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Περίληψη
Η παρούσα διπλωματική εργασία έχει ως αντικείμενο την τρισδιάστατη ανα-
κατασκευή της γεωμετρίας της σκηνής, από δισδιάστατες εικόνες της, με
χρήση τεχνικών όρασης υπολογιστών και γεωμετρίας πολλαπλών όψεων. Έμ-
φαση δίνεται σε εξωτερικές αρχιτεκτονικές σκηνές και επιχειρείται η εφαρ-
μογή των μεθόδων σε χώρους πολιτιστικού ενδιαφέροντος. Αρχικά, αναπτύσ-
σεται μέθοδος ανάκτησης των εσωτερικών (χαρακτηριστικά κάμερας) και εξω-
τερικών (σχετική θέση φωτογραφιών) παραμέτρων των φωτογραφιών. Η μέθο-
δος χρησιμοποιεί ζεύγη φωτογραφιών και δεν προβαίνει στην υπόθεση ταυ-
τόσημων εσωτερικών παραμέτρων που συνηθίζεται στην βιβλιογραφία. Στη
συνέχεια, η μέθοδος ενσωματώνεται σε κατάλληλα σχεδιασμένα συστήματα
τρισδιάστατης ανακατασκευής. Τέλος, η προηγούμενη μέθοδος βελτιώνεται
με την αξιοποίηση γεωμετρικών ιδιοτήτων του προβλήματος, στο αρχικό ταί-
ριασμα περιγραφών σημείων (χαρακτηριστικών) των εικόνων και στην εκτί-
μηση των εξωτερικών και εσωτερικών παραμέτρων των φωτογραφιών. Η αξιο-
ποίηση της γεωμετρικής δομής του προβλήματος οδηγεί σε βελτιωμένα απο-
τελέσματα και πιο αξιόπιστες μεθόδους. Πέρα από τις συνεισφορές της ερ-
γασίας που παρουσιάζονται στο δεύτερο μέρος, τα στάδια και οι καθιερωμέ-
νοι αλγόριθμοι τρισδιάστατης ανακατασκευής περιγράφονται με λεπτομέρεια
στο πρώτο μέρος.

Λεξεις Κλειδια :Όραση υπολογιστών, γεωμετρία πολλαπλών όψεων, τρισ-
διάστατη ανακατασκευή, μη-επαναληπτικό SfM, L∞, βαθμονόμηση με με-
ταβαλλόμενες εσωτερικές παραμέτρους, γεωμετρική επαλήθευση, στάθμιση
περιστροφών



Abstract
The aim of this thesis is to reconstruct scene's 3D geometry, using its 2D
images, employing computer vision andmultiple view geometry techniques.
We focus on outdoor architectural scenes and attempt to reconstruct cultur-
al heritage sites. Initially, we develop amethod to recover intrinsic (describing
the cameras) and extrinsic (describing relative positions) parameters for
each view. The method uses photograph pairs and allows, in contrast with
previous approaches, varying internal parameters. Next, we incorporate
the previousmethod to an accordingly designed 3D reconstruction pipeline.
Finally, we utilize geometric properties inherent to the reconstruction prob-
lem to improve the initial matching between point descriptions (features)
as well as the recovery of internal and external camera parameters. That
results in improvements in performance and reliability. In addition to
our contributions, presented in the second part, we provide a thorough
presentation of the various stages and the most influential techniques
that constitute a 3D reconstruction pipeline.

Keywords:Computer vision, multiple view geometry, 3D reconstruction,
non-incremental SfM, L∞, calibration with varying internal parameters,
geometric verification, rotation averaging
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Αντικείμενο Διπλωματικής Εργασίας

Η παρούσα Διπλωματική Εργασία, ασχολείται με το πρόβλημα της Ανακα-
τασκευής στην Όραση Υπολογιστών. Δοσμένου ενός συνόλου φωτογραφιών,
η ανακατασκευή της σκηνής στοχεύει στον υπολογισμό ενός τρισδιάστατου
μοντέλου της σκηνής. Η αναπαράσταση του μοντέλου αυτού μπορεί να γίνει
με διαφορετικούς τρόπους, από την απλούστερη αναπαράσταση ως σύνολο
τρισδιάστατων σημείων μέχρι ένα ολοκληρωμένο τρισδιάστατο μοντέλο της
επιφάνειας.
Στο πρόβλημα της ανακατασκευής, το είδος των διαθέσιμων εικόνων καθώς
και οι επιπλέον πληροφορίες που έχουμε σχετικά με αυτές μπορεί να δια-
φέρουν αρκετά. Για παράδειγμα ενδέχεται να έχουμε ένα μη-οργανωμένο
σύνολο φωτογραφιών, μια ακολουθία φωτογραφιών, ένα video κλπ. Επίσης,
άλλοι παράμετροι του προβλήματος, όπως η σχετική επικάλυψη των φωτο-
γραφιών, η σειρά λήψης τους, οι σχετικές θέσεις λήψης του, οι παράμετροι
των συσκευών φωτογράφισης κ.α, ενδέχεται να θεωρηθούν γνωστά.
Συμπεραίνουμε έτσι, ότι το πρόβλημα της ανακατασκευής, περιλαμβάνει ένα
μεγάλο εύρος διαφορετικών μεταξύ τους προβλημάτων, τα οποία αντιμετω-
πίζονται με ένα αντίστοιχα μεγάλο εύρος διαφορετικών τεχνικών, συχνά όχι
παρόμοιων.
Στην συγκεκριμένη εργασία, θεωρήσαμε ότι έχουμε ένα μη οργανωμένο σύ-
νολο φωτογραφιών. Εκτός από τις ίδιες τις φωτογραφίες, υποθέσαμε ότι δεν
δίνεται κάποιας μορφής άλλη πληροφορία. Θεωρήσαμε δηλαδή ότι τόσο οι
θέσεις λήψεις των φωτογραφιών, όσο και τα χαρακτηριστικά των καμερών
που χρησιμοποιήθηκαν για την λήψη τους (εσωτερικές παράμετροι κάμε-
ρας) είναι άγνωστα.
Εστιάσαμε την εργασία στην ανάκτηση των πληροφοριών αυτών, ώστε να μπο-
ρέσουμε να αξιοποιήσουμε τεχνικές της περιοχής της ανακατασκευής που
αναπτύχθηκαν κυρίως στο τέλος της δεκαετίας του 00', και οι οποίες έχουν
εξελιχθεί σε ικανοποιητικό βαθμό. Επίσης, προσπαθήσαμε να ακολουθή-
σουμε σε αυτά τα προβλήματα, όσο το δυνατόν πιο ανεπτυγμένες τεχνικές,
ακολουθώντας τις ερευνητικές τάσεις που αναπτύχθηκαν ακόλουθα της δη-
μοσίευσης των αρχικών επιτυχημένων, και πλέον καθιερωμένων, τεχνικών.
Στην επόμενη Ενότητα, θα συνοψίσουμε το περιεχόμενο της εργασίας ανά
Κεφάλαιο. Αναφέρουμε εδώ κάποιες από τις κύριες κατευθύνσεις και συνει-
σφορές της Εργασίας

• Αναλυτική παρουσίαση της δομής του προβλήματος, των περιοχών στις

10
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οποίες αυτό χωρίζεται και των διαθέσιμων τεχνικών. Παρουσιάζονται
αναλυτικά τα προβλήματα της ανίχνευσης χαρακτηριστικών, του ται-
ριάσματος σημειακών χαρακτηριστικών εικόνων, της επίλυσης των προ-
βλημάτων Self-Calibration, Pairwise Metric Reconstruction, Structure
from Motion, Multi-View Stereo και επίσης βασικών προβλημάτων της
γεωμετρίας πολλών όψεων.

• Μελετάται το πρόβλημα της γεωμετρικής επαλήθευσης των αντιστοι-
χιών ανάμεσα στις εικόνες και προτείνεται μέθοδος κατάλληλη για το
πρόβλημα της ανακατασκευής αρχιτεκτονικών σκηνών

• Μελετάται το πρόβλημα της βαθμονόμησης και της μετρικής ανακα-
τασκευής ζεύγους καμερών. Προτείνεται κατάλληλη μέθοδος για την
επίλυση του προβλήματος, η οποία αναλύεται τόσο θεωρητικά όσο και
πειραματικά.

• Η προηγούμενη μέθοδος βελτιώνεται με την εισαγωγή τεχνικής για
την στάθμιση των πολυάριθμων εκτιμήσεων για τις εσωτερικές παραμέ-
τρους των καμερών και με την εφαρμογή αλγορίθμου για την στάθμιση
των πολυάριθμων εκτιμήσεων για τις σχετικές περιστροφές των καμε-
ρών. Επιλέγεται κατάλληλος αλγόριθμος για το υπόλοιπο της διαδι-
κασίας της ανακατασκευής που δεν απαιτεί την γνώση των σχετικών
μετατοπίσεων των καμερών ( πρόβλημα Structure from Motion with
known Rotations )

• Γίνεται ενσωμάτωση των προηγούμενων τεχνικών που αναπτύξαμε σε
γνωστές μη ακολουθιακές προσεγγίσεις στο πρόβλημα Structure from
Motion που βασίζονται στην επίλυση προβλημάτων βελτιστοποίησης
χρησιμοποιώντας το πλαίσιο της L∞ νόρμας κατάλληλα ορισμένου σφάλ-
ματος ανά σημείο δεδομένων. Στην περίπτωση μας, κάθε ταιριασμένο
ζεύγος σημείων δύο εικόνων είναι ένα σημείο δεδομένων.

• Το αποτέλεσμα που λαμβάνουμε από την επίλυση του προβλήματος
Structure from Motion, μετατρέπεται κατάλληλα ώστε να μπορεί να
χρησιμοποιηθεί ως είσοδος σε διαθέσιμες υλοποιήσεις για την τελική
ανακατασκευή της τρισδιάστατης επιφάνειας και (ξαναμετετρέπεται) για
το texture-mapping της επιφάνειας αυτής.

Διάρθρωση Διπλωματικής Εργασίας

Η διπλωματική εργασία χωρίζεται σε δύο μέρη. Οι συνεισφορές της εργασίας
περιλαμβάνονται στο Δεύτερο μέρος ( βλ. Πίνακα 2 ). Μια γρήγορη επισκό-
πιση ορισμένων αποτελεσμάτων μας είναι δυνατή στο1. Στο Πρώτο Μέρος,
γίνεται μια ενδελεχής ανασκόπηση της σχετικής βιβλιογραφίας, των προβλη-
μάτων που σχετίζονται με την ανακατασκευή και των διαθέσιμων τεχνικών για
την επίλυσή τους ( βλ. Πίνακα 1 ). Το μέρος αυτό λειτουργεί συμπληρωμα-
τικά, ώστε να είναι διαθέσιμο το σχετικό θεωρητικό υπόβαθρο και να γίνουν
σαφείς διαφορετικές προσεγγίσεις που έχουν επιχειρηθεί για την αντιμετώ-
πιση των σχετικών με την ανακατασκευή προβλημάτων.
Στο Κεφάλαιο 1, παρουσιάζουμε βασικές αρχές της προβολικής γεωμετρίας,
μοντέλα δισδιάστατων και τρισδιάστατων μετασχηματισμών, την διαδικασία

1http://www.youtube.com/channel/UCp5O-gzDEOZ77QpQl6BTQUg/videos

http://www.youtube.com/channel/UCp5O-gzDEOZ77QpQl6BTQUg/videos
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της προβολής και την μοντελοποίηση μέσω αυτής της διαδικασίας σχημα-
τισμού εικόνων από φωτογραφικές κάμερες. Κάνουμε τέλος και σύντομες
αναφορές στις αποκλίσεις από το μοντέλο αυτό.
Στο Κεφάλαιο 2, εισάγουμε τεχνικές και μεθόδους της γεωμετρίας πολλών
όψεων ( Θεμελιώδης Πίνακας, σχετικά σφάλματα για εφαρμογές γεωμετρίας
πολλών όψεων, DLT, RANSAC) καθώς και μικρά προβλήματα που προκύ-
πτουν φυσικά κατά τον χειρισμό του προβλήματος της ανακατασκευής, σε
διάφορα σημεία οποιουδήποτε αλγορίθμου (π.χ τριγωνισμός σημείων, re-
sectioning κ.α). Επίσης περιγράφουμε τις μεθόδους και υλοποιήσεις για την
επίλυση του προβλήματος Structure From Motion.
Στο Κεφάλαιο 3, περιγράφουμε μεθόδους και υλοποιήσεις για την αναβάθ-
μιση της αναπαράστασης ως αραιό σύννεφο τρισδιάστατων σημείων που έχουμε
μετά την επίλυση του προβλήματος SfM, σε αναπαράσταση πυκνού σύννε-
φου τρισδιάστατων σημείων και τρισδιάστατης επιφάνειας.
Στο Τελευταίο Κεφάλαιο του Πρώτου μέρους ( Κεφάλαιο 4 ), περιγράφουμε
μεθόδους ανίχνευσης περιοχών ενδιαφέροντος και περιγραφής των περιοχών
αυτών ( Region detectors and descriptors ).
Στο δεύτερο μέρος, συμπεριλαμβάνονται οι τεχνικές που εισάγαμε και που
χρησιμοποιήσαμε για την επίλυση του προβλήματος ανακατασκευής, όπως
αυτό περιγράφηκε και στην αμέσως προηγούμενη Ενότητα. Επίσης, συμπε-
ριλαμβάνονται τα αποτελέσματα στα διάφορα πειράματα που διεξήχθησαν
για την αξιολόγηση των μεθόδων και για την περιγραφή των ιδιοτήτων τους.
Στο Κεφάλαιο 5, εξετάζεται το πρόβλημα της μετρικής ανακατασκευής και
βαθμονόμησης 2 όψεων(φωτογραφιών). Αναλύεται η δομή του προβλήματος
και προτείνουμε κατάλληλη γραμμική μέθοδο επίλυσης, η οποία όμως οδη-
γεί σε αμφισημία δύο λύσεων. Αναλύουμε θεωρητικά τις ιδιότητες της τεχνι-
κής επίλυσης (εκφυλισμένες διατάξεις, επίδραση θορύβου) και την σχέση των
δύο λύσεων στον χώρο. Στην συνέχεια αναλύουμε πειραματικά ιδιότητες της
μεθόδου και σχολιάζουμε την εφαρμογή της και σε πραγματικά δεδομένα
για τα οποία γνωρίζουμε τις ορθές τιμές των υπό προσδιορισμό μεγεθών.
Στο Κεφάλαιο 6, αναλύουμε πως μπορεί να συνδυαστούν οι μέθοδοι του
προηγούμενου Κεφαλαίου με μη-ακολουθιακές μεθόδους επίλυσης του προ-
βλήματος Structure From Motion στο πλαίσιο της L∞ νόρμας. Περιγρά-
φουμε την μέθοδο που οδηγεί στην επίλυση του συνολικού προβλήματος και
την εφαρμόζουμε τόσο σε σύνολα δεδομένων σχεδιασμένα για το πρόβλημα
της Ανακατασκευής, για τα οποία γνωρίζουμε τις ορθές σχετικές θέσεις των
καμερών, όσο και σε ακόμα λιγότερο δομημένα σύνολο που δημιουργήσαμε
εμείς με στοιχειώδη φωτογραφικό εξοπλισμό. Τα αποτελέσματα της μεθόδου
συγκρίνονται και αναλύονται, ενώ σχολιάζεται και η επίδραση διάφορων τρο-
ποποιήσεων παραμέτρων και αλγορίθμων της μεθόδου ανακατασκευής.
Στο Κεφάλαιο 7, επιστρέφουμε στις μεθόδους των προηγούμενων Κεφαλαίων
με σκοπό την βελτίωση τους ώστε να καταστούν περισσότερο σθεναρές και
αξιόπιστες, αλλά και να περιοριστούν τα σφάλματα στην τρισδιάστατη γε-
ωμετρία και τις θέσεις των καμερών. Βελτιώνουμε τις αντιστοιχίες σημείων
των φωτογραφιών, εφαρμόζοντας γεωμετρική επαλήθευση σε αυτές. Για την
περάτωση της γεωμετρικής επαλήθευσης, προτείνουμε κατάλληλη μέθοδο
βασισμένη στο πρόβλημα της Μέγιστης Κοινής Υπακολουθίας. Επίσης βελ-
τιώνουμε τις εκτιμήσεις για τις θέσεις των φωτογραφιών, χρησιμοποιώντας
σε κατάλληλα σημεία τους αλγορίθμου επίλυσης μέθοδο στάθμισης περι-
στροφών βασισμένο στον αλγόριθμο του Weiszfeld. Τέλος, βελτιώνουμε τις
εκτιμήσεις για το εστιακό μήκος κάθε κάμερας, με την εισαγωγή κατάλλη-
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λης μεθόδου στάθμισης των διάφορων εκτιμήσεων που διαθέτουμε για το
εστιακό μήκος κάθε κάμερας.

Κεφάλαιο Κύριες πηγές

Κεφάλαιο 1 [90]

Κεφάλαιο 2 [57], [130], [51], [249]

Κεφάλαιο 3 [66], [64], [193], [78]

Κεφάλαιο 4 [133], [149], [18], [243], [225]

Πίνακας 1: Βασικές βιβλιογραφικές πηγές που παρουσιάζονται στο πρώτο
μέρος

Κεφάλαιο Κύρια συνεισφορά

Κεφάλαιο 5 Βαθμονόμηση καμερών με
μεταβαλλόμενες εσωτερικές
παραμέτρους

Κεφάλαιο 6 Διαμόρφωση πλήρους
συστήματος ανακατασκευής

Κεφάλαιο 7 Γεωμετρική επαλήθευση
αντιστοιχιών, στάθμιση
περιστροφών για εκτίμηση
σχετικής θέσης όψης και
χρήση δομής προβλήματος
για εκτίμηση εσωτερικών
παραμέτρων

Πίνακας 2: Βασικές συνεισφορές Κεφαλαίων δεύτερου μέρους



Μέρος I

Βιβλιογραφική Ανασκόπηση
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I
ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ

Το Κεφάλαιο βασίζεται στο [90]

1.1 Δισδιάστατη γεωμετρία

Η πιο συνηθισμένη αναπαράσταση σημείων επιπέδου είναι μέσω των καρ-
τεσιανών συντεταγμένων. Έτσι ένα σημείο στο επίπεδο αναπαρίσταται ως
x =

[
x y

]T . Για συντομία θα γράφουμε τα διανύσματα ως x = (x, y).
Συχνά είναι προτιμότερο να χρησιμοποιούμε για τα σημεία του επιπέδου
ομογενείς συντεταγμένες. Σε αυτές τα σημεία αναπαρίστανται ως x̃ = (a, b, c).
Κάθε σημείο (x, y) παριστάνεται από όλα τα σημεία με ομογενείς συντεταγμέ-
νες (a, b, c) για τα οποία ισχύει x = a/c, y = b/c. Τα διανύσματα του R3− (0, 0, 0)
σχηματίζουν τον προβολικό χώρο P2. Τα σημεία του P2 της μορφής (a, b, 0)
λέγονται σημεία στο άπειρο και θα τα αναλύσουμε παρακάτω. Για τα ιδανικά
( στο άπειρο ) σημεία δεν υπάρχει παράσταση σε μη-ομογενείς συντεταγμέ-
νες. Κάθε σημείο του διανυσματικού χώρου R2 ορίζει μια κλάση ισοδυναμίας
στον P2. Τα σημεία στο άπειρο δεν έχουν εικόνα στον R2. Τέλος το σημείο
(0, 0, 0) του R3 δεν ανήκει στον προβολικό χώρο P2.
Ευθείες
Είναι γνωστό ότι μια ευθεία ορίζεται από την σχέση

ax+ by + c = 0

Παρατηρούμε ότι οι ευθείες μπορούν να παρασταθούν στον P2 ως διανύ-
σματα του χώρου, δηλαδή η προηγούμενη ευθεία παρίσταται ως (a, b, c). Η
κλιμάκωση με σταθερά είναι ξανά αδιάφορη, δηλαδή ισοδύναμη παράσταση
είναι κάθε παράσταση της μορφής λ(a, b, c), λ ̸= 0. Παρατηρούμε ότι στον
προβολικό χώρο ευθείες και σημεία παρίστανται με τον ίδιο τρόπο. Στο εξής
θα συμβολίζουμε τις ευθείες ώς l. Όπως είναι φανερό και από την παράσταση
της ευθείας σε ομογενείς συντεταγμένες, μια ευθεία του επιπέδου έχει 2 βαθ-
μούς ελευθερίας.
Ένα σημείο ανήκει σε μια ευθεία αν και μόνο αν

lTx̃ = 0

Η διατύπωση αυτή είναι απλά μια συμπαγής αναπαράσταση της εξίσωσης
ευθείας με την χρήση του εσωτερικού γινομένου διανυσμάτων σε ομογενείς
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συντεταγμένες.
Tο σημείο τομής δύο ευθειών δίνεται από την σχέση

x̃ = l1 × l2

Υπενθυμίζουμε ότι το εξωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων δίνεται από την
σχέση

x1 × x2 =

∣∣∣∣∣∣
i j k
x1 y1 z1
x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣
Από την γνωστή διανυσματική σχέση xT1(x1 × x2) = 0 έχουμε ότι

lT1(l1 × l2) = lT2(l1 × l2) = 0

Άρα το σημείο (l1 × l2) ανήκει πράγματι και στις δύο ευθείες και συνεπώς
είναι το σημείο τομής τους.
Δύο παράλληλες ευθείες l = (a, b, c), l′ = (a, b, d) τέμνονται στο σημείο (b,−a, 0).
Παρατηρούμε επομένως ότι όλες οι ευθείες τέμνονται και οι παράλληλες ευ-
θείες τέμνονται σε σημεία στο άπειρο. Δεν είναι δύσκολο να επαληθεύσουμε
ότι η ευθεία

l∞ = (0, 0, 1)

περιέχει όλα τα σημεία στο άπειρο. Ακόμα μπορούμε να σκεφτούμε την l∞
ως το σύνολο των διευθύνσεων των ευθειών του επιπέδου. Δύο σημεία ορίζουν
μια ευθεία και η εξίσωση της ευθείας δίνεται από την σχέση

l = x̃1 × x̃2

Μπορούμε επίσης να ορίσουμε επιφάνειες δευτέρου βαθμού στο επίπεδο,
στις οποίες θα αναφερόμαστε εξ ου με τον όρο κωνικές. Οι επιφάνειες αυ-
τές ορίζονται από σχέσεις της μορφής x̃TQx̃, όπου ο Q είναι συμμετρικός
πίνακας. Στην γενική περίπτωση οι βαθμοί ελευθερίας είναι 5.

1.1.1 Μετασχηματισμοί
Παρακάτω παρουσιάζουμε μετασχηματισμούς στις δύο διαστάσεις. Αρχίζουμε
από τις πιο γενικές μορφές μετασχηματισμών και εξειδικεύουμε. Αυτό ση-
μαίνει ότι οι μετασχηματισμοί που παρουσιάζονται αργότερα είναι ειδικές
περιπτώσεις όσων παρουσιάστηκαν πριν από αυτούς.
Προβολικός Μετασχηματισμός ή Ομογραφία
Ο μετασχηματισμός αυτός ορίζεται από τον 3×3 ομαλό πίνακα και την σχέση

x̃′ = Hx̃

Από τον ορισμό των ομογενών συντεταγμένων είναι προφανές ότι κάθε πί-
νακας λH ορίζει τον ίδιο μετασχηματισμό, οπότε έχουμε 8 βαθμούς ελευ-
θερίας. Στην γενική αυτή περίπτωση μπορούμε να πούμε ότι διατηρούνται
οι ευθείες, δηλαδή ότι τα ευθύγραμμα τμήματα παραμένουν ευθύγραμμα
μετά τον μετασχηματισμό. Είναι η πιο γενική μορφή μετασχηματισμού στις
2 διαστάσεις. Ο πίνακας του μετασχηματισμού μπορεί να γραφεί σε μπλοκ
μορφή ως

H =

[
A2×2 t
vT u

]
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Παρατηρούμε ότι ιδανικά σημεία απεικονίζονται σε σημεία του επιπέδου και
αντίστροφα σημεία του επιπέδου απεικονίζονται στο άπειρο. Από αυτή την
παρατήρηση είναι προφανές ότι η παραλληλία ευθειών δεν διατηρείται. Τα
μήκη τμημάτων μιας ευθείας επίσης δεν διατηρούνται. Διατηρείται όμως ο
λόγος των λόγων αυτών των μηκών.
Αφινικός μετασχηματισμός
Ένας αφινικός μετασχηματισμός έχει την μορφή

x̃′ = HAx̃ =
[
A2×2 t
0T 1

]
x̃

Ο αφινικός μετασχηματισμός είναι γραμμικός μετασχηματισμός των μη ομο-
γενών μεταβλητών και έχει 6 βαθμούς ελευθερίας. Διατηρεί την παραλληλία.
Αν και το σχήμα παραμορφώνεται στους αφινικούς μετασχηματισμούς, μια
σημαντική ιδιότητα τους είναι ότι δρουν ομοιόμορφα στον χώρο. Έτσι η με-
ταβολή στην επιφάνεια των αντικειμένων είναι ίδια παντού ( det(A) ) και δεν
εξαρτάται από την θέση τους. Όμοια η αλλαγή στον προσανατολισμό μιας
ευθείας εξαρτάται μόνο από τον αρχικό προσανατολισμό της και όχι από την
θέση της. Στους προβολικούς μετασχηματισμούς η θέση των γεωμετρικών
οντοτήτων παίζει καθοριστικό ρόλο στον μετασχηματισμό τους. Άλλο μέγεθος
που διατηρείται είναι οι λόγοι από μήκη παράλληλων ευθύγραμμων τμημά-
των.
Μετασχηματισμός ομοιότητας
Ο μετασχηματισμός ομοιότητας αποτελείται από μια στροφή με ισοτροπική
κλιμάκωση ακολουθούμενη από μια μεταφορά. Ο πίνακας του μετασχημα-
τισμού δίνεται από την σχέση

Hs =

[
sR2×2 t
0T 1

]
όπου ο R είναι πίνακας στροφής, δηλαδή RRT = I, det(R) = 1.Οι βαθμοί
ελευθερίας του μετασχηματισμού είναι 4. Ο μετασχηματισμός ομοιότητας
διατηρεί γωνίες μεταξύ ευθειών. Επομένως στον μετασχηματισμό ομοιότητας
διατηρείται και το σχήμα των αντικειμένων.Επίσης διατηρείται και ο λόγος
από μήκη οποιονδήποτε ευθύγραμμων τμημάτων.
Ευκλείδειος μετασχηματισμός
Αποτελείται από περιστροφή και μεταφορά. Έχουμε

HE =

[
R2×2 t
0T 1

]
Πρόκειται για κίνηση στερεού σώματος. Στον μετασχηματισμό αυτό διατη-
ρείται η ευκλείδεια απόσταση, τα μήκη και οι επιφάνειες.

1.2 Τρισδιάστατη γεωμετρία

Η επέκταση των προηγούμενων από τις δύο στις τρεις διαστάσεις είναι άμεση.
Τα σημεία του τρισδιάστατου χώρου μπορούν να αναπαρασταθούν με χρήση
μη ομογενών συντεταγμένων ως X = (X,Y, Z). Μπορούμε επίσης να ορίσουμε
τον προβολικό χώρο P3 και να χρησιμοποιήσουμε την ομογενή αναπαρά-
σταση (X,Y, Z, T ). Γενικεύουμε την ευθεία του επιπέδου με το επίπεδο στον
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χώρο. Ένα επίπεδο περιγράφεται από την εξίσωση

aX + bY + cZ + d = 0

Η εξίσωση αυτή μπορεί να παρασταθεί με συμπαγή τρόπο σε ομογενείς συ-
ντεταγμένες ως

ΠT X̃ = 0

όπουΠ = (a, b, c, d) το κάθετο στο επίπεδο διάνυσμα. Όπως ήταν αναμενόμενο
αντίστοιχη έννοια με την ευθεία στο άπειρο έχει το επίπεδο στο άπειρο. Τέλος
ορίζουμε αντίστοιχα και δευτεροβάθμιες επιφάνειες με εξισώσεις της μορφής
X̃TQX̃.
Οι μετασχηματισμοί των τρισδιάστατων συντεταγμένων ορίζονται και αυτοί σε
αντιστοιχία με τους δισδιάστατους. Συνοπτική παρουσίασή τους γίνεται στον
Πίνακα 1.1

Μετασχηματισμός Περιγραφή Βαθμοί
Ελευθερίας

Αναλλοίωτες

Προβολικός
[
A3×3 t
vT u

]
15 Τομές

επιφανειών

Αφινικός
[
A3×3 t
0T 1

]
12 Παραλληλία

επιπέδων
Λόγοι Όγκων

Ομοιότητας
[
sR3×3 t
0T 1

]
7 Γωνίες

Ευκλείδειος
[
R3×3 t
0T 1

]
6 Όγκοι

Πίνακας 1.1: Τρισδιάστατοι Μετασχηματισμοί

1.3 Προβολές από τον τρισδιάστατο στον δισ-
διάστατο κόσμο. Μοντελοποίηση κάμερας.

Σε αυτή την ενότητα θα περιγράψουμε απεικονίσεις από τον τρισδιάστατο
χώρο σε δισδιάστατες εικόνες. Οι διατάξεις οι οποίες κάνουν αυτές τις απει-
κονίσεις θα ονομάζονται κάμερες. Για να μοντελοποιήσουμε τις κάμερες χρη-
σιμοποιούμε πίνακες που περιγράφουν τις απεικονίσεις αυτές. Αυτή η ανα-
παράσταση μας επιτρέπει να υπολογίζουμε εύκολα γεωμετρικές οντότητες
όπως το κέντρο προβολής, το επίπεδο της εικόνας κ.α. τα οποία θα συναντή-
σουμε ακόλουθα.

1.3.1 Κεντρική Προβολή
Ξεκινάμε με το μοντέλο της κεντρικής προβολής η οποία γίνεται μέσω της
μικροπικής κάμερας. Σε αυτό το μοντέλο, ένα σημείο του χώρου απεικονίζε-
ται στο επίπεδο της εικόνας μέσω της ακτίνας που το συνδέει με το οπτικό
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κέντρο. Η τομή της ακτίνας αυτής με το επίπεδο της εικόνας είναι η εικόνα
του σημείου του χώρου. Για να απλοποιήσουμε τις προκύπτουσες σχέσεις,
θεωρούμε τρισορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων στον χώρο με αρχή (0, 0, 0)
το οπτικό κέντρο C και το επίπεδο της εικόνας κάθετο στον άξονα z. Το κά-
θετο διάνυσμα στο επίπεδο της εικόνας, εδώ ο άξονας z, ονομάζεται πρωτεύων
άξονας της προβολής. Ο πρωτεύων άξονας τέμνει το επίπεδο της εικόνας στο
σημείο p το οποίο ονομάζεται πρωτεύον σημείο. Το οπτικό κέντρο απέχει από
το επίπεδο της εικόνας απόσταση f , στην οποία θα αναφερόμαστε ως εστιακό
μήκος. Για να υπολογίσουμε την εικόνα ενός σημείου του χώρου μπορούμε
να χρησιμοποιήσουμε απλές γεωμετρικές σχέσεις και συγκεκριμένα το Θε-
ώρημα του Θαλή ( όμοια τρίγωνα ). Προκύπτουν άμεσα οι εξής σχέσεις που
συνδέουν ένα σημείο του χώρου X = (X,Y, Z) με την εικόνα του

(X,Y, Z)→ (fX/Z, fY/Z, f)

Αν αγνοήσουμε την 3η συντεταγμένη του σημείου, τότε μπορούμε να συμ-
βολίσουμε την εικόνα του X με (fX/Z, fY/Z). Η επιλογή αυτή υπονοεί ότι το
σύστημα συντεταγμένων που επιλέξαμε στο επίπεδο της εικόνας έχει άξονες
x, y ομόροπους με τους αντίστοιχους του συστήματος συντεταγμένων του χώ-
ρου και αρχή το πρωτεύον σημείο.
Η εισαγωγή ομογενών συντεταγμένων μας επιτρέπει να παραστήσουμε την
προβολή ως γραμμική σχέση. Έχουμε:

fxfy
z

 =

f 0 0 0
0 f 0 0
0 0 1 0



X
Y
Z
1


Την ανωτέρω σχέση θα την συμβολίζουμε συνήθως

x = PX = diag(f, f, 1)[I|0]X

1.3.2 Γενικεύσεις και επεκτάσεις στο μοντέλο της μικρο-
πικής κάμερας

Το μοντέλο που παρουσιάσαμε πρέπει να γενικευθεί προκειμένου να κατα-
στεί πιο ρεαλιστικό και κατά συνέπεια κατάλληλο για χρήση σε εφαρμογές.
Στην προηγούμενη ανάλυση θεωρήσαμε το παγκόσμιο σύστημα συντεταγ-
μένων και το σύστημα συντεταγμένων της κάμερας ( πάνω στο επίπεδο της
εικόνας ) ευθυγραμμισμένα. Αυτή η βολική υπόθεση απλοποίησε σημαντικά
τις εξισώσεις μας, πολύ σπάνια όμως πληρείται. Διαφορετικά συστήματα συ-
ντεταγμένων εικόνας χρησιμοποιούνται από διάφορες εφαρμογές. Ακόμα, η
ταύτιση της αρχής των αξόνων με το οπτικό κέντρο, η οποία εξάλου δεν μπο-
ρεί να γίνει αν έχουμε κάμερες σε πάνω από ένα σημεία του χώρου, πρέπει
να αναιρεθεί. Οι ευκλείδειοι μετασχηματισμοί μεταξύ των συστημάτων συντε-
ταγμένων που υπονοήσαμε συναποτελούν και τις γενικεύσεις του μοντέλου.
Ακόμα, το μοντέλο της μικροπικής κάμερας επεκτείνεται εύκολα για να συ-
μπεριλάβει φαινόμενα όπως skew, aspect ratio κ.α.
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Σχήμα 1.1: Προοπτική προβολή. Το Οπτικό κέντρο C ταυτίζεται με την αρχή
των αξόνων. Ο άξονας z είναι ο κύριος άξονας της κάμερας. Το σημείο το-
μής (0, 0, f) του κυρίου άξονα με το επίπεδο της εικόνας ( μπλε επίπεδο )
είναι το πρωτεύον σημείο p. Η απόσταση (Cp) = f είναι το εστιακό μήκος
της κάμερας. Το σημείο του χώρου Xw προβάλλεται μέσω της εικονιζόμενης
ακτίνας που διέρχεται από το οπτικό κέντρο C στο επίπεδο της εικόνας ( μπλε
επίπεδο ).

..

y

. z.
Z

.
f

Σχήμα 1.2: Χρησιμοποιώντας τα όμοια τρίγωνα, υπολογίζουμε τις συντεταγ-
μένες της προβολής στο επίπεδο της εικόνας

Εσωτερικές παράμετροι. Ο πίνακας βαθμονόμησης

Θεωρούμε ότι το οπτικό κέντρο και η αρχή των συντεταγμένων ταυτίζονται.
θα αναφερόμαστε στις συντεταγμένες αυτές ως συντεταγμένες κάμερας, για
μεγαλύτερη σαφήνεια. Για να επεκτείνουμε το μοντέλο θεωρούμε ότι έχουμε
στην διάθεση μας μετρήσεις σημείων από τον αισθητήρα της κάμερας, δη-
λαδή μετρήσεις των δισδιάστατων συντεταγμένων του επιπέδου της εικόνας.
Θεωρούμε ότι οι εικόνες προέρχονται από ψηφιακές συσκευές, επομένως οι
μετρήσεις μας είναι σε pixels. Σκοπός μας είναι να μετατρέψουμε τις μετρή-
σεις αυτές σε ακτίνες στον χώρο ( 3 διαστάσεις ), με τις εκφράσεις για τον
τρισδιάστατο χώρο να γίνονται στις συντεταγμένες της κάμερας. Τα φαινό-
μενα που θέλουμε να ενσωματώσουμε είναι δύο:

• Την διαμέριση του αισθητήρα σε pixels κατά μήκος και πλάτος της
σχηματισμένης εικόνας mx,my.

• Τον προσανατολισμό του συστήματος συντεταγμένων του αισθητήρα σε
σχέση με το οπτικό κέντρο, δηλαδή περιστροφή και μετάθεση.
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Ενσωματώνουμε τα προηγούμενα στην περιγραφή

Xc = [Rs|cs]

mx

my

1

xsys
1

 ≡Mxs
Με Xc συμβολίζουμε ένα σημείο στον χώρο σε μη ομογενείς συντεταγμένες
κάμερας. Η αρχή των συντεταγμένων του συστήματος της εικόνας σε συντε-
ταγμένες κάμερας είναι το διάνυσμα cs. Μπορούμε να αντιστρέψουμε την
προηγούμενη σχέση και να πάρουμε την σχέση

x = KXc

Ο πίνακας K ονομάζεται πίνακας βαθμονόμησης της κάμερας. Είναι διαστά-
σεων 3× 3 και περιγράφει τις εσωτερικές παραμέτρους της κάμερας.

Εξωτερικές παράμετροι.Ο πίνακας της κάμερας

Για να ενσωματώσουμε τις εξωτερικές παραμέτρους, έχουμε ότι ένα σημείο
σε συντεταγμένες κάμερας συνδέεται με ένα σημείο σε συντεταγμένες χώρου
μέσω ενός μετασχηματισμού Xc = [R|T]Xw, όπου XW είναι σημείο σε ομογε-
νείς συντεταγμένες χώρου. Έτσι η προηγούμενη εξίσωση γίνεται

x = K[R|T]XW = PXW

Ο πίνακας P είναι ο πίνακας της κάμερας. Παρατηρούμε στη προηγούμενη
σχέση P = K[R|T] = KRT

1 [R1|R1T], αφού ο πίνακας στροφής R1 είναι ορθο-
γώνιος και R1R

T
1 = I. Επομένως είναι αδύνατον να διαχωρίσουμε τις εσω-

τερικές και τις εξωτερικές παραμέτρους με μετρήσεις της εικόνας. Για αυτό
ο πίνακας της κάμερας P παραγοντοποιείται κατά QR σε γινόμενο πινάκων
με τον πίνακα K άνω τριγωνικό και τέτοιον θα τον θεωρούμε. Η πιο απλή
μορφή πίνακα βαθμονόμησης που μπορούμε να θεωρήσουμε επομένως εί-
ναι της μορφής

K =

f 0 px
0 f py
0 0 1


Σε αυτή την περίπτωση θεωρούμε ότι έχουμε ομοιόμορφη κλιμάκωση στις
δύο διευθύνσεις της εικόνας και (px, py) είναι οι συντεταγμένες του πρωτεύ-
οντος σημείου στις συντεταγμένες κάμερας.Σε αυτή την περίπτωση έχουμε
3 βαθμούς ελευθερίας από τον πίνακα βαθμονόμησης και άλλους 6 από τις
εξωτερικές παραμέτρους ( 3 για την μεταφορά και 3 για την περιστροφή ).
Συνολικά καταλήγουμε με 9 βαθμούς ελευθερίας. Αν η κλιμάκωση σε κάθε
κατεύθυνση δεν είναι ίδια, όπως για παράδειγμα συμβαίνει αν δεν έχουμε
τετράγωνα pixels τότε ο πίνακας K παίρνει την μορφή

K =

ax 0 xo
0 ay yo
0 0 1
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Τέλος, αν και πολύ σπάνια παρατηρείται, μπορούμε να ενσωματώσουμε στον
πίνακα βαθμονόμησης ενδεχόμενη λοξότητα ( skew ) του συστήματος συντε-
ταγμένων της εικόνας, δηλαδή την μη ορθογωνιότητα των αξόνων. Έχουμε
τότε τον πίνακα βαθμονόμησης:

K =

ax s xo
0 ay yo
0 0 1


Κλείνουμε την παράγραφο με μερικές παρατηρήσεις. Πρώτον, μπορούμε να
συνδέσουμε το σύστημα συντεταγμένων της κάμερας και το σύστημα συ-
ντεταγμένων του χώρου με την σχέση XC = R(XW − C),όπου όλα τα μεγέθη
είναι σε μη ομογενείς συντεταγμένες και C είναι οι συντεταγμένες του οπτι-
κού κέντρου στο σύστημα συντεταγμένων του χώρου. Έτσι είναι δυνατόν να
επαναδιατυπώσουμε τον πίνακα της κάμερας ως P = K[R| −RC].
Δεύτερον οποιοσδήποτε πίνακας 3× 4 με ομαλό 3× 3 αριστερό μπλοκ ορίζει
έναν πίνακα κάμερας, αφού μπορεί να παραγοντοποιηθεί κατά QR και να
μας δώσει αποδεκτή μορφή πίνακα βαθμονόμησης και πίνακα εξωτερικών
παραμέτρων. Προκύπτει επομένως το ερώτημα αν οι 3 × 4 πίνακες που δεν
έχουν ομαλό 3 × 3 αριστερό μπλοκ και έχουν βαθμό 3 μπορούν να θεωρη-
θούν πίνακες κάμερας. Η απάντηση είναι καταφατική και οι προκύπτουσες
κάμερες έχουν το οπτικό κέντρο στο άπειρο.

1.3.3 Εξαγωγή γεωμετρικών χαρακτηριστικών από την
Μήτρα της κάμερας

Όπως εξηγήθηκε, η περιγραφή της κάμερας γίνεται με μια 3× 4 μήτρα

P = [M |p]

Όταν η μήτρα M είναι ομαλή έχουμε πεπερασμένη κάμερα. Από την μελέτη
της μήτρας P είναι δυνατόν να εξάγουμε χρήσιμα και ενδιαφέροντα συμπε-
ράσματα.

Το κέντρο προβολής

Είναι διαισθητικά αναμενόμενο το κέντρο προβολής να μην έχει εικόνα στο
επίπεδο προβολής. Από την εξίσωση της προβολής σε σύστημα συντεταγμέ-
νων κάμερας έχουμε x = KXo = K0 = 0. Στην προηγούμενη εξίσωση αντικα-
ταστήσαμε τις συντεταγμένες κάμερας του οπτικού κέντρου Xo = 0. Συνεπώς
βλέπουμε ότι πράγματι το οπτικό κέντρο δεν αντιστοιχεί σε έγκυρο σημείο
της εικόνας. Επεκτείνουμε την προηγούμενη συλλογιστική και αναζητούμε
το οπτικό κέντρο ως τον δεξιό μηδενοχώρο της μήτρας κάμερας P. Η διάσταση
του μηδενοχώρου της P είναι 1, αφού ο βαθμός της είναι 3. Επειδή η μήτρα
M είναι ομαλή έχουμε:

0 = [M |p]
[
C 1

]T
=MC+ p ⇐⇒

C = −M−1p
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Στήλες και γραμμές του P

Οι στήλες του P είναι διανύσματα 3 × 1 και μπορούν να ερμηνευθούν ως
ομογενείς συντεταγμένες σημείων της εικόνας. Εύκολα διαπιστώνεται ότι εί-
ναι οι εικόνες των διευθύνσεων ( σημείων στο άπειρο ) των αξόνων X,Y, Z του
συστήματος συντεταγμένων του χώρου. Δηλαδή έχουμε

pi = PXi , i = 1, 2, 3

όπου pi η i στήλη του P και Xi το ομογενές διάνυσμα με 1 στην θέση i και 0
αλλού.
Μπορούμε αντίστοιχα να ερμηνεύσουμε τις γραμμές του P ως επίπεδα στον
χώρο. Συμβολίζουμε τον πίνακα P = [P T

1 , P
T
2 , P

T
3 ]

• Ορίζουμε επίπεδο παράλληλο με το επίπεδο της εικόνας και το οποίο
διέρχεται από το οπτικό κέντρο. Ονομάζουμε το επίπεδο αυτό πρωτεύον
επίπεδο. Για κάθε σημείο του, η ευθεία που διέρχεται από το οπτικό κέ-
ντρο είναι παράλληλη με το επίπεδο της εικόνας. Αυτό είναι ξεκάθαρο
από την κατασκευή του πρωτεύοντος επιπέδου. Συνεπώς η ακτίνα τέ-
μνει το επίπεδο της εικόνας στο άπειρο. Συνεπώς το πρωτεύον επίπεδο
αποτελείται από τα σημεία τα οποία απεικονίζονται στο άπειρο, δηλαδή
έχουν εικόνες της μορφής

(x, y, 0) ⇐⇒ PT3X = 0

• Τα επίπεδα PT2,P
T
1 αποτελούνται από τα σημεία που απεικονίζονται

στους άξονες x, y. Η ιδιότητα αυτή όμως εξαρτάται από το επιλεγμένο
σύστημα συντεταγμένων και δεν είναι τόσο σημαντική.

Τώρα που εντοπίσαμε το πρωτεύον επίπεδο, επάγεται ότι ο πρωτεύων άξο-
νας έχει διεύθυνση το κάθετο διάνυσμα του επιπέδου, δηλαδή το διάνυσμα
(p31, p32, p33, 0), όπου pij : το < ij > στοιχείο της μήτρας P . Αν προβάλουμε
την διεύθυνση αυτή με την μήτρα κάμερας P βρίσκουμε την εικόνα του πρω-
τεύοντος σημείου.

1.3.4 Μη γραμμικά φαινόμενα. Η ακτινική παραμόρ-
φωση

Στην προηγούμενη ανάλυση δεν συμπεριλάβαμε στους υπολογισμούς μας
το γεγονός ότι οι προβολές γίνονται μέσω φακών. Οι φακοί προκαλούν μη
γραμμικές παραμορφώσεις στην προβολή. Η ακτινική παραμόρφωση γίνεται
εμφανής από την στρέβλωση ευθειών της εικόνας. Η παραμόρφωση γίνεται
εντονότερη όσο το εστιακό μήκος ελαττώνεται.
Ας συμβολίσουμε με (x, y) τις συντεταγμένες της εικόνας ενός σημείου σε μο-
νάδες οπτικού μήκους, δηλαδή πριν την κλιμάκωση τους κατά f , όπως αυτές
προβλέπονται από το γραμμικό μοντέλο που αναλύσαμε στις προηγούμενες
παραγράφους. Δηλαδή:

(x, y, 1) = [I|0]Xcam
Με (xd, yd) παριστάνουμε τις συντεταγμένες του σημείου στην εικόνα, μετά
την παραμόρφωση που προκαλεί ο φακός. Η σχέση που συνδέει αυτά τα
μεγέθη είναι

xd = L(r)x
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Η συνάρτηση L(r) εκφράζει την ακτινική παραμόρφωση. Συνηθίζεται να ανα-
πτύσσουμε την ακτινική παραμόρφωση σε σειρά Taylor και να κρατάμε τους
όρους έως r4, δηλαδή παίρνουμε L(r) = 1 + k1r

2 + k2r
4. Με r συμβολίζουμε

την απόσταση του σημείου της εικόνας από το κέντρο παραμόρφωσης ( συ-
χνά αλλά όχι απαραίτητα το πρωτεύον σημείο, r2 = x2 + y2 ).
Τα διορθωμένα σημεία της εικόνας προκύπτουν από τις σχέσεις

xs = (x− xc)L(r) + xc

ys = (y − yc)L(r) + yc

xc, yc : κέντρο παραμόρφωσης

x, y : σημεία όπως μετρήθηκαν στην εικόνα

r2 = (x− xc)2 + (y − yc)2

Μετά την διόρθωση έχουμε επιστρέψει σε ένα γραμμικό σύστημα απεικόνι-
σης, επομένως μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την προηγούμενη ανάλυση
και να θεωρήσουμε τους πίνακες της προβολής όπως προηγούμενα.
Για τον υπολογισμό της συνάρτησης L, μπορούμε να την ενσωματώσουμε
στην διαδικασία της δημιουργίας εικόνων και να υπολογίσουμε τους συντελε-
στές του αναπτύγματος της κατά Taylor κατά την διαδικασία προσδιορισμού
της μήτρας της κάμερας P . Εναλλακτικά μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε
διατάξεις όπως αυτή του Tsai [234] και από την απαίτηση οι ευθείες γραμ-
μές να μην στρεβλώνονται με επαναληπτικές διαδικασίες να καταλήξουμε σε
κατάλληλες τιμές συντελεστών στο ανάπτυγμα Taylor.

1.3.5 Ανακεφαλαίωση
Κλείνουμε αυτή την ενότητα ανακεφαλαιώνοντας της διαδικασία σχηματι-
σμού εικόνων από κάμερες. Σκοπός είναι να παρουσιάσουμε συγκεντρωτικά
την διαδικασία και να την χωρίσουμε σε διακριτά και ξεκάθαρα βήματα. Βα-
σιστήκαμε στην εργασία του [234]. Μπορούμε να περιγράψουμε τον σχημα-
τισμό εικόνων με τα βήματα που φαίνονται στο επόμενο διάγραμμα.

1. Μετασχηματισμός κίνησης στερεού σώματος από τις συντεταγμένες του
χώρου στις συντεταγμένες της κάμερας. Η αναπαράσταση στροφή ακο-
λουθούμενη από μετατόπιση καθιστά τον μετασχηματισμό μοναδικό.

XC = RXW + T

2. Μετασχηματισμός των συντεταγμένων κάμερας XC σε συντεταγμένες
εικόνας x. Οι συντεταγμένες εικόνας σε αυτό το σημείο είναι αποτέ-
λεσμα ιδανικής προβολής μικροπικής κάμερας( προβολή με γραμμικό
μοντέλο ως προς τις ομογενείς συντεταγμένες ).

3. Μετασχηματισμός των ιδανικών x σημείων εικόνας σε στρεβλωμένα από
την ακτινική παραμόρφωση σημεία xd.

x = xd(1 + k1r
2 + k2r

4 . . .)

r2 = x2d + y2d

Σύμφωνα με τον [234] κρατάμε μόνο μέχρι το r2. Άλλες πήγες, συνι-
στούν 2 όρους στο ανάπτυγμα. Η προσθήκη περισσότερων όρων είναι
περιττή και δημιουργεί θέματα αριθμητικής ευστάθειας.
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4. Μετασχηματισμός των συντεταγμένων της εικόνας στο σύστημα συντε-
ταγμένων που χρησιμοποιούμε για τις μετρήσεις της εικόνας.



1.3. ΠΡΟΒΟΛΕΣ ΑΠΟ ΤΟΝ ΤΡΙΣΔΙΑΣΤΑΤΟ ΣΤΟΝ ΔΙΣΔΙΑΣΤΑΤΟ ΚΟΣΜΟ.
ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗ ΚΑΜΕΡΑΣ. 26

..XW 3D σύστημα συντεταγμένων χώρου.

Βήμα 1:
Μετασχηματισμός στερεού σώματος

Παράμετροι:R,T

.

XC 3D σύστημα συντεταγμένων κάμερας

.

Βήμα 2:
Προοπτική προβολή με μοντέλο μικροπικής κάμερας

Παράμετροι: Εστιακό μήκος f

.

x 2D συντεταγμένες επιπέδου εικόνας

.

Βήμα 3:
Ακτινική παραμόρφωση

Παράμετροι: Συντελεστές αναπτύγματος Taylor ki

.

xd 2D συντεταγμένες εικόνας μετά την ακτινική παραμόρφωση

.

Βήμα 4:
Προσαρμογή σε τελικό σύστημα συντεταγμένων εικόνας

Παράμετροι: Παράγοντας κλιμάκωσης s

.

xf 2D συντεταγμένες εικόνας στο επιθυμητό σύστημα συντεταγμένων επιπέδου

Σχήμα 1.3: Η διαδικασία σχηματισμού εικόνας χωρισμένη σε βήματα. Ανα-
παραγωγή απο [234]



II
ΑΝΑΚΤΗΣΗ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ ΚΑΜΕΡΑΣ

& ΑΡΑΙΗ ΤΡΙΣΔΙΑΣΤΑΤΗ
ΑΝΑΚΑΤΑΣΚΕΥΗ. ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ SFM

Το Κεφάλαιο βασίζεται κυρίως στα [57], [130], [51], [249]

2.1 Μέθοδοι ανακατασκευής τρισδιάστατης γε-
ωμετρίας και προσδιορισμού παραμέτρων
κάμερας

Το πρόβλημα που θα αντιμετωπίσουμε σε αυτό το κεφάλαιο διατυπώνεται ως
εξής. Έχουμε σαν δεδομένα αντιστοιχίες μεταξύ σημείων δισδιάστατων εικό-
νων xij. Γνωρίζουμε δηλαδή ότι τα σημεία xij των όψεων i = 1 . . .m είναι εικόνες
του ίδιου σημείου του τρισδιάστατου χώρου Xj. Το σημείο Xj είναι άγνωστο,
όπως και οι μήτρες προβολής P i. Ο προσδιορισμός των άγνωστων αυτών πο-
σοτήτων είναι το βασικό πρόβλημα που θα αντιμετωπίσουμε. Συνηθίζεται να
παραμετροποιούμε κάθε όψη ως ανεξάρτητη κάμερα, δηλαδή με ανεξάρτητη
μήτρα P i. θα συμβολίζουμε γενικά το πλήθος των αντιστοιχιών μεταξύ εικό-
νων ως n και το πλήθος των καμερών ως m. Το πρόβλημα αυτό είναι γνωστό
στην διεθνή βιβλιογραφία με την ονομασία "Structure From Motion (SfM)".
Όπως θα διαπιστώσουμε σύντομα, πρόκειται για πρόβλημα βελτιστοποίησης.
Αναζητούμε την διαμόρφωση καμερών και τρισδιάστατων σημείων τα οποία
σχετιζόμενα μεταξύ τους μέσω των εξισώσεων της προοπτικής προβολής είναι
μεγιστικά συνεπή με τις δοσμένες αντιστοιχίες δισδιάστατων σημείων[209].
Η συνέπεια συνήθως εκφράζεται μέσω του σφάλματος επαναπροβολής. Το
πρόβλημα είναι έντονα μη γραμμικό και έμφαση δίνεται στην σθεναρότητα
και ικανότητα κλιμάκωσης ( με το μέγεθος της εισόδου ) της μεθόδου λύσης.
Ξεκινάμε αρχικά με μεθόδους που μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να
αρχικοποιήσουμε τις παραμέτρους κοντά στις βέλτιστες τιμές τους.

27
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2.1.1 Βασικές έννοιες. Σφάλμα επαναπροβολής
Οι μετρήσεις σημείων x σε μία εικόνα δεν είναι απόλυτα ακριβείς. Αντίθετα,
και όπως είναι αναμενόμενο, επηρεάζονται από θόρυβο τον οποίο συνήθως
θεωρούμε γκαουσιανής μορφής. Έτσι λύνοντας κάποιο υπερορισμένο πρό-
βλημα γεωμετρίας πολλαπλών όψεων, δεν μπορούμε να περιμένουμε την
ακριβή επαλήθευση, από τα πειραματικά σημεία, των εξισώσεων προβολής.
Η λύση που αναζητούμε θέλουμε να ελαχιστοποιεί το σφάλμα επαναπροβο-
λής το οποίο ορίζεται: ∑

d2(P̂ iX̂j,xij)

Με την ένδειξηˆσυμβολίζουμε εκτιμήσεις μεγεθών που προκύπτουν ως λύ-
σεις του προβλήματος. Ο όρος P̂ iX̂j εκφράζει την επαναπροβολή του εκτιμη-
θέντος σημείου του χώρου από το μοντέλο προβολής P που υποθέσαμε. Η
ελαχιστοποίηση του αθροίσματος των τετραγώνων των αποστάσεων των επα-
ναπροβολών από τα σημεία-μετρήσεις εκφράζει επομένως με φυσικό τρόπο
το ταίριασμα των μετρήσεων μας με την λύση του προβλήματος που προτεί-
νουμε. Σημειώνεται τέλος ότι το ολικό ελάχιστο του προβλήματος που θεω-
ρήσαμε είναι στην περίπτωση του γκαουσιανού θορύβου και λύση μέγιστης
πιθανοφάνειας.

2.1.2 Παραγοντοποίηση με μοντέλο προοπτικής προβο-
λής

Ας θεωρήσουμε σημείο της εικόνας x = λ(x, y, 1) και μήτρα προβολής P =
[M |P4]. Υποθέτουμε ότι το σημείο x είναι η εικόνα του σημείου του χώρου
X = (X,Y, Z, 1) = (X̃, 1) δηλαδή ότι ισχύει η σχέση x = PX. Ακόμα θεωρούμε
ότι το κέντρο της προβολής έχει συντεταγμένες C = (C̃, 1). Αν συμβολίσουμε
με P3 το διάνυσμα της τρίτης γραμμής του πίνακα P έχουμε:

λ = P3TX

= P3T(X− C), αφού PC = 0

=m3T(X̃− C̃)

Γράψαμε το P3 =
[
m3

P 3
4

]
.

Αν θεωρήσουμε ότι το m3 έχει κανονικοποιηθεί ώστε να είναι μοναδιαίο διά-
νυσμα, παρατηρούμε ότι το λ είναι η απόσταση του σημείου X από το οπτικό
κέντρο C στην διεύθυνση του οπτικού άξονα. Έτσι θα αποκαλούμε την πο-
σότητα λ προοπτικό βάθος στα επόμενα.
Θεωρούμε ότι όλα τα σημεία είναι ορατά σε κάθε όψη. Μπορούμε να γρά-
ψουμε τις εξισώσεις προβολής λij(x

i
j , y

i
j , 1) = P iXj σε συμπαγή μορφή ως

λ11x
1
1 λ12x

1
2 · · · λ1nx

1
n

λ21x
2
1 λ22x

2
2 · · · λ2nx

2
n

...
...

. . .
...

λm1 x
m
1 λm2 x

m
2 · · · λmn x

m
n

 =


P 1

P 2

...
Pm

 [
X1 X2 · · · Xn

]

Τον πίνακα στο αριστερό σκέλος της προηγούμενης εξίσωσης τον ονομάζουμε
πίνακα μετρήσεων και τον συμβολίζουμε μεW . Τα στοιχεία αυτού του πίνακα
είναι οι μετρήσεις πάνω στις εικόνες και τα βάθη, τα οποία θεωρούνται γνω-
στά. Ο πίνακας αυτός πρέπει να έχει βαθμό 4, αφού είναι το γινόμενο δύο
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μητρών με 4 στήλες και γραμμές αντίστοιχα. Επειδή οι μετρήσεις μας περιέ-
χουν θόρυβο, η προηγούμενη εξίσωση δεν ικανοποιείται ακριβώς. Για αυτό
αναζητούμε μήτρα Ŵ , πλησιέστερη στην W κατά την νόρμα Frobenius, που
έχει βαθμό 4. Η λύση αυτού του προβλήματος μπορεί να βρεθεί από την
αποσύνθεση SVD της μήτρας W . Έχουμε W = UDV T και η επιθυμητή λύση
δίδεται ως Ŵ = UD̂V T , όπου η μήτρα D̂ προκύπτει από την D αν θέσουμε
όλα τα διαγώνια στοιχεία, με εξαίρεση τα τέσσερα πρώτα, μηδέν. Έχουμε
πλέον στην διάθεση μας την μήτρα Ŵ και μπορούμε να ανακτήσουμε τους
αγνώστους του προβλήματος από τις σχέσεις

P 1

P 2

...
Pm

 = UD̂ και
[
X1 X2 · · · Xn

]
= V T

Η λύση που πήραμε δεν είναι μοναδική. Αντίθετα μπορούμε να παρεμβάλ-
λουμε στο δεξί μέρος της εξίσωσης μετρήσεων οποιονδήποτε προβολικό με-
τασχηματισμό H και τον αντίστροφο του H−1 και να πάρουμε μια αποδε-
κτή λύση. Έχουμε επομένως αβεβαιότητα προβολικού μετασχηματισμού στην
λύση μας.
Οι τιμές των λij αν και θεωρήθηκαν γνωστές, στην πράξη δεν είναι διαθέσιμες.
Διαφορετικές στρατηγικές αντιμετώπισης του προβλήματος είναι :

1. Θέτουμε τις τιμές των λ← 1 και υπολογίζουμε έναν αρχικό προοπτικό
μετασχηματισμό. Οι τιμές που προέκυψαν μπορούν να χρησιμοποι-
ηθούν σαν βελτιωμένες εκτιμήσεις για τα βάθη και η διαδικασία να
επαναληφθεί. Έχουν βρεθεί κανόνες ανανέωσης των τιμών μεταξύ των
επαναλήψεων που μπορούν να εγγυηθούν σύγκλιση [164].

2. Με μεθόδους δύο ή/και τριών όψεων υπολογίζουμε αρχικές εκτιμήσεις
για τα βάθη.

Για να δείξουμε καλύτερα την διαδικασία που ακολουθούμε και να ξεκαθαρί-
σουμε τον ρόλο των μεταβλητών λ στην λύση του προβλήματος ξαναγράφουμε
την υπό ελαχιστοποίηση ποσότητα

∥W − Ŵ∥ =
∑
ij

∥λijxij − λ̂ij x̂ij∥
2
=

∑
ij

(λijx
i
j − λ̂ij x̂ij)

2 + (λijy
i
j − λ̂ij ŷij)

2 + (λij − λ̂ij)
2

Παρατηρούμε επομένως ότι αν ικανοποιούνται οι επόμενες δύο συνθήκες,
τότε η ποσότητα που ελαχιστοποιεί η λύση μας ταυτίζεται με το σφάλμα επα-
ναπροβολής. Έχουμε:

• Οι εκτιμήσεις των λij να είναι κοντά στις σωστές τιμές τους.

• Όλες οι τιμές των λij να είναι περίπου ίσες μεταξύ τους.

Αν και αρχικά οι συνθήκες αυτές φαίνονται δύσκολες να ικανοποιούνται
στην γενική περίπτωση, θα δείξουμε ότι τα βάθη μπορούν να κανονικοποιη-
θούν κατά βούληση. Πράγματι από τις εξισώσεις της προοπτικής προβολής
έχουμε:

λx = PX ⇐⇒
(αβλ)x = (αP )(βX)
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Συνεπώς μπορούμε να κανονικοποιήσουμε το λ σε μονάδα πολλαπλασιάζο-
ντας την κατάλληλη γραμμή του πίνακα μετρήσεων με α και την κατάλληλη
στήλη με β. Ένας ευριστικός τρόπος να επιτύχουμε μοναδιαία λ είναι να
κανονικοποιήσουμε τις γραμμές του πίνακα μετρήσεων ώστε να έχουν μο-
ναδιαίο μέτρο και ακολούθως να κάνουμε την αντίστοιχη κανονικοποίηση
των στηλών του πίνακα μετρήσεων. Κατάλληλος αριθμός επαναλήψεων της
μεθόδου οδηγεί στο επιθυμητό αποτέλεσμα.
Όπως είναι συνηθισμένο στις αριθμητικές μεθόδους, οι συντεταγμένες των
σημείων της εικόνας πρέπει να κανονικοποιηθούν και αυτές προκειμένου
να έχουμε αριθμητική ευστάθεια. Μια αποδεκτή στρατηγική κανονικοποίη-
σης είναι η ισοτροπική κανονικοποίηση, στην οποία:

• Με κατάλληλο μετασχηματισμό μετάθεσης, μεταφέρουμε το κεντροϊδές
, ci =

∑
j x

i
j, των σημείων της εικόνας xij στο (0, 0, 0).

• Κάνουμε κλιμάκωση στα σημεία της εικόνας ώστε το μέσο μήκος των
διανυσμάτων θέσης των σημείων να είναι

√
2.

Για να καταλάβουμε την σημασία της κανονικοποίησης αυτής πρέπει να ανα-
λύσουμε την διαδικασία που ακολουθούμε για την εύρεση της λύσης. Ο πί-
νακας W των μετρήσεων μεταβάλλεται στον πίνακα Ŵ ώστε το άθροισμα των
διαφορών των στοιχείων του νέου πίνακα Ŵ από τον αρχικό W να είναι ελά-
χιστο. Αν δεν είναι όλα τα στοιχεία τουW της ίδιας τάξης μεγέθους, τα μικρό-
τερα στοιχεία τού μπορεί να μεταβληθούν σημαντικά χωρίς να επηρεάσουν
εξίσου την προς ελαχιστοποίηση ποσότητα. Η ποσότητα προς ελαχιστοποί-
ηση δηλαδή καθορίζεται ουσιαστικά μόνο από τα μεγάλα στοιχεία του W ,
κάτι που είναι ανεπιθύμητο.
Οι μέθοδοι παραγοντοποίησης έχουν το πλεονέκτημα να παρέχουν λύση σε
κλειστό τύπο η οποία μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να αρχικοποιήσει επα-
ναληπτικές διαδικασίες επίλυσής του προβλήματος SfM όπως το Bundle Ad-
justment. Μπορούν επίσης να χρησιμοποιηθούν εναλλακτικές μεθοδολογίες
στην θέση των τεχνικών παραγοντοποίησης, όπως για παράδειγμα με την
χρήση ενός κοινού επιπέδου το οποίο φαίνεται από όλες τις κάμερες [186].

2.1.3 Επιπολική Γεωμετρία. Ο θεμελιώδης πίνακας F.

Στην ενότητα αυτή μελετάμε την γεωμετρία δύο όψεων. Θα εξάγουμε τις βα-
σικές σχέσεις που τις συνδέουν και χαρακτηρίζουν τον μετασχηματισμό που
τις συνδέει.
Έστω σημείο X του τρισδιάστατου χώρου και δύο όψεις ( επίπεδα εικόνας ).
Συμβολίζουμε x,x′ τις προβολές του X σε κάθε εικόνα αντίστοιχα. Γενικά
συμβολίζουμε ως τονούμενα τα μεγέθη που αναφέρονται στην δεύτερη όψη
και άτονα τα μεγέθη που αναφέρονται στην πρώτη.
Παρατηρούμε ότι τα σημεία X,x,x′ και τα κέντρα των προβολώνC,C′ ανήκουν
σε ένα κοινό επίπεδο. Σε αυτή την παρατήρηση θα στηριχθούμε για να εξά-
γουμε τις επόμενες ιδιότητες. Συμβολίζουμε το κοινό επίπεδο τωνX,x,x′,C,C′

ως π.
Ας υποθέσουμε ότι γνωρίζουμε μόνο την θέση του σημείου στην πρώτη όψη,
x. Το σημείο x′ στην δεύτερη όψη πρέπει να βρίσκεται στην τομή του επιπέ-
δου π με το επίπεδο της δεύτερης εικόνας. Συνεπώς η αβεβαιότητα μας για
την θέση του x′ περιορίστηκε από ολόκληρο το επίπεδο της εικόνας στην ευ-
θεία που τέμνει το επίπεδο π το επίπεδο της εικόνας. Η ευθεία αυτή λέγεται
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επιπολική ευθεία. Η ευθεία που ενώνει τα δύο κέντρα προβολής C,C′ τέμνει
τα επίπεδα της πρώτης και της δεύτερης εικόνας στα σημεία e, e′ αντίστοιχα.
Τα σημεία αυτά ονομάζονται επιπολικά σημεία.
Για να αναπαραστήσουμε με αλγεβρικό τρόπο την επιπολική γεωμετρία θα
εισάγουμε τον θεμελιώδη πίνακα F. Αναζητούμε μια απεικόνιση μεταξύ ενός
σημείου x και της επιπολική ευθείας l′. Από κάθε σημείο x της πρώτης εικό-
νας προβάλουμε μια ακτίνα η οποία διέρχεται από το κέντρο προβολής C και
το σημείο x. Η προβολή της ακτίνας αυτής στο επίπεδο της δεύτερης εικόνας
είναι η επιπολική ευθεία η οποία αντιστοιχεί στο σημείο x. Για καλύτερη κα-
τανόηση, αρκεί να σκεφτούμε ότι κάθε σημείο της ακτίνας προβάλλεται στο
σημείο x στην πρώτη όψη, και σε κάποιο διαφορετικό σημείο της επιπολικής
ευθείας l′ στην δεύτερη όψη. Συνεχίζουμε με την σκιαγράφηση δύο εναλλα-
κτικών τρόπων εξαγωγής του θεμελιώδους πίνακα.
Γεωμετρική προσέγγιση:Προσδιορίζουμε τον θεμελιώδη πίνακα με μια δια-
δικασία που χωρίζεται σε δύο βήματα:

• Μεταφορά σημείου μέσω επιπέδουΜεταφέρουμε ένα σημείο x της πρώ-
της εικόνας σε ένα επίπεδο του χώρου πn που δεν διέρχεται από κανένα
από τα δύο κέντρα προβολής C,C′. Η ακτίνα που διέρχεται από τα C,x
τέμνει το επίπεδο πn στο σημείο X. Το σημείο X προβάλλεται στην συνέ-
χει στην δεύτερη εικόνα στο σημείο x′. Έτσι επάγεται μια δισδιάστατη
ομογραφία μεταξύ των δύο όψεων.

• Κατασκευή επιπολικής ευθεία l′ Η επιπολική ευθεία κατασκευάζεται
ως η ευθεία που διέρχεται από το επιπολικό σημείο e′ και το σημείο x′.

Αλγεβρική προσέγγιση: Στην δεύτερη αυτή προσέγγιση, την οποία θα ανα-
λύσουμε καλύτερα, ξεκινάμε με την περιγραφή της ακτίνας που διέρχεται
από το κέντρο προβολής C και ένα σημείο της πρώτης εικόνας x. Τα σημεία
της συγκεκριμένης ακτίνας θα ικανοποιούν την εξίσωση προβολής

x = PX (2.1)

Λύνουμε την Εξίσωση 2.1 και λαμβάνουμε την παραμετρική εξίσωση ευθείας

X(λ) = P †x+ λC (2.2)

Με P † συμβολίζουμε τον ψευδοαντίστροφο του P , δηλαδή πίνακα με την
ιδιότητα PP † = I. Από την Εξίσωση 2.2 μπορούμε για διάφορες τιμές του λ
να πάρουμε σημεία της ακτίνας. Διαλέγουμε τιμές λ = 0, λ =∞ και έχουμε

X0 = P †x

X∞ = C

Προβάλουμε τα δύο αυτά σημεία της ακτίνας μέσω της μήτρας προβολής P ′

στο επίπεδο της δεύτερης εικόνας και έχουμε

x′0 = P ′P †x

x′∞ = P ′C

Σημειώνουμε την εμφανή ιδιότητα από την γεωμετρία του σχήματος και τον
ορισμό του επιπολικού σημείου

x′∞ = e′
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Η επιπολική ευθεία l′ θα διέρχεται από τα σημεία x′0, e
′ επομένως έχουμε

l′ = (P ′C)× (P ′P †x) ⇐⇒ l′ = e′ × (P ′P †)x (2.3)

Ορίζουμε τον πίνακα της απεικόνισης e′ × (P ′P †) ≡ F ως τον θεμελιώδη
πίνακα και έχουμε

l′ = Fx (2.4)

Τώρα θα συνεχίσουμε με μερικές ιδιότητες του θεμελιώδους πίνακα F . Κα-
ταρχάς έχουμε ότι το σημείο της δεύτερης όψης x′ που αντιστοιχεί στο x της
πρώτης όψης θα βρίσκεται πάνω στην επιπολική ευθεία l′, δηλαδή

x′Tl′ = 0 (2.5)

Αντικαθιστώντας την 2.5 στην 2.4 λαμβάνουμε την σχέση

x′TFx = 0 (2.6)

Η προηγούμενη Σχέση 2.6 μας επιτρέπει να εκφράσουμε τα στοιχεία της μή-
τρας F με όρους αποκλειστικά σημείων των δύο όψεων και χωρίς την παρεμ-
βολή των μητρών προβολής P, P ′. Αυτό μας δίνει την δυνατότητα να προσδιο-
ρίσουμε τον πίνακα F από αντιστοιχίες σημείων των όψεων και στην συνέχεια
να ανακτήσουμε τους πίνακες προβολής P, P ′. O Θεμελιώδης πίνακας είναι
διαστάσεων 3× 3 ομογενής πίνακας, συνεπώς θα μπορούσε να έχει το πολύ
8 βαθμούς ελευθερίας. Όμως, από την Σχέση ορισμού 2.3, μας δείχνει ότι
η Θεμελιώδης μήτρα είναι το γινόμενο μιας μήτρας βαθμού 2, που προκύ-
πτει από το εξωτερικό γινόμενο, και μιας ομογραφίας που περιγράφεται από
μήτρα βαθμού 3. Συνεπώς ο θεμελιώδης πίνακας έχει βαθμό 2, επομένως

det(F ) = 0

Διαπιστώσαμε έτσι ότι ο θεμελιώδης πίνακας έχει 7 βαθμούς ελευθερίας.
Για να προσδιορίσουμε λοιπόν τα στοιχεία του θεμελιώδη πίνακα, αρκούν 7
αντιστοιχίες σημείων εφόσον κάθε αντιστοιχία θα μας δώσει και μία γραμ-
μική εξίσωση στα στοιχεία του πίνακα, όπως είναι ξεκάθαρο από την Σχέση 2.6.
Η χρήση μικρότερου αριθμού σημείων είναι σημαντική για την διαδικασία
του RANSAC, αφού αντιστοιχεί σε μικρότερη πληθικότητα δείγματος. Η δια-
δικασία RANSAC θα αναλυθεί σε επόμενες ενότητες.
Επίσης μπορεί να δειχθεί ότι οι μήτρες προβολής που προσδιορίζονται από
τον θεμελιώδη πίνακα F δύο όψεων έχουν ακρίβεια ενός προβολικού μετα-
σχηματισμού. Ένας τρόπος να εκφράσουμε τις μήτρες προβολής που δίνονται
από τον θεμελιώδη πίνακα F είναι

P = [I|0]P ′ = [e′ × F |e′]

Τέλος σε περίπτωση που γνωρίζουμε τις εσωτερικές παραμέτρους των καμε-
ρών, μπορούμε να εκφράσουμε την επιπολική γεωμετρία με πίνακα 5 βαθ-
μών ελευθερίας, αντίστοιχο του θεμελιώδη πίνακα ( Essential Matrix ).

2.1.4 Το πρόβλημα του Τριγωνισμού
Το πρόβλημα του τριγωνισμού συνίσταται στην εύρεση των τρισδιάστατων ση-
μείων του χώρου X, δεδομένων αντιστοιχιών σημείων μεταξύ εικόνων x↔ x′
και των μητρών προβολής P . Οι μετρήσεις των εικόνων θεωρούνται θορυβώ-
δεις, με συχνή την παραδοχή Γκαουσιανού θορύβου.
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Ένας απλός τρόπος επίλυσης του προβλήματος τριγωνισμού είναι να επι-
λέξουμε ως λύση p, το σημείο του τρισδιάστατου χώρου που βρίσκεται πιο
κοντά στις ακτίνες των σημείων των εικόνων xj, που του αντιστοιχούν. Με xj
συμβολίζουμε σημεία εικόνων με πίνακες προβολής Pj = Kj [Rj |tj] που αντι-
στοιχούν στο ίδιο σημείο του χώρου. Υπενθυμίζουμε πως το κέντρο προβολής
cj της όψης j είναι το μοναδικό σημείο χωρίς εικόνα στην όψη j και μπορεί
να βρεθεί με τον ακόλουθο συλλογισμό:00

0

 = K[R|t]
[
c
1

]
⇐⇒

0 = KRc+Kt ⇐⇒
c = −R−1t (2.7)

Για να βρούμε μια έκφραση των σημείων που ανήκουν στην ακτίνα που διέρ-
χεται από τα cj,xj γράφουμε:

pj = cj + x̂jdj (2.8)

Στην προηγούμενη Εξίσωση 2.8 με x̂j συμβολίσαμε το μοναδιαίο διάνυσμα
διεύθυνσης της ακτίνας. Δεδομένου ότι όλα τα σημεία της ακτίνας προβάλ-
λονται στην όψη j στο ίδιο σημείο xj έχουμε τον ακόλουθο συλλογισμό:

Pj

[
pj
1

]
= Axj (2.9)

Όπου η A είναι κατάλληλη σταθερά και το αποτέλεσμα είναι άμεση συνέπεια
της προβολής στο σημείο της εικόνας xj και της παράστασης με ομογενείς
συντεταγμένες. Με χρήση της 2.8 για να αντικαταστήσουμε το pj και της 2.7
για να γράψουμε την μήτρα προβολής Pj έχουμε

Pjpj = djKRx̂j = Axj ⇐⇒

x̂j = N(R−1
j K−1

j )xj (2.10)

Αναζητούμε το σημείο του χώρου p∗ που ελαχιστοποιεί την απόσταση από τα
σημεία της ακτίνας 2.8 δηλαδή ελαχιστοποιεί την ποσότητα

∥cj + dj x̂j − p∗∥2 (2.11)

Το σημείο ελάχιστου της 2.11 βρίσκεται

d∗j = x̂j(p
∗ − cj) (2.12)

Η διατύπωση του προβλήματος ως σύνηθες πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων
ολοκληρώνεται αθροίζοντας τα σφάλματα 2.11 για όλες τις όψεις j αντικαθι-
στώντας τα d∗j από την 2.12 και βελτιστοποιώντας ως προς το σημείο p∗.
Εναλλακτική και καλύτερη προσέγγιση είναι να ελαχιστοποιήσουμε το σφάλμα
στις εξισώσεις προβολής

xj = PX

Έχουμε δηλαδή τις δύο εξισώσεις

xj =
P1X
P3X

(2.13)

yj =
P2X
P3X

(2.14)
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Χρησιμοποιήσαμε τον συμβολισμό

P =

P1P2
P3


Οι εξισώσεις 2.13 μπορούν να μετατραπούν σε γραμμικές ως προς τον άγνω-
στο x πολλαπλασιάζοντας με τον κοινό παρανομαστή και να λυθούν με με-
θόδους SVD ή και τον αλγόριθμο DLT που θα περιγράψουμε επόμενα.

2.1.5 DLT και RANSAC:Εφαρμογή στον προσδιορισμό
της μήτρας προβολής

Ο μετασχηματισμός DLT

O μετασχηματισμός DLT ( Direct Linear Transform ) μπορεί να χρησιμοποι-
ηθεί για την επίλυση διαφόρων ειδών προβλημάτων γεωμετρίας πολλαπλών
όψεων, αφού η εφαρμογή του βασίζεται στην μορφή των εξισώσεων προβολής
οι οποίες έχουν παρόμοια μορφή για διάφορα είδη προβλημάτων ( π.χ. ομο-
γραφίες μεταξύ επιπέδων, προβολές από τον τρισδιάστατο χώρο σε επίπεδα,
προσδιορισμός θεμελιώδους μήτρας ). Οι άγνωστοι του προβλήματος ( π.χ.
παράμετροι προβολής, σημεία επιπέδου, σημεία χώρου ) μπορούν να μετα-
βάλλονται χωρίς την παρεμπόδιση της εφαρμογής της τεχνικής. Διαλέγουμε
λοιπόν να παρουσιάσουμε την εφαρμογή του αλγορίθμου DLT στο πρόβλημα
του προσδιορισμού της μήτρας προβολής P μιας κάμερας δεδομένων αντι-
στοιχιών σημείων της εικόνας με σημεία του τρισδιάστατου χώρου xj ↔ Xj.
Δεν υποθέτουμε ιδιαίτερη μορφή του πίνακα P για απλότητα, η ενσωμάτωση
όμως τέτοιων περιορισμών είναι εύκολη.
Ξεκινώντας από τις εξισώσεις προβολής xj = PXj σημειώνουμε ότι έχουν
ακρίβεια μιας πολλαπλασιαστικής σταθεράς, εξαιτίας της χρήσης ομογενών
συντεταγμένων που καθιστούν τα σημεία xj, axj ισοδύναμα. Για αυτό γρά-
φουμε τις εξισώσεις προβολής ως

xj × PXj = 0 (2.15)

Αν συμβολίσουμε τον πίνακα

P =

P1TP2T
P3T


αντικαταστήσουμε στην 2.15 και εκτελέσουμε τις πράξεις καταλήγουμε στην
σχέση:  0T −wjXTj yjXTj

wjXTj 0T −xjXTj
−yjXTj xjXTj 0T

P1P2
P3

 = 0 (2.16)

Στην Εξίσωση 2.16 παρατηρούμε:

• Η εξίσωση είναι γραμμική ως προς τα άγνωστα στοιχεία της μήτρας
προβολής P .

• Η εξίσωση είναι τετραγωνική ως προς τις συντεταγμένες των γνωστών
σημείων xj,Xj.
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• H μήτρα έχει βαθμό δύο. Αυτό προκύπτει δι επισκοπήσεως, όσο και
από την εξαγωγή της με χρήση του τελεστή εξωτερικού γινομένου.

Επομένως αρκούν μόνο δύο από τις εξισώσεις της Σχέσης 2.16 και μπορούμε
να χρησιμοποιούμε στην θέση του το νέο σύστημα:

[
0T −wjXTj yjXTj
wjXTj 0T −xjXTj

]P1P2
P3

 = 0 (2.17)

Στην περίπτωση που θεωρούμε τις μετρήσεις μας για τα σημεία ακριβείς,
χρειαζόμαστε 11 εξισώσεις για να λύσουμε ως προς τα άγνωστα στοιχεία του
P . Επομένως με 5 σημεία και μία συντεταγμένη ( x ή y ) ενός έκτου σημείου
η εξίσωση μπορεί να λυθεί και να προσδιοριστεί πλήρως ο πίνακας P .
Είναι όμως σύνηθες, να έχουμε περισσότερες αντιστοιχίες σημείων και να
θεωρούμε τις μετρήσεις των σημείων θορυβώδεις. Σε αυτή την περίπτωση θα
έχουμε ένα υπερορισμένο σύστημα και οι εξισώσεις δεν θα ικανοποιούνται
ακριβώς. Για να λύσουμε τότε το πρόβλημα διατυπώνουμε το πρόβλημα ελα-
χιστοποίησης

minAp (2.18)

s.t. ∥p∥ = 1

Στην προηγούμενη Εξίσωση 2.18 χρησιμοποιήσαμε τον συμβολισμό

p =

P1P2
P3


και ο πίνακας Α προκύπτει από την ένωση των μητρών του αριστερού μέ-
λους της 2.17 για όλες τις διαθέσιμες μετρήσεις σημείων, δηλαδή εκφράζει
το σύνολο των εξισώσεων του προβλήματος. Το σφάλμα που ελαχιστοποιούμε
στην 2.18 είναι γνωστό ως αλγεβρικό σφάλμα.
Η λύση του προβλήματος 2.18 έχει απλή μορφή και μπορεί να δειχθεί ότι
είναι το ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην ελάχιστη ιδιοτιμή του πίνακα
( αποσύνθεση SVD ).
Αναφέρουμε ακόμα ότι θα πρέπει να κανονικοποιούμε τα δεδομένα του προ-
βλήματος πριν εφαρμόσουμε την τεχνική του DLT. Προηγούμενες αναφο-
ρές στην ισοτροπική κανονικοποίηση καλύπτουν το θέμα και εδώ ( Ενό-
τητα 2.1.2 )
Αν θέλουμε να ελαχιστοποιήσουμε διαφορετικό σφάλμα, για παράδειγμα
το σφάλμα επαναπροβολής προτείνεται να χρησιμοποιήσουμε τον μετασχη-
ματισμό DLT και να επιλύσουμε το γραμμικό Σύστημα 2.18. H λύση που
λαμβάνουμε στην συνέχεια μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την αρχικοποί-
ηση επαναληπτικής μεθόδου βελτιστοποίησης, όπως για παράδειγμα είναι ο
αλγόριθμος LM που περιγράφεται στην Ενότητα 2.1.6.

H μέθοδος RANSAC

Η μέθοδος RANSAC ( RAndom SAmpling Consensus ) είναι μια γενική μέ-
θοδος που σκοπό έχει την ρωμαλέα εκτίμηση λύσεων και τον διαχωρισμό
των δεδομένων σε αναξιόπιστα και αξιόπιστα. Εισήχθη για πρώτη φορά από



2.1. ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΝΑΚΑΤΑΣΚΕΥΗΣ ΤΡΙΣΔΙΑΣΤΑΤΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ ΚΑΙ
ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΥ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ ΚΑΜΕΡΑΣ 36

τους [57] για να αντιμετωπίσουν το πρόβλημα της εκτίμησης των παραμέτρων
της κάμερας ( πόζας ), δεδομένων αντιστοιχιών μεταξύ σημείων του χώρου
και της εικόνας. Η μέθοδος όμως είναι γενική και μπορεί να χρησιμοποιη-
θεί ανεξάρτητα από την μορφή του προβλήματος.
Ας εξετάσουμε τώρα την μέθοδο RANSAC στα πλαίσια του προβλήματος που
μελετάμε σε αυτή την ενότητα. Από τις αντιστοιχίες σημείων που έχουμε κά-
νει, θεωρούμε ότι μερικές είναι πραγματικές αντιστοιχίες ενώ άλλες είναι λά-
θος ταιριάσματα. Εφαρμόζοντας την μέθοδο RANSAC θα πάρουμε μια εκτί-
μηση της λύσης καθώς και ένα διαχωρισμό των αντιστοιχιών σε αυτές που
ταιριάζουν με αυτήν, επομένως θεωρούνται πραγματικές, και σε αυτές που
δεν ταιριάζουν με την λύση μας, θεωρούνται εσφαλμένες και θα πρέπει να
τις αφαιρέσουμε από τα δεδομένα μας.
Για να κάνουμε την σθεναρή αυτή εκτίμηση, διαλέγουμε ένα δείγμα αντι-
στοιχιών μεγέθους N από τα δεδομένα μας. Το μέγεθος του δείγματος πρέπει
να είναι αρκετά μεγάλο ώστε να μπορούμε να επιλύσουμε το σύστημα του
προβλήματος. Θυμίζουμε ότι το σύστημα θεωρείται υπερορισμένο. Για πα-
ράδειγμα για να λύσουμε το πρόβλημα 2.18 χρειαζόμαστε 5.5 σημεία του-
λάχιστον ( 11 εξισώσεις ). Είναι σημαντικό να κρατήσουμε το μέγεθος του
δείγματος N όσο το δυνατόν μικρότερο. Αυτό γιατί όπως θα δούμε σύντομα,
ο αριθμός των επαναλήψεων που απαιτείται για την επίτευξη ενός συγκεκρι-
μένου βαθμού εμπιστοσύνης αυξάνεται με αλματώδη ρυθμό συναρτήσει του
μεγέθους του δείγματος.
Για κάθε δείγμα που διαλέγουμε τυχαία, υπολογίζουμε μια λύση του προ-
βλήματος που προκύπτει αποκλειστικά από τα δεδομένα του δείγματος. Στην
συνέχεια χρησιμοποιούμε κάποια μετρική για να υπολογίσουμε τα σημεία
που δικαιολογούνται από την προτεινόμενη λύση και τα σημεία που θεω-
ρούμε εσφαλμένες αντιστοιχίες και δεν εξηγούνται ικανοποιητικά από την
προταθείσα λύση. Για παράδειγμα, σε προβλήματα γεωμετρίας πολλαπλών
όψεων μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το σφάλμα επαναπροβολής για να
αξιολογήσουμε το ταίριασμα των δεδομένων και της λύσης.
Αφού επαναλάβουμε την προηγούμενη διαδικασία για ικανοποιητικό, σύμ-
φωνα με στατιστική ανάλυση, αριθμό δειγμάτων επιλέγουμε την λύση του
προβλήματος που μεγιστοποιεί τον αριθμό των σημείων που μπορεί να δικαιο-
λογήσει. Για να υπολογίσουμε ένα κάτω φράγμα των απαιτούμενων επαναλή-
ψεων του αλγορίθμου, υπολογίζουμε την πιθανότητα να υπάρχει τουλάχιστον
ένα δείγμα το οποίο να απαρτίζεται αποκλειστικά από έγκυρες αντιστοιχίες.
Η πιθανότητα αυτή υπολογίζεται

1− Ps = (1− pn)S , πιθανότητα αποτυχίας μεθόδου

⇐⇒ S =
log(1− Ps)

log(1− pn)
, απαιτούμενος αριθμός επαναλήψεων (2.19)

Ps = πιθανότητα ύπαρξης τουλάχιστον ενός

δείγματος που απαρτίζεται αποκλειστικά

από έγκυρες αντιστοιχίες

p = πιθανότητα έγκυρης αντιστοιχίας

n = μέγεθος δείγματος

Επιβεβαιώνεται και από την Εξίσωση 2.19 η ευαισθησία του αριθμού των
επαναλήψεων στο μέγεθος του δείγματος.
Σε πολλά προβλήματα γεωμετρίας πολλαπλών όψεων, έχουμε να ελαχιστο-
ποιήσουμε ένα τετραγωνικό κριτήριο σε περιβάλλον γκαουσιανού θορύβου.
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Παρά την θεωρητική βελτιστότητα της λύσης ελαχίστων τετραγώνων, η συνάρ-
τηση κόστους επηρεάζεται δραματικά από εσφαλμένες αντιστοιχίες σημείων
στα δεδομένα εισόδου, γενικότερα από εσφαλμένες μετρήσεις που δεν σχε-
τίζονται με τα υπόλοιπα δεδομένα. Για την αντιμετώπιση του προβλήματος
αυτού, χρησιμοποιούμε σθεναρές μεθόδους ελαχίστων τετραγώνων. Συνηθι-
σμένη είναι επίσης η εφαρμογή μιας μη γραμμικής σθεναρής συνάρτησης
ρ στο σφάλμα e και η ελαχιστοποίηση των τετραγώνων ρ2(e). Όμως συχνά
μια τέτοια προσέγγιση δεν είναι αρκετή και απαιτείται η απομάκρυνση των
εσφαλμένων αντιστοιχιών από τα δεδομένα μας, με χρήση του αλγορίθμου
RANSAC.
Για παραλλαγές και εξελίξεις της βασικής μεθόδου, αναφέρουμε τις εργα-
σίες των [162] που είναι και εφαρμοσμένη στο πρόβλημα του Structure From
Motion και την εργασία των [35].

2.1.6 Η βασική τεχνική του προβλήματος: Bundle Ad-
justment

Προηγούμενα περιγράψαμε τεχνικές οι οποίες μπορούν να χρησιμοποιη-
θούν είτε για την επίλυση κάποιου είδους (συγκεκριμένος αριθμός όψεων,
γνωστές παράμετροι κάμερας κ.α ) SfM είτε για την επίλυση κάποιου πα-
ρεμφερούς προβλήματος (διαφορετικοί γνωστοί και άγνωστοι ). Όταν αντιμε-
τωπίζουμε το πρόβλημα SfM στην γενική του μορφή, δηλαδή με αυθαίρετο
αριθμό όψεων και χωρίς πληροφορίες για την παραμετροποίηση των καμε-
ρών, χρησιμοποιούμε τις ανωτέρω τεχνικές επικουρικά στην εφαρμογή του
B.A.(Bundle Adjustment ), όπως θα αποσαφηνίσουμε σύντομα.
Η τεχνική του B.A. είναι μία μέθοδος που ελαχιστοποιεί το σφάλμα επα-
ναπροβολής του προβλήματος, ή όποια ( σθεναρή ) αντικειμενική συνάρ-
τηση έχουμε επιλέξει για το πρόβλημα του SfM. Επειδή είναι μια επαναλη-
πτική, αριθμητική μέθοδος είναι σημαντικό να αρχικοποιηθεί καλά. Όπως
προαναφέραμε ένας τρόπος αρχικοποίησης είναι η τεχνική της προοπτικής
παραγοντοποίησης, υπάρχουν όμως και εναλλακτικές μέθοδοι, οι οποίες
μπορεί να βασίζονται σε επιπλέον πληροφορίες που διαθέτουμε για το πρό-
βλημα [186, 9].
Το όνομα "Bundle Adjustment", αναφέρεται στην προσαρμογή ( adjust-
ment ) δεσμών φωτός που πηγάζουν από τα τρισδιάστατα σημεία και συγκλί-
νουν στα οπτικά κέντρα των καμερών, με σκοπό την ελαχιστοποίηση κάποιου
κριτηρίου σφάλματος ανακατασκευής.
Η ευελιξία της μεθόδου είναι ένα ακόμα σημαντικό πλεονέκτημα της. Δεν
εξαρτάται από την συγκεκριμένη μορφή της συνάρτησης σφάλματος, είναι
ανεκτική σε απώλεια δεδομένων ( για παράδειγμα αν δεν είναι όλα τα σημεία

n p S

3 0.5 35

6 0.6 97

6 0.5 292

Πίνακας 2.1: Απαιτούμενος αριθμός επαναλήψεων RANSAC για 0.01
πιθανότητα αποτυχίας. Από [212].
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..

..Προεπεξεργασία Δεδομένων

..Αρχικοποίηση ανακατασκευής

..Επαναληπτική εφαρμογή Bundle Adjustment

..Τελική Ανακατασκευή

Σχήμα 2.1: Συγκεντρωτική μορφή ενός συστήματος Structure from Motion

ορατά από όλες τις κάμερες ), κάθε μέτρηση μπορεί ανεξάρτητα από τις υπό-
λοιπες να χαρακτηρίζεται από κάποια συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας.
Ακόμα η μέθοδος μπορεί να επεκταθεί για να ενσωματώσει περιορισμούς,
για παράδειγμα στην θέση των σημείων ή στις παραμέτρους των καμερών.
Πέρα από την ανάγκη της καλής αρχικοποίησης, η υπολογιστική πολυπλο-
κότητα είναι ένα άλλο σημαντικό πρόβλημα της μεθόδου. Καταρχάς, ας υπο-
λογίσουμε το μέγεθος του προβλήματος. Έστω ότι έχουμε n σημεία και m
όψεις. Τότε έχουμε τουλάχιστον 11 παραμέτρους για κάθε όψη και 3 για κάθε
σημείο, συνολικά επομένως τουλάχιστον 11m+3n παραμέτρους. Αν χρησιμο-
ποιήσουμε την γνωστή αριθμητική μέθοδο Levenberg–Marquardt τότε πρέ-
πει να αντιστρέψουμε τετραγωνικούς πίνακες διάστασης 11m+3n×11m+3n.
Με την προσέγγιση n ≫ m, η οποία πολύ εύκολα ικανοποιείται, η λύση
του προβλήματος ελαχιστοποίησης του σφάλματος επαναπροβολής, το οποίο
είναι ένα μη γραμμικό πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων, έχει τάξη πολυπλο-
κότητας O(n3) με O(n4). Πρέπει λοιπόν να χρησιμοποιήσουμε μεθόδους που
αξιοποιούν την ειδική μορφή του προβλήματος και όχι γενικές αριθμητικές
μεθόδους.
Παρουσιάζουμε συνοπτικά στρατηγικές που μπορούν να ακολουθηθούν για
την υπολογιστική απλοποίηση του προβλήματος

• Περιορισμός των αγνώστων. Για παράδειγμα μπορεί να μην συμπερι-
ληφθούν όλες οι όψεις ή όλα τα σημεία και στην συνέχεια να προστε-
θούν στο μοντέλο με τεχνικές resectioning και τριγωνισμού αντίστοιχα.
Εναλλακτικά μπορούμε να χωρίσουμε τα δεδομένα εισόδου σε σύνολα,
να λύσουμε το πρόβλημα για κάθε σύνολο ξεχωριστά και να τα ενώ-
σουμε στο τέλος. Η λύση που λαμβάνουμε στις περιπτώσεις αυτές είναι
υποβέλτιστη.

• Εναλλαγή του τρόπου μείωσης του σφάλματος επαναπροβολής. Εναλ-
λάσσουμε μεταξύ ρύθμισης των παραμέτρων προβολής για τις κάμερες
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και της ρύθμισης των τρισδιάστατων σημείων. Η μέθοδος αυτή όμως
απαιτεί περισσότερες επαναλήψεις έως την σύγκλιση. Η συνάρτηση
που ελαχιστοποιείται όμως είναι ταυτόσημη με την αρχική, οπότε λαμ-
βάνουμε βέλτιστη λύση [233].

• Μέθοδοι που εκμεταλλεύονται την αραιή δομή του προβλήματος. Πα-
ραδείγματα είναι η υλοποίηση στο [130], η χρήση αραιών μεθόδων
ελαχίστων τετραγώνων ( αραιή Παραγοντοποίηση Cholesky [129, 34],
μέθοδοι Conjugate Gradient [100, 4] ).

• Χωρισμός του προβλήματος σε υποχάρτες (υποπεριοχές) και εφαρμογή
του B.A. σε κάθε υποχάρτη ξεχωριστά. Οι υποχάρτες διαλέγονται από
ελάχιστες τομές σε γράφο που εκφράζει τις αλληλοεξαρτήσεις των πα-
ραμέτρων του προβλήματος ώστε να εξασφαλιστεί μέγιστη ανεξαρτησία
μεταξύ τους [160].

• Εφαρμογή του B.A. στον σκελετικό γράφο του προβλήματος, όπως
στο [210].

• Προσπάθειες για λύση του προβλήματος σε μία επανάληψη. Για παρά-
δειγμα μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την L∞ νόρμα ή να λύσουμε
ανεξάρτητα για κάποιες ομάδες παραμέτρων του προβλήματος[79, 87,
141, 202].

Προβλήματα βελτιστοποίησης και αριθμητικές μέθοδοι επίλυσης τους

Η μέθοδος του Bundle Adjustment λύνει ένα πρόβλημα ελαχιστοποίησης
και συγκεκριμένα ένα πρόβλημα μη γραμμικών ελαχίστων τετραγώνων. Για
αυτό ξεκινάμε από μια γενικότερη περιγραφή και εξειδικεύουμε σταδιακά
στην περίπτωση του Bundle Adjustment προβλήματος.
Έστω ότι διαθέτουμε μια συνάρτηση προς ελαχιστοποίηση c(x) , όπου x το
διάνυσμα των παραμέτρων του προβλήματος. Αν αναπτύξουμε την c σε δευ-
τεροβάθμιο ανάπτυγμα Taylor γύρω από το σημείο x έχουμε την σχέση

c(x+ dx) ≈ c(x) +∇c(x)Tdx+ 1/2dxTHc(x)dx (2.20)

Θυμίζουμε τους ορισμούς της κλίσης

∇c =
[

∂c
∂x1

. . . ∂c
∂xn

]T
και της μήτρας δευτέρων παραγώγων Hessian

∂2c
∂x1∂x1

. . . ∂2c
∂x1∂xn

...
. . .

...
∂2c

∂xn∂x1
. . . ∂2c

∂xn∂xn


Βρίσκουμε το ελάχιστο της έκφρασης 2.20 μηδενίζοντας την παράγωγο της
ως προς το διάνυσμα dx και καταλήγουμε στο γραμμικό σύστημα

Hcdx = −∇c(x) (2.21)

Η μέθοδος αυτή ανανέωσης του x από το x← x+ dx που προκύπτει ως λύση
του 2.21 δεν παρέχει εγγυήσεις ότι θα βελτιώσει την τιμή της αντικειμενικής
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Σχήμα 2.2: Χωρισμός προβλήματος SfM σε υποχάρτες. Ο διαχωρισμός φαί-
νεται με τα διαφορετικά χρώματα. Από [160]

συνάρτησης c. Για αυτό ακολουθούμε την εξής στρατηγική: αν ανανέωση του
x δεν μειώνει την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης c, δεν την εφαρμόζουμε
και κάνουμε ένα βήμα στην κατεύθυνση της αρνητικής κλίσης −∇c(x). Μι-
κρά βήματα στην κατεύθυνση −∇c(x) μειώνουν με βεβαιότητα την τιμή της c.
Διαθέτουμε δηλαδή δύο στρατηγικές ανανέωσης του x, με χρήση της λύσης
της 2.21 και ακολουθώντας την κατεύθυνση της αρνητικής κλίσης, τις οποίες
εναλλάσσουμε κατά την διαδικασία ελαχιστοποίησης της c.
Εξετάζουμε τώρα την περίπτωση στην οποία η προς ελαχιστοποίηση συνάρ-
τηση c, είναι άθροισμα τετραγώνων συναρτήσεων, δηλαδή μπορούμε να γρά-
ψουμε

c(x) = fT(x)f(x)

Η διανυσματική συνάρτηση f είναι η συνάρτηση σφάλματος του προβλήμα-
τος. Το πρόβλημα ελαχιστοποίησης που σχηματίσαμε τώρα γράφεται ισοδύ-
ναμα

min
x

1/2∥f(x)∥2 (2.22)

Αναπτύσσουμε την συνάρτηση f(x) σε ανάπτυγμα Taylor πρώτου βαθμού και
έχουμε f(x+ dx) ≈ f(x) + J(x)dx . Με J(x) συμβολίζουμε την ιακωβιανή της
f στο σημείο x και υπενθυμίζουμε τον ορισμό της

∂f1
∂x1

. . . ∂f1
∂xn

...
. . .

...
∂fn
∂x1

. . . ∂fn
∂xn


Αντικαθιστούμε τώρα το ανάπτυγμα Taylor της f στην c, εξισώνουμε την πα-
ράγωγο της με 0 και καταλήγουμε στην εξίσωση ενημέρωσης του x

JT (x)J(x)dx = −J(x)f(x) (2.23)

Η εξίσωση αυτή είναι αντίστοιχη με την 2.21. Παρατηρούμε ότι ∇c(x) =
2JT (x)f(x) και ότι προσεγγίζουμε την Hessian ως Hc ≈ 2JT (x)J(x). Παρα-
τηρούμε ότι δεν είναι απαραίτητο πλέον να υπολογίσουμε δεύτερες παρα-
γώγους για να σχηματίσουμε τον πίνακα Hessian. Αν στην Εξίσωση 2.23
πολλαπλασιάσουμε την διαγώνιο του αριστερού μέρους με 1 + λ, καταλή-
γουμε στην μέθοδο Levenberg-Marquardt. Ελέγχουμε την παράμετρο λ με
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προσαρμοστικό τρόπο: Αν η Εξίσωση 2.23 πετυχαίνει μείωση στην τιμή της
c μειώνουμε την τιμή του λ, σε αντίθετη περίπτωση την αυξάνουμε.
Ξαναγράφουμε την Εξίσωση 2.23 μετά την τροποποίηση του αριστερού μέ-
ρους της σύμφωνα με τον αλγόριθμο LM ως

N(x)dx = −J(x)f(x) (2.24)

όπου ο πίνακας N είναι ίδιος με τον JTJ στα εκτός διαγωνίου στοιχεία. Για
την διαγώνιο ισχύει Nii = (JTJ)ii(1 + λ). Για μεγάλες τιμές του λ ο πίνακας
είναι διαγώνιος και ακολουθούμε την κατεύθυνση της αρνητικής κλίσης. Η
σύγκλιση είναι αργή, αλλά εγγυημένη. Αυτό θα συμβεί όταν η πρωτοβάθμια
προσέγγιση της συνάρτησης λάθους διαφέρει σημαντικά από την πραγμα-
τική μορφή της συνάρτησης. Ταυτόχρονα το πλάτος του βήματος ελαττώνεται
όταν το λ μεγαλώνει. Αντίθετα, αν το γραμμικό μοντέλο είναι ικανοποιητικό
θα κινηθούμε γρήγορα προς το ελάχιστο που δίνεται από το τετραγωνικό
βήμα. Επίσης η προσθήκη του όρου απόσβεσης προσθέτει ευστάθεια στην
περίπτωση που ο πίνακας JTJ δεν είναι ομαλός, επειδή τον καθιστά αντι-
στρέψιμο.
Η μέθοδος LM λοιπόν, είναι μια μέθοδος ελαχιστοποίησης αθροίσματος τε-
τραγώνων μη-γραμμικών συναρτήσεων η οποία συνδυάζει τις μεθόδους από-
τομης κατάβασης ( steepest descent ) και την μέθοδο Gauss-Newton.
Μια παραλλαγή του αλγορίθμου LM που χρησιμοποιείται στο [51], διαιρεί
την προτεινόμενη εξέλιξη dx του διανύσματος x με λ σε περίπτωση που αυτή
αποτυγχάνει να μειώσει το κόστος c. Δηλαδή σε περίπτωση αποτυχίας εξελίσ-
σουμε το x με την προσθήκη του dx = −1/λ(JT (x)J(x))−1JT (x)f(x). Το διά-
νυσμα dx του προηγούμενου κανόνα είναι το γινόμενο ενός μικρού θετικά
ορισμένου πίνακα με την αρνητική κλίση της συνάρτησης κόστους, συνεπώς
προκαλεί μείωση του κόστους. Το όφελος από την χρήση αυτής της μεθόδου
είναι ότι δεν ξαναλύνουμε το γραμμικό Σύστημα 2.23 όταν αυξάνουμε το λ.
Αν η συνάρτηση κόστους c υπολογίζεται εύκολα και η λύση του συστήματος
είναι χρονοβόρα, τα οφέλη είναι σημαντικά.
Ο αλγόριθμος LM μπορεί να διατυπωθεί και από διαφορετική οπτική, όπως
θα κάνουμε τώρα. Για να λύσουμε το αρχικό πρόβλημα, ακολουθούμε μια
γενικευμένη στρατηγική, και λύνουμε μια ακολουθία προσεγγίσεων του αρ-
χικού προβλήματος. Αν αντικαταστήσουμε την προσέγγιση κατά Taylor της
f στην 2.22 παίρνουμε την ακολουθία προβλημάτων

min
dx

1/2∥J(x)dx+ f(x)∥2 (2.25)

Η ελαχιστοποίηση του 2.25 γίνεται μηδενίζοντας της πρώτη παράγωγο του ως
προς dx και οδηγεί στην αντίστοιχη της Εξίσωσης 2.21 για το νέο πρόβλημα.
Συνεπώς, όπως αναλύσαμε προηγουμένως, η ακολουθία αυτών των προβλη-
μάτων δεν συγκλίνει πάντοτε σε λύση. Η λύση είναι να ακολουθούμε όποτε
είναι απαραίτητο την κατεύθυνση της αρνητικής κλίσης, ακριβώς όπως το
παρουσιάσαμε προηγουμένως. Για αυτό ορίζουμε νέα ακολουθία προς επί-
λυση προβλημάτων που αντιστοιχεί σε αυτή την στρατηγική. Ορίζουμε τα
προβλήματα ως

min
dx

1/2∥J(x)dx+ f(x)∥2 + λ∥D(x)dx∥2 (2.26)

Ο πίνακας D είναι ένας διαγώνιος πίνακας με στοιχεία μη-αρνητικά. Συνή-
θως εκλέγεται ώστε να ικανοποιεί την σχέση D2 = diag(JTJ).



2.1. ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΝΑΚΑΤΑΣΚΕΥΗΣ ΤΡΙΣΔΙΑΣΤΑΤΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ ΚΑΙ
ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΥ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ ΚΑΜΕΡΑΣ 42

Η συνάρτηση f που εισήχθη προηγουμένως, είναι στην περίπτωση του Bun-
dle Adjustment η συνάρτηση του σφάλματος επαναπροβολής. Για να βελτιώ-
σουμε την ευστάθεια του συστήματος ανακατασκευής της τρισδιάστατης γεω-
μετρίας, χρησιμοποιούμε συνήθως μια σθεναρή συνάρτηση σφάλματος που
δεν επηρεάζεται πολύ από απομακρυσμένα σημεία ( outliers ). Για να συμ-
βαίνει αυτό θα πρέπει η συνάρτηση f να κάνει μια μη γραμμική απεικόνιση
η οποία θα περιορίζει τα μεγάλα σφάλματα, έτσι ώστε να μην επικρατούν
αυτά στην συνάρτηση c. Για παράδειγμα στο [51] οι συγγραφείς χρησιμο-
ποιούν την κατανομή Cauchy για το σφάλμα επαναπροβολής e. Σφάλμα e
συνεισφέρει

ln
(
1 +

e2

σ2

)
(2.27)

στην συνάρτηση σφάλματος c. Πιο αναλυτικά, αν (x, y) είναι το σφάλμα επα-
ναπροβολής πριν την σθεναροποίηση του, και e = (xr, yr) η εικόνα του αρχι-
κού σφάλματος μετά την εφαρμογή της σθεναρής απεικόνισης έχουμε:

xr =

√
ln

(
1 +

x2 + y2

σ2

)
x√

x2 + y2
(2.28)

yr =

√
ln

(
1 +

x2 + y2

σ2

)
y√

x2 + y2
(2.29)

Επομένως όταν υψώσουμε στο τετράγωνο και αθροίσουμε τις συντεταγμένες
του σθεναρού σφάλματος e = (xr, yr) παίρνουμε την επιθυμητή συνεισφορά
στην συνάρτηση κόστους, σύμφωνα με την Εξίσωση 2.27.
Για να λύσουμε το πρόβλημα που διατυπώσαμε, ο περισσότερος χρόνος υπο-
λογισμού αναλώνεται στην λύση του μη γραμμικού προβλήματος ελαχίστων
τετραγώνων 2.26. Θα μπορούσαμε να λύσουμε το πρόβλημα αυτό με γενι-
κούς αριθμητικούς αλγόριθμους, όμως κάτι τέτοιο δεν οδηγεί σε αποδοτική
αντιμετώπιση του. Για αυτό θα αναλύσουμε την ειδική δομή του προβλήμα-
τος B.A., προκειμένου να την εκμεταλλευτούμε κατάλληλα και να καταστεί
δυνατή η λύση μεγάλων προβλημάτων SfM.

Πρωτεύουσα και δευτερεύουσα αραιή δομή του προβλήματος Bundle
Adjustment.

Αρχικά, πρέπει να αποσαφηνίσουμε τα περιεχόμενα του διανύσματος x των
παραμέτρων του προβλήματος. Οι παράμετροι χωρίζονται σε δύο κατηγορίες

• Παράμετροι για μοντελοποίηση των όψεων/καμερών yi. Θεωρούμε ότι
οι παράμετροι αυτές είναι p το πλήθος και ότι κάθε yi έχει διάσταση c.
Λογικές τιμές του c ανάλογα με την πολυπλοκότητα του προς προσδιο-
ρισμό μοντέλου προβολής είναι 6− 9.

• Παράμετροι για μοντελοποίηση των σημείων zi. θεωρούμε ότι οι παρά-
μετροι αυτές είναι q το πλήθος και ότι κάθε zi έχει διάσταση s. Λογικές
τιμές του s είναι 3− 4.

Η πρώτη ενδιαφέρουσα παρατήρηση έχει να κάνει με τον τρόπο που διαπλέ-
κονται οι δύο αυτές κατηγορίες παραμέτρων. Οι παράμετροι για τα χαρακτη-
ριστικά της σκηνής zi συνδυάζονται με τις παραμέτρους για την περιγραφή
των καμερών yi για να "προβλέψουν" τις μετρήσεις των εικόνων. Όμως οι με-
ταβλητές zi δεν συνδυάζονται άμεσα με άλλες μεταβλητές zi και αντίστοιχα
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για τις μεταβλητές yi. Δηλαδή οι μεταβλητές yi και οι μεταβλητές zi είναι ανε-
ξάρτητες μεταξύ τους. Για αυτό ο γράφος του προβλήματος είναι διμερής,
γεγονός που πρέπει να εκμεταλλευτούμε κατά την επίλυση του προβλήμα-
τος. Σε αυτή την ιδιότητα αναφερόμαστε και ως πρωτεύουσα αραιή δομή του
προβλήματος Bundle Adjustment. Για να μπορέσουμε να εκμεταλλευτούμε
την αραιή δομή σε αυτό το επίπεδο, είναι απαραίτητο να διατάξουμε τις πα-
ραμέτρους του προβλήματος είτε με σειρά "κάμερα και μετά σημεία", είτε με
την ανάποδη. Πάντως πρέπει να αποφύγουμε την ανάμειξη των δύο αυτών
ομάδων παραμέτρων με τυχαίο τρόπο.
Ακόμα, συνήθως η συνάρτηση f έχει τέτοια δομή ώστε κάθε στοιχείο της fi να
είναι συνάρτηση ενός μόνο (yi, zi), δηλαδή να έχουμε fi(x) = f(yi, zi). Επι-
λέγουμε στα επόμενα να διατάξουμε τις παραμέτρους των όψεων πριν από
αυτές των σημείων, δηλαδή x = (y1, y2, . . . , z1, z2, . . .).
Στην συνέχεια γράφουμε την Ιακωβιανή της f ως J =

[
JCJP

]
με JC , JP τις

ιακωβιανές της f ως προς τις παραμέτρους των όψεων και των σημείων αντί-
στοιχα. Η προσέγγιση της Hessian που χρησιμοποιούμε στην Εξίσωση 2.23
θα είναι τότε

H =

[
JT
CJC JT

CJP
JT
P JC JT

P JP

]
=

[
HCC HT

PC

HPC HPP

]
(2.30)

Ο πίνακας που χρησιμοποιείται από τον αλγόριθμο LM έχει επαυξημένη
διαγώνιο, αυτό όμως δεν επηρεάζει την δομή του όπως την περιγράφουμε
παρακάτω

• HCC Μπλοκ διαγώνιος πίνακας διαστάσεων pc× pc. Αποτελείται από p
μπλοκς διαστάσεων c× c.

• HPP Μπλοκ διαγώνιος πίνακας διαστάσεων qs× qs. Αποτελείται από q
μπλοκς διαστάσεων s× s.

• HPC Γενικής μορφής αραιός πίνακας διαστάσεων qs × pc. Αποτελείται
από μπλοκς διαστάσεων c× s για κάθε παρατήρηση. Ένα μπλοκ είναι
μη μηδενικό αν το σημείο που του αντιστοιχεί είναι ορατό από την
κάμερα που του αντιστοιχεί. Η δομή του πίνακα αυτού δεν αξιοποιείται
στα πλαίσια της πρωτεύουσας αραιής δομής.

Στην συνέχεια, υπό το πρίσμα των διαφωτιστικών αυτών παρατηρήσεων, εξε-
τάζουμε ξανά το πρόβλημα που προέκυψε κατά τον σχηματισμό του αλγορίθ-
μου LM 2.26 και συγκεκριμένα επαναδιατυπώνουμε την Σχέση 2.24 χρησι-
μοποιώντας την νέα μπλοκ μορφή της Hessian[

HCC HT
PC

HPC HPP

] [
dy
dz

]
=

[
v
w

]
,με τον ορισμό

[
v
w

]
= JT (y, z)f(y, z) (2.31)

........

Σχήμα 2.3: Παράδειγμα γράφου για πρόβλημα SfM. Οι συμπαγείς γραμμές
ενώνουν σημεία με κάμερες που βλέπουν αυτά τα σημεία. Οι διακεκομμένες
γραμμές ενώνουν κάμερες που βλέπουν ένα κοινό σημείο στον χώρο.
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Εφαρμόζουμε στην 2.31 μπλοκ απαλοιφή Gauss. Από την δεύτερη γραμμή
του μπλοκ-διαχωρισμένου πίνακα παίρνουμε την σχέση

dz = H−1
PP (w−HPCdy) (2.32)

Σημειώνουμε ότι ο πίνακας HPP είναι μπλοκ διαγώνιος πίνακας απαρτιζόμε-
νος από q μικρά μπλοκς s×s. Συνεπώς αντιστρέφεται πολύ εύκολα σε χρόνο
O(q), ο οποίος είναι αμελητέος για οποιαδήποτε υλοποίηση λύσης στο πρό-
βλημα. Μπορούμε τώρα να πάρουμε την σχέση για το dz (2.32) και να την
αντικαταστήσουμε στο Σύστημα 2.31, καταλήγοντας σε μία σχέση ως προς
το διάνυσμα dy μόνο, συγκεκριμένα:

[HCC −HT
PCH

−1
PPHPC ]dy = v−HT

PCH
−1
PPw (2.33)

Την ποσότητα εντός της αγκύλης [HCC −HT
PCH

−1
PPHPC ] την ονομάζουμε συ-

μπλήρωμα του Schur και την συμβολίζουμε S. Ένα άλλο όνομα για τον πίνακα
S είναι ελαττωμένη μήτρα κάμερας.
Σε αυτό το σημείο μπορούμε να εισάγουμε την δευτερεύουσα αραιή δομή του
προβλήματος. Η μήτρα S είναι με την σειρά της αραιή. Η μορφή της όμως
εξαρτάται από τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά της διαμόρφωσης του προβλή-
ματος και για αυτό είναι δυσκολότερο να προβλεφθεί και να αξιοποιηθεί.
Ας εξηγήσουμε όμως την δομή της S. Όπως είναι ξεκάθαρο και από μια επι-
σκόπηση του ορισμού της, η μήτρα S είναι διαστάσεων pc×pc και ένα μπλοκ
διαστάσεων c × c δύναται να είναι διάφορο του μηδενός μόνο όταν οι κάμε-
ρες που αντιστοιχούν στο μπλοκ αυτό παρατηρούν κάποιο κοινό σημείο. Σε
αντίθετη περίπτωση το μπλοκ είναι μηδενικό. Είναι ξεκάθαρο ότι σε προ-
βλήματα με μεγάλο σύνολο δεδομένων φωτογραφιών, η παρατήρηση κοινό
σημείου μεταξύ δύο όψεων είναι αρκετά σπάνιο φαινόμενο και επομένως στις
περιπτώσεις αυτές ο πίνακας S πρέπει να είναι έντονα αραιός.
Αφού τελειώσαμε με τις παρατηρήσεις στην δομή του προβλήματος, πρέ-
πει να καταδείξουμε και την κατάλληλη ακολουθία επίλυσης των εξισώσεων
του προβλήματος. Το κρίσιμο σημείο στις επαναλήψεις του αλγορίθμου LM
όπως έχουμε επισημάνει είναι η επίλυση του συστήματος 2.31, όποτε αυτή
απαιτείται. Για να λύσουμε το Σύστημα 2.31 εφαρμόζουμε το τέχνασμα του
Schur ( Εξισώσεις 2.33,2.32 ) και επιλύουμε το σύστημα ως προς dy. Αντι-
καθιστώντας την ευρεθείσα τιμή του dy στην 2.32 ανακτάμε και την λύση ως
προς dz.
Τα βήματα που περιγράψαμε προηγουμένως μπορούν να εκτελεστούν με πε-
ρισσότερους από έναν τρόπους. Ας τα σχολιάσουμε εκτενώς ένα-ένα.
Επίλυση συστήματος 2.31: Αντί να λύσουμε απευθείας αυτό το σύστημα, και
επειδή ισχύει p≪ q, εφαρμόζουμε το τέχνασμα του Schur, η εφαρμογή του
οποίου οδηγεί σε σημαντικά υπολογιστικά οφέλη[29]. Αυτό είναι συνέπεια
της πρωτεύουσας αραιής δομής, όπως έχουμε ήδη αναλύσει. H υπολογι-
στική πολυπλοκότητα της εφαρμογής απαλοιφής Gauss στο Σύστημα 2.31,
δηλαδή του σχηματισμού του συμπληρώματος του Schur στη Εξίσωση 2.33,
υπολογίζεται εύκολα από τις μπλοκ διαστάσεις των επιμέρους πινάκων που
εμπλέκονται στην έκφραση σε O(qp2)
Επίλυση συστήματος 2.33:Διάφορες μέθοδοι έχουν προταθεί για την αποτε-
λεσματική λύση του. Η εφαρμογή γενικών αριθμητικών μεθόδων είναι μια
επιλογή. Η λύση του συστήματος με παραγοντοποίηση Cholesky [230] κο-
στίζει χρονικά O(p3) και χωρικά O(p2). Αποθηκεύει και χειρίζεται τον S σαν
πυκνό πίνακα και αδιαφορεί για την δευτερεύουσα αραιή δομή του προβλή-
ματος. Εναλλακτικά μπορούμε να αναδιατάξουμε γραμμές και στήλες του S
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προκειμένου να καταλήξουμε σε αραιούς παράγοντες Cholesky. H μέθοδος
αυτή περιγράφεται στο [34].
Τεχνικές που αναπτύχθηκαν πρόσφατα αποφεύγουν να λύσουν ακριβώς το
πρόβλημα 2.26 και να σχηματίσουν την μήτρα S. Θα αναφερθούμε σε αυτές
στα επόμενα παραδείγματα.

Παράδειγμα:Η πρωτεύουσα αραιή δομή

Το παρακάτω παράδειγμα βασίζεται στο [130].
Θεωρούμε ότι q = 4 σημεία ορατά σε p = 3 όψεις. Συμβολίζουμε το διάνυσμα
των μετρήσεων ( σημείων στις εικόνες ) ως

X = (xT11,x
T
12,x

T
13,x

T
21,x

T
22,x

T
23,x

T
31,x

T
32,x

T
33,x

T
41,x

T
42,x

T
43)
T

Συμβολίζουμε το διάνυσμα των παραμέτρων ως,

P = (yT1, y
T
2, y

T
3, z
T
1, z
T
2, z
T
3, z
T
4)
T

με την συνήθη διάταξη κάμερες πριν από σημεία. Διαπιστώνουμε ότι:

• Προβολές ( μετρήσεις ) από την κάμερα i δεν επηρεάζονται από άλλες
κάμερες, συνεπώς ∂xij

∂yk
= 0,∀j ̸= k.

• Προβολές ( μετρήσεις ) ενός 3D σημείου δεν επηρεάζονται από άλλα
σημεία του χώρου, συνεπώς ∂xij

∂zk
= 0,∀i ̸= k.

Ακολουθούμε τον συμβολισμό ∂xij
∂yj
≡ Aij και

∂xij
∂zi
≡ Bij και γράφουμε την

ιακωβιανή του προβλήματος:

J =
∂X
∂P

=



A11 B11

A12 B12

A13 B13

A21 B21

A22 B22

A23 B23

A31 B31

A32 B32

A33 B33

A41 B41

A42 B42

A43 B43


Υπενθυμίζουμε την προσέγγιση της Hessian H ≈ JTJ και γράφουμε την
κανονική εξίσωση του προβλήματος 2.24. Επιλέγουμε να επαυξήσουμε την
διαγώνιο της προσέγγισης της Hessian με τον αντίστροφο της μήτρας αυτο-
συσχέτισης των μετρήσεων Σx. O πίνακας αυτός θεωρείται μπλοκ διαγώνιος

Σx = diag(Σxij )

H =

[
U W
W T V

]
Με τους επιμέρους πίνακες

U =

∑4
i=1A

T
i1Σ

−1
xi1
Ai1 ∑4

i=1A
T
i2Σ

−1
xi2
Ai2 ∑4

i=1A
T
i3Σ

−1
xi3
Ai3
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V =


∑3

j=1B
T
1jΣ

−1
x1j
B1j ∑3

j=1B
T
2jΣ

−1
x2j
B2j ∑3

j=1B
T
3jΣ

−1
x3j
B3j ∑3

j=1B
T
4jΣ

−1
x4j
B4j



W =

AT
11Σ

−1
x11B11 AT

21Σ
−1
x21B21 AT

31Σ
−1
x31B31 AT

41Σ
−1
x41B41

AT
12Σ

−1
x12B12 AT

22Σ
−1
x22B22 AT

32Σ
−1
x32B32 AT

42Σ
−1
x42B42

AT
13Σ

−1
x13B31 AT

23Σ
−1
x23B23 AT

33Σ
−1
x33B33 AT

43Σ
−1
x43B43


Παρατηρήστε ότι επειδή όλα τα σημεία είναι ορατά σε όλες τις όψεις το συ-
μπλήρωμα του Schur θα προκύψει πυκνός πίνακας. Εφόσον ο πίνακας W
είναι πυκνός και με τον συμβολισμό της παραγράφου S = U −WV −1W T , η
προηγούμενη παρατήρηση είναι προφανής.

Εφαρμογή: Μια υλοποίηση πραγματικού χρόνου ( real-time )

Στην συνέχεια περιγράφουμε τα χαρακτηριστικά σημεία της υλοποίησης του
αλγορίθμου Bundle adjustment από τους [51]. Βασικό χαρακτηριστικό της
συγκεκριμένης υλοποίησης είναι ότι μπορεί να τρέχει σε πραγματικό χρόνο
με την καταγραφή π.χ με βίντεο του χώρου και να παράγει την αναπαραγωγή
της γεωμετρίας στα πρότυπα του προβλήματος SfM. Περιγράφουμε αρχικά
τις αριθμητικές μεθόδους που χρησιμοποιούνται στην υλοποίηση και στην
συνέχεια τον τρόπο που χρησιμοποιούνται από την προτεινόμενη μέθοδο.
Τρόπος επίλυσης συστήματος: Η εξίσωση του αλγορίθμου LM που χρησι-
μοποιείται σε αυτή την υλοποίηση είναι η 2.23 στην οποία έχουμε επαυ-
ξήσει την διαγώνιο της προσέγγισης της Hessian πολλαπλασιάζοντας την
με 1 + λ. Κάθε φορά που αποτυγχάνει η ανανέωση του διανύσματος x να
βελτιώσει την τιμή του σφάλματος, αποφεύγουμε να ξαναλύσουμε το Σύ-
στημα 2.23 και διαιρούμε το προταθέν βήμα με λ για να βρούμε την νέα
τιμή του βήματος ανανέωσης του x. Σχηματίζουμε κανονικά το συμπλήρωμα
του Schur 2.33 και λύνουμε το σύστημα με τον αλγόριθμο παραγοντοποί-
ησης του Cholesky. Η συνάρτηση σφάλματος που χρησιμοποιούμε είναι η
σθεναρή συνάρτηση 2.27.
Μέθοδος υλοποίησης: Η αρχικοποίηση της μεθόδου γίνεται με την χρήση
τριών καρέ. Για τους σκοπούς της αρχικοποίησης εφαρμόζουμε διαδικα-
σία RANSAC χρησιμοποιώντας την μέθοδο σχετικού προσανατολισμού 5 ση-
μείων όπως περιγράφεται στο [161]. Στην συνέχεια εφαρμόζουμε Bundle ad-
justment στην αρχικοποίηση των τριών όψεων.
Κάθε φορά που εντάσσουμε μια νέα όψη στους υπολογισμούς, πρώτα αρχι-
κοποιούμε την θέση της νέας κάμερας. Αυτό γίνεται εφαρμόζοντας διαδικα-
σία RANSAC σε υποθέσεις που παράγονται από resections τριών σημείων.
Στην συνέχεια γίνεται τριγωνισμός των 3D σημείων που είναι ορατά από την
νέα όψη, χρησιμοποιώντας την νέα όψη και την πιο παλιά ( ως προς την εισα-
γωγή της στους υπολογισμούς του B.A. ) όψη στην οποία αυτά είναι ορατά.
Τέλος εκτελούμε τον αλγόριθμο B.A., τις λεπτομέρειες του οποίου περιγρά-
ψαμε στους τρόπους επίλυσης του συστήματος. Χρησιμοποιούμε τα τελευ-
ταία m καρέ και εκτελούμε το πολύ n επαναλήψεις του B.A. Οι όψεις που
δεν είναι στις m πρόσφατες είναι παγωμένες και δεν μεταβάλλονται, συνει-
σφέρουν όμως στον υπολογισμό του λάθους. Δεν χρειάζεται να εντοπίσουμε
outliers, αφού χρησιμοποιούμε σθεναρή συνάρτηση σφάλματος.
Διαγράμματα για την κατανομή του χρόνου υπολογισμού παρουσιάζονται
παρακάτω. Αν αυξήσουμε σημαντικά τον αριθμό των ελεύθερων σε μεταβο-
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λές όψεων, η επίλυση του συστήματος 2.33 που κλιμακώνεται κυβικά με τον
αριθμό των όψεων θα κυριαρχήσει τελικά στον χρόνο υπολογισμού. Η ικα-
νότητα του συστήματος να τρέχει σε πραγματικό χρόνο χάνεται σύμφωνα με
τους συγγραφείς στις 50− 100 ελεύθερες όψεις.

Εφαρμογή:Υλοποιήσεις για μεγάλα σύνολα δεδομένων

Στην συνέχεια παρουσιάζουμε υλοποιήσεις του αλγορίθμου B.A. που μπο-
ρούν να εφαρμοστούν σε μεγάλα σύνολα δεδομένων, της τάξης των χιλιάδων
φωτογραφιών. Αρχίζουμε με την υλοποίηση του [4] και κάνουμε στην συνέ-
χεια μια σύντομη αναφορά στην βελτίωση της από τον [249].
Τρόπος επίλυσης συστήματος: Το γραμμικό σύστημα εξισώσεων 2.26 το οποίο
λύνουμε σε κάθε επανάληψη του αλγορίθμου LM είναι υπολογιστικά απαι-
τητικό και αποτελεί την στενωπό του προβλήματος. Συνεπώς είναι λογικό να
προσπαθήσουμε να αλλάξουμε στοιχεία που αφορούν την επίλυση του προ-
κειμένου να πετύχουμε ικανοποιητικές επιδόσεις. Αρχικά παρατηρούμε μια
αδικαιολόγητη εμμονή να λύνουμε το Σύστημα 2.26 ακριβώς. Αδικαιολό-
γητη, καθώς δεν είναι καν το πρόβλημα που μας ενδιαφέρει. Αποφασίζουμε
λοιπόν να λύνουμε το Σύστημα 2.26 μόνο κατά προσέγγιση και όχι ακρι-
βώς. Οι μέθοδοι αυτοί ονομάζονται και περικεκομμένοι/ανακριβείς επιλυτές
Newton ( Truncated/Inexact Newton solvers ).
Οι ανακριβείς επιλυτές Newton απαρτίζονται από δύο μέρη:

• Μια υπολογιστικά φτηνή, επαναληπτική μέθοδο, κατά προσέγγιση επί-
λυσης γραμμικών συστημάτων. Τυπική επιλογή είναι επιλυτές Conju-
gate Gradients [163].

• Έναν κανόνα τερματισμού για τον επιλυτή. Ακολουθίες κανόνων τερ-
ματισμού που οδηγούν σε συγκλίνουσες ακολουθίες λύσεων παρου-
σιάζονται στο [245].

Η απλή εφαρμογή μεθόδων Conjugate Gradients δεν επαρκεί για την αντι-
μετώπιση του προβλήματος Bundle Adjustment. Αυτό γιατί ο ρυθμός σύ-
γκλισής της μεθόδου εξαρτάται από την κατανομή των ιδιοτιμών της μήτρας
N της Εξίσωσης 2.24. Γενικότερα για την επίλυση του συστήματος Ax = b
με επιλυτές Conjugate Gradients, ο ρυθμός σύγκλισης καθορίζεται από την
κατανομή τω ιδιοτιμών της μήτρας A[190].
Για να αντιμετωπίσουμε το πρόβλημα χρησιμοποιούμε την μέθοδο precon-
ditioned Conjugate Gradients. Συμφωνά με αυτή την μέθοδο, αντί να λύ-
σουμε το σύστημα Ax = b λύνουμε το σύστημα M−1Ax = M−1b. Ο ρυθμός
σύγκλισής της μεθόδου Conjugate Gradients εξαρτάται τώρα από την δομή
της μήτραςM−1A, η οποία αποσκοπούμε να γίνει ευνοϊκότερη. Προφανώς ο
πίνακας M πρέπει να είναι εύκολα αντιστρέψιμος.
Στο πρόβλημα του B.A. έχουμε την επιλογή να λύσουμε με την μέθοδο των
preconditioned Conjugate Gradients είτε το Σύστημα 2.31 είτε το
Σύστημα 2.33. Επίσης υπάρχουν εναλλακτικές επιλογές για την επιλογή του
πίνακα M σε κάθε περίπτωση. Ιδιότητες και προτάσεις για τους πίνακες M
παρουσιάζονται στα [4, 50, 137].
Στο [4] παρουσιάζονται διάφορες μέθοδοι preconditioned Conjugate Gradi-
ents και συγκρίνονται οι επιδόσεις τους. Παρουσιάζουμε τα αποτελέσματα
τους συνοπτικά στους επόμενους πίνακες.
Οι [249] βελτίωσαν την μέθοδο των [4]. Στην υλοποίηση τους δεν αποθη-
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Σχήμα 2.4:Η κατανομή του χρόνου υπολογισμού στις επιμέρους διεργασίες.
Από το [51]

Μέθοδος LM Schur Cholesky

explicit-direct Ακριβής Κατασκευάζεται Πυκνή
παραγοντοποίηση

explicit-sparse Ακριβής Κατασκευάζεται Αραιή
παραγοντοποίηση

normal-jacobi Preconditioned
Conjugate
Gradients

Κατασκευάζεται -

explicit-jacobi Preconditioned
Conjugate
Gradients

Κατασκευάζεται -

implicit-jacobi,
implicit-ssor

Preconditioned
Conjugate
Gradients

Μόνο
διανυσματικά
γινόμενα με τον
S
κατασκευάζονται

-

Πίνακας 2.2: Παρουσίαση μεθόδων που εξετάζονται στο [4]

Μέγεθος Προβλήματος Είδος κατάλληλης μεθόδου

Μικρά προβλήματα Προτείνονται ακριβείς μέθοδοι με
πυκνή παραγοντοποίηση
Cholesky

Μεγάλα προβλήματα Προτείνονται επαναληπτικές
μέθοδοι ( με ανακριβείς επιλυτές
Newton )

Πίνακας 2.3: Συμπεράσματα από [4]
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κεύουν κανέναν πίνακα στην μνήμη ( Schur,Hessian,Jacobian ) και πε-
τυχαίνουν υψηλή παραλληλοποίηση κώδικα. Βελτιώνουν τις προηγούμενες
επιδόσεις κατά πολλαπλασιαστικό παράγοντα της τάξης του 10− 30.

Εφαρμογή:Φωτογραφικός τουρισμός

Στην συνέχεια παρουσιάζουμε το σύστημα ανακατασκευής αραιούς τρισδιά-
στατης γεωμετρίας από μεγάλα σύνολα φωτογραφιών του διαδικτύων των [210].
Η ανακατασκευή της γεωμετρίας στο συγκεκριμένο σύστημα γίνεται επανα-
ληπτικά. Αντί να εισαχθούν στο πρόβλημα βελτιστοποίησης όλες οι όψεις
ταυτόχρονα, εισάγεται μία όψη σε κάθε επανάληψη.
Αρχική επανάληψη: Αρχικά διαλέγουμε τις δύο όψεις με τις περισσότερες
αντιστοιχίες χαρακτηριστικών ( σημείων ). Επίσης λαμβάνεται κατάλληλη
μέριμνα προκειμένου να αποφύγουμε εκφυλισμένες περιπτώσεις ( όπως να
μπορούν οι δύο όψεις να περιγραφούν ικανοποιητικά μέσω ομογραφίας ).
Προσθήκη νέων όψεων και σημείων του χώρου: Σε κάθε επανάληψη εισά-
γουμε την όψη στην οποία είναι ορατά τα περισσότερα ανακατασκευασμένα
σημεία του χώρου. Η αρχικοποίηση των εσωτερικών και εξωτερικών παραμέ-
τρων γίνεται με χρήση διαδικασίας RANSAC. Οι εκτιμήσεις των παραμέτρων
που χρησιμοποιούνται στον RANSAC δίνονται από υπολογισμό του Direct
Linear transform. Για τις εσωτερικές παραμέτρους της κάμερας χρησιμο-
ποιούμε και EXIF δεδομένα, όταν υπάρχουν. Επίσης εισάγουμε στο πρό-
βλημα βελτιστοποίησης κάποια από τα νέα τρισδιάστατα σημεία που φαίνο-
νται στην νέα όψη. Αυτά πρέπει να φαίνονται σε τουλάχιστον μία όψη που
εισήχθη παλαιότερα στο πρόβλημα και η ανακατασκευή τους με τριγωνισμό
να δίνει μια καλώς ορισμένη θέση τους στον χώρο.
Πέρα από τον βασικό πυρήνα που περιγράψαμε, περισσότερες λεπτομέρειες
μπορούν να αναζητηθούν στο [210].



2.1. ΜΕΘΟΔΟΙ ΑΝΑΚΑΤΑΣΚΕΥΗΣ ΤΡΙΣΔΙΑΣΤΑΤΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ ΚΑΙ
ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΥ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ ΚΑΜΕΡΑΣ 50

..

. ..

Σχηματισμός
συστήματος 2.31 για
υπολογισμό εξέλιξης

λύσης σύμφωνα
με αλγόριθμο LM

..
Απευθείας επί-
λυση Γραμμικού

συστήματος
.

..Πρωτεύουσα
αραιή δομή

..

Απαλοιφή Gauss
και σχηματι-
σμός εξισώ-

σεων 2.32 και 2.33
( Schur trick

..

Επίλυση συστήματος
με γενικές μεθόδους
όπως παραγοντο-
ποίηση Cholesky

.

..
Επίλυση με

ανακριβείς επι-
λυτές Newton

..Δευτερεύουσα
αραιή δομή

..

Αναδιάταξη όρων
και εφαρμογή
Cholesky με

αραιούς παράγοντες

.

Σχήμα 2.5: Διάφορες προσεγγίσεις για την περάτωση μιας επανάληψης του
Bundle Adjustment.
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2.2 Παραπομπές στην βιβλιογραφία. Διαθέσι-
μες υλοποιήσεις

Για μια ενδελεχή ανάλυση του προβλήματος μη γραμμικών ελαχίστων τε-
τραγώνων σημαντικές παραπομπές είναι [46, 81, 93]. Για τον αλγόριθμο LM
παραπέμπουμε τους αναγνώστες στα [163, 154, 24, 136].
Μια δημόσια διαθέσιμη υλοποίηση του αλγορίθμου Bundle adjustment που
βασίζεται στην πρωτεύουσα αραιή δομή του προβλήματος και το συμπλή-
ρωμα του Schur περιγράφεται στο [130] και είναι διαθέσιμη από [131].
Ακόμα οι βελτιώσεις του [249] ενσωματώθηκαν στο πρόγραμμα VisualSFM
το οποίο διαθέτει πολλές δυνατότητες πέρα από την ανακατασκευή αραιούς
3d γεωμετρίας και υλοποιεί και γραφικό περιβάλλον χειρισμού του. Είναι
διαθέσιμο από το [247]. Τέλος πακέτο λογισμικού στο οποίο συμπεριλαμβά-
νεται η υλοποίηση του SfM που περιγράφεται στο [210] είναι διαθέσιμο με
το όνομα Bundler από [207].



III
ΣΤΕΡΕΟΨΗ ΠΟΛΛΩΝ ΟΨΕΩΝ-MVS

Το Κεφάλαιο βασίζεται κυρίως στα [66], [64], [193], [78]
Το πρόβλημα της στερέοψης πολλών όψεων ( MVS- Multi-View Stereopsis )
συνίσταται στην ανακατασκευή ενός πλήρους τρισδιάστατου μοντέλου από
φωτογραφίες που έχουν ληφθεί από διαφορετικές θέσεις στον χώρο[193].
Οι κάμερες θεωρούνται βαθμονομημένες, γνωρίζουμε δηλαδή τις παραμέ-
τρους προβολής. Ξεκινάμε κάνοντας μια επισκόπηση της περιοχής και των
διαφορετικών προσεγγίσεων στο πρόβλημα (3.1). Στην συνέχεια παρουσιά-
ζουμε συγκεκριμένες μεθόδους που ενδείκνυται για την χρήση σε μεγάλα,
μη-δομημένα, σύνολα φωτογραφιών (3.2,3.3). Τέλος αναφέρουμε πρόσφα-
τες εξελίξεις συστημάτων MVS και παρουσιάζουμε συνοπτικά μεθόδους και
αποτελέσματα (3.4).

3.1 Επισκόπηση μεθόδων MVS

Ακολουθώντας την ταξινομία που προτείνεται στο [193] χωρίζουμε τους αλ-
γορίθμους MVS σε κατηγορίες σύμφωνα με τις ακόλουθες 6 ιδιότητες:

1. Τρόπος αναπαράστασης της σκηνής

2. Μέτρο φωτομετρικής συνοχής (Photoconsistency)

3. Μοντέλο ορατότητας

4. Αλγόριθμος ανακατασκευής

5. Απαιτήσεις αρχικοποίησης

6. Εκ των προτέρων σχήμα (Shape prior)

3.1.1 Αναπαράσταση της σκηνής
Η αναπαράσταση της σκηνής μπορεί να γίνει διάφορους τρόπους. Πρώτον,
μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε ένα πλέγμα ( grid ) με ομοιόμορφη δειγμα-
τοληψία. Η γεωμετρία αναπαρίσταται σε αυτό το πλέγμα με κάποια διακριτή
συνάρτηση πληρότητας ( voxels [61, 188, 221, 194, 49, 45, 121, 26, 120,
22, 251, 25, 231, 205, 240] ) ή κωδικοποιείται με την απόσταση από την
κοντινότερη επιφάνεια ( επιπεδοσύνολα [53, 178, 211, 102, 48, 103, 179] ).
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Οι μέθοδοι αυτοί είναι δημοφιλείς για την απλότητα, την ομοιομορφία τους
και την ικανότητα να προσεγγίσουν οποιαδήποτε επιφάνεια. Δεύτερον, μπο-
ρούμε να χρησιμοποιήσουμε πολυγωνικά πλέγματα (meshes) και να ανα-
παραστήσουμε την επιφάνεια ως σύνολο συνδεδεμένων επίπεδων εδρών [62,
185, 258, 97, 92, 253]. Τα πλέγματα μπορούν να αποθηκευτούν αποδοτικά
και διευκολύνουν τους υπολογισμούς ορατότητας. Τέλος, η γεωμετρία μπο-
ρεί να αναπαρασταθεί με χάρτες βάθους, έναν για κάθε εικόνα του συνόλου
δεδομένων. Συστήματα MVS μπορεί να χρησιμοποιούν ένα μόνο τρόπο ανα-
παράστασης ή να χρησιμοποιούν διαφορετική αναπαράσταση ανάλογα με το
στάδιο της ανακατασκευής[47, 73, 261, 116, 108, 219].

3.1.2 Φωτομετρική συνοχή

Βασικό συστατικό κάθε συστήματος MVS είναι η αξιολόγηση της οπτικής
συμβατότητας της ανακατασκευής και των δεδομένων (εικόνων) από τις οποίες
προέκυψε. Τον σκοπό αυτό εξυπηρετεί το μέτρο φωτομετρικής συνοχής του
συστήματος. Η επικρατέστερη αντιμετώπιση του θέματος γίνεται με βάση την
συσχέτιση των pixels μεταξύ των εικόνων. Κατηγοριοποιούμε τα μέτρα φωτο-
μετρικής συνοχής σε μέτρα χώρου σκηνής και χώρου εικόνας, σύμφωνα με
το [211].
Τα μέτρα χώρου σκηνής παίρνουν ένα στοιχείο (σημείο,όγκο κ.α) της ανα-
κατασκευασμένης γεωμετρίας, το προβάλλουν στις εικόνες εισόδου και αξιο-
λογούν την ποσότητα της συμφωνίας των προβολών αυτών. Για την αξιολό-
γηση, διάφοροι τρόποι έχουν προταθεί στην βιβλιογραφία. Οι [194, 121]
χρησιμοποιούν την την διασπορά των προβαλλόμενων pixels στις εικόνες
εισόδου. Οι [53, 102, 92] συγκρίνουν δύο εικόνες την φορά και χρησιμο-
ποιούν μετρικές που βασίζονται σε παραθυροποίηση όπως αθροίσματα τετρα-
γώνων διαφορών (SSD) ή κανονικοποιημένες ετεροσυσχετίσεις (NCC). Ακόμα
οι [120, 205] προτείνουν μέτρα σθεναρά σε μικρές μετατοπίσεις και άλλα
φαινόμενα.
Τα μέτρα χώρου εικόνας χρησιμοποιούν την ανακατασκευασμένη γεωμετρία
για να παραμορφώσουν μια εικόνα από μια δεδομένη γωνία θέασης στον
χώρο και να προβλέψουν ( μέσω της παραμόρφωσης της εικόνας ) μια δια-
φορετική όψη. Στην συνέχεια συγκρίνουν την πρόβλεψη, δηλαδή την πα-
ραμορφωμένη εικόνα, με την μέτρηση, δηλαδή την εικόνα του συνόλου δε-
δομένων από την συγκεκριμένη γωνία θέασης (σφάλμα πρόβλεψης). Χρήση
τέτοιων μετρικών γίνεται στα [179, 220]. Με τέτοιες μεθόδους αποδίδουμε
μεγαλύτερο βάρος στα σημεία της σκηνής που έχουν φωτογραφηθεί πιο συ-
χνά, αποτέλεσμα επιθυμητό αν υποθέσουμε ότι η συχνότητα φωτογράφησης
σχετίζεται με την σημαντικότητα των αντικειμένων που απεικονίζονται.
Τα προηγούμενα μέτρα φωτομετρικής συνοχής υποθέτουν ότι η ανακλαστι-
κότητα των επιφανειών δεν εξαρτάται από την γωνία θέασης (Lambertian
επιφάνειες). Προσπάθειες έχουν γίνει για την μοντελοποίηση πιο σύνθετων
συναρτήσεων ανάκλασης (BDRF)[251, 25, 231, 211, 102, 253].

3.1.3 Ορατότητα
Κατά τον υπολογισμό των μέτρων φωτομετρικής συνάφειας, πρέπει να προσ-
διορίσουμε ποιες όψεις θα χρησιμοποιήσουμε. Θέλουμε δηλαδή να υπολογί-
σουμε τα κομμάτια της σκηνής που είναι ορατά σε κάθε όψη και να λάβουμε
υπόψιν την πιθανή ύπαρξη εμποδίων στις εικόνες που κρύβουν τμήματα της
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σκηνής. Οι τεχνικές μπορούν να χωριστούν σε τρεις κατηγορίες

1. Γεωμετρικές

2. Ψευδό-γεωμετρικές

3. Βασισμένες σε outliers

Οι γεωμετρικές τεχνικές προσπαθούν να μοντελοποιήσουν την διαδικασία
σχηματισμού εικόνων και το σχήμα των επιφανειών της σκηνής προκειμέ-
νου να εξάγουν συμπεράσματα ορατότητας. Σε μεθόδους οι οποίες εξελίσ-
σουν επιφάνειες, μια συνηθισμένη προσέγγιση είναι να χρησιμοποιούμε την
τρέχουσα εκτίμηση της γεωμετρίας για να υπολογίσουμε σε ποιες όψεις εί-
ναι ορατό κάθε σημείο της επιφάνειας [121, 61, 120, 240, 53, 258, 97,
257]. Μπορεί ακόμα να δειχθεί ότι, αν ξεκινήσουμε με αρχική επιφάνεια
μια σφαίρα που περικλείει την σκηνή και την "σμιλέψουμε" για να προ-
σαρμοστεί στις σωστές επιφάνειες του χώρου (space carving), οι εκτιμήσεις
ορατότητας είναι συντηρητικές [121, 205]. Δηλαδή το σύνολο των όψεων στο
οποίο εκτιμούμε ότι ένα σημείου του χώρου είναι ορατό είναι υποσύνολο του
συνόλου των όψεων στις οποίες πράγματι είναι ορατό.
Οι ψευδό-γεωμετρικές τεχνικές χρησιμοποιούν προσεγγιστικούς γεωμετρι-
κού υπολογισμούς για να εξάγουν σχέσεις ορατότητας. Έχουν προταθεί γε-
νικά διάφορες ευριστικές και προσεγγιστικές τεχνικές προκειμένου να πε-
ριορίσουμε τους υπολογισμούς. Για παράδειγμα μπορούμε να περιορίσουμε
τους υπολογισμούς φωτομετρικής συνάφειας σε ομάδες (clusters) γειτονικών
χωρικά καμερών [158, 92]. Περισσότερες λεπτομέρειες και παραδείγματα
μπορούν να βρεθούν στην βιβλιογραφία [121, 61, 25, 240, 122, 201].
Οι τεχνικές που βασίζονται στους outliers αποφεύγουν τον γεωμετρικό συ-
μπερασμό και αντιμετωπίζουν τα εμπόδια που προκαλούν μερική απόκρυψη
της σκηνής σε κάποιες όψεις, ως outliers. Σε περιπτώσεις που τα σημεία της
σκηνής είναι πιο συχνά ορατά από κρυμμένα, απλές τεχνικές απόρριψης
outlier έχουν παρουσιάσει ικανοποιητικά αποτελέσματα. Μια συνήθης ευ-
ριστική που εφαρμόζεται σε τέτοιες περιπτώσεις είναι να αποφεύγουμε να
συγκρίνουμε όψεις που βρίσκονται πολύ μακρυά, με σκοπό να αυξήσουμε
το ποσοστό των inliers [92, 108, 73, 47].

3.1.4 Αλγόριθμος ανακατασκευής

Θα ταξινομήσουμε τους αλγόριθμους ανακατασκευής σε 4 κατηγορίες. Η
πρώτη κατηγορία αλγορίθμων βασίζεται στα voxels. Στην κατηγορία αυτή
αλγορίθμων, υπολογίζουμε πρώτα μια συνάρτηση κόστους σε έναν τρισδιά-
στατο όγκο και στην συνέχεια εξάγουμε μια επιφάνεια από τον όγκο αυτό.
Απλό παράδειγμα είναι ο αλγόριθμος voxel coloring [194, 231], ο οποίος
σε κάθε πέρασμα του υπολογίζει το κόστος κάθε voxel και ανακατασκευά-
ζει όσα είναι αρκετά φθηνά, σύμφωνα με κάποιο κατώφλι. Άλλοι αλγόριθμοι
διαφοροποιούνται στον ορισμό της συνάρτησης κόστους και στον τρόπο εξα-
γωγής της επιφάνειας. Αναφέρουμε ενδεικτικά αλγορίθμους που ορίζουν ένα
Markov Random Field και εξάγουν την βέλτιστη επιφάνεια με αλγορίθμους
γράφων [188, 240, 201].
Η δεύτερη κατηγορία αλγορίθμων εξελίσσει επαναληπτικά επιφάνειες, με
σκοπό την βελτιστοποίηση μιας αντικειμενικής συνάρτησης. Διαφορετικές
τεχνικές βασίζονται σε voxels, επιπεδοσύνολα και πλέγματα επιφανειών. Οι
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τεχνικές space carving αφαιρούν ασυνεπή voxels από μια αρχική επιφά-
νεια [61, 121, 49, 120, 22, 205, 257, 191]. Παραλλαγές τις μεθόδου προ-
σθέτουν και αφαιρούν voxels [204, 251]. Τεχνικές που βασίζονται σε επι-
πεδοσύνολα βελτιστοποιούν ένα σύνολο μερικών διαφορικών εξισώσεων που
ορίζεται στον όγκο. Συνήθως συρρικνώνουν έναν αρχικό όγκο, μπορούν όμως
και να επεκτείνουν τον όγκο σε κάποιες περιοχές. Τέλος, οι τεχνικές που βα-
σίζονται σε πλέγματα, τα εξελίσσουν σύμφωνα με εσωτερικές και εξωτερικές
δυνάμεις.
Η τρίτη κατηγορία μεθόδων παράγουν χάρτες βάθους και επιβάλλουν περιο-
ρισμούς συμφωνίας μεταξύ των διαφορετικών χαρτών [77, 215, 219, 116,
261, 73]. Η τελική τρισδιάστατη επιφάνεια προκύπτει από την σύμμειξη των
χαρτών.
Τέλος η τέταρτη κατηγορία αλγορίθμων εξάγει και ταιριάζει ένα σύνολο από
χαρακτηριστικά και στην συνέχεια προσαρμόζει μια επιφάνεια στα χαρακτη-
ριστικά αυτά [54, 138, 155, 222].

3.1.5 Απαιτήσεις αρχικοποίησης και περιορισμός σχή-
ματος

Η επιβολή περιορισμών σχήματος μπορεί να βοηθήσουν τον αλγόριθμο ανα-
κατασκευής να προσεγγίζει καλύτερα την υπό ανακατασκευή επιφάνεια, ει-
δικά σε περιοχές χωρίς έντονη υφή στις οποίες η φωτομετρική συνάφεια
δεν επαρκεί. Το εκ των προτέρων σχήμα που θα χρησιμοποιήσουμε ουσια-
στικά μεροληπτεί υπέρ συγκεκριμένων επιθυμητών χαρακτηριστικών κατά
την διάρκεια της ανακατασκευής. Δεν είναι όμως τόσο σημαντική η χρήση
του, επειδή οι περιορισμοί που προκύπτουν από τις πολλαπλές όψεις είναι
ισχυροί.
Ανάλογα με το είδος του αλγορίθμου MVS που θα χρησιμοποιήσουμε, οι
απαιτήσεις αρχικοποίησης διαφέρουν. Αρχικά οι παράμετροι προβολής και
οι σχετικές θέσεις των όψεων θα πρέπει να είναι γνωστά. Συνήθως χρησιμο-
ποιούμε κάποιο σύστημα SfM, όπως αυτά που περιγράψαμε προηγούμενα,
για να ανακτήσουμε αυτές τις πληροφορίες. Διάφοροι αλγόριθμοι απαιτούν
την οριοθέτηση ενός όγκου που περικλείει την σκηνή, όπως για παράδειγμα
αλγόριθμοι space carving και αλγόριθμοι που χρησιμοποιούν επιπεδοσύ-
νολα. Επίσης μπορεί να απαιτείται διαχωρισμός προσκηνίου/παρασκηνίου
ή περιορισμός στο εύρος των τιμών βάθους για τα σημεία.

3.1.6 Καταλληλότητα μεθόδων για μεγάλα, μη δομη-
μένα, σύνολα φωτογραφιών

Από τις μεθόδους που αναφέραμε προηγουμένως, δεν είναι όλες κατάλλη-
λες για εφαρμογή σε εξωτερικές σκηνές και μεγάλα σύνολα φωτογραφιών.
Μέθοδοι που στηρίζονται στην έννοια του Visuall Hull [122], ενδεικτικά ανα-
φέρουμε τις [92, 201, 240] από όσες αναφέρθηκαν προηγούμενα, δεν είναι
κατάλληλες για εξωτερικές σκηνές. Ακόμα για λόγους υπολογιστικής πολυ-
πλοκότητας και απαιτήσεων διαθέσιμης μνήμης, μέθοδοι που βασίζονται σε
voxels, space carving, επιπεδοσύνολα και ογκομετρικούς γράφους πρέπει
να απορριφθούν. Τέλος η ύπαρξη εμποδίων που επηρεάζουν την ορατότητα
σε κάποιες όψεις, καθιστά μεθόδους που βασίζονται στην θεωρία μεταβολών
ακατάλληλες καθώς εγκλωβίζονται σε κακά τοπικά ελάχιστα της συνάρτησης
κόστους και δεν είναι δυνατόν να τις αρχικοποιήσουμε αρκετά κοντά στην
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επιθυμητή λύση.
Οι μέθοδοι που έχουν αναπτυχθεί για τέτοια σύνολα βασίζονται κυρίως σε
χάρτες βάθους και χρήση μικρών προσανατολισμένων επίπεδων επιφανειών
(patches [69, 124, 83]). Θα παρουσιάσουμε αναλυτικά δύο τέτοιες μεθόδους
στις επόμενες ενότητες.

3.2 Μια μέθοδος MVS βασισμένη σε χάρτες βά-
θους

Στην ενότητα αυτή περιγράφουμε το σύστημα [78] το οποίο είναι μια από τις
πρώτες επιτυχημένες προσπάθειες εφαρμογής MVS σε σύνολα φωτογραφιών
που προέρχονται το internet. Τα βασικά συστατικά της μεθόδου που την κα-
θιστούν επιτυχημένη είναι ο τρόπος επιλογής όψεων, που συνεισφέρει στην
εύρεση περισσότερων αντιστοιχιών μεταξύ των εικόνων και στην ενίσχυση της
πληρότητας των ανακατασκευασμένων επιφανειών, και η ταυτόχρονη βελτι-
στοποίηση της διεύθυνσης της επιφάνειας.

3.2.1 Γενική περιγραφή και σύνδεση με προηγούμενες
προσεγγίσεις

Στοιχεία της μεθόδου

Δεδομένου του μεγέθους του συνόλου φωτογραφιών, αναμένουμε ότι μπο-
ρούν να βρεθούν φωτογραφίες με παρόμοιες συνθήκες λήψης (π.χ εξωτερικός
φωτισμός, μετεωρολογικές συνθήκες, ανάλυση) και ικανοποιητική απόσταση
μεταξύ των θέσεων λήψης των φωτογραφιών. Αν δύο κάμερες βρίσκονται κο-
ντά στον χώρο, ο θόρυβος των μετρήσεων επηρεάζει σημαντικά την εκτιμώ-
μενη θέση στον χώρο ενός σημείου που είναι ορατό και στις δύο κάμερες.
Αυτό φαίνεται καλύτερα και στην Εικόνα 3.1. Από την άλλη σημειώνουμε
ότι η πολύ μεγάλη απόσταση δύο λήψεων δυσχεραίνει το ταίριασμα σημείων
μεταξύ των δύο εικόνων. Για την επιλογή καλών ζευγών εικόνων, θα πρέπει
σε επίπεδο εικόνων να ταιριάξουμε κλίμακα και εμφάνιση και να διασφα-
λίσουμε ικανοποιητική απόσταση των καμερών. Σε επίπεδο pixel θα πρέπει
να αντιμετωπίσουμε πιθανά εμπόδια (π.χ φύλλα, άνθρωποι) στις φωτογρα-
φίες, τον θόρυβο και τις τοπικές διαφοροποιήσεις στον φωτισμό. Η επιτυχής
περάτωση ενός τέτοιου συστήματος είναι η μέθοδος επιλογής όψεων που ανα-
φέραμε και στην εισαγωγή της ενότητας.
Επειδή το σύνολο φωτογραφιών δεν χαρακτηρίζεται από ομοιομορφία, ει-
δική μέριμνα λαμβάνεται για τον σχεδιασμό ενός σθεναρού συστήματος εντο-
πισμού αντιστοιχιών μεταξύ εικόνων και δημιουργίας των χαρτών βάθους.
Λόγω και της επιτυχίας των μεθόδων SfM σε μη δομημένα σύνολα φωτογρα-
φιών, που περιγράψαμε σε προηγούμενα κεφάλαια, προσεγγίζουμε το πρό-
βλημα χρησιμοποιώντας το αρχικό αραιό σύνολο αντιστοιχιών που μας παρέ-
χει ένα σύστημα SfM και επεκτείνοντας τις περιοχές αυτές (region growing).
Οι χάρτες βάθους που παράγονται είναι συνεχείς, με σκοπό την επίτευξη
ακρίβειας καλύτερης του pixel.
Για να ενισχυθεί η προσαρμοστικότητα σε διαφορές εμφάνισης μεταξύ των
όψεων, απορρίπτουμε τις όψεις που δεν βελτιώνουν την ετεροσυσχέτιση ται-
ριασμένων φωτομετρικών παραθύρων. Επίσης, βελτιστοποιούμε ταυτόχρονα
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Σχήμα 3.1: Η συνάρτηση κατανομής του τρισδιάστατου σημείου από θορυ-
βώδεις μετρήσεις εικόνων. Το μέγεθος της έλλειψης εκφράζει την αβεβαιό-
τητα στην θέση του τρισδιάστατου σημείου. Γενικά μεγαλύτερη γωνία με-
ταξύ των οπτικών ακτίνων των δύο εικόνων δίνει μεγαλύτερη βεβαιότητα στην
θέση του τρισδιάστατου σημείου[90]. Μαθηματικά, το πρόβλημα συνίσταται
στην εύρεση της ύστερης συνάρτησης κατανομής πιθανότητας P (X|x,x′) ∼
P (x′, x|X) = P (x′|X)P (x|X) , όπου υποθέσαμε ομοιόμορφες πρότερες κατα-
νομές και ανεξαρτησία εικόνων. Η εικόνα είναι από [153].

ως προς το βάθος και το κάθετο διάνυσμα της επιφάνειας.

Σύνδεση με την βιβλιογραφία

Δεδομένης μια όψης αναφοράς, η εύρεση κατάλληλων όψεων για την εύρεση
κοινών σημείων και τον τριγωνισμό τους, αντιμετωπίζεται κλασσικά με την
επιλογή των k πλησιέστερων όψεων [92, 77, 107, 158]. Η επιλογή αυτή υπο-
θέτει ομοιόμορφη κατανομή των όψεων στον χώρο. Δεν είναι κατάλληλη όμως
για μη δομημένα σύνολα φωτογραφιών, αφού συχνά οι πιο κοντινές όψεις θα
είναι σχεδόν ταυτόσημες και δεν θα προσφέρουν αξιόπιστη πληροφορία για
τον τριγωνισμό σημείων στον χώρο. Για αυτό και η επίδραση του συστήματος
επιλογής όψεων είναι καθοριστική.
Η χρήση τεχνικών εντοπισμού outliers για τον προσδιορισμό εμποδίων που
περιορίζουν την ορατότητα στης φωτογραφίες είναι μια κλασσική τεχνική
η οποία περιγράφτηκε ήδη στην Ενότητα 3.1.3. Επεκτείνεται και χρησιμο-
ποιείται και από το συγκεκριμένο σύστημα. Επιπλέον βιβλιογραφικές ανα-
φορές είναι οι [92, 77].
Μεγάλη δραστηριότητα έχει παρατηρηθεί και γύρω από την δημιουργία σθε-
ναρών μεθόδων ταιριάσματος σημείων εικόνων. Έχουν αναπτυχθεί μέθοδοι
κατάλληλες για σύνολα φωτογραφιών με μεταβολές στον φωτισμό [94], με
μη Lambertian επιφάνειες [102], με μεγάλες αλλαγές στην εμφάνιση [112].
Οι συγγραφείς του [78] χρησιμοποιούν απλά την κανονικοποιημένη ετεροσυ-
σχέτιση. Επίσης επισημαίνουν ότι η χρήση μέτρων αναλλοίωτων σε πολλούς
μετασχηματισμούς των εικόνων μειώνει την διακριτική ικανότητα τους.
Όσον αφορά την βελτιστοποίηση ως προς το κάθετο διάνυσμα στην επιφάνεια,
στον τομέα της στερέοψης δύο όψεων η μέθοδος έχει εφαρμοστεί στην εργα-
σία [43]. Μέθοδοι που εφαρμόζουν επέκταση περιοχών (region growing) ξεκι-
νώντας από αρχικά σημεία αναπτύσσονται στα [69, 84]. Οι συγγραφείς τους
όμως μοντελοποιούν προσεκτικά την ορατότητα για να ελαχιστοποιήσουν την
επίδραση των outliers, ενώ στην εργασία που παρουσιάζουμε στηριζόμαστε
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σε μεθόδους σθεναρής στατιστικής και στην μέθοδο επιλογής όψεων που
αναπτύσσεται.
Σαν βάση του συστήματος χρησιμοποιείται η γνωστή από την φωτογραμ-
μετρία μεθοδολογία ταιριάσματος MPGC (Multi Photo Geometrically Con-
strained Least Squares) [14, 82]. Πιο συγκεκριμένα επεκτείνει τον αλγό-
ριθμο MVS του [171] επιβάλλοντας συνέπεια στα κάθετα διανύσματα της
επιφάνειας μεταξύ των πολλαπλών όψεων. Τέλος η μέθοδος συνδέεται στενά
με τον αλγόριθμό στερέοψης δύο όψεων του [107].

3.2.2 Περιγραφή του προτεινόμενου αλγόριθμου

Προεπεξεργασία και βαθμονόμηση όψεων

Στο πρώτο στάδιο του αλγορίθμου, αφαιρούμε από τις εικόνες την ακτινική
παραμόρφωση. Οι συγγραφείς του άρθρου χρησιμοποιούν το εμπορικά δια-
θέσιμο λογισμικό PTLens το οποίο χρησιμοποιεί τα δεδομένα από τις ετικέτες
EXIF των φωτογραφιών. Οι φωτογραφίες οι οποίες δεν μπορούν να διορθω-
θούν απορρίπτονται. Σημειώνουμε ότι συστήματα όπως το VisualSFM [247]
και το Bundler [207], τα οποία είναι δημόσια διαθέσιμα, μπορούν να χρη-
σιμοποιηθούν και για την αφαίρεση της ακτινικής παραμόρφωσης.
Στην συνέχεια προτείνεται η χρήση κάποιου σθεναρού συστήματος SfM όπως
τα [30, 210]. Έχουμε τώρα στην διάθεσή μας την εξωτερική και εσωτερική
βαθμονόμηση κάθε όψης, μια αραιή αναπαράσταση της σκηνής και για κάθε
ανιχνευθέν χαρακτηριστικό λίστα με τις εικόνες στις οποίες ανιχνεύθηκε.
Τέλος ραδιομετρικοί μετασχηματισμοί εφαρμόζονται ώστε η παράσταση των
εικόνων να γίνεται σε γραμμικό χώρο. Αν δεν γνωρίζουμε την ακριβή κα-
μπύλη απόκρισης του αισθητήρα που κατέγραψε την εικόνα, εφαρμόζουμε
τον αντίστροφο μετασχηματισμό sRGB.

Καθολικό επίπεδο επιλογής όψεων

Στο δεύτερο στάδιο θέλουμε να εκτιμήσουμε ένα χάρτη βάθους για κάθε
εικόνα. Κάθε όψη χρησιμοποιείται ως όψη αναφοράς ακριβώς μία φορά.
Προκειμένου να εντοπίσουμε καλές αντιστοιχίες-ταιριάσματα σημείων με-
ταξύ των εικόνων, εφαρμόζουμε επιλογή εικόνων σε δύο επίπεδα. Σε καθο-
λικό (global) επίπεδο, καθορίζουμε ένα σύνολο συνορευουσών εικόνων για
κάθε εικόνα. Σε τοπικό (local) επίπεδο, καθορίζουμε για κάθε pixel, κατάλ-
ληλο υποσύνολο των καθολικώς συνορευουσών εικόνων που αποφέρουν ένα
ευσταθές στερεοσκοπικό ταίριασμα. Τις διαδικασίες αυτές θα αναλύσουμε
ευθύς αμέσως.
Σε καθολικό επίπεδο, αναζητούμε για κάθε όψη αναφοράς R, N γείτονες οι
οποίοι είναι καλοί υποψήφιοι για στερεοσκοπικό ταίριασμα, με κριτήρια το
περιεχόμενο της σκηνής, την εμφάνιση και την κλίμακα. Τα χαρακτηριστικά
που έχουν ταιριάξει από την εκτέλεση του αλγορίθμου SfM είναι μια καλή
ένδειξη για την συμβατότητα διαφορετικών όψεων, εμφανίζουν όμως και προ-
βλήματα. Συγκεκριμένα εικόνες με μεγάλο αριθμό ταιριασμένων χαρακτη-
ριστικών είναι σχεδόν ίδιες, επομένως οι θέσεις λήψης τους δεν απέχουν
ικανοποιητικά στον χώρο για να δώσουν ακριβή αποτελέσματα έπειτα από
τριγωνισμό των κοινών σημείων τους. Επίσης εικόνες με διαφορετική ανά-
λυση μπορούν να ταιριάξουν πολύ καλά, δεν εξυπηρετούν όμως τους σκο-
πούς μας. Για αυτό υπολογίζουμε για κάθε εικόνα ένα καθολικό score που
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αντιπροσωπεύει πόσο καλοί υποψήφιοι είναι για στερεοσκοπικό ταίριασμα
με την εικόνα αναφοράς.
Για κάθε εικόνα V στο εσωτερικό μιας γειτονιάς N υπολογίζουμε το σταθμι-
σμένο άθροισμα των κοινών χαρακτηριστικών με την εικόνα αναφοράς σύμ-
φωνα με τον τύπο

gR(V ) =
∑

f∈FV ∩FR

WN (f)Ws(f) (3.1)

Με FX συμβολίζουμε το σύνολο των χαρακτηριστικών που είναι ορατά στην
όψη X.
Ο όροςWN χρησιμοποιείται προκειμένου να αποδώσουμε χαμηλότερο score
στις όψεις με γωνίες τριγωνισμού μικρότερες των δέκα μοιρών (10◦). Όψεις
με πολύ μεγάλες γωνίες τριγωνισμού έχουν χαμηλό score από την μικρή
πληθικότητα του συνόλου κοινών χαρακτηριστικών. Αναλυτικά ο τύπος υπο-
λογισμού του WN δίνεται

WN =
∏
A

Wα(f, Vi, Vj) (3.2)

Wα(f, Vi, Vj) = min((α/αmax)
2, 1) (3.3)

A : Vi, Vj ∈ N s.t. f ∈ FVi ∩ FVj

Με α συμβολίζουμε την γωνία που σχηματίζουν οι ακτίνες που διέρχονται
από τα κέντρα προβολής των εικόνων Vi, Vj και τα σημεία των Vi, Vj που αντι-
στοιχούν στο χαρακτηριστικό f .
Ο όρος Ws έχει σχεδιαστεί για να ενισχύει το score εικόνων με παρόμοια
ανάλυση με την εικόνα αναφοράς. Στο χαρακτηριστικό f υπολογίζουμε την
διάμετρο sV της σφαίρας με κέντρο το f και διάμετρο, αφού προβληθεί στην
εικόνα V , ίση με την απόσταση των pixels στην V . Αντίστοιχα υπολογίζουμε
την διάμετρο sR και υπολογίζουμε τον λόγο r = sR(f)/sV (f). Αναλυτικά ο τύπος
υπολογισμού του WS δίνεται

Ws =


2/r, 2 ≤ r
1 1 ≤ r ≤ 2

r r ≤ 1

(3.4)

Τώρα για δεδομένο μέγεθος γειτονιάς |N |, μπορούμε να βρούμε την βέλτιστη
σύνθεση της γειτονίας. Βέλτιστη σύνθεση γειτονίας θεωρείται αυτή για την
οποία το άθροισμα των score των μελών της∑

V ∈N
gR(V )

είναι μέγιστο. Για λόγους υπολογιστικής πολυπλοκότητας, ακολουθείται υπο-
βέλτιστη άπληστη προσέγγιση για τον προσδιορισμό της σύνθεσης της γειτο-
νιάς N . Έτσι για να υπολογίσουμε την γειτονία μεγέθους ν + 1 προσθέτουμε
στην τρέχουσα γειτονιά μεγέθους ν την εικόνα V με το μεγαλύτερο score
gR(V ) στην τρέχουσα γειτονιά. Η αρχικοποίηση της επαναληπτικής μεθόδου
επέκτασης της γειτονίας γίνεται με την προσθήκη στην κενή γειτονία της ει-
κόνας αναφοράς R.
Στο τελευταίο βήμα της καθολικής επιλογής όψεων, προσαρμόζουμε την ανά-
λυση των εικόνων της γειτονίας, ώστε να περιορίσουμε την διακύμανση της.
Αν και ήδη προσπαθήσαμε να επιλέξουμε εικόνες παρόμοιας κλίμακας, το
τελευταίο αυτό βήμα είναι απαραίτητο για να εξαλείψουμε το ενδεχόμενο
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μη αποδεκτής διακύμανσης κλίμακας. Για αυτό τον λόγο δειγματοληπτούμε
την εικόνα αναφοράς R ώστε να έχει παρόμοια ανάλυση με την εικόνα της
γειτονιάς με την χαμηλότερη ανάλυση Vmin. Πιο συγκεκριμένα ορίζουμε την
συνάρτηση κλίμακας

scaleR(V ) =
1

|FV ∩ FR|
∑

f∈FV ∩FR

sR(f)

sV (f)
(3.5)

Το Vmin ορίζεται ως το σημείο ελαχίστου της 3.5. Αν

Vmin ≤ t = 0.6

κλιμακώνουμε την όψη αναφοράς R ώστε μετά την κλιμάκωση να ισχύει

scaleR(Vmin) = t

Στην συνέχεια κλιμακώνουμε όλες τις όψεις με

scaleR(V ) > 1.2

στην κλίμακα της όψης αναφοράς R.

Τοπικό επίπεδο επιλογής όψεων

Στην συνέχεια παρουσιάζουμε το τοπικό επίπεδο επιλογής. Για κάθε τοπο-
θεσία της εικόνας αναφοράς, επιλέγουμε ένα υποσύνολο της γειτονίας N ,
B ⊂ N . Αποδεκτή τιμή της πληθικότητας του συνόλου B είναι |B| = 4. Η χρη-
σιμοποίηση ενός μικρότερου υποσυνόλου για τον προσδιορισμού του βάθους
βελτιώνει και την ταχύτητα υπολογισμού. Δεδομένης μια τρέχουσας εκτίμη-
σης του βάθους και του κάθετου διανύσματος στην υπό εξέταση τοποθεσία,
τα στοιχεία του B επιλέγονται ώστε να είναι φωτομετρικά συναφή με τις εκτι-
μήσεις αυτές. Ως μέτρο φωτομετρικής συνάφειας χρησιμοποιούμε την κανο-
νικοποιημένη ετεροσυσχέτιση (NCC), μετρημένη μεταξύ pixels εντός παρα-
θύρου περιμετρικά του υπό εξέταση pixel στις όψεις R και V . Επίσης μας
ενδιαφέρει να αποφύγουμε μικρές γωνίες τριγωνισμού και να αποφύγουμε συ-
νεπίπεδα σημεία. Για να εξυπηρετήσουμε τους σκοπούς αυτούς εισάγουμε
μια συνάρτηση αξιολόγησης lR(V ).
Ο τρόπος επιλογής της γειτονίας ενός pixel διαμορφώνεται τελικά ως εξής.
Δεδομένης μια αρχικής εκτίμησης του βάθους και του κάθετου διανύσμα-
τος, δοκιμάζουμε να προσθέσουμε στο σύνολο B την όψη V με το μεγαλύ-
τερο score lR(V ). Αν η τιμή της NCC για την όψη V ξεπεράσει κάποιο κατώ-
φλι, οι συγγραφείς το θέτουν 0.3, προσθέτουμε την όψη V στο B, αλλιώς την
απορρίπτουμε. Η διαδικασία επαναλαμβάνεται έως ότου συμπληρωθεί το B
ή απορριφθούν όλες οι όψεις. Τονίζουμε ότι για να υπάρχει καλή κατανομή
των όψεων στον χώρο, η δομή της συνάρτησης lR επηρεάζεται από τα στοιχεία
του συνόλου B και αποδίδει χαμηλά score σε όψεις που βρίσκονται κοντά σε
κάποιο στοιχείο του συνόλου B. Κατά την διαδικασία της βελτιστοποίησης, οι
τιμές του βάθους και του κάθετου διανύσματος μεταβάλλονται και υπάρχει το
ενδεχόμενο κάποιο στοιχείο του συνόλου B να αφαιρεθεί από αυτό. Επανα-
λαμβάνουμε την ίδια διαδικασία για να προσθέσουμε κάποιο νέο στοιχείο στο
B. Ο τερματισμός του αλγορίθμου εξασφαλίζεται, αφού στοιχεία που απορ-
ρίφθηκαν δεν επανεξετάζονται.
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Διαδικασία ανακατασκευής

Τέλος περιγράφουμε την διαδικασία ανακατασκευής. Ο αλγόριθμος ανακα-
τασκευής χωρίζεται σε δύο τμήματα: ένα σύστημα επέκτασης περιοχών (region
growing) και ένα σύστημα ταιριάσματος.
Το σύστημα επέκτασης περιοχών διατηρεί μια ουρά προτεραιότητας Q. Οι
εγγραφές της Q είναι οι υποψήφιοι για ταίριασμα. Για κάθε εγγραφή διατη-
ρούμε την θέση του pixel στην εικόνα αναφοράς R, και αρχικές τιμές για το
βάθος και το κάθετο διάνυσμα στο pixel. Η ουρά αρχικοποιείται από τα χαρα-
κτηριστικά SfM που είναι ορατά στην όψη αναφοράς R. Τα σημεία αυτά είναι
ένα αραιό και σθεναρό σύνολο. Προσθέτουμε ακόμα στην ουρά χαρακτηρι-
στικά που είναι ορατά σε κάθε όψη της γειτονίας NR, αφού τα προβάλλουμε
στην εικόνα R. Κακές αρχικοποιήσεις μπορεί να συμβούν, αλλά το πιο πι-
θανό είναι ότι θα απορριφθούν στα υπόλοιπα στάδια του αλγορίθμου. Για
κάθε εγγραφή της ουράς Q, εκτελούμε διαδικασία στερεοσκοπικού ταιριά-
σματος προκειμένου να βελτιώσουμε τις τιμές αρχικοποίησης για το βάθος
και το κάθετο διάνυσμα.
Η ιδέα στην οποία στηρίζεται το σύστημα επέκτασης περιοχών είναι ότι τα επι-
τυχώς ταιριασμένα pixels προσφέρουν καλές τιμές αρχικοποίησης για τους
γείτονες τους. Επειδή η διαδικασία ταιριάσματος είναι ένα έντονα μη γραμ-
μικό πρόβλημα βελτιστοποίησης, η καλή αρχικοποίηση είναι σημαντική για
την ποιότητα της λύσης που θα πετύχουμε. Για αυτό λύνουμε για κάθε pixel
πολλές φορές, με διαφορετικές αρχικοποιήσεις κάθε φορά. Στο συγκεκρι-
μένο σύστημα, κάθε φορά που ένα pixel ταιριάζεται επιτυχώς, οι εικόνες
στην γειτονιά του B εντάσσονται στην ουρά.
Για κάθε pixel, η διαδικασία ταιριάσματος δίνει τιμές για το βάθος και το
κάθετο διάνυσμα καθώς και μια τιμή βεβαιότητας του ταιριάσματος που εκ-
φράζει την αξιοπιστία της λύσης. Η προτεραιότητα στην ουρά Q καθορίζεται
από την τιμή της βεβαιότητας. Για να αντικαταστήσουμε τα στοιχεία μιας εγ-
γραφής της ουράς Q από τα πρόσφατα υπολογισμένα, η βεβαιότητα της νέας
λύσης θα πρέπει να υπερβαίνει αυτή της προηγούμενης. Η ουρά προτεραιό-
τητας μας επιτρέπει να μην επεκταθούμε σε αναξιόπιστες περιοχές.
Στην διαδικασία ταιριάσματος, ορίζουμε ένα μικρό παράθυρο n×n γύρω από
το pixel p της όψης αναφοράς και στοχεύουμε να βελτιστοποιήσουμε ως προς
το βάθος και τον προσανατολισμό της προβολής του παραθύρου στην σκηνή
(patch), ώστε να μεγιστοποιηθεί η φωτομετρική συνάφεια των προβολών του
παραθύρου στην όψη αναφοράς και τις γειτονικές της όψεις. Στην διατύ-
πωση του προβλήματος, η αναπαράσταση του προσανατολισμού της επιφά-
νειας (προβολής του παραθύρου n× n στην σκηνή) γίνεται με τρόπο συνεπή
ανάμεσα στις διαφορετικές όψεις. Αποφεύγεται δηλαδή η περιγραφή του πα-
ραθύρου με παραμέτρους ανά όψη (π.χ. [82] ) και εξαλείφονται οι περιττοί
βαθμοί ελευθερίας. Στην συνέχεια συνδέουμε την ένταση μεταξύ του παρα-
θύρου στην όψη αναφοράς R και στις γειτονικές όψεις VR. Στην συνέχεια λύ-
νουμε το υπερορισμένο σύστημα που προκύπτει με την μέθοδο MPGC . Στην
επαναληπτική διαδικασία βελτιστοποίησης, ειδική μέριμνα λαμβάνεται για
την αποφυγή φαινομένων όπως ταλαντώσεις, αργή σύγκλιση και σύγκλιση
σε κακό τοπικό ελάχιστο. Ανάμεσα στις επαναλήψεις της διαδικασίας βελ-
τιστοποίησης, γειτονικές όψεις με χαμηλή NCC αντικαθίστανται από άλλες,
καταλληλότερες. Η μέση τιμή της NCC στην γειτονιά χρησιμοποιείται στο τέ-
λος για να χαρακτηρίσει την βεβαιότητα της λύσης. Αναφέρουμε πάλι ότι η
βεβαιότητα της λύσης καθορίζει πώς θα χρησιμοποιηθεί αυτή για να ανανε-
ώσει τις τιμές των εγγραφών της ουράς Q.
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Η φωτομετρική μοντελοποίηση γίνεται με όσο το δυνατόν πιο απλό τρόπο.
Σύνθετα μοντέλα αυξάνουν την πολυπλοκότητα του προβλήματος εισάγοντας
επιπλέον παραμέτρους και επηρεάζουν την ευστάθεια του συστήματος. Έτσι
τα φαινόμενα ανάκλασης μοντελοποιούνται με έναν συντελεστή ck, σταθερό
σε όλο το παράθυρο στην όψη Vk. Η μοντελοποίηση αυτή περιγράφει πλή-
ρως την περίπτωση επιφάνειας Lambert υπό σταθερό φωτισμό. Αποτυγχάνει
όμως σε περιπτώσεις επιφανειών που εμφανίζονται υγρές και στεγνές, που
έχουν τραχύ ανάγλυφο και σε περιπτώσεις που ο φωτισμός μεταβάλλεται στο
εσωτερικό του παραθύρου (π.χ σκιάσεις).
Για την σύμμειξη των επιμέρους χαρτών βάθους μπορούμε να χρησιμοποιή-
σουμε πληθώρα τεχνικών, όπως η ανακατασκευή επιφάνειας Poisson (PSR [110]).

Αξιολόγηση και Παρουσίαση ενδεικτικών αποτελεσμάτων

Μερικά αποτέλεσμα παρουσιάζονται στις Εικόνες 3.2,3.3,3.4. Για το οικο-
δόμημα που παρουσιάζεται στην Εικόνα 3.4, σημειώνουμε ότι 90% των ανα-
κατασκευασμένων δειγμάτων βρίσκεται σε απόσταση 0.128m από το μοντέλο
που έδωσε ο σαρωτής laser (LIDAR).

Σχήμα 3.2: Αποτελέσματα ανακατασκευής. Στην δεύτερη σειρά παρουσιά-
ζεται μεγέθυνση της σημαδεμένης λεπτομέρειας. Σε στήλες και από τα αρι-
στερά έχουμε: LVS+ON, ON, LVS,Κανένα. Με LVS συμβολίζουμε το σύστημα
επιλογής όψεων σε τοπικό επίπεδο και με ON την βελτιστοποίηση ως προς
το κάθετο διάνυσμα. Από [78].
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Σχήμα 3.3: Αριστερή στήλη: Εικόνες συνόλου δεδομένων. Μεσαία στήλη:
Χάρτες βάθους. Δεξιά στήλη: Ανακατασκευασμένο μοντέλο. Από [78]

Σχήμα 3.4: Κορυφή: Ανακατασκευασμένο μοντέλο. Αριστερά: Μοντέλο από
σαρωτή laser. Δεξιά: Υπέρθεση των δύο μοντέλων. Από [78]
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3.3 Το σύστημα PMVS-PatchMulti View Stereo

Το σύστημα PMVS είναι ένα σύστημα MVS βασισμένο σε patches. Η υλοποί-
ηση του είναι ελεύθερα διαθέσιμη από τον διαδικτυακό τόπο [66]. Ο προσα-
νατολισμός του είναι σε μη δομημένα μεγάλα σύνολα φωτογραφιών εξωτερι-
κών χώρων, έχει σχεδιαστεί δηλαδή στα πλαίσια που μας αφορούν περισσό-
τερο. Συγκαταλέγεται στις state-of-the-art τεχνικές αυτή την στιγμή [197].

3.3.1 Γενική περιγραφή συστήματος PMVS. Δομές και
συναρτήσεις

Το σύστημα PMVS είναι ένας ευέλικτος αλγόριθμος MVS που παράγει ένα
πυκνό σύνολο από μικρά, παραλληλόγραμμα, προσανατολισμένα patches.
Τα patches καλύπτουν τις παρατηρούμενες επιφάνειες, εκτός από περιο-
χές χωρίς σημαντική υφή και περιοχές που είναι κρυμμένες στις εικόνες
εισόδου. Η διαδικασία που ακολουθείται για την ανακατασκευή των patches
συνοψίζεται σε τρία στάδια

1. Ταίριασμα

2. Επέκταση

3. Διαλογή ( φιλτράρισμα )

Στο στάδιο του ταιριάσματος, ξεκινάμε βρίσκοντας χαρακτηριστικά στις εικό-
νες του συνόλου εισόδου. Τα χαρακτηριστικά αυτά εξάγονται με τις μεθόδους
της Διαφοράς Γκαουσιανών ( DoG-Differences of Gaussians )[140] και των
ανιχνευτών Harris[85]. Τα χαρακτηριστικά αυτά ταιριάζονται μεταξύ των ει-
κόνων και παίρνουμε ένα αραιό σύνολο χαρακτηριστικών. Από τα αρχικά
αυτά ταιριάσματα, τα επόμενα δύο στάδια επαναλαμβάνονται n φoρές ( n = 3
στο [69] ).
Στο στάδιο της επέκτασης, χρησιμοποιούμε τις αντιστοιχίες για να παράγουμε
ένα πυκνό σύνολο patch. Οι τεχνικές που χρησιμοποιούνται είναι αντίστοι-
χες με αυτές των [124, 83, 171, 56].
Στο στάδιο της διαλογής, εφαρμόζουμε περιορισμούς ορατότητας προκειμέ-
νου να απορρίψουμε εσφαλμένα ταιριάσματα. Η μέθοδος είναι αντίστοιχη
με αυτή που εφαρμόζεται στο [124]. Όμως οι συγγραφείς του [69] αντικαθι-
στούν την άπληστη προσέγγιση των [124] με εναλλαγή ανάμεσα στις διαδι-
κασίες διαλογής και επέκτασης. Ως αποτέλεσμα, σύνθετες επιφάνειες ανα-
κατασκευάζονται επιτυχώς και γίνεται απόρριψη των outliers.
Στην συνέχεια, περαιτέρω επεξεργασία απαιτείται για την μετατροπή του συ-
νόλου των patch σε μοντέλο πλέγματος. Μετά την αρχική κατασκευή του, το
πλέγμα επεξεργάζεται με μεθόδους MVS που έχουν σχεδιαστεί για πλέγματα
προκειμένου να εκλεπτυνθεί η αναπαράσταση και να επιβάλλουμε φωτομε-
τρική συνάφεια. Όπως και στην μέθοδο που περιγράψαμε στην Ενότητα 3.2,
βελτιστοποιούνται και τα κάθετα διανύσματα στην επιφάνεια.

Δομές και συναρτήσεις

Ας αποσαφηνίσουμε καταρχάς την δομή του patch. Ένα patch p είναι ουσια-
στικά μια τοπική προσέγγιση της επιφάνειας με ένα εφαπτόμενο επίπεδο. Η
περιγραφή του p γίνεται με τα μεγέθη:
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• Κέντρο C(p).

• Μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα n(p) με προσανατολισμό προς την κάμερα
που παρατηρεί το p.

• Εικόνα αναφοράς R(p) στην οποία το p είναι ορατό.

Το p ορίζεται λοιπόν ως ένα τετράγωνο στον τρισδιάστατο χώρο, προσανατο-
λισμένο έτσι ώστε οι ακμές του να είναι ευθυγραμμισμένες με τον x-άξονα
της όψης αναφοράς R(p). Η έκταση του p διαμορφώνεται ώστε το μικρότερο
τετράγωνο της εικόνας R(p), που εσωκλείει την προβολή του p στην R(p), και
είναι ευθυγραμμισμένο με τον άξονα x της R(p), να είναι διαστάσεων µ × µ
pixels ( Στο [69] µ = 5 ή 7 ).
Η συνάρτηση φωτομετρική διαφωνίας ( το αντίθετο της φωτομετρικής συνά-
φειας ) ορίζεται στο σύστημα ως

g(p) =
1

|V (p)\R(p)|
∑

I∈|V (p)\R(p)|

h(p, I, R(p)) (3.6)

θα εξηγήσουμε τώρα τους συμβολισμούς της 3.6. Το σύνολο V (p) περιέχει τις
εικόνες από τις οποίες το p είναι ορατό. Θα αναλύσουμε αργότερα τον υπολο-
γισμό του. Η συνάρτηση h (p, I, R(p)) περιγράφει την φωτομετρική διαφωνία
των εικόνων που δέχεται ως ορίσματα. Για να υπολογίσουμε την h ακολου-
θούμε τα επόμενα βήματα:

• Καλύπτουμε το p με ένα πλέγμα διαστάσεων µ× µ.

• Προβάλουμε το πλέγμα στις εικόνες I1,I2.Δειγματοληπτούμε με διγραμ-
μική παρεμβολή το χρώμα των pixels στις προβολές των σημείων του
πλέγματος στις εικόνες q(p, I).

• Υπολογίζουμε την ετεροσυσχέτιση C των q(p, I1),q(p, I2). Η φωτομε-
τρική διαφωνία h(p, I1, I2) = 1− C.

Η προταθείσα μέθοδος είναι κατάλληλη για Lambert επιφάνειες. Άλλα ανα-
κλαστικά φαινόμενα που μπορεί να εμφανίζονται καθώς και η παρουσία
εμποδίων στις φωτογραφίες δημιουργούν προβλήματα. Για να τα αντιμετω-
πίσουμε αγνοούμε εικόνες με χαμηλή φωτομετρική συνάφεια. Αυτό επιτυγ-
χάνεται με την χρήση ενός κατωφλιού α και τους ακόλουθους ορισμούς:

g∗(p) =
1

|V ∗(p)\R(p)|
∑

I∈|V ∗(p)\R(p)|

h(p, I, R(p)) (3.7)

V ∗(p) : {I|I ∈ V (p), h(p, I, R(p) < α} (3.8)

Αφού ορίσαμε την συνάρτηση φωτομετρικής διαφωνίας g∗ και το patch p, Θα
σκιαγραφήσουμε τώρα την διαδικασία βελτιστοποίησης των patches. Στόχος
της διαδικασίας αυτής είναι να καταλήξουμε σε patch με χαμηλές τιμές φω-
τομετρικής διαφωνίας g∗. Κάθε patch p ανακατασκευάζεται ξεχωριστά σε δύο
στάδια

1. Αρχικοποίηση των C(p),n(p), V ∗(p), R(p).

2. Βελτιστοποίηση του p σε σχέση με τις γεωμετρικές παραμέτρους του
C(p),n(p).
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Αναφέρουμε κάποια στοιχεία για την παράσταση των γεωμετρικών χαρακτη-
ριστικών του p. Για το κέντρο C(p), Θεωρούμε ότι βρίσκεται σε συγκεκριμένη
ακτίνα, ώστε η προβολή του σε κάποια εικόνα ( ποια εικόνα θα αποσαφη-
νιστεί αργότερα ) να παραμένει αμετάβλητη. Συνεπώς η περιγραφή διαθέτει
ένα (1) βαθμό ελευθερίας. Για την διεύθυνση του διανύσματος n(p), χρησιμο-
ποιούμε γωνίες Euler και επομένως έχουμε τρεις (3) βαθμούς ελευθερίας. H
βελτιστοποίηση γίνεται με την αριθμητική μέθοδο conjugate gradients. Μια
καλή υλοποίηση της είναι διαθέσιμη στο [159].
Ένα από τα προβλήματα που πρέπει να αντιμετωπίσουμε είναι η έλλειψη
πληροφορίας σύνδεσης των patch p. Για αυτό ορίζουμε κελιά Ci(x, y) μεγέ-
θους β1 × β1 (β1 = 2 στο [69]) σε κάθε εικόνα Ii. Τα κελιά αυτά δημιουργούν
ένα πλέγμα που καλύπτει κάθε εικόνα. Κάθε patch p προβάλλεται στο σύ-
νολο των εικόνων V (p) στις οποίες είναι ορατό. Τα κελιά Ci(x, y) θυμούνται
το σύνολο των patch που προβάλλονται σε αυτά. Το σύνολο των patch που
προβάλλονται στο κελί Ci(x, y) της εικόνας Ii θα συμβολίζεται με Qi(x, y).
Αντίστοιχα ορίζουμε το σύνολο Q∗

i (x, y) με χρήση των συνόλων V ∗.
Στις επόμενες ενότητες θα εξηγήσουμε αναλυτικά το σύστημα PMVS και των
τρόπο χρήσης των οντοτήτων που ορίσαμε προηγουμένως.

3.3.2 Περιγραφή Αλγορίθμου- Ανακατασκευή patch
Το σύστημα ανακατασκευής patch προσπαθεί να ανακατασκευάσει τουλά-
χιστον ένα patch ανά κελί εικόνας Ci(x, y). Όπως αναφέραμε και στην εισα-
γωγική Ενότητα 3.3.1, τα τρία στάδια της ανακατασκευής είναι το ταίριασμα
των χαρακτηριστικών, η επέκταση και η διαλογή. Το αρχικό ταίριασμα χα-
ρακτηριστικών μας δίνει ένα αραιό σύνολο patch, ενώ τα δύο επόμενα στάδια
με την επανάληψη τους n φορές μας δίνουν ένα πυκνό σύνολο patch από το
οποίο έχουν αφαιρεθεί εσφαλμένα ταιριάσματα. Αναλύουμε τώρα διεξοδικά
τα στάδια αυτά.

Ταίριασμα χαρακτηριστικών

Αρχικά ανιχνεύουμε χαρακτηριστικά Harris και DoG στις εικόνες. Παραλεί-
πουμε τις λεπτομέρειες ( παραμετροποίηση ανιχνευτών ) και παραπέμπουμε
τον αναγνώστη στο [69] για την περισσότερες πληροφορίες. Για να εξασφαλί-
σουμε ομοιόμορφη κάλυψη των εικόνων από ανιχνευθέντα χαρακτηριστικά,
εφαρμόζουμε την ακόλουθη μέθοδο. Καλύπτουμε κάθε εικόνα με πλέγματα
αποτελούμενα από κελιά διαστάσεων β2 × β2, αντίστοιχα με τα κελιά Ci(x, y)
που χρησιμοποιούμε στην διαδικασία βελτιστοποίησης και που αναλύσαμε
προηγουμένως. Σε κάθε κελί, κρατάμε η χαρακτηριστικά. Τα επιλεγμένα χα-
ρακτηριστικά είναι τοπικά μέγιστα σε σχέση με τις αποκρίσεις τους στους τε-
λεστές ανίχνευσης χαρακτηριστικών. Με αυτό τον τρόπο αποσκοπούμε στην
επιλογή των πιο "δυνατών" και ξεκάθαρων ανιχνευθέντων χαρακτηριστικών.
Στο [69] οι παράμετροι επιλέγονται β2 = 32, η = 4.
Στην συνέχεια επιχειρείται το ταίριασμα των ανιχνευθεντών χαρακτηριστικών
μεταξύ των εικόνων. Έστω εικόνα Ii και το οπτικό κέντρο της O(Ii). Για κάθε
ανιχνευθέν χαρακτηριστικό f στην Ii βρίσκουμε το σύνολο Ff χαρακτηριστι-
κών f ′ στις υπόλοιπες εικόνες που ταιριάζουν με το f . Τα χαρακτηριστικά
f, f ′ είναι ίδιου τύπου (DoG ή Harris). Τα χαρακτηριστικά f ′ επιλέγονται με
κριτήριο την απόσταση τους από την επιπολική γραμμή που ορίζει το f στην
I ′. Συγκεκριμένα πρέπει να απέχουν έως δύο (2) pixels από την επιπολική
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ευθεία. Αποσαφηνίζουμε ότι συμβολίσαμε με I ′ την εικόνα στην οποία ανή-
κει το f ′.
Τα ζευγάρια ταιριασμένων χαρακτηριστικών (f, f ′) χρησιμοποιούνται για να
μας δώσουν με τριγωνισμό τα αντίστοιχα σημεία του χώρου pff ′. Τα σημεία
αυτά είναι υποψήφια για κέντρα patch. Τα διατάσσουμε με σειρά αύξουσας
απόστασης από το οπτικό κέντρο O(Ii), και τα αξιολογούμε σε αυτή την σειρά.
Η αξιολόγηση τους οδηγεί είτε στην δημιουργία patch με κέντρο το pff ′, είτε
στην απόρριψη του σημείου. Ας περιγράψουμε τώρα την διαδικασία της αξιο-
λόγησης για την δημιουργία ενός patch p. Αρχικοποιούμε τις παραμέτρους
του σύμφωνα με τις ακόλουθες σχέσεις

C(p)← pff ′ (3.9)

n(p)←
−−−−−−−→
C(p)O(Ii)
|C(p)O(Ii)|

(3.10)

R(p)← Ii (3.11)

Ας υπολογίσουμε τώρα το σύνολο V (p) των εικόνων στις οποίες το p είναι
ορατό. Το κριτήριο που καθορίζει την ορατότητα του patch p στην εικόνα I
είναι το ακόλουθο: υπολογίζουμε την γωνία δ μεταξύ του κάθετου διανύσμα-
τος n(p) και της διεύθυνσης από το patch p στο οπτικό κέντρο O(I). Αν δ < t,
τότε προσθέτουμε την I στο V (p). Στο [69] χρησιμοποιείται t = π/3 rads. Πα-
ρατηρούμε την στήριξη του προτεινόμενου κριτηρίου από την διαίσθηση μας,
αναμένουμε συνεπώς αξιοπρεπείς εκτιμήσεις ορατότητας. Εκφράζουμε τώρα
το κριτήριο ορατότητας με μαθηματικό συμβολισμό και έχουμε την σχέση

V (p)←

{
I : n(p)

−−−−−−→
C(p)O(I)

|
−−−−−−→
C(p)O(I)|

< cos(t)

}
(3.12)

Για να καθορίσουμε και το αντίστοιχο σύνολο V ∗(p), χρησιμοποιούμε την
Σχέση 3.8.
Εκτελούμε στην συνέχεια για το patch p την διαδικασία βελτιστοποίησης που
περιγράψαμε στην Ενότητα 3.3.1.Κατά την διάρκεια της βελτιστοποίησης,
περιορίζουμε το C(p) ώστε να ανήκει σε κατάλληλη ακτίνα που διατηρεί την
προβολή του στην εικόνα R(p) αμετάβλητη. Παίρνουμε έτσι μία νέα εκλεπτυ-
σμένη γεωμετρία του patch p την οποία χρησιμοποιούμε για να υπολογίσουμε
ξανά τα σύνολα V (p), V ∗(p) από τις σχέσεις 3.12,3.8.
Για να κατασκευάσουμε το υπό εξέταση patch p στηριζόμαστε στην πληθικό-
τητα του συνόλου των εικόνων στις οποίες το p είναι αξιόπιστα ορατό. Χρησι-
μοποιούμε δηλαδή το σύνολο V ∗(p) και κατώφλι γ. Το κριτήριο της επιλογής
δίνεται με την ακόλουθη σχέση

|V ∗(p)| ≤ γ (3.13)

Σε περίπτωση επιτυχούς ( σύμφωνα με την 3.13 ) ανακατασκευής του p, το
αποθηκεύουμε στα κατάλληλα σύνολα Q,Q∗ των αντίστοιχων εικόνων.
Όσον αφορά την τιμή του κατωφλίου α στην Εξίσωση 3.8 χρησιμοποιούμε
τιμές 0.6, 0.3 πριν και μετά την βελτιστοποίηση αντίστοιχα([69]). Για να επιτα-
χύνουμε τους υπολογισμούς, στα κελιά των εικόνων που ανακατασκευάζουμε
ένα patch, διαγράφουμε τα υπόλοιπα χαρακτηριστικά και δεν τα χρησιμο-
ποιούμε περαιτέρω.
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Επέκταση περιοχών

Στόχος του σταδίου επέκτασης περιοχών είναι η ανακατασκευή τουλάχιστον
ενός patch σε κάθε κελί Ci(x, y) κάθε εικόνας Ii. Για κάθε υπάρχον patch p
καθορίζουμε ένα σύνολο C(p) από γειτονικά κελιά εικόνων που ικανοποιούν
συγκεκριμένα κριτήρια. Στην συνέχεια εφαρμόζουμε την διαδικασία επέκτα-
σης σε κάθε σύνολο C(p). Τα κελιά στα οποία θα επεκταθούμε καθορίζονται
από τις γειτονίες C(p) των κατασκευασμένων patch p.
Ας δούμε πως κατασκευάζεται η γειτονιά C(p) για κάποιο patch p. Αρχικο-
ποιούμε την C(p) με την συλλογή των κελιών εικόνων, από όλες τις εικόνες
στις οποίες το p είναι ορατό, που ικανοποιούν την σχέση

C(p) = {Ci(x
′, y′)|p ∈ Qi(x, y), |x− x′|+ |y − y′| = 1} (3.14)

Ας σχολιάσουμε σύντομα την 3.14. Για να χαρακτηρίσουμε τυχόν κελί ει-
κόνας γειτονικό του patch p ζητάμε την ικανοποίηση δύο συνθηκών: μιας
συνθήκης ορατότητας και μιας συνθήκης γεωμετρικής εγγύτητας στην αντί-
στοιχη προβολή του p στην υπό εξέταση εικόνα.
Διαμορφώνουμε στην συνέχεια την γειτονιά C(p) ώστε να αφαιρεθούν από
αυτή κελιά στα οποία η επέκταση κρίνεται περιττή. Συγκεκριμένα κελιά αφαι-
ρούνται από την C(p) όταν

1. Στο κελί Ci(x
′, y′) έχει ανακατασκευαστεί patch p′ γειτονικό του p.

2. Υπάρχει μια ασυνέχεια στο βάθος.

Σε αυτό το σημείο είναι απαραίτητο να αποσαφηνίσουμε κάποια σημεία.
Αρχικά, να ορίσουμε την έννοια της γειτνίασης για τα patch, την οποία χρη-
σιμοποιήσαμε στο 1. Λέμε ότι το patch p′ είναι γειτονικό του p αν ισχύει η
σχέση

|
(
C (p)− C

(
p′
))
n(p)|+ |(C(p)−C(p′))n(p′)| < 2ρ1 (3.15)

Η Εξίσωση 3.15 εκφράζει την απαίτηση για χωρική εγγύτητα των γειτονικών
patch p, p′. Η εγγύτητα των patches ποσοτικοποιείται με την απόσταση των
κέντρων τους στις διευθύνσεις των κάθετων διανυσμάτων n(p),n(p′). Η τιμή
του κατωφλιού ρ1 επιλέγεται ώστε να περιγράφει μετατόπιση β1 pixels στην
εικόνα αναφοράς R(p) .
Ακόμα, σχετικά με την συνθήκη που διατυπώθηκε στο 2, σχολιάζουμε ότι θα
μπορούσε να παραληφθεί. Η διαδικασία διαλογής που ακολουθεί αφαιρεί
τα εσφαλμένα patches. Η προσθήκη της όμως, βελτιώνει την υπολογιστική
πολυπλοκότητα του σταδίου επέκτασης και κατ'επέκταση του συστήματος
γενικότερα.
Προχωράμε τώρα στην περιγραφή της διαδικασίας επέκτασης, αφού τελειώ-
σαμε με το πεδίο εφαρμογής της διαδικασίας. Για κάθε κελί Ci(x

′, y′) που
ανήκει στην γειτονιά C(p) ακολουθούμε την επόμενη διαδικασία. Αρχικο-
ποιούμε τα χαρακτηριστικά του νέου patch p′, n(p′), R(p′), V (p′), με τις αντί-
στοιχες τιμές για το patch p. Το κέντρο του patch C(p′) βρίσκεται από την
τομή της οπτικής ακτίνας που διέρχεται από το O(Ii) και το κέντρο του
Ci(x

′, y′) με το επίπεδο που περιέχει το patch p.
Για να υπολογίσουμε το σύνολο V ∗(p′) χρησιμοποιούμε την Εξίσωση 3.8 και
θέτουμε κατώφλι α = 0.6. Στην συνέχεια εκτελούμε την γνωστή διαδικασία
βελτιστοποίησης ως προς τα n(p′),C(p′). Προσοχή απαιτείται στον περιορισμό
ως προς την ακτίνα στην οποία κείται το C(p′) στην συγκεκριμένη βελτιστο-
ποίηση. Χρησιμοποιούμε στον περιορισμό την εικόνα Ii, γεγονός που μας
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εξασφαλίζει ότι η προβολή του p′ στην Ii θα παραμείνει στο κελί Ci(x, y).
Αφού ολοκληρωθεί η διαδικασία βελτιστοποίησης, ανανεώνουμε το V (p′) προ-
σθέτοντας σε αυτό εικόνες στις οποίες το p′ θα έπρεπε να είναι ορατό. Η προ-
σθήκη γίνεται χρησιμοποιώντας χάρτες βάθους. Βάθος υπολογίζεται για κάθε
κελί και όχι για κάθε pixel όπως συνηθίζεται. Στην συνέχεια υπολογίζουμε
και το ανανεωμένο V ∗(p′) κατά τα γνωστά, με χρήση της Εξίσωσης 3.8 και
α = 0.3.
Η απόφαση να προσθέσουμε νέες εικόνες στο V (p′) μετά την βελτιστοποίηση
και όχι να αντικαταστήσουμε πλήρως τα περιεχόμενα του V (p′) οδηγεί σε
ασυνέπεια ,όσον αφορά την πληροφορία ορατότητας, μεταξύ των διαφορετι-
κών patch. Το γεγονός αυτό θα αξιοποιηθεί στην διαδικασία διαλογής, για
αυτό επιλέγεται η συγκεκριμένη προσέγγιση.
Τέλος χρησιμοποιούμε, σε πλήρη αντιστοιχία με την αρχική διαδικασία ανα-
κατασκευής patch, την Σχέση 3.13 και ανανεώνουμε τα κατάλληλα σύνολα
Q,Q∗.
Σημειώνουμε μια ακόμα λεπτομέρεια, σχετική με την εκτέλεση του σταδίου.
Οι τιμές κατωφλίου α της Σχέσης 3.8 πριν και μετά την βελτιστοποίηση, χαλα-
ρώνονται( αυξάνουν ) σε κάθε επανάληψη του σταδίου κατά 0.2 προκειμένου
να αντιμετωπιστούν δύσκολες ( χωρίς υφή ή ομογενείς ) περιοχές σε επόμενες
επαναλήψεις.

Διαλογή (φιλτράρισμα)

Στην διαδικασία διαλογής στοχεύουμε στην αφαίρεση εσφαλμένων patch.
Τρία (3) φίλτρα χρησιμοποιούνται για τον παραπάνω σκοπό:

1. Το πρώτο φίλτρο στοχεύει στην επιβολή συνέπειας της πληροφορίας
ορατότητας. Έστω patch p και σύνολο U(p) που περιέχει τα patch p′

που είναι ασυνεπή σε Σχέση με το p. Εφαρμόζουμε αλγεβρικό κριτήριο
(θα παρουσιαστεί ακολούθως) για την απόρριψη του p.

2. Υπολογίζουμε τον αριθμό των εικόνων στις οποίες το p είναι ορατό, σύμ-
φωνα με κριτήριο που βασίζεται στους χάρτες βάθους. Αν είναι ορατό
σε λιγότερες από γ εικόνες, απορρίπτουμε το p. Το κριτήριο αποσκοπεί
στην επιβολή συνέπειας της πληροφορίας ορατότητας, όμοια με το 1.

3. Συλλέγουμε για το patch p το σύνολο των patch που βρίσκονται στο
ίδιο και σε γειτονικά κελιά με το κελί του p. Αν το p είναι γείτονας με
λιγότερο του 25% από αυτά τα patch, απορρίπτεται.

Ας αποσαφηνίσουμε τώρα κάποιες από τις έννοιες που εισήχθησαν στην πε-
ριγραφή του φίλτρου 1. Ξεκινάμε με το σύνολο U(p). Τα στοιχεία του κα-
θορίζονται ως εξής: p′ ∈ U(p) αν p, p′ δεν είναι γείτονες ( Σχέση 3.14 ) αλλά
είναι και τα δύο αποθηκευμένα σε κάποιο κελί στο οποίο το p είναι ορατό. Η
σχέση που καθορίζει την απόρριψη του p δίνεται

|V ∗(p)|(1− g∗(p)) <
∑

pi∈U(p)

1− g∗(pi) (3.16)

Σε περιπτώσεις που το p έχει ανακατασκευαστεί λάθος, περιμένουμε να έχει
μεγάλη φωτομετρική διαφωνία g∗(p) και μικρό πληθικά σύνολο V ∗(p) και
συνεπώς να απορριφθεί από την Σχέση 3.16.
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3.3.3 Περιγραφή Αλγορίθμου-Πλέγμα (mesh)
Μέχρι στιγμής έχουμε ανακατασκευάσει μικρά προσανατολισμένα παραλ-
ληλόγραμμα στο χώρο- patches. Αν και ο συγκεκριμένος τρόπος αναπαρά-
στασης επιφανειών παρουσιάζει αύξουσα δημοτικότητα, είναι επιθυμητό να
μετατρέψουμε την περιγραφή σε πολυγωνικό πλέγμα.

Κατασκευή πλέγματος

Για την κατασκευή του πλέγματος, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε κάποιο
διαθέσιμο λογισμικό που χρησιμοποιεί για την παραγωγή του πλέγματος την
μέθοδο Poisson [110]. Απορρίπτουμε εσφαλμένα κομμάτια του πλέγματος,
με την διαγραφή τριγώνων με μήκος πλευρών l, l > 6l̄ όπου l̄ το μέσο μή-
κος. Αν είναι διαθέσιμη πληροφορία προσκηνίου/παρασκηνίου, μπορούμε
να εφαρμόσουμε μεθόδους που βασίζονται στην επαναληπτική παραμόρ-
φωση μιας επιφάνειας και χρησιμοποιούν το visual hull [122]. Μια τέτοια
μέθοδος περιγράφεται στο [67].

Εκλέπτυνση αναπαράστασης πλέγματος με μεθόδους MVS

Στο στάδιο αυτό προσπαθούμε να βελτιστοποιήσουμε τις θέσεις των κορυφών
του πλέγματος, σε σχέση με ορούς ενέργειας που εκφράζουν την φωτομε-
τρική συμφωνία και την γεωμετρική ομαλότητα της αναπαράστασης. Οι όροι
ενέργειας είναι αθροίσματα των αντίστοιχων ενεργειών των κόμβων. Η βελ-
τιστοποίηση γίνεται με την αριθμητική μέθοδο των conjugate gradients. Η
βασική ιδέα της μεθόδου μπορεί να αναζητηθεί στο [240]. Οι διαφορές στην
προσέγγιση του [69] είναι η βελτιστοποίηση ως προς το βάθος και το κάθετο
διάνυσμα στις κορυφές και η χρήση Γκαουσιανής συνάρτησης για τον συν-
δυασμό των διαφορών υποθέσεων. Για τον ακριβή ορισμό και υπολογισμό
των συναρτήσεων ενέργειας παραπέμπουμε τον αναγνώστη στο [69].

3.3.4 Ενδεικτικά αποτελέσματα

Ανακατασκευασμένα μοντέλα αντικειμένων και εξωτερικών σκηνών παρου-
σιάζονται στις εικόνες 3.6,3.8. Εικόνες από τα αντίστοιχά σύνολα δεδομένων
παρουσιάζονται στις Εικόνες 3.5 και 3.7. Παρατηρούμε σαν ελάττωμα της
μεθόδου την ύπαρξη κενών στο ανακατασκευασμένο μοντέλο, ειδικά σε πε-
ριοχές χωρίς έντονη υφή.
Για την ποιοτική αξιολόγηση των μεθόδων χρησιμοποιούμε δύο δείκτες

1. Την ακρίβεια του μοντέλου. Η ακρίβεια ορίζεται ως η απόσταση d ώστε
ένα δεδομένο ποσοστό της ανακατασκευής να βρίσκεται σε απόσταση d
από το αληθές μοντέλο.

2. Την πληρότητα της ανακατασκευής. Ορίζεται ως το ποσοστό του αλη-
θούς μοντέλου που βρίσκεται εντός δεδομένης απόστασης από το ανα-
κατασκευασμένο μοντέλο.

Οι δείκτες 1,2 ορίζονται στο [193]. Χρησιμοποιώντας αυτά τα κριτήρια, ο
αλγόριθμός PMVS παρουσιάζει κορυφαία επίδοση στα σύνολα δεδομένων
του [193]. Αντίστοιχα αποτελέσματα έχουμε και για τα σύνολα δεδομένων
του [216]. Στο [216] τα σύνολα δεδομένα είναι εξωτερικών σκηνών ενώ, στο [193]
είναι αντικείμενα.
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Περιγραφή
παραμέτρου

Σύμβολο Τιμή

Επαναλήψεις
επέκτασης και
διαλογής

n 3

Έκταση patch µ 5 ή 7 pixels

Κατώφλι
φωτομετρικής
συνάφειας

α Μεταβλητό ανά στάδιο
και επανάληψη

Μέγεθος κελιών στις
εικόνες

β1 2 pixels

Μέγεθος κελιών στις
εικόνες στην αρχική
διαδικασία
ταιριάσματος
χαρακτηριστικών

β2 32 pixels

Αριθμός
χαρακτηριστικών ανά
κελί

η 4

Κατώφλι γωνίας για
εκτίμηση ορατότητας

t π/3 rads

Κατώφλι
πληθικότητας
γειτονίας V ∗

γ 2 ή 3

Πίνακας 3.1: Παράμετροι PMVS και τιμές τους. Οι τιμές είναι από [69].

Οι χρόνοι εκτέλεσης της μεθόδου παρουσιάζονται στο 3.2. Παρατηρούμε
ότι η κύρια υπολογιστική επιβάρυνση είναι η εκλέπτυνση του πολυγωνικού
πλέγματος (mesh). Στις περιπτώσεις που δεν χρησιμοποιήθηκε η μέθοδος
Poisson Surface Reconstruction για την αρχικοποίηση του πλέγματος, ση-
μαντική επιβάρυνση εμφανίζεται και σε αυτό το στάδιο.
Περισσότερα αποτελέσματα μπορούν να αναζητηθούν στο [69] και στους δια-
δικτυακούς τόπους [2, 1, 3].

Σχήμα 3.5: Φωτογραφίες από σύνολα δεδομένων. Τα αντίστοιχα
σύνολα δεδομένων δίνονται ακολούθως. Από αριστερά προς τα δε-
ξιά:roman,temple,dino,skull,face1,face2. Από [69]
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Σύνολο
δεδομένων

Κατασκευή
patch

Αρχικοποίηση
πλέγματος

Εκλέπτυνση
πλέγματος

roman 20 149 91

temple 3 89 49

dino 2 97 69

skull 6 120 46

face1 9 123 56

face2 4 3 36

castle 36 3 278

Πίνακας 3.2: Χρόνος εκτέλεσης σε λεπτά επιμέρους σταδίων PMVS. Οι
προσομοιώσεις έγιναν σε επεξεργαστή Dual Xeon 2.66Ghz. Από [69].

Σχήμα 3.6: Ανακατασκευασμένα πολυγωνικά πλέγματα. Τα αντίστοιχα σύ-
νολα δεδομένων δίνονται ακολούθως. Από αριστερά προς τα δεξιά, πρώτη
σειρά:roman,temple,dino. Τελευταία σειρά:skull,face1,face2. Από [69]

Σχήμα 3.7: Εικόνες από το σύνολο δεδομένων castle. Από [69]

Σχήμα 3.8: Ανακατασκευασμένο πολυγωνικό πλέγμα για σύνολο δεδομένων
castle. Από [69]
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3.3.5 CMVS: Ένα σύστημα αποσύνθεσης του προβλήμα-
τος ανακατασκευής σε μικρότερα υποπροβλήματα

Η ενότητα αυτή βασίζεται στην εργασία [65]. Η υλοποίηση είναι διαθέσιμη
από τον διαδικτυακό τόπο [64].
Η βασική ιδέα της ενότητας είναι η αποσύνθεση της συλλογής φωτογραφιών
που έχουμε ως δεδομένα σε επικαλυπτόμενα υποσύνολα διαχειρίσιμου μεγέ-
θους. Το πρόβλημα διατυπώνεται ως πρόβλημα βελτιστοποίησης με περιορι-
σμούς και λύνεται επαναληπτικά. Ο αλγόριθμός συγχώνευσης των λύσεων
των υποπροβλημάτων είναι παράλληλος και χρησιμοποιεί βήματα διαλογής
(φιλτραρίσματος) προκειμένου να εξαλείψει κακές ανακατασκευές και να
επιβάλλει καθολικούς περιορισμούς ορατότητας.
Από τις προκλήσεις που πρέπει να αντιμετωπιστούν στον τομέα της τρισδιά-
στατης ανακατασκευής, η μέθοδος CMVS προσπαθεί να αντιμετωπίσει αυτό
της κλιμάκωσης. Άλλες προκλήσεις είναι για παράδειγμα η μοντελοποίηση
περίπλοκων συναρτήσεων BDRF και η αντιμετώπιση μεταβολών στον φωτι-
σμό.
Για την διαδικασία της ανακατασκευής της τρισδιάστατης γεωμετρίας, αξιό-
πιστες μέθοδοι ανίχνευσης χαρακτηριστικών([133]) και ανάκτησης των πα-
ραμέτρων προβολής (SfM) έχουν διατυπωθεί. Οι διαδικασίες αυτές μπορούν
επιπρόσθετα να εκτελεσθούν παράλληλα και αποδοτικά[249, 6, 58]. Ταυ-
τόχρονα, για το τελευταίο στάδιο της ανακατασκευής, το στάδιο εκτέλεσης
κάποιου αλγορίθμου MVS, έχουν προταθεί μέθοδοι οι οποίες θεωρούνται
ικανοποιητικά αξιόπιστες και στηρίζονται στα ακριβή αποτελέσματα ανίχνευ-
σης χαρακτηριστικών και βαθμονόμησης όψεων[71, 78, 99, 177].
Οι περισσότεροι αλγόριθμοι MVS βασίζονται στην ιδέα της συσχέτισης με-
τρήσεων από πολλαπλές εικόνες για να εξάγουν πληροφορία για τις τρισ-
διάστατες επιφάνειες. Παραδείγματα αλγορίθμων που χρησιμοποιούν όλες
τις εικόνες ταυτόχρονα είναι τα [69, 92, 180, 240]. Η προταθείσα μέθοδος
οργανώνει τις εικόνες σε διαχειρίσιμες ομάδες ( clusters ) και εφαρμόζει σε
καθένα ανεξάρτητα κάποιον αλγόριθμο MVS. Έτσι η ευελιξία είναι μεγάλη
ως προς την επιλογή ενός συγκεκριμένου αλγορίθμου MVS, αφού πολλοί εί-
ναι κατάλληλοι.
Συνοψίζουμε την διαδικασία που ακολουθείται, σκιαγραφώντας τα κύρια ση-
μεία της

• Λύση προβλήματος ομαδοποίησης ( clustering ) των εικόνων εισόδου
σε επικαλυπτόμενες ομάδες[16]. Αν δεν χρησιμοποιηθούν επικαλυπτό-
μενα clusters, η ποιότητα της ανακατασκευής χειροτερεύει στα σύνορα
των clusters.

• Ανακατασκευή κάθε cluster χωριστά και συγχώνευση αποτελεσμάτων.

• Χρήση σθεναρών μεθόδων διαλογής ( φίλτρων ) για τον χειρισμό λα-
θών ανακατασκευής και της διαφοροποίησης της ποιότητας ανακατα-
σκευής στο κέντρο και στα σύνορα των clusters.

Clustering όψεων

Σε αυτό το στάδιο στοχεύουμε στη δημιουργία άγνωστου αριθμού επικαλυ-
πτόμενων clusters διαχειρίσιμου μεγέθους. Απαιτείται κάθε σημείο του χώ-
ρου που έχουμε στην διάθεση μας από προηγούμενη εκτέλεση κατάλληλου
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συστήματος SfM να μπορεί να ανακατασκευαστεί με ακρίβεια από ένα του-
λάχιστον cluster.
Με την διατύπωση του προβλήματος πετυχαίνουμε τρία χαρακτηριστικά

1. Απόρριψη πλεοναζόντων εικόνων

2. Μικρά clusters

3. Ελάχιστη απώλεια περιεχομένου

Το 1 καθιστά την αναπαράσταση συμπαγή. Η ιδιότητα της συμπάγειας είναι
απαραίτητη για την υπολογιστική αποδοτικότητα της μεθόδου. Όμως βελτιώ-
νει και την ακρίβεια της ανακατασκευής. Αυτό γιατί σε μια μεγάλη συλλογή
φωτογραφιών, όπως για παράδειγμα μία που προέρχεται από το internet,
υπάρχουν πολλές σχεδόν όμοιες εικόνες και με μικρή διαφορά στις θέσεις
λήψεις των φωτογραφιών. Χρήση τέτοιων φωτογραφιών οδηγεί σε φτωχές ανα-
κατασκευές.
Το 3 διατυπώθηκε αρκετά γενικά και θα πρέπει να το εξηγήσουμε. Αναφε-
ρόμαστε σε αυτή την ιδιότητα ως κάλυψη. Για την κάλυψη, εξετάζουμε δύο
πεδία

1. Tα σημεία του χώρου που προέκυψαν από το SfM

2. Tις εικόνες του συνόλου δεδομένων

Για ένα σημείο Pj του χώρου, λέμε ότι έχει καλυφθεί αν ( όπως προαναφέ-
ραμε ) ανακατασκευάζεται καλά από τουλάχιστον ένα cluster. Για να πο-
σοτικοποιήσουμε την έννοια της καλής ανακατασκευής, χρησιμοποιούμε το
επόμενο αριθμητικό κριτήριο

max
k

f(Pj, Ck ∩ Vj) ≥ λf(Pj, Vj) (3.17)

Τα σύμβολα και οι συναρτήσεις που χρησιμοποιήσαμε στην Σχέση 3.17 επε-
ξηγούνται ως

Ck ← Σύνολο εικόνων που ανήκουν στο cluster k

Pj ← Σημείο του χώρου από SfM που

Vj ← Σύνολο εικόνων στις οποίες το σημείο Pj είναι ορατό

f(P, A)← Ακρίβεια της ανακατασκευής στην τρισδιάστατη (3.18)

τοποθεσία P από το σύνολο εικόνων C

Δεν θα αναφερθούμε σε λεπτομέρειες σχετικά με την συνάρτηση 3.18. Η
περιγραφή της μπορεί να βρεθεί στο [65].
Η τελική συνθήκη που ενσωματώνουμε στην διατύπωση του προβλήματος
για να επιβάλουμε την κάλυψη αφορά τις εικόνες του συνόλου δεδομένων.
Συγκεκριμένα, για κάθε εικόνα Ii του συνόλου δεδομένων απαιτούμε ο λόγος
κάλυψης ( σύμφωνα με την Σχέση 3.17 ) των σημείων που είναι ορατά στην
εικόνα Ii να είναι τουλάχιστον δ. Διατυπώνουμε μαθηματικά το κριτήριο με
την σχέση

Καλυμμένα σημεία στην Ii
Σημεία στην Ii

≥ δ, ∀i (3.19)
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Η τελική διατύπωση ως πρόβλημα βελτιστοποίησης με περιορισμούς δίνεται

minimize
∑
k

|Ck| (Συμπάγεια)

s.t. ∀k |Ck| ≤ α (Μέγεθος)

∀i Καλυμμένα σημεία στην Ii
Σημεία στην Ii

≥ δ (Κάλυψη)

(3.20)

Το πρόβλημα 3.20 ικανοποιεί τα σημεία ( 1,2,3 ) και ταυτόχρονα ενσωμα-
τώνει ποιοτικά κριτήρια. Εικόνες χαμηλής ποιότητας έχουν λιγότερα σημεία
SfM και συνεπώς η ενσωμάτωση τους σε Clusters "κοστίζει" περισσότερο.

Επίλυση προβλήματος clustering

Το πρόβλημα που διατυπώσαμε ( 3.20 ) διαθέτει την επιθυμητή εκφραστι-
κότητα, η επίλυση του όμως δεν είναι εύκολη. Για παράδειγμα, δεν είναι σε
μορφή που μπορεί να επιλυθεί με ευρύτατα διατυπωμένες τεχνικές όπως ο
αλγόριθμος k-means ή η μέθοδος normalised cuts[198].
Η προσέγγιση που ακολουθούμε είναι υποβέλτιστη. Η υστέρηση αυτή στην
συμπάγεια της λύσης, δεν είναι σημαντική για την εφαρμογή του αλγορίθ-
μου. Πριν αναλύσουμε τα βήματα της επίλυσης, εισάγουμε τις έννοιες της
γειτνίασης εικόνων, συνόλων εικόνων και σημείων, για να διευκολυνθούμε
στην παρουσίαση. Για δύο εικόνες Ij , Ik θα λέμε ότι γειτονεύουν αν υπάρχει
σημείο SfM ορατό και στις δύο εικόνες. Αντίστοιχα δύο σύνολα εικόνων γειτο-
νεύουν, αν υπάρχουν εικόνες στα σύνολα αυτά που γειτονεύουν. Τέλος δύο
σημεία SfM Pi,Pj γειτονεύουν αν

1. Έχουν παρόμοια σύνολα εικόνων στα οποία είναι ορατά. Συγκεκριμένα
απαιτούμε γειτνίαση των Vi, Vj και

2. Οι προβολές των Pi,Pj σε κάθε εικόνα στο Vi ∪Vj να απέχουν το πολύ τ1
pixels.

Προχωράμε τώρα στην περιγραφή της διαδικασίας επίλυσης του 3.20. Στο
πρώτο στάδιο, κάνουμε διαλογή των σημείων SfM Pi. Πιο αναλυτικά, συγ-
χωνεύουμε σημεία SfM που γειτονεύουν. Το σημείο που προκύπτει από την
συγχώνευση δύο σημείων Pi,Pj τοποθετείται χωρικά στην μέση θέση των συγ-
χωνευθέντων σημείων. Το στάδιο αυτό μειώνει τον αριθμό των ανακατασκευα-
σμένων σημείων στον χώρο και ελαφρύνει υπολογιστικά τα επόμενα στάδια
της διαδικασίας ανακατασκευής. Ταυτόχρονα η πληροφορία ορατότητας των
σημείων, κωδικοποιημένη όπως είναι στα σύνολα Vi, γίνεται πιο αξιόπιστη.
Το σύνολο ορατότητας του σημείου

PM ← Συγχώνευση Pi,Pj

ορίζεται VM = Vi ∪ Vj.
Στο δεύτερο στάδιο, αφαιρούμε εικόνες. Μια εικόνα αφαιρείται αν η αφαί-
ρεση της δεν παραβιάζει τον περιορισμό κάλυψης. Οι εικόνες χαμηλής ανά-
λυσης αφαιρούνται πρώτες.
Στο τρίτο στάδιο, διαιρούμε clusters τα οποία παραβιάζουν τον σχετικό περιο-
ρισμό μεγέθους. Η διαίρεση ενός cluster γίνεται με την μέθοδο normalised
cuts στον γράφο ορατότητας των εικόνων. Οι κόμβοι του γράφου αντιστοι-
χούν σε εικόνες και οι ακμές μεταξύ των κόμβων εκφράζουν την συνεισφορά
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των προσκείμενων κόμβων-εικόνων στην ανακατασκευή MVS. Εικόνες με με-
γάλη συνεισφορά συνδέονται με "βαριές" ακμές και είναι λιγότερο πιθανό να
κοπούν. Πιο αναλυτικά, το βάρος της ακμής elm που συνδέει τους κόμβους
των εικόνων Il, Im στον γράφο ορατότητας δίνεται από την σχέση

elm =
∑

Pj∈Θlm

f(Pj, {Il, Im})
f(Pj, Vj)

Θlm ← {Ορατά σημεία κοινά στις Il, Im}

Στο τέταρτο στάδιο, επιβάλλουμε τον περιορισμό κάλυψης ο οποίος ενδέχεται
να παραβιάστηκε από την διαίρεση των clusters στο τρίτο στάδιο. Προσθέ-
τουμε για αυτόν το λόγο εικόνες στα clusters προκειμένου να καλύψουμε
περισσότερα σημεία SfM. Για την προσθήκη των εικόνων

1. Kατασκευάζεται λίστα δράσεων ταξινομημένη ως προς την απόδοση
τους.

2. Eκτελούνται δράσεις πάνω από ένα κατώφλι αποδοτικότητας.

Τα βήματα 1 και 2 επαναλαμβάνονται μέχρι να ικανοποιηθεί ο περιορισμός
κάλυψης. Ας τα δούμε όμως αναλυτικά.
Για να κατασκευάσουμε την λίστα ( 1 ), εξετάζουμε κάθε ακάλυπτο σημείο
SfM. Έστω σημείο Pi. Βρίσκουμε για το Pi το cluster Ci με την μεγαλύτερη
κάλυψη για το σημείο, δηλαδή

Ci = argmaxCk
f(Pi, Ck)

Στην συνέχεια προσθέτουμε δράσεις στην λίστα. Οι δράσεις είναι προσθήκες
εικόνων I στο cluster Ci. Για κάθε δράση μετράμε την απόδοση g η οποία
υπολογίζεται ως η διαφορά της ακρίβειας ανακατασκευής πριν και μετά την
εκτέλεση της ( προσθήκη εικόνας I )

g(I, Ci) = f(Pi, Ci ∪ {I})− f(Pi, Ci)

Τονίζουμε ότι για το σημείο Pi μόνο δράσεις σχετικές με το Ci εξετάζονται,
επιλογή υποβέλτιστη αλλά υπολογιστικά αποδοτική. Εξετάζοντας όλα τα ακά-
λυπτα σημεία, όμοιες δράσεις ενδέχεται να προκύψουν. Στην περίπτωση
αυτή συγχωνεύονται και η αποδοτικότητα τους προστίθεται.
Για την εκτέλεση των δράσεων ( 2 ), θα έπρεπε να υπολογίσουμε εκ νέου
την αποδοτικότητα των δράσεων μετά την προσθήκη μιας εικόνας σε cluster
( εκτέλεση κάποιας δράσης ). Για λόγους υπολογιστικής πολυπλοκότητας,
εκτελούμε όλες της δράσεις με αποδοτικότητα πάνω από 0.7. Οι δράσεις εκτε-
λούνται διαδοχικά και φροντίζουμε να αφαιρούμε από την λίστα αντικρουό-
μενες δράσεις. Δύο δράσεις A,A′ θεωρούνται αντικρουόμενες αν οι εικόνες
τους I, I ′ γειτονεύουν.
Με την ολοκλήρωση του τέταρτου σταδίου και τις προσθήκες εικόνων που
κάναμε, ενδέχεται ο περιορισμός μεγέθους να έχει παραβιαστεί εκ νέου. Για
αυτό το τρίτο και το τέταρτο στάδιο επαναλαμβάνονται μέχρι την ταυτόχρονη
ικανοποίηση όλων των περιορισμών του προβλήματος.
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..Συγχώνευση σημείων SfM.

Επιλογή Εικόνων - Αφαίρεση πλεοναζόντων εικόνων

.

Ικανοποιείται
ο περιορισμός μεγέθους;

.

Διαίρεση Cluster - Επιβολή περιορισμού μεγέθους

.

Προσθήκη Εικόνων - Επιβολή περιορισμού κάλυψης

.

Τερματισμός

.

Όχι

.

Ναι

.

Σχήμα 3.9: Διάγραμμα ροής του αλγορίθμου Clustering. Αναπαραγωγή
από [65]

Διαλογή σημείων και ένωση λύσεων

Κάθε Cluster ανακατασκευάζεται ξεχωριστά με την χρήση αλγορίθμου MVS.
Οι συγγραφείς του [65] χρησιμοποίησαν τον αλγόριθμο PMVS που αναλύ-
σαμε προηγουμένως. Η επιλογή τους όμως δεν είναι δεσμευτική. Για να συγ-
χωνεύσουμε τα ανακατασκευασμένα σημεία, χρησιμοποιούμε δύο φίλτρα.
Τα φίλτρα αυτά μπορούν να παραλληλοποιηθούν.
Το πρώτο φίλτρο, προσπαθεί να διαχωρίσει τα σημεία που έχουν ανακατα-
σκευαστεί στα όρια ενός cluster και είναι αναξιόπιστα από όσα ανακατα-
σκευάστηκαν αξιόπιστα στο εσωτερικό του cluster. Τα σημεία στα όρια ενός
cluster είναι αραιά, ενώ στο κέντρο του πυκνά. Η επόμενη διαδικασία επα-
ναλαμβάνεται για κάθε cluster Ck. Έστω σημείο Pj ανακατασκευασμένο από
το cluster αναφοράς Ck. Συλλέγουμε σημεία, ανακατασκευασμένα από όλα
τα clusters, {Qm} και την αντίστοιχη πληροφορία ορατότητας των σημείων
{Vm}. Τα σημεία {Qm} ικανοποιούν τις ακόλουθες δύο συνθήκες

1. Οι γωνίες που σχηματίζουν τα κάθετα διανύσματα στα σημεία Qm, Pj

είναι μικρότερη από 90◦.

2. Οι προβολές τους είναι σε απόσταση μικρότερη από τ2 pixels από την
προβολή του Pj, σε κάθε εικόνα στο Vj.

Από τα σημεία {Qm} υπολογίζουμε το ιστόγραμμα {Hl} . Το Hl υπολογί-
ζεται αθροίζοντας την ακρίβεια ανακατασκευής όλων των σημείων Qm που
προέρχονται από το cluster Cl δηλαδή

Hl =
∑
Qm∈Cl

f(Qm, Vm)
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Το σημείο Pj απορρίπτεται όταν

Hk < 0.5max
l

Hl

Το δεύτερο φίλτρο που εφαρμόζουμε επιβάλλει συνέπεια στην πληροφορία
ορατότητας. Για κάθε σημείο MVS, μετράμε τις φορές c που έρχεται σε αντί-
φαση με ανακατασκευές από διαφορετικά clusters. Αν

c ≥ 3 (3.21)

το σημείο MVS απορρίπτεται.
Έστω cluster αναφοράς Ck και Θk το σύνολο των σημείων MVS που έχουν
ανακατασκευαστεί από αυτό. Για κάθε εικόνα στο Ck φτιάχνουμε χάρτη βά-
θους προβάλλοντας τα σημεία του Θk στις εικόνες του Ck που είναι ορατά.
Επίσης στους χάρτες βάθους αποθηκεύουμε, πέρα από την τιμή βάθους των
σημείων, και την ακρίβεια ανακατασκευής.
Για κάθε σημείο MVS P που δεν ανήκει στο cluster αναφοράς μετράμε τον
αριθμό των χαρτών βάθους του Ck που έρχονται σε αντίφαση με το P. Ένας
χάρτης βάθους έρχεται σε αντίθεση με το P όταν

• Το σημείο και ο χάρτης βάθους διαφέρουν περισσότερο από ένα μικρό
περιθώριο.

• H ακρίβεια ανακατασκευής του P είναι λιγότερο από το μισό της απο-
θηκευμένης στον χάρτη τιμή ακρίβειας.

Η διαδικασία επαναλαμβάνεται αλλάζοντας το cluster αναφοράς. Για το ση-
μείο P ο αριθμός των χαρτών που έρχονται σε αντίφαση με αυτό προστίθεται
συνολικά ( μεταξύ των εκτελέσεων με διαφορετικά clusters αναφοράς ) και
ελέγχεται προκειμένου να αποφασιστεί η διατήρηση ή η απόρριψη του ση-
μείου ( Σχέση 3.21 ).
Με την χρήση αυτού του φίλτρου, επιτυγχάνεται η συνέπεια μεταξύ των
clusters. Στο εσωτερικό κάθε cluster η πληροφορία ορατότητας θεωρείται
συνεπής. Για παράδειγμα υπενθυμίζουμε το φίλτρο ορατότητας PMVS που
σε περίπτωση χρήσης του με το σύστημα CMVS εξασφαλίζει την συνεπή ανα-
παράσταση στο εσωτερικό κάθε cluster.

Ενδεικτικά Αποτελέσματα

Για να παραστήσουμε τα σημεία MVS, πρέπει να διαλέξουμε κατάλληλο
χρώμα για κάθε ένα από αυτά. Το μέσο χρώμα των προβολών ενός σημείου
MVS στις εικόνες που είναι ορατό επιλέγεται για να συσχετιστεί με αυτό. Για
την οπτικοποίηση των σημείων χρησιμοποιείται το λογισμικό qsplat [189].
Η ανάγκη για την χρήση επικαλυπτόμενων clusters παρουσιάζεται με την
Εικόνα 3.11. Παρατηρούμε τα κενά στην ανακατασκευή με αμοιβαίως απο-
κλειόμενα clusters και την διόρθωση τους στην περίπτωση των επικαλυπτό-
μενων clusters.
Τα ανακατασκευασμένα σημεία των clusters με και χωρίς την χρήση των
μεθόδων διαλογής που αναφέραμε παρουσιάζονται στην Εικόνα 3.10. Όπως
φαίνεται και στον Πίνακα 3.4 η εφαρμογή των φίλτρων είναι υπολογιστικά
απαιτητική και αποτελεί σημαντικό μέρος του συνολικού χρόνου εκτέλεσης.
Το γεγονός αυτό οφείλεται κυρίως στο πρώτο φίλτρο που περιγράψαμε.
Ολοκληρώνουμε την περιγραφή του συστήματος CMVS με δύο παρατηρή-
σεις. Πρώτον, οι συγγραφείς του [65] χρησιμοποίησαν το σύστημα τους και σε
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συνδυασμό με το σύστημαMVS των [78] που περιγράψαμε στην Ενότητα 3.2.
Η βελτίωση στον χρόνο εκτέλεσης που αναφέρουν είναι σημαντική ( υποδι-
πλασιασμός του ), γεγονός που πιστοποιεί την ικανότητα γενικής εφαρμογής
του συστήματος CMVS. Δεύτερον, η μείωση της παραμέτρου α που ελέγχει
το μέγεθος των clusters οδηγεί στην αύξηση του αριθμού των clusters και
αύξηση της επικάλυψης τους. Η μείωση της μέχρις ενός ορίου μειώνει τον
παράλληλο χρόνο εκτέλεσης της ανακατασκευής.

Σχήμα 3.10: Επίδραση χρήσης μεθόδων διαλογής για την συγχώνευση των
clusters. Τα παραλληλόγραμμα περικλείουν τους πυρήνες των clusters.
Αριστερά: πριν την εφαρμογή φίλτρων. Δεξιά: μετά την εφαρμογή φίλτρων.
Από [65]

Σχήμα 3.11: Επίδραση χρήσης επικαλυπτόμενων clusters. Για κάθε ζευ-
γάρι, αριστερά έχουμε clusters χωρίς επικάλυψη και δεξιά με επικάλυψη.
Από [65]
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Περιγραφή
παραμέτρου

Σύμβολο Τιμή

Κατώφλι στον ορισμό
της καλής
ανακατασκευής 3.17

λ 0.7

Κατώφλι στον λόγο
κάλυψης
εικόνας 3.19

δ 0.7

Κατώφλι απόστασης
για γειτνίαση σημείων

τ1 64 pixels

Κατώφλι απόστασης
στην διαλογή σημείων
{Qm}

τ2 8 pixels

Μέγεθος
clusters 3.20

α 150

Πίνακας 3.3: Παράμετροι CMVS και τιμές τους. Οι τιμές είναι από [65].

Εικόνες 1275

Μετά την απόρριψη πλεοναζόντων
εικόνων

298

Άθροισμα εικόνων στα clusters 333

Αριθμός clusters 4

Σημεία SfM 515.259

Μετά την συγχώνευση 14.619

Σημεία MVS 6.344.656

Μετά την εφαρμογή φίλτρων 5.107.847

Εκτέλεση clustering 1.3 min.

Εκτέλεση MVS 305(84) min.

Εκτέλεση φίλτρων 39.9(10.2) min.

Πίνακας 3.4: Στατιστικά συστήματος CMVS για το σύνολο δεδομένων
Basilica. Οι αριθμοί σε παρένθεση είναι χρόνοι παράλληλης εκτέλεσης. Οι
προσομοιώσεις έγιναν σε επεξεργαστή Dual Xeon 2.66Ghz. Από [65].
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3.4 Τελευταίες τάσεις και εξελίξεις στον τομέα
της στερέοψης πολλών όψεων

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζουμε σύντομα μεθόδους ανακατασκευής που
σε μεγάλο βαθμό στηρίζονται και επεκτείνουν τις ιδέες που αναφέραμε προη-
γουμένως. Ξεκινάμε παρουσιάζοντας τις μεθόδους αξιολόγησης τους και τα
σύνολα αξιολόγησης (benchmarks) που έχουν καθιερωθεί, συνεισφέροντας
σημαντικά στην εξέλιξη του τομέα.

3.4.1 Σύνολα αξιολόγησης

Η πρώτη προσπάθεια ενιαίας αξιολόγησης των διαθέσιμων αλγορίθμων MVS
έγινε με την εργασία των [193]. Για την αξιολόγηση των μεθόδων χρησιμο-
ποιούνται έξι σύνολα φωτογραφιών. Για τα σύνολα αυτά, έχουμε βαθμονο-
μήσει με ακρίβεια τις φωτογραφίες και γνωρίζουμε το αληθές τρισδιάστατο
μοντέλο από χρήση laser scanner. Οι μέθοδοι αξιολογούνται βάσει

1. της ακρίβειάς τους.

2. της πληρότητάς τους.

Για την ακρίβεια της μεθόδου ( 1 ) μετράμε την απόσταση του ανακατα-
σκευασμένου μοντέλου από το αληθές μοντέλο αναφοράς. Εκφράζουμε την
ακρίβεια ως απόσταση d από το αληθές μοντέλο, εντός της οποίας βρίσκεται
δεδομένο ποσοστό του ανακατασκευασμένου μοντέλου. Τονίζουμε ότι αφού
οι αποστάσεις μετρώνται από το ανακατασκευασμένο μοντέλο στο αληθές, ελ-
λείψεις στην ανακατασκευή ( τρύπες ) δεν αξιολογούνται από την ακρίβεια.
Για την πληρότητα της μεθόδου ( 2 ), χρησιμοποιούμε τις αποστάσεις του
αληθούς μοντέλου από το ανακατασκευασμένο. Εκφράζουμε την πληρότητα
ως ποσοστό του αληθούς μοντέλου που βρίσκεται σε απόσταση μικρότερη
κατωφλίου d από το ανακατασκευασμένο. Ουσιαστικά πρόκειται για την αντί-
στροφη της διαδικασίας του 1.
Αξιολογήσεις μεθόδων MVS και στατιστικά όπως χρόνοι εκτέλεσης, όφσετ ευ-
θυγράμμισης κ.α. σύμφωνα με την μέθοδο [193] είναι διαθέσιμα στον δια-
δικτυακό τόπο [1].
Αν και η συνεισφορά του συνόλου αξιολόγησης [193] ήταν σημαντική, απο-
τελείται αποκλειστικά από αντικείμενα και δεν αξιολογεί την ικανότητα ανα-
κατασκευής εξωτερικών σκηνών των μεθόδων, που είναι για εμάς η πιο εν-
διαφέρουσα περίπτωση. Η εργασία των [216] κάλυψε αυτό το κενό. Σε αυτήν,
αξιολογούν τα αποτελέσματα της βαθμονόμησης των όψεων και της τρισδιά-
στατης ανακατασκευής. Χρησιμοποιούν κριτήρια αντίστοιχα των 1, 2 αλλά
τα εκφράζουν συναρτήσει της διασποράς των δεδομένων του αληθούς μοντέ-
λου. Το αληθές μοντέλο έχει και πάλι εξαχθεί με χρήση laser scanner. Τα
αποτελέσματα τους είναι διαθέσιμα στον διαδικτυακό τόπο [3].

3.4.2 Παρουσίαση μεθόδων
Θα παρουσιάσουμε τώρα τα βασικά σημεία και αποτελέσματα διάφορων με-
θόδων
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Σχήμα 3.12: Ανακατασκευασμένο μοντέλο με laser scanner. Από [216].

Μέθοδοι με χρήση χαρακτηριστικών DAISY

Τα χαρακτηριστικά DAISY περιγράφονται στο [225]. Μια ενδιαφέρουσα μέ-
θοδος ανακατασκευής η οποία βασίζεται στην χρήση τους παρουσιάζεται
στο [227]. Η βασική ιδέα της μεθόδου είναι η χρήση των σθεναρών χαρακτη-
ριστικών DAISY για το αξιόπιστο ταίριασμα χαρακτηριστικών διαφορετικών
εικόνων. Η υπολογιστικά απαιτητική διαδικασία βελτιστοποίησης και απόρ-
ριψης outlier αποφεύγεται ή απλοποιείται σημαντικά.
Η μέθοδος του [227] ακολουθεί προσέγγιση παρόμοια με αυτή του συστήμα-
τος PMVS. Υπολογίζουμε ένα σύννεφο προσανατολισμένων σημείων σε δύο
βήματα:

• Ταίριασμα χαρακτηριστικών μεταξύ ζευγαριών εικόνων και τριγωνι-
σμός σημείων στον χώρο.

• Έλεγχος για συνέπεια των σημείων με επαναπροβολή τους σε διαφορε-
τικές εικόνες από το ζευγάρι που χρησιμοποιήθηκε για τον τριγωνισμό
τους.

Η μέθοδος παρουσιάζει εντυπωσιακά αποτελέσματα όσον αφορά τον χρόνο
εκτέλεσης, ενώ η ακρίβεια της είναι συγκρίσιμη με αυτή του PMVS σε περι-
πτώσεις εικόνων πολύ υψήλης ανάλυσης ( 3.5 ). Ενδεικτικά αναφέρουμε ότι
για το σύνολο δεδομένων Herz Jesu του [216] ο χρόνος εκτέλεσης του [227]
ήταν 12.2 λεπτά ενώ του PMVS 843 λεπτά ( μέγεθος patch 17 × 17, στοιχεία
από [227] ). Τα αποτελέσματα αυτά οφείλονται στον αποδοτικό υπολογισμό
των χαρακτηριστικών DAISY και στο γεγονός ότι η αξιοπιστία των χαρακτη-
ριστικών μας επιτρεπεί να αποφύγουμε την επίλυση προβλημάτων βελτιστο-
ποίησης για την απόρριψη εσφαλμένων ταιριασμάτων και την εκλεπτύνση
της λύσης. Για περισσότερες πληροφορίες και αποτελέσματα, ο αναγνώστης
παραπέμπεται στην εργασία [227] και την ιστοσελίδα [226].

Βελτιώνοντας την υπολογιστική πολυπλοκότητα. Η μέθοδος του [197]

Η μέθοδος που προτείνεται στο [197] στηρίζεται στην συγχώνευση χαρτών
βάθους. Έχει σχεδιαστεί για μεγάλες εξωτερικές σκηνές και προσπαθεί να
αντιμετωπίσει το πρόβλημα με ακρίβεια και αποδοτικότητα.
Χρησιμοποιεί αλγόριθμο βασισμένο σε patch για την παραγωγή των χαρτών
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βάθους. Οι χάρτες βάθους στην συνέχεια βελτιώνονται, προκειμένου να επι-
βληθεί συνέπεια μεταξύ τους. Η μέθοδος είναι παραλληλοποιήσιμη σε επίπεδο
εικόνας, γιατί κάθε χάρτης βάθους υπολογίζεται ανεξάρτητα. Συγκριτικά με
την μέθοδο PMVS που αναλύσαμε στην Ενότητα 3.3 αναφέρεται βελτίωση
του χρόνου εκτέλεσης 10− 20 φορές, ενώ η ακρίβεια είναι αντίστοιχη.
Συνοπτικά, τα βήματα της μεθόδου είναι

• Για κάθε εικόνα, επιλογή ζευγαριού ( άλλης εικόνας ) για στερεοσκο-
πικό ταίριασμα.

• Υπολογισμός χαρτών βάθους.

• Βελτίωση χαρτών βάθους.

• Συγχώνευση χαρτών βάθους.

Τα αποτελέσματα της μεθόδου παρουσιάζονται στον Πίνακα 3.5 και την Ει-
κόνα 3.13. Παρατηρούμε ότι η προτεινόμενη μέθοδος και η μέθοδος DAISY [227]
ανακατασκευάζουν μεγαλύτερο αριθμό σημείων σε σχέση με την μέθοδο
PMVS ( 1.5 φορές περισσότερα σημεία ). Η μέθοδος DAISY όμως υστερεί σε
σχέση με την προτεινόμενη και την μέθοδο PMVS σε σχέση με την ακρίβεια
της ανακατασκευής.

Μέθοδος Σωστά pixels Λάθος pixels Σωστά\ Λάθος

[197] 4.306.332 266.224 6.2%

DAISY [227] 4.107.572 382.104 9.3%

PMVS [69] 2.838.744 346.512 12.2%

Πίνακας 3.5: Σύγκριση μεθόδων. Οι τιμές αφορούν το σύνολο δεδομένων του
Herz-Jesu-P8 από το [216] . Από [197].

Σχήμα 3.13: Αριθμός σωστά ανακατασκευασμένων σημείων ανά μέθοδο, συ-
ναρτήσει του κατωφλιού σφάλματος. Σύνολο δεδομένων: Αριστερά Fountain-
P11 , Δεξιά Herz-Jesu-P8 ([216]). Τα διαγράμματα είναι από [197].

Η μέθοδος των [241]

H συγκεκριμένη μέθοδος είναι κατάλληλη για εφαρμογή σε σύνολα φωτο-
γραφιών μερικών εκατοντάδων φωτογραφιών. Η χρήση της σε σύνολα δεδο-
μένων χιλιάδων φωτογραφιών δεν συστήνεται από τους συγγραφείς του [241].
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Η αρχική ανακατασκευασμένη επιφάνεια προκύπτει με την επίλυση προβλή-
ματος ελάχιστης s-t τομής, διαδικασία που απορρίπτει τους outliers. Στην
συνέχεια το πλέγμα βελτιώνεται με χρήση μεταβολικών τεχνικών. Συνοπτικά
η διαδικασία που ακολουθείται έχει ως εξής

• Υπολογισμός ψευδο-πυκνού σύννεφου σημείων με χρήση καθιερωμέ-
νων τεχνικών MVS.

• Εξαγωγή πολυγωνικού πλέγματος ( mesh ) λαμβάνοντας υπόψιν την
ορατότητα. Το πλέγμα κατασκευάζεται από πρόβλημα ελάχιστης s-t
(πηγής-καταβόθρας) τομής για να προσαρμόσουμε μια επιφάνεια στον
Delauny τριγωνισμό των σημείων.

• Μεταβολική εκλέπτυνση του πλέγματος για βελτιστοποίηση της φωτο-
μετρικής συνάφειας.

Ενδεικτικά αποτελέσματα της μεθόδου παρουσιάζονται στην εικόνα 3.14

Μερικές ακόμα μέθοδοι

Στην προσέγγιση των [95], χρησιμοποιούνται χάρτες βάθους και επιτρέπουμε
πολλές τιμές βάθους ανά pixel σε κάθε χάρτη. Οι οριστικές αποφάσεις ανα-
βάλλονται όσο το δυνατόν περισσότερο. Η τελική απόφαση λαμβάνεται με με-
θόδους αντίστοιχες του RANSAC. Η βασική ιδέα της μεθόδου είναι ότι όσο
αυξάνονται τα δεδομένα, οι λύσεις που λαμβάνουμε στο πρόβλημα χρησι-
μοποιώντας τους inliers θα συγκεντρώνονται γύρω από την σωστή λύση, την
οποία μπορούμε επομένως να εντοπίσουμε.
Στο [254], οι συγγραφείς εντάσσουν το πρόβλημα της ανακατασκευής σε
Bayesian πλαίσιο. Χαρακτηριστικές όψεις επιλέγονται και ανακατασκευά-
ζονται χρησιμοποιώντας το σύστημα PMVS. Στην συνέχεια η ανακατασκευή
βελτιώνεται επαναληπτικά, με την ένταξη νέων όψεων. Η βελτίωση της ανακα-
τασκευής γίνεται μέσω της βελτιστοποίησης ενεργειακών όρων φωτομετρικής
συνάφειας και γεωμετρικής ομαλότητας. Η επαναληπτική βελτίωση υπάρχο-
ντος τρισδιάστατου μοντέλου γίνεται στα πλαίσια του bayesian συμπερασμού
(inference) και αποτελεί την κύρια συνεισφορά της μεθόδου.
Στο [15] προτείνεται μέθοδος κατάλληλη για εφαρμογή σε πολύ μεγάλα σύ-
νολα φωτογραφιών με μεγάλες μεταβολές στην κλίμακα των εικόνων. Η ανα-
κατασκευή των επιφανειών γίνεται πάντα στην καλύτερη διαθέσιμη ανάλυση.

Σχήμα 3.14: Σωρευτικό σφάλμα για διάφορες μεθόδους και σύνολα δεδο-
μένων. Με FUR συμβολίζεται η μέθοδος PMVS και με VU η μέθοδος [241].
Από [241].
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Σχήμα 3.15: Τριγωνισμός Delauny ενός συνόλου σημείων στο επίπεδο. Οι
περιγεγραμμένοι κύκλοι των τριγώνων που σχηματίζουν τα σημεία έχουν
σχεδιαστεί. Από την Wikipedia.

Σχήμα 3.16: Μη ομοιόμορφη δειγματοληψία μιας καμπύλης (Αριστερά) και
Delauny τριγωνισμός τους (Δεξιά). Γειτονικά σημεία σε όλες τις διευθύνσεις
ανιχνεύονται. Από [75].

Η μέθοδος στηρίζεται σε χάρτες βάθους και βελτιώνει την μέθοδο επιλογής
εικόνων του [78] που αναλύσαμε στην Ενότητα 3.2. Επίσης η υλοποίηση του
αλγορίθμου γίνεται αποδοτικά σε GPU, βελτιώνοντας τις απαιτήσεις μνήμης
και χρόνου σε σχέση με άλλες μεθόδους.

Αξιόπιστη βαθμονόμηση καμερών με χρήση συστήματος MVS

Στο [68] παρουσιάζεται η χρήση του συστήματος PMVS για να προσδιορι-
στούν με ακρίβεια οι παράμετροι προβολής των εικόνων του συνόλου δεδο-
μένων. Η ιδέα είναι να εκμεταλλευτούμε πληροφορία που παρέχεται από την
αδρή ανακατασκευή των επιφανειών για να καθορίσουμε αντιστοιχίες μεταξύ
των εικόνων.
Για την αρχική βαθμονόμηση των όψεων, χρησιμοποιούμε κάποιο σύστημα
SfM. Οι συγγραφείς του [68] χρησιμοποιούν το σύστημα Bundler [207]. Στην
συνέχεια χρησιμοποιούμε το σύστημα PMVS για να πάρουμε ένα μεγαλύ-
τερο σύνολο σημείων στον χώρο και κατ'επέκταση αντιστοιχιών σημείων με-
ταξύ εικόνων. Δειγματοληπτούμε τυχαία και ομοιόμορφα στο χώρο τα σημεία
MVS και βελτιστοποιούμε την θέση τους στις εικόνες με μεθόδους conjugate
gradient και κριτήριο βελτιστοποίησης την κανονικοποιημένη ετεροσυσχέ-
τιση (NCC). Απορρίπτουμε τα χαρακτηριστικά που μετακινήθηκαν περισ-
σότερο από ένα όριο κατά την διαδικασία της βελτιστοποίησης, και επανα-
λαμβάνουμε την διαδικασία Bundle Adjustment ([207]) χρησιμοποιώντας
ως αντιστοιχίες τα σημεία των εικόνων που βελτιστοποιήθηκαν. Έτσι λαμβά-
νουμε μια βελτιωμένη εκτίμηση των παραμέτρων των όψεων. Η διαδικασία
αυτή επαναλαμβάνεται 4 φορές. Σημειώνουμε ότι πριν χρησιμοποιήσουμε
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το σύστημα PMVS, κάνουμε υποδειγματοληψία στις εικόνες του συνόλου
δεδομένων προκειμένου να προσαρμόσουμε την ανάλυση των εικόνων στο
εκτιμώμενο σφάλμα επαναπροβολής. Η προσαρμογή της ανάλυσης των ει-
κόνων κάνει το σφάλμα στην θέση σημείων αρκετά μικρό ώστε το σύστημα
PMVS να είναι σθεναρό σε λάθη στις παραμέτρους των καμερών.
Η μέθοδος πετυχαίνει την μείωση του σφάλματος επαναπροβολής, δηλαδή
την βελτίωση της ακρίβειας προσδιορισμού των παραμέτρων προβολής. Το
τρισδιάστατο μοντέλο που ανακατασκευάζεται χρησιμοποιώντας τις βελτιω-
μένες παραμέτρους για τις κάμερες, έχει βελτιωμένη ακρίβεια. Η εμφάνιση
του όμως, διαφέρει σε λεπτομέρειες μόνο και η βελτίωση δεν γίνεται εύκολα
αντιληπτή. Το σύστημα βαθμονόμησης είναι ελεύθερα διαθέσιμο στο [63].

3.4.3 Διαθέσιμο Λογισμικό
Μια online υπηρεσία τρισδιάστατης ανακατασκευής από μη-δομημένα σύ-
νολα φωτογραφιών είναι διαθέσιμη από την ιστοσελίδα [224]. Διαθέσιμα συ-
στήματα τρισδιάστατης ανακατασκευής, για διάφορα λειτουργικά συστήματα
και με εύχρηστο γραφικό περιβάλλον μπορούν να αναζητηθούν στις ιστοσε-
λίδες [247, 40].
Κώδικας για τα συστήματα PMVS και CMVS ( Ενότητες 3.3 και 3.3.5 ) εί-
ναι διαθέσιμος στις ιστοσελίδες [66, 64], αντίστοιχα. Εναλλακτική υλοποίηση
συστήματος mvs ( CMPMVS ) μπορεί να βρεθεί στην ιστοσελίδα [98]. Τέλος η
αξιολόγηση των μεθόδων mvs των [193] μπορεί να βρεθεί στην ιστοσελίδα [1].
Για τις σκηνές εξωτερικών χώρων, το σύνολο δεδομένων του [216], είναι δια-
θέσιμο στην ιστοσελίδα [3].



IV
ΑΝΙΧΝΕΥΣΗ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΩΝ

Το Κεφάλαιο βασίζεται κυρίως στα [133], [149], [18], [243], [225]
Σε αυτό το κεφάλαιο θα ασχοληθούμε με μεθόδους ανίχνευσης χαρακτηρι-
στικών σε εικόνες. Έχοντας εξάγει χαρακτηριστικά από τις εικόνες μπορούμε
στην συνέχεια να συγκρίνουμε τις περιγραφές των χαρακτηριστικών αυτών
και να θεσπίσουμε αντιστοιχίες μεταξύ εικόνων. Οι αντιστοιχίες αυτές χρησι-
μοποιούνται στην συνέχεια για την ανακατασκευή της τρισδιάστατης γεωμε-
τρίας του χώρου που αποτυπώνεται στις εικόνες. Διαπιστώνουμε λοιπόν την
άμεση σύνδεση της ανίχνευσης χαρακτηριστικών με το πρόβλημα της τρισ-
διάστατης ανακατασκευής.
Στους αλγορίθμους που αναλύουμε στην συνέχεια, μπορούμε να διακρί-
νουμε δύο στάδια

1. Το στάδιο ανίχνευσης περιοχών ενδιαφέροντος. Οι περιοχές αυτές ανα-
πτύσσονται γύρω από σημειακά χαρακτηριστικά που εντοπίζουμε.

2. Το στάδιο εξαγωγής περιγραφέα για κάθε περιοχή που ανιχνεύθηκε.

Αξιολόγηση των ανιχνευτών περιοχών(1) γίνεται στο [149]. θα αναφερθούμε
σύντομα στο θέμα στην Ενότητα 4.2. Όμως, έμφαση δίνεται στους περιγρα-
φείς (2). Θα αναλύσουμε διάφορες εναλλακτικές προσεγγίσεις. Στο [148] γί-
νεται μια συγκριτική αξιολόγηση περιγραφέων. Λόγω της παλαιότητας της
δημοσίευσης, δεν συμπεριλαμβάνονται οι περισσότερες από τις μεθόδους
που θα περιγράψουμε. Η μέθοδος αξιολόγησης των περιγραφέων του [148]
παραμένει όμως σημαντική.
Εναλλακτικά, αντί να ακολουθήσουμε την διαδικασία που περιγράψαμε με
τα σημεία 1,2, μπορούμε να κατασκευάσουμε περιγραφέα σε κάθε pixel μιας
εικόνας. Καταλήγουμε έτσι σε ένα πυκνό σύνολο χαρακτηριστικών, αντίθετα
με την προηγούμενη προσέγγιση που παράγει αραιό σύνολο χαρακτηριστι-
κών. Παράδειγμα τέτοιας μεθόδου είναι η [225] που θα παρουσιάσουμε ανα-
λυτικά στην Ενότητα 4.5.
Τι είναι όμως ένας περιγραφέας και τι χαρακτηριστικά επιδιώκουμε να έχει;
Τα βασικά αυτά ερωτήματα πρέπει να αποσαφηνιστούν πριν επεκταθούμε
περισσότερο. Ο περιγραφέας είναι ένα σύντομο διάνυσμα, αμετάβλητο σε
συνήθεις μετασχηματισμούς όπως κλιμάκωση, αφινικοί μετασχηματισμοί,
αλλαγές φωτισμού κ.α. Έτσι οι περιγραφείς διαφορετικών όψεων του ίδιου
σημείου θα ταυτίζονται ( ιδανικά, στην πραγματικότητα περιμένουμε να εί-
ναι παρόμοιοι ), επιτρέποντας το ταίριασμα των σημείων και την δημιουργία
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αντιστοιχίας μεταξύ των διαφορετικών εικόνων.
Στην παρουσίαση που ακολουθεί, χρησιμοποιούμε χρονολογική σειρά για
την παρουσίαση των εξελίξεων των μεθόδων χαρακτηριστικών. Στην
Ενότητα 4.1, παρουσιάζουμε την καθιερωμένη πλέον μέθοδο SIFT. Η μέθο-
δος αυτή στηρίζεται σε ιστογράμματα, είναι ακριβής και επηρέασε καθορι-
στικά την μετέπειτα ερεύνα. Ουσιαστικά αποτελεί την βάση για τα επόμενα
συστήματα ανίχνευσης χαρακτηριστικών.
Μια πληρέστερη κάλυψη της περιοχής γίνεται στην Ενότητα 4.2, η οποία
βασίζεται στο [148]. Στην ίδια Ενότητα παρουσιάζεται και μια βελτίωση των
χαρακτηριστικών SIFT ( GLOH-Gradient Location Orientation Histogram ),
και συστηματοποιείται η αξιολόγηση των ανιχνευτών χαρακτηριστικών.
Στη Ενότητα 4.3 παρουσιάζουμε τα χαρακτηριστικά SURF ( Speeded Up Ro-
bust Features ). Στην Ενότητα 4.4 παρουσιάζουμε μια προσπάθεια συστη-
ματοποίησης της διαδικασίας σχεδιασμού περιγραφέων. Εισάγονται ακόμα
οι ιδέες που αξιοποιούνται στην Ενότητα 4.5.
Τέλος, στην Ενότητα 4.6 συμπληρώνουμε την ανάλυση που προηγήθηκε και
αναφέρουμε χρήσιμες διαθέσιμες υλοποιήσεις σχετικές με την ύλη που κα-
λύψαμε.

4.1 Η καθιερωμένη προσέγγιση στην ανίχνευση
χαρακτηριστικών: Scale Invariant Feature
Transform (SIFT)

Περιγράφουμε στην συνέχεια τον ανιχνευτή χαρακτηριστικών SIFT. Η πα-
ρουσίαση βασίζεται στο [133].

4.1.1 Γενικά στοιχεία
Τα χαρακτηριστικά SIFT εντάσσονται στην κατηγορία χαρακτηριστικών που
βασίζονται σε ιστογράμματα και αποτελούν μια καθιερωμένη και αποτελεσμα-
τική μέθοδο εξαγωγής χαρακτηριστικών. Στα περίπου δέκα χρόνια που μεσο-
λάβησαν από την αρχική δημοσίευση τους, αποτέλεσαν την βάση για πολλά
συστήματα εξαγωγής χαρακτηριστικών και επιχειρήθηκε η τροποποίηση τους
με διάφορους τρόπους. Η επιτυχία του αλγορίθμου SIFT αντικατοπτρίζεται
και από την υλοποίηση τους σε υλικό ( FPGA [252] ) καθώς και την υλοποί-
ηση του αλγορίθμου σε GPU [248].
Τα χαρακτηριστικά SIFT είναι αμετάβλητα σε κλιμάκωση και περιστροφή.
Έχει δειχθεί ακόμα η σθεναρότητα των χαρακτηριστικών σε αφινικούς μετα-
σχηματισμούς, αλλαγή του σημείου θέασης στον χώρο, προσθήκη θορύβου
και αλλαγές στον φωτισμό.
Μεγάλος αριθμός χαρακτηριστικών εντοπίζονται σε κάθε εικόνα. Τα χαρα-
κτηριστικά έχουν έντονο διακριτικό χαρακτήρα, γεγονός που επιτρέπει κάθε
χαρακτηριστικό να ταιριαστεί με ακρίβεια με όμοιά του σε μεγάλα σύνολα
χαρακτηριστικών, τα οποία μπορεί να προέρχονται από μεγάλο αριθμό δια-
φορετικών εικόνων. Η εξαγωγή χαρακτηριστικών και το ταίριασμα τους μπο-
ρεί να γίνει με αποτελεσματικό τρόπο.
Οι συγγραφείς του [133] προτείνουν ακόμα την χρήση των χαρακτηριστικών
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SIFT σε συνδυασμό με άλλα είδη χαρακτηριστικών. Επιγραμματικά αναφέ-
ρουμε

• Χαρακτηριστικά που χρησιμοποιούν τα όρια των περιοχών. Τα χαρα-
κτηριστικά αυτά επηρεάζονται λιγότερο από το παρασκήνιο κοντά στα
όρια των περιοχών [143].

• Χαρακτηριστικά που χρησιμοποιούν τις τοπικές ακμές και αγνοούν γει-
τονικές ασυσχέτιστες ακμές. Τα χαρακτηριστικά αυτά δίνουν ευσταθή
περιγραφή στα όρια στενών περιοχών [150].

• Χαρακτηριστικά που χρησιμοποιούν την φάση των τοπικών χωρικών
συχνοτήτων. Εμφανίζουν μεγαλύτερη σθεναρότητα σε μεταβολές του
φωτισμού [31].

• Χαρακτηριστικά που αξιοποιούν πληροφορία χρώματος, κίνησης, βά-
θους, προσκηνίου-παρασκηνίου κ.α.

Η διαδικασία που ακολουθείται για την εξαγωγή των χαρακτηριστικών μπο-
ρεί να περιγραφεί με μια ακολουθία επιμέρους σταδίων. Μόνο οι περιοχές
που αξιολογούνται θετικά σε ένα στάδιο επεξεργάζονται από το επόμενό του.
Έτσι επιτυγχάνεται μεγαλύτερη αποδοτικότητα του αλγορίθμου. Συνοπτικά
τα στάδια είναι

1. Εντοπισμός ακρότατων στον χώρο κλίμακας ( scale-space ). Η αναζή-
τηση γίνεται σε όλες τις τοποθεσίες και κλίμακες της εικόνας. Η αποτε-
λεσματική της υλοποίηση βασίζεται στην χρήση Διαφορών Γκαουσιανών
(DoG). Τα σημεία που εντοπίζονται είναι αμετάβλητα σε κλίμακα και
προσανατολισμό.

2. Σε κάθε υποψήφια τοποθεσία, προσδιορίζεται η κλίμακα και η ακριβής
θέση του σημείου ενδιαφέροντος. Επιλέγονται μόνο ευσταθή σημεία.

3. Σε κάθε σημείο ενδιαφέροντος αναθέτουμε προσανατολισμό, βάσει της
τοπικής κλίσης.

4. Εξαγωγή περιγραφέα. Υπολογίζουμε τον προσανατολισμό της κλίσης
σε περιοχή που εγκλείει το σημείο ενδιαφέροντος. Το μέγεθος της πε-
ριοχής εξαρτάται από την κλίμακα που αναθέσαμε στο σημείο ενδια-
φέροντος. Στην συνέχεια οι μετρήσεις αυτές μετασχηματίζονται σε πε-
ριγραφή που εξασφαλίζει σθεναρότητα σε γεωμετρικές παραμορφώσεις
και αλλαγές φωτισμού.

Στην συνέχεια εξετάζουμε αναλυτικότερα τα στάδια του αλγορίθμου SIFT.

4.1.2 Αναλυτική περιγραφή σταδίων αλγορίθμου SIFT

Εντοπισμός ακρότατων στον χώρο κλίμακας

Για τον ορισμό του χώρου κλίμακας της εικόνας χρησιμοποιούμε Γκαου-
σιανό πυρήνα. Η συνάρτηση χώρου κλίμακας της εικόνας ορίζεται από την
συνέλιξη της εικόνας με Γκαουσιανή μεταβλητής κλίμακας

L(x, y, σ) = G(x, y, σ) ∗ I(x, y)
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Υπενθυμίζουμε τον ορισμό της ισοτροπικής Γκαουσιανής

G(x, y, σ) =
1

2πσ2
e−x2 + y2/2σ2

Για να εντοπίσουμε τα υποψήφια σημεία ενδιαφέροντος χρησιμοποιούμε
την συνάρτηση Διαφοράς Γκαουσιανών (DoG). Συγκεκριμένα εντοπίζουμε τα
ακρότατα της συνέλιξης της DoG με την εικόνα, η οποία υπολογίζεται ανά-
μεσα σε δύο διαδοχικές κλίμακες:

D(x, y, σ) = (G(x, y, κσ)−G(x, y, σ)) ∗ I(x, y)
= G(x, y, κσ) ∗ I(x, y)−G(x, y, σ) ∗ I(x, y)
= L(x, y, κσ)− L(x, y, σ) (4.1)

Οι λόγοι που χρησιμοποιούμε την Εξίσωση 4.1 είναι πολλοί. Αρχικά μπο-
ρεί να υπολογισθεί εύκολα με απλές αφαιρέσεις των εικόνων στις διάφορες
κλίμακες. Επίσης είναι μια καλή προσέγγιση της συνάρτησης

σ2∇2G

η οποία δίνει τα πιο ευσταθή χαρακτηριστικά συγκριτικά με άλλες συναρτή-
σεις της εικόνας (π.χ Hessian, Harris, gradient ).
Για την ανίχνευση των ακρότατων της 4.1, ακολουθούμε την ακόλουθη δια-
δικασία. Έστω δείγμα εικόνας σε κάποια κλίμακα. Συγκρίνουμε το δείγμα με
τους 8 γείτονές του στην ίδια εικόνα, καθώς και με τους 9 γείτονες σε κάθε
μία από τις εικόνες στην αμέσως μεγαλύτερη και στην αμέσως μικρότερη
κλίμακα. Το δείγμα επιλέγεται αν είναι μεγαλύτερο από όλους τους γείτονες
ή μικρότερο από όλους. Η διαδικασία παρουσιάζεται στην Εικόνα 4.1.
Είναι σημαντικό να προσδιορίσουμε τον ρυθμό δειγματοληψίας, τόσο στο πε-
δίο της εικόνας ( χωρικά ) όσο και στο πεδίο της κλίμακας. Η επιλογή αυτή
καθορίζει ένα ισοζύγιο μεταξύ αποδοτικότητας των υπολογισμών και πλη-
ρότητας στην ανίχνευση ακρότατων. Ο προσδιορισμός των συχνοτήτων δειγ-
ματοληψίας γίνεται στο [133] πειραματικά, με σκοπό να επιλεχθούν ρυθμοί
δειγματοληψίας που δίνουν τα πιο αξιόπιστα αποτελέσματα.
Για την δειγματοληψία στο πεδίο της κλίμακας, παρατηρήθηκε μέγιστη επα-
ναληπτικότητα σε δειγματοληψία 3 κλιμάκων ανά οκτάβα. Η επαναληπτικό-
τητα ορίζεται ως το ποσοστό χαρακτηριστικών που ανιχνεύονται στην ίδια

Σχήμα 4.1: Εντοπισμός ακρότατων Διαφορών Γκαουσιανών. Εικονίζονται
3 εικόνες σε διαδοχικές κλίμακες. Το υπό εξέταση σημείο συμβολίζεται
με xκαι συγκρίνεται με τους "γείτονές" του οι οποίοι συμβολίζονται με
y.Από [133].
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θέση και κλίμακα στην αρχική και την μετασχηματισμένη εικόνα. Ο δείκτης
της επαναληπτικότητας χρησιμοποιείται για την αξιολόγηση και σύγκριση
ανιχνευτών περιοχών.
Συμπερασματικά, η επαναληπτικότητα εκφράζει αν ένας ανιχνευτής βρίσκει
αξιόπιστα τα ίδια σημεία ενδιαφέροντος, υπό διαφορετικές συνθήκες θέασης.
Η επαναληπτικότητα δεν αυξάνεται μονότονα με την αύξηση του ρυθμού
δειγματοληψίας στην κλίμακα. Αυτό οφείλεται στην ανίχνευση περισσότε-
ρων τοπικών ελαχίστων της 4.1, τα οποία δεν είναι ευσταθή σε μικρές δια-
ταραχές. Η παρατηρούμενη εξέλιξη της επαναληπτικότητας συναρτήσει του
ρυθμού δειγματοληψίας στην κλίμακα παρουσιάζεται στην Εικόνα 4.2. Πα-
ρατηρούμε ότι ο απόλυτος αριθμός των χαρακτηριστικών που ανιχνεύονται
και ταιριάζονται σωστά ανάμεσα σε δύο εικόνες, αυξάνεται μονότονα με αύ-
ξηση της δειγματοληψίας, παρότι η επαναληπτικότητα μειώνεται.
Συνοψίζοντας, η ανίχνευση μεγαλύτερου αριθμού τοπικών ακρότατων της 4.1
συνεπάγεται αύξηση του υπολογιστικού φόρτου. Για αυτό, επιλέγεται η ανί-
χνευση των πιο ευσταθών ακρότατων της.
Στο ( χωρικό ) πεδίο της εικόνας, καθορίζουμε την κλίμακα σ της Γκαουσια-
νής που χρησιμοποιείται για την εξομάλυνση της εικόνας πριν κατασκευά-
σουμε την αναπαράσταση κλίμακας για κάθε οκτάβα. Αν και η επαναληπτι-
κότητα βελτιώνεται με αύξηση της εξομάλυνσης, περιορισμοί που αφορούν
την αποδοτική υλοποίηση του αλγορίθμου οδηγούν στην τελική επιλογή του
σ ( σ = 1.6 στο [133] ).
Η εξομάλυνση της εικόνας πριν την ανίχνευση των ακρότατων με Γκαουσια-
νές συνιστά βαθυπερατό φιλτράρισμα της εικόνας. Για αυτό τον λόγο επεκτεί-
νουμε την εικόνα με γραμμική παρεμβολή πριν την ανάλυση σε κλίμακες. Ο
διπλασιασμός των διαστάσεων της εικόνας οδηγεί σε βελτίωση της απόδοσης
έως 4 φορές.

Ακριβής εντοπισμός χαρακτηριστικών και ανάθεση προσανατολισμού

Αφού εντοπίσαμε τα ακρότατα της 4.1 με τον τρόπο που περιγράψαμε προη-
γουμένως και που απεικονίζεται στην Εικόνα 4.1, προσδιορίζουμε με με-
γαλύτερη ακρίβεια την θέση του ακρότατου στον χώρο ( επίπεδο της εικό-
νας ) και στην κλίμακα. Απορρίπτουμε επίσης ακρότατα με χαμηλή αντίθεση

Σχήμα 4.2: Τον οριζόντιο άξονα απεικονίζονται οι κλίμακες που δειγματο-
ληπτούμε ανα οκτάβα. Αριστερά: στον κατακόρυφο άξονα απεικονίζεται η
επαναληψιμότητα. Δεξιά: στον κατακόρυφο άξονα απεικονίζεται ο αριθμός
των περιοχών που ανιχνεύονται. Από [133].



4.1. Η ΚΑΘΙΕΡΩΜΕΝΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΣΤΗΝ ΑΝΙΧΝΕΥΣΗ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΩΝ:
SCALE INVARIANT FEATURE TRANSFORM (SIFT) 92

( contrast ) και ακρότατα που εντοπίζονται σε ασταθείς ακμές.
Για τον ακριβή εντοπισμό των σημείων ενδιαφέροντος, χρησιμοποιούμε το
δευτεροβάθμιο ανάπτυγμα Taylor της 4.1. Εντοπίζουμε το σημείο ακρότα-
του x̂ του αναπτύγματος και το χρησιμοποιούμε στην θέση της προηγούμενης
εκτίμησης μας για την θέση του σημείου.
Η απόλυτη τιμή της συνάρτησης 4.1 ∥D(x̂)∥, συγκρίνεται με κατάλληλο κα-
τώφλι. Σε περίπτωση που το κατώφλι δεν ξεπερνιέται, το σημείο απορρίπτεται
για λόγους χαμηλού contrast.
Η Εξίσωση 4.1 αποκρίνεται ισχυρά και στις ακμές. Προκειμένου να απορρί-
ψουμε ασταθείς ακμές, ελέγχουμε τις ιδιοτιμές της Hessian μήτρας της 4.1
στο σημείο του υποψήφιου χαρακτηριστικού. Οι ιδιοτιμές δεν υπολογίζονται
ξεχωριστά, εφόσον ενδιαφέρει μόνο ο λόγος τους. Την συγκεκριμένη ιδέα
δανειζόμαστε από το [85]. Οι ακμές που θέλουμε να απορρίψουμε χαρακτη-
ρίζονται από μια μεγάλη και μια σημαντικά μικρότερη ιδιοτιμή.
Τέλος αναφέρουμε ότι στα προηγούμενα, ο αποδοτικός υπολογισμός των πα-
ραγώγων γίνεται μέσω της προσέγγισης τους από διαφορές γειτονικών δειγ-
μάτων.
Σε κάθε σημείο ενδιαφέροντος, αναθέτουμε συνεπή προσανατολισμό βάσει
τοπικών ιδιοτήτων της εικόνας. Αυτό μας επιτρέπει να χρησιμοποιήσουμε
μέτρα ιδιοτήτων της εικόνας που δεν είναι περιστροφικά αμετάβλητα. Σχη-
ματίζουμε ένα ιστόγραμμα προσανατολισμών, στο οποίο χωρίζουμε 36 κατη-
γορίες για να καλύψουμε τους διαφορετικούς προσανατολισμούς. Σε κάθε
κατηγορία δηλαδή, αντιστοιχούν 10◦. Οι προσανατολισμοί μετρώνται με την
διεύθυνση της κλίσης, σε σημεία στην περιοχή του σημείου ενδιαφέροντος. Η
έκταση της περιοχής γύρω από το σημείο ενδιαφέροντος, καθορίζεται από
την κλίμακα στην οποία ανιχνεύθηκε το σημείο. Η κλίση κάθε σημείου της
περιοχής υπολογισμού του ιστογράμματος, συνεισφέρει στην αντίστοιχη κα-
τηγορία, σταθμισμένη από το μέτρο της και από Γκαουσιανή τοποθετημένη
στο σημείο ενδιαφέροντος.
Οι κορυφές του ιστογράμματος, χαρακτηρίζουν τον κυρίαρχο προσανατολι-
σμό στην περιοχή του σημείου ενδιαφέροντος. Περιγραφείς με τους αντίστοι-
χους προσανατολισμούς δημιουργούνται για όλες τις κατηγορίες του ιστο-
γράμματος που βρίσκονται εντός του 80% του μεγίστου. Τονίζουμε δηλαδή
ότι περισσότερα από ένα χαρακτηριστικά ( περιγραφείς ) ενδέχεται να δημιουρ-
γηθούν από ένα σημείο ενδιαφέροντος. Η απόφαση αυτή βελτιώνει σημαντικά
την ευστάθεια του αλγορίθμου.
Σε κάθε κορυφή του ιστογράμματος που "γεννά" έναν περιγραφέα, ο προ-
σανατολισμός του επιλέγεται ως εξής. Προσαρμόζουμε μια παραβολή στην
συγκεκριμένη κορυφή του ιστογράμματος και τις δύο γειτονικές κατηγορίες,
ώστε να προσδιορίσουμε με μεγαλύτερη ακρίβεια την κορυφή του ιστογράμ-
ματος.

Δομή Περιγραφέα

Για να κατασκευάσουμε τον περιγραφέα ενός σημείου ενδιαφέροντος, αρ-
χικά υπολογίζουμε το μέτρο και τον προσανατολισμό της κλίσης σε περιοχή
γύρω από το σημείο. Οι κλίσεις στην συνέχεια χρησιμοποιούνται για την κα-
τασκευή ιστογραμμάτων προσανατολισμού της κλίσης σε υποπεριοχές του
σημείου. Τα ιστογράμματα αυτά θα χρησιμοποιηθούν τελικά για την περι-
γραφή του σημείου. Η διαδικασία παρουσιάζεται στην Εικόνα 4.3.
Για τον υπολογισμό των κλίσεων, εφαρμόζουμε Γκαουσιανή συνέλιξη στην
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Σχήμα 4.3: Περιγραφέας SIFT. Αρχικά υπολογίζουμε το μέτρο και και την
διεύθυνση της κλίσης σε δείγματα γύρω από το σημείο ενδιαφέροντος ( αρι-
στερά ). Το σημείο ενδιαφέροντος βρίσκεται στο κέντρο του πλέγματος. Η
στάθμιση των κλίσεων με Γκαουσιανή συμβολίζεται με τον μπλε κύκλο. Ο
συμψηφισμός των κλίσεων σε ιστογράμματα, για την τελική διαμόρφωση του
περιγραφέα, εικονίζεται στην δεξιά εικόνα. Στο συγκεκριμένο παράδειγμα,
έχουμε 4 υποπεριοχές ( και συνεπώς 4 ιστογράμματα ). Από [133].

εικόνα. Το μέγεθος της Γκαουσιανής προσδιορίζεται από την κλίμακα στην
οποία ανιχνεύθηκε το σημείο ενδιαφέροντος.
Για να επιτύχουμε περιγραφή αμετάβλητη σε περιστροφή, περιστρέφουμε το
σύστημα συντεταγμένων σύμφωνα με τον προσανατολισμό του σημείου εν-
διαφέροντος, όπως αυτός προσδιορίστηκε προηγουμένως.
Το μέτρο κάθε κλίσης που υπολογίζουμε, σταθμίζεται από Γκαουσιανή τοπο-
θετημένη στο κέντρο του παραθύρου υπολογισμού ( στο σημείο ενδιαφέρο-
ντος ), με μέγεθος ανάλογο του μεγέθους του παραθύρου υπολογισμού του
περιγραφέα. Η συγκεκριμένη στάθμιση γίνεται για να αποφύγουμε σημαντι-
κές αλλαγές του περιγραφέα από μικρές μετατοπίσεις της θέσης του σημείου
ενδιαφέροντος και για να δώσουμε μικρότερη έμφαση σε τιμές της κλίσης σε
τοποθεσίες απομακρυσμένες από το σημείο ενδιαφέροντος.
Η χρήση ιστογραμμάτων σε υποπεριοχές, επιτρέπει την ολίσθηση των τιμών
των κλίσεων στην εικόνα χωρίς σημαντικές μεταβολές στην περιγραφή του
σημείου. Επίσης, για να αποφύγουμε απότομες αλλαγές στην περιγραφή
από ολισθήσεις κλίσεων σε γειτονικές κατηγορίες προσανατολισμού στα ιστο-
γράμματα ή μεταξύ υποπεριοχών υπολογισμού των ιστογραμμάτων, χρησι-
μοποιούμε κατάλληλη στάθμιση των συνεισφορών των κλίσεων στα ιστογράμ-
ματα και τις κατηγορίες τους.
Στην προτεινόμενη από τους συγγραφείς του [133] υλοποίηση του περιγρα-
φέα, η περιοχή του σημείου ενδιαφέροντος χωρίζεται σε ένα 4 × 4 πλέγμα
υποπεριοχών. Κάθε ιστόγραμμα προσανατολισμού δημιουργείται με 8 κατη-
γορίες. Συνεπώς η διάσταση του περιγραφέα προκύπτει

4× 4 Ιστογράμματα× 8
Προσανατολισμοί

Ιστόγραμμα
= 128

Για να έχουμε περιγραφή αμετάβλητη σε αφινικές μεταβολές του φωτισμού,
κανονικοποιούμε το διάνυσμα της περιγραφής σε μοναδιαίο. Ακόμα, σθενα-
ρότητα σε μη γραμμικές μεταβολές του φωτισμού επιτυγχάνεται περιορίζοντας
την επίδραση των πολύ μεγάλων τιμών της κλίσης στην περιγραφή. Για αυτό
τον λόγο θέτουμε κατάλληλο κατώφλι στο μέτρο της κλίσης. Έτσι το μέτρο
των πολύ μεγάλων κλίσεων δεν είναι πλέον σημαντικό και δίνεται έμφαση
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στον προσανατολισμό.
Η διάσταση του περιγραφέα εξαρτάται όπως παρατηρήσαμε από δύο παρα-
μέτρους

1. Το πλήθος των υποπεριοχών n.

2. Τον αριθμό o των προσανατολισμών σε κάθε ιστόγραμμα.

Το τελικό μέγεθος της περιγραφής προκύπτει o · n.
Η αύξηση του μεγέθους του περιγραφέα προσδίδει στην περιγραφή μεγαλύ-
τερη διακριτική ικανότητα και καθιστά περισσότερο χρονοβόρο τον υπολογι-
σμό του. Όμως, αυξάνει και την ευαισθησία του σε παραμορφώσεις, γεγονός
ιδιαίτερα αρνητικό για την επίδοση του.

Συμπεράσματα

Εισάγαμε σε αυτή την ενότητα τα χαρακτηριστικά SIFT, βασικό εκπρόσωπο
μιας μεγάλης κατηγορίας αλγορίθμων ανίχνευσης χαρακτηριστικών που στη-
ρίζονται σε ιστογράμματα και χρησιμοποιούν αναπαραστάσεις υψηλής διά-
στασης.
Στην επόμενη ενότητα θα παρουσιάσουμε εκτενέστερα το πλαίσιο στο οποίο
εντάσσονται τα χαρακτηριστικά SIFT και θα καλύψουμε πληρέστερα την πε-
ριοχή της εξαγωγής χαρακτηριστικών.

4.2 Αξιολόγηση των ανιχνευτών χαρακτηριστι-
κών. Βελτίωση της διακριτικής ικανότητας
του SIFT

Σε αυτή την Ενότητα θα ερευνήσουμε το πεδίο των περιγραφέων. Παρουσιά-
ζουμε τις διάφορες προσεγγίσεις για την περιγραφή ενός σημείου ενδιαφέ-
ροντος και εισάγουμε κατάλληλο πλαίσιο αξιολόγησης και κατάταξης τους.
Παρουσιάζουμε ακόμα τον περιγραφέα GLOH ( Gradient Location and Ori-
entation Histogram ), μετεξέλιξη του SIFT ( Ενότητα 4.1 ).
Θα προσπαθήσουμε να αποσαφηνίσουμε σημαντικά ερωτήματα που αφο-
ρούν την ανίχνευση χαρακτηριστικών και το ταίριασμα τους σε διαφορετικές
εικόνες. Ανάμεσα στους περιγραφείς, θα ξεκαθαρίσουμε ποίοι είναι οι κα-
ταλληλότεροι καθώς και τον τρόπο που η επίδοση τους επηρεάζεται από τον
ανιχνευτή περιοχών που χρησιμοποιείται. Επικεντρωνόμαστε σε περιγραφείς
για γκρίζες εικόνες.

Τεχνικές περιγραφής περιοχών

Για την περιγραφή τοπικών περιοχών εικόνων, πληθώρα τεχνικών έχει χρησι-
μοποιηθεί. Μπορούμε να κατηγοριοποιήσουμε τους αντίστοιχους περιγρα-
φείς ως εξής:

1. Ευθύς υπολογισμός από εντάσεις pixels.

2. Περιγραφείς που βασίζονται σε κατανομές ιστογραμμάτων.

3. Περιγραφείς από τεχνικές που χρησιμοποιούν χωρικές συχνότητες.

4. Διαφορικοί περιγραφείς.
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5. Περιγραφείς που βασίζονται στις ροπές.

Η πιο απλή προσέγγιση (1) είναι να χρησιμοποιήσουμε κατευθείαν τις εντά-
σεις ( φωτεινότητας ) των pixels. Ο περιγραφέας μιας περιοχής είναι τότε
απλά διάνυσμα των pixels της περιοχής. Η σύγκριση περιοχών μπορεί να
γίνει μετρώντας την ετεροσυσχέτιση των περιγραφών τους. Η διάσταση της
περιγραφής είναι ιδιαίτερα μεγάλη. Για να αντιμετωπιστούν τα επακόλουθα
προβλήματα πολυπλοκότητας χρησιμοποιούνται τεχνικές όπως η ανάλυση
σε πρωτεύουσες συνιστώσες ( PCA, π.χ Κεφ.6 [223] ) και η υποδειγματολη-
ψία.
Οι περιγραφείς που χρησιμοποιούν κατανομές (2), χρησιμοποιούν ιστογράμ-
ματα για να αναπαραστήσουν διαφορά χαρακτηριστικά σχήματος ή εμφά-
νισης. Για παράδειγμα, τα χαρακτηριστικά μπορεί να σχετίζονται με τιμές
φωτεινότητας των pixels [255],με τις σχετικές θέσεις εντός της γειτονιάς του
σημείου ενδιαφέροντος [123], με την κατανομή της κλίσης ( Ενότητα 4.1 )
κ.α.
Πολλές τεχνικές περιγράφουν το συχνοτικό περιεχόμενο της εικόνας (3). Ο
μετασχηματισμός Fourier χρησιμοποιείται για την αποσύνθεση της εικόνας
σε συναρτήσεις βάσεις. Η προσέγγιση αυτή όμως δεν κάνει άμεσες τις χωρικές
σχέσεις των σημείων και οι συναρτήσεις βάσεις είναι άπειρες. Τα προβλήματα
αυτά μπορούν να ξεπεραστούν με χρήση του μετασχηματισμού Gabor , όμως
απαιτείται μεγάλος αριθμός φίλτρων.
Οι διαφορικοί περιγραφείς (4), προσεγγίζουν την γειτονιά ενός σημείου με
παραγώγους μέχρι μια συγκεκριμένη τάξη [113]. Διάφορες προσεγγίσεις
χρησιμοποιούν κατευθυνόμενα ( steerable ) φίλτρα [60]. Για την ευσταθή
εκτίμηση των παραγώγων χρησιμοποιούνται συνελίξεις με εξομαλυντικούς
Γκαουσιανού πυρήνες. Τέλος άλλοι συγγραφείς χρησιμοποιούν φίλτρα από
την οικογένεια των μιγαδικών εκθετικών [17, 192].
Τέλος, άλλες τεχνικές χρησιμοποιούν ροπές [237]. Οι ροπή της έντασης της
εικόνας τάξης p+ q και βαθμού α ορίζεται με την σχέση

Ma
pq =

∫∫
Ω
xpyq[I(x, y)]α dxdy

Οι ροπές χαρακτηρίζουν το σχήμα και την ένταση στην περιοχή Ω, είναι όμως
ευαίσθητες σε παραμορφώσεις σχήματος και φωτομετρικές μεταβολές. Υπο-
λογίζονται όμως εύκολα και η διάσταση της περιοχής είναι μικρή, επιτρέπο-
ντας στην περίπτωση έγχρωμων εικόνων τον υπολογισμό τους σε κάθε κανάλι
χρώματος ξεχωριστά.

4.2.1 Δομή πειραμάτων αξιολόγησης

Εντοπισμός και περιγραφή περιοχών

Για τον εντοπισμό των περιοχών για τις οποίες θα κατασκευαστούν περιγρα-
φείς, μπορούμε αντιστοίχως να χρησιμοποιήσουμε διαφορετικές τεχνικές.
Όπως προαναφέραμε, αξιολόγηση και σύγκριση των τεχνικών αυτών μπορεί
να βρεθεί στο [149]. Επιγραμματικά και για λόγους πληρότητας, αναφέρουμε
κάποιες προσεγγίσεις στην ανίχνευση περιοχών

• Εντοπισμός μεγίστων της κανονικοποιημένης Λαπλασιανής στον χώρο
κλίμακας [126].Όπως είδαμε στην Ενότητα 4.1, στους περιγραφείς SIFT
προσεγγίζεται η Λαπλασιανή με διαφορές Γκαουσιανών. Το μέτρο αυτό
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είναι αμετάβλητο σε κλιμάκωση. Στο [128] εξελίσσεται σε αφινικά αμε-
τάβλητο με χρήση ροπών δεύτερης τάξης.

• Παραλλαγές του ανιχνευτή Harris [145, 146].

• "Maximally stable extremal regions" [142].

• Μέτρηση εντροπίας σε ιστογράμματα εντάσεων pixel και εύρεση τοπι-
κών μεγίστων στον χώρο αφινικών μετασχηματισμών [104].

Στην αξιολόγηση [148] χρησιμοποιήθηκαν οι επόμενοι ανιχνευτές περιοχών

• Harris [85]. Αμετάβλητος σε περιστροφές. Το μέγεθος της ανιχνευθή-
σας περιοχής είναι σταθερό.

• Harris-Laplace [145]. Αμετάβλητος σε περιστροφές και κλιμάκωση. Τα
σημεία ανιχνεύονται από την ( προσαρμοσμένη ) συνάρτηση Harris και
εντοπίζονται στον χώρο κλίμακας με τον τελεστή LoG ( Laplacian of
Gaussian ).

• Hessian-Laplace [133, 147]. Αμετάβλητος σε περιστροφή και κλιμά-
κωση. Τα σημεία εντοπίζονται στον χώρο από τα ακρότατα της ορίζου-
σας της Hessian και στην κλίμακα με τον τελεστή LoG.

• Harris-Affine [147]. Αφινικά αμετάβλητος. Παρόμοιος με τον
Harris-Laplace.

• Hessian-Affine [147]. Αντίστοιχα με τον ανιχνευτή Harris-Affine. Πα-
ρόμοιος με τον Hessian-Laplace.

Περισσότερες λεπτομέρειες για τους ανιχνευτές μπορούν να αναζητηθούν στις
αντίστοιχες παραπομπές.
Οι περιοχές που επιστρέφονται από τους ανιχνευτές περιοχών κανονικοποιού-
νται, προκειμένου να βελτιώσουμε την διακριτικότητα της περιγραφής τους
( που θα ακολουθήσει ) και να επιτύχουμε οι περιοχές να είναι αμετάβλη-
τες σε συγκεκριμένους μετασχηματισμούς. Για να είναι οι περιοχές περι-
στροφικά αμετάβλητες, περιστρέφουμε τις περιοχές σύμφωνα με τον επικρα-
τέστερο προσανατολισμό κλίσης, παρόμοια με τον περιγραφέα SIFT. Αντί-
στοιχα κανονικοποιούμε τις περιοχές για αφινικούς μετασχηματισμούς φω-
τεινότητας.
Οι περιγραφείς περιοχών που συγκρίνονται στο [148] είναι οι εξής

1. SIFT

2. GLOH

3. PCA-SIFT [111]

4. Spin Images [123]

5. Κατευθυνόμενα φίλτρα ( Steerable filters ) [60]

6. Διαφορικές αναλλοίωτες ( Differential Invariants ) [113]

7. Μιγαδικά φίλτρα [192]

8. Αναλλοίωτες ροπών ( Moments Invariants ) [237]



4.2. ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ ΤΩΝ ΑΝΙΧΝΕΥΤΩΝ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΩΝ. ΒΕΛΤΙΩΣΗ ΤΗΣ
ΔΙΑΚΡΙΤΙΚΗΣ ΙΚΑΝΟΤΗΤΑΣ ΤΟΥ SIFT 97

9. Ετεροσυσχέτιση

10. Shape Context [20]

Ο περιγραφέας GLOH, ο οποίος και εισάγεται από τους συγγραφείς του [148],
είναι μια επέκταση του περιγραφέα SIFT. Χρησιμοποιεί log-polar πλέγμα
στην περιοχή του σημείου ενδιαφέροντος ( Εικόνα 4.4 ) και μειώνει την διά-
σταση του περιγραφέα χρησιμοποιώντας PCA. Για αυτό και ο υπολογισμός
ενός περιγραφέα GLOH είναι υπολογιστικά πιο απαιτητικός από τον υπολο-
γισμό περιγραφέα SIFT.
Οι περιγραφείς Shape Context, βασίζονται επίσης σε ιστογράμματα και είναι
παρόμοιοι με τον περιγραφέα SIFT. Βασίζονται όμως σε ακμές. Τα ιστογράμ-
ματα αφορούν την θέση και τον προσανατολισμό των ακμών. Η διάσταση του
περιγραφέα είναι 36.
Για την κατασκευή των περιγραφέων PCA-SIFT, υπολογίζουμε την κλίση στις
διευθύνσεις x, y της εικόνας και μειώνουμε την διάσταση της περιγραφής σε
36 με PCA. Η μικρή διάσταση του περιγραφέα επιτρέπει γρήγορα ταίριασμα,
η εφαρμογή PCA όμως καθιστά τον υπολογισμό του πιο χρονοβόρο.
Για τους περιγραφείς Spin Image, δημιουργούμε ιστογράμματα εντάσεων
pixel και θέσεων. Χωρίζουμε την περιοχή υπολογισμού του περιγραφέα σε
5 περιοχές και κβαντίζουμε τις εντάσεις των pixels σε 10 επίπεδα, δίνοντας
στην περιγραφή διάσταση 50.
Στην περίπτωση των μιγαδικών φίλτρων χρησιμοποιούμε 15 φίλτρα. Για τις
ροπές, υπολογίζουμε τις ροπές της κλίσης της εικόνας στην διεύθυνση x, y
μέχρι 2η τάξη και βαθμό.
Στα κατευθυνόμενα φίλτρα και τις διαφορικές αναλλοίωτες, χρησιμοποιούμε
παραγώγους τις οποίες υπολογίζουμε από συνελίξεις με Γκαουσιανές. Οι πα-
ράγωγοι υπολογίζονται μέχρι την τέταρτη τάξη ( διάσταση περιγραφέα 14 ) και
οι διαφορικές αναλλοίωτες μέχρι την 3 τάξη ( διάσταση περιγραφής 8 ).
Για να μετρήσουμε την ομοιότητα των περιγραφέων, χρησιμοποιούμε κάποιο
μέτρο απόστασης. Για τα κατευθυνόμενα φίλτρα, τις διαφορικές αναλλοίω-
τες, τις αναλλοίωτες ροπών και τα μιγαδικά φίλτρα χρησιμοποιούμε την από-
σταση mahalanobis. Για τους περιγραφείς που βασίζονται σε ιστογράμματα,
χρησιμοποιούμε ευκλείδεια απόσταση.

Αξιολόγηση μεθόδων

Τα αποτελέσματα της αξιολόγησης είναι διαθέσιμα στην διαδικτυακή διεύ-
θυνση [13].
Για την αξιολόγηση των περιγραφέων χρησιμοποιήθηκαν διαφορετικοί γεω-
μετρικοί και φωτομετρικοί μετασχηματισμοί. Πιο συγκεκριμένα

• Περιστροφή

• Κλιμάκωση

• Αλλαγή θέσης θέασης (viewpoint)

• Θόλωση

• jpeg συμπίεση

• Αλλαγή φωτεινότητας
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.

Σχήμα 4.4: Δομή log-polar grid με διακριτές τις περιοχές συμψηφισμού των
τιμών των κλίσεων για την δημιουργία ιστογραμμάτων.

Χρησιμοποιήθηκαν επίσης δομημένες σκηνές με ομογενείς περιοχές και ευ-
διάκριτα σύνορα αλλά και σκηνές με επαναλαμβανόμενα textures διάφορων
μορφών.
Το κριτήριο αξιολόγησης που χρησιμοποιείται είναι αντίστοιχο με αυτό του [111]
και βασίζεται στις σωστές και τις λανθασμένες αντιστοιχίες μεταξύ δύο εικό-
νων. Δύο περιοχές A,B ταιριάζονται αν η απόσταση d μεταξύ των αντίστοιχων
περιγραφέων DA, DB είναι μικρότερη από κατώφλι t. Για κάθε περιγραφέα
στην μία εικόνα, ελέγχουμε αν ταιριάζει με κάθε περιγραφέα της άλλης ει-
κόνας. Η αξιολόγηση γίνεται μέσω δύο ανεξάρτητων μεγεθών, της ακρίβειας
( precision ) και των εύστοχων ταιριασμάτων ( recall ). Τα μεγέθη αυτά είναι
ανεξάρτητα και ορίζονται με τις ακόλουθες σχέσεις

1− precision =
# εσφαλμένα ταιριάσματα

# εσφαλμένα ταιριάσματα + # σωστά ταιριάσματα

recall =
# σωστά ταιριάσματα
# ομόλογες περιοχές

Τα σωστά ταιριάσματα και οι ομόλογες περιοχές καθορίζονται από το σφάλμα
επικάλυψης [146]. Το σφάλμα επικάλυψης ϵS μετρά πόσο καλά ταιριάζουν
δύο περιοχές A,B δεδομένης της ομογραφίας H που συνδέει τις δύο εικό-
νες και ορίζεται από τον λόγο της τομής και της ένωσης των δύο περιοχών
σύμφωνα με τον τύπο

ϵS = 1− A ∩ (HTBH)

A ∪ (HTBH)

Θεωρούμε δύο περιοχές ομόλογες, αν το σφάλμα επικάλυψης τους είναι μι-
κρότερο από 50%

Αποτελέσματα

Οι μέθοδοι που δοκιμάζονται για το ταίριασμα των περιγραφέων είναι οι εξής

1. Κατώφλι απόστασης. Δύο περιγραφείς ταιριάζονται αν η απόσταση τους
είναι μικρότερη από κατώφλι.

2. Κοντινότερος γείτονας. Κάθε περιγραφέας ταιριάζεται με τον κοντινό-
τερο.
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3. Κοντινότερος γείτονας με χρήση λόγου αποστάσεων. Όμοια με το 2, χρη-
σιμοποιούμε όμως και κατώφλι στον λόγο των αποστάσεων του κοντι-
νότερου και του δεύτερου κοντινότερου γείτονα προκειμένου να εγκρί-
νουμε ένα ταίριασμα.

Το 3 στηρίζεται στην υπόθεση ότι αν το ταίριασμα είναι εσφαλμένο, θα υπάρ-
χουν και άλλοι περιγραφείς σε κοντινή απόσταση. Η υπόθεση αυτή στηρί-
ζεται στην μεγάλη διάσταση του χώρου περιγραφής. Τα 2,3 βελτιώνουν την
ακρίβεια των περιγραφέων. Η σχετική κατάταξη των περιγραφέων όμως δεν
μεταβάλλεται από την στρατηγική ταιριάσματος που θα εφαρμοστεί.
Όμοια διαπιστώνουμε ότι οι ανιχνευτές περιοχών επηρεάζουν τα αποτελέ-
σματα, η σχετική κατάταξη των περιγραφέων όμως παραμένει ουσιαστικά
αμετάβλητη. Αναφέρουμε όμως ότι οι ανιχνευτές που στηρίζονται στην Hes-
sian παρουσιάζουν συστηματικά ελαφρώς καλύτερα αποτελέσματα.
Όσον αφορά το αναλλοίωτο του περιγραφέα σε μεταβολές φωτισμού, τα απο-
τελέσματα είναι σημαντικά βελτιωμένα αν επιτυγχάνεται από την κανονικο-
ποίηση της ανιχνευθήσας περιοχής παρά από την δομή του περιγραφέα.
Για την επιλογή διάστασης των περιγραφέων που βασίζονται σε ιστογράμ-
ματα, παρατηρήθηκε ότι η επίδοση βελτιώνεται με αύξηση της διάστασης
μέχρις ενός ορίου και στην συνέχεια φθίνει με περαιτέρω αύξηση της διά-
στασης του περιγραφέα.
Τέλος, σημειώνουμε ότι οι καλύτερες επιδόσεις σημειώθηκαν συνολικά από
τον περιγραφέα GLOH, ελαφρώς βελτιωμένες σε σχέση με τις επιδόσεις του
σε SIFT. Τα αποτελέσματα αυτά δείχνουν την σθεναρότητα και την διακρι-
τική ικανότητα που διαθέτουν οι περιγραφείς που βασίζονται στην σχεδίαση
του SIFT.

4.3 Βελτίωση του χρόνου υπολογισμού των χα-
ρακτηριστικών. Ο ανιχνευτής SURF

Αν και οι περιγραφείς GLOH βελτίωσαν ελαφρώς τις επιδόσεις του SIFT, αύ-
ξησαν περαιτέρω την πολυπλοκότητα του υπολογισμού των περιγραφέων. Οι
συγγραφείς του [18], χρησιμοποιώντας και την μέθοδο αξιολόγησης που πε-
ριγράψαμε στην Ενότητα 4.2, σχεδίασαν τον περιγραφέα SURF ( Speeded
up Robust Features ). Οι επιδόσεις των περιγραφέων SURF είναι συγκρί-
σιμες σε επίπεδο επαναληψιμότητας, σθεναρότητας και διακριτικότητας σε
σχέση με περιγραφείς όπως οι SIFT και GLOH. Ο υπολογισμός τους όμως
είναι σημαντικά ταχύτερος.
Η ταχύτητα των υπολογισμών επιτυγχάνεται με την χρήση ολοκληρωτικών
εικόνων ( integral images ) για τον υπολογισμό των συνελίξεων και την κα-
τάλληλη ( προκειμένου να μην ζημιωθεί η επίδοση ) απλοποίηση των περιγρα-
φέων, που βασίζονται σε ιστογράμματα, και των ανιχνευτών, που βασίζονται
στην Hessian.
Η σθεναρότητα σε μετασχηματισμούς και η πολυπλοκότητα υπολογισμού
των περιγραφέων σταθμίζονται με την επιλογή περιγραφέων αμετάβλητων σε
κλιμάκωση και περιστροφή. Ακόμα, σύμφωνα με το [133], ο επιπρόσθετος
υπολογιστικός φόρτος για την κατασκευή πλήρως αφινικών αναλλοίωτων πε-
ριγραφέων δεν δικαιολογείται, αφού πλήττεται η σθεναρότητα της περιγρα-
φής.
Περιγράφοντας συνοπτικά την προσέγγιση που ακολουθήθηκε στους περι-
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γραφείς SURF έχουμε:

• Χρήση ολοκληρωτικών εικόνων για αποδοτικούς υπολογισμούς.

• Χρήση ανιχνευτή περιοχών Fast-Hessian. Στηρίζεται στον ανιχνευτή
Hessian-Laplace, ο οποίος παρουσιάζει την καλύτερη επίδοση όπως
αναφέραμε και στην Ενότητα 4.2. Προτείνεται κατάλληλο σχήμα προ-
σέγγισης που επιταχύνει τους υπολογισμούς με μικρή επίπτωση στην
επίδοση.

• Χρήση περιγραφέα που στηρίζεται στα κυματίδια (wavelets) Haar και
έχει διάσταση 64, επιτρέποντας γρήγορο υπολογισμό και ταίριασμα.

Οι ολοκληρωτικές εικόνες ( integral images ), επιτρέπουν τον γρήγορο υπο-
λογισμό συνελίξεων με συναρτήσεις που έχουν δομή κιβωτίου ( box-type ). H
εγγραφή IΣ(x, y) της ολοκληρωτικής εικόνας IΣ στην θέση (x, y) σχηματίζεται
από το άθροισμα όλων των pixels της αρχικής εικόνας I σε μια παραλληλό-
γραμμη περιοχή που ορίζεται από την αρχή των αξόνων και το σημείο (x, y).
Με μαθηματικό συμβολισμό έχουμε:

IΣ(x, y) =

i≤x∑
i=0

j≤y∑
j=0

I(x, y)

Από μια ολοκληρωτική εικόνα, 4 προσθέσεις αρκούν για τον υπολογισμό
αθροισμάτων εντός τυχούσης κατακόρυφης, παραλληλόγραμμης περιοχής.
H ανάλυση της εικόνας με κυματίδια Haar είναι μια πολυκλιμακωτή ανά-
λυση με χρήση δενδροειδούς συστοιχίας φίλτρων. Η ακολουθία της εισόδου
διαχωρίζεται αρχικά σε δύο εκδοχές : μια αδρή βαθυπερατή εκδοχή και μια
λεπτομερή υψιπερατή εκδοχή. Στην συνέχεια η λεπτομερής εκδοχή χωρίζε-
ται σε δύο ακόμα εκδοχές κ.ο.κ. Αναλυτικότερη παρουσίαση των κυματιδίων
και των χρήσεων τους στα πλαίσια της πολυκλιμακωτής ανάλυσης γίνεται στο
Κεφάλαιο 6 του [223].
Στην συνέχεια αναλύουμε λεπτομερέστερα επιμέρους στοιχεία της σχεδίασης
των περιγραφέων SURF.

4.3.1 Χαρακτηριστικά συστήματος ανίχνευσης χαρακτη-
ριστικών SURF

Ο ανιχνευτής περιοχών Fast Hessian

Ο ανιχνευτής περιοχών στηρίζεται στηνHessian. Δεν χρησιμοποιούμε διαφο-
ρετικό μέτρο για τον προσδιορισμό της θέσης και της κλίμακας των σημείων
ενδιαφέροντος ( όπως γίνεται στο [145] ), αλλά στηριζόμαστε στην ορίζουσα
και για τα δύο. Υπενθυμίζουμε ότι η Hessian δίνεται από τον τύπο

H(x, σ) =
[
Lxx(x, σ) Lxy(x, σ)
Lxy(x, σ) Lyy(x, σ)

]
όπου Lij(x, σ) συμβολίσαμε την συνέλιξη της εικόνας I στο σημείο x με την
παράγωγο του Γκαουσιανού πυρήνα σε κλίμακα σ, ∂2G(σ)

∂i∂j .
Παρά τα γεγονός ότι οι Γκαουσιανές είναι βέλτιστες για ανάλυση στον χώρο
κλίμακας ([125]), η χρήση τους αμφισβητείται για δύο λόγους
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• Σφάλματα διακριτοποίησης και αποκοπής των φθινουσών "ουρών" της
κατανομής.

• Σφάλματα (aliasing) λόγω υποδειγματοληψίας.

Έτσι οι παράγωγοι δεύτερης τάξης των Γκαουσιανών προσεγγίζονται από φίλ-
τρα με δομή κιβωτίου, όπως παρουσιάζονται στην Εικόνα 4.5.
Για να αυξήσουμε την ακρίβεια της προσέγγισης μας, χρησιμοποιούμε κα-
τάλληλα βάρη στον υπολογισμό της ορίζουσας της Hessian σύμφωνα με την
σχέση

Det(Ha) = DxxDyy − (0.9Dxy)
2 (4.2)

Στην Σχέση 4.2 με Dij συμβολίζουμε την προσέγγιση του Lij με την αντικα-
τάσταση των παραγώγων των Γκαουσιανών με φίλτρα δομής κιβωτίου.
Επίσης κανονικοποιούμε τις αποκρίσεις των φίλτρων σε σχέση με το μέγεθος
της μάσκας υπολογισμού για να εξασφαλίσουμε σταθερή Frobenius νόρμα,
ώστε να είναι κανονικοποιημένα στην κλίμακα [127].
Επειδή χρησιμοποιούμε ολοκληρωτικές εικόνες και φίλτρα με δομή κιβω-
τίου, ο υπολογισμός των συνελίξεων γίνεται σε σταθερό χρόνο ανεξάρτητα
από το μέγεθος του φίλτρου ( και κατά συνέπεια το αντίστοιχο μέγεθος Γκα-
ουσιανής ). Συνεπώς δεν υπάρχει λόγος για ακολουθιακό υπολογισμό των
συνελίξεων σε διαφορετικές κλίμακες και είναι δυνατόν να υπολογίσουμε
παράλληλα τις αποκρίσεις.
Για τον εντοπισμό των σημείων ενδιαφέροντος, βρίσκουμε τα τοπικά μέγιστα
της 4.2 ως προς το διάνυσμα μεταβλητών (x, y, σ).

Ο περιγραφέας SURF

O υπολογισμός του περιγραφέα SURF γίνεται σε δύο βήματα

1. Kαθορισμός ενός προσανατολισμού που μπορεί να αναπαραχθεί, από
κυκλική περιοχή γύρω από το σημείο ενδιαφέροντος.

2. Kατασκευή μιας τετράγωνης περιοχής γύρω από το σημείο ενδιαφέρο-
ντος και εξαγωγή του περιγραφέα SURF από αυτή.

Ξεκινάμε από το (1), την ανάθεση προσανατολισμού. Χρησιμοποιούμε τον με-
τασχηματισμό κυματιδίων Haar και υπολογίζουμε τις αποκρίσεις στις διευ-
θύνσεις x, y εντός της κυκλικής περιοχής υπολογισμού του προσανατολι-
σμού. Οι αποκρίσεις σταθμίζονται με κατάλληλη Γκαουσιανή που τοποθε-
τείται στο σημείο ενδιαφέροντος. Οι αποκρίσεις εντός παραθύρου συμψηφί-
ζονται, προκειμένου να βρούμε το παράθυρο με την μεγαλύτερη απόκριση,

Σχήμα 4.5: Παράγωγοι δεύτερης τάξης Γκαουσιανών, μετά την διακριτοποί-
ηση και την αποκοπή των ουρών της κατανομής, και προσέγγιση τους από
φίλτρα με κυτιοειδή δομή. Από αριστερά προς τα δεξιά: παράγωγος στην
διεύθυνση x, παράγωγος στην διεύθυνση xy, προσέγγιση παραγώγου στην
διεύθυνση x, προσέγγιση παραγώγου στην διεύθυνση xy. Από [18].
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δηλαδή το μεγαλύτερο κατά μέτρο διάνυσμα. Η παράμετρος που καθορίζει
την γωνία που καλύπτει κάθε παράθυρο πρέπει να επιλεγεί προσεκτικά. Μι-
κρές τιμές γωνίας κάλυψης αυξάνουν την επίδραση μεγάλων αποκρίσεων σε
μεμονωμένα σημεία. Μεγάλες τιμές γωνίας κάλυψης οδηγούν σε προσανα-
τολισμούς που δεν είναι αξιόπιστοι.
Για την τελική εξαγωγή του περιγραφέα ( 2 ), κατασκευάζουμε τετράγωνη πε-
ριοχή με κέντρο το σημείο ενδιαφέροντος και προσανατολισμό αυτό που βρή-
καμε στο 2. Το μέγεθος της περιοχής εξαρτάται από την κλίμακα στην οποία
ανιχνεύθηκε το σημείο ενδιαφέροντος. Η τετράγωνη περιοχή χωρίζεται στην
συνέχεια σε πλέγμα 4 × 4 υποπεριοχών. Κάθε υποπεριοχή δειγματοληπτείται
σε πλέγμα 5 × 5 και υπολογίζονται για κάθε δείγμα απλά χαρακτηριστικά
που βασίζονται στα κυματίδια Haar. Οι αποκρίσεις σταθμίζονται πάλι από
Γκαουσιανή με κέντρο το σημείο ενδιαφέροντος.
Συμβολίζουμε με dx, dy τις αποκρίσεις Haar στις διευθύνσεις x, y αντίστοιχα,
όπως αυτές υπολογίστηκαν από το 1. Σε κάθε υποπεριοχή συμψηφίζουμε
τις αποκρίσεις και δημιουργούμε ( ανά υποπεριοχή ) το ακόλουθο διάνυσμα
χαρακτηριστικών

v = (
∑

dx,
∑

dy,
∑
|dx|,

∑
|dy|)

Ο περιγραφέας SURF προκύπτει από την συνένωση των διανυσμάτων v όλων
των υποπεριοχών και έχει διάσταση

4× 4Υποπεριοχές× 4 Χαρακτηριστικά
Υποπεριοχή

= 64

Σημειώνουμε ότι τα χαρακτηριστικά
∑
dx,

∑
dy μας δίνουν πληροφορία για

την πολικότητα των αλλαγών της έντασης. Επίσης το διάνυσμα των χαρακτη-
ριστικών SURF ( μήκους 64 ) κανονικοποιείται σε μοναδιαίο, προκειμένου να
είναι αμετάβλητο σε κλιμάκωση της φωτεινότητας. Το αναλλοίωτο σε όφσετ
στην φωτεινότητα είναι χαρακτηριστικό των αποκρίσεων κυματιδίων. Πετυ-
χαίνουμε λοιπόν την κατασκευή περιγραφέων αναλλοίωτων σε αφινικούς με-
τασχηματισμούς φωτεινότητας.
Αν μεταβάλουμε τον αριθμό τον υποπεριοχών παρατηρούμε

• με μείωση των υποπεριοχών, χειρότερη επίδοση και γρηγορότερο ταί-
ριασμα

• με αύξηση των υποπεριοχών, μείωση της σθεναρότητας της περιγραφής

Οι καλύτερες επιδόσεις παρατηρήθηκαν με αύξηση της διάστασης του περι-
γραφέα σε 128. Αυτό έγινε χρησιμοποιώντας 4 × 4 πλέγμα υποπεριοχών και
χρησιμοποιώντας διαφορετικό διάνυσμα χαρακτηριστικών v. Συγκεκριμένα
υπολογίζουμε ξεχωριστά τα αθροίσματα

∑
dx,

∑
|dx| για σημεία με dy > 0

και για σημεία dy < 0. Αντίστοιχα χωρίζουμε τους υπολογισμούς για τα∑
dy,

∑
|dy| ανάλογα με το πρόσημο του dx. Οι συγγραφείς όμως προτεί-

νουν την χρήση διανύσματος 64 χαρακτηριστικών όπως αναλύσαμε προη-
γουμένως, αφού οι επιδόσεις είναι ελαφρά χειρότερες από την χρήση του
μεγαλύτερου περιγραφέα ( διάστασης 128 ) και ο χρόνος ταιριάσματος χαρα-
κτηριστικών μικρότερος.
Τέλος για την επιτάχυνση της διαδικασίας ταιριάσματος, χρησιμοποιούμε το
πρόσημο της Λαπλασιανής ( ίχνος Hessian ). Η Λαπλασιανή ξεχωρίζει Φω-
τεινές περιοχές σε σκούρο παρασκήνιο από σκούρες περιοχές σε φωτεινό
παρασκήνιο. Μόνο περιγραφείς με ίδιο πρόσημο Λαπλασιανής χρειάζεται
να συγκριθούν.
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Συμπεράσματα

Τα αποτελέσματα της αξιολόγησης του ανιχνευτή και του περιγραφέα μπο-
ρούν να βρεθούν στην διαδικτυακή διεύθυνση [13].
Όσον αφορά τον ανιχνευτή περιοχών Fast Hessian, παρατηρούμε ότι είναι
τρεις φορές ταχύτερος από τον ανιχνευτή περιοχών του [133] που χρησιμο-
ποιεί διαφορές Γκαουσιανών και πέντε φορές ταχύτερος από τον πλήρη ανι-
χνευτή Hessian-Laplace ( Ενότητα 4.2 ). Η επαναληψιμότητα των ανιχνευτών
είναι συγκρίσιμη.
Όσον αφορά την αξιολόγηση του περιγραφέα SURF, παρατηρούμε συστη-
ματική και σημαντική βελτίωση σε σχέση με τις επιδόσεις των περιγραφέων
GLOH,SIFT και PCA-SIFT. Χρησιμοποιώντας τα μέτρα recall,precision της
Ενότητας 4.2, ο περιγραφέας SURF υπερέχει ( σε ορισμένες περιπτώσεις )
έως και 10% στο ποσοστό εύστοχων αποκρίσεων (recall) για ίδια τιμή ακρί-
βειας ( precision ). Παραδείγματα χρόνου υπολογισμού των περιγραφέων
παρουσιάζονται στον Πίνακα 4.1.

SURF SURF-128 SIFT

Χρόνος σε ms. 354 391 1036

Πίνακας 4.1: Χρόνοι εκτέλεσης. Χρησιμοποιήθηκε υπολογιστης Pentium IV
3Ghz. Οι παράμετροι των μεθόδων μεταβλήθηκαν ώστε να εντοπιστεί ίσος
αριθμός σημείων ενδιαφέροντος. Από [18].

4.4 Συστηματοποίηση της διαδικασίας σχεδια-
σμού ανιχνευτών χαρακτηριστικών.

Η Ενότητα βασίζεται στο [243].

4.4.1 Γενικά στοιχεία
Στις προηγούμενες Ενότητες του Κεφαλαίου, παρουσιάσαμε διαφορετικές
προσεγγίσεις σχεδίασης περιγραφέων περιοχών εικόνων. Για την σχεδίαση
ενός περιγραφέα, χωρίζουμε την διαδικασία σε δύο στάδια

1. την πρόταση συγκεκριμένης αλγοριθμικής δομής για το σύστημα ανί-
χνευσης χαρακτηριστικών.

2. τον προσδιορισμό των παραμέτρων του αλγορίθμου 1.

Παρατηρώντας και όσα περιγράψαμε στις προηγούμενες Ενότητες, διαπι-
στώνουμε ότι η διαδικασία πρότασης(1) ενός αλγορίθμου περιγραφέα αντιμε-
τωπίζεται ως ad-hoc πρόβλημα. Για παράδειγμα η βασική δομή του αλγορίθ-
μου SIFT που περιγράψαμε στην Ενότητα 4.1 διατηρείται στους περιγραφείς
GLOH και SURF ( Ενότητες 4.2,4.3 αντίστοιχα ), μεταβάλλονται όμως στοι-
χεία του με μη συστηματικό τρόπο.
Αντίστοιχα, η ρύθμιση των παραμέτρων του αλγορίθμου(2) γίνεται "με το
χέρι", διαδικασία που ιδανικά θα θέλαμε να είναι αυτοματοποιημένη. Για
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παράδειγμα στο [133] η ρύθμιση των παραμέτρων γίνεται με την επισκό-
πηση πολυάριθμων γραφικών παραστάσεων, διαδικασία που δεν μπορεί να
γενικευθεί σε μεγαλύτερη κλίμακα υπό εξέταση αλγορίθμων.
Στην συνέχεια περιγράφουμε μια προσπάθεια συστηματοποίησης της σχεδία-
σης αλγορίθμων εντοπισμού και περιγραφής χαρακτηριστικών εικόνων και
αυτοματοποίησης της ρύθμισης των παραμέτρων του. Έτσι επιχειρείται μια
συστηματική εξερεύνηση του χώρου των αντίστοιχων αλγορίθμων. Οι αλγό-
ριθμοι χωρίζονται σε δομικά στοιχεία ( μπλοκς ) και οι παράμετροι προσαρ-
μόζονται χρησιμοποιώντας σύνολο εικόνων από το πρόβλημα της τρισδιάστα-
της ανακατασκευής. Οι περιγραφείς που περιγράψαμε στις προηγούμενες
Ενότητες εντάσσονται στο πλαίσιο που θα εισάγουμε.
Συνοψίζοντας, οι κύριες συνεισφορές είναι:

• Σύνολο δεδομένων για τον έλεγχο και την βελτιστοποίηση περιγραφέων,
με ακριβή δεδομένα επαλήθευσης. Το σύνολο αυτό επεκτείνει προσεγ-
γίσεις όπως της Ενότητας 4.2, που περιορίζονται σε επίπεδους προβο-
λικούς μετασχηματισμούς ( ομογραφίες ), σε τρισδιάστατους μετασχη-
ματισμούς.

• Μια γενική και συστηματική σχεδιαστική προσέγγιση. Ο αλγόριθμος
χωρίζεται σε επιμέρους δομικές ενότητες ( modules ) τα οποία συνδυά-
ζονται για τον σχηματισμό ενός αλγορίθμου ανίχνευσης και περιγρα-
φής χαρακτηριστικών.

• Χρήση ( αυτόματης ) μάθησης για τον προσδιορισμό των παραμέτρων.

Στην συνέχεια αναλύουμε την προτεινόμενη μέθοδο σχεδίασης και εξετά-
ζουμε τα αποτελέσματά της.

4.4.2 Δομικά στοιχεία (blocks) αλγορίθμου
Για να κατασκευάσουμε έναν περιγραφέα, ακολουθούμε την γενική αλγοριθ-
μική δομή που παρουσιάζεται στην Εικόνα 4.6. Κάθε δομική μονάδα μπορεί
να υλοποιηθεί με πολλούς διαφορετικούς υποψήφιους αλγορίθμους. Μερικές
προτάσεις υποψήφιων αλγορίθμων θα παρουσιάσουμε στις επόμενες υποε-
νότητες. Επίσης ορισμένοι υποψήφιοι αλγόριθμοι έχουν ελεύθερες παραμέ-
τρους τις οποίες επιθυμούμε να θέσουμε σε βέλτιστες τιμές.
Προκειμένου να συστηματοποιήσουμε τους αλγορίθμους κατασκευής περι-
γραφέων, θεωρούμε προδιαγραφές για την είσοδο και την έξοδο του αλγο-
ρίθμου. Σύμφωνα με αυτές έχουμε

• Είσοδος: Περιοχές της εικόνας μεγέθους 64× 64 pixels.

• Έξοδος: Διάνυσμα ( περιγραφέας ) D = kN αριθμών.

Συνεχίζουμε με την περιγραφή των δομικών μονάδων και την συνοπτική πα-
ρουσίαση υποψήφιων αλγορίθμων.

Προεπεξεργασία

Χρησιμοποιούμε Γκαουσιανό πυρήνα με τυπική απόκλιση σS για την εξο-
μάλυνση της εικόνας πριν την επεξεργασία της από τον αλγόριθμο εξαγωγής
περιγραφέα.
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Σχήμα 4.6: Στάδια αλγορίθμου κατασκευής περιγραφέα. Αναπαραγωγή
από [243]

Μετασχηματισμός (T)

Το στάδιο του μετασχηματισμού απεικονίζει την εξομαλυμένη εικόνα σε ένα
πλέγμα αποτελούμενο από δείγματα. Κάθε δείγμα περιγράφεται από ένα διά-
νυσμα k θετικών αριθμών. Είναι αποδεκτός μεγάλος αριθμός γραμμικών και
μη γραμμικών σταδίων μετασχηματισμού. Οι αλγόριθμοι που προτείνονται
στο [243] είναι

1. Υπολογίζουμε το μέτρο m και τον προσανατολισμό θ της κλίσης σε κάθε
δείγμα. Στην συνέχεια κβαντίζουμε την διεύθυνση σε k προσανατολι-
σμούς. Το μέτρο της κλίσης κατανέμεται γραμμικά στα δύο γειτονικά
στοιχεία θi, θi+1 του k−διανύσματος προσανατολισμών κλίσης που πε-
ριβάλουν τον προσανατολισμό του δείγματος θ, δηλαδή ικανοποιούν

θi ≤ θ ≤ θi+1

Η κατανομή του m στα στοιχεία του διανύσματος γίνεται ανάλογα με
την εγγύτητα του προσανατολισμού θ στον αντίστοιχο προσανατολισμό
θi.Η προσέγγιση αυτή χρησιμοποιείται στους αλγορίθμους SIFT και
GLOH που αναλύσαμε προηγουμένως.

2. Χρησιμοποιούμε το k = 4 διάνυσμα

{|∇x| − ∇x, |∇x|+∇x, |∇y| − ∇y, |∇y|+∇x}

Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε και διάνυσμα διάστασης k = 8 υπο-
λογίζοντας την κλίση σε προσανατολισμούς που απέχουν 45◦.

3. Χρήση κατευθυνόμενων ( steerable ) φίλτρων σε k προσανατολισμούς.
Τα στοιχεία αυτής της υλοποίησης μπορούν να αναζητηθούν στο [60].
Οι αποκρίσεις των φίλτρων μπορούν να χρησιμοποιηθούν και σε συν-
δυασμό με το ( 2 ) για να δώσουν διάνυσμα διάστασης 4k. Δοκιμάστηκαν
φίλτρα με δευτεροβάθμιες και τεταρτοβάθμιες παραγώγους. Οι τεταρτο-
βάθμιες παράγωγοι εμφανίζουν μεγαλύτερη διακριτική ικανότητα για
τους προσανατολισμούς.
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4. Χρήση δύο ισοτροπικών Διαφορών Γκαουσιανών ( DoG ) σε διαφορετι-
κές κλίμακες. Στην συνέχεια συνδυάζουμε τις δύο εξόδους όπως στο
( 2 ) για να πάρουμε διάνυσμα k = 4 χαρακτηριστικών. Σε κάθε DoG
επιλέγουμε σταθερή διαφορά κλίμακας σ1/σ2 ανάμεσα στις Γκαουσιανές
και στο πρώτο ζευγάρι χρησιμοποιούμε την Γκαουσιανή της προεπε-
ξεργασίας. Συνεπώς μόνο μία Γκαουσιανή για το δεύτερο ζευγάρι DoG
πρέπει να προσδιοριστεί.

5. Υπολογίζουμε τον 4 × 4 μετασχηματισμό κυματιδίων Haar και παίρ-
νουμε τους 15 ( χωρίς την DC συνιστώσα ) συντελεστές. Πριν την εφαρ-
μογή του μετασχηματισμού κανονικοποιούμε την είσοδο του αλγορίθ-
μου ώστε να έχει μηδενική μέση τιμή και μοναδιαία τυπική απόκλιση.

6. Χρησιμοποιούμε k-means clustering ώστε να εντάξουμε την είσοδο του
αλγορίθμου σε κάποιο cluster. Χρησιμοποιούμε k = 16 clusters. Για
την τεχνική του k-means clustering, παραπέμπουμε τον αναγνώστη
στο [223].

7. Κανονικοποιούμε την είσοδο του αλγορίθμου ώστε να πετύχουμε αναλ-
λοίωτη περιγραφή σε αφινικούς μετασχηματισμούς της έντασης. Στην
συνέχεια κβαντίζουμε την ένταση σε k κατηγορίες και κατανέμουμε την
ένταση κάθε δείγματος σε κατηγορίες αντίστοιχα με το ( 1 ). Το στάδιο
αυτό είναι εμπνευσμένο από τους περιγραφείς spin image [123].

Χωρικός συμψηφισμός (S)

Σε αυτό το στάδιο, συμψηφίζουμε χωρικά τα k−διανύσματα που σχηματίσαμε
στο προηγούμενο στάδιο και καταλήγουμε σε N k−διανύσματα. Ο τελικός
περιγραφέας D προκύπτει από την συνένωση των N διανυσμάτων. Για το N
χρησιμοποιούνται κατά περίπτωση οι τιμές N ∈ {4, 9, 16, 17, 25}. Παραδείγ-
ματα σχημάτων χωρικού συμψηφισμού παρουσιάζονται στην Εικόνα 4.7. Οι
αλγόριθμοι που προτείνονται στο [243] είναι

1. Χρήση τετράγωνου πλέγματος κέντρων συμψηφισμού. Τα διανύσματα
του προηγούμενου σταδίου αθροίζονται σταθμισμένα με κατάλληλα
βάρη, σύμφωνα με τις αποστάσεις τους από τα κέντρα συμψηφισμού.
Το στάδιο αυτό χρησιμοποιείται στον αλγόριθμο SIFT.

2. Πολική διάταξη των περιοχών άθροισης. Τα διανύσματα ( παρόμοια με
το 1 ) αθροίζονται σταθμισμένα με διγραμμική παρεμβολή σε πολικές
συντεταγμένες, ώστε να συνεισφέρουν σε περισσότερες από μία περιο-
χές. Το διάνυσμα κάθε περιοχής κανονικοποιείται από την επιφάνεια
της περιοχής. Το στάδιο αυτό χρησιμοποιείται στον αλγόριθμο GLOH.

3. Χρήση Γκαουσιανών για το άθροισμα των διανυσμάτων σε κάθε κέντρο
συμψηφισμού. Το μέγεθος του πλέγματος θεωρείται γνωστό, η θέση
των κέντρων συμψηφισμού και τα μεγέθη των Γκαουσιανών όμως είναι
παράμετροι προς μάθηση.

4. Όμοια με το ( 3 ) άλλα αναγκάζουμε τα δείγματα να έχουν πολική διά-
ταξη.
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Σχήμα 4.7: Παρουσίαση μεθόδων χωρικού συμψηφισμού. Από αριστερά
προς τα δεξιά και σύμφωνα με την προηγούμενη αρίθμηση των μεθόδων: 1,
2, 3, 4. Από [243].

Τελική κανονικοποίηση (N)

Στο τελευταίο αυτό στάδιο, κανονικοποιούμε τον περιγραφέα για να απα-
λείψουμε την εξάρτηση της περιγραφής από την αντίθεση ( contrast ) της
εικόνας. Ακολουθούμε την διαδικασία του αλγορίθμου SIFT, συγκεκριμένα

• Κανονικοποιούμε τον περιγραφέα σε μοναδιαίο διάνυσμα.

• Ψαλιδίζουμε τα στοιχεία του περιγραφέα που υπερβαίνουν κατώφλι t.

• Κανονικοποιούμε ξανά σε μοναδιαίο διάνυσμα.

Η τιμή του κατωφλίου υποβλήθηκε σε μάθηση.

4.4.3 Αποτελέσματα-Συμπεράσματα

Για την αξιολόγηση των αλγορίθμων, φτιάχνουμε τα ιστογράμματα της ευ-
κλείδειας απόστασης των περιγραφέων για τις περιπτώσεις ταιριάσματος και
μη-ταιριάσματος. Όσο μικρότερη επικάλυψη έχουν αυτά τα ιστογράμματα,
τόσο καλύτερη περιγραφή έχουμε κατασκευάσει. Για την αυτοματοποιημένη
αξιολόγηση της επικάλυψης, χρησιμοποιούμε τις καμπύλες ROC.
Ας παρουσιάσουμε σύντομα και θεωρητικά τις καμπύλες ROC. Έστω πρό-
βλημα κατηγοριοποίησης σε δύο κλάσεις A,B. Κάνουμε την γραφική παρά-
σταση των σωστών κατηγοριοποιήσεων στην κλάση B ( y−άξονας ) και των
λάθος κατηγοριοποιήσεων ( x−άξονας ) στην κλάση A. Μεταβάλλοντας το
κατώφλι απόφανσης t για τον χαρακτηρισμό ενός διανύσματος χαρακτηρι-
στικών στην κάθε κατηγορία ( στην συγκεκριμένη αξιολόγηση το κατώφλι
αφορά την ευκλείδεια απόσταση ) σχηματίζουμε την καμπύλη ROC. Αν οι
κατανομές των κατηγοριών A,B είναι απόλυτα επικαλυπτόμενες προκύπτει
η ευθεία y = x. Μεγιστοποιώντας το εμβαδό υπό την καμπύλη παίρνουμε τον
καλύτερο ταξινομητή. Μια ενδελεχής ανάλυση των καμπύλων ROC γίνεται
στο Κεφάλαιο 5 του [223].
Η μεγιστοποίηση του εμβαδού υπό την καμπύλη ROC χρησιμοποιήθηκε για
την αυτόματη μάθηση των παραμέτρων. Οι παράμετροι προς μάθηση πα-
ρουσιάζονται στον Πίνακα 4.2. Επίσης στα Τ-blocks ( Μετασχηματισμού )
μεταβάλαμε το μέγεθος k των περιγραφέων και στα S-blocks ( Xωρικού συμ-
ψηφισμού ) το πλήθος N των περιοχών. Οι παράμετροι αυτοί όμως δεν υπο-
βλήθηκαν σε μάθηση.
Όσον αφορά τα αποτελέσματα, σημειώνουμε τρεις παρατηρήσεις

• Για τα T-blocks, η αύξηση της διάστασης k γενικά βελτιώνει την ακρί-
βεια των περιγραφέων. Καλά αποτελέσματα παρουσιάζονται με χρήση
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Δομική μονάδα Περιγραφή Παραμέτρου

Τ4 Μέγεθος κεντρικής Γκαουσιανής
δεύτερου ζεύγους DoG

S2 Ακτίνες των περιοχών ανά επίπεδο.

S3 Μέγεθος Γκαουσιανών &
Θέσεις των δειγμάτων του πλέγματος

S4 Ακτίνες για κάθε επίπεδο-δακτύλιο &
Μέγεθος Γκαουσιανού πυρήνα που
χρησιμοποιείται στα δείγματα κάθε
δακτυλίου &
Γωνίες για την χωρική τοποθέτηση των
δειγμάτων του μεσαίου δακτυλίου

N Kατώφλι ψαλιδισμού t

Πίνακας 4.2: Παράμετροι που ρυθμίζονται με αυτόματη μάθηση.
Συμβολισμός: τα γράμματα συμβολίζουν την ενότητα στην οποία ανήκει η
δομική μονάδα. Η αρίθμηση ταυτίζεται με αυτή της αντίστοιχης ενότητας.

των μπλοκς Τ1 ( προσανατολισμός κλίσης ), Τ2( κλίση σε διεύθυνση
x, y ), T4( Διαφορές Γκαουσιανών ). Έκπληξη αποτελεί η επίδοση των
κατευθυνόμενων φίλτρων όταν οι έξοδοι των ορθογώνιων ζευγαριών απο-
θηκεύονται χωριστά ανάλογα με το πρόσημο τους ( διατήρηση πληρο-
φορίας φάσης ). Η διάσταση της περιγραφής είναι όμως μεγάλη.

• Για τα S-blocks, διαπιστώθηκε η υπεροχή των log-polar διατάξεων

• Το κατώφλι ψαλιδίσματος της τελικής κανονικοποίησης επηρεάζει ση-
μαντικά την επίδοση των περιγραφέων.

Ενδεικτικά αναφέρουμε ότι με log-polar διάταξη περιοχών και χαρακτηρι-
στικά από κατευθυνόμενα φίλτρα, παρατηρήθηκε μείωση των εσφαλμένων
ταιριασμάτων στο 1/3 των λαθών του SIFT.

4.5 DAISY: Ακριβής και αποδοτικός υπολογι-
σμός χαρακτηριστικών.

Στην Ενότητα αυτή θα αναφερθούμε στους περιγραφείς DAISY [225]. Την
χρήση των περιγραφέων DAISY σχολιάζουμε στην Ενότητα 3.4.2. Ο σχεδια-
σμός των περιγραφέων DAISY στηρίζεται στις παρατηρήσεις που παρουσιά-
σαμε στην Ενότητα 4.4. Οι περιγραφείς DAISY είναι σχεδιασμένοι για πυκνό
( σε κάθε pixel ) υπολογισμό και χρησιμοποιήθηκαν, κατά την εισαγωγή
τους, στο πρόβλημα της τρισδιάστατης ανακατασκευής. Παραδείγματα πυ-
κνής χρήσης των περιγραφέων SIFT και GLOH δίνονται στα [133, 148].
Οι περιγραφείς DAISY προκύπτουν από κατάλληλη διαμόρφωση των περι-
γραφέων SIFT/GLOH προκειμένου να είναι αποδοτικός ο υπολογισμός τους
σε κάθε pixel. Για αυτό πρέπει να υπολογίσουμε τα ιστογράμματα μόνο μία
φορά σε κάθε περιοχή και όχι να επαναλαμβάνεται ο υπολογισμός τους
σε κάθε pixel. Η προηγούμενη απαίτηση ικανοποιείται με την αλλαγή του
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τρόπου υπολογισμού των ιστογραμμάτων. Σε περιγραφείς όπως οι SIFT και
GLOH, τα ιστογράμματα προκύπτουν από σταθμισμένα αθροίσματα ( με τα
σταθμά να εξαρτώνται από το πλάτος της κλίσης σε κάθε σημείο ) των προ-
σανατολισμών της κλίσης στην γειτονιά κάθε σημείου. Αυτά τα αθροίσματα
αντικαθίστανται από συνελίξεις με Γκαουσιανές σε κατάλληλες διευθύνσεις.
Επίσης, σημαντική επιρροή στην σχεδίαση του περιγραφέα DAISY ήταν η
έννοια του γεωμετρικού θολώματος ( geometric blur ), όπως παρουσιάζεται
στο [21]. Σύμφωνα με αυτή την σχεδιαστική επιταγή, προτείνεται η χρήση
μικρότερων πυρήνων κοντά στο κέντρο υπολογισμού του περιγραφέα και
μεγαλύτερων μακρυά από αυτόν.
Η διάταξη των κέντρων συμψηφισμού ( Ενότητα 4.4 ) που χρησιμοποιείται
παρουσιάζεται στην Εικόνα 4.8. Επίσης στο Πίνακα 4.3 παρουσιάζονται οι
παράμετροι του περιγραφέα.
Στον τομέα τον επιδόσεων, αναφέρουμε ότι διατηρείται η σθεναρότητα των
περιγραφέων SIFT και GLOH και επιτυγχάνονται συγκρίσιμα αποτελέσματα.

Παράμετρος Σύμβολο Περιγραφή και
τυπικές τιμές

Ακτίνα R Απόσταση από το
κεντρικό pixel στο πιο
απομακρυσμένο
σημείο του πλέγματος
(15)

Ακτινική κβάντιση Q Πλήθος επιπέδων με
διαφορετικό Σ
πυρήνα συνέλιξης (3)

Γωνιακή κβάντιση T Ιστογράμματα σε
κάθε επίπεδο (8)

Κβάντιση
ιστογραμμάτων

H Κατηγορίες
( προσανατολισμοί )
σε κάθε ιστόγραμμα
(8)

Αριθμός σημείων
πλέγματος

S Ιστογράμματα στον
περιγραφέα (Q · T + 1)

Μέγεθος περιγραφέα DS Συνολικό μέγεθος
περιγραφέα (S ·H)

Πίνακας 4.3: Παράμετροι περιγραφέα Daisy. Από [225].

4.5.1 Δομή περιγραφέα DAISY
Ας θεωρήσουμε μια δεδομένη εικόνα εισόδου I στην οποία θέλουμε να υπο-
λογίσουμε τους περιγραφείς DAISY. Υπολογίζουμε αρχικά H χάρτες προσα-
νατολισμού

Gi, i = 1, . . . ,H
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Σχήμα 4.8: Δομή περιγραφέα Daisy. Οι κύκλοι συμβολίζουν Γκαουσιανές,
με την ακτίνα των κύκλων να είναι ανάλογη της κλίμακας της αντίστοιχης
Γκαουσιανής. Από [225].

Εξηγούμε τον προηγούμενο συμβολισμό

Go =

(
∂I

∂o

)+

(α)+ = max(a, 0)

Κάθε χάρτης προσανατολισμού Gi συνελίσεται με Γκαουσιανούς πυρήνες GΣ

σε διάφορες κλίμακες Σ

GΣ
i = GΣ ∗Go

= GΣ ∗
(
∂I

∂i

)+

Υπενθυμίζουμε ότι οι συνελίξεις σε μεγάλες κλίμακες μπορούν να υπολο-
γιστούν από διαδοχικές συνελίξεις με μικρότερους πυρήνες με αποδοτικό
υπολογιστικά τρόπο.
Παρατηρούμε επίσης ότι οι τιμές του χάρτη GΣ

i στην τοποθεσία (x, y) προκύ-
πτουν από το σταθμισμένο ( μέσω της συνέλιξης με τον Γκαουσιανό πυρήνα
GΣ ) άθροισμα της κλίσης της εικόνας στον προσανατολισμό i, Gi. Έτσι εί-
ναι ευθύς η αντιστοιχία των χαρτών GΣ

i με τις τιμές των ιστογραμμάτων των
περιγραφέων SIFT/GLOH. Κάθε χάρτης GΣ

i περιέχει παρόμοιες τιμές με την
κατηγορία ( bin ) του ιστογράμματος που αντιστοιχεί στην κλίση στον προ-
σανατολισμό i.
Συμβολίζουμε με hΣ(u, v) το διάνυσμα που αποτελείται από τις τιμές των
χαρτών GΣ

i , i = 1, . . . , H στην θέση (u, v) της εικόνας I, δηλαδή

hΣ(u, v) =
[
GΣ

1 (u, v) . . . GΣ
H(u, v)

]T
Κανονικοποιούμε το hΣ σε διάνυσμα μοναδιαίου μέτρου ĥΣ. Επιλέγουμε να
κανονικοποιήσουμε σε αυτό το σημείο ώστε να μειώσουμε την επιρροή εμπο-
δίων που ενδεχομένως να περιορίζουν την ορατότητα σε κάποιες φωτογρα-
φίες.
Συμβολίζουμε με Q το πλήθος των διαφορετικών κυκλικών επιπέδων και
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έχουμε τον περιγραφέα DAISY D(u, v) στην τοποθεσία (u, v)

D(u, v) = (4.3)

[ĥTΣ1
(u, v),

ĥTΣ1
(l1(u, v,R1)), . . . , ĥTΣ1

(lT(u, v,R1)),

ĥTΣ2
(l1(u, v,R2)), . . . , ĥTΣ2

(lT(u, v,R2)),

. . .

ĥTΣQ
(l1(u, v,RQ)), . . . , ĥTΣQ

(lT(u, v,RQ))]

Παρατηρούμε στην Σχέση 4.3 την μεταβολή της κλίμακας του Γκαουσιανού
πυρήνα μεταξύ των περιοχών Ri, δηλαδή την εφαρμογή του γεωμετρικού
θολώματος που αναφέραμε προηγουμένως. Επίσης ο συμβολισμός

li(u, v,R)

δηλώνει την τοποθεσία που βρίσκεται σε απόσταση R από το (u, v) και σε
προσανατολισμό i.
Όπως αναφέραμε και νωρίτερα στην ενότητα, η επιλογή κυκλικής διάτα-
ξης δειγματοληψίας στην γειτονία του σημείου υπολογισμού του περιγραφέα
DAISY δίνει καλύτερα αποτελέσματα από άλλες διατάξεις. Επίσης η κυκλική
διάταξη της γειτονίας σε συνδυασμό με την χρήση ισοτροπικών Γκαουσιανών
κάνουν την περιγραφή σθεναρή σε περιστροφή. Τέλος η χρήση επικαλυπτόμε-
νων περιοχών αυξάνει την σθεναρότητα του περιγραφέα, όμως η υπερβολική
αύξηση της επικάλυψης οδηγεί σε απώλεια διακριτικής ικανότητας.

Πολυπλοκότητα Υπολογισμού περιγραφέα DAISY

Θα αναφερθούμε τώρα στην υπολογιστική πολυπλοκότητα του αλγορίθμου.
Αναφέρουμε για συντομία κατευθείαν τα αποτελέσματα, αναλυτικά οι υπο-
λογισμοί μπορούν να αναζητηθούν στο [225]. Για τον υπολογισμό του περι-
γραφέα DAISY απαιτούνται:

• 2H ×Q+ 1 μονοδιάστατες συνελίξεις

• P (Q+ T + 1) δειγματοληψίες

• 2P ×H πολλαπλασιασμοί

• P ×H προσθέσεις

Αντίστοιχα για τον υπολογισμό του περιγραφέα SIFT απαιτούνται:

• Ws Δειγματοληψίες

• 5Ws Πολλαπλασιασμοί

• 2Ws Αθροίσματα

όπου WS είναι ο αριθμός δειγμάτων στην γειτονία του σημείου που υπολο-
γίζουμε τον περιγραφέα. Χρησιμοποιώντας τις παραμέτρους που προτείνο-
νται για τους περιγραφείς SIFT στο [133] και για τους περιγραφείς DAISY
στο [225], μπορούμε να αντικαταστήσουμε τις παραμέτρους στις προηγού-
μενες σχέσεις και να οδηγηθούμε στα στοιχεία που παρουσιάζονται στον Πί-
νακα 4.4. Στον Πίνακα 4.5 παρουσιάζουμε χρόνους υπολογισμού για διά-
φορα μεγέθη εικόνων.
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DAISY SIFT

Πολλαπλασιασμοί 122 1280

Προσθέσεις 119 512

Δειγματοληψίες 25 256

Πίνακας 4.4: Πλήθος πράξεων ( ανά κατηγορία ) για τον υπολογισμό των
περιγραφέων DAISY και SIFT . Από [225].

Mέγεθος Εικόνας DAISY SIFT

800× 600 3.8 252

1024× 768 6.5 432

1280× 900 9.8 651

Πίνακας 4.5: Χρόνοι ( σε second ) για τον υπολογισμό των περιγραφέων
DAISY και SIFT. Από [225].

Ερμηνεία και ρύθμιση παραμέτρων περιγραφέα DAISY

Σχολιάζουμε τέλος τις παραμέτρους του περιγραφέα Daisy. Ο περισσότερος
χρόνος δαπανάται στον υπολογισμό των συνελίξεων. Επομένως, προκειμένου
να βελτιώσουμε τον χρόνο υπολογισμού του περιγραφέα DAISY προτείνεται
η μείωση του αριθμού των προσανατολισμών H και των επιπέδων της γειτο-
νιάς Q.
Επειδή οι περιγραφείς DAISY δημιουργήθηκαν με σκοπό την εφαρμογή τους
στο στερεοσκοπικό ταίριασμα μεταξύ φωτογραφιών, οι παράμετροι του συ-
στήματος συνίσταται να μεταβάλλονται ανάλογα με τα χαρακτηριστικά των
φωτογραφιών. Τα χαρακτηριστικά που μας ενδιαφέρουν είναι η υφή, η πο-
λυπλοκότητα της σκηνής και η απόσταση των δύο όψεων που χρησιμοποιούμε
στο ταίριασμα περιγραφέων.
Για τις παραμέτρους Q,T,H μπορούμε να καταλήξουμε ευκολότερα στις τι-
μές τους. Οι παράμετροι Q,T δεν επηρεάζονται από την απόσταση των όψεων
στον χώρο. Αντίθετα, θα πρέπει να χρησιμοποιούμε μεγαλύτερο αριθμό κυ-
κλικών δακτυλίων (Q) στην περίπτωση που οι όψεις είναι απομακρυσμένες
στον χώρο. Ο ρόλος του R δεν είναι τόσο ξεκάθαρος. Πάντως παρατηρήθηκε
ότι μεγάλες τιμές της παραμέτρου είναι ευνοϊκές σε σκηνές που δεν έχουν
έντονη υφή.

4.6 Επεκτάσεις και διαθέσιμο λογισμικό

4.6.1 Επεκτάσεις

Στην Ενότητα αυτή παρουσιάζουμε συγκεκριμένους άξονες στους οποίους
δομείται η ανάπτυξη και βελτίωση συστημάτων ανίχνευσης και περιγραφής
χαρακτηριστικών σε εικόνες. Επιχειρούμε να συνδέσουμε την πορεία αυτή
με τις διάφορες προσεγγίσεις που αναλύσαμε προηγουμένως.
Ξεκινάμε με την έννοια του γεωμετρικού θολώματος [21]. Στο πρόβλημα της
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εύρεσης αντιστοιχιών μεταξύ εικόνων που συνδέονται με αφινικούς μετασχη-
ματισμούς, συνηθίζεται να εξομαλύνουμε με κάποιον συνελικτικό πυρήνα τις
εικόνες και να ταιριάζουμε τα χαρακτηριστικά σε περισσότερο "τραχύ" επί-
πεδο. Η χρήση Γκαουσιανού πυρήνα για την εξομάλυνση, έχει σαν αποτέλε-
σμα όλα τα σημεία γύρω από το σημείο ενδιαφέροντος να γίνονται, ομοιό-
μορφα, χωρικά αβέβαια κατά ένα παράγοντα σ. Ο συγκεκριμένος τρόπος
εξομάλυνσης δεν έχει σχεδιαστεί υπό το πρίσμα της αντιστοίχισης σημείων
μεταξύ εικόνων που υπόκεινται σε γεωμετρικούς μετασχηματισμούς. Το γεω-
μετρικό θόλωμα επιχειρεί την εξομάλυνση των εικόνων με τρόπο βέλτιστο για
αυτές τις περιπτώσεις. Προτείνεται η συνέλιξη με Γκαουσιανούς πυρήνες με
μεταβλητό σ, ανάλογα με την απόσταση των σημείων από το σημείο ενδια-
φέροντος. Μια οπτικοποίηση του γεωμετρικού θολώματος με Γκαουσιανούς
πυρήνες, δίνεται στην Εικόνα 4.9.
Μια εφαρμογή της ιδέας του Γεωμετρικού Θολώματος είδαμε στην Ενό-
τητα 4.5. Θυμίζουμε την μεταβολή της τυπικής απόκλισης των Γκαουσιανών
πυρήνων, όσο κινούμαστε προς την περιφέρεια του περιγραφέα.
Στο [152], οι συγγραφείς λύνουν το πρόβλημα της εύρεσης του σωστού συ-
νελικτικού πυρήνα, για κοινά μοντέλα κίνησης. Στα αποτελέσματά τους ανα-
φέρουν σημαντική βελτίωση των επιδόσεων. Συγκεκριμένα, προτείνουν την
εξομάλυνση της αντικειμενικής συνάρτησης του προβλήματος ευθυγράμμι-
σης εικόνων ( image allignment ) που εξετάζουν, αντί για την εξομάλυνση
των εικόνων.
Στις εργασίες [114, 115], που προέρχονται από την ίδια ομάδα ερευνητών,
εξετάζεται το θέμα της ανάλυσης σε κλίμακες. Συγκεκριμένα, η επιλογή κλί-
μακας για τα χαρακτηριστικά είναι συχνά αναξιόπιστη και ( πάντα ) περιο-
ριστική, οπότε επιχειρείται να παρακαμφθεί με κατάλληλο τρόπο. Στο [114],
κατασκευάζονται περιγραφείς κατάλληλοι για πυκνό υπολογισμό ( σε κάθε
pixel της εικόνας ), αναλλοίωτοι σε περιστροφή και κλιμάκωση και χωρίς να
υπολογιστεί η κλίμακα του κάθε σημείου. Σημαντικό στοιχείο της προσέγ-
γισης είναι ο μετασχηματισμός της εικόνας σε πεδίο στο οποίο η κλιμάκωση
της εικόνας μετασχηματίζεται σε μετατόπιση.
Μια πρόσφατη και ενδιαφέρουσα εξέλιξη του περιγραφέα SURF ( Ενότητα 4.3 ),
παρουσιάζεται στην εργασία [7]. Οι περιγραφείς Gauge-SURF, στηρίζονται
σε περιγραφή των σημείων ( και παραγώγιση της φωτεινότητας της εικόνας )
σε ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων του επιπέδου που ορίζεται από την το-
πική διεύθυνση της κλίσης και το κάθετο σε αυτή διάνυσμα. Οι περιγραφείς
Gauge-SURF είναι όμοιοι με τους SURF, αντικαθιστώντας τις συνηθισμέ-
νες παραγώγους ( στις διευθύνσεις x, y ) με τις Gauge-παραγώγους. Τέλος

Σχήμα 4.9: Σύγκριση Γεωμετρικής και ομοιόμορφης εξομάλυνσης. Αρι-
στερά: Αρχική Εικόνα. Κέντρο: Γεωμετρική εξομάλυνση. Δεξιά: Εξομάλυνση
με Γκαουσιανό πυρήνα. Από [21].
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η αξιολόγηση των περιγραφέων Gauge-SURF γίνεται και σε σύστημα SfM
( Ενότητα 2.1 ).
Στο [242], οι συγγραφείς χρησιμοποιούν την μεθοδολογία σχεδιασμού που
περιγράψαμε στην Ενότητα 4.4. Χρησιμοποιούν το σχήμα χωρικού συμψη-
φισμού των περιγραφέων Daisy ( Ενότητα 4.5 ) και εξετάζουν την χρήση χα-
ρακτηριστικών από τον υπολογισμό της κλίσης και κατευθυνόμενων φίλτρων
( Μπλοκ Μετασχηματισμού T ). Επίσης εξετάζονται οι επιπτώσεις της κανο-
νικοποίησης. Έμφαση δίνεται στην συμπίεση της περιγραφής, η οποία επι-
τυγχάνεται με τον υποβιβασμό της διάστασης με PCA και την μείωση του
δυναμικού εύρους των χαρακτηριστικών. Συγκριτικά με τους περιγραφείς
SIFT( Ενότητα 4.1 ), οι συγγραφείς αναφέρουν υποδιπλασιασμό του ρυθμού
σφάλματος με μέγεθος περιγραφέα το 1/10 του SIFT.
Στο μεγαλύτερο τμήμα του Κεφαλαίου, ασχοληθήκαμε με περιγραφείς που
στηρίζονται σε ιστογράμματα της διεύθυνσης της κλίσης σε μια περιοχή γύρω
από το σημείο ενδιαφέροντος. Στο [23], οι συγγραφείς προτείνουν την χρήση
4 νέων χαρακτηριστικών, σε συνδυασμό με τους συνήθεις περιγραφείς που
στηρίζονται σε ιστογράμματα διευθύνσεων της κλίσης. Τα χαρακτηριστικά
αυτά είναι εμπνευσμένα από τις αρχές της Θεωρίας Gestalt.
Μια σημαντική σχεδιαστική επιλογή που αφορά τους περιγραφείς, είναι η
ρύθμιση του ισοζυγίου αναλλοίωτου-διακριτικής ικανότητας. Όσο αυξάνει η
ικανότητα ενός περιγραφέα να παραμένει αναλλοίωτος σε διάφορους με-
τασχηματισμούς, μειώνεται η διακριτική του ικανότητα και αντιστρόφως.
Στο [238], οι συγγραφείς υποστηρίζουν ότι ανάλογα με το σύνολο δεδομέ-
νων που διαθέτουμε, θα πρέπει να προσαρμόσουμε και το συγκεκριμένο
ισοζύγιο. Δηλαδή δεν αναζητείται ο καθολικός βέλτιστος περιγραφέας, αλλά
ο βέλτιστος περιγραφέας δεδομένου του προβλήματος που θέλουμε να τον
χρησιμοποιήσουμε. Η βέλτιστη συνάρτηση πυρήνα για το πρόβλημα βρίσκε-
ται σαν ένας συνδυασμός πυρήνων-βάσης, με την επίλυση ενός προβλήματος
κυρτής βελτιστοποίησης με μοναδικό ολικό ακρότατο.

4.6.2 Διαθέσιμο Λογισμικό
Σε αυτή την Ενότητα αναφέρουμε διαθέσιμες υλοποιήσεις ανιχνευτών χα-
ρακτηριστικών και μεθόδων αξιολόγησής τους. Επίσης αναφέρουμε σύνολα
δεδομένων για την αξιολόγηση των ανιχνευτών χαρακτηριστικών.
Η αρχική υλοποίηση του ανιχνευτή χαρακτηριστικών SIFT ( Ενότητα 4.1 )
είναι διαθέσιμη από τον διαδικτυακό τόπο [132]. Η υλοποίηση διατίθεται
σε μορφή εκτελέσιμου, χωρίς τον κώδικα. Μια Διαθέσιμη υλοποίηση ανοι-
χτού κώδικα παρέχεται στην βιβλιοθήκη VLfeat ( πρώην SIFT++ ). Η βιβλιο-
θήκη VLfeat είναι διαθέσιμη από την ιστοσελίδα [239]. Επίσης μια υλοποί-
ηση ανοιχτού κώδικα σε GPU, η SIFTGPU είναι διαθέσιμη από την ιστοσε-
λίδα [246].
Η αρχική υλοποίηση του ανιχνευτή χαρακτηριστικών SURF ( Ενότητα 4.3 )
είναι διαθέσιμη από την ιστοσελίδα [41]. Μια διαδεδομένη υλοποίηση ανοι-
χτού κώδικα είναι η open SURF, διαθέσιμη από την ιστοσελιδα [52]. Επίσης
υλοποίηση των χαρακτηριστικών SURF συμπεριλαμβάνεται στην βιβλιοθήκη
ανοιχτού κώδικα Dlib [39].
Ο κώδικας για την υλοποίηση του συστήματος ανίχνευσης χαρακτηριστικών
DAISY ( Ενότητα 4.5 ), είναι διαθέσιμος από την ιστοσελίδα [226].
Για την αξιολόγηση των περιγραφέων και των ανιχνευτών περιοχών, η μέθο-
δος αξιολόγησης που παρουσιάσαμε στην Ενότητα 4.2 είναι διαθέσιμη στην
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ιστοσελίδα [13]. Τέλος κώδικας για την εφαρμογή εξομάλυνσης για την ευθυ-
γράμιση εικόνων [152], που περιγράψαμε προηγουμένως, είναι διαθέσιμος
στην ιστοσελίδα [151].
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V
ΜΕΤΡΙΚΗ ΑΝΑΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΚΑΙ
ΒΑΘΜΟΝΟΜΗΣΗ ΚΑΜΕΡΑΣ ΜΕ

ΜΕΘΟΔΟΥΣ 2 ΟΨΕΩΝ

5.1 Περιγραφή

Τα περιεχόμενα των επόμενων Ενοτήτων, είναι αποτέλεσμα ανεξάρτητης ερ-
γασίας. Στις περιπτώσεις που δεν ισχύει αυτό, όπως για παράδειγμα στην
Ενότητα 5.1.1, αναφέρονται οι σχετικές πηγές. Όπως έγινε αντιληπτό, αντί-
στοιχες προσεγγίσεις μπορούν να βρεθούν στην βιβλιογραφία [176, 195], αν
και η παρουσίαση που γίνεται είναι σύντομη. Αναφέρουμε ακόμα μερικές
διαφορές σε του [176] σε σχέση με την προσέγγιση μας, στις οποίες θα χρη-
σιμοποιήσουμε και κάποιο από τον συμβολισμό που θα εισάγουμε αργότερα.
Έχουμε λοιπόν για το [176]:

• Ο περιορισμός για το rank της περιγραφής της δυϊκης απόλυτης κωνι-
κής Q∗

∞ δεν επιβάλλεται. Οι συγγραφείς χρησιμοποιούν SVD αποσύν-
θεση για την επιβολή του σωστού rank ( 3 ).

• Σε περίπτωση μη επιβολής του rank, λαμβάνεται μια παραμετρική οι-
κογένεια λύσεων. Σε περιπτώση επιβολής του, 4 λύσεις ( περίπτωση 2
όψεων ).

5.1.1 Εισαγωγικοί ορισμοί
Πριν περάσουμε στην περιγραφή του προβλήματος, αναφέρουμε σύντομα
κάποιες βασικές έννοιες. Πληρέστερη ανάλυση και περιγραφή των εννοιών
αυτών μπορεί να αναζητηθεί στο [90].
Θεωρούμε μετρικό σύστημα αναφοράς, δηλαδή σύστημα συντεταγμένων στο
οποίο το επίπεδο στο άπειρο π∞ βρίσκεται στην κανονική του θέση

(
0 0 0 1

)T
Ορισμός 1. Ορίζουμε την απόλυτη κωνική Ω∞, ως την κωνική στο επίπεδο στο
άπειρο, που περιγράφεται από τις εξισώσεις:

X2
1 +X2

2 +X2
3 = 0

X4 = 0
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Η Ω∞ είναι μια γεωμετρική παράσταση των 5 βαθμών ελευθερίας που απαι-
τούνται για τον προσδιορισμό των μετρικών ιδιοτήτων του χώρου δοσμένης
μιας αφινικής ανακατασκευής. Υπενθυμίζουμε ότι η μετάβαση από μια προ-
βολική ανακατασκευή σε αφινική συνίσταται ουσιαστικά στον προσδιορισμό
του π∞.
Παρατηρούμε ακόμα, ότι κανένα έγκυρο σημείο του προβολικού χώρου P 3

δεν ανήκει στην Ω∞. Μόνο σημεία με αμιγώς φανταστικές συντεταγμένες ικα-
νοποιούν τις εξισώσεις ορισμού της.
Η Ω∞ είναι μια κωνική η οποία ορίζεται ως γεωμετρικός τόπος σημείων. Τα
επίπεδα του χώρου που είναι εφαπτόμενα στην Ω∞, ορίζουν την λεγόμενη
δυϊκή επιφάνεια της Ω∞, την οποία θα συμβολίζουμε Q∗

∞.
H Q∗

∞ είναι μια τετραγωνική επιφάνεια του χώρου και έχει βολική αλγεβρική
παράσταση. Συγκεκριμένα περιγράφουμε την Q∗

∞ με την 4× 4 μήτρα

Q∗
∞ =

[
I3×3 03
0T3 0

]
(5.1)

Τονίζουμε και πάλι ότι η εξίσωση αυτή ισχύει σε μετρικό σύστημα αναφοράς.
Ένα επίπεδο π ανήκει στην Q∗

∞ αν και μόνο αν ικανοποιεί την εξίσωση

πTQ∗
∞π = 0

Μπορεί να δειχθεί ότι τα επίπεδα που ανήκουν στην Q∗
∞ είναι ακριβώς αυτά

που είναι εφαπτόμενα στην Ω∞. Συνεπώς η Q∗
∞ είναι πράγματι δυϊκή της

Ω∗
∞.

Στην συνέχεια θα μας απασχολήσουν δύο θέματα:

1. Πως μετασχηματίζονται οι οντότητες που μόλις ορίσαμε, όταν ο χώρος
μετασχηματίζεται προβολικά.

2. Πως προβάλλονται ( εικονίζονται ) οι οντότητες που ορίσαμε, στο επί-
πεδο της εικόνας.

Για την διερεύνηση των θεμάτων αυτών, παραθέτουμε τα επόμενα αποτελέ-
σματα, ορισμένα χωρίς απόδειξη

Αποτέλεσμα 1. Όταν δύο επίπεδα ( χώρος P 2 ) συνδέονται με ομογραφία H
δηλαδή

x′ = Hx

ισχύει η ακόλουθη σχέση μεταξύ των κωνικών των επιπέδων

C ′ = H−TCH

Αποτέλεσμα 2. Σε μετρικό σύστημα αναφοράς, το επίπεδο της εικόνας και το
επίπεδο στο άπειρο συνδέονται με την ομογραφία

H∞ = KR

Απόδειξη. Σε μετρικό σύστημα αναφοράς, τα σημεία του επιπέδου στο άπειρο
έχουν την παράσταση

XT =
(
X1 X2 X3 0

)
=

(
xT∞ 0

)
Συμβολίζοντας τον πίνακα προβολής της κάμερας ως

P =
[
KR a

]
Έχουμε x = PX = KRx∞
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Χρησιμοποιώντας τις προηγούμενες σχέσεις, μπορούμε τώρα να προσδιορί-
σουμε την εξίσωση της εικόνας της Ω∞, η οποία θυμίζουμε ότι είναι κωνική
στο επίπεδο στο άπειρο.

Αποτέλεσμα 3. Η εικόνα της Ω∞ δίνεται από την σχέση

ω∞ = K−TK−1

Απόδειξη. Από τον Ορισμό 1 της Ω∞ προκύπτει άμεσα ότι είναι η κωνική
C = I στο π∞. Με χρήση αυτής της μορφής της C στα Αποτελέσματα 1 και 2
προκύπτει το ζητούμενο.

Για να βρούμε την εικόνα της Q∗
∞, παραθέτουμε πρώτα την επόμενη σχέση

Αποτέλεσμα 4. Η προβολή της δυϊκής τετραγωνικής επιφάνειας Q∗ από τον
πίνακα προβολής P στο επίπεδο της εικόνας είναι η δυϊκή κωνική

C∗ = PQ∗P T

Με απλή εφαρμογή του προηγούμενου θεωρήματος στην εξίσωση της Q∗
∞

( Σχέση 5.1 ) έχουμε το επόμενο αποτέλεσμα

Αποτέλεσμα 5. Η Q∗
∞ προβάλλεται στο επίπεδο της εικόνας στην δυϊκή κωνική

ω∗
∞ = KKT

Στην συνέχεια, προσδιορίζουμε την επίδραση που έχει ο μετασχηματισμός
του χώρου με μια τρισδιάστατη 4× 4 ομογραφία H στις δυϊκές τετραγωνικές
επιφάνειες

Αποτέλεσμα 6. Έστω μετασχηματισμός του χώρου H:

X′ = HX

Τότε,οι δυϊκες τετραγωνικές επιφάνειες μετασχηματίζονται σύμφωνα με την
σχέση

Q∗′ = HQ∗HT

Επίσης, για ισχύει το ακόλουθο αποτέλεσμα για τις μήτρες προβολής P

Αποτέλεσμα 7. Ο μετασχηματισμός του χώρου με ομογραφία H, δηλαδή X′ =
HX, έχει ως αποτέλεσμα τον μετασχηματισμό των μητρών προβολής των καμε-
ρών σύμφωνα με την σχέση

P ′ = PH−1

Ακόμα, το ακόλουθο αποτέλεσμα αποδεικνύεται εύκολα

Αποτέλεσμα 8. Έστω μετασχηματισμός του χώρου όμοια με το Αποτέλεσμα 7.
Τότε, τα επίπεδα μετασχηματίζονται σύμφωνα με την σχέση

π′ = H−Tπ

Τα προηγούμενα αποτελέσματα μας επιτρέπουν να διατυπώσουμε τις βασι-
κές εξισώσεις για την βαθμονόμηση των καμερών και τον προσδιορισμό του
επιπέδου στο άπειρο π∞ της προβολικής ανακατασκευής.
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5.1.2 Εξισώσεις βαθμονόμησης

Δομή προβλήματος

Στην ενότητα αυτή θα περιγράψουμε την δομή του προβλήματος που θα αντι-
μετωπίσουμε.
Στο πρόβλημα θα θεωρήσουμε ότι έχουμε 2 κάμερες. Εφόσον δεν μας αφορά
η ένταξη των δύο αυτών όψεων σε κάποιο άλλο ( χωρικό ) σύστημα αναφο-
ράς, αλλά μόνο η σχετική θέση των δύο καμερών, τοποθετούμε το σύστημα
συντεταγμένων του χώρου στην θέση της πρώτης κάμερας και το προσανα-
τολίζουμε σύμφωνα με τον προσανατολισμό της πρώτης κάμερας.
Κατά συνέπεια, οι πίνακες προβολής των δύο καμερών θα δίνονται από τις
σχέσεις

P1 =
[
K1 0

]
P2 =

[
K2R t

]
Επίσης θεωρούμε ότι οι πίνακες βαθμονόμησηςKi των καμερών την ιδιαίτερα
απλή μορφή

K =

f 0 0
0 f 0
0 0 1


Παρατηρούμε ότι το εστιακό μήκος f είναι η μοναδική παράμετρος του πί-
νακα K. Η επιλογή αυτής της απλοποιημένης μορφής του πίνακα K είναι
δικαιολογημένη επαρκώς για την περίπτωση των σύγχρονων ψηφιακών φω-
τογραφικών μηχανών και εμφανίζεται συχνά στην βιβλιογραφία.

Διατύπωση εξισώσεων

Έστω ότι έχουμε στην διάθεση μας μια προβολική ανακατασκευή των καμε-
ρών, δηλαδή πίνακες καμερών PP1, PP2 αντίστοιχα οι οποίοι διαφέρουν από
τους πραγματικούς κατά ένα προβολικό μετασχηματισμό του τρισδιάστατου
χώρου,δηλαδή ισχύει ( βλ.Αποτέλεσμα 7 )

PM1 = PP1H

PM2 = PP2H
(5.2)

Στις προηγούμενες σχέσεις συμβολίζουμε με PMi την μήτρα προβολής της
κάμερας i στο μετρικό πλαίσιο αναφοράς και με PPi την μήτρα προβολής
της κάμερας i στο προβολικό πλαίσιο αναφοράς.
Χρησιμοποιώντας τo Αποτέλεσμα 4 την Σχέση 5.1 και την Σχέση 5.2, έχουμε
την επόμενη σχέση για τη εικόνα της Q∗

∞ στην εικόνα 2f22 0 0
0 f22 0
0 0 1

 = ω∗
2 = PP2HQ

∗
∞H

TP T
P2 (5.3)

Για να μπορέσουμε να κάνουμε χρήσιμες τις Σχέσεις 5.3, θα προσδιορίσουμε
πρώτα την μορφή της ομογραφίας H.
Θεωρούμε ότι η προβολική ανακατασκευή είναι στην λεγόμενη κανονική
μορφή, δηλαδή η μήτρα προβολής της κάμερας 1 έχει την μορφή

PP1 =
[
I 0

]
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Από τις Σχέσεις 5.2 έχουμε :

PM1 =
[
K1 0

]
(5.4)

PP1 =
[
I 0

]
⇐⇒ H =

[
K1 0
vT σ

]
όπου το διάνυσμα vT και η σταθερά σ δεν έχουν ακόμα προσδιοριστεί.
Αν αγνοήσουμε την κλίμακα της ανακατασκευής, μπορούμε να θέσουμε την
σταθερά σ = 1.
Οι απαραίτητες συνθήκες για τον πλήρη προσδιορισμό του H μπορούν να
ληφθούν από την θέση του επίπεδου στο άπειρο π∞. Από την Σχέση 5.2 και
το Αποτέλεσμα 7 έχουμε

XP = HXM (5.5)

Χρησιμοποιώντας τώρα την προηγούμενη Σχέση 5.5 και το Αποτέλεσμα 8
έχουμε

π∞,P = H−T

(
0
1

)
=

(
−K−T

1 v
1

)
Στην συνέχεια θα συμβολίζουμε, για ευκολία

π∞,P =

(
p
1

)
Συνεπώς, καταλήξαμε στην ακόλουθη μορφή για την ομογραφία H[

K1 0
−pTK1 1

]
(5.6)

Συμπερασματικά, η Σχέση 5.6 μας δίνει μια περιγραφή της ομογραφίας που
συνδέει την προβολική με την μετρική ανακατασκευή μέσω 4 παραμέτρων,
συγκεκριμένα την θέση του ( σωστού ) επιπέδου στο άπειρο π∞,P και του
εστιακού μήκους της κάμερας 1,f1. Οι σχέσεις αυτές δεν πρέπει να μας ξαφ-
νιάζουν, αφού η μετρική ανακατασκευή συνεπάγεται και την ανάκτηση των
αφινικών ιδιοτήτων του χώρου, γεγονός που προϋποθέτει τον ορθό προσδιο-
ρισμό του επιπέδου στο άπειρο.
Αντικαθιστούμε τώρα την περιγραφή τηςH ( από την Σχέση 5.6 ) στις αρχικές
εξισώσεις μας (5.3) και χρησιμοποιούμε την μορφή της Q∗

∞ για να πάρουμε

ω∗
2 = PP2

[
K1K

T
1 −K1K

T
1 p

−pTK1K
T
1 pTK1K

T
1 p

]
P T
P2 (5.7)

Από την επίλυση των ( μη-γραμμικών ως προς τους 5 αγνώστους ) Εξισώ-
σεων 5.7, προσδιορίζουμε την μετρική ανακατασκευή της γεωμετρίας του
χώρου.
Κατ'αρχάς, παρατηρούμε ότι ( από τον ορισμό της ) η ω∗

∞ έχει συμμετρική πε-
ριγραφή, και ότι η κλιμάκωση της περιγραφής κατά μία σταθερά δεν επηρε-
άζει τις ιδιότητες της ( είναι ομογενής ποσότητα ). Συνεπώς από τα 9 στοιχεία
της μήτρας που περιγράφει την ω∗

2, μπορούμε να έχουμε έως 5 ανεξάρτητες
εξισώσεις, όσοι δηλαδή και οι άγνωστοι μας.
Λόγω της συμμετρίας του Συστήματος 5.3, μπορούμε να σχηματίσουμε 6
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διαφορετικές εξισώσεις. Αυτές είναι:

ω∗
2(1, 1) = f22 = f21 p

2
1p

2
14 + f21 p

2
14p

2
2 − 2 f21 p1p11p14 − 2 f21 p12p14p2 + f21 p

2
11 + f21 p

2
12 +

p214p
2
3 − 2 p13p14p3 + p213

ω∗
2(1, 2) = 0 = p14p24p

2
3 − (p13p24 + p14p23)p3 −

(
f21 p14p2 − f21 p12

)
p22−(

f21 p1p14 − f21 p11
)
p21 +

(
f21 p

2
1p14 + f21 p14p

2
2 − f21 p1p11 − f21 p12p2

)
p24 + p13p23

ω∗
2(1, 3) = 0 = −(p14p3 − p13)p33 −

(
f21 p14p2 − f21 p12

)
p32 −

(
f21 p1p14 − f21 p11

)
p31+(

f21 p
2
1p14 + f21 p14p

2
2 − f21 p1p11 − f21 p12p2 + p14p

2
3 − p13p3

)
p34

ω∗
2(2, 2) = f22 = f21 p

2
21 + f21 p

2
22 + p224p

2
3 +

(
f21 p

2
1 + f21 p

2
2

)
p224 − 2 p23p24p3−

2
(
f21 p1p21 + f21 p2p22

)
p24 + p223

ω∗
2(2, 3) = 0 = −(p24p3 − p23)p33 −

(
f21 p2p24 − f21 p22

)
p32 −

(
f21 p1p24 − f21 p21

)
p31−(

f21 p1p21 + f21 p2p22 − p24p23 −
(
f21 p

2
1 + f21 p

2
2

)
p24 + p23p3

)
p34

ω∗
2(3, 3) = 1 = f21 p

2
31+f

2
1 p

2
32+

(
f21 p

2
1 + f21 p

2
2 + p23

)
p234−2

(
f21 p1p31 + f21 p2p32 + p3p33

)
p34+

p233

Στις προηγούμενες εξισώσεις, αντικαταστήσαμε τον πίνακα PP2 μεp11 p12 p13 p14
p21 p22 p23 p24
p31 p32 p33 p34


Παρατηρώντας τις εξισώσεις αυτές ( καλύτερα από την γραφή τους στην μορφή 5.7 ),
διαπιστώνουμε ότι μπορούμε να ομαδοποιήσουμε τους αγνώστους στα εξής
συμπλέγματα

xo =



f21
f22

f21 p
2
1 + f21 p

2
2 + p23

p3
f21 p1
f21 p2

 (5.8)

Αναδιατάσσοντας το σύστημα των εξισώσεων ( και εκτελώντας και μια ασήμα-
ντη αναδιάταξη της σειράς τους ) παίρνουμε το γραμμικό σύστημα ως προς
το διάνυσμα των "αγνώστων" xo:

p221 + p222 −1 p224 −2 p23p24 −2 p21p24 −2 p22p24 −p223
p21p31 + p22p32 0 p24p34 −p23p34 − p24p33 −p21p34 − p24p31 −p22p34 − p24p32 −p23p33

p231 + p232 0 p234 −2 p33p34 −2 p31p34 −2 p32p34 −p233 + 1
p211 + p212 −1 p214 −2 p13p14 −2 p11p14 −2 p12p14 −p213

p11p21 + p12p22 0 p14p24 −p13p24 − p14p23 −p11p24 − p14p21 −p12p24 − p14p22 −p13p23
p11p31 + p12p32 0 p14p34 −p13p34 − p14p33 −p11p34 − p14p31 −p12p34 − p14p32 −p13p33

 (5.9)

Όπου στην Εξίσωση 5.9 έχουμε δώσει τον επαυξημένο πίνακα

[A|b]
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του γραμμικού συστήματος
Axo = b (5.10)

Υπενθυμίζουμε ότι από τις 6 εξισώσεις του Συστήματος 5.9, μόνο οι 5 μπορεί
να είναι γραμμικώς ανεξάρτητες. Όπως ήδη αναφέραμε, οι βαθμοί ελευθε-
ρίας της μήτρας ω∗

2 είναι 5 και συνεπώς οι εξισώσεις ήταν εξαρχής εξαρτημέ-
νες, γεγονός που φυσικά δεν μπορεί να μεταβληθεί με αναδιάταξη των όρων
των εξισώσεων. Το γεγονός αυτό μπορεί να ελεγχθεί και με τον υπολογισμό
της ορίζουσας του πίνακα A που δίδεται, που προκύπτει ταυτοτικά 0. Εφό-
σον όμως δεν ισχύει το ίδιο για όλες τις 6× 6 υποορίζουσες του επαυξημένου
πίνακα, το σύστημα μπορεί να είναι μη-επιλύσιμο. Θα επιστρέψουμε στο
θέμα αυτό και στην επίδραση της κλιμάκωσης, σε επόμενη Eνότητα ( Ενό-
τητα 5.2.1 ).
Συνεπώς, παρουσιάσαμε ένα γραμμικό σύστημα 5 ( στην ευνοϊκότερη περί-
πτωση ) γραμμικώς ανεξάρτητων εξισώσεων σε 6 μη-γραμμικά συμπλέγματα
των 5 αγνώστων μας. Παρότι ένα γραμμικό σύστημα 5× 6 στην γενική περί-
πτωση δεν έχει μοναδική λύση, το γεγονός ότι έχουμε δευτεροβάθμια πολυώ-
νυμα των 5 υπό προσδιορισμό παραμέτρων, δίνει τις επιπλέον απαραίτητες
σχέσεις για να περιορίσουμε τον αριθμό των λύσεων, όπως θα δούμε σύντομα.

Θετικά στοιχεία της διατύπωσης του προβλήματος

Στο σημείο αυτό θα τονίσουμε κάποιες θετικές ιδιότητες της λύσης του προ-
βλήματος της μετρικής αναβάθμισης της ανακατασκευής, μέσω των εξισώ-
σεων που προτείνουμε.
Άλλες μέθοδοι που έχουν προταθεί κατά το παρελθόν, θέτουν πιο χαλαρούς
περιορισμούς και δεν λαμβάνουν υπόψιν ιδιότητες, όπως για παράδειγμα ότι
η Q∗

∞ είναι εκφυλισμένη τετραγωνική επιφάνεια ( ο πίνακας περιγραφής της
έχει rank 3 ). Αν και η εξαγωγή των ιδιοτήτων αυτών είναι σχετικά τετριμμένη,
πιστεύουμε ότι αξίζει να τις συγκεντρώσουμε. Στην συνέχεια αναλύουμε κά-
ποιες από αυτές τις ιδιότητες.
Αρχικά, οι λύσεις του Συστήματος 5.9, οι οποίες ικανοποιούν επιπλέον και
τις μη-γραμμικές σχέσεις μεταξύ των συντεταγμένων του xo, είναι και λύσεις
του αρχικού Συστήματος 5.7. Κάνοντας χρήση του Αποτελέσματος 6 παρα-
τηρούμε ότι η εξίσωση

HQ∗
∞H

T

δίνει την δυϊκή τετραγωνική επιφάνεια της απόλυτης κωνικής στο προβολικό
σύστημα αναφοράς. Η σχέση αυτή, δίνεται σε πιο βολική μορφή μετά την
αντικατάσταση του H στην Εξίσωση 5.7. Δια απλής επισκοπήσεως, διαπι-
στώνουμε ότι το

(
πT∞,P 1

)T
είναι πράγματι το μηδενοδιάνυσμα της μήτρας

αυτής, όπως απαιτείται.
Ακόμα, η μήτρα HQ∗

∞H
T έχει rank 3, όπως εύκολα διαπιστώνεται από τον

μη εκφυλισμένο μηδενοχώρο ( στον οποίο ανήκει το π∞,P ) και την 3 × 3 μη
μηδενική υποορίζουσα του H(1 : 3, 1 : 3) = K1K

T
1 . Το ίδιο αποτέλεσμα μπο-

ρεί να ληφθεί και χρησιμοποιώντας το γνωστό από την γραμμική άλγεβρα
λήμμα ∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣ = ∣∣AD −BC∣∣ όταν CD = DC

Επίσης, ένα κοινό πρόβλημα που παρουσιάζεται, αφορά τον περιορισμό της
θετικά ημιορισμένης ω∗

i . Όταν η συνθήκη αυτή δεν ικανοποιείται, δεν είναι
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δυνατόν να γίνει αποσύνθεση Cholesky της μήτρας ω∗
i = KiK

T
i για να ανα-

κτηθεί η μήτραK. Με τον τρόπο που διατυπώσαμε το πρόβλημα, το ελάττωμα
αυτό δεν εμφανίζεται. Παρόμοια, η διαγώνια μορφή των μητρών Ki επιβάλ-
λεται.

Γραφή των εξισώσεων με γινόμενα μητρών

Στην ενότητα αυτή θα γράψουμε τις εξισώσεις του Συστήματος 5.9 ως γινό-
μενα μητρών, γεγονός που βοηθάει στην καλύτερη εποπτεία των εξισώσεων
αυτών και εξυπηρετεί σε κάποια σημεία τον αλγεβρικό χειρισμό των εξισώ-
σεων. Από την γραφή αυτή παραλείπουμε την στήλη του πίνακα που αντι-
στοιχεί στην μεταβλητή f2, γιατί είναι σταθερή ( ανεξάρτητη της μήτρας P )
και δυσχεραίνει την διατύπωση.
Αρχικά παρατηρούμε την εξής σχέση, μεταξύ των στοιχείων της ω∗

2 και των
στοιχείων της μήτρας PP2

ω∗
2(i, j) = P T

i HQ
∗
∞H

TPj (5.11)

Στην προηγούμενη Σχέση (5.11), χρησιμοποιήσαμε τον συμβολισμό

Pi : Το διάνυσμα στήλη που προκύπτει από την i γραμμή του πίνακα PP2

Κάνοντας μερικές ακόμα παρατηρήσεις, θα γράψουμε ως γινόμενο μητρών
τον πίνακα

Ar = A(1 : 5, {1, 3, 4, 5, 6}) οι πρώτες 5 γραμμές του πίνακα A,

χωρίς την σταθερή δεύτερη στήλη

όπου ο πίνακας A δίνεται στην Σχέση 5.10.
Από την μορφή του πίνακαHQ∗

∞H
T ,όπως αυτή είναι φανερή στην Εξίσωση 5.7,

καταλήγουμε στην ακόλουθη γραφή

Ar = diag(P T
2 , P

T
2 , P

T
3 , P

T
1 , P

T
1 )·diag(Q1−5, Q1−5, Q1−5, Q1−5, Q1−5)·


D2

D3

D3

D1

D2

 = CQD

(5.12)
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όπου

Q1−5 =
[
Q1 Q2 Q3 Q4 Q5

]
Q1 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



Q2 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1



Q3 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0



Q4 =


0 0 0 −1
0 0 0 0
0 0 0 0
−1 0 0 0



Q5 =


0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 0 0
0 −1 0 0


Di = diag(Pi, Pi, Pi, Pi, Pi)

Η μορφή αυτή των εξισώσεων, μας παρέχει ένα συστηματικό τρόπο να εξά-
γουμε συνθήκες για το rank του πίνακα Ar.
Συγκεκριμένα, λαμβάνοντας υπόψιν ότι

• Ο πίνακας P έχει πάντα rank 3

• Την γνωστή από την γραμμική άλγεβρα ανισότητα

rank(AB) ≤max(rank(A), rank(B))

• την μορφή των Qi και των C,D

μπορούμε να εξάγουμε συμπεράσματα για τα rank(CQ), rank(QD) και κατά
συνέπεια για το rank(CQD) = rank(Ar).
Αρχικά, εξετάζουμε το γινόμενο AC. Η μήτρα που προκύπτει από αυτόν τον
πολλαπλασιασμό, έχει για στήλες 5−διανύσματα που προκύπτουν ως γραμ-
μικοί συνδυασμοί ( με σταθμά τα στοιχεία των στηλών του πίνακα Q ) των
στηλών της μήτρας A.
Δύο βολικές ιδιότητες των μητρών C,Q, συγκεκριμένα

• Οι στήλες του C είναι πολλαπλάσια των διανυσμάτων ei της ορθοκανο-
νικής βάσης I5

• Κανένα Qi δεν έχει δύο μη-μηδενικά στοιχεία σε κάποια στήλη του

μας επιτρέπουν την εξαγωγή απλών ( ως παράσταση των στοιχείων της μή-
τρας P ) ικανών και αναγκαίων συνθηκών που εξασφαλίζουν ότι το γινόμενο
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CQ έχει rank 5. Οι συνθήκες όμως αυτές ικανοποιούνται ταυτοτικά, από την
συνθήκη rank(P ) = 3, και συνεπώς δεν προσφέρουν επιπλέον πληροφορία
για το πρόβλημα.
Αντίστοιχα ( με ένα μη αυστηρό τρόπο δυϊκά ), μπορούμε να εξετάσουμε το
γινόμενo QD σαν γραμμικό συνδυασμό των γραμμών του D με σταθμά τις
εγγραφές των γραμμών του Q. Ουσιαστικά η ανάλυση είναι ίδια με πριν,
εφόσον νοητικά κάνουμε την αντιστοιχία γραμμές ↔ στήλες. Καταλήγουμε
έτσι στο επόμενο Αποτέλεσμα

Αποτέλεσμα 9. Όταν η σχετική θέση των καμερών 1, 2 είναι καθαρή περι-
στροφή ( μηδενική μετατόπιση ), ο πίνακας Ar χάνει rank

Το Αποτέλεσμα 9, είναι αναμενόμενο, αφού αφινικές ιδιότητες του χώρου
( δηλαδή το επίπεδο στο άπειρο ), δεν μπορούν να ανακτηθούν στην περί-
πτωση της καθαρά περιστροφικής κίνησης. Όμως, το εστιακό βάθος μπορεί
να ανακτηθεί.
Δυστυχώς, η ανάλυση δεν μπορεί να επεκταθεί στο γινόμενο (CQ)D ή C(QD),
γιατί η ιδιαίτερη δομή των παραγόντων του γινομένου χάνεται και δεν δύ-
ναται να εξαχθούν απλές και άμεσες συνθήκες που συνδέουν το rank του
γινομένου με τα στοιχεία της μήτρας P .
Συνεπώς, τονίζουμε ότι η ανάλυση μας δεν ήταν εξαντλητική, όσον αφορά
το γινόμενο Ar = CQD. Ενδεχομένως, υφίστανται και άλλες εκφυλισμένες
διατάξεις.

5.1.3 Επίλυση των εξισώσεων και σχέσεις των λύσεων
Λύνουμε το Σύστημα 5.10, από το οποίο έχουμε κρατήσει 5 μόνο από τις
εξισώσεις του. Θα το συμβολίζουμε

A5xo = b5 (5.13)

Με την προϋπόθεση ότι το Σύστημα 5.10 δεν είναι αδύνατο, δεν έχει σημασία
ποίες εξισώσεις θα κρατήσουμε, αφού όπως προαναφέραμε ο πίνακας A έχει,
στην γενική περίπτωση, rank 5. Στα επόμενα υποθέτουμε ότι rank(A) = 5 και
ότι το Σύστημα 5.10 είναι επιλύσιμο.
Εφαρμόζουμε απαλοιφή Gauss στο Σύστημα 5.13 και το φέρνουμε στην
μορφή 

1 0 0 0 0 0 b1
0 1 0 0 0 0 b2
0 0 1 0 0 0 b3
0 0 0 1 0 c b4
0 0 0 0 1 d b5

 (5.14)

όπου στην Σχέση 5.14 δώσαμε τον επαυξημένο πίνακα που προκύπτει μετά
την εφαρμογή απαλοιφής Gauss. Για την εξαγωγή της μορφής αυτής, θα
κάνουμε μια σύντομη απόδειξη.
Καταρχάς, για τα στοιχεία της μήτρας του επαυξημένου Συστήματος 5.14
κάνουμε την ακόλουθη κατανομή σε 3 κατηγορίες:

1. Τα στοιχεία που γράψαμε με την συνήθη ( μαύρη ) γραμματοσειρά,
προκύπτουν όπως δίνονται, για κάθε 5 × 7 μήτρα στην οποία έχουμε
εφαρμόσει απαλοιφή Gauss. Είναι δηλαδή γενικό αποτέλεσμα, και δεν
σχετίζεται με την ιδιαίτερη δομή του προβλήματος.
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2. Τα στοιχεία που γράψαμε με πράσινη γραμματοσειρά, έχουν τις δο-
σμένες τιμές λόγω της ιδιαίτερης δομής των εξισώσεων που χρησιμο-
ποιούμε. Θα αποδείξουμε αρχικά αυτό το αποτέλεσμα.

3. Τέλος, το στοιχείο που γράψαμε με την κυανή γραμματοσειρά, έχει την
δοσμένη τιμή όταν ο πίνακας προβολής P είναι μέλος του κανονικού
ζευγαριού καμερών του προβλήματος, δηλαδή

{
[
I 0

]
,
[
[a]xF a

]
} (5.15)

όπου F ο Θεμελιώδης πίνακας που αντιστοιχεί στο πρόβλημα και a το
αριστερό μηδενοδιάνυσμα του F , δηλαδή

F Ta = 0

Σε αυτή την περίπτωση, το 3 × 3 αριστερό μπλοκ του πίνακα P έχει
rank 2, επομένως τα διανύσματα γραμμές του είναι γραμμικώς εξαρ-
τημένα. Η τελευταία αυτή ιδιότητα, είναι απαραίτητη για την απόδειξη
του συγκεκριμένου αποτελέσματος.

Συμβολίζουμε επίσης με
Pγi

το διάνυσμα-γραμμή που παίρνουμε από την i γραμμή του πίνακα [a]xF .
Για το Σύστημα 5.13, θα υποθέσουμε ότι έχουμε κρατήσει τις Εξισώσεις
1, 2, 6, 4, 5 του Συστήματος 5.10 ( Συμβολίζουμε Apr ). Κρατήσαμε δηλαδή
τις 5 πρώτες Εξισώσεις του συστήματος, αντικαθιστώντας την 3η εξίσωση με
την 6η. Η κίνηση αυτή θα δικαιολογηθεί επαρκώς στις επόμενες Ενότητες της
ανάλυσης. Επίσης, η περίπτωση αυτή επαρκεί για τις ανάγκες μας, γεγονός
στο οποίο θα στηριχθούμε προκειμένου να μην επεκταθούμε περισσότερο.
Επίσης, αποκλειστικά για λόγους απλοποίησης του συμβολισμού και χω-
ρίς άλλη επίπτωση, αναδιατάσσουμε τους όρους του διανύσματος αγνώστων
( Σχέση 5.8 ). Συγκεκριμένα γράφουμε το διάνυσμα των αγνώστων ως

x =



f21
f22

f21 p
2
1 + f21 p

2
2 + p23

f21 p1
f21 p2
p3


και κατά συνέπεια αντιμεταθέτουμε τις στήλες

4↔ 6

της μήτρας του συστήματος ( Εξίσωση 5.10 ).
Αρχικά, παρατηρούμε την δομή της μήτρας Apr και με την εισαγωγή κατάλ-
ληλου, βολικού, συμβολισμού, την γράφουμε ως

r1 ϕ11P
γ
2 ψ1

r2 ϕ12P
γ
2 + ϕ22P

γ
3 ψ2

r3 ϕ13P
γ
1 + ϕ23P

γ
3 ψ3

r4 ϕ14P
γ
1 ψ4

r5 ϕ15P
γ
1 + ϕ25P

γ
2 ψ5

 (5.16)

Στην προηγούμενη μήτρα, έχουμε:
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1. ri: 1×3 διανύσματα. Δεν παρουσιάζουν κάποιες ειδικές σχέσεις μεταξύ
τους και για αυτό δεν θα μας απασχολήσουν στην απόδειξη.

2. Κατάλληλες σταθερές ϕij. Στην πραγματικότητα είναι στοιχεία της τέ-
ταρτης στήλης του P , το γεγονός αυτό όμως δεν επηρεάζει την εξαγωγή
των αποτελεσμάτων.

3. Τα στοιχεία της τελευταίας στήλης του συστήματος Apr, τα συμβολί-
ζουμε με τις σταθερές ψi, καθώς ξανά δεν παρουσιάζουν ιδιαίτερη δομή.

Το σκεπτικό της απόδειξης που δίνουμε, είναι να μηδενίσουμε τα στοιχεία
του πίνακα Apr που βρίσκονται στις γραμμές 1 − 3 και στήλες 4 − 6. Ασχο-
λούμαστε δηλαδή με το τμήμα της μήτρας Apr του οποίου την δομή κατα-
στήσαμε σαφή ( Σχέση 5.16 ), και συγκεκριμένα τις τρεις πρώτες γραμμές
του τμήματος αυτού. Αν στην συνέχεια εφαρμόσουμε απαλοιφή Gauss στον
πίνακα που προκύπτει, θα λάβουμε την επιθυμητή μορφή που δίνεται στην
Σχέση 5.14.
Προχωράμε λοιπόν, στον μηδενισμό των δύο πρώτων γραμμών, ισοδύναμα
δηλαδή στην Απόδειξη που αφορά τα πράσινα στοιχεία. Συμβολίζοντας με ei
την i γραμμή του πίνακα Apr, εκτελώντας γραμμοπράξεις καταλήγουμε στο
ζητούμενο. Για παράδειγμα, μια πιθανή ακολουθία γραμμοπράξεων είναι:

e5 ← e5 + α1e4
e1 ← e1 + α2e5
e2 ← e2 + α3e5
e3 ← e3 + α4e4
e2 ← e2 + α5e3

η οποία οδηγεί στην ακόλουθη μορφή για τις δύο πρώτες γραμμές της μήτρας
Apr [

r′1 0 ψ′
1

r′2 0 ψ′
2

]
Τώρα με την επιπλέον υπόθεση για τον πίνακα P , μπορούμε να γράψουμε

Pγ3 = d1P
γ
1 + d2P

γ
2

και αντίστοιχα, με κατάλληλες γραμμοπράξεις να καταλήξουμε στην ακό-
λουθη μορφή για τις τρεις πρώτες γραμμές του πίνακα Apr:r′1 0 ψ′

1

r′2 0 ψ′
2

r′3 0 ψ′
3


Στην συνέχεια, εφαρμογή απαλοιφής Gauss στην ισοδύναμη μορφή της μή-
τρας Apr στην οποία καταλήξαμε, δίνει το σύστημα της Σχέσης 5.14.
Για να γίνουν εμφανείς οι σχέσεις των μεταβλητών, ξαναγράφουμε το Σύ-
στημα 5.14

f21 = b1 (5.17)

f22 = b2 (5.18)

f21 p
2
1 + f21 p

2
2 + p23 = b3 (5.19)

p3 + cf21 p2 = b4 (5.20)

f21 p1 + df21 p1 = b5 (5.21)
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Ένας τρόπος επίλυσης είναι, να λύσουμε τις Σχέσεις 5.21,5.20 ως προς p1
και p3 αντίστοιχα, και να αντικαταστήσουμε τις τιμές αυτές στην Σχέση 5.19.
Με αυτόν τον τρόπο προκύπτει μια τετραγωνική εξίσωση στο p2 με γνωστούς
συντελεστές, αφού το f21 μπορεί να αντικατασταθεί από την Σχέση 5.17. Λαμ-
βάνουμε έτσι δύο λύσεις

x1o =
(
b1 b2 b3 p3 f21 p1 f21 p2

)T
x2o =

(
b1 b2 b3 p′3 f21 p

′
1 f21 p

′
2

)T (5.22)

Σημειώνουμε ότι τα f1, f2 προσδιορίζονται μοναδικά, αφού ορίζονται ως θε-
τικές ποσότητες.

Γεωμετρική ερμηνεία των λύσεων

Για να ερμηνεύσουμε γεωμετρικά τις λύσεις, παρατηρούμε αρχικά από τις
Σχέσεις 5.22,5.20 ότι

f21 p
2
1 + f22 p

2
2 + p23 = f21 p

2
1
′
+ f22 p

2
2
′
+ p23

′
= b3 (5.23)

Ερμηνεύουμε τις Εξισώσεις 5.19,5.20,5.21,5.23 ως περιορισμούς στον τρισ-
διάστατο χώρο, από τους οποίους προκύπτει η λύση των εξισώσεων μας. Έτσι
έχουμε

• Αν θεωρήσουμε το τρισδιάστατο διάνυσμα αγνώστων
(
f1p1 f1p2 p3

)T
=

v⃗ η Εξίσωση 5.23 γράφεται

∥v⃗∥ = r2

και παριστά σφαίρα με κέντρο την αρχή των αξόνων.

• Αν θεωρήσουμε τρισδιάστατο διάνυσμα αγνώστων
(
p1 p2 p3

)T ≡ m⃗, η
Εξίσωση 5.23 παριστά ελλειψοειδές με δύο ίσους άξονες, αφού οι συ-
ντελεστές των δευτεροβάθμιων όρων είναι θετικοί και ίσοι για τα p1, p2.

H θεώρηση του διανύσματος v⃗ δίνει απλούστερη επιφάνεια, το διάνυσμα m⃗
όμως είναι στενότερα συνδεδεμένο με την γεωμετρία του προβλήματος, γιατί
π∞,P =

(
pT 1

)T , δηλαδή τo διάνυσμα m⃗ έχει την ίδια διεύθυνση με το κάθετο
διάνυσμα του π∞ στο προβολικό σύστημα συντεταγμένων.
Οι Εξισώσεις 5.20,5.21 μπορούν να ερμηνευθούν ως εξισώσεις επιπέδων.
Συνεπώς οι λύσεις ( v⃗ και m⃗ αντίστοιχα ) παριστάνουν την τομή μιας δευ-
τεροβάθμιας επιφάνειας τοποθετημένη στην αρχή των αξόνων ( σφαίρας και
ελλειψοειδούς αντίστοιχα ) και δύο επιπέδων που δεν διέρχονται από την
αρχή των αξόνων.
Αν θεωρήσουμε την παράσταση με το διάνυσμα v⃗, μπορούμε να δώσουμε
και άλλη γεωμετρική ερμηνεία στις Εξισώσεις 5.20,5.21. Χρησιμοποιώντας
τις σχέσεις

a⃗ · b⃗ = ∥a⃗∥ · ∥⃗b∥ cos θ
∥v⃗∥ = ∥v⃗′∥

γίνεται εμφανές ότι οι λύσεις v⃗, v⃗′ πρέπει να σχηματίζουν ίδια οξεία γω-
νία με τα διανύσματα που προκύπτουν από τους συντελεστές των Εξισώ-
σεων 5.20,5.21.
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Οι παραπάνω ερμηνείες, πέρα από μια γεωμετρική αίσθηση του προβλή-
ματος, μας παρέχουν και σημαντικές κατευθύνσεις. Συγκεκριμένα, υποδει-
κνύουν ότι δεν υπάρχει μια απλή γεωμετρική σχέση μεταξύ των διανυσμάτων
v⃗, m⃗ που να ισχύει ανεξάρτητα από τις παραμέτρους του προβλήματος, δη-
λαδή ανεξάρτητα από τα στοιχεία του πίνακα PP2 και να μας επιτρέπει να
επιλέξουμε μία από τις δύο λύσεις, βάσει γεωμετρικών επιχειρημάτων.
Συνεπώς, γεωμετρικές σχέσεις θα πρέπει να αναζητηθούν σε οντότητες πα-
ράγωγες της Λύσης 5.22 και όχι κατευθείαν σε αυτήν.

Σχέσεις των ανακτώμενων ανακατασκευών.Επιλογή σωστής λύσης.

Στην Ενότητα αυτή, θα αναλύσουμε την σχετική θέση των ανακατασκευών
που προκύπτουν από τις δύο λύσεις 5.22 και θα παρουσιάσουμε έναν τρόπο
να αρθεί η αμφισημία, καταλήγοντας σε μοναδική λύση.
Ξεκινάμε διατυπώνοντας το προς απόδειξη Θεώρημα

Θεώρημα 1. Έστω
{P 1

m1, P
1
m2}, {P 2

m1, P
2
m2}

οι "μετρικές" ανακατασκευές που προκύπτουν από τις λύσεις 5.22. Τότε οι κά-
μερες P 1

m2, P
2
m2 έχουν τοποθετηθεί σε θέσεις κατοπτρικές ως προς την αρχή των

αξόνων ( θέση της P 1,2
m1 ) δηλαδή:

Τα κέντρα προβολής C1m2,C
2
m2 ικανοποιούν την σχέση

C1m2 = −C2m2 (5.24)

Επιπλέον, ισχύουν και οι επόμενες ιδιότητες

Θεώρημα 2. Στο παγκόσμιο σύστημα συντεταγμένων, στο οποίο η κάμερα 1
βρίσκεται στην αρχή των αξόνων και είναι προσανατολισμένη στον άξονα z,
Θεωρούμε τις διευθύνσεις προσανατολισμού v1m2, v

2
m2 των καμερών P

1
m2, P

2
m2

και τα διανύσματα θέσης C1m2,C
2
m2 των αντίστοιχων κέντρων προβολής. Τότε

τα C1m2,C
2
m2 είναι οι διχοτόμοι των 2 γωνιών που σχηματίζουν τα διανύσματα

v1m2, v
2
m2 στο επίπεδο που ορίζουν. Έχουμε δηλαδή

C1m2, v
1
m2 = C1m2, v

2
m2 (5.25)

C2m2, v
1
m2 = C2m2, v

2
m2 (5.26)

Εύκολα, χρησιμοποιώντας τα προηγούμενα Θεωρήματα 1,2, προκύπτει και
η επόμενη σχέση

C1m2, v
j
m2 + C2m2, v

j
m2 = 180◦ (5.27)

Χρησιμοποιώντας τα Θεωρήματα 1,2, μπορούμε να διαχωρίσουμε την σωστή
από την λάθος λύση απαιτώντας τα σημεία του χώρου που είναι ορατά από
μια κάμερα, να βρίσκονται μπροστά από αυτή.

Πόρισμα 1. Η σωστή από τις λύσεις 5.22 μπορεί να επιλεγεί, από τον περιορι-
σμό τα σημεία που είναι ορατά από την κάμερα 2, Pm2, να είναι μπροστά από
αυτήν.

Ξεκινάμε την απόδειξη των Θεωρημάτων 1,2 παραθέτοντας κάποια γνωστά
Αποτελέσματα.

Αποτέλεσμα 10. Έστω πίνακας προβολής P . Το σχετικό κέντρο προβολής CP
δεν έχει εικόνα, δηλαδή προβάλλεται στο σημείο 0. Ισοδύναμα, το κέντρο προ-
βολής CP =

(
CT 1

)T είναι το δεξί μηδενοδιάνυσμα του πίνακα P .
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Σχήμα 5.1: Παρουσιάζουμε σχηματικά τα Θεωρήματα 1,2. Στο γράφημα,
απεικονίζεται το κέντρο προβολής ( C1,C2 ) και η κατεύθυνση προσανα-
τολισμού( v1, v2 ), για κάθε μία από τις λύσεις 5.22. Χρησιμοποιούμε το
ροζ χρώμα για την απεικόνιση των στοιχείων της λύσεως 1 και το κόκκινο
χρώμα αντίστοιχα για την λύση 2. Απεικονίζουμε ακόμα το κοινό επίπεδο
των C1,C2, v1, v2 καθώς και τις γωνίες

v1,C1 ≡ ϵ = δ ≡ v2,C1
v1,C2 ≡ ζ = η ≡ v2,C2

Για την παραγωγή του γραφήματος, αρχικοποιήσαμε τις κάμερες 1, 2 σε τυ-
χαία διάταξη στον χώρο, επιλύσαμε το σύστημα που έχουμε διατυπώσει και
απεικονίσαμε τα δεδομένα των λύσεων 5.22 που προέκυψαν.

Απόρροια του προηγούμενου Αποτελέσματος, είναι και το επόμενο:

Αποτέλεσμα 11. Έστω πίνακας προβολής P . Ο P αποσυντίθεται ως

P =
[
KR −KRC

]
όπου C η μη-ομογενής παράσταση του κέντρου προβολής καιK,R ως συνήθως.

Τα προηγούμενα Αποτελέσματα 10 και 11 μας επιτρέπουν να προσδιορί-
σουμε την θέση C της κάμερας. Τα συμπληρώνουμε με το επόμενο που μας
δίνει τον προσανατολισμό της.

Αποτέλεσμα 12. Έστω πίνακας προβολής

P =
[
M p

]
Συμβολίζουμε με το διάνυσμα mT3 την τρίτη γραμμή του πίνακα M .
Το διάνυσμα

v = detMm3

έχει την διεύθυνση του πρωτεύοντος άξονα του P και κατεύθυνση προς τον
χώρο μπροστά από την κάμερα P .

Συμπληρώνουμε τα προηγούμενα, με δύο λήμματα που χαρακτηρίζουν τους
πίνακες των μετρικών ανακατασκευών P 1

m2, P
2
m2 που λαμβάνουμε από τις λύ-

σεις 5.22.
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Λήμμα 1. Έστω
P 1
m2 =

[
K1

2R
1 a1

]
P 2
m2 =

[
K2

2R
2 a2

]
οι πίνακες προβολής για την κάμερα 2 που λαμβάνουμε από τις λύσεις 5.22.
Τότε ισχύει

a1 = a2 = a

Απόδειξη. Λαμβάνοντας υπόψιν:

1. Την μορφή της ομογραφίας 5.6

2. Την σχέση P i
m2 = PP2H

i ( Σχέση 5.2 ),όπου H i η ομογραφία που λαμ-
βάνουμε αντικαθιστώντας την αντίστοιχη Λύση 5.22

Το λήμμα προκύπτει άμεσα

Λήμμα 2. Έστω P 1
m2, P

2
m2 όπως στο Λήμμα 1. Ισχύει:

K1
2R

1
2 −K2

2R
2
2 = anT (5.28)

με n κατάλληλο διάνυσμα.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι παρόμοια με αυτήν του Λήμματος 1, χρησιμο-
ποιώντας τις ίδιες σχέσεις, το Λήμμα 1 και την παρατήρηση ότι οι ομογραφίες
H i που αναφέρουμε στην απόδειξη του Λήμματος 1 διαφέρουν μόνο στα δια-
νύσματα v ( Βλ.5.6 ).

Ακόμα, σημειώνουμε για λόγους πληρότητας, ότι το Λήμμα 2 είναι συνέπεια
ενός γενικότερου αποτελέσματος και δεν εξαρτάται από την μορφή των λύ-
σεων 5.22. Σκιαγραφούμε την παραγωγή αυτού του αποτελέσματος χωρίς να
μπούμε σε λεπτομέρειες. Οι παρατηρήσεις που χρειαζόμαστε είναι:

1. Οι ανακατασκευές P i
m2 έχουν κοινή τέταρτη στήλη ai = a. Αυτό εξασφα-

λίζεται από την επιλογή κοινής κλίμακας στις ομογραφίεςH i,H i(4, 4) =
Hj(4, 4).

2. Είναι φανερό ότι ο θεμελιώδης πίνακας F της προβολικής ανακατα-
σκευής ( σε κανονική μορφή ) αντιστοιχεί και στις μετρικές ανακατα-
σκευές P 1,2

m . Δείχνεται εύκολα από την απαίτηση η ποσότητα P T
P1FPP2

να είναι αντισυμμετρική και πολλαπλασιάζοντας την με τις αντίστροφες
ομογραφίες των H i.

3. Η υπόλοιπη διαδικασία είναι παρόμοια με την απόδειξη του Θεωρή-
ματος 9.10 του [90].

Στην συνέχεια, παράγουμε τα επιχειρήματα που οδηγούν στην Απόδειξη του
Θεωρήματος 1

Λήμμα 3. Για τις ανακατασκευές P 1
m2 =

[
P1 a

]
, P 2

m2 =
[
P2 a

]
ισχύει

detP1 = ±detP2 (5.29)
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Απόδειξη. Οι μήτρες P 1
m2, P

2
m2 είναι λύσεις του Συστήματος 5.7. Συνεπώς, θα

πρέπει να δίνουν την ίδια εικόνα ω∗ της Q∗
∞. Έτσι, χρησιμοποιώντας και την

Eξίσωση 5.1 έχουμε:

ω∗
1 = P 1

m2Q
∗
∞P

1
m2

T

= P1P
T
1

= ω∗
2

= P2P
T
2

Χρησιμοποιούμε τώρα δύο σχέσεις γνωστές από την γραμμική άλγεβρα

• det(A ·B) = detA · detB

• detA = detAT

και έχουμε

detP1P
T
1 = detP2P

T
2 ⇒

detP1
2 = detP2

2 ⇒
detP1 = ±detP2

Από την προηγούμενη Απόδειξη, είναι φανερό και το επόμενο Λήμμα

Λήμμα 4. Για τις ανακατασκευές P 1
m2, P

2
m2 του Λήμματος 3, έχουμε

K1
m2 = K2

m2

Απόδειξη. Από την ισότητα των ω∗
1,ω

∗
2 και την διαγώνια μορφή των μητρών

εσωτερικής βαθμονόμησης K1
m2,K

2
m2 προκύπτει το ζητούμενο.

Στην συνέχεια, θα εκλεπτύνουμε το Λήμμα 3, ώστε να αρθεί η αμφισημία
στο πρόσημο. Πριν προχωρήσουμε, ανακεφαλαιώνουμε τον συμβολισμό μας

1. P 1
m2, P

2
m2 είναι οι 2 λύσεις για την κάμερα 2 που λαμβάνουμε από την

επίλυση του Συστήματος 5.13.

2. Σε συμφωνία με τα Λήμματα 1,3,4 έχουμε

P i
m2 =

[
Pi a

]
=

[
K2R

i
2 a

]
3. Σε συμφωνία με το Λήμμα 2

P1 − P2 = anT

4. Συμβολίζουμε τα αντίστοιχα κέντρα προβολής ως C1m2,C
2
m2.

Λήμμα 5. Για τις ανακατασκευές P 1
m2, P

2
m2 ισχύει

C1m1 = C
2
m2 ≡ C ⇐⇒ nTC = 0 (5.30)
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Απόδειξη. Έχουμε

P 1
m2

(
C
1

)
= 0

⇐⇒ a = −K2R
1
2C (5.31)

Αντίστοιχα, από την μήτρα P 2
m2 έχουμε

P 2
m2

(
C
1

)
= 0

⇐⇒ K2R
1
2C+ anTC+ a = 0

⇐⇒ K2R
1
2C+ anTC−K2R

1
2C = 0,από την 5.31

⇐⇒ anTC = 0

⇐⇒

α1nT

α2nT

α3nT

C = 0

⇐⇒ nTC = 0 (5.32)

Λήμμα 6. Για τις ανακατασκευές P 1
m2, P

2
m2 ισχύει

C1m1 = −C2m2 ≡ C ⇐⇒ nTC = 2 (5.33)

Απόδειξη. Οπώς και στην απόδειξη του Λήμματος 5 που προηγήθηκε

P 1
m2

(
C
1

)
= 0

⇐⇒ a = −K2R
1
2C (5.34)

Αντίστοιχα, από την μήτρα P 2
m2 έχουμε

P 2
m2

(
−C
1

)
= 0

⇐⇒ −K2R
1
2C−anTC+ a = 0

⇐⇒ a−anTC+ a = 0,από την 5.34

⇐⇒ a(2− nTC) = 0
⇐⇒ nTC = 2,με την προϋπόθεση a ̸= 0 (5.35)

Συμπληρώνουμε καθένα από τα προηγούμενα Λήμματα 5,6, με μια ισοδύ-
ναμή του σχέση. Για την Απόδειξη τους, χρησιμοποιούμε το επόμενο, γνωστό
από την γραμμική άλγεβρα, Αποτέλεσμα

Αποτέλεσμα 13. Για κάθε τετραγωνική, αντιστρέψιμη μήτραX, διάνυσμα στήλη
c και διάνυσμα γραμμή r ισχύει

det (X + cr) = detX · det (1 + rX−1c) (5.36)

Λήμμα 7. Για τις ανακατασκευές P 1
m2, P

2
m2 ισχύει

detP 1 = detP 2 ⇐⇒
nTC1 = 0

(5.37)
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Απόδειξη. Χρησιμοποιούμε την Σχέση 5.36. Η σχέση αυτή έχει εφαρμογή,
γιατί

1. Ο πίνακας P 1 είναι πλήρους rank ( 3 ) για κάθε πίνακα προβολής, με
εξαίρεση την περίπτωση της κάμερας στο άπειρο που δεν μας αφορά
εδώ.

2. Ο πίνακας P 2 εκφράζεται συναρτήσει του P 1 και των n,a, επομένως
μπορεί να εφαρμοστεί η Σχέση 13 στον υπολογισμό της detP 2.

Εφαρμόζουμε όσα περιγράψαμε και έχουμε:

detP 2 = detP 1

⇐⇒ 1 + nTR1
2
T
K−1

2 a = 1

⇐⇒ nTR1
2
T
K−1

2 a = 0

⇐⇒ −nTR1
2
T
K−1

2 K2R
1
2C1 = 0 ,από Σχέση 5.31 a = −K2R

1
2C1

⇐⇒ nTC1 = 0 ,από RRT = I για πίνακες στροφής (5.38)

Λήμμα 8. Για τις ανακατασκευές P 1
m2, P

2
m2 ισχύει

detP 1 = −detP 2 ⇐⇒
nTC1 = 2

(5.39)

Απόδειξη. Όμοια με την Απόδειξη του Λήμματος 7 έχουμε:

detP 2 = −detP 1

⇐⇒ 1 + nTR1
2
T
K−1

2 a = −1

⇐⇒ nTR1
2
T
K−1

2 a = −2

⇐⇒ −nTR1
2
T
K−1

2 K2R
1
2C1 = −2 ,από Σχέση 5.31 a = −K2R

1
2C1

⇐⇒ nTC1 = 2 ,από RRT = I για πίνακες στροφής (5.40)

Στην συνέχεια, θα αποδείξουμε ότι η περίπτωση των ομόσημων διακρινουσών
πρέπει να απορριφθεί, με απαγωγή σε Άτοπο. Τα επιχειρήματα που θα το
καταδείξουν, ξεδιπλώνονται ακολούθως.
Πριν διατυπώσουμε το επόμενο λήμμα, παρουσιάζουμε τον συμβολισμό μας:

1. Σε συμφωνία με τις προηγούμενες Ενότητες, συμβολίζουμε τον πίνακα
της κάμερας 2 στο προβολικό σύστημα συντεταγμένων με

PP2

2. Θεωρούμε ότι ο PP2 προέρχεται από το κανονικό ζευγάρι καμερών

{
[
I 0

]
,
[
[a]xF a

]
} (5.41)

όπου F ο Θεμελιώδης πίνακας που αντιστοιχεί στο πρόβλημα και a το
αριστερό μηδενοδιάνυσμα του F , δηλαδή

F Ta = 0

Η επιλογή του συγκεκριμένου ζεύγους καμερών είναι συνηθισμένη
στην βιβλιογραφία.
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3. Με [a]x συμβολίζουμε τον αντισυμμετρικό πίνακα που ορίζεται για τον
υπολογισμό του εξωτερικού γινομένου μέσω γινομένου μητρών, δη-
λαδή

[a]xv ≡ a× v

4. Συμβολίζουμε e το δεξί μηδενοδιάνυσμα του F , δηλαδή

Fe = 0

Λήμμα 9. Έστω
PP2 =

[
A a

]
=

[
[a]xF a

]
ο πίνακας της κάμερας 2 στο προβολικό πλαίσιο αναφοράς και p,p′ οι λύσεις
για την Θέση του π∞ που λαμβάνουμε από τις Σχέσεις 5.22,δηλαδή

pT =
(
p1 p2 p3

)
p′T =

(
p′1 p′2 p′3

)
Τότε ισχύει

p− p′ = ψef (5.42)

όπου

ef =

e1/f2
1

e2/f2
1

e3


f1 : Το εστιακό μήκος της κάμερας 1

Πριν προχωρήσουμε στην απόδειξη, υπενθυμίζουμε ότι στο πλαίσιο στο οποίο
θέσαμε το πρόβλημα, οι πίνακες εσωτερικής βαθμονόμησηςK1,K2 των καμε-
ρών 1, 2 θεωρούνται διαγώνιοι με μοναδική παράμετρο τα αντίστοιχα εστιακά
μήκη f1, f2.

Απόδειξη. Χρησιμοποιούμε την Σχέση 5.7, και υπενθυμίζουμε ότι οι λύ-
σεις 5.22 έχουν κοινά f1. Έχουμε

ω∗
1 = ω∗

2 ⇐⇒

PP2

[
K1K

T
1 −K1K

T
1 p

−pTK1K
T
1 pTK1K

T
1 p

]
P T
P2 =

PP2

[
K1K

T
1 −K1K

T
1 p

′

−p′TK1K
T
1 p′TK1K

T
1 p

′

]
P T
P2 ⇐⇒

AK1K
T
1 A

T −AK1K
T
1 pa

T − apTK1K1A
T + apTK1K

T
1 pa

T =

AK1K
T
1 A

T −AK1K
T
1 p

′aT − ap′TK1K1A
T + ap′TK1K

T
1 p

′aT

Παρατηρούμε ότι ( Βλ. Λύσεις 5.22 ,Σχέση 5.23 )

(f21 p
2
1 + f21 p

2
2 + p23)aa

T = apTK1K
T
1 pa

T = ap′TK1K
T
1 p

′aT

Προφανώς το ίδιο ισχύει και για τους όρους

AK1K1A
T



5.1. ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ 137

που είναι κοινοί στις δύο προς εξίσωση ποσότητες.
Συνεχίζοντας τους προηγούμενους υπολογισμούς και αφού απαλείψουμε τις
προηγούμενες ίσες ποσότητες παίρνουμε

AK1K
T
1 ((p− p′)aT) + (a(pT − p′T))K1K

T
1 A

T = 0 ⇐⇒
Q+QT = 0 (5.43)

όπου κάναμε τον ορισμό

Q ≡ AK1K
T
1

((
p− p′

)
aT

)
H Εξίσωση 5.43 μας δίνει ότι η μήτρα Q είναι αντισυμμετρική. Όπως είναι
γνωστό, αντισυμμετρικές μήτρες έχουν μηδενική διαγώνιο. Από αυτή την
ιδιότητα, δηλαδή τον μηδενισμό των στοιχείων της διαγωνίου, εξάγουμε τις
επόμενες σχέσεις

Q = AK1K
T
1 ((p− p′)aT)

= AK1K
T
1

(p1 − p′1)aT
(p2 − p′2)aT
(p3 − p′3)aT


= A

f21 (p1 − p′1)aTf21 (p2 − p′2)aT
(p3 − p′3)aT


=

A1
T

A2T

A3T

(
∆fα1 ∆fα2 ∆fα3

)
(5.44)

όπου στην Σχέση 5.44 ορίσαμε

∆f ≡

f21 (p1 − p′1)f21 (p2 − p′2)
(p3 − p′3)


Εξετάζοντας τώρα τα διαγώνια στοιχεία της μήτρας Q και χρησιμοποιώντας
την γραφή της Εξίσωσης 5.44 έχουμε τις επόμενες σχέσεις

A1
T
∆f = 0 (5.45)

A2
T
∆f = 0 (5.46)

A3
T
∆f = 0 (5.47)

Οι τρεις Σχέσεις 5.45,5.46,5.47 μαζί με την υπόθεση

PP2 =
[
A a

]
=

[
[a]xF a

]
μας δίνουν

[a]xF∆f = 0 (5.48)

Από την Εξίσωση 5.48 και από το γεγονός ότι ο πίνακας [a]xF έχει για μη-
δενοδιάνυσμα το e έχουμε

∆f = ψe (5.49)
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όπου ψ κατάλληλη σταθερά.
Συνεπώς, από την Σχέση 5.49 και με απλή αναδιάταξη των όρων παίρνουμεp1 − p′1p2 − p′2

p3 − p′3

 = ψef

Χρησιμοποιώντας τώρα το προηγούμενο Λήμμα 9, και κάνοντας ξανά τις
ίδιες υποθέσεις, έχουμε το επόμενο

Λήμμα 10. Έστω ότι ισχύουν οι ίδιες υποθέσεις και ακολουθούμε τον ίδιο συμ-
βολισμό με το Λήμμα 9 και με τα προηγούμενα Λήμματα. Τότε ισχύει

detP1 = −detP2

Απόδειξη. θα αποδείξουμε το ζητούμενο υποθέτοντας

detP1 = detP2

και καταλήγοντας σε άτοπο.
Σύμφωνα με το Λήμμα 13 και συγκεκριμένα την Σχέση 5.36, ισοδύναμα
απαιτούμε

nTC1 = 0 (5.50)

Στην ανωτέρω Σχέση 5.50, πρέπει να αποσαφηνίσουμε το, μέχρι στιγμής
απροσδιόριστο, διάνυσμα n. Για τον σκοπό αυτό:

1. Υπενθυμίζουμε την σχέση ορισμού του n ( Σχέση 5.28 )

2. Την σχέση των PP2, PM2,H ( Σχέσεις 5.2,5.6 )

3. Τους προηγούμενους ορισμούς, συμβολισμούς και υποθέσεις μας

Έχουμε λοιπόν

P 1 = AK1 − apTK1

P 2 = AK1 − ap′TK1

⇐⇒ P 2 = P 1 + a(p− p′)TK1 ≡ P 1 + anT

Συνεπώς, η Σχέση 5.50 δίνει

(p− p′)TK1C1 = 0 (5.51)

Στην συνέχεια, θα εξάγουμε κάποιες βοηθητικές Σχέσεις

P 1
M2

(
C1

1

)
= 0 ⇐⇒

PP2H
1

(
C1

1

)
= 0 ⇐⇒

PP2

(
K1C1

−pTK1C1 + 1

)
= 0
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Στο σημείο αυτό, χρησιμοποιούμε την υπόθεση ότι ο PP2 προέρχεται από
το κανονικό ζευγάρι καμερών, συγκεκριμένα ότι έχει την μορφή της Σχέ-
σης 5.41. Συνεπώς, το μηδενοδιάνυσμα του θα έχει την μορφή(

e
0

)
Έχουμε έτσι:

PP2

(
K1C1

−pTK1C1 + 1

)
= 0 ⇐⇒

K1C1 = ψe ,όπου ψ κατάλληλη σταθερά (5.52)

−pTK1C1 + 1 = 0 (5.53)

Χρησιμοποιούμε τώρα το Λήμμα 9, συγκεκριμένα την Σχέση 5.42, και τις
Σχέσεις 5.51,5.52 έχουμε:

eTFe = 0 ⇐⇒
e21/f12 + e22/f12 + e23 = 0 (5.54)

Το άτοπο της Εξίσωσης 5.54 στο πεδίο των πραγματικών αριθμών ( e ̸= 0 ),
είναι προφανές. Συνεπώς από το Λήμμα 3, αποδείχθηκε ότι

detP 1 = −detP 2

Συμπληρώνουμε την προηγούμενη Απόδειξη με μερικές παρατηρήσεις:

1. Οι σχέσεις των Λημμάτων 5,6 μπορούν να προκύψουν και από τις Σχέ-
σεις

P i
m2C = PP2H

iC

H iC = CP =
(
µe 0

)T
Η προσέγγιση αυτή είναι περισσότερο γεωμετρική, σε σχέση με τον
αλγεβρικό τρόπο που χρησιμοποιήθηκε στην προηγούμενη ανάλυση.

2. Η χρήση της σχέσης

K2R
2 = K2R

1 + anT ⇒
K2R

2C2 = ±(K2R
1 + anT)C1

δεν παράγει χρήσιμα αποτελέσματα. Δίνει όμως συνθήκες που μπο-
ρούν να ερμηνευθούν γεωμετρικά, με την προϋπόθεση ότι γνωρίζουμε
την σχέση των C1,C2. Συγκεκριμένα

C1 = C2 ≡ C⇒ C άξονας περιστροφής R1TR2

Συγκεντρώνοντας τώρα τα προηγούμενα αποδειχθέντα συμπεράσματα, βρι-
σκόμαστε σε θέση να αποδείξουμε το Θεώρημα 1.
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Απόδειξη Θεωρήματος 1. Από το Λήμμα 10 έχουμε

detP 1 = −detP 2

Χρησιμοποιώντας τα Λήμματα 6,8 έχουμε ισοδύναμα

C1m2 = −C2m2

Στην συνέχεια αποδεικνύουμε το Θεώρημα 2. Συγκεντρώνουμε για μία ακόμη
φορά τον συμβολισμό μας

1. Συμβολίζουμε με v1m2, v
2
m2 τα διανύσματα που μας δίνουν την κατεύ-

θυνση προσανατολισμού των καμερών P 1
m2, P

2
m2 αντίστοιχα, σε συμφω-

νία με το Θεώρημα 2.

2. Θεωρούμε ότι για την ανακατασκευή P 1
m2 ισχύουν

detP 1 > 0

C ≡ C1m2

Απόδειξη Θεώρηματος 2. Με χρήση προηγούμενων Αποτελεσμάτων
( Αποτελέσματα 11,12, Λήμμα 1,Θεώρημα 1 ) έχουμε για τον πίνακα P 1

m2:

K2R
1C = −a ⇐⇒f2R1Tf2R2T

R3T

C = −a ⇐⇒

R3TC = −a3 (5.55)

Επειδή detP 1 = detK2R1 > 0 έχουμε

v12m = R3

Συνεπώς, από την Σχέση 5.55, έχουμε

v12m
T
C = ∥v12m∥∥C∥ cos C, v12m = −a3 (5.56)

Στην Σχέση 5.56, έχουμε

∥RT3∥ = 1, αφού ο πίνακας R1 είναι πίνακας στροφής

Το διάνυσμα C, μπορεί πάντοτε να κλιμακωθεί κατάλληλα ώστε να είναι μο-
ναδιαίο. Συγκεκριμένα, η συνθήκη που χρειάζεται να ικανοποιήσουμε είναι

∥K2a∥ = 1

αφού η στροφή δεν επηρεάζει το μέτρο ενός διανύσματος.
Σύμφωνα με τα προηγούμενα, η Σχέση 5.56 δίνει

cos C, v12m = −a3
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Με τελείως αντίστοιχο τρόπο, κάνοντας χρήση των ιδιοτήτων

C2m2 = −C
detP 2 < 0

a1 = a2

καταλήγουμε
cos C, v2m2 = −a3

και τελείως αντίστοιχα αποδεικνύονται και οι υπόλοιπες σχέσεις που συ-
μπληρώνουν το Θεώρημα,δηλαδή

cos C2, v1m2 = a3

cos C2, v2m2 = a3

cos C, v1m2 + cos C2, v1m2 = 180◦

cos C, v2m2 + cos C2, v2m2 = 180◦

Για να ολοκληρωθεί η Απόδειξη, μένει να δείξουμε ότι τα v1,2m2,C
1,2
m2 ανήκουν

σε κοινό επίπεδο. Η απόδειξη αυτή θα γίνει κατασκευαστικά, στην ανάλυση
που ακολουθεί, και για αυτό παραλείπεται τώρα.

Στην συνέχεια, θα αναλύσουμε τα δεδομένα του προβλήματος όπως αυτά
διαμορφώνονται με τα προηγούμενα Αποτελέσματα και θα σχολιάσουμε την
ευκολία διαχωρισμού των λύσεων.
Αρχικά, υποστηρίζουμε ότι όσο μεγαλύτερη είναι η γωνία που σχηματίζουν οι
κατευθύνσεις των οπτικών αξόνων των καμερών, τόσο πιο εύκολα θα διαχωρί-
ζονται. Για να υπολογίσουμε την γωνία αυτή, χρησιμοποιούμε το Θεώρημα 2.
Έχουμε:

v1m2, v
2
m2 = 2 v1m2,C

1 ≡ 2ϕ (5.57)

Στην προηγούμενη Σχέση 5.57, Θεωρούμε ότι υπολογίζουμε την μικρότερη
γωνία των v1,2m2, και ότι συνεπώς το C

1 είναι διχοτόμος αυτής της γωνίας.
Έχουμε ακόμα:

cosϕ = v1m2 ·C1 = −a3 ,από Απόδειξη Θεωρήματος 2 (5.58)

Ερμηνεύοντας την Σχέση 5.58, έχουμε ότι όσο πιο έντονη είναι η κίνηση
κατά την διεύθυνση του οπτικού άξονα της κάμερας 2 ( a3 ), τόσο μικρότερη
θα είναι η γωνία ϕ και συνεπώς δυσκολότερος ο διαχωρισμός των λύσεων.
Υπενθυμίζουμε ότι επειδή το διάνυσμα a είναι κανονικοποιημένο, το a3 μας
δίνει την ένταση της κίνηση κατά την συγκεκριμένη διεύθυνση συγκριτικά
με τις υπόλοιπες δύο, ορθογώνιες της. Συγκεντρώνουμε τα προηγούμενα σε
ένα πόρισμα:

Πόρισμα 2. H γωνία 2ϕ που σχηματίζουν οι κατευθύνσεις προσανατολισμού
των λύσεων P 1,2

m2 , εξαρτάται από την κίνηση κατά την διεύθυνση του οπτικού
άξονα της κάμερας 2 και μειώνεται όσο η κίνηση σε αυτή την διεύθυνση γίνεται
εντονότερη.

Τέλος, κάνουμε ένα σχόλιο σχετικά με τον υπολογισμό της γωνίας ϕ. Μπο-
ρούμε να αποφύγουμε την ανάγκη κανονικοποίησης των μητρών προβολής
P 1,2
m2 , αν υπολογίσουμε την γωνία 2ϕ. Τα διανύσματα v1,2m2 είναι "αυτόματα"
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κανονικοποιημένα, ως γραμμές μητρών στροφής, και συνεπώς το εσωτερικό
γινόμενο τους δίνει ευθέως το cos 2ϕ.
Πέρα από την γωνία των κατευθύνσεων προσανατολισμού των καμερών, ένα
άλλο μέγεθος που πρέπει να εξετάσουμε για την επιλογή της πιθανότερης
λύσης, είναι η γωνία που σχηματίζουν οι οπτικοί άξονες των καμερών 1, 2.
"Εξωτικές" γωνίες καταδεικνύουν λάθος λύση, αφού στην πράξη δεν παρατη-
ρούνται σε κάμερες που παρατηρούν κοινό τμήμα της Σκηνής. Για τον σκοπό
αυτό, θα δώσουμε μια τριγωνομετρική σχέση μεταξύ των ϕ, θ1, θ2, όπου με θ1,2
συμβολίζουμε τις γωνίες των οπτικών αξόνων των καμερών για τις λύσεις 1, 2
αντίστοιχα.
Ξεκινάμε διατυπώνοντας την σχέση αυτή, την οποία και αποδεικνύουμε ακο-
λούθως. Η Απόδειξη αυτή καλύπτει και τις εκκρεμότητες στην Απόδειξη του
Θεωρήματος 2.

Αποτέλεσμα 14. Έστω P 1,2
m2 οι λύσεις για την κάμερα 2 όπως αυτές προκύπτουν

από τις Σχέσεις 5.22. Τότε, ισχύει η σχέση

cos θ2 = cos 2ϕ cos θ1 +A sin 2ϕ (5.59)

όπου στην προηγούμενη Σχέση 5.59

θi = vim2, vm1
2ϕ = v1m2, v

2
m2 ,μετρούμενη συμβατά με τον κανόνα του δεξιού χεριού

A = R1
23 cos θx +R1

13 sin θx
tan θx = a1/a2

Η Σχέση 5.59 γράφεται ισοδύναμα και στην μορφή:

cos θ2 = cos 2ϕ cos θ1 + | sin θ1| cosψ sin 2ϕ (5.60)

με ψ =

(
R1

13

R1
23

)
,

(
sin θx
cos θx

)
Απόδειξη. Κάνουμε αρχικά κάποιες υποθέσεις, προκειμένου να απλοποιή-
σουμε τον συμβολισμό μας και χωρίς να βλάψουμε την γενικότητα της Από-
δειξης. Διευκρινίζουμε λοιπόν τα ακόλουθα:

1. Θεωρούμε ότι, από τις δύο ανακατασκευές P 1,2
m2 που έχουν προκύψει

ως λύσεις των Εξισώσεων 5.22, η σωστή λύση είναι η P 1
m2 ενώ η P 2

m2

δίνει εσφαλμένη θέση της κάμερας 2 στον χώρο.

2. Θεωρούμε ότι
sign(detP 1) > 0

η υπόθεση αυτή απλοποιεί τον συμβολισμό μας, καθώς μας επιτρέπει
να απαλείψουμε από την κατεύθυνση προσανατολισμού της κάμερας
και τον μετασχηματισμό που θα χρησιμοποιήσουμε το πρόσημο της
προηγούμενης ορίζουσας. Όμως, δεν επηρεάζει ουσιαστικά με οποια-
δήποτε τρόπο την Απόδειξη.

3. Ιδιαίτερη προσοχή πρέπει να δοθεί στον τρόπο που μετράμε τις γωνίες
των διανυσμάτων, ώστε οι εξισώσεις μας να είναι συμβατές μεταξύ τους.
Για αυτό, τονίζουμε ότι δεν μπορούμε να θεωρούμε πλέον, όπως προη-
γούμενα, ότι για παράδειγμα η γωνία ϕ είναι οξεία, αλλά η τιμή τους
προκύπτει από γνωστές συμβάσεις.
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...
v1m2

.

v2m2

.

360◦ − 2ϕ

. 2ϕ

Σχήμα 5.2: Ανάλογα με το ποιo διάνυσμα θα περιστρέψουμε για να το ευ-
θυγραμμίσουμε με το άλλο, o πίνακας στροφής θα εκτελεί την μικρότερη
( κόκκινη ) η την μεγαλύτερη ( μπλε ) στροφή.

Για την Απόδειξη του ζητήματος, εφαρμόζουμε στον χώρο τρισδιάστατους
μετασχηματισμούς ομοιότητας. Οι μετασχηματισμοί ομοιότητας, όπως είναι
γνωστό, διατηρούν τις γωνίες και συνεπώς δεν επηρεάζουν την ορθότητα των
συλλογισμών μας. Σκοπός μας είναι να μετασχηματίσουμε τον χώρο ώστε το
θεωρούμενο σύστημα συντεταγμένων του χώρου να έχει βολικό προσανατο-
λισμό, απλοποιώντας την σχέση των υπό εξέταση οντοτήτων.
Η διαδικασία που ακολουθούμε, μπορεί να οπτικοποιηθεί ως τοποθέτηση
μιας "εικονικής" κάμερας και προσανατολισμός της, ώστε τα v1,2m2,C

1,2 να
βρίσκονται σε βολικά επίπεδα της κάμερας αυτής ( αναφερόμαστε στο πρω-
τεύων επίπεδο και τα x−, y− επίπεδα της κάμερας ) διευκολύνοντας έτσι και
την διαίσθηση μας να αναπτυχθεί.
Εφαρμόζουμε λοιπόν στον χώρο, τις περιστροφές

RxRpermR
1 (5.61)

όπου

R1 :ο πίνακας στροφής του P 1
m2

Rperm :Περιστροφικός μετασχηματισμός που αντιμεταθέτει τα x1, x3

ενός διανύσματος
(
x1 x2 x3

)T
Rx :κατάλληλος περιστροφικός μετασχηματισμός που τοποθετεί

το C1 στο κατάλληλο επίπεδο

Μετά την εφαρμογή του R1, από την ορθογωνιότητα του πίνακα στροφής και
το Αποτέλεσμα 12, η κατεύθυνση προσανατολισμού της κάμερας 2 γίνεται

R1v1m2 =
(
0 0 1

)T ≡ v1nm2
Εφαρμόζουμε στην συνέχεια τον μετασχηματισμό Rperm, η χρήση του οποίου
εξυπηρετεί καθαρά λόγους οπτικοποίησης των αποτελεσμάτων

Rperm = Ry(90
◦) =

 0 0 1
0 1 0
−1 0 0
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Η περιστροφή γύρω από τον άξονα x ολοκληρώνει τους μετασχηματισμούς,
περιστρέφοντας τους άξονες συντεταγμένων ώστε το C1 να βρίσκεται στο επί-
πεδο z. Ταυτόχρονα, δεν αλλοιώνει την μορφή του διανύσματος v1m2 στο υπό
διαμόρφωση σύστημα συντεταγμένων.
Αρχίζουμε διατυπώνοντας την μορφή του Rx

Rx =

1 0 0
0 cos θx − sin θx
0 sin θx cos θx


To C1 μετασχηματίζεται

K2R
1C1 = −a ⇐⇒

R1C1 = −K−1
2 a ⇐⇒

RpermR
1C1 = −Rperm

(
−K−1

2

)
a =

 −a3−f2a2
f2a1


με χρήση του Rx έχουμε:

RxRpermR
1C1 = Rx

 −a3−f2a2
f2a1


=

 x1
x2

−f2a2 sin θx + f2a1 cos θx


Προκειμένου να ικανοποιήσουμε την επιθυμητή συνθήκη ( x3 = 0 )

−f2a2 sin θx + f2a1 cos θx = 0 ⇐⇒
tan θx = a1/a2

Τώρα, πρέπει να δείξουμε ότι η προηγούμενη επιλογή του Rx τοποθετεί στο
z−επίπεδο της εικονικής κάμερας και το v2m2. Με τον τρόπο αυτό ολοκλη-
ρώνουμε παράλληλα και την Απόδειξη του Θεωρήματος 2. Έχουμε έτσι το
επόμενο Λήμμα:

Λήμμα 11. Θεωρούμε τον συμβολισμό και τις υποθέσεις του Αποτελέσματος 14
και του Λήμματος 2. Τότε ισχύει:

RxRpermR
1v2m2 =

(
x1 x2 0

)T (5.62)

Απόδειξη Λήμματος 11. Έστω

mij : j−γραμμή πίνακα Ri

Έχουμε

RpermR
1v2m2 = RpermR

1(−m23
T
)

=
(
m13(−m23

T
) m12(−m23

T
) −m11(−m23

T
)
)T

=
(
x1 x2 x3

)T
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όπου στις προηγούμενες σχέσεις χρησιμοποιήσαμε ότι detP 2 < 0. Αρκεί
τώρα να δείξουμε ότι

Rx

(
x1 x2 x3

)T
=

(
x′1 x′2 0

)
⇐⇒

sin θxm12m
2
3
T
= cos θxm11m

2
3
T ⇐⇒

a1(m22 + f−1
2 a2nT)m23

T
= a2(m21 + f−1

2 a1nT)m23
T ⇐⇒

a1f
−1
2 a2nTm23

T
= a2f

−1
2 a1nTm23

T
, που ισχύει

με τις τελευταίες δύο συνεπαγωγές να προκύπτουν από το Λήμμα 2, την
διαγώνια μορφή του K2, την ισότητα των ai, και την ορθογωνιότητα των δια-
νυσμάτων γραμμών ενός πίνακα στροφής.

Χρησιμοποιώντας τώρα το Λήμμα που μόλις αποδείξαμε, είναι προφανές ότι
τα v1m2, v

2
m2,C

1,C2 ανήκουν στο επίπεδο z = 0 του νέου, μετασχηματισμένου
Συστήματος συντεταγμένων, δηλαδή στο πρωτεύον επίπεδο της "εικονικής"
κάμερας. Στο επίπεδο αυτό, τα διανύσματα v1m2, v

2
m2 σχηματίζουν γωνία 2ϕ.

Έχουμε λοιπόν:

v2nm2 = Rz(2ϕ)v1nm2 ⇐⇒ (5.63)

v2nm2 =

cos 2ϕ − sin 2ϕ 0
sin 2ϕ cos 2ϕ 0

0 0 1

1
0
0

 ⇐⇒

v2nm2 =
(
cos 2ϕ
sin 2ϕ

)
όπου συμβολίσαμε με vinm2 τα διανύσματα στο "νέο" -μετασχηματισμένο- σύ-
στημα συντεταγμένων και χρησιμοποιήσαμε την ιδιότητα ότι στο νέο σύστημα
συντεταγμένων έχουμε ευθυγραμμίσει τον άξονα x με το διάνυσμα v1m2.
Για να εισάγουμε τώρα τις γωνίες θ1, θ2 στις εξισώσεις μας, έχουμε για την
παράσταση του z ≡

(
0 0 1

)T , στο νέο σύστημα συντεταγμένων:

zn = RxRpermR
1z =

 R1
33

R1
23 cos θx +R1

13 sin θx
z3


Υπολογίζουμε τώρα την γωνία

v2m2, z = θ2

Την γωνία θ2 την υπολογίζουμε στο νέο σύστημα συντεταγμένων:

v2nm2
T · zn = 1 · 1 · cos θ2 = cos 2ϕR1

33 + (R1
23 cos θx +R1

13 sin θx) sin 2ϕ (5.64)

Στην Σχέση 5.64, τα διανύσματα έχουν μοναδιαίο μέτρο, αφού οι μετασχη-
ματισμοί στροφής δεν αλλάζουν το μέτρο ενός διανύσματος και για το v2m2
ισχύουν όσα επικαλεστήκαμε για παράδειγμα στην Απόδειξη του Θεωρήμα-
τος 2.
Για την γωνία θ1, χρησιμοποιούμε το αρχικό σύστημα συντεταγμένων και,
αντίστοιχα, έχουμε:

v1m2
T · z = 1 · 1 · cos θ1 = R33 (5.65)
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Αντικαθιστώντας τώρα την Σχέση 5.65 στην Σχέση 5.64, προκύπτει η ζητού-
μενη Εξίσωση 5.59.
Ολοκληρώνουμε την Απόδειξη, με την παραγωγή της ισοδύναμης μορφής 5.60.
Από την Σχέση 5.65 και επειδή ο πίνακας R1 ως πίνακας στροφής έχει δια-
νύσματα στήλες μοναδιαίου μέτρου, έχουμε για την τρίτη στήλη του R1:

R1
13

2
+R1

23
2
+R1

33
2
= 12 ⇐⇒

R1
13

2
+R1

23
2
= 1− (cos θ1)

2 ⇐⇒∥∥∥∥(R1
13

R1
23

)∥∥∥∥ = | sin θ1| (5.66)

Από την Σχέση 5.59 και την Σχέση 5.66 προκύπτει η Σχέση 5.60.

Θα κάνουμε τώρα κάποιες επισημάνσεις, τις περισσότερες από τις οποίες ήδη
αναφέραμε, προσπαθώντας να τις επεξηγήσουμε και να τις συγκεντρώσουμε:

• Η γωνία 2ϕ δεν είναι η μικρότερη γωνία των διανυσμάτων v1m2, v
2
m2.

Αυτό προκύπτει από την Σχέση 5.63, που επιβάλλει την μέτρηση των
γωνιών κατά την ανθωρολογιακή φορά ( κοιτώντας το επίπεδο με το
κάθετο διάνυσμα προσανατολισμένο προς τον αναγνώστη ).

• η κατασκευή της απόδειξης, προχωράει σε τρία στάδια

1. Ο πίνακας R1 ευθυγραμμίζει τον άξονα z με το διάνυσμα v1m2.

2. Ο πίνακας Rperm εναλλάσσει απλώς τους άξονες x, z.

3. Ο Rx στρέφει τους άξονες z, y, και κατά συνέπεια τα επίπεδα που
ορίζουν, ώστε να βρεθεί το C1 στη σωστή θέση στον χώρο, ειδικό-
τερα να ταυτιστεί το επίπεδο z = 0 με το επίπεδο που ορίζουν τα
v1,2m2,C

1.

Στην συνέχεια, αναλύουμε τις Σχέσεις 5.59,5.60.Για να είναι ο όρος A της
Εξίσωσης 5.59 σημαντικός, παρατηρούμε από την Εξίσωση 5.60 ότι πρέπει:

• Οι οπτικοί άξονες της πραγματικής κάμερας 2 και της κάμερας 1 ( θ1 )
να σχηματίζουν μεγάλη γωνία, ώστε ο όρος sin θ1 να μην είναι μικρός.

• Η προβολή της διεύθυνσης της μετατόπισης μεταξύ των καμερών, στο
επίπεδο της εικόνας 2, να σχηματίζει μικρή γωνία με την προβολή του
οπτικού άξονα της πρώτης κάμερας, στο επίπεδο της εικόνας 2.

Δηλαδή, ο όρος A είναι σημαντικός αν έχουμε μεγάλη γωνία μεταξύ των οπτι-
κών αξόνων ( των δύο καμερών ) και η διεύθυνση μετατόπισης είναι "κοντά"
στον οπτικό άξονα της κάμερας 1.
Επίσης, από τις Εξισώσεις 5.64,5.65, παρατηρούμε ότι μπορούμε να επιλέ-
ξουμε την γωνία θ1 στο διάστημα [0, π], αφού αυτό καλύπτει το σύνολο τιμών
του cos θ1. Αυτό μας επιτρέπει να κάνουμε στη Εξίσωση 5.60 την αντικατά-
σταση:

| sin θ1| ↔ sin θ1

αφού το ημίτονο διατηρεί πρόσημο στο διάστημα [0, π].
Ανάλογα, εφόσον η θ2 εμφανίζεται στις εξισώσεις μόνο μέσω του συνημιτόνου
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Σχήμα 5.3: Παρουσιάζουμε την κατασκευή της Απόδειξης του Αποτελέσμα-
τος 14. Στο γράφημα, απεικονίζεται το κέντρο προβολής ( C1,C2 ) και η κα-
τεύθυνση προσανατολισμού( v1, v2 ), για κάθε μία από τις λύσεις 5.22. Χρη-
σιμοποιούμε το μπλε χρώμα για την απεικόνιση των στοιχείων της λύσεως
1 και το λευκό χρώμα αντίστοιχα για την λύση 2. Επίσης, ορατοί είναι και
οι άξονες του αρχικού συστήματος συντεταγμένων. Για την παραγωγή του
γραφήματος, αρχικοποιήσαμε τις κάμερες 1, 2 σε τυχαία διάταξη στον χώρο,
επιλύσαμε το σύστημα που έχουμε διατυπώσει και απεικονίσαμε τα δεδο-
μένα των λύσεων 5.22 που προέκυψαν. Έχουμε:
Κορυφή Αριστερά: Τα τρία επίπεδα του συστήματος συντεταγμένων, όπως
αυτά προκύπτουν με την εφαρμογή του περιστροφικού μετασχηματισμού
R1. Σημειώνουμε ότι παραλείπουμε την εφαρμογή του Rperm

Κορυφή Δεξιά:Ηπροηγούμενη ( καφέ ), και η προκύπτουσα, θέση ( κόκκινη )
των επιπέδων που επηρεάζονται από τον περιστροφικό μετασχηματισμό Rx.
Μόνο δύο επίπεδα απεικονίζονται, αφού η περιστροφή γίνεται ως προς έναν
από τους 3 άξονες του συστήματος συντεταγμένων, με αποτέλεσμα το αντί-
στοιχο επίπεδο του συστήματος συντεταγμένων να μην μεταβάλλεται.
Κάτω: Λεπτομέρεια της προηγούμενης Εικόνας ( Κέντρο ). Βλέπουμε πώς η
περιστροφή Rx μετακινεί ένα από τα επίπεδα του συστήματος συντεταγμένων
( καφέ ) σε κατάλληλη θέση ( πράσινο ), ώστε αυτό να ταυτιστεί με το επίπεδο
στο οποίο ανήκουν τα C1,C2, v1, v2.
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Σχήμα 5.4: Στο γράφημα, παρουσιάζουμε το επίπεδο της εικόνας 2. Σε αυτό
το επίπεδο, έχουμε προβάλλει τον οπτικό άξονα της κάμερας 1 ( z1image2 ).
Το διάνυσμα timage2, είναι μοναδιαίο διάνυσμα, ομόρροπο με την προβολή
του διανύσματος μετατόπισης t μεταξύ των καμερών 1, 2 στο επίπεδο της ει-
κόνας 2. Το εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων αυτών δίνει τον όρο A της
Εξίσωσης 5.59.

της, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι βρίσκεται στο διάστημα [0, π].
Στην συνέχεια, κάνουμε τον ορισμό

Ψ ≡ cosψ (5.67)

Η Εξίσωση 5.60 δίνει με την προηγούμενη αντικατάσταση και τον Ορισμό 5.67:

cos θ2 = cos 2ϕ cos θ1 +Ψ sin θ1 sin 2ϕ (5.68)

Η προηγούμενη Σχέση 5.68 μας επιτρέπει να απαλείψουμε τον παράγοντα
Ψ,ο οποίος έχει μεν φυσική ερμηνεία, δεν σχετίζεται όμως το ίδιο άμεσα με
τα μεγέθη ϕ, θ1, θ2.
Αρχικά, παρατηρούμε ότι, από τον ορισμό του

Ψ ∈ [−1, 1]

Επίσης, παρατηρούμε ότι η Εξίσωση 5.68 είναι γραμμική ως προς Ψ. Συ-
νεπώς, η Εξίσωση 5.68 μεταβάλλεται επίσης μονότονα ως προς Ψ, με την
ακριβή μορφή της μονοτονίας να εξαρτάται από την τιμή της 2ϕ και να είναι
προς το παρόν αδιάφορη.
Επίσης, αναφέρουμε ότι η συνάρτηση τόξου συνημιτόνου cos−1, είναι γνη-
σίως φθίνουσα συνάρτηση. Από τις προηγούμενες παρατηρήσεις, μπορούμε
να βρούμε το σύνολο τιμών της γωνίας θ2, για δεδομένα θ1, 2ϕ και Ψ μετα-
βλητό στο σύνολο τιμών του.
Συγκεκριμένα, χρησιμοποιούμε την ιδιότητα κάθε συνεχούς συνάρτησης να
παίρνει όλες τις τιμές ανάμεσα από δύο γνωστές τιμές της, και την μονοτονία
των συναρτήσεων για να βρούμε τις δύο ακραίες ( ελάχιστη και μέγιστη ) τιμές
της συνάρτησης cos−1 με όρισμα που δίνεται από την γραμμική συνάρτηση
του Ψ που διατυπώσαμε στην Σχέση 5.68.
Σύμφωνα με όσα αναφέραμε και με χρήση των γνωστών τριγωνομετρικών
ταυτοτήτων αθροίσματος γωνιών, έχουμε:
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• Για Ψ = 1, η Εξίσωση 5.68 δίνει:

cos θ2 = cos 2ϕ cos θ1 + sin θ1 sin 2ϕ

= cos (θ1 − 2ϕ) (5.69)

• Για Ψ = −1, η Εξίσωση 5.68 δίνει:

cos θ2 = cos 2ϕ cos θ1 − sin θ1 sin 2ϕ

= cos (θ1 + 2ϕ) (5.70)

Μπορούμε τώρα να βρούμε το σύνολο τιμών της διαφοράς

θ2 − θ1

Από τις Σχέσεις 5.69,5.70 και την προηγούμενη συζήτηση, έχουμε:

θ2 − θ1 ∈ [−2ϕ, 2ϕ] (5.71)

Βρισκόμαστε τώρα σε Θέση να διατυπώσουμε το επόμενο Πόρισμα, το οποίο
συνδέει την διαφορά των γωνιών θ1, θ2 με την γωνία 2ϕ. Μας επιτρέπει δη-
λαδή να συνδέσουμε τον διαχωρισμό των κατευθύνσεων προσανατολισμού
των λύσεων 5.22 με το πόσο συμβατές είναι με την κάμερα 1 ( γωνίες θ1, θ2 ).

Πόρισμα 3. Η διαφορά των γωνιών θ1, θ2 που σχηματίζουν οι οπτικοί άξονες
των δύο λύσεων 5.22 με τον οπτικό άξονα της κάμερας 1, φράσσεται από την
γωνία που σχηματίζουν οι κατευθύνσεις προσανατολισμού των δύο λύσεων. Συ-
γκεκριμένα ισχύει η σχέση

|θ2 − θ1| ≤ 2ϕ (5.72)

Το Πόρισμα που μόλις διατυπώσαμε, δεν δίνει ουσιαστικό περιορισμό αν
η γωνία 2ϕ είναι η εξωτερική ( μεγάλη ) γωνία που σχηματίζουν τα διανύ-
σματα v1m2, v

2
m2. Σε αυτή την περίπτωση, μπορούμε να αντιστρέψουμε τον

ρόλο των ανακατασκευών P 1
m2, P

2
m2 και να καταλήξουμε σε ένα ουσιαστικό

φράγμα μέσω της Εξίσωσης 5.72.
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Σχήμα 5.5: Ισοσταθμικές της |θ2 − θ1| για διάφορες τιμές της γωνίας ψ και
ενδεικτικό εύρος γωνιών θ1, 2ϕ.

5.2 Πρακτικοί προβληματισμοί

5.2.1 Επίλυση εξισώσεων

Επιστρέφουμε τώρα στο Σύστημα 5.10, για να εξετάσουμε πως μπορούμε
να το επιλύσουμε στην πράξη. Για τον σκοπό αυτό, κάνουμε τώρα μια πιο
προσεκτική ανάλυση των σχέσεων που οδηγούν στην ομογραφία H που συν-
δέει την προβολική PP1, PP2 με την πραγματική, ευκλείδεια ανακατασκευή
PGT1, PGT2.
Για να απλοποιήσουμε τους υπολογισμούς μας, εφαρμόζουμε την τρισδιά-
στατη ομογραφίαHk στην ευκλείδεια ανακατασκευή, ώστε να την φέρουμε σε
κανονική μορφή, δηλαδή P ′

GT1 =
[
I 0

]
. Η ομογραφία αυτή έχει την απλή

μορφή [
K−1

1 0
0T 1

]
Για την συνέχεια, χρειαζόμαστε δύο Αποτελέσματα ( Αποτέλεσμα 9.8 και
Λήμμα 9.11 από [90] ), τα οποία θα παραθέσουμε χωρίς Απόδειξη, για συ-
ντομία.

Αποτέλεσμα 15. Αν συμβολίσουμε με H προβολικό μετασχηματισμό του τρισ-
διάστατου χώρου ( Ομογραφία ), τότε οι Θεμελιώδεις πίνακες που αντιστοιχούν
στα ζευγάρια {P, P ′}, {PH,P ′H} είναι ίδιοι.

Αποτέλεσμα 16. Έστω ότι η rank 2 μήτρα F μπορεί να γραφεί με δύο διαφο-



5.2. ΠΡΑΚΤΙΚΟΙ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΙΣΜΟΙ 151

ρετικούς τρόπους

F = [a]xA

F = [â]xÂ

Τότε ισχύουν:

â = κa

Â = κ−1(A+ avT)

Πριν συνεχίσουμε, συμβολίζουμε:

• {P ′
GT1, P

′
GT2} ≡ {

[
I 0

]
,
[
A a

]
}

• {PP1, PP2} ≡ {
[
I 0

]
,
[
Â â

]
}

Για να βρούμε την μορφή τουH, έχουμε: Αφού οι δύο ανακατασκευές συνδέ-
ονται με προβολικό μετασχηματισμό H, θα έχουν σύμφωνα με τα προηγού-
μενα κοινό θεμελιώδη πίνακα F . Σύμφωνα με τον προηγούμενο συμβολισμό
μας, γράφουμε:

FP =
[
[a]xA

]
FGT =

[
[â]xÂ

]
Από το Αποτέλεσμα 15, έχουμε ότι οι Θεμελιώδεις πίνακες πρέπει να είναι
κοινοί, επειδή είναι όμως ομογενείς ποσότητες, οι θεμελιώδεις πίνακες θα
συνδέονται με μια πολλαπλασιαστική σταθερά, δηλαδή:

FP = ϵFGT

Χρησιμοποιούμε τώρα το Αποτέλεσμα 16 και έχουμε

â = κa

Â = ϵ−1κ−1(A+ avT)

Μπορεί τώρα να επιβεβαιωθεί, ότι η ομογραφία που συνδέει τις δύο ανακα-
τασκευές, έχει την μορφή

H ′ ≡
[
κ−1ϵ−1I 0
κ−1ϵ−1vT κ

]
Πράγματι,

κ−1ϵ−1P ′
GT1 = PP1H

′

P ′
GT2 = PP1H

′ (5.73)

συνθέτοντας τώρα την ομογραφία H ′ με την ομογραφία H−1
k , παίρνουμε την

μορφή της ομογραφίας που συνδέει τις δύο αρχικές ανακατασκευές, συγκε-
κριμένα [

κ−1ϵ−1K1 0
κ−1ϵ−1vTK1 κ

]
Παρατηρούμε τώρα, ότι δεν ενδιαφερόμαστε να ανακτήσουμε την πραγμα-
τική κλίμακα της ανακατασκευής, επομένως μπορούμε να απλοποιήσουμε
την ομογραφία, καταλήγοντας στην τελική της μορφή[

κ−1ϵ−1K1 0
κ−1ϵ−1vTK1 1

]
(5.74)
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Σημειώνουμε επίσης, ότι αν απαλείψουμε τους όρους κ−1ϵ−1 από την
Σχέση 5.74, παίρνουμε την ομογραφία της Σχέσης 5.6. Χρησιμοποιώντας
αυτή την ομογραφία, καταλήγουμε στους επόμενους πίνακες για την μετρική
ανακατασκευή

PM1 =
[
K1 0

]
PM2 =

[
µK2R2 a

]
όπου µ κατάλληλη σταθερά. Αν και προφανές, τονίζουμε ξανά ότι το διάνυ-
σμα a έχει την σωστή διεύθυνση, όχι όμως και το σωστό μέτρο σε σχέση με
την "ground truth" ανακατασκευή.
Αντικαθιστώντας τώρα την ομογραφία 5.74 στις εξισώσεις υπολογισμού της
ω∗
2 ( Σχέση 5.3 ), εξάγουμε τις "διορθωμένες" μορφές των Εξισώσεων 5.10.

Παραθέτουμε ακόμα την μορφή των εξισώσεων αυτών εδώ, για καλύτερη σύν-
δεση με την ανάλυση που επιχειρούμε

ω∗
2 = PP2

[
(κϵ)−2K1K

T
1 −(κϵ)−2K1K

T
1 p

−(κϵ)−2pTK1K
T
1 (κϵ)−2pTK1K

T
1 p

]
P T
P2

Πρέπει συμπληρωματικά να τονιστεί, ότι όπως είναι σαφές από τις
Σχέσεις 5.73, η εικόνα ω∗

2 βρίσκεται στην κανονική της θέση, εφόσον η μή-
τραK2R2 προσδιορίζεται ακριβώς και όχι πολλαπλασιασμένη με κάποια στα-
θερά.
Ας κάνουμε τώρα σαφές το πλαίσιο της συζήτησης που θα ακολουθήσει. Οι
όροι των εξισώσεων, αναφέρονται στην ομαδοποίηση όπως αυτή εμφανίζεται
στο Σύστημα 5.10. Υπενθυμίζουμε ακόμα ότι κάθε εξίσωση αυτού του συ-
στήματος έχει προκύψει από τα στοιχεία της ω∗

2. Έχουμε:

• Οι ομογενείς εξισώσεις, δεν επηρεάζονται από την πολλαπλασιαστική
σταθερά (κϵ)−1. Αυτό γιατί η πολλαπλασιαστική σταθερά πολλαπλασιά-
ζει όλους τους όρους της εξίσωσης, και συνεπώς μπορεί να απαλειφθεί.
Οι εξισώσεις αυτές αντιστοιχούν στα στοιχεία εκτός διαγωνίου της ω∗

2.

• Στις δύο εξισώσεις στις οποίες εμφανίζεται ο όρος f22 , θα πρέπει να
απορροφήσουμε την πολλαπλασιαστική σταθερά στον ορισμό της μετα-
βλητής της εξίσωσης, προκειμένου να μπορούμε πάλι να απαλείψουμε
την σταθερά-έστω c - που τις πολλαπλασιάζει. Για να αποσαφηνίσουμε
τα λεγόμενα μας, κάνουμε την ακόλουθη αντικατάσταση αγνώστων:

f22 → c−1f22 (5.75)

Με αυτή την αντικατάσταση, μπορούμε "απαλείφοντας" την κοινή στα-
θερά c από τις εξισώσεις, να καταλήξουμε στην μορφή τους ακριβώς
όπως αυτή εμφανίζεται στο Σύστημα 5.10. Βέβαια, από την λύση των
εξισώσεων αυτών δεν θα ανακτήσουμε το f22 , αλλά την κατά μια πολλα-
πλασιαστική σταθερά προσέγγιση του c−1f22

• Η εξίσωση που προκύπτει από το στοιχείο (3, 3) της ω∗
2, δεν μπορεί να

αξιοποιηθεί. Αυτό γιατί, αν και όλοι οι όροι της εξίσωσης πολλαπλα-
σιάζονται με την σταθερά, προκύπτει το ακόλουθο πρόβλημα με τον
"σταθερό όρο" της εξίσωσης αυτής

−p233 + 1→ −cp233 + 1
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Η εξίσωση αυτή μας αναγκάζει να εισάγουμε έναν άγνωστο ακόμα ( την
πολλαπλασιαστική σταθερά ), και επομένως δεν είναι αξιοποιήσιμη χω-
ρίς να αλλάξουμε τον αριθμό των αγνώστων.

• Η τελευταία αυτή παρατήρηση μας επιτρέπει να ξεπεράσουμε τους
προβληματισμούς που θέσαμε νωρίτερα, συγκεκριμένα αν είναι το Σύ-
στημα 5.10 των 6 εξισώσεων συμβιβαστό, αφού τελικά μόνο 5 από αυτές
μπορούν να αξιοποιηθούν.

Συμπερασματικά, προτείνουμε τον ακόλουθο τρόπο επίλυσης

1. Λύνουμε το σύστημα που προκύπτει από τις Εξισώσεις 5.10, με τους
συντελεστές όπως ακριβώς εμφανίζονται. Τονίζουμε ότι κρατάμε 5 από
τις 6 Εξισώσεις του 5.10, απορρίπτοντας την ακατάλληλη εξίσωση που
προκύπτει από το στοιχείο ω∗

2(3, 3).

2. Με αυτό τον τρόπο η σωστή λύση ανακτάται, με εξαίρεση το f2 που έχει
προσδιοριστεί με ακρίβεια μιας πολλαπλασιαστικής σταθεράς.

3. Διάφοροι τρόποι μπορούν να χρησιμοποιηθούν για τον πλήρη προσ-
διορισμό του σωστού f2. Η λύση που προτείνουμε είναι η ακόλουθη.
Αντιστρέφουμε τον ρόλο των καμερών 1, 2, δηλαδή τοποθετούμε την κά-
μερα 2 στην αρχή των αξόνων. Σχηματίζοντας και επιλύοντας για αυτή
την αντεστραμμένη διάταξη καμερών το Σύστημα 5.10, μπορούμε αντί-
στοιχα να ανακτήσουμε την σωστή τιμή του f2. Με αυτόν τον τρόπο
προσδιορίζουμε τόσο το σύμπλεγμα κϵ, όσο και το f2.

4. Σημειώνουμε, ότι η προηγούμενη αντιστροφή του ρόλου των καμερών
1, 2, γίνεται ιδιαίτερα εύκολα, με την απλή αντιστροφή του πίνακα F
που αντιστοιχεί στο αρχικό ζευγάρι.

Καταληκτικά, επιλύουμε τις ( σωστές 5 ) Εξισώσεις του Συστήματος 5.13 και
επίσης προσδιορίζουμε την ορθή τιμή του f2. Ανάλογα με την Ομογραφία που
θα χρησιμοποιήσουμε ( Σχέση 5.6,5.74 ), κάποιος από τους δύο πίνακες της
μετρικής ανακατασκευής Pm1, Pm2, θα προκύπτει με το αριστερό 3×3 μπλοκ
( δηλαδή το KiRi ) πολλαπλασιασμένο κατά μία σταθερά. Το γεγονός αυτό
δεν επηρεάζει την ορθότητα της αναπαράστασης.

5.2.2 Η περίπτωση του Θορύβου

Μέχρι τώρα, δεν εξετάσαμε καθόλου πως επηρεάζει ο Θόρυβος την επίλυση
του Συστήματος 5.13. Σε μια προσπάθεια να μοντελοποιήσουμε την επί-
δραση του Θορύβου, γράφουμε:

PP2 = PGT
P2 + Pn

P2 (5.76)

Αναλύουμε δηλαδή την έκφραση της μήτρας προβολής 2 που έχουμε εκτι-
μήσει, σε άθροισμα δύο όρων, ενός πραγματικού όρου PGT

P2 και ενός όρου
θορύβου Pn

P2, που θεωρήσαμε έως τώρα μηδενικό.
Θεωρούμε όπως συνήθως, ότι η προβολική αναπαράσταση είναι στην "κα-
νονική" μορφή, συνεπώς η κάμερα 1 δεν επηρεάζεται από τον θόρυβο αφού
τίθεται στη τιμή

[
I 0

]
.

Αν αντικαταστήσουμε την Θορυβώδη μορφή της μήτρας PP2 στο Σύστημα 5.10,
βλέπουμε ότι λαμβάνουμε αντίστοιχα το ιδανικό σύστημα προσαυξημένο κατά
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μια διαταραχή, η οποία προκύπτει από την Pn
P2.

Από την επίλυση του θορυβώδους συστήματος επομένως, λαμβάνουμε μια
Θορυβώδη εκτίμηση των 5 υπό προσδιορισμό παραμέτρων. Κατά κάποιο
τρόπο, βλέπουμε ότι προσαρμοζόμαστε στον θόρυβο, αφού το σύστημα δεν
είναι υπερορισμένο. Όμως ο θόρυβος δεν εφαρμόζεται απευθείας στο Σύ-
στημα 5.10, αλλά στα σημεία των υπό εξέταση εικόνων. Οπότε ο τρόπος που
επηρεάζει ο Θόρυβος τις προς επίλυση εξισώσεις δεν είναι ξεκάθαρος.
Παρατηρώντας την μορφή του συστήματος που προκύπτει μετά την αντι-
κατάσταση του 5.76 στο 5.10, βλέπουμε ότι υπάρχουν κάποιοι κοινοί όροι
θορύβου στις εξισώσεις. Διάφοροι τρόποι δοκιμάστηκαν προκειμένου να αξιο-
ποιηθεί το γεγονός αυτό, με φτωχά όμως αποτελέσματα.
Για να ελαττώσουμε την επίδραση του θορύβου στις εκτιμήσεις των αγνώστων
παραμέτρων, είναι σημαντικό να κατανοήσουμε τον τρόπο που επηρεάζει τις
Εξισώσεις. Οι θορυβώδεις μετρήσεις δημιουργούν σφάλμα στην εκτίμηση του
Θεμελιώδους πίνακα F και η χρήση του εσφαλμένου F τελικά μεταφέρει κά-
ποιο σφάλμα στην μήτρα PP2. Μια επιτυχημένη ανάλυση, θα μας επέτρεπε
να εκτιμήσουμε, δεδομένης της PP2, την βέλτιστη σύμφωνα με κάποιο κριτή-
ριο αποθορυβοποίησή της, P ′

P2. Επιπλέον, χρήσιμα συμπεράσματα θα μπο-
ρούσαν να προκύψουν από τον προσδιορισμό της συνάρτησης κατανομής
του θορύβου στα στοιχεία της μήτρας PP2, δεδομένης της κατανομής του θο-
ρύβου των μετρήσεων. Τέλος, η χρήση πολλών εκτιμήσεων της παραμέτρου
του εστιακού μήκους f κάθε κάμερας, από διαφορετικά ζευγάρια καμερών
στα οποία συμμετέχει, μπορεί να βελτιώσει την ακρίβεια των εκτιμήσεων μας
και να βοηθήσει στο διαχωρισμό των αξιόπιστων και των αναξιόπιστων ανα-
κατασκευών.

5.3 Πειράματα

5.3.1 Πειράματα με συνθετικά δεδομένα

Δομή συνθετικής σκηνής

Στα πειράματα που εκτελέσαμε με συνθετικά δεδομένα, χρησιμοποιήσαμε
την ακόλουθη μεθοδολογία για να τοποθετήσουμε τις κάμερες στον χώρο.
Τοποθετήσαμε την μία κάμερα ( Κάμερα 1 ) στην αρχή των αξόνων και προσα-
νατολισμένη κατά τον άξονα z. Για την δεύτερη κάμερα, δειγματοληπτούμε
ομοιόμορφα επιφάνεια μοναδιαίας σφαίρας, με κέντρο την θέση της κάμε-
ρας 1. Έτσι η σχετική θέση των καμερών 1 και 2 επιλέγεται ομοιόμορφα στον
χώρο, ανάμεσα σε όλες τις πιθανές σχετικές θέσεις. Η επιλογή της μοναδιαίας
ακτίνας της σφαίρας, καθορίζει την παράμετρο της κλίμακας της ανακατα-
σκευής.
Για τον προσανατολισμό της Δεύτερης κάμερας, δημιουργούμε ένα τυχαίο
διάνυσμα, και το χρησιμοποιούμε ως άξονα περιστροφής. Οι συντεταγμέ-
νες του διανύσματος αυτού είναι ομοιόμορφα κατανεμημένες μεταβλητές στο
διάστημα [0, 1]. Αντίστοιχα επιλέγουμε ομοιόμορφα και την γωνία στροφής,
γύρω από τον προηγούμενο άξονα. Θέτουμε τον περιορισμό οι οπτικοί άξονες
των δύο καμερών να σχηματίζουν γωνία μικρότερη των 30◦, προκειμένου να
δημιουργηθούν πιο ρεαλιστικές σκηνές. Η επιλογή αυτή υποστηρίζεται από
την βιβλιογραφία, για παράδειγμα [174] . Τα αποτελέσματα των πειραμάτων
δεν φάνηκε πάντως να επηρεάζονται από τον περιορισμό αυτό.
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Δείκτες Αξιολόγησης

Για να αξιολογήσουμε τα αποτελέσματα των πειραμάτων, τόσο σε συνθετικά
όσο και σε πραγματικά δεδομένα, χρησιμοποιήσαμε τα παρακάτω σφάλματα

1. Για την ποσοτικοποίηση του σφάλματος στην εκτίμηση του εστιακού
βάθους, ορίζουμε την ποσότητα

∆f ≡
∣∣∣∣ ffgt − 1

∣∣∣∣
όπου f συμβολίζουμε την ευρεθείσα τιμή και fgt την σωστή τιμή του
εστιακού μήκους.

2. Για την ποσοτικοποίηση του σφάλματος στην εκτίμηση της θέσης του
π∞, χρησιμοποιούμε τις επόμενες 2 ποσότητες

• Την γωνία που σχηματίζει το διάνυσμα μετατόπισης t και το σωστό
διάνυσμα μετατόπισης tgt

∆t ≡ t, tgt

• Την γωνία που σχηματίζει η σύνθεση της ευρεθείσας περιστροφής
R με την σωστή περιστροφή Rgt

∆R ≡ RR−1
gt

Παρατηρούμε ότι για την θέση του π∞, προσδιορίζουμε έμμεσα το σφάλμα.
Αυτό γίνεται γιατί από τον τρόπο που διεξάγουμε τα πειράματα, δεν γνωρί-
ζουμε την "σωστή" θέση του π∞ στην προβολική ανακατασκευή.
Οι προηγούμενοι δείκτες, είναι συνηθισμένοι στην βιβλιογραφία. Αναφέρουμε
ενδεικτικά την χρήση τους στα [74, 119, 32].

Προσθήκη Θορύβου

Όπως είναι φυσικό, τα πειράματα χωρίς θόρυβο στις μετρήσεις επιστρέφουν
τις σωστές τιμές των υπό προσδιορισμό παραμέτρων. Για τον λόγο αυτό, δεν
μπορούμε να αξιολογήσουμε τις προτεινόμενες μεθόδους, αν δεν προσθέ-
σουμε Θόρυβο στις μετρήσεις.
Λάβαμε ιδιαίτερη μέριμνα, ώστε ο θόρυβος να προστεθεί στο μέγεθος που
επηρεάζει στην πραγματικότητα, δηλαδή στις συντεταγμένες των σημείων
στην εικόνα. Η προσθήκη θορύβου στους πίνακες προβολής, στις υπό προσ-
διορισμό παραμέτρους, στα σημεία του χώρου, στον θεμελιώδη πίνακα κ.λ.π.
δεν μοντελοποιεί σωστά την διαδικασία σχηματισμού εικόνων, όποτε θα πρέ-
πει να αποφευχθεί.
Για τον σκοπό αυτό, προσθέτουμε στις εικόνες Θόρυβο που ακολουθεί Γκαου-
σιανή κατανομή. Ο Θόρυβος προστίθεται στα σημεία της εικόνας, με τυπική
απόκλιση σχετική με το μέγεθος της εικόνας. Όσον αφορά την κατανομή
που επιλέξαμε για τον θόρυβο στις μετρήσεις, ακολουθήσαμε την πιο δια-
δεδομένη επιλογή. Υπάρχουν όμως αναφορές που διαφωνούν με την χρήση
Γκαουσιανού Θορύβου ( [87] ).
Συγκεκριμένα, δοσμένης της συνθετικής σκηνής, την δημιουργία της οποίας
περιγράψαμε προηγουμένως, ακολουθούμε τα εξής βήματα:
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1. Δημιουργία στον χώρο τρισδιάστατων σημείων. Τα σημεία δημιουργού-
νται με χρήση της ομοιόμορφης κατανομής για τις συντεταγμένες τους.
Από αυτά επιλέγονται όσα είναι ορατά και από τις δύο κάμερες.

2. Τα σημεία προβάλλονται στις εικόνες, με τους σωστούς πίνακες προβο-
λής που διαθέτουμε.

3. Στα προηγούμενα σημεία των εικόνων, προσθέτουμε Γκαουσιανό Θό-
ρυβο.

4. Από τα ταιριασμένα ζεύγη σημείων στις δύο εικόνες, υπολογίζουμε τον
Θεμελιώδη πίνακα.

5. Τέλος, υπολογίζουμε από τον Θεμελιώδη πίνακα το κανονικό ζευγάρι
καμερών.

Για τον υπολογισμό του Θεμελιώδους πίνακα, χρησιμοποιούμε την διαθέ-
σιμη υλοποίηση από το computer vision toolbox του matlab. Η υλοποίηση
αυτή χρησιμοποιεί την μέθοδο Least Median of Squares ( LMedS ). Όμως,
στην πραγματικότητα είναι μια βασική υλοποίηση, η οποία δεν επιτρέπει τον
καθορισμό ικανοποιητικού αριθμού παραμέτρων της μεθόδου. Επιλέχθηκε
όμως για τους εξής λόγους:

• Το γεγονός ότι δεν υπάρχουν outliers στα σημεία που έχουμε αντι-
στοιχήσει στις δύο εικόνες, διευκολύνει τον ακριβή προσδιορισμό του
Θεμελιώδους πίνακα

• Δεν θέλουμε να επηρεαστούν τα αποτελέσματα μας από την χρήση κά-
ποιου ιδιαίτερα εξελιγμένου αλγορίθμου προσδιορισμού του Θεμελιώ-
δους πίνακα

Τέλος, για τον θόρυβο σημειώνουμε τα εξής. Διαλέξαμε να προσθέσουμε τον
Θόρυβο ποσοστιαία στις συντεταγμένες. Αυτό έχει σαν συνέπεια σημεία με
μεγάλες "τιμές" τεταγμένης ή τετμημένης να επηρεάζονται περισσότερο από
σημεία με μικρές τιμές. Αυτό δεν είναι επιθυμητό, από τον τρόπο δημιουρ-
γίας όμως των σημείων στον χώρο ( ομοιόμορφη κατανομή ), θεωρούμε ότι
εξομαλύνεται μερικώς. Από την άλλη, η προσθήκη Θορύβου με τυπική από-
κλιση δοσμένο αριθμό pixels, είναι προβληματική ή και ανεφάρμοστη σε
"μικρές" εικόνες ή στο κανονικοποιημένο εύρος εστιακών μηκών που χρησι-
μοποιούμε. Οπότε θεωρούμε ότι είναι αποδεκτός συμβιβασμός, αν και, όπως
παρατηρούμε, σε μεγάλα επίπεδα Θορύβου το μέγεθος της εικόνας μεταβάλ-
λει τα σχετικά αποτελέσματα της μεθόδου.
Παρατηρούμε επίσης, ότι στην βιβλιογραφία ( [33, 74, 119, 32] ) τα πειρα-
ματικά αποτελέσματα αξιολογούνται για επίπεδα θορύβου έως 1 pixel ή 1%,
όποτε δίνουμε ιδιαίτερο βάρος σε αυτά τα μεγέθη.

Πειράματα και Αποτελέσματα

Αρχικά, μεταβάλλουμε το επίπεδο του θορύβου, και παρουσιάζουμε τα απο-
τελέσματα της μεθόδου. Εφαρμόζουμε την μέθοδο που αναπτύξαμε σε

• κανονικοποιημένες διαστάσεις εικόνας, με διαγώνιο περίπου 1. Στην
περίπτωση αυτή δειγματοληπτούμε το εστιακό μήκος f στο διάστημα
[0.5, 1.7]. Έτσι έχουμε μεγάλη διακύμανση στο εύρος τιμών του εστια-
κού μήκους.
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• διαστάσεις εικόνας 700× 500.

Σημειώνουμε ότι ελέγχουμε τα σημεία του χώρου να προβάλλονται μέσα στα
όρια της εικόνας.
Η εξέλιξη του σφάλματος σε σχέση με το επίπεδο του θορύβου, παρουσιά-
ζεται στα Διαγράμματα 5.6. Επίσης, στα Διαγράμματα 5.7, παρουσιάζουμε
την διασπορά του σφάλματος και στο Διάγραμμα 5.8 την εξέλιξη του πο-
σοστού επιτυχίας της μεθόδου. Η μέθοδος αποτυγχάνει, όταν οι τιμές που
προκύπτουν για τα f21 , f

2
2 είναι αρνητικές.

Στα προηγούμενα αποτελέσματα, παρατηρούμε ότι για τιμές θορύβου < 1%,
το σφάλμα παραμένει σε ικανοποιητικά χαμηλά επίπεδα. Ακόμα, παρατη-
ρούμε ότι το εύρος τιμών του f δεν επηρεάζει σημαντικά τα αποτελέσματα,
ειδικά σε λογικά επίπεδα θορύβου ( Σύγκριση κανονικοποιημένου εύρους
τιμών f και τιμών για μέγεθος εικόνας 700 × 500 ). Η κατανομή του σφάλ-
ματος, για επίπεδο θορύβου 1% παρουσιάζεται στα Ιστογράμματα 5.9. Στον
Πίνακα 5.1 παρουσιάζουμε το ποσοστό των δειγμάτων με σφάλμα μικρότερο
ενός ορίου, και το σφάλμα που φράσσει το 90% των δειγμάτων.
π Στα προηγούμενα αποτελέσματα, παρατηρούμε ότι το σφάλμα του εστια-
κού μήκους f συγκεντρώνεται καλά κοντά στο μηδενικό σφάλμα, με λίγα
δείγματα να παρουσιάζουν μεγάλες τιμές σφάλματος. Όπως φαίνεται και
στον Πίνακα 5.1, σημαντικό ποσοστό των πειραμάτων, παρουσιάζει σφάλμα
μικρότερο του 10%. Για το σφάλμα στην εκτίμηση της περιστροφής και της
μετατόπισης, τα αποτελέσματα δεν είναι τόσο ικανοποιητικά, αφού παρατη-
ρούμε μεγαλύτερη διασπορά του σφάλματος.
Για να μειώσουμε το σφάλμα των εκτιμήσεων μας, χρησιμοποιούμε την ακό-
λουθη μέθοδο. Θεωρούμε ότι η κάμερα 1 "βλέπει" κοινά σημεία με n άλλες
κάμερες. Λαμβάνουμε έτσι n τιμές για το εστιακό μήκος f1, τις οποίες μπο-
ρούμε να χρησιμοποιήσουμε για να βελτιώσουμε την εκτίμηση του f1. Ει-
κάζουμε ότι οι λύσεις που λαμβάνουμε για το f1 θα συγκεντρώνονται γύρω
από την σωστή τιμή του, ενώ λύσεις που επηρεάζονται από τον θόρυβο θα
παρουσιάζονται ως outliers.
Δεδομένων των n εκτιμήσεων f i1 για το f1, προσδιορίζουμε την τιμή του ως
εξής:

1. Υπολογίζουμε τον μέσο f̄1 των εκτιμήσεων μας f i1. Ο μέσος αν και επη-
ρεάζεται από outliers, προσεγγίζει καλά την πραγματική τιμή του f1,
όταν το σφάλμα κατανέμεται συμμετρικά γύρω από αυτήν.

2. Επιλέγουμε τις τιμές f i1 που βρίσκονται εντός συγκεκριμένης ανοχής T

Ποσοστό
αποτελεσμάτων με

σφάλμα ≤ 10%

82% 80%

Σφάλμα ∆f1 που
φράσσει το 90% των

αποτελεσμάτων

19% 17%

Πίνακας 5.1: Αποτελέσματα για επίπεδο Θορύβου 1%. Πρώτη στήλη:
Κανονικοποιημένες διαστάσεις εικόνας, Δεύτερη στήλη: Διαστάσεις εικόνας
700× 500
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Σχήμα 5.6: Εξέλιξη του σφάλματος στις εκτιμήσεις των εστιακών μηκών, της
περιστροφής και της μετατόπισης για διαφορετικά επίπεδα Θορύβου. Ο Θό-
ρυβος περιγράφεται με την τυπική του απόκλιση ως ποσοστό των συντεταγ-
μένων των σημείων της εικόνας.
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Σχήμα 5.7: Εξέλιξη της διασποράς του σφάλματος στις εκτιμήσεις των εστια-
κών μηκών και της περιστροφής για διαφορετικά επίπεδα Θορύβου. Ο Θόρυ-
βος περιγράφεται με την τυπική του απόκλιση ως ποσοστό των συντεταγμένων
των σημείων της εικόνας.
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Σχήμα 5.8: Εξέλιξη του ποσοστού επιτυχίας της μεθόδου, για διαφορετικά
επίπεδα θορύβου. Ο Θόρυβος περιγράφεται με την τυπική του απόκλιση ως
ποσοστό των συντεταγμένων των σημείων της εικόνας.
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Σχήμα 5.9: Συσσωρευτικά ιστογράμματα για την κατανομή του σφάλματος.
Το επίπεδο του Θορύβου είναι 1%. Στην κορυφή παρουσιάζουμε αποτελέ-
σματα με κανονικοποιημένο μέγεθος εικόνας και στην δεύτερη σειρά με μέ-
γεθος εικόνας 500× 700
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από την μέση τιμή f̄1.

3. Υπολογίζουμε ξανά την μέση τιμή, των δειγμάτων που επιλέχθηκαν στο
προηγούμενο βήμα. Αυτή είναι η εκτίμηση του f1

Όσον αφορά την επιλογή του κατωφλίου T που αναφέραμε προηγουμένως,
δοκιμάσαμε διάφορες λογικές τιμές. Υπολογίσαμε το σφάλμα μόνο στις πε-
ριπτώσεις που υπήρχαν εκτιμήσεις αρκετά κοντά ( σύμφωνα με το κατώφλι
T ) στην μέση τιμή f̄1, και υποθέσαμε ότι σε αντίθετη περίπτωση η μέθο-
δος αποτυγχάνει λόγω της μεγάλης διασποράς των εκτιμήσεων. Το σφάλμα
∆f1 παρέμεινε σχεδόν σταθερό για τις διάφορες τιμές κατωφλίου. Συνεπώς
η διασπορά γύρω από την μέση τιμή, δεν είναι σημαντική παράμετρος για
τον προσδιορισμό του σφάλματος στην εκτίμηση.
Για την μέθοδο που μόλις περιγράψαμε, η εξέλιξη του σφάλματος σε σχέση
με το επίπεδο του θορύβου, παρουσιάζεται στα Διαγράμματα 5.10. Επίσης,
στα Διαγράμματα 5.11, παρουσιάζουμε την διασπορά του σφάλματος.
Στα προηγούμενα αποτελέσματα, παρατηρούμε ότι η διασπορά του σφάλμα-
τος μειώνεται με αύξηση του αριθμού των καμερών ( συνεπώς και διαθέσιμων
εκτιμήσεων του σφάλματος ). Έτσι, η μέθοδος γίνεται πιο σταθερή και αξιό-
πιστη όσο περισσότερα "ζευγάρια" μπορούμε να φτιάξουμε για κάθε κάμερα
του συνόλου δεδομένων. Επίσης παρατηρούμε ότι η αύξηση του αριθμού των
καμερών βελτιώνει το σφάλμα στις εκτιμήσεις των εστιακών μηκών f1, f2.

Στα διαγράμματα 5.10, παρουσιάσαμε το σφάλμα στην εκτίμηση της περι-
στροφής, της μετατόπισης και του εστιακού μήκους της δεύτερης κάμερας f2,
όταν διαθέτουμε περισσότερες από μια εκτιμήσεις για το f1. Το σφάλμα αυτό
υπολογίστηκε ως το σφάλμα στην ανακατασκευή που έχει την μικρότερη
απόκλιση από την εκτιμηθείσα τιμή του f1. Σκοπός μας ήταν να δούμε αν
οι ανακατασκευές που δίνουν μικρό σφάλμα στην εκτίμηση του f1, μπορούν
να θεωρηθούν περισσότερο αξιόπιστες και για τα υπόλοιπα προς προσδιορι-
σμό μεγέθη. Όσον αφορά το f2, παρατηρούμε ότι πράγματι υπάρχει τέτοια
σύνδεση. Για την περιστροφή και την μετατόπιση, αν και τα αποτελέσματα
είναι βελτιωμένα, η βελτίωση τους είναι συγκριτικά συγκρατημένη.
Στα Διαγράμματα 5.12, συγκρίνουμε το σφάλμα στην βασική μέθοδο και
στην μέθοδο με το προηγούμενο σύστημα επιλογής.Όμοια με προηγουμέ-
νως, παρατηρούμε σημαντική βελτίωση στις εκτιμήσεις των εστιακών μηκών
f1, f2 και μικρότερη στις εκτιμήσεις της περιστροφής και της μετατόπισης.

Σύγκριση με μεθόδους που επιλύουν τις εξισώσεις Kruppa

Για τις εκτιμήσεις των εστιακών μηκών f1, f2, συγκρίναμε τα αποτελέσματα
της μεθόδου μας με τα αποτελέσματα της μεθόδου που βασίζεται στις εξισώ-
σεις Kruppa. Αυτή είναι και η καθιερωμένη μέθοδος για εκτιμήσεις διαφο-
ρετικών εστιακών μηκών f1, f2 από 2 εικόνες. Σημειώνουμε τα ακόλουθα:
Στην περίπτωση που δεν έχουμε Θόρυβο στις μετρήσεις, η προτεινόμενη μέ-
θοδος και η μέθοδος Kruppa δίνουν σωστά τις τιμές των f1, f2. Τα σφάλματα
είναι της τάξης της αριθμητικής ακρίβειας του υπολογιστή.
Ελέγξαμε ακόμα την συμπεριφορά της μεθόδου, για επίπεδα θορύβου στο
εύρος 0.2% έως 10%. Συγκεντρωτικά τα αποτελέσματα παρουσιάζονται στον
Πίνακα 5.1. Σημειώνουμε:
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Σχήμα 5.10: Εξέλιξη του σφάλματος στις εκτιμήσεις των εστιακών μηκών,
της περιστροφής και της μετατόπισης για διαφορετικά επίπεδα Θορύβου. Ο
Θόρυβος περιγράφεται με την τυπική του απόκλιση ως ποσοστό των συντε-
ταγμένων των σημείων της εικόνας.
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Σχήμα 5.11: Εξέλιξη της διαποράς του σφάλματος στο εστιακό μήκος ∆f1,
για διαφορετικά επίπεδα Θορύβου. Ο Θόρυβος περιγράφεται με την τυπική
του απόκλιση ως ποσοστό των συντεταγμένων των σημείων της εικόνας.
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Σχήμα 5.12: Σύγκριση των αποτελεσμάτων της βασικής μεθόδου, και της
μεθόδου με τις πολλαπλές εκτιμήσεις του f1. Ο αριθμός των καμέρων δίνεται
στο υπόμνημα κάθε γραφήματος. Ο Θόρυβος περιγράφεται με την τυπική
του απόκλιση ως ποσοστό των συντεταγμένων των σημείων της εικόνας.

• Όταν η μέθοδος μας επιτυγχάνει, επιτυγχάνει και η μέθοδος Kruppa.
Το αντίστροφο δεν ισχύει.

• Όταν και οι δύο μέθοδοι επιτυγχάνουν, τα αποτελέσματα τους ταυτίζο-
νται.

• Όταν η μέθοδος μας αποτυγχάνει, η μέθοδος Kruppa δίνει, σε ποσοστό
μεγαλύτερο από το 95% των περιπτώσεων, τελείως εσφαλμένες εκτιμή-
σεις.

Επομένως, παρατηρούμε ότι οι δύο μέθοδοι είναι ισοδύναμες. Το γεγονός
ότι η μέθοδος μας αποτυγχάνει όταν η μέθοδος Kruppa δίνει τελείως εσφαλ-
μένη εκτίμηση των f1, f2, μπορεί να θεωρηθεί ως πλεονέκτημα, αφού απο-
φεύγουμε έτσι την είσοδο ακραίων τιμών ( outliers ) στις εκτιμήσεις των f1, f2.

5.3.2 Εκφυλισμένες διατάξεις. Μια θεωρητική και πει-
ραματική προσέγγιση

Στην Ενότητα αυτή, συνεχίζουμε την ανάλυση για τον εντοπισμό και την κα-
ταγραφή των εκφυλισμένων διατάξεων. Βασιζόμαστε στην διαθέσιμη βιβλιο-
γραφία για το ζήτημα, εξάγουμε συμπεράσματα και τα επαληθεύουμε πει-
ραματικά. Κύριες αναφορές της Ενότητας είναι [105, 217, 218, 135, 27].
Ξεκινάμε παρουσιάζοντας τα αποτελέσματα του [105], όσα αφορούν άμεσα
το πρόβλημα μας. Η ανάλυση που ακολουθεί αφορά εκφυλισμένες διατάξεις
που επηρεάζουν το πρόβλημα, ανεξάρτητα από την μέθοδο επίλυσης του. Η
μέθοδος επίλυσης που θα επιλέξουμε μπορεί να διαθέτει επιπλέον εκφυλι-
σμένες διατάξεις.
Σχετικά με τον προσδιορισμό της παραμέτρου του εστιακού μήκους fi, έχουμε
την επόμενη πρόταση

Πρόταση 1 (Πρόταση 5.2 [105]). Δοσμένου του επιπέδου στο άπειρο π∞, και
όλων των εσωτερικών παραμέτρων ( μήτρα K ) πλην των εστιακών μηκών fi,
η διάταξη είναι εκφυλισμένη αν και μόνο αν υπάρχει το πολύ μία διεύθυνση
προσανατολισμού.
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Περιγραφή Τιμή

Αποτυχίες προτεινόμενης μεθόδου 1798

H προτεινόμενη μέθοδος
αποτυγχάνει και η μέθοδος
Kruppa δίνει σφάλμα ≤ 10%

68

Οι δύο μέθοδοι δίνουν ίδιες λύσεις 18202

Μέσος όρος σφάλματος μεθόδου
Kruppa, στις περιπτώσεις που η

προτεινόμενη μέθοδος
αποτυγχάνει

≥ 150%

Πίνακας 5.2: Αποτελέσματα σύγκρισης της προτεινομένης μεθόδου και της
μεθόδου που βασίζεται στις Εξισώσεις Kruppa. Τα στοιχεία προκύπτουν από
πειράματα με 2000 δοκιμές ανά επίπεδο θορύβου. Ο θόρυβος ρυθμίστηκε
στα επίπεδα ( τοις εκατό ):0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1, 2, 4, 8, 10

Αν εξετάζουμε δύο όψεις, η παραπάνω πρόταση αντιστοιχεί στην περίπτωση
της μηδενικής περιστροφής. Σημειώνουμε ότι, σε αυτή την περίπτωση όλες
οι πιθανές Ω∞ βρίσκονται στο π∞. Συνεπώς το π∞ μπορεί να προσδιοριστεί.
Αντίστοιχα, παραθέτουμε τώρα μία πρόταση σχετικά με την δυνατότητα ανά-
κτησης των αφινικών ιδιοτήτων του χώρου, ισοδύναμα τον προσδιορισμό του
π∞

Πρόταση 2 (Πρόταση 5.3 [105] και Ενότητα 5 [217]). Δοσμένων των εσωτερι-
κών παραμέτρων των καμερών, εκτός από τα εστιακά μήκη fi, η σχετική θέση
των καμερών είναι κρίσιμη διάταξη για την αφινική ανακατασκευή αν και μόνο
αν

1. Οι κάμερες έχουν συγγραμικά οπτικά κέντρα.

2. Τα κέντρα των καμερών είναι τοποθετημένα σε κωνική του επιπέδου, με
τις διευθύνσεις προσανατολισμού τους εφαπτόμενες στην συγκεκριμένη
κωνική( διευθύνσεις προσανατολισμού στην διεύθυνση "κίνησης" πάνω
στην κωνική των κέντρων ).

3. Η κίνηση ( μετατόπιση ) γίνεται κατά μήκος του οπτικού άξονα, συνδυα-
σμένη με τυχούσες περιστροφές γύρω από τον οπτικό άξονα.

Στις περιπτώσεις 1,2 προκύπτει αμφισημία στις λύσεις ( 2 λύσεις ). Στην περί-
πτωση 3 έχουμε μια παραμετρική οικογένεια λύσεων.

Σχολιάζουμε τώρα την προηγούμενη πρόταση. Αρχικά, η συνθήκη 1 της
προηγούμενης πρότασης, ισχύει πάντα στην περίπτωση των δύο όψεων. Συ-
νεπώς, η αμφισημία σχετικά με την θέση του π∞,που εμφανίζεται στην προ-
τεινόμενη μέθοδο και αναλύσαμε εκτενώς προηγούμενα, δεν μπορεί να ξε-
περαστεί από καμία μέθοδο.
Μια διαισθητικά ικανοποιητική εξήγηση της αμφισημίας αυτής, δίνεται στο [217].
Έστω ω1, ω2 οι προβολές της απόλυτης κωνικής στις Εικόνες 1, 2 αντίστοιχα.
Προβάλλοντας τις κωνικές αυτές στον χώρο, παίρνουμε 2 κώνους. Οι κώνοι
αυτοί στην γενική περίπτωση έχουν 2 τομές, εξ'ου και η αμφισημία.
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Ας εξετάσουμε τώρα μερικές ειδικές περιπτώσεις των προηγούμενων προτά-
σεων. Εξετάσαμε ήδη την περίπτωση μηδενικής περιστροφής, οπότε εξετά-
ζουμε τώρα την περίπτωση μηδενικής μετατόπισης ( καθαρή περιστροφή ).
Όπως περιγράφεται στο [217], παρ'ότι ο προσδιορισμός αφινικών ιδιοτήτων
είναι αδύνατος, τα εστιακά μήκη μπορούν να βρεθούν. Συγκεκριμένα, τα
εστιακά μήκη προσδιορίζονται όταν οι οπτικοί άξονες των δύο όψεων δεν
ταυτίζονται ( η περιστροφή δεν είναι γύρω από τον οπτικό άξονα ).
Τέλος, αναφέρουμε ένα ακόμα παράδειγμα. Αν οι σχετικές θέσεις των 2 κα-
μερών περιγράφονται με επίπεδη κίνηση, δηλαδή οι οπτικοί άξονες και τα
οπτικά κέντρα ανήκουν σε κοινό επίπεδο, τότε, δεν είναι δυνατός ο προσδιο-
ρισμός του π∞ και των f1, f2 [28]. Η προσθήκη τρίτης όψης αίρει την κρισι-
μότητα της διάταξης.
Στην συνέχεια, αναφέρουμε διατάξεις, οι οποίες είναι κρίσιμες για συγκεκρι-
μένες μεθόδους επίλυσης του προβλήματος της βαθμονόμησης των καμερών
( προσδιορισμός της μήτρας εσωτερικής βαθμονόμησης K ). Οι διατάξεις αυ-
τές αφορούν συγκεκριμένες μεθόδους, επομένως δεν είναι τόσο γενικές όσο
οι προηγούμενες. Για ορισμένες από αυτές τις διατάξεις, επαληθεύσαμε πει-
ραματικά την συμπεριφορά της μεθόδου που προτείνουμε και της μεθόδου
που βασίζεται στις εξισώσεις Kruppa, όταν οι 2 κάμερες τοποθετηθούν στον
χώρο σύμφωνα με αυτή την διάταξη.
Στο [27], εξετάζεται η περίπτωση δύο εικόνων με προσδιορισμένες τις πα-
ραμέτρους εσωτερικής βαθμονόμησης, εκτός από τα εστιακά μήκη f1, f2. Οι
συγγραφείς εξάγουν το επόμενο σχετικό συμπέρασμα

Πρόταση 3 (Από [27]). Ο θεμελιώδης πίνακας F δεν αποσυντίθεται μοναδικά
ως K−T

1 BK−1
2 αν και μόνο αν

1. Οι οπτικοί άξονες των δύο καμερών και η ευθεία που ενώνει τα οπτικά
τους κέντρα ( baseline ) είναι συνεπίπεδα

2. Ένα οπτικός άξονας, η baseline και το κάθετο διάνυσμα στον δεύτερο
οπτικό άξονα και την baseline είναι συνεπίπεδα

Παρατηρούμε ότι ήδη έχουμε σχολιάσει την περίπτωση 1.
Πειραματικά, ελέγξαμε την συμπεριφορά της προτεινόμενης μεθόδου και
των εξισώσεων Kruppa στις διατάξεις 1,2. Παρατηρούμε:

• Το γραμμικό σύστημα που λύνουμε χάνει rank και ο προσδιορισμός
των αγνώστων παραμέτρων δεν μπορεί να γίνει μοναδικά.

• Η μέθοδος που βασίζεται στις εξισώσεις Kruppa δίνει εσφαλμένες τιμές
εστιακών μηκών f1, f2.

Στο άρθρο [218], οι συγγραφείς παρουσιάζουν επιπλέον κρίσιμες διατάξεις
για την μέθοδο που βασίζεται στις εξισώσεις Kruppa. Συγκεκριμένα, δείχνουν
ότι η επόμενη διάταξη καμερών είναι εκφυλισμένη

• Τα οπτικά κέντρα των καμερών βρίσκονται σε σφαίρα.

• Οι κάμερες είναι προσανατολισμένες προς το κέντρο της σφαίρας, δη-
λαδή οι οπτικοί τους άξονες είναι ακτίνες της. σφαίρας και η κατεύ-
θυνση τους είναι προς το κέντρο αυτής

Πειραματικά, επαληθεύσαμε ότι η συγκεκριμένη διάταξη είναι κρίσιμη και
για την προτεινόμενη μέθοδο, αφού το προς επίλυση γραμμικό σύστημα χά-
νει rank.
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Από την ανάλυση που παρατίθεται στο [218] ( συγκεκριμένα στην Ενότητα
8 ), διαπιστώνουμε ότι οι μέθοδοι που χρησιμοποιούν δύο μόνο όψεις, εί-
ναι πιο ευάλωτες σε εκφυλισμένες διατάξεις από μεθόδους με περισσότερες
όψεις. Αυτό γιατί, οι εκφυλισμοί είναι συνέπεια ύπαρξης κωνικών του χώρου
με ίδια εικόνα σε όλες τις όψεις. Συνεπώς, όσο αυξάνουμε τις όψεις, μειώ-
νονται οι εκφυλισμένες διατάξεις. Στην περίπτωση των εξισώσεων Kruppa, η
συγκεκριμένη κωνική του χώρου μπορεί να διαφέρει για κάθε ζευγάρι ει-
κόνων, με την προϋπόθεση ότι η εικόνα της είναι ίδια σε όλες τις εικόνες.
Όμως, αφού χρησιμοποιούμε ένα μόνο ζευγάρι εικόνων, αντιμετωπίζουμε το
ίδιο πρόβλημα.
Τέλος, στο άρθρο [135], εξετάζονται οι εξισώσεις Kruppa, σε ένα πιο γενικό
πλαίσιο, χωρίς να επιβάλλονται περιορισμοί στις εσωτερικές παραμέτρους
των καμερών. Από την ανάλυση που γίνεται, καταλήγουν σε δύο συνθήκες
για τον εκφυλισμό των εξισώσεων:

1. Άξονας περιστροφής παράλληλος στην μετατόπιση

2. Άξονας περιστροφής κάθετος στην μετατόπιση

Παρακολουθώντας ξανά την ανάλυση του [135], παρατηρούμε ότι στην περί-
πτωση που μόνο τα εστιακά μήκη είναι άγνωστα, μόνο οι περιπτώσεις γωνίας
στροφής ϕ = 0◦ ( μηδενική περιστροφή ) και ϕ = 90◦ πρέπει να εξετασθούν.
Εξετάσαμε ήδη την περίπτωση μηδενικής περιστροφής, οπότε αρκεί να εξε-
τάσουμε την περίπτωση ϕ = 90◦. Έχουμε:

• Στην περίπτωση 1 και οι δύο μέθοδοι αποτυγχάνουν, αντίστοιχα με
προηγουμένως

• Η περίπτωση 2 δεν είναι εκφυλισμένη για καμία μέθοδο

Συμπεριφορά σε σχεδόν εκφυλισμένες διατάξεις

Παρουσιάζουμε τώρα, την συμπεριφορά των μεθόδων σε διατάξεις που εί-
ναι "κοντά" στις εκφυλισμένες διατάξεις που περιγράψαμε προηγουμένως.
Χρησιμοποιούμε τις επόμενες διατάξεις ( από [135, 218] )

• Στην περίπτωση των παράλληλων οπτικών αξόνων, μεταβάλλουμε την
γωνία ϕ του πίνακα στροφής της κάμερας 2 γύρω από τις 90◦ [135].

• Στην περίπτωση που οι κάμερες ανήκουν σε σφαίρα και "κοιτάζουν"
προς το κέντρο της σφαίρας, μετακινούμε το οπτικό κέντρο της μίας
κάμερας εκτός σφαίρας. Για να το κάνουμε αυτό, αλλάζουμε το μέτρο
του διανύσματος θέσης του οπτικού κέντρου της κάμερας αυτής [218].

• Στην περίπτωση που οι κάμερες ανήκουν σε σφαίρα και "κοιτάζουν"
προς το κέντρο της σφαίρας, περιστρέφουμε κατά μικρή γωνία το διά-
νυσμα προσανατολισμού της μίας κάμερας[218].

Στα πειράματα, χρησιμοποιήσαμε επίπεδο θορύβου 1%.
Τα αποτελέσματα παρουσιάζονται στα Διαγράμματα 5.13. Παρατηρούμε ότι,
και οι δύο μέθοδοι έχουν ποιοτικά αντίστοιχη συμπεριφορά, όσον αφορά την
ευαισθησία των διατάξεων. Οι διαφορές στο μέγεθος του σφάλματος ∆f , δεν
μας απασχόλησαν, αφού σε κάθε περίπτωση αυτό βρίσκεται σε πολύ υψηλά
επίπεδα.
Ακόμα, όταν μεταβάλλαμε το μέτρο του διανύσματος θέσης του κέντρου της
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κάμερας, οδηγηθήκαμε ξανά σε εκφυλισμένη διάταξη. Επίσης, παρατηρούμε
ότι η συμπεριφορά των μεθόδων είναι καλύτερη στην περίπτωση των παράλ-
ληλων οπτικών αξόνων ( σχεδόν άμεση αποκατάσταση φυσιολογικής συμπε-
ριφοράς της μεθόδου ), σε σχέση με την διάταξη των καμερών σε σφαίρα.
Παρατηρούμε ότι στις διατάξεις σφαίρας, η συμπεριφορά των μεθόδων δια-
ταράσσεται σημαντικά για μεγάλο εύρος "σχεδόν" κρίσιμων διατάξεων.

5.3.3 Πειράματα με πραγματικά δεδομένα
Στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσουμε τα αποτελέσματα της εφαρμογής της
μεθόδου που προτείνουμε σε σύνολα φωτογραφιών. Χρησιμοποιούμε το σύ-
νολο δεδομένων του [216]. Το συγκεκριμένο σύνολο δεδομένων, αποτελείται
από σύνολα φωτογραφιών εξωτερικών σκηνών. Παρέχονται οι μήτρες εσω-
τερικών και εξωτερικών παραμέτρων κάθε κάμερας, γνωρίζουμε δηλαδή τις
σωστές τιμές για τις υπό προσδιορισμό παραμέτρους. Θεωρήσαμε ότι το πρω-
τεύων σημείο βρίσκεται στο κέντρο της εικόνας, υπόθεση η οποία ικανοποιεί-
ται ικανοποιητικά από το σύνολο δεδομένων. Τα διάφορα σύνολα φωτογρα-
φιών, και οι ονομασίες με τις οποίες αναφέρονται στην βιβλιογραφία, βρίσκο-
νται στον Πίνακα 5.3. Σημειώνουμε ότι το συγκεκριμένο σύνολο δεδομένων
έχει δημιουργηθεί για αξιολόγηση αλγορίθμων γεωμετρίας πολλών όψεων
( mvs,sfm, κλπ ).
Για την επίλυση του προβλήματος ακολουθήσαμε την επόμενη διαδικασία

1. Ανίχνευση χαρακτηριστικών. Ταίριασμα χαρακτηριστικών μεταξύ εικό-
νων, με το κριτήριο του λόγου των δύο κοντινότερων γειτόνων[133]. Το
σύνολο δεδομένων αποτελείται από εικόνες υψηλής ανάλυσης. Κατά
συνέπεια μεγάλο πλήθος χαρακτηριστικών ανιχνεύονται σε κάθε ει-
κόνα. Για να επιταχυνθεί το ταίριασμα, χρησιμοποιήσαμε τον προσεγ-
γιστικό αλγόριθμό Approximate Nearest Neighbors ( ΑΝΝ ) και την
δομή δεδομένων kd-tree. Σε προηγούμενες ενότητες έχουμε αναφερ-
θεί με μεγαλύτερη λεπτομέρεια στα θέματα αυτά ( Κεφάλαιο 4.1 ).

2. Υπολογισμός Θεμελιώδους πίνακα F για κάθε ζευγάρι ταιριασμένων
εικόνων. Απορρίπτουμε ζευγάρια με λιγότερες από 50 αντιστοιχήσεις,
τιμή που επιλέξαμε αυθαίρετα.

3. Από τον πίνακα F , υπολογίζουμε την κανονική αναπαράσταση των

Ονομασία συνόλου Αριθμός φωτογραφιών

Herz-Jesu-P25 25

Herz-Jesu-P8 8

Fountain-P11 11

entry-P10 10

castle-P30 30

castle-P19 19

Πίνακας 5.3: Περιγραφή συνόλων δεδομένων
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Σχήμα 5.13: Σφάλμα ( πρώτη σειρά ) και ποσοστό επιτυχίας ( δεύτερη σειρά )
για σχεδον εκφυλισμένες διατάξεις. Πρώτη στήλη:Παράλληλοι οπτικο άξονες.
Δεύτερη στήλη: Κάμερες σε σφαίρα και στροφή ενός οπτικού άξονα. Τρίτη
στήλη: Κάμερες σε σφαίρα και μετατόπιση του κέντρου της μίας κάμερας.
Στην τελευταία περίπτωση, στον άξονα x δίνουμε το μέτρο του διανύσματος
θέσης του μετατοπισμένου οπτικού κέντρου. Θυμίζουμε ότι η σφαίρα έχει
μοναδιαία ακτίνα.

μητρών προβολής για τις δύο κάμερες P1, P2 και επιλύουμε το Σύ-
στημα 5.13.

Για την εκτέλεση των βημάτων 1,2, δοκιμάσαμε διάφορες μεθόδους, τις οποίες
θα περιγράψουμε σε επόμενες ενότητες. Επίσης στο τέλος του κεφαλαίου,
συγκεντρώνουμε τις διάφορες πηγές λογισμικού που χρησιμοποιήσαμε. Στον
Πίνακα 5.4, συγκεντρώνουμε κάποιες παραμέτρους οι οποίες είναι κοινές σε
όλες τις μεθόδους, μαζί με βιβλιογραφικές πηγές για τον καθορισμό των τι-
μών του.

Αρχικά αποτελέσματα

Στην ενότητα αυτή, παρουσιάζουμε κάποια πρώτα αποτελέσματα, χωρίς να
βελτιστοποιήσουμε τις μεθόδους που χρησιμοποιούμε και τις παραμέτρους
αυτών. Σκοπός είναι να δώσουμε μια εικόνα των επιδόσεων της μεθόδου, στην
γενική περίπτωση, χωρίς προσαρμογή στο σύνολο δεδομένων μας ( παράμε-
τροι ) ή χρήση εξελιγμένων μεθόδων εξαγωγής χαρακτηριστικών και υπολο-
γισμού της μήτρας F .
Για την ανίχνευση και την περιγραφή χαρακτηριστικών, χρησιμοποιούμε τα
χαρακτηριστικά SIFT σε περιοχές που ανιχνεύονται με τον τελεστή DoG.
Δεν μεταβάλλουμε καθόλου τις παραμέτρους του ανιχνευτή περιοχών που
σχετίζονται με την τιμή και την κυρτότητα των ακρότατων που εντοπίζουμε.
Θέτουμε την παράμετρο Tratio = 0.4. Παρότι η τιμή αυτή είναι αυστηρή σε
σχέση με άλλες που έχουν προταθεί στην βιβλιογραφία [133, 210], εντο-
πίζουμε πολλά χαρακτηριστικά λόγω της μεγάλης ανάλυσης των εικόνων.
Προσπαθούμε έτσι να περιορίσουμε τον αριθμό τους κρατώντας μόνο τα κα-
λύτερα από αυτά. Σε μεγαλύτερο βάθος, τα θέματα αυτά αναλύθηκαν στην
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Παράμετρος Τιμή Βιβλιογραφική
αναφορά

Ελάχιστες
αντιστοιχίες μεταξύ

δύο εικόνων Tms

50

Λόγος δεύτερου προς
πρώτου κοντινότερου

γείτονα Tratio

0.4− 0.8 [133, 210]

Μέγιστη απόσταση
inlier Tinliers

0.6% μέγιστης
διάστασης εικόνας

[210]

Απόσταση σημείων
d(, )

Προσέγγιση Sampson

Πίνακας 5.4: Παράμετροι προβλήματος

Ενότητα 4.1.
Μετά το ταίριασμα των χαρακτηριστικών των εικόνων, έχουμε ταιριασμένα
σημεία για κάθε ζεύγος εικόνων. Έστω I1, I2 δύο εικόνες. Από την διαδικα-
σία ταιριάσματος, είναι δυνατόν ένα χαρακτηριστικό της I1 να έχει ταιριαστεί
με πολλά χαρακτηριστικά της I2. Προφανώς κάποια από αυτά τα ταιριάσματα
είναι εσφαλμένα. Για να αντιμετωπίσουμε την κατάσταση αυτή, αφαιρούμε
όλα αυτά τα ταιριάσματα ( όσα δηλαδή δεν είναι 1 − 1 ).Η ιδέα αυτή προέρ-
χεται από το [206].
Για τον προσδιορισμό της θεμελιώδους μήτρας F , εφαρμόζουμε μία διαδι-
κασία σε δύο στάδια

1. Βρίσκουμε μια πρώτη εκτίμηση της F , με την μέθοδο LMedS[187].
Επαναλαμβάνουμε ότι χρησιμοποιούμε για μετρική απόστασης την προ-
σέγγιση του Sampson στο σφάλμα επαναπροβολής.

2. Χρησιμοποιούμε την μέθοδο του Torr ( M-estimator )[229]. Χρησιμο-
ποιούμε μόνο τις αντιστοιχίες σημείων που είναι inliers στην εκτίμηση
της F από το στάδιο 1.

Επειδή έχουμε πολλές εσφαλμένες αντιστοιχίες στις εικόνες ( outliers ), είναι
σημαντικό να χρησιμοποιήσουμε αρχικά μια μέθοδο σθεναρή σε μεγάλο πο-
σοστό outliers. Για αυτό επιλέξαμε να χρησιμοποιήσουμε την μέθοδο LMedS.
Στην συνέχεια, η εκλέπτυνση της εκτίμησης μας για την F γίνεται με έναν
τρόπο γρήγορο, που συχνά εμφανίζεται στην βιβλιογραφία. Η μέθοδος αυτή
δεν μπορεί να χρησιμοποιηθεί μόνη της ( χωρίς την LMedS ), γιατί δεν μπο-
ρεί να αντιμετωπίσει πολλούς outliers στα δεδομένα. Ο χρόνος εκτέλεσης
της μεθόδου του Torr είναι σημαντικά μικρότερος από μεθόδους που χρη-
σιμοποιούν επαναληπτικούς αλγορίθμους βελτιστοποίησης. Τέλος, απορρί-
πτουμε εκτιμήσεις που έχουν λιγότερους από 70 inliers.
Για τον υπολογισμό του f1 από τις διάφορες εκτιμήσεις που διαθέτουμε για
αυτό, αφού κάθε εικόνα συμμετέχει σε αυθαίρετο αριθμό ζευγών εικόνων,
χρησιμοποιούμε την ίδια μέθοδο που αναλύσαμε στην Ενότητα των πειρα-
μάτων με συνθετικά δεδομένα.
Παρουσιάζουμε στον Πίνακα 5.5 τα αποτελέσματα για το ∆f1. Τα σύνολα
δεδομένων που χρησιμοποιήθηκαν περιγράφονται στην λεζάντα του πίνακα.
Παρατηρούμε τα επόμενα:
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• Στο Σύνολο 1 έχουμε πολύ καλά αποτελέσματα, ενώ στο Σύνολο 2, εξαι-
τίας της προσθήκης των "Castle" συνόλων δεδομένων, τα αποτελέσματα
γίνονται χειρότερα.

• Στα σύνολα δεδομένων "Castle", η σχετική αποτυχία της μεθόδου μπο-
ρεί να οφείλεται στην δυσκολία ταιριάσματος χαρακτηριστικών λόγω
επαναλαμβανόμενων δομών και στην μη ευνοϊκή σχετική θέση των φω-
τογραφικών λήψεων.

• Αν στο Σύνολο 1 αφαιρέσουμε την μία φωτογραφία στην οποία έχουμε
πολύ μεγάλο σφάλμα, θεωρώντας ότι η μέθοδος αποτυγχάνει στην πε-
ρίπτωση αυτή, το μέσο σφάλμα προκύπτει 3%

• Για το Σύνολο 2, συμπληρώνουμε ότι το 31% των εικόνων έχει σφάλμα
∆f1 μεγαλύτερο από 20% και μόλις το 4% πάνω από 40%

Στην συνέχεια, χρησιμοποιήσαμε διαφορετικές μεθόδους εκτίμησης του θε-
μελιώδους πίνακα ( συνοπτικά, τον κανονικοποιημένο αλγόριθμο 8 σημείων
του Hartley ως αρχικοποίηση σχήματος βελτιστοποίησης LM στην προσέγ-
γιση Sampson για το σφάλμα ) στο σύνολο δεδομένων entry-P10. Το σύ-
νολο αυτό παρουσίαζε από τα μεγαλύτερα σφάλματα στα προηγούμενα πει-
ράματα. Κατάλληλη επιλογή παραμέτρων ( ελάχιστος αριθμός inliers στην
εκτίμηση του σταδίου 2, κατάλληλη μέθοδος για το στάδιο 1 ), μπορεί να
μειώσει το μέσο σφάλμα σε 11%. Στην συνέχεια θα αναφερθούμε αναλυτικά
σε προσπάθειες βελτίωσης του βασικού σχήματος.
Τέλος, για την εκτίμηση του σφάλματος στην μήτρα περιστροφής, ∆R, και
στο διάνυσμα μετατόπισης, ∆t, χρησιμοποιούμε την ακόλουθη μέθοδο. Για
κάθε εικόνα i έστω ότι διαθέτουμε n ανακατασκευές στις οποίες συμμετέ-
χει η εικόνα i. Υπολογίζουμε από αυτές την τιμή του fi, όπως περιγράφηκε
στην ενότητα των πειραμάτων σε συνθετικά δεδομένα. Στην συνέχεια, από
τις n ανακατασκευές, απορρίπτουμε όσες δίνουν εκτίμηση f esti με σφάλμα
∆fi μεγαλύτερο από Tf . Για τον υπολογισμό του σφάλματος ∆fi χρησιμο-
ποιούμε στην θέση του σωστού fi, την τιμή που υπολογίσαμε από τις n ανα-
κατασκευές. Από αυτές τις "αξιόπιστες" ανακατασκευές, υπολογίζουμε τώρα
τα σφάλματα ∆R,∆t που παρουσιάζουμε στον Πίνακα 5.6.
Για τα αποτελέσματα του Πίνακα 5.6 σχολιάζουμε τα ακόλουθα:

• Για τα σύνολα δεδομένων που έχουμε καλύτερες εκτιμήσεις του fi ( τρεις
πρώτες στήλες Πίνακα 5.6 ) έχουμε ελαφρώς καλύτερα αποτελέσματα
για τα R, t.

Σύνολο 1 Σύνολο 2

Μέση τιμή 5% 12%

Διάμεσος 1% 5%

∆f1 ≥ 10% 4(9%) 47(45%)

∆f1 ≥ 30% 1(2%) 12(11%)

Πίνακας 5.5: Σφάλμα στην εκτίμηση του εστιακού μήκους f1. Το Σύνολο
1 αποτελείται από τα Σύνολα Fountain-P11,Herz-Jesu-P25,Herz-Jesu-P8.
Το Σύνολο 2 αποτελείται από όλα τα σύνολα που παρουσιάζουμε στον
Πίνακα 5.3
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HJ-P8 HJ-P25 fountain-P11entry-P10 castle-P30 castle-P19

Μέση
τιμή ∆R

0.07 0.07 0.05 0.80 0.30 0.32

Διάμεσος
∆R

0.04 0.06 0.05 0.35 0.13 0.17

Μέση
τιμή ∆t

15.86 0.92 0.94 8.13 5.30 5.35

Διάμεσος
∆t

1.34 0.65 0.57 5.69 2.91 3.27

Πίνακας 5.6: Σφάλμα στην εκτίμηση της διεύθυνσης μετατόπισης και της
περιστροφής. Οι τιμές είναι σε μοίρες. Χρησιμοποιήθηκε η ίδια βασική
μέθοδος εντοπισμού χαρακτηριστικών και υπολογισμού των μητρών F που
περιγράψαμε νωρίτερα και που έδωσε τα Αποτελέσματα για το ∆f1 στον
Πίνακα 5.5. Χρησιμοποιήσαμε Tf = 0.1

• Οι εκτιμήσεις των R, t περιέχουν ακραίες τιμές, γεγονός που φαίνε-
ται από την μεγάλη διαφορά της μέσης τιμής, που είναι ευαίσθητη σε
outliers, και της διαμέσου. Η παρατήρηση αυτή έρχεται σε συμφωνία
με τις παρατηρήσεις μας στα πειράματα σε συνθετικά δεδομένα, π.χ.
Εικόνα 5.9.

• Τα αποτελέσματα είναι χειρότερα, τόσο από άποψη τιμής του σφάλμα-
τος όσο και από άποψη ευστάθειας, στην εκτίμηση του διανύσματος
μετατόπισης. Επαληθεύονται δηλαδή ξανά οι παρατηρήσεις που κά-
ναμε από τα πειράματα σε συνθετικά δεδομένα.

Υπολογισμός μήτρας F - Σθεναρότητα σε ακραίες τιμές ( outliers )

Αρχίζουμε αυτή την Ενότητα, με την περιγραφή των μεθόδων που δοκιμά-
σαμε για τον υπολογισμό της F . Δίνουμε σύντομα ονόματα στις μεθόδους
αυτές, για την εύκολη αναφορά τους.

• Mat4: Εφαρμόζουμε την μέθοδο LMedS για την παραγωγή μιας πρώ-
της εκτίμησης της F και την εκτίμηση των inliers από αυτήν. Χρησιμο-
ποιούμε την απόσταση Sampson. Στην συνέχεια εφαρμόζουμε στους
inliers τον Μ-estimator του Torr.

• Mat3: Εφαρμόζουμε την μέθοδο LMedS για την παραγωγή μιας πρώ-
της εκτίμησης της F και την εκτίμηση των inliers από αυτήν. Χρη-
σιμοποιούμε την απόσταση Sampson. Στην συνέχεια χρησιμοποιούμε
τον κανονικοποιημένο αλγόριθμο 8 σημείων ( normalised 8 point algo-
rithm [90, σ. 282] ) και τους inliers, και εξάγουμε μια νέα εκτίμηση της
F . Η εκτίμηση αυτή χρησιμοποιείται ως αρχικοποίηση επαναληπτικής
μεθόδου βελτιστοποίησης με τον αλγόριθμο LM. Ως δεδομένα χρησιμο-
ποιούμε τους inliers και για κόστος βελτιστοποίησης την προσέγγιση
Sampson του σφάλματος επαναπροβολής. Η μέθοδος αυτή περιγρά-
φεται από τις Εξισώσεις 18, 19 της δημοσίευσης [134]

• Kov4: Η Μέθοδος αυτή είναι ίδια με την μέθοδο Mat 4. Χρησιμο-
ποιούμε όμως την μέθοδο RANSAC στην θέση της μεθόδου LMedS.
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Χρησιμοποιούμε για τις υποθέσεις της μεθόδου RANSAC τον αλγό-
ριθμο 7 σημείων του [90], προκειμένου να μειώσουμε τον αριθμό των
επαναλήψεων. Ο αριθμός των επαναλήψεων υπολογίζεται δυναμικά,
όπως περιγράψαμε στην Ενότητα 2.1.5.

• Kov3: Όμοια με την μέθοδο Mat3, χρησιμοποιούμε όμως την μέθοδο
RANSAC αντί της μεθόδου LMedS. Οι λεπτομέρειες είναι όπως στην
μέθοδο Kov4.

• FT: Χρησιμοποιούμε την μέθοδο LMedS. Θεωρούμε, όπως άλλωστε και
προηγουμένως, 50% πιθανότητα να είναι σωστή μια αντιστοιχία ση-
μείων, προκειμένου να υπολογίσουμε τον αριθμό των επαναλήψεων.
Για τον υπολογισμό του θεμελιώδους πίνακα, χρησιμοποιούμε ορθο-
γώνια ελάχιστα τετράγωνα ( orthogonal least squares ). Περισσότερες
λεπτομέρειες δίνονται στο [11], περίπτωση 19. Τέλος, όπως και σε όλες
τις υπόλοιπες μεθόδους, οι inliers στην λύση υπολογίζονται με την από-
σταση Sampson.

Συγκρίνουμε τώρα τα αποτελέσματα που παίρνουμε με χρήση της μεθόδου
RANSAC και με χρήση της μεθόδου LMedS, κρατώντας ίδια την υπόλοιπη
διαδικασία. Παρατηρούμε ότι, το ποσοστό των outliers είναι αρκετά υψηλό,
συνεπώς θα πρέπει να χρησιμοποιήσουμε την μέθοδο LMedS για να αποκτή-
σουμε αξιόπιστα αποτελέσματα. Η μέθοδος RANSAC, αν και υπολογιστικά
πιο αποδοτική, δεν έχει την απαιτούμενη σθεναρότητα. Εποπτικά, βλέπουμε
στα Διαγράμματα 5.14, ότι η μέθοδος Kov4 έχει πάντα χειρότερα αποτελέ-
σματα από την μέθοδο Mat4. Επίσης, από το Διάγραμμα 5.14, συγκεκρι-
μένα από τους συνδυασμούς entry-P10 daisy και fountain-P11 SIFT, βλέ-
πουμε ότι για μικρή τιμή του κατωφλίου Tratio, εντοπίζουμε πιο αξιόπιστα
τις αντιστοιχίες μεταξύ των εικόνων και σε ορισμένες περιπτώσεις τα αποτε-
λέσματα των μεθόδων που χρησιμοποιούν τον αλγόριθμο RANSAC ταυτίζο-
νται με αυτά των μεθόδων που χρησιμοποιούν την μέθοδο LMedS. Το θέμα
της υπολογιστικής πολυπλοκότητας των μεθόδων θα αναλυθεί αργότερα στην
υποενότητα "Χρονικοί Περιορισμοί".

Σύγκριση επαναληπτικής βελτιστοποίησης LM και χρήσηςΜ-estimator
του Torr[229]

Θα συγκρίνουμε μεθόδους που αφορούν το δεύτερο στάδιο προσδιορισμού
της μήτρας F . Όπως βλέπουμε από τα Διαγράμματα 5.14, δεν είναι ξεκάθαρη
η σχέση των μεθόδων που χρησιμοποιούν βελτιστοποίηση με τον αλγόριθμο
LM του σφάλματος ( μέθοδοιMat3 και Kov3 ) με τους αντίστοιχους που χρη-
σιμοποιούν τον M-estimator του Torr ( μέθοδοι Mat4 και Kov4 ). Ανάλογα
με την τιμή του Tratio, αλλάζει η σχετική κατάταξη των μεθόδων. Παρατη-
ρούμε όμως ότι η απόκλιση των μεθόδων είναι κατά περιπτώσεις μικρή, όπως
για παράδειγμα φαίνεται από την διάμεσο του σφάλματος στο fountain-P11
ή το μέσο σφάλμα του entry-P10. Συνεπώς συνίσταται η χρήση της μεθόδου
του Torr, αφού γενικά οι επαναληπτικές αριθμητικές μέθοδοι βελτιστοποίη-
σης είναι ακριβείς αλλά και υπολογιστικά απαιτητικές.
Τέλος, συγκρίνοντας όλες τις μεθόδους, παρατηρούμε ότι οι μέθοδοι Mat4,
FT παρουσιάζουν την καλύτερη επίδοση. Η μέθοδος FT παρουσιάζει πιο στα-
θερή συμπεριφορά σε σχέση με το Tratio, συνεπώς περιμένουμε να βρίσκει
ευκολότερα γενικότερη εφαρμογή. Επίσης, υπερέχει της μεθόδου Mat4 στο
σύνολο Fountain-P10, στο οποίο έχουμε καλά αποτελέσματα. Δεν μπορούμε
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Σχήμα 5.14: Πρώτη σειρά:Διάμεσος σφάλματος ∆f1. Δεύτερη σειρά: Μέσο
σφάλμα. Χρησιμοποιήθηκε η Μέθοδος Mat4,με παραμέτρους Tinliers =
30,Tratio = 0.4

όμως να διαλέξουμε οριστικά υπέρ της μίας ή της άλλης μεθόδου, αφού
έχουν συγκρίσιμη επίδοση.

Μέθοδοι περιγραφής χαρακτηριστικών

Στην ενότητα αυτή θα συγκρίνουμε διάφορες μεθόδους περιγραφής χαρα-
κτηριστικών. Σε όλες τις περιπτώσεις, χρησιμοποιούμε τον ίδιο ανιχνευτή
περιοχών, συγκεκριμένα τον τελεστή DoG των χαρακτηριστικών SIFT. Για
λεπτομέρειες, ο αναγνώστης παραπέμπεται στην Ενότητα 4.1. Αναφέρουμε
ότι δεν ρυθμίσαμε τις παραμέτρους του ανιχνευτή περιοχών.
Τα χαρακτηριστικά που δοκιμάσαμε στις εικόνες είναι τα ακόλουθα

• Περιγραφείς SIFT. Για τις παραμέτρους χρησιμοποιήσαμε τις καθιερω-
μένες τιμές. Καταλήξαμε έτσι στον γνωστό περιγραφέα διάστασης 128.

• Περιγραφείς Daisy. Χρησιμοποιήσαμε τις καθιερωμένες τιμές των πα-
ραμέτρων, όπως αυτές παρουσιάζονται στον Πίνακα 4.3. Ο περιγρα-
φέας που προκύπτει έχει διάσταση 200.

• Χρήση ενός τροποποιημένου περιγραφέα Daisy. Συγκεκριμένα χρησι-
μοποιήσαμε για τις παραμέτρους του περιγραφέα τις τιμές που προ-
τείνονται στο [227] προκειμένου να καταλήξουμε σε ένα συμπιεσμένο
περιγραφέα διάστασης 36. Οι τιμές αυτές, ακολουθώντας τον συμβολι-
σμό της Ενότητας 4.5, είναι R = 5, Q = 2, T = 4,H = 4.

Οι παραπάνω μέθοδοι ανίχνευσης χαρακτηριστικών δεν είναι προφανώς βέλ-
τιστοι. Έχουν όμως το πλεονέκτημα της εύκολης διαθεσιμότητας.
Από τα αποτελέσματα, παρατηρούμε ότι ο μικρός περιγραφέας δεν έχει την

απαιτούμενη διακριτική ικανότητα για δύσκολα σύνολα δεδομένων όπως το
entry-P10. Ακόμα, η επίδοση των χαρακτηριστικών SIFT και των χαρακτη-
ριστικών Daisy είναι παρόμοια και εξαρτάται από το Tratio. Τα Αποτελέσματα
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Σχήμα 5.15: Απόδοση διαφορετικών ανιχνευτών, για διάφορες τιμές του
Tratio. Ο θεμελιώδης πίνακας υπολογίζεται σε κάθε περίπτωση με την μέ-
θοδο Mat4 και με Tinliers = 30

παρουσιάζονται στα Διαγράμματα 5.15.
Σημειώνουμε τέλος, ότι η προσπάθεια μας να χρησιμοποιήσουμε τους περι-
γραφείς Daisy παρακινήθηκε από την υψηλή διακριτική ικανότητα της το-
πολογίας τους, την καλύτερη ταχύτητα υπολογισμού των περιγραφέων Daisy
σε σύγκριση με τους περιγραφείς SIFT, αλλά και επειδή είναι δημόσια δια-
θέσιμοι και είναι δυνατή η εύκολη ρύθμιση των παραμέτρων τους.

Μέθοδος απόρριψης λύσεων από το πλήθος των inliers

Μέτα το πέρας της εκτίμησης των μητρών F , θέλουμε να απορρίψουμε κά-
ποιες από αυτές, ώστε να κρατήσουμε μόνο όσες θεωρούνται αξιόπιστες. Μέ-
χρι στιγμής, έχουμε απορρίψει μόνο ζευγάρια εικόνων με λιγότερα από Tms

αντιστοιχίες. Επίσης, στην προηγούμενη υποενότητα, χρησιμοποιήσαμε ένα
κατώφλι Tinliers για το πλήθος των inliers στην ανακτηθείσα μήτρα F , ώστε
να γίνει αυτή δεκτή.
Προκειμένου να επεκτείνουμε την προηγούμενη λογική, να την εξορθολογί-
σουμε και να την γενικεύσουμε, εισάγουμε την επόμενη ευριστική διαδικα-
σία απόρριψης μητρών F :

• Το πλήθος των inliers που έχει μια μήτρα F , δείχνει την στήριξη της
από τα δεδομένα του προβλήματος. Συνεπώς, είναι λογικό να υποθέ-
σουμε ότι όσο αυξάνονται οι inliers, αυξάνεται και η αξιοπιστία της F .
Εισάγουμε έτσι ένα κατώφλι Tl. Έστω μήτρα F i

j , όπου ο συμβολισμός
υποδηλώνει ότι προέρχεται από τις κάμερες i, j, με την κάμερα i τοπο-
θετημένη στην αρχή των αξόνων, δηλαδή

x′jF
i
jxi = 0

Για την απόρριψη της μήτρας F i
j εισάγουμε το κριτήριο

# inliersij/# inliersimax ≤ Tl

όπου στον λόγο, στον αριθμητή έχουμε τους inliers της F i
j και στον

παρανομαστή το μέγιστο πλήθος inliers που βρήκαμε στο πρόβλημα
για μήτρα F i

j′ j
′ οποιοδήποτε.
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• Αντίστοιχα, υπερβολικός αριθμός inliers μπορεί να σημαίνει ότι έχουμε
προσαρμογή στον θόρυβο, δεδομένου ότι οι outliers είναι μεγάλο πο-
σοστό των αρχικών αντιστοιχιών. Επομένως εισάγουμε αντίστοιχα το
κριτήριο απόρριψης

# inliersij/# inliersimax ≥ Tu

Στα Διαγράμματα 5.16, παρουσιάζουμε το μέσο σφάλμα ∆f1, την διάμεσο
του σφάλματος και τον ρυθμό αποτυχίας, για τα σύνολα δεδομένων fountain-
P11 και entry-P10. Παρατηρούμε ότι οι καλύτερες τιμές για την παράμετρο
Tu είναι το 1, εκτός και αν δεν μας ενδιαφέρει ο ρυθμός αποτυχίας. Αντί-
στοιχα, το Tl καλύτερα να επιλεγεί στο διάστημα 0.4− 0.6. Παρατηρούμε τέ-
λος ότι μεταβολές του Tl, επηρεάζουν λιγότερο την διάμεσο και περισσότερο
την μέση τιμή.

Χρονικοί Περιορισμοί

Στην ενότητα αυτή, εξετάζουμε τον χρόνο εκτέλεσης των διάφορων μεθόδων
εκτίμησης της μήτρας F . Τα αποτελέσματα για το σύνολο δεδομένων entry-
P10 δίνονται στον Πίνακα 5.7. Λεπτομέρειες για τον τρόπο δοκιμής δίνο-
νται στην λεζάντα του πίνακα. Στον Πίνακα 5.7, έχουμε συμπεριλάβει και
τις μεθόδους MAP1,MAP2. Οι μέθοδοι αυτοί, χρησιμοποιούν τον Αλγόριθμο
MAPSAC [228] ( Maximum A-posteriori ), μια παραλλαγή του RANSAC που
δίνει, όπως φανερώνει εξάλλου το όνομα του, την λύση με την μέγιστη A-
posteriori ( ύστερη ) πιθανότητα. Κατά τα άλλα, οι μέθοδοι MAP1,MAP2,
είναι ίδιες με την μέθοδο Mat4. Μεταξύ τους διαφέρουν μόνο στην εκτιμώ-
μενη πιθανότητα λάθους αντιστοιχίας ( 0.5 και 0.25 αντίστοιχα ). Η μέθοδος
MAPSAC βρίσκεται ενδιάμεσα από τους αλγορίθμους RANSAC και LMedS,
σε σχέση με την υπολογιστική πολυπλοκότητα και με την ανοχή σε outliers.
Το γεγονός αυτό μπορούμε να το παρατηρήσουμε από τον Πίνακα 5.7.
Επίσης, συμπληρώνουμε ότι το σφάλμα των μεθόδων MAP1,MAP2 είναι ελ-
κυστικά χαμηλό. Με κατάλληλη ρύθμιση των κατωφλιών Tl, Tu, σε συμφω-
νία με όσα προτείναμε σε προηγούμενη σχετική υποενότητα, έχουμε μέσο
σφάλμα ∆f1 = 5% με την μέθοδοMAP1 ( Σύνολο δεδομένων Fountain-P11 ).
Σχολιάζουμε επίσης τον μεγάλο χρόνο εκτέλεσης της μεθόδου Kov3. Δύο εί-
ναι τα κύρια αίτια:

• Εξαιτίας του μεγάλου ποσοστού outliers, η μέθοδος RANSAC δεν "συ-
γκλίνει". Έτσι εκτελούνται πολλές επαναλήψεις και συχνά εξαντλείται
το όριο ανώτατων επαναλήψεων που χρησιμοποιούμε στην υλοποίηση
της μεθόδου RANSAC.

• Αντίστοιχα, σημαντικό για τον ρυθμό σύγκλισης των επαναληπτικών
αριθμητικών μεθόδων βελτιστοποίησης, είναι η καλή αρχικοποίηση τους.

Mέθοδος Kov4 Mat4 Mat3 FT Kov3 MAP1 MAP2

min. 3.61 3.58 34.74 42.30 193.68 1.45 1.65

Πίνακας 5.7: Αποτελέσματα για εκτίμηση των μητρών F στο σύνολο
δεδομένων Fountain-P11. Χρησιμοποιήσαμε κατώφλι Tinliers = 30 και
Tratio = 0.4
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Σχήμα 5.16: Μέσο σφάλμα ∆f1, ρυθμός αποτυχίας και διάμεσος του σφάλ-
ματος, για μεταβαλόμενα Tu, Tl. Χρησιμοποιούμε την μέθοδο Mat4 και χα-
ρακτηριστικά SIFT.

Παρατηρούμε λοιπόν ότι η μέθοδος RANSAC αποτυγχάνει να αρχικο-
ποιήσει σωστά την μέθοδο LM.

Βελτιωμένα Αποτελέσματα

Με την συζήτηση που προηγήθηκε, είμαστε πλέον σε θέση να παρουσιά-
σουμε βελτιωμένα αποτελέσματα. Παρουσιάζουμε τρεις περιπτώσεις, προκει-
μένου να συμπεριλάβουμε τις δύο επικρατέστερες μεθόδους υπολογισμού
της μήτρας F ( FT και Mat4 ). Αναλυτικά, οι μέθοδοι επίλυσης είναι οι ακό-
λουθες:

• O1: Ανίχνευση χαρακτηριστικών SIFT. Για το ταίριασμα των χαρακτη-
ριστικών θέτουμε Tratio = 0.2. Εκτίμηση Θεμελιώδους μήτρας με την
μέθοδο FT. Θεωρούμε πιθανότητα σωστού ταιριάσματος 0.5. Για την
αποδοχή η απόρριψη των μητρών F , χρησιμοποιούμε κατώφλι Tl = 0.5
και Tu = 1.

• O2: Ανίχνευση χαρακτηριστικών SIFT. Για το ταίριασμα των χαρακτη-
ριστικών θέτουμε Tratio = 0.2. Εκτίμηση Θεμελιώδους μήτρας με την
μέθοδο Mat4. Για την αποδοχή η απόρριψη των μητρών F , χρησιμο-
ποιούμε κατώφλι Tl = 0.5 και Tu = 1.

• O3: Ανίχνευση χαρακτηριστικών SIFT. Για το ταίριασμα των χαρακτη-
ριστικών θέτουμε Tratio = 0.2. Εκτίμηση Θεμελιώδους μήτρας με την
μέθοδο Mat4. Για την αποδοχή η απόρριψη των μητρών F , χρησιμο-
ποιούμε κατώφλι Tl = 0.6 και Tu = 1.

Τα αποτελέσματα παρουσιάζονται στους Πίνακες 5.8,5.9,5.10.
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f-P11 entry-P10 HJ-P25 castle-P19 HJ-P8 castle-P30

O1 Μέση
τιμή

0.02 0.13 0.02 0.08 0.01 0.11

O1
Διάμεσος

0.01 0.09 0.02 0.05 0.01 0.03

O1
Αποτυχίες

0 2 0 0 0 0

O2 Μέση
τιμή

0.09 0.14 0.02 0.10 0.03 0.06

O2
Διάμεσος

0.09 0.14 0.02 0.04 0.03 0.01

O2
Αποτυχίες

0 0 0 0 0 0

O3 Μέση
τιμή

0.09 0.13 0.02 0.07 0.03 0.05

O3
Διάμεσος

0.09 0.11 0.02 0.04 0.03 0.02

O3
Αποτυχίες

0 0 0 1 0 1

Πίνακας 5.8: Σφάλμα στην εκτίμηση τoυ εστιακού μήκους ∆f . Δίνουμε
επίσης και το πλήθος των φωτογραφιών στις οποίες αποτυγχάνει κάθε
μέθοδος

f-P11 entry-P10 HJ-P25 castle-P19 HJ-P8 castle-P30

O1 Μέση
τιμή

0.18 0.53 0.15 0.81 0.10 0.27

O1
Διάμεσος

0.07 0.49 0.04 0.08 0.07 0.10

O2 Μέση
τιμή

0.11 0.39 0.07 0.24 0.08 0.34

O2
Διάμεσος

0.03 0.26 0.03 0.06 0.07 0.09

O3 Μέση
τιμή

0.11 0.39 0.07 0.24 0.08 0.34

O3
Διάμεσος

0.03 0.26 0.03 0.06 0.07 0.09

Πίνακας 5.9: Σφάλμα στην εκτίμηση της περιστροφής ∆R. Οι τιμές είναι σε
μοίρες. Η παράμετρος Tf για την διαλογή των αξιόπιστων μητρών F τέθηκε
στην τιμή 0.1.
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f-P11 entry-P10 HJ-P25 castle-P19 HJ-P8 castle-P30

O1 Μέση
τιμή

2.35 7.35 2.47 14.94 1.94 6.77

O1
Διάμεσος

1.42 6.33 0.96 3.68 0.87 2.98

O2 Μέση
τιμή

1.66 4.25 1.48 5.84 1.67 8.18

O2
Διάμεσος

1.27 3.68 0.78 3.40 0.87 4.02

O3 Μέση
τιμή

1.66 4.25 1.48 5.84 1.67 8.18

O3
Διάμεσος

1.27 3.68 0.78 3.40 0.87 4.02

Πίνακας 5.10: Σφάλμα στην εκτίμηση της διεύθυνσης μετατόπισης ∆t. Οι
τιμές είναι σε μοίρες. Η παράμετρος Tf για την διαλογή των αξιόπιστων
μητρών F τέθηκε στην τιμή 0.1.

Λογισμικό

Στον Πίνακα 5.11 παραθέτουμε χρήσιμο λογισμικό ανοιχτού κώδικα, το οποίο
χρησιμοποιήσαμε για την εκτέλεση των πειραμάτων μας. Γίνεται ακόμα σύ-
ντομος σχολιασμός και δίνονται οι σχετικές βιβλιογραφικές αναφορές
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Πακέτο Λογισμικού Αναφορές Σχόλια

MATLAB Functions for Multiple
View Geometry

[90, 260] Υλοποιήσεις αλγορίθμων
γεωμετρίας πολλαπλών όψεων

Peter Kovesi's Functions for
Computer Vision and Image
Processing

[117] Υλοποιήσεις αλγορίθμων
γεωμετρίας πολλών όψεων

Daisy features [226]

VLfeat [239] Συμπεριλαμβάνεται υλοποίηση
των χαρακτηρστικών SIFT

FLANN [156,
157]

Βιβλιοθήκη για δημιουργία
δομών kd-trees και αναζήτηση
σε αυτά με τον αλγόριθμο ANN.
Συμπεριλαμβάνεται κατ´αλληλο
interface για ρύθμιση των
παραμέτρων των αλγορίθμων
από ποιοτικούς
χαρακτηρισμούς, χωρίς την
ανάγκη προσδιορισμού τεχνικών
λεπτομερειών [157, σ.22-23].

Epipolar Geometry Toolbox [181,
139]

Αλγόριθμοι υπολογισμού
Θεμελιώδους πίνακα F .
Συμπεριλαμβάνονται
υλοποιήσεις πολλών αλγορίθμων
και συναρτήσεων οπτικοποίησης
των αποτελεσμάτων.

F-matrix Toolbox [10, 11] Υλοποιήσεις πληθώρας
αλγορίθμων υπολογισμού
μήτρας F .

Bill Trigg's functions [232] Διάφορες συναρτήσεις
γεωμετρίας πολλών όψεων
υλοποιημένες από τον Bill
Triggs, όπως η μέθοδος
βαθμονόμησης με εξισώσεις
Kruppa.

Πίνακας 5.11: Λογισμικό που χρησιμοποιήσαμε στην διεξαγωγή των
πειραμάτων



VI
ΤΕΛΙΚΗ ΑΝΑΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΣΚΗΝΗΣ

6.1 Στόχος Κεφαλαίου

Σε αυτό το Κεφάλαιο, στοχεύουμε στην σύνθεση ενός συστήματος για την
τελική ανακατασκευή της σκηνής. Με τον όρο ανακατασκευή της σκηνής
εννοούμε την παράστασή της με τους εξής δύο τρόπους:

• ως αραιό "σύννεφο" σημείων του τρισδιάστατου χώρου. Η παράσταση
αυτή είναι το αποτέλεσμα εφαρμογής συστημάτων Structure from Mo-
tion. Η ανάλυση τέτοιων συστημάτων έχει γίνει στο Κεφάλαιο 2 και
συγκεκριμένα στην Ενότητα 2.1.6, όπου παρουσιάζονται και αποτελέ-
σματα στην μορφή του αραιού σύννεφου σημείων.

• ως ανακατασκευασμένη συνεχή επιφάνεια. Η παράσταση αυτή προκύ-
πτει από την παρεμβολή μιας επιφάνειας σε ένα ( πιο πυκνό ) σύννεφο
σημείων, το οποίο έχει προκύψει συνήθως από σύστημα Multi-view
Stereo ( MvS ). Σχετικές μεθόδους και τα αποτελέσματά τους παρου-
σιάσαμε στο Κεφάλαιο 3.

Σημειώνουμε επίσης, ότι προκειμένου να είναι εφικτή η ανακατασκευή της
σκηνής, προσδιορίζουμε επιπλέον την θέση και τον προσανατολισμό λήψης
των φωτογραφιών που χρησιμοποιούμε.
Για την ανακατασκευή της σκηνής, χρησιμοποιούμε:

• Τις εκτιμήσεις για τις εσωτερικές και τις εξωτερικές παραμέτρους των
καμερών, που προκύπτουν με την διαδικασία που αναλύσαμε στο Κε-
φάλαιο 5. Σημειώνουμε ότι διαθέτουμε εκτιμήσεις για τις σχετικές θέ-
σεις ζευγών φωτογραφιών, η σύνθεση των εκτιμήσεων αυτών όμως σε
ενιαίο σύστημα συντεταγμένων δεν είναι εύκολη.

• Ένα μη-ακολουθιακό σύστημα SfM για την εκτίμηση της δομής ( ση-
μεία του χώρου ) και της κίνησης ( τοποθέτηση καμερών σε κοινό σύ-
στημα συντεταγμένων ).

• Ένα σύστημα στερέοψης πολλών όψεων ( MVS ) και ανακατασκευής
επιφάνειας, προκειμένου να παράγουμε το τελικό μοντέλο.

Στην συνέχεια του Κεφαλαίου, θα περιγράψουμε αρχικά τα προηγούμενα
βήματα και θα αναλύσουμε την μέθοδο που εφαρμόσαμε( Ενότητα 6.2 ). Η

179
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περιγραφή των πειραμάτων που διεξήχθησαν γίνεται στην Ενότητα 6.3 και
κάποια Αποτελέσματα παρουσιάζονται στην Ενότητα 6.4. Τέλος, ολοκληρώ-
νουμε το Κεφάλαιο με προτάσεις βελτίωσης της μεθόδου ( Ενότητα 6.6 ).

6.2 Περιγραφή Μεθόδου

Η σημαντικότερη ίσως επιλογή που καθορίζει και τις ιδιαιτερότητες της με-
θόδου που εφαρμόσαμε, άφορα την επίλυση του προβλήματος SfM, οπότε
και ξεκινάμε από αυτό. Οι μέθοδοι που περιγράψαμε στο Κεφάλαιο 2 ( π.χ.
[210, 207, 249] ), είναι επαναληπτικές μέθοδοι. Ξεκινάνε από ένα ζευγάρι
εικόνων με γνωστές εσωτερικές παραμέτρους και στην συνέχεια προσθέτουν
επαναληπτικά περισσότερες όψεις και σημεία του χώρου στο πρόβλημα, χρη-
σιμοποιώντας κάθε φορά για την επίλυση του υποπροβλήματος κατάλληλη
ρουτίνα bundle adjustment. Η προσέγγιση αυτή έχει μερικά εμφανή μειο-
νεκτήματα, αναφέρουμε ενδεικτικά

• την εξάρτηση του αποτελέσματος από το ζευγάρι εικόνων που αρχικο-
ποιεί το σύστημα

• την επαναλαμβανόμενη επίλυση μεγάλων προβλημάτων βελτιστοποίη-
σης με αριθμητικές μεθόδους

• την ύπαρξη πολλών τοπικών ελαχίστων στην συνάρτηση κόστους

Για αυτούς και άλλους λόγους, επιχειρήθηκε από πολλούς ( [44, 168, 256,
170, 106, 87] ) μια εναλλακτική προσέγγιση του προβλήματος. Η προσέγ-
γιση αυτή βασίζεται στην επίλυση του προβλήματος SfM, με τις μήτρες περι-
στροφής των καμερών Ri γνωστές. Για αυτό το πρόβλημα έχουμε:

• Η συνάρτηση σφάλματος επαναπροβολής, συγκεκριμένα η συνάρτηση
d2(xi, PX) είναι quasiconvex.Συνεπώς, το μέγιστο σφάλμα, ισοδύναμα
η L∞ νόρμα του διανύσματος με στοιχεία το σφάλμα κάθε μέτρησης,
είναι επίσης quasiconvex.

• Quasiconvex συναρτήσεις έχουν μοναδικό ελάχιστο.

• Τα προβλήματα αυτά μπορούν να επιλυθούν αποτελεσματικά σαν μια
ακολουθία SOCP προβλημάτων ή να προσεγγισθούν από γραμμικά
προβλήματα.

Την δεύτερη αυτή προσέγγιση ακολουθήσαμε για την επίλυση του προβλή-
ματος SfM. Στην συνέχεια θα περιγράψουμε τα στάδια ενός τέτοιου συστή-
ματος και στην συνέχεια θα εξειδικεύσουμε περαιτέρω στο τελικό σύστημα
που χρησιμοποιήσαμε.

6.2.1 SfM χωρίς την επαναληπτική εφαρμογή BA
Για τον προσδιορισμό της Δομής ( σημείων του χώρου ) και της κίνησης ( θέση
και προσανατολισμός καμερών ), χωρίς την επαναληπτική εφαρμογή Β.Α. θα
πρέπει να ακολουθήσουμε τα επόμενα βήματα

1. Προσδιορισμός των μητρών βαθμονόμησης K των καμερών.

2. Προσδιορισμός σχετικών περιστροφών Rj
i που περιγράφουν την σχε-

τική θέση των καμερών i, j
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..

..Εκτίμηση σχεικού προσανατολι-
σμού σε ζεύγη εικόνων

..
Βαθμονόμηση καμερών
Θεμελιώδης πίνακας

Αλγόριθμοι υπολογισμού σχετικού
προσανατολισμού ( relative Pose,
αλγόριθμος 5 και 6 σημείων )

..Υπολογισμός μητρών περιστροφής
σε κοινό σύστημα αναφοράς

..

Αλγόριθμοι rotation averaging
Επίλυση υπερορισμένου συτήματος
με ελάχιστα τετράγωνα ( πιθανώς
απαιτείται προβολή της λύσης
στο lie group των περιστροφών
SO(3), ανάλογα με την μέθοδο

αναπαράστασης των περιστροφών )
Μη γραμμική ελαχιστοποί-
ηση κατάλληλου σφάλματος

..Υπολογισμός του τμήματος μετατό-
πισης της κίνησης και υπολογισμός
σημείων σκηνής

..
SfM

Bundle Adjustment
Ορισμός και επίλυση κατάλληλου
προβλήματος βελτιστοποίησης

Σχήμα 6.1: Οργάνωση του προβλήματος σε στάδια. Σχετικές τεχνικές και
αλγόριθμοι.

3. Από τα 1,2 προσδιορίζουμε τις περιστροφές Ri σε κοινό σύστημα συ-
ντεταγμένων.

4. Σχηματισμός κατάλληλου προβλήματος βελτιστοποίησης και επίλυση
του με τεχνικές ( κυρτής ) βελτιστοποίησης, για τον προσδιορισμό των
Θέσεων των καμερών και των σημείων του χώρου ( SfM με γνωστές
μήτρες περιστροφής ).

5. Συνηθίζεται οι εκτιμήσεις των μεγεθών να βελτιώνονται με εκτέλεση
B.A.

Παραδείγματα συστημάτων SfM που στηρίζονται στις προηγούμενες ιδέες
μπορούν να βρεθούν στην βιβλιογραφία, ενδεικτικά αναφέρουμε [168, 166,
141, 202].
Τα συστήματα αυτά, θα πρέπει να αντιμετωπίσουν τις ακόλουθες προκλήσεις

• Την ευαισθησία της minimax ( L∞ ) διατύπωσης σε outliers. Λανθασμέ-
νες αντιστοιχίες σημείων μεταξύ των εικόνων, θα εμφανίσουν μεγάλο
σφάλμα επαναπροβολής και επομένως θα καθορίσουν την τιμή της
αντικειμενικής συνάρτησης στο πρόβλημα βελτιστοποίησης. Θα πρέ-
πει να αποφύγουμε επομένως την προσαρμογή της λύσης σε αυτές
τις μετρήσεις. Επίσης πρόβλημα αποτελούν οι εσφαλμένες επιπολικές
γεωμετρίες που προσδιορίζουμε μεταξύ εικόνων που δεν παρατηρούν
κοινό μέρος της σκηνής, οι οποίες δυσχεραίνουν την καταχώρηση των
φωτογραφιών σε κοινό πλαίσιο αναφοράς.

• Η ταχύτητα της μεθόδου και η κλιμάκωση της με το μέγεθος της εισό-
δου ( αριθμός φωτογραφιών ). Μέθοδοι απόρριψης outliers που έχουν
προταθεί ( π.χ [141, 200] ) οδηγούν στην επαναληπτική επίλυση του
προβλήματος βελτιστοποίησης και συνεπώς δεν είναι κατάλληλες για
μεγάλο αριθμό μετρήσεων. Σε άλλες κατευθύνσεις, έχει επιχειρηθεί η
βελτιστοποίηση αλγορίθμων επίλυσης προβλημάτων SOCP και η προ-
σέγγιση του αρχικού προβλήματος με γραμμικά προβλήματα ( LP )[196,
5, 169].
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6.2.2 Περιγραφή και ανάλυση της μεθόδου που υλοποι-
ήσαμε

Η μέθοδος αυτή είναι βασισμένη στο [168]. Στην συνέχεια περιγράφουμε τα
διάφορα στάδια της μεθόδου αυτής και τις τροποποιήσεις που εφαρμόσαμε.
Μερικές λεπτομέρειες της αρχικής μεθόδου δεν αναπτύσσονται, όσο αυτές
διατηρήθηκαν αναλλοίωτες, καθώς μπορούν να αναζητηθούν στις βιβλιογρα-
φικές αναφορές που δίνονται.

Εκτίμηση μητρών εσωτερικών παραμέτρων Ki των καμερών

Για τις μήτρες εσωτερικών παραμέτρων των καμερών, κάνουμε την παραδοχή
ότι περιγράφονται με τις παραμέτρους f ( εστιακό μήκος ), px, py ( συντεταγ-
μένες πρωτεύοντος σημείου ). Την παραδοχή αυτή την έχουμε σχολιάσει σε
άλλα σημεία της εργασίαςκαι αναφέρουμε απλά ότι είναι επαρκώς δικαιο-
λογημένη ενώ έχει επικρατήσει στην βιβλιογραφία.
Η πλειονότητα των μεθόδων SfM προχωράει επίσης στην επόμενη παραδοχή
για το εστιακό μήκος f

• Το f θεωρείται γνωστό,π.χ. από τα EXIF Tags. Ανάλογα με την μέθοδο
( sequential/non-sequential ) η παραδοχή αυτή γίνεται για ένα υπο-
σύνολο των φωτογραφιών ή για όλες της φωτογραφίες [207, 168].

• Το f θεωρείται άγνωστο, αλλά κοινό σε όλες τις φωτογραφίες[141].
Η παραδοχή αυτή επιτρέπει την εφαρμογή αξιόπιστων,ρωμαλέων και
αποδοτικών μεθόδων για την εύρεση του εστιακού μήκους[214]. Ση-
μειώνουμε ότι είναι έγκυρη παραδοχή στην περίπτωση που το σύνολο
των φωτογραφιών έχει ληφθεί από την ίδια κάμερα και χωρίς την χρήση
ζουμ.

• Το f προσδιορίζεται με μεθόδους που δεν χρησιμοποιούν μόνο αντι-
στοιχίες σημείων. Για παράδειγμα μπορούν να χρησιμοποιηθούν μέ-
θοδοι που εντοπίζουν vanishing points ( π.χ. [202] ). Στην περίπτωση
αυτή όμως το περιεχόμενο της σκηνής επηρεάζει την δυνατότητα επι-
τυχούς προσδιορισμού των f .

Στην περίπτωση μας, επιλέξαμε να μην προχωρήσουμε σε επιπλέον παρα-
δοχές. Έτσι υποθέσαμε άγνωστο και διαφορετικό f για κάθε εικόνα του συ-
νόλου δεδομένων. Ακόμα, χρησιμοποιήσαμε αποκλειστικά αντιστοιχίες ση-
μείων στις εικόνες. Για την επίλυση του προβλήματος, χρησιμοποιήσαμε το
σύστημα που αναπτύξαμε και παρουσιάσαμε στο Κεφάλαιο 5. Υπενθυμί-
ζουμε ότι ταυτόχρονα με εκτιμήσεις για τα εστιακά μήκη f i των καμερών,
λαμβάνουμε και εκτιμήσεις για την σχετική θέση

[
R t

]
των καμερών. Αυ-

τές οι σχετικές περιστροφές Rij μπορούν να χρησιμοποιηθούν στα επόμενα
στάδια της ανακατασκευής ή να απορριφθούν και να εφαρμόσουμε διαφο-
ρετικές μεθόδους για τον υπολογισμό τους.
Τέλος, για λόγους πληρότητας, υπενθυμίζουμε ότι η θέση του πρωτεύοντος
σημείου λαμβάνεται στο κέντρο της εικόνας. Αφού ανακτήσαμε τις εσωτε-
ρικές παραμέτρους των καμερών, βρισκόμαστε πλέον στο σημείο αφετηρίας
των μεθόδων SfM. Τα επόμενα στάδια βασίζονται σημαντικά στην υλοποίηση
του [167].



6.2. ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΜΕΘΟΔΟΥ 183

Προσδιορισμός μητρών σχετικής περιστροφής Rij για ζεύγη φωτογρα-
φιών

Αρχικά, θέλουμε να προσδιορίσουμε για ζεύγη φωτογραφιών τις σχετικές
τους θέσεις, συγκεκριμένα την σχετική περιστροφή Rij που συνδέει την θέση
λήψης της φωτογραφίας i και της φωτογραφίας j. Οι εκτιμήσεις αυτές μπο-
ρούν να ληφθούν μαζί με τις εκτιμήσεις για τα fi από το σύστημα που πε-
ριγράψαμε στο Κεφάλαιο 5. Εναλλακτικά, μπορούμε να εφαρμόσουμε, σε
συμφωνία και με την προσέγγιση του [168], τον αλγόριθμό 5 σημείων για
την εκτίμηση της σχετικής θέσης βαθμονομημένων καμερών [213], χρησι-
μοποιώντας τις εκτιμήσεις fi που διαθέτουμε.

Καταχώρηση μητρών περιστροφής σε κοινό σύστημα συντεταγμένων

Ηκαταχώρηση των μητρών σχετικής περιστροφήςRij σε κοινό σύστημα ( Συμ-
βολισμός: Ri, Rj για τις κάμερες i, j αντίστοιχα ) βασίζεται στην ακόλουθη
σχέση

Ri = RijRj (6.1)

Για τον σκοπό αυτό, κατασκευάζουμε σταθμισμένο γράφο G(V,E). Οι κόμ-
βοι V αντιστοιχούν στις εικόνες του συνόλου δεδομένων. Για κάθε σχετική
περιστροφή που έχουμε υπολογίσει, προσθέτουμε ακμή ij μεταξύ των αντί-
στοιχων κόμβων του γράφου. Το βάρος της ακμής είναι ο αριθμός των inliers
στις αντιστοιχίες των εικόνων i, j, για την εκτίμηση Rij που διαθέτουμε.
Στον γράφο αυτό εκτελούμε μια RANSAC διαδικασία, δειγματοληπτώντας
spanning trees. Από την Σχέση 6.1, προκύπτει ότι ένα spanning tree επιτρέ-
πει τον μονοσήμαντο καθορισμό των περιστροφών Ri. Η πιθανότητα επιλογής
μιας ακμής στο spanning tree είναι ανάλογη του βάρους της ακμής. Για να
εκτιμήσουμε την ποιότητα της λύσης, εφαρμόζουμε ξανά την Σχέση 6.1, για
τις περιστροφές ( ακμές ) που δεν συμπεριελήφθησαν στο spanning tree, και
τις κατατάσσουμε ανάλογα με το σφάλμα ως inliers ή outliers.
Σημειώνουμε ότι, ενώ σε εικόνες με μικρό baseline ( απόσταση μετατόπισης
στις σχετικές θέσεις λήψης ) η εκτίμηση της διεύθυνσης μετατόπισης είναι
δύσκολη, η εκτίμηση της σχετικής περιστροφής γίνεται με ακρίβεια. Συνεπώς
η τάση να διαλέγουμε εικόνες με μικρό baseline και κατά συνέπεια πολλές
αντιστοιχίες, βελτιώνει την εκτίμηση των περιστροφών.
Σημειώνουμε ότι για την καταχώρηση των σχετικών περιστροφών σε κοινό
σύστημα συντεταγμένων, η εφαρμογή αλγορίθμων γράφων είναι αρκετά συ-
νηθισμένη. Παραπέμπουμε τους αναγνώστες στην σειρά δημοσιεύσεων του
Govindu [79, 80].
Γενικά για το πρόβλημα, το οποίο είναι γνωστό στην βιβλιογραφία και ως
rotation averaging ( στάθμιση περιστροφών ), παραπέμπουμε στο [89], το
οποίο παρέχει μια πλήρη περιγραφή, καλύπτοντας τους διαφορετικούς τρό-
πους παράστασης των περιστροφών ( πίνακες,quaternions ), τις μετρικές
σφάλματος και τους αλγόριθμους επίλυσης του προβλήματος.

Διατύπωση προβλήματος βελτιστοποίησης και επίλυση του

Μπορούμε τώρα να διατυπώσουμε το πρόβλημα SfM με γνωστές περιστρο-
φές και να προχωρήσουμε στην επίλυση του. Χρησιμοποιούμε τον ακόλουθο
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συμβολισμό

xi : Σημείο εικόνας ( μέτρηση )

X : Σημείο του χώρου

Για το τετράγωνο του σφάλματος επαναπροβολής, d2(xi,X), θεωρώντας πί-
νακα προβολής

[
R t

]
έχουμε

d2(xi,X) =
∥∥∥∥(x1i − R1X+ t1

R3X+ t3
, x2i −

R2X+ t2

R3X+ t3

)∥∥∥∥2 (6.2)

Τα σημεία που είναι ορατά σε μία εικόνα, πρέπει να βρίσκονται μπροστά από
αυτήν ( Cheirality ). Συνεπώς στο πρόβλημα ισχύουν και οι ( γραμμικοί )
περιορισμοί

R3X+ t3 > 0 (6.3)

Κάνουμε μια μικρή παρένθεση, για να ξεκαθαρίσουμε λίγο και την Θεω-
ρία που σκιαγραφήσαμε στην αρχή της Ενότητας 6.2. Οι Σχέσεις 6.2, 6.3,
μαζί με το Λήμμα 12 που παραθέτουμε αμέσως μετά, δείχνουν την quasi-
convexity του τετραγώνου του σφάλματος επαναπροβολής και συνεπώς την
quasiconvexity της L∞ νόρμας του τετραγώνου των σφαλμάτων.

Λήμμα 12 (Λήμμα 6 [170]). Αν η συνάρτηση wi : S 7→ R είναι κυρτή και
η συνάρτηση vi : S 7→ R είναι κοίλη τότε η συνάρτηση Ri(x) = wi(x)

vi(x)
είναι

pseudoconvex ( έννοια ισχυρότερη της quasiconvex ) στο S = {x|vi(x) > 0}
Για να διατυπώσουμε τώρα βολικά το πρόβλημα, θεωρούμε ότι το μέγιστο
σφάλμα είναι μικρότερο μιας σταθεράς γ και έχουμε να λύσουμε ένα SOCP
( συγκεκριμένα να δούμε να είναι εφικτό ) με περιορισμούς τις σχέσεις∥∥((x1iR3 −R1

)
X+ x1i t

3 − t1,
(
x2iR3 −R2

)
X+ x2i t

3 − t2
)∥∥ ≤ γ (R3X+ t3

)
(6.4)

Ο προσδιορισμός του ελάχιστου γ πραγματοποιείται με την επίλυση σειράς
SOCP και είναι η βασική προσέγγιση στο SfM με την L∞ νόρμα [106, 199,
88].
Αντί να λύσουμε αυτό το πρόβλημα, με στόχο τον περιορισμό της επίδρα-
σης των outliers, προσθέτουμε slack variables ( μία για κάθε περιορισμό-
μέτρηση ) και έχουμε στην θέση των 6.4∥∥((x1iR3 −R1

)
X+ x1i t

3 − t1,
(
x2iR3 −R2

)
X+ x2i t

3 − t2
)∥∥ ≤ γ (R3X+ t3

)
+ si
(6.5)

θα θέλαμε να βελτιστοποιήσουμε ως προς τον αριθμό των μη-μηδενικών
slack variables ( την L0 νόρμα του s ), όμως το πρόβλημα αυτό δεν είναι
επιλύσιμο εύκολα. Για αυτό ελαχιστοποιούμε την L1 νόρμα του s δηλαδή
έχουμε το κριτήριο βελτιστοποίησης

min
∑
i

si

Σημειώνουμε ότι, ενώ έχουμε το όφελος της σθεναρότητας σε outliers και
της επίλυσης ενός ( και όχι μιας σειράς ) προβλημάτων βελτιστοποίησης, σε
σχέση με την βασική προσέγγιση, αυτό έρχεται με το κόστος του εκ των προ-
τέρων προσδιορισμού του γ, δηλαδή της "ακτίνας" των inliers.
Μια αρκετά παρόμοια παρουσίαση, γίνεται στο [44], μαζί με την απόδειξη ότι
η λύση είναι MAP εκτιμητής για συγκεκριμένες πρότερες κατανομές στις με-
τρήσεις και στους outliers. Η μόνη διαφορά είναι η θέση των slack variables
είναι στον χώρο των "αντικειμένων", δηλαδή μέσα στην νόρμα της εξίσω-
σης 6.4. Οι διαφορές των μεθόδων αυτών εξηγούνται ( γεωμετρικά ) στο [256].
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Ανακεφαλαίωση συστήματος και επιπλέον χαρακτηριστικά

Συνοπτικά, τα βήματα που ακολουθήσαμε είναι

1. Ανίχνευση χαρακτηριστικών SIFT και ταίριασμα των χαρακτηριστικών.

2. Οι αντιστοιχίες μεταξύ των εικόνων εμπλουτίζονται ενώ απορρίπτονται
εσφαλμένες αντιστοιχίες, με χρήση αλγόριθμου γράφων. Περισσότερες
λεπτομέρειες δίνονται στο [168]. Αναφέρουμε συνοπτικά ότι ο αλγόριθ-
μος παρουσιάζει ομοιότητες με τον αλγόριθμο του Prim για την εύρεση
του MST. Οι κόμβοι του γράφου αντιστοιχούν στα σημεία των εικόνων
( χαρακτηριστικά ), οι ακμές σε ταιριάσματα χαρακτηριστικών και τα
βάρη τους στον συνολικό αριθμό αντιστοιχιών των σχετικών εικόνων.

3. Στην συνέχεια προσδιορίζουμε τις εσωτερικές παραμέτρους των εικό-
νων με την μέθοδο του Κεφαλαίου 5. Ταυτόχρονα προσδιορίζονται και
οι μήτρες σχετικών περιστροφών Rij. Για τον προσδιορισμό των σωστών
μητρών ( υπενθυμίζουμε ότι βρίσκουμε δύο λύσεις σε κάθε ζεύγος )
χρησιμοποιούμε τις συνθήκες Cheirality.

4. Εναλλακτικά, προσδιορίζουμε τις μήτρες σχετικών περιστροφών με τον
αλγόριθμο των 5 σημείων [213], ακολουθούμενο από BA.

5. Προσδιορίζουμε τις μήτρες περιστροφών των καμερών σε κοινό σύ-
στημα αναφοράς, με χρήση του αλγορίθμου δειγματοληψίας σε span-
ning trees που περιγράψαμε νωρίτερα.

6. Εφαρμόζουμε ξανά τον αλγόριθμο του βήματος 2. Αυτήν την φορά οι
αντιστοιχίες που χρησιμοποιούνται ( κόμβοι του γράφου ) και αντί-
στοιχα τα βάρη των ακμών, προκύπτουν από τους inliers στις σχετικές
γεωμετρίες που έχουμε εκτιμήσει.

7. Λύνουμε το πρόβλημα βελτιστοποίησης και βελτιώνουμε την λύση με
την εφαρμογή BA. Στην συνέχεια, χρησιμοποιώντας τις νέες εκτιμήσεις
των περιστροφών, επαναλαμβάνουμε το βήμα ξανά.

8. Τέλος αφαιρούμε σημεία του χώρου, για τα οποία υπάρχει μεγάλη αβε-
βαιότητα στο βάθος τους ( σε σχέση με κάποια από τις κάμερες στις

..

..
Εφαρμογή μεθόδου Κεφα-
λαίου 5. Στις αντιστοιχίες
μεταξύ των εικόνων, έχουμε
εφαρμόσει τον αλγόριθμο
tracking χαρακτηριστικών.

..Υπολογισμός προσανατολισμού
καμερών με τύπου-RANSAC
διαδικασία

.

. . ..Tracking Αντιστοιχιών

..Ανακατασκευή επιφάνειας
( PMVS,PSR )

..
Λύση προβλήματος βελτιστο-
ποίησης.
Εφαρμογή BA.
( 2 Επαναλήψεις )

.

Σχήμα 6.2: Τα στάδια της μεθόδου που ακολουθήσαμε, από την καταχώριση
των περιστροφών σε κοινό πλαίσιο εώς την εκτίμηση της τελικής επιφάνειας
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οποίες είναι ορατό ). Το κριτήριο βασίζεται στην δεύτερη παράγωγο του
σφάλματος επαναπροβολής, στην διεύθυνση του κέντρου της κάμερας.

9. Χρησιμοποιούμε τις θέσεις των καμερών που βρήκαμε ως δεδομένα
εισόδου στο σύστημα στερέοψης πολλών όψεων PMVS [66, 69].

10. Το πυκνό σύννεφο σημείων που μας δίνει η μέθοδος PMVS χρησιμο-
ποιείται ως αρχικοποίηση για την παρεμβολή συνεχούς επιφάνειας με
την μέθοδο Poisson Surface Reconstruction [110, 109].

6.3 Πειράματα

Σε αυτή την ενότητα των πειραμάτων, χρησιμοποιήσαμε το σύνολο δεδομέ-
νων HJ-P8 που παρουσιάσαμε στο Κεφάλαιο 5. Με στόχο την καλύτερη γε-
νίκευση των αποτελεσμάτων, δεν μεταβάλλαμε το κατώφλι Tratio για το ταί-
ριασμα των χαρακτηριστικών, αλλά το αφήσαμε σε μια τυπική τιμή ( 0.5 ).

Διαλογή αξιόπιστων ανακατασκευών 2 όψεων και εκτίμηση f

Αρχικά, θα σχολιάσουμε την επιλογή της σωστής από τις δύο λύσεις για την
μήτρα

[
R t

]
που λαμβάνουμε ως λύση, όταν ακολουθούμε την προσέγγιση

του Κεφαλαίου 5.
Χρησιμοποιήσαμε την συνθήκη ότι τα σημεία του χώρου που είναι ορατά
από μια κάμερα, πρέπει να βρίσκονται μπροστά από αυτήν ( Cheirality ).
Επιλέξαμε την λύση για την οποία τα περισσότερα σημεία ικανοποιούν αυτή
την συνθήκη. Από την ανάλυση που κάναμε στο Κεφάλαιο 5, περιμένουμε
οι λύσεις να διαχωρίζονται στις περισσότερες των περιπτώσεων εύκολα. Το
γεγονός αυτό επαληθεύθηκε στην πράξη. Συγκεκριμένα:

• Στις περισσότερες των περιπτώσεων, μόνο μία από τις δύο λύσεις αντι-
στοιχεί σε κάμερα που έχει σημεία "μπροστά της".

• Στις περιπτώσεις που δεν ισχύει η προηγούμενη περίπτωση, παρατη-
ρήσαμε μεγάλα σφάλματα στις εκτιμήσεις των εστιακών μηκών f1, f2.
Σε αυτές τις περιπτώσεις, εσφαλμένες αντιστοιχίες σημείων έχουν επι-
κρατήσει στην εκτίμηση του μοντέλου, με αποτέλεσμα αυτό να μην
ανταποκρίνεται στην σκηνή.

Συνεπώς, παρατηρήσαμε ότι η συγκεκριμένη συνθήκη, διαχωρίζει έντονα
τις δύο λύσεις. Ακόμα, διαπιστώσαμε ότι είναι ένας αποτελεσματικός τρόπος
για τον εντοπισμό εσφαλμένων γεωμετριών και ότι η εκτίμηση του εστιακού
μήκους αποτυγχάνει, όταν οι "εξωτερικές" παράμετροι

[
R t

]
δεν προσδιορί-

ζονται σωστά.
Υπενθυμίζουμε σε αυτό το σημείο, ότι τα σύνολα δεδομένων που χρησιμο-
ποιήσαμε απαρτίζονται από γεωμετρικές σκηνές με σημαντικές επαναλαμ-
βανόμενες δομές και συμμετρία, ιδιότητες που, όπως είναι προφανές, δυσχε-
ραίνουν σημαντικά το ταίριασμα των χαρακτηριστικών.
Επίσης, σχετικά με την χρήση του κριτηρίου Cheirality, παρατηρούμε ότι
δίνει καλύτερα αποτελέσματα σε σχέση με τις ευριστικές μεθόδους που χρη-
σιμοποιήθηκαν στο Κεφάλαιο 5 . Το αποτέλεσμα αυτό είναι σημαντικό, λόγω
της προφανούς γεωμετρικής σημασίας της συνθήκης αυτής αλλά και της
απλότητας της.
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Εφαρμογή Bundle Adjustment στις εκτιμήσεις των σχετικών θέσεων
2 όψεων

Επειδή η υλοποίηση του [168] εφαρμόζει στις εκτιμήσεις των μητρών σχετι-
κής περιστροφής Rij που προκύπτουν από τον αλγόριθμο 5 σημείων Bundle
Adjustment, δοκιμάσαμε να ακολουθήσουμε και εμείς την αντίστοιχη στρα-
τηγική. Σημειώνουμε ότι τα εστιακά μήκη fi θέτονται σταθερά στην βελτιστο-
ποίηση με BA.
Παρατηρήσαμε ότι η εφαρμογή Bundle Adjustment βελτιώνει λίγο τα Απο-
τελέσματα ( τις εκτιμήσεις για τα R, t ), αρκεί να έχουμε κάνει καλή εκτίμηση
του μοντέλου ( υπολογιστικά απαιτητικές μέθοδοι υπολογισμού F-matrix,
μη γραμμική μέθοδος τριγωνισμού των σημείων ). Δικαιολογούμε αυτή την
παρατήρηση ως προσαρμογή στις εσφαλμένες αντιστοιχίες, οι οποίες δικαιο-
λογούνται από μια πρόχειρη εκτίμηση του μοντέλου.

Μέθοδος υπολογισμού Θεμελιώδους μήτρας F και ποιότητα αποτελε-
σμάτων

Για τον υπολογισμό της μήτρας F , μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε κλιμα-
κούμενης υπολογιστικής πολυπλοκότητας μεθόδους. Το σημείο αυτό ανα-
πτύχθηκε στο Κεφάλαιο 5, ενώ πιο συγκεκριμένη αναφορά κάνουμε και αρ-
γότερα στην Ενότητα. Παρατηρήσαμε ότι η ακρίβεια στον υπολογισμό των
μητρών F μεταβάλλεται σύμφωνα με την ακρίβεια στον υπολογισμό των θέ-
σεων των καμερών, αποτέλεσμα λογικό και αναμενόμενο. Όμως, η χρήση
διαφορετικών μεθόδων διαλογής των αξιόπιστων ανακατασκευών ( για παρά-
δειγμα h3,h4 που ορίζουμε παρακάτω ), ενδέχεται να υποδεικνύει και την
χρήση συγκεκριμένης μεθόδου υπολογισμού του πίνακα F .

Ακρίβεια υπολογισμού σχετικής θέσης καμερών με την μέθοδο του
Κεφαλαίου 5

Αν εφαρμόσουμε την μέθοδο που αναπτύξαμε στο Κεφάλαιο 5, λαμβάνουμε
τόσο εκτιμήσεις για τα εστιακά μήκη fi όσο και για την σχετική θέση ζευγών
καμερών Rij. Δοκιμάσαμε να χρησιμοποιήσουμε τις εκτιμήσεις αυτές ή να
χρησιμοποιήσουμε μόνο τις εκτιμήσεις fi και να επανεκτιμήσουμε τον σχε-
τικό προσανατολισμό με τον αλγόριθμο των 5 σημείων.
Παρατηρήσαμε ότι οι δύο αυτές προσεγγίσεις, δίνουν κοντινά μεταξύ τους
αποτελέσματα, όταν εφαρμόζουμε Bundle Adjustment στις εκτιμήσεις των
Rij ή τουλάχιστον ακολουθούμε μια περισσότερο ακριβή μέθοδο προσδιορι-
σμού της μήτρας F . Επίσης, οι μέθοδοι βρίσκονται πιο κοντά όσον αφορά το
σφάλμα ∆R, ενώ αποκλίνουν περισσότερο σε σχέση με το σφάλμα ∆t, εξαι-
τίας και της συσσώρευσης των προηγούμενων σφαλμάτων που προηγούνται
του υπολογισμού των t.

Περιγραφή πειραμάτων που διεξήχθησαν και παραμέτρων που εξετά-
στηκαν

Συγκεντρωτικά, εξετάσαμε τις παρακάτω παραμέτρους της μεθόδου επίλυσης
του προβλήματος

• Την μέθοδο προσδιορισμού του fi από τις διάφορες διαθέσιμες εκτιμή-
σεις και διαλογής των αξιόπιστων από τις γεωμετρίες που υπολογίσαμε
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( σχετική θέση 2 όψεων ). Συγκεκριμένα συμβολίζουμε:

– h1 : Τρόπος διαλογής όπως στο Κεφάλαιο 5.

– h2 : Απόρριψη όλων των ανακατασκευών για τις οποίες αποτυγχά-
νει το κριτήριο Cheiraity πριν την εκτίμηση της τιμής του fi και
εφαρμογή του τρόπου διαλογής h1.

– h3 :Απόρριψη όλων των ανακατασκευών για τις οποίες αποτυγχά-
νει το κριτήριο Cheiraity πριν την εκτίμηση της τιμής του fi.

– h4 :Απόρριψη όλων των ανακατασκευών για τις οποίες αποτυγ-
χάνει το κριτήριο Cheiraity πριν την εκτίμηση της τιμής του fi.
Μετά την εκτίμηση του fi, απορρίπτουμε επιπλέον τις ανακατα-
σκευές με σφάλμα ∆f μεγαλύτερο από 0.1. Το κριτήριο αυτό οδη-
γεί στην απόρριψη ανακατασκευών που είναι αμφίβολες, με απο-
τέλεσμα να ανακατασκευάζονται λιγότερες κάμερες και να μειώ-
νεται το σφάλμα. Σημειώνουμε ότι διαφορετικές τιμές του κατω-
φλίου απόρριψης μπορεί να οδηγήσουν σε καλύτερη ρύθμιση του
ισοζυγίου απόρριψη καμερών-αύξηση σφάλματος.

• Τρόπος Υπολογισμού Θεμελιώδους Πίνακα F . Χρησιμοποιήσαμε τις
μεθόδους FT ( Συμβ. F ) και MAT44 ( Συμβ. M ) του Κεφαλαίου 5.

• Εφαρμογή Bundle Adjustment για την βελτίωση των εκτιμήσεων μας
R, t των σχετικών θέσεων 2 εικόνων ( Συμβ. BA ).

• Για την ανανέωση των έγκυρων αντιστοιχιών μεταξύ ζευγαριών εικόνων,
αφού εκτιμήσουμε κάποια σχετική γεωμετρία

[
R t

]
, κάνουμε τριγω-

νοποίηση των σημείων:

– Γραμμικά, με χρήση της μεθόδου DLT ( Συμβ. L ).

– Μη-γραμμικά, με βελτιστοποίηση του σφάλματος επαναπροβολής
( Συμβ. N ).

Απορρίπτουμε στην συνέχεια τις αντιστοιχίες του ζεύγους εικόνων, για
τις οποίες το σημείο του χώρου

– Βρίσκεται πίσω από κάποια από τις δύο κάμερες ( Συμβ. v1 ).

– Βρίσκεται πίσω από κάποια κάμερα ή έχει μεγάλο σφάλμα επα-
ναπροβολής ( Συμβ. v2 ).

Στον Πίνακα 6.1, παρουσιάζουμε τα αποτελέσματα που λάβαμε χρησιμο-
ποιώντας τις εκτιμήσεις για τα fi από τις μεθόδους O1,O2,O3 του Κεφα-
λαίου 5 ( δίνονται στον Πίνακα 5.8 ). Στα αποτελέσματα, παρατηρούμε ότι οι
εκτιμήσεις των t δεν είναι τόσο επιτυχείς, όταν οι εικόνες του συνόλου έχουν
μικρό baseline. Επαληθεύουμε δηλαδή, ένα γνωστό συμπέρασμα.
Τέλος, στον Πίνακα 6.2 παρουσιάζουμε αποτελέσματα που λάβαμε από την
χρήση των εκτιμήσεων fi, Rij του συστήματος του Κεφαλαίου 5.
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castle-P19 entry-P10 castle-P30 HJ-P8 HJ-P25 f-P11

Μέση
τιμή ∆R

2.46 3.16 1.11 0.39 0.44 0.47

Μέση
τιμή ∆t

9.12 12.79 5.55 1.22 1.47 2.85

Πίνακας 6.1: Σφάλμα ( σε μοίρες ) στις εκτιμήσεις της θέσης και
του προσανατολισμού των καμερών. Σημειώνουμε ότι τα σφάλματα
αναφέρονται στις τελικές περιγραφές

[
R t

]
που ανήκουν σε κοινό σύστημα

συντεταγμένων. Τα σύνολα δεδομένων περιγράφονται στο Κεφάλαιο 5

castle-P19 entry-P10 castle-P30 HJ-P8 HJ-P25 f-P11

Μέθοδος h3,FT,BA,L,v2h4,M,L,v1 h3,M,BA,N,v2 h3,M,L,v2 h3,F,L,v2 h4,M,BA,L,v2

Μέση τιμή
∆R

1.80 1.06 6.39 0.66 1.25 0.50

Μέση τιμή
∆t

10.69 6.50 18.73 2.25 1.61 1.36

Μέση τιμή
∆f

0.09 0.06 0.18 0.03 0.05 0.02

Κάμερες
που

ανακατασκευάζονται

12 9 28 8 25 11

Πίνακας 6.2: Σφάλμα ( σε μοίρες ) στις εκτιμήσεις της θέσης και του
προσανατολισμού των καμερών και σφάλμα ∆f . Σημειώνουμε ότι τα
σφάλματα αναφέρονται στις τελικές περιγραφές

[
R t

]
που ανήκουν σε

κοινό σύστημα συντεταγμένων. Τα σύνολα δεδομένων περιγράφονται στο
Κεφάλαιο 5
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6.4 Παρουσίαση Αποτελεσμάτων

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζουμε ( οπτικά ) Αποτελέσματα για τα διάφορα
σύνολα φωτογραφιών που χρησιμοποιήθηκαν στο Κεφάλαιο 5. Τα Αποτελέ-
σματα που πείραμε εφαρμόζοντας τις μεθόδους που εισάγαμε είναι διαθέ-
σιμα στο youtube [144].

Σύνολο δεδομένων castle-P19

Σχήμα 6.3: Εικόνες συνόλου δεδομένων

Σχήμα 6.4: Άραιο σύννεφο σημείων-έξοδος SfM. Τα κόκκινα σημεία αντι-
στοιχούν στις θέσεις των καμερών
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Σχήμα 6.5: Πυκνό σύννεφο σημείων, έξοδος MvS

Σχήμα 6.6: Τελική ανακατασκευή της επιφάνειας, όπως προέκυψε από τον
αλγόριθμο PSR
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Σύνολο δεδομένων entry-P10

Σχήμα 6.7: Εικόνες συνόλου δεδομένων

Σχήμα 6.8: Άραιο σύννεφο σημείων-έξοδος SfM. Τα κόκκινα σημεία αντι-
στοιχούν στις θέσεις των καμερών
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Σχήμα 6.9: Πυκνό σύννεφο σημείων, έξοδος MvS

Σχήμα 6.10: Τελική ανακατασκευή της επιφάνειας, όπως προέκυψε από τον
αλγόριθμο PSR
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Σύνολο δεδομένων castle-P30

Σχήμα 6.11: Εικόνες συνόλου δεδομένων

Σχήμα 6.12: Άραιο σύννεφο σημείων-έξοδος SfM. Τα κόκκινα σημεία αντι-
στοιχούν στις θέσεις των καμερών
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Σχήμα 6.13: Πυκνό σύννεφο σημείων, έξοδος MvS

Σχήμα 6.14: Τελική ανακατασκευή της επιφάνειας, όπως προέκυψε από τον
αλγόριθμο PSR
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Σύνολο δεδομένων HJ-P8

Σχήμα 6.15: Εικόνες συνόλου δεδομένων

Σχήμα 6.16: Άραιο σύννεφο σημείων-έξοδος SfM. Τα κόκκινα σημεία αντι-
στοιχούν στις θέσεις των καμερών
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Σχήμα 6.17: Πυκνό σύννεφο σημείων, έξοδος MvS

Σχήμα 6.18: Τελική ανακατασκευή της επιφάνειας, όπως προέκυψε από τον
αλγόριθμο PSR
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Σύνολο δεδομένων HJ-P25

Σχήμα 6.19: Εικόνες συνόλου δεδομένων

Σχήμα 6.20: Άραιο σύννεφο σημείων-έξοδος SfM. Τα κόκκινα σημεία αντι-
στοιχούν στις θέσεις των καμερών

Σχήμα 6.21: Πυκνό σύννεφο σημείων, έξοδος MvS
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Σχήμα 6.22: Τελική ανακατασκευή της επιφάνειας, όπως προέκυψε από τον
αλγόριθμο PSR
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Σύνολο δεδομένων f-P11

Σχήμα 6.23: Εικόνες συνόλου δεδομένων

Σχήμα 6.24: Άραιο σύννεφο σημείων-έξοδος SfM. Τα κόκκινα σημεία αντι-
στοιχούν στις θέσεις των καμερών
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Σχήμα 6.25: Πυκνό σύννεφο σημείων, έξοδος MvS

Σχήμα 6.26: Τελική ανακατασκευή της επιφάνειας, όπως προέκυψε από τον
αλγόριθμο PSR
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6.5 Εφαρμογή της μεθόδου στην Ακρόπολη

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζουμε ( οπτικά ) ανακατασκευές μνημείων της
Ακρόπολης των Αθηνών. Οι φωτογραφίες που χρησιμοποιήθηκαν έχουν λη-
φθεί με χαμηλού κόστους φωτογραφική μηχανή και δεν χρησιμοποιήθηκε
ειδικός εξοπλσμός. Περιορισμοί στην πρόσβαση καθώς και εργασίες συντή-
ρησης και αναστήλωσης, παρακωλύουν την επαρκή ( φωτογραφική ) κάλυψη
των μνημείων, με αποτέλεσμα τα ανακατασκευασμένα μοντέλα να μην είναι
πλήρη. Τα Αποτελέσματα είναι επίσης διαθέσιμα στο youtube [144].

Καρυάτιδες

Σχήμα 6.27: Αποτελέσματα ανακατασκευής ( ως πύκνο σύννεφο σημείων και
ως textured επιφάνεια ) για τις Καρυάτιδες.
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Ερέχθειο

Σχήμα 6.28: Αποτελέσματα ανακατασκευής ( ως πύκνο σύννεφο σημείων και
ως textured επιφάνεια ) για τo Ερέχθειο.
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Παρθενώνας

Σχήμα 6.29: Αποτελέσματα ανακατασκευής ( ως πύκνο σύννεφο σημείων και
ως textured επιφάνεια ) για τον Παρθενώνα.
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Άλλες τοποθεσίες

Σχήμα 6.30: Μερική ανακατασκευή μνημείου του Λυσικράτη
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Σχήμα 6.31: Μερική ανακατασκευή μνημείου Φιλοπάππου
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6.6 Προτάσεις για βελτίωση και ανάπτυξη του
αλγορίθμου

Ανίχνευση χαρακτηριστικών και ταίριασμα εικόνων

Στα πειράματα που πραγματοποιήσαμε σε αυτό το Κεφάλαιο, χρησιμοποιή-
σαμε χαρακτηριστικά SIFT σε περιοχές DoG. Η επιλογή αυτή είναι από τις
πιο συνηθισμένες στην βιβλιογραφία. Για να βελτιώσουμε τα αρχικά χαρα-
κτηριστικά που ανιχνεύονται στις εικόνες, αλλά και να βελτιώσουμε το εύρος
εφαρμογής της μεθόδου, μπορούμε:

• Να χρησιμοποιήσουμε διαφορετικά είδη ( περισσότερα από ένα ) πε-
ριοχών, με σκοπό την αξιόπιστη ανίχνευση περιοχών ενδιαφέροντος σε
μεγάλο εύρος σκηνών. Για παράδειγμα είναι γνωστό ότι οι περιοχές
MSER έχουν καλύτερη επίδοση σε δομημένες σκηνές, ενώ οι περιοχές
Hessian-Affine σε περιοχές με έντονη υφή.

• Αν και η χρήση βελτιστοποιημένων χαρακτηριστικών( π.χ.[243] ) θα
βελτιώσει τα αποτελέσματα, θεωρούμε περισσότερο ενδιαφέρουσα την
χρήση ανιχνευτών που ξεφεύγουν από το μοντέλο "histograms of ori-
ented gradients" του SIFT. Μια ενδιαφέρουσα, πρόσφατη εξέλιξη, εί-
ναι τα χαρακτηριστικά LIOP ( Local Intensity Order Pattern [259] ).
Πιστεύουμε ότι η εφαρμογή τους στο πρόβλημα, μπορεί να δώσει εν-
διαφέροντα αποτελέσματα.

Το ταίριασμα των εικόνων και στην συνέχεια το ταίριασμα των χαρακτηρι-
στικών, είναι μια σημαντική στενωπός του προβλήματος και δυσχεραίνει κα-
θοριστικά την δυνατότητα εφαρμογής της μεθόδου σε μεγάλα σύνολα φωτο-
γραφιών. Για να επιταχύνουμε την διαδικασία, μπορούμε να ακολουθήσουμε
κάποιες από τις επόμενες κατευθύνσεις

• Να χρησιμοποιήσουμε το μοντέλο Bag-of-Visual-Words και τεχνικές
αντίστοιχες της μεθόδου tf-idf ( γνωστές από την ανάκτηση κειμένων ).
Αναφέρουμε συνοπτικά, ότι η αναπαράσταση των εικόνων γίνεται με
"ιστογράμματα" οπτικών λέξεων, και η σύγκριση εικόνων με σύγκριση
ιστογραμμάτων. Οι οπτικές λέξεις είναι παράσταση ομοειδής με τα χα-
ρακτηριστικά. Διαισθητικά, δύο περιοχές ενδιαφέροντος είναι όμοιες,
όταν περιγράφουν την ίδια οπτική λέξη.

• Χρήση περιγραφέων για ολόκληρες εικόνες ( π.χ. GIST [165] ) και
σύγκριση αυτών για την εύρεση σχετικών εικόνων. Η ιδέα αυτή εφαρ-
μόζεται και στην δημοφιλή δημοσίευση [58].

• Επειδή κάθε εικόνα μπορεί να ταιριαστεί επιτυχώς ( ζευγαρωθεί ) με
έναν απεριόριστο αριθμό ( άλλων ) εικόνων, θα μπορούσαμε να ελέγ-
ξουμε το μέγεθος του προβλήματος θέτοντας περιορισμό στον μέγιστο
αριθμό ζευγαριών που μία εικόνα μπορεί να συμμετέχει. Αν θεωρή-
σουμε τον γράφο με κόμβους τις εικόνες και ακμές μεταξύ των ζευγα-
ρωμένων κόμβων, θέλουμε ουσιαστικά να θέσουμε όριο στον μέγιστο
βαθμό των κόμβων. Ιδέες για την υλοποίηση μπορούν να ληφθούν από
την βιβλιογραφία [202, 72].

• Πρόσφατες δημοσιεύσεις σχετικές με την ανάλυση video, προτείνουν
γρήγορες μεθόδους ταιριάσματος εικόνων [183]. Προτείνουμε την με-
λέτη της δυνατότητας αξιοποίησης αυτής της μεθόδου.
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• Τέλος, περισσότερες ιδέες μπορούν να αναζητηθούν στην σχετική βι-
βλιογραφία [91, 58].

Επίσης, θα μπορούσαμε να δοκιμάσουμε διαφορετικό αλγόριθμο tracking
χαρακτηριστικών σε πολλές εικόνες. Με την τωρινή προσέγγιση, μια ακο-
λουθία ταιριασμένων χαρακτηριστικών θεωρείται ασυνεπής μόνο όταν περιέ-
χει δύο χαρακτηριστικά από την ίδια εικόνα. Όμως, διαφορετικές έννοιες
της συνέπειας μπορούν να χρησιμοποιηθούν. Για παράδειγμα μπορούμε να
ελέγξουμε την ιδιότητα

(α
⊗

β) ∧ (β
⊗

γ)⇒ α
⊗

γ

με το σύμβολο
⊗

συμβολίζουμε την αντιστοίχιση-ταίριασμα χαρακτηριστι-
κών και με ελληνικά γράμματα συμβολίζουμε χαρακτηριστικά εικόνων.
Για την βελτίωση των αντιστοιχιών και τον περιορισμό των εσφαλμένα ται-
ριασμένων χαρακτηριστικών, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την ιδέα της
γεωμετρικής επαλήθευσης των χαρακτηριστικών που ταιριάξαμε. Στην ιδέα
αυτή, χρησιμοποιούμε ένα απλοποιητικό γεωμετρικό μοντέλο μεταξύ των ει-
κόνων ( π.χ μετασχηματισμός ομοιότητας μεταξύ επιπέδων ) το οποίο μπο-
ρεί να προσδιοριστεί από μικρό αριθμό αντιστοιχιών ( στην περίπτωση του
Μετασχηματισμού ομοιότητας μόνο μία αντιστοιχία ) και ελέγχουμε αν οι
υπόλοιπες αντιστοιχίες μπορούν να εξηγηθούν με το μοντέλο αυτό. Ένα πα-
ράδειγμα εφαρμογής του γεωμετρικού αυτού ελέγχου δίνεται στο [208].
Αναφέρουμε τέλος την δυνατότητα επιτάχυνσης της ανίχνευσης των χαρα-
κτηριστικών, με χρήση για παράδειγμα χαρακτηριστικών SURF. Η αντικα-
τάσταση των κυτιοειδών φίλτρων των ανιχνευτών SURF με αυτά που περιγρά-
φονται στο [118] παρουσιάζει επιπλέον ενδιαφέρον.

Εκτίμηση μητρών περιστροφής για ζεύγη εικόνων και υπολογισμός
των περιστροφών σε κοινό σύστημα συντεταγμένων

Ξεκινώντας από την εκτίμηση των μητρών περιστροφής για ζεύγη εικόνων,
παρατηρούμε ότι ο υπολογισμός του Θεμελιώδους πίνακα F έχει καθορι-
στική σημασία στην ακρίβεια των αποτελεσμάτων. Για τον υπολογισμό του
θεμελιώδους πίνακα λοιπόν σημειώνουμε

• την εξερεύνηση της δυνατότητας υπολογισμού του F-matrix με επίλυση
SOCP προβλημάτων, αντίστοιχα με την επίλυση του προβλήματος SfM
με γνωστές τις μήτρες περιστροφών. Σημειώνουμε ότι θα πρέπει είτε να
προηγηθεί αξιόπιστος προσδιορισμός των inliers είτε να γίνει διαμόρ-
φωση προβλήματος βελτιστοποίησης με slack variables, προκειμένου
να χειριστούμε κατάλληλα τους outliers.

• αντί του υπολογισμού των f1, f2, R, t από την τελική μήτρα F , μπορούμε
να χρησιμοποιήσουμε μια RANSAC τύπου διαδικασία στην οποία θα
προσδιορίζουμε τις τιμές των f,R, t σε κάθε επανάληψη. Σημειώνουμε
ότι 7 αντιστοιχείς αρκούν για τον υπολογισμό αυτό. Στην συνέχεια οι
τελικές τιμές των f1, f2 μπορούν να προκύψουν με τον υπολογισμό κά-
ποιου σταθμισμένου ( από τους inliers ) μέσου και του R από κατάλ-
ληλο rotation averaging αλγόριθμο [89]. Υπενθυμίζουμε ότι η εκτί-
μηση για το t δεν χρησιμοποιείται στα επόμενα στάδια του αλγορίθμου.

Για τον προσδιορισμό των μητρών περιστροφής σε κοινό πλαίσιο συντεταγ-
μένων, αλλά και για τον προσδιορισμό των μητρών σχετικής περιστροφής,
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Θεωρούμε σημαντική την εφαρμογή του αλγορίθμου του Weiszfeld, όπως
αυτός παρουσιάζεται στην πρόσφατη δημοσίευση [86].
Τέλος, ενδιαφέρον παρουσιάζει η δυνατότητα αντικατάστασης πιθανοτικών
αλγορίθμων όπως ο RANSAC και οι παραλλαγές του, με πρόσφατες προσεγ-
γίσεις προσδιορισμού του βέλτιστου συνόλου inliers [19].

Υπολογισμός Δομής ( σημείων του χώρου ) και κίνησης ( θέσεις καμε-
ρών )
Structure from Motion

Η πρώτη μας παρατήρηση, αφορά τον προσδιορισμό των σημείων του χώ-
ρου ( αραιό σύννεφο σημείων ). Με το συγκεκριμένο σύστημα MVS ( PMVS )
που χρησιμοποιούμε, τα σημεία αυτά δεν χρησιμοποιούνται πουθενά. Συνε-
πώς θα μπορούσαμε να παραλείψουμε τον υπολογισμό τους ολοκληρωτικά,
ακολουθώντας κάποια προσέγγιση επηρεασμένη από το [199]. Σημειώνουμε
όμως ότι τα σημεία του χώρου είναι απαραίτητα για το clustering των όψεων
( π.χ CMVS, βλ. Κεφάλαιο 3 ), όποτε θα πρέπει να αναζητηθούν διαφορετικές
μέθοδοι για τον χωρισμό της εισόδου σε υποσύνολα. Ο χωρισμός αυτός είναι
σημαντικός για την επιτάχυνση των υπολογισμών σε μεγάλα σύνολα φωτο-
γραφιών.
Ένα λεπτό σημείο στην διαμόρφωση του προβλήματος βελτιστοποίησης, είναι
η κατανόηση της επόμενης διπλής επιλογής

• Επιλογής νόρμας για το σφάλμα στο διάνυσμα των μετρήσεων. Μέ-
τρηση είναι κάθε αντιστοιχία σημείων μεταξύ εικόνων. Οι επιλογές που
εξετάσαμε ήταν L2 νόρμα ( κλασσική προσέγγιση ) και L∞ νόρμα.

• Επιλογή νόρμας για το σφάλμα κάθε μέτρησης, δηλαδή για το σφάλμα
επαναπροβολής. Για παράδειγμα μπορεί να χρησιμοποιηθεί η L2 νόρμα
( όπως στην μέθοδο που ακολουθήσαμε ), η ανά-συντεταγμένη νόρμα-
άπειρο L∞,c = max(δx, δy) ( [44, 169] ) κλπ.

Μια διαφωτιστική παρουσίαση του προηγούμενου θέματος δίνεται στο [44].
Πρόσφατη έρευνα [12], ενθαρρύνει την χρήση της περικεκομμένης ( trun-
cated ) L2 νόρμας για το σφάλμα επαναπροβολής ( σφάλμα κάθε μέτρησης ).
Προτείνουμε την διερεύνηση της δυνατότητας επαναδιατύπωσης του προβλή-
ματος βελτιστοποίησης, ώστε να χρησιμοποιείται η truncated-L2 νόρμα των
μετρήσεων.
Τέλος, παρατηρήσαμε την δυσκολία που προκαλούν επαναλαμβανόμενες δο-
μές και συμμετρίες. Τα χαρακτηριστικά αυτά είναι συχνά σε αρχιτεκτονικές
σκηνές. Πρόσφατη έρευνα για την αντιμετώπιση των παραπάνω φαινομέ-
νων [101, 184], μπορεί να αξιοποιηθεί κατάλληλα.
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7.1 Γεωμετρική επαλήθευση των αρχικών αντι-
στοιχιών

7.1.1 Γενικά για την Γεωμετρική Επαλήθευση
Κατά το αρχικό ταίριασμα των διαθέσιμων εικόνων, βασιστήκαμε στην τοπική
εμφάνιση των εικόνων για να εξάγουμε περιγραφείς ( π.χ SIFT ) τους οποί-
ους στην συνέχεια ταιριάξαμε για να καταλήξουμε στις αρχικές αντιστοιχίες
μεταξύ ζευγών εικόνων.
Εξαιτίας της τοπικής φύσης της προηγούμενης διαδικασίας, είναι σύνηθες να
καταλήγουμε σε αντιστοιχίες εικόνων οι οποίες είναι εσφαλμένες και οφεί-
λονται στην ομοιότητα στην τοπική εμφάνιση των περιοχών που αντιστοι-
χούνται. Για να απορρίψουμε τις αντιστοιχίες αυτές, έχουν προταθεί διά-
φοροι τρόποι γεωμετρικής επαλήθευσης των αρχικών αντιστοιχιών. Χρησι-
μοποιούμε στοιχεία από την γεωμετρία του εκάστοτε προβλήματος, προκει-
μένου να ανιχνεύσουμε λάθη στις αντιστοιχίες της τοπικής εμφάνισης των
εικόνων. Αναφέρουμε στην συνέχεια διάφορες προσεγγίσεις από την βιβλιο-

Σχήμα 7.1: Αρχικές αντιστοιχίες εικόνων (αριστερά) και αντιστοιχίες μετά την
γεωμετρική τους επαλήθευση (δεξιά)

210
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γραφία, κατά κανόνα από την περιοχή της αναγνώρισης αντικειμένων ( object
recognition ) . Από την εισαγωγή ακόμα των χαρακτηριστικών SIFT[133], επι-
χειρήθηκε η βελτίωση του αρχικού ταιριάσματος των εικόνων με χρήση του
μετασχηματισμού Hough, χρησιμοποιώντας τον προσανατολισμό των ανι-
χνευθέντων χαρακτηριστικών.
Μια μεγάλη κατηγορία μεθόδων[235, 175, 173, 38] χρησιμοποιεί έναν μι-
κρής πολυπλοκότητας μετασχηματισμό ( π.χ αφινικό, ομοιότητας ) προκει-
μένου να απορρίψει κάποιες αντιστοιχίες πριν εξαχθεί το πλήρες μοντέλο
που συνδέει τις εικόνες. Σχετικά με αυτές τις μεθόδους, αναφέρουμε:

• Έχουν το μειονέκτημα ότι συχνά εξαρτώνται από το είδος των χαρακτη-
ριστικών που έχουν εξαχθεί, προκειμένου να επιταχύνουν τους υπολο-
γισμούς.

• Συχνά οδηγούν ( ή και ακόμα στοχεύουν ) στην απόρριψη μεγάλου
αριθμού χαρακτηριστικών

• Όταν δοκιμάσαμε να χρησιμοποιήσουμε μετασχηματισμό ομοιότητας
για την γεωμετρική επαλήθευση των αντιστοιχιών, τα αποτελέσματα
( σφάλμα στην εκτίμηση για την σχετική περιστροφή μεταξύ των ει-
κόνων ), χειροτέρευσαν. Το γεγονός αυτό υποδεικνύει ότι οι συγκεκρι-
μένοι μέθοδοι είναι ακατάλληλες για το πρόβλημα της ανακατασκευής.

Οι προηγούμενες μέθοδοι, συχνά συνδυάζονται και με μεθόδους βελτίωσης
της συμμεταβλητότητας ( covariance ) των τοπικών περιγραφέων. Σε αυτή
την κατεύθυνση, έχουν χρησιμοποιηθεί μετασχηματισμοί των περιοχών που
ανιχνεύτηκαν πριν εξάγουμε από αυτές τους περιγραφείς[173], αντιστοιχίες
ελλείψεων αντί σημείων[37], χρήση περιγραφέων όπως τα LAFs[36] ( Local
Affine Frames ) κ.α.
Τέλος, έχει προταθεί η χρήση της γειτονιάς κάθε χαρακτηριστικού για την
επαλήθευση της αντιστοιχίας. Για κάθε ζεύγος χαρακτηριστικών που έχουν
ταιριαστεί, εξάγουμε τα γειτονικά τους χαρακτηριστικά σε κάθε εικόνα. Οι
αρχικές αντιστοιχίες απορρίπτονται ή επαληθεύονται ανάλογα με το πλήθος
των αντιστοιχιών ανάμεσα στις δύο γειτονιές[203] και την σχετική διάταξη των
χαρακτηριστικών στις δύο γειτονιές[250]. Για το τελευταίο αυτό σημείο, χρη-
σιμοποιείται το πλήθος των χαρακτηριστικών που βρίσκονται εκτός διάταξης
( μέγεθος συγγενές με την edit distance ) . Η μέθοδος που προτείνουμε στην
επόμενη ενότητα σχετίζεται με την αυτή την τελευταία ιδέα.

7.1.2 Αναγωγή του προβλήματος στο πρόβλημα της μέγι-
στης κοινής υπακολουθίας-Longest Common Sub-
sequence

Λόγω της ανεπάρκειας αναφορών σχετικών με την γεωμετρική επαλήθευση
αντιστοιχιών εικόνων για το πρόβλημα της ανακατασκευής, καθώς και της
ανεπάρκειας ( ή και ασυμβατότητας ) της βασικής μεθόδου επαλήθευσης
μέσω απλούστερων μετασχηματισμών, προτείνουμε μια νέα μέθοδο επαλή-
θευσης των αρχικών αντιστοιχιών.
Για να προσαρμόσουμε την μέθοδο επαλήθευσης στο πρόβλημα της ανακα-
τασκευής αρχιτεκτονικών σκηνών, αναζητήσαμε ιδιότητες που έχουν τέτοιες
σκηνές, οι οποίες είναι εμφανείς σε έναν ανθρώπινο παρατηρητή και του
επιτρέπουν άμεσα να εντοπίσει εσφαλμένες αντιστοιχίες μεταξύ ενός ζεύγους
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εικόνων.
Η θεμελιώδης ιδιότητα την οποία σκοπεύουμε να χρησιμοποιήσουμε, είναι
αυτή της διάταξης των απεικονιζόμενων σημείων, σε σχέση με την οριζό-
ντια και την κατακόρυφη διεύθυνση. Για να το διατυπώσουμε απλούστερα,
έχουμε

• Αν ένα σημείο απεικονίζεται πιο αριστερά από ένα άλλο στην πρώτη ει-
κόνα, το ίδιο θα πρέπει να ισχύει και στην δεύτερη. Αυτό είναι αποτέλε-
σμα του γεγονότος ότι δεν εξετάζουμε καθρεπτισμένες εικόνες ( Συνέπεια-
x )

• Αντίστοιχα, αν ένα σημείο απεικονίζεται πιο ψηλά από ένα άλλο στην
πρώτη εικόνα, το ίδιο θα πρέπει να ισχύει και στην δεύτερη. Αυτό εί-
ναι αποτέλεσμα του γεγονότος ότι οι παρατηρητές-φωτογράφοι, βρίσκο-
νται κατά κανόνα σε ένα κοινό επίπεδο, το επίπεδο του εδάφους, από
το οποίο προκύπτει φυσικά η διάταξη των σημείων στον κάθετο άξονα
( Συνέπεια-y )

Σημειώνουμε ότι τα προηγούμενα δύο σημεία, παρουσιάζονται απλουστευ-
μένα εδώ, ως ο πυρήνας της μεθόδου που θα αναπτυχθεί. Αναλυτικότερος
σχολιασμός των δύο αυτών υποθέσεων θα γίνει στην επόμενη Ενότητα.
Ας εξετάσουμε τώρα κάθε μία από τις δύο προηγούμενες ιδιότητες συνέπειας
ανεξάρτητα, για να δούμε πως μπορούμε να οδηγηθούμε στο πρόβλημα της
Μέγιστης αύξουσας υπακολουθίας ή στο ισοδύναμο πρόβλημα της Μέγιστης
κοινής υπακολουθίας.
Έστω, για διευκόλυνση της ανάπτυξης, ότι εξετάζουμε το πρόβλημα της Συ-
νέπειας ως προς την ιδιότητα του δεξιά-αριστερά, δηλαδή το πρόβλημα της
Συνέπειας-x. Ένα σύνολο αντιστοιχιών S = {(pi1, pi2)} είναι συνεπές υπό αυτή
την έννοια, αν για κάθε σημείο pi1 της Εικόνας 1 που ανήκει σε αυτό το σύ-
νολο:

1. Κάθε σημείο της Εικόνας 1 που ανήκει στο συνεπές σύνολο αντιστοι-
χιών και είναι αριστερά από το pi1 αντιστοιχίζεται στην Εικόνα 2 σε ση-
μεία που είναι αριστερά από το pi2. Δηλαδή

S = {(pi1, pi2)} : ∀i∀j pi1 ≤ p
j
1 =⇒ pi2 ≤ p

j
2, (p

i
1, p

i
2), (p

j
1, p

j
2) ∈ S

2. Το αντίστροφο της προηγούμενης σχέσης. Κάθε σημείο της Εικόνας
1 που ανήκει στο συνεπές σύνολο αντιστοιχιών και είναι δεξιά από το
pi1 αντιστοιχίζεται στην Εικόνα 2 σε σημεία που είναι δεξιά από το pi2.
Δηλαδή

S = {(pi1, pi2)} : ∀i∀j pi1 ≥ p
j
1 =⇒ pi2 ≥ p

j
2, (p

i
1, p

i
2), (p

j
1, p

j
2) ∈ S

Για να λύσουμε αυτό το πρόβλημα, μπορούμε:

1. Να ταξινομήσουμε τις αντιστοιχίες στην Εικόνα 1 σύμφωνα με την διά-
ταξη τους στον άξονα x. Η ταξινόμηση αυτή μπορεί να θεωρηθεί μία
αναδιάταξη ( permutation ) της ακολουθίας των αντιστοιχιών. Εφαρ-
μόζουμε την ίδια αναδιάταξη στην Εικόνα 2 και παίρνουμε μία ακο-
λουθία από τις τετμημένες xi των αντιστοιχιών. Αναζητούμε τηνΜέγιστη
Αύξουσα Υπακολουθία της ακολουθίας αυτής.



7.1. ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΕΠΑΛΗΘΕΥΣΗ ΤΩΝ ΑΡΧΙΚΩΝ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΙΩΝ 213

2. Δίνουμε σε κάθε αντιστοιχία των δύο εικόνων (pi1, p
i
2) μία μοναδική τα-

μπέλα, για παράδειγμα 1, 2, . . . . Στην συνέχεια, ταξινομούμε σε κάθε
Εικόνα τις αντιστοιχίες σύμφωνα με την διάταξη τους στον άξονα x.
Αναζητούμε την Μέγιστη Κοινή Υπακολουθία των δύο αυτών "ταξινομη-
μένων" ακολουθιών.

Ο λόγος που επιλέξαμε να διατυπώσουμε το πρόβλημα στο πλαίσιο της ανα-
ζήτησης της Μέγιστης Κοινής/Άυξουσας υπακολουθίας είναι γιατί το πρό-
βλημα αυτό μπορεί να λυθεί αποδοτικά. Συγκεκριμένα, είναι δυνατή η επί-
λυση του προβλήματος με ασυμπτωτική πολυπλοκότητα O(n logn)[8, 96, 59]
ή ακόμα και O(n log logn)[236] με χρήση κατάλληλων δομών δεδομένων.
Σημειώνουμε βέβαια ότι για την τάξη των χιλιάδων αντιστοιχιών μεταξύ δύο
εικόνων, δηλαδή το συνηθισμένο μέγεθος του προβλήματος, η πολυπλοκό-
τητα O(n logn) είναι ικανοποιητική.
Για την επίλυση του προβλήματος, χρησιμοποιούμε τον αλγόριθμο patience
sorting[8]. Λεπτομέρειες μπορούν να αναζητηθούν στην βιβλιογραφία.

Οι δυσκολίες του συνδυασμένου προβλήματος και μία αποδοτική προ-
σεγγιστική μέθοδος

Ο λόγος που εξετάσαμε ανεξάρτητα τα προβλήματα της Συνέπειας-x και της
Συνέπειας-y, τα οποία δείξαμε ότι επιδέχονται βέλτιστη λύση όπως αυτή δί-
νεται από το πρόβλημα της Μέγιστης αύξουσας υπακολουθίας, είναι γιατί
το αρχικό-συνδυασμένο πρόβλημα δεν επιδέχεται αποδοτική λύση. Συγκε-
κριμένα, μπορούμε να δούμε ότι δεν είναι δυνατή η διατύπωση του συνδυα-
σμένου προβλήματος ως πρόβλημα μέγιστης αύξουσας υπακολουθίας γιατί
η σχέση "Συνέπεια-x και Συνέπεια-y " δεν είναι μεταβατική. Αυτό μπορεί να
δειχθεί εύκολα με ένα αντιπαράδειγμα. Συνεπώς δεν είναι σχέση μερικής
ούτε ολικής διάταξης, και οι αλγόριθμοι που χρησιμοποιούμε δεν μπορούν
να τροποποιηθούν κατάλληλα για να εφαρμοστούν στο συνδυασμένο πρό-
βλημα.
Ακόμα, μπορούμε να διατυπώσουμε το συνδυασμένο πρόβλημα ως εξής.
Αναζητούμε ακολουθίες S1, S2, τέτοιες ώστε:

• S1 να είναι κοινή υπακολουθία του προβλήματος ( Μέγιστης ) Κοινής
Υπακολουθίας για την ιδιότητα Συνέπεια-x, όπως αυτό διατυπώθηκε
στην προηγούμενη Ενότητα

• S2 να είναι κοινή υπακολουθία του προβλήματος ( Μέγιστης ) Κοινής
Υπακολουθίας για την ιδιότητα Συνέπεια-y, όπως αυτό διατυπώθηκε
στην προηγούμενη Ενότητα

• H υπακολουθία S1 να είναι μία αναδιάταξη της υπακολουθίας S2, δη-
λαδή S1 = Permutation(S2).

• Το μήκος της υπακολουθίας n = l(S1) = l(S2) να είναι το μεγαλύτερο
δυνατό.

Η προηγούμενη διατύπωση μας διευκολύνει να δούμε ότι δεν υπάρχει κά-
ποια προφανής αποδοτική λύση του συνδυασμένου προβλήματος, στα πλαί-
σια τουλάχιστον που το εξετάσαμε.
Για να λύσουμε το πρόβλημα προσεγγιστικά, προτείνουμε την ακόλουθη δια-
δικασία
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1. Βρίσκουμε το μεγαλύτερο Συνεπές-x σύνολο αντιστοιχιών Sx, με λύση
του προβλήματος Μέγιστης Αύξουσας Υπακολουθίας

2. Βρίσκουμε το μεγαλύτερο Συνεπές-y υποσύνολο του Sx, με λύση του
προβλήματος Μέγιστης Αύξουσας Υπακολουθίας

Για την λύση αυτή παρατηρούμε:

• H λύση ικανοποιεί και τις δύο ιδιότητες της Συνέπειας-x και Συνέπειας-
y, είναι δηλαδή λύση του συνδυασμένου προβλήματος

• Η πληθικότητα n του συνόλου αντιστοιχιών που λαμβάνουμε ως λύση,
δεν είναι πάντα η μεγαλύτερη δυνατή. Εύκολα μπορεί να βρεθεί αντι-
παράδειγμα για την επαλήθευση της παρατήρησης αυτής. Συνεπώς,
δεν παίρνουμε πάντοτε την βέλτιστη λύση.

Σχολιάζοντας τις προηγούμενες παρατηρήσεις, αναφέρουμε ότι τα χαρακτη-
ριστικά αυτά της λύσης ταιριάζουν με τις προσδοκίες μας. Συγκεκριμένα,
μας ενδιαφέρει περισσότερο να μην υπάρχουν outliers στο τελικό σύνολο
αντιστοιχιών, πράγμα που ικανοποιείται από την λύση αφού ισχύει η ιδιό-
τητα της Συνέπειας-x και της Συνέπειας-y. Η μικρότερη πληθικότητα του
συνόλου των αντιστοιχιών, δείχνει ότι απορρίψαμε ενδεχομένως σωστές αντι-
στοιχίες. Το αποτέλεσμα αυτό είναι μεν αρνητικό, δεν επηρεάζει όμως την
ποιότητα της επίλυσης του προβλήματος της ανακατασκευής όσο ή διατή-
ρηση εσφαλμένων αντιστοιχιών ( outliers ) .

7.1.3 Αποκλίσεις από το αρχικό μοντέλο και βελτιώσεις
στην βασική μέθοδο

Τώρα που διατυπώσαμε την μέθοδο γεωμετρικής επαλήθευσης των αντιστοι-
χιών, μπορούμε να εξετάσουμε αναλυτικότερα τις παραδοχές στις οποίες βα-
σίζεται καθώς και τον τρόπο που αυτές παραβιάζονται.
Αρχικά, ας αναπτύξουμε την γεωμετρική δομή στην οποία βασίζεται η μέθο-
δος. Είναι σύνηθες για τις φωτογραφικές απεικονίσεις αρχιτεκτονικών σκη-
νών, ό άξονας y των συντεταγμένων της κάμερας να ταυτίζεται με το κάθετο
στο έδαφος διάνυσμα. Η παραδοχή αυτή, είναι μαθηματικά ισοδύναμη με
Rz = Rx = 0. Σε πιο ειδικές περιπτώσεις, όπως για παράδειγμα αν φωτογρα-
φίζονται σπίτια σε έναν δρόμο, το ίδιο μπορεί να λεχθεί για την σχέση του
άξονα x του συστήματος συντεταγμένων της κάμερας και του διανύσματος
που είναι ομόρροπο με την διεύθυνση του δρόμου.
Συχνά όμως, οι προηγούμενες παραδοχές παραβιάζονται μεταξύ διαφορετι-
κών όψεων. Στην Εικόνα 7.2 παρουσιάζονται τα αποτελέσματα τέτοιων πα-
ραμορφώσεων. Παρατηρούμε ότι:

• Οι ευθείες που είναι παράλληλες με τον άξονα x ( αντίστοιχά y ) σε μία
Εικόνα, μπορεί να εμφανίζονται με κλίση σε κάποια άλλη. Αυτό είναι
αποτέλεσμα τόσο της απουσίας ευθυγράμμισης μεταξύ των συστημάτων
αναφοράς των δύο καμερών, όσο και των διαβαθμίσεων στο βάθος της
σκηνής.

• Αλλαγές στην σχετική διάταξη των σημείων ανάμεσα σε δύο εικόνες εί-
ναι δυνατόν να συμβούν. Συγκεκριμένα, παρατηρούμε ότι είναι εύκολο
να αλλάξει η διάταξη ως προς x ( αντ. y) δύο σημείων τα οποία είναι
κοντά στον άξονα x ( αντ.y ) και απομακρυσμένα στον άξονα y ( αντ.x )
. Δηλαδή όταν ισχύει ∆x≪ ∆y.
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Rotation angles Rx=0 Ry=0 Rz=0 Rotation angles Rx=10 Ry=0 Rz=0

Rotation angles Rx=0 Ry=10 Rz=0 Rotation angles Rx=0 Ry=0 Rz=5

Rotation angles Rx=10 Ry=10 Rz=0 Rotation angles Rx=10 Ry=10 Rz=5

Σχήμα 7.2: Παραμορφώσεις παράλληλων ευθειών λόγω περιστροφών του συ-
στήματος συντεταγμένων της κάμερας. Οι Εικόνες έχουν προκύψει από προ-
βολή μιας τρισδιάστατης σκηνής σε σταθερό βάθος z = zconst. Πρόκειται δη-
λαδή για εικόνα επίπεδης σκηνής. Αντίστοιχες παραμορφώσεις προκύπτουν
και από διαφορά στο βάθος των αντικειμένων που απεικονίζονται.

Γενικά, μπορούμε να υποθέσουμε ότι οι κάμερες δεν θα σχηματίζουν μεγάλες
γωνίες με τους άξονες x, y του φυσικού συστήματος συντεταγμένων, δηλαδή
του συστήματος συντεταγμένων του χώρου στο οποίο ο άξονας y έχει την διεύ-
θυνση της βαρύτητας και ο άξονας x είναι παράλληλος με το έδαφος. Αυτό
είναι συνέπεια τόσο του περιορισμού στην θέση του φωτογράφου, όσο και σε
αισθητικά κριτήρια που κάνουν τις φωτογραφίες μη-ελκυστικές. Όμως, σε
περιπτώσεις που η πολυπλοκότητα της σκηνής είναι αυξημένη, οι διάφορα
στον προσανατολισμό των κτηρίων και τα διαφορετικά βάθη της σκηνής εντεί-
νουν τα ανεπιθύμητα φαινόμενα.
Τέλος, μπορούμε να αγνοήσουμε την περιστροφή ως προς το επίπεδο της ει-
κόνας Rz, αφού ξεφεύγει από την συνηθισμένη φωτογραφική πρακτική και
μπορεί επίσης να διορθωθεί από κατάλληλα αυτόματα συστήματα[70].

Προσεγγίσεις στην σχέση Συνέπειας και συγκρίσεις αποτελεσμάτων

Όπως αναφέραμε στην προηγούμενη Ενότητα, προβολικά φαινόμενα μπορεί
να προκαλέσουν την παραβίαση των ιδιοτήτων Συνέπειας που εισάγαμε νω-
ρίτερα. Ακόμα, παρατηρήσαμε ότι η αρχική μέθοδος, απορρίπτει ασύμφορα
μεγάλο αριθμό σωστών αντιστοιχιών. Στην συνέχεια παρουσιάζουμε τους τρό-
που μεταβολής της μεθόδου που εξετάσαμε.

Ανοχή ως ποσοστό της Εικόνας

Σε αυτή την προσέγγιση, επιτρέπουμε σημεία εκτός διάταξης ( δηλαδή φθί-
νουσα τμήματα στην αύξουσα υπακολουθία ), εφόσον η παραβίαση είναι
εντός μιας προκαθορισμένης ανοχής. Ελέγχουμε δηλαδή την σχέση

si − T ≤ si+1
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όπου si, si+1 διαδοχικά σημεία της υπακολουθίας. Η επιλογή της ανοχής γί-
νεται ως ποσοστό της μέγιστης απόστασης δύο αρχικών αντιστοιχιών, δηλαδή

T = α(ymax − ymin)

όταν ελέγχουμε την Συνέπεια-x και αντίστοιχα όταν ελέγχουμε την Συνέπεια-
y. Η επιλογή αυτή ως ποσοστό της "δεύτερης" διάστασης είναι σε συμφωνία
με τις προηγούμενες παρατηρήσεις μας σχετικά με τα σημεία που μπορεί να
βρεθούν εκτός διάταξης. Σημειώνουμε ότι λύνουμε ίδιο αριθμό προβλημάτων
μέγιστης αύξουσας υπακολουθίας με την βασική προσέγγιση

Αναδρομική Μέθοδος

Στην αναδρομική μέθοδο, λύνουμε μια ακολουθία προβλημάτων μέγιστης
αύξουσας υπακολουθίας, χρησιμοποιώντας πάλι ανοχή ως ποσοστό του με-
γέθους της Εικόνας. Αντί όμως να λύσουμε ένα πρόβλημα όπως στην μέθοδο
που περιγράψαμε αμέσως προηγούμενα, χωρίζουμε την εικόνα σε μικρότερα
τμήματα και επαναλαμβάνουμε. Συγκεκριμένα έχουμε:

1. Επιλύουμε το πρόβλημα μέγιστης αύξουσας υπακολουθίας με ανοχή
ως ποσοστό του μεγέθους της εικόνας. Λαμβάνουμε ως λύση συνεπές
σύνολο αντιστοιχιών

2. Διαιρούμε την εικόνα σε δύο τμήματα, ώστε κάθε τμήμα να περιέχει ίσο
αριθμό αντιστοιχιών. Αν εξετάζουμε την Συνέπεια-x, η διαίρεση γίνεται
σε σχέση με τον άξονα y, δηλαδή ως τομή y = yconst. Αντίστοιχά και για
την Συνέπεια-y

3. ( Αναδρομή ) Επαναλαμβάνουμε την ίδια διαδικασία σε κάθε ένα από
τα δύο τμήματα που προκύπτουν. Η διαδικασία τερματίζεται αν το μέ-
γεθος της εικόνας είναι μικρότερο από μια προκαθορισμένη σταθερά
( 200 pixels )

Η μέθοδος αυτή έχει το πλεονέκτημα ότι επιτρέπει μικρότερες παραβιάσεις
στην διάταξη στον x άξονα για σημεία που είναι κοντά στον y άξονα και με-
γαλύτερες παραβιάσεις μεταξύ σημείων που είναι απομακρυσμένα στον y
άξονα. Η διάκριση αυτή είναι σε συμφωνία με τις προηγούμενες παρατηρή-
σεις μας.
Η ασυμπτωτική πολυπλοκότητα της μεθόδου δεν αλλάζει, και πρακτικά οι
αλλαγές στον χρόνο εκτέλεσης δεν γίνονται αισθητές. Αναλυτικά για τον χρόνο
εκτέλεσης της μεθόδου έχουμε:

Complexity = n logn+
∑
L

∑
ni logni

≤ n logn+
∑
L

∑
ni logn, αφού ni ≤ n

≤ n logn+
∑
L

n logn, αφού
∑

ni ≤ n

= (L+ 1)n logn

όπου η σταθερά L είναι συνάρτηση του αρχικού μεγέθους της εικόνας και
του ελάχιστου μεγέθους εικόνας στο οποίο λύνουμε το πρόβλημα.
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Υπολογισμός ανοχής από το σφάλμα του ιδανικού μοντέλου

Θα αναλύσουμε την μέθοδο αυτή, εξετάζοντας την Συνέπεια-y. Η αντίστοιχη
διαδικασία ακολουθείται και για την σχέση της Συνέπειας-x.
Αρχικά, βρίσκουμε ένα σύνολο αξιόπιστων αντιστοιχιών S1, λύνοντας το ( ακρι-
βές ) πρόβλημα μέγιστης αύξουσας υπακολουθίας. Στην συνέχεια, χρησιμο-
ποιούμε το σύνολο S1, ώστε να προσδιορίσουμε κατάλληλη τιμή ανοχής. Λύ-
νουμε ξανά, με είσοδο τις αρχικές αντιστοιχίες των εικόνων, το πρόβλημα
μέγιστης υπακολουθίας με την τιμή ανοχής που προσδιορίσαμε.
Για να προσδιορίσουμε την τιμή ανοχής, ακολουθούμε την επόμενη διαδικα-
σία. Στην ιδανική περίπτωση, οι ευθείες yIM1 = c, της Εικόνας 1, θέλουμε να
απεικονίζονται σε ευθείες yIM2 = c′ στην Εικόνα 2. Αν ισχύει αυτό, τότε δεν
θα υπάρχουν αλλαγές στην διάταξη στον άξονα y των έγκυρων αντιστοιχιών
στις δύο Εικόνες, συνεπώς η αυστηρή λύση της μέγιστης αύξουσας υπακο-
λουθίας δίνει το σωστό αποτέλεσμα.
Για να ισχύει η προηγούμενη ιδιότητα, θα πρέπει καταρχάς να ισχύει

Ry = Rz = 0;

δηλαδή R2 = Rx.
Σημειώνουμε ακόμα ότι μπορούμε ( και έχουμε ) να υποθέσουμε ότι η πρώτη
κάμερα βρίσκεται στην αρχή των αξόνων και έχει μήτρα περιστροφής την
μοναδιαία. Με αυτό το σύστημα αναφοράς, έχουμε

yIM1 = const. ⇐⇒ y/z = const.

Αν προβάλλουμε τώρα ένα σημείο της ευθείας της Εικόνας 1 yIM1 = c στην
Εικόνα 2, μετά από πράξεις και με τον ορισμό κατάλληλων σταθερών έχουμε:

yIM2 =
By/z + Γ + D/Z

B′y/z + Γ′ + D′/Z

Αν τώρα στην προηγούμενη σχέση υποθέσουμε επιπλέον ότι z = const., κα-
ταλήγουμε στην σχέση

yIM2 =
EyIM1 + F

E′yIM1 + F ′

Αν έχουμε 4 αντιστοιχίες μεταξύ των δύο εικόνων, μπορούμε να λύσουμε ( με
svd ) το 4×4 ομογενές σύστημα εξισώσεων. Στην συνέχεια, χρησιμοποιώντας
το μοντέλο αυτό, και δοσμένη μιας 5ης αντιστοιχίας yIM1 ↔ yIM2 μπορούμε
να προβλέψουμε την δοσμένου του yIM1 το yIM2. Το μέγιστο τέτοιο σφάλμα
εκτίμησης δίνει μια εκτίμηση για την απόκλιση των εικόνων από τις υποθέσεις
μας. Έτσι, χρησιμοποιούμε αυτή την τιμή ως ανοχή στην εύρεση της μέγιστης
αύξουσας υπακολουθίας.

Συγκρίσεις των μεθόδων

Προκειμένου να συγκρίνουμε τις μεθόδους που παρουσιάσαμε παραπάνω,
εντάσσουμε το πρόβλημα της γεωμετρικής επαλήθευσης αντιστοιχιών στο
πλαίσιο της ταξινόμησης ( classification ). Θεωρούμε δηλαδή, ότι οι αρχικές
αντιστοιχίες ανήκουν σε δύο κλάσεις, ψευδείς και έγκυρες αντιστοιχίες, και
θέλουμε να ποσοτικοποιήσουμε τα αποτελέσματα των διάφορων μεθόδων-
ταξινομητών.
Στην βιβλιογραφία, πιο διαδεδομένα είναι ολοκληρωτικά μέτρα όπως τα AUC,
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AP [55]. Τα μέτρα αυτά, επικρίθηκαν πρόσφατα [172] και προϋποθέτουν
την ύπαρξη κάποιας μεταβαλλόμενης παραμέτρου που επηρεάζει την ταξι-
νόμηση, η οποία δεν είναι διαθέσιμη για κάθε μέθοδο.
Ακόμα, όπως αναφέραμε και προηγούμενα, θέλουμε να δώσουμε μεγαλύτερο
βάρος στο precision του ταξινομητή από το recall του ταξινομητή. Δηλαδή,
ενδιαφερόμαστε περισσότερο να επιστρέψουμε ένα σύνολο αντιστοιχιών στο
οποίο δεν υπάρχουν εσφαλμένες αντιστοιχίες σε σχέση με την επιστροφή
όλων των σωστών αντιστοιχιών. Τα ολοκληρωτικά μέτρα δεν δίνουν την δυνα-
τότητα αυτή.
Έτσι, ακολουθώντας και την ανάλυση του [172], επιλέγουμε να συγκρίνουμε
τους ταξινομητές με βάση τον συντελεστή φ. Ο συντελεστή φ ορίζεται ως

ϕ ≡ cov(X,Y )
√
σXσY

(7.1)

όπου Χ,Υ δυαδικές τυχαίες μεταβλητές που αντιστοιχούν στην πραγματική
κατηγορία (Χ) και την απόφαση του ταξινομητή (Υ). Για τον υπολογισμό του
συντελεστή ϕ, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την ισοδύναμη σχέση

ϕ =
TP × TN − FP × FN√

(TP + FP )(TP + FN)(TN + FP )(TN + FN)

Τέλος, αναφέρουμε και μία τελευταία σχέση η οποία βοηθάει στην ερμηνεία
του συντελεστή ϕ

ϕ2 =
χ2

n

O συντελεστής ϕ εκφράζει την ανεξαρτησία των τυχαίων μεταβλητών X, και
λαμβάνει τιμή 0 για ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές. Συνεπώς ένας καλός
ταξινομητής δίνει τιμές ϕ κοντά στο 1. Για μια πλήρη ανάλυση του θέματος,
παραπέμπουμε τον αναγνώστη στο [42, σ.282].
Επίσης, από την Σχέση 7.1, μπορούμε να αντικαταστήσουμε την ετεροσυσχέ-
τιση με σταθμισμένη ετεροσυσχέτιση, προκειμένου να δώσουμε μεγαλύτερο
βάρος σε κάποια κατηγορία λάθους ταξινόμησης. Στους Πίνακες 7.1, 7.2,
7.3, 7.4, 7.5, 7.6 παρουσιάζουμε μαζί με τα άλλα μεγέθη και τον σταθμι-
σμένο συντελεστή ϕ. Τα βάρη που χρησιμοποιήθηκαν στον υπολογισμό του
ήταν 1 για σωστή ταξινόμηση, 2 για ταξινόμηση εσφαλμένης αντιστοιχίας ως
έγκυρης και 0.5 για το αντίστροφο είδος λάθους.
Για την αξιολόγηση των μεθόδων, χρησιμοποιήσαμε το σύνολο δεδομένων [216],
που έχει χρησιμοποιηθεί και στα Κεφάλαια 5,6 ( Εισήχθει στην Ενότητα 5.3.3 ).
Για την εύρεση των έγκυρων αντιστοιχιών, χρησιμοποιήσαμε τους δοσμέ-
νους,ορθούς πίνακες προβολής P και υπολογίσαμε από αυτούς τους Θεμε-
λιώδεις πίνακες Fij για κάθε ζεύγος φωτογραφιών. Οι έγκυρες αντιστοιχίες
βρέθηκαν υπολογίζοντας το γεωμετρικό σφάλμα ( προσέγγιση Sampson ) για
κάθε αντιστοιχία από τον γνωστό πίνακα επιπολικής γεωμετρίας Fij.
Επίσης χρησιμοποιήθηκε ένα νέο σύνολο Δεδομένων [244]. Το σύνολο αυτό
περιέχει περιέχει αρχιτεκτονικές σκηνές καθώς και σκηνές με αντικείμενα.
Τα αποτελέσματα στο σύνολο των δεδομένων και στο υποσύνολο που περιέχει
αρχιτεκτονικές σκηνές δίνονται ξεχωριστά. Σημειώνουμε ότι οι αντιστοιχίες
σε αυτό το σύνολο δεδομένων έχουν ταξινομηθεί σε εσφαλμένες και ορθές με
το χέρι.
Γενικά παρατηρούμε:
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• Η "πολυκλιμακωτή" ανάλυση των δεδομένων που επιτυγχάνεται με την
αναδρομική μέθοδο έχει εμφανή πλεονεκτήματα. Το γεγονός αυτό επι-
βεβαιώνει την ανάλυση που δώσαμε σχετικά με την αλλαγή της διάταξης
σημείων ως προς τον έναν άξονα και την απόσταση των σημείων στον
δεύτερο άξονα.

• Η αμέσως επόμενη μέθοδος σε επιδόσεις βασίζεται επίσης σε θεωρητι-
κές επισημάνσεις που κάναμε. Επιβεβαιώνεται έτσι, δια της βελτίωσης
των αποτελεσμάτων, η ορθότητα των συλλογισμών μας. Υστερεί όμως
σε σχέση με την αναδρομική μέθοδο

• Οι μέθοδοι με σταθερή ανοχή ή και μηδενική ανοχή, σημειώνουν εξαι-
ρετικά χαμηλές τιμές recall, γεγονός που διαπιστώσαμε πως δυσχεραί-
νει της επιτυχή ανακατασκευή.

• Η επιτυχία της μεθόδου εξαρτάται από το είδος της σκηνής. Η εξάρ-
τηση αυτή είναι συνέπεια της κατασκευής της μεθόδου. Όπως φαίνεται
από τα αποτελέσματα στα δεδομένα [244], η μέθοδος εφαρμόζεται κα-
λύτερα στις αρχιτεκτονικές σκηνές από ότι στις σκηνές αντικειμένων.
Αυτό οφείλεται τόσο στις διαφορές στην γεωμετρία της σκηνής, όσο και
στην μεγαλύτερη ελευθερία στην θέση του παρατηρητή στην δεύτερη
κατηγορία σκηνών. Για τα δεδομένα [216], η επίδοση του συστήμα-
τος ( precision ) διαφέρει σημαντικά στα διάφορα σύνολα φωτογρα-
φιών. Για σύνολα όπως τα Fountain-P11,entry-P10,Herz-Jesu-P8 η
precision λαμβάνει τιμές > 0.99. Στα σύνολα αυτά, η γεωμετρία της
σκηνής, η οποία αποτελείται από ένα κύριο οικοδόμημα και συνεπώς
έχει μοναδική οριζόντια και κάθετη κυρίαρχη διεύθυνση, συμφωνεί
πλήρως με τις υποθέσεις μας. Αντίθετα, σε σύνολα όπως το castle-P30,
στα οποία εικονίζονται και κάθετα μεταξύ τους κτίσματα, η precision
του συστήματος πέφτει στο 0.7− 0.8.

Μέθοδος Τ=0.02 Τ=0.04 Τ=0.06 Τ=0.08 Τ=0.10 T=0.15 T=0.20

Βασική 0.470.40

Ανοχή Τ 0.460.40 0.460.40 0.460.40 0.470.40 0.470.40 0.470.40 0.480.40

Αναδρομική με ανοχή Τ 0.770.64 0.840.70 0.880.73 0.880.74 0.890.75 0.840.71 0.800.67

Υπολογισμός μέγιστου
σφάλματος

0.810.69

Πίνακας 7.1: Συντελεστής ϕ για τις μεθόδους γεωμετρικής επαλήθευσης.
Οι μέθοδοι παρουσιάζονται στον πίνακα με την σειρά που παρουσιάστηκαν
στο κείμενο. Για την Πρώτη και την Τέταρτη μέθοδο, δεν χρησιμοποιείται
ανοχή T. Με μικρούς πλάγιους χαρακτήρες δίνονται τα αποτελέσματα σε ολόκληρο
το σύνολο δεδομένων και με την συνήθη γραμματοσειρά τα αποτελέσματα
στο υποσύνολο των αρχιτεκτονικών σκηνών.
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Μέθοδος Τ=0.02 Τ=0.04 Τ=0.06 Τ=0.08 Τ=0.10 T=0.15 T=0.20

Βασική 0.600.54

Ανοχή Τ 0.600.53 0.600.53 0.600.53 0.600.53 0.610.53 0.610.54 0.610.54

Αναδρομική με ανοχή Τ 0.840.74 0.880.77 0.880.79 0.860.77 0.850.77 0.780.71 0.720.65

Υπολογισμός μέγιστου
σφάλματος

0.810.74

Πίνακας 7.2: Σταθμισμένος συντελεστής ϕ για τις μεθόδους γεωμετρικής
επαλήθευσης. Οι μέθοδοι παρουσιάζονται στον πίνακα με την σειρά που
παρουσιάστηκαν στο κείμενο. Για την Πρώτη και την Τέταρτη μέθοδο,
δεν χρησιμοποιείται ανοχή T. Με μικρούς πλάγιους χαρακτήρες δίνονται τα
αποτελέσματα στο υποσύνολο των αρχιτεκτονικών σκηνών.

Μέθοδος Τ=0.02 Τ=0.04 Τ=0.06 Τ=0.08 Τ=0.10 T=0.15 T=0.20

Βασική 0.980.97

Ανοχή Τ 0.980.97 0.980.97 0.980.97 0.980.97 0.980.97 0.980.97

Αναδρομική με ανοχή Τ 0.990.98 0.980.97 0.970.96 0.960.96 0.950.95 0.910.91 0.870.87

Υπολογισμός μέγιστου
σφάλματος

0.970.95

Πίνακας 7.3: Precision για τις μεθόδους γεωμετρικής επαλήθευσης. Οι
μέθοδοι παρουσιάζονται στον πίνακα με την σειρά που παρουσιάστηκαν
στο κείμενο. Για την Πρώτη και την Τέταρτη μέθοδο, δεν χρησιμοποιείται
ανοχή T.Με μικρούς πλάγιους χαρακτήρες δίνονται τα αποτελέσματα σε ολόκληρο
το σύνολο δεδομένων και με την συνήθη γραμματοσειρά τα αποτελέσματα
στο υποσύνολο των αρχιτεκτονικών σκηνών

Μέθοδος Τ=0.02 Τ=0.04 Τ=0.06 Τ=0.08 Τ=0.10 T=0.15 T=0.20

Βασική 0.430.34

Ανοχή Τ 0.420.34 0.420.34 0.430.34 0.430.34 0.430.34 0.430.35 0.440.35

Αναδρομική με ανοχή Τ 0.800.64 0.890.72 0.930.76 0.940.78 0.960.80 0.950.80 0.960.81

Υπολογισμός μέγιστου
σφάλματος

0.900.74

Πίνακας 7.4: Recall για τις μεθόδους γεωμετρικής επαλήθευσης. Οι
μέθοδοι παρουσιάζονται στον πίνακα με την σειρά που παρουσιάστηκαν
στο κείμενο. Για την Πρώτη και την Τέταρτη μέθοδο, δεν χρησιμοποιείται
ανοχή T.Με μικρούς πλάγιους χαρακτήρες δίνονται τα αποτελέσματα σε ολόκληρο
το σύνολο δεδομένων και με την συνήθη γραμματοσειρά τα αποτελέσματα
στο υποσύνολο των αρχιτεκτονικών σκηνών



7.1. ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΕΠΑΛΗΘΕΥΣΗ ΤΩΝ ΑΡΧΙΚΩΝ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΙΩΝ 221

Μέθοδος Τ=0.02 Τ=0.04 Τ=0.06 Τ=0.08 Τ=0.10 T=0.15 T=0.20

Βασική 0.85

Ανοχή Τ 0.86 0.86 0.86 0.86 0.86 0.86 0.86

Αναδρομική με ανοχή Τ 0.85 0.85 0.85 0.85 0.85 0.85 0.84

Υπολογισμός μέγιστου
σφάλματος

0.85

Πίνακας 7.5: Recall για τις μεθόδους γεωμετρικής επαλήθευσης. Οι μέθοδοι
παρουσιάζονται στον πίνακα με την σειρά που παρουσιάστηκαν στο κείμενο.
Για την Πρώτη και την Τέταρτη μέθοδο, δεν χρησιμοποιείται ανοχή T.
Τα Αποτελέσματα αφορούν τα σύνολα δεδομένων που εισήχθησαν στην
Ενότητα 5.3.3

Μέθοδος Τ=0.02 Τ=0.04 Τ=0.06 Τ=0.08 Τ=0.10 T=0.15 T=0.20

Βασική 0.30

Ανοχή Τ 0.30 0.30 0.30 0.30 0.30 0.31 0.30

Αναδρομική με ανοχή Τ 0.60 0.70 0.76 0.79 0.82 0.86 0.88

Υπολογισμός μέγιστου
σφάλματος

0.68

Πίνακας 7.6: Precision για τις μεθόδους γεωμετρικής επαλήθευσης. Οι
μέθοδοι παρουσιάζονται στον πίνακα με την σειρά που παρουσιάστηκαν στο
κείμενο. Για την Πρώτη και την Τέταρτη μέθοδο, δεν χρησιμοποιείται ανοχή
T. Τα Αποτελέσματα αφορούν τα σύνολα δεδομένων που εισήχθησαν στην
Ενότητα 5.3.3



7.2. ΒΕΛΤΙΩΣΕΙΣ ΣΤΙΣ ΕΚΤΙΜΗΣΕΙΣ ΤΩΝ ΕΞΩΤΕΡΙΚΩΝ ΚΑΙ ΕΣΩΤΕΡΙΚΩΝ
ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ ΤΩΝ ΟΨΕΩΝ 222

7.2 Βελτιώσεις στις εκτιμήσεις των εξωτερικών
και εσωτερικών παραμέτρων των όψεων

7.2.1 Εισαγωγή: κίνητρα και στόχοι
Στα προηγούμενα Κεφάλαια, παρουσιάσαμε εκτενώς μεθόδους από την βι-
βλιογραφία και σχηματίσαμε ένα βασικό σύστημα. Όμως, το σύστημα που
αναπτύξαμε, συναντά εντονότερα τους περιορισμούς της σταθερής επίδοσης
και της ικανότητας γενίκευσης. Τα προβλήματα αυτά, γίνονται καλύτερα αντι-
ληπτά με τις επόμενες παρατηρήσεις.
Αναφέραμε διάφορες μεθόδους υπολογισμού του θεμελιώδους Πίνακα F από
αντιστοιχίες σημείων. Όμως, δεν καταφέραμε να λάβουμε σταθερά, αξιόπι-
στα και ακριβή αποτελέσματα χρησιμοποιώντας την ίδια μέθοδο σε όλα τα
σύνολα φωτογραφιών που χρησιμοποιήσαμε. Αντίστοιχα και για τις παραμέ-
τρους των μεθόδων αυτών.
Η εκτίμηση μας για τις εσωτερικές παραμέτρους, δηλαδή το εστιακό μήκος f ,
προέρχονται από έναν μόνο πίνακα F ( για κάθε ζεύγος καμερών ). Η επιλογή
αυτή, αφαιρεί από το πρόβλημα το στοιχείο του υπερορισμένου συστήματος.
Δηλαδή, το πλήθος των σημείων χρησιμοποιείται για την εκτίμηση της ενδιά-
μεση αναπαράστασης του Θεμελιώδους πίνακα και όχι για την εκτίμηση των
τελικών ποσοτήτων, δηλαδή των μητρών εσωτερικής και εξωτερικής βαθμο-
νόμησης. Όμως, θα μπορούσαμε να εκτιμήσουμε και τις τελικές ποσότητες
από ένα ελάχιστο δείγμα ( 7ή8 σημείων ), χωρίς σημαντικό υπολογιστικό
φόρτο. Συνεπώς, πιστεύουμε ότι η υπολογιστική και μαθηματική ευκολία
στον προσδιορισμό των τελικών ποσοτήτων οφείλει να αξιοποιηθεί.
Τέλος, για την καταχώρηση όλων των όψεων σε κοινό σύστημα αναφοράς
( rotation registration ), εφαρμόζουμε διαδικασία RANSAC με δειγματολη-
ψία σε συνδετικά δέντρα στον γράφο των σχετικών περιστροφών. Η ιδέα αυτή,
δεν κλιμακώνει καλά με την αύξηση των εικόνων εισόδου, λόγω της εκθετικής
αύξησης του αριθμού των υποψηφίων συνδετικών δέντρων. Επίσης, εξαιτίας
της τυχαιότητας της μεθόδου, τα αποτελέσματα δεν είναι αξιόπιστα και στα-
θερά. Πιστεύουμε ότι θα ήταν προτιμότερο να αντικαταστήσουμε την μέθοδο
με άλλη, ντετερμινιστική και περισσότερο αξιόπιστη.
Η κατεύθυνση που θα ακολουθήσουμε στηρίζεται πρωταρχικά στους ακό-
λουθους δύο άξονες:

• Αξιοποίηση της δυνατότητας εκτίμησης των εξωτερικών και εσωτερικών
παραμέτρων για ένα ζεύγος καμερών από ελάχιστα δείγματα 7 − 8 ση-
μείων, με χαμηλής πολυπλοκότητας μεθόδους. Προτείνουμε την συλ-
λογή πολλών εκτιμήσεων και την ακόλουθη στάθμιση ( με κατάλληλες
μεθόδους ) των εκτιμήσεων για την παραγωγή της τελικής λύσης

• Αξιοποίηση της πλήρους μορφής των αρχικών εκτιμήσεων με την χρήση
γεωμετρικών επιχειρημάτων για να καθοδηγήσουμε την εξαγωγή των
τελικών λύσεων σε πιο ακριβείς τιμές

7.2.2 Σκιαγραφώντας την Γενική Μέθοδο
Στην ενότητα αυτή, θα περιγράψουμε με μεγαλύτερη σαφήνεια την γενική
μέθοδο που εφαρμόσαμε. Συγκεκριμένα, αλλάξαμε τα επόμενα τμήματα της
διαδικασίας ανακατασκευής:
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• Εκτίμηση σχετικών περιστροφών: Χρησιμοποιούμε διαδικασία RANSAC.
Σε κάθε επανάληψη k του αλγορίθμου, από την εκτίμηση για τον θε-
μελιώδη πίνακα Fij, λαμβάνουμε χρησιμοποιώντας την μέθοδο που
αναπτύχθηκε στο Κεφάλαιο 5 και εκτιμήσεις fki , f

k
j , R

k
ij. Η τελική εκτί-

μηση των παραμέτρων αυτών λαμβάνεται χρησιμοποιώντας τον αλγό-
ριθμο του Weiszfeld( Ενότητα 7.2.3 ) για την στάθμιση των εκτιμήσεων
Rk

ij. Σταθμίζουμε επίσης και τις βαθμωτές ποσότητες fki , f
k
j χρησιμο-

ποιώντας απλές τεχνικές ( π.χ. μέσο, διάμεσο, ευριστικές κλπ ). Υπεν-
θυμίζουμε ότι οι εκτιμήσεις για την μεταφορά tij δεν είναι σημαντική
για την μέθοδο του Κεφαλαίου 6. Η ιδιότητα αυτή είναι καθοριστικής
σημασίας για την δυνατότητα εφαρμογής των τροποποιήσεων μας

• Καταχώρηση περιστροφών σε κοινό σύστημα αναφοράς: Αντί να εφαρ-
μόσουμε RANSAC, χρησιμοποιούμε πάλι μορφή του αλγορίθμουWeiszfeld,
αυτή την φορά για το πρόβλημα της στάθμισης πολλών περιστροφών
( multiple rotation averaging )

7.2.3 Μια σύντομη περιγραφή της στάθμισης περιστρο-
φών με τον αλγόριθμο του Weiszfeld

Σε αυτή την Ενότητα περιγράφουμε σύντομα την μέθοδο στάθμισης περι-
στροφών, εκτιμήσεων για την ίδια περιστροφή και πολλαπλών περιστροφών,
που εφαρμόσαμε. Αναλυτική περιγραφή μπορεί να αναζητηθεί στα [89, 86].
Ο αλγόριθμος του Weiszfeld είναι ένας επαναληπτικός αλγόριθμος για την
εύρεση του L1−μέσου ενός συνόλου σημείων στον χώρο Rn. Για ένα σύνολο
σημείων xi, ο L1 μέσος τους είναι το σημείο y που ελαχιστοποιεί την ποσό-
τητα:

n∑
i=1

∥y− xi∥

Στον χώρο των περιστροφών, μπορούν να οριστούν διάφορα μέτρα απόστα-
σης. Γενικά, τα μέτρα αυτά συνδέονται μεταξύ του με μη-γραμμικές ( τριγω-
νομετρικές ) συναρτήσεις. Αναφέρουμε δύο από αυτά, καθώς θα τα χρησι-
μοποιήσουμε αργότερα:

dgeometric(R,S) = γωνία της περιστροφής RS−1

dchordal(R,S) = ∥R− S∥F = 2
√
2 sin(θ/2)

Ο αλγόριθμος του Weiszfeld είναι ένας επαναληπτικός αλγόριθμος τύπου
Gradient-descent, αφού δεδομένης μιας εκτίμησης η επόμενη προκύπτει
με βήμα στην διεύθυνση της κλίσης. Σημειώνουμε ότι η σύγκλιση του αλγο-
ρίθμου στο σημείο ελαχίστου είναι εγγυημένη. Επίσης, τονίζουμε ότι αυτό
ισχύει για την περίπτωση της απλής στάθμισης περιστροφών, δεν επεκτείνε-
ται όμως στο πρόβλημα της στάθμισης πολλών περιστροφών ( καταχώρηση
περιστροφών σε κοινό σύστημα ).
Συγκεκριμένα, όταν εφαρμοστεί στο πρόβλημα της στάθμισης εκτιμήσεων Ri

για μία περιστροφή, δίνει την λύση Ry που ελαχιστοποιεί την ποσότητα:

n∑
i=1

dgeometric(Ri, Ry)

Η εφαρμογή αυτού του αλγορίθμου, γίνεται για να σταθμίσουμε τις διάφορες
εκτιμήσεις που έχουμε μέσω RANSAC για τον σχετικό προσανατολισμό δυο
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όψεων, Rij. Λαμβάνουμε έτσι την τελική εκτίμηση για τον σχετικό προσανα-
τολισμό των όψεων R∗

ij Αντί να τρέξουμε τον αλγόριθμο έως της σύγκλιση,
εκτελούμε μικρό σταθερό αριθμό επαναλήψεων ( 10− 20 ).
Για το πρόβλημα της καταχώρησης των σχετικών περιστροφών σε κοινό σύ-
στημα αναφοράς, εφαρμόζουμε τον ίδιο αλγόριθμο, ως εξής

1. Δειγματοληπτούμε ένα συνδετικό δέντρο στον γράφο των σχετικών πε-
ριστροφών. Με εφαρμογή της σχέσης Rj = RijRi, λαμβάνουμε αρχικές
εκτιμήσεις για τους προσανατολισμούς των όψεων Ri

2. Για κάθε κόμβο του γράφου Ri, χρησιμοποιούμε τις διαθέσιμες εκτι-
μήσεις Rij για να λάβουμε ( μη-συμβατές ) εκτιμήσεις για την προσα-
νατολισμό της όψης i, Rk

i ,k = 1, 2, . . . . Σταθμίζουμε τις εκτιμήσεις αυτές
με μία εκτέλεση του αλγορίθμου Weiszfeld.

3. Το προηγούμενο βήμα, επαναλαμβάνεται για έναν σταθερό αριθμό επα-
ναλήψεων ( 10− 20 )

Για το Βήμα 1, την αρχικοποίηση δηλαδή του αλγορίθμου, θα αναφέρουμε
περισσότερα σε επόμενες Ενότητες

7.2.4 Πρώτη υλοποίηση
Στην αρχική ενσωμάτωση των προηγούμενων αλλαγών στον υπολογισμό των
σχέσεων μεταξύ ζευγών φωτογραφιών, κάναμε τις επόμενες επιλογές:

1. Για κάθε ζεύγος ( ταιριασμένων ) φωτογραφιών, εκτελέσαμε ένα στα-
θερό αριθμό επαναλήψεων RANSAC. Για να διαλέξουμε ανάμεσα στις
δύο λύσεις για την σχετική θέση και προσανατολισμό των καμερών που
επιστρέφει η μέθοδος του Κεφαλαίου 5, απαιτούμε τα σημεία του δείγ-
ματος RANSAC να είναι όλα μπροστά από τις κάμερες.

2. Από κάθε ζεύγος φωτογραφιών ij λαμβάνουμε εκτιμήσεις για τις παρα-
μέτρους fi, fj, τις οποίες συμβολίζουμε f

ij
i , f

ij
j . Για την λήψη των f iji , f

ij
j ,

συγκεντρώνουμε τις n εκτιμήσεις για το εστιακό μήκος από τις n επανα-
λήψεις του RANSAC στο ζεύγος ij και λαμβάνουμε κάποιο στατιστικό
μέτρο των εκτιμήσεων αυτών όπως ο μέσος ή η διάμεσος.

3. Αντίστοιχα, ο σχετικός προσανατολισμός Rij προκύπτει με εφαρμογή
του αλγορίθμου του Weiszfeld στις εκτιμήσεις για τον προσανατολισμό
από τις επαναλήψεις του RANSAC

Στα προηγούμενα, αναφέρουμε για το σημείο 1 ότι παρατηρήθηκε εύκολος
διαχωρισμός των δύο λύσεων. Συγκεκριμένα, στις περισσότερες περιπτώσεις,
τα σημεία του δείγματος είναι όλα μπροστά από την μία λύση και κανένα
μπροστά από την έτερη λύση. Επίσης, συχνή είναι η περίπτωση που όλα τα
σημεία είναι πίσω και από τις δύο κάμερες. Γενικά, όταν δεν υπάρχει λύση
για την οποία όλα τα σημεία του δείγματος είναι μπροστά από τις κάμερες,
απορρίπτουμε και τις δύο λύσεις. Η απόφαση αυτή, μειώνει τον αριθμό των
διαθέσιμων λύσεων σε σχέση με τον αριθμό των επαναλήψεων RANSAC.
Συνοπτικά, αναφέρουμε ότι η αρχική αυτή προσέγγιση αποτυγχάνει να προσ-
διορίσει με ακρίβεια τις τιμές των εσωτερικών και εξωτερικών παραμέτρων.
Από την πρώτη αυτή υλοποίηση, καταλήξαμε στα επόμενα συμπεράσματα,
σχετικά με την δυνατότητα εφαρμογής της μεθόδου:
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• Προκειμένου να βελτιώσουμε την επίδοση του συστήματος, εφαρμό-
σαμε διάφορες μεθόδους μη-γραμμικής βελτιστοποίησης των εκτιμή-
σεων των μητρών F που λαμβάνουμε από ελάχιστα δείγματα, πριν την
εξαγωγή των παραμέτρων fi, fj , Rij. Οι μέθοδοι μη-γραμμικής βελτι-
στοποίησης που εφαρμόσαμε προέρχονται από το Κεφάλαιο 5. Αντίθετα
από τις προσδοκίες μας, παρατηρήθηκε ότι τα αποτελέσματα χειροτε-
ρεύουν και τα σημεία του δείγματος συχνά μετακινούνται πίσω από τις
κάμερες μετά την μη-γραμμική βελτιστοποίηση. Θα πρέπει επομένως
να εγκαταλείψουμε τέτοιες κατευθύνσεις

• Σε συνέχεια του προηγούμενου σημείου, προτείνουμε τον γεωμετρικό
έλεγχο των μερικών λύσεων. Συγκεκριμένα, για κάθε λύση fi, fj , Rij

που προκύπτει από ένα δείγμα του RANSAC, υπολογίζουμε αρχικά ένα
σύνολο inliers από τον θεμελιώδη πίνακα F . Στην συνέχεια, απαιτούμε
συγκεκριμένο ποσοστό Tsupport των inliers να βρίσκεται μπροστά από την
κάμερα, προκειμένου να αποδεχθούμε την λύση

• Για τον υπολογισμό των παραμέτρων fi, fj, θα πρέπει πάλι να εκμεταλ-
λευθούμε κατάλληλα την δομή του προβλήματος. Η προσέγγιση που
εφαρμόσαμε θα αναλυθεί σε επόμενη Ενότητα

7.2.5 Βελτιώσεις στην πρώτη υλοποίηση

Εκτίμηση του Εστιακού Μήκους

Παρατηρήσαμε στην αρχική υλοποίηση, ότι η κατανομή των εκτιμήσεων f iji
δεν είναι αρκετά συγκεντρωμένη γύρω από μία τιμή, ώστε να μπορούμε να
επιλέξουμε από αυτήν μία τιμή του εστιακού μήκους, για παράδειγμα την
μέση τιμή ή την διάμεσο. Αυτό μας επιβάλλει να κρατήσουμε όλες τις τιμές
{f iji } και να αναζητήσουμε κατάλληλη μέθοδο για την στάθμιση όλων των
εκτιμήσεων για το εστιακό μήκος fi, ανεξάρτητα από το ζεύγος από το οποίο
προέρχονται.
Έτσι, εισάγουμε την επόμενη διαδικασία. Αρχικά ορίζουμε ένα νέο μέτρο, το
οποίο ονομάζουμε άθροισμα εμπιστοσύνης. Για να υπολογίσουμε το άθροισμα
εμπιστοσύνης, ακολουθούμε την εξής διαδικασία, την οποία εφαρμόζουμε σε
κάθε εικόνα.

1. Συγκεντρώνουμε όλες τις εκτιμήσεις fni , ανεξάρτητα από το ζεύγος ει-
κόνων ij από το οποίο προέκυψαν, για την τιμή του εστιακού μήκους
fi

2. Για κάθε εκτίμηση fni , αθροίζουμε τις εκτιμήσεις f
k
i που απέχουν μέχρι

10% από την fni . Το άθροισμα αυτό είναι το άθροισμα εμπιστοσύνης ccni
της εκτίμησης fni

3. Αφού ολοκληρωθεί η προηγούμενη διαδικασία, κανονικοποιούμε τις
τιμές ccni με την μέγιστη τιμή maxn ccni

4. Η εκτίμηση μας για την τιμή του fi, λαμβάνεται από την μέση τιμή των
fni που έχουν άθροισμα εμπιστοσύνης μεγαλύτερη από ένα ποσοστό
( 95% ) του μέγιστου maxn ccni

Ο υπολογισμός του αθροίσματος εμπιστοσύνης για όλες τις εκτιμήσεις fni
μπορεί να γίνει σε γραμμικό χρόνο, αν έχουμε ταξινομήσει τις εκτιμήσεις
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αυτές.
Η προηγούμενη προσέγγιση, βασίζεται στην ακόλουθη προσδοκία. Παρότι
οι κατανομές των f από κάθε ζευγάρι δεν είναι αποκαλυπτικές για την τιμή
της παραμέτρου, περιμένουμε οι λάθος εκτιμήσεις να διαφέρουν ανάμεσα
σε κάθε ζεύγος ενώ ταυτόχρονα κάθε ζεύγος να παρέχει έναν αριθμό σωστών
εκτιμήσεων. Έτσι, όταν εξετάζουμε μαζί όλες τις εκτιμήσεις του f , περιμέ-
νουμε να παρατηρήσουμε διασπορά των λάθος εκτιμήσεων και συγκέντρωση
σχετικά περισσότερων εκτιμήσεων κοντά στην σωστή τιμή της παραμέτρου.
Παρόμοιες τεχνικές είναι ήδη αρκετά διαδεδομένες στην βιβλιογραφία, ως
για παράδειγμα ο μετασχηματισμός Hough.
Αν και τα αποτελέσματα βελτιώνονται χρησιμοποιώντας το άθροισμα εμπιστο-
σύνης, ακόμα δεν είναι ικανοποιητικά. Για αυτόν τον λόγο χρησιμοποιούμε
την επόμενη τροποποίηση, την οποία ονομάζουμε συζευγμένο άθροισμα εμπι-
στοσύνης. Για να υπολογίσουμε το συζευγμένο άθροισμα εμπιστοσύνης για
μία εικόνα i, έχουμε

1. Υποθέτουμε ότι τα απλά αθροίσματα εμπιστοσύνης ccni έχουν υπολογι-
στεί για όλες τις εικόνες

2. Έστω ότι η εικόνα i έχει ταιριάξει με άλλες m εικόνες. Για να υπολογί-
σουμε το συζευγμένο άθροισμα εμπιστοσύνης Jccni , κάνουμε τα εξής για
κάθε άλλη από τις ταιριασμένες εικόνες k = 1 . . .m

• Από τις εκτιμήσεις για τα εστιακά μήκη που προέρχονται από το
ζεύγος ik, f iki , επιλέγουμε όσες βρίσκονται αρκετά κοντά ( σε από-
σταση 10% ) από το fni . Ας συμβολίσουμε αυτές τις τιμές f ikil , l =
1 . . . L.

• Κάθε εκτίμηση για το fi στο ζεύγος ik συνοδεύεται από μια εκτί-
μηση για το fk. Παίρνουμε έτσι τις L εκτιμήσεις f ikkl . Βρίσκουμε
για τις τιμές αυτές το άθροισμα εμπιστοσύνης από την κατανομή
του fk, και λαμβάνουμε την μέση τιμή αυτών των αθροισμάτων
εμπιστοσύνης

3. Το συζευγμένο άθροισμα εμπιστοσύνης Jccni υπολογίζεται από το άθροι-
σμα των m μέσων τιμών που περιγράψαμε προηγουμένως.

4. Η τελική εκτίμηση του fi προκύπτει όπως και προηγουμένως, χρησι-
μοποιώντας όμως τα συζευγμένα αθροίσματα εμπιστοσύνης αντί για τα
απλά αθροίσματα εμπιστοσύνης

Ας σχολιάσουμε σύντομα την τελευταία αυτή μέθοδο των συζευγμένων αθροι-
σμάτων. Αν μία εκτίμηση για το fi δεν είναι κοντά στην πραγματική του
τιμή, υποθέσαμε ότι δεν θα υπάρχει μεγάλη συγκέντρωση εκτιμήσεων κοντά
σε αυτή την τιμή από το σύνολο των φωτογραφιών, και έτσι προτείναμε την
εισαγωγή του αθροίσματος εμπιστοσύνης. Στην συνέχεια, επεκτείνουμε την
συλλογιστική αυτή, με χρήση του γεγονότος ότι κάθε εκτίμηση του εστιακού
μήκους fi έχει γίνει ταυτόχρονα με την εκτίμηση ενός άλλου εστιακού μή-
κους fm, αφού χρησιμοποιούμε σχέσεις ζευγών εικόνων. Αν η εκτίμηση για
το fi είναι λάθος, περιμένουμε και η εκτίμηση για το fm να είναι λάθος. Την
ιδιότητα αυτή εκμεταλλευόμαστε για να εισάγουμε το συζευγμένο άθροισμα
εμπιστοσύνης.
Στον Πίνακα 7.7, παρουσιάζουμε κάποια αποτελέσματα, ενδεικτικά για την
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κακή ποιότητα των αρχικών αποτελεσμάτων και για την επίδραση της εισα-
γωγής του απλού και συζευγμένου αθροίσματος εμπιστοσύνης. Για τον ίδιο
σκοπό, παραθέτουμε και τα διαγράμματα 7.3,7.4,7.5.

Μέθοδος Διάμεσος Άθροισμα
Εμπιστοσύνης

Συζευγμένο
Άθροισμα
Εμπιστοσύνης

Μέσο σφάλμα ∆f 0.28 0.17 0.07

Πίνακας 7.7: Αποτελέσματα στάθμισης εστιακού μήκους στο σύνολο
castle-P30. Έγιναν 300 Επαναλήψεις του αλγορίθμου RANSAC,
χρησιμοποιήθηκε ο αλγόριθμος 8 σημείων για την εύρεση του θεμελιώδους
πίνακα και θέσαμε Tsupport = 0.8

Υπολογισμός Θεμελιώδους Πίνακα

Στην ενότητα αυτή, συγκρίνουμε τα αποτελέσματα στην εκτίμηση του εστια-
κού μήκους, για διαφορετικές επιλογές των επόμενων παραμέτρων που επη-
ρεάζουν τον υπολογισμό του θεμελιώδους πίνακα F

• Τον αλγόριθμο υπολογισμού του Θεμελιώδους Πίνακα F . Συγκρίνουμε
τους αλγορίθμους 7 και 8 σημείων ( Εικόνα 7.6 )

• Τον μέγιστο αριθμό επαναλήψεων RANSAC. Εναλλακτικά, η διαδικα-
σία σταματάει όταν επιστραφούν περισσότερες λύσεις από έναν προκα-
θορισμένο αριθμό ( Εικόνα 7.6 )

• Την τιμή του κατωφλιού Tsupport( Εικόνα 7.7 )

Σχολιάζουμε ότι ο αλγόριθμος των 8 σημείων δίνει ελαφρώς καλύτερα αποτε-
λέσματα σε σχέση με τον αλγόριθμο των 7 σημείων, κυρίως ως προς το εστιακό
μήκος, ενώ συνήθως οδηγεί στην ανεύρεση λιγότερων σχέσεων μεταξύ ζευγών
φωτογραφιών. Στις επόμενες ενότητες χρησιμοποιούμε τον αλγόριθμό των 8
σημείων.
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Σχήμα 7.3: Κατανομή εκτιμήσεων f από ένα ζεύγος καμερών. Η σωστή τιμή
του εστιακού μήκους είναι 2760. Το ζεύγος προέρχεται από το σύνολο castle-
P30. Παρατηρούμε την δυσκολία ορθής εκτίμησης του f από τα δεδομένα
ενός ζεύγους
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Σχήμα 7.4: Κατανομή εκτιμήσεων f από όλα τα ταιριασμένα ζεύγη καμε-
ρών. Τα δεδομένα προέρχονται από το σύνολο castle-P30. Παρατηρούμε ότι
για κάποιες κάμερες η τιμή του εστιακού μήκους μπορεί να εκτιμηθεί εύ-
κολα, ενώ για άλλες είναι δύσκολη η εκτίμηση από την κατανομή των fni ( βλ.
κείμενο )
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Σχήμα 7.5: Κατανομή συζευγμένου αθροίσματος εμπιστοσύνης Jccni . Παρα-
τηρούμε ότι υπάρχει έντονη κορυφή της κατανομής κοντά στην πραγματική
τιμή του εστιακού μήκους ( 2760 ). Τα δεδομένα προέρχονται από το σύνολο
δεδομένων castle-P30.

Επίσης, όσον αφορά το κατώφλι Tsupport παρατηρούμε ότι αύξηση του βελ-
τιώνει τις εκτιμήσεις προσανατολισμού και εστιακού μήκους, μειώνει όμως
τον αριθμό των σχέσεων μεταξύ ζευγών φωτογραφιών. Για να σταθμίσουμε τις
δύο αυτές παραμέτρους, στην πλειονότητα των επόμενων πειραμάτων χρησι-
μοποιούμε Tsupport = 0.75
Τέλος, η αύξηση του αριθμού των επαναλήψεων του RANSAC δεν επιδρά με
ιδιαίτερα έντονο τρόπο στα αποτελέσματα, πέραν του αριθμού των σχέσεων
μεταξύ ζευγών φωτογραφιών. Για το σφάλμα στο εστιακό μήκος, η μετριοπα-
θής αύξηση των επαναλήψεων δείχνει να βελτιώνει κάπως τα αποτελέσματα,
ενώ τέλος το σφάλμα στις εκτιμήσεις του σχετικού προσανατολισμού των ει-
κόνων επηρεάζεται λιγότερο.

Συγκρίσεις με προσέγγιση Κεφαλαίου 6

Στην Ενότητα αυτή, θα συγκρίνουμε την νέα μέθοδο με αυτή του Κεφα-
λαίου 6. Για τις συγκρίσεις, χρησιμοποιούμε το σύνολο castle-P30. Επιλέ-
ξαμε το συγκεκριμένο σύνολο, γιατί σε αυτό είχαμε τα χειρότερα αποτελέ-
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Σχήμα 7.6: Διάφορα μέτρα επίδοσης για διαφορετικό αριθμό επαναλήψεων
RANSAC. Συγκρίνουμε ακόμα τους αλγορίθμους 7 και 8 σημείων για την εύ-
ρεση του θεμελιώδους πίνακα. Τα αποτελέσματα αφορούν το σύνολο castle-
P30 και Tsupport = 0.8
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Σχήμα 7.7: Διάφορα μέτρα επίδοσης για διαφορετικό ποσοστό σημείων
μπροστά από τις κάμερες,Tsupport. Χρησιμοποιούμε τον αλγόριθμο 8 σημείων
για την εύρεση του θεμελιώδους πίνακα. Τα αποτελέσματα αφορούν το σύ-
νολο castle-P30 και 400 επαναλήψεις RANSAC
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σματα ανάμεσα στα σύνολα δεδομένων [216]. Στα επόμενα, χρησιμοποιούμε
για το σύνολο την μέθοδο που περιγράφεται στον Πίνακα 6.2.
Στην εικόνα 7.8, παρουσιάζουμε μια αρχική σύγκριση που αφορά την εκτί-
μηση του εστιακού μήκους και την εκτίμηση του σχετικού προσανατολισμού
για ζεύγη εικόνων. Σημειώνουμε ότι έχουμε χρησιμοποιήσει μια βασική υλο-
ποίηση του συστήματος, χωρίς τις βελτιώσεις που θα αναφέρουμε αργότερα.
Παρατηρούμε ότι

• Όσον αφορά την εκτίμηση του εστιακού μήκους, τα αποτελέσματα είναι
ξεκάθαρα βελτιωμένα

• Αντίστοιχα, μεγάλη βελτίωση παρουσιάζει ο αριθμός των σχέσεων με-
ταξύ φωτογραφιών που ανιχνεύουμε. Η βελτίωση αυτή μπορεί να επη-
ρεάσει τα επόμενα στάδια της ανακατασκευής και να οδηγήσει σε με-
γαλύτερη πληρότητα στις ανακατασκευασμένες επιφάνειες

• Ως προς την εκτίμηση του σχετικού προσανατολισμού ζευγών καμερών,
στα ζεύγη που ανιχνεύονται και από τις δύο μεθόδους, παρατηρούμε
παρόμοια επίδοση στα ζεύγη που έχουν μικρό σφάλμα ( και επομένως
προσδιορίζονται με ικανοποιητική ακρίβεια ), και μεγαλύτερο σφάλμα
στα ζεύγη στα οποία η μέθοδος του Κεφαλαίου 6 δίνει εκτιμήσεις με
μεγάλο σφάλμα

Στην Εικόνα 7.9, βλέπουμε τα αποτελέσματα της καταχώρησης των περιστρο-
φών σε κοινό πλαίσιο αναφοράς. Οι λεπτομέρειες των Μεθόδων δίνονται στην
λεζάντα της εικόνας. Παρατηρούμε ότι

• Η εφαρμογή του αλγορίθμου Weiszfeld βελτιώνει τα αποτελέσματα, αν
και δεν επικρατεί τελείως στην μέθοδο RANSAC για κάθε κάμερα ( Σύ-
γκριση L1-L1 με L1-Ran. Αυτό οφείλεται μερικώς στο μικρό μέγεθος
του συνόλου δεδομένων. Αξίζει όμως να παρατηρήσουμε, την αύξηση
του σφάλματος μακρυά από την κάμερα που έχει τεθεί στην αρχή τον
αξόνων ( κενό στις γραφικές παραστάσεις ). Η παρατήρηση αυτή θα
οδηγήσει στην βελτίωση της αρχικής υλοποίησης για τον αλγόριθμο
του Weiszfeld, όπως θα δούμε επόμενα.

• Επίσης, ή μέθοδος των προηγουμένων Κεφαλαίων δίνει ακόμα καλύ-
τερα αποτελέσματα από τις νέες μεθόδους.
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Σχήμα 7.8: Σύγκριση της μεθόδου που εισάγουμε στο παρόν Κεφάλαιο ( L1
στα διαγράμματα ) και της μεθόδου που αναπτύχθηκε στα προηγούμενα
Κεφάλαια 5,6 ( Ch.5 στα διαγράμματα )
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Σχήμα 7.9: Σύγκριση επίδοσης διαφορετικών μεθόδων για την καταχώρηση
των περιστροφών σε κοινό πλαίσιο αναφοράς. Στο διάγραμμα, συμβολίζουμε
με L1-L1 την μέθοδο που εισάγουμε στο παρόν Κεφάλαιο, με L1-Ran την
μέθοδο που εφαρμόζει τις τεχνικές του παρόντος Κεφαλαίου για τις σχέσεις
μεταξύ ζευγών εικόνων και την εκτίμηση των εστιακών μηκών και στην συ-
νέχεια καταχωρεί τις περιστροφές με τυχαία δειγματοληψία σε συνδετικά
δέντρα ( Κεφάλαιο 6 ). Τέλος με Ch.5-Ran συμβολίζουμε την μέθοδο που
αναπτύχθηκε στα Κεφάλαια 5,6.

Τα αποτελέσματα αυτά, θα πρέπει να ερμηνευτούν προσεκτικά, ώστε να μην
οδηγηθούμε σε εσφαλμένα συμπεράσματα. Στην Εικόνα 7.9, παρουσιάσαμε
το σφάλμα ως προς τις γνωστές, πραγματικές θέσεις των καμερών. Όμως, όπως
οφείλουμε να τονίσουμε, το σφάλμα αυτό δεν μπορεί να υπολογιστεί από τις
ίδιες τις μεθόδους υπολογισμού των προσανατολισμών για τις κάμερες.
Αντίθετα, το κριτήριο το οποίο βελτιστοποιούν οι δύο μέθοδοι είναι το σφάλμα
στις σχέσεις Ri = RijRj. Συγκεκριμένα:

• Η μέθοδος RANSAC χρησιμοποιεί την προηγούμενη σχέση για να κα-
τατάξει τις σχετικές περιστροφές Rij σε outliers και inliers και προσπα-
θεί να μεγιστοποιήσει το πλήθος των inliers

• Ο ΑλγόριθμοςWeiszfeld βρίσκει την περιστροφή διάμεσο χρησιμοποιώ-
ντας την προηγούμενη σχέση, ελαχιστοποιεί δηλαδή το L1 σφάλμα ως
προς την σχέση αυτή

Η Εικόνα 7.10, συγκρίνει την επίδοση της μεθόδου του Κεφαλαίου 6 με την
μέθοδο που εισάγουμε στο παρόν Κεφάλαιο. Από τα διαγράμματα αυτά, είναι
σαφής η υπεροχή της νέας μεθόδου σε σχέση με το ταίριασμα στις διαθέσιμες
εκτιμήσεις για τις σχετικές περιστροφές.
Επίσης, στην Εικόνα 7.11, εξετάζουμε την σύγκλιση της μεθόδου Weiszfeld
για την καταχώρηση των περιστροφών. Είναι φανερό, ότι 20 επαναλήψεις αρ-
κούν για την σύγκλιση της μεθόδου, και ότι το συνολικό σφάλμα έχει μειωθεί
σημαντικά στο τέλος της εκτέλεσης του αλγορίθμου σε σχέση με την τυχαία
αρχικοποίηση του.
Με την εισαγωγή των προηγούμενων στοιχείων, μπορούμε πλέον να απα-
ντήσουμε στην ερώτηση:Πως μπορεί να βελτιωθεί η επίδοση της νέας μεθόδου
στην καταχώρηση περιστροφών; Η απάντησή μας είναι ότι θα πρέπει να βελ-
τιώσουμε τις διαθέσιμες σχετικές περιστροφές. Αυτό μπορεί να γίνει είτε με
βελτίωση των εκτιμήσεων των σχετικών περιστροφών είτε με απόρριψη των
σχετικών περιστροφών που παρουσιάζουν μεγάλο σφάλμα.
Για την επίτευξη των προηγούμενων στόχων δοκιμάσαμε:
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Σχήμα 7.10: Σφάλμα στις σχέσεις Ri = RijRj. Συγκρίνουμε την καταχώ-
ρηση με RANSAC στα συνδετικά δέντρα και με εφαρμογή του αλγορίθμου
Weiszfeld.
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Σχήμα 7.11: Εξέλιξη του σφάλματος στην σχέση Ri = RijRj σε σχέση με τις
επαναλήψεις του αλγορίθμου Weiszfeld
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• Εφαρμογή Bundle Adjustment στις εκτιμήσεις για τις σχετικές πε-
ριστροφές Rij. Δοκιμάσαμε να βελτιστοποιήσουμε κατά την εκτέλεση
Bundle Adjustment και μήτρες εσωτερικών παραμέτρων 2, 4, 5 βαθ-
μών ελευθερίας ή να κρατήσουμε τις εσωτερικές παραμέτρους σταθε-
ρές. Λάβαμε τα καλύτερα αποτελέσματα όταν δώσαμε 2 βαθμούς ελευ-
θερίας στην μήτρα . Η μέθοδος αρχικοποιείται με τις εκτιμήσεις για τα
Rij που προκύπτουν με χρήση του αλγορίθμου Weiszfeld ( L1-BA )

• Από το σύνολο των εκτιμήσεων Rn
ij για την σχέση Rij, απόρριψη όσων

( ενδεχομένως και όλων ) με κριτήρια που σχετίζονται με το σφάλμα
των Rn

ij,Rij, το σφάλμα στο εστιακό μήκος και τον αριθμό των αντι-
στοιχιών στο ζεύγος φωτογραφιών. Στην συνέχεια, εφαρμόζουμε ξανά
τον αλγόριθμο του Weiszfeld στα δείγματα Rn

ij που απομένουν ( L1-
Reaveraged )

• Απόρριψη των εκτιμήσεων Rij. Χρήση των εκτιμήσεων για τα εστιακά
μήκη fi και για τις έγκυρες αντιστοιχίες ( inliers ) κάθε ζεύγους. Εύ-
ρεση των Rij με εφαρμογή RANSAC και του καθιερωμένου αλγορίθμου
5−σημείων ( calibrated relative rotation problem ). Βελτίωση του απο-
τελέσματος με λίγες επαναλήψεις ( 20 ) Bundle Adjustment

Τα αποτελέσματα των προηγούμενων προσπαθειών φαίνονται στην Εικόνα 7.12.
Παρατηρούμε ότι η εφαρμογή Bundle Adjustment βελτιώνει σημαντικά τα
αποτελέσματα, ενώ δεν εισάγει επιπλέον παραμέτρους στο πρόβλημα. Έτσι,
στα επόμενα πειράματα εφαρμόζουμε Bundle Adjustment στις εκτιμήσεις
για τις σχέσεις Rij πριν προχωρήσουμε στην καταχώρηση των περιστροφών.
Τέλος, συγκρίσεις των τελικών αποτελεσμάτων μετά την εκτέλεση όλων των
σταδίων του SfM, μπορούν να γίνουν με τα στοιχεία που δίνονται στον Πί-
νακα 7.8. Αντίστοιχα, τα Αποτελέσματα της στάθμισης των σχετικών περι-
στροφών Rij,δίνονται στον Πίνακα 7.9.

L1 L1-Reav. L1-BA L1 L1-Reav. L1-BA Ch.5

Μέσο∆R 3.05 1.06 1.66 7.57 3.12 2.35 68.14

Διάμεσος
∆R

0.82 0.79 0.82 0.78 0.71 0.78 55.87

Μέσο∆t 4.27 2.52 3.01 9.11 5.83 5.39 40.10

Διάμεσος
∆t

2.58 2.46 2.75 3.54 2.52 2.45 33.92

Εικόνες 27 23 29 24 21 20 24

Πίνακας 7.8: Τελικά αποτελέσματα SfM στο σύνολο castle-P30, για
διαφορετικές μεθόδους εκτίμησης σχετικού προσανατολισμού Rij και
καταχώρησης περιστροφών Ri. Στις στήλες 1 − 3 δίνουμε τα αποτελέσματα
για Tsupport = 0.75 και στις στήλες 4− 6 για Tsupport = 0.95

Σύγκριση με τον αλγόριθμο των 5 σημείων

Στην Ενότητα αυτή συγκρίνουμε δύο μεθόδους για την αρχικοποίηση του
αλγορίθμου Bundle Adjustment για την βελτίωση των εκτιμήσεων των σχε-
τικών περιστροφών Rij:
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Σχήμα 7.12: Σφάλμα στις εκτιμήσεις των περιστροφών Ri, για διάφορες τρο-
ποποιήσεις της μεθόδου εκτίμησης σχετικών περιστροφών Rij. Οι τιμές του
Tsupport δίνονται στους τίτλους των διαγραμμάτων. Η μέθοδος Ch.5, αν και
ανεξάρτητη του Tsupport, έχει σχεδιαστεί και στα δύο διαγράμματα για διευ-
κόλυνση της σύγκρισης. Τονίζουμε ότι αν και οι εκτιμήσεις είναι πιο ακριβείς
για αυστηρές τιμές Tsupport, αυξάνεται παράλληλα και ο αριθμός των καμερών
που απορρίπτονται ( κενά στις γραφικές παραστάσεις )

L1 L1-Reav. L1-BA L1 L1-Reav. L1-BA Ch.5

Μέσο∆R 15.09 6.92 12.19 10.82 5.39 9.11 19.47

Διάμεσος
∆R

9.63 4.36 3.98 5.97 2.50 4.34 8.62

Ζεύγη 186 54 186 186 54 186 82

Πίνακας 7.9: Αποτελέσματα προσδιορισμού σχετικού προσανατολισμού Rij

στο σύνολο castle-P30, για διαφορετικές μεθόδους εκτιμήσεις σχετικού
προσανατολισμούRij.Στις στήλες 1−3 δίνουμε τα αποτελέσματα για Tsupport =
0.75 και στις στήλες 4− 6 για Tsupport = 0.95
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1. Αρχικοποίηση με τον αλγόριθμο του Weiszfeld

2. Αρχικοποίηση με τον αλγόριθμο των 5 σημείων. Για την εφαρμογή του
αλγορίθμου, χρησιμοποιούμε τα fi που επιστρέφει η μέθοδος που ανα-
λύσαμε νωρίτερα στο Κεφάλαιο

Η μέθοδος των 5 σημείων είναι η καθιερωμένη στην βιβλιογραφία μέθοδος
για την αρχική εκτίμηση των Rij, θεωρώντας τα fi γνωστά.
Στον Πίνακα 7.10 δίνονται τα αποτελέσματα των μεθόδων με εφαρμογή 20
επαναλήψεων B.A. για την βελτίωση των Rij. Παρατηρούμε ότι οι δύο μέθο-
δοι έχουν παρόμοια επίδοση. Το αποτέλεσμα αυτό είναι σημαντικό, καθώς
δείχνει ότι η μέθοδος που προτείνουμε είναι εφάμιλλη με την καθιερωμένη
στην βιβλιογραφία. Συνεπώς, για την βελτίωση των εκτιμήσεων των σχετικών
περιστροφών, θα πρέπει να στραφούμε σε άλλες παραμέτρους του προβλή-
ματος, όπως οι αρχικές αντιστοιχίες και οι εκτιμήσεις για τα fi.

Mέσος Διάμεσος ∆R < 10◦ ∆R < 5◦

Weiszfeld 11.40 3.49 123 106

5point 9.99 3.77 128 104

Πίνακας 7.10: Αποτελέσματα εύρεσης σχετικού προσανατολισμού Rij στο
σύνολο castle-P30. Η αρχικοποίηση γίνεται με τον αλγόριθμο Weiszfeld
ή τον αλγόριθμο των 5 σημείων. Ακολουθούν 20 επαναλήψεις Weiszfeld,
με σταθερές μήτρες K, όπως αυτές υπολογίζονται με τις μεθόδους που
περιγράψαμε στο Κεφάλαιο

Αριθμός επαναλήψεων Bundle Adjustment

Οι επιδόσεις του συστήματος για διαφορετικές τιμές επαναλήψεων Bundle
Adjustment φαίνονται στην Εικόνα 7.13. Παρατηρούμε ότι γενικά, δεν απαι-
τείται μεγάλος αριθμός επαναλήψεων της μεθόδου. Αναφέρουμε ότι εφαρμό-
σαμε Bundle Adjustment, αφήνοντας το εστιακό μήκος να μεταβληθεί, όχι
όμως και τις υπόλοιπες εσωτερικές παραμέτρους των καμερών.
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Σχήμα 7.13: Διάμεσος του σφάλματος στην εκτίμηση των σχετικών περιστρο-
φών Rij, για διάφορους αριθμούς επαναλήψεων BA. Τα αποτελέσματα αφο-
ρούν το σύνολο castle-P30. Κατά την μη-γραμμική βελτιστοποίηση, αφή-
σαμε το εστιακό μήκος ελεύθερο να μεταβληθεί.
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Αρχικοποίηση αλγορίθμου Weiszfeld και σύγκλιση επαναληπτικής
μεθόδου

Στην βιβλιογραφία [89, 86], το θέμα της αρχικοποίησης του αλγορίθμου
Weiszfeld για το πρόβλημα της στάθμισης πολλών περιστροφών ( καταχώ-
ρηση περιστροφών ), δεν αναπτύσσεται ικανοποιητικά. Στην συγκεκριμένη
Ενότητα, συγκρίνουμε διαφορετικές μεθόδους επιλογής ενός αρχικού συν-
δετικού δέντρου για τον γράφο των σχετικών περιστροφών. Επίσης, συγκρί-
νουμε και με την μέθοδο τυχαίας δειγματοληψίας συνδετικών δένδρων του
Κεφαλαίου 6.
Για τα σύνολα δεδομένων [216], εφαρμόσαμε τις επόμενες μεθόδους στάθ-
μισης περιστροφών

• Δειγματοληψία ενός τυχαίου συνδετικού δένδρου. Ως ρίζα διαλέγουμε
τον κόμβο με τους περισσότερους γείτονες. Η πιθανότητα επιλογής της
ακμής eij είναι ανάλογη του αριθμού των αντιστοιχιών για το ζεύγος
καμερών ij. Η κάμερα στη ρίζα του συνδετικού δένδρου, η οποία τέ-
θηκε αρχικά στην αρχή των αξόνων, αφήνεται ελεύθερη να μεταβληθεί
στις επόμενες επαναλήψεις του αλγορίθμου Weiszfeld ( L1-1 )

• Δειγματοληψία ενός τυχαίου συνδετικού δένδρου. Ως ρίζα διαλέγουμε
τον κόμβο με τους περισσότερους γείτονες. Η πιθανότητα επιλογής της
ακμής eij είναι ανάλογη του αριθμού των αντιστοιχιών για το ζεύγος κα-
μερών ij. Η κάμερα στη ρίζα του συνδετικού δένδρου, η οποία τέθηκε
αρχικά στην αρχή των αξόνων, δεν αφήνεται να μεταβληθεί ( L1-2 )

• Τυχαία δειγματοληψία συνδετικών δένδρων, όπως στο Κεφάλαιο 6. Το-
νίζουμε ότι δεν εφαρμόζουμε στάθμιση περιστροφών στην περίπτωση
αυτή ( RANSAC )

• Τυχαία δειγματοληψία συνδετικών δένδρων, όπως στο Κεφάλαιο 6. Σε
κάθε επανάληψη της διαδικασίας RANSAC, αν το δείγμα είναι το κα-
λύτερο που έχει επιλεγεί ως εκείνη την στιγμή, εφαρμόζουμε στις περι-
στροφές στάθμιση με τον αλγόριθμο του Weiszfeld. H μέθοδος αυτή, εί-
ναι παρόμοια στην έμπνευση της με την γενική μέθοδο LO-RANSAC [38]
( LO-R )

• Επιλογή κοντύτερου συνδετικού δένδρου ( shortest spanning tree ).
Στην συνέχεια εφαρμόζεται στάθμιση των περιστροφών με τον αλγό-
ριθμο του Weiszfeld ( Short )

Ας σχολιάσουμε σύντομα την τελευταία μέθοδο Short. Κατά την αρχική εκτί-
μηση των περιστροφών Ri, περιμένουμε το σφάλμα να αυξάνεται καθώς απο-
μακρυνόμαστε από την ρίζα του συνδετικού δένδρου, λόγω της επαναληπτι-
κής εφαρμογής της σχέσης Ri = RijRJ . Για αυτό, προσπαθούμε να βρούμε το
συνδετικό δένδρο, στο οποίο κάθε κόμβος βρίσκεται στην ελάχιστη απόσταση
από την ρίζα, δηλαδή το shortest spanning tree. Σύντομα, περιγράφουμε τον
αλγόριθμο που εφαρμόσαμε

1. Εύρεση των συντομότερων μονοπατιών στον γράφο των σχετικών περι-
στροφών ( all pairs shortest paths ), με χρήση του αλγορίθμου των
Floyd-Warshall

2. Για ρίζα του συνδετικού δένδρου, επιλέγουμε κόμβο ώστε η μέγιστη συ-
ντομότερη απόσταση να ελαχιστοποιείται ( το μακρύτερο συντομότερο
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μονοπάτι που ξεκινάει από τον κόμβο ni είναι το ελάχιστο δυνατό ).
Το συνδετικό δένδρο προκύπτει με BFS διάσχιση του γράφου ξεκινώ-
ντας από τον κόμβο ρίζα. Οι ισοπαλίες επιλύονται αυθαίρετα, τόσο στην
διάσχιση BFS όσο και στην επιλογή ρίζας

Για το βήμα 2, δοκιμάσαμε και διαφορετικά κριτήρια για την επίλυση των
περιπτώσεων ισοπαλίας. Για παράδειγμα, δοκιμάσαμε να επιλέξουμε το συν-
δετικό δέντρο με την μεγαλύτερη ( με βάρη το πλήθος των αντιστοιχιών ) ελά-
χιστη ακμή ή με το μεγαλύτερο άθροισμα ακμών. Διαπιστώσαμε όμως ότι τα
κριτήρια αυτά δεν επηρεάζουν σημαντικά τα αποτελέσματα.
Για να ελέγξουμε την ακρίβεια αλλά και την αξιοπιστία των μεθόδων, εφαρμό-
σαμε 100 επαναλήψεις της καταχώρησης περιστροφών για κάθε μέθοδο ( και
σε κάθε σύνολο ). Ο μέσος όρος και η τυπική απόκλιση των αποτελεσμάτων
δίνονται στους Πίνακες 7.11,7.12. Παρατηρούμε ότι είναι σημαντικό να μην
κρατήσουμε την ρίζα του δένδρου στην αρχή των αξόνων κατά την επανα-
ληπτική στάθμιση των περιστροφών. Επίσης, η στάθμιση περιστροφών δίνει
μικρότερο μέσο σφάλμα και με μικρότερη τυπική απόκλιση σε σχέση με την
εφαρμογή RANSAC. Στην συνέχεια του Κεφαλαίου χρησιμοποιούμε την μέ-
θοδο L1-1. Τέλος, στα πειράματα μας χρησιμοποιήσαμε 20 επαναλήψεις του

Σύνολο L1-1 L1-2 RANSAC LO-R Short

castle-P30 15.05 15.71 17.41 15.58 17.27

castle-P19 22.13 22.61 30.94 23.61 26.60

entry-P10 6.64 11.16 29.16 7.26 6.63

Herz-Jesu-P8 2.22 3.99 3.18 2.12 1.70

Herz-Jesu-P25 0.66 0.90 1.69 0.63 0.69

Fountain-P11 0.49 0.56 0.80 0.53 0.48

Πίνακας 7.11: Σύγκριση μεθόδων αρχικοποίησης αλγορίθμου Weiszfeld για
το πρόβλημα της καταχώρησης περιστροφών. Σε κάθε σύνολο δεδομένων,
έγιναν 100 επαναλήψεις κάθε μεθόδου, για τις μεθόδους με πιθανοτικά
χαρακτηριστικά. Στον Πίνακα δίνουμε την μέση τιμή του σφάλματος ∆R σε
σχέση με τις ορθές μήτρες Ri. Για τον αλγόριθμο του Weiszfeld, εκτελέσαμε
20 επαναλήψεις. Οι λεπτομέρειες των μεθόδων δίνονται στο κείμενο

αλγορίθμου.

Τελευταία σχόλια

Προκειμένου να βελτιώσουμε περαιτέρω τα αποτελέσματα, προσπαθήσαμε να
συσχετίσουμε διάφορα διαθέσιμα μεγέθη με τα άγνωστα d(Raveraged, RGT ),∆f .
Στόχος μας είναι να εισάγουμε κριτήρια για την απόρριψη σχέσεων μεταξύ
ζευγών φωτογραφιών. Παρατηρήσαμε ότι:

• μεγέθη όπως το σφάλμα στο οποίο συγκλίνει ο αλγόριθμος τουWeiszfeld,
ο αριθμός των λύσεων που βρέθηκαν από τις επαναλήψεις RANSAC δεν
συνδέονται ικανοποιητικά με το σφάλμα d(Raveraged, RGT )

• o αριθμός των αντιστοιχιών μεταξύ δύο εικόνων συσχετίζεται καλύτερα
με την ακρίβεια στην εκτίμηση του εστιακού μήκους. Θα μπορούσαμε
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Σύνολο L1-1 L1-2 RANSAC LO-R

castle-P30 3.01 3.32 8.65 7.61

castle-P19 3.02 1.92 10.36 2.48

entry-P10 0.01 2.19 12.33 0.70

Herz-Jesu-P8 0.16 0.83 0.75 0.44

Herz-Jesu-P25 0.20 0.36 0.67 0.11

Fountain-P11 0.01 0.10 0.19 0.04

Πίνακας 7.12: Σύγκριση μεθόδων αρχικοποίησης αλγορίθμου Weiszfeld
για το πρόβλημα της καταχώρησης περιστροφών. Στον πίνακα δίνουμε
την τυπική απόκλιση του σφάλματος ∆R. Σε κάθε σύνολο δεδομένων,
έγιναν 100 επαναλήψεις κάθε μεθόδου. Στον πίνακα δίνουμε την τυπική
απόκλιση του σφάλματος ∆R. Για τον αλγόριθμο του Weiszfeld, εκτελέσαμε
20 επαναλήψεις. Οι λεπτομέρειες των μεθόδων δίνονται στο κείμενο

να εκμεταλλευτούμε την ιδιότητα αυτή σχηματίζοντας ένα κατάλληλα
σταθμισμένο συζευγμένο άθροισμα εμπιστοσύνης

Παρόμοια, αν εφαρμόσουμε Bundle Adjustment για την βελτίωση των εκτι-
μήσεων των σχετικών περιστροφών Rij, μπορούμε να απορρίψουμε κάποιες
σχέσεις ζευγών από την μεταβολή στην τιμή του εστιακού μήκους πριν και
μετά την εφαρμογή B.A. Για παράδειγμα, στο σύνολο castle-P30, αν απορ-
ρίψουμε όλα τα ζεύγη για τα οποία ∆(fest, fBA) > 0.6, λιγότερο από το 5%
των ζευγών που απορρίψαμε έχουν σφάλμα ∆R < 10◦.

7.3 Αποτελέσματα

7.3.1 Αξιολόγηση με δείκτες σφάλματος
Στην Ενότητα αυτή, παρουσιάζουμε τα Αποτελέσματα στα διάφορα σύνολα
του [216].
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Σύνολο ∆t ∆R ∆f Εικόνες

castle-P30 3.104613.2945 1.067022.9021 0.03890.0504 29

castle-P19 7.350418.9373 4.171826.5797 0.05860.0908 15

entry-P10 4.62995.7162 4.67023.6610 0.21180.2062 10

Herz-Jesu-P8 1.00270.9962 0.68720.5674 0.02660.0255 8

Herz-Jesu-P25 0.41580.6664 0.31180.3457 0.00490.0097 25

Fountain-P11 0.44060.6758 0.41500.3923 0.00950.0113 11

Πίνακας 7.13: Σφάλμα στην εκτίμηση εστιακού μήκους, θέσης
και προσανατολισμού, στην τελική ανακατασκευή. Με την συνήθη
γραμματοσειρά, δίνεται η διάμεσος των σχετικών μεγεθών, ενώ με μικρούς

πλάγιους γραμματοσειρά η μέση τιμή. Ο συνδυασμός των δύο αυτών μεγεθών
δίνει εικόνα τόσο για το σφάλμα στο σύνολο όσο και για την ύπαρξη καμερών
με μεγαλύτερο σφάλμα. Τα ∆R,∆t δίνονται σε μοίρες

Σχήμα 7.14: 2Δ φωτογραφίες που χρησιμοποιήθηκαν σαν είσοδο στο σύ-
στημα για ανακατασκευή Fountain-P11
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7.3.2 Οπτική Αξιολόγηση

Πυκνό σύννεφο σημείων MvS

(α�) castle-P30
(β�) castle-P19

(γ�) Fountain-P11
(δ�) Fountain-P11

(ε�) Herz-Jesu-P8

(στ�) Herz-Jesu-P8

(ζ�) Herz-Jesu-P25 (η�) Herz-Jesu-P25

Σχήμα 7.15: Αποτελέσματα Mvs-Πυκνό σύννεφο σημείων
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Σχήμα 7.16: 2Δ φωτογραφίες που χρησιμοποιήθηκαν σαν είσοδο στο σύ-
στημα για ανακατασκευή στην πρώτη σειρά της Εικόνας 7.17

Σχήμα 7.17: Αποτελέσματα Mvs-Πυκνό σύννεφο σημείων
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Ανακατασκευασμένη επιφάνεια

(α�) Fountain-P11 (β�) Fountain-P11

(γ�) Herz-Jesu-P8 (δ�) Herz-Jesu-P25

Σχήμα 7.18: Αποτελέσματα ανακατασκευής επιφάνειας

7.4 Επίλογος

Το πρόβλημα του Θεμελιώδους Πίνακα στο πλαίσιο της L∞ νόρμας

Στα προηγούμενα Κεφάλαια, παρουσιάσαμε την επίλυση προβλημάτων που
προέρχονται από την περιοχή της γεωμετρίας πολλών όψεων με τεχνικές βελ-
τιστοποίησης, χρησιμοποιώντας την L∞ νόρμα.
Είναι φυσικό, να αναρωτηθούμε αν θα μπορούσαμε να λύσουμε το πρόβλημα
του προσδιορισμού του θεμελιώδους πίνακα F , με αντίστοιχες τεχνικές, κα-
θώς και τα οφέλη που θα αποκομίζαμε από αυτό. Για να εξετάσουμε την
δυνατότητα μιας τέτοιας προσέγγισης, θα πρέπει να μελετήσουμε την μορφή
του σφάλματος ανά σημείο δεδομένων, στην προκείμενη περίπτωση ανά αντι-
στοιχία (xiim1,x

i
im2). Στα επόμενα, αναφερόμαστε στο σφάλμα αυτό ως υπό-

λοιπο ανά σημείο Ri
p.

Προκειμένου να είναι υπολογιστικά εύκολη η επίλυση του προβλήματος βελ-
τιστοποίησης που θα θέσουμε, αλλά και κυρίως, να έχει την επιθυμητή ιδιό-
τητα του μοναδικού ( ολικού ) ελαχίστου, θα πρέπει οι ανισότητες

Ri
p < σ

να είναι περιορισμοί κώνου ( Second Order Cone Constraints ). Αυτό εξα-
σφαλίζει την εφαρμοσιμότητα υπολογιστικά αποδοτικών αλγορίθμων επίλυ-
σης καθώς και την ικανοποίηση ιδιοτήτων γενικευμένης κυρτότητας για το
πρόβλημα.
Στην περίπτωση του Θεμελιώδους πίνακα F , περιπτώσεις υπολοίπων με γε-
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ωμετρικό νόημα που κατά κανόνα χρησιμοποιούνται [134] είναι:

Ri
p =

|xiim2
T
Fxiim1|√

(Fxiim1)
2
1 + (Fxiim1)

2
2)

+
|xiim2

T
Fxiim1|√

(F Txiim2)
2
1 + (F Txiim2)

2
2)

Ri
p =

|xiim2
T
Fxiim1|√

(Fxiim1)
2
1 + (Fxiim1)

2
2) + (F Txiim2)

2
1 + (F Txiim2)

2
2)

Μπορεί να δειχθεί, ότι χρησιμοποιώντας τα προηγούμενα υπόλοιπα ανά ση-
μείο παίρνουμε περιορισμούς της μορφής

Ri
p < σ ⇐⇒ ∥Aix∥ > yTi x

Οι προηγούμενες ανισότητες δεν δίνουν υποχρεωτικά κυρτό σύνολο λύσεων
για το άγνωστο διάνυσμα x. Συγκεκριμένα, δίνουν το συμπλήρωμα ενός
κυρτού συνόλου, δηλαδή ενός κώνου δεύτερης τάξης. Θυμίζουμε ότι συ-
μπληρώματα κυρτών συνόλων είναι κυρτά μόνο στην ειδική περίπτωση των
halfspaces. Συνεπώς, το πρόβλημα δεν εντάσσεται ομαλά στο πλαίσιο της L∞
νόρμας. Συνοπτικά, αυτό οφείλεται στην μη-εφαρμογή της ιδιότητας κυρτής
τομής κυρτών συνόλων. Έτσι, εξηγείται και το σχετικό κενό στην βιβλιογρα-
φία.

Κώδικας και σύνολα δεδομένων

Πακέτο Λογισμικού ΑναφορέςΣχόλια

Vincent's SFM Toolbox
for Matlab

[182] Λύση του προβλήματος
αραιού Bundle Adjustment,
με δυνατότητα εύκολης
ρύθμισης των αγνώστων και
των παραμέτρων της
βελτιστοποίησης

AdelaideRMF: Robust
Model Fitting Data Set

[244] Σύνολο δεδομένων που
περιέχει ταιριασμένα ζεύγη
φωτογραφιών. Οι αντιστοιχίες
έχουν κατηγοριοποιηθεί σε
ορθές και εσφαλμένες

MatlabBGL [76] Βιβλιοθήκη αλγορίθμων
γράφων

Πίνακας 7.14: Λογισμικό που χρησιμοποιήσαμε στην διεξαγωγή των
πειραμάτων



VIII
ΕΠΙΛΟΓΟΣ

8.1 Συμβολή της διπλωματικής εργασίας

Στην Διπλωματική εργασία μελετήθηκε το πρόβλημα της τρισδιάστατης ανα-
κατασκευής από σύνολο φωτογραφιών, μη δομημένο και χωρίς επιπλέον
πληροφορίες σχετικά με την λήψη των φωτογραφιών και το είδος των φω-
τογραφικών μηχανών. Συνοπτικά, η συμβολή της Διπλωματικής εργασίας
δίνεται στα επόμενα σημεία

• Περιγραφή και οργάνωση του προβλήματος της ανακατασκευής, από
την εύρεση χαρακτηριστικών στις εικόνες και το ταίριασμα τους ως την
παραγωγή της τελικής τρισδιάστατης επιφάνειας. Η βιβλιογραφική πα-
ρουσίαση της προηγούμενης έρευνας στους τομείς αυτούς είναι ενδε-
λεχής, ενώ δίνονται και σχετικές αναφορές για διαθέσιμες υλοποιήσεις
αλγορίθμων σχετικών με τα στάδια αυτά

• Γεωμετρική επαλήθευση των αρχικών αντιστοιχιών μεταξύ ζευγών εικό-
νων. Το πρόβλημα μετασχηματίζεται σε αυτό της εύρεσης της μέγιστης
κοινής/αύξουσας υπακολουθίας και λύνεται αποδοτικά. Διερευνώνται
και τροποποιήσεις στην βασική μέθοδο, με σκοπό την μείωση των αντι-
στοιχιών που απορρίπτονται (εσφαλμένα) στο στάδιο της γεωμετρικής
επαλήθευσης.

• Εισαγωγή μεθόδου για την βαθμονόμηση και την μετρική ανακατα-
σκευή ζεύγους καμερών με άγνωστα και διαφορετικά εστιακά μήκη. Η
μέθοδος θεμελιώνεται θεωρητικά και διερευνάται τόσο θεωρητικά όσο
και πειραματικά.

• Εισαγωγή μεθόδου για την βελτίωση των εκτιμήσεων των εστιακών μη-
κών των καμερών. Η μέθοδος βασίζεται στην κατάλληλη στάθμιση των
πολυάριθμων εκτιμήσεων που λαμβάνουμε για κάθε εστιακό μήκος,
χρησιμοποιώντας γεωμετρικά επιχειρήματα και την δομή του ολικού
προβλήματος ανακατασκευής.

• Εφαρμογή του αλγορίθμου Weiszfeld για την L1 στάθμιση των περι-
στροφών, τόσο για τις εκτιμήσεις των σχετικών περιστροφών όσο και
για την καταχώρηση των περιστροφών (rotation registration). Εξάλειψη
της εξάρτησης από υπολογισμό θεμελιώδους Πίνακα. Μελέτη αρχικο-
ποίησης στάθμισης περιστροφών και άλλων παραμέτρων.
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• Διατύπωση του προβλήματος Structure From Motion στο πλαίσιο της
L∞ νόρμας. Χρήση σχετικής γεωμετρίας (περιστροφών) που υπολογί-
στηκαν με μεθόδους δύο όψεων (προηγούμενη συνεισφορά) για την
αρχικοποίηση του προβλήματος Structure From Motion.

• Ανάλυση διαφόρων παραμέτρων που εμφανίζονται στα επιμέρους προ-
βλήματα που επιλύθηκαν. Σύγκριση διαφορετικών αλγορίθμων για την
επίλυση υπό-προβλημάτων.

8.2 Μελλοντικές κατευθύνσεις

Το πρόβλημα της ανακατασκευής, είναι ένα αρκετά διευρυμένο πρόβλημα
και για αυτό θα μπορούσε να επεκταθεί σε πολλές κατευθύνσεις. Προσωπική
μας πεποίθηση είναι ότι οι μέθοδοι που είναι διαθέσιμες σήμερα, έχουν προ-
χωρήσει αρκετά για να δίνουν ικανοποιητικά αποτελέσματα στο πρόβλημα
της απλής ανακατασκευής. Συνεπώς, αισθανόμαστε ότι η μελλοντική έρευνα
θα ήταν πιο γόνιμη αν αξιοποιούσε τις διαθέσιμες αυτές μεθόδους και προ-
σανατολιζόταν στο να συνδυάσει το πρόβλημα της ανακατασκευής με άλλα
προβλήματα, ή να επεκτείνει το πεδίο εφαρμογής των σημερινών μεθόδων.
Συγκεκριμένα προτείνουμε

• Επιτάχυνση των μεθόδων ανακατασκευής. Σε αυτή την κατεύθυνση,
θα ήταν ενδιαφέρουσα η προσπάθεια προσαρμογής του μοντέλου bag
of visual words, ιδιαίτερα επιτυχημένου στον τομέα της αναγνώρισης
αντικειμένων, στο πρόβλημα της ανακατασκευής. Άλλες δυνατότητες,
συμπεριλαμβάνουν την χρήση περιγραφέων εικόνων για τον περιορι-
σμό του συνόλου των ζευγών φωτογραφιών που θα ταιριαστούν με με-
γαλύτερη ακρίβεια και την χρήση εξελιγμένων αλγορίθμων για την πε-
ραιτέρω επιτάχυνση της ανίχνευσης και του ταιριάσματος χαρακτηρι-
στικών

• Επέκταση του πεδίου εφαρμογής του προβλήματος της ανακατασκευής
σε σκηνές με πολλαπλές και διαφόρων ειδών οπτικές συμμετρίες και
επαναλαμβανόμενες δομές ή πολλαπλές εμφανίσεις όμοιων δομών. Πρό-
σφατη έρευνα έχει κινηθεί στην κατεύθυνση αυτή

• Semantic Structure from Motion. Ταυτόχρονη εξαγωγή πληροφορίας
σχετικής με τα αντικείμενα ή τα κτήρια που ανακατασκευάζονται και
σύμμειξη με το πρόβλημα της αναγνώρισης αντικειμένων.

• Guided Sampling. Καθοδήγηση της τυχαίας δειγματοληψίας αντιστοι-
χιών εικόνων, σχετικών περιστροφών κ.λ.π, ώστε να επιλέγονται ελά-
χιστα δείγματα πουν οδηγούν σε περισσότερο πιθανές και ορθότερες
λύσεις με ταυτόχρονη την πιθανή απόρριψη εσφαλμένων αντιστοιχιών
και μερικών ανακατασκευών.



Παραρτήματα

246



I
ΠΡΟΣΘΗΚΗ ΘΟΡΥΒΟΥ ΣΕ ΕΙΚΟΝΕΣ

ΓΙΑ ΠΕΙΡΑΜΑΤΑ ΜΕ ΣΥΝΘΕΤΙΚΑ
ΔΕΔΟΜΕΝΑ

Για την πραγματοποίηση πειραμάτων με συνθετικά δεδομένα και την προ-
σομοίωση των συνθηκών που θα συναντηθούν σε περίπτωση εφαρμογής των
υπό εξέταση μεθόδων σε πραγματικές φωτογραφίες, απαιτείται η προσθήκη
θορύβου στις εικόνες.
Καταρχάς, σημειώνουμε ότι ο θόρυβος πρέπει να προστεθεί στις μετρήσεις
που αφορούν τις εικόνες, δηλαδή στις θέσεις των σημείων της εικόνας. Η
προσθήκη θορύβου σε άλλες οντότητες, όπως για παράδειγμα σημεία της
σκηνής, πίνακες προβολής, θεμελιώδης πίνακας κ.α., δεν ανταποκρίνεται
στην διαδικασία σχηματισμού των εικόνων. Για αυτό και θα πρέπει να απο-
φεύγεται.
Προκειμένου οι μέθοδοι να αξιολογούνται σε ίδια βάση, είναι επίσης θεμιτό
να γίνει περιγραφή της ποσότητας του προστιθέμενου θορύβου, με όρους
που δεν σχετίζονται με τις διαστάσεις των συνθετικών εικόνων ή άλλες σχετι-
κές ποσότητες.
Στην βιβλιογραφία, μια συνήθης πρακτική είναι η προσθήκη στις θέσεις των
σημείων της εικόνας, Γκαουσιανού θορύβου με τυπική απόκλιση που εκ-
φράζεται,ως ποσοστό, συναρτήσει κάποιας διάστασης της εικόνας. Θεωρούμε
όμως ότι η πρακτική αυτή δεν είναι αντικειμενική, αφού οι εικόνες δεν έχουν
τετράγωνο σχήμα και επομένως η σχέση του μήκους και του πλάτους της ει-
κόνας μπορούν να επηρεάσουν τις ποσοστιαίες αυτές περιγραφές. Συνεπώς,
θεωρούμε αναξιόπιστη μια τέτοια ποσοστιαία έκφραση.
Μια ορθότερη προσέγγιση, προτείνει την περιγραφή του επιπέδου του θορύ-
βου με τον λόγο των επόμενων δύο ποσοτήτων

• της διασποράς του προστιθέμενου ( Γκαουσιανού ) θορύβου

• της μέσης τιμής του μέτρου των σημείων ( αντιστοιχιών ) των εικόνων

Με μαθηματικό συμβολισμό, υπολογίζουμε το επίπεδο του θορύβου από τον
λόγο

JTσ2

∥p1:T∥F
Η περιγραφή αυτή έχει το πλεονέκτημα να υπολογίζεται από το μέτρο των
σημείων της εικόνας, το οποίο επηρεάζεται εξίσου από το πλάτος και το ύψος
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της εικόνας. Ενσωματώνουμε επομένως στην περιγραφή καλύτερα τις συνο-
λικές διαστάσεις της εικόνας.



II
ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΣΦΑΛΜΑΤΟΣ ΣΤΗΝ
ΘΕΣΗ ΚΑΙ ΤΟΝ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟ

ΚΑΜΕΡΑΣ

Έστω κάμερα και περιγραφή αυτής με την μήτρα προβολής

K
[
R t

]
(Β� .1)

Θεωρούμε ότι ο πίνακας R είναι ομαλός ( proper ) πίνακας στροφής και ότι
ο πίνακας εσωτερικών παραμέτρων K είναι διαγώνιος πίνακας, με θετικά
στοιχεία στην διαγώνιο του.
Έστω ότι θέλουμε τώρα να υπολογίσουμε το σφάλμα της περιγραφής Β� .1
σε σχέση με την "ορθή" περιγραφή

KGT

[
RGT tGT

]
Για το σφάλμα στροφής έχουμε:

Rer ≡ RRT
GT

1 + 2 cos θer = traceRer

⇒ cos θer =
traceRer − 1

2

Αντίστοιχα, και με την υπόθεση μοναδιαίων διανυσμάτων t, tGT ώστε να απλο-
ποιήσουμε τον συμβολισμό μας, το σφάλμα στην διεύθυνση μετατόπισης δί-
νεται:

cosϕer = t · tTGT
Όμως, γνωρίζουμε ότι μπορούμε να πολλαπλασιάσουμε την αναπαράσταση
K

[
R t

]
κατά μία σταθερά, και να καταλήξουμε σε μια ισοδύναμε παρά-

σταση. Έχουμε λοιπόν

• Οι παραστάσεις K
[
R t

]
,−K

[
R t

]
,−IK

[
R t

]
είναι ισοδύναμες.

• Ο πολλαπλασιασμός διαγώνιων τετραγωνικών μητρών είναι αντιμετα-
θετικός IK = KI.

• Συνεπώς οι περιγραφές K
[
R t

]
,K

[
−R −t

]
είναι ισοδύναμες.
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Εφόσον η μήτρα R είναι ομαλή μήτρα στροφής, η μήτρα −R θα είναι μη
ομαλή ( inproper ) περιστροφή, δηλαδή έχει διακρίνουσα −1. Προκύπτει
επίσης άμεσα, από ιδιότητες οριζουσών, ότι και το γινόμενο

R′RT
GT = −RRT

GT

θα είναι μη-ομαλή μήτρα περιστροφής. Αντίστοιχα τώρα με τους υπολογι-
σμούς που προηγήθηκαν, έχουμε για το σφάλμα στον προσανατολισμό και
την θέση της κάμερας:

cos θ′ =
traceR′RT

GT + 1

2

=
− traceRer + 1

2
= − cos θer (Β� .2)

και αντίστοιχα

cosϕ′ = t′ · tTGT
= − cosϕer (Β� .3)

Για τον υπολογισμό της γωνίας στροφής χρησιμοποιήσαμε τους επόμενους
τύπους

traceR = 1 + 2 cos θr ,για R ομαλή μήτρα στροφής

traceR = −1 + 2 cos θr ,για R μη-ομαλή μήτρα στροφής

Από τις σχέσεις Β� .2, Β� .3, έχουμε ότι, ανάλογα με την αναπαράσταση της
ευρεθείσας μήτρας προβολής P και της θεωρούμενης ορθής μήτρας προβο-
λής PGT , το σφάλμα στον προσανατολισμό θ και στην θέση ϕ θα δοθούν είτε
ως οξείες γωνίες, είτε ως οι παραπληρωματικές τους. Το γεγονός αυτό πρέ-
πει να ληφθεί υπόψιν κατά τον υπολογισμό του σφάλματος, προκειμένου να
γίνει σωστά ο υπολογισμός του.
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