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ΜΕΡΟ΢ 1ο 

  

Ειςαγωγή – Ιςτορική Επιςκόπηςη 

 

 

 

Η παρούςα εργαςύα αφορϊ ςε μύα από τισ καταςκευϋσ του καθολικού 

χώρου 𝕌 του Urysohn ([6]), καθώσ και ςε εκεύνεσ τισ ιδιότητεσ του που τον 

χαρακτηρύζουν. 

Η εργαςύα αυτό επιμερύζει την παρουςύαςη τησ καταςκευόσ του χώρου 𝕌 

και των χαρακτηριςτικών ιδιοτότων του ςε ϋξι μϋρη. ΢κοπόσ μασ εύναι μύα 

πλόρησ ϋκθεςη του ζητόματοσ μϋςω μύασ αναλυτικόσ παρϊθεςησ όλων των 

τεχνικών ςημεύων και των υπολογιςτικών λεπτομερειών που ςυνθϋτουν τισ 

ςχετικϋσ αποδεύξεισ. Αιτύα για την επιλογό μασ αυτό εύναι η ομολογούμενη 

απουςύα από την ςύγχρονη βιβλιογραφύα μιασ πλόρουσ ϋκθεςησ του ζητόματοσ, 

καθώσ από εργαςύεσ ςχετικϋσ με το θϋμα οι κρύςιμεσ λεπτομϋρειεσ ςυνόθωσ 

απουςιϊζουν ([5], 3.5. Remark.). 

Κρύναμε ςκόπιμο , πριν από την παρουςύαςη του καθαρϊ μαθηματικού 

μϋρουσ τησ εργαςύασ, να αναφερθούμε ςε μερικϊ ςχετικϊ ιςτορικϊ γεγονότα. 

Προσ τούτο, παραθϋτουμε ϋνα βιογραφικό ςημεύωμα του Pavel Urysohn και μύα 

ςύντομη ιςτορικό αναςκόπηςη ςυμβϊντων και χρονολογικών λεπτομερειών, 

που αφορούν ςτισ προςπϊθειεσ των μαθηματικών τησ εποχόσ, ςχετικϊ με το 

ζότημα τησ ύπαρξησ ενόσ διαχωρύςιμου χώρου που περιϋχει ιςομετρικϊ όλουσ 

τουσ διαχωρύςιμουσ χώρουσ. 

Σϋλοσ, ςημειώνουμε ότι οι αριθμού μϋςα ςε αγκύλεσ [ ] παραπϋμπουν 

ςτην βιβλιογραφύα που παραθϋτουμε μετϊ το 6ο Μϋροσ τησ εργαςύασ. 



Pavel Samuilovich Urysohn 

(Βιογραφικό ςημεύωμα) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο Pavel Urysohn γεννόθηκε ςτην Οδηςςό τησ Ουκρανύασ ςτισ 3 

Υεβρουαρύου του 1898. Προερχόμενοσ από οικονομικϊ ευκατϊςτατη 

οικογϋνεια, ολοκλόρωςε τα μαθητικϊ του χρόνια ςε ιδιωτικό ςχολεύο τησ 

Μόςχασ. Σο 1915 ειςόχθη ςτο Πανεπιςτόμιο τησ Μόςχασ, ξεκινώντασ τισ 

ςπουδϋσ ςτη φυςικό και παρϊλληλα δημοςύευςε την πρώτη του εργαςύα με 

θϋμα την ακτινοβολύα των αγωγών Coolidge. Σο ενδιαφϋρον του για τη φυςικό 

ϊρχιςε με τον καιρό να φθύνει και μετϊ την παρουςύα του ςτισ διαλϋξεισ των 

Luzin και Egorov (που ϋγιναν ςτο Πανεπιςτόμιο τησ Μόςχασ κατϊ τη διϊρκεια 

τησ φούτηςησ του) αποφϊςιςε να επικεντρωθεύ ςτα μαθηματικϊ. Σο 1919 

αποφούτηςε, ςυνεχύζοντασ ωςτόςο τισ ςπουδϋσ του, ϋχοντασ ωσ ςτόχο το 

διδακτορικό πτυχύο. Εκεύνη την περύοδο αςχολόθηκε κυρύωσ με τον τομϋα τησ 

ανϊλυςησ και πιο ςυγκεκριμϋνα με θϋματα ολοκληρωτικών εξιςώςεων. 

Οι ολοκληρωτικϋσ εξιςώςεισ αποτϋλεςαν τον κεντρικό κορμό τησ 

μεταδιδακτορικόσ του εργαςύασ για την οπούα και βραβεύτηκε, κερδύζοντασ 

παρϊλληλα μια θϋςη ςτο Πανεπιςτόμιο τησ Μόςχασ. ΢ύντομα ςτρϊφηκε ςε 

ζητόματα τοπολογύασ. Σα ζητόματα αυτϊ, εύχαν ςχϋςη με δυο ερωτόματα που 

http://gozips.uakron.edu/~decamer/


του εύχε θϋςει ο Egorov και αφορούςαν ςτην εύρεςη ενόσ γενικού εγγενό 

τοπολογικού οριςμού μιασ καμπύλησ (ό επιφϊνειασ), που όταν περιοριςτεύ ςτο 

επύπεδο ταυτύζεται με την κατϊ Cantor ϋννοια του ςυνεχούσ και η οπούα δεν 

εύναι πουθενϊ πυκνό ςτο επύπεδο. Σα ερωτόματα αυτϊ όταν πολύ δύςκολα και 

παρϋμεναν αναπϊντητα για αρκετό χρονικό διϊςτημα. Σον Αύγουςτο του 1921 

ο Urysohn κατϊφερε να δώςει κϊποιεσ απαντόςεισ και βϊςει αυτών, κατϊ τη 

διϊρκεια του επόμενου χρόνου, προχώρηςε ςτην εξϋλιξη τησ θεωρύασ 

διαςτϊςεων ςτην τοπολογύα. Ήταν μια ςυναρπαςτικό εποχό για τουσ 

μαθηματικούσ τησ Μόςχασ οι οπούοι παρακολουθούςαν μϋςω ςυχνών 

διαλϋξεων τα αποτελϋςματα που προϋκυπταν από την πρόοδο του Urysohn. 

Ένα μϋροσ των αποτελεςμϊτων δημοςιεύτηκε για πρώτη φορϊ το 1922 και 

παρουςιϊςτηκε ολοκληρωμϋνα αργότερα μϋςω ενόσ ϊρθρου που ο Lebesgue 

δημοςύευςε ςτο Comptes Rendus τησ Ακαδημύασ Επιςτημών ςτο Παρύςι. 

Ο Urysohn δημοςύευςε μια πλόρη εκδοχό τησ εργαςύασ του περύ θεωρύασ 

διαςτϊςεων ςτο Fundamenta mathematicae το 1923. Κατϊ τη διϊρκεια του 

ύδιου χρόνου επιςκϋφτηκε το Göttingen και κατϊ την παρουςύα του ςτο 

Göttingen Mathematical Society, όπου και παρουςύαςε μϋροσ τησ δουλειϊσ του, 

κατϊφερε να κεντρύςει το ενδιαφϋρον του Hilbert. Κατϊ τη διϊρκεια εκεύνησ τησ 

περιόδου ϋμαθε, μϋςω μιασ δημοςύευςησ που εύχε γύνει το 1913, πωσ ϋνασ ϊλλοσ 

μαθηματικόσ, ο Brouwer, εύχε επύςησ αςχοληθεύ με το ςυγκεκριμϋνο ζότημα. Ο 

Urysohn, βρόκε ϋνα λϊθοσ ςτην εργαςύα του Brouwer και καταςκεύαςε ϋνα 

αντιπαρϊδειγμα που αντϋκρουε ϋνα μϋροσ των αποτελεςμϊτων του. Οι δυο 

μαθηματικού ςυναντόθηκαν ςτο German Mathematical Society ςτο Marburg 

όπου και ϋδωςαν διαλϋξεισ. Ο Urysohn ςημεύωςε το λϊθοσ του Brouwer καθώσ 

και το αντιπαρϊδειγμα που εύχε καταςκευϊςει κϊτι που ανϊγκαςε τον Brouwer 

να αναθεωρόςει τισ απόψεισ του περύ του ςυγκεκριμϋνου ζητόματοσ τησ 

τοπολογύασ. 

Προσ το καλοκαύρι του 1924 ο Urysohn και ο Aleksandrov, ξεκύνηςαν ϋνα 

ταξύδι με προοριςμό την Ευρώπη. Μϋςα ςτο διϊςτημα αυτό, επιςκϋφτηκαν τον 

Hausdorff και λύγο καιρό μετϊ την αναχώρηςη τουσ (ςτισ 3 Αυγούςτου του 

1924) του ϋςτειλαν ϋνα γρϊμμα το οπούο ανακούνωνε πωσ ο Urysohn κατϊφερε 



να καταςκευϊςει ϋναν πλήρη διαχωρίςιμο καθολικό μετρικό χώρο. ΢την 

απϊντηςη του ο Hausdorff ανϋφερε πωσ εύχε αρχύςει να αςχολεύται και εκεύνοσ 

με το ςυγκεκριμϋνο ζότημα και παρουςύαζε την δικό του εκδοχό τησ 

καταςκευόσ του χώρου αυτού. Σο γρϊμμα ϋκλεινε με την επιθυμύα του 

Hausdorff οι δυο μαθηματικού να τον επιςκεφτούν ξανϊ το επόμενο καλοκαύρι. 

Όμωσ, ςτισ 17 Αυγούςτου του 1924 και ενώ ςυνϋχιζε το ταξύδι του ςτην 

Ευρώπη, ο Urysohn πνύγηκε ςε μια από τισ ακτϋσ τησ Βρετανύασ. Μετϊ τον 

θϊνατο του ο Brouwer και ο Aleksandrov αποφϊςιςαν να διαχειριςτούν το 

ςύνολο τησ δουλειϊσ του ϋτςι ώςτε να διαςφαλιςτεύ η προςφορϊ του ςτον 

τομϋα τησ τοπολογύασ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Φώροσ του Urysohn 

(΢ύντομη ιςτορικό αναςκόπηςη) 

 

 

 

Σο 1905, ο M.Fréchet ορύζει την ϋννοια «μετρικόσ χώροσ» (ο όροσ ‘’μετρικόσ 

χώροσ’’ προόλθε από τον Hausdorff (1914)) και αποδεικνύει ότι, κϊθε 

διαχωρύςιμοσ μετρικόσ χώροσ εμφυτεύεται ιςομετρικϊ ςτον χώρο 𝑙∞ . ΢ε μύα 

μεταγενϋςτερη εργαςύα του (21 Αυγούςτου 1924), ο M.Fréchet θϋτει το 

ερώτημα αν όταν δυνατό μια τϋτοιου εύδουσ εμφύτευςη να επιτευχτεύ με ϋναν 

διαχωρύςιμο χώρο ςτη θϋςη του (μη διαχωρύςιμου) χώρου 𝑙∞ . Ο M.Fréchet εύχε 

εκφρϊςει τον προβληματιςμό του αυτό, ϋνα μόνα περύπου πριν την δημοςύευςη 

τησ εργαςύασ του, ςτουσ Aleksandrov και Urysohn. 

 

΢τισ 3 Αυγούςτου του 1924, ο Aleksandrov και ο Urysohn ϋςτειλαν ςτον 

Hausdorff ϋνα γρϊμμα, ςτο οπούο ανακοινωνόταν, χωρύσ να δύνεται καμύα 

λεπτομϋρεια, η καταςκευό ενόσ πλόρουσ διαχωρύςιμου μετρικού χώρου που 

περιϋχει ιςομετρικϊ όλουσ τουσ διαχωρύςιμουσ μετρικούσ χώρουσ. Σο γρϊμμα 

δεν περιεύχε καμύα αναφορϊ ςτον M.Fréchet, ενώ παρϊλληλα εύναι ϊγνωςτο αν 

ο Hausdorff εύχε ϋρθει ςε επαφό με το ςυγκεκριμϋνο ζότημα ςτο παρελθόν.  

 

Από διαςωθϋντα κεύμενα αδημοςύευτων ςημειώςεων πληροφορούμαςτε πωσ ο 

Hausdorff, εντυπωςιαςμϋνοσ από τα αποτελϋςματα του Urysohn, ξεκύνηςε την 

δικό του καταςκευό λύγεσ ημϋρεσ αργότερα. ΢τισ 9 Αυγούςτου του 1924 

απϋδειξε εκ νϋου την καθολικότητα του χώρου 𝑙∞  (χωρύσ να κϊνει κϊποια 

αναφορϊ ςτον Fréchet), ςημειώνοντασ ότι ο 𝑙∞  δεν εύναι διαχωρύςιμοσ και πωσ 



ο Urysohn κατϊφερε να πετύχει το ςυγκεκριμϋνο αποτϋλεςμα για ϋναν 

διαχωρύςιμο χώρο.  

΢τισ 10 Αυγούςτου του 1924, ο Hausdorff ξεκινϊει μια νϋα καταςκευό ενόσ 

καθολικού διαχωρύςιμου μετρικού χώρου και αποδεικνύει ότι ο χώροσ αυτόσ 

περιϋχει ιςομετρικϊ όλουσ τουσ διαχωρύςιμουσ μετρικούσ χώρουσ. Παρϊλληλα 

αρχύζει να ςχεδιϊζει την απόδειξη τησ ομοιογϋνειασ του χώρου αυτού αλλϊ δεν 

καταφϋρνει να την ολοκληρώςει. ΢τισ 11 Αυγούςτου του 1924 ςτϋλνει ϋνα 

λεπτομερϋσ αντύγραφο τησ προόδου του ςτουσ Aleksandrov και ο Urysohn, 

θϋτοντασ παρϊλληλα  μερικϊ ερωτόματα πϊνω ςε λεπτομϋρειεσ τησ καταςκευόσ 

του Urysohn. Παρότι πιθανότατα ο Urysohn διϊβαςε το όλο κεύμενο, δεν ϋςτειλε 

κϊποια απϊντηςη (ςημειώνουμε ότι πϋθανε λύγεσ μϋρεσ αργότερα, ςτισ 17 

Αυγούςτου του 1924). 

΢τα μϋςα του Αυγούςτου του 1924, o Hausdorff προχωρϊ ςτη δημοςύευςη τησ 

δικόσ του καταςκευόσ (η οπούα παρουςιϊζεται γραμμϋνη με ϋναν πιο επύςημο 

τρόπο) και ςυνεχύζει την απόδειξη τησ ομοιογϋνειασ του χώρου. Αν και η 

απόδειξη τελικϊ δεν ολοκληρώνεται, τα μϋρη τα οπούα λεύπουν δεν εύναι 

δύςκολο να ςυμπληρωθούν. 

 

Ο καθολικόσ Urysohn χώροσ ανακοινώνεται επύςημα ςτο C. R. Acad. ςτο Παρύςι 

ςτισ 2 Υεβρουαρύου του 1925. Η ανακούνωςη περιλαμβϊνει ϋνα προςχϋδιο τησ 

απόδειξησ καθώσ και ϊλλεσ ιδιότητεσ του χώρου όπωσ η καθολικότητα των 

ςφαιρών  και ϋνα παρϊδειγμα ενόσ μετρικού χώρου τεςςϊρων ςημεύων που δεν 

μπορεύ να εμφυτευτεύ ιςομετρικϊ μϋςα ςτον 𝑙2. Όλεσ οι λεπτομϋρειεσ 

δημοςιεύονται ςτο Bulletin Sci. Math. το 1927 μϋςα από μια εργαςύα που 

οργανώθηκε από τον Aleksandrov. ΢την εργαςύα δεν γύνεται κϊποια αναφορϊ 

ςτην προςϋγγιςη του Hausdorff . Ο ύδιοσ Hausdorff δεν δημοςύευςε τύποτα 

ςχετικό και πιθανότατα δεν αςχολόθηκε ξανϊ με το ςυγκεκριμϋνο πρόβλημα. 

 



Εξόντα περύπου χρόνια αργότερα (1986), ο M.Katětov παρουςύαςε, ςτο 

Topological Symposium τησ Πρϊγασ, την δικό του καταςκευό ςχετικϊ με τουσ 

καθολικούσ (και όχι απαραύτητα διαχωρύςιμουσ) μετρικούσ χώρουσ. 

Σα αποτελϋςματα τησ εργαςύασ του Katětov, απαντούςαν ςε κϊποια από τα 

ερωτόματα που εύχε θϋςει ο Urysohn όπωσ, η ύπαρξη ενόσ μη πλόρουσ 

καθολικού διαχωρύςιμου μετρικού χώρου που εύναι 𝜔 − 𝜊𝜇𝜊𝜄𝜊𝛾𝜀𝜈ή𝜎. Η 

προςϋγγιςη του Katětov χρηςιμοποιόθηκε αργότερα από τον V. V. Uspenskii ωσ 

βϊςη για μερικϊ πολύ ενδιαφϋροντα αποτελϋςματα που αφορούςαν ςτον 

καθολικό χώρο του Urysohn. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ΜΕΡΟ΢ 2ο 

 

Βαςικέσ Έννοιεσ  -  ΢τοιχεία Γενικήσ Θεωρίασ 

 

 

 

΢ε αυτό το μϋροσ τησ εργαςύασ παραθϋτουμε ςτοιχεύα από τη θεωρύα 

ςυνόλων και τη θεωρύα μετρικών χώρων, που εύναι απαραύτητα για την 

ανϊπτυξη των μερών που ακολουθούν. Για τισ ϋννοιεσ των οπούων ο οριςμόσ δεν 

δύνεται ό για αποτελϋςματα που αναφϋρονται ό χρηςιμοποιούνται αλλϊ δεν 

αποδεικνύονται εδώ, παραπϋμπουμε τον αναγνώςτη ςε οποιοδόποτε 

προπτυχιακό εγχειρύδιο ςχετικό με ςύνολα ό με μετρικούσ χώρουσ.  

Οι ϋννοιεσ που μασ ενδιαφϋρουν εδώ εύναι κυρύωσ η αριθμηςιμότητα ενόσ 

ςυνόλου, οι πλόρεισ και οι διαχωρύςιμοι μετρικού χώροι και ιδιότητεσ των 

εννοιών αυτών.  

΢ημειώνουμε ότι, κϊποια από τα αποτελϋςματα που ακολουθούν 

δύνονται ςε μορφό προςαρμοςμϋνη ςτισ απαιτόςεισ του θϋματοσ που 

παρουςιϊζουμε, ενώ παρϊλληλα ςυνοδεύονται από κατϊλληλα ςχόλια ό 

παρατηρόςεισ που διευκολύνουν την ανϊπτυξη τησ όλησ εργαςύασ. 

 

 

 

 

 



Αριθμόςιμα ςύνολα 

 

΢ταθεροποιούμε τα ςύμβολα  ℕ, ℚ, ℝ  για τα ςύνολα των φυςικών 1,2, … , 𝑛, …, 

ρητών και πραγματικών αριθμών, αντύςτοιχα. Ο πληθικόσ αριθμόσ ενόσ 

ςυνόλου 𝐴 θα ςυμβολύζεται ωσ 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐴 . 

 

Οριςμόσ 2.1. – Παρατηρήςεισ.  Ένα ςύνολο 𝐴 λϋγεται αριθμήςιμο, αν εύναι 

πεπεραςμϋνο (ό κενό) ςύνολο ό αν υπϊρχει μύα ςυνϊρτηςη  𝑓: ℕ ⟶ 𝐴 ϋνα προσ 

ϋνα (:1-1) και επύ. 

΢χετικϊ με τον οριςμό ενόσ αριθμόςιμου ςυνόλου παρατηρούμε τα εξόσ: 

Αν 𝐷 αριθμόςιμο ςύνολο και 𝑓:ℕ ⟶ 𝐷 1-1 και επύ τότε, για κϊθε 𝑑 ∈ 𝐷, 

υπϊρχει μοναδικό  𝑛 = 𝑛 𝑑  ώςτε, 

𝑑𝑛 ∶= 𝑓 𝑛 𝑑  = 𝑓 𝑛 = 𝑑. 

Αυτό ςημαύνει ότι ϋνα αριθμόςιμο ςύνολο 𝐷 επιδϋχεται μύα αρύθμηςη των 

ςτοιχεύων του, δηλαδό μπορεύ να γραφεύ ωσ 

𝐷 =  𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝑛 , …  . 

Επιπλϋον, για κϊθε 𝐶 =  𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛 ⊆  𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝑛 , …   πεπεραςμϋνο 

υποςύνολο του αριθμόςιμου 𝐷, αφού για 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑐𝑖 = 𝑑𝑘  για κϊποιο 

𝑘 = 𝑘 𝑖 ≡ 𝑘𝑖 , εύναι δυνατόν να επιλϋξουμε μύα νϋα αρύθμηςη των ςτοιχεύων του 

𝐶, ώςτε το 𝐶 να γρϊφεται ωσ 

𝐶 =  𝑑𝑘1
, 𝑑𝑘2

, … , 𝑑𝑘𝑛 |𝑘1 < 𝑘2 < ⋯ < 𝑘𝑛 . 

Επύςησ, από τον παραπϊνω οριςμό εύναι φανερό ότι, αν 𝐴, 𝐵 ςύνολα και 

𝑕: 𝐴 ⟶ 𝐵 ςυνϊρτηςη 1-1 και επύ, τότε ιςχύει η ιςοδυναμύα  

𝐴 αριθμόςιμο ⟺ 𝐵 αριθμόςιμο. 

 



Για το αριθμόςιμο ςύνολο ℕ των φυςικών αριθμών ιςχύει η αρχό τησ 

μαθηματικόσ επαγωγόσ, (η οπούα, ωσ γνωςτόν, ιςοδυναμεύ με την Αρχό τησ 

καλόσ διϊταξησ), καθώσ και το Θεμελιώδεσ Θεώρημα τησ Αριθμητικόσ που θα 

μασ φανούν χρόςιμα παρακϊτω. 

 

Πρόταςη 2.2. 

(Αρχό τησ καλόσ διϊταξησ) 

Κάθε μη κενό υποςύνολο των φυςικών αριθμών περιέχει ένα ελάχιςτο ςτοιχείο 

ωσ προσ τη φυςική του διάταξη. 

(Θεμελιώδεσ Θεώρημα τησ Αριθμητικόσ) 

Κάθε φυςικόσ αριθμόσ αναλύεται κατά μοναδικό τρόπο ςε γινόμενο πρώτων 

παραγόντων. 

 

Πρόταςη 2.3.  Κάθε υποςύνολο 𝐵 ενόσ αριθμήςιμου ςυνόλου 𝐴 είναι αριθμήςιμο. 

 

Απόδειξη. 

Αν το 𝐵 εύναι πεπεραςμϋνο (ό κενό), τότε το 𝐵 εύναι αριθμόςιμο. 

Τποθϋτουμε ότι το 𝐵, ϊρα και το 𝐴, εύναι ϊπειρο, οπότε υπϊρχει ςυνϊρτηςη 

𝑓:ℕ ⟶ 𝐴 1-1 και επύ. Θϋτουμε 𝑀 = 𝑓−1 𝐵 . Σότε το  𝑀 εύναι ϋνα ϊπειρο 

υποςύνολο του ℕ και η ςυνϊρτηςη 𝑓|𝑀:𝑀 ⟶ 𝐵 εύναι 1-1 και επύ. 

Από την ιδιότητα τησ καλόσ διϊταξησ των φυςικών αριθμών (Πρόταςη 2.2), το 

 𝑀 ϋχει ϋνα ελϊχιςτο ςτοιχεύο, ϋςτω 𝑘1. Σο ςύνολο 𝑀\ 𝑘1  δεν εύναι κενό (αφού 

το 𝑀 εύναι ϊπειρο ςύνολο) και ωσ υποςύνολο του ℕ ϋχει ϋνα ελϊχιςτο ςτοιχεύο, 

ϋςτω 𝑘2, και, με αυτόν τον τρόπο, επαγωγικϊ προκύπτει μύα αρύθμηςη των 

ςτοιχεύων του ςυνόλου 𝑀. ΢υγκεκριμϋνα, 𝑀 =  𝑘1 < 𝑘2 < ⋯ < 𝑘𝑛 < ⋯ . 



Θϋτουμε 𝑔:ℕ ⟶ 𝑀 με 𝑔 𝑛 = 𝑘𝑛 . Λόγω τησ γνόςια αύξουςασ διϊταξησ των 

ςτοιχεύων του 𝑀 η ςυνϊρτηςη 𝑔 εύναι 1-1 και επύ και επομϋνωσ, η ςυνϊρτηςη 

𝑓|𝑀 ∘ 𝑔:ℕ ⟶ 𝐵 εύναι 1-1 και επύ. Άρα, το 𝐵 εύναι αριθμόςιμο.  ∎ 

 

΢ύμφωνα με την επόμενη πρόταςη, ο ϋλεγχοσ τησ αριθμηςιμότητασ ενόσ 

ςυνόλου μπορεύ να περιοριςτεύ ςτην «1-1» ό ςτην «επύ» ιδιότητα κατϊλληλησ 

ςυνϊρτηςησ. 

 

Πρόταςη 2.4.  Έςτω 𝐴 ένα μη κενό ςύνολο. Τα επόμενα είναι ιςοδύναμα: 

(α) To 𝐴 είναι αριθμήςιμο. 

(β) Υπάρχει ςυνάρτηςη 𝑓:ℕ ⟶ 𝐴 επί. 

(γ) Υπάρχει ςυνάρτηςη 𝑔: 𝐴 ⟶ ℕ ένα προσ ένα. 

 

Απόδειξη. 

 ΢ύμφωνα με τον Οριςμό 2.1, αρκεύ να αποδεύξουμε τισ ςυνεπαγωγϋσ 

(β)⟹(α) και (γ)⟹(α). 

(β)⟹(α)  Φωρύσ βλϊβη τησ γενικότητασ υποθϋτουμε ότι το ςύνολο 𝐴 

εύναι ϊπειρο. Αφού η ςυνϊρτηςη 𝑓:ℕ ⟶ 𝐴 επύ, για κϊθε 𝑎 ∈ 𝐴 υπϊρχουν 𝑛𝑎 ∈ ℕ 

ώςτε 𝑓 𝑛𝑎 = 𝑎. Για κϊθε ϋνα 𝑎 ∈ 𝐴 που θεωρούμε, επιλϋγουμε ακριβώσ ϋνα 𝑛𝑎  

ώςτε 𝑓 𝑛𝑎 = 𝑎 και ςυγκροτούμε το ςύνολο 𝐵 =  𝑛𝑎 ∈ ℕ ∶ 𝑓 𝑛𝑎 ∈ 𝐴 .  

Σο 𝐵 εύναι υποςύνολο του αριθμόςιμου ℕ επομϋνωσ, από την Πρόταςη 

2.3, το ςύνολο 𝐵 εύναι αριθμόςιμο και η ςυνϊρτηςη 𝑓|𝛣 : 𝐵 ⟶ 𝐴 εύναι 1-1 και επύ 

από τη καταςκευό τησ (η «1-1» ιδιότητα τησ ςυνϊρτηςησ 𝑓|𝛣  αιτιολογεύται ωσ 

εξόσ: αν για 𝑛𝑏 ≠ 𝑛𝑎 , ύςχυε 𝑓|𝛣 𝑛𝑏 = 𝑏 = 𝑎 = 𝑓|𝛣 𝑛𝑎  τότε θα προϋκυπτε ότι, 

δεδομϋνου ενόσ 𝑎 ∈ 𝐴 , εκτόσ του 𝑛𝑎  ώςτε 𝑓 𝑛𝑎 = 𝑎, εύχε επιλεγεύ και δεύτερο 

ςτοιχεύο 𝑛𝑏 ≠ 𝑛𝑎  ώςτε 𝑓 𝑛𝑏 = 𝑎, ϊτοπο). Άρα υπϊρχει 𝑕:ℕ ⟶ 𝐵 1-1 και επύ και 



επομϋνωσ η ςύνθεςη 𝑓|𝐵 ∘ 𝑕: ℕ ⟶ 𝐴 εύναι 1-1 και επύ, οπότε το ςύνολο 𝐴 εύναι 

αριθμόςιμο. 

(γ)⟹(α)  Αν υπϊρχει 1-1 ςυνϊρτηςη 𝑔: 𝐴 ⟶ ℕ, τότε η ςυνϊρτηςη 

𝑓: 𝐴 ⟶ 𝑔 𝐴  εύναι 1-1 και επύ και το ςύνολο 𝑓 𝐴 ⊆ ℕ αριθμόςιμο (Πρόταςη 

2.3). Οπότε υπϊρχει 𝑕: 𝑓 𝐴 ⟶ ℕ 1-1 και επύ. Σότε, η ςυνϊρτηςη 𝑓 ∘ 𝑕:ℕ ⟶ 𝐴 

εύναι 1-1 και επύ και ςυνεπώσ το ςύνολο 𝐴 εύναι αριθμόςιμο.  ∎ 

 

 Η ςυνολοθεωρητικό ϋννοια τησ αριθμηςιμότητασ «κληρονομεύται» ςτα 

καρτεςιανϊ γινόμενα πεπεραςμϋνου πλόθουσ αριθμόςιμων ςυνόλων καθώσ και 

ςτισ ενώςεισ αριθμόςιμου πλόθουσ αριθμόςιμων ςυνόλων. ΢χετικϊ εύναι τα 

επόμενα αποτελϋςματα. 

 

Πρόταςη 2.5.  Το ςύνολο ℕ × ℕ είναι αριθμήςιμο. 

 

Απόδειξη 

Θεωρούμε την απεικόνιςη 𝑓:ℕ × ℕ ⟶ ℕ με 𝑓 𝑛,𝑚 = 2𝑛 ∙ 3𝑚 . ΢ύμφωνα 

με την Πρόταςη 2.4, αρκεύ δεύξουμε ότι υπϊρχει ςυνϊρτηςη 𝑓:ℕ × ℕ ⟶ ℕ, η 

οπούα να εύναι 1-1. Θεωρούμε την απεικόνιςη 

𝑓:ℕ × ℕ ⟶ ℕ με 𝑓 𝑛,𝑚 = 2𝑛 ∙ 3𝑚 . 

Θα δεύξουμε ότι η 𝑓 εύναι 1-1. Πρϊγματι, αν 𝑓 𝑛1, 𝑚1 = 𝑓 𝑛2, 𝑚2 = 𝑎, τότε 

ℕ ∋ 𝑎 = 2𝑛1 ∙ 3𝑚1 = 2𝑛2 ∙ 3𝑚2 ⟹ 𝑛1 = 𝑛2   και   𝑚1 = 𝑚2, 

διότι, κϊθε φυςικόσ αριθμόσ αναλύεται κατϊ μοναδικό τρόπο ςε γινόμενο 

πρώτων παραγόντων (Θεμελιώδεσ Θεώρημα τησ Αριθμητικόσ).  ∎ 

 



Πόριςμα 2.6.  Τα ςύνολα ℚ+, ℚ− των θετικών και αρνητικών ρητών είναι 

αριθμήςιμα. 

 

Απόδειξη 

Σο ςύνολο ℚ+ μπορεύ να περιγραφεύ ωσ εξόσ 

ℚ+ =  
𝑛

𝑚
:  𝑛,𝑚 ∈ ℕ × ℕ 𝜅𝛼𝜄 𝑛,𝑚 𝜋𝜌ώ𝜏𝜊𝜄 𝜇𝜀𝜏𝛼𝜉ύ 𝜏𝜊𝜐𝜎 . 

Θεωρούμε την απεικόνιςη  𝑓: ℚ+ × ℚ+ ⟶ ℕ με 𝑓  
𝑛

𝑚
 = 2𝑛 ∙ 3𝑚 , η οπούα, όπωσ 

και ςτην απόδειξη τησ Πρόταςησ 2.5, εύναι ςυνϊρτηςη 1-1, ϊρα το ℚ+ εύναι 

αριθμόςιμο. Όμοια αποδεικνύεται η αριθμηςιμότητα του ℚ−.  ∎ 

 

Πρόταςη 2.7.  Αν 𝐴1, 𝐴2 , … , 𝐴𝑛  είναι (πεπεραςμένου πλήθουσ) αριθμήςιμα 

ςύνολα, τότε το καρτεςιανό γινόμενό τουσ  𝐴𝑖 ≡1≤𝑖≤𝑛 𝐴1 × 𝐴2 ×…× 𝐴𝑛  είναι 

αριθμήςιμο ςύνολο. 

 

Απόδειξη. 

Θα δεύξουμε τον ιςχυριςμό τησ πρόταςησ για δύο ςύνολα (𝑛 = 2), 

χρηςιμοποιώντασ τον χαρακτηριςμό (β) τησ Πρόταςησ 2.4. Η γενικό περύπτωςη 

αποδεικνύεται εύκολα με εφαρμογό τησ πεπεραςμϋνησ μαθηματικόσ επαγωγόσ. 

Έςτω 𝐴, 𝐵 δυο αριθμόςιμα ςύνολα. Αν 𝐴 = ∅ ό 𝐵 = ∅ τότε 𝛢 × 𝛣 = ∅ και 

το 𝛢 × 𝛣 εύναι αριθμόςιμο. Αν 𝛢, 𝛣 μη κενα ςυνολα, τοτε υπαρχουν απεικονύςεισ 

𝑕:ℕ ⟶ 𝐴 και 𝑔:ℕ ⟶ 𝐵 επύ. Κατϊ ςυνϋπεια η απεικόνιςη 𝑓1: ℕ × ℕ ⟶ 𝐴 × 𝐵 με 

𝑓1 𝑛,𝑚 = (𝑕 𝑛 , 𝑔 𝑚 ) εύναι επύ. Σο ℕ × ℕ εύναι αριθμόςιμο ςύνολο 

(Πρόταςη2.5), οπότε υπϊρχει 𝑓2: ℕ ⟶ ℕ ×ℕ επύ. Σελικϊ, η απεικόνιςη 

𝑓1 ∘ 𝑓2: ℕ ⟶ 𝐴 × 𝐵 εύναι επύ, ϊρα το ςύνολο 𝐴 × 𝐵 εύναι αριθμόςιμο.  ∎ 

 



Πρόταςη 2.8.  Έςτω I αριθμήςιμο ςύνολο δεικτών και οικογένεια   𝐴𝑖 𝑖∈𝐼  

αριθμήςιμων ςυνόλων 𝐴𝑖 . Τότε η ένωςη ∪𝑖∈𝐼 𝐴𝑖  είναι αριθμήςιμο ςύνολο. 

 

Απόδειξη. 

Φρηςιμοποιούμε και πϊλι τον χαρακτηριςμό (β) τησ Πρόταςησ 2.4. Αφού 

τα ςύνολα  𝐼 και 𝐴𝑖 , για κϊθε 𝑖 ∈ 𝐼, εύναι αριθμόςιμα, υπϊρχουν απεικονύςεισ 

𝑔:ℕ ⟶ 𝐼 και 𝑓𝑖 : ℕ ⟶ 𝐴𝑖  οι οπούεσ εύναι επύ. Σότε, η ϋνωςη ∪𝑖∈𝐼 𝐴𝑖  εύναι 

αριθμόςιμο ςύνολο, διότι η 𝑕:ℕ × ℕ ⟶∪𝑖∈𝐼 𝐴𝑖   με  𝑔 𝑛,𝑚 = 𝑓𝑔 𝑛 (𝑚) εύναι επύ. 

Πρϊγματι, αν 𝑎 ∈∪𝑖∈𝐼 𝐴𝑖 , υπϊρχουν  𝑖𝑎 ∈ 𝐼, 𝑛𝑎 ∈ ℕ και 𝑚𝑎 ∈ ℕ ώςτε  

𝑎 ∈ 𝐴𝑖𝑎     ,    𝑓𝑖𝑎  𝑚𝑎 = 𝑎    και    𝑔 𝑛𝑎 = 𝑖𝑎  

ϊρα, 𝑎 = 𝑓𝑔 𝑛𝑎  
 𝑚𝑎 = 𝑔 𝑛𝑎 , 𝑚𝑎 .  ∎ 

 

Πόριςμα 2.9.  Τα ςύνολα  ℚ και ℚ𝑛 = ℚ× ℚ…× ℚ         
𝑛 𝜑𝜊𝜌 έ𝜎

 , για κάθε 𝑛 ∈ ℕ, είναι 

αριθμήςιμα. 

 

Απόδειξη. 

Επειδό  ℚ = ℚ− ∪  0 ∪ ℚ+, το ℚ εύναι αριθμόςιμο από την Πρόταςη 2.8. Αφού 

τώρα το ℚ εύναι αριθμόςιμο, το ℚ𝑛 = ℚ ×ℚ…× ℚ         
𝑛 𝜑𝜊𝜌 έ𝜎

 εύναι αριθμόςιμο λόγω τησ 

Πρόταςησ 2.7.  ∎ 

 

Σο επόμενο αποτϋλεςμα, παρ’ όλο που ιςχύει και για τυχαύο αριθμόςιμο ςύνολο 

ςτη θϋςη του ℚ, εδώ παρατύθεται ακριβώσ με τη μορφό που θα μασ φανεύ 

χρόςιμο αργότερα. 

 



Πρόταςη 2.10.  Αν 𝐴 =  𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛  πεπεραςμένο ςύνολο, τότε το ςύνολο 

𝐹 𝐴 =  𝑓|𝑓: 𝐴 ⟶ ℚ  των ςυναρτήςεων με ρητέσ τιμέσ ςτο 𝐴 είναι αριθμήςιμο.  

 

Απόδειξη. 

΢ύμφωνα με την ιςοδυναμύα ςτον Οριςμό 2.1 και το Πόριςμα 2.9, αρκεύ 

να δεύξουμε ότι η απεικόνιςη 

𝑕: 𝐹 𝐴 ⟶ ℚ𝑛    με   𝑕 𝑓 =  𝑓 𝑎1 , 𝑓 𝑎2 ,… , 𝑓 𝑎𝑛   

εύναι 1-1 και επύ. 

Αν 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹 𝐴 , τότε λόγω του κοινού πεδύου οριςμού τουσ 𝐴 =  𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛  

ιςχύει    𝑓 = 𝑔 ⟺  𝑓 𝑎𝑖 = 𝑔 𝑎𝑖    ∀ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

Οπότε η 𝑕 εύναι 1-1, διότι 

𝑕 𝑓 = 𝑕 𝑔 ⟹  𝑓 𝑎1 , 𝑓 𝑎2 ,… , 𝑓 𝑎𝑛  =  𝑔 𝑎1 , 𝑔 𝑎2 ,… , 𝑔 𝑎𝑛   

                                      ⟹ 𝑓 𝑎𝑖 = 𝑔 𝑎𝑖    ∀ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ⟹ 𝑓 = 𝑔. 

Επιπλϋον, η 𝑕 εύναι και επύ διότι, αν  𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑛 ∈ ℚ𝑛 , τότε ορύζουμε ςτο 

𝐴 =  𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛   τη ςυνϊρτηςη 𝑓 με 𝑓 𝑎𝑖 = 𝑞𝑖    ∀ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, οπότε υπϊρχει 

𝑓 ∈ 𝐹 𝐴  ώςτε να ιςχύει 𝑕 𝑓 =  𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑛 ∈ ℚ𝑛 .  ∎ 

 

Πρόταςη 2.11.  Έςτω 𝐷 ≠ ∅ αριθμήςιμο ςύνολο και Π 𝐷  το ςύνολο των μη 

κενών πεπεραςμένων υποςυνόλων του ςυνόλου 𝐷. Τότε, το ςύνολο  Π 𝐷  είναι 

αριθμήςιμο. 

 

 

 

 



Απόδειξη. 

Έςτω 𝑃 ⊆ ℕ το ςύνολο πρώτων φυςικών αριθμών, το οπούο εύναι 

αριθμόςιμο (Πρόταςη 2.3) και πεπεραςμϋνο ςύνολο 𝐶 ∈ Π 𝐷 . ΢ύμφωνα με τισ 

παρατηρόςεισ του Οριςμού 2.1, τα ςύνολα 𝑃, 𝐷 και  𝐶 γρϊφονται 

𝑃 =  𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛 , …      ,    𝐷 =  𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝑛 , …   

𝐶 =  𝑑𝑘1
, 𝑑𝑘2

, … , 𝑑𝑘𝑛 |𝑘1 < 𝑘2 < ⋯ < 𝑘𝑛 . 

Σότε, λόγω του Θεμελιώδουσ Θεωρόματοσ τησ Αριθμητικόσ, η απεικόνιςη 

𝑕: Π 𝐷 ⟶ ℕ:𝐶 =  𝑑𝑘1
, 𝑑𝑘2

, … , 𝑑𝑘𝑛  ↦ 𝑕 𝐶 = 𝑝1
𝑘1 ∙ 𝑝2

𝑘2 ∙ … ∙ 𝑝𝑛
𝑘𝑛  

εύναι 1-1 και επομϋνωσ το ςύνολο  Π D  εύναι αριθμόςιμο.  ∎ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Πλόρεισ και Διαχωρύςιμοι μετρικού χώροι 

 

Οριςμοί-Ιδιότητεσ 2.12.  Έςτω μετρικού χώροι (𝛸, 𝜌) και  𝑌, 𝑑 , ακολουθύα 

 𝑥𝑛 𝑛∈ℕ ςτον 𝛸, ςημεύο 𝑥0 ∈ 𝑋 και ςύνολο 𝐴 ⊆ 𝑋. 

 

Η ακολουθία 𝑥𝑛  ςυγκλίνει ςτο ςημείο 𝑥0 (ςυγκλύνουςα ςτο 𝑥0 , 𝑥𝑛 ⟶ 𝑥0) 

αν, ιςχύει 𝜌 𝑥𝑛 , 𝑥0 ⟶ 0. 

Αν μύα ακολουθύα ςυγκλύνει ςε ϋνα ςημεύο τότε το ςημεύο αυτό εύναι μοναδικό. 

 

𝑥0 ∈ 𝐴 ≡ 𝐴 𝑋  (κλειςτή θήκη του 𝐴 ςτον 𝑋) ⟺ ∃ 𝑥𝑛 𝑛∈ℕ ⊆ 𝐴: 𝑥𝑛 ⟶ 𝑥0 . 

Γενικϊ, ιςχύουν  𝐴 ⊆ 𝐴 = 𝐴 ⊆ 𝑋 = 𝑋  

                                𝐵 ⊆ 𝐴 , για 𝐵 ⊆ 𝐴 

                                 𝛢𝜄
 ⊆  𝛢𝜄𝑖∈𝐼

         
𝑖∈𝐼   ,   𝛢𝜄 𝜄∈𝛪  οικογένεια ςυνόλων με 𝛢𝜄 ⊆ 𝑋,  𝑖 ∈ 𝐼 

                                𝐵 𝐴 = 𝐵 𝑋 ∩ 𝐴 , για 𝐵 ⊆ 𝐴 ⊆ 𝑋 

                                𝑓 𝐴 𝑋 ⊆ 𝑓 𝐴       𝑌  , για 𝑓: (𝛸, 𝜌) ⟶  𝑌, 𝑑  ςυνεχό ςυνϊρτηςη 

                               𝑓 𝐴 𝑋 = 𝑓 𝐴       𝑌  για 𝑓: (𝛸, 𝜌) ⟶  𝑌, 𝑑  ςυνεχό, 1-1, και επύ 

ςυνϊρτηςη με 𝑓−1 ςυνεχό ( όπωσ για παρϊδειγμα αν, η 𝑓 εύναι ιςομετρύα επύ) 

𝐴 κλειςτό υποςύνολο του 𝑋 ⟺ 𝐴 𝑋  = 𝐴. 

𝐴 πυκνό υποςύνολο του 𝑋 ⟺ 𝐴 𝑋  = 𝛸. 

 

 



Η ακολουθύα 𝑥𝑛  λϋγεται ακολουθία Cauchy ⟺ ∀𝜀 > 0 ∃ 𝑛0 ∈ ℕ: 𝜌 𝑥𝑛 , 𝑥𝑚  < 𝜀 

για κϊθε 𝑛,𝑚 ≥ 𝑛0  (κϊθε ςυγκλύνουςα ακολουθύα εύναι ακολουθύα Cauchy). 

Ο μετρικόσ χώροσ (𝛸, 𝜌) λϋγεται πλήρησ αν, κϊθε Cauchy ακολουθύα του (𝛸, 𝜌) 

εύναι ςυγκλύνουςα ςε ςημεύο 𝑥 ∈ 𝑋. 

 

Οριςμόσ-Θεώρημα 2.13.  Έςτω μετρικόσ χώροσ (𝛸, 𝜌). Σότε υπϊρχει μετρικόσ 

χώροσ  𝑌, 𝑑  και ιςομετρύα 𝑕: (𝛸, 𝜌) ⟶  𝑌, 𝑑  ώςτε, ο μετρικόσ χώροσ  𝑌, 𝑑  να 

εύναι πλόρησ και το ςύνολο 𝑕 𝑋  να εύναι πυκνό ςτον  𝑌, 𝑑 . 

Ο μετρικόσ χώροσ  𝑌, 𝑑  ονομϊζεται πλήρωςη του μετρικού χώρου (𝛸, 𝜌), 

ςυμβολικϊ  𝑋 , 𝜌   και εύναι μοναδικόσ (με την εξόσ ϋννοια: αν  𝑍,𝑚  εύναι επύςησ 

πλόρωςη του χώρου (𝛸, 𝜌) και 𝑔:  𝛸, 𝜌 ⟶  𝑍,𝑚  η αντύςτοιχη ιςομετρύα, τότε 

υπϊρχει ιςομετρύα επύ 𝑓:  𝑌, 𝑑 ⟶ (𝛧,𝑚) ώςτε 𝑓 ∘ 𝑕 = 𝑔). 

Εύναι φανερό ότι, μϋςω τησ ιςομετρύα 𝑕: (𝛸, 𝜌) ⟶  𝑋 , 𝜌  , και κϊθε υπόχωροσ του 

μετρικού χώρου 𝛸 μπορεύ να θεωρηθεύ ταυτόςημοσ με ϋναν υπόχωρο τησ 

πλόρωςησ  𝑋 , 𝜌  . 

 

Οριςμόσ 2.14.  Ένασ μετρικόσ χώροσ (𝛸, 𝜌) λϋγεται διαχωρίςιμοσ αν, ϋχει ϋνα 

αριθμόςιμο και πυκνό υποςύνολο 𝐷. 

 

Οριςμόσ 2.15.  Ένασ διαχωρίςιμοσ μετρικόσ χώροσ 𝑀 έχει την ιδιότητα Urysohn 

αν, για κϊθε περαςμϋνο χώρο  𝛸 και κϊθε υπόχωρό του 𝑌 ⊆ 𝑋 , οποιαδόποτε 

ιςομετρικό εμφύτευςη 𝑓: 𝑌 ⟶ 𝑀 επεκτεύνεται ςε μια ιςομετρικό εμφύτευςη 

𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑀. 

 

Οριςμόσ 2.16.  Ένασ πλόρησ και διαχωρύςιμοσ μετρικόσ χώροσ ονομϊζεται 

Πολωνικόσ μετρικόσ χώροσ. 



Σο ςύνολο ℝ, εφοδιαςμϋνο με τη ςυνόθη μετρικό που ορύζει ςε αυτό η απόλυτη 

τιμό, εύναι ωσ γνωςτόν πλόρησ μετρικόσ χώροσ, αλλϊ και διαχωρύςιμοσ χώροσ, 

καθώσ το ςύνολο ℚ εύναι ϋνα πυκνό υποςύνολό του και τελικϊ Πολωνικόσ 

μετρικόσ χώροσ, αφού το ςύνολο ℚ εύναι αριθμόςιμο (Πόριςμα 2.9). 

 

Πρόταςη 2.17.  Έςτω μετρικοί χώροι (𝛸, 𝜌),  𝑌, 𝑑 , ςύνολο 𝐷 ⊆ 𝑋 εφοδιαςμένο 

με τη ςχετική μετρική 𝜌|𝐷  και μία ιςομετρία 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 επί (: 𝑓 𝑋 = 𝑌). Τότε 

ιςχύουν τα εξήσ: 

(1)  Αν ο μετρικόσ χώροσ (𝛸, 𝜌) είναι πλήρησ τότε 

(α) 𝐷 πλήρησ μετρικόσ χώροσ, αν και μόνον αν, 𝐷 κλειςτό υποςύνολο 

του μετρικού χώρου 𝛸. 

(β)  Ο χώροσ  𝑌, 𝑑  είναι πλήρησ. 

(2)  Αν ο (𝛸, 𝜌) είναι διαχωρίςιμοσ τότε και η πλήρωςη του 𝛧 =  𝑋 , 𝜌   είναι 

διαχωρίςιμοσ μετρικόσ χώροσ. 

 

Απόδειξη. 

Φρηςιμοποιούμε όςα εκθϋςαμε ςτουσ Οριςμούσ-Ιδιότητεσ 2.12. 

(1)  (α)   ⟹  Θα δεύξουμε ότι 𝐷 = 𝐷 ό ιςοδύναμα ότι 𝐷 ⊆ 𝐷. Θεωρούμε 

𝑥0 ∈ 𝐷 . Σότε υπϊρχει ακολουθύα  𝑥𝑛 𝑛∈ℕ ⊆ 𝐷 ώςτε 𝜌 𝑥𝑛 , 𝑥0 ⟶ 0. Η 

ακολουθύα  𝑥𝑛 𝑛∈ℕ ωσ ςυγκλύνουςα εύναι βαςικό ακολουθύα και αφού 

 𝑥𝑛 𝑛∈ℕ ⊆ 𝐷 και (𝐷, 𝜌|𝐷) πλόρησ, υπϊρχει 𝑦 ∈ 𝐷, ώςτε να ιςχύει 

𝜌 𝑥𝑛 , 𝑦 ⟶ 0. ΢υνεπώσ, από την μοναδικότητα του ορύου, προκύπτει 

𝑥0 = 𝑦 ∈ 𝐷. 

 ⟸  Έςτω ακολουθύα  𝑥𝑛 𝑛∈ℕ ⊆ 𝐷 βαςικό ωσ προσ τη ςχετικό 

μετρικό 𝜌|𝐷 . Θα δεύξουμε ότι 𝑥𝑛 ⟶ 𝑥0 ∈ 𝐷. Προφανώσ η ακολουθύα 

 𝑥𝑛 𝑛∈ℕ εύναι βαςικό και ςτον πλόρη χώρο (𝛸, 𝜌) ϊρα, υπϊρχει 𝑥0 ∈ 𝛸 

με 𝑥𝑛 ⟶ 𝑥0. Όμωσ το D εύναι κλειςτό υποςύνολο 𝛸 οπότε, 𝑥0 ∈ 𝐷 = 𝐷 

ϊρα 𝑥𝑛 ⟶ 𝑥0 ∈ 𝐷. 



 

  (β)  Έςτω βαςικό ακολουθύα  𝑦𝑛 𝑛∈ℕ ⊆ 𝑌. Θα δεύξουμε ότι η  𝑦𝑛 𝑛∈ℕ 

ςυγκλύνει ςτον 𝑌. Αν 𝜀 > 0, υπϊρχει 𝑛0 ∈ ℕ ώςτε για κϊθε 𝑛,𝑚 ≥ 𝑛0  

να ιςχύει 𝑑 𝑦𝑛 , 𝑦𝑚  < 𝜀. Εφ’ όςον η 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 εύναι ιςομετρύα επύ το 

ύδιο ιςχύει για την 𝑓−1 οπότε, για κϊθε 𝑛 ∈ ℕ, υπϊρχει μοναδικό 

𝑥𝑛 ∈ 𝑋 με 𝑥𝑛 = 𝑓−1 𝑦𝑛  και 

𝜌 𝑥𝑛 , 𝑥𝑚  = 𝜌 𝑓−1 𝑦𝑛 , 𝑓−1 𝑦𝑚  = 𝑑 𝑦𝑛 , 𝑦𝑚  < 𝜀, 

δηλαδό η ακολουθύα  𝑥𝑛 𝑛∈ℕ ⊆ 𝑋 εύναι βαςικό ςτον πλόρη χώρο 𝑋, 

ϊρα ςυγκλύνουςα ςτον 𝑋. Τπϊρχει λοιπόν 𝑥0 ∈ 𝑋 και μοναδικό 𝑦𝑜 ∈ 𝑌, 

με 𝜌 𝑥𝑛 , 𝑥0 ⟶ 0 και 𝑓−1 𝑦0 = 𝑥0. Οπότε 

𝑑 𝑦𝑛 , 𝑦𝑜 = 𝜌 𝑓−1 𝑦𝑛 , 𝑓−1 𝑦0  = 𝜌 𝑥𝑛 , 𝑥0 ⟶ 0 

που ςημαύνει ότι ακολουθύα  𝑦𝑛 𝑛∈ℕ ςυγκλύνει ςτο 𝑦𝑜 ∈ 𝑌 και η 

απόδειξη ϋχει ολοκληρωθεύ. 

 

(2)  Αφού ο (𝛸, 𝜌) εύναι διαχωρύςιμοσ και 𝛧 =  𝑋 , 𝜌   εύναι η πλόρωςό του, 

υπϊρχει ϋνα αριθμόςιμο 𝐴 ⊆ 𝑋 με 𝐴 𝑋 = 𝛸 και μύα ιςομετρύα 

𝑕: (𝛸, 𝜌) ⟶ 𝛧 =  𝑋 , 𝜌   με 𝑕 𝑋       𝛧 = 𝛧. Θα δεύξουμε ότι το αριθμόςιμο 

ςύνολο 𝑕 𝐴  (Παρατηρόςεισ ςτον Οριςμό 2.1) εύναι πυκνό ςτον 𝛧, 

δηλαδό 𝑕 𝐴       𝑍 = 𝑍. Πρϊγματι, 

 𝛸 = 𝐴 𝑋 ⟹ 𝑕 𝑋 = 𝑕 𝐴 𝑋 ⟹ 𝑕 𝑋 = 𝑕 𝐴       𝑕 𝑋  

                                                    ⟹ 𝑕 𝑋 = 𝑕 𝐴       𝑍 ∩ 𝑕 𝑋 ⊆ 𝑍 

                                                    ⟹ 𝑕 𝑋 ⊆ 𝑕 𝐴       𝑍 ⊆ 𝑍 

                                                    ⟹ 𝑕 𝑋       𝑍 ⊆ 𝑕 𝐴       𝑍        𝑍 ⊆ 𝑍 𝑍  

                                                    ⟹  𝑍 ⊆ 𝑕 𝐴       𝑍 ⊆ 𝑍 ⟹ 𝑕 𝐴       𝑍 = 𝑍.  ∎ 

 

Πρόταςη 2.18.  Έςτω δυο Πολωνικοί μετρικοί χώροι (𝑋, 𝜌) και (𝛶, 𝑑), 𝐷 ένα 

πυκνό υποςύνολο του χώρου 𝛸 και 𝜑:𝐷 ↪ 𝑌 μια ιςομετρική εμφύτευςη. Τότε 

υπάρχει μια μοναδική ιςομετρική εμφύτευςη 𝜑′ : 𝑋 ↪ 𝑌, η οποία επεκτείνει την 𝜑. 

 



Απόδειξη. 

Μοναδικότητα τησ επϋκταςησ 

Έςτω ότι υπϊρχουν δυο ιςομετρικϋσ εμφυτεύςεισ 𝜑′1, 𝜑′2 ∶ 𝑋 ↪ 𝑌 που 

επεκτεύνουν την εμφύτευςη 𝜑:𝐷 ↪ 𝑌. Θα δεύξουμε ότι 𝜑′1 ≡ 𝜑′2 ό ιςοδύναμα 

ότι 𝜑′
1
 𝑥 = 𝜑′

2
 𝑥    ∀𝑥 ∈ 𝑋. 

Επειδό το ςύνολο 𝐷 εύναι πυκνό ςτον 𝑋, για κϊθε 𝑥 ∈ 𝑋, θα υπϊρχει 

ακολουθύα (𝑑𝑛)𝑛∈ℕ ⊆ 𝐷, τϋτοια ώςτε 𝑑𝑛 ⟶ 𝑥. Οι 𝜑′1, 𝜑′2 ωσ ιςομετρύεσ θα εύναι 

ςυνεχεύσ ςυναρτόςεισ, οπότε 

𝑑𝑛 ⟶ 𝑥 ⟹ 𝜑′
1
 𝑑𝑛 ⟶ 𝜑′

1
 𝑥 𝜅𝛼𝜄 𝜑′

2
 𝑑𝑛 ⟶ 𝜑′

2
 𝑥  

                                            ⟹ 𝜑′
1
 𝑑𝑛 − 𝜑′

2
 𝑑𝑛 ⟶ 𝜑′

1
 𝑥 − 𝜑′

2
(𝑥) 

                                            ⟹ 𝜑′
1
 𝑥 = 𝜑′

2
 𝑥  

διότι, εφ’ όςον οι 𝜑′1, 𝜑′2 εύναι επεκτϊςεισ τησ 𝜑:𝐷 ↪ 𝑌, ιςχύει 𝜑′
1
 𝑑 = 𝜑′

2
 𝑑 , 

για κϊθε 𝑑 ∈ 𝐷 και επομϋνωσ 𝜑′
1
 𝑑𝑛 = 𝜑′

2
 𝑑𝑛 . 

 

 

Ύπαρξη τησ επϋκταςησ 

Όπωσ και προηγουμϋνωσ , για κϊθε 𝑥 ∈ 𝑋, θα υπϊρχει ακολουθύα 

(𝑑𝑛)𝑛∈ℕ ⊆ 𝐷, τϋτοια ώςτε 𝑑𝑛 ⟶ 𝑥. Η ακολουθύα (𝑑𝑛)𝑛∈ℕ ωσ ςυγκλύνουςα θα 

εύναι ακολουθύα Cauchy και επομϋνωσ, για κϊθε 𝜀 > 0, 

∃ 𝑛0 ∈ ℕ: ∀𝑛,𝑚 ≥ 𝑛0   ⟹  𝜌 𝑑𝑛 , 𝑑𝑚  < 𝜀. 

Επιπλϋον, η 𝜑 εύναι ιςομετρύα , οπότε 

𝑑 𝜑 𝑑𝑛 , 𝜑 𝑑𝑚  < 𝜀  ∀ 𝑛,𝑚 ≥ 𝑛0 , 

δηλαδό η ακολουθύα 𝜑 𝑑𝑛  εύναι μύα ακολουθύα Cauchy ςτον Πολωνικό μετρικό 

χώρο  𝑌, ϊρα ςυγκλύνουςα ςτον 𝑌. Δηλαδό, 



∀𝑥 ∈ 𝑋  ∃(𝑑𝑛)𝑛∈ℕ ≡ (𝑑𝑛 𝑥 )𝑛∈ℕ ⊆ 𝐷 ώςτε  𝑑𝑛 ⟶ 𝑥  και ∃ lim𝑛→∞ 𝜑 𝑑𝑛 ∈𝑌 

Με βϊςη τα παραπϊνω ορύζουμε μύα απεικόνιςη 𝜑′ : 𝑋 ⟶ 𝑌 ωσ εξόσ: 

𝜑′ 𝑥 =  
lim
𝑛→∞

𝜑 𝑑𝑛  , 𝑥 ∈ 𝑋\𝐷

𝜑 𝑥         , 𝑥 ∈ 𝐷
  

 

Η απεικόνιςη 𝜑′ εύναι καλϊ οριςμϋνη. Πρϊγματι, αν  𝑑𝑛
′  𝑛∈ℕ ⊆ 𝐷 εύναι μύα 

δεύτερη ακολουθύα με 𝑑′𝑛 ⟶ 𝑥, θεωρούμε την ακολουθύα 

{𝑑1, 𝑑′
1, 𝑑2, 𝑑′

2, … , 𝑑𝑛 , 𝑑′
𝑛 , …}, 

η οπούα ςυγκλύνει επύςησ ςτο 𝑥, και ςυνεπώσ η εικόνα τησ μϋςω τησ ςυνεχούσ 𝜑 

θα ςυγκλύνει ςτον 𝑌. Οι ακολουθύεσ ωςτόςο (𝜑(𝑑𝑛))𝑛∈ℕ και (𝜑(𝑑′𝑛))𝑛∈ℕ εύναι 

υπακολουθύεσ τησ εικόνασ τησ {𝑑1, 𝑑′
1, 𝑑2, 𝑑′

2, … , 𝑑𝑛 , 𝑑′
𝑛 , …} και κατϊ ςυνϋπεια 

θα ϋχουν το ύδιο όριο με αυτόν: 

lim
𝑛→∞

𝜑 𝑑𝑛 = lim
𝑛→∞

𝜑 𝑑′𝑛  

Σϋλοσ, προκειμϋνου να δεύξουμε ότι η 𝜑′ εύναι ιςομετρύα θεωρούμε δύο 

ςτοιχεύα 𝛼, 𝛽 ∈ 𝛸, ακολουθύεσ 𝛼𝑛 , 𝛽𝑛 ∈ 𝐷 και 𝑛0 ∈ ℕ ώςτε  

𝑎𝑛 ⟶ 𝑎    και    , 𝛽𝑛 ⟶ 𝛽 ,   για κϊθε  𝑛 ≥ 𝑛0 . 

Οπότε 

𝑑 𝜑′ 𝛼 , 𝜑′(𝛽 = 𝑑( lim
𝑛→∞

𝜑 𝛼𝑛 , lim
𝑛→∞

𝜑 𝛽𝑛 ) 

                                                                   = lim𝑛→∞(𝑑(𝜑 𝛼𝑛 , 𝜑 𝛽𝑛 ) 

                                                                   = lim
𝑛→∞

𝜌(𝛼𝑛 , 𝛽𝑛) 

                                                                   = 𝜌( lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 , lim
𝑛→∞

𝛽𝑛) = 𝜌(𝛼, 𝛽), 

και η απόδειξη ϋχει ολοκληρωθεύ.  ∎ 

 



Ολοκληρώνοντασ το μϋροσ αυτό, θα αναφερθούμε ςε μύα ιςοδύναμη 

μορφό του Αξιώματοσ Επιλογόσ, ενόσ από τα αξιώματα τησ θεωρύασ ςυνόλων, 

που όδη ϋχει χρηςιμοποιηθεύ ςιωπηρϊ ςε αποδεύξεισ προτϊςεων που 

προηγόθηκαν (όπωσ η Πρόταςη 2.8). Ο λόγοσ για την αναφορϊ μασ αυτό εύναι 

ότι, αυτό η ιςοδύναμη μορφό του – το Θεώρημα Καλόσ Διϊταξησ – μασ εύναι 

απαραύτητη ςτα επόμενα. 

 

Ένα μερικϊ διατεταγμϋνο ςύνολο  𝑊,≺  ωσ προσ μύα μερικό διϊταξη ≺ λϋγεται 

καλά διατεταγμένο αν, κϊθε ∅ ≠ 𝐵 ⊆ 𝑊 ϋχει ελϊχιςτο (ό πρώτο) ςτοιχεύο 

δηλαδό, υπϊρχει (μοναδικό) 𝑏0 ∈ 𝐵 που ϋχει την ιδιότητα 𝑏0 ≺ 𝑏 για κϊθε 𝑏 ∈ 𝐵. 

 

Πρόταςη 2.19.  (Θεώρημα Καλόσ Διϊταξησ) 

Κάθε ςύνολο είναι καλά διατεταγμένο (επιδέχεται μία καλή διάταξη). 

 

Ενδιαφϋρει τώρα μύα εξειδικευμϋνη εφαρμογό τησ Πρόταςησ 2.19, που 

μασ εξαςφαλύζει το μονοςόμαντο μιασ καταςκευόσ που εύναι απαραύτητη για 

τον οριςμό του χώρου Urysohn. 

Έςτω ςύνολο 𝑋 ≠ ∅ και τα ςύνολα 

Π 𝑋 =  ∅ ≠ 𝐵 ⊆ 𝑋: 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐵 = 𝑛, 𝑛 = 1,2, …   

Πn 𝑋 =  ∅ ≠ 𝐵 ⊆ 𝑋: 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐵 = 𝑛 . 

΢ύμφωνα με την Πρόταςη 2.19, ςτο ςύνολο Π 𝑋  ορύζεται μύα καλό διϊταξη, 

ϋςτω ≺Π 𝑋 , οπότε για κϊθε 𝑛 ∈ ℕ, το υποςύνολό του Πn 𝑋  ϋχει (μοναδικό) 

ελϊχιςτο ςτοιχεύο, ϋςτω 𝐵𝑛 . Όμοια, για κϊθε οικογϋνεια ςυνόλων 𝐶 =  𝐶𝑖 𝑖∈𝐼  με 

𝐶𝑖 ∈ Πn 𝑋  , 𝑖 ∈ 𝐼 υπϊρχει μοναδικό ελϊχιςτο ςτοιχεύο τησ, ςυμβολικϊ 𝐶𝑖 𝑛 . 

 



Θα αναφερόμαςτε ςτη παραπάνω διαδικαςία επικαλούμενοι τον ακόλουθο 

οριςμό. 

 

Οριςμόσ 2.20.  Για κϊθε ςύνολο 𝑋 με το ζεύγοσ  Π 𝑋 , ≺Π 𝑋   να αποτελεύ ϋνα 

καλϊ διατεταγμϋνο ςύνολο και για  𝑛 = 1,2, …, το μοναδικό ςύνολο 𝐶𝑖 𝑛  

ονομϊζεται 𝑛 −ελάχιςτο ςτοιχείο τησ οικογένειασ ςυνόλων 𝐶 =  𝐶𝑖 𝑖∈𝐼  με 𝐶𝑖 ⊆ 𝑋 

και 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐶𝑖 = 𝑛, 𝑖 ∈ 𝐼. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ΜΕΡΟ΢ 3ο 

 

Οι μετρικοί χώροι  𝑬 𝑿,𝝎   και  𝑿∞   -  Περιγραφή 

 

 

 

Η καταςκευό του χώρου 𝕌 του Urysohn (η οπούα ολοκληρώνεται ςτο 6ο 

Μϋροσ) βαςύζεται ςτην καταςκευό δύο κατϊλληλων μετρικών χώρων 

ςυναρτόςεων 𝐸 𝑋,𝜔  και 𝑋∞ , δεδομϋνου ενόσ Πολωνικού μετρικού χώρου 𝑋. Η 

καταςκευό των χώρων 𝐸 𝑋,𝜔  και 𝑋∞  εύναι τϋτοια ώςτε, ο χώροσ 𝑋 να 

εμφυτεύεται ιςομετρικϊ ςτον 𝐸 𝑋,𝜔  και ο 𝐸 𝑋,𝜔  με τη ςειρϊ του να 

εμφυτεύεται ιςομετρικϊ ςτον 𝑋∞ .  

΢το μϋροσ αυτό περιγρϊφονται οι εμφυτεύςεισ αυτϋσ, ενώ ςτα επόμενα μϋρη 

αποδεικνύονται αποτελϋςματα που αφορούν ςε ιδιότητεσ του χώρου 𝑋, οι 

οπούεσ «κληρονομούνται» ςτουσ χώρουσ 𝐸 𝑋,𝜔  και 𝑋∞ . 

 

 

 

 

 

 

 

 



Ο μετρικόσ χώροσ  𝐸 𝑋,𝜔  

 

Θεωρούμε ϋναν Πολωνικό μετρικό χώρο  𝑋, 𝑑 , X≠ ∅ με μετρικό 𝑑 και 

ςυμβολύζουμε με 𝐸 𝑋,𝜔  το ςύνολο των ςυναρτόςεων 𝑓: 𝑋 ⟶ ℝ που ϋχουν τισ 

δύο ακόλουθεσ ιδιότητεσ: 

 

(1)   𝑓 𝑥 −  𝑓(𝑦)  ≤ 𝑑 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑓 𝑥 +  𝑓 𝑦   ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋                                  (3.1) 

(2)  Τπϊρχει πεπεραςμϋνο υποςύνολο 𝑌 του χώρου 𝑋 (όχι κατ’ ανϊγκην 

μοναδικό), το οπούο ονομϊζουμε ςτήριγμα (support) τησ ςυνϊρτηςησ 𝑓, ώςτε 

                 𝑓 𝑥 = 𝑖𝑛𝑓 𝑑 𝑥, 𝑦 +  𝑓 𝑦 ∶ 𝑦 ∈  𝑌    ∀ 𝑥 ∈  𝑋                          (3.2) 

 

Επιπλϋον, με 𝐸 𝑋  ςυμβολύζουμε το ςύνολο των ςυναρτόςεων 𝑓: 𝑋 ⟶ ℝ 

που πληρούν την ιδιότητα (3.1), ενώ ϋνα ςτόριγμα 𝑌 τησ ςυνϊρτηςησ 𝑓 θα 

ςυμβολύζεται ωσ  𝑌 = 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓. Από τη ςχϋςη (3.1) (για 𝑥 = 𝑦) προκύπτει ότι 

 

                                  𝑓 ∈ 𝐸 𝑋  ⊇ 𝐸 𝑋,𝜔  ⟹ 𝑓 𝑥 ≥ 0   , 𝑥 ∈ 𝑋                              (3.3) 

 

Οι παραπϊνω θεωρόςεισ δεν εύναι κενϋσ περιεχομϋνου, καθώσ για το ςύνολο 

𝐸 𝑋,𝜔  και το ςτόριγμα μιασ ςυνϊρτηςησ 𝑓 ∈ 𝐸 𝑋,𝜔  ιςχύουν τα εξόσ :  

 

Λήμμα 3.1.   Το ςύνολο 𝐸 𝑋, 𝜔  (άρα και το ςύνολο 𝐸 𝑋 ) είναι μη κενό. 

 

 

Απόδειξη. 



Προκειμϋνου να δεύξουμε ότι 𝐸 𝑋,𝜔 ≠ ∅ , αρκεύ να βρούμε μύα 

τουλϊχιςτον ςυνϊρτηςη 𝑓: 𝑋 ⟶ ℝ που να ικανοποιεύ τισ ιδιότητεσ των ςχϋςεων 

(3.1) και (3.2). Πρϊγματι, αν 𝑧 τυχαύο αλλϊ ςταθερό ςημεύο του 𝑋, θεωρούμε 

ςτον μετρικό χώρο  𝑋, 𝑑  ςυνϊρτηςη  𝑓 με τύπο 

𝑓 𝑥 = 𝑑 𝑥, 𝑧  , 𝑥 ∈ 𝑋. 

Από την τριγωνικό ανιςότητα που ιςχύει για τη μετρικό d και τον οριςμό τησ  𝑓, 

για κϊθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, ϋχουμε ότι: 

 𝑑 𝑥, 𝑧 −  𝑑(𝑦, 𝑧) ≤ 𝑑 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑑 𝑥, 𝑧 +  𝑑 𝑦, 𝑧 ⟹ 

⟹  𝑓 𝑥 −  𝑓 𝑦   ≤ 𝑑 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑓 𝑥 +  𝑓 𝑦 . 

Απομϋνει να δεύξουμε ότι υπϊρχει ςτόριγμα για την 𝑓. ΢υγκριμϋνα, θα δεύξουμε 

ότι 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 =  𝑧 . Πρϊγματι, για 𝑥 ∈ 𝑋, ϋχουμε 

𝑖𝑛𝑓 𝑑 𝑥, 𝑦 + 𝑓 𝑦 : 𝑦 ∈  𝑧  = 𝑖𝑛𝑓 𝑑 𝑥, 𝑧 + 𝑑 𝑧, 𝑧 : 𝑦 ∈  𝑧  = 𝑑 𝑥, 𝑧 = 𝑓 𝑥 . ∎ 

 

Λήμμα 3.2.   Έςτω 𝑓 ∈ 𝐸 𝑋, 𝜔  και 𝑌 = 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 ένα ςτήριγμα τησ ςυνάρτηςησ 𝑓. 

Τότε ιςχύουν τα εξήσ: 

(1) Κάθε ςύνολο 𝑍 με 𝑋 ⊇ 𝑍 ⊇ 𝑌 είναι επίςησ ςτήριγμα τησ ςυνάρτηςησ 𝑓. 

(2) Για κάθε 𝑥 ∈ 𝑋, υπάρχει ένα τουλάχιςτον 𝜔𝑥 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 ώςτε να ιςχύει 

𝑓 𝑥 = 𝑑 𝑥, 𝜔𝑥 +  𝑓 𝜔𝑥 ≤ 𝑑 𝑥, 𝑦 +  𝑓 𝑦   ∀𝑦 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 

(3) Το ςτήριγμα 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 μίασ δεδομένησ 𝑓 ∈ 𝐸 𝑋,𝜔  μπορεί να επιλεγεί 

έτςι ώςτε, το ζεύγοσ  𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓, 𝑓  να είναι μονοςήμαντα οριςμένο. 

Επομένωσ η απεικόνιςη  

𝑓 ⟶  𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓,   𝑓|𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓   

είναι καλά οριςμένη. 

 

Απόδειξη.  



(1) Θα δεύξουμε ότι, για κϊθε 𝑥 ∈ 𝑋, ιςχύει 

𝑖𝑛𝑓 𝑑 𝑥, 𝑧 + 𝑓 𝑧 : 𝑧 ∈  𝑍 = 𝑓 𝑥  

(η ποςότητα 𝑖𝑛𝑓 𝑑 𝑥, 𝑧 + 𝑓 𝑧 : 𝑧 ∈  𝑍  ϋχει νόημα λόγω τησ ςχϋςησ 

(3.3)). Εφ’ όςον το ςύνολο Ζ ϋχει περιςςότερα ςτοιχεύα από το ςύνολο Τ, 

λόγω τησ ςχϋςησ (3.2 ), ϋχουμε 

𝑖𝑛𝑓 𝑑 𝑥, 𝑧 + 𝑓 𝑧 : 𝑧 ∈  𝑍 ≤ 𝑖𝑛𝑓 𝑑 𝑥, 𝑦 +  𝑓 𝑦 ∶ 𝑦 ∈ 𝑌 = 𝑓 𝑥 , 

ϊρα 𝑖𝑛𝑓 𝑑 𝑥, 𝑧 + 𝑓 𝑧 : 𝑧 ∈  𝑍 ≤ 𝑓 𝑥    ∀𝑥 ∈ 𝑋. Για την απόδειξη τησ 

αντύςτροφησ ανιςότητασ, κατ’ αρχόν, από τη ςχϋςη (3.1), ϋχουμε 

 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑧  ≤ 𝑑 𝑥, 𝑧 ⟹ 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑧 ≤ 𝑑 𝑥, 𝑧  

⟹ 𝑓 𝑥 ≤ 𝑑 𝑥, 𝑧 + 𝑓 𝑧     ∀𝑥𝜖 𝛸 , 𝑧 ∈ 𝑍. 

Λόγω τησ ύπαρξησ του inf, υπϊρχει ακολουθύα 𝑧𝑛   από ςτοιχεύα του 𝑍 

ώςτε, για 𝑛 ⟶ ∞, να ιςχύει  

𝑑(𝑥, 𝑧𝑛) +𝑓 𝑧𝑛 ⟶ 𝑖𝑛𝑓 𝑑 𝑥, 𝑧 + 𝑓 𝑧 : 𝑧 ∈  𝑍  . 

Οπότε, ςυνδυϊζοντασ την τελευταύα ανιςότητα με την ςύγκλιςη τησ 

παραπϊνω ακολουθύασ, οδηγούμαςτε ςτην αντύςτροφη ανιςότητα 

καθώσ ϋχουμε 

𝑓 𝑥 ≤ 𝑑 𝑥, 𝑧𝑛 + 𝑓 𝑧𝑛 ⟹ lim
𝑛→∞

𝑓 𝑥 ≤ lim
𝑛→∞

 𝑑 𝑥, 𝑧𝑛 + 𝑓 𝑧𝑛   

⟹ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑖𝑛𝑓 𝑑 𝑥, 𝑧 + 𝑓 𝑧 : 𝑧 ∈ 𝑍 . 

Άρα,   𝑓 𝑥 = 𝑖𝑛𝑓 𝑑 𝑥, 𝑧 + 𝑓 𝑧 : 𝑧 ∈ 𝑍    ∀𝑥 ∈ 𝑋. 

(2) Προκύπτει από το γεγονόσ ότι, για ϋνα τυχαύο αλλϊ ςταθερό 𝑥 ∈ 𝑋, το inf 

επιτυγχϊνεται για κϊποιο 𝜔𝑥 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓, αφού το 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 εύναι ϋνα 

πεπεραςμϋνο ςύνολο. 

(3) Έςτω ότι 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 = 𝑛, 𝑛 ∈ ℕ (καθώσ το ςτόριγμα εύναι από τον 

οριςμό του πεπεραςμϋνο ςύνολο). Θεωρούμε το μη κενό ςύνολο 

𝐶 =  𝐴 ⊆ 𝑋: 𝐴 𝜍𝜏ή𝜌𝜄𝛾𝜇𝛼 𝜏𝜂𝜎 𝑓 𝜇𝜀 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐴 = 𝑛  . 



Σότε, για το μοναδικό  𝑛 −ελϊχιςτο ςτοιχεύο 𝛢𝑛  του ςυνόλου 𝐶 (Οριςμόσ 

2.20) ιςχύει 𝛢𝑛 = 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 ϊρα, το ζεύγοσ  𝛢𝑛 , 𝑓 ≡  𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓, 𝑓  εύναι 

μονοςόμαντα οριςμϋνο.  ∎ 

 

Λήμμα 3.3.   Έςτω τυχαίο (αλλά ςταθερό) 𝑥0 ∈ 𝑋 και 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐸 𝑋 . Τότε ιςχύει 

 𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥  ≤ 𝑓 𝑥0 + 𝑔 𝑥0     ∀𝑥 ∈ 𝑋. 

Συνεπώσ, ορίζεται η πραγματική απεικόνιςη  𝑑𝐸: 𝐸 𝑋 × 𝐸 𝑋 ⟶ ℝ  με 

𝑑𝐸 𝑓, 𝑔 = 𝑠𝑢𝑝  𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥  ∶   𝑥 ∈ 𝑋  

και το ζεύγοσ  𝐸 𝑋 , 𝑑𝐸  αποτελεί μετρικό χώρο. 

 

Απόδειξη. 

Αφού 𝑓 ∈ 𝐸 𝑋 , από τη ςχϋςη (3.1) ϋχουμε 

 𝑓 𝑥 −  𝑓(𝑥0)  ≤ 𝑑 𝑥, 𝑥0 ≤ 𝑓 𝑥 +  𝑓 𝑥0   ∀𝑥 ∈ 𝑋, 

από όπου προκύπτουν οι ςχϋςεισ 

−𝑑 𝑥, 𝑥0 ≤ 𝑓 𝑥 −  𝑓 𝑥0 ≤ 𝑑 𝑥, 𝑥0 ⟹ 𝑓 𝑥  ≤ 𝑑 𝑥, 𝑥0 + 𝑓(𝑥0) 

𝑑 𝑥, 𝑥0 ≤ 𝑓 𝑥 +  𝑓 𝑥0 ⟹ 𝑑 𝑥, 𝑥0 − 𝑓 𝑥0 ≤ 𝑓 𝑥   

από τισ οπούεσ ςυνϊγεται ότι 

𝑑 𝑥, 𝑥0 − 𝑓 𝑥0 ≤ 𝑓 𝑥  ≤ 𝑑 𝑥, 𝑥0 + 𝑓 𝑥0  

⟹ −𝑓 𝑥0 ≤ 𝑓 𝑥 − 𝑑 𝑥, 𝑥0  ≤ 𝑓(𝑥0) 

⟹  𝑓 𝑥 −  𝑑 𝑥, 𝑥0   ≤ 𝑓 𝑥0 . 

Όμοια για την 𝑔 ∈ 𝐸 𝑋  ιςχύει    𝑔 𝑥 −  𝑑 𝑥, 𝑥0   ≤ 𝑔(𝑥0), 

οπότε, προςθϋτοντασ κατϊ μϋλη 

 𝑓 𝑥 −  𝑑 𝑥, 𝑥0  +  𝑔 𝑥 −  𝑑 𝑥, 𝑥0  ≤ 𝑓 𝑥0 + 𝑔(𝑥0) 



και τελικϊ  𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥  ≤ 𝑓 𝑥0 + 𝑔 𝑥0     ∀𝑥 ∈ 𝑋.  ∎ 

 

Διατηρώντασ τον ύδιο ςυμβολιςμό για τον περιοριςμό τησ απεικόνιςησ 

𝑑𝐸  ςτο ςύνολο 𝐸 𝑋, 𝜔 ⊆  𝐸 𝑋  ϋχουμε ότι 

 

                                   το ζεύγοσ  𝐸 𝑋,𝜔 , 𝑑𝐸  είναι μετρικόσ χώροσ                          (3.4) 

 

Επιπλϋον, για κϊθε 𝑧 ∈ 𝑋, θεωρούμε (όπωσ ςτην απόδειξη του Λόμματοσ 3.1) τισ 

ςυναρτόςεισ 𝑓𝑧𝜖 𝐸(𝑋,𝜔) με  

                                             𝑓𝑧 𝑥 = 𝑑(𝑧, 𝑥)   και   𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓𝑧 =  𝑧                                    (3.5) 

Όπωσ θα δούμε, ο ρόλοσ των ςυναρτόςεων 𝑓𝑧𝜖 𝐸(𝑋,𝜔) εύναι βαςικόσ για όςα 

ακολουθούν και αφορούν ςτη ςχϋςη των δομών των μετρικών χώρων  𝑋, 𝑑  και 

 𝐸 𝑋,𝜔 , 𝑑𝐸 . 

 

Πρόταςη 3.4.   Ο μετρικόσ χώροσ  𝑋, 𝑑  εμφυτεύεται ιςομετρικά ςτον μετρικό 

χώρο  𝐸 𝑋,𝜔 , 𝑑𝐸  (ςχϋςη 3.4), μέςω τησ απεικόνιςησ 𝑋 ∋ 𝑥 ⟶ 𝑓𝑥 ∈ 𝐸(𝑋,𝜔)  

(ςχϋςη 3.5), και επομένωσ 

ο χώροσ  𝑋, 𝑑  ταυτίζεται με έναν υπόχωρο του χώρου  𝐸 𝑋, 𝜔 , 𝑑𝐸 . 

Επιπλέον, για κάθε 𝑓 ∈ 𝐸(𝑋, 𝜔) και 𝑥 ∈ 𝑋, ιςχύει    𝑓 𝑥 = 𝑑𝐸 𝑓, 𝑓𝑥 ≡ 𝑑𝐸 𝑓, 𝑥 . 

 

Απόδειξη.  

Όςον αφορϊ ςτην ιςομετρικό εμφύτευςη, αρκεύ να δεύξουμε ότι ιςχύει 

                                             𝑑 𝑥, 𝑦 = 𝑑𝐸 𝑓𝑥 , 𝑓𝑦     ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋                            (3.6) 

Κατ’ αρχϊσ, ιςχύει 𝑑𝐸 𝑓𝑥 , 𝑓𝑦 ≤ 𝑑 𝑥, 𝑦 , διότι 



𝑑𝐸 𝑓𝑥 , 𝑓𝑦 = sup  𝑓𝑥 𝑧 − 𝑓𝑦 𝑧  : 𝑧 ∈  𝑋 = sup  𝑑 𝑥, 𝑧 − 𝑑 𝑦, 𝑧  : 𝑧 ∈ 𝑋  

≤ sup 𝑑 𝑥, 𝑦 : 𝑧 ∈ 𝑋 = 𝑑 𝑥, 𝑦 . 

Επύςησ, ιςχύει η αντύςτροφη ανιςότητα αφού 

𝑑𝐸 𝑓𝑥 , 𝑓𝑦 = sup  𝑓𝑥 𝑧 − 𝑓𝑦 𝑧  : 𝑧 ∈  𝑋  

                                                            = sup  𝑑 𝑥, 𝑧 − 𝑑 𝑦, 𝑧  : 𝑧 ∈ 𝑋   

                                                             ≥  𝑑 𝑥, 𝑧 − 𝑑 𝑦, 𝑧   ∀ 𝑧 ∈  𝑋,  

οπότε, για 𝑧 = 𝑦 προκύπτει ότι  𝑑𝐸 𝑓𝑥 , 𝑓𝑦 ≥   𝑑 𝑥, 𝑦 − 𝑑(𝑦, 𝑦) = 𝑑(𝑥, 𝑦). 

Ακολουθώντασ την ύδια τακτικό και για την απόδειξη τησ ιςότητασ 𝑓 𝑥 =

𝑑𝐸 𝑓, 𝑓𝑥  ϋχουμε 

𝑑𝐸 𝑓, 𝑓𝑥 = sup  𝑓 𝑧 − 𝑓𝑥 𝑧  : 𝑧 ∈  𝑋  

                                                            = sup  𝑓 𝑧 − 𝑑 𝑥, 𝑧  : 𝑧 ∈ 𝑋  

                                                             ≥  𝑓 𝑧 − 𝑑(𝑥, 𝑧)  ∀ 𝑧 ∈ 𝑋  

οπότε, για 𝑧 = 𝑥 προκύπτει ότι 

  𝑑𝐸 𝑓, 𝑓𝑥 ≥  𝑓 𝑥 − 𝑑(𝑥, 𝑥) =  𝑓(𝑥) ⟹ 𝑑𝐸 𝑓, 𝑓𝑥 ≥ 𝑓 𝑥 .  

Απομϋνει να δεύξουμε ότι  𝑑𝐸 𝑓, 𝑓𝑥 ≤ 𝑓 𝑥 . Εφ’ όςον 

𝑑𝐸 𝑓, 𝑓𝑥 = sup  𝑓(𝑧) − 𝑓𝑥 𝑧  : 𝑧 ∈  𝑋 = sup  𝑓(𝑧) − 𝑑(𝑥, 𝑧) : 𝑧 ∈  𝑋  

αρκεύ να δεύξουμε ότι 

sup  𝑓(𝑧) − 𝑑(𝑥, 𝑧) : 𝑧 ∈ 𝑋 ≤ 𝑓 𝑥     ό ότι   

 𝑑 𝑥, 𝑧 − 𝑓(𝑧) ≤ 𝑓 𝑥  ∀𝑧 ∈ 𝑋. 

Πρϊγματι, (όπωσ και ςτο Λόμμα 3.3) αν 𝑧 ∈ 𝑋, από τη ςχϋςη (3.1) ϋχουμε αφ’ 

ενόσ 

𝑑 𝑥, 𝑧 ≤ 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑧 ⟹ 𝑑 𝑥, 𝑧 − 𝑓(𝑧) ≤ 𝑓(𝑥) 



και αφ’ ετϋρου 

 𝑓 𝑧 − 𝑓 𝑥  ≤ 𝑑 𝑥, 𝑧 ⟹ −𝑑 𝑥, 𝑧 ≤ 𝑓 𝑧 − 𝑓 𝑥 ≤ 𝑑 𝑥, 𝑧  

⟹ −𝑓 𝑥 ≤ −𝑓 𝑧 + 𝑑 𝑥, 𝑧 ⟹ 𝑓 𝑥 ≥ 𝑓 𝑧 − 𝑑 𝑥, 𝑧  

ϊρα     𝑑 𝑥, 𝑧 − 𝑓(𝑧) ≤ 𝑓(𝑥).  ∎ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Ο μετρικόσ χώροσ  𝑋∞  

 

Η περιγραφό και οι ιδιότητεσ του μετρικού χώρου  𝐸(𝑋, 𝜔) , που 

παραθϋςαμε προηγουμϋνωσ, αποτελούν τη βϊςη για την περιγραφό του 

ςυνόλου 𝑋∞  αλλϊ και για τον εφοδιαςμό του 𝑋∞  με μύα μετρικό. 

 

Για κϊθε φυςικό αριθμό 𝑛 ≥ 1, ςυμβολύζουμε με 𝐸 𝑋, 𝑛  τον ακόλουθο 

υπόχωρο του μετρικού χώρου 𝐸(𝑋,𝜔)  (𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓  ο πληθικόσ αριθμόσ του 

ςτηρύγματοσ τησ 𝑓): 

𝐸 𝑋, 𝑛 =  𝑓 ∈ 𝐸 𝑋,𝜔 : 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 ≤ 𝑛 . 

Από τη ςχϋςη (3.5) και την Πρόταςη 3.4 προκύπτει ότι,  

𝑋 ⊆  𝐸 𝑋, 1  

ενώ τον οριςμό του 𝐸(𝑋,𝜔) και το Λόμμα 3.2 (1) ϋχουμε ότι 

𝑋 ⊆  𝐸 𝑋, 1 ⊆  𝐸 𝑋, 2 ⊆ ⋯  ⊆  𝐸 𝑋, 𝑛 ⊆ ⋯ 

  𝐸 𝑋, 𝑛 =𝑛≥1 𝐸(𝑋,𝜔). 

Όπωσ θα δούμε ςτο 4ο Μϋροσ, κατϊλληλα υποςύνολα των υποχώρων 𝐸 𝑋, 𝑛  θα 

ςυμβϊλλουν ώςτε ο χώροσ 𝐸(𝑋,𝜔) να χαρακτηριςθεύ ωσ διαχωρύςιμοσ. 

 

Θεωρούμε τώρα την πλόρωςη του μετρικού χώρου  𝐸 𝑋,𝜔 , 𝑑𝐸 , ςυμβολικϊ  

 𝐸 𝑋,𝜔           , 𝑑 𝐸 = πλήρωςη του  𝐸 𝑋,𝜔 , 𝑑𝐸 . 

και ορύζουμε επαγωγικϊ το εξόσ ςύνολο 𝑋∞  : 

                                              𝑋0 = 𝑋    και    𝛸𝑛+1 = 𝐸 𝛸𝑛 , 𝜔              ,  𝑛 = 1,2, …                (3.7) 

                                                             𝑋∞ =  𝑋𝑛𝑛≥0                                                            (3.8) 



΢ύμφωνα με την Πρόταςη 3.4, ο χώροσ  𝑋, 𝑑  ταυτύζεται ιςομετρικϊ με ϋναν 

υπόχωρο του χώρου  𝐸 𝑋,𝜔 , 𝑑𝐸  και επομϋνωσ (Οριςμόσ - Θεώρημα 2.13) 

ο χώροσ  𝑋0, 𝑑  ταυτίζεται (ιςομετρικά) 

                                  με έναν υπόχωρο του χώρου  𝐸 𝛸0, 𝜔            , 𝑑 𝐸 = 𝑋1                    (3.9) 

Με βϊςη τη ςχϋςη (3.9) και τον παραπϊνω επαγωγικό οριςμό, εξειδικεύουμε 

τώρα το ςυμβολιςμό που χρηςιμοποιούμε θϋτοντασ 

𝑑0 = 𝑑    ,    𝑑1 = 𝑑 𝐸  

𝑋0 =  𝑋, 𝑑 =  𝑋0, 𝑑0 ,  𝑋1 =  𝑋1, 𝑑 𝐸 =  𝑋1, 𝑑1 ,…, 𝑋𝑛+1 =  𝑋𝑛+1, 𝑑𝑛+1  

και για κϊθε φυςικό αριθμό  𝑛 ≥ 0 ϋχουμε τισ ιςομετρικϋσ εμφυτεύςεισ 

 

                   𝑋0, 𝑑0 ↪  𝑋1, 𝑑1 ↪ ⋯ ↪  𝑋𝑛+1, 𝑑𝑛+1 ↪ ⋯ ↪  𝑋𝑛𝑛≥0 = 𝑋∞       (3.10) 

                                                                  𝑑𝑛+1|𝑋𝑛×𝑋𝑛
= 𝑑𝑛                                               (3.11) 

 

Οι ςυμβολιςμού αυτού θα διατηρηθούν μϋχρι το τϋλοσ τησ εργαςύασ αυτόσ και 

ειδικότερα ο ςυμβολιςμόσ του αρχικού χώρου  𝑋, 𝑑  ωσ  𝑋0, 𝑑0 . 

 

Προκειμϋνου να εφοδιϊςουμε το ςύνολο 𝑋∞  με μύα μετρικό ορύζουμε την 

απεικόνιςη 

𝑑: 𝑋∞ × 𝑋∞ ⟶ ℝ 

με τον ακόλουθο τρόπο: 

Αν 𝑎 ∈ 𝑋∞ =  𝑋𝑛𝑛≥0  τότε, υπϊρχει φυςικόσ αριθμόσ 𝑠 ώςτε 𝑎 ∈ 𝑋𝑠 . Ο αριθμόσ 𝑠 

εύναι δυνατόν να θεωρηθεύ μονοςόμαντα οριςμϋνοσ, θεωρώντασ τον ελϊχιςτο 

φυςικό 𝑠 = 𝑠 𝑎  ώςτε 𝑎 ∈ 𝑋𝑠 (Πρόταςη 2.2 (Αρχό τησ καλόσ διϊταξησ)). Σότε, 

για 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋∞ , λόγω των ςχϋςεων (3.10) και (3.11), ιςχύουν 



                 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋𝑛   και  𝑑𝑛 𝑎, 𝑏 = 𝑑𝑚 𝑎, 𝑏   ∀𝑛 ≥ 𝑚 = 𝑚𝑎𝑥 𝑠 𝑎 , 𝑠 𝑏         (3.12) 

και ορύζουμε 

                   𝑑 𝑎, 𝑏 = 𝑑𝑚  𝑎, 𝑏 = 𝑑𝑛 𝑎, 𝑏   ,  𝑛 ≥ 𝑚 = 𝑚𝑎𝑥 𝑠 𝑎 , 𝑠 𝑏               (3.13) 

(δηλαδό, ωσ «απόςταςη των 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋∞» ορύζουμε τον αριθμό 𝑑𝑛 𝑎, 𝑏 , όπου 𝑑𝑛  η 

μετρικό οποιουδόποτε 𝑋𝑛  (λόγω τησ ςχϋςησ (3.12)) ςτον οπούο τα 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋∞  

«ςυνυπϊρχουν»). Ιςχυριζόμαςτε τώρα ότι 

 

                                     Το ζεύγοσ  𝑋∞ , 𝑑  αποτελεί μετρικό χώρο                             (3.14) 

 

Προσ τούτο αρκεύ (προφανώσ) να ελϋγξουμε μόνο την ιςχύ τησ τριγωνικόσ 

ανιςότητασ για την 𝑑. 

Έςτω 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑋∞ . Φωρύσ βλϊβη τησ γενικότητασ, υποθϋτουμε ότι 

𝑎 ∈ 𝑋𝑚  , 𝑏 ∈ 𝑋𝑛  , 𝑐 ∈ 𝑋𝑠   με  𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 𝑠  ⟹ 𝑋𝑠 ⊆ 𝑋𝑛 ⊆ 𝑋𝑚 ⟹ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑋𝑚  

Οπότε,    𝑑 𝑎, 𝑏 = 𝑑𝑚  𝑎, 𝑏 ≤ 𝑑𝑚 𝑎, 𝑐 + 𝑑𝑚 𝑐, 𝑏 = 𝑑 𝑎, 𝑐 + 𝑑 𝑐, 𝑏 . 

 

Παρατήρηςη 3.5.   Σα ςτοιχεύα του χώρου 𝑋∞  αποτελούν όρια ςτοιχεύων των 

χώρων 𝐸(𝑋𝑛 , 𝜔) (ςχϋςεισ (3.7), (3,8)). Με τη ςειρϊ τουσ τα ςτοιχεύα των χώρων 

𝐸(𝑋𝑛 , 𝜔) περιγρϊφονται μϋςω των ςτοιχεύων των χώρων 𝑋𝑛  . ΢υγκεκριμϋνα 

(και κατ’ αναλογύα με την ιδιότητα «για κάθε 𝑓 ∈ 𝐸(𝑋,𝜔) και 𝑥 ∈ 𝑋, ιςχύει 

𝑓 𝑥 = 𝑑𝐸 𝑓, 𝑓𝑥 » (Πρόταςη 3.4)) ιςχύει 

για κάθε 𝑓 ∈ 𝐸(𝑋𝑛 , 𝜔) και 𝑥 ∈ 𝑋𝑛  , ιςχύει  

𝑓 𝑥 = 𝑑𝑛 𝑓, 𝑓𝑥 = 𝑑 𝑓, 𝑓𝑥 ≡ 𝑑 𝑓, 𝑥  

με 𝑓𝑥 𝑧 = 𝑑𝑛 𝑥, 𝑧 = 𝑑 𝑥, 𝑧  , 𝑧 ∈ 𝑋𝑛 𝑥, 𝑧   (ςχϋςη (3.13)). 

 



ΜΕΡΟ΢ 4ο 

 

Η διαχωριςιμότητα του μετρικού χώρου 𝑬 𝑿,𝝎  

 

 

 

΢το μϋροσ αυτό αποδεικνύεται η διαχωριςιμότητα του μετρικού χώρου 

𝛦 𝛸,𝜔 . Η αναζότηςη ενόσ αριθμόςιμου και πυκνού υποςυνόλου γύνεται ςτον 

υπόχωρο 𝛦 𝛸,𝜔  του μετρικού χώρου  𝐸 𝑋 , 𝑑𝐸  (Λόμμα 3.3), καθώσ ο χώροσ 

 𝐸 𝑋 , 𝑑𝐸  δεν εύναι πϊντα διαχωρύςιμοσ. Πρϊγματι, 

Αν 𝑋 = ℝ2 , ο ευκλεύδειοσ χώροσ εφοδιαςμϋνοσ με τη ςυνόθη μετρικό  ∙ 2 

τότε, το ςύνολο 𝛦 𝛸  των ςυναρτόςεων 𝑓: 𝑋 ⟶ ℝ με την ιδιότητα 

 𝑓 𝑥 −  𝑓(𝑦)  ≤ 𝑑 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑓 𝑥 +  𝑓 𝑦   ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋  

δεν εύναι διαχωρύςιμοσ χώροσ ([7], Example 4.4). 

Γενικϊ, ϋνασ από τουσ χαρακτηριςμούσ τησ διαχωριςιμότητασ του χώρου 

𝛦 𝛸  εύναι ο εξόσ ([7], Theorem 4.5): 

𝛦 𝛸  διαχωρύςιμοσ ⟺ 𝛦 𝛸 = 𝛦 𝛸,𝜔              

 

 

Έςτω (𝛸, 𝑑) Πολωνικόσ μετρικόσ χώροσ και 𝐷 ϋνα πυκνό και αριθμόςιμο 

υποςύνολο του 𝑋. Αν 𝑓: 𝑋 ⟶ ℝ και 𝐴 ⊆ 𝑋, ςυμβολύζουμε με   𝑓|𝐴 τον περιοριςμό 

τησ 𝑓 ςτο ςύνολο 𝐴. Τπενθυμύζουμε ότι με 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐴  ςυμβολύζουμε τον πληθικό 

αριθμό ενόσ ςυνόλου 𝐴. 



΢υμβολύζουμε με Π 𝐷  ό απλϊ με Π το ςύνολο των μη κενών πεπεραςμένων 

υποςυνόλων του ςυνόλου 𝐷, εφοδιαςμϋνο με μύα καλό διϊταξη ≺Π 𝐷 . Δηλαδό, 

Π ≡ Π 𝐷 =  ∅ ≠ 𝐴 ⊆ 𝐷: 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐴 = 𝑛 , 𝑛 ≥ 1 ≡  Π 𝐷 ,≺Π 𝐷   

Επύςησ, θεωρούμε τα ςύνολα 

𝐹 𝐴 =  𝑓|𝑓: 𝐴 ⟶ ℚ  , 𝐴 ∈ Π 

                           𝐷1 =  𝑓 ∈ 𝛦 𝛸, 𝜔 : 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 ∈ 𝛱,   𝑓|𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 ∈ 𝐹 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓                   (4.1) 

δηλαδό, 

 

το ςύνολο 𝐷1 αποτελείται από τισ 𝑓 ∈ 𝛦 𝛸,𝜔  

με ρητέσ τιμέσ ςτο ςτήριγμά τουσ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 και 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 ⊆ 𝐷. 

 

΢ύμφωνα με τον Οριςμό 2.20 και το Λόμμα 3.2 (3), το ζεύγοσ 

 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓,   𝑓|𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓  ∈ 𝛱 × 𝐹 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓  

εύναι μοναδικό για κϊθε 𝑓 ∈ 𝛦 𝛸,𝜔  με   𝑓|𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓  𝑥 ∈ ℚ. 

Ειδικότερα, αν 𝑐𝑎𝑟𝑑 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 = 1, υπϊρχει μοναδικό 𝑥0 ∈ 𝛸 ώςτε 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 =  𝑥0 . 

Πρϊγματι, αν ϋνα ςύνολο  𝑥1  όταν επύςησ ςτόριγμα τησ 𝑓, για κϊθε 𝑥 ∈  𝑋, θα 

εύχαμε 

𝑓 𝑥 = 𝑖𝑛𝑓 𝑑 𝑥, 𝑦 +  𝑓 𝑦 ∶ 𝑦 ∈  𝑥0   = 𝑖𝑛𝑓 𝑑 𝑥, 𝑦 +  𝑓 𝑦 ∶ 𝑦 ∈  𝑥1   

⟹ 𝑓 𝑥 = 𝑑 𝑥, 𝑥0 +  𝑓 𝑥0 = 𝑑 𝑥, 𝑥1 +  𝑓 𝑥1  

και θϋτοντασ διαδοχικϊ 𝑥 = 𝑥0, 𝑥 = 𝑥1  ϋχουμε 

𝑑 𝑥1, 𝑥0 = 𝑓 𝑥0 − 𝑓 𝑥1 = 𝑓 𝑥1 − 𝑓 𝑥0 ⟹ 𝑑 𝑥1, 𝑥0 = 0 ⟹ 𝑥1 = 𝑥0 . 



΢τα Λόμματα που ακολουθούν αποδεικνύουμε ότι το υποςύνολο 𝐷1 του 𝐸 𝑋,𝜔  

πληρού εκεύνεσ τισ ιδιότητεσ που μασ επιτρϋπουν να χαρακτηρύςουμε τον 

μετρικό χώρο 𝐸 𝑋,𝜔  ωσ διαχωρίςιμο μετρικό χώρο. 

 

Λήμμα 4.1.   Το ςύνολο 𝐷1 είναι μη κενό υποςύνολο του 𝐸(𝑋, 𝜔). 

 

Απόδειξη. 

Έςτω 𝑥0 ∈ 𝐷 τυχαύο ςτοιχεύο του πυκνού και αριθμόςιμου υποςύνολου 

𝐷 του 𝑋. Θεωρούμε την ςυνϊρτηςη 𝑓𝑥0
 𝑥 = 𝑑(𝑥0, 𝑥). ΢ύμφωνα με τη ςχϋςη 

(3.5), και τουσ παραπϊνω ςυμβολιςμούσ ςυνόλων εύναι 

𝑓𝑥0
𝜖 𝐸(𝑋,𝜔)  ,  𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓𝑥0

=  𝑥0 ∈ Π 

και 𝑓𝑥0
 𝑥0 = 0 ∈ ℚ. 

Άρα, 𝑓𝑥0
∈ 𝐷1 και επομϋνωσ  𝐷1 ≠ ∅.  ∎ 

 

Πρόταςη 4.2.   Το ςύνολο  𝐷1  είναι αριθμήςιμο υποςύνολο του 𝐸(𝑋, 𝜔). 

 

Απόδειξη. 

Ιςχυριςμόσ 

Το ςύνολο 𝐹 =   𝐴, 𝑓 : 𝐴 ∈ Π, 𝑓 ∈ 𝐹 𝐴   είναι μη κενό αριθμήςιμο ςύνολο. 

 

Απόδειξη του ιςχυριςμού. 

Έςτω 𝑔 ∈ 𝐷1  (Λόμμα 4.1). Σο ςύνολο 𝐹 εύναι μη κενό διότι, ςύμφωνα με τη 

ςχϋςη (4.1),  𝑠𝑢𝑝𝑝𝑔,   𝑔|𝑠𝑢𝑝𝑝𝑔  ∈ 𝐹. Παρατηρούμε τώρα, ότι 



𝐹 =   𝐴, 𝑓 : 𝐴 ∈ Π, 𝑓 ∈ 𝐹 𝐴  =    𝐴 × 𝐹 𝐴  𝐴∈Π . 

Εφ’ όςον το ςύνολο 𝐷 εύναι αριθμόςιμο , ςύμφωνα με την Πρόταςη 2.11, το 

ςύνολο Π των πεπεραςμϋνων υποςυνόλων του 𝐷 εύναι αριθμόςιμο. Επύςησ, το 

ςύνολο 𝐹 𝐴 =  𝑓|𝑓: 𝐴 ⟶ ℚ  , 𝐴 ∈ Π εύναι αριθμόςιμο (Πρόταςη 2.10) ενώ το 

μονοςύνολο  𝐴  εύναι προφανώσ αριθμόςιμο. ΢υνϊγεται τώρα ότι, το ςύνολο 

 𝐴 × 𝐹 𝐴  εύναι αριθμόςιμο (Πρόταςη 2.7) και τελικϊ το 𝐹 εύναι αριθμόςιμο, ωσ 

αριθμόςιμη ϋνωςη των αριθμόςιμων  𝐴 × 𝐹 𝐴  (Πρόταςη 2.8), καθώσ το 

ςύνολο δεικτών  Π τησ ϋνωςησ εύναι αριθμόςιμο. 

Θεωρούμε τώρα την απεικόνιςη 

𝑕: 𝐷1 ⟶ 𝐹 =   𝐴, 𝑓 : 𝐴 ∈ Π, 𝑓 ∈ 𝐹 𝐴     με  𝑕 𝑓 =  𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓,   𝑓|𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓  , 

η οπούα, ςύμφωνα με όςα εκθϋςαμε πριν το Λόμμα 4.1, εύναι καλϊ οριςμϋνη. 

Εφ’ όςον το ςύνολο 𝐹 εύναι αριθμόςιμο (Ιςχυριςμόσ), για να δεύξουμε ότι το 𝐷1 

εύναι αριθμόςιμο αρκεύ να δεύξουμε ότι, η ςυνϊρτηςη 𝑕: 𝐷1 ⟶ 𝐹 εύναι 

ςυνϊρτηςη 1-1(Πρόταςη 2.4). 

Έςτω 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐷1 με 𝑕 𝑓 = 𝑕 𝑔 . Θα δεύξουμε ότι 𝑓 = 𝑔. Πρϊγματι, 

𝑕 𝑓 = 𝑕 𝑔 ⟹  𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓,   𝑓|𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓  =  𝑠𝑢𝑝𝑝𝑔,   𝑔|𝑠𝑢𝑝𝑝𝑔    

                          ⟹ 𝑓 𝑎 = 𝑔 𝑎    ∀ 𝑎 ∈  𝐴 = 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 = 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑔 

                          ⟹ 𝑑 𝑥, 𝑎 + 𝑓 𝑎 = 𝑑 𝑥, 𝑎 + 𝑔 𝑎   ∀ 𝑎 ∈  𝐴, 𝑥 ∈ 𝑋  

⟹ 𝑖𝑛𝑓 𝑑 𝑥, 𝑎 + 𝑓 𝑎 : 𝑎 ∈  𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 = 𝑖𝑛𝑓 𝑑 𝑥, 𝑎 + 𝑔 𝑎 : 𝑎 ∈  𝑠𝑢𝑝𝑝𝑔   ∀ 𝑥 ∈ 𝑋 

     ⟹ 𝑓 𝑥 = 𝑔 𝑥  ∀ 𝑥 𝜖 𝑋  (ςχϋςη (3.2)) 

     ⟹ 𝑓 = 𝑔.  ∎ 

 

Σο επόμενα δύο λόμματα εύναι απαραύτητα για την απόδειξη τησ πρόταςησ 4.5 

που θα ακολουθόςει και αφορϊ ςτην πυκνότητα του ςυνόλου 𝐷1 ςτον 𝐸(𝑋,𝜔).. 



Λήμμα 4.3.   Έςτω 𝑓 𝜖 𝐸(𝑋,𝜔) με ςτήριγμα 𝑆 =   𝑠1,  𝑠2, … , 𝑠𝑛    και 𝑓 𝑠1 , 𝑓 𝑠2 ,

… , 𝑓 𝑠𝑛 ∈ ℝ  οι τιμέσ τησ ςυνάρτηςησ 𝑓|𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓  . Αν 

𝛢 =  𝑎 ∈ 𝑆: ∃𝑏 ∈ 𝑆: 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑏 + 𝑑 𝑎, 𝑏 ≠ 𝑓 𝑏   

τότε, το ςύνολο 𝑆 ∖ 𝐴 =  𝑠𝑖 ∈ 𝑆: 𝑠𝑖 ∉ 𝐴, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  αποτελεί ςτήριγμα τησ 𝑓 με 

𝑓 𝑠𝑖 < 𝑓 𝑠𝑗  + 𝑑 𝑠𝑖 , 𝑠𝑗   ∀𝑠𝑖 ≠ 𝑠𝑗 ∈ 𝑆 ∖ 𝐴 

και επομένωσ με την ιδιότητα 

 𝑓 𝑠𝑖   −  𝑓( 𝑠𝑗 )  < 𝑑 𝑠𝑖  , 𝑠𝑗   ∀𝑠𝑖 ≠ 𝑠𝑗 ∈ 𝑆 ∖ 𝐴. 

 

Απόδειξη. 

Σο ςύνολο 𝑆 ∖ 𝐴 θα αποτελεύ ςτόριγμα τησ 𝑓, αν ιςχύει (ςχϋςη (3.2)) 

𝑓 𝑥 = 𝑖𝑛𝑓 𝑑 𝑥, 𝑠𝑖 +  𝑓 𝑠𝑖 ∶ 𝑠𝑖  ∈ 𝑆 ∖ 𝐴    ∀ 𝑥 ∈ 𝑋. 

Εφ’ όςον 𝑓 𝑥 = 𝑖𝑛𝑓 𝑑 𝑥, 𝑠 +  𝑓 𝑠 ∶ 𝑠 ∈  𝑆    ∀ 𝑥 ∈  𝑋, αρκεύ να δεύξουμε ότι η 

παρϊλειψη ενόσ τουλϊχιςτον 𝑎 ∈ 𝛢 από το 𝑆 δεν επηρεϊζει την τιμό του inf τησ 

τελευταύασ ιςότητασ ό ότι υπϊρχει ϋνα τουλϊχιςτον 𝑏 ∈ 𝑆, 𝑏 ≠ 𝑎 ώςτε 

𝑑 𝑥, 𝑎 +  𝑓 𝑎 ≥ 𝑑 𝑥, 𝑏 +  𝑓 𝑏   ∀ 𝑥 ∈ 𝑋. 

Έςτω 𝑎 ∈ 𝛢. Σότε υπϊρχει 𝑏 ∈ 𝑆 ώςτε 𝑓 𝑎 = 𝑓 𝑏 + 𝑑 𝑎, 𝑏 ≠ 𝑓 𝑏 . Οπότε 

𝑏 ≠ 𝑎 και για κϊθε 𝑥 ∈ 𝑋, ϋχουμε 

𝑑 𝑥, 𝑎 +  𝑓 𝑎 = 𝑑 𝑥, 𝑎 +  𝑓 𝑏 + 𝑑 𝑎, 𝑏  

                                                                   = 𝑓 𝑏 + 𝑑 𝑥, 𝑎 +  𝑑 𝑎, 𝑏   

                                                                    ≥ 𝑓 𝑏 + 𝑑 𝑥, 𝑏  . 

Έςτω τώρα 𝑠𝑖 ≠ 𝑠𝑗  ςτοιχεύα του 𝑆 ∖ 𝐴. ΢ύμφωνα με τη ςχϋςη (3.1), 

  𝑓 𝑠𝑖   −  𝑓( 𝑠𝑗 )  ≤ 𝑑 𝑠𝑖  , 𝑠𝑗  ≠ 0 ⟹ 𝑓 𝑠𝑖   −  𝑓( 𝑠𝑗 ) ≤ 𝑑 𝑠𝑖  , 𝑠𝑗  ≠ 0 

                                                                 ⟹ 𝑓 𝑠𝑖   ≤ 𝑓  𝑠𝑗  + 𝑑 𝑠𝑖  , 𝑠𝑗  ≠ 𝑓  𝑠𝑗   



                                                                 ⟹ 𝑓 𝑠𝑖   < 𝑓  𝑠𝑗  + 𝑑 𝑠𝑖  , 𝑠𝑗  ≠ 𝑓  𝑠𝑗   

διότι αν, 𝑓 𝑠𝑖   = 𝑓  𝑠𝑗  + 𝑑 𝑠𝑖  , 𝑠𝑗  ≠ 𝑓  𝑠𝑗   τότε 𝑠𝑖 ∈ 𝐴, ϊτοπο.  ∎ 

 

Λήμμα 4.4.   Έςτω ςυνάρτηςη 𝑓: 𝑋 ⟶ ℝ για την οποία υπάρχει ςτήριγμα 

δηλαδή, υπάρχει πεπεραςμένο ςύνολο 𝐴 ⊆ 𝑋 ώςτε να ιςχύει 

𝑓 𝑥 = 𝑖𝑛𝑓 𝑑 𝑥, 𝑎 + 𝑓 𝑎 : 𝑎 ∈ 𝐴   ∀ 𝑥 ∈  𝑋. 

Τότε, οι επόμενοι ιςχυριςμοί είναι ιςοδύναμοι: 

(1)  𝑓 ∈ 𝐸 𝑋, 𝜔 . 

(2)   𝑓(𝑎) − 𝑓 𝑏  ≤ 𝑑 𝑎 , 𝑏 ≤ 𝑓 𝑎 + 𝑓 𝑏    ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 = 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓. 

 

Απόδειξη. 

(1)⟹(2) Άμεςο από τον οριςμό του χώρου  𝐸 𝑋, 𝜔  (ςχϋςεισ (3.1), (3.2)). 

(2)⟹(1) Αρκεύ να δεύξουμε ότι 

 𝑓 𝑥 −  𝑓(𝑦)  ≤ 𝑑 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑓 𝑥 +  𝑓(𝑦)  ∀ 𝑥, 𝑦 𝜖 𝑋. 

Έςτω 𝑥, 𝑦 𝜖 𝑋. Βϊςει του Λόμματοσ 3.2, υπϊρχουν 𝜔𝑥 , 𝜔𝑦 ∈ 𝐴 = 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 ώςτε  

𝑓 𝑥 = 𝑑 𝑥, 𝜔𝑥 +  𝑓 𝜔𝑥 ≤ 𝑑 𝑥, 𝑎 +  𝑓 𝑎   ∀𝑎 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓. 

𝑓 𝑦 = 𝑑 𝑦, 𝜔𝑦 +  𝑓 𝜔𝑦 ≤ 𝑑 𝑦, 𝑎 +  𝑓 𝑎   ∀𝑎 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓. 

Οπότε, για 𝑎 = 𝜔𝑥 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓, από τισ δύο τελευταύεσ ςχϋςεισ και την τριγωνικό 

ανιςότητα ϋχουμε 

𝑓 𝑦 = 𝑑 𝑦, 𝜔𝑦 +  𝑓 𝜔𝑦 ≤ 𝑑 𝑦, 𝜔𝑥 +  𝑓 𝜔𝑥   

                                                   ≤ 𝑑 𝑦, 𝑥 + 𝑑 𝑥, 𝜔𝑥 +  𝑓 𝜔𝑥  

                                                   = 𝑑 𝑦, 𝑥 +  𝑓 𝑥  



οπότε ιςχύουν  𝑓 𝑦 ≤ 𝑑 𝑦, 𝑥 +  𝑓 𝑥   και  𝑓 𝑥 ≤ 𝑑 𝑦, 𝑥 +  𝑓 𝑦  (εκκινώντασ 

από το 𝑓 𝑥 και εργαζόμενοι ανϊλογα), ϊρα 

 𝑓 𝑥 −  𝑓 𝑦  ≤ 𝑑 𝑥, 𝑦 . 

Φρηςιμοποιώντασ τώρα τισ παραπϊνω εκφρϊςεισ των 𝑓 𝑥  και 𝑓 𝑦 , καθώσ και 

την ανιςότητα-υπόθεςη ςτον ιςχυριςμό (2), θϋτουμε όπου 𝑎 = 𝜔𝑥  και 𝑏 = 𝜔𝑦 , 

και ϋχουμε 

𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 = 𝑑 𝑥, 𝜔𝑥 + 𝑓 𝜔𝑥 + 𝑑 𝑦, 𝜔𝑦 + 𝑓 𝜔𝑦   

                         = 𝑑 𝑥, 𝜔𝑥 + 𝑑 𝑦, 𝜔𝑦 + 𝑓 𝜔𝑥 + 𝑓 𝜔𝑦   

                         ≥  𝑑 𝑥, 𝜔𝑥 + 𝑑 𝑦, 𝜔𝑦 + 𝑑 𝜔𝑥 , 𝜔𝑦   

                         ≥  𝑑 𝑥, 𝜔𝑥 + 𝑑 𝑦, 𝜔𝑥   

                         ≥ 𝑑(𝑥, 𝑦). 

Άρα  𝑑 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑓 𝑥 + 𝑓 𝑦 , και η απόδειξη ϋχει ολοκληρωθεύ.  ∎ 

 

Πρόταςη 4.5.   Το ςύνολο 𝐷1 είναι πυκνό υποςύνολο του 𝐸(𝑋, 𝜔). 

 

Απόδειξη. 

Έςτω ςυνϊρτηςη 𝑓 𝜖 𝐸(𝑋,𝜔) και 𝜀 > 0. Προκειμϋνου να αποδεύξουμε ότι, 

το ςύνολο 𝐷1 εύναι πυκνό ςτον 𝐸(𝑋,𝜔), αρκεύ να καταςκευϊςουμε μια 

ςυνϊρτηςη 𝑔 𝜖 𝐷1  ϋτςι ώςτε,  

𝑑𝐸(𝑓, 𝑔) = 𝑠𝑢𝑝  𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥  ∶   𝑥 ∈ 𝑋 < 𝜀 (Λόμμα 3.3) 

ό ιςοδύναμα ώςτε  𝑓 𝑥 − 𝑔(𝑥) < 𝜀  ∀ 𝑥 𝜖 𝑋. 

΢ύμφωνα με το Λόμμα 4.3, ωσ ςτόριγμα 𝑆 τησ 𝑓 𝜖 𝐸(𝑋, 𝜔) μπορεύ να θεωρηθεύ 

ϋνα ςύνολο 



𝑆 = 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 =   𝑠1,  𝑠2, … , 𝑠𝑛   ⊆ 𝑋 

                                 με    𝑓 𝑠𝑖   −  𝑓( 𝑠𝑗 )  < 𝑑 𝑠𝑖  , 𝑠𝑗   ∀𝑠𝑖 ≠ 𝑠𝑗 ∈ 𝑆                            (4.2) 

Λόγω τησ ςχϋςησ (4.2), ορύζεται ο θετικόσ πραγματικόσ αριθμόσ  

                           𝜀0 = 𝑚𝑖𝑛 𝑑 𝑠𝑖 , 𝑠𝑗  −  𝑓 𝑠𝑖 − 𝑓 𝑠𝑗   ∶  1 ≤ 𝜄 ≠ 𝑗 ≤ 𝑛  > 0         (4.3) 

Θεωρούμε επύςησ            0 < 𝛿 < 𝑚𝑖𝑛  
𝜀0

4
,
𝜀

4
                                                       (4.4) 

 

[ ΚΑΣΑ΢ΚΕΤΉ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢  𝑔 𝜖 𝐷1  Ω΢ΣΕ   𝑓 𝑥 − 𝑔(𝑥) < 𝜀  ∀ 𝑥 𝜖 𝑋 ] 

 

(I)   Κατ’ αρχήν, θα ορίςουμε μία ςυνάρτηςη 𝑔 ςε ένα πεπεραςμένο  

         υποςύνολο 𝐴 του D και κατόπιν ςτον χώρο 𝑋 , ώςτε 

𝑠𝑢𝑝𝑝𝑔 = 𝐴    𝜇𝜀   𝑔 𝑑𝑖  𝜖 ℚ ∀ 𝑑𝑖  𝜖 𝐴. 

(II)     Θα δείξουμε ότι  𝑔 𝜖 𝐷1. 

(III)    Θα δείξουμε ότι   𝑓 𝑥 − 𝑔(𝑥) < 𝜀  ∀ 𝑥 𝜖 𝑋. 

 

(I) 

 

Σο ςύνολο D εύναι πυκνό ςτο χώρο Φ οπότε, για κϊθε 𝑠𝑖  𝜖 𝑆 ⊆ 𝑋, υπϊρχει 

ςτοιχεύο 𝑑𝑖  𝜖 𝐷 τϋτοιο ώςτε 

                                                                    𝑑(𝑠𝑖, 𝑑𝑖) < 𝛿                                                      (4.5) 

Έςτω το πεπεραςμϋνο ςύνολο 𝛢 = {𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝑛} ⊆ 𝐷. Θα αντιςτοιχύςουμε τα 

ςτοιχεύα 𝑑𝑖  του ςυνόλου 𝛢 ςε ρητούσ αριθμούσ, ϋςτω 𝑔 𝑑𝑖 , με την επιλογό τουσ 

να εξαρτϊται από τισ αντύςτοιχεσ πραγματικϋσ τιμϋσ 𝑓 𝑠𝑖 ,  1 ≤ 𝜄 ≤ 𝑛. 



Θεωρούμε, διατεταγμϋνουσ ςε αύξουςα ςειρϊ (ςχϋςη (4.4)), τουσ πραγματικούσ 

αριθμούσ  

𝑓 𝑠𝑖 + 𝛿   ,   𝑓 𝑠𝑖 + 𝑚𝑖𝑛  
𝜀0

4
,
𝜀

4
 . 

Αφού το ςύνολο ℚ των ρητών αριθμών εύναι πυκνό ςτο ℝ, μεταξύ των αριθμών 

αυτών θα υπϊρχει ϋνασ τουλϊχιςτον ρητόσ αριθμόσ, εξαρτώμενοσ από τον 𝑓 𝑠𝑖 , 

τον οπούο ςυμβολύζουμε ωσ 𝑔 𝑑𝑖 : 

                                           𝑓 𝑠𝑖 + 𝛿 ≤ 𝑔 𝑑𝑖 ≤ 𝑓 𝑠𝑖 + 𝑚𝑖𝑛  
𝜀0

4
,
𝜀

4
                            (4.6) 

Κατ’ αυτόν τον τρόπο, ϋχουμε ορύςει μύα ςυνϊρτηςη 𝑔: 𝐴 ⟶ ℚ, την οπούα 

επεκτεύνουμε ςτον 𝑋 ωσ εξόσ: 

𝑔 𝑥 = 𝑖𝑛𝑓 𝑑 𝑥, 𝑑𝑖 +  𝑔 𝑑𝑖 : 𝑑𝑖  𝜖 𝐴    ,  𝑥 ∈ 𝑋. 

Προφανώσ ϋχουμε  

𝑠𝑢𝑝𝑝𝑔 = 𝐴     και      𝑔 𝑑𝑖  𝜖 ℚ ∀ 𝑑𝑖  𝜖 𝐴. 

 

(ΙI) 

 

Από τον οριςμό τησ, η 𝑔: 𝑋 ⟶ ℝ πληρού τη ςχϋςη (3.2) οπότε, αποδεικνύοντασ 

και την ιςχύ τησ ιδιότητασ  𝑔 𝑥 −  𝑔(𝑦)  ≤ 𝑑 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑔 𝑥 +  𝑔(𝑦) (ςχϋςη 3.1) 

θα ϋχουμε ότι 𝑔 𝜖 𝐸 𝑋,𝜔  και τελικϊ ότι, 𝑔 𝜖 𝐷1 (ςχϋςη 4.1). 

Αρχικϊ θα δεύξουμε ότι 

 𝑔(𝑑𝑖) − 𝑔 𝑑𝑗   ≤ 𝑑 𝑑𝑖  , 𝑑𝑗  ≤ 𝑔 𝑑𝑖 + 𝑔 𝑑𝑗    ∀𝑑𝑖  , 𝑑𝑗 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑔 

(που θα αποτελϋςει παρακϊτω τη ςχϋςη (4.13), ςτην οπούα θα καταλόξουμε 

μετϊ από λεπτομερό παρουςύαςη μιασ ςειρϊσ βημϊτων (ςχϋςεισ (4.7)-(4.12)). 

 



΢ύμφωνα με τη ςχϋςη (4.6), ιςχύουν οι  

𝑔 𝑑𝑖 ≥  𝑓 𝑠𝑖 + 𝛿 

𝑔 𝑑𝑗   ≥ 𝑓 𝑠𝑗  + 𝛿. 

Προςθϋτοντασ κατϊ μϋλη τισ παραπϊνω ανιςότητεσ και εφαρμόζοντασ τισ 

ςχϋςεισ (3.1) (για την 𝑓 𝜖 𝐸(𝑋, 𝜔)) και (4.5) , καθώσ και την τριγωνικό 

ανιςότητα για τη μετρικό 𝑑, ϋχουμε 

𝑔 𝑑𝑖 + 𝑔 𝑑𝑗  ≥  𝑓 𝑠𝑖 + 𝑓 𝑠𝑗  + 𝛿 + 𝛿 

                                                                    ≥ 𝑑 𝑠𝑖 , 𝑠𝑗  + 𝛿 + 𝛿 

                                                                    ≥  𝑑 𝑠𝑖 , 𝑠𝑗  + 𝑑 𝑠𝑖 , 𝑑𝑖 + 𝑑 𝑠𝑗 , 𝑑𝑗    

                                                                    ≥  𝑑 𝑠𝑗 , 𝑑𝑖 + 𝑑 𝑠𝑗 , 𝑑𝑗   

                                                                    ≥  𝑑 𝑑𝑖  , 𝑑𝑗   

ϊρα 

                                                      𝑑 𝑑𝑖  , 𝑑𝑗  ≤ 𝑔 𝑑𝑖 + 𝑔 𝑑𝑗                                            (4.7) 

΢τα επόμενα θα αποδεύξουμε ότι 

 𝑔(𝑑𝑖) − 𝑔 𝑑𝑗   ≤ 𝑑 𝑑𝑖  , 𝑑𝑗  . 

Η απόδειξη τησ τελευταύασ ανιςότητασ εύναι ςυνθετότερη, καθώσ απαιτεύται 

ϋνασ ευρύτεροσ ςυνδυαςμόσ μιασ ςειρϊσ ανιςοτικών ςχϋςεων που παραθϋτουμε 

αμϋςωσ παρακϊτω, επεξηγώντασ παρϊλληλα πωσ προκύπτει η κϊθε μύα από 

αυτϋσ. ΢υγκεκριμϋνα ιςχύουν τα εξόσ: 

 

                                                    𝑑 𝑠𝑖 , 𝑠𝑗  + 2𝛿 ≥ 𝑑 𝑑𝑖  , 𝑑𝑗                                               (4.8) 

[ αφού 𝑑(𝑠𝑖, 𝑑𝑖) < 𝛿 (ςχϋςη 4.5), ϋχουμε 



𝑑 𝑠𝑖 , 𝑠𝑗  + 2𝛿 = 𝑑 𝑠𝑖 , 𝑠𝑗  + 𝛿 + 𝛿  

                           > 𝑑 𝑠𝑖 , 𝑠𝑗  + 𝑑 𝑠𝑖 , 𝑑𝑖 + 𝑑 𝑠𝑗 , 𝑑𝑗   

                           > 𝑑 𝑠𝑗 , 𝑑𝑖 + 𝑑 𝑠𝑗 , 𝑑𝑗    

                           > 𝑑 𝑑𝑖  , 𝑑𝑗    ]. 

 

                                                             −2𝛿 > −
𝜀0

2
                                                               (4.9) 

[  𝛿 < min  
𝜀0

4
,
𝜀

4
   (σχέση 4.4) ⟹ 𝛿 <  

𝜀0

4
⟹ 2𝛿 <

𝜀0

2
⟹ −2𝛿 > −

𝜀0

2
  ]. 

 

                                    𝑔 𝑑𝑖 − 𝑔 𝑑𝑗  ≤ 𝑓 𝑠𝑖 − 𝑓 𝑠𝑗  + 𝑚𝑖𝑛  
𝜀0

4
,
𝜀

4
 − 𝛿                (4.10) 

[  χρηςιμοποιώντασ κατϊλληλα τη ςχϋςη (4.6) ϋχουμε 

𝑔 𝑑𝑖 ≤ 𝑓 𝑠𝑖 + 𝑚𝑖𝑛  
𝜀0

4
,
𝜀

4
   

−𝑔 𝑑𝑗  ≤ −𝑓 𝑠𝑗  − 𝛿 

και προςθϋτουμε κατϊ μϋλη  ]. 

 

                                                   𝑔 𝑑𝑖 − 𝑔 𝑑𝑗  ≤ 𝑓 𝑠𝑖 − 𝑓 𝑠𝑗  +
𝜀0

2
                          (4.11) 

[  𝑔 𝑑𝑖 − 𝑔 𝑑𝑗  ≤ 𝑓 𝑠𝑖 − 𝑓 𝑠𝑗  + 𝑚𝑖𝑛  
𝜀0

4
,
𝜀

4
 − 𝛿  (ςχϋςη 4.10) 

                               ≤ 𝑓 𝑠𝑖 − 𝑓 𝑠𝑗  + 𝑚𝑖𝑛  
𝜀0

4
,
𝜀

4
 + 𝑚𝑖𝑛  

𝜀0

4
,
𝜀

4
   

                               ≤ 𝑓 𝑠𝑖 − 𝑓 𝑠𝑗  + 𝑚𝑖𝑛  
𝜀0

2
,
𝜀

2
  



                               ≤ 𝑓 𝑠𝑖 − 𝑓 𝑠𝑗  +
𝜀0

2
  ]. 

 

                                                   𝑑 𝑠𝑖 , 𝑠𝑗  ≥ 𝜀0 +  𝑓 𝑠𝑖 − 𝑓 𝑠𝑗                                     (4.12) 

[  αφού  𝜀0 = 𝑚𝑖𝑛 𝑑 𝑠𝑖 , 𝑠𝑗  −  𝑓 𝑠𝑖 − 𝑓 𝑠𝑗   ∶  1 ≤ 𝜄 ≠ 𝑗 ≤ 𝑛  > 0 (ςχϋςη4.3)  ⟹ 

𝜀0 ≤ 𝑑 𝑠𝑖 , 𝑠𝑗  −  𝑓 𝑠𝑖 − 𝑓 𝑠𝑗    ⟹ 𝜀0 +  𝑓 𝑠𝑖 − 𝑓 𝑠𝑗   ≤ 𝑑 𝑠𝑖 , 𝑠𝑗    ]. 

 

Από τισ παραπϊνω ςχϋςεισ ςυνϊγεται ότι 

                                           𝑑 𝑑𝑖  , 𝑑𝑗  ≥ 𝑑 𝑠𝑖 , 𝑠𝑗  − 2𝛿    (ςχϋςη 4.8) 

                                                              ≥ 𝜀0 +  𝑓 𝑠𝑖 − 𝑓 𝑠𝑗   −
𝜀0

2
 (ςχϋςεισ 4.9 και 4.12) 

                                                             =  𝑓 𝑠𝑖 − 𝑓 𝑠𝑗   +
𝜀0

2
 

                                                             ≥ 𝑓 𝑠𝑖 − 𝑓 𝑠𝑗  +
𝜀0

2
  

                                                             ≥  𝑔(𝑑𝑖) − 𝑔 𝑑𝑗       (ςχϋςη 4.11) 

οπότε 𝑑 𝑑𝑖  , 𝑑𝑗  ≥  𝑔(𝑑𝑖) − 𝑔 𝑑𝑗  . Αντιμεταθϋτοντασ τουσ ρόλουσ των 𝑑𝑖  , 𝑑𝑗  

ϋχουμε 

 𝑔(𝑑𝑖) − 𝑔 𝑑𝑗   ≤ 𝑑 𝑑𝑖  , 𝑑𝑗  , 

και λόγω τησ ςχϋςησ (4.7) τελικϊ προκύπτει ότι 

 

                𝑔(𝑑𝑖) − 𝑔 𝑑𝑗   ≤ 𝑑 𝑑𝑖  , 𝑑𝑗  ≤ 𝑔 𝑑𝑖 + 𝑔 𝑑𝑗     ∀𝑑𝑖  , 𝑑𝑗 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑔        (4.13) 

 

Από τον οριςμό τησ 𝑔 ςτο τμόμα (I) τησ καταςκευόσ τησ, τη ςχϋςη (4.13), το 

Λόμμα 4.4 και όςα εκθϋςαμε ςτην αρχό του τμόματοσ (II) προκύπτει ότι 𝑔 𝜖 𝐷1. 



(III) 

 

Για την ολοκλόρωςη τησ απόδειξησ, απομϋνει να δεύξουμε ότι,  

 𝑓 𝑥 − 𝑔(𝑥) < 𝜀  ∀ 𝑥 𝜖 𝑋 

ό ακολουθώντασ μύα ςειρϊ ςυλλογιςμών ανεξϊρτητη τησ ςειρϊσ θεώρηςησ των 

δύο ςυναρτόςεων ότι 𝑓 𝑥 − 𝑔(𝑥) < 𝜀 , για τυχαύο 𝑥 ∈ 𝑋. 

Πρϊγματι, αν 𝑥 ∈ 𝑋, ϋςτω 𝑑𝜄0 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑔 ώςτε (Λόμμα 3.2) 

𝑔 𝑥 = 𝑑 𝑥, 𝑑𝜄0 + 𝑔 𝑑𝜄0 . 

Σότε θεωρώντασ , ςύμφωνα και πϊλι με το Λόμμα 3.2, το αντύςτοιχο 𝑠𝜄0 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 

για τη ςυνϊρτηςη 𝑓, δηλαδό 

𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑠𝜄0 + 𝑑 𝑥, 𝑠𝜄0  

ϋχουμε 

𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 = 𝑓 𝑠𝜄0 + 𝑑 𝑥, 𝑠𝜄0 − 𝑑 𝑥, 𝑑𝜄0 − 𝑔 𝑑𝜄0   

                         = 𝑓 𝑠𝜄0 − 𝑔 𝑑𝜄0 + 𝑑 𝑥, 𝑠𝜄0 − 𝑑 𝑥, 𝑑𝜄0   

                         ≤ 𝑔 𝑑𝜄0 − 𝑓 𝑠𝜄0 +  𝑑 𝑥, 𝑠𝜄0 − 𝑑 𝑥, 𝑑𝜄0    

(διότι 𝑔 𝑑𝜄0 − 𝑓 𝑠𝜄0 > 0, ςχϋςη (4.6)) 

                         ≤ 𝑔 𝑑𝜄0 − 𝑓 𝑠𝜄0 + 𝑑 𝑠𝜄0 , 𝑑𝜄0   

                         ≤ 𝑚𝑖𝑛  
𝜀0

4
,
𝜀

4
 + 𝛿         (ςχϋςεισ (4.5) και (4.6) ) 

                         ≤ 2 ∙ 𝑚𝑖𝑛  
𝜀0

4
,
𝜀

4
      (ςχϋςη (4.4)) 

                          < 𝜀.  ∎ 

 



Θεώρημα 4.6.   Ο μετρικόσ χώροσ 𝐸(𝑋, 𝜔) είναι διαχωρίςιμοσ . 

 

Απόδειξη. 

Προκύπτει ϊμεςα από τισ Προτϊςεισ 4.2 και 4.5.  ∎ 

 

Πόριςμα 4.7.   Η πλήρωςη 𝛸1 = 𝐸(𝑋0, 𝜔)              του μετρικού χώρου 𝐸(𝑋0, 𝜔) καθώσ 

και οι μετρικοί χώροι 𝛸𝑛  𝑛 ≥ 2, είναι Πολωνικοί χώροι . 

 

Απόδειξη. 

Άμεςη από την Πρόταςη 4.5, την Πρόταςη 2.17 (ςύμφωνα με τον Οριςμό 

2.16) και τον επαγωγικό οριςμό των 𝛸𝑛  , για 𝑛 ≥ 2 (ςχϋςη (3.7)).  ∎ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ΜΕΡΟ΢ 5ο 

 

Ιδιότητεσ του μετρικού χώρου  𝑿∞  

 

 

 

Οι ιδιότητεσ του μετρικού χώρου 𝛸∞ , που αποδεικνύονται εδώ, αποτελούν τη 

βϊςη για την ύπαρξη και τη δομό του χώρου 𝕌 του Urysohn. 

 

Πρόταςη 5.1.   Ο μετρικόσ χώροσ 𝛸∞  είναι διαχωρίςιμοσ. 

 

Απόδειξη. 

Έςτω ο μετρικόσ χώροσ (𝛸∞ , 𝑑) (ςχϋςεισ (3.13), (3.14)), ο οπούοσ ωσ 

ςύνολο ϋχει τη μορφό 

𝑋∞ =  𝑋𝑛𝑛≥0  με 𝑋0 = 𝑋    και    𝛸𝑛+1 = 𝐸 𝛸𝑛 , 𝜔              ,  𝑛 = 1,2, … 

(ςχϋςεισ (3.7), (3.8)). Καθϋνασ από τουσ χώρουσ 𝑋𝑛  εύναι Πολωνικόσ (Πόριςμα 

4.7) και ϋςτω 𝐷𝑛  ϋνα πυκνό και αριθμόςιμο υποςύνολο ςτον κϊθε χώρο 𝑋𝑛 . Ο 

μετρικόσ χώροσ 𝛸∞  εύναι διαχωρύςιμοσ διότι, το υποςύνολο του 𝐷 =  𝐷𝑛𝑛  εύναι 

αριθμόςιμο (Πρόταςη 2.8) και πυκνό ς’ αυτόν, αφού (Οριςμού - Ιδιότητεσ 2.12) 

𝑋∞ ⊇ 𝐷 =  𝐷𝑛𝑛
        ⊇  𝐷𝑛

    =𝑛  𝑋𝑛 =𝑛 𝑋∞ ⟹ 𝐷 = 𝑋∞ .  ∎ 

 

 



Για την απόδειξη τησ δεύτερησ ιδιότητασ του 𝑋∞  απαραύτητο εύναι το 

ακόλουθο λόμμα, το οπούο περιγρϊφει την επϋκταςη τησ μετρικόσ 𝑑 ενόσ 

μετρικού χώρου  𝑍, 𝑑  ςτο ςύνολο 𝑍 ∪  𝑦 , που προκύπτει από την επιςύναψη 

ενόσ ςημεύου 𝑦 ςτον 𝑍. Εύναι φανερό ότι, μύα τϋτοια επϋκταςη ςχετύζεται ϊμεςα 

με την ιδιότητα Urysohn (Οριςμόσ 2.15). 

 

Λήμμα 5.2.   Έςτω δύο μετρικοί χώροι  𝑍, 𝑑  και  𝑋, 𝜌 . Υποθέτουμε ότι υπάρχει 

ςύνολο 𝑇 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} ⊆ 𝑍 ∩ 𝛸 και ςτοιχείο 𝑦 ∈ 𝑋\𝑍. 

Αν ιςχύει 𝑑|𝑇×𝑇 = 𝜌|𝑇×𝑇 , τότε υπάρχει μετρική 𝑚 ώςτε το ζεύγοσ  𝑍 ∪  𝑦 ,𝑚  να 

αποτελεί μετρικό χώρο και να ιςχύουν 

𝑚|𝑍×𝑍 = 𝑑   και   𝑚 𝑥𝑖 , 𝑦 = 𝜌 𝑥𝑖 , 𝑦   ∀𝑥𝑖 ∈ 𝑇. 

 

Απόδειξη. 

Θεωρούμε το ςύνολο 𝑌 =  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 , 𝑦 . Εφ’ όςον 𝑌 ⊆ 𝑋, το ζεύγοσ 

 𝑌, 𝜌  αποτελεύ μετρικό χώρο και ςύμφωνα με την υπόθεςη 𝑇 ⊆ Y με 

                                                                  𝑑|𝑇×𝑇 = 𝜌|𝑇×𝑇                                                      (5.1) 

Ορύζουμε την απεικόνιςη 

𝑚:  𝑍 ∪  𝑦  ×  𝑍 ∪  𝑦  ⟶ ℝ 

με 

𝑚 𝑥, 𝑧 =  
𝑚𝑖𝑛 𝜌 𝑦, 𝑥𝑖 + 𝑑 𝑥𝑖 , 𝑥 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛      , 𝑥 ∈ 𝑍 , 𝑧 = 𝑦 ∉ 𝑍 

𝑑 𝑥, 𝑧                                                , 𝑥 ∈ 𝑍, 𝑧 ∈ 𝑍
                  (5.2) 

Προφανώσ, ιςχύει  𝑚|𝑍×𝑍 = 𝑑. 

Θα δεύξουμε ότι η 𝑚 καθιςτϊ μετρικό χώρο το ζεύγοσ  𝑍 ∪  𝑦 ,𝑚 . Πρϊγματι, για 

κϊθε 𝑥, 𝑧 ∈ 𝑍 ∪  𝑦 , ϋχουμε 

𝑚 𝑥, 𝑧 ≥ 0 (προφανϋσ) 



𝑚 𝑥, 𝑧 = 0 ⟺ 𝑥 = 𝑧 

[ αν 𝑥 ∈ 𝑍, 𝑧 ∈ 𝑍 , τότε 𝑚 𝑥, 𝑧 = 0 ⟺ 𝑑 𝑥, 𝑧 = 0 ⟺ 𝑥 = 𝑧, 

  αν 𝑥 ∈ 𝑍 , 𝑧 = 𝑦 ∉ 𝑍  , τότε 

𝑚 𝑥, 𝑧 = 0 ⟺ 𝑚𝑖𝑛 𝜌 𝑦, 𝑥𝑖 + 𝑑 𝑥𝑖 , 𝑥 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 = 0  

⟺ 𝜌 𝑦, 𝑥𝑖0
 + 𝑑 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖0

 = 0 , για κϊποιο 𝑖0 (από το πεπεραςμϋνο πλόθοσ των 𝑖) 

⟺ 𝜌 𝑦, 𝑥𝑖0
 = 𝑑 𝑥𝑖0

, 𝑥 = 0  

⟺ 𝑥 = 𝑥𝑖0
= 𝑦 = 𝑧 ]. 

Απομϋνει τώρα να δεύξουμε την ιςχύ τησ τριγωνικόσ ανιςότητασ για την 

απεικόνιςη 𝑚. 

Θεωρώντασ 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑍  και 𝑦 ∉ 𝑍 και διακρύνοντασ δυο περιπτώςεισ, θα δεύξουμε 

(α)    𝑚 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑚 𝑥, 𝑥′  + 𝑚 𝑥′ , 𝑦  

                                   και   (β)    𝑚 𝑥, 𝑥′ ≤ 𝑚 𝑥, 𝑦 + 𝑚 𝑦, 𝑥′ . 

Κατ’ αρχόν, ϋςτω 𝑥0 ∈ {𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛} και 𝑥′0 ∈ {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} τα ςημεύα ςτα 

οπούα επιτυγχϊνεται το min για τισ τιμϋσ 𝑚 𝑥, 𝑦  και 𝑚 𝑥′, 𝑦  (ςύμφωνα με τη 

ςχϋςη 4.14 και λόγω του πεπεραςμϋνου 𝑇) για τα 𝑥 και 𝑥′, αντύςτοιχα, δηλαδό, 

για κϊθε 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 

                                𝑚 𝑥, 𝑦 = 𝜌 𝑦, 𝑥0 + 𝑑 𝑥0, 𝑥 ≤ 𝜌 𝑦, 𝑥𝜄 + 𝑑 𝑥𝜄 , 𝑥                   (5.3) 

                               𝑚 𝑥′, 𝑦 = 𝜌 𝑦, 𝑥′0 + 𝑑 𝑥′0, 𝑥′ ≤ 𝜌 𝑦, 𝑥𝜄 + 𝑑 𝑥𝜄 , 𝑥′               (5.4) 

Οπότε 

(α)                𝑚 𝑥, 𝑦 ≤  𝜌 𝑦, 𝑥𝜄 + 𝑑 𝑥𝜄 , 𝑥   ∀𝑥𝜄  ∈ {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛}         (ςχϋςη (5.3)) 

               ⟹ 𝑚 𝑥, 𝑦 ≤ 𝜌 𝑦, 𝑥′0 + 𝑑 𝑥′0, 𝑥        (αφού 𝑥′0 ∈ {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛}) 

                                     ≤ 𝜌 𝑦, 𝑥′0 + 𝑑 𝑥′0, 𝑥′ + 𝑑 𝑥′, 𝑥        (τριγωνικό ανιςότητα ) 

                                     = 𝑚 𝑦, 𝑥′ + 𝑚 𝑥′ , 𝑥                   (ςχϋςεισ (5.4) και (5.2)) 



(β ) 𝑚 𝑥, 𝑥′ = 𝑑 𝑥, 𝑥′                  (ςχϋςη (5.2)) 

                         ≤ 𝑑 𝑥, 𝑥0 + 𝑑 𝑥0, 𝑥′        (τριγωνικό ανιςότητα) 

                        ≤ 𝑚 𝑥, 𝑦 − 𝜌 𝑦, 𝑥0 + 𝑑 𝑥0, 𝑥′              (ςχϋςη (5.3)) 

                        ≤ 𝑚 𝑥, 𝑦 − 𝜌 𝑦, 𝑥0 + 𝑑 𝑥0, 𝑥′0 + 𝑑 𝑥′0, 𝑥′  (τριγωνικό ανιςότητα) 

                        ≤ 𝑚 𝑥, 𝑦 − 𝜌 𝑦, 𝑥0 + 𝜌 𝑥0, 𝑥′0 + 𝑑 𝑥′0, 𝑥′          (ςχϋςη (5.1)) 

                        ≤ 𝑚 𝑥, 𝑦 + 𝜌 𝑦, 𝑥′0 + 𝑑 𝑥′0, 𝑥′        (τριγωνικό ανιςότητα) 

                        = 𝑚 𝑥, 𝑦 + 𝑚 𝑥′ , 𝑦              (ςχϋςη (5.4)).  

 

Όςον αφορϊ την απόδειξη τησ τελευταύασ ιςότητασ  𝑚 𝑥𝑖 , 𝑦 =

𝜌 𝑥𝑖 , 𝑦   ∀𝑥𝑖 ∈ 𝑇 παρατηρούμε ότι, ςτο πεπεραςμϋνο ςύνολο 𝑇 , για 𝑥 ∈ 𝑍 

υπϊρχει 𝑠 = 𝑠 𝑥 ∈ 𝑇 ώςτε 𝑚 𝑥, 𝑦 = 𝜌 𝑦, 𝑠 + 𝑑 𝑠, 𝑥 . Οπότε για τυχαύο 

𝑥 = 𝑥𝜄0 ∈ 𝑇 και 𝑠 = 𝑠 𝑥𝜄0 ∈ 𝑇, ιςχύουν 

 

𝑚 𝑥𝜄0 , 𝑦 = 𝜌 𝑦, 𝑠 + 𝑑 𝑠, 𝑥𝜄0      και 

𝑚 𝑥𝜄0 , 𝑦 = 𝑚𝑖𝑛 𝜌 𝑦, 𝑥𝜄 + 𝑑 𝑥𝜄 , 𝑥𝜄0 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛   

                  ≤  𝜌 𝑦, 𝑥𝜄0 + 𝑑 𝑥𝜄0 , 𝑥𝜄0  

                  = 𝜌 𝑦, 𝑥𝜄0 ≤ 𝜌 𝑦, 𝑠 + 𝜌 𝑠, 𝑥𝜄0  

                 = 𝜌 𝑦, 𝑠 + 𝑑 𝑠, 𝑥𝜄0 = 𝑚 𝑥𝜄0 , 𝑦  

Άρα, 𝑚 𝑥𝑖 , 𝑦 = 𝜌 𝑥𝑖 , 𝑦   ∀𝑥𝑖 ∈ 𝑇.  ∎ 

 

 

 



Θεώρημα 5.3.   Ο μετρικόσ χώροσ 𝛸∞  έχει την ιδιότητα Urysohn. 

 

Απόδειξη. 

Αφού ο μετρικόσ χώροσ (𝛸∞ , 𝑑) εύναι διαχωρύςιμοσ (Πρόταςη 5.1), για να 

δεύξουμε ότι ϋχει την ιδιότητα Urysohn αρκεύ να θεωρόςουμε τυχαύο 

πεπεραςμϋνο μετρικό χώρο  𝑋, 𝜌  και τυχαύο υπόχωρό του {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} ⊆ 𝑋 

και να δεύξουμε ότι, αν 𝑕: {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛} ⟶ 𝛸∞  ιςομετρικό εμφύτευςη τότε, η 𝑕 

μπορεύ να επεκταθεύ ςε μύα ιςομετρικό εμφύτευςη 𝑕 : 𝑋 ⟶ 𝛸∞  (Οριςμόσ 2.15). 

Ή ιςοδύναμα, ότι η 𝑕 μπορεύ να επεκταθεύ ςε μύα ιςομετρικό εμφύτευςη 

 {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 , 𝑦} ⟶ 𝛸∞  για τυχαύο 𝑦 ∈ 𝑋\{𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛} (καθώσ μετϊ από ϋνα 

πεπεραςμϋνο πλόθοσ ιςομετρικών εμφυτεύςεων τησ τελευταύασ μορφόσ (αφού 

το 𝑋 εύναι πεπεραςμϋνο ςύνολο) θα καταλόξουμε ςτην επιθυμητό ιςομετρικό 

εμφύτευςη  𝑕 : 𝑋 ⟶ 𝛸∞). 

΢ύμφωνα με το παραπϊνω ςκεπτικό, θεωρούμε πεπεραςμϋνο υποςύνολο του 𝑋 

ωσ (ιςομετρικϊ εμφυτευμϋνο) υποςύνολο 𝑇 = {𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛} του 𝛸∞ , ςημεύο 

𝑦 ∈ 𝑋\𝛸∞  και μετρικό χώρο (𝑌, 𝜌) όπου 𝑌 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 , 𝑦} με 𝜌|𝑇×𝑇 = 𝑑 και 

αρκεύ να βρούμε ϋνα 𝑦′ ∈ 𝛸∞  , τϋτοιο ώςτε 

                                                   𝑑 𝑦′, 𝑥𝑖 = 𝜌(𝑦, 𝑥𝑖)   ,   1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛                                  (5.5) 

Εύναι φανερό ότι οι τελευταύεσ θεωρόςεισ μασ δύνουν τη δυνατότητα να 

εφαρμόςουμε το Λόμμα 5.2. για 𝑍 = 𝛸∞  και ειδικότερα να χρηςιμοποιόςουμε τη 

ςχϋςη (5.2), δηλαδό να θεωρόςουμε τον μετρικό χώρο  𝛸∞ ∪  𝑦 ,𝑚  με μετρικό 

𝑚 𝑥, 𝑧 =  
𝑚𝑖𝑛 𝜌 𝑦, 𝑥𝑖 + 𝑑 𝑥𝑖 , 𝑥 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛      , 𝑥 ∈ 𝛸∞  , 𝑧 = 𝑦 ∉ 𝛸∞ 

𝑑 𝑥, 𝑧                                                , 𝑥 ∈ 𝛸∞ , 𝑧 ∈ 𝛸∞

  

𝑚|𝛸∞×𝛸∞
= 𝑑. 

Αφού 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝛸∞ =  𝑋𝑛𝑛≥0  (ςχϋςη (3.8)) και 𝑦 ∉ 𝛸∞  δηλαδό, 𝑦 ∉ 𝑋𝑛∀𝑛, 

θα υπϊρχει 𝑘 ∈ ℕ τϋτοιο ώςτε (ςχϋςη (3.10)) 

𝑇 =  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ⊆ (𝛸𝑘 , 𝑑𝑘) ∌ 𝑦. 



Δεδομϋνου ότι 𝑑|𝛸𝑘×𝛸𝑘
= 𝑑𝑘  (ςχϋςη 3.12) και 𝑚|𝛸∞×𝛸∞

= 𝑑 (βλϋπε παραπϊνω) 

ςυμπεραύνουμε ότι, τα επόμενα ζεύγη αποτελούν μετρικούσ χώρουσ που 

ςυνδϋονται με τον εγκλειςμό 

                                        𝛸𝑘 ∪  𝑦 ,𝑚| 𝛸𝑘∪ 𝑦  × 𝛸𝑘∪ 𝑦   ⊆  𝛸∞ ∪  𝑦 ,𝑚                   (5.6) 

και 

                                                          𝑑|𝛸𝑘×𝛸𝑘
= 𝑚|𝛸𝑘×𝛸𝑘

= 𝑑𝑘                                          (5.7) 

 

[ ΕΤΡΕ΢Η ΣΟΤ  𝑦′ ∈  𝛸∞   ΣΗ΢ ΢ΦΕ΢Η΢ (4.18) ] 

 

΢ύμφωνα με τη ςχϋςη (4.19), ϋχει νόημα να θεωρόςουμε την απεικόνιςη 

                                        𝑓𝑦 : 𝛸𝑘 ∪  𝑦 ⟶ ℝ με 𝑓𝑦 𝑥 = 𝑚 𝑥, 𝑦 , ∀𝑥 ∈  𝑋𝑘                   (5.8) 

Η απόδειξη του θεωρόματοσ θα ϋχει ολοκληρωθεύ αν αποδειχθεύ ο επόμενοσ 

 

Ιςχυριςμόσ 

Το ςτοιχείο 𝑦′ ≡ 𝑓𝑦 |𝛸𝑘
= 

𝜍𝜐𝜇𝛽𝜊𝜆𝜄𝜅 ά

𝑓𝑦  ανήκει ςτον χώρο 𝛦(𝑋𝑘 , 𝜔) ⊆ 𝛸∞  και 

πληροί τη ςχέςη (5.5). 

 

Απόδειξη του ιςχυριςμού. 

Αρκεύ να δεύξουμε (ςχϋςεισ (3.1), (3.2)) ότι ιςχύουν ανιςότητεσ 

 𝑓𝑦 𝑥 − 𝑓𝑦(𝑧)  ≤ 𝑑𝑘 𝑥, 𝑧 ≤ 𝑓𝑦 𝑥 +  𝑓𝑦 𝑧   ∀𝑥, 𝑧 ∈ 𝑋𝑘  

και ότι 

υπϊρχει πεπεραςμϋνο υποςύνολο 𝑆   ≡ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓𝑦  του χώρου 𝑋𝑘  ώςτε  



𝑓𝑦 𝑥 = 𝑖𝑛𝑓 𝑑𝑘 𝑥, 𝑠 +  𝑓𝑦 𝑠 ∶ 𝑠 ∈  𝑆    ∀ 𝑥 ∈ 𝑋𝑘  

 

Βϊςει των ςχϋςεων (5.7), (5.8), για 𝑥, 𝑧 ∈ (𝑋𝑘 , 𝑑𝑘), ϋχουμε 

𝑑𝜅 𝑥, 𝑧 = 𝑚 𝑥, 𝑧 ≤ 𝑚 𝑥, 𝑦 + 𝑚 𝑦, 𝑧 = 𝑓𝑦 𝑥 + 𝑓𝑦(𝑧) 

και                𝑓𝑦 𝑥 − 𝑓𝑦(𝑧) =  𝑚 𝑥, 𝑦 − 𝑚 𝑦, 𝑧  ≤ 𝑚 𝑥, 𝑧 = 𝑑𝜅 𝑥, 𝑧  

Θα δεύξουμε τώρα ότι  𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓𝑦 ≡ 𝑇 =  𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛  ⊆ 𝛸𝑘 . 

Για 𝑥 ∈ 𝛸𝑘 ⊆ 𝛸∞  και αφού 𝑦 ∉ 𝛸∞ , εύναι 

𝑓𝑦 𝑥 = 𝑚 𝑥, 𝑦   

            = 𝑚𝑖𝑛 𝜌 𝑦, 𝑥𝑖 + 𝑑 𝑥𝑖 , 𝑥 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛   

            = 𝑖𝑛𝑓 𝜌 𝑦, 𝑥𝑖 + 𝑑 𝑥𝑖 , 𝑥 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛   

            = 𝑖𝑛𝑓 𝑚 𝑦, 𝑥𝑖 + 𝑑𝑘 𝑥𝑖 , 𝑥 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛     (Λόμμα 5.2, ςχϋςη (5.7)) 

            = 𝑖𝑛𝑓 𝑓𝑦 𝑥𝑖 + 𝑑𝑘 𝑥𝑖 , 𝑥 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛   

            = 𝑖𝑛𝑓 𝑑𝑘 𝑥, 𝑠 +  𝑓𝑦 𝑠 ∶ 𝑠 ∈  𝑇   

ϊρα,  𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓𝑦 ≡ 𝑇 =  𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 ⊆ (𝛸𝑘 , 𝑑𝑘) και τελικϊ 

𝑓𝑦 |𝛸𝑘
∈ 𝛦 𝑋𝑘 , 𝜔  ⊆ 𝛸∞ . 

Απομϋνει να δειχθεύ ότι 

𝑑 𝑓𝑦 , 𝑥𝑖 = 𝜌 𝑦, 𝑥𝑖    ∀𝑥𝑖 ∈  𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 ⊆ (𝛸𝑘 , 𝑑𝑘). 

Πρϊγματι, με βϊςη την Παρατόρηςη 3.5, εύναι 

𝑓𝑦 ∈ 𝛦 𝑋𝑘 , 𝜔 , 𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑘 ⟹ 𝑓𝑦 𝑥𝑖 = 𝑑 𝑓𝑦 , 𝑥𝑖   

                                                          ⟹ 𝑚 𝑦, 𝑥𝑖 = 𝑑 𝑓𝑦 , 𝑥𝑖    (οριςμόσ τησ 𝑓𝑦) 

                                                          ⟹ 𝜌 𝑦, 𝑥𝑖 = 𝑑 𝑓𝑦 , 𝑥𝑖    (Λόμμα 5.2).  ∎ 



ΜΕΡΟ΢ 6ο 

 

Ο  χώροσ 𝕌 του Urysohn 

 

 

 

Οριςμόσ 6.1.   Ονομϊζουμε  χώρο του Urysohn  κϊθε Πολωνικό μετρικό χώρο 

που ϋχει την ιδιότητα Urysohn (βλ. Οριςμό 2.15) 

 

Όπωσ θα δούμε παρακϊτω (Θεώρημα 6.5 , Θεώρημα 6.6) 

(1) υπϊρχουν χώροι του Urysohn 

(2) η διαμϋριςη των χώρων του Urysohn ςε κλϊςεισ ιςοδυναμύασ, με ςχϋςη 

ιςοδυναμύασ την ύπαρξη ιςομετρύασ μεταξύ δύο χώρων Urysohn, 

αποτελεύται από μύα και μόνον κλϊςη δηλαδό, 

ο χώροσ του Urysohn είναι μοναδικόσ ωσ προσ τισ ιςομετρίεσ 

και ωσ εκ τούτου, για το μοναδικό αυτόν χώρο υιοθετούμε το ςύμβολο  𝕌 , 

αναφερόμενοι ςε αυτόν ωσ «ο χώροσ 𝕌 του Urysohn» ό απλϊ «ο χώροσ 𝕌» 

Επύςησ, θα δεύξουμε (Θεώρημα 6.9) ότι ο χώροσ 𝕌 χαρακτηρύζεται από δύο 

ιδιότητϋσ του: 

την  καθολικότητα  και την  υπερομοιογένεια . 

Η ύπαρξη του χώρου 𝕌 οφεύλεται ςτην δυνατότητα καταςκευόσ του χώρου 𝛸∞  

(Μϋροσ 3ο – 4ο)και ςτο ότι ο διαχωρύςιμοσ 𝛸∞  ϋχει την ιδιότητα Urysohn (Μϋροσ 

5ο), ιδιότητα που (γενικϊ) κληρονομεύται ςτην πλόρωςη των μετρικών χώρων 

(Θεώρημα 6.4). 



Απαραύτητο, για την απόδειξη των παραπϊνω, εύναι το επόμενο λόμμα. 

 

Λήμμα 6.2.   Έςτω τα ξένα ςύνολα 𝑇 =  𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 ,  𝑦 ,  𝑧 . Θεωρούμε τα 

ςύνολα 𝑇𝑦 =  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛   𝑦 , 𝑇𝑧 =  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛   𝑧  εφοδιαςμένα με 

μετρικέσ 𝑑1 και 𝑑2, αντίςτοιχα ώςτε, 𝑑1|𝑇×𝛵 = 𝑑2|𝑇×𝛵 . Τότε οι μετρικέσ 𝑑1 και 𝑑2 

επεκτείνονται ςτο ςύνολο  𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛   𝑦   𝑧  ςε μία μετρική 𝑑 με  

𝑑 𝑦, 𝑧 = 𝑚𝑎𝑥  𝑑1 𝑦, 𝑥𝑖 − 𝑑2 𝑧, 𝑥𝑖  : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  

 

Απόδειξη. 

Αρχικϊ, δεύχνουμε ότι η απεικόνιςη 𝑑 (που εύναι καλϊ οριςμϋνη αφού το 

ςύνολο 𝑇 εύναι πεπεραςμϋνο) επεκτεύνει την 𝑑1 ωσ απεικόνιςη δηλαδό, ότι 

ιςχύει 𝑑|𝑇𝑦×𝑇𝑦 = 𝑑1 (η απόδειξη για την 𝑑2 εύναι ανϊλογη)  

Πρϊγματι, αν 𝑥𝑖1
, 𝑥𝑖2

∈ 𝛵 ϋχουμε  

 𝑑 𝑥𝑖1
, 𝑥𝑖2

 = 𝑚𝑎𝑥  𝑑1 𝑥𝑖1
, 𝑥𝑖 − 𝑑2 𝑥𝑖2

, 𝑥𝑖  : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  

                      = 𝑚𝑎𝑥  𝑑1 𝑥𝑖1
, 𝑥𝑖 − 𝑑1 𝑥𝑖2

, 𝑥𝑖  : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  (αφού 𝑑1|𝑇×𝛵 = 𝑑2|𝑇×𝛵  ) 

                       ≤ 𝑚𝑎𝑥 𝑑1 𝑥𝑖1
, 𝑥𝑖2

 : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 = 𝑑1 𝑥𝑖1
, 𝑥𝑖2

 , 

δηλαδό, 𝑑 𝑥𝑖1
, 𝑥𝑖2

 ≤ 𝑑1 𝑥𝑖1
, 𝑥𝑖2

 . Παρϊλληλα όμωσ ιςχύει και η αντύςτροφη 

ανιςότητα αφού 

 𝑑 𝑥𝑖1
, 𝑥𝑖2

 = 𝑚𝑎𝑥  𝑑1 𝑥𝑖1
, 𝑥𝑖 − 𝑑2 𝑥𝑖2

, 𝑥𝑖  : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  

                      ≥  𝑑1 𝑥𝑖1
, 𝑥𝑖 − 𝑑2 𝑥𝑖2

, 𝑥𝑖     ∀ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

                      ≥ 𝑑1 𝑥𝑖1
, 𝑥𝑖2

  , διότι 1 ≤ 𝑖2 ≤ 𝑛. 

Άρα 𝑑 𝑥𝑖1
, 𝑥𝑖2

 = 𝑑1 𝑥𝑖1
, 𝑥𝑖2

 ,  𝑥𝑖1
, 𝑥𝑖2

∈ 𝛵, και ακριβώσ όμοια αποδεικνύεται ότι 

𝑑 𝑥𝑖 , 𝑦 = 𝑑1 𝑦, 𝑥𝑖 . 



Αρκεύ τώρα να δεύξουμε ότι, η 𝑑 ικανοποιεύ την τριγωνικό ανιςότητα και 

ςυγκεκριμϋνα αρκεύ να ελϋγξουμε, για κϊθε 𝑥𝑖 ∈ 𝑇, ότι ιςχύουν οι ανιςότητεσ 

𝑑 𝑦, 𝑧 ≤ 𝑑 𝑦, 𝑥𝑖 + 𝑑 𝑥𝑖 , 𝑧  

𝑑 𝑦, 𝑥𝑖 ≤ 𝑑 𝑦, 𝑧 + 𝑑 𝑧, 𝑥𝑖  

𝑑 𝑧, 𝑥𝑖 ≤ 𝑑 𝑧, 𝑦 + 𝑑 𝑦, 𝑥𝑖  

Η δεύτερη και τρύτη από τισ παραπϊνω ανιςότητεσ ιςχύουν ϊμεςα, αφού από 

τον οριςμό τησ 𝑑 ϋχουμε ότι, 

𝑑 𝑧, 𝑦 ≥  𝑑 𝑦, 𝑥𝑖 − 𝑑 𝑧, 𝑥𝑖  . 

Για την απόδειξη τησ πρώτησ ανιςότητασ, ϋςτω 𝑥𝑘 ∈ 𝑇 το ςτοιχεύο όπου 

επιτυγχϊνεται το max, δηλαδό 

𝑑 𝑧, 𝑦 =  𝑑1 𝑦, 𝑥𝑘 − 𝑑2 𝑧, 𝑥𝑘  . 

Σότε, λόγω τησ 𝑑1|𝑇×𝛵 = 𝑑2|𝑇×𝛵  και τησ τριγωνικόσ ανιςότητασ, για κϊθε 

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, εύναι 

 𝑑 𝑧, 𝑦 =  𝑑1 𝑦, 𝑥𝑘 − 𝑑2 𝑧, 𝑥𝑘   

               =  𝑑1 𝑦, 𝑥𝑘 − 𝑑1 𝑥𝑖 , 𝑥𝑘 −  𝑑2 𝑧, 𝑥𝑘 − 𝑑2 𝑥𝑖 , 𝑥𝑘    

               ≤  𝑑1 𝑦, 𝑥𝑘 − 𝑑1 𝑥𝑖 , 𝑥𝑘  +  𝑑2 𝑧, 𝑥𝑘 − 𝑑2 𝑥𝑖 , 𝑥𝑘   

               ≤ 𝑑1 𝑦, 𝑥𝑖 + 𝑑2 𝑧, 𝑥𝑖  

               = 𝑑 𝑦, 𝑥𝑖 + 𝑑 𝑧, 𝑥𝑖    (διότι η 𝑑 επεκτεύνει τισ 𝑑1 , 𝑑2).  ∎ 

 

Πρόταςη 6.3.   Η πλήρωςη 𝛸∞
     του μετρικού χώρου 𝛸∞  είναι Πολωνικόσ μετρικόσ 

χώροσ. 

Απόδειξη. 



Ο μετρικόσ χώροσ 𝛸∞  εύναι διαχωρύςιμοσ (Πρόταςη 5.1), επομϋνωσ η 

πλόρωςό του 𝛸∞
    , ωσ επύςησ διαχωρύςιμοσ μετρικόσ χώροσ (Πρόταςη 2.17 (2)), 

εύναι Πολωνικόσ χώροσ.  ∎ 

 

Θεώρημα 6.4.   Έςτω  𝑀, 𝑑  μετρικόσ χώροσ που έχει την ιδιότητα Urysohn. 

Τότε, η πλήρωςη 𝑀  του μετρικού χώρου  𝑀 έχει την ιδιότητα Urysohn. 

 

Απόδειξη. 

Φϊριν απλότητασ ςυμβολύζουμε με  𝑑  και τη μετρικό τησ πλόρωςησ 𝑀  

του  𝑋, 𝑑 . Για να δεύξουμε ότι ο 𝑀  ϋχει την ιδιότητα Urysohn (Οριςμόσ 2.15) αν 

(όπωσ ςτην απόδειξη του Θεωρόματοσ 5.3)  𝑋, 𝜌 πεπεραςμϋνοσ μετρικόσ χώροσ 

και 𝑇 τυχαύο πεπεραςμϋνο υποςύνολο του 𝑇, θεωρούμε το 𝑇 ωσ (ιςομετρικϊ 

εμφυτευμϋνο) υποςύνολο 𝑇 =  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ⊆ 𝑀  ςτον 𝑀  , ςημεύο 𝑦 ∈ 𝑋\𝑀  και 

μετρικό χώρο (𝑌, 𝜌) όπου 𝑌 = {𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛 , 𝑦} με 𝜌|𝑇×𝑇 = 𝑑 και αρκεύ να 

υπϊρχει ϋνα 𝑦′ ∈ 𝑀  , τϋτοιο ώςτε 

                                                 𝑑 𝑦′, 𝑥𝑘 = 𝜌(𝑦, 𝑥𝑘)   ,   1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛                                 (6.1) 

 

[ ΤΠΑΡΞΗ ΣΟΤ  𝑦′ ∈ 𝑋   ΣΗ΢ ΢ΦΕ΢Η΢ (6.1) ] 

 

Η ύπαρξη του 𝑦′ ∈ 𝑀  ώςτε να ιςχύει η ςχϋςη (6.1) θα προκύψει από την 

απόδειξη των ςχϋςεων (6.2) και (6.3) που ακολουθούν. 

Έςτω 𝑖 = 1,2, … . Για κϊθε 𝑥𝑘 , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, θα ορύςουμε δύο ακολουθύεσ  𝑥𝑘
𝑖  

𝑖
∈ 𝑀 

και  𝑦𝑖 
𝑖
∈ 𝑀 με τισ ιδιότητεσ 

                                            𝜌 𝑦, 𝑥𝑘 −
1

2𝑖
< 𝑑 𝑦𝑖 , 𝑥𝑘

𝑖  < 𝜌 𝑦, 𝑥𝑘 +  
1

2𝑖
                         (6.2) 



                                                                  𝑑 𝑦𝑖 , 𝑦𝑖+1 <
9

2𝑖+1                                               (6.3) 

Σότε, από τη ςχϋςη (6.3) θα προκύψει ότι η ακολουθύα  𝑦𝑖 
𝑖
∈ 𝑀 εύναι 

ακολουθύα Cauchy ϊρα θα ςυγκλύνει ςε ϋνα 𝑦′ ∈ 𝑀  και από τη ςχϋςη (6.2) (μϋςω 

του κριτηρύου παρεμβολόσ) ότι 

𝑑 𝑦′, 𝑥𝑘 = lim𝑖 𝑑 𝑦
𝑖 , 𝑥𝑘

𝑖  = 𝜌(𝑦, 𝑥𝑘)   ,   1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 

οπότε η απόδειξη θα ϋχει ολοκληρωθεύ. 

 

[Καταςκευή τησ ακολουθίασ  𝑥𝑘
𝑖  

𝑖
∈ 𝑀] 

Για κϊθε 𝑥𝑘 ∈ 𝑇 και για κϊθε  𝑖 , ςτη ανοικτό περιοχό του 𝑀 με κϋντρο 𝑥𝑘  και 

ακτύνα  
1

2𝑖
 επιλϋγουμε ϋνα ςτοιχεύο 𝑥𝑘

𝑖 , δηλαδό θεωρούμε ςτοιχεύα 𝑥𝑘
𝑖 ∈ 𝑀 ώςτε 

                                                                  𝑑 𝑥𝑘 , 𝑥𝑘
𝑖  <  

1

2𝑖
                                                     (6.4) 

Μύα ςυνϋπεια τησ ςχϋςησ (6.4) που θα μασ χρηςιμεύςει παρακϊτω εύναι η 

ανιςότητα 

                                                                 𝑑 𝑥𝑘
𝑖 , 𝑥𝑘

𝑖+1 <  
1

2𝑖−1                                            (6.4α) 

[πρϊγματι,  𝑑 𝑥𝑘
𝑖 , 𝑥𝑘

𝑖+1 ≤ 𝑑 𝑥𝑘
𝑖 , 𝑥𝑘 + 𝑑 𝑥𝑘 , 𝑥𝑘

𝑖+1 <  
1

2𝑖
+

1

2𝑖+1 =
3

2𝑖+1 <
1

2𝑖−1 ]. 

 

[Καταςκευή τησ ακολουθίασ  𝑦𝑖 
𝑖
∈ 𝑀] 

Για την καταςκευό του πρώτου όρου 𝑦1 τησ ακολουθύασ  𝑦𝑖 
𝑖
∈ 𝑀 θεωρούμε 

τουσ θετικούσ αριθμούσ 𝜀1, 𝜀2 με  

 𝜌 𝑦, 𝑥𝑘 −
1

2
≤ 𝜀1 < 𝜀2 ≤ 𝜌 𝑦, 𝑥𝑘 +  

1

2
 



και τισ ςφαύρεσ 𝑆 𝑥𝑘
1, 𝜀1 , 𝑆 𝑥𝑘

1, 𝜀2 . Προφανώσ 𝑆 𝑥𝑘
1, 𝜀1 ⊆ 𝑆 𝑥𝑘

1 , 𝜀2 . Θεωρούμε 

𝑦1 ∈ 𝑆 𝑥𝑘
1, 𝜀2 \𝑆 𝑥𝑘

1 , 𝜀1  οπότε  

 𝜌 𝑦, 𝑥𝑘 −
1

21 ≤ 𝑑 𝑦1, 𝑥𝑘
1 ≤ 𝜌 𝑦, 𝑥𝑘 +  

1

21 

και το πρώτο ςτοιχεύο τησ ακολουθύασ  𝑦𝑖 
𝑖
ϋχει καταςκευαςτεύ. 

Για να καταςκευϊςουμε τουσ επόμενουσ όρουσ τησ ακολουθύασ χρειαζόμαςτε 

τον ιςχυριςμούσ που ακολουθούν παρακϊτω (ςχϋςεισ (6.8), (6.9)). 

Εφαρμόζουμε το Λόμμα 5.2 για 𝑍 = 𝑀 . Οπότε, ϋςτω η μετρικό 𝑚 ςτον 

𝑀 ∪  𝑦  με 

                                𝑚 𝑥, 𝑦 = 𝑚𝑖𝑛1≤𝑚≤𝑛 𝜌 𝑦, 𝑥𝑚  + 𝑑 𝑥𝑚 , 𝑥       , 𝑥 ∈ 𝑀                (6.5) 

                                                 𝑚 𝑥, 𝑧 = 𝑑 𝑥, 𝑧   , 𝑥 ∈ 𝑀 , 𝑧 ∈ 𝑀                                     (6.6) 

                                                      𝑚 𝑥𝑚 , 𝑦 = 𝜌 𝑥𝑚 , 𝑦   ∀𝑥𝑚 ∈ 𝑇                                  (6.7) 

 

Ιςχυριςμόσ Α 

                                      𝜌 𝑥𝑘 , 𝑦 −
1

2𝑖+1 < 𝑚 𝑥𝑘
𝑖+1, 𝑦 < 𝜌 𝑥𝑘 , 𝑦 +

1

2𝑖+1                     (6.8) 

 

Φρηςιμοποιούμε τισ ςχϋςεισ (6.4) ϋωσ και (6.7) για 𝑥 = 𝑥𝑘
𝑖+1 : 

        𝑚 𝑥𝑘
𝑖+1, 𝑦 = 𝑚𝑖𝑛𝑚  𝜌 𝑦, 𝑥𝑚 + 𝑑 𝑥𝑚 , 𝑥𝑘

𝑖+1  ≤ 𝜌 𝑦, 𝑥𝑘 + 𝑑 𝑥𝑘 , 𝑥𝑘
𝑖+1  

 ⟹ 𝑚 𝑥𝑘
𝑖+1, 𝑦 ≤ 𝜌 𝑦, 𝑥𝑘 + 𝑑 𝑥𝑘 , 𝑥𝑘

𝑖+1 < 𝜌 𝑦, 𝑥𝑘 +
1

2𝑖+1 

 ⟹ 𝑚 𝑥𝑘
𝑖+1, 𝑦 < 𝜌 𝑦, 𝑥𝑘 +

1

2𝑖+1 

  ⟹ 𝑚 𝑥𝑘 , 𝑦 − 𝑚 𝑥𝑘
𝑖+1, 𝑥𝑘 ≤ 𝑚 𝑥𝑘

𝑖+1, 𝑦 < 𝜌 𝑦, 𝑥𝑘 +
1

2𝑖+1 



 ⟹ 𝜌 𝑥𝑘 , 𝑦 − 𝑑 𝑥𝑘
𝑖+1, 𝑥𝑘 ≤ 𝑚 𝑥𝑘

𝑖+1, 𝑦 ≤ 𝜌 𝑦, 𝑥𝑘 +
1

2𝑖+1 

 ⟹ 𝜌 𝑥𝑘 , 𝑦 −
1

2𝑖+1 < 𝜌 𝑥𝑘 , 𝑦 − 𝑑 𝑥𝑘
𝑖+1, 𝑥𝑘 ≤ 𝑚 𝑥𝑘

𝑖+1, 𝑦 ≤ 𝜌 𝑦, 𝑥𝑘 +
1

2𝑖+1 

 ⟹ 𝜌 𝑥𝑘 , 𝑦 −
1

2𝑖+1 < 𝑚 𝑥𝑘
𝑖+1, 𝑦 < 𝜌 𝑥𝑘 , 𝑦 +

1

2𝑖+1  

και ο ιςχυριςμόσ Α ϋχει αποδειχθεύ. 

 

Ιςχυριςμόσ Β 

                                  𝜌 𝑥𝑘 , 𝑦 −
1

2𝑖−2 < 𝑑 𝑦𝑖 , 𝑥𝑘
𝑖+1 < 𝜌 𝑥𝑘 , 𝑦 +

1

2𝑖−2                        (6.9) 

 

Εφαρμόζουμε τη τριγωνικό ανιςότητα 

𝑑 𝑦𝑖 , 𝑥𝑘
𝑖  − 𝑑 𝑥𝑘

𝑖 , 𝑥𝑘
𝑖+1 ≤ 𝑑 𝑦𝑖 , 𝑥𝑘

𝑖+1 ≤ 𝑑 𝑦𝑖 , 𝑥𝑘
𝑖  + 𝑑 𝑥𝑘

𝑖 , 𝑥𝑘
𝑖+1  

και λόγω των ςχϋςεων (6.2), (6.4α), 

 𝜌 𝑥𝑘 , 𝑦 −
1

2𝑖
−

1

2𝑖−1 < 𝑑 𝑦𝑖 , 𝑥𝑘
𝑖  − 𝑑 𝑥𝑘

𝑖 , 𝑥𝑘
𝑖+1 , 

                                           𝑑 𝑦𝑖 , 𝑥𝑘
𝑖  + 𝑑 𝑥𝑘

𝑖 , 𝑥𝑘
𝑖+1 < 𝜌 𝑥𝑘 , 𝑦 +

1

2𝑖
+

1

2𝑖−1 

οπότε 

 𝜌 𝑥𝑘 , 𝑦 −
3

2𝑖
< 𝑑 𝑦𝑖 , 𝑥𝑘

𝑖+1 < 𝜌 𝑥𝑘 , 𝑦 +
3

2𝑖
 

                   ό                  𝜌 𝑥𝑘 , 𝑦 −
1

2𝑖−2 < 𝑑 𝑦𝑖 , 𝑥𝑘
𝑖+1 < 𝜌 𝑥𝑘 , 𝑦 +

1

2𝑖−2 

και ο ιςχυριςμόσ Β ϋχει αποδειχθεύ. 

 



΢υνδυϊζοντασ τουσ ιςχυριςμούσ Α και Β ώςτε να δημιουργηθεύ η ποςότητα 

𝑚 𝑥𝑘
𝑖+1, 𝑦 − 𝑑 𝑦𝑖 , 𝑥𝑘

𝑖+1  ϋχουμε 

 −
9

2𝑖+1
= −

1

2𝑖+1
−

1

2𝑖−2
< 𝑚 𝑥𝑘

𝑖+1, 𝑦 − 𝑑 𝑦𝑖, 𝑥𝑘
𝑖+1 <

1

2𝑖+1
+

1

2𝑖−2
=

9

2𝑖+1
 

και τελικϊ 

                                                    𝑚 𝑥𝑘
𝑖+1, 𝑦 − 𝑑 𝑦𝑖 , 𝑥𝑘

𝑖+1  <
9

2𝑖+1                              (6.10) 

Τποθϋτουμε τώρα ότι ϋχουν καταςκευαςθεύ οι όροι 𝑦1, 𝑦2,…, 𝑦𝑖  τησ ακολουθύασ 

 𝑦𝑖 
𝑖
 που ικανοποιούν τη ςχϋςη (6.2) και περιγρϊφουμε το επαγωγικό βόμα για 

τον οριςμό του 𝑦𝑖+1 ώςτε να ικανοποιούνται οι ςχϋςεισ (6.2) και (6.3). 

Ορύζουμε ςτο ςύνολο 𝑆 =  𝑥1
𝑖+1, 𝑥2

𝑖+1, … , 𝑥𝑘
𝑖+1, 𝑦, 𝑦𝑖  μετρικό 𝑠, με  

𝑠 𝑦, 𝑦𝑖 = 𝑚𝑎𝑥  𝑚 𝑥𝑘
𝑖+1, 𝑦 − 𝑑 𝑥𝑘

𝑖+1, 𝑦𝑖  : 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛  

𝑠 𝑧, 𝑦 = 𝑚 𝑧, 𝑦   και  𝑠 𝑧, 𝑦𝑖 = 𝑑 𝑧, 𝑦𝑖     , 𝑧 ∈ 𝛸  

που επεκτεύνει τισ μετρικϋσ 𝑚 και 𝑑 ςτο ςύνολο 𝑀 ∪  𝑦  (Λόμμα 6.2). Σότε, λόγω 

των ςχϋςεων (6.8) και (6.10), ϋχουμε 

                                  𝜌 𝑥𝑘 , 𝑦 −
1

2𝑖+1 < 𝑠 𝑥𝑘
𝑖+1, 𝑦 < 𝜌 𝑥𝑘 , 𝑦 +

1

2𝑖+1                        (6.11) 

                                                              𝑠 𝑦, 𝑦𝑖 <
9

2𝑖+1                                                      (6.12) 

Εφαρμόζοντασ την ιδιότητα Urysohn του 𝑀 για τον πεπεραςμϋνο μετρικό χώρο 

 𝑆, 𝑠  εξαςφαλύζουμε την ύπαρξη ςημεύου 𝑦𝑖+1 ∈ 𝑀 με 

                                                      𝑑 𝑦𝑖+1, 𝑥𝑘
𝑖+1 =  𝑠 𝑦, 𝑥𝑘

𝑖+1                                        (6.13) 

                                                          𝑑 𝑦𝑖+1, 𝑦𝑖 = 𝑠 𝑦, 𝑦𝑖                                             (6.14) 

και οι ςχϋςεισ (6.11), (6.12), λόγω των ςχϋςεων (6.13), (6.14), παύρνουν τη 

μορφό  



 𝜌 𝑥𝑘 , 𝑦 −
1

2𝑖+1 < 𝑑 𝑦𝑖+1, 𝑥𝑘
𝑖+1 < 𝜌 𝑥𝑘 , 𝑦 +

1

2𝑖+1 

 𝑑 𝑦𝑖+1, 𝑥𝑘
𝑖+1 <

9

2𝑖+1, 

γεγονόσ που ολοκληρώνει τη διαδικαςύα περιγραφόσ του επαγωγικού βόματοσ 

αλλϊ και την απόδειξη του θεωρόματοσ.  ∎ 

 

Από την Πρόταςη 6.3 και το Θεώρημα 6.5 προκύπτει, ςύμφωνα με τον Οριςμό 

6.1, το επόμενο κεντρικό αποτϋλεςμα, που μασ βεβαιώνει ότι, υπϊρχει ϋνασ 

τουλϊχιςτον χώροσ του Urysohn. 

 

Θεώρημα 6.5.   Η πλήρωςη 𝛸∞
     του μετρικού χώρου 𝛸∞  είναι χώροσ του Urysohn. 

 

Θεώρημα 6.6.   Αν 𝑈1 , 𝑈2 είναι δύο Πολωνικοί μετρικοί χώροι που έχουν την 

ιδιότητα Urysohn τότε, οι 𝑈1 , 𝑈2 είναι ιςομετρικοί δηλαδή, 

υπάρχει 𝐹:𝑈1 ⟶ 𝑈2 ιςομετρία επί. 

Άρα, ο χώροσ 𝕌 = 𝛸∞
     του Urysohn είναι μοναδικόσ ωσ προσ τισ ιςομετρίεσ 

(Θεώρημα 6.5). 

 

Απόδειξη. 

Οι χώροι 𝑈1 , 𝑈2 εύναι διαχωρύςιμοι και ϋςτω  𝑥𝑛 ,  𝑦𝑛  ακολουθύεσ 

πυκνϋσ ςτουσ 𝑈1 , 𝑈2 ,αντύςτοιχα. Θα ορύςουμε επαγωγικϊ δύο ακολουθύεσ  𝑦′𝑛 , 

 𝑥′𝑛  ςτουσ 𝑈1 , 𝑈2 ,αντύςτοιχα ώςτε η απεικόνιςη 

𝑓:  𝑥𝑛 ∪  𝑦′𝑛 ⟶  𝑥′𝑛 ∪  𝑦𝑛  

με 𝑓 𝑥𝑛 = 𝑥′𝑛  και 𝑓 𝑦′𝑛 = 𝑦𝑛  να εύναι ιςομετρύα. Σότε, επειδό η ακολουθύα 

 𝑥𝑛  εύναι πυκνό ςτον 𝑈1, η 𝑓 επεκτεύνεται ςε μια ιςομετρικό εμφύτευςη 



𝐹:𝑈1 ⟶ 𝑈2 του 𝑈1 ςτον 𝑈2 (Πρόταςη 2.18). Η 𝐹 ωσ ιςομετρύα μεταφϋρει 

πλόρεισ χώρουσ ςε πλόρεισ χώρουσ (Πρόταςη 2.17(1)(β)) και αφού ο 𝑈2 εύναι 

πλόρησ, το 𝐹 𝑈1  εύναι κλειςτό υποςύνολο του 𝑈2 ((Πρόταςη 2.17(1)(α))) 

δηλαδό, 𝐹 𝑈1 = 𝐹 𝑈1         . Η ιςομετρύα 𝐹 θα εύναι ςυνϊρτηςη επύ, διότι  

𝑈2 ⊇ 𝐹 𝑈1 = 𝐹 𝑈1         ⊇ 𝐹  𝑦′𝑛             =  𝑦𝑛      = 𝑈2 ⟹ 𝑈2 = 𝐹 𝑈1 . 

Θα ορύςουμε τώρα τουσ πρώτουσ όρουσ 𝑥′1 , 𝑦′1 των παραπϊνω ακολουθιών και 

κατόπιν θα περιγρϊψουμε το επαγωγικό βόμα για τον οριςμό των υπολούπων 

όρων. 

Θεωρούμε μύα (οποιαδόποτε) ςυνϊρτηςη 𝜑:  𝑥1 ⟶ 𝑈2 , η οπούα εύναι (με 

τετριμμϋνο τρόπο) ιςομετρύα και θϋτουμε 𝜑 𝑥1 = 𝑥′1. Θεωρούμε το ςύνολο 

 𝑥′1, 𝑦1   και την ιςομετρύα 𝜑−1:  𝑥′1 ⟶  𝑥1 ⊆ 𝑈1. Ο 𝑈2 ϋχει την ιδιότητα 

Urysohn ϊρα, η 𝜑−1 επεκτεύνεται ςε μύα ιςομετρύα 𝜑−1:  𝑥′1, 𝑦1 ⟶  𝑥1, 𝑦′1 ⊆

𝑈1 (για την οπούα διατηρούμε τον ύδιο ςυμβολιςμό) οπότε, 𝜑 𝑦′1 = 𝑦1. Σο 

επαγωγικό βόμα βαςύζεται ακριβώσ ςτην ύδια λογικό. 

Έςτω ότι ϋχουμε ορύςει τα 𝑦′1, 𝑦′2, … , 𝑦′𝑛 ∈ 𝑈1 και τα 𝑥′1, 𝑥′2, … , 𝑥′𝑛 ∈ 𝑈2  και τη 

μεταξύ τουσ ιςομετρύα 𝑓 ώςτε 

𝑓 𝑥𝑖 = 𝑥′𝑖  και 𝑓 𝑦′𝑖 = 𝑦𝑖     ,   1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

Λόγω τησ ιδιότητασ Urysohn του 𝑈2, υπϊρχει 𝑥′
𝑛+1 ∈ 𝑈2 ώςτε η 𝑓 να 

επεκτεύνεται ςε ιςομετρύα 𝑓 με 𝑓 𝑥𝑛+1 = 𝑥′
𝑛+1. Σότε η αντύςτροφό τησ 𝑓−1 με  

𝑓−1 𝑥′𝑖 = 𝑥𝑖     ,   1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1    και    𝑓−1 𝑦𝑖 = 𝑦′𝑖    ,   1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

εύναι επύςησ ιςομετρύα και όμοια, λόγω τησ ιδιότητασ Urysohn του 𝑈1, 

εξαςφαλύζεται το ςτοιχεύο 𝑦′
𝑛+1

∈ 𝑈1 και η επϋκταςη τησ 𝑓−1.  ∎ 

 

Θεώρημα 6.7.   Ο χώροσ 𝕌 του Urysohn είναι καθολικόσ Πολωνικόσ μετρικόσ 

χώροσ δηλαδή, κάθε άλλοσ Πολωνικόσ μετρικόσ χώροσ εμφυτεύεται ιςομετρικά 

ςτον 𝕌.  



Απόδειξη. 

Έςτω Πολωνικόσ μετρικόσ χώροσ 𝑋 και  𝑥𝑛 ,  𝑢𝑛  ακολουθύεσ πυκνϋσ 

ςτουσ 𝑋 και 𝕌, αντύςτοιχα. Όπωσ και ςτην απόδειξη του Θεωρόματοσ 6.6, θα 

ορύςουμε επαγωγικϊ μύα ακολουθύα  𝑦′𝑛  ςτον 𝕌 ώςτε η 𝑓:  𝑦𝑛 ⟶  𝑦′𝑛  να 

εύναι ιςομετρύα, οπότε η επϋκταςό τησ ςε μύα ιςομετρικό εμφύτευςη 𝐹: 𝑋 ⟶ 𝕌 

ολοκληρώνει την απόδειξη. 

Επιλϋγουμε τυχαύο ςτοιχεύο 𝑦′1 ∈ 𝕌. Αν ϋχουμε ορύςει τα 𝑦′1, 𝑦′2, … , 𝑦′𝑛 ∈ 𝕌 

ώςτε η 𝑓:  𝑦𝑛 ⟶  𝑦′𝑛  με 𝑓 𝑦𝑖 = 𝑦′𝑖  , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 να εύναι ιςομετρύα, από την 

ιδιότητα Urysohn του 𝕌, υπϊρχει 𝑦′
𝑛+1

∈ 𝕌 ώςτε η 𝑓 να επεκτεύνεται ςε 

ιςομετρύα 𝑓 με 𝑓 𝑦𝑛+1 = 𝑦′
𝑛+1

.  ∎ 

 

Πρόταςη 6.8.   Ο χώροσ 𝕌 του Urysohn είναι υπερομογενήσ χώροσ δηλαδή, κάθε 

ιςομετρία 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑌 μεταξύ δύο οποιωνδήποτε πεπεραςμένων υποςυνόλων 𝑋, 𝑌 

του 𝕌, επεκτείνεται ςε μία ιςομετρία επί  𝐹: 𝕌 ⟶ 𝕌 του χώρου 𝕌.  

 

Απόδειξη. 

Έςτω 𝑋 =  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛  , 𝑌 =  𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛  με  𝑓 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖  , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 και 

 𝑢𝑛  ακολουθύα πυκνό ςτον 𝕌. Όπωσ και πριν, θα ορύςουμε επαγωγικϊ δύο 

ακολουθύεσ  𝑎𝑛 ,  𝑏𝑛  ςτον 𝕌 και θα θεωρόςουμε την επϋκταςό τησ με 

𝑓 𝑢𝑛 = 𝑎𝑛   και  𝑓 𝑏𝑛 = 𝑢𝑛  ώςτε να αποτελεύ και πϊλι ιςομετρύα. Σότε, με το 

ύδιο ακριβώσ ςκεπτικό που αναπτύξαμε ςτο Θεώρημα 6.6, η 𝑓 επεκτεύνεται ςε 

μια ιςομετρύα επύ  𝐹:𝕌 ⟶ 𝕌.  ∎ 

 

Οι δύο παραπϊνω ιδιότητεσ του χώρου 𝕌 (Θεώρημα 6.7, Πρόταςη 6.8) τον 

χαρακτηρύζουν ωσ τον μοναδικό (ωσ προσ τισ ιςομετρύεσ) Πολωνικό μετρικό 

χώρο πού εύναι καθολικόσ και υπερομογενόσ. ΢χετικό εύναι το επόμενο. 



Θεώρημα 6.9.   Έςτω Πολωνικόσ μετρικόσ χώροσ (𝑃, 𝑑) ,ο οποίοσ είναι καθολικόσ 

και υπερομογενήσ. Τότε, ο χώροσ 𝑃 ταυτίζεται ιςομετρικά με τον χώρο  𝕌 του 

Urysohn. 

 

Απόδειξη. 

΢ύμφωνα με τον Οριςμό 6.1 και το Θεώρημα 6.6, αρκεύ να δεύξουμε ότι ο 

𝑃 ϋχει την ιδιότητα Urysohn. 

Ενεργώντασ παρόμοια με προηγούμενεσ περιπτώςεισ (όπωσ για παρϊδειγμα 

ςτην απόδειξη του Θεωρόματοσ 6.4), θεωρούμε πεπεραςμϋνο μετρικό χώρο 

 𝑋, 𝜌 , πεπεραςμϋνο υποςύνολο του 𝑋 ωσ (ιςομετρικϊ εμφυτευμϋνο) ςύνολο 

𝑇 =  𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 ⊆ 𝑃, ςημεύο 𝑦 ∈ 𝑋\𝑃 και μετρικό χώρο (𝑌, 𝜌) όπου 

                                              𝑌 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 , 𝑦}   με   𝜌|𝑇×𝑇 = 𝑑                             (6.15) 

και αρκεύ να δεύξουμε ότι υπϊρχει ϋνα 𝑦′ ∈ 𝑃 , τϋτοιο ώςτε 

                                                 𝑑 𝑦′, 𝑥𝑘 = 𝜌(𝑦, 𝑥𝑘)   ,   1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛                               (6.16) 

Ο μετρικόσ χώροσ  𝑌, 𝜌  ωσ πεπεραςμϋνοσ εύναι (κατϊ τετριμμϋνο τρόπο) 

διαχωρύςιμοσ και πλόρησ, ϊρα Πολωνικόσ χώροσ. Οπότε (Θεώρημα 6.7) υπϊρχει 

ιςομετρύα 𝑔: 𝛶 ⟶ 𝑔 𝑌 ⊆ 𝑃 από την οπούα (και λόγω τησ ςχϋςησ (6.15)), για 

1 ≤ 𝑘,𝑚 ≤ 𝑛, ϋχουμε 

                        𝜌 𝑥𝑘 , 𝑥𝑚  = 𝑑 𝑔 𝑥𝑘 , 𝑔 𝑥𝑚     ,   𝜌 𝑥𝑘 , 𝑦 = 𝑑 𝑔 𝑥𝑘 , 𝑔 𝑦         (6.17) 

Θεωρούμε την απεικόνιςη  

𝑕: {𝑔 𝑥1 , 𝑔 𝑥2 , … , 𝑔 𝑥𝑛 } ⟶ {𝑥1, 𝑥2 , … , 𝑥𝑛} 

με    𝑕 𝑔 𝑥𝑖  = 𝑥𝑖  , 

η οπούα εύναι μύα ιςομετρύα μεταξύ δύο πεπεραςμϋνων υποςυνόλων του χώρου 

𝑃 καθώσ, λόγω τησ ςχϋςησ (6.17) εύναι 



𝑑  𝑕 𝑔 𝑥𝑘  , 𝑕 𝑔 𝑥𝑚    = 𝑑 𝑥𝑘 , 𝑥𝑚  = 𝑑 𝑔 𝑥𝑘 , 𝑔 𝑥𝑚   . 

Εφ’ όςον ο χώροσ 𝑃 εύναι υπερομογενόσ, η 𝑕 επεκτεύνεται ςε μύα ιςομετρύα 

𝐻:𝑃 ⟶ 𝑃 επύ του 𝑃 που ςημαύνει ότι, για 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, ιςχύει 

 𝛨 𝑔 𝑥𝑘  = 𝑕 𝑔 𝑥𝑘  = 𝑥𝑘 . 

Θϋτουμε 𝑦′ = 𝛨 𝑔 𝑦   και από τη ςχϋςη (6.17) ϋχουμε 

𝑑 𝑦′ , 𝑥𝑘 = 𝑑  𝛨 𝑔 𝑦  ,𝛨 𝑔 𝑥𝑘   = 𝑑 𝑔 𝑦 , 𝑔 𝑥𝑘  = 𝜌 𝑥𝑘 , 𝑦 , 

που αποδεικνύει τη ςχϋςη (6.16) και ολοκληρώνει την απόδειξη.  ∎ 
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