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Εισαγωγή 

 

      Το αντικείμενο της εν λόγω διπλωματικής εργασίας είναι η μελέτη των 

Λατινικών Τετραγώνων, η περιγραφή διαφόρων μεθόδων κατασκευής 

Ορθογώνιων Λατινικών Τετραγώνων, η ανάλυση της ειδικής περίπτωσης 

λατινικών τετραγώνων τάξης 10 και η χρησιμότητα όλων των παραπάνω σε 

διάφορους τομείς της επιστήμης. Ακολουθεί μια σύντομη ιστορική αναδρομή. 

     Το 1779, ο L.Euler άρχισε μια μελέτη ενός απλού μαθηματικού 

προβλήματος, το Πρόβλημα των 36 Αξιωματικών. Τριάντα έξι αξιωματικοί 

επιλεγμένοι από έξι διαφορετικούς ιεραρχικούς βαθμούς και έξι 

διαφορετικών ταγμάτων στρατού (έναν από κάθε ιεραρχικό βαθμό και από 

κάθε τάγμα) πρέπει να τοποθετηθούν σε ένα τετράγωνο έτσι ώστε σε κάθε 

οριζόντια και κάθετη γραμμή να υπάρχουν έξι αξιωματικοί από κάθε βαθμό 

και κάθε τάγμα. Καταγράφοντας μονάχα τους βαθμούς των αξιωματικών, το 

τετράγωνο που αποκτάται είναι ένα Λατινικό Τετράγωνο. Καταγράφοντας 

μόνο τα τάγματα, είναι και πάλι ένα Λατινικό Τετράγωνο. Αλλά τα δύο 

Λατινικά Τετράγωνα όταν υπερτεθούν, τα ζευγάρια δεν είναι όλα 

διαφορετικά μεταξύ τους, άρα δεν είναι ορθογώνια. Ο Euler κατάφερε να 

κατασκευάσει ζεύγη ορθογώνιων Λατινικών Τετραγώνων για κάθε τάξη 

περιττού αριθμού και για κάθε τάξη διαιρέσιμη με το τέσσερα, αλλά δεν 

κατάφερε να κατασκευάσει κανένα ζεύγος ορθογώνιων Λατινικών 

Τετραγώνων τάξης            όπου k ακέραιος. Προέβλεψε λοιπόν πως 

δεν υπάρχουν Ορθογώνια Λατινικά Τετράγωνα τέτοιας τάξης. Η εικασία του 

για Λατινικά Τετράγωνα έκτης τάξης επαληθεύτηκε τον εικοστό αιώνα. Το 

1900 ο G.Tarry απέδειξε πως η εικασία αυτή είναι σωστή, μέσω εξαντλητικής 

απαρίθμησης των περιπτώσεων. Μεταγενέστερα, λιγότερο μακροσκελείς 

αποδείξεις παρουσιάστηκαν. Πολύ αργότερα, οι R.C.Bose  S.S.Shrikhande και 

E.T.Parker (1960) απέδειξαν ότι η εικασία του Euler ήταν λανθασμένη για 

όλες τις τάξεις n της μορφής          εκτός     ή     παρέχοντας μια 

κατασκευαστική μέθοδο ζεύγους Ορθογώνιων Λατινικών Τετραγώνων για 

όλες αυτές τις τάξεις. Η απόδειξή τους ήταν μακροσκελής και εμπεριείχε 

έννοιες από την θεωρία του πειραματικού σχεδιασμού (experimental design). 

Εντούτοις, υποκίνησε αδιαμφισβήτητα την περαιτέρω έρευνα στη δομή και 

τις ιδιότητες των Λατινικών Τετραγώνων. Άλλο ένα κίνητρο ήταν το 

αυξανόμενο ενδιαφέρον στη θεωρία του πεπερασμένου προβολικού επιπέδου 
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(finite projective plane). Το πολύ γνωστό στον κόσμο , τελευταία, Sudoku, 

είναι ένα ειδικό Λατινικό Τετράγωνο. 

 

 

 

 

Κεφάλαιο 1ο : Λατινικά Τετράγωνα 

 

 

 

1.1 Ορισμός 

 

      Ένα Λατινικό Τετράγωνο τάξης n είναι ένας πίνακας     με ακριβώς n 

διαφορετικά σύμβολα όπου κάθε σύμβολο εμφανίζεται μία φορά σε κάθε 

γραμμή και μία φορά σε κάθε στήλη [9]. 

       Αν το σύνολο των n διαφορετικών συμβόλων είναι το S, τότε λέμε ότι το 

Λατινικό Τετράγωνο έχει σαν βάση το S. Για ευκολία θα πάρουμε το σύνολο 

των  n  να είναι οι θετικοί ακέραιοι                 . 

 

Παράδειγμα: 

 

 

                

                  ,                       ,                              ,        • • • 

 

 

 

Παρατηρώντας τα παραπάνω παραδείγματα βλέπουμε ότι για κάθε θετικό 

ακέραιο n, υπάρχει ένα λατινικό τετράγωνο τάξης n.  

      Ένα λατινικό τετράγωνο L τάξης n μπορούμε να το συμβολίσουμε ως 

            
  , όπου        . Έστω α, β, γ τρεις μεταβλητές του   . Τότε, 

χρησιμοποιούμε τα     ,  
   , και      για να συμβολίσουμε τα λατινικά 

τετράγωνα που λαμβάνουμε από το L αν μεταθέσουμε τις γραμμές κατά α, τις 

στήλες κατά β και τα στοιχεία     κατά γ αντίστοιχα. Είναι εύκολο να 

παρατηρήσουμε ότι τα      ,  
   , και       είναι επίσης λατινικά τετράγωνα 

για οποιαδήποτε α, β και γ. Το λατινικό τετράγωνο που λαμβάνουμε 

εφαρμόζοντας τις παραπάνω τρεις πράξεις στο L ταυτόχρονα το 

συμβολίζουμε με         . 

   

 

0 1 2 

1 2 0 

2 0 1 

0 1 

1 0 0 
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   Ένα παράδειγμα Λατινικού Τετραγώνου τάξης 4 φαίνεται στο σχήμα 1. 

 

 

1 2 3 4 

4 1 2 3 

3 4 1 2 

2 3 4 1 

 

σχήμα 1 

 

 

     Ένας απλός τρόπος κατασκευής ενός Λατινικού Τετραγώνου είναι η 

δημιουργία της πρώτης γραμμής τοποθετώντας τα σύμβολα σε τυχαία σειρά, 

και έπειτα η μετακίνηση της πρώτης γραμμής προς τα δεξιά (ή τα αριστερά) 

κατά           θέσεις ώστε να δημιουργηθούν και οι υπόλοιπες      

γραμμές [2].  

     Ένα Λατινικό Τετράγωνο          τάξης n λέγεται σε κανονική μορφή ή 

κανονικοποιημένο αν η πρώτη του γραμμή        , και η πρώτη του στήλη 

         είναι σε φυσική σειρά            . Μπορούμε εύκολα να 

κανονικοποιήσουμε ένα Λατινικό Τετράγωνο με αντιμεταθέσεις των 

γραμμών και των στηλών του. Για παράδειγμα το Λατινικό Τετράγωνο του 

σχήματος 1 φαίνεται κανονικοποιημένο στο σχήμα 2, αφού αντιμεταθέσαμε 

τη 2η  γραμμή με την 4η . 

 

 

 

 

1 2 3 4 

2 3 4 1 

3 4 1 2 

4 1 2 3 

σχήμα 2 
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    Ας συμβολίσουμε με    τα λατινικά τετράγωνα τάξης n και με    τα 

κανονικοποιημένα λατινικά τετράγωνα τάξης n. 

Πρόταση:              και            και             και 
       
 
      Απόδειξη:   
                                  
 
 

 

                                                                          

            

                                                                   1                1 

 

 

 

 

 

                                                                   3 

                                                                              

ή                                                                                                                 

 

 

                                                                                         2                                        1 

                      

 

                                                                                                                                        ■  

 

1.2 Πλήθος Λατινικών Τετραγώνων 

 

     Το πλήθος των Λατινικών Τετραγώνων τάξης n , είναι          φορές το 

πλήθος των κανονικοποιημένων  Λατινικών Τετραγώνων [3]. 

     

Πρόταση:                  

      

          Απόδειξη:   Υπάρχουν    το πλήθος τρόποι να μεταθέσουμε τα στοιχεία 

της πρώτης γραμμής και μετά        το πλήθος τρόποι για τις υπόλοιπες   

    γραμμές για να σχηματίσουμε ένα κανονικοποιημένο λατινικό 

τετράγωνο.                                                                                                             ■ 

 

0 1 2 

1   

2 ?  0 1 2 3 

1 3 0 2 

2 0 3 1 

3 2 1 0 

0 1 2 3 

1    

2    

3    

0 1 2 3 

1 2 3 0 

2 3 0 1 

3 0 1 2 

0 1 2 3 

1 0 3 2 

2 3   

3 2   
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     Για παράδειγμα με τη χρήση υπολογιστή μπορούμε να βρούμε ότι  

                                  και                                         
                       και                                                    

     Ο παρακάτω πίνακας μας πληροφορεί για των ακριβή αριθμό των 

(κανονικοποιημένων) Λατινικών Τετραγώνων έως και τάξης 11. 

 

Πίνακας 1 

 

 

Όπως βλέπουμε το πλήθος των (κανονικοποιημένων) Λατινικών Τετραγώνων 

αυξάνεται δραματικά όσο αυξάνεται η τάξη n .  

 

 

1.3 Είδη Λατινικών Τετραγώνων 

 

   • Διαγώνιο Λατινικό Τετράγωνο (diagonal Latin square) τάξης n είναι ένα 

      Λατινικό Τετράγωνο στο οποίο κανένα σύμβολο δεν εμφανίζεται πάνω 

      από μια φορά σε οποιαδήποτε από τις δύο κύριες διαγωνίους του [4]. 

   • Δύο Λατινικά Τετράγωνα τάξης n ονομάζονται ορθογώνια (orthogonal 

      Latin squares), εάν η υπέρθεσή τους αποτελείται από    διαφορετικά 

      ζεύγη συμβόλων ή παρόμοια εάν η υπέρθεσή τους περιλαμβάνει όλους 

      τους δυνατούς συνδυασμούς των συμβόλων των δύο Λατινικών 

      Τετραγώνων [9]. 

   •     Λατινικά Τετράγωνα τάξης n ονομάζονται αμοιβαίως ορθογώνια 

      (mutually orthogonal Latin squares), εάν είναι ανά δύο ορθογώνια [9]. 

      Υπάρχουν το πολύ n-1 αμοιβαίως ορθογώνια Λατινικά Τετράγωνα τάξης 

      n [7]. 

   • Ορθογώνιο Λατινικό Τετράγωνο με τον εαυτό του (self-orthogonal Latin 

       square) είναι ένα Λατινικό Τετράγωνο ορθογώνιο με το ανάστροφό του 

      [4]. 

n  κανονικοποιημένο Λατινικά Τετράγωνα n Λατινικά τετράγωνα n 

1 1 1 

2 1 2 

3 1 12 

4 4 576 

5 56 161280 

6 9408 812851200 

7 16942080 61479419904000 

8 535281401856 108776032459082956800 

9 377597570964258816 5524751496156892842531225600 

10 7580721483160132811489280 9982437658213039871725064756920320000 

11 5363937773277371298119673540771840 776966836171770144107444346734230682311065600000 
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   • Ένα διπλό Ορθογώνιο Λατινικό Τετράγωνο με τον εαυτό του  (doubly       

self-orthogonal Latin square),  είναι ένα Λατινικό Τετράγωνο ορθογώνιο με  

  τον ανάστροφό του και με τον ανάστροφο του αναστρόφου του. Ένα διπλό 

     Ορθογώνιο Λατινικό Τετράγωνο με τον εαυτό του είναι ταυτόχρονα και 

     Διαγώνιο Λατινικό Τετράγωνο [4]. 

  • Τέλειο Λατινικό Τετράγωνο (perfect Latin square) τάξης     , είναι ένα 

     διαγώνιο Λατινικό Τετράγωνο τάξης     στο οποίο κάθε σύμβολο 

     εμφανίζεται μία φορά σε κάθε κύριο υποτετράγωνο [4]. 

     Το υποτετράγωνο     , ενός Λατινικού Τετραγώνου τάξης     ορίζεται ως 

     ένα     τετράγωνο του οποίου το πάνω αριστερά κελί έχει 

     συντεταγμένες      . 

     Το κύριο υποτετράγωνο     , ορίζεται ως το υποτετράγωνο για το οποίο 

     ισχύει             και           . 

     Τα τέλεια Λατινικά Τετράγωνα έχουν αρκετές ιδιότητες χρήσιμες για 

     παράλληλη διάταξη προσπέλασης (parallel array access). 

     Το πολύ γνωστό Sudoku είναι ένα τέλειο Λατινικό Τετράγωνο τάξης 9 ή 

     σπανιότερα 16, στο οποίο όμως δεν είναι προϋπόθεση η μη εμφάνιση 

     κανενός συμβόλου πάνω από μια φορά σε οποιαδήποτε από τις δύο 

     κύριες διαγωνίους του. 

 

 

 

1.4 Κατασκευή Λατινικών Τετραγώνων 

 

     Ορισμός: Ένα λατινικό ορθογώνιο       είναι ένας πίνακας       με 

στοιχεία από το σύνολο           τα οποία είναι διαφορετικά μεταξύ τους σε 

κάθε γραμμή και σε κάθε στήλη. Στην περίπτωση που ισχύει        

έχουμε το λατινικό τετράγωνο. 

     Θα δείξουμε τώρα πως κατασκευάζουμε λατινικά τετράγωνα από λατινικά 

ορθογώνια και αν κάθε λατινικό ορθογώνιο είναι απαραίτητα κομμάτι ενός 

λατινικού τετραγώνου. 

 Για παράδειγμα:  Είναι το λατινικό ορθογώνιο 

1 2 3 4 
4 3 1 2 

κομμάτι ενός      λατινικού τετραγώνου; Ισοδύναμα, μπορούμε προσθέτοντας δύο 

παραπάνω γραμμές να φτιάξουμε ένα τέτοιο τετράγωνο; Παρομοίως, είναι το λατινικό 

ορθογώνιο 

1 3 4 5 

3 5 1 2 

5 1 3 4 
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κομμάτι ενός      λατινικού τετραγώνου; Ισοδύναμα, μπορούμε προσθέτοντας δύο 

παραπάνω γραμμές και μία παραπάνω στήλη να φτιάξουμε ένα τέτοιο τετράγωνο; 

Απάντηση:  Εύκολα μπορούμε να δούμε ότι το πρώτο λατινικό ορθογώνιο 

μπορεί να επεκταθεί σε ένα λατινικό τετράγωνο όπως το εξής: 

 

 

1 2 3 4 

4 3 1 2 

2 1 4 3 

3 4 2 1 

Μάλιστα θα αποδείξουμε ότι κάθε      λατινικό ορθογώνιο  με στοιχεία από 

το σύνολο           μπορεί να επεκταθεί σε      λατινικό τετράγωνο. 

     Όμως σε αντίθεση με το παραπάνω, το δεύτερο παράδειγμα δεν μπορεί να 

επεκταθεί σε      λατινικό τετράγωνο και αυτό γιατί η επιπλέον στήλη της 

επέκτασης θα πρέπει να περιέχει το στοιχείο ‘2’ σε δύο θέσεις και έτσι δεν θα 

είναι λατινικό. Αυτό συνέβη γιατί το ‘2’ δεν είχε εμφανιστεί αρκετές φορές στο 

λατινικό ορθογώνιο. Παρακάτω θα δείξουμε ότι απαιτείται συγκεκριμένος 

αριθμός εμφανίσεων των στοιχείων ενός λατινικού ορθογωνίου για να μπορεί 

να επεκταθεί σε λατινικό τετράγωνο.[1] 

     Τώρα θα δώσουμε ένα παράδειγμα για να δείξουμε πως η πρόσθεση μιας 

γραμμής σε ένα λατινικό ορθογώνιο μετατρέπεται εύκολα σε πρόβλημα 

διατεμνουσών (εύρεση συνόλου διακεκριμένων αντιπροσώπων).  

Παράδειγμα:  Το να προσθέσουμε μία γραμμή στο λατινικό ορθογώνιο 

 
                     
                     

  

για να σχηματίσουμε ένα     λατινικό ορθογώνιο με στοιχεία από το σύνολο 

            είναι ισοδύναμο με το να βρούμε διακεκριμένους αντιπροσώπους για κάθε 

ένα από τα παρακάτω σύνολα (σημειώνουμε ότι κάθε σύνολο είναι πληθικότητας 3 και 

κάθε αριθμός από 1-5 εμφανίζεται σε ακριβώς τρία από τα σύνολα): 

 
                                                                        
                                                                        

  

                             {2, 3, 4}     {3, 4, 5}    {1, 3, 5}    {1, 2, 4}     {1, 2, 5} 

 

Τα τονισμένα στοιχεία των συνόλων μπορούν να χρησιμοποιηθούν σαν τα στοιχεία της 

προστιθέμενης σειράς. Συνεχίζοντας με τον ίδιο τρόπο μπορούμε να επεκτείνουμε το  

    λατινικό ορθογώνιο σε     και τελικά σε      λατινικό τετράγωνο.              ■ 

 

Θεώρημα 1.4.1:  Οποιοδήποτε        λατινικό ορθογώνιο με στοιχεία από το 

σύνολο            μπορεί να επεκταθεί σε      λατινικό τετράγωνο. 
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      Απόδειξη:  Έστω ότι  L  είναι ένα       λατινικό ορθογώνιο με     , και 

για         ορίζουμε το σύνολο    ως εξής 

              
                                                          

                     
  

 

 

       n 

 

 

                                         p                                                                

 

 

 

προστιθέμενη γραμμή:     

 

                                                                                               

 

Έπειτα, όπως είδαμε στο παραπάνω παράδειγμα, το να βρούμε μία 

προστιθέμενη γραμμή για το  L και να το επεκτείνουμε σε ένα          

λατινικό ορθογώνιο (με στοιχεία από το          ) είναι ισοδύναμο με το να 

βρούμε διακεκριμένους αντιπροσώπους της οικογένειας             . Για 

να βρούμε τέτοια στοιχεία, δηλαδή για να δείξουμε ότι η οικογένεια    έχει 

διατέμνουσα, θα χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα του Hall και θα δείξουμε ότι  

οποιαδήποτε r από τα σύνολα          έχουν ανάμεσά τους τουλάχιστον r 

στοιχεία. Στη συνέχεια της απόδειξής μας θα χρειαστούμε τα εξής:  

 

Ορισμός:  Έστω                 μία οικογένεια  n  συνόλων.  Λέμε ότι τα  

             αποτελούν ένα σύστημα από διακεκριμένους αντιπροσώπους του  

                 αν         και         για κάθε         .  

Θεώρημα του Hall: Το                έχει ένα σύστημα από διακεκριμένους  

αντιπροσώπους αν και μόνο αν     
 
        για κάθε      . 

Σημείωση: Ισχύει ότι                        γιατί το    αποτελείται από 

όλα τα  n εκτός από εκείνους τους αριθμούς p που έχουν ήδη εμφανιστεί στην i-οστή 

στήλη. Επίσης σημειώνουμε ότι κάθε j με        βρίσκεται σε ακριβώς       

σύνολα της οικογένειας  . Και αυτό γιατί το j εμφανίζεται σε ακριβώς  p θέσεις στο  L 

οπότε εμφανίζεται μόνο σε  p διαφορετικές στήλες δηλαδή το j  λείπει από      

στήλες και επομένως εμφανίζεται μόνο σε      σύνολα    . 

 

Επομένως το ότι η οικογένεια   έχει διατέμνουσα είναι άμεσο από το 

θεώρημα του Hall. Έστω r  κάποια από τα σύνολα             πρέπει να 

 
 

L 

— —  . . .  — 
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δείξουμε ότι τα r αυτά σύνολα περιέχουν ανάμεσά τους τουλάχιστον r 

στοιχεία. Φτιάχνουμε μία λίστα με όλα τα στοιχεία όλων των συνόλων r 

(συμπεριλαμβάνοντας και τις επαναλήψεις) το μέγεθος της οποίας είναι 

      . Αλλά, σύμφωνα με τα παραπάνω σχόλια, κανένας αριθμός j δεν 

μπορεί να εμφανίζεται περισσότερες από     φορές  και συνεπώς η λίστα 

πρέπει να περιέχει το λιγότερο r διαφορετικούς  αριθμούς. Αυτό συνεπάγεται 

ότι οποιαδήποτε r σύνολα της     περιέχουν μεταξύ τους τουλάχιστον r 

διαφορετικούς αριθμούς και σύμφωνα με το θεώρημα του Hall, η   έχει 

διατέμνουσα.  

     Όπως δείξαμε παραπάνω, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε μία 

οποιαδήποτε διατέμνουσα της   για να φτιάξουμε μία επιπλέον γραμμή για 

το L και εύκολα να έχουμε ένα          λατινικό ορθογώνιο. Έπειτα 

μπορούμε να επαναλάβουμε τη διαδικασία από την αρχή όσες φορές 

χρειάζεται μέχρι να σχηματίσουμε ένα      λατινικό τετράγωνο.               ■ 

    

      Το θεώρημα απέδειξε ότι μπορούμε πάντα να επεκτείνουμε ένα      

λατινικό ορθογώνιο σε ένα       λατινικό τετράγωνο αλλά τώρα θα 

ασχοληθούμε με τα      ορθογώνια τα οποία δεν επεκτείνονται πάντα. 

Παράδειγμα:  Μπορεί το λατινικό ορθογώνιο  

 

 

                   
                   
                   
                   

  

 

να επεκταθεί σε ένα     λατινικό τετράγωνο; 

 

Απάντηση: Όχι. Ένας τρόπος για να το δούμε αυτό είναι να σημειώσουμε ότι 

σε οποιαδήποτε επέκταση του ορθογωνίου σε ένα     λατινικό τετράγωνο 

θα χρειαζόμασταν τρία 5αρια στις κόκκινες παύλες, αλλά δεν θα χωρούσαν 

γιατί έχουμε μόνο δυο στήλες.  

 

  
 

                             
                             
                             
                             
                  
                   

  
 

 

                                                                                                                                    ■ 

 

     Γενικά για να έχουμε κάποια ελπίδα να επεκτείνουμε ένα     λατινικό 

ορθογώνιο (με στοιχεία από το          ) σε ένα      λατινικό τετράγωνο 

πρέπει να μπει περιορισμός στον αριθμό των εμφανίσεων των στοιχείων στο 
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L. Έστω ότι το L μπορεί να επεκταθεί, όπως φαίνεται παρακάτω, και ότι ο 

αριθμός i εμφανίζεται ακριβώς      φορές μέσα στο L.  

 

 

             q                                 

 

 

                              p 

 

 

 

 

 

 

    

Λατινικό τετράγωνο 

 

     Για να εμφανιστεί το i από μία φορά στην κάθε γραμμή του τελικού 

τετραγώνου πρέπει να εμφανιστεί p φορές στις πρώτες  p γραμμές, και 

επομένως         φορές στην επάνω δεξιά περιοχή. Αλλά εκεί υπάρχουν 

μόνο     στήλες. Έτσι για να μπορεί το L να επεκταθεί σε ένα      

Λατινικό τετράγωνο πρέπει οπωσδήποτε να ισχύει             δηλαδή 

 

            για κάθε          . 

 

Αυτή η συνθήκη είναι αναγκαία και ικανή για να εξασφαλίσουμε ότι το L 

μπορεί να επεκταθεί σε ένα       Λατινικό τετράγωνο. Αυτό το αποτέλεσμα 

μπορούμε να το αποδείξουμε χρησιμοποιώντας τις διατέμνουσες όπως θα 

δείξουμε στο παρακάτω παράδειγμα.[1] 

 

Παράδειγμα:  Χρησιμοποιείστε τον συμβολισμό των διατεμνουσών για να δείξετε ότι 

το  

 

 
             

             
  

 

μπορεί να επεκταθεί σε ένα      λατινικό τετράγωνο. 

 

Απάντηση:  Εδώ το L που μας δίνεται είναι     οπότε έχουμε ότι     , 

    και     . Επομένως          και άρα              για κάθε  

 
                 

              
  

 
L 
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i. Πρώτα θα επεκτείνουμε το L σε ένα      λατινικό ορθογώνιο με την 

προσθήκη μίας επιπλέον στήλης:  

 

 

                                                  {2, 5}  

 

 
                   

                  
  

 

                                                                                          {2, 3} 

 

Αυτό μπορεί να γίνει με έναν από τους παρακάτω τρεις τρόπους και σε κάθε 

περίπτωση θα δοκιμάσουμε να το επεκτείνουμε σε ένα      λατινικό 

ορθογώνιο:  

 

                    
                  

                                     
                  

                                   
                  

  

 

                                                                                                       

                           
                        

                                  
                        

             Αδύνατο 

 
    Σε αυτές τις δύο περιπτώσεις έχουμε τώρα ένα     λατινικό                   Εδώ το     λατινικό ορθογώνιο  

 ορθογώνιο και από το προηγούμενο θεώρημα αυτό μπορεί να                      δεν μπορεί να επεκταθεί γιατί 

επεκταθεί σε ένα     λατινικό τετράγωνο.                                                          ,     και        . Αλλά  

                                                                                                                                                   .  

 

                                                                                                                                   ■ 

 

     Ας υποθέσουμε ότι έχουμε ένα      λατινικό ορθογώνιο L  με στοιχεία 

από το          , για το οποίο ισχύει             για κάθε         

και θέλουμε να το επεκτείνουμε σε ένα      Λατινικό τετράγωνο. Όπως 

είδαμε στο παραπάνω παράδειγμα η προσθήκη μίας επιπλέον στήλης στο  L 

για να δημιουργήσουμε ένα          λατινικό ορθογώνιο    πρέπει να 

γίνει με τέτοιο τρόπο ώστε η διαδικασία να μπορεί να επαναληφθεί. Για αυτό 

το λόγο απαιτούμε ότι το       , δηλαδή ο αριθμός των εμφανίσεων του i στο 

  , πρέπει να ικανοποιεί την σχέση  

               . 

Συνεπώς, αν για μερικά  i  ισχύει ότι            , τότε πρέπει να 

εξασφαλίσουμε ότι αυτά τα i  συμπεριλαμβάνονται στην καινούρια στήλη. 

Έστω  
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Για να μπορεί η διαδικασία να συνεχιστεί αρκεί η επιπλέον στήλη να 

συμπεριλαμβάνει το σύνολο P έτσι ώστε κάθε i να εμφανίζεται στο καινούριο 

ορθογώνιο τουλάχιστον            φορές. 

 

Παράδειγμα: Χρησιμοποιείστε την παραπάνω τεχνική για να επεκτείνετε το  

 

 
             
             
             

  

 

σε ένα      λατινικό τετράγωνο. 

 

 

Απάντηση:  Θα παρουσιάσουμε τη διαδικασία αναλυτικά γιατί μας δείχνει τη 

σημαντικότητα του συνόλου P και θα μας βοηθήσει να καταλάβουμε την 

απόδειξη του επόμενου θεωρήματος. 

                                5     6     1     —            {2, 3, 4} 

                                6     5     2     —            {1, 3, 4} 

                                1     2     3     —            {4, 5, 6} 

                               

                                            

Η καινούρια στήλη πρέπει να περιέχει το σύνολο  

                  

Μία τέτοια διατέμνουσα φαίνεται με τα έντονα μαύρα γράμματα και η 

διαδικασία μπορεί να συνεχιστεί: 

                                5     6     1     4     —                 {2, 3} 

                                6     5     2     1     —                 {3, 4} 

                                1     2     3     5     —                 {4, 6} 

                            

                                            

Η καινούρια στήλη πρέπει να περιέχει το σύνολο: 

                    

Μία τέτοια διατέμνουσα φαίνεται με τα έντονα μαύρα γράμματα και η 

διαδικασία μπορεί να συνεχιστεί: 

                                5     6     1     4     3     —                 {2} 

                                6     5     2     1     4     —                 {3} 

                                1     2     3     5     6     —                 {4} 

                            

                                            

Η καινούρια στήλη πρέπει να περιέχει το σύνολο: 
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Μία τέτοια διατέμνουσα φαίνεται με τα έντονα μαύρα γράμματα και μας 

δίνει ένα       λατινικό ορθογώνιο 

 

5     6     1     4     3     2 

6     5     2     1     4     3 

       1     2     3     5     6     4      . 

 

Σύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα αυτό μπορεί τώρα να επεκταθεί σε ένα  

     λατινικό τετράγωνο, όπως το παρακάτω: 

 

 
 
 

                               
                               
                               
                               
                               
                                

 
 
 

 

                                                                                                                                   ■ 

       Είμαστε τώρα σχεδόν έτοιμοι να αποδείξουμε το αποτέλεσμα σχετικά με 

την επέκταση των      λατινικών ορθογωνίων, αλλά θα χρειαστούμε ακόμη 

το παρακάτω λήμμα: 

 

 Λήμμα 1.4.2:   Έστω L είναι ένα     λατινικό ορθογώνιο με στοιχεία από το 

          , και έστω r και m ακέραιοι με           Ο αριθμός των στοιχείων 

του              τα οποία εμφανίζονται ακριβώς m φορές στο L και τα οποία 

εμφανίζονται σε όλες τις πρώτες r γραμμές του L δεν μπορεί να υπερβαίνει το  

          

   
  

 

Απόδειξη:  Έστω t στοιχεία του            εμφανίζονται ακριβώς m φορές στο 

L και τα οποία εμφανίζονται σε όλες τις πρώτες r γραμμές του L. Έπειτα από 

αυτούς τους t αριθμούς ο καθένας εμφανίζεται ακριβώς     φορές στην 

κάτω σκιασμένη περιοχή του L του σχήματος. Από τους υπόλοιπους     

αριθμούς του           ο καθένας εμφανίζεται το πολύ      φορές στην 

ίδια σκιασμένη περιοχή του σχήματος. Επομένως μετρώντας όλες τις 

εμφανίσεις σε αυτή την σκιασμένη περιοχή βρίσκουμε ότι  

                          

                         

                    

                      

                   

  
          

   
  

                                                                                                                                 ■ 



~ 17 ~ 
 

 

 

 

                                                                    q                              

 

                               

                                   r                                                                       

 

                             

                                      L 

                                 

 

                                                             σχήμα   3 

                

                                  

Θεώρημα 1.4.3:   Έστω L είναι ένα     λατινικό ορθογώνιο με στοιχεία από το 

           τότε μπορεί να επεκταθεί σε ένα       Λατινικό τετράγωνο αν και μόνον 

αν     , δηλαδή ο αριθμός των εμφανίσεων του i στο L, ικανοποιεί την παρακάτω 

σχέση  

           

για κάθε i με         

 

Απόδειξη:  ( ) Αρχικά υποθέτουμε ότι το L μπορεί να επεκταθεί σε ένα     

Λατινικό τετράγωνο όπως φαίνεται παρακάτω:  

 

 

                                                          q                     

 

                                           

                                         p 

 

 

                                       

 

 

 

       

λατινικό τετράγωνο 

 

 
 

 

                   
                             
                           

 

 
L 
 

 
M 

 
 

N 

 
 

Q 
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Έπειτα υποθέτουμε ότι το i εμφανίζεται      φορές στο L,  και p φορές στα L  

και M μαζί. Οπότε το i εμφανίζεται        φορές στο M. Αλλά το i 

εμφανίζεται     φορές στα  Q και M μαζί. Άρα 

            και            . 

( ) Αντίστροφα υποθέτουμε ότι ισχύει              για κάθε i και ότι 

   . Θα δείξουμε ότι το L μπορεί να επεκταθεί σε ένα           λατινικό 

ορθογώνιο με τέτοιο τρόπο ώστε η διαδικασία να μπορεί να συνεχιστεί μέχρι 

να σχηματιστεί ένα       λατινικό ορθογώνιο. (Έτσι το προηγούμενο 

θεώρημα μας εξασφαλίζει ότι τέτοιο ορθογώνιο μπορεί να επεκταθεί σε ένα  

     Λατινικό τετράγωνο.) 

     Για        έστω το σύνολο    το οποίο αποτελείται από  

 

    
                                                      

                                       
  

 

και, όπως στα παραδείγματα, έστω το σύνολο P το οποίο αποτελείται από 

                                

 

 

 

    

         p       

         

 

                                               q 

 

 

Ύστερα θα δείξουμε ότι η               έχει μία διατέμνουσα η οποία 

περιέχει το σύνολο P. (Έπειτα θα χρησιμοποιήσουμε αυτή τη διατέμνουσα για 

να μας δώσει μία επιπλέον στήλη για να επεκτείνουμε το L σε ένα         

λατινικό ορθογώνιο   .) 

     Για να δείξουμε ότι η    έχει μία διατέμνουσα θα χρειαστούμε ότι  

                        

και ότι, κάθε i  βρίσκεται σε το πολύ     από τα σύνολα          αφού 

κάθε i λείπει από                γραμμές του L. Συνεπώς, όπως ακριβώς 

και στην απόδειξη του προηγούμενου θεωρήματος, οποιαδήποτε r από αυτά 

τα σύνολα περιέχουν ανάμεσά τους το λιγότερο r διαφορετικούς αριθμούς. 

Για αυτό το λόγο από το θεώρημα Hall του έχουμε ότι η   έχει διατέμνουσα. 

 
 
 

L 

—    A1 

—    A2 

.   . 

.   . 

.   . 

—    Ap 
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     Για να δείξουμε ότι η    έχει διατέμνουσα η οποία εμπεριέχει το σύνολο P 

αρκεί να δείξουμε ότι 

       

     

          

για κάθε             και έπειτα χρησιμοποιούμε το παρακάτω θεώρημα. 

Θεώρημα: Έστω ότι              είναι μία οικογένεια από σύνολα και έστω 

          . Τότε η   έχει διατέμνουσα η οποία περιέχει το σύνολο P αν και 

μόνον αν  

(i)   η   έχει διατέμνουσα, 

 

και 

  

                 

     

                                  

 

Για να αποφύγουμε τις περίπλοκες πράξεις θα αποδείξουμε την ανισότητα 

στην περίπτωση που           (θα μελετήσουμε την ένωση των r πρώτων 

συνόλων και όχι οποιωνδήποτε r συνόλων, αλλά το γενικό αποτέλεσμα 

αποδεικνύεται με παρόμοιο τρόπο). Σε αυτή την περίπτωση έχουμε, 

 

       

     

                                            ί      

      έ     ό             

                              =                                                ώ     

                                              L.  

 

Τώρα κάθε στοιχείο του P εμφανίζεται ακριβώς        φορές στο L και έτσι 

το παραπάνω αποτέλεσμα είναι μηδέν αν        . Αν όμως   

        τότε για          από το προηγούμενο λήμμα παίρνουμε  

 

       

     

                                                ί       

      ώ                                    

        ώ                   
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δηλαδή το ζητούμενο. Επομένως από το πιο πάνω θεώρημα η    έχει 

διατέμνουσα η οποία εμπεριέχει το σύνολο P. 

      Θα χρησιμοποιήσουμε τώρα αυτή τη διατέμνουσα για να σχηματίσουμε 

μία επιπλέον στήλη για την επέκταση του L σε ένα          λατινικό 

ορθογώνιο   . Αν το       συμβολίζει τον αριθμό των εμφανίσεων του i στο    

τότε έχουμε 

                                 

και 

                            

Επομένως σε κάθε περίπτωση 

                 

και η διαδικασία είναι έτοιμη να επαναληφθεί. Συνεπώς μπορούν να 

προστεθούν επιπλέον στήλες μέχρι να σχηματιστεί ένα       λατινικό 

ορθογώνιο και έτσι με τη χρήση του προηγούμενου θεωρήματος μπορεί να 

επεκταθεί σε ένα       Λατινικό τετράγωνο.                                                   

                                                                                                                                      ■ 

 

 

1.5 Κατασκευή Τέλειων Λατινικών Τετραγώνων 

 

     Η μέθοδος αυτή κατασκευάζει Τέλεια Λατινικά Τετράγωνα με τη βοήθεια 

δύο Λατινικών Τετραγώνων A, B τάξης n ( n θετικός ακέραιος), όπου το A 

είναι ορθογώνιο με το ανάστροφο του B και με το ανάστροφο του 

αναστρόφου του B [4]. Από τα Λατινικά Τετράγωνα A και B κατασκευάζουμε 

ένα Λατινικό Τετράγωνο C τάξης     με τον εξής κανόνα: 

 

                                                

 

όπου το        αντιστοιχεί στον μεγαλύτερο ακέραιο που δεν υπερβαίνει το 

      και το          αντιστοιχεί στο μη-αρνητικό υπόλοιπο του     . 

     Η κατασκευή του C μπορεί να ακολουθηθεί ως εξής: 

 

  1. Κατασκευάζουμε ένα τετράγωνο τάξης     χρησιμοποιώντας        

τετράγωνα  B.      είναι το τετράγωνο του οποίου η θέση 

 είναι      από την κορυφή και      από τα αριστερά. 

            2. Προσθέτουμε         σε όλα τα στοιχεία των     . 

 

Από το C , κατασκευάζουμε ένα άλλο Λατινικό Τετράγωνο τάξης    

χρησιμοποιώντας τον παρακάτω κανόνα αντιμετάθεσης γραμμών: 
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Ακολουθεί ένα παράδειγμα για n = 3 . 

 

 

 

 

A  =                    Β = 

                                                                           

 

 

     

 

 

 

 

 

 

 

         C  =                 

    

 

 

 

 

                

 

 

 

 

            P =              

 

 

 

 

 

σχήμα 3 

0 1 2 

1 2 0 

2 0 1 

0 1 2 

2 0 1 

1 2 0 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 
2 0 1 5 3 4 8 6 7 
1 2 0 4 5 3 7 8 6 

3 4 5 6 7 8 0 1 2 
5 3 4 8 6 7 2 0 1 
4 5 3 7 8 6 1 2 0 

6 7 8 0 1 2 3 4 5 
8 6 7 2 0 1 5 3 4 
7 8 6 1 2 0 4 6 3 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 
3 4 5 6 7 8 0 1 2 
6 7 8 0 1 2 3 4 5 

2 0 1 5 3 4 8 6 7 
5 3 4 8 6 7 2 0 1 
8 6 7 2 0 1 5 3 4 

1 2 0 4 5 3 7 8 6 
4 5 3 7 8 6 1 2 0 
7 8 6 1 2 0 4 6 3 
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Κάθε Τέλειο Λατινικό Τετράγωνο κατασκευασμένο με την παραπάνω μέθοδο, 

είναι διπλό Ορθογώνιο Λατινικό Τετράγωνο με τον εαυτό του. 

 

 

Κεφάλαιο 2ο : Ορθογώνια Λατινικά Τετράγωνα 

 

 

 

2.1 Ορισμός Ορθογώνιων Λατινικών Τετραγώνων 

 

     Θα μελετήσουμε τώρα την ιδιότητα της ορθογωνιότητας των λατινικών 

τετραγώνων, μία έννοια που δημιουργήθηκε από τον παρακάτω τύπο 

προβλημάτων: 

   

Παράδειγμα: Έχουμε 16 αξιωματικούς επιλεγμένοι από τέσσερις διαφορετικούς 

ιεραρχικούς βαθμούς και τέσσερις διαφορετικών ταγμάτων στρατού (έναν από κάθε 

ιεραρχικό βαθμό και από κάθε τάγμα). Πρέπει να τους τοποθετήσουμε σε ένα     

τετράγωνο έτσι ώστε σε κάθε γραμμή και κάθε στήλη να υπάρχει ένας αξιωματικός από 

κάθε ιεραρχικό βαθμό και ένας αξιωματικός από κάθε τάγμα. 

 

Απάντηση: Αρχικά θα αγνοήσουμε τους ιεραρχικούς βαθμούς των 

αξιωματικών και απλά θα τους ταξινομήσουμε έτσι ώστε σε κάθε γραμμή και 

σε στήλη να υπάρχει ένας από κάθε τάγμα 1, 2, 3, και 4, όπως φαίνεται κάτω 

αριστερά: 

 

 

                   
                   
                   
                   

                                    

                   
                   
                   
                   

  

Τα τάγματα των αξιωματικών            Οι ιεραρχίες των αξιωματικών 

 

Οπότε τώρα έχουμε τέσσερις θέσεις «κλεισμένες» για τους αξιωματικούς του 

1ου τάγματος, κλπ. Πρέπει να αποφασίσουμε ποιες από αυτές θέσεις είναι 

καθορισμένες για τους αξιωματικούς αυτού του τάγματος ιεραρχίας 1, 2, 3, 

και 4. Μία λύση που ταιριάζει για τους αξιωματικούς κάθε ιεραρχίας φαίνεται 

πάνω δεξιά. Έτσι, για παράδειγμα, με αυτή τη διάταξη η πρώτη θέση στη 

δεύτερη γραμμή θα καλυφτεί από ένα αξιωματικό τρίτης ιεραρχίας του 

δεύτερου τάγματος. Γενικά οι θέσεις των αξιωματικών φαίνονται στον 
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ακόλουθο πίνακα όπου το πρώτο στοιχείο σε κάθε κελί δείχνει το τάγμα και 

το δεύτερο δείχνει την ιεραρχία.  

 

 

 

      
      

      
      

      
      

      
      

  

                                                                                                                           ■ 

     Είναι ξεκάθαρο ότι κάθε λύση στο πρόβλημα «των αξιωματικών» 

αποτελείται από δύο λατινικά τετράγωνα. Όμως ποια είναι σχέση αυτών των 

δύο λατινικών τετραγώνων; Όταν συγχωνεύονται τα δυο αυτά τετράγωνα στο 

τελικό τα 16 στοιχεία του αποτελούν όλα τα δυνατά ζεύγη: 1,1, 1,2, 1,3, …, 4,4 

και τα δύο λατινικά τετράγωνα ονομάζονται «ορθογώνια». 

     Γενικά δύο Λατινικά Τετράγωνα τάξης n ονομάζονται ορθογώνια, εάν η 

υπέρθεσή τους αποτελείται από    διαφορετικά ζεύγη συμβόλων ή παρόμοια 

εάν η υπέρθεσή τους περιλαμβάνει όλους τους δυνατούς συνδυασμούς των 

συμβόλων των δύο Λατινικών Τετραγώνων. Δηλαδή δύο λατινικά τετράγωνα 

        και          τάξης n είναι ορθογώνια αν                      

                                Αλλιώς, τα         και          

είναι ορθογώνια αν για κάθε                            τότε ισχύει ότι  

              . Το τετράγωνο που δημιουργείται από τη συγχώνευση δύο 

ορθογώνιων λατινικών τετραγώνων ονομάζεται Ελληνο-Λατινικό Τετράγωνο 

ή τετράγωνο του Euler.   

Ένα παράδειγμα Ορθογώνιων Λατινικών Τετραγώνων τάξης 3 φαίνεται στο 

σχήμα 4. 

 

                                                                                                                                                                                      

 

                                                                

                                                                

  

 

Υπέρθεση     ,    

 

(1,1) (2,2) (3,3) 

(2,3) (3,1) (1,2) 

(3,2) (1,3) (2,1) 

 

σχήμα 4 

1 2 3 

2 3 1 

3 1 2 

1 2 3 

3 1 2 

2 3 1 
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2.2 Ύπαρξη Ορθογώνιων Λατινικών Τετραγώνων 

 

     Το πρόβλημα που μας απασχολεί είναι για ποιες τιμές του n υπάρχουν 

ορθογώνια     λατινικά τετράγωνα. Εύκολα μπορούμε να δούμε ότι για 

την περίπτωση που     δεν υπάρχει και αυτό επειδή μόνο δύο     

λατινικά τετράγωνα υπάρχουν και αυτά δεν είναι ορθογώνια μεταξύ τους 

 

 
  
  

         
  
  

 . 

 

Για  την περίπτωση όπου     επίσης δεν υπάρχουν ορθογώνια λατινικά 

τετράγωνα γεγονός το οποίο έχει δείξει ο G.Tarry το 1900 εξαντλητικά. Αλλά 

τι γίνεται με τα υπόλοιπα; Ο Euler πίστευε ότι δεν υπάρχει κανένα ζεύγος 

ορθογώνιων λατινικών τετραγώνων τάξης            όπου k ακέραιος. 

Όμως , οι R.C.Bose  S.S.Shrikhande και E.T.Parker (1960) απέδειξαν ότι η 

εικασία του Euler ήταν λανθασμένη για όλες τις τάξεις n της μορφής    

      εκτός     ή    . Οπότε τώρα το πρόβλημα μετατρέπεται στο να 

βρούμε όλο και μεγαλύτερες συλλογές από ορθογώνια λατινικά τετράγωνα. 

 

Ύπαρξη ορθογωνίων λατινικών τετραγώνων:  

• τάξη 1: Το μοναδικό Λατινικό Τετράγωνο τάξης 1 είναι ορθογώνιο με τον 

    εαυτό του (self-orthogonal) αλλά δεν παρουσιάζει καμία πρακτική 

    σημασία. 

• τάξη 2: Ορθογώνια Λατινικά Τετράγωνα τάξης 2 δεν υπάρχουν. 

   Υπάρχουν δύο Λατινικά Τετράγωνα τάξης 2 και δεν είναι ορθογώνια 

   μεταξύ τους. 

• τάξη n όπου n περιττός: Υπάρχουν Λατινικά Τετράγωνα περιττής τάξης 

   και είναι γενικά εύκολο να κατασκευαστούν. 

• τάξη 6: Όπως γίνεται αναφορά και στην εισαγωγή, ο L.Euler από το 1779 

   προέβλεψε ότι δεν υπάρχουν Λατινικά Τετράγωνα τάξης 6, και η εικασία 

   του τεκμηριώθηκε το 1900 από τον G.Tarry. 

• τάξη n όπου n άρτιος και διάφορος του 2 και του 6: Έχει αποδειχθεί η 

   ύπαρξη Λατινικών Τετραγώνων τέτοιας τάξης αλλά είναι γενικά δύσκολη 

   η κατασκευή τους. 
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Παράδειγμα: Βρείτε τέσσερα     λατινικά τετράγωνα τα οποία να είναι ορθογώνια 

μεταξύ τους, έτσι ώστε και κάθε ζευγάρι από αυτά να είναι ορθογώνια. 

 

Απάντηση: Ένα τέτοιο σύνολο είναι το εξής: 

 

   

 

 
 

     
     
     
     
      

 
 

    

 

 
 

     
     
     
     
      

 
 
  

 

   

 

 
 

     
     
     
     
      

 
 

    

 

 
 

     
     
     
     
      

 
 
  

 

Σημειώνουμε παρεμπιπτόντως ότι είναι δυνατόν να παρουσιάσουμε τα 

τέσσερα αυτά ορθογώνια λατινικά τετράγωνα σε έναν και μόνο πίνακα: 

 

                                         

  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

      
      
      
      
      
      
      
      
      
      
      
      
      
      
      
      
      
      
      
      
      
      
      
      
       

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                

                         
                                

                               
                           

                             

                           
 
 

                  

Η σειρά των γραμμών στο M είναι τυχαία: εδώ απλά παρουσιάζουμε τις  

γραμμές με σχεδόν φυσική σειρά. Να σημειώσουμε ότι το M έχει μία ειδική 
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ιδιότητα: πουθενά μέσα σε αυτό δεν υπάρχει ορθογώνιο με εισόδους στη 

μορφή 
   
   
   

 

Για παράδειγμα, αν υπήρχε τέτοιο ορθογώνιο στις στήλες 1 και 4 θα σήμαινε 

ότι στη γραμμή x το λατινικό τετράγωνο    έχει δύο στοιχεία y, και τέτοιο 

ορθογώνιο στις στήλες 3 και 5 θα διέψευδε την ορθογωνιότητα των    και   .  

     Γενικά οποιαδήποτε r ορθογώνια     λατινικά τετράγωνα με στοιχεία 

από το         μπορούν να παρουσιαστούν σε έναν            πίνακα M 

με τέτοιο τρόπο ώστε τα στοιχεία του M  να ανήκουν στο         και να μην 

υπάρχει ορθογώνιο τις παραπάνω μορφής. Και μάλιστα ισχύει και το 

αντίστροφο δηλαδή έστω ένας            πίνακας M με στοιχεία από το 

        και χωρίς ορθογώνιο τις παραπάνω μορφής, τότε αν ονομάσουμε τις 

στήλες του M ως              έχουμε ότι κάθε γραμμή του M μπορεί να 

χρησιμοποιηθεί για να οριστεί το       στοιχείο κάποιων       πινάκων  

       . Η ειδική αυτή ιδιότητα του M μας εξασφαλίζει ότι το       λαμβάνει 

όλες τις τιμές, ότι οι πίνακες είναι λατινικά τετράγωνα, και ότι όλα είναι 

μεταξύ τους ορθογώνια.  

                                                                                                                                    ■ 

 Το ερώτημα είναι, για ένα δοθέν     , ποιος είναι ο μεγαλύτερος αριθμός 

ορθογωνίων αναμεταξύ τους λατινικών τετραγώνων     που μπορούμε να 

βρούμε; Το επόμενο θεώρημα μας δείχνει ότι δεν είναι ποτέ δυνατόν να 

βρούμε n τέτοια τετράγωνα.[1] 

 

Θεώρημα 2.2.1:    Για οποιονδήποτε ακέραιο     υπάρχουν το πολύ     

ορθογώνια αναμεταξύ τους     λατινικά τετράγωνα. 

 

Απόδειξη:  Έστω ότι         είναι ένα σύνολο από ορθογώνια αναμεταξύ 

τους     λατινικά τετράγωνα, θέλουμε να δείξουμε ότι       . 

Παρατηρούμε ότι στο προηγούμενο παράδειγμα η πρώτη γραμμή σε κάθε 

λατινικό τετράγωνο ήταν        . Τώρα θα δείξουμε ότι είναι 

δυνατόν να βρούμε τέτοια         ώστε να δημιουργήσουμε ένα σύνολο από 

ορθογώνια αναμεταξύ τους     λατινικά τετράγωνα   
      

  στο καθένα 

από τα οποία η πρώτη γραμμή να είναι        .  Για    υποθέτουμε 

ότι η πρώτη γραμμή είναι           . Σε όλη την έκταση του     

αντικαθιστούμε το    με το 1 όποτε εμφανίζεται, αντικαθιστούμε το    με το 2 

όποτε εμφανίζεται, …,  αντικαθιστούμε το    με το n όποτε εμφανίζεται, και 

ονομάζουμε τον τελικό πίνακα που σχηματίζεται   
 . Είναι σαφές ότι θα 

εξετάσουμε αν το   
  είναι ακόμα λατινικό τετράγωνο και αν είναι ορθογώνιο 

με το καθένα από τα        . Επαναλαμβάνοντας αυτή τη διαδικασία 
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ξεχωριστά για καθένα από τα υπόλοιπα λατινικά τετράγωνα παίρνουμε το 

σύνολο   
      

  από ορθογώνια αναμεταξύ τους λατινικά τετράγωνα με 

πρώτη γραμμή       , δηλαδή:  

 

  
  

 

 
 

     

            
     
     
     

 

 
 

   
  

 

 
 

     

            
     
     
     

 

 
 

     
  

 

 
 

     

            
     
     
     

 

 
 
  

 

Κανένα από τα ? δεν είναι 1 γιατί υπάρχει ήδη ένα 1 στην πρώτη στήλη. 

Επίσης είναι όλα διαφορετικά μεταξύ τους γιατί αλλιώς δεν θα ισχύει η 

ιδιότητα της ορθογωνιότητας. Για παράδειγμα αν ίσχυε  

 

   
   

       
                 

       
       

    
   

       
                 

       
       

   

 

τότε το ζευγάρι     θα εμφανιζόταν δύο φορές στα δύο αυτά τετράγωνα και 

έτσι τα   
  και   

  δεν θα ήταν ορθογώνια. Επομένως τα   στοιχεία που 

συμβολίζονται με ? είναι όλα διαφορετικά μεταξύ τους και ανήκουν στο 

σύνολο            και άρα πρέπει να ισχύει ότι      . 

                                                                                                                             ■ 

Συνεπώς τα τέσσερα ορθογώνια     λατινικά τετράγωνα του προηγούμενου 

παραδείγματος αποτελούν το μεγαλύτερο δυνατό σύνολο από αυτά. Επειδή 

τα τέσσερα αυτά τετράγωνα έχουν κάπως καθορισμένη μορφή υποπτευόμαστε 

ότι για κάποια n θα υπάρχει μία γενική μορφή κατασκευής     ορθογωνίων 

λατινικών τετραγώνων, και αυτό τελικά ισχύει για την περίπτωση που το n 

είναι πρώτος (ή δύναμη πρώτου).  

 

Θεώρημα 2.2.2:  Αν n είναι πρώτος ή δύναμη πρώτου αριθμού τότε υπάρχουν     

ορθογώνια αναμεταξύ τους     λατινικά τετράγωνα. 

 

Απόδειξη:  Μέχρι τώρα τα     λατινικά τετράγωνα με τα οποία 

ασχοληθήκαμε είχαν στοιχεία από το σύνολο           αλλά σε αυτή την 

απόδειξη για την διευκόλυνσή μας θα πάρουμε στοιχεία από το σύνολο  

           . Σύμφωνα με τις ιδιότητες του μέτρου το σύνολο  

              μπορεί να προστεθεί και να πολλαπλασιαστεί με τέτοιο 

τρόπο ώστε να είναι διαιρέσιμο με το n δηλαδή να μπορεί να τίθεται υπό 

     . Έτσι, για παράδειγμα, ο προσθετικός και ο πολλαπλασιαστικός 

πίνακας του       είναι οι εξής:  
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+ 0 1 2 3 4 

0 0 1 2 3 4 
1 1 2 3 4 0 
2 2 3 4 0 1 
3                  3 4 0 1 2 
4 4 0 1 2 3 

Πρόσθεση                                               Πολλαπλασιασμός       

 

Ουσιαστικά κάνουμε όλες τις αριθμητικές πράξεις αλλά από τα αποτελέσματα 

κρατάμε μόνο εκείνα που θέτονται υπό         παίρνοντας όλες τους 

δυνατούς πολλαπλασιασμούς του n.  

      Έστω n είναι πρώτος και έστω + και  ∙ να συμβολίζουν την πρόσθεση και 

τον πολλαπλασιασμό      . Ορίζουμε το σύνολο           από      

πίνακες με τον κανόνα ότι το       στοιχείο του    είναι                 

(Αν το εφαρμόσουμε αυτό στην περίπτωση που     θα πάρουμε τέσσερα 

    λατινικά τετράγωνα σχεδόν ίδια με αυτά που παρουσιάσαμε στο 

προηγούμενο παράδειγμα.) Είναι προφανές ότι αυτή η διαδικασία ορίζει 

σύνολο από     πίνακες με στοιχεία από το              . Τώρα θα 

δείξουμε ότι αυτό το σύνολο αποτελείται από     αναμεταξύ τους 

ορθογώνια     λατινικά τετράγωνα.  

         Το    έχει όλα τα στοιχεία του διαφορετικά στη στήλη  . 

Αν τα στοιχεία       και        ήταν ίσα μεταξύ τους με       τότε  

                             

και (καθώς τα + και ∙ συμπεριφέρονται κανονικά) μπορούμε να 

συμπεράνουμε ότι 

                  

Αυτό σημαίνει ότι τα        και         δίνουν το ίδιο υπόλοιπο όταν 

διαιρεθούν με το n και ότι η διαφορά τους         είναι διαιρέσιμη με το n. 

Αφού το n είναι πρώτος μπορούμε να συμπεράνουμε ότι είτε το k είτε το 

       είναι διαιρέσιμο με το n. Αλλά αφού         και  

           είναι αδύνατο. Επομένως το    έχει όλα τα στοιχεία του 

διαφορετικά στη στήλη  .  

          Το    έχει όλα τα στοιχεία του διαφορετικά στη γραμμή  . 

Η απόδειξη είναι παρόμοια με το    . 

           Οι ιδιότητες     και      επαληθεύουν το γεγονός ότι το    είναι 

λατινικό τετράγωνο. Οπότε αρκεί να δείξουμε ότι τα    και     είναι 

ορθογώνια. 

     Αν      και    και     δεν είναι ορθογώνια τότε σε αυτά τα δύο 

τετράγωνα μερικά ζευγάρια θα εμφανίζονται δύο φορές στις θέσεις       και 

        δηλαδή:  

 

∙ 0 1 2 3 4 

0 0 0 0 0 0 
1 0 1 2 3 4 
2 0 2 4 1 3 
3                  0 3 1 4 2 
4 0 4 3 2 1 
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Αλλά τότε το       στοιχείο του    θα ήταν ίσο με το         στοιχείο του     και 

το       στοιχείο του     θα ήταν ίσο με το         στοιχείο του      οπότε  

                              

και 

                                 

Αφαιρώντας τις δύο αυτές εξισώσεις βλέπουμε ότι το 

             

είναι διαιρέσιμο με το n αλλά όπως και στο     αυτό είναι αδύνατο αφού ο n 

είναι πρώτος και              και            . Άρα τα    και 

    είναι όντως ορθογώνια. 

      Επομένως είδαμε πώς μπορούμε να κατασκευάσουμε     αναμεταξύ 

τους ορθογώνια     λατινικά τετράγωνα στην περίπτωση που το n πρώτος. 

Τώρα θα δώσουμε μία σύντομη περιγραφή για το πώς μπορούμε να 

εφαρμόσουμε αυτή την κατασκευή στην περίπτωση που το n είναι μία δύναμη 

πρώτου. 

     Στην παραπάνω κατασκευή το σημαντικό στοιχείο είναι το γεγονός ότι το 

σύνολο               μαζί με την πρόσθεση (+)       και τον 

πολλαπλασιασμό (∙)      , σχηματίζουν ένα σώμα (ουσιαστικά αυτές οι 

πράξεις υπακούουν σε μία λογική αριθμητική μέθοδο και μάλιστα αν το 

αποτέλεσμα της πράξης δύο αριθμών είναι μηδέν τότε ένας από τους δύο 

πρέπει να είναι μηδέν). Στην περίπτωση που το n είναι μία δύναμη πρώτου 

αυτό το σύνολο δεν μπορεί να είναι σώμα (για παράδειγμα αν      με 

    τότε  ∙      ). Ωστόσο σε αυτή την περίπτωση είναι δυνατόν να 

ορίσουμε άλλες πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασμού στο    

              ώστε να δημιουργήσουμε ένα σώμα: αυτό το σώμα είναι 

γνωστό ως σώμα Galois και συμβολίζεται       . Με τον ακριβή ορισμό 

αυτού του σώματος και των πράξεών του θα ασχοληθούμε παρακάτω. Τώρα 

από τη στιγμή που ξέρουμε ότι αυτό το σώμα υπάρχει μπορούμε το πρώτο 

μέρος αυτής της απόδειξης να το γενικεύσουμε και να συμπεριλάβουμε και 

την περίπτωση που το n είναι μία δύναμη πρώτου. 

                                                                                                                                       ■ 

     Στην παραπάνω απόδειξη ουσιαστικά δείξαμε ότι αν υπάρχει ένα σώμα 

από n στοιχεία τότε υπάρχουν     ορθογώνια αναμεταξύ τους     

λατινικά τετράγωνα (το αντίθετο όμως δεν ισχύει) και είναι γνωστό ότι τέτοιο 

σώμα υπάρχει όταν το n είναι πρώτος ή μία δύναμη πρώτου. Αλλά μένει 

ακόμα μία εικασία που δεν αποδείξαμε. Δηλαδή ότι υπάρχει ένα πλήρες 
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σύνολο από      ορθογώνια αναμεταξύ τους     λατινικά τετράγωνα αν 

και μόνο αν το n είναι πρώτος ή μία δύναμη πρώτου. Η εικασία αυτή είναι 

ισοδύναμη με το πρόβλημα του πεπερασμένου προβολικού επιπέδου (finite 

projective plane) με το οποίο θα ασχοληθούμε στο επόμενο κεφάλαιο. 

 

 

2.3 Κατασκευή Ορθογώνιων Λατινικών Τετραγώνων 

 

 

   2.3.1 Κατασκευή δύο Ορθογώνιων Λατινικών Τετραγώνων 

         περιττής τάξης          ακέραιος 

 

1η  Μέθοδος 

 

    Ορίζουμε δύο Λατινικά Τετράγωνα τάξης  n,    και    που περιέχουν 

στοιχεία από το σύνολο:                    

Δύο Λατινικά Τετράγωνα της μορφής 

 

                    

                    

       

 

όπου η έκφραση          αναφέρεται στο στοιχείο του      που βρίσκεται στη 

 i-οστή γραμμή και  j-οστή στήλη, είναι ορθογώνια [2]. 

 

Θεώρημα 2.3.1:    Έστω       όπου n περιττός ακέραιος, τότε υπάρχουν ορθογώνια 

λατινικά τετράγωνα τάξης  n. 

 

       Απόδειξη:       Ορίζουμε δύο Λατινικά Τετράγωνα τάξης  n,    και     που 

περιέχουν στοιχεία από το   : 

 

                    

                    

 

Εύκολα μπορούμε να δούμε ότι τα     και     είναι λατινικά τετράγωνα για 

κάθε θετικό ακέραιο n. Θα δείξουμε τώρα ότι είναι και ορθογώνια όταν ο n 

είναι περιττός. Έστω ότι              . Θέλουμε να βρούμε ένα μοναδικό 

στοιχείο       τέτοιο ώστε            και           . Με άλλα λόγια θέλουμε 

να λύσουμε το σύστημα 
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για  x  και  y. Αυτό το σύστημα έχει μοναδική λύση 

         
   

 
         

        
   

 
       . 

Οπότε     και     ορθογώνια λατινικά τετράγωνα.                                          ■ 

 

   Το   modulo  n ,         ή             ορίζεται ως:  το      πρέπει να 

είναι διαιρέσιμο από το  n  δηλαδή       . 

  Ορθογώνια Λατινικά Τετράγωνα τάξης  5,  κατασκευασμένα με την 

παραπάνω  μέθοδο φαίνονται στο σχήμα 5. 

                              

 

                                                                                                       

 

 
 

     
     
     
     
      

 
 

                           

 

 
 

     
     
     
     
      

 
 

 

 

 

 

υπέρθεση   ,    

 

(0,0) (1,4) (2,3) (3,2) (4,1) 

(1,1) (2,0) (3,4) (4,3) (0,2) 

(2,2) (3,1) (4,0) (0,4) (1,3) 

(3,3) (4,2) (0,1) (1,0) (2,4) 

(4,4) (0,3) (1,2) (2,1) (3,0) 

 

σχήμα 5 

 

 

 

2η  Μέθοδος 

 

   Ορίζουμε δύο Λατινικά Τετράγωνα τάξης  n,    και     που περιέχουν 

στοιχεία από το σύνολο:                 . 

Τα Λατινικά Τετράγωνα, 
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είναι ορθογώνια. Όλες οι παραπάνω εκφράσεις υπολογίζονται        [5]. 

 

 

    2.3.2 Κατασκευή Ορθογώνιων Λατινικών Τετραγώνων τάξης n 

                 , όπου n πρώτος αριθμός 

 

   Ορίζουμε τα  Λατινικά  Τετράγωνα      τάξης  n, όπου n πρώτος αριθμός, 

της   μορφής: 

 

 

                                                             

                           

 

 

 

 

 

 

        

          

              

              

. .   . 

. .   . 

. .   . 

                    

    …     

      …       

          …         

. . … . 

. . … . 

. . … . 

                …            

          

              

                 

. .   . 

. . . . . . 

. . . . . . 

                . . .            
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όπου όλες οι παραπάνω εκφράσεις υπολογίζονται         [5]. 

    Τα  Λατινικά  Τετράγωνα που κατασκευάζονται με την παραπάνω 

διαδικασία,               ,  αποτελούν ένα σύνολο από       Ορθογώνια  

Λατινικά  Τετράγωνα. Ένα οποιοδήποτε ζευγάρι των κατασκευασμένων 

Λατινικών Τετραγώνων ονομάζεται και Ελληνο-Λατινικό Τετράγωνο. 

    Ως παράδειγμα δίνεται ένα σύνολο από  4  Ορθογώνια  Λατινικά 

Τετράγωνα  τάξης  5  στο σχήμα 6. 

 

 

 

 

         L1                                    L2                                                 L3                                                 L4 

         

                         

σχήμα 6 

            

 

  Μια παραλλαγή αυτής της μεθόδου η οποία απλοποιεί αρκετά την 

κατασκευή των  Ορθογώνιων  Λατινικών  Τετραγώνων, μιας και απαιτεί την 

κατασκευή μόνο του πρώτου  Λατινικού  Τετραγώνου είναι η εξής: 

    Ορίζουμε τα Λατινικά  Τετράγωνα     τάξης  n, όπου  n  πρώτος αριθμός, 

της  μορφής: 

 

 

 

 

 

                                          

   =                      

 

 

 

 

              

0 1 2 3 4 

2 3 4 0 1 

4 0 1 2 3 

1 2 3 4 0 

3 4 0 1 2 

0 1 2 3 4 

3 4 0 1 2 

1 2 3 4 0 

4 0 1 2 3 

2 3 4 0 1 

0 1 2 3 4 

4 0 1 2 3 

3 4 0 1 2 

2 3 4 0 1 

1 2 3 4 0 

0 1 2 3 4 

1 2 3 4 0 

2 3 4 0 1 

3 4 0 1 2 

4 0 1 2 3 

    …     

            …          

            …          

. . … . 

. . … . 

. . … . 

                …            
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Η μεταβλητή  a  πρέπει να ικανοποιεί τη σχέση              . 

Για            η  k-οστή γραμμή του    ισούται με την γραμμή     του 

     και εφόσον              , η τελευταία γραμμή του      ισούται με 

την δεύτερη γραμμή του    . Έτσι, κατασκευάζοντας το πρώτο Λατινικό 

Τετράγωνο,  τα υπόλοιπα μπορούν να κατασκευαστούν με κυκλική μετάθεση 

των        τελευταίων γραμμών. 

    Ένα παράδειγμα της μεθόδου αυτής είναι η κατασκευή των παρακάτω 6 

Ορθογωνίων  Λατινικών  Τετραγώνων τάξης  7, όπου      . 

 

 

 

                              M1                                                      M2                                                                

0 1 2 3 4 5 6 

1 2 3 4 5 6 0 

3 4 5 6 0 1 2 

2 3 4 5 6 0 1 

6 0 1 2 3 4 5 

4 5 6 0 1 2 3 

5 6 0 1 2 3 4 

 

  

                             M3                                                       M4    

0 1 2 3 4 5 6 

2 3 4 5 6 0 1 

6 0 1 2 3 4 5 

4 5 6 0 1 2 3 

5 6 0 1 2 3 4 

1 2 3 4 5 6 0 

3 4 5 6 0 1 2 

 

 

 

 

 

 

 

0 1 2 3 4 5 6 

3 4 5 6 0 1 2 

2 3 4 5 6 0 1 

6 0 1 2 3 4 5 

4 5 6 0 1 2 3 

5 6 0 1 2 3 4 

1 2 3 4 5 6 0 

0 1 2 3 4 5 6 

6 0 1 2 3 4 5 

4 5 6 0 1 2 3 

5 6 0 1 2 3 4 

1 2 3 4 5 6 0 

3 4 5 6 0 1 2 

2 3 4 5 6 0 1 
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                              M5                                                      M6 

0 1 2 3 4 5 6 

4 5 6 0 1 2 3 

5 6 0 1 2 3 4 

1 2 3 4 5 6 0 

3 4 5 6 0 1 2 

2 3 4 5 6 0 1 

6 0 1 2 3 4 5 

 

 

σχήμα 7 

 

 

 

 

  2.3.3 Κατασκευή Ορθογώνιων Λατινικών Τετραγώνων τάξης    με 

         τη μέθοδο της αθροιστικής σύνθεσης (sum composition) 

 

    Προτού επιδειχτεί η μέθοδος, είναι απαραίτητο να ορίσουμε την κατασκευή 

Λατινικών Τετραγώνων με την αθροιστική μέθοδο και να δώσουμε κάποιους 

ορισμούς [6]. 

 

         

             2.3.3.1 Αθροιστική σύνθεση Λατινικών Τετραγώνων 

   

    Η αθροιστική σύνθεση δύο Λατινικών Τετραγώνων,     τάξεως     και     

τάξεως    ,  παράγει ένα Λατινικό Τετράγωνο τάξεως        .  Παρόλο που 

αυτή η μέθοδος δεν επαρκεί για όλα τα ζεύγη των Λατινικών Τετραγώνων, 

έχει μια άμεση εφαρμογή στην κατασκευή  Ορθογώνιων  Λατινικών 

Τετραγώνων με ορισμένες ενδιαφέρουσες και χρήσιμες συνδυαστικές δομές, 

συμπεριλαμβανομένων και αυτών της τάξης          . 

Η αθροιστική σύνθεση μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την κατασκευή 

Λατινικών  Τετραγώνων  τάξης          από Λατινικά  Τετράγωνα τάξεων n1 

και    ,  για όλα τα      και     όπου        εκτός από τα ζεύγη: 

                                . Παρατίθενται ορισμένοι ορισμοί που είναι 

χρήσιμοι στη πραγμάτωση της μεθόδου. 

Έστω Σ,  ένα σύνολο πληθικότητας     .  L  είναι ένα Λατινικό Τετράγωνο 

τάξεως n  στο Σ. 

 

 

0 1 2 3 4 5 6 

5 6 0 1 2 3 4 

1 2 3 4 5 6 0 

3 4 5 6 0 1 2 

2 3 4 5 6 0 1 

6 0 1 2 3 4 5 

4 5 6 0 1 2 3 
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Ορισμός 2.1. Το L έχει διατέμνουσα αν υπάρχει μια συλλογή από n κελιά στο 

L με τις εξής ιδιότητες: 

(α) καμιά γραμμή και στήλη του L δεν περιέχει περισσότερα από ένα κελιά αυτής 

της συλλογής, 

(β) τα στοιχεία των κελιών εξαντλούν το σύνολο Σ. 

 

Ορισμός 2.2. Το L έχει t παράλληλες   διατέμνουσες αν το L περιέχει t 

διατέμνουσες, οι οποίες ανά δύο δεν έχουν κανένα κοινό κελί. 

 

Ορισμός 2.3. Τα              είναι  Λατινικά  Τετράγωνα τάξης  n στο  Σ. Τότε μια  

συλλογή από n κελιά λέγεται ότι δημιουργεί μια κοινή   διατέμνουσα  για αυτά τα r 

Λατινικά  Τετράγωνα αν η συλλογή είναι μια διατέμνουσα για κάθε ένα από τα r 

Λατινικά  Τετράγωνα. 

 

Ορισμός 2.4. Ένα σύνολο από r Λατινικά  Τετράγωνα έχει  t  παράλληλες  κοινές  

διατέμνουσες  αν έχουν t κοινές διατέμνουσες, οι οποίες είναι ανά δύο 

παράλληλες. 

 

        και      δύο μη-τέμνοντα σύνολα με πληθικότητες      και      

αντίστοιχα,      .      είναι ένα Λατινικό  Τετράγωνο  τάξης      με      

παράλληλες  διατέμνουσες στο     .      είναι ένα Λατινικό Τετράγωνο τάξεως 

    στο     .  Το      δεν χρειάζεται να έχει κάποια συγκεκριμένη συνδυαστική 

δομή. Ορίζουμε το       ως ένα τετράγωνο               ,  που περιέχει 

τα       και       με τον εξής  τρόπο: 

 

                       =   

 

 

                                                 σχήμα 8 

 

Έπειτα προβάλλουμε οριζόντια και κάθετα τις      διατέμνουσες του     στις 

    το πλήθος τελευταίες γραμμές και στήλες του       με αυθαίρετο τρόπο. Για 

τις προβολές στις γραμμές και στήλες υπάρχουν       επιλογές. Στη 

συνέχεια αντικαθιστούμε τα      στοιχεία της κάθε διατέμνουσας από ένα 

στοιχείο του     ούτως ώστε καμία διατέμνουσα να μην συμπληρωθεί με το 

ίδιο στοιχείο του    . Το τετράγωνο      που δημιουργήθηκε είναι Λατινικό 

τάξης         με στοιχεία από το σύνολο         . 
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            2.3.3.2 Εφαρμογή της αθροιστικής σύνθεσης για την κατασκευή δύο 

                    Ορθογώνιων Λατινικών Τετραγώνων 

 

    Για την κατασκευή δύο ορθογωνίων Λατινικών  Τετραγώνων  τάξης  

         ,  προϋποθέτουμε         και την ύπαρξη ενός ζεύγους 

Λατινικών  Τετραγώνων  τάξης     και ενός ζεύγους τάξης     με     κοινές 

παράλληλες διατέμνουσες. 

Οι παραπάνω προϋποθέσεις εξαλείφουν την αυθαίρετη αποσύνθεση του  n  σε 

    και    ,  για παράδειγμα αποκλείουν          . Λόγω κάποιων 

συνδυαστικών  δυσκολιών αποκλείεται το       αν και υπάρχει ένα ζεύγος 

ορθογωνίων Λατινικών Τετραγώνων  τάξης 1. Οπότε το εύρος του      είναι  

           . 

 

 

Μέθοδος 

 

    Καταρχάς, πρέπει να ορίσουμε τα μεγέθη    ,    . Έπειτα ας είναι   

            και           ,  όπου      είναι το σώμα  Galois. 

Ένα σώμα  Galois  είναι ένα σώμα το οποίο έχει πεπερασμένη πληθικότητα 

στοιχείων. Η πληθικότητα του σώματος είναι πάντοτε ένας πρώτος αριθμός ή 

μια δύναμη ενός πρώτου αριθμού. Για κάθε πρώτο αριθμό υπάρχει ακριβώς 

ένα σώμα  Galois. 

    Κατασκευάζουμε έπειτα ένα Λατινικό  Τετράγωνο       τάξης    , που 

συμπληρώνεται με στοιχεία που ικανοποιούν τη σχέση         ,  στις θέσεις    

     ,           ,      ,               . Ανάλογα, κατασκευάζουμε και ένα 

Λατινικό  Τετράγωνο      . 

    Βρίσκουμε τις κοινές παράλληλες διατέμνουσες με τη βοήθεια του 

Λατινικού   Τετραγώνου     . 

   Θεωρούμε τα                          τετράγωνα      και     , 

 

 

     =     

    

 

 

                 

     = 

                   

                    

     Προβάλλουμε την διατέμνουσα  s  του       οριζόντια και κάθετα σε μια 
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αυθαίρετη γραμμή και στήλη του      . Προβάλλουμε περαιτέρω και την 

διατέμνουσα  t  του        οριζόντια και κάθετα στην ίδια γραμμή και στήλη 

του      . 

 

Λήμμα 2.5:  Το σύνολο  από n1 διατεταγμένα ζεύγη που παίρνουμε ως αποτέλεσμα 

από την υπέρθεση της κάθετης προβολής  της διατέμνουσας  s στο  B(x)  και της 

διατέμνουσας t στο B(y), σχηματίζει το ίδιο σύνολο από διατεταγμένα ζεύγη που 

λαμβάνουμε από την υπέρθεση της διατέμνουσας                στο  B(x)  και στο  

B(y)  και ισούται με:  

 

 (2.1)                                                  

 

 

Απόδειξη:  Τα στοιχεία της διατέμνουσας s στο B(x) και της διατέμνουσας t στο 

B(y) αντίστοιχα γράφονται ως εξής:  

               

   
       

      . 

Από την κάθετη προβολή αυτών των διατεμνουσών τα     στοιχεία 

αντίστοιχα γράφονται ως εξής:   

           και            . 

Επομένως από την υπέρθεση αυτών των προβολικών διατεμνουσών 

λαμβάνουμε τα ακόλουθα     ζεύγη: 

 

(2.2)                                          

 

Τώρα έστω ότι για τα    
  και    

   ισχύει 

              
     

   

Από την υπέρθεση των διατεμνουσών               στα B(x) και B(y) 

λαμβάνουμε τα ακόλουθα n1 ζεύγη: 

 

(2.3)        
    

     
    

   

 

Εξισώνοντας την (2.2) με την (2.3) παίρνουμε το εξής αποτέλεσμα:  

              
    

  

              
    

  

το οποίο μας παράγει την ακόλουθη λύση για το               

                                    

Σημειώνουμε ότι εάν θέσουμε        στην      
          έχουμε ότι: 

 

 (2.4)        
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το οποίο θα συμβολίζεται με            για απλότητα.                            ■ 

 

Λήμμα 2.6:  Το σύνολο  από n1 διατεταγμένα ζεύγη που παίρνουμε ως αποτέλεσμα 

από την υπέρθεση της οριζόντιας  προβολής  της διατέμνουσας  s στο  B(x)  και της 

διατέμνουσας t στο B(y), σχηματίζει το ίδιο σύνολο από διατεταγμένα ζεύγη που 

λαμβάνουμε από την υπέρθεση της διατέμνουσας               στο  B(x)  και στο  B(y)  

και ισούται με:  

 

 (2.5)                                                      

 

Η απόδειξη είναι ανάλογη με την απόδειξη του Λήμματος 2.5.  

Εάν θέσουμε        στην      
          έχουμε ότι: 

 

(2.6)            
                         

το οποίο θα συμβολίζεται με           για απλότητα.                          ■ 

 

Σύμφωνα με τα  Λήμματα 2.5  και  2.6  ισχύει ότι  

                                         

και 

                                      

όπου η διατέμνουσα    του  B(x)  και του  B(y)  δημιουργεί το ίδιο σύνολο 

από    ζεύγη, τα οποία προκύπτουν από την υπέρθεση των καθέτων 

προβολών των διατεμνουσών  s  του  B(x)  και  t  του  B(y). Αντίστοιχα 

ορίζεται και η διατέμνουσα   . 

    Ορίζουμε ως  Ω  ένα σύνολο από        παράλληλες διατέμνουσες για      

             Αξίζει να σημειωθεί πως το  Ω  μπορεί να κατασκευαστεί με  

   
   

   διαφορετικούς τρόπους. Εδώ έγκειται η δυσκολία της μεθόδου που 

επιβάλλει το σύνολο  Ω  να μπορεί να αποσυντεθεί σε δύο μη-τεμνόμενα 

σύνολα  S  και  T,  το καθένα από τα οποία είναι πληθικότητας              

και επιπρόσθετα πρέπει να ισχύει           Ω ,              . 

    Τέλος κατασκευάζουμε τα  Ορθογώνια  Λατινικά  Τετράγωνα          

τάξης     που  συμπληρώνονται με στοιχεία που ανήκουν στο            Τα 

Λατινικά  Τετράγωνα αυτά τοποθετούνται στις τελευταίες     γραμμές και 

στήλες των τελικών Λατινικών Τετραγώνων. 

 

 

Παράδειγμα: 

 

    Έστω            με                             και 

                  Θέτουμε            Τότε, 
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    =                                                                                                                                                                                                                        

                          

 

 

 

Για να βρούμε τις κοινές παράλληλες διατέμνουσες στα                 

κατασκευάζουμε το βοηθητικό  Λατινικό  Τετράγωνο      . 

 

 

 

 

 

         

 

 

 

 

 

 

Έστω επίσης 

 

 

 A1 =                                                           A2 =     

 

 

 

Επιλέγουμε   Ω                  και   Ω                     . 

για                                     

για                                     

για                                     

και 

για                                     

για                                     

για                                     

Οπότε για τα παραπάνω ζεύγη ισχύει               και             με 

αποτέλεσμα           Ω . 

Συναρμολογώντας τώρα όλα τα κομμάτια: 

                                         

0 1 2 3 4 5 6 

2 3 4 5 6 0 1 

4 5 6 0 1 2 3 

6 0 1 2 3 4 5 

1 2 3 4 5 6 0 

3 4 5 6 0 1 2 

5 6 0 1 2 3 4 

0 1 2 3 4 5 6 

5 6 0 1 2 3 4 

3 4 5 6 0 1 2 

1 2 3 4 5 6 0 

6 0 1 2 3 4 5 

4 5 6 0 1 2 3 

2 3 4 5 6 0 1 

0 1 2 3 4 5 6 

1 2 3 4 5 6 0 

2 3 4 5 6 0 1 

3 4 5 6 0 1 2 

4 5 6 0 1 2 3 

5 6 0 1 2 3 4 

6 0 1 2 3 4 5 

7 8 9 

8 9 7 

9 7 8 

7 8 9 

9 7 8 

8 9 7 
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             =      

 

 

 

 

 

 

 
 
    

 

            =   

  

 

 

 

 

 

και η υπέρθεσή τους 

 

 

 

(7, 0) (8, 1) (2, 9) (9, 3) (4, 7) (5, 8) (6, 6) (0, 4) (1, 2) (3, 5) 

(8, 5) (3, 9) (9, 0) (5, 7) (6, 8) (0, 3) (7, 4) (1, 1) (2, 6) (4, 2) 

(4, 9) (9, 4) (6, 7) (0, 8) (1, 0) (7, 1) (8, 2) (2, 5) (3, 3) (5, 6) 

(9, 1) (0, 7) (1, 8) (2, 4) (7, 5) (8, 6) (5, 9) (3, 2) (4, 0) (6, 3) 

(1, 7) (2, 8) (3, 1) (7, 2) (8, 3) (6, 9) (9, 5) (4, 6) (5, 4) (0, 0) 

(3, 8) (4, 5) (7, 6) (8, 0) (0, 9) (9, 2) (2, 7) (5, 3) (6, 1) (1, 4) 

(5, 2) (7, 3) (8, 4) (1, 9) (9, 6) (3, 7) (4, 8) (6, 0) (0, 5) (2, 1) 

(0, 6) (6, 2) (5, 5) (4, 1) (3, 4) (2, 0) (1, 3) (7, 7) (8, 8) (9, 9) 

(2, 3) (1, 6) (0, 2) (6, 5) (5, 1) (4, 4) (3, 0) (8, 9) (9, 7) (7, 8) 

(6, 4) (5, 0) (4, 3) (3, 6) (2, 2) (1, 5) (0, 1) (9, 8) (7, 9) (8, 7) 

 

 

σχήμα 9 

  

 

7 8 2 9 4 5 6 0 1 3 
8 3 9 5 6 0 7 1 2 4 
4 9 6 0 1 7 8 2 3 5 
9 0 1 2 7 8 5 3 4 6 
1 2 3 7 8 6 9 4 5 0 
3 4 7 8 0 9 2 5 6 1 
5 7 8 1 9 3 4 6 0 2 

0 6 5 4 3 2 1 7 8 9 
2 1 0 6 5 4 3 8 9 7 
6 5 4 3 2 1 0 9 7 8 

0 1 9 3 7 8 6 4 2 5 
5 9 0 7 8 3 4 1 6 2 
9 4 7 8 0 1 2 5 3 6 
1 7 8 4 5 6 9 2 0 3 
7 8 1 2 3 9 5 6 4 0 
8 5 6 0 9 2 7 3 1 4 
2 3 4 9 6 7 8 0 5 1 

6 2 5 1 4 0 3 7 8 9 
3 6 2 5 1 4 0 9 7 8 
4 0 3 6 2 5 1 8 9 7 
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Κεφάλαιο  3ο : Πεπερασμένο Προβολικό Επίπεδο (finite projective 

plane) 

 

 

     Σε αυτό το κεφάλαιο θα ασχοληθούμε με κάτι που εξ αρχής φαίνεται να 

είναι άσχετο με τα λατινικά τετράγωνα. Παρακάτω όμως θα δείξουμε ότι 

αυτές οι δύο έννοιες είναι αλληλένδετες. 

 

 

3.1 Προβολικά Επίπεδα και Λατινικά Τετράγωνα 

 

Ορισμός 3.1.1: Ένα προβολικό επίπεδο είναι ένα σύνολο από σημεία και γραμμές έτσι 

ώστε κάθε ζευγάρι γραμμών να έχει μόνο ένα κοινό σημείο και κάθε ζευγάρι σημείων 

να ενώνονται με μία και μοναδική γραμμή. Για να αποφύγουμε τον εκφυλισμό σε 

ορισμένα σύνολα από τέσσερα σημεία απαιτούμε ανά τρία να μην βρίσκονται στην ίδια 

γραμμή. 

 

 
      

     Σε ένα προβολικό επίπεδο όλες οι γραμμές έχουν τον ίδιο αριθμό σημείων. 

Ας υποθέσουμε ότι έχουμε δύο γραμμές   και    και ένα σημείο   το οποίο δεν 

βρίσκεται σε καμία από τις δύο γραμμές. 
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Υπάρχει μία ένα προς ένα αντιστοιχία των σημείων της   με τα σημεία της   . 

Παίρνουμε ένα σημείο     και το απεικονίζουμε στο σημείο    της    . Τότε   

το  , το   και το    είναι συνευθειακά.  

 

     Τώρα ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν     σημεία σε κάθε γραμμή. 

 

 

 

                           

 

 

                              

 

 

 

                                                                                 

 

                                                                             

Διαλέγουμε μία γραμμή    και ένα σημείο   που δεν ανήκει στο   . Για κάθε 

ένα από τα      σημεία του     υπάρχει μία γραμμή που ενώνεται με το   . 

Αυτές οι      γραμμές τέμνονται μόνο στο  , οπότε περιέχουν 

                      σημεία. Δεν υπάρχουν άλλα σημεία στο 

επίπεδο. Αν υπήρχε ένα σημείο έστω το   τότε θα υπήρχε και μία γραμμή από 

το   στο    και αυτή η γραμμή θα συναντούσε την  . Αυτό επίσης δείχνει ότι 

διέρχονται      γραμμές από κάθε σημείο.  

 

 

Παράδειγμα: Έστω ότι στο παρακάτω σχήμα υπάρχουν επτά σημεία, επτά γραμμές 

(συμπεριλαμβάνοντας και τον κύκλο) και έχουν τις εξής ιδιότητες: 

      δύο οποιαδήποτε σημεία τέμνονται με μία ακριβώς γραμμή 

      δύο οποιεσδήποτε γραμμές ενώνονται σε ένα ακριβώς σημείο 

      κάθε γραμμή έχει τρία σημεία                                                                    

      από κάθε σημείο περνούν τρεις γραμμές. 

Επομένως αυτό το παράδειγμα αποτελείται από ένα σύνολο σημείων                 

και μία συλλογή από γραμμές                                                 και 

       . 

 

 

 

 

 



~ 44 ~ 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

       

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

        

         

Σχήμα 3.1 

                                                                     

                                                                                                                               ■ 

 

Ορισμός 3.1.2: Γενικά ένα πεπερασμένο προβολικό επίπεδο (finite projective plane) 

τάξης   αποτελείται από ένα πεπερασμένο σύνολο (του οποίου τα στοιχεία ονομάζονται 

σημεία) και από μία συλλογή από υποσύνολα αυτού του συνόλου (κάθε υποσύνολο 

ονομάζεται γραμμή) και ικανοποιεί τα εξής: 

      δύο οποιαδήποτε σημεία ενώνονται με μία ακριβώς γραμμή 

      δύο οποιεσδήποτε γραμμές τέμνονται σε ένα ακριβώς σημείο 

      κάθε γραμμή έχει     σημεία                                                                    

      από κάθε σημείο περνούν       γραμμές. 

 

     Επομένως το προηγούμενο παράδειγμα είναι ένα πεπερασμένο προβολικό 

επίπεδο τάξης 2. Ένα πεπερασμένο προβολικό επίπεδο, με      σημεία σε 

κάθε γραμμή είναι τάξης  . Έχει         γραμμές,        σημεία και 

περνούν     γραμμές από κάθε σημείο. Ένα προβολικό επίπεδο   έχει την 
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ιδιότητα της δυϊκότητας δηλαδή υπάρχει συμμετρία ανάμεσα στα σημεία και 

στις γραμμές. Οπότε μπορούμε να μετονομάσουμε τα σημεία γραμμές και το 

αντίστροφο. Αυτό μας δίνει ένα νέο προβολικό επίπεδο που ονομάζεται δυϊκό 

του  . Μερικά επίπεδα, όπως στο παραπάνω παράδειγμα, είναι ισομορφικά 

με τον δυϊκό τους. Για κάθε προβολικό επίπεδο μπορούμε να ορίσουμε έναν 

      πίνακα πρόσπτωσης στον οποίο οι γραμμές αντιστοιχούν στα σημεία 

και οι στήλες αντιστοιχούν στις γραμμές. Βάζουμε 1 όταν το σημείο βρίσκεται 

πάνω στη συγκεκριμένη γραμμή και 0 διαφορετικά. Αυτός ο πίνακας  , 

ανήκει στο        
    και ικανοποιεί την εξής εξίσωση:             . Για 

να βρούμε το δυϊκό προβολικό επίπεδο απλά παίρνουμε τον ανάστροφο του 

 .  

     Μέχρι στιγμής είδαμε κάποιες ιδιότητες των προβολικών επιπέδων. Τώρα 

θα δούμε ποια είναι η σύνδεση ανάμεσα στο πεπερασμένα προβολικά επίπεδα 

και τα λατινικά τετράγωνα. Είναι γνωστό ότι τα πεπερασμένα προβολικά 

επίπεδα τάξης   υπάρχουν αν το   είναι πρώτος ή δύναμη πρώτου αριθμού 

και εικάζεται ότι αυτά είναι και τα μόνα που υπάρχουν. Αυτό μας θυμίζει 

πολύ το πρόβλημα σχετικά με την ύπαρξη      αναμεταξύ τους ορθογώνια 

    λατινικά τετράγωνα όταν το   είναι πρώτος ή δύναμη πρώτου αριθμού. 

Θα δούμε τώρα ότι αυτά τα δύο υπάρχοντα προβλήματα είναι ισοδύναμα.[1] 

 

Θεώρημα 3.1.3: Υπάρχει ένα πεπερασμένο προβολικό επίπεδο τάξης   αν και μόνο 

αν υπάρχουν     ορθογώνια αναμεταξύ τους     λατινικά τετράγωνα. 

 

Σκιαγράφηση της απόδειξης: Θα περιγράψουμε την αντιστοιχία που υπάρχει 

ανάμεσα στα πεπερασμένα προβολικά επίπεδα τάξης   και σε ένα σύνολο από 

    αναμεταξύ τους ορθογώνια     λατινικά τετράγωνα. Ορίζουμε δύο 

οποιαδήποτε διακεκριμένα σημεία     και    . Έστω ότι    είναι μία γραμμή 

που περνάει και από τα δύο αυτά σημεία. Και αφού κάθε γραμμή έχει     

σημεία, έστω ότι              είναι τα υπόλοιπα σημεία στην   . Το  -οστό 

λατινικό τετράγωνο θα αντιστοιχίζεται στο   .  

     Ονομάζουμε τις γραμμές που περνούν από το    , εκτός από την   , με 

       . Ομοίως ονομάζουμε τις γραμμές που περνούν από το     , εκτός 

από την   , με        . Κάθε σημείο που δεν ανήκει στην     βρίσκεται πάνω 

σε ακριβώς ένα ζευγάρι από τις υπόλοιπες γραμμές των    και    . 

Ονομάζουμε     το σημείο που βρίσκεται στην   γραμμή που περνάει από το 

   και στη γραμμή   που περνάει από το   . Το σημείο     θα συμπίπτει με 

την   -οστή θέση σε οποιοδήποτε από τα λατινικά τετράγωνα.  

     Ονομάζουμε τις    γραμμές που περνούν από το     , εκτός από την   , με  

  σύμβολα        . Κάθε σύμβολο για αυτές τις γραμμές συμπίπτει με το ίδιο 

σύμβολο στο λατινικό τετράγωνο που σχετίζεται με το    . Ουσιαστικά το 
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σύμβολο  Χ  μπαίνει στην    θέση του   -οστού λατινικού τετραγώνου εάν με  

Χ  έχουμε ονομάσει τη γραμμή που ενώνει το     με το    . 

                                                                                                                                   ■ 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

         

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          4 
         

          3 
         

          2 
         

          1 
         

          1 2 3 
        

Σχήμα 3.2 

 

 

     Παρατηρούμε ότι αυτή η παραπάνω κατασκευή παράγει ένα λατινικό 

τετράγωνο για κάθε    αφού η γραμμή  Χ  που περνάει από το     (και δεν 

είναι η   ) θα τέμνει κάθε γραμμή που περνάει από το     και κάθε γραμμή 

που περνάει από το     σε ακριβώς ένα σημείο. Επομένως κάθε γραμμή και 

κάθε στήλη του λατινικού τετραγώνου θα έχουν ένα από κάθε σύμβολο. 

Ομοίως , δύο οποιαδήποτε από τα παραπάνω λατινικά τετράγωνα είναι 

ορθογώνια, αφού η γραμμή  Χ  που περνάει από το    συναντά τη γραμμή  Υ 
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που περνάει από    σε ένα σημείο ακριβώς. Έτσι όλα τα ζευγάρια  ΧΥ  

εμφανίζονται μία και μόνο φορά.  

      Είναι εύκολο να δούμε ότι το ίδιο συμβαίνει και αντίστροφα. Παίρνουμε 

    ορθογώνια     λατινικά τετράγωνα και τα χρησιμοποιούμε για να 

δημιουργήσουμε ένα πεπερασμένο προβολικό επίπεδο τάξης  . 

 

Εφαρμογή:  Για να κατανοήσουμε καλύτερα την σχέση ανάμεσα στα δύο 

αυτά προβλήματα θα κατασκευάσουμε  ένα πεπερασμένο προβολικό επίπεδο 

τάξης 3 από δύο ορθογώνια      λατινικά τετράγωνα και, αντίστροφα, θα 

κατασκευάσουμε δύο ορθογώνια      λατινικά τετράγωνα από ένα 

πεπερασμένο προβολικό επίπεδο τάξης 3.  

 

Απόδειξη:      Αρχικά ορίζουμε δύο ορθογώνια      λατινικά τετράγωνα:  

 

    
   
   
   

           
   
   
   

 . 

 

Έπειτα γράφουμε τα δύο αυτά λατινικά τετράγωνα σε έναν     πίνακα 

όπως είχαμε κάνει στο Κεφάλαιο 2 στην ενότητα 2.2:  

 

  

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
 
 
 
 

         

                     
                      

            
 
 

 

 

Σχηματίζουμε ένα σύνολο από 13 σημεία                                          

(με τα οποία συμβολίζουμε τις 1-4 στήλες και τις 1-9 γραμμές). Έπειτα 

βρίσκουμε γραμμές που να σχηματίζονται με τα παρακάτω υποσύνολα από 

τέσσερα από τα σημεία: 

              

και οποιοδήποτε με τη μορφή 

              

όπου τα τρία στοιχεία του   στην  -οστή στήλη και στις γραμμές s, t και u 

είναι τα ίδια. Για παράδειγμα ένα από αυτά τα σύνολα θα είναι το  

              και αυτό γιατί τα στοιχεία στις γραμμές 3, 6 και 9 της στήλης 2 

είναι όλα τα ίδια (δηλαδή το 3). Συνολικά αυτό μας δίνει τις εξής 13 γραμμές:  
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Είναι τώρα σαφές ότι πρέπει να εξετάσουμε αν τα 13 σημεία και οι 13 γραμμές 

ικανοποιούν τα αξιώματα του πεπερασμένου προβολικού επιπέδου στην 

περίπτωση που     . Γενικά τα     αναμεταξύ τους ορθογώνια      

λατινικά τετράγωνα θα μας δώσουν έναν           πίνακα   με στοιχεία 

από το          και χωρίς ορθογώνια στοιχείων της μορφής  

 
   
   
   

 

 

Η παραπάνω κατασκευή θα μας δώσει         σημεία 

                        και         γραμμές, όπου κάθε μία έχει      

σημεία, και κάθε ζευγάρι σημείων θα ενώνονται με μία και μόνο γραμμή. 

Γενικά η ιδιότητα της μη ορθογωνιότητας του   μας εξασφαλίζει ότι αυτά τα 

σημεία και οι γραμμές ικανοποιούν τα αξιώματα του πεπερασμένου 

προβολικού επιπέδου. Για παράδειγμα, πόσα σημεία θα είναι και στις δύο 

γραμμές  

             και                 ; 

Αν ισχύει ότι       τότε είναι φανερό ότι το    είναι το μόνο σημείο που 

ανήκει και στις δύο γραμμές. Αν ισχύει ότι       τότε η πρώτη γραμμή θα  

                                                  
                                                      

                                                       

                                                       

                                                        

                                                      

                                               

                                                        

                                       
 

       

 

 
 
 
 
 

  
   
  
   
      
 

  
 
     
        
   

 
 
 
 
 

         

         
 

 

         Αντίστροφα τώρα υποθέτουμε ότι έχουμε ένα πεπερασμένο 

προβολικό επίπεδο τάξης 3. Θα αποτελείται από 13 σημεία και 13 γραμμές, με 

κάθε γραμμή να έχει 4 σημεία. Ονομάζουμε τα σημεία της μίας γραμμής ως 

            και τα υπόλοιπα σημεία ως                               . Έπειτα, για 

παράδειγμα, οι γραμμές θα μπορούσαν να είναι οι εξής:  

 

                                                                    

                                                                                      

                                                                    .           



~ 49 ~ 
 

 

Το γεγονός ότι δύο οποιεσδήποτε γραμμές τέμνονται σε ένα και μόνο σημείο 

σημαίνει ότι, εκτός από την γραμμή              , οι υπόλοιπες 12 γραμμές 

μπορούν να χωριστούν σε τέσσερις ομάδες των τριών ως εξής: 

 

 

                                                

                                                 

                                                

                                                

 

                                                       1                      2                       3 

 

Ονομάζουμε το πρώτο σύνολο σε κάθε γραμμή ως ‘1’, το δεύτερο σύνολο ως 

‘2’ και το τρίτο σύνολο ως ‘3’, όπως φαίνεται παραπάνω. Έπειτα ορίζουμε ένα 

     πίνακα   ως εξής: το       στοιχείο είναι   αν το ζευγάρι         

βρίσκεται στο σύνολο που ονομάζεται  , εδώ          . Στο παράδειγμά 

μας συμπληρώνοντας με τον παραπάνω κανόνα παίρνουμε τον πίνακα  

 

 

  

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
 
 
 
 

         

 
                        

                  
         

 

 

Μπορούμε τώρα να χρησιμοποιήσουμε τον πίνακα, με τον γνωστό τρόπο, για 

να βρούμε τα δύο ορθογώνια     λατινικά τετράγωνα 

 

    
   
   
   

           
   
   
   

 . 

 

Αυτή η διαδικασία είναι αποτελεσματική και στη γενική περίπτωση που το 

πεπερασμένο προβολικό επίπεδο αποτελείται από         σημεία και 

γραμμές και το οποίο θα μας δώσει έναν           πίνακα   με στοιχεία 

από το         . Τα αξιώματα του πεπερασμένου προβολικού επιπέδου μας 

εξασφαλίζουν ότι ο πίνακας   έχει την ιδιότητα της μη ορθογωνιότητας και 

αυτό γιατί η ύπαρξη των στοιχείων της μορφής  
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σημαίνει ότι το          βρίσκεται σε δύο από τις γραμμές. Επομένως το   μας 

δίνει     αναμεταξύ τους ορθογώνια     λατινικά τετράγωνα όπως μας 

ζητείται. 

                                                                                                                                      ■ 

      Συνεπώς υπάρχουν πεπερασμένα προβολικά επίπεδα τάξεων   

                     γιατί είναι όλοι πρώτοι ή δύναμη πρώτων αριθμών και 

άρα καλύπτονται από το θεώρημα για τα     αναμεταξύ τους ορθογώνια 

    λατινικά τετράγωνα. Δεν υπάρχει πεπερασμένο προβολικό επίπεδο 

τάξης 6 γιατί, όπως παρατηρήσαμε νωρίτερα, δεν υπάρχει ζευγάρι 

ορθογωνίων λατινικών τετραγώνων    . Η επόμενη περίπτωση που δεν 

καλύπτεται από το παραπάνω θεώρημα είναι όταν      και είναι 

αξιοσημείωτο ότι μόλις το 1989 οι C. Lam, L. Thiel και S. Swierz  

ανακοίνωσαν μία διεξοδική μελέτη με υπολογιστές (πάνω από 3000 ώρες) η 

οποία έδειξε ότι δεν υπάρχει πεπερασμένο προβολικό επίπεδο τάξης 10.    

 

 

3.2 Αδύνατα Προβολικά Επίπεδα 

 

     Σύμφωνα με τα προηγούμενα μπορούμε να βγάλουμε το συμπέρασμα ότι 

είναι πολύ δύσκολη η κατασκευή πεπερασμένων προβολικών επιπέδων, 

τουλάχιστον με τη χρήση ορθογώνιων λατινικών τετραγώνων. Το σωστό 

μέρος της εικασίας του Euler αποκλείει την ύπαρξη πεπερασμένου 

προβολικού επιπέδου τάξης 6. Αλλά φαίνεται ότι η ύπαρξη καμίας άλλης 

τάξης προβολικού επιπέδου μπορεί να αποκλειστεί τόσο εύκολα. 

     Επομένως ένα είναι το ερώτημα: Για ποιες άλλες τάξεις προβολικών 

επιπέδων μπορούμε να αποκλείσουμε την ύπαρξή τους; Αυτή είναι πολύ 

δύσκολη ερώτηση και το κύριο αποτέλεσμα, το οποίο δεν θα αποδείξουμε, 

είναι το παρακάτω θεώρημα των R. H. Bruck και H. J. Ryser το 1949. 

 

Θεώρημα 3.2.1:  (Bruck-Ryser) Έστω                , και έστω ότι υπάρχει 

ένας πρώτος αριθμός             τέτοιος ώστε ο μεγαλύτερος από τους παράγοντες 

του   που διαιρεί το   είναι περιττός αριθμός. Τότε δεν υπάρχει πεπερασμένο προβολικό 

επίπεδο τάξης  . 

 

      Κάνουμε ανάλυση του   σε πρώτους παράγοντες. Αυτοί οι πρώτοι 

υψωμένοι σε περιττή δύναμη είναι οι πρώτοι που ζητάμε στην διατύπωση του 

θεωρήματος. Για παράδειγμα,                , και οι πρώτοι 

παράγοντες που δεν είναι τετράγωνα είναι το 2 και το 3. Βλέπουμε ότι 

           , οπότε το θεώρημα των Bruck-Ryser αποκλείει την περίπτωση 
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για το 6 να υπάρχει προβολικό επίπεδο. Παρόμοια,                  

αποκλείονται επίσης από πιθανές τάξεις προβολικών επιπέδων.  

      Μέχρι πρόσφατα, οι τάξεις στο θεώρημα των Bruck-Ryser ήταν οι μόνες 

γνωστές τάξεις που αποκλείονταν. Πιο πρόσφατα έγινε μία συντονισμένη 

προσπάθεια να δειχθεί ότι δεν υπάρχει πεπερασμένο προβολικό επίπεδο 

τάξης 10. Αυτό ήταν πιο πριν ένα διάσημο άλυτο πρόβλημα στη 

Συνδυαστική. Αυτή η προσπάθεια στέφθηκε με επιτυχία μόνο όταν είχε 

προχωρήσει πολύ η επιστήμη των υπολογιστών. Επομένως μέχρι τώρα, η 10 

και οι άλλες τάξεις που αποκλείονται από το θεώρημα των Bruck-Ryser είναι 

οι μόνες τάξεις για τις οποίες γνωρίζουμε ότι δεν υπάρχουν πεπερασμένα 

προβολικά επίπεδα. Η επόμενη περίπτωση που μένει σε εκκρεμότητα είναι 

αυτή της τάξης 12. 

      

 

 

 

Κεφάλαιο  4ο : Λατινικά Τετράγωνα Τάξης 10 

 

 

     Στο προηγούμενο κεφάλαιο αναφέραμε ότι έχει αποδειχθεί η μη ύπαρξη 

ενός πεπερασμένου προβολικού επιπέδου τάξης 10. Παρόλα αυτά υπάρχει 

ένα ζευγάρι ορθογωνίων λατινικών τετραγώνων τάξης 10 το οποίο πρώτος 

κατασκεύασε ο E. T. Parker το 1959.[8] 

     Ο Euler ήταν ο πρώτος που παρουσίασε την ιδέα ενός ζευγαριού 

ορθογώνιων λατινικών τετραγώνων (που επίσης ονομάζονται Ελληνο-

Λατινικά τετράγωνα). Κατάφερε να βρει πολλά αποτελέσματα, και έκανε την 

εικασία ότι δεν υπάρχει κανένα ζευγάρι από οποιαδήποτε τάξη 

            . Ο Tarry απέδειξε με μία μακροσκελή επιχειρηματολογία την 

αλήθεια που υπήρχε στην εικασία του Euler για τα ορθογώνια λατινικά 

τετράγωνα τάξης 6 και με τα αποτελέσματά του την έκανε να φαίνεται πιο 

αληθοφανής. Οι Bose και Shrikhande παρουσίασαν το πρώτο 

αντιπαράδειγμα στην εικασία του Euler. Κατασκεύασαν ζευγάρια 

ορθογωνίων λατινικών τετραγώνων τάξης              με το   να τείνει 

στο άπειρο και με χαμηλότερη τάξη το 22. 

      Παρακάτω παραθέτουμε δύο θεωρήματα και ένα πόρισμα τα οποία θα 

χρησιμοποιηθούν για την κατασκευή ζευγαριών ορθογωνίων λατινικών 

τετραγώνων τάξης              με το   να τείνει στο άπειρο και με 

χαμηλότερη τάξη το 10. 

      Πρώτα θα αποδείξουμε ένα λήμμα που θα χρειαστούμε για το επόμενο 

θεώρημα. 
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Λήμμα 4.1:  Ένα ζευγάρι ορθογώνιων λατινικών τετραγώνων τάξης     είναι 

ισοδύναμο με ένα σύνολο από      διατεταγμένες τετράδες                   , 

         , με στοιχεία      τους αριθμούς        , και έτσι ώστε για κάθε ζευγάρι 

    ακεραίων αριθμών,        , και κάθε ζευγάρι αριθμών     από τους  

      , με       και       παραμένουν αμετάβλητα για κάποια              . 

 

Απόδειξη:  Έστω ότι υπάρχουν ακριβώς      διατεταγμένες τετράδες στο 

σύνολο, με       και       να ικανοποιούνται από ένα μοναδικό i. 

Συσχετίζουμε τις      διατεταγμένες τετράδες με τα κελιά δύο     πινάκων 

ως εξής: επιλέγουμε τα     και     να είναι η γραμμή και η στήλη δείκτης, 

αντίστοιχα, και τα     και     επιλέγουμε να είναι τα ψηφία στο ορισμένο κελί 

του πρώτου και του δεύτερου πίνακα, αντίστοιχα. Σύμφωνα με τις παραπάνω  

συνθήκες  συνεπάγεται ότι οι πίνακες είναι ορθογώνια λατινικά τετράγωνα. 

Για παράδειγμα, όταν u και v  είναι 1 και 2, υπολογίζεται κάθε κελί. Όταν 

    και        , κάθε γραμμή του κατάλληλου πίνακα περιέχει κάθε 

ψηφίο από τα       , φυσικά μία και μόνο φορά. Παρόμοια όταν     και 

       , ισχύει ότι κάθε στήλη του κατάλληλου πίνακα περιέχει κάθε ψηφίο 

από τα       μία και μόνο φορά. Όταν   και   είναι 3 και 4, κάθε 

διατεταγμένο ζευγάρι ψηφίων εμφανίζεται ακριβώς μία φορά όταν 

διατρέξουμε τους πίνακες. Με παρόμοιο τρόπο γίνεται και η αντίστροφη 

κατασκευή του συνόλου των διατεταγμένων τετράδων από ένα ζευγάρι 

ορθογώνιων λατινικών τετραγώνων. 

                                                                                                                                     ■ 

 

  

Θεώρημα 4.2:  Υπάρχει ένα ζευγάρι ορθογώνιων λατινικών τετραγώνων τάξης 

        , όπου το q είναι δύναμη πρώτων αριθμών, και  

           . (Όσο όμως υπάρχει ζευγάρι ορθογώνιων λατινικών τετραγώνων 

τάξης 4, η παραπάνω κατασκευή αποτυγχάνει για    .) 

 

Απόδειξη:  Θα κατασκευάσουμε ένα σύνολο από διατεταγμένες τετράδες οι 

οποίες θα ικανοποιούν τις συνθήκες του προηγούμενου λήμματος. Και στις 

τέσσερις θέσεις, τα          σύμβολα επιλέγονται ως τα q στοιχεία του 

     , και   ,              . (Όπου    (Galois Field)  είναι ένα σώμα  

Galois. Ένα σώμα  Galois  ή αλλιώς πεπερασμένο σώμα ορίζεται ως ένα σώμα 

το οποίο έχει πεπερασμένη πληθικότητα στοιχείων. Η πληθικότητα του 

σώματος είναι πάντοτε ένας πρώτος αριθμός ή μια δύναμη ενός πρώτου 

αριθμού. Για κάθε πρώτο αριθμό υπάρχει ακριβώς ένα σώμα  Galois.) 

Σχηματίζουμε την διατεταγμένη τετράδα ως εξής:  
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όπου               , το   παίρνει τιμές στο πεδίο τιμών των στοιχείων 

του      , και το r είναι ένα σταθερό πρωταρχικό στοιχείο (δηλαδή ένας 

γεννήτορας της κυκλικής πολλαπλασιαστικής ομάδας) του       . Η 

παραπάνω διατεταγμένη τετράδα δεν είναι τίποτε άλλο από την κυκλική 

μετάθεση των τεσσάρων θέσεων. Συγκεντρώνοντας όλα τα πιθανά ζευγάρια 

των  i, a (με βάση τα πεδία τιμών τους) παράγεται μία λίστα από 

                     διατεταγμένες τετράδες. Είναι εύκολο να δούμε 

ότι κάθε    εμφανίζεται μία φορά στη λίστα μαζί με κάθε στοιχείο του       σε 

κάθε διατεταγμένο ζευγάρι θέσεων. Στην κάθε τετράδα εμφανίζεται μόνο ένα 

   κάθε φορά. Κανένα στοιχείο του       δεν επαναλαμβάνεται στην κάθε 

τετράδα. Αφού το                (διάφορο του μηδενός) βρίσκεται 

ανάμεσα στα τετραγωνικά στοιχεία του      , και το 

                            βρίσκεται ανάμεσα στα μη-τετραγωνικά 

στοιχεία του      , κάθε ζευγάρι διαφορετικών μεταξύ τους στοιχείων του 

      εμφανίζεται μία φορά σε κάθε διπλανό ζευγάρι θέσεων είτε οριζόντια 

είτε κάθετα – εδώ η πρώτη και η τέταρτη θέση θεωρούνται διπλανές. Επειδή 

           , το    ανήκει στα μη-τετραγωνικά στοιχεία του      . Αυτό 

έχει ως αποτέλεσμα το                να ανήκει στα τετραγωνικά 

στοιχεία του       και το                να ανήκει στα μη-τετραγωνικά 

στοιχεία του      . Επομένως κάθε διατεταγμένο ζευγάρι διαφορετικών 

μεταξύ τους στοιχείων του       εμφανίζεται μία φορά στην πρώτη και στην 

τρίτη θέση και μία φορά στην δεύτερη και τέταρτη θέση. (Αφού το    είναι το 

μόνο αρχικό στοιχείο του      , και       , η κατασκευή αποτυγχάνει 

για    .) 

     Σχηματίζουμε τις διατεταγμένες τετράδες,          , όπου πάλι το   

παίρνει τιμές στο πεδίο τιμών των στοιχείων του      . Αυτές οι q τετράδες 

δικαιολογούν μία εμφάνιση του κάθε   με τον εαυτό του σε κάθε ζευγάρι 

θέσεων. Τέλος, δημιουργούμε ένα σύνολο από          διατεταγμένες 

τετράδες που είναι ισοδύναμο με οποιοδήποτε ζευγάρι ορθογώνιων 

λατινικών τετραγώνων τάξης        , με το    σε όλες τις τέσσερις θέσεις. 

(Υπάρχει ένα ζευγάρι ορθογώνιων λατινικών τετραγώνων οποιασδήποτε 

περιττής τάξης.) Σε αυτό το τελευταίο σύνολο των διατεταγμένων τετράδων, 

κάθε ζευγάρι ίδιων ή διαφορετικών    εμφανίζεται μία φορά σε κάθε ζευγάρι 

θέσεων. Συνολικά, αυτές οι τρεις κλάσεις διατεταγμένων τετράδων 
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σχηματίζουν ένα σύνολο             που ικανοποιεί τις συνθήκες του 

παραπάνω Λήμματος. [8] 

     Σύμφωνα με το γνωστό θεώρημα του Dirichlet, υπάρχουν απείρως πολλές 

δυνάμεις πρώτων αριθμών με            . Κάθε τέτοιο q στην παραπάνω 

κατασκευή παράγει ένα ζευγάρι ορθογώνιων λατινικών τετραγώνων τάξης 

                    .  

                                                                                                                                     ■ 

 

 

Πόρισμα 4.3:  Υπάρχει ένα ζευγάρι ορθογώνιων λατινικών τετραγώνων με τάξη 

οποιοδήποτε περιττό πολλαπλάσιο οποιασδήποτε τάξης που προκύπτει από το παραπάνω 

Θεώρημα. 

 

Απόδειξη:  Αν υπάρχει ένα σύνολο από t αναμεταξύ τους ορθογώνια λατινικά 

τετράγωνα τάξης m και n, αντίστοιχα, τότε υπάρχει και ένα σύνολο από 

ορθογώνια αναμεταξύ τους λατινικά τετράγωνα τάξης nm. Ειδικότερα αν 

ισχύει    , και μαζί με το γεγονός ότι υπάρχει ένα ζευγάρι λατινικών 

τετραγώνων οποιασδήποτε περιττής τάξης, το Πόρισμα είναι άμεσο.  

                                                                                                                                    ■  

 

     Νωρίτερα αναφέραμε ότι υπάρχουν ορθογώνια λατινικά τετράγωνα τάξης 

n  αν               . Δεν θα δώσουμε μία ολοκληρωμένη απόδειξη, αλλά 

θα παρουσιάσουμε μία κατασκευή που είναι ικανοποιητική για την 

περίπτωση που            . Πιο κάτω στο σχήμα 4.1 απεικονίζεται μία 

κατασκευή για ορθογώνια λατινικά τετράγωνα τάξης 10. 

     Η κατασκευή στο σχήμα 4.1 μπορεί να γενικευθεί με έναν απλό τρόπο. 

Υποθέτουμε ότι            , και γράφουμε       . Έπειτα  

         . Θα κατασκευάσουμε δύο λατινικά τετράγωνα,    και   , τα 

στοιχεία των οποίων ανήκουν στο σύνολο            , όπου 

             . Για      , χωρίζουμε τα    σε τέσσερις υποπίνακες και 

τις συμβολίζουμε με        , με      . Αυτούς τους υποπίνακες τους 

απεικονίζουμε ως εξής: 

1.       και       είναι δύο               πίνακες με γραμμές και 

στήλες που τα στοιχεία των οποίων ανήκουν στο σύνολο         , 

2.       και       είναι δύο          πίνακες με γραμμές που 

ανήκουν στο         και με στήλες που ανήκουν στο  , 

3.       και       είναι δύο          πίνακες με γραμμές που 

ανήκουν στο    και με στήλες που ανήκουν στο        , και 

4.       και       είναι δύο     πίνακες με γραμμές και στήλες που 

ανήκουν στο   . 
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     Θα ξεκινήσουμε με την περιγραφή της πρώτης γραμμής, που την 

ονομάζουμε 0η γραμμή, των      ,      ,       και      , και την 0η στήλη 

των       και      : 

 

     η 0η γραμμή του       είναι                                         

     η 0η γραμμή του       είναι                                                

     η 0η γραμμή του       είναι                                      

     η 0η γραμμή του       είναι                                

     η 0η  στήλη του       είναι                                  

     η 0η  στήλη του       είναι                                        

 

 

 

Σχήμα 4.1: Ορθογώνια λατινικά τετράγωνα τάξης 10  

 

           

 

      

 

             =      

 

 

 

 

 

 

 
 
    

 

            =   

  

 

 

 

 

 

 

     Τώρα θα προχωρήσουμε στο γέμισμα του υπόλοιπο των υποπινάκων. 

Στους παρακάτω τύπους όλες οι πράξεις πραγματοποιούνται υπό 

           , και ορίζουμε ότι           για κάθε               . 

0    1    2    3 6 5 4 

4 1    2    3    0 6 5 

   5 2    3    4 1 0 6 

5    6 3    4    2 1 0 

   6    0 4    5 3 2 1 

6    0    1 5    4 3 2 

   0    1    2 6 5 4 3 

1 2 3 4 5 6 0          

2 3 4 5 6 0 1          

3 4 5 6 0 1 2          

0 4    5    6    1 2 3 

   1 5    6    0 2 3 4 

1    2 6    0    3 4 5 

   2    3 0    1 4 5 6 

2    3    4 1    5 6 0 

   3    4    5 2 6 0 1 

3    4    5    6 0 1 2 

6 0 1 2 3 4 5          

5 1 2 3 4 5 6          

1 2 3 4 5 6 0          
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Χρησιμοποιούμε τον παρακάτω κανόνα για να ολοκληρώσουμε τους 

υποπίνακες      , για       και      :  

 

                                         

                                     

                                    . 

 

     Τέλος, έστω ότι τα       και       είναι ορθογώνια λατινικά τετράγωνα 

τάξης  m με στοιχεία από το σύνολο  . (Σημειώνουμε ότι το m είναι περιττός 

αριθμός, οπότε το παραπάνω ισχύει σύμφωνα με το Θεώρημα 2.3.1 του 2ου 

κεφαλαίου.) 

     Αποδεικνύεται ότι τα    και    είναι ορθογώνια λατινικά τετράγωνα, 

οπότε έχουμε το εξής αποτέλεσμα. 

 

Θεώρημα 4.4:Υπάρχουν ορθογώνια λατινικά τετράγωνα τάξης n αν            .  

 

 

 

 

 

Κεφάλαιο  5ο  : Η χρησιμότητα των Ορθογώνιων Λατινικών 

Τετραγώνων 

 

 

     Υπάρχουν πολύ σημαντικές και ενδιαφέρουσες χρήσεις των ορθογώνιων 

λατινικών τετραγώνων ως εργαλεία για την επίλυση άλλων προβλημάτων. 

Εμείς σε αυτό το κεφάλαιο θα αναφερθούμε σε κάποιες από τις εφαρμογές 

τους όπως είναι στον πειραματικό σχεδιασμό, στο πρόβλημα του 

χρωματισμού των γράφων, στους κώδικες διόρθωσης λαθών και στην 

κρυπτογραφία. Τα παρακάτω πρέπει να ληφθούν ως ένα απλό δείγμα όλων 

των  ποικίλων έξυπνων εφαρμογών τους που έχουν εφευρεθεί.  

 

Πειραματικός Σχεδιασμός 

 

      Ένα πείραμα μπορεί να οριστεί ως μία δοκιμή ή μια σειρά δοκιμών κατά τις 

οποίες γίνονται συγκεκριμένες αλλαγές στις δοθέντες μεταβλητές 

(συντελεστές) των εκάστοτε διαδικασιών ή συστημάτων έτσι ώστε να 

μπορούμε να παρατηρούμε ή να αναγνωρίζουμε τα αίτια για τις αλλαγές των 

αποτελεσμάτων. Ο πειραματικός σχεδιασμός είναι το αποτέλεσμα μίας 

λεπτομερής πειραματικής μεθόδου που γίνεται κατά τη διάρκεια ενός 
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πειράματος. Η επιλογή του πειραματικού σχεδιασμού εξαρτάται από τις 

εναλλακτικές του πειράματος καθώς και από τον αριθμό των συντελεστών 

που εξετάζονται.  

     Ο πειραματικός σχεδιασμός χρησιμοποιείται πρώτα από όλα σε πειράματα 

στα οποία για να βγάλουμε συμπεράσματα πρέπει να γίνουν συγκρίσεις 

ανάμεσα στα αποτελέσματα των διαφορετικών διαδικασιών που 

ακολουθούνται. Στον πειραματικό σχεδιασμό, η μεταβλητή ενός 

συγκεκριμένου πειραματικού ενδιαφέροντος ονομάζεται συντελεστής, και οι 

δυνατές τιμές του ονομάζονται  επίπεδα. Ένας συντελεστής μπορεί να είναι 

συνεχής (π.χ. βάρος, ύψος, θερμοκρασία, πίεση, χρόνος, κλπ) ή διακριτός (π.χ. 

μετρήσεις, σκορ, κλπ). Κάθε πείραμα αποτελείται από ένα σύνολο 

πειραματικών μονάδων  (που συνήθως ονομάζονται πεδία ή δοκιμές), οι οποίες 

μπορεί να είναι κομμάτια γης, κλουβιά ζώων, ζώα ή φυτά, κλπ. Οι συγκρίσεις 

μεταξύ των διαφορετικών εφαρμογών που ακολουθούνται, μεταξύ των 

επιπέδων των μεταβλητών, και μεταξύ των συνδυασμών των εφαρμογών 

γίνονται με βάση τις πληροφορίες που συλλέγουμε ύστερα από κάθε 

εφαρμογή του πειράματος για τις επιδράσεις που δέχεται το πειραματικό 

αντικείμενο. Οι εφαρμογές κατανέμονται σε γραφικές παραστάσεις 

ακολουθώντας τρεις βασικούς κανόνες που μας βοηθούν να υπολογίσουμε 

και να περιορίσουμε τα πειραματικά σφάλματα: Επανάληψη (κάθε 

διαδικασία πειράματος εφαρμόζεται σε παραπάνω από μία πειραματική 

μονάδα ), Τυχαιότητα (κάθε διαδικασία πειράματος εφαρμόζεται στις 

πειραματικές μονάδες με τυχαία σειρά έχοντας ισοδύναμες ευκαιρίες), 

Παρεμπόδιση (είναι μία τεχνική για αντιμετωπίσουμε «ενοχλητικούς» 

συντελεστές, ή συντελεστές οι οποίοι δεν μας ενδιαφέρουν στην προκειμένη 

περίπτωση αλλά που μπορούν να επηρεάσουν το πειραματικό αποτέλεσμα). 

Ένας συνηθισμένος σχεδιασμό που χρησιμοποιείται για την κατανομή των 

εφαρμογών είναι τα Λατινικά Τετράγωνα. 

     Τα Λατινικά τετράγωνα έχουν ευρέως χρησιμοποιηθεί σε στατιστικούς 

πειραματικούς σχεδιασμούς που γίνονται σε ποικίλα πεδία όπως στη γεωργία, 

στην εκπαίδευση, στην ιατρική, στα οικονομικά, στην ψυχολογία, στη 

διαφήμιση, στη βιομηχανία και στην κρυπτογραφία. Για παράδειγμα, στη 

γεωργική έρευνα γίνονται δοκιμές για να συγκρίνουν διαφορετικές ποικιλίες 

σοδειάς ή διαφορετικά είδη λιπασμάτων. Στην κτηνοτροφία γίνονται 

πειραματικές δοκιμές για να συγκρίνουν κατά πόσο διαφορετικές δίαιτες των 

ζώων επηρεάζουν την ποιότητα του κρέατός τους. Στην ιατρική, γίνονται 

πειράματα για να συγκρίνουν τις συνέπειες των διαφορετικών φαρμάκων. 

Στη βιομηχανία, θα μπορούσε να γίνει ένα πείραμα για να συγκρίνουν τις 

συνέπειες των διαφορετικών συγκεντρώσεων οξέος που χρησιμοποιείται κατά 

την παραγωγή. Σε αυτές τις υψηλές απαιτήσεις των παραπάνω πειραμάτων, 
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τα Λατινικά τετράγωνα αποδείχθηκαν εξαιρετικό εργαλείο του πειραματικού 

σχεδιασμού όπου κάθε πειραματική δοκιμή παρουσιάζεται με σύμβολα. 

Δηλαδή ένα απλό σχέδιο με γραμμές και στήλες με Ν γραμμές Ν στήλες και Ν 

δοκιμές, όπου κάθε δοκιμή πραγματοποιείται μία φορά σε κάθε στήλη και σε 

κάθε γραμμή. ¨Ένα τέτοιο σχέδιο απαιτεί μικρό αριθμό δοκιμών δηλαδή    

αντί για    όλων των δυνατών συνδυασμών. (Εδώ το Ν είναι η τάξη του 

Λατινικού τετραγώνου (ή ο αριθμός των επιπέδων) και n είναι ο αριθμός των 

μεταβλητών που εξετάζονται).  

     Ας δώσουμε τώρα ένα παράδειγμα πειραματικού σχεδιασμού με τη χρήση 

λατινικού τετραγώνου. Θα ασχοληθούμε με ένα κοινό γεωργικό πείραμα 

όπου θέλουμε να δοκιμάσουμε και να συγκρίνουμε την αποτελεσματικότητα 

πέντε διαφορετικών λιπασμάτων A,B,C,D και E σε μία συγκεκριμένη σοδειά 

(π.χ. πατάτες) και σε ένα συγκεκριμένο χωράφι. Ακόμη και γειτονικά 

χωράφια μπορεί να διαφέρουν στη γονιμότητα λόγω της υγρασίας του 

εδάφους, της προηγούμενης χρήσης του ή για άλλους λόγους όπως η 

ηλιοφάνεια, η βροχή, η πορεία του ανέμου, κλπ. Για παράδειγμα, αν η 

υγρασία του εδάφους σε ένα κομμάτι γης διαφέρει προς μία κατεύθυνση και 

το γονιμότερο έδαφος είναι προς την άλλη κατεύθυνση, για να πετύχουμε τη 

μέγιστη δυνατή ευφορία μπορούμε να χωρίσουμε το χωράφι σε ένα πλέγμα 

    με 25 πεδία. Τότε θα σχηματιστεί ένα Λατινικό τετράγωνο όπως 

φαίνεται παρακάτω στο σχήμα 5.1, το οποίο μπορεί να χρησιμοποιηθεί σαν 

σχέδιο για να καταμεριστούν οι αγωγές του πειράματος στα διάφορα πεδία. 

Με αυτό το σχέδιο σε κάθε γραμμή και σε κάθε στήλη εφαρμόζεται η κάθε 

αγωγή (λίπασμα) ακριβώς μία φορά. Τοποθετούμε το λίπασμα σύμφωνα με το 

σχέδιο του Λατινικού τετραγώνου και περιμένουμε να μεγαλώσει η 

καλλιέργεια. Μετά τη συγκομιδή μετράμε το μέγεθος της σοδειάς σε κάθε 

πεδίο. Στηριζόμενοι σε προηγούμενες πειραματικές παρατηρήσεις μπορούμε 

να εξετάσουμε αν την αποτελεσματικότητα των λιπασμάτων καθώς και πιο 

ήταν το πιο αποτελεσματικό χρησιμοποιώντας στατιστικά εργαλεία όπως το 

ANOVA (Analysis of Variance). Μπορούμε επίσης να δούμε κατά πόσο 

επηρέασε το αποτέλεσμα η διαφορετικότητα του χωραφιού από το ένα μέρος 

στο άλλο. Τα σχέδια με Λατινικά τετράγωνα (LCD=Latin Square Design) 

απαιτούν από το πείραμα μικρό αριθμό δοκιμών για ασφαλή συμπεράσματα. 

Εδώ μόλις    δοκιμές ενώ διαφορετικά θα χρειαζόμασταν    για να ελέγξουμε 

όλους τους πιθανούς συνδυασμούς. 
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 1 2 3 4 5 

I A B C D E 

II B C D E A 

III C D E A B 

IV D E A B C 

V E A B C D 

 

Σχήμα 5.1: Ένα Λατινικό τετράγωνο ως πειραματικός σχεδιασμός για να εξετάσουμε 

την αποτελεσματικότητα πέντε διαφορετικών λιπασμάτων A, B, C, D και E σε μία 

σοδειά (π.χ. πατάτες). Ένα κομμάτι γης χωρίζεται σε ένα     σχέδιο των 25 πεδίων. 

Οι γραμμές αντιστοιχούν στην διαφορετικότητα της υγρασίας στο έδαφος, οι στήλες 

αντιστοιχούν στην διαφορετικότητα της γονιμότητας του εδάφους και τα γράμματα 

αντιστοιχούν στα πέντε διαφορετικά λιπάσματα. 

 

 

     Στον πειραματικό σχεδιασμό μπορούμε επίσης να χρησιμοποιήσουμε τα 

ορθογώνια αναμεταξύ τους λατινικά τετράγωνα MOLS (Mutually Orthogonal 

Latin Squares). Τα MOLS μας βοηθούν πολύ στον πειραματικό σχεδιασμό έτσι 

ώστε να εξετάσουμε την επίδραση δύο ή και περισσότερων συντελεστών σε 

ένα αποτέλεσμα όταν οι συντελεστές έχουν τον ίδιο αριθμό επιπέδων. Θα 

δώσουμε σαν παράδειγμα ένα πείραμα που πραγματοποίησε ο Finney (1955) 

για να συγκρίνει πέντε εμβόλια φυτών.  Σε αυτό το πείραμα το πεδίο μας 

είναι ένα μόνο φύλλο από κάθε φυτό και οι γραμμές και οι στήλες είναι τα 

φυτά και τα μεγέθη των φύλλων. Παίρνουμε πέντε φυτά και πέντε φύλλα από 

κάθε φυτό. Σε αυτό το πείραμα το καλύτερο δυνατό σχέδιο είναι το Λατινικό 

τετράγωνο όπως φαίνεται πιο πάνω στο σχήμα 5.1, στο οποίο οι στήλες είναι 

τα φυτά και οι γραμμές είναι τα πέντε μεγαλύτερα φύλλα από κάθε φυτό. Οι 

αγωγές, που παρουσιάζονται με τα λατινικά γράμματα, έχουν καταμεριστεί 

έτσι ώστε κάθε φύλλο από κάθε φυτό έχει την αγωγή του και από τα πέντε 

φύλλα στα οποία γίνεται μία συγκεκριμένη αγωγή, το ένα είναι το 

μεγαλύτερο από ένα φυτό, το επόμενο είναι το δεύτερο μεγαλύτερο από ένα 

φυτό, το επόμενο είναι το τρίτο μεγαλύτερο από ένα φυτό, κλπ. Ας 

υποθέσουμε ότι ο πειραματιστής θέλει να εμβολιάσει σε πέντε διαφορετικές 

ημέρες και να εξισορροπήσει τις περιπτώσεις μεταξύ των αγωγών, των φυτών, 

και το μέγεθος των φύλλων. Αυτό δεν μπορεί να πραγματοποιηθεί με το 
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λατινικό τετράγωνο του σχήματος 5.1, αλλά είναι δυνατό να γίνει με ένα 

Ελληνο-Λατινικό τετράγωνο τάξης 5, το οποίο φαίνεται πιο κάτω στο σχήμα 

5.2. Τα ελληνικά γράμματα αντιστοιχούν στην κάθε αγωγή που γίνεται στο 

κάθε φυτό, από μία φορά σε κάθε μέγεθος φύλλου και μία φορά με κάθε 

τύπου εμβολίου. Σε αυτό το λατινικό τετράγωνο το πρώτο κελί (I, 1) 

αναφέρεται στο φυτό no. 1, στο φύλλο με μέγεθος no.1, στην αγωγή A και την 

χρονική στιγμή γ. Στο κελί (II, 1) αναφέρεται στο φυτό no. 2, στο φύλλο με 

μέγεθος no.1, στην αγωγή B και την χρονική στιγμή ε και ούτω κάθε εξής. 

Επομένως χρειαζόμαστε μόλις    δοκιμές στο δείγμα μας για να βγάλουμε 

ασφαλή συμπεράσματα αντί για    που είναι όλες οι πιθανές δοκιμές που 

μπορούμε να κάνουμε. Για το λόγο αυτό μπορούμε να μελετήσουμε μαζί     

συντελεστές χρησιμοποιώντας ένα ζευγάρι MOLS τάξης  . Η στατιστική 

ανάλυση του σχεδιασμού των MOLS γίνεται με μία επέκταση της στατιστικής 

ανάλυσης των απλών λατινικών τετραγώνων. 

 

 

 

 

 
 

Σχήμα 5.2: Δύο MOLS τάξης 5 που χρησιμοποιούνται ως πειραματικός σχεδιασμός 

για να συγκριθούν πέντε εμβόλια (A, B, C, D και E) φυτών σε πέντε διαφορετικές 

ημέρες (α, β, γ, δ και ε). Οι γραμμές αντιστοιχούν στον αριθμό των φυτών, οι στήλες 

αντιστοιχούν στο μέγεθος των φύλλων, τα λατινικά γράμματα αντιστοιχούν στις 

αγωγές (εμβόλια) και τα ελληνικά γράμματα αντιστοιχούν στις ημέρες (εκτελέστηκε 

από τον Finney το 1955). 
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Το πρόβλημα του χρωματισμού των γράφων 

 

     Τα τελευταία χρόνια στους τομείς της επιστήμης όπως της Τεχνητής 

Νοημοσύνης, της Αυτοματοποιημένης Συλλογιστικής και στον  

Προγραμματισμό έχουν αρχίσει να ενδιαφέρονται για τη μελέτη της 

πεπερασμένης άλγεβρας και των δομών της όπως τα λατινικά τετράγωνα. 

Συγκεκριμένα, το πρόβλημα του χρωματισμού των γράφων έχει 

αντιστοιχηθεί με το πρόβλημα της ολοκλήρωσης ενός ημιτελούς λατινικού 

τετραγώνου.  

      Ένα ημιτελές λατινικό τετράγωνο   είναι ένας μισογεμάτος   πίνακας του 

οποίου τα στοιχεία κάθε γραμμή και στήλη είναι όλα διαφορετικά μεταξύ 

τους. Το πρόβλημα της ολοκλήρωσης του λατινικού τετραγώνου είναι ένα 

πρόβλημα στο οποίο πρέπει να προσδιορίσουμε αν τα στοιχεία που 

υπολείπονται από τον πίνακα μπορούν να τον γεμίσουν με τέτοιο τρόπο ώστε 

να δημιουργηθεί ένα λατινικό τετράγωνο (σχήμα 5.3). 

 

  

 

 
Σχήμα 5.3: Μισογεμάτος πίνακας τάξης 4, με πέντε κενά που γίνεται λατινικό 

τετράγωνο. 

 

     Ένα λατινικό τετράγωνο είναι ένας φυσικός εκπρόσωπος ενός δεσμευμένου 

δικτύου, του οποίου οι κόμβοι του αντιστοιχούν στα κελιά του πίνακα και οι 

ακμές που ενώνουν τους κόμβους αντιστοιχούν σε στοιχεία των ίδιων 

γραμμών ή στηλών. Ένα λατινικό τετράγωνο τάξης   έχει    κόμβους και  

        ακμές, τα οποία αντιστοιχούν σε    πλήρεις γράφους, ένας 

γράφος ανά γραμμή/στήλη, με μέγεθος  . Στο σχήμα 5.4 δείχνουμε ένα 

δεσμευμένο δίκτυο ενός λατινικού τετραγώνου τάξης 4. 
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Σχήμα 5.4: Δεσμευμένο δίκτυο ενός λατινικού τετραγώνου      . Το γράφημα 

έχει    κόμβους και          ακμές. Οι ακμές σχηματίζουν    πλήρεις γράφους, 

καθένας με μέγεθος  . Δηλαδή έχει       κόμβους,            ακμές και 

      πλήρεις γράφους μεγέθους 4. 

 

     Αφού αντιστοιχίσαμε ένα λατινικό τετράγωνο με ένα δίκτυο γράφων 

μπορούμε τώρα να το αντιστοιχίσουμε και με το πρόβλημα του χρωματισμού 

των γράφων.  Σύμφωνα με το πρόβλημα αυτό, πρέπει να χρωματίσουμε τις 

κορυφές ενός γράφου χρησιμοποιώντας ένα συγκεκριμένο αριθμό χρωμάτων, 

έτσι ώστε δύο γειτονικές κορυφές ή περιοχές να μην έχουν το ίδιο χρώμα.  

Επίσης υπάρχει και το πρόβλημα του χρωματισμού των συνδέσεων μεταξύ 

των ακμών ενός γράφου, έτσι ώστε οι συνδέσεις που καταλήγουν σε μία 

συγκεκριμένη κορυφή να είναι διαφορετικού χρώματος. 

Τα δυσχείριστα αυτά προβλήματα, που αποκαλούνται και ανοικτά 

προβλήματα, λέγεται ότι ανήκουν στην κατηγορία των προβλημάτων NP-

πλήρων προβλημάτων από τα αρχικά των αγγλικών όρων Nondeterministic 

Polynomial. Για κάθε πρόβλημα της κατηγορίας αυτής δεν υπάρχει ή 

τουλάχιστον δεν έχει βρεθεί ακόμη αλγόριθμος επίλυσής τους σε 

πολυωνυμικό χρόνο. 
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Σχήμα 5.5: Το γράφημα του Petersen χρωματισμένο με τον ελάχιστο αριθμό 

χρωμάτων, δηλαδή με τρία, έτσι ώστε κάθε γειτονική κορυφή να έχει διαφορετικό 

χρώμα. 

 

 

 

     Μία απλή περιγραφή της επίλυσης του προβλήματος του χρωματισμού των 

γράφων είναι ο τρόπος με τον οποίο λύνουμε ένα πάζλ Sudoku. Σε αυτό 

έχουμε ένα     λατινικό τετράγωνο και εννέα     λατινικά υποτετράγωνα 

αυτού. Ο σκοπός του πάζλ στην κανονική μορφή του είναι να 

ολοκληρώσουμε τον χρωματισμό ενός συγκεκριμένου ημιτελούς 

χρωματισμένου γράφου με 9 χρώματα. Αυτός ο γράφος έχει 81 κορυφές, μία 

κορυφή για κάθε κελί του     λατινικού τετραγώνου. Οι κορυφές αυτές 

μπορούν να συμβολιστούν με τα διατεταγμένα ζεύγη      , όπου   και   

είναι αντίστοιχα οι γραμμές και οι στήλες και είναι ακέραιοι αριθμοί μεταξύ 

του 1 και 9. Σε αυτή την περίπτωση, έστω ότι έχουμε δύο διαφορετικές 

κορυφές τις       και        . Αυτές ενώνονται με μία ακμή αν και μόνο αν: 

      (ίδια γραμμή) ή, 

      (ίδια στήλη) ή, 

              και              (το ίδιο     υποτετράγωνο)  

Τότε το πάζλ ολοκληρώνεται με την ανάθεση ενός ακεραίου αριθμού μεταξύ 1 

και 9 σε κάθε κορυφή, με τέτοιο τρόπο ώστε κορυφές που ενώνονται από μία 

ακμή να μην έχουν τον ίδιο ακέραιο αριθμό που τους έχει ανατεθεί. Εάν 

αντικαταστήσουμε τους εννέα ακέραιους αριθμούς με εννέα διαφορετικά 

χρώματα έχουμε πετύχει τον χρωματισμό του γράφου με τα λιγότερα δυνατά 

χρώματα. 

 

 

 

 

 

http://translate.googleusercontent.com/translate_c?hl=el&langpair=en|el&u=http://en.wikipedia.org/wiki/File:Petersen_graph_3-coloring.svg&rurl=translate.google.gr&usg=ALkJrhiMEzp-mthZyKvsALAnptRF30vGFA
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Κώδικας ελέγχου αποφυγής σφαλμάτων (error correcting code) 

 

     Στην σύγχρονη εποχή το μεγαλύτερο μέρος της επικοινωνίας των 

ανθρώπων γίνεται με ηλεκτρονικά μέσα. Δεν είναι λίγες οι φορές που το 

μήνυμα που λαμβάνουμε δεν είναι το ίδιο με το μήνυμα που εστάλει. 

Συνήθως είναι σημαντικό να ανακτήσουμε το αρχικό μήνυμα από αυτό που 

έχουμε παραλάβει (πιθανώς αλλοιωμένο). Ένας τρόπος για να το κάνουμε 

αυτό είναι να χρησιμοποιήσουμε έναν κώδικα ανίχνευσης λαθών. Αν τα 

μηνύματα είναι γραμμένα σε τέτοιο κώδικα και αλλοιωθούν αυτός που θα τα 

παραλάβει μπορεί να καταλάβει ότι κάτι δεν πάει καλά και να ζητήσει να του  

αποσταλούν ξανά. Ακόμα καλύτερη περίπτωση είναι να χρησιμοποιήσουμε 

έναν κώδικα διόρθωσης λαθών. Αυτός ο κώδικας μπορεί να ανιχνεύσει το 

λάθος, να μαντέψει πιο ήταν το σωστό και να αντικαταστήσει το αλλοιωμένο 

μήνυμα με το αρχικό. 

      Και οι δύο κώδικες μπορούν να δουλέψουν με την προϋπόθεση ότι το 

εύρος του σφάλματος είναι μικρό. Ο ακριβής κωδικός που θα χρησιμοποιηθεί 

εξαρτάται από το πόσο μικρό θα είναι το εύρος του σφάλματος. Οι 

προγραμματιστές πρέπει να έχουν μία εκτίμηση για το εύρος του σφάλματος, 

ώστε να κατασκευάσουν τους κώδικες. Αν το μήνυμα παραληφθεί εντελώς 

αλλοιωμένο υπάρχει μία μικρή περίπτωση ο κώδικας να αποτύχει με την 

έννοια ότι ο παραλήπτης να νομίζει ότι το μήνυμα είναι σωστό ενώ να είναι 

εντελώς διαφορετικό από το αρχικό.  

     Ένας τρόπος για να σχεδιάσουμε έναν κώδικα ελέγχου αποφυγής 

σφαλμάτων είναι να χρησιμοποιήσουμε τις γραμμές από ένα ορθογώνιο 

λατινικό τετράγωνο ως λέξεις του κώδικά μας.  
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     Εννοείται ότι στις περισσότερες περιπτώσεις θέλουμε να στείλουμε 

μηνύματα σε δυαδική μορφή. Κάτω από αυτές τις συνθήκες, οι γραμμές ενός 

πίνακα Hadamard είναι ιδανικές για να τις χρησιμοποιήσουμε ως λέξεις του 

κώδικα μας. Εκμεταλλευόμαστε πάλι το γεγονός ότι οι γραμμές του πίνακα 

είναι εντελώς διαφορετικές μεταξύ τους (σε ένα πίνακα Hadamard τάξης  , 

διαφορετικές γραμμές διαφέρουν σε   
 
   σημεία). Ουσιαστικά μπορούμε να 

χρησιμοποιήσουμε έναν πίνακα Hadamard και τον αρνητικό του όπως 

φαίνεται παρακάτω.  

 

 

 

                
                
                
                
                
                
                
                
        
                
                
                
                
                
                
                
                

 

 

 

 
Κρυπτογραφία 

 

     Σε ορισμένες περιπτώσεις χρειάζεται να μπορούμε να στείλουμε ένα 

μυστικό μήνυμα (όπως τον κωδικό ενός χρηματοκιβωτίου ή ενός 

λογαριασμού τραπέζης) με τέτοιο τρόπο ώστε ο συγκεκριμένος άνθρωπος που 

θέλουμε να το γνωρίζει να μπορεί να το διαβάσει ενώ οποιοσδήποτε άλλος να 

μην έχει καμία πιθανότητα να το μαντέψει. Ένας τρόπος για να το πετύχουμε 
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αυτό είναι να χωρίσουμε το μήνυμα σε υποσύνολα και να συμβολίσουμε το 

καθένα με ένα στοιχείο από ένα λατινικό τετράγωνο. 

     Η ασφάλεια του παραπάνω τρόπου στηρίζεται στις ιδιότητες της 

συνδυαστικής άλγεβρας. Όπως έχουμε δείξει στην αρχή της εργασίας μας ο 

αριθμός των λατινικών τετραγώνων «μεγαλώνει» πολύ γρήγορα και 

επομένως είναι σχεδόν απίθανο να μαντέψουμε το σωστό λατινικό τετράγωνο 

έτσι απλά. Αυτό όμως θέτει το εξής θέμα: πόσα στοιχεία ενός λατινικού 

τετραγώνου πρέπει να γνωρίζουμε ώστε να μπορούμε να το συμπληρώσουμε 

όλο; 

     Ένα κρίσιμο σύνολο είναι ένα υποσύνολο των στοιχείων ενός λατινικού 

τετραγώνου τέτοιο ώστε: 

(i) Υπάρχει μόνο ένα λατινικό τετράγωνο που να αποτελείται από αυτά τα 

στοιχεία. 

(ii)Δεν υπάρχει κανένα γνήσιο υποσύνολο των ήδη επιλεγμένων στοιχείων 

που να ικανοποιεί την ιδιότητα (i). 

     Για να το θέσουμε διαφορετικά, το σύνολο συμπληρώνεται με μοναδικό 

τρόπο, αλλά αν αφαιρέσουμε οποιοδήποτε στοιχείο από αυτό τότε υπάρχουν 

τουλάχιστον δύο διαφορετικά λατινικά τετράγωνα που μπορούν να 

συμπληρωθούν. 

 

Παράδειγμα: 

 

0 1 2       

1 2         
2           
            
          3 
        3 4 

 
είναι ένα κρίσιμο σύνολο για ένα κυκλικό λατινικό τετράγωνο τάξης 6. 

 

      Χρησιμοποιώντας τον ίδιο τρόπο με πιο πάνω μπορούμε να φτιάξουμε για 

οποιοδήποτε   ένα κρίσιμο σύνολο που να περιέχει  

 
  

 
  

στοιχεία, και συμπληρώνει με μοναδικό τρόπο τον πίνακα Cayley του   .   

(Ένα απλό παράδειγμα πίνακα Cayley είναι ο παρακάτω για το σύνολο {1, -1} 

υπό τον συνήθη πολλαπλασιασμό :  

 



~ 67 ~ 
 

 ×  1  -1 

 1  1  -1 

 -1  -1  1 

                                                                                          ) 

Αυτό το κρίσιμο σύνολο που συμπληρώνει με μοναδικό τρόπο τον πίνακα 

Cayley γνωρίζουμε ότι είναι το μικρότερο δυνατό σύνολο που μπορούμε να 

πάρουμε από όλα τα λατινικά τετράγωνα τάξης    .  

      Όμως το πιο σημαντικό αποτέλεσμα είναι ότι κάθε κρίσιμο σύνολο ενός 

λατινικού τετραγώνου τάξης     πρέπει να έχει το λιγότερο      στοιχεία. 

Είναι ξεκάθαρο ότι κάθε κρίσιμο σύνολο πρέπει να περιέχει τουλάχιστον ένα 

στοιχείο από κάθε γνήσιο υποτετράγωνο. Για ομάδες τάξης   που περιέχουν 

υποομάδες τάξης 2, γνωρίζουμε ότι ο πίνακας Cayley περιέχει      

διαφορετικά στοιχεία. Οπότε ένα κρίσιμο σύνολο ενός λατινικού τετραγώνου 

πρέπει να έχει το λιγότερο      στοιχεία. (Συγκεκριμένα το κρίσιμο σύνολο 

που δείχνουμε παρακάτω για    είναι το μικρότερο δυνατό για αυτήν την 

ομάδα). 

 

0 1 2       

1 2         
2           
            
          3 
        3 4 

 

 

     Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να κρυπτογραφήσουμε μία συμβολοσειρά από 

ένα σταθερό αλφάβητο. Χρειαζόμαστε ένα κλειδί, δηλαδή μία τυχαία 

συμβολοσειρά του ίδιου μήκους, με αυτή που θέλουμε να κρυπτογραφήσουμε, 

από το ίδιο αλφάβητο, και έναν κρυπτογραφημένο πίνακα, δηλαδή ένα 

λατινικό τετράγωνο με γραμμές και στήλες που συμβολίζονται με στοιχεία 

του αλφαβήτου. Οπότε για να κρυπτογραφήσουμε το σύμβολο x με κλειδί το 

σύμβολο y, πρέπει να κοιτάξουμε στην γραμμή x και στη στήλη y του 

κρυπτογραφημένου πίνακα, και να βάλουμε το σύμβολο z σε αυτό το κελί και 

άρα στο κρυπτογραφημένο κείμενο. Αν τώρα ο κρυπτογραφημένος πίνακας 

δεν είναι λατινικό τετράγωνο, τότε είτε το μήνυμα δεν θα μπορεί να 

αποκωδικοποιηθεί μοναδικά, είτε μερικές πληροφορίες θα διαρρεύσουν σε 
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ανεπιθύμητους.  Για παράδειγμα, στον 2ο Παγκόσμιο Πόλεμο το ιαπωνικό 

ναυτικό χρησιμοποιούσε το παραπάνω σύστημα με αλφάβητο         και 

μερικές φορές ο κρυπτογραφημένος πίνακας αποτύγχανε να είναι λατινικό 

τετράγωνο, γεγονός που έκανε τα κωδικοποιημένα μηνύματά τους ευάλωτα 

προς τους εχθρούς. 

 

 

 

Περίληψη 

     Ένα Λατινικό Τετράγωνο τάξης n είναι ένας πίνακας     με ακριβώς n 

διαφορετικά σύμβολα όπου κάθε σύμβολο εμφανίζεται μία φορά σε κάθε 

γραμμή και μία φορά σε κάθε στήλη. Ένα Λατινικό Τετράγωνο          

τάξης n λέγεται κανονικοποιημένο αν η πρώτη του γραμμή        , και η πρώτη 

του στήλη         είναι σε φυσική σειρά            . Το πλήθος των 

λατινικών τετραγώνων τάξης n , είναι          φορές το πλήθος των 

κανονικοποιημένων λατινικών τετραγώνων. Ένα λατινικό ορθογώνιο       

είναι ένας πίνακας       με στοιχεία από το σύνολο           τα οποία 

είναι διαφορετικά μεταξύ τους σε κάθε γραμμή και σε κάθε στήλη. Στην 

περίπτωση που ισχύει        έχουμε το λατινικό τετράγωνο. Κάθε      

λατινικό ορθογώνιο  με στοιχεία από το σύνολο           μπορεί να 

επεκταθεί σε      λατινικό τετράγωνο. Όμως τα      λατινικά ορθογώνια 

δεν επεκτείνονται πάντα. Δύο λατινικά τετράγωνα τάξης n ονομάζονται 

ορθογώνια, εάν η υπέρθεσή τους αποτελείται από    διαφορετικά ζεύγη 

συμβόλων ή παρόμοια εάν η υπέρθεσή τους περιλαμβάνει όλους τους 

δυνατούς συνδυασμούς των συμβόλων των δύο λατινικών τετραγώνων. Το 

τετράγωνο που δημιουργείται από τη συγχώνευση δύο ορθογώνιων 

λατινικών τετραγώνων ονομάζεται Ελληνο-Λατινικό Τετράγωνο ή τετράγωνο 

του Euler. Το πρόβλημα που μας απασχολεί είναι για ποιες τιμές του n 

υπάρχουν ορθογώνια     λατινικά τετράγωνα. Δείξαμε ότι υπάρχουν 

πεπερασμένα προβολικά επίπεδα τάξεων                        γιατί είναι 

όλοι πρώτοι ή δύναμη πρώτων αριθμών και άρα υπάρχουν τα     

αναμεταξύ τους ορθογώνια     λατινικά τετράγωνα. Δεν υπάρχει 

πεπερασμένο προβολικό επίπεδο τάξης 6 γιατί, όπως παρατηρήσαμε 

νωρίτερα, δεν υπάρχει ζευγάρι ορθογωνίων λατινικών τετραγώνων    . Τι 

γίνεται όμως στην περίπτωση που     ; Μόλις το 1989 οι C. Lam, L. Thiel 

και S. Swierz ήταν έτοιμοι να ανακοινώσουν μία διεξοδική μελέτη με 

υπολογιστές η οποία έδειξε ότι δεν υπάρχει πεπερασμένο προβολικό επίπεδο 

τάξης 10. Παρόλα αυτά υπάρχει ένα ζευγάρι ορθογωνίων λατινικών 

τετραγώνων τάξης 10 το οποίο πρώτος κατασκεύασε ο E. T. Parker το 1959. 

Τέλος υπάρχουν πολύ σημαντικές και ενδιαφέρουσες χρήσεις των 
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ορθογώνιων λατινικών τετραγώνων ως εργαλεία για την επίλυση άλλων 

προβλημάτων. Κάποιες από τις εφαρμογές τους πραγματοποιούνται στον 

πειραματικό σχεδιασμό, στο πρόβλημα του χρωματισμού των γράφων, στους 

κώδικες διόρθωσης λαθών και στην κρυπτογραφία. 

 

 

Abstract 

     A latin square of order n is an     array in which n distinct symbols are 

arranged so that each symbol occurs exactly once in each row and column. A 

latin square          of order n is said to be a standard latin square 

(or reduced latin square) if        and        where the rows and columns 

are indexed by             . The number of latin squares of order n is 

          , where    denote the number of standard latin squares. An       

latin rectangle R is an     array based on    such that each element of    

occurs in each row and column of R at most once. (For rows, occurs exactly 

once.) If        then we have a latin square. Every      latin rectangle  

can be extended to a latin square of order n. But not all the     latin 

rectangle can be extended. Two latin squares of the same size are said to be 

orthogonal if every possible ordered pair of symbols occurs exactly once 

when we overlay the two squares. The amalgamated array of the pairs from 

two orthogonal latin squares is sometimes referred to as a Graeco-Latin 

square or as an Euler square. But for which values of n do orthogonal     

latin squares exist? We have seen that finite projective planes of orders 

                       all exist because these are all primes or powers of 

primes and so are covered by our existence theorem for     mutually 

orthogonal    latin squares. There is no finite projective plane of order 6 

because there exists no pair of orthogonal      latin squares. The next case 

not covered is      and it was only in 1989 that C. Lam, L. Thiel and S. 

Swierz were able to announce that an exhaustive computer search had shown 

that no finite plane of order 10 exists. However, there exist a pair of 

orthogonal latin square of order 10, which constructed first from E. T. Parker 

in 1959. Finally, latin squares developed into a very respectable branch of 

mathematics with various applications. Some of those are applications to 

areas including experimental designs, graph coloring problems, error-

correcting codes, cryptography.  
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