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Πεξίιεςε 

 

 

Η παξνύζα δηπισκαηηθή εξγαζία έρεη σο ζηόρν ηε κειέηε ησλ αληηζηξόθσλ πξνβιεκάησλ 

Fredholm Α΄ είδνπο θαη ηελ παξνπζίαζε κεξηθώλ από ηηο κεζόδνπο επίιπζεο απηώλ. Η 

αλαιπηηθή επίιπζε ηέηνησλ πξνβιεκάησλ, γίλεηαη εηζάγνληαο ηε κέζνδν Singular Value 

Expansion (SVE), ε δπζθνιία εθαξκνγήο ηεο νπνίαο καο αλαγθάδεη λα θαηαθύγνπκε ζηε ρξήζε 

αξηζκεηηθώλ κεζόδσλ, αθνύ πξώηα ην ζπλερέο πξόβιεκα κεηαζρεκαηηζηεί ζε δηαθξηηό. Η 

δηαθξηηνπνίεζε απηή, επηηπγράλεηαη κέζσ ηεο αξηζκεηηθήο κεζόδνπ νινθιήξσζεο ή ηεο 

κεζόδνπ Galerkin, κε ηε κεηαηξνπή ηνπ ζπλερνύο πξνβιήκαηνο ζε έλα γξακκηθό ζύζηεκα. 

΢ηε ζπλέρεηα, εηζάγεηαη ε κέζνδνο Singular Value Decomposition (SVD) κέζσ ηεο νπνίαο 

επηηπγράλεηαη ε δηαηύπσζε ελόο θξηηεξίνπ επίιπζεο αληηζηξόθσλ πξνβιεκάησλ Fredholm Α΄ 

είδνπο θαζώο θαη ε αξηζκεηηθή επίιπζε απηώλ. Δμαηηίαο ηνπ γεγνλόηνο όηη ηα αληίζηξνθα 

πξνβιήκαηα Fredholm Ά είδνπο, επεξεάδνληαη από ηελ εηζαγσγή ζθαικάησλ ζηα δεδνκέλα, 

δειαδή είλαη θαθώο ηεζεηκέλα, ηξεηο εηδηθέο κέζνδνη εηζάγνληαη, ώζηε κηα θαιή θαη επζηαζήο 

πξνζέγγηζε λα επηηπγράλεηαη. Απηέο είλαη γλσζηέο θαη σο κέζνδνη νκαινπνίεζεο θαη είλαη ε 

Truncated SVD (TSVD), ε Selective SVD (SSVD) θαη ε Tikhonov. Οη δπν πξώηεο 

ρξεζηκνπνηνύλ απνθιεηζηηθά ηελ SVD γηα ηελ εθαξκνγή ηνπο, ζε αληίζεζε κε ηελ ηειεπηαία. Η 

νκαιόηεηα πνπ επηβάινπλ απηέο νη κέζνδνη ζηε ιύζε, νπζηαζηηθά πεξηνξίδεη ηε λόξκα ηεο 

ιύζεο ζε «θπζηνινγηθά επίπεδα» ελώ ηαπηόρξνλα απνκνλώλεη, σο έλα βαζκό, ηα πεξηηηά 

ζθάικαηα πνπ ππεηζέξρνληαη ζε απηή. Γπζηπρώο, ην κέγεζνο ηεο νκαιόηεηαο πνπ κπνξεί λα 

επηβιεζεί ζε θάζε πεξίπησζε, δελ απνηειεί κηα εύθνιε επηινγή. Γηα ην ιόγν απηό, δηάθνξεο 

κέζνδνη έρνπλ πξνηαζεί πνπ επηιύνπλ, θαηά πεξίζηαζε, ην ζπγθεθξηκέλν πξόβιεκα. ΢ηελ 

παξνύζα δηπισκαηηθή εξγαζία επηιέρηεθαλ λα παξνπζηαζηνύλ νη κέζνδνη Discrepancy 

Principle, L-Curve θαη Generalized Cross Validation. Σέινο, επηιύεηαη έλα αληίζηξνθν 

πξόβιεκα ζεξκηθήο δηάδνζεο, κέζσ ησλ κεζόδσλ πνπ εηζήρζεζαλ. 
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Abstract 

 

 

This Diploma Thesis aims to study inverse problems which lead to Fredholm integral equations 

of the first kind and to present some of the methods for these problems. To investigate 

analytically such problems, the Singular Value Expansion (SVE) method is used. Due to the 

difficulties that arise from its implementation we are forced to use numerical methods, right after 

we replace the continuous problem with a discrete and finite dimensional problem. The 

discretization of the problem is achieved through the use of quadrature numerical methods or the 

Galerkin method, by converting the continuous problem to a system of linear algebraic 

equations. 

Then, the Singular Value Decomposition (SVD) method is applied, with which we can achieve 

the determination of criteria that secures the solution of the inverse problems of Fredholm of the 

first kind and the numerical solution of the problem.  Due to the fact that the inverse Fredholm 

problems of the first kind are ill-posed, three special methods are introduced, to accomplish an 

efficient and stable approach. 

These methods, also known as regularization methods, are the Truncated SVD (TSVD), the 

Selective SVD (SSVD), and the Tikhonov method. The first two methods use the SVD method 

for their implementation, whereas, Tikhonov doesn’t.  The regularization that these methods 

apply to the solution, basically keeps the solution norm, to normal levels and at the same time the 

extra errors that occur. 

Unfortunately, the size of the regularization parameters that can be implemented in each case 

isn’t always an easy task. For that reason, several methods that solve this problem in each case 

have been proposed. More precisely, the methods that will be presented are: The Discrepancy 

Principle method, the L-Curve method and the Generalized Cross Validation method. Finally, an 

inverse one dimensional heat problem is solved numerically as a test example illustrating the 

applicability of the aforementioned methods. 
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Κεθάιαην 1
ν
 

Δπζέα θαη αληίζηξνθα πξνβιήκαηα 

 

 

Γνζείζεο κηαο πιήξεο πεξηγξαθήο ησλ παξακέηξσλ ελόο θπζηθνύ ζπζηήκαηνο, αξθεηέο θπζηθέο 

θαη καζεκαηηθέο ζεσξίεο, επηηξέπνπλ ηε κειέηε θαη πξόβιεςε ηεο εμέιημεο απηνύ, δειαδή κηαο  

εθ’ ησλ πξνηέξσλ αθξηβνύο πξνζέγγηζεο ησλ ηηκώλ, ησλ κεηξνύκελσλ παξαηεξήζεσλ. Έλα 

πξόβιεκα, ζην νπνίν δεηείηαη ν πξνζδηνξηζκόο ελόο κεγέζνπο, όηαλ είλαη γλσζηά νη παξάκεηξνη 

ηνπ ζπζηήκαηνο θαζώο θαη ην ίδην ην ζύζηεκα (κνληέιν), νλνκάδεηαη επζύ πξόβιεκα. Από ηελ 

άιιε, ζπρλά ζηελ πξάμε κπνξεί λα είλαη γλσζηή ε έθβαζε ηνπ ππό κειέηε ζπζηήκαηνο θαη 

επηδηώθεηαη ε αλάθηεζε πιεξνθνξηώλ, όζνλ αθνξά ζηηο παξακέηξνπο ηνπ ή αθόκα θαη ζηελ 

πεγή πνπ πξνθάιεζε ην απνηέιεζκα απηό. Έλα πξόβιεκα απηνύ ηνπ είδνπο, αλαθέξεηαη θαη σο 

αληίζηξνθν πξόβιεκα. Θα πξέπεη λα αλαθεξζεί όηη, κε ηνλ όξν κνληέιν ή ζύζηεκα ελλννύκε ην 

ζύλνιν ησλ εμηζώζεσλ πνπ πεξηγξάθνπλ ην πξόβιεκα ζε καζεκαηηθή κνξθή, θαζώο θαη ηνλ 

ηξόπν επίιπζεο απηώλ. 

Αληίζηξνθα πξνβιήκαηα ζπλαληώληαη ζε αξθεηνύο θιάδνπο ηεο επηζηήκεο, κε εθαξκνγέο ζηελ 

ηαηξηθή θαη γεσθπζηθή απεηθόληζε, ηελ ειεθηξνκαγλεηηθή ζθέδαζε, ην κε θαηαζηξνθηθό 

έιεγρν πιηθώλ, ζεσξία ησλ ξαληάξ, ζεσξία ησλ ζόλαξ θαη άιια. ΢ηε ζπλέρεηα παξαηίζεληαη 

θάπνηα ελδεηθηηθά παξαδείγκαηα ώζηε λα γίλεη ζαθήο ε δηάθξηζε κεηαμύ επζέσλ θαη 

αληηζηξόθσλ πξνβιεκάησλ. 

 

Παράδειγμα 1: Πξόβιεκα ζθέδαζεο  

 

Στήμα 1.1: Η επηθάλεηα S  εθθξάδεη ην αληηθείκελν-ζηόρν ή ζθεδαζηή, ελώ ηα ,w w
 

 είλαη ην πξνζπίπηνλ θαη 

αλαθιώκελν θύκα αληίζηνηρα. 



2 
 

Θεσξνύκε έλα κέζν, ζην νπνίν ππάξρεη έλα αληηθείκελν, πνπ νλνκάδεηαη αληηθείκελν-ζηόρνο ή 

ζθεδαζηήο. ΢ηέιλνληαο έλα πξνζπίπηνλ θύκα ζην αληηθείκελν-ζηόρν, παξάγεηαη έλα 

αλαθιώκελν θαη έλα δηεξρόκελν θύκα. Σν επζύ πξόβιεκα ζπλίζηαηαη ζηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ 

ηδηνηήησλ ηνπ αλαθιώκελνπ θαη δηεξρόκελνπ θύκαηνο, γλσξίδνληαο ηηο ηδηόηεηεο ηνπ 

πξνζπίπηνληνο θύκαηνο θαζώο θαη ηνπ ζθεδαζηή. Αληίζεηα ην αληίζηξνθν πξόβιεκα 

ζπλίζηαηαη ζηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ ζθεδαζηή έρνληαο γλώζε ησλ ηδηνηήησλ ηνπ πξνζπίπηνληνο, 

θαη αλαθιώκελνπ θύκαηνο. 

Μαζεκαηηθά ην παξαπάλσ πξόβιεκα πεξηγξάθεηαη σο εμήο: Έζησ επηθάλεηα nS   (όπνπ 

2 ή 3n  ) κε ιείν ζύλνξν S  θαη έλα πξνζπίπηνλ επίπεδν θύκα πνπ πεξηγξάθεηαη από ηε ζρέζε 

ˆi k z xw e     όπνπ 0k   είλαη ν θπκαηαξηζκόο θαη ẑ  ην κνλαδηαίν δηάλπζκα πνπ δίλεη ηελ 

θαηεύζπλζε ηνπ πξνζπίπηνληνο θύκαηνο. Σν επζύ πξόβιεκα είλαη ν ππνινγηζκόο ηνπ ζπλνιηθνύ 

πεδίνπ ,w w w    σο επαιιειία δπν θπκάησλ, ηνπ πξνζπίπηνληνο θαη ηνπ ζθεδαδόκελνπ, 

ώζηε λα ηθαλνπνηνύληαη νη παξαθάησ ζρέζεηο: 

 2 0 ζην \ ,  θαη 0 ζην ,nw k w S w S      (1.1) 

 
  1 2

 γηα =  ,
nw

ikw x


  


 
  


 (1.2) 

Γηα πξνβιήκαηα ζθέδαζεο, όπνπ έρνπκε αθνπζηηθά θύκαηα, ε ζρέζε    , i tW x t w x e   

εθθξάδεη ηελ πίεζε θαη k c  είλαη ν θπκαηαξηζκόο, κε ηαρύηεηα c , ηελ ηαρύηεηα ηνπ ήρνπ 

ζην κέζν. 

Από ηε ζρέζε (1.2) πξνθύπηεη όηη ε αζπκπησηηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ όξνπ ηεο ζθέδαζεο είλαη ε 

εμήο: 

  
 
   ( 1)/

2

2

1
ˆ θαζώο ,  όπνπ =

exp
ˆ( ) .

n

n

x
x x x

x

ik x
w x w x

x

  


   (1.3) 

΢ην αληίζηξνθν πξόβιεκα θαζνξίδεηαη ην ζρήκα ηνπ ζθεδαζηή S όηαλ ην ( )w x  είλαη γλσζηό 

ζε αξθεηά κεγάιε απόζηαζε γηα θάζε x̂ , ζε κηα κνλαδηαία ζθαίξα ηνπ .n   

 

Παράδειγμα 2: Πξόβιεκα δηάρπζεο ζε κε-νκνγελέο κέζν  

Η εμίζσζε δηάρπζεο (ζε δπν δηαζηάζεηο) γηα έλα κε νκνγελέο κέζν πεξηγξάθεηαη από ηε ζρέζε: 

 
 

  
, 1

, ,  , 0
w x t

div w x t x S t
t c




   


 (1.4) 
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όπνπ c  είλαη κηα ζηαζεξά θαη  x   κηα παξάκεηξνο πνπ πεξηγξάθεη ην κέζνλ. Γηα ηε 

ζηαηηθή πεξίπησζε (αθηλεζία), ηζρύεη όηη   0div w   ζην .S   

Σν επζύ πξόβιεκα, αθνξά ηε ιύζε ελόο πξνβιήκαηνο ζπλνξηαθώλ ηηκώλ, δνζείζεο ηεο 

ζπλάξηεζεο   θαζώο θαη ησλ ηηκώλ | ,Sw   δειαδή ησλ ηηκώλ πνπ ιακβάλεη ε ζπλάξηεζε w ζην 

ζύλνξν .S  ΢ην αληίζηξνθν πξόβιεκα ην δεηνύκελν είλαη ν πξνζδηνξηζκόο ηεο ζπλάξηεζεο γ 

ζην ρσξίν S, δνζέλησλ ησλ κεηξήζεσλ ηεο ζπλάξηεζεο ,w  θαζώο θαη ηεο ξνήο απηήο w v    

ζην ζύλνξν .S   

 

Παράδειγμα 3: Αμνληθή ή ππνινγηζηηθή ηνκνγξαθία 

 

Στήμα 1.2: Η επίπεδε επηθάλεηα S  εθθξάδεη έλα ηκήκα ηνπ αλζξώπηλνπ ζώκαηνο, ελώ θαηά κήθνο ηεο επζείαο L  

δηέξρεηαη κηα αθηίλα-x ηεο νπνίαο κεηξάηαη ε κείσζε ηεο έληαζεο θαηά ηελ έμνδν ηεο. 

 

Η αμνληθή ή ππνινγηζηηθή ηνκνγξαθία είλαη ε αθηηλνινγηθή κέζνδνο εμέηαζεο ηνπ αλζξώπηλνπ 

ζώκαηνο. Μπνξεί λα απεηθνλίζεη ζε θάζεηεο ηνκέο νιόθιεξν ην ζώκα, ρξεζηκνπνηώληαο ηελ 

αθηηλνβνιία Υ. 

Θεσξνύκε έλα επίπεδν S  ζε θάπνην ζεκείν ηνπ αλζξώπηλνπ ζώκαηνο. Έζησ  ,x y  ε 

ζπλάξηεζε κάδαο-ππθλόηεηαο ηεο επίπεδεο επηθάλεηαο, θαη L  νπνηαδήπνηε επζεία πάλσ ζε 

απηή. Τπνζέηνπκε όηη κηα ιεπηή δέζκε αθηίλσλ-x εηζέξρεηαη κέζα ζην ζώκα, θαηά κήθνο ηεο 

επζείαο L  θαη κεηξάκε ηελ εμαζζέλεζε απηήο θαηά ηελ έμνδν ηεο. Έζησ όηη ε επζεία L  

παξακεηξνπνηείηαη κε ηε βνήζεηα ησλ παξακέηξσλ  ,s d  όπνπ s  θαη [0, )d  . Η αθηίλα 

,s dL  έρεη ζπληεηαγκέλεο  κε  id idse ike k   , όπνπ ηαπηίζακε ην  κε ην 
2.  Η κείσζε 

ηεο έληαζεο I  ηεο αθηηλνβνιίαο πεξηγξάθεηαη θαηά πξνζέγγηζε από ηε ζρέζε ,dI Idk   
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όπνπ   κηα ζηαζεξά. Δπνκέλσο, νινθιεξώλνληαο θαηά κήθνο ηεο αθηίλαο πξνθύπηεη όηη ε 

ζπλνιηθή κείσζε ζα δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

 

0

ln ( ) ( )

k

id id

k

I k se ike dk     (1.5) 

ή ππνζέηνληαο όηη ε ζπλάξηεζε   έρεη ζπκπαγή θνξέα (δειαδή ε   είλαη ίζε κε ην κεδέλ 

εθηόο ελόο θιεηζηνύ πεπεξαζκέλνπ δηαζηήκαηνο ηνπ ) πξνθύπηεη όηη ε ζπλνιηθή κείσζε ηεο 

έληαζεο ζα είλαη: 

 ln ( ) ( ) .id idI se ike dk 




     (1.6) 

Θεσξεηηθά, από ηνλ παξάγνληα εμαζζέληζεο κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε όια ηα επηθακπύιηα 

νινθιεξώκαηα: 

 ( )( , ) : ( ) ,   , [0,π)id idR s d se ike dk s d 




     (1.7) 

όπνπ ν Rξ νλνκάδεηαη κεηαζρεκαηηζκόο Radon ηνπ .   

΢ύκθσλα κε ηα παξαπάλσ, ζην επζύ πξόβιεκα ην δεηνύκελν είλαη ν ππνινγηζκόο ηνπ 

κεηαζρεκαηηζκνύ Radon (Rξ), όηαλ γλσξίδνπκε πνηα είλαη ε ζπλάξηεζε ,  ελώ ζην 

αληίζηξνθν πξόβιεκα, ππνινγίδεηαη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο ,  γηα έλα δεδνκέλν 

κεηαζρεκαηηζκό Radon. 

 

Παράδειγμα 4: Τπνινγηζκόο ηξνρηάο ζώκαηνο, νινθιεξσηηθή εμίζσζε Abel 

 

Στήμα 1.3: Σξνρηά ηνπ ζώκαηνο θαηά ηε κεηάβαζε από ην ζεκείν b  ζην ζεκείν a   ζε ρξόλν .T  
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Έζησ ζώκα κάδαο m  ην νπνίν θηλείηαη θαηά κήθνο ηεο θακπύιεο C  από ην ζεκείν a  ζην 

ζεκείν .b  Η κνλαδηθή δύλακε πνπ αζθείηαη ζηε κάδα m  είλαη ε δύλακε ηεο βαξύηεηαο .mg   

΢ην επζύ πξόβιεκα ππνινγίδεηαη ν ρξόλνο T  πνπ ρξεηάδεηαη ην ζώκα γηα λα κεηαβεί από ην 

ζεκείν a  ζην ζεκείν ,b  δνζείζεο ηεο ηξνρηάο ηνπ ζώκαηνο (θακπύιε C ). ΢ην αληίζηξνθν 

πξόβιεκα γίλεηαη ν πξνζδηνξηζκόο ηεο ηξνρηάο ηνπ ζώκαηνο, δνζέλησλ ησλ κεηξήζεσλ ησλ 

ρξνληθώλ ζηηγκώλ   ,T T h  γηα δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηνπ ύςνπο h  πνπ βξίζθεηαη ην ζώκα. 

Τπνζέηνπκε όηη ε θακπύιε παξακεηξνπνηείηαη από ηε ζρέζε  x f y  θαη   ,f y y  νη 

ζπληεηαγκέλεο ηνπ ηπραίνπ ζεκείνπ   ηεο θακπύιεο. Από ηελ αξρή δηαηήξεζεο ηεο ελέξγεηαο 

έρνπκε όηη: 

 21
,

2
K U mu mgy mgh     (1.8) 

επνκέλσο ε ηαρύηεηα ηνπ ζώκαηνο ζα είλαη: 

 2 ( ).
ds

u g h y
dt

    (1.9) 

Ο ζπλνιηθόο ρξόλνο πνπ ρξεηάδεηαη ην ζώκα γηα λα κεηαβεί από ην ζεκείν a  ζην b  

ππνινγίδεηαη από ηελ εμήο ζρέζε: 

 
2

0

1 ( )
( )     γηα  0.

2 ( )

b h

a

ds f y
T T h dy h

u g h y


   

   (1.10) 

Οξίδνπκε ηε ζπλάξηεζε 2( ) 1 ( )y f y    θαη ππνζέηνπκε όηη ε πνζόηεηα  ( ) 2r h T h g  

είλαη γλσζηή. Σν κόλν πνπ κέλεη λα πξνζδηνξηζηεί είλαη ε ζπλάξηεζε   ε νπνία ππνινγίδεηαη 

από ηελ νινθιεξσηηθή εμίζσζε Abel: 

 
0

( )
( )   γηα  0.

h
y

dy r h h
h y


 


  (1.11) 

Μηα ζεκειηώδεο δηαθνξά κεηαμύ επζέσλ θαη αληηζηξόθσλ πξνβιεκάησλ είλαη όηη, ηα επζέσο 

πξνβιήκαηα αλήθνπλ ζηελ θαηεγνξία ησλ θαιώο ηεζεηκέλσλ (well-posed), ζε αληίζεζε κε ηα 

αληίζηξνθα, πνπ ζεσξνύληαη θαθώο ηεζεηκέλα (ill-posed). Καηά ηνλ νξηζκό ηνπ Hadamard, έλα 

γξακκηθό πξόβιεκα είλαη θαιώο ηεζεηκέλν αλ ηθαλνπνηνύληαη νη εμήο ηξεηο απαηηήζεηο: 

1. Σν πξόβιεκα έρεη ιύζε (ύπαξμε ιύζεο), 

2. Η ιύζε είλαη κνλαδηθή (κνλαδηθόηεηα ιύζεο), 

3. Η ιύζε εμαξηάηαη θαηά ζπλερή ηξόπν από ηα βνεζεηηθά δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο 

(επζηάζεηα ιύζεο). 
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΢ε θάζε πεξίπησζε όπνπ κηα ή πεξηζζόηεξεο από ηηο παξαπάλσ ζπλζήθεο παξαβηάδνληαη, έρεη 

ζαλ ζπλέπεηα ην πξόβιεκα λα αλήθεη ζηελ θαηεγνξία ησλ θαθώο ηεζεηκέλσλ πξνβιεκάησλ. Σν 

πξόβιεκα ηεο ύπαξμεο ιύζεο κπνξεί λα μεπεξαζηεί καζεκαηηθά, επεθηείλνληαο απιά ηνλ ρώξν 

ιύζεσλ, όπσο π.ρ. ζηηο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο. Η ζπλζήθε ηεο κνλαδηθόηεηαο, παξαβηάδεηαη όηαλ 

δεδνκέλα «ιείπνπλ» από ην πξόβιεκα. Γηα λα αληηπαξέιζνπκε ηνπ πξνβιήκαηνο απηνύ, 

επηπιέσλ πεξηνξηζκνί εθαξκόδνληαη έσο όηνπ ηθαλνπνηεζεί ε ζπλζήθε. Η πην ζπρλή παξαβίαζε 

ζηα αληίζηξνθα πξνβιήκαηα, είλαη απηή ηεο ζπλζήθεο ηξία, ε νπνία ζπκβαίλεη όηαλ «κηθξέο» 

απζαίξεηεο δηαηαξαρέο ζηα παξαηεξνύκελα δεδνκέλα έρνπλ ζαλ ζπλέπεηα αξθεηά «κεγάιεο» 

δηαηαξαρέο ζηελ ππνινγηδόκελε ιύζε, κε απνηέιεζκα απηή λα δηαθέξεη ζεκαληηθά από ηελ 

πξαγκαηηθή. Γηα ηελ αληηκεηώπηζε ησλ παξαπάλσ ρξεζηκνπνηνύκε ηηο κεζόδνπο νκαινπνίεζεο, 

πνπ ζα εηζάγνπκε ζηε ζπλέρεηα, βαζηθή αξρή ησλ νπνίσλ είλαη ε αληηθαηάζηαζε ηνπ ππό κειέηε 

πξνβιήκαηνο, κε έλα πξνζεγγηζηηθό θαιώο ηεζεηκέλν πξόβιεκα. 

 

ΔΤΘΤ ΚΑΙ ΑΝΣΙ΢ΣΡΟΦΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

 

 

 

 

    

 

 

 

 

 

Στήμα 1.4: Σν επζύ πξόβιεκα ζπλίζηαηαη ζηνλ ππνινγηζκό ηεο εμόδνπ, δνζέληνο ηνπ ζπζηήκαηνο θαη κηαο εηζόδνπ 

ηνπ. Αληίζεηα ην αληίζηξνθν πξόβιεκα ζπλίζηαηαη ζηνλ ππνινγηζκό είηε ηνπ ζπζηήκαηνο είηε ηεο εηζόδνπ ηνπ, 

δνζείζεο ηεο εμόδνπ ηνπ θαη κηα εθ ησλ δπν πνζνηήησλ. ΢εκεηώλεηαη πσο θαηά ηε ιύζε ησλ αληηζηξόθσλ 

πξνβιεκάησλ, ηηο πεξηζζόηεξεο θνξέο ηα κεηξνύκελα δεδνκέλα (έμνδνο) είλαη κε-αθξηβή δηόηη πεξηέρνπλ ζθάικαηα 

(ζόξπβν). 

ΕΙΣΟΔΟΣ ΕΞΟΔΟΣ 

΢Τ΢ΣΗΜΑ 

΢Τ΢ΣΗΜΑ 

΢Τ΢ΣΗΜΑ 
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Κεθάιαην 2
ν
  

Οινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο Α΄ είδνπο 

 

 

2.1 Δηζαγσγή  

 

Οινθιεξσηηθή εμίζσζε είλαη κηα εμίζσζε ζηελ νπνία ε άγλσζηε ζπλάξηεζε εκθαλίδεηαη κέζα 

ζην νινθιήξσκα. Οινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο πξνθύπηνπλ ζπρλά ζηελ πξάμε θαηά ηελ 

κνληεινπνίεζε καζεκαηηθώλ θαη θπζηθώλ πξνβιεκάησλ, όπσο επίζεο θαη ζηελ αλαδηαηύπσζε 

πξνβιεκάησλ αξρηθώλ θαη ζπλνξηαθώλ ηηκώλ γηα ζπλήζεηο θαη κεξηθέο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο, 

όπνπ κειεηάηαη ην εξώηεκα ηεο ύπαξμεο ιύζεο. 

Οη νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο θαηεγνξηνπνηνύληαη ζε δπν κεγάιεο θαηεγνξίεο, ηηο εμηζώζεηο 

Fredholm θαη ηηο εμηζώζεηο Volterra. Η γεληθή πεξηγξαθή απηώλ ησλ εμηζώζεσλ είλαη ε εμήο: 

 

Οινθιεξσηηθή εμίζσζε Fredholm: 

          , ,     , .

b

a

K s t f t dt h s f s g s a t b a s b       (2.1) 

 

Οινθιεξσηηθή εμίζσζε Volterra: 

              , ,     , .   

s

a

K s t f t dt h s f s g s a t b a s b       (2.2) 

΢ηηο παξαπάλσ εμηζώζεηο άγλσζηε ζπλάξηεζε ζεσξείηαη ε f , ελώ νη ζπλαξηήζεηο K  (γλσζηή 

θαη σο ππξήλαο), h  θαη g  ζεσξνύληαη γλσζηέο. Αλ 0,g   ε εμίζσζε νλνκάδεηαη νκνγελήο, 

δηαθνξεηηθά είλαη κε νκνγελήο. Η δηαθνξά ησλ παξαπάλσ εμηζώζεσλ είλαη ην κεηαβιεηό άλσ 

όξην νινθιήξσζεο ζηελ εμίζσζε Volterra. Δλώ θαη νη δπν εμηζώζεηο (2.1), (2.2) είλαη ζρεδόλ 

ίδηεο, απαηηνύλ δηαθνξεηηθέο κεζόδνπο αλάιπζεο θαηά ηελ επίιπζε ηνπο. 
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2.2 Οινθιεξσηηθή εμίζσζε Fredholm Α΄ είδνπο 

 

Η νινθιεξσηηθή εμίζσζε Fredholm Α΄ είδνπο, πξνθύπηεη από ηε γεληθή εμίζσζε (2.1), αλ 

ζέζνπκε ηε ζπλάξηεζε h  ίζνλ κε κεδέλ. Η γεληθή ηεο κνξθή είλαη: 

      , ,    , .

b

a

K s t f t dt g s a t b a s b      (2.3) 

Οη ζπλαξηήζεηο K  (ππξήλαο) θαη g  είλαη γλσζηέο, ζε αληίζεζε κε ηε ζπλάξηεζε f  πνπ είλαη 

άγλσζηε. Η νινθιεξσηηθή εμίζσζε Fredholm Α΄ είδνπο πεξηγξάθεη κηα γξακκηθή ζρέζε κεηαμύ 

ησλ ζπλαξηήζεσλ f  θαη ,g  ελώ ν ππξήλαο K  πεξηγξάθεη ην βαζηθό κνληέιν, ηελ αθξηβή 

δειαδή ζρέζε αλάκεζα ζε απηέο ηηο πνζόηεηεο. Μηα εηδηθή πεξίπησζε ηεο εμίζσζεο (2.3) είλαη 

όηαλ ν ππξήλαο είλαη κηα ζπλάξηεζε ηεο δηαθνξάο ησλ κεηαβιεηώλ ,  s t  δειαδή έρεη ηε κνξθή 

( (, ,) )K s t r s t   όπνπ r  θάπνηα ζπλάξηεζε. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ιέκε όηη έρνπκε λα ιύζνπκε 

έλα πξόβιεκα απνζπλέιημεο. ΢ηε ζπλέρεηα, γηα ηελ παξνπζίαζε ησλ ζρεηηθώλ κεζόδσλ θαη 

απνηειεζκάησλ ππνζέηνπκε, ρσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο, όηη νη κεηαβιεηέο ,  s t  ιακβάλνπλ 

ηηκέο ζην θιεηζηό δηάζηεκα  0,1 . 

Έλα ζύλεζεο θαηλόκελν ησλ νινθιεξσηηθώλ εμηζώζεσλ είλαη όηη, ε απεηθόληζε ηεο f  ζηε 

ζπλάξηεζε g , ζρέζε (2.3), έρεη ζαλ απνηέιεζκα ηελ νκαιόηεξε εκθάληζε (πην ιεία) ηεο 

ηειεπηαίαο ζε ζρέζε κε ηελ .f  Γειαδή νη απόηνκεο κεηαβνιέο ηεο ,g  είλαη πνιύ κηθξόηεξεο ζε 

ζρέζε κε απηέο ηεο ζπλάξηεζεο .f  Σν θαηλόκελν απηό πεξηγξάθεηαη ραξαθηεξηζηηθά από ην 

γλσζηό ιήκκα Riemann-Lebesgue. 

 

Λήκκα (Riemann-Lebesgue): Έζησ ε ζπλάξηεζε    sin 2 ,    ,pf t pt p   ηόηε γηα έλα ηπραίν 

ππξήλα Κ ηζρύεη: 

 
1

0

( ) ( , ) ( ) 0.p

p pg s K s t f t dt    (2.4) 

Σν παξαπάλσ ιήκκα καο πιεξνθνξεί όηη νη όξνη πςειήο ζπρλόηεηαο ,pg  πνπ πξνθύπηνπλ από 

ηελ απεηθόληζε ησλ αληίζηνηρσλ πςειόζπρλσλ όξσλ pf  ηεο ζπλάξηεζεο ,f  ζπλεηζθέξνπλ ζε 

πνιύ κηθξό βαζκό ζηε δηακόξθσζε ηεο .g  Απηόο είλαη θαη ν βαζηθόο ιόγνο πνπ ε g  

εκθαλίδεηαη νκαιόηεξε ζε ζρέζε κε ηελ .f  Καηά ηε ιύζε όκσο ηνπ αληηζηξόθνπ πξνβιήκαηνο, 

δειαδή δνζέληνο ηνπ ππξήλα K  θαη ηεο ζπλάξηεζεο ,g  δεηείηαη o πξνζδηνξηζκόο ηεο 
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ζπλάξηεζεο ,f  πςειόζπρλα ζηνηρεηά 
pg  ηεο g  εληζρύνληαη θαηά ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ 

αληίζηνηρσλ ζηνηρείσλ 
pf  ηεο ,f  κε απνηέιεζκα όζν κεγαιύηεξε είλαη ε ζπρλόηεηα, ηόζν 

πεξηζζόηεξε ελίζρπζε έρνπκε. Δδώ αξρίδεη λα δηαθαίλεηαη θαη ην πξόβιεκα ησλ αληηζηξόθσλ 

πξνβιεκάησλ απηνύ ηνπ είδνπο. ΢πγθεθξηκέλα, αλ κηα κηθξή ηπραία δηαηαξαρή ππεηζέιζεη ζε 

έλα ζηνηρείν αξθεηά πςειήο ζπρλόηεηαο ηεο ,g  ηόηε κηα αξθεηά κεγάιε δηαηαξαρή κπνξεί λα 

πξνθιεζεί θαηά ηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ αληίζηνηρνπ ζηνηρείνπ pf  ηεο .f  Απνηέιεζκα ηνπ 

γεγνλόηνο απηνύ είλαη ε ππνινγηδόκελε ιύζε, λα δηαθέξεη ζε ζεκαληηθό βαζκό από ηελ 

πξαγκαηηθή. Όπσο αλαθέξακε θαη πξνεγνπκέλσο απηή είλαη θαη ε βαζηθή δπζθνιία θαηά ηε 

ιύζε ελόο αληίζηξνθνπ πξνβιήκαηνο, δειαδή ε παξαβίαζε ηεο ζπλζήθεο επζηάζεηαο ηεο 

ιύζεο. 

 

 

2.3 Αλάπηπγκα ηδηαδνπζώλ ηηκώλ (Singular Value Expansion) θαη ζπλζήθε 

ηνπ Picard 

 

Σν αλάπηπγκα ηδηαδνπζώλ ηηκώλ (SVE) είλαη έλα ρξήζηκν καζεκαηηθό εξγαιείν, κέζσ ηνπ 

νπνίνπ δίλεηαη ε δπλαηόηεηα κειέηεο ύπαξμεο ιύζεο ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο Fredholm Α΄ 

είδνπο, ν πξνζδηνξηζκόο απηήο, θαζώο θαη έλαο ηξόπνο δηεξεύλεζεο ηνπ θαηλόκελνπ ηεο 

νκαιόηεηαο όπσο δηαπηζηώζεθε πξνεγνπκέλσο. 

Θεώρημα 2.3.1: Κάζε ηεηξαγσληθά νινθιεξώζηκνο ππξήλαο Κ, δειαδή  
1 1

2

0 0

, ,K s t dsdt     

 

αλαπηύζζεηαη ζε κηα ζεηξά ηεο κνξθήο      
1

, i i i

i

K s t u s v t




 . Οη πνζόηεηεο 1 2 3, , ,...    

νλνκάδνληαη ηδηάδνπζεο ηηκέο, είλαη κε-αξλεηηθέο πνζόηεηεο, κε πεπεξαζκέλε πνιιαπιόηεηα ε 

θάζε κηα θαη κπνξνύλ λα δηαηαρζνύλ σο εμήο: 1 2 ... ... 0i        κε lim 0i
i




 . Οη 

ζπλαξηήζεηο iu  θαη iv  νλνκάδνληαη αξηζηεξά θαη δεμηά ηδηάδνπζεο ζπλαξηήζεηο αληίζηνηρα θαη 

είλαη νξζνθαλνληθέο, δειαδή ηθαλνπνηνύλ ηε ζρέζε , , ,   , .i j i j iju u v v i j     

Αλ ππάξρεη κόλν έλαο πεπεξαζκέλνο αξηζκόο κε-κεδεληθώλ ηδηαδνπζώλ ηηκώλ, ηόηε ν ππξήλαο 

νλνκάδεηαη εθθπιηζκέλνο (degenerate). 
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2.3.1 Ιδηόηεηεο ηδηαδνπζώλ ηηκώλ θαη ηδηαδνπζώλ ζπλαξηήζεσλ 

 

Η ζεκειηώδεο ηδηόηεηα πνπ ηθαλνπνηνύλ νη ηδηάδνπζεο ηηκέο θαη ζπλαξηήζεηο είλαη ε εμήο: 

        
1

0

, ,     θαη 0,1 .i i iK s t v t dt u s i s     (2.5) 

Γηα θάζε ηδηάδνπζα ηηκή i  πνιιαπιόηεηαο έλα, αληηζηνηρνύλ κνλαδηθέο ηδηάδνπζεο 

ζπλαξηήζεηο ,  i iu v , νη νπνίεο κάιηζηα κπνξνύλ λα αληηθαηαζηαζνύλ από ηηο , i iu v   δηόηη: 

              
1 1

0 0

, , .i i i i i iK s t v t dt K s t v t dt u t u t          (2.6) 

Αλ ε πνιιαπιόηεηα κηαο ηδηάδνπζαο ηηκήο i  είλαη 1,n  δειαδή 1 ... ,i i i n       ηόηε νη 

αληίζηνηρεο αξηζηεξά θαη δεμηά ηδηάδνπζεο ζπλαξηήζεηο δελ είλαη κνλαδηθέο, αιιά νη ππνρώξνη 

 ,...,i i nspan u u   θαη  ,...,i i nspan v v   ζηνπο νπνίνπο απηέο αλήθνπλ, νξίδνληαη θαηά κνλαδηθό 

ηξόπν. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, κπνξνύκε λα αληηθαηαζηήζνπκε ηηο ,  i iu v  κε 1 1...i n i nu u      

θαη 1 1...i n i nv v      αληίζηνηρα, όπνπ 1 1,..., n     κε 
1

2

1

1
n

i

i






 , δηόηη ηζρύεη ε παξαθάησ 

ζρέζε: 

          
1

1 1

0

, ... ...i i n i n i i i n i n i nK s t v t v t u s u s             
 

     1 1                                                 ... .i i n i nu s u s        (2.7) 

Οη ηδηάδνπζεο ηηκέο πάληα ζπγθιίλνπλ ζην κεδέλ, όπσο καο πιεξνθνξεί ην ζεώξεκα 2.3.1 θαη 

απνδεηθλύεηαη όηη, όζν πεξηζζόηεξν νκαιόο είλαη ν ππξήλαο ,K  ηόζν ηαρύηεξε είλαη θαη ε 

ζύγθιηζε απηή. ΢πγθεθξηκέλα αλ νη p  πξώηεο παξάγσγνη ηνπ ππξήλα K  ππάξρνπλ θαη είλαη 

ζπλερείο ζπλαξηήζεηο, ηόηε ε κείσζε ησλ ηδηαδνπζώλ ηηκώλ είλαη ηεο ηάμεο 1 2( ).pi   ΢ηελ 

πεξίπησζε πνπ ν ππξήλαο είλαη απείξσο θνξέο παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε, ηόηε ε κείσζε ησλ 

ηδηαδνπζώλ ηηκώλ είλαη εθζεηηθή, δειαδή είλαη ηεο ηάμεο ( )ir  όπνπ r  ζηαζεξά κε  0,1 .r   

Δπίζεο κηα ζπνπδαία ηδηόηεηα ησλ ηδηαδνπζώλ ζπλαξηήζεσλ, όπνπ ζα δηαδξακαηίζεη ζεκαληηθό 

ξόιν ζηελ αλάιπζε πνπ ζα αθνινπζήζεη ζηε ζπλέρεηα, είλαη όηη ηόζν ην ζύλνιν ησλ αξηζηεξώλ, 

όζν θαη ην ζύλνιν ησλ δεμηώλ ηδηαδνπζώλ ζπλαξηήζεσλ, απνηεινύλ νξζνθαλνληθέο βάζεηο ηνπ 

δηαλπζκαηηθνύ ρώξνπ  2 [0,1] ,L  δειαδή ησλ ηεηξαγσληθά νινθιεξώζηκσλ ζπλαξηήζεσλ ζην 
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θιεηζηό δηάζηεκα  0,1 . Έλα αθόκε ραξαθηεξηζηηθό ηεο ζπκπεξηθνξάο απηώλ ησλ 

ζπλαξηήζεσλ, είλαη όηη θαζώο ν δείθηεο i  απμάλεηαη, απηέο αξρίδνπλ λα ηαιαληώλνληαη. 

΢πγθεθξηκέλα όζν κεγαιύηεξε ηηκή ιακβάλεη ην ,i  ηόζν κεγαιύηεξε είλαη θαη ε ζπρλόηεηα 

ηαιάλησζεο ησλ ζπλαξηήζεσλ, ζε ζρέζε κε ηηο κηθξόηεξεο ηηκέο απηνύ. 

Δπεηδή νη ηδηάδνπζεο ζπλάξηεζεο iv  απεηθνλίδνληαη ζην γηλόκελν ,i iu  παξαηεξείηαη όηη, γηα ηηο 

πςειόζπρλεο ηδηάδνπζεο ζπλάξηεζεο (κεγάιεο ηηκέο ηνπ δείθηε i ), πνπ αληηζηνηρνύλ ζε κηθξέο 

ηηκέο ησλ ηδηαδνπζώλ ηηκώλ i , ην γηλόκελν i iu  ιακβάλεη ηηκέο θνληά ζην κεδέλ. 

΢πκπεξαζκαηηθά, ε ζρέζε (2.6) είλαη ζπλεπήο σο πξνο ην ιήκκα Riemann-Lebesgue. 

 

2.3.2 ΢πλζήθε Picard 

 

Υξεζηκνπνηώληαο ην ζεώξεκα 2.3.1 θαζώο θαη ηηο ηδηόηεηεο ηνπ, εμάγνπκε θάπνηα βαζηθά 

ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ νινθιεξσηηθή εμίζσζε Fredholm Α΄ είδνπο. 

Έζησ ε νινθιεξσηηθή εμίζσζε Fredholm Α΄ είδνπο γηα ηελ όπνηα ηζρύνπλ ηα εμήο: 

 

        
1

2

0

, ,    κε   , , [0,1] .K s t f t dt g s K f g L   (2.8) 

 

Υξεζηκνπνηώληαο ην ζεώξεκα 2.3.1, νη εμηζώζεηο ,  f g  κπνξνύλ λα γξαθνύλ θαηά κνλαδηθό 

ηξόπν, σο γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ζηνηρείσλ ησλ νξζνθαλνληθώλ βάζεσλ   
1i i

v t



 θαη 

  
1i i

u s



 ηνπ  2 [0,1]L  αληίζηνηρα. Σα ζρεηηθά αλαπηύγκαηα είλαη ηα εμήο: 

 

      
1 1

,    θαη   ( ) , .i i i i

i i

f t v f v t g s u g u s
 

 

    (2.9) 

Δηζάγνληαο ην παξαπάλσ αλάπηπγκα ηεο f  ζηελ εμίζσζε (2.8) θαη θάλνληαο ρξήζε ηεο 

ζεκειηώδνπο ζρέζεο (2.5), θαζώο θαη ηνπ γεγνλόηνο όηη ν νινθιεξσηηθόο ηειεζηήο είλαη 

γξακκηθόο θαη θξαγκέλνο, ε ζπλάξηεζε g  κπνξεί λα γξαθεί σο εμήο: 
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     

   

   

   

   

1

0

1

10

1

10

1

10

1

1 0

,

, ,

, lim ,

lim , ,

lim , ,

i i

i

n

i i
n

i

n

i i
n

i

n

i i
n

i

g s K s t f t dt

K s t v f v t dt

K s t v f v t dt

K s t v f v t dt

v f K s t v t dt


















 
  

 

 
  

 

 
  

 









 

 

  
1

           ,i i i

i

v f u s




   (2.10)  

Υξεζηκνπνηώληαο πάιη ην αλάπηπγκα ηεο g  ζε ζπλδπαζκό κε ην απνηέιεζκα (2.10) 

θαηαιήγνπκε ζηελ παξαθάησ ηζόηεηα: 

    
1 1

, , .i i i i i

i i

v f u s u g u s
 

 

    (2.11) 

Από ηε ζρέζε (2.10) παξαηεξνύκε όηη, αλ έρνπκε κεδεληθέο ηδηάδνπζεο ηηκέο i , ηόηε γηα λα 

πάξνπκε κηα ιύζε f  πνπ ηθαλνπνηεί ηε (2.8), ζα πξέπεη ηα αληίζηνηρα  ,i iu g u s  λα 

κεδελίδνληαη. 

Τπνζέηνπκε ηώξα όηη όιεο νη ηδηάδνπζεο ηηκέο i  είλαη κε-κεδεληθέο, δειαδή
 

0 .i i     

Σόηε από ηε ζρέζε (2.11) εμηζώλνληαο ηνπο αληίζηνηρνπο ζπληειεζηέο ησλ δπν κειώλ, 

θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα όηη , ,  .i i iv f u g i    Άξα αληηθαζηζηώληαο ηελ 

έθθξαζε απηή ζην αλάπηπγκα ηεο ζπλάξηεζεο f  (ζρέζε 2.9), ε ιύζε ηεο νινθιεξσηηθήο 

εμίζσζεο (2.8) ζα δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

      
1

,
, 0,1 .

i

i

i i

u g
f t v t t







    (2.12) 

Από ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία πνπ αθνινπζήζεθε θαηαιήγνπκε ζην ζπκπέξαζκα όηη, γηα ηελ 

ύπαξμε κηαο ηεηξαγσληθά νινθιεξώζηκεο ιύζεο  f  ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο Fredholm Α΄ 

είδνπο, απαξαίηεηε πξνϋπόζεζε είλαη ε 2-λόξκα ηεο ζπλάξηεζεο f  λα είλαη θξαγκέλε. Γηα λα 

γίλεη βέβαηα εθηθηόο απηόο ν έιεγρνο ζηελ πξάμε, ε δηαηύπσζε κηαο απνηειεζκαηηθήο ζπλζήθεο 

είλαη απαξαίηεηε. 
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Σσνθήκη Picard: Η ιύζε ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο Fredholm Α΄ είδνπο πνπ δίλεηαη από ηε 

ζρέζε (2.12) είλαη ηεηξαγσληθά νινθιεξώζηκε αλ ηζρύεη ην εμήο: 

  
21

2 22

2
1 10

,
, .

i

i

i i i

u g
f f t dt v f



 

 

 
     

 
   (2.13) 

Η παξαπάλσ ζπλζήθε νπζηαζηηθά καο πιεξνθνξεί όηη γηα λα θξάζζεηαη ε λόξκα ηεο 

ζπλάξηεζεο ,f  ζα πξέπεη νη ζπληειεζηέο ,iu g  λα θζίλνπλ γξεγνξόηεξα ζην κεδέλ ζε ζρέζε 

κε ηηο ηδηάδνπζεο ηηκέο. Σν βαζηθό πξόβιεκα κε ηελ νινθιεξσηηθή εμίζσζε Fredholm Α΄ είδνπο 

είλαη όηη αθόκα θαη αλ ηα πξαγκαηηθά δεδνκέλα ηθαλνπνηνύλ ηε ζπλζήθε ηνπ Picard, ηα 

κεηξνύκελα δεδνκέλα πνπ έρνπκε ζηε δηάζεζε καο πεξηέρνπλ ζόξπβν (noisy data), κε 

απνηέιεζκα λα κελ είλαη δπλαηή ε ηθαλνπνίεζε ηεο ζπλζήθεο απηήο. ΢πγθεθξηκέλα νη 

ζπληειεζηέο , ,iu g  θαζώο απηνί κεηώλνληαη, από έλα ζεκείν θαη κεηά ζηαζεξνπνηνύληαη ζην 

επίπεδν ηνπ ζνξύβνπ. Με ζπλέπεηα ν ιόγνο ,i iu g   λα απμάλεηαη θαη ε λόξκα ηεο ιύζεο 

ηειηθά λα γίλεηαη κε θξαγκέλε. Από ηα παξαπάλσ ζπκπεξαίλεηαη όηη, ε παξαβίαζε ηεο 

ζπλζήθεο ηνπο Picard απνηειεί κηα εμήγεζε αζηάζεηαο ηεο ιύζεο ησλ νινθιεξσηηθώλ 

εμηζώζεσλ Fredholm Α΄ είδνπο. 

Στήμα 2.1: ΢ηα παξαπάλσ απεηθνλίδνληαη δπν πεξηπηώζεηο ειέγρνπ ηεο ζπλζήθεο Picard. ΢ην πξώην δηάγξακκα 

παξαηεξείηαη όηη νη ζπληειεζηέο ,
i

u g  θζίλνπλ γξεγνξόηεξα πξνο ην κεδέλ, ζε ζρέζε κε ηηο ηδηάδνπζεο ηηκέο .
i



Δπνκέλσο ην πξόβιεκα έρεη ιύζε πνπ δίλεηαη από ηε ζρέζε (2.12). Αληίζεηα ζην δεύηεξν δηάγξακκα, νη ηδηάδνπζεο 

ηηκέο θζίλνπλ γξεγνξόηεξα ζε ζρέζε κε ηνπο ζπληειεζηέο ,,
i

u g
 
κε απνηέιεζκα ηελ αύμεζε ηνπ ιόγνπ , ii

u g   

θαη ηεο κε ηθαλνπνίεζεο ηεο ζπλζήθεο Picard. Άξα ην πξόβιεκα δελ έρεη ηεηξαγσληθά νινθιεξώζηκε ιύζε. 
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

i
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Διάγραμμα Picard
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2.4 Σν πξόβιεκα κνλαδηθόηεηαο ιύζεο 

 

Έσο ηώξα, νπζηαζηηθά έρεη κειεηεζεί ε ύπαξμε, ν αθξηβήο πξνζδηνξηζκόο, θαζώο θαη πνηνο 

είλαη ν βαζηθόο παξάγνληαο αζηάζεηαο ηεο ιύζεο κηαο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο Fredholm Α΄ 

είδνπο. Δλώ γηα ηε ζπλζήθε κνλαδηθόηεηαο ηεο ιύζεο δελ έρεη γίλεη κέρξη ζηηγκήο ιόγνο, ζα 

πξέπεη λα αλαθεξζεί πσο θαη απηή, δελ ηθαλνπνηείηαη γηα όιεο ηηο νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο 

Fredholm Α΄ είδνπο. ΢πγθεθξηκέλα, δηαθξίλνληαη δπν δηαθνξεηηθνί ηύπνη παξαβίαζεο ηεο 

κνλαδηθόηεηαο (ambiguity), ν κεδεληθόο (γξακκηθόο) ρώξνο (null space ambiguity) θαη ην 

πξόβιεκα κνληεινπνίεζεο (formulation ambiguity) γηα δεδνκέλν πξόβιεκα. 

Μεδεληθόο ρώξνο (null space ambiguity) 

Η κε κνλαδηθόηεηα ύπαξμεο ιύζεο ζηελ πεξίπησζε απηή, ζπλαληάηαη όηαλ ππάξρνπλ κε 

κεδεληθέο ζπλαξηήζεηο, 0nullf   , νη νπνίεο ηθαλνπνηνύλ ηε ζρέζε: 

    
1

0

, 0.nullK s t f t dt   (2.14) 

Οη ζπλαξηήζεηο απηέο ζπρλά αλαθέξνληαη θαη σο κεδεληζηέο (annihilators) θαη ην ζύλνιν ηνπο 

απνηειεί έλα δηαλπζκαηηθό ρώξν, κε ηηο ζπλήζεηο πξάμεηο πξόζζεζεο θαη πνιιαπιαζηαζκνύ ησλ 

ζπλαξηήζεσλ. Ο πξνζδηνξηζκόο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ δηαλπζκαηηθνύ απηνύ ρώξνπ κπνξεί λα γίλεη 

κέζσ ηεο ζεκειηώδνπο ζρέζεο (2.5). ΢πγθεθξηκέλα απνηειείηαη από όιεο ηηο δεμηά ηδηάδνπζεο 

ζπλαξηήζεηο ,iv  θαζώο θαη όινπο ηνπο γξακκηθνύο ζπλδπαζκνύο απηώλ, πνπ αληηζηνηρνύλ ζε 

κεδεληθέο ηδηάδνπζεο ηηκέο 0,i    δειαδή είλαη ην ζύλνιν     : ,  0, 0,1 .i ispan v t i t    

Η δηάζηαζε ηνπ ρώξνπ απηνύ κπνξεί λα είλαη κεδέλ (ζηελ ηδαληθή πεξίπησζε όπνπ κόλν ε 

ηεηξηκκέλε ζπλάξηεζε 0nullf   ηθαλνπνηεί ηε (2.14), πεπεξαζκέλε είηε άπεηξε. 

΢πλαξηήζεηο κεδεληζηέο, ζα πξέπεη λα πξνζδηνξίδνληαη θάζε θνξά θαηά ηελ επίιπζε ελόο 

πξνβιήκαηνο, είηε κε ηνλ ηξόπν πνπ αλαθέξζεθε πξνεγνπκέλσο, αλ θαη ζπάληα πεξίπησζε, είηε 

κε αξηζκεηηθέο κεζόδνπο. ΢ε θάζε πεξίπησζε, ζα πξέπεη λα δηαγξάθεηαη ή λα πεξηνξίδεηαη 

αξθεηά ε ζπλεηζθνξά ηνπο ζηελ ηειηθή ιύζε ώζηε απηή λα είλαη νξζή. 

Πξόβιεκα κνληεινπνίεζεο (formulation ambiguity) 

Πξόβιεκα κνληεινπνίεζεο πξνθύπηεη, όηαλ θαηά ηελ θαηαζθεπή ηνπ κνληέινπ γηα ηελ 

πεξηγξαθή ελόο πξνβιήκαηνο, δπν νινθιεξσηηθέο εμηζώζεηο κε δηαθνξεηηθνύο ππξήλεο, 

νδεγνύλ ζηελ ηδία ζπλάξηεζε .g  
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Κεθάιαην 3
ν
 

Γηαθξηηνπνίεζε αληίζηξνθσλ 

πξνβιεκάησλ 

 

 

3.1 Δηζαγσγή 

 

Σν αλάπηπγκα ηδηαδνπζώλ ηηκώλ πνπ παξνπζηάζηεθε ζην πξνεγνύκελν θεθάιαην, αλ θαη 

θαίλεηαη έλα αξθεηά δπλαηό εξγαιείν γηα ηε ιύζε ηεο εμίζσζεο (2.3), δπζηπρώο ζηελ πξάμε 

είλαη δύζρξεζην θαη ηηο πεξηζζόηεξεο θνξέο ε κέζνδνο (SVE) δελ είλαη δπλαηόλ λα ππνινγηζηεί 

αλαιπηηθά. Γηα λα αληηπαξέιζνπκε ηνπ πξνβιήκαηνο απηνύ, αξθεί ε κεηαηξνπή ηνπ ζπλερνύο 

πξνβιήκαηνο, ζε έλα δηαθξηηό, γξακκηθό θαη πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο πξόβιεκα, ώζηε λα 

θαζίζηαηαη δπλαηή ε ιύζε ηνπ κε θάπνην ππνινγηζηηθό καζεκαηηθό παθέην (π.ρ. MATLAB). 

Τπάξρνπλ αξθεηέο κέζνδνη δηαθξηηνπνίεζεο νινθιεξσηηθώλ εμηζώζεσλ Fredholm Α΄ είδνπο. 

΢ηελ παξνύζα εξγαζία ζα κειεηήζνπκε δπν βαζηθέο κεζόδνπο, ηε κέζνδν αξηζκεηηθήο 

νινθιήξσζεο θαη ηε κέζνδν αλαπηύγκαηνο Galerkin. 

΢ηε ζπλέρεηα ζα εηζάγνπκε κηα ζπνπδαία κέζνδν παξαγνληνπνίεζεο ελόο πηλάθα 
m nA  , ε 

νπνία νλνκάδεηαη παξαγνληνπνίεζε ηδηαδνπζώλ ηηκώλ (Singular Value Decomposition) θαη ζα 

απνηειέζεη ην βαζηθό εξγαιείν αλάπηπμεο ησλ κεηέπεηηα κεζόδσλ. 

Γηα ηελ δηεπθόιπλζε ηεο παξνπζίαζεο ησλ κεζόδσλ, ππνζέηνπκε όηη m nA   κε ,m n  

δειαδή εμεηάδνληαη θαιώο νξηζκέλα ( )m n  θαη ππέξ-νξηζκέλα  πξνβιήκαηα ( ),m n  

πξνβιήκαηα δειαδή όπνπ ην πιήζνο ησλ εμηζώζεσλ είλαη κεγαιύηεξν ζε ζρέζε κε ηηο άγλσζηεο 

πνζόηεηεο. Σέινο, κέζσ ηεο SVD ζα εμαρζεί κηα ζπλζήθε, αλάινγε κε απηή ηνπ ζπλερνύο 

πξνβιήκαηνο,  ε δηαθξηηή ζπλζήθε Picard. 
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3.2 Αξηζκεηηθέο κέζνδνη νινθιήξσζεο 

 

Οη αξηζκεηηθέο κέζνδνη νινθιήξσζεο, γλώζηεο θαη σο Nystrӧm κέζνδνη, βαζίδνληαη ζην γεληθό 

θαλόλα νινθιήξσζεο: 

    
1

10

,
n

j j n

j

f t dt w f t E


    (3.1) 

Όπνπ f  ε ζπλάξηεζε νινθιήξσζεο, nE  ην ζθάικα νινθιήξσζεο, 1,..., nt t  n  επηιεγκέλα 

ζεκεία ηνπ δηαζηήκαηνο νινθιήξσζεο θαη 1,..., nw w  ηα αληίζηνηρα βάξε. 

Οπζηαζηηθά ε παξαπάλσ κέζνδνο, γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ κειεηάκε, 

ππνινγίδεη κηα πξνζεγγηζηηθή ζπλάξηεζε f  ηεο .f  ΢πγθεθξηκέλα, επηιέγνληαο n  ην πιήζνο 

ζεκεία ηνπ δηαζηήκαηνο νινθιήξσζεο, π.ρ. ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ θαλόλα ηνπ κέζνπ (midpoint 

rule), ππνινγίδνπκε ηηο πξνζεγγηζηηθέο ηηκέο   ,  1,...,j jf f t j n   ηεο ζπλάξηεζεο .f  

Γηα ηελ εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ, αξρηθά ππνζέηνπκε όηη νη ηηκέο ηεο f  είλαη γλσζηέο ζηα 

επηιεγκέλα ζεκεία 1,..., .nt t  Δπνκέλσο, εθαξκόδνληαο ηε ζρέζε (3.1) ζηελ νινθιεξσηηθή 

εμίζσζε Fredholm Α΄ είδνπο, παίξλνπκε ην εμήο απνηέιεζκα:  

            
1

10

, , .
n

j j j n

j

a s K s t f t dt w K s t f t E s


     (3.2) 

΢ηε ζπλέρεηα απαηηνύκε ε ζπλάξηεζε a  λα ηαπηίδεηαη κε ηε ζπλάξηεζε ,g  ηεο νινθιεξσηηθήο 

εμίζσζεο, ζε n  επηιεγκέλα ην πιήζνο ζεκεία ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο ,g  δειαδή: 

     ,  1,...,i ia s g s i n   (3.3) 

Από ηηο (3.2) θαη (3.3) νδεγνύκαζηε ζε έλα ζύζηεκα εμηζώζεσλ ηεο κνξθήο: 

        
1

, ,    1,..., .
n

j i j j i n i

j

w K s t f t g s E s i n


     (3.4) 

Σέινο, απαιείθνληαο ηνλ όξν ηνπ ζθάικαηνο από ηελ παξαπάλσ εμίζσζε (εηζάγνληαο ζηελ 

ηειηθή ιύζε έλα ζθάικα), θαη αληηθαζηζηώληαο ηηο αθξηβείο ηηκέο  jf t  ηεο f  κε ηηο 

πξνζεγγηζηηθέο    ,j jf f t  ε ηειηθή κνξθή ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη: 

    
1

, ,    1,..., .
n

j i j j i

j

w K s t f g s i n


    (3.5) 
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Σν παξαπάλσ απνηειεί πξνθαλώο έλα n n  γξακκηθό ζύζηεκα κε αγλώζηνπο ηα ,  1,...,jf j n  

ην νπνίν ζε κνξθή πηλάθσλ κπνξεί λα γξαθεί θαη σο εμήο: 

 

   

   

   

 

 

 

1 1 1 1 11

1 1

1 1

, ,

, ,

, ,

n n

i n i n ii

n n n n nn

w K s t w K s t g sf

w K s t w K s t g sf

w K s t w K s t g sf

    
    
    
     
    
    

    
    

  (3.6) 

ή δηαθνξεηηθά Ax b  κε 

 

 

 

,

 όπνπ , 1,..., .

ij j i j

j j

i i

a w K s t

x f i j n

b g s




 



  (3.7) 

Η παξαπάλσ κέζνδνο ηζρύεη θαη γηα έλα ππεξ-νξηζκέλν ζύζηεκα. 

 

 

3.3 Μέζνδνο αλαπηύγκαηνο Galerkin 

 

Οη κέζνδνη αλαπηύγκαηνο ζηεξίδνληαη θαη απηέο ζε έλα γεληθό θαλόλα πάλσ ζηνλ νπνίν 

κπνξνύλ λα δνκεζνύλ. ΢πγθεθξηκέλα ππνινγίδνπλ κηα πξνζεγγηζηηθή ζπλάξηεζε  n
f  ηεο f  ε 

νπνία δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

      ( )

1

,    0,1 .
n

n

j j

j

f t x t t


    (3.8) 

Όπνπ ,  1,...j j n   είλαη νη ζπληειεζηέο ηνπ αλαπηύγκαηνο, ηνπο νπνίνπο θαη ζέινπκε λα 

πξνζδηνξίζνπκε, ελώ νη ζπλαξηήζεηο ,  1,...,jx j n  νλνκάδνληαη ζπλαξηήζεηο βάζεο ή 

ζπλαξηήζεηο αλαπηύγκαηνο θαη ζα αλαθεξζεί ζηε ζπλέρεηα πσο κπνξνύλ λα επηιεγνύλ. 

Η εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ Galerkin, γηα ηε δηαθξηηνπνίεζε ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο 

Fredholm Α΄ είδνπο έρεη σο εμήο, επηιέγνπκε δπν ζύλνια,   
1

n

j j
x t


 θαη   

1

n

i i
y t


 κε  0,1 ,t  

από ζπλαξηήζεηο βάζεο, κε ηε βνήζεηα ησλ νπνίσλ ζα εθθξαζηνύλ νη ζπλαξηήζεηο f  θαη g  

αληίζηνηρα. Δπνκέλσο ζα έρνπκε όηη: 
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             ( ) ( )

1κε ,...,n n

f nf t f t E t f t span x t x t     (3.9) 

 

             ( ) ( )

1s κε ,...,n n

g ng s g s E g s span y s y s     (3.10) 

όπνπ 
fE  θαη 

gE  είλαη ην ζθάικα αλαπηύγκαηνο ησλ f  θαη g  αληίζηνηρα, εμαηηίαο ηεο ρξήζεο 

βάζεσλ πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο. ΢ηε ζπλέρεηα ζεσξνύκε κηα ζπλάξηεζε q  πνπ δίλεηαη από ηε 

ζρέζε: 

                
1 1 1

1 10 0 0

, , ,
n n

n

j j j j

j j

q s K s t f t dt K s t x t dt K s t x t dt 
 

 
   

 
      (3.11) 

Οκνίσο κε ηηο ζπλαξηήζεηο ,  f g  θαη ε ζπλάξηεζε q  κπνξεί λα εθθξαζηεί θαη απηή κε ηε 

βνήζεηα ησλ ζπλαξηήζεσλ βάζεο ,  1,...,iy i n   

                 1,    κε   ,...,
n n

q nq s q s E s q s span y s y s     (3.12) 

Μηα ζεκαληηθή ιεπηνκέξεηα είλαη όηη, νη ζπλαξηήζεηο ,  g q  δελ είλαη ηαπηνηηθά ίδηεο, αιιά 

ππνζέηνπκε όηη νη  n
g  θαη  n

q  απνηεινύλ ηηο νξζνγώληεο πξνβνιέο απηώλ ζηνλ ππόρσξν 

    1 ,..., .nspan y s y s  Η βαζηθή ηδέα ηεο κεζόδνπ Galerkin είλαη ν πξνζδηνξηζκόο ησλ 

,  1,...,j j n   ώζηε νη ζπλαξηήζεηο    
,  

n n
g q  λα είλαη ηαπηνηηθά ίδηεο. Δθαξκόδνληαο ην 

παξαπάλσ έρνπκε όηη: 

  

       

       

n n

q g

q s g s

q s E s g s E s

 

   
  

        q gq s g s E s E s     (3.13) 

 

Η δηαθνξά    q s g s , είλαη ην ππόινηπν (residual) ησλ ζπλαξηήζεσλ ,  q g  θαη επεηδή νη 

ζπλαξηήζεηο     1,  ,..., ,q g nE E span y s y s


  δειαδή είλαη θάζεηεο ζηνλ ππόρσξν 

    1 ,..., nspan y s y s  (άξα ην ίδην ηζρύεη θαη γηα ηε δηαθνξά ηνπο), ζα πξέπεη θαη ε δηαθνξά 

   q s g s  λα είλαη θάζεηε ζε θάζε ζπλάξηεζε    1 ,..., .ny s y s  Δπνκέλσο πξνθύπηεη όηη: 
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     

   

   

1

0

1

1 0

1

1 0

, 0,  1,...,

, , ,  1,...,

, , , ,  1,...,

, , , ,  1,...,

, , , ,  1,...,

i

i i

n

i i

n

i i j j

j

n

i j i j

i

y q g i n

y g y q i n

y g y K s t f t dt i n

y g y K s t x t dt i n

y g y K s t x t dt i n









    

   

   

   

   



 

 

 

          
1 1 1

10 0 0

, ,  1,..., .
n

i j i j

j

y s g s ds y s K s t x t dsdt i n


 
   

 
    (3.14) 

Όκνηα κε ηελ αξηζκεηηθή κέζνδν πνπ παξνπζηάζηεθε πξνεγνπκέλσο, πάιη θαηαιήγνπκε ζε έλα 

γξακκηθό ζύζηεκα ηεο κνξθήο ,Ax b  ην νπνίν ζε κνξθή πηλάθσλ γξάθεηαη σο εμήο: 

 

           

           

   

   

1 1 1 1 1

1
1 1 1 1

0 0 0 0 0

1 1 1 1 1

1

0 0 0 0 0

, ,

, ,

n

n n n n

n

y s K s t x t dsdt y s K s t x t dsdt y s g s ds

y s K s t x t dsdt y s K s t x t dsdt y s g s ds





    
    
    
     
    
    
    

    

    

    

  (3.15) 

ή δηαθνξεηηθά Ax b  κε 

 

     

   

1 1

0 0

1

0

,

 όπνπ , 1,..., .

ij i j

j j

i i

a y s K s t x t dsdt

x i j n

b y s g s ds




 




 




 



  (3.16) 

Καη απηή ε κέζνδνο ηζρύεη γηα ππεξ-νξηζκέλα ζπζηήκαηα. 

 

Η επηινγή ησλ ζπλαξηήζεσλ βάζεο , ,  , 1,...,j ix y i j n  γίλεηαη ζπκθώλα κε ηε γλώζε πνπ 

ππάξρεη γηα ηηο ζπλαξηήζεηο ,  f g , αλάινγα δειαδή ηε κνλνηνλία, ηελ πεξηνδηθόηεηα ηελ 

νκαιόηεηα θαη άιια. Παξ’ όια απηά, αθόκα θαη ηα παξαπάλσ λα κε ιεθζνύλ ππόςε, ε επηινγή 

ησλ ζπλαξηήζεσλ βάζεο εμαξηάηαη από ηνλ εθάζηνηε ρξήζηε θαη ε κέζνδνο ζα ζπλερίζεη λα 

δίλεη αξθεηά θαιέο πξνζεγγίζεηο ηεο ζπλάξηεζεο .f  
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Μηα ραξαθηεξηζηηθή επηινγή νξζνθαλνληθήο βάζεο ζπλαξηήζεσλ, είλαη νη top hut ζπλαξηήζεηο 

πνπ δίλνληαη από ηελ εμήο ζρέζε: 

  
 1 ,    [ 1 , ] 1

,   όπνπ  θαη 1,..., .

0       ,   
i

t i h ih
ht h i n

nά




  
  


  (3.17) 

Υξεζηκνπνηώληαο ηελ παξαπάλσ επηινγή βάζεο, ηα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα A  θαη ηνπ 

δηαλύζκαηνο b  ηεο ζρέζεο (3.5) ζα δίλνληαη σο εμήο: 

 
( 1) ( 1)

1
( , )

jhih

ij

i h j h

a K s t dsdt
h

 

     (3.18) 

 
( 1)

1
( ) .

ih

i

i h

b g s ds
h 

    (3.19) 

 

 

3.4 Δπηινγή κεζόδνπ δηαθξηηνπνίεζεο 

 

Η επηινγή ηεο θαηαιιειόηεξεο κεζόδνπ γηα ηε δηαθξηηνπνίεζε ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο 

(2.3), εμαξηάηαη από ηα δηαζέζηκα δεδνκέλα, ηί ρξεηάδεηαη λα πξνζδηνξηζηεί θαη ηί είλαη δπλαηόλ 

λα ππνινγηζηεί. 

Οη αξηζκεηηθέο κέζνδνη έρνπλ ην πιενλέθηεκα όηη κπνξνύλ λα ππνινγηζηνύλ γξήγνξα θαη 

εύθνια, ζε ζρέζε κε ηε κέζνδν Galerkin, δηόηη ν πίλαθαο A  ηνπ ζπζηήκαηνο πξνθύπηεη από 

δεηγκαηηθέο ηηκέο ηνπ ππξήλα K  ζηα επηιεγκέλα ζεκεία ηνπ δηαζηήκαηνο νινθιήξσζεο. 

Δπίζεο, νη κέζνδνη απηνί κπνξεί λα επηιερζνύλ κε ηέηνην ηξόπν, ώζηε λα ιακβάλνληαη ππόςε 

ηδηόηεηεο πνπ κπνξεί λα ηθαλνπνηεί ν ππξήλαο K  θαη ε ζπλάξηεζε f  ή όηαλ αθόκε ην 

δηάζηεκα νινθιήξσζεο είλαη άπεηξν. Τπελζπκίδεηαη βέβαηα, όηη νη αξηζκεηηθέο κέζνδνη 

ππνινγίδνπλ κηα πξνζεγγηζηηθή ζπλάξηεζε ηεο f  κόλν ζε επηιεγκέλα ζεκεία. Δπνκέλσο ε όιε 

γλώζε πνπ παξέρεηαη είλαη κόλν γηα ηα ζεκεία απηά. 

Αληίζεηα, ε κέζνδνο Galerkin είλαη πην δύζθνιε ζηνλ ππνινγηζκό ηεο. Δπεηδή ηα ζηνηρεία ηνπ 

πίλαθα A  ηνπ ζπζηήκαηνο είλαη δηπιά νινθιεξώκαηα, πνιιέο θνξέο ν ππνινγηζκόο ηνπο κπνξεί 

λα είλαη αξθεηά επίπνλνο, θαηαθεύγνληαο κάιηζηα θαη ζηε ρξήζε αξηζκεηηθώλ κεζόδσλ. Βέβαηα 

απνδεηθλύεηαη όηη, αλ επηιερζνύλ νξζνθαλνληθέο βάζεηο γηα ηελ εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ, 

ρξεζηκνπνηώληαο ηε κέζνδν SVD γηα ηνλ πίλαθα A , κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ηηο ηηκέο ηεο 
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κεζόδνπ SVE ηνπ ζπλερνύο πξνβιήκαηνο. Έλα αθόκε πιενλέθηεκα είλαη όηη νη βάζεηο κπνξνύλ 

λα επηιεγνύλ αλάινγα κε ηηο ηδηόηεηεο ηνπ ππξήλα K  θαη ηεο ζπλάξηεζεο .f  Σέινο, κε ηε 

κέζνδν Galerkin ππνινγίδνληαη πξνζεγγίζεηο ζε θάζε ζεκείν ηνπ δηαζηήκαηνο νινθιήξσζεο, ζε 

αληίζεζε κε ηηο αξηζκεηηθέο κεζόδνπο. 

 

 

3.5 Παξαγνληνπνίεζε Ιδηαδνπζώλ Σηκώλ (Singular Value Decomposition) 

 

΢ην παξόλ ππνθεθάιαην ζα εμεηαζηεί ε κέζνδνο παξαγνληνπνίεζεο ηδηαδνπζώλ ηηκώλ (SVD) 

ελόο πίλαθα m nA  . Η κέζνδνο απηή, ζεσξείηαη από ηηο πιένλ ζεκαληηθόηεξεο, ζε επίπεδν 

εθαξκνγώλ, θαζώο κπνξνύκε εύθνια λα πξνζδηνξίζνπκε αξθεηά ραξαθηεξηζηηθά ελόο πίλαθα, 

κεξηθά από ηα νπνία είλαη: ν βαζκόο (rank), ν ππξήλαο (kernel), ην πεδίν ηηκώλ (image ή range), 

ν δείθηεο θαηάζηαζεο (rank condition), δηάθνξεο λόξκεο θαη άιια. 

 

Θεώρημα 3.5.1: Αλ  , ,m nA m n   ηόηε ππάξρνπλ νξζνκνλαδηαίνη πίλαθεο m mU   θαη 

n nV   ηέηνηνη ώζηε: 

     1 1 min{ , } 1,..., ,..., ,..., ,
TT

m m n nA U V u u diag s s v v     (3.20) 

όπνπ 1 min{ , }... 0.m ns s     

΢ηελ πεξίπησζε καο, ππελζπκίδεηαη όηη min{ , } ,m n n  δηόηη εμεηάδνληαη πίλαθεο m nA   όπνπ 

m n . 

Οη ηηκέο ,is  νλνκάδνληαη ηδηάδνπζεο ηηκέο ελώ ηα ,  ,i iu v  αξηζηεξά θαη δεμηά ηδηάδνληα 

δηαλύζκαηα ηνπ A  αληίζηνηρα. 

Από γεσκεηξηθήο πιεπξάο, ε SVD παξάγεη δπν ζύλνια, από νξζνθαλνληθά δηαλύζκαηα βάζεο, 

πνπ αληηζηνηρνύλ ζηηο γξακκέο ησλ U  θαη V  αληίζηνηρα, έηζη ώζηε, όηαλ ν πίλαθαο A  

κεηαζρεκαηίδεηαη κε ηε βνήζεηα ησλ δπν απηώλ βάζεσλ, κεηαηξέπεηαη ζε δηαγώληνο. 
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3.5.1 Ιδηόηεηεο ηεο SVD 

 

Έζησ  ,  θαη m nA m n m n    ηόηε: 

1.  i) Αλ ε ηδηάδνπζα ηηκή 
is  είλαη πνιιαπιόηεηαο έλα, ηόηε ην αληίζηνηρν ηδηάδνλ

  δηάλπζκα είλαη κνλαδηθό. 

ii) Αλ ε ηδηάδνπζα ηηκή is  είλαη πνιιαπιόηεηαο 1,k   δειαδή ... ,i i ks s    ηόηε νη 

ηδηάδνπζεο ηηκέο δελ είλαη κνλαδηθέο, αιιά νη ππνρώξνη  ,...,i i kspan u u 
 θαη 

 ,...,i i kspan v v 
 ζηνπο νπνίνπο αλήθνπλ, είλαη κνλαδηθνί. 

2. Αλ rs  είλαη ε ειάρηζηε κε-κεδεληθή ηδηάδνπζα ηηκή ηνπ πίλαθα ,A  δειαδή αλ 1,..., 0,r ns s   

ηόηε: 

i) Ο βαζκόο ηνπ πίλαθα A  είλαη ,r  δειαδή   .rank A r  

ii) Ο ππξήλαο ηνπ A  δίλεηαη από ηε ζρέζε    1,..., ,r nKer A span v v  ελώ ε 

εηθόλα    1,..., .rRange A span u u  

iii)  ΢ηελ πεξίπησζε απηή, νξίδεηαη ν ςεπδναληίζηξνθνο πίλαθαο ηνπ ,A  σο ν 

πίλαθαο  † 1 1

1 ,..., ,0,0,...0 .T

rA Vdiag s s U   

3. Οη λόξκεο ηνπ πίλαθα A  ππνινγίδνληαη εύθνια κέζσ ησλ ηδηαδνπζώλ ηηκώλ. ΢πγθεθξηκέλα 

πξνθύπηεη όηη: 

i) 12
A s  

ii) 

1
2

2
2 2

1

, 1

n

ij nF
i j

A a s s


 
    
 
   

iii) 2

0
2

min n
x

Ax
s

x
  

4.  θαη = ,  1,...,i i i i iAv s u Av s i n    

5. Αλ ,m n  ηόηε ηζρύεη όηη: 

1 2det( ) nA s s s  
  

6. Αλαπηύζζνληαο ηα γηλόκελα TAA  θαη TA A  πξνθύπηεη: 

i)  2 2

1 ,...,T T

nAA Udiag s s U  

ii)  2 2

1 ,...,T T

nA A Vdiag s s V  

Από ηα παξαπάλσ ζπκπεξαίλεηαη όηη: 
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α) Οη κε-κεδεληθέο ηδηάδνπζεο ηηκέο ηνπ A  είλαη νη ηεηξαγσληθέο ξίδεο ησλ κε-

κεδεληθώλ ηδηνηηκώλ ησλ ζεηηθά νξηζκέλσλ εξκηηηαλώλ πηλάθσλ TAA  θαη TA A . 

β) Σα αξηζηεξά ηδηάδνληα δηαλύζκαηα ηνπ A  είλαη ηα ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ TAA  θαη 

ηα δεμηά ηδηάδνληα δηαλύζκαηα ηνπ A  είλαη ηα ηδηνδηαλύζκαηα ηνπ TA A  

αληίζηνηρα. 

7. Αλ A  αληηζηξέςηκνο ηόηε: 

i)     1 1

2 2
n

s
k A cond A A A

s

    

ii) 
1

1

1 1
,..., T

n

A Vdiag U
s s

  
  

 
 

iii) 1

2

1

n

A
s

     

iv) 1 1 1 θαη ,  1,...,i i i i iA u s v Au s i n      

v) Η ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο ,Ax b   ζα δίλεηαη από ηε ζρέζε, 1

1

.
Tn
i

i

i i

u b
x A b v

s





   

Από ηελ ηειεπηαία ζρέζε (7.v) ζπκπεξαίλεηαη πσο, κηθξέο δηαηαξαρέο ζην δηάλπζκα ,b  κπνξνύλ 

λα επεξεάζνπλ ζεκαληηθά ηε ιύζε, δειαδή λα πξνθιεζνύλ κεγάιεο δηαηαξαρέο ζε απηή. Απηό 

θπζηθά ζπκβαίλεη όηαλ νη ηδηάδνπζεο ηηκέο ιακβάλνπλ αξθεηά κηθξέο ηηκέο (όπσο ε ns ). 

 

3.5.2 Υξεζηκόηεηα ηεο SVD θαη ε δηαθξηηή ζπλζήθε Picard 

 

Καηά ηελ παξνπζίαζε ηεο κεζόδνπ SVE, έγηλε εθηθηή ε δηαηύπσζε κηαο ζπλζήθεο, ε νπνία καο 

εμαζθαιίδεη ηόζν ηελ ύπαξμε ιύζεο ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο Fredholm Α΄ είδνπο, όζν όηη 

απηή ζα είλαη θαη ηεηξαγσληθά νινθιεξώζηκε. Καηά ηε δηαθξηηνπνίεζε ηνπ ζπλερνύο 

πξνβιήκαηνο, κηα αλάινγε ζπλζήθε γηα ηε ιύζε απηνύ, ζα ήηαλ εμίζνπ ηεο ίδηαο 

ζεκαληηθόηεηαο. ΢ηόρνο ηεο ζπγθεθξηκέλεο παξνπζίαζεο είλαη, λα δνζεί έκθαζε ζηε ζηελή 

ζρέζε πνπ ππάξρεη αλάκεζα ζηελ SVD θαη ηελ SVE, ζηελ θαηαλόεζε ησλ δπζθνιηώλ πνπ 

παξνπζηάδνπλ ηα δηαθξηηά αληίζηξνθα πξνβιήκαηα θαηά ηελ εμεύξεζε ιύζεο ηνπο, θαζώο θαη 

ζηε δηαηύπσζε κηαο αληίζηνηρεο δηαθξηηήο ζπλζήθεο Picard, όπσο έγηλε θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ 

ζπλερνύο πξνβιήκαηνο. 
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Αλαιύνληαο ηα γξακκηθά ζπζηήκαηα πνπ πξνέθπςαλ θαηά ηελ δηαθξηηνπνίεζε ηεο 

νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο Fredholm Α΄ είδνπο, ρξεζηκνπνηώληαο ηε κέζνδν SVD, παξαηεξείηαη 

πσο απηά παξνπζηάδνπλ θάπνηα ζπγθεθξηκέλα ραξαθηεξηζηηθά, πνπ είλαη άξξεθηα ζπλδεδεκέλα 

κε ηηο ηδηόηεηεο ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο, όπσο απηέο παξνπζηάζηεθαλ κέζσ ηεο SVE. 

Δάλ ππνζέζνπκε πσο ην ζπλερέο πξόβιεκα έρεη ηεηξαγσληθά νινθιεξώζηκε ιύζε, δειαδή 

ηζρύεη ε ζπλζήθε Picard, ηόηε εθαξκόδνληαο ηελ SVD γηα ην δηαθξηηνπνηεκέλν πξόβιεκα 

παξαηεξείηαη πσο ηόζν νη ηδηάδνπζεο ηηκέο ,is  όζν θαη ηα ηδηάδνληα δηαλύζκαηα ,  i iu v  ηνπ 

πηλάθα ,A  ζπκπεξηθέξνληαη κε παξόκνην ηξόπν, όπσο νη αληίζηνηρεο πνζόηεηεο πνπ 

εξεπλήζεθαλ θαηά ηελ παξνπζίαζε ηεο κεζόδνπ SVE. ΢πγθεθξηκέλα όζν νκαιόηεξνο είλαη ν 

ππξήλαο K , ηόζν γξεγνξόηεξε είλαη θαη ε κείσζε ησλ .is  Δπίζεο, νη πνζόηεηεο T

iu b  θζίλνπλ 

γξεγνξόηεξα από ηηο αληίζηνηρεο ηδηάδνπζεο ηηκέο .is  Φπζηθά ην ηειεπηαίν δελ ηζρύεη όηαλ ην 

ζπλερέο πξόβιεκα δελ επηδέρεηαη κηα ηεηξαγσληθά νινθιεξώζηκε ιύζε. 

Δδώ ζα πξέπεη λα επηζεκαλζεί πσο αθόκα θαη αλ ππάξρεη ε αθξηβήο ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο, 

ζπάληα κπνξεί λα ππνινγηζηεί ζηελ πξάμε. Απηό νθείιεηαη είηε ζην ζόξπβν (κηθξέο δηαηαξαρέο) 

πνπ κπνξεί λα ππάξρεη ζηα δεδνκέλα πνπ έρνπκε ζηε δηάζεζε καο, είηε αθόκε θαη ζηελ 

πεξίπησζε έιιεηςεο απηνύ, ηα ζθάικαηα πνπ ππεηζέξρνληαη, ιόγσ ηεο πεπεξαζκέλεο 

αξηζκεηηθήο αθξίβεηαο ηνπ ππνινγηζηή, είλαη αξθεηά ώζηε λα θαηαζηήζνπλ αλεπαξθή ηε ιύζε. 

Γηα λα ειέγμνπκε ηε ζπκπεξηθνξά ησλ ζπληειεζηώλ ηεο SVD ζρεδηάδνπκε ην ιεγόκελν 

δηάγξακκα Picard (Picard plot). Σν δηάγξακκα απηό απνηειείηαη από ηε ζρεδίαζε ησλ 

ζπληειεζηώλ ,T

iu b  ην ιόγν 
T

i

i

u b

s
 θαη ηηο ηδηάδνπζεο ηηκέο ,is  σο πξνο ην δείθηε .i  

Υξεζηκνπνηώληαο ην δηάγξακκα Picard ζε ζπλδπαζκό κε ηε δηαθξηηή ζπλζήθε πνπ ζα 

δηαηππσζεί ζηε ζπλέρεηα, κπνξνύκε λα ειέγμνπκε αλ ε ιύζε ηνπ δηαθξηηνύ πξνβιήκαηνο έρεη 

λόεκα, δειαδή αλ απνηειεί κηα πξνζεγγηζηηθή ιύζε ηνπ ζπλερνύο πξνβιήκαηνο. 

 

Διακριηή ζσνθήκη Picard: Έζησ k ην επίπεδν όπνπ νη ππνινγηδόκελεο ηδηάδνπζεο ηηκέο 

ζηαζεξνπνηνύληαη, ιόγσ ησλ ζθαικάησλ ζηξνγγύιεπζεο. Η δηαθξηηή ζπλζήθε Picard 

ηθαλνπνηείηαη αλ γηα όιεο ηηο ηδηάδνπζεο ηηκέο πνπ είλαη κεγαιύηεξεο από ην επίπεδν k, νη 

αληίζηνηρνη ζπληειεζηέο T

iu b  κεηώλνληαη γξεγνξόηεξα, θαηά κέζν όξν, ζε ζρέζε κε ηηο .is  
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Πξέπεη λα ζεκεησζεί πσο γηα ηελ εθαξκνγή ηεο παξαπάλσ ζπλζήθεο, αλ ζηα δεδνκέλα ππάξρεη 

ζόξπβνο, νη ζπληειεζηέο  ,T

iu b  πνπ ζηαζεξνπνηνύληαη ζην επίπεδν ηνπ ζνξύβνπ, πξέπεη λα κε 

ιακβάλνληαη ππόςε. 

Στήμα 3.1: ΢ηα παξαπάλσ δηαγξάκκαηα γίλεηαη θαηαλνεηή ε ρξεζηκόηεηα ηεο δηαθξηηήο ζπλζήθεο Picard. Δλώ ζην 

πξώην δηάγξακκα ηζρύεη ε ζπλζήθε Picard, όηαλ δηπιαζηάζνπκε ηε δηάζηαζε ηνπ πξνβιήκαηνο (n=60), παξαηεξνύκε 

από ην δεύηεξν δηάγξακκα, όηη νη νξνί 
i

s  θαη 
T

i
u b  ζηαζεξνπνηνύληαη ζην επίπεδν ηνπ ζνξύβνπ, ιόγσ ηεο 

πεπεξαζκέλεο αξηζκεηηθήο αθξηβείαο ηνπ ππνινγηζηή. Γηα λα απνθαλζνύκε εάλ ην πξόβιεκα έρεη ιύζε, ζα πξέπεη 

ζύκθσλα κε ηε δηαθξηηή ζπλζήθε Picard, νη νξνί πνπ βξίζθνληαη ζην επίπεδν ηνπ ζνξύβνπ λα κε ιεθζνύλ ππόςε. 

 

3.5.3 Τπνινγηζηηθή πξνζέγγηζε ηεο κεζόδνπ SVE 

 

Λόγσ ηεο ζηελήο ζρέζεο ησλ κεζόδσλ SVD θαη SVE, όπσο δηαπηζηώζεθε παξαπάλσ, 

απνδεηθλύεηαη όηη πξνζεγγίζεηο ησλ ηδηαδνπζώλ ηηκώλ i  θαη ησλ αληίζηνηρσλ ηδηαδνπζώλ 

ζπλαξηήζεσλ    ,  i iu s v t  ηεο κεζόδνπ SVE, κπνξνύλ λα επηηεπρζνύλ. 

Δθαξκόδνληαο ηε κέζνδν Galerkin γηα ηε δηαθξηηνπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο (2.3), ππό ηελ 

πξνϋπόζεζε όηη γίλεηαη ρξήζε νξζνθαλνληθώλ ζπλαξηήζεσλ βάζεο   
1

n

j j
x t


 θαη   

1
,

n

i i
y s

  

ηόηε ππνινγίδνληαο ηελ SVD ηνπ πίλαθα A  πνπ δίλεηαη από ηε ζρέζε (3.16), απνδεηθλύεηαη όηη: 
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 Οη n  ηδηάδνπζεο ηηκέο  n

is  απνηεινύλ πξνζεγγίζεηο ησλ n  ηδηαδνπζώλ ηηκώλ i  ηνπ 

ππξήλα .K   

 Δάλ νξίζνπκε ηηο ζρέζεηο: 

      
1

, 1,...,
n

n

j ij i

i

u s u y s j n


   (3.21) 

      
1

, 1,...,
n

n

j ij i

i

v t v x t j n


   (3.22) 

όπνπ ,  ij iju v  ηα ζηνηρεία ησλ ,  U V  αληίζηνηρα. Σόηε νη ζπλαξηήζεηο (3.21) θαη (3.22) απνηεινύλ 

πξνζεγγίζεηο ησλ n  αξηζηεξώλ θαη δεμηώλ ηδηαδνπζώλ ζπλαξηήζεσλ ηνπ ππξήλα K . Σν 

επόκελν ζεώξεκα εθθξάδεη αθξηβώο ηα παξαπάλσ απνηειέζκαηα. 

Θεώρημα 3.5.2: Έζησ K  ε λόξκα ηνπ ππξήλα K , ώζηε 
1 1

2 2 2

10 0

( , ) .i

i

K K s t dsdt 




 

Οξίδνπκε ηελ πνζόηεηα 
2 22 .n F

d K A   Σόηε ηζρύεη όηη: 

1.   
2

2

1

n
n

i i n

i

s d


   

2. γηα 1,...,i n  

i)  
0

n

i i ns d    

ii)    1n n

i i is s 


   

3. 
    

1
2

2
2

1

2
max  , 

n n n
i i i i

i i

d
u u v v

  

 
    

 
 

4.  
( )

n n

i iv v t  θαη  
( )

n n

i iu u s   όπνπ  , 0,1 .s t  

Έλα ζεκαληηθό πόξηζκα ησλ παξαπάλσ είλαη όηη νη ζπληειεζηέο T

iu b  ηεο SVD απνηεινύλ 

πξνζεγγίζεηο ησλ ζπληειεζηώλ ,iu g  (ζρέζε 2.12) πνπ πξνθύπηνπλ θαηά ηε ιύζε ηνπ 

ζπλερνύο πξνβιήκαηνο κε ρξήζε ηεο κεζόδνπ SVE. Γηα ηελ απόδεημε απηνύ, ρξεζηκνπνηνύκε ην 

γεγνλόο όηη ην εζσηεξηθό γηλόκελν    
,

n n

ju g  απνηειεί όιν θαη θαιύηεξε πξνζέγγηζε ηνπ

,ju g , δειαδή: 

    
, , , 1,..., .

n n n

j ju g u g j n   (3.23) 
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Υξεζηκνπνηώληαο ηηο ζρέζεηο (3.21) θαη (3.8) έρνπκε: 

 

   
1

1 10

1 1

1

, ( ) ( )

,

n n
n n

j ij i p p

i p

n n

ij p i p

i p

n

ij i

i

u g u y s b y s ds

u b y y

u b

 

 









 

 



  

                   .T

ju b  (3.24) 

Απόξξνηα ησλ παξαπάλσ είλαη πσο, ε ρξήζε ηεο κεζόδνπ Galerkin, γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ 

πίλαθα A , ζε ζπλδπαζκό κε ηνλ ππνινγηζκό ηεο SVD απηνύ, ζπλεπάγεηαη ηνλ «εύθνιν» 

πξνζδηνξηζκό όισλ ησλ ζεκαληηθώλ πνζνηήησλ πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ κέζνδν SVE. Δπνκέλσο 

ν έιεγρνο ζπλζήθεο ηνπ Picard κπνξεί γίλεη εθηθηόο ζηελ πεξίπησζε απηή. 

Στήμα 3.2: Πξνζέγγηζε ησλ ηδηαδνπζώλ ηηκώλ 
i

  ρξεζηκνπνηώληαο ηελ SVD, ζε ζπλδπαζκό κε ηε δηαθξηηνπνίεζε 

ηνπ πξνβιήκαηνο κέζσ ηεο κεζόδνπ Galerkin, θάλνληαο ρξήζε κηαο νξζνθαλνληθήο βάζεο. Παξαηεξνύκε πσο ε 

απόθιηζε είλαη κηθξή, γηα ην ιόγν απηό κπνξνύκε λα εμάγνπκε ζπκπεξάζκαηα όζνλ αθνξά ζηε δηαθξηηή ζπλζήθε 

Picard. 
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Στήμα 3.3: Παξαπάλσ απεηθνλίδνληαη νη έμη πξώηεο αξηζηεξά ηδηάδνπζεο ζπλαξηήζεηο (θόθθηλν ρξώκα) θαη νη 

αληίζηνηρεο πξνζεγγίζεηο ηνπο, γηα δεδνκέλν πξόβιεκα. Οη πξνζεγγίζεηο απνηεινύλ ηα έμη πξώηα αξηζηεξά ηδηάδνληα 

δηαλύζκαηα πνπ ππνινγηζηήθαλ κέζσ ηεο κεζόδνπ SVD. Η δηαθξηηνπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο έγηλε κέζσ ηεο κεζόδνπ 

Galerkin, θάλνληαο ρξήζε νξζνθαλνληθήο βάζεο. Όπσο παξαηεξνύκε νη πξνζεγγίζεηο είλαη αξθεηά αθξηβείο. 

 

 

3.6 Γεδνκέλα κε ζόξπβν 

 

3.6.1 Δηζαγσγή 

 

Σα δεδνκέλα πνπ ζπιιέγνληαη, γηα ηελ εμεύξεζε ιύζεο ησλ πξαγκαηηθώλ πξνβιεκάησλ, ηηο 

πεξηζζόηεξεο θνξέο πεξηέρνπλ ζθάικαηα, ηα νπνία νθείινληαη ζε αλαθξίβεηα ησλ νξγάλσλ 

κέηξεζεο ή θαη ζε άιινπο παξάγνληεο. Οη κηθξέο απηέο δηαηαξαρέο (perturbations), κπνξεί λα 

επεξεάζνπλ ζε έλα κεγάιν βαζκό ηελ ππνινγηδόκελε ιύζε, κε απνηέιεζκα ε πξνζέγγηζε πνπ 

επηηπγράλεηαη λα απέρεη ζεκαληηθά από ηελ πξαγκαηηθή ιύζε. ΢ηε βηβιηνγξαθία ησλ 

αληηζηξόθσλ πξνβιεκάησλ νη ιέμεηο δηαηαξαρή, ζόξπβνο θαη ζθάικα ζεσξνύληαη ζπλώλπκεο. 

Γηα ην ιόγν απηό, όηαλ ζηα κεηξνύκελα δεδνκέλα ππεηζέξρνληαη ζθάικαηα, ηόηε ιέκε πσο ηα 

δεδνκέλα πεξηέρνπλ ζόξπβν. ΢ηε ζπλέρεηα ζα κειεηεζνύλ ζπγθεθξηκέλα είδε ζθαικάησλ πνπ 

ππεηζέξρνληαη κόλν ζηε ζπλάξηεζε g  (δεδνκέλα) ηεο νινθιεξσηηθήο εμίζσζεο Fredholm Α΄ 

είδνπο θαη θαη’ επέθηαζε ζην δηάλπζκα b  ηνπ αληίζηνηρνπ δηαθξηηνπνηεκέλνπ πξνβιήκαηνο, 

όπσο επίζεο θαη ην πόζν απηά κπνξνύλ λα επεξεάζνπλ ηελ πξνζεγγηζηηθή ιύζε. Γηα ην ιόγν 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

(u
1
(50),u

1
)

 

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

(u
2
(50),u

3
)

 

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

(u
3
(50),u

3
)

 

 

u
i
(n)

u
i

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

(u
4
(50),u

4
)

 

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

(u
5
(50),u

5
)

 

 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

(u
6
(50),u

6
)

 

 



29 
 

απηό ζεσξνύκε ηα Ax b  θαη 
exact exactAx b  σο ην δηαηαξαγκέλν θαη κε δηαηαξαγκέλν ζύζηεκα 

αληίζηνηρα, όπνπ exactb b e   ην δηαηαξαγκέλν δηάλπζκα θαη e  ην δηάλπζκα ησλ δηαηαξαρώλ. 

Αλάινγα κε ην είδνο ηεο δηαηαξαρήο ζα κειεηεζεί πσο επεξεάδεηαη ε ιύζε x  ηνπ 

δηαηαξαγκέλνπ ζπζηήκαηνο. 

 

3.6.2 Γθανπζηαλόο Λεπθόο Θόξπβνο (Gaussian White Noise) 

 

Σν δηάλπζκα ησλ δεδνκέλσλ b  ιέγεηαη όηη πεξηέρεη ιεπθό ζόξπβν όηαλ γηα ηνλ πίλαθα 

ζπλδηαθύκαλζεο ηνπ δηαλύζκαηνο ησλ ζθαικάησλ ηζρύεη όηη   2 ,Cov e I  όπνπ 2  ε 

δηαζπνξά. ΢πγθεθξηκέλα Γθανπζηαλόο ιεπθόο ζόξπβνο πξνθύπηεη, όηαλ ηα ζηνηρεία ηνπ 

δηαλύζκαηνο ησλ ζθαικάησλ 
1me   αθνινπζνύλ ηελ ίδηα Γθανπζηαλή θαηαλνκή (θαλνληθή 

θαηαλνκή), κε κέζε ηηκή 0    θαη ηππηθή απόθιηζε  , δειαδή: 

 20,  ,   1,..., .ie N i m     

 

Μεξηθά ρξήζηκα απνηειέζκαηα ησλ παξαπάλσ ζπλνςίδνληαη σο εμήο: 

    2 20 ,    1,...,i iE e E e i m     

    2 2

2
0 , E e E e m   

     2TCov e E ee I   

 Σα ζηνηρεία ησλ δηαλπζκάησλ exactb  θαη e  ζεσξνύληαη αζπζρέηηζηα 

    exact exactE b E b e b    

   2Cov b I  

Η ηειεπηαία ζρέζε απνδεηθλύεηαη σο εμήο: 

        
   

 
2 .

T

T

exact exact

T

Cov b E b E b b E b

E b b b b

E ee

I

  

  




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Γηα ηε ιύζε x  ηνπ ζπζηήκαηνο Ax b , όπνπ A  ζεσξείηαη αληηζηξέςηκνο, ηζρύεη όηη: 

  1 1 1 1

exact exactx A b A b e A b A e         

      
1

1 2T TCov x A Cov b A A A


    

  
2

2
n

Cov x
s


   

Από ηελ ηειεπηαία ζρέζε ζπκπεξαίλεηαη πσο, αλ ν πίλαθαο A  είλαη πνιύ θαθήο θαηάζηαζεο, 

δειαδή   1k A , ηόηε θαη ν πίλαθαο ζπλδηαθύκαλζεο ζα πεξηέρεη πνιύ κεγάια ζηνηρεία, κε 

απνηέιεζκα ε ιύζε 1x A b  λα είλαη εμαηξεηηθά επαίζζεηε ζηηο δηαηαξαρέο. Γηα λα 

νινθιεξσζεί ε αλάιπζε, εμεηάδεηαη πσο ν Γθανπζηαλόο ζόξπβνο κπνξεί λα επεξεάζεη ηα 

ζηνηρεία ηεο SVD. 

Θεσξνύκε ην δηάλπζκα  T T T T

exact exactU b U b e U b U e    , ηόηε γηα θάζε δηάλπζκα ζηήιε ηνπ 

πίλαθα U  ηζρύεη: 

    1,..., .T T T

i i exact iu b u b u e i n     (3.25) 

Τπνινγίδνληαο ηελ ζπλδηαθύκαλζε ηεο ζρέζεο (3.25), πξνθύπηεη: 

     2 2 .T T TCov U e U Cov e U U U I     (3.26) 

Σν απνηέιεζκα απηό εθθξάδεη όηη ν κεηαθεξόκελνο ζόξπβνο ζηα ζηνηρεία ηεο SVD, κέζσ ηνπ 

δηαλύζκαηνο TU e  είλαη Γθανπζηαλόο ζόξπβνο. Δπνκέλσο ε πξνεγνύκελε αλάιπζε, κπνξεί κε 

παξόκνην ηξόπν λα πξνζαξκνζηεί θαη ζε απηή ηελ πεξίπησζε. 

Γηα ηελ πεξαηηέξσ αλάιπζε ππνζέηνπκε όηη: 

1. Η δηαθξηηή ζπλζήθε Picard ηζρύεη γηα ην κε δηαηαξαγκέλν πξόβιεκα, δειαδή νη 

πνζόηεηεο T

i exactu b  κεηώλνληαη γξεγνξόηεξα ζε ζρέζε κε ηηο ηδηάδνπζεο ηηκέο is  ηνπ 

πίλαθα .A  

2. Η λόξκα ηνπ δηαλύζκαηνο ησλ ζθαικάησλ e  είλαη κηθξόηεξε από απηή ηνπ exactb . Η 

ππόζεζε απηή ρξεζηκεύεη ζην λα κε ράλεηαη ε όιε απαξαίηεηε πιεξνθνξία πνπ έρνπκε 

από ην δηάλπζκα exactb , κέζα ζην δηάλπζκα ,b  ιόγσ ησλ κεγάισλ ζθαικάησλ πνπ κπνξεί 

λα ππάξρνπλ. 
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Από ηηο παξαπάλσ δπν ππνζέζεηο ζε ζπλδπαζκό κε ηηο SVD πνζόηεηεο θαηαιήγνπκε ζην 

ζπκπέξαζκα: 

 
,

, .

T T T

i exact i exact iT T T

i i exact i T T T

i i exact i

u b u b u e
u b u b u e

u e u b u e

 
   



  (3.27) 

Η ζρέζε (3.27) καο πιεξνθνξεί όηη ππάξρνπλ ζπληειεζηέο πνπ ιακβάλνπλ ηηκέο πνιύ 

κεγαιύηεξεο από ηα ζθάικαηα πνπ ππεηζέξρνληαη ζηα δεδνκέλα, δειαδή T

iu b  , επνκέλσο 

πεξηέρνπλ ζρεδόλ απηνύζηα ηελ πιεξνθνξία ηνπ δηαλύζκαηνο exactb . Λόγσ ηεο δηαθξηηήο 

ζπλζήθεο Picard ζπκπεξαίλεηαη όηη νη ζπληειεζηέο απηνί αληηζηνηρνύλ ζηηο κεγαιύηεξεο 

ηδηάδνπζεο ηηκέο .is  Από ηελ άιιε βέβαηα, πάιη ιόγσ ηεο δηαθξηηήο ζπλζήθεο Picard γηα ηηο 

κηθξόηεξεο ηδηάδνπζεο ηηκέο is  νη αληίζηνηρεο πνζόηεηεο T

i exactu b  ιακβάλνπλ ηηκέο αξθεηά 

θνληά ζην κεδέλ, ώζηε ,T

i exactu b   κε απνηέιεζκα .T

iu b   

 

3.6.3 Οκνηόκνξθα θαηαλεκεκέλνο Λεπθόο Θόξπβνο 

 

Μηα αλάινγε αλάιπζε κε ηνλ Γθανπζηαλό ιεπθό ζόξπβν ηζρύεη θαη γηα ηνλ νκνηόκνξθα 

θαηαλεκεκέλν ιεπθό ζόξπβν. Απηό ην είδνο ζνξύβνπ κπνξεί λα πξνθύςεη όηαλ ηα κεηξνύκελα 

δεδνκέλα αλαπαξίζηαληαη από έλα πεπεξαζκέλν ζύλνιν ζεκείσλ. Γηα παξάδεηγκα όηαλ ην 

κεηξνύκελν ζήκα αλαπαξίζηαηαη από έλαλ αθέξαην. ΢πγθεθξηκέλα όηαλ ηα ζηνηρεία ie  ηνπ 

δηαλύζκαηνο ησλ ζθαικάησλ e  είλαη αζπζρέηηζηα θαη πξνέξρνληαη από ηελ ίδηα νκνηόκνξθε 

θαηαλνκή ζην δηάζηεκα 3 , 3  
 

 ηόηε ηζρύεη όηη: 

   0iE e   

  2 2

iE e   

   0E e   

  2 2

2
.E e m  
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3.6.4 Μεηαζρεκαηηζκόο ηπραίνπ ζνξύβνπ ζε ιεπθό ζόξπβν (Prewhitening) 

 

Η ζρεηηθή απιόηεηα ηνπ ιεπθνύ ζνξύβνπ, ππό ηελ έλλνηα όηη κπνξεί λα αλαγλσξηζηεί ρσξίο 

ηδηαίηεξν θόπν κέζσ ησλ δεδνκέλσλ ηνπ πξνβιήκαηνο, δίλεη ηε δπλαηόηεηα κηαο εύθνιεο 

επηινγήο ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο, όπσο ζα δηαθαλεί ζην επόκελν θεθάιαην, θαζώο 

δεκηνπξγεί θαη ην εξώηεκα αλ ζα ήηαλ δπλαηή ε κεηαηξνπή ελόο πξνβιήκαηνο πνπ δελ πεξηέρεη 

ιεπθό ζόξπβν, ζε έλα πξόβιεκα ιεπθνύ ζνξύβνπ. Η απάληεζε ζην παξαπάλσ εξώηεκα είλαη 

ζεηηθή. ΢πγθεθξηκέλα νη θιάδνη ηεο ζηαηηζηηθήο θαη ηεο επεμεξγαζίαο ζήκαηνο καο εθνδηάδνπλ 

κε κηα από ηηο πνιιέο κεζόδνπο πνπ δηαζέηνπλ ζην νπινζηάζην ηνπο, γλσζηή θαη σο 

prewhitening, κέζσ ηεο νπνίαο έλα πξόβιεκα πνπ δελ πεξηέρεη ιεπθό ζόξπβν κπνξεί λα 

κεηαζρεκαηηζηεί θαηάιιεια ζε έλα πξόβιεκα ιεπθνύ ζνξύβνπ. Γηα ηελ πεξηγξαθή ηεο κεζόδνπ 

ζεσξείηαη όηη ην δηάλπζκα δεδνκέλσλ b  ηνπ πξνβιήκαηνο Ax b  είλαη ηεο κνξθήο, 

exactb b e   όπνπ e  είλαη ην δηάλπζκα ησλ ζθαικάησλ κε πηλάθα ζπλδηαθύκαλζεο  .Cov e  Ο 

ζόξπβνο πνπ ππεηζέξρεηαη ζηα δεδνκέλα δελ είλαη ιεπθόο θαη ην κε δηαηαξαγκέλν πξόβιεκα 

ηθαλνπνηεί ηε δηαθξηηή ζπλζήθε Picard. Αξρηθά γηα ηελ εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ, ππνινγίδεηαη ε 

παξαγνληνπνίεζε Cholesky ηνπ πίλαθα ζπλδηαθύκαλζεο ησλ ζθαικάησλ θαη κεηαζρεκαηίδεηαη 

ην δηάλπζκα ησλ δεδνκέλσλ ,b  ζπγθεθξηκέλα: 

   TCov e P P  (3.28) 

όπνπ P  άλσ ηξηγσληθόο πίλαθαο, ελώ ην κεηαζρεκαηηζκέλν δηάλπζκα ησλ δεδνκέλσλ δίλεηαη 

από ηε ζρέζε: 

 .T T T

pw exactb P b P b P e      (3.29) 

Ο πίλαθαο ζπλδηαθύκαλζεο ηνπ δηαλύζκαηνο ησλ ζθαικάησλ γηα ην κεηαζρεκαηηζκέλν 

δηάλπζκα pwb  πξνθύπηεη σο εμήο: 

     1 1T T T TCov P e P Cov e P P P PP I        (3.30) 

από ηε ζρέζε (3.30) παξαηεξείηαη πσο ν ζόξπβνο πνπ θιεξνλνκεί ην κεηαζρεκαηηζκέλν 

δηάλπζκα δεδνκέλσλ είλαη ιεπθόο. 

Σέινο, γηα ηελ νινθιήξσζε ηεο κεζόδνπ, ζα πξέπεη θαη ν πίλαθαο A  ηνπ πξνβιήκαηνο λα 

κεηαζρεκαηηζηεί αλάινγα, όπσο ην δηάλπζκα δεδνκέλσλ ,b  γηα ην ιόγν απηό πνιιαπιαζηάδεηαη 

κε ηνλ πίλαθα .TP
 

 



33 
 

Έηζη ην ηειηθό πξνο επίιπζε πξόβιεκα ιακβάλεη ηε κνξθή: 

    
2

min .T T T T

x
P A x P b ή P A x P b      (3.31) 

Τπάξρνπλ αξθεηά είδε ζνξύβνπ πνπ είλαη δπλαηόλ λα εηζαρζνύλ ζηα δεδνκέλα, σζηόζν ζε 

πνιιέο εθαξκνγέο κπνξεί λα ζεσξεζεί πσο ν ζόξπβνο απηόο είλαη θαηά πξνζέγγηζε ιεπθόο. 

Αλαθνξηθά κε ηα είδε ζνξύβνπ πνπ εκθαλίδνληαη ζπρλά ζηελ πξάμε είλαη ν ζόξπβνο Poisson, ν 

έγρξσκνο ζόξπβνο επξείαο δώλεο (broad-band colored noise) θαη ν ζπζρεηηζκέλνο κε ην ζήκα 

ζόξπβνο (signal correlated noise).  
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Κεθάιαην 4
ν
  

Μέζνδνη Οκαινπνίεζεο  

 

 

4.1 Δηζαγσγή 

 

΢ην παξόλ εδάθην γίλεηαη παξνπζίαζε ησλ κεζόδσλ νκαινπνίεζεο, σο κέζνδνη κέζσ ησλ 

νπνίσλ επηηπγράλεηαη κηα πξνζεγγηζηηθή ιύζε ιηγόηεξν επαίζζεηε ζηηο δηαηαξαρέο, γηα ην 

αληίζηξνθν δηαθξηηό πξόβιεκα. Όπσο δηαθαίλεηαη θαη από ηελ αλάιπζε ησλ πξνεγνύκελσλ 

θεθαιαίσλ, ε θιαζηθή ιύζε 1x A b  ηνπ αληηζηξόθνπ δηαθξηηνύ πξνβιήκαηνο, ηηο 

πεξηζζόηεξεο θνξέο είλαη κε αμηνπνηήζηκε, ππό ηελ έλλνηα όηη απέρεη αξθεηά από ηελ 

πξαγκαηηθή. Απηό θπζηθά νθείιεηαη ζην γεγνλόο όηη ν δείθηεο θαηάζηαζεο ηνπ πίλαθα ησλ 

πξνβιεκάησλ απηνύ ηνπ είδνπο, ιακβάλεη πνιύ κεγάιεο ηηκέο, κε απνηέιεζκα ε θιαζηθή ιύζε 

1( )x A b  λα είλαη εμαηξεηηθά επαίζζεηε ηόζν ζε ζθάικαηα ζηξνγγύιεπζεο, όζν θαη ζε 

ζθάικαηα κεηξήζεσλ ησλ δεδνκέλσλ. Σν παξόλ πξόβιεκα αληηκεησπίδεηαη κέζσ ησλ κεζόδσλ 

νκαινπνίεζεο, ε ινγηθή ησλ νπνίσλ είλαη ε επηβνιή κηαο νκαιόηεηαο ή ιεηόηεηαο ζηελ 

ππνινγηδόκελε ιύζε, ώζηε ζηνηρεία πνπ πεξηέρνπλ ζόξπβν, εμαιείθνληαη θαη ε ιύζε γίλεηαη 

ιηγόηεξν επαίζζεηε ζε δηαηαξαρέο. Θα εηζαρζνύλ ηξεηο κέζνδνη νκαινπνίεζεο, ε κέζνδνο 

απνθνπήο SVD (truncated SVD), ε κέζνδνο ηεο επηιεθηηθήο SVD (selective SVD) θαη ε κέζνδνο 

Tikhonov. Πξέπεη λα αλαθεξζεί πσο γηα ηελ πεξαηηέξσ αλάιπζε ησλ παξαπάλσ ζα γίλεη θαη εδώ 

ρξήζε ηεο κεζόδνπ SVD. ΢πγθεθξηκέλα, ε νκαινπνηεκέλε ιύζε πνπ παξάγεη ε θάζε κέζνδνο 

κπνξεί λα ραξαθηεξηζηεί ζαλ κηα θηιηξαξηζκέλε SVD πνπ έρεη ηε κνξθή: 

 
1

Tn
i

reg i i

i i

u b
x v

s




  (4.1) 

όπνπ i  ν παξάγνληαο ή ζπληειεζηήο θηιηξαξίζκαηνο ηεο εθάζηνηε κεζόδνπ. 

Γηα ηελ παξνπζίαζε ησλ κεζόδσλ ππνζέηνπκε όηη ν πηλάθαο ηνπ δηαθξηηνπνηεκέλνπ 

πξνβιήκαηνο είλαη ν m nA   όπνπ m n , δειαδή κειεηάκε ηελ πεξίπησζε θαιώο νξηζκέλσλ 

θαη ππέξ-νξηζκέλσλ πξνβιεκάησλ. Δπίζεο ν ζόξπβνο πνπ ππεηζέξρεηαη ζηα δεδνκέλα είλαη 
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Γθανπζηαλόο θαη γηα ην κε δηαηαξαγκέλν πξόβιεκα, exact exactAx b  ή 
2

min ,exact
x

Ax b  

ηθαλνπνηείηαη ε δηαθξηηή ζπλζήθε Picard. 

 

 

4.2 Μέζνδνο απνθνπήο SVD (Truncated SVD) 

 

Η κέζνδνο απνθνπήο SVD (TSVD), είλαη κηα κέζνδνο νκαινπνίεζεο, ε θαηαζθεπή ηεο νπνίαο 

ζηεξίδεηαη ζηε βαζηθή ηδέα όηη νη SVD όξνη T

iu b  πνπ θπξηαξρνύληαη από ζόξπβν, ζα πξέπεη λα 

κελ ζπκπεξηιεθζνύλ θαηά ηνλ ηειηθό ππνινγηζκό ηεο πξνζεγγηζηηθήο ιύζεο. ΢πγθεθξηκέλα, 

από ηε ζρέζε (3.24) απνδείρηεθε όηη γηα κηθξέο ηηκέο ηνπ δείθηε ,i  ηζρύεη όηη 

,T T T

i i i exact i i exactu b s u b s v x   ελώ γηα ηηο κεγαιύηεξεο ηηκέο ηνπ δείθηε, πξνθύπηεη όηη 

.T T

i i i iu b s u e s  Η ιύζε ηεο κεζόδνπ TSVD νξίδεηαη σο ε ιύζε ,px  ε νπνία πξνθύπηεη από ηελ 

θιαζηθή ιύζε 
1

Tn
i

i

i i

u b
x v

s

  ηνπ δηαθξηηνπνηεκέλνπ αληηζηξόθνπ πξνβιήκαηνο ,Ax b  

θξαηώληαο ηνπο p  πξώηνπο όξνπο ηεο θιαζηθήο ιύζεο, δειαδή: 

 
1

.
Tp

i
p i

i i

u b
x v

s

  (4.2) 

 

Πξέπεη λα αλαθεξζεί όηη ην θξηηήξην επηινγήο ηεο παξακέηξνπ απνθνπήο p , όζν ν ζόξπβνο 

πεξηνξίδεηαη ζην δηάλπζκα ησλ δεδνκέλσλ ,b  εμαξηάηαη από ηε ζπκπεξηθνξά ησλ όξσλ .T

iu b  

΢πγθεθξηκέλα, ε παξάκεηξνο απνθνπήο νξίδεηαη σο ην ζεκείν απνθνπήο κεηαμύ ησλ όξσλ πνπ 

παξακέλνπλ ζηε ιύζε θαη εθείλσλ πνπ θηιηξάξνληαη από απηή. Γηα ηελ επηινγή ηεο 

παξακέηξνπ, κηα απιή παξαηήξεζε ηνπ δηαγξάκκαηνο Picard κπνξεί εύθνια λα καο ππνδείμεη 

πνηα ζα πξέπεη λα είλαη ε ηηκή ηεο θαη θαη’ αληηζηνηρία πνηνί ζα είλαη νη όξνη πνπ πξέπεη λα 

απνθιεηζηνύλ γηα ηελ εμαγσγή ηεο πξνζεγγηζηηθήο ιύζεο .px  
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4.2.1 Δλαιιαθηηθόο νξηζκόο ηεο κεζόδνπ TSVD 

 

Έλαο εμίζνπ ζεκαληηθόο, ελαιιαθηηθόο ηξόπνο ππάξρεη γηα ηνλ νξηζκό ηεο κεζόδνπ TSVD. Η 

βαζηθή ηδέα ζηελ ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, είλαη ε αληηθαηάζηαζε ηνπ πξνο επίιπζε 

αληηζηξόθνπ πξνβιήκαηνο Ax b   ή 
2

min
x

Ax b  κε έλα ηξνπνπνηεκέλν θαη θαιύηεξνπ δείθηε 

θαηάζηαζεο πξόβιεκα ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ πνπ έρεη ηε κνξθή 
2

min .p
x

A x b  Ο πίλαθαο pA  

είλαη έλα πίλαθαο βαζκνύ  prank A p  θαη δείθηε θαηάζηαζεο   1
p

p

s
cond A

s
  πνπ νξίδεηαη 

σο εμήο: 

 

1

1 1

1

| | | |

.

| | | |

T

p
T

p p p i i i

i

p

s

A u u v v u s v

s


    
    

     
    
    

  (4.3) 

Η γεληθή ιύζε ηνπ ηξνπνπνηεκέλνπ πξνβιήκαηνο ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ 
2

min p
x

A x b  δελ 

είλαη κνλαδηθή θαη δίλεηαη από ζρέζε: 

 
1 1

 όπνπ   1,..., .
Tp n
i

i i i i

i i pi

u b
x v c v c i p n

s  

         (4.4) 

Γηα λα επηηεπρζεί ε κνλαδηθόηεηα ηεο ιύζεο, ε ειαρηζηνπνίεζε ηεο λόξκαο απηήο, κπνξεί λα 

επηβιεζεί ζαλ πεξηνξηζκόο. Δπνκέλσο ην ηξνπνπνηεκέλν πξόβιεκα πνπ έρνπκε λα ιύζνπκε έρεη 

ηε κνξθή: 

 
2 2

min  ππό ηνλ πεξηνξηζκό min .p
x

x A x b  (4.5) 

Η ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο (4.5) δίλεηαη από ηε ζρέζε 
1

,
Tp

i
p

i i

u b
x x

s

   ε νπνία πξνθύπηεη από 

ηελ (4.4) αλ ζέζνπκε 0,   1,..., .ic i p n      

Σέινο έλαο ελαιιαθηηθόο ηξόπνο γξαθήο ηεο παξαπάλσ ιύζεο, κε ηε κνξθή πηλάθσλ, είλαη: 

 

1

1

†

1 1

1

| | | |

| | | |

T

p p p p

p

s

x v v u u b A b

s





    
    

     
    
    

  (4.6) 

όπνπ † 1

1

p
T

p i i i

i

A v s u



  θαη νλνκάδεηαη ςεπδναληίζηξνθνο ηνπ .A   
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4.2.2 ΢ηαηηζηηθή αλάιπζε ιύζεο TSVD 

 

Γηα ηελ πεξαηηέξσ αλάιπζε ηεο ζπκπεξηθνξάο ηεο ιύζεο 
px  γίλεηαη έιεγρνο κεξνιεςίαο ηεο 

ιύζεο θαζώο θαη ππνινγηζκόο ηνπ πίλαθα ζπλδηαθύκαλζεο απηήο. Τπελζπκίδεηαη πσο ν 

ζόξπβνο πνπ ππεηζέξρεηαη ζηα δεδνκέλα είλαη Γθανπζηαλόο, επνκέλσο γηα ην δηάλπζκα ησλ 

ζθαικάησλ ηζρύεη όηη   2 .Cov e I  

Η ζπλδηαθύκαλζε ηεο px  ππνινγίδεηαη σο εμήο: 

 

   

  

 

 

  

†

†

† †

†

† †

2 1 1

1 1

p p

p exact

p exact p

p

T

p p

p p
T T

i i i i i i

i i

Cov x Cov A b

Cov A b e

Cov A b A e

Cov A e

A Cov e A

v s u u s v  

 



 

 





  
   

  
 

   

 2

2
1

                       .
Tp

i i

i i

v v

s




    (4.7) 

Η λόξκα ηεο παξαπάλσ πνζόηεηαο δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

  
2

22
.p

p

Cov x
s


   (4.8) 

Δλώ ε θιαζηθή ιύζε 1x A b  ηνπ αληηζηξόθνπ δηαθξηηνπνηεκέλνπ πξνβιήκαηνο είλαη κηα 

ακεξόιεπηε εθηηκήηξηα δηόηη: 

 

   

  

 
 

1

1

1

exact

exact

exact

E x E A b

E A b e

E A b

E x









 





   

         exactx  (4.9) 

ην αληίζηνηρν δελ ζπκβαίλεη γηα ηε ιύζε πνπ πξνθύπηεη από ηε ρξήζε ηεο TSVD κεζόδνπ. 

Γειαδή ε κεξνιεςία ηεο ιύζεο px  είλαη κε κεδεληθή θαη απηό θαίλεηαη εύθνια από ην εμήο: 
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 

 

1

1

1

Tp

i
p i

i i

Tp

i exact
i

i i

p
T

i exact i

i

u b
E x E v

s

u b
E v

s

v x v







 
  

 

 
  

 









   

               
1

   .
n

T

exact i exact i

i p

x v x v
 

    (4.10) 

Δμαηηίαο ηνπ γεγνλόηνο όηη ε δηαθξηηή ζπλζήθε Picard ηθαλνπνηείηαη γηα ην κε δηαηαξαγκέλν 

πξόβιεκα, εμάγεηαη ην ζπκπέξαζκα όηη ε λόξκα ηνπ όξνπ ηεο κεξνιεςίαο, πνπ δίλεηαη από 

ζρέζε: 

    
1

2
2

1 12

,
n n

T T

i exact i i exact

i p i p

v x v v x
   

 
  
 

    (4.11) 

είλαη αξθεηά κηθξόηεξε από απηή ηεο αθξηβνύο ιύζεο,  
1

2
2

2
1

n
T

exact i exact

i

x v x


 
  
 
 , ηνπ κε 

δηαηαξαγκέλνπ πξνβιήκαηνο. Δπνκέλσο ε κέζνδνο TSVD καο παξέρεη κηα αξθεηά θαιή 

πξνζεγγηζηηθή ιύζε, ε νπνία δηαθνξνπνηείηαη σο πξνο έλα κηθξό βαζκό από ηελ πξαγκαηηθή 

.exactx  

Στήμα 4.1: ΢ηα παξαπάλσ δηαγξάκκαηα απεηθνλίδεηαη ε πξαγκαηηθή ιύζε πξνβιήκαηνο ζε ζπλδπαζκό κε ηελ 

πξνζεγγηζηηθή ιύζε, πνπ πξνθύπηεη γηα ηηο δηάθνξεο επηινγέο ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο p ηεο κεζόδνπ TSVD, γηα 

δεδνκέλν πξόβιεκα. Παξαηεξνύκε όηη γηα κηθξέο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο, π.ρ. p=2, επηβάιιεηαη κεγάιε 

νκαιόηεηα ζηελ πξνζεγγηζηηθή ιύζε, κε απνηέιεζκα απηή λα απέρεη από ηελ πξαγκαηηθή. Αληίζεηα γηα κεγάιεο ηηκέο 

ηεο παξακέηξνπ, π.ρ. p=16, ππεηζέξρνληαη ζθάικαηα ζηελ πξνζεγγηζηηθή ιύζε, κε απνηέιεζκα λα εκθαλίδεηαη ππό -

νκαινπνηεκέλε. Σέινο, γηα ηελ ηηκή p=14, ε πξνζέγγηζε πνπ επηηπγράλεηαη είλαη αξθεηά αθξηβήο. 

0 10 20 30 40 50 60
0

0.5

1

1.5
p=2

0 10 20 30 40 50 60
0

0.5

1

1.5
p=4

0 10 20 30 40 50 60
0

0.5

1

1.5
p=6

0 10 20 30 40 50 60
0

0.5

1

1.5
p=8

0 10 20 30 40 50 60
0

0.5

1

1.5
p=10

0 10 20 30 40 50 60
-0.5

0

0.5

1

1.5
p=12

0 10 20 30 40 50 60
-0.5

0

0.5

1

1.5
p=14

0 10 20 30 40 50 60
-0.5

0

0.5

1

1.5
p=16

0 10 20 30 40 50 60
-0.5

0

0.5

1

1.5
p=18

 

 

x
exact

x
p



40 
 

4.3 Μέζνδνο ηεο επηιεθηηθήο SVD (Selective SVD) 

 

Καηά ηνλ ππνινγηζκό ηεο πξνζεγγηζηηθήο ιύζεο ελόο δηαθξηηνπνηεκέλνπ αληηζηξόθνπ 

πξνβιήκαηνο, θάπνηεο θνξέο δελ είλαη απαξαίηεην όινη νη SVD όξνη T

iu b  λα ζπκκεηέρνπλ ζηε 

δηακόξθσζε ηεο ιύζεο 
1

Tn
i

i i

u b
x

s

 , είηε γηαηί απηνί επεξεάδνληαη ζε έλα κεγάιν βαζκό από ην 

ζόξπβν, είηε γηαηί κπνξεί λα ιακβάλνπλ ηηκέο αξθεηά θνληά ζην κεδέλ, ώζηε ε ζπλεηζθνξά ηνπο 

ζηε ιύζε λα είλαη κεδακηλή. Υαξαθηεξηζηηθό παξάδεηγκα είλαη ε πεξίπησζε ελόο πξνβιήκαηνο 

γηα ηνπο SVD όξνπο ηνπ νπνίνπ ηζρύεη όηη  2 1 0  2,..., 2 .T

iu b i n     Δίλαη θαλεξό πσο ζε απηή 

ηελ πεξίπησζε ε ζπλεηζθνξά ησλ ζπγθεθξηκέλσλ όξσλ ζηε ιύζε είλαη κεδεληθή θαη σο εθ 

ηνύηνπ δελ ππάξρεη ιόγνο λα ζπκπεξηιεθζνύλ ζε απηήλ. Κξίλεηαη ινηπόλ απαξαίηεην ε 

θαηαζθεπή κηαο λέαο κεζόδνπ ε νπνία ζα ηθαλνπνηεί ηα παξαπάλσ. Η κέζνδνο απηή νλνκάδεηαη 

κέζνδνο ηεο επηιεθηηθήο SVD (SSVD) θαη ζηελ πξαγκαηηθόηεηα απνηειεί κηα δηαθνξεηηθή 

εθδνρή ηεο TSVD κεζόδνπ. Πην ζπγθεθξηκέλα ε πξνζεγγηζηηθή ιύζε ηεο SSVD κεζόδνπ 

ππνινγίδεηαη σο εμήο, δνζέληνο ελόο θξάγκαηνο k  ε SSVD ιύζε δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

 .
T
i

T

i
k i

iu b k

u b
x v

s


   (4.12) 

Με δηαθνξεηηθά ιόγηα, ε παξαπάλσ ζρέζε καο πιεξνθνξεί όηη κόλν νη SVD όξνη T

iu b , ησλ 

νπνίσλ ε απόιπηε ηηκή είλαη κεγαιύηεξε ηνπ θξάγκαηνο k , κπνξνύλ λα ζπκκεηάζρνπλ ζηελ 

εμαγσγή ηεο πξνζεγγηζηηθήο ιύζεο. Υξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε (4.1), εύθνια γίλεηαη αληηιεπηό 

όηη ν ζπληειεζηήο θηιηξαξίζκαηνο, όπνπ ζηε ζπγθεθξηκέλε κέζνδν ζπκβνιίδεηαη κε  
,

k

i  έρεη 

ηελ εμήο κνξθή: 

 
  1,

.
0,

T

k i

i

u b k

ά




 
 


 (4.13) 

Η επηινγή ηνπ θξάγκαηνο k  γίλεηαη θαηά ηξόπν ώζηε, ζηνηρεία πνπ επεξεάδνληαη ζεκαληηθά 

θαη βξίζθνληαη θάησ από ην επίπεδν ζνξύβνπ, λα απνθιείνληαη θαηά ηνλ ππνινγηζκό ηεο ιύζεο

.kx  Δπεηδή έρνπκε ππνζέζεη όηη ην δηάλπζκα δεδνκέλσλ b  πεξηέρεη Γθανπζηαλό ζόξπβν, ν 

ζόξπβνο ησλ αληίζηνηρσλ SVD όξσλ 
T

iu b  είλαη όπσο έρεη απνδεηρζεί Γθανπζηαλόο. Δπνκέλσο 

κηα επηινγή ηνπ θξάγκαηνο ,k  πξνθεηκέλνπ λα κελ ιακβάλνληαη ππόςε όξνη πνπ βξίζθνληαη 

θνληά ζην επίπεδν ζνξύβνπ, είλαη εμήο: 
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 ,sk w  (4.14) 

όπνπ sw  νλνκάδεηαη ν ζπληειεζηήο αζθαιείαο θαη παίξλεη ηηκέο ζπλήζσο ηξία θαη πέληε. 

 

 

4.4. Μέζνδνο νκαινπνίεζεο Tikhonov 

 

΢ύκθσλα κε ηα όζα έρνπλ αλαθεξζεί έσο ηώξα γηα ηηο κεζόδνπο νκαινπνίεζεο, ηόζν ε κέζνδνο 

TSVD, όζν θαη ε SSVD κπνξνύλ εύθνια λα ππνινγηζηνύλ, αξθεί λα έρεη πξνεγεζεί ν 

πξνζδηνξηζκόο ηεο SVD γηα ηνλ πίλαθα ,A  ηνπ δηαθξηηνπνηεκέλνπ αληηζηξόθνπ πξνβιήκαηνο. 

Όζνλ αθνξά πξνβιήκαηα κηθξήο δηάζηαζεο θαη νη δπν κέζνδνη εθηηκώληαη γξήγνξα, δηόηη ε 

SVD ηνπ πίλαθα ,A  ππνινγίδεηαη ζε ζύληνκν ρξνληθό δηάζηεκα. Από ηελ άιιε, γηα 

πξνβιήκαηα κεγάιεο δηάζηαζεο, ν ππνινγηζκόο ηεο SVD κπνξεί λα είλαη επίπνλνο θαη 

ρξνλνβόξνο. Δπνκέλσο είλαη ζεκαληηθό λα αλαδεηεζεί κηα λέα κέζνδνο, ε νπνία ζα εμαζθαιίδεη 

αθξηβή απνηειέζκαηα ζε ζύληνκν ρξνληθό δηάζηεκα. Μηα ηέηνηα ζεκαληηθή κέζνδνο, είλαη ε 

κέζνδνο νκαινπνίεζεο Tikhonov, ε νπνία βαζίδεηαη ζηε ιύζε ελόο ηξνπνπνηεκέλνπ 

πξνβιήκαηνο. 

Έζησ ην πξνο επίιπζε πξόβιεκα: 

 
2 2 2

2 2
min  ππό ηνλ πεξηνξηζκό ,

x
Ax b x    (4.15) 

ρξεζηκνπνηώληαο ην ζεώξεκα πνιιαπιαζηαζηώλ ηνπ Lagrange, ππάξρεη l  ώζηε ε (4.15) λα 

ιάβεη ηελ ηζνδύλακε κνξθή: 

   2 2 2

2 2
min

x
Ax b l x     (4.16) 

Δπηβάιινληαο ηελ απαίηεζε: 

 
  

 

2 2 2

2 2

0 0T
Ax b l x

A Ax b lx
x

   
    


 (4.17) 

θαη ζέηνληαο 
2l  , ε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο (4.16) είλαη ηζνδύλακε κε ηε ιύζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο: 

  2 22

2 2
min

x
Ax b x   (4.18) 
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Σν πξόβιεκα (4.18) νλνκάδεηαη πξόβιεκα Tikhonov, ελώ ε αληίζηνηρε ιύζε x  ιέγεηαη ιύζε 

Tikhonov. 

΢ηε ζπλέρεηα θξίλεηαη ζεκαληηθό λα εξκελεπζνύλ νη όξνη πνπ ζπγθξνηνύλ ην πξόβιεκα 

Tikhonov. 

Ο παξάγνληαο 
2

2
Ax b  ή ππόινηπν όπσο είλαη γλσζηό, νπζηαζηηθά κεηξά ηελ θαιή 

πξνζαξκνγή, δειαδή ην πόζν θαιά ε ιύζε x  πξνβιέπεη ηα δεδνκέλα ηνπ δηαλύζκαηνο .b  ΢ηελ 

πεξίπησζε πνπ ν όξνο απηόο ιακβάλεη κεγάιεο ηηκέο, απηό ζεκαίλεη πσο ην δηάλπζκα x  δελ 

απνηειεί ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Από ηελ άιιε, ρξεηάδεηαη ηδηαίηεξε πξνζνρή ώζηε ην 

ππόινηπν λα κε γίλεηαη κηθξόηεξν από ην κέζν όξν ησλ ζθαικάησλ ηνπ δηαλύζκαηνο ,b  δηόηη 

ζηελ πεξίπησζε απηή, ν ζόξπβνο πνπ ππάξρεη ζηα δεδνκέλα, ελζσκαηώλεηαη ζην δηάλπζκα ηεο 

ιύζεο ,x  θάηη ην νπνίν δελ επηζπκείηαη. 

Ο όξνο 
2

2
x  κεηξά ηελ θαλνληθόηεηα ηεο ιύζεο, δειαδή ην πόζν νκαιή είλαη απηή. Όπσο 

είδακε ζηα πξνεγνύκελα θεθάιαηα, ε θιαζηθή ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο 
1

Tn
i

i i

u b
x

s

  ζπλήζσο 

επεξεάδεηαη από όξνπο κεγάιεο ζπρλόηεηαο, εμαηηίαο ηνπ ζνξύβνπ πνπ πεξηέρνπλ. Η 

πξνζπάζεηα επνκέλσο κείσζεο ηεο λόξκα ηεο ιύζεο ,x  δειαδή ηνπ όξνπ 
2

2
x , θαζηζηά εθηθηό 

ηνλ πεξηνξηζκό ηνπ ζνξύβνπ ησλ πςειόζπρλσλ ζηνηρείσλ. 

Σέινο, ν ζπληειεζηήο 2  κε 0,   είλαη ππεύζπλνο γηα ηελ ηζνξξνπία κεηαμύ ησλ δπν 

πξνεγνύκελσλ όξσλ. Όζν κεγαιύηεξεο ηηκέο ιακβάλεη ην  , ηόζν κεγαιύηεξε έκθαζε δίλεηαη 

ζηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο λόξκαο 
2

x  θαη θαη’ επέθηαζε ζηελ νκαιόηεηα ηεο ιύζεο. 

΢πγθεθξηκέλα ηζρύεη όηη 0x


 . Από ηελ άιιε, όζν κηθξόηεξεο ηηκέο ιακβάλεη ην  , ηόζν 

θαιύηεξε γίλεηαη ε πξνζαξκνγή ηεο ιύζεο x  ζηα δεδνκέλα, ελώ ε νκαιόηεηα απηήο κεηώλεηαη. 

Αλάινγα κε πξηλ, 
1

0
x A b






 , δειαδή γηα κηθξέο ηηκέο ηνπ   πξνθύπηεη ε θιαζηθή ιύζε. 

Έηζη ζηε κέζνδν Tikhonov, ε όιε πξνζπάζεηα έγθεηηαη ζηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο παξακέηξνπ ,   

ώζηε λα ππάξρεη κηα ηζνξξνπία κεηαμύ ηεο λόξκαο ηνπ ππνινίπνπ θαη ηεο λόξκαο ηεο ιύζεο, 

επηηπγράλνληαο κε απηό ηνλ ηξόπν κηα νκαιή πξνζέγγηζε πνπ ηαηξηάδεη όζν ην δπλαηόλ 

θαιπηέξα ζηα δεδνκέλα. 

Γηα ηελ εμαγσγή ηεο ιύζεο ηνπ πξνβιήκαηνο Tikhonov (4.18), απαηηείηαη έλαο 

κεηαζρεκαηηζκόο απηνύ ζε έλα ηζνδύλακν πξόβιεκα ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ, ε κνξθή ηνπ 
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νπνίνπ ζα καο επηηξέςεη ηε ρξήζε ζεσξεκάησλ ηεο Άιγεβξαο γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο ιύζεο. 

Έζησ 
1 2, ny y   ηόηε ηζρύεη ην εμήο: 

 

2

2 21 1 1

1 1 2 2 1 22 2
2 2 22

T

T T
y y y

y y y y y y
y y y

     
         

     
 (4.19) 

Θέηνληαο ζηε ζρέζε (4.19) 1y Ax b   θαη 2y x  ηόηε ην πξόβιεκα (4.18) ιακβάλεη ηε 

κνξθή: 

  
2 22

2 22

2 2

2 2 2

min min min min .
0 0x x x x

Ax b Ax b A b
Ax b x x

x x I


  

        
             

       
 (4.20) 

 

Θεώρημα 4.4.1 (Βέληιζηης προζέγγιζης): Έζησ V  Δπθιείδεηνο ή Οξζνκνλαδηαίνο ρώξνο θαη 

U  ππόρσξνο ηνπ .V  Αλ ,u V  ηόηε ε πξνβνιή  Upr u  ηνπ u  ζηνλ ππόρσξν U  είλαη ε βέιηηζηε 

πξνζέγγηζε ηνπ  u   από ηνλ ππόρσξν ,U  δειαδή ηζρύεη όηη   ,   .Uu pr u u v v U      

 

Θεώρημα 4.4.2: Γηα θάζε γξακκηθό ζύζηεκα Ax b , ην αληίζηνηρν θαλνληθό ζύζηεκα 

,T TA Ax A b   είλαη ζπκβηβαζηό θαη όιεο νη ιύζεηο ηνπ είλαη ιύζεηο ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ ηνπ 

ζπζηήκαηνο Ax b . Δπηπιέσλ αλ  : nU Ax x   θαη x  είλαη ιύζε ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ ηνπ 

,Ax b  ηόηε ε νξζνγώληα πξνβνιή ηνπ b  ζην U  είλαη ε   .Upr b Ax  

 

΢ύκθσλα κε ην ζεώξεκα 4.2.2, νη θαλνληθέο εμηζώζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ 

(4.20) είλαη νη εμήο: 

  2

0

T T

T T
A A A b

x A A I x A b
I I I

 
  

       
          

       
 (4.21) 

Δπνκέλσο ε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο Tikhonov δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

  
1

2 .T Tx A A I A b 


   (4.22) 

Γηα λα κειεηήζνπκε ηε ζπκπεξηθνξά ηεο ιύζεο x  ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε θαη ζε απηή ηελ 

πεξίπησζε ηελ SVD αλάιπζε ηνπ πίλαθα ,A ώζηε ε ιύζε λα εθθξαζηεί ζε όξνπο SVD. Από ηε 

ζρέζε (4.22) έρνπκε ην εμήο: 
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 

 

 

 

1
2 2

1
2 2

1
2 2

2 2
1

2

2 2
1

  

  

  

    

T T T

T T

T

n
Ti
i i

i i

Tn
i i

i

i i i

x V V VV V U b

V I V V U b

V I U b

s
u b v

s

s u b
v

s s

 



















   

   

   




 
  

 





  

  

1

              ,
Tn
i

i i

i i

u b
v

s






   (4.23) 

όπνπ  
i


  είλαη ν παξάγνληαο θίιηξνπ θαη νξίδεηαη σο: 

  
2

2
2 2

2

1,

,

i

i
i i

i i

s
s

s
s s






 






  
 



 (4.24) 

Η ζρέζε (4.24) καο πιεξνθνξεί όηη, ζηελ πεξίπησζε πνπ νη ηδηάδνπζεο ηηκέο is  ηνπ πίλαθα A  

είλαη αξθεηά κεγαιύηεξεο ηεο παξακέηξνπ ,  ηόηε ηα  
i


  ιακβάλνπλ ηηκέο θνληά ζηε κνλάδα, 

κε απνηέιεζκα νη αληίζηνηρνη SVD όξνη λα ζπλεηζθέξνπλ εμ’ νινθιήξνπ ζηε ιύζε. 

Γηαθνξεηηθά, όηαλ νη ηδηάδνπζεο ηηκέο είλαη κηθξόηεξεο ηεο παξακέηξνπ, ν ζπληειεζηήο θίιηξνπ 

ιακβάλεη ηηκέο θνληά ζην κεδέλ. Δπνκέλσο ε ζπλεηζθνξά ησλ αληηζηνίρσλ SVD όξσλ ζηελ 

ππνινγηδόκελε ιύζε, είλαη κεδακηλή. Σέηνηνη όξνη αληηζηνηρνύλ ζε κεγάιεο ηηκέο ηνπ δείθηε ,i  

όπσο έρεη αλαθεξζεί, γηα ηνπο oπνίνπο ηζρύεη όηη .
T T

i i

i i

u b u e

s s
  

 

4.4.1 ΢ηαηηζηηθή αλάιπζε ιύζεο Tikhonov 

 

Από ηε ζθνπηά ηεο ζηαηηζηηθήο, εάλ ππνζέζνπκε όηη ζην δηάλπζκα ησλ δεδνκέλσλ ππεηζέξρεηαη 

Γθανπζηαλόο ζόξπβνο, δειαδή   2 ,Cov e I  ε  
1

2 2 Tx V I U b 


     ηεο κεζόδνπ 

Tikhonov ηθαλνπνηεί ηα εμήο: 

Θεώρημα 4.3: Ο πίλαθαο ζπλδηαθύκαλζεο ηεο ιύζεο Tikhonov δίλεηαη από ηε ζρέζε: 

     
2

2

2
1

.
Tn

i i
i

i i

v v
Cov x

s



  


   (4.25) 
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Απόδεημε: 

    
    

  

      
   

 

  

1
2 2

1
2 2

1
2 2

1 1
2 2 2 2

1 1
2 2 2 2 2

2
2

2
2 2

1

2
2

2

2 2 2
1

2
2

2
1

.

T

T

exact

T

T
T T

T T

n
Ti

i i

i
i

Tn
i i i

i i i

Tn
i i

i

i i

Cov x Cov V I U b

Cov V I U b e

Cov V I U e

V I U Cov e V I U

V I U IU I V

s
v v

s

s v v

s s

v v

s











 

  







 







 

 







   

    

   

      

      




 
  

 








 

 

Έλα άλσ θξάγκα γηα ηε λόξκα ηεο ζπλδηαθύκαλζεο ηεο ιύζεο είλαη: 

  
 

2

22
.

2
Cov x




  (4.26) 

 

Σν παξαπάλσ ζεκαίλεη πσο εάλ ε παξάκεηξνο   επηιεγεί ώζηε λα είλαη κεγαιύηεξε από ηε 

κηθξόηεξε ηδηάδνπζα ηηκή ns  ηνπ ,A  ηόηε ε δηαζπνξά ηε ιύζεο Tikhonov ζα είλαη κηθξόηεξε ζε 

ζρέζε κε ηε δηαζπνξά ηεο θιαζηθήο ιύζεο. Παξ’ όια απηά, όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηεο 

κεζόδνπ TSVD, ε ιύζε Tikhonov δελ απνηειεί κηα ακεξόιεπηε εθηηκήηξηα θαη απηό θαίλεηαη 

σο εμήο: 

 

     

   

   

   

1

1 1

1

1

1

Tn
i exact

i i

i i

T Tn n
i exact i

i i i i

i ii i

n
T

i i exact i

i

n
T

exact i i exact i

i

u b e
E x E v

s

u b u e
E v E v

s s

v x v

x v x v





 







 







 





 
  

 

   
    

   



  



 




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  
2

2 2
1

            
n

T

exact i exact i

i i

x v x v
s





 


  (4.27) 

Λόγσ ηνπ γεγνλόηνο όηη ηζρύεη ε δηαθξηηή ζπλζήθε Picard (όπσο εηπώζεθε ζηελ αξρή ηνπ 

θεθαιαίνπ), ε λόξκα ηνπ όξνπ κεξνιεςίαο είλαη κηθξόηεξε από ηε λόξκα .exactx  ΢πλεπώο ε 

ιύζε Tikhonov απνηειεί κηα θαιή πξνζέγγηζε ηεο πξαγκαηηθήο ιύζεο ηνπ δηαθξηηνπνηεκέλνπ 

πξνβιήκαηνο. 

 

Στήμα 4.2: ΢ηα παξαπάλσ δηαγξάκκαηα απεηθνλίδεηαη ε πξαγκαηηθή ιύζε πξνβιήκαηνο ζε ζπλδπαζκό κε ηελ 

πξνζεγγηζηηθή ιύζε, πνπ πξνθύπηεη γηα ηηο δηάθνξεο επηινγέο ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο ι ηεο κεζόδνπ Tikhonov, 

γηα δεδνκέλν πξόβιεκα. Παξαηεξνύκε όηη γηα κηθξέο θαη κεγάιεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο, π.ρ. ι=0.0001 

θαη ι=10, επηβάιιεηαη κηθξή θαη κεγάιε νκαιόηεηα ζηελ πξνζεγγηζηηθή ιύζε αληίζηνηρα, κε απνηέιεζκα ε πξνζέγγηζε 

λα είλαη αξθεηά θαθή. Γηα ηελ ηηκή ι=0.0036, ε πξνζέγγηζε πνπ επηηπγράλεηαη είλαη αξθεηά αθξηβήο. 

 

 

4.5 Θεσξία δηαηαξαρώλ 

 

Δλώ νη κέζνδνη νκαινπνίεζεο θαίλεηαη λα είλαη έλα δπλαηό καζεκαηηθό εξγαιείν γηα ηελ 

εμαγσγή ηεο ιύζεο ελόο αληηζηξόθνπ δηαθξηηνπνηεκέλνπ πξνβιήκαηνο, ρξήζηκν ζα ήηαλ λα 

ειεγρζεί ε επαηζζεζία ηεο ππνινγηδόκελεο ιύζεο ζηηο δηαηαξαρέο ζε ζπλδπαζκό κε ηελ επηινγή 

ησλ παξακέηξσλ   θαη .p  
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Αξρίδνπκε ηε κειέηε ζεσξώληαο ηα ζπζηήκαηα: 

 Ax b  (4.28) 

θαη  

 Ax b  (4.29) 

όπνπ Ax b  είλαη ε δηαηαξαγκέλε κνξθή ηνπ Ax b , κε A A A  , b b b   θαη ,A  b  

νη δηαηαξαρέο ησλ ,A  b  αληίζηνηρα. 

Έλα θαηάιιειν κέηξν ειέγρνπ ηεο επαηζζεζίαο κηαο ιύζεο, είλαη ν ππνινγηζκόο ελόο άλσ 

θξάγκαηνο ηνπ ζρεηηθνύ ζθάικαηνο 
2 2

x x x , όπνπ ,x x  νη ιύζεηο ησλ δπν ζπζηεκάησλ 

αληίζηνηρα, κε ηελ πξνϋπόζεζε θπζηθά, όηη εθαξκόδεηε ε ίδηα κέζνδνο επίιπζεο θαη ζηηο δπν 

πεξηπηώζεηο. 

 

Θεώρημα 4.5.1: Έζησ n nA   αληηζηξέςηκνο θαη .nA s   Αλ 1x A b  θαη 1x A b  νη 

θιαζηθέο SVD ιύζεηο ησλ ζπζηεκάησλ (4.28) θαη (4.29) αληίζηνηρα , ηόηε: 

 
 

2 2 2

2 2 2
1

x x b Ak A

x b A

   
     

 (4.30) 

όπνπ   1 ,
n

s
k A

s
  1 2

2 2
1.

n

A
A A

s
 


     

 

Θεώρημα 4.5.2: Έζησ m nA   κε m n ,  rank A n  θαη .nA s   Σόηε αλ   ,  x x  είλαη νη 

ιύζεηο ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ, ησλ πξνβιεκάησλ 
2

min Ax b  θαη 
2

min Ax b  αληίζηνηρα, 

ηόηε: 

 
 

2 2 2 2

2 2 2 2
1

n

n n

x x b A b bk A

x b A b




    
      

  (4.31) 

 όπνπ   1 ,
n

s
k A

s
   nb Ax  θαη 2 1.

n

A

s



   
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Θεώρημα 4.5.3: Έζησ 
px , 

px  νη TSVD ιύζεηο, κε ηελ ίδηα παξάκεηξν ,p  ησλ πξνβιεκάησλ 

(4.28) θαη (4.29) αληίζηνηρα. Αλ ν πίλαθαο δηαηαξαρώλ A  ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε 
12
,p pA s s     

ηόηε: 

 
 

2 2 2 2

22 2 2
ˆ1 1

p p pp p p

p p pp p p

x x b bk A b A

Ax b b



  

   
   
   
 

 (4.32) 

όπνπ   1
p p

p

s
k A

s
 , p pb Ax , 2

p

p

A

s



  θαη 

1ˆ .
p

p

p

s

s



  

 

Θεώρημα 4.5.4: Έζησ x , x  νη ιύζεηο Tikhonov, γηα ηελ ίδηα παξάκεηξν  , ησλ πξνβιεκάησλ 

(4.28) θαη (4.29) αληίζηνηρα. Αλ ν πίλαθαο δηαηαξαρώλ A  ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε 
2

A   , ηόηε: 

 2 2 2 2

2 2 2 2

2
1

x x b A b bk

x b A b

  


   




    
      

 (4.33) 

όπνπ 1 ,
s

k



 
b Ax   θαη 2 .

A





   

 

Από ηα παξαπάλσ παξαηεξείηαη πσο ηόζν γηα ηελ θιαζηθή ιύζε (ζεώξεκα 4.5.1), όζν θαη γηα 

ηε ιύζε ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ (ζεώξεκα 4.5.2), ην άλσ θξάγκα ηνπ ζρεηηθνύ ζθάικαηνο 

εμαξηάηαη θπξίσο από ηελ ηηκή πνπ ζα ιάβεη ν δείθηεο θαηάζηαζεο ηνπ πίλαθα .A  Γηα ηηο 

πεξηπηώζεηο ησλ κεζόδσλ Tikhonov θαη TSVD, επεηδή ν δείθηεο θαηάζηαζεο εμαξηάηαη από ηελ 

επηινγή ησλ παξακέηξσλ   θαη p  αληίζηνηρα, ε ηηκή ηνπ άλσ θξάγκαηνο κπνξεί λα είλαη 

κηθξόηεξε, ζε ζρέζε κε απηό ηεο θιαζηθήο ιύζεο θαη ιύζεο ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ, όζν ην 

θηιηξάξηζκα απμάλεηαη. 

Δπίζεο είλαη ζεκαληηθό λα αλαθεξζεί όηη, ε βαζηθή δηαθνξά κεηαμύ ησλ άλσ θξαγκάησλ γηα 

ηελ TSVD κέζνδν θαη ηε κέζνδν Tikhonov, ζεώξεκα 4.5.3 θαη 4.5.4 αληίζηνηρα, είλαη ν 

παξάγνληαο 
1ˆ p

p

p

s

s



 , βαζηθόο ξόινο ηνπ νπνίνπ είλαη λα κεηξά ηελ απόζηαζε κεηαμύ ηεο 

ειάρηζηεο παξακέλνπζαο ζηε ιύζε ηδηάδνπζαο ηηκήο θαη ηεο κέγηζηεο από απηέο πνπ δε 

ζπκκεηέρνπλ ζηε δηακόξθσζε ηεο. Αλ ππνζέζνπκε όηη ν ˆp  ηείλεη λα ιάβεη ηε κνλάδα, ηόηε 

κόλν κηθξέο δηαηαξαρέο ηνπ πίλαθα A  επηηξέπνληαη, δηόηη γηα ηελ ηζρύ ηνπ ζεσξήκαηνο 4.5.3 
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πξέπεη, 
12
.p pA s s     Απηό καο επηβάιεη όηη ζηελ πεξίπησζε όπνπ έλα ζύλνιν ηδηαδνπζώλ 

ηηκώλ πνπ βξίζθνληαη θνληά ε κηα ζηελ άιιε, απνηεινύλ δειαδή κηα ζπζηάδα, ζα ήηαλ θξόληκν 

ε επηινγή ηεο παξακέηξνπ p  λα γίλεηαη κε ηξόπν ώζηε λα κελ απνθόπηεηαη θάπνηα ηδηάδνπζα 

ηηκή από ηε ζπζηάδα. Αληίζεηα ην παξαπάλσ πξόβιεκα δελ παξνπζηάδεηαη ζηε κέζνδν 

Tikhonov. Αθόκα θαη αλ ε επηινγή ηεο παξακέηξνπ   γίλεη κέζα ζε κηα ζπζηάδα ηδηαδνπζώλ 

ηηκώλ, ηόηε εθ θαηαζθεπήο ηεο κεζόδνπ, όιεο νη ηηκέο απηέο ζα ζπκκεηάζρνπλ ζηε δηακόξθσζε 

ηεο ιύζεο κε παξόκνην ηξόπν, θαζώο ν παξάγνληαο θίιηξνπ  
i


  ιακβάλεη ηηο ίδηεο ζρεδόλ ηηκέο 

ζηε ζπζηάδα.  
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Κεθάιαην 5
ν
  

Μέζνδνη επηινγήο παξακέηξνπ 

νκαινπνίεζεο 

 

 

5.1 Δηζαγσγή 

 

΢ην πξνεγνύκελν θεθάιαην κειεηήζεθαλ ηξεηο βαζηθέο κέζνδνη νκαινπνίεζεο, ε TSVD, ε 

SSVD θαη ε κέζνδνο Tikhonov. Δίλαη αξθεηά εύθνιν θαλείο λα αληηιεθζεί, πσο γηα ηελ επηινγή 

ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο γηα πξνβιήκαηα κηθξήο δηάζηαζεο, ηόζν γηα ηε κέζνδν 

Tikhonov, όζν θαη γηα ηε κέζνδν TSVD, κηα απιή παξαηήξεζε ηνπ δηαγξάκκαηνο Picard αξθεί. 

Βέβαηα ζα ήηαλ πξνηηκόηεξν ε ύπαξμε ελόο θαηάιιεινπ θξηηεξίνπ (ή θξηηήξησλ), ώζηε ε 

επηινγή ησλ παξακέηξσλ, αλάινγα ηε κέζνδν, λα ζηεξίδεηαη απνθιεηζηηθά ζε απηό (ή απηά) θαη 

όρη ζηνλ ππνινγηζκό ηεο SVD, γηα ηνλ πίλαθα ηνπ πξνβιήκαηνο, θαζώο θαη ηνλ αληίζηνηρν 

έιεγρν ηνπ δηαγξάκκαηνο Picard. Σέηνηα γεληθά θξηηήξηα δπζηπρώο δελ έρνπλ αθόκα 

δηαηππσζεί. Παξ’ όια απηά, ππάξρνπλ αξθεηέο κέζνδνη όπνπ ππό θαηάιιειεο πξνϋπνζέζεηο 

κπνξνύλ λα ππνδείμνπλ κηα «ηδαληθή» ηηκή ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο, ώζηε ε 

νκαινπνηεκέλε ιύζε λα πξνζεγγίδεη θαιπηέξα ηελ πξαγκαηηθή. Χζηόζν θάπνηεο από απηέο δελ 

θαηαθέξλνπλ πάληνηε λα επηηειέζνπλ ην ζθνπό ηνπο. 

Θα εηζαρζνύλ ηξεηο βαζηθέο κέζνδνη επηινγήο παξακέηξνπ, ε αξρή ηνπ ράζκαηνο (Discrepancy 

Principle), ε θακπύιε-L (L-Curve) θαη ε γεληθεπκέλε δηαζηαπξνύκελε επαιήζεπζε 

(Generalized Cross Validation). Οη δπν πξώηεο πξνθύπηνπλ από ηε κειέηε ησλ ζθαικάησλ ηεο 

νκαινπνηεκέλεο ιύζεο, ελώ ε ηειεπηαία από ηε ζηαηηζηηθή πεξηγξαθή ηνπ πξνβιήκαηνο. 
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5.2 ΢θάικαηα νκαινπνίεζεο θαη δηαηαξαρώλ  

 

Κεληξηθό ξόιν ζηε ιύζε ησλ δηαθξηηώλ αληηζηξόθσλ πξνβιεκάησλ παίδνπλ, ηόζν ε λόξκα ηεο 

πξνζεγγηζηηθήο ιύζεο, όζν θαη ε λόξκα ηνπ ππνινίπνπ. Οη δπν απηέο λόξκεο κπνξνύλ πάληνηε 

λα ππνινγηζηνύλ, αλεμάξηεηα ηεο κεζόδνπ νκαινπνίεζεο πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ 

εμαγσγή ηεο ιύζεο, ρσξίο λα απαηηείηαη ν ππνινγηζκόο ηεο SVD, ηνπ αληίζηνηρνπ πίλαθα ηνπ 

πξνβιήκαηνο. Δπίζεο κέζσ απηώλ, κπνξεί λα πξνθύςνπλ ρξήζηκα ζπκπεξάζκαηα γηα ηνλ 

πξνζδηνξηζκό ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο   ή .p  

Χο πξνο ηε κνλνηνλία ησλ νκαινπνηεκέλσλ ιύζεσλ, δηαθξίλνπκε ηηο εμήο πεξίπησζεο: 

 

 Μέζνδνο TSVD 

Η λόξκα ηεο TSVD ιύζεο είλαη κηα γλεζίσο αύμνπζα ζπλάξηεζε ηεο παξακέηξνπ  1,..., ,p n  

ελώ ε λόξκα ηνπ ππνινίπνπ είλαη κηα γλεζίσο θζίλνπζα ζπλάξηεζε όπσο θαίλεηαη από ηηο 

παξαθάησ εθθξάζεηο: 

  
2

2 2

12 2
1

,  1,...,
Tp

i
p p

i i

u b
x x p n

s




 
    

 
  (5.1)  

    
22 2

2

12 2
1

 1,...,
n

T

p i p

i p

Ax b u b Ax b p n 

 

        (5.2)  

όπνπ  
2

TI UU b    είλαη ε λόξκα ησλ ζηνηρείσλ εθείλσλ ηνπ δηαλύζκαηνο ησλ δεδνκέλσλ 

,b  ε εηθόλα ησλ νπνίσλ δελ αλήθεη ζηνλ ππόρσξν πνπ παξάγνπλ νη ζηήιεο ηνπ πίλαθα .A  

 

Μέζνδνο Tikhonov 

Η λόξκα ηεο ιύζεο Tikhonov είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζπλάξηεζε ηεο παξακέηξνπ ,   ελώ 

ε λόξκα ηνπ ππνινίπνπ γλεζίσο αύμνπζα ζπλάξηεζε, δειαδή: 

 
 

2

2

2
1

 0
Tn
i

i ΄

i i

u b
x x ΄

s



   


 
     

 
  (5.3) 

    
2

2 2

2
1

1  0
n

T

i i ΄

i

Ax b u b Ax b ΄


    



          (5.4) 
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όπνπ   νκνίσο κε πξηλ. 

Απόδεημε: Θέηνπκε 
2

2
w x  θαη 

2

2
.q Ax b   Σόηε παξαγσγίδνληαο σο πξνο   θαη ηηο δπν 

ζρέζεηο έρνπκε: 

   

 

1

2 2

22 2 2 2
1

2
2 2

2 2 2 2 2
1

2

2 2

2

2
2

4

4

T Tn
i i

i i

i i i

T Tn
i i i i

i i i ii

T Tn
i i i i

i i i i i i

i

dw
w

d

u b u bd

s d s

s u b s u b

s s ss

s u b s u b

s s s s s

u

s

 



 




 



 



 







 

    
     

    

  
     

    
  

     
       

        

 








2
2

2 2
1

T Tn
i i i

i i i i

b s u b

s s s

     
     

       



 

 
     

2
2

1

4
                 1 .            

Tn
i

i i

i i

u b

s

 
 

 

 
    

 
  (5.5) 

΢ύκθσλα κε ηε ζρέζε (5.5) παξαηεξείηαη πσο 0  ,w       δειαδή ε λόξκα ηεο ιύζεο 

Tikhonov είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζπλάξηεζε ηεο παξακέηξνπ .  

 

   

       

     

2
2

1

1

2
2

1

1

2 1 1

4 1

n
T

i i

i

n
T T

i i i i

i

Tn
i

i i

i i

d
q u b

d

d
u b u b

d

u b

s



 

 

 


 


  









 
    

 

 
   

 

  
    
   







   

 
2                       .                      w    (5.6) 

Αληίζεηα κε πξηλ, ζηελ πεξίπησζε απηή παξαηεξείηαη πσο 0  q       (αθνύ 0),w   

δειαδή ε λόξκα ηνπ ππόινηπνπ είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζπλάξηεζε ηεο παξακέηξνπ .  

Σν βαζηθό θξηηήξην θάζε κεζόδνπ, γηα ηε ζσζηή επηινγή ηεο παξακέηξνπ (  ή ),p  ζα πξέπεη λα 

είλαη ε ειαρηζηνπνίεζε ησλ ζθαικάησλ ηεο νκαινπνηεκέλεο ιύζεο. Γηα ην ζθνπό απηό θξίλεηαη 

απαξαίηεηε ε πεξαηηέξσ αλάιπζε απηώλ, γηα ηηο ιύζεηο ησλ κεζόδσλ Tikhonov θαη TSVD. 

Τπελζπκίδεηαη όηη ην πξόβιεκα πνπ κειεηάηαη έρεη ηε κνξθή Ax b  όπνπ 
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exact exactb b e Ax e     είλαη ην δηάλπζκα ησλ δεδνκέλσλ ζηα νπνία ππεηζέξρεηαη ιεπθόο 

ζόξπβνο, e  ην δηάλπζκα ησλ ζθαικάησλ, ελώ ην κε δηαηαξαγκέλν πξόβιεκα exact exactAx b  

ηθαλνπνηεί ηε δηαθξηηή ζπλζήθε Picard. Αξρηθά ηα απνηειέζκαηα ζα εμαρζνύλ γηα ηε κέζνδν 

Tikhonov θαη ζηε ζπλέρεηα ηα αληίζηνηρα ζα αλαθεξζνύλ θαη γηα ηε κέζνδν TSVD. 

Οξίδνπκε ηνλ δηαγώλην πίλαθα   , κε ζηνηρεία ηνπο παξάγνληεο θίιηξνπ    2 2 2

i i is s


    

ηεο κεζόδνπ Tikhonov, ν νπνίνο γξάθεηαη ζηε κνξθή: 

  

 

 

1

n











 
 

   
 
 

. (5.7) 

Κάλνληαο ρξήζε ηεο (5.7), ε ιύζε Tikhonov x  κπνξεί λα γξαθεί ζηε κνξθή: 

   1 Tx V U b




     (5.8) 

Γηα ηελ εύξεζε ηνπ ζθάικαηνο ηεο νκαινπνηεκέλεο ιύζεο είλαη απαξαίηεηνο ν ππνινγηζκόο ηεο 

δηαθνξάο ,exactx x  ζπγθεθξηκέλα έρνπκε όηη: 

 

 

   

    

    

1

1 1

1 1

1

T

exact exact

T T

exact exact

T T T

exact

T T

exact

x x x V U b

x V U Ax V U e

I V U U V x V U e

V I V x V U e





 

 

 



 

 



    

      

       

    

  

                          .   bias pertDx Dx   (5.9) 

Ο όξνο    
1

1
n

T

bias i i exact i

i

Dx v x v





   εθθξάδεη ην ζθάικα νκαινπνίεζεο ιόγσ ηνπ 

θηιηξαξίζκαηνο. Οπζηαζηηθά απνηειεί ηνλ κεξνιεπηηθό όξν ηεο εθηηκήηξηαο ,x  όπσο 

ππνινγίζηεθε ζην πξνεγνύκελν θεθάιαην (ζρέζε 4.27), δειαδή εθθξάδεη ηελ απόθιηζε ηεο 

κέζεο ηηκήο ηεο ιύζεο x  από ηελ πξαγκαηηθή ιύζε .exactx   

Ο δεύηεξνο όξνο, 
 

1

Tn
i

per i i

i i

u e
Dx v

s






  εθθξάδεη ην ζθάικα δηαηαξαρήο, ιόγσ αληηζηξνθήο ηνπ 

πίλαθα   θαζώο θαη ηνπ θηιηξαξίζκαηνο ησλ ζνξπβσδώλ ζηνηρείσλ. 

Έλα επηπξόζζεην ζρόιην, όζνλ αθνξά ζηε ζρέζε (5.9), είλαη πσο γηα κηθξέο ηηκέο ηεο 

παξακέηξνπ ,  νη παξάγνληεο θίιηξνπ 
 
i


  ιακβάλνπλ ηηκέο ζρεδόλ θνληά ζηε κνλάδα, όπσο 
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έρεη είδε αλαθεξζεί. Δπνκέλσο ν πίλαθαο    είλαη ζρεδόλ κνλαδηαίνο θαη ην ζθάικα 

νκαινπνίεζεο biasDx  είλαη αξθεηά κηθξόηεξν ζε ζρέζε κε ην ζθάικα δηαηαξαρήο .perDx  Από 

ηελ άιιε, γηα κεγάιεο ηηκέο ηνπ ,  νη παξάγνληεο θίιηξνπ  
i


  ιακβάλνπλ πνιύ κηθξέο ηηκέο, ν 

πίλαθαο    απέρεη αξθεηά από ην κνλαδηαίν πηλάθα άξα νη ηηκέο ηνπ ζθάικαηνο δηαηαξαρήο 

perDx  είλαη κηθξόηεξεο ζε ζρέζε κε ηνλ κεξνιεπηηθό όξν .biasDx  

Μηα παξόκνηα ζην ζύλνιν ηεο αλάιπζε κπνξεί λα γίλεη θαη γηα ηελ νκαινπνηεκέλε ιύζε ηεο 

κεζόδνπ TSVD. ΢πγθεθξηκέλα έρνπκε ηα παξαθάησ απνηειέζκαηα: 

      1p pT T

exact p exactx x V I V x V U e         

          bias perDx Dx   (5.10) 

όπνπ 
   1,...,1,0,...,0
p

diag   είλαη δηαγώληνο πίλαθαο κε ηα p  πξώηα δηαγώληα ζηνηρεηά ηνπ 

κνλάδεο θαη ηα ππόινηπα κεδεληθά. Οη όξνη  
1

n
T

bias i exact i

i p

Dx v x v
 

   θαη 
1

Tp

i
per i

i i

u e
Dx v

s

  είλαη 

ην ζθάικα νκαινπνίεζεο θαη ην ζθάικα δηαηαξαρήο αληίζηνηρα. Όκνηα κε ηε κέζνδν Tikhonov, 

αλ ε παξάκεηξνο p  πιεζηάδεη αξθεηά ηνλ αξηζκό ,n  ηα πεξηζζόηεξα SVD  ζηνηρεία ζα 

πεξηέρνληαη ζηε ιύζε θαζώο ην θηιηξάξηζκα είλαη κηθξό. Δπνκέλσο ην ζθάικα νκαινπνίεζεο 

ιακβάλεη κηθξέο ηηκέο ζε ζρέζε κε ην ζθάικα δηαηαξαρήο. Αληίζεηα αλ επηιεγεί κηα κηθξή ηηκή 

ηεο παξακέηξνπ ,p  εμαηηίαο ηνπ γεγνλόηνο όηη ιηγόηεξα ζηνηρεία ζπκκεηέρνπλ ζηε δηακόξθσζε 

ηεο πξνζεγγηζηηθήο ιύζεο, ηόηε ν όξνο biasDx  κπνξεί λα ιάβεη κεγάιεο ηηκέο από ηνλ όξν perDx . 

΢ύκθσλα κε ηα παξαπάλσ ζπκπεξαίλεη θαλείο πσο ζηόρνο είλαη ε επηινγή κηαο παξακέηξνπ 

(  ή )p  ώζηε λα επηηπγράλεηαη κηα ηζνξξνπία κεηαμύ ησλ όξσλ biasDx  θαη perDx  αληίζηνηρα, 

δειαδή .bias perDx Dx  Βέβαηα, επεηδή ζηελ πξάμε δελ είλαη εθηθηό λα ππνινγηζηνύλ απηά ηα 

δπν είδε ζθαικάησλ (  , bias perDx Dx ), θαζώο ε πξαγκαηηθή ιύζε exactx  ζρεδόλ πνηέ δελ είλαη 

γλσζηή, ζα πξέπεη λα αλαδεηεζεί κηα ηδηόηεηα, ώζηε κέζσ ησλ δεδνκέλσλ πνπ δηαηίζεληαη λα 

θαηαζηεί εθηθηόο ν έιεγρνο απηώλ ησλ πνζνηήησλ. Γηα ην ζθνπό απηό ζηε ζπλέρεηα ζα 

κειεηεζεί ε ζπκπεξηθνξά ηεο νκαινπνηεκέλεο ιύζεο σο πξνο ηηο αιιαγέο ηεο παξακέηξνπ 

νκαινπνίεζεο. Γηα ιόγνπο απιόηεηαο ηεο παξνπζίαζεο, ε αλάιπζε ζα πεξηνξηζηεί γηα ηελ 

πεξίπησζε ηεο κεζόδνπ TSVD, παξ’ όια απηά κηα ηέηνηα αλάιπζε ηζρύεη θαη γηα ηε κέζνδν 

Tikhonov. 
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Τπελζπκίδεηαη πσο ιόγσ ηεο ηζρύο ηεο δηαθξηηήο ζπλζήθεο Picard, νη SVD όξνη T

iu b  

κεηώλνληαη, θαηά κέζν όξν, γξεγνξόηεξα από ηηο ηδηάδνπζεο ηηκέο is  κέρξη ελόο ζπγθεθξηκέλνπ 

ζεκείνπ, όπνπ από εθεί θαη πεξά ζηαζεξνπνηνύληαη ζην επίπεδν ηνπ ζνξύβνπ, πνπ εθθξάδεηαη 

κέζσ ηεο ηππηθήο απόθιηζεο .  Έζησ k  ν δείθηεο εθείλνο πνπ ππνδειώλεη ηε κεηάβαζε από 

ηελ κείσζε ησλ όξσλ T

iu b  ζηε ζηαζεξόηεηα. Γηα ηε κειέηε ηεο λόξκα ηεο ιύζεο θαζώο θαη ηεο 

λόξκαο ηνπ ππνινίπνπ, δηαθξίλνπκε δπν πεξηπηώζεηο, όηαλ p k  θαη p k . 

 

Νόξκα ιύζεο: 

 

2

2

2
1

2 2 2

222
1

,

1
,

Tp

i exact
p

i i

p

p exact

i k i

u b
x p k

s

x x p k
s





 

  
   
  



  






  (5.11) 

Παξαηεξνύκε πσο ν ξπζκόο αύμεζεο σο πξνο p , ηεο λόξκαο ηεο ιύζεο, είλαη κηθξόο γηα ηελ 

πεξίπησζε πνπ p k  , ζε αληίζεζε κε ηελ πεξίπησζε p k  όπνπ ε αύμεζε απηή είλαη πνιύ 

κεγαιύηεξε. 

 

Νόξκα ππόινηπνπ: 

 
 

 

22

2
1

2
2

2

,

,

k
T

p i exact

i p

p

Ax b u b p k

Ax b n p p k

 


  




   


  (5.12) 

Όκνηα, ε λόξκα ηνπ ππνινίπνπ κεηώλεηαη κε ζηαζεξό ξπζκό σο πξνο p  όηαλ p k  ελώ όηαλ 

p k  ν ξπζκόο κείσζεο είλαη αθόκα κηθξόηεξνο. 

΢ύκθσλα κε ηα παξαπάλσ, κπνξεί λα εμαρζεί ην ζπκπέξαζκα όηη κηα αξθεηά θαιή επηινγή ηεο 

παξακέηξνπ απνθνπήο (γηα ηελ νπνία bias perDx Dx ), είλαη ε ,p k  εθεί δειαδή πνπ ε 

ζπκπεξηθνξά ηεο λόξκαο ηεο ιύζεο θαη ηνπ ππνινίπνπ αιιάδεη, ελώ ζηε ιύζε ζπκκεηέρνπλ 

κόλν ζηνηρεία ηα νπνία δελ θπξηαξρνύληαη από ην ζόξπβν. ΢ηελ πξάμε, γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ 

ζεκείνπ ,k  ζα πξέπεη λα πξνζδηνξηζηεί ην ζεκείν κεηάβαζεο ησλ δπν λνξκώλ από ηε κηα 

θαηάζηαζε ζηελ άιιε. Χζηόζν δελ ππάξρεη πξνο ην παξόλ κηα ζπγθεθξηκέλε κέζνδνο, όπνπ εθ 

ησλ πξνηέξσλ λα κπνξεί λα πξνζδηνξίζεη ζε θάζε πεξίπησζε ην ζεκείν απηό. 



57 
 

5.3 Discrepancy Principle 

 

Η Discrepancy Principle ή θαηά κηα έλλνηα αξρή ηνπ ράζκαηνο, είλαη κηα κέζνδνο πνπ καο 

παξέρεη έλα θξηηήξην επηινγήο ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο (  ή )p , σο πξνο ην ζεκείν ζην 

νπνίν ζπκβαίλεη ε κεηάβαζε από ηε κείσζε ησλ όξσλ SVD ζηε ζηαζεξόηεηα. Η βαζηθή ηδέα 

είλαη πσο αληί λα γίλεη ν έιεγρνο ηνπ δηαγξάκκαηνο Picard γηα ηα SVD ζηνηρεία ,T

iu b  

επηιεγνύκε εθείλν ην p  (σο παξάκεηξν απνθνπήο), γηα ην νπνίν ε λόξκα ησλ ζθαικάησλ 

εμηζώλεηαη κε ηελ ηηκή  
1

2 ,n k   όπνπ k  ν δείθηεο πνπ ζπκβαίλεη ε κεηάβαζε ζηηο δπν 

θαηαζηάζεηο. Η δπζθνιία ζηνλ πξνζδηνξηζκό ηνπ p  έγθεηηαη ζην όηη ε πνζόηεηα  
1

2n k   

είλαη δύζθνιν λα εθηηκεζεί ιόγσ ηεο εκθάληζεο ηνπ όξνπ k  ζε απηή, θαζώο θαη εμαηηίαο ηνπ 

γεγνλόηνο όηη ην ζπγθεθξηκέλν θξηηήξην είλαη εμαηξεηηθά επαίζζεην όζνλ αθνξά ζηελ πνηόηεηα 

εθηίκεζεο. Γηα ηελ απνθπγή ηεο παξαπάλσ δπζθνιίαο, γίλεηαη ππνινγηζκόο κηαο κεγαιύηεξεο 

ηηκήο, απηήο ηεο κέζεο ηηκήο ηεο λόξκαο ηνπ δηαλύζκαηνο ησλ ζθαικάησλ, δειαδή 

 
1

2

2
.E e n   ΢πγθεθξηκέλα, γηα κηα αζθαιέζηεξε εθηίκεζε ππνινγίδεηαη ε πνζόηεηα 

 2
,dpw E e  όπνπ dpw  είλαη ν ζπληειεζηήο αζθαιείαο πνπ ζπρλά ιακβάλεη ηελ ηηκή δπν ή θαη 

κεγαιύηεξε. Σώξα είκαζηε ζε ζέζε λα δηαηππώζνπκε ην θξηηήξην Discrepancy Principle γηα ηηο 

κεζόδνπο TSVD θαη Tikhonov: 

 

Discrepancy Principle γηα ηε κέζνδν TSVD: 

Ωο παξάκεηξνο απνθνπήο ζα πξέπεη λα επηιέγεηαη ε κεγαιύηεξε ηηκή ,p  όπνπ  1,..., ,p n  πνπ 

ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε: 

   122 2
.p dp pAx b w E e Ax b     (5.13) 

 

Discrepancy Principle γηα ηε κέζνδν Tikhonov: 

Ωο παξάκεηξνο νκαινπνίεζεο ζα πξέπεη λα επηιέγεηαη ε κεγαιύηεξε ηηκή ,  όπνπ ,   πνπ 

ηθαλνπνηεί ηε ζρέζε: 

  2 2
.dpAx b w E e    (5.14) 
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΢εκεηώλεηαη πσο ζηνπο παξαπάλσ ηύπνπο, αλ είλαη γλσζηή ε λόξκα ηνπ δηαλύζκαηνο ησλ 

ζθαικάησλ 
2
,e  κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί απηή γηα ηελ εθαξκνγή ησλ κεζόδσλ αληί ηεο κέζεο 

ηηκήο. 

Σν βαζηθό πιενλέθηεκα ηεο αξρήο ηεο αζπκθσλίαο είλαη ε απιόηεηα ηεο κεζόδνπ. Οπζηαζηηθά 

ην κόλν πνπ ρξεηάδεηαη θαλείο, είλαη ε εύξεζε ηεο ξίδαο ησλ ζρέζεσλ (5.13) θαη (5.14). 

Γπζηπρώο ε κέζνδνο έρεη ην κεηνλέθηεκα όηη γηα ηελ εθαξκνγή ηεο απαηηείηαη ε γλώζε ηεο 

κέζεο ηηκήο 
2

e  ή ηνπ ηππηθνύ ζθάικαηνο ,  ηα νπνία ζηελ πξάμε ζπρλά δελ είλαη γλσζηά. 

Δπνκέλσο ν πξνζδηνξηζκόο απηώλ γίλεηαη βάζεη εθηηκεηώλ. Λόγσ όκσο ηεο εμαηξεηηθήο 

επαηζζεζίαο ηεο κεζόδνπ, όζνλ αθνξά ζηνλ ππνινγηζκό ησλ πνζνηήησλ πνπ ηελ απαξηίδνπλ, 

δειαδή ηα 
2

e  θαη ,  κπνξεί λα δώζεη ηειείσο ιάζνο εθηίκεζε ηεο παξακέηξνπ (  ή ).p  

 

 

5.4 Κακπύιε-L (L-Curve) 

 

Μηα άιιε κέζνδνο πνπ ζρεηίδεηαη άκεζα κε ην κέγεζνο ησλ ζθαικάησλ νκαινπνίεζεο biasDx  

θαη δηαηαξαρήο ,perDx  είλαη απηή ηεο θακπύιεο-L. ΢πγθεθξηκέλα κέζσ ηνπ γξαθήκαηνο ηεο 

θακπύιεο 
1 1

log , log ,
2 2

L q w
 

  
 

 κε παξάκεηξν   ή p , όπνπ 
regq Ax b  , 

regw x  θαη regx  

ε νκαινπνηεκέλε ιύζε, κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί κηα πξνζεγγηζηηθή ηηκή ηεο παξακέηξνπ 

νκαινπνίεζεο, αλάινγα κε ηε κέζνδν πνπ ρξεζηκνπνηείηαη. ΢εκεηώλεηαη πσο ν ιόγνο πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη ν ινγάξηζκνο ησλ πνζνηήησλ q  θαη ,w  είλαη δηόηη ε κειέηε ηεο θακπύιεο 

γίλεηαη επθνιόηεξε όζνλ αθνξά ζηελ παξαηήξεζε απηήο, θαζώο νη πνζόηεηεο q  θαη w  

κπνξνύλ λα ιάβνπλ αξθεηά κεγάιεο ηηκέο. Γηα ηελ αλάιπζε ηεο κεζόδνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί ε 

κέζνδνο Tikhonov, ελώ παξόκνηα απνηειέζκαηα ηζρύνπλ ππό κηα έλλνηα θαη γηα ηε κέζνδν 

TSVD. 

 Όπσο είδε έρεη αλαθεξζεί, ε ζπκπεξηθνξά ηεο νκαινπνηεκέλεο ιύζεο δηαθέξεη αλάινγα κε ηελ 

επηινγή ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο .  Έηζη γηα κεγάιεο ηηκέο ηνπ ,  ην ζθάικα πνπ 

ππεηζέξρεηαη ζηελ νκαινπνηεκέλε ιύζε νθείιεηαη θπξίσο ζηνλ όξν .biasDx  ΢πγθεθξηκέλα ηζρύεη 

όηη: 

 
2 2 2

   . exactx x A άx b          (5.15) 
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Αληίζεηα γηα κηθξέο ηηκέο ηνπ παξάγνληα ,  ε ιύζε θπξηαξρείηαη από ην ζθάικα δηαηαξαρήο

,perDx  κε απνηέιεζκα: 

 1

2 2 2
   .x ά Ax b e           (5.16) 

Γεληθόηεξα ηζρύνπλ νη ζρέζεηο: 

 1

2 2
0 x A b

    (5.17) 

 
2 2

0 Ax b b     (5.18) 

όπνπ ην άλσ όξην ζηε (5.17) ιακβάλεηαη όηαλ 0   ελώ γηα ηε ζρέζε (5.18) όηαλ .   

Σα παξαπάλσ νδεγνύλ ζην ζπκπέξαζκα όηη ε θακπύιε-L απνηειείηαη από δπν δηαθξηηά κέξε, 

έλα θαηά πξνζέγγηζε νξηδόληην θαη έλα θαηαθόξπθν. Η πεξηνρή κεηάβαζεο από ηελ νξηδόληηα 

ζηελ θαηαθόξπθε ζέζε, αξθεηέο θνξέο είλαη κηθξή, γηα ην ιόγν απηό ππάξρεη θαη κηα δηαθξηηή, 

κεηαμύ ησλ δπν απηώλ κεξώλ, γσλία. Η ζπγθεθξηκέλε πεξηνρή ζρεηίδεηαη κάιηζηα κε εθείλεο ηηο 

ηηκέο ηεο παξακέηξνπ ,  όπνπ ζπκβαίλεη ε κεηάβαζε από ην ζθάικα νκαινπνίεζεο biasDx  ζην 

ζθάικα δηαηαξαρήο .perDx  ΢ηόρνο ινηπόλ είλαη λα ππνινγηζηεί εθείλε ε ηηκή ηεο παξακέηξνπ 

,  πνπ αληηζηνηρεί ζην ζπγθεθξηκέλν ζεκείν όπνπ ζπκβαίλεη ε κεηάβαζε, από ηε κηα πεξηνρή 

ζηελ άιιε. Σν ζεκείν κεηάβαζεο έρεη θαηά πξνζέγγηζε ζπληεηαγκέλεο  2 2
log , log .exacte x  

Γηα ηε κέζνδν Tikhonov ε ζπγθεθξηκέλε ηηκή αληηζηνηρεί ζην ζεκείν εθείλν όπνπ ε 

θακππιόηεηα1 ηεο θακπύιεο-L γίλεηαη κέγηζηε. Γηα ηελ εμαγσγή ελόο ηύπνπ πνπ ζα ππνινγίδεη 

ην ζπγθεθξηκέλν ζεκείν εξγαδόκαζηε σο εμήο: 

Θέηνπκε ˆ logq q  θαη ˆ logw w  , έηζη ε θακπύιε γξάθεηαη σο 
1 1
ˆ ˆ, .

2 2
L q w

 
  
 

 ΢ηε ζπλέρεηα 

ππνινγίδνπκε ηηο πξώηεο θαη δεπηέξεο παξαγώγνπο ησλ ζρέζεσλ απηώλ, έηζη: 

 
 

2

2
ˆ ˆθαη

w w ww
w w

w w

 
    (5.19) 

 
 

2

2
ˆ ˆθαη

q q qq
q q

q q

 
    (5.20) 

                                                                 
1
 Έζησ   ,r t t I    ε γεληθή παξακεηξηθή παξάζηαζε κηαο θαλνληθήο θακπύιεο, κε ηαρύηεηα  

2
.r t  Η 

ζπλάξηεζε θακππιόηεηαο ηεο ,r  νξίδεηαη σο ε ζρέζε  
   

 
2 3

2

,
r t Jr t

k t
r t


   όπνπ 

2 2:J   γξακκηθόο 

κεηαζρεκαηηζκόο κε    1 2 2 1, , .J x x x x    
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Δθαξκόδνληαο ηνλ ηύπν ηεο θακππιόηεηαο γηα ηελ θακπύιε-L έρνπκε ην εμήο: 

 

  

 

2 3

3
2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,
2

ˆ ˆ

LJL
k

L

q w w q

q w

 

   


 

 
 

 

2 4

3
2 2 2 2

2
                           2 .

wq w q wq ww

w w q

  



  





 (5.21) 

΢ύκθσλα κε ηε (5.21), νη πνζόηεηεο w   θαη q  κπνξνύλ λα ππνινγηζηνύλ εύθνια. Η πνζόηεηα 

w  απνδεηθλύεηαη όηη δίλεηαη από ηε ζρέζε 
4

,Tw x y 


   όπνπ y  απνηειεί ιύζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο Tikhonov 

2

min
0y

A Ax b
y

I





   
   

   
 θαη δίλεηε από ηε ζρέζε: 

    
1

2 .T Ty A A I A Ax b 


    (5.22) 

΢πκπεξαζκαηηθά, ην θξηηήξην πνπ κπνξεί λα δηαηππσζεί γηα ηελ επηινγή ηεο παξακέηξνπ 

νκαινπνίεζεο, γηα ηε κέζνδν Tikhonov, είλαη ην εμήο: 

 

Κξηηήξην επηινγήο παξακέηξνπ   γηα ηε κέζνδν Tikhonov: 

Η παξάκεηξνο νκαινπνίεζεο   επηιέγεηαη έηζη ώζηε λα κεγηζηνπνηείηαη ε ζπλάξηεζε 

θακππιόηεηαο, ηεο θακπύιεο-L, όπσο απηή δίλεηαη από ηε ζρέζε (5.21). 

 

Δίλαη ζεκαληηθό λα αλαθεξζεί πσο ε παξαπάλσ αλάιπζε δελ ηζρύεη αθξηβώο γηα ηε κέζνδν 

TSVD. Απηό νθείιεηαη ζην γεγνλόο όηη ην πιήζνο ησλ ιύζεσλ πνπ παξάγεη ε κέζνδνο είλαη 

πεπεξαζκέλν, κε απνηέιεζκα ε θακπύιε-L λα απνηειείηαη από έλα πεπεξαζκέλν αξηζκό 

ζεκείσλ. Παξ’ όια απηά έλα θξηηήξην θαη γηα ηελ πεξίπησζε απηή κπνξεί λα δηαηππσζεί. 

 

Κξηηήξην επηινγήο παξακέηξνπ p  γηα ηε κέζνδν TSVD: 

Η παξάκεηξνο νκαινπνίεζεο p  επηιέγεηαη εθεί πνπ είλαη εκθαλήο ε κεγαιύηεξε γσλία ηεο 

δηαθξηηήο θακπύιεο-L. 
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Σέινο, αλαθέξεηαη πσο ε θακπύιε-L είλαη έλα ρξήζηκν δηαηζζεηηθό εξγαιείν γηα ηνλ εληνπηζκό 

ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο. Θα πξέπεη όκσο λα είκαζηε αξθεηά πξνζεθηηθνί, δηόηη ε 

πξνζέγγηζε πνπ επηηπγράλεηαη δελ είλαη ζε όιεο ηηο πεξηπηώζεηο αξθεηά θαιή, κε απνηέιεζκα λα 

κελ ππάξρεη ηζνξξνπία κεηαμύ ζθάικαηνο νκαινπνίεζεο θαη ζθάικαηνο δηαηαξαρήο. 

 

Στήμα 5.1: Η γεληθή κνξθή ηεο θακπύιεο-L. Γηα κεγάιεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ ,  επηβάιιεηαη κεγάιε νκαιόηεηα ζηε 

ιύζε, ε λόξκα ηεο ιύζεο ιακβάλεη ζρεδόλ ζηαζεξή ηηκή θαη ζην όξην κεδελίδεηαη. Αληίζεηα, γηα κηθξέο ηηκέο ηεο 

παξακέηξνπ, ε λόξκα ησλ ζθαικάησλ ζρεδόλ ζηαζεξνπνηείηαη ελώ ζην όξην θαη απηή κεδελίδεηαη θαη ζηε ιύζε 

επηβάιιεηαη κηθξή νκαιόηεηα. Σέινο, ε παξάκεηξνο πνπ αληηζηνηρεί ζηε γσληά κεηάβαζεο από ηελ ππό-νκαιόηεηα 

ζηελ ππέξ-νκαιόηεηα, καο παξέρεη ηε βέιηηζηε ιύζε Tikhonov, ελώ γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο, απαηηείηαη ε 

θακππιόηεηαο ηεο θακπύιεο ζην ζεκείν κεηάβαζεο λα γίλεηαη κέγηζηε. 

 

 

5.5 Γεληθεπκέλε κέζνδνο δηαζηαπξνύκελεο επαιήζεπζεο (Generalized Cross 

Validation method) 

 

Η γεληθεπκέλε κέζνδνο δηαζηαπξνύκελεο επαιήζεπζεο αλήθεη ζηα εξγαιεία ηνπ θιάδνπ ηεο 

ζηαηηζηηθήο θαη κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί αξθεηά θαιά γηα ηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο πνπ κειεηάηαη. Η βαζηθή δηαθνξνπνίεζε ηεο κεζόδνπ, ζε ζρέζε κε ηηο 

πξνεγνύκελεο δπν, είλαη πσο αλαδεηείηαη εθείλε ε ηηκή ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο   ή p  

ώζηε ν όξνο Ax  ή ,pAx  αλάινγα ηε κέζνδν πνπ ρξεζηκνπνηείηαη, λα πξνζεγγίδεη όζν ην 

δπλαηόλ θαιπηέξα ην δηάλπζκα .exactb  

Γηα ιόγνπο κεγαιύηεξεο επθνιίαο μεθηλάκε αξρηθά ηελ αλάιπζε ρξεζηκνπνηώληαο ηελ κέζνδν 

TSVD, ελώ ζηε ζπλέρεηα ζα γίλεη αλαθνξά θαη ζηε κέζνδν Tikhonov. 
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Θεσξνύκε ηνλ πηλάθα θηιηξαξίζκαηνο ηεο κεζόδνπ TSVD,    1,...,1,0,...,0
p

diag   (όπνπ ηα 

p  πξώηα ζηνηρεία ηεο δηαγσλίνπ είλαη κνλάδεο θαη ηα ππόινηπα κεδέλ) θαη ππνινγίδνπκε ηε 

δηαθνξά ησλ δηαλπζκάησλ exactb  θαη 
pAx  θαζώο θαη ηε λόξκα ηεο δηαθνξάο: 

 

   
   

1

1 1

0 0

0 0 0 0

p T

p exact exact exact

p pT T T T T

exact exact

p pT T T

exact exact

Ax b AV U b e b

U V V U b U V V U e UU b

I I
U U b U U e UU b



 

     

        

   
     

   

  

 
0 00

          .
00 0

p T T

exact

n p

I
U U e U U b

I 

  
    

   
 (5.23)  

  

      
2 2 22

2

2
1 1 1

.
p n n

T T T

p exact i i exact i exact

i i p i p

Ax b u e u b p u b
    

        (5.24) 

Θέηνληαο κε k  ην δείθηε γηα ηνλ νπνίν γίλεηαη ε κεηάβαζε από ηε κείσζε ησλ όξσλ T

i exactu b  

ζηε ζηαζεξόηεηα θαη ππελζπκίδνληαο όηη T

i exactu b   γηα ,i k   ηόηε: 

 
 

22
2

2
1

2
2

2

,

,

k
T

p exact i exact

i p

p exact

Ax b p u b p k

Ax b p p k





 


   




  


  (5.25) 

Δύθνια από ηελ παξαπάλσ ζρέζε, αλ ζέζνπκε 
2

2
,p p exactr Ax b   πξνθύπηεη όηη: 

γηα p k  

   

   

 

2
2

1

2

2 2
2 2

1

1

2
2 2 2

1

1
n

T

p i exact

i p

n
T T

i exact p exact

i p

n
T

i exact

i p

p

r p u b

p u b u b

p u b

r



 

  



 



 

 

  

   

   









  

γηα p k  

  2 2

1 1 .p pr p p r       
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Σν ζπκπέξαζκα πνπ πξνθύπηεη είλαη πσο ην ειάρηζην ηεο λόξκαο, ηνπ ζθάικαηνο πξνζέγγηζεο, 

επηηπγράλεηαη γηα ηηκέο ηεο παξακέηξνπ p  πνπ ζρεηίδνληαη κε ηελ πεξηνρή κεηάβαζεο ( p k ), 

δηόηη όπσο έρεη απνδεηρζεί, γηα p k  ε λόξκα (ηνπ ζθάικαηνο πξνζέγγηζεο) κεηώλεηαη ζε 

αληίζεζε κε ηελ πεξίπησζε όπνπ .p k  Βέβαηα κε ηελ έσο ηώξα αλάιπζε, ε βαζηθή δπζθνιία 

πνπ κπνξεί λα εληνπίζεη θαλείο, όζνλ αθνξά ζηνλ ππνινγηζκό ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο, 

είλαη πσο ηηο πεξηζζόηεξεο θνξέο ην πξαγκαηηθό δηάλπζκα δεδνκέλσλ exactb  δελ είλαη γλσζηό. 

΢ην ζπγθεθξηκέλν πξόβιεκα ιύζε έξρεηαη λα δώζεη ε ρξήζε ηεο κεζόδνπ δηαζηαπξνύκελεο 

πιεξνθνξίαο (Cross Validation method). 

΢ύκθσλα κε ηε κέζνδν απηή, ηα ζηνηρεία ηνπ δηαλύζκαηνο ησλ δεδνκέλσλ b  ρσξίδνληαη ζε δπν 

ζύλνια, όπνπ θάλνληαο ρξήζε ησλ ζηνηρείσλ ελόο εθ ησλ δπν ζπλόισλ ππνινγίδεηαη κηα ιύζε 

(από ηε ιύζε ελόο ζπγθεθξηκέλνπ ζπζηήκαηνο) ε νπνία ζηε ζπλέρεηα ζα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ 

πξνζέγγηζε ησλ ζηνηρείσλ ηνπ άιινπ ζπλόινπ. Πην ζπγθεθξηκέλα, έλαο ηξόπνο πνπ ζα 

κπνξνύζε λα γίλεη απηό είλαη ν εμήο: 

παξαιείπνληαο ην i -νζηό ζηνηρείν ηνπ δηαλύζκαηνο ,b  δειαδή ην ib  θαη ιύλνληαο ζηε ζπλέρεηα 

ην πξόβιεκα Tikhonov: 

 
 

 
 

2

1 2

min ,
0

i i
i

x
n

A b
x

I


 

   
    
  

 (5.26) 

όπνπ  i
A  είλαη ν πίλαθαο πνπ πξνθύπηεη από ηνλ A , αλ παξαιεηθζεί ε i -νζηή γξακκή θαη  i

b  

ην δηάλπζκα δεδνκέλσλ αλ παξαιεηθζεί ην ζηνηρείν .ib  

Υξεζηκνπνηώληαο ηε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο απηνύ, πνπ όπσο είδε έρεη αλαθεξζεί, δίλεηαη από 

ηε ζρέζε: 

 
            

1
2

1

T T
i i i i i

nx A A I A b 


   (5.27) 

παξάγνπκε κηα πξνζέγγηζε ηνπ ζηνηρείνπ ,ib  κέζσ ηεο ζρέζεο    
,:

i
A i x , όπνπ  ,:A i  

ζπκβνιίδεηαη ε i -νζηή γξακκή ηνπ πίλαθα .A  Ο ππνινγηζκόο ηεο παξακέηξνπ ,  ζπλίζηαηαη 

ζηνλ πξνζδηνξηζκό εθείλεο ηεο ηηκήο ηεο παξακέηξνπ γηα ηελ νπνία ην ζθάικα πξόβιεςεο 

ειαρηζηνπνηείηαη γηα όια ηα ζηνηρεία ηνπ δηαλύζκαηνο ,b  δειαδή: 

     
2

1

1
min ,: .

m
i

i

i

A i x b
m






  (5.28) 
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Η ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο (5.28), απνδεηθλύεηαη όηη είλαη ηζνδύλακε κε ηε ιύζε ελόο 

επθνιόηεξνπ σο πξνο ην ρεηξηζκό ηνπ πξνβιήκαηνο: 

 
 

2

1

,:1
min ,

1

m
i

i ii

A i x b

m h






 
 

 
  (5.29) 

όπνπ x  είλαη ε ιύζε Tikhonov ηνπ αξρηθνύ πξνβιήκαηνο θαη iih  είλαη ηα δηαγώληα ζηνηρεία ηνπ 

πίλαθα  
1

2 .T TA A A I A


  Θα πξέπεη λα αλαθεξζεί πσο ην βαζηθό κεηνλέθηεκα ηνπ 

πξνβιήκαηνο (5.29), είλαη πσο ε ιύζε ηνπ εμαξηάηαη από ηε δηάηαμε ησλ γξακκώλ ηνπ πίλαθα 

,A  θαζώο ηα ζηνηρεία iih  ιακβάλνπλ δηαθνξεηηθέο ηηκέο όηαλ κηα κεηάζεζε (ζηηο γξακκέο ηνπ 

A ) πξαγκαηνπνηεζεί. Έλα ηέηνην πξόβιεκα κπνξεί λα πξνθύςεη ζηελ πξάμε, όηαλ γηα ην ππό 

κειέηε πξόβιεκα δελ ππάξρεη έλαο θπζηθόο ηξόπνο δηάηαμεο ησλ δεδνκέλσλ ηνπ. 

Παξ’ όια απηά, ε παξαπάλσ δπζθνιία μεπεξληέηαη κέζσ ηεο γεληθεπκέλεο κεζόδνπ 

δηαζηαπξνύκελεο επαιήζεπζεο ζηελ νπνία θάζε ζηνηρείν iih  αληηθαζίζηαηαη από ην κέζν όξν 

ησλ δηαγώλησλ ζηνηρείσλ ηνπ πίλαθα .A  Έηζη ην πξνο επίιπζε πξόβιεκα ιακβάλεη ηε κνξθή: 

 
 

  
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1
2

1

,:1
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





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   (5.30) 

θαη ηζνδύλακα επεηδή         
1

2 ,T T Ttr A A A I A tr U U tr
 




      ηζρύεη όηη: 
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 (5.31) 

Οινθιεξώλνληαο ηελ παξαπάλσ αλάιπζε δηαηππώλνληαη ηα θξηηήξηα επηινγήο παξακέηξνπ γηα 

ηηο δπν κεζόδνπο νκαινπνίεζεο: 

Κξηηήξην επηινγήο παξακέηξνπ   γηα ηε κέζνδν Tikhonov: 

Η παξάκεηξνο νκαινπνίεζεο   επηιέγεηαη έηζη ώζηε λα ειαρηζηνπνηείηαη ην πξόβιεκα 

  
 

2

2

2

1

.
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i

i
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
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  (5.32) 
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Κξηηήξην επηινγήο παξακέηξνπ p  γηα ηε κέζνδν TSVD: 

Η παξάκεηξνο νκαινπνίεζεο p   επηιέγεηαη έηζη ώζηε λα ειαρηζηνπνηείηαη ην πξόβιεκα  

  
 

2

2

2
.

pAx b
GCV p

m p





  (5.33) 

 

 

5.6 Δπηινγή κεζόδνπ 

 

Η επηινγή ηεο κεζόδνπ πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί θάζε θνξά γηα ηελ εύξεζε ηεο παξακέηξνπ 

νκαινπνίεζεο, δελ ζηεξίδεηαη ζε θάπνην ζπγθεθξηκέλν θαλόλα, δηόηη θάζε αληίζηξνθν 

πξόβιεκα έρεη ηα δηθά ηνπ ραξαθηεξηζηηθά θαη ην δηθό ηνπ κνληέιν ζθαικάησλ. Γηα ην ιόγν 

απηό, είλαη ζηελ επηινγή ηνπ εξεπλεηή λα επηιέμεη πνηα κέζνδν ή κεζόδνπο ζα ρξεζηκνπνηήζεη, 

αλάινγα κε ηα δεδνκέλα πνπ έρεη ζηε δηάζεζε ηνπ. ΢πλνςίδνληαο, γηα ηελ θάζε κέζνδν 

κπνξνύκε λα αλαθέξνπκε ηα εμήο: 

 

Discrepancy Principle: Δάλ κηα αθξηβήο εθηίκεζε ηεο λόξκαο ησλ ζθαικάησλ 
2

e  ή ε γλώζε 

ηνπ ηππηθνύ ζθάικαηνο   είλαη δηαζέζηκε, ηόηε ε ρξήζε ηεο κεζόδνπ απηήο κπνξεί λα δώζεη 

κηα αξθεηά θαιή πξνζέγγηζε ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο. ΢ε αληίζεηε πεξίπησζε ε κέζνδνο 

κπνξεί εύθνια λα απνηύρεη. 

 

Κακπύιε-L: Η ζπγθεθξηκέλε κέζνδνο ππνινγίδεη κηα παξάκεηξν νκαινπνίεζεο ώζηε λα 

επηηπγράλεηαη ε ηζνξξνπία κεηαμύ ζθάικαηνο νκαινπνίεζεο θαη ζθάικαηνο δηαηαξαρήο. 

Μπνξεί όκσο λα απνηύρεη ζηελ πεξίπησζε πνπ ε ιύζε είλαη πνιύ νκαιή. 

 

Γεληθεπκέλε κέζνδνο δηαζηαπξνύκελεο επαιήζεπζεο: Δίλαη κηα αξθεηά ηζρπξή κέζνδνο όπνπ 

ζηεξίδεηαη ζηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ ζθάικαηνο πξνζέγγηζεο. Οξηζκέλεο θνξέο απνηπγράλεη, 

νδεγώληαο ζε ππό-νκαινπνηεκέλεο ιύζεηο. 
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Κεθάιαην 6
ν
   

Δθαξκνγή ζε αληίζηξνθα πξνβιήκαηα 

ζεξκηθήο δηάδνζεο 

 

 

΢ην παξόλ θεθάιαην, γίλεηαη ε πξαθηηθή παξνπζίαζε ηνπ ζπλόινπ ησλ κεζόδσλ πνπ  

αλαιύζεθαλ ζηελ παξνύζα δηπισκαηηθή εξγαζία. Σν πξόβιεκα πνπ επηιύεηαη, ζρεηίδεηαη κε ηε 

δηάδνζε ηεο ζεξκόηεηαο ζε έλα κνλνδηάζηαην κέζν. ΢πγθεθξηκέλα, γίλεηαη κηα εθηίκεζε ηεο 

θαηαλνκήο ηεο ζεξκνθξαζίαο ζην ζύλνξν ηνπ ζώκαηνο ( 0x  ). Απηό επηηπγράλεηαη, έρνληαο 

ζηε δηάζεζε καο ηελ αξρηθή θαηαλνκή ηεο ζεξκνθξαζίαο ζην ζώκα θαη έλα ζύλνιν κεηξήζεσλ 

απηήο, γηα κηα ζπγθεθξηκέλε πεξηνρή ηνπ ζώκαηνο ( 1x  ), ζε δηάθνξεο ρξνληθέο ζηηγκέο. Οη 

κεηξήζεηο απηέο εθθξάδνληαη κέζσ ηεο ζπλάξηεζεο .g  Απηό απνηειεί θαη ην αληίζηξνθν 

πξόβιεκα ηεο ζεξκόηεηαο. ΢εκεηώλεηαη όηη, γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ αιγόξηζκνη, ε θαηαζθεπή ησλ νπνίσλ νθείιεηαη ζηνλ θαζεγεηή Per Christian 

Hansen.  

Η κνληεινπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο νδεγεί ζε κηα νινθιεξσηηθή εμίζσζε Volterra Ά είδνπο θαη 

έρεη ηε κνξθή: 

      
0

,  0 1.

s

K s t f t g s s     (6.1) 

κε ππξήλα πνπ δίλεηαη από ζρέζε: 

  
2 2

3 1
2

4 ,
2

aK e
a






  
 
   (6.2) 

νπνύ s t    θαη a  ζηαζεξά, ε νπνία θαζνξίδεη ην δείθηε θαηάζηαζεο ηνπ αληίζηνηρνπ πίλαθα 

ηνπ δηαθξηηνπνηεκέλνπ πξνβιήκαηνο. 
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Στήμα 6.1: Μνλνδηάζηαην ζώκα ζην νπνίν θαζνξίδεηαη ε θαηαλνκή ζεξκνθξαζίαο ζην ζύλνξν ηνπ x=0, από 

κεηξήζεηο ηεο ζεξκνθξαζίαο ζηε ζέζε x=1, γηα ηηο δηάθνξεο ρξνληθέο ζηηγκέο s. 

΢ην πξόβιεκα (6.1) ε άγλσζηε ζπλάξηεζε είλαη ε ,f  ελώ ιόγσ ηεο δνκήο ηνπ ππξήλα ,K  ην 

πξνο επίιπζε πξόβιεκα είλαη έλα πξόβιεκα απνζπλέιημεο. Πξέπεη λα αλαθεξζεί όηη ν 

κεδεληθόο ππόρσξνο ηνπ πξνβιήκαηνο (6.1) δελ είλαη ν ηεηξηκκέλνο, αιιά έρεη δηάζηαζε έλα. 

Γειαδή ππάξρεη ζπλάξηεζε 0nullf   ώζηε ηόζν απηή όζν θαη νη γξακκηθή ηεο ζπλδπαζκνί, λα 

κεδελίδνπλ ηελ εμίζσζε (6.1). Η ζπγθεθξηκέλε ζπλάξηεζε, είλαη ε ζπλάξηεζε   (ζπλάξηεζε 

ηνπ Dirac), ζην ζεκείν 1.t   Έηζη από ηα παξαπάλσ πξνθύπηεη όηη: 

    
0

1 0.

s

K s t t dt    (6.3) 

Γηα ηε ιύζε ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ πξνβιήκαηνο, ε δηαθξηηνπνίεζε έγηλε ρξεζηκνπνηώληαο ηελ 

αξηζκεηηθή κέζνδν νινθιήξσζεο, ελώ κε ηνλ θαλόλα ηνπ κέζνπ πήξακε 160 δηαθξηηά ζεκεία 

ηνπ θιεηζηνύ δηαζηήκαηνο  0,1 . Έηζη πξνθύπηεη έλα 160 160  γξακκηθό ζύζηεκα ηεο κνξθήο: 

 Ax b  (6.4) 

όπνπ, 

 

 

 

,

 όπνπ , 1,...,160.

ij j i j

j j

i i

a w K s t

x f i j

b g s




 



 (6.5) 

Δπίζεο, επηιέρζεθε ε ηηκή ηεο παξακέηξνπ a  λα είλαη έλα. Γηα ηε ζπγθεθξηκέλε ηηκή, ν δείθηεο 

θαηάζηαζεο ηνπ πίλαθα A  ππνινγίδεηαη όηη είλαη   50 =2,0013 10 ,k A   έλαο αξθεηά κεγάινο 

αξηζκόο, ώζηε ν A  λα ζεσξείηαη θαθήο θαηάζηαζεο. Δπνκέλσο, νπνηαδήπνηε πξνζζήθε 

δηαηαξαρήο ζην δηάλπζκα ησλ δεδνκέλσλ ,b  ζα επεξεάζεη ζεκαληηθά ηελ πξαγκαηηθή ιύζε. 

΢εκεηώλεηαη πσο γηα κεγαιύηεξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ, ν δείθηεο θαηάζηαζεο είλαη θαηά πνιύ 

κηθξόηεξνο, γηα παξάδεηγκα αλ 5,a   ηόηε   191,7406.k A   Θα πξέπεη λα αλαθεξζεί πσο ν 

πίλαθαο ,A  είλαη ζπκκεηξηθόο σο πξνο ηε δεπηεξεύνπζα δηαγώλην ηνπ, επνκέλσο επηπιέσλ 

ηδηόηεηεο ζπκκεηξίαο ζπλδένπλ ηα αξηζηεξά θαη δεμηά ηδηάδνληα δηαλύζκαηα, θαηά ηελ 
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εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ SVD. Δίλαη ζεκαληηθό λα αλαθεξζεί πσο ν βαζκόο ηνπ πίλαθα A  είλαη 

  156,rank A   επνκέλσο ε δηάζηαζε ηνπ δηαλπζκαηηθνύ ππνρώξνπ ηνπ ππξήλα ηνπ, είλαη 

ηέζζεξα, δειαδή   dim 4.Ker A   Σν θαηλόκελν απηό, νπνύ δειαδή ν ππξήλαο ηνπ A  δελ 

αληηζηνηρεί ζην κεδεληθό ρώξν ηνπ πξνβιήκαηνο (6.3), νθείιεηαη ζηε δνκή ηεο ζπλάξηεζεο K , 

ζηα ζθάικαηα πνπ ιακβάλνπλ ρώξα θαηά ηε δηαθξηηνπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο θαζώο θαη ζηελ 

εηζαγσγή ζθαικάησλ ιόγσ πεπεξαζκέλεο αξηζκεηηθήο αθξίβεηαο ηνπ ππνινγηζηή. ΢ύκθσλα κε 

ηε ζεσξία πνπ αλαπηύρζεθε γηα ηε κέζνδν SVD, ν ππξήλαο ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη 

   157 158 159 160, , , ,Ker A span v v v v  όπνπ iv  ηα δεμηά ηδηάδνληα δηαλύζκαηα ηνπ .A  Αλ 

ζρεδηάζνπκε ηα δηαλύζκαηα απηά, παξαηεξνύκε πσο κνηάδνπλ κε ηε ζπλάξηεζε ,  αλ 

κπνξνύζε θαλείο λα θαληαζηεί ηελ απεηθόληζε απηήο ζην επίπεδν, ζην ζεκείν 1.t   

Στήμα 6.2: Γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ηεζζάξσλ δεμηώλ ηδηαδνπζώλ δηαλπζκάησλ πνπ παξάγνπλ ηνλ ππξήλα ηνπ A. 

 

΢ηε ζπλέρεηα, γίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο πξαγκαηηθήο ιύζεο ηνπ κε δηαηαξαγκέλνπ 

δηαθξηηνπνηεκέλνπ πξνβιήκαηνο (6.4), ηελ νπνία ζα ζπγθξίλνπκε αξγόηεξα κε ηηο 

πξνζεγγηζηηθέο ιύζεηο, πνπ ζα εμαρζνύλ βάζεη ησλ κεζόδσλ πνπ έρνπλ αλαπηπρζεί. 
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Στήμα 6.3: Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο πξαγκαηηθήο ιύζεο, ηνπ κε δηαηαξαγκέλνπ πξνβιήκαηνο Αx=b. 

 

Οκνίσο, γηα λα εμεηαζηεί ε ηζρύο ηεο δηαθξηηήο ζπλζήθεο Picard, ώζηε ην πξόβιεκα (6.3) λα 

επηδέρεηαη ιύζε, ζρεδηάδνπκε ην αληίζηνηρν δηάγξακκα Picard γηα ην κε δηαηαξαγκέλν 

πξόβιεκα. Δπίζεο γίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ησλ έμη πξώησλ αξηζηεξώλ ηδηαδόλησλ 

δηαλπζκάησλ, ηα νπνία απνηεινύλ πξνζεγγίζεηο ησλ αληίζηνηρσλ αξηζηεξώλ ηδηαδνπζώλ 

ζπλαξηήζεσλ ηνπ ππξήλα .K   

 

Στήμα 6.4: Γηάγξακκα Picard γηα ην κε δηαηαξαγκέλν πξόβιεκα. Παξαηεξνύκε όηη νη SVD όξνη |ui
T
b| κεηώλνληαη 

γξεγνξόηεξα ζε ζρέζε κε ηηο ηδηάδνπζεο ηηκέο, εθηόο από ηνπο ηέζζεξηο ηειεπηαίνπο όξνπο πνπ αληηζηνηρνύλ ζηηο 

κεδεληθέο ηδηάδνπζεο ηηκέο ηνπ πίλαθα A. Λόγσ όκσο ηεο πεπεξαζκέλεο αξηζκεηηθήο αθξίβεηαο ηνπ ππνινγηζηή, 

ζηαζεξνπνηνύληαη ζην επίπεδν ηνπ ζνξύβνπ. Δπνκέλσο αθαηξώληαο ηνπο ηειεπηαίνπο όξνπο, παξαηεξνύκε όηη ε 

δηαθξηηή ζπλζήθε Picard ηζρύεη όπσο νξίζηεθε, επνκέλσο ην πξόβιεκα (6.3) έρεη ηεηξαγσληθά νινθιεξώζηκε ιύζε. 
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Στήμα 6.5: Γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ έμη πξώησλ αξηζηεξώλ ηδηαδόλησλ δηαλπζκάησλ ηνπ πίλαθα A. Σα ηδηάδνληα 

απηά δηαλύζκαηα, απνηεινύλ πξνζεγγίζεηο ησλ αληίζηνηρσλ αξηζηεξώλ ηδηαδνπζώλ ζπλαξηήζεσλ ηνπ ππξήλα K. 

 

Γηα ηε κεηέπεηηα αλάιπζε, γίλεηαη ε εηζαγσγή ιεπθνύ ζνξύβνπ ζην δηάλπζκα ησλ δεδνκέλσλ, 

κε ηππηθό ζθάικα 510 .   ΢ρεδηάδεηαη εθ λένπ ην δηάγξακκα Picard γηα ην δηαηαξαγκέλν 

πξόβιεκα, ελώ ρξεζηκνπνηνύληαη νη κέζνδνη TSVD θαη Tikhonov γηα ηελ εμαγσγή κηαο 

πξνζεγγηζηηθήο ιύζεο. 

 

Στήμα 6.6: Γηάγξακκα Picard γηα ην δηαηαξαγκέλν πξόβιεκα. Παξαηεξνύκε όηη κεηά ηνπο 31 πξώηνπο SVD όξνπο, νη 

ππόινηπνη ζηαζεξνπνηνύληαη ζην επίπεδν ηνπ ζνξύβνπ. 
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Στήμα 6.7: Απεηθόληζε ησλ πξνζεγγηζηηθώλ ιύζεσλ ηεο κεζόδνπ TSVD, γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ p. 

Παξαηεξνύκε όηη γηα ηελ ηηκή  p=33 κπνξεί λα επηηεπρζεί κηα πνιύ θαιή πξνζέγγηζε ηεο πξαγκαηηθήο ιύζεο  xexact .
 

 

΢ην ζρήκα (6.7) απεηθνλίδνληαη νη πξνζεγγίζηεθεο ιύζεηο ηεο κεζόδνπ TSVD, γηα ηηο δηάθνξεο 

ηηκέο ηεο παξακέηξνπ .p  Παξαηεξνύκε όηη, γηα κηθξέο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ (π.ρ. 17p  ), ε 

πξνζεγγηζηηθή ιύζε πνπ πξνθύπηεη απέρεη από ηελ πξαγκαηηθή, εμαηηίαο ηνπ κεγάινπ 

θηιηξαξίζκαηνο πνπ επηβάιιεηαη. Οκνίσο, γηα ηηο κεγαιύηεξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ (π.ρ.

75p  ), ιόγσ ηεο επηβνιήο κηθξνύ θηιηξαξίζκαηνο, ζηε ιύζε ππεηζέξρνληαη όξνη πνπ 

θπξηαξρνύληαη από ζθάικαηα, κε απνηέιεζκα θαη πάιη απηή λα κελ είλαη θαιή. Σέινο, κηα 

αξθεηά θαιή πξνζέγγηζε ηεο ,exactx  επηηπγράλεηαη γηα ηελ ηηκή 33.p   

Στήμα 6.8: Απεηθόληζε ησλ πξνζεγγηζηηθώλ ιύζεσλ ηεο κεζόδνπ Tikhonov, γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηεο παξακέηξνπ ι. 

Γηα ηελ ηηκή ηεο παξακέηξνπ ι=9,9x10
( -4)

, ε πξνζέγγηζε πνπ επηηπγράλεηαη είλαη αξθεηά αθξηβήο, ζε αληίζεζε κε ηηο 

ππόινηπεο πεξηπηώζεηο. 
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Ίδηα ζπκπεξηθνξά κε ηε κέζνδν TSVD, εκθαλίδεη θαη ε κέζνδνο Tikhonov. ΢πγθεθξηκέλα, όηαλ 

ε παξάκεηξνο νκαινπνίεζεο   ιακβάλεη αξθεηά κηθξέο ηηκέο, νπζηαζηηθά επηβάιιεηαη κηθξό 

θηιηξάξηζκα ζηελ ππνινγηδόκελε ιύζε, κε κηα ηαπηόρξνλε εηζαγσγή ελόο κεγάινπ ζθάικαηνο 

ζε απηή. Μάιηζηα ζηελ πεξίπησζε όπνπ 0   (θαζόινπ θηιηξάξηζκα), πξνθύπηεη ε θιαζηθή 

ιύζε 
1

Tn
i

i

i i

u b
x v

s

  ηνπ πξνβιήκαηνο (6.4), ε νπνία όπσο παξαηεξνύκε είλαη εκθαλώο 

επεξεαζκέλε από ηελ εηζαγσγή ησλ ζνξπβσδώλ SVD όξσλ .T

iu b  Από ηελ άιιε, ε ζρεηηθά 

κεγάιε αύμεζε ηεο ηηκήο ηεο παξακέηξνπ   (π.ρ. 0,2  ), κπνξεί λα επηβάιιεη κεγάιε 

νκαιόηεηα ζηελ πξνζέγγηζε, σζώληαο ηελ ζην λα απνθιίλεη από ηελ πξαγκαηηθή ιύζε. 

Δπηζεκαίλεηαη πσο, όηαλ ην   ιάβεη ηελ ηηκή 49,9 10 ,  ε πξνζέγγηζε πνπ επηηπγράλεηαη είλαη 

ζρεδόλ αθξηβήο. 

΢ηε ζπλέρεηα, γηα ηε ιύζε ηνπ δηαθξηηνπνηεκέλνπ πξνβιήκαηνο (6.4), γίλεηαη ρξήζε ησλ 

κεζόδσλ Discrepancy Principle, L-Curve θαη Generalized Cross Validation γηα ηελ θαηάιιειε 

επηινγή ησλ παξακέηξσλ νκαινπνίεζεο   θαη p  αληίζηνηρα. 

Στήμα 6.9: Απεηθόληζε ηεο πξνζεγγηζηηθήο ιύζεο ηεο κεζόδνπ Tikhonov, κε παξάκεηξν νκαινπνίεζεο ι=0.0013 

όπσο απηή δίλεηαη από ην θξηηήξην Discrepancy Principle. 

 

΢ην ζρήκα 6.9 απεηθνλίδεηαη ε ιύζε Tikhonov ηνπ πξνβιήκαηνο (6.4), κε επηινγή παξακέηξνπ 

0.0013, 
 

όπσο απηή ππνινγίζηεθε κέζσ ηεο κεζόδνπ Discrepancy Principle. Γηα ηελ 
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εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ, εθηηκήζεθε ε λόξκα ησλ ζθαικάησλ κέζσ ηεο ζρέζεο 
1

2 ,n   ελώ ν 

ζπληειεζηήο αζθαιείαο 
dpv  έιαβε ηελ ηηκή δπν. Όπσο γίλεηαη αληηιεπηό από ην γξάθεκα, ε 

πξνζέγγηζε πνπ επηηπγράλεηαη είλαη νκαιόηεξε ζε ζρέζε κε ηελ πξαγκαηηθή ιύζε θαη απηό 

θαίλεηαη από ην γεγνλόο όηη θαη νη δπν ιύζεηο ζρεδόλ ηαπηίδνληαη παληνύ, κε ηε κεγαιύηεξε 

δηαθνξά λα παξαηεξείηαη ζηελ θνξπθή ηνπο. 

Υξεζηκνπνηώληαο ηελ θακπύιε-L, ε βέιηηζηε πξνζέγγηζε ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο γηα ηε 

κέζνδν Tikhonov, ππνινγίδεηαη όηη είλαη ε  5
4,9139 10 .


   Από ηε γξαθηθή παξάζηαζε 

(ζρήκα 6.11), παξαηεξνύκε όηη ε πξνζέγγηζε πνπ επηηπγράλεηαη απέρεη αξθεηά από ηελ 

πξαγκαηηθή ιύζε, ελώ είλαη θαλεξό πσο ε ιύζε Tikhonov πνπ επεηεύρζε κέζσ ηεο Discrepancy 

Principle, είλαη θαιύηεξε ζε ζρέζε κε ηελ παξνύζα. 

Στήμα 6.10: Τπνινγηζκόο ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο   γηα ηελ κέζνδν Tikhonov, κέζσ ηεο θακπύιεο-L. Η 

βέιηηζηε επηινγή ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο ππνινγίδεηαη όηη είλαη ε  4,9139x10
( -5)

. 

Στήμα 6.11: Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο πξνζεγγηζηηθήο ιύζεο ηεο κεζόδνπ Tikhonov, γηα ηηκή ηεο παξακέηξνπ 

νκαινπνίεζεο  ι=4,9139x10
( -5)

  όπσο απηή εθηηκήζεθε κέζσ ηεο θακπύιεο-L. 
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Οκνίσο, ρξεζηκνπνηώληαο ηε δηαθξηηή θακπύιε-L, ε βέιηηζηε ηηκή γηα ηελ παξάκεηξν 

νκαινπνίεζεο ηεο TSVD κεζόδνπ, ππνινγίδεηαη όηη είλαη ε 46.p   Όπσο παξαηεξνύκε θαη από 

ηε γξαθηθή παξάζηαζε (ζρήκα 6.13), ε πξνζέγγηζε πνπ επηηπγράλεηαη είλαη ιηγόηεξν 

νκαινπνηεκέλε ζε ζρέζε κε ηελ πξαγκαηηθή ιύζε. Δύθνια επίζεο, εμάγεηαη νπηηθά ην 

ζπκπέξαζκα, όηη ε TSVD ιύζε γηα ηελ παξάκεηξν πνπ δόζεθε από ηε δηαθξηηή θακπύιε-L, 

είλαη θαιύηεξε ζε ζρέζε κε ηε ιύζε Tikhonov. 

Στήμα 6.12: Τπνινγηζκόο ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο p γηα ηελ κέζνδν TSVD, κέζσ ηεο δηαθξηηήο θακπύιεο-L. 

΢ύκθσλα κε ηε κέζνδν απηή, ε βέιηηζηε επηινγή ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο είλαη 46, δειαδή γηα ηνλ ππνινγηζκό 

ηεο βέιηηζηεο πξνζεγγηζηηθήο ιύζεο, ζα πξέπεη λα ιεθζνύλ ππόςε νη 46 πξώηνη SVD όξνη. 

Στήμα 6.13: Γξάθεκα ηεο πξνζεγγηζηηθήο ιύζεο ηεο κεζόδνπ TSVD, γηα επηινγή ηηκήο ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο 

p=46, όπσο απηή εθηηκήζεθε κέζσ ηεο δηαθξηηήο θακπύιεο-L. 
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΢ηε ζπλέρεηα, ρξεζηκνπνηώληαο ηε κέζνδν Generalized Cross Validation, ππνινγίδεηαη ε ηηκή 

ηεο παξακέηξνπ   γηα ηελ νπνία ε ζπλάξηεζε (5.32) ιακβάλεη ειάρηζηε ηηκή. Όπσο 

παξαηεξνύκε θαη από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο (ζρήκα 6.14), ε ηηκή ηεο 

παξακέηξνπ 0,00030913   πνπ ππνινγίδεηαη, δελ απνηειεί ηελ αθξηβή ηηκή γηα ηελ νπνία ε 

ζπλάξηεζε ιακβάλεη ειάρηζην, αιιά κηα πξνζέγγηζε απηήο. 

Στήμα 6.14: Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο GCV(ι) γηα ηε κέζνδν Tikhonov. ΢ύκθσλα κε ηε κέζνδν, ε 

ζπλάξηεζε ειαρηζηνπνηείηαη, θαηά πξνζέγγηζε, γηα ηηκή ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο ι=0,00030913. Γηα ηελ ηηκή 

απηή, ππνινγίδεηαη ε βέιηηζηε ιύζε ηεο κεζόδνπ Tikhonov.  

Στήμα 6.15: Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο πξνζεγγηζηηθήο ιύζεο Tikhonov γηα επηινγή παξακέηξνπ ι=0,00030913, όπσο 

απηή ππνινγίζηεθε από ηελ εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ Generalized Cross Validation. 
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Παξόκνηα κε ηα παξαπάλσ, ε εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ GCV, γηα ηε πεξίπησζε TSVD, ππνινγίδεη 

ζαλ βέιηηζηε ηηκή ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο ηελ 35.p   Υξεζηκνπνηώληαο ηε 

ζπγθεθξηκέλε ηηκή ε TSVD πξνζέγγηζε πνπ επηηπγράλεηαη, νπηηθά θαη κόλν, θαίλεηαη λα είλαη 

θαιύηεξε ζε ζρέζε κε απηή ηεο κεζόδνπ Tikhonov, θαζώο νη δηαθπκάλζεηο είλαη ειαθξώο 

κηθξόηεξεο, όπσο πξνθύπηεη θαη από ηε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε. 

Στήμα 6.16: Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο δηαθξηηήο ζπλάξηεζεο GCV(p) γηα ηε κέζνδν TSVD. H ζπλάξηεζε 

ειαρηζηνπνηείηαη, θαηά πξνζέγγηζε, γηα ηηκή ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο p=35. Γηα ηελ ηηκή απηή ηεο παξακέηξνπ, 

ππνινγίδεηαη ε βέιηηζηε ιύζε ηεο κεζόδνπ TSVD. 

Στήμα 6.17: Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο πξνζεγγηζηηθήο ιύζεο TSVD, κε παξάκεηξν νκαινπνίεζεο p=35, όπσο απηή 

ππνινγίζηεθε από ηελ εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ GCV, γηα ηε δηαθξηηή πεξίπησζε. 
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Σέινο, γίλεηαη ν ππνινγηζκόο ηνπ ζρεηηθνύ ζθάικαηνο γηα ηελ θάζε πεξίπησζε ρσξηζηά. 

΢πγθεθξηκέλα  γηα ηε κέζνδν Tikhonov πξνθύπηεη όηη: 

 

     

2 2 2

2 2 2

  ,0.0310 0.1888 ,  0.0263 
dp exact L exact gcv exact

exact exact exact

x x x x x x

x x x

  
  

     (6.6) 

όπνπ 
     

, ,  dp L gcvx x x
  

 νη ιύζεηο Tikhonov, γηα επηινγή παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο   όπσο απηή 

ππνινγίδεηαη από ηηο κεζόδνπο Discrepancy Principle, L-Curve θαη GCV αληίζηνηρα. 

΢ύκθσλα κε ηε ζρέζε (6.6), παξαηεξείηαη πσο ηελ αθξηβέζηεξε ιύζε Tikhonov δίλεη ε κέζνδνο 

επηινγήο παξακέηξνπ GCV, ελώ αθνινπζνύλ νη Discrepancy Principle θαη L-Curve κε ηε ζεηξά.  

Τπνινγίδνληαο ηώξα ηα ζρεηηθά ζθάικαηα θαη γηα ηε κέζνδν TSVD, παίξλνπκε όηη:  

 

   

2 2

2 2

0,0347 , 0.0195

p p

L exact gcv exact

exact exact

x x x x

x x

 
   (6.7)   

όπνπ 
   

,  
p p

L gcvx x  νη TSVD ιύζεηο, γηα επηινγή ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο, όπσο δίλεηαη από 

ηηο κεζόδνπο L-Curve θαη GCV αληίζηνηρα. 

Σέινο, ζπγθξίλνληαο ηα ζρεηηθά ζθάικαηα ησλ ζρέζεσλ (6.6) θαη (6.7) ζπκπεξαίλνπκε πσο ε 

θαιύηεξε πξνζεγγηζηηθή ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο (6.4), πξνθύπηεη θάλνληαο ρξήζε ηεο κεζόδνπ 

TSVD, ζε ζπλδπαζκό κε ηε GCV κέζνδν γηα ηελ επηινγή ηεο παξακέηξνπ νκαινπνίεζεο. 

Στήμα 6.18: Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο βέιηηζηεο ιύζεο, ηνπ αληίζηξνθνπ πξνβιήκαηνο ζεξκόηεηαο. Η βέιηηζηε 

πξνζέγγηζε επηηπγράλεηαη κε ρξήζε ηεο κεζόδνπ TSVD θαη γηα επηινγή παξακέηξνπ p=35, όπσο πξνθύπηεη βάζεη ηεο 

κεζόδνπ Generalized Cross Validation. Σν ζρεηηθό ζθάικα ηεο παξαπάλσ ιύζεο ππνινγίδεηαη όηη είλαη,

 

22
0.0195.

p

gcv exact exact
x x x   
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