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Πρόλογοσ 
 

 

Η πνιπκεηαβιεηή ζηαηηζηηθή αλάιπζε απνηειεί έλα πνιχηηκν εξγαιείν ζε 

πνιιέο επηζηήκεο. Οη κέζνδνη ηεο πνιπκεηαβιεηήο αλάιπζεο αλαθέξνληαη ζε 

δηαδηθαζίεο θαη κεζνδνινγίεο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα λα θαηαιήμνπκε ζε 

ζηαηηζηηθή ζπκπεξαζκαηνινγία κε ηε ρξήζε πνιιψλ κεηαβιεηψλ. Οη κέζνδνη, απηνί, 

είλαη ηδηαίηεξα ρξήζηκεο, γηαηί βνεζνχλ ζηελ εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ απφ κεγάιν 

αξηζκφ δεδνκέλσλ θαη ζηνλ πεξηνξηζκφ ηεο αβεβαηφηεηαο, θαζψο θαη ζηελ εχξεζε 

θαη ζηελ εξκελεία ζπζρεηίζεσλ κεηαμχ ησλ κεηαβιεηψλ. 

Η παξνχζα δηπισκαηηθή εξγαζία ρσξίδεηαη ζε δπν ελφηεηεο. Η πξψηε 

πεξηιακβάλεη ηα πξψηα πέληε θεθάιαηα, ζηα νπνία επηρεηξείηαη κηα παξνπζίαζε ηνπ 

ζεσξεηηθνχ ππνβάζξνπ ησλ αληηζηνίρσλ πέληε κεζφδσλ πνπ κειεηνχληαη (αλάιπζε 

θπξίσλ ζπληζησζψλ, παξαγνληηθή αλάιπζε, αλάιπζε ζπζηάδσλ, δηαρσξηζηηθή 

αλάιπζε θαη πνιπκεηαβιεηή αλάιπζε δηαζπνξάο). Η δεχηεξε ελφηεηα πεξηιακβάλεη 

ην έθην θεθάιαην ζην νπνίν νη  κέζνδνη εθαξκφδνληαη ζε πξαγκαηηθά δεδνκέλα κε 

ζθνπφ λα αλαδεηρζνχλ νη νκνηφηεηεο θαη νη δηαθνξέο ηνπο. Γηα ηελ εθαξκνγή 

ρξεζηκνπνηήζεθε έλα απφ ηα πην δηαδεδνκέλα ζηαηηζηηθά παθέηα ην SAS (Statistical 

Analysis System) θαη ζπγθεθξηκέλα ε έθδνζε 9.2.  

Δπραξηζηψ ηελ Καζεγήηξηα θπξία Υξπζείδα Καξψλε γηα ηελ αλάζεζε ηεο 

εξγαζίαο, ηηο ιεπηνκεξείο δηνξζψζεηο ηεο, ηελ θαζνδήγεζε ηεο θαη ηελ αζηείξεπηε 

ππνκνλή ηεο. Δπίζεο, ζέισ λα επραξηζηήζσ ηελ Καζεγήηξηα θπξία Κπξηάθε 

Κπξηαθή γηα ηελ ακέξηζηε ζπκπαξάζηαζή ηεο θαηά ηε δηάξθεηα ησλ ζπνπδψλ κνπ. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1  
Ανάλυςη Κύριων Συνιςτωςών 

(Principal Components Analysis) 
 

1.1 Διζαγυγή 

Η Αλάιπζε Κπξίσλ ΢πληζησζψλ (PCA) είλαη ίζσο ε πην δηαδεδνκέλε απφ ηηο 

πνιπκεηαβιεηέο ζηαηηζηηθέο ηερληθέο κε εθαξκνγέο ηεο ζηνπο πεξηζζφηεξνπο 

θιάδνπο ηεο επηζηήκεο απφ ηε ρεκεία θαη ηε κεραλνινγία κέρξη ηηο αλζξσπηζηηθέο 

επηζηήκεο. Ιζηνξηθά ε πξψηε πεξηγξαθή ηεο δηαδηθαζίαο απνδίδεηαη ζηνλ Cauchy 

(1829) ελψ δηάζεκε δεκνζίεπζε είλαη θαη απηή ηνπ Pearson (1901). Δίλαη γεληθά 

απνδεθηφ, σζηφζν, φηη ε επαλάζηαζε ζηε ρξήζε πνιπκεηαβιεηψλ κεζφδσλ θαη 

εηδηθφηεξα ηεο PCA πξαγκαηνπνηήζεθε ζηελ ςπρνκεηξηθή ζηε δεθαεηία ηνπ 1930 κε 

ηε δεκνζίεπζε ηνπ Hotelling (1933) λα ζεσξείηαη σο θιαζηθή. 

Η αλάιπζε θπξίσλ ζπληζησζψλ είλαη κία κέζνδνο κείσζεο ησλ δηαζηάζεσλ 

ελφο ζπλφινπ δεδνκέλσλ. Γεληθή ηδέα ηεο κεζφδνπ είλαη ε εμήο (Mardia et al., 1979): 

Έζησ φηη ην αξρηθφ καο δείγκα είλαη δηάζηαζεο p.  Η PCA βξίζθεη έλα λέν 

ζπλφινπ κεηαβιεηψλ k νη νπνίεο είλαη κηθξφηεξεο δηάζηαζεο (k<p) απφ ηηο αξρηθέο 

ελψ δηαηεξνχλ ην κεγαιχηεξν ηκήκα πιεξνθνξίαο ηνπ αξρηθνχ δείγκαηνο. Οη λέεο 

απηέο κεηαβιεηέο νλνκάδνληαη θχξηεο ζπληζηψζεο (principal components) θαη έρνπλ 

ηελ ηδηφηεηα λα είλαη γξακκηθνί ζρεδηαζκνί ησλ αξρηθψλ, νξζνγψληεο κεηαμχ ηνπο θαη 

αζπζρέηηζηεο. Μηα γξαθηθή εμήγεζε ηεο κεζφδνπ είλαη φηη πεξηζηξέθνπκε ην αξρηθφ 

ζχζηεκα ζηε δηεχζπλζε ησλ θπξίσλ ζπληζησζψλ, πνπ εθθξάδνπλ ηε κεγαιχηεξε 

κεηαβιεηφηεηα, θαη εμαξηψληαη κφλν απφ ηνλ πηλάθα ζπλδηαζπνξψλ θαη ηνλ πίλαθα 

ζπζρεηίζεσλ.   

Σα πιενλεθηήκαηα ηεο κεζφδνπ είλαη πνιιά: 

 Αξρηθά έρνπκε λα κειεηήζνπκε έλαλ κηθξφηεξν δηάζηαζεο ρψξν απφ ηνλ 

αξρηθφ. Αζθαιψο βέβαηα απηφ έρεη έλα ηίκεκα αθνχ ζίγνπξα έλα ηκήκα ηεο 

πιεξνθνξίαο  ζα ραζεί. ΢ε πεξίπησζε βεβαία πνπ ν πεηξακαηηζηήο ζεψξεη φηη 

απηή ε απψιεηα είλαη αλεθηή, δειαδή αλ ην κεγαιχηεξν ηκήκα ηεο 

κεηαβιεηφηεηαο δηαηεξεζεί, ηφηε έρνπκε λα επεμεξγαζηνχκε θάηη πνπ 

θαηαιακβάλεη κηθξφηεξν ρψξν ην νπνίν είλαη ζεκαληηθφ ηδηαίηεξα ζηελ 

πιεξνθνξηθή. 

 Οη λέεο κεηαβιεηέο είλαη αζπζρέηηζηεο. ΢ηε ζηαηηζηηθή ππάξρνπλ πεξηπηψζεηο 

ζηηο νπνίεο ε πνιπζπγγξακηθφηεηα  δεκηνπξγεί πξνβιήκαηα θάηη πνπ κε ηε 

ρξήζε αζπζρέηηζησλ κεηαβιεηψλ επηιχεηαη. 

 Μαο επηηξέπεη λα δηαθξίλνπκε δηάθνξεο δνκέο (νκνηφηεηεο θαη δηαθνξέο)  

κέζα ζηα δεδνκέλα πνπ πξνέξρνληαη απφ ηηο ζπζρεηίζεηο (ή ηελ απνπζία ηνπο) 

ζηα αξρηθά δεδνκέλα.  

 Δπίζεο ε κέζνδνο καο επηηξέπεη λα αλαγλσξίζνπκε δίλνληαο νλφκαηα ζηηο 

θαηλνχξηεο κεηαβιεηέο (ηηο ζπληζηψζεο) παξαηεξψληαο πνηεο απφ ηηο αξρηθέο 
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κεηαβιεηέο έρνπλ κεγάιε επίδξαζε ζε απηέο. Απηφ είλαη πνιχ ρξήζηκν ζε 

θάπνηεο επηζηήκεο θαζψο καο επηηξέπνπλ λα πνζνηηθνπνηήζνπκε κε 

κεηξήζηκεο πνζφηεηεο, φπσο ε αγάπε, ε επθπΐα, ε ηθαλφηεηα ελφο 

κπαζθεηκπνιίζηα, ε εκπνξεπζηκφηεηα ελφο πξντφληνο θιπ. δειαδή 

αθεξεκέλεο έλλνηεο. Σν γεγνλφο βέβαηα πσο ηέηνηεο εξκελείεο εκπεξηέρνπλ ζε 

κεγάιν βαζκφ ππνθεηκεληθά θξηηήξηα έρεη νδεγήζεη πνιινχο ζην λα 

θαηεγνξνχλ ηε κέζνδν θαη λα κελ ηελ εκπηζηεχνληαη.  

 

1.2 Μέθοδορ εύπεζηρ κςπίυν ζςνιζηυζών 

 Ο αιγφξηζκνο εχξεζεο ησλ θπξίσλ ζπληζησζψλ απνηειείηαη απφ ηα εμήο 

βήκαηα (Morrison, 1990): 

1. Δχξεζε ηνπ πίλαθα ζπλδηαζπνξάο (covariance matrix) γηα ην ζχλνιν 

ησλ δεδνκέλσλ. 

2. Δχξεζε ηδηνδηαλπζκάησλ (eigenvectors)  θαη ηδηνηηκψλ (eigenvalues). 

3. Δπηινγή ησλ θαηάιιεισλ ηδηνδηαλπζκάησλ κε θξηηήξην ηελ ηδηνηηκή 

ηνπο. 

4. Σνπνζέηεζε ησλ θαηάιιεισλ ηδηνδηαλπζκάησλ θαη δεκηνπξγία ηνπ 

πίλαθα θνξηίσλ  (loading matrix). 

5. Γεκηνπξγία ηνπ πίλαθα απνηειεζκάησλ (scores matrix) κε πξνβνιέο 

ηνπ αξρηθνχ ζπλφινπ δεδνκέλσλ ζηνλ λέν ρψξν δεδνκέλσλ. 

 Γεληθά, έζησ έλαο ηεηξαγσληθφο ζπκκεηξηθφο πίλαθαο Α δηαζηάζεσλ p x p. Ο 

πίλαθαο απηφο αλαπαξίζηαηαη σο  

 

A = P Λ P' 

 

φπνπ Λ είλαη έλαο q x q δηαγψληνο πίλαθαο φπνπ ηα ζηνηρεία ηεο δηαγσλίνπ 

είλαη νη ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα Α , δειαδή 

 

Λ= 

𝜆1 0 … 0
0 𝜆2 … 0

…
0 0 … 𝜆𝑞

  

 

Δλψ ν P είλαη ν νξζνγψληνο πίλαθαο q x q πνπ απνηειείηαη απφ ηα 

θαλσληθνπνηεκέλα ηδηνδηαλχζκαηα ησλ αληίζηνηρσλ ηδηνηηκψλ. Χο νξζνγψληνο ν P 

ηθαλνπνηεί ηηο γλσζηέο ηδηφηεηεο  

P' P = Η θαη P
-1

 = P' 

 

Άξα έρνπκε  

 

Λ = 𝑃′ A P 

Α = Ρ Λ Ρ΄ ⇔ Ρ
-1

 Α = Ρ
-1

 Ρ Λ Ρ΄ ⇔ Ρ
-1

 Α Ρ = Λ Ρ΄ Ρ = Λ 

Σν ζεκαληηθφ είλαη φηη έλαο ηεηξαγσληθφο πίλαθαο κπνξεί λα γξαθεί ζηε 

κνξθή ελφο δηαγψληνπ πίλαθα. Γειαδή αλ 𝛸  ην ηπραίν δηάλπζκα κε πίλαθα 

δηαθχκαλζεο ΢ ηφηε ην δηάλπζκα 𝛶 =Β𝛸  έρεη πίλαθα δηαθχκαλζεο Β΄΢Β. Άξα θάζε 
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ηεηξαγσληθφο πηλάθαο πνιιαπιαζηάδνληαο ηνλ κε έλα θαηάιιειν πίλαθα P κπνξεί λα 

έξζεη ζε κηα λέα δηαγψληα θαη άξα αζπζρέηηζηε κνξθή. 

Αο δνχκε έλα απινπνηεκέλν παξάδεηγκα γηα λα γίλεη ε κέζνδνο θαιχηεξα 

θαηαλνεηή. Έζησ έλα αξρηθφ δείγκα δηζδηάζηαην ηεο κνξθήο (X1, X2) , κε p=2 φπσο 

απηφ ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο (΢ρήκα 1.1). Η Αλάιπζε Κπξίσλ ΢πληζησζψλ ζα βξεη 

δηάλπζκα ηεο κνξθήο (Y1,Y2) πνπ ζα ζπκπηέδεη ηηο δπν δηαζηάζεηο ζε κηα. Απηφ 

γίλεηαη αθνχ θάζε κηα θχξηα ζπληζηψζα γξάθεηαη σο γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ 

αξρηθψλ κεηαβιεηψλ, άξα γξάθεηαη ζηε κνξθή  

 

(Y1, Y2) = (𝛼1X1+ 𝛼2Υ2, 𝛽1Υ1 + 𝛽2Υ2) 

 

Σν θάζε Yi αληηζηνηρεί ζε έλαλ άμνλα νη νπνίνη είλαη αλεμάξηεηνη θαη θάζεηνη 

κεηαμχ ηνπο. Δπίζεο ηζρχεη φηη ν θάζε Yi εθθξάδεη έλα πνζνζηφ κεηαβιεηφηεηαο κε 

ηνλ πξψην λα έρεη ην κεγαιχηεξν ηέηνην πνζνζηφ. Απηφ ζεκαίλεη φηη ν άμνλαο ηνπ Y1 

ζα πξέπεη λα είλαη ηνπνζεηεκέλνο ζην ζρήκα κε ηέηνην ηξφπν ψζηε λα εθθξάδεη ην 

κεγαιχηεξν δπλαηφ πνζνζηφ ηεο κεηαβιεηφηεηαο ηνπ δείγκαηνο.   
Παξαηεξψληαο ην δεχηεξν ζρήκα (΢ρήκα 1.2) βιέπνπκε φηη ν άμνλαο ηνπ Y1 

είλαη ε επζεία θαηά κήθνο ηεο νπνίαο νη κεηξήζεηο ηνπ δείγκαηνο παξνπζηάδνπλ ηε 

κεγαιχηεξε κεηαβιεηφηεηα. Δπίζεο ν Y2 έρεη ηνλ άμνλα ηνπ θάζεην ζηνλ πξψην ελψ 

εθθξάδεη θαη κηθξφηεξε κεηαβιεηφηεηα.  

 

 
΢ΥΖΜΑ 1.1: Γείγκα δηζδηάζηαησλ κεηξήζεσλ 
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΢ΥΖΜΑ 1.2: Οη λένη άμνλεο κεηά από ηελ εθαξκνγή ηεο PCA 

 

Δπεηδή φκσο ε θχξηα εθαξκνγή ηεο κεζφδνπ αθνξά ηε κείσζε δηάζηαζεο ζε 

έλα δείγκα αξθεί λα ρξεζηκνπνηήζνπκε κνλφ ηνλ Y1. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε ην 

ζχλνιν ησλ αξρηθψλ δεδνκέλσλ ζα βξίζθεηαη επάλσ ηνπ φκσο ππεηζέξρεηαη έλαο 

λένο παξάγνληαο απηφο ηνπ ζθάικαηνο. ΢ην παξάδεηγκα καο ε απφζηαζε κεηαμχ ηνπ 

Y1 θαη ησλ αξρηθψλ δεδνκέλσλ εθθξάδεη ην ζθάικα πνπ νθείιεηαη ζηελ απψιεηα 

πιεξνθνξίαο ιφγν ηεο κε ρξήζεο ηνπ άμνλα Y2. Δπίζεο έρνπκε φηη νη κεηαβιεηέο Υ1 

θαη Υ2 έρνπλ έληνλε ζπζρέηηζε κεηαμχ ηνπο θαη άξα δείρλνπλ λα έρνπλ κηα αλαινγία. 

Απηή αθξηβψο ε ζπζρέηηζε είλαη πνπ θάλεη ηελ Y1 ηθαλή λα εθθξάδεη ην κεγαιχηεξν 

πνζνζηφ κεηαβιεηφηεηαο ελψ αληίζεηα ε Y2 πνιχ κηθξφηεξν. 

Αληίζεηα ζηελ πεξίπησζε πνπ ην αξρηθφ δείγκα δελ είρε ηελ ηζρπξή απηή 

ζπζρέηηζε φπσο ζην ζρήκα 1.3 ην ζθάικα ζα ήηαλ πνιχ κεγαιχηεξν αθνχ ζα είρακε 

πνιχ κεγαιχηεξε κεηαβιεηφηεηα ζηνλ άμνλα Y2 θάηη πνπ ζα έθαλε ηηο απνζηάζεηο 

απφ ηνλ Y1 κεγάιεο θαη ε εθαξκνγή ηεο κεζφδνπ ζα νδεγνχζε ζε απνηπρία. 

Απφ ηελ αληηπαξαβνιή ησλ δπν παξαδεηγκάησλ πξνθχπηεη φηη ν αξηζκφο ησλ  

Yi πνπ απαηηνχληαη γηα λα εθθξάζνπλ ην κεγαιχηεξν πνζνζηφ κεηαβιεηφηεηαο ηνπ 

δείγκαηνο εμαξηψληαη απφ ην βαζκφ ζπζρέηηζεο ησλ δεδνκέλσλ. Γειαδή ζε έλα 

ηζρπξά ζπζρεηηζκέλν δείγκα αξθνχλ ιίγα Yi ελψ αλ είλαη ζρεηηθά αζπζρέηηζηα ηφηε 

ρξεηάδνληαη πνιιά αλ φρη φια θάηη πνπ νδεγεί ζε κηθξφηεξε ζπκπίεζε. 
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΢ΥΖΜΑ 1.3: Δθαξκνγή PCA ζε αζπζρέηηζην δείγκα 

 

1.3 Μαθημαηική επμηνεία ηηρ PCA 

Απηή ήηαλ κηα απινπζηεπηηθή παξνπζίαζε ηεο PCA κε ζθνπφ κηα πξψηε 

θαηαλφεζε ηεο. Βέβαηα ε κέζνδνο έρεη θαη απζηεξή καζεκαηηθή απφδεημε θάηη πνπ 

ζα επηρεηξεζεί ζε απηή ηελ παξάγξαθν κέζσ ηεο αλάιπζεο πηλάθσλ. Η απφδεημε ζα 

ζηαζεί ζηα θχξηα θαη φρη ζε δεπηεξεχνληα ζεκεία πνπ ζα δπζθφιεπαλ ζηελ 

θαηαλφεζε ηεο κεζφδνπ παξά ζα δηεπθφιπλαλ. 

Όπσο είδακε ε θάζε θχξηα ζπληζηψζα γξάθεηαη ζαλ γξακκηθφο ζπλδπαζκφο 

ησλ p αξρηθψλ κεηαβιεηψλ ελψ είλαη θαη αζπζρέηηζηεο κεηαμχ ηνπο. Έηζη ινηπφλ ε Τ1 

πνπ εθθξάδεη ηε κέγηζηε δηαθχκαλζε είλαη ηεο κνξθήο: 

 

Y1 =𝛼11𝑋1+ 𝛼12𝑋2+…+ 𝛼1𝑝𝑋𝑝  

 

Αληίζηνηρα ζέινπκε ε δεχηεξε θχξηα ζπληζηψζα Τ2 λα είλαη αζπζρέηηζηε  κε 

ηελ πξψηε θαη λα κπνξεί λα εθθξάδεη κεγαιχηεξε δπλαηή δηαθχκαλζε θαη ζπλνιηθά 

ην δεχηεξν κεγαιχηεξν πνζνζηφ ηεο ζπλνιηθήο δηαθχκαλζεο ησλ δεδνκέλσλ.  

 

Y2 =𝛼21𝑋1+ 𝛼22𝑋2+…+ 𝛼2𝑝𝑋𝑝  

 

Γνπιεχνληαο αλαιφγσο ζα έρνπκε φηη ε i-νζηε θχξηα ζπληζηψζα ζα είλαη ηεο 

κνξθήο:  

 

Yi =𝛼𝑖1𝑋1+ 𝛼𝑖2𝑋2+…+ 𝛼𝑖𝑝𝑋𝑝  

 

Γηα θάζε 1≤i≤p κε ηηο ίδηεο απαηηήζεηο φπσο πξηλ δειαδή θάζε θαηλνχξγηα 

ζπληζηψζα είλαη αζπζρέηηζηε κε φιεο ηηο πξνεγνχκελεο θαη εθθξάδεη ην i-νζην 

κεγαιχηεξν πνζνζηφ ηεο ζπλνιηθήο δηαθχκαλζεο ησλ δεδνκέλσλ. 
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Αλ ην δνχκε ζηε κνξθή πηλάθσλ ζα έρνπκε 𝑌  = A𝑋    φπνπ 𝛶 ,𝛸  δηαλχζκαηα 

δηαζηάζεσλ p x 1 ελψ ν Α είλαη p x p θαη πεξηέρεη ηα εμήο ζηνηρεία: 

 

Α= 

𝛼11 𝛼12 ⋯ 𝛼1𝑝

𝛼21 𝛼22 … 𝛼2𝑝

⋮ … ⋱ ⋮
𝛼1 𝛼𝑝2 ⋯ 𝛼𝑝𝑝

 =  [α1 α2 .... αp] 

 

φπνπ αj είλαη ην δηάλπζκα ζηήιε κε ζηνηρεία 𝑎𝑗
′= [αj1 αj2 .... αjp],  j = 1,…,p θαη γηα λα 

απνθχγνπκε πξνβιήκαηα ηαπηνπνίεζεο θαλνληθνπνηνχκε ηα ζηνηρεία 

 𝛼𝑖𝑗
2𝑝

𝜄=1  =αj’ αj = 1 

 

Αξρίδνληαο απφ ηελ πξψηε θχξηα ζπληζηψζα Τ1 = 𝛼1𝛸  έρνπκε Var(Y1) = 

𝛼1
′  S𝛼1 φπνπ S ν δεηγκαηηθφο πίλαθαο δηαζπνξψλ-ζπλδηαζπνξψλ ηνπ ηπραίνπ 

δηαλχζκαηνο 𝛸  𝜇𝜀 𝛸 𝑖𝑁𝑝(𝜇, 𝛴). Άξα ζηφρνο καο είλαη λα κεγηζηνπνηήζνπκε ηελ 

Var(Y1): 

 

Max( Var [𝛼1
′ 𝛸  ] ) = Max(𝛼1

′ S 𝛼1 ) 

 

κε ηνλ πεξηνξηζκφ γηα λα κπνξέζεη λα ππνινγηζηεί ην δεηνχκελν κέγηζην, ην 

δηάλπζκα 𝛼1 θαλνληθνπνηείηαη θαη ηζρχεη: 

 

𝛼1
′ 𝛼1 = 1 

 

Ο ζθνπφο ηεο θαλνληθνπνίεζεο είλαη φηη κφλν ηφηε ζα επηηεπρζεί 

πεπεξαζκέλν κέγηζην κεηαβιεηφηεηαο. 

Γηα λα βξνχκε ην αθξφηαην ζα ρξεηαζηνχκε απφ ηε καζεκαηηθή αλάιπζε θαη 

ζπγθεθξηκέλα ηε ζεσξία δεζκεπκέλσλ αθξφηαησλ φηη γηα κηα ζπλάξηεζε f(x,y) πνπ 

έρεη αθξφηαην ζην ζεκείν (x0,y0) κε ηε δέζκεπζε g(x,y)=0 ηφηε ηζρχεη φηη: 

 

∇ f(x0,y0)=ι∇ g(x0,y0) 

 

φπνπ ι είλαη ν πνιιαπιαζηαζηήο Lagrange. Η ίδηα ζρέζε ηζρχεη θαη γηα πεξηζζφηεξεο 

δηαζηάζεηο. 

Η παξαπάλσ ζρέζε κπνξεί λα εθαξκνζηεί γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ κεγίζηνπ 

ηεο κεηαβιεηφηεηαο ηεο Y1. Απηφ γίλεηαη αλ ζεσξήζνπκε φηη ε εχξεζε ηνπ κεγίζηνπ 

ηεο ζπλάξηεζεο Var(Y1) = 𝛼1
′ S𝛼1 είλαη ζηελ πξάμε ππνινγηζκφο αθξφηαηνπ ππφ ηε 

δέζκεπζε 𝛼1
′  𝛼1= 1=> 𝛼1

′  α1 – 1= 0. 

Σφηε ν ππνινγηζκφο ηνπ κεγίζηνπ ηεο κεηαβιεηφηεηαο ηεο Y1 γίλεηαη σο εμήο: 

 

∇ (𝛼1
′  S𝛼1) = ι ∇ (𝛼1

′ 𝛼1– 1) => 

∇ (𝛼1
′  Sα1) - ι ∇ (𝛼1

′ 𝛼1 – 1) = 0 

 

φπνπ ι ν πνιιαπιαζηαζηήο Lagrange.  

Με ρξήζε παξαγψγσλ δηαλπζκάησλ έρνπκε: 

 
∂L(𝛼1)

∂𝛼1
=2(S-ιI)𝛼1=1 
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Kαη θαηαιήγνπκε ζην λα αλαδεηνχκε ηε ιχζε ηεο εμίζσζεο: 

 

S𝛼1− ι𝛼1= 0 => 

S𝛼1= ι𝛼1  

 

ε νπνία είλαη ε εμίζσζε ησλ ηδηνδηαλπζκάησλ ηνπ πίλαθα S φπνπ ι είλαη ε ηδηνηηκή. 

΢πλεπψο, παξαηεξνχκε φηη γλσξίδνληαο ηελ θαηάιιειε ηδηνηηκή ι ηνπ πίλαθα 

ζπλδηαθχκαλζεο ΢ κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε ην ηδηνδηάλπζκα 𝛼1, θαη γλσξίδνληαο 

ην ηδηνδηάλπζκα 𝛼1 έρνπκε ππνινγίζεη ηελ 1ε θχξηα ζπληζηψζα: 

 

Τ1 =𝛼1
′  𝛸  =𝛼11𝑋1+𝛼12𝑋2 + 𝛼13𝑋3 

Δπνκέλσο, πξνθχπηεη ην γεληθεπκέλν ζπκπέξαζκα. Γηα λα ππνινγηζηνχλ θαη 

νη p Τi ε δηαδηθαζία είλαη ε εμήο: Βξίζθνληαη νη p ηδηνηηκέο ιi ηνπ πίλαθα 

ζπλδηαθχκαλζεο ΢, κεηά βξίζθνληαη ηα αληίζηνηρα ηδηνδηαλχζκαηα αi , i=1,…,p θαη 

κε ηα ηδηνδηαλχζκαηα απηά ππνινγίδνληαη νη Yi  

 

Τ1 =𝛼𝑖1𝑋1+𝛼𝑖2𝑋2 + ⋯+ 𝛼𝑖𝑝𝑋𝑝 ,  i=1,…,p 

 

Όκσο πξνθχπηεη έλα εξψηεκα ην νπνίν δελ έρεη απαληεζεί. Σν θάζε έλα 

ηδηνδηάλπζκα αi ζε πνηα απφ ηηο p ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα S αληηζηνηρεί; Όπσο ήδε 

έρνπκε πεη, νη Yi ηαμηλνκνχληαη ζε ζεηξά θζίλνπζα σο πξνο ην πνζνζηφ ηεο 

κεηαβιεηφηεηαο ηνπ δείγκαηνο πνπ θαιχπηνπλ. Δπίζεο είδακε, φηη θάζε κία Yi 

αληηζηνηρεί ζε έλα ηδηνδηάλπζκα αi. Όηαλ βξεζνχλ νη p ηδηνηηκέο ιi ηνπ πίλαθα S, δελ 

έρεη γίλεη ζαθέο ην πνηα ηδηνηηκή ζα αληηζηνηρηζηεί ζε θάζε κία Yi. 

΢ηε ζπλέρεηα, ζα επηρεηξεζεί λα εμεγεζεί ην πνηα απφ ηηο p ηδηνηηκέο ηνπ 

πίλαθα S ζα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ Y1. Γηα λα δηεξεπλήζνπκε απηφ, 

ζα αλαδεηήζνπκε ηελ ηδηνηηκή ε νπνία δίλεη ην ηδηνδηάλπζκα α1 γηα ην νπνίν ε 

κεηαβιεηφηεηα ηνπ Y1 = 𝛼1
′ 𝛸   κεγηζηνπνηείηαη. Απηφ, γηαηί ε κεηαβιεηφηεηα ηνπ 

δείγκαηνο πνπ θαιχπηεη ν Y1 ζέινπκε λα είλαη ε κέγηζηε δπλαηή. 

Η κεηαβιεηφηεηα ηνπ Y1 γξάθεηαη σο εμήο: 

 

Var(Y1) = Var(𝛼1
′  Υ) = 𝛼1

′  S𝛼1 = 𝛼1
′  ι𝛼1  = ι 𝛼1

′  𝛼1= ι 

 

αθνχ ηζρχνπλ:  

S𝛼1 = ι𝛼1 θαη 𝛼1
′  𝛼1 = 1 

΢πλεπψο, παξαηεξνχκε φηη ε κεηαβιεηφηεηα ηεο θχξηαο ζπληζηψζαο ηζνχηαη 

κε ηελ αληίζηνηρε ηδηνηηκή ηεο. Απηφ ζεκαίλεη φηη ε πξψηε θχξηα ζπληζηψζα Y1, ε 

κεηαβιεηφηεηα ηεο νπνίαο ζέινπκε λα είλαη ε κεγαιχηεξε φισλ ησλ θχξησλ 

ζπληζησζψλ, ζα έρεη κεηαβιεηφηεηα πνπ ζα ηζνχηαη κε ηε κέγηζηε ηδηνηηκή. Γειαδή: 

 

Var(Y1) = ιMax 

 

Οκνίσο, ε Y2 ζέινπκε λα εθθξάδεη ην δεχηεξν κεγαιχηεξν πνζνζηφ ηεο 

κεηαβιεηφηεηαο ηνπ δείγκαηνο, θαη ζπλεπψο ε κεηαβιεηφηεηα ηεο Y2 ζα ηζνχηαη κε 

ηελ ηδηνηηκή πνπ έρεη ηε δεχηεξε κεγαιχηεξε ηηκή. Καη κε ηελ ίδηα ινγηθή, ε 

κεηαβιεηφηεηα ηεο Yn ηζνχηαη κε ηε κηθξφηεξε ηδηνηηκή. Δπνκέλσο, ε Y1 

θαηαζθεπάδεηαη απφ ην ηδηνδηάλπζκα 𝛼1 ηνπ S πνπ αληηζηνηρεί ζηε κεγαιχηεξε 

ηδηνηηκή ι2. Η Y2 θαηαζθεπάδεηαη απφ ην ηδηνδηάλπζκα 𝛼2 ηνπ S πνπ αληηζηνηρεί ζηε 
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δεχηεξε κεγαιχηεξε ηδηνηηκή ι2. Γειαδή δεηάκε ηνλ γξακκηθφ ζπλδπαζκφ 𝛼2
′ 𝛸  πνπ 

κεγηζηνπνηεί ηελ: 

 

Var(𝛼2
′ 𝛸 ) κε πεξηνξηζκφ 𝛼2

′ 𝑎2= 1 θαη Cov(𝛼1
′ 𝛸 , 𝛼2

′ 𝛸 )=0 

 

Καη κε παξφκνηα ινγηθή ζηηο ππφινηπεο Yp αληηζηνηρνχλ νη ηδηνηηκέο κε 

θζίλνπζα ζεηξά κεγέζνπο, δειαδή ηνλ γξακκηθφ ζπλδπαζκφ 𝛼𝑖
′𝛸  πνπ κεγηζηνπνηεί 

ηελ: 

 

Var(𝛼𝑖
′𝛸 ) κε πεξηνξηζκφ 𝛼𝑖

′  𝛼𝑖
   = 1 θαη Cov(𝛼𝑖

′𝛸 , 𝛼𝑘
′ 𝛸 )=0 

 

γηα θάζε 1≤i≤p θαη k<i 

 

Δπνκέλσο : 

 

 Γηα λα θαηαζθεπάζνπκε ηηο θχξηεο ζπληζηψζεο ρξεηάδεηαη λα βξνχκε ηηο 

ηδηνηηκέο θαη ηα ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ πίλαθα S πνπ ρξεζηκνπνηνχκε.  

 

 Η κεγαιχηεξε ηδηνηηκή θαη ην ηδηνδηάλπζκα ηεο αληηζηνηρνχλ ζηελ πξψηε 

θχξηα ζπληζηψζα, ε δεχηεξε κεγαιχηεξε ηδηνηηκή ζηε δεχηεξε θχξηα 

ζπληζηψζα θιπ.  

 

 Η δηαθχκαλζε ηεο θάζε θχξηαο ζπληζηψζαο είλαη ίζε κε ηελ ηδηνηηκή πνπ ηεο 

αληηζηνηρεί. Έηζη αλ ζπκβνιίζνπκε κε ιi ηελ i κεγαιχηεξε ηδηνηηκή ηφηε 

έρνπκε πσο Var(Yi) = ιi. 

 

 Όπσο είπακε θαη πξηλ νη θχξηεο ζπληζηψζεο είλαη αζπζρέηηζηεο κεηαμχ ηνπο 

θαη άξα ν πίλαθαο δηαθχκαλζεο ηνπο είλαη ν δηαγψληνο κε δηαγψληα ζηνηρεία 

ηηο ηδηνηηκέο ιi. 

 

 Η ζπλνιηθή δηαθχκαλζε ησλ θχξησλ ζπληζησζψλ ζα είλαη ε ίδηα κε ηε 

ζπλνιηθή δηαθχκαλζε ησλ αξρηθψλ κεηαβιεηψλ εμαηηίαο ησλ ηδηνηήησλ ηνπ 

ίρλνπο ζπκκεηξηθνχ θαη ηεηξαγσληθνχ πίλαθα. Γειαδή ζα ηζρχεη tr(S) = tr(Λ) 

θαη άξα ε ζπλνιηθή δηαθχκαλζε δηαηεξείηαη.  

 

 Δπίζεο ε γεληθεπκέλε δηαθχκαλζε ησλ θπξηψλ ζπληζησζψλ είλαη ε ίδηα κε ηε 

γεληθεπκέλε δηαθχκαλζε ησλ αξρηθψλ κεηαβιεηψλ. Απηφ πξνθχπηεη εχθνια 

θαζψο ε νξίδνπζα ελφο ηεηξαγσληθνχ πίλαθα είλαη ην γηλφκελν ησλ ηδηνηηκψλ 

ηεο θαη άξα ηζρχεη |S|= 𝜆𝜄
𝑝
𝑖=1 = 𝛬  

 

 Η 
𝜆𝑗

 𝜆𝑖
𝑝
𝜄=1

 πνζφηεηα καο δείρλεη ην πνζνζηφ ηεο ζπλνιηθήο  

δηαθχκαλζεο πνπ εμεγεί ε j ζπληζηψζα. Δίλαη επλφεην πσο αλ θάπνηνο πάξεη 

φιεο ηηο ζπληζηψζεο ηφηε ζα δηαηεξήζεη φιε ηε δηαθχκαλζε, ελψ αλ ηειηθά 

παξαιείςεη θάπνηεο ζπληζηψζεο θάπνην πνζνζηφ ηεο δηαθχκαλζεο ζα ραζεί. 

Πξνθαλψο ζπκθέξεη λα δηαηεξνχκε ηηο πξψηεο ζπληζηψζεο πνπ εμεγνχλ 

κεγαιχηεξν θνκκάηη ηεο δηαθχκαλζεο.  

 

 



19 
 

1.4 Πεπιζηποθή 

 
΢θνπφο ηεο πεξηζηξνθήο ησλ θπξίσλ ζπληζησζψλ είλαη λα απμεζνχλ νη 

επηβαξχλζεηο ζπγθεθξηκέλσλ κφλν κεηαβιεηψλ, έηζη ψζηε βξίζθνληαο ηελ εμάξηεζε 

κεηαμχ κεηαβιεηψλ θαη παξαγφλησλ, λα κπνξέζνπκε λα δψζνπκε εξκελεία ζε 

απηνχο.  Μηα βαζηθή ηδηφηεηα ηεο πεξηζηξνθήο είλαη φηη δελ αιιάδνλ θάπνηα απφ ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ηνπ κνληέινπ, φπσο ε θαιή πξνζαξκνζηηθφηεηα θαη ην πνζφ 

δηαθχκαλζεο-ζπλδηαθχκαλζεο πνπ εξκελεχεηαη απφ ην κνληέιν, παξά κφλν νη ηηκέο 

ησλ επηβαξχλζεσλ. Κάλνληαο πεξηζηξνθή, ειπίδνπκε φηη νη επηβαξχλζεηο θάπνησλ 

παξαγφλησλ ζα είλαη κεγάιεο ζε απφιπηε θιίκαθα κφλν γηα θάπνηεο απφ ηηο 

κεηαβιεηέο θαη έηζη, βιέπνληαο πνηεο κεηαβιεηέο εμαξηψληαη κε πνηνπο παξάγνληεο, 

λα κπνξέζνπκε λα δψζνπκε εξκελεία ζε απηνχο. Η πεξηζηξνθή βεβαίσο δελ 

εθαξκφδεηαη πάληα κε πιήξε επηηπρία π.ρ. ζηηο θιηκαηνινγηθέο έξεπλεο (Jollife, 1987) 

θαηεγνξείηαη φηη θαηαιήγεη ζε παλνκνηφηππα κνηίβα θάηη πνπ νθείιεηαη ζηελ ηζρπξή 

ζπζρέηηζε ησλ κεηξήζεσλ κε ην ρψξν ζηνλ νπνίν άλεθαλ αξρηθά. Βέβαηα ζε απηή 

ηελ πεξίπησζε ε κέζνδνο έρεη σο θχξην ζθνπφ ηελ εμάιεηςε ησλ ζηαηηζηηθά 

αδηάθνξσλ δεδνκέλσλ ψζηε λα ζηε ζπλέρεηα λα βξνχκε κηα πην απιή δνκή ζηα 

δεδνκέλα πνπ καο ελδηαθέξνπλ πξαγκαηηθά. 

Αλ L είλαη έλαο πίλαθαο πνπ πεξηέρεη ηηο επηβαξχλζεηο θαη G έλαο νξζνγψληνο 

πίλαθαο, ηφηε ηζρχεη πσο LG(LG)΄ = LGG΄L΄= LL΄ θαη επνκέλσο θαη ν πίλαθαο LG 

κπνξεί λα ζεσξεζεί σο έλαο πίλαθαο επηβαξχλζεσλ. Μαζεκαηηθά ν πίλαθαο G νξίδεη 

έλαλ νξζνγψλην κεηαζρεκαηηζκφ. 

Οη βαζηθέο κέζνδνη πεξηζηξνθήο είλαη: 

 

 Varimax: Πξνζπαζεί λα ειαρηζηνπνηήζεη ησλ αξηζκφ ησλ κεηαβιεηψλ πνπ 

έρνπλ κεγάιεο επηβαξχλζεηο γηα θάζε παξάγνληα.  

 Quartimax: Πξνζπαζεί λα ειαρηζηνπνηήζεη ησλ αξηζκφ ησλ παξαγφλησλ πνπ 

εμεγνχλ κηα κεηαβιεηή  

 Equimax: ΢πλδπαζκφο ησλ δχν παξαπάλσ  

 Oblique: Με νξζνγψληα πεξηζηξνθή, νη άμνλεο πνπ πξνθχπηνπλ δελ είλαη πηα 

νξζνγψληνη (θαη άξα νη παξάγνληεο δελ είλαη αλεμάξηεηνη). Η εξκελεία ησλ 

απνηειεζκάησλ είλαη πην δχζθνιε. ΢ηελ πξάμε ηε ρξεζηκνπνηνχκε φηαλ δελ 

ζέινπκε νη παξάγνληεο πνπ πξνθχπηνπλ λα είλαη αζπζρέηηζηνη.  

 

1.5 PCA και Ανάλςζη Παλινδπόμηζηρ 

Μία ζεκαληηθή ρξήζε ηεο PCA είλαη ζηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο 

πνιπζπγγξακηθφηεηαο. Η εξκελεία ελφο πξνβιήκαηνο κε ηε ρξεζηκνπνίεζε ηεο 

κεζφδνπ αλαιχζεσο ηεο πνιιαπιήο παιηλδξφκεζεο επηηπγράλεηαη θαιχηεξα φηαλ νη 

αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο πνπ απνηεινχλ ην κνληέιν είλαη κεηαμχ ηνπο αζπζρέηηζηεο. 

Όηαλ πθίζηαηαη έληνλεο ζπζρεηίζεηο κεηαμχ ησλ κεηαβιεηψλ είλαη δχζθνιν, αλ φρη 

αδχλαην, λα αμηνινγεζεί ε νπζηαζηηθή πξνζθνξά κηαο ζπγθεθξηκέλεο αλεμάξηεηεο 

κεηαβιεηήο επί ηεο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο πνπ νθείιεηαη απνθιεηζηηθά ζηε 

ζπγθεθξηκέλε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή. Όηαλ νη αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο δελ είλαη 

νξζνγψληεο κεηαμχ ηνπο είλαη ελδερφκελν νη εθηηκνχκελνη ζπληειεζηέο 

παιηλδξφκεζεο λα είλαη εμαηξεηηθά αζηαζείο θαη νη ηηκέο ηνπο λα πθίζηαληαη 

δξακαηηθέο αιιαγέο φηαλ θάπνηα λέα κεηαβιεηή πξνζηίζεηαη ή απνκαθξχλεηαη ή φηαλ 

ζπκβαίλνπλ κηθξέο κεηαβνιέο ζηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο. 

Η θαηάζηαζε ε νπνία δεκηνπξγείηαη φηαλ ππάξρνπλ ηζρπξέο ζπζρεηίζεηο 

κεηαμχ ησλ αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ ζηελ πνιιαπιή παιηλδξφκεζε νλνκάδεηαη 
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πνιπζπγγξακηθφηεηα (multicollinearity). ΢ηηο πεξηπηψζεηο πνπ ην πξφβιεκα απηφ 

πθίζηαηαη ζα πξέπεη θαλείο λα είλαη ηδηαίηεξα πξνζεθηηθφο ζηελ εξκελεία φισλ ησλ 

εθηηκεηξηψλ πνπ πξνθχπηνπλ απφ ην κνληέιν απηφ. 

Τπάξρνπλ κηα ζεηξά απφ πξνεηδνπνηεηηθέο ελδείμεηο πνπ αλ ν εξεπλεηήο ηηο 

πξνζέμεη είλαη δπλαηφλ λα αληηιεθζεί φηη ππάξρεη πνιπζπγγξακκηθφηεηα. Η πην 

ζεκαληηθή απφ απηέο είλαη ν πίλαθαο ησλ ζπληειεζηψλ ζπζρεηίζεσο (Correlation 

Matrix) ησλ αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ. Αλ ζηνλ πίλαθα απηφλ ππάξρνπλ κεγάιεο 

ζεηηθέο ή αξλεηηθέο ηηκέο ζα έρνπκε κηα έλδεημε φηη νη αληίζηνηρεο αλεμάξηεηεο 

κεηαβιεηέο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζην κνληέιν έρνπλ κεηαμχ ηνπο ηζρπξφ βαζκφ 

ζπζρέηηζεο (Draper et al, 1998). Σν ζηαηηζηηθφ ζπκπέξαζκα πνπ πξνθχπηεη ζηηο 

πεξηπηψζεηο απηέο είλαη φηη θάπνηεο απφ ηηο κεηαβιεηέο ζπλεηζθέξνπλ ειάρηζηα ή 

θαζφινπ ζηελ πξφβιεςε ηεο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο νπφηε θαη ζα πξέπεη λα 

απνκαθξπλζνχλ απφ ην κνληέιν. Δάλ, παξ‘ φια απηά, ν εξεπλεηήο είλαη βέβαηνο φηη ν 

θαζνξηζκφο ησλ αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ έγηλε ζσζηά ζα πξέπεη λα εμεηάζεη δχν 

άιιεο ελδείμεηο γηα ην θαηά πφζνλ ππάξρεη πνιπζπγγξακκηθφηεηα. α) Δάλ ηα 

πξφζεκα νξηζκέλσλ ζπληειεζηψλ ζηελ παιηλδξφκεζε είλαη αληίζεηα απφ απηά πνπ 

ζα πεξίκελε θαλείο ιφγσ ηεο θχζεο ηνπ πξνβιήκαηνο θαη β) Δάλ ζεκαληηθνί 

ζπληειεζηέο ηεο παιηλδξφκεζεο εκθαλίδνληαη λα έρνπλ κεγάιεο ηηκέο ζηηο ηππηθέο 

απνθιίζεηο ηνπο. Οπνηαδήπνηε απφ ηηο δχν απηέο ελδείμεηο ζα πξέπεη λα 

πξνβιεκαηίζεη ηνλ εξεπλεηή θαη λα ηνλ νδεγήζεη ζε κηα ζνβαξή έξεπλα γηα ην θαηά 

πφζνλ πθίζηαηαη πνιπζπγγξακκηθφηεηα. 

Ο θαζνξηζκφο εθείλσλ ησλ γξακκηθψλ ζπλδπαζκψλ ησλ παξακέηξσλ β πνπ 

κπνξνχλ λα εθηηκεζνχλ κε αθξίβεηα είλαη εμαηξεηηθά δχζθνιν ζηελ πεξίπησζε πνπ 

πθίζηαηαη πνιπζπγγξακκηθφηεηα. Παξφηη, ελ γέλεη, δελ είλαη δπλαηφλ λα εμαιεηθηεί 

ηειείσο ην πξφβιεκα απηφ ππάξρεη κηα δηαδηθαζία κε ηελ νπνία ν εξεπλεηήο κπνξεί 

λα εξγαζζεί κε έλα κνληέιν πνπ πξνθχπηεη απφ ην αξρηθφ κε κεηαζρεκαηηζκφ ησλ 

αξρηθψλ κεηαβιεηψλ ζε έλα ζχλνιν άιισλ κεηαβιεηψλ πνπ είλαη αζπζρέηηζηεο 

κεηαμχ ηνπο. Η κεζνδνινγία απηή είλαη αλάιπζε θπξίσλ ζπληζησζψλ. Η ηερληθή 

απηή είλαη κηα παξά πνιχ ηζρπξή ηερληθή ηφζν ζηνλ εληνπηζκφ ηεο 

πνιπζπγγξακκηθφηεηαο φζν θαη σο κεζνδνινγία πνπ νδεγεί ζηνλ θαζνξηζκφ εθείλσλ 

ησλ γξακκηθψλ ζπλδπαζκψλ ησλ ζπληειεζηψλ παιηλδξφκεζεο πνπ κπνξνχλ λα 

εθηηκεζνχλ κε αθξίβεηα (Montgomery et al., 2006).  

 

1.6 Η PCA υρ μέθοδορ μείυζηρ διάζηαζηρ 

Έλα πξφβιεκα ηεο PCA είλαη φηη επεξεάδεηαη απφ ηηο κνλάδεο κέηξεζεο ησλ 

κεηαβιεηψλ. Έλα αθφκα κεηνλέθηεκα είλαη πσο αλ θάπνηα κεηαβιεηή έρεη πνιχ 

κεγαιχηεξε δηαθχκαλζε απφ ηηο ππφινηπεο, απηή ζα ηείλεη λα ηαπηηζηεί κε ηελ πξψηε 

θχξηα ζπληζηψζα. Έλαο ηξφπνο λα μεπεξάζνπκε ηηο θαθέο απηέο ηδηφηεηεο ηεο 

αλάιπζεο ζε θχξηεο ζπληζηψζεο ζηνλ πίλαθα δηαθχκαλζεο είλαη λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ πίλαθα ζπζρεηίζεσλ. Οη ζπζρεηίζεηο δελ αιιάδνπλ φηαλ 

αιιάμνπλ νη κνλάδεο κέηξεζεο ή ε θιίκαθα. Δπίζεο ζηελ νπζία δίλνπλ ίδην βάξνο ζε 

φιεο ηηο κεηαβιεηέο θαζψο φια ηα ζηνηρεία ηεο δηαγσλίνπ είλαη 1, θαη άξα ηα 

πξνβιήκαηα πνπ δεκηνπξγνχζε ν πίλαθαο δηαθχκαλζεο κπνξνχλ λα μεπεξαζηνχλ. Η 

ζπζρέηηζε αλάκεζα ζηελ i θχξηα ζπληζηψζα Yi θαη ηελ j αξρηθή κεηαβιεηή Xj δίλεηαη 

απφ ηνλ ηχπν: 

ξ(Yi , Xj ) =
𝛼𝑖𝑗

𝑠𝑗
2  𝜆𝑖  
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φπνπ φπσο θαη πξηλ αij  είλαη ν ζπληειεζηήο ηεο κεηαβιεηήο Xj ζηελ θχξηα ζπληζηψζα 

Yi θαη είλαη ε δηαθχκαλζε ηεο κεηαβιεηήο Xj . Η ζπζρέηηζε απηή απνηειεί έλα κέηξν 

ηνπ θαηά πφζν ε ζπληζηψζα πνπ πξνέθπςε ζρεηίδεηαη κε ηε κεηαβιεηή. Μπνξνχκε 

λα βξνχκε ην πνζνζηφ ηεο δηαθχκαλζεο ηεο αξρηθήο κεηαβιεηήο Xi  πνπ εμεγνχκε κε 

ηε ρξήζε ησλ πξψησλ m θπξίσλ ζπληζησζψλ σο: 

 

1

𝑠𝜄2
 𝜆𝑗

𝑚

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗
2  

 

Έηζη ινηπφλ γηα ηελ εθαξκνγή ηεο PCA ζε ζχλνιν δεδνκέλσλ X, έλα m×n 

πίλαθα, φπνπ m είλαη ν αξηζκφο ησλ ηχπσλ κεηξήζεσλ θαη n ν αξηζκφο ησλ δεηγκάησλ 

ζέινπκε λα βξνχκε νξζνθαλνληθφ πίλαθα P φπνπ Y = PX ηέηνηα ψζηε ν 

𝐶𝑌=
1

𝑛−1
𝑌 (𝑌−1)′  λα είλαη δηαγσλνπνηεκέλνο. Οη γξακκέο ηνπ P είλαη νη θχξηεο 

ζπληζηψζεο ηνπ X. Ξεθηλάκε μαλαγξάθνληαο ηνλ CY απφ ηελ άπνςε ηεο 

κεηαβιεηφηεηαο ηεο επηινγήο ηνπ P.  

 

𝐶𝑌=
1

𝑛−1
Y(𝑌−1)′=

1

𝑛−1
 𝑃𝑋  𝑃𝑋 ′  =

1

𝑛−1
𝑃 𝑋 𝑃′𝑋′=

1

𝑛−1
𝑃𝐴𝑃′  

 

Οξίζακε έλα λέν πίλαθα A ≡ 𝑋 𝑋′ , φπνπ ν A είλαη ζπκκεηξηθφο γηα ηνλ νπνίν 

ηζρχεη A = EDE
’
 φπνπ D είλαη έλαο δηαγψληνο πίλαθαο θαη E έλαο πίλαθαο ησλ 

ηδηνδηαλπζκάησλ ηνπ Α πνπ «ηαθηνπνηνχληαη» σο ζηήιεο. 

Θεσξψληαο φηη ν πίλαθαο Α έρεη r ≤ m νξζνθαλνληθά ηδηνδηαλχζκαηα φπνπ r 

είλαη ε ηάμε ηνπ πίλαθα P πνχ επηιέγνπκε, φπνπ θάζε γξακκή pi λα είλαη έλα 

ηδηνδηάλπζκα ηνπ 𝑋 𝑋′ . Με ηελ επηινγή απηή, P ≡ E
’
. Αληηθαζηζηψληαο βξίζθνπκε A 

= P
’
DP. Με απηή ηε ζρέζε θαη ην φηη P

-1
= 𝑃′κπνξνχκε λα νινθιεξψζνπκε ηνλ 

ππνινγηζκφ ηνπ CY σο εμήο 

 

𝐶𝑌 =
1

𝑛−1
𝑃𝐴𝑃′=

1

𝑛−1
P(P

’
DP)P

’
=

1

𝑛−1
(𝑃𝑃′)𝐷(𝑃𝑃′) =

1

𝑛−1
(𝑃𝑃−1)𝐷(𝑃𝑃−1) 

=
1

𝑛−1
𝐷 

 

Δίλαη πξνθαλέο φηη ε επηινγή ηνπ P δηαγσλνπνηεί ηνλ CY. Απηφο ήηαλ ν 

ζηφρνο γηα ηελ PCA. 

Καηά ηελ εθαξκνγή ηεο Αλάιπζεο Κπξίσλ ΢πληζησζψλ, έλα βήκα είλαη λα 

επηιέμνπκε ηνλ αξηζκφ ησλ θπξίσλ ζπληζησζψλ πνπ ζα δηαηεξήζνπκε ζηε κειέηε 

καο θαη αθνινχζσο ζα εμεηάζνπκε. Η απφθαζε απηή εμαξηάηαη απ‘ ην πνζνζηφ ηεο 

πιεξνθνξίαο πνπ ζα απνθαζίζνπκε λα ράζνπκε (πιεξνθνξηαθφ θφζηνο), κε ηελ 

εμάιεηςε ελφο αξηζκνχ θπξίσλ ζπληζησζψλ. Γηάθνξα θξηηήξηα έρνπλ αλαπηπρηεί γηα 

ην ζθνπφ απηφ θαη είλαη ηα αθφινπζα: 

 Ιδιοηιμή μεγαλύηεπη ηηρ μονάδαρ 

Έζησ νη ηδηνηηκέο καο 𝜆𝑗 . Σν θξηηήξην απηφ ιέεη λα πάξνπκε ηφζεο ηδηνηηκέο 

φζεο είλαη κεγαιχηεξεο απφ 𝜆= 𝜆𝑗
𝑘
𝑗=1  , δειαδή κεγαιχηεξεο απφ ηε κέζε 

ηηκή ησλ ηδηνηηκψλ. ΢ηελ πεξίπησζε πνπ δνπιεχνπκε κε πίλαθα ζπζρεηίζεσλ 

ηζρχεη 𝜆=1 θαη άξα δηαιέγνπκε ηφζεο ζπληζηψζεο φζεο θαη νη ηδηνηηκέο 
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κεγαιχηεξεο ηεο κνλάδαο. Σν θξηηήξην ζηεξίδεηαη ζηελ εμήο απιή ππφζεζε. 

Αλ νη κεηαβιεηέο είλαη αζπζρέηηζηεο θαη άξα δελ ππάξρεη θακηά δνκή ζηα 

δεδνκέλα, ηφηε ν πίλαθαο ζπζρεηίζεσλ είλαη ν κνλαδηαίνο θαη φιεο νη 

ηδηνηηκέο είλαη ίζεο κε 1 (δνπιεχνπκε κε πίλαθα ζπζρέηηζεο). Δπνκέλσο θάζε 

ηδηνηηκή κεγαιχηεξε ηεο κνλάδαο δείρλεη ηελ παξνπζία θάπνηαο δνκήο ζηα 

δεδνκέλα καο. ΢ηελ πξάμε ε ππφζεζε απηή είλαη απιντθή θαζψο αθφκα θαη αλ 

δελ ππάξρεη δνκή θαη φιεο νη ηδηνηηκέο είλαη 1 φηαλ δνπιέςνπκε κε έλα δείγκα 

ζίγνπξα θάπνηεο απφ απηέο ζα είλαη κεγαιχηεξεο απφ 1 αθνχ ην άζξνηζκά 

ηνπο πξέπεη λα είλαη p. Σν θξηηήξην ζπλήζσο ππεξεθηηκά ηνλ αξηζκφ ησλ 

ζπληζησζψλ πνπ ρξεηάδνληαη. Δπηπιένλ φηαλ ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ πίλαθα R 

αληί ηνπ S, ππάξρεη θαη κηα άιιε εξκελεία ηνπ θαλφλα "ηδηνηηκή 1". Θέινπκε 

λέεο κεηαβιεηέο (ζπληζηψζεο) πνπ εμεγνχλ ηε κεγαιχηεξε κεηαβιεηφηεηα. 

Αιιά αλ ι<1 ηφηε ε λέα κεηαβιεηή ζα έρεη κηθξφηεξε δηαζπνξά απφ ηηο 

αξρηθέο. 

 Ποζοζηό ζςνολικήρ διακύμανζηρ πος εξηγούν οι ζςνιζηώζερ. ΢χκθσλα κε 

απηφ ην θξηηήξην βάδνπκε θάπνην φξην (π.ρ. 80%) θαη δηαιέγνπκε ηφζεο 

ζπληζηψζεο ψζηε αζξνηζηηθά λα εμεγνχλ κεγαιχηεξν πνζνζηφ απφ ην ζηφρν 

πνπ βάιακε. Δίλαη πνιχ απιφ θαη εχθνιν λα ην ρξεζηκνπνηήζνπκε αιιά 

δπζηπρψο ζηελ πξάμε δελ δίλεη ηα θαιχηεξα απνηειέζκαηα, ηδίσο αλ ν ζηφρνο 

είλαη αξθεηά πςειφο. Δπίζεο δελ είλαη μεθάζαξν πνην πνζνζηφ ηεο 

δηαθχκαλζεο πξέπεη λα βάινπκε ζαλ ζηφρν. Δπεηδή ε νιηθή δηαθχκαλζε 

ηζνχηαη κε ην άζξνηζκα ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ ξηδψλ ηνπ πίλαθα ζπζρέηηζεο, ν 

ππνινγηζκφο ηνπ πνζνζηνχ ηεο δηαθχκαλζεο πνπ εθθξάδεη θάζε θχξηα 

ζπληζηψζα είλαη απιή ππφζεζε θαη ην πνζνζηφ ζπλνιηθήο δηαθχκαλζεο πνπ 

εμεγνχλ νη ζπληζηψζεο γηα ηηο k πξψηεο θχξηεο ζπληζηψζεο είλαη,  

 

Pk=
𝜆1+𝜆2+⋯+𝜆𝑘

𝜆1+𝜆2+⋯+𝜆𝑝
 

 

φπνπ k είλαη ην πιήζνο ησλ θπξίσλ ζπληζησζψλ πνπ επηιέρζεθαλ θαη p είλαη 

ην ζχλνιν ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ ξηδψλ ηνπ πίλαθα ζπζρέηηζεο. 

 Γπάθημα παπαγόνηυν.  
Η γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ ξηδψλ (ηδηνηηκψλ) γηα θάζε 

θχξηα ζπληζηψζα ρξεζηκνπνηείηαη πνιχ ζπρλά θαη πξνηάζεθε γηα πξψηε θνξά 

απφ ηνλ Cattell (1960). Σν γξάθεκα παξαγφλησλ (scree plot) είλαη έλα 

γξάθεκα πνπ έρεη ζηνλ νξηδφληην άμνλα ησλ x ηε ζεηξά ησλ θπξίσλ 

ζπληζησζψλ θαη ζηνλ θάζεην άμνλα ησλ y ηελ ηηκή ηεο θάζε ηδηνηηκήο. Σν 

θξηηήξην απηφ πξνηείλεη λα πάξνπκε ηφζεο ζπληζηψζεο κέρξη ην γξάθεκα λα 

αξρίζεη λα γίλεηαη πεξίπνπ επίπεδν, ζηελ νπζία κέρξη λα δηαπηζηψζνπκε φηη 

αξρίδεη λα αιιάδεη ε θιίζε. ΢ηα γξαθήκαηα παξαγφλησλ πνπ αθνινπζνχλ 

κπνξεί θαλείο λα δεη ηα πξνβιήκαηα πνπ παξνπζηάδεη απηή ε κέζνδνο. ΢ην 

γξάθεκα β είλαη μεθάζαξν πσο ζα δηαιέμνπκε κηα κφλν ζπληζηψζα. ΢ην 

γξάθεκα α θαίλεηαη λα δηαιέγνπκε κηα ζπληζηψζα αιιά θάπνηνη ζα 

κπνξνχζαλ λα ηζρπξηζηνχλ φηη πξέπεη λα πάξνπκε 2. ΢ην γξάθεκα γ ηα 

πξάγκαηα θαίλνληαη λα κελ είλαη θαζφινπ θαζαξά, ελψ ζην δ θαίλεηαη λα 

έρνπκε 2 θνξέο αιιαγή θιίζεο. Απφ απηά ηα γξαθήκαηα γίλεηαη ζαθέο πσο 

δελ είλαη θαζφινπ εχθνιν λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην γξάθεκα παξαγφλησλ γηα 

λα επηιέμνπκε αξηζκφ ζπληζησζψλ. Καη' αξράο ππάξρεη έλα ππνθεηκεληθφ 

θξηηήξην γηα ην πνπ θαη αλ αιιάδεη ε θιίζε. Αθεηέξνπ κεξηθέο θνξέο δελ είλαη 



23 
 

θαζφινπ εχθνιν λα δηαθξίλεη θαλείο θάηη ηέηνην γηα απηφ ην γξάθεκα 

παξαγφλησλ πξέπεη λα ρξεζηκνπνηείηαη κε πξνζνρή.  

 

 
΢ΥΖΜΑ 1.4 Γηαθνξεηηθά γξαθήκαηα παξαγόλησλ 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
Παραγοντική Ανάλυςη 

(Factor Analysis) 
 

2.1 Διζαγυγή 

΢θνπφο ηεο παξαγνληηθήο αλάιπζεο είλαη λα βξεη ηελ χπαξμε θνηλψλ 

παξαγφλησλ ζε κηα νκάδα κεηαβιεηψλ. Με ηε κέζνδν απηή θαηαθέξλνπκε: 

 

 Σε κείσζε ησλ δηαζηάζεσλ ηνπ πξνβιήκαηνο 

 Σε δεκηνπξγία λέσλ κεηαβιεηψλ, πνπ νλνκάδνληαη παξάγνληεο, νη νπνίεο 

ζθνπφο ηνπο είλαη λα πεξηγξάςνπλ θάπνηεο κε κεηξήζηκεο κεηαβιεηέο φπσο 

ηελ ειθπζηηθφηεηα ελφο πξντφληνο ζην Marketing θ.α.  

 Να πξνζθέξεη κηα εξκελεία ζηηο ζπζρεηίζεηο ησλ δεδνκέλσλ, νη νπνίεο 

νθείινληαη ζην φηη ηα δεδνκέλα πξνήξζαλ απφ θάπνηνπο θνηλνχο παξάγνληεο. 

 

΢εκαληηθφ είλαη βέβαηα φηη κε ηε ρξήζε ηεο παξαγνληηθήο αλάιπζεο 

πξνζπαζνχκε πνην πνιχ λα εμεγήζνπκε ηε δνκή παξά ηε κεηαβιεηφηεηα (πνζνζηφ 

δηαθχκαλζεο). 

Η εχξεζε ηεο απνδίδεηαη ζηνλ Spearman (1904) πξσηνπφξν ζηνλ ηνκέα ηεο 

ςπρνινγίαο. Αλαθάιπςε φηη νη βαζκνινγίεο ησλ παηδηψλ ζην ζρνιείν ζε κηα επξεία 

πνηθηιία απφ θαηλνκεληθά άζρεηα καζήκαηα ζπζρεηίδνληαλ, γεγνλφο πνπ ηνλ νδήγεζε 

λα ππνζέζεη φηη κηα γεληθή λνεηηθή ηθαλφηεηα, ππνθξχπηεηαη θαη δηακνξθψλεη ηελ 

αλζξψπηλε γλσζηηθή ηθαλφηεηα. ΢ηελ εμέιημε ηεο κεζφδνπ ζηηο πνιιέο κεηαβιεηέο 

βνήζεζε ν Cattell (1960) ν νπνίνο ζεψξεζε φηη ε γεληθή γλσζηηθή ηθαλφηεηα 

ζρεηίδεηαη θαη απφ άιινπο παξάγνληεο φπσο ην θίλεηξν θαη ηελ πξνζσπηθφηεηα. 

Η Παξαγνληηθή Αλάιπζε ζρεηίδεηαη κε ηελ Αλάιπζε Κπξίσλ ΢πληζησζψλ 

πνπ είδακε ζην πξνεγνχκελν θεθάιαην αιιά νη δπν δελ ηαπηίδνληαη. Η PCA 

θαηαζθεπάδεη έλαλ νξζνγψλην κεηαζρεκαηηζκφ ησλ κεηαβιεηψλ ν νπνίνο δελ 

εμαξηάηαη απφ ην κνληέιν, ελψ ε παξαγνληηθή αλάιπζε βαζίδεηαη ζε έλα θαηάιιειν 

ζηαηηζηηθφ κνληέιν. Δπίζεο, ε παξαγνληηθή αλάιπζε εζηηάδεηαη πεξηζζφηεξν ζηελ 

εμήγεζε ηεο δνκήο ηεο ζπλδηαθχκαλζεο ησλ κεηαβιεηψλ παξά κε ηελ εμήγεζε ηεο 

δηαθχκαλζεο, θάηη πνπ ζπκβαίλεη ζηελ αλάιπζε ζε θχξηεο ζπληζηψζεο. Οπνηαδήπνηε 

δηαθχκαλζε δελ εμεγείηαη απφ ηνπο θνηλνχο παξάγνληεο, ζεσξείηαη φηη πξνέξρεηαη 

απφ ηνπο φξνπο ησλ ππνινίπσλ. Παξά ην γεγνλφο φηη έρεη δερζεί πνιιέο θξηηηθέο ζαλ 

κέζνδνο εμαθνινπζεί θαη ρξεζηκνπνηείηαη ζε πνιινχο ηνκείο φπσο ε έξεπλα αγνξάο 

θαη ε Φπρνκεηξία ιφγν φηη κπνξεί λα πνζηηηθνπνηήζεη κε κεηξήζηκεο πνζφηεηεο. 

Έλα ζχληνκν παξάδεηγκα είλαη απηφ πνπ αλαθέξεηαη ζηε δεκνζίεπζε ηνπ 

Spearman (1904). Έζησ νη βαζκνινγίεο ησλ καζεηψλ ζηα εμήο καζήκαηα Υ1 

ινγνηερλία, Υ2 Γαιιηθά θαη Υ3 Αγγιηθά κε πίλαθα ζπζρέηηζεο: 

 

 
1 0,83 0,78
 1 0,67
  1
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Αλ θαη ν πίλαθαο θαίλεηαη λα έρεη βαζκφ 3 ζηελ πξαγκαηηθφηεηα κπνξνχκε λα ηνλ 

κεηψζνπκε ζε βαζκφ 1 εθθξάδνληαο ηηο κεηαβιεηέο καο ζηε κνξθή: 

 

Υ1=ι1F+ε1, Υ2=ι2F+ε2, Υ3=ι3F+ε3 

 

Όπνπ F είλαη ν κε κεηξίζηκνο θνηλφο παξάγνληαο πνπ κπνξεί λα εξκελεπζεί σο 

γεληθή καζεζηαθή ηθαλφηεηα θαη ηα ιi είλαη γλσζηά σο επηβαξχλζεηο. Σα ζθάικαηα ε 

έρνπλ δπν πεγέο πξνέιεπζεο αλ θαη είλαη δχζθνιν ζηελ πξάμε λα ηηο δηαθξίλνπκε. 

Αξρηθά άθνξα ηελ ηθαλφηεηα ηνπ καζεηή ζην ζπγθεθξηκέλν κάζεκα θαη θαηά 

δεχηεξνλ φηη ε εμέηαζε δελ δείρλεη αθξηβψο ηελ ηθαλφηεηα ηνπ καζεηή. Μηα 

γελίθεπζε ηνπ παξαδείγκαηνο είλαη ην νξζνγψλην κνληέιν. 

 

2.2 Σο Οπθογώνιο Μονηέλο 

 

Σν νξζνγψλην κνληέιν ηεο παξαγνληηθήο αλάιπζεο ππνζέηεη φηη νη φπνηεο 

ζπζρεηίζεηο κεηαμχ ησλ κεηαβιεηψλ νθείινληαη απνθιεηζηηθά ζηελ χπαξμε απηψλ 

ησλ θνηλψλ παξαγφλησλ ηνπο νπνίνπο δελ γλσξίδνπκε θαη ζέινπκε λα εθηηκήζνπκε.  

΢χκθσλα κε ην παξαγνληηθφ κνληέιν, ζεσξνχκε έλα ηπραίν δηάλπζκα 𝛸  ην 

νπνίν κπνξεί λα παξαηεξεζεί κε p ζπληζηψζεο, κε κέζν κ θαη πίλαθα 

ζπλδηαθχκαλζεο S. Σν 𝛸  εμαξηάηαη γξακκηθά απφ κηα ζεηξά ηπραίσλ κεηαβιεηψλ F1, 

F2,..., Fk νη νπνίεο δελ είλαη δπλαηφλ λα παξαηεξεζνχλ. Οη κεηαβιεηέο απηέο 

νλνκάδνληαη θνηλνί παξάγνληεο (common factors). Σν 𝛸  εμαξηάηαη επίζεο απφ p 

πξφζζεηεο πεγέο κεηαβιεηφηεηαο ε1, ε2,..., εp πνπ νλνκάδνληαη ζθάικαηα (errors). 

Έζησ ινηπφλ φηη έρνπκε m κεηαβιεηέο θαη έζησ φηη απηέο γξάθνληαη σο γξακκηθφο 

ζπλδπαζκφο ησλ k παξαγφλησλ: 

 

𝑋 -𝜇 =L𝐹 + ε 

 

Όπνπ,  

𝛸 : Σν δηάλπζκα ησλ αξρηθψλ κεηαβιεηψλ δηάζηαζεο p x 1  

𝜇 : Σν δηάλπζκα ησλ κέζσλ δηάζηαζεο p x 1  

L:  Έλαο πίλαθαο p x k φπνπ Lij είλαη ε επηβάξπλζε (loading) ηνπ παξάγνληα F
j 
ζηε    

κεηαβιεηή X
i 
. 

𝐹 : Έλα k x 1 δηάλπζκα κε ηνπο παξάγνληεο  

ε: Δίλαη ηα ζθάικαηα. Απνηειεί ην κέξνο ην νπνίν δελ κπνξεί λα εμεγεζεί απφ ηνπο 

παξάγνληεο. 

 

Βαζηθέο  ππνζέζεηο πνπ κπνξνχκε λα θάλνπκε είλαη φηη φιεο νη κεηαβιεηέο 

έρνπλ κέζν 0, νπφηε ην δηάλπζκα κ δελ ρξεηάδεηαη ζην παξαπάλσ κνληέιν. Άιιε 

ππφζεζε είλαη φηη ν αξηζκφο ησλ παξαγφλησλ πξέπεη λα είλαη κηθξφηεξνο απφ ηνλ 

αξηζκφ ησλ κεηαβιεηψλ. 

Απφ φια ηα παξαπάλσ έρνπκε φηη θάζε κεηαβιεηή γξάθεηαη ζηε κνξθή: 

 

X1=L11F1 +L12F2+…+L1KFK+ε1 

X2=L21F1 +L22F2+…+L2KFK+ε2 

⋮           ⋱            ⋮ 
Xp=Lp1F1 +Lp2F2+…+LpKFK+εp 

 

Αμηνζεκείσην είλαη : 
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 Σν νξζνγψλην κνληέιν κπνξεί λα κνηάδεη κε γξακκηθφ κνληέιν, αιιά δελ 

είλαη δηφηη ηα X
i 
δελ είλαη παξαηεξήζεηο αιιά κεηαβιεηέο. Δπηπιένλ ην δεμί 

κέινο ηεο εμίζσζεο δελ είλαη παξαηεξήζηκν θαη είλαη απηφ πνπ ζέινπκε λα 

εθηηκήζνπκε.  

 Η δηαθχκαλζε είλαη ε ίδηα γηα φινπο ηνπο  παξάγνληεο. Απηφ ππνδειψλεη πσο 

νη παξάγνληεο πνπ δεκηνπξγνχληαη δελ είλαη απαξαίηεηα ζε θάπνηα ζεηξά.  

 Οη παξάγνληεο Fi κπνξνχλ λα γξαθνχλ θαη απηνί ζαλ γξακκηθφο ζπλδπαζκφο 

ησλ κεηαβιεηψλ. Απηφ είλαη ρξήζηκν λα γίλεηαη, φηαλ ζέινπκε λα 

δεκηνπξγήζνπκε λέεο κεηαβιεηέο. Απηνί νη ζπληειεζηέο φκσο δηαθέξνπλ απφ 

ηηο επηβαξχλζεηο. Οη ζπληειεζηέο θάζε κεηαβιεηήο φηαλ εθθξάδνπκε θάζε 

παξάγνληα ζαλ γξακκηθφ ζπλδπαζκφ ησλ κεηαβιεηψλ θαινχληαη ζπληειεζηέο 

ησλ απνηειεζκάησλ (factor scores coefficients).  

 

Σν νξζνγψλην κνληέιν εκπεξηέρεη θάπνηεο ζπγθεθξηκέλεο ππνζέζεηο: 

 

 Δ(F)=0  

 Cov(F)=I,  κε I ν κνλαδηαίνο πηλάθαο I= 
1 … 0
⋮ ⋱ ⋮
0 … 1

  

 

 

 Δ(ε)=0  

 

 Cov(ε)=Φ  φπνπ Φ είλαη έλαο δηαγψληνο πίλαθαο ηεο κνξθήο  

 

Φ = 

𝜓1 0 0 0
0 𝜓2 0 0
⋮ ⋱ ⋱ ⋮
0 0 0 𝜓𝑝

  

 

 Cov(ε
i 
, 𝐹𝑗

′ )=0 γηα θάζε i≠j  

 

Απφ ηα παξαπάλσ πξνθχπηνπλ φηη: 

 

΢=Cov(X)=Cov(LF+ε)=LCov(F)𝐿′+Cov(ε)=𝐿 𝐿′+Φ 

Cov(X,F) = E(LF+ε)F΄ = LE(F,F΄) + E(ε,F΄) = L 

 

΢πλεπψο βιέπνπκε φηη ν πίλαθαο δηαθχκαλζεο κπνξεί λα δηαζπαζηεί ζε δχν 

κέξε δηαθχκαλζεο, ην πξψην είλαη ην θνκκάηη πνπ εξκελεχνπλ νη θνηλνί παξάγνληεο 

θαη νλνκάδεηαη εηαηξηθόηεηα (communality) θαη ην δεχηεξν κέξνο πνπ νθείιεηαη ζηα 

ζθάικαηα θαη άξα ην κνληέιν δελ κπνξεί λα εξκελεχζεη θαη νλνκάδεηαη 

ηδηαηηεξόηεηα (specificity). Δπνκέλσο, έρνπκε  

 

Var(Xi) = εηαηξηθόηεηα + ηδηαηηεξόηεηα. 

Γειαδή,  

ζii=𝐿𝑖1
2 +𝐿𝑖2

2 +…𝐿𝑖𝑘
2 +Φ 

 

φπνπ αλ ζπκβνιίζνπκε κε 𝑕𝑖
2 ηελ i-εηαηξηθφηεηα ζα έρνπκε ηηο ζρέζεηο  

𝑕𝑖
2 = 𝐿𝑖1

2 +𝐿𝑖2
2 +…𝐿𝑖𝑘

2   θαη ζii=𝑕𝑖
2+Φi 
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Δπνκέλσο, ε i-εηαηξηθφηεηα είλαη ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ 

επηβαξχλζεσλ ησλ k παξαγφλησλ ζηελ i-κεηαβιεηή. 

΢ηφρνο καο ζηελ παξαγνληηθή αλάιπζε είλαη λα εθηηκήζνπκε ηνπο πίλαθεο L 

θαη Φ δειαδή ηειηθά ηελ εχξεζε ηνπ πίλαθα δηαθχκαλζεο ηνπ πιεζπζκνχ. Έλαο 

αιγφξηζκνο γηα ηελ πινπνίεζε ηεο παξαγνληηθήο αλάιπζεο είλαη ν εμήο: 

1. Διέγρνπκε αλ ππάξρνπλ ηθαλνπνηεηηθέο ζπζρεηίζεηο γηα λα 

πξαγκαηνπνηήζνπκε ηελ παξαγνληηθή αλάιπζε. 

2. Δχξεζε ηνπ απαηηνχκελνπ αξηζκνχ παξαγφλησλ θαη εθηίκεζε ησλ 

παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ. 

3. Πεξηζηξνθή ηνπ αξρηθνχ κνληέινπ κε ζθνπφ λα απμεζεί ε εξκελεπηηθή ηνπ 

ηθαλφηεηα. 

4. Δθηίκεζε ησλ ζπληειεζηψλ ησλ παξαγφλησλ γηα πεξεηαίξσ ζηαηηζηηθή 

αλάιπζε. 

 

2.3 Απιθμόρ παπαμέηπυν 

 
Όπσο είδακε θαη ζηελ Αλάιπζε Κπξίσλ ΢πληζησζψλ ε επηινγή ηνπ αξηζκνχ 

ησλ παξαγφλησλ γίλεηαη ζπλήζσο κε έλαλ απφ ηνπο εμήο ηξφπνπο: 

  

 Ιδηνηηκή κεγαιχηεξε ηεο κνλάδαο 

 Πνζνζηφ ζπλνιηθήο δηαθχκαλζεο πνπ εμεγνχλ νη ζπληζηψζεο 

 Scree plot 

 

πνπ ηζρχνπλ θαη ζηελ παξαγνληηθή αλάιπζε. Η βαζηθή δηάθνξα ησλ δπν κεζφδσλ 

είλαη φηη ε επηινγή ηνπ αξηζκνχ ησλ παξαγφλησλ πξέπεη λα γίλεη απφ ηελ αξρή ηεο 

κεζφδνπ ζηελ παξαγνληηθή αλάιπζε. Έηζη κε ηε ρξήζε ελφο θξηηεξίνπ θαιήο 

επηινγήο ζα κπνξνχζακε λα εξγαζηνχκε κε έλα κνληέιν κε δηαδνρηθά απμαλφκελν 

αξηζκφ παξαγφλησλ. Σέηνηα θξηηήξηα είλαη: 

 

1. Δθηίκεζε ηνπ πίλαθα S απφ ηνλ πίλαθα επηβαξχλζεσλ. Καλνληθά ζα πξέπεη ε 

απφθιηζε ηνπ πξαγκαηηθνχ απφ ηνλ εθηηκεκέλν πίλαθα λα είλαη κηθξή. 

Γπζηπρψο φκσο δελ ππάξρεη θξηηήξην πνπ λα θαζνξίδεη ην πφζν κηθξέο. 

2. Αλ νη εθηηκήζεηο έρνπλ γίλεη κε ηε κέζνδν κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο θάλνπκε 

έιεγρν πηζαλνθαλεηψλ. Σέηνηνη έιεγρνη ζηεξίδνληαη ζηηο ππνζέζεηο γηα ηελ 

θαηαλνκή ηνπ πιεζπζκνχ.  

           ΢ηελ πξάμε νη πην δηαδεδνκέλεο κέζνδνη είλαη ε Αλάιπζε Κπξίσλ ΢πληζησζψλ 

(PCA), πνπ είδακε ζην πξνεγνχκελν θεθάιαην, θαη ε κέζνδνο κεγίζηεο 

πηζαλνθάλεηαο (MLE).  

 

2.4 Πποζαπμογή Μονηέλος 

 

Η εθαξκνγή ηεο PCA γηα ηελ εθηίκεζε ησλ επηβαξχλζεσλ βαζίδεηαη ζηε 

θαζκαηηθή αλάιπζε ηνπ πίλαθα δηαθχκαλζεο (ζπζρέηηζεο) ΢. Ο πίλαθαο ΢ 

απνηειείηαη απφ δεχγε ηδηνηηκψλ-ηδηνδηαλπζκάησλ (ιi, ei) κε ι1≥ ι2≥...≥ ιp≥0. Οπφηε 
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΢=  𝜆1 𝑒1,  𝜆2 𝑒2, … ,  𝜆𝑝  𝑒𝑝 

 
 
 
 
  𝜆1 𝑒1′

 𝜆2 𝑒2′

⋮

 𝜆𝑝  𝑒𝑝 ′ 
 
 
 
 

 

 

Η παξαπάλσ αλαπαξάζηαζε αθνξά ην κνληέιν ηεο παξαγνληηθήο αλάιπζεο, ην νπνίν 

έρεη ηφζνπο παξάγνληεο φζεο θαη κεηαβιεηέο (k=p) θαη εηδηθή δηαθχκαλζε ςi=0 γηα 

φια ηα i. Σα θνξηία ηνπ j θνηλνχ παξάγνληα ηζνχληαη κε ηνπο ζπληειεζηέο ηεο j 

θχξηαο ζπληζηψζαο πνιιαπιαζηαζκέλνπο κε . ΢πλεπψο, κπνξνχκε λα γξάςνπκε φηη 

 𝜆𝑗  𝑒𝑗  

 

΢=𝐿 𝐿′ + 0= 𝐿 𝐿′  
 

Με ΢, 𝐿 𝐿′ λα είλαη p*p πίλαθεο. Όκσο, ε αλαπαξάζηαζε ηνπ πίλαθα ΢ ζηελ 

πξνεγνχκελε ζρέζε δελ είλαη ηδηαίηεξα ρξήζηκε γηαηί δεκηνπξγεί ηφζνπο θνηλνχο 

παξάγνληεο φζεο είλαη νη κεηαβιεηέο θαη δελ επηηξέπεη θακία κεηαβνιή ησλ εηδηθψλ 

παξαγφλησλ ε Πξνηηκνχληαη κνληέια ηα νπνία εμεγνχλ ηε δηαθχκαλζε 

ρξεζηκνπνηψληαο ιίγνπο παξάγνληεο. Μία πξνζέγγηζε είλαη, φηαλ νη p−θ ηειεπηαίεο 

ηδηνηηκέο είλαη κηθξέο, λα αγλννχκε ηε ζπλεηζθνξά ησλ 𝜆1𝑒1𝑒1
′+𝜆2𝑒2𝑒2

′ +…+𝜆𝑝𝑒𝑝𝑒𝑝
′  

ζηνλ ΢. Αγνοϊντασ αυτι τθ ςυνειςφορά, καταλιγουμε ςτον πίνακα  
 

΢=𝐿 𝐿′ 

 

Αλ ζπκπεξηιεθζνχλ νη εηδηθνί παξάγνληεο ζην κνληέιν, νη δηαθπκάλζεηο ηνπο ζα 

ζεσξεζνχλ φηη είλαη ηα δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ  ΢-𝐿 𝐿′. Θεσξνχκε ηφηε ηελ πξνζέγγηζε  

 

  𝜆1 𝑒1,  𝜆2 𝑒2 … 𝜆𝑘  𝑒𝑘 

 
 
 
 
  𝜆1 𝑒1′

 𝜆2 𝑒2

⋮

 𝜆𝑘  𝑒𝑘 ′

′

 
 
 
 
 

 +  

𝜓1 0 0 0
0 𝜓2 0 0
⋮ ⋱ ⋱ ⋮
0 0 0 𝜓𝑝

  

 

Με ςi=ζii- 𝑙𝑖𝑗
2𝑘

𝑗=1  γηα i=1…p. 

Η αλαπαξάζηαζε ηεο πξνεγνχκελεο ζρέζεο, φηαλ εθαξκφδεηαη ζηνλ δεηγκαηηθφ 

πίλαθα δηαθχκαλζεο ή ζηνλ δεηγκαηηθφ πίλαθα ζπζρέηηζεο ,είλαη γλσζηή σο ε ιχζε 

ησλ θχξησλ ζπληζησζψλ.  

΢πλεπψο, ε παξαγνληηθή αλάιπζε κε ηε κέζνδν ησλ θχξησλ ζπληζησζψλ γηα ηνλ 

δεηγκαηηθφ πίλαθα δηαθχκαλζεο είλαη ε εμήο: 

Έζησ (𝜆 1e1), (𝜆 2e2),…, (𝜆 kek) φπνπ 𝜆 1≥𝜆 2≥…≥𝜆 θ Σφηε ζην κνληέιν κε θ<p αξηζκφ ησλ 

θνηλψλ παξαγφλησλ, εθηηκνχκε ηνλ πίλαθα ησλ εθηηκψκελσλ θνξηίσλ ησλ 

παξαγφλησλ  𝑙 𝑖𝑗
  , ν νπνίνο δίλεηαη απφ 

 

𝐿  =  𝜆 1 𝑒1 ,  𝜆 2 𝑒 2 … 𝜆 𝑘  𝑒 𝑘  

 

θαη ηηο εηδηθέο δηαζπνξέο 𝜓  𝑖𝑖=sii- 𝐿  𝑖𝑗
2𝑘

𝑗=1  

Οη εηαηξηθφηεηεο ππνινγίδνληαη σο εμήο 
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𝑕 𝑖
2=𝑙 𝑖1

2 +𝑙 𝑖2
2 +…+𝑙 𝑖𝑘

2  

 

Σψξα αο δνχκε αλαιπηηθά ηελ MLE.Έζησ ην κνληέιν  

 

𝛸 −κ=LF+ε 

 

κε ε~Νp (0,Φ) θαη F~Nk (0,I), ηφηε 𝑋 ~Νp(κ,΢)  κε ΢=𝐿 𝐿′+Φ  φπνπ ςάρλνπκε ηνπο 

εθηηκεηέο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ησλ L θαη Φ κεγηζηνπνηψληαο ηε ζπλάξηεζε 

πηζαλνθάλεηαο. Γηα ΢=𝐿 𝐿′ +Φ θαη ζέηνληαο έλαλ αθφκα πεξηνξηζκφ γηα λα πάξνπκε 

κνλαδηθή ιχζε φηη o 'L𝛹−1L είλαη δηαγψληνο έρνπκε φηη ην κνληέιν αθινπζεί 

θαλνληθή πνιπκεηαβιεηή θαηαλνκή. Γεληθά ε θαλνληθή πνιπκεηαβιεηή θαηαλνκή 

έρεη p+p(p+1)/2 παξακέηξνπο. Λφγν φκσο ηνπ πξνεγνχκελνπ πεξηνξηζκνχ ζα έρνπκε 

p + pm + p – m(m-1)/2 παξακέηξνπο άξα ηειηθά: 

 

p+p(p+1)/2 ≥ p+pm+p-m(m-1)/2↔
 𝑝−𝑚 2−(𝑝+𝑚)

2
≥0 

 

Άξα γηα λα ειέγμνπκε ηελ ππφζεζε  

 

Ζ0 : 𝛴 =LL’+Φ 

Με ηνλ ιφγν πηζαλνθαλεηψλ έρνπκε: 

Υ
2
=[Ν-1-1/6(2p+5)-2/3m]ln

(|𝐿𝐿’+𝛹 ̂|)

(|𝛴|)
 

𝐿 , 𝛹 :=sn-𝐿 𝐿 ′  είλαη νη εθηηκήηξηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο ησλ L θαη Φ. Μεηαμχ ηεο 

MLE θαη PCA ππάξρνπλ δηαθνξέο: 

 ΢ηελ MLE ν έιεγρνο θαιήο πξνζαξκνγήο γίλεηαη κε ηε ρξήζε ηνπ έιεγρνπ 

ηνπ ιφγνπ πηζαλνθαλεηψλ.  

  ΢ηελ PCA κπνξνχκε λα εθηηκήζνπκε απεξηφξηζην αξηζκφ παξαγφλησλ. 

 ΢ηελ PCA φηαλ πξνζζέηνπκε παξάγνληεο  δελ αιιάδνπλ νη επηβαξχλζεηο 

απηψλ πνπ είρακε πξηλ, ελψ ζηελ MLE αιιάδνπλ. 

 Η MLE δελ εθαξκφδεηαη φηαλ ην κνληέιν δελ είλαη θαηάιιειν ελψ ε PCA 

εθαξκφδεηαη πάληα ,αθνχ είλαη έλαο καζεκαηηθφο κεηαζρεκαηηζκφο , ρσξίο 

απηφ λα ζεκαίλεη φηη ην κνληέιν είλαη θαηάιιειν. 

 Η PCA ππνινγίδεη αθξηβψο ηα scores ησλ παξαγφλησλ ελψ ε MLE φρη. 

 

Δλαιιαθηηθά ρξεζηκνπνηνχληαη θαη νη κέζνδνη ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ θαη ε 

γεληθεπκέλε κέζνδνο ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ. 

΢ηελ MLE κπνξνχκε λα βξνχκε πνηνο είλαη ν αξηζκφο παξαγφλησλ πνπ δίλεη ην 

θαιχηεξν απνηέιεζκα κε ηε ρξήζε δπν πιεξνθνξηαθψλ θξηηεξίσλ (information 

criteria), ηνπ Akaike Information Criterion (1974): 

 

AIC=2k-2ln(L) 

 

φπνπ k ν αξηζκφο ησλ παξακέηξσλ θαη L ε κεγηζηνπνηεκέλε ηηκή ηεο πηζαλνθάλεηαο 

γηα ην εθηηκεζέλ κνληέιν, θαη ηνπ θξηηεξίνπ ηνπ Schwarz (1978): 

 

BIC=k𝑙𝑛 𝑛-2ln(L) 
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 Η ινγηθή ησλ δπν θξηηεξίσλ είλαη φηη ρξεψλνπλ θάπνηα πνηλή ζε θάζε κνληέιν κε 

πεξηζζφηεξεο παξακέηξνπο. Έηζη θαιχηεξν ζεσξείηαη ην κνληέιν κε κηθξφηεξε ηηκή. 

Η δηαθνξά κεηαμχ ησλ δπν είλαη φηη BIC ιακβάλεη ππφςε ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο 

ελψ ην AIC φρη. 

Δπφκελν βήκα είλαη ε πεξηζηξνθή ησλ παξαγφλησλ κε ίδην ζθνπφ φπσο ζηε 

PCA, ηελ αχμεζε ησλ θνξηίσλ ζπγθεθξηκέλσλ κεηαβιεηψλ. Οη ηέζζεξεηο πην 

δηαδεδνκέλνη κέζνδνη πεξηζηξνθήο παξακέλνπλ νη ίδηνη: 

 

1. Varimax. 

2. Quartimax. 

3. Equimax. 

4. Oblique. 

 

2.5 Bαθμολογίερ ηυν Παπαγόνηυν  

 

Όπσο είδακε νη παξάγνληεο είλαη γξακκηθνί ζπλδπαζκνί ησλ επεμεγεκαηηθψλ 

κεηαβιεηψλ δειαδή γξάθνληαη ζηε κνξθή: 

 

F1=a11x1+a12x2+..+a1mxm 

F2=a21x1+a22x2+..+a2mxm 

⋮ 
Fk=ak1x1+ak2x2+..+akmxm 

 

φπνπ κε ηνπο ζπληειεζηέο aij  εθθξάδνπκε ηηο βαζκνινγίεο (scores) ηεο κεηαβιεηήο Xj 

ζηνλ παξάγνληα Fj . Όπσο είπακε θαη πξηλ, φηαλ έρνπλ πξνέξζεη απφ ηε κέζνδν 

θπξίσλ ζπληζησζψλ νη παξάγνληεο είλαη αθξηβήο, δειαδή ε εθηίκεζε ηνπο έρεη γίλεη 

ρσξίο ζθάικα. Δπίζεο επεηδή ην κνληέιν είλαη νξζνγψλην νη λέεο κεηαβιεηέο ζα 

έρνπλ κέζε ηηκή 0 θαη ζα είλαη αζπζρέηηζηεο.  

Έρνληαο ινηπφλ εθηηκήζεη έλα παξαγνληηθφ κνληέιν ζην νπνίν έρνπκε 

εθηηκήζεη ηηο παξακέηξνπο 𝐿  θαη 𝛹  κπνξνχκε πιένλ λα βξνχκε ηηο ηηκέο ησλ λέσλ 

κεηαβιεηψλ γηα θάζε κεηαβιεηή δειαδή κε ιίγα ιφγηα νη δεηνχκελεο βαζκνινγίεο 

ησλ παξαγφλησλ. Οη θπξηφηεξνη κέζνδνη πνπ ρξεζηκνπνηνχκε γηα λα ην θάλνπκε απηφ 

είλαη νη έμεο: 

 Ordinary Least Squares: Δίλαη ε κέζνδνο πνπ ρξεζηκνπνηεί ην SAS σο 

πξνεπηινγή αλ έρεη επηιερζεί ε PCA σο κέζνδνο πξνζαξκνγήο ηνπ κνληέινπ. 

Θέινπκε λα ειαρηζηνπνηήζνπκε ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ 

ππνινίπσλ: 

 𝑒𝑖𝑗
2𝑝

𝑗−1 =  (𝑥𝑖𝑗 − 𝑙𝑗1𝑓1
𝑝
𝑗−1 − 𝑙𝑗2𝑓2 −⋯− 𝑙𝑗𝑘 𝑓𝑘)2

=(𝑋 − 𝐿𝐹)  ′(𝑋 − 𝐿𝐹) 

Δίλαη φπσο ζηελ παιηλδξφκεζε ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ κφλν πνπ εδψ έρνπκε 

ήδε κηα εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ. Έηζη ε ιχζε ζε κνξθή πηλάθσλ είλαη: 

F=( 𝐿′ 𝐿  )
-1𝐿 ′X 

Με ηε ρξήζε ηεο PCA θαηαιήγνπκε: 

F=

 
 
 
 
  𝜆1 𝑒1

′ 𝑥1

 𝜆2 𝑒2
′ 𝑥2

⋮

 𝜆𝑘  𝑒𝑘
′ 𝑥𝑘 
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 Regression method: Οη λέεο κεηαβιεηέο κε δηάλπζκα F ππνινγίδνληαη κε ηε 

κέζνδν ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ αλάκεζα ζηηο πξαγκαηηθέο ηηκέο θαη ζηηο 

πξνβιεπφκελεο απφ ην παξαγνληηθφ κνληέιν σο εμήο: 

Απφ ηελ αξρηθή Xi =LFi+ei πνπ γξάθεηαη σο 

 

 
𝑋𝑖
𝑓𝑖
 𝑁   

0
0
 ,  𝐿𝐿

′ + 𝛹 𝐿
𝐿 𝐼

   

 

Με ηελ πξνυπφζεζε 

 

E(𝑓𝑖/𝑋𝑖) =  𝐿′(𝐿𝐿′ + 𝛹)-1
Xi 

 

Πνπ δίλεη ηειηθά 

𝐹 = ( 𝐿′ 𝐿 ′) − 1𝐿 ′𝑋 
 

 Bartlett method (1937):  ΢ε απηή ηε κέζνδν ρξεζηκνπνηνχκε ηα γεληθεπκέλα 

ειάρηζηα ηεηξάγσλα έλαληη ησλ απιψλ ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ πνπ 

ρξεζηκνπνηήζακε πξηλ. Θεσξψληαο φηη xi δεδνκέλν ηνπ fi αθνινπζεί θαλνληθή 

θαηαλνκή κε κέζε ηηκή Λfi θαη πίλαθα ζπλδηαζπνξάο Φ εθαξκφδνληαο ηε 

κέζνδν κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο έρνπκε 

 

 
𝑒𝑖𝑗

2

𝛹𝑗

𝑝
𝑗=1 = (𝑦𝑖𝑗 − 𝑙𝑗1𝑓1 − 𝑙𝑗2𝑓21 −⋯− 𝑙𝑗𝑚 𝑓𝑚 )2𝑝

𝑗=1 │𝛹𝑗= 𝑌𝑖 − 𝐿𝑓𝑖 
′𝛹−1 𝑌𝑖 − 𝐿𝑓𝑖  

 

Θέηνληαο ηελ παξάγσγν ησλ fi  ίζε κε κεδέλ έρνπκε 

 

F=( 𝐿 𝛹 −1 𝐿 ′ )-1𝐿 ′𝛹 −1X 

 

 Anderson-Rubin method (1956): Η κέζνδνο απηή ρξεζηκνπνηεί ηνλ ηχπν  

 

F=( 𝐿 𝛹 −1 𝐿 ′ )-1
( 𝐼 + 𝐿 𝛹 −1 𝐿 ′ )-1𝐿 ′𝛹 −1X 

 

Υαξαθηεξηζηηθφ θαη ησλ ηεζζάξσλ κεζφδσλ είλαη φηη δίλνπλ απνηειέζκαηα 

κε κέζε ηηκή 0. Η κέζνδνο ηεο παιηλδξφκεζεο κπνξεί λα κελ νδεγήζεη ζε 

αζπζρέηηζηνπο παξάγνληεο, δειαδή κπνξεί ν πηλάθαο ζπλδηαθχκαλζεο λα κελ έρεη 

φια ηα δηαγψληα ζηνηρεηά ηνπ 1. 

 

2.6 Έλεγσορ ΢ςζσεηίζευν 

 

Όπσο θαη ζηελ Αλάιπζε Κπξίσλ ΢πληζησζψλ έηζη θαη εδψ δεηάκε λα 

ππάξρνπλ κεγάιεο ζπζρεηίζεηο αλάκεζα ζηηο κεηαβιεηέο, κηαο θαη απηέο ζα 

πξνζπαζήζνπκε λα εμεγήζνπκε. Βάζεη ηεο ζεκαληηθφηεηαο ηεο ζπζρέηηζεο, ν 

ππνινγηζκφο ηνπ πίλαθα ζπζρεηίζεσλ ησλ αξρηθψλ κεηαβιεηψλ είλαη ζπρλά ην 

πξψην βήκα ηεο παξαγνληηθήο αλάιπζεο. Βάζεη ηεο δχλακεο ηεο ζπζρέηηζεο ησλ 

αξρηθψλ κεηαβιεηψλ ζα πξνζπαζήζνπκε: 

 

 Να πξνζδηνξίζνπκε ην κηθξφηεξν δπλαηφ αξηζκφ θνηλψλ παξαγφλησλ, πνπ 

πξνζδηνξίδνπλ ή κεηξνχλ ηε ζπζρέηηζε κεηαμχ ησλ αξρηθψλ κεηαβιεηψλ.  
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 Να εθηηκήζνπκε ηε ζρέζε ζχλδεζεο θαη ηα βάξε ησλ θνηλψλ θαη ησλ 

κνλαδηθψλ παξαγφλησλ.  

 Να επεμεγήζνπκε ηνπο θνηλνχο παξάγνληεο.  

 Να ππνινγίζνπκε, αλ θξηζεί απαξαίηεην, ηηο ηηκέο ησλ παξαγφλησλ.  

Γηα ηε ζπζρέηηζε κεηαμχ δπν κεηαβιεηψλ έρνπκε ηνλ απιφ ζπληειεζηή 

ζπζρέηηζεο. Έλα πξφβιεκα ηνπ είλαη φηη αθνχ δελ παίξλεη ππφςε ηηο ππφινηπεο 

ζπζρεηίζεηο κε απηέο ηηο κεηαβιεηέο κε απνηέιεζκα ελψ αξρηθά δείρλεη ζρεηηζκέλεο 

θάπνηεο κεηαβιεηέο κφλν θαη κφλν επεηδή θάπνηεο άιιεο έρνπλ κεγάιε ζπζρέηηζε κε 

απηέο, φηαλ αθπξψζνπκε ηελ επίδξαζε ηνπο λα απνθαιχπηεηαη φηη νη αξρηθέο 

κεηαβιεηέο είλαη αζπζρέηηζηεο. Γηα απηφ ηνλ ιφγν απαηηείηαη έλαο λένο ζπληειεζηήο 

ν νπνίνο ζα ππνινγίδεη ηε ζπζρέηηζε, αθνχ αθαηξέζεη ηελ επίδξαζε ησλ ππφινηπσλ 

κεηαβιεηψλ. Απηφο είλαη ν ιφγνο πνπ ζηελ παξαγνληηθή αλάιπζε απαηηνχκε νη 

κεξηθνί ζπληειεζηέο ζπζρέηηζεο λα είλαη κηθξνί. 

Απηφ πνπ αμίδεη λα αλαθέξνπκε είλαη φηη, νη κεξηθνί ζπληειεζηέο ζπζρέηηζεο 

απνηεινχλ εθηηκήζεηο ησλ ζπζρεηίζεσλ κεηαμχ ησλ κνλαδηθψλ παξαγφλησλ θαη ζα 

πξέπεη λα είλαη θνληά ζην κεδέλ, φηαλ νη ππνζέζεηο ηνπ παξαγνληηθνχ κνληέινπ 

ηζρχνπλ. 

Έλαο ηέηνηνο ζπληειεζηήο δειαδή θάπνηνο πνπ κπνξεί λα ζπγθξίλεη ην 

ζρεηηθφ κέγεζνο ησλ ζπληειεζηψλ ζπζρέηηζεο ζρεηηθά κε ηνπο κεξηθνχο ζπληειεζηέο 

ζπζρέηηζεο είλαη ν ζπληειεζηήο Kaiser-Meyer-Olkin: 

 

KMO=
𝛴𝛴𝑟𝑖𝑗

2

𝛴𝛴𝑟𝑖𝑗
2 +𝛴𝛴𝛼𝑖𝑗

2  

 

Γηα θάζε  i≠j θαη φπνπ 𝑟𝑖𝑗  θαη 𝑎𝑖𝑗  είλαη νη δεηγκαηηθνί ζπληειεζηέο ζπζρέηηζεο θαη 

κεξηθήο ζπζρέηηζεο αληίζηνηρα. 

Τπάξρεη κηα γεληθή αληηζηνηρία κεηαμχ ηεο ηηκήο ηνπ δείθηε  ΚΜΟ θαη ηνπ 

θαηά πφζν ηα δεδνκέλα καο είλαη θαηάιιεια γηα παξαγνληηθή αλάιπζε. Μηα ηηκή 

θάησ ηνπ 0.5 δείρλεη φηη ζηα  δεδνκέλα δελ εθαξκφδεηαη ε παξαγνληηθή αλάιπζε 

ηθαλνπνηεηηθά. Απφ πξαθηηθή εκπεηξία δεηάκε κηα ηηκή απφ 0.8 θαη άλσ ε νπνία ζα 

καο επηηξέςεη λα πξνρσξήζνπκε ζηελ αλάιπζε. Έλα άιιν αληίζηνηρν θξηηήξην είλαη 

ην κέηξν ηεο δεηγκαηηθήο θαηαιιειφηεηαο, ην νπνίν ππνινγίδεηαη γηα ηελ i κεηαβιεηή 

σο: 

 

ΜSΑη=
 𝑟𝑖𝑗

2
𝑗

 𝑟𝑖𝑗
2

𝑗 + 𝛼𝑖𝑗
2

𝑗
 

 

φπνπ εμεηάδεη κηα- κηα ηελ θάζε κεηαβιεηή γηα ην θαηά πφζν είλαη θαηάιιειε γηα λα 

ηε ρξεζηκνπνηήζνπκε ζηελ αλάιπζε. Γεληθά κηα ηηκή θνληά ζην 1 ζεσξείηαη πνιχ 

θαιή γηα αλάιπζε. Παξαηεξνχκε φηη, ελψ ην ΚΜΟ αθνξά φια ηα δεδνκέλα, ην MSA 

ππνινγίδεηαη γηα θάζε κεηαβιεηή μερσξηζηά. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
Ανάλυςη Συςτάδων 

(Cluster Analysis) 
 

3.1 Διζαγυγή 

Η αλάιπζε ζπζηάδσλ (Cluster Analysis) είλαη ε νξγάλσζε ελφο ζπλφινπ 

ζηνηρείσλ ζε ζπζηάδεο (clusters) κε βάζε θάπνην κέηξν νκνηφηεηαο. Πην 

ζπγθεθξηκέλα ζηφρνο ηεο είλαη ε νκαδνπνίεζε ησλ ζηνηρείσλ ζε ζπζηάδεο έηζη ψζηε 

λα επηηεπρζεί ε κεγαιχηεξε δπλαηή νκνηνγέλεηα αλάκεζα ζηα κέιε ηεο ίδηαο νκάδαο 

θαη ηαπηφρξνλα λα κεγηζηνπνηεζνχλ νη δηαθνξέο αλάκεζα ζηα κέιε δηαθνξεηηθψλ 

ζπζηάδσλ. Χο κέζνδνο γλψξηζε άλζεζε κεηά ηηο δεκνζηεχζεηο ησλ Anderberg (1973), 

Everitt (1980) θαη Aldenderfer and Blashfield (1984) θαη εθαξκφδεηαη ζε πνιινχο 

ηνκείο φπσο: 

 Μάξθεηηλγθ: Η ηαρπδξνκηθή δηαθήκηζε είλαη απνηειεζκαηηθφηεξε αλ 

απεπζχλεηαη ζε άηνκα κε παξφκνηα ραξαθηεξηζηηθά. Με ηελ ηκεκαηνπνίεζε 

ηνπ πιεζπζκνχ ρσξίδνπκε ηνλ πιεζπζκφ ζε νκάδεο θαη έηζη καο επηηξέπεη λα 

ζηνρεχζνπκε ζηελ νκάδα πνπ είλαη πηζαλφηεξν λα έρεη ζεηηθή αληαπφθξηζε. 

 Αξραηνινγία: Υσξίδνληαο ηα αληηθείκελα αλάινγα κε ηελ επνρή ή ηελ νκάδα 

αλζξψπσλ πνπ ηα θαηαζθεχαζαλ είλαη πηζαλφηεξν λα έρνπλ πεξηζζφηεξεο 

νκνηφηεηεο ζε ζρέζε κε απηά πνπ πξνέξρνληαη απφ δηαθνξεηηθέο επνρέο ή 

ιανχο. Με ηνλ ζρεκαηηζκφ ζπζηάδσλ κπνξνχκε λα αλαθαηαζθεπάζνπκε ηελ 

ηζηνξία κηαο επνρήο. 

 Δθπαίδεπζε: Οη επηδφζεηο εθπαηδεπηηθψλ ηδξπκάησλ δηαθέξνπλ κεηαμχ ηνπο 

θαη φηαλ αλαδεηνχκε ηα αίηηα γηα απηή ηελ δηαθνξνπνίεζε είλαη ρξήζηκν λα 

ηαμηλνκήζνπκε ηα ηδξχκαηα ζε ζπζηάδεο, έηζη ψζηε λα αλαδεηήζνπκε ηα 

θνηλά ραξαθηεξηζηηθά εθείλσλ ησλ ηδξπκάησλ πνπ θαίλνληαη λα είλαη γεληθψο 

παξφκνηα. 

΢ηηο κεζφδνπο ηαμηλφκεζεο, γεληθφηεξα, έρνπκε έλαλ ήδε γλσζηφ αξηζκφ 

ζπζηάδσλ θαη ηνπνζεηνχκε ηηο λέεο παξαηεξήζεηο ζε κηα απφ απηέο. ΢ηελ αλάιπζε 

ζπζηάδσλ δελ γίλεηαη θακία ππφζεζε ζρεηηθά κε ηνλ αξηζκφ ή ηελ δνκή ηεο ζπζηάδαο 

θαη έηζη ε νκαδνπνίεζε ησλ λέσλ δεδνκέλσλ γίλεηαη βάζε ησλ νκνηνηήησλ ή ησλ 

αλνκνηνηήησλ πνπ εθθξάδνληαη απφ ηηο απνζηάζεηο. Έηζη αλάινγα κε ηελ απφζηαζε 

πνπ επηιέγνπκε ππάξρνπλ παξαπάλσ ηεο κηα νκαδνπνηήζεηο. 

 

3.2 Μέθοδορ Δθαπμογήρ ηηρ Ανάλςζηρ ΢ςζηάδυν 

Όπσο είπακε θαη πξηλ ην θχξην θξηηήξην ζηελ αλάιπζε ζπζηάδσλ είλαη ε 

απφζηαζε. Έηζη νη θνληηλέο ζε απφζηαζε παξαηεξήζεηο ζα αλήθνπλ ζηελ ίδηα νκάδα 

ελψ νη καθξηλέο ζε δηαθνξεηηθέο. Έλαο γεληθφο αιγφξηζκνο γηα ηελ εθαξκνγή ηεο 

κεζφδνπ  φπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα 3.1 (SAS/STAT 9.2 User‘s guide, 

2009) πεξηιακβάλνπλ ηελ επηινγή ησλ κεηαβιεηψλ, ηεο κεζφδνπ ηαμηλφκεζεο, ηεο 

κεηξηθήο απφζηαζεο θαη ηνπ αιγνξίζκνπ ζχλδεζεο, θαζψο επίζεο κεηά ηελ 

δηεμαγσγή ηεο ηαμηλφκεζεο, ηελ επηινγή ηνπ αξηζκνχ ησλ ζπζηάδσλ θαη ηέινο ηελ 

αμηνιφγεζε θαη εξκελεία ησλ απνηειεζκάησλ. 

 



36 
 

 
ΣΧΗΜΑ 3.1 Γηαδηθαζία γηα ηελ εχξεζε ζπζηάδσλ. 

 

3.3 Δπιλογή Μεηαβληηών Σαξινόμηζηρ 

Η θαηάιιειε επηινγή ησλ κεηαβιεηψλ απνηειεί έλα ζεκαληηθφ βήκα ζηελ 

αλάιπζε θαηά ζπζηάδεο αθνχ ζε κεγάιν βαζκφ επεξεάδεη ηελ αλαπαξάζηαζε ησλ 

δεδνκέλσλ θαη ηα παξαγφκελα απνηειέζκαηα, δειαδή ηηο ζπζηάδεο δεδνκέλσλ πνπ 

δηακνξθψλνληαη. Απηφ ζπκβαίλεη επεηδή ην θάζε ζηνηρείν απνηειεί έλα πνιπδηάζηαην 

δηάλπζκα, φπνπ θάζε δηάζηαζε εθθξάδεη θαη κηα κεηαβιεηή. Απηφ πνπ επηδηψθνπκε 

είλαη λα δεκηνπξγεζνχλ θιάζεηο πνπ λα είλαη θαζαξά δηαθνξνπνηεκέλεο κεηαμχ ηνπο, 

θάηη πνπ εμαξηάηαη άκεζα απφ ηελ αιιειεμάξηεζε ησλ κεηαβιεηψλ. Έρεη 

παξαηεξεζεί φηη νη πνιιέο ζε αξηζκφ κεηαβιεηέο απμάλνπλ ηελ πηζαλφηεηα 

αιιεινζπζρέηηζεο, νδεγψληαο ηελ κέζνδν ζε απνηπρία εκθαλίδνληαο κεξηθνχο 

παξάγνληεο κεγαιχηεξνπο απφ φηη είλαη ζηελ πξαγκαηηθφηεηα. Έηζη γεληθά 

απνθεχγνπκε κεηαβιεηέο  κε βαζκφ αιιεινζπζρέηηζεο κεγαιχηεξν ηνπ 0.9. 

 Έλαο ηξφπνο αληηκεηψπηζεο απηνχ ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη λα εθαξκφζνπκε 

αξρηθά κηα αλάιπζε θπξίσλ ζπληζησζψλ, θαη ελ ζπλερεία λα εθαξκφζνπκε αλάιπζε 

ζπζηάδσλ κε ηα απνηειέζκαηα ηεο PCA. Βεβαία ζε απηή ηελ πεξίπησζε έρνπκε λα 

αληηκεησπίζνπκε έλα λέν πξφβιεκα δηφηη ε κέζνδνο εθαξκφδεηαη ζηα ήδε 

επεμεξγαζκέλα δεδνκέλα ζηα νπνία ππάξρεη απψιεηα πιεξνθνξίαο ιφγσ θάπνησλ 

κεηαβιεηψλ πνπ ζεσξνχληαη ακειεηέεο απφ ηελ παξαγνληηθή αλάιπζε θαη 

απνθιείνληαη ελψ ζα κπνξνχζαλ λα παίμνπλ ζεκαληηθφ ξφιν ζηελ δηαθνξνπνίεζε 

ησλ ζπζηάδσλ. 
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3.4 Δπιλογή Μεθοδολογίαρ Σαξινόμηζηρ 

 

Αλάινγα κε ηελ κεζνδνινγία ηαμηλφκεζεο πνπ ζα επηιερζεί, ζα ππάξρεη θαη 

δηαθνξεηηθφο ζρεκαηηζκφο ζπζηάδσλ, ζχκθσλα πάληα θαη κε ηελ βειηηζηνπνίεζε 

θάπνηνπ θξηηεξίνπ. Οη θχξηεο θαηεγνξίεο κεζφδσλ είλαη δχν: 

1. Ιεξαξρηθέο κέζνδνη: Οη ζπζηάδεο ζρεκαηίδνληαη ζηαδηαθά είηε κε ζπλέλσζε 

κηθξφηεξσλ ζπζηάδσλ ζρεκαηίδνληαο ζπλερψο κεγαιχηεξεο ζπζηάδεο κέρξη 

λα θηάζνπκε λα έρνπκε φια ηα δεδνκέλα ζε κηα νκάδα (ζπζζσξεπηηθέο 

κέζνδνη), είηε κε δηαίξεζε ζπζηάδσλ ζε κηθξφηεξεο κέρξη λα θηάζνπκε ζε κηα 

θαηάζηαζε φπνπ θάζε παξαηήξεζε λα είλαη απφ κφλε ηεο κηα νκάδα 

(δηαηξεηηθέο κέζνδνη)  

 

2. Με ηεξαξρηθέο κέζνδνη ή δηαρσξηζηηθέο: Σα δεδνκέλα δηαηξνχληαη ζε k 

ηκήκαηα. Κάζε έλα απφ ηα ηκήκαηα απηά αληηζηνηρεί ζε κία νκάδα. ΢ε 

αληίζεζε, ινηπφλ, κε ηηο ηεξαξρηθέο κεζφδνπο ν αξηζκφο ησλ ζπζηάδσλ πνπ ζα 

δεκηνπξγεζνχλ ζα πξέπεη λα είλαη γλσζηφο εθ ησλ πξνηέξσλ  

 

ηηο νπνίεο ζα εμεηάζνπκε παξαθάησ. 

 

3.5 Ιεπαπσική Ομαδοποίηζη 

 

Οη κέζνδνη απηήο ηεο κνξθήο δίλνπλ ην απνηέιεζκα ζε κηα δελδξνεηδή 

κνξθή. Σα δπν αθξαία παξαδείγκαηα είλαη κηα νκάδα κε Ν παξαηεξήζεηο θαη 

αληίζεηα Ν ζπζηάδεο κε 1 παξαηήξεζε. Γεληθά επεηδή ρξεζηκνπνηνχλ έλα πίλαθα 

εγγχηεηαο πνπ θαηαγξάθεη φιεο ηηο απνζηάζεηο ησλ παξαηεξήζεσλ κεηαμχ ηνπο, 

φπνπ ρξεηάδεηαη πνιχ ππνινγηζηηθφ ρξφλν θαη ρψξν, δελ ζπληζηνχληαη γηα ρξήζε ζε 

δείγκαηα κε πνιιέο παξαηεξήζεηο. Γχν είλαη νη ππνθαηεγνξίεο: 

 

3.5.α Ιεπαπσική ΢ςζζυπεςηική Μέθοδορ Σαξινόμηζηρ – 

(Hierarchical Agglomerative Clustering) 

Η κέζνδνο αξρίδεη κε έλα γλσζηφ πίλαθα νκνηφηεηαο (similarity matrix) S, 

κεγέζνπο Ν × N, φπνπ N ην πιήζνο ησλ αληηθεηκέλσλ γηα ηαμηλφκεζε θαη sij ε 

νκνηφηεηα αλάκεζα ζηα αληηθείκελα i θαη j. Ο πίλαθαο νκνηφηεηαο ρξεζηκνπνηείηαη 

γηα λα εμαιείςεη ηηο επηπηψζεηο ηεο θπξηφηεηαο ζηα δεδνκέλα καο θαη ε νκνηφηεηα 

έρεη ηελ ηδηφηεηα φηη κία κεγάιε ηηκή ηεο δείρλεη φηη ηα αληηθείκελα κνηάδνπλ πνιχ.  

 

S=

 
 
 
 
 

0 𝑠12 … … 𝑠1𝑁

𝑠21 0 … … …
… … 0 … …
… … … 0 𝑠𝑁𝑁−1

𝑠𝑁1 … … … 0  
 
 
 
 

 

 

Έλαο αιγφξηζκνο ηεο κεζφδνπ είλαη (Morrison, 1990): 

1. Αξρηθά ππάξρνπλ Ν ζπζηάδεο κε θάζε κηα λα πεξηέρεη κία παξαηήξεζε. 

2. Απφ ηνλ S βξίζθνπκε ην δεχγνο ησλ πην θνληηλψλ ζπζηάδσλ. 

3. Δλψλνπκε ηηο δπν πξνεγνχκελεο ζπζηάδεο ζε κηα. Σαπηφρξνλα αλαλεψλνπκε 

ηνλ S δηαγξάθνληαο ηηο γξακκέο θαη ζηήιεο ησλ πξνεγνχκελσλ ζπζηάδσλ θαη 

ζηελ ζέζε ηνπο ζέηνπκε ζε κηα γξακκή θαη ζηήιε ηηο απνζηάζεηο ησλ 

ππνινίπσλ ζπζηάδσλ κε ηελ λέα.  
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4. Δπαλαιακβάλνπκε ηα πξνεγνχκελα βήκαηα έσο φηνπ θαηαιήμνπκε ζε κηα 

νκάδα κε φιεο ηηο παξαηήξεζεο. 

 

3.5.β Ιεπαπσική Γιαιπεηική Μέθοδορ Σαξινόμηζηρ – (Hierarchical 

Divisive Clustering) 

΢ε απηή ηελ κέζνδν αθινπζνχκε ηελ αληίζεηε δηαδηθαζία απφ ηελ 

πξνεγνχκελε (ζρήκα 3.2, SAS/STAT 9.2 User‘s guide, 2009). Αξρίδνληαο απφ κηα 

αξρηθή κεγάιε νκάδα (ζηελ νπνία αλήθνπλ φια ηα δεδνκέλα) ηελ δηαηξνχκε ζε 

επηκέξνπο ζπζηάδεο. Η δηάζπαζε ζε επηκέξνπο ζπζηάδεο κπνξεί λα γίλεη 

ρξεζηκνπνηψληαο σο θξηηήξην νκνηφηεηαο ηε ζπκθσλία ζηελ ηηκή κηαο ή 

πεξηζζφηεξσλ κεηαβιεηψλ. ΢ηελ πξψηε πεξίπησζε νη ζπζηάδεο πνπ δηακνξθψλνληαη 

ραξαθηεξίδνληαη σο κνλνζεηηθέο, δηαθνξεηηθά σο πνιπζεηηθέο. Οη κνλνζεηηθέο 

δηαρσξηζηηθέο ηερληθέο ρξεζηκνπνηνχληαη ζπρλά κε δπαδηθά δεδνκέλα θαη 

ζηεξίδνληαη ζηελ ηηκή ηεο κεηαβιεηήο πνπ κεγηζηνπνηεί ηε δηαθνξνπνίεζε κεηαμχ 

ησλ ζπζηάδσλ (Chi-square distance).  

 

 
΢ΥΗΜΑ 3.2 Η δηαηξεηηθή θαη ε ζπζζσξεπηηθή κέζνδνο. 

 

Κάλνληαο κηα ζπλνιηθή αλαζθφπεζε ησλ Ιεξαξρηθψλ κεζφδσλ ε νκάδα πνπ 

βξίζθεηαη ζε πςειφηεξν επίπεδν ηεξαξρίαο ζπκπεξηιακβάλεη φιεο ηηο κηθξφηεξεο 

θιάζεηο ησλ ρακειφηεξσλ επηπέδσλ, ην νπνίν ζεκαίλεη φηη εάλ έλα αληηθείκελν 

αλήθεη ζε κία θιάζε δελ κπνξεί λα κεηαηεζεί παξάιιεια θαη ζε δεχηεξε θιάζε. Χο 

πιενλεθηήκαηα κπνξνχκε λα ζεσξήζνπκε: 

 Ο εξεπλεηήο κπνξεί λα επηιέμεη δηαθνξεηηθά κέηξα νκνηφηεηαο θαη θξηηήξηα 

ζπλέλσζεο. 

 Σνλ ρεηξηζκφ δηαθφξσλ ηχπσλ κεηαβιεηψλ. 

Δλψ σο κεηνλεθηήκαηα: 

 Οη ζπζηάδεο πνπ θηηάρλνληαη ζε αξρηθά βήκαηα δελ κπνξνχλ λα ρσξίζνπλ θαη 

επνκέλσο νη παξαηεξήζεηο πνπ ελψλνληαη ζε αξρηθά βήκαηα κέλνπλ καδί γηα 

πάληα. Πνιχ ζπρλά θαηαιήγεη ζηε δεκηνπξγία ελφο κηθξνχ πιήζνπο 

ζπζηάδσλ κε πνιιέο παξαηεξήζεηο θαη αθήλεη αξθεηέο παξαηεξήζεηο λα είλαη 

απφ κφλεο ηνπο αλεμάξηεηεο ζπζηάδεο.  
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 ΢πλήζσο είλαη αζχκθνξεο απφ άπνςε ππνινγηζηηθνχ θφξηνπ φηαλ ζέινπκε λα 

αλαιχζνπκε κεγάια ζχλνια δεδνκέλσλ. Απηφ νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη 

πξέπεη θαλείο λα ζρεκαηίζεη θαη λα απνζήθεπζε ζηε κλήκε ηνπ ππνινγηζηή 

νιφθιεξν ηνλ πίλαθα απνζηάζεσλ ησλ παξαηεξήζεσλ.  

 

3.6 Γιασυπιζηικέρ Μέθοδοι Σαξινόμηζηρ – (Partitioning Clustering) 

 

΢ηελ κε ηεξαξρηθή νκαδνπνίεζε ηα δεδνκέλα ρσξίδνληαη ζε Κ νκάδεο κε θάζε 

νκάδα λα αληηπξνζσπεχεη κία ζπζηάδα. Αληίζεηα κε ηελ Ιεξαξρηθή νκαδνπνίεζε ν 

αξηζκφο ησλ ζπζηάδσλ κπνξεί λα απνθαζηζηεί απφ ηνλ εξεπλεηή είηε εθ ησλ 

πξφηεξσλ είηε λα θαζνξηζηεί σο κέξνο ηεο δηαδηθαζίαο νκαδνπνίεζεο. Μεγάιν 

πιενλέθηεκα ηνπο είλαη φηη δελ ρξεηάδνληαη έλαλ πίλαθα απνζηάζεσλ κεηαμχ ησλ 

αληηθεηκέλσλ πνπ ζέινπκε λα νξγαλψζνπκε ζε ζπζηάδεο. Έηζη νη κε ηεξαξρηθέο 

κέζνδνη κπνξνχλ λα εθαξκνζηνχλ ζε κεγάια ζχλνιν δεδνκέλσλ αθνχ δελ ρξεηάδεηαη 

λα απνζεθεπηνχλ κεγάια ζε φγθν δεδνκέλα ζηνλ ππνινγηζηή. 

Οη κε ηεξαξρηθέο κέζνδνη αξρίδνπλ είηε απφ κηα αξρηθή δηακέξηζε ησλ 

αληηθεηκέλσλ ζε ζπζηάδεο είηε απφ έλα αξρηθφ ζχλνιν θνκβηθψλ ζεκείσλ (seed 

points) πνπ ζα δηακνξθψζνπλ ηνλ ππξήλα ησλ ζπζηάδσλ.  

Κχξηα αληηπξφζσπνο απηψλ ησλ κεζφδσλ είλαη ε k-means method ελψ επξέσο 

ρξεζηκνπνηείηαη θαη ε two-step ηηο νπνίεο θαη ζα δνχκε αλαιπηηθφηεξα. 

 

3.6.α Η K-Means Μέθοδορ 

H k-means κέζνδνο είλαη έλαο απφ ηνπο πην παιηνχο θαη επξέσο 

ρξεζηκνπνηεκέλνπο αιγφξηζκνπο. Δθεπξέζεθε απφ ηνλ Macqueen (1967) θαη ε 

θεληξηθή ηδέα ηνπ είλαη φηη αλαζέηεη θάζε ζηνηρείν ζηελ νκάδα, πνπ έρεη ην 

θνληηλφηεξν θέληξν βάξνπο (Centroid), ελψ ν αξηζκφο ησλ ζπζηάδσλ θαζνξίδνληαη 

απφ ηελ αξρή. ΢ηελ ζπλέρεηα αλαζέηεη θάζε δεδνκέλν ζην πην θνληηλφ θέληξν βάξνπο 

θαη επαλαιεπηηθά ζπλερίδεη λα ην θάλεη απηφ θαη γηα ηηο θαηλνχξγηεο ζπζηάδεο πνπ 

δεκηνπξγεί έσο φηνπ φια ηα δεδνκέλα ηνπ βξφγρνπ λα έρνπλ ηαθηνπνηεζεί. Αλήθεη 

ζηελ θαηεγνξία ησλ δηαρσξηζηηθψλ αιγνξίζκσλ πνπ πξνθαινχλ κηα δηακέξηζε ζηνλ 

ρψξν ησλ δεδνκέλσλ ρσξίο λα δεκηνπξγνχλ πνιχπινθεο δνκέο πνπ πεξηγξάθνληαη κε 

δελδξνγξάκκαηα θαη θαηαζθεπάδνπλ κηα κνλαδηθή νκαδνπνίεζε θαη φρη κηα δνκή 

ζπζηάδσλ φπσο θάλνπλ νη Ιεξαξρηθνί αιγφξηζκνη. Ο αιγφξηζκνο γεληθά πξνζπαζεί λα 

ειαρηζηνπνηήζεη ην εληφο νκάδσλ άζξνηζκα ηεηξαγψλσλ:   

 

V=  (𝑥𝑗 − 𝜇𝑗 )𝑥𝑗
𝑘
𝑗=1

2
 

 

Με k ν αξηζκφο ησλ ζπζηάδσλ θαη 𝜇𝑗  ην θέληξν βάξνπο φισλ ησλ ζηνηρείσλ 𝑥𝑖  πνπ 

αλήθνπλ ζηελ i-νζηή ζπζηάδα. 

 Έλαο αιγφξηζκνο γηα ηελ κέζνδν είλαη (ζρήκα 3.3, SAS/STAT 9.2 User‘s guide, 

2009): 

1. Γηακεξίδνπκε ηα ζηνηρεία ζε k αξρηθέο ζπζηάδεο θαη ππνινγίδνπκε ην θέληξν 

βάξνπο θάζε νκάδαο. 

2. Γηαηξέρνληαο ηελ ιίζηα δεδνκέλσλ αλαζέηνληαο θάζε δεδνκέλν ζηελ νκάδα 

κε ην θνληηλφηεξν θέληξν βάξνπο. Αθνχ αλαζέζνπκε φια ηα δεδνκέλα, 

αλαδξνκηθά επαλαυπνινγίδνπκε ηα θέληξα βάξνπο φισλ ησλ ζπζηάδσλ πνπ 

είηε ράλνπλ είηε θεξδίδνπλ ζηνηρείν. 

3. Δπαλαιακβάλνπκε ην βήκα 2 κέρξη ηα θέληξα βάξνπο λα κελ κεηαθηλνχληαη 

πιένλ. 
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΢εκαληηθφ ξφιν ζηελ κέζνδν έρεη ε αξρηθή επηινγή ηνπ εξεπλεηή σο πξνο ηελ 

αξρηθή δηακέξηζε δειαδή ηνλ αξηζκφ θαη ηελ ζέζε ησλ αξρηθψλ ζεκείσλ. 

΢πλεζίδεηαη ινηπφλ γηα θαιχηεξα απνηειέζκαηα αξρηθά λα εθαξκφδνπκε κηα 

ηεξαξρηθή κέζνδν ζηα δεδνκέλα πξηλ ηελ  k-means. Έηζη αλ θαη απνδεηθλχεηαη φηη ν 

αιγφξηζκνο ηεξκαηίδεη αλ ε αξρηθή επηινγή ησλ ζεκείσλ δελ είλαη θαιή ε ηειηθή 

νκαδνπνίεζε κπνξεί λα κελ είλαη θαιή. Πξέπεη λα ζεκεησζεί φηη νη ηερληθέο 

επαλαιεπηηθήο δηαρσξηζηηθήο ηαμηλφκεζεο, δνπιεχνπλ ηθαλνπνηεηηθά κε ζπλερείο 

θαη φρη θαηεγνξηθέο κεηαβιεηέο. 

 

 
΢ΥΖΜΑ 3.3 Ζ K-MEANS ΜΔΘΟΓΟ΢. 

 

3.6.β Η Two-Step Method 

Η two step κέζνδνο έρεη πνιιά πιενλεθηήκαηα αθνχ επηιέγεη απηφκαηα ηνλ 

αξρηθφ αξηζκφ ζπζηάδσλ θαη εθαξκφδεηαη ηθαλνπνηεηηθά ζε κεγάια ζχλνια 

δεδνκέλσλ αθνχ ρξεηάδεηαη ιίγν ππνινγηζηηθφ ρψξν. Σν κεγάιν ηεο κεηνλέθηεκα 

αθνξά ηηο πξνυπνζέζεηο πνπ πξέπεη λα ηθαλνπνηνχλ ηα δεδνκέλα δειαδή φηη φιεο νη 

κεηαβιεηέο πξέπεη λα είλαη αζπζρέηηζηεο, ζπλερείο, λα αθνινπζνχλ θαλνληθή 

θαηαλνκή θαη νη θαηεγνξηθέο κεηαβιεηέο λα είλαη αζπζρέηηζηεο θαη λα αθνινπζνχλ 

ηελ πνιπσλπκηθή θαηαλνκή. Σα δχν βήκαηα ηεο κεζφδνπ είλαη: 

 

1. Pre-clustering: Γημιοςπγία μικπών ζςζηάδυν 

΢ην πξψην βήκα δεκηνπξγεί αξρηθέο ζπζηάδεο απνθαζίδνληαο γηα θάζε 

δεδνκέλν αλ αλήθεη ζε κηα ππάξρνπζα νκάδα ή αλ ζα δεκηνπξγεζεί κηα λέα 

νκάδα. Ο ζηφρνο ηνπ βήκαηνο απηνχ είλαη λα κεηψζεη ην κέγεζνο ηνπ πίλαθα 

πνπ πεξηέρεη ηηο απνζηάζεηο φισλ ησλ πηζαλψλ δεπγαξηψλ ησλ εγγξαθψλ. 

Μεηά ηελ νινθιήξσζε ηνπ βήκαηνο ην θάζε δεδνκέλν αληηκεησπίδεηαη φκνηα 

κε φια ηα δεδνκέλα ηεο νκάδαο ηνπ.  

2. Ιεπαπσική ανάλςζη ηυν ππυηαπσικών ζςζηάδυν 

Σψξα εθαξκφδνπκε Ιεξαξρηθή αλάιπζε ζηηο αξρηθέο ζπζηάδεο. 

 

3.7 Δπιλογή Μεηπικήρ Ομοιόηηηαρ (Απόζηαζηρ) 

 

Όπσο έρνπκε δεη θχξην ραξαθηεξηζηηθφ ζε φινπο ηηο κεζφδνπο ηεο αλάιπζεο 

ζπζηάδσλ είλαη ε απφζηαζε κεηαμχ ησλ κεκνλσκέλσλ δεδνκέλσλ ή ησλ ζπζηάδσλ 

δεδνκέλσλ. Η απφζηαζε κπνξεί λα είλαη κνλνδηάζηαηε ή πνιπδηάζηαηε κε θάζε 

δηάζηαζε λα απνηειεί κηα μερσξηζηή κεηαβιεηή. ΢ε απηή ηελ ελφηεηα ζα δνχκε 
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δηάθνξεο κεηξηθέο πνπ είλαη ν ηξφπνο πνπ κεηξάκε ηελ απφζηαζε. Θα αξρίζνπκε κε 

ηνλ νξηζκφ ηεο κεηξηθήο: 

Αλ ε ζπλάξηεζε d:X×X→R κε x,y αλήθνπλ ζην Υ ηθαλνπνηεί ηηο αθφινπζεο 

ηέζζεξηο ηδηφηεηεο: 

 d(x,y)≥0                       (κε αξλεηηθή) 

 d(x,y)=0 αλ x=y           (αλαθιαζηηθή) 

 d(x,y)=d(y,x)               (ζπκκεηξία) 

 d(x,y)≤d(x,z)+d(z,y)    (ηξηγσληθή αληζφηεηα) 

ηφηε ζα απνθαιείηαη κεηξηθή. 

Αξρίδνληαο απφ ηo επίπεδν, αλ ζπκβνιίζνπκε ηηο δχν κεηαβιεηέο y = (y1,y2) 

θαη x = (x1,x2), ηφηε νξίδεηαη ε επθιείδεηα απφζηαζε: 

 

d(x,y)= (𝑥1 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑦2)2 

 

πνπ απνηειεί ηελ πην δηαδεδνκέλε κεηξηθή απφζηαζεο. Η γεσκεηξηθή απφζηαζε ησλ 

ζηνηρείσλ ζηνλ πνιπδηάζηαην ρψξν γεληθεχεηαη αλ έρνπκε p παξαηεξήζεηο, δειαδή y 

= (y1, y2,..., yp) θαη x = (x1, x2,..., xp): 

 

d(x,y)=  (𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)2𝑝
𝑖=1  

 

Πξέπεη λα ζεκεησζεί φηη ε επθιείδεηα απφζηαζε (φπσο θαη ε ηεηξαγσληθή) 

ππνινγίδεηαη βάζεη κε ηππνπνηεκέλσλ δεδνκέλσλ. Έρεη αξθεηά πιενλεθηήκαηα, φπσο 

φηη ε απφζηαζε κεηαμχ δχν ζηνηρείσλ δελ επεξεάδεηαη κε ηελ πξνζζήθε λέσλ 

ζηνηρείσλ ζηελ αλάιπζε, παξφια απηά έλα ζεκαληηθφ κεηνλέθηεκα ηεο Δπθιείδεηαο 

κεηξηθήο βξίζθεηαη ζην γεγνλφο φηη νη απνζηάζεηο επεξεάδνληαη ηδηαίηεξα απφ ηηο 

δηαθνξέο ζηελ θιίκαθα κεηαμχ ησλ δηαζηάζεσλ. Γηα παξάδεηγκα, αλ κηα κεηαβιεηή 

κεηξάεη κήθνο ζε εθαηνζηά, θαη θαηφπηλ ην κεηαηξέςνπκε ζε ρηιηνζηά, ε Δπθιείδεηα 

απφζηαζε πνπ ζα πξνθχςεη απφ ηνλ πνιπδηάζηαην πίλαθα ζα επεξεαζηεί ζεκαληηθά 

(θπξίσο απφ ηηο κεηαβιεηέο κε κεγαιχηεξε θιίκαθα κέηξεζεο), θαη ζπλεπψο ζα είλαη 

πνιχ δηαθνξνπνηεκέλα θαη ηα απνηειέζκαηα ηεο ζπζηεκαηνπνίεζεο. Γηα απηφ, είλαη 

πξνηηκφηεξν λα κεηαηξέπνπκε ηηο δηαζηάζεηο ψζηε λα έρνπλ ίδηεο θιίκαθεο κέηξεζεο. 

Έλαο ηξφπνο γηα λα απνθχγνπκε απηή ηελ αλεπάξθεηα είλαη λα δηαηξέζνπκε 

φιεο ηηο κεηαβιεηέο κε ηηο ηππηθέο ηνπο απνθιίζεηο. Θεσξνχκε 𝑠𝑖
2 ηε δηαθχκαλζε ηεο 

i κεηαβιεηήο θαη έρνπκε ηνλ ηχπν ηεο κεηαβιεηήο κε ηελ εμήο κνξθή: 

 

d(x,y)=  (
𝑥𝑖−𝑦𝑖

𝑠𝑖
)𝑝

𝑖=1
2 

 

Έλαο ηχπνο πνπ ιακβάλεη ππφςε ηηο ζπλδηαθπκάλζεηο ησλ κεηαβιεηψλ είλαη ε 

απόζηαζε Mahalanobis. Υξεζηκνπνηείηαη ζπρλά γηα άξζε ηεο πνιπζπγγξακηθφηεηαο 

ησλ κεηαβιεηψλ. Γηαθέξεη απφ ηελ Δπθιείδεηα κεηξηθή δηφηη ιακβάλεη ππφςε ηεο ηηο 

ζπζρεηίζεηο κεηαμχ ησλ δεδνκέλσλ θαζψο επίζεο δελ επεξεάδεηαη απφ ηελ θιίκαθα 

κέηξεζεο ησλ κεηαβιεηψλ. 

 

𝑑2(x,y)= 𝑥 − 𝑦 ′𝑆−1(𝑥 − 𝑦) 

 

Όπνπ S είλαη ν δεηγκαηηθφο πίλαθαο δηαθπκάλζεσλ θαη 𝑥 , 𝑦  είλαη δηαλχζκαηα. Αλ νη 

ηηκέο ησλ δηαλπζκάησλ είλαη αζπζρέηηζηεο ηφηε ν S είλαη δηαγψληνο κε δηαγψληα 
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ζηνηρεία 𝑠𝑘
2 ε απφζηαζε ηνπ Mahalanobis γίλεηαη ίδηα κε ηε ζηαζκηζκέλε επθιείδεηα 

απφζηαζε κε wk = 1/ sk . 

Άιιε κηα κεηξηθή είλαη ε City-block ή Manhattan  

d(x,y)=  𝑥𝑖 − 𝑦𝑖 
𝑝
𝑖=1  

Σα απνηειέζκαηα ηεο κεηξηθήο city-block είλαη παξφκνηα κε απηά ηεο Δπθιείδεηαο, 

κε ηελ δηαθνξά φηη κεηψλνληαη νη επηδξάζεηο ησλ δηαθνξψλ ησλ αθξαίσλ ηηκψλ 

θαζψο δελ πςψλνληαη ζην ηεηξάγσλν. 

Καη νη δχν παξαπάλσ κεηξηθέο, Δπθιείδεηαο θαη Manhattan, είλαη εηδηθέο 

πεξηπηψζεηο ηεο κεηξηθήο Minkowski, γηα p=2 θαη p=1 αληίζηνηρα. 

d(x,y)=    𝑥𝑖 − 𝑦𝑖  
𝑝
𝑖=1

𝑞
 

1/𝑞
 

φπνπ q ≥ 1 δεδνκέλε παξάκεηξνο. 

Σέινο ε απφζηαζε Chebychev ηζνχηαη κε ηελ κέγηζηε απφιπηε δηαθνξά ησλ 

ηηκψλ ησλ κεηαβιεηψλ. 

d(x,y)=Max 𝑥𝑖 − 𝑦𝑖 , 𝑖 = 1…𝑝  
 

3.8 Κανόνερ ΢ύνδεζηρ 

΢θνπφο ηεο κεζφδνπ είλαη λα δεκηνπξγήζεη ζπζηάδεο πνπ ηα κέιε ηεο θάζε 

κίαο ζα έρεη ηηο ίδηεο ηδηφηεηεο. Αθνχ νινθιεξσζεί ν δηαρσξηζκφο ησλ ζπζηάδσλ 

πξέπεη λα ππάξμεη έλαο θαλφλαο πνπ ζα ελψλεη ηα κέιε πνπ αλήθνπλ ζηελ ίδηα 

ζπζηάδα. Απηνί είλαη νη θαλφλεο ζχλδεζεο. ΢ην πξψην ζηάδην ζχλδεζεο, φηαλ θάζε 

αληηθείκελν απνηειεί θιάζε απφ κφλν ηνπ, νη απνζηάζεηο κεηαμχ ησλ αληηθεηκέλσλ 

θαζνξίδνληαη απφ ην επηιεγκέλν κέηξν απφζηαζεο. Καηφπηλ, αθνχ ζε πξψηε θάζε ηα 

δχν πην θνληηλά ζηνηρεία ζπγρσλεπηνχλ ζε κία ζπζηάδα, είλαη απαξαίηεηε ε ρξήζε 

ελφο θξηηεξίνπ ζχλδεζεο, βάζε ηνπ νπνίνπ ζα ππνινγίδεηαη ε απφζηαζε απηήο ηεο 

λέαο ζπζηάδαο κε ηηο ππφινηπεο. Αθνχ επηιεγεί ην θαηάιιειν θξηηήξην ζχλδεζεο, ζα 

ρξεζηκνπνηεζεί ζε φια ηα επφκελα ζηάδηα ηεο δηαδηθαζίαο ηαμηλφκεζεο, φπνπ φιν 

θαη πεξηζζφηεξα αληηθείκελα ζα ζπλδένληαη κεηαμχ ηνπο ελψ νη θιάζεηο νινέλα θαη 

ζα κεηψλνληαη. Τπάξρνπλ πνιιά θξηηήξηα ζχλδεζεο ηα νπνία δηαθέξνπλ κεηαμχ ηνπο 

ζηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν εθηηκνχλ ηηο απνζηάζεηο ζηα δηαδνρηθά ζηάδηα, ελψ αλάινγα 

κε ην θξηηήξην πνπ επηιέγεηαη πξνθχπηνπλ θαη δηαθνξεηηθά απνηειέζκαηα 

ηαμηλφκεζεο ζε ζπζηάδεο. 

 

3.8.1. Κπιηήπιο εγγύηεπος γείηονα (single linkage) 

 
΢χκθσλα κε ην θξηηήξην ηνπ εγγχηεξνπ γείηνλα ε απφζηαζε κεηαμχ δχν 

θιάζεσλ νξίδεηαη σο ε απφζηαζε κεηαμχ ησλ δχν πην θνληηλψλ αληηθεηκέλσλ ησλ δχν 

δηαθνξεηηθψλ θιάζεσλ. Σν παξαπάλσ θξηηήξην θαηά θάπνην ηξφπν δέλεη ηα 

αληηθείκελα καδί, θαηαιήγνληαο πνιιέο θνξέο ζε θιάζεηο πνπ πεξηέρνπλ καθξηέο 

αιπζίδεο παξαηεξήζεσλ (chaining effect).  

Έζησ a, b ζπζηάδεο γηα ηηο νπνίεο ζχκθσλα κε ην θξηηήξην ηνπ εγγχηεξνπ 

γείηνλα, ε κεηαμχ ηνπο απφζηαζε νξίδεηαη σο ε ειάρηζηε απφζηαζε αλάκεζα ζηα 

πηζαλά δεπγάξηα αληηθεηκέλσλ (i,j) φπνπ i,j ζηνηρεία ησλ θιάζεσλ a θαη b αληίζηνηρα 

(εηθφλα 4α). 

d(a,b) = Min {d(i, j) : i αλήθεη ζπζηάδα a θαη j αλήθεη ζπζηάδα b}. 
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3.8.2. Κπιηήπιο απώηεπος γείηονα (complete linkage)  

 

Με ην θξηηήξην ηνπ απψηεξνπ γείηνλα, ε απφζηαζε κεηαμχ ησλ ζπζηάδσλ 

ηζνδπλακεί κε ηελ κεγαιχηεξε απφζηαζε κεηαμχ δχν νπνηνλδήπνηε ζηνηρείσλ ησλ 

δχν ζπζηάδσλ, δειαδή κε ηελ απφζηαζε κεηαμχ ησλ δχν καθξχηεξσλ ζεκείσλ ησλ 

δχν ζπζηάδσλ (εηθφλα 4β). Η κέζνδνο ηνπ απψηεξνπ γείηνλα είλαη ζπλήζσο 

θαηάιιειε ζε πεξηπηψζεηο πνπ ηα αληηθείκελα δηαθξίλνληαη θπζηθά ζε δηαθξηηέο 

κάδεο ελψ αληελδείθλπηαη φηαλ νη θιάζεηο είλαη επηκεθπκέλεο ζρεκαηίδνληαο θαηά 

θάπνηνλ ηξφπν αιπζίδεο παξαηεξήζεσλ (εηθφλα 4β). 

d(a,b) = Max {d(i, j): i αλήθεη ζπζηάδα a θαη j αλήθεη ζπζηάδα b }. 

 

3.8.3. Κπιηήπιο μέζηρ απόζηαζηρ (average linkage)  

 

Με ην θξηηήξην ηεο κέζεο απφζηαζεο, ε απφζηαζε κεηαμχ δχν ζπζηάδσλ 

νξίδεηαη σο ε κέζε ηηκή ησλ απνζηάζεσλ κεηαμχ φισλ ησλ δεπγψλ ησλ αληηθεηκέλσλ, 

φπνπ θάζε δεπγάξη απνηειείηαη απφ έλα αληηθείκελν απφ θάζε ζπζηάδα (εηθφλα 4γ). Η 

παξαπάλσ κέζνδνο είλαη ην ίδην απνηειεζκαηηθή ζε αληηθείκελα πνπ ζρεκαηίδνπλ 

θπζηθά δηαθξηηέο νκάδεο (κάδεο) αιιά θαη ζε επηκήθεηο θιάζεηο, πνπ απνηεινχληαη 

απφ αιπζίδεο αληηθείκελσλ (εικόνα 4γ).  

d(a,b)=  𝑎𝑖  𝑏𝑗𝑗𝜀𝑏𝑖𝜀𝑎 (𝑁𝑎 ∗ 𝑁𝑏)  φπνπ Na, Nb ηα κεγέζε ησλ ζπζηάδσλ a θαη b. 

 

3.8.4. Κπιηήπιο ηος κένηπος βάποςρ  

 

΢χκθσλα κε ην θξηηήξην ηνπ θέληξνπ βάξνπο, ε απφζηαζε αλάκεζα ζε δχν 

ζπζηάδεο νξίδεηαη σο ε απφζηαζε αλάκεζα ζηα θέληξα βάξνπο ησλ δχν ζπζηάδσλ 

(εηθφλα 4δ). 

d(a,b)=    𝑎𝑖 − 𝑏𝑗  
2

𝑗𝜀𝑏𝑖𝜀𝑎  

 

 

3.8.5. Μέθοδορ ελασίζηυν διακςμάνζευν ηος Ward  

 
Η κέζνδνο ηνπ Ward δηαθέξεη πνιχ απφ ηηο φιεο ηηο ππφινηπεο κεζφδνπο πνπ 

αλαιχζακε παξαπάλσ, θαζψο ρξεζηκνπνηεί ηερληθέο αλάιπζεο δηαθχκαλζεο γηα λα 

ππνινγίζεη ηηο απνζηάζεηο αλάκεζα ζηηο θιάζεηο. Οπζηαζηηθά ν Ward (1963) 

ζέινληαο λα ειαρηζηνπνηήζεη ηελ απψιεηα πιεξνθνξίαο πνπ ζπλνδεχεη θάζε 

νκαδνπνίεζε, πξφηεηλε κηα δηαδηθαζία ζπζηαδνπνίεζεο ζε θάζε ζηάδην ηεο νπνίαο 

ζπλελψλνληαη νη θιάζεηο κε ην κηθξφηεξν άζξνηζκα ηεηξαγψλσλ ησλ ζθαικάησλ 

(ESS), φπνπ ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ ιεηηνπξγεί σο θξηηήξην ηεο απψιεηαο. 

Έζησ 10 παξαηεξήζεηο (1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 5, 5, 10) γηα θάπνηα κεηαβιεηή π.ρ. 

ε βαζκνινγία ελφο θνηηεηή ζηελ εμεηαζηηθή ηνπ 1νπ εμακήλνπ. Αλ 

κεηαρεηξηδφκαζηαλ θαη ηηο δέθα βαζκνινγίεο σο κία ζπζηάδα κε κέζν φξν 3, ζα 

πξνέθππηε απψιεηα πιεξνθνξηψλ ίζε κε ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ 

ζθαικάησλ:  

ESS1 = 4*(1-3)
2
 + 3*(2-3)

2 
+ 2*(5-3)

2
 + (10-3)

2
 =68 

Αλ φκσο ρσξίζνπκε ηηο παξαπάλσ παξαηεξήζεηο ζε 4 θιάζεηο {1,1,1,1}, {2,2,2}, 

{5,5}, {10} ηφηε: 

ESS2 = ESScluster1 + ESScluster2 + ESScluster3 + ESScluster4 = 0 
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πνπ ζεκαίλεη φηη αλ ρσξίζσ ηηο παξαηεξήζεηο ζε 4 θιάζεηο έρσ κεδεληθή απψιεηα 

πιεξνθνξίαο. Γεληθά ε κέζνδνο ηνπ Ward ζεσξείηαη ηδηαίηεξα απνηειεζκαηηθή, φκσο 

έρεη ηελ ηάζε λα δεκηνπξγεί ζπζηάδεο κηθξνχ κεγέζνπο. 

 

 
         εηθόλα 4α                                                            εηθόλα 4β 

 

 
         εηθόλα 4γ                                                             εηθόλα 4δ 

΢ΥΖΜΑ 3.4 ΢ρεκαηηθή άπνςε ησλ θξηηεξίσλ ζύλδεζεο 

 

3.9 Δπιλογή Απιθμού ΢ςζηάδυν 

 

Έλα θξίζηκν ζηάδην ζηελ αλάιπζε ζπζηάδσλ απνηειεί ε επηινγή ηνπ αξηζκνχ 

θιάζεσλ. Γπζηπρψο, ε ηεξαξρηθή κέζνδνο ηαμηλφκεζεο δελ παξέρεη ζπγθεθξηκέλα 

κνηίβα γηα ηελ ιήςε απηήο ηεο απφθαζεο. 

Μία πξνζέγγηζε γηα ηελ επηινγή αξηζκνχ ζπζηάδσλ ζεσξείηαη φηη πξνθχπηεη 

απφ ην scree plot φπνπ ζηνλ άμνλα y έρνπκε ηηο ηδηνηηκέο θαη ζηνλ x ηνλ αξηζκφ ησλ 

παξαγφλησλ, φπσο είδακε ζηελ PCA. 

Μηα ελαιιαθηηθή πξνζέγγηζε ζηελ επηινγή ηνπ αξηζκνχ ζπζηάδσλ παξακέλεη 

ην δελδξφγξακκα. ΢ηνλ άμνλα y έρνπκε ηα δεδνκέλα θαη ζηνλ άμνλα x έρνπκε ηηο 

ζπζηάδεο πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηε ζπλέλσζε ηνπο. Αλάινγα κε ην πνπ ζα ―θνπεί‖ ην 

δελδξφγξακκα πξνθχπηνπλ θαη νη αλάινγεο ζπζηάδεο. Τπάξρνπλ πνιιά δηαθνξεηηθά 

θξηηήξηα θαη έγθεηηαη ζηελ επηινγή ηνπ εξεπλεηή λα ρξεζηκνπνηήζεη απηφ πνπ ζεσξεί 

ηδαληθφηεξν θαη πην αμηφπηζην. 
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3.10 Αξιολόγηζη Και Δπμηνεία Αποηελεζμάηυν ΢ςζηαδοποίηζηρ 

 

Σν ηειηθφ ζηάδην ηεο αλάιπζεο ζπζηάδσλ πεξηιακβάλεη αξρηθά ηνλ έιεγρν 

ηεο εγθπξφηεηαο θαη αμηνπηζηίαο ηεο ηαμηλφκεζεο θαη ελ ζπλερεία, αθνχ 

δηαζθαιηζηεί ην πξψην, ηελ εξκελεία ησλ απνηειεζκάησλ πνπ πξνέθπςαλ. Γηα λα 

δηαζθαιηζηεί ε αμηνπηζηία ησλ απνηειεζκάησλ εθαξκφδνληαη παξαπάλσ απφ κία 

κέζνδνο ζπζηαδνπνίεζεο ζηα ίδηα δεδνκέλα, ή ζηελ πεξίπησζε ηεο ηεξαξρηθήο 

κεζφδνπ, ρξεζηκνπνηνχληαη δηαθνξεηηθά θξηηήξηα ζχλδεζεο ή κεηξηθέο απφζηαζεο. 

Άιιε κία ζπλήζεο κέζνδνο ειέγρνπ ηεο ζηαζεξφηεηαο ηεο ηαμηλφκεζεο είλαη λα 

ρσξηζηνχλ ηα δεδνκέλα ζε δχν ηπραίεο νκάδεο θαη λα εθαξκνζηεί αλάιπζε ζπζηάδσλ 

ζηελ θάζε κία νκάδα μερσξηζηά. Καηφπηλ, ζπγθξίλνληαη ηα θέληξα βάξνπο ησλ 

ζπζηάδσλ ησλ δχν ηαμηλνκήζεσλ θαη εάλ δελ δηαθέξνπλ ζεκαληηθά, ζπκπεξαίλεηαη 

φηη ε αξρηθή ιχζε ηεο ζπζηαδνπνίεζεο (πνπ πεξηιάκβαλε φιεο ηηο παξαηεξήζεηο) 

έρεη κεγάιν βαζκφ ζηαζεξφηεηαο. Η εγθπξφηεηα ηεο ζπζηαδνπνίεζεο ζρεηίδεηαη 

άκεζα κε ηελ ζηαζεξφηεηα, αθνχ νπζηαζηηθά ε εγθπξφηεηα αλαθέξεηαη ζηνλ βαζκφ 

πνπ νη πξνθχπηνπζεο θιάζεηο είλαη ζηαζεξέο ζηνλ ρξφλν (φπνπ ν ρξφλνο απνηειεί 

παξάκεηξν π.ρ. pattern recognition, Liao, 2005), θαη απνηειεί βαζηθφ απαηηνχκελν 

θαζψο ηα απνηειέζκαηα ηεο αλάιπζεο ζπζηάδσλ ρξεζηκνπνηνχληαη θαηά θφξνλ γηα 

ηελ αλάπηπμε ζηξαηεγηθψλ θαη πνιηηηθψλ πξνζαλαηνιηζκέλσλ ζηηο δηάθνξεο 

θιάζεηο. Γηα ηνλ ιφγν απηφ, είλαη νξζφ λα επαλαιακβάλνπκε ηελ αλάιπζε ζπζηάδσλ 

ζηα δεδνκέλα καο κεηά απφ θάπνηα ρξνληθή πεξίνδν ψζηε λα δηαζθαιίζνπκε φηη ηα 

απνηειέζκαηα παξακέλνπλ ίδηα. 

Σειηθφ βήκα θάζε δηαδηθαζίαο αλάιπζεο ζπζηάδσλ απνηειεί ε εξκελεία ησλ 

θιάζεσλ πνπ πξνέθπςαλ. Καηαξράο ζα πξέπεη λα εμεηάδνληαη ηα θέληξα βάξνπο ησλ 

ζπζηάδσλ, πνπ φπσο αλαθέξζεθε παξαπάλσ είλαη νη κέζεο ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ 

ηαμηλφκεζεο φισλ ησλ ζηνηρείσλ ζε κία θιάζε. Σν βήκα απηφ είλαη ηδηαίηεξα 

ζεκαληηθφ θαζψο εμεηάδεη θαηά πφζνλ νη ζπζηάδεο είλαη ελλνηνινγηθά δηαρσξίζηκεο. 

Σα θέληξα βάξνπο ζα πξέπεη λα είλαη αξθεηά δηαθνξεηηθά ψζηε δχν ζπζηάδεο λα 

ζεσξεζνχλ μερσξηζηέο. ΢ηε ζπλέρεηα, θαη αθνχ βάινπκε αληηπξνζσπεπηηθή εηηθέηα 

ζε θάζε κία απφ ηηο θιάζεηο, πξνζπαζνχκε απφ ην πιήζνο ησλ κεηαβιεηψλ πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ λα απνκνλψζνπκε απηέο πνπ είλαη νξαηέο (ζπλήζσο 

δεκνγξαθηθέο) θαη πνπ δηαθνξνπνηνχληαη αλάκεζα ζηηο ζπζηάδεο, εμάγνληαο έλα 

πξνθίι (εηθφλα) γηα θάζε ζπζηάδα. Με απηφλ ηνλ ηξφπν δηεπθνιχλεηαη θαη ε ζηνίρηζε 

θάζε λένπ αληηθεηκέλνπ ζηηο ήδε ππάξρνπζεο ζπζηάδεο, ρσξίο λα απαηηείηαη λα 

δηεμαρζεί εθ λένπ ε δηαδηθαζία ηαμηλφκεζεο. 

  



46 
 

 

 



47 
 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 
Διαχωριςτική Ανάλυςη 
(Discriminant Analysis) 

 

4.1 Διζαγυγή 

 
Αο ππνζέζνπκε φηη έρνπκε k ππνπιεζπζκνχο (νκάδεο), Π1, Π2, …, Πk κε k≥2. 

Γηα ηνλ θάζε ππνπιεζπζκφ Πk έρνπκε θαη κία θαηαλνκή, 𝑓𝑘(𝑥). 

Η δηαρσξηζηηθή (ή δηαθξηηηθή ή δηαθξίλνπζα θαηά άιινπο – Discriminant analysis), 

αλάιπζε είλαη κία ζηαηηζηηθή ηερληθή πνπ έρεη δχν ζηφρνπο: 

1. Σελ δηάθξηζε ελφο πιεζπζκνχ ζε επδηάθξηηα ζχλνια (νκάδεο – 

ππνπιεζπζκνχο) θαη  

2. Σελ ηαμηλφκεζε παξαηεξήζεσλ ζηνπο πξνεγνχκελνπο γλσζηνχο πιεζπζκνχο 

κε γλσζηέο ηηο παξακέηξνπο ηεο θαηαλνκήο γηα θάζε πιεζπζκφ, κε ηε 

βνήζεηα ελφο θαλφλα.  

Η δηαρσξηζηηθή αλάιπζε απνηειεί κία κέζνδν κε πιήζνο εθαξκνγψλ ζε πνιιέο 

επηζηήκεο. Μεξηθά παξαδείγκαηα είλαη ηα εμήο: 

 ΢ηελ Ιαηξηθή ζπλήζσο ελδηαθεξφκαζηε λα δηαγλψζνπκε ηελ αζζέλεηα ελφο 

αηφκνπ κε βάζε ηα ζπκπηψκαηα πνπ απηφο έρεη. Γεδνκέλνπ φηη ηα 

ζπκπηψκαηα θάζε αζζέλεηαο (απηέο είλαη θαη νη νκάδεο) είλαη γλσζηά, 

ζέινπκε λα θαηαζθεπάζνπκε έλαλ θαλφλα, ν νπνίνο κε βάζε ηα ζπκπηψκαηα 

λα θάλεη δηάγλσζε γηα ηνλ αζζελή.  

 ΢ηα ρξεκαηννηθνλνκηθά νη ηξάπεδεο ελδηαθέξνληαη λα εληνπίζνπλ «θαινχο» 

(απηνί πνπ είλαη ζπλεπείο απέλαληη ζηελ ηξάπεδα) θαη «θαθνχο» (απηνί πνπ 

δελ είλαη ζπλεπείο) πειάηεο πξηλ ηε ρνξήγεζε θάπνηνπ δαλείνπ. 

Υξεζηκνπνηψληαο ηα ζηνηρεία ησλ πξνεγνχκελσλ ρξφλσλ, κπνξνχλ λα 

θαηαζθεπαζηνχλ θαλφλεο, ψζηε ε ηξάπεδα λα θαηαηάμεη ηνπο πειάηεο ηεο ζε 

κία απφ ηηο δχν θαηεγνξίεο (νκάδεο) θαη λα πάξεη έηζη ηελ απφθαζε λα δψζεη 

ή φρη ην δάλεην πνπ ηεο δεηήζεθε.  

 ΢ηηο πξνεθινγηθέο εθζηξαηείεο θαη δεκνζθνπήζεηο ππάξρεη έλα έληνλν 

πξφβιεκα κε ηνπο αλαπνθάζηζηνπο. Η δηαρσξηζηηθή αλάιπζε κπνξεί λα 

δεκηνπξγήζεη θαλφλεο ψζηε νη αλαπνθάζηζηνη λα θαηαηάζζνληαη ζε θάπνηα 

θαηεγνξία (νκάδα – πνιηηηθφ θφκκα).  

 ΢ην ρψξν ηνπ marketing φπνπ δεηείηαη ν δηαρσξηζκφο επηηπρεκέλσλ θαη 

απνηπρεκέλσλ αγνξψλ ή δηαθεκηζηηθψλ εθζηξαηεηψλ. ΢ηελ πξψηε πεξίπησζε 

κηα εηαηξεία απνθαζίδεη αλ ζα κπεη ζε κηα αγνξά ή φρη ελψ ζηε δεχηεξε 

πεξίπησζε πνηα δηαθεκηζηηθή εθζηξαηεία ηαηξηάδεη ζε θάζε πεξίπησζε.  

 ΢ηηο θνηλσληθέο επηζηήκεο ππάξρεη έληνλν ην ελδηαθέξνλ λα θαηαηάμνπκε 

νκάδεο πιεζπζκνχ ζε ζπγθεθξηκέλεο θνηλσληθέο νκάδεο κε βάζε κηα ζεηξά 

απφ ραξαθηεξηζηηθά πνπ έρνπλ, φπσο πξνβιήκαηα, νηθνλνκηθνθνηλσληθά 

ραξαθηεξηζηηθά θ.ι.π. Σέηνηεο απνθάζεηο κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα ηε 

δεκηνπξγία ζπγθεθξηκέλεο θνηλσληθήο πνιηηηθήο.  

 Μία άιιε εθαξκνγή ηεο δηαρσξηζηηθήο αλάιπζεο πξνέξρεηαη απφ ην ρψξν ηεο 

αζθάιηζεο φπνπ κηα εηαηξεία πξέπεη λα απνθαζίζεη αλ ζα αζθαιίζεη ή φρη 
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έλαλ θίλδπλν (insurance risk management) ρξεζηκνπνηψληαο ππάξρνληα 

ζηνηρεία θαη δεκηνπξγψληαο αληίζηνηρνπο θαλφλεο.  

Δίλαη θαλεξφ απφ ηα παξαδείγκαηα φηη ε θαηάηαμε γίλεηαη είηε ζε δχν νκάδεο (π.ρ. 

παξάδεηγκα ηξάπεδαο) είηε ζε πεξηζζφηεξεο (π.ρ. παξάδεηγκα ηαηξηθήο δηάγλσζεο). 

Η δηαρσξηζηηθή αλάιπζε αλαπηχρζεθε απφ ηνλ Fisher (1936) γηα ηελ επίιπζε 

πξνβιεκάησλ ηαμηλφκεζεο ησλ θπηψλ, νη ηερληθέο ηεο κεζφδνπ πεξηγξάθνληαη ζε 

πνιιά εγρεηξίδηα, φπσο Cooley and Lohnes (1971), Geer (1971), Tatsuoka (1971) θ.α. 

Η δηαρσξηζηηθή αλάιπζε κπνξεί λα αμηνπνηεί δχν ηερληθέο αλαιφγσο ηνπ 

ζθνπνχ ηεο κειέηεο. Η πξψηε πεξίπησζε αλαθέξεηαη σο πεξηγξαθηθή δηαρσξηζηηθή 

αλάιπζε (Descriptive Discriminant Analysis - DDA), ελψ ε δεχηεξε σο πξνβιεπηηθή 

δηαρσξηζηηθή αλάιπζε (Predicted Discriminant Analysis – P.D.A.). ΢ηελ πξψηε 

ζεσξείηαη φηη εκπίπηεη ε πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία είλαη εθ ησλ πξνηέξσλ γλσζηφ ζε 

πνηα νκάδα αλήθεη θάζε πεξίπησζε κειέηεο θαη ζηφρνο ηνπ εξεπλεηή είλαη λα 

πξνζδηνξίζεη ηηο δηαθνξέο κεηαμχ ησλ νκάδσλ κειέηεο θαη γηα λα θαζνξίζεη πνηεο 

κεηαβιεηέο θάλνπλ ηηο δηαθνξέο κεηαμχ δχν ή πεξηζζνηέξσλ νκάδσλ. Αληηζηνίρσο 

ζηε δεχηεξε πεξίπησζε ζηφρνο είλαη ε ηαμηλφκεζε κηαο λέαο πεξίπησζεο ζε κηα απφ 

ηηο νκάδεο. Η πεξίπησζε ηεο PDA έρεη πνιιά θνηλά ζεκεία κε ηηο ηερληθέο 

παιηλδξφκεζεο, ελψ δηαθέξεη θπξίσο ζηε κεηαβιεηή, ε νπνία ρξεζηκνπνηείηαη γηα 

ηελ ηαμηλφκεζε ησλ πεξηπηψζεσλ κειέηεο, ε νπνία ζηελ πεξίπησζε ηεο PDA πξέπεη 

λα είλαη θαηεγνξηθή (ε ζρέζε ηεο PDA κε ηε ινγηζηηθή παιηλδξφκεζε ζα εμεηαζηεί 

εθηελέζηεξα ζηελ παξάγξαθν 4.6). ΢ηελ PDA θαζνξίδεηαη έλα ζχλνιν απφ θαλφλεο, 

πιήζνπο φζεο θαη νη θαηεγνξίεο ηαμηλφκεζεο, ην νπνίν απνηειείηαη απφ εμηζψζεηο 

γξακκηθνχ ζπλδπαζκνχ ησλ αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ. Γηα ηε δεκηνπξγία ησλ σο 

άλσ εμηζψζεσλ ππνινγίδνληαη βάξε γηα θάζε κεηαβιεηή, ηα νπνία ζρεηίδνληαη κε ηηο 

θαηεγνξηθέο νκάδεο. 

Έλα εξψηεκα πνπ θαινχκαζηε λα απαληήζνπκε είλαη αλ ε Γηαρσξηζηηθή 

Αλάιπζε είλαη ίδηα κε ηελ Αλάιπζε θαηά ΢πζηάδεο. Πξηλ δψζνπκε ηελ απάληεζε 

αθνινπζνχλ νη έλλνηεο ησλ δχν αλαιχζεσλ. ΢ηελ αλάιπζε θαηά ζπζηάδεο έρνπκε 

θάπνηεο παξαηεξήζεηο θαη πξνζπαζνχκε λα δεκηνπξγήζνπκε νκάδεο. ΢ηελ 

δηαρσξηζηηθή αλάιπζε έρνπκε ηηο νκάδεο θαη πξνζπαζνχκε λα θηηάμνπκε έλαλ 

δηαρσξηζηηθφ θαλφλα θαη λα πξνβιέςνπκε ηελ νκάδα γηα άιιεο παξαηεξήζεηο. 

Υξεζηκνπνηψληαο φιεο ηηο παξαηεξήζεηο κπνξνχκε λα εθηηκήζνπκε ηηο νκάδεο πνπ 

αλήθεη θάζε παξαηήξεζε ζπλδπάδνληαο ζηνηρεία θαη απφ ηελ αλάιπζε θαηά 

ζπζηάδεο θαη απφ ηε δηαρσξηζηηθή αλάιπζε. 

Δίλαη ινηπφλ ε δηαρσξηζηηθή αλάιπζε ίδηα κε ηελ αλάιπζε ζπζηάδσλ;  

Όρη. Αθνχ ζηε δηαρσξηζηηθή αλάιπζε νη νκάδεο (ζπζηάδεο) θαζνξίδνληαη εθ ησλ 

πξνηέξσλ θαη ην αληηθείκελν είλαη λα θαζνξηζηεί ν γξακκηθφο ζπλδπαζκφο 

αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ πνπ θάλεη δηαθξίζεηο θαιχηεξα κεηαμχ ησλ νκάδσλ. Δλψ 

ζηελ αλάιπζε ζπζηάδσλ νη νκάδεο (ζπζηάδεο) δελ πξνθαζνξίδνληαη θαη ζηελ 

πξαγκαηηθφηεηα ην αληηθείκελν είλαη λα θαζνξηζηεί ν θαιχηεξνο ηξφπνο κε ηνλ νπνίν 

νη παξαηεξήζεηο (πεξηπηψζεηο) κπνξνχλ λα ζπγθεληξσζνχλ ζηηο νκάδεο. 

Αο ππνζέζνπκε φηη ζέινπκε λα ρσξίζνπκε θαη λα ηαμηλνκήζνπκε 

παξαηεξήζεηο ζε δχν ππνπιεζπζκνχο κε ηε ρξήζε ηεο δηαρσξηζηηθήο αλάιπζεο. 

 

4.2 Υυπιζμόρ και ηαξινόμηζη ζε δύο ςποπληθςζμούρ 

 

4.2.1 Κανόναρ μέγιζηηρ πιθανοθάνειαρ  

Ο πην απιφο θαλφλαο, ζηεξίδεηαη ζηελ ηδέα ηεο πηζαλνθάλεηαο θαη θαηαηάζζεη 

θάζε παξαηήξεζε ζηνλ πιεζπζκφ απφ ηνλ νπνίν είλαη πην πηζαλφ λα έρεη πξνέιζεη. 
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Αλ ζπκβνιίζνπκε κε ηελ 𝑓𝑖(𝑥) =𝑓(x│𝜃𝑖)   ηελ  πηζαλνθάλεηα ηνπ i ππνπιεζπζκνχ, 

ηφηε νξίδνπκε σο Ri ηελ πεξηνρή πνπ θαηαηάζζνπκε ζηνλ i ππνπιεζπζκφ. Ο θαλφλαο 

κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο νξίδεη ηηο πεξηνρέο σο εμήο: 

 

Ri= 𝑥: 𝑓𝑖 𝑥 > 𝑓𝑗  𝑥 , 𝑗 = 1,2. . 𝑘 𝜇𝜀 𝑗 ≠ 𝑖  

 

΢ηελ απιή πεξίπησζε πνπ έρνπκε δχν νκάδεο (ππνπιεζπζκνχο), ν θαλφλαο γίλεηαη 

σο εμήο: Μία παξαηήξεζε x ηελ θαηαηάζζνπκε ζηελ νκάδα 1 (ππνπιεζπζκφ 1 ή 

αιιηψο θαη Π1), αλ ηζρχεη 
𝑓 (x│𝜃1)

𝑓 (x│𝜃2)
>1 αιιηψο ηελ θαηαηάζζνπκε ζηελ νκάδα 2 

(ππνπιεζπζκφ 2 ή αιιηψο θαη Π2). 

 

Παπάδειγμα 
Αο ππνζέζνπκε φηη ε ηπραία κεηαβιεηή Υ παίξλεη ηηο ηηκέο 0,1,2,…Οη δχν πιεζπζκνί 

(Π1 θαη Π2) αθνινπζνχλ θαηαλνκή Poisson κε παξακέηξνπο έζησ ζ θαη ι αληίζηνηρα.  

Ο θαλφλαο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο γίλεηαη σο εμήο: 

Αλ  
𝑓 (x│𝜃 )

𝑓 (x│𝜆)
=

𝑒−𝜃 𝜃𝑥

𝑥!

𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥!

=
𝑒−𝜃𝜃𝑥

𝑒−𝜆𝜆𝑥
>1 ηφηε ηελ παξαηήξεζε x ζα ηελ θαηαηάμνπκε ζηελ νκάδα 

1 (Π1), αιιηψο ζηελ νκάδα 2 (Π2). Αλ ινγαξηζκίζνπκε ηελ ζρέζε, ηφηε ν θαλφλαο γηα 

ην παξάδεηγκά καο γίλεηαη σο εμήο: 

 

𝑙𝑜𝑔
𝑒−𝜃𝜃𝑥

𝑒−𝜆𝜆𝑥
> 1↔  𝑙𝑜𝑔

𝑒−𝜃

𝑒−𝜆
 + 𝑙𝑜𝑔

𝜃𝑥

𝜆𝑥
>0↔ (ι-ζ) + x𝑙𝑜𝑔(𝜃/𝜆)>0 

 

Γειαδή ηελ παξαηήξεζε x ηελ θαηαηάζζνπκε ζηε 1ε νκάδα, αλ (ι-ζ) + x𝑙𝑜𝑔(𝜃/
𝜆)>0, αιιηψο ηελ θαηαηάζζνπκε ζηε 2ε νκάδα. 

 

4.2.2 Κανόναρ ηος Bayes  

Ο θαλφλαο ηεο κέγηζηεο πηζαλνθάλεηαο πνπ είδακε δελ ιακβάλεη ππ‘ φςε ηνπ 

ηα δηαθνξεηηθά κεγέζε ησλ ππνπιεζπζκψλ, δειαδή ηεο πηζαλφηεηαο λα πάξνπκε 

παξαηήξεζε απφ θάζε ππνπιεζπζκφ. Αλ ζπκβνιίζνπκε κε pj ηελ πηζαλφηεηα λα 

πάξνπκε κηα παξαηήξεζε απφ ηνλ j ππνπιεζπζκφ, ηφηε ν θαλφλαο ηνπ Bayes 

ρξεζηκνπνηεί γηα ηελ θαηάηαμε ησλ παξαηεξήζεσλ ηελ εθ ησλ πζηέξσλ πηζαλφηεηα ε 

παξαηήξεζε λα πξνέξρεηαη απφ ηνλ πιεζπζκφ απηφλ. Η πηζαλφηεηα απηή είλαη ε: 

 

wij= 
𝑝𝑗𝑓𝑗 (𝑥𝑖)

 𝑝𝑗𝑓𝑗 (𝑥𝑖)
𝑘
𝑗=1

 

 

Οη πεξηνρέο Ri πνπ θαηαηάζζνπκε ζηνλ i πιεζπζκφ είλαη νη εμήο: 

 

Ri= 𝑥: 𝑝𝑖𝑓𝑖 𝑥 > 𝑝𝑗𝑓𝑗  𝑥 , 𝑗 = 1,2. . 𝑘 𝜇𝜀 𝑗 ≠ 𝑖  

 

Όηαλ έρνπκε δχν νκάδεο ν θαλφλαο γίλεηαη σο εμήο: Μία παξαηήξεζε ηελ 

θαηαηάζζνπκε ζηελ νκάδα 1 (ππνπιεζπζκφ 1 ή αιιηψο θαη Π1), αλ ηζρχεη 
f(x│𝜃1) 

f(x│𝜃2) 
>
𝑝2

𝑝1
 

αιιηψο ηελ θαηαηάζζνπκε ζηελ νκάδα 2 (ππνπιεζπζκφ 2 ή αιιηψο θαη Π2). ΢ηελ 

πεξίπησζε πνπ pj=
1

𝑘
, γηα θάζε ππνπιεζπζκφ ν θαλφλαο ηαπηίδεηαη κε ηνλ θαλφλα 

κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο. 
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4.2.3 Δλασιζηοποίηζη ηος κόζηοςρ λανθαζμένηρ καηάηαξηρ  

Σν αλακελφκελν θφζηνο ηαμηλφκεζεο κηαο παξαηήξεζεο πνπ πξνέξρεηαη απφ 

ηελ i νκάδα (ECM Expected Cost of misclassification) δίλεηαη σο εμήο: 

ECMi= pi 𝑐 𝑚|i 𝑃𝑖
𝑚=1  𝑚|𝑖  φπνπ c(m|i) είλαη ην θφζηνο λα θαηαηάμνπκε ηελ 

παξαηήξεζε ζηελ m νκάδα, ελψ αλήθεη ζηελ i, P(m|i) είλαη ε πηζαλφηεηα λα 

θαηαηάμνπκε ηελ παξαηήξεζε ζηελ m νκάδα, ελψ αλήθεη ζηελ i, θαη pi είλαη ε εθ ησλ 

πξνηέξσλ πηζαλφηεηα (prior probability) λα αλήθεη κία παξαηήξεζε ζηελ i νκάδα 

(πιεζπζκφ). Έζησ φηη έρνπκε δχν νκάδεο (k=2). Σφηε: 

 

ECM1=p1[c(1|1)P(1|1)+C(2|1)P(2|1)]=p1[0P(1|1)+c(2|1)P(2|1)]=p1c(2|1)P(2|1) 

ECM2=p2[c(1|2)P(1|2)+C(2|2)P(2|2)]=p2[0P(2|2)+c(1|2)P(1|2)]=p2c(1|2)P(1|2) 

ECM= ECM1+ ECM2= p1c(2|1)P(2|1)+ p2c(1|2)P(1|2) 

 

φπνπ ECM είλαη ην ζπλνιηθφ θφζηνο. Δπηιέγνπκε λα θαηαηάμνπκε ηελ παξαηήξεζή 

καο ζηε 1ε νκάδα, αλ ECM1≤ ECM2, αιιηψο ηελ θαηαηάζζνπκε ζηελ 2ε νκάδα. 

Γεληθφηεξα γηα λα απνθαζίζνπκε ζε πνηα νκάδα αλήθεη  κηα παξαηήξεζε κε ηελ 

ρξήζε ζπλάξηεζεο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ρξεζηκνπνηνχκε ην αθφινπζν θξηηήξην: 

Καηαηάζζνπκε ηελ παξαηήξεζή καο ζηελ 1ε νκάδα αλ 
𝑓1(𝑥)

𝑓2(𝑥)
≥
𝑐(1|2)

𝑐(2|1)

𝑝2

𝑝1
       

(ιφγνο ππθλνηήησλ) (ιφγνο θφζηνπο) ≥ (ιφγνο εθ ησλ πξνηέξσλ πηζαλνηήησλ) 

θαη θαηαηάζζνπκε ηελ παξαηήξεζή καο ζηελ 2ε νκάδα αλ 
𝑓1(𝑥)

𝑓2(𝑥)
<
𝑐(1|2)

𝑐(2|1)

𝑝2

𝑝1
              

(ιφγνο ππθλνηήησλ) < (ιφγνο θφζηνπο) ⋅ (ιφγνο εθ ησλ πξνηέξσλ πηζαλνηήησλ). 

 

Δηδηθέο πεξηπηψζεηο: 

 Αλ 
𝑝2

𝑝1
=1 (ίζεο εθ ησλ πξνηέξσλ πηζαλφηεηεο) ηφηε θαηαηάζζνπκε κία 

παξαηήξεζε ζηελ 1ε νκάδα αλ 
𝑓1(𝑥)

𝑓2(𝑥)
≥
𝑐(1|2)

𝑐(2|1)
 αιιηψο ηελ θαηαηάζζνπκε ζηελ 2ε 

νκάδα.  

 

 Αλ 
𝑐(1/2)

𝑐(2/1)
= 1 (ίζα θφζηε) ηφηε θαηαηάζζνπκε κία παξαηήξεζε ζηελ 1ε 

νκάδα αλ  
𝑓1(𝑥)

𝑓2(𝑥)
≥
𝑝2

𝑝1
  αιιηψο ηελ θαηαηάζζνπκε ζηελ 2ε νκάδα.  

 

 Αλ 
𝑝2

𝑝1
=

𝑐(1/2)

𝑐(2/1)
= 1 ή 

𝑝2

𝑝1
=

1
𝑐(1/2)

𝑐(2/1)

 ηφηε θαηαηάζζνπκε κία παξαηήξεζε ζηελ 1ε 

νκάδα αλ 
𝑓1(𝑥)

𝑓2(𝑥)
≥1 αιιηψο ηελ θαηαηάζζνπκε ζηελ 2ε νκάδα.  

 

4.3 Σαξινόμηζη κανονικών ςποπληθςζμών ζε δύο ομάδερ 

 

Οη δηαδηθαζίεο ηαμηλφκεζεο βαζηζκέλεο ζηνπο θαλνληθνχο πιεζπζκνχο 

ππεξηζρχνπλ ζηε ζηαηηζηηθή πξαθηηθή ιφγσ ηεο απιφηεηαο θαη ηεο εχινγα πςειήο 

απνδνηηθφηεηάο ηνπο πέξα απφ κηα επξεία πνηθηιία ησλ πξνηχπσλ πιεζπζκψλ. Σψξα 

ππνζέηνπκε φηη ην 𝑓1(𝑥 ) θαη ην 𝑓2(𝑥 ) είλαη ζπλαξηήζεηο ππθλνηήησλ πηζαλνηήησλ 

πνιπκεηαβιεηήο θαλνληθήο θαηαλνκήο, ε πξψηε κε κέζν δηάλπζκα 𝜇 1 θαη πίλαθα 

ζπλδηαθχκαλζεο ΢1 θαη ε δεχηεξε κε κέζν δηάλπζκα 𝜇 2 θαη πίλαθα ζπλδηαθχκαλζεο 

΢2. 
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4.3.1 Σαξινόμηζη ηυν κανονικών ςποπληθςζμών όηαν ΢1=΢2=΢ 

Τπνζέηνπκε φηη ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηεο ηπραίαο 

κεηαβιεηήο 𝑋 ′=[X1, X2,…, Xp] γηα ηνπο πιεζπζκνχο Π1 θαη Π2 δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 

𝑓𝑖(𝑥 )=
1

(2𝜋)𝑝/2 𝛴 1/2
𝑒𝑥𝑝[−

1

2
 𝑥 − 𝜇𝑖 

′𝛴−1 𝑥 − 𝜇𝑖 ] 

 

Όπνπ 𝜇𝑖  θαη 𝛴 =𝛴1=𝛴2 είλαη γλσζηά. 

Η πνζφηεηα   𝑥 − 𝜇𝑖 
′𝛴−1 𝑥 − 𝜇𝑖  νξίδεη έλα κέηξν απφζηαζεο, γλσζηφ σο 

απφζηαζε Mahalanobis. Ο ινγαξηζκηθφο ιφγνο ησλ πηζαλνθαλεηψλ δελ είλαη ηίπνηα 

άιιν απφ ην ιφγν ησλ απνζηάζεσλ Mahalanobis ηεο παξαηήξεζεο απφ ην κέζν θάζε 

νκάδαο. 

 

ln
𝑓1

𝑓2
=[−

1

2
 𝑥 − 𝜇1 

′𝛴−1 𝑥 − 𝜇1 +
1

2
 𝑥 − 𝜇2 

′𝛴−1 𝑥 − 𝜇2 ]  

 

Γεληθά ε απφζηαζε Mahalanobis είλαη έλα κέηξν ηεο απφζηαζεο κεηαμχ δχν 

ζεκείσλ ζην δηάζηεκα πνπ θαζνξίδεηαη απφ δχν ή πεξηζζφηεξεο ζπζρεηηδφκελεο 

κεηαβιεηέο. Η απφζηαζε Mahalanobis δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν: 

 

D(𝑥     , 𝑦 )=  𝑥     − 𝑦  ′𝑀−1 𝑥     − 𝑦   όπνπ 

 

M=Cov(𝑥     , 𝑦 ) 

 

M(i,j)=Cov(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗 )=E[(𝑥𝑖-𝑥𝑖 ) (𝑥𝑗 -𝑥𝑗 )] 

 

Απφ ην πξνεγνχκελν θξηηήξην έρνπκε: 

 

𝑅1: exp[−
1

2
 𝑥 − 𝜇1 

′𝛴−1 𝑥 − 𝜇1 +
1

2
 𝑥 − 𝜇2 

′𝛴−1 𝑥 − 𝜇2 ] ≥  
𝑐(1/2)

𝑐(2/1)
  

𝑝2

𝑝1
  

 

𝑅2: exp[−
1

2
 𝑥 − 𝜇1 

′𝛴−1 𝑥 − 𝜇1 +
1

2
 𝑥 − 𝜇2 

′𝛴−1 𝑥 − 𝜇2 ] <  
𝑐(1/2)

𝑐(2/1)
  

𝑝2

𝑝1
  

 

Παίξλνληαο ηνλ θπζηθφ ινγάξηζκν ζηελ 𝑅1 έρνπκε φηη ε παξαηήξεζε 𝑥 0 

θαηαηάζζεηαη ζηνλ 1ν πιεζπζκφ αλ 

 

(μ1 − μ2)′Σ−1x 0-
1

2
(μ1 − μ2)′Σ−1(μ1 + μ2) ≥ ln   

𝑐(1/2)

𝑐(2/1)
  

𝑝2

𝑝1

   

 

Καη αληίζηνηρα γηα ην πφηε αλήθεη ζηνλ 2ο πλθκυςμό. 

Σελ νπνία ζρέζε κπνξνχκε λα θάλνπκε πην απιή. Θέηνπκε L=(𝜇1 − 𝜇2) 𝛴−1 ε 

εμίζσζε κεηαηξέπεηαη ζε: 

 

𝐿′𝑥 -
1

2
𝐿′ 𝜇1 + 𝜇2 ≥ 𝑙𝑛  

𝑐(1/2)

𝑐(2/1)
)( 

𝑝2

𝑝1
)  

 

Η ζπλάξηεζε U(𝑥 )=𝐿′𝑥 -
1

2
𝐿′ 𝜇1 + 𝜇2  ιέγεηαη θαη δηαρσξηζηηθή ζπλάξηεζε ηνπ 

Fisher. Παίξλνπκε ηε κέζε ηηκή ηεο U(𝑥 ). Σφηε έρνπκε:  
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E(U(𝑥 ))=𝐿′E(𝑥 )-0.5𝐿′ 𝜇1 + 𝜇2  

Αλ ε παξαηήξεζε 𝑥  πξνέξρεηαη απφ ηελ 1ε νκάδα, ηφηε  

 

E(U(𝑥 ))=
1

2
(μ1 − μ2)′Σ−1(μ1 − μ2)=

1

2
𝑎 

ελψ αλ ε παξαηήξεζε 𝑥  πξνέξρεηαη απφ ηε 2ε νκάδα, ηφηε 

 

 E(U(𝑥 ))=− 
1

2
(𝜇1 − 𝜇2)′𝛴−1(𝜇1 − 𝜇2)=−

1

2
𝑎 

 

φπνπ α=(𝜇1 − 𝜇2)′𝛴−1(𝜇1 − 𝜇2) είλαη ε απφζηαζε Mahalanobis κεηαμχ ησλ κέζσλ 

ησλ δχν νκάδσλ. Η δηαθχκαλζε ηνπ δίλεηαη σο εμήο:  

 

Var(U(𝑥 ))=Var(𝐿′𝑥 -0.5𝐿′(𝜇1 + 𝜇2))= Var(𝐿′𝑥 )= 𝐿′Var(𝑥 )L= 

(𝜇1 − 𝜇2)′𝛴−1΢𝛴−1(𝜇1 − 𝜇2)= (𝜇1 − 𝜇2)′𝛴−1(𝜇1 − 𝜇2)=α 

 

Από τα παραπάνω ζχουμε ότι: 

 

U(𝑥 ) ~N(a/2,a) αν θ παρατιρθςθ 𝑥  προζρχεται από τθν 1θ ομάδα 

U(𝑥 ) ~N(-a/2,a) αν θ παρατιρθςθ 𝑥  προζρχεται από τθν 2θ ομάδα 

 

Οη κέζεο ηηκέο ησλ ζθνξ ησλ δηαρσξηζηηθψλ ζπλαξηήζεσλ νλνκάδνληαη θαη 

θεληξνεηδή (centroid) θαζψο είλαη ηα δηαλχζκαηα ησλ κέζσλ θαη νπζηαζηηθά 

θαζνξίδνπλ ην θέληξν ηεο νκάδαο. 

Η πηζαλφηεηα λα θαηαηάμνπκε ιαλζαζκέλα κία παξαηήξεζε ζηελ 1ε νκάδα, 

ελψ αλήθεη πξαγκαηηθά ζηελ 2ε, δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 

 

P(θαηάηαμε αλήθεη ζηελ 1ε νκάδα/ ζηελ 2ε νκάδα)= 

P(U(𝑥 ) ≥k/ U(𝑥 ) ~N(-a/2,a))=P 
𝑈 𝑥  +𝑎/2 

 𝑎
≥

𝑘+𝑎/2

 𝑎
 =P 𝑍 ≥

𝑘+𝑎/2

 𝑎
 = 

1- P 𝑍 <
𝑘+𝑎/2

 𝑎
 =1-Φ 

𝑘+𝑎/2

 𝑎
  

 

φπνπ Φ(x) είλαη ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηεο ηππνπνηεκέλεο θαλνληθήο θαηαλνκήο. 

Όκνηα ε πηζαλφηεηα λα θαηαηάμνπκε ιάζνο κία παξαηήξεζε ζηε 2ε νκάδα ελψ 

αλήθεη ζηε 1ε νκάδα, δίλεηαη σο εμήο: 

P(θαηάηαμε αλήθεη ζηελ 2ε νκάδα/ ζηελ 1ε νκάδα)= 

P(U(𝑥 )<k/ U(𝑥 ) ~N(a/2,a))=P 
𝑈 𝑥  −𝑎/2 

 𝑎
<

𝑘−𝑎/2

 𝑎
 =P 𝑍 <

𝑘−𝑎/2

 𝑎
 =Φ 

𝑘−𝑎/2

 𝑎
  

 

Άξα, ε ζπλνιηθή πηζαλφηεηα ιάζνπο είλαη: 

 

P(ιαλζαζκέλεο θαηάηαμεο)= 

P(ιαλζαζκέλεο θαηάηαμεο|αλήθεη ζηελ 1ε νκάδα)P(αλήθεη ζηελ 1ε νκάδα) + 

P(ιαλζαζκέλεο θαηάηαμεο|αλήθεη ζηελ 2ε νκάδα)P(αλήθεη ζηελ 2ε νκάδα)= 
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P1Φ 
𝑘−𝑎/2

 𝑎
 + P2 1 −  𝛷  

𝑘+𝑎/2

 𝑎
   

 

Αλ ην k=0 ηφηε απφ ηε ζρέζε ε πηζαλφηεηα ιαλζαζκέλεο θαηάηαμεο γίλεηαη ίζε κε: 

 

P1Φ 
−𝑎/2

 𝑎
 + P2 1 −  𝛷  

𝑎/2

 𝑎
  = P1Φ 

− 𝑎

2
 + P2 1 −  𝛷  

 𝑎

2
   

 

Δπεηδή φκσο ε θαλνληθή θαηαλνκή είλαη ζπκκεηξηθή ηζρχεη φηη Φ 
− 𝑎

2
 =1- Φ 

 𝑎

2
  

νπφηε ε πηζαλφηεηα ιαλζαζκέλεο θαηάηαμεο είλαη ίζε κε 

 

P1Φ 
− 𝑎

2
 + P2 1 −  𝛷  

 𝑎

2
  =P1Φ( 

− 𝑎

2
 + P2Φ( 

− 𝑎

2
 =Φ 

− 𝑎

2
 (P1+P2)= Φ 

− 𝑎

2
  

αθνχ P1+P2=1 

 

Παξαηήξεζε: Απφ ηελ παξαπάλσ ζρέζε παξαηεξνχκε φηη φζν πην κεγάιν είλαη ην α 

(δειαδή πην καθξηά ηα δχν θεληξνεηδή), ηφζν πην πεηπρεκέλνο είλαη ν δηαρσξηζκφο. 

Δλψ φζν πην θνληά είλαη νη πιεζπζκνί, ηφζν πην δχζθνιν είλαη λα ηνπο μερσξίζνπκε 

θαη πην πηζαλφ λα θάλνπκε ιάζνο.  

 

4.3.2 Σαξινόμηζη ηυν κανονικών ςποπληθςζμών όηαν ΢1≠΢2 

Τπνζέηνπκε φηη νη ζπλαξηήζεηο ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηεο ηπραίαο κεηαβιεηήο 

𝑋′=[X1,X2,…,Xp] γηα ηνπο ππν-πιεζπζκνχο Π1 θαη Π2 δίλνληαη απφ ηηο ζρέζεηο: 

 

f1(𝑥 ) = 
1

 2𝜋 𝑝/2 𝛴1 
exp[− 

1

2
(𝑥 − 𝜇1)′𝛴−1(𝑥 − 𝜇1) 

 

f2(𝑥 ) = 
1

 2𝜋 𝑝/2 𝛴2 
exp[− 

1

2
(𝑥 − 𝜇2)′𝛴−1(𝑥 − 𝜇2) 

 

γηα ηνπο ππνπιεζπζκνχο Π1 θαη Π2 νη παξάκεηξνη κ1,κ2,΢1,΢2 κε ΢1≠΢2 είλαη γλσζηά. 

 

𝑅1: −
1

2
𝑥 ′(𝛴1

−1 − 𝛴2
−1)𝑥 +(𝜇1

′ 𝛴1
−1+𝜇2

′ 𝛴2
−1) 𝑥 -k ≥ ln[ (

𝑐(1|2)

𝑐(2|1)
)( 

𝑝2

𝑝1
)] 

𝑅2: −
1

2
𝑥 ′(𝛴1

−1 − 𝛴2
−1)𝑥 +(𝜇1

′ 𝛴1
−1+𝜇2

′ 𝛴2
−1) 𝑥 -k < ln[ (

𝑐(1|2)

𝑐(2|1)
)( 

𝑝2

𝑝1
)] 

Όπνπ k=
1

2
𝑙𝑛

 𝛴1 

 𝛴2 
+

1

2
(𝜇1

′ 𝛴1𝜇1
 -𝜇2

′ 𝛴2𝜇2
 ) 

 

Μία εηδηθή πεξίπησζε είλαη φηαλ δελ γλσξίδνπκε ηα κ, ΢ θαη ζέινπκε λα 

εθηηκήζνπκε ζε πνηα νκάδα αλήθεη. Αλ ζηηο παξαπάλσ ζρέζεηο αληηθαηαζηήζνπκε ηα 

𝜇1
 , 𝜇2

  κε 𝑥 1, 𝑥 2 θαη ηα 𝛴1, 𝛴2 κε 𝑆1, 𝑆2 έρνπκε φηη κηα παξαηήξεζε 𝑥 0 λα αλήθεη ζηελ 

1ε νκάδα φηαλ: 

 

𝑅1: −
1

2
𝑥 0

′
(𝑆1

−1 − 𝑆2
−1)𝑥 0  +(𝑥 1′𝑆1

−1+𝑥 2′𝑆2
−1) 𝑥 0 -k ≥ ln[ 

𝑐(1|2)

𝑐(2|1)
  

𝑝2

𝑝1
 ] 

Αιιηώο αλήθεη ζηελ 2ε νκάδα. 
Ο παξαπάλσ θαλφλαο ιέγεηαη Σεηξαγσληθφο θαλφλαο ηαμηλφκεζεο (Quadratic 

Classification Rule). 



54 
 

4.4 Η Γιασυπιζηική ζςνάπηηζη ηος Fisher 

 

Ο Fisher έθζαζε ζηε γξακκηθή ζηαηηζηηθή ηαμηλφκεζεο πνπ είδακε 

παξαπάλσ, ρξεζηκνπνηψληαο έλα εμ νινθιήξνπ δηαθνξεηηθφ επηρείξεκα. Η ηδέα ηνπ 

Fisher ήηαλ λα κεηαζρεκαηίζεη ηηο παξαηεξήζεηο πνιιψλ κεηαβιεηψλ 𝑥  ζε 

κεηαβιεηέο παξαηεξήζεηο y ηέηνηεο ψζηε ηα y πνπ πξνήιζαλ ζηηο κεηαβιεηέο απφ 

ηνπο πιεζπζκνχο Π1 θαη Π2 λα ήηαλ ρσξηζκέλα φζν ην δπλαηφλ πεξηζζφηεξν. 

Ο Fisher πξφηεηλε ηνπο γξακκηθνχο ζπλδπαζκνχο (ε γξακκηθφηεηα 

πηνζεηήζεθε γηα ιφγνπο επθνιίαο) ηνπ 𝑥  γηα λα δεκηνπξγήζεη ηα y επεηδή είλαη 

αξθεηά απιέο ζπλαξηήζεηο ηνπ x πνπ αληηκεησπίδεηαη εχθνια. Η πξνζέγγηζε ηνπ 

Fisher δελ ππνζέηεη φηη νη πιεζπζκνί είλαη θαλνληθνί. Δληνχηνηο, ζησπεξά ππνζέηεη 

φηη νη πίλαθεο ζπλδηαθχκαλζεο πιεζπζκψλ είλαη ίζε, επεηδή κηα ζπγθεληξσκέλε 

εθηίκεζε ηνπ θνηλνχ πίλαθα ζπλδηαθχκαλζεο ρξεζηκνπνηείηαη. 

Η κεηαηξνπή ησλ 𝑥   ζε y (κνλνδηάζηαηα ζθνξ) γίλεηαη κέζσ κηαο ζπλάξηεζεο 

πνπ ιέγεηαη δηαρσξηζηηθή ζπλάξηεζε (discriminant function). Σα ζθνξ ησλ δχν 

νκάδσλ ζα πξέπεη λα είλαη φζν ην δπλαηφλ πην απνκαθξπζκέλα, έηζη ψζηε λα 

κπνξνχκε εχθνια λα θάλνπκε δηαρσξηζκφ θαη ηαμηλφκεζε ησλ δχν νκάδσλ. 

Έζησ ινηπφλ φηη ηα ζθνξ δίλνληαη σο y11,y12,…,y1n1 γηα ηνλ πξψην πιεζπζκφ 

θαη y21,y22,…,y2n2 γηα ηνλ δεχηεξν πιεζπζκφ ηφηε ν Fisher πήξε ζαλ κέηξν απφζηαζεο 

ησλ δχν νκάδσλ ηελ πνζφηεηα: 

 

D=separation=
 𝑦 1−𝑦 2 

𝑆𝑦
 όπνπ 𝑆𝑦

2=
 (𝑦1𝑗−𝑦1    )2+ (𝑦2𝑗−𝑦2    )2𝑛2

𝑗=1
𝑛1
𝑗=1

𝑛1+𝑛2−2
 

 

Οπζηαζηηθά πξφθεηηαη γηα ηε κεγηζηνπνίεζε ηεο ειεγρνζπλάξηεζεο t κεηαμχ 

ησλ δχν νκάδσλ t= 𝑦 1 − 𝑦 2 𝑆𝑦  
1

𝑛1
+

1

𝑛2
. 

 

΢θνπφο είλαη λα κεγηζηνπνηήζνπκε ηελ πνζφηεηα D ή ηελ απφζηαζε D
2
, 

θαζψο απηφ ζεκαίλεη φηη ηα ζθνξ ησλ δχν νκάδσλ ζα είλαη φζν γίλεηαη πην 

δηαθνξεηηθά κεηαμχ ηνπο. 

Έζησ ν γξακκηθφο ζπλδπαζκφο y=𝐿′x ηφηε πξέπεη λα κεγηζηνπνηήζνπκε ηελ 

πνζφηεηα: 
 

D
2
=

[𝐿′ (𝑥 1−𝑥 2]2

𝐿′ 𝑆𝑝𝑜𝑜𝑙𝑒𝑑 𝐿
 φπνπ Spooled είλαη ε ζπλδπαζκέλε θνηλή (pooled) εθηίκεζε 

ησλ πηλάθσλ ζπλδηαθχκαλζεο θαη νξίδεηαη σο εμήο: 

 

𝑆𝑝𝑜𝑜𝑙𝑒𝑑 =
 (𝑛𝑖−1)𝑆𝑖
𝑘
𝑖=1

𝑛−𝑘
, κε n=n1+n2 θαη θ=2 (πιήζνο νκάδσλ) 

 

Άξα γηα L=c𝑆𝑝𝑜𝑜𝑙𝑒𝑑
−1 (𝑥 1 − 𝑥 2) φπνπ c>0, έρνπκε D

2=
(𝑥 1 − 𝑥 2)′𝑆𝑝𝑜𝑜𝑙𝑒𝑑

−1 (𝑥 1 − 𝑥 2) 

δειαδή ηε κέγηζηε απφζηαζε κεηαμχ ησλ κέζσλ θαη ηνλ θαιχηεξν δπλαηφ 

δηαρσξηζκφ. Σν c είλαη κία ζηαζεξά θαη ζπλήζσο παίξλνπκε c=1. Ο δηαρσξηζηηθφο 

θαλφλαο νινθιεξψλεηαη νξίδνληαο ηελ θξίζηκε ηηκή, ε νπνία είλαη ε κέζε ηηκή ησλ 

𝑦 1θαη 𝑦 2 δειαδή ε πνζφηεηα m=
𝑦 1+𝑦 2

2
=
𝐿′(𝑥 1−𝑥 2) 

2
 έηζη ν δηαρσξηζηηθφο θαλφλαο είλαη 

ν εμήο: 

 Μία παξαηήξεζε 𝑥 0 αλήθεη ζηνλ 1ν πιεζπζκφ αλ, 

𝑦0=(𝑥 1 − 𝑥 2)′𝑆𝑝𝑜𝑜𝑙𝑒𝑑
−1 𝑥 0≥m=

1

2
 (𝑥 1 − 𝑥 2)′𝑆𝑝𝑜𝑜𝑙𝑒𝑑

−1 (𝑥 1 − 𝑥 2)  
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ή 𝑦0 −𝑚 ≥ 0 ↔ 𝑦0 ≥ 𝑚 

 Μία παξαηήξεζε 𝑥 0 αλήθεη ζηνλ 2ν πιεζπζκφ αλ, 

𝑦0=(𝑥 1 − 𝑥 2)′𝑆𝑝𝑜𝑜𝑙𝑒𝑑
−1 𝑥 0<m=

1

2
 (𝑥 1 − 𝑥 2)′𝑆𝑝𝑜𝑜𝑙𝑒𝑑

−1 (𝑥 1 − 𝑥 2)  

ή 𝑦0 −𝑚 < 0 ↔ 𝑦0 < 𝑚 

 

Ο Fisher ελαιιαθηηθά πξφηεηλε κία επέθηαζε ηεο κεζφδνπο ηνπ γηα ην 

δηαρσξηζκφ k νκάδσλ. Έηζη, ινηπφλ, πξνηείλεη ηε ρξήζε k-1 γξακκηθψλ ζπλδπαζκψλ 

ηεο κνξθήο 𝐿𝑘
′ x κε 𝐿𝑘

′  λα είλαη ηα ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ πίλαθα Γ=(n-k) 𝑆𝑝𝑜𝑜𝑙𝑒𝑑
−1 W κε 

ηνλ πεξηνξηζκφ φηη 𝐿′𝑆𝑝𝑜𝑜𝑙𝑒𝑑 L=1 κε ζεηξά πνπ αληηζηνηρεί ζην κέγεζνο ησλ 

ηδηνηηκψλ. Γειαδή, L1 είλαη ην ηδηνδηάλπζκα πνπ αληηζηνηρεί ζηελ κεγαιχηεξε 

ηδηνηηκή, L2 είλαη ην ηδηνδηάλπζκα πνπ αληηζηνηρεί ζηελ δεχηεξε κεγαιχηεξε ηδηνηηκή, 

θ.ι.π. θαη 

W=  𝑥𝜄 − 𝑥   
𝑘
𝑖=1 (𝑥𝜄 − 𝑥  )′ 

είλαη έλα κέηξν ηεο δηαθχκαλζεο ησλ κέζσλ ηηκψλ ησλ k -άδσλ. 

Η εξκελεία ησλ παξαπάλσ δηαρσξηζηηθψλ ζπλαξηήζεσλ είλαη φηη ε 1ε 

δηαρσξηζηηθή ζπλάξηεζε κεγηζηνπνηεί ηηο δηαθνξέο ησλ κέζσλ ζε κηα δηάζηαζε. Η 2ε 

δηαρσξηζηηθή ζπλάξηεζε κεγηζηνπνηεί ηελ απφζηαζε ησλ κέζσλ ζε κηα θαηεχζπλζε 

νξζνγψληα ζηελ 1ε, ε 3ε καο δείρλεη ηελ απφζηαζε ζε κηα 3ε δηάζηαζε νξζνγψληα 

ησλ άιισλ δχν θ.ι.π. Μπνξνχκε λα πεξηγξάςνπκε ηηο δηαρσξηζηηθέο ζπλαξηήζεηο 

ζαλ παξάγνληεο (factors) πνπ δηαρσξίδνπλ βέιηηζηα ηα θεληξνεηδή (κέζεο ηηκέο) ζε 

ζρέζε κε ηε δηαζπνξά κέζα ζε θάζε νκάδα. 

Γηαρσξηζηηθφο θαλφλαο (κε r δηαρσξηζηηθέο ζπλαξηήζεηο) 

Σαμηλνκνχκε ηελ παξαηήξεζε x ζηελ k νκάδα, αλ 

 

 [𝐿𝑚 (𝑥 − 𝑥 𝑘)]2𝑟
𝑚=1 ≤  [𝐿𝑚 (𝑥 − 𝑥 𝑖)]2𝑟

𝑚=1  γηα φια ηα i δηαθνξεηηθά ηνπ k. 

 

4.5 Γενίκεςζη ηηρ διασυπιζηικήρ ανάλςζηρ ζε k≥ 𝟐 πληθςζμούρ 

 
΢ε απηή ηελ ελφηεηα ζα δνχκε ηη ζα θάλνπκε ζε πεξίπησζε πνπ νη 

παξαηεξήζεηο καο πξνέξρνληαη απφ πεξηζζφηεξνπο απφ δχν πιεζπζκνχο. Θα δνχκε 

ηνπο θαλφλεο πνπ είδακε πην πξηλ, απιά κε θάπνηεο ηξνπνπνηήζεηο, ψζηε λα 

ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ην δηαρσξηζκφ ζε k πιεζπζκνχο. 

Έζησ, 

fi(x) :  ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηνπ πιεζπζκνχ i=1,2…k 

pi:       ε εθ ησλ πξνηέξσλ πηζαλφηεηα ηνπ πιεζπζκνχ i=1,2…k 

c(k/i): Δίλαη ην θφζηνο λα θαηαηάμνπκε ηελ παξαηήξεζε ζηνλ πιεζπζκφ ελψ k  

           αλήθεη ζηνλ πιεζπζκφ i, i =1,2…k 

P(k/i)= 𝑓𝑖(𝑥)𝑑𝑥
 

𝑅𝑘
: : Δίλαη ε πηζαλφηεηα λα θαηαηάμνπκε ηελ παξαηήξεζε ζηνλ k  

          πιεζπζκφ ελψ αλήθεη ζηνλ πιεζπζκφ i, i =1,2…k 

𝑅𝑘 :     ε πεξηνρή ζηελ νπνία αλ πέζεη ζε απηή ην αληηθείκελν θαηαηάζζεηαη ζην k 
           πιεζπζκφ 

Αλ k=i→c(i|i)=0 θαη P(i|i)=1- 𝑃(𝑘│𝑖)𝑘
1  

 

 

 

 



56 
 

4.5.1 Δλασιζηοποίηζη ηος ζςνολικού κόζηοςρ λανθαζμένηρ 

καηάηαξηρ 

 
Σν ζπλνιηθφ αλακελφκελν θφζηνο, είλαη ίζν κε ην άζξνηζκα ησλ επηκέξνπο 

αλακελφκελσλ θνζηψλ ηαμηλφκεζεο δειαδή είλαη: 

 

ECM=ECM1+ECM2+…+ECMk= 

P1 𝑐 𝑚│1 𝑃
𝑔
𝑘=1  𝑚│1 +ECMk=p2 𝑐 𝑚│2 𝑃𝑘

1  𝑚│2 …+ECMk= 

pk 𝑐 𝑚│𝑘 𝑃𝑘
1  𝑚│𝑘 = 𝑝𝑖  𝑐 𝑘│𝑖 𝑃𝑘

1  𝑘│𝑖  

 

Καηαηάζζνπκε ηελ παξαηήξεζε ζηνλ πιεζπζκφ κε ην κηθξφηεξν 

αλακελφκελν θφζηνο ιαλζαζκέλεο θαηάηαμεο, ην νπνίν είλαη ηζνδχλακν κε ηελ 

ειαρηζηνπνίεζε ηνπ ζπλνιηθνχ θφζηνπο ιαλζαζκέλεο θαηάηαμεο. 

Θα θαηαηάζζνπκε κηα παξαηήξεζε x ζηνλ πιεζπζκφ γηα ηνλ νπνίν ην   

 𝑝𝑖  𝑐 𝑚│𝑖 
𝑘
1 𝑓(𝑥)𝑖  είλαη κηθξφηεξν. Αλ έρνπκε θάπνηα ηζφηεηα ζα θαηαηάζζνπκε ην 

x ζε νπνηνδήπνηε απφ ηνπο ηζφπαινπο πιεζπζκνχο.  

 

4.5.2 Κανόναρ ηος Bayes 

 
Ο θαλφλαο ηνπ Bayes θαηαηάζζεη ηελ παξαηήξεζε ζε εθείλνλ ηνλ πιεζπζκφ 

πνπ έρεη ηελ κεγαιχηεξε εθ ησλ πζηέξσλ πηζαλφηεηα P(Πk/x) , φπνπ: 

 

P(Πk/x)=
𝑝𝑘  𝑓𝑘(𝑥)

 𝑝𝑖𝑓𝑖(𝑥)𝑘
𝑖=1

 

 

4.5.3 Καηάηαξη όηαν οι πληθςζμοί ακολοςθούν ηην κανονική 

καηανομή 

 
Αθνχ νη πιεζπζκνί αθνινπζνχλ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή, νη ζπλαξηήζεηο 

ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ζα έρνπλ ηε κνξθή: 

 

𝑓𝑖(𝑥 )=
1

(2𝜋)𝑝/2 𝛴𝑖 
1/2

𝑒𝑥𝑝[−
1

2
 𝑥 − 𝜇𝑖 

′𝛴𝑖
−1 𝑥 − 𝜇𝑖 ] 

Αλ ην θφζηνο ιαλζαζκέλεο θαηάηαμεο γηα ηελ θάζε πεξίπησζε είλαη ίζα, ηφηε 

θαηέηαμε ηελ παξαηήξεζε 𝑥  ζηνλ πιεζπζκφ k εάλ  

 

𝑙𝑛 𝑝𝑘𝑓𝑘 𝑥  = 𝑙𝑛 𝑝𝑘-(p/2) 𝑙𝑛⁡(2π)-
1

2
ln(𝛴𝑘)- 

1

2
 𝑥 − 𝜇𝑖 

′𝛴𝑖
−1 𝑥 − 𝜇𝑖 =Maxln(𝑝𝑖𝑓𝑖 𝑥 ) 

 

Μηα παξαηήξεζε πνπ κπνξεί λα γίλεη εδψ είλαη φηη ε πνζφηεηα (p/2)𝑙𝑛(2π) είλαη ίδηα 

γηα φινπο ηνπο πιεζπζκνχο θαη νπφηε κπνξνχκε λα ηελ παξαιείςνπκε. Δπίζεο ηελ 

πνζφηεηα πνπ ζα απνκείλεη, ηελ νξίδνπκε σο ηεηξαγσληθφ δηαρσξηζηηθφ ζθνξ γηα ηνλ 

πιεζπζκφ δειαδή :  

 

𝑑𝑖
𝑄(𝑥)=-

1

2
ln(𝛴𝑖)- 

1

2
 𝑥 − 𝜇𝑖 

′𝛴𝑖
−1 𝑥 − 𝜇𝑖 +lnpi  i=1,2,…g 

 

Μηα πεξαηηέξσ απινπνηεκέλε ζρέζε είλαη: 
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𝑑𝑖
  𝑥 = 𝜇1

′ 𝛴 
−1x-

1

2
𝜇1

′ 𝛴 
−1κ1+lnpi, i=1,2,…g 

 

Η ζρέζε απηή ιέγεηαη γξακκηθό δηαρσξηζηηθό ζθνξ, γηαηί είλαη άζξνηζκα κηαο 

ζηαζεξάο θαη ελφο γξακκηθνχ ζπλδπαζκνχ κε ηα x. 

Όπσο είπακε θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ είρακε 2 νκάδεο, ηα κi θαη ηα ΢i είλαη ζπλήζσο 

άγλσζηα, άξα ζα πξέπεη λα ηα εθηηκήζνπκε. Καηά ζπλέπεηα ζα εθηηκεζεί θαη ην 

ηεηξαγσληθφ δηαρσξηζηηθφ ζθνξ, ην νπνίν ζα είλαη 

 

𝑑 𝑄  (𝑥)=-
1

2
ln(𝑆𝑖)- 

1

2
 𝑥 − 𝑥 𝑖 

′𝑆𝑖
−1 𝑥 − 𝑥 𝑖 +lnpi, i=1,2,…g 

 

4.6 Ομοιόηηηερ- διαθοπέρ λογιζηικήρ παλινδπόμηζηρ και 

διασυπιζηικήρ ανάλςζηρ 

 
΢πρλά νη κεηαβιεηέο πνπ έρνπκε κπνξεί λα είλαη πνηνηηθέο ή θαηεγνξηθέο. 

Παξαδείγκαηνο ράξηλ ε παξνπζία ή ε απνπζία ελφο ραξαθηεξηζηηθνχ. Σν πξφβιεκα 

απηφ ιχλεηαη κε ηε ρξήζε κηαο κεηαβιεηήο δίηηκεο (0-απνπζία , 1-παξνπζία). ΢ε 

ηέηνηεο πεξηπηψζεηο είλαη θαιχηεξν λα ρξεζηκνπνηείηαη κία άιιε ηερληθή, ε ινγηζηηθή 

παιηλδξφκεζε. Η ινγηζηηθή παιηλδξφκεζε είλαη γελίθεπζε ηεο απιήο γξακκηθήο 

παιηλδξφκεζεο γηα ηελ πεξίπησζε φπνπ ε εμαξηεκέλε κεηαβιεηή είλαη δίηηκε 

(επηηπρία =1, απνηπρία =0) θαη νη αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο είλαη νη: X1,X2,…,Xp. ΢ε 

απηή ηελ πεξίπησζε έρνπκε: 

Yi Binomial(pi,Ni) κε logit 
𝑝𝑖

1−𝑝𝑖
 =β0+β1X1i+…+ βpXpi 

φηαλ ηα δεδνκέλα δίλνληαη σο αξηζκφο επηηπρηψλ Yi ζε ζχλνιν Ni πεηξακάησλ ή 

Yi Binomial(pi) κε logit 
𝑝𝑖

1−𝑝𝑖
 =β0+β1X1i+…+ βpXpi 

φηαλ ε Yi ππνδεηθλχεη ζε πνηα νκάδα αλήθεη ε i παξαηήξεζε. 

Οη παξαπάλσ ζρέζεηο είλαη γλσζηέο σο ζρέζεηο (εμηζψζεηο) logit. 

Η πηζαλφηεηα γηα θάζε παξαηήξεζε λα αλήθεη ζηε 1ε ή 2ε νκάδα είλαη ίζε κε 

pi=
𝑒𝛽0+𝛽1𝑋1𝑖+⋯+ 𝛽𝑝𝑋𝑝𝑖

1+𝑒𝛽0+𝛽1𝑋1𝑖+⋯+ 𝛽𝑝𝑋𝑝𝑖  

 Αλ πάξνπκε ίζα θφζηε θαη εθ ησλ πξνηέξσλ πηζαλφηεηεο ηφηε ε i παξαηήξεζε 

αλήθεη ζηελ 2ε νκάδα (Τ=1) αλ pi≥0.5 αιιηψο αλήθεη ζηε 1ε νκάδα (Y=0). 

Η ινγηζηηθή παιηλδξφκεζε κπνξεί λα γεληθεπηεί γηα ηελ πεξίπησζε 

πεξηζζνηέξσλ απφ 2 πιεζπζκνχο κε ηε ρξήζε ηεο multinomial logistic regression. 

Βαζηθά, ην κνληέιν ππνζέηεη φηη ζε θάζε παξαηήξεζε Yi είλαη κηα παξαηήξεζε απφ 

κηα πνιπσλπκηθή θαηαλνκή κε πηζαλφηεηεο pj j=1…k κε  𝑝𝑗
𝑘
𝑗=1 =1. Η κεηαβιεηή Yi 

πεξηέρεη ηελ ηηκή πνπ θαζνξίδεη ηελ νκάδα φπνπ αλήθεη ε παξαηήξεζε. ΢ηε ζπλέρεηα 

ζπλδένπκε ηηο πηζαλφηεηεο κε ηε ρξήζε ηνπ logit κεηαζρεκαηηζκνχ κε ηηο κεηαβιεηέο 

πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ θαλφλα θαηάηαμεο. Με ηε ρξήζε 

απηνχ ηνπ κνληέινπ εθηηκάκε ηηο πηζαλφηεηεο θάζε νκάδαο θαη επνκέλσο κπνξνχκε 

λα θαηαηάμνπκε ηηο παξαηεξήζεηο κε βάζε ηε κεγαιχηεξε πηζαλφηεηα.  

Καη νη δχν κέζνδνη (ινγηζηηθήο, δηαρσξηζηηθή) ρξεζηκνπνηνχληαη γηα λα 

θαηαηάμνπλ ηηο παξαηεξήζεηο καο, ζε γλσζηέο νκάδεο αιιά θαη γηα λα πξνβιέςνπλ 

ζε πνηα νκάδα ζα ηνπνζεηήζνπκε ηηο θαηλνχξηεο παξαηεξήζεηο. Μάιηζηα είλαη απφ 

ηηο πην δηαδεδνκέλεο κεζφδνπο θαηάηαμεο, βέβαηα έρνπλ πνιιέο δηαθνξέο κεηαμχ 

ηνπο. ΢ηε ινγηζηηθή παιηλδξφκεζε δε ρξεηάδνληαη νη πεξίπινθεο ππνζέζεηο φπσο 

ρξεηάδνληαη λα γίλνπλ ζηε δηαρσξηζηηθή αλάιπζε. Γειαδή ζηε ινγηζηηθή 

παιηλδξφκεζε δε καο ελδηαθέξεη αλ νη αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο αθνινπζνχλ 
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θαλνληθή θαηαλνκή, αλ ζρεηίδνληαη γξακκηθά ή θαη αλ έρνπλ ίζεο δηαζπνξέο γηα ηνλ 

θάζε έλα πιεζπζκφ φπσο ζπκβαίλεη ζηε δηαρσξηζηηθή αλάιπζε. Δπίζεο ε ινγηζηηθή 

παιηλδξφκεζε δελ θάλεη θακία ππφζεζε γηα ηηο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο. Γηα ην ιφγν 

απηφ ε ινγηζηηθή παιηλδξφκεζε ρξεζηκνπνηείηαη πην ζπρλά. Δδψ λα πνχκε πσο ε 

ινγηζηηθή παιηλδξφκεζε απαηηεί αξθεηά κεγάια δείγκαηα, ηνπιάρηζηνλ 50 

πεξηπηψζεηο γηα θάζε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή. Έλα αθφκα πιενλέθηεκα ηεο 

ινγηζηηθήο παιηλδξφκεζεο είλαη φηη νη ζπληειεζηέο β έρνπλ κία θπζηθή θαη ρξήζηκε 

εξκελεία (𝑒𝛽= Λφγνο αλαινγηψλ (odds ratio)) θάηη πνπ δελ ηζρχεη γηα ηνπο 

ζπληειεζηέο ηεο δηαρσξηζηηθήο αλάιπζεο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5  
Πολυμεταβλητή Ανάλυςη 

Διαςποράσ  
(MANOVA) 

 

5.1 Διζαγυγή 

Η πνιπδηάζηαηε αλάιπζε δηαζπνξάο κε απιά ιφγηα, κπνξεί λα νξηζηεί σο κηα 

αλάιπζε δηαζπνξάο (ANOVA), ε νπνία πεξηιακβάλεη πεξηζζφηεξεο απφ κηα 

εμαξηεκέλεο κεηαβιεηέο. Αληίζηνηρα, κπνξνχκε λα πνχκε φηη απνηειεί κηα 

πνιπκεηαβιεηή κέζνδν, ε νπνία επεθηείλεη ηηο κνλνκεηαβιεηέο κεζφδνπο, ζε 

πεξηπηψζεηο πνπ ε απφθξηζε δελ είλαη κνλνδηάζηαην κέγεζνο, αιιά αληίζεηα, 

δηάλπζκα. ΢ε ηέηνηνπ είδνπο πεξηπηψζεηο, κνλνκεηαβιεηά ηεζη ππνζέζεσλ γηα 

ζπγθξίζεηο, φπσο ην γλσζηφ t-test γηα κηα ζχγθξηζε ή ε κνλνδηάζηαηε αλάιπζε 

δηαζπνξάο γηα πνιιαπιέο ζπγθξίζεηο, κπνξνχλ λα εθαξκνζηνχλ ζηελ πξάμε κφλν γηα 

θάζε έλα απφ ηα y μερσξηζηά. Όκσο ζηελ πεξίπησζε ησλ πνιπδηάζηαησλ κεγεζψλ, 

ιφγσ ηεο χπαξμεο ηνπ δηαλχζκαηνο απνθξίζεσλ, αλαπηχρζεθαλ πνιπδηάζηαηεο 

κέζνδνη αλάιπζεο δηαζπνξάο. Σν βαζηθφ ζηνηρείν ησλ κεζφδσλ απηψλ είλαη φηη 

ζεσξνχλ σο παξαηήξεζε έλα δηάλπζκα θαη φρη έλα κνλνδηάζηαην κέγεζνο. 

΢ην ζεκείν απηφ, πξέπεη λα ζεκεηψζνπκε φηη γεληθά, νη κέζνδνη ηεο 

πνιπδηάζηαηεο αλάιπζεο δηαζπνξάο δεκηνπξγήζεθαλ απφ ην ελδηαθέξνλ πνπ ππήξρε 

γηα ηελ αλάιπζε φρη κφλν ησλ επαλαιακβαλφκελσλ κεηξήζεσλ, αιιά γηα έλα πνιχ 

επξχηεξν ζχλνιν δεδνκέλσλ, ηα πνιπκεηαβιεηά δεδνκέλα, πνπ νη απνθξίζεηο δελ 

πξνέξρνληαη απαξαηηήησο απφ ηελ ίδηα κεηαβιεηή. Παξ‘ φια απηά, εθφζνλ νη 

επαλαιακβαλφκελεο κεηξήζεηο κπνξνχλ λα αλαιπζνχλ ή λα ζεσξεζνχλ σο κηα εηδηθή 

πεξίπησζε ησλ πνιπκεηαβιεηψλ δεδνκέλσλ, ε γεληθή ζεσξία ηεο πνιπδηάζηαηεο 

αλάιπζεο δηαζπνξάο κπνξεί εχθνια λα απνδνζεί θαη κέζσ ησλ επαλαιακβαλφκελσλ 

κεηξήζεσλ. 

Πξηλ φκσο αζρνιεζνχκε κε ηνλ ηξφπν πνπ ε MANOVA πξνζαξκφδεηαη θαη 

ρξεζηκνπνηείηαη ζηηο αλαιχζεηο ησλ επαλαιακβαλφκελσλ κεηξήζεσλ, ζα ήηαλ 

ρξήζηκν λα παξνπζηάζνπκε ηα βαζηθά ραξαθηεξηζηηθά ζηνηρεία ηεο κεζφδνπ, ζηελ 

πεξίπησζε ηεο εθαξκνγήο ελφο γεληθφηεξνπ πξνβιήκαηνο. ΢ηελ πνιπδηάζηαηε 

αλάιπζε δηαζπνξάο, αληίζεηα κε ηε κνλνδηάζηαηε πεξίπησζε, νη απνθξίζεηο δελ είλαη 

κεηξήζεηο επάλσ ζηελ ίδηα κεηαβιεηή, αιιά είλαη δπλαηφλ λα πξνέξρνληαη απφ 

πνιιαπιέο εμαξηψκελεο κεηαβιεηέο. Οπζηαζηηθά, είλαη κηα «γεληθεπκέλε» 

πεξίπησζε ηεο κνλνδηάζηαηεο αλάιπζεο δηαζπνξάο, φπνπ πηα ηε ζέζε ηεο 

εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο θαηαιακβάλνπλ δχν ή θαη πεξηζζφηεξεο εμαξηεκέλεο 

κεηαβιεηέο. 

Δπνκέλσο, ελψ ε ANOVA ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηνλ έιεγρν ηεο χπαξμεο 

δηαθνξψλ ζηνπο κέζνπο κηαο κνλαδηθήο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο, γηα δηάθνξεο 

θαηεγνξίεο ησλ αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ, ε MANOVA ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηνλ 

έιεγρν ηεο χπαξμεο δηαθνξψλ ζην δηάλπζκα ησλ κέζσλ ησλ εμαξηεκέλσλ 

κεηαβιεηψλ γηα ηηο δηάθνξεο θαηεγνξίεο ησλ αλεμάξηεησλ κεηαβιεηψλ (ζρήκα 5.1, 

SAS/STAT 9.2 User‘s guide, 2009). Η χπαξμε ησλ πνιιαπιψλ εμαξηεκέλσλ 

κεηαβιεηψλ θάλεη ηε δηεμαγσγή ηεο πνιπδηάζηαηεο αλάιπζεο δηαζπνξάο πνιχ 
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δπζθνιφηεξε απφ εθείλε ηεο κνλνδηάζηαηεο, ιφγσ ηνπ γεγνλφηνο φηη πνιιαπιέο 

εμαξηεκέλεο κεηαβιεηέο, ζπλήζσο είλαη εμαξηεκέλεο ε κηα απφ ηελ άιιε. Χο 

ζπλέπεηα απηνχ, ηα ηεζη ηεο MANOVA δελ κπνξνχλ πιένλ λα βαζίδνληαη ζηα 

αζξνίζκαηα ηεηξαγψλσλ κεηαμχ θαη κέζα ηηο νκάδεο, φπσο γίλεηαη ζηελ ANOVA. 

Πην ζπγθεθξηκέλα, ηα αζξνίζκαηα ηεηξαγψλσλ ζα πξέπεη λα αληηθαηαζηαζνχλ απφ 

έλαλ πίλαθα, ν νπνίνο ζα πεξηιακβάλεη ηα αζξνίζκαηα ηεηξαγψλσλ γηα θάζε κηα απφ 

ηηο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηέο, φπσο θαη γηα ηα δηαλπζκαηηθά γηλφκελά ηνπο. Οη 

νξίδνπζεο ησλ πηλάθσλ απηψλ, ρξεζηκνπνηνχληαη ζηε ζπλέρεηα σο κέηξα γηα ηελ 

νιηθή δηαζπνξά ζε θάζε πίλαθα. 

Σέινο, ζα πξέπεη λα παξαηεξήζνπκε φηη ε αληηκεηψπηζε ησλ 

επαλαιακβαλφκελσλ παξαηεξήζεσλ κέζσ ηεο κνλνδηάζηαηεο αλάιπζεο δηαζπνξάο 

είρε ην κεηνλέθηεκα φηη ήηαλ απαξαίηεηε ε χπαξμε θαη ηθαλνπνίεζε ηεο ππφζεζεο 

ηεο ζθαηξηθφηεηαο. Αληίζεηα, απηφ πνπ ηζρχεη γηα ηελ πνιπδηάζηαηε αλάιπζε 

δηαζπνξάο είλαη φηη κηα ηέηνηνπ είδνπο απαίηεζε δελ ππάξρεη θη έηζη δελ έρνπκε 

πεξηνξηζκνχο πνπ λα αθνξνχλ ηνλ πίλαθα δηαθπκάλζεσλ – ζπλδηαθπκάλζεσλ, παξ‘ 

φια απηά φκσο, πξέπεη λα ζεκεηψζνπκε φηη απηφ πνπ απαηηείηαη ζηελ MANOVA 

είλαη ε χπαξμε ηζνζηαζκηζκέλσλ παξαηεξήζεσλ, κε ηελ έλλνηα φηη θάζε αληηθείκελν 

πξέπεη λα κεηξεζεί ζηηο ίδηεο ζπλζήθεο ή ρξνληθέο ζηηγκέο. 

 

 
΢ΥΖΜΑ 5.1 ΢ρεκαηηθή άπνςε ηεο δηαθνξάο ANOVA-MANOVA. 

 

5.2 Σο Μονηέλο 

Σν κνληέιν πάλσ ζην νπνίν βαζίδεηαη ε αλάιπζε ηεο πνιπδηάζηαηεο 

αλάιπζεο δηαζπνξάο είλαη ην παξαθάησ:  

 

𝑦 i=𝜇 i+𝑒 i κε i=1,2…m 

 

Οη κεηξήζεηο πνπ γίλνληαη ζε θάζε έλα απφ ην m ζην πιήζνο αληηθείκελα, 

είλαη p ζην ζχλνιφ ηνπο. Δπνκέλσο, νη p κεηξήζεηο δελ αληηκεησπίδνληαη σο 

κνλνδηάζηαηεο κεηξήζεηο αιιά σο δηάλπζκα ηεο κνξθήο 𝑦 i=(𝑦𝑖1, 𝑦𝑖2 …𝑦𝑖𝑝 )′ . Αλ 

ππάξρνπλ m άηνκα, έρνπκε ηε δπλαηφηεηα λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηα δηαλχζκαηα απηά 

γηα λα δεκηνπξγήζνπκε έλαλ (mp) πίλαθα. Ιζρχεη φηη: 

 

 𝜇 i=E(𝑦 i) απνηειεί έλα δηάλπζκα, (p ην νπνίν απνηειείηαη απφ ηηο 

παξακέηξνπο κij πιένλ ζεσξεζείζεο σο ζπληζηψζεο ηνπ δηαλχζκαηνο. 

 Σα δηαλχζκαηα ησλ ζθαικάησλ 𝑒 i είλαη αλεμάξηεηα θαη ε κέζε ηηκή είλαη ίζε 

κε 0 E(ei)=0. Δπηπιένλ, ηζρχεη φηη Cov(ei)=(ζij). 
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 Δπνκέλσο, ζα έρνπκε σο πίλαθα δηαθπκάλζεσλ – ζπλδηαθπκάλζεσλ ηνλ ΢ κε 

δηαζηάζεηο (pp) θαη (j,k) ζηνηρείν Cov(eij,ejk)=ζjk. 

 Cov(yi)=Cov(ei)= ΢ γηα φια ηα άηνκα. 

 

Οη ηπραίνη παξάγνληεο ελζσκαηψλνληαη ζηε δνκή ηεο ζπλδηαζπνξάο θη έηζη 

φινη νη παξάγνληεο πιένλ ζεσξνχληαη ζηαζεξνί. Γεληθά, ηα 𝑦 i ζα πξνέξρνληαη απφ 

δηαθνξεηηθέο νκάδεο (φπσο γηα παξάδεηγκα, κπνξεί λα ππάξρεη κηα δνκή ζεξαπείαο, 

απφ ηελ νπνία ζε θάζε έλα αληηθείκελν (άηνκν) λα ρνξεγείηαη δηαθνξεηηθή 

ζεξαπεπηηθή αγσγή). 

 

5.3 Πολςδιάζηαηοι ΢ηαηιζηικοί Έλεγσοι 

 

Η αλάιπζε δηαζπνξάο βαζίδεηαη ζε κηα ζεηξά απφ F ειέγρνπο, ηα νπνία 

απνηεινχληαη απφ ηνπο ιφγνπο ησλ αζξνηζκάησλ πνπ αλαθέξνληαη ζηελ ππφζεζή καο 

πξνο ην άζξνηζκα ηεηξαγψλσλ ησλ ζθαικάησλ.  

 

F=
𝑀𝑆𝑕

𝑀𝑆𝑒
=
𝑆𝑆𝑕

𝑑𝑓𝑕

𝑆𝑆𝑒

𝑑𝑓𝑒
 =

𝑑𝑓𝑕

𝑑𝑓𝑒

𝑆𝑆𝑕

𝑆𝑆𝑒
 

 

Όπσο έρνπκε ήδε αλαθέξεη, ζηελ πνιπδηάζηαηε αλάιπζε δηαζπνξάο, σο κηα 

άκεζε επέθηαζε ηεο κνλνδηάζηαηεο πεξίπησζεο, ζηε ζέζε ησλ αζξνηζκάησλ 

ηεηξαγψλσλ έρνπκε πίλαθεο. Γηα ηνπο πίλαθεο απηνχο ζεκεηψλνπκε φηη ηα δηαγψληα 

ζηνηρεία ηνπο απνηεινχληαη απφ ηα αζξνίζκαηα ηεηξαγψλσλ ησλ ππνζέζεσλ θαη ηα 

αζξνίζκαηα ηεηξαγψλσλ ησλ ζθαικάησλ πνπ αληηζηνηρνχλ ζηελ κνλνδηάζηαηε 

αλάιπζε, ρσξηζηά γηα θάζε κηα απφ ηηο p μερσξηζηέο κεηαβιεηέο. Αληίζηνηρα, ηα κε 

δηαγψληα ζηνηρεία ηνπο απνηεινχληαη απφ ηνπο αλάινγνπο cross – product φξνπο. 

Σέινο, ζηε ζέζε ηνπ ιφγνπ ησλ αζξνηζκάησλ ρξεζηκνπνηνχκε ην γηλφκελν ηνπ 

«πίλαθα ηεο ππφζεζεο» επί ηνλ αληίζηξνθν ηνπ «πίλαθα ησλ ζθαικάησλ». 

 

Γηα λα κπνξέζνπκε λα θαηαιάβνπκε ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν πξνθχπηνπλ νη 

πίλαθεο απηνί, ζα αλαιχζνπκε αξρηθά ηελ απιή πεξίπησζε, απηή δειαδή ηεο 

κεηαβιεηήο y~N(0, ζ
2
)  πνπ κεηξάηαη ζηα άηνκα κέζα ζε θάζε νκάδα κεγέζνπο n. Η 

κεδεληθή ππφζεζε πνπ ζέινπκε λα εμεηάζνπκε ζηελ πεξίπησζε απηή ζα είλαη ε 

H0:κ=κ0. Γηα ηνλ έιεγρν ηεο ππφζεζεο απηήο ζα πξνβνχκε ζην γλσζηφ t-test: 

 

t=
𝑦 −𝜇0
𝑠
 𝑛
 

 

 

ην νπνίν κπνξεί λα γξαθεί θαη σο 

 

t
2
=(𝑦 − 𝜇0)s

-2
(𝑦 − 𝜇0)n 

 

Έζησ φηη ην 𝑦  είλαη ην δηάλπζκα, ην νπνίν πεξηιακβάλεη ηηο p κεηαβιεηέο, κε 

ην αληίζηνηρν δηάλπζκα 𝜇  , νη ηηκέο ηνπ νπνίνπ δίλνληαη απφ ην δηάλπζκα 𝜇 0 . Απηφ 

κπνξεί λα κεησζεί ζε κνλνδηάζηαηε πεξίπησζε, αλ δηακνξθσζεί έλαο γξακκηθφο 

ζπλδπαζκφο ησλ ζηνηρείσλ πνπ ηνλ απνηεινχλ (𝛼  ′𝑦) πνπ ζηε ζπλέρεηα ζα ππνβιεζεί 

ζην t-test φπσο παξαζέζακε θαη παξαπάλσ. 

Αλ ινηπφλ ην 𝛼  ′𝜇 =𝛼  ′𝜇 0 ηζρχεη γηα φινπο ηνπο κε κεδεληθνχο γξακκηθνχο 

ζρεδηαζκνχο α ηφηε ηζρχεη φηη 𝜇 =𝜇 0. Δπνκέλσο, γηα λα ειέγμνπκε ηε δεχηεξε ζρέζε, 

κπνξνχκε λα ειέγμνπκε ηελ πξψηε. Η πξψηε απφ απηέο ηηο ππνζέζεηο εκθαλίδεηαη λα 
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είλαη αξθεηά δχζθνιν ηεζη. Παξ‘ φια απηά φκσο, αλ θαηαθέξνπκε λα δείμνπκε φηη ην 

𝛼  (κε ηε κεγαιχηεξε δπλαηή ηηκή) δελ νδεγεί ζηελ απφξξηςε ηεο ππφζεζεο 

𝛼  ′𝜇 =𝛼  ′𝜇 0, ηφηε θαλέλα άιιν 𝛼  δελ ζα νδεγήζεη ζηελ απφξξηςε ηεο αξρηθήο καο 

ππφζεζεο. Απηφ πνπ ζέινπκε είλαη λα βξεζεί ην 𝛼  πνπ κεγηζηνπνηεί ηελ πνζφηεηα: 

 

t(𝛼 )=
𝛼  ′ 𝑦 −𝛼  ′ 𝜇 0

 
𝛼  ′ 𝑆𝑝 𝛼 

𝑛

 

 

Δίλαη εκθαλέο φηη ην παξαπάλσ δελ νδεγεί ζε έλα κνλαδηθφ 𝛼 . Απηή ε 

αδπλακία απνθεχγεηαη κέζσ ηνπ πεξηνξηζκνχ 𝛼  ′𝑆𝑝𝛼 =1 θαη ηε κεγηζηνπνίεζε ηεο 

πνζφηεηαο t(𝛼 ) γηα ηελ ηηκή απηή. Μέζσ ελφο πνιιαπιαζηαζηή Lagrange 

νδεγνχκαζηε ζηελ πνζφηεηα: 

 

T
2
=(𝑦 -𝜇 0)′𝑆𝑝

−1(𝑦 -𝜇 0)n    T
2
 ΢ηαηηζηηθφ ηνπ Hotelling 

 

Η παξαπάλσ πνζφηεηα απνηειεί γελίθεπζε ηνπ γλσζηνχ καο t-test θαη ππφ 

ηελ αξρηθή καο ππφζεζε, 

 
𝑛−𝑝

𝑝(𝑛−1)
 T

2
~Fp,n-p 

 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ έρνπκε ζηε δηάζεζή καο δχν νκάδεο, αθνινπζνχκε ηελ ίδηα 

δηαδηθαζία κε ηνλ αλάινγν ηξφπν. Γεδνκέλνπ φηη έρνπκε 

 

H0:κ1=κ2 

 

ε ιχζε δίλεηαη απφ ηελ πνζφηεηα 

 

T
2
=(𝑦 1-𝑦 2)′𝑆𝑝

−1(𝑦 1-𝑦 2)
𝑛1𝑛2

𝑛1+𝑛2
 

 

Δπίζεο ηζρχεη φηη : 

 

 
𝑛1+𝑛2−𝑝−1

(𝑛1+𝑛2−2)𝑝
 T

2
~ Fp,𝑛1+𝑛2 − 𝑝 − 1 

 y1~N(𝜇 1,΢p) y2~N(𝜇 2,΢p) (κε ηνλ ίδην πίλαθα ζπλδηαθπκάλζεσλ). Η ππφζεζε 

απηή ειέγρεηαη ζπλήζσο φηαλ ηα n1 θαη n2 είλαη κεγάια θαη ίζα, αθνχ ηφηε 

άληζνη πίλαθεο ζπλδηαζπνξάο έρνπλ κηθξή επίδξαζε επάλσ ζην ζθάικα 

Σχπνπ Ι. 

 

Σν T
2
 απνηειεί ιχζε ηνπ  𝑇𝐵 − 𝜆𝛦 =0 φπνπ Δ είλαη ν πίλαθαο ησλ εληφο ησλ νκάδσλ 

αζξνηζκάησλ ηεηξαγψλσλ ησλ ζθαικάησλ θαη ην ΣΒ απνηειεί ηνλ πίλαθα ησλ κεηαμχ 

ησλ νκάδσλ αζξνηζκάησλ ηεηξαγψλσλ ηεο ππφζεζεο. 

Απηή ε γελίθεπζε γηα πνιιαπιέο νκάδεο, έηζη ψζηε ν πίλαθαο ηεο ππφζεζεο 

λα έρεη ηάμε κεγαιχηεξε ηεο κνλάδαο, νδεγεί ζηελ χπαξμε πεξηζζνηέξσλ ξηδψλ θαη 

ζε πεξηζζφηεξα ζηαηηζηηθά πνπ πξνθχπηνπλ απφ δηαθνξεηηθνχο ζπλδπαζκνχο ησλ 

ξηδψλ απηψλ, ή ησλ ηδηνηηκψλ ησλ πηλάθσλ. 

 ι1 Η Μεγαιχηεξε ηδηνηηκή ηνπ ζηαηηζηηθνχ ηνπ Roy (ελαιιαθηηθά δελ είλαη ε 

κεγαιχηεξε ηδηνηηκή ηνπ 𝑇𝐵Δ
-1

 αιιά ηνπ 𝑇𝐵(𝑇𝐵+E)
-1

). 

  𝜆𝑖  Σν ίρλνο ησλ Hotelling – Lawley. 
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  (1 + 𝜆𝑖)
−1 Wilks‘s Lamda. 

  
𝜆𝑖

1+𝜆𝑖
 Σν ίρλνο ησλ Pillai – Bartlett. 

Μία παξαηήξεζε είλαη φηη αλ γίλεη ζχγθξηζε κεηαμχ δχν κφλν νκάδσλ, ηφηε ν 

πίλαθαο ΣΔ
-1

 έρεη ηάμε ίζε κε ηε κνλάδα. Χο ζπλέπεηα απηνχ, ηα παξαπάλσ ηεζη 

θαηαιήγνπλ ζην ίδην απνιχησο απνηέιεζκα. Σν ζηαηηζηηθφ F πνπ ρξεζηκνπνηείηαη 

ζηελ κνλνδηάζηαηε αλάιπζε δηαζπνξάο, αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή F, φηαλ ε κεδεληθή 

ππφζεζε είλαη αιεζήο. Γπζηπρψο, ηα παξαπάλσ ζηαηηζηηθά δελ αθνινπζνχλ ηφζν 

απιέο θαηαλνκέο (αλ εμαηξέζνπκε νξηζκέλεο εηδηθέο πεξηπηψζεηο). Παξ‘ φια απηά, 

είλαη δπλαηφλ λα ζέζνπκε ζε εθαξκνγή θάπνηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο, έηζη ψζηε ην 

απνηέιεζκα πνπ ζα καο δψζνπλ λα θαηαλέκεηαη ζχκθσλα κε ηελ F θαηαλνκή. Σα 

πεξηζζφηεξα ζηαηηζηηθά παθέηα δίλνπλ φια ηα παξαπάλσ ηεζη. Η επηζπκία καο ζα 

ήηαλ λα επηιέμνπκε ην θαηαιιειφηεξν απφ απηά, απηφ δειαδή πνπ έρεη ηελ 

κεγαιχηεξε ηζρχ Η ζρεηηθή ηζρχο ησλ ηεζη εμαξηάηαη απφ ηε θχζε ησλ απνθιίζεσλ 

απφ ηε κεδεληθή ππφζεζε ησλ ίζσλ δηαλπζκάησλ ησλ κέζσλ. Αλ ε δηαθνξά 

αλαθέξεηαη ζε έλα κνλνδηάζηαην ζχλνιν, ηφηε ην θαηαιιειφηεξν ηεζη είλαη εθείλν 

ηεο κεγαιχηεξεο ηδνηηκήο ηνπ Roy. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ε ηζρχο κεηψλεηαη θαζψο 

πξνρσξάκε ζηε ιίζηα ησλ ηεζη. ΢ε αληίζεηε πεξίπησζε, ε ζεηξά ησλ ηεζη (ζχκθσλα 

κε ηελ ηζρχ ηνπο) θαίλεηαη φηη αληηζηξέθεηαη. Παξ‘ φια απηά, θαίλεηαη πσο ε 

επηθέληξσζε ηνπ ελδηαθέξνληνο ζε κία κφλν δηάζηαζε, πξέπεη λα είλαη ηειείσο 

αθξαία, πξηλ αιιάμεη ηε ζεηξά ηεο ηζρχνο ησλ ηεζη. Σν ίρλνο ησλ Pillai – Bartlett 

παξνπζηάδεη ηε κεγαιχηεξε αλζεθηηθφηεηα απέλαληη ζην ζθάικα Σχπνπ Ι, ην νπνίν 

πξνθαιείηαη απφ αθξαίεο ηηκέο πνπ εκθαλίδνληαη πεξηζηαζηαθά.  

 

5.4 Post- hoc ΢ςγκπίζειρ 

 
Οη post- hoc ή αιιηψο «εθ ησλ πζηέξσλ» ζπγθξίζεηο αθνινπζνχλ ηελ 

αλάιπζε MANOVA (ή ANOVA) εθφζνλ απηή έρεη θαηαιήμεη ζε ζηαηηζηηθά 

ζεκαληηθέο δηαθνξέο. Πξφθεηηαη γηα κία δηαδηθαζία θαηά ηελ νπνία δηεξεπλνχκε ηελ 

χπαξμε πηζαλψλ δηαθνξψλ ζε φινπο ηνπο δπλαηνχο ζπλδπαζκνχο νκάδσλ 

κεηαβιεηψλ. ΢ηελ πξάμε, νη post-hoc αλαιχζεηο ζπλήζσο αζρνινχληαη κε ηελ εχξεζε 

πξνηχπσλ θαη / ή ζρέζεσλ κεηαμχ ππννκάδσλ ηνπ δείγκαηνο πνπ δηαθνξεηηθά ζα 

παξέκελαλ απαξαηήξεηα θαη αλεμεξεχλεηα. Οη post-hoc δνθηκέο επεθηείλνπλ ζε 

κεγάιν βαζκφ ην εχξνο θαη ηελ ηθαλφηεηα ησλ κεζφδσλ πνπ κπνξνχλ λα 

εθαξκνζηνχλ ζε αλαγλσξηζηηθή έξεπλα, πεξηνξίδνληαο ηελ πηζαλφηεηα ιαλζαζκέλεο 

αλαθάιπςεο ζεκαληηθψλ επηπηψζεσλ κεηαμχ ππννκάδσλ ηνπ πιεζπζκνχ. 

Τπάξρνπλ δχν είδε post- hoc ζπγθξίζεσλ: 

 Καηά Εεύγε (pairwise), φπνπ γίλνληαη ζπγθξίζεηο δχν κέζσλ. Ο αξηζκφο ησλ 

εθηεινχκελσλ ζπγθξίζεσλ θαζνξίδεηαη απφ ηα επίπεδα  ηεο αλεμάξηεηεο 

κεηαβιεηήο θαη γηα α επίπεδα γίλνληαη α
(𝑎−1)

2
 ζπγθξίζεηο. 

 Καηά Εεύγε θαη κε άιινπο (pairwise and otherwise), φπνπ θάζε ζχγθξηζε 

πεξηιακβάλεη ην ειάρηζην δχν ζπλζήθεο (π.ρ ε νκάδα 1 θαη 2 vs 3). Ο αξηζκφο 

ησλ εθηεινχκελσλ ζπγθξίζεσλ θαζνξίδεηαη απφ ηα επίπεδα ηεο αλεμάξηεηεο 

κεηαβιεηήο θαη γηα α επίπεδα γίλνληαη 1+
3𝛼−1

2
-2α ζπγθξίζεηο. 

 

5.5  Έλεγσορ Τποθέζευν 
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Η δηαδηθαζία ηεο πνιπδηάζηαηεο αλάιπζεο δηαζπνξάο θάλεη ρξήζε ηεο 

ππφζεζεο φηη ηα δηαλχζκαηα ησλ παξαηεξήζεσλ γηα θάζε άηνκν πξνθχπηνπλ απφ 

πνιπδηάζηαηεο θαλνληθέο θαηαλνκέο θαη φηη απηέο νη θαηαλνκέο γηα θάζε νκάδα (πνπ 

θαζνξίδεηαη απφ ηνπο παξάγνληεο κεηαμχ ησλ αληηθεηκέλσλ) έρνπλ ηνλ ίδην πίλαθα 

ζπλδηαθπκάλζεσλ. Απηή ε ππφζεζε απνηειεί ηε θπζηθή επέθηαζε ηεο ππφζεζεο ηεο 

ίζεο δηαζπνξάο πνπ θάλνπκε ζηελ κνλνδηάζηαηε αλάιπζε δηαζπνξάο. Αλ ην κέγεζνο 

ησλ δεηγκάησλ είλαη ζρεδφλ ίζν (θαη ππφ ηελ πξνυπφζεζε φηη δελ είλαη ηα δείγκαηα 

κηθξά), ηα πνζνζηά ιάζνπο ησλ ηεζη επεξεάδνληαη ιηγφηεξν αλ ε ππφζεζε δελ είλαη 

αιεζήο. 

 

5.6  Πολςυνςμική Ανάλςζη Σάζηρ (Polynomial Trend Analysis) 

 

΢ε έλα πείξακα φηαλ ε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή είλαη θαηεγνξηθή δε κπνξνχκε 

λα πξνρσξήζνπκε κε ηελ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ πέξα απφ ην F-ηεζη θαη ηηο 

ζπγθξίζεηο ησλ κέζσλ ηηκψλ αλά δχν ή ζε ππννκάδεο. Όηαλ φκσο ε αλεμάξηεηε 

κεηαβιεηή είλαη αλαινγηθή ή δηαζηεκαηηθή, ηφηε κπνξνχκε λα πξνρσξήζνπκε ζε 

εμέηαζε ηνπ ζρήκαηνο ηεο ζρέζεο κεηαμχ εμαξηεκέλεο κεηαβιεηήο θαη αλεμάξηεηεο. 

Τπάξρεη κηα παξάδνζε ζηε ΢ηαηηζηηθή λα πξνζαξκφδεη θαλείο πνιπψλπκα ζε 

απνθξηηηθέο ζπλαξηήζεηο φηαλ δελ ππάξρεη ζεσξεηηθή βάζε γηα ηελ αιεζηλή ζρέζε. 

Η ππνζηήξημε απηήο ηεο πξαθηηθήο εληζρχεηαη απφ ηελ απιφηεηα ηφζν ζηελ 

πεξηγξαθή ηεο θακπχιεο φζν θαη ζηε πξνζαξκνγή ηνπ αληίζηνηρνπ (γξακκηθνχ) 

κνληέινπ. ΢ην πιαίζην απηφ ζπρλά αλαθεξφκαζηε θαη σο «εμνκάιπλζε» ησλ 

δεδνκέλσλ. ΢ηηο πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο, έλα πνιπψλπκν ρακεινχ βαζκνχ (κέρξη 

3νπ) είλαη αξθεηφ. 

 ΢πλήζσο δε καο ελδηαθέξεη ε εθηίκεζε ηεο αθξηβνχο εμίζσζεο πνπ 

πεξηγξάθεη ηε ζπλαξηεζηαθή ζρέζε αιιά κφλν ε ζεκαληηθφηεηα ή κε ηεο 

γξακκηθήο, ηεηξαγσληθήο, θηι. ζρέζεο. 

 Πξφθεηηαη γηα απιή γελίθεπζε ηεο κεζφδνπ ησλ νξζνθαλνληθψλ αληηζέζεσλ 

θαη ζηεξίδεηαη ζηα νξζνγψληα πνιπψλπκα. 

 Πξαθηηθά, απηφ πνπ θάλεη ε αλάιπζε ηάζεο είλαη λα ζπζρεηίδεη ηηο κέζεο 

ηηκέο ησλ νκάδσλ κε ηα ζχλνια ησλ ζπληειεζηψλ ησλ νξζνγσλίσλ 

πνιπσλχκσλ θαη λα ειέγρεη ηε ζεκαληηθφηεηα ησλ ζπζρεηίζεσλ. Αλ ε 

ζπζρέηηζε κεηαμχ ησλ κέζσλ ηηκψλ ησλ νκάδσλ θαη ελφο ζπγθεθξηκέλνπ 

ζπλφινπ ζπληειεζηψλ είλαη πςειή, ηφηε νη κέζεο ηηκέο ησλ νκάδσλ έρνπλ έλα 

ζρήκα παξφκνην κε απηφ ησλ ζπληειεζηψλ. 

 

5.6.1 Γπαμμική Σάζη 

 

Έζησ φηη ζέινπκε λα ειέγμνπκε αλ ην κέζν πξνθίι (κ1,κ2,…,κp) αθνινπζεί 

κηα επζεία γξακκή, φηαλ ηα επίπεδα ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο είλαη (x1,x2,…,xp). 

Αο ζεσξήζνπκε κφλν ηα ηξία πξψηα κέζα επίπεδα (κ1,κ2, κ3) ζηηο ηηκέο (x1,x2,x3). Σα 

ηξία ζεκεία ζα βξίζθνληαη πάλσ ζε κία επζεία αλ έρνπλ ίζεο δηαηξεκέλεο δηαθνξέο, 

δει. αλ 

 
𝜇2−𝜇1

𝑥2−𝑥1
=
𝜇3−𝜇2

𝑥3−𝑥2
 

 

΢ε κνξθή πίλαθα, ε ζπλζήθε γξακκηθήο ηάζεο είλαη 
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𝐻 𝜇 =0 

 

Όπνπ 𝜇 =( 𝜇1, 𝜇2, 𝜇3)′  θαη 𝐻 13=(-d1,d1+d2,-d2) κε dj=(𝑥𝑗+1 − 𝑥𝑗 )−1 j=(1,2) 

 

΢ηε γεληθφηεξε πεξίπησζε πνπ p>3, ηφηε ν 𝐻  είλαη ν παξαθάησ (p-2) p πίλαθαο 

 

H= 

−𝑑1 𝑑1 + 𝑑2 −𝑑2 0 0 … 0
0 −𝑑2 𝑑2 + 𝑑3 −𝑑3 0 … 0
0 0 −𝑑3 𝑑3 + 𝑑4 −𝑑4 … 0
       

  

 

Η γξακκηθφηεηα κπνξεί λα ειεγρζεί κε ην T
2
 ηνπ Hotelling κε 𝑧 =𝑛

1

2𝐻 𝑦   θαη 

𝐴 =(n-1) 𝐻 𝑆 𝐻 ′φπνπ y είλαη ε δεηγκαηηθή κέζε ηηκή θαη S ν δεηγκαηηθφο πίλαθαο 

ζπλδηαθπκάλζεσλ κε (n – 1) β.ε. 

 

5.6.2 Σάζη Μεγαλύηεπηρ Σάξηρ 

 
Η δηαδηθαζία κπνξεί λα γεληθεπζεί γηα θακπχιεο ηεηξαγσληθέο, θπβηθέο θαη 

πνιπψλπκα κεγαιχηεξνπ βαζκνχ. Αλ νξίζνπκε ηνλ ηειεζηή F έηζη ψζηε F𝑥𝑗=𝑥𝑗+1 

ηφηε (F-1) 𝑥𝑗=𝑥𝑗+1-𝑥𝑗  θαη 𝐹2𝑥𝑗=𝑥𝑗+2. Έηζη, νη δηαηξεκέλεο δηαθνξέο 1εο ηάμεο ζα 

είλαη 
𝜇2

𝜇1
 

𝜒2
𝜒1
 

=(𝐹 − 1)𝜇1 (𝐹 − 1)𝑥1 . 

Γεληθά, ζα ζπκβνιίζνπκε ηηο δηαηξεκέλεο δηαθνξέο 1εο ηάμεο σο 

 

𝐷1𝑗=(𝐹 − 1)𝜇𝑗 (𝐹 − 1)𝑥𝑗 , j=1,2…,p-1 

 

Σφηε νη δηαηξεκέλεο δηαθνξέο 2εο ηάμεο είλαη 𝐷2𝑗=.(𝐹 − 1)𝐷1𝑗 𝐹2 − 1)𝑥𝑗  

Οη δηαηξεκέλεο δηαθνξέο i-ζηεο ηάμεο είλαη 

 

𝐷𝑖𝑗 =(𝐹 − 1)𝐷𝑖−1,𝑗 (𝐹𝑖 − 1)𝑥𝑗 , i=1,2…p-i. 

 

Οπζηαζηηθά νη δηαηξεκέλεο δηαθνξέο 𝐷𝑖𝑗  είλαη έλαο γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ κ 

(απφ ην 𝜇𝑗  σο ην 𝜇𝑗+1) κε ζπληειεζηέο πνπ εμαξηψληαη απφ ηα x. 

Ιζρχεη φηη: 

 

 𝐷𝑖𝑗 =  𝑕𝑖𝑗𝑘
𝑗+1
𝑘=𝑗 𝜇𝑘  κε 𝑕𝑖𝑗𝑘 =  (𝑥𝑘 − 𝑥𝑠)−1𝑗+1

𝑠=𝑗
𝑠≠𝑗

 

 

 Αλ 𝜇𝑗=𝑓𝑖(𝑥𝑗 ), φπνπ 𝑓1(g) είλαη έλα πνιπψλπκν βαζκνχ ην πνιχ I ηφηε Dsi=0 

γηα s>i. 

 

Έηζη, ν πίλαθαο Ζ γηα ηνλ έιεγρν ζεκαληηθφηεηαο ηεο πνιπσλπκηθήο ηάζεο lζηεο ηάμεο 

είλαη ν (p-1)p πίλαθαο κε ζηνηρεία Hjk=hjk γηα k=j,…,j+1 θαη Hjk=0. 
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5.7  Πλεονεκηήμαηα και Μειονεκηήμαηα ηυν ΢σεδιαζμών με 

Δπαναλαμβανόμενερ Μεηπήζειρ 

 
Έλα δπλαηφ ζεκείν ησλ ζρεδηαζκψλ ζηνπο νπνίνπο ιακβάλνληαη 

επαλαιακβαλφκελεο κεηξήζεηο απφ θάζε ππνθείκελν, είλαη φηη απηφο είλαη ν 

κνλαδηθφο ηχπνο ζρεδηαζκνχ, πνπ θαζίζηαηαη δπλαηφλ λα ιεθζνχλ παξαηεξήζεηο πνπ 

αθνξνχλ αηνκηθά ππνδείγκαηα αιιαγήο (individual patterns of change). Δπίζεο, 

απηνχ ηνπ ηχπνπ ν ζρεδηαζκφο, πξνζθέξεη κεγάιε νηθνλνκία ζηνλ αξηζκφ ησλ 

αηφκσλ ηα νπνία εμεηάδνληαη. Γηα παξάδεηγκα, φηαλ κειεηάηαη ε επίδξαζε κηαο 

αγσγήο κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξφλνπ είλαη ζπλήζσο επηζπκεηφ λα παξαηεξεζνχλ ηα ίδηα 

ππνθείκελα επαλεηιεκκέλα, απφ ην λα παξαηεξεζνχλ δηαθνξεηηθά αληηθείκελα ζε 

θάζε δεδνκέλε ρξνληθή ζηηγκή. 

Έλα επηπιένλ πιενλέθηεκα είλαη φηη ηα ππνθείκελα κπνξνχλ λα 

ιεηηνπξγήζνπλ σο κνλάδεο ειέγρνπ γηα ηνλ ίδην ηνπο ηνλ εαπηφ, κε ηελ έλλνηα φηη ε 

κεηαβιεηή απφθξηζεο κπνξεί λα κεηξεζεί θαη θάησ απφ ηηο πεηξακαηηθέο ζπλζήθεο 

αιιά θαη θάησ απφ ηηο ζπλζήθεο ειέγρνπ, γηα θάζε ππνθείκελν. Καζψο νη πεγέο 

κεηαβιεηφηεηαο αλάκεζα ζηα ππνθείκελα κπνξνχλ λα κελ πεξηιεθζνχλ ζην 

πεηξακαηηθφ ζθάικα, νη ζρεδηαζκνί επαλαιακβαλφκελσλ κεηξήζεσλ ζπρλά 

πξνζθέξνπλ πην απνηειεζκαηηθνχο εθηηκεηέο ησλ ζρεηηθψλ παξακέηξσλ απ‘ φηη νη 

ζπγρξνληθνί (cross – sectional) ζρεδηαζκνί, πνπ έρνπλ ηνλ ίδην αξηζκφ παξαηεξήζεσλ 

αιιά θαη ρξεζηκνπνηνχλ ην ίδην ππφδεηγκα. Έλα ηειεπηαίν πιενλέθηεκα είλαη φηη ηα 

δεδνκέλα κπνξνχλ λα ζπιιερζνχλ κε κεγαιχηεξε αμηνπηζηία ζε κία κειέηε φπνπ 

παξαθνινπζείηαη επαλεηιεκκέλσο ε πνξεία ησλ ίδησλ αληηθεηκέλσλ, απ΄ φηη ζε κία 

εγθάξζηα κειέηε. 

Γχν είλαη ηα βαζηθά κεηνλεθηήκαηα ηεο αλάιπζεο ησλ δεδνκέλσλ απφ 

κειέηεο κε επαλαιακβαλφκελεο κεηξήζεηο. Πξψηνλ, ε αλάιπζε πεξηπιέθεηαη απφ ηελ 

εμάξηεζε αλάκεζα ζηηο επαλαιακβαλφκελεο παξαηεξήζεηο, νη νπνίεο ιακβάλνληαη 

απφ ηελ ίδηα πεηξακαηηθή κνλάδα. Γεχηεξνλ, ζπρλά ν εξεπλεηήο δελ κπνξεί λα 

ειέγμεη ηηο ζπλζήθεο ζπιινγήο δεδνκέλσλ, έηζη ψζηε ηα δεδνκέλα λα είλαη κε 

ηζνξξνπεκέλα ή κεξηθψο εκηηειή. Γηα παξάδεηγκα, ζε κία έξεπλα 

επαλαιακβαλφκελσλ κεηξήζεσλ, ε απφθξηζε ελφο αληηθεηκέλνπ κπνξεί λα ιείπεη ζε 

κία ή πεξηζζφηεξεο ρξνληθέο ζηηγκέο ιφγσ παξαγφλησλ πνπ δελ ζρεηίδνληαη κε ηελ 

έθβαζε πνπ καο ελδηαθέξεη. ΢ε ηνμηθνινγηθέο ή γελεηηθέο κειέηεο, ην κέγεζνο ησλ 

ιίηξσλ ή ησλ νηθνγελεηψλ, είλαη ηπραίν αληί ζηαζεξφ. Χο εθ ηνχηνπ, ν αξηζκφο ησλ 

επαλαιακβαλφκελσλ κεηξήζεσλ δελ είλαη ζηαζεξφο κέζα ζηηο πεηξακαηηθέο κνλάδεο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6  
Εφαρμογή των Μεθόδων ςε 

Πραγματικά Δεδομένα 
 

6.1 Διζαγυγή 

 

΢ε απηφ ην θεθάιαην ζα δνχκε ηηο πνιπκεηαβιεηέο κεζφδνπο πνπ γλσξίζακε 

ζηελ πξάμε, κε ηελ εθαξκνγή ηεο ζε έλα δείγκα γάιαθηνο. Αξρηθά αο πνχκε ιίγα 

ιφγηα γηα ην δείγκα καο. Αθνξά 86 παξαηεξήζεηο πνπ αλαθέξνληαη ζε δηαθνξεηηθέο 

ζπζθεπαζίεο γάιαθηνο θαη εξεπλνχκε ηελ επίδξαζε νρηψ κεηαβιεηψλ πνπ είλαη νη 

εμήο: 

 

Υ1 Ππθλφηεηα 

Υ2 Πεξηεθηηθφηεηα ιηπαξψλ νπζηψλ 

Υ3 Πεξηεθηηθφηεηα πξσηετλψλ 

Υ4 Πεξηεθηηθφηεηα θαδεΐλεο 

Υ5 Πεξηεθηηθφηεηα ηπξηνχ ζε μεξή νπζία φπσο κεηξήζεθε ζην εξγνζηάζην 

Υ6 Πεξηεθηηθφηεηα ηπξηνχ ζε μεξή νπζία φπσο κεηξήζεθε ζην εξγαζηήξην 

Υ7 Πεξηεθηηθφηεηα γάιαθηνο ζε μεξή νπζία 

Υ8 Πξντφλ ηπξηνχ 

 

Όιεο νη πνζφηεηεο εθηφο ηεο πξψηεο κεηξψληαη ζε γξακκάξηα αλά ιίηξν. Δίλαη έλα 

επαξθέο δείγκα αθνχ είλαη θνληά ζηηο 100 παξαηεξήζεηο θαη είλαη ηνπιάρηζηνλ 

νθηαπιάζην απφ ηνλ αξηζκφ ησλ κεηαβιεηψλ. 

Όζνλ αθνξά ην πξφγξακκα πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ζα είλαη ην SAS 9.2. 

Αθνχ αλνίμνπκε ην πξφγξακκα απφ ην Windows Start menu ζα θνξηψζνπκε ην αξρείν 

κε ηηο 86 εγγξαθέο θαη ηηο 8 κεηαβιεηέο. Απηφ κπνξεί λα γίλεη κε έλαλ απφ ηνπο 2 

αθφινπζνπο ηξφπνπο: 

 

A. Με ηελ ρξήζε ηνπ data step. Σα δεδνκέλα καο είλαη ζε κνξθή txt 

ζηνηρηζκέλα ζε νρηψ ζηήιεο (raw data). Ο θψδηθαο είλαη: 

  DATA Milk; 

  INPUT #1 @1 (X1-X8) (1 ) ; 

  CARDS; 

  1.0318  37.7  35.7  26.5  27.1  27.4  127.1  15.35 

⋮ 
  ; 

B. Απφ ην file→Import data→standard data source(επηιέγνπκε ην θαηάιιειν 

είδνο αξρείνπ εδψ είλαη ην tab limited file) →επηινγή ηεο ηνπνζεζίαο ηνπ 

αξρείνπ→ επηινγή ηεο βηβιηνζήθεο ηνπ SAS (εδψ Work) →ζψδνπκε ζε 

έλα αξρείν ψζηε λα ην ρξεζηκνπνηνχκε φηαλ ζα ζέινπκε λα 

μαλαεηζάγνπκε ηα δεδνκέλα ζην κέιινλ. 
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Means and Standard Deviations from 86 Observations 

Variable Mean Std Dev 

X1 1.02994 0.0010862 

X2 35.73837 1.5601032 

X3 32.85581 1.3493881 

X4 25.87558 1.0170240 

X5 25.02674 1.4535494 

X6 24.96047 1.4747506 

X7 122.47442 3.3611338 

X8 14.35605 0.4907744 

               Πίλαθαο 6.1.1 Μέζεο ηηκέο θαη ηππηθή απόθιηζε ησλ παξαηεξήζεσλ. 

 

Pearson Correlation Coefficients, N = 86 

Prob > |r| under H0: Rho=0 

 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 

X1 1.00000 

 

0.41410 

<.0001 

0.57336 

<.0001 

0.57944 

<.0001 

0.42190 

<.0001 

0.42564 

<.0001 

0.71296 

<.0001 

0.43358 

<.0001 

X2 0.41410 

<.0001 

1.00000 

 

0.44957 

<.0001 

0.40552 

0.0001 

0.32348 

0.0024 

0.35876 

0.0007 

0.67481 

<.0001 

0.64809 

<.0001 

X3 0.57336 

<.0001 

0.44957 

<.0001 

1.00000 

 

0.92479 

<.0001 

0.62879 

<.0001 

0.63819 

<.0001 

0.70099 

<.0001 

0.63801 

<.0001 

X4 0.57944 

<.0001 

0.40552 

0.0001 

0.92479 

<.0001 

1.00000 

 

0.58658 

<.0001 

0.59588 

<.0001 

0.69626 

<.0001 

0.58461 

<.0001 

X5 0.42190 

<.0001 

0.32348 

0.0024 

0.62879 

<.0001 

0.58658 

<.0001 

1.00000 

 

0.97817 

<.0001 

0.54689 

<.0001 

0.38972 

0.0002 

X6 0.42564 

<.0001 

0.35876 

0.0007 

0.63819 

<.0001 

0.59588 

<.0001 

0.97817 

<.0001 

1.00000 

 

0.56664 

<.0001 

0.42925 

<.0001 

X7 0.71296 

<.0001 

0.67481 

<.0001 

0.70099 

<.0001 

0.69626 

<.0001 

0.54689 

<.0001 

0.56664 

<.0001 

1.00000 

 

0.68274 

<.0001 

X8 0.43358 

<.0001 

0.64809 

<.0001 

0.63801 

<.0001 

0.58461 

<.0001 

0.38972 

0.0002 

0.42925 

<.0001 

0.68274 

<.0001 

1.00000 

 

Πίλαθαο 6.1.2 ΢πληειεζηέο αιιεινζπζρέηηζεο Pearson. 

Με ηνλ αθφινπζν θψδηθα έρνπκε κία απιή ζηαηηζηηθή αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ καο. 

PROC Corr DATA=Milk      

Simple 

RUN; 

Παξαηεξνχκε (Πίλαθαο 6.1.1) φηη νη κέζεο ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ καο δηαθέξνπλ 

ζεκαληηθά κεηαμχ ηνπο (Υ7 (122.47442), Υ1 (1.02994)) θαη αληίζηνηρα θαη ε ηππηθή 

απφθιηζή ηνπο (Υ7 (3.3611338), Υ1 (0.0010862)). Απφ ηνλ πίλαθα 6.1.2 έρνπκε φηη ε 

πεξηεθηηθφηεηα γάιαθηνο ζε μεξή νπζία (Υ7) έρεη ηζρπξή αιιεινζπζρέηηζε κε ηηο 

ππφινηπεο, θάηη πνπ κπνξεί λα εηπσζεί θαη γηα ηηο πεξηεθηηθφηεηα πξσηετλψλ (Υ3), 

πξντφλ ηπξηνχ (Υ8). Γεληθά απηή ε κεγάιε απφθιηζε κεηαμχ ησλ δεδνκέλσλ δελ καο 

δεκηνπξγεί πξφβιεκα αθνχ ην SAS κπνξεί λα θαλσληθνπνηεί ηα δεδνκέλα. 

 

6.2 Ανάλςζη Κςπίυν ΢ςνιζηυζών 

΢ηφρνο καο ζηελ αλάιπζε θπξίσλ ζπληζησζψλ είλαη λα βξνχκε αξρηθά ηηο 

ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα δηαζπνξάο ησλ παξαηεξήζεσλ ψζηε λα ζρεκαηίζνπκε ηηο θχξηεο 

ζπληζηψζεο νη νπνίεο  φληαο αζπζρέηηζηεο ζα κεηψζνπλ ηε δηάζηαζε ηνπ δείγκαηνο. 

Έηζη  ζα είλαη επθνιφηεξν λα δηαθξίλνπκε πνηεο απφ ηηο αξρηθέο κεηαβιεηέο είλαη 

ζεκαληηθέο θαη νξίδνπλ ηελ δνκή ησλ δεδνκέλσλ καο. 
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Αθνχ εηζάγνπκε ηα δεδνκέλα ζα εθαξκφζνπκε ηελ PCA. Ο θψδηθαο είλαη: 
PROC FACTOR DATA=Milk      

METHOD=PRIN 

PRIORS=ONE 

MINEIGEN=1 

SCREE 

ROTATE=FIMAX 

ROUND 

FLAG=.40 ; 

VAR X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8; 

RUN; 

Σξέρνληαο ηνλ παξαπάλσ αιγφξηζκν καο δίλεη ηα εμήο απνηειέζκαηα: 

 

Eigenvalues of the Correlation Matrix: Total = 8  Average = 1 

 Eigenvalue Difference Proportion Cumulative 

1 5.04497142 3.91954707 0.6306 0.6306 

2 1.12542435 0.42722316 0.1407 0.7713 

3 0.69820120 0.12463602 0.0873 0.8586 

4 0.57356518 0.28238333 0.0717 0.9303 

5 0.29118185 0.11445042 0.0364 0.9667 

6 0.17673143 0.10740607 0.0221 0.9888 

7 0.06932537 0.04872616 0.0087 0.9974 

8 0.02059920  0.0026 1.0000 

2 factors will be retained by the MINEIGEN criterion. 
Πίλαθαο 6.2.1 Ηδηνηηκέο ηνπ πίλαθα αιιεινζπζρέηηζεο. 

 

 
Γξάθεκα 6.2.2 Γξάθεκα παξαγόλησλ 
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Variance Explained 

by Each Factor 

Factor1 Factor2 
5.0449714 1.1254244 

Πίλαθαο 6.2.4 Γηαζπνξά πνπ εμεγείηαη από θάζε παξάγνληα. 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

Πίλαθαο 6.2.3 Πίλαθαο θνξηίσλ πξηλ ηελ πεξηζηξνθή. 

 

Final Communality Estimates: Total = 6.170396 

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 

0.5417377

8 

0.6902582

6 

0.7920678

2 

0.7440975

9 

0.9273010

8 

0.9170308

9 

0.8379367

3 

0.7199656

2 

Πίλαθαο 6.2.5 Δηαηξηθόηεηα πξηλ ηελ πεξηζηξνθή. 

 

Orthogonal 

Transformation 

Matrix 

 1 2 

1 0.73951 0.67314 

2 0.67314 -0.73951 

 
Πίλαθαο 6.2.6 Οξζνγώληνο κεηααρεκαηηζκόο. 

 

Factor Pattern 

 Factor1  Factor2  

X1 72 * 17  

X2 66 * 51 * 

X3 89 * -6  

X4 86 * -5  

X5 77 * -57 * 

X6 79 * -54 * 

X7 88 * 25  

X8 75 * 39  

Printed values are multiplied 

by 100 and rounded to the 

nearest integer.  Values 

greater than 0.4 are flagged 

by an '*'. 
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Rotated Factor Pattern 

 Factor1  Factor2  

X1 64 * 36  

X2 83 * 7  

X3 62 * 64 * 

X4 60 * 62 * 

X5 19  94 * 

X6 22  93 * 

X7 82 * 41 * 

X8 82 * 22  

Printed values are multiplied 

by 100 and rounded to the 

nearest integer.  Values 

greater than 0.4 are flagged 

by an '*'. 

Πίλαθαο 6.2.7 Πίλαθαο θνξηίσλ κεηά ηελ πεξηζηξνθή. 

 

Variance Explained 

by Each Factor 

Factor1 Factor2 
3.2689456 2.9014502 

Πίλαθαο 6.2.8 Γηαζπνξά πνπ εμεγείηαη από θάζε παξάγνληα κεηά ηελ πεξηζηξνθή. 

 

Σν SAS εμεηάδεη ηελ PCA σο εηδηθή πεξίπησζε ηεο παξαγνληηθήο αλάιπζεο. 

Γηα απηφ νλνκάδεη ηηο θχξηεο ζπληζηψζεο 1, 2 παξάγνληεο (Factors). 

Απφ ηνλ πίλαθα 6.2.1 παξαηεξνχκε φηη αξρηθά απφ ηηο νρηψ κεηαβιεηέο 

έρνπκε νρηψ ζπληζηψζεο. Η πξψηε θχξηα ζπληζηψζα κε ηδηνηηκή 5.04497142 πεξηέρεη 

ην κεγαιχηεξν κέξνο ηεο δηαζπνξάο (0.6306), ε δεχηεξε κε ηδηνηηκή 1.12542435 θαη 

νη ππφινηπεο αθινπζνχλ ζε θζίλνπζα ζεηξά θάηη πνπ ην πεξηκέλακε απφ ηελ ζεσξία 

ηεο PCA (Jolliffe, 1987). 

Δπφκελν βήκα είλαη λα απνθαζίζνπκε πφζεο απφ απηέο ηηο ζπληζηψζεο είλαη 

αξθεηά ζεκαληηθέο ψζηε λα ηηο θξαηήζνπκε γηα λα θάλνπκε ηελ πεξηζηξνθή. Απφ ην 

θξηηήξην ηεο ηδηνηηκήο κεγαιχηεξεο ηεο κνλάδαο πνπ ρξεζηκνπνηήζακε ην SAS καο 

ελεκεξψλεη φηη πξέπεη λα θξαηήζνπκε ηηο δχν πξψηεο. Απηφ κάιινλ είλαη ζσζηφ 

αθνχ ε επφκελε ηδηνηηκή είλαη 0.69820120 πνιχ κηθξφηεξε ηνπ 1.00. Γηα λα ην 

επηβεβαηψζνπκε ρξεζηκνπνηνχκε ην γξάθεκα θπξίσλ ζπληζησζψλ 6.2.2. Δδψ 

παξαηεξνχκε φηη ε κεγάιε αιιαγή θιίζεο είλαη ζην ηξίην παξάγνληα νπφηε  

ζπκθσλεί κε ην πξνεγνχκελν θξηηήξην ζεσξψληαο φηη πξέπεη λα θξαηήζνπκε έλαλ 

παξάγνληα. Σν ηξίην θξηηήξην πνπ έρνπκε ζηε δηάζεζή καο είλαη ην πνζνζηφ 

ζπλνιηθήο δηαζπνξάο πνπ εμεγνχλ νη ζπληζηψζεο. ΢ηνλ πίλαθα 6.2.1 ζηε ζηήιε 

Cumulative  έρνπκε φηη νη δχν πξψηεο ζπληζηψζεο αζξνηζηηθά  επεμεγνχλ ην 0.7713 

ηεο ζπλνιηθήο δηαζπνξάο ε νπνία είλαη κηα ηθαλνπνηεηηθή ηηκή. Μία παξαιιαγή 

απηνχ ηνπ θξηηεξίνπ θαίλεηαη ζηε ζηήιε Proportion. Αλ δεηήζνπκε νη παξάγνληέο 

καο λα επεμεγνχλ έλα 10% ηεο δηαζπνξάο ηφηε βιέπνπκε φηη κφλν νη δχν πξψηεο 

ζπληζηψζεο ην μεπεξλνχλ (0.6306, 0.1407). Απφ ηελ ζχλζεζε ησλ ηξηψλ θξηηεξίσλ 

απνθαζίδνπκε λα θξαηήζνπκε δχν παξάγνληεο. 

΢ηoλ πίλαθα θνξηίσλ 6.2.3 έρνπκε ηα θνξηία (loadings) ησλ δχν λέσλ 

κεηαβιεηψλ, φπσο αλαθέξεηαη ζηελ αλάιπζε θπξίσλ ζπληζησζψλ. Δίλαη δχν νη 
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ηξφπνη γηα λα εξκελεχζνπκε ηα θνξηία. Ο πξψηνο είλαη φηη νη θαηλνχξγηεο 

ζπληζηψζεο είλαη έλαο γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ παιηψλ, κε θάζε θνξηίν λα δείρλεη 

ηνλ βαζκφο ζπλεηζθνξάο ηνπ θάζε παξάγνληα. Ο δεχηεξνο ηξφπνο είλαη λα ην δνχκε 

σο ηελ αιιεινζπζρέηηζε ηεο ζπληζηψζαο θαη ηεο παξαηεξνχκελεο κεηαβιεηήο. Η 

θχξηα ζπληζηψζα 1 έρεη ζεηηθά θνξηία θαη κεγάιεο ηηκέο κε φιεο ηηο αξρηθέο 

κεηαβιεηέο, ελψ ε θχξηα ζπληζηψζα 2  είλαη έλαο γξακκηθφο ζπλδπαζκφο ησλ Υ2 

(Πεξηεθηηθφηεηα ιηπαξψλ νπζηψλ), Υ5 (Πεξηεθηηθφηεηα ηπξηνχ ζε μεξή νπζία φπσο 

κεηξήζεθε ζην εξγνζηάζην), Υ6 (Πεξηεθηηθφηεηα ηπξηνχ ζε μεξή νπζία φπσο 

κεηξήζεθε ζην εξγαζηήξην). Η δηαζπνξά ησλ θ.ζ.1  (5.0449714) θαη θ.ζ.2 

(1.1254244) είλαη αζξνηζηηθά 6.170396 πνπ εμεγεί έλα κεγάιν κέξνο ηεο νιηθήο 

δηαζπνξάο φπσο είδακε θαη ζηελ παξάγξαθν 1.6. Η ηειηθή εηαηξηθφηεηα (Final 

Communality), πνπ είλαη ηα δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα ζπζρέηηζεο, δείρλεη φηη 

φιεο νη αξρηθέο κεηαβιεηέο εθθξάδνληαη απφ ηηο θαηλνχξγηεο ζπληζηψζεο. 

Δθαξκφδνληαο ηελ πεξηζηξνθή κε ηελ κέζνδν Varimax έρνπκε ηα 

απνηειέζκαηα ησλ πηλάθσλ 6.2.6-6.2.7-6.2.8. Δλδηαθέξνλ είλαη ν πίλαθαο 

εηαηξηθφηεηαο 6.2.7 γηα ηηο θ.ζ.1, θ.ζ.2 κεηά ηελ πεξηζηξνθή. Παξαηεξνχκε φηη θάζε 

θνξηίν κεγαιχηεξν ηνπ 0.4 έρεη έλα * δίπια ηνπ έλδεημε φηη είλαη ζεκαληηθφ. ΢ηελ 

θ.ζ.1 πιένλ δελ είλαη ζεκαληηθά ηα Υ5 (Πεξηεθηηθφηεηα ηπξηνχ ζε μεξή νπζία φπσο 

κεηξήζεθε ζην εξγνζηάζην), Υ6 (Πεξηεθηηθφηεηα ηπξηνχ ζε μεξή νπζία φπσο 

κεηξήζεθε ζην εξγαζηήξην) ελψ ζηνλ θ.ζ.2 ηα Υ1 (Ππθλφηεηα), Υ2 (Πεξηεθηηθφηεηα 

ιηπαξψλ νπζηψλ), Υ8 (Πξντφλ ηπξηνχ). Δπίζεο ε δηαζπνξά πνπ εμεγείηαη απφ θάζε 

παξάγνληα έρεη αιιάμεη κε θ.ζ.1 (3.2689456) θαη θ.ζ.2(2.9014502) ελψ ην άζξνηζκα 

ηνπο παξακέλεη ην ίδην. 

Αθνχ πιένλ απνθαζίζακε φηη δχν είλαη νη θχξηεο ζπληζηψζεο πνπ ζα 

θξαηήζνπκε κπνξνχκε λα ειέγμνπκε ηε ζπζρέηηζε ησλ δχν λέσλ ζπληζησζψλ κεηαμχ 

ηνπο αιιά θαη κε ηηο παιηέο κεηαβιεηέο. Απηφ ζα ην θάλνπκε κε κηα κηθξή αιιαγή 

ζηνλ αξρηθφ καο θψδηθα. Ο λένο θψδηθαο ζα είλαη: 

 
PROC FACTOR DATA=Milk 

SIMPLE 

METHOD=PRIN 

PRIORS=ONE 

NFACT=2 

ROTATE=VARIMAX 

ROUND 

FLAG=.40 

OUT=D2 ; 

VAR X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8; 

RUN; 

PROC CORR DATA=D2; 

VAR X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 FACTOR1 FACTOR2; 

RUN; 

Παξαηεξνχκε φηη πιένλ δειψλνπκε ζην SAS ηνλ αξηζκφ θπξίσλ ζπληζησζψλ 

πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζεη (NFACT=2) φπσο επίζεο ζψδνπκε ην απνηέιεζκα ζε έλα λέν 

ζχλνιν απνηειεζκάησλ (D2) πνπ έρεη ην αξρηθφ κε επηπιένλ ηα θ.ζ.1, θ.ζ.2. Δπίζεο 

δεηάκε θαη ηνλ πίλαθα ζπζρέηηζεο ησλ Υ1-Υ8, θ.ζ.1, θ.ζ.2 κε ηελ ρξήζε ηεο εληνιήο 

PROC CORR. Σα απνηειέζκαηα είλαη: 
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Πίλαθαο 6.2.9 ΢πληειεζηέο ησλ απνηειεζκάησλ 

 

10 With Variables: X1       X2       X3       X4       X5       X6       X7       X8       Factor1  Factor2 

2      Variables: Factor1  Factor2 

 

Simple Statistics 

Variable N Mean Std Dev Sum Minimum Maximum 

X1 86 1.02994 0.00109 88.57510 1.02620 1.03220 

X2 86 35.73837 1.56010 3074 30.50000 39.50000 

X3 86 32.85581 1.34939 2826 29.70000 35.70000 

X4 86 25.87558 1.01702 2225 23.20000 28.00000 

X5 86 25.02674 1.45355 2152 22.20000 33.80000 

X6 86 24.96047 1.47475 2147 22.30000 33.70000 

X7 86 122.47442 3.36113 10533 111.10000 128.70000 

X8 86 14.35605 0.49077 1235 12.82000 15.97000 

Factor1 86 0 1.00000 0 -3.29670 2.05184 

Factor2 86 0 1.00000 0 -1.90450 5.30168 

Πίλαθαο 6.2.10 Μεζε ηηκή θαη ηππηθή απόθιηζε ησλ παιηώλ θαη λέσλ κεηαβιεηώλ. 

Standardized Scoring Coefficients 

 Factor1 Factor2 

X1 0.20557 -0.01483 

X2 0.39976 -0.24537 

X3 0.09615 0.15591 

X4 0.09431 0.14992 

X5 -0.22985 0.48023 

X6 -0.20675 0.46010 

X7 0.27810 -0.04614 

X8 0.34338 -0.15523 

Pearson Correlation Coefficients, N = 86 

Prob > |r| under H0: Rho=0 

 Factor1 Factor2 

X1 0.64306 

<.0001 

0.35807 

0.0007 

X2 0.82803 

<.0001 

0.06804 

0.5336 

X3 0.61849 

<.0001 

0.63995 

<.0001 

X4 0.60080 

<.0001 

0.61898 

<.0001 

X5 0.18564 

0.0870 

0.94490 

<.0001 

X6 0.22186 

0.0401 

0.93156 

<.0001 

X7 0.81906 

<.0001 

0.40874 

<.0001 

X8 0.81960 

<.0001 

0.21958 

0.0422 
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Πίλαθαο 6.2.11 ΢πληειεζηέο αιιεινζπζρέηηζεο Pearson ησλ λέσλ κεηαβιεηώλ. 

 

Βιέπνπκε ζηνλ Πίλαθα 6.2.9 φηη νη λέεο κεηαβιεηέο είλαη γξακκηθφο 

ζπλδπαζκφο ησλ ζηαζκηζκέλσλ αξρηθψλ παξαηεξήζεσλ π.ρ. θ.ζ.1=0.20557 

Ππθλόηεηα+0.39976 Πεξηεθηηθόηεηα ιηπαξώλ νπζηώλ+0.09615 Πεξηεθηηθόηεηα 

πξσηετλώλ+0.09431 Πεξηεθηηθόηεηα θαδεΐλεο -0.22985 Πεξηεθηηθόηεηα ηπξηνύ ζε μεξή 

νπζία όπσο κεηξήζεθε ζην εξγνζηάζην -0.20675 Πεξηεθηηθόηεηα ηπξηνύ ζε μεξή νπζία 

όπσο κεηξήζεθε ζην εξγαζηήξην +0.27810 Πεξηεθηηθόηεηα γάιαθηνο ζε μεξή νπζία 

+0.34338 Πξντόλ ηπξηνύ. ΢ηνπο πίλαθεο 6.2.10, 6.2.11 βιέπνπκε ηελ ζπζρέηηζε ησλ 

θαηλνχξγησλ κεηαβιεηψλ κε ηηο παιηέο θαη κεηαμχ ηνπο. ΢εκαληηθή παξαηήξεζε είλαη 

φηη θαη νη δχν έρνπλ κέζε ηηκή κεδέλ θαη ηππηθέο απνθιίζεηο έλα. Η επηβάξπλζε 

(loading) ησλ Υ1-Υ8 ζηνπο θ.ζ.1, θ.ζ.2 δίλεηαη ζηνλ πίλαθα 6.2.11. Παξαηεξνχκε φηη 

νη θ.ζ.1, θ.ζ.2 είλαη φλησο νξζνγψληνη αθνχ ε αιιεινζπζρέηηζε ηνπο είλαη κεδέλ. 

 
Γξάθεκα 6.2.12 Γξάθεκα θπξίσλ ζπληζησζώλ. 

 

Έηζη ζπλνιηθά ζπκπεξαίλνπκε φηη νη 8 αξρηθέο καο κεηαβιεηέο, 

αληηθαηαζηάζεθαλ κε 2 λέεο θχξηεο ζπληζηψζεο πνπ επεμεγνχλ ην  κεγαιχηεξν κέξνο 

ηεο αξρηθήο δηαζπνξάο (6.170396). Μεηά ηελ πεξηζηξνθή νη κεηαβιεηέο πνπ 

επεξεάδνπλ θαη ηηο δχν θχξηεο ζπληζηψζεο είλαη νη X3 (Πεξηεθηηθφηεηα πξσηετλψλ), 

X4 (Πεξηεθηηθφηεηα θαδεΐλεο) θαη X7 (Πεξηεθηηθφηεηα γάιαθηνο ζε μεξή νπζία) πνπ 

ηηο αλαδεηθλχεη ζηηο πνηφ ζεκαληηθέο απφ ηηο 8 αξρηθέο κεηαβιεηέο. Θεσξνχκε ινηπφλ 

φηη ε PCA εθαξκφζηεθε κε επηηπρία ζην δείγκα καο. 

 

 

 

 

Factor1

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

Factor2

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Factor1 1.00000 

 

0.00000 

1.0000 

Factor2 0.00000 

1.0000 

1.00000 
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6.3 Παπαγονηική ανάλςζη 

΢ηφρνο καο είλαη λα εθαξκφζνπκε ηελ παξαγνληηθή αλάιπζε ζηα δεδνκέλα 

καο. Μέζσ απηήο ζα πξνζπαζήζνπκε λα βξνχκε θάπνηεο λέεο, κε κεηξήζηκεο κε 

άιιεο ηερληθέο κεηαβιεηέο (παξάγνληεο) πνπ αζθνχλ επηξξνή ζηα δεδνκέλα καο. Γηα 

λα ην θάλνπκε απηφ ζα πξέπεη λα αθνινπζήζνπκε ηα εμήο βήκαηα: 

 Τπνιφγηζε ηνλ ειάρηζην αξηζκφ παξαγφλησλ πνπ κπνξνχλ λα εθθξάζνπλ 

ηθαλνπνηεηηθά ην αξρηθφ καο δείγκα. 

 Βξεο λένπο παξάγνληεο κέζσ ηεο πεξηζηξνθήο ησλ αμφλσλ πνπ είλαη πην 

εχθνινη ζην λα εμεγεζνχλ. 

 Βξεο κηα εξκελεία ησλ λέσλ παξαγφλησλ θαη ηελ ζχλδεζε ηνπο κε ην αξρηθφ 

ζχλνιν δεδνκέλσλ. 

Ο θψδηθαο γηα ην SAS 9.2 είλαη ν εμήο: 
proc factor data=Milk 

   priors=smc msa residual  

   rotate=equimax reorder 

   outstat=fact_all  

   plots=(scree initloadings(vector) loadings); 

var X1-X8; 

run; 

 

 Η εληνιή proc factor εθαξκφδεη ηελ παξαγνληηθή αλάιπζε ζηα δεδνκέλα καο. Η 

κέζνδνο πνπ ζα εθαξκφζνπκε είλαη ε Equimax πνπ φπσο αλαθέξακε ζην ζεσξεηηθφ 

θνκκάηη είλαη κία νξζνγψληα κέζνδνο θαη απνηειεί ζπλδπαζκφ ηεο Varimax θαη 

Quartimax. Σα απνηειέζκαηα είλαη: 

Partial Correlations Controlling all other Variables 

 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 

X1 1.00000 -0.06071 0.05619 0.05207 0.03127 -0.03935 0.49771 -0.11395 

X2 -0.06071 1.00000 0.02907 -0.12814 -0.07763 0.07373 0.41952 0.34087 

X3 0.05619 0.02907 1.00000 0.81586 0.07954 -0.00910 -0.03105 0.24728 

X4 0.05207 -0.12814 0.81586 1.00000 -0.02686 0.01923 0.18307 -0.04807 

X5 0.03127 -0.07763 0.07954 -0.02686 1.00000 0.96363 0.03490 -0.15072 

X6 -0.03935 0.07373 -0.00910 0.01923 0.96363 1.00000 0.01742 0.12827 
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Πίλαθαο 6.3.1 Μεξηθέο αιιεινζπζρεηίζεηο. 
 

Kaiser's Measure of Sampling Adequacy: Overall MSA = 0.80439000 

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 

0.87395998 0.83534020 0.80703695 0.79969084 0.71541872 0.72677717 0.85441199 0.88240618 

Πίλαθαο 6.3.2Κξηηήξην Kaiser. 

 

Δάλ ηα δεδνκέλα καο είλαη θαηάιιεια γηα λα εθαξκνζηεί ε παξαγνληηθή 

αλάιπζε ζα πξέπεη νη κεξηθέο αιιεινζπζρεηίζεηο κεηαμχ ησλ παξαγφλησλ λα είλαη 

ζρεηηθά κηθξέο ζε ζρέζε κε απηέο πνπ είδακε ζηελ PCA π.ρ. ην Υ2 (Πεξηεθηηθφηεηα 

ιηπαξψλ νπζηψλ) κε Υ1 (Ππθλφηεηα) είλαη -0.06071 ηηκή κηθξφηεξε θαηά απφιπηε 

ηηκή απφ ηελ αξρηθή 0.41410. Σν θξηηήξην ηνπ Kaiser είλαη κηα έλδεημε ηνπ θαηά 

πφζν ε θάζε κία κεηαβιεηή μερσξηζηά θαη φιεο καδί έρνπλ κηθξφηεξε 

αιιεινζπζρέηηζε απφ ηελ αξρηθή. Σηκέο κεηαμχ 0.8-0.9 ζεσξνχληαη εμαηξεηηθέο θαη 

ηηκέο θάησ ηνπ 0.5 κε απνδεθηέο. Παξαηεξνχκε φηη νη πεξηζζφηεξεο κεηαβιεηέο είλαη 

θαιέο. 

 

Prior Communality Estimates: SMC 

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 

0.53558684 0.54727378 0.87978055 0.86424447 0.95902324 0.95990333 0.77338917 0.60354130 

Πίλαθαο 6.3.3 Μεησκέλε αιιεινζπζρέηηζε. 

 

Eigenvalues of the Reduced Correlation Matrix: Total = 6.12274268  

Average = 0.76534283 

 Eigenvalue Difference Proportion Cumulative 

1 4.83667620 3.88955210 0.7900 0.7900 

2 0.94712409 0.49302423 0.1547 0.9446 

3 0.45409986 0.25727892 0.0742 1.0188 

X7 0.49771 0.41952 -0.03105 0.18307 0.03490 0.01742 1.00000 0.23650 

X8 -0.11395 0.34087 0.24728 -0.04807 -0.15072 0.12827 0.23650 1.00000 
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Eigenvalues of the Reduced Correlation Matrix: Total = 6.12274268  

Average = 0.76534283 

 Eigenvalue Difference Proportion Cumulative 

4 0.19682094 0.21736378 0.0321 1.0510 

5 -.02054285 0.03603688 -0.0034 1.0476 

6 -.05657972 0.05014699 -0.0092 1.0384 

7 -.10672671 0.02140242 -0.0174 1.0209 

8 -.12812913  -0.0209 1.0000 

3 factors will be retained by the PROPORTION criterion. 
Πίλαθαο 6.3.4 Ηδηνηηκέο κεησκέλεο αιιεινζπζρέηηζεο. 

 

Απφ ηελ εμαγσγή ησλ παξαγφλησλ θαη ζπγθεθξηκέλα ηνλ πίλαθα κεησκέλεο 

αιιεινζπζρέηηζεο (Πίλαθαο 6.3.3) έρνπκε κεγάιεο ηηκέο ζηηο πεξηζζφηεξεο 

κεηαβιεηέο άξα πεξηκέλνπκε λα έρνπκε απνηειέζκαηα παξφκνηα κε ηελ PCA. ΢ηνλ 

πίλαθα 6.3.4 νη ηξείο πξψηεο ηδηνηηκέο αληηζηνηρνχλ ζην 1.0188 ηεο θνηλήο δηαζπνξάο. 

Απηφ είλαη δπλαηφ επεηδή ν πίλαθαο κεησκέλεο αιιεινζπζρέηηζεο δελ έρεη κφλν 

ζεηηθέο ηηκέο θαη αξλεηηθά ηδηνδηαλχζκαηα είλαη πηζαλά. Απηή ε παξαηήξεζε καο 

πξντδεάδεη φηη κάιινλ ηξείο λένη θνηλνί παξάγνληεο ζα είλαη αξθεηνί. Γηα λα ην 

επηβεβαηψζνπκε ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηα δηαγξάκκαηα δηαινγήο θαη δηαζπνξάο. ΢ην 

αξηζηεξφ δηάγξακκα δηαινγήο έρνπκε δχν απφηνκεο θιίζεηο ζηνλ δεχηεξν θαη ηξίην 

παξάγνληα άξα κάιινλ δελ καο βνεζά ζην λα απνθαζίζνπκε. ΢ην δεμηφ δηάγξακκα 

ζπλνιηθήο δηαζπνξάο (cumulative) παξαηεξνχκε φηη κεηά ηνλ ηέηαξην παξάγνληα 

είλαη ζρεδφλ επζεία. Απφ φια απηά ηα θξηηήξηα θαηαιήγνπκε φηη ζα θξαηήζνπκε 

ηξείο παξάγνληεο.  

 

 
Γξάθεκα 6.3.5 Γηαινγή θαη Γηαζπνξά (κεξηθή, νιηθή). 
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Αθνινπζεί ν πίλαθαο ησλ παξαγφλησλ θαη ησλ θνξηίσλ ηνπ ζηελ εθαξκνγή 

ηεο κεζφδνπ πξηλ ηελ πεξηζηξνθή. Η δηαθνξά κε ηελ PCA είλαη αηζζεηή αθνχ πιένλ 

έρνπκε ηξείο παξάγνληεο. Πάξαπηα θάπνηεο δνκέο παξακέλνπλ φπσο φηη νη 

κεηαβιεηέο Υ3 (Πεξηεθηηθφηεηα πξσηετλψλ), Υ4 (Πεξηεθηηθφηεηα θαδεΐλεο) θαη Υ7 

(Πεξηεθηηθφηεηα γάιαθηνο ζε μεξή νπζία) εμαθνινπζνχλ λα έρνπλ ην κεγαιχηεξν 

θνξηίν. Η δηαθνξεηηθή δηάηαμε ησλ αξρηθψλ κεηαβιεηψλ νθείιεηαη ζηελ εληνιή 

Reorder. Σν ζπλνιηθφ πνζνζηφ εηαηξηθφηεηαο απμήζεθε  ζε 6.237900 απφ 6.170396 

πξνθαλψο ιφγσ ηνλ πεξηζζφηεξσλ κεηαβιεηψλ πνπ ρξεζηκνπνηνχκε. 

 

Factor Pattern 

 Factor1 Factor2 Factor3 

X3 0.88663 0.06387 -0.33358 

X4 0.85686 0.07822 -0.39012 

X7 0.85467 0.26512 0.15033 

X6 0.80929 -0.54203 0.14382 

X5 0.79165 -0.57412 0.11454 

X8 0.70544 0.31205 0.14500 

X1 0.66253 0.17798 -0.01741 

X2 0.60633 0.33788 0.33601 

Πίλαθαο 6.3.6 Φνξηία παξαγόλησλ πξηλ ηελ πεξηζηξνθή. 

 

Variance Explained by Each Factor 

Factor1 Factor2 Factor3 

4.8366762 0.9471241 0.4540999 

Πίλαθαο 6.3.7 Γηαζπνξά πνπ εμεγείηαη από ηνπο λένπο παξάγνληεο. 
 

Final Communality Estimates: Total = 6.237900 

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 

0.47092949 0.59469482 0.90147442 0.89251677 0.96944473 0.96942747 0.82335982 0.61605262 

Πίλαθαο 6.3.8 Σειηθέο εθηηκήζεηο εηαηξηθόηεηαο. 
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‗Ώξα λα εμεηάζνπκε ηα ππφινηπα. Σα ζπζρεηηζκέλα ππφινηπα εθηφο ηεο 

δηαγσλίνπ είλαη ρακειά αθνχ θηάλνπλ έσο 0.001. Γελ έρνπκε θάηη αληίζηνηρν θαη 

ζηηο κεξηθέο ζπζρεηίζεηο ησλ παξαγφλησλ πνπ νη ηηκέο είλαη κάιινλ κηθξέο. Απηφ 

ζεκαίλεη φηη νη ηεηξαγσληζκέλεο ζπζρεηίζεηο είλαη κελ θαιέο αιιά φρη άξηζηεο 

εθηηκήηξηεο ηεο εηαηξηθφηεηαο. 

 

Residual Correlations With Uniqueness on the Diagonal 

 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 

X1 0.52907 -0.04190 -0.03124 -0.00897 0.00158 -0.01156 0.10214 -0.08682 

X2 -0.04190 0.40531 0.00248 -0.00937 -0.00102 0.00289 0.01651 0.06620 

X3 -0.03124 0.00248 0.09853 0.02994 0.00177 0.00324 -0.02358 0.04098 

X4 -0.00897 -0.00937 0.02994 0.10748 -0.00216 0.00094 0.00184 0.01230 

X5 0.00158 -0.00102 0.00177 -0.00216 0.03056 0.00984 0.00528 -0.00620 

X6 -0.01156 0.00289 0.00324 0.00094 0.00984 0.03057 -0.00295 0.00663 

X7 0.10214 0.01651 -0.02358 0.00184 0.00528 -0.00295 0.17664 -0.02472 

X8 -0.08682 0.06620 0.04098 0.01230 -0.00620 0.00663 -0.02472 0.38395 

Πίλαθαο 6.3.9 Τπόινηπα αιιεινζπζρέηηζεο. 

 

Root Mean Square Off-Diagonal Residuals: Overall = 0.03262811 

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 

0.05466623 0.03050473 0.02428074 0.01322712 0.00499106 0.00657723 0.04125256 0.04542418 

Πίλαθαο 6.3.10 Ρίδεο ηεηξαγσληθώλ κέζσλ. 
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Partial Correlations Controlling Factors 

 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 

X1 1.00000 -0.09049 -0.13683 -0.03760 0.01246 -0.09091 0.33412 -0.19263 

X2 -0.09049 1.00000 0.01242 -0.04487 -0.00916 0.02593 0.06169 0.16781 

X3 -0.13683 0.01242 1.00000 0.29092 0.03220 0.05901 -0.17872 0.21067 

X4 -0.03760 -0.04487 0.29092 1.00000 -0.03770 0.01635 0.01335 0.06057 

X5 0.01246 -0.00916 0.03220 -0.03770 1.00000 0.32182 0.07189 -0.05721 

X6 -0.09091 0.02593 0.05901 0.01635 0.32182 1.00000 -0.04015 0.06121 

X7 0.33412 0.06169 -0.17872 0.01335 0.07189 -0.04015 1.00000 -0.09492 

X8 -0.19263 0.16781 0.21067 0.06057 -0.05721 0.06121 -0.09492 1.00000 

Πίλαθαο 6.3.11 Μεξηθέο αιιεινζπζρεηίζεηο κε ηνπο παξάγνληεο. 

 

 

Root Mean Square Off-Diagonal Partials: Overall = 0.13598467 

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 

0.16278270 0.07844811 0.16228631 0.11563458 0.12801058 0.13180835 0.15276111 0.13593387 

Πίλαθαο 6.3.12Ρίδεο ηεηξαγσληθώλ κέζσλ. 

 

Αθνινπζνχλ ηα δηαγξάκκαηα ησλ παξαγφλησλ πξηλ ηελ πεξηζηξνθή. Η 

θπθιηθή κνξθή νθείιεηαη ζηελ εληνιή vector. Παξαηεξνχκε ηηο νκαδνπνηήζεηο ησλ 

κεηαβιεηψλ π.ρ. ζηελ factor1, factor2 X1,X2,X3,X4,X7,X8 είλαη κία νκάδα θαη Υ5,Υ6 

κία άιιε. Μία θαιή πεξηζηξνθή ζα κεδέληδε ηα βάξε ησλ πεξηζζφηεξσλ παξαγφλησλ 

θαη ζα πεξλνχζε ηνπο λένπο άμνλεο απφ κέζα απφ ηηο νκάδεο. 
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Γηάγξακκα 6.3.13 Παξάγνληεο 1-2. 

 

 
Γηάγξακκα 6.3.14 Παξάγνληεο 1-3. 
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Γηάγξακκα 6.3.15 Παξάγνληεο 2-3. 

 

Μεηά ηελ εθαξκνγή ηεο Equimax έρνπκε ην νξζνγψλην πιένλ κνληέιν. Γηα λα 

πάξνπκε ηα  νξζνγψληα θνξηία ησλ κεηαβιεηψλ πνιιαπιαζηάδνπκε ηα αξρηθά κε ηνλ 

νξζνγψλην πίλαθα πνπ αθνινπζεί. Έηζη έρνπκε ηνλ λέν πίλαθα κε ηα θνξηία ησλ 

παξαγφλησλ. Η επηινγή Preorder καο βνεζά ζην λα εληνπίζνπκε πνηεο κεηαβιεηέο 

επεξεάδνπλ πεξηζζφηεξν θάζε παξάγνληα π.ρ. Factor1 ζπζρεηίδεηαη πεξηζζφηεξν κε 

ηελ Υ5 (Πεξηεθηηθόηεηα ηπξηνύ ζε μεξή νπζία όπσο κεηξήζεθε ζην εξγνζηάζην) 

(0.92751) και Υ6 (Πεξηεθηηθόηεηα ηπξηνύ ζε μεξή νπζία όπσο κεηξήζεθε ζην 

εξγαζηήξην) (0.91922). 

 

Orthogonal Transformation Matrix 

 1 2 3 

1 0.56408 0.60341 0.56366 

2 -0.78942 0.19391 0.58242 

3 0.24214 -0.77350 0.58572 

 Πίλαθαο 6.3.16 Οξζνγώληνο κεηαζρεκαηηζκόο. 
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Rotated Factor Pattern 

 Factor1 Factor2 Factor3 

X5 0.92751 0.27776 0.17893 

X6 0.91922 0.27198 0.22471 

X4 0.32712 0.83396 0.30003 

X3 0.36894 0.80541 0.34157 

X2 0.15665 0.17148 0.73536 

X7 0.30921 0.45085 0.72421 

X8 0.18670 0.37402 0.66431 

X1 0.22900 0.44775 0.46691 

Πίλαθαο 6.3.17 Φνξηία παξαγόλησλ κεηά ηελ πεξηζηξνθή . 

 

 

Variance Explained by Each Factor 

Factor1 Factor2 Factor3 

2.1558089 2.0683482 2.0137431 

Πίλαθαο 6.3.18 Γηαζπνξά πνπ εμεγείηαη από θάζε παξάγνληα. 

 

Final Communality Estimates: Total = 6.237900 

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 

0.47092949 0.59469482 0.90147442 0.89251677 0.96944473 0.96942747 0.82335982 0.61605262 

Πίλαθαο 6.3.19Ρίδεο ηεηξαγσληθώλ κέζσλ. 

 

 

 

 

Η δηαζπνξά πνπ εμεγείηαη απφ ηνπο παξάγνληεο θαηαηάζζεηαη πην ηζνξξνπεκέλα 

κεηά ηελ πεξηζηξνθή π.ρ. ν Factor1 έπεζε απφ  4.8442598 ζε 2.1558089 ελψ ν 

Factor3 απφ 0.5794558 ζε 2.0137431. Παξφια απηά ε ζπλνιηθή δηαζπνξά παξακέλεη 

ίδηα 6.237900. 

 



84 
 

 
Γηάγξακκα 6.3.20 Παξάγνληεο 1-2. 

 

 
Γηάγξακκα 6.3.21 Παξάγνληεο 1-3. 
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Γηάγξακκα 6.3.22 Παξάγνληεο 2-3. 

 

 

Απφ ηα δηαγξάκκαηα έρνπκε ηηο λέεο νκαδνπνηήζεηο κεηά ηελ πεξηζηξνθή π.ρ. ζην 

πξψην έρνπκε φηη X1,X2,X3,X4,X7,X8 είλαη πην θνληά ζηνλ Factor2 θαη Υ5,Υ6 είλαη πην 

θνληά ζηνλ Factor1. 

΢πλνιηθά κπνξνχκε λα πνχκε φηη νη λένη παξάγνληεο κεηά ηελ πεξηζηξνθή δελ 

ήηαλ πιήξσο επηηπρεκέλνη. Αλ θαη εμεγνχλ έλα κεγάιν ηκήκα ηεο αξρηθήο δηαζπνξάο 

(6.237900), ηα ηξία δηαγξάκκαηα 6.3.20-6.3.22 δείρλνπλ φηη νη λένη νξζνγψληνη 

άμνλεο δελ δηέξρνληαη απφ ην εζσηεξηθφ ησλ νκάδσλ ησλ παιηψλ κεηαβιεηψλ φπσο 

ηδαληθά ζα πεξηκέλακε. 

 

6.4 Ανάλςζη ΢ςζηάδυν 

Δίδακε ζην θεθάιαην ηξία φηη νη κέζνδνη αλάιπζεο ζπζηάδσλ ρσξίδνληαη ζε 

δχν κεγάιεο νκάδεο ηηο ηεξαξρηθέο θαη ηηο κε ηεξαξρηθέο. ΢ε απηή ηελ παξάγξαθν ζα 

εθαξκφζνπκε ζηα δεδνκέλα καο δηαδνρηθά θαη ηηο δχν κεζφδνπο, κε ζθνπφ λα 

ρσξίζνπκε ηα δεδνκέλα καο ζε ζπζηάδεο, ηα κέιε ησλ νπνίσλ ζα έρνπλ θνηλά 

ραξαθηεξηζηηθά. Πξηλ αξρίζνπκε φκσο πξέπεη λα αθαηξέζνπκε νπνηαδήπνηε κνξθή 

θπξηφηεηαο απφ ηα δεδνκέλα καο. Μηα κέζνδνο είλαη λα θαλνληθνπνηήζνπκε ηα 

δεδνκέλα καο δειαδή λα θάλνπκε ηηο κεηαβιεηέο καο λα έρνπλ κέζε ηηκή κεδέλ θαη 

δηαζπνξά έλα. Η θαηάιιειε εληνιή γηα ην SAS είλαη ε ACECLUS. 

 
proc aceclus data=Milk out=Ace noprint; 

   var X1-X8; 

run; 

 

Σν πξφγξακκα καο εηζάγεη ηα δεδνκέλα Milk θαη εμάγεη ηηο θαλνληθνπνηεκέλεο 

κεηαβιεηέο κε ην φλνκα Ace. Με ην noprint δελ επηηξέπνπκε λα εκθαλίζεη ηα 

απνηειέζκαηα ζην παξάζπξν output αθνχ πξνο ην παξψλ δελ καο ελδηαθέξεη. Σψξα 

είκαζηε έηνηκνη λα εθαξκφζνπκε ηελ ηεξαξρηθή αλάιπζε: 
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proc cluster data=Ace method=ward ccc pseudo print=15 outtree=Tree; 

   var can1-can8; 

   id id; 

run; 

goptions vsize=9in hsize=6.4in htext=.9pct htitle=3pct; 

axis1 order=(0 to 1 by 0.2); 

proc tree data=Tree out=New nclusters=3 

          haxis=axis1 horizontal; 

   height _rsq_; 

   copy can1 can2; 

   id id; 

run; 

proc sgplot data=New; 

   scatter y=can2 x=can1 / group=cluster; 

run; 

 

Οη θχξηεο εληνιέο γηα ηελ εθαξκνγή ηεο αθνξνχλ ηελ proc cluster πνπ 

εθαξκφδεη ηελ ηεξαξρηθή αλάιπζε ελψ σο κέζνδν δηαιέμακε απηή ηνπ ward πνπ φπσο 

είδακε ζηελ ζεσξία είλαη ε πην απνηειεζκαηηθή. Σα δεδνκέλα πνπ επεμεξγάδεηαη 

είλαη ηνπ ζπλφινπ Ace θαη νη κεηαβιεηέο can1-can8 πνπ δεκηνπξγήζακε κε ηελ 

εληνιή ACECLUS. Γηα ηελ νξζή επηινγή ηνπ αξηζκνχ ζπζηάδσλ ζα 

πξαγκαηνπνηήζνπκε θάπνηνπο ειέγρνπο. Η εληνιή ccc δίλεη ην θπβηθφ θξηηήξην 

ζπζηαδνπνίεζεο θαη ε pseudo θάλεη ηνπο F θαη t
2
 ειέγρνπο. Με ηελ outtree=tree ζα 

ζρεδηάζνπκε ην δελδξφγξακκα θαη κε ηελ εληνιή print=15 ζα καο εθηππψζεη ηελ 

ηζηνξία ησλ δεθαπέληε ηειεπηαίσλ ζπζηάδσλ. 

 

Cluster History 

NCL 

Clusters 

Joined FREQ SPRSQ RSQ ERSQ CCC PSF PST2 

T 

i 

e 

15 CL29 CL28 7 0.0046 .924 .877 8.23 61.5 4.0  

14 CL48 CL35 14 0.0048 .919 .871 8.09 62.9 10.8  

13 CL40 CL16 7 0.0051 .914 .864 7.14 64.6 2.7  

12 CL21 CL26 14 0.0055 .908 .857 7.07 66.7 5.3  

11 CL19 CL18 14 0.0067 .902 .849 6.90 68.8 6.0  

10 CL22 CL14 26 0.0074 .894 .840 6.74 71.4 9.5  

9 CL11 CL10 40 0.0079 .886 .829 6.66 75.1 6.5  

8 CL9 CL12 54 0.0087 .878 .818 6.65 80.0 6.3  

7 CL8 CL17 65 0.0103 .867 .804 5.75 86.1 7.0  

6 44 CL20 3 0.0103 .857 .788 5.99 96.0 3.7  

5 CL13 CL7 72 0.0144 .843 .766 6.18 109 8.6  

4 CL5 CL6 75 0.0170 .826 .737 5.49 130 8.6  

3 CL4 CL15 82 0.0326 .793 .691 4.11 159 15.2  

2 CL36 CL3 85 0.0954 .698 .578 4.21 194 38.3  

1 CL2 70 86 0.6977 .000 .000 0.00 . 194  

Πίλαθαο 6.4.1 Ηζηνξηθό δεκηνπξγίαο ζπζηάδσλ. 

 

Ο πξνεγνχκελνο πίλαθαο (6.4.1) δίλεη ηηο ηειεπηαίεο δεθαπέληε γεληέο 

ζπζηάδσλ. Σα νλφκαηά ηνπο είλαη είηε ν αξηζκφο πνπ είραλ ζην αξρηθφ αξρείν είηε ν 
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αξηζκφο ζπζηάδαο πνπ ηηο ελέηαμε ε κέζνδνο. ΢ην πξψην βήκα είρακε n-1 ζπζηάδεο 

ζην δεχηεξν n-2 Κ.Ο. κε π.ρ. ηελ CL13 λα είλαη ε ζπζηάδα πνπ ζρεκαηίζηεθε ζην 14 

βήκα. ΢ηελ ζηήιε FREQ  έρνπκε ηνλ αξηζκφ ησλ ζηνηρείσλ πνπ αλήθνπλ ζηελ 

ζπζηάδα. Οη δχν επφκελεο ζηήιεο αζρνινχληαη κε ηελ δηαζπνξά κε ηελ  SPRSQ λα 

δίλεη ηελ κεξηθή ηηκή ηνπ R
2
, δειαδή ηελ κείσζε ηεο ηηκήο ηεο δηαζπνξάο κεηά απφ 

θάζε έλσζε ζπζηάδσλ (ή αιιηψο απψιεηα νκνηνγέλεηαο). Η SPRSQ βξίζθεηαη φπσο 

ην R
2 

αξθεί λα αιιάδνπκε κφλν κία κεηαβιεηή θξαηψληαο ηηο άιιεο ζηαζεξέο. Σν  

RSQ λα δίλεη ην R
2
 πνπ εθθξάδεη ην πνζνζηφ δηαζπνξάο πνπ εθθξάδεηαη απφ ηελ 

θάζε ζπζηάδα δειαδή ην πφζν δηαθέξνπλ νη ζπζηάδεο κεηαμχ ηνπο. Γεληθά νη ηηκέο 

ηνπ R
2 

είλαη κεηαμχ ηνπ κεδέλ θαη έλα κε κεδέλ λα ζεκαίλεη φηη νη ζπζηάδεο δελ 

δηαθέξνπλ θαη έλα ηελ κέγηζηε κεηαμχ ηνπο δηαθνξά. ΢ην δηθφ καο δείγκα ζηηο ηξείο 

ζπζηάδεο εθθξάδεηαη ην 79.3% ηεο δηαζπνξάο. Η ζηήιε ERSQ έρνπκε ηελ 

εθηηκψκελε ηηκή ηνπ R
2
 ζε ζρέζε κε ηελ κεδεληθή ππφζεζε φηη φιεο νη παξαηεξήζεηο 

αλήθνπλ ζε κία ζπζηάδα έλαληη ηεο ππφζεζεο φηη δεκηνπξγνχλ μερσξηζηέο ζπζηάδεο. 

΢ηηο επφκελεο ηξείο ζηήιεο έρνπκε ην θπβηθφ θξηηήξην CCC, ηνλ ςεπδνέιεγρν F θαη 

ηνλ t
2
 αληίζηνηρα. Η ηειεπηαία ζηήιε δείρλεη ηελ παξνπζία ή απνπζία ηζνπαιηψλ. 

Μηα ηζνπαιία δείρλεη φηη νη ζπζηάδεο πνπ δεκηνπξγήζακε δελ είλαη πιήξσο 

θαζνξηζκέλεο θαη φηη κηα αιιαγή ζηελ ζεηξά ησλ παξαηεξήζεσλ ζα δεκηνπξγήζεη 

δηαθνξεηηθέο ζπζηάδεο. 

 

 
Γηάγξακκα 6.4.2 Έιεγρνη γηα ηνλ αξηζκό ζπζηάδσλ. 

 

Σα ηξία δηαγξάκκαηα (6.4.2) καο βνεζνχλ λα εθηηκήζνπκε ηνλ ζσζηφ αξηζκφ 

ζπζηάδσλ. ΢ην δηάγξακκα CCC αλαδεηνχκε θνξπθέο κε ηηκέο κεγαιχηεξεο ηνπ δχν. 

Δδψ έρνπκε ηνπηθά αθξφηαηα ζε δηάθνξνπο αξηζκνχο ζπζηάδσλ φπσο 3,4,5 θαη άιια. 
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΢ην δηάγξακκα F αλαδεηνχκε κεγάιεο ηηκέο. Δδψ ε κεγαιχηεξε είλαη ζηηο ηξείο 

ζπζηάδεο. Γηα λα δηαβάζνπκε ην δηάγξακκα ηνπ t
2
 αξρίδνπκε απφ δεμηά πξνο ηα 

αξηζηεξά κέρξη λα βξνχκε κία ηηκή ζεκαληηθά κεγαιχηεξε απφ ηελ πξνεγνχκελε θαη 

κεηά επηιέγνπκε ην επφκελν βήκα ζηελ ηζηνξία ζπζηάδσλ. Μφλε πηζαλή ηηκή είλαη 

απηή ησλ ηξηψλ ζπζηάδσλ θάηη πνπ ζπκθσλεί κε ηα ππφινηπα θξηηήξηα. 

Με ηνλ ζρεδηαζκφ ηνπ δελδξνγξάκκαηνο γηα ηξείο ζπζηάδεο έρνπκε φηη ε ηηκή 

ηνπ R
2
 θηάλεη ην 80%. Με άιια ιφγηα νη ηξείο ζπζηάδεο εθθξάδνπλ ηα ηέζζεξα 

πέκπηα ηεο δηαζπνξάο. 

Σειηθφ βήκα είλαη λα ζρεδηάζνπκε ηηο ηξείο ζπζηάδεο θαη λα δνχκε αλ φλησο 

δηαρσξίδνληαη. Με ηελ εληνιή sgplot ζρεδηάδνπκε ηηο δχν θαλνληθνπνηεκέλεο 

κεηαβιεηέο σο πξνο ζε πνηα ζπζηάδα αλήθνπλ. ΢ην δείγκα καο φλησο ππάξρεη απηφο 

ν δηαρσξηζκφο ησλ ηξηψλ ζπζηάδσλ νπφηε ε ηεξαξρηθή ζπζηαδνπνίεζε είλαη 

επηηπρείο. ΢ηηο ηξείο ζπζηάδεο ε κία έρεη κφλν κία ηηκή ηελ 70, ε δεχηεξε ζπζηάδα 

απνηειείηαη απφ ηξείο ηηκέο 1,2,44 θαη νη ππφινηπεο απνηεινχλ ηε ηξίηε ζπζηάδα. 

Απφ ην δηάγξακκα 6.4.4 έρνπκε φηη ε παξαηήξεζε 70 είλαη απνκαθξπζκέλν ζεκείν 

θαη ζε πνιιέο δεκνζηεχζεηο πνπ αθνξνχλ ηα ζπγθεθξηκέλα δεδνκέλα αθαηξείηαη 

(Atckinson, 1994: Daudin et al., 2007). Αληίζηνηρα θαη νη παξαηεξήζεηο ηεο δεχηεξεο 

ζπζηάδαο απέρνπλ ζεκαληηθά απφ ηνλ γεληθφ πιεζπζκφ πνπ απνηειεί ηελ ηξίηε. ΢ε 

έλα παξφκνην απνηέιεζκα θαηαιήγεη θαη ν αιγφξηζκνο ησλ Rocke-Woodruff (Rocke 

et al., 1996) πνπ ππνδεηθλχεη σο κηα αθφκα πηζαλή νκάδα ηηο ηηκέο 11,20,27 θαη 77. 
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Γηάγξακκα 6.4.3 Γελδξόγξακκα ζπζηάδσλ. 

 

 
Γηάγξακκα 6.4.4 Γηάγξακκα δηαζπνξάο ησλ λέσλ κεηαβιεηώλ 1-2. 
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Σψξα ζα εθαξκφζνπκε κηα κε ηεξαξρηθή κέζνδν θαη ζπγθεθξηκέλα ηελ K-

means κέζνδν πνπ είδακε ζην θεθάιαην ηξία. Η εληνιή γηα ην SAS είλαη ε proc 

fastclus ε νπνία έρεη ηελ ηδηφηεηα λα θηάλεη ζηελ ηειηθή ζπζηαδνπνίεζε ζε ιίγα 

βήκαηα εηδηθά φπσο εδψ πνπ γλσξίδνπκε ηελ αξρηθή ζπζηαδνπνίεζε απφ ηελ 

εθαξκνγή ηεο ηεξαξρηθήο κεζφδνπ. Ο αθφινπζνο αιγφξηζκνο αξρηθά θαλσληθνπνηεί 

ηα δεδνκέλα καο θαη κεηά εθαξκφδεη ηελ k-means. 

 
proc standard data=Milk out=Stand mean=0 std=1; 

var X1-X8; 

proc fastclus data=Stand out=Clust 

maxclusters=8 maxiter=100 ; 

var X1-X8; 

run; 

proc candisc data=Clust out=Can noprint; 

class Cluster; 

var X1-X8; 

proc sgplot data=Can; 

scatter y=Can2 x=Can1 / group=Cluster ; 

run; 

 

Initial Seeds 

Cluster X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 

1 0.052453747 1.321468922 0.922037239 1.302249067 0.600774791 1.382969398 1.316693025 3.288585537 

2 -1.604656451 -0.665579102 -2.190484730 -2.335816369 -1.600732832 -1.668394097 -2.313034567 -1.071870387 

3 0.052453747 -0.857874072 0.180960580 0.613966417 0.394383451 0.365848233 0.305129597 -0.358711708 

4 1.065132201 2.411140419 0.625606575 0.908944696 0.394383451 0.569272466 1.495204218 0.415574858 

5 0.144515424 0.039502455 2.107759893 2.088857810 1.151151697 1.518585553 0.096866539 0.680462368 

6 -0.407854642 0.167699102 -1.227085073 -1.254229348 6.035746737 5.926110600 0.126618404 -0.623599217 

7 -3.445890004 -2.716725449 -2.042269398 -2.237490276 -1.531935719 -1.532777941 -3.384101726 -2.396307934 

8 0.052453747 1.000977305 -1.004762075 -0.959251069 -0.912761700 -0.786889087 0.275377732 0.211815236 

Πίλαθαο 6.4.6Αξρηθνπνίεζε ζπζηάδσλ. 
 

Minimum Distance Between Initial Seeds = 3.118714 

Πίλαθαο 6.4.7Διάρηζηε απόζηαζε ζπζηάδσλ. 

 

Iteration History 

Iteration Criterion 

Relative Change in Cluster Seeds 

1 2 3 4 5 6 7 8 

1 0.6006 0.4005 0.2596 0.2659 0.4028 0.3460 0 0.2447 0.2993 

2 0.4990 0 0.2145 0.0147 0.1163 0.1103 0 0.1997 0.0635 

3 0.4880 0 0 0.0126 0.0605 0.1163 0 0 0.0367 

4 0.4846 0.1557 0 0.0136 0.1752 0.0914 0 0 0.0327 

5 0.4725 0.0947 0 0.0470 0.1126 0.1603 0 0 0.0394 

6 0.4624 0.0681 0 0.0185 0.0456 0.0572 0 0 0 

7 0.4606 0 0 0.0334 0 0.0529 0 0 0 

8 0.4582 0 0 0.0565 0 0.0388 0 0 0.0280 

9 0.4551 0 0 0.0537 0 0.0422 0 0 0.0193 

10 0.4534 0 0 0 0 0 0 0 0 
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Convergence criterion is satisfied. 

Criterion Based on Final Seeds = 0.4534 

Πίλαθαο 6.4.8 Ηζηνξηθό πξνζέγγηζεο ησλ ηειηθώλ ζπζηάδσλ. 

 

Ο πίλαθαο (6.4.5) δείρλεη ηελ αξρηθνπνίεζε ησλ θαλσληθνπνηεκέλσλ κεηαβιεηψλ. Η 

proc fastclus ρξεζηκνπνηεί ηελ επθιείδεηα απφζηαζε θαη ζηε ζπγθεθξηκέλε 

πεξίπησζε ε ειάρηζηε απφζηαζε κεηαμχ ησλ ζπζηάδσλ είλαη 3.118714. 

Δθαξκφδνληαο ηελ κέζνδν ζην δεχηεξν βήκα (6.4.7) πνπ κεηαζρεκαηίδεη ηα δεδνκέλα 

καο, έρνπκε φηη ε απφζηαζε κεηαμχ ησλ λέσλ ζπζηάδσλ είλαη κηθξφηεξε ηνπ 

θξηηεξίνπ ζχλδεζεο άξα θηάζακε ζηελ ηειηθή ιχζε. 
 

Cluster Summary 

Cluster Frequency 

RMS Std 

Deviation 

Maximum Distance 

from Seed 

to Observation 

Radius 

Exceeded 

Nearest 

Cluster 

Distance Between 

Cluster Centroids 

1 7 0.5769 1.8671  5 2.5110 

2 4 0.5405 1.8594  8 3.0118 

3 22 0.4513 1.8521  5 1.6624 

4 9 0.4635 2.0146  5 2.1539 

5 22 0.4302 2.2064  3 1.6624 

6 1 . 0  1 8.2032 

7 4 0.5411 1.8684  2 3.4560 

8 17 0.5028 2.4651  3 1.6926 

Πίλαθαο 6.4.8 Σειηθόο πίλαθαο ζπζηάδσλ. 

 

Ο παξαπάλσ πίλαθαο (6.4.8) δείρλεη ηελ πιεζπθφηεηα θάζε ζπζηάδαο, ηε ξίδα 

ηεο κέζεο ηεηξαγσληθήο ηππηθήο απφθιηζεο (root mean squared standard deviation), 

ηελ κέγηζηε απφζηαζε αλάκεζα ζηηο αξρηθέο θαη κεηαζρεκαηηζκέλεο ζπζηάδεο θαη ηηο 

απνζηάζεηο κεηαμχ ησλ θνληηλφηεξσλ θέληξσλ βαξψλ. Παξαηεξνχκε φηη ε RMS Std 

Deviation έρεη κέηξηεο ηηκέο. Δπίζεο νη απνζηάζεηο ησλ θέληξσλ βαξψλ είλαη κηθξέο. 

 

Statistics for Variables 

Variable Total STD Within STD R-Square RSQ/(1-RSQ) 

X1 1.00000 0.65293 0.608791 1.556179 

X2 1.00000 0.57488 0.696731 2.297399 

X3 1.00000 0.37801 0.868875 6.626305 

X4 1.00000 0.40467 0.849727 5.654550 

X5 1.00000 0.26808 0.934052 14.163493 

X6 1.00000 0.28806 0.923856 12.133060 

X7 1.00000 0.48181 0.786973 3.694248 

X8 1.00000 0.60225 0.667162 2.004463 

OVER-ALL 1.00000 0.47607 0.792021 3.808175 
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Pseudo F Statistic = 42.43 

 

Approximate Expected Over-All R-Squared = 0.48462 

 

Cubic Clustering Criterion = 37.458 

 

WARNING: The two values above are invalid for correlated variables. 
Πίλαθαο 6.4.9 ΢ηαηηζηηθά ζηνηρεία ησλ ηειηθώλ ζπζηάδσλ. 

 

Η νιηθή ηηκή ηνπ R
2
 0.792021 μπορεί να κεωρθκεί ικανοποιθτικι κάτι που ςυμφωνεί 

με τισ υψθλζσ τιμζσ του RSQ/(1-RSQ). Σο κυβικό κριτιριο ζχει μεγάλθ τιμι 37.458 που τθν 

κάνει αποδεκτι. 

 

Cluster Means 

Cluster X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 

1 0.525913803 1.211586082 1.599593041 0.993224204 1.131495379 1.295787584 1.227437428 1.740012405 

2 -0.476900900 -0.970046138 -1.745838734 -1.844185905 -1.411540771 -1.363257747 -2.097333542 -0.817170859 

3 0.165438533 -0.546123136 -0.024519767 0.104458481 0.003490763 -0.056411160 -0.060006934 -0.285543480 

4 0.533220285 1.357079102 0.024511063 -0.008765504 -0.071908094 -0.123876772 0.758019106 0.884221990 

5 0.462546674 0.068638057 0.820981331 0.940230271 0.506960546 0.489135647 0.307834312 0.159022970 

6 -0.407854642 0.167699102 -1.227085073 -1.254229348 6.035746737 5.926110600 0.126618404 -0.623599217 

7 -3.054627874 -2.316110928 -2.171957813 -2.360397893 -1.721127781 -1.685346116 -2.796502382 -2.350462019 

8 -0.456593177 0.163928612 -0.708331411 -0.693192229 -0.706370360 -0.659250353 -0.083394764 -0.238853106 

Πίλαθαο 6.4.10 Μέζεο ηηκέο ησλ ζπζηάδσλ. 

 

Cluster Standard Deviations 

Cluster X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 

1 0.750605853 0.525598807 0.383714035 0.696263006 0.352400380 0.273242956 0.418998104 0.903691729 

2 0.782524260 0.483577848 0.405904403 0.550391961 0.334097180 0.434183546 0.826429138 0.201368396 

3 0.519951025 0.559948853 0.361559069 0.337401683 0.216918928 0.251923484 0.569348253 0.604960687 

4 0.488833157 0.609870462 0.419943440 0.466401610 0.245119050 0.356843476 0.441235758 0.576139116 

5 0.624216369 0.431903794 0.418307886 0.370876752 0.260500997 0.292692486 0.417123670 0.513810623 

6 . . . . . . . . 

7 0.355561539 1.227807804 0.152776867 0.270768947 0.189452477 0.139789933 0.483639429 0.567700052 

8 0.861845346 0.581968384 0.341619460 0.327524617 0.308630015 0.279458915 0.377870740 0.633332074 

Πίλαθαο 6.4.11 Σππηθέο απνθιίζεηο ησλ ζπζηάδσλ. 

 

  

Οη πίλαθεο (6.4.10-6.4.11) καο δείρλνπλ απφ πνηεο κεηαβιεηέο απνηειείηαη ε θάζε 

ζπζηάδα πρ ζηελ ζπζηάδα1 φιεο νη κεηαβιεηέο έρνπλ ζεκαληηθφ ξφιν. Η γξαθηθή 

παξάζηαζε καο δίλεη ηελ γξαθηθή απεηθφληζε ησλ ζπζηάδσλ. 
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Γηάγξακκα 6.4.12 Γηάγξακκα δηαζπνξάο ησλ λέσλ κεηαβιεηώλ 1-2. 

 

Απφ ην δηάγξακκα 6.4.12 έρνπκε φηη ε κε ηεξαξρηθή αλάιπζε απέηπρε λα δηαρσξίζεη 

ηα δεδνκέλα. Η ηηκή 70 παξακέλεη ζαθψο αθξαία. Γχν  λέεο ζπζηάδεο (7, 2) είλαη 

θαιά δηαρσξηζκέλεο νη ππφινηπεο φκσο παξακέλνπλ αλακεκεηγκέλεο ρσξίο λα 

ππάξρεη ζαθήο απφζηαζε κεηαμχ ηνπο. Άμην παξαηήξεζεο είλαη φηη ε κε ηεξαξρηθή 

επέιεμε λα ρξεζηκνπνηήζεη 8 ζπζηάδεο έλαληη ησλ 3 πνπ επέιεμε ε ηεξαξρηθή. 

 

6.5 Γιασυπιζηική Ανάλςζη 

Δίδακε ζην θεθάιαην 4 ηα δχν είδε δηαρσξηζηηθήο αλάιπζεο (πεξηγξαθηθή 

δηαρσξηζηηθή, πξνβιεπηηθή δηαρσξηζηηθή). ΢ε απηή ηελ ελφηεηα ζεσξνχκε φηη νη 3 

νκάδεο είλαη ίδηεο κε απηέο ηεο ηεαξαξρηθήο αλάιπζεο πνπ είδακε ζηελ πξνεγνχκελε 

ελφηεηα (ε πξψηε απνηειείηαη απφ ην κνλνζχλνιν κε ηελ παξαηήξεζε 70, ε δεχηεξε 

κε ηξεηο παξαηεξήζεηο 1,2,44 θαη ε ηξίηε ηνλ γεληθφ πιεζπζκφ). Η πεξηγξαθηθή 

δηαρσξηζηηθή ζα εληνπίζεη ηηο κεηαβιεηέο πνπ δηαθνξνπνηνχλ ηηο νκάδεο, ελψ ε 

πξνβιεπηηθή ζα θαηαηάμεη ηηο παξαηεξήζεηο ζηηο νκάδεο επηβεβαηψλνληαο φηη απηέο 

έρνπλ ηνπνζεηεζεί νξζά.  ΢ε απηή ηελ ελφηεηα ζα εθαξκφζνπκε θαη ηηο δχν ηερληθέο 

ζηα δεδνκέλα καο. 

 
proc candisc data=milk out=outcan distance anova; 

  class Group;  

  var X1-X8;  

run; 

proc template; 

   define statgraph scatter; 

      begingraph ; 

         entrytitle 'Milk'; 

         layout overlayequated / equatetype=fit 

            xaxisopts=(label='Canonical Variable 1') 

            yaxisopts=(label='Canonical Variable 2'); 

            scatterplot x=Can1 y=Can2 / group=Group name='milk' 

                                        markerattrs=(size=3px); 

            layout gridded / autoalign=(topright topleft); 
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               discretelegend 'milk' / border=false opaque=false; 

            endlayout; 

         endlayout; 

      endgraph; 

   end; 

run; 

 

proc sgrender data=outcan template=scatter; 

run; 

Με ηελ Proc Candisc εθαξκφδνπκε ηελ πεξηγξαθηθή αλάιπζε ζηα δεδνκέλα καο. Η 

παξάκεηξνο class αθνξά ηηο ζπζηάδεο πνπ δεκηνπξγήζεθαλ απφ ηελ ηεξαξρηθή 

κέζνδν ελψ νη proc template, sgrender ζα δεκηνπξγήζνπλ έλα δηάγξακκα δηαζπνξάο. 

Χο κεηαβιεηή Group ρξεζηκνπνηνχκε ηηο νκάδεο φπσο ηηο επέιεμε ε ηεξαξρηθή 

αλάιπζε πνπ εθαξκφζακε ζηελ πξνεγνχκελε παξάγξαθν. 

΢ηνπο πίλαθεο πνπ αθνινπζνχλ έρνπκε ηηο αξρηθέο πιεξνθνξίεο γηα ην δείγκα 

καο, ηνλ αξηζκφ κεηαβιεηψλ θαη ηηο νκάδεο πνπ έρνπλ ρσξηζηεί. 

 

Total Sample Size 86 DF Total 85 

Variables 8 DF Within Classes 83 

Classes 3 DF Between Classes 2 

 

Number of Observations Read 86 

Number of Observations Used 86 

Πίλαθαο 6.5.1 Γεληθέο πιεξνθνξίεο γηα ην δείγκα 

. 

Class Level Information 

Group 

Variable 

Name Frequency Weight Proportion 

1 _1 82 82.0000 0.953488 

2 _2 3 3.0000 0.034884 

3 _3 1 1.0000 0.011628 

Πίλαθαο 6.5.2 ΢ηαηηζηηθά ζηνηρεία ησλ νκάδσλ. 

 

Squared Distance to Group 

From Group 1 2 3 

1 0 127.88937 2298 

2 127.88937 0 1765 

3 2298 1765 0 

Πίλαθαο 6.5.3 Σεηξαγσληθέο απνζηάζεηο ησλ νκάδσλ. 

 

F Statistics, NDF=8, DDF=76 for Squared Distance to Group 

From Group 1 2 3 

1 0 42.36392 259.87968 

2 42.36392 0 151.47386 

3 259.87968 151.47386 0 

Πίλαθαο 6.5.4 Έιεγρνο F. 
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Prob > Mahalanobis Distance for 

Squared Distance to Group 

From 

Group 1 2 3 

1 1.0000 <.0001 <.0001 

2 <.0001 1.0000 <.0001 

3 <.0001 <.0001 1.0000 

Πίλαθαο 6.5.5 Λόγνο απόζηαζεο Mahalanobis πξνο ηεηξαγσληθή απόζηαζε. 

 

Η proc Candisc εθαξκφδεη ANOVA (πίλαθαο 6.5.6) θαη εμεηάδεη κε ηέζζεξα ηεζη ηελ 

κεδεληθή ππφζεζε φηη ε κέζε ηηκή αλά θιάζε είλαη κεδέλ. Σν 𝑅2 έρεη πνιχ 

δηαθνξεηηθέο ηηκέο (απφ 0.0387 σο 0.5182) . Μφλν 2 κεηαβιεηέο είλαη ζεκαληηθέο: 

Πεξηεθηηθφηεηα ηπξηνχ ζε μεξή νπζία φπσο κεηξήζεθε ζην εξγνζηάζην (Υ5), 

Πεξηεθηηθφηεηα ηπξηνχ ζε μεξή νπζία φπσο κεηξήζεθε ζην εξγαζηήξην (Υ6). Οη 

έιεγρνη κεηαμχ ησλ νκάδσλ (πίλαθαο 6.5.8) δείρλνπλ ζεκαληηθέο δηαθνξέο κεηαμχ 

ηνπο. 

 

Univariate Test Statistics 

F Statistics,    Num DF=2,   Den DF=83 

Variable 

Total 

Standard 

Deviation 

Pooled 

Standard 

Deviation 

Between 

Standard 

Deviation R-Square 

R-Square 

/ (1-RSq) F Value Pr > F 

X1 0.001086 0.001074 0.000282 0.0455 0.0477 1.98 0.1446 

X2 1.5601 1.5479 0.3738 0.0387 0.0403 1.67 0.1942 

X3 1.3494 1.2569 0.6424 0.1528 0.1804 7.49 0.0010 

X4 1.0170 1.0181 0.1812 0.0214 0.0219 0.91 0.4071 

X5 1.4535 1.0210 1.2740 0.5182 1.0755 44.63 <.0001 

X6 1.4748 1.0444 1.2828 0.5103 1.0421 43.25 <.0001 

X7 3.3611 3.2878 1.0489 0.0657 0.0703 2.92 0.0596 

X8 0.4908 0.4796 0.1553 0.0676 0.0725 3.01 0.0549 

Πίλαθαο 6.5.6 Δθαξκνγή ANOVA. 

 

Average R-Square 

Unweighted 0.177535 

Weighted by Variance 0.1590259 

Πίλαθαο 6.5.7 Μέζν𝑅2. 
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Multivariate Statistics and F Approximations 

S=2    M=2.5    N=37 

Statistic Value F Value Num DF Den DF Pr > F 

Wilks' Lambda 0.00916097 89.76 16 152 <.0001 

Pillai's Trace 1.69264396 53.01 16 154 <.0001 

Hotelling-Lawley Trace 31.5506022

0 

148.38 16 120.83 <.0001 

Roy's Greatest Root 28.8997810

9 

278.16 8 77 <.0001 

NOTE: F Statistic for Roy's Greatest Root is an upper bound. 

NOTE: F Statistic for Wilks' Lambda is exact. 

Πίλαθαο 6.5.8 Πνιπκεηαβιεηνί έιεγρνη. 

 

΢ηνλ πίλαθα θαλνληθψλ ζπζρεηίζεσλ (6.5.9) έρνπκε ηηο κεγαιχηεξεο δπλαηέο 

ζπζρεηίζεηο κεηαμχ ησλ νκάδσλ πνπ κπνξνχλ λα επηηεπρζνχλ κε ηε ρξήζε γξακκηθνχ 

ζπλδπαζκνχ ησλ πνζνηηθψλ κεηαβιεηψλ. Η πξψηε θαλνληθή ζπζρέηηζε είλαη 

0.983135. Ο πίλαθαο 6.5.10 εμεηάδεη κε ηνλ έιεγρν πηζαλνθάλεηαο ηελ ππφζεζε φηη  

απηή ε θαλνληθή ζπζρέηηζε θαη φιεο νη κηθξφηεξεο είλαη κεδέλ. Η πξψηε γξακκή 

αληηζηνηρεί ζηνλ έιεγρν Willks. 

 

 Canonical 

Correlation 

Adjusted 

Canonical 

Correlation 

Approximate 

Standard 

Error 

Squared 

Canonical 

Correlation 

Eigenvalues of Inv(E)*H 

= CanRsq/(1-CanRsq) 

 Eigenvalue Difference Proportion Cumulative 

1 0.983135 0.981687 0.003628 0.966555 28.8998 26.2490 0.9160 0.9160 

2 0.852109 0.842518 0.029710 0.726089 2.6508  0.0840 1.0000 

Πίλαθαο 6.5.9 Καλνληζκέλεο αιιεινζπζρεηίζεηο. 

 

 Test of H0: The canonical correlations in the current row and all that follow are zero 

 

Likelihood 

Ratio 

Approximate 

F Value Num DF Den DF Pr > F 

1 0.00916097 89.76 16 152 <.0001 

2 0.27391098 29.16 7 77 <.0001 

Πίλαθαο 6.5.10 Έιεγρνο πηζαλνθάλεηαο. 

 

Οη λέεο κεηαβιεηέο είλαη γξακκηθνί ζπζρεηηζκνί ησλ παιηψλ δειαδή: 

can1=0.012042X1+0.070267X2-0.033327X3-

0.120442X4+0.723956X5+0.715690X6+0.081888X7+0.000203X8 

Δπίζεο ε Proc Candisk ππνινγίδεη ηνπο κέζνπο φξνπο ησλ θαλνληθνπνηεκέλσλ 

κεηαβιεηψλ ηεο θάζε νκάδαο. Δπίζεο ε δεχηεξε θαλνληθνπνηεκέλε κεηαβιεηή είλαη 

αζπζρέηηζηε κε ηελ πξψηε. 



97 
 

Total Canonical Structure 

Variable Can1 Can2 

X1 0.012042 -0.250022 

X2 0.070267 -0.216230 

X3 -0.033327 -0.457198 

X4 -0.120442 -0.100950 

X5 0.723956 -0.126442 

X6 0.715690 -0.144861 

X7 0.081888 -0.285558 

X8 0.000203 -0.305044 

Πίλαθαο 6.5.11 Φνξηίν θάζε κεηαβιεηήο. 

 

Between Canonical Structure 

Variable Can1 Can2 

X1 0.055486 -0.998459 

X2 0.351069 -0.936349 

X3 -0.083807 -0.996482 

X4 -0.809052 -0.587738 

X5 0.988736 -0.149672 

X6 0.984958 -0.172793 

X7 0.314114 -0.949385 

X8 0.000769 -1.000000 

Πίλαθαο 6.5.12 Φνξηίν κεηαμύ  ησλ κεηαβιεηώλ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Πίλαθαο 6.5.14 ΢πλνιηθό ηππνπνηεκέλν θνξηίν κεηαμύ  ησλ κεηαβιεηώλ. 

 

Total-Sample Standardized Canonical Coefficients 

Variable Can1 Can2 

X1 -0.081746311 -0.176249903 

X2 0.066177637 0.227944738 

X3 -1.249099387 -5.014459405 

X4 -3.521860973 4.424450508 

X5 3.542364123 0.974290371 

X6 3.324696841 -0.437523806 

X7 -0.123470064 -0.492816707 

X8 0.126150244 0.109988504 
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Pooled Within-Class Standardized Canonical Coefficients 

Variable Can1 Can2 

X1 -0.080820223 -0.174253202 

X2 0.065660835 0.226164646 

X3 -1.163450778 -4.670626497 

X4 -3.525661833 4.429225459 

X5 2.488289385 0.684378089 

X6 2.354397965 -0.309834312 

X7 -0.120775199 -0.482060460 

X8 0.123273029 0.107479903 

Πίλαθαο 6.5.15 Οκαδνπνηεκέλν ηππνπνηεκέλν θνξηίν κεηαμύ  ησλ κεηαβιεηώλ. 

 

 
Γηάγξακκα 6.5.16 Γηάγξακκα δηαζπνξάο ησλ λέσλ κεηαβιεηώλ 1-2. 

 

Όπσο θαίλεηαη απφ ην δηάγξακκα 6.5.16 νη ηξείο νκάδεο πνπ δεκηνπξγήζεθαλ είλαη 

φκνηεο κε απηέο πνπ είδακε ζηελ ηεξαξρηθή αλάιπζε άξα είλαη φλησο δηαρσξηζκέλεο 

θάηη αλακελφκελν αθνχ είρακε ρξεζηκνπνηήζεη ηελ ίδηα θαηεγνξηθή κεηαβιεηή θαη 

ζηηο δχν κεζφδνπο.  

Αο δνχκε ηψξα ηελ πξνβιεπηηθή δηαρσξηζηηθή κέζνδν. Η εληνιή Proc 

Discrim είλαη απηή πνπ ηνλ εθαξκφδεη ην SAS θαη ν θψδηθαο είλαη αξθεηά απιφο. 
 

proc discrim data=milk crosslisterr; 

   class Group; 

   var X1-X8; 

run; 
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 Οη αξρηθνί πίλαθεο κε ηηο γεληθέο πιεξνθνξίεο είλαη φκνηνη κε απηνχο ηεο Proc 

Candisc. ΢ηνλ επφκελν πίλαθα έρνπκε ηνπο ζπληειεζηέο πνπ  ππνινγίδεη ε γξακκηθή 

δηαρσξηζηηθή αλάιπζε. 

 

Linear Discriminant Function for Group 

Variable 1 2 3 

Constant -909899 -910841 -906567 

X1 1812401 1813197 1808216 

X2 50.30741 49.39869 52.86397 

X3 380.24776 404.51750 322.54772 

X4 -463.99067 -526.76045 -613.78207 

X5 -396.92079 -384.14395 -277.99701 

X6 17.63696 37.16908 124.33066 

X7 -378.77955 -377.82356 -381.06625 

X8 467.08049 467.13737 480.17905 

Πίλαθαο 6.5.16 ΢πληειεζηέο ηεο γξακκηθή δηαρσξηζηηθή αλάιπζε. 

 

Number of Observations and Percent Classified into Group 

From Group 1 2 3 Total 

1 82 

100.00 

0 

0.00 

0 

0.00 

82 

100.00 

2 0 

0.00 

3 

100.00 

0 

0.00 

3 

100.00 

3 0 

0.00 

0 

0.00 

1 

100.00 

1 

100.00 

Total 82 

95.35 

3 

3.49 

1 

1.16 

86 

100.00 

Priors 0.33333 

 

0.33333 

 

0.33333 

 

 

 

Πίλαθαο 6.5.17 Αξηζκόο παξαηεξήζεσλ αλά νκάδα. 

 

Error Count Estimates for Group 

 1 2 3 Total 

Rate 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 

Priors 0.3333 0.3333 0.3333  

Πίλαθαο 6.5.18 Δθηίκεζε ιάζνπο θαηάηαμεο. 

 

΢ηνλ πξνηειεπηαίν πίλαθα (6.5.17) έρνπκε κηα ζχλνςε ηνπ ηξφπνπ πνπ νκαδνπνίεζε 

ηα δεδνκέλα ε δηαρσξηζηηθή αλάιπζε. Παξαηεξνχκε φηη ε ηειηθή νκαδνπνίεζε είλαη 

ίδηα θαη ζηηο δχν κεζφδνπο πνπ ρξεζηκνπνηήζακε θαη άξα επηηπρείο. 
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Posterior Probability of Membership in Group 

Obs 

From 

Group 

Classified 

into Group 1 2 3 

70 3 2 * 0.000

0 

1.000

0 

0.000

0 

* Misclassified observation 

Πίλαθαο 6.5.19 Γηαζηαπξσκέλε επηθύξσζε. 

 

Δλδηαθέξνπζα είλαη ε επηινγή crosslisterr. Με ηελ επηινγή απηή εθαξκφδνπκε έλαλ 

έιεγρν δηαζηαπξσκέλεο επηθχξσζεο (Cross-validation) κε ηα απνηειέζκαηα λα 

εκθαλίδνληαη ζηνλ πίλαθα 6.5.19. Απηφ πνπ θάλεη ν έιεγρνο απηφο είλαη λα αθαηξεί 

κηα παξαηήξεζε αλά θνξά θαη λα μαλαεθαξκφδεη ηε δηαρσξηζηηθή κέζνδν, 

πξνβιέπνληαο ζε πνηα νκάδα ζα ηνπνζεηνχζε ηε ζπγθεθξηκέλε παξαηήξεζε. Όηαλ 

εθαξκφδνπκε κηα παξακεηξηθή κέζνδν ην SAS θαηαηάζζεη ηελ θάζε παξαηήξεζε ζε 

κηα νκάδα ππνινγίδνληαο κηα δηαρσξηζηηθή ζπλάξηεζε, ελψ ζηηο κε παξακεηξηθέο 

ρξεζηκνπνηεί ηηο απνζηάζεηο απφ ηνλ πίλαθα δηαζπνξάο. Δδψ δεηήζακε λα εκθαλίζεη 

κφλν ηηο παξαηεξήζεηο πνπ ζα θαηέηαζζε ζε ιάζνο νκάδα θαη φπσο βιέπνπκε ε κφλε 

παξαηήξεζε πνπ ζα έθαλε ιάζνο ζα ήηαλ ε 70 πνπ ζα ηε ηνπνζεηνχζε ζηελ νκάδα 3 

έλαληη ηεο 2. Απηφ είλαη κάιινλ αλακελφκελν αθνχ ε 70 απνηειεί απφκαθξν ζεκείν. 

΢πλνπηηθά ινηπφλ ζηελ εθαξκνγή ηεο δηαρσξηζηηθήο αλάιπζεο είδακε φηη θαη 

νη δχν (πεξηγξαθηθή δηαρσξηζηηθή, πξνβιεπηηθή δηαρσξηζηηθή) ζρεκάηηζαλ ηηο ίδηεο 

ηξεηο νκάδεο. Η πεξηγξαθηθή δηαρσξηζηηθή αλάιπζε αλέδεημε σο ζεκαληηθέο 

κεηαβιεηέο πνπ δηαθνξνπνηνχλ ηηο νκάδεο ηηο πεξηεθηηθφηεηα ηπξηνχ ζε μεξή νπζία 

φπσο κεηξήζεθε ζην εξγνζηάζην (Υ5) θαη πεξηεθηηθφηεηα ηπξηνχ ζε μεξή νπζία φπσο 

κεηξήζεθε ζην εξγαζηήξην (Υ6). Η πξνβιεπηηθή δηαρσξηζηηθή έρνληαο εθ ησλ 

πξνηέξσλ φηη πξέπεη λα ζρεκαηίζεη ηξείο νκάδεο θαηέηαμε ηηο παξαηεξήζεηο επηηπρψο 

θάηη πνπ επαιεζεχηεθε θαη κε ηνλ έιεγρν δηαζηαπξσκέλεο επηθχξσζεο. 

 

6.6 Πολςμεηαβληηή Ανάλςζη Γιαζποπάρ  

Η πνιπκεηαβιεηή αλάιπζε δηαζπνξάο έρεη παξφκνην ζθνπφ κε ηε 

δηαρσξηζηηθή αλάιπζε, αθνχ κειεηά ην πφζν ζεκαληηθέο είλαη νη 3 νκάδεο (φκνηεο κε 

ηε δηαρσξηζηηθή αλάιπζε) πνπ ζρεκαηίδνληαη, αιιά ρξεζηκνπνηεί σο εμαξηψκελεο 

κεηαβιεηέο ηηο παιηέο κεηαβιεηέο θαη αλεμάξηεηεο ηηο θαηεγνξεκαηηθέο κεηαβιεηέο. 

 Η κέζνδνο MANOVA εθαξκφδεηαη ζην SAS κέζα απφ ην γεληθφ γξακκηθφ 

κνληέιν (Proc glm). Με ην φξηζκα class ζέηνπκε ηε θαηεγνξηθή κεηαβιεηή πνπ 

εθθξάδεη ζε πνηα νκάδα αλήθεη ε θάζε παξαηήξεζε. Αληίζηνηρα κε ην φξηζκα model 

νξίδνπκε σο πξνο πνηεο κεηαβιεηέο ζα έρνπκε ηα απνηειέζκαηα ηεο αλάιπζε ελψ 

ηαπηφρξνλα επηιέγνπκε ηνλ ηχπν ππνινίπσλ (εδψ ηχπνπ 3). Σέινο κε ην φξηζκα 

Manova νξίδνπκε σο πξνο πνηα κεηαβιεηή εθαξκφδνπκε ηελ κέζνδν (εδψ group). Ο 

θψδηθαο είλαη ν εμήο: 
proc glm data = milk; 

  class Group; 

  model X1-X8 = Group / SS3; 
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  manova h = Group; 

run; 

 

Characteristic Roots and Vectors of: E Inverse * H, where 

H = Type III SSCP Matrix for Group 

E = Error SSCP Matrix 

Characteristic 

Root Percent 

Characteristic Vector  V'EV=1 

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 

28.8997811 91.60 -8.2605317 0.0046561 -0.1016064 -0.3801036 0.2675004 0.2474540 -0.0040322 0.0282142 

2.6508211 8.40 -17.8101970 0.0160375 -0.4078948 0.4775173 0.0735732 -0.0325645 -0.0160939 0.0245995 

0.0000000 0.00 17.0735119 -0.0355695 -0.0492612 0.0057751 0.0534700 -0.0471885 -0.0157246 0.3507279 

0.0000000 0.00 -72.7087053 -0.0523972 -0.0320891 -0.0221353 0.0050303 -0.0196619 0.0653965 0.0000000 

0.0000000 0.00 3.8935125 -0.0149861 -0.0138097 0.0144179 -0.3589745 0.3604935 0.0000000 0.0000000 

0.0000000 0.00 -48.0183793 0.0773195 -0.0258668 0.0361905 -0.0043506 0.0000000 0.0000000 0.0000000 

0.0000000 0.00 96.8885799 0.0032819 -0.0565727 0.0661780 0.0037394 0.0000000 0.0000000 0.0000000 

0.0000000 0.00 -63.9887760 -0.0195256 0.0175949 0.1003668 0.0152645 0.0000000 0.0000000 0.0000000 

Πίλαθαο 6.6.1 Υαξαθηεξηζηηθέο ξίδεο θαη δηαλύζκαηα. 

 

΢ηνλ πίλαθα 6.6.1 έρνπκε ηε ραξαθηεξηζηηθή ξίδα (ηδηνηηκή) ηνπ γηλνκέλνπ ηνπ 

πίλαθα αζξνίζκαηνο ηεηξαγψλσλ ηνπ κνληέινπ θαη ηνπ πίλαθα αζξνίζκαηνο 

ηεηξαγψλσλ ηνπ ζθάικαηνο φπσο είδακε ζηελ παξάγξαθν  5.6. Η πξψηε αλαινγεί 

ζην 91.60 ηεο δηαζπνξάο ηνπ δείγκαηνο θαη ε δεχηεξε ζην 8.40. 

 

MANOVA Test Criteria and F Approximations for the Hypothesis of No Overall Group Effect 

H = Type III SSCP Matrix for Group 

E = Error SSCP Matrix 

 

S=2    M=2.5    N=37 

Statistic Value F Value Num DF Den DF Pr > F 

Wilks' Lambda 0.00916097 89.76 16 152 <.0001 

Pillai's Trace 1.69264396 53.01 16 154 <.0001 

Hotelling-Lawley Trace 31.55060220 148.38 16 120.83 <.0001 

Roy's Greatest Root 28.89978109 278.16 8 77 <.0001 

NOTE: F Statistic for Roy's Greatest Root is an upper bound. 

NOTE: F Statistic for Wilks' Lambda is exact. 
Πίλαθαο 6.6.2 Πνιπκεηαβιεηνί έιεγρνη. 

 

Με ηνπο ειέγρνπο ηνπ πίλαθα 6.6.2 εμεηάδνπκε πηζαλέο δηαθνξνπνηήζεηο κεηαμχ ησλ 

νκάδσλ. Όπσο είρακε δεη ζηελ παξάγξαθν 5.3 ρξεζηκνπνηνχλ πεξίπινθεο θαηαλνκέο 

θαη ε εγθπξφηεηα ηνπο είλαη κεγαιχηεξε ζηα κνλνδηάζηαηα δείγκαηα. Δδψ νη 

ηέζζεξεηο έιεγρνη θαηαιήγνπλ ζην ίδην ζπκπέξαζκα (p-ηηκή< 0.001) φηη νη δηαθνξέο 

ζηηο ηξείο νκάδεο είλαη πνιχ ζεκαληηθέο. 

 

Dependent Variable: X1 

Source DF Sum of Squares Mean Square F Value Pr > F 

Model 2 0.00000457 0.00000228 1.98 0.1446 

Error 83 0.00009572 0.00000115   

Corrected Total 85 0.00010029    

 



102 
 

R-Square Coeff Var Root MSE X1 Mean 

0.045529 0.104270 0.001074 1.029943 

 

Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F 

Group 2 4.5660985E-6 2.2830493E-6 1.98 0.1446 

 

Dependent Variable: X2 

Source DF Sum of Squares Mean Square F Value Pr > F 

Model 2 8.0107298 4.0053649 1.67 0.1942 

Error 83 198.8726423 2.3960559   

Corrected Total 85 206.8833721    

 

R-Square Coeff Var Root MSE X2 Mean 

0.038721 4.331255 1.547920 35.73837 

 

 

Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F 

Group 2 8.01072982 4.00536491 1.67 0.1942 

 

Dependent Variable: X3 

Source DF Sum of Squares Mean Square F Value Pr > F 

Model 2 23.6566459 11.8283229 7.49 0.0010 

Error 83 131.1154472 1.5797042   

Corrected Total 85 154.7720930    

 

R-Square Coeff Var Root MSE X3 Mean 

0.152848 3.825389 1.256863 32.85581 

 

Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F 

Group 2 23.65664587 11.82832293 7.49 0.0010 

 

Dependent Variable: X4 

 

Source DF Sum of Squares Mean Square F Value Pr > F 

Model 2 1.88327378 0.94163689 0.91 0.4071 

Error 83 86.03544715 1.03657165   

Corrected Total 85 87.91872093    

 

R-Square Coeff Var Root MSE X4 Mean 

0.021421 3.934681 1.018122 25.87558 
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Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F 

Group 2 1.88327378 0.94163689 0.91 0.4071 

 

Dependent Variable: X5 

 

Source DF Sum of Squares Mean Square F Value Pr > F 

Model 2 93.0612119 46.5306060 44.63 <.0001 

Error 83 86.5272764 1.0424973   

Corrected Total 85 179.5884884    

 

R-Square Coeff Var Root MSE X5 Mean 

0.518191 4.079746 1.021028 25.02674 

 

Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F 

Group 2 93.06121195 46.53060597 44.63 <.0001 

 

Dependent Variable: X6 

Source DF Sum of Squares Mean Square F Value Pr > F 

Model 2 94.3400936 47.1700468 43.25 <.0001 

Error 83 90.5254878 1.0906685   

Corrected Total 85 184.8655814    

 

R-Square Coeff Var Root MSE X6 Mean 

0.510317 4.184020 1.044351 24.96047 

 

Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F 

Group 2 94.34009359 47.17004680 43.25 <.0001 

 

Dependent Variable: X7 

Source DF Sum of Squares Mean Square F Value Pr > F 

Model 2 63.0790055 31.5395027 2.92 0.0596 

Error 83 897.1847154 10.8094544   

Corrected Total 85 960.2637209    

 

R-Square Coeff Var Root MSE X7 Mean 

0.065689 2.684457 3.287773 122.4744 

 

Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F 

Group 2 63.07900548 31.53950274 2.92 0.0596 

 

Dependent Variable: X8 
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Source DF Sum of Squares Mean Square F Value Pr > F 

Model 2 1.38323793 0.69161896 3.01 0.0549 

Error 83 19.08981789 0.22999781   

Corrected Total 85 20.47305581    

 

R-Square Coeff Var Root MSE X8 Mean 

0.067564 3.340619 0.479581 14.35605 

 

Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F 

Group 2 1.38323793 0.69161896 3.01 0.0549 

Πίλαθαο 6.6.3 ΢ηαηηζηηθά δεδνκέλα γηα ηηο 8 κεηαβιεηέο. 

 

΢ηνλ πίλαθα 6.6.3 έρνπκε ηα απνηειέζκαηα ηεο κνλνπαξαγνληηθήο 

(univariate) αλάιπζεο. Υξήζηκε είλαη ε p-ηηκή ηνπ ειέγρνπ F. Όπσο γλσξίδνπκε κε 

ηνλ έιεγρν F εμεηάδνπκε ηε κεδεληθή φηη δελ ππάξρεη δηαθνξά κεηαμχ ησλ νκάδσλ. 

΢ην δείγκα καο έρνπλ p-ηηκή< 0.001  νη πεξηεθηηθφηεηα πξσηετλψλ (Υ3), 

πεξηεθηηθφηεηα ηπξηνχ ζε μεξή νπζία φπσο κεηξήζεθε ζην εξγνζηάζην (Υ5), 

πεξηεθηηθφηεηα ηπξηνχ ζε μεξή νπζία φπσο κεηξήζεθε ζην εξγαζηήξην (Υ6) άξα 

δηαθέξνπλ ζεκαληηθά.  

Η πνιπκεηαβιεηή αλάιπζε δηαζπνξάο θαηαιήγεη ζην ζπκπέξαζκα φηη νη ηξείο 

νκάδεο πνπ ζρεκαηίζηεθαλ ζηα αξρηθά δεδνκέλα κε ηε θαηεγνξεκαηηθή κεηαβιεηή 

είλαη φλησο ζεκαληηθέο θαη νη κεηαβιεηέο Υ3, Υ5, Υ6 είλαη απηέο πνπ δηαθνξνπνηνχλ 

ηηο νκάδεο. 

 

 

6.7 ΢ύνοτη ηυν Αποηελεζμάηυν 

Όπσο είδακε ζε απηφ ην θεθάιαην νη κέζνδνη πνπ εθαξκφζηεθαλ δελ είραλ 

ηνλ ίδην βαζκφ επηηπρίαο ζηα δεδνκέλα καο. Η αλάιπζε θπξίσλ ζπληζησζψλ ήηαλ 

επηηπρήο βξίζθνληαο ηα ηδηνδηαλχζκαηα ηνπ πίλαθα δηαζπνξάο πξηλ ηελ πεξηζηξνθή 

(5.04, 1.12, 0.70, 0.57, 0.29, 0.18, 0.07, .0.2). Έλαο γεληθφο ζθεπηηθηζκφο έλαληη ηεο 

PCA είλαη ηη θαηά πφζν θαηαιήγεη ζε ζηαζεξέο ιχζεηο (π.ρ. Richman, 1986). Γηα λα 

αληηκεησπίζνπκε ην πξφβιεκα απηφ γεληθά θαλνληθνπνηνχκε ηηο θχξηεο ζπληζηψζεο. 

Άιινο έλαο ηξφπνο είλαη ε εθαξκνγή ηεο bootstrap κεζφδνπ, ε νπνία πξνζπαζεί λα 

εθηηκήζεη ηε ζηαζεξφηεηα θαη κεηαβιεηφηεηα ησλ παξακέηξσλ ηεο θαηαλνκήο 

αθαηξψληαο θάπνηεο παξαηεξήζεηο. ΢ε δεκνζίεπζε (Daudin et al., 2007), πνπ βξήθε 

ηα αληίζηνηρα ηδηνδηαλχζκαηα κε ηε κέζνδν bootstrap, είρε ηα εμήο απνηειέζκαηα 

(5.76, 1.04, 0.63, 0.30, 0.14, 0.06, 0.04, 0.03). Παξαηεξνχκε φηη πάιη ε πξψηε 

ηδηνηηκή είλαη ζεκαληηθά κεγαιχηεξε απφ ηηο ππφινηπεο θαη νη εθαξκνγέο ησλ 

θξηηεξίσλ επηινγήο αξηζκνχ θπξίσλ ζπληζησζψλ (ηδηνηηκή >1, πνζνζηφ ζπλνιηθήο 

δηαζπνξάο πνπ εμεγνχλ νη ζπληζηψζεο, γξάθεκα παξαγφλησλ) ζα καο νδεγήζεη ζην 

λα θξαηήζνπκε δχν ηδηνηηκέο. ΢ηελ ίδηα δεκνζίεπζε πξνηείλεηαη ε επηινγή ησλ 

πξψησλ ηεζζάξσλ ηδηνηηκψλ γηα κεγαιχηεξε ζηαζεξφηεηα. 

Έρνληαο απηφ ππφςε ζα πεξηκέλακε φηη ε παξαγνληηθή αλάιπζε ζα ήηαλ πην 

επηηπρεκέλε αθνχ επέιεμε λα ζρεκαηίζεη ηξείο λένπο παξάγνληεο. Απηφ κάιινλ δελ 

επηηεχρζεθε αθνχ ε δηαζπνξά πνπ επεμεγείηαη κεηά ηελ πεξηζηξνθή ησλ παξαγφλησλ 

ζηελ παξαγνληηθή απμήζεθε ειάρηζηα ζε ζρέζε κε ηελ αλάιπζε θπξίσλ ζπληζησζψλ 

(ζε 6.23 απφ 6.17). Δπίζεο ηα δηαγξάκκαηα αλά δχν ησλ παξαγφλησλ δείρλνπλ φηη νη 

λένη άμνλεο δελ δηέξρνληαη απφ ην εζσηεξηθφ ησλ νκάδσλ θάηη πνπ εληζρχεη ηελ 
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άπνςε φηη  ν επηπιένλ παξάγνληαο δελ επέθεξε θάπνηα ζεκαληηθή βειηίσζε ζην θαηά 

πφζν νη λένη παξάγνληεο επεμεγνχλ ην αξρηθφ δείγκα. 

 Η αλάιπζε ζπζηάδσλ θαη ζπγθεθξηκέλα ε ηεξαξρηθή κέζνδνο εθαξκφζηεθε 

επηηπρψο ρσξίδνληαο ηα δεδνκέλα ζε ηξείο ζπζηάδεο, κε κία παξαηήξεζε (70) λα 

απνηειεί κία ζπζηάδα, ε δεχηεξε ζπζηάδα λα απνηειείηαη απφ ηξείο παξαηεξήζεηο (1, 

2, 44) θαη ε ηξίηε λα πεξηέρεη φιεο ηηο ππφινηπεο. Σν δηάγξακκα δηαζπνξάο (6.4.4) 

δείρλεη ηελ επηηπρία ηνπ δηαρσξηζκνχ. Η επηηπρία απηή ζαθψο νθείιεηαη ζηελ χπαξμε 

αθξαίσλ ηηκψλ πνπ αλήθνπλ ζηηο δχν πξψηεο ζπζηάδεο. Αλάινγεο δεκνζηεχζεηο πνπ 

αθνξνχλ ηελ χπαξμε αθξαίσλ ηηκψλ ζηα δεδνκέλα ζπκθσλνχλ ζην ίδην απνηέιεζκα. 

Ο αιγφξηζκνο εχξεζεο αθξαίσλ ηηκψλ ησλ Rocke – Woodruff (Rocke et al, 1996) 

ππνινγίδεη ηηο απνζηάζεηο Mahalanobis (Γηάγξακκα 6.7.1): 

 
Γηάγξακκα 6.7.1 Απνζηάζεηο Mahalanobis, Rocke – Woodruff . 

Μηα αθφκε ζπζηάδα ακέζσο κεηά ηηο δχν πξψηεο πεξηέρεη ηηο παξαηεξήζεηο (11, 20, 

27, 77) ελψ ππνδεηθλχεη σο αθξαίεο 15 ζπλνιηθά ηηκέο. ΢ηε δεκνζίεπζε ηνπ Atkinson 

(Atkinson, 1994) φπνπ εθαξκφδεη κηα αλζεθηηθή (Robust) κέζνδν θαη βξίζθεη ηηο εμήο 

απνζηάζεηο Mahalanobis (Γηάγξακκα 6.7.2): 

 
Γηάγξακκα 6.7.2 Απνζηάζεηο Mahalanobis, Atkinson. 
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Έρνληαο αθαηξέζεη ηελ παξαηήξεζε 70 ζεσξεί σο αθξαία θαη ηελ παξαηήξεζε 44, 

ελψ πηζαλέο ζεσξνχληαη νη 77, 11. Οη κηθξέο δηαθνξνπνηήζεηο ησλ δεκνζηεχζεσλ 

απηψλ  κε ηελ ηεξαξρηθή αλάιπζε είλαη πηζαλφ λα νθείινληαη ζηνλ θαλφλα 

ζπζηαδνπνίεζεο, απηφλ ηνπ Ward. Η κε ηεξαξρηθή αλάιπζε (δηάγξακκα 6.4.12) αλ 

θαη θαηάθεξε λα αλαγλσξίζεη ηηο αθξαίεο παξαηεξήζεηο (70,2,41,4,44) θαη λα ηηο 

ηνπνζεηήζεη ζηηο ζπζηάδεο 6 θαη 7, ζρεκάηηζε πνιιέο ζπζηάδεο πνπ δελ 

δηαρσξίζηεθαλ (3,4,5,8). Μία πηζαλή εμήγεζε είλαη φηη νη αθξαίεο παξαηεξήζεηο 

επεξέαζαλ ηελ K-means κέζνδν ζηελ πξνζπάζεηά ηεο λα ειαρηζηνπνηήζεη ην εντόσ 
ομάδων άκροιςμα τετραγϊνων. 

Η δηαρσξηζηηθή αλάιπζε έρνληαο ηελ ζσζηή θαηεγνξεκαηηθή κεηαβιεηή απφ 

ηελ ηεξαξρηθή κέζνδν ήηαλ επηηπρείο θαη ζηηο δχν κνξθέο ηεο. ΢ηελ πεξηγξαθηθή 

δηαρσξηζηηθή αλάιπζε ζθνπφο ηεο ήηαλ λα αλαδείμεη ηηο κεηαβιεηέο πνπ δηαθέξνπλ 

ζεκαληηθά αλάκεζα ζηηο νκάδεο, ηελ πεξηεθηηθφηεηα ηπξηνχ ζε μεξή νπζία φπσο 

κεηξήζεθε ζην εξγνζηάζην (Υ5) θαη ηελ πεξηεθηηθφηεηα ηπξηνχ ζε μεξή νπζία φπσο 

κεηξήζεθε ζην εξγαζηήξην (Υ6). Απηφ επηβεβαηψλεηαη θαη απφ ηνλ πίλαθα 6.5.8 φπνπ 

νη ηέζζεξεηο έιεγρνη ζπκθσλνχλ φηη νη νκάδεο δηαθέξνπλ. Καη πάιη θπζηθά πξέπεη λα 

ιάβνπκε ππφςε φηη  νη δχν απφ ηηο ηξείο νκάδεο απνηεινχληαη απφ αθξαία ζεκεία πνπ 

απέρνπλ πνιχ απφ ηα ππφινηπα. Η πξνβιεπηηθή δηαρσξηζηηθή κέζνδνο φπσο έρνπκε 

πεη δηαθέξεη απφ ηελ αλάιπζε ζπζηάδσλ αθνχ ήδε γλσξίδεη ηνλ αξηζκφ νκάδσλ πνπ 

ζα ρξεζηκνπνηήζεη θαη ξφινο ηεο είλαη λα θαηαηάμεη ηηο παξαηεξήζεηο ζηηο νκάδεο. 

Απηφ ην πξαγκαηνπνίεζε θαηαηάζζνληαο ηεο ζηηο ίδηεο νκάδεο φπσο θαη ε ηεξαξρηθή 

κέζνδνο. Με ηνλ έιεγρν δηαζηαπξσκέλεο επηθχξσζεο επηβεβαηψζεθε ε ζηαζεξφηεηα 

ηεο κεζφδνπ κε εμαίξεζε ηελ παξαηήξεζε 70 πνπ φπσο είπακε είλαη ηφζν αθξαία πνπ 

ζε θάπνηεο δεκνζηεχζεηο παξαιείπεηαη πιήξσο (π.ρ. Atkinson, 1994). 

Η ηειεπηαία κέζνδνο απηή ηεο πνιπκεηαβιεηήο αλάιπζεο δηαζπνξάο 

ρξεζηκνπνίεζε ηελ θαηεγνξεκαηηθή κεηαβιεηή ηεο ηεξαξρηθήο κεζφδνπ. Χο πξνο 

απηή ηε κεηαβιεηή εθάξκνζε έλαλ πνιππαξαγνληηθφ έιεγρν πνπ επηβεβαίσζε φηη νη 

δηαθνξέο αλάκεζα ζηηο νκάδεο είλαη ζεκαληηθέο (πίλαθαο 6.6.2) ζπκθσλψληαο κε ηελ 

πεξηγξαθηθή δηαρσξηζηηθή αλάιπζε. ΢ηνλ κνλνπαξαγνληηθφ έιεγρν (πίλαθαο 6.6.3) 

σο κεηαβιεηέο πνπ δηαθέξνπλ αλάκεζα ζηηο νκάδεο είλαη ε πεξηεθηηθφηεηα 

πξσηετλψλ (Υ3), ε πεξηεθηηθφηεηα ηπξηνχ ζε μεξή νπζία φπσο κεηξήζεθε ζην 

εξγνζηάζην (Υ5) θαη ε πεξηεθηηθφηεηα ηπξηνχ ζε μεξή νπζία φπσο κεηξήζεθε ζην 

εξγαζηήξην (Υ6). Οη δχν απφ απηέο είραλ ζεκεησζεί σο ζεκαληηθέο θαη ζηελ 

πεξηγξαθηθή δηαρσξηζηηθή αλάιπζε θάηη πνπ ππνδεηθλχεη ηνλ δηαθνξνπνηεηηθφ ηνπο 

ξφιν. 

Έλα ηειηθφ ζρφιην αθνξά ην SAS. ΢ηα ζεηηθά ηνπ είλαη ε επειημία ηνπ αθνχ 

είλαη ζηαηηζηηθφ παθέην πνπ ρξεζηκνπνηεί ηε γξακκή εληνιψλ. Έηζη επηηξέπεη ζην 

ρξήζηε λα ιάβεη ηα απνηειέζκαηα ζηε κνξθή πνπ απηφο επηζπκεί κέζσ ηεο πςειήο 

παξακεηξνπνίεζεο ηνπ. Δπίζεο δίλεη ηελ δπλαηφηεηα  λα εθαξκφζεη κεζφδνπο πνπ 

κπνξεί λα κελ ππάξρνπλ ζην ίδην ην SAS κέζσ ησλ βηβιηνζεθψλ ηνπ (π.ρ. ν ηξφπνο 

πνπ εθαξκφζακε MANOVA κέζα απφ ην γεληθφ γξακκηθφ κνληέιν). ΢ηα αξλεηηθά 

ηνπ είλαη φηη νη πιεζψξα εληνιψλ θαη νξηζκάησλ κπνξεί λα δπζθνιέςεη αξρηθά ηνλ 

ρξήζηε ηνπ, παξφιν ηελ χπαξμε ελφο εμαηξεηηθνχ εγρεηξηδίνπ νδεγηψλ. Πξέπεη 

βεβαίσο λα αλαθεξζεί φηη ν θπξίσο ιφγνο πνπ  είλαη ηφζν δηαδεδνκέλν, είλαη ε 

δπλαηφηεηα ηνπ λα ρξεζηκνπνηείηαη ηαπηφρξνλα σο ζηαηηζηηθφ παθέην θαη σο 

πξφγξακκα γηα εμφξπμε δεδνκέλσλ (data mining). 
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Παράρτημα  
Συγκεντρωτικόσ πίνακασ των 

κωδίκων SAS και οριςμάτων που 
χρηςιμοποιήθηκαν. 

 

PCA 

 

PROC FACTOR DATA=Milk      

METHOD=PRIN 

PRIORS=ONE 

MINEIGEN=1 

SCREE 

ROTATE=VARIMAX 

ROUND 

FLAG=.40 ; 

VAR X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8; 

RUN; 

 

PROC FACTOR DATA=Milk 

SIMPLE 

METHOD=PRIN 

PRIORS=ONE 

NFACT=2 

ROTATE=VARIMAX 

ROUND 

FLAG=.40 

OUT=D2 ; 

VAR X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8; 

RUN; 

PROC CORR DATA=D2; 

VAR X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 FACTOR1 FACTOR2; 

RUN; 

 

Η εληνιή PROC FACTOR έρεη κεξηθά πνιχ ρξήζηκα νξίζκαηα: 

 FLAG=desired-size-of-”significant”-factor-loadings 

Εκτυπϊνει ζνα αςτερίςκο δίπλα ςε κάκε μεταβλθτι τθσ όποιασ θ απόλυτθ 
τιμι ξεπερνά τθν τιμι που ορίηουμε (εδϊ 0.4). Δεν μποροφμε να κζςουμε 
αρνθτικι τιμι και πρζπει πάντα να χρθςιμοποιείται μαηί με τθν εντολι 
ROUND. 

 METHOD=factor-extraction-method 

Θέηνπκε ηνλ ηξφπν πνπ ζα εμάγνπκε ηηο ζπληζηψζεο. Δδψ ρξεζηκνπνηνχκε 

ηελ κέζνδν θπξίσλ ζπληζησζψλ METHOD=PRIN. 

 MINEIGEN=p 

Δίλαη ε ηηκή ηεο ηδηνηηκήο πάλσ απφ ηελ νπνία ε ζπληζηψζα ζεσξείηαη 

ζεκαληηθή θαη άξα ηελ θξαηάκε. Δδψ MINEIGEN=1. 

 NFACT=n 
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Δίλαη κηα ελαιιαθηηθή ηεο MINEIGEN=p. Δδψ νξίδνπκε εκείο ηνλ αξηζκφ 

θπξίσλ ζπληζησζψλ n πνπ ζα θξαηήζνπκε. Δίλαη ρξήζηκε αλ γλσξίδνπκε απφ 

πξηλ ηνλ αξηζκφ απηφ. 

 OUT=name-of-new-data-set 

Γεκηνπξγεί έλα λέν ζχλνιν δεδνκέλσλ πνπ πεξηέρεη ην αξρηθφ καδί κε ηηο 

βαζκνινγίεο ησλ παξαγφλησλ πνπ έρνπκε θξαηήζεη. Υξεζηκνπνηείηαη κε ηελ 

NFACT=n. 

 PRIORS=prior-communality-estimates 

Πξνζδηνξίδεη ηηο εθηηκήζεηο ησλ θνηλψλ επηβαξχλζεσλ. Γηα ηελ PCA είλαη 

πάληα  PRIORS=ONE. 

 ROTATE=rotation-method 

Πξνζδηνξίδεη ηελ κέζνδν πεξηζηξνθήο. Δδψ ρξεζηκνπνηνχκε ηελ Varimax.  

 ROUND 

΢ηξνγγπινπνηεί ζηα δχν δεθαδηθά ςεθία. 

 SCREE 

΢ρεδηάδεη ην γξάθεκα παξαγφλησλ. 

 SIMPLE 

Κάλεη απινχο ζηαηηζηηθνχο ππνινγηζκνχο φπσο ηηο κέζεο ηηκέο θαη ηηο ηππηθέο 

απνθιίζεηο. 

 VAR 

Η εληνιή VAR νξίδεη ηηο κεηαβιεηέο σο πξνο ηηο νπνίεο θάλνπκε ηελ PCA. 

 PROC CORR 

Γίλεη ηελ ζπζρέηηζε κεηαμχ ησλ κεηαβιεηψλ. 

 

Factor 

 
proc factor data=Milk 

   priors=smc msa residual  

   rotate=equimax reorder 

   outstat=fact_all  

   plots=(scree initloadings(vector) loadings); 

var X1-X8; 

   run; 

 MSA είλαη ν ΚΜΟ ζπληειεζηήο 

 Residuals δεηά ηα ππφινηπα αιιεινζπζρέηηζεο 

 SMC αληηθαζηζηά ηα δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα αιιεινζπζρέηηζεο κε R
2
 

ηα νπνία είλαη ζπλήζσο κηθξφηεξα ηεο κνλάδαο θαη ζα καο βνεζήζνπλ λα ηα 

ζπγθξίλνπκε κε ηελ PCA. 

 Reorder ηνπνζεηεί ηηο κεηαβιεηέο ζε αχμνπζα ζεηξά αλάινγα κε ην θνξηίν 

παξαγφλησλ. 

 Outstat=fact_all ζψδεη ηα απνηειέζκαηα ζε κία εηδηθή βηβιηνζήθε ηνπ SAS 

θαη ππνινγίδεη ηα θνξηία πνπ ζα είρακε αλ εθαξκφδακε PCA. 

 

Cluster 

 
proc cluster data=Ace method=ward ccc pseudo print=15 

outtree=Tree; 

   var can1-can8; 
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   id id; 

run; 

goptions vsize=9in hsize=6.4in htext=.9pct htitle=3pct; 

axis1 order=(0 to 1 by 0.2); 

proc tree data=Tree out=New nclusters=3 

          haxis=axis1 horizontal; 

   height _rsq_; 

   copy can1 can2; 

   id id; 

run; 

proc sgplot data=New; 

   scatter y=can2 x=can1 / group=cluster; 

run; 

proc standard data=Milk out=Stand mean=0 std=1; 

var X1-X8; 

proc fastclus data=Stand out=Clust 

maxclusters=8 maxiter=100 ; 

var X1-X8; 

run; 

proc candisc data=Clust out=Can noprint; 

class Cluster; 

var X1-X8; 

proc sgplot data=Can; 

scatter y=Can2 x=Can1 / group=Cluster ; 

run; 

 

Discriminant 

 
proc candisc data=milk out=outcan distance anova; 

  class Group;  

  var X1-X8;  

run; 

proc template; 

   define statgraph scatter; 

      begingraph ; 

         entrytitle 'Milk'; 

         layout overlayequated / equatetype=fit 

            xaxisopts=(label='Canonical Variable 1') 

            yaxisopts=(label='Canonical Variable 2'); 

            scatterplot x=Can1 y=Can2 / group=Group name='milk' 

                                        markerattrs=(size=3px); 

            layout gridded / autoalign=(topright topleft); 

               discretelegend 'milk' / border=false 

opaque=false; 

            endlayout; 

         endlayout; 

      endgraph; 

   end; 

run; 

 

proc sgrender data=outcan template=scatter; 

run; 
proc discrim data=milk; 

   class Group; 

   var X1-X8; 

run; 
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MANOVA 

 
proc glm data = milk; 

  class Group; 

  model X1-X8 = Group / SS3; 

  manova h = Group; 

run; 
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