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Περίληψη 

Η μελέτη της ιστορίας των μαθηματικών αποτελεί ένα επιστημονικό πεδίο που έχει ως 
αντικείμενο τη μελέτη της προέλευσης, της ιστορικής εξέλιξής τους, της εφαρμογής 
τους καθώς και των διαφόρων μεθόδων που έχουν χρησιμοποιηθεί σε αυτό το 
επιστημονικό πεδίο. Η γνώση όλων αυτών μας βοηθάει σε διάφορους τομείς, όπως στην 
διαδικασία της διδασκαλίας των μαθηματικών, αφού κάνει κατανοητό σε τι 
χρησιμεύουν και πως προέκυψαν. Επιπλέον η ιστορία των μαθηματικών μας εισάγει 
στη φιλοσοφία των μαθηματικών όπου εκεί γίνονται φανεροί οι δεσμοί που διατηρούν 
τα μαθηματικά με τη γλώσσα, τη σκέψη και τον κόσμο. 

Στην παρούσα εργασία λοιπόν θα γίνει μία προσπάθεια να δούμε τι γνώσεις είχε ο 
Ιπποκράτης ο Χίος πάνω στη γεωμετρία σε σχέση με τα Στοιχεία του Ευκλείδη που 
είναι μεταγενέστερά του κατά περίπου έναν αιώνα. Κατά πόσο δηλαδή συνέβαλε αυτός 
ώστε ο Ευκλείδης να μπορέσει να δομήσει με αξιωματικό τρόπο τα μαθηματικά που 
ήταν γνωστά στην τότε εποχή.  

Αρχικά θα αναφέρουμε κάποια ιστορικά στοιχεία για τον Ιπποκράτη το Χίο, ώστε να 
δούμε τι επιδίωκε, με τους τετραγωνισμούς των μηνίσκων που πραγματεύτηκε και μετά 
θα αναφερθούμε στη μαθηματική μέθοδο που χρησιμοποιούσε. Στη συνέχεια θα 
αναλύσουμε τις τέσσερις αποδείξεις που του αποδίδονται από τον Εύδημο καθώς και το 
ψευδογράφημα στο οποίο καταλήγουν αυτές. Στο τελευταίο κομμάτι της εργασίας, θα 
αναλύσουμε την κάθε πρόταση που χρησιμοποίησε ο Ιπποκράτης ο Χίος στις 
αποδείξεις του, ώστε να δούμε τι ακριβώς ήξερε σε σχέση με τα δεκατρία βιβλία των 
Στοιχείων και θα προσπαθήσουμε να δούμε ποιες προτάσεις επιπλέον μπορεί να ήξερε 
από αυτά, ώστε να βγάλουμε συμπεράσματα για τις γνώσεις του. 

Λέξεις κλειδιά: <<Ιπποκράτης ο Χίος, Ευκλείδης, Εύδημος, Σιμπλίκιος, Στοιχεία, 
τετραγωνισμός του κύκλου, τετραγωνισμός του μηνίσκου, το ψευδογράφημα του 
Ιπποκράτη του Χίου>>  
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Abstract 

Studying history of Mathematics is a scientific field that requires analysis, of the 
starting point, the historical evolution, the appliance and the use of several methods that 
have been used to improve Mathematics. Knowledge of all these is a useful tool in 
several sections of the field such us the part of teaching because it makes clear how 
Mathematics came up and what problems it solved. As an addition history of 
mathematics introduces us on the philosophy of the field which on its turn reveals the 
strong bonds between mathematics, language, pattern of thought and the world in 
general. 

In this particular thesis we will make an effort to understand what knowledge was 
possessed by Hippocrates on geometry, in comparison with the work of Euclid in 
“Elements” which was written almost a century later. In other words we will seek if and 
how much Hippocrates work has contributed Euclid’s effort to axiomatically build the 
science of Mathematics that was know during his era. 

Initially we will present some historical clues about Hippocrates’s life in order to 
understand what was his goal by working on the quadrature of lunes and then we will 
analyze what mathematical methods he used in order to accomplish that. Moving on we 
give a thorough look on the four proof that Eudemus claims that Hippocrates used and 
on the pseudograph in which they summarize. On the last part of this paper we present 
every proposition that Hippocrates used on his work in order to make useful 
conclusions, of what exactly did he know from Euclid’s thirteen books that form 
“Elements”. Finally we interpret the possibility that he used any propositions that are 
not referred in Euclid’s work. 

Key words: <<Hippocrates, Euclid, Eudemus, Simplicius, “Elements”, Quadrature of 
lunes, Quadrature of Circle, Hippocrates’s pseudograph   >>. 
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1. Λίγα λόγια για τον Ιπποκράτη τον 
Χίο 

Ο μαθηματικός Ιπποκράτης γεννήθηκε στη Χίο περίπου το 470 π.Χ., δηλαδή σχεδόν 
σύγχρονος του Σωκράτη. Αρχικά ήταν έμπορος ή εφοπλιστής και ασχολιόταν με τη 
μεταφορά σιταριού από το Βυζάντιο στον Πειραιά. Το 440 π.Χ. περίπου, κατά τη 
διάρκεια του Σαμικού πολέμου, έχασε ολόκληρη την περιουσία του ή σχεδόν ολόκληρη 
και σε σχέση με αυτό το συμβάν υπάρχουν δύο εκδοχές. Σύμφωνα με τον Αριστοτέλη1 
εξαπατήθηκε από Βυζαντινούς τελωνιακούς εξαιτίας της αφέλειάς του. Για αυτό τον 
λόγο τον αποκαλεί «βλάξ και άφρων» στα άλλα πράγματα παρά την μαθηματική του 
δεινότητα. Μια άλλη εκδοχή, όπως αναφέρει ο σχολιαστής του Αριστοτέλη, Ιωάννης 
Φιλόπονος (6ος αιώνας μ.Χ.), είναι ότι έπεσε θύμα πειρατείας. Μετά από αυτό ο 
Ιπποκράτης ήρθε στην Αθήνα ώστε να μηνύσει τους ληστές του και να λάβει 
αποζημίωση. 

Κατά την παραμονή του στην Αθήνα, καθώς η εκδίκαση της υπόθεσης του αργούσε 
πάρα πολύ, βρήκε την ευκαιρία να συναναστραφεί με φιλόσοφους και να 
παρακολουθήσει μαθήματα στις φιλοσοφικές σχολές της Αθήνας. Μεταξύ των 
μαθημάτων αυτών, τον προσέλκυσαν πολύ τα μαθηματικά, όπου οι γνώσεις του και η 
ικανότητά του σε αυτά του επέτρεψαν να κάνει δικές του σπουδαίες ανακαλύψεις. 
Αποτέλεσμα αυτών ήταν να διδάξει και ο ίδιος στην Αθήνα για πολλά χρόνια. 

Συγκεκριμένα, στον Ιπποκράτη τον Χίο, εκτός του ότι ήταν ο πρώτος που έγραψε 
Στοιχεία Γεωμετρίας, του χρεώνονται ακόμα τρία μαθηματικά επιτεύγματα. Πρώτον, 
κατάφερε να τετραγωνίσει τους μηνίσκους 2  (Μηνίσκος ονομάζεται το σχήμα που 
δημιουργείται από τα τόξα δύο τεμνόμενων κύκλων άνισων ακτινών, των οποίων τα 
κέντρα βρίσκονται ομοπλεύρως). Δεύτερον, πέτυχε την αναγωγή του Δηλίου 
προβλήματος3 σε αυτό της εύρεσης δύο μέσων ανάλογων μεταξύ δύο αριθμών4. Τρίτον, 
ανακάλυψε κι χρησιμοποίησε εκτεταμένα μια νέα γεωμετρική μέθοδο την απαγωγή5, 
που είναι ο πρόδρομος της μεθόδου της ανάλυσης και σύνθεσης, η οποία 
οριστικοποιείται μέσα στην Ακαδημία του Πλάτωνα6. 

Αξίζει να σημειωθεί ότι η συνεισφορά του στη μαθηματική σκέψη και «επιστήμη» της 
εποχής του είχαν ως αποτέλεσμα ο Ιπποκράτης ο Χίος να θεωρείται από τους 
σπουδαιότερους μαθηματικούς του 5ου αιώνα π.Χ., καθώς άκμασε μεταξύ του 435 και 

1 Όπως αναφέρει στα Ηθικά Ευδήμεια 1247a17-20 
2 Σιμπλίκιος (5ος αιώνας π.Χ.) Σχόλια στα Φυσικά 1,2 του Αριστοτέλη (εκδ. Diels, σελ. 55-69)  
3 Το Δήλιον πρόβλημα είναι, με λίγα λόγια, ο διπλασιασμός του όγκου του κύβου. 
4 Ψευδό-Ερατοσθένης στον βασιλέα Πτολεμαίο, στο Ευτόκιος, Σχόλια στο ‘Περί σφαίρας και κυλίνδρου’ 
του Αρχιμήδη. Βλ. Αρχιμήδους Άπαντα, εκδ. Heiberg, τόμος ΙΙΙ, σελ. 88. 
5 Βλ. Πρόκλος Εις Ευκλείδη, 213. Έμμεση μαρτυρία για τη μέθοδο του βρίσκουμε και στα Αναλυτικά 
Πρότερα (69a20-36) του Αριστοτέλη.  
6 V. Karasmanis, The Hypothetical Method in Plato’s Dialogues, Oxford University, 1987, σελ. 56-59. 
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400 περίπου π.Χ.. Ο Εύδημος (408 – 355 π.Χ), στη Σύνοψη των Γεωμετρών7, τον 
αναφέρει μετά τον Αναξαγόρα (500 – 428 π.Χ.) και τον Οινοπίδη τον Χίο (490 - 420 
π.Χ) και πριν τον Θεόδωρο τον Κυρηναίο (465 – 398 π.Χ.) που ήταν δάσκαλος  του 
Θεαίτητου (περίπου 414 – 367 π.Χ.). 

Δυστυχώς, όμως, οι μόνες πηγές που έχουμε για τον Ιπποκράτη τον Χίο, τα Στοιχεία 
του και τους τετραγωνισμούς των μηνίσκων που του αποδίδονται είναι πολύ 
μεταγενέστερες του. Προέρχονται από τον Πρόκλο και το Σιμπλίκιο. Ο μεν Πρόκλος 
χρονολογείται τον 4ο αιώνα μ.Χ., ο δε Σιμπλίκιος, σχολιαστής των έργων του 
Αριστοτέλη, έζησε στις αρχές του 6ου αιώνα μ.Χ. Ο Σιμπλίκιος, μάλιστα, μας 
πληροφορεί ότι οι πηγές του είναι ο Αλέξανδρος ο Αφροδισεύς, συγγραφέας περίπου 
του 200 μ.Χ., και ο ιστορικός των μαθηματικών Εύδημος ο Ρόδιος, μαθητής του 
Αριστοτέλη. Ο Εύδημος είναι αυτός που έγραψε Ιστορία των Γεωμετρών από την οποία 
ο Σιμπλίκιος αντιγράφει όπως λέει, λέξη προς λέξη προσθέτοντας ελάχιστα πράγματα 
για περισσότερη σαφήνεια. Στην ουσία, δηλαδή, η μόνη αξιόπιστη πηγή που έχουμε για 
τα Στοιχεία του Ιπποκράτη είναι ο Εύδημος στη Ιστορία των Γεωμετρών, όπου και εκεί 
δεν μας δύνονται επιπρόσθετες πληροφορίες για τα Στοιχεία8. Ένα ακόμα αρνητικό για 
την μελέτη γύρο από τον Ιπποκράτη είναι ότι τα έργα του Εύδημου και το έργο του 
Αλέξανδρου δεν σώζονται. 
 

  

7 Βλ. Πρόκλος Εις Ευκλείδη 66. 
8 Βλ. Πρόκλος Εις Ευκλείδη 66.4-8. 
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2. Η μαθηματική μέθοδος του 
Ιπποκράτη του Χίου 

Το όνομα του Ιπποκράτη έχει συνδεθεί, όπως προείπαμε, με το σημαντικής αξίας 
μαθηματικό επίτευγμα, τη γεωμετρική μέθοδο που αναφέρεται ως ‘απαγωγή’ 9 . 
Σύμφωνα με ένα χωρίο του Πρόκλου 10  για την απαγωγή μπορούμε να βγάλουμε 
ποικίλα συμπεράσματα. Πρώτιστα, η απαγωγή είναι στην ουσία η μετάβαση ενός 
προβλήματος ή θεωρήματος σε κάποιο άλλο, το οποίο αν είναι γνωστό ή μπορεί να 
επιλυθεί ή αποδειχθεί, τότε και το αρχικό μας πρόβλημα ή θεώρημα μπορεί να επιλυθεί. 
Δηλαδή, αν έχουμε ένα πρόβλημα Α και καταλάβουμε ότι η επίλυση του εξαρτάται από 
τη λύση ενός άλλου προβλήματος Β, τότε λέμε ότι το Α απάγεται στο Β. Άρα ο 
Πρόκλος μας λέει ότι Β -> Α χωρίς να θεωρεί αναγκαίο και το αντίστροφο. Στην 
περίπτωση αυτή δεν ασχολούμαστε άλλο με το Α, αλλά αφοσιωνόμαστε στην επίλυση 
του Β, όπως και στην περίπτωση του Δηλίου  προβλήματος. 

Επιπρόσθετα, είναι φανερό ότι η απαγωγή ως αποδεικτική μέθοδος μπορεί να 
χρησιμοποιηθεί τόσο σε θεωρήματα όσο και σε προβλήματα και προφανώς το νέο 
πρόβλημα ή θεώρημα που θα μας προκύπτει για να λύσουμε ή αποδείξουμε να είναι 
απλούστερο του αρχικού. Διαφορετικά η μέθοδος δεν θα ήταν χρηστική. 

Ακόμη, ο Ιπποκράτης χρησιμοποίησε τη μέθοδο της απαγωγής στα προβλήματα του 
τετραγωνισμού των μηνίσκων και στο Δήλιον πρόβλημα. Μάλιστα, όπως μας 
πληροφορεί ο Πρόκλος, ο Ιπποκράτης εφάρμοζε συστηματικά τη μέθοδο της απαγωγής, 
αλλά δεν μας λέει αν ήταν ο πρώτος που εφάρμοσε ή ανακάλυψε τη μέθοδο αυτή. Με 
σιγουριά όμως θα μπορούσαμε να πούμε όμως ότι ήταν ο πρώτος που πραγματοποίησε 
δύσκολες απαγωγές. 

Άλλο ένα χωρίο που αναφέρεται στη μέθοδο της απαγωγής και στον Ιπποκράτη τον Χίο 
είναι τα ‘Αναλυτικά πρότερα’ του Αριστοτέλη 11 . Εκεί ο Αριστοτέλης δίνει δύο 
παραδείγματα απαγωγής, το ένα παρμένο από τη διαλεκτική και το άλλο από τα 
μαθηματικά, όπου αναφέρεται στην προσπάθεια τετραγωνισμού του κύκλου μέσω των 
μηνίσκων. Εδώ είναι σαφές ότι αναφέρεται στον Ιπποκράτη τον Χίο, ο οποίος είναι ο 
μόνος μαθηματικός που το όνομά του συνδέεται με τους μηνίσκους. Αλλά και στους 
‘Σοφιστικούς ελέγχους’12 ο Αριστοτέλης αναφέρεται άμεσα στον Ιπποκράτη σε σχέση 
με τον τετραγωνισμό του κύκλου και τους μηνίσκους. 

9 Οι ιστορικοί των μαθηματικών δεν έχουν δώσει μεγάλη προσοχή στο θέμα αυτό, το οποίο κατά κύριο 
λόγο έχει αναδείξει ο καθηγητής Βασίλης Καρασμάνης. Βλ. συγκεκριμένα στα: V. Karasmanis, The 
Hypothetical Method in Plato’s Dialogues, Oxford University, 1987, σελ. 44-59] και Η γεωμετρική 
μέθοδος του Ιπποκράτη του Χίου, στο Νεύσις 15, 2006, σελ. 110-122, στα οποία και στηρίζεται η 
αναφορά μου στη μέθοδο της απαγωγής. 
10 Εις Ευκλ., σελ 213 
11Βλέπε Αριστοτέλης Αναλυτικά πρότερα 69a20-37. 
12 Αριστοτέλης, Σοφιστικούς ελέγχους 171b15 
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Ας μελετήσουμε τώρα λίγο πιο αναλυτικά τη μέθοδο που χρησιμοποίησε ο Ιπποκράτης 
στους τετραγωνισμούς των μηνίσκων, όπως μας τους παρουσίασε ο Εύδημος. Το χωρίο 
αυτό μας δίνεται από τον Σιμπλίκιο στα ‘σχόλια του των Φυσικών’ του Αριστοτέλη. Ο 
Σιμπλίκιος μας δίνει τέσσερις αποδείξεις τετραγωνισμών μηνίσκων που αποδίδονται 
στον Ιπποκράτη τον Χίο, τις οποίες, όπως λέει, αντιγράφει λέξη προς λέξη από το 
βιβλίο του Εύδημου, εισάγοντας μόνο μερικές δικές του παρατηρήσεις, όπου αυτός 
κρίνει αναγκαίο, λόγω του «συνοπτικού χαρακτήρα του Εύδημου, σύμφωνα με την 
αρχαία συνήθεια»13. Δεν ξέρουμε, όμως, όπως είναι λογικό, αν ο Εύδημος αποδίδει τις 
αποδείξεις αυτές λέξη προς λέξη από τον ίδιο τον Ιπποκράτη. Το χωρίο αυτό φαίνεται 
να είναι αυθεντικό και αρχίζει με μερικές μεθοδολογικές παρατηρήσεις του Εύδημου 
στις αποδείξεις του Ιπποκράτη που έχουν μεγάλο ενδιαφέρον. Μια ερμηνεία που 
προκύπτει από τα λεγόμενα του Εύδημου για τα στάδια της απόδειξης του Ιπποκράτη 
είναι η ακόλουθη14:  

1. Προτείνει το προς επίλυση πρόβλημα, έστω Α. 
2. Για να λύσει το πρόβλημα αυτό λαμβάνει ως αρχή μια πρόταση, έστω Β. 
3. Αποδεικνύει την πρόταση αυτή βασιζόμενος σε μια άλλη πρόταση, έστω Γ. 
4. Αποδεικνύει την πρόταση  Γ. 
5. Επιλύει το πρόβλημα Α. 

Όπως γίνεται αντιληπτό, εδώ ο Ιπποκράτης χρησιμοποιεί δύο απαγωγικά βήματα. 
Παρατηρούμε, λοιπόν, ότι η αποδεικτική διαδικασία αυτή είναι διαφορετική από τη 
συνηθισμένη που συναντάμε στον Ευκλείδη, ο οποίος θα είχε ακολουθήσει την εξής 
σειρά: 1, 4, 3, 2, 5. 

Συμπερασματικά, η απαγωγή του Ιπποκράτη είναι μια έμμεση μέθοδος, αφού ξεκινάει 
από το προς επίλυση πρόβλημα και προσπαθεί να βρει τις προϋποθέσεις του. Έτσι 
μπορεί να δει ότι το αρχικό του πρόβλημα Α εξαρτάται από ένα άλλο Β, το οποίο και 
θα αποτελέσει την αρχή για την επίλυση του Α. Άρα το αρχικό πρόβλημα Α επιλύεται 
μέσω του Β και το Β αποδεικνύεται με τη σειρά του είτε άμεσα είτε με τη βοήθεια μιας 
άλλης απαγωγής. Η αποδεικτική μέθοδος αυτή, λοιπόν, έχει δύο πολύ σημαντικά 
πλεονεκτήματα. Συγκεκριμένα, πρώτον, εκμεταλλεύεται τη δομή της προς απόδειξη 
πρότασης για να βρει την απόδειξή της και δεύτερον, δεν απαιτεί ένα πλήρες σύστημα 
προκείμενων προτάσεων, πράγμα ιδιαίτερα χρήσιμο για την εποχή εκείνη που δεν έχει 
αξιωματικοποιηθεί ακόμη η γεωμετρία.15 
  

13 Σιμπλίκιος, Σχόλια στα Φυσικά, σελ 60. Στ 27-9. 
14 Σχολιασμός του Σιμπλίκιος, Σχόλια στα Φυσικά, σελ 61.1-9 από τον Βασίλη Καρασμάνη, Η γεωμετρική 
μέθοδος του Ιπποκράτη του Χίου, στο Νεύσις 15, 2006, σελ. 115-117. 
15 Βλ. Βασίλης Καρασμάνης, Η γεωμετρική μέθοδος του Ιπποκράτη του Χίου, στο Νεύσις 15, 2006, σελ. 
115-117. 
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3. Σιμπλίκιος : Σχόλια στα φυσικά του 
Αριστοτέλη (εκδ Diels) 60.20 – 68.32 με 
μετάφραση.  

(Στη μετάφραση, με έντονα γράμματα είναι αυτά που κατά τον Diels αποδίδονται 
στον Εύδημο.) 

Ὁ μέντοι Εὔδημος ἐν τῇ Γεωμετρικῇ ἱστορίᾳ οὐκ ἐπὶ τετραγωνικῆς  
πλευρᾶς δεῖξαί φησι τὸν Ἱπποκράτην τὸν τοῦ μηνίσκου τετραγωνισμόν, ἀλλὰ  
καθόλου, ὡς ἄν τις εἴποι. εἰ γὰρ πᾶς μηνίσκος τὴν ἐκτὸς περιφέρειαν ἢ  
60.25 
ἴσην ἔχει ἡμικυκλίου ἢ μείζονα ἢ ἐλάττονα, τετραγωνίζει δὲ ὁ Ἱπποκράτης  
καὶ τὸν ἴσην ἡμικυκλίου ἔχοντα καὶ τὸν μείζονα καὶ τὸν ἐλάττονα, καθόλου  
ἂν εἴη δεδειχὼς ὡς δοκεῖ. ἐκθήσομαι δὲ τὰ ὑπὸ τοῦ Εὐδήμου κατὰ λέξιν  
λεγόμενα ὀλίγα τινὰ προστιθεὶς <εἰς> σαφήνειαν ἀπὸ τῆς τῶν Εὐκλείδου  
Στοιχείων ἀναμνήσεως διὰ τὸν ὑπομνηματικὸν τρόπον τοῦ Εὐδήμου κατὰ  
60.30 
τὸ ἀρχαϊκὸν ἔθος συντόμους ἐκθεμένου τὰς ἀποδόσεις. λέγει δὲ ὧδε ἐν τῷ  
δευτέρῳ βιβλίῳ τῆς Γεωμετρικῆς ἱστορίας.    
61.1 
 “<Καὶ οἱ τῶν μηνίσκων δὲ τετραγωνισμοὶ δόξαντες εἶναι τῶν  
οὐκ ἐπιπολαίων διαγραμμάτων διὰ τὴν οἰκειότητα τὴν πρὸς τὸν  
κύκλον ὑφ' Ἱπποκράτους ἐγράφησάν τε πρώτου καὶ κατὰ τρόπον  
ἔδοξαν ἀποδοθῆναι· διόπερ ἐπὶ πλέον ἁψώμεθά τε καὶ διέλθω- 
61.5 
μεν. ἀρχὴν μὲν οὖν ἐποιήσατο καὶ πρῶτον ἔθετο τῶν πρὸς  
αὐτοὺς χρησίμων, ὅτι τὸν αὐτὸν λόγον ἔχει τά τε ὅμοια τῶν  
κύκλων τμήματα πρὸς ἄλληλα καὶ αἱ βάσεις αὐτῶν δυνάμει.  
(τοῦτο δὲ ἐδείκνυεν ἐκ τοῦ τὰς διαμέτρους δεῖξαι τὸν αὐτὸν  
λόγον ἐχούσας δυνάμει τοῖς κύκλοις)>“ ὅπερ Εὐκλείδης δεύτερον  
61.10 
τέθεικεν ἐν τῷ δωδεκάτῳ τῶν Στοιχείων βιβλίῳ, τὴν πρότασιν εἰπὼν οὕτως  
“οἱ κύκλοι πρὸς ἀλλήλους εἰσὶν ὡς τὰ ἀπὸ τῶν διαμέτρων τετράγωνα” ὡς  
γὰρ οἱ κύκλοι πρὸς ἀλλήλους ἔχουσιν, οὕτως καὶ τὰ ὅμοια τμήματα. ὅμοια  
γὰρ τμήματά ἐστι τὰ τὸ αὐτὸ μέρος ὄντα τοῦ κύκλου, οἷον ἡμικύκλιον  
ἡμικυκλίῳ καὶ τριτημόριον τριτημορίῳ· διὸ “<καὶ γωνίας ἴσας δέχεται  
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60.22 
Αλλά όμως, ο Εύδημος στην ιστορία της Γεωμετρίας λέει ότι ο Ιπποκράτης 
δεν έδειξε τον τετραγωνισμό του μηνίσκου στην πλευρά ενός τετραγώνου , 
αλλά  γενικά, όπως κανείς μπορεί να πει. Γιατί αν κάθε μηνίσκος,  έχει την 
εξωτερική περιφέρεια είτε  
60.25 
 ίση με ένα ημικύκλιο είτε μεγαλύτερη είτε μικρότερη, καταφέρνει δε ο 
Ιπποκράτης να τετραγωνίσει και αυτόν που έχει ίση με ημικύκλιο και 
αυτούς με μεγαλύτερη και μικρότερη, τότε νομίζει ότι θα έχει δειχθεί 
γενικά. Θα παραθέσω αυτά που λέει ο Εύδημος κατά λέξη προσθέτοντας 
για περισσότερη σαφήνεια λίγα πράγματα, τα οποία προέρχονται από τα 
Στοιχεία του Ευκλείδη, λόγω του περιληπτικού ύφους του Εύδημου,  
60.30 ο οποίος μας εκθέτει τις αποδείξεις συνοπτικά σύμφωνα με την 
αρχαία συνήθεια.  
Λέγει λοιπόν τα εξής στο δεύτερο βιβλίο της Γεωμετρικής Ιστορίας. 
61.1  
Οι τετραγωνισμοί των μηνίσκων, που θεωρήθηκαν ότι δεν ανήκουν 
στα συνηθισμένα προβλήματα. 16  λόγω της συγγένειας τους με τον 
κύκλο, διερευνήθηκαν 17  από τον Ιπποκράτη πρώτη φορά και 
θεωρήθηκε ότι αποδόθηκαν με το σωστό τρόπο. για αυτό ακριβώς θα 
ασχοληθούμε μαζί τους εκτενώς και θα τους αναπτύξουμε.  
61.5 
 Έκανε λοιπόν μιαν αρχή, θέτοντας ως πρώτο αυτό που του ήταν πολύ 
χρήσιμο,  ότι όμοια τμήματα κύκλου έχουν τον ίδιο λόγο μεταξύ τους 
όπως τα τετράγωνα των βάσεων τους. (Αυτό δε το απέδειξε δείχνοντας 
ότι τα τετράγωνα των διαμέτρων έχουν τον ίδιο λόγο με τους κύκλους) 
το οποίο θεώρημα ο Ευκλείδης έχει τοποθετήσει   
61.10 
 δεύτερο στο δωδέκατο βιβλίου των Στοιχείων. Ο οποίος διατυπώνει την 
πρόταση ως εξής : ‘’οι κύκλοι είναι ο ένας προς τον άλλον όπως τα 
τετράγωνα των διαμέτρων τους’’, και γιατί οι κύκλοι έχουν μεταξύ τους, 
όπως έχουν και τα όμοια τμήματα. Επειδή όμοια τμήματα είναι αυτά που 
αποτελούν τα ίδια μέρη του κύκλου, όπως ημικύκλιο με ημικύκλιο και ένα 
τρίτο μέρος κύκλου με άλλο τρίτο μέρος του κύκλου. Γι’ αυτό  ‘’τα όμοια 
τμήματα δέχονται ίσες γωνίες.  
 
 
 
 

16  Διαγραμμάτων, δηλαδή γεωμετρικές προτάσεις, τόσο θεωρήματα όσο και προβλήματα. Οι 
τετραγωνισμοί όμως των μηνίσκων είναι προβλήματα.  
17 Εγράφησαν, θα μπορούσαμε να μεταφράσουμε και αποδείχθηκαν.  

15 
 

                                                 



61.15 
τὰ ὅμοια τμήματα. αἱ γοῦν τῶν ἡμικυκλίων πάντων ὀρθαί εἰσι,  
καὶ <αἱ> τῶν μειζόνων ἐλάττονες ὀρθῶν καὶ τοσούτῳ ὅσῳ μεί- 
ζονα ἡμικυκλίων τὰ τμήματα, καὶ αἱ τῶν ἐλαττόνων μείζονες  
καὶ τοσούτῳ ὅσῳ ἐλάττονα τὰ τμήματα.  
 Δειχθέντος δὲ αὐτῷ τού-     
61.20 
του πρῶτον μὲν ἔγραφε μη- 
νίσκου τὴν ἐκτὸς περιφέρειαν  
ἔχοντος ἡμικυκλίου τίνα τρό- 
πον γένοιτο ἂν τετραγωνισμός.  
ἀπεδίδου δὲ τοῦτο περὶ τρί- 
61.25 
γωνον ὀρθογώνιόν τε καὶ ἰσο- 
σκελὲς ἡμικύκλιον περιγράψας καὶ περὶ τὴν βάσιν τμῆμα κύ- 
κλου τοῖς ὑπὸ τῶν ἐπιζευχθεισῶν ἀφαιρουμένοις ὅμοιον,>“  
ὅπερ Εὐκλείδης <λγ> ἔθετο θεώρημα τοῦ τρίτου βιβλίου προτείνας οὕτως·  
“ἐπὶ τῆς δοθείσης εὐθείας γράψαι τμῆμα κύκλου δεχόμενον γωνίαν ἴσην  
61.30 
τῇ δοθείσῃ γωνίᾳ εὐθυγράμμῳ”. εἰ γὰρ τὸ περὶ τὴν βάσιν οὕτως περι- 
γράφει ὡς ἴσην δέξασθαι γωνίαν τῶν ἐν τοῖς τμήμασι τοῖς ὑπὸ τῶν ἐπι- 
ζευχθεισῶν ἀφαιρουμένοις, ὅμοιον ἔσται ἐκείνοις. “ὅμοια γὰρ τμήματα  
κύκλων, ὁ Εὐκλείδης ὡρίσατο ἐν τῷ τρίτῳ βιβλίῳ, τὰ δεχόμενα γωνίας  
ἴσας.” “<ὄντος δὲ τοῦ περὶ τὴν βάσιν τμήματος ἴσου τοῖς περὶ    
62.1 
τὰς ἑτέρας ἀμφοτέροις>“, διότι ὡς δέδεικται ἐν τῷ παρατελεύτῳ τοῦ  
πρώτου τῶν Εὐκλείδου Στοιχείων θεωρήματι ἐν τοῖς ὀρθογωνίοις τριγώνοις  
ἡ τὴν ὀρθὴν ὑποτείνουσα ἴσον δύναται ταῖς τὴν ὀρθὴν περιεχούσαις ἀμ- 
φοτέραις, ὡς δὲ τὰ ἀπὸ τῶν εὐθειῶν τετράγωνα, οὕτως ἔχει τὰ ὅμοια τῶν  
62.5 
κύκλων τμήματα πρὸς ἄλληλα, “<καὶ κοινοῦ προστεθέντος τοῦ μέ- 
ρους τοῦ τριγώνου τοῦ ὑπὲρ τὸ τμῆμα τὸ περὶ τὴν βάσιν, ἴσος  
ἔσται ὁ μηνίσκος τῷ τριγώνῳ. ἴσος οὖν ὁ μηνίσκος τῷ τριγώνῳ  
δειχθεὶς τετραγωνίζοιτο ἄν>“· δέδεικται γὰρ ἐν τῷ <ιδ> θεωρήματι  
τοῦ δευτέρου βιβλίου τῶν Εὐκλείδου Στοιχείων, πῶς χρὴ “τῷ δοθέντι εὐ- 
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61.15 
Πράγματι αυτές (οι γωνίες) όλων των ημικυκλίων είναι ορθές, και των 
μεγαλύτερων όλων είναι μικρότερες των ορθών ανάλογα με το πόσο 
μεγαλύτερα των ημικυκλίων είναι τα τμήματα, και των μικρότερων είναι 
μεγαλύτερες ανάλογα με το πόσο μικρότερα είναι τα τμήματα18  
Έχοντας δείξει πρώτα αυτό 
61.20 
προχώρησε να δείξει με ποιόν τρόπο θα ήταν δυνατό να τετραγωνιστεί 
μηνίσκος, ο οποίος έχει την εξωτερική περιφέρεια ίση με ένα ημικύκλιο.  
Αυτό το έκανε περιγράφοντας  
61.25 
γύρω από ένα ισοσκελές ορθογώνιο τρίγωνο ένα ημικύκλιο και γύρω από 
την βάση τμήμα κύκλου που είναι όμοιο με αυτά που αποκόπτονται από τις 
πλευρές του τριγώνου’’, το οποίο ο Ευκλείδης το τοποθετεί ως 33ο θεώρημα 
στο τρίτο βιβλίο του με την ακόλουθη διατύπωση. ‘‘Επί δοθέντος τμήματος να 
γράψετε κυκλικό τμήμα που να δέχεται γωνία ίση  
61.30 
 προς δοθείσα ευθύγραμμη γωνία’’. Γιατί αν αυτό που έτσι περιγράφεται γύρω 
από την βάση δέχεται ίση γωνία με τα τμήματα που αποκόπτονται από τις 
πλευρές, είναι όμοιο με εκείνα. ‘‘Διότι όμοια τμήματα κύκλων, όπως ο 
Ευκλείδης τα όρισε στο τρίτο βιβλίο του, είναι αυτά που δέχονται ίσες γωνίες’’. 
‘’Τότε  λοιπόν, το τμήμα γύρω από τη βάση είναι ίσο με  
62.1 
τα δύο (τμήματα) μαζί των άλλων πλευρών’’, διότι, όπως δείχνεται στο 
προτελευταίο θεώρημα του πρώτου βιβλίου των Ευκλείδειων Στοιχείων, στα 
ορθογώνια τρίγωνα το τετράγωνο της υποτείνουσας στην ορθή είναι ίσο με τα 
τετράγωνα των πλευρών που περιέχουν την ορθή, και όπως έχουν τα τετράγωνα 
των ευθειών, έτσι έχουν και τα όμοια τμήματα των  
62.5 
κύκλων μεταξύ τους, ‘’και όταν το κοινό μέρος του τριγώνου που 
σχηματίζεται πάνω από το τμήμα της βάσης προστεθεί με τα άλλα δύο 
τμήματα, τότε ο μηνίσκος θα είναι ίσος με το τρίγωνο. Συνεπώς, αφού ο 
μηνίσκος είναι ίσος με το τρίγωνο, αποδείχτηκε ότι μπορεί να 
τετραγωνιστεί’’. Γιατί έχει δειχθεί στο 14ο θεώρημα του δεύτερου βιβλίου των 
Ευκλείδειων Στοιχείων, πως είναι δυνατόν ‘‘Να κατασκευασθεί 
 

18  Δηλαδή τμήμα ΑΒΓ > ημικυκλίου  άρα γωνία ΑΒΓ < ορθής,  ενώ τμήμα                          

ΑΒΓ < ημικυκλίου  άρα γωνία ΑΒΓ > ορθής. 
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62.10 
θυγράμμῳ ἴσον τετράγωνον συστήσασθαι”. “<οὕτως μὲν οὖν ἡμικυ- 
κλίου τὴν ἔξω τοῦ μηνίσκου περιφέρειαν ὑποθέμενος ἐτετρα- 
γώνισεν> ὁ Ἱπποκράτης <τὸν μηνίσκον εὐκόλως.  
 Εἶτα ἐφεξῆς μείζονα ἡμικυ-     
κλίου ὑποτίθεται συστησάμενος  
62.15 
τραπέζιον τὰς μὲν τρεῖς ἔχον  
πλευρὰς ἴσας ἀλλήλαις, τὴν δὲ μίαν  
τὴν μείζω τῶν παραλλήλων τρι- 
πλασίαν ἐκείνων ἑκάστης δυνάμει,  
καὶ τό τε τραπέζιον περιλαβὼν  
62.20 
κύκλῳ καὶ περὶ τὴν μεγίστην αὐ- 
τοῦ πλευρὰν ὅμοιον τμῆμα περι- 
γράψας τοῖς ὑπὸ τῶν ἴσων τριῶν  
ἀποτεμνομένοις ἀπὸ τοῦ κύκλου.>“  
καὶ ὅτι μὲν περιληφθήσεται κύκλῳ τὸ  
62.25 
τραπέζιον, δείξεις οὕτως. διχοτομήσας  
τὰς τοῦ τραπεζίου γωνίας κατὰ τὸ ἔνατον  
τοῦ πρώτου τῶν Στοιχείων καὶ ἐπι- 
ζεύξας τὰς διαγωνίους ἐρεῖς, ἐπεὶ ἡ ΒΑ  
τῇ ΑΓ ἴση, κοινὴ δὲ ἡ ΑΕ, ἴσαι  
62.30 
<αἱ> γωνίαι καὶ τὰ ἑξῆς. “<ὅτι δὲ  
μεῖζόν ἐστιν ἡμικυκλίου τὸ λεχθὲν τμῆμα, δῆλον ἀχθείσης ἐν  
τῷ τραπεζίῳ διαμέτρου. ἀνάγκη γὰρ ταύτην ὑπὸ δύο πλευρὰς  
ὑποτείνουσαν τοῦ τραπεζίου τῆς ὑπολοίπου μιᾶς μείζονα ἢ δι-   
63.1 
πλασίαν εἶναι δυνάμει. ἐπεὶ γὰρ μείζων ἐστὶν ἡ ΒΔ τῆς ΑΓ, αἱ  
ΔΓ ΒΑ ἴσαι οὖσαι καὶ ἐπιζευγνῦσαι αὐτάς, ἐκβαλλόμεναι συμ- 
πεσοῦνται κατὰ τὸ Ζ. εἰ γὰρ παράλληλοί εἰσιν αἱ ΒΑ ΔΓ ἴσαι  
οὖσαι, αἱ δὲ τὰς ἴσας τε καὶ παραλλήλους ἐπιζευγνῦσαι καὶ αὐ- 
63.5 
ταὶ ἴσαι καὶ παράλληλοί εἰσιν, ἔσται ἡ ΑΓ ἴση τῇ ΒΔ, ὅπερ  
ἀδύνατον· συμπιπτουσῶν δὲ τῶν ΒΑ ΔΓ κατὰ τὸ Ζ αἱ ὑπὸ ΖΑΓ  
ΓΑΒ γωνίαι δύο ὀρθαῖς ἴσαι ἔσονται>“ διὰ τὸ <ιγ> τοῦ πρώτου τῶν  
Εὐκλείδου. “<μείζων δὲ ἡ ὑπὸ ΓΑΒ τῆς ὑπὸ ΓΑΖ ἡ ἐκτὸς τοῦ τρι- 
γώνου τῆς ἐντὸς> * * * διὰ τὸ <λβ> τοῦ πρώτου. ἡμίσεια ἄρα ἡ ὑπὸ  
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62.10 
τετράγωνο ισοδύναμο προς δεδομένο ευθύγραμμο σχήμα’’. ‘’Με τον 
τρόπο αυτό, υποθέτοντας σαν εξωτερική περιφέρεια ενός μηνίσκου ένα 
ημικύκλιο, ο Ιπποκράτης τετραγώνισε τον μηνίσκο εύκολα. 
Έπειτα κατά σειρά υποθέτει ότι (η εξωτερική περιφέρεια) είναι 
μεγαλύτερη από ένα ημικύκλιο που σχηματίζεται δημιουργώντας 
62.15 ένα τραπέζιο, το οποίο θα έχει τρείς πλευρές ίσες μεταξύ τους, 
ενώ τη μία, τη μεγαλύτερη από τις παράλληλες πλευρές, να είναι 
τέτοια ώστε το τετράγωνο της να είναι τρείς φορές το τετράγωνο της 
κάθε μιας από τις άλλες πλευρές. Τότε περιλαμβάνοντας το τραπέζιο 
62.20 
σε ένα κύκλο και γύρω από τη μεγαλύτερη πλευρά περιγράφοντας ένα 
τμήμα όμοιο με αυτό των τριών ίσων πλευρών που αποκόπτονται από 
τον κύκλο.’’ Και ότι το τραπέζιο περιλαμβάνεται σε έναν κύκλο, 
62.25 
θα το δείξεις με αυτόν τον τρόπο. Διχοτομώντας τις γωνίες του τραπεζίου 
σύμφωνα με το ένατο (θεώρημα) από το πρώτο βιβλίο των Στοιχείων και 
φέρνοντας τις διαγώνιους που τέμνονται. Θα πεις ότι : καθότι η ΑΒ είναι 
ίση με την ΑΓ, η δε ΑΕ είναι κοινή,  
62.30 
οι γωνίες είναι ίσες και τα λοιπά. ‘‘Ότι το υπό συζήτηση τμήμα είναι 
μεγαλύτερο από ένα ημικύκλιο, είναι φανερό, εάν φέρουμε μια 
διαγώνιο του τραπεζίου. Αυτή, επειδή υποτείνει στις δυο πλευρές του 
τραπεζίου19 αναγκαστικά το τετράγωνό της είναι μεγαλύτερο από ότι 
το  
63.1 
διπλάσιο του τετραγώνου μιας εξ αυτών. Αυτό έπεται από το γεγονός 
ότι η ΒΔ είναι μεγαλύτερη της ΑΓ, η ΔΓ και η ΒΑ είναι ίσες και αν 
επεκταθούν, τέμνονται στο σημείο Ζ. Εάν λοιπόν οι ΒΑ, ΔΓ ήταν 
παράλληλες, όντας ίσες, τότε από τις ίσες και παράλληλες που 
επεκτείνονται προκύπτουν 
63.5 
ίσες και παράλληλες, η ΑΓ είναι ίση με τη ΒΔ, το οποίο είναι αδύνατο20. 
Καθώς λοιπόν οι ΒΑ, ΔΓ συμπίπτουν στο Ζ, οι γωνίες ΖΑΓ και ΓΑΒ 
μαζί είναι ίσες με δύο ορθές’’ από το 13ο του πρώτου των Ευκλείδειων. 
‘‘Η δε ΓΑΒ είναι μεγαλύτερη από την ΓΑΖ, η εξωτερική του τριγώνου 
της εσωτερικής ***’’ από το 32ο του πρώτου. Άρα η γωνία ΓΑΖ  
 
 

19 Και επειδή η γωνία ανάμεσα στις δύο ίσες πλευρές είναι αμβλεία, ακολουθεί η απόδειξη ότι πράγματι 
η γωνία αυτή είναι αμβλεία. 
20 Γιατί έχουμε δεδομένο ότι ΒΔ > ΑΓ. 
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63.10 
ΓΑΖ γωνία ἐστὶ τῆς ὑπὸ ΒΑΓ, “<ἡ ἄρα ΒΓ μεῖζον ἢ διπλάσιον δύ- 
ναται ἑκατέρας τῶν ΒΑ ΑΓ, ὥστε καὶ τῆς ΓΔ. καὶ τὴν μεγίστην  
ἄρα τῶν τοῦ τραπεζίου πλευρῶν τὴν ΒΔ ἀναγκαῖον ἔλαττον δύνασθαι  
τῆς τε διαμέτρου καὶ τῶν ἑτέρων πλευρῶν ἐκείνης, ὑφ' ἣν ὑπο- 
τείνει μετὰ τῆς διαμέτρου ἡ λεχθεῖσα. αἱ γὰρ ΒΓ ΓΔ μεῖζον ἢ  
63.15 
τριπλάσιον δύνανται τῆς ΓΔ, ἡ δὲ ΒΔ τριπλάσιον. ὀξεῖα ἄρα ἐστὶν  
ἡ ἐπὶ τῆς μείζονος τοῦ τραπεζίου πλευρᾶς βεβηκυῖα γωνία.  
μεῖζον ἄρα ἡμικυκλίου ἐστὶ τὸ τμῆμα ἐν ᾧ ἐστιν. ὅπερ ἐστὶν  
ἡ ἔξω περιφέρεια τοῦ μηνίσκου>.”  
 Τὸν δὲ τοῦ μηνίσκου τούτου τετραγωνισμὸν παρῆκεν ὁ Εὔδημος ὡς  
63.20 
σαφῆ οἶμαι. εἴη δὲ ἂν τοιόσδε. ἐπειδὴ ἴσα ἐστὶν ἀλλήλοις ὁ μηνίσκος μετὰ  
τοῦ ἐπὶ τῆς μείζονος τοῦ τραπεζίου πλευρᾶς τμήματος τῷ τραπεζίῳ καὶ  
τοῖς ὑπὸ τῶν τριῶν ἴσων αὐτοῦ εὐθειῶν ἀποτεμνομένοις τμήμασιν, ὧν τὸ  
ἐπὶ τῆς μείζονος τοῦ τραπεζίου πλευρᾶς τμῆμα ἴσον ἐστὶ τοῖς ὑπὸ τῶν  
ἴσων εὐθειῶν ἀφαιρουμένοις τοῦ κύκλου τρισὶ τμήμασιν, εἴπερ ἴσον ταῖς  
63.25 
τρισὶ δύνασθαι ὑπόκειται ἡ μείζων τοῦ τραπεζίου πλευρά, τὰ δὲ ὅμοια  
τμήματα πρὸς ἄλληλά ἐστιν ὡς τὰ ἀπὸ τῶν εὐθειῶν τετράγωνα· ἐὰν δὲ  
ἀπὸ ἴσων ἴσα ἀφαιρεθῇ τὰ καταλειπόμενά ἐστιν ἴσα· ἴσος ἄρα ὁ μηνίσκος  
τῷ τραπεζίῳ. ἢ καὶ οὕτω συντομώτερον ἐρεῖς· ἐπειδὴ ἴσον ἐστὶ τὸ περὶ  
τὴν μείζονα τοῦ τραπεζίου πλευρὰν τμῆμα τοῖς περὶ τὰς τρεῖς τὰς ἴσας    
64.1 
περιγραφεῖσι (διότι καὶ τὸ ἀπ' αὐτῆς τετράγωνον τριπλάσιον τοῦ ἀπὸ  
ἑκάστης), ἐὰν κοινὸν προστεθῇ τὸ περιεχόμενον ἐπίπεδον ὑπό τε τῶν τριῶν  
ἴσων εὐθειῶν καὶ τῆς τοῦ μείζονος τμήματος περιφερείας, ἔσται ὁ μηνίσκος  
ἴσος τῷ τραπεζίῳ· οὗ τετραγωνισθέντος (διότι ἔχομεν πᾶν εὐθύγραμμον  
64.5 
τετραγωνίσαι) τετραγωνισθήσεται καὶ ὁ μείζονα ἡμικυκλίου τὴν ἐκτὸς περι- 
φέρειαν ἔχων μηνίσκος.     
 “<Εἰ δὲ ἐλάττων  
ἡμικυκλίου εἴη, προ- 
γράψας τοιόνδε τι>  
64.10 
ὁ Ἱπποκράτης <τοῦτο  
κατεσκεύασεν· ἔστω  
κύκλος οὗ διάμετρος  
ἐφ' ᾗ [ἡ] ΑΒ, κέν- 
τρον δὲ αὐτοῦ ἐφ'  
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63.10 
είναι μισή της γωνία ΒΑΓ21, ‘‘Άρα το τετράγωνο της ΒΓ είναι μεγαλύτερο 
από το διπλάσιο του τετραγώνου κάθε μιας εκ των ΒΑ και ΑΓ, άρα και της 
ΓΔ22. Άρα και το τετράγωνο της μεγαλύτερης πλευράς του τραπεζίου της ΒΔ 
αναγκαστικά είναι μικρότερο από το τετράγωνο της διαγωνίου και μίας εκ 
των άλλων πλευρών, η οποία υποτείνει στην εν λόγο μέγιστη πλευρά και την 
διαγώνιο. Διότι τα τετράγωνα των ΒΓ, ΓΔ μαζί μπορούν να είναι μεγαλύτερα 
63.15 
από το τριπλάσιο του τετραγώνου της ΓΔ , το δε τετράγωνο της ΒΔ 
τριπλάσιο. Συνεπώς είναι οξεία η γωνία που βαίνει στην μεγαλύτερη πλευρά 
του τραπεζίου. Άρα είναι μεγαλύτερο από ένα ημικύκλιο το τμήμα στο οποίο 
βρίσκεται. Το οποίο αποτελεί την εξωτερική περιφέρεια του μηνίσκου’’. 
Ο τετραγωνισμός του μηνίσκου παραλείπεται από τον Εύδημος γιατί τον 
63.20 
θεωρεί προφανή. Θα μπορούσε να είναι κάπως έτσι. Επειδή είναι ίσα μεταξύ 
τους, το άθροισμα του μηνίσκου μαζί με το τμήμα στην μεγαλύτερης πλευράς 
του τραπεζίου, με το άθροισμα του τραπέζιου και αυτό των τριών ίσων 
ευθυγράμμων τμημάτων που αποκόπτονται, όπου το τμήμα πάνω από τη 
μεγαλύτερη πλευρά του τραπεζίου είναι ίσο με τα τρία τμήματα που αφαιρούνται 
από τις τρείς ίσες πλευρές από τον κύκλο, αφού το τετράγωνο των τριών μαζί 
είναι ίσο 
63.25 
με το τετράγωνο της μεγαλύτερης πλευράς του τραπεζίου, και επειδή τα όμοια 
τμήματα μεταξύ τους είναι όπως τα τετράγωνα των ευθειών τους, εάν βέβαια 
από ίσα αφαιρεθούν ίσα αυτά που μένουν είναι ίσα. άρα ο μηνίσκος είναι ίσος με 
το τραπέζιο. Ή και συντομότερα θα μπορούσες να πεις. επειδή είναι ίσα το 
τμήμα γύρω από τη μεγαλύτερη πλευρά του τραπεζίου με αυτά που 
περιγράφονται γύρω από τις τρείς ίσες πλευρές   
64.1 
(διότι το τετράγωνο αυτής είναι τριπλάσιο από κάθε μια τους), εάν προστεθεί το 
κοινό κομμάτι του επίπεδου που περιέχεται από τις τρείς ίσες ευθείες και από την 
περιφέρεια του μεγαλύτερου τμήματος, τότε ο μηνίσκος θα είναι ίσος με το 
τραπέζιο.  το οποίο τετραγωνίζεται (διότι κάθε ευθύγραμμο τμήμα 
64.5 
τετραγωνίζεται), έτσι τετραγωνίζεται και ο μηνίσκος που έχει εξωτερική 
περιφέρεια μεγαλύτερη από ένα ημικύκλιο. 
‘’Όταν δε [η εξωτερική περιφέρεια] είναι μικρότερη από ένα ημικύκλιο, 
επιλύθηκε από 
64.10 
τον Ιπποκράτη που έδωσε την ακόλουθη προκαταρκτική κατασκευή. Έστω 
κύκλος του οποίου η διάμετρος είναι ΑΒ, και το κέντρο του το 

21 Εδώ ο Σιμπλίκιος έχει λάθος για την σχέση μεταξύ των δύο γωνιών, αφού ΒΑΓ > ΖΑΓ αλλά όχι 
ΒΑΓ=2.ΖΑΓ. Εκτός αν το πρόβλημα οφείλεται στη φθορά των χειρογράφων. 
22 Γιατί έχουμε δεδομένο ότι ΑΒ=ΑΓ=ΓΔ. 
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64.15 
ᾧ Κ· καὶ ἡ μὲν ἐφ'  
ᾗ ΓΔ δίχα τε καὶ  
πρὸς ὀρθὰς τεμνέτω τὴν ἐφ' ᾗ ΒΚ· ἡ δὲ ἐφ' ᾗ ΕΖ κείσθω ταύτης  
μεταξὺ καὶ τῆς περιφερείας ἐπὶ τὸ Β νεύουσα τῶν ἐκ τοῦ κέντρου  
ἡμιολία οὖσα δυνάμει. ἡ δὲ ἐφ' ᾗ ΕΗ ἤχθω παρὰ τὴν ἐφ' ᾗ ΑΒ.  
64.20 
καὶ ἀπὸ τοῦ Κ ἐπεζεύχθωσαν ἐπὶ τὰ Ε Ζ. συμπιπτέτω δὲ ἐκβαλλο- 
μένη ἡ ἐπὶ τὸ Ζ ἐπιζευχθεῖσα τῇ ἐφ' ᾗ ΕΗ κατὰ τὸ Η καὶ πάλιν  
ἀπὸ τοῦ Β ἐπὶ τὰ Ζ Η ἐπεζεύχθωσαν. φανερὸν δὴ ὅτι ἡ μὲν ἐφ'  
ᾗ ΕΖ ἐκβαλλομένη ἐπὶ τὸ Β πεσεῖται (ὑπόκειται γὰρ ἡ ΕΖ ἐπὶ  
τὸ Β νεύουσα), ἡ δὲ ἐφ' ᾗ ΒΗ ἴση ἔσται τῇ ἐφ' ᾗ ΕΚ.>“  
64.25 
 Τοῦτο δὲ ἴσως μὲν ἄν τις καὶ προχειρότερον δείξειεν, ἐμοὶ δὲ ἐκ τῶν  
προωμολογημένων οὕτως ἐπῆλθεν δεῖξαι. ὑπόκειται ἡ ΔΓ τὴν ΒΚ δίχα  
τε καὶ πρὸς ὀρθὰς τέμνειν. ἐπὶ τῆς ΔΓ ἄρα τὸ κέντρον ἐστὶ τοῦ περὶ τὸ  
τραπέζιον γραφησομένου κύκλου διὰ τὸ πόρισμα τοῦ πρώτου θεωρήματος  
τοῦ ἐν τῷ τρίτῳ τῶν Εὐκλείδου Στοιχείων. ἐπειδὴ δὲ παράλληλός ἐστιν  
64.30 
ἡ ΕΗ τῇ ΚΒ καὶ εἰς αὐτὰς ἐμπέπτωκεν ἡ ΓΔ, τὰς ἐντὸς γωνίας δυσὶν  
ὀρθαῖς ἴσας ποιεῖ διὰ τὸ <κθ> τοῦ πρώτου. ὀρθαὶ δὲ αἱ πρὸς τῷ Γ. ὀρθαὶ  
ἄρα καὶ αἱ πρὸς τῷ Δ. ἡ οὖν ΓΔ <ἡ> διὰ τοῦ κέντρου τὴν ΕΗ [μὴ διὰ    
65.1 
τοῦ κέντρου] πρὸς ὀρθὰς τέμνουσα καὶ δίχα τέμνει διὰ τὸ τρίτον τοῦ τρίτου  
τῶν Στοιχείων. ἐπεὶ οὖν ἴση ἐστὶν ἡ ΔΗ τῇ ΔΕ, κοινὴ δὲ ἡ ΔΖ καὶ  
ὀρθαὶ αἱ πρὸς τῷ Δ, καὶ βάσις ἄρα ἡ ΖΗ βάσει τῇ ΖΕ ἴση. ἀλλὰ καὶ ἡ  
ΒΖ τῇ ΖΚ ἐστὶν ἴση, διότι καὶ ἡ ΒΓ τῇ ΓΚ, κοινὴ δὲ ἡ ΓΖ καὶ ὀρθαὶ  
65.5 
αἱ πρὸς τῷ Γ. ἐπεὶ οὖν δύο αἱ ΗΖ ΖΒ δυσὶ ταῖς ΚΖ ΖΕ ἴσαι καὶ γω- 
νίαι αἱ κατὰ κορυφὴν ἴσαι, καὶ βάσις ἡ ΗΒ βάσει τῇ ΕΚ ἴση.  
 “<Περιγεγράφθω δὴ περὶ τὸ ΕΖΗ τρίγωνον τμῆμα κύκλου> [τὸ  
ΕΖΗ] <ὅμοιον ἑκάστῳ τῶν ΕΚ ΚΒ ΒΗ τμημάτων.”  
 “Τούτων οὖν οὕτως ἐχόντων τὸ τραπέζιόν> φημι <ἐφ' οὗ ΕΚΒΗ  
65.10 
περιλήψεται κύκλος. τὸ μὲν γὰρ ΕΚΗ τρίγωνον περιλήψεται  
κύκλος·>“ ἔχομεν γὰρ ἐν τῷ πέμπτῳ τοῦ τετάρτου τῶν Στοιχείων περὶ  
τὸ δοθὲν τρίγωνον κύκλον περιγράψαι. “<ἐὰν οὖν δείξω τῇ ἀπὸ τοῦ  
κέντρου ἐπὶ τὸ Κ ἴσην τὴν ἀπὸ τοῦ κέντρου ἐπὶ τὸ Β, δῆλον ὅτι  
τὸ γραφόμενον τμῆμα κύκλου διὰ τοῦ ΕΚΗ ἥξει καὶ διὰ τοῦ Β,  
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64.15 
Κ. και η ΓΔ διχοτομεί και τέμνει σε δύο ορθές την ΒΚ. Επιπλέον, η ΕΖ 
τοποθετημένη ανάμεσα σε αυτό και την περιφέρεια που συγκλίνει (νεύουσα) 
στο Β έτσι ώστε το τετράγωνο της να είναι μιάμιση φορά το τετράγωνο της 
ακτίνας. Επιπλέον, η ΕΗ φέρεται παράλληλη στην ΑΒ. 
64.20 
Και ενώνουμε το Κ με τα Ε και Ζ. Ας προεκταθεί δε η γραμμή που ενώθηκε 
με το Ζ (ΚΖ) προς την ΕΗ και ας συμπέσει στο Η, και ας ενωθεί το Β με τα 
Ζ και Η. Είναι προφανές ότι η ΕΖ προεκτεινόμενη θα περάσει από το Β 
(γιατί εξ’ υποθέσεως το ΕΖ νεύει προς το Β) και το ΒΗ θα είναι ίσο με το 
ΕΚ.’’ 
64.25 
Αυτό εύκολα και πρόχειρα θα μπορούσε να το έχει αποδείξει. Εγώ δε κάνοντας 
χρήση αυτών που είναι ήδη γνωστά έως τώρα έτσι μου ήρθε να το αποδείξω. Η 
ΓΔ βρίσκεται πάνω στην ΒΚ τέμνοντας την και διχοτομώντας την σε δύο ορθές. 
Άρα πάνω στην ΓΔ βρίσκεται το κέντρο του κύκλου  στον οποίο εγγράφεται το 
τραπέζιο σύμφωνα με το πόρισμα του πρώτου θεωρήματος που βρίσκεται στο 
τρίτο από τα Στοιχεία του Ευκλείδη. Επειδή η ΕΗ είναι παράλληλη 
64.30 
με την ΚΒ και η ΓΔ πέφτει πάνω σε αυτές. Οι δύο γωνίες που βρίσκονται εντός 
είναι ορθές από το 29ο του πρώτου. Ορθές δηλαδή ως προς το Γ. Άρα ορθές και 
ως προς το Δ. Επίσης η ΓΔ διερχόμενη από το κέντρο τέμνει την ΕΗ [που δεν 
διέρχεται  
65.1 
από το κέντρο] κάθετα και την διχοτομεί σύμφωνα με το τρίτο του τρίτου από τα 
Στοιχεία. Επειδή23 είναι ίσες η ΔΗ με τη ΔΕ, η ΔΖ είναι κοινή και είναι ορθές ως 
προς το Δ, άρα και η βάση ΖΗ είναι ίση με τη βάση ΖΕ. Αλλά και η ΒΖ με τη 
ΖΚ είναι ίσες διότι και η ΒΓ είναι ίση με τη ΓΚ, η ΓΖ είναι κοινή και είναι ορθές 
65.5 
ως προς το Γ. Επειδή λοιπόν οι δύο ΗΖ, ΖΒ με τις δύο ΚΖ, ΖΕ είναι ίσες και η 
κατάκορυφήν γωνίες είναι ίσες, και η βάση ΗΒ είναι ίση με τη βάση ΕΚ. 
‘‘Περιγράφοντας τώρα ένα τμήμα κύκλου γύρω από το τρίγωνο ΕΖΗ [το 
ΕΖΗ], το κάθε τμήμα24 θα είναι όμοιο με κάθε ένα από τα τμήματα ΕΚ, ΚΒ, 
ΒΗ.’’ 
Επειδή όλα αυτά ισχύουν, ισχυρίζομαι ότι στο τραπέζιο ΕΚΒΗ μπορεί να  
65.10 
περιγράφει κύκλος. Γιατί το μεν τρίγωνο ΕΚΗ περιγράφεται από κύκλο. το 
οποίο το ξέρουμε από το πέμπτο του τέταρτου των στοιχείων που μας λέει ότι 
γύρω από δοθέν τρίγωνο περιγράφεται κύκλος. ‘’Εάν λοιπών αποδείξουμε ότι η 
απόσταση του κέντρου από το Κ είναι ίση με την απόστασή του από το Β, 
τότε είναι φανερό ότι το τμήμα κύκλου που γράφεται γύρω από το ΕΚΗ 
διέρχεται και από το Β, 

23 Στα τρίγωνα ΕΔΖ και ΗΔΖ 
24 Δηλαδή τα τμήματα ΕΖ και ΖΗ 
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65.15 
καὶ περιλήψεται κύκλου τμῆμα τὸ τραπέζιον.>“ ὅπερ τμῆμα καὶ τὸ  
τρίγωνον περιέξει τὸ ἐφ' οὗ ΕΖΗ. ληφθέντος οὖν κέντρου οἷον τοῦ Λ καὶ  
ἐπιζευγνυμένων τῶν ΛΕ ΛΗ ΛΚ ΛΒ, ἐπειδὴ ἰσοσκελές ἐστι τὸ ΕΛΗ τρί- 
γωνον (ἐκ κέντρου γὰρ ἴσαι), <ἴσαι> εἰσὶν αἱ πρὸς τῇ βάσει γωνίαι ἡ ὑπὸ  
ΛΗΕ τῇ ὑπὸ ΛΕΗ διὰ τὸ πέμπτον τοῦ πρώτου τῶν Εὐκλείδου. ἔστι δὲ ἡ  
65.20 
ὑπὸ ΒΗΕ ἴση τῇ ὑπὸ ΚΕΗ, διότι καὶ ἡ ΕΒ ἴση τῇ ΚΗ ὡς ἐδείχθη.  
καὶ ὅλη ἄρα ἡ ὑπὸ ΒΗΛ ὅλῃ τῇ ὑπὸ ΚΕΛ ἐστὶν ἴση· ἔστι δὲ καὶ ἡ ΚΕ  
τῇ ΒΗ ἴση. καὶ βάσις ἄρα ἡ ΚΛ τῇ ΛΒ ἴση ἐστίν· ἴση ἄρα τῇ ἀπὸ  
τοῦ κέντρου τῇ ΛΚ ἡ ΛΒ. <γεγράφθω οὖν τὸ τμῆμα.  
 “Τούτων οὕτως ἐχόντων ὁ γενόμενος μηνίσκος οὗ ἐκτὸς περι- 
65.25 
φέρεια ἡ ΕΚΒΗ ἴσος ἔσται τῷ εὐθυγράμμῳ τῷ συγκειμένῳ ἐκ  
τῶν τριῶν τριγώνων τῶν ΒΖΗ ΒΖΚ ΕΚΖ. τὰ γὰρ ἀπὸ τῶν εὐ- 
θειῶν ἐφ' αἷς ΕΖ ΖΗ ἀφαιρούμενα ἐντὸς τοῦ μηνίσκου ἀπὸ τοῦ  
εὐθυγράμμου τμήματα ἴσα ἐστὶ τοῖς ἐκτὸς τοῦ εὐθυγράμμου  
τμήμασιν ἀφαιρουμένοις ὑπὸ τῶν ΕΚ ΚΒ ΒΗ. ἑκάτερον γὰρ τῶν    
66.1 
ἐντὸς ἡμιόλιόν ἐστιν ἑκάστου τῶν ἐκτός. ἡμιολία γὰρ ὑπόκειται  
ἡ ΕΖ τῆς ἐκ τοῦ κέντρου, τουτέστι τῆς ΕΚ καὶ ΚΒ καὶ ΒΗ.>“  
ἐδείχθη γὰρ καὶ αὕτη ἴση τῇ ΕΚ. εἰ οὖν ἑκατέρα τῶν ΕΖ ΖΗ ἡμιολία  
ἐστὶ δυνάμει ἑκάστης τῶν εἰρημένων τριῶν, ὡς δὲ εὐθεῖαι πρὸς τὰς εὐ- 
66.5 
θείας τμήματα πρὸς τὰ τμήματα, τὰ δύο ἄρα τμήματα τοῖς τρισίν ἐστιν  
ἴσα. “<εἰ οὖν ὁ μὲν μηνίσκος τὰ τρία τμήματά ἐστι καὶ τοῦ εὐ- 
θυγράμμου τὸ παρὰ τὰ δύο τμήματα, τὸ δὲ εὐθύγραμμον μετὰ  
τῶν δύο τμημάτων ἐστὶ χωρὶς τῶν τριῶν, ἔστι δὲ τὰ δύο τμή- 
ματα τοῖς τρισὶν ἴσα, ἴσος ἂν εἴη ὁ μηνίσκος τῷ εὐθυγράμμῳ.”  
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65.15 
και έτσι το τραπέζιο θα περιλαμβάνεται σε ένα τμήμα κύκλου.’’  Το 
οποίο τμήμα θα περιέχει και το τρίγωνο ΕΖΗ. Παίρνοντας λοιπόν το Λ ως 
κέντρο 25  και ενώνοντας τα ΛΕ, ΛΗ, ΛΚ, ΛΒ, επειδή το ΕΛΗ είναι 
ισοσκελές τρίγωνο (αυτές που προέρχονται από το κέντρο είναι ίσες), θα 
είναι ίσες οι γωνίες που πρόσκεινται στη βάση, δηλαδή η ΛΗΕ με την 
ΛΕΗ από το πέμπτο του πρώτου των Ευκλείδειων. Θα είναι ακόμα  
65.20 
η ΒΗΕ είναι ίση με την ΚΕΗ, διότι και η ΕΒ είναι ίση με την ΚΗ, όπως 
έχει ήδη αποδειχθεί. Άρα και όλη η ΒΗΛ με όλη την ΚΕΛ είναι ίσες. έτσι 
λοιπόν και η ΚΕ είναι ίση με τη ΒΗ. Άρα και οι βάσεις τους26 ΚΛ και ΛΒ 
θα είναι ίσες. άρα η από το κέντρο ΛΚ είναι ίση με την ΛΒ. Ας γραφεί 
λοιπόν το τμήμα (ΕΚΒΗ). 
‘‘Έχοντας όλα αυτά, ο μηνίσκος που δημιουργείται, του οποίου η 
εξωτερική  
65.25 
περιφέρεια είναι η ΕΚΒΗ27, είναι ίσος με το ευθύγραμμο χωρίο που 
συγκροτείται από τα τρία τρίγωνα ΒΖΗ, ΒΖΚ, ΕΚΖ. Τότε τα τμήματα 
ΕΖ, ΖΗ που αποκόπτονται στο εσωτερικό του μηνίσκου από τα 
ευθύγραμμα τμήματα αυτά μαζί είναι ίσα με τα τμήματα που 
αποκόπτονται στο εξωτερικό του ευθύγραμμου σχήματος από τα ΕΚ, 
ΚΒ, ΒΗ28. Γιατί  το τετράγωνο καθεμίας  
66.1 
από τις εσωτερικές είναι μιάμιση φορά το τετράγωνο κάθε μιας από τις 
εξωτερικές. Αφού έχει υποτεθεί ότι το τετράγωνο της ΕΖ είναι μιάμιση 
φορά το τετράγωνο αυτής από το κέντρο (της ακτίνας), δηλαδή της ΕΚ 
και ΚΒ και ΒΗ’’. Έχει αποδειχτεί ότι και αυτή  (ΒΗ) είναι ίση της ΕΚ. 
Αν είναι λοιπόν το τετράγωνο και της μίας και της άλλης από τις ΕΖ, 
ΖΗ μιάμιση φορά το τετράγωνο κάθε μιας από τις τρείς που έχουν 
αναφερθεί, όπως δηλαδή είναι τα τετράγωνα των ευθειών προς τις  
66.5 
ευθείες είναι και τα τμήματα προς τα τμήματα, άρα τα δύο τμήματα 
είναι ίσα με τα τρία. ‘‘Αφού λοιπόν ο μηνίσκος είναι (ίσος με) τα τρία 
τμήματα και το ευθύγραμμο σχήμα29 χωρίς τα δύο τμήματα, από την 
άλλη το ευθύγραμμο σχήμα είναι μαζί με τα δύο τμήματα χωρίς τα 
τρία τμήματα, όντας λοιπόν τα δύο τμήματα ίσα με τα τρία, ο μηνίσκος 
θα είναι ίσος με το ευθύγραμμο σχήμα.’’ 

25 Του κύκλου ΕΚΗ 
26 Των τριγώνων ΒΗΛ και ΚΕΛ. 
27 Και η εσωτερική ΕΖΗ 
28 Δηλαδή το άθροισμα των τμημάτων ΕΖ και ΖΗ είναι ίσο με το άθροισμα των τμημάτων ΕΚ, ΚΒ, ΒΗ.  
29 Το ευθύγραμμο σχήμα είναι το άθροισμα των τριών τριγώνων ΒΖΗ, ΒΖΚ, ΕΚΖ (βλ. 65.26). 
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66.10 
 “Ὅτι δὲ οὗτος ὁ μηνίσκος ἐλάττονα ἡμικυκλίου τὴν ἐκτὸς ἔχει  
περιφέρειαν, δείκνυσι διὰ τοῦ τὴν ΕΚΗ γωνίαν ἐν τῷ ἐκτὸς οὖσαν  
τμήματι ἀμβλεῖαν εἶναι.>“ δέδεικται γὰρ ἐν τῷ <λα> τοῦ τρίτου τῶν  
Εὐκλείδου Στοιχείων, ὅτι “ἡ ἐν τῷ ἐλάττονι ἡμικυκλίου τμήματι μείζων ὀρ- 
θῆς ἐστιν”. “<ὅτι δὲ ἀμβλεῖά ἐστιν ἡ ὑπὸ ΕΚΗ γωνία, δείκνυσιν  
66.15 
οὕτως· ἐπεὶ ἡ μὲν ἐφ' ᾗ ΕΖ ἡμιολία ἐστὶ τῶν ἐκ τοῦ κέντρου  
δυνάμει, ἡ δὲ ἐφ' ᾗ ΚΒ μείζων τῆς ἐφ' ᾗ ΒΖ, διότι καὶ γωνία  
ἡ πρὸς τῷ Ζ μείζων, ὡς δείξω, ἴση δὲ ἡ ΒΚ τῇ ΚΕ, φανερὸν ὅτι  
κἂν ἡ ἐφ' ᾗ ΒΚ μείζων ᾖ τῆς ἐφ' ᾗ ΒΖ ἢ διπλασία μήκει, καὶ  
ἡ ἐφ' ᾗ ΚΕ * * * ὥστε τῆς ἐφ' ᾗ ΚΖ ἄρα μείζων ἢ διπλασία μήκει  
66.20 
καὶ δυνάμει διὰ τὴν ὁμοιότητα τῶν τριγώνων τῶν ΒΕΚ ΒΚΖ.  
ἔστι γὰρ ὡς ἡ ΕΒ πρὸς ΒΚ, οὕτως ἡ ΕΚ πρὸς ΚΖ· ὥστε ἡ ἐφ'  
ᾗ ΕΚ μείζων ἐστὶ τῆς ἐφ' ᾗ ΚΖ ἢ διπλασία δυνάμει· ἡ δὲ ἐφ' ᾗ  
ΕΖ ἡμιολία δυνάμει τῆς ἐφ' ᾗ ΕΚ· ἡ ἄρα ἐφ' ᾗ ΕΖ μείζων ἐστὶ  
δυνάμει τῶν ἐφ' αἷς ΕΚ ΚΖ. εἰ μὲν γὰρ διπλασία ἦν δυνάμει ἡ  
66.25 
ΕΚ τῆς ΚΖ, ἡμιολία δὲ ἡ ΖΕ τῆς ΕΚ, ἦν ἂν ἡ ΕΖ ἴση δυνάμει  
ταῖς ΕΚ ΚΖ ὡς ἐπὶ ἀριθμῶν τῶν <ϛ> <δ> <β>· ἐπειδὴ δὲ μείζων ἢ  
διπλασία ἐστὶ δυνάμει ἡ ΕΚ τῆς ΚΖ, ὡς ἔχει τὰ <δ> πρὸς τὸ <α>,    
67.1 
(ἐπειδὴ τὰ <ϛ> τῶν <ε> μείζονά ἐστι) καὶ ἡ ΕΖ τῶν ΕΚ ΚΖ μείζων  
ἐστὶ δυνάμει· ἀμβλεῖα ἄρα ἐστὶν ἡ πρὸς τῷ Κ γωνία, ἔλαττον  
ἄρα ἡμικυκλίου τὸ τμῆμα ἐν ᾧ ἐστιν. οὕτως μὲν οὖν ὁ Ἱππο- 
κράτης πάντα μηνίσκον ἐτετραγώνισεν, εἴπερ καὶ τὸν ἡμικυκλίου  
67.5 
καὶ τὸν μείζονα ἡμικυκλίου καὶ τὸν ἐλάττονα ἔχοντα τὴν ἐκτὸς  
περιφέρειαν.>“  
 Ἀλλ' οὐχὶ τὸν ἐπὶ τῆς τοῦ τετραγώνου πλευρᾶς μόνον, ὡς ὁ Ἀλέ- 
ξανδρος ἱστόρησεν, οὐ μέντοι οὐδὲ τὸν κύκλον ἐπεχείρησε τετραγωνίσαι διὰ  
τῶν περὶ τὴν τοῦ ἑξαγώνου πλευρὰν μηνίσκων, ὡς καὶ τοῦτο ὁ Ἀλέξαν- 
67.10 
δρός φησιν.  
 “<Ἀλλὰ μηνίσκον     
ἅμα καὶ κύκλον ἐτε- 
τραγώνισεν οὕτως·  
ἔστωσαν περὶ κέντρον  
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66.10 
Το ότι ο μηνίσκος αυτός έχει την εξωτερική περιφέρεια του μικρότερη από 
ένα ημικύκλιο, αποδεικνύεται εάν η γωνία ΕΚΗ που βρίσκεται στο 
εξωτερικό τμήμα είναι αμβλεία.’’ Το οποίο δείχνεται στο 31ο του τρίτου από 
τα Στοιχεία του Ευκλείδη, ότι δηλαδή ‘‘Η γωνία που αντιστοιχεί σε τμήμα τόξου 
μεγαλύτερο του ημικυκλίου είναι μεγαλύτερη από μία ορθή’’. ‘‘Τώρα ότι η 
γωνία ΕΚΗ είναι αμβλεία, κι αυτό αποδεικνύεται ως εξής :  
66.15 
επειδή το τετράγωνο της ΕΖ είναι μιάμιση φορά το τετράγωνο αυτών από το 
κέντρο (των ακτινών), επίσης η ΚΒ είναι μεγαλύτερη της ΒΖ, διότι και η 
γωνία στο Ζ είναι μεγαλύτερη από μια ορθή, όπως θα δείξουμε, από την 
άλλη η ΒΚ είναι ίση με την ΚΕ, είναι φανερό ότι το τετράγωνο της ΒΚ είναι 
μεγαλύτερη από το διπλάσιο τετράγωνο της ΒΖ, και το τετράγωνο της ΚΕ 
*** οπότε είναι μεγαλύτερο από το διπλάσιο του τετραγώνου της ΚΖ 
66.20 
λόγω της ομοιότητας των τριγώνων των ΒΕΚ, ΒΚΖ. Γιατί είναι όπως η ΕΒ 
ως προς την ΒΚ, έτσι είναι η ΕΚ ως προς την ΚΖ.

  έτσι ώστε το τετράγωνο 
της ΕΚ να είναι μεγαλύτερο από το διπλάσιο του τετραγώνου της ΚΖ. από 
την άλλη, το τετράγωνο της ΕΖ είναι μιάμιση φορά το τετράγωνο της ΕΚ. 
άρα το τετράγωνο της ΕΖ είναι μεγαλύτερο του τετραγώνου των ΕΚ, ΚΖ 
μαζί. Διότι, αν από τη μία το τετράγωνο της ΕΚ είναι το διπλάσιο του 
τετραγώνου 
66.25 
του ΚΖ, από την άλλη το τετράγωνο της ΖΕ είναι μιάμιση φορά του 
τετραγώνου της ΕΚ, θα ήταν και το τετράγωνο της ΕΖ ίσο με το τετράγωνο 
των ΕΚ, ΚΖ  μαζί, όπως στους αριθμούς 6, 4, 2. επειδή όμως το τετράγωνο 
της ΕΚ είναι μεγαλύτερο του διπλασίου του τετραγώνου της ΚΖ, όπως είναι 
και το 4 ως προς το 1, 
67.1 
(επειδή το 6 είναι μεγαλύτερο του 5) και το τετράγωνο της ΕΖ είναι 
μεγαλύτερο των ΕΚ, ΚΖ μαζί. άρα η γωνία Κ είναι αμβλεία, οπότε το τμήμα 
του κύκλου στο οποίο ανήκει είναι μικρότερο από ένα ημικύκλιο. Με αυτό 
τον τρόπο ο Ιπποκράτης τετραγώνισε κάθε είδος μηνίσκου, δηλαδή και 
αυτόν που έχει εξωτερική περιφέρεια ίση με ένα ημικύκλιο 
67.5 
και μεγαλύτερη από ένα ημικύκλιο και μικρότερη.’’  
Αλλά όχι μόνο πάνω στην πλευρά του τετραγώνου, όπως μας πληροφορεί ο 
Αλέξανδρος. Ούτε βέβαια επιχείρησε να τετραγωνίσει τον κύκλο μέσω του 
μηνίσκου στην πλευρά του εξαγώνου, όπου και αυτό  
67.10 
το είπε ο Αλέξανδρος. 
‘’Επίσης, τετραγώνισε έναν μηνίσκο και έναν κύκλο μαζί με τον ακόλουθο 
τρόπο. ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν δύο κύκλοι με κέντρο 
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67.15 
ἐφ' οὗ Κ δύο κύκλοι,  
ἡ δὲ τοῦ ἐκτὸς διά- 
μετρος ἑξαπλασία δυ- 
νάμει τῆς τοῦ ἐντὸς  
καὶ ἑξαγώνου ἐγγρα- 
67.20 
φέντος εἰς τὸν ἐντὸς  
κύκλον τοῦ ἐφ' οὗ  
ΑΒΓΔΕΖ αἵ τε ἐφ'  
ὧν ΚΑ ΚΒ ΚΓ ἐκ τοῦ  
κέντρου ἐπιζευχθεῖ- 
67.25 
σαι ἐκβεβλήσθωσαν  
ἕως τῆς τοῦ ἐκτὸς  
κύκλου περιφερείας καὶ <αἱ> ἐφ' ὧν ΗΘ ΘΙ <ΗΙ> ἐπεζεύχθωσαν  
καὶ δῆλον ὅτι καὶ αἱ ΗΘ ΘΙ ἑξαγώνου εἰσὶ πλευραὶ τοῦ εἰς τὸν  
μείζονα κύκλον ἐγγραφομένου. καὶ περὶ τὴν ἐφ' ᾗ ΗΙ τμῆμα  
67.30 
ὅμοιον τῷ ἀφαιρουμένῳ ὑπὸ τῆς ἐφ' ᾗ ΗΘ περιγεγράφθω. ἐπεὶ  
οὖν τὴν μὲν ἐφ' ᾗ ΗΙ τριπλασίαν ἀνάγκη εἶναι δυνάμει τῆς ἐφ' ᾗ  
ΘΗ τοῦ ἑξαγώνου πλευρᾶς (ἡ γὰρ ὑπὸ δύο τοῦ ἑξαγώνου πλευρὰς  
ὑποτείνουσα μετὰ ἄλλης μιᾶς ὀρθὴν περιέχουσα γωνίαν τὴν ἐν  
ἡμικυκλίῳ ἴσον δύναται τῇ διαμέτρῳ, ἡ δὲ διάμετρος τετραπλά- 
67.35 
σιον δύναται τῆς τοῦ ἑξαγώνου ἴσης οὔσης τῇ ἐκ τοῦ κέντρου  
διὰ τὸ τὰ μήκει διπλάσια εἶναι δυνάμει τετραπλάσια), ἡ δὲ ΘΗ  
ἑξαπλασία τῆς ἐφ' ᾗ ΑΒ, δῆλον ὅτι τὸ τμῆμα τὸ περὶ τὴν ἐφ'    
68.1 
ᾗ ΗΙ περιγραφὲν ἴσον εἶναι συμβαίνει τοῖς τε ἀπὸ τοῦ ἐκτὸς κύ- 
τὸς ὑπὸ τῶν τοῦ ἑξαγώνου πλευρῶν ἁπασῶν.>“ τὰ γὰρ ὅμοια τῶν  
κύκλων τμήματα πρὸς ἄλληλά ἐστιν ὡς τὰ ἀπὸ τῶν βάσεων τετράγωνα,  
68.5 
διότι καὶ οἱ ὅμοιοι κύκλοι πρὸς ἀλλήλους εἰσὶν ὡς τὰ ἀπὸ τῶν διαμέτρων  
τετράγωνα. “<ἡ γὰρ ΗΙ τῆς ΗΘ τριπλάσιον δύναται, ἴσον δὲ τῇ  
ΗΘ δύναται ἡ ΘΙ, δύναται δὲ ἑκατέρα τούτων ἴσον καὶ αἱ ἓξ  
πλευραὶ τοῦ ἐντὸς ἑξαγώνου, διότι καὶ ἡ διάμετρος τοῦ ἐκτὸς  
κύκλου ἑξαπλάσιον ὑπόκειται δύνασθαι τῆς τοῦ ἐντός· ὡς δὲ  
68.10 
ἡ διάμετρος πρὸς τὴν διάμετρον, οὕτω καὶ αἱ ἐκ τοῦ κέντρου,  
ἡ δὲ ἐκ τοῦ κέντρου ἴση ἐστὶ τῇ τοῦ ἑξαγώνου πλευρᾷ>“, ὡς τὸ  
πόρισμα λέγει τοῦ προτελεύτου θεωρήματος ἐν τῷ τετάρτῳ βιβλίῳ τῶν  
Εὐκλείδου Στοιχείων, ὡς δὲ αἱ πλευραὶ οὕτω καὶ τὰ τμήματα, “<ὥστε ὁ  
μὲν μηνίσκος ἐφ' οὗ ΗΘΙ τοῦ τριγώνου ἐλάττων ἂν εἴη ἐφ' οὗ  
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67.15 
το Κ, έτσι ώστε το τετράγωνο της διαμέτρου του εξωτερικού να είναι έξι 
φορές το τετράγωνο της διαμέτρου του εσωτερικού και εγγράφοντας ένα 
κανονικό εξάγωνο 
67.20 
στον εσωτερικό κύκλο, το ΑΒΓΔΕΖ, ενώ οι ΚΑ, ΚΒ, ΚΓ, ενώνονται με το 
κέντρο και  
67.25 
προεκτείνονται έως την εξωτερική περιφέρεια του κύκλου και ενώνοντας τις 
ευθείες ΗΘ, ΘΙ, ΗΙ είναι φανερό ότι ΗΘ και ΘΙ είναι πλευρές εξαγώνου που 
εγγράφεται στον μεγαλύτερο κύκλο. Και γύρω από την ΗΙ περιγράφεται ένα 
τμήμα 
67.30 
όμοιο με αυτό που αποκόπτεται από την ΗΘ. Αφού λοιπόν το τετράγωνο της 
ΗΙ είναι το τριπλάσιο του τετραγώνου της πλευράς του εξαγώνου ΘΗ (γιατί 
η υποτείνουσα που ενώνει δύο διαδοχικές πλευρές εξαγώνου μαζί με ακόμα 
μία πλευρά του εξαγώνου περιέχουν μία ορθή γωνία, η οποία βαίνει στη 
διάμετρο του ημικυκλίου, ενώ το τετράγωνο της διαμέτρου είναι ίσο με το 
τετραπλάσιο 
67.35 
του τετραγώνου της πλευράς του εξαγώνου, αφού έχει διπλάσιο μήκος από 
αυτή που φέρνουμε απ’ το κέντρο (ακτίνα) το τετράγωνο της θα είναι 
τετραπλάσιο), ενώ το τετράγωνο της ΘΗ είναι εξαπλάσιο του τετραγώνου 
της ΑΒ, είναι φανερό ότι το τμήμα που περιγράφεται γύρω από 
68.1 
το ΗΙ συμβαίνει να είναι ίσο με τα τμήματα ΗΘ, ΘΙ που αποκόπτονται από 
τον εξωτερικό κύκλο μαζί και με αυτά από τον εσωτερικό κύκλο από όλες 
τις πλευρές του εξαγώνου.’’ Επειδή τα όμοια τμήματα των κύκλων έχουν 
αναλογία μεταξύ τους όπως τα τετράγωνα των βάσεων τους, 
68.5 
διότι οι όμοιοι κύκλοι έχουν αναλογία μεταξύ τους όπως τα τετράγωνα των 
διαμέτρων τους. ‘’Εφόσον το τετράγωνο της ΗΙ είναι τριπλάσιο του 
τετραγώνου της ΗΘ, η δε ΗΘ είναι ίση με τη ΘΙ, ενώ το τετράγωνο καθενός 
απ’ αυτά είναι ίσο με το άθροισμα των τετραγώνων των πλευρών του 
εσωτερικού εξαγώνου, διότι και το τετράγωνο της διαμέτρου του 
εξωτερικού κύκλου έχει υποτεθεί ότι είναι ίσο με το εξαπλάσιο αυτής του 
εσωτερικού. 
68.10 
όπως είναι η διάμετρος στη διάμετρο έτσι είναι και οι από το κέντρο 
(ακτίνες), ενώ αυτή από το κέντρο (ακτίνα) είναι ίση με την  πλευρά του 
εξαγώνου’’, όπως λέει το πόρισμα του τελευταίου θεωρήματος στο τέταρτο 
βιβλίο των Στοιχείων του Ευκλείδη, όπως είναι τα τετράγωνα των πλευρών κατά 
τον ίδιο τρόπο είναι και τα τμήματα, ‘’ώστε ο μεν μηνίσκος ΗΘΙ είναι 
μικρότερος του τριγώνου,  
 

29 
 



68.15 
τὰ αὐτὰ γράμματα τοῖς ὑπὸ τῶν τοῦ ἑξαγώνου πλευρῶν ἀφαιρου- 
μένοις τμήμασιν ἀπὸ τοῦ ἐντὸς κύκλου. τὸ γὰρ ἐπὶ τῆς ΗΙ τμῆ- 
μα ἴσον ἦν τοῖς τε ΗΘ ΘΙ τμήμασι καὶ τοῖς ὑπὸ τοῦ ἑξαγώνου  
ἀφαιρουμένοις. τὰ οὖν ΗΘ ΘΙ τμήματα ἐλάττω ἐστὶ τοῦ περὶ  
τὴν ΗΙ <τμήματος τοῖς> τμήμασι [καὶ] τοῖς ὑπὸ τοῦ ἑξαγώνου ἀφαι- 
68.20 
ρουμένοις. κοινοῦ οὖν προστεθέντος τοῦ ὑπὲρ τὸ τμῆμα τὸ  
περὶ τὴν ΗΙ μέρους τοῦ τριγώνου, ἐκ μὲν τούτου καὶ τοῦ περὶ  
τὴν ΗΙ τμήματος τὸ τρίγωνον ἔσται, ἐκ δὲ τοῦ αὐτοῦ καὶ τῶν  
ΗΘ ΘΙ τμημάτων ὁ μηνίσκος. ἔσται οὖν ἐλάττων ὁ μηνίσκος τοῦ  
τριγώνου τοῖς ὑπὸ τοῦ ἑξαγώνου ἀφαιρουμένοις τμήμασιν.  
68.25 
ὁ ἄρα μηνίσκος καὶ τὰ ὑπὸ τοῦ ἑξαγώνου ἀφαιρούμενα τμή- 
ματα ἴσα ἐστὶν τῷ τριγώνῳ. καὶ κοινοῦ προστεθέντος τοῦ ἑξα- 
γώνου τὸ τρίγωνον τοῦτο καὶ τὸ ἑξάγωνον ἴσα ἐστὶ τῷ τε μη- 
νίσκῳ τῷ λεχθέντι καὶ τῷ κύκλῳ τῷ ἐντός. τὸ γὰρ τρίγωνον  
ἴσον ἦν τῷ τε μηνίσκῳ καὶ τοῖς ὑπὸ τοῦ ἑξαγώνου ἀφαιρου- 
68.30 
μένοις τμήμασι τοῦ ἐντὸς κύκλου. εἰ οὖν τὰ εἰρημένα εὐθύ- 
γραμμα δυνατὸν τετραγωνισθῆναι, καὶ τὸν κύκλον ἄρα μετὰ τοῦ  
μηνίσκου.>“ τὰ μὲν οὖν περὶ τοῦ Χίου Ἱπποκράτους μᾶλλον ἐπιτρεπτέον  
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68.15 
με τα ίδια γράμματα κατά τα τμήματα του εσωτερικού κύκλου που 
αφαιρούνται από τις πλευρές του εξαγώνου. Διότι, το τμήμα ΗΙ είναι 
ίσο με τα τμήματα ΗΘ, ΘΙ μαζί και αυτών που αποκόπτονται από το 
εξάγωνο στον εσωτερικό κύκλο. Έτσι λοιπόν τα τμήματα ΗΘ, ΘΙ είναι 
μικρότερα του τμήματος γύρω από την ΗΙ κατά αυτά που 
αποκόπτονται από το εξάγωνο στον εσωτερικό κύκλο.  
68.20 
Αν προστεθεί από κοινού το κομμάτι, μέρος του τριγώνου, που 
βρίσκεται πάνω από το τμήμα ΗΙ, από αυτό και από το τμήμα γύρω 
από το ΗΙ σχηματίζεται το τρίγωνο, ενώ, προσθέτοντας σε αυτό τα 
τμήματα ΗΘ ΘΙ, σχηματίζεται ο μηνίσκος. Ο μηνίσκος λοιπόν είναι 
μικρότερος του τριγώνου κατά τα τμήματα που αποκόπτονται από το 
εξάγωνο του εσωτερικού κύκλου. 
68.25 
Άρα ο μηνίσκος και τα τμήματα που αποκόπτονται από το εξάγωνο 
είναι ίσα με το τρίγωνο. Και προσθέτοντας και στα δύο το εξάγωνο 
τότε το τρίγωνο και το εξάγωνο είναι ίσα με τον υπό συζήτηση μηνίσκο 
και τον εσωτερικό κύκλο. Επειδή το τρίγωνο είναι ίσο με το  μηνίσκο 
και τα τμήματα που αποκόπτονται από το εξάγωνο 
68.30 
στον εσωτερικό κύκλο. Είναι δυνατόν λοιπόν τα ευθύγραμμα τμήματα 
να τετραγωνισθούν, άρα και ο κύκλος μαζί με το μηνίσκο.’’ Αυτά που 
αναφέρονται για τον Ιπποκράτη το Χίο είναι πιο εύκολο να ήταν γνωστά 
για τον Εύδημο, ο οποίος ήταν πιο κοντά χρονολογικά όντας μαθητής του 
Αριστοτέλη.   
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4. Οι τετραγωνισμοί των μηνίσκων του 
Ιπποκράτη 

Όπως μας πληροφορεί ο Αριστοτέλης στα ‘Αναλυτικά πρότερα’ 30  και στους 
‘Σοφιστικούς ελέγχους’31, ο Ιπποκράτης ο Χίος, προσπαθώντας να τετραγωνίσει τον 
κύκλο με κανόνα και διαβήτη, σκέφτηκε ότι θα μπορούσε να το καταφέρει 
τετραγωνίζοντας πρώτα κάποια σχήματα που μοιάζουν με τον κύκλο, τους μηνίσκους. 
Σκέφτηκε, δηλαδή, να κάνει απαγωγή του προβλήματος του τετραγωνισμού του κύκλου 
στον τετραγωνισμό των μηνίσκων. Με αυτόν τον τρόπο κατάφερε να τετραγωνίσει 
τέσσερις περιπτώσεις μηνίσκων. Οι τρεις πρώτοι τετραγωνισμοί κατά τον Εύδημο 
αφορούν σε μηνίσκους των οποίων το εξωτερικό τόξο κύκλου είναι αρχικά ίσο με την 
ημιπεριφέρεια μετά μεγαλύτερο από την ημιπεριφέρεια και τέλος μικρότερο από την 
ημιπεριφέρεια ενός κύκλου. Στον τέταρτο τετραγωνισμό ο Ιπποκράτης τετραγώνισε το 
άθροισμα ενός κύκλου και ενός μηνίσκου. 

Για να αποδείξει τους τετραγωνισμούς αυτούς, όπως θα δούμε και στη συνέχεια, 
χρησιμοποιεί την ακόλουθη πρόταση: «Όμοια τμήματα κύκλων έχουν τον ίδιο λόγο με τα 
τετράγωνα των βάσεών τους» 32. Την πρόταση αυτήν την αποδεικνύει εύκολα κάνοντας 
πάλι απαγωγή στην πρόταση: «Ο λόγος δυο κύκλων είναι ίδιος με αυτόν των 
τετραγώνων των διαμέτρων τους»33. Ο Εύδημος, μάλιστα, αναφέρει στη Σύνοψη των 
Γεωμετρών ότι ο Ιπποκράτης απέδειξε αυτήν την πρόταση. Αυτό όμως είναι εξαιρετικά 
περίεργο, γιατί η πρόταση αυτή αποδεικνύεται από τον Ευκλείδη (Θεώρημα ΧΙΙ 2) με 
τη μέθοδο της εξάντλησης, η οποία, σύμφωνα με τον Αρχιμήδη, ανακαλύφθηκε από τον 
Εύδοξο. Δεν γνωρίζουμε, όμως, τίποτα για την υποτιθέμενη απόδειξη του Ιπποκράτη. 
Ίσως ο Ιπποκράτης να στηρίχτηκε σε κάποια άλλη παραδοχή ή σε εμπειρικά στοιχεία. 
Ο Ιπποκράτης μετά, για να ορίσει ποια είναι τα όμοια τμήματα, χρησιμοποιεί την 
πρόταση: «Όμοια τμήματα είναι εκείνα που δέχονται ίσες γωνίες»34 δηλαδή «όμοιοι 
τομείς είναι αυτοί που έχουν τις επίκεντρες γωνίες τους ίσες, ή είναι τα ίδια μέρη 
αντίστοιχων κύκλων».  
 

 

 

 

30 Βλ. Αριστοτέλης Αναλυτικά πρότερα 69a20-37. 
31 Αριστοτέλης, Σοφιστικούς ελέγχους 171b15. 
32 Σιμπλίκιος, Σχόλια στα Φυσικά, σελ 61. Στ 6-7 
33 Σιμπλίκιος, Σχόλια στα Φυσικά, σελ 61. Στ 8-9 
34 Σιμπλίκιος, Σχόλια στα Φυσικά, σελ 61. Στ 14 
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5. Οι τετραγωνισμοί που αποδίδονται 
στον Ιπποκράτη τον Χίο από τον 
Εύδημο. 
5.1. 1ος τετραγωνισμός  

Αφού απέδειξε τα παραπάνω, ο Ιπποκράτης προχώρησε, όπως μας λέει ο Σιμπλίκιος, 
βασισμένος στον Εύδημο, αρχικά στον τετραγωνισμό μηνίσκου με εξωτερική 
περιφέρεια ίση με μία ημιπεριφέρεια κύκλου. Για να κατασκευάσει ένα τέτοιο 
μηνίσκο παίρνει ένα ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο, για το οποίο ξέρει ότι ισχύουν 
τα εξής : α) οι δύο κάθετες πλευρές είναι ίσες μεταξύ τους, και β) το τετράγωνο της 
υποτείνουσας είναι ίσο με το άθροισμα των τετραγώνων των δύο κάθετων πλευρών, 
άρα το τετράγωνο της υποτείνουσας είναι ίσο με το διπλάσιο του τετραγώνου της κάθε 
μιας από τις κάθετες πλευρές. 

 
Στη συνέχεια περιγράφει ένα ημικύκλιο στο ορθογώνιο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ 
(ΑΓ=ΒΓ) με διάμετρο την υποτείνουσα ΑΒ του τριγώνου. Έτσι σχηματίζονται τα 
τμήματα ΑΓ, ΓΒ και θέλει ακόμα να σχηματίσει ένα τμήμα όμοιο με αυτά στην 
διάμετρο ΑΒ. Το τμήμα ΑΓ έχει επίκεντρη γωνία (ΑΛΓ) ίση με μία ορθή. Ομοίως και 
το τμήμα ΓΒ. Για να είναι δηλαδή το ζητούμενο τμήμα ΑΚΒ όμοιο με τα ΑΓ και ΓΒ θα 
πρέπει οι επίκεντρες γωνίες που βαίνουν σε αυτά να είναι ίσες. Άρα ο κύκλος κέντρου 
Ο στον οποίο θα ανήκει το τόξο ΑΚΒ θα πρέπει να έχει την επίκεντρη γωνία ΑΟΒ ίση 
με μία ορθή. Οπότε φτιάχνει άλλον ένα κύκλο κέντρου Ο, του οποίου η περιφέρεια 
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διέρχεται από τα δύο άκρα της υποτείνουσας ΑΒ με τέτοιο τρόπο ώστε η γωνία ΑΟΒ 
που σχηματίζεται να είναι μια ορθή (Πρόβλημα του Ευκλείδη ΙΙΙ 33). Συνακόλουθα, 
έχει προκύψει ο μηνίσκος με εξωτερική περιφέρεια αυτή του ημικυκλίου διαμέτρου ΑΒ 
και εσωτερική αυτή του τόξου ΑΚΒ του κύκλου κέντρου Ο. 

Κάνοντας την κατασκευή αυτή, λοιπόν, προκύπτουν τα εξής δεδομένα: Το τόξο χορδής 
ΑΒ στον κύκλο κέντρου Ο είναι ίσο με ένα τεταρτοκύκλιο, άρα όμοιο με το μισό του 
ημικυκλίου διαμέτρου ΑΒ. Το τμήμα ΑΒ του κύκλου κέντρου Ο, δηλαδή, είναι όμοιο 
με το τμήμα ΑΓ και το ΒΓ του κύκλου διαμέτρου ΑΒ, αφού το κάθε ένα με τη σειρά 
του αντιστοιχεί σε τόξο χορδής ίσο με το ένα τέταρτο του κύκλου. Επιπλέον, από το 
Πυθαγόρειο θεώρημα έχουμε ότι ΑΒ2=ΑΓ2+ΒΓ2 (ΑΒ2=2ΑΓ2 αφού ΑΓ=ΒΓ, ΑΒΓ 
ισοσκελές) και κάνοντας χρήση της πρότασης «Όμοια τμήματα κύκλων έχουν τον ίδιο 
λόγο με τα τετράγωνα των βάσεών τους» έχουμε ότι το τμήμα ΑΒ του κύκλου κέντρου 
Ο είναι ίσο με το άθροισμα των τμημάτων ΑΓ και ΒΓ του ημικυκλίου διαμέτρου ΑΒ.  

Έπεται, επομένως, ότι:  

(ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ) = (τμήμα του τριγώνου πάνω από το τόξο ΑΚΒ) + (τμήμα 
ΑΒ) 

(τμήμα του τριγώνου πάνω από το τόξο ΑKΒ) + (τμήμα ΑΒ) = (τμήμα του τριγώνου 
πάνω από το τόξο ΑΚΒ) + (άθροισμα των τμημάτων ΑΓ και ΒΓ) οπότε  (ορθογώνιο 
τρίγωνο ΑΒΓ) = (μηνίσκο), άρα ο υπό συζήτηση μηνίσκος μπορεί να τετραγωνιστεί.  

Στην απόδειξη αυτή, όπως γίνεται φανερό, ο Ιπποκράτης απάγει το πρόβλημα του 
τετραγωνισμού στην πρόταση «Όμοια τμήματα κύκλων έχουν τον ίδιο λόγο με τα 
τετράγωνα των βάσεών τους» και αυτό το πετυχαίνει δημιουργώντας μια κατασκευή, 
στην οποία γνωρίζει τις αναλογίες των τετραγώνων των βάσεων των τμημάτων που του 
προκύπτουν. Σε αντίθεση δηλαδή με τον Ευκλείδη, δεν ξεκινάει από τα δεδομένα του 
προβλήματος αλλά από την παραγωγή των ζητούμενων χωρίς να είναι προσδιορισμένες 
οι αφετηρίες τους. 
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5.2. 2ος τετραγωνισμός  

Επόμενος τετραγωνισμός είναι αυτός του μηνίσκου με εξωτερική περιφέρεια 
μεγαλύτερη της ημιπεριφέρειας ενός κύκλου, η οποία αποκτάται με την κατασκευή 
ενός τραπεζίου, στο οποίο οι τρεις πλευρές είναι ίσες μεταξύ τους, ενώ η μεγαλύτερη 
από τις παράλληλες πλευρές είναι τέτοια ώστε το τετράγωνο της είναι το τριπλάσιο του 
τετραγώνου κάθε μιας από τις υπόλοιπες πλευρές. 

 (Έχουμε λοιπόν ότι ΑΒ=ΑΓ=ΓΔ και BΔ2=3AB2=3AΓ2=3ΓΔ2 οπότε 
BΔ2=AB2+AΓ2+ΓΔ2.) 

Το εν λόγω τραπέζιο εγγράφεται σε κύκλο, πράγμα το οποίο αποδεικνύει ο Σιμπλίκιος 
και μετά οριοθετείται πάνω στην μεγαλύτερη πλευρά του τραπεζίου BΔ, ένα τμήμα 
όμοιο εκείνου που αποκόπηκε από το κύκλο με τις τρεις ίσες πλευρές. 

 
Οπότε έχει σχηματιστεί ο μηνίσκος με εξωτερική περιφέρεια BΑΓΔ, δηλαδή το τμήμα 
του κύκλου που έχουμε εγγράψει το τραπέζιο και εσωτερική περιφέρεια το τμήμα του 
κύκλου που οριοθετείται πάνω στη μεγαλύτερη πλευρά BΔ και είναι όμοιο του 
τμήματος ΑΒ. 

Μένει να δείξουμε, λοιπόν, ότι ο μηνίσκος αυτός τετραγωνίζεται και ότι η περιφέρεια 
BΑΓΔ είναι μεγαλύτερη από ένα ημικύκλιο. 

Ο τετραγωνισμός προκύπτει αρκετά εύκολα:  

Εφόσον BΔ2=3 BA2  
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τότε (τμήμα στο BΔ)= 3*(τμήμα στο ΒΑ) = (άθροισμα των τμημάτων στο ΒΑ, ΑΓ, 
ΓΔ). 

Άρα, αν προσθέσουμε σε κάθε πλευρά την περιοχή μεταξύ ΒΑ, ΑΓ, ΓΔ, και την 
περιφέρεια του τμήματος στο ΒΔ, έχουμε  

(Τραπέζιο ABΔΓ)=(μηνίσκος που φράσσεται από 2 περιφέρειες) και με τον τρόπο αυτό 
ο μηνίσκος τετραγωνίζεται. 

Μένει τώρα να αποδειχθεί ότι τo υπό συζήτηση τμήμα, φραγμένο από την εξωτερική 
περιφέρεια BAΓΔ στο σχήμα, είναι μεγαλύτερο από ένα ημικύκλιο. Αυτό 
αποδεικνύεται, εάν σχεδιαστεί μια διαγώνιος του τραπεζίου.  

Αυτή η διαγώνιος ΒΓ, που υποτείνει τις δυο πλευρές ΒΑ και ΑΓ του τραπεζίου, είναι 
τέτοια έτσι ώστε το τετράγωνό της να είναι μεγαλύτερο από ότι το διπλάσιο του 
τετραγώνου μιας από τις εναπομείνασες πλευρές.  

Αυτό έπεται από το γεγονός ότι η πλευρά ΑΓ είναι παράλληλη στην ΒΔ αλλά 
μικρότερη από αυτή, οπότε η ΒΑ και η ΔΓ αν επεκταθούν τέμνονται στο σημείο Ζ. 
Τότε στο ισοσκελές τρίγωνο ΖΑΓ, γωνία ΖΑΓ = γωνία ΖΓΑ. Όμως η γωνία ΒΑΓ, 
εξωτερική του τριγώνου, είναι μεγαλύτερη της γωνίας ΖΓΑ, απέναντι και εσωτερική 
γωνία του τριγώνου, άρα και της ΖΑΓ. Επιπλέων οι γωνίες ΖΑΓ και ΒΑΓ μαζί είναι 
ίσες με δύο ορθές, άρα η γωνία ΒΑΓ είναι αμβλεία. 

Κατά συνέπεια, το τετράγωνο της μεγαλύτερης πλευράς του τραπεζίου BΔ, το οποίο 
ισούται με  3*ΓΔ2 από υπόθεση, είναι μικρότερο από ότι το άθροισμα του τετραγώνου 
της διαγωνίου BΓ και μίας εκ των άλλων πλευρών π.χ. της ΓΔ, η οποία υποτείνεται από 
την εν λόγω μέγιστη πλευρά ΒΔ και τη διαγώνιο ΒΓ. Δηλαδή ΒΔ2<BΓ2+ΓΔ2. 

Από όλα τα παραπάνω προκύπτει ότι η γωνία BΓΔ που υπόκειται στη μεγαλύτερη 
πλευρά του τραπεζίου είναι οξεία. Γι’ αυτόν το λόγο το τμήμα BΑΓΔ, στο οποίο η εν 
λόγω γωνία βρίσκεται, είναι μεγαλύτερο από ένα ημικύκλιο. 

Εδώ ο Ιπποκράτης κάνει μια κατασκευή ώστε να του επιτρέπεται πάλι να 
πραγματοποιήσει την ίδια απαγωγή με πριν. Αυτό γιατί δημιουργεί μια αναλογία των 
τετραγώνων των βάσεων για τα υπό μελέτη τμήματα, όπως ακριβώς του χρειάζεται, 
ώστε ο τετραγωνισμός του μηνίσκου να προκύπτει σχεδόν αυτόματα. Το μεγαλύτερο 
βάρος, όμως, δίνεται στο να δειχθεί ότι η εξωτερική περιφέρεια του μηνίσκου είναι 
μεγαλύτερη από ένα ημικύκλιο, παρά στον τετραγωνισμό του μηνίσκου αυτού. Αυτό το 
πετυχαίνει κάνοντας μια βοηθητική κατασκευή, στη συνέχεια απάγει το πρόβλημα του 
από σχέσεις τόξων σε σχέσεις γωνιών, την οποία αποδεικνύει ακλουθώντας έναν άμεσο 
συλλογισμό με αναγκαίες προτάσεις, χωρίς όμως να δικαιολογεί την αναγκαιότητα 
τους.  

Θα ήταν πολύ χρήσιμο, λοιπόν, να μελετήσουμε αναλυτικά και βήμα προς βήμα τη 
γεωμετρική κατασκευή του σχήματος αυτού. Το οποίο θα μας βοηθήσει να διακρίνουμε 
καλύτερα τις γεωμετρικές γνώσεις του Ιπποκράτη. Θέλουμε, λοιπόν, ένα ισοσκελές 
τραπέζιο με τρείς πλευρές ίσες ΑΒ=ΑΓ=ΓΔ και την μεγαλύτερη από τις παράλληλες 
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ΒΔ τέτοια ώστε το τετράγωνο της να είναι τριπλάσιο του τετραγώνου κάθε μιας από τις 
υπόλοιπες πλευρές (ΒΔ= √3ΑΒ). 

Η πλευρά ΒΔ κατασκευάζεται εύκολα κάνοντας χρήση του πυθαγορείου θεωρήματος 
δύο φορές. Παίρνουμε δηλαδή ένα ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο με κάθετες 
πλευρές μήκους α, γνωρίζουμε τότε ότι η υποτείνουσα θα είναι μήκους  β=α√2. Αν 
τώρα φέρουμε ένα κάθετο ευθύγραμμο τμήμα μήκους α σε μία από τις κορυφές της β 
δημιουργείται ένα ορθογώνιο τρίγωνο με υποτείνουσα μήκους ΒΔ=γ=α√3 δηλαδή η 
ζητούμενη πλευρά35. 

 
Έχοντας τώρα κατασκευάσει την πλευρά ΒΔ μένει να προσδιορίσουμε την ακριβή θέση 
των άλλων δύο κορυφών του ισοσκελούς τραπεζίου Α και Γ. Για να το πετύχουμε αυτό 
υποθέτουμε ότι έχουμε κατασκευάσει το ζητούμενο τραπέζιο, τότε προβάλλοντας τη 
‘μικρή’ βάση ΑΓ στη ‘μεγάλη’ ΒΔ παρατηρούμε ότι εκατέρωθεν της προβολής, 
αποκόπτονται δύο ευθύγραμμα τμήματα μήκους (√3 - 1)α/2. Άρα το σημείο Α θα 
απέχει από το Β μήκος α και θα βρίσκεται πάνω στην κάθετη στη ΒΔ ευθεία, ε, που 
διέρχεται ανάμεσα από τα Β, Δ και απέχει από το Β μήκος ίσο με (√3  - 1)α/2. 
Αντίστοιχα και για το σημείο Γ. Αρκεί λοιπόν να κατασκευάσουμε την κάθετη ευθεία ε 
με αυτές τις ιδιότητες. Φέρνουμε με κέντρο το Δ κύκλο ακτίνας α, αυτός θα τέμνει τη 
ΒΔ στο σημείο Η, τότε ΔΗ=α  => ΗΒ=(√3 - 1)α, δηλαδή η ζητούμενη ευθεία ε θα είναι 
η μεσοκάθετος του ΗΒ. Τέλος φέρνουμε τον κύκλο κέντρου Β και ακτίνας α, τότε το 
σημείο τομής αυτού του κύκλου και της μεσοκαθέτου του ΒΗ, ε, μας δίνουν την 
κορυφή Α του ζητούμενου τραπεζίου. Ομοίως εργαζόμαστε για να προσδιορίσουμε την 
κορυφή Γ. 

35 Την πλευρά ΒΔ θα ήταν δυνατόν να την κατασκευάσει επίσης με ακόμα δύο τρόπους. Πρώτον μέσο 
της 14ης πρότασης του II βιβλίου : Να κατασκευασθεί τετράγωνο ισοδύναμο προς δεδομένο ευθύγραμμο 
σχήμα. Και δεύτερον μέσο της 13 πρότασης του VI βιβλίου : Να βρεθεί η μέση ανάλογος δυο δοθέντων 
ευθύγραμμων τμημάτων.  
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Οπότε κατασκευάσαμε το ζητούμενο τραπέζιο ΑΒΔΓ. Μετά φέρνουμε τις διαγώνιους  
των γωνιών ΓΑΒ, ΑΓΔ που τέμνονται στο Ε. Το Ε είναι το κέντρο του κύκλου στον 
οποίο το τραπέζιο εγγράφεται. Αυτό γιατί, αφού ΑΕ διχοτόμος της γωνίας ΓΑΒ τότε 
ΒΕ=ΓΕ, επίσης ΓΕ διχοτόμος της ΑΓΔ άρα και ΑΕ=ΕΔ. Όμως από υπόθεση ΑΒ=ΓΔ, 
άρα τα τρίγωνα ΑΒΕ και ΓΕΔ είναι ίσα, πότε ΒΕ=ΑΕ=ΓΕ=ΔΕ. Αφού βρήκαμε και το 
κέντρο του ζητούμενου κύκλου σχηματίζουμε το τμήμα του κύκλου από το Β έως το Δ 
που διέρχεται από τα Α, Γ.36  

 

 
 

Το μόνο που μένει τώρα είναι να σχεδιάσουμε το τμήμα κύκλου πάνω από το ΒΔ που 
είναι όμοιο με τα τμήματα πού αποκόπτονται από τον κύκλο με τις τρείς ίσες πλευρές. 
Δηλαδή μας αρκεί οι επίκεντρες γωνίες τους να είναι ίσες (έστω ΑΕΓ=ΒΟΔ). Αυτό το 

36 Αυτό θα ήταν δυνατόν να το πετύχει και με ακόμα ένα τρόπο, φέρνοντας τις μεσοκαθέτους των 
πλευρών ΒΑ, ΑΓ, ΓΔ, ΔΒ. 
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πετυχαίνουμε εύκολα φέρνοντας μια ευθεία από το Β παράλληλη στην ΑΕ και μια από 
το Δ παράλληλη στην ΓΕ. Το σημείο τομής τους Ο θα είναι το κέντρο του κύκλου που 
διέρχεται από τα Β,Δ και δημιουργεί τμήμα κύκλου όμοιο με κάθε ένα από τα τμήματα 
που αποκόπτονται από τα ΑΒ, ΑΓ,ΓΔ.37 Οπότε η κατασκευή έχει ολοκληρωθεί. 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

37 Αυτό θα μπορούσε να γίνει και μέσο της 33ης πρότασης του III βιβλίου : Επί δοθέντος τμήματος να 
γράψετε κυκλικό τμήμα, που να διέρχεται γωνία ίση προς δοθείσα ευθύγραμμη γωνία. 
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5.3. 3ος τετραγωνισμός  

Μια περίπτωση, επίσης, όπου η εξωτερική περιφέρεια είναι μικρότερη από ένα 
ημικύκλιο επιλύθηκε από τον Ιπποκράτη, που έδωσε την ακόλουθη προκαταρκτική 
κατασκευή. 

Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει ένας κύκλος με διάμετρο ΑΒ και κέντρο Κ. 

Έστω ότι η CD διχοτομεί την ΒΚ σε δύο ορθές γωνίες, δηλαδή CD μεσοκάθετος του 
ΚΒ. 

Έστω ευθύγραμμο τμήμα ΕF τοποθετημένο στη κατασκευή μας έτσι ώστε, η F ανάμεσα 
στο CD και E στην περιφέρεια του κύκλου κέντρου Κ ώστε προεκτεινόμενο το EF προς 
το F να διέρχεται από το Β, δηλαδή να τείνει στο Β, ενώ το μήκος του είναι τέτοιο ώστε 
το τετράγωνο του να είναι μιάμιση φορά το τετράγωνο μιας εκ των ακτινών του 
EF2=(3/2)BK2.  

Έστω ότι το ΕG σχεδιάζεται παράλληλα στην ΑΒ. 

Φέρνουμε τα ευθύγραμμα τμήματα τα οποία ενώνουν το Κ με το Ε και F. 

Έστω ότι το ευθύγραμμο τμήμα ΚF το οποίο επεκτεινόμενο προς το F συναντά το EG 
στο G. 

Φέρνουμε τα ευθύγραμμα τμήματα, τα οποία ενώνουν το Β με το F και με το G.  

Είναι προφανές ότι η ΕF προεκτεινόμενη θα περάσει από το Β, γιατί εξ’ υποθέσεως το 
ΕF κατασκευάστηκε ώστε να τείνει προς το Β. 

Τότε όμως τα τρίγωνα FKC και FBC είναι ίσα, επειδή FC κοινή πλευρά και η CD 
διχοτομεί την ΒΚ σε δύο ορθές γωνίες άρα KC=CD και οι γωνίες FCK, FCB ίσες με 
μια ορθή, άρα και μεταξύ τους ίσες [Ευκλ. Ι. 4.]. Επιπρόσθετα, τα τρίγωνα EDF και 
GDF είναι ίσα, επειδή DF κοινή πλευρά, οι γωνίες EFD, και GFD ίσες ως κατακορυφήν 
ίσων γωνιών και αφού το ΕG είναι παράλληλο στο ΚΒ, που τέμνεται από τη CD 
κάθετα, έχουμε ότι οι γωνίες EDF και GDF είναι ίσες με μια ορθή, άρα και μεταξύ τους 
ίσες [Ευκλ. Ι. 15, 29, 26]. 

Οπότε BG=EK (λόγο της ισότητας των τριγώνων EKF GBF). Άρα το τραπέζιο είναι 
ισοσκελές. 

Εφόσον, λοιπόν, όλα αυτά ισχύουν, δηλώνουμε ότι το τραπέζιο ΕΚΒG μπορεί να 
εγγραφεί σε κύκλο. 

Έστω ότι το τμήμα ΕΚΒG έχει οριοθετηθεί. 

Στη συνέχεια έστω ότι ένα τμήμα ενός κύκλου οροθετείται επίσης γύρω από το τρίγωνο 
EFG. Τότε, προφανώς, καθένα από τα τμήματα ΕF και FG θα είναι όμοιο με κάθε ένα 
από τα τμήματα ΕΚ, ΚΒ και ΒG. Αυτό ισχύει, επειδή όλα τα κομμάτια φαίνονται από 
ίσες γωνιές, π.χ. την EGK. 
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Έτσι, έχει σχηματιστεί ο μηνίσκος του οποίου η εξωτερική περιφέρεια είναι η ΕΚΒG 
και ΕFG η εσωτερική. 

 
Θα δείξουμε τώρα ότι ο μηνίσκος αυτός θα είναι ίσος με το χωρίο που σχηματίζεται 
από τρία τρίγωνα BFG, BFK και EKF. 

Αυτό ισχύει, γιατί τα τμήματα που αποκόπτονται από το εν λόγω χωρίο από την 
εσωτερική πλευρά του μηνίσκου και τις ευθείες γραμμές ΕF και FG μαζί είναι ίσα με τα 
τρία τμήματα μαζί στην εξωτερική πλευρά του χωρίου που αποκόπτονται από τις 
ευθείες γραμμές ΕΚ, ΚΒ και ΒG, αφού κάθε ένα από τα εσωτερικά τμήματα είναι εξ’ 
υποθέσεως μιάμιση φορά μεγαλύτερο από τα εξωτερικά, επειδή: 

EF2=FG2= (3/2)*EK2   EF2+FG2=2*EF2=3*EK2 =EK2+KB2+BG2.  

Οπότε (μηνίσκος)=(τα τρία τμήματα από ΕΚ, ΚΒ, ΒG) +{(χωρίο)-(δυο τμήματα ΕF, 
FG)}, το χωρίο περιλαμβάνει τα 2 τμήματα αλλά όχι τα τρία, ενώ το άθροισμα των δύο 
αυτών τμημάτων είναι ίσο με το άθροισμα των τριών, οπότε έπεται ότι: 

(Μηνίσκος)=(χωρίο). 

Έχουμε να δείξουμε, ακόμα, ότι ο μηνίσκος που κατασκευάστηκε έχει την εξωτερική 
του περιφέρεια μικρότερη από ένα ημικύκλιο, το οποίο αποδεικνύεται βάση του 
γεγονότος ότι η γωνία ΕΚG στο εξωτερικό τμήμα είναι αμβλεία. Και το γεγονός ότι η 
γωνία EKG είναι αμβλεία αποδεικνύεται ως εξής: 

Από υπόθεση  EF2=3/2EK2. 

Επίσης ΒΚ2>2ΒF2 (το υποθέτουμε και θα το αποδείξουμε αργότερα) ΕΚ2>2ΚF2. 
Άρα έχουμε ότι  ΕF2=EK2+1/2EK2 >EK2+KF2 και από αυτό αποδεικνύεται ότι η γωνία 
ΕΚF είναι αμβλεία, οπότε η εξωτερική περιφέρεια του μηνίσκου είναι μικρότερη από 
ένα ημικύκλιο.  

Απόδειξη ότι ΒΚ2>2ΒF2: 
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Από υπόθεση έχουμε EF2= 3
2
·KB2.  

Επίσης, αφού Α, Ε, F και C είναι στον ίδιο κύκλο έχουμε ότι: ΕΒ*ΒF=AB*BC και 
αφού ΑΒ=KB*2, BΚ=2*BC)  ΕΒ*ΒF=KB2  ΕF*FB+BF2=KB2 = 2

3
 * EF2 . 

(Την σχέση ΕΒ*ΒF=KB2 θα μπορούσαμε να την πάρουμε και από την ομοιότητα των 
τριγώνων ΒΚΕ και ΒΚF). 

Έπεται από τις τελευταίες σχέσεις ότι EF>BF και ότι  ΚΒ2>2ΒF2. 

Παρατηρούμε, λοιπόν, ότι στην απόδειξη αυτή ο Ιπποκράτης ο Χίος κάνει δύο 
απαγωγές. Μια για τον τετραγωνισμό του μηνίσκου, όπως και στις προηγούμενες 
αποδείξεις, και μία άλλη, του προβλήματος να δείξει ότι η εξωτερική περιφέρεια είναι 
μικρότερη από ένα ημικύκλιο, το οποίο το δείχνει μέσω της σχέσης ΒΚ2>2ΒF2. 
Επιπρόσθετα, παρατηρούμε ότι υποθέτει πως ΒΚ2>2ΒF2, το χρησιμοποιεί πρώτα ως 
δεδομένο για να δείξει ότι η εξωτερική περιφέρεια είναι μικρότερη από ένα ημικύκλιο 
και το αποδεικνύει εκ των υστέρων.  

To πιο αξιοσημείωτο χαρακτηριστικό στην παραπάνω απόδειξη είναι η υπόθεση της 
επίλυσης του προβλήματος ‘να σχεδιαστεί ευθεία γραμμή ΕF έτσι ώστε το τετράγωνο 
της να είναι μιάμιση φορά το τετράγωνο της ΑΚ μεταξύ της περιφέρειας του 
ημικυκλίου και του CD με τέτοιο τρόπο που να βαίνει στο Β’. Με λίγα λόγια, αν 
επεκτεινόταν, θα περάσει διαμέσω του Β. Αυτό είναι ένα πρόβλημα που οι Έλληνες 
αποκαλούσαν πρόβλημα νεύσεως. 

Αυτό θα μπορούσε να πραγματοποιηθεί με δύο τρόπους. 

Πρώτον, με μια καθαρά μηχανική διαδικασία. Δηλαδή, να κατασκευάσουμε ένα 
ευθύγραμμο τμήμα με το ζητούμενο μήκος ΕF2 = 3

2
 AK2 χρησιμοποιώντας μιας από τις 

προτάσεις Ι 47, 38 ή ΙΙ 14, ή VΙ 13 από τα Στοιχεία του Ευκλείδη. Και μετά να το 
τοποθετήσουμε στο σχήμα έτσι ώστε το Ε να βρίσκεται στην περιφέρεια του κύκλου, 
ενώ το F στο ευθύγραμμο τμήμα CD έτσι ώστε αν προεκτείνουμε από την μεριά της F 
το EF να διέρχεται από το Β.39 

Δεύτερον, θα μπορούσαμε να το θεωρήσουμε ως το πρόβλημα του να βρεις ένα μήκος 
x τέτοιο ώστε, εάν η F βρίσκεται στη CD και ΒF=x, η ΒF επεκτεινόμενη, να δημιουργεί 

38 Το ζητούμενο ευθύγραμμο τμήμα ΕF2 = 3
2
AK2 είναι ίσο με την υποτείνουσα ενός ορθογωνίου και 

ισοσκελούς τριγώνου με κάθετες πλευρές ίσες με √3
2

ΑΚ. Την κατασκευή τώρα ευθύγραμμου τμήματος 
√3
2

ΑΚ την κάνουμε όπως στην απόδειξη του προηγούμενου τετραγωνισμού. 
 
39 Η άποψη ότι είναι πιθανό ο Ιπποκράτης εδώ χρησιμοποίησε μηχανικά μέσα ενισχύεται από τους 
ισχυρισμούς των παρακάτω παρατηρητών Rudio, loc cit., σελ 59 και Zeuthen, Ggeschichte στο Math., 
σελ 80. Ο ισχυρισμός τους αυτός βασίζεται στο γεγονός ότι το κείμενο του Ιπποκράτη πρώτα τοποθετεί 
το ΕF χωρίς να το εκτείνει στο Β και στη συνέχεια ενώνει το ΒF. 
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ανάμεσα στο CD και την περιφέρεια του ημικυκλίου ένα μήκος ΕF ίσο με �3
2
ΑΚ. Αυτό 

θα μπορούσε να γίνει ακλουθώντας την εξής διαδικασία: Τα τρίγωνα ΑΕΒ και FCB 
είναι όμοια γιατί α) είναι και τα δύο ορθογώνια, γωνία BEA = γωνία BCF = 1 ορθή, και 
β) γωνία ΕΒΑ = γωνία CBF ως κοινή. Από την ομοιότητα προκύπτει σχέση  ΑΒ

FB
 = EB

BC
  

ΕΒ*ΒF=AB*BC=AK2 ή (x+�3
2
·a)·x=a2, όπου ΑΚ=a. 

Με άλλα λόγια, το πρόβλημα συνοψίζεται στην επίλυση της εξίσωσης x2+�3
2
·a·x=a2. 

Μια εξίσωση της μορφής αx+x2=β2, θα αναγνωρίζονταν από τους Έλληνες 
μαθηματικούς της τότε εποχής ως η κατασκευή ορθογωνίου με μια πλευρά α, που να 
έχει εμβαδό ίσο με το εμβαδό δοσμένου τετραγώνου μείον το εμβαδό του τετραγώνου 
με πλευρά την άλλη πλευρά του ορθογωνίου. Η κατασκευή αυτή ισοδυναμεί με την 6η 
πρόταση στο 2ο βιβλίο των Στοιχείων. 40 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

40 Τη μέθοδο αυτή την αναφέρει ο Heath (HGM σελ.196), πιστεύοντας ότι ο Ιπποκράτης έλυσε την 
εξίσωση που του προέκυψε,  αναμφίβολα, με αυτή την γεωμετρική μέθοδο. 
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5.4. 4ος τετραγωνισμός  

Τέλος, τετραγώνισε το άθροισμα ενός μηνίσκου και ενός κύκλου, ακολουθώντας την 
ίδια λογική με τις προηγούμενες αποδείξεις, ως εξής: 

Ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν δυο ομόκεντροι κύκλοι με κέντρο το Κ, έτσι ώστε το 
τετράγωνο της διαμέτρου του εξωτερικού να είναι 6 φορές το τετράγωνο της διαμέτρου 
του εσωτερικού. Δηλαδή, η μία διάμετρος να είναι μήκους a και η άλλη μήκους a√6. 
Αυτό θα μπορούσε να το πετύχει με εφαρμογή του Πυθαγόρειου θεωρήματος (Ι 47), ή 
με ένα εκ των (ΙΙ 14) ή (VI 13) από τα στοιχεία του.  

Έστω ένα κανονικό εξάγωνο ΑΒCDEF που εγγράφεται στον εσωτερικό κύκλο, και 
έστω ΚΑ, ΚΒ και ΚC να ενώνουν το κέντρο του κύκλου με τα εν λόγω σημεία, και 
προεκτεινόμενα έως την περιφέρεια του εξωτερικού κύκλου να τη συναντούν στα 
σημεία G,H και I αντίστοιχα. Τέλος, έστω τα ευθύγραμμα τμήματα GH, HI και GI που 
ενώνουν τα εν λόγω σημεία. Τότε προφανώς οι GH, και HI είναι πλευρές ενός 
κανονικού εξαγώνου που εγγράφεται στον εξωτερικό κύκλο. 

Επιπλέον, έστω ένα τμήμα που οριοθετείται στην GI όμοιο με το τμήμα που 
αποκόπτεται από το GH. 

Μετά την κατασκευή αυτή, λοιπόν, ο Ιπποκράτης τετραγώνισε τον εσωτερικό κύκλο 
μαζί με το μηνίσκο, ο οποίος έχει εξωτερική περιφέρεια το τμήμα GHI του εξωτερικού 
κύκλου και εσωτερική το τμήμα που οριοθετείται στην GI. 
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Η απόδειξη του τετραγωνισμού έχει ως εξής: 

Αρχικά έχουμε ότι GI2=3GH2. 

Αυτό προκύπτει με τη βοήθεια του Πυθαγόρειου θεωρήματος στο τρίγωνο GIM. Το 
GIM είναι ορθογώνιο, αφού είναι εγγεγραμμένο στον εξωτερικό κύκλο και η πλευρά 
GM είναι διάμετρος αυτού, οπότε η γωνία GIM είναι ορθή.  

Άρα: GI2+(πλευρά του εξωτερικού εξαγώνου)2=(διάμετρος του εξωτερικού κύκλου)2 
  GI2+ GH2=4*GH2. 

Επίσης GH2=6*AB2 από υπόθεση κατασκευής. 

Συνεπώς, το (τμήμα GI)=2*(τμήμα GH)+6*(τμήμα ΑΒ)]=(τμήματα GH, HΙ) + (όλα τα 
τμήματα στον εσωτερικό κύκλο). 

Οπότε (τρίγωνο GHI)=(μηνίσκος GHI)+(όλα τα τμήματα στον εσωτερικό κύκλος). 

Προσθέτοντας και στις δύο πλευρές το εξάγωνο στον εσωτερικό κύκλο τότε: 

(τρίγωνο GHI)+(εσωτερικό εξάγωνο)=(μηνίσκος GHI)+(εσωτερικός κύκλος). 

Βάσει των παραπάνω και επειδή το άθροισμα του τριγώνου μαζί με το εξάγωνο μπορεί 
να τετραγωνιστεί, συνακόλουθα και το άθροισμα του κύκλου και του μηνίσκου που 
εξετάζουμε τετραγωνίζεται. 

Συνοψίζοντας, για τις τέσσερις αποδείξεις αυτές θα μπορούσαμε να πούμε ότι ο 
Ιπποκράτης ο Χίος ακολουθεί την ίδια απαγωγική διαδικασία. Μετατρέπει, δηλαδή, το 
πρόβλημα του τετραγωνισμού σε πρόβλημα κατασκευής όμοιων κυκλικών τμημάτων, 
των οποίων τα τετράγωνα των βάσεών τους έχουν συγκεκριμένες αναλογίες. Με τον 
τρόπο αυτό δημιουργεί όμοια κυκλικά τμήματα στην εσωτερική και στην εξωτερική 
περιφέρεια του εκάστοτε μηνίσκου με βάση τα οποία καταφέρνει να αποδείξει τους 
τετραγωνισμούς. 
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6. Οι τετραγωνισμοί που αποδίδονται 
στον Ιπποκράτη τον Χίο από τον 
Αλέξανδρο τον Αφροδισιέα. 

O Σιμπλίκιος μας δίνει ακόμα δυο απλές περιπτώσεις τετραγωνισμού μηνίσκων, οι 
οποίοι αποδίδονται στον Ιπποκράτη από τον Αλέξανδρο. Στον πρώτο τετραγωνισμό, 
αρχικά, υποθέτει ότι ΑΒ είναι η διάμετρος ενός κύκλου, κέντρου D. Έστω τώρα AC και 
BC οι πλευρές ενός τετραγώνου που εγγράφεται στον κύκλο αυτό. Επιπλέον, ΑΕC είναι 
το ημικύκλιο που περιγράφεται στην AC. Tέλος, ενώνει τα σημεία CD. 

 
Οπότε έχει σχηματιστεί ο μηνίσκος με εξωτερική περιφέρεια το ημικύκλιο AEC και 
εσωτερική το τμήμα AFC του κύκλου κέντρου D. 

Αφού ΑΒ2=2*AC2 => (ημικύκλιο ACB)=2*(ημικύκλιο AEC) 

Επειδή οι κύκλοι, άρα και τα ημικύκλια, είναι ο ένας με τον άλλο, όπως και τα 
τετράγωνα των διαμέτρων τους. 

Όμως (ημικύκλιο ACB)= 2*(τεταρτοκύκλιο ADC) άρα έχουμε ότι :  

(ημικύκλιο AEC)=(τεταρτοκύκλιο ADC)  

Αφαιρώντας, επομένως, το κοινό τμήμα AFC έχουμε  

(μηνίσκος AECF)=(τρίγωνο ADC) και ο μηνίσκος έχει τετραγωνιστεί. 

Στο δεύτερο τετραγωνισμό που μας παραθέτει ο Σιμπλίκιος από τον Αλέξανδρο, 
ακολουθεί τα ακόλουθα βήματα: 

Παίρνει τρεις διαδοχικές πλευρές CE, EF και FD ενός κανονικού εξαγώνου, που 
εγγράφεται σε ένα κύκλο διαμέτρου CD. Επίσης, παίρνει την ΑΒ να είναι η διάμετρος 
ενός ημικυκλίου, έτσι ώστε να είναι ίση με την ακτίνα του κύκλου διαμέτρου CD. 
Δηλαδή, η ΑΒ ίση με τις πλευρές του κανονικού εξαγώνου και ίση με το μισό της CD. 

Οπότε CD2=4*AB2=AB2+CE2+EF2+FD2 
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Άρα έχουμε ότι:  

(ημικύκλιο CEFD)=4*(ημικύκλιο ALB)=(ημικύκλιο ALB+CGE+EHF+FKD) 

Αφαιρώντας τώρα από κάθε πλευρά του κανονικού εξαγώνου τα τμήματα CME, ENF, 
FOD έχουμε 

(τραπέζιο CEFD)=(άθροισμα των τριών μηνίσκων)+(ημικύκλιο ALB) 

Το άθροισμα, δηλαδή, ενός ημικυκλίου και τριών μηνίσκων που βαίνουν στις πλευρές 
κανονικού εξαγώνου τετραγωνίζονται. 

Ο Αλέξανδρος, όμως, συνεχίζει θεωρώντας ότι εφόσον ο μηνίσκος τετραγωνίζεται στην 
πλευρά του τετραγώνου τετραγωνίζεται και στην πλευρά του εγγεγραμμένου εξαγώνου, 
άρα το χωρίο το οποίο ισούται με τους τρεις μηνίσκους τετραγωνίζεται. Οπότε έχουμε 
ότι το ημικύκλιο μαζί με τους τρείς μηνίσκους τετραγωνίζεται, οι τρείς μηνίσκοι 
τετραγωνίζονται άρα το ημικύκλιο τετραγωνίζεται, οπότε και ο κύκλος το ίδιο. Το 
συμπέρασμα αυτό είναι προφανώς εσφαλμένο. Το σφάλμα έγκειται στο ότι παίρνουμε 
αυτό που αποδείχθηκε για το μηνίσκο στην πλευρά του τετραγώνου, δηλαδή ότι μπορεί 
να τετραγωνιστεί, και το χρησιμοποιούμε ως πραγματικό γεγονός για τον μηνίσκο στις 
πλευρές ενός εγγεγραμμένου κανονικού εξαγώνου, χωρίς να προκύπτει από πουθενά η 
γενίκευση αυτή. 

Στη συγκεκριμένη απόδειξη ο Σιμπλίκιος, επειδή θεωρεί αδύνατο ο Ιπποκράτης ο Χίος, 
ένας τόσο ικανός γεωμέτρης, να έπεσε σε τέτοια πλάνη, παρατηρεί ότι ο Εύδημος 
αποτελεί πιο αξιόπιστη πηγή όσον αφορά τον Ιπποκράτη, καθώς είναι πιο κοντά του 
χρονολογικά από ότι ο Αλέξανδρος. Με λίγα λόγια, υποστηρίζει σαφώς ότι αυτές οι δυο 
αποδείξεις που έχουμε από τον Αλέξανδρο δεν είναι του Ιπποκράτη του Χίου, αλλά 
μάλλον κάποιου μεταγενέστερου μαθηματικού και κακώς του αποδίδονται (Σιμπλίκιος 
67 6-10 και 68 32-34). 
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7. Το ψευδογράφημα του Ιπποκράτη 
του Χίου. 

Μετά την ανάλυση των αποδείξεών που αποδίδονται στον Ιπποκράτη το Χίο, είναι 
πολύ σημαντικό να αναφερθούμε στο ψευδογράφημα του. Παρατηρούμε ότι στο 
κείμενο του Σιμπλίκιου το οποίο παραθέσαμε παραπάνω μεταφρασμένο υπάρχον 
κάποιες αναφορές που αφήνουν να εννοηθεί ότι ο Ιπποκράτης τετραγώνισε τους 
μηνίσκους γενικά, ή τουλάχιστον έτσι αυτός νόμιζε. Αρχικά η ιδέα του Ιπποκράτη ήταν 
να τετραγωνίσει έναν μηνίσκο με περιφέρεια ίση με ένα ημικύκλιο, μετά μεγαλύτερη 
από ένα ημικύκλιο και τέλος μικρότερη από ένα ημικύκλιο, οπότε έτσι πίστευε ότι θα 
μπορούσε να τετραγωνίσει κάθε είδος μηνίσκου41.  

Μετά ο Ιπποκράτης κάνει τρείς συγκεκριμένες κατασκευές, όχι όμως τυχαίες, 
καταφέρνοντας να τετραγωνίσει ένα μηνίσκο σε κάθε κατηγορία και προχωράει στο 
συμπέρασμα ότι αυτό έχει δειχθεί γενικά για κάθε μηνίσκο της κάθε κατηγορίας42. 
Δηλαδή δεν περιορίζεται στο συμπέρασμα ότι οι τρείς επί μέρους μηνίσκοι έχουν 
τετραγωνιστεί, αλλά κάνει μία γενίκευση, κάνει ότι και ο Ευκλείδης με τα 
συμπεράσματα του, με τη διαφορά όμως ότι εδώ η γενίκευση είναι εσφαλμένη. Και 
είναι εσφαλμένη διότι η κατασκευή του στην κάθε κατηγορία δεν μπορεί να γενικευτεί 
αφού πρέπει να πληροί συγκεκριμένα κατασκευαστικά δεδομένα. Οπότε, εφόσον οι 
μηνίσκοι που τετραγωνίστηκαν δεν είναι τυχαίοι και πρώτοι όσον αφορά την κάθε 
κατηγορία, δεν συμβαίνει αυτό που θέτει ο Αριστοτέλης ως αναγκαίο στα Αναλυτικά 
ύστερα (73b32) «To καθόλου δεν υπάρχει τότε όταν επί του τυχόντος και πρώτου 
δεικνύεται» ώστε να εκπληρώνονται οι προϋποθέσεις της τέλειας επαγωγής ως 
αποδεικτικής μεθόδου.  

Βέβαια δεν πρέπει να ξεχνάμε ότι ο στόχος του Ιπποκράτη του Χίου ήταν να 
τετραγωνίσει τον κύκλο. Δεν μπορούσε να το κάνει άμεσα οπότε, έψαχνε έναν έμμεσο 
τρόπο για να το πετύχει, να κάνει δηλαδή επαγωγή του προβλήματος. Έτσι κατέφυγε 
στους μηνίσκους, δηλαδή, στόχος του ήταν να βρει μηνίσκο που να αποτελεί ρητό 
τμήμα κύκλου και να τετραγωνίζεται οπότε θα είχε πετύχει το ζητούμενο. 

Προσωπικά πιστεύω ότι ο ίδιος αρχικά πίστεψε ότι έχει μεν καταφέρει να τετραγωνίσει 
κάθε είδος μηνίσκου, αλλά στην συνέχεια κατάλαβε το λάθος του. Αυτό το 
συμπέρασμα το εξάγω από το γεγονός ότι μετά την 4η απόδειξη του τετραγωνισμού του 

41 (Σιμπλίκιος 60 22-28) : Αλλά όμως, ο Εύδημος στην ιστορία της Γεωμετρίας λέει ότι ο Ιπποκράτης δεν 
έδειξε τον τετραγωνισμό του μηνίσκου στην πλευρά ενός τετραγώνου , αλλά  γενικά, όπως κανείς μπορεί 
να πει. Γιατί αν κάθε μηνίσκος,  έχει την εξωτερική περιφέρεια είτε  ίση με ένα ημικύκλιο είτε 
μεγαλύτερη είτε μικρότερη, καταφέρνει δε ο Ιπποκράτης να τετραγωνίσει και αυτόν που έχει ίση με 
ημικύκλιο και αυτούς με μεγαλύτερη και μικρότερη, τότε νομίζει ότι θα έχει δειχθεί γενικά. 
42 (Σιμπλίκιος 67 3-6) : Με αυτό τον τρόπο ο Ιπποκράτης τετραγώνισε κάθε είδος μηνίσκου, δηλαδή και 
αυτόν που έχει εξωτερική περιφέρεια ίση με ένα ημικύκλιο και μεγαλύτερη από ένα ημικύκλιο και 
μικρότερη. 
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αθροίσματος ενός μηνίσκου και ενός κύκλου μαζί, ο Ιπποκράτης, θα προσπάθησε να 
εντάξει τον μηνίσκο αυτό σε κάποια από τις τρείς προηγούμενες κατηγορίες και να τον 
τετραγωνίσει. Τότε θα οδηγήθηκε σε αδιέξοδο και θα κατάλαβε το λάθος του 
ψευδογραφήματος.  

Για αυτό και δεν αναφέρεται κάπου ρητά ότι ο Ιπποκράτης ο Χίος πίστευε πως είχε 
καταφέρει να τετραγωνίσει τον κύκλο. Η πλάνη πρέπει να οφείλεται σε εσφαλμένη 
ανάγνωση του έργου του από μεταγενέστερους μαθηματικούς.  
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8. Ο Ιπποκράτης ο Χίος μέσα από τα 
στοιχεία του Ευκλείδη. 

Στο κεφάλαιο αυτό της θα προσπαθήσουμε να συγκρίνουμε τις γνώσεις που είχε ο 
Ιπποκράτης ο Χίος σε σχέση με τα Στοιχεία του Ευκλείδη τα οποία συγγράφηκαν 
περίπου 120 χρόνια μετά από την περίοδο που αυτός έζησε. Αρχικά θα αναφέρουμε 
λίγα πράγματα για τον Ευκλείδη, τα στοιχεία του και τη σπουδαιότητα του 
συγκεκριμένου έργου του. 

Τα Στοιχεία του Ευκλείδη αποτελούνται από 13 βιβλία και θεωρείται ένα από τα 
σημαντικότερα μαθηματικά έργα όλων των εποχών. Για περισσότερα από 2300 χρόνια 
αποτελούσε το σταθερό κείμενο για τη διδασκαλία των βασικών μαθηματικών και επί 
πολλούς αιώνες για τη διδασκαλία της γεωμετρίας σε πολλές χώρες του κόσμου. Τα 
Στοιχεία είναι ένα κλασικό παράδειγμα αξιωματικής θεμελίωσης των μαθηματικών. 
Περιέχουν ορισμούς των γεωμετρικών αντικειμένων, τις ιδιότητες τους, τα αιτήματα 
και τις κοινές έννοιες, με τέτοιο τρόπο που έχουμε την δυνατότητα να αποδείξουμε 
κάθε πρόταση.  

Ο ίδιος δε ο Ευκλείδης είναι ένας εκ των κορυφαίων και διασημότερων μαθηματικών 
όλων των εποχών και το όνομα του είναι άρρηκτα συνδεδεμένο με τη γεωμετρία. Τα 
Στοιχεία του βέβαια είναι το αποκορύφωμα προσπαθειών και επινοήσεων που 
παράχθηκαν από το 600 έως το 300 π.Χ. περίπου από τους μαθηματικούς και 
φιλόσοφους της τότε εποχής. Αυτό όμως δεν μειώνει ούτε στο ελάχιστο το έργο του, 
αφού αυτός κατάφερε να κάνει κάτι πολύ πρωτοπόρο για την τότε εποχή. Να 
συγκεντρώσει δηλαδή όλη αυτή τη γνώση που είχε παραχθεί, να την ταξινομήσει, να 
την αναλύσει και να την συμπληρώσει με τέτοιο τρόπο που να εντάσσεται πλέων 
ιεραρχημένη σε ένα δομημένο μαθηματικό σύστημα που αυτός δημιούργησε. Τα 
Στοιχεία είναι το πρώτο αξιωματικοποιημένο μαθηματικό σύστημα στην ιστορία της 
ανθρωπότητας. Αντίστοιχες προσπάθειες είχαν γίνει και πριν από τον Ευκλείδη από 
αρκετούς μαθηματικούς φιλόσοφους. Χαρακτηριστικό είναι το γεγονός ότι βιβλία με 
τον τίτλο Στοιχεία, σύμφωνα με ιστορικές πηγές, είχαν συγγράψει και ο Ιπποκράτης ο 
Χίος, ο Λέων ο Βυζαντινός και ο Θεύδιος από τη Μαγνησία. Τα βιβλία αυτά δυστυχώς 
όμως δεν σώζονται. Το μόνο που έχουμε για αυτά είναι λίγες πληροφορίες από την 
Ιστορία της Γεωμετρίας του Εύδημου43. Όπως μας πληροφορεί ο Πρόκλος ο Ευκλείδης 
ήταν ο τελευταίος που έγραψε βιβλίο με τον τίτλο Στοιχεία και ο λόγος της μη 
διάσωσης των προηγούμενον είναι μάλλον η συντριπτική υπεροχή του έργου του 
Ευκλείδη σε σχέση με όλων των προηγούμενων. Ας δούμε τώρα συνοπτικά το έργο του 
Ευκλείδη. Στα 13 βιβλία των Στοιχείων περιέχονται 121 ορισμοί, 5 αιτήματα, 9 κοινές 
έννοιες και 465 προτάσεις, θεωρήματα και προβλήματα.  

43 Βλέπε Πρόκλος Εις Ευκλείδη 66-67 
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Το βιβλίο Ι αρχίζει με 23 ορισμούς (σημείο, γραμμή, επιφάνια κ.τ.λ.) και 5 αιτήματα, 
συνεχίζει με τις 9 κοινές έννοιες και τελειώνει με 48 προτάσεις. Οι 26 πρώτες 
προτάσεις ασχολούνται με τρίγωνα, οι επόμενες 6 με τις ιδιότητες των παραλλήλων, 
ενώ οι προτάσεις 33 έως 48 αναφέρονται στα εμβαδά παραλληλογράμμων. Εδώ αξίζει 
να σημειωθεί ότι οι 47 και 48 προτάσεις είναι το Πυθαγόρειο θεώρημα και το 
αντίστροφο του. Αιτήματα και κοινές έννοιες περιέχει μόνο στο I βιβλίο των Στοιχείων 
και αποτελούν και τη βάση της αξιωματικής θεμελίωσης της Ευκλείδειας γεωμετρίας. 

Στο II βιβλίο περιέχονται 2 ορισμοί και 14 προτάσεις. Εδώ περιέχονται εφαρμογές του 
Πυθαγόρειου θεωρήματος, δηλαδή, πραγματεύεται τη γεωμετρία των ορθογωνίων και 
εισάγει σε αυτό τη λεγόμενη γεωμετρική άλγεβρα. Περιέχει, δηλαδή, αλγεβρικές 
ταυτότητες, αποδεικνύοντας τες με τη χρήση του Πυθαγορείου θεωρήματος, το 
πρόβλημα της χρυσής τομής , υπολογισμό του τετραγώνου, πλευράς τριγώνου που 
βρίσκεται απέναντι από οξεία ή αμβλεία γωνία και τέλος με την κατασκευή τετραγώνου 
ισοδύναμου με δοσμένο ευθύγραμμο σχήμα. 

Στο III βιβλίο περιέχονται 11 ορισμοί και 37 προτάσεις. Σε αυτό το βιβλίο αναφέρεται 
στον κύκλο, τα στοιχεία του, στις σχέσεις μεταξύ κύκλου και ευθείας, τις επίκεντρες 
και εγγεγραμμένες γωνίες και στις σχέσεις των κύκλων μεταξύ τους. 

Στο IV βιβλίο περιέχονται 7 ορισμοί και 16 προτάσεις που αφορούν εγγεγραμμένα και 
περιγεγραμμένα σχήματα. Γίνεται εγγραφή και περιγραφή ευθύγραμμων σχημάτων σε 
κύκλο, όπως επίσης και κατασκευή κανονικών πολυγώνων εγγεγραμμένων ή 
περιγεγραμμένων σε κύκλο.  

Στο V βιβλίο περιέχονται 18 ορισμοί και 25 προτάσεις, όπου μας αναλύεται μια γενική 
θεωρία αναλογιών, η οποία βασίζεται στην θεωρία αναλογιών του Ευδόξου μέσω της 
οποίας επιτυγχάνεται η εφαρμογή των αναλογιών τόσο σε αριθμούς όσο και σε μεγέθη.   

Στο VΙ βιβλίο περιέχονται 5 ορισμοί και 33 προτάσεις που αφορούν ομοιότητες 
ευθυγράμμων γεωμετρικών σχημάτων.  

Στα βιβλία VII, VIII και IX πραγματεύεται τη θεωρία αριθμών. Σε αυτά συναντάμε 23 
ορισμούς μόνο στο VII βιβλίο, ενώ στα άλλα δύο δεν συναντάμε ορισμούς. Στο VII 
βιβλίο έχει ακόμα 39 προτάσεις, στο VIII βιβλίο 27 και στο IX βιβλίο 36. Ο Ευκλείδης, 
βέβαια, λέγοντας αριθμούς εννοεί τους θετικούς ακέραιους, τους οποίους τους διακρίνει 
σε διάφορα κατηγορίες αριθμών (όπως άρτιούς, περιττούς, πρώτους, σύνθετους, 
επίπεδους, στερεούς, τέλειους κ.τ.λ.) Δηλαδή στο V βιβλίο παρουσιάζεται η θεωρία 
αναλογιών, στο VI εφαρμόζεται σε γεωμετρικά μεγέθη και στο VII σε αριθμούς. Στο 
VIII ασχολείται με αριθμούς σε συνεχή αναλογία, δηλαδή με ιδιότητες γεωμετρικών 
προόδων, και με τη γεωμετρία των αριθμών, ενώ στο IX συνεχίζει να αναλύει τους 
αριθμούς σε συνεχή αναλογία.  
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Στο X βιβλίο περιέχονται 4 ορισμοί και 115 προτάσεις. Το βιβλίο αυτό είναι το 
εκτενέστερο όλων και δικαίως θεωρείται το πιο δύσκολο. Σε αυτό ο Ευκλείδης ερευνά 
τα σύμμετρα και ασύμμετρα μεγέθη. 

Τα τρία εναπομείναντα βιβλία των στοιχείων αφορούν σχήματα στο χώρο, αποτελούν 
δηλαδή τη στερεομετρία των Στοιχείων. Αυτά θα μπορούσαμε να τα λάβουμε ως μία 
ενότητα, όπως και τα αντίστοιχα αριθμητικά. Στο XI βιβλίο, το οποίο είναι το μόνο από 
αυτά που περιέχει ορισμούς, βρίσκουμε 28 ορισμούς και 39 προτάσεις που έχουν να 
κάνουν με τη γεωμετρία στο χώρο. Ερευνά, δηλαδή, τις ιδιότητες και τις σχέσεις 
ευθειών με επίπεδα, ή επιπέδων μεταξύ τους, καθώς και τις ιδιότητες 
παραλληλεπιπέδων και πρισμάτων. Γενικά το βιβλίο αυτό λειτουργεί ως βάση για να 
αποδειχθούν προτάσεις οι οποίες θα χρησιμοποιηθούν στα επόμενα δυο. Στο XII και 
στο XIII βιβλίο συναντάμε από 18 προτάσεις, όπου στο XII με συστηματική χρήση της 
μεθόδου της εξάντλησης γίνεται σύγκριση επίπεδων και στερεών επιφανίων, ενώ στο 
XIII και τελευταίο βιβλίο, συνεχίζεται η μελέτη ων κανονικών στερεών. Πιο 
συγκεκριμένα ασχολείται με τα κανονικά πολύγωνα που είναι εγγεγραμμένα σε κύκλο 
και επιπλέων μελετά την εγγραφή των πέντε κανονικών πολυέδρων (κανονικό 
τετράεδρο, εξάεδρο (κύβος), οκτάεδρο, δωδεκάεδρο και εικοσάεδρο) σε σφαίρα. 

Εφόσον λοιπόν αναφερθήκαμε συνοπτικά στον Ευκλείδη και τα δεκατρία βιβλία του 
που αποτελούν τα Στοιχεία, θα προσπαθήσουμε τώρα να συγκρίνουμε τις γνώσεις που 
μπορεί να είχε ο Ιπποκράτης ο Χίος σε σχέση με αυτά τα βιβλία. Αφού έχουμε 
αναλύσει προηγουμένως τις αποδείξεις του Ιπποκράτη για τους μηνίσκους, όπως αυτές 
μας δίνονται από τον Εύδημο μέσο του Σιμπλίκιου, θα προσπαθήσουμε να βρούμε για 
την κάθε πρόταση που χρησιμοποιεί αυτός, με ποια ή ποιες αντιστοιχίζετε στα Στοιχεία 
και ποιές ίσος γνώριζε ώστε να μπορεί να αποδείξει, ή έστω δικαιολογήσει τις 
προτάσεις που χρησιμοποιεί στις αποδείξεις.  
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8.1. Αρχικοί ορισμοί και προτάσεις του Ιπποκράτη. 

(Στην ανάλυση που ακολουθεί ότι έχω υπογραμμισμένο προέρχεται από τον Σιμπλίκιο 
ενώ ότι είναι με πλάγια γράμματα από τα Στοιχεία του Ευκλείδη.) 

Ο Ιπποκράτης ο Χίος, για να αποδείξει τους τετραγωνισμούς, ξεκινάει με 6 ορισμούς 
και προτάσεις. Στην 1η πρόταση μας λέει ότι : Όμοια τμήματα κύκλου έχουν τον ίδιο 
λόγους μεταξύ τους όπως τα τετράγωνα των βάσεων τους. Στην 2η ότι : Τα τετράγωνα 
των διαμέτρων έχουν τον ίδιο λόγο με τους κύκλους. Στην 3η ότι : Γιατί οι κύκλοι έχουν 
μεταξύ τους, όπως έχουν και τα όμοια τμήματα. Στην 4η ότι : Όμοια τμήματα είναι αυτά 
που αποτελούν τα ίδια μέρη του κύκλου, όπως ημικύκλιο με ημικύκλιο και ένα τρίτο 
μέρος κύκλου με άλλο τρίτο του κύκλου. Στην 5η ότι : Τα όμοια τμήματα δέχονται ίσες 
γωνίες. Και τέλος στην 6η ότι : Πράγματι αυτές (οι γωνίες) όλων των ημικυκλίων είναι 
ορθές, και των μεγαλύτερων όλων είναι μικρότερες των ορθών ανάλογα με το πόσο 
μεγαλύτερα των ημικυκλίων είναι τα τμήματα, και των μικρότερων είναι μεγαλύτερες 
ανάλογα με το πόσο μικρότερα είναι τα τμήματα. 

Οι έξι προτάσεις αυτές είναι και οι μόνες γενικές προτάσεις που συναντάμε στο 
κείμενο. Χρήσιμο είναι να επισημάνουμε ότι ενώ η 1η πρόταση δεν διαφέρει από την 
Ευκλείδεια μορφή, ο τρόπος που αποδεικνύεται είναι εντελώς διαφορετικός από την 
Ευκλείδεια πρακτική, όπως έχουμε ήδη τονίσει και στην παράγραφο για την μέθοδο της 
απαγωγής του Ιπποκράτη του Χίου. Η αποδεικτική διαδικασία ακολουθεί μία 
πειραματική μορφή. Έχουμε δηλαδή ως δεδομένη την 2η πρόταση και από αυτήν 
αποδεικνύουμε την 1η χρησιμοποιώντας την 3η και 5η πρόταση. Ενώ η 3η και 5η 
πρόταση προκύπτουν από την 4η και 6η πρόταση αντίστοιχα, όπως θα αναλύσουμε και 
στη συνέχεια, οι οποίες θεωρούνται αυταπόδεικτες. Η μεν 4η πρόταση έχει μορφή 
ορισμού, ενώ η 6η εμπεριέχει μια μορφή δικαιολόγησης. Αυτές θα μπορούσαμε να της 
εκλάβουμε και ως πρώτες αρχές.  

Συνεχίζουμε, λοιπόν, στις συγκρίσεις με τα Στοιχεία του Ευκλείδη της κάθε πρότασης 
αλλά με διαφορετική σειρά, ώστε να είναι ποιο εύκολη η εξαγωγή συμπερασμάτων. 

Αρχίζουμε με την 4η πρόταση : Όμοια τμήματα είναι αυτά που αποτελούν τα ίδια μέρη 
του κύκλου, όπως ημικύκλιο με ημικύκλιο και ένα τρίτο μέρος κύκλου με άλλο τρίτο 
του κύκλου. Ο ορισμός αυτός των όμοιων τμημάτων δεν υπάρχει στα Στοιχεία ούτε ως 
ορισμός, ούτε ως αποδείξιμη πρόταση, αφού στα Στοιχεία δεν ορίζονται όμοια μη 
ευθύγραμμα σχήματα. Υπάρχει βέβαια ο γενικός ορισμός ομοιότητας ευθύγραμμων 
σχημάτων, ο οποίος είναι ο 1ος ορισμός στο VI βιβλίο : Όμοια ευθύγραμμα σχήματα 
είναι όσα έχουν τις γωνίες τους ίσες μια προς μία και τις πλευρές που περιέχουν τις ίσες 
γωνίες ανάλογες. Επίσης στο VII βιβλίο ο 22ος ορισμός : Όμοιοι επίπεδοι αριθμοί είναι 
όσοι έχουν τις πλευρές τους ανάλογους αριθμούς, που μιλάει για όμοιους επίπεδους 
αριθμούς. Στο III βιβλίο ορίζει τα όμοια τμήματα με διαφορετικό τρόπο στον 11ο 
ορισμό : Όμοια τμήματα κύκλων είναι εκείνα που δέχονται ίσες γωνίες, είτε εκείνα εντός 
των οποίων οι γωνίες είναι ίσες. Εδώ τα όμοια τμήματα ορίζοντα μέσω της ισότητας 
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γωνιών. Στο VI βιβλίο που υπάρχουν αρκετές προτάσεις αναλογιών δεν συναντάμε 
όμως κάποια πρόταση με ομοιότητα τμημάτων. Παρατηρούμε όμως, ότι εδώ ορίζονται 
ως ανάλογα προς τον κύκλο τμήματα τα οποία αποτελούν τα ίδια μέρη του κύκλου, που 
μοιάζει πολύ με τον 21ο ορισμό του VII βιβλίου : Ανάλογοι αριθμοί είναι αυτοί που ο 
πρώτος αποτελεί για τον δεύτερο το ίδιο πολλαπλάσιο ή το ίδιο μέρος ή τα ίδια μέρη, 
όπως αποτελεί ο τρίτος για τον τέταρτο. Και όχι με τον γενικό ορισμό του V βιβλίου. 

Συνεχίζουμε με την 6η πρόταση : Πράγματι αυτές (οι γωνίες) όλων των ημικυκλίων 
είναι ορθές, και των μεγαλύτερων όλων είναι μικρότερες των ορθών ανάλογα με το 
πόσο μεγαλύτερα των ημικυκλίων είναι τα τμήματα, και των μικρότερων είναι 
μεγαλύτερες ανάλογα με το πόσο μικρότερα είναι τα τμήματα. Πριν αντιστοιχίσουμε τη 
πρόταση αυτή με κάποια πρόταση των Στοιχείων θα μπορούσαμε να πούμε ότι εδώ 
γίνεται φανερό ότι ο Ιπποκράτης ο Χίος γνώριζε τους ορισμούς 8, 11, 12 από το I 
βιβλίο : α) Επίπεδη γωνία είναι η κλίση μεταξύ δύο ευθειών γραμμών του επιπέδου που 
τέμνονται χωρίς να αποτελούν ευθεία, β) αμβλεία γωνία είναι η μεγαλύτερη της ορθής 
γωνίας και γ) οξεία γωνία είναι η μικρότερη της ορθής γωνίας αντίστοιχα. Όπως και 
τους ορισμούς 6 και 8 από το ΙΙΙ βιβλίο : α) Τμήμα κύκλου είναι το σχήμα το 
περιεχόμενο μεταξύ ευθείας και τόξου κύκλου και β) Γωνία ενός κυκλικού τμήματος είναι 
η γωνία που σχηματίζεται, όταν επί του τόξου του τμήματος ληφθεί σημείο και το 
συνδέσουμε με τα άκρα της χορδής του τμήματος αντίστοιχα. Στα Στοιχεία τώρα η 
πρόταση αυτή αντιστοιχίζεται με την 31η πρόταση του III βιβλίου : Η γωνία που 
αντιστοιχεί σε ημικύκλιο είναι ορθή, ενώ η γωνία που βρίσκεται σε τόξο μεγαλύτερο 
ημικυκλίου είναι οξεία και η γωνία που βρίσκεται σε τόξο μικρότερο ημικυκλίου είναι 
αμβλεία.  

Μετά στην 5η σε σειρά πρόταση ορίζει ότι : Τα όμοια τμήματα δέχονται ίσες γωνίες. Ο 
ορισμός αυτός είναι ένα μέρος του 11ου ορισμού στο III βιβλίο : Όμοια τμήματα κύκλων 
είναι εκείνα που δέχονται γωνίες ίσες, είτε εκείνα εντός των οποίων οι γωνίες είναι ίσες. 
Η πρόταση αυτή είναι η βάση για την κατασκευή ορισμένων τμημάτων στους 
τετραγωνισμούς που ακολουθούν. Τώρα για να ενταχθεί αυτή στην αποδεικτική 
διαδικασία μπορούν να χρησιμοποιηθούν οι εξής προτάσεις των στοιχείων. Αρχικά η 6η 
πρόταση του VI βιβλίου : Αν δύο τρίγωνα έχουν μια γωνία ίση και τις πλευρές που 
περιέχουν την γωνία ανάλογες, τότε τα τρίγωνα θα είναι ισογώνια και θα έχουν ίσες τις 
γωνίες που βρίσκονται απέναντι από ομόλογες πλευρές, από όπου εξάγονται οι αναλογίες 
ων βάσεων των τμημάτων και των διαμέτρων. Και μετά η 22η πρόταση του VI βιβλίου : 
Αν τέσσερα ευθύγραμμα τμήματα είναι ανάλογα και τα όμοια πολύγωνα που έχουν μια 
πλευρά τους ένα από τα παραπάνω ανάλογα ευθύγραμμα τμήματα, με την ίδια σειρά 
λαμβανόμενα, είναι ανάλογα και αντιστρόφως, μέσω της οποίας περνάμε στις αναλογίες 
των τετραγώνων τους. 

Όπως ήδη είπαμε η 6η πρόταση χρησιμοποιείται για να αποδειχθεί η 5η. Αυτό μπορεί να 
πραγματοποιηθεί μέσω της 9ης πρότασης του V βιβλίου : Τα μεγέθη που έχουν τον ίδιο 
λόγο προς ένα άλλο μέγεθος είναι ίσα μεταξύ τους και εκείνα τα μεγέθη προς τα οποία 
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ένα άλλο μέγεθος έχει τον ίδιο λόγο, είναι και πάλι ίσα μεταξύ τους, από όπου από 
αναλογίες προκύπτουν ισότητες τριγώνων. 

Πάμε τώρα στη 3η πρόταση που συναντάμε στο κείμενο του Σιμπλίκιου : Γιατί οι 
κύκλοι έχουν μεταξύ τους, όπως έχουν και τα όμοια τμήματα. Ούτε αυτή η πρόταση 
συναντάτε στα Στοιχεία. Για να την εντάξουμε στην όμως στην απόδειξη της 1ης μέσο 
της 2ης πρότασης θα μπορούσαμε να υποθέσουμε με ασφάλεια ότι γνωρίζει την 
πρόταση 11 του V βιβλίου : Οι λόγοι που είναι ίσοι προς τον ίδιο λόγο είναι και μεταξύ 
τους ίσοι.  

Επανερχόμαστε τώρα στην 4η πρόταση που είναι χρήσιμη για την απόδειξη της 3ης . Για 
την απόδειξη αυτή θα μπορούσαμε να πούμε ότι χρησιμοποιείται η 16η πρόταση του V 
βιβλίου : Αν τέσσερα μεγέθη αποτελούν αναλογία, τότε και εναλλάξ θα αποτελούν πάλι 
αναλογία. Εδώ χρήσιμο θα ήταν να παρατηρήσουμε ότι  υπάρχουν αντίστοιχες  
προτάσεις για αριθμούς. Αυτές είναι η 9η και η 13η πρόταση του VII βιβλίου : α) Αν δύο 
αριθμοί αποτελούν το ίδιο μέρος αντίστοιχα δύο άλλων αριθμών, τότε ότι μέρος ή μέρη 
είναι ο πρώτος του τρίτου το ίδιο μέρος ή μέρη θα είναι και ο δεύτερος του τέταρτου, και 
β) Αν τέσσερεις αριθμοί είναι σε αναλογία, τότε και εναλλάξ θα είναι σε αναλογία. Οι 
οποίες όμως δεν μας προσθέτουν κάτι στην ανάλυση μας, αφού ο Ιπποκράτης ο Χίος 
στο κείμενο, δεν πραγματεύεται  αριθμούς. 

Συνεχίζουμε με την 1η πρόταση : Όμοια τμήματα κύκλου έχουν τον ίδιο λόγους μεταξύ 
τους όπως τα τετράγωνα των βάσεων τους. Η πρόταση αυτή δεν συναντάται στα 
Στοιχεία του Ευκλείδη. Η μοναδική απόδειξη που σώζεται στα αρχαία Ελληνικά 
μαθηματικά για αυτήν την πρόταση αποδίδεται στον Πάππο. 

Τελειώνοντας, λοιπόν, με τους αρχικούς ορισμούς για να αποδείξει την 1η πρόταση 
χρησιμοποιεί την 2η σε σειρά πρόταση του : Τα τετράγωνα των διαμέτρων έχουν τον 
ίδιο λόγο με τους κύκλους. Αυτή η πρόταση συναντάτε στα Στοιχεία στο XII βιβλίο 
στην 2η πρόταση : Ο λόγος δύο κύκλων είναι ο ίδιος με τον λόγο των τετραγώνων των 
διαμέτρων τους. Κάτι το οποίο παρατηρείται και από τον ίδιο το Σιμπλίκιο (61 9-11). 

Ας δούμε τώρα τι προτάσεις χρησιμοποιούνται στους τετραγωνισμούς.  
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8.2. Πρώτος τετραγωνισμός 

Μετά τους αρχικούς ορισμούς ξεκινάει τον πρώτο τετραγωνισμό μηνίσκου. Αυτόν με 
εξωτερική περιφέρεια ίση με ένα ημικύκλιο. Πρώτα μας δίνει την κατασκευή την οποία 
χωρίζει σε δύο βήματα. Αρχικά περιγράφει ένα ημικύκλιο γύρο από ένα ορθογώνιο και 
ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΓ=ΒΓ και γωνία Γ ίση με μία ορθή) και μετά περιγράφει ένα 
τμήμα γύρω από την βάση του κύκλου διαμέτρου ΑΒ όμοιο προς τα τμήματα με βάσεις 
ΑΓ και ΒΓ (βλέπε σχήμα σελ. 13). Αρχικά ο Ιπποκράτης και σε αυτήν, αλλά και στης 
επόμενες αποδείξεις, περιγράφει κύκλο σε συγκεκριμένα σχήματα οπότε θα είχε γνώση 
του 3ου και 6ου ορισμού από το IV βιβλίο : α)Λέμε ότι ένα ευθύγραμμο σχήμα είναι 
εγγεγραμμένο σε κύκλο, όταν κάθε κορυφή του είναι σημείο του κύκλου και β) Λέμε ότι 
ένας κύκλος είναι περιγεγραμμένος σε σχήμα, όταν διέρχεται από κάθε κορυφή του 
σχήματος. Ουσιαστικά οι ορισμοί λένε το ίδιο με την αντίστροφη σειρά, ο ένα λέει για 
σχήμα εγγεγραμμένο σε κύκλο, ενώ ο άλλος για κύκλο περιγεγραμμένο σε σχήμα. 
Τώρα στα Στοιχεία η πρόταση που χρησιμοποιείται στο πρώτο βήμα της κατασκευής, 
σε πιο γενική μορφή, βρίσκεται στο IV βιβλίο στην 5η πρόταση : Περί δοθέν τρίγωνο να 
περιγραφεί κύκλος. Το δεύτερο βήμα δεν μας αναφέρεται με ποιον τρόπο 
πραγματοποιείται, αλλά πάλι σε πιο γενική μορφή, θα μπορούσε να επιτευχθεί με τη 
χρήση της 33ης πρότασης του III βιβλίου : Επί δοθέντος τμήματος να γράψετε κυκλικό 
τμήμα, που να δέχεται γωνία ίση προς δοθείσα ευθύγραμμη γωνία, (Σιμπλίκιος 61 28-30), 
και επειδή το τμήμα που κατασκευάζεται είναι όμοιο με το αρχικό, ενώ η κατασκευή 
βασίζεται στη δημιουργία ίσων γωνιών, γίνεται χρήση της 5ης πρότασης από αυτές που 
έχουν τεθεί ως αρχικές από τον Ιπποκράτη (ή του Ευκλείδειου ορισμού ομοιότητας 
τμημάτων όπως αυτός αναλύθηκε προηγουμένως). Ακόμα από την πρώτη πρόταση 
είναι εμφανές ότι γνωρίζει και τους ορισμούς 18, 20 και 21 του βιβλίου Ι : α) Ημικύκλιο 
ονομάζεται το σχήμα που περιέχεται από τη γραμμή που αποτελείται από μία διάμετρο του 
κύκλου και από το αντίστοιχο στη διάμετρο τόξο. Κέντρο του ημικυκλίου είναι το κέντρο 
του κύκλου. β) Από τα τρίπλευρα σχήματα αυτό που έχει ίσες τις τρεις πλευρές ονομάζεται 
ισόπλευρο τρίγωνο, αυτό που έχει δύο μόνο πλευρές ίσες ισοσκελές και σκαληνό αυτό που 
έχει τις τρεις πλευρές άνισες, και γ) Από τα τρίπλευρα σχήματα, ορθογώνιο τρίγωνο είναι 
αυτό έχει μια γωνία ορθή, αμβλυγώνιο αυτό που έχει μια γωνία αμβλεία και οξυγώνιο 
αυτό που έχει τις γωνίες οξείες. Είναι φανερό επίσης ότι αν την κατασκευή την δούμε 
από τη σκοπιά του Ευκλείδη, τότε θα μπορούσαμε να πούμε ότι βασίζεται στα 
Αιτήματα 1 και 3 των στοιχείων. 

Αφού πραγματοποίησε την κατασκευή, προχωράει αποδεικνύοντας τον πρώτο 
τετραγωνισμό χρησιμοποιώντας τρείς προτάσεις. Στην πρώτη πρόταση μας λέει : Τότε 
λοιπόν, το τμήμα γύρω από τη βάση είναι ίσο με τα δύο (τμήματα) μαζί των άλλων 
πλευρών, το οποίο για να τεκμηριωθεί πρέπει να γίνει χρίση του Πυθαγορείου 
θεωρήματος, το οποίο βρίσκεται στο I βιβλίο στην 47η πρόταση : Σε κάθε ορθογώνιο 
τρίγωνο, το εμβαδό του τετραγώνου με πλευρά την υποτείνουσα είναι ίσο με το άθροισμα 
των εμβαδών των τετραγώνων που έχουν πλευρές τις κάθετες πλευρές του τριγώνου 
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(Σιμπλίκιος 62 1-4), σε συνδυασμό με την 1η πρόταση από τους αρχικούς ορισμούς του 
Ιπποκράτη (Σιμπλίκιος 62 4-5). 

Στην δεύτερη πρόταση μας δείχνει την ισότητα του μηνίσκου με το τρίγωνο 
αναφέροντας συγκεκριμένα : όταν το κοινό μέρος του τριγώνου που σχηματίζεται πάνω 
από το τμήμα της βάσης προστεθεί με τα άλλα δύο τμήματα, τότε ο μηνίσκος θα είναι 
ίσος με το τρίγωνο. Την πρόταση αυτή θα μπορούσαμε να τη χωρίσουμε σε δύο 
κομμάτια ως εξής, πρώτο κομμάτι : όταν το κοινό μέρος του τριγώνου που 
σχηματίζεται πάνω από το τμήμα της βάσης προστεθεί με τα άλλα δύο τμήματα, και 
δεύτερο κομμάτι : τότε ο μηνίσκος θα είναι ίσος με το τρίγωνο. Έτσι γίνεται φανερό ότι 
για τη μετάβαση από το πρώτο κομμάτι στο δεύτερο χρησιμοποιείται από το βιβλίο I η 
2η κοινή έννοια : Και αν σε ίσα προστεθούν ίσα προκύπτουν ίσα. 

Τέλος στη τρίτη πρόταση καταλήγει ότι ο τετραγωνισμός του μηνίσκου έχει επιτευχτεί 
αφού αυτός ισούται με ευθύγραμμο σχήμα (τρίγωνο) λέγοντας ότι : Συνεπώς, αφού ο 
μηνίσκος είναι ίσος με το τρίγωνο, αποδείχτηκε ότι μπορεί να τετραγωνιστεί. Στα 
Στοιχεία αυτό αποδεικνύεται σε πιο γενική μορφή πάλι στη 14η πρόταση του II βιβλίου 
: Να κατασκευασθεί τετράγωνο ισοδύναμο προς δεδομένο ευθύγραμμο σχήμα (Σιμπλίκιος 
62 8-10), ή με την 13η πρόταση του VI βιβλίου : Να βρεθεί η μέση ανάλογος δυο 
δοθέντων ευθύγραμμων τμημάτων, η οποία είναι ισοδύναμη της προηγούμενης.  
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8.3. Δεύτερος τετραγωνισμός 

Μετά τον τετραγωνισμό του μηνίσκου με εξωτερική περιφέρεια ίση με ένα ημικύκλιο, 
συνεχίζει στον δεύτερο τετραγωνισμό μηνίσκου με εξωτερική περιφέρεια μεγαλύτερη 
του ημικυκλίου. Όπως και στην προηγούμενη περίπτωση έτσι κι εδώ περιγράφεται η 
κατασκευή που επινόησε ο Ιπποκράτης ο Χίος για τον εν λόγω μηνίσκο, στη συνέχεια 
αποδεικνύεται ότι αυτή ικανοποιεί τη ζητούμενη συνθήκη, να είναι δηλαδή η εξωτερική 
περιφέρεια μεγαλύτερη του ημικυκλίου, αλλά η απόδειξη του τετραγωνισμού αυτή καθ’ 
αυτή θεωρείται προφανής και παραλείπεται. 

Στην πρώτη πρόταση στην απόδειξη αυτή αναφέρεται :  Έπειτα κατά σειρά υποθέτει ότι 
(η εξωτερική περιφέρεια) είναι μεγαλύτερη από ένα ημικύκλιο. Αναφέρει δηλαδή την 
συνθήκη που πρέπει να πληροί ο μηνίσκος σε σχέση με την εξωτερική του περιφέρεια 
θέτοντας ως ζητούμενο τον τετραγωνισμό του. Εδώ παρατηρούμε επίσης, ότι ο 
μηνίσκος δεν είναι μονοσήμαντα ορισμένος, σε αντίθεση με αυτόν του πρώτου 
ορισμού, αφού η συνθήκη που πρέπει να πληροί ικανοποιείται από άπειρους μηνίσκους. 

Μετά αρχίζει την κατασκευή που κάνει για να πετύχει τον τετραγωνισμό αυτό. Ως 
πρώτο βήμα μας αναφέρει ότι : Δημιουργώντας ένα τραπέζιο το οποίο θα έχει τρείς 
πλευρές ίσες μεταξύ τους, ενώ τη μία, τη μεγαλύτερη από τις παράλληλες πλευρές, να 
είναι τέτοια ώστε το τετράγωνο τις να είναι τρείς φορές το τετράγωνο της κάθε μιας 
από τις άλλες πλευρές. Στα Στοιχεία ορίζονται τα τραπέζια με τον 22ο ορισμό του I 
βιβλίου ως εξής : Από τα τετράπλευρα σχήματα, τετράγωνα είναι εκείνα τα  οποία είναι 
ισόπλευρα και ορθογώνια, ετερομήκη είναι εκείνα που είναι ορθογώνια αλλά όχι 
ισόπλευρα, ρόμβοι είναι εκείνα που είναι ισόπλευρα αλλά όχι ορθογώνια και ρομβοειδή 
είναι εκείνα που δεν είναι ισόπλευρα ή ορθογώνια. Τα υπόλοιπα τετράπλευρα 
ονομάζονται τραπέζια. Ενώ εδώ ο όρος τραπέζιο έχει τη στενότερη σημασία του 
τετράπλευρου με τις δύο απέναντι πλευρές παράλληλες. Στα Στοιχεία δεν εξετάζονται 
τα τραπέζια σε κάποια πρόταση, ενώ εδώ το τραπέζιο που εξετάζουμε προσδιορίζεται 
από τις αριθμητικές σχέσεις των πλευρών, που επίσης δεν γίνεται σε κάποια πρόταση 
των στοιχείων. Για την κατασκευή τώρα του τραπεζίου γίνεται χρήση τόσο αιτημάτων 
όσο και γενικότερων προτάσεων. Πιο συγκεκριμένα, για την κατασκευή πλευράς, της 
οποίας το τετράγωνο θα είναι ίσο με το τριπλάσιο του τετραγώνου των τριών ίσων 
πλευρών θα μπορούσαμε να πούμε ότι γίνεται χρησιμοποιώντας το Πυθαγόρειο 
θεώρημα (Ι 47) δύο φορές ( Ή μέσω της II 14 ή της  VI 13). Επίσης, όπως αναλύσαμε 
προηγουμένως την απόδειξη αυτής της κατασκευής, είναι φανερό ότι ο Ιπποκράτης ο 
Χίος γνώριζε τον ορισμό της μεσοκαθέτου, τις διχοτόμου γωνίας, της διχοτόμου 
ευθύγραμμου τμήματος, καθώς και τις ιδιότητες τους, όπως και την αφαίρεση 
ευθύγραμμου τμήματος από ευθύγραμμο τμήμα. Δηλαδή είχε γνώση τον ακόλουθων 
προτάσεων του I βιβλίου. Πρόταση 3 : Αν δοθούν δύο άνισα ευθύγραμμα τμήματα, να 
αφαιρεθεί από το μεγαλύτερο, τμήμα ίσο με το μικρότερο. Πρόταση  9 : Να διχοτομηθεί 
δοθείσα γωνία, με την οποία ο Ιπποκράτης αποδεικνύει και ότι το τραπέζιο αυτό 
εγγράφεται σε κύκλο εκπληρώνοντας το δεύτερο βήμα της κατασκευής του : Τότε 
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περιλαμβάνοντας το τραπέζιο σε ένα κύκλο. Μετά η 10η πρόταση : να διχοτομηθεί 
ευθύγραμμο τμήμα και η 11η πρόταση : Από δοθέν σημείο δοθείσης ευθείας να αχθεί 
ευθεία η οποία να σχηματίζει ορθές γωνίες με τη δοθείσα. Οι δύο αυτές προτάσεις μαζί 
είναι φανερό ότι μας δίνουν τη μεσοκάθετο δοσμένου ευθύγραμμου τμήματος. 
Επιπλέων, στην απόδειξη που κάναμε, φαίνεται να έχει γνώση και της 12ης πρότασης 
του I βιβλίου : Να αχθεί ευθεία κάθετη σε δεδομένη ευθεία από δοθέν σημείο εκτός 
αυτής. Πιο συγκεκριμένα στο σημείο που υποθέτουμε το ζητούμενο τραπέζιο και 
προβάλουμε τη μικρή βάση στη μεγάλη.  

Επόμενο στην κατασκευή αυτή είναι η πρόταση : Και γύρω από τη μεγαλύτερη πλευρά 
περιγράφοντας ένα τμήμα όμοιο με αυτό των τριών ίσων πλευρών που αποκόπτονται 
από τον κύκλο. Το οποίο επιτυγχάνεται με κατασκευή παράλληλης σε δοσμένη ευθεία 
από δοθέν σημείο. Ο Ευκλείδης αυτό το τοποθετεί στο I βιβλίο στην 31η πρόταση : Από 
δοθέν σημείο να αχθεί ευθεία παράλληλη προς δοθείσα ευθεία. Για την κατασκευή της 
παράλληλης ευθείας είναι προαπαιτούμενο να γνωρίζει την 23ης πρόταση του I βιβλίου 
: Να κατασκευασθεί γωνία ίση με δεδομένη, της οποίας δίνεται η μία πλευρά και η 
κορυφή της επί δεδομένης ευθείας. Καθώς και της 27ης πρότασης του Ι βιβλίου : Αν δύο 
ευθείες τέμνονται από ευθεία, ώστε οι εντός και εναλλάξ γωνίες που σχηματίζονται να 
είναι ίσες, τότε οι ευθείες είναι παράλληλες. (Εναλλακτικά αυτό το τμήμα της 
κατασκευής μπορεί να γίνει όπως και στην πρώτη κατασκευή μηνίσκου, δηλαδή μέσο 
III 33 και τον 5ο από τους αρχικούς ορισμούς του Ιπποκράτη). 

Στο κείμενο μετά ακολουθεί η απόδειξη ότι ο μηνίσκος που κατασκευάστηκε έχει 
περιφέρεια μεγαλύτερη του ημικυκλίου : Ότι το υπό συζήτηση τμήμα είναι μεγαλύτερο 
από ένα ημικύκλιο, είναι φανερό, εάν φέρουμε μια διαγώνιος του τραπεζίου. Εδώ 
αρχικά διατυπώνεται το ζητούμενο με παρόμοια μέθοδο με αυτές που χρησιμοποιούσε 
και ο Ευκλείδης, ενώ στη συνέχεια μέσω μιας βοηθητικής κατασκευής η ζητούμενη 
σχέση θα προκύπτει αυτόματα. Ο συλλογισμός είναι άμεσος και οι επί μέρους 
προτάσεις παρουσιάζονται ως αναγκαίες, χωρίς όμως να δικαιολογείται πουθενά η 
αναγκαιότητα αυτή, οπότε παραγωγικά καταλήγουμε στο συμπέρασμα. Στην απόδειξη 
που δίνεται όμως υπάρχουν ορισμένα κενά, τα οποία και θα προσπαθήσουμε να 
καλύψουμε, χρησιμοποιώντας γενικότερες προτάσεις του Ευκλείδη από τα Στοιχεία του 
και εξηγώντας κάθε φορά το κενό που επιδιώκουμε να καλύψουμε.  

Ως πρώτη πρόταση για αυτή την απόδειξη μας λέει : Αυτή (η διαγώνιος), επειδή 
υποτείνει στις δύο πλευρές του τραπεζίου αναγκαστικά το τετράγωνο της είναι 
μεγαλύτερο από ότι το διπλάσιο του τετραγώνου μίας εξ αυτών. Η ανισότητα των 
πλευρών αυτών παράγεται από τις ανισότητες των γωνιών που θα αναλύσουμε αμέσως 
μετά. Η πρόταση αυτή μας παραπέμπει άμεσα στην 12η πρόταση του II βιβλίου : Σε 
κάθε αμβλυγώνιο τρίγωνο, το τετράγωνο της πλευράς που βρίσκεται απέναντι από την 
αμβλεία γωνία είναι μεγαλύτερο από το άθροισμα των τετραγώνων των δύο πλευρών που 
περιέχουν τη γωνία κατά το διπλάσιο του γινομένου της μιας επί την προβολή της άλλης σ' 
αυτήν. Δεν προκύπτει βέβαια από κάπου ότι ήξερε κατά πόσο είναι μεγαλύτερο το 
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τετράγωνο της πλευράς που είναι απέναντι από την αμβλεία γωνία. Αυτό που είναι 
όμως εμφανές , είναι ότι, μπορούσε από τη στιγμή που διαπιστώνει ότι το τρίγωνο είναι 
αμβλυγώνιο να παραγάγει την αντίστοιχη ανισότητα για τα τετράγωνα των πλευρών 
του τριγώνου. 

Μετά συνεχίζει για να δείξει ότι η γωνία ΒΑΓ είναι αμβλεία. Αυτό το κάνει ξεκινώντας με την 
πρόταση : Αυτό έπεται από το γεγονός ότι η ΒΔ είναι μεγαλύτερη της ΑΓ, η ΔΓ και η 
ΒΑ είναι ίσες και αν επεκταθούν, τέμνονται στο σημείο Ζ. Εάν λοιπόν οι ΒΑ, ΔΓ ήταν 
παράλληλες, όντας ίσες, τότε από τις ίσες και παράλληλες που επεκτείνονται 
προκύπτουν ίσες και παράλληλες, η ΑΓ είναι ίση με τη ΒΔ, το οποίο είναι αδύνατο. Ο 
Ιπποκράτης ο Χίος εδώ χρησιμοποιεί τη μέθοδο της απαγωγής σε άτοπο κάνοντας σαφή αναφορά 
σε αυτό που ο Ευκλείδης τοποθετεί στην 33η πρόταση του I βιβλίου : Τα τμήματα που 
συνδέουν τα άκρα δύο ίσων παράλληλων τμημάτων προς το ίδιο μέρος, είναι ίσα και 
παράλληλα.44  

Στη συνέχεια της απόδειξης μας λέει : Καθώς λοιπόν οι ΒΑ, ΔΓ συμπίπτουν στο Ζ, οι γωνίες 
ΖΑΓ και ΓΑΒ μαζί είναι ίσες με δύο ορθές. Αυτή την πρόταση την συναντάμε στο I βιβλίο 
ως 13η πρόταση : Αν ημιευθεία συναντήσει ευθεία και σχηματισθούν γωνίες, τότε είτε 
αυτές είναι δύο ορθές είτε το άθροισμά τους είναι δύο ορθές. (Σιμπλίκιος 63 7).  

Μετά συνεχίζει με την πρόταση : Η δε ΓΑΒ είναι μεγαλύτερη από την ΓΑΖ, η 
εξωτερική του τριγώνου της εσωτερικής. Που μας παραπέμπει στην 16η πρόταση του 
βιβλίου Ι : Σε κάθε τρίγωνο, κάθε εξωτερική γωνία είναι μεγαλύτερη από κάθε εντός και 
απέναντι γωνία του. Και στην 32η πρότασης του Ι βιβλίου : Σε κάθε τρίγωνο κάθε 
εξωτερική γωνία είναι ίση με το άθροισμα των δύο εντός και απέναντι γωνιών και το 
άθροισμα των εσωτερικών γωνιών τριγώνου είναι ίσο με δύο ορθές. Με την τελευταία 
πρόταση έχει δείξει ότι η γωνία ΓΑΒ είναι αμβλεία οπότε επανέρχεται στον ισχυρισμό 
ότι : Άρα το τετράγωνο της ΒΓ είναι μεγαλύτερο από το διπλάσιο του τετραγώνου κάθε 
μιας εκ των ΒΑ και ΑΓ, άρα και της ΓΔ, o  οποίος πλέων έχει αποδειχθεί και έχουμε 
κάνει την απαιτούμενη, για το κεφάλαιο αυτό, αντιστοίχηση με τα Στοιχεία του 
Ευκλείδη.  

Μέσω αυτού του ισχυρισμού τώρα περνάει στην πρόταση : Άρα και το τετράγωνο της 
μεγαλύτερης πλευράς του τραπεζίου της ΒΔ αναγκαστικά είναι μικρότερο από το 
τετράγωνο της διαγωνίου και μίας εκ των άλλων πλευρών, η οποία υποτείνει στην εν 
λόγο μέγιστη πλευρά και την διαγώνιο. Την οποία δικαιολογεί λέγοντας : Διότι τα 
τετράγωνα των ΒΓ, ΓΔ μαζί μπορούν να είναι μεγαλύτερα από το τριπλάσιο του 
τετραγώνου της ΓΔ , το δε τετράγωνο της ΒΔ τριπλάσιο. Στην πρόταση αυτή, σε 
συνδυασμό και με τις δύο προηγούμενες, θα μπορούσαμε να πούμε ότι γίνεται 
συνδυαστική χρήση των εξής κοινών εννοιών. 1 : Τα μεγέθη που είναι ίσα προς τρίτο 

44 Επίσης θα μπορούσαμε να πούμε με ασφάλεια ότι ο Ιπποκράτης γνώριζε το σύνολο των όσων έχουν 
σχέση με τις παράλληλες ευθείες στο Ι βιβλίο (ορισμός 23, Αίτημα 5, προτάσεις από 27 έως 32) αφού 
ιστορικά ξέρουμε ότι αυτά ήταν γνωστά στη περίοδο που έζησε. 
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μέγεθος είναι και μεταξύ τους ίσα. 2 : Και αν σε ίσα προστεθούν ίσα προκύπτουν ίσα. 3 : 
Και αν από ίσα αφαιρεθούν ίσα, μένουν ίσα. 4 : Και αν σε άνισα προσθέσουμε ίσα, 
προκύπτουν άνισα. 5 : Και τα διπλάσια του ίδιου μεγέθους είναι ίσα. 6 : Και τα μισά του 
ίδιου μεγέθους είναι ίσα.  

Μετά από όλα αυτά καταλήγει μέσο των ανισοτήτων των τετραγώνων των πλευρών σε 
σχέσεις γωνιών, δηλαδή μας λέει : Συνεπώς είναι οξεία η γωνία που βαίνει στην 
μεγαλύτερη πλευρά του τραπεζίου. Αυτό όμως δεν συναντάται στα Στοιχεία σε κάποια 
γενική πρόταση. Θα μπορούσαμε να πούμε βέβαια ότι είναι το αντίστροφο της 13ης 
πρότασης από το ΙΙ βιβλίο : Σε κάθε οξυγώνιο τρίγωνο, το τετράγωνο της πλευράς που 
βρίσκεται απέναντι από την οξεία γωνία είναι μικρότερο από το άθροισμα των 
τετραγώνων των πλευρών που περιέχουν τη γωνία κατά το διπλάσιο του γινομένου της 
μιας από αυτές επί την προβολή της άλλης επ' αυτή, το οποίο δεν αποδεικνύεται εκεί. 
Παρατηρούμε όμως ότι και εδώ δεν προκύπτει από κάπου ότι ήξερε κατά πόσο είναι 
μικρότερο το τετράγωνο της πλευράς που είναι απέναντι από την οξεία γωνία. 

Τέλος, για τη μετάβαση στο ζητούμενο συμπέρασμα :  Άρα είναι μεγαλύτερο από ένα 
ημικύκλιο το τμήμα στο οποίο βρίσκεται. Το οποίο αποτελεί την εξωτερική περιφέρεια 
του μηνίσκου, περνάμε από σχέσεις γωνιών σε σχέσεις τόξων, το οποίο θα μπορούσε να 
επιτευχθεί με δύο τρόπους.  Ή με το αντίστροφο της 6ης πρότασης από αυτές που έθεσε 
ως αρχικές ο Ιπποκράτης, ή με το αντίστροφο της ΙΙΙ 31 το οποίο κι αυτό δεν 
αποδεικνύεται στα Στοιχεία. 

Η απόδειξη του τετραγωνισμού, όπως έχει ήδη αναφερθεί παραλείπεται, αλλά ούτος η 
άλλος δεν θα πρόσφερε κάτι παραπάνω στην αντιπαραβολή των γνώσεων του 
Ιπποκράτη στα τα Στοιχεία του Ευκλείδη, αφού θα χρησιμοποιούσε τα ίδια ακριβός με 
τον πρώτο τετραγωνισμό. 
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8.4. Τρίτος τετραγωνισμός 

Περνάμε τώρα στον τρίτο τετραγωνισμό μηνίσκου, ο οποίος αναμένεται να μας δώσει 
τις ποιο έγκυρες και μεγάλες σε πλήθος πληροφορίες, για την αντιπαραβολή των 
γνώσεων του Ιπποκράτη του Χίου σε σχέση με τα Στοιχεία του Ευκλείδη. Αυτό επειδή 
η πραγμάτευση του τρίτου μηνίσκου στο κείμενο προέρχεται από τον ίδιο τον 
Ιπποκράτη. 

Αρχίζει, λοιπόν, με την πρόταση : Όταν δε [η εξωτερική περιφέρεια] είναι μικρότερη 
από ένα ημικύκλιο, επιλύθηκε από τον Ιπποκράτη που έδωσε την ακόλουθη 
προκαταρκτική κατασκευή. Εδώ εισάγεται με τη μορφή υπόθεσης η επιθυμητή ιδιότητα 
του μηνίσκου και επισημαίνεται ότι κατασκεύασε συγκεκριμένο μηνίσκο με την 
ιδιότητα αυτή. Δηλαδή κατασκευάζεται ο ζητούμενος μηνίσκος, αλλά η ζητούμενη 
ιδιότητα, να είναι μικρότερη η εξωτερική περιφέρεια από ένα ημικύκλιο, δεν 
ικανοποιείται μόνο από τον μηνίσκο που κατασκευάστηκε, όπως και στην απόδειξη του 
δεύτερου τετραγωνισμού. 

Μετά συνεχίζει με την κατασκευή λέγοντας : Έστω κύκλος του οποίου η διάμετρος 
είναι ΑΒ, και το κέντρο του το Κ. Ξεκινάει από ένα κύκλο με γνωστό κέντρο και 
γνωστή διάμετρο (άρα και ακτίνα), τοποθετώντας γράμματα. Οι γνώσεις από τα 
Στοιχεία για να πραγματοποιηθεί αυτή η κατασκευή κύκλου βρίσκονται στο 3ο αίτημα 
του βιβλίου Ι : Με κέντρο ένα τυχαίο σημείο και ακτίνα κάθε τμήμα είναι δυνατόν να 
γράψουμε κύκλο και στους ορισμούς 15, 16 και 17 του Ι βιβλίου : 15) Κύκλος (κυκλικός 
δίσκος) είναι το επίπεδο σχήμα το οποίο περιέχεται σε μια γραμμή που ονομάζεται 
περιφέρεια (κύκλος), της οποίας τα σημεία ισαπέχουν από ένα σημείο που βρίσκεται στο 
εσωτερικό του κύκλου, 16) Το σημείο αυτό ονομάζεται κέντρο του κύκλου, και 17) 
Διάμετρος κύκλου ονομάζεται το ευθύγραμμο τμήμα που διέρχεται από το κέντρο του 
κύκλου, τα άκρα του είναι σημεία του κύκλου και διαιρεί τον κύκλο σε δυο ίσα μέρη. Με 
βάση αυτόν τον κύκλο συνεχίζει τα επόμενα κατασκευαστικά βήματα.  

Στο δεύτερο βήμα της κατασκευής μας λέει : και η ΓΔ διχοτομεί και τέμνει σε δύο 
ορθές την ΒΚ. Κατασκευάζει δηλαδή τη μεσοκάθετο της πλευράς ΒΚ, αυτό, όπως ήδη 
έχουμε πει, αντιμετωπίζεται στα Στοιχεία με τις (Ι 10) και (Ι 11). Ενώ μας παραπέμπει 
και στον 10ο ορισμό του βιβλίου Ι : Όταν μια ευθεία τέμνει άλλη ευθεία και σχηματίζει 
τις εφεξής γωνίες ίσες, κάθε μια από τις ίσες γωνίες είναι ορθή και η τέμνουσα 
ονομάζεται κάθετος της ευθείας που τέμνει. 

Μετά στο τρίτο βήμα της κατασκευής λέει : Επιπλέον, η ΕΖ τοποθετημένη ανάμεσα σε 
αυτό και την περιφέρεια που συγκλίνει (νεύουσα) στο Β έτσι ώστε το τετράγωνο της να 
είναι μιάμιση φορά το τετράγωνο της ακτίνας. Στο σημείο αυτό η κατασκευή 
πραγματοποιείται μέσω νεύσης, η οποία ως μέθοδος δεν μπορεί να δικαιολογηθεί από 
τα αιτήματα που συναντάμε στα Στοιχεία. Για να εφαρμοστεί όμως η μέθοδος της 
νεύσης πρέπει πρώτα να κατασκευαστεί ευθύγραμμο τμήμα ΕΖ το οποίο να ικανοποιεί 
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τη σχέση ΕΖ2 = 3
2
 ΚΑ2. Η κατασκευή ενός τέτοιου ευθύγραμμου τμήματος με αυτό το 

μήκος  μπορεί να επιτευχθεί, με την ίδια μεθοδολογία όπως έχει αναφερθεί στην 
ανάλυση του προηγούμενου τετραγωνισμού, είτε μέσω του (Ι 47), είτε του (ΙΙ 14), είτε 
του (VI 13). Στο κεφάλαιο που αναλύσαμε τις αποδείξεις περιγράψαμε και μια 
εναλλακτική μέθοδο, βασισμένη στο Heath, όπου η κατασκευή μπορεί να γίνει και 
μέσω της 6ης πρότασής του ΙΙ βιβλίου : Αν Γ είναι το μέσον τμήματος ΑΒ και 
προεκτείνουμε το τμήμα κατά ΒΔ, τότε το ορθογώνιο που ορίζουν τα τμήματα ΑΔ και ΒΔ 
μαζί με το τετράγωνο της πλευράς ΒΓ είναι ισοδύναμο με το τετράγωνο πλευράς ΓΔ.  

Στο τέταρτο βήμα της κατασκευής μας αναφέρει : Επιπλέον, η ΕΗ φέρεται παράλληλη 
στην ΑΒ. Η πρόταση στα Στοιχεία που πραγματεύεται αυτή την κατασκευή είναι η 31η 
από το Ι βιβλίο : Από δοθέν σημείο να αχθεί ευθεία παράλληλη προς δοθείσα ευθεία. Εδώ 
παρατηρούμε ότι φέρνει το ΕΗ αλλά την θέση του H την προσδιορίζει στο επόμενο 
βήμα. 

Μετά στο πέμπτο βήμα της κατασκευής μας λέει : Και ενώνουμε το Κ με τα Ε και Ζ. 
Ας προεκταθεί δε η γραμμή που ενώθηκε με το Ζ (ΚΖ) προς την ΕΗ και ας συμπέσει 
στο Η, και ας ενωθεί το Β με τα Ζ και Η. Αυτό μπορεί να δικαιολογηθεί από το 1ο 
αίτημα του βιβλίου I : Από κάθε σημείο μπορούμε να φέρουμε ευθεία που να το συνδέει 
με οποιοδήποτε σημείο, και το 2ο αίτημα του βιβλίου Ι : Το ευθύγραμμο τμήμα 
προεκτείνεται συνεχώς και ευθυγράμμως. 

Στο έκτο βήμα μας αναφέρει : Είναι προφανές ότι η ΕΖ προεκτεινόμενη θα περάσει από 
το Β. Το οποίο είναι όντος προφανές λόγο του τρόπου που κατασκευάστηκε η ΕΖ (η ΕΖ 
τοποθετημένη ανάμεσα σε αυτό και την περιφέρεια που συγκλίνει στο Β) και βασίζεται 
στο 2ο αίτημα που αναφέραμε στην προηγούμενη παράγραφο. 

Ενώ στο έβδομο βήμα μας λέει : Και το ΒΗ θα είναι ίσο με το ΕΚ. Τόσο το έκτο όσο 
και το έβδομο βήμα της κατασκευής παρουσιάζονται ως προφανή. Στο μεν έκτο βήμα 
το προφανές αφορά στην προέκταση ενός ευθύγραμμου τμήματος που διέρχεται από 
ένα δεδομένο σημείο και ως δικαιολόγηση δύνεται ο τρόπος κατασκευής του, που είναι 
επαρκής ως δικαιολόγηση. Στο δε έβδομο βήμα δύνεται ως προφανή μια ισότητα 
ευθύγραμμων τμημάτων την οποία αποδεικνύει ο Σιμπλίκιος (64 25 – 65 6). Η ισότητα 
αυτή όμως δεν είναι προφανής, αλλά εύκολα αποδείξιμη, ίσος για αυτό ο Ιπποκράτης 
παραλείπει την απόδειξη της. Οπότε, θα θεωρήσω γνωστά στον Ιπποκράτη αυτά που 
χρησιμοποιήθηκαν για την απόδειξη της ισότητας αυτής. Από την ανάλυση της 
απόδειξης που είδαμε στο αντίστοιχο κεφάλαιο γίνεται χρήση τεσσάρων προτάσεων 
από το βιβλίο Ι των Στοιχείων. Της 4ης πρότασης: Αν δύο τρίγωνα έχουν τις δύο πλευρές 
τους ίσες, μία προς μία και τις περιεχόμενες στις πλευρές αυτές γωνίες ίσες, θα έχουν και 
τις τρίτες πλευρές ίσες και θα είναι ίσα, δηλαδή θα έχουν ίσες και τις αντίστοιχες γωνίες 
τους. Της 15ης πρότασης : Αν δύο ευθείες τέμνονται, σχηματίζουν τις κατακορυφήν 
γωνίες ίσες μεταξύ τους. Της 26ης πρότασης : Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο γωνίες 
αντιστοίχως ίσες και μια πλευρά ίση, η οποία είτε έχει τις γωνίες προσκείμενες είτε είναι 
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απέναντι σε μια από τις ίσες γωνίες, τότε τα τρίγωνα θα έχουν ίσες αντιστοίχως και τις 
άλλες πλευρές τους, καθώς και τις τρίτες γωνίες τους. Και της 29ης πρότασης : Η ευθεία 
που τέμνει δύο παράλληλες ευθείες σχηματίζει τις εντός εναλλάξ γωνίες ίσες, τις εντός - 
εκτός και επί τα αυτά γωνίες ίσες και τις εντός και επί τα αυτά παραπληρωματικές.  

Συνεχίζοντας στο όγδοο βήμα της κατασκευής λέει  : Περιγράφοντας τώρα ένα τμήμα 
κύκλου γύρω από το τρίγωνο ΕΖΗ [το ΕΖΗ], το κάθε τμήμα θα είναι όμοιο με κάθε ένα 
από τα τμήματα ΕΚ, ΚΒ, ΒΗ. Όπως ο Σιμπλίκιος μας πληροφορεί στο κείμενο του (65 
11-12), στα Στοιχεία ένας κύκλος περιγράφεται σε ένα δεδομένο τρίγωνο στην 5η 
πρόταση του βιβλίου IV : Περί δοθέν τρίγωνο να περιγραφεί κύκλος. Επιπλέων 
επισημαίνεται ότι τα τμήματα που σχηματίζονται, ΕΖ και ΖΗ είναι όμοια προς το κάθε 
ένα από τα ΕΚ, ΚΒ και ΒΗ. Εδώ υπάρχου δύο προβλήματα, πρώτον τα τμήματα ΕΚ, 
ΚΒ και ΒΗ δεν έχουν ακόμα κατασκευαστεί και δεύτερον η ομοιότητα αυτή δεν 
αποδεικνύεται στο κείμενο. Αυτό υποθέτω ότι συμβαίνει επειδή προκύπτει άμεσα από 
την πέμπτη πρόταση από τους αρχικούς ορισμούς του Ιπποκράτη, π.χ. το τμήμα ΕΖ και 
το ΕΚ φαίνεται από την ίδια γωνία ΕΗΚ. 

Μετά διατυπώνεται ένας ισχυρισμός : Επειδή όλα αυτά ισχύουν, ισχυρίζομαι ότι στο 
τραπέζιο ΕΚΒΗ μπορεί να περιγράφει κύκλος. Στον ισχυρισμό αυτό όμως μας λέει 
στην αρχή ‘‘Επειδή όλα αυτά ισχύουν’’ χωρίς όμως να χρησιμοποιεί όλα όσα απέδειξε 
ως εδώ, σε αντίθεση με τον Ευκλείδη, ο οποίος σε τέτοιες περιπτώσεις χρησιμοποιούσε 
μόνο τα απαιτούμενα δεδομένα. Από τον ισχυρισμό αυτό δεν μπορούμε να βγάλουμε 
κάποια αντιστοιχία με τα Στοιχεία οπότε συνεχίζουμε σε αυτά που χρησιμοποίησε για 
να τον αποδείξει. 

Μετά τον ισχυρισμό αυτό ακολουθεί ένας υποθετικός συλλογισμός που τον 
αποδεικνύει. Χρησιμοποιεί ως δεδομένο ότι το τρίγωνο με κορυφές τις τρείς από τις 
τέσσερις κορυφές του τραπεζίου περιγράφεται από κύκλο : Γιατί το μεν τρίγωνο ΕΚΗ 
περιγράφεται από κύκλο. Όπως είδαμε και στην παραπάνω παράγραφο αυτό 
αντιστοιχεί στην πρόταση (IV 5). 

Συνεχίζοντας τον υποθετικό συλλογισμό, ισχυρίζεται ότι αν αποδείξει πως η απόσταση 
της τέταρτης κορυφής, από το κέντρο του κύκλου αυτού, είναι ίση με την ακτίνα του 
κύκλου, τότε το τραπέζιο θα είναι εγγράψιμο στον κύκλο αυτό : Εάν λοιπών 
αποδείξουμε ότι η απόσταση του κέντρου από το Κ είναι ίση με την απόστασή του από 
το Β, τότε είναι φανερό ότι το τμήμα κύκλου που γράφεται γύρω από το ΕΚΗ διέρχεται 
και από το Β, και έτσι το τραπέζιο θα περιλαμβάνεται σε ένα τμήμα κύκλου. Το 
πέρασμα από την υπόθεση στο συμπέρασμα γίνετε μέσω του ορισμού (Ι 15) και (Ι 16) 
στους οποίους αναφερθήκαμε στην αρχή της κατασκευής, ή με το αντίστροφο σης 9ης 
πρότασης του βιβλίου ΙΙΙ : Αν από σημείο στο εσωτερικό κύκλου μπορούμε να φέρουμε 
περισσότερα από δύο ίσα τμήματα που συνδέουν το σημείο με τον κύκλο, τότε αυτό είναι 
το κέντρο του κύκλου. Προτού συνεχίσουμε στην ανάλυση της πρότασης αυτής, θα ήταν 
χρήσιμο να παρατηρήσουμε ότι, σε έναν υποθετικό συλλογισμό η υπόθεση είναι μια 
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πρόταση που πρέπει να αποδειχθεί, ώστε να αποδειχθεί και το συμπέρασμα. Αυτό όμως 
δεν γίνεται οπότε υποθέτουμε ότι η πρόταση γίνετε απλά δεκτή ως λήμμα. Συνεχίζοντας 
λοιπόν βλέπουμε ότι στο κείμενο, όπως και στην ισότητα των ευθύγραμμων τμημάτων 
ΒΗ και ΕΚ, δεν αποδεικνύεται ότι ΛΚ=ΛΒ, όπου Λ το κέντρο του κύκλου. Αυτό 
γίνεται πάλι από τον Σιμπλίκιο (65 11-23). Οπότε, για τον ίδιο λόγο με πριν, θα 
θεωρήσω αυτά που χρησιμοποιεί γνωστά στον Ιπποκράτη. Στην απόδειξη γίνεται χρήση 
της 5ης πρότασης από το βιβλίο Ι : Στα ισοσκελή τρίγωνα οι παρά τη βάση γωνίες είναι 
ίσες μεταξύ τους και αν προεκταθούν οι ίσες πλευρές σχηματίζουν κάτω από τη βάση (με 
τη βάση) γωνίες ίσες και της 2ης από τις κοινές έννοιες του βιβλίου Ι. 

Στο τέλος της κατασκευής μας λέει ότι : Το οποίο τμήμα θα περιέχει και το τρίγωνο 
ΕΖΗ. Το οποίο προκύπτει από την 2η πρόταση του βιβλίου ΙΙΙ : Το τμήμα που συνδέει 
δύο σημεία ενός κύκλου βρίσκεται στο εσωτερικό του κύκλου. Οπότε επειδή το ΛΖ<ΛΚ, 
όπου ΛΚ ακτίνα του κύκλου, το Ζ εσωτερικό σημείο του κύκλου. 

Έχοντας τελειώσει την κατασκευή του μηνίσκου ο Ιπποκράτης συνεχίζει με την 
απόδειξη του τετραγωνισμού του λέγοντας αρχικά : Έχοντας όλα αυτά, ο μηνίσκος που 
δημιουργείται, του οποίου η εξωτερική περιφέρεια είναι η ΕΚΒΗ, είναι ίσος με το 
ευθύγραμμο χωρίο που συγκροτείται από τα τρία τρίγωνα ΒΖΗ, ΒΖΚ, ΕΚΖ, και 
συνεχίζει για να αποδείξει την πρόταση αυτή.  

Ξεκινάει με την πρόταση : Τότε τα τμήματα ΕΖ, ΖΗ που αποκόπτονται στο εσωτερικό 
του μηνίσκου από τα ευθύγραμμα τμήματα αυτά μαζί είναι ίσα με τα τμήματα που 
αποκόπτονται στο εξωτερικό του ευθύγραμμου σχήματος από τα ΕΚ, ΚΒ, ΒΗ. Το 
οποίο δικαιολογεί στην επόμενη πρόταση λέγοντας ότι : Γιατί  το τετράγωνο καθεμίας 
από τις εσωτερικές είναι μιάμιση φορά το τετράγωνο κάθε μιας από τις εξωτερικές. 
Αυτό τώρα, προκύπτει από τα δεδομένα της κατασκευής  : Αφού έχει υποτεθεί ότι το 
τετράγωνο της ΕΖ είναι μιάμιση φορά το τετράγωνο αυτής από το κέντρο (της ακτίνας), 
δηλαδή της ΕΚ και ΚΒ και ΒΗ. Επισημαίνοντας δε ότι : Έχει αποδειχτεί ότι και αυτή  
(ΒΗ) είναι ίση της ΕΚ. Εδώ είναι σημαντικό να τονίσουμε ότι αυτό το κομμάτι του 
κειμένου αποδίδεται στον Εύδημο, κάτι που ισχυροποιεί την άποψη μου ότι ο 
Ιπποκράτης είχε αποδείξει την ισότητα αυτή, οπότε καλός θεωρήσαμε γνωστές σε 
αυτόν τις προτάσεις του Ευκλείδη που χρησιμοποιούνται στην απόδειξη του έβδομου 
βήματος της κατασκευής. Συνεχίζοντας την απόδειξη, μας λέει : Αν είναι λοιπόν το 
τετράγωνο και της μίας και της άλλης από τις ΕΖ, ΖΗ μιάμιση φορά το τετράγωνο κάθε 
μιας από τις τρείς που έχουν αναφερθεί, όπως δηλαδή είναι τα τετράγωνα των ευθειών 
προς τις ευθείες είναι και τα τμήματα προς τα τμήματα, άρα τα δύο τμήματα είναι ίσα 
με τα τρία. Που γίνεται σαφή αναφορά στην πρώτη πρόταση από τους αρχικούς 
ορισμούς. Στην τελευταίας πρότασης στην απόδειξη μας αναφέρει ότι : Αφού λοιπόν ο 
μηνίσκος είναι (ίσος με) τα τρία τμήματα και το ευθύγραμμο σχήμα χωρίς τα δύο 
τμήματα, από την άλλη το ευθύγραμμο σχήμα είναι μαζί με τα δύο τμήματα χωρίς τα 
τρία τμήματα, όντας λοιπόν τα δύο τμήματα ίσα με τα τρία, ο μηνίσκος θα είναι ίσος με 
το ευθύγραμμο σχήμα. Και με αυτό η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί. Στη διαδικασία της 

65 
 



απόδειξης αυτής γίνεται χρίση της πρώτης πρότασης από τους αρχικούς ορισμούς, σε 
συνδυασμό με το 2ο και 3ο από τις κοινές έννοιες του βιβλίου Ι. 

Τέλος για την ολοκλήρωση της ανάλυσης του τρίτου τετραγωνισμού, έχουμε την 
απόδειξη ότι η εξωτερική περιφέρεια είναι μικρότερη του ημικυκλίου. Την απόδειξη 
αυτή την ξεκινάει με την πρόταση : Το ότι ο μηνίσκος αυτός έχει την εξωτερική 
περιφέρεια του μικρότερη από ένα ημικύκλιο, αποδεικνύεται εάν η γωνία ΕΚΗ που 
βρίσκεται στο εξωτερικό τμήμα είναι αμβλεία. Τώρα ότι η γωνία ΕΚΗ είναι αμβλεία, κι 
αυτό αποδεικνύεται ως εξής. Σε αυτήν την πρόταση ο Ιπποκράτης επιχειρεί την 
απαγωγή του προβλήματος να δείξει ότι η περιφέρεια είναι μικρότερη του ημικυκλίου, 
στο να δείξει ότι μία γωνία είναι αμβλεία. Αυτό μας παραπέμπει στο αντίστροφο της 
έκτης πρότασης από τους αρχικούς ορισμούς ή στην (ΙΙΙ 31η) όπως παρατηρεί στο 
κείμενο του και ο Σιμπλίκιος (66 12-14).   

Στη συνεχίζοντας ο Ιπποκράτης έχει τέσσερις προτάσεις : α) Επειδή το τετράγωνο της 
ΕΖ είναι μιάμιση φορά το τετράγωνο αυτών από το κέντρο (των ακτινών), β) επίσης η 
ΚΒ είναι μεγαλύτερη της ΒΖ, γ) διότι και η γωνία στο Ζ είναι μεγαλύτερη από μια 
ορθή, όπως θα δείξουμε και δ) από την άλλη η ΒΚ είναι ίση με την ΚΕ. Οι α, β και δ 
παρουσιάζονται ως βέβαιες προτάσεις, εκ των οποίων οι α και δ τεκμηριώνονται άμεσα 
από την κατασκευή του σχήματος, ενώ η β θέλει απόδειξη, για αυτό και απάγεται στην 
γ. Η απαγωγή αυτή γίνεται μέσω της 19ης πρότασης του βιβλίου Ι : Σε κάθε τρίγωνο η 
μεγαλύτερη πλευρά βρίσκεται απέναντι από τη μεγαλύτερη γωνία. Η απόδειξη όμως ότι η 
γωνία Ζ είναι μεγαλύτερη από μια ορθή δεν αναφέρετε ρητά στο κείμενο. 
Αποδεικνύεται μέσα σε ένα σύνολο προτάσεων, ταυτόχρονα με σχέσεις, που οδηγούν 
στην απόδειξη ότι η εξωτερική περιφέρεια του μηνίσκου είναι μικρότερη του 
ημικυκλίου. Διαδικασία την οποία δε συναντάμε πουθενά στον Ευκλείδη. Για τον λόγο 
αυτό θα αλλάξω τη σειρά των επόμενων προτάσεων σε σχέση με το κείμενο, ώστε να 
είναι πιο εύκολη και έγκυρη η εξαγωγή συμπερασμάτων.  

 Η επόμενη που πρόταση θα μελετήσουμε μας λέει : Λόγω της ομοιότητας των 
τριγώνων των ΒΕΚ, ΒΚΖ. Γιατί είναι όπως η ΕΒ ως προς την ΒΚ, έτσι είναι η ΕΚ ως 
προς την ΚΖ. Ο Ιπποκράτης δεν δικαιολογεί την ομοιότητα των τριγώνων αλλά αυτή 
προκύπτει πολύ άμεσα αφού έχουν τις γωνίες τους ίσες μια προς μια. Αυτό γιατί και τα 
δύο τρίγωνα είναι ισοσκελή με μια γωνία κοινή στη βάση του κάθε ενός, οπότε λόγω 
των προτάσεων (Ι 5) και (Ι 32), που έχουν αναφερθεί είδη, έχουμε το ζητούμενο. Η 
πρόταση αυτή λοιπόν μας παραπέμπει στον 1ο ορισμό του βιβλίου VΙ : Όμοια 
ευθύγραμμα σχήματα είναι όσα έχουν α) τις γωνίες τους ίσες μία προς μία και β) τις 
πλευρές που περιέχουν τις ίσες γωνίες ανάλογες. Και στις αναλογίες που παράγονται 
στην 4η πρόταση του βιβλίου VΙ : Στα ισογώνια τρίγωνα οι πλευρές που περιέχουν τις 
ίσες γωνίες είναι ανάλογες και οι πλευρές που βρίσκονται απέναντι από τις ίσες γωνίες 
είναι ομόλογες. Από τις σχέσεις που προκύπτουν από αυτή την ομοιότητα, όπως έχουμε 
αναφέρει και στην ανάλυση της απόδειξής, έχουμε ως συμπέρασμα την πρόταση : Είναι 
φανερό ότι το τετράγωνο της ΒΚ είναι μεγαλύτερη από το διπλάσιο τετράγωνο της ΒΖ. 
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Δηλαδή οι αναλογίες που προκύπτουν λόγο της ομοιότητας των τριγώνων και η χρίση 
των αξιωμάτων 1, 2, 3 και 4 του βιβλίου Ι, τα οποία έχουμε ήδη αναφέρει, 
αποδεικνύουν την πρόταση αυτή. Με αυτή την, όμως, αποδεικνύει και ότι η γωνία Ζ 
είναι μεγαλύτερη από μια ορθή. Αυτό γιατί το τρίγωνο ΖΚΒ είναι ισόπλευρο με 
ΖΚ=ΖΒ και ΚΒ2>2·ΒΖ2  ΚΒ2>ΒΖ2 + ΚΖ2 άρα από το αντίστροφο του (ΙΙ 12)  η 
γωνία ΚΖΒ αμβλεία. Μετά η επόμενη πρόταση μας λέει : Και το τετράγωνο της ΚΕ *** 
οπότε είναι μεγαλύτερο από το διπλάσιο του τετραγώνου της ΚΖ. Αυτό το παίρνει 
άμεσα από την ισότητα του ΚΕ με το ΚΒ και του ΒΖ με το ΚΖ παραπέμποντας μας 
πάλι στο σε συνδυαστική χρήση των αξιωμάτων 1 έως 4 του βιβλίου Ι. 

Συνεχίζοντας τώρα, με τη ροή του κειμένου, μας υπενθυμίζει τα δεδομένα που έχουμε 
έως τώρα λέγοντας : Έτσι ώστε το τετράγωνο της ΕΚ να είναι μεγαλύτερο από το 
διπλάσιο του τετραγώνου της ΚΖ. από την άλλη, το τετράγωνο της ΕΖ είναι μιάμιση 
φορά το τετράγωνο της ΕΚ για να καταλήξει στο συμπέρασμα : Άρα το τετράγωνο της 
ΕΖ είναι μεγαλύτερο του τετραγώνου των ΕΚ, ΚΖ μαζί, κάνοντας χρήση των 
αξιωμάτων 4, 5 και 6 του βιβλίου Ι.  

Μετά με την επόμενη πρόταση του ο Ιπποκράτης ισχυροποιεί το συμπέρασμα της 
τελευταίας πρότασης λέγοντας : Διότι, αν από τη μία το τετράγωνο της ΕΚ είναι το 
διπλάσιο του τετραγώνου του ΚΖ, από την άλλη το τετράγωνο της ΖΕ είναι μιάμιση 
φορά του τετραγώνου της ΕΚ, θα ήταν και το τετράγωνο της ΕΖ ίσο με το τετράγωνο 
των ΕΚ, ΚΖ  μαζί, όπως στους αριθμούς 6, 4, 2. επειδή όμως το τετράγωνο της ΕΚ είναι 
μεγαλύτερο του διπλασίου του τετραγώνου της ΚΖ, όπως είναι και το 4 ως προς το 1,  
(επειδή το 6 είναι μεγαλύτερο του 5) και το τετράγωνο της ΕΖ είναι μεγαλύτερο των 
ΕΚ, ΚΖ μαζί.  

Στην επόμενη πρόταση καταλήγει στο ότι : άρα η γωνία Κ είναι αμβλεία, που 
προκύπτει από το αντίστροφο του (ΙΙ 12). Τέλος μέσο του αντίστροφου της έκτης 
πρότασης από τις αρχικές, ή της (ΙΙΙ 31), καταλήγει λέγοντας : Οπότε το τμήμα του 
κύκλου στο οποίο ανήκει είναι μικρότερο από ένα ημικύκλιο. 
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8.5. Τέταρτος τετραγωνισμός 

Ας μελετήσουμε τώρα τον τέταρτο και τελευταίο τετραγωνισμό που αποδίδεται στον 
Ιπποκράτη το Χίο από τον Εύδημο. Σε αυτόν εξετάζεται ο τετραγωνισμός του 
αθροίσματος μηνίσκου και κύκλου. Η εξέταση αυτή προέρχεται από τον ίδιο τον 
Ιπποκράτη, ο οποίος την χωρίζει σε τρία στάδια, κατασκευή, απόδειξη και 
συμπέρασμα. 

Αρχικά έχουμε την διατύπωση των ζητούμενων : Επίσης, τετραγώνισε έναν μηνίσκο 
και έναν κύκλο μαζί με τον ακόλουθο τρόπο την οποία ακολουθεί η απαιτούμενη 
κατασκευή. 

Ξεκινάει λοιπόν με την εξής πρόταση : Ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν δύο κύκλοι με 
κέντρο το Κ, έτσι ώστε το τετράγωνο της διαμέτρου του εξωτερικού να είναι έξι φορές 
το τετράγωνο της διαμέτρου του εσωτερικού. Εδώ αρχικά γίνετε χρήση του 3 αιτήματος 
του βιβλίου Ι. Στη συνέχεια για την κατασκευή της διαμέτρου του εξωτερικού κύκλου, 
ώστε αυτή, να είναι ίση με √6 της διαμέτρου του εσωτερικού γίνετε χρίση είτε του (Ι 47) 
είτε του (ΙΙ 14) είτε του (VΙ 13). 

Στην επόμενη πρόταση της κατασκευής μας λέει : Και εγγράφοντας ένα κανονικό 
εξάγωνο στον εσωτερικό κύκλο, το ΑΒΓΔΕΖ. Αυτό στα Στοιχεία το συναντάμε στην 
15η πρόταση του βιβλίου IV : Σε δοθέντα κύκλο να εγγραφεί εξάγωνο ισόπλευρο και 
ισογώνιο. 

Συνεχίζει λέγοντας : Ενώ οι ΚΑ, ΚΒ, ΚΓ, ενώνονται με το κέντρο και προεκτείνονται 
έως την εξωτερική περιφέρεια του κύκλου και ενώνοντας τις ευθείες ΗΘ, ΘΙ, ΗΙ. Σε 
αυτή την πρόταση είναι σαφές ότι βασίζεται στο 1ο και 2ο από τα αιτήματα του βιβλίου 
Ι. 

Μετά ακολουθεί η πρόταση : είναι φανερό ότι ΗΘ και ΘΙ είναι πλευρές εξαγώνου που 
εγγράφεται στον μεγαλύτερο κύκλο. Αυτή παρουσιάζεται σαν μια προφανής σχέση που 
προκύπτει άμεσα στο διάγραμμα. Στα Στοιχεία δεν υπάρχει κάποιος ορισμός του 
κανονικού εξαγώνου. Από την πρόταση (IV 15) μπορούμε να θεωρήσουμε όμως ότι 
κανονικό εξάγωνο είναι το εξάπλευρο του οποίου οι πλευρές και οι γωνίες είναι ίσες 
μεταξύ τους. Οπότε η απόδειξη της πρότασης αυτής θα μπορούσε να γίνει νέσω της 
πρότασης (Ι 4). Ένας άλλος τρόπος για να αποδειχθεί η πρόταση αυτή είναι μέσο των 
προτάσεων (Ι 5) και (Ι 32), σε αυτή την περίπτωση όμως θα πρέπει να αναγνωριστεί 
από την απόδειξη της πρόταση (IV 15) ότι οι πλευρές του εξαγώνου είναι ίσες με την 
ακτίνα του κύκλου και ότι τα τρίγωνα που σχηματίζονται από τις ακτίνες στην κάθε 
πλευρά του εξαγώνου είναι ισόπλευρα. Δηλαδή το πόρισμα της πρότασης (IV 15) Η 
πλευρά του εξαγώνου είναι ίση με την ακτίνα του περιγεγραμμένου κύκλου. 

Στην τελευταία πρόταση της κατασκευής μας λέει : Και γύρω από την ΗΙ περιγράφεται 
ένα τμήμα όμοιο με αυτό που αποκόπτεται από την ΗΘ, το οποίο όπως έχουμε ήδη 
αναφέρει και στους προηγούμενους τετραγωνισμούς μπορεί να γίνει μέσω της (ΙΙΙ 33). 
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Έχοντας τελειώσει με την κατασκευή, συνεχίζει για να αποδείξει τον τετραγωνισμό 
λέγοντας : Αφού λοιπόν το τετράγωνο της ΗΙ είναι το τριπλάσιο του τετραγώνου της 
πλευράς του εξαγώνου ΘΗ (γιατί η υποτείνουσα που ενώνει δύο διαδοχικές πλευρές 
εξαγώνου μαζί με ακόμα μία πλευρά του εξαγώνου περιέχουν μία ορθή γωνία, η οποία 
βαίνει στη διάμετρο του ημικυκλίου, ενώ το τετράγωνο της διαμέτρου είναι ίσο με το 
τετραπλάσιο του τετραγώνου της πλευράς του εξαγώνου, αφού έχει διπλάσιο μήκος 
από αυτή που φέρνουμε απ’ το κέντρο (ακτίνα) το τετράγωνο της θα είναι τετραπλάσιο), 
η απόδειξη της πρότασης αυτής βασίζεται στην πρόταση (Ι 47) και περνά από σχέσεις 
μηκών σε σχέσεις τετραγώνων. 

Μετά μας λέει : Ενώ το τετράγωνο της ΘΗ είναι εξαπλάσιο του τετραγώνου της ΑΒ. 
Αυτή η πρόταση βασίζεται στα δεδομένα της κατασκευής και στις αναλογίες που 
προκύπτουν από την πρόταση (VI 4). 

Η επόμενη πρόταση προκύπτει από τις δύο προηγούμενες και έχει ως εξής : Είναι 
φανερό ότι το τμήμα που περιγράφεται γύρω από το ΗΙ συμβαίνει να είναι ίσο με τα 
τμήματα ΗΘ, ΘΙ που αποκόπτονται από τον εξωτερικό κύκλο μαζί και με αυτά από τον 
εσωτερικό κύκλο από όλες τις πλευρές του εξαγώνου. Η μεταφορά από τις σχέσεις 
βάσεων, σε σχέσεις τμημάτων, μπορεί να γίνει μέσω της πρώτης πρότασης από τους 
αρχικούς ορισμούς, σε συνδυασμό με το 1ο και 2ο από τις κοινές έννοιες του βιβλίου Ι. 
Την πρόταση αυτή την δικαιολογεί επιπλέων με σχέσεις που είναι ήδη γνωστές : 
Εφόσον το τετράγωνο της ΗΙ είναι τριπλάσιο του τετραγώνου της ΗΘ, η δε ΗΘ είναι 
ίση με τη ΘΙ, ενώ το τετράγωνο καθενός απ’ αυτά είναι ίσο με το άθροισμα των 
τετραγώνων των πλευρών του εσωτερικού εξαγώνου, διότι και το τετράγωνο της 
διαμέτρου του εξωτερικού κύκλου έχει υποτεθεί ότι είναι ίσο με το εξαπλάσιο αυτής 
του εσωτερικού. όπως είναι η διάμετρος στη διάμετρο έτσι είναι και οι από το κέντρο 
(ακτίνες), ενώ αυτή από το κέντρο (ακτίνα) είναι ίση με την  πλευρά του εξαγώνου. 

Στης επόμενες προτάσεις μας παρουσιάζει τα συμπεράσματα όσων έχει ήδη αποδείξει 
κάνοντας χρίση των αξιωμάτων 1, 2, και 3. Μας λέει λοιπόν : Ώστε ο μεν μηνίσκος 
ΗΘΙ είναι μικρότερος του τριγώνου, με τα ίδια γράμματα κατά τα τμήματα του 
εσωτερικού κύκλου που αφαιρούνται από τις πλευρές του εξαγώνου. Το οποίο 
δικαιολογεί λέγοντας : Διότι, το τμήμα ΗΙ είναι ίσο με τα τμήματα ΗΘ, ΘΙ μαζί και 
αυτών που αποκόπτονται από το εξάγωνο στον εσωτερικό κύκλο. Έτσι λοιπόν τα 
τμήματα ΗΘ, ΘΙ είναι μικρότερα του τμήματος γύρω από την ΗΙ κατά αυτά που 
αποκόπτονται από το εξάγωνο στον εσωτερικό κύκλο. Συνεχίζει με την πρόταση : Αν 
προστεθεί από κοινού το κομμάτι, μέρος του τριγώνου, που βρίσκεται πάνω από το 
τμήμα ΗΙ, από αυτό και από το τμήμα γύρω από το ΗΙ σχηματίζεται το τρίγωνο, ενώ, 
προσθέτοντας σε αυτό τα τμήματα ΗΘ ΘΙ, σχηματίζεται ο μηνίσκος. Οπότε προκύπτει 
ότι : Ο μηνίσκος λοιπόν είναι μικρότερος του τριγώνου κατά τα τμήματα που 
αποκόπτονται από το εξάγωνο του εσωτερικού κύκλου. Μέσω αυτού διαπιστώνει ότι : 
Άρα ο μηνίσκος και τα τμήματα που αποκόπτονται από το εξάγωνο είναι ίσα με το 
τρίγωνο. Και τέλος καταλήγει λέγοντας : Και προσθέτοντας και στα δύο το εξάγωνο 
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τότε το τρίγωνο και το εξάγωνο είναι ίσα με τον υπό συζήτηση μηνίσκο και τον 
εσωτερικό κύκλο. Επειδή το τρίγωνο είναι ίσο με το  μηνίσκο και τα τμήματα που 
αποκόπτονται από το εξάγωνο στον εσωτερικό κύκλο. 

Έχει αποδείξει λοιπόν ότι ο μηνίσκος μαζί με τον κύκλο είναι ίσος με το τρίγωνο και το 
εξάγωνο μαζί, οπότε τελειώνει την απόδειξη λέγοντας : Είναι δυνατόν λοιπόν τα 
ευθύγραμμα τμήματα να τετραγωνισθούν, άρα και ο κύκλος μαζί με το μηνίσκο. Το 
οποίο, όπως έχουμε πει, ήδη στα Στοιχεία αντιμετωπίζεται με το (ΙΙ 14) ή με το (VI 13). 

Μετά από όλη αυτή την ανάλυση που έγινε για τις γνώσεις του Ιπποκράτη του Χίου σε 
σχέση με τα Στοιχεία του Ευκλείδη ανακύπτουν τα εξής δύο ερωτήματα :  

α) Πως απέδειξε ο Ιπποκράτης την πρόταση : Τα τετράγωνα των διαμέτρων έχουν τον 
ίδιο λόγο με τους κύκλους; 

β) Γνώριζε ο Ιπποκράτης το φαινόμενο της ασυμμετρίας;  

Για το α ερώτημα ξέρουμε ότι ο Ευκλείδης αποδεικνύει την πρόταση αυτή στο βιβλίο 
ΧΙΙ των Στοιχείων, στο 2ο θεώρημα. Για να το κάνει αυτό χρησιμοποιεί τη μεθόδου της 
εξάντλησης, η οποία όμως δεν ήταν γνωστή στον Ιπποκράτη, αφού ανακαλύφθηκε από 
τον Εύδοξο που ήταν μεταγενέστερος του. Ο Ιπποκράτης ο Χίος λοιπόν το πιθανότερο 
είναι να βασίζεται σε μία ατελή γενίκευση. Να κάνει δηλαδή ένα αποδεικτικό 
συλλογισμό και όχι μαθηματική απόδειξη. 

Θα μπορούσε λοιπόν να είχε ακολουθήσει τον εξής συλλογισμό: 

• Ο λόγος των δύο όμοιων ευθύγραμμων σχημάτων ΒΓΔΕΖ και Β' Γ΄Δ΄Ε΄Ζ΄ που 
εγγράφονται σε κύκλους κέντρου Α και Α΄, ισούται με το τετράγωνο του λόγου 
των διαμέτρων τους  (ΒΓΔΕΖ) (Β′Γ΄Δ΄Ε΄Ζ΄)⁄ = (𝛣𝛪 𝛣΄𝛪΄⁄ )2. (Ευκλείδης ΧΙΙ 1 που 
όπως θα αναλύσουμε και παρακάτω ο Ιπποκράτης το γνώριζε.) 

• Αν σε οποιεσδήποτε ομόλογες πλευρές των όμοιων ευθύγραμμων σχημάτων 
κατασκευάσουμε όμοια ισοσκελή τρίγωνα με κορυφές στην περιφέρεια του 
κάθε κύκλου, έστω ΓΗΒ και Γ΄Η΄Β΄, τότε ο λόγος των τριγώνων θα ισούται και 
αυτός με το τετράγωνο του λόγου των διαμέτρων. Αυτό γιατί (ΓΗΒ) (Γ΄Η΄Β΄)⁄ = 
(𝛤𝛣 𝛤΄𝛣΄⁄ )2, όμως ΒΓΔΕΖ όμοιο με  Β' Γ΄Δ΄Ε΄Ζ΄ άρα (𝛤𝛣 𝛤΄𝛣΄⁄ ) = (𝛣𝛪 𝛣΄𝛪΄⁄ ) 
οπότε έχουμε το ζητούμενο (ΓΗΒ) (Γ΄Η΄Β΄)⁄  = (𝛣𝛪 𝛣΄𝛪΄⁄ )2. 

• Παρατηρούμε ότι και τα νέα ευθύγραμμα σχήματα ΗΒΓΔΕΖ και Η΄Β' Γ΄Δ΄Ε΄Ζ΄ 
είναι όμοια μεταξύ τους, άρα ο λόγος τους θα είναι ίσος με το τετράγωνο του 
λόγου των διαμέτρων.  

• Αν τώρα επαναλάβουμε την ίδια διαδικασία με τα ισοσκελή τρίγωνα σε 
οποιαδήποτε από τις ομόλογες πλευρές των όμοιων ευθύγραμμων σχημάτων θα 
πάρουμε το ίδιο αποτέλεσμα. Οπότε αφού αυτό ισχύει και μπορούμε να το 
επαναλάβουμε όσες φορές θέλουμε, θα μπορούσαμε να πούμε ότι ισχύει και για 
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τους κύκλους, αφού κι αυτοί είναι όμοια σχήματα. Οπότε έχουμε ότι τα 
τετράγωνα των διαμέτρων έχουν τον ίδιο λόγο με τους κύκλους. 

Ένας άλλος συλλογισμός θα μπορούσε να είναι ο εξής : 

• Έστω τα όμοια ισοσκελή τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ με κορυφή την Α και την Α΄. 
Φέρνουμε τους κύκλους με κέντρα Α και Α΄ που διέρχονται από τα Β,Γ και 
Β΄,Γ΄ αντίστοιχα. Τότε έχουμε ότι ο λόγος των τριγώνων θα είναι ίσος με το 
τετράγωνο του λόγου των διαμέτρων, δηλαδή (ΑΒΓ) (Α΄Β΄Γ΄)⁄  = (𝛣𝛪 𝛣΄𝛪΄⁄ )2 
αφού ΒΙ=2·ΑΒ και Β΄Ι΄=2·Α΄Β΄. 

• Αν τώρα δείξουμε ότι και οι τομείς ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ είναι όμοιοι τότε στην 
ουσία θα έχουμε δείξει το ζητούμενο. 

• Έστω ότι οι τομείς δεν είναι όμοιοι, τότε έχουμε τα εξής δεδομένα: τρίγωνο 
ΑΒΓ όμοιο με τρίγωνο Α΄Β΄Γ΄ άρα γωνία Α ίση με τη γωνία Α΄. Τμήμα ΒΓ 
αναγκαστικά όχι όμοιο με Β΄Γ΄ (αν τα τμήματα ήταν όμοια τότε θα ήταν και οι 
τομείς) άρα γωνία Α όχι ίση με τη γωνία Α΄ και καταλήγουμε σε άτοπο.  

 

Για το β ερώτημα τώρα όπως είδαμε και στις αποδείξεις των μηνίσκων, ο Ιπποκράτης ο 
Χίος κάνει συγκρίσεις μεταξύ ευθύγραμμων τμημάτων και μεταξύ των τετραγώνων 
τους. Αυτό σημαίνει ότι κατανοούσε πότε δύο μεγέθη μπορούσαν να έχουν κοινό 
μέτρο, δηλαδή να είναι σύμμετρα, και πότε να έχουν κοινό μέτρο για τα τετράγωνα 
τους, δηλαδή να είναι σύμμετρα τα τετράγωνα τους (δυνάμει σύμμετρα). Δεν πρέπει να 
γνώριζε όμως την έννοια της ασυμμετρίας αφού δεν προκύπτει από πουθενά ότι ήξερε 
την έννοια των ρητών και των αρρήτων. Αυτό ενισχύεται από το γεγονός ότι δεν 
προσπάθησε να χωρίσει τον κύκλο σε ρητά τμήματα για να πετύχει τον τετραγωνισμό 
του, κάτι το οποίο τον οδήγησε στο ψευδογράφημα του. 
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9. Τι γνώριζε ο Ιπποκράτης ο Χίος από τα Στοιχεία του 
Ευκλείδη. 

Έχοντας κάνει λοιπόν την απαιτούμενη ανάλυση των αποδείξεων του Ιπποκράτη και 
την αντιπαραβολή των γνώσεων του σε σχέση με τα Στοιχεία του Ευκλείδη, θα 
παρουσιάσουμε συγκεντρωτικά σε ένα πίνακα όλα όσα είδαμε ότι χρησιμοποίησε ο 
Ιπποκράτης από τα Στοιχεία. Τέλος με βάση τον πίνακα αυτόν θα δούμε συνολικά, τι 
επιπλέων πρέπει να γνώριζε ο Ιπποκράτης και τι μπορούσε να αποδείξει σε σχέση με τα 
Στοιχεία, ώστε να βγάλουμε ασφαλή συμπεράσματα για τις γνώσεις του. 

  Όσα είδαμε ότι χρησιμοποίησε ο Ιπποκράτης. 

  Βιβλίο l 
Ορισμοί: 8,10,11,12,15,16,17,18,20,21,22,23 

Κοινές 
έννοιες:  1,2,3,4,5,6 

Αιτήματα: 1,2,3,5 
Προτάσεις:  3,4,5,9,10,11,12,13,15,16,19,23,26,27,28,29,30,31,32,33,47 
  Βιβλίο ll 

Ορισμοί: - 
Προτάσεις:  6,12,13,14 
  Βιβλίο lll 

Ορισμοί: 6,7,8,11 
Προτάσεις:  2,9,31,33 
  Βιβλίο IV 

Ορισμοί: 3,6 
Προτάσεις:  5,15 
  Βιβλίο V 

Ορισμοί: - 
Προτάσεις:  9,11,16 
  Βιβλίο VI 

Ορισμοί: 1 
Προτάσεις:  4,6,13,22 
  Βιβλίο XII 

Ορισμοί: - 
Προτάσεις:  2 

 
Ξεκινώντας από τους ορισμούς του βιβλίου Ι θα μπορούσαμε να πούμε ότι κατά μία 
έννοια γνώριζε το σύνολο και των υπόλοιπων ορισμών, χωρίς όμως να τους έχει ορίσει 
με τόσο αυστηρό τρόπο. Παραδείγματος χάριν ο Ιπποκράτης δεν όριζε πουθενά ο 
επίπεδο αλλά σαν έννοια το χρησιμοποιούσε ορθά. Ήξερε δηλαδή τους υπόλοιπους 
ορισμούς διαισθητικά και εμπειρικά ή ίσος να παίρνει αυτές τις έννοιες σαν δεδομένες 
χωρίς να τις ορίζει.  
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Συνεχίζοντας στις κοινές έννοιες φαίνεται να γνώριζε επιπλέων το 7ο και το 8ο, αλλά 
δεν προκύπτει ότι γνώριζε το 9ο παρά μόνο εμπειρικά, αφού όπως είπαμε και στην 
προηγούμενη παράγραφο δεν ορίζει πουθενά το επίπεδο.  

Είναι επίσης λογικό ότι ήξερε το 4ο από τα αιτήματα το οποίο μπορεί και να το 
θεωρούσε ως προφανές, πιστεύοντας ότι δεν είναι αναγκαίο να το ορίσει. 

Από τις προτάσεις τώρα θα μπορούσε να ξέρει ή να αποδείξει τις ακόλουθες : 

Την 1η και 2η αφού όπως είδαμε ήξερε τις ιδιότητες του κύκλου. 

Την 6η και 7η όπου η μεν 6η είναι η αντίστροφη της 5ης και για την απόδειξη της 

χρησιμοποιείται επιπλέων η 3η πρόταση, ενώ η 7η αποδεικνύεται μέσω της 5ης. 

Την 8η που είναι η αντίστροφη της 4ης. 

Την 14η που προκύπτει από τη 13η. 

Την 17η που προκύπτει από τη 13η και 16η. 

Την 18η που είναι η αντίστροφη της 19ης. 

Την 20η που προκύπτει από την 19η. 

Τις 21η και 22η που προκύπτουν από την 20η. 

Την 24η που προκύπτει από την 23η σε συνδυασμό με ιδιότητες τριγώνων που ήταν 

γνωστές στον Ιπποκράτη.  

Την 25η που προκύπτει από την 24η κάνοντας χρίση της μεθόδου της απαγωγής σε 

άτοπο. 

Την 34η έως και την 46η αφού σε γενικές γραμμές προκύπτουν από τις ιδιότητες των 

παραλλήλων και ισότητες τριγώνων. 

Την 48η τέλος που είναι η αντίστροφη της 47ης.  

Όσον αφορά λιπών το βιβλίο Ι από τα Στοιχεία καταλήγουμε ότι ο Ιπποκράτης ο Χίος 

το γνώριζε στο σύνολο του όσον αφορά τα αιτήματα και τις προτάσεις, ή έστω 

μπορούσε να τις αποδείξει τις προτάσεις. Όσον αφορά όμως τους ορισμούς, που δεν 

συναντήσαμε στην ανάλυση που έγινε, φαίνεται ότι ο Ιπποκράτης τους ήξερε, αλλά 
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τους χρησιμοποιούσε διαισθητικά χωρίς να τους έχει διατυπωμένους ρητά. Το ίδιο 

ισχύει και για το 9ο αξίωμα. 

Συνεχίζοντας εξετάζουμε το βιβλίο ΙΙ. Εδώ από τους δύο ορισμούς γνώριζε τον 1ο. 

Πρέπει όμως να ήξερε και τον 2ο αφού σύμφωνα με τον Διογένη τον Λαέρτιο στο 

(‘’Βίοι φιλοσόφων’’ βιβλίο ΙΙ.1) τον γνώμονα στη γεωμετρία τον εισήγαγε ο 

Αναξίμανδρος Πραξιάδου ο Μιλήσιος (περίπου 610 έως 546 π.Χ.) μαθητής του Θαλή. 

Από τις προτάσεις τώρα που δεν συναντήσαμε θα μπορούσε να τις ξέρει όλες, διότι 
ήταν δυνατό να τις αποδείξει με τις γνώσεις που είχε, από τη στιγμή που γνώριζε τις 
κοινές έννοιες 1 έως 8, τις ιδιότητες των παραλλήλων, την θεωρία των εμβαδών και το 
Πυθαγόρειο θεώρημα από το βιβλίο Ι. Θα πρέπει να επισημάνουμε βέβαια ότι οι 
γνώσεις του Ιπποκράτη στο βιβλίο ΙΙ περιορίζονται σε ότι αφορά τη γεωμετρία. Γεγονός 
που ενισχύεται αν παρατηρήσουμε ότι στους τετραγωνισμούς των μηνίσκων κάνει 
συνέχεια σύγκριση εμβαδών. Δεν επεκτείνονται δηλαδή στις αντιστοιχίες που υπάρχουν 
με την ‘’Γεωμετρική άλγεβρα’’ που ανέπτυξαν οι Πυθαγόρειοι. 

Στο ΙΙΙ βιβλίο τώρα από τους ορισμούς θα μπορούσε να ξέρει επιπλέων τους 1, 2, 3, 4, 
5, και 9. Ενώ τον 10ο ορισμό όπως φαίνεται τον γνώριζε αλλά δεν χρησιμοποιούσε τον 
όρο τομέας αλλά τμήμα. Δεν διαχωρίζει δηλαδή τους όρους τμήμα και τομέα, τους 
συγχέει χρησιμοποιώντας τον όρο τμήμα όχι μόνο με την τεχνική σημασία του, αλλά 
και με την μη τεχνική, δηλαδή οποιουδήποτε τμήματος που αποκόπτεται από ένα σχήμα. 
Αυτό όμως, δεν είναι σημαντική διαφοροποίηση, αφού ούτε και ο Ευκλείδης 
χρησιμοποιεί τον ορισμό αυτό σε κάποιο σημείο τον Στοιχείων.  

Στον 7ο ορισμό τώρα ορίζεται η ‘’γωνία τμήματος’’ δηλαδή η γωνία που περιέχεται 
μεταξύ ευθείας και τόξου κύκλου (κατά τον Πρόκλο ‘’μεικτή γωνία’’ ενώ κατά τον 
Γέμινο ‘’κερατοειδή’’). Ο ορισμός αυτός πρέπει να έχει μόνο ιστορικό ενδιαφέρον, 
αφού φαίνεται ότι ανήκει σε προευκλείδεια εποχή, ενώ στα Στοιχεία εμφανίζεται μόνο 
στην πρόταση 16. Από τις προτάσεις τώρα θα μπορούσε να ξέρει ή να αποδείξει τις 
ακόλουθες : 

Την 1η, 3η, 4η, 5η, 6η, 7η, 8η, 11η και 12η  αφού γνώριζε της ιδιότητες που αφορούν τον 
κύκλο από τα βιβλία Ι και ΙΙΙ καθώς, την μεσοκάθετο με τις ιδιότητες της και τις 
προτάσεις Ι 20 και Ι 24. 

Την 10η που αποδεικνύεται μέσο της 5η πρότασης. 

Την 13η που αποδεικνύεται μέσο του ορισμού Ι 15 και των προτάσεων 2, 6 και 11.  

Την 14η που αποδεικνύεται μέσο του Ι 47. 

Την 15η που αποδεικνύεται από τον 5ο ορισμό, την 14η πρόταση και την πρόταση Ι 24. 
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Την 16η πρόταση θα την χωρίσουμε σε δύο κομμάτια. Στο πρώτο κομμάτι μας αναφέρει 
ότι: Η κάθετος στο άκρο της διαμέτρου του κύκλου θα πέσει εκτός του κύκλου 
(Δηλαδή η κάθετος στο άκρο διαμέτρου ενός κύκλου, εφάπτεται στον κύκλο). Αυτό 
αποδεικνύεται με την πρόταση Ι 17 άρα ο Ιπποκράτης θα μπορούσε να το ξέρει. Και 
στο δεύτερο κομμάτι της μας αναφέρει ότι: Μεταξύ του κύκλου και της ευθείας 
(εφαπτομένης) δεν είναι δυνατόν να αχθεί ημιευθεία με αρχή το άκρο της διαμέτρου. Η 
γωνία με πλευρά τη διάμετρο και το ημικύκλιο είναι μεγαλύτερη από κάθε οξεία γωνία 
με πλευρά τη διάμετρο, ενώ η γωνία με πλευρά την εφαπτόμενη και το ημικύκλιο είναι 
μικρότερη από κάθε ευθύγραμμη γωνία. Εδώ γίνεται λόγος όπως και στον 7ο ορισμό 
στις ‘’μεικτές γωνίες’’. Με βάση τα όσα έχουμε δει πως ήξερε ο Ιπποκράτης ο Χίος, θα 
μπορούσε να αποδείξει και ο δεύτερο κομμάτι του ορισμού.  

Την 17η που αποδεικνύεται από το πρώτο κομμάτι της 16η και από την πρόταση Ι 4. 

Την 18η που αποδεικνύεται εύκολα με εις άτοπο απαγωγή, μέθοδο που ο Ιπποκράτης 
χρησιμοποιούσε, σε συνδυασμό με το γεγονός ότι από δεδομένο σημείο εκτός ευθείας η 
κάθετη προς την ευθεία είναι η μικρότερη απόσταση.  

Την 19η που είναι αντίστροφη της 18ης. 

Την 20η που αποδεικνύεται από τις προτάσεις Ι 5 και Ι 32. 

Την 21η που προκύπτει από την 20η. 

Την 22η που προκύπτει από την 21η και το αξίωμα Ι 2. 

Την 23η που προκύπτει από τον 11ο ορισμό και την πρόταση Ι 16. 

Την 24η που προκύπτει από την 10η και την 23η. 

Την 25η που προκύπτει από την 9η και τις προτάσεις Ι 4 και Ι 5. 

Την 26η που προκύπτει από την 20η, την 24η και την πρόταση Ι 4. 

Την 27η που είναι αντίστροφη της 26ης. 

Την 28η που προκύπτει από την 26η και την πρόταση Ι 8. 

Την 29η που προκύπτει από την 27η και την πρόταση Ι 4, ή θα μπορούσαμε να πούμε 
ότι είναι η αντίστροφη της 28ης. 

Την 30η που προκύπτει από τις προτάσεις Ι 4, Ι 10 και Ι 11. 

Την 32η που προκύπτει από τις 19, 21, 22, 31 και την πρόταση Ι 32. 

Την 34η που προκύπτει από την 33η. 

Την 35η που προκύπτει από την 3η και τις προτάσεις ΙΙ 5 και Ι 47. 
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Την 36η που προκύπτει από την 3η, την 18η και την πρόταση Ι 47. 

Και τέλος την 37η που είναι η αντίστροφη της 36ης και αποδεικνύεται χρησιμοποιώντας 
τις 16, 17, 18, και την πρόταση Ι 8. 

Όσον αφορά λοιπόν το βιβλίο ΙΙΙ από τα Στοιχεία καταλήγουμε ότι ο Ιπποκράτης ο Χίος 
γνώριζε το σύνολο των ορισμών και το των προτάσεων και μπορούσε να τις αποδείξει.  

Συνεχίζοντας, στο βιβλίο ΙV δεν θα κάνουμε εκτενή αναφορά, διότι είναι φανερό ότι 
εφόσον γνώριζε τα βιβλία Ι και ΙΙΙ θα γνώριζε και αυτό. 

Στο βιβλίο V είδαμε ότι ήξερε τις προτάσεις 9, 11 και 16. Βάση αυτών θα 
προσπαθήσουμε να καταλάβουμε τι γνώριζε ο Ιπποκράτης ο Χίος από το βιβλίο αυτό. 
Μελετώντας τους ορισμούς πρέπει να γνώριζε από τον 1 έως τον 13 και τον 15 με 
κάποιες μικρές διαφορές ως προς την ορολογία που χρησιμοποιούσε ο Ευκλείδης. Από 
τις προτάσεις τώρα πρέπει να γνώριζε την 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 12, 13, 14 και 15. 
Αυτό γιατί το βιβλίο V έχει αυστηρή δομή και υπάρχει σύνδεση μεταξύ των προτάσεων 
οπότε για να ήξερε τις προτάσεις 9, 11 και 16 πρέπει να ήξερε και αυτές.  

Στο βιβλίο VΙ είδαμε ότι γνώριζε τον 1ο ορισμό και τις προτάσεις 4, 6, 13 και 22. Από 
τους ορισμούς 2, 3, 4 και 5 φαίνεται να γνωρίζει επιπλέων τον 2 και 3, ενώ τον 4 τον 
ξέρει διαισθητικά, αφού δεν φαίνεται να γνωρίζει την έννοια ύψος. 

Από τις προτάσεις τώρα θα μπορούσε να ξέρει ή να αποδείξει τις ακόλουθες : 

Την 1η που προκύπτει από τις προτάσεις Ι 34, Ι 38 και V 11. 

Την 2η που προκύπτει από την 1η. 

Την 3η που αποδεικνύεται μέσο της 2ης και των προτάσεων Ι 6, Ι 29 και V 9. 

Την 5η που είναι η αντίστροφη της 4ης. 

Την 7η που αποδεικνύεται παρόμοια με την 6η. 

Την 8η που αποδεικνύεται μέσο της 4ης και του 1ου ορισμού. 

Την 9η, την 10η και την 11η που αποδεικνύονται με τη βοήθεια της 2ης. 

Την 12η που αποδεικνύονται με τη βοήθεια της 2ης και της πρότασης Ι 31. 

Την 14η μπορεί εύκολα να την αποδείξει μέσο του γνώμονα. Το ίδιο ισχύει και για τις 
προτάσεις 15, 16 και 17. Η 14 μοιάζει πολύ με της προτάσεις Ι 29 και Ι 34. 

Την 18η που αποδεικνύεται μέσο της 4ης και των προτάσεων Ι 23 και Ι 32. 

Την 19η που αποδεικνύεται με παρόμοιες μεθόδους με την 15η και 16η και με χρήση της 
11ης. 
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Την 20η που προκύπτει από τη 19η και για την απόδειξη τις χρησιμοποιούμε τον 1ο 
ορισμό, την 6η πρόταση και τις προτάσεις V12 και V22. 

Την 21η που προκύπτει από τον 1ο ορισμό. 

Την 23η μπορεί να την αποδείξει μέσο του γνώμονα.  

Την 24η αφού οι πλευρές παραλληλογράμμων που έχουν την ίδια γωνία είναι ανάλογες. 

Την 32η που αποδεικνύεται εύκολα μέσο της 6ης πρότασης και των προτάσεων Ι 14 και 
Ι 27. 

Και την 33η που αποδεικνύεται από τις προτάσεις ΙΙΙ 20, ΙΙΙ 27, V 15 και τον ορισμό V 
5. 

Τέλος στο βιβλίο ΧΙΙ πρέπει να ήξερε και την 1η πρόταση αφού αυτή προκύπτει άμεσα 
από τον ορισμό VΙ 1 και τις προτάσεις VΙ 4, VΙ 6 και VΙ 20. 

Οπότε καταλήγουμε στον εξής πίνακα : 

  Όσα μπορούσε να ξέρει ή να αποδείξει ο Ιπποκράτης. 

  Βιβλίο l, Βιβλίο lll, Βιβλίο IV 

 

Τα γνώριζε στο σύνολο τους. Εκτός από ορισμένους ορισμούς του 
βιβλίου Ι (1-7,9,13,14,19) και το αξίωμα 9 που ίσος τα θεωρεί 

δεδομένα ή τα χρησιμοποιεί διαισθητικά. 
  Βιβλίο ll 

 
Το γνώριζε μόνο από τη σκοπιά της γεωμετρίας, χωρίς τις αλγεβρικές 

προεκτάσεις του. 
  Βιβλίο V 

Ορισμοί: 1 έως 13 και 15 
Προτάσεις  1,2,3,4,5,6,7,8, 9,10, 11,12,13,14, 15 ,16 

  Βιβλίο VI 
Ορισμοί: 1,2,3,4(διαισθητικά) 

Προτάσεις  1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,32,33 
  Βιβλίο XII 

Ορισμοί: - 
Προτάσεις  1,2 
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10. Επίλογος.  
 

Κλείνοντας λοιπόν τη μελέτη μας πάνω στις γνώσεις του Ιπποκράτη του Χίου 
μπορούμε να πούμε με ασφάλεια ότι γνώριζε το μεγαλύτερο μέρος της επιπεδομετρίας 
του Ευκλείδη. Στο συμπέρασμα αυτό καταλήγουμε παρατηρώντας τους δύο 
τελευταίους πίνακες όπου βλέπουμε ότι γνώριζε σχεδόν το σύνολο από τα πρώτα έξι 
βιβλία των Στοιχείων. 

Μια ακόμα πολύ ενδιαφέρουσα παρατήρηση είναι ότι σε πολλές περιπτώσεις ο 
Ιπποκράτης χρησιμοποιεί διαφορετικές αποδείξεις από ότι ο Ευκλείδης. Ο κυριότερος 
λόγος που συμβαίνει αυτό είναι αρχικά ότι τότε δεν έχει ακόμα αξιωματικοποιηθεί η 
γεωμετρία, οπότε ο Ιπποκράτης δεν χρησιμοποιεί ένα πλήρες σύστημα προκείμενων 
προτάσεων. Αυτό έχει ως συνέπεια η δομή της γνώσης του να είναι διαφορετική από 
αυτή του Ευκλείδη. Όπως έχουμε ήδη αναφέρει ο Ιπποκράτης χρησιμοποιούσε ως ένα 
από τα βασικότερα εργαλεία του την μέθοδο της απαγωγής, οπότε δεν του ήταν πάντα 
αναγκαίο να θέσει αρχικές έννοιες και πάνω σε αυτές να φτιάξει μία σειρά από 
προτάσεις. Αλλά αυτό που έκανε είναι να εκμεταλλευόταν κάθε φορά τη δομή του 
προβλήματος ή της πρότασης που ήθελε να αποδείξει, ώστε να καταλήξει στο τι έπρεπε 
να θέσει ως αρχή, κάτι τελείως αντίθετο με την πρακτική του Ευκλείδη. 

Καταλήγοντας λοιπόν, θα μπορούσε κανείς να πει ότι ο Ιπποκράτης ο Χίος ήξερε 
περισσότερες προτάσεις από τα Στοιχεία του Ευκλείδη, αλλά το έργο του δεν σώζεται 
σήμερα οπότε δεν μπορούμε να τεκμηριώσουμε κάτι τέτοιο με βεβαιότητα. 
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