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4 ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ



Πρόλογος

Η προκείµενη εργασία αφιερώνεται στην απόδειξη του ϑεωρήµατος σταθερού σηµείου του

Brouwer µε το λήµµα του Sperner, µια γενίκευση αυτού και µια εφαρµογή του στη ϑεωρία

παιγνίων. Το ϑεώρηµα αυτό αποδείχτηκε από τον Luitzen Brouwer το 1912 και συνιστά

ϐασικό ϑεώρηµα της τοπολογίας. Αναφέρει ότι κάθε συνεχής απεικόνιση, από ένα κυρτό και

συµπαγές σύνολο στον εαυτό του, έχει σταθερό σηµείο. Λέγεται ότι η ιδέα για τη διατύπωση

του ϑεωρήµατος ήρθε στον επινοητή του παρατηρώντας ότι καθώς ανάδευε τον καφέ του, για

να διαχυθεί η Ϲάχαρη, υπήρχε κάθε στιγµή ένα σηµείο το οποίο παρέµενε ακίνητο.

Το πρώτο κεφάλαιο της εργασίας περιέχει κάποια γενικά στοιχεία για την τοπολογία των

κυρτών συνόλων που µας εξασφαλίζουν την οµοιοµορφία των κυρτών και συµπαγών υπο-

συνόλων του Rn. Ο προηγούµενος ισχυρισµός είναι ιδιαίτερα σηµαντικός για την απόδειξή

του κεντρικού ϑεωρήµατος, καθώς δια µέσου αυτού αρκεί να αποδειξθεί το Ϲητούµενο για τα

n-simplex· υποσύνολα του Rn µε τις ιδιότητες του ϑεωρήµατος.

΄Ετσι το δεύτερο κεφάλαιο αφιερώνεται στη µελέτη των n-simplex, µε στόχο στο αµέσως ε-

πόµενο κεφάλαιο να δοθεί η απόδειξη του λήµµατος Sperner που αφορά στα simplex. Το

λήµµα αυτό αποτελεί το συνδυαστικό ανάλογο του ϑεωρήµατος Brouwer και η χρήση του

εντοπίζεται στο ληµµα των Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz που αποδεικνύεται στο κεφά-

λαιο 4.

Στο κεφάλαιο 5, δια µέσου του λήµµατος αυτού παρουσιάζεται η απόδειξη του κεντρικού ϑε-

ωρήµατος· του ϑεωρήµατος σταθερού σηµείου του Brouwer.Η ϐασική ιδέα του ϑεωρήµατος

σταθερού σηµείου του Brouwer γενικέυεται για πλειότιµες απεικόνισές στο ϑεώρηµα στα-

ϑερού σηµείου του Kakutani, το οποίο αποδεικνύεται στο καφάλαιο 6. Η εργασία περιέχει
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6 ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ

στο τελευταίο κεφάλαιο την εφαρµογή του ϑεωρήµατος σταθερού σηµείου του Kakutani σε

ένα από το πλέον σηµαντικά ϑεωρήµατα της ϑεωρίας παιγνίων · την υπάρξη ισορροπίας κατά

Nash σε παίγνιο n παικτών.



Abstract

The present thesis is about the proof of the Brouwer Fixed Point Theorem via Sperner’s

Lemma, one of its generalizations (Kakutani’s Theorem) and its main application in Game

Theory (Nash Equilibrium). The theorem has been proven by lt Luitzen Brouwer in 1912

and is a key theorem of topology. It states that for any continuous function mapping

a compact convex set into itself there fixed point. The theorem is supposed to have

originated from Brouwer’s observation of a cup of coffee. While he was stirring his coffee

to diffuse the sugar, every time there was one point which remained stationary.

The first chapter of this work consists of some general informations on compact sets that

let us establish a homomorphism between convex and compact subsets in Rn. The former

claim is particularly important for the proof of the main theorem, as it is finally proved for

n-simplex; subsets of Rn with the properties of the theorem.

Thus,in the second chapter we study n-simplexes, in order to give the proof Sperner

Lemma. This lemma is the combinatorial analogue of Brouwer’s Theorem and it is used

in the proof of Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz Lemma in Chapter 4.

Chapter 5 , deals with the proof of Brouwer Fixed Point Theorem,which uses the above

lemma. The main idea of Brouwer’s Fixed Point Theorem is then generalized for set-valued

functions in Kakutani Fixed Point Theorem in chapter 6. Finally, the lest chapter of this

dissertation, the proof of one of the existence of Nash equilibrium in finite mixed strategy

games via Kakutani fixed Point Theorem is presented.
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Κεφάλαιο 1

Τοπολογία Συµπαγών Κυρτών Συνόλων

Λήµµα 1.0.1 ∆οθέντος κυρτού συµπαγούςK ⊂ Rn µε µη κενό εσωτερικό και συνεχούς απεικό-

νισης α : ∂Bn → ∂K, υπάρχει συνεχής επέκταση α̃ : Bn → K της α. Εάν α οµοιοµορφισµός,

τότε η α̃ είναι οµοιοµορφισµός επίσης.

Απόδειξη. Επιλέγουµε q ∈ intK και αντικαθιστούµε το K µε την εικόνα αυτού από την

µεταφορά x 7→ x-q, η οποία είναι προφανώς οµοιοµορφική µε το K και περιέχει το 0 ως

εσωτερικό σηµείο. Για επαρκώς µεγάλο ε > 0, αντικαθιστούµε το K µε την εικόνα αυτού

µέσω της απεικόνισης x 7→ x/ε που είναι προφανώς οµοιοµορφική µε το K και περιέχει την

Bn. Ισχύει τότε Bn⊂K=K και ορίζεται η απεικόνιση ã: Bn → K ως εξής :

ã(x) = |x| · a
(
x

|x|

)
,

που προφανώς είναι συνεχής και λαµβάνει τιµές στο K λόγω κυρτότητας αυτού. Τέλος, εάν η

α είναι οµοιοµορφισµός, επαληθεύεται άµεσα ότι η ã είναι επίσης 1-1 και επί. Από την γενι-

κή τοπολογία είναι τότε γνωστό, ότι η ã είναι οµοιοµορφισµός καθότι 1-1 και επί απεικόνιση

από συµπαγή χώρο σε χώρο Hausdorff.
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10 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΤΟΠΟΛΟΓΙΑ ΣΥΜΠΑΓΩΝ ΚΥΡΤΩΝ ΣΥΝΟΛΩΝ

Σχήµα 1 : Η απεικόνιση α̃.

Λήµµα 1.0.2 (Λήµµα του Κώνου) ∆οθέντος κυρτού συµπαγούς K ⊂ Rn µε Bn ⊂ K, τότε

κάθε ηµιευθεία που εκκινεί από το 0 τέµνει το ∂K σε µοναδικό σηµείο.

Απόδειξη. ΕφόσονK συµπαγές, η τοµή αυτού µε τυχούσα ηµιευθεία είναι επίσης συµπαγές

ως τοµή συµπαγούς µε κλειστό. Συνεπώς υπάρχει x0 σε αυτήν όπου η νόρµα, ως συνεχής

συνάρτηση επί συµπαγούς, λαµβάνει µέγιστη τιµή, οπότε x0 ∈ ∂K. Μένει να δειχθεί ότι κάθε

άλλο στοιχείο της τοµής είναι εσωτερικό του K.

Σχήµα 2 : Λήµµα του κώνου.
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΄Εστω y ∈ Bn ⊂ K. Το ευθύγραµµο τµήµα µε άκρα x0 και y περιέχεται στο K λόγω κυρτό-

τητας του τελευταίου. ΄Αρα ο κώνος C που προκύπτει καθώς το y διατρέχει την B
n
περιέχεται

στο K και έχει µη κενό εσωτερικό (διότι η ϐάση αυτού B
n

έχει µη κενό εσωτερικό). Είναι

σαφές επίσης ότι η αρχική τοµή περιέχεται, πλην του x0, στο εσωτερικό του κώνου.

΄Εστω τώρα τυχόν σηµείο z επί της αρχικής τοµής, διάφορο του x0. Σύµφωνα µε τα προηγού-

µενα, υπάρχει ανοικτή µπάλα µε κέντρο z περιέχεται στον C, συνεπώς επίσης στο K. ΄Αρα

το z κείται στο εσωτερικό του K.

Λήµµα 1.0.3 (Λήµµα Οµοιοµορφισµού Κυρτών-Μπάλας) Κάθε κυρτό συµπαγές K ⊂ Rn

µε µη κενό εσωτερικό είναι οµοιοµορφικό µε την B
n
και µάλιστα κατά τρόπον ώστε ∂Bn ' ∂K.

Απόδειξη. ΄Οπως και στην απόδειξη του λήµµατος 1.0.1, µπορεί να υποτεθεί ότι B
n ⊂ K.

Από Λήµµα του Κώνου, η συνεχής απεικόνιση g : ∂K −→ ∂Bn, µε

g(x) =
x

| x |
,

είναι 1-1 και επί, άρα είναι οµοιοµορφισµός καθότι είναι από συµπαγή χώρο σε χώρο Haus-

dorff. Από Λήµµα Επέκτασης για κυρτά σύνολα, ο οµοιοµορφισµός g−1 : ∂Bn −→ ∂K

επεκτείνεται στον Ϲητούµενο οµοιοµορφισµό Bn −→ K

Λήµµα 1.0.4 ΄Ολα τα κυρτά και συµπαγή υποσύνολα του Rn µε µη κενό εσωτερικό είναι

οµοιοµορφικά µεταξύ τους, και µάλιστα κατά τρόπον ώστε τα σύνορά τους να είναι οµοιοµορφικά

επίσης.

Απόδειξη. ΄Αµεσα από το Λήµµα Οµοιοµορφισµού Κυρτών-Μπάλας.
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Κεφάλαιο 2

Θεωρία των Simplex

Ορισµοί 2.0.1 N + 1 το πλήθος σηµεία x0, x1, ..., xN του Rn καλούνται αφινικώς ανεξάρτητα

όταν τα διανύσµατα xi − x0, i = 1, ..., N είναι γραµµικώς ανεξάρτητα. Είναι προφανές εκ του

ορισµού ότι για να έχουµε N + 1 το πλήθος αφινικώς ανεξάρτητα σηµεία εντός του Rn πρέπει

n > N . Σηµειωτέον, επίσης, ότι ο ορισµός της αφινικής ανεξαρτησίας είναι ανεξάρτητος της

επιλογής του x0 που χρησιµοποιείται σε αυτόν· εξίσου καλά ϑα µπορούσε να έχει επιλεγεί λόγου

χάρη ο δείκτης 1. Πράγµατι, εάν τα xi − x0, i = 1, ..., N είναι γραµµικώς ανεξάρτητα, τότε και

τα xi − x1, i = 0, 2, 3, ..., N είναι γραµµικώς ανεξάρτητα : για κάθε γραµµικό συνδυασµό των

xi − x1, i 6= 1, ισχύει
N∑

i=0,i 6=1

λi(x
i − x1) = (−

N∑
i=0,i 6=1

λi)(x
1 − x0) +

N∑
i=2

λi(x
i − x0)

οπότε υποθέτοντας µηδενισµό αυτής της ποσότητας, από τη γραµµική ανεξαρτησία των xi −

x0, i = 1, .., N συνάγεται ότι λ2 = ... = λN = 0 και
N∑

i=0,i 6=1

λi = 0, οπότε λ1 = 0 επίσης.

Ορισµοί 2.0.2 Καλείται N-simplex εντός του Rn µε κορυφές τα N + 1 αφινικώς ανεξάρτητα

σηµεία x0, .., xN ∈ Rn το σύνολο των αυστηρά ϑετικών κυρτών συνδυασµών τους,

x0...xN = {
n∑
i=0

λix
i: λi > 0,

n∑
i=0

λi = 1}

Προφανώς τα 1-simplex είναι ανοικτά ευθύγραµµα τµήµατα και τα 2-simplexes είναι εσωτερικά

τριγώνων, ενώ τα 0-simplex είναι απλώς µονοσύνολα. Σηµειωτέον ότι το κλειστό περίβληµα

του n-simplex συµπίπτει µε την κυρτή ϑήκη των κορυφών του, δηλαδή
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x0...xn = co{x0, ..., xn}

Ορισµός 2.0.3 Ως διάµετρος ενός N-simplex S εντός του Rn ορίζεται ο πραγµατικός αριθµός

diam(S) = supu,v∈S|u−v|, όπου |.| η συνήθης ευκλείδεια νόρµα τουRn≥N . ΄Ενεκα συµπάγειας

του S ισχύει diam(S) = maxu,v∈S |u− v|

Ορισµοί 2.0.4 Ως k-όψη του N-simplex x0...xN , k ≤ N , καλείται κάθε k-simplex xi1 ..., xik ,

όπου 0 ≤ i1 < ... < ik ≤ N οποιαδήποτε k-άδα από τους δείκτες 0, .., N . Προφανώς η µοναδική

N -όψη του x0..xN είναι ο εαυτός του, ενώ οι 0-όψεις του είναι ακριβώς τα µονοσύνολά των

κορυφών του.

Λήµµα 2.0.5 Η γραφή τυχόντος σηµείου της κυρτής ϑήκης αφινικώς ανεξαρτήτων σηµείων ως

κυρτού συνδιασµού αυτών είναι µοναδική.

Απόδειξη. ΄Εστω x0, .., xN αφινικώς ανεξάρτητα σηµεία, y στοιχείο της κυρτής ϑήκης αυτών

και y =
N∑
i=0

λixi =
N∑
i=0

µxi δύο γραφές αυτού ως κυρτού συνδυασµού, οπότε
N∑
i=0

λi = 1 και

N∑
i=0

µi = 1. Αφαιρώντας κατά µέλη τις δύο τελευταίες ισότητες, έπεται ότι

λ0 − µ0 =
N∑
i=1

(µi − λi) (1)

Από την ισότητα των κυρτών συνδιασµών έπεται ότι

(λ0 − µ0)x0 +
N∑
i=1

(λi − µi)xi = 0,

οπότε, αντικαθιστώντας µέσω της (1), λαµβάνουµε[
N∑
i=1

(µi − λi)
]
x0 +

N∑
i=1

(λi − µi)xi = 0,

που επαναγράφεται ισοδύναµα ως

N∑
i=1

(λi − µi)(xi − x0) = 0

Από τη γραµµική ανεξαρτησία των xi − x0 έπεται ότι λi = µi για κάθε i = 1, .., N . Από την

(1) έπεται τότε ότι λ0 = µ0 επίσης.
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Ορισµοί 2.0.5 Οι µοναδικοί πραγµατικοί αριθµοί λ0, .., λn για τους οποίους δοθέν y ∈ S =

co{x0, ..., xN} γράφεται στην µορφή y =
N∑
i=0

λix
i, καλούνται ϐαρυκεντρικές συντεταγµένες

του y ως προς τα x0, .., xN .

Ορισµοί 2.0.6 Ως τριγωνοποίηση ενός N-simplex S ορίζεται µία πεπερασµένη συλλογή από

N-simplex T = {Si : i ∈ I} τέτοιων ώστε ∪i∈ISi = S και για κάθε i, j ∈ I µε i 6= j, το

σύνολο Si ∩ Sj να είναι είτε το κενό, είτε το κλειστό περίβληµα της κοινής όψης των Si και Sj

(συµπεριλαµβανοµένων των µονοσυνόλων 0-simplex ). Ως διάµετρος της τριγωνοποίσης T

εννοείται η µέγιστη από τις διαµέτρους των N -simplex που την απαρτίζουν,

diam(T ) = max {diam(S ′) : S ′ ∈ T}

Ορισµοί 2.0.7 Ως ϐαρύκεντρο ενός N-simplex S = x0..xN ορίζεται το σηµείο

b0 = 1
N+1

∑N
j=0 x

j ∈ T

Στην περίπτωση των 2-simplex, δηλαδή στην περίπτωση των τριγώνων, το ϐαρύκεντρο είναι

ως γνωστόν το σηµείο τοµής των διαµέσων, το οποίο συµπίπτει µε το κέντρο ϐάρους ενός

αντικειµένου οµοιόµορφης πυκνότητας σε σχήµα τριγώνου.

Ορισµός 2.0.8 Βαρυκεντρική τριγωνοποίηση ενος N -simplex S καλείται η τριγωνοποίη-

ση εκείνη, η οποία απαρτίζεται από τα N simplex της µορφής S ′ = b0...bN , όπου κάθε bk είναι

το ϐαρύκεντρο κάποιας (N−k)-όψης σ(N−k)
K ,του S κατά τρόπον ώστε σ(N−k−1)

k+1 ⊂ σ
(N−k)
k . Προ-

ϕανώς, για κάθε S ′ της ϐαρυκεντρικής τριγωνοποίσης b0 είναι το ϐαρύκεντρο του S (τουτέστιν

S = σ
(N)
0 ), ενώ το bN (για το οποίο ισχύει σ(0)

N = {bN}) είναι απλώς κάποια κορυφή του S.)

Ορισµός 2.0.9 Ορίζεται η m-οστή ϐαρυκεντρική τριγωνοποίηση, Tm,m ≥ 1, ενός N -

simplex S αναδροµικά ως εξής :

(i) Εάν m = 1, η T1 είναι απλώς η ϐαρυκεντρική τριγωνοποίηση του S (ϐλ. προηγούµενο

ορισµό).

(ii) Εάνm > 1, η Tm είναι η ένωση των ϐαρυκεντρικών τριγωνοποιήσεων όλων των N - simplex

που απαρτίζουν την Tm−1.

Ως ακολουθία ϐαρυκεντρικών τριγωνοποιήσεων του S εννοείται η ακολουθία (Tm)m∈N.
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Σχήµα 3 : Η 2-η ϐαρυκεντρική τριγωνοποίηση στην περίπτωση ενός 2-simplex.

Λήµµα 2.0.6 ∆οθέντος N-simplex S = v0...vN και σηµείου x ∈ S, υπάρχει δείκτης 0 ≤ i ≤ N

τέτοιος ώστε maxy∈S |y − x| = |vi − x|.

Απόδειξη. Θέτουµε R = max1≤j≤N |vj − x| = |vi − x| για κάποιο 0 ≤ i ≤ N και ϑεωρούµε

την κλειστή µπάλα B(x,R). Εξ ορισµού της ακτίνας R ,v0, ..., vN ∈ B(x,R), συνεπώς επίσης

S = co{v0, .., vN} ⊂ B(x,R),

καθότι οι µπάλες είναι ως γνωστόν κυρτές και S είναι το ελαχιστικό κυρτό που περιέχει τα

σηµεία v0, .., vN . ΄Οµως ο παραπάνω εγκλεισµός ισοδυναµεί µε το ότι

|y − x| ≤ R, ∀y ∈ S, ή ισοδύναµα,

maxy∈S |y − x| ≤ R,

όπου το παραπάνω µέγιστο υπάρχει ένεκα συµπάγειας του S. Εφόσον vi ∈ S, από την

τελευταία ανισότητα συνάγεται η Ϲητούµενη ισότητα.
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Πρόταση 2.0.1 ∆οθέντος N-simplex S = v0...vN , υπάρχουν δείκτες 0 ≤ i, j ≤ N, i 6= j,

τέτοιοι ώστε diam S = |vi − vj|.

Απόδειξη. Από τα γνωστά για τη διάµετρο συµπαγούς συνόλου, υπάρχει Ϲεύγος x, y ∈ S

τέτοιο ώστε diamS = |x − y|. Σταθεροποιώντας το x, και λαµβάνοντας υπ΄ όψιν το Λήµµα

2.0.6, µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι η y είναι κάποια από τις παραπάνω κορυφές του S, έστω

η v0, οπότε

diam S = |x− v0| (1)

Αρκεί να δειχθεί ότι για το συγκεκριµένο x, υπάρχει δείκτης 1 ≤ j ≤ N τέτοιος ώστε

|x− v0| = |vj − v0|.

Ισχυρισµός Το x δεν είναι εσωτερικό σηµείο του S.

(Απόδειξη Ισχυρισµού): Υποθέτουµε πρός άτοπο ότι x είναι εσωτερικό του S, οπότε υπάρχει

µπάλα B(x, ε) ⊂ S. Επιλέγοντας επαρκώς µικρό η > 0 τέτοιο ώστε η|x − v0| < ε και

συµβολίζοντας z = x+ η(x− v0) ∈ B(x, ε), τότε ισχύει

|z − v0| = |x+ η(x− v0)− v0| =

(1 + η) |x− v0| > |x− v0|,

που είναι άτοπο ένεκα της (1). �

Με παρόµοιο επιχείρηµα όπως αυτό του προηγούµενου ισχυρισµού, διαπιστώνεται εύκολα

ότι το x δεν µπορεί να περιέχεται σε καµία απο τις (n − 1)- όψεις του S που περιέχουν την

κορυφή v0. Συνδυάζοντας αυτή την παρατήρηση µε τον προηγούµενο ισχυρισµό, έπεται ότι

το x οφείλει να περιέχεται στην µοναδική εναποµείνασα (n−1)-όψη του S, δηλαδή στη κυρτή

ϑήκη των κορυφών vj, j = 1, .., N . ΄Αρα υπάρχουν µη αρνητικοί αριθµοί λ1, .., λn τέτοιοι ώστε

x = λ1v
1 + ...+ λNv

N και λ1 + ...+ λN = 1 (2)

Κατόπιν αυτών των παρατηρήσεων, υποθέτουµε πρός άτοπο ότι

|vj − v0| � |vj − x|, για κάθε j = 1, .., N (3)

Τότε,
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|x− v0| = |(λ1v1 + ...+ λNv
N)− v0|

= |(λ1v1 + ...+ λNv
N)− (λ1 + ...+ λN)v0| (από (2))

= |λ1(v1 − v0) + ...+ λN(vN − v0)|

≤ λ1|v1 − v0|+ ...+ λN |vN − v0|

� (λ1 + ...+ λN)|x− v0|, (από (3))

που είναι άτοπο.

Πρόταση 2.0.2 ∆οθέντος N -simplex S = v0...vN , και εάν b0 το ϐαρύκεντρο αυτού, τότε

|b0 − vi| ≤ N
N+1

diamS, για κάθε i = 1, ..., N .

Απόδειξη. Για τυχούσα κορυφή vi του S έχουµε ότι

|b− vi| = | 1
N+1

(v0 + ...+ vN)− N+1
N+1

vi| =
1

N+1
|(v0 − vi) + ...+ (v0 − v0)︸ ︷︷ ︸

0

+..+ (vN − vi)| =

1
N+1
|
∑N

j=0,j 6=i(v
j − vi)|

≤ 1
N+1

∑N
j=0,j 6=i |vj − vi|

≤ N
N+1

diam(S).

Πρόταση 2.0.3 ∆οθέντων δύο N -simplex S και S ′, τέτοιων ώστε το δεύτερο να περιέχεται στη

ϐαρυκεντρική τριγωνοποίηση του πρώτου, ισχύει

diam(S ′) ≤ N
N+1

diam(S)

Απόδειξη. Για N = 1 το Ϲητούµενο είναι προφανές. Υποθέτουµε N ≥ 2, οπότε, λαµβάνοντας

υπ΄ όψιν την Πρόταση 2.0.1, αρκεί να δείχθεί ότι οι αποστάσεις µεταξύ οποιωνδήποτε δύο

κορυφών του S ′ ϕράσσονται οµοιόµορφα από το N
N+1

diam(S).

Από τα γνωστά για την ϐαρυκεντρική τριγωνοποίηση (ϐλ. ορισµό 2.0.5), οι κορυφές b0, .., bN

του S ′ είναι αντιστοίχως τα ϐαρύκεντρα κάποιων σ(N)
0 , ..., σ

(0)
N , όπου σ(N−k)

k , k = 0, .., N , είναι

k-όψη του S, τέτοιων ώστε bk ∈ σ(N−k)
k και
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{bN} = σ0
N ⊂ ... ⊂ σ

(N−k)
k ⊂ ... ⊂ σ

(N−1)
1 ⊂ σ

(N)
0 = S

∆ιαλέγοντας τώρα τυχούσες διακεκριµένες κορυφές bk, bλ του S µε N ≥ λ 	 k ≥ 0, οπότε

bλ ∈ σ(N−k)
k (καθότι ϐαρύκεντρο της σ(N−λ)

λ ⊂ σ
(N−k)
k ), ισχύει από Λήµµα 2.0.6 ότι

|bk − bλ| ≤ {|bk − w|: w κορυφή του σ(N−k)
k }

≤ N−k
N−k+1

diam(σ
(N−k)
k ) (Πρ. 2.0.2)

≤ n
n+1

diam(S),

όπου για την τελευταία ανισότητα λήφθηκε υπ΄ όψιν το γεγονός ότι σ(N−k)
k ⊂ S και η ανισότητα

n−k
n−k+1

≤ n
n+1

για κάθε k = 0, ..., N .

Πρόταση 2.0.4 Εάν (Tm)m∈N η ακολουθία ϐαρυκεντρικών τριγωνοποιήσεων ενός N -simplex

S, τότε

diam(Tm)
m→∞−−−→ 0.

Απόδειξη. Εξ ορισµού του diam(Tm) και εφαρµόζοντας αναδροµικά την Πρόταση 2.0.3,

ισχύει για κάθε m ότι

0 ≤ diamTm ≤
(

N
N+1

)m
diam(S)

m→∞−−−→ 0
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Κεφάλαιο 3

Το Λήµµα του Sperner

Ορισµοί 3.0.10 ∆οθέντος y =
n∑
i=0

λix
i ∈ S = co{x0, ., xn}, συµβολίζουµε χ(y) το σύνολο

των δεικτών 0 ≤ i ≤ n για τους οποίους ισχύει λi > 0. Σηµειωτέον ότι ο καλός ορισµός του

συνόλου χ(y) για κάθε y προκύπτει από την µοναδικότητα των ϐαρυκεντρικών συντεταγµένων

του σηµείου (ϐλ. Λήµµα 2.0.5). Εάν χ(y) = {i0 ≤ ... ≤ ik}, καλείται ϕορέας της y η k-όψη

xi0...x
i
k, τουτέστιν η ελαχιστική από τις όψεις του S που περιέχουν το y.

Ορισµός 3.0.11 Χρωµατισµός ενός σηµειοσυνόλου A ⊂ S, όπου S n-simplex, καλείται η

απόδοση σε κάθε x ∈ A ενός δείκτη (¨χρώµατος¨) 0, ..., n, τουτέστιν µία συνάρτηση της µορφής

λ : A −→ {0, .., n}.

Ορισµοί 3.0.12 ΄Εστω S = co{x0, .., xn}, T µία τριγωνοποίηση του S και V το σύνολο των

κορυφών όλων των simplexes που απαρτίζουν την T (οπότε xi ∈ V, i = 0, .., n). Καλείται

Spener χρωµατισµός της T ένας χρωµατισµός λ : V −→ {0, .., n} του V τέτοιος ώστε

λ(v) ∈ χ(v), για κάθε v ∈ V .

΄Ενα simplex της T καλείται πλήρως χρωµατισµένο εάν ο περιορισµός της λ στο σύνολο των

κορυφών αυτού λαµβάνει και τις n+ 1 δυνατές τιµές.

Λήµµα 3.0.7 (Λήµµα του Sperner) Το πλήθος των Sperner-simplex µιας κατά Sperner

χρωµατισµένης τριγωνοποίησης τυχόντος simplex είναι περιττός αριθµός.
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Απόδειξη. Με επαγωγή στην διάσταση n του simplex. Η περίπτωση n = 0 είναι προφανής.

Υποθέτοντας ότι ο ισχυρισµός ισχύει για τυχόν n− 1, n ≥ 1, ϑα δειχθεί επίσης για n.

΄Εστω S το n-simplex της υπόθεσης και T µία κατά Sperner χρωµατισµένη τριγωνοποίησή

του. Ορίζουµε αρχικά τα εξής σύνολα:

C το σύνολο των πλήρως χρωµατισµένων n-simplex της T .

A το σύνολο όσων n-simplexes της T ϕέρουν όλα τα ¨χρώµατα¨ {0, .., n− 1}.

B το σύνολο των πλήρως χρωµατισµένων (n− 1)-simplexes της T που περιέχονται στο ∂S.

E το σύνολο των πλήρως χρωµατισµένων (n− 1)-simplexes της T .

(Ως (n − 1) simplex της T εννούνται εκείνα τα οποία ανακύπτουν ως (n − 1)-όψεις των

n- simplex που απαρτίζουν την T .)

Σκοπός είναι τώρα να οριστεί κατάλληλο γράφηµα, µε την ϐοήθεια του οποίου ϑα απο-

δειχθεί τελικά το Ϲητούµενο. Θεωρώντας ως ¨σύνολο κόµβων¨ το D = A ∪ B ∪ C και ως

¨σύνολο ακµών¨ το E, τότε δοθέντος κόµβου d ∈ D ορίζονται ως ¨βαίνουσες¨ σε αυτόν ακµές

ως εξής :

(i) εάν d ∈ A ∪ C, τότε οι ϐαίνουσες σε αυτόν ακµές είναι οι (n − 1)-όψεις των simple-

xes που ανήκουν στο σύνολο A ή C.

(ii) εάν d ∈ B, τότε η µοναδική ϐαίνουσα ακµή στον d είναι ο εαυτός του ιδωµένος ως στοιχείο

του E.

Πρέπει τώρα να δειχθεί ότι η σχέση του ¨βαίνειν¨, η οποία ορίστηκε µέσω των (i) και (ii),

ορίζει καλώς ένα γράφηµα (τουτέστιν ότι κάθε ακµή ϐαίνει σε ακριβώς δύο κόµβους). Ως

ϐαθµός δ(d) ένος κόµβου d εννοείται το πλήθος των ακµών που ϐαίνουν σε αυτόν, το οποίο

διακρίνεται εν προκειµένω ανάλογα µε το σύνολο, A,B ή C στο οποίο ανήκει ο d:

(α) Εάν d ∈ A τότε στο αντίστοιχο n-Simplex επαναλαµβάνεται ακριβώς ένας χρωµατισµός
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και συνεπώς ακριβώς δύο (n − 1)-όψεις αυτού ϕέρουν όλα τα χρώµατα {0, .., n − 1}. ΄Αρα

στον κόµβο d ∈ A ϐαίνουν ακριβώς δύο ακµές.

(ϐ) Οµοίως, εάν d ∈ C τότε στο αντίστοιχο n-simplex κάθε χρώµα εντοπίζεται άπαξ και συνε-

πώς ακριβώς µία πλήρως χρωµατισµένη (n−1)-όψη. ΄Αρα στον κόµβο d ϐαίνει ϐαίνει ακριβώς

µία ακµή.

(γ) Τέλος, εάν d ∈ B είναι άµεσο εξ ορισµού της σχέσης ¨βαίνειν¨ (ϐλ. (ii) παραπάνω) ότι ο

ϐαθµός του κόµβου είναι ένα.

Συνοψίζοντας,

δ(d) =

1, αν d ∈ B ∪ C

2, αν d ∈ A

Ισχυρισµός: Κάθε ακµή ϐαίνει σε ακριβώς δύο κόµβους, και άρα µέσω της σχέσης ¨βαίνειν¨

ορίζεται καλώς κάποιο γράφηµα.

(Απόδειξη ισχυρισµού) Η απόδειξη ϐασίζεται στην εξής παρατήρηση: κάθε (n − 1)-simplex

της T ϐρίσκεται είτε στο σύνορο του S ως όψη ενός µοναδικού n-simplex της T , είτε στο

εσωτερικό του S ως κοινή όψη δύο n -simplexes της T . Εάν επιπλέον ϕέρει στις κορυφές του

όλα τα χρώµατα {0, .., n− 1}, το (n− 1)-simplex ανήκει στο E. Εάν ανήκει στο σύνορο του

S, τότε ϐαίνει ακριβώς στον ¨συνοριακό¨ κόµβο d ∈ B και στον κόµβο d′ ∈ A∪C, του οποίου

αποτελεί µία (n− 1)-όψη. Παροµοίως, εάν ανήκει στο εσωτερικό του S, τότε ϐαίνει ακριβώς

στους κόµβους d και d′, που αµφότεροι είναι στοιχεία των συνόλων A ή C, των οποίων το εν

λόγω στοιχείο του E αποτελει κοινή όψη. �

Βάσει του παραπάνω ισχυρισµού, µπορεί τώρα να χρησιµοποιηθεί το γνωστό ϑεώρηµα α-

πό την Θεωρία Γραφηµάτων, ότι∑
d∈D δ(d) = 2|E|

Εξ ορισµού του συγκεκριµένου γραφήµατος, ισχύει επίσης ότι∑
d∈D δ(d) = 2|A|+ |B|+ |C|
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οπότε, εξισώνοντας, λαµβάνουµε

2|A|+ |B|+ |C| = 2|E|

Από την τελευτία σχέση γίνεται προφανές, ότι η ποσότητα |B|+ |C| είναι άρτια. Το Ϲητούµενο

έπεται επειδή, από επαγωγική υπόθεση, το πλήθος των πλήρως χρωµατισµένων (n − 1)-

siplexes που απαρτίζουν το σύνολο |B| είναι περιττό.

Σχήµα 4 : Περίπτωση 2-simplex



Κεφάλαιο 4

Το Λήµµα Knaster-

Kuratowski-Mazurkiewicz

Λήµµα 4.0.8 (Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz)

∆οθέντος N-simplex S = co{u0, ..., uN} και κλειστών συνόλων C0, ..., CN τέτοιων ώστε για

κάθε επιλογή δεικτών 1 ≤ i0 < ... < ik ≤ n να ισχύει co{ui0 , ..., uik} ⊆ ∪km=0Cim , τότε

∃v ∈ S τέτοιο ώστε v ∈ ∩Nj=0Cj .

Απόδειξη. Η περίπτωση Ν=0, οπότε S µονοσύνολο, είναι τετριµµένη. Υποθέτουµε ότιN ≥ 1.

Ορίζεται για κάθε τριγωνοποίηση Sperner-χρωµατισµός ως εξής. ∆οθείσης τυχούσας τριγω-

νοποίησης S1, .., Sj του S και κορυφής v αυτής, έστω co{ui0 , ..., uik} η ελαχίστης διαστάσεως

όψη του S στην οποία περιέχεται η v. Εξ υποθέσεως ισχύει

co{ui0 , ..., uik} ⊆ Ci0 ∪ ... ∪ Cik ,

οπότε υπάρχει r ∈ {i0, .., ik} τέτοιο ώστε v ∈ Cr. Χρωµατίζουµε τότε την v µε r. Είναι προφα-

νές τότε ότι ο εν λόγω χρωµατισµός της δοθείσης τριγωνοποίησης είναι Sperner-χρωµατισµός

(καθότι r είναι δείκτης µιας κορυφής της ελαχλιστης διαστάσεως όψης του S). Επιτυγχάνεται

συνεπώς Sperner-χρωµατισµός τυχούσας τριγωνοποίησης κατά τρόπον ώστε εάν η κορυφή v

έχει χρώµα r, τότε v ∈ Cr (τουτέστιν το χρώµα είναι δείκτης ενός εκ των συνόλων C1, ..., CN

στα οποία ανήκει). Η παραπάνω ιδιότητα του εν λόγω χρωµατισµού ϑα συµβολίζεται εφ΄ εξής
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ως (∗).

Εάν (Tn)n∈N η ακολουθία των ϐαρυκεντρικών τριγωνοποιήσεων του S, εφαρµόζουµε σε κάθε

Tn τον παραπάνω χρωµατισµό. Εφόσον για κάθε n ο χρωµατισµός αυτός είναι Sperner, από

Λήµµα Sperner, η Tn περιέχει Sperner-simplex Sn, του οποίου οι κορυφές vn0 , ..., vnN ϕέρουν

ανά δύο διακεκριµένα χρώµατα, υποδηλούµενα από τον κάτω δείκτη.΄Ετσι από την ιδιότητα

του (∗) ισχύει

vnr ∈ Cr, r = 0, 1, .., N, n ∈ N (1)

Επειδή η µέγιστη διάµετρος της ϐαρυκεντρικής τριγωνοποίησης (Tn)n∈N τείνει στο 0 καθώς

n −→∞ (Πρόταση 2.0.4), έπεται ότι

diam co{vn0 , ..., vnN} = diamSn −→ 0, καθώς n −→∞. (2)

Ισχυρισµός : ∃v ∈ S τέτοιο ώστε vnr −→ v καθώς n −→∞, ∀r = 0, 1, ..., N.

(Απόδειξη ισχυρισµού) Εφόσον η ακολουθία (vn0 )n∈N περιέχεται στο συµπαγές S, υπάρχει

άπειρο σύνολο δεικτών M1 ⊂ N τέτοιο ώστε η (vn0 )n∈N να συγκλίνει σε κάποιο v0 ∈ S.

Οµοίως, για την ακολουθία (vn1 )n∈M1 υπάρχει άπειρο σύνολο δεικτών M2 ⊂M1 τέτοιο ώστε

η (vn1 )n∈M2 να συγκλίνει σε κάποιο v1 ∈ S. Συνεχίζοντας κατ΄ αυτόν τον τρόπο, εντοπίζεται

τελικώς για την ακολουθία (vnN)M άπειρο σύνολο δεικτών

M ⊂MN ⊂MN−1 ⊂ ... ⊂M1 ⊂ N

τέτοιο ώστε η ακολουθία (vnN)n∈M να συγκλίνει σε κάποιο vN ∈ S. Τελικώς για κάθε

r = 0, 1, ..., N υπάρχει vr ∈ S τέτοιο ώστε

vnr −→ vr καθώς n −→∞

Μένει να δειχθεί ότι v0 = v1 = ... = vN = v: συγκεκριµένα, ϑα δειχθεί ότι

lim
n→∞

‖vni − vnj ‖ = 0 (οπότε vi = lim vni = lim vnj = vj).

Πράγµατι, εφόσον ‖vni − vnj ‖ ≤ diamSn, το Ϲητούµενο προκύπτει ευθύς ένεκα της (2). �

Μένει τώρα να δειχθεί ότι το v του παραπάνω ισχυρισµού είναι το Ϲητούµενο, τουτέστιν ότι

v ∈ ∩Nr=0Cr. Πράγµατι, εφόσον vnr ∈ Cr, το όριο v = lim
n−→∞

vnr περιέχεται στο Cr (ένεκα

κλειστότητας του τελευταίου), για κάθε r = 0, .., N .



Κεφάλαιο 5

Απόδειξη του Θεωρήµατος Σταθερού

Σηµείου του Brouwer µε το λήµµα του

Sperner

Θεώρηµα 5.0.1 (Brouwer) Κάθε συνεχής απεικόνιση f : M −→M , όπουM ⊂ Rn µη κενό,

συµπαγές και κυρτό έχει σταθερό σηµείο.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το Λήµµα 1.0.4, το σύνολο M της υπόθεσης είναι οµοιοµορφικό

µε την κλειστότητα κάποιου n-simplex, δηλαδή υπάρχει n-simplex S και οµοιοµορφισµός

h : S −→M οµοιοµορφικό µε το κλειστό περίβληµα κάποιου n-simplex S. Τότε, υποθέτοντας

ότι το Ϲητούµενο ισχύει για το S, οπότε η απεικόνιση h−1 ◦ f ◦ h έχει σταθερό σηµείο x ∈ S,

είναι σαφές ότι το h−1(x) είναι το Ϲητούµενο σταθερό σηµείο της f . Αυτή η επιχειρηµατολογία

δείχνει ότι το ϑεώρηµα αρκεί να αποδειχθεί για την περίπτωση M = S.

΄Εστω ότι S = co{u0, ..., un}. Θα συµβολίζεται για κάθε u ∈ S µε ai(u) η i-οστή ϐαρυκεν-

τρική συντεταγµένη αυτού, οπότε u =
∑n

i=0 ai(u)ui. Από τα γνωστά για τις ϐαρυκεντρικές

συντεταγµένες, οι ϐαθµωτές συναρτήσεις ai ικανοποιούν τις σχέσεις

0 ≤ a0, ..., an ≤ 1∑n
i=1 ai = 1

27
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Για τυχόν u ∈ S ισχύει τότε

u− u0 = a0(u)u0 + ...+ an(u)un − u0
= a0(u)u0 + ...+ an(u)un − (a0(u) + ...+ an(u))u0

= a1(u)(u1 − u0) + ...+ an(u)(un − u0)

Ισχυρισµός : Οι συναρτήσεις ai, i = 1, ..., n, είναι συνεχείς.

(Απόδειξη ισχυρισµού) Μεταφέροντας την αρχή των αξόνων στο u0, η παραπάνω έκφραση για

το u γίνεται u = ai(u)u1 + ... + an(u)un. Εφόσον τα u0, ..., un είναι αφινικώς ανεξάρτητα, τα

u1, ..., un είναι γραµµικώς ανεξάρτητα. Συνεπώς συγκροτούν ϐάση του χώρου και τότε ai(u)

είναι η i-οστή συντεταγµένη του u ως προς τη ϐάση αυτή. Με άλλα λόγια, οι ai, i = 1, ..., n

είναι απλώς οι συναρτήσεις συντεταγµένων ως προς την εν λόγω ϐάση, και άρα συνεχείς. �

Ορίζονται τώρα τα σύνολα Cj, j = 1, .., n ως

Cj = {u ∈ S|aj(f(u)) ≤ aj(u)} = (aj ◦ f − aj)−1(−∞, 0].

Από τη συνέχεια των aj, f , έπεται η συνέχεια της aj ◦ f − aj, οπότε τα Cj, j = 1, .., n είναι

κλειστά εξ ορισµού τους (καθότι αντίστροφες εικόνες κλειστών µέσω συνεχούς συνάρτησης.

Ισχυρισµός: Για κάθε επιλογή δεικτών 0 ≤ i0 < ... < ik ≤ n ισχύει co{ui0 , .., uik} ⊆ ∪km=0Cim.

(Απόδειξη ισχυρισµού) Μεταθέτοντας εν ανάγκη τους δείκτες χάριν ευκολίας, υποθέτουµε ό-

τι i0 = 0, ..., ik = k. Υποθέτουµε προς άτοπο ότι co{u0, ..., uk} * ∪km=0Cm, οπότε υπάρχει

u ∈ co{u0, ..., uk} τέτοιο ώστε u 6∈ ∪km=0Cm. Η τελευταία σχέση σηµαίνει ότι

aj(f(u)) > aj(u), j = 0, ..., k (1)

Επειδή u, f(u) ∈ S, ισχύουν επίσης οι σχέσεις

∑n
j=0 aj(u) = 1 (2)∑n
j=0 aj(f(u)) = 1 (3)

Εφόσον u ∈ co{u0, ..., uk}, ισχύει επιπλέον
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aj(u) = 0,∀j > k (4)

Από την (1), έπεται ότι

∑k
j=0 aj(f(u)) >

∑k
j=0 aj(u)

aj>0,j=0,..,n
=⇒∑n

j=0 aj(f(u)) >
∑k

j=0 aj(u)
(4)

=⇒∑n
j=0 aj(f(u)) >

∑n
j=0 aj(u)

(2),(3)
=⇒

1 > 1,

άτοπο. �

Από το Λήµµα Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz και τον τελευταίο ισχυρισµό, ∃v ∈ S

τέτοιο ώστε v ∈ ∩nj=0Cj. Θα δειχθεί ότι το v αυτό είναι το Ϲητούµενο. Εφόσον f(v) ∈ S, ισχύει

a0(f(v)) + ...+ an(f(v)) = 1 = a0(v) + ...+ an(v),

όπου aj(f(v)) 6 aj, j = 0, .., n εξ ορισµού των Cj. Επειδή επιπλέον 0 ≤ aj ≤ 1, λαµβάνουµε

ότι

aj(f(v)) = aj(v), j = 0, ..., n.

Εφόσον λοιπόν τα f(v) και v έχουν τις ίδιες ϐαρυκεντρικές συντεταγµένες, έπεται (Λήµµα

2.0.5) ότι

f(v) = v,

που είναι το Ϲητούµενο.
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Κεφάλαιο 6

Θεώρηµα σταθερού σηµείου του

Kakutani

Το ϑεωρήµα σταθερού σηµείου του Kakutani αποτελεί γενίκευση του ϑεώρηµατος σταθερού

σηµείου του Brouwer για πλειότιµες απεικονίσεις.

Ορισµοί 6.0.13 ΄Εστω X, Y µή κενά σύνολα. Μια πλειότιµη απεικόνιση ϕ : X � Y είναι

ένας κανόνας που σε κάθε σηµείο x του X αντιστοιχεί το υποσύνολο ϕ(x) του Y .

Το σύνολο X είναι το πεδίο ορισµού και το σύνολο Y είναι το πεδίο τιµών της απεικόνισης.

Αν το ϕ(x) ϕέρει ως υποσύνολο του Y κάποια ισδιότητα για κάθε x, τότε λέµε ότι οι τιµές

της απεικόνισης ϕ ϕέρουν τις αντίστοιχες ιδιότητες. Για παράδειγµα αν το ϕ(x) είναι κυρτό ή

ανοικτό για κάθε x, τότε η ϕ έχει κυρτές ή αντίστοιχα ανοιχτές τιµές.

Ορισµοί 6.0.14 ∆οθήσης πλειότιµης απεικόνισης ϕ : A � A ένα x ∈ A καλέιται σταθερό

σηµείο της ϕ όταν x ∈ ϕ(x).

Ορισµοί 6.0.15 ∆εδοµένης απεικόνισης ϕ : X � Y το σύνολο

Gr(ϕ) = {(x, y) ∈ X × Y |y ∈ ϕ(x)} ⊂ X × Y

αποτελέι το γράφηµα αυτής. Αν το γράφηµα της ϕ είναι κλειστό υποσύνολο του X × Y τότε

λέµε ότι η ϕ έχει κλειστό γράφηµα.

31



32 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΘΕΩΡΗΜΑ ΣΤΑΘΕΡΟΥ ΣΗΜΕΙΟΥ ΤΟΥ KAKUTANI

Λήµµα 6.0.9 Οι τιµές πλειότιµης απεικόνισης µε κλειστό γράφηµα είναι κλειστές.

Απόδειξη. ∆οθείσης ϕ : X � Y όπως στην υπόθεση και τυχόντος x ∈ X, ϑα δειχθεί ότι

ϕ(x) κλειστό. ΄Εστω ακολουθία (yn)n∈N στο ϕ(x) µε yn → y καθώς n→∞. Εξ επιλογής των

yn, ισχύει (x, yn) ∈ Gr(ϕ) για κάθε n ∈ N. Επειδή (x, yn) → (x, y) καθώς n → ∞, από την

κλειστότητα του γραφήµατος έπεται ότι (x, y) ∈ Gr(ϕ). ΄Αρα y ∈ ϕ(x).

Λήµµα 6.0.10 ∆οθείσης πλειότιµης απεικόνισης ϕ : X � Y µε κλειστό γράφηµα και ακολου-

ϑιών (xn)n∈N,(yn)n∈N στον X και Y αντιστοίχως τέτοιων ώστε yn ∈ ϕ(xn) και xn → x ∈ X,

yn → y ∈ Y καθώς n→∞, τότε y ∈ ϕ(x).

Απόδειξη. Εφόσον yn ∈ ϕ(xn), ισχύει ότι (xn, yn) ∈ Gr(ϕ) για κάθε n ∈ N. Επειδή

(xn, yn) → (x, y) καθώς n → ∞, από την κλειστότητα του γραφήµατος έπεται ότι (x, y) ∈

Gr(ϕ). ΄Αρα y ∈ ϕ(x).

Θεώρηµα 6.0.2 (Kakutani) ΑνK ⊂ Rn συµπαγές, κυρτό και µή κενό, τότε κάθε απεικόνιση

ϕ : K → K µε κλειστό γράφηµα και κυρτές, µή κενές τιµές έχει σταθερό σηµείο.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το Λήµµα 1.0.4, το σύνολο K της υπόθεσης είναι οµοιµορφικό

µε την κλειστότητα κάποιου n-simplex, δηλαδή υπάρχει n-simplex S και οµοιοµορφισµός

h : S → K. Τοτε υποθέτοντας ότι το Ϲητούµενο ισχύει για το S, οπότε η απεικόνιση h−1 ◦ϕ◦h

έχει σταθερό σηµείο x ∈ S, είναι σαφές ότι το h−1(x) είναι το σταθερό σηµείο της ϕ. Αυτή η

επιχειρηµατολογία δείχνει ότι τι ϑεώρηµα αρκεί να αποδειχτεί για την περίπτωση K = S.

΄Εστω οτι S = co{u0, ..., un}.Εφαρµόζουµε στο S ακολουθία ϐαρυκεντρικών τριγωνοποιήσεων

T k, k ∈ N. Στην k−οστή ϐαρυκεντρική διαµέριση T k ορίζουµε τη (µονότιµη) συνάρτηση

ϕ(k) : S → S ως εξής :

Εάν το x ∈ S είναι κορυφή κάποιου simplex της T k, τότε ϑέτουµε ϕ(k)(x) := y, όπου y

κάποιο y ∈ ϕ(x). Ειδάλλως, εάν το x είναι εσωτερικό ή συνοριακό σηµείο στο κλειστό πε-

ϱίβληµα κάποιου simpelx ∆ = co{v0, .., vn} της T k, όπου x =
∑i=n

i=0 λivi η γραφή αυτού

σε ϐαρυκεντρικές συντεταγµένες ως προς το ∆, τότε ορίζουµε ϕ(k)(x) :=
∑i=n

i=0 λiϕ
(k)(vi).
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Σηµειωτέον ότι στην περίπτωση όπου το σηµείο x ανήκει στην κοινή όψη δύο simplex της

T k, τότε οι αντίστοιχες ϐαρυκεντρικές συντεταγµένες του ως προς αυτά ταυτίζονται και άρα η

συνάρτηση ϕ(k) είναι καλώς ορισµένη.

Ισχυρισµός 1: Η συνάρτηση ϕ(k) : S → S είναι συνεχής.

(Απόδειξη ισχυρισµού): ΄Εστω (xm)m∈N ⊂ S τέτοια ώστε xm → x0 όταν m→∞. Τότε

limm→∞ xm = x0 ⇒

limm→∞

(∑i=n
i=1 λ

m
i vi

)
=
∑i=k

i=1 λivi ⇒∑k
i=1 (limm→∞ λ

m
i ) vi =

∑k
i=1 λivi ⇒

limm→∞ λ
m
i = λi, i = 0, 1, .., n (1)

Η τελευταία συνεπαγωγή οφείλεται στη µοναδικότητα των ϐαρυκεντρικών συντεταγµένων

(Λήµµα 2.0.5). Εποµένως,

limm→∞ ϕ
(k)(xm) =

limm→∞ ϕ
(k)
(∑i=n

i=1 λ
k
i (vi)

)
=

limm→∞

(∑i=n
i=1 λ

k
iϕ

(k)vi

)
=∑i=n

i=1 (limm→∞ λ
k
i )ϕ

(k)vi
(1)
=∑i=n

i=1 λiϕ
(k)vi = ϕ(k)(x0),

όπου η δεύτερη ισότητα οφείλεται στον ορισµό της ϕ(k). �

Από τον άνωθεν ισχυρισµό, και εφόσον το S ικανοποιεί τις υποθέσεις του ϑεωρήµατος Brouw-

er, εφαρµόζοντας το τελευταίο στη συνάρτηση ϕ(k) : S → S της k-οστής ϐαρυκεντρικής

τριγωνοποίησης T k συνάγεται ότι

για κάθε k ∈ N, υπάρχει xk ∈ S τέτοιο ώστε ϕ(k)(xk) = xk,

µε άλλα λόγια συγκροτείται ακολουθία (xk)k∈N, όπου το xk είναι σταθερό σηµείο της ϕ(k),

k ∈ N. (Ας σηµειωθεί -αν και δέν ϑα χρησιµοποιηθεί στην απόδειξη- ότι εάν xk ∈ {u0, .., un}

για κάποιο k ∈ N, τότε xk = ϕ(k)(xk) ∈ ϕ(xk), τουτέστιν το xk είναι το σταθερό σηµείο του



34 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΘΕΩΡΗΜΑ ΣΤΑΘΕΡΟΥ ΣΗΜΕΙΟΥ ΤΟΥ KAKUTANI

ϑεωρήµατος.) Θεωρούµε την ακολουθία (xk)k∈N ∈ S η οποία, λόγω συµπάγειας του S, µπο-

ϱεί να ϑεωρηθεί συγκλίνουσα (ενδεχοµένος αγνοώντας ορισµένους όρους αυτής) σε κάποιο

x∗ ∈ S. Για κάθε ϐαρυκεντρική τριγωνοποίηση T k συµβολίζουµε ως ∆k = wk0 ...w
k
n το simplex

αυτής για το οποίο xk ∈ ∆
k
, οπότε συγκροτείται η ακολουθία (∆k)k∈K. (Στην περίπτωση που

το xk ανήκει σε περισσότερα του ενός simplex της T k επιλέγουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότη-

τας ένα εξ αυτών.)

Ισχυρισµός 2: Για κάθε 1 ≤ i ≤ n ισχύει wki → x∗ καθώς k →∞.

(Απόδειξη ισχυρισµού) Για την ακολουθία των διαµέτρων των ϐαρυκεντρικών τριγωνοποιή-

σεων (T k)k∈N ισχύει ως γνωστόν (Προτ. 2.0.4) ότι diam(T k) → 0 καθώς k → ∞. Συνεπώς

επίσης (εξ ορισµού της διαµέτρου τριγωνοποιήσεως) diam(∆k) → 0, και άρα |wki − xk| → 0

καθως k →∞, απ΄ που το Ϲητούµενο. �

Γράφοντας τώρα κάθε xk ∈ ∆k, k ∈ N, ως κυρτό συνδυασµό των κορυφών του ∆k,

xk =
∑i=n

i=1 ϑ
k
iw

k
i , τότε ϕ(k)(xk) =

∑i=n
i=1 ϑ

k
i y

k
i ,

όπου yki = ϕ(k)(wki ), i = 1, .., n. Επειδή οι δύο ακολουθίες, (yki )k∈N, (ϑki )k∈N 1 ≤ i ≤ n, είναι

υποσύνολα των συµπαγών συνόλων ∆k και [0, 1] αντιστοίχως, µπορούν να ϑεωρηθούν από

κοινού συγκλίνουσες, δηλαδή

yki → yi ∈ ∆k

ϑki → ϑi ∈ [0, 1],

όπου σηµειωτέον ότι 0 ≤ ϑi ≤ 1 και
∑n

i=1 ϑi = 1 (καθότι τα ϑki είναι ϐαρυκεντρικές συντε-

ταγµένες). Επειδή τώρα το xk είναι σταθερό σηµείο της ϕ(k), ισχύει η ισότητα limk→∞ xk =

limk→∞ ϕ
(k)(xk), απ΄ όπου συνάγεται ότι

x∗ = limk→∞(ϑk1y
k
1 + ...+ ϑkny

k
n) = ϑ1y1 + ..+ ϑnyn. (∗)

Σηµειωτέον ότι, ϐάσει της προηγούµενης παρατήρησης, η παράσταση (∗) είναι κυρτός συν-

δυασµός των yi. Συνεπώς, επειδή σύµφωνα µε την υπόθεση το σύνολο ϕ(x∗) είναι κυρτό,

µένει να ελεγχθεί ότι yi ∈ ϕ(x∗), i = 1, .., n
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Εξ ορισµού της ϕ(k), και επειδή το wki είναι κορυφή τριγωνοποίησης, ισχύει

yki = ϕ(k)(wki ) ∈ ϕ(wki ).

Επειδή επίσης yki → yi και wki → x∗ (Ισχ. 2), από Λήµµα 6.0.10 έπειται ότι yi ∈ ϕ(x∗).
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Κεφάλαιο 7

Απόδειξη της Ισορροπίας κατά Nash µε

την ϐοήθεια σταθερού σηµείου

Στο κεφάλαιο αυτό αποδεικνύεται ένα από τα σηµαντικότερα ϑεωρήµατα στη Θεωρία Παι-

γνίων, αυτό της ύπαρξης ισορροπίας κατά Nash. Ο Nash απέδειξε τη ϑεωρία του το 1950

κάνοντας χρήση του ϑεωρήµατος του Brouwer. Ωστόσο αργότερα δόθηκε µια πιο απλή α-

πόδειξη της ίδια ϑεωρίας κάνοντας χρήση του ϑεωρήµατος Kakutani, και αυτήν επιλέγουµε

να παρουσιάσουµε. Η ύπαρξη σταθερού σηµείου παρέµεινε η κεντρική ιδέα και για τις δύο

αποδείξεις.

Ορισµοί 7.0.16 Θεωρία Παιγνίων ονοµάζεται η µελέτη των στρατηγικών λήψης αποφάσε-

ων. Πιο συγκεκριµένα είναι η µελέτη των µαθηµατικών µοντέλων τα οποία εκφράζουν την

αλληλεπίδραση παικτών κατά τη λήψη αποφάσεων από αυτούς, δεδοµένου ότι αυτή γίνεται

ορθολογικά- δηλαδή οι παίκτες ακολουθούν µια στρατηγική.

Στο Παίγνιο n παικτών, n ∈ N συµµετέχουν προφανώς n παίκτες . Ο i− οστός παίκτης

συµβολίζεται µε i = 1, .., n. Σε κάθε παίκτη αντιστοιχεί ένα πεπερασµένο σύνολο στρατηγι-

κών (δυνατών επιλογών). Συµβολίζουµε για κάθε παίκτη i το σύνολο στρατηγικής αυτού Si.

Κάθε πάικτης επιλέγει την ίδια χρονική στιγµή ένα στοιχείο (στρατηγική) si ∈ Si. Οπότε τη

χρονική αυτή στιγµή το διάνυσµα

37
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(s1, s2, .., sn) ∈ S1 × S2 × ...× Sn

,είναι το διάνυσµα σταρτηγικής που επιλέχθηκε από τους παίκτες, όπου το καρτεσιανό

γινόµενο S1×S2× ...×Sn συγκροτεί το σύνολο των στρατηγικών συνδιασµών. Τα στοιχέια

του συνόλου των στρατηγικών συνδιασµών ονοµάζονται διάνυσµα (προφίλ) στρατηγικής ή

στρατηγικος συνδιαµός. Σε κάθε παίκτη i αντιστοιχέι µια συνάρτηση απόδοσης

ui : S1 × S2 × ...× Sn → R

,ώστε ο πραγµατικός αριθµός ui(s1, .., sn) να είναι η απόδοση (payoff ) του διανύσµατος στρα-

τηγικής (s1, .., sn) για τον παίκτη i.

Σε κάθε πάιγνιο οι παίκτες επιλέγουν στατηγικές µε αυστηρό γνώµονα την απόδοση αυ-

τών. Παρακάτω περιγράφουµε δύο πολύ γενικές αρχές µε τις οποίες οι αποδόσεις αυτές

µπορούν να συγκριθούν.

΄Εστω χάριν ευκολίας, παίγνιο δύο παικτών. Λέµε ότι η στρατηγική σi του παίκτη 1

(i) κυριαρχεί της στρατηγικής σj του παίκτη 1 αν

u1(σi, ω) ≥ u1(σj, ω)·

για κάθε στρατηγική ω του παίκτη 2,

(ii) κυαριρχεί αυστηρά της στρατηγικής σj του παίκτη 1 αν

u1(σi, ω) > u1(σj, ω),

για κάθε στρατηγική ω του παίκτη 2. Το αποτέλεσµα που προκύπτει µετά απο επανάληψη

της µεθόδου των αυστηρά κυριαρχηµενών στρατηγικών ονοµάζεται λύση του παίγνιου. Μία

σηµαντική κατηγορία λύσεων είναι αυτή που ϕέρεί το όνοµα ισορροπία κατα Nash.

Ορισµοί 7.0.17 ΄Εστω παίγνιο n παικτών, οπού σε κάθε παίκτη i,i = 1, .., n αντιστοιχίζεται

το σύνολο στρατηγικών Si και η συνάρτηση απόδοσης ui. Το διάνυσµα στρατηγικής(s1, .., sn)

είναι ισορροπία κατά Nash αν για κάθε i και και για κάθε s ∈ Si ισχύει

ui(s1, s2, .., si−1, si, si+1, .., sn) ≥ ui(s1, .., si−1, s, si+1, .., sn).
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Από παραπάνω ορισµό γίνεται σαφές ότι ένα διάνυσµα στρατηγικής είναι ισορροπία κατα

Nash αν κανένας παίκτης δεν µπορεί,δεδοµένής της στρατηγικής των άλλων παικτών, να

ϐελτιώσει γνήσια την απόδοσή του αλλάζοντας στρατηγική .

Ορισµοί 7.0.18 Τα παίγνια καθαρής στρατηγικής είναι παραδείγµατα παιγνίων όπου κάθε

παίκτης έχει προαποφασίσει τη στρατηγική που ϑα ακολουθήσει. Οι παίκτες εκτελούν τη

στρατηγική αυτή στον ίδιο χρόνο και χωρίς να γνωρίζουν τη στρατηγική των άλλων παικτών.

Τα παίγνια αυτά είναι δύο χρονικών περιόδων 0 και 1, όπου τη χρονική στιγµή 0 κάθε παίκτης

µελετά το παίγνιο και τη χρονική στιγµή 1 κάθε παίκτης επιλέγει µια στρατηγική από το σύνολο

στρατηγικής του µε σκοπό να την ακολουθήσει.

Ορισµοί 7.0.19 Τα παίγνια µεικτής στρατηγικής είναι παραδείγµατα παιγνίων τα οποία δια-

ϕοροποιούνται ως προς τα παίγνια καθαρής στρατηγικής στο ότι ο κάθε παίκτης επιλέγει ένα

διάνυσµα πιθανότητας Pi = (p1, .., pνi), όπου νi το πλήθος των στρατηγικών του, µε το οποίο ϑα

επιλέξει τη στρατηγική του τη χρονική στιγµή 1. Σε παίγνιο n παικτών, το διάνυσµα

P = (P1, .., Pn) ∈ Σν1 × ..× Σνn ,

είναι ένα προφίλ στρατηγικής σε µεικτό παίγνιο, το οποίο καλείται διάνυσµα µεικτής στρατηγι-

κής, όπου

Σνk = {x ∈ Rνk+ |
∑νk

i=1 xi = 1},

είναι το κλειστό περίβληµα του Σνk simplex του Rνk+ . ΄Ετσι τη χρονική στιγµή 1 ο παίκτης i µε

γνώµονα το διάνυσµα πιθανότητας Pi που έχει προεπιλέξει, εκλέγει µια στρατηγική sik ∈ Si.

Στην περίπτωση του παίγνιου µεικτής στρατηγικής στο εξής ϑα ϑεωρούµε ως διάνυσµα στρα-

τηγικής του κάθε παίκτη το διάνυσµα µεικτής στρατηγικής που αντιστοιχεί σε αυτόν. ΄Ετσι

στην περίπτωση των n παικτών, συµβολίζοντας χάριν ευκολίας τα σύνολα Σνj , j = 1, .., n ως

Sj, j = 1, .., n, το διάνυσµα

σ = (σ1, .., σn),
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όπου σi ∈ S1 η επιλογή του παίκτη i, είναι το διάνυσµα στρατηγικών του παίγνιου. Για

κάθε τέτοιο διάνυσµα, συµβολίζουµε µε (ti, σ−i), όπου ti ∈ Si, το διάνυσµα στρατηγικών

(σ1, .., σi−1, ti, σi+1, ..., σn) που προέρχεται αν στο διάνυσµα σ αντικαταστήσουµε τη στρατη-

γική σi του παίκτη i µε τη στρατηγική ti.

Οι συναρτήσεις απόδοσης ui έχουν οριστέι ώστε να ικανοποίουν τις παρακάτω ιδιότητες :

(i) Εϊναι σύνεχεις στο πεδίο ορισµού τους και

(ii) η συνάρτηση ui(ti, σ−i),ti ∈ Si ικανοποιέι την ακόλουθη συνθήκη γραµµικότητας

ui (λti + (1− λ)zi, σ−i) = λui(ti, σ−i) + (1− λ)ui(zi, σ−i)

, για κάθε ti, zi ∈ Si και για λ ∈ [0, 1].

Ορισµοί 7.0.20 Σε κάθε παίγνιο µεικτής στρατηγικής µε n παίκτες αντιστοιχίζουµε σε κάθε

παίκτη i τη συνάτηση ϐέλτιστης επιλογής (best responce) την οποία συµβολίζουµε µε BRi,και

ορίζεται ως εξής :

BRi : S1 × ...× Si−1 × Si+1 × ...× Sn −→ Si µε

BRi(σ1, .., σi−1, σi+1, ..., σn) ≡arg max
σi∈Si

ui(σi, σi−1), ή

BRi(σi−1) ≡arg max
σi∈Si

ui(σi, σi−1)

,έχοντας συµβολίσει για συντοµία το διάνυσµα (σ1, .., σi−1, σi+1, ..., σn) µε σi−1.

Είναι προφανές κάνοντας χρήση του παραπάνω ορισµού, ότι το διάνυσµα στρατηγικής (σ1, .., σn)

είναι ισορροπία κατα Nash αν και µόνον αν

σi ∈ BRi(σ−i), για κάθε i = 1, .., n. (?)

Θεώρηµα 7.0.3 Κάθε παίγνιο n παικτών µεικτής στρατηγικής έχει ισορροπία κατά Nash.

Απόδειξη. ΄Εστω Si το σύνολο στρατηγικών του i-οστού παίκτη i = 1, .., n και ui η συνάρτηση

χρησιµότητας που αντιστοιχει σε αυτόν.

Ορίζουµε τη συνάρτηση
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BR : S = S1 × ...× Sn −→ S = S1 × ...× S

ως εξής : BR(σ) = BR1(σ−1)× ...×BRn(σ−n)

Είναι προφανες ότι εάν σ∗1 ∈ BR1(σ−1), ..., σ
∗
n ∈ BRn(σ−n), τότε σ∗ = (σ∗1, ..., σ

∗
n) ∈ BR(σ∗).

΄Ετσι η (?) µπορεί να διατυπωθεί ισοδύναµα ως: υπάρχει σ∗ ∈ S τέτοιο ώστε σ∗ ∈ B(σ∗).

Αρκεί λοιπόν να δειχθούν οι προυποθέσεις του ϑεωρήµατος σταθερού σηµείου του Kakutani

για την συνάρτηση BR : S → S προκειµένου να αναχθεί το Ϲητούµενο.

(i) Το σύνολο S είναι κυρτό, συµπαγές και µη κενό σύνολο

Κάθε Si περιέχει τουλάχιστον µια στρατηγική, οπότε το S είναι µή κενό σύνολο. Επιλεόν

κάθε Si είναι συµπαγές και κυρτό, άρα και το S ως το καστρεσινό τους γινόµενο είναι επίσης

κυρτό και συµπαγές ως το καρτεσιανό γινόµενο αυτών.

(i) Η BR έχει µη κενές τιµές

΄Εστω ui η συνάρτηση χρησιµότητας του i−οστού παίκτη και σ−i ∈ S1×..×Si−1×Si+1×...×Sn.

Τότε το σύνολο {ui(σi, σ−i), σi ∈ Si} είναι συµπαγές υποσύλο του R ως απεικόνιση συµπα-

γούς συνόλου σε συνεχή συνάρτηση και εποµένως λαµβάνει µέγιστο. Είναι επόµενο ότι το

σύνολο BRi(σ−i) είναι µή κενό για κάθε i = 1, .., n και εποµέως η BR έχει µή κενές τιµές.

(iii) Η BR έχει κυρτές τιµές

΄Εστω BR(σ), σ ∈ S τιµή της συνάρτησης. Υποθέτουµε σ1, σ2 ∈ BR(σ).

Αν σ1 = (σ1
1, .., σ

n
1 ) και σ2 = (σ1

2, .., σ
n
2 ), τότε για i = 1, .., n και για τυχόν λ ∈ [0, 1] έχουµε

ui(λσ
1
i + (1− λ)σ2

i , σ−i) ≥

ui(σ
1
i , σ−i) ≥ (από συνθήκη γραµµικότητας της ui )

ui(σi, σ−i) (αφού σ1
i ∈ BR(σ)) ,και τελικά

λσ1
i + (1− λ)σ2

i ∈ BRi(σ−i) (1)

Η (1) ισχύει για κάθε i = 1, .., n οπότε ο γραµµικός συνδιασµός λσ1+(1−λ)σ2 είναι στοιχείο

του συνόλου BR(σ) και το Ϲητούµενο έχει δειχθεί.

(iv) Η BR έχει κλειστό γράφηµα

΄Εστω ακολουθίες (am)m∈N, (b
m)m∈N ∈ S τέτοιες ώστε am → a και bm → b καθώς m→∞ µε



42ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΤΗΣ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ ΚΑΤΑ NASH ΜΕ ΤΗΝ ΒΟΗΘΕΙΑ ΣΤΑΘΕΡΟΥ ΣΗΜΕΙΟΥ

bm ∈ BR(am). Αρκεί να δειχθεί ότι b ∈ BR(a) ή διαφορετικά αν b = (b1, .., bn), a = (a1, .., an)

ότι bi ∈ BRi(a−i) για κάθε i = 1, .., n. ΄Εστω προς απαγωγή εις άτοπο ότι υπάρχει i ∈ {1, .., n}

τέτοιο ώστε bi 6∈ BRi(a−i). Τότε υπάρχει xi ∈ Si τέτοιο ώστε

ui(xi, a−i)− ui(bi, a−i) ≡ k > 0

Από τη συνέχεια της ui συνάγεται ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει Mε ∈ N τέτοιος ώστε

|ui(xi, am−i)− ui(xi, a−i)| < ε και |ui(bmi , am−i)− ui(bi, a−i)| < ε

για κάθε m ≥Mε. ΄Ετσι, για κάθε ε > 0 και για κάθε m ≥Mε. έχουµε

ui(xi, a
m
−i) > ui(xi, a−i)− ε = ui(bi, a−i) + k − ε > ui(b

m
i , a

m
−i) + k − 2ε

Επιλέγοντας ε = k
2

συνάγεται ότι ui(xi, am−i) > ui(b
m
i , a

m
−i) για κάθε m ≥ M k

2
. Η τελευταία

σχέση έρχεται σε αντίθεση µε την υπόθεσή ότι bm ∈ BR(am) που έχει γίνει για τις ακολουθί-

ες, εφόσον από αυτήν συνάγεται ότι bmi ∈ BR(ami ), για κάθε m ∈ N. ΄Εστι καταλήγουµε στο

Ϲητούµενο συµπέρασµα.

Η απόδειξη ολοκληρώνεται µε την εφαρµογή του ϑεωρήµατος σταθερού σηµείου του Kaku-

tani στη συνάρτηση BR : S −→ S
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