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Περίληψη  

Ο σκοπός της παρούσας διπλωµατικής εργασίας ήταν η σχεδίαση διαφόρων 
τοπολογιών µιγαδικών πολλαπλασιαστών και η διερεύνησή τους ως προς τις επιδόσεις τους 
στην επιφάνεια, κατανάλωση και καθυστέρηση σε ASIC και FPGA. 

Υλοποιήθηκαν έξι τοπολογίες βασισµένες σε δύο αλγόριθµους πολλαπλασιασµού δύο 
µιγαδικών αριθµών, τον συµβατικό αλγόριθµο και τον αλγόριθµο του Gauss. Ταυτόχρονα, 
υλοποιήθηκαν δύο διαφορετικές µονάδες επανακωδικοποίησης για την υλοποίηση της πράξης 
Χ*(Α+Β). Σχεδιάστηκαν διαφορετικές αρχιτεκτονικές υλοποίησής τους και διερευνήθηκε 
ποια είναι η αποδοτικότερη. 

Συγκεκριµένα, υλοποίηθηκαν σε γλώσσα Verilog δύο διαφορετικά κυκλώµατα ενός  
µιγαδικού πολλαπλασιαστή σύµφωνα µε τον συµβατικό αλγόριθµο και τέσσερα διαφορετικά 
κυκλώµατα σύµφωνα µε τον αλγόριθµο του Gauss σε µήκη λέξεως 8 ως 64 bits. Τα 
κυκλώµατα προσοµοιώθηκαν, συντέθηκαν και εφαρµόστηκαν σε ASIC και FPGA. 

Τα αποτελέσµατα καθυστέρησης του κρίσιµου µονοπατιού, κατανάλωσης και 
επιφάνειας χρησιµοποιήθηκαν για την σύγκριση των υλοποιήσεων µε σκοπό την εύρεση της 
αποδοτικότερης υλοποίησης στο κάθε µέσο (ASIC και FPGA). Επίσης διενεργήθηκε µια 
συγκριτική αξιολόγηση των αποτελεσµάτων στα δύο µέσα, µε σκοπό την διερεύνηση της 
επίδρασης του µέσου στην απόδοση της υλοποίησης. !!!
Λέξεις Κλειδιά: Μιγαδικός πολλαπλασιαστής, Modified Booth, Αλγόριθµος του Gauss, 
Επανακωδικοποιητής Πρόσθεσης-Πολλαπλασιασµού,  ASIC, FPGA 
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Abstract 

The scope of this thesis was the design of various complex multiplier schemes, as well 
as the investigation of their performance, on area, energy consumption and critical path delay 
in ASIC and FPGA. 

A total of six (6) topologies were implemented based on two complex multiplication 
algorithms, the conventional and Gauss's complex multiplication algorithm. Moreover, two 
different recoding units where implemented to execute the X*(A+B) operation and 
architectures to encompass all of the aforementioned functionality were designed and their 
respective performances where analysed in order to determine the most efficient. 

More specifically, the first two topologies are designed on the conventional 
multiplication algorithm and the subsequent four used Gauss's complex multiplication 
algorithm using Verilog HDL, while the inputs can be 8, 16, 24, 32, 48, or 64 bits wide. The 
designs were simulated, synthesised and implemented in ASIC and FPGA. 

The energy, delay and area results are used to compare these schemes to determine the 
most efficient in each device (ASIC and FPGA). Also there is a comparison of the results on 
these two devices in order to examine their effect on the efficiency of the scheme. !!!
Keywaords: Complex Multiplier, Modified Booth, Gauss's Complex Multiplication 
Algorithm, Add-Multiply Operator Recoder,  ASIC, FPGA 
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1. Εισαγωγή 

1.1. Ψηφιακή σχεδίαση και αποδοτικές υλοποιήσεις 

Η αλµατώδης διείσδυση της τεχνολογίας σε όλους τους τοµείς της ανθρώπινης 
καθηµερινότητας έχει ως αποτέλεσµα τη συνεχή εξέλιξη των ψηφιακών συστηµάτων µε 
σκοπό να καλύψουν τις ολοένα αυξανόµενες ανάγκες των εφαρµογών. 

Στον τοµέα της ψηφιακής σχεδίασης η εξέλιξη αυτή εξαρτάται από την καθυστέρηση, την 
επιφάνεια και την κατανάλωση των ψηφιακών κυκλωµατών. Οι περιορισµοί που προέκυψαν 
όσων αφορά τις παραπάνω παραµέτρους, κυρίως λόγω της χρήσης των ψηφιακών 
κυκλωµάτων σε φορητές συσκευές µε χαρακτηριστικά τους, το µικρό µέγεθος, την 
τροφοδοσία τους από µπαταρία καθώς και ο αυξηµένος υπολογιστικός φόρτος εργασίας των 
συσκευών αυτών, οδήγησε στην προσπάθεια εύρεσης λύσεων που να αφορούν και τις τρεις 
παραπάνω παραµέτρους, σε αντίθεση µε µια παλαιότερη λογική που επικεντρωνόταν στην 
κάθε µία ξεχωριστά.  

Ο τοµέας της ψηφιακής επεξεργασίας σήµατος (DSP) ασχολείται µε τον µαθηµατικό χειρισµό 
ενός σήµατος και τους τρόπους επεξεργασίας του. Κάποιες από τις βασικότερες εφαρµογές 
της ψηφιακής επεξεργασίας σηµάτος είναι η επεξεργασία ήχου και οµιλίας, η επεξεργασία 
εικόνας και γενικότερα πληροφοριών µε εφαρµογές στις τηλεπικοινωνίες, στον αυτόµατο 
έλεγχο, στην βιοϊατρική και σε πολλούς άλλους τοµείς. Στα συστήµατα ψηφιακής 
επεξεργασίας σήµατος βασικό στοιχείο αποτελεί ο αλγόριθµος Γρήγορου Μετασχηµατισµού 
Fourier (Fast Fourier Transform) ο οποίος βασίζεται στον πολλαπλασιασµό δύο µιγαδικών 
αριθµών. 

Ο µιγαδικός πολλαπλασιαστής έχει ενδιαφέρον σε επίπεδο αλγόριθµου και σε τεχνολογικό 
επίπεδο για τον σχεδιασµό αποδοτικότερων κυκλωµάτων υλοποίησής του. Ο σηµαντικότερος 
λόγος για τον οποίο έχει ενδιαφέρον ο µιγαδικός πολλαπλασιαστής είναι η έλλειψη έρευνας 
για την λειτουργία του αλλά κυρίως για την υλοποίησή του µε την βοήθεια των σηµερινών 
τεχνολογιών και εργαλείων που καθιστούν παλαιότερες µελέτες ξεπερασµένες. 

!
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1.2. Αντικείµενο διπλωµατικής 

Η παρούσα διπλωµατική έχει ως αντικείµενο την διερεύνηση διάφορων µιγαδικών 
πολλαπλασιαστών που υλοποιούνται µε δύο διαφορετικούς αλγόριθµους, τον συµβατικό και 
τον αλγόριθµο του Gauss, καθώς και διαφορετικές παραλλαγές αυτών των υλοποίησεων τόσο 
στην αρχιτεκτονική που ακολουθήσαµε όσο και στον τρόπο σχεδίασης των κυκλωµάτων. 

Συνοπτικά, σχεδιάσαµε δύο διαφορετικές παραλλαγές ενός µιγαδικού πολλαπλασιαστή 
σύµφωνα µε τον συµβατικό αλγόριθµο και τέσσερις διαφορετικές υλοποιήσεις του µιγαδικού 
πολλαπλασιαστή σύµφωνα µε τον αλγόριθµο του Gauss. Στις υλοποιήσεις του µιγαδικού 
πολλαπλασιαστή µε τον συµβατικό αλγόριθµο χρησιµοποιήσαµε δύο διαφορετικές 
αρχιτεκτονικές µε σκοπό την εύρεση της αποδοτικότερης σε καθυστέρηση, κατανάλωση και 
επιφάνεια. Στις υλοποιήσεις όπου κάνουµε χρήση του αλγόριθµου του Gauss,  
χρησιµοποιήσαµε δύο µεθόδους εφαρµογής του αλγόριθµου όπως αυτοί έχουν περιγραφεί σε 
δύο διαφορετικές δηµοσιεύσεις και στην µία από αυτές σχεδιάσαµε τρεις παραλλαγές της 
µεθόδου αυτής, για τη εύρεση της καταλληλότερης αρχιτεκτονικής για την υλοποίησή της. Ο 
λόγος που διαλέξαµε την δηµοσίευση αυτή για να βρούµε την καταλληλότερη αρχιτεκτονική, 
είναι γιατί βασίζεται σε µια δηµοσίευση που έγινε τον προηγούµενο χρόνο και ως πιο 
σύγχρονη, θεωρήσαµε ότι θα εκµεταλλευεται καλύτερα τις δυνατότητες των σύγρονων 
εργαλείων ψηφιακής σχεδίασης.  

!
Στο πλαίσιο της εργασίας µας, υλοποίησαµε τα διαφορετικά κυκλώµατα του µιγαδικού 
πολλαπλασιαστή σε γλώσσα Verilog σε διάφορα µήκη λέξεως (8 ως και 64 bits), όπου ο 
απλός πολλαπλασιασµός έγινε µε χρήση της κωδικοποίησης Modified Booth σε radix 4. Η 
λειτουργία των κυκλωµάτων αυτών προσοµοιώθηκε και επαληθεύτηκε µε το περιβάλλον 
Modelsim. Η σύνθεση των κυκλωµάτων σε ASIC έγινε µε χρήση του Synopsys Design 
Compiler και τα αποτελέσµατα καθυστέρησης, επιφάνειας και κατανάλωσης εξάχθηκαν από 
το Synopsys Design Compiler και το Synopsys Primepower. Στην συνέχεια, µεταφέραµε την  
υλοποίηση των συστηµάτων πάνω σε ένα FPGA. Συγκεκριµένα επιλέξαµε την οικογένεια 
Virtex 7 της Xilinx, όπου η σύνθεση και εφαρµογή του κώδικα έγινε µε την χρήση της 
σουίτας ISE 14.7 της Xilinx, από την οποία εξάγαµε τις απαραίτητες µετρήσεις 
καθυστέρησης και επιφάνειας. Oι απαραίτητες µετρήσεις κατανάλωσης εξάχθηκαν µε χρήση 
του XPower Analyzer της Xilinx. Τέλος πραγµατοποιήσαµε µία σύγκριση της απόδοσης των 
υλοποιήσεων του µιγαδικού πολλαπλασιαστή ανάλογα µε το µέσο στο οποίο εφαρµόστηκαν 
και πως επηρεάζεται η χρήση των διαφορετικών αλγόριθµων και αρχιτεκτονικών, από τα 
µέσα αυτά, αλλά και τα εργαλεία που τα συνοδεύουν.  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1.2.1. Συνεισφορά 

Η συνεισφορά της διπλωµατικής συνοψίζεται ως εξής: 

1. Μελετήσαµε τα προβλήµατα της σχεδίασης αριθµητικών κυκλωµάτων. 

2. Υλοποιήσαµε δύο διαφορετικά σχήµατα του µιγαδικού πολλαπλασιαστή µε 
χρήση δύο διαφορετικών αλγόριθµων, του συµβατικού και του αλγόριθµου του 
Gauss, καθώς και τέσσερις παραλλαγές των αρχικών υλοποιήσεων, οι οποίες 
µπορούν να παραχθούν παραµετρικά για διάφορα µήκη λέξης. 

3. Αξιολογήσαµε τα πλεονεκτήµατα και τα µειονεκτήµατα των δύο αλγόριθµων 
υλοποίησης του µιγαδικού πολλαπλασιαστή. 

4. Αξιολογήσαµε την απόδοση και τα πλεονεκτήµατα/µειονεκτήµατα κάθε 
σχήµατος και αρχιτεκτονικής που σχεδιάσαµε. 

5. Παρουσιάσαµε τα συγκριτικά αποτελέσµατα των διαφορετικών υλοποιήσεων του 
µιγαδικού πολλαπλασιαστή στα 90nm ως εγχειρίδιο αναφοράς. 

6. Μεταφέραµε αυτές τις υλοποιήσεις σε ένα FPGA, σε τεχνολογία 28nm. 

7. Συγκρίναµε την απόδοση των υλοποιήσεων σε ένα FPGA και µελετήσαµε την 
επίδραση του µέσου στην απόδοση αυτών. 

!
1.3. Οργάνωση κειµένου 

Στο κεφάλαιο 2 γίνεται µια παρουσίαση της θεωρίας των αριθµητικών συστηµάτων, των 
κυκλωµάτων που θα χρησιµοποιηθούν, καθώς και των δύο αλγόριθµων υλοποίησης του 
µιγαδικού πολλαπλασιαστή. 

Στο κεφάλαιο 3 αναλύεται συνοπτικά η πορεία του κατασκευαστικού µέρους της εργασίας µε 
τις απαραίτητες αναφορές στις εργασίες στις οποίες βασίστηκε η σχεδίαση των κυκλωµάτων, 
και παρουσιάστηκαν οι διαφορετικές υλοποιήσεις του µιγαδικού πολλαπλασιαστή που 
σχεδιάσαµε. 

Στο κεφάλαιο 4 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα των προσοµοιώσεων καθώς και µια 
αναλυτική συγκριτική παρουσίαση των επιµέρους υλοποιήσεων. 

Στο κεφάλαιο 5 γίνεται µια σύνοψη των συµπερασµάτων που προέκυψαν, και προτείνονται 
πιθανές εφαρµογές και µελλοντικές επεκτάσεις της εργασίας. 

Στο κεφάλαιο 6 αναφέρεται η βιβλιογραφία που χρησιµοποιήθηκε κατά την εκπόνηση της 
παρούσας εργασίας. 

!
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2. Θεωρητικό υπόβαθρο 

!
Σε αυτό το κεφάλαιο καλύπτεται το θεωρητικό υπόβαθρο το οποίο είναι απαραίτητο ώστε να 
γίνει κατανοητή η παρούσα διπλωµατική εργασία από τον αναγνώστη.  

Αρχικά, παρουσιάζεται το δυαδικό σύστηµα αρίθµησης, και πιο συγκεκριµένα η 
αναπαράσταση αριθµών στη µορφή συµπληρώµατος του δύο, που είναι και η πιο 
διαδεδοµένη στα αριθµητικά κυκλώµατα.  

Επίσης, παρουσιάζονται οι κωδικοποιήσεις Booth και Modified Booth που προσφέρουν 
αποδοτικότερες υλοποιήσεις της πράξης του πολλαπλασιασµού, ελαττώνοντας την 
πολυπλοκότητα των κυκλωµάτων πολλαπλασιασµού.  

Τέλος, παρουσιάζονται οι δύο διαφορετικοί αλγόριθµοι που θα εξετάσουµε για την 
υλοποίηση του µιγαδικού πολλαπλασιαστή, ο συµβατικός αλγόριθµος και ο αλγόριθµος του 
Gauss. 

2.1. Αριθµητικά συστήµατα 

2.1.1. Δυαδικό Σύστηµα 

Το δυαδικό σύστηµα είναι το πιο γνωστό, απλό αλλά και ευρέως χρησιµοποιούµενο 
αριθµητικό σύστηµα στα ψηφιακά κυκλώµατα. Είναι η βάση πάνω στην οποία στηρίχθηκε η 
ανάπτυξη της ψηφιακής λογικής, και σχεδόν όλα τα επόµενα συστήµατα αποτελούν 
παραλλαγές ή επεκτάσεις του.  

Το δυαδικό σύστηµα, σαν σύστηµα αρίθµησης, είναι ακριβώς όµοιο µε το γνωστό µας 
δεκαδικό, µε την µόνη διαφορά ότι χρησιµοποιεί µόνο δύο διαφορετικά ψηφία για την 
αναπαράσταση όλων των αριθµών. Το δυαδικό σύστηµα καθιερώθηκε στον κόσµο των 
ψηφιακών συστηµάτων διότι η χρήση δύο διακριτών καταστάσεων (που αντιστοιχούν στα 
ψηφία 0 και 1) καθιστά πιο εύκολο τον διαχωρισµό τους σε επίπεδα τάσεων, κάτι που θα 
ήταν πιο πολύπλοκο αν υιοθετούσαµε την χρήση ενός δεκαδικού ή οκταδικού συστήµατος.  

Η δυαδική αναπαράσταση ακολουθεί το ίδιο σύστηµα µε βάρη που χρησιµοποιεί και η 
δεκαδική αναπαράσταση, µόνο που σε αυτή την περίπτωση η βάση είναι το δύο (και όχι το 
δέκα) και εποµένως τα δυνατά ψηφία ανήκουν στο σύνολο {0,1} (αντί του 
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}) ενώ τα βάρη είναι και αυτά δυνάµεις του δύο (αντί του δέκα).  

!
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Κάθε αριθµός παριστάνεται σε δυαδική µορφή σύµφωνα µε την παρακάτω σχέση 

!  

όπου,  

a: η ισοδύναµη δεκαδική τιµή του αριθµού  

bi: τα ψηφία του δυαδικού αριθµού που ανήκουν στο σύνολο {0,1}  

n: το πλήθος των δυαδικών ψηφίων του αριθµού  

Για παράδειγµα, ο δεκαδικός αριθµός 178 αντιστοιχίζεται στο δυαδικό σύστηµα µε τον εξής 
τρόπο:  

!  

Μπορούµε εύκολα να παρατηρήσουµε ότι κάθε θέση στο διάνυσµα του αριθµού έχει 
διαφορετικό βάρος. Το ψηφίο µε το χαµηλότερο βάρος είναι το δεξιότερο (Least Significant 
Bit) ενώ το ψηφίο µε το µεγαλύτερο βάρος είναι το αριστερότερο (Most Significant Bit). 

Πρόσθεση αριθµών 

Το άθροισµα δύο δυαδικών αριθµών υπολογίζεται µε την χρήση των ίδιων κανόνων που 
ισχύουν για τους δεκαδικούς. Κάθε φορά αθροίζονται ψηφία ίδιου βάρους και εάν προκύψει 
κρατούµενο σε κάποια θέση, τότε αυτό προστίθεται στο ψηφίο της αµέσως πιο σηµαντικής 
θέσης. Στην συνέχεια έχουµε ένα παράδειγµα µιας τέτοιας πρόσθεσης µεταξύ δύο αριθµών: 

  178 =    10110010 

+156 =  +10011100 

  334 =  101001110 

2.1.2. Αναπαράσταση σε µορφή συµπληρώµατος ως προς δύο 

Η ανάγκη για την παράσταση προσηµασµένων αριθµών στο δυαδικό σύστηµα οδήγησε στην 
µορφή του συµπληρώµατος ως προς 2. Στην µορφή συµπληρώµατος του 2 το πιο σηµαντικό 
bit του αριθµού (MSB) έχει αρνητική αξία. Η αναπαράσταση αυτή έχει τα καλύτερα 
αποτελέσµατα προς αυτή την κατεύθυνση, δίνει δηλαδή µια σχεδιαστικά εύκολη υλοποίηση 
τόσο της πρόσθεσης όσο και της αφαίρεσης, για θετικούς και αρνητικούς αριθµούς, σε 
συνδυασµό µε µια απλή διαδικασία για την εύρεση του αντίθετου ενός αριθµού, ενώ είναι 
ταυτόχρονα κατανοητή µε µια απλή ανάγνωση. 

Στην αναπαράσταση αυτή, το πιο σηµαντικό ψηφίο του αριθµού (MSB) λαµβάνει το 
αντίστοιχο αρνητικό βάρος, µετατοπίζοντας έτσι το εύρος τιµών που µπορούν να 
αναπαρασταθούν µε Ν bits από τις τιµές 0 ως 2Ν-1 στις τιµές -2Ν-1 ως 2Ν-1-1. 

a = 2i ⋅bi
i=0

n−1

∑

178(10) = 10110010(2) = 2
7 ⋅1+ 26 ⋅0 + 25 ⋅1+ 24 ⋅1+ 23 ⋅0 + 22 ⋅0 + 21 ⋅1+ 20 ⋅0
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Η τιµή ενός δυαδικού αριθµού που αποτελείται από n bits και είναι σε µορφή 
συµπληρώµατος ως προς 2 δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

!   

Όπως ακριβώς και στο συµβατικό δυαδικό σύστηµα, έτσι και στην µορφή του 
συµπληρώµατος του δύο η αναπαράσταση ενός αριθµού είναι αµφιµονοσήµαντη. 

Η διαφορά των δύο αναπαραστάσεων φαίνεται µε το επόµενο παράδειγµα, ο δυαδικός 
αριθµός 10110010 ενώ στο συµβατικό δυαδικό σύστηµα αντιστοιχεί στην δεκαδική τιµή 178, 
στην αναπαράσταση σε µορφή συµπληρώµατος ως προς δύο αντιστοιχεί σε αρνητικό 
δεκαδικό αριθµό ίσο µε την τιµή 

!   

Προφανώς, στην µορφή συµπληρώµατος του δύο, όλοι οι θετικοί αριθµοί έχουν το πιό 
σηµαντικό τους ψηφίο (MSB) ίσο µε το µηδέν, και τα υπόλοιπα bits είναι τα ίδια µε αυτά που 

θα είχαν στη συµβατική δυαδική αναπαράσταση. 	



2.1.2.1 Συµπλήρωµα (ως προς δύο) 

Συµπλήρωµα (ως προς δύο) ενός αριθµού που έχει αναπαρασταθεί στο δυαδικό σύστηµα ως 
προσηµασµένος αριθµός, είναι ένας προσηµασµένος δυαδικός αριθµός που έχει το ίδιο µέτρο 
αλλά αντίθετο πρόσηµο. 

Συγκεκριµένα, για να βρούµε το συµπλήρωµα (ως προς δύο) ενός αριθµού ακολουθούµε τα 
εξής βήµατα: 

Α) Αντιστρέφουµε όλα τα ψηφία του αριθµού µετατρέποντας τα 0 σε 1 και τα 1 σε 0. Πλέον ο 
αριθµός βρίσκεται στην µορφή συµπληρώµατος ως προς 1. 

Β) Έπειτα προσθέτουµε µία µονάδα στον αριθµό που προέκυψε. 

Για παράδειγµα θα βρούµε το συµπλήρωµα ως προς δύο του αριθµού 10110010= -78(10). 
Αντιστρέφοντας τα ψηφία του παίρνουµε τον αριθµό: 

01001101 

!
και προσθέτουµε µία µονάδα σε αυτόν: 

01001101 

+            1 

01001110 

a(10) = −bn−1 ⋅2
n−1 + bi ⋅2

i

i=0

n−2

∑

10110010(2) = −1⋅2
7 + 0 ⋅26 +1⋅25 +1⋅24 + 0 ⋅23 + 0 ⋅22 +1⋅21 + 0 ⋅20 = −78(10)
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Εύκολα µπορούµε να καταλάβουµε πως το συµπλήρωµα ως προς 2 του -78(10) είναι το 78(10) 

και έτσι επαληθεύεται ο ορισµός. 

!
2.1.2.2 Πρόσθεση και αφαίρεση δύο αριθµών σε µορφή συµπληρώµατος ως προς 2 

Η πρόσθεση και η αφαίρεση δύο αριθµών σε µορφή συµπληρώµατος ως προς δύο γίνεται µε 
παρόµοιο τρόπο µε την πρόσθεση και την αφαίρεση αριθµών στο συµβατικό δυαδικό 
σύστηµα, µε δύο όµως βασικές τροποποιήσεις: 

Α) Όλα τα bits των δύο αριθµών προστίθενται όπως τα bits των συµβατικών δυαδικών 
αριθµών, εκτός από τα MSB που έχουν αρνητικό βάρος. Για την αναπαράσταση του 
αποτελέσµατος της πρόσθεσης στη βαθµίδα των MSB χρειαζόµαστε δύο ψηφία, τα οποία να 
καλύπτουν το εύρος τιµών -2 ... +1. Ο λόγος που το αποτέλεσµα έχει αυτό το εύρος τιµών, 
είναι το ότι στη βαθµίδα αυτή, προστίθενται δύο ψηφία αρνητικού βάρους (τα MSB των 
αριθµών) και το κρατούµενο εισόδου από την προηγούµενη βαθµίδα, το οποίο είναι θετικού 
βάρους. Εποµένως όλα τα πιθανά αποτελέσµατα αναπαρίστανται σωστά µε ένα bit θετικού 
βάρους στη βαθµίδα των MSB και ένα επιπλέον bit αρνητικού βάρους στην αµέσως 
µεγαλύτερη βαθµίδα. Το τελικό αποτέλεσµα προκύπτει από τη συνένωση των δύο αυτών bit 
µε τα υπόλοιπα bits των χαµηλότερων βαθµίδων του αποτελέσµατος που υπολογίστηκαν µε 
το συµβατικό τρόπο. 

Β) Για να προστεθούν δύο αριθµοί και το αποτέλεσµα να είναι πάντα σωστό, θα πρέπει να 
έχουν τον ίδιο αριθµό ψηφίων. Για να συµβεί αυτό, αυξάνουµε τον αριθµό µε τα λιγότερα 

ψηφία κατά όσα ψηφία χρειάζεται, έτσι ώστε οι δ! ύο αριθµοί να έχουν τον ίδιο αριθµό 

ψηφίων. Η επαύξηση αυτή πραγµατοποιείται τοποθετώντας τα επιπλέον bits στα αριστερά 
του MSB του αριθµού και δίνοντας σε όλα την τιµή του MSB. Με αυτό τον τρόπο δεν 
µεταβάλλεται η δεκαδική τιµή του αριθµού. Η τεχνική αυτή ονοµάζεται επέκταση προσήµου 
(sign extension). 

Παρακάτω δίνεται ένα παράδειγµα για την πρόσθεση δυαδικών αριθµών σε µορφή 
συµπληρώµατος του δύο: 

Έστω ότι θέλουµε να προσθέσουµε τους 00101001(2) = 41(10) και 1000110(2) = -58(10). 

Βλέπουµε πως ενώ ο πρώτος αριθµός έχει 8 ψηφία, ο δεύτερος έχει 7. Άρα όπως αναφέραµε 
παραπάνω, θα πραγµατοποιήσουµε επέκταση προσήµου στον δεύτερο αριθµό. Έτσι ο 
δεύτερος αριθµός θα γίνει: 

1000110(2) = (1) 1000110 (2) 

που έχει και αυτός 8 ψηφία. 

!
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Τώρα που έχουµε δύο αριθµούς µε το ίδιο µήκος λέξης προχωράµε στην πρόσθεση όλων των  
bits εκτός το MSB: 

   (0)0101001 

+(1)1000110 

  (0)1101111 

!
Για τον υπολογισµό του MSB πρέπει να λάβουµε υπόψιν τα αρνητικής αξίας MSB των δύο 
όρων της πρόσθεσης καθώς και το υπογραµµισµέο MSB που είναι το κρατούµενο εξόδου και 
έχει θετική αξία. Η πρόσθεση θα γίνει ως εξής: 

!
(-1)·MSB1 +(-1)·MSB2 +Cin = (-1)·0 + (-1)·1 + 0 = -1 

!
Το αποτέλεσµα παριστάνεται ως 11 (και αυτό γιατί είναι ίσο µε (-1) ·21 + 1 ·20 = -1) και το 
τελικό αποτέλεσµα προκύπτει από την συνένωση αυτού του αριθµού µε το υπόλοιπο 
αποτέλεσµα που προέκυψε παραπάνω, όπου παραλείψαµε τα MSB και το κρατούµενο της 
προηγούµενης βαθµίδας. 

Άρα έχουµε: 

{11, 1101111} = 111101111(2) = -17(10) = 41(10)+(-58(10))  

!
Για να υλοποιήσουµε µια αφαίρεση δύο προσηµασµένων αριθµών συνδυάζουµε ότι κάναµε 
στην πρόσθεση καθώς και στον υπολογισµό του συµπληρώµατος ως προς δύο, όπως φαίνεται 
στο παράδειγµα παρακάτω: 

Έστω ότι θέλουµε να αφαιρέσουµε τον 0101101(2) = 45(10) από τον 01001110(2) = 78(10). 
Ακολουθούµε την ίδια µέθοδο µε πριν και εφαρµόζουµε επέκταση προσίµου στον πρώτο 
αριθµό ώστε να έχει 8 ψηφία όπως ο δεύτερος.  

Έτσι πρώτος αριθµός γίνεται: 000101101(2) = 45(10). Στην συνέχεια υπολογίζουµε το 
συµπλήρωµά του ως προς δύο. Αρχικά υπολογίζουµε το συµπλήρωµά του ως προς ένα, το 
οποίο είναι 11010010 και προσθέτουµε µία µονάδα. Εύκολα µπορούµε να υπολογίσουµε το 
άθροισµα που είναι ο αριθµός: 

11010011(2) = -45(10) 

!
Για να καταλήξουµε στον τελικό υπολογισµό προσθέτουµε τους δύο προσηµασµένους 
δυαδικούς αριθµούς όπως κάναµε παραπάνω: 

!
!
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  (0)1001110 

+(1)1010011 

  (1) 0100001 

Τέλος υπολογίζουµε το MSB όπως πριν: 

(-1)·MSB1 +(-1)·MSB2 +Cin = (-1)·0 + (-1)·1 + 1 = 0 

!
Άρα ο αριθµός που προκύπτει είναι: 

!   

!
2.2. Κωδικοποιήσεις Booth και Modified Booth 

2.2.1. Κωδικοποίηση Βooth	



Ο αλγόριθµος φέρει το όνοµα του Andrew Donald Booth και επινοήθηκε το 1950. Παρακάτω 
εξηγείται πως λειτουργεί η κωδικοποίηση. 

Έστω δυαδικός αριθµός Χ σε µορφή συµπληρώµατος ως προς δύο. Όπως είδαµε, ο Χ δίνεται 
από την παρακάτω σχέση: 

!   

όπου xi τα ψηφία του δυαδικού αριθµού Χ. 

!
!
Ο αριθµός Χ µπορεί να γραφεί ισοδύναµα: Χ = 2Χ − Χ 

2X = -xn-1   xn-2 xn-3 … x0 0 

-X =  0  -xn-1 -xn-2 … x1 x0 

 zn-1 zn-2 … z1 z0 

!
όπου: 

!   

00100001(2) = 33(10) = 78(10) − 45(10)

X(10) = −xn−1 ⋅2n−1 + xi ⋅2i
i=0

n−2

∑

z0 = 0 − x0
z1 = x0 − x1
z2 = x1 − x2
.
.
zn−2 = xn−3 − xn−2
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Το zn-1 υπολογίζεται όπως βλέπουµε παρακάτω: 

!   

Εποµένως καταλήγουµε στην γενική σχέση για τον αριθµό X: 

!   

όπου zi είναι τα ψηφία που προέκυψαν από την κωδικοποίηση Booth του X. 

!
Το σηµαντικό πλεονέκτηµα της κωδικοποίησης Booth είναι ότι εφαρµόζεται σε οποιονδήποτε 
αριθµό σε µορφή συµπλήρωµα ως προς δύο, ανεξαρτήτως προσήµου. 

Πολλαπλασιασµός µε την µέθοδο Booth 

Έστω το γινόµενο ! , µε !  και !  . 

Με χρήση της κωδικοποίησης Booth για τον παράγοντα Υ, ο πολλαπλασιασµός των δύο 
αριθµών γίνεται: 

!   

Από την παραπάνω σχέση βλέπουµε ότι σε κάθε βήµα i, το Χ πολλαπλασιάζεται µε ένα από 
τα στοιχεία του συνόλου {-1, 0, 1}, ανάλογα µε το αποτελέσµα της αφαίρεσης των δύο 
διαδοχικών ψηφίων του πολλαπλασιαστή Υ. Στην ουσία µε την κωδικοποίηση Booth 
ελέγχουµε σειρές από µονάδες που παρουσιάζονται µέσα σε κάθε δεκαδικό αριθµός. Στον 
Πίνακα 2.1 παρουσιάζονται όλες οι δυνατές περπτώσεις κατά αντιστοιχία µε τα 
κωδικοποιησµένα ψηφία που προκύπτουν, καθώς και οι λογικές λειτουργίες που 
αντιπροσωπεύουν. 

!
Πίνακας 2.1 Αντιστοίχηση δυαδικών ψηφίων µε λειτουργίες και κωδικοποίηση Booth 

!

zn−1 = −2 ⋅ xn−1 + xn−2 + xn−1 = xn−2 − xn−1

X = zi ⋅2
i

i=0

n−1

∑

P = X ⋅Y X = xn−1xn−2 ...x1x0 Y = yn−1yn−2 ...y1y0

P = X ⋅Y = (yi−1 − yi ) ⋅X ⋅2
i

i=0

n−1

∑

  Y
Κωδικοποιηµένα ψηφία 

(yi-1
Αποτέλεσµα ελέγχου

0       0 

0        1 

1        0 

1        1

0 

1 

-1 

0

Δεν υπάρχει σειρά από 1 

Τέλος σειρά από 1 

Αρχή σειράς από 1 

Μέση σειράς από 1
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Η κωδικοποιήση Booth είναι ένα σύστηµα αναπαράστασης προσηµασµένου ψηφίου. 
Συνοψίζοντας βλέπουµε ότι η κωδικοποίηση Booth παρουσιάζει τα παρακάτω 
πλεονεκτήµατα: 

• Η κωδικοποίηση τόσο θετικών όσο και αρνητικών αριθµών συµπληρώµατος ως προς 
δύο, γίνεται µε τον ίδιο τρόπο. 

• Κάθε ψηφίο του προς κωδικοποίηση αριθµού, παράγεται ανεξάρτητα από τα 
υπόλοιπα, όντας συνάρτηση µόνο των δύο συνεχόµενων bit YiYi-1. Αυτό µας 
εξασφαλίζει άµεση παραγωγή των επιµέρους µερικών γινοµένων σε έναν 
πολλαπλασιασµό, το οποίο βοηθά στη γρήγορη εκτέλεσή του. 

• Το σηµαντικότερο πλεονέκτηµα της κωδικοποίησης Booth είναι ότι µπορεί να 
µειώσει τον αριθµό των µη µηδενικών µερικών γινοµένων και έτσι να µειωθούν οι 
προσθέσεις που πρέπει να γίνουν εάν ο αριθµός που κωδικοποιήθηκε είχε µεγάλο 
αριθµό µονάδων. Ωστόσο, αν ο αριθµός είχε αποµονωµένες µονάδες, τότε είναι 
πιθανόν η κωδικοποίηση Booth, όχι µόνον να µην δώσει τα αναµενόµενα 
αποτελέσµατα, αλλά και να αυξήσει τον αριθµό των µη µηδενικών µερικών 
γινοµένων µε αποτέλεσµα να επιβαρύνει το κύκλωµα υλοποίησης της πράξης στην 
οποία λαµβάνει µέρος ο αριθµός. 

!
Για την αντιµετώπιση του προβλήµατος αυτού, προτάθηκε µια διαφοροποιηµένη 
µέθοδος κωδικοποίησης, η οποία παρουσιάζεται στην συνέχεια. 

!
!

2.2.2.	

 Κωδικοποίηση Modified Booth	



Μια επέκταση του απλού αλγόριθµου Booth είναι ο τροποποιηµένος αλγόριθµος Booth που 
επεκτείνει το σύνολο των ψηφίων κωδικοποίησης από το σύνολο {-1, 0, +1} στο σύνολο {-2, 
-1, 0, +1, +2} και προκύπτει αλγεβρικά από τον απλό αλγόριθµο του Booth. Η κωδικοποίηση 
Modified Booth, όπως και η απλή Booth,  ανήκει στα συστήµατα µε αναπαράσταση 
προσηµασµένου ψηφίου (signed digit). 

Στην κωδικοποίηση Booth είδαµε πως ισχύει η σχέση: 

!   

όπου zi είναι τα ψηφία που προέκυψαν από την απλή κωδικοποίηση Booth του Υ. 

!
!
!
!

Y = zi ⋅2
i

i=0

n−1

∑
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Με περαιτέρω ανάλυση της σχέση αυτής έχουµε: 

!   

!   

όπου wi είναι το κωδικοποιηµένο ψηφίο κατά Modified Booth, το οποίο µπορεί να αναλυθεί 
ως εξής: 

!   

Όπως εύκολα µπορούµε να διαπιστώσουµε από την παραπάνω σχέση, ο τροποποιηµένος 
αλγόριθµος Booth χρησιµοποιεί τριάδες ψηφίων του δυαδικού αριθµού για την 
κωδικοποίηση. Οι τριάδες αυτές έχουν µια επικάλυψη, κατά ένα ψηφίο, και επειδή για i=0 
χρειάζεται µια τιµή y-1 για την σωστή κωδικοποίηση, πρέπει να θεωρήσουµε ότι ισούται µε 0 
για να έχουµε σωστά αποτελέσµατα. 

Όλες οι δυνατές περιπτώσεις, µαζί µε τα κωδικοποιηµένα ψηφία που προκύπτουν, καθώς και 
η αντιστοιχία µε την κωδικοποίηση Booth, φαίνονται αναλυτικά στον Πίνακα 2.2. 

!
!
Πίνακας 2.2 Αντιστοίχηση δυαδικών ψηφίων µε απλή κωδικοποίηση Booth & Modified 

Booth 

!
!

Y = zi ⋅2
i

i=0

n−1

∑ = (z2 j ⋅2
2 j + z2 j+1 ⋅2

2 j+1) = (z2 j + z2 j+1 ⋅2) ⋅2
2 j

j=0

n
2
−1

∑
j=0

n
2
−1

∑

= (wj ) ⋅4
j

j=0

n
2
−1

∑

wi = y2 i − 2 ⋅ y2 i+1 + y2i−1

  Y2i+1

Κωδικοποίηση Booth 

Z2i+1

Κωδικοποίηση  

Modified Booth 

Wi

0            0          0 

0            0          1 

0            1          0 

0            1          1 

1            0          0 

1            0          1 

1            1          0 

1            1          1

              0                 0 

              0               +1 

              +1             -1 

              +1              0 

              -1               0 

              -1             +1 

              0               -1 

              0                0

0 

+1 

+1 

+2 

-2 

-1 

-1 

0
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Πολλαπλασιασµός µε την µέθοδο Modified Booth 

Η κωδικοποίηση Modified Booth χρησιµοποιείται ευρέως στην υλοποίηση 
πολλαπλασιαστών. Κάθε κωδικοποιηµένο ψηφίο καθορίζει τη λειτουργία που πρόκειται να 
γίνει στον πολλαπλασιασµό, όπως στον απλό Booth. Έστω ότι θέλουµε να 
πολλαπλασιάσουµε δύο αριθµούς των 8 bits Α και Β, όπου Β είναι ο πολλαπλασιαστής του 
οποίου τα ψηφία θα κωδικοποιηθούν κατά Modified Booth. Τα Modified Booth ψηφία που θα 
προκύψουν, ανάλογα µε την τιµή τους, θα καθορίσουν τις λειτουργίες που θα εκτελεστούν. 
Οι λειτουργίες αυτές φαίνονται στον Πίνακα 2.3. 

!
Πίνακας 2.3 Αντιστοιχία λειτουργιών και κωδικοποιηµένων ψηφίων 

!
Για καλύτερη κατανόηση της διαδικασίας πολλαπλασιασµού δύο αριθµών µε χρήση της 
κωδικοποίηση Modified Booth, παρατίθεται το παράδειγµα: 

!
Έστω Α = 1001110(2) = -50(10) και Β = 01110011(2) = 115(10). 

Ο αριθµός Β κωδικοποιηµένος σύµφωνα µε τον αλγόριθµο Modified Booth γίνεται: 

! . Άρα θα µας χρειαστούν οι αριθµοί 2Α, Α και  -Α. Τους υπολογίζουµε: 

2A = 10011100, -A = 00110010. 

!
Ο πολλαπλασιασµός του Α µε τον Β φαίνεται στον Πίνακα 2.4. 

!
!
!
!
!
!
!

             Κωδικοποιηµένο ψηφίο                                                         Λειτουργία

                             0                                                        Πρόσθεσε το 0 στο µερικό γινόµενο 

                           +1                                                     Πρόσθεσε το (Α) στο µερικό γινόµενο 

                           +2                                                   Πρόσθεσε το (2Α) στο µερικό γινόµενο 

                           -2                                                    Αφαίρεσε το (2Α) στο µερικό γινόµενο 

                           -1                                                      Αφαίρεσε το (Α) στο µερικό γινόµενο

B= 2111

�13



Πίνακας 2.4 Παράδειγµα πολλαπλασιασµού µε χρήση κωδικοποίησης Modified Booth 

!
Όπου τα υπογραµµισµένα bits αποτελούν την επέκταση προσήµου για να βγει σωστό το 
αποτέλεσµα. 

Ο τροποποιηµένος αλγόριθµος του Booth έχει σαν πλεονέκτηµα το ότι εφαρµόζεται 
ανεξάρτητα από το αν οι αριθµοί είναι σε απλή δυαδική αναπαράσταση ή σε µορφή 
συµπληρώµατος ως προς δυο, µαζί µε τα υπόλοιπα πλεονεκτήµατα της απλής κωδικοποίησης 
Booth. 

Το µεγαλύτερο όµως πλεονέκτηµα που επιτυγχάνεται µε τον τροποποιηµένο αλγόριθµο του 
Booth, είναι το ότι έχουµε µείωση του αριθµού των µερικών γινοµένων στο µισό, σε σχέση 
µε τις προηγούµενες κωδικοποιήσεις, και εποµένως λιγότερες προσθέσεις να εκτελέσουµε, µε 
προφανές όφελος το κέρδος σε ταχύτητα λειτουργίας του πολλαπλασιαστή αλλά και την 
µείωση της επιφάνειας που καταλαµβάνει. 

!
2.3. Είδη αθροιστών και πολλαπλασιαστών 

2.3.1 Δοµικά στοιχεία 

Τα περισσότερα κυκλώµατα που επιτελούν τις πράξεις της πρόσθεσης ή του 
πολλαπλασιασµού αποτελούνται από κάποια βασικά στοιχεία τα οποία χρησιµοποιούνται σαν 
µονάδες πρόσθεσης των επιµέρους όρων (µερικών γινοµένων). 

!
Οι βασικότερες από αυτές τις µονάδες είναι ο ηµιαθροιστής και ο πλήρης αθροιστής, που 
παρουσιάζονται στη συνέχεια. Επίσης, παρουσιάζεται και η γεννήτρια πρόβλεψης 
κρατουµένου, που αποτελεί βασικό στοιχείο των αθροιστών πρόβλεψης κρατουµένου. 

Α = 1001110      Β = 01110011 
Μερικό γινόµενο =  00000000

0 0 0 1 1 0 0 1 0 

                           1 0 0 1 1 1 0

-1 Πρόσθεσε -Α (Πρώτο µερικό γινόµενο)

+1 Πρόσθεσε Α (Δεύτερο µερικό γινόµενο)

 1 1 1 1 0 1 1 0 1 0 1 0 !
                  0 0 1 1 0 0 1 0        

Άθροισµα των δύο πρώτων µερικών γινοµένων

-1 Πρόσθεσε -Α (Τρίτο µερικό γινόµενο)

1 1 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 !
         1 1 0 0 1 1 1 0 0

Άθροισµα των τριών πρώτων µερικών γινοµένων

+2 Πρόσθεσε 2Α (Τέταρτο µερικό γινόµενο)

 1 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 Τελικό αποτέλεσµα = -5750
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2.3.1.1 Ηµιαθροιστής 

Ο ηµιαθροιστής (Half Adder) είναι ένα στοιχειώδες κύκλωµα που επιτελεί την πράξη της 
πρόσθεσης δύο bits. Ως εκ τούτου, έχει δύο εισόδους, οι οποίες είναι ψηφία του ίδιου βάρους 
και επιτελεί την πρόσθεση αυτών των δύο ψηφίων, παράγοντας δύο εξόδους, η µία του ίδιου 
βάρους µε τις εισόδους (Save, S) και µία άλλη στο αµέσως µεγαλύτερο (Carry, C). Το σχήµα 
του ηµιαθροιστή φαίνεται αµέσως παρακάτω: 

 

 A   B 

 

!
 

!
!  

!
C           S 

Σχήµα 2.1 Ηµιαθροιστής 

!
!

Οι εξισώσεις που συνδέουν τις εισόδους µε τις εξόδους του ηµιαθροιστή είναι οι εξής: 

 

!
!
Οι παραπάνω εξισώσεις προκύπτουν από τον παρακάτω πίνακα αληθείας: 

!

!
Πίνακας 2.5 Πίνακας αληθείας ηµιαθροιστή 

!
!

Α Β C S

0 0 0 0

0 1 0 1

1 0 0 1

1 1 1 0
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2.3.1.2 Πλήρης αθροιστής 

Ο πλήρης αθροιστής (Full Adder) είναι ένα στοιχειώδες κύκλωµα που επιτελεί την πράξη της 
πρόσθεσης τριών bits, γι’ αυτό αναφέρεται στην βιβλιογραφία και ως 3-2 συµπιεστής. Ως εκ 
τούτου, έχει τρείς εισόδους, οι οποίες είναι ψηφία του ίδιου βάρους και επιτελεί την 
πρόσθεση αυτών των τριών ψηφίων, παράγοντας δύο εξόδους, η µία του ίδιου βάρους µε τις 
εισόδους (Save, S) και µία άλλη στο αµέσως µεγαλύτερο (Carry, C). Το σχήµα του πλήρους 
αθροιστή φαίνεται αµέσως παρακάτω: 

   Α   B   Cin 

!
!
 

!
!
                Cout          S 

Σχήµα 2.2 Πλήρης αθροιστής 

Οι σχέσεις που συνδέουν τις εισόδους και τις εξόδους του πλήρους αθροιστή είναι οι εξής: 

 

!
!
Οι παραπάνω εξισώσεις προκύπτουν από τον παρακάτω πίνακα αληθείας: 

Πίνακας 2.6 Πίνακας αληθείας πλήρους αθροιστή 

Α Β Cin Cout S

0 0 0 0 0

0 0 1 0 1

0 1 0 0 1

0 1 1 1 0

1 0 0 0 1

1 0 1 1 0

1 1 0 1 0

1 1 1 1 1
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2.3.1.3 Κύκλωµα πρόβλεψης κρατουµένου 

Το κύκλωµα πρόβλεψης κρατουµένου αποτελεί βασικό δοµικό στοιχείο της γεννήτριας 
κρατουµένου, η οποία είναι η «καρδιά» ενός αθροιστή πρόβλεψης κρατουµένου. 

Δέχεται ως εισόδους τα σήµατα G1, P1, G2, P2 τα οποία είναι τα σήµατα γέννησης (G, 
Generation) και διάδοσης (P, Propagation) κρατουµένου δύο βαθµίδων διαφορετικής αξίας, 
ενώ δίνει σαν έξοδο τα σήµατα G, P τα οποία αποτελούν δύο νέα σήµατα γεννήσεως και 
διάδοσης κρατουµένου, στην µεγαλύτερη από τις δύο βαθµίδες. 

Το σχήµα του τελεστή # (κύκλωµα πρόβλεψης κρατουµένου) φαίνεται αµέσως παρακάτω: 

                    G2   P2 

 

              G1 

              P1 

!
   G     P 

Σχήµα 2.3 Κύκλωµα πρόβλεψης κρατουµένου 

!
Οι σχέσεις που συνδέουν τις εισόδους και τις εξόδους του κυκλώµατος πρόβλεψης 
κρατουµένου είναι οι εξής: 

G = G2 + (G1 · P2)  

P = P1 · P2 

2.3.2 Αθροιστές 

2.3.2.1 Αθροιστής διάδοσης κρατουµένου (Carry Propagate Adder) 

Ο αθροιστής διάδοσης κρατουµένου (Carry Propagate Adder) πραγµατοποιεί την πράξη της 
πρόσθεσης µε βάση τον αλγόριθµο που ξέρουµε για την πρόσθεση δεκαδικών αριθµών, 
δηλαδή προσθέτει δύο ψηφία ίσου βάρους και παράγει ένα ψηφίο ίσου βάρους, το οποίο είναι 
το άθροισµά τους, καθώς και ένα κρατούµενο µε το αµέσως µεγαλύτερο βάρος. 

Κυκλωµατικά, αποτελείται από ένα δίκτυο πλήρων αθροιστών συνδεδεµένων σε σειρά. Κάθε 
πλήρης αθροιστής αντιστοιχεί σε µία βαθµίδα συγκεκριµένου βάρους. Το κρατούµενο εξόδου 
(Cout) του κάθε πλήρους αθροιστή συνδέεται µε το κρατούµενο εισόδου (Cin) του πλήρους 
αθροιστή της επόµενης βαθµίδας, και το αποτέλεσµα της πράξης αποτελείται από τα Save 
ψηφία όλων των πλήρων αθροιστών, καθώς και το κρατούµενο εξόδου της πιο σηµαντικής 
βαθµίδας. 

Με αυτόν τον τρόπο τα κρατούµενα διαδίδονται µέσα στην δοµή του αθροιστή από την 
χαµηλότερη µέχρι την υψηλότερη βαθµίδα, και αυτός είναι ο λόγος που ο αθροιστής πήρε 
αυτό το όνοµα. 
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Παρακάτω φαίνεται ένα κύκλωµα αθροιστή διάδοσης κρατουµένου 8-bit, το οποίο µπορεί να 
δεχτεί σαν είσοδο είτε δύο δυαδικούς αριθµούς είτε έναν carry save αριθµό. Η έξοδός του 
είναι ένας δυαδικός αριθµός που αποτελείται από τα ψηφία {Cout,S7,S6,S5,S4,S3,S2,S1,S0}. 

!  

Σχήµα 2.4 Κύκλωµα αθροιστή διάδοσης κρατουµένου 

Το παραπάνω κύκλωµα µπορεί να λειτουργήσει και για δυαδικούς αριθµούς σε µορφή 
συµπληρώµατος του δύο, αν προστεθεί έλεγχος για τις περιπτώσεις υπερχείλισης, ή αν απλά 
αντιστραφούν τα ψηφία αρνητικής αξίας {Α7, Β7, Cout}. 

Αν και ο αθροιστής διάδοσης κρατουµένου έχει πολύ απλή δοµή και πολύ µικρή επιφάνεια, η 
διάδοση του κρατουµένου τον καθιστά απαγορευτικά αργό για τις περισσότερες εφαρµογές 
καθώς η καθυστέρηση (critical path) ενός Ν-bit αθροιστή είναι N επίπεδα πλήρων αθροιστών. 

!
2.3.2.2 Αθροιστής σωσίµατος κρατουµένου (Carry Save Adder) 

Ο αθροιστής σωσίµατος κρατουµένου (Carry Save Adder) λειτουργεί παρόµοια µε τον 
αθροιστή διάδοσης κρατουµένου, όµως δεν παράγει έναν δυαδικό αριθµό ως αποτέλεσµα, 
αντί αυτού διατηρεί το αποτέλεσµα σε µορφή Carry-Save όπως προκύπτει από τις επιµέρους 
αθροίσεις κάθε βαθµίδας. 

Η δοµή του αθροιστή σωσίµατος κρατουµένου είναι όµοια µε τον αθροιστή διάδοσης 
κρατουµένου, µε τη διαφορά ότι το κρατούµενο εξόδου (Cout) κάθε πλήρους αθροιστή δεν 
είναι είσοδος σε κάποιον άλλο, αλλά αποτελεί αποτέλεσµα στην συγκεκριµένη βαθµίδα, µαζί 
µε το αντίστοιχο Save ψηφίο. 

Παρακάτω φαίνεται ένα κύκλωµα αθροιστή σωσίµατος κρατουµένου 8-bit, το οποίο µπορεί 
να δεχτεί σαν είσοδο είτε τρείς δυαδικούς αριθµούς είτε ένα δυαδικό και έναν Carry-Save 
αριθµό. Η έξοδός του είναι ένας Carry-Save αριθµός που αποτελείται από τα ψηφία 

C = {C ́8, C ́7, C ́6, C ́5, C ́4, C ́3, C ́2, C ́1, C ́0} και S = {S7, S6, S5, S4, S3, S2, S1, S0}. 

Σχήµα 2.5 Κύκλωµα αθροιστή σωσίµατος κρατουµένου 

Οι σχέσεις που συνδέουν τις εισόδους και τις εξόδους του κυκλώματος πρόβλεψης 

κρατουμένου είναι οι εξής:

G = G2 + (G1 ∙ P2)

P = P1 ∙ P2

2.3.2 Αθροιστές

2.3.2.1 Αθροιστής διάδοσης κρατουμένου (Carry Propagate Adder)

Ο αθροιστής διάδοσης κρατουμένου (Carry Propagate Adder) πραγματοποιεί την πράξη της 

πρόσθεσης  με  βάση  τον  αλγόριθμο  που  ξέρουμε  για  την  πρόσθεση  δεκαδικών  αριθμών, 

δηλαδή προσθέτει δύο ψηφία ίσου βάρους και παράγει ένα ψηφίο ίσου βάρους, το οποίο είναι 

το άθροισμά τους, καθώς και ένα κρατούμενο με το αμέσως μεγαλύτερο βάρος.

Κυκλωματικά, αποτελείται από ένα δίκτυο πλήρων αθροιστών συνδεδεμένων σε σειρά. Κάθε 

πλήρης αθροιστής αντιστοιχεί σε μία βαθμίδα συγκεκριμένου βάρους. Το κρατούμενο εξόδου 

(Cout) του κάθε πλήρους αθροιστή συνδέεται με το κρατούμενο εισόδου (Cin) του πλήρους 

αθροιστή της επόμενης βαθμίδας, και το αποτέλεσμα της πράξης αποτελείται από τα  Save 

ψηφία όλων των πλήρων αθροιστών, καθώς και το κρατούμενο εξόδου της πιο σημαντικής 

βαθμίδας.

Με αυτόν τον τρόπο τα κρατούμενα διαδίδονται  μέσα στην δομή του αθροιστή από την 

χαμηλότερη μέχρι την υψηλότερη βαθμίδα, και αυτός είναι ο λόγος που ο αθροιστής πήρε 

αυτό το όνομα.

Παρακάτω φαίνεται ένα κύκλωμα αθροιστή διάδοσης κρατουμένου 8-bit, το οποίο μπορεί να 

δεχτεί σαν είσοδο είτε δύο δυαδικούς αριθμούς είτε έναν  carry save αριθμό. Η έξοδός του 

είναι ένας δυαδικός αριθμός που αποτελείται από τα ψηφία {Cout,S7,S6,S5,S4,S3,S2,S1,S0}.
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A7 B7

S6
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A6 B6

S5
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A5 B5

S4
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A4 B4

S3
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A3 B3

S2

FA

A2 B2

S1

FA

A1 B1

S0

FA

A0 B0

Cin

Cout
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Σχήμα 2.4  Κύκλωμα αθροιστή διάδοσης κρατουμένου

Το  παραπάνω  κύκλωμα  μπορεί  να  λειτουργήσει  και  για  δυαδικούς  αριθμούς  σε  μορφή 

συμπληρώματος του δύο, αν προστεθεί έλεγχος για τις περιπτώσεις υπερχείλισης, ή αν απλά 

αντιστραφούν τα ψηφία αρνητικής αξίας {Α7, Β7, Cout}.

Αν και ο αθροιστής διάδοσης κρατουμένου έχει πολύ απλή δομή και πολύ μικρή επιφάνεια, η 

διάδοση του κρατουμένου τον καθιστά απαγορευτικά αργό για τις περισσότερες εφαρμογές 

καθώς η καθυστέρηση (critical path) ενός Ν-bit αθροιστή είναι N επίπεδα πλήρων αθροιστών. 

2.3.2.2 Αθροιστής σωσίματος κρατουμένου (Carry Save Adder)

Ο  αθροιστής  σωσίματος  κρατουμένου  (Carry Save Adder)  λειτουργεί  παρόμοια  με  τον 

αθροιστή διάδοσης κρατουμένου, όμως δεν παράγει έναν δυαδικό αριθμό ως αποτέλεσμα, 

αντί αυτού διατηρεί το αποτέλεσμα σε μορφή Carry-Save όπως προκύπτει από τις επιμέρους 

αθροίσεις κάθε βαθμίδας.

Η  δομή  του  αθροιστή  σωσίματος  κρατουμένου  είναι  όμοια  με  τον  αθροιστή  διάδοσης 

κρατουμένου, με τη διαφορά ότι το κρατούμενο εξόδου (Cout) κάθε πλήρους αθροιστή δεν 

είναι είσοδος σε κάποιον άλλο, αλλά αποτελεί αποτέλεσμα στην συγκεκριμένη βαθμίδα, μαζί 

με το αντίστοιχο Save ψηφίο.

Παρακάτω φαίνεται ένα κύκλωμα αθροιστή σωσίματος κρατουμένου 8-bit, το οποίο μπορεί 

να δεχτεί σαν είσοδο είτε τρείς δυαδικούς αριθμούς είτε ένα δυαδικό και έναν  Carry-Save 

αριθμό. Η έξοδός του είναι ένας Carry-Save αριθμός που αποτελείται από τα ψηφία 

C = {C΄8, C΄7, C΄6, C΄5, C΄4, C΄3, C΄2, C΄1, C΄0} και S = {S7, S6, S5, S4, S3, S2, S1, S0}.
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A6 B6
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A5 B5
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C5

S4C’5

A4 B4
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C4

S3C’4

A3 B3

FA

C3

S2C’3

A2 B2

FA

C2

S1C’2

A1 B1

FA

C1

S0C’1

A0 B0

FA

C0

Cin

C’0

Σχήμα 2.5  Κύκλωμα αθροιστή σωσίματος κρατουμένου

Το  παραπάνω  κύκλωμα  μπορεί  να  λειτουργήσει  και  για  δυαδικούς  αριθμούς  σε  μορφή 

συμπληρώματος του δύο,  αν  αντιστραφούν τα ψηφία αρνητικής αξίας {Α7, Β7,  C7,  S7, 

C΄8}.

Η παραπάνω δομή εξηγεί και την ονομασία του πλήρους αθροιστή ως 3-2 συμπιεστή.

Ο αθροιστής σωσίματος κρατουμένου έχει απλή δομή και την ίδια επιφάνεια με τον αθροιστή 

διάδοσης κρατουμένου. Επίσης μπορεί να χειριστεί τρείς αντί για δύο δυαδικούς αριθμούς 
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Το παραπάνω κύκλωµα µπορεί να λειτουργήσει και για δυαδικούς αριθµούς σε µορφή 
συµπληρώµατος του δύο, αν αντιστραφούν τα ψηφία αρνητικής αξίας {Α7, Β7, C7, S7, C ́8}. 

Η παραπάνω δοµή εξηγεί και την ονοµασία του πλήρους αθροιστή ως 3-2 συµπιεστή. 

Ο αθροιστής σωσίµατος κρατουµένου έχει απλή δοµή και την ίδια επιφάνεια µε τον αθροιστή 
διάδοσης κρατουµένου. Επίσης µπορεί να χειριστεί τρείς αντί για δύο δυαδικούς αριθµούς 
ταυτόχρονα. Το µεγάλο πλεονέκτηµά του όµως είναι ότι η καθυστέρηση (critical path) ενός 
Ν-bit αθροιστή είναι µόνο 1 επίπεδο πλήρους αθροιστή. Το βασικό µειονέκτηµα του είναι ότι 
το αποτέλεσµα δεν βρίσκεται σε δυαδική µορφή, οπότε θα χρειαστεί περαιτέρω επεξεργασία. 

2.3.2.3 Αθροιστής πρόβλεψης κρατουµένου (Carry Look ahead Adder) 

Ο αθροιστής πρόβλεψης κρατουµένου (Carry Look ahead Adder) ακολουθεί µια διαφορετική 
φιλοσοφία άθροισης ώστε να αποφύγει την καθυστέρηση από την διάδοση κρατουµένου. 
Χρησιµοποιεί κυκλώµατα ηµιαθροιστών για την δηµιουργία των σηµάτων P και G, 
κυκλώµατα πρόβλεψης κρατουµένου (#) για την πρόβλεψη του τελικού κρατουµένου και ένα 
τελευταίο στάδιο που είναι η γεννήτρια του τελικού αθροίσµατος, η οποία στην 
απλοποιηµένη περίπτωση που δεν έχουµε κρατούµενο εισόδου, αποτελείται µόνο από Ν 
πύλες αποκλειστικού-ή (XOR), όπου Ν το πλήθος των ψηφίων του αθροιστή. 

Το κύκλωµα δηµιουργίας κρατουµένου, εκµεταλλεύεται την προσεταιριστικότητα του 
τελεστή # για να υπολογίσει παράλληλα τα τελικά κρατούµενα. Αυτό επιτυγχάνεται µε την 
διάταξη των κυκλωµάτων πρόβλεψης κρατουµένου σε µια δενδρική δοµή, και εποµένως την 
παραγωγή των τελικών αποτελεσµάτων µε καθυστέρηση logN κυκλωµάτων #. 

Παρακάτω φαίνεται ένα κύκλωµα αθροιστή πρόβλεψης κρατουµένου 8-bit χωρίς κρατούµενο 
εισόδου, το οποίο µπορεί να δεχτεί σαν είσοδο είτε δυο δυαδικούς αριθµούς είτε έναν Carry- 
Save αριθµό. Η έξοδός του είναι ένας δυαδικός αριθµός που αποτελείται από τα ψηφία 
{Cout,S7,S6,S5,S4,S3,S2,S1,S0}. 

!
!
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Σχήµα 2.6 Κύκλωµα αθροιστή πρόβλεψης κρατουµένου 

Το παραπάνω κύκλωµα µπορεί να λειτουργήσει και για δυαδικούς αριθµούς σε µορφή 
συµπληρώµατος του δύο, αν αντιστραφούν τα ψηφία αρνητικής αξίας {Α7, Β7, Cout}. 

O αθροιστής πρόβλεψης κρατουµένου έχει πιο πολύπλοκη δοµή, αλλά είναι πιο γρήγορος 
από τον αθροιστή διάδοσης κρατουµένου, καθώς αποφεύγει την διάδοση κρατουµένου και 
παράγει τα αποτελέσµατά του µε καθυστέρηση ενός HA συν logN κυκλωµάτων # συν µιας 
πύλης XOR. Το µειονέκτηµα του αθροιστή πρόβλεψης κρατουµένου είναι η επιφάνειά του, η 
οποία αυξάνει πολύ σε µεγάλα µήκη λέξης. Συγκεκριµένα, ο αριθµός των κυκλωµάτων 
πρόβλεψης κρατουµένου (#) που απαιτούνται είναι Ν*logN/2, όπου Ν το πλήθος των ψηφίων 
του αθροιστή. Σε γενικές γραµµές ωστόσο, το κέρδος σε ταχύτητα είναι πιο σηµαντικό από 
την επιβάρυνση σε επιφάνεια. 

!
2.3.3 Πολλαπλασιαστές 

Η πράξη του πολλαπλασιασµού στο δυαδικό σύστηµα εκτελείται ακριβώς όµοια µε το 
δεκαδικό. Επειδή όµως στο δυαδικό σύστηµα έχουµε µόνο δυο ψηφία {0,1}, ο 
πολλαπλασιασµός ενός N-bit αριθµού µπορεί να έχει µόνο δύο δυνατά αποτελέσµατα, είτε 
τον αριθµό αυτούσιο, είτε ένα µηδενικό µερικό γινόµενο. Ως εκ τούτου, η παραγωγή των 
µερικών γινοµένων γίνεται µε πύλες και (AND).  

!
!
!
Ο πολλαπλασιασµός δύο αριθµών Α και Β των πέντε bit φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 

# # # #

#

#

# # #

# # #

HA HA HA HA HA HA HA HA

A7 B7 A6 B6 A5 B5 A4 B4 A3 B3 A2 B2 A1 B1 A0 B0

P0P1P2P3P4P5P6P7 G0G1G2G3G4G5G6G7

0

S0S1S2S3S4S5S6S7Cout

P0P1P2P3P4P5P6P7

Σχήμα 2.6  Κύκλωμα αθροιστή πρόβλεψης κρατουμένου

Το  παραπάνω  κύκλωμα  μπορεί  να  λειτουργήσει  και  για  δυαδικούς  αριθμούς  σε  μορφή 

συμπληρώματος του δύο, αν  αντιστραφούν τα ψηφία αρνητικής αξίας {Α7, Β7, Cout}.

O αθροιστής πρόβλεψης κρατουμένου έχει πιο πολύπλοκη δομή, αλλά είναι πιο γρήγορος 

από τον αθροιστή διάδοσης κρατουμένου, καθώς αποφεύγει την διάδοση κρατουμένου και 

παράγει τα αποτελέσματά του με καθυστέρηση ενός HA συν logN κυκλωμάτων # συν μιας 

πύλης XOR. Το μειονέκτημα του αθροιστή πρόβλεψης κρατουμένου είναι η επιφάνειά του, η 

οποία  αυξάνει  πολύ  σε  μεγάλα  μήκη  λέξης.  Συγκεκριμένα,  ο  αριθμός  των  κυκλωμάτων 

πρόβλεψης κρατουμένου (#) που απαιτούνται είναι Ν*logN/2, όπου Ν το πλήθος των ψηφίων 

του αθροιστή. Σε γενικές γραμμές ωστόσο, το κέρδος σε ταχύτητα  είναι πιο σημαντικό από 

την επιβάρυνση σε επιφάνεια.

2.3.3 Πολλαπλασιαστές

Η  πράξη  του  πολλαπλασιασμού  στο  δυαδικό  σύστημα  εκτελείται  ακριβώς  όμοια  με  το 

δεκαδικό.  Επειδή  όμως  στο  δυαδικό  σύστημα  έχουμε  μόνο  δυο  ψηφία  {0,1},  ο 

πολλαπλασιασμός ενός  N-bit αριθμού μπορεί να έχει μόνο δύο δυνατά αποτελέσματα, είτε 

τον αριθμό αυτούσιο, είτε ένα μηδενικό μερικό γινόμενο. Ως εκ τούτου, η παραγωγή των 

μερικών γινομένων γίνεται με πύλες και (AND). 

Ο πολλαπλασιασμός δύο αριθμών Α και Β των πέντε bit φαίνεται στο παρακάτω σχήμα:
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Σχήµα 2.7 Πράξεις πολλαπλασιασµού 

2.3.3.1 Παράλληλοι πολλαπλασιαστές τύπου πίνακα (Array Multipliers) 

Η παραπάνω διαδικασία υποδεικνύει και µια βασική τοπολογία κυκλώµατος 
πολλαπλασιασµού. Συγκεκριµένα, παράγονται παράλληλα Ν µερικά γινόµενα, αποτελούµενα 
από Ν-bits το καθένα, και αθροίζονται τα ψηφία ίσου βάρους, κάνοντας χρήση ενός δικτύου 
Ν2 πλήρων αθροιστών σε µορφή πίνακα. 

Θα παρουσιάσουµε δύο βασικές τοπολογίες αυτής της οικογενείας, τον παράλληλο 
πολλαπλασιαστή µε διάδοση κρατουµένου και τον παράλληλο πολλαπλασιαστή µε σώσιµο 
κρατουµένου. Και οι δύο τοπολογίες κάνουν χρήση της ίδιας βασικής δοµικής µονάδας που 
αποτελείται, όπως προαναφέραµε, από µια πύλη AND, για την παραγωγή ενός ψηφίου ενός 
µερικού γινοµένου, και έναν πλήρη αθροιστή. Η δοµική αυτή µονάδα, παρουσιάζεται αµέσως 
παρακάτω. 

!

!  

!
Σχήµα 2.8 Κύκλωµα FA* 

!

Σχήμα 2.7  Πράξεις πολλαπλασιασμού

2.3.3.1 Παράλληλοι πολλαπλασιαστές τύπου πίνακα (Array Multipliers)

Η  παραπάνω  διαδικασία  υποδεικνύει  και  μια  βασική  τοπολογία  κυκλώματος 

πολλαπλασιασμού. Συγκεκριμένα, παράγονται παράλληλα Ν μερικά γινόμενα, αποτελούμενα 

από Ν-bits το καθένα, και αθροίζονται  τα ψηφία ίσου βάρους, κάνοντας χρήση ενός δικτύου 

Ν2 πλήρων αθροιστών σε μορφή πίνακα.

Θα  παρουσιάσουμε  δύο  βασικές  τοπολογίες  αυτής  της  οικογενείας,  τον  παράλληλο 

πολλαπλασιαστή με διάδοση κρατουμένου και τον παράλληλο πολλαπλασιαστή με σώσιμο 

κρατουμένου. Και οι δύο τοπολογίες κάνουν χρήση της ίδιας βασικής δομικής μονάδας που 

αποτελείται, όπως προαναφέραμε, από μια πύλη AND, για την παραγωγή ενός ψηφίου ενός 

μερικού γινομένου, και έναν πλήρη αθροιστή. Η δομική αυτή μονάδα, παρουσιάζεται αμέσως 

παρακάτω.

FA*

FA

Σχήμα 2.8  Κύκλωμα FA*
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Σχήμα 2.7  Πράξεις πολλαπλασιασμού

2.3.3.1 Παράλληλοι πολλαπλασιαστές τύπου πίνακα (Array Multipliers)

Η  παραπάνω  διαδικασία  υποδεικνύει  και  μια  βασική  τοπολογία  κυκλώματος 

πολλαπλασιασμού. Συγκεκριμένα, παράγονται παράλληλα Ν μερικά γινόμενα, αποτελούμενα 

από Ν-bits το καθένα, και αθροίζονται  τα ψηφία ίσου βάρους, κάνοντας χρήση ενός δικτύου 

Ν2 πλήρων αθροιστών σε μορφή πίνακα.

Θα  παρουσιάσουμε  δύο  βασικές  τοπολογίες  αυτής  της  οικογενείας,  τον  παράλληλο 

πολλαπλασιαστή με διάδοση κρατουμένου και τον παράλληλο πολλαπλασιαστή με σώσιμο 

κρατουμένου. Και οι δύο τοπολογίες κάνουν χρήση της ίδιας βασικής δομικής μονάδας που 

αποτελείται, όπως προαναφέραμε, από μια πύλη AND, για την παραγωγή ενός ψηφίου ενός 

μερικού γινομένου, και έναν πλήρη αθροιστή. Η δομική αυτή μονάδα, παρουσιάζεται αμέσως 

παρακάτω.

FA*

FA

Σχήμα 2.8  Κύκλωμα FA*
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Βασικό πλεονέκτηµα και των δύο αυτών σχηµάτων είναι πως η δοµή των πολλαπλασιαστών 
παραµένει κανονική και επίσης είναι αρκετά εύκολη η µετατροπή τους σε συνεχούς 
διοχέτευσης και συστολικούς. 

!
Α. Παράλληλος πολλαπλασιαστής µε διάδοση κρατουµένου 

Ο παράλληλος πολλαπλασιαστής µε διάδοση κρατουµένου, αποτελείται από αθροιστές 
διάδοσης κρατουµένου συνδεδεµένους σε σειρά (οι έξοδοι του ενός δηλαδή είναι είσοδοι του 
εποµένου) αλλά ο κάθε ένας από αυτούς είναι ολισθηµένος κατά µία θέση αριστερά, ως προς 
τον προηγούµενο. Αµέσως παρακάτω παρουσιάζεται ένας παράλληλος πολλαπλασιαστής µε 
διάδοση κρατουµένου, τεσσάρων bit. 

!  

Σχήµα 2.9 Κύκλωµα παράλληλου πολλαπλασιαστή µε διάδοση κρατουµένου 

!
Ο παράλληλος πολλαπλασιαστής µε διάδοση κρατουµένου τεσσάρων bit παράγει τα 
αποτελέσµατά του µε καθυστέρηση 10 FA*, όπως φαίνεται και από το παραπάνω σχήµα. 
Στην γενική περίπτωση, η επιφάνεια του πολλαπλασιαστή µε διάδοση κρατουµένου είναι Ν2 
FA* και η καθυστέρησή του είναι 3Ν-2 FA*, όπου Ν το µήκος λέξης των όρων Α και Β. 

!
Β. Παράλληλος πολλαπλασιαστής µε σώσιµο κρατουµένου 

Ο παράλληλος πολλαπλασιαστής µε σώσιµο κρατουµένου, αποτελείται από αθροιστές 
σωσίµατος κρατουµένου συνδεδεµένους σε σειρά (οι έξοδοι του ενός δηλαδή είναι είσοδοι 
του εποµένου) αλλά ο κάθε ένας από αυτούς είναι ολισθηµένος κατά µία θέση αριστερά, ως 

Βασικό πλεονέκτημα και των δύο αυτών σχημάτων είναι πως η δομή των πολλαπλασιαστών 

παραμένει  κανονική  και  επίσης  είναι  αρκετά  εύκολη  η  μετατροπή  τους  σε  συνεχούς 

διοχέτευσης και συστολικούς.

Α. Παράλληλος πολλαπλασιαστής με διάδοση κρατουμένου

Ο  παράλληλος  πολλαπλασιαστής  με  διάδοση  κρατουμένου,  αποτελείται  από  αθροιστές 

διάδοσης κρατουμένου συνδεδεμένους σε σειρά (η έξοδοι του ενός δηλαδή είναι είσοδοι του 

επομένου) αλλά ο κάθε ένας από αυτούς είναι ολισθημένος κατά μία θέση αριστερά, ως προς 

τον προηγούμενο. Αμέσως παρακάτω παρουσιάζεται ένας παράλληλος πολλαπλασιαστής με 

διάδοση κρατουμένου, τεσσάρων bit.
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Σχήμα 2.9  Κύκλωμα παράλληλου πολλαπλασιαστή με διάδοση κρατουμένου

Ο  παράλληλος  πολλαπλασιαστής  με  διάδοση  κρατουμένου  τεσσάρων  bit παράγει  τα 

αποτελέσματά του με καθυστέρηση 10  FA*, όπως φαίνεται  και από το παραπάνω σχήμα. 

Στην γενική περίπτωση, η επιφάνεια του πολλαπλασιαστή με διάδοση κρατουμένου είναι Ν2 

FA* και η καθυστέρησή του  είναι 3Ν-2 FA*, όπου Ν το μήκος λέξης των όρων Α και Β.

Β. Παράλληλος πολλαπλασιαστής με σώσιμο κρατουμένου 

Ο  παράλληλος  πολλαπλασιαστής  με  σώσιμο  κρατουμένου,  αποτελείται  από  αθροιστές 

σωσίματος κρατουμένου συνδεδεμένους σε σειρά (η έξοδοι του ενός δηλαδή είναι είσοδοι 
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προς τον προηγούµενο. Επειδή στο τελευταίο στάδιο της άθροισης το πιο σηµαντικό τµήµα 
του αποτελέσµατος είναι σε µορφή Carry-Save, πρέπει να ενσωµατώσουµε έναν επιπλέον 
αθροιστή διάδοσης κρατουµένου για να έχουµε το σωστό δυαδικό αποτέλεσµα. Αµέσως 
παρακάτω παρουσιάζεται ένας παράλληλος πολλαπλασιαστής µε σώσιµο κρατουµένου, 
τεσσάρων bit. 

 

Σχήµα 2.10 Κύκλωµα παράλληλου πολλαπλασιαστή µε σώσιµο κρατουµένου 

!
!
Ο παράλληλος πολλαπλασιαστής µε σώσιµο κρατουµένου τεσσάρων bit παράγει τα 
αποτελέσµατά του µε καθυστέρηση 4 FA* συν 2 FA συν 2 HA, όπως φαίνεται και από το 
παραπάνω σχήµα. Στην γενική περίπτωση, η επιφάνεια του πολλαπλασιαστή µε σώσιµο 
κρατουµένου είναι Ν2 FA* συν 2 HA συν N-2 FA και η καθυστέρησή του είναι Ν FA* συν 2 
HA συν N-2 FA, όπου Ν το µήκος λέξης των όρων Α και Β. 

Ο παράλληλος πολλαπλασιαστής µε σώσιµο κρατουµένου εποµένως, καταλαµβάνει ελαφρώς 
περισσότερη επιφάνεια από τον παράλληλο πολλαπλασιαστή µε διάδοση κρατουµένου, όµως 
είναι σηµαντικά ταχύτερος. 

!
!
!
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του επομένου) αλλά ο κάθε ένας από αυτούς είναι ολισθημένος κατά μία θέση αριστερά, ως 

προς τον προηγούμενο. Επειδή στο τελευταίο στάδιο της άθροισης το πιο σημαντικό τμήμα 

του αποτελέσματος είναι σε μορφή  Carry-Save, πρέπει να ενσωματώσουμε έναν επιπλέον 

αθροιστή  διάδοσης  κρατουμένου  για  να  έχουμε  το  σωστό  δυαδικό  αποτέλεσμα.  Αμέσως 

παρακάτω  παρουσιάζεται  ένας  παράλληλος  πολλαπλασιαστής  με  σώσιμο  κρατουμένου, 

τεσσάρων bit.
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Σχήμα 2.10  Κύκλωμα παράλληλου πολλαπλασιαστή με σώσιμο κρατουμένου

Ο  παράλληλος  πολλαπλασιαστής  με  σώσιμο  κρατουμένου  τεσσάρων  bit παράγει  τα 

αποτελέσματά του με καθυστέρηση 4  FA* συν 2  FA συν 2  HA, όπως φαίνεται και από το 

παραπάνω σχήμα.  Στην  γενική  περίπτωση,  η  επιφάνεια  του  πολλαπλασιαστή  με  σώσιμο 

κρατουμένου είναι Ν2 FA* συν 2 HA συν N-2 FA και η καθυστέρησή του  είναι Ν FA* συν 2 

HA συν N-2 FA, όπου Ν το μήκος λέξης των όρων Α και Β.

Ο παράλληλος πολλαπλασιαστής με σώσιμο κρατουμένου επομένως, καταλαμβάνει ελαφρώς 

περισσότερη επιφάνεια από τον παράλληλο πολλαπλασιαστή με διάδοση κρατουμένου, όμως 

είναι σημαντικά ταχύτερος.
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2.3.3.2 Σειριακός Παράλληλος Πολλαπλασιαστής (Serial Parallel Multiplier) 

Οι σειριακοί πολλαπλασιαστές είναι κυκλώµατα συνεχούς διοχέτευσης ή συστολικά, που 
προκύπτουν από το χρονικό «δίπλωµα» των αντίστοιχων παράλληλων πολλαπλασιαστών. Οι 
παράλληλοι πολλαπλασιαστές τύπου πίνακα µετατρέπονται εύκολα σε σειριακούς, λόγω της 
επαναληπτικής δοµής τους, και λόγω του ότι αποτελούνται από όµοια στοιχεία. 

Στην παράγραφο αυτή θα παρουσιάσουµε τον σειριακό-παράλληλο πολλαπλασιαστή, ο 
οποίος έχει όµοια λειτουργία µε ένα συστολικό κύκλωµα που προκύπτει από τον παράλληλο 
πολλαπλασιαστή µε σώσιµο κρατουµένου. 

Ο σειριακός παράλληλος πολλαπλασιαστής είναι ένα συστολικό κύκλωµα, δηλαδή 
υποστηρίζει την λογική της συνεχούς διοχέτευσης, ενώ ταυτόχρονα αποτελείται από 
πανοµοιότυπα στοιχεία. 

Η λογική που ακολουθεί, είναι παρόµοια µε αυτή του παράλληλου πολλαπλασιαστή 
σωσίµατος κρατουµένου, µόνο που χρησιµοποιεί ένα µόνο επίπεδο αθροιστών, οι οποίοι σε 
συνδυασµό µε ένα σύνολο καταχωρητών επιτελούν τις λειτουργίες της πρόσθεσης και της 
ολίσθησης, ώστε το τελικό αποτέλεσµα να είναι το ίδιο και στις δύο περιπτώσεις. 

Για το πολλαπλασιασµό δύο Ν-bit αριθµών Α και Χ ακολουθείται η εξής διαδικασία, τα 
ψηφία του Α εισέρχονται παράλληλα στο κύκλωµα άθροισης, ενώ τα ψηφία του Χ εισάγονται 
σειριακά, ένα σε κάθε κύκλο ρολογιού, ξεκινώντας από το λιγότερο σηµαντικό και 
καταλήγοντας στο περισσότερο σηµαντικό. Παράγεται ένα bit του αποτελέσµατος σε κάθε 
κύκλο ρολογιού, ξεκινώντας από το λιγότερο σηµαντικό. Αµέσως παρακάτω παρουσιάζεται 
ένας σειριακός παράλληλος πολλαπλασιαστής οκτώ bit. 

Σχήµα 2.11 Κύκλωµα σειριακού παράλληλου πολλαπλασιαστή 8 bit 

Ο σειριακός παράλληλος πολλαπλασιαστής παράγει τα αποτελέσµατά του µε συνολική 
καθυστέρηση Ν πύλες AND συν Ν FA συν Ν καταχωρητές, ενώ έχει συνολική επιφάνεια ίση 
µε Ν FA* συν Ν καταχωρητές, όπου Ν το µήκος λέξης του όρου Α. Είναι δηλαδή αρκετά πιο 
αργός από τον παράλληλο πολλαπλασιαστή σωσίµατος κρατουµένου, ωστόσο καταλαµβάνει 
σηµαντικά µικρότερη επιφάνεια. Επίσης, έχει την δυνατότητα να υποστηρίξει διάφορα µήκη 
λέξης για τον παράγοντα Χ. 

!
!
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2.3.3.2 Σειριακός Παράλληλος Πολλαπλασιαστής (Serial Parallel Multiplier)

Οι  σειριακοί  πολλαπλασιαστές  είναι  κυκλώματα συνεχούς  διοχέτευσης  ή συστολικά,  που 

προκύπτουν από το χρονικό «δίπλωμα» των αντίστοιχων παράλληλων πολλαπλασιαστών. Οι 

παράλληλοι πολλαπλασιαστές τύπου πίνακα μετατρέπονται εύκολα σε σειριακούς, λόγω της 

επαναληπτικής  δομής τους, και λόγω του ότι αποτελούνται από όμοια στοιχεία.

Στην  παράγραφο  αυτή  θα  παρουσιάσουμε  τον  σειριακό-παράλληλο  πολλαπλασιαστή,  ο 

οποίος έχει όμοια λειτουργία με ένα συστολικό κύκλωμα που προκύπτει από τον παράλληλο 

πολλαπλασιαστή με σώσιμο κρατουμένου.

Ο  σειριακός  παράλληλος  πολλαπλασιαστής  είναι  ένα  συστολικό  κύκλωμα,  δηλαδή 

υποστηρίζει  την  λογική  της  συνεχούς  διοχέτευσης,  ενώ  ταυτόχρονα  αποτελείται  από 

πανομοιότυπα στοιχεία. 

Η  λογική  που  ακολουθεί,  είναι  παρόμοια  με  αυτή  του  παράλληλου  πολλαπλασιαστή 

σωσίματος κρατουμένου, μόνο που χρησιμοποιεί ένα μόνο επίπεδο αθροιστών, οι οποίοι σε 

συνδυασμό με ένα σύνολο καταχωρητών επιτελούν τις λειτουργίες της πρόσθεσης και της 

ολίσθησης, ώστε το τελικό αποτέλεσμα να είναι το ίδιο και στις δύο περιπτώσεις.

Για το πολλαπλασιασμό δύο Ν-bit αριθμών Α και Χ ακολουθείται  η εξής διαδικασία,  τα 

ψηφία του Α εισέρχονται παράλληλα στο κύκλωμα άθροισης, ενώ τα ψηφία του Χ εισάγονται 

σειριακά,  ένα  σε  κάθε  κύκλο  ρολογιού,  ξεκινώντας  από  το  λιγότερο  σημαντικό  και 

καταλήγοντας στο περισσότερο σημαντικό. Παράγεται ένα  bit του αποτελέσματος σε κάθε 

κύκλο ρολογιού, ξεκινώντας από το λιγότερο σημαντικό. Αμέσως παρακάτω παρουσιάζεται 

ένας σειριακός παράλληλος πολλαπλασιαστής οκτώ bit.
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Σχήμα 2.11  Κύκλωμα σειριακού παράλληλου πολλαπλασιαστή 8 bit

Ο  σειριακός  παράλληλος  πολλαπλασιαστής  παράγει  τα  αποτελέσματά  του  με  συνολική 

καθυστέρηση Ν πύλες AND συν Ν FA συν Ν καταχωρητές, ενώ έχει συνολική επιφάνεια ίση 

με Ν FA* συν Ν καταχωρητές, όπου Ν το μήκος λέξης του όρου Α. Είναι δηλαδή αρκετά πιο 

αργός από τον παράλληλο πολλαπλασιαστή σωσίματος κρατουμένου, ωστόσο καταλαμβάνει 

σημαντικά μικρότερη επιφάνεια. Επίσης, έχει την δυνατότητα να υποστηρίξει διάφορα μήκη 

λέξης για τον παράγοντα Χ.
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2.3.3.3 Δενδρικοί πολλαπλασιαστές (Tree Multipliers) 

Οι δενδρικοί πολλαπλασιαστές χρησιµοποιούν µια διαφορετική φιλοσοφία άθροισης, 
στοχεύοντας στην παραγωγή κυκλωµάτων πολλαπλασιασµού µε την ελάχιστη καθυστέρηση. 
Η δηµιουργία των µερικών γινοµένων στους δενδρικούς πολλαπλασιαστές γίνεται 
ανεξάρτητα από το στάδιο της πρόσθεσης. Αφού παραχθούν όλα τα µερικά γινόµενα, 
οδηγούνται σε ένα δίκτυο FA και HA, από το οποίο παράγεται ένας αριθµός σε µορφή 
σωσίµατος - κρατουµένου. Στο τελικό στάδιο, µπορεί να χρησιµοποιηθεί ένας αθροιστής 
διάδοσης κρατουµένου ή πρόβλεψης κρατουµένου για να παραχθεί το τελικό αποτέλεσµα σε 
δυαδική µορφή. 

Θα παρουσιάσουµε δύο τύπους δενδρικών πολλαπλασιαστών, που χρησιµοποιούν 
διαφορετικό αλγόριθµο για την δηµιουργία του δέντρου συµπίεσης, τους πολλαπλασιαστές 
Wallace και τους πολλαπλασιαστές Dadda. 

Επειδή η δηµιουργία των µερικών γινοµένων γίνεται ανεξάρτητα από το στάδιο της 
δενδρικής συµπίεσης, είναι δυνατή η κωδικοποίηση του ενός από τους δύο αριθµούς ή και 
των δύο µε βάση κάποιο άλλο σύστηµα. Με αυτόν τον τρόπο µπορεί να µειωθεί ο αριθµός 
των µερικών γινοµένων έτσι ώστε να αυξηθεί η ταχύτητα του δενδρικού πολλαπλασιαστή. 

!
Α. Δενδρικός πολλαπλασιαστής Wallace 

Στόχος του δενδρικού συµπιεστή Wallace είναι να γίνει η συµπίεση των µερικών γινοµένων 
µετά από όσο το δυνατόν λιγότερα επίπεδα FA και HA και συνεπώς σε όσο το δυνατόν 
µικρότερο χρονικό διάστηµα. Για το σκοπό αυτό, σε κάθε επίπεδο, τα ψηφία ίδιου βάρους 
οµαδοποιούνται ανά τρία και εισέρχονται σαν είσοδοι σε έναν FA, εάν περισσέψουν δύο, τότε 
οµαδοποιούνται ανά δύο και εισέρχονται σαν είσοδοι σε έναν HA, ενώ εαν περισσέψει µόνο 
ένα, µεταφέρεται στο επόµενο επίπεδο. 

Αµέσως παρακάτω παρουσιάζεται το τµήµα συµπίεσης των µερικών γινοµένων ενός 8x8 bit 
πολλαπλασιαστή Wallace. Κάθε κουκκίδα συµβολίζει ένα bit του αντίστοιχου µερικού 
γινοµένου. Όπου υπάρχει οµαδοποίηση τριών bit, τα τρία αυτά bit εισέρχονται σαν είσοδοι σε 
έναν FA και όπου υπάρχει οµαδοποίηση δύο bit, τα δύο αυτά bit εισέρχονται σαν είσοδοι σε 
έναν ΗA. Προφανώς, κάθε FA και HA παράγουν ως αποτέλεσµα ένα bit ίδιου βάρους (Save) 
και ένα bit µε το αµέσως µεγαλύτερο βάρος (Carry). 
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Σχήµα 2.12 Wallace δενδρικός συµπιεστής 

!
Β. Δενδρικός πολλαπλασιαστής Dadda 

Ο δενδρικός συµπιεστής Dadda ακολουθεί µία ελαφρώς διαφορετική προσέγγιση στην 
συµπίεση των bit των µερικών γινοµένων. Στόχος του είναι να διατηρήσει σε κάθε βήµα τα 
bits που έχουν το ίδιο βάρος όσο το δυνατόν πλησιέστερα σε ένα πολλαπλάσιο του τρία, ώστε 
να χρησιµοποιήσει πιο «επιθετικά» τα κυκλώµατα των FA. Ως εκ τούτου, επιτυγχάνει 
µικρότερη επιφάνεια, καθώς χρησιµοποιεί πιο αποδοτικά την 3:2 συµπίεση που προσφέρει ο 
FA, έναντι της 2:2 που προσφέρει ο HA. Επιπλέον, νεώτερες µελέτες έδειξαν ότι επιτυγχάνει 
και µικρότερη καθυστέρηση έναντι του δενδρικού συµπιεστή Wallace. 

Αµέσως παρακάτω παρουσιάζεται το τµήµα συµπίεσης των µερικών γινοµένων ενός 8x8 bit 
πολλαπλασιαστή Dadda. Κάθε κουκκίδα συµβολίζει ένα bit του αντίστοιχου µερικού 
γινοµένου. Όπου υπάρχει οµαδοποίηση τριών bit, τα τρία αυτά bit εισέρχονται σαν είσοδοι σε 
έναν FA και όπου υπάρχει οµαδοποίηση δύο bit, τα δύο αυτά bit εισέρχονται σαν είσοδοι σε 
έναν ΗA. Προφανώς, κάθε FA και HA παράγουν ως αποτέλεσµα ένα bit ίδιου βάρους (Save) 
και ένα bit µε το αµέσως µεγαλύτερο βάρος (Carry). 

!
!
!
!
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Σχήμα 2.12  Wallace δενδρικός συμπιεστής

Β. Δενδρικός πολλαπλασιαστής Dadda

Ο  δενδρικός  συμπιεστής  Dadda ακολουθεί  μία  ελαφρώς  διαφορετική  προσέγγιση  στην 

συμπίεση των bit των μερικών γινομένων. Στόχος του είναι να διατηρήσει σε κάθε βήμα τα 

bits που έχουν το ίδιο βάρος όσο το δυνατόν πλησιέστερα σε ένα πολλαπλάσιο του τρία, ώστε 

να  χρησιμοποιήσει  πιο  «επιθετικά»  τα  κυκλώματα  των  FA.  Ως  εκ  τούτου,  επιτυγχάνει 

μικρότερη επιφάνεια, καθώς χρησιμοποιεί πιο αποδοτικά την 3:2 συμπίεση που προσφέρει ο 

FA, έναντι της 2:2 που προσφέρει ο HA. Επιπλέον, νεώτερες μελέτες έδειξαν ότι επιτυγχάνει 

και μικρότερη καθυστέρηση έναντι του δενδρικού συμπιεστή Wallace.

Αμέσως παρακάτω παρουσιάζεται το τμήμα συμπίεσης των μερικών γινομένων ενός 8x8 bit 

πολλαπλασιαστή  Dadda.  Κάθε  κουκκίδα  συμβολίζει  ένα  bit του  αντίστοιχου  μερικού 

γινομένου. Όπου υπάρχει ομαδοποίηση τριών bit, τα τρία αυτά bit εισέρχονται σαν είσοδοι σε 

έναν FA και όπου υπάρχει ομαδοποίηση δύο bit, τα δύο αυτά bit εισέρχονται σαν είσοδοι σε 

έναν ΗA. Προφανώς, κάθε FA και HA παράγουν ως αποτέλεσμα ένα bit ίδιου βάρους (Save) 

και ένα bit με το αμέσως μεγαλύτερο βάρος (Carry).
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Σχήµα 2.13 Dadda δενδρικός συµπιεστής 

!
Συνοψίζοντας, έχοντας δει τις βασικές µορφές πολλαπλασιαστών, συµπεραίνουµε ότι οι 
δενδρικοί πολλαπλασιαστές έχουν τα καλύτερα αποτελέσµατα στον τοµέα της ταχύτητας, οι 
πολλαπλασιαστές τύπου πίνακα προσφέρουν µια κανονική δοµή, η οποία µπορεί να οδηγήσει 
σε σειριακούς πολλαπλασιαστές, οι οποίοι έχουν σηµαντικά µικρότερη επιφάνεια και 
µπορούν να λειτουργήσουν σε µεγαλύτερες συχνότητες, λόγω του µικρότερου κρίσιµου 
µονοπατιού (critical path). 

!
!
!

�27

Σχήμα 2.13  Dadda δενδρικός συμπιεστής

Συνοψίζοντας,  έχοντας  δει  τις  βασικές  μορφές  πολλαπλασιαστών,  συμπεραίνουμε  ότι  οι 

δενδρικοί πολλαπλασιαστές έχουν τα καλύτερα αποτελέσματα στον τομέα της ταχύτητας, οι 

πολλαπλασιαστές τύπου πίνακα προσφέρουν μια κανονική δομή, η οποία μπορεί να οδηγήσει 

σε  σειριακούς  πολλαπλασιαστές,  οι  οποίοι  έχουν  σημαντικά  μικρότερη  επιφάνεια  και 

μπορούν  να  λειτουργήσουν  σε  μεγαλύτερες  συχνότητες,  λόγω  του  μικρότερου  κρίσιμου 

μονοπατιού (critical path).
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2.4. Μιγαδικός Πολλαπλασιαστής 

2.4.1 Συµβατικός αλγόριθµος για Μιγαδικό Πολλαπλασιασµό 

Η απ’ευθείας εφαρµογή ενός πολλαπλασιασµού δύο µιγαδικών αριθµών χρησιµοποιεί 
τέσσερις πολλαπλασιαστές: 

!

όπου R = AC - BD και I = AD + BC 

Ο συµβατικός αλγόριθµος για τον µιγαδικό πολλαπλασιασµό χρειάζεται τέσσερις 
πολλαπλασιασµούς και δύο προσθαφαιρέσεις για την παραγωγή του αποτελέσµατος. 

!
2.4.2 Αλγόριθµος του Gauss για Μιγαδικό Πολλαπλασιασµό 

Ο αλγόριθµος του Gauss για τον πολλαπλασιασµό δύο µιγαδικών αριθµών µειώνει τον 
αριθµό των απαραίτητων πολλαπλασιασµών σε τρεις, µέσα από αλγεβρικές πράξεις, µε 
κόστος τριών προσθέσεων.  

!
Έστω ο µιγαδικός πολλαπλασιασµός (A+jB)(C+jD) = R+jI, όπου R = AC-BD και  

I = AD+BC. Το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος µπορούν να παραχθούν ως εξής: 

!
!
 

!
!
!

b b b sign one two Booth: W

0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 1 0 +1

0 1 0 0 1 0 +1

0 1 1 0 0 1 +2

1 0 0 1 0 1 -2

1 0 1 1 1 0 -1

1 1 0 1 1 0 -1

1 1 1 1 0 0 0
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(A + jB) ⋅(C + jD) = R + jI

m0 = (C − D) ⋅B
m1 = (A − B) ⋅C
m2 = (A + B) ⋅D

R = m1 +m0

I = m2 +m0



3. Σχεδιασµός Κυκλώµατος  

Μιγαδικού Πολλαπλασιαστή 

Σε αυτό το κεφάλαιο περιγράφεται αναλυτικά η υλοποίηση των αλγορίθµων που 
εξετάστηκαν, µε έµφαση στα δοµικά στοιχεία που χρησιµοποιήθηκαν καθώς και στις  
παραλλαγές των υλοποιήσεων που εξετάσαµε. 

Αρχικά, παρουσιάζονται οι υλοποιήσεις του συµβατικού αλγόριθµου του µιγαδικού 
πολλαπλασιασµού µε χρήση της αριθµητικής σωσίµατος κρατουµένου (carry-save). 

Επίσης, παρουσιάζονται οι υλοποιήσεις του µιγαδικού πολλαπλασιαστή σύµφωνα µε  τον 
αλγόριθµο του Gauss µε χρήση δύο διαφορετικών recoders τελεστή πρόσθεσης-
πολλαπλασµού. 

Τέλος, παρουσιάζονται οι δύο διαφορετικοί αλγόριθµοι που θα εξετάσουµε για την 
υλοποίηση του µιγαδικού πολλαπλασιαστή, ο συµβατικός αλγόριθµος και ο αλγόριθµος του 
Gauss. 

3.1. Δοµικά στοιχεία 

Για την υλοποίηση του κυκλώµατος που υλοποιεί την πράξη του µιγαδικού 
πολλαπλασιασµού χρειαζόµαστε διάφορα υποκυκλώµατα που θα πραγµατοποιούν τις πράξεις 
των επιµέρους πολλαπλασιασµών, προσθέσεων και αφαιρέσεων. Στην συνέχεια 
παρουσιάζονται οι µονάδες που σχεδιάσαµε για την υλοποίηση των παραπάνω. 

!
Στο υπόλοιπο του κεφαλαίου χάρην ευκολίας θεωρούµε τον µιγαδικό πολλαπλασιασµό  

(A+jB)(C+jD) = R+jI  

όπου R = AC-BD και I = AD+BC. 

3.1.1 Μονάδα πολλαπλασιασµού Modified Booth 

Η µονάδα αυτή πραγµατοποιεί τον πολλαπλασιασµό ανάµεσα σε δύο αριθµούς σε µορφή 
συµπληρώµατος του 2, µε χρήση του αλγόριθµου Modified Booth. Η χρήση της 
κωδικοποίησης Modified Booth έχει θετικά αποτελέσµατα τόσο στην ταχύτητα λειτουργίας 
του πολλαπλασιαστή αλλά και στην µείωση της επιφάνειας που καταλαµβάνει. 

Στην συνέχεια του 3.1.1 θεωρούµε ότι έχουµε τον πολλαπλασιασµό δύο αριθµών a, b µήκους 
λέξης n bits.  
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3.1.1.1 Κύκλωµα κωδικοποίησης 

Το σχήµα κωδικοποίησης που θα χρησιµοποιήσουµε στον πολλαπλασιαστή προτάθηκε το 
2003 από τον Huang, ο οποίος µελέτησε διάφορα σχήµατα κωδικοποίησης Modified Booth, 
τα οποία προσοµοιώθηκαν µε την βιβλιοθήκη TSMC 180nm της Artisan.  

To σχήµα που εµφάνισε τα περισσότερα πλεονεκτήµατα, ιδίως ελάχιστη κατανάλωση, αλλά 
και ελάχιστη καθυστέρηση, όπως επίσης και τον ελάχιστο αριθµό σηµάτων κωδικοποίησης, 
φαίνεται αµέσως παρακάτω. 

!

Πίνακα 3.1 Πίνακας αληθείας σηµάτων κωδικοποίησης Modified Booth	



!
Ο παραπάνω πίνακας δείχνει τις πράξεις που πρέπει να εκτελεστούν σε κάθε περίπτωση. Ο 
πολλαπλασιασµός µε το 0 ή µε το -0 παράγει ένα µηδενικό µερικό γινόµενο, ο 
πολλαπλασιασµός µε το +1 παράγει ένα µερικό γινόµενο ίσο µε τον παράλληλο όρο ενώ µε 
το -1 το συµπλήρωµα ως προς δύο του παράλληλου όρου, και τέλος ο πολλαπλασιασµός µε 
το +2 ολισθαίνει κατά µια θέση αριστερά τον παράλληλο όρο ενώ µε το -2 παράγει το 
συµπλήρωµα ως προς δύο του ολισθηµένου όρου. Υπενθυµίζουµε ότι για τον υπολογισµό του 
συµπληρώµατος ως προς δύο ενός αριθµού πρέπει να αντιστρέψουµε όλα τα ψηφία του, και 
κατόπιν να τους προσθέσουµε µια µονάδα. Η επιπλέον αυτή µονάδα, είναι ένα επιπλέον 
σήµα, απαραίτητο για την µετατροπή σε µορφή συµπληρώµατος του δύο, οποίο έχει την τιµή 
signi. 

!
Για την κωδικοποίηση σε Modified Booth ενός αριθµού b µήκους λέξης n σε µορφή 
συµπλήρωµα ως προς 2, η υλοποίηση της παραπάνω κωδικοποίησης προκύπτει από τις 
παρακάτω εξισώσεις: 

b b b sign one two Modified 
Booth: W

0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 1 0 +1

0 1 0 0 1 0 +1

0 1 1 0 0 1 +2

1 0 0 1 0 1 -2

1 0 1 1 1 0 -1

1 1 0 1 1 0 -1

1 1 1 1 0 0 0
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!  

όπου: one0 = b0, two0 = b1 + b0’, sign0 = b1 και i = [0, 1, …, n]. 

Με την παραπάνω κωδικοποίηση υπολογίζονται τα γινόµενα AC, AD και BC. Για τον 
υπολογισµό του γινοµένου BD χρησιµοποιούµε ένα ξεχωριστό υποκύκλωµα.  

!
Η έξοδος του πολλαπλασιαστή κατά Modified Booth είναι σε µορφή Carry-Save. Στην 
συνέχεια προσθέτουµε τα γινόµενα που προκύπτουν από την έξοδο του πολλαπλασιαστή µε 
δύο δένδρα Wallace τα οποία συµπιέζουν τα τέσσερα παραχθέντα γινόµενα σε δύο αριθµούς 
σε µορφή Carry-Save. Έτσι για να υπολογίσουµε το πραγµατικό µέρος του µιγαδικού 
αριθµού, R = AC-BD, το γινόµενο BD υπολογίζεται µε αντίθετο πρόσηµο απευθείας. Για να 
το επιτύχουµε αυτό αντιστρέφουµε τον τρόπο υπολογισµού του σήµατος signi, δηλαδή πλέον 

είναι ! . Με αυτόν τον τρόπο επωφελούµαστε από την χρήση του δένδρου 

Wallace µε µηδενικό επιπλέον κόστος στο design. 

3.1.1.2 Κύκλωµα δηµιουργίας µερικών γινοµένων 

Το βέλτιστο κύκλωµα δηµιουργίας των µερικών γινοµένων µε βάση την παραπάνω 
κωδικοποίηση προκύπτει από τις παρακάτω εξισώσεις. 

To λιγότερο σηµαντικό bit του µερικού γινοµένου υπολογίζεται ως εξής: 

!
!
Η γενική εξίσωση υπολογισµού του µερικού γινοµένου είναι: 

!
!
Τέλος το πιο σηµαντικό bit του µερικού γινοµένου είναι: 

!
!
Για την άθροιση των επιµέρους µερικών γινοµένων κάνουµε χρήση ενός δένδρου Wallace. 
Για να γίνει αυτό πρέπει να συγκεντρώσουµε σε ένα διάνυσµα όλα τα µερικά γινόµενα 
λαµβάνοντας υπόψιν τα µηδενικά που πρέπει να προσθέσουµε πριν από κάθε µερικό γινόµενο 
ανάλογα µε την βαθµίδα στην οποία βρίσκονται στον πολλαπλασιασµό, µαζί µε τα 
κρατούµενα και τους διορθωτικούς όρους. Στην συνέχεια θα εξετάσουµε έναν 
πολλαπλασιασµό 8x8 bits για να καταλήξουµε στην γενική περίπτωση ενός 
πολλαπλασιασµού nxn bits. 

onei = b2i ⊕b2i−1
twoi = (b2i+1 '⋅b2i ⋅b2i−1)+ (b2i+1 ⋅b2i '⋅b2i−1 ')
signi = b2i+1

signi = b2i+1 '
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pp_out0 = ((a0 ⊕ sign) ⋅one)+ (sign ⋅ two)

pp_outi = ((ai ⊕ sign) ⋅one)+ ((ai−1⊕ sign) ⋅ two)

pp_outn = (((an−1⊕ sign) ⋅one)+ ((an−1⊕ sign) ⋅ two))'



Τα µερικά γινόµενα, τα κρατούµενα και οι διορθωτικές µονάδες παρουσιάζονται στο σχήµα 
3.1 στην σωστή διάταξη που πρέπει να προστεθούν. 

Σχήµα 3.1 Μερικά γινόµενα διορθωτικοί όροι και κρατούµενα 

!
Οι λευκές κουκκίδες παριστάνουν τα bits των µερικών γινοµένων, οι µαύρες κουκκίδες τους 
όρους που πρέπει να προστεθούν για την µετατροπή κάθε µερικού γινοµένου σε µορφή 
συµπληρώµατος του δύο, και οι οποίοι προφανώς ισούνται µε ένα αν το αντίστοιχο µερικό 
γινόµενο προκύπτει από αντιστροφή του παράλληλου όρου, και οι σκιασµένες κουκκίδες 
παριστάνουν τα bits της επέκτασης προσήµου. Τα ψηφία της επέκτασης προσήµου πρέπει να 
καλύψουν µέχρι και τη βαθµίδα βάρους 15, καθώς το αποτέλεσµα ενός 8bit x 8bit 
πολλαπλασιασµού έχει 16 ψηφία στα βάρη 15 – 0. Τα ψηφία αυτά λαµβάνουν την τιµή του 
προσήµου του αντίστοιχου µερικού γινοµένου. 

!
Όσων αφορά τους διορθωτικούς όρους εργαζόµαστε ως εξής. Για να έχουµε σωστό 
αποτέλεσµα, έχοντας κάνει την επέκταση προσήµου του MSB κάθε µερικού γινοµένου µέχρι 
την δύναµη 215 , ο διορθωτικός όρος περιλαµβάνει το άθροισµα όλων των sign-extension bits, 
ct, και αναλύτεται ως εξής: 

!
!
!
Για την περαιτέρω ανάλυση της παραπάνω εξίσωσης, χρησιµοποιούµε τις δύο παρακάτω 
ισότητες: 

                 

                και  

!
Έτσι η εξίσωση που δίνει το ολικό άθροισµα ct, γράφεται: 

!
!
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Σχήμα 3.6  Μερικά γινόμενα και διορθωτικοί όροι για πολλαπλασιασμό 8x8bit

Οι λευκές κουκκίδες παριστάνουν τα bits των μερικών γινομένων, οι μαύρες κουκκίδες τους 

όρους  που  πρέπει  να  προστεθούν  για  την  μετατροπή κάθε  μερικού  γινομένου  σε  μορφή 

συμπληρώματος του δύο, και οι οποίοι προφανώς ισούνται με ένα αν το αντίστοιχο μερικό 

γινόμενο προκύπτει  από αντιστροφή του παράλληλου όρου,  και  οι  σκιασμένες  κουκκίδες 

παριστάνουν τα bits της επέκτασης προσήμου. Τα ψηφία της επέκτασης προσήμου πρέπει να 

καλύψουν  μέχρι  και  τη  βαθμίδα  βάρους  15,  καθώς  το  αποτέλεσμα  ενός  8bit x 8bit 

πολλαπλασιασμού έχει 16 ψηφία στα βάρη 15 – 0. Τα ψηφία αυτά λαμβάνουν την τιμή του 

προσήμου του αντίστοιχου μερικού γινομένου.

Η  παραπάνω  μορφή,  παρόλο  που  είναι  κατάλληλη  για  υλοποίηση  σε  μια  παράλληλη 

τοπολογία  πολλαπλασιαστή,  είτε  δενδρικού  είτε  και  πίνακα,  δεν  προσφέρεται  για  ένα 

κύκλωμα συνεχούς διοχέτευσης. Επίσης, είναι μη αποδοτική, καθώς χρησιμοποιεί ένα μεγάλο 

μέρος του υλικού ώστε να υπολογίσει και να προσθέσει έναν αριθμό από άσσους ή μηδενικά 

τα  οποία  θα  μπορούσαν  να  υπολογιστούν  εκ  των  προτέρων,  αφού  λαμβάνουν  λίγες 

προκαθορισμένες  μορφές.  Ένας  τέτοιος  τρόπος  υπολογισμού  των  ψηφίων  επέκτασης 

προσήμου αναλύεται αμέσως παρακάτω:

Στην περίπτωσή μας έχουμε τέσσερεις όρους, ο καθένας από τους οποίους λαμβάνει την τιμή 

του προσήμου για τα βάρη ως το 15. Αυτή η σχέση γράφεται αναλυτικά:

∑∑
+==

⋅=
15

28

3

0

2
ki

i

k

ksct

Στην γενική περίπτωση, η παραπάνω σχέση γίνεται:

∑∑
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Όπου Ν το μήκος της λέξης.
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ct = sk
k=0

3
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k=0
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3
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2q
q= j

k

∑ = 2k+1 − 2 j−sk = sk −1

ct = sk2
8+2k

k=0

3

∑ − {214 + 212 + 210 + 28}



Η τελική σχέση των διορθωτικών όρων βρίσκεται από την παρακάτω σχέση: 

!
!
!
Τέλος, µπορούµε να καταλήξουµε στην γενική περίπτωση για τον πολλαπλασιασµό nxn bits: 

  

!
!
3.1.2 Προτεινόµενος Επανακωδικοποιητής Πρόσθεσης-Πολλαπλασιασµού  

Πρόσφατες µελέτες στο τοµέα της βελτιστοποίησης αριθµητικών κυκλωµάτων έχουν δείξει 
ότι ο σχεδιασµός των κυκλωµάτων που µοιράζονται δεδοµένα, µε έναν συνδυαστικό τρόπο 
µπορεί να οδηγήσει σε σηµαντικές βελτιώσεις στην απόδοση του συνολικού κυκλώµατος. 
Βασιζόµενοι σε αυτό το συµπέρασµα χρησιµοποιούµε µια µονάδα που υπολογίζει το 
άθροισµα δύο αριθµών και στην συνέχεια κωδικοποιεί απευθείας το αποτέλεσµα σε µορφή 
Modified Booth, πράγµα που µας διευκολύνει πολύ για την υλοποίηση του Μιγαδικού 
Πολλαπλασιαστή µε τον αλγόριθµο του Gauss. 

!
Το σχήµα επανακωδικοποίησης είναι σχεδιασµένο να µπορεί να τροποποιηθεί εύκολα για να 
χρησιµοποιηθεί είτε για προσηµασµένους αριθµούς, σε µορφή συµπληρώµατος ως προς 2, 
είτε για µη προσηµασµένους αριθµούς µε κριτήριο αν είναι αριθµοί ζυγού ή άρτιου αριθµού 
bits. Στην παρούσα εργασία εξετάζουµε σχήµατα µε µήκος λέξης άρτιου αριθµού.  

!
Στην συνέχεια θα εξετάσουµε δύο παραλλαγές αυτής της υλοποιήσης, την υλοποίηση 
Πρόσθεσης-Πολλαπλασιασµού και την υλοποίηση Αφαίρεσης-Πολλαπλασιασµού.   

!
!
!
!
!
!
!
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ct = sk2
8+2k

k=0

3

∑ = 215 + 213 + 211 + 29 + 28

ct = sk ⋅2
n+2k + {22n−1 + ...+ 2n+3 + 2n+1 + 2n}

k=0

n/2

∑



3.1.2.1 Προτεινόµενο Σχήµα επανακωδικοποίησης Πρόσθεσης-Πολλαπλασιασµού 

Η πράξη που θα πραγµατοποιήσουµε είναι το Z = X ! (A+B). Η συµβατική υλοποίηση µιας 
µονάδας Πρόσθεσης-Πολλαπλασιασµού απαιτεί την οδήγηση δύο εισόδων, Α και Β, σε ένα 
αθροιστή και στην συνέχεια η οδήγηση της εισόδου Χ και της εξόδου του αθροιστή σε έναν 
πολλαπλασιαστή για να υπολογιστεί το Ζ. 

Το µειονέκτηµα της χρήσης ενός αθροιστή είναι ότι µας εισάγει µια σηµαντική καθυστέρηση 
στο κρίσιµο µονοπάτι. Επειδή υπάρχουν κρατούµενα που πρέπει να διαδωθούν στο 
εσωτερικό του αθροιστή, το κρίσιµο µονοπάτι εξαρτάται από το µήκος λέξης των εισόδων. 
Για να µειώσουµε αυτή την καθυστέρηση µπορεί να χρησιµοποιηθεί ένας Αθροιστής 
Πρόβλεψης Κρατουµένου (Carry Look ahead Adder) όµως αυξάνεται σηµαντικά η επιφάνεια 
που καταλαµβάνει το κύκλωµα καθώς και η ενέργεια που καταναλώνει. Μια βελτιωµένη 
υλοποίηση αυτής της µονάδας  βασίζεται στην συγχώνευση του αθροιστή µε την µονάδα 
κωδικοποίησης σε Modified Booth σε µια κοινή µονάδα, όπου το αποτέλεσµα του 
αθροίσµατος Α+Β επανακωδικοποιείται απευθείας στην Modified Booth µορφή. Η 
συγχωνευµένη µονάδα Πρόσθεσης-Πολλαπλασιασµού περιέχει µόνο έναν αθροιστή, στο 
τελικό στάδιο του παράλληλου πολλαπλασιαστή που χρησιµοποιούµε. Βέβαια, στα σχήµατα 
που έχουµε υλοποιήσει έχουµε αφαιρέσει τον τελικό αθροιστή και χρησιµοποιούµε την έξοδο 
του πολλαπλασιαστή σε µορφή σωσίµατος κρατουµένου, αλλά οι υλοποιήσεις πιο 
συγκεκριµένα παρουσιάζονται και στην συνέχεια. Σαν αποτέλεσµα έχουµε σηµαντική 
οικονοµία τόσο στην επιφάνεια που καταλαµβάνει το κύκλωµά µας καθώς και στην 
κατανάλωση.  

Στην τεχνική επανακωδικοποίησης Αθροίσµατος σε Modified Booth, το άθροισµα δύο 
συνεχόµενων bits της εισόδου Α(a2j, a2j+1) µε τα δύο συνεχόµενα bits της εισόδου B(b2j, b2j+1) 
κωδικοποιούνται σε ένα Modified Booth ψηφίο yjMB. Όπως γνωρίζουµε για τον σχηµατισµό 
ενός Modified Booth ψηφίου χρειαζόµαστε τρία bits. Το πιο σηµαντικό bit από αυτά είναι 
αρνητικής αξίας και τα δύο λιγότερα σηµαντικά bits έχουν θετική αξία. Συνεπώς, για τον 
σχηµατισµό των δύο προαναφερθέντων ζευγαριών bits σε Modified Booth µορφή πρέπει να 
χρησιµοποιήσουµε αριθµητική προσηµασµένων ψηφίων. Για αυτόν τον σκοπό αναπτύχθηκαν 
προσηµασµένοι ηµιαθροιστές και πλήρεις αθροιστές, σε επίπεδο bit, ανάλογα µε το πρόσηµο 
που θέλουµε για τα bits εισόδου και εξόδου. Στην παρούσα διπλωµατική εργασία 
εργαστήκαµε µε προσηµασµένους πλήρεις αθροιστές για λόγους απλότητας. 

Συγκεκριµένα, χρησιµοποιήσαµε έναν συµβατικό πλήρη αθροιστή και ένα προσηµασµένο 
πλήρη αθροιστή, όπου για όλους ευκολίας θα ονοµάσουµε FA*. Στην συνέχεια παραθέτουµε 
στο σχήµα 3.2 τον αθροιστή FA* µε την αξία των ψηφίων του, καθώς και τις εξισώσεις που 
τον χαρακτηρίζουν. 

⋅
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!
!
!
!
!
!

Σχήµα 3.2 Προσηµασµένος πλήρης αθροιστής FA* 

Στον παρακάτω πίνακα αληθείας παρουσιάζεται η λειτουργία του. 

!  

Πίνακας 3.2 Πίνακας αληθείας FA* 

Θεωρούµε ότι τα p,q και ci είναι οι είσοδοι σε δυαδικό και τα co, s είναι το κρατούµενο 

εξόδου και το άθροισµα αντίστοιχα, ο FA* υλοποιεί την πράξη: 

!
όπου τα bits s και q είναι αρνητικά προσηµασµένα. 

!
Έτσι βλέπουµε ότι οι τιµές εξόδου της µονάδας FA* είναι {-1, 0, +1, +2}. 

Inputs Output 
Value

Outputs

p(+) q(-) ci co s(-)

0 0 0 0 0 0

0 0 1 +1 1 1

0 1 0 -1 0 1

0 1 1 0 0 0

1 0 0 +1 1 1

1 0 1 +2 1 0

1 1 0 0 0 0

1 1 1 +1 1 1

1OutputValue = 2 ⋅co − s = p − q + ci
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Fig. 5. Boolean equations and schematics for signed (a) FA* and (b) FA**.

the conventional FA. Assuming that , and are the binary
inputs and , are the output carry and sum respectively, FA*
implements the relation where the bits
and are considered negatively signed (Table V, Fig. 5(a)).

Table V (truth table of FA*) shows that the output values of
FA* are . In the case of FA**, the two inputs
, are negatively signed and FA** implements the relation

(Table VI, Fig. 5(b)). The output
values become . As shown in Fig. 5, the signed
FAs are implemented using the conventional FA with the
negative inputs and outputs inverted.

B. Proposed S-MB Recoding Techniques
We use both conventional and signed HAs and FAs of

Section III.A in order to design and explore three new alterna-
tive schemes of the S-MB recoding technique. Each of the three
schemes can be easily applied in either signed (2’s complement
representation) or unsigned numbers which consist of odd or
even number of bits.
In all schemes we consider that both inputs and are in

2’s complement form and consist of bits in case of even or
bits in case of odd bit-width. Targeting to transform the

sum of and in its MB representation, we
consider the bits , and , as the inputs of the
recoding cell in order to get at its output the three bits that we
need to form the MB digit y according to (2).
1) S-MB1 Recoding Scheme: The first scheme of the pro-

posed recoding technique is referred as S-MB1 and is illustrated
in detail in Fig. 6 for both even (Fig. 6(a)) and odd (Fig. 6(b))
bit-width of input numbers. As can be seen in Fig. 6, the sum of
and is given by the next relation:

(8)

The encoding of the MB digits , , of (8) is
based on the analysis of Section II.B (see (2)).
Both bits and are extracted from the recoding

cell of Fig. 6. A conventional FA with inputs , and
produces the carry

Fig. 6. S-MB1 recoding scheme for (a) even and (b) odd number of bits.

TABLE II
HA* BASIC OPERATION.

and the sum . As the bit needs
to be negatively signed, we use a FA* (Table V, Fig. 5(a)) with
inputs ( ) and , which produces the carry

and the sum ( ):

(9)

Note that, based on equation ,
is driven to the FA* as negatively signed while it is also used
with positive sign as an input carry of the subsequent recoding
cell. We consider the initial values and .
When we form the most significant digit (MSD) of the S-MB1

recoding scheme, we distinguish two cases: In the first case, the
bit-width of and is even (Fig. 6(a)), while in the second
case, both and comprise of odd number of bits (Fig. 6(b)).
In the first case, the MSD is a signed digit and is given
by the next algebraic equation:

(10)

In the second case, the MSD is a MB digit that is formed
based on , and . The carry ( ) and the sum

are produced by a FA** with inputs ( ), ( ) and
(Table VI, Fig. 5(b)).

The critical path delay of S-MB1 recoding scheme (Fig. 6)
is constant in respect to the input bit-width and is given by the
equation:

(11)

2 ⋅co − s = p − q + ci



Για την υλοποίηση µας θεωρούµε ότι και οι δύο είσοδοι, Α και Β, είναι σε µορφή 
συµπληρώµατος ως προς 2 και έχουν µήκος λέξης 2k bits, στην γενική περίπτωση. Σκοπός 
µας είναι να µετατρέψουµε το άθροισµα των Α και Β, σε µορφή Modified Booth, έτσι 
θεωρούµε τα bits a2j, a2j+1, και b2j, b2j+1 ως εισόδους του j κελιού επανακωδικοποίησης µε 
σκοπό να πάρουµε σαν έξοδο τα 3 bits που χρειαζόµαστε για να σχηµατίσουµε το Modified 
Booth ψηφίο yjMB. 

Στο σχήµα που υλοποιήσαµε ακολουθούµε την τεχνική κωδικοποίησης που φαίνεται στο 
παρακάτω σχήµα: 

Σχήµα 3.3 Επανακωδικοποιητής Αθροίσµατος-Πολλαπλασιασµού  

(Sum to MB) 

Όπως φαίνεται και στο παραπάνω σχήµα, το άθροισµα των Α και Β δίνεται από την 
παρακάτω σχέση: 

!  

όπου: !  

Η κωδικοποίηση των Modified Booth ψηφίων ! , ! , της παραπάνω σχέσης 

πραγµατοποιήται όπως περιγράψαµε στο 3.1.1.1. 

Και τα δύο ψηφία s2j+1 και s2j παράγονται από το j κελί επανακωδικοποίησης, όπως φαίνεται 
στο σχήµα 3.3. Ένας συµβατικός πλήρης αθροιστής µε εισόδους α2j, b2j και b2j-1 παράγει το 
κρατούµενο c2j+1 και το άθροισµα s2j, όπου: 

!  και !  

Y = A + B = yk ⋅2
2k + yj

MB ⋅22 j
j=0

k−1

∑

yj
MB = −2s2 j+1 + s2 j + c2 j

yj
MB 0 ≤ j ≤ k −1

c2 j+1 = (a2 j ∧ b2 j )∨ (b2 j−1 ∧ (a2 j ∨ b2 j−1) ) s2 j = a2 j ⊕b2 j ⊕b2 j−1
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Όσων αφορά το bit s2j+1 χρειάζεται να είναι αρνητικά προσηµασµένο, έτσι χρησιµοποιούµε 
έναν FA* µε εισόδους a2j+1, b2j+1(-) και c2j+1, που παράγει το κρατούµενο c2j+2 και το 
άθροισµα s2j+1(-): 

!
O  

!
Επίσης όπως φαίνεται και στο σχήµα 3.3 στην είσοδο του πρώτου κελιού 
επανακωδικοποίησης αρχικοποιούµε τα b-1= 0 και co = 0. 

Όσων αφορά το πιο σηµαντικό ψηφίο του επανακωδικοποιητή !  είναι προσηµασµένο 

ψηφίο που δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

!
!  

Η καθυστέρηση του κρίσιµου µονοπατιού του επανακωδικοποιητή είναι σταθερή και 
ανεξάρτητη του µήκους λέξης της εισόδου και δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

!  

!
όπου !  είναι η καθυστέρηση για τον υπολογισµό του κρατουµένου εξόδου ενός 

συµβατικού πλήρους αθροιστή και !  είναι η καθυστέρηση για τον σχηµατισµό του 

αθροίσµατος του προσηµασµένου FA*. 

!

c2 j+2 = (a2 j+1 ∧ b2 j+1)∨ (c2 j+1 ∧ (a2 j+1 ∨ b2 j+1))
s2 j+1 = a2 j+1⊕b2 j+1⊕ c2 j+1

yk
SD

yk
SD = −a2k−1 + c2k

TS−MB = TFA,carry +TFA*,sum

TFA,carry
TFA*,sum

�37



3.1.2.2 Προτεινόµενο Σχήµα επανακωδικοποίησης Διαφοράς-Πολλαπλασιασµού 

Μια παραλλαγή της παραπάνω µονάδας είναι ο επανακωδικοποιητής Διαφοράς-
Πολλαπλασιασµού που κάνει την πράξη Z = X ! (A-B). Με κάποιες αλλαγές στις δύο δοµικές 
µονάδες µετατρέπουµε το παραπάνω κύκλωµα επανακωδικοποίησης από Πρόσθεσης-
Πολλαπλασιασµού σε Διαφοράς-Πολλαπλασιασµού. 

Αυτό το επιτυγχάνουµε µε την χρήση των δύο παρακάτω µονάδων, έστω FA’ και FA’’, που 
είναι προσηµασµένοι πλήρεις αθροιστές που υλοποιούν την αφαίρεση για την απευθείας 
κωδικοποίηση σε Modified Booth .Στην συνέχεια παραθέτουµε στο σχήµα 3.4(α) τον 
αθροιστή FA’ και στο 3.4(b) τον αθροιστή FA’’ µε την αξία των ψηφίων τους: 

                                           FA’        FA’’ 

!            !  

                        !        !  

                                         (α)                                            (b) 

Σχήµα 3.4 Προσηµασµένοι πλήρης αθροιστές (α) FA’ και (b) FA’’ 

O  

Πίνακας 3.3 Πίνακας αληθείας FA’  

⋅

co = ((p∨ q)∧ ci )∨ (p∧ q)
s = p⊕ q⊕ ci

co = ((p∨ q)∧ ci )∨ (p∧ q)
s = p⊕ q⊕ ci

Inputs Output 
Value

Outputs

p(-) q(+) ci co s(+)

0 0 0 0 0 0

0 0 1 -1 1 1

0 1 0 -1 1 1

0 1 1 -2 1 0

1 0 0 +1 0 1

1 0 1 0 0 0

1 1 0 0 0 0

1 1 1 -1 1 1

2OutputValue = −2 ⋅co + s = − p + q + ci
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Και στην συνέχεια ο πίνακας του FA’’: 

FA’’ 

!
!

Πίνακας 3.4 Πίνακας αληθείας FA’’ 

Στο σχήµα που υλοποιήσαµε ακολουθούµε την τεχνική κωδικοποίησης που φαίνεται στο 
παρακάτω σχήµα:

!  

Σχήµα 3.5 Επανακωδικοποιητής Διαφοράς-Πολλαπλασιασµού  

(Difference to MB) 

!
!

Inputs Output 
Value

Outputs

p(-) q(+) ci co s(-)

0 0 0 0 0 0

0 0 1 -1 0 1

0 1 0 +1 1 1

0 1 1 0 0 0

1 0 0 +1 1 1

1 0 1 0 0 0

1 1 0 +2 1 0

1 1 1 +1 1 1
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3.1.3 Επανακωδικοποιητής σε Modified Booth αριθµού δυαδικής πλεονασµατικής 

µορφής των Wei, Du και Chen 

Στο παρόν κεφάλαιο εξετάζουµε έναν Επανακωδικοποιητή σε Modified Booth, αριθµού 
δυαδικής πλεονασµατικής µορφής, όπως παρουσιάστηκε από τους Belle W.Y. Wei, He Du και 
Hongly Chen και βασίζεται στην υλοποίηση του Μιγαδικού Πολλαπλασιαστή µε τον 
αλγόριθµο του Gauss. Ο Επανακωδικοποιητής αυτός χρησιµοποιεί έναν διαφορετικό τρόπο 
για τον υπολογισµό του αθροίσµατος πριν την κωδικοποίηση του αποτελέσµατος σε µορφή 
Modified Booth.  

Ο Επανακωδικοποιητής σε Modified Booth αριθµού δυαδικής πλεονασµατικής µορφής 
προσθέτει, ή αφαιρεί, δύο αριθµούς σε µορφή συµπληρώµατος ως προς δύο και παράγει το 
αποτέλεσµα σε πλεονασµατική δυαδική µορφή. Θεωρούµε το άθροισµα (ή διαφορά δύο) 
αριθµών Α και Β µε µήκος λέξης (n+1) bits όπως φαίνεται παρακάτω: 

!  

όπου 

!  

Θεωρούµε τις δυάδες bits 00, 01, 10, και 11 ότι αναπαρίστανται από τους προσηµασµένους 

αριθµούς, ! , 0, 0 και 1 αντίστοιχα. Η λογική για αυτήν την πλεονασµατική δυαδική 

αναπαράσταση περιγράφεται στο πίνακα 3.5, όπου ο προσηµασµένος δυαδικός di 

( ! ) έχει δύο ψηφία που τον κωδικοποιούν, τα ! . Ο Επανακωδικοποιητής σε 

Modified Booth αριθµού δυαδικής πλεονασµατικής µορφής κάνει χρήση µόνο αντιστροφέων 
σε συνδυασµό µε έναν διορθωτικό όρο και έτσι παίρνουµε το άθροισµα σε αυτήν την 
πλεονασµατική δυαδική µορφή για να επανακωδικοποιηθεί µετά σε µορφή Modified Booth. 

Πίνακας 3.5 Ψηφία Πλεονασµατικής Δυαδική µορφής για πρόσθεση και αφαίρεση 

A + B or Α−Β( ) = dn ⋅2n + di ⋅2
i + g ⋅20

i=0

n−1

∑

Α = (anan−1...a1a0 ),
B = (bnbn−1...b1b0 ),
an ,an−1,...,a1,a0,bn ,bn−1,...,b1,b0 ∈{0,1},

dn ,di ,g∈{1,0,1}.

1

di ∈{1,0,1} di
−di

+

dn di (0 ≤ i ≤ n −1) g(g−g+ )dn
− dn

+ di
− di

+

A + B an bn ai bi −1 (00)
A − B an bn ai bi   0 (01)
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Ο διορθωτικός όρος g, σύµφωνα µε την αριθµητική που ακολουθήθηκε είναι 0 στην 
αφαίρεση και -1 στην πρόσθεση. Για να εφαρµόσουµε τον διορθωτικό όρο στο αποτέλεσµα 
της προσθαφαίρεσης τον εισάγαµε σαν κρατούµενο εισόδου στην κωδικοποίηση του 
αποτελέσµατος σε µορφή Modified Booth. Όπως περιγράφηκε και παραπάνω στο κεφάλαιο 
2.2.2, κατά την κωδικοποίηση των τριών πρώτων bits ενός αριθµού στο πρώτο Modified 
Booth ψηφίο υπάρχει το bit τάξης -1 το οποίο και θεωρούµε ίσο µε το 0. Έτσι στην 
συγκεκριµένη αριθµητική το -1 ζεύγος bits χρησιµοποιείται σαν κρατούµενο εισόδου της 
µονάδας και αναθέτουµε το -1(00) στην πρόσθεση και το 0(01) στην αφαίρεση για να έχουµε 
τα σωστά αποτελέσµατα. 

Στην συνέχεια θα κωδικοποιήσουµε το αποτέλεσµα της πρόσθεσης, ή αφαίρεσής µας από την 
πλεονασµατική δυαδική µορφή που βρίσκεται σε ψηφία Modified Booth. Οι Wei, Du και 
Chen χρησιµοποιούν µια δική τους κωδικοποίηση για την µετατροπή του αποτελέσµατος σε 
µορφή Modified Booth, µε την µόνη διαφορά ότι στην έξοδο ο αριθµός κωδικοποιείται σε 
Modified Booth µορφή µε πέντε σήµατα, όσα και οι διαφορετικές τιµές που µπορούµε να 
πολλαπλασιάσουµε τα µερικά γινόµενά µας  {-2, -1, 0, +1, +2}, σε αντίθεση µε την 
προηγούµενη υλοποίηση που έκανε την ίδια κωδικοποίηση µε τρία σήµατα. Για τον λόγο 
αυτό υλοποιήσαµε µια ενδιάµεση µονάδα κωδικοποίησης που µε σχεδόν µηδενικό κόστος, 
συµπλέκει τα πέντε σήµατα σε τρία, για να χρησιµοποιήσουµε το κύκλωµα του παράλληλου 
πολλαπλασιαστή όπως περιγράφηκε και παραπάνω. 

Στην συνέχεια παραθέτουµε το κύκλωµα που κάνει την κωδικοποίηση του αποτελέσµατος 
της πρόσθεσης, ή αφαίρεσης, σε Modified Booth: 

! !  

!
!
!
!

!
Σχήµα 3.6 Κύκλωµα κωδικοποίησης Wei, Du και Chen 

Figure 3. Floor Plan of a 16 x 16 Complex-Number 
Multiplier-and- Accumulation 

Figure 4. A Radix4 Recoder of Redundant Binary 
Numbers 

Figure 5. A Redundant Binay Adder 
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όπου: ! ! !  τα τρία προς MB κωδικοποίηση συνεχόµενα ψηφία και 

! = (! , ! ) , 

! =   (!   , ! ) , 

! = (! , ! )  

Έτσι καταλήγουµε στα 5 σήµατα για την παραγωγή των µερικών γινοµένων 
πολλαπλασιασµένα κατά -2, -1, 0, +1 ή +2. Στην κωδικοποίηση που χρησιµοποιούµε τα 
κωδικοποιηµένα ψηφία κατά Modified Booth, αποτελούνται από τρία bits, τα sign, one και 
two. Στην συνέχεια µετατρέψαµε τα παραπάνω πέντε σήµατα των Wei, Du και Chen στα τρία 
δικά µας, όπως φαίνεται στις παρακάτω εξισώσεις: 

!
!
!
Με αυτό τον τρόπο εξαλείψαµε και το σήµα ! το οποίο δεν χρειάζεται για τον 
υπολογισµό των κωδικοποιηµένων Modified Booth ψηφίων στη δική µας υλοποίηση. 
Τέλος για το σηµαντικότερο ψηφίο έπρεπε να λάβουµε υπ’όψην το ενδεχόµενο της 
υπερχείλησης. Στην περίπτωση που έχουµε κρατούµενο εξόδου στο τελευταίο κελί, θα πρέπει 
να το λάβουµε υπ’όψην, και οι πιθανές τιµές του τελευταίου ψηφίου µπορεί να -1, 0 ή 1. Έτσι 
για το σηµαντικότερο ψηφίο υλοποιούµε µια ξεχωριστή µονάδα από την οποία όµως, 
απαλείφουµε το υποκύκλωµα για τον υπολογισµό των -2, +2 που είναι τιµές που δεν µπορεί 
να λάβει αυτό το ψηφίο.  

x2k−1 x2k x2k+1

x2k−1 x2k−1
−  x2k−1

+

x2k x2k
−  x2k

+

x2k+1 x2k+1
−  x2k+1

+

σ 2k _ 0  
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sign2k = (σ 2k _−1 ∨σ 2k _−2 )
one2k  = (σ 2k _−1 ∨σ 2k _+1)
two2k  = (σ 2k _−2 ∨σ 2k _−2 )



3.2. Περιγραφή υλοποιήσεων 

3.2.1 Υλοποίηση συµβατικού αλγόριθµου σε µορφή Carry-Save (A) 

Στην πρώτη υλοποίηση έχουµε χρησιµοποιήσει τον συµβατικό αλγόριθµο για τον υπολογισµό 
ενός µιγαδικού πολλαπλασιασµού. Έτσι χρησιµοποιούµε τέσσερις πολλαπλασιαστές 
δυαδικών αριθµών σε µορφή συµπληρώµατος ως προς 2, όπως περιγράφηκαν παραπάνω, δύο 
δένδρικούς συµπιεστές Wallace και δύο γρήγορους αθροιστές. Η υλοποίηση του δενδρικού 
συµπιεστή Wallace, όπου έδω λειτουργεί σαν ένας 4:2 συµπιεστής, όπως και η υλοποίηση του 
αθροιστή που χρησιµοποιούµε έγιναν µε τα modules DW02_tree και DW01_add αντίστοιχα.  

Έστω ο πολλαπλασιασµός δύο µιγαδικών αριθµών X και Y, όπου Α = Α +j! B και B = C+j! D 
µε αποτέλεσµα R+j! I. Έτσι η υλοποίησή µας φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 

!  

Σχήµα 3.7 Υλοποίηση συµβατικού αλγόριθµου σε µορφή Carry-Save (A) 

⋅ ⋅
⋅
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!  

Σχήµα 3.8 Υλοποίηση Carry-Save MB Πολλαπλασιαστή Α! Β 

!   

Σχήµα 3.9 Υλοποίηση Sign Inverted Carry-Save MB Πολλαπλασιαστή Α! (-Β) 

!
Η µονάδα SI Modified Booth Multiplier CS είναι η µονάδα που κάνει την παραγωγή του 
όρου BD στον µιγαδικό πολλαπλασιασµό και υλοποιήθηκε όπως περιγράφηκε και παραπάνω 
στο υποκεφάλαιο 3.1.1.1 για το κύκλωµα κωδικοποίησης σε Modified Booth, και αποτελεί 
ξεχωριστό κύκλωµα γιατί έτσι παράγουµε τον όρο BD µε το αντεστραµένο χωρίς να κάνουµε 
καµία αλλαγή προσήµου. 

⋅

⋅
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3.2.2 Υλοποίηση συµβατικού αλγόριθµου σε µορφή Carry-Save (B) 

Στην δεύτερη υλοποίηση κάναµε χρήση της προηγούµενης υλοποίησης µε µια παραλλαγή 
στο στάδιο του πολλαπλασιαστή. Στο τελικό στάδιο του πολλαπλασιαστή, αφού 
συγκεντρώσουµε όλα τα µερικά γινόµενα µε τις απαραίτητες επεκτάσεις προσήµου και τους 
διορθωτικούς όρους, οδηγούνται σε ένα διάνυσµα που µε την σειρά του χρησιµοποιείται σαν 
είσοδος στον δενδρικό συµπιεστή Wallace. Σην έξοδο του πολλαπλασιαστή όµως, παίρνουµε 
το αποτέλεσµα σε Carry-Save µορφή και το οδηγούµε σε ένα καινούργιο διάνυσµα µαζί µε το 
αποτέλεσµα του δεύτερου πολλαπλασιαστή µε σκοπό να τους προσθέσουµε µε έναν δενδρικό 
συµπιεστή Wallace για να πάρουµε το τελικό αποτέλεσµα, είτε πραγµατικό είτε φανταστικό 
µέρος, σε Carry-Save µορφή. Δεδοµένης της αποδοτικότητας και της οικονοµίας σε 
κατανάλωση και επιφάνεια του δενδρικού συµπιεστή Wallace, χρησιµοποιούµε από την 
µονάδα πολλαπλασιασµού, το διάνυσµα που περιέχει τα µερικά γινόµενα ως έξοδο του 
πολλαπλασιαστή τα οποία οδηγούµε σε ένα καινούργιο διάνυσµα µαζί µε το αντίστοιχό του 
από τον έταιρο πολλαπλασιαστή που πρέπει να προστεθεί στο αποτέλεσµα του πρώτου. Έτσι 
καταλήγουµε µε ένα διάνυσµα που περιέχει τα µερικά γινόµενα από δύο πολλαπλασιαστές τα 
οποία εισέρχονται σε έναν κοινό δενδρικό συµπιεστή Wallace. Από την έξοδο του δένδρου 
λαµβάνουµε και πάλι είτε το πραγµατικό, είτε το φανταστικό µέρος του µιγαδικού αριθµού 
που είναι αποτέλεσµα του πολλαπλασιασµού δύο µιγαδικών Α και Β. Στην συνέχεια έχουµε 
το σχήµα της υλοποίησής µας. 

!  

Σχήµα 3.10 Υλοποίηση συµβατικού αλγόριθµου σε µορφή Carry-Save (Β) 

!
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!  

Σχήµα 3.11 Κυκλώµατος παραγωγής µερικών γινοµένων και διορθωτικών όρων  

(Partial Products + Correction Term) του MB πολλαπλασιασµού Α! Β 

!

!  

Σχήµα 3.12 Κυκλώµατος παραγωγής µερικών γινοµένων και διορθωτικών όρων  

(Partial Products + Correction Term) του MB πολλαπλασιασµού Α! (-Β) 

⋅

⋅
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3.2.3 Υλοποίηση αλγόριθµου Gauss µε χρήση του Επανακωδικοποιητή σε Modified 

Booth, αριθµού δυαδικής πλεονασµατικής µορφής των Wei, Du και Chen 

Η υλοποίηση αυτή χρησιµοποιεί τον αλγόριθµό του Gauss για τον πολλαπλασιασµό δύο 
µιγαδικών, µήκους λέξης n bits. Έστω ο µιγαδικός πολλαπλασιασµός (A+jB)(C+jD) = R+jI, 
όπου R = AC-BD και I = AD+BC. Το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος µπορούν να 
παραχθούν ως εξής: 

!
!  !  

Οι είσοδοί µας οδηγούνται σε τρεις µονάδες για να γίνουν οι πράξεις για τον υπολογισµό των 
m0, m1, m2. Οι τρεις αυτές µονάδες υλοποιούν τις πράξεις (Α+Β) Χ και (Α-Β) Χ όπως τις 
περιγράψαµε παραπάνω στο 3.1.3. Στην έξοδό τους έχουµε το αποτέλεσµα σε carry-save 
µορφή µε µήκος λέξης 2n bits που µε την χρήση δύο δενδρικών συµπιεστών και δύο 
αθροιστών της Designware υπολογίζουµε το τελικό αποτέλεσµα, όπως φαίνεται στο 
παρακάτω σχήµα: 

!  

Σχήµα 3.13 Υλοποίηση αλγόριθµου Gauss µε χρήση του Επανακωδικοποιητή σε 

Modified Booth, αριθµού δυαδικής πλεονασµατικής µορφής των Wei, Du και Chen 

m0 = (C − D) ⋅B
m1 = (A − B) ⋅C
m2 = (A + B) ⋅D

R = m1 +m0

I = m2 +m0

⋅ ⋅
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Όπως φαίνεται στο παραπάνω σχήµα κάνουµε χρήση δύο είδη µονάδων για την υλοποίηση 
των πράξεων Πρόσθεσης-Πολλαπλασιασµού και Αφαίρεσης-Πολλαπλασιασµού.  

Η µονάδα Πρόσθεσης(Αφαίρεσης)-Πολλαπλασιασµού υλοποιείται σύµφωνα µε το παρακάτω 
σχήµα όπου κάνουµε χρήση των µονάδων: 

Partial Product Generator = Μονάδα παραγωγής µερικών γινοµένων όπως περιγράφηκε στο 
3.1.1.2 

WDC Sum to MB = Κωδικοποιητής σε Modified Booth αριθµού δυαδικής πλεονασµατικής 
µορφής Πρόσθεσης των Wei, Du, Chen  

WDC Difference to MB = Κωδικοποιητής σε Modified Booth αριθµού δυαδικής 
πλεονασµατικής µορφής Αφαίρεσης των Wei, Du, Chen  

!  

Σχήµα 3.14 Μονάδα Πρόσθεσης-Πολλαπλασιασµού των Wei, Du και Chen 

!  

Σχήµα 3.15 Μονάδα Αφαίρεσης-Πολλαπλασιασµού των Wei, Du και Chen 

�48



Ο υπολογισµός του πολλαπλασιασµού γίνεται µε έξοδο 2(n+1) bits για τον συνυπολογισµό 
του κρατουµένου εξόδου. Στην συνέχεια τα επιπλέον 2 bits απαλείφονται δεδοµένου ότι ο 
µεγαλύτερος αριθµός στην έξοδο είναι µήκους 2n bits. 

3.2.4 Υλοποίηση αλγόριθµου Gauss µε χρήση του Προτεινόµενου σχήµατος 

επανακωδικοποίησης Πρόσθεσης(Αφαίρεσης)-Πολλαπλασιασµού (A). 

Με την ίδια λογική αλλά µε διαφορετικό σχήµα επανακωδικοποίησης υλοποιήσαµε το 
προηγούµενο σχήµα. Εδώ κάνουµε χρήση του επανακωδικοποιητή Πρόσθεσης-
Πολλαπλασιασµού και Αφαίρεσης-Πολλαπλασιασµού και στην συνέχεια θα τροποποιήσουµε 
το πρώτο σχήµα, όπως αυτό φαίνεται παρακάτω, για να αποκτήσουµε δύο καινούργιες 
υλοποιήσεις και να δούµε την επίδραση των παραλλαγών αυτών στην ταχύτητα, την 
κατανάλωση και στην επιφάνεια που καταλαµβάνει το κύκλωµά µας. 

!  

Σχήµα 3.16 Υλοποίηση αλγόριθµου Gauss µε χρήση του Προτεινόµενου σχήµατος 

επανακωδικοποίησης Πρόσθεσης(Αφαίρεσης)-Πολλαπλασιασµού (A) 

!
Στην παρούσα υλοποίηση κάνουµε χρήση δύο είδη µονάδων για την υλοποίηση των πράξεων 
Πρόσθεσης-Πολλαπλασιασµού και Αφαίρεσης-Πολλαπλασιασµού, τις µονάδες MB Recoder 
Add-Multiply και  MB Recoder Subtract-Multiply αντίστοιχα. Στα παρακάτω σχήµατα 
γίνεται η περιγραφή των δύο αυτών µονάδων, στο εσωτερικό των οποίων κάνουµε χρήση των 
µονάδων που περιγράφηκαν παραπάνω: 
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Sum to MB = Σχήµα επανακωδικοποίησης Πρόσθεσης-Πολλαπλασιασµού 

Difference to MB = Σχήµα επανακωδικοποίησης Αφαίρεσης-Πολλαπλασιασµού 

!  

Σχήµα 3.17 Μονάδα Πρόσθεσης-Πολλαπλασιασµού Προτεινόµενου Σχήµατος 

επανακωδικοποίησης (MB Recoder Add-Multiply) 

!  

Σχήµα 3.18 Μονάδα Αφαίρεσης-Πολλαπλασιασµού Προτεινόµενου Σχήµατος 

επανακωδικοποίησης (MB Recoder Subtract-Multiply) 

Εδώ παρατηρούµε ότι ο υπολογισµός του m0 είναι κοινός για τα δύο δένδρα. Έτσι 
οδηγούµαστε στην παρατήρηση ότι θα µπορούσε να γίνει ένας καλύτερος χειρισµός του 
δενδρικού συµπιεστή Wallace για τον γρηγορότερο υπολογισµό του αποτελέσµατος, που µας 
οδηγεί στην επόµενη υλοποίηση. 
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3.2.5 Υλοποίηση αλγόριθµου Gauss µε χρήση του Προτεινόµενου σχήµατος 

επανακωδικοποίησης Πρόσθεσης(Αφαίρεσης)-Πολλαπλασιασµού (Β). 

Σε αυτήν την υλοποίηση θα εξετάσουµε κατά πόσο µπορούµε να επωφεληθούµε από το 
γεγονός ότι ο όρος m0 είναι κοινός στον υπολογισµό του πραγµατικού και του φανταστικού 
µέρους στον αλγόριθµο του Gauss. Έτσι προχωρήσαµε σε µία υλοποίηση όπου ο 
υπολογισµός του m0 φθάνει στο σηµείο όπου έχουµε το αποτέλεσµα σε carry-save µορφή µε 
µήκος λέξης 2(n+1). Ο υπολογισµός των m1, m2 γίνεται µε απαλοιφή του τελικού δενδρικού 
συµπιεστή Wallace στο σχήµα επανακωδικοποίησης Πρόσθεσης(Αφαίρεσης)-
Πολλαπλασιασµού. Έτσι µε κατάλληλη τοποθέτηση στον κώδικα του m0, στα διανύσµατα 
µαζί µε τα m1 και m2, που οδήγουµε στο Wallace tree, θα γίνει η συµπίεση των bits του m0 
στα χαµηλότερα επίπεδα της υλοποίηση το οποίο µπορεί να µας προσφέρει ένα γρηγορότερο 
κύκλωµα. Στην συνέχεια έχουµε το σχήµα αυτής της υλοποίησης: 

!  

Σχήµα 3.19 Υλοποίηση αλγόριθµου Gauss µε χρήση του Προτεινόµενου σχήµατος 

επανακωδικοποίησης Πρόσθεσης(Αφαίρεσης)-Πολλαπλασιασµού (Β) 

!
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Βλέπουµε ότι κάνουµε χρήση της µονάδας MB Recoder Subtract-Multiply, η οποία 
περιγράφηκε στην προηγούµενη παράγραφο, αλλά κάνουµε χρήση δύο ακόµα µονάδων, τις 
MB Recoder Add-Multiply (A+B)C=>PP+CT και MB Recoder Subtract-Multiply (A-
B)C=>PP+CT. Αυτές οι µονάδες είναι ίδιες µε τις δύο προηγούµενες, MB Recoder Add-
Multiply και MB Recoder Subtract-Multiply αντίστοιχα, µε την διαφορά ότι  έχουµε 
απαλείψει τους τελικούς δενδρικούς συµπιεστές Wallace. Στα παρακάτω σχήµατα βλέπουµε 
το εσωτερικό των δύο αυτών µονάδων: 

!  

Σχήµα 3.20 Μονάδα Πρόσθεσης-Πολλαπλασιασµού Προτεινόµενου Σχήµατος 

επανακωδικοποίησης (MB Recoder Add-Multiply => PP + CT) 

!  

Σχήµα 3.21 Μονάδα Αφαίρεσης-Πολλαπλασιασµού Προτεινόµενου Σχήµατος 

επανακωδικοποίησης (MB Recoder Subtract-Multiply => PP + CT) 

!
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3.2.6 Υλοποίηση αλγόριθµου Gauss µε χρήση του Προτεινόµενου σχήµατος 

επανακωδικοποίησης Πρόσθεσης(Αφαίρεσης)-Πολλαπλασιασµού (C). 

Στην τελευταία υλοποίηση κάνουµε χρήση µόνο των δύο τελευταίων µονάδων που 
παρουσιάστηκαν παραπάνω στα σχήµατα 3.16 και 3.17. Έτσι θα ελέγξουµε αν µε την 
απαλοιφή όλων των ενδιάµεσων δενδρικών συµπιεστών Wallace και µε την χρήση δύο 
τελικών δένδρων, θα έχουµε την µέγιστη δυνατή απλοποίηση του κυκλώµατος. Αυτό 
εξετάζεται πειραµατικά δεδοµένου ότι τα εργαλεία που χρησιµοποιούµε για την εφαρµογή 
του κώδικα είτε σε ASIC, είτε σε FPGA, θα προβεί στον σχεδιασµό του κυκλώµατος µε τον 
βέλτιστο τρόπο ανάλογα µε το µέσο στο οποίο θα έχουµε τελικά. Έτσι θα δούµε ανάλογα µε 
τα εργαλεία που θα χρησιµοποιήσουµε ποια υλοποίηση αποδίδει καλύτερα, ανάλογα µε την 
πλατφόρµα που χρησιµοποιούµε. Στην συνέχεια παρατίθεται το σχήµα της τελευταίας 
υλοποίησης µε χρήση των µονάδων MB Recoder Subtract-Multiply (A-B)C=>PP+CT και 
MB Recoder Subtract-Multiply (A-B)C=>PP+CT και τους δενδρικούς συµπιεστές Wallace 
και τους adders της DesignWare. 

!  

Σχήµα 3.22 Υλοποίηση αλγόριθµου Gauss µε χρήση του Προτεινόµενου σχήµατος 

επανακωδικοποίησης Πρόσθεσης(Αφαίρεσης)-Πολλαπλασιασµού (C)  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4. Συγκριτικά Αποτελέσµατα 

4.1. Οργάνωση πειραµάτων 

Οι τοπολογίες που παρουσιάστηκαν στο προηγούµενο κεφάλαιο, περιγράφηκαν σε γλώσσα 
Verilog. Όσων αφορά την υλοποίηση των τοπολογιών αυτών σε ASIC συντέθηκαν από το 
Synopsys Design Compiler, κάνοντας χρήση της βιβλιοθήκης κελιών Faraday 90nm, και της 
εντολής –compile_ultra για βέλτιστα αποτελέσµατα. Τα κυκλώµατα που παρήχθησαν, 
προσοµοιώθηκαν από το περιβάλλον Modelsim, για επιβεβαίωση της ορθής λειτουργίας τους. 

Από το περιβάλλον του Design Compiler, εξήχθησαν οι τιµές καθυστέρησης και επιφάνειας 
κάθε κυκλώµατος, ενώ από το περιβάλλον του Synopsys Primepower (µε βάση το .vcd 
αρχείο που προέκυπτε από κάθε προσοµοίωση του Modelsim) υπολογίστηκε η µέση 
κατανάλωση κάθε κυκλώµατος. 

Για την προσοµοίωση της λειτουργίας κάθε κυκλώµατος χρησιµοποιήθηκαν 65536 ζεύγη 
τυχαίων δυαδικών αριθµών, µήκους λέξης n. 

Όλα τα κυκλώµατα υλοποιήθηκαν για µήκη λέξης n = 8, 16, 24, 32, 48, 64. 

Για όλα τα κυκλώµατα, λάβαµε µετρήσεις στην χαµηλότερη δυνατή συχνότητα ρολογιού που 
µπορέσαµε να προσοµοιώσουµε το εκάστοτε κύκλωµα. Η περίοδος του ρολογιού για αυτό το 
σκοπό µεταβάλλονταν µε βήµα 0.01ns για 10 επαναλήψεις. Στην συνέχεια πήραµε 10 
µετρήσεις από τον αµέσως µεγαλύτερο αριθµό κατά ένα δέκατο, της  τελευταίας µέτρησης, 
µε βήµα 0.1ns για να εξετάσουµε τα κυκλώµα σε συνθήκες χαλαρότερων περιορισµών 
ρολογιού. 

!
Στην συνέχεια για την ίδια υλοποίηση σε FPGA επιλέχθηκε η οικογένεια Virtex 7, της Xilinx 
όπου χρησιµοποιήθηκε το εργαλείο ISE. Τα κυκλώµατα που παρήχθησαν προσοµοιώθηκαν 
στο ISim(Xilinx) για την επαλήθευση της ορθής λειτουργίας τους, και η σύνθεση έγινε µε το 
XST(Xilinx). 

Για όλα τα κυκλώµατα υπολογίστηκε η χαµηλότερη περίοδος ρολογιού µε την βοήθεια των 
timing reports του ISE, και ο υπολογισµός της καταναλησκώµενης ενέργειας έγινε µε το 
εργαλείο XPower Analyzer της Xilinx. 

!
Τέλος τα κυκλώµατα συγκρίθηκαν ως προς την καθυστέρηση, την επιφάνεια και την ισχύ που 
καταναλώνουν.  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4.2. Υλοποίηση σε ASIC 

Αρχικά πραγµατοποιήσαµε έναν θεωρητικό υπολογισµό της επιφάνειας που θα καταλαµβάνει 
η κάθε υλοποίηση καθώς και το κρίσιµο µονοπάτι τους. Για αυτόν τον σκοπό µελετήσαµε τις 
δοµικές µονάδες ξεχωριστά, σε επίπεδο πυλών, για να καταλήξουµε σε µια θεωρητική 
εκτίµηση των υλοποιήσεων. Για την ανάλυσή µας βασιστήκαµε στο µοντέλο µονάδας-πύλης 
(unit-gate model) όπου για τις ποσοτικές µας συγκρίσεις οι λογικές πύλες NAND, AND, 
NOR, OR δύο εισόδων µετράνε σαν µία πύλη, και όσων αφορά καθυστέρηση αλλά και όσων 
αφορά την επιφάνεια που καταλαµβάνουν. Σε αντίθεση, οι πύλες XOR και XNOR δύο 
εισόδων µετράνε σαν δύο πύλες και στις δύο περιπτώσεις. Η επιφάνεια ενός πλήρους 
αθροιστή και ενός ηµιαθροιστή είναι 4 και 3 πύλες αντίστοιχα και η καθυστέρηση του 
αθροίσµατος και του κρατουµένου εξόδου του πλήρους αθροιστή είναι 4 και 3 πύλες και 
αντίστοιχα στον ηµιαθροιστή είναι 2 και 1 πύλες. Όλα τα παραπάνω συνοψίζονται στον 
παρακάτω πίνακα: 

!  

Πίνακας 4.1 Επιφάνεια και καθυστέρηση δοµικών µονάδων 

!
4.2.1. Θεωρητική ανάλυση 
1. Κύκλωµα κωδικοποίησης 

Όπως περιγράφηκε και προηγουµένως το κύκλωµα κωδικοποιήσεις προκύπτει από τις 
παρακάτω εξισώσεις: 

!  

Έτσι βλέπουµε ότι το κρίσιµο µοναπάτι θα έχει καθυστέρηση 2 πυλών και η επιφάνεια που 
θα καταλαµβάνει 1XOR + 4AND+1OR = 7Ag.  

Γενικεύοντας για τον πολλαπλασιασµό δύο προσηµασµένων αριθµών σε µορφή 
συµπληρώµατος ως προς 2, µε µήκος λέξης n bits, ξέρουµε ότι τα Modified Booth ψηφία σε 
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TABLE VII
AREA AND DELAY OF VARIOUS COMPONENTS IN THE UNIT GATE MODEL.

Fig. 12. Recoding scheme of [12] at the level of basic recoding cell and its
alternative critical paths.

scheme which is selected to be the one that contains the highest

number of XOR gates. A second bold line is drawn in Figs. 12

and 13 showing an alternative critical path which consists of the

highest number of primitive gates. In both figures, the two alter-
native critical paths have the same delay which is equal to

in Fig. 12 and in Fig. 13. In Fig. 15(a) and (b) we also pro-

vide the basic cells of the proposed recoders S-MB1 and S-MB2
respectively and draw their critical paths (bold lines). The pro-

posed S-MB3 recoding scheme is equivalent to the S-MB2 one,
in the unit gate model, in terms of area and delay. Table VIII

summarizes the area complexity and the critical delay of the

proposed recoding schemes (based on (11), (14) and (16)) and

the recoders presented in [12], [13] and [23].

Based on Table VIII, we observe that all the proposed re-

coding schemes (S-MB1, S-MB2 and S-MB3) achieve area re-
duction of up to compared to the existing recoders de-

scribed in [12], [13] and [23]. In terms of critical delay, the pro-

posed schemes appear to be faster by a than [12] and [23] and

very close to the delay of [13]. Thus, we resort to the synthesis

of all recoding schemes using industrial tools in order to clarify

the differences among them in terms of critical delay and verify

the area advantages that the proposed schemes deliver over the

existing ones.

B. Experimental Evaluation
In this section, we compare the performance of the three

proposed recoding schemes explored in Section III with the

Fig. 13. Recoding scheme of [13] at the level of basic recoding cell and its
alternative critical paths.

Fig. 14. Recoding scheme of [23] at the level of basic recoding cell and its
critical path.

Fig. 15. Critical path of the proposed (a) S-MB1 and (b) S-MB2 recoding
scheme.

three schemes described in [12], [13], [23]. We included each of

the recoding schemes in a fused Add-Multiply (FAM) operator

(Fig. 1(b)) and implemented them using structural Verilog HDL

for both cases of even and odd bit-width of the recoder’s input

numbers. The Wallace CSA tree and the fast CLA adder have

onei = b2i ⊕b2i−1
twoi = (b2i+1 '⋅b2i ⋅b2i−1)+ (b2i+1 ⋅b2i '⋅b2i−1 ')
signi = b2i+1
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έναν τέτοιο πολλαπλασιασµό είναι n/2, άρα στο κύκλωµά µας πρέπει να λάβουµε υπόψιν ότι 
η επιφάνεια που θα καταλαµβάνει θα είναι ανάλογη του µήκους λέξης. 

!
2. Κύκλωµα δηµιουργίας µερικών γινοµένων 

Οµοίως µε πριν γνωρίζουµε ότι για το κύκλωµα δηµιουργία µερικών γινοµένων ισχύουν οι 
παρακάτω εξισώσεις. 

To λιγότερο σηµαντικό bit του µερικού γινοµένου υπολογίζεται ως εξής: 

!  

Η γενική εξίσωση υπολογισµού του µερικού γινοµένου είναι: 

!  

Τέλος το πιο σηµαντικό bit του µερικού γινοµένου είναι 

! : 

όπου n είναι το µήκος λέξης των δύο αριθµών που πολλαπλασιάζουµε. 

!
Έτσι µπρούµε να καταλήξουµε ότι για το υποκύκλωµα δηµιουργίας ενός µερικού γινοµένου 
µήκους n+1 bits θα έχουµε καθυστέρηση 2XOR+AND+OR = 6Tg, και η επιφάνειά του θα 
είναι (n-1)(2XOR+2AND+2OR)+1XOR+1OR+2AND = (n-1)4Ag+5Ag. Και για το συνολικό 
κύκλωµα θα έχουµε n/2 µερικά γινόµενα. 

!
3. Δενδρικός Συµπιεστής Wallace 

Ο δενδρικός συµπιεστής Wallace, όπως έχει περιγραφεί και παραπάνω, χρησιµοποιείται για 
την περίπτωση που θέλουµε να προσθέσουµε παραπάνω από δύο αριθµούς µε µήκος λέξης 
µεγαλύτερο των 16 bits µιας και τότε αποδίδει καλύτερα από την χρήση οποιουδήποτε τύπου 
αθροιστή. Αυτό επιτυγχάνεται µε την χρήση 3:2 συµπιεστών, δηλαδή FA, για κάθε τρια bits  
σε κάθε επίπεδο ελαχιστοποίησής του και 2:1 συµπιεστών, δηλαδή HA, όταν σε ένα επίπεδο 
έχουµε 2 bits ελεύθερα. Όταν ένα bit έχει µείνει µόνο του θα ληφθεί υπ’όψην στο επόµενο 
επίπεδο. Έτσι καταλήγουµε ότι το δένδρο Wallace απαιτεί  

!  

επίπεδα FA και HA, για να µειώσει τις εισόδους σε 2 εξόδους σε µορφή σωσίµατος-
κρατουµένου(carry-save), όπου n είναι το πλήθος των εισόδων που έχουµε. 

Δεδοµένου του τρόπου υλοποίησης του δενδρικού συµπιεστή Wallace ο θεωρητικός 
υπολογισµός, της επιφάνειας του δένδρου Wallace θα γίνει για κάθε µήκος λέξης και για κάθε 
υλοποίηση ξεχωριστά. 

!

pp_out0 = ((a0 ⊕ sign) ⋅one)+ (sign ⋅ two)

pp_outi = ((ai ⊕ sign) ⋅one)+ ((ai−1⊕ sign) ⋅ two)

pp_outn = (((an−1⊕ sign) ⋅one)+ ((an−1⊕ sign) ⋅ two))'

log3/2 (
n
2
)
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4. Αθροιστής Πρόβλεψης Κρατουµένου 

Σε κάθε µια από τις διαφορετικές υλοποιήσεις έχουµε ένα κοινό στοιχείο, τον τελικό 
“γρήγορο” αθροιστή όπου αθροίζουµε το αποτέλεσµα που βρίσκεται σε carry-save µορφή.  Ο 
αθροιστής αυτός είναι ένας Αθροιστής Πρόβλεψης Κρατουµένου και αθροίζει δύο αριθµούς 
µήκους λέξης 2n bits. Όπως είδαµε και στο 2.3.2.3 ο αθροιστής πρόβλεψης κρατουµένου έχει 
πιο πολύπλοκη δοµή, αλλά είναι πιο γρήγορος από τον αθροιστή διάδοσης κρατουµένου, 
καθώς αποφεύγει την διάδοση κρατουµένου και παράγει τα αποτελέσµατά του µε 
καθυστέρηση ενός HA συν logN κυκλωµάτων (#) συν µιας πύλης XOR. Όπως είδαµε και 
παραπάνω το κύκλωµα # έχει καθυστέρηση δύο πυλών Tg και επιφάνεια τριών Αg. Ο αριθµός 
των κυκλωµάτων πρόβλεψης κρατουµένου (#) που απαιτούνται είναι Ν*logN/2, όπου Ν το 
πλήθος των ψηφίων του αθροιστή. Συγκεκριµένα στα δικά µας κυκλώµατα όπου έχουµε 
πρόσθεση 2n bits θα έχουµε καθυστέρηση 1ΗΑ+2Tg*log2n+1XOR = 4Tg + log2n, και 
συνολική επιφάνεια 2n(HA+XOR)+3Αg*2nlogn  = 10nΑg+6nΑg*logn. 

!
5. Προτεινόµενο Σχήµα επανακωδικοποίησης Πρόσθεσης(Αφαίρεσης)-Πολλαπλασιασµού 

Όπως είδαµε και παραπάνω στο 3.1.2.1 η καθυστέρηση του κρίσιµου µοναπατιού του 
επανακωδικοποιητή είναι σταθερή ανεξάρτητα του µήκους λέξης της εισόδου και ίση µε: 

!  

όπου, όπως είδαµε και παραπάνω, η καθυστέρηση υπολογισµού του αθροίσµατος ενός FA* 
είναι ίση µε αυτήν του απλού FA. Όσων αφορά την επιφάνεια που θα καταλαµβάνει το 
κύκλωµα, όπως είδαµε και στο αντίστοιχο κεφάλαιο, το κύκλωµα αποτελείται από m κελιά 
που το κάθε κελί περιέχει έναν FA και έναν FA* δηλαδή συνολική επιφάνεια 14Αg, και όπου 
m είναι τα πλήθος των Modified Booth ψηφίων, άρα m = n/2 και δεν λαµβάνουµε υπ’όψην το 
τελευταίο Modified Booth ψηφίο που µπορεί να είναι -1, 0, +1, µιας και το λαµβάνουµε σαν 
κρατούµενο εξόδου από τον τελευταίο FA*. 

!
6. Επανακωδικοποιητής σε Modified Booth αριθµού δυαδικής πλεονασµατικής µορφής των 

Wei, Du και Chen 

Ο επανακωδικοποιητής αυτός έχει την ιδιαιτερότητα, λόγω της αριθµητικής στην οποία 
βασίζεται και περιγράφηκε στον πίνακα 3.5, να υπολογίζει το άθροισµα-διαφορά που µετά θα 
κωδικοποιήθει σε µορφή Modified Booth µε χρήση µόνο αντιστροφέων. Έτσι το κύκλωµα 
κωδικοποίησης είναι η µόνη επιβάρυνση του επανακωδικοποιητή στο κρίσιµο µονοπάτι και 
στην επιφάνεια που καταλαµβάνει. Στο σχήµα 3.6 βλέπουµε ότι το κρίσιµο µονοπάτι και η 
καθυστέρηση είναι 3XOR, 1AND τριών εισόδων και µία OR άρα συνολικά θα έχουµε 
καθυστέρηση ίση µε 9Tg. Όσων αφορά την συνολική επιφάνεια το κάθε κελί κωδικοποίησης 
σε Modified Booth, εκτός του τελευταίου που µπορεί να είναι -1, 0, +1, περιλαµβάνει 5XOR, 

TS−MB = TFA,carry +TFA*,sum
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7AND,5OR και 6AND τριών εισόδων. Στο τελευταίο κελί θα έχουµε µια AND 2 εισόδων και 
µια AND 3 εισόδων λιγότερες, επειδή στο κελί αυτό η έξοδος µπορεί να είναι -1, 0, +1.  

Άρα για την πράξη Α(Β+Χ) και Α(Β-Χ) όπου το µήκος λέξης είναι n bits θα έχουµε κύκλωµα 
επιφάνειας 17Ag*n+31Ag, λαµβάνωντας υπ’όψην ότι το πλήθος των κελιών θα n/2, όσα και 
τα Modified Booth ψηφία που απαιτούνται για τον πολλαπλασιασµό. 

!
Στην συνέχεια παραθέτουµε έναν πίνακα όπου συγκεντρώνουµε τα αποτελέσµατα του 
θεωρητικού υπολογισµού για τις υλοποιήσεις µας: 

Πίνακας 4.2 Θεωρητική σύγκριση υλοποιήσεων ως προς την επιφάνεια µε παράγοντα Ag 

!

Πίνακας 4.3 Θεωρητική σύγκριση υλοποιήσεων ως προς την καθυστέρηση µε παράγοντα Τg 

!
Από τους δύο παραπάνω πίνακες µπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε τα πλεονεκτήµατα και 
τα µειονεκτήµατα που θα περιµένουµε από τις υλοποιήσεις µας σε επιφάνεια και 
καθυστέρηση.  

!

Conven&onal	
  
Carry-­‐Save	
  (A)

Conven&onal	
  
Carry-­‐Save	
  (B)
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Recoder	
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Recoder	
  (B)
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Booth	
  

Recoder	
  (C)

n Area/Ag Area/Ag Area/Ag Area/Ag Area/Ag Area/Ag

8 2880 2880 3305 2972 3028 3532

16 12352 10560 10165 9592 9200 11552

24 28296.47 22920.47 20553.47 19740.47 18452.47 23996.47

32 50688 39936 34445 33392 30760 35296

48 114768.94 87888.94 72702.94 71169.94 64496.94 79448.94

64 204544 154368 124861 122848 110360 152024
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Carry-­‐Save	
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Carry-­‐Save	
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Modified	
  
Booth	
  

Recoder	
  (A)
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Op&mized	
  
Modified	
  
Booth	
  

Recoder	
  (B)

Gauss	
  
Op&mized	
  
Modified	
  
Booth	
  

Recoder	
  (C)

n Delay/Tg Delay/Tg Delay/Tg Delay/Tg Delay/Tg Delay/Tg

8 40 40 41 39 53 45

16 54 46 51 49 67 55

24 63.17 51.17 56.17 54.17 76.17 56.17

32 72 56 57 55 81 57

48 81.17 61.17 62.17 60.17 86.17 62.17

64 90 66 67 65 95 71
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!
Από τον πίνακα 4.2 βλέπουµε πως θα πρέπει να περιµένουµε από την υλοποίηση του 
αλγόριθµου του Gauss να είναι η καλύτερη υλοποίηση. Αυτό φαίνεται από τα 16 bits και µετά 
όπου όλες οι υλοποιήσεις µε τον αλγόριθµο του Gauss έχουν µικρότερη επιφάνεια από αυτές 
του συµβατικού αλγόριθµου για τον µιγαδικό πολλαπλασιασµό. Άλλη µια σηµαντική 
παρατήρηση αφορά την επίδραση του δενδρικού συµπιεστή Wallace ανάµεσα στις 
υλοποιήσεις. Βλέπουµε ότι η χρήση του κοινού δενδρικού συµπιεστή Wallace στην 
υλοποίηση Conventional Carry-Save (B) επωφελεί το design, πράγµα που συµβαίνει και στο 
Gauss Optimized Modified Booth Recoder (B), αλλά όχι στο Gauss Optimized Modified 
Booth Recoder (C). Αυτό µπορεί να εξηγηθεί από τον κοινό όρο που παράγουµε στην carry-
save µορφή στον αλγόριθµο του Gauss και γι’αυτό τον λόγο η δεύτερη υλοποίηση 
επωφελείται από την αποδοτικότητα του δενδρικού συµπιεστή Wallace. Έτσι παράγουµε το 
m0 (κεφ.2.4.2)  σε µορφή σωσίµατος-κρατουµένου και εξοικονοµούµε επιφάνεια από την 
τρίτη υλοποίηση όπου έχουµε τα ίδια δένδρα αλλά µε πολύ µεγαλύτερο διάνυσµα εισόδου. 
Επίσης βλέπουµε ότι η υλοποίηση Gauss Optimized Modified Booth Recoder (Α) είναι 
αρκετά κοντά στην (B) αλλά υπολείπεται, γιατί ο δενδρικός συµπιεστής Wallace αποδίδει 
καλύτερα σε µεγαλύτερα µήκη λέξης στην είσοδό του, έτσι όταν συγχωνεύσουµε τα δένδρα 
πριν τους τελικούς αθροιστές θα περιµένουµε καλύτερα αποτελέσµατα. Τέλος, η υλοποίηση 
που κάνει χρήση του Gauss Recoder των Wei, Du, Chen αναµένεται να αποδίδει περίπου 
όµοια µε τον Gauss Optimized Modified Booth Recoder (Α), αφού το κέρδος της υλοποίησης 
από την έλλειψη χρήσης πλήρων αθροιστών στην παραγωγή του όρου πριν τον 
πολλαπλασιασµό, χάνεται από το κύκλωµα κωδικοποίησης που είναι εµφανώς πιο 
επιβαρυµένο. 

Στον πίνακα 4.3 εξετάζουµε την καθυστέρηση στις υλοποιήσεις µας και βλέπουµε ότι κατά 
κανόνα ακολουθούν τα αποτελέσµατα που είχαµε αντίστοιχα στην επιφάνεια των 
κυκλωµάτων, µε µια σηµαντική διαφορά. Βλέπουµε ότι η βέλτιστη υλοποίηση σε επιφάνεια, 
η υλοποίηση Gauss Optimized Modified Booth Recoder (B) είναι πλέον η χειρότερη σε 
καθυστέρηση. Αυτό το αποτέλεσµα είναι αναµενόµενο γιατί τα οφέλη του συγκεκριµένου 
design είναι σχεδιασµένο για να έχει την µικρότερη επιφάνεια σε βάρος της καθυστέρησης, 
µιας και η παραγωγή του όρου m0 όπως περιγράφηκε και παραπάνω καθυστερεί το κύκλωµα 
κατά ένα στάδιο την παραγωγή του τελικού αποτελέσµατος, όπως φαίνεται και στην 
περιγραφή της αρχιτεκτονικής που ακολουθήθηκε. Σε κάθε περίπτωση, βλέπουµε ότι όσων 
αφορά τον δενδρικό συµπιεστή Wallace, όπως χρησιµοποιήθηκε στα κυκλώµατά µας, η 
χρήση κοινών δένδρων στον συµβατικό αλγόριθµο είναι καλύτερη και στον τοµέα της 
καθυστέρηση, όπως ήταν στην επιφάνεια του κυκλώµατος, σε αντίθεση µε τις υλοποιήσεις µε 
τον αλγόριθµο του Gauss όπου συµβαίνει το αντίθετο, και η καθυστέρηση ελαχιστοποιείται 
όταν κάνουµε χρήση επιµέρους δενδρικών συµπιεστών Wallace. 
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Στην συνέχεια θα εξετάσουµε κατά πόσο η σύνθεση και προσοµοίωση των παραπάνω 
κυκλωµάτων θα επαληθεύσει τους θεωρητικούς υπολογισµούς που κάναµε καθώς και το πως 
συµπεριφέρονται όσων αφορά την κατανάλωση. 

4.2.2. Πειραµατική ανάλυση 
Στον παρακάτω πίνακα έχουµε συγκεντρώσει τα αποτελέσµατα για την χαµηλότερη δυνατή 
συχνότητα ρολογιού που µπορέσαµε να προσοµοιώσουµε το εκάστοτε κύκλωµα: 

!

Πίνακας 4.4 Σύγκριση υλοποιήσεων ως προς την χαµηλότερη περίοδο ρολογιού 

!
Μια πρώτη εκτίµηση των αποτελεσµάτων όσων αφορά την ελάχιστη καθυστέρηση δείχνει ότι 
θεωρητικές και πειραµατικές µετρήσεις συµφωνούν στα µικρότερα µήκη λέξης, αλλά όσο 
ανεβαίνουµε σε µήκος λέξης περιµέναµε τις υλοποιήσεις µε τον αλγόριθµο του Gauss να 
έχουν την ίδια περίπου απόδοση µε αυτές του συµβατικού αλγόριθµου, κάτι το οποίο δεν 
συµβαίνει. Επίσης βλέπουµε πως η καθυστέρηση της υλοποίησης Gauss Optimized Modified 
Booth Recoder (B) είναι καλύτερη από τις υπόλοιπες υλοποιήσεις του αλγόριθµου του Gauss.  
Για να εξηγήσουµε αυτές τις διαφορές θα πρέπει να ανατρέξουµε στις παραµέτρους που 
δώσαµε στον Design Compiler της Synopsys που καθορίζουν πως θα λειτουργήσει το 
εργαλείο κατά την µετάφραση του κώδικα και εν συνεχεία πως θα εφαρµόσει το σχέδιο στους 
περιορισµούς που του θέσαµε. Η εντολή που κάνει την επιλογή για αυτές τις παραµέτρους 
είναι η εντολή compile_ultra. Η εντολή αυτή αφορά designs υψηλής ταχύτητας που είναι 
σηµαντικά ως προς τον χρονισµό τους, και χρησιµοποιείται για την βελτιστοποίησή τους, 
έτσι επιτρέπει στον compiler να εφαρµόσει το καλύτερο δυνατό σύνολο χρονοκεντρικών 

Complex Multiplier n = 8 n = 16 n = 24 n = 32 n = 48 n = 64

Conventional Carry-Save 
(A) 1.01 1.38 1.54 1.62 1.85 2.07

Conventional Carry-Save 
(B) 0.98 1.37 1.50 1.61 1.84 2.03

Gauss Recoder Wei, Du, 
Chen 1.23 1.54 1.72 1.82 2.02 2.28

Gauss Optimized 
Modified Booth Recoder 

(A)
1.17 1.51 1.65 1.77 2.01 2.24

Gauss Optimized 
Modified Booth Recoder 

(B)
1.22 1.68 1.92 1.79 2.00 2.22

Gauss Optimized 
Modified Booth Recoder 

(C)
1.14 1.53 1.68 1.78 2.04 2.25
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µεταβλητών και εντολών ώστε η καθυστέρηση να είναι βέλτιστη. Επειδή αυτή η εντολή 
περιέχει όλες τις επιλογές για τον compiler και επηρεάζει όλη την διαδικασία της µετάφρασης 
πρέπει να γνωρίζουµε πως ακριβώς επιδρά στο κύκλωµά µας.  

Η πρώτη παράµετρος [-scan] αφορά τα ακολουθιακά στοιχεία, όπου µε την εντολή 
compile_ultra αντικαθίστανται µε ισοδύναµα κελιά. Στην συνέχεια, έχουµε την παράµετρο [-
no_uniquify] που είναι εύχρηστη για υλοποιήσεις µε υποκυκλώµατα που χρησιµοποιούνται 
πολλές φορές µέσα στον κώδικά µας. Η εντολή αυτή είναι ενεργοποιηµένη και ευνοεί τα 
designs του συµβατικού αλγόριθµου που χρησιµοποιούν περισσότερες κοινές µονάδες στο 
εσωτερικό του από αυτές του αλγόριθµου του Gauss. Τέλος η παράµετρος [-no_autoungroup] 
έχει ως προεπιλογή να επιτρέπει στον compiler να καταργεί την οµαδοποίηση των µονάδων 
στο εσωτερικό του κυκλώµατός µας, και να καταργεί τις ιεραρχίες στο κρίσιµο µονοπάτι µε 
σκοπό την ελάχιστη χρονική καθυστέρηση.  

Έτσι καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι ο Design Compiler τροποποιεί το κρίσιµο µονοπάτι 
το οποίο εξετάσαµε στο θεωρητικό µέρος, µε σκοπό το κύκλωµα να έχει την βέλτιστη 
συµπεριφορά ως προς την καθυστέρηση. Έτσι στην συνέχεια θα συγκρίνουµε τις 
υλοποιήσεις, έχοντας υπ’όψην ότι οι µετρήσεις έχουν ληφθεί για  να επιτευχθεί ο καλύτερος 
δυνατός χρονισµός και αυτό ενδεχοµένως να έχει αρνητικές  επιπτώσεις στις αναµενόµενες 
επιδόσεις των υλοποιήσεων όσων αφορά την επιφάνεια.  

Για να εξετάσουµε τις µετρήσεις που έγιναν, θα τις χωρίσουµε ανάλογα µε το µήκος λέξης 
των αριθµών σην είσοδο του µιγαδικού πολλαπλασιαστή και θα συγκρίνουµε τα 
αποτελέσµατα µε τα αντίστοιχα θεωρητικά. Επίσης θα συγκρίνουµε και τις υλοποιήσεις 
µεταξύ τους, ξεχωριστά σε κάθε µήκος λέξης, αλλά και συνολικά για την συµπεριφορά τους 
από την χαµηλότερη συχνότητα ρολογιού µέχρι και τις συνθήκες χαλαρότερων περιορισµών 
ρολογιού. 

Στον παρακάτω πίνακα έχουµε την αντιστοιχία των υλοποιήσεων, µε τα ονόµατα που τους 
δώσαµε στα Verilog αρχεία: 

Πίνακας 4.5 Αντιστοιχία υλοποιήσεων µε ονόµατα στα Verilog modules  

Complex Multiplier Project Name!

Conventional Carry-Save (A) conv_cs_a

Conventional Carry-Save (B) conv_cs_b

Gauss Recoder Wei, Du, Chen gauss_comp

Gauss Optimized Modified Booth Recoder (A) gauss_lab_a

Gauss Optimized Modified Booth Recoder (B) gauss_lab_b

Gauss Optimized Modified Booth Recoder (C) gauss_lab_c
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1. Μήκος λέξης 08 bits 

Στα παρακάτω διάγραµµατα παραθέτουµε τα αποτελέσµατα των µετρήσεων που έγιναν: 

!  

Σχήµα 4.1 Σύγκριση υλοποιήσεων επιφάνειας-καθυστέρησης στα 08 bits 

!

!  

Σχήµα 4.2 Σύγκριση υλοποιήσεων κατανάλωσης-καθυστέρησης στα 08 bits 

!
Στα παραπάνω διαγράµµατα είναι εµφανής η υπεροχή των υλοποιήσεων που χρησιµοποιούν 
τον συµβατικό αλγόριθµο του µιγαδικού πολλαπλασιαστή, όπως ήταν αναµενόµενο, µε τις 
υλοποιήσεις που χρησιµοποιούν τον αλγόριθµο του Gauss να έχουν παρόµοια συµπεριφορά 
µεταξύ τους.  

Area - Delay - 08 Bits

Ar
ea
	
  (u

m
^2
)

6000.00

8000.00

10000.00

12000.00

14000.00

T	
  (ns)

0.90 1.28 1.65 2.03 2.40

conv_cs_a
conv_cs_b
gauss_comp
gauss_lab_a
gauss_lab_b
gauss_lab_c

Power - Delay - 08 Bits
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er
	
  (W

)

0.00

0.01

0.01

0.01

0.02

T	
  (ns)

9.000E-­‐01 1.275E+00 1.650E+00 2.025E+00 2.400E+00

conv_cs_a
conv_cs_b
gauss_comp
gauss_lab_a
gauss_lab_b
gauss_lab_c
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2. Μήκος λέξης 16 bits 

Οµοίως παρουσιάζουµε τα αποτελέσµατα για 16 bits: 

!  

Σχήµα 4.3 Σύγκριση υλοποιήσεων επιφάνειας-καθυστέρησης στα 16 bits 

!  

Σχήµα 4.4 Σύγκριση υλοποιήσεων κατανάλωσης-καθυστέρησης στα 16 bits 

!
Στα διαγράµµατα βλέπουµε ήδη τις υλοποιήσεις του αλγόριθµου του Gauss να πλησιάζουν σε 
απόδοση τις υλοποιήσεις του συµβατικού αλγόριθµου, ιδίως όσων αφορά την επιφάνεια, 
αλλά είναι εµφανές ότι οι υλοποιήσεις του συµβατικού αλγόριθµου υπερτερούν σε ότι αφορά 
την καθυστέρηση. Άξιο αναφοράς είναι το γεγονός ότι όταν βρισκόµαστε σε χαλαρότερες 
συνθήκες περιορισµού του ρολογιού βλέπουµε ότι η συµπεριφορά των υλοποιήσεων 
εµφανίζει µια τάση σύγκλισης των µετρήσεων, την οποία θα εξετάσουµε και στην συνέχεια.  

Area - Delay - 16 Bits

Ar
ea
	
  (u

m
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22000.00

26750.00

31500.00

36250.00

41000.00

T	
  (ns)

1.30 1.70 2.10 2.50 2.90

conv_cs_a
conv_cs_b
gauss_comp
gauss_lab_a
gauss_lab_b
gauss_lab_c

Power - Delay - 16 Bits
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er
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)

0.01

0.02

0.02

0.03

0.04

T	
  (ns)

1.300E+00 1.700E+00 2.100E+00 2.500E+00 2.900E+00

conv_cs_a
conv_cs_b
gauss_comp
gauss_lab_a
gauss_lab_b
gauss_lab_c
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3. Μήκος λέξης 24 bits 

Στην συνέχεια θα εξετάσουµε τα αποτελέσµατα για τα 24 bits: 

!  

Σχήµα 4.5 Σύγκριση υλοποιήσεων επιφάνειας-καθυστέρησης στα 24 bits 

!  

Σχήµα 4.6 Σύγκριση υλοποιήσεων κατανάλωσης-καθυστέρησης στα 24 bits 

Από τα διαγράµµατα βλέπουµε ότι όσων αφορά την καθυστέρηση οι υλοποιήσεις του 
συµβατικού αλγόριθµου εξακολουθούν να υπερτερούν. Τα αποτελέσµατα δεν συµφωνούν µε 
τους θεωρητικούς υπολογισµούς, αλλά αυτό µπορεί να εξηγηθεί από την εντολή 
compile_ultra. Στις high performance µετρήσεις, ο Design Compiler ευνοεί τις υλοποιήσεις 
του συµβατικού αλγόριθµου, όπως περιγράφηκε και παραπάνω, αλλά βλέπουµε ότι σε 
χαλαρότερες συνθήκες περιορισµού του ρολογιού οι υλοποιήσεις µε τον αλγόριθµο του 
Gauss έχουν µικρότερη επιφάνεια και η κατανάλωσή τους µειώνεται σταθερά όσο 
ανεβαίνουµε µήκος λέξης.  

Area - Delay - 24 Bits
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  (u

m
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45000.00

53750.00

62500.00

71250.00

80000.00

T	
  (ns)

1.40 1.83 2.25 2.68 3.10

conv_cs_a
conv_cs_b
gauss_comp
gauss_lab_a
gauss_lab_b
gauss_lab_c

Power - Delay - 24 Bits
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0.03

0.03

0.04

0.05

0.06

T	
  (ns)

1.400E+00 1.825E+00 2.250E+00 2.675E+00 3.100E+00

conv_cs_a
conv_cs_b
gauss_comp
gauss_lab_a
gauss_lab_b
gauss_lab_c
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4. Μήκος λέξης 32 bits 

Και στην συνέχεια για τα 32 bits έχουµε οµοίως: 

!  

Σχήµα 4.7 Σύγκριση υλοποιήσεων επιφάνειας-καθυστέρησης στα 32 bits 

Εδώ είναι εµφανές ότι ενώ οι υλοποιήσεις του συµβατικού αλγόριθµου έχουν καλύτερα 
αποτελέσµατα για την καθυστέρηση, βλέπουµε ότι όσων αφορά την επιφάνεια τα Gauss 
Optimized Modified Booth Recoder (A), (Β) και Gauss Recoder Wei, Du, Chen υπερέχουν 
πλέον σταθερά από τις υπόλοιπες υλοποιήσεις. 

!

Σχήµα 4.8 Σύγκριση υλοποιήσεων κατανάλωσης-καθυστέρησης στα 32 bits 

Οι υλοποιήσεις του συµβατικού αλγόριθµου είναι ακόµα καλύτερες στον τοµέα της 
κατανάλωσης µε την υλοποίηση Conventional Carry-Save (B) να έχει την καλύτερη απόδοση 
σε κατανάλωση, επιφάνεια και καθυστέρηση ενώ η υλοποίηση Gauss Optimized Modified 
Booth Recoder (C) να έχει την χειρότερη.  

Area - Delay - 32 Bits
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75000.00

90000.00

105000.00

120000.00

135000.00

T	
  (ns)

1.60 1.95 2.30 2.65 3.00

conv_cs_a
conv_cs_b
gauss_comp
gauss_lab_a
gauss_lab_b
gauss_lab_c

Power - Delay - 32 Bits
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0.04

0.06

0.07

0.09

0.10

T	
  (ns)

1.600E+00 1.950E+00 2.300E+00 2.650E+00 3.000E+00

conv_cs_a
conv_cs_b
gauss_comp
gauss_lab_a
gauss_lab_b
gauss_lab_c
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5. Μήκος λέξης 48 bits 

Στο µήκος λέξης των 48 bits έχουµε τα παρακάτω αποτελέσµατα: 

!  

Σχήµα 4.9 Σύγκριση υλοποιήσεων επιφάνειας-καθυστέρησης στα 48 bits 

!  

Σχήµα 4.10 Σύγκριση υλοποιήσεων κατανάλωσης-καθυστέρησης στα 48 bits 

Σε αυτό το σηµείο βλέπουµε ότι σε αυτό το µήκος λέξης, τα αποτελέσµατα µας δίνουν µια 
σαφή εικόνα της συµπεριφοράς των υλοποιήσεων. Οι υλοποιήσεις του συµβατικού 
αλγόριθµου έχουν το πλεονέκτηµα στην καθυστέρηση, όπου προηγούνται για περίπου 0.15ns 
και η υλοποίηση (Β) να είναι καλύτερη και στην κατανάλωση ανεξαρτήτως περιορισµών του 
ρολογιού. Από την άλλη βλέπουµε ότι οι υλοποιήσεις του αλγόριθµου του Gauss έχουν σαφές 
προβάδισµα σε ότι αφορά την επιφάνεια. Όλες οι υλοποίησεις, εκτός της Gauss Optimized 
Modified Booth Recoder (C) έχουν µικρότερη επιφάνεια, µε την Gauss Optimized Modified 
Booth Recoder (Β) να έχει την καλύτερη απόδοση σε επιφάνεια και κατανάλωση.  

Area - Delay - 48 Bits
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160000.00

182500.00

205000.00

227500.00

250000.00

T	
  (ns)

1.80 2.18 2.55 2.93 3.30

conv_cs_a
conv_cs_b
gauss_comp
gauss_lab_a
gauss_lab_b
gauss_lab_c

Power - Delay - 48 Bits
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0.08

0.10

0.12

0.14

0.16

T	
  (ns)

1.800E+00 2.175E+00 2.550E+00 2.925E+00 3.300E+00

conv_cs_a
conv_cs_b
gauss_comp
gauss_lab_a
gauss_lab_b
gauss_lab_c
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6. Μήκος λέξης 64 bits 

Τέλος στα 64 bits θα δούµε πως διαµορφώνεται η συµπεριφορά των υλοποιήσεων: 

!  

Σχήµα 4.11 Σύγκριση υλοποιήσεων επιφάνειας-καθυστέρησης στα 64 bits 

!  

Σχήµα 4.12 Σύγκριση υλοποιήσεων κατανάλωσης-καθυστέρησης στα 64 bits 

!
Στα 64 bits µπορούµε να καταλήξουµε σε ότι αφορά τα πλεονεκτήµατα και τα µειονεκτήµατα 
της κάθε υλοποίησης και κυρίως στην σύγκριση µεταξύ του συµβατικού αλγόριθµου και του 
αλγόριθµου του Gauss. Οι υλοποιήσεις που χρησιµοποιούν τον συµβατικό αλγόριθµο έχουν 
την µικρότερη καθυστέρηση και υπερτερούν στην κατανάλωση ιδίως σε συνθήκες ισχυρών 
περιορισµών στο ρολόι. Οι υλοποιήσεις που χρησιµοποιούν το αλγόριθµο του Gauss δείχνουν 
να έχουν την µικρότερη επιφάνεια και σε συνθήκες χαλαρών περιορισµών ρολογιού έχουν 
ίδια κατανάλωση µε τις υλοποιήσεις του συµβατικού αλγόριθµου.  

Area - Delay - 64 Bits
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270000.00

302500.00

335000.00

367500.00

400000.00

T	
  (ns)

2.00 2.38 2.75 3.13 3.50

conv_cs_a
conv_cs_b
gauss_comp
gauss_lab_a
gauss_lab_b
gauss_lab_c

Power - Delay - 64 Bits
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0.14

0.17

0.19

0.22

0.24

T	
  (ns)

2.000E+00 2.375E+00 2.750E+00 3.125E+00 3.500E+00

conv_cs_a
conv_cs_b
gauss_comp
gauss_lab_a
gauss_lab_b
gauss_lab_c
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Από την πορεία των µετρήσεων και την συµπεριφορά των υλοποιήσεων όσο ανεβαίνουµε σε 
µήκος λέξης βλέπουµε ότι ο αλγόριθµος του Gauss προσφέρει την µικρότερη δυνατή 
επιφάνεια και είναι αποδοτικό και σε κατανάλωση. 

!
Στην συνέχεια, θα συγκρίνουµε τις υλοποιήσεις µεταξύ τους για να εξετάσουµε την 
λειτουργία και την επίδραση του δενδρικού συµπιεστή Wallace πάνω στο κύκλωµα. Από τις 
υλοποιήσεις του συµβατικού αλγόριθµου µπορούµε να δούµε ότι όταν µεταφέραµε τα 
διανύσµατα σε δύο δενδρικούς συµπιεστές Wallace ώστε να έχουµε δύο µεγάλα δένδρα αντί 
για τέσσερα επιµέρους, κερδίσαµε σε επιφάνεια, κατανάλωση και καθυστέρηση, αλλά οι 
υλοποιήσεις του αλγόριθµου του Gauss µας έδειξαν ότι η λογική του να δηµιουργούµε όσο το 
δυνατόν µεγαλύτερα δένδρα δεν είναι η βέλτιστη. Στην περίπτωση του αλγόριθµου του Gauss  
έχουµε τον κοινό όρο m0. Με την λογική αυτή, το τρίτο σχήµα που υλοποιήσαµε µε την 
προτεινόµενο επανακωδικοποιητή Πρόσθεσης-Πολλαπλασιασµού, θα πρέπει να είχε την 
βέλτιστη συµπεριφορά ανάµεσα στις τρεις αυτές παραλλαγές του ίδιου σχήµατος. Είδαµε 
όµως ότι αυτή ήταν η χειρότερη υλοποίηση, µε την δεύτερη παραλλαγή να είναι η καλύτερη, 
όπου είχαµε δύο µεγάλα δένδρα Wallace για να παράγουν το πραγµατικό και το φανταστικό 
µέρος σε µορφή carry-save, από τους τρεις όρους m0, m1 και m2, αλλά για τον κοινό όρο m0 
είχαµε ένα ξεχωριστό δένδρο το όποιο παραγόταν σε carry-save µορφή και στην συνέχεια το 
οδηγούσαµε στα δύο κεντρικά δένδρα Wallace, µε τα m1 και m2 αντίστοιχα, τα οποία ήταν 
ακόµα στην µορφή διανύσµατος που περιέχει όλα τα µερικά γινόµενα, µε τους διορθωτικούς 
όρους και τις απαραίτητες επεκτάσεις προσήµου. Στο σηµείο αυτό είναι σηµαντικό να 
λάβουµε υπ’όψην τον Verilog κώδικα της υλοποίησης Gauss Optimized Modified Booth 
Recoder (Β). Στον Verilog κώδικα ο όρος m0 οδηγήθηκε στα δύο δένδρα µε τρόπο που ο 
compiler θα τον προσθέτει στα χαµηλότερα “φύλλα” των δένδρων. Με τον τρόπο αυτό 
µειώνουµε το κρίσιµο µονοπάτι της υλοποίησης αυτής, όπως αυτό υπολογίστηκε στους 
θεωρητικούς υπολογισµούς, αφού οι υπολογισµοί του δένδρου ξεκινάνε πριν ολοκληρωθεί ο 
υπολογισµός του όρου m0 και ουσιαστικά παράγεται παράλληλα µε τους πρώτους 
υπολογισµούς των δύο κεντρικών δέδρων Wallace. Έτσι βλέπουµε ότι λόγω της κοινής 
χρήσης του όρου m0, µε τον υπολογισµό του σε carry-save µορφή, κερδίζουµε σε επιφάνεια, 
κατανάλωση και καθυστέρηση. 

!
Τέλος η υλοποίηση Gauss Recoder Wei, Du, Chen βλέπουµε ότι είναι οριακά χειρότερη από 
την Gauss Optimized Modified Booth Recoder (A). Συγκρίνουµε αυτές τις δύο υλοποιήσεις 
γιατί χρησιµοποιούν τους ίδιους δενδρικούς συµπιεστές Wallace και διαφέρουν µόνο στη 
µονάδα επανακωδικοποίησης Πρόσθεσης-Πολλαπλασιασµού. Στις δύο αυτές υλοποιήσεις 
βλέπουµε ότι έχουν παρόµοια συµπεριφορά στην επιφάνεια την οποία καταλαµβάνουν αλλά 
η Gauss Optimized Modified Booth Recoder (A) µας δίνει καλύτερη κατανάλωση, ιδίως όσο 
ανεβαίνουµε σε µήκος λέξης και είµαστε σε high performance συχνότητες.  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4.3. Υλοποίηση σε FPGA 

Στο παρόν κεφάλαιο µεταφέρουµε τις παραπάνω τοπολογίες σε ένα FPGA για να δούµε πως 
θα συµπεριφερθούν. Οι µετρήσεις έγιναν για µήκος λέξης εισόδου 8, 16, 24, 32, 48 και 64 
bits, έτσι χρειαζόµαστε ένα FPGA µε πολλές εισόδους/εξόδους δεδοµένου ότι στα 64 bits θα 
πρέπει να έχουµε 64*4 = 256 εισόδους 2*128 = 256 εξόδους και δύο εισόδους για ρολόι και 
επαναφορά. Έτσι βλέπουµε ότι θα χρειαστούµε 514 εισόδους/εξόδους στο µεγαλύτερο µήκος 
λέξης, αριθµός µεγάλος για ένα FPGA. Για τον λόγο αυτό επιλέξαµε την οικογένεια Virtex 7 
της Xilinx που έχουν 1200 εισόδους/εξόδους, µιας και το αµέσως µικρότερο FPGA έχει 500. 
Με αυτό τον τρόπο θα δούµε τι επιπτώσεις θα έχουµε από την εφαρµογή του κυκλώµατός 
µας σε ένα FPGA, δεδοµένου ότι τα FPGA υλοποιούν το κύκλωµα µε την χρήση λογικών 
blocks τα οποία προγραµµατίζονται για την εφαρµογή του κώδικα, έτσι τα εργαλεία που 
χρησιµοποιούµε κάνουν διαφορετική ελαχιστοποίηση από αυτήν που είχαµε στην ASIC 
υλοποίηση. 

!
Οι µετρήσεις λήφθηκαν µε χρήση του ISE 14.7 της Xilinx σε τεχνολογία 28nm, µε τυπικές 
ρυθµίσεις θερµοκρασίας. Στις µετρήσεις που λαµβάνουµε το ISE παράγει µια αναφορά για 
την καθυστέρηση, όπου υπολογίζει την µικρότερη δυνατή περίοδο ρολογιού. Για αυτήν την 
τιµή ρολογιού, και µε χρήση του εργαλείου XPower Analyzer της Xilinx υπολογίζουµε την 
κατανάλωση του κυκλώµατος. Τέλος για τον αντίστοιχο υπολογισµό της επιφάνειας που 
καταλαµβάνει το κάθε κύκλωµα θα πρέπει να εξηγήσουµε την αρχιτεκτονική των FPGA της 
οικογένειας Virtex 7. Τυπικά σε ένα FPGA τα κυκλώµατα υλοποιούνται µε την χρήση 
λογικών blocks. Αυτά τα blocks συγκεντρώνονται σε Slices τα οποία περιέχουν LUTs (lookup 
tables) τα οποία προγραµµατίζονται από ένα αρχείο το οποίο παράγεται από το εργαλείο της 
εκάστοτε εταιρείας παραγωγής του FPGA. Τα LUTs είναι πίνακες αναζήτησεις οι οποίοι 
διατρέχονται µέσω ενός πολυπλέκτη, οι είσοδοι του οποίου είναι σταθερές, ορισµένες από το 
αρχείο που παράγει το εργαλείο µετάφρασης του κώδικα µας. Έτσι ένα n-bit LUT µπορεί να 
κωδικοποιήσει µια Boolean συνάρτηση των n bits και ανάλογα µε την λειτουργία που 
θέλουµε µπορεί να χρησιµοποιηθεί για διάφορες χρήσεις, από την υλοποίηση λογικών 
συναρτήσεων, µέχρι και την υλοποίηση µιας µνήµης RAM. Στην περίπτωση της οικογένειας 
Virtex 7, η συσκευή που επιλέξαµε περιέχει 326400 slices όπου κάθε slice περιέχει 4 LUTs 
και 8 flip-flops. Κατ’αναλογία του υπολογισµού επιφανείας στην ASIC υλοποίηση, στα 
FPGA θα χρησιµοποιήσουµε τα στατιστικά χρησιµοποίησης των slices, LUTs και flip-flops 
της συσκευής. 

!
Με την ίδια λογική που ακολουθήσαµε και παραπάνω θα χωρίσουµε τις µετρήσεις ανάλογα 
µε το µήκος λέξης εισόδου, για να συγκρίνουµε τα αποτελέσµατα.  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1. Μήκος λέξης 08 bits 

Εδώ βλέπουµε συγκεντρωµένα τα αποτελέσµατα για τα 08 bits: 

Πίνακας 4.6 Σύγκριση υλοποιήσεων 08 bits !
Στον παραπάνω πίνακα βλέπουµε την κατανάλωση, την καθυστέρηση και το πόσα slices, 
LUTs, καταχωρητές και flip-flops χρησιµοποιήθηκαν. Με µια πρώτη µατιά βλέπουµε ότι η 
υλοποίηση µε την µικρότερη καθυστέρηση είναι η υλοποίηση Conventional Carry-Save (B) 
(conv_cs_b) αλλά µε εµφανώς µικρό προβάδισµα. Οµοίως στην κατανάλωση προηγείται η 
υλοποίηση Conventional Carry-Save (A) (conv_cs_a) και πάλι µε µικρή διαφορά. 

Σε ότι αφορά την επιφάνεια που καταλαµβάνει ένα κύκλωµα, πρέπει να ορίσουµε πως θα 
µετράµε την επιφάνεια, δεδοµένου ότι τα FPGAs έχουν συγκριµένη επιφάνεια, εµείς σαν 
επιφάνεια θα ορίσουµε τον χώρο που απασχολεί η υλοποίησή µας. Δηλαδή στις µετρήσεις 
µας, στο Design Summary, το ISE µας ενηµερώνει για το hardware το οποίο απασχολεί η 
εκάστοτε υλοποίηση. Έτσι αναφέρεται στο πλήθος των slices, στο πλήθος των LUTs, τα 
οποία είναι µέρος των slices όπως είδαµε παραπάνω, και στο αριθµό των flip-flops και 
καταχωρητών, που είναι και αυτά µέρος των slices. Για να επιλέξουµε πως θα προχωρήσουµε 
στην σύγκριση των υλοποιήσεων στον τοµέα της επιφάνειας ανατρέξαµε στην εργασία των 
Ian Kuon και Jonathan Rose [5] όπου περιγράφεται ένας τρόπος µέτρησης. Περιγράφεται ότι 
για να µετρήσουµε το ανάλογο της επιφάνειας που µετρήσαµε στην ASIC υλοποίηση, 
λαµβάνουµε υπ’όψην τα λογικά blocks που απασχολούνται καθώς και τα flip-flops και οι 
καταχωρητές. Δεν λαµβάνονται υπ’όψην οι είσοδοι/έξοδοι που χρησιµοποιούνται, δεδοµένου 
ότι τα FPGAs χρησιµοποιούν διαφορετικό τρόπο υλοποίησης από αυτόν των εισόδων/εξόδων 
σε ASIC. Τέλος, δεν θα λάβουµε υπ’όψην τα slices που χρησιµοποιούνται, αλλά µόνο τα 
LUTs µιας και το εργαλείο εφαρµογής του κώδικα[8] στο FPGA κάνει το mapping και 
routing χωρίς να κάνει πλήρη χρήση όλων των LUTs σε κάθε slice. 

Design	
  -­‐> conv_cs_a conv_cs_b gauss_comp gauss_lab_a gauss_lab_b gauss_lab_c

Power	
  (mW) 235.71 228.44 238.03 236.77 236.79 237.86

T	
  (ns) 6.723 7.703 7.756 7.631 7.160 7.074

Number	
  of	
  
Slice	
  

Registers
72 72 91 100 77 84

Number	
  of	
  
Slice	
  LUTs

518 481 732 584 571 602

Number	
  of	
  
occupied	
  
Slices

262 254 377 340 301 316

Number	
  of	
  
LUT	
  Flip	
  Flop	
  
pairs	
  used

525 485 750 614 582 616

Number	
  of	
  
bonded	
  IOBs

66
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2. Μήκος λέξης 16 bits 

Πίνακας 4.7 Σύγκριση υλοποιήσεων 16 bits 

3. Μήκος λέξης 24 bits 

Πίνακας 4.8 Σύγκριση υλοποιήσεων 24 bits 

16	
  Bits
Design	
  -­‐> conv_cs_a conv_cs_b gauss_comp gauss_lab_a gauss_lab_b gauss_lab_c

Power	
  (mW) 276.91 276.30 282.25 286.46 287.89 300.30

T	
  (ns) 7.484 6.732 8.477 8.108 8.482 8.392

Number	
  of	
  
Slice	
  

Registers
186 226 202 214 172 207

Number	
  of	
  
Slice	
  LUTs

1802 1813 2019 1940 1776 2283

Number	
  of	
  
occupied	
  
Slices

777 743 847 780 796 840

Number	
  of	
  
LUT	
  Flip	
  
Flop	
  pairs	
  

used

1835 1863 2049 1983 1805 2315

Number	
  of	
  
bonded	
  
IOBs

130

24	
  Bits
Design	
  -­‐> conv_cs_a conv_cs_b gauss_comp gauss_lab_a gauss_lab_b gauss_lab_c

Power	
  (mW) 387.57 368.75 384.07 399.49 386.53 415.22

T	
  (ns) 8.936 8.252 10.101 9.516 10.438 9.605

Number	
  of	
  
Slice	
  

Registers
321 280 390 321 270 302

Number	
  of	
  
Slice	
  LUTs

3966 3699 4013 3992 3450 4463

Number	
  of	
  
occupied	
  
Slices

1695 1369 1657 1631 1372 1498

Number	
  of	
  
LUT	
  Flip	
  Flop	
  
pairs	
  used

4028 3733 4087 4046 3481 4492

Number	
  of	
  
bonded	
  IOBs 194
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4. Μήκος λέξης 32 bits 

Πίνακας 4.9 Σύγκριση υλοποιήσεων 32 bits 

5. Μήκος λέξης 48 bits 

Πίνακας 4.10 Σύγκριση υλοποιήσεων 48 bits 

32	
  Bits
Design	
  -­‐> conv_cs_a conv_cs_b gauss_comp gauss_lab_a gauss_lab_b gauss_lab_c

Power	
  (mW) 469.29 471.36 460.03 535.25 485.44 572.81

T	
  (ns) 10.641 10.302 10.489 11.230 11.305 11.330

Number	
  of	
  
Slice	
  

Registers
522 446 396 490 365 552

Number	
  of	
  
Slice	
  LUTs

6729 6537 6482 9002 5904 9173

Number	
  of	
  
occupied	
  
Slices

2728 3057 2342 3307 2254 3677

Number	
  of	
  
LUT	
  Flip	
  Flop	
  
pairs	
  used

6863 6631 6499 9110 5943 9259

Number	
  of	
  
bonded	
  IOBs 258

48	
  Bits
Design	
  -­‐> conv_cs_a conv_cs_b gauss_comp gauss_lab_a gauss_lab_b gauss_lab_c

Power	
  (mW) 747.34 727.60 735.78 908.85 741.47 1003.79

T	
  (ns) 11.941 10.428 11.747 11.979 11.995 11.997

Number	
  of	
  
Slice	
  

Registers
857 839 839 883 513 1188

Number	
  of	
  
Slice	
  LUTs

14596 14074 13985 19368 11536 21430

Number	
  of	
  
occupied	
  
Slices

5632 5244 5034 7374 4482 7472

Number	
  of	
  
LUT	
  Flip	
  Flop	
  
pairs	
  used

14801 14277 14115 19550 11580 21680

Number	
  of	
  
bonded	
  IOBs 386
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6. Μήκος λέξης 64 bits 

Πίνακας 4.11 Σύγκριση υλοποιήσεων 64 bits 

Για να έχουµε µία καλύτερη σύγκριση των παραπάνω αποτελεσµάτων θα συγκεντρώσουµε 
όλα τα αποτελέσµατα σε διαγράµµατα κατανάλωσης, καθυστέρησης και επιφάνειας 
συναρτήσει του µήκους λέξης εισόδου για να έχουµε καλύτερη εποπτεία των αποτελεσµάτων.  

64	
  Bits
Design	
  -­‐> conv_cs_a conv_cs_b gauss_comp gauss_lab_a gauss_lab_b gauss_lab_c

Power	
  (mW) 808.66 707.26 788.43 901.27 757.68 993.87

T	
  (ns) 19.963 11.967 15.999 19.446 15.435 16.755

Number	
  of	
  
Slice	
  

Registers
719 952 1103 1022 750 1380

Number	
  of	
  
Slice	
  LUTs

26482 23851 31130 34863 20406 37044

Number	
  of	
  
occupied	
  
Slices

13349 7417 9080 13481 7042 11793

Number	
  of	
  
LUT	
  Flip	
  Flop	
  
pairs	
  used

26607 23928 31204 35068 20452 37168

Number	
  of	
  
bonded	
  IOBs 386
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4.3.1. Κατανάλωση συναρτήσει µήκους λέξης εισόδου 

!  

Σχήµα 4.13 Συγκεντρωτικό διάγραµµα κατανάλωσης-µήκους λέξης 

!
Από το παραπάνω διάγραµµα βλέπουµε ότι για τα µικρότερα µήκη λέξης έχουµε µικρές 
διαφορές και µια παρόµοια συµπεριφορά των υλοποιήσεων. Από τα 24 bits και µετά 
βλέπουµε ότι οι υλοποιήσεις Gauss Optimized Modified Booth Recoder (Α) και (C) έχουν 
την µεγαλύτερη κατανάλωση ενώ οι υπόλοιπες έχουν µια παρόµοια συµπεριφορά. Στα 64 bits 
έχουµε την υλοποίηση Conventional Carry-Save (B) να είναι και πάλι αυτή µε την 
χαµηλότερη κατανάλωση µε τις Gauss Optimized Modified Booth Recoder (Β), Gauss 
Recoder Wei, Du, Chen, και Conventional Carry-Save (Α) να ακολουθούν µε αυτήν την 
σειρά. Από τις θεωρητικές µετρήσεις και εν συνεχεία από τις high-performance µετρήσεις 
στις υλοποιήσεις σε ASIC είδαµε πως η υλοποίηση Gauss Optimized Modified Booth 
Recoder (C) θα είναι η χειρότερη κάτι που εξηγείται, όπως και παραπάνω, από τον κοινό όρο 
m0, ο οποίος όταν δεν µετατραπεί σε carry-save µορφή επιβαρύνει πολύ το κύκλωµα, µε τους 
δύο κεντρικούς δενδρικούς συµπιεστές Wallace. Αντίστοιχα η υλοποίηση Gauss Optimized 
Modified Booth Recoder (Α) δεν εκµεταλλεύεται πλήρως το Wallace δένδρο µε τους 
επιµέρους υπολογισµούς των m0, m1 και m2 σε carry-save µορφή. Το ίδιο ισχύει και για την 
υλοποίηση Conventional Carry-Save (Α) η οποία µπορεί η απόδοσή της να µην είναι τόσο 
χαµηλή όσο οι δύο προηγούµενες, αλλά εξακολουθεί να είναι η χειρότερη από την 
Conventional Carry-Save (Β).  

!

Po
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Σε γενικές γραµµές τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την µεταφορά των υλοποιήσεων 
από ASIC σε FPGA συµφωνούν σε γενικές γραµµές σε θέµατα κατανάλωσης µε την διαφορά 
ότι στα FPGA έχουµε µια σαφέστερη διαφοροποίηση όσο ανεβαίνουµε σε µήκος λέξης και 
αυτό οφείλεται στην ευελιξία που έχουν τα εργαλεία των ASIC υλοποιήσεων να καταργούν 
την ιεραρχία των κυκλωµάτων κάτι που κάνει τις διαφορετικές παραλλαγές των υλοποιήσεων 
που χρησιµοποιούν των αλγόριθµο του Gauss και αυτές που χρησιµοποιούν τον συµβατικό 
αλγόριθµο να έχουν µια πιο κοινή συµπεριφορά.  

!
4.3.2. Καθυστέρηση συναρτήσει µήκους λέξης εισόδου  

J  
Σχήµα 4.14 Συγκεντρωτικό διάγραµµα καθυστέρησης-µήκους λέξης 

Στο παραπάνω διάγραµµα βλέπουµε την σύγκριση της καθυστέρησης των υλοποιήσεων. Η 
υλοποίηση Conventional Carry-Save (B) εξακολουθεί να είναι η αποδοτικότερη. Οι 
υπόλοιπες υλοποιήσεις έχουν παρόµοια συµπεριφορά, µε τις υλοποιήσεις του συµβατικού 
αλγόριθµου του µιγαικού πολλαπλασιαστή να έχουν καλύτερη απόδοση στα µηκρότερα µήκη 
λέξης, ενώ στα 48 bits βλέπουµε µια σύγκλιση όλων των υλοποιήσεων, εκτός της 
Conventional Carry-Save (B), και στα 64 bits βλέπουµε τις υλοποιήσεις που κάνουν χρήση 
του αλγόριθµου του Gauss να αποκτούν πλεονέκτηµα επί της υλοποίησης Conventional 
Carry-Save (Α). Για να έχουµε µια καλύτερη σύγκριση µε τις υλοποιήσεις σε ASIC 
σχεδιάζουµε το αντίστοιχο διάγραµµα σε ASIC: 

T 
(n

s)

6

9.5

13

16.5

20

Bitwidth
0 16 32 48 64

conv_cs_a
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!  

Σχήµα 4.15 Συγκεντρωτικό διάγραµµα καθυστέρησης-µήκους λέξης σε ASIC 

Στην ASIC υλοποίηση του µιγαδικού πολλαπλασιαστή βλέπουµε ότι ο συµβατικός 
αλγορίθµος δίνει µικρότερη καθυστέρηση από τον αλγόριθµο του Gauss, σε αναντιστοιχία µε 
τον θεωρητικό υπολογισµό που πραγµατοποιήσαµε αρχικά, όπου η υλοποίηση Gauss 
Optimized Modified Booth Recoder (A) εµφανιζόταν, έστω κι οριακά, η βέλτιστη υλοποίηση. 
Όµως και οι υλοποιήσεις που κάνουν χρήση του αλγόριθµου του Gauss αναµέναµε να 
δώσουν διαφορετικά αποτελέσµατα και στην µεταξύ τους σύγκριση. Στο παραπάνω 
διάγραµµα βλέπουµε την υλοποίηση Gauss Optimized Modified Booth Recoder (B) να 
ακουλουθεί τις θεωρητικές µετρήσεις µέχρι το µήκος λέξης των 24 bits, όπου στα 32, 48 και 
64 bits αλλάζει και γίνεται η καλύτερη. Αυτό εξηγείται από την εντολή compile_ultra που 
επιτρέπει στον Design Compiler να κάνεις όλες τις απαραίτητες ελαχιστοποιήσεις στο 
κρίσιµο µονοπάτι του κυκλώµατος για να έχουµε την µικρότερη δυνατή καθυστέρηση. Και µε 
τον ίδιο τρόπο επηρεάζονται και οι υλοποιήσεις που χρησιµοποιούν τον συµβατικό 
αλγόριθµο. Αν κάνουµε µια παραδοχή ότι και στους δύο αλγόριθµους οι υπολογισµοί 
γίνονται παράλληλα, µε µια µακροσκοπική ανάλυση, βλέπουµε ότι ο συµβατικός αλγόριθµος 
χρειάζεται έναν πολλαπλασιασµό και µια πρόσθεση για να δώσει απότελεσµα, σε αντίθεση 
µε τον αλγόριθµο του Gauss όπου υπολογίζουµε ένα άθροισµα, έναν πολλαπλασιασµό και 
µια πρόσθεση. Με τις υλοποιήσεις του αλγόριθµου του Gauss δηµιουργήσαµε δύο 
διαφορετικές µονάδες που συγχωνεύουν την πράξη Α*(Χ+Υ) στο κόστος ενός 
πολλαπλασιασµού. Βλέπουµε όµως ότι οι ελαχιστοποιήσεις που κάνει ο Design Compiler στο 
κρίσιµο µονοπάτι των υλοποιήσεων του συµβατικού αλγόριθµου καθιστούν αυτές τις 
υλοποίησεις γρηγορότερες.  

T 
(n

s)

0.9
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4.3.3. Επιφάνεια συναρτήσει µήκους λέξης εισόδου 

Στην προηγούµενη παράγραφο είδαµε τα πλεονεκτήµατα των υλοποίησεων του συµβατικού 
αλγόριθµου επί των υλοποιήσεων του αλγόριθµου του Gauss στην καθυστέρηση των 
κυκλωµάτων και εδώ θα δούµε την συµπεριφορά τους σε ότι αφορά την επιφάνεια που 
καταλαµβάνουν. Όπως περιγράψαµε και παραπάνω για τον υπολογισµό της επιφάνειας που 
καταλαµβάνουν τα κυκλώµατα αθροίσαµε το πλήθος των slices, των καταχωρητών και των 
flip-flops που κάνει χρήση η κάθε υλοποίηση, δεδοµένου ότι όλα τα slices καλύπτουν την 
ίδια επιφάνεια και αντίστοιχα όλα τα flip-flops και οι καταχωρητές. Έτσι µετράµε την 
επιφάνεια πυριτίου που καταλαµβάνει το κύκλωµά µας στο εσωτερικό ενός FPGA. 

Έτσι συγκεντρώσαµε τα αποτελέσµατα των µετρήσεων στο παρακάτω διάγραµµα: 

!  

Σχήµα 4.16 Συγκεντρωτικό διάγραµµα επιφάνειας-µήκους λέξης 

Στο παραπάµω διάγραµµα βλέπουµε να επιβεβαιώνεται η υπεροχή της υλοποίησης Gauss 
Optimized Modified Booth Recoder (B) σε ότι αφορά την επιφάνεια που καταλαµβάνει. 
Όπως και στην ASIC υλοποίηση, έτσι και στην FPGA υλοποίηση, µε την σωστή χρήση των 
δενδρικών συµπιεστών Wallace, βλέπουµε να αναδεικνύονται τα πλεονεκτήµατα του 
αλγόριθµου του Gauss επί του συµβατικού αλγόριθµου, µε την υλοποίηση των Wei, Du, και 
Chen να έχει χειρότερα αποτελέσµατα από τις δύο υλοποίησεις του συµβατικού αλγόριθµου 
µόνο στα 64 bits, πράγµα που µας δείχνει ότι αν είχαµε υλοποιήσει και αυτήν µε σωστή 
χρήση των δενδρικών συµπιεστών Wallace ενδεχοµένως να είχε ξεπεράσει και αυτή καθολικά 
τις συµβατικές υλοποιήσεις. 
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5. Συµπεράσµατα και επεκτάσεις 

Σε αυτό το κεφάλαιο θα συνοψίσουµε την παρουσίαση της διπλωµατικής εργασίας µας. 

!
5.1. Σύνοψη και συµπεράσµατα 

Συνοψίζοντας τα αποτελέσµατα της παρούσας διπλωµατικής εργασίας, διερευνήσαµε 
διαφορετικές υλοποιήσεις του µιγαδικού πολλαπλασιαστή, µε χρήση του συµβατικού 
αλγόριθµου και του αλγόριθµου του Gauss, διαφορετικών αρχιτεκτονικών και µονάδων 
υπολογισµού των ενδιάµεσων αποτελεσµάτων. 

!
Τα συµπεράσµατα που εξήγχθησαν από την µελέτη των αποτελεσµάτων είναι τα εξής: 

• Καθυστέρηση 

 Ο συµβατικός αλγόριθµος είναι ταχύτερος από τον αλγόριθµο του Gauss κάτι το 
οποίο διαπιστώνουµε εύκολα από όλες τις µετρήσεις που κάναµε. Συγκεκριµένα για την 
εφαρµογή των υλοποιήσεων σε ASIC βλέπουµε και στο σχήµα 4.5 ότι και οι δύο 
αρχιτεκτονικές εφαρµογής του συµβατικού αλγόριθµου κερδίζουν τις υλοποιήσεις 
αλγόριθµου του Gauss για όλα τα µήκη λέξης από 8 έως 64 bits. Από την άλλη στις 
υλοποιήσεις σε FPGA στο σχήµα 4.14 βλέπουµε ότι η αρχιτεκτονική που ακολουθούµε 
επηρεάζει τα αποτελέσµατα. Η υλοποίηση που εκµεταλλεύεται την χρήση του δενδρικού 
συµπιεστή Wallace (Conventional Carry-Save (B)) µας αποδίδει την ταχύτερη υλοποίηση 
µε την υλοποίηση Conventional Carry-Save (Α) να έχει την χειρότερη απόδοση όσο 
ανεβαίνουµε σε µήκος λέξης. Στις υλοποιήσεις του αλγόριθµου του Gauss, στα ASIC 
βλέπουµε το σχήµα Gauss Optimized Modified Booth Recoder (A) να είναι το καλύτερο 
στα µικρότερα µήκη λέξης ενώ στα µεγαλύτερα µήκη λέξης καλύτερο είναι το σχήµα (B) 
µιας και κάνει και αυτό καλύτερη χρήση του δενδρικού συµπιεστή Wallace. Στα FPGA, 
παρατηρούµε µια κοινή συµπεριφορά των υλοποιήσεων µεταξύ τους µε µικρές διαφορές 
ανάλογα µε το µήκος λέξης, µε την υλοποίηση Gauss Recoder Wei, Du, Chen να έχει µια 
σταθερά καλή απόδοση σε όλα τα µήκη λέξης, εκτός από τα 24 bits. 

• Κατανάλωση 

 Είδαµε πως οι υλοποιήσεις του συµβατικού αλγόριθµου σε ASIC έχουν χαµηλότερη 
κατανάλωση, ιδίως σε high performance συνθήκες, ενώ σε χαλαρώτερες συνθήκες 
περιορισµού του ρολογιού, και καθώς ανεβαίνουµε σε µήκος λέξης, οι υλοποιήσεις του 
αλγόριθµου του Gauss συγκλίνουν προς την απόδοση αυτών του συµβτικού αλγόριθµου. 
Στα FPGA, βλέπουµε την επίδραση των δενρικών συµπιεστών Wallace στην κατανάλωση 
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των κυκλωµάτων. Ο υλοποιήσεις Conventional Carry-Save (B) και Gauss Optimized 
Modified Booth Recoder (Β), που κάνουν την καλύτερη χρήση των δένδρων Wallace, 
έχουν την χαµηλότερη κατανάλωση όσο ανεβαίνουµε σε µήκος λέξης. 

• Επιφάνεια 

 Ο αλγόριθµος του Gauss είναι ο οικονοµικότερος σε ότι αφορά την επιφάνεια που 
καταλαµβάνουν τα κύκλωµατα υλοποίησής του. Από την high performance λειτουργία 
µέχρι τις χαλαρότερες συνθήκες περιορισµού του ρολογιού και στα δύο µέσα εφαρµογής, 
ASIC και FPGA, βλέπουµε πως έχουµε µικρότερη επιφάνεια στις υλοποιήσεις του 
αλγόριθµου του Gauss, µε την Gauss Optimized Modified Booth Recoder (Β) να έχει την 
καλύτερη απόδοση. 

!
Παραπάνω είδαµε συγκεντρωτικά, την σύγκριση των υλοποιήσεων κυρίως σε ότι αφορά τον 
αλγόριθµο υλοποίησης, µε κριτήρια, την καθυστέρηση, την κατανάλωση και την επιφάνεια.  

!
Πιο στοχευµένα µπορούµε να κάνουµε τις εξής συγκρίσεις: 

• Η επίδραση της χρήσης του δενδρικού συµπιεστή Wallace, είδαµε ότι είναι πολύ µεγάλη 
στα κυκλώµατά µας. Συγκρίνωντας τις δύο διαφορετικές υλοποιήσεις του συµβατικού 
αλγόριθµου είδαµε πως η βέλτιστη χρήση των δένδρων Wallace έγκειται στην 
δηµιουργία όσο το δυνατόν µεγαλύτερων δένδρων. Έτσι αποδοτικότερη ήταν η 
υλοποίηση που δεν υπολόγιζε το αποτέλεσµα του πολλαπλασιασµού στην παράσταση 
Α*(Χ+Υ), αλλά το κράταγε σε µορφή µερικών γινοµένων τα οποία προστίθονταν ή 
αφαιρούνταν, ανάλογα µε τον όρο που θέλαµε να παράξουµε. Στην συνέχεια 
συγκρίναµε τις τρεις υλοποιήσεις Gauss Optimized Modified Booth Recoder µεταξύ 
τους, οι οποίες σύµφωνα µε τα αποτέλεσµατα των υλοποιήσεων του συµβατικού 
αλγόριθµου, θα έπρεπε να έχουν σαν αποδοτικότερη υλοποίηση, την (C) η οποία 
λειτουργεί µε τον ίδιο τρόπο µε την υλοποίηση Conventional Carry-Save (B). Είδαµε 
όµως ότι η υλοποίηση Gauss Optimized Modified Booth Recoder (B) είναι η 
αποδοτικότερη, λόγω του υπολογισµού του κοινού όρου m0. Έτσι βλέπουµε πως η 
υλοποίηση αυτή κάνει την καλύτερη χρήση του δενδρικού συµπιεστή Wallace γιατί 
επωφελείται των πλεονεκτηµάτων του, αλλά κάνει και µια ελαχιστοποίηση στο µέγεθος 
των δένδρων. Όπως είπαµε και παραπάνω στον Verilog κώδικα ο όρος m0 οδηγήθηκε 
στα δύο δένδρα µε τρόπο που ο compiler θα τον προσθέτει στα χαµηλότερα “φύλλα” 
των δένδρων. Με τον τρόπο αυτό κάναµε την βέλτιστη χρήση του δενδρικού συµπιεστή 
Wallace στο κρίσιµο µονοπάτι, το οποίο ήταν εξ’αρχής το αδύναµο σηµείο αυτής της 
υλοποίησης.  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• Σε ότι αφορά τον αλγόριθµο του Gauss κάναµε χρήση δύο µονάδων υλοποίησης της 
πράξης Α*(Χ+Υ), του Προτεινόµενου Σχήµατος επανακωδικοποίησης Πρόσθεσης 
(Αφαίρεσης)-Πολλαπλασιασµού και του Επανακωδικοποιητή σε Modified Booth, 
αριθµού δυαδικής πλεονασµατικής µορφής των Wei, Du και Chen. Για να κάνουµε µια 
σύγκριση των δύο µονάδων θα χρησιµοποιήσουµε τις υλοποιήσεις Gauss Optimized 
Modified Booth Recoder (Α) και Gauss Recoder Wei, Du, Chen, γιατί κάνουν χρήση 
των ίδιων δένδρων Wallace και έτσι θα συγκρίνουµε την επίδραση των µονάδων µόνο, 
και όχι της υλοποίησης συνολικά. Από το σχήµα 4.15 βλέπουµε πως το Προτεινόµενο 
Σχήµα επανακωδικοποίησης Πρόσθεσης (Αφαίρεσης)-Πολλαπλασιασµού έχει την 
µικρότερη καθυστέρηση σε ASIC, ενώ από το σχήµα 4.14 βλέπουµε ότι σε FPGA, ο 
Επανακωδικοποιητής σε Modified Booth αριθµού δυαδικής πλεονασµατικής µορφής 
των Wei, Du και Chen υπέρεχει, όσο ανεβαίνουµε σε µήκος λέξης. Οµοίως από το 
σχήµα 4.13, βλέπουµε ότι και στην κατανάλωση στα FPGA ο Επανακωδικοποιητής σε 
Modified Booth αριθµού δυαδικής πλεονασµατικής µορφής των Wei, Du και Chen είναι 
καλύτερος, ενώ σε ASIC συµβαίνει το αντίθετο µε το Προτεινόµενο Σχήµα 
επανακωδικοποίησης Πρόσθεσης (Αφαίρεσης)-Πολλαπλασιασµού, να είναι για όλα τα 
µήκη λέξης καλύτερος. Το ίδιο συµβαίνει και για την επιφάνεια που καταλαµβάνουν τα 
κυκλώµατα των δύο µονάδων µε το Προτεινόµενο Σχήµα επανακωδικοποίησης 
Πρόσθεσης (Αφαίρεσης)-Πολλαπλασιασµού να είναι καλύτερο σε ASIC ενώ να χάνει 
όταν µεταφέρουµε τις υλοποιήσεις σε FPGA. Αυτό συµβαίνει λόγω των full adders που 
χρησιµοποιούµε στην µονάδα αυτή ενώ η µονάδα των Wei, Du και Chen µε τους 
αντιστροφείς και την αριθµητική που χρησιµοποιεί ευνοείται σε FPGA µιας και 
αξιοποιεί καλύτερα τα λογικά blocks. 

5.2. Μελλοντικές επεκτάσεις 

• Για την περαιτέρω µελέτη του µιγαδικού πολλαπλασιαστή ένα πρώτο βήµα για την 
καλύτερη υλοποιήσή του είναι η εξερεύνηση διαφορετικών στρατηγικών του Design 
Compiler. Στην παρούσα διπλωµατική κάναµε την σύνθεση µε χρήση της εντολής 
compile_ultra, ενώ θα µπορούσαµε να ερευνήσουµε περαιτέρω τις DC-Ultra 
βελτιστοποιήσεις µε τα ενσωµατωµένα scripts, –area_high_effort_script αλλά και           
–timing_high_effort_script, για να δούµε την επίδρασή τους στις υλοποιήσεις. 

• Με την ίδια λογική, για την υλοποίηση του µιγαδικού πολλαπλασιαστή σε FPGA, θα 
µπορούσαν να ερευνηθούν διαφορετικές αρχιτεκτονικές, οι οποίες µε χρήση των 
αριθµητικών µονάδων (IP blocks) που έχουν τα FPGA θα µας δώσουν ενδεχοµένως 
αποτελέσµατα καλύτερα προσαρµοσµένα στο µέσο. 

• Τέλος, η χρήση pipelined σχηµάτων, µε την κατάλληλη επιλογή αρχιτεκτονικών 
σχεδίασης, µπορεί να µας δώσει σηµαντικά αποτελέσµατα για τον µιγαδικό 
πολλαπλασιαστή, όπως και η διερεύνηση άλλων αλγόριθµων υλοποίησης του µιγαδικού 
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πολλαπλασιαστή, όπως η χρήση προενταµίευσης των όρων αR+αI και αR-αI, και ο 
µιγαδικός πολλαπλασιαστής βασισµένος σε πολυπλέκτη. 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