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Περίληψη

Η παρούσα διπλωµατική εργασία αφορά τον εντοπισµό των ϐέλτιστων λύσεων ενός

προβλήµατος ϐελτιστοποίησης πολλών στόχων χρησιµοποιώντας αιτιοκρατικές µε-

ϑόδους, δηλαδή µεθόδους που χρησιµοποιούν την κλίση της συνάρτησης στόχου.

Συγκεκριµένα, η εργασία στηρίχτηκε στην εργασία [1], στην οποία αποδεικνύεται

ότι από ϐέλτιστη λύση υπάρχει η δυνατότητητα να προβλεφθεί η ϑέση µιας γειτο-

νικής λύσης στο µέτωπο κατά Pareto. Αυτό πραγµατοποιείται µε την επίλυση ενός

συστήµατος, το οποίο περιλαµβάνει τις πρώτες και τις δεύτερες παραγώγους των

συναρτήσεων-στόχων και περιορισµών του προβλήµατος. Σε µια προσπάθεια πε-

ϱιορισµού του υψηλού κόστους των µητρώων δεύτερων παραγώγων, στη παρούσα

εργασία συνδυάστηκε η επίλυση του συστήµατος µε τη χρήση της µεθόδου συζυ-

γών κλίσεων και τη µέθοδο Newton µε αποκοπή. Στην εργασία αυτή µελετήθηκαν

προβλήµατα µε περιορισµούς που εισάγονται από ϕραγµένα πεδία ορισµού των µε-

ταβλητών σχεδιασµού.

Αρχικά γίνεται µια µικρή αναφορά στον τρόπο µε τον οποίο δηµιουργείται ένα µέτω-

πο ϐέλτιστων λύσεων, γνωστό ως µέτωπο κατά Pareto. ΄Επειτα, παρουσιάζεται ένας

εναλλακτικός αιτιοκρατικός τρόπος εύρεσης του µετώπου, ο οποίος αποτελεί το κεν-

τρικό ϑέµα της εργασίας. Αφού αναλυθεί από µαθηµατική σκοπιά, ακολουθεί η

σκιαγράφηση του αλγορίθµου αριθµητικής επίλυσης µε τη µέθοδο Newton µε απο-

κοπή που προαναφέρθηκε.

Στη συνέχεια, πραγµατοποιούνται κάποιες προκαταρκτικές εφαρµογές σε απλά µα-

ϑηµατικά προβλήµατα ϐελτιστοποίησης δύο στόχων. Για την ακρίβεια, η προτει-

νόµενη µέθοδος εφαρµόζεται σε δύο κυρτά µαθηµατικά προβλήµατα και σε ένα µη

κυρτό. Τα αποτελέσµατα της µεθόδου συγκρίνονται µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα

ενός εξελικτικού αλγορίθµου, ο οποίος έχει αναπτυχθεί από τη ΜΠΥΡ&Β ΕΜΠ, και

όπου είναι δυνατό µε την αναλυτική λύση του µετώπου ϐέλτιστων λύσεων.

Η επόµενη ϕάση περιλαµβάνει την εφαρµογή σε προβλήµατα αεροδυναµικής ϐελ-



τιστοποίησης δύο στόχων. Συγκεκριµένα, επιλύθηκαν δύο προβλήµατα ϱοής γύρω

από αεροτοµή. Στο πρώτο, οι δύο στόχοι ήταν η µεγιστοποίηση του συντελεστή

άνωσης και η ελαχιστοποίηση της απόκλισης του εµβαδού της αεροτοµής από µια

συγκεκριµένη τιµή. Στο δεύτερο, ο ένας στόχος πάλι ήταν η µεγιστοποίηση του

συντελεστή άνωσης ενώ ο δεύτερος ήταν η ελαχιστοποίηση του συντελεστή οπισθέλ-

κουσας. Και στα δύο προβλήµατα έγινε χρήση της µεθόδου Newton µε αποκοπή και

διερευνήθηκε το υπολογιστικό κόστος της προτεινόµενης µεθόδου.

Ο αλγόριθµος που αναπτύχθηκε συµπεριλαµβάνει και την επίλυση προβληµάτων

περισσότερων των δύο στόχων. Μάλιστα, πραγµατοποιήθηκαν δοκιµές για µαθη-

µατικά προβλήµατα τριών στόχων, χωρίς όµως να γίνει σε ϐάθος διερεύνηση. Με

άλλα λόγια, µε αυτή την εργασία έχουν ϑεµελιωθεί οι ϐάσεις για την επέκταση του

αλγορίθµου για προβλήµατα µε επιπλέον περιορισµούς, καθώς και για τη µελέτη

προβληµάτων τριών ή περισσότερων στόχων.
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Abstract

This diploma thesis investigates the tracing of the Pareto front using deterministic

(gradient-based) optimization methods. It was based on the work [1], in which it

was proven that it is plausible, using the information of a known optimized solu-

tion, to predict the position of another optimized solution on the Pareto front. This

can be achieved by solving a system which consists of the first and second order

derivatives of the objective and constrain functions. The adjoint differentiation

method was preferred when calculating the first-order derivatives, while the tru-

ncated Newton method was used in order to reduce the excessive computational

cost of the hessian matrix. The examined optimization problems included only

constraints which are introduced by the design variable boundaries.

Firstly, there is a brief introduction in optimization methods and the creation of a

Pareto front in deterministic optimization. Then, the theory on which this thesis

is based is presented.

Secondly, some preliminary applications on mathematical two-objective optimi-

zation problems take place. Two of them are convex problems and one of them is

concave. The results of the proposed method are compared with those of an evo-

lutionary algorithm created by the PCopt/NTUA and with the analytical solutions,

wherever it was feasible.

After the preliminary runs, two CFD problems where examined. In both problems,

the target was the optimal shape of an airfoil according to two objectives. In

the first problem, the first objective was the lift coefficient maximization while

the second one was the minimization of the airfoil’s surface’s divergence from a

target-value. In the second problem, the first objective was again the maximization

of the lift coefficient and the second objective was the minimization of the drag

coefficient. In both cases, the truncated Newton method was applied.

The developed algorithm can also handle optimization problems with more than



two objectives. There were some trials done for three-objectives problems, without

attempting an in depth investigation. In other words, in this thesis, the bases of

extending the algorithm in order to be capable of handling constrained problems

with additional constraints and problems with more than two objectives have been

set.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Σκοπός της ∆ιπλωµατικής Εργασίας

Τις τελευταιές δεκαετίες, η ϐελτιστοποίηση προϊόντων µε χρήση ηλεκτρονικών υπο-

λογιστών έχει εµφανίσει ιδιαίτερη άνοδο καθώς η αυξανόµενη υπολογιστική ισχύς

τους δίνει τη δυνατότητα επίλυσης ολοένα και πολυπλοκότερων προβληµάτων. Ω-

στόσο, δεν παύει η µείωση του χρόνου εκτέλεσης της διαδικασίας επίλυσης να απο-

τελεί µείζον ϑέµα, ειδικά σε προβλήµατα υπολογιστικής ϱευστοµηχανικής.

Στη παρούσα εργασία γίνεται προσπάθεια ανάπτυξης αλγορίθµου ικανού να εντο-

πίσει το µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων πραγµατοποιώντας ϐήµατα πρόβλεψης και διόρ-

ϑωσης, ϐασισµένο στη µελέτη που πραγµατοποίησαν οι Stephan Schmidt και Volker

Schulz. Για την υλοποίησή του χρησιµοποιούνται πρώτης και δεύτερης τάξης πα-

ϱάγωγοι, γεγονός που επιβαρύνει σηµαντικά τη µέθοδο από άποψης υπολογιστικού

κόστους. Για αυτόν τον λόγο, ο αλγόριθµος αυτός συνοδεύεται από τη χρήση της

µεθόδου Newton µε αποκοπή σε συνδυασµό µε τη µέθοδο συζυγών κλίσεων, σε µια

προσπάθεια περιορισµού του υψηλού κόστους υπολογισµού του εσσιανού µητρώου.

Μελετώνται προβλήµατα που δεν υπόκεινται σε περιορισµούς ισότητας και ανισο-

ισότητας, παρά µόνο σε όσους υπεισέρχονται εξαιτίας ϕραγµένου πεδίου ορισµού

των µεταβλητών σχεδιασµού. ∆οκιµάζεται η ικανότητα της προτεινόµενης µεθόδου

στην επίλυση κυρτών και µη-κυρτών προβληµάτων ϐελτιστοποίησης σε µαθηµατικά

προβλήµατα και πραγµατοποιείται εκτενής διερεύνηση του κόστους σε προβλήµατα

αεροδυναµικής. Φυσικά, τα αποτελέσµατα επαληθεύονται µε αυτά πιστοποιηµένου

λογισµικού, το οποίο έχει αναπτυχθεί στη ΜΠΥΡ&Β/ΕΜΠ, ονοµαζόµενο EASY. Πα-

ϱόλο που στην εργασία αυτή µελετήθηκαν κυρίως προβλήµατα ϐελτιστοποίησης δύο

στόχων, το λογισµικό που αναπτύχθηκε µπορεί να εφαρµοστεί και σε προβλήµατα

περισσότερων στόχων. Η εργασία περιλαµβάνει και ένα µικρό δείγµα εφαρµογής της

αναπτυχθείσας µεθόδου σε προβλήµατα µε τρεις στόχους.
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1.2 ∆οµή της ∆ιπλωµατικής Εργασίας

• Πρώτο κεφάλαιο : Το παρόν κεφάλαιο, όπου παρουσιάζεται συνοπτικά το αντι-

κείµενο της εργασίας.

• ∆εύτερο κεφάλαιο : Εδώ παρουσιάζονται ϐασικές έννοιες της ϐελτιστοποίησης,

οι ουσιώδεις διαφορές µεταξύ αιτιοκρατικών και στοχαστικών µεθόδων, καθώς

και το πρόβληµα προσέγγισης του µετώπου ϐέλτιστων λύσεων µε αιτιοκρατική

µέθοδο χρησιµοποιώντας συντελεστές ϐαρύτητας.

• Τρίτο κεφάλαιο : Γίνεται η περιγραφή της ϐασικής ιδέας εντοπισµού του µε-

τώπου ϐέλτιστων λύσεων µε µεθόδους πρόβλεψης-διόρθωσης. Στη συνέχεια,

παρουσιάζεται η ϑεωρία η οποία αναπτύχθηκε από τους Stephan Schmidt

και Volker Schulz και που αποτελεί τη ϐάση της εργασίας. Τέλος, αναλύεται

ο αλγόριθµος της αριθµητικής επίλυσης της παραπάνω ϑεωρίας και γίνεται

µια επισκόπηση µιας διαφορετικής προσέγγισης της διαδικασίας πρόβλεψης-

διόρθωσης.

• Τέταρτο κεφάλαιο : Πλέον πραγµατοποιούνται εφαρµογές του αλγορίθµου για

µαθηµατικά προβλήµατα δύο στόχων και µελετάται η ικανότητα του να προσεγ-

γίσει το µέτωπο κατά Pareto συγκρίνοντάς το µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα

εξελικτικού αλγορίθµου. Τα προκύπτοντα συµπεράσµατα αποσκοπούν στην

καλύτερη διαχείριση ϱευστοµηχανικών προβληµάτων τα οποία είναι πιο απαι-

τητικά σε χρόνο από τα απλά µαθηµατικά προβλήµατα.

• Πέµπτο κεφάλαιο : Παρουσιάζονται δύο προβλήµατα ϱευστοµηχανικής ϐελτι-

στοποίησης δύο στόχων στα οποία µελετάται η µεταβολή της γεωµετρίας της

αεροτοµής κατά µήκος του µετώπου ϐέλτιστων λύσεων. Εδώ εφαρµόζεται η

µέθοδος Newton µε αποκοπή και µελετάται εκτενώς το κόστος της προτει-

νόµενης µεθόδου. ΄Οπως και στο προηγούµενο κεφάλαιο τα αποτελέσµατα

επαληθεύονται µε τα αποτελέσµατα εξελικτικού αλγορίθµου.

• ΄Εκτο κεφάλαιο : Εκτιµώνται τα αποτελέσµατα που προηγήθηκαν και παρου-

σιάζονται προτάσεις προς ϐελτίωση και ιδέες προς διερεύνηση.

• Παράρτηµα Α : Γίνεται αναφορά σε ϐασικά ϑεωρήµατα και µεθόδους της ϐελ-

τιστοποίησης τα οποία χρησιµοποιούνται στη διπλωµατική εργασία.

• Παράρτηµα Β: Παρουσιάζονται συνοπτικές συµβουλές σχετικά µε τον τρόπο

ϱύθµισης του ϐήµατος διόρθωσης, έχοντας ως περίπτωση αναφοράς το πρώτο

ϱευστοµηχανικό πρόβληµα που µελετάται στο πέµπτο κεφάλαιο.

• Παράρτηµα Γ: Στο τελευταίο παράρτηµα αναφέρονται δύο ϐασικά µαθηµατικά

εργαλεία. Το πρώτο είναι ένα ϐασικό ϑεώρηµα της ανάλυσης πεπλεγµένων

συναρτήσεων ενώ το δεύτερο περιγράφει την προσέγγιση µιας καµπύλης µέσω

πολυωνύµων Bezier.
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Κεφάλαιο 2

Εισαγωγή στη Βελτιστοποίηση

2.1 Η ΄Εννοια της Βελτιστοποίησης

Βελτιστοποίηση είναι η διαδικασία µεταβολής των παραµέτρων ενός προϊόντος, µε

σκοπό την τροποποίηση ενός ή περισσότερων χαρακτηριστικών του. Οι µεταβαλ-

λόµενες παράµετροι ονοµάζονται µεταβλητές σχεδιασµού (design variables) και

τα χαρακτηριστικά προς τροποποίηση στόχοι (targets). Για παράδειγµα, για µια

πτέρυγα αεροπλάνου οι µεταβλητές σχεδιασµού µπορούν να είναι τα σηµεία που

ορίζουν τη γεωµετρία της επιφάνειας της ενώ ως στόχος µπορεί να τεθεί η µεγιστο-

ποίηση της άνωσης ή η ελαχιστοποίηση της οπισθέλκουσας.

Ωστόσο, συνήθως σε προβλήµατα ϐελτιστοποίησης δεν υπάρχει ένας και µοναδικός

στόχος. Σε ϐιοµηχανικές εφαρµογές, υπάρχει η ανάγκη καθορισµού περισσότερων

του ενός χαρακτηριστικών. Μάλιστα, οι επιπρόσθετοι στόχοι πολλές ϕορές είναι

αντικρουόµενοι, δηλαδή η σύγκλιση προς έναν στόχο επιφέρει την απόκλιση από

κάποιον άλλον. Επίσης, εκτός από την πολυπλοκότητα των στόχων, σε πραγµατικές

εφαρµογές υφίστανται περιορισµοί (constraints) οι οποίοι αυξάνουν περισσότερο

τη δυσκολία του προβλήµατος.

΄Ενα χαρακτηριστικό παράδειγµα που συναντάται σε ϐιοµηχανικές εφαρµογές είναι

το εξής : ΄Εστω πτερύγιο ένός αεροπλάνου, του οποίου είναι επιθυµητή η ϐελτίωση

των δύο ϐασικών αεροδυναµικών χαρακτηριστικών, δηλαδή η αύξηση του συντελε-

στή άνωσης και η µείωση του συντελεστή οπισθέλκουσας (δύο στόχοι). Υπό σταθερές

συνθήκες ϱοής, δηλαδή σταθερό διάνυσµα της επ΄ άπειρο ταχύτητας του αέρα, αυτό

που ϑα µεταβληθεί είναι η γεωµετρία της πτέρυγας (η οποία καθορίζει τις µετα-

ϐλητές σχεδιασµού), λαµβάνοντας παράλληλα υπόψη και την αντοχή της πτέρυγας,

δηλαδή να µην είναι υπερβολικά λεπτή (υπεισέρχεται ως περιορισµός). Φυσικά,

τα προβλήµατα ϐελτιστοποίησης δεν είναι µόνο αεροδυναµικής ϕύσεως, αλλά ανα-

ϕέρονται ακόµα και σε προβλήµατα ϐελτίωσης ϐαθµού απόδοσης ενός εργοστασίου
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ηλεκτροπαραγωγής, µείωση του χρόνου σε µια γραµµή παραγωγής κ.α..

2.2 Οι ∆ύο Βασικές Κατηγορίες των Μεθόδων Βελ-

τιστοποίησης

Το κάθε χαρακτηριστικό προς ϐελτίωση ενός προβλήµατος ϐελτιστοποίησης διατυ-

πώνεται µε τη ϐοήθεια µαθηµατικής έκφρασης, η οποία αποτελεί τη συνάρτηση

στόχου (objective function) ή συνάρτηση κόστους (cost function) για προβλήµατα

ελαχιστοποίησης ή συνάρτηση καταλληλότητας (fitness function) για προβλήµατα

µεγιστοποίησης. Οι τιµές των συναρτήσεων-στόχων αποτελούν το κριτήριο σύµφωνα

µε το οποίο αναζητείται η ϐέλτιστη λύση. Οι µέθοδοι ϐελτιστοποίησης χωρίζονται σε

δύο ϐασικές κατηγορίες, όσον αφορά τον τρόπο εύρεσης ϐέλτιστων λύσεων: τις στο-

χαστικές (stochastic) και τις αιτιοκρατικές (deterministic). Οι στοχαστικές µέθοδοι

χρησιµοποιούν τεχνικές τυχηµατικής αναζήτησης της ϐέλτιστης λύσης ενώ οι αιτιο-

κρατικές υπολογίζουν την παράγωγο της συνάρτησης-στόχου ως προς τις µεταβλητές

σχεδιασµού [2] και τη χρησιµοποιούν ώστε να ϐελτιώσουν την τρέχουσα λύση.

Μια σηµαντική διαφορά µεταξύ των δύο µεθόδων είναι ο τύπος του αποτελέσµατος το

οποίο παράγουν σε προβλήµατα πολλών στόχων. Κυρίως οι πληθυσµιακές εκπρόσω-

ποι των στοχαστικών µεθόδων ϐρίσκουν ένα πλήθος ϐέλτιστων λύσεων, το οποίο στον

χώρο των λύσεων λαµβάνει συνήθως τη µορφή ενός µετώπου, γνωστού ως µετώπου

Pareto. Αν υποθέσουµε ότι έχουµε ένα πρόβληµα ϐελτιστοποίησης δύο στόχων,

τότε το µέτωπο Pareto το οποίο προκύπτει διαγράφει µια καµπύλη (σχήµα 2.1). Το

µέτωπο δεν είναι µια συνεχής γραµµή, αλλά ένα πλήθος σηµείων, τα οποία συνήθως

ϕαίνονται ότι είναι κατανεµηµένα πάνω σε µια νοητή καµπύλη, µε ενδεχόµενα κενά

κατά το µήκος της.

Από την άλλη, οι αιτιοκρατικές µέθοδοι µεταβάλλουν τις µεταβλητές σχεδιασµού

λαµβάνοντας υπόψη την τιµή της παραγώγου της συνάρτησης-στόχου. Από τη στιγ-

µή που οι στόχοι είναι αντικρουόµενοι, για κάθε στόχο που εξετάζεται µεµονωµένα

προκύπτουν διαφορετικά σύνολα τιµών των µεταβλητών σχεδιασµού για τις αντίστοι-

χες ϐέλτιστες λύσεις. Για τον λόγο αυτόν, σε τέτοια προβλήµατα συχνά προστίθενται

οι συναρτήσεις κόστους πολλαπλασιασµένες µε συντελεστές ϐαρύτητας, συνθέτοντας

ένα πρόβληµα ενός στόχου. ∆ηλαδή, το εξής πρόβληµα:

min







f1(~b)
...

fM(~b)

(2.1)
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Σχήµα 2.1: Μέτωπο Pareto σε πρόβληµα δύο στόχων (κυκλικά σηµεία). Τα τετραγω-

νικά σηµεία αποτελούν κυριαρχούµενες λύσεις από τα µέλη του µετώπου ϐέλτιστων

λύσεων (παράρτηµα Α΄.1).

µετατρέπεται στο εξής πρόβληµα ελαχιστοποίησης :

minF (~b) =
M∑

i=1

ωifi(~b) (2.2)

όπου M το πλήθος των στόχων, fi,...,M οι συναρτήσεις-στόχων, ωi,...,M οι συντελεστές

ϐαρύτητας και ~b το διάνυσµα των µεταβλητών σχεδιασµού.

Ωστόσο, ϐασική προϋπόθεση ώστε µια αιτιοκρατική µέθοδος να εντοπίσει ενδιάµεσα

σηµεία, και όχι µόνο τα άκρα, του µετώπου Pareto είναι το πρόβληµα να είναι κυρ-

τό (convex)[2, 3], δηλαδή, οι συναρτήσεις-στόχοι να είναι κυρτές. Σε προβλήµατα

ελαχιστοποίησης µια κυρτή εξίσωση ορίζεται ως εξής :

f(t~b1 + (1− t)~b2) ≤ tf(~b1) + (1− t)f(~b2)∀~b1,~b2 ∈ ~B ⊂ R
N , ∀t ∈ [0, 1] (2.3)

Πρακτικά, σε ϐαθµωτή συνάρτηση µιας µεταβλητής, αυτό σηµαίνει ότι η περιοχή

πάνω από τη συνάρτηση είναι κυρτή (σχήµα 2.2). Σε προβλήµατα µε περιορισµούς,

πρέπει να ισχύει το ίδιο και για τις συναρτήσεις των περιορισµών [3]. Αποδεικνύε-

ται ότι σε µη-κυρτά προβλήµατα δύο στόχων η ελαχιστοποίηση της συνάρτησης 2.2

παράγει ως ϐέλτιστη λύση ένα εκ των δύο ακραίων σηµείων του ενιαίου µετώπου

ϐέλτιστων λύσεων (παράρτηµα Α΄.2). Σε προβλήµατα περισσότερων στόχων, η αι-
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τιοκρατική µέθοδος παράγει λύσεις που ανήκουν στα ακραία όρια του µετώπου

ϐέλτιστων λύσεων.

Σχήµα 2.2: Παράδειγµα κυρτής ϐαθµωτής συνάρτησης µιας µεταβλητής σε πρόβλη-

µα ελαχιστοποίησης. Σε µια κυρτή περιοχή, το ευθύγραµµο τµήµα το οποίο έχει

άκρα δύο οποιαδήποτε σηµεία της δεν τέµνει το σύνορο της.

Από τη ϕύση τους, οι αιτιοκρατικοί αλγόριθµοι δεν µπορούν να παράξουν µέτωπα

ϐέλτιστων λύσεων. Στο ίδιο πρόβληµα ϐελτιστοποίησης, µια αιτιοκρατική µέθοδος

ϑα υπολογίσει µια ϐέλτιστη λύση, η οποία ϑα ανήκει στην καµπύλη που διαγράφει

το µέτωπο Pareto. Αν το πρόβληµα είναι κυρτό, µεταβάλλοντας τα ϐάρη ωi γίνεται

εφικτή η εύρεση άλλων σηµείων που ανήκουν στο µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων, δηλαδή

είναι δυνατή η εύρεση του µετώπου µε χρήση αιτιοκρατικών αλγορίθµων.

Απαίτηση της ϐιοµηχανίας δεν είναι µόνον η εύρεση των ϐέλτιστων λύσεων, αλλά και

η επίτευξη της ϐελτιστοποίησης σε περιορισµένο χρόνο και υπολογιστικό κόστος.

Η εύρεση του µετώπου ϐέλτιστων λύσεων απαιτεί µεγάλο πλήθος επιλύσεων των ε-

ξισώσεων κατάστασης που διέπουν τη µηχανική του προϊόντος, όπως επίσης και η

εύρεση των παραγώγων. Για αυτόν τον λόγο, είναι ιδιαίτερα ασύµφορη η εύρεση του

µετώπου ϐέλτιστων λύσεων χρησιµοποιώντας αιτιοκρατικές µεθόδους µεταβάλλοντας

τους συντελεστές ϐαρύτητας και επαναλαµβάνοντας τα τρεξίµατα πολλές ϕορές, ειδι-

κά όταν οι στοχαστικοί αλγόριθµοι µπορούν να εντοπίσουν το µέτωπο κατά Pareto µε

ένα τρέξιµο. ΄Αλλωστε, έχει παρατηρηθεί ότι τα αποτελέσµατα που προκύπτουν δεν

παρουσιάζουν πάντα οµοιόµορφη κατανοµή, παράγοντας κακής ποιότητας µέτωπο

[1]. Ο τρόπος µε τον οποίο είναι πραγµατοποιήσιµος ο εντοπισµός του µετώπου

αιτιοκρατικά δίχως να χρησιµοποιούνται ϐάρη αποτελεί το κύριο αντικείµενο της

παρούσας διπλωµατικής εργασίας.
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Κεφάλαιο 3

Εντοπισµός του Μετώπου Pareto

στην Αιτιοκρατική Βελτιστοποίηση

3.1 Η Βασική Ιδέα

Στο προηγούµενο κεφάλαιο (2) αναφέρθηκε ότι, σε κυρτά προβλήµατα, η εύρεση

του µετώπου ϐέλτιστων λύσεων µπορεί να γίνει χρησιµοποιώντας αιτιοκρατικές µε-

ϑόδους µεταβάλλοντας τα ϐάρη ωk, ∀k ∈ [1,M ] της συνάρτησης 2.2. Ωστόσο, αυτή

η µέθοδος είναι ιδιαίτερα χρονοβόρα και δαπανηρή. Μια διαφορετική προσέγγιση

ϑα ήταν η κίνηση επί του µετώπου επιλέγοντας τις τιµές των συναρτήσεων στόχων.

Συγκεκριµένα, επιλέγονται οι τιµές για όλους τους στόχους εκτός ενός, για τον ο-

ποίο πρέπει να ϐρεθεί η πρέπουσα τιµή ώστε το νέο σηµείο να ανήκει στο µέτωπο

ϐέλτιστων λύσεων.

Για να υλοποιηθεί η παραπάνω ιδέα οι συναρτήσεις-στόχοι που λαµβάνουν συγκε-

κριµένη τιµή υποβαθµίζονται σε συναρτήσεις περιορισµών ισότητας. Ως αποτέλε-

σµα, ένας τρόπος διαχείρισης του προβλήµατος ϐελτιστοποίησης που προκύπτει εί-

ναι µε χρήση µεθόδων Σειριακής Ελαχιστοποίησης Χωρίς Περιορισµούς (Sequential

Unconstrained Minimization Techniques-SUMT) (παράρτηµα Α΄.4.3). Ουσιαστικά,

οι συναρτήσεις περιορισµών εντάσσονται µαζί µε τη συνάρτηση του στόχου ελαχιστο-

ποίησης σε µια ενιαία συνάρτηση κόστους, η οποία απαρτίζεται από τη συνάρτηση-

στόχο επαυξηµένη κατά έναν όρο ποινής. Ο όρος ποινής εκπροσωπεί τους περιο-

ϱισµούς ισότητας και µηδενίζεται όταν αυτοί ικανοποιούνται. Μια παραλλαγή των

µεθόδων SUMT είναι η επαυξηµένη µέθοδος µε πολλαπλασιαστές Lagrange (ALM), η

οποία ϑυµίζει την επαυξηµένη συνάρτηση Lagrange (παράρτηµα Α΄.4.1) επαυξηµένη

κατά έναν όρο ποινής [3, 2].

Από την άλλη, αντί να γίνεται απευθείας εύρεση του επόµενου σηµείου επί του µε-
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τώπου ϐέλτιστων λύσεων, µπορεί να πραγµατοποιείται µία πρόβλεψη, η οποία ϑα

ακολουθείται από µια διόρθωση (σχήµα 3.1). Οι παραπάνω µέθοδοι χρησιµοποι-

ούνται µόνο στο ϐήµα διόρθωσης, στοχεύοντας µε τον τρόπο αυτόν στην περιορι-

σµένη χρήση τους. Στην παρούσα εργασία, πραγµατοποιείται η µελέτη της µεθόδου

πρόβλεψης-διόρθωσης και διερευνάται η αποδοτικότητά της.

Σχήµα 3.1: ∆ιαδικασία πρόβλεψης-διόρθωσης για τον εντοπισµό του µετώπου ϐέλτι-

στων λύσεων. Η εύρεση της πρώτης ϐέλτιστης λύσης (σηµείο 2) µπορεί να παραλεί-

πεται, µε την έννοια ότι µπορεί να είναι ήδη γνωστή και αναζητείται η εύρεση και

άλλων σηµείων του µετώπου. Το σηµείο 3, όπως παρουσιάζεται και στο σχήµα, δεν

είναι απαραίτητο να αποτελεί ϐέλτιστη λύση. ΄Οπως ϑα δειχθεί παρακάτω, για το

ϐήµα πρόβλεψης γίνεται µια πρώτης τάξης προσέγγιση των συνθηκών KKT (παράρ-

τηµα Α΄.4.2), µε αποτέλεσµα να µη λαµβάνεται υπόψη η καµπυλότητα του µετώπου

Pareto.
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3.2 Μαθηµατική Υλοποίηση

΄Εστω το εξής κυρτό πρόβληµα ϐελτιστοποίησης πολλών στόχων M και περιορισµών

ισότητας Mc και ανισο-ισότητας Mg:

min







f1(~b)
...

fM(~b)

s.t.1cj(~b) = 0, ∀j ∈ [1,Mc] (3.1)

gj(~b) ≥ 0, ∀j ∈ [1,Mg]

Για να µπορεί να επιλυθεί µε µέθοδο αιτιοκρατικής ϐελτιστοποίησης, πρέπει, καταρ-

χήν, να διαµορφωθεί ως ένα πρόβληµα ενός στόχου. Στο κεφάλαιο που προηγήθηκε,

όλες οι συναρτήσεις κόστους αθροίζονταν σε µία. Εδώ ακολουθείται µια διαφορετική

προσέγγιση. Συγκεκριµένα, το παραπάνω πρόβληµα (πρόβληµα 3.1) διατυπώνεται

στη µορφή ενός προβλήµατος ϐελτιστοποίησης ενός στόχου, λ.χ. του πρώτου α-

πό τους προαναφερθέντες M στόχους χωρίς να είναι υποχρεωτικά αυτός, το οποίο

πλέον υπόκειται σε M−1 επιπρόσθετους περιορισµούς ισότητας. ∆ηλαδή, γράφεται

ως εξής :

minf1(~b)

s.t. fk(~b)− f̂k = 0, ∀k ∈ [2,M ]

cj(~b) = 0, ∀j ∈ [1,Mc] (3.2)

gj(~b) ≥ 0, ∀j ∈ [1,Mg]

Με άλλα λόγια, υποβαθµίζονται όλοι οι στόχοι εκτός από έναν σε περιορισµούς ι-

σότητας. Με τον τρόπο αυτόν απαιτείται η ελαχιστοποίηση της f1 µε τις υπόλοιπες

συναρτήσεις-στόχοι (fk, ∀k ∈ [2,M ]) να έχουν συγκεκριµένες τιµές (f̂k, ∀k ∈ [2,M ]).
Με τη διατύπωση 3.2, µπορεί να εντοπιστεί ένα σηµείο του µετώπου Pareto χωρίς ο

χρήστης της µεθόδου να προσδίδει τιµές στους συντελεστές ϐαρύτητας ωi (πρόβληµα

3.1), αλλά στις τιµές των M−1 στόχων (πρόβληµα 3.2). Επισηµαίνεται ξανά, ότι λόγω

σύµβασης αναφέρεται η f1 ως ο στόχος προς ελαχιστοποίηση, δηλαδή µπορεί να

επιλεγεί οποιοσδήποτε άλλος στόχος αντί του πρώτου, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας.

1subject to
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Οι συνθήκες KKT για το αρχικό πρόβληµα (3.1) είναι :

∇~bF (~b, ωk, λc, µ) = 0

cj(~b) = 0, ∀j ∈ [1,Mc]

gj(~b) ≥ 0, ∀j ∈ [1,Mg] (3.3)

µjgj(~b) = 0, ∀j ∈ [1,Mg]

µj ≥ 0, ∀j ∈ [1,Mg]

όπου

F (~b, ωk, λc, µ) =
M∑

k=1

ωkfk(~b)−
Mc∑

j=1

λcjcj(
~b)−

Mg∑

j=1

µjgj(~b) (3.4α΄)

και ∇~bF (~b, ωk, λc, µ) =
M∑

k=1

ωk∇~bfk(
~b)−

Mc∑

j=1

λcj∇~bcj(
~b)−

Mg∑

j=1

µj∇~bgj(
~b) (3.4β΄)

Βοηθά, χωρίς να είναι περιοριστικό, να υποτεθεί ότι
∑M

k=1 ωk = 1.

Οι συνθήκες KKT για το επαναδιατυπωµένο πρόβληµα (3.2) είναι :

∇~bF (~b, λfk , λc, µ) = 0

fk(~b)− f̂k = 0, ∀k ∈ [2,M ]

cj(~b) = 0, ∀j ∈ [1,Mc]

gj(~b) ≥ 0, ∀j ∈ [1,Mg] (3.5)

µjgj(~b) = 0, ∀j ∈ [1,Mg]

µ ≥ 0, ∀j ∈ [1,Mg]

όπου

F (~b, λfk , λc, µ) =f1(~b)−
M∑

k=2

λfk(fk(
~b)− f̂k)−

Mc∑

j=1

λcjcj(
~b)−

Mg∑

j=1

µjgj(~b)

(3.6)

και ∇~bF (~b, λfk , λc, µ) =∇~bf1(
~b)−

M∑

k=2

λfk∇~bfk(
~b)−

Mc∑

j=1

λcj∇~bcj(
~b)−

Mg∑

j=1

µj∇~bgj(
~b)

(3.7)
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Οι Schmidt και Schulz [1], µε κατάλληλη παραµετροποίηση, απέδειξαν µε χρήση

των KKT συνθηκών (παράρτηµα Α΄.22) ότι οι δύο τρόποι διατύπωσης (προβλήµατα

3.1, 3.2) είναι ισοδύναµοι από µαθηµατικής σκοπιάς. Από την αναγκαία συνθήκη

πρώτης τάξης για την ύπαρξη ακροτάτου για το αρχικό πρόβληµα (σύστηµα 3.3)

προκύπτει :

M∑

k=1

ωk∇~bfk(
~b)−

Mc∑

j=1

λcj∇~bcj(
~b)−

Mg∑

j=1

µj∇~bgj(
~b) = 0 ⇔

∇~bf1(
~b)−

M∑

k=2

−ωk

ω1

∇~bfk(
~b)−

Mc∑

j=1

λcj

ω1

∇~bcj(
~b)−

Mg∑

j=1

µj

ω1

∇~bgj(
~b) = 0 (3.8)

Από την άλλη, για το επαναδιατυπωµένο πρόβληµα (σύστηµα 3.5) ισχύει :

∇~bf1(
~b)−

M∑

k=2

λfk∇~bfk(
~b)−

Mc∑

j=1

λcj∇~bcj(
~b)−

Mg∑

j=1

µj∇~bgj(
~b) = 0 (3.9)

Χρησιµοποιώντας στην εξίσωση 3.8 την εξής αντιστοιχία :

−ωk

ω1

→ λfk , ∀k ∈ [2,M ]

λcj

ω1

→ λcj , ∀j ∈ [1,Mc]

µj

ω1

→ µj, ∀j ∈ [1,Mg]

είναι εµφανές ότι προκύπτει η εξίσωση 3.9.

Σχετικά µε τους περιορισµούς ανισο-ισότητας, λόγω της συµπληρωµατικής συνθήκης

(παράρτηµα Α΄.22), το ενδιαφέρον επικεντρώνεται για ενεργούς περιορισµούς ανισο-

ισότητας, δηλαδή για όσους επαληθεύουν την ισότητα. ΄Ο,τι ακολουθεί αφορά αυτούς

τους περιορισµούς και δηλώνεται µε τον αστερίσκο (*).

΄Εστω ότι ισχύουν τα παρακάτω:

~z =
(

f̂2 . . . f̂M
)T

~y =
(

~b ~λfk
~λc ~µ

)T

(3.10)

~H(~z, ~y) =
(

∇~bF (~b, λfk , λc, µ) ~fk(~b)− ~̂fk ~c(~b) ~g∗(~b)

)T
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όπου:

F (~b) = f1(~b)−
M∑

k=2

λfk(fk(
~b)− f̂k)−

Mc∑

j=1

λcjcj(
~b)−

M∗

g∑

j=1

µjg
∗
j (
~b) (3.11)

Θα εφαρµοστεί το ϐασικό ϑεώρηµα πεπλεγµένων συναρτήσεων (παράρτηµα Γ΄.1)

στις συνθήκες KKT όπως διατυπώνονται για το επαναδιατυπωµένο σύστηµα (εξι-

σώσεις 3.5 3.10), µε σκοπό την έκφραση της µεταβολής των µεταβλητών σχεδιασµού

και των πολλαπλασιαστών Lagrange ως προς τη µεταβολή των τιµών των στόχων

f̂k ∈ [2,M ]. Υπενθυµίζεται ότι το σύστηµα που προκύπτει από το ϑεώρηµα πεπλεγ-

µένων συναρτήσεων είναι της µορφής (παράρτηµα Γ΄.1):

∇~z~g(~z) = −[∇~y
~H(~z,~g(~z))]−1∇~z

~H(~z,~g(~z)) ⇒
∇~y

~H(~z,~g(~z))∇~z~g(~z) = −∇~z
~H(~z,~g(~z)) (3.12)

Για το παραπάνω σύστηµα (εξίσωση 3.12) οι επιµέρους όροι αναλύονται ως εξής :

∇~z~y =
[

∂~b

∂f̂2,...,M

∂λf2,...,fM

∂f̂2,...,M

∂λc1,...,cMc

∂f̂2,...,M

∂µ1,...,Mg

∂f̂2,...,M

]T

∇~z
~H(~z, ~y) =

[

∇2
~b, ~̂fk

F (~b, λfk , λc, µ) ∇ ~̂fk
(~fk(~b)− ~̂fk) ∇ ~̂fk

~c(~b) ∇ ~̂fk
~g∗(~b)

]T

(3.13)

∇~y
~H(~z, ~y) =

[

∇~b
~H(~z, ~y) ∇~λfk

~H(~z, ~y) ∇~λc

~H(~z, ~y) ∇~µ∗
~H(~z, ~y)

]

όπου:

∇2
~b, ~̂fk

F (~b, λfk , λc, µ) = 0̃

∇ ~̂fk
(~fk(~b)− ~̂fk) = −Ĩ

∇ ~̂fk
~c(~b) = 0̃ (3.14)

∇ ~̂fk
~g∗(~b) = 0̃
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µε Ĩ να είναι ο µοναδιαίος πίνακας. Επίσης ισχύει :

∇~b
~H(~z, ~y) =








∇2
~b
F (~b, λfk , λc, µ)

∇~b
~fk(~b)

∇~b~c(
~b)

∇~b~g
∗(~b)








∇~λfk

~H(~z, ~y) =








∇2
~b,~λfk

F (~b, λfk , λc, µ)

0̃
0̃
0̃








∇~λc

~H(~z, ~y) =








∇2
~b,~λc

F (~b, λfk , λc, µ)

0̃
0̃
0̃








(3.15)

∇~µ
~H(~z, ~y) =








∇2
~b,~µ

F (~b, λfk , λc, µ)

0̃
0̃
0̃








Οι παράγωγοι των πολλαπλασιαστών Lagrange αναπτύσσονται ως εξής :

[
∂λf2,...,fM

∂f̂2,...,M

]

=










∂λf2

∂f̂2

∂λf2

∂f̂3
. . .

∂λf2

∂f̂M
∂λf3

∂f̂2

∂λf3

∂f̂3
. . .

∂λf3

∂f̂M
...

...
. . .

...
∂λfM

∂f̂2

∂λfM

∂f̂3
. . .

∂λfM

∂f̂M










[
∂λc1,...,cMc

∂f̂2,...,M

]

=










∂λc1

∂f̂2

∂λc1

∂f̂3
. . .

∂λc1

∂f̂M
∂λc2

∂f̂2

∂λc2

∂f̂3
. . .

∂λc2

∂f̂M
...

...
. . .

...
∂λcMc

∂f̂2

∂λcMc

∂f̂3
. . .

∂λcMc

∂f̂M










(3.16)

[
∂µ1,...,Mg

∂f̂2,...,M

]

=









∂µ1

∂f̂2

∂µ1

∂f̂3
. . . ∂µ1

∂f̂M
∂µ2

∂f̂2

∂µ2

∂f̂3
. . . ∂µ2

∂f̂M
...

...
. . .

...
∂µMg

∂f̂2

∂µM∗
g

∂f̂3
. . .

∂µM∗
g

∂f̂M
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Από την εξίσωση 3.11 προκύπτει :

∇2
~b,~λfk

F (~b, λfk , λc, µ) = −∇~b
~fk(~b)

∇2
~b,~λc

F (~b, λfk , λc, µ) = −∇~b~c(
~b) (3.17)

∇2
~b,~µ

F (~b, λfk , λc, µ) = −∇~b~g
∗(~b)

Συνθέτοντας τις εξισώσεις 3.12, 3.11, 3.13, 3.14, 3.15, 3.16 και 3.17 προκύπτει το

παρακάτω σύστηµα εξισώσεων:

N+(M−1)+Mc+M∗

g
︷ ︸︸ ︷






∇2
~b
F −∇~bf2,...,M −∇~bc1,...,Mc

−∇~bg
∗
1,...,M∗

g

[∇~bf2,...,M ]T 0 0 0
[∇~bc1,...,Mc

]T 0 0 0
[∇~bg

∗
1,...,Mg

]T 0 0 0







M−1
︷ ︸︸ ︷










∂~b

∂f̂2,...,M
∂λf2,...,fM

∂f̂2,...,M
∂λc1,...,Mc

∂f̂2,...,M
∂µ

1,...,M∗
g

∂f̂2,...,M











=

M−1
︷︸︸︷






0̃

Ĩ
0̃
0̃







(3.18)

όπου ο µοναδιαίος πίνακας στο δεξί µέλος του συστήµατος 3.18 εµφανίζεται στις

εξισώσεις (αριθµώντας από πάνω προς τα κάτω) [N+1, N+M−1].

Για λόγους που ϑα εξηγηθούν παρακάτω, πολλαπλασιάζονται οι εξισώσεις του συ-

στήµατος 3.18 από τη ϑέση [N+1, N+M−1+Mc+M∗
g ] (αρίθµηση από πάνω προς

τα κάτω) µε −1:

N+(M−1)+Mc+M∗

g
︷ ︸︸ ︷






∇2
~b
F −∇~bf2,...,M −∇~bc1,...,Mc

−∇~bg
∗
1,...,M∗

g

−[∇~bf2,...,M ]T 0 0 0
−[∇~bc1,...,Mc

]T 0 0 0
−[∇~bg

∗
1,...,Mg

]T 0 0 0







M−1
︷ ︸︸ ︷










∂~b

∂f̂2,...,M
∂λf2,...,fM

∂f̂2,...,M
∂λc1,...,Mc

∂f̂2,...,M
∂µ

1,...,M∗
g

∂f̂2,...,M











=

M−1
︷ ︸︸ ︷






0̃

−Ĩ
0̃
0̃







(3.19)

∆ηλαδή, από το σύστηµα 3.19 προκύπτουν M−1 γραµµικά συστήµατα προς επίλυση,

ώστε να υπολογιστούν οι µεταβολές των µεταβλητών σχεδιασµού για το νέο σηµείο
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του µετώπου (minf1, fk = f̂k, ∀k ∈ [2,M ]) :







∇2
~b
F −∇~bf2,...,M −∇~bc1,...,Mc

−∇~bg
∗
1,...,M∗

g

−[∇~bfk]
T 0 0 0

−[∇~bc1,...,Mc
]T 0 0 0

−[∇~bg
∗
1,...,M∗

g
]T 0 0 0
















∂~b

∂f̂1,...,Mc
∂λf2,...,M

∂f̂2,...,M
∂λ1,...,Mc

∂f̂2,...,M
∂µ1,...,Mg

∂f̂2,...,M










=














0
...

0
−1
0
...

0














(3.20)

Το µη-µηδενικό στοιχείο στο δεξί µέλος εµφανίζεται στη ϑέση N+k−1.

Το παραπάνω σύστηµα περιγράφει τη σάρωση του µετώπου ϐέλτιστων λύσεων. Ξεκι-

νώντας από ένα σηµείο του µετώπου, δηλαδή γνωρίζοντας το διάνυσµα ~b που ορίζει

κάποιο σηµείο του µετώπου (f1, . . . , fM) είναι δυνατή η εύρεση του επόµενου σηµεί-

ου µε χρήση πρώτων και δεύτερων παραγώγων, αρκεί να ορίζονται από τον χρήστη

της µεθόδου για το νέο σηµείο οι τιµές των συναρτήσεων κόστους εκτός της πρώτης

(f̂2, . . . , f̂M ).

Παρατηρώντας το σύστηµα που επιλύεται στο ϐήµα πρόβλεψης (3.19) είναι εµφανές

ότι η επίλυσή του δεν εµπλέκει τη νέα τιµή των περιορισµών-στόχων f̂k, ∀k ∈ [2,M ].
Αυτό συµβαίνει καθώς το σύστηµα αυτό προκύπτει από τις συνθήκες ύπαρξης ϐέλ-

τιστης λύσης πρώτης τάξεως, µε αποτέλεσµα να µην λαµβάνεται υπόψη η καµπυ-

λότητα του µετώπου ϐέλτιστων λύσεων. Με άλλα λόγια, στην αριθµητική επίλυση

της µεθόδου, είναι πιθανό η λύση που προκύπτει από την πρόβλεψη να απέχει από

τις τιµές f̂k, ∀k ∈ [2,M ].

Για τον λόγο αυτόν, µετά από κάθε επίλυση του συστήµατος απαιτείται διόρθωση

που να επιτρέπει τον επανεντοπισµό του µετώπου στη περίπτωση αποµάκρυνσης

από αυτό (σχήµα 3.2).

Σηµαντικό µειονέκτηµα της µεθόδου που αναλύθηκε είναι η ανάγκη υπολογισµού

του εσσιανού µητρώου (hessian) των συναρτήσεων-στόχων. Ο υπολογισµός των µη-

τρώων δεύτερων παραγώγων έχει υψηλές απαιτήσεις σε χρόνο και υπολογιστική ισχύ

[2]. Ως αποτέλεσµα, πολλές ϕορές είναι απαγορευτική η χρήση τους, ειδικά σε προ-

ϐλήµατα ϱευστοµηχανικής. Στη ΜΠΥΡ&Β/ΕΜΠ έχουν προταθεί µέθοδοι ικανές µε

χρήση συνδυασµού συζυγούς µεθόδου και ευθείας διαφόρισης, να υπολογίσουν το

εσσιανό µητρώο µε κόστος ανάλογο του N [4, 5, 6].

Ωστόσο, έχουν αναπτυχθεί µέθοδοι προσέγγισης του νέου εσσιανού µητρώου (όπως

είναι η SR1: Symmetric Rank One και η BFGS: Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno)

[2], καθώς και µέθοδοι οι οποίες δεν υπολογίζουν το εσσιανό µητρώο άµεσα. Αντί αυ-

τού υπολογίζουν το γινόµενο του µητρώου πολλαπλασιασµένο µε κάποιο διάνυσµα.

Μία τέτοια τεχνική είναι η µέθοδος Newton µε αποκοπή (truncated Newton) [7]. Ο

υπολογισµός του γινοµένου εσσιανού µητρώου µε ένα γνωστό διάνυσµα έχει κόστος

περίπου ίσο µε το κόστος επίλυσης των εξισώσεων ϱοής. Σκοπός του αλγορίθµου που
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Σχήµα 3.2: Η διαδικασία διόρθωσης (Correction)-πρόβλεψης (Prediction). Οι δια-

κεκοµµένες γραµµές δηλώνουν τη ϕάση πρόβλεψης, όπου από ένα σηµείο ϐέλτι-

στης λύσης γίνεται προσπάθεια εύρεσης της επόµενης ϐέλτιστης λύσης. Οι συνεχείς

γραµµές δηλώνουν τη ϕάση διόρθωσης. Οι δύο γραµµές που έπονται των ϕάσεων

πρόβλεψης επαναφέρουν τις µεταβλητές σχεδιασµού στο µέτωπο κατά Pareto, ενώ η

πρώτη συνεχής γραµµή αφορά τον αρχικό εντοπισµό του µετώπου ϐέλτιστων λύσεων.

αναπτύχθηκε, ο οποίος επεξηγείται παρακάτω, είναι η δυνατότητα χρησιµοποίησης

τέτοιων τεχνικών.
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3.3 Αλγόριθµος Αριθµητικής Επίλυσης

Η παρούσα εργασία πραγµατεύεται προβλήµατα τα οποία δεν υπόκεινται σε περιο-

ϱισµούς ανισο-ισότητας ή ισότητας (έκτος αν η ϐέλτιστη λύση ϐρίσκεται στο σύνορο

του πεδίου ορισµού), δηλαδή το πρόβληµα είναι της µορφής:

min







f1(~b)
...

fM(~b)

(3.21)

Το ϐήµα διόρθωσης πραγµατοποείται µε τη χρήση ALM (παράρτηµα Α΄.4.3) και

η επίλυση των συστηµάτων στο ϐήµα πρόβλεψης (συστήµατα 3.20) µε τη χρήση

της µεθόδου συζυγών κλίσεων (παράρτηµα Α΄.3.2). Ακολουθεί η περιγραφή του

αλγορίθµου για τις ϕάσεις πρόβλεψης και διόρθωσης:

Κίνηση επί του µετώπου Pareto-Βήµα πρόβλεψης:

Υπενθυµίζεται ότι από τις συνθήκες KKT, µε µια πρώτης τάξης προσέγγιση προ-

έκυψαν τα γραµµικά συστήµατα 3.18 τα οποία µετασχηµατίστηκαν στα συστήµατα

3.20. Για την επίλυση ενός συστήµατος Ã~x= ~d, η µέθοδος συζυγών κλίσεων απαιτεί

συµµετρικό πίνακα Ã ώστε να επιτυγχάνεται σύγκλιση (παράρτηµα Α΄.3.2). Γι΄ αυ-

τό άλλωστε πραγµατοποιήθηκε ο µετασχηµατισµός των εξισώσεων 3.18 σε 3.19 έτσι

ώστε να εµφανιστεί συµµετρικό µητρώο.

Από τη στιγµή που δεν µελετώνται προβλήµατα µε περιορισµούς, τα συστήµατα που

προκύπτουν έχουν την εξής µορφή:

[ ∇2
~b
F −∇~bf2,...,M

−[∇~bf2,...,M ]T 0̃

]

︸ ︷︷ ︸

Ã





∂~b

∂f̂k
∂λf2,...,M

∂f̂k





︸ ︷︷ ︸

~x

=





~0
−1
~0





︸ ︷︷ ︸

~d

(3.22)

όπου

F (~b) = f1(~b)−
M∑

k=2

λfk(fk(
~b)− f̂k) (3.23)

Η µονάδα στο δεξί µέλος εµφανίζεται στη ϑέση N+k−1.

Επίλυση συστήµατος για τη µετακίνηση πάνω στο µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων:

Αρχικοποίηση:
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1. τίθεται :

x[i] =
∆bk[i]

∆f̂k
, ∀i ∈ [1, N ] (3.24)

x[i] =
∆λk[i]

∆f̂k
, ∀i ∈ [N + 1, N +M − 1] (3.25)

όπου ∆~bk,∆~λk τα διανύσµατα µεταβολής των µεταβλητών σχεδιασµού και των

συντελεστών Lagrange αντίστοιχα που προκύπτουν από τη µεταβολή του ε-

κάστοτε στόχου-περιορισµόυ k.

2. Υπολογισµός ~r = ~d− Ã~x και τίθεται ~p = ~r

για NCG ϐήµατα2:

1. Υπολογισµός ~ω = Ã~p

2. Υπολογισµός η = ‖~r‖
~pT ~ω

3. Ανανέωση διανύσµατος λύσεων ~xnew = ~x+ η~p

4. Ανανέωση διανύσµατος υπολοίπου ~rnew = ~r − η~ω

5. Υπολογισµός β = ‖~rnew‖2

‖~r‖2

6. Ανανέωση διανύσµατος κατεύθυνσης ~p = ~rnew + β~p

7. Υπολογισµός κριτηρίου σύγκλισης ‖~rnew‖2 < convCG

Ο υπολογισµός του γινοµένου Ã~s, όπου ~s = ~x, ~p πραγµατοποείται ως εξής :

~s =

(
~sa
~sb

)

(3.26α΄)

~sa =
∂~b

∂f̂k
ή p[i], ∀i ∈ [1, N ] (3.26β΄)

~sb =
∂~λfk

∂f̂k
ή p[i], ∀i ∈ [N + 1, N +M − 1] (3.26γ΄)

~ω = Ã~s =

{

∇2
~b
F (~b)~sa −

∑M

k=2
∂fk

∂~b
~sb

−∂fk
~b
~sa

(3.26δ΄)

2 ΄Οπου NCG πλήθος επαναλήψεων µεθόδου συζυγών κλίσεων
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Ανανέωση µεταβλητών σχεδιασµού:

Αφού έχουν επιλυθεί τα M−1 συστήµατα, προκύπτει :

(
~bnew
~λfk,new

)

=

(
~b
~λfk

)

+
M∑

k=2

~xk,new(fk(~b)− f̂k) (3.27)

Εύρεση του µετώπου Pareto-Βήµα διόρθωσης:

Ο εντοπισµός του µετώπου ϐέλτιστων λύσεων επιτυγχάνεται µε χρήση της µεθόδου

ALM για το εξής πρόβληµα ϐελτιστοποίησης µε περιορισµούς :

minf1(~b)

s.t. fk(~b)− f̂k = 0, ∀k ∈ [2,M ] (3.28)

∆ηλαδή, η επαυξηµένη συνάρτηση είναι :

Faug(~b, λ, ωp) = f1(~b) +
M∑

k=2

(−λfk(fk(
~b)− f̂k) +

M∑

k=2

ωp,fk(fk(
~b)− f̂k)

2 (3.29)

∆ιευκρινίζεται ότι οι συντελεστές λ δεν ταυτίζονται στις ϕάσεις της διόρθωσης και της

πρόβλεψης.

Στην ALM (παράρτηµα Α΄.4.3) το ϐήµα ελαχιστοποίησης της επαυξηµένης συνάρτη-

σης πραγµατοποιείται µε τη µέθοδο απότοµης καθόδου (παράρτηµα Α΄.3.1). Ακο-

λουθεί ο αλγόριθµος του ϐήµατος διόρθωσης:

1. Ελαχιστοποίηση της επαυξηµένης συνάρτησης κόστους, η οποία πραγµατο-

ποιείται µε χρήση απότοµης καθόδου, της οποίας το πλήθος επαναλήψεων

είναι NSD και ϐήµα ανανέωσης των µεταβλητών σχεδιασµού η:

(α΄) Εύρεση ∇~bFaug(~b), δηλαδή απαιτείται υπολογισµός των όρων ∇~bfk(
~b), ∀k ∈

[1,M ]

(ϐ΄) Εύρεση νέου διανύσµατος µεταβλητών σχεδιασµού~bnew = ~b−η∇~bFaug(~b).

Ανανέωση µεταβλητών σχεδιασµού ~b = ~bnew.

2. ΄Ελεγχος σύγκλισης σύµφωνα µε τα εξής κριτήρια :

• Ικανοποίηση των περιορισµών ισότητας µε κάποια ανοχή

fk(~b)− f̂k < convfk .

• Μικρή µεταβολή της συνάρτησης του πρώτου στόχου ∆f1 < convf1.

3. Ανανέωση τιµών λ, ωp για κάθε στόχο σε περίπτωση µη σύγκλισης.

Τα ϐήµατα 1, 2, 3 αποτελούν ένα κύκλο της διαδικασίας, ο οποίος στην παρούσα

εργασία αποκαλείται εξωτερική επανάληψη της ALM. Το πλήθος εξωτερικών επανα-
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λήψεων συµβολίζεται Next,ALM . Οι επαναλήψεις της απότοµης καθόδου αποτελούν

τον εσωτερικό ϐρόχο.

Από τα παραπάνω, είναι ξεκάθαρο ότι από τον χρήστη πρέπει να ορίζονται κάποιες

ϐασικές παράµετροι :

Για το ϐήµα διόρθωσης:

• Βήµα απότοµης καθόδου κατά την διαδικασία διόρθωσης (η).

• Πλήθος ϐηµάτων της απότοµης καθόδου (NSD).

• Τα µεγέθη γ, ωp, ωp,max, λstart για τον εκάστοτε στόχο-περιορισµό.

• Το κριτήριο ισότητας του κάθε περιορισµού-στόχου (convfk ) καθώς και το κρι-

τήριο σύγκλισης για την f1 (convf1 ).

Για το ϐήµα πρόβλεψης:

• Βήµα µετακίνησης στο µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων, δηλαδή το ∆f̂k = fk − f̂k.

• Αρχικοποίηση του διανύσµατος λύσεων (~x).

• Κριτήριο σύγκλισης της µεθόδου συζυγών κλίσεων convCG.

Παρατηρήσεις:

Το λογισµικό που αναπτύχθηκε, στην επίλυση του συστήµατος 3.22, δέχεται τον όρο

∇2
~b
F (~b)~sa ως είσοδο, δίνοντας τη δυνατότητα για χρήση µεθόδων οι οποίες υπολο-

γίζουν απευθείας το γινόµενο, αποφεύγοντας τον υπολογισµό του εσσιανού µητρώου.

΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί, µια τέτοια µέθοδος είναι η Newton µε αποκοπή. ΄Αλλω-

στε, στη µέθοδο συζυγών κλίσεων δεν χρειάζεται αυτούσιο µητρώο, αλλά το γινόµενό

του µε κάποιο διάνυσµα, γεγονός το οποίο την καθιστά κατάλληλη για µια τέτοια

µέθοδο. ΄Οσον αφορά το κόστος της συγκεκριµένης µεθόδου, ανέρχεται σε 2+2·NCG

ισοδύναµες επιλύσεις ϱοής [7, 2], όπου NCG το πληθος επαναλήψεων της µεθόδου

συζυγών κλίσεων.

Κάθε ϕορά που εκτελείται η µέθοδος συζυγών κλίσεων, η αρχικοποίηση του δια-

νύσµατος λύσης είναι το σηµείο-λύση η οποία είχε ϐρεθεί στην προηγούµενη σάρω-

ση του µετώπου. Για την πρώτη σάρωση, το λογισµικό που αναπτύχθηκε προσφέρει

τις εξής δύο δυνατότητες :

1. Είτε να δοθεί µια εκτίµηση του εσσιανού µητρώου και επίλυση του συστήµατος

γραµµικά µε απαλοιφή κατά Gauss.

2. Είτε µε αρχικοποίηση των όρων ∆~bk,∆~λk.

Φυσικά, οι αρχικές τιµές των fk, ∀k ∈ [2,M ] για τις οποίες διατίθεται ϐέλτιστη

λύση δεν είναι πάντα γνωστές, µε αποτέλεσµα µια λανθασµένη εκτίµηση να κάνει

το πρόβληµα µη-επιλύσιµο [1]. Ωστόσο, σε πραγµατικά προβλήµατα γίνεται προ-

σπάθεια ϐελτίωσης ήδη υπαρχόντων προϊόντων, δηλαδή υφίσταται µια αίσθηση των

µεγεθών.

Τέλος, χρειάζεται ιδιαίτερη προσοχή όταν το πεδίο ορισµού των µεταβλητών σχε-

διασµού είναι ϕραγµένο. Μπορεί µεν το πρόβληµα ϐελτιστοποίησης να µην έχει
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περιορισµούς, ωστόσο αν ο χρήστης επιβάλει ελάχιστη ή/και µέγιστη τιµή στις µε-

ταβλητές σχεδιασµού, τότε ένα τέτοιο πεδίου ορισµού (bi,min ≥ bi ≥ bi,max) εισάγει

περιορισµούς ανισο-ισότητας της µορφής:

gi,min = bi − bi,min ≥ 0

gi,max = bi,max − bi ≥ 0 (3.30)

΄Οπως αναφέρθηκε προηγούµενως, όταν οι περιορισµοί ανισο-ισότητας είναι ενεργοί,

δηλαδή οι πολλαπλασιαστές Lagrange µ είναι µη µηδενικοί, τότε είναι που συµµε-

τέχουν στο σύστηµα 3.20 και επηρεάζουν τη µεταβολή των µεταβλητών σχεδιασµού.

΄Αρα, είναι σηµαντικό να ληφθούν υπόψη. Για τις παραγώγους των συναρτήσεων

3.30 ισχύει :

∇bjg
∗
i,min =

{
1 j = i
0 j 6= i

∇bjg
∗
i,max =

{
−1 j = i
0 j 6= i

(3.31)

∇2
~b
g∗i,min = ∇2

~b
g∗i,max = 0̃

΄Ετσι, σύµφωνα µε τα παραπάνω, το αρχικό σύστηµα 3.22 επεκτείνεται δηµιουργών-

τας το σύστηµα:






∇2
~b
F −∇~bf2,...,M −∇~bg

∗
1,...,M∗

g

−[∇~bf2,...,M ]T 0̃ 0̃
−[∇~bg

∗
1,...,M∗

g
]T 0̃ 0̃






︸ ︷︷ ︸

Ã







∂~b

∂f̂k
∂λf2,...,M

∂f̂k
∂µ

1,...,M∗
g

∂f̂k







︸ ︷︷ ︸

~x

=





~0
−1
~0





︸ ︷︷ ︸

~d

(3.32)

όπου

∇2
~b
F (~b) = ∇2

~b
f1(~b)−

M∑

k=2

λfk∇2
~b
fk(~b) (3.33)

Ουσιαστικά δεν αλλάζει ο τρόπος επίλυσης, απλά επεκτείνονται τα διανύσµατα

~ω,~sb, ~x, ~p, ~r, ~d κατά M∗
g ϑέσεις και ο πίνακας Ã κάτα M∗

g σειρές και στήλες.

Ανάλυση Υπολογιστικού Κόστους

∆ιόρθωση: Το ϐήµα διόρθωσης, υπενθυµίζεται, ότι πραγµατοποιείται µε τη χρήση

ALM. Απαιτεί Next,ALM · NSD επιλύσεις των εξισώσεων ϱοής και υπολογισµούς γε-

νικευµένης πρώτης παραγώγου. Είναι εµφανές ότι σε περίπτωση που απαιτείται

έντονη διόρθωση, το ϐήµα αυτό γίνεται ιδιαίτερα χρονοβόρο. Για τον λόγο αυτόν,

είναι αναγκαία µια πρόβλεψη που να µην αποκλίνει πολύ από το µέτωπο ϐέλτιστων

λύσεων, καθώς επίσης και το σηµείο εκκίνησης να µην απέχει υπερβολικά από αυτό.
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Πρόβλεψη: Το ουσιαστικό κόστος εδώ είναι ο υπολογισµός του γινοµένου µεταξύ

του εσσιανού µητρώου και του διανύσµατος κατεύθυνσης. Συγκεκριµένα, σε κάθε

πρόβλεψη του µετώπου απαιτείται είτε ο υπολογισµός των µητρώων ∇2
~b
fk(~b) είτε ο

απευθείας υπολογισµός του διανύσµατος ∇2
~b
fk(~b)~sa. ΄Αρα, ο χρόνος και το κόστος

επίλυσης εξάρτώνται κυρίως από τον τρόπο υπολογισµού του εσσιανού µητρώου.

Το εσσιανό µητρώο, µε απλή διπλή παραγώγιση κοστίζει περίπου N2 επιλύσεις ϱοής

[2]. Με χρήση συνδυασµού συζυγούς µεθόδου (adjoint differentiation) και ευθείας

διαφόρισης (direct differentiation), ο υπολογισµός του εσσιανού µητρώου ανέρχεται

σε περίπου N+2 επιλύσεις ϱοής [4]. Στο ϐήµα διόρθωσης, αν χρησιµοποιηθεί αυτο-

ύσιο το µητρώο δεύτερων παραγώγων, το κόστος ταυτίζεται µε το κόστος υπολογισµού

του µητρώου. Αν χρησιµοποιηθεί η Newton µε αποκοπή, η οποία κοστίζει περίπου

όσο 2+2·NCG επιλύσεις ϱοής [7] (NCG πλήθος επαναλήψεων της µεθόδου συζυγών

κλίσεων), εύκολα αποδεικνύεται ότι η Newton µε αποκοπή υπερτερεί όταν N > NCG

2
.

Για τον λόγο αυτόνν, αυτή η µέθοδος είναι ιδιαίτερα χρήσιµη για προβλήµατα µε-

γάλου πλήθους αγνώστων, όπου και η αποκοπή στη µέθοδο συζυγών κλίσεων έχει

ισχυρό αντίκτυπο στον χρόνο επίλυσης του συστήµατος.

3.4 Εναλλακτική Προσέγγιση της Μεθόδου Πρόβλεψης-

∆ιόρθωσης

Στη διεθνή ϐιβλιογραφία υπάρχουν αρκετές µέθοδοι οι οποίες επιχειρούν µε πρόβλε-

ψη και διόρθωση να εντοπίσουν το µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων. Αρκετές από αυτές

συνδυάζουν και τη χρήση στοχαστικών αλγορίθµων. Μια τέτοια µέθοδος, η οποία

αναπτύχθηκε από τους Sriram Shankaran και Brian Barr [8], περιγράφεται περιλη-

πτικά σε αυτό το κεφάλαιο. Η συγκεκριµένη µέθοδος έχει εφαρµοστεί σε προβλήµα-

τα δύο στόχων µέχρι στιγµής. Ακολουθεί συνοπτικά ο αλγόριθµος για προβλήµατα

δύο στόχων:

1. Αρχικά, επιλέγεται ως ϐέλτιστη λύση για την εκκίνηση της µεθόδου η minf1,
δηλαδή το άνω αριστερά άκρο (αν ϑεωρηθεί ότι στον κατακόρυφο άξονα είναι

η f2 και στον οριζόντιο η f1). Προφανώς ϑα µπορούσε να επιλεγεί το άλλο

άκρο χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, απλά µε ανταλλαγή των δεικτών 1, 2. Τα

υπόλοιπα ϐήµατα εκτελούνται επαναληπτικά.

2. Βήµα Πρόβλεψης: Ανανέωση των µεταβλητών σχεδιασµού χρησιµοποιώντας

µέθοδο απότοµης καθόδου: ~btemp = ~b− ηSD∇~bf2(
~b). Σηµειώνεται ότι δεν λαµ-

ϐάνεται καθόλου υπόψη η επίδραση του πρώτου στόχου, δηλαδή είναι ως να

λύνεται το πρόβληµα minf2(~b) για έναν κύκλο της απότοµης καθόδου. Προφα-

νώς, αυτό οδηγεί σε χαµηλότερες, αυθαίρετες τιµές της f2, ενώ υπενθυµίζεται

ότι η διαδικασία ξεκίνησε από το µέγιστο δυνατό.

3. Βήµα διόρθωσης: ΄Εστω ~v διάνυσµα ανίχνευσης της ϐέλτιστης λύσης. Με ϐάση
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αυτό το διάνυσµα ϑα ανανεώνονται οι µεταβλητές σχεδιασµού. ΄Οσο ισχύει

‖~v‖ > 0 πραγµατοποιούνται τα εξής :

(α΄) Αρχικά επιλύεται το εξής πρόβληµα:

min(max∇~bf(
~btemp) · ~v)

‖~v‖ ≤ 1 (3.34)

όπου

∇~bf =

[
∂f1
∂b1

. . .
∂f2
∂b1

. . .

]

(3.35)

Εδώ, οι συγγραφείς προτείνουν τη χρησιµοποίηση στοχαστικής δειγµατο-

ληψίας για την εύρεση του ~v.

(ϐ΄) Επιλέγεται η παράµετρος t ∈ [0, 1] ώστε να επιλυθεί το πρόβληµα

minfk(~btemp + t~v), ∀k ∈ [1, 2].

(γ΄) Ανανέωση των τιµών ~btemp = ~btemp + t~v. Με άλλα λόγια, η παράµετρος t
αποτελεί το ϐήµα που ϱυθµίζει την επιδραση του διανύσµατος ανίχνευσης

v. Επιλέγεται το ϐήµα για το οποίο εµφανίζεται η µεγαλύτερη µείωση σε

έναν από τους δύο στόχους.

4. Ανανέωση των µεταβλητών σχεδιασµού ~b = ~btemp και επιστροφή στο ϐήµα 2.
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Κεφάλαιο 4

∆ιερευνητικές Εφαρµογές της

Μεθόδου σε Απλά Μαθηµατικά

Προβλήµατα ∆ύο Στόχων

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα παρουσιαστούν αποτελέσµατα από προβλήµατα ϐελτιστοποίη-

σης δύο στόχων, ϐασισµένα αποκλειστικά σε µαθηµατικές συναρτήσεις που πρέπει

να ελαχιστοποιηθούν, σύµφωνα µε τη µέθοδο που παρουσιάστηκε. Σκοπός των προ-

καταρκτικών αυτών δοκιµών είναι, µε χαµηλό υπολογιστικό κόστος, να εξαχθούν

συµπεράσµατα για τον τρόπο χειρισµού άλλων προβληµάτων, τα οποία δεν είναι

ούτε τόσο απλά ούτε τόσο οικονοµικά σε υπολογιστικό κόστος. Οι υπολογισµοί των

πρώτων και δεύτερων παραγώγων των συναρτήσεων κόστους πραγµατοποιούνται ανα-

λυτικά, πράγµα που σηµαίνει ότι δεν υπάρχει αµφισβήτηση σχετικά µε την ακρίβεια

υπολογισµού τους. ΄Ετσι, στο ϐήµα διόρθωσης δεν χρησιµοποιούνται µέθοδοι απευ-

ϑείας υπολογισµού του µητρώου ή του γινοµένου του επί το διάνυσµα κατεύθυνσης

ανίχνευσης, δίνοντας έµφαση στην κατανόηση της µεθόδου. Σηµειώνεται ότι, κατά

την ανάλυση του κόστους της µεθόδου, ϑεωρείται ότι οι παράγωγοι έχουν υπολο-

γιστεί µε τις µεθόδους που απαιτούν τα προβλήµατα ϱευστοµηχανικής, όπως για

παράδειγµα µε τη συζυγή µέθοδο [9, 10, 11].

Επιπλέον των αναλυτικών λύσεων, όπου ο υπολογισµός τους είναι εφικτός, η επα-

λήθευση των αποτελεσµάτων γίνεται µε τη χρήση του λογισµικού EASY (Evolutio-

nary Algorithms SYstem) [12], το οποίο έχει αναπτυχθεί από τη ΜΠΥΡ&Β/ΕΜΠ.

Ο EASY, λειτουργεί µε εξελικτικούς αλγορίθµους (EA), οι οποίοι αποτελούν την πιο

συχνά χρησιµοποιούµενη παραλλαγή των πληθυσµιακών στοχαστικών αλγορίθµων

ϐελτιστοποίησης και µπορούν, µε ένα µόνο τρέξιµο, να παράξουν το µέτωπο των

κατά Pareto ϐέλτιστων λύσεων.
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4.1 Μαθηµατικό Πρόβληµα Α

΄Εστω το ακόλουθο (κυρτό) πρόβληµα ϐελτιστοποίησης δύο στόχων:

min







f1(~b) =
N∑

i=1

(bi − 3)2

f2(~b) =
N∑

i=1

(bi − 4)2
(4.1)

όπου bi ∈ [1, 6], ∀i ∈ [1, N ].

Οι πρώτες και δεύτερες παράγωγοι των συναρτήσεων στόχων προκύπτουν αναλυτικά

ως:

∇~bf1(
~b) = 2(~b−~3)

∇~bf2(
~b) = 2(~b−~4) (4.2)

∇2
~b
f1(~b) = ∇2

~b
f2(~b) = 2Ĩ

όπου Ĩ ο µοναδιαίος πίνακας.

Για το συγκεκριµένο πρόβληµα, είναι δυνατή η εύρεση του µετώπου ϐέλτιστων λύσε-

ων µε αναλυτικό τρόπο. Συγκεκριµένα, για τα ακραία σηµεία του µετώπου ϐέλτιστων

λύσεων ισχύουν τα εξής :

f1(~b) = 0, f2(~b) = N, bi = 3 ∀i ∈ [1, N ]

f1(~b) = N, f2(~b) = 0, bi = 4 ∀i ∈ [1, N ] (4.3)

Αν είναι επιθυµητό να ικανοποιείται ο περιορισµός f2(~b) = f̂2, ∀f̂2 ∈ [0, N ], τότε

ισχύει :

N∑

i=1

(bi − 4)2 = f̂2 (4.4)

minf1(~b) =
N∑

i=1

(bi − 3)2 (4.5)

Η εξίσωση 4.4 ικανοποιείται για ¨άπειρα¨ διανύσµατα ~b. ∆ηλαδή, στο χώρο των µε-

ταβλητών σχεδιασµού, ο γεωµετρικός τόπος της εξίσωσης 4.4 είναι µια υπερσφαίρα

µε κέντρο στο σηµείο (4,4,...,4) και ακτίνα ίση µε
√
f2. Ειδικά για N =2, ο γεωµε-

τρικός τόπος είναι κύκλος. Από όλα τα διανύσµατα λύσης της εξίσωσης 4.4, αυτά
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που συνθέτουν το µέτωπο Pareto είναι τα διανύσµατα για τα οποία ελαχιστοποιείται

η f1, δηλαδή αυτά που ανήκουν στην ευθεία που ενώνει τα σηµεία (3, . . . , 3) και

(4, . . . , 4) στον χώρο διάστασης N . ΄Ετσι, η ϐέλτιστη λύση προκύπτει από την τοµή

της υπερσφαίρας µε την ευθεία αυτή. Με άλλα λόγια, κατά τη σάρωση του µετώπου

ϐέλτιστων λύσεων από την ελάχιστη τιµή του πρώτου στόχου προς την ελάχιστη του

δεύτερου, οι συνιστώσες του διανύσµατος ~b µεταβάλλονται γραµµικά και µε τον ίδιο

ϱυθµό από την τιµή 3 ως την 4 και, προφανώς, τα bi, ∀i ∈ [1, N ] έχουν την ίδια τιµή

b. Για διευκόλυνση στην κατανόηση, παρατίθεται το σχήµα 4.1, το οποίο αντιστοιχεί

σε πρόβληµα µε N=2.

 2

 2.5

 3

 3.5

 4

 4.5

 5

 5.5

 6

 2  2.5  3  3.5  4  4.5  5  5.5  6

b 2

b1

(3,3)

(4,4)√0.5

√2

Σχήµα 4.1: Μαθηµατική περίπτωση Α : Ισοσταθµικές της συνάρτησης στόχου του

δεύτερου στόχου f2 για N=2. Εµφανίζεται επίσης και το ευθύγραµµο τµήµα (3,3-

4,4) των κατά Pareto ϐέλτιστων λύσεων. Με ϐάση την εξίσωση 4.4, τα Ϲεύγη b1, b2 που

λ.χ. δίνουν τιµή f2=2 ανήκουν στον κύκλο µε κέντρο (4,4) και ακτίνα
√
2. Από αυτά,

µόνο ένα Ϲεύγος των µεταβλητών σχεδιασµού δίνει ϐέλτιση λύση. Αυτό προκύπτει

από την τοµή του ευθυγράµµου τµήµατος και του κύκλου. Εδώ, το Ϲητούµενο Ϲεύγος

είναι το (3,3), το οποίο είναι το αριστερό ακραίο σηµείο του µετώπου Pareto (εξισώσεις

4.3). Οµοίως, για f2 = 0.5 η ϐέλτιστη λύση είναι το (3.5, 3.5), όπου f1 = f2 = 0.5.

Γενικεύοντας τα παραπάνω, τα διανύσµατα~b τα οποία αντιστοιχούν στη ϐέλτιστη λύση

προκύπτουν από την τοµή των ισοσταθµικών κύκλων µε το ευθύγραµµο τµήµα.

Για το πρόβληµα ϐελτιστοποίησης, επιλέγεται πλήθος µεταβλητών σχεδιασµού ίσο µε

N=6. Με ϐάση τα παραπάνω, προκύπτει στο σχήµα 4.2 το µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων

αναλυτικά, όπου γίνεται και σύγκριση των µετώπων που προκύπτουν από τον ΕΑ.
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Pareto front
 565 evaluations
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3158 evaluations

Σχήµα 4.2: Μαθηµατικό πρόβληµα Α : Σύγκριση του αναλυτικού µετώπου ϐέλτιστων

λύσεων µε το µέτωπο που προκύπτει από τον ΕΑ για διάφορα πλήθη αξιολογήσεων,

για N = 6. Ο ΕΑ τερµατίστηκε όταν το παραγόµενο µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων πα-

ϱουσίασε µικρή µεταβολή µεταξύ διαδοχικών γενεών. Για τον ΕΑ χρησιµοποιήθηκε

Gray binary κωδικοποίηση, µε 6 bits ανά µεταβλητή. Ο πληθυσµός των γονέων είναι

µ=25 και των απογόνων λ=75.

Υπενθυµίζεται ότι, στην προτεινόµενη µέθοδο, το ϐήµα διόρθωσης πραγµατοποιείται

µε τη µέθοδο ALM (κεφάλαιο 3, παράρτηµα Α΄.4.3). Σε αυτήν, πρέπει να οριστούν

ϐασικές παράµετροι οι οποίες είναι :

• Το κριτήριο σύγκλισης convf1 της συνάρτησης του στόχου (f1) που ελαχιστο-

ποιείται.

• Η ανοχή για τον περιορισµό ισότητας convf2, που αντιστοιχεί στον στόχο που

έχει υποβαθµιστεί σε περιορισµό (f2).

• Ο συντελεστής ποινής στην εκκίνηση του εκάστοτε ϐήµατος διόρθωσης ωp και η

µέγιστη τιµή που επιτρέπεται να αποκτήσει ωp,max, καθώς αυξάνεται µε ϱυθµό

γ.

• Για κάθε εσωτερική επανάληψη της ALM (για την οποία οι τιµές ωp, λ παρα-

µένουν αναλλοίωτες), η οποία αφορά την ελαχιστοποίηση της επαυξηµένης

συνάρτησης-στόχου και πραγµατοποιείται µε τη µέθοδο της απότοµης κα-

ϑόδου, χρειάζεται το ϐήµα ηSD ανανέωσης των µεταβλητών σχεδιασµού ~b. Το

πλήθος των εσωτερικών επαναλήψεων NSD ορίζεται από τον χρήστη. Υπεν-

ϑυµίζεται ότι στις εξωτερικές επαναλήψεις Next,ALM πραγµατοποιείται η ανα-

νέωση των παραµέτρων ωp, λ µε το τρόπο που διατυπώνεται στο παράρτηµα
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Α΄.4.3.

Για το ϐήµα πρόβλεψης του µετώπου, το σύστηµα 3.22 επιλύεται µε τη µέθοδο των

συζυγών κλίσεων, η οποία είναι επαναληπτική µέθοδος. Για αυτό, χρειάζεται ένα κρι-

τήριο σύγκλισης convCG το οποίο αναφέρεται στο µέτρο του υπολοίπου (παράρτηµα

Α΄.3.2). Από το διάνυσµα λύσεων ~x του συστήµατος 3.22 υπολογίζεται η µεταβολή

των πολλαπλασιαστών Lagrange λ και των µεταβλητών σχεδιασµού, πολλαπλασι-

άζοντας µε το επιθυµητό ϐήµα σάρωσης ∆f̂2. Για τη µέθοδο των συζυγών κλίσεων,

απαιτείται αρχικοποίηση του διανύσµατος λύσεων. Στο συγκεκριµένο πρόβληµα, η

αρχικοποίηση του διανύσµατος λύσης πολλαπλασιασµένου µε το ϐήµα σάρωσης για

την πρώτη σάρωση του µετώπου επιλέγεται ως εξής :

~xinit,CG ·∆f̂2 =













0.1(∆b1)
0.1(∆b2)
0.1(∆b3)
0.1(∆b4)
0.1(∆b5)
0.1(∆b6)
0.0(∆λf2)













Για τις υπόλοιπες σαρώσεις, ως αρχικοποίηση χρησιµοποιείται το αποτέλεσµα της

προηγούµενης πρόβλεψης.

Θα πραγµατοποιηθούν δύο τρόποι σάρωσης του µετώπου ϐέλτιστων λύσεων: ο

πρώτος ξεκινά από υψηλές τιµές της f2 ενώ ο δεύτερος από χαµηλές. Και για τις δύο

περιπτώσεις, η προτεινόµενη µέθοδος έτρεξε µε τις παραµέτρους του πίνακα 4.1.

Βήµα ∆ιόρθωσης

convf1 10−3

convf2 10−1

ωp 103

ωp,max 105

γ 1.5
ηSD 10−6

NSD 10

Βήµα Πρόβλεψης ∆f̂2 ±0.75
convCG 10−3

Πίνακας 4.1: Μαθηµατικό πρόβληµα Α : Παράµετροι για τα ϐήµατα διόρθωσης και

πρόβλεψης για πρόβληµα 6 µεταβλητών σχεδιασµού.

Από τη στιγµή που το µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων εκτείνεται στην περιοχή f2 ∈ [0, 6], η

επιλογή του ϐήµατος ∆f̂2=0.75 στη ϕάση της διόρθωσης αποσκοπεί στην εύρεση 9

σηµείων επί του µετώπου. Ο συντελεστής ποινής έχει ιδιαίτερα υψηλή τιµή, γεγονός

που συµβάλλει στη γρήγορη ικανοποίηση του περιορισµού. Ωστόσο, χρειάζεται ιδιαί-

τερη προσοχή στο κριτήριο σύγκλισης του πρώτου στόχου, καθώς έχει δοθεί έµφαση

στην ικανοποίηση του περιορισµού. Για τον λόγο αυτόν, επιλέγεται αυστηρό κριτήριο
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σύγκλισης, ώστε να αποτραπεί η πρόωρη σύγκλιση του ϐήµατος διόρθωσης, δηλαδή

να αποφευχθεί η εύρεση σηµείου για το οποίο ισχύει ο περιορισµός αλλά δεν έχει

επιτευχθεί η ελαχιστοποίηση του πρώτου στόχου (παράρτηµα Β΄.2).

Και στις δύο εκδοχές κίνησης επί του µετώπου χρησιµοποιήθηκε το ίδιο σηµείο

εκκίνησης :

~binit =






2.0
...

2.0




 (4.6)

για το οποίο οι τιµές των συναρτήσεων κόστους είναι :

f1(~binit) = 8.0

f2(~binit) = 24.0 (4.7)

Τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στα διαγράµµατα του σχήµατος 4.4.

Παρατηρήσεις:

Για την παρούσα µέθοδο απεικονίζονται (σχήµα 4.4) τα σηµεία που προκύπτουν

από την πρόβλεψη και τη διόρθωση. Είναι προφανές ότι το τελικό µέτωπο µη-

κυριαρχούµενων λύσεων απαρτίζεται µόνο από τα σηµεία που προκύπτουν κατά τη

διόρθωση (correction). ∆εδοµένου ότι η κίνηση πάνω στο µέτωπο έγινε µε σταθερό

ϐήµα της f2, η σύµπτωση µε το µέτωπο που υπολογίστηκε αναλυτικά ϑεωρείται

εξαιρετική. Παρόλα αυτά, για χαµηλές τιµές της f2 το ϐήµα πρόβλεψης δεν δίνει

πάντα ικανοποιητικά αποτελέσµατα, ϕαινόµενο που εξαρτάται ιδιαίτερα από την

καµπυλότητα του µετώπου και το ϐήµα ∆f̂2. Αυτό συµβαίνει καθώς το µέτωπο τείνει

να γίνει παράλληλο µε τον οριζόντιο άξονα ενώ το ϐήµα κατά τον κατακόρυφο άξονα

παραµένει σταθερό. ΄Ετσι, η µέθοδος δεν µπορεί να εντοπίσει τις ϐέλτιστες λύσεις της

περιοχής αυτής µε ικανοποιητική πυκνότητα. Στο σχήµα 4.5, πραγµατοποιήθηκε

δοκιµή µε ϐήµα ∆f̂2=0.25 για επιβεβαίωση της παραπάνω παρατήρησης. Αυτό είναι

ιδιαίτερα εµφανές στην περίπτωση της σάρωσης από χαµηλές σε υψηλές τιµές της f2
(σχήµα 4.4, κάτω), όπου από την τιµή f2=5.13 · 10−2 η πρόβλεψη δίνει αποτέλεσµα

πάνω στο µέτωπο κατά Pareto µεν, αλλά µε τιµή f2=3.54 δε, η οποία απέχει αρκετά

από τις τιµές της περιοχής f2 = 5.13 · 10−2+∆f̂2 = 5.13 · 10−2 + 0.75 = 0.8013.

΄Ετσι, ακολουθεί η διόρθωση που επαναφέρει τη διαδικασία στην τιµή f2 = 0.80,

ικανοποιώντας το ϐήµα ∆f̂2=0.75.

Για τις χαµηλές τιµές της συνάρτησης κόστους του δεύτερου στόχου f2 ελλοχεύει

ένα ακόµα πρόβληµα. Υπενθυµίζεται ότι σε κάθε ϑέση του µετώπου Pareto ισχύει

bi = bj = b, ∀i, j ∈ [1, N ], i 6= j, άρα:

f1(~b) = N(b− 3)2

f2(~b) = N(b− 4)2 (4.8)
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Από τις συνθήκες KKT προκύπτει το εξής σύστηµα:

∇~bFaug(~b) = ~0

f2(~b)− f̂2 = 0 (4.9)

όπου:

Faug(~b) = f1(~b)− λf2(f2(
~b)− f̂2) (4.10)

άρα, µε ϐάση τις εξισώσεις 4.2 το σύστηµα των συνθηκών KKT αναλύεται στις N+1
εξισώσεις :

2(bi − 3)− 2λf2(bi − 4) = 0, ∀i ∈ [1, N ]

N∑

i=1

(bi − 4)2 − f̂2 = 0 (4.11)

Λόγω της συµµετρίας η οποία διέπει τις τιµές των µεταβλητών σχεδιασµού στο µέτωπο

ϐέλτιστων λύσεων (bi = b, ∀i ∈ [i, N ]), οι πρώτες N εξισώσεις ταυτίζονται και άρα

εκφυλίζονται σε µία εξίσωση:

2(b− 3)− 2λf2(b− 4) = 0 ⇒ λf2 =
b− 3

b− 4
(4.12)

Η εξίσωση τελευταία KKT συνθήκη (εξίσωση 4.14α΄) αποτελεί µια αναλυτική σχέση

µεταξύ των b και f̂2 η οποία ϕυσικά ισχύει για το µέτωπο Pareto:

b = 4±

√

f̂2
N

(4.13)

Υπενθυµίζεται ότι ϐέλτιστη λύση έχουµε για 3 < bi < 4, ∀i ∈ [1, N ], άρα απορρίπτεται

η περίπτωση +.

Από την εξίσωση 4.12, είναι εµφανές ότι για το κάτω δεξιό άκρο του µετώπου ϐέλτι-

στων λύσεων (f2=0) η συντελεστής Lagrange απειρίζεται (σχήµα 4.3). Με άλλα λόγια,

είναι επιθυµητή η αποφυγή της λύσης bi = 4, ∀i ∈ [1, N ], ιδιαίτερα στη σάρωση από

κάτω προς τα πάνω καθώς η πρόβλεψη ϑα παρήγαγε λανθασµένα αποτελέσµατα.
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Αυτό ϕαίνεται διατυπώνοντας το σύστηµα 3.22 ως εξής :

2− 2λf2

∂bi

∂f̂2
− 2(bi − 4)

∂λf2

∂f̂2
= 0, ⇒ ∂bi

∂f̂2
=

b− 4

1− λf2

∂λf2

∂f̂2
, ∀i ∈ [1, N ] (4.14α΄)

−2
N∑

i=1

(bi − 4)
∂bi

∂f̂2
= −1 ⇒ ∂λf2

∂f̂2
=

1− λf2

2N(b− 4)2
(4.14β΄)
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Σχήµα 4.3: Μαθηµατικό πρόβληµα Α : Η µεταβολή του συντελεστή Lagrange λf2

συναρτήσει της τιµής b (εξίσωση 4.12) για τις ϐέλτιστες κατά Pareto λύσεις (υπεν-

ϑυµίζεται ότι είναι ανεξάρτητο του πλήθους των µεταβλητών σχεδιασµού). Καθώς η

λύση τείνει στην τιµή 4, ο συντελεστής Lagrange τείνει στο −∞.

Από το παραπάνω σύστηµα, χρησιµοποιώντας την σχέση 4.12 προκύπτει :

∂λf2

∂f̂2
= − 1

2N(b− 4)
(4.15α΄)

∂bi

∂f̂2
= −∂λf2

f̂2
=

1

2N(b− 4)
(4.15β΄)

∆ηλαδή, από το σηµείο ~b = ~4 δεν µπορεί να πραγµατοποιηθεί-ξεκινήσει η ϕάση

πρόβλεψης επειδή προκύπτουν µεταβολές µε άπειρη τιµή.

Αριθµητική εφαρµογή:

Την παραπάνω ανάλυση συµπληρώνει µια σύντοµη αριθµητική εφαρµογή σχετικά
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µε το σφάλµα σάρωσης του µετώπου Pareto. ΄Εστω ότι είναι γνωστή η ϐέλτιστη λύση
~b = ~3, f2(~b) = N , για το οποίο έχει δειχθεί ότι ισχύει λf2 = 0. Από τις εξισώσεις

4.15β΄ και για ϐήµα σάρωσης ∆f̂2 = −1 προκύπτει από το ϐήµα πρόβλεψης:

∂bi

∂f̂2
= − 1

2N
, ∀i ∈ [1, N ]

bnew,i = bi +∆f̂2
∂bi

∂f̂2
= 3 + (−1)(− 1

2N
) = 3 +

1

2N
∀i ∈ [1, N ]

f2(~bnew) =
1

4N
+N − 1 > N − 1 = f̂2 (4.16)

∂λf2

∂f̂2
=

1

2N

λnew,f2 = λf2 +∆f̂2
∂λf2

∂f̂2
= 0 + (−1)(

1

2N
) = − 1

2N

Υπενθυµίζεται ότι από τις συνθήκες KKT έχουν προκύψει οι εξισώσεις 4.12. Για την

τιµή f2=N−1, ισχύουν για το µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων:

bnew,i = 4−
√

N − 1

N
6= 3 +

1

2N

λnew,f2 =
bnew − 3

bnew − 4
= − 1

2N − 1
6= − 1

2N
(4.17)

Από τα παραπάνω είναι ξεκάθαρο ότι η πρόβλεψη δεν παράγει λύση µε το επιθυµητό

f̂2. Ωστόσο, η παραγόµενη λύση ϑα ανήκει στο µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων, αφού

bi = b, ∀i ∈ [1, N ]. Σηµείωνεται ότι αυτό συµβαίνει µόνο για σηµείο εκκίνησης για το

οποίο ισχύει bi = b, ∀i ∈ [1, N ]. Παρατηρώντας τις εξισώσεις που διέπουν το πρόβλη-

µα (4.1 4.2), είναι εµφανές ότι, αν στην προτεινόµενη µέθοδο το αρχικό διάνυσµα

έχει bi = b, ∀i ∈ [1, N ], τότε οι παράγωγοι είναι ίσες και, άρα, ϑα προκύπτουν σε

κάθε µεταβολή των µεταβλητών σχεδιασµού ίσες τιµές µεταξύ τους. �

Παρόλο που το πρόβληµα αυτό απαιτεί ασήµαντο χρόνο εκτέλεσης, δεν παύει να έχει

ενδιαφέρον το κόστος της µεθόδου. Για παράδειγµα, στην περίπτωση κατά την οποία

η σάρωση πραγµατοποιείται κατά τα ϕθίνοντα f2 (σχήµα 4.4, άνω), χρειάστηκαν:

• Στο ϐήµα διόρθωσης 830 επιλύσεις ϱοής και 830 υπολογισµοί των πρώτων

παραγώγων (NSD ·Next,ALM ).

• Στο ϐήµα πρόβλεψης 8 υπολογισµοί των πρώτων παραγώγων και 8 υπολογι-

σµοί του εσσιανού (πλήθος ϐηµάτων πρόβλεψης).

΄Οταν εφαρµόζεται η αιτιοκρατική µέθοδος, σε κάθε εσωτερική επανάληψη της ALM

επιλύονται οι εξισώσεις ϱοής. Θεωρείται ότι η πρώτη παράγωγος υπολογίζεται µε συ-

νεχή συζυγή µέθοδο η οποία προσθέτει κόστος περίπου ίσο µε µία επιπλέον επίλυση
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των εξισώσεων ϱοής στο ήδη υπάρχον κόστος. Ο υπολογισµός του εσσιανού µητρώου

πραγµατοποιείται µε εφαρµογή της ευθείας διαφόρισης στην πρώτη παράγωγο, δια-

δικασία που αυξάνει το κόστος κατά ∽N ισοδύναµες επιλύσεις των εξισώσεων ϱοής

[2]. ΄Ετσι, προκύπτει ότι η διαδικασία κόστισε 1724 επιλύσεις ϱοής. Από το σχήµα

4.2 ϕαίνεται ότι ο ΕΑ χρειάστηκε 3158 αξιολογήσεις ώστε να προσεγγίσει το ανα-

λυτικό µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων, χωρίς να ταυτίζεται πλήρως µε αυτό σε µερικές

περιοχές. Βέβαια, αξίζει να σηµειωθεί ότι η αιτιοκρατική µέθοδος υπολόγισε 9 ϐέλ-

τιστες λύσεις ενώ ο ΕΑ υπολόγισε 72. Ο όρος ¨ροή¨ χρησιµοποιείται εικονικά έστω

και αν πρόκειται για ένα απλό µαθηµατικό πρόβληµα.

Τέλος, µια ακόµη αξιοσηµείωτη παρατήρηση αφορά την ακρίβεια των µεθόδων, δη-

λαδή κατά πόσο οι ϐέλτιστες λύσεις συµπίπτουν µε το αναλυτικό µέτωπο ϐέλτιστων

λύσεων. Υπενθυµίζεται ότι, για κάθε ϐέλτιστη λύση, οι µεταβλητές σχεδιασµού έχουν

µεταξύ τους ίσες τιµές, άρα µε χρήση της τυπικής απόκλισης µεταξύ των µεταβλητών

σχεδιασµού µπορεί να εξεταστεί το κατά πόσο οι παραγόµενες λύσεις ταυτίζονται µε

το αναλυτικό µέτωπο:

TA =
N∑

i=1

(
N∑

j=i+1

(bi − bj)
2) (4.18)

΄Οπως αναφέρθηκε στην αριθµητική εφαρµογή, όταν το σηµείο εκκίνησης διέπεται

από την σχέση bi = b, ∀i ∈ [1, N ], οι προκύπτουσες λύσεις διέπονται από τον ίδιο κα-

νόνα, δηλαδή οι µεταβλητές σχεδιασµού παρουσιάζουν µηδενική τυπική απόκλιση.

Για αυτό, πραγµατοποιήθηκε ένα τρέξιµο µε αρχικό διάνυσµα λύσεων:

~bstart =
(
2.2 3.0 4.0 1.0 5.0 6.0

)T
(4.19)

Τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στο σχήµα 4.6.

Είναι σηµαντική η προσεκτική ερµηνεία των παρατηρήσεων που προηγήθηκαν, κα-

ϑώς αποτελούν πορίσµατα τα οποία προέχονται από µαθηµατικό πρόβληµα. ΄Αρα, τα

συµπεράσµατα που προκύπτουν µπορεί να µην παρουσιάζουν καθολική εφαρµογή,

ειδικά σε πολύπλοκα πραγµατικά προβλήµατα, τα οποία εξετάζονται παρακάτω.
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Σχήµα 4.4: Μαθηµατικό πρόβληµα Α : ΄Ανω: σάρωση του µετώπου από πάνω προς

τα κάτω (ϕθίνοντα f2). Κάτω σχήµα: σάρωση του µετώπου από κάτω προς τα πάνω

(αύξοντα f2). Και στις δύο περιπτώσεις, κατά την πρόβλεψη, η µέθοδος συζυγών

κλίσεων ικανοποίησε το κριτήριο σύγκλισης convCG από τη δεύτερη επανάληψη της,

δίνοντας υπόλοιπο µικρότερο του 10−20. Το σηµείο εκκίνησης δεν εµφανίζεται για

λόγους κλίµακας.
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Σχήµα 4.5: Μαθηµατικό πρόβληµα Α : Σάρωση του µετώπου από πάνω προς τα κάτω

(ϕθίνοντα f2) για ϐήµα ∆f̂2=0.25 (αντί για ∆f̂2=0.75, όπως στο σχήµα 4.4). ΄Οσο

και αν το ϐήµα µικραίνει, στην περιοχή όπου το µέτωπο τείνει να γίνει παράλληλο

µε τον οριζόντιο άξονα η πρόβλεψη αποκλίνει (η περιοχή η οποία εφάπτεται στον

οριζόντιο άξονα χαρακτηρίζεται από λf2 → ∞). ΄Οπως και προηγουµένως, το σηµείο

εκκίνησης δεν εµφανίζεται για λόγους κλίµακας.
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Σχήµα 4.6: Μαθηµατικό πρόβληµα Α : Σύγκριση τυπικής απόκλισης (ΤΑ) των τιµών

των µεταβλητών σχεδιασµού µεταξύ των Pareto λύσεων που παράγουν ο ΕΑ και η

µέθοδος πρόβλεψης-διόρθωσης. Από τη στιγµή που η προτεινόµενη µέθοδος χρη-

σιµοποιεί παραγώγους τείνει να παράξει λύσεις πιο κοντά στις αναλυτικές από ότι ο

ΕΑ, ο οποίος χρησιµοποιεί τεχνικές τυχηµατικής αναζήτησης.
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4.2 Μαθηµατικό Πρόβληµα Β

Ως δεύτερο πρόβληµα ϐελτιστοποίησης επιλύεται ένα µε N = 5 µεταβλητές σχεδια-

σµού, το :

min

{

f1(~b) =
b1+b2+b3+b5

b3b4
= b1+b2+b5

b3b4
+ 1

b4

f2(~b) = b4 + b3e
−b1b2b5

(4.20)

bi ∈ [1, 6], ∀i ∈ [1, 5]

Οι πρώτες παράγωγοι των συναρτήσεων στόχων προκύπτουν αναλυτικά ως:

∇~bf1(
~b) =










1
b3b4
1

b3b4

− b1+b2+b5
b2
3
b4

−( b1+b2+b5
b3

+ 1) 1
b2
4

1
b3b4










∇~bf2(
~b) =









−e−b1b2b5b2b3b5
−e−b1b2b5b1b3b5
e−b1b2b5b2b3b5

1.0
−e−b1b2b5b1b2b3









ενώ οι δεύτερες παράγωγοι, στη µορφή των εσσιανών µητρώων, γράφονται ως :

∇2
~b
f1(~b) =











0 0 − 1
b2
3
b4

− 1
b3b

2

4

0

0 0 − 1
b2
3
b4

− 1
b3b

2

4

0

− 1
b2
3
b4

− 1
b2
3
b4

2 b1+b2+b5
b3
3
b4

b1+b2+b5
b2
3
b2
4

− 1
b2
3
b4

− 1
b3b

2

4

− 1
b3b

2

4

b1+b2+b5
b2
3
b2
4

2( b1+b2+b5
b3

+ 1) − 1
b3b

2

4

0 0 − 1
b2
3
b4

− 1
b3b

2

4

0











∇2
~b
f2(~b) =









b3(b2b5)
2 b3b5g −b2b5 0 b3b2g

b3b5g b3(b1b5)
2 −b1b5 0 b3b1g

−b2b5 −b1b5 0 0 −b1b5
0 0 0 0 0

b3b2g b3b1g −b1b2 0 b3(b2b1)
2









e−b1b2b5 (4.21)

όπου g = (b1b2b5 − 1).

Από τις αντικειµενικές συναρτήσεις (4.20) είναι εφικτή η αναλυτική εύρεση της µέγι-
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στης και της ελάχιστης τιµής της f2:

b3 = b3,min, b4 = b4,min

b1 = b1,max, b2 = b2,max, b5 = b5,max

}

⇒
{

f1(~b) = f1,max = 10

f2(~b) = f2,min
∼= 1

b3 = b3,max, b4 = b4,max

b1 = b1,min, b2 = b2,min, b5 = b5,min

}

⇒
{

f1(~b) = f1,min = 0.25

f2(~b) = f2,max
∼= 8.21

(4.22)

Με ϐάση τα παραπάνω ϑα επιλεγεί ϐήµα σάρωσης κοντά στη µονάδα, καθώς η

δεύτερος στόχος κυµαίνεται µεταξύ των τιµών 1 και 8.21.

΄Οπως και στο πρώτο µαθηµατικό πρόβληµα (κεφάλαιο 4.1), πραγµατοποιούνται

δύο δοκιµές όσον αφορά τη ϕορά σάρωσης του µετώπου, επιλέγοντας το ίδιο σηµείο

εκκίνησης :

~bstart =






3.0
...

3.0




 (4.23)

για το οποίο προκύπτει :

f1(~bstart) ∼= 1.333

f2(~bstart) ∼= 3.000 (4.24)

Η εκτέλεση της µεθόδου γίνεται σύµφωνα µε τις παραµέτρους που αναγράφονται

στον πίνακα 4.2. Για την επίλυση του συστήµατος 3.22, στη ϕάση της πρόβλεψης,

επιλέγεται για την πρώτη σάρωση του µετώπου η εξής αρχικοποίηση του διανύσµατος

λύσεων πολλαπλασιασµένου µε το ϐήµα σάρωσης:

~xstart,CG ·∆f̂2 =











−100.0(δb1)
−100.0(δb2)
−100.0(δb3)
−100.0(δb4)
−100.0(δb5)
−100.0(δλf2)











Προφανώς οι τιµές της αρχικοποίησης είναι ιδιαίτερα µεγάλες κατά απόλυτη τιµή,

δεδοµένου του πεδίου ορισµού των µεταβλητών σχεδιασµού και της τάξης µεγεθών

των τιµών των συναρτήσεων κόστους. Ωστόσο, είναι µια καλή ευκαιρία για δοκιµή

της σύγκλισης της µεθόδου συζυγών κλίσεων.
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Βήµα ∆ιόρθωσης

convf1 3 · 10−5

convf2 0.5
ωp 1

ωp,max 10
γ 1.5

ηSD 5 · 10−2

NSD 10

Βήµα Πρόβλεψης ∆f̂2 ±0.7
convCG 0.1

Πίνακας 4.2: Μαθηµατικό πρόβληµα Β: Παράµετροι για τα ϐήµατα διόρθωσης και

πρόβλεψης.

Τα αποτέσµατα ϕαίνονται στο σχήµα 4.7.

Παρατηρήσεις:

Στον πίνακα 4.3 παρουσιάζεται το πλήθος των επαναλήψεων της µεθόδου συζυγών

κλίσεων (NCG) που απαιτούνται για να ικανοποιηθεί το κριτήριο σύγκλισης convCG

σε κάθε ϕάση πρόβλεψης. Γενικά επιτυγχάνεται αποκοπή (NCG < N ), ακόµα και

στην πρώτη σάρωση, όπου η αρχικοποίηση απέχει, όπως αναφέρθηκε παραπάνω,

αρκετά από την ακριβή λύση.

΄Οσον αφορά το κόστος της µεθόδου, στη σάρωση προς ϕθίνοντα f2 (σχήµα 4.7,

άνω) χρειάστηκαν 205 υπολογισµοί πρώτων παραγώγων στο ϐήµα διόρθωσης, καθώς

και 14 υπολογισµοί δεύτερων παραγώγων στο ϐήµα πρόβλεψης. Θεωρώντας ότι το

κόστος υπολογισµού της πρώτης παραγώγου ανέρχεται σε ∽ 1 ισοδύναµη επίλυση

ϱοής, η οποία προστίθεται στο κόστος επίλυσης του ευθέως προβλήµατος, ενώ ο

υπολογισµός του εσσιανού σε ∽N επιλύσεις ϱοής επιπλέον του κόστους της πρώτης

παραγώγου [2], προκύπτει ότι η διαδικασία κόστισε 508 επιλύσεις ϱοής ενώ ο ΕΑ

χρειάστηκε 965 αξιολογήσεις. Κατά τη σάρωση προς αύξουσες τιµές του δεύτερου

στόχου χρειάστηκαν 89 υπολογισµοί πρώτων παραγώγων στο ϐήµα διόρθωσης και

19 υπολογισµοί δεύτερων παραγώγων στο ϐήµα πρόβλεψης, δηλαδή σύνολο 311

επιλύσεις ϱοής. Ωστόσο, ο ΕΑ υπολόγισε 50 σηµεία στο µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων,

ενώ η αιτιοκρατική µέθοδος υπολόγισε 8.

Τέλος, ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση όπου δεν πραγµατοποιείται η ϕάση

διόρθωσης (σχήµα 4.8). Συγκεκριµένα, εκκινώντας από µια λύση που ανήκει στο

µέτωπο Pareto είναι εµφανές ότι κατά τη σάρωση του µετώπου παρουσιάζεται µια

συσσώρευση σφάλµατος η οποία οδηγεί σε αποµάκρυνση των λύσεων από το πραγ-

µατικό µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων.
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πρόβλεψη πλήθος

1 4

2 1

3 1

4 1

5 1

6 3

7 3

πρόβλεψη πλήθος

1 4

2 3

3 3

4 3

5 2

6 3

7 1

Πίνακας 4.3: Μαθηµατικό πρόβληµα Β: Επαναλήψεις της µεθόδου συζυγών κλίσεων

σε κάθε πρόβλεψη για την σάρωση προς κάτω (αριστερά) και προς τα πάνω (δεξιά).
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Σχήµα 4.7: Μαθηµατικό πρόβληµα Β. ΄Ανω: σάρωση του µετώπου Pareto από πάνω

προς τα κάτω (ϕθίνοντα f2). Κάτω: σάρωση από κάτω προς τα πάνω (αύξοντα f2).
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Σχήµα 4.8: Μαθηµατικό πρόβληµα Β: Η επίδραση της ϕάσης διόρθωσης (σάρωση

του µετώπου Pareto προς τα κάτω). Παρατηρώντας το άνω σχήµα 4.7, ϕαίνεται ότι

η πρόβλεψη δίνει λύση αρκετά κοντά στο µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων, αν όχι πάνω

σε αυτό. Ωστόσο, ακόµα και αυτή η µικρή απόκλιση είναι ικανή να οδηγήσει σε

συσσωρευµένο σφάλµα και, κατά συνέπεια, στην αποµάκρυνση από το µέτωπο αν

δεν γίνει εφαρµογή της διόρθωσης.
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4.3 Μαθηµατικό Πρόβληµα Γ

΄Εστω το µη-κυρτό (non-convex) πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων, το οποίο

είναι γνωστό ως ZDT 2 πρόβληµα [13], N µεταβλητών σχεδιασµού:

min

{

f1(~b) = b1
f2(~b) = g(~b)h(~b)

(4.25)

bi ∈ [0, 1], ∀i ∈ [1, N ]

όπου g, h οι ϐοηθητικές συναρτήσεις :

g(~b) = 1 +
9

N − 1

N∑

i=2

bi

h(~b) = 1−
(

f1(~b)

g(~b)

)2

(4.26)

Οι πρώτες παράγωγοι των συναρτήσεων-στόχων προκύπτουν αναλυτικά ως:

∇~bf1(
~b) =








1
0
...

0








∇~bf2(
~b) = h(~b)∇~bg(

~b) + g∇~bh(
~b) (4.27)

και οι δεύτερες ως :

∇2
~b
f1(~b) = 0̃

∇2
~b
f2(~b) = ∇~b,ih(

~b)∇~b,jg(
~b) +∇~b,ig(

~b)∇~b,jh(
~b) + g(~b)∇2

~b
h(~b) (4.28)

Οι πρώτες παράγωγοι των ϐοηθητικών συναρτήσεων υπολογίζονται αναλυτικά ως
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εξής :

∇~bg(
~b) =

9

m− 1








0
1
...

1








∇~bh(
~b) = −2

f1(~b)

g(~b)
∇~b

f1(~b)

g(~b)
(4.29)

∇~b

f1(~b)

g(~b)
=

g(~b)∇~bf1(
~b)− f1(~b)∇~bg(

~b)

g2(~b)

Για το εσσιανό µητρώο της συνάρτησης h ισχύει :

∇2
~b
h(~b) =− 2

(

∇~b,i

f1(~b)

g(~b)
∇~b,j

f1(~b)

g(~b)
+

f1(~b)

g(~b)
∇2

~b

f1(~b)

g(~b)

)

∇2
~b

f1(~b)

g(~b)
=
∇~b,jg(

~b)∇var,if1(~b)−∇~b,ig(
~b)∇var,jf1(~b)

g2(~b)
− (4.30)

2

g3(~b)
(g(~b)∇~b,if1(

~b)− f1(~b)∇~b,ig(
~b))∇~b,jg(

~b)

Ενδιαφέρον παρουσιάζει το γεγονός ότι ο πρώτος στόχος εξαρτάται µόνο από την

πρώτη µεταβλητή σχεδιασµού. Για την ελαχιστοποίηση της συνάρτησης f2 από τις

εξισώσεις 4.25 προκύπτει ότι πρέπει οι g, h να είναι ελάχιστες. Με την σειρά της,

η συνάρτηση h παρουσιάζει ελάχιστο όταν η g παρουσιάζει ελάχιστη τιµή, άρα οι

µεταβλητές σχεδιασµού bi, ∀i ∈ [2, N ] επιλέγονται έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται η

συνάρτηση g. Από τη στιγµή που το πεδίου ορισµού για όλες τις µεταβλητές είναι

από 0 έως και 1 είναι εµφανές ότι στο µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων ϑα ισχύει bi = 0,

∀i ∈ [2, N ], καθώς επίσης και g(~b) = 1. ΄Αρα, η µέγιστη και η ελάχιστη τιµή της f2
στο µέτωπο Pareto µπορεί να προκύψει εύκολα:

f2,max(~b) = 1− f 2
1,min(

~b) = 1− 02 = 1

f2,min(~b) = 1− f 2
1,max(

~b) = 1− 12 = 0

Για την επίλυση του προβλήµατος επιλέγεται πλήθος µεταβλητών σχεδιασµού ίσο µε

N=3.

΄Οπως και στα δύο προηγούµενα προβλήµατα, πραγµατοποιούνται δύο δοκιµές όσον

αφορά τη ϕορά σάρωσης του µετώπου, για το οποίο επιλέγεται το ίδιο σηµείο εκ-
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κίνησης :

~bstart =





0.5
0.0
0.0



 (4.31)

για το οποίο ισχύει :

f1(~bstart) = 0.5

f2(~bstart) = 0.75 (4.32)

Για την εκτέλεση της µεθόδου χρησιµοποιήθηκαν οι παράµετροι που αναγράφονται

στον πίνακα 4.4. Για την επίλυση του συστήµατος 3.22, στη ϕάση της πρόβλεψης,

επιλέγεται για την πρώτη σάρωση του µετώπου η εξής αρχικοποίηση του διανύσµατος

λύσεων πολλαπλασιασµένου µε το ϐήµα σάρωσης:

~xstart,CG ·∆f̂2 =







0.1(δb1)
0.1(δb2)
0.1(δb3)
0.1(δλf2)







Βήµα ∆ιόρθωσης

convf1 2 · 10−7

convf2 0.05
ωp 1.0

ωp,max 1.0
γ 1.0

ηSD 10−3

NSD 1

Βήµα Πρόβλεψης ∆f̂2 ±0.1
convCG 10−3

Πίνακας 4.4: Μαθηµατικό πρόβληµα Γ: Παράµετροι για τα ϐήµατα διόρθωσης και

πρόβλεψης.

Τα αποτελέσµατα εµφανίζονται στο σχήµα 4.9.

Παρατηρήσεις:

Τονίζεται ότι από τη στιγµή που στο µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων οι N−1 µεταβλητές

σχεδιασµού λαµβάνουν τη µικρότερη επιτρεπτή από τον χρήστη τιµή, το σύστηµα

3.22 πρέπει να επεκταθεί και να συµπεριλάβει N−1 ενεργούς περιορισµούς ανισο-

ισότητας (σύστηµα 3.32), που σε αυτή την περίπτωση είναι δύο. ΄Αρα, το σύστηµα
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έχει 6 αγνώστους 1:

•
∂bi
∂f̂2

(3 µεταβλητές)

•

∂λf2

∂f̂2
(1 µεταβλητή)

•
∂µi

∂f̂2
(2 µεταβλητές)

Στο σύστηµα 3.22 προστίθενται µηδενικά στοιχεία και οι παράγωγοι των ενεργών

περιορισµών, που προκύπτουν από το πεδίο ορισµού, δηµιουργώντας το σύστηµα

3.32. Αυτές οι παράγωγοι είναι ιδιαίτερα απλές, καθώς ο κάθε περιορισµός είναι µία

γραµµική σχέση πρώτης τάξης που εξαρτάται µόνο από µία µεταβλητή σχεδιασµού.

΄Ετσι, η διαδικασία δεν επιβαρύνεται από τον υπολογισµό τους.

Σε κάθε ϐήµα πρόβλεψης, και στις δύο περιπτώσεις σάρωσης του µετώπου, η µέθοδος

συζυγών κλίσεων πραγµατοποίησε τέσσερις επαναλήψεις, δηλαδή λιγότερες από το

πλήθος των µεταβλητών του συστήµατος 3.32.

Είναι ιδιαίτερα σηµαντικό το γεγονός ότι η προτεινόµενη µέθοδος µπορεί να υπο-

λογίσει µέτωπο Pareto σε κοίλο πρόβληµα, όπως ϕαίνεται και από το σχήµα 4.9.

Υπενθυµίζεται ότι η ανάλυση της µεθόδου (κεφάλαιο 3) ξεκίνησε από τον συµβατικό

τρόπο διαχείρισης προβληµάτων πολλών στόχων µε αιτιοκρατικές µεθόδους, αυτόν

της συσσώρευσης όλων των συναρτήσεων κόστους σε µία, αφού πολλαπλασιαστεί

καθεµία µε έναν συντελεστή ϐάρους (εξίσωση 2.2). Ο συµβατικός τρόπος δεν µπο-

ϱεί να επιλύσει µη-κυρτά προβλήµατα, καθώς η ελαχιστοποίηση της συνάρτησης

ω1f1(~b) + ω2f2(~b) συγκλίνει σε ένα εκ των δύο άκρων του µετώπου ϐέλτιστων λύσεων

(παράρτηµα Α΄.2). Με άλλα λόγια, η προτεινόµενη µέθοδος διαθέτει ένα σηµαντι-

κότατο πλεονέκτηµα έναντι της συµβατικής µεθόδου.

Επίσης, παρατηρείται ότι σε υψηλές τιµές του στόχου f2 η πρόβλεψη απέχει όλο

και περισσότερο από τη διόρθωση. Υπενθυµίζεται ότι κάτι παρόµοιο παρουσίαστηκε

και στο πρώτο µαθηµατικό πρόβληµα (κεφάλαιο 4.1 σχήµα 4.4) στις αντίστοιχες

περιοχές (στις χαµηλές τιµές f2), δηλαδή εκεί όπου το µέτωπο Pareto τείνει να γίνει

παράλληλο µε τον άξονα της f1.

Για το άνω αριστερά άκρο του µετώπου, όπου ισχύει b1 = b2 = b3 = 0, χρησιµοποι-

ώντας τις εξισώσεις που αναλύθηκαν παραπάνω (εξισώσεις 4.25, 4.26, 4.27, 4.28,

4.29, 4.30) προκύπτουν :

f1(~0) = 0 g(~0) = 1

h(~0) = 1 ∇~bh(
~b) = 0 (4.33)

∇~bf2(
~b) = ∇~bg(

~b)

Με ϐάση τα παραπάνω και τις εξισώσεις 4.27 και 4.29 προκύπτουν οι τιµές των

1Προηγουµένως όπου έγινε αναφορά στην αρχικοποίηση του διανύσµατος λύσεων δεν αναφέρθηκε

η αρχικοποίση των µ2, µ3. Στον αλγόριθµο που έχει αναπτυχθεί η αρχική µεταβολή των πολλαπλα-

σιαστών των ενεργών ανισο-ισοτήτων ορίζεται ίσο µε την αρχικοποίηση της µεταβολής του λf2 .
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παραγώγων των συναρτήσεων κόστους για το σηµείο ~b = ~0, N=3:

∇~bf1(
~b) =





1
0
0





∇~bf2(
~b) =

9

2





0
1
1



 (4.34)

΄Ετσι, οι συνθήκες KKT γράφονται ως εξής :

1− λf2 · 0 =0

0− 4.5λf2 − µ2 =0 (4.35)

0− 4.5λf2 − µ3 =0

∆ηλαδή ο πολλαπλασιαστής ισότητας Lagrange προκύπτει ∞ στην περιοχή που γίνε-

ται οριζόντιο το µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων, όπως παρατηρήθηκε και στο πρώτο µαθη-

µατικό πρόβληµα (κεφάλαιο 4.1). Για το άλλο άκρο του µετώπου (b1=1, b2=b3=0),

ακολουθώντας την ίδια ανάλυση, προκύπτει λf2 = −0.5.
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Σχήµα 4.9: Μαθηµατικό πρόβληµα Γ. ΄Ανω: σάρωση του µετώπου Pareto από πάνω

προς τα κάτω (ϕθίνοντα f2). Κάτω: σάρωση από κάτω προς τα πάνω (αύξοντα f2).
∆εν εµφανίζεται το σηµείο εκκίνησης, το οποίο ανήκει στο µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων,

για λόγους ευκρίνειας.
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Κεφάλαιο 5

Εφαρµογές σε Προβλήµατα

Ρευστοµηχανικής ∆ύο Στόχων

5.1 Ρευστοµηχανικό Πρόβληµα Α

Στην εισαγωγή πραγµατοποιήθηκε αναφορά σε ένα πρόβληµα το οποίο συναντάται

στη ϐιοµηχανία. Αυτό είναι η ϐελτιστοποίηση της γεωµετρίας µιας αεροτοµής, έτσι

ώστε να µεγιστοποιηθεί ο συντελεστής άνωσης CL, χωρίς να διακυβεύεται η µηχανική

αντοχή της.

Η αντοχή ενός αντικειµένου εξαρτάται από διάφορους παράγοντες : το υλικό, την

εσωτερική κατανοµή του υλικού, το σχήµα του, τον λόγο πάχους-µήκους κ.α.. ΄Εστω

ότι στο παρόν παράδειγµα εξετάζεται η αντοχή µε ϐάση το πάχος της αεροτοµής. Μια

ιδιαίτερα λεπτή αεροτοµή κάµπτεται εντονότερα και είναι πιο επιρρεπής σε ϑραύση,

ενώ µια παχειά αεροτοµή και επιβαρύνει το σύστηµα εξαιτίας του προστιθέµενου

ϐάρους και δεν διαθέτει ικανοποιητικά αεροδυναµικά χαρακτηριστικά. Τέλος, σε

αεροναυπηγικές εφαρµογές, ο εσωτερικός χώρος των πτερύγιων χρησιµοποιείται ως

αποθηκευτικός χώρος καυσίµου, δηλαδή απαιτείται σχετικά παχειά πτέρυγα [14].

Ο συντελεστής άνωσης εξαρτάται σηµαντικά από την κυρτότητα των πλευρών υπο-

πίεσης και υπερπίεσης. ΄Οσο µεγαλύτερη είναι η κυρτότητα της πλευράς υποπίεσης,

τόσο περισσότερο επιταχύνεται το ϱευστό. Οµοίως, στην πλευρά υπερπίεσης, όσο

η ϱοή επιβραδύνεται, η πίεση αυξάνεται. Ως αποτέλεσµα, δηµιουργείται υποπίε-

ση στην άνω πλευρά και υπερπίεση στην κάτω πλευρά οι οποίες συµβάλλουν στην

εµφάνιση ανωστικής δύναµης και οπισθέλκουσας (σχήµα 5.1).

Η περιφέρεια της αεροτοµής σχεδιάζεται µε χρήση καµπύλων Bezier (παράρτηµα

Γ΄.2). Για την ακρίβεια, οι πλευρές υπερπίεσης και υποπίεσης σχεδιάζονται µε µια
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Σχήµα 5.1: Οι περιοχές υπερπίεσης (high pressure) και υποπίεσης (low pressure)

γύρω από αεροτοµή για προσκολληµένη ϱοή και η ανάπτυξη των δυνάµεων άνωσης

(lift) και οπισθέλκουσας (drag) [15, 16].

καµπύλη πέντε σηµείων ελέγχου (control points-CP) (X̂, Ŷ ) η καθεµία. Από αυτά τα

σηµεία, τα ακραία είναι σταθερά ως η αρχή (πρώτο CP) και το πέρας (τελευταίο CP)

της χορδής, καθώς και τα σηµεία ελέγχου τα οποία έπονται του πρώτου. Για τα δύο

εναποµείναντα σηµεία µεταβάλλονται οι Ŷ συνιστώσες, άρα οι µεταβλητές σχεδια-

σµού είναι τέσσερις και είναι ŶPS,3, ŶPS,4, ŶSS,3, ŶSS,4 (όπου PS: pressure side, SS:

suction side οι πλευρές υπερπίεσης και υποπίεσης αντίστοιχα-σχήµα 5.2). ∆ηλαδή:

~b =







b1
b2
b3
b4







=








ŶPS,3

ŶPS,4

ŶSS,3

ŶSS,4








(5.1)

΄Εστω, λοιπόν, το παρακάτω πρόβληµα ϐελτιστοποίησης της µορφής µιας αεροτοµής

µε δύο στόχους. Ο πρώτος στόχος είναι η αύξηση του συντελεστή άνωσης CL:

minf1 = −CL(~b) (5.2)

Ο δεύτερος στόχος αφορά την ικανοποίηση µιας τιµής εµβαδού-στόχου (Etarget).

Θεωρείται σταθερή χορδή, δηλαδή ουσιαστικά το εµβαδόν αντιπροσωπεύει το µέσο

πάχος, αποτελώντας ένα πολύ απλό κριτήριο δοµικής ανάλυσης:

minf2 =
1

2
(E(~b)− Etarget)

2 (5.3)

Σηµειώνεται ότι δεν υπάρχουν περιορισµοί ισότητας ή ανισο-ισότητας.
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Σχήµα 5.2: Αεροτοµή σχεδιασµένη µε τη χρήση πολυωνύµων Bezier. Μια καµπύλη

Bezier αντιστοιχεί στην κάτω πλευρά (PS, υπερπίεση) και µία στην άνω (SS, υποπίε-

ση). Στο παρόν πρόβληµα, τα τετραγωνικά σηµεία (1, 2, 5) παραµένουν σταθερά, ενώ

τα κυκλικά (3, 4) έχουν τη δυνατότητα να κινούνται κατακόρυφα (κατά τον άξονα y).

5.1.1 Υπολογισµός Πρώτου Στόχου και των Παραγώγων του

Στη ΜΠΥΡ&Β/ΕΜΠ έχει αναπτυχθεί λογισµικό, το οποίο πέρα από την αριθµητι-

κή επίλυση εξισώσεων ϱοής γύρω από αεροτοµή και τον υπολογισµό του συντελε-

στή άνωσης υπολογίζει και τις παραγώγους πρώτης και δεύτερης τάξης ως προς τις

συντεταγµένες των σηµείων ελέγχου της καµπύλης. Συγκεκριµένα, ο υπολογισµός

της πρώτης παραγώγου πραγµατοποιείται µε τη χρήση της συνεχούς συζυγούς µε-

ϑόδου [5, 6, 9, 10, 11] ενώ δεν υπολογίζεται αυτούσιο το εσσιανό µητρώου της κάθε

συνάρτησης-στόχου. Αυτό που υπολογίζεται είναι το διάνυσµα που προκύπτει από

τον πολλαπλασιασµό του µητρώου δεύτερων παραγώγων µε το διάνυσµα ανίχνευσης

και πραγµατοποείται µε χρήση της µεθόδου Newton µε αποκοπή (truncated New-

ton) [7]. Ο αριθµός Mach της επ΄ άπειρο ϱοής είναι 0.4 και η γωνία της επ΄ άπειρον

ταχύτητας του ϱευστού ως προς τη χορδή της αεροτοµής είναι ίση µε 1o. Η ϱοή ϑε-

ωρείται ατριβής και συµπιεστή, άρα επιλύονται οι εξισώσεις Euler. Χρησιµοποιείται

δοµηµένο πλέγµα C-τύπου, του οποίου η γένεση πραγµατοποιείται µέσω υπερβολι-

κών αλγεβρικών εξισώσεων 5.3). Το λογισµικό που χρησιµοποιήθηκε διαχειρίζεται

το πλέγµα ως µη δοµηµένο µε τετράπλευρα στοιχεία. Για την επίλυση των εξισώσεων

ϱοής χρησιµοποιείται η µέθοδος των πεπερασµένων όγκων µε κεντροκοµβική δια-

τύπωση, δηλαδή γύρω από κάθε κόµβο του πλέγµατος ορίζεται µια επιφάνεια στην

οποία ολοκληρώνονται οι εξισώσεις ϱοής [17].
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Σχήµα 5.3: Ρευστοµηχανικό πρόβληµα Α : Πλέγµα C-τύπου.

5.1.2 Υπολογισµός ∆εύτερου Στόχου και των Παραγώγων του

Η µεταβολή του δεύτερου στόχου ως προς µία µεταβλητή σχεδιασµού bi και η µεταβο-

λή ως προς δύο µεταβλητές bi, bj, όπου bi, bj οι συντεταγµένες των σηµείων ελέγχου,

είναι :

f2 =
1

2
(E(~b)− Etarget)

2 (5.4)

δf2
δbi

= (E(~b)− Etarget)
δE(~b)

δbi
(5.5)

δ2f2
δbiδbj

= (E(~b)− Etarget)
δ2E(~b)

δbiδbj
+

δE(~b)

δbi

δE(~b)

δbj
(5.6)

bi, bj ∈ ~b

Εύρεση Εµβαδού και των Παραγώγων του:

Για το εµβαδόν κλειστού επίπεδου χωρίου Ω ισχύει :

E =

∫

Ω

∫

dxdy ⇒ E =
1

2

∫

Ω

∫

(
∂x

∂x
+

∂y

∂y
)dxdy ⇒ E =

1

2

∫

Ω

∫

∇ · ~rdxdy

Από ϑεώρηµα Green-Gauss [18], τελικά, προκύπτει :

E =
1

2

∮

∂Ω

~r · ~nds (5.7)
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όπου ~r = (x, y) διάνυσµα ϑέσης του κλειστού περιγράµµατος της αεροτοµής, ~n το

κάθετο µοναδιαίο διάνυσµα στο σύνορο του χωρίου ∂Ω (αριστερόστροφη ϕορά όπως

εµφανίζεται η αεροτοµή στο σχήµα 5.4) και ds απειροστό µήκος επί του συνόρου.

Για την τελική έκφραση του εµβαδού (εξίσωση 5.7) οι παράγωγοι αναπτύσσονται ως

εξής :

δE

δbi
=
1

2

∮

∂Ω

(
δ~r

δbi
· ~n+ ~r · δ~n

δbi
)ds+

1

2

∮

∂Ω

~r · ~nδds
δbi

(5.8α΄)

δ2E

δbiδbj
=
1

2

∮

∂Ω

(
δ2~r

δbiδbj
· ~n+

δ~r

δbi
· δ~n
δbj

+
δ~r

δbj
· δ~n
δbi

+
δ2~n

δbiδbj
· ~r)ds+

1

2

∮

∂Ω

(
δ~r

δbi
· ~n+

δ~n

δbi
· ~r)δds

δbj
+

1

2

∮

∂Ω

(
δ~r

δbj
· ~n+

δ~n

δbj
· ~r)δds

δbi
(5.8β΄)

Ωστόσο, τα προκύπτοντα σηµεία µιας καµπύλης Bezier έχουν γραµµική εξάρτηση

από τα σηµεία ελέγχου [19, 2] (παράρτηµα Γ΄.2), άρα οι παράγωγοι δεύτερης τάξης

είναι µηδενικές, απλοποιώντας την εξίσωση 5.8β΄ στη µορφή:

δ2E

δbiδbj
=
1

2

∮

∂Ω

(
δ~r

δbi
· δ~n
δbj

+
δ~r

δbj
· δ~n
δbi

)ds+
1

2

∮

∂Ω

(
δ~r

δbi
· ~n+

δ~n

δbi
· ~r)δds

δbj
+

1

2

∮

∂Ω

(
δ~r

δbj
· ~n+

δ~n

δbj
· ~r)δds
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(5.9)

Στο πρόβληµα που µελετάται, οι µεταβλητές bi, bj αντιστοιχούν στα µεγέθη ŶPS,3,

ŶPS,4, ŶSS,3 και ŶSS,4.

Στο παράρτηµα Γ΄.2 παρουσιάζονται οι σχέσεις που χρησιµοποιούνται για τον υ-

πολογισµό των διανυσµάτων ϑέσης των σηµείων της καµπύλης ~r και των κάθετων

διανυσµάτων ~n στα µέσα κάθε τµήµατος ds, καθώς και τις παραγώγους αυτών ως

προς τη µετατόπιση των σηµείων ελέγχου.

Ο υπολογισµός των παραγώγων πρώτης και δεύτερης τάξης πραγµατοποιείται µε

µηδενικό υπολογιστικό κόστος. Ο υπολογισµός των παραπάνω είναι µια απλή αριθ-

µητική ολοκλήρωση, η οποία εδώ πραγµατοποιείται µε τη µέθοδο του τραπεζίου.

5.1.3 Εφαρµογή της Προτεινόµενης Μεθόδου

Υπενθυµίζεται ότι για την πλευρά υπερπίεσης και υποπίεσης αντιστοιχούν πέντε

σηµεία ελέγχου, εκ των οποίων τα δύο παρουσιάζουν µεταβλητή κατακόρυφη συνι-
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στώσα. Τα σταθερά σηµεία ελέγχου των καµπύλων Bezier είναι :

(X̂PS,1, ŶPS,1) = (0, 0) (X̂SS,1, ŶSS,1) = (0, 0)

(X̂PS,2, ŶPS,2) = (0,−0.030593) (X̂SS,2, ŶSS,2) = (0, 0.051063)

(X̂PS,5, ŶPS,5) = (1, 0) (X̂SS,5, ŶSS,5) = (1, 0)

Για σηµείο εκκίνησης της διαδικασίας ϐελτιστοποίησης επιλέγεται :

(X̂PS,3, ŶPS,3) = (0.3,−0.07) (X̂SS,3, ŶSS,3) = (0.3, 0.19)

(X̂PS,4, ŶPS,4) = (0.7,−0.02) (X̂SS,4, ŶSS,4) = (0.7, 0.09)

για το οποίο προκύπτει η αεροτοµή του σχήµατος 5.4 µε τις συναρτήσεις-στόχους

να λαµβάνουν τις τιµές :

f1(~bstart) = −0.3035 f2(~bstart) = 1.918 · 10−4

 0
 0.04
 0.08
 0.12

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

Σχήµα 5.4: Ρευστοµηχανικό πρόβληµα Α : Η αρχική αεροτοµή.

Επιλέχθηκε να αναπτυχθεί αεροτοµή µε εµβαδό ίσο µε Etarget = 0.08 και όρια των
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µεταβλητών σχεδιασµού:

b1 ∈ [−0.2, 0] b2 ∈ [−0.1, 0]

b3 ∈ [0, 0.2] b4 ∈ [0, 0.1]

Καθώς δεν είναι γνωστή η τάξη των µεγεθών των τιµών των συναρτήσεων κόστους στο

µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων, εφαρµόζεται αρχικά η µέθοδος της απότοµη καθόδου µε

σκόπο την ελαχιστοποίηση της συνάρτησης Faug,SD = ω1f1 + ω2f2, (ω2 = 1 − ω1).
∆ηλαδή, αντικαθίσταται η πρώτη διόρθωση, κατά την οποία εντοπίζεται το µέτω-

πο ϐέλτιστων λύσεων σύµφωνα µε την προτεινόµενη µέθοδο, µε την εξίσωση 2.2

(κεφάλαιο 2). Στο σηµείο εκκίνησης, οι παράγωγοι της f1 είναι κατά τρεις τάξεις

µεγαλύτερες από της f2 κατά απόλυτη τιµή. Για να συµβάλλουν στον ίδιο ϐαθµό

οι παράγωγοι των δύο συναρτήσεων-στόχων στην παράγωγο της Faug,SD, επιλέγονται

ω1 = 0.00097, ω2 = 0.99903 και κριτήριο σύγκλισης της απότοµης καθόδου 10−8,

δηλαδή η τιµή της Faug,SD δεν πρέπει να παρουσιάζει µεγαλύτερη διαφορά από την

προαναφερθείσα τιµή από επανάληψη σε επανάληψη. Ο εντοπισµός του µετώπου

πραγµατοποιείται έπειτα απο 15 επαναλήψεις, όπως ϕαίνεται και στο σχήµα 5.5, µε

ϐέλτιστη λύση τη:

~bopt =







0.0
0.0

0.199180
0.1







για την οποία ισχύει :

f1(~bopt) = −0.4125 f2(~bopt) = 6.188 · 10−6

Γνωρίζοντας µία ϐέλτιστη λύση, είµαστε σε ϑέση να ϱυθµίσουµε κατάλληλα τις παρα-

µέτρους για τη σάρωση του µετώπου µε τον τρόπο που παρουσιάζεται στο παράρτηµα

Β΄ (πίνακας 5.1). Τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στα σχήµατα 5.6 5.7.
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Σχήµα 5.5: Ρευστοµηχανικό πρόβληµα Α : ∆ιαγράµµατα σύγκλισης για τον εντοπι-

σµό του µετώπου ϐέλτιστων λύσεων. Ο αρχικός εντοπισµός του µετώπου δεν πραγ-

µατοποιείται µε χρήση ALM, όπως υποδεικνύει η προτεινόµενη µέθοδος, αλλά µε τη

χρήση συντελεστών ϐάρύτητας, όπως περιγράφεται και στην εισαγωγή (κεφάλαιο 2).

Βήµα ∆ιόρθωσης

convf1 5 · 10−3

convf2 1 · 10−7

ωp 108

ωp,max 108

γ 1.0
ηSD 10−2

NSD 1

Βήµα Πρόβλεψης ∆f̂2 −0.5 · 10−6

convCG 0.1

Πίνακας 5.1: Ρευστοµηχανικό πρόβληµα Α : Οι ϐασικές παράµετροι της προτεινόµε-

νης µεθόδου.

Παρατηρήσεις:

Στο ϐήµα πρόβλεψης, το πλήθος των µεταβλητών του συστήµατος στο ϐήµα πρόβλε-

ψης (εξισώσεις 3.20) δεν είναι µόνο 5, δηλαδή N = 4 µεταβλητές σχεδιασµού και

ένας πολλαπλασιαστής Lagrange. Το µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων κινείται επί του συ-

νόρου του πεδίου ορισµού, καθώς τρεις από τις τέσσερις µεταβλητές σχεδιασµού

λαµβάνουν τη µέγιστη τιµή (η ϕυσική ερµηνεία ϐρίσκεται παρακάτω). Το ϕραγµένο

πεδίο ορισµού λειτουργεί ως επιπρόσθετοι περιορισµοί ανισο-ισότητας, οι οποίοι

όταν είναι ενεργοί πρέπει να λαµβάνονται υπόψη στην πρόβλεψη (σύστηµα 3.32).

΄Αρα το σύστηµα προς επίλυση έχει 8 µεταβλητές. Παρόλα αυτά, κατά την εκτέλεση

των προβλέψεων, η συζυγής µέθοδος πραγµατοποιεί σε αρκετές περιπτώσεις περισ-

σότερες του πλήθους των µεταβλητών επαναλήψεις (πίνακας 5.2). Αυτό πιθανότατα

οφείλεται στο ότι το κριτήριο σύγκλισης convCG είναι ιδιαίτερα αυστηρό. Επίσης,

κοντά στην περιοχή των χαµηλών τιµών της f2, όπου απαιτούνται σχεδόν οι διπλάσιες

επαναλήψεις από τις ϑεωρητικά αναγκαίες, παρατηρήθηκε έντονη µεταβολή των πα-

ϱαγώγων του πρώτου στόχου καθώς, ενώ ήταν τάξης 1, εµφανίστηκαν τιµές της τάξης
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103.

πρόβλεψη 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

πλήθος επαναλήψεων

(NCG)

11 8 8 12 8 12 8 12 9 12 14 9 15

Πίνακας 5.2: Ρευστοµηχανικό πρόβληµα Α : Πλήθος επαναλήψεων της µεθόδου

συζυγών κλίσεων σε κάθε ϕάση πρόβλεψης.

Στη διόρθωση που έπεται της τελευταίας σάρωσης, παρουσιάζεται µια έντονη ταλάν-

τωση στις καµπύλες σύγκλισης (σχήµα 5.7, κύκλοι 160+) µε αυξανόµενο εύρος. Η

ALM παρουσιάζει αποκλίνουσα συµπεριφορά παρόλο που το ϐήµα πρόβλεψης δεν

έχει αποκλίνει σηµαντικά από το µέτωπο.

Από τη στιγµή που η πρόβλεψη ϕαίνεται να υπολογίζει λύσεις πάνω ή κοντά στο µέτω-

πο Pareto (σχήµα 5.6), πραγµατοποιήθηκε και δοκιµή χωρίς να πραγµατοποιείται

ϐήµα διόρθωσης (σχήµα 5.9). ΄Οπως ϕαίνεται, το αποτέλεσµα είναι ιδιαίτερα ικα-

νοποιητικό, καθιστώντας στην προκείµενη περίπτωση τη ϕάση διόρθωσης περιττή.

Αυτό πιθανότατα συµβαίνει επειδή το µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων δεν παρουσιάζει έν-

τονη καµπυλότητα. Επίσης, το πρώτο ϐέλτιστο σηµείο που υπολογίζεται δεν πρέπει

να απέχει από το πραγµατικό µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων. Σε αντίθετη περίπτωση, η

παράλειψη της ϕάσης διόρθωσης ϑα έχει ως αποτέλεσµα τη συσσώρευση σφάλµατος

και, κατά συνέπεια, την αποµάκρυνση από το πραγµατικό µέτωπο, όπως στο δεύ-

τερο µαθηµατικό πρόβληµα (κεφάλαιο 4.2, σχήµα 4.8). Ωστόσο, σηµειώνεται ότι

εξαιτίας της µη τήρησης του ϐήµατος κατά το ϐήµα πρόβλεψης (για τους λόγους

που αναλύθηκαν στο κεφάλαιο 3), η απουσία της διόρθωσης οδηγεί στη µη κάλυψη

ολόκληρου του µετώπου ϐέλτιστων λύσεων.

Ενδιαφέρον παρουσιάζει το υπολογιστικό κόστος της µεθόδου. Ο εξελικτικός αλ-

γόριθµος πραγµατοποίησε 1076 επιλύσεις των εξισώσεων κατάστασης (δεν έχει γίνει

χρήση µεταπροτύπων) για να υπολογίσει 50 ϐέλτιστες λύσεις. Εδώ, για να υπολογι-

στούν 14 σηµεία χρειάστηκαν:

1. 15 επιλύσεις εξισώσεων κατάστασης και 15 υπολογισµοί παραγώγων για τον

αρχικό εντοπισµό του µετώπου (σχήµα 5.5).

2. 131 ·NSD υπολογισµοί πρώτων παραγώγων για τα ϐήµατα διόρθωσης συνολικά

(σχήµα 5.7).

3. NCG επαναλήψεις της µεθόδου συζυγών κλίσεων για κάθε µία από τις 13 προ-

ϐλέψεις που πραγµατοποιήθηκαν.

Υπενθυµίζεται ότι η πρώτη παράγωγος υπολογίζεται µε συνεχή συζυγή µέθοδο, η

οποία κοστίζει περίπου όσο και δύο επιλύσεις των εξισώσεων ϱοής [2] (συµπεριλαµ-

ϐανοµένης και της λύσης του ευθέως προβλήµατος). Για την επίλυση του συστήµα-

τος της ϕάσης πρόβλεψης χρησιµοποιείται η TN µε κόστος ισοδύναµο µε περίπου

2+2 ·NCG επιλύσεις των εξισώσεων ϱοής [7], όπου NCG το πλήθος των επαναλήψεων

της µεθόδου συζυγών κλίσεων. ΄Ετσι προκύπτει υπολογιστικό κόστος της προτει-

νόµενης µεθόδου ισοδύναµο µε 594 επιλύσεις των εξισώσεων ϱοής.
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Για το τρέξιµο όπου δεν πραγµατοποιείται ϐήµα διόρθωσης οι συνολικές επανα-

λήψεις της συζυγούς µεθόδου ήταν 136, άρα το συνολικό κόστος ανέρχεται στις 328
περίπου ισοδύναµες επιλύσεις ϱοής. Επιπλέον, πραγµατοποιήθηκε ένα ακόµα τρέξι-

µο όπου παραλείπεται η πρόβλεψη, δηλαδή η σάρωση του µετώπου γίνεται µόνο µε

τη χρήση της ALM. Ως Ϲητούµενες τιµές του δεύτερου στόχου f̂2 ορίστηκαν οι τιµές

f2 των ϐέλτιστων σηµείων που υπολογίστηκαν µε την προτεινόµενη µέθοδο (σχήµα

5.6). Συνολικά, από το πρώτο ϐέλτιστο σηµείο (σηµείο 1-σχήµα 5.6) µέχρι το τελευ-

ταίο (σηµείο 3-σχήµα 5.6) απαιτήθηκαν 139 εξωτερικές επαναλήψεις της ALM που

µεταφράζεται σε 278 ισοδύναµες επιλύσεις ϱοής (λαµβάνοντας υπόψη και τον υπο-

λογισµό της πρώτης ϐέλτιστης λύσης). Προφανώς χρησιµοποιήθηκε το ίδιο αρχικό

σηµείο και οι πρώτες παράγωγοι υπολογίστηκαν µε τη συνεχή συζυγή µέθοδο.

΄Εστω ότι στο ϐήµα πρόβλεψης δεν χρησιµοποιήθηκε η µέθοδος Newton µε αποκοπή

αλλά ο υπολογισµός του αυτούσιου εσσιανού µητρώου των συναρτήσεων-στόχων µε

χρήση συζυγούς µεθόδου και ευθείας διάφορισης. Με τη µέθοδο αυτή το κόστος της

πρόβλεψης ανέρχεται στις 2+N περίπου επίλυσεις εξισώσεων ϱοής. ΄Αρα, η προτει-

νόµενη µέθοδος κοστίζει σχεδόν 370 επιλύσεις ϱοής [2] ενώ στην περίπτωση όπου

παραλείπεται το ϐήµα διόρθωσης το κόστος είναι µόλις 108 επιλύσεις ϱοής. Υπεν-

ϑυµίζεται ότι, όπως ειπώθηκε και στο κεφάλαιο 3, η µέθοδος Newton µε αποκοπή

υπερισχύει του απλού υπολογισµού του εσσιανού µητρώου σε προβλήµατα υψηλού

πλήθους µεταβλητών σχεδιασµού. Στον πίνακα 5.3 παρουσιάζεται συνοπτικά το υ-

πολογιστικό κόστος των διάφορων µεθόδων.

Αξίζει να σηµειωθεί ότι αρχικά εφαρµόστηκε η µέθοδος χωρίς να ληφθεί υπόψη ότι

οι µεταβλητές σχεδιασµού b1, b2, b4 ϐρίσκονται στο άνω όριο του πεδίου ορισµού στο

µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων (σχήµα 5.10). Ως αποτέλεσµα, στην εφαρµογή των KKT

συνθηκών δεν υπήρχαν οι όροι µ1, µ2, µ4, γεγονός που σηµαίνει ότι η υπολογιζόµενη

τιµή του πολλαπλασιαστή λf2 δεν είναι η σωστή. Επιπλέον, από την επίλυση του

συστήµατος 3.22 προέκυπταν λανθασµένες µεταβολές, δηλαδή µη-µηδενικές µετα-

ϐολές ∂bi
∂f̂2

, i = 1, 2, 4 και λανθασµένη ∂b3
∂f̂2

. Ως αποτέλεσµα, προκύπτει µια κακής

ποιότητας πρόβλεψη, µακριά από το µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων και την τιµή f̂2.

Τέλος, παρατηρείται ότι στο µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων τα µεταβαλλόµενα σηµεία ε-

λέγχου της πλευράς υπερπίεσης και το σηµείο ελέγχου 4 της πλευράς υποπίεσης

(σχήµα 5.2) έχουν τη µέγιστη δυνατή τιµή (0, 0.1 αντίστοιχα). Η ερµηνεία του παρα-

πάνω αποτελέσµατος είναι ότι η µεγιστοποίηση της άνωσης απαιτεί ολοένα και πιο

κυρτή αεροτοµή, κάτι το οποίο ϑα προέκυπτε αν οι µεταβλητές σχεδιασµού δεν ήταν

άνω ϕραγµένες. Ως αποτέλεσµα, µόνο η τρίτη µεταβλητή σχεδιασµού είναι αυτή που

καθορίζει κατά πόσο ικανοποιείται η ελαχιστοποίηση του κάθε στόχου, εκφυλίζον-

τας το πρόβληµα σε µίας µεταβλητής σχεδιασµού αντί τεσσάρων. Υπενθυµίζεται ότι

η κυρτότητα στην πλευρά υποπίεσης παίζει σηµαντικό ϱόλο στην ανάπτυξη άνωσης,

για αυτό άλλωστε όσο µειώνεται η τιµή της f2, δηλαδή η άνω πλευρά της αεροτοµής

τείνει στη χορδή (σχήµα 5.2), τόσο ο συντελεστής άνωσης µειώνεται (αυξάνεται η τιµή

−CL).
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Μέθοδος

Ισόδύναµες

επιλύσεις

ϱοής

Εξελικτικός αλγόριθµος (χωρίς χρήση µεταπροτύπων) 1076

Προτεινόµενη µέθοδος µε TN 594

Η µέθοδος αναφοράς (υπολογισµός εσσιανού µητρώου) 370

Προτεινόµενη µέθοδος µε TN χωρίς το ϐήµα διόρθωσης (µόνο

πρόβλεψη)

328

Η µέθοδος αναφοράς (υπολογισµός εσσιανού µητρώου) χωρίς το

ϐήµα διόρθωσης (µόνο πρόβλεψη)

108

Χρήση µόνο της ALM (µόνο διόρθωση) 278

Πίνακας 5.3: Ρευστοµηχανικό πρόβληµα Α : Συγκριτικός πίνακας υπολογιστικού

κόστους κάθε µεθόδου. ΄Οπως έχει ειπωθεί και στο κεφάλαιο 3, η TN αξίζει ιδιαίτερα

σε προβλήµατα ϐελτιστοποίησης πολλών µεταβλητών σχεδιασµού σε σχέση µε τη

χρήση αυτούσιου εσσιανού µητρώου.

61



 0

 1e-06

 2e-06

 3e-06

 4e-06

 5e-06

 6e-06

 7e-06

-0.414 -0.412 -0.41 -0.408 -0.406 -0.404 -0.402 -0.4 -0.398

f 2

f1

1

2

3

EA
Prediction
Correction

Σχήµα 5.6: Ρευστοµηχανικό πρόβληµα Α : Σύγκριση µετώπου ϐέλτιστων λύσεων ΕΑ

(κυκλικά σηµεία) µε τη µέθοδο που µελετάται (γεµάτα τετραγωνικά σηµεία), δηλαδή

µε χρήση TN. Παρουσιάζονται επίσης και οι προβλέψεις (κενά τετραγωνικά σηµεία).

Το σηµείο εκκίνησης παραλείπεται για λόγους κλίµακας.
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Σχήµα 5.7: Ρευστοµηχανικό πρόβληµα Α : Σύγκλιση των κριτηρίων της ALM. Τα

κυκλικά σηµεία δηλώνουν την εύρεση ϐέλτιστης λύσης.
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Σχήµα 5.8: Ρευστοµηχανικό πρόβληµα Α : Σύγκριση µεταξύ τριών αεροτοµών για

διάφορες ϐέλτιστες λύσεις (1, 2, 3, σύµφωνα µε το σχήµα 5.6). Η κλίµακα των

αξόνων δεν είναι 1:1 για να είναι εµφανής η µη-ταύτιση των καµπυλών στην περιοχή

υποπίεσης.
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Σχήµα 5.9: Ρευστοµηχανικό πρόβληµα Α : Σύγκριση µετώπου ϐέλτιστων λύσεων

που προκύπτει από τον ΕΑ (κυκλικά σηµεία) µε τη µέθοδο που µελετάται (κενά

τετραγωνικά σηµεία) όταν δεν πραγµατοποιείται η ϕάση της διόρθωσης, δηλαδή

πραγµατοποιείται µόνο TN.
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Σχήµα 5.10: Ρευστοµηχανικό πρόβληµα Α : Σύγκριση µετώπου ϐέλτιστων λύσεων

που προκύπτει από τον ΕΑ (κυκλικά σηµεία) µε τη µέθοδο που µελετάται (γεµάτα

τετραγωνικά σηµεία) όταν στη ϕάση διόρθωσης, στην επίλυση του συστήµατος 3.22

δεν λαµβάνεται υπόψη ότι κάποιες µεταβλητές σχεδιασµού ϐρίσκονται στο σύνορο

του πεδίου ορισµού. Παρουσιάζονται επίσης και οι προβλέψεις (κενά τετραγωνικά

σηµεία). Είναι λογικό, από τη στιγµή που επιλύεται λανθασµένο σύστηµα, να προ-

κύπτουν λανθασµένες µεταβολές των µεταβλητών σχεδασµού. Για τις τρεις από τις

τέσσερις µεταβλητές προκύπτει τιµή εκτός του πεδιού ορισµού. Ακόµα και αν δεν

ληφθούν υπόψη οι µεταβολές των µεταβλητών σχεδιασµού 1, 2, 4, για τη µεταβλητή 3
έχει προκύψει λανθασµένη µεταβολή, έχοντας ως αποτέλεσµα το παραπάνω σχήµα.
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5.2 Ρευστοµηχανικό Πρόβληµα Β

Το παρόν πρόβληµα αποτελεί παραλλαγή του ϱευστοµηχανικού προβλήµατος Α (κε-

ϕάλαιο 5.1), µε εξαίρεση την αλλαγή του δεύτερου στόχου. Αντί για την απλοποι-

ηµένη έκφραση µηχανικής αντοχής, ως δεύτερος στόχος ορίζεται η ελαχιστοποίηση

του συντελεστή οπισθέλκουσας :

minf1 = −CL(~b)

minf2 = CD(~b) (5.10)

Σε προβλήµατα αεροδυναµικής ϕύσης, η αναπτυσσόµενη οπισθέλκουσα δύναµη

(drag) είναι το ¨κόστος¨ για την ανάπτυξη άνωσης, µε την έννοια ότι αυξηµένη άνωση

σηµαίνει αυτόµατα και αυξηµένη οπισθέλκουσα. Η οπισθέλκουσα είναι η δύναµη

που εµποδίζει την κίνηση της αεροτοµής, και, κατά συνέπεια, την κίνηση του α-

εροσκάφους, κατά την κατεύθυνση κίνησης, πράγµα που σηµαίνει ότι απαιτείται

επιπλέον κατανάλωση καυσίµου. Για αυτό, η µείωση της είναι επιτακτική.

Οι συνθήκες ϱοής είναι :

• Γωνία ταχύτητας της επ΄ άπειρο ϱοής ως προς την χορδή της αεροτοµής ίση µε

0.5o.

• Η ϱοή του αέρα στο επ΄ άπειρο πεδίο χαρακτηρίζεται από αριθµό Mach = 0.7.

Ο υπολογισµός του CD και των παραγώγων ως προς τις συντεταγµένες των σηµείων

ελέγχου πραγµατοποιείται µε το ίδιο λογισµικό µε τον οποίο υπολογίζονται ο CL

και οι πάραγωγοί του. Από τη στιγµή που η ϱοή είναι ατριβής και συµπιεστή, όπως

και στο προηγούµενο πρόβληµα, η µόνη πηγή οπισθέλκουσας είναι τα ϕαινόµενα

συµπιεστότητας, δηλαδή η ανάπτυξη κύµατος κρούσης στην πλευρά υποπίεσης.

5.2.1 Εφαρµογή της Προτεινόµενης Μεθόδου

Τα σταθερά σηµεία ελέγχου είναι :

(X̂PS,1, ŶPS,1) = (0, 0) (X̂SS,1, ŶSS,1) = (0, 0)

(X̂PS,2, ŶPS,2) = (0,−0.030593) (X̂SS,2, ŶSS,2) = (0, 0.051063)

(X̂PS,5, ŶPS,5) = (1, 0) (X̂SS,5, ŶSS,5) = (1, 0)

Για το σηµείο εκκίνησης έχει επιλεγεί διαφορετικό περίγραµµα της αεροτοµής, για
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το οποίο ισχύει :

(X̂PS,3, ŶPS,3) = (0.3, 0.0) (X̂SS,3, ŶSS,3) = (0.3, 0.1388)

(X̂PS,4, ŶPS,4) = (0.7,−0.001) (X̂SS,4, ŶSS,4) = (0.7, 0.099)

για το οποίο προκύπτει η αεροτοµή του σχήµατος 5.11 µε τις συναρτήσεις-στόχους

να λαµβάνουν τις τιµές :

f1(~bstart) = −0.4669 f2(~bstart) = 8.480 · 10−3

Γενικά, σε λεπτές αεροτοµές είναι σύνηθες ο συντελεστής άνωσης να είναι κατά δύο

τάξεις µεγαλύτερος από τον συντελεστή οπισθέλκουσας.
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Σχήµα 5.11: Ρευστοµηχανικό πρόβληµα Β: Η αρχική αεροτοµή.

Ο αρχικός εντοπισµός του µετώπου ϐέλτιστων λύσεων γίνεται πράξη όπως και στο

πρώτο ϱευστοµηχανικό πρόβληµα (κεφάλαιο 5.1), δηλαδή ελαχιστοποιώντας τη συ-

νάρτηση Faug,SD = ω1f1 + ω2f2, (ω2 = 1 − ω1), όπου ω1 = 0.3, ω2 = 0.7. Η πρώτη

ϐέλτιστη λύση που εντοπίζεται είναι η :

~bopt =







0.0
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0.145123
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για την οποία ισχύει :

f1(~bopt) = −0.4694 f2(~bopt) = 9.710 · 10−3

΄Ετσι, µε ϐάση τον πίνακα 5.4 προκύπτουν τα αποτελέσµατα των σχηµάτων 5.12

5.13.

Βήµα ∆ιόρθωσης

convf1 1 · 10−5

convf2 1 · 10−4

ωp 1.0
ωp,max 1.0

γ 1.0
ηSD 3 · 10−7

NSD 10

Βήµα Πρόβλεψης ∆f̂2 −0.75 · 10−3

convCG 0.1

Πίνακας 5.4: Ρευστοµηχανικό πρόβληµα Β: Οι ϐασικές παράµετροι της προτεινόµε-

νης µεθόδου.

Παρατηρήσεις:

΄Οπως και στο πρώτο ϱευστοµηχανικό πρόβληµα (κεφάλαιο 5.1), οι µεταβλητές σχε-

διασµού bi, i=1, 2, 4 λαµβάνουν τη µέγιστη τιµή του πεδίου ορισµού. ΄Αρα, είναι ση-

µαντικό να ληφθεί αυτό υπόψη κατά το ϐήµα πρόβλεψης, δηλαδή το σύστηµα που

επιλύεται είναι 8×8. Κατά τη σάρωση του µετώπου πραγµατοποιήθηκαν 8 ϐήµα-

τα πρόβλεψης, για τα οποία απαιτήθηκαν 68 συνολικά επαναλήψεις της µεθόδου

συζυγών κλίσεων ώστε να ικανοποιηθεί το κριτήριο σύγκλισης convCG (πίνακας 5.5).

πρόβλεψη 1 2 3 4 5 6 7 8

πλήθος επαναλήψεων (NCG) 9 8 8 8 8 7 10 10

Πίνακας 5.5: Ρευστοµηχανικό πρόβληµα Β: Πλήθος επαναλήψεων της µεθόδου συ-

Ϲυγών κλίσεων σε κάθε ϕάση πρόβλεψης.

Πραγµατοποιήθηκε και σε αυτό το πρόβληµα δοκιµή όπου αγνοήθηκε η ϕάση διόρ-

ϑωσης (σχήµα 5.16), η οποία έδωσε λύσεις κοντά ή πάνω στο µέτωπο Pareto. Ωστόσο,

στη περιοχή όπου το µέτωπο Pateto τείνει να γίνει παράλληλο µε τον οριζόντιο άξονα

είναι εµφανές ότι απαιτείται διόρθωση καθώς υφίσταται σηµαντική απόκλιση από το

µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων.

΄Οσον αφορά το υπολογιστικό κόστος, για κάθε µέθοδο ισχύουν τα εξής :

• Ο ΕΑ χρειάστηκε 717 επιλύσεις ϱοής για την παραγωγή του µετώπου ϐέλτιστων

λύσεων. ∆εν πραγµατοποιήθηκε χρήση µεταπροτύπων. Τελικά ο ΕΑ υπολόγισε

43 ϐέλτιστες λύσεις.

• Η προτεινόµενη µέθοδος µε χρήση TN (σχήµα 5.12) χρειάστηκε 8 υπολογι-

σµούς πρώτων παραγώγων για τον εντοπισµό της πρώτης ϐέλτιστης λύσης, 16
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συνολικά υπολογισµούς πρώτων παραγώγων κατά τις ϕάσεις διόρθωσης και

συνολικά 69 επαναλήψεις της TN στις 8 ϕάσεις πρόβλεψης . Κατά τη διαδικα-

σία αυτή υπολογίστηκαν 9 ϐέλτιστες λύσεις.

• Η προτεινόµενη µέθοδος χωρίς το ϐήµα διόρθωσης (σχήµα 5.16) χρειάστηκε

συνολικά 40 επαναλήψεις της TN στις 8 ϕάσεις πρόβλεψης. Κατά τη διαδικασία

αυτή υπολογίστηκαν 5 ϐέλτιστες λύσεις.

Αν ϑεωρηθεί ότι στη ϕάση πρόβλεψης δεν χρησιµοποιείται η µέθοδος Newton µε

αποκοπή αλλά υπολογίζονται αυτούσια τα εσσιανά µητρώα των συναρτήσεων κόστους

προκύπτει :

• Η µέθοδος αναφοράς (υπολογισµός αυτούσιου του εσσιανού µητρώου) χρει-

άστηκε 8 υπολογισµούς πρώτων παραγώγων για τον εντοπισµό της πρώτης ϐέλ-

τιστης λύσης, 16 συνολικά υπολογισµούς πρώτων παραγώγων κατά τις ϕάσεις

διόρθωσης και 8 συνολικά υπολογισµούς των εσσιανών µητρώων στα 8 ϐήµατα

πρόβλεψης.

• Η µέθοδος αναφοράς (υπολογισµός αυτούσιου του εσσιανού µητρώου) αγνο-

ώντας το ϐήµα διόρθωσης χρειάστηκε 8 υπολογισµούς πρώτων παραγώγων για

τον εντοπισµό της πρώτης ϐέλτιστης λύσης και 5 συνολικά υπολογισµούς των

εσσιανών µητρώων στα 5 ϐήµατα πρόβλεψης.

Οι πρώτες παράγωγοι παράγονται µε τη χρήση συζυγούς µεθόδου, η οποία κοστίζει

περίπου όσο δύο επιλύσεις εξισώσεων ϱοής (συνυπολογίζεται και η επίλυση του ευ-

ϑέως προβλήµατος) [2]. Η Newton µε αποκοπή κοστίζει σε κάθε επίλυση του συ-

στήµατος 3.22 2+2 ·NCG
1, όπου NCG το πλήθος επαναλήψεων της µεθόδου συζυγών

κλίσεων. Θεωρώντας ότι ο υπολογισµός του αυτούσιου εσσιανού µητρώου πραγµα-

τοποιείται µε συνδυασµό συζυγούς µεθόδου και ευθείας διαφόρισης, το κόστος κάθε

πρόβλεψης ανέρχεται σε περίπου 2+N επιλύσεις ϱοής [2]. Με ϐάση τα παραπάνω,

προκύπτει ο πίνακας 5.6, όπου παρουσιάζονται συγκεντρωτικά τα συνολικά κόστη.

Μέθοδος

Ισόδύναµες

επιλύσεις

ϱοής

Εξελικτικός αλγόριθµος (χωρίς χρήση µεταπροτύπων) 717

Προτεινόµενη µέθοδος µε TN 202

Η µέθοδος αναφοράς (υπολογισµός εσσιανού µητρώου) 96

Προτεινόµενη µέθοδος µε TN χωρίς το ϐήµα διόρθωσης (µόνο

πρόβλεψη)

106

Η µέθοδος αναφοράς (υπολογισµός εσσιανού µητρώου) χωρίς το

ϐήµα διόρθωσης (µόνο πρόβλεψη)

46

Πίνακας 5.6: Ρευστοµηχανικό πρόβληµα Β: Συγκριτικός πίνακας υπολογιστικού

κόστους κάθε µεθόδου.

1επίλυση εξισώσεων ϱοής, υπολογισµός πρώτων παραγώγων και υπολογισµός γινοµένου δεύτερων

παραγώγων µε διάνυσµα ανίχνευσης

68



 0.003

 0.004

 0.005

 0.006

 0.007

 0.008

 0.009

 0.01

-0.47 -0.465 -0.46 -0.455 -0.45 -0.445 -0.44 -0.435 -0.43 -0.425

f 2

f1

1

2

3

start

EA
Prediction
Correction

Σχήµα 5.12: Ρευστοµηχανικό πρόβληµα Β: Σύγκριση µετώπου ϐέλτιστων λύσεων ΕΑ

(κυκλικά σηµεία) µε τη προτεινόµενη µέθοδο (γεµάτα τετραγωνικά σηµεία), δηλαδή

µε χρήση TN. Παρουσιάζονται επίσης και οι προβλέψεις (κενά τετραγωνικά σηµεία).
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Σχήµα 5.13: Ρευστοµηχανικό πρόβληµα Β: Σύγκλιση των κριτηρίων της ALM. Τα

κυκλικά σηµεία δηλώνουν την εύρεση ϐέλτιστης λύσης.
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Σχήµα 5.14: Ρευστοµηχανικό πρόβληµα Β: Σύγκριση µεταξύ τριών αεροτοµών για

διάφορες ϐέλτιστες λύσεις (1, 2, 3, σύµφωνα µε το σχήµα 5.12). Η κλίµακα των

αξόνων δεν είναι 1:1 για να είναι εµφανής η µη-ταύτιση των καµπυλών στην περιοχή

υποπίεσης.
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Σχήµα 5.15: Ρευστοµηχανικό πρόβληµα Β: Σύγκριση µεταξύ τριών αεροτοµών για

διάφορες ϐέλτιστες λύσεις (1, 2, 3, σύµφωνα µε το σχήµα 5.12) µε κλίµακα αξόνων

1:1.
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Σχήµα 5.16: Ρευστοµηχανικό πρόβληµα Β: Σύγκριση µετώπου ϐέλτιστων λύσεων

που προκύπτει από τον ΕΑ (κυκλικά σηµεία), µε τη µέθοδο που µελετάται (κενά

τετραγωνικά σηµεία) όταν δεν πραγµατοποιείται η ϕάση της διόρθωσης. Εντύπω-

ση κάνει το άλµα της δεύτερης πρόβλεψης σε σχέση µε την δεύτερη πρόβλεψη του

σχήµατος 5.12. Επίσης, εµφανίζεται έντονη αποµάκρυνση από το µέτωπο ϐέλτι-

στων λύσεων στην πέµπτη πρόβλεψη. Τα παραπάνω είναι αποτέλεσµα της, έστω

και µικρής, απόκλισης από το πραγµατικό µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων, πράγµα που

αποδεικνύει τη σηµασία του ϐήµατος διόρθωσης, ακόµα και αν είναι µόλις δύο

επαναλήψεων όπως στην περίπτωση του σχήµατος 5.12.
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Κεφάλαιο 6

Συµπεράσµατα και Προτάσεις

Περαιτέρω ΄Ερευνας

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία διατυπώθηκε, προγραµµατίσθηκε και πιστο-

ποιήθηκε µια αιτιοκρατική µέθοδος υπολογισµού του µετώπου κατά Pareto, σε

προβλήµατα πολυκριτηριακής ϐελτιστοποίησης. Με δύο λόγια, η µέθοδος ϐρίσκει

ένα σηµείο του µετώπου και µετά κινείται επ΄ αυτού, ανάγοντας όλες τις συναρτήσεις-

στόχους, πλην µίας, σε περιορισµούς ισότητας. Από πλευράς υπολογιστικού ϕόρτου,

η µέθοδος απαιτεί την εύρεση των εσσιανών µητρώων των συναρτήσεων-στόχων. Από

αλγοριθµικής άποψης, η κίνηση στο µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων αποτελείται από ένα

ϐήµα πρόβλεψης, το οποίο ϐρίσκει ένα σηµείο κοντά στο µέτωπο, ίσως και πάνω σε

αυτό, και από ένα ϐήµα διόρθωσης, το οποίο τοποθετεί το σηµείο στο µέτωπο στην

περίπτωση που έχει αποµακρυνθεί από αυτό.

Η µέθοδος πρόβλεψης-διόρθωσης που αναπτύχθηκε ϐασίστηκε στην εργασία [1] και

εφαρµόστηκε σε προβλήµατα δύο στόχων. Αποδείχθηκε η ικανότητα της στο να εντο-

πίζει τόσο κυρτά, όσο και µη-κυρτά µέτωπα και χρησιµοποιήθηκε σε δύο παρεµφερή

προβλήµατα ϱευστοµηχανικής. Στην προσπάθεια δηµιουργίας µιας οικονοµικής µε-

ϑόδου από άποψης υπολογιστικού κόστους χρησιµοποιήθηκαν η συνεχής συζυγής

µέθοδος και η µέθοδος Newton µε αποκοπή στον εντοπισµό των πρώτων και των

δεύτερων παραγώγων αντίστοιχα.

Σύµφωνα µε ότι προηγήθηκε, το πρώτο ϐήµα ώστε ο αλγόριθµος που αναπτύχθηκε

να αποκτήσει ευρεία χρήση είναι η επέκταση του και σε προβλήµατα µε περιο-

ϱισµούς ισότητας και ανισο-ισότητας. Η αρχή έχει γίνει ήδη από τη στιγµή που

συµπεριλήφθηκαν οι περιορισµοί που εισάγονται από τα ϕραγµένα πεδία ορισµών

των µεταβλητών σχεδιασµού (σύστηµα 3.32).

Σε δύο µαθηµατικά προβλήµατα, το πρώτο (4.1) και το τρίτο (4.3), παρατηρήθηκε

ότι ο πολλαπλασιαστής Lagrange λf2 των KKT συνθηκών τείνει να απειριστεί στην
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περιοχή όπου το µέτωπο τείνει να γίνει οριζόντιο ενώ όταν το µέτωπο είναι ιδιαίτε-

ϱα κατακόρυφο ο πολλαπλασιαστής µηδενίζεται. Φυσικά, ενδιαφέρον παρουσιάζει

η περιοχή όπου το λf2 λαµβάνει υπερβολικά υψηλή τιµή, καθώς µπορεί να επη-

ϱεάζει τις µεταβολές των µεταβλητών σχεδιασµού που υπολογίζονται κατά το ϐήµα

πρόβλεψης.

Παρατηρώντας τους πίνακες µε το υπολογιστικό κόστος στα δύο ϱευστοµηχανικά

προβλήµατα ϐελτιστοποίησης (πίνακες 5.3 5.6) είναι εµφανές ότι το µεγαλύτερο

ποσοστό του υπολογιστικού κόστους οφείλεται στη ϕάση διόρθωσης. Μάλιστα, το

ϐήµα αυτό µπορεί να είναι και περιττό, όπως προκύπτει στο πρώτο ϱευστοµηχα-

νικό πρόβληµα (σχήµα 5.9). Ωστόσο, καλό είναι να µην παραγκωνιστεί τελείως,

καθώς υπάρχουν περιπτώσεις όπου χρειάζεται, όπως στο δεύτερο ϱευστοµηχανικό

πρόβληµα (σχήµα 5.16). Ως αποτέλεσµα, αξίζει να διερευνηθεί κατά πόσο µπορεί

να επιταχυνθεί το ϐήµα διόρθωσης. Το σηµείο όπου επιδέχεται αλλαγές είναι στην

ελαχιστοποίηση της επαυξηµένης συνάρτησης, δηλαδή στην εσωτερική επανάληψη

(παράρτηµα Α΄.4.3). Θα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν µέθοδοι Newton, οι οποίες

µπορούν να προκαλέσουν ταχύτερη σύγκλιση µε αντάλλαγµα τον υπολογισµό του

εσσιανού µητρώου [2].

Τέλος, µεγάλης σηµασίας είναι η εύρεση αλγορίθµου µε τον οποίο µπορούν να ανα-

γνωρίζονται τα όρια του µετώπου ϐέλτιστων λύσεων. Σε προβλήµατα δύο στόχων δεν

είναι απολύτως απαραίτητο αλλά για προβλήµατα τριών και περισσότερων στόχων

αποτελεί επιτακτική ανάγκη. Σε κάποια προβλήµατα το όριο του µετώπου ϕαίνεται

από το πόσο έντονα µεταβάλλεται η τιµή µίας συνάρτησης κόστους, όπως για πα-

ϱάδειγµα στο σχήµα 6.1. Αξίζει να σηµειωθεί ότι για το συγκεκριµένο πρόβληµα

πραγµατοποιήθηκε δοκιµή µε την προτεινόµενη µέθοδο. ΄Οπως ϕαίνεται, η µέθοδος

διόρθωσης σαρώνει το µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων µε τη µορφή τεθλασµένης γραµµής.

Για αυτό άλλωστε, είναι σηµαντική η αναγνώριση/γνώση 1 των ορίων ώστε να µπο-

ϱεί να αλλάζει η κατεύθυνση της γραµµής αυτής και να προσεγγιστεί µε τον τρόπο

αυτό η επιφάνεια Pareto. Από την άλλη, σε άλλα προβλήµατα το µέτωπο ϐέλτιστων

λύσεων δεν παρουσιάζει τόσο έντονη καµπυλότητα, όπως στο σχήµα 6.2. Σε κάθε

περίπτωση, είναι σηµαντική η ανάπτυξη αυτού του τοµέα ώστε η διαδικασία να είναι

αυτοµατοποιηµένη και, κατά συνέπεια, εύχρηστη.

1Ο εντοπισµός των ορίων σε προβλήµατα δύο στόχων πριν την εκτέλεση της προτεινόµενης µεθόδους

είναι ιδιαίτερα προσιτός. Τα δύο ακραία σηµεία προκύπτουν για τα δύο προβλήµατα ϐελτιστοποίησης :

minf1 για το πάνω αριστερά και minf2 για το κάτω δεξιά σηµείο του µετώπου. ΄Οµως, κάτι τέτοιο

δεν είναι απλό για προβλήµατα περισσότερων στόχων, καθώς είναι πλήθος σηµείων που απαρτίζουν

τα σύνορα του µετώπου ϐέλτιστων λύσεων και άρα η διαδικασία είναι αρκετά χρονοβόρα.
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Σχήµα 6.1: ΄Οψεις του τριδιάστατου µετώπου ϐέλτιστων λύσεων µε συναρτήσεις-

στόχοι µαθηµατικού προβλήµατος ϐελτιστοποίησης. Η διακεκοµµένη γραµµή δη-

λώνει την πορεία πρόβλεψης-διόρθωσης της προτεινόµενης µεθόδου. Η απότοµες

αλλαγές της πορείας, που πραγµατοποιεί η προτεινόµενη µέθοδος, δεν αποτελούν

προϊόν εντοπισµού του συνόρου του µετώπου. Αντιθέτως, οι αλλαγές αυτές προέκυ-

ψαν από συγκεκριµένη επιλογή της τιµής της συνάρτησης του τρίτου στόχου (f3)
δοσµένη από τον χρήστη (f̂3), δηλαδή γνωρίζοντας εξ αρχής ποιό είναι το µέτωπο Pa-

reto. Κάτι τέτοιο, ϕυσικά, καθιστά την προτεινόµενη µέθοδο µη εύχρηστη, για αυτό

πρέπει να ϐρεθεί τρόπος επιλογής των τιµών των συναρτήσεων-στόχων αυτόµατα.

f3

EA

f1

f2

f3

f1 f2

f3
EA

f3

Σχήµα 6.2: ΄Οψεις του τριδιάστατου µετώπου ϐέλτιστων λύσεων µε συναρτήσεις

στόχων ϐασισµένες σε εµπειρικές σχέσεις, οι οποίες συσχετίζουν ϐασικά µεγέθη της

πτήσης ενός αεροπλάνου µεταξύ τους. Τα ϐασικά αυτά µεγέθη είναι η µέση τα-

χύτητα πτήσης V , το µηκος της πορείας πτήσης R, το ϐάρος του καυσίµου WF και

το ϐάρος του ϕορτίου WL. Οι τρεις στόχοι είναι οι f1 = WF/WL (ελαχιστοποίηση

καυσίµου ανά µονάδα ϕορτίου), f2 =1/R (µεγιστοποίηση διανυόµενης απόστασης)

και f3=R/V (ελαχιστοποίηση χρόνου πτήσης).
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Παράρτηµα Α΄

Ορισµοί και Βασικές Μέθοδοι

Βελτιστοποίησης

Α΄.1 Η ΄Εννοια της Κυριαρχίας στο Μέτωπο κατά Pa-

reto

Γενικά, σε ένα πρόβληµα ελαχιστοποίησης M στόχων, µία λύση ~b1 κυριαρχεί της

λύσης ~b2 όταν για όλους τους στόχους ισχύει το εξής :

fi(~b1) ≤ fi(~b2), ∀i ∈ [1,M ] (Α΄.1)

και, συγχρόνως, υπάρχει ένας τουλάχιστον στόχος m για τον οποίον ισχύει

fm(~b1) < fm(~b2).

∆ηλαδή, µια λύση ϑα είναι κυριαρχούµενη αν υπάρχει τουλάχιστον µία άλλη λύση,

της οποίας οι τιµές των συναρτήσεων-στόχων είναι µικρότερες ή ίσες από τις αντίστοι-

χες της κυριαρχούµενης λύσης (για έναν στόχο τουλάχιστον πρέπει να είναι αυστηρά

µικρότερη, αλλιώς οι λύσεις είναι ισοδύναµες).

∆εν υφίσταται ουσιαστική διαφορά για προβλήµατα τα οποία περιλαµβάνουν µεγιστο-

ποίηση µιας ή περισσοτέρων συναρτήσεων-στόχων, από τη στιγµή που είναι εύκολη

η µετατροπή του προβλήµατος µεγιστοποίησης σε πρόβληµα ελαχιστοποίησης :

maxf(~b) =







min(−f(~b))
ή

min 1

f(~b)

(Α΄.2)
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΄Εστω ότι µελετάται πρόβληµα ϐελτιστοποίησης δύο στόχων, όπου επιδιώκεται η ελα-

χιστοποίηση δύο συναρτήσεων στόχων f1, f2 (σχήµα Α΄.1). Για να ϑεωρείται η λύση
~bB κυριαρχούµενη πρέπει να υπάρχει τουλάχιστον µία λύση~bA τέτοια ώστε να ισχύει

(για προβλήµατα ελαχιστοποίησης):

f1(~bA) < f1(~bB) f2(~bA) < f2(~bB) (Α΄.3)

Στο παράδειγµα του σχήµατος Α΄.1, το σηµείο B δεν κυριαρχείται από το σηµείο C, το

οποίο είναι µη-κυριαρχούµενο, καθώς ως προς τον πρώτο στόχο (οριζόντιος άξονας)

είναι καλύτερο, αλλά ως προς τον δεύτερο όχι (κατακόρυφος άξονας). Το σηµείο B

ϑα µπορούσενα ανήκει στο µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων αν δεν υπήρχε το σηµείο A, το

οποίο υπερτερεί ως προς και τους δύο στόχους, µε αποτέλεσµα το σηµείο B να είναι

κυριαρχούµενο.
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f 2
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Σχήµα Α΄.1: Μέτωπο κατά Pareto των µη-κυριαρχούµενων λύσεων (κυκλικά σηµεία)

και κάποιες κυριαρχούµενες λύσεις (τετραγωνικά σηµεία), σε πρόβληµα ελαχιστο-

ποίησης δύο στόχων
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Α΄.2 Η µέθοδος των Βαρών σε Μη-Κυρτά Προβλήµα-

τα

Μια συνάρτηση για να είναι µη-κυρτή/κοίλη (non-convex/concave) σε ένα πρόβλη-

µα ελαχιστοποίησης πρέπει να διέπεται από τον εξής κανόνα:

f(t~b1 + (1− t)~b2) ≥ tf(~b1) + (1− t)f(~b2) ∀~b1,~b2 ∈ ~B ⊂ R
N , ∀t ∈ [0, 1] (Α΄.4)

΄Εστω, λοιπόν, ένα µη-κυρτό πρόβληµα ϐελτιστοποίησης δύο στόχων f1, f2 (σχήµα

Α΄.2).

f 2

f1

Γ(f1,max,f2,min)

A(f1,min,f2,max)

BB’

Σχήµα Α΄.2: Μέτωπο κατά Pareto για µη-κυρτό πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο

στόχων.

΄Εστω µία ϐέλτιστη λύση Β (η οποία δεν ταυτίζεται µε τα ακραία σηµεία Α, Γ) για την

οποία Ϲητείται να εξεταστεί αν είναι δυνατή η εύρεση της µε τον συµβατικό αιτιοκρα-

τικό τρόπο, δηλαδή µε τη χρήση συντελεστών ϐαρύτητας ω, ∀ω ∈ (0, 1) (εξίσωση 2.2)

και την επίλυση ενός προβλήµατος ελαχιστοποίησης ενός στόχου. Θα δειχθεί ότι,

σε µη-κυρτά προβλήµατα, η µέθοδος των ϐαρών µπορεί να δώσει ως ϐέλτιστη λύση

µόνο κάποιο εκ των δύο άκρων του µετώπου ϐέλτιστων λύσεων ανεξάρτητα από τις

τιµές των ϐαρών.

Για να µην είναι δυνατός ο εντοπισµός της ϐέλτιστης λύσης Β, πρέπει για τη σύνθετη
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συνάρτηση-στόχος

FB = ωf1,B + (1− ω)f2,B (Α΄.5)

να ισχύει είτε FB > FA ή FB > FΓ για συγκεκριµένη τιµή του συντελεστή ω. ∆ηλαδή,

να µην ελαχιστοποιείται στο σηµείο Β.

Για να δειχθούν τα παραπάνω ϑα χρησιµοποιηθεί το ϐοηθητικό σηµείο Β΄ το οποίο

ανήκεί στην ευθεία ΑΓ (σχήµα Α΄.2). Για το σηµείο Β΄ ισχύει f1,B′ < f1,B, f2,B′ = f2,B,

άρα:

GB′ = ωf1,B′ + (1− ω)f2,B′ = ωf1,B′ + (1− ω)f2,B (Α΄.6)

δηλαδή FB > GB

Η ευθεία ΑΓ έχει κλίση

λ =
f2,max − f2,min

f1,min − f1,max

< 0 (Α΄.7)

και, αφού το σηµείο Β΄ ανήκει σε αυτή, ϑα ισχύει :

f2,B′ − f2,min

f1,B′ − f1,max

=
f2,B′ − f2,max

f1,B′ − f1,min

= λ (Α΄.8)

΄Αρα, µε ϐάση τα παραπάνω, αρκεί να δειχθεί ότι GB > FΓ, FA.

΄Εστω, λοιπόν, ότι ισχύει GB > FΓ. ΄Ετσι προκύπτει :

GB > FΓ ⇒ ω(f1,B′ − f1,Γ) + (1− ω)(f2,B − f2,Γ) > 0

⇒ ω(f1,B′ − f1,max) + (1− ω)(f2,B − f2,min) > 0 (Α΄.9)

Αφού f1,B′ − f1,max < 0:

GB > FΓ ⇒ ω + (1− ω)
f2,B − f2,min

f1,B − f1,max

< 0

Α΄.8⇒ ω + (1− ω)λ < 0

⇒ ω <
λ

λ− 1
< 1 (Α΄.10)

Τώρα, έστω ότι ισχύει GB > FA:

GB > FA ⇒ ω(f1,B′ − f1,A) + (1− ω)(f2,B − f2,A) > 0

⇒ ω(f1,B′ − f1,min) + (1− ω)(f2,B − f2,max) > 0 (Α΄.11)
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Αφού f1,B′ − f1,min > 0:

GB > FA ⇒ ω + (1− ω)
f2,B − f2,max

f1,B − f1,min

> 0

Α΄.8⇒ ω + (1− ω)λ > 0

⇒ ω >
λ

λ− 1
(Α΄.12)

Συνοψίζοντας τα παραπάνω, είναι εµφανές ότι όταν ω < λ
λ−1

η ϐέλτιστη λύση που

προκύπτει ελαχιστοποιώντας την εξίσωση είναι το ακραίο σηµείο Γ και, όταν ω> λ
λ−1

,

ως ϐέλτιστη λύση προκύπτει το σηµείο Α.

Α΄.3 Μέθοδοι Ανίχνευσης κατά Γραµµή

Οι µέθοδοι ανίχνευσης κατά γραµµή (line search methods) αποτελούν µια εκ των

ϐασικότερων κατηγοριών εύρεσης ϐέλτιστης λύσης. Στην κατηγορία αυτή ανήκουν

δύο µέθοδοι που χρησιµοποιούνται στην παρούσα εργασία : η µέθοδος της απότοµης

καθόδου (steepest descent) και η µέθοδος των συζυγών κλίσεων (conjugate gradient)

[2, 20]. Οι µέθοδοι ανίχνευσης κατά γραµµή είναι επαναληπτικές/βηµατικές και

συγκλίνουν προς τη λύση πραγµατοποιώντας µια τεθλασµένη πορεία στον χώρο των

λύσεων. Κάθε ευθύγραµµο τµήµα αποτελεί ένα ϐήµα προς τη λύση. Οι µέθοδοι

διαφέρουν µεταξύ τους ως προς τον τρόπο υπολογισµού της νέας κατεύθυνσης και

τα µήκη των ευθυγράµµων τµηµάτων της τεθλασµένης πορείας που διαγράφουν

(ϐήµα) [2, 20].

Η ϐασική ιδέα των µεθόδων ανίχνευσης κατά γραµµή είναι η ανανέωση των µεταβλη-

τών σχεδιασµού (~b) κατά η~p, όπου η το ϐήµα και ~p η κατεύθυνση ανίχνευσης (search

direction):
~bnew = ~b± η~p (Α΄.13)

Α΄.3.1 Μέθοδος Απότοµης Καθόδου

Η µέθοδος της απότοµης καθόδου ανήκει σε µια ευρύτερη οικογένεια µεθόδων,

οι οποίες ϐασίζονται στη χρήση της πρώτης ή και της δεύτερης παραγώγου της

συνάρτησης-στόχου ως προς τις µεταβλητές σχεδιασµού (gradient-based methods) .

Στη µέθοδο της απότοµης καθόδου, η κατεύθυνση ανίχνευσης είναι ±∇~bF (~b), όπου

το πρόσηµο ορίζεται από το είδος ϐελτιστοποίησης, δηλαδή από το αν Ϲητείται ελαχι-

στοποίηση (-) ή µεγιστοποίηση (+). Το ϐήµα ηSD ορίζεται από τον χρήστη. Προφανώς,

η επιλογή ϐήµατος απαιτεί προσοχή, όταν οι µεταβλητές σχεδιασµού διαφέρουν σε
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τάξη µεγέθους. Ο τύπος της απότοµης καθόδου, για προβλήµατα ελαχιστοποίησης,

προκύπτει από τα παραπάνω ως εξής :

~bnew = ~b− ηSD∇~bF (~b) (Α΄.14)

Η διαδικασία τερµατίζει, όταν πλέον παρατηρείται µηδαµινή µεταβολή, από επα-

νάληψη σε επανάληψη, της τιµής της συνάρτησης προς ελαχιστοποίηση/µεγιστοποί-

ηση [2, 20].

Στην παρούσα εργασία, η µέθοδος απότοµης καθόδου χρησιµοποιείται στο ϐήµα

διόρθωσης, όπου ελαχιστοποιείται η επαυξηµένη συνάρτηση-στόχος (παράρτηµα

Α΄.4.3).

Α΄.3.2 Μέθοδος των Συζυγών Κλίσεων για Γραµµικά προβλήµα-

τα

Σκοπός της µεθόδου συζυγών κλίσεων (conjugate gradient) είναι να χρησιµοποιείται

κάθε κατεύθυνση ανίχνευσης ~p µία και µοναδική ϕορά. Αυτό επιτυγχάνεται µε τον

υπολογισµό και χρήση συζυγών διανυσµάτων κατεύθυνσης [2, 21]. Στα µαθηµατικά,

η έννοια της συζυγίας (conjugacy) µεταξύ δύο διανυσµάτων σηµαίνει ότι είναι Α-

ορθογώνια, όπου Α τετραγωνικό µητρώο, δηλαδή ~pTi Ã~pj =0, i 6= j. Με άλλα λόγια,

τα διανύσµατα κατεύθυνσης είναι γραµµικά ανεξάρτητα µεταξύ τους, καθιστώντας

την ιδιαίτερα χρήσιµη µέθοδο για προβλήµατα υψηλού αριθµού αγνώστων [21].

΄Εστω το γραµµικό πρόβληµα:

Ã~b = ~d (Α΄.15)

όπου Ã συµµετρικό µητρώο και ϑετικά ορισµένο, δηλαδή ~bT Ã~b > 0, ∀~b [2, 20, 21].

Ο αλγόριθµος της µεθόδου συζυγών κλίσεων για γραµµικά προβλήµατα είναι ο εξής :

1. Αρχικοποίηση του διανύσµατος λύσης και εύρεση του αρχικού υπολοίπου

~r0 = ~d− Ã~b0. Ορίζεται ως αρχική διεύθυνση ανίχνευσης η ~p0=~r0. Ακολουθεί

επαναληπτική διαδικασία, ϑέτοντας ~rold = ~r0, ~pold = ~p0.

2. Υπολογισµός του ϐήµατος η = ‖rold‖
2

~pT
old

Ã~pold
.

3. Ανανέωση του διανύσµατος λύσεων ~b κατά η~p και ανανέωση του διανύσµατος

υπολοίπου ~r κατά −ηÃ~p.

4. Υπολογισµός του συντελεστή β = ‖rnew‖2

‖rold‖2
και ανανέωση της κατεύθυνσης α-

νίχνευσης ως ~pnew = ~rnew + β~pnew.

5. ΄Ελεγχος της συνθήκης σύγκλισης, η οποία συνήθως είναι ‖rnew‖→0 ή η πραγ-

µατοποίηση ορισµένου πλήθους επαναλήψεων. Σε περίπτωση µη σύγκλισης,
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γίνεται επανάληψη της διαδικασίας από το ϐήµα 2 ϑέτοντας

~rold=~rnew, ~pold=~pnew.

Σχετικά µε το κριτήριο σύγκλισης, όπως σε όλες τις αριθµητικές µεθόδους, έτσι

και σε αυτήν των συζυγών κλίσεων, ένα άπειρο, ϑεωρητικά, πλήθος επαναλήψεων

οδηγεί σε εύρεση της ακριβούς λύσης (σχήµα Α΄.3). Εδώ πρακτικά, συνήθως, επι-

τυγχάνεται σε πλήθος επαναλήψεων το πολύ ίσο µε το πλήθος των µεταβλητών του

γραµµικού συστήµατος. Η ιδιότητα αυτή είναι αποτέλεσµα της συζυγίας µεταξύ των

διανυσµάτων ανίχνευσης [20]. Μάλιστα, στα αρχικά ϐήµατα εµφανίζεται, συνήθως, η

µέγιστη µείωση του σφάλµατος, δηλαδή του υπολοίπου ‖~r‖2, δίνοντας τη δυνατότη-

τα στον χρήστη να εκτελέσει λιγότερες επαναλήψεις από το πλήθος των µεταβλητών,

αποκτώντας λύση µε αποδεκτό σφάλµα [2, 21]. Φυσικά, η αρχικοποίηση δεν πρέπει

να απέχει υπερβολικά από τη λύση, ώστε να είναι εφικτό το παραπάνω.

Σχήµα Α΄.3: Παράδειγµα µε συνάρτηση δύο µεταβλητών (x1, x2). Αριστερά: Η µέθο-

δος της απότοµης καθόδου δεν χρησιµοποιεί αναγκαστικά το κάθε διάνυσµα κατεύ-

ϑυνσης µία και µοναδική ϕορά, καθώς η πληροφορία που αξιοποιεί είναι η κα-

τεύθυνση µέγιστης µεταβολής σε κάθε ϑέση (gradient). ΄Ετσι, λόγω του σταθερού

ϐήµατος, είναι πιθανό να ϐρεθεί σε ϑέση µε ίση παράγωγο προηγούµενου σηµείου,

δηλαδή να χρησιµοποιήσει ξανά την ίδια κατεύθυνση ανίχνευσης. ∆εξιά : Αντιθέτως,

η συζυγής µέθοδος αποφεύγει το παραπάνω ϕαινόµενο, πραγµατοποιώντας, σε αυτό

το διδιάστατο παράδειγµα, 2 ϐήµατα µόνο.
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Α΄.4 Βελτιστοποίηση µε Περιορισµούς

Α΄.4.1 Η Επαυξηµένη Συνάρτηση Lagrange

΄Εστω το πρόβληµα ελαχιστοποίησης ενός στόχου µε Mc περιορισµούς ισότητας :

minf(~b)

cj(~b) =0, ∀j ∈ [1,Mc] (Α΄.16)

΄Ενας τρόπος επίλυσης του παραπάνω ϑα ήταν µε τη δηµιουργία µιας νέας δίκλαδης

συνάρτησης κόστους [22, 3]:

minf
′

(~b) =

{

f(~b), όταν cj(~b) = 0 ∀j
∞, όταν ∃ j ώστε cj(~b) 6= 0

(Α΄.17)

Με άλλα λόγια, αποδίδεται υψηλή ποινή σε λύσεις που δεν ικανοποιούν τους πε-

ϱιορισµούς του προβλήµατος. Ωστόσο, µια µη-συνεχής συνάρτηση-στόχος, όπως η

παραπάνω, δεν είναι διαχειρίσιµη σε αιτιοκρατικές µεθόδους ϐελτιστοποίησης, αφού

είναι µη-παραγωγίσιµη.

Η ϐασική ιδέα της συνάρτησης Lagrange είναι η δηµιουργία µιας επαυξηµένης

συνάρτησης και, κατά συνέπεια, τη διαµόρφωση ενός νέου προβλήµατος, η οποία

ϑα λαµβάνει υπόψη τη συνάρτηση κόστους (f ) και τις συναρτήσεις των περιορισµών

(c) πολλαπλασιαζόµενες µε συντελεστές ϐαρύτητας λj (πολλαπλασιαστές Lagrange),

δηλαδή:

minL(~b, ~λ) = f(~b)−
Mc∑

j=1

λjcj(~b) (Α΄.18)

Ουσιαστικά, µε αυτόν τον τρόπο αντικαταστάθηκε ο όρος ποινής ∞ µε −
Mc∑

j=1

λjcj(~b)

Η επαυξηµένη Lagrange συνάρτηση κόστους είναι παραγωγίσιµη, αν ϐέβαια είναι

παραγωγίσιµες οι συναρτήσεις-στόχοι και περιορισµών.

΄Οπως είναι γνωστό, για την εύρεση ακρότατου σηµείου µιας συνάρτησης πρέπει να

ισχύει η πρώτης τάξης αναγκαία συνθήκη, δηλαδή να µηδενίζεται η παράγωγος.
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Εποµένως, ισχύει :

∇~bL(
~b, ~λ) = ∇~bf(

~b)−
Mc∑

i=1

λj∇~bcj(
~b) = 0 ⇒

∇~bf(
~b) =

Mc∑

i=1

λj∇~bcj(
~b) (Α΄.19)

Παράλληλα µε την εξίσωση Α΄.19, πρέπει να ισχύουν και οι περιορισµοί ισότητας,

άρα το σύστηµα προς επίλυση είναι :

∇~bL(
~b, ~λ) = ~0

cj(~b) = 0, ∀j ∈ [1,Mc]

δηλαδή N +Mc εξισώσεις µε N +Mc αγνώστους, ήτοι τα ~b και ~λ.

∆ηλαδή, ϑεωρώντας ένα πρόβληµα ενός περιορισµού ισότητας, άρα έναν πολλαπλα-

σιαστή Lagrange λ, ϑα είχαµε την απαίτηση ∇~bf(
~b) = λ∇~bc(

~b). Με άλλα λόγια,

το διάνυσµα της παραγώγου της συνάρτησης-στόχου του προβλήµατος απαιτείται να

είναι παράλληλο του διανύσµατος της παραγώγου του περιορισµού πολλαπλασια-

σµένο µε τον συντελεστή Lagrange (σχήµα Α΄.4).

Α΄.4.2 Οι Συνθήκες Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

Γενικεύοντας το πρόβληµα που αναλύθηκε στο κεφάλαιο Α΄.4.1, για ένα γενικό

πρόβληµα ελαχιστοποίησης ενός στόχου µε Mc περιορισµούς ισότητας και Mg πε-

ϱιορισµούς ανισο-ισότητας, δηλαδή:

minf(~b)

cj(~b) = 0, ∀j ∈ [1,Mc] (Α΄.20)

gj(~b) ≥ 0, ∀j ∈ [1,Mg]

η αντίστοιχη επαυξηµένη συνάρτηση γράφεται ως :

minL(~b, ~λ) = f(~b)−
Mc∑

j=1

λjcj(~b)−
Mg∑

j=1

µjgj(~b) (Α΄.21)

Αποδεικνύεται [22, 3] ότι για το γενικευµένο πρόβληµα ϐελτιστοποίησης (εξισώσεις

Α΄.20 Α΄.21), αναγκαίες συνθήκες για τη ϐέλτιστη λύση, γνωστές ως πρώτης τάξεως
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Σχήµα Α΄.4: Γεωµετρική αναπαράσταση των αναγκαίων συνθηκών για ύπαρξη ϐέλτι-

στης λύσης κατά Lagrange σε πρόβληµα ενός στόχου και ενός περιορισµού [22]. Οι

ελλειπτικές γραµµές αποτελούν ισοσταθµικές της συνάρτησης f , ενώ στην ευθεία c
ικανοποιείται ο περιορισµός ισότητας.

οριακές συνθήκες ή συνθήκες Karush-Kuhn-Tucker (KKT), είναι οι [2, 3, 1]:

∇~bL(
~b, ~λ, ~µ) = ∇~bf(

~b)−
Mc∑

j=1

λj∇~bcj(
~b)−

Mg∑

j=1

µj∇~bgj(
~b) = 0

cj(~b) = 0, ∀j ∈ [1,Mc]

gj(~b) ≥ 0, ∀j ∈ [1,Mg] (Α΄.22)

µjgj(~b) = 0, ∀j ∈ [1,Mg]

µj ≥ 0, ∀j ∈ [1,Mg]

Η συνθήκη ~µT~g(~b)= 0 υποδηλώνει ότι οι πολλαπλασιαστές Lagrange µj, δηλαδή

όσοι αφορούν ανισό-ισότητες, οφείλουν να είναι µηδενικοί όταν οι αντίστοιχοι πε-

ϱιορισµοί δεν επαληθεύονται οριακά (g > 0), δηλαδή δεν είναι ενεργοί (συµπληρω-

µατική συνθήκη) [2]. ∆ηλαδή, οι περιορισµοί ανισο-ισότητας επηρεάζουν την τιµή

της επαυξηµένης συνάρτησης και την παράγωγό της µόνο όταν έχουν εκφυλιστεί σε

περιορισµούς ισότητας.
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Α΄.4.3 Επαυξηµένη Μέθοδος µε Πολλαπλασιαστές Lagrange (ALM)

για Περιορισµούς Ισότητας

Η παρούσα εργασία πραγµατεύεται προβλήµατα ϐελτιστοποίησης χωρίς περιορι-

σµούς ισότητας. Ωστόσο, εµφανίζεται έµµεσα πρόβληµα ϐελτιστοποίησης µε περιο-

ϱισµούς ισότητας στο ϐήµα διόρθωσης, όπου απαιτείται η επανεύρεση του µετώπου

ϐέλτιστων λύσεων για συγκεκριµένες τιµές των στόχων f2,...,M . Το ϐήµα διόρθωσης

αναλύεται στο κεφάλαιο 3.

Για να περιγραφεί η συγκεκριµένη µέθοδος, είναι χρήσιµο να γίνει µια συνοπτική

αναφορά πρώτα στις µεθόδους Σειριακής Ελαχιστοποίησης (Sequential Unconstrai-

ned Minimization Technique - SUMT). Οι µέθοδοι χωρίζονται σε τρεις κατηγορίες :

• µέθοδος εξωτερικής ποινής

• µέθοδος εσωτερικής ποινής

• µέθοδος διευρυµένης εσωτερικής ποινής

Βασικό χαρακτηριστικό όλων είναι η χρησιµοποίηση µιας επαυξηµένης συνάρτησης-

στόχου, η οποία απαρτίζεται από δύο όρους, τη συνάρτηση f ′ προς ελαχιστοποίηση

(ή µεγιστοποίηση) και τον όρο ποινής Π(~b):

minf
′

(~b, ωp) = f(~b) + ωpΠ(~b)

Π(~b) = h(cj(~b), gk(~b)), ∀j ∈ [1,Mc], ∀k ∈ [1,Mg] (Α΄.23)

όπου ωp ≥ 0 ο συντελεστής ποινής .

΄Ετσι, πραγµατοποιείται η ϐελτιστοποίηση της νέας συνάρτησης-στόχου µε µέθοδο

ϐελτιστοποίησης που δε χειρίζεται περιορισµούς. Οι µέθοδοι SUMT απαιτούν την

επίλυση του προβλήµατος ελαχιστοποίησης που δηµιουργήθηκε αρκετές ϕορές, µε

το συντελεστή ποινής να ορίζεται αρχικά από τον χρήστη και µε δυνατότητα να µετα-

ϐάλλεται αυτόµατα σε κάθε κύκλο [2]. Η αύξηση του συντελεστή ποινής αποσκοπεί

στην ενίσχυση της αυστηρότητας των περιορισµών καθώς συγκλίνει ο αλγόριθµος.

Αυτές οι µέθοδοι χρησιµοποιούνται ευρέως καθώς παρουσιάζουν ευκολία στην εφαρ-

µογή και αποτελεσµατικότητα. Ωστόσο, εξαρτώνται ιδιαίτερα από τη συνάρτηση και

τον συντελεστή ποινής που επιλέγει ο χρήστης. Η επαυξηµένη µέθοδος µε πολλα-

πλασιαστές Lagrange (Augmented Lagrange Multiplier Methods - ALM) επιχειρεί

να µειώσει την εξάρτηση αυτή [2].

΄Εστω το πρόβληµα ϐελτιστοποίησης ενός στόχου µε Mc περιορισµούς ισότητας :

minf(~b)

cj(~b) = 0, j ∈ [1,Mc] (Α΄.24)
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Για να αποτελεί πρόβληµα ϐελτιστοποίησης, επιβάλλεται να ισχύει Mc<N , όπου N
το πλήθος µεταβλητών σχεδιασµού. Σε περίπτωση ισότητας (N=Mc), έχουµε επίλυ-

ση συστήµατος, καθώς υπάρχουν ισάριθµοι άγνωστοι και εξισώσεις, ενώ στην τρίτη

περίπτωση (N <Mc) το σύστηµα είναι αδύνατο. ∆ιευκρινίζεται ότι ο συγκεκριµένος

περιορισµός αφορά τις µεταβλητές σχεδιασµού οι οποίες συµµετέχουν στους πε-

ϱιορισµούς. Στην περίπτωση της ισότητας (N=Mc) και της ύπαρξης µεταβλητών

σχεδιασµού που δεν επηρεάζουν τις συναρτήσεις περιορισµών, το πρόβληµα εκφυ-

λίζεται σε ένα άλλο ελεύθερο περιορισµών, όπου κάποιες µεταβλητές σχεδιασµού

έχουν συγκεκριµένες αµετάβλητες τιµές οι οποίες προκύπτουν από το σύστηµα.

Η επαυξηµένη συνάρτηση είναι :

Faug(~b, ~λ, ~ωp) = f(~b) +
Mc∑

j=1

(−λjcj(~b) + ωp,jc
2
j(
~b)) (Α΄.25)

Εδώ το πρόβληµα ϐελτιστοποίησης χωρίς περιορισµούς έχει δύο οµάδες παραµέτρων.

Η µια οµάδα τίθεται από τον χρήστη αυθαίρετα και εκφράζει τη ϐαρύτητα των πε-

ϱιορισµών ωp,j, ενώ η δεύτερη περιλαµβάνει τους πολλαπλασιαστές Lagrange λj, των

οποίων δεν είναι γνωστές οι τιµές στη ϐέλτιστη λύση. Ως αποτέλεσµα, απαιτείται

επαναληπτική διαδικασία κατά την οποία µεταβάλλεται οι τιµές των λj, ωp,j. Για τη

ϐέλτιστη λύση, ϕυσικά, πρέπει να ισχύει ∇~bFaug = ~0 όταν ~bopt εσωτερικό σηµείο του

πεδίου ορισµού των µεταβλητών σχεδιασµού.

Ακολουθεί ο αλγόριθµος εκτέλεσης της ALM σε ϐήµατα:

1. Ορίζεται αρχικό διάνυσµα των µεταβλητών (~b) και αρχικό διάνυσµα των πολλα-

πλασιαστών Lagrange ~λ. Συνηθίζεται το αρχικό διάνυσµα των πολλαπλασια-

στών να είναι µηδενικό, δηλαδή το πρόβληµα εκφυλίζεται σε SUMT. Επίσης,

ορίζεται η αρχική τιµή του συντελεστή ποινής ωp> 0, τον συντελεστή ανανέω-

σης γ (παρουσιάζεται παρακάτω) και η µέγιστη τιµή ποινής ωp,max για κάθε

περιορισµό.

2. Ελαχιστοποιείται η επαυξηµένη συνάρτηση Faug. Το ϐήµα αυτό µπορεί να

πραγµατοποιηθεί µε οποιαδήποτε µέθοδο εύρεσης ελαχίστου. Στην παρούσα

εργασία χρησιµοποιείται η απότοµη κάθοδος.

3. Η σύγκλιση της µεθόδου ϑεωρείται επιτυχής όταν ικανοποιούνται οι περιορι-

σµοί µε την ανοχή που επιβάλλει η χρήση αριθµητικής επίλυσης και, ταυ-

τόχρονα, παρατηρείται µηδενική µεταβολή της τιµής της F (~b). Αυτό µπορεί

να συµβαίνει είτε επειδή το ~b είναι εσωτερικό σηµείο του πεδίου ορισµού µε

∇~bFaug(~b) =~0 είτε επειδή το διάνυσµα των µεταβλητών σχεδιασµού ϐρίσκεται

στα όρια του πεδίου ορισµού µε το ακρότατο της επαυξηµένης συνάρτησης να

υφίσταται για ~b εκτός των ορίων. 1

1Ακολουθώντας αυστηρά µαθηµατικά, προβλήµατα µε ϕραγµένο πεδίο ορισµού απαιτούν τη χρήση

ALM για περιορισµούς ανισότητας. Ωστόσο, αυτό εδώ µπορεί να αποφευχθεί απαγορεύοντας απλά
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4. Σε περίπτωση µη ικανοποίησης των ανωτέρω, ανανεώνονται οι τιµές των παρα-

µέτρων και ο αλγόριθµος επιστρέφει στο δεύτερο ϐήµα. Προτεινόµενες σχέσεις

για την ανανέωση των τιµών λj, ωp,j είναι οι [20]:

λnew,j = λj − 2ωp,jcj(~b)

ωp,new,j = min(ωp,j, ωp,max,j)

∀j ∈ [1,Mc]

Είναι εµφανές ότι η διαδικασία απαρτίζεται από δύο εµφωλευµένες επαναλήψεις :

η εσωτερική αφορά την ελαχιστοποίηση της Faug, ενώ η εξωτερική αναφέρεται στη

µεταβολή των τιµών των παραµέτρων λj, ωp,j. Στην παρούσα εργασία, η εσωτερική

επανάληψη αντιστοιχεί στις επαναλήψεις τις οποίες πραγµατοποιεί η µέθοδος της

απότοµης καθόδου. Περισσότερες πληροφορίες για τον τρόπο ϱύθµισης των παρα-

µέτρων ϐρίσκονται στο παράρτηµα (Β΄).

στις οριακές µεταβλητές σχεδιασµού να λάβουν τιµές εκτός πεδίου ορισµού. ΄Ετσι, η λύση κινείται επί

του συνόρου, µε την πιθανότητα όµως να υπολογίζει τη ϐέλτιστη λύση πιο αργά από την ALM για

περιορισµούς ανισότητας.
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Παράρτηµα Β΄

Οδηγίες για την Επιλογή Παραµέτρων στην

ALM

Το παρόν παράρτηµα περιέχει µερικές πρακτικές οδηγίες για την επιλογή παρα-

µέτρων και κριτηρίων στο ϐήµα διόρθωσης. Είναι ϐασισµένο στις δοκιµές που

πραγµατοποιήθηκαν για το πρόβληµα ελαχιστοποίησης αεροτοµής και εµβαδού (κε-

ϕάλαιο 5.1). Η παρουσίαση της ALM, µε την οποία υλοποιείται το ϐήµα διόρθωσης,

παρουσιάζεται στο πρώτο παράρτηµα (κεφάλαιο Α΄.4.3). Υπενθυµίζεται ότι η ϕάση

διόρθωσης έπεται της ϕάσης πρόβλεψης και αποσκοπεί στον εντοπισµό του πραγµα-

τικού µετώπου ϐέλτιστων λύσεων σε περίπτωση αποµάκρυνσης από αυτό. Επίσης,

στο συγκεκριµένο πρόβληµα, οι στόχοι είναι δύο, µε συναρτήσεις στόχων τις :

minf1(~b) = −CL(~b)

minf2(~b) = (E(~b)− Etarget)
2

΄Αρα, κατά το ϐήµα διόρθωσης, για την εφαρµογή της ALM, η συνάρτηση προς

ελαχιστοποίηση είναι η f1 ενώ περιορισµός είναι η επιβολή συγκεκιµένης τιµής f̂2
για τον δεύτερο στόχο f2, δηλαδή ο περιορισµός ισότητας f2(~b)−f̂2=0.

Β΄.1 Επιλογή των Παραµέτρων της ALM

Η διαδικασία που ακολουθείται είναι η εξής :

1. Επιλογή σηµείου εκκίνησης (~bstart).

2. Πραγµατοποίηση πρώτου, προκαταρκτικού υπολογισµού των τιµών και των

παραγώγων των συναρτήσεων-στόχων για το σηµείο ~bstart.

3. Επιλογή συντελεστών (ωp,j, ωmax,p,j, λj , ∀j ∈ [2,M ], εδώ M = 2) για την ALM

και των κριτηρίων σύγκλισης, λαµβάνοντας υπόψη την τάξη µεγέθους των συ-
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ναρτήσεων και των παραγώγων τους. Υπενθυµίζεται ότι για αυτό το πρόβληµα

η επαυξηµένη συνάρτηση γράφεται ως

Faug(~b)=f1(~b)−λ(f2(~b)−f̂2)+ωp(f2(~b)−f̂2)
2 (Β΄.1)

Κατά την εκλογή των παραµέτρων πρέπει να λαµβάνεται υπόψη η διαφορά

τάξης των όρων

• ∇~bf1(
~b), οποίος επηρεάζει την ελαχιστοποίηση του στόχου f1

• −λ∇~bf2(
~b) + ωp(f2(~b) − f̂2)∇~bf2(

~b) ο οποίος επηρεάζει την ικανοποίηση

του περιορισµού f2(~b)− f̂2=0

έτσι ώστε στη µεταβολή των µεταβλητών σχεδιασµού να µην παραγκωνίζε-

ται ούτε η ελαχιστοποίηση της f1(~b) ούτε η ικανοποίηση του περιορισµού

f2(~b)− f̂2 = 0. Επισης, στην επιλογή των συντελεστών της ALM πρέπει να

ληφθεί υπόψη ότι το λ µεταβάλλεται ανά εξωτερικό κύκλο ALM. Υπενθυµίζεται

ότι ο εξωτερικός ϐρόχος αφορά τη µεταβολή των παραµέτρων ωmax,p,j, λj της

ALM (παράρτηµα Α΄.4.3), ενώ ο εσωτερικός την ελαχιστοποίηση της Faug, η

οποία στην παρούσα εργασία πραγµατοποιείται µε τη µέθοδο της απότοµης

καθόδου (παράρτηµα Α΄.3.1).

4. Επιλογή ϐήµατος απότοµης καθόδου, λαµβάνοντας υπόψη την τάξη µεγέθους

της παραγώγου της επαυξηµένης συνάρτησης και των ορίων των µεταβλητών

σχεδιασµού.

Λαµβάνοντας υπόψη τα παραπάνω, για αρχικό σηµείο (−0.07 −0.02 0.19 0.09 )T το

οποίο είναι το ίδιο µε αυτό που χρησιµοποιείται στην εφαρµογή της προτεινόµενης

µεθόδου στο κεφάλαιο 5.1, προκύπτει ο παρακάτω πίνακας:

∇~bf1(
~b)

−0.5258949
−1.8093640
−0.8090790
−2.2006727

∇~bf2(
~b)

−7.75 · 10−4

−8.74 · 10−4

7.75 · 10−4

8.74 · 10−4

(f2(~b)− f̂2)∇~bf2(
~b)

−3.19 · 10−11

−3.59 · 10−11

3.19 · 10−11

3.59 · 10−11

Πίνακας Β΄.1: Επιµέρους όροι της παραγώγου της Faug (εξίσωση Β΄.1). Είναι εµφανής

η διαφορά τάξης των µεγεθών, ιδιαίτερα µεταξύ του όρου που αφορά τον στόχο

προς ελαχιστοποίηση (∇~bf1(
~b)) και τους όρους που αφορούν την ικανοποίηση του

περιορισµού (∇~bf2(
~b) και (f2(~b)− f̂2)∇~bf2(

~b)).
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΄Επειτα από µερικές προκαταρκτικές δοκιµές, επιλέγεται σταθερό ωp = 108 και ένας

κύκλος απότοµης καθόδου για κάθε κύκλο ALM. ΄Οταν υφίσταται αβεβαιότητα για

τις επιλογές των παραµέτρων, είναι προτιµότερη η αποφυγή πολλαπλών εσωτερικών

επαναλήψεων της απότοµης καθόδου.

΄Ενας ακόµα σηµαντικός παράγοντας για τη σύγκλιση της ALM είναι το ϐήµα ηSD
της απότοµης καθόδου. Από τα σχήµατα Β΄.1 Β΄.2 είναι εµφανές ότι ένα µεγάλο

ϐήµα (ηSD=5 · 10−2) οδηγεί σε απόκλιση ενώ ένα µικρό ϐήµα (ηSD= 5· 10−5) οδηγεί

σε ιδιαίτερα αργή σύγκλιση. Για ϐήµα ηSD = 5 · 10−4 παρουσιάζονται εντονότερες

υπερακοντίσεις µεν, αλλά ταχύτερη σύγκλιση δε σε σχέση µε το µικρότερο ϐήµα.
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Σχήµα Β΄.1: Σύγκλιση της f1 για διάφορες τιµές ϐήµατος της απότοµης καθόδου

(ηSD). ΄Οσο αυξάνεται το ϐήµα, η σύγκλιση επιταχύνεται. Ωστόσο, για µια τιµή του

ηSD και πάνω παρατηρείται απόκλιση.

Σε περίπτωση που το σηµείο εκκίνησης των µεταβλητών σχεδιασµού δίνει λύση µα-

κριά από το µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων, είναι πιθανόν οι παράγωγοι των συναρτήσεων

κόστους να είναι διαφορετικής τάξης σε σχέση µε τις παραγώγους στα σηµεία του

µετώπου. Αν ο χρήστης δεν διαθέτει πληροφορία για το µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων,

η ϱύθµιση των παραµέτρων σύµφωνα µε το αρχικό σηµείο µπορεί να αποφέρει ε-

πιπλέον υπολογιστικό κόστος. Αυτό συµβαίνει όταν στην πρώτη διόρθωση, καθώς

η ALM συγκλίνει προς το µέτωπο Pareto, εµφανίζεται έντονη µείωση της απόλυτης

τιµής των παραγώγων (σχήµα Β΄.3) και, συνεπώς, µικρότερη µεταβολή των µεταβλη-

τών σχεδιασµού ανά επανάληψη. ΄Οµως, ακόµα και στην περίπτωση όπου διατίθεται
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Σχήµα Β΄.2: Σύγκλιση του περιορισµού f2(~b)− f̂2 = 0 για διάφορες τιµές ϐήµατος

της απότοµης καθόδου (ηSD). ΄Οπως και στο σχήµα Β΄.1, παρουσιάζεται η ταχύτητα

σύγκλισης σε σχέση µε το ϐήµα της απότοµης καθόδου.

πληροφορία για το µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων, είτε από εµπειρία, είτε από παρόµοιες

περιπτώσεις, δεν παύει να ελλοχεύει ο κίνδυνος λανθασµένης επιλογής. Η ϱύθ-

µιση των παραµέτρων έτσι ώστε να πραγµατοποιείται ταχύτερα το ϐήµα διόρθωσης

έπειτα από κάθε πρόβλεψη, σε συνδυασµό µε ακραία επιλογή αρχικού σηµείου,

µπορεί να αποφέρει τη µη σύγκλιση της ALM στον πρώτο εντοπισµό του µετώπου.

Βέβαια, ένας απλός τρόπος για να αποφευχθούν όλα αυτά είναι να χρησιµοποιη-

ϑεί ο συµβατικός τρόπος αιτιοκρατικής ελαχιστοποίησης πολλών στόχων, δηλαδή

min (ω1f1(~b) + ω2f2(~b)).

Β΄.2 Επιλογή Κριτηρίων Σύγκλισης της ALM

Περιορισµοί Ισότητας:

Φυσικά, κατά πόσο απέχει ένας περιορισµός από την ικανοποίηση του είναι σχετικό.

Η ισότητα µεταξύ µιας συνάρτησης και µιας τιµής, αν µπορεί να ϑεωρηθεί ότι ικα-

νοποιείται εξαρτάται από την τάξη των µεγεθών. Παράδειγµα, έστω ότι υφίστανται οι
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Σχήµα Β΄.3: Παράδειγµα σύγκλισης στην περίπτωση επιλογής σηµείου εκκίνησης

µακριά από το µέτωπο ϐέλτιστων λύσεων. Η πτώση στον ϱυθµό µείωσης της f1
οφείλεται στη µεταβολή της τάξης µεγέθους των παραγώγων.

εξής δύο περιορισµοί :

f1(~b)− 0.01 = 0 f2(~b)− 80 = 0 (Β΄.2)

Ως κριτήριο σύγκλισης, άµα αυτό τεθεί το ίδιο και στους δύο περιορισµούς, τότε ϑα

εµφανιστούν ένα εκ των δύο προβληµάτων:

• είτε ϑα είναι της τάξεως του 0.1, τιµή µεγαλύτερη της τάξης του πρώτου περιο-

ϱισµού (f1(~b)− 0.01 = 0), καθιστώντας τον ιδιαίτερα ¨χαλαρό¨,

• είτε ϑα είναι της τάξεως 0.001, καθιστώντας τον δεύτερο στόχο (f2(~b)− 80 = 0)

δυσκολότερα επιτεύξιµο από τον πρώτο.

Σε αυτό το παράδειγµα, η συνάρτηση-στόχος του δεύτερου στόχου, που είναι περιο-

ϱισµός, είναι της τάξεως 10−6, γι΄ αυτό επιλέχθηκε ανοχή 10−7.

Κριτήριο Σύγκλισης της Συνάρτησης Κόστους της ALM:

Η συνάρτηση κόστους της ALM είναι η συνάρτηση του στόχου προς ελαχιστοποίηση,

δηλαδή η f1. Το κριτήριο αυτό εξαρτάται από δύο παράγοντες : από το ϐήµα σε

συνδυασµό µε το πλήθος επαναλήψεων της απότοµης καθόδου και από την τάξη µε-

γέθους της συνάρτησης-στόχου. Μικρές µεταβολές ανά κύκλο ALM απαιτούν ακόµα

µικρότερο κριτήριο σύγκλισης καθώς, σε αντίθετη περίπτωση, µπορεί να προκληθεί

πρόωρη σύγκλιση, δηλαδή η µέθοδος να έχει συγκλίνει δίχως όντως να εντοπίσει

το ελάχιστο της f1. Πέραν της εµπειρίας, ο µοναδικός τρόπος για να εξακριβωθεί

η ορθότητα της επιλογής είναι η πραγµατοποίηση µίας δοκιµαστικής εκτέλεσης µε

ακόµα αυστηρότερο κριτήριο. Στην περίπτωση όπου η διαφορά των ελαχίστων της

συνάρτησης κόστους είναι επιτρεπτή µεταξύ του νέου και του προηγούµενου κριτη-

ϱίου, η αρχική εκτίµηση είναι ορθή.
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Παράρτηµα Γ΄

Μαθηµατικά Εργαλεία

Γ΄.1 Βασικό Θεώρηµα Πεπλεγµένων Συναρτήσεων

΄Εστω µια ϐαθµωτή συνάρτηση H δύο µεταβλητών z, y για την οποία ισχύει

H(z, y)=0. Από τον ορισµό του ολικού διαφορικού ισχύει :

dH(z, y) =
∂H(z, y)

∂z
dz +

∂H(z, y)

∂y
dy = 0 (Γ΄.1)

Αν το µέγεθος y εξαρτάται από το µέγεθος z και µόνο από αυτό, τότε ορίζεται το

µέγεθος
dy(z)
dz

. ΄Αρα, διαιρώντας την παραπάνω εξίσωση µε dz προκύπτει :

∂H(z, y)

∂z
+

∂H(z, y)

∂y

dy(z)

dz
= 0 ⇒ ∂H(z, y)

∂y

dy(z)

dz
= −∂H(z, y)

∂z

⇒ dy(z)

dz
= −[

∂H(z, y)

∂y
]−1∂H(z, y)

∂z
(Γ΄.2)

Το ϐασικό ϑεώρηµα πεπλεγµένων συναρτήσεων (implicit function theorem) απο-

τελεί γενίκευση της παραπάνω εξίσωσης και είναι χρήσιµο εργαλείο στην ανάλυση

συναρτήσεων πολλών µεταβλητών, καθώς παρουσιάζει τη µεταβολή των µεταβλητών

~y ως προς τις µεταβλητές ~z, αν ϐέβαια υφίσταται κάποια συσχέτιση µεταξύ τους. Η

µαθηµατική διατύπωση είναι η εξής [23, 3, 1]:

΄Εστω η διανυσµατική συνάρτηση πολλών µεταβλητών ~H(~z, ~y), όπου ~z, ~y τα δια-

νύσµατα των µεταβλητών. Αν Ϲητούνται οι σχέσεις του µεγέθους ~y σε σχέση µε το ~z,

δηλαδή Ϲητείται η σχέση ~y = ~g(~z), τότε ισχύει :

∇~z~g(~z) = −[∇~y
~H(~z,~g(~z))]−1∇~z

~H(~z,~g(~z)) (Γ΄.3)
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Βασικές προϋποθέσεις είναι :

1. Ο όρος ∇~y
~H(~z,~g(~z)) να είναι αντιστρέψιµος.

2. Οι εµπλεκόµενες συναρτήσεις να είναι συνεχείς και παραγωγίσιµες.

Γ΄.1.1 Εφαρµογή

΄Εστω το πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο περιορισµών ισότητας :

minf1(~b)

s.t. q(~b, a) = 0 (Γ΄.4)

c(~b) = 0

όπου a ϐαθµωτή παράµετρος του πρώτου περιορισµού.

Από τις συνθήκες KKT (κεφάλαιο Α΄.4.2), η αντίστοιχη συνάρτηση Lagrange γράφεται

ως :

L(~b, λq, λc) = f1(~b)− λqq(~b, a)− λcc(~b) (Γ΄.5)

ενώ οι αναγκαίες συνθήκες για την εύρεση ελάχιστου για το πρόβληµα Γ΄.4 είναι οι :

∇~bL(
~b, λq, λc) =~0

q(~b, a) =0 (Γ΄.6)

c(~b) =0

΄Εστω ότι Ϲητούνται οι παράγωγοι των µεταβλητών σχεδιασµού και των πολλαπλα-

σιαστών Lagrange ως προς την παράµετρο a. Οι εξισώσεις του συστήµατος Γ΄.6

αποτελούν διανυσµατική συνάρτηση ~H:

~H(~z,~g(~z)) =






∇~bL(
~b, λf2 , λc)

q(~b, a)

c(~b)




 = ~0 (Γ΄.7)

Ζητείται η εύρεση των παραγώγων ως προς ένα µόνο µέγεθος, το οποίο είναι το a,

άρα το διάνυσµα ~z είναι ϐαθµωτό µέγεθος :

~z = z = a (Γ΄.8)
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Τα µεγέθη yi των οποίων ϑα υπολογιστεί η µεταβολή ως προς την παράµετρο a είναι :

~y = ~g(~z) =





~b
λq

λc



 (Γ΄.9)

Με άλλα λόγια, έχουµε τις σχέσεις Γ΄.6 και επιθυµούµε τη µετατροπή τους µε τέτοιο

τρόπο, έτσι ώστε να εκφράζεται η µεταβολή των ~b, λq, λc ως προς το a. Με εφαρµογή

του ϑεωρήµατος πεπλεγµένων συναρτήσεων προκύπτει :

∇~z~g(~z) =





∂~b
∂a
∂λq

∂a
∂λc

∂a





∇~z
~H(~z,~g(~z)) =





0
∂q(~b,a)

∂a

0



 (Γ΄.10)

∇~y
~H(~z,~g(~z)) =






∇2
~b
L(~b, λq, λc) −∇~bq(

~b, a) −∇~bc(
~b)

∇~bq(
~b, a) 0 0

∇~bc(
~b) 0 0






΄Αρα το σύστηµα το οποίο προκύπτει σύµφωνα µε τη σχέση Γ΄.3 είναι το εξής :






∇2
~b
L(~b, λq, λc) −∇~bq(

~b, a) −∇~bc(
~b)

[∇~bq(
~b, a)]T 0 0

[∇~bc(
~b)]T 0 0










∂~b
∂a
∂λq

∂a
∂λc

∂a



 = −





~0
∂q(~b,a)

∂a

0



 (Γ΄.11)

Σε µια προσπάθεια να συνδεθούν τα παραπάνω µε τη ϐασική ϑεωρία της εργασίας

(κεφάλαιο 3), έστω ότι έχουµε ένα πρόβληµα ελαχιστοποίησης δύο στόχων και ενός

περιορισµού ισότητας :

min

{

f1(~b)

f2(~b)

s.t. c(~b) = 0 (Γ΄.12)

Με ϐάση τη ϑεωρία και, συγκεκριµένα, το σύστηµα 3.2, το πρόβληµα αποκτά την
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παρακάτω µορφή:

minf1(~b)

s.t. f2(~b)− f̂2 = 0 (Γ΄.13)

c(~b) = 0

Το πρόβληµα αυτό προκύπτει και από το παράδειγµα που αναλύθηκε, πραγµατο-

ποιώντας την παρακάτω αντιστοιχία :

a → f̂2

q(~b, a) → f2(~b)− f̂2 (Γ΄.14)

Ως αποτέλεσµα, δηµιουργείται το εξής σύστηµα:






∇2
~b
L(~b, λf2 , λc) −∇~bf(

~b) −∇~bc(
~b)

[∇~bf2(
~b)]T 0 0

[∇~bc(
~b)]T 0 0











∂~b
∂a

∂λf2

∂f̂2
∂λc

∂f̂2




 = −





~0
−1
0



 (Γ΄.15)

Γ΄.2 Καµπύλες µέσω Πολυωνύµων Bezier-Bernstein

Οι καµπύλες Bezier-Bernstein αποτελούν έναν τρόπο προσέγγισης µιας καµπύλης

χωρίς να απαιτείται υψηλό πλήθος σηµείων ελέγχου (control points-CP) [19]. Συγ-

κεκριµένα, για καµπύλες στον χώρο ισχύει :

~r(t) =

nCP∑

i=1

~Ri,CPCi(t) (Γ΄.16)

∆ηλαδή τα σηµεία της καµπύλης έχουν γραµµική εξάρτηση από τα σηµεία ελέγχου.

Για τον συντελεστή Ci ισχύει :






C1(t)
...

CnCP
(t)




 =






m1,1 . . . m1,nCP

...
. . .

...

mnCP ,1 . . . mnCP ,nCP











t0

...

tnCP−1




 (Γ΄.17α΄)

mi,j = (−1)j−i

(
nCP − 1
j − 1

)(
j − 1
i− 1

)

, ∀i, j ∈ [1, nCP ] (Γ΄.17β΄)
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όπου ~r(t) = (x, y, z) το διάνυσµα ϑέσης της καµπύλης, ~Ri,CP = (Xi,CP , Yi,CP , Zi,CP )
το διάνυσµα ϑέσης των σηµείων ελέγχου και t ∈ [0, 1] η παράµετρος η οποία ανα-

ϕέρεται στη ϑέση σηµείου πάνω στην καµπύλη.

Με άλλα λόγια, οι συντεταγµένες των σηµείων της καµπύλης επηρεάζονται µόνο

από τις αντίστοιχες συντεταγµένες των σηµείων ελέγχου και από έναν συντελεστή

εξαρτώµενη από την παράµετρο ϑέσης t. ∆ηλαδή, αν ένα σηµείο ελέγχου κινηθεί

κατά τον άξονα y, τα σηµεία της καµπύλης ϑα διατηρήσουν σταθερό x για κάθε

t ∈ [0, 1].

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία, οι καµπύλες Bezier χρησιµοποιούνται στη

γένεση του περιγράµµατος της αεροτοµής (κεφάλαιο 5.1), δηλαδή ο όρος της τρίτης

διάστασης (z) είναι µηδενικός. Το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα στην καµπύλη προ-

κύπτει για διδιάστατες καµπύλες ως εξής :

~n = (nx, ny) = (−dy

ds
,
dx

ds
) (Γ΄.18α΄)

(
ds

dt
)2 = (

dx

dt
)2 + (

dy

dt
)2 (Γ΄.18β΄)

Γ΄.2.1 Παράγωγοι ως προς τις Συντεταγµένες των Σηµείων Ε-

λέγχου

Στο κεφάλαιο 5.1 αποδείχθηκε ότι για την εύρεση της πρώτης και δεύτερης παρα-

γώγου του εµβαδού της αεροτοµής ως προς τις συντεταγµένες των σηµείων ελέγχου

(εξισώσεις 5.8α΄ 5.9) χρειάζονται οι πρώτες παράγωγοι του διανυσµάτος ϑέσης ~r, του

µοναδιαίου διανύσµατος ~n και του απειροστού µήκους τόξου της περιφέρειας ds.

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, από την εξίσωση Γ΄.16, για ένα σηµείο (x, y) επί του

περιγράµµατος της αεροτοµής το οποίο αντιστοιχεί σε συγκεκριµένη τιµή της παρα-

µέτρου t προκύπτει :

δx

δXi,CP

= Ci(t) (Γ΄.19α΄)

δy

δYi,CP

= Ci(t) (Γ΄.19β΄)
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Για τη µεταβολή του µήκους ισχύει :

(
ds

dt
)2 = (

dx

dt
)2 + (

dy

dt
)2 ⇒

2
ds

dt2
δds

δXi,CP

= 2
dx

dt

δ dx
dt

δXi,CP

και

2
ds

dt2
δds

δYi,CP

= 2
dy

dt

δ dy

dt

δYi,CP

δds

δXi,CP

=
dt2

ds

dx

dt

dCi(t)

dt
Ci(t) και (Γ΄.20α΄)

δds

δYi,CP

=
dt2

ds

dy

dt

dCi(t)

dt
Ci(t) (Γ΄.20β΄)

όπου πάλι από την εξίσωση Γ΄.16 παραγωγίζοντας ως προς την παράµετρο t προ-

κύπτει :

dx

dt
=

nCP∑

i=1

Xi,CP

dCi(t)

dt
(Γ΄.21α΄)

dy

dt
=

nCP∑

i=1

Yi,CP

dCi(t)

dt
(Γ΄.21β΄)

Οµοίως προκύπτει :

δnx

δXi,CP

= − dt

ds
nxny

dCi(t)

dt
(Γ΄.22α΄)

δnx

δYi,CP

= − dt

ds
(1− n2

x)
dCi(t)

dt
(Γ΄.22β΄)

δny

δXi,CP

= − dt

ds
(1− n2

y)
dCi(t)

dt
(Γ΄.22γ΄)

δny

δYi,CP

= − dt

ds
nxny

dCi(t)

dt
(Γ΄.22δ΄)

Στο κεφάλαιο 5.1 χρειάζονται µόνο οι παράγωγοι ως προς την y διεύθυνση, δηλαδή

χρησιµοποιούνται οι εξισώσεις Γ΄.19β΄, Γ΄.20β΄, Γ΄.21β΄, Γ΄.22β΄ και Γ΄.22δ΄.
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