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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία επιχειρείται η αριθµητική προσοµοίωση της 

αναρρόφησης ιζήµατος από τον πυθµένα κυλινδρικής δεξαµενής µε την εφαρµογή 

µεθόδων υπολογιστικής ρευστοδυναµικής. 

Το µοντέλο αποτελείται από µία κυλινδρική δεξαµενή και ένα βυθισµένο 

σωλήνα αναρρόφησης υπεύθυνο για την αναρρόφηση του ιζήµατος που βρίσκεται 

στο κάτω µέρος της δεξαµενής. Τα τοιχώµατα της δεξαµενής είναι αδιαβατικά και 

δεν πραγµατοποιείται καµία χηµική αντίδραση στο εσωτερικό της. Το προτεινόµενο 

µαθηµατικό µοντέλο προσοµοίωσης βασίζεται στις µερικές διαφορικές εξισώσεις που 

διέπουν την µη µόνιµη, τρισδιάστατη ροή. Η αριθµητική µέθοδος που 

χρησιµοποιείται είναι η µέθοδος των πεπερασµένων όγκων ελέγχου. Ο αλγόριθµος 

που εφαρµόζεται για την επίλυση του υδροδυναµικού πεδίου είναι ο αλγόριθµος 

SIMPLEST. Για την προσοµοίωση χρησιµοποιείται το εµπορικό πακέτο PHOENICS 

της εταιρείας CHAM ltd. Για τη µοντελοποίηση της ροής εφαρµόζεται οµοιόµορφο 

δοµηµένο πλέγµα, το οποίο αποτελείται από εξάεδρα στοιχειώδη κελιά κυλινδρικού 

συστήµατος συντεταγµένων.  

Παρουσιάζεται η διαδικασία εύρεσης του ανεξάρτητου πλέγµατος για τη 

συγκεκριµένη γεωµετρία του προβλήµατος, καθώς και οι όψεις του ανεξάρτητου 

πλέγµατος σε δι-διάστατο και τρι-διάστατο επίπεδο. 

Τέλος, εξάγονται συµπεράσµατα για τις κατανοµές των ταχυτήτων u, v, w, 

καθώς επίσης και για την κατανοµή της συγκέντρωσης στο πεδίο ροής.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

i 



 

ABSTRACT 

The present thesis investigates the numerical simulation of sediment suction from 

the bottom of a cylindrical tank by applying techniques of Computational Fluid 

Dynamics (CFD).  

The model consists of a cylindrical tank and an immersed suction pipe 

responsible for the suction of the sediment at the bottom of the tank. The walls of the 

tank are adiabatic and no chemical reaction is noted inside. The proposed 

mathematical model simulation is based on partial differential equations governing 

the unsteady, three-dimensional flow. The equations are discretized by the finite volume 

method and solved by the SIMPLEST algorithm embodied in the CFD code 

PHOENICS. The flow is modeled by a uniformly structured grid. The specific grid 

consists of hexahedrons elementary cells of the cylindrical coordinate system.  

The process of finding the independent grid for the particular geometry of the 

problem is described extensively. The views of the independent grid in two-

dimensional and three-dimensional layer are also presented.  

Finally, conclusions are drawn and described from the numerical results of the 

velocity and concentration distribution in the flow field.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  1 

 

 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

 

1.1   Γενικά 

 

Αναρρόφηση είναι η ροή ενός ρευστού εντός µιας περιοχής µερικού κενού ή 

µιας περιοχής χαµηλής πίεσης. Η διαβάθµιση της πίεσης µεταξύ της περιοχής αυτής 

και της πίεσης του περιβάλλοντος θα ωθήσει το ρευστό προς την περιοχή της 

χαµηλότερης πίεσης. Η εφαρµογή της αναρρόφησης από τον πυθµένα αποτελεί 

ενδιαφέρον αντικείµενο µελέτης στις επιστήµες των διαφόρων κλάδων της 

Μηχανικής. Η εφαρµογή µεθόδων αναρρόφησης στις βιοµηχανικές ροές συνεισφέρει 

στον έλεγχο και στη διατήρηση ορισµένων επιθυµητών χαρακτηριστικών σε κρίσιµες 

ροές σε µεγάλο φάσµα παραγωγικών διαδικασιών. 

Κατά την εφαρµογή της αναρρόφησης από πορώδη τοιχώµατα επιτυγχάνεται η 

διατήρηση της στρωτής ροής, η καθυστέρηση εµφάνισης χαµηλής ποιότητας 

ρευστού, η καθυστέρηση εµφάνισης της αποκόλλησης µε την απαγωγή θερµού 

ρευστού επικίνδυνου για την αντοχή των τοιχωµάτων και η ψύξη πτερυγίων 

στροβιλοµηχανών. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 1.1 : Πειραµατική διάταξη αναρρόφησης σε πέντε κατευθύνσεις. 

 

1 



 

 

Επίσης η αναρρόφηση από τον πυθµένα εφαρµόζεται σε πολλές περιπτώσεις 

υδροληψίας από τον πυθµένα λιµνών ή θαλασσών για λόγους όπως η εγκατάσταση 

επιπλεόντων υλικών στην επιφάνεια , η µείωση της έκτασης αρδεύσεων ή και για 

λόγους αισθητικούς όπως η µη εµφανής κατασκευή της υδροληψίας.  

Από θεωρητική σκοπιά ,η απόκριση του οριακού στρώµατος σε µια τέτοια 

απότοµη αλλαγή στις οριακές συνθήκες µας προσφέρει τη δυνατότητα ανίχνευσης 

και κατανόησης των δυναµικών στοιχείων της τυρβώδους ροής. 

 

 

1.2  Ιστορική µελέτη 

 

Οι Weisseberg και Bergman [1] διερεύνησαν πειραµατικά το φαινόµενο της 

αναρρόφησης για ρυθµούς έως 2% (Cq=Vw/Uo , όπου  Vw είναι η κάθετη ταχύτητα 

στο τοίχωµα και Uo η ταχύτητα στην κεντρική γραµµή) και ανακάλυψαν ότι οι 

διαµήκεις εντάσεις της τύρβης µειώνονται. 

Οι Brosh και Winograd [2] σε πειραµατική µελέτη µε αναρρόφηση σε κλειστό 

αγωγό µε αέρα κατέληξαν στο συµπέρασµα ότι απαιτούνται 40 διάµετροι για την 

επίτευξη ισορροπίας στα µεγέθη των τυρβωδών εντάσεων. 

Ο Schildknecht [3] έκανε µετρήσεις  µε ανεµοµετρία θερµού σύρµατος σε αέρα 

σε κλειστό αγωγό µε σκοπό την εξαγωγή συµπερασµάτων για τα τυρβώδη 

χαρακτηριστικά του οριακού στρώµατος. Με την εφαρµογή ρυθµών αναρρόφησης ως 

13% (Cq=Qw/Qol , όπου  Qw είναι η παροχή κυκλώµατος αναρρόφησης και  Qol  

είναι η ολική παροχή) διαπίστωσε ότι πάνω από την περιοχή της αναρρόφησης 

µειώνονται οι εντάσεις της τύρβης µε διαφορετικό ρυθµό σε κάθε διεύθυνση καθώς 

και τα τοπικά µέγιστα των όρων της εξίσωσης της τυρβώδους κινητικής ενέργειας. 

Ο Elena [4] χρησιµοποιώντας έναν θερµαινόµενο αγωγό µελέτησε τις µεταβολές 

της ταχύτητας και της θερµοκρασίας εξ αιτίας της επιβολής µικρού ρυθµού 

αναρρόφησης και εξήγαγε συµπεράσµατα για τις χαρακτηριστικές κλίµακες των 

διακυµάνσεων της ταχύτητας και της θερµοκρασίας. ∆ιαπιστώθηκε  αύξηση της 

χαρακτηριστικής κλίµακας Taylor κοντά στο τοίχωµα. 

Οι McLean και Μellor [5] χρησιµοποιώντας σωλήνα Pitot  µελέτησαν την 

επίδραση της έγχυσης ποσότητας ρευστού σε ροη µε αντίθετη κλίση πίεσης. 

Ανακάλυψαν την αλλαγή του σχήµατος του προφίλ της ταχύτητας, την µείωση του 

συντελεστή τριβής και του αριθµού Stanton και την ταχύτερη προσέγγιση προς την 

αποκόλληση. 

Οι Sofialidis και Prinos [6] σε µαθηµατική προσοµοίωση µε µη γραµµικά 

µοντέλα τύρβης k-ε και k-ω χαµηλού αριθµού Reynolds µελέτησαν την επίδραση 

ρυθµών αναρρόφησης σε πλήρως ανεπτυγµένη τυρβώδη ροη σε κλειστό αγωγό. 

Συµπέραναν ότι η κατανοµή των µέσων ταχυτήτων γίνεται πιο οµοιόµορφη µε 

αύξηση των ταχυτήτων κοντά στο τοίχωµα και αντίστοιχη µείωση τους στην 

κεντρική περιοχή και ότι οι εντάσεις της τύρβης µειώνονται. 

 

 

 



 

2 

Οι Park και Choi [7] µελέτησαν την επίδραση οµοιόµορφης έγχυσης και 

αναρρόφησης από µικρή λωρίδα µε χρήση Άµεσης Αριθµητικής Προσοµοίωσης 

(DNS). Το συµπέρασµα ήταν η αύξηση του συντελεστή τριβής πάνω από τη διάτρητη 

λωρίδα και µείωση µετά τη διάτρητη περιοχή στην περίπτωση της αναρρόφησης και 

αντίθετο αποτέλεσµα στην περίπτωση της έγχυσης. Στην πρώτη περίπτωση υπάρχει 

µείωση των εντάσεων τύρβης πάνω από την περιοχή της αναρρόφησης και αύξηση 

στην περιοχή µετά την αναρρόφηση. 

Τέλος ,οι Sumitani και Kasagi [8] εφαρµόζοντας τη µεθοδολογία της 

Προσοµοίωσης των Μεγάλων ∆ινών (LES) µελέτησαν την επίδραση έγχυσης και 

αναρρόφησης µεταξύ δύο τοιχωµάτων σε πλήρως αναπτυγµένη τυρβώδη διδιάστατη 

ροή σε αγωγό στον οποίο τα τοιχώµατα ήταν ισόθερµα, αλλά βρίσκονταν σε 

διαφορετικές θερµοκρασίες. Τα αποτελέσµατα που πήραν έδειξαν µη συµµετρικές 

τιµές της µέσης ταχύτητας και της µέσης θερµοκρασίας σε σχέση µε την κεντρική 

τιµή του καναλιού. Επίσης οι συντελεστές τριβής και ο αριθµός Νu µειώθηκαν στην 

περιοχή της έγχυσης ,ενώ αντίθετα αυξήθηκαν στην περιοχή της αναρρόφησης. 

Ανακάλυψαν ότι οι τυρβώδεις εντάσεις ,οι διατρητικές τάσεις Reynolds και οι 

τυρβώδεις παροχές θερµότητας αυξάνουν µε την έγχυση και µειώνονται µε την 

αναρρόφηση.  
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2.1   Φυσική περιγραφή του

Στην παρούσα εργασία

διαδικασίας αναρρόφησης του

Επιλέχθηκε κυλινδρικός τοµέας

Η γεωµετρία του τοµέα αποτελείται

από υγρό ρευστό και το

χρησιµοποιήθηκαν κυλινδρικές

βρίσκεται κατακόρυφα, στη δεξιά
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ΤΟ ΦΥΣΙΚΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

περιγραφή του προβλήµατος 

εργασία πραγµατοποιείται υπολογιστική προσοµοίωση

αναρρόφησης του ιζήµατος από τον πυθµένα κυλινδρικής δεξαµενής

τοµέας µε διαστάσεις 1m ύψος, 1m µήκος και π/10m

αποτελείται δύο τµήµατα. Το πάνω τµήµα καταλαµβάνεται

και το κάτω τµήµα από στερεό ίζηµα. Στο πρόβληµα

κυλινδρικές συντεταγµένες µε το σωλήνα αναρρόφησης

στη δεξιά πλευρά του τοµέα. 

Σχήµα 2.1  Η γεωµετρία του τοµέα 

3 

προσοµοίωση της 

κυλινδρικής δεξαµενής. 

m πλάτος. 

καταλαµβάνεται 

Στο πρόβληµα 

αναρρόφησης να 
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Η προσοµοίωση έγινε µε χρήση του υπολογιστικού κώδικα PHOENICS της 

εταιρείας CHAM ltd. Το µαθηµατικό µοντέλο που περιγράφεται δηµιουργήθηκε για 

να προβλέπει τις µεταβατικές τοπογραφικές µεταβολές που σχετίζονται µε την 

διάβρωση και εναπόθεση των ιζηµάτων που προέρχονται από την αναρρόφηση. 

Η γεωµετρία [9] περιλαµβάνει ένα βυθισµένο σωλήνα αναρρόφησης σε ένα 

''στρώµα'' από ίζηµα το οποίο αποτελεί την περιοχή υψηλής συγκέντρωσης. Η ακτίνα 

του σωλήνα είναι 0.2 µέτρα. Το στόµιο του σωλήνα αναρρόφησης απέχει 0,1 µέτρα 

από το στρώµα του ιζήµατος. Η ταχύτητα στην είσοδο του σωλήνα είναι w1= 0.1 m/s. 

Το πάνω µέρος του τοµέα είναι γεµάτο µε νερό. Η συγκέντρωση τέθηκε ίση µε 1 ��/��στο στρώµα του ιζήµατος, ενώ στον υπόλοιπο τοµέα ίση µε 0. 

 

2.2    Σκοπός της εργασίας 

Σκοπός της εργασίας είναι η µελέτη του φαινοµένου της αναρρόφησης από 

δεξαµενή κυλινδρικού σχήµατος, η οποία περιέχει νερό. Το προτεινόµενο 

µαθηµατικό µοντέλο προσοµοίωσης βασίζεται στις µερικές διαφορικές εξισώσεις που 

διέπουν την µη µόνιµη, τρισδιάστατη ροή. Τα τοιχώµατα τις δεξαµενής είναι 

αδιαβατικά και δεν πραγµατοποιείται  χηµική αντίδραση. Η αριθµητική µέθοδος που 

χρησιµοποιείται είναι η µέθοδος των πεπερασµένων όγκων ελέγχου. Στόχος είναι η 

κατάστρωση και επίλυση των διαφορικών εξισώσεων διατήρησης για τις τρεις 

συνιστώσες της ταχύτητας (u, v, w) και τη συγκέντρωση C1. Για την επίλυση των 

εξισώσεων χρησιµοποιείται µία επαναληπτική µέθοδος γραµµή προς γραµµή που 

ονοµάζεται ADI. Ο αλγόριθµος που εφαρµόστηκε για την επίλυση του 

υδροδυναµικού πεδίου είναι ο SIMPLEST. Εξάγονται συµπεράσµατα για την 

κατανοµή των ταχυτήτων και την κατανοµή της συγκέντρωσης του ιζήµατος.  
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 

 

3.1  Εισαγωγή 

Η αριθµητική προσοµοίωση των φαινοµένων µεταφοράς γίνεται δυνατή µε την 

αποτύπωση σε µαθηµατική µορφή, δηλαδή σε µορφή µερικών διαφορικών 

εξισώσεων, των νόµων που διέπουν τα φαινόµενα αυτά. Οι µερικές διαφορικές 

εξισώσεις εκφράζουν την αρχή διατήρησης για κάποια φυσική ποσότητα. Σε έναν 

χώρο συντεταγµένων Euler η εξίσωση διατήρησης µιας φυσικής ποσότητας Φ, έχει 

την παρακάτω µορφή: 

 

Συσσώρευση + (Εκροή- Εισροή) = (Παραγωγή – Κατανάλωση) 

 

Συνεπώς, οι όροι της διαφορικής εξίσωσης ορίζουν κάποια δράση ανά µονάδα 

όγκου, µε τρόπο τέτοιο ώστε το άθροισµα τους να ικανοποιεί ένα ισοζύγιο.  

Η φυσική ποσότητα που διατηρείται, αποτελεί την εξαρτηµένη µεταβλητή της 

εξίσωσης διατήρησης, η οποία εκφράζει την ισορροπία των διαφορικών παραγόντων 

που επηρεάζουν αυτή τη µεταβλητή. Συνήθως, στις εξισώσεις διατήρησης η 

εξαρτηµένη µεταβλητή είναι ποσότητα ανηγµένη στη µονάδα µάζας, δηλαδή ειδική 

ποσότητα, π.χ. κλάσµα µάζας (µάζα συστατικού ως προς τη µάζα µίγµατος), 

ταχύτητα (ορµή ανά µονάδα µάζας), ειδική ενθαλπία. 

3.2  Μεταβλητές  

Οι ανεξάρτητες µεταβλητές του προβλήµατος είναι οι τρεις διαστάσεις του 

χώρου(θ, r, z) ενός κυλινδρικού συστήµατος συντεταγµένων.  Οι κύριες εξαρτηµένες 

µεταβλητές είναι οι τρεις συνιστώσες της ταχύτητας (u, v, w,), η πίεση P και η 

συγκέντρωση C1.  

3.3  Εξισώσεις ∆ιατήρησης 

Η κατάστρωση των µερικών διαφορικών εξισώσεων διατήρησης στηρίζεται στις 

ακόλουθες παραδοχές (Markatos and Moult, 1979; Yang et al., 2000:  

� Μη Μόνιµη, µονοφασική ροή 

� Ασυµπίεστη ροή 

� Νευτωνικό ρευστό 

� Απουσία χηµικής αντίδρασης 

� Οι φυσικές ιδιότητες λαµβάνονται σταθερές στη θερµοκρασία 25,5 
ο
C 

ή 298,5 
ο 

K 

� Κυλινδρικό σύστηµα συντεταγµένων 
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Με βάση τα παραπάνω οι εξισώσεις διατήρησης έχουν την ακόλουθη µορφή 

(Spalding, 1980), (Markatos, 1989), (Theologos et al., 1996): 

 

 Εξίσωση διατήρησης της µάζας ή εξίσωση συνέχειας 

Το κλάσµα όγκου, η πυκνότητα και οι τρεις συνιστώσες της ταχύτητας πρέπει να 

ικανοποιούν την ακόλουθη εξίσωση διατήρησης της µάζας ή εξίσωση συνέχειας. 

 ��
�� 	

�
�
 �� 
� 	 1�

�
�� ����� 	 1�

�
��  ���� � 0                                       �3.1� 

 

 Εξίσωση διατήρησης της ορµής για τη r-συνιστώσα της ταχύτητας, u 

���
�� 	 1

�
�
�� ������ 	 1�

�
�� ����� 	 ��
 ���
�

�  1�
�
�� ������

��
��� 	

1
�
�
�� �����

��
���� 	

�
�
 �����

��
�
�

� ����                                                                                                    �3.2� 
 Εξίσωση διατήρησης της ορµής για τη !-συνιστώσα της ταχύτητας, v 

���
�� 	 1

�
�
�� ������ 	 1�

�
�� ����� 	 ��
 ���
�

� 1�
�
�� ������

��
��� 	

1
�
�
�� �����

��
���� 	

�
�
 �����

��
�
� 	 

	"��#2 � ����$                                                                        �3.3� 
 Εξίσωση διατήρησης της ορµής για τη %-συνιστώσα της ταχύτητας, w 

��

�� 	 1

�
�
�� ���
�� 	 1�

�
�� ��
�� 	 ��
 ��

�

�  1�
�
�� ������

�

�� � 	

1
�
�
�� �����

�

���� 	

�
�
 �����

�

�
 � 	 

                              	 ���� � ���
�                                                                         �3.4� 
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Όπου  :         ���� =ο ενεργός συντελεστής συνεκτικότητας 

                     �= η γωνιακή ταχύτητα 

                     �= η ακτινική ταχύτητα 
     
= η αξονική ταχύτητα 
                  �= η πυκνότητα 

     � = η πίεση 

     �= η επιτάχυνση της βαρύτητας 

Η γενική µορφή της εξίσωσης διατήρησης της βαθµωτής ποσότητας 

(συγκέντρωση C1) είναι :   

          

'
'(  ��)1� 	  *+� ��)1�,-� � *+��.��/* )1� 	 01                (3.5) 

 

3.4  Οριακές συνθήκες 

Στα όρια του υπολογιστικού πεδίου, θα πρέπει να εφαρµοστούν ειδικές τεχνικές, 

έτσι ώστε να εισαχθεί στη διακριτοποιηµένη εξίσωση µεταφοράς η πληροφορία που 

περιέχεται στις οριακές συνθήκες. Στην παρούσα εργασία εφαρµόστηκαν οι 

ακόλουθες οριακές συνθήκες. 

 

Σχήµα 3.1 : Γεωµετρία τοµέα 

 

Ο πυθµένας της δεξαµενής περιέχει ίζηµα µε συγκέντρωση 1 ��/��. Το 

υπόλοιπο τµήµα της δεξαµενής περιέχει νερό. Στα πλευρικά τοιχώµατα της 

δεξαµενής , εφαρµόζεται η συνθήκη Neumman για τις ταχύτητες (
'2
'3 � 0� , ενώ η 



 

µεταβολή της ροής του νερού είναι µηδέν (
'4
'3 � 0�. Η επιφάνεια της δεξαµενής είναι 

ελεύθερη και στο ένα άκρο, από το οποίο πραγµατοποιείται η αναρρόφηση του 

ιζήµατος, εφαρµόζεται η συνθήκη γνωστής ροής µάζας (�5 � � · 7 · 
�. Τα 

εσωτερικά τοιχώµατα του σωλήνα αναρρόφησης έχουν µηδενικό πορώδες και δεν 

διαπερνώνται από το νερό. Η αριθµητική επίλυση του προβλήµατος 

πραγµατοποιήθηκε για πραγµατικό χρόνο 10 sec. 

 Οι παραπάνω οριακές συνθήκες εφαρµόζονται στο λογισµικό πρόγραµµα 

PHOENICS µε τις ακόλουθες εντολές: 

               

Μεταβλητή 

 
Πλευρικά 

τοιχώµατα 

δεξαµενής 

Πυθµένας 

δεξαµενής 

Έξοδος 

νερού-τµήµα 

επιφάνειας 

δεξαµενής 

Τοίχωµα 

σωλήνα 

αναρρόφησης 

      

U  ONLYMS,SAME - - CONPOR,0.0 

V  ONLYMS,SAME - - - 

W  ONLYMS,SAME - - - 

P  FIXP,0.0 - 

FIXFLU,-

τιµή ροής 

µάζας 

- 

C1  - 

Αρχική 

συγκέντρωση 

ιζήµατος    

189/:; 

- - 

 

Η ONLYMS είναι µια οριακή συνθήκη η οποία δηλώνει ότι η συναγωγή 

επηρεάζει τη  µεταφορά της µεταβλητής φ από το κέντρο του κελιού στο όριο, ενώ η 

επίδραση της διάχυσης είναι µηδενική. 

Η FIXVAL είναι µια οριακή συνθήκη σταθερής τιµής. Στο λογισµικό Phoenics, 

οι οριακές συνθήκες, όπως και οι πηγές, εµφανίζονται στο δεξί µέρος της διαφορικής 

εξίσωσης µεταφοράς της µεταβλητής φ. Έτσι ισχύει ότι: 
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*+�<�=�,- � .2 ��/* => �  02 	 0?1@ 	 0?1# 	A	 0?1B             �3.6� 
 

 

 Όπου 0?1@, 0?1#, … , 0?1B είναι οι οριακές συνθήκες οι οποίες εµφανίζονται σε 

συγκεκριµένες περιοχές του πλέγµατος. Μετά την ολοκλήρωση της παραπάνω 

διαφορικής εξίσωσης (5.5) σε έναν όγκο ελέγχου, η εξίσωση της οριακής συνθήκης 

παίρνει την παρακάτω γραµµικοποιηµένη µορφή: 

  

0?1 � F)�G � H�              (4.6) 

 

Έτσι , η τελική µορφή της δακριτοποιηµένης εξίσωσης µεταφοράς παίρνει την 

ακόλουθη µορφή: 

 

/I=I � J KL=L
M,N,O,P,Q,R

	 02 	 J  F)<G � =I>          �  3.7�       
4T(UV�W

 

 

 Όπου :     02 = οι όροι πηγής 

                     ) = ένας συντελεστής 

 G  = η τιµή 

 F = ένας γεωµετρικός πολλαπλασιαστής 

Η µεταβλητή =I υπολογίζεται από τη σχέση : 

 

=I � ∑KL=L 	 02 	 ∑FG)
/I 	 ∑F)                        �3.8� 

 

Στην  περίπτωση της οριακής συνθήκης σταθερής τιµής (FIXVAL), θέτουµε ένα 

µεγάλο αριθµό στο συντελεστή  ) και την επιθυµητή τιµή στο G.Έτσι, η εξίσωση 

(3.7) γράφεται ως εξής : 

 

=I � ∑KL=L 	 02 	 ∑FG)
/I 	 ∑F) �  �Z[�ό\ K�Z��ό\ 	 F)G

�Z[�ό\ K�Z��ό\ 	 F)  �  F)GF) � G    �3.9�         



 

 

 

10 

 

Η FIXFLU είναι µία οριακή συνθήκη σταθερής ροής. Στην περίπτωση αυτή, 

θέτουµε ένα µικρό αριθµό στο συντελεστή ) και θεωρούµε ότι το G ισούται µε πηγή / ). Στην περίπτωση αυτή, η µεταβλητή =I δίνεται από την εξίσωση : 

 

=I �   ∑KL=L 	 02 	  ^_`ή
/I     �3.10�              

Η FIXP είναι µια οριακή συνθήκη σταθερής τιµής πεδίου. Συχνά, 

αντιµετωπίζεται η ανάγκη της διατήρησης της τιµής της φ σε κάποιο εσωτερικό 

κόµβο στην τιµή =abc, σταθερής και ανεξάρτητης των µεταβολών που επιβάλλει ο 

αλγόριθµος επίλυσης σε εσωτερικό κόµβο. Στην παρούσα εργασία, η τιµή της πίεσης 

P θεωρήθηκε σταθερή και ανεξάρτητη των µεταβολών στα πλευρικά τοιχώµατα της 

δεξαµενής. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  4 

 

ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΕΠΙΛΥΣΗΣ 

 

4.1  Εισαγωγή 

 Οι εξισώσεις του µαθηµατικού µοντέλου, οι οποίες περιγράφουν το πρόβληµα  

της αναρρόφησης ιζήµατος από τον πυθµένα κυλινδρικής δεξαµενής, δεν επιλύονται 

αναλυτικά, αλλά µε αριθµητικές µεθόδους. Οι αριθµητικές µέθοδοι που 

χρησιµοποιούνται συνίστανται στη µετατροπή των διαφορικών εξισώσεων ,µε 

κατάλληλα σχήµατα διακριτοποίησης, σε σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων που 

µπορεί να επιλυθεί. 

Πιο συγκεκριµένα ,αν φ είναι η µεταβλητή που µας ενδιαφέρει ,η αριθµητική 

επίλυση συνίσταται στην εύρεση ενός συνόλου αριθµητικών τιµών σε συγκεκριµένα 

σηµεία του πλέγµατος, από τις οποίες µπορεί να προκύψει η κατανοµή της φ στο 

πεδίο ροής. 

Η διαδικασία επίλυσης περιλαµβάνει υποδιαίρεση του υπολογιστικού πεδίου σε 

µικρότερα υποχωρία ,ώστε να δηµιουργηθεί ένα δοµηµένα πλέγµα. Η συστηµατική 

διακριτοποίηση του χώρου και των εξαρτηµένων µεταβλητών καθιστούν εφικτή την 

αντικατάσταση των διαφορικών εξισώσεων από απλούστερες αλγεβρικές εξισώσεις. 

Η εξίσωση διακριτοποίησης είναι µια αλγεβρική εξίσωση που προέρχεται από µια 

διαφορική εξίσωση και µεταφέρει όσο το δυνατόν επαρκέστερα το φυσικό νόηµα που 

εκφράζει αυτή. Όσο ο αριθµός των διακριτών σηµείων του πλέγµατος αυξάνεται ,η 

λύση που αποδίδουν οι εξισώσεις διακριτοποίησης πλησιάζει την ακριβή λύση που θα 

έδιναν οι διαφορικές εξισώσεις. 

Στην παρούσα εργασία για την επίλυση του προβλήµατος εφαρµόζεται η 

µέθοδος των πεπερασµένων όγκων ελέγχου ,η οποία ανήκει στις ολοκληρωτικές 

µεθόδους αριθµητικής επίλυσης των µερικών διαφορικών εξισώσεων. Στις 

ολοκληρωτικές µεθόδους η διακριτοποιηµένη εξίσωση, µέσω της οποίας 

προσδιορίζεται η αριθµητική λύση, προκύπτει από την ολοκλήρωση της εξίσωσης 

µεταφοράς πάνω σε κάποιον όγκο ελέγχου. 

Το πιο σηµαντικό πλεονέκτηµα της ανάλυσης µε τη µέθοδο των πεπερασµένων 

όγκων ελέγχου είναι ότι η προκύπτουσα λύση εµπεριέχει την εφαρµογή επακριβώς 

της εξίσωσης διατήρησης ποσοτήτων όπως η µάζα, η ορµή και η ενέργεια σε 

οποιοδήποτε υποσύνολο του υπολογιστικού πλέγµατος και στο σύνολο του 

πλέγµατος. 
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4.2  Μέθοδος πεπερασµένων όγκων ελέγχου 

Η αριθµητική µέθοδος που εφαρµόστηκε για την επίλυση του προβλήµατος της 

αναρρόφησης από τον πυθµένα είναι η µέθοδος των πεπερασµένων όγκων ελέγχου. Η 

µέθοδος των πεπερασµένων όγκων ελέγχου ανήκει στις ολοκληρωτικές µεθόδους 

αριθµητικής επίλυσης των µερικών διαφορικών εξισώσεων. Η µέθοδος αυτή είναι 

γενική και µπορεί να αντιµετωπίσει µε επιτυχία προβλήµατα µεταφοράς θερµότητας, 

µάζας, ορµής και ενέργειας (Μαρκάτος & Ασηµακόπουλος, 1995). Η παρουσίαση της 

µεθόδου θα γίνει µε τη βοήθεια του τρισδιάστατου πεδίου ροής. 

 

4.2.1 Πλέγµα-Όγκος ελέγχου 

 

Το πρώτο βήµα στην εφαρµογή της µεθόδου των πεπερασµένων όγκων ελέγχου 

είναι η διαίρεση του πεδίου σε επιµέρους όγκους ελέγχου. Για το σκοπό αυτό ,το 

πεδίο χωρίζεται σε πεπερασµένους όγκους τυχαίου µεγέθους, αλλά πάντοτε 

τυπολογικά καρτεσιανού σχήµατος. Ο τελευταίος περιορισµός δηλώνει ότι οι όγκοι 

ελέγχου µπορεί να είναι µη-ορθογωνικου σχήµατος, αλλά θα έχουν πάντοτε έξι ακµές 

και έξι πλευρές, στη γενική τρισδιάστατη περίπτωση (Μαρκάτος & Ασηµακόπουλος, 

1995). Στην παρούσα εργασία εφαρµόζεται κυλινδρικό σύστηµα συντεταγµένων. 

Αρχικά ορίζεται η θέση των κόµβων του πλέγµατος. Κάθε κόµβος περιέχεται σε 

έναν όγκο ελέγχου. Στη συνέχεια, στη µέση της απόστασης των δυο κόµβων και 

κάθετα στη γραµµή που τους ενώνει, τοποθετούνται τα µέτωπα των όγκων ελέγχου 

(Σχ. 4.1).Με τον τρόπο αυτόν δηµιουργούνται οι όγκοι ελέγχου. Ο κεντρικός κόµβος 

ο οποίος περιέχεται στο εσωτερικό του όγκου ελέγχου συµβολίζεται µε Ρ. Οι 

γειτονικοί κόµβοι συµβολίζονται ανάλογα µε τη θέση τους ως E, W, S, N, Η, L (Σχ. 

4.1). Οι αντίστοιχες επιφάνειες των όγκων ελέγχου συµβολίζονται µε ∆e, ∆w, ∆s, ∆n, 

∆h, ∆l. Το σύστηµα συντεταγµένων που παρουσιάζεται στο σχήµα 4.1 είναι 

κυλινδρικό. Απεικονίζεται ο στοιχειώδεις όγκος ελέγχου και στις τρεις διαστάσεις 

του κυλινδρικού συστήµατος συντεταγµένων. ∆ιακρίνονται ο κεντρικός κόµβος, οι 

γειτονικοί κόµβοι και τα αντίστοιχα µέτωπα των όγκων ελέγχου. 
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Σχήµα 4.1 : Στοιχειώδης όγκος ελέγχου στις τρεις διαστάσεις του κυλινδρικού 

συστήµατος συντεταγµένων. (όπου Τ= High, B= Low, ∆t= high επιφάνεια, ∆b= low 

επιφάνεια)  

 

Στους κεντρικούς κόµβους (Ρ) των όγκων ελέγχου (κόµβοι του πλέγµατος) 

αποθηκεύονται τα βαθµωτά µεγέθη  ρ, C1, P . Στα µέτωπα των όγκων ελέγχου 

αποθηκεύονται τα διανυσµατικά µεγέθη των ταχυτήτων u, v, w (staggered grid). Με 

τον τρόπο αυτό οι τιµές των ταχυτήτων είναι άµεσα διαθέσιµες για τον υπολογισµό 

των ροών συναγωγής µεταξύ δύο γειτονικών όγκων ελέγχου, ενώ η διαφορά πίεσης 

ορίζεται ως η ωθούσα δύναµη ροής. 

 

4.2.2  ∆ιακριτοποίηση 

Το επόµενο βήµα στη µέθοδο πεπερασµένων όγκων είναι η ολοκλήρωση της 

εξίσωσης διατήρησης σε κάθε όγκο ελέγχου. Η διακριτοποιηµένη εξίσωση, µέσω της 

οποίας προσδιορίζεται η αριθµητική λύση, προκύπτει από την ολοκλήρωση της 

διαφορικής εξίσωσης µεταφοράς πάνω σε κάποιο πεπερασµένο όγκο ελέγχου 

(Μαρκάτος & Ασηµακόπουλος, 1995). 

Η γενική µορφή της εξίσωσης µεταφοράς είναι (Patankar & Spalding,  

1972;Markatos & Moult, 1979; Markatos,  1983) : 
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 '
'((ρ φ) + div  (ρ φ�,-) = diν  (Γ grad φ) + 0�             (4.1) 

 

 

Οι όροι που εµφανίζονται στην εξίσωση (4.1) είναι, από αριστερά προς τα δεξιά, 

ο µεταβατικός όρος, ο όρος συναγωγής, ο όρος διάχυσης και ο όρος παραγωγής ή 

κατανάλωσης του φ. Στην παραπάνω εξίσωση (4.1), ρ είναι η πυκνότητα, φ η 

εξαρτηµένη µεταβλητή, �,- το διάνυσµα της ταχύτητας, Γ ο συντελεστής διάχυσης και 0� ο όρος πηγής.  

Με ολοκλήρωση στον όγκο ελέγχου V και για µη µόνιµες συνθήκες, η εξίσωση 

(4.1) γράφεται: 

 

 

       

def �
��

(gh(

(i
��=�*�j*G 	 f ed*+���=

i

(gh(

(
��,,,,-*Gj*�

�  f e
(gh(

(
d*+��.��/*=�*Gj*� 	 f �d0�*G�*�

i

(gh(

(i
 

            

                               

(4.2) 

 

Στη συνέχεια, γράφοντας τους όρους της συναγωγής και της διάχυσης ως 

επιφανειακό ολοκλήρωµα πάνω στην επιφάνεια του όγκου ελέγχου Α, µε του 

θεωρήµατος του Gauss, η παραπάνω εξίσωση (4.2) γράφεται: 

 

def �
�� ��=�*�j*G 	 f ekl ,,,-

m

(gh(

(

(gh(

(i
· ��=� ,,,-�*nj*�

�  f ekl,-
m

(gh(

(
 · �.��/*=�*nj*� 	 f ed0�*Gj*�

i

(gh(

(
 

 

            

                                                                                                                      

                                                                                                           (4.3) 
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       Η µαθηµατική ανάλυση που ακολουθεί, βασίζεται στον Jakobsen (2007), 

Μεταπτυχιακή εργασία Π. Παπαδόπουλου (2012). 

 

 Όρος διάχυσης  
 

 

f e
(gh(

(
d*+��.��/*=�*Gj*� � 
i

f ed1
�i

(gh(

(
�
�� ��.

�=
����*�*�*
j*�

	 f ed1
�i

(gh(

(
�
�� �.

�=
����*�*�*
j*�

	 f ed �
�
 �.

�=
�
��*�*�*
j*�i

(gh(

(
 

 

 

              (4.4) 

 

 

Για τον πρώτο όρο (r- διεύθυνση) έχουµε : 

 

f ed1
�i

(gh(

(
�
�� ��.

�=
����*�*�*
j*� �  o�o
e��. �=���� � ��. �=���p jo�

�  n� ��. �=���� o� � np ��. �=���p o� � 

 

                       �   n� .� �� �=O � =4q�4O � o� � np.p�� �=4 � =Pq�P4 � o� � 

                       �  r��=O � =4�o� � rp  �=4 � =P� o�                                    (4.5) 

 

Όπου :                n� � o�o
         και       np �  o�o
                              

    
                         r� � ms ts us

vuwx          και      rp � myty uy
vuzw                        
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Για τον δεύτερο όρο (θ – διεύθυνση) έχουµε :  

f ed1
�i

(gh(

(
�
�� �.

�=
����*�*�*
j*� �  o�o
e�. �=���B � �. �=���W  jo� � 

                                                �  nB  �. �=���B  o� � nN �. �=���W  o� 
                       �  nB. �=M � =4q�4M � o� � nN. �=4 � =Nq�N4 � o� 

                                                �  rB �=M � =4�o� � rN �=4 � =N� o�            (4.6) 

 

 

                                                                                                                   

Όπου :          nB �  o�o
             και        nN � o�o
                           
                     

                      rB � m{t{v|w}               και        rN � m~t�v|~w                

 

 

Για τον τρίτο όρο (z – διεύθυνση ) έχουµε : 

 

f ed �
�
 �.

�=
�
��*�*�*
j*�i

�
(gh(

(
�
�
 �.

�=
�
��*�*�*
j*�

�  �o�o� e�. �=�
�V � �. �=�
��  jo�
� nV �. �=�
�V o� � n� �. �=�
�� o� 

                           �   nV . V �=R � =4q
4R � o� � n�.� �=4 � =Qq
Q4 �o� 
                           �  rV�=R � =4�o� � r�  �=4 � =Q� o�                                        (4.7) 
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Όπου :          nV �   �o�o�            και        n� �  �o�o�             

                     

                      rV � m�t�v�w�               και        r� � m�t�v��w                    

 

Άρα:   

f e
(gh(

(
d*+��.��/*=�*Gj*� � 
i

r��=O � =4�o� � rp  �=4 � =P�o�
	 rB �=M � =4�o� � rN �=4 � =N�o� 	 rV�=R � =4�o�� r�  �=4 � =Q� o� 

 

  

                                                                                                                                   

(4.8) 

 
 

 Όρος µεταφοράς - συναγωγής 
 

f ed*+���=
i

(gh(

(
��,,,,-*Gj*� �  f ed1

�i

(gh(

(
�
�� ���=�u��*�*�*
j*� 

	 f ed1
�i

(gh(

(
�
�� ��=�|��*�*�*
j*� 	  f ed �

�
 ��=����*�*�*
j*�i

(gh(

(
   �4.9� 

                                                                           

                                                                                                                      

Για τον πρώτο όρο (r – διεύθυνση) έχουµε: 

 

f ed1
�i

(gh(

(
�
�� ���=�u��*�*�*
j*� �  o�o
e��=�u��� � ��=�u��pjo�

� n� ��=�u��� o� � np ��=�u��p  o� 
               �  n�H���=�o� � npHp�p=po� �  )�=�o� � )p=po� 



 

                                                                                                      (4.10) 
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Όπου :     n� �   o�o
            και        np �  o�o
 

                 H� � ���u��           και       Hp �  ���u�p 

                )� �  n�H���              και     )p � npHp�p 

 

Για το δεύτερο όρο (θ – διεύθυνση) έχουµε : 

                                                                                                                       

 

f ed1
�i

(gh(

(
�
�� ��=�|��*�*�*
j*�  �  o�o
e��=�|�B � ��=�|�Wjo�

� nB ��=�|�B o� � nW ��=�|�W o� 
                  �  nBHB=Mo� � nWHW=No� �  )B=Mo� � )W=No� 

 (4.11) 

 

Όπου :        nB �  o�o
            και        nW �  o�o
                   

                                 HB �  ���|�B           και       HW � ���|�W 
                                 )B �  nBHB              και     )W � nWHW 

 

Για τον τρίτο όρο (z – διεύθυνση ) έχουµε : 

 

f ed �
�
 ��=����*�*�*
j*�i

(gh(

(
�   �o�o�e��=����V � ��=�����jo�

� nV ��=���V  o� � n�  ��=����  o� � 

                                        �  nVHV=Ro� � n�H�=Qo� �  )V=Ro� � )�=Qo�        (4.12) 
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Όπου :        nV �  �o�o�            και        n� � � o�o�                   

                                 HV � �����V           και       H� � ������ 
                                 )V �  nVHV              και     )� � n�H� 
Άρα: 

f ed*+���=
i

(gh(

(
��,,,,-*Gj*� � 

 

� )�=�o� � )p=po� 	 )B=Mo� � )W=No� 	 )V=Ro� � )�=Qo�              (4.13) 

Για την πλήρη διακριτοποίηση της εξίσωσης µεταφοράς απαιτείται ο 

υπολογισµός των τιµών της µεταβλητής φ των όρων συναγωγής της στα µέτωπα των 

όγκων ελέγχου e, w, n, s, h και l, ως συνάρτηση των τιµών της στα υπολογιστικά 

σηµεία E, W, N, S, H και L, αντίστοιχα. Οι τιµές της εξαρτηµένης µεταβλητής φ στα 

µέτωπα των όγκων ελέγχου µπορούν να υπολογιστούν µε τους παρακάτω τρόπους : 

 

� Σχήµα Κεντρικών ∆ιαφορών 

Στο σχήµα κεντρικών διαφορών γίνεται η υπόθεση της γραµµικής κατανοµής της 

ποσότητας φ γύρω από τα µέτωπα των όγκων ελέγχου. Έτσι, η τιµή της φ στα µέτωπα 

του όγκου ελέγχου δίνεται από τις σχέσεις :   

 

 

 

=� �   =4 	 =O  2    ,      =p �   =P 	 =4  2        ,    =B �  =4 	 =M  2  

 (4.14) 

=W �   =N 	 =4  2    ,      =V �   =4 	 =M  2        ,    =� �   =Q 	 =4  2  

 

� Σχήµα Ανάντη ∆ιαφορών 

Το σχήµα των ανάντη διαφορών λαµβάνει υπόψη τη φορά της ροής. 

r   -  διεύθυνση: Αν η φορά της ροής είναι προς τη θετική κατεύθυνση, δηλαδή αν �u,� � 0 [KZ �u,p � 0 �H� � 0 [KZ  Hp � 0�, τότε οι τιµές της εξαρτηµένης 

µεταβλητής φ στα µέτωπα των όγκων ελέγχου είναι :  

                                   =p �  =P   [KZ   =� �   =4 



 

 

20 

 Αν η φορά της ροής είναι προς την αρνητική κατεύθυνση, δηλαδή αν �u,� �0 [KZ �u,p � 0 �H� � 0 [KZ  Hp � 0�, τότε οι τιµές της εξαρτηµένης µεταβλητής φ 

στα µέτωπα των όγκων ελέγχου είναι:     

                                  =� �   =O    [KZ   =p �   =4 

 

 θ  -  διεύθυνση: Αν η φορά της ροής είναι προς τη θετική κατεύθυνση, δηλαδή αν �|,B � 0 [KZ �|,W � 0 �HB � 0 [KZ  HW � 0�, τότε οι τιµές της εξαρτηµένης 

µεταβλητής φ στα µέτωπα των όγκων ελέγχου είναι :  

                                   =B �   =4   [KZ   =W �  =N 

 

 Αν η φορά της ροής είναι προς την αρνητική κατεύθυνση, δηλαδή αν �|,B �0 [KZ �|,W � 0 �HB � 0 [KZ  HW � 0�, τότε οι τιµές της εξαρτηµένης µεταβλητής φ στα 

µέτωπα των όγκων ελέγχου είναι:            

                                 =B �   =M    [KZ   =W �   =4 

 

 

z  -  διεύθυνση: Αν η φορά της ροής είναι προς τη θετική κατεύθυνση, δηλαδή αν ��,V � 0 [KZ ��,� � 0 �HV � 0 [KZ  H� � 0�, τότε οι τιµές της εξαρτηµένης 

µεταβλητής φ στα µέτωπα των όγκων ελέγχου είναι :  

                                   =V �  =4   [KZ   =� �  =Q 

 

Αν η φορά της ροής είναι προς την αρνητική κατεύθυνση, δηλαδή αν ��,V �0 [KZ ��,� � 0 �HV � 0 [KZ  H� � 0�, τότε οι τιµές της εξαρτηµένης µεταβλητής φ στα 

µέτωπα των όγκων ελέγχου είναι:     

                                  =V �   =R   [KZ   =� �  =4 

 

 

� Υβριδικό σχήµα 

Στο υβριδικό σχήµα η προσέγγιση των τιµών της φ στα µέτωπα του όγκου 

ελέγχου είναι συνάρτηση της απόλυτης τιµής του αριθµού Peclet, όπου:     

��U � ��o�.  

 



 

21 

 

 

Όταν  |��U| � 2  χρησιµοποιείται το σχήµα των κεντρικών διαφορών. 

Όταν |��U| � 2  χρησιµοποιείται το σχήµα των ανάντη διαφορών και αφαιρείται ο 

όρος της διάχυσης. 

 

 Μεταβατικός όρος 
 

Στον όρο της χρονικής παραγώγου εφαρµόζεται πρώτης τάξης έµµεσο σχήµα 

διακριτοποίησης .Με τον άνω δείκτη “o” συµβολίζεται η τιµή της µεταβλητής φ στο 

προηγούµενο χρονικό βήµα.  

 

 

def �
�� ��=�*�j*G � e�

(gh(

(i
�=�4 � ��=�4�joG �  oGo� ��=�4o� � oGo�  ��=�4�o� 

 (4.15) 

Για τον υπολογισµό του δεξιού όρου της παραπάνω εξίσωσης χρειάζεται να γίνει 

µία παραδοχή για την κατανοµή των   =4   , =�   ,  =P ,  =M ,  =N ,  =R ,  =Q   µε τον 

χρόνο. Η ολοκλήρωση πραγµατοποιείται µε την ακόλουθη παραδοχή:  

  

      

   

                                            f =4    · *� � e
(gh(

( 
� · =4   	 �1 � �� · =4�  j o� 

                                                                                                 (4.16) 

Στην παρούσα εργασία εφαρµόστηκε η περίπτωση θ=1, που αντιστοιχεί σε 

πρώτης τάξης έµµεσο σχήµα, όπου για τον προσδιορισµό της τιµής της µεταβλητής =4    χρησιµοποιούνται οι τιµές των γειτονικών συντελεστών στο επόµενο χρονικό 

βήµα. 
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 Όρος πηγής 

Στις περισσότερες περιπτώσεις ο όρος πηγής είναι συνάρτηση της εξαρτηµένης 

µεταβλητής φ. Ο όρος πηγής προσεγγίζεται µε τον κανόνα του µέσου σηµείου, όπου 

το S αντιστοιχεί σε µία µέση τιµή, αντιπροσωπευτική για όλο τον όγκο ελέγχου. 

Έτσι, λαµβάνοντας υπόψη την µαθηµατική ανάλυση που προηγήθηκε, η εξίσωση 

µεταφοράς γράφεται ως εξής: 

 

oG
o� ��=�4o� � oGo�  ��=�4�o� 	 )�=�o� � )p=po� 	 )B=Mo� 

  � )W=No� 	 )V=Ro� � )�=Qo��   r��=O � =4�o� � rp  �=4 � =P�o� 	 rB �=M � =4�o�� rN �=4 � =N�o� 	 rV�=R � =4�o� � r�  �=4 � =Q�o�	 0oGo�   
 

∆ιαιρούµε όλους τους όρους της παραπάνω εξίσωσης µε ∆t : 

oG
o� e��=�4 � ��=�4�j 	  )�=� � )p=p 	 )B=M � )W=N 	 )V=R � )�=Q � 

                            �   r��=O � =4� � rp  �=4 � =P� 	 rB �=M � =4�� rN �=4 � =N� 	 rV�=R � =4� � r�  �=4 � =Q� 	 0oG 

 

Εκτελώντας τις πράξεις χρησιµοποιώντας το σχήµα των ανάντη διαφορών στον 

όρο της συναγωγής η ολοκλήρωση της εξίσωσης µεταφοράς για µόνιµες συνθήκες 

οδηγεί στην ακόλουθη διακριτοποιηµένη εξίσωση :  

K4 · =4 � /O · =O 	 KP · =P 	 /M · =M 	 /N · =N 	 /R · =R 	 /Q · =Q 	 0� 

            (4.17) 

 

Όπου   /4 � /O 	 /P  	 /M 	 /N 	 /R 	 /Q � 04 

 

όπου   0� � K��  ·  =�� 	  �         και            � �  0� 	 0� · =� 

 

 



 

 

23 

4.3  Επίλυση εξισώσεων  

Κατά την επίλυση των µερικών διαφορικών εξισώσεων διατήρησης (ορµής, 

µάζας, ενέργειας) µε αριθµητικές µεθόδους, προκύπτει ένα σύστηµα «τυπικά» 

γραµµικών αλγεβρικών εξισώσεων. Η επίλυση του συστήµατος αυτού, αποτελεί το 

σηµαντικότερο – σε  υπολογιστικό χρόνο- βήµα, στην πορεία επίτευξης της 

προσεγγιστικής λύσης του προβλήµατος.  

Οι αλγεβρικές εξισώσεις που προκύπτουν ισχύουν για κάθε κόµβο του 

υπολογιστικού πεδίου. Στα όρια του υπολογιστικού πεδίου οι αλγεβρικές εξισώσεις 

τροποποιούνται για να συµπεριλάβουν τις οριακές συνθήκες. Το σύστηµα των 

αλγεβρικών εξισώσεων που προκύπτει επιλύεται µε επαναληπτικές µεθόδους. 

Μερικές από αυτές είναι η µέθοδος Gauss-Siedel, η µέθοδος της διαδοχικής 

υπερχαλάρωσης, η µέθοδος Jacobi, η µέθοδος επίλυσης γραµµή προς γραµµή, η 

µέθοδος SIP κ.α. (Μαρκάτος & Ασηµακόπουλος, 1995). 

Οι επαναληπτικές µέθοδοι επίλυσης συστηµάτων γραµµικών αλγεβρικών 

εξισώσεων, εκµεταλλεύονται την αραιή µορφή του πίνακα των συντελεστών και 

εµφανίζουν έτσι αυξηµένη αποτελεσµατικότητα , σε σχέση µε τις άµεσες µεθόδους. 

Επιπλέον, δεν απαιτούν την αποθήκευση των µηδενικών στοιχείων, µειώνοντας έτσι 

τον απαιτούµενο υπολογιστικό χρόνο. Ταυτόχρονα µειώνουν το υπολογιστικό φορτίο, 

καθώς δεν πραγµατοποιούν πράξεις µε τα µηδενικά στοιχεία. Το κύριο πρόβληµα που 

εισάγουν είναι η ανάγκη σύγκλισης της επαναληπτικής διαδικασίας, δηλαδή οι 

συνθήκες κάτω από τις οποίες είναι δυνατή η σύγκλιση.  

Η αρχή εφαρµογής των επαναληπτικών µεθόδων έγκειται στην αναδιάταξη του 

αρχικού συστήµατος αλγεβρικών εξισώσεων, έτσι ώστε η επίλυσή του να είναι 

οικονοµικότερη από πλευράς υπολογιστικού χρόνου και χώρου. Στις µεθόδους 

σηµείο προς σηµείο η αναδιάταξη των εξισώσεων γίνεται κατά τέτοιο τρόπο, ώστε 

στο αριστερό σκέλος της κάθε εξίσωσης να εµφανίζεται ένας µόνο άγνωστος. Με τον 

τρόπο αυτό η επίλυση των εξισώσεων σε κάθε επανάληψη γίνεται εύκολα µε 

αντικατάσταση. Οι µέθοδοι σηµείο προς σηµείο διαφέρουν µεταξύ τους ως προς 

τρόπο µε τον οποίο σχηµατίζεται το δεξί σκέλος της εξίσωσης. Στη µέθοδο επίλυσης 

γραµµή προς γραµµή πραγµατοποιείται µία αναδιάταξη των γραµµικών αλγεβρικών 

εξισώσεων κατά τέτοιο τρόπο, ώστε να είναι δυνατή η ταυτόχρονη επίλυσή τους κατά 

µήκος µιας κατακόρυφης ή οριζόντιας γραµµής υπολογιστικών σηµείων. Για να γίνει 

αυτό, οι όροι που περιέχουν τις τιµές της φ στα σηµεία έξω από τη γραµµή επίλυσης 

µεταφέρονται στο δεξί σκέλος των εξισώσεων. Με την αναδιάταξη αυτή, το αρχικό 

σύστηµα µετατρέπεται σε ένα σύνολο τριδιαγώνιων συστηµάτων, το οποίο µπορεί να 

λυθεί επαναληπτικά µε τον αλγόριθµο Thomas. Στη µέθοδο πλήρους πεδίου γίνεται 

ταυτόχρονη επίλυση των εξισώσεων σε όλα τα σηµεία του πεδίου επίλυσης, µε 

αποτέλεσµα να µεταφέρονται ταχύτατα οι οριακές συνθήκες στο εσωτερικό του 

πεδίου.  

Στόχος είναι η λήψη ικανοποιητικών και ρεαλιστικών αποτελεσµάτων όσον 

αφορά τα φυσικά µεγέθη που διέπουν το φαινόµενο και τις εξισώσεις που επιλύονται. 

Προϋπόθεση της επιτυχούς λύσης του εκάστοτε προβλήµατος µε τη µέθοδο των 

πεπερασµένων όγκων ελέγχου είναι η επίτευξη σύγκλισης. 
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Το αριθµητικό πρόβληµα θεωρείται ότι συγκλίνει όταν: 

� Έχει επιτευχθεί η απαιτούµενη ακρίβεια, δηλαδή η πτώση των υπολοίπων 

(residuals) κάτω από µία τιµή που έχει προεπιλεχθεί από το χρήστη και 

εκφράζει την απαιτούµενη ακρίβεια της σύγκλισης. Τα υπόλοιπα 

καθορίζονται για κάθε µεταβλητή που επιλύεται στο σύνολο των κόµβων του 

πλέγµατος. 

 

�  Έχει επιτευχθεί η σταθεροποίηση της τιµής της µεταβλητής που επιλύεται, σε 

συγκεκριµένο σηµείο (spot value), κατά τη διάρκεια των διαδοχικών 

επαναλήψεων. 

 

� Υπάρχει ανεξαρτησία λύσης από το πλέγµα, που σηµαίνει ότι η λύση έχει 

επιτευχθεί για κάποιο πλέγµα αν αυτή δε µεταβάλλεται κατά την περαιτέρω 

πύκνωση. 

 

� Ικανοποιούνται τα ισοζύγια µάζας, ενέργειας και ορµής, συνολικά σε όλο το 

πεδίο ροής. Το κριτήριο αυτό είναι η απαίτηση για τη σωστή επίλυση των 

εξισώσεων. 
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4.4  Τεχνικές υποχαλάρωσης  

Για τη βελτίωση της σύγκλισης, χρησιµοποιείται η µέθοδος της υποχαλάρωσης. 

Η υποχαλάρωση είναι απαραίτητη, ώστε να µειώνεται η αλλαγή στην τιµή της κάθε 

µεταβλητής, που προκύπτει σε κάθε επανάληψη και έτσι να αποφεύγεται η απόκλιση 

κατά την επαναληπτική διαδικασία. Εφαρµόστηκε γραµµική υποχαλάρωση για την 

πίεση (P1) και το βαθµωτό µέγεθος (συγκέντρωση C1) και υποχαλάρωση ψεύδους 

χρονικού βήµατος για τα διανυσµατικά µεγέθη (u, v, w). Στη γραµµική 

υποχαλάρωση, κατά την επαναληπτική διαδικασία ακολουθείται η εξής διαδικασία : 

 

 

                       =B�p � =��� 	  /�=B�p � =����                           (4.18) 

 

Όπου : 

=B�p , η νέα τιµή της µεταβλητής φ στους κόµβους του πλέγµατος 

 

=��� , η τιµή της µεταβλητής φ στην προηγούµενη επανάληψη στον ίδιο κόµβο του 

πλέγµατος 

 

α , ο συντελεστής υποχαλάρωσης α � (0,1) 

 

Στην υποχαλάρωση ψεύδους χρονικού βήµατος, η υποχαλάρωση επιτυγχάνεται 

µε την προσθήκη ενός ψευδούς µεταβατικού όρου και στα δύο µέλη της εξίσωσης 

µεταφοράς : 

��oG ·  �=��� � =B�p�
o��  

Όπου : 

    oG  , ο όγκος ελέγχου 

    ��   , η πυκνότητα στο προηγούµενο χρονικό βήµα 

   o�� , το ψευδές χρονικό βήµα 
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Μικρή τιµή του o�� ισχυροποιεί τον όρο ψευδο – χρονικής υποχαλάρωσης και η 

νέα τιµή είναι πολύ κοντά στην προηγούµενη, ενώ το µεγάλο o��  ελαχιστοποιεί τον 

όρο και τις επιδράσεις του. 

Το µέγεθος του ψευδο – χρονικού βήµατος o�� υπολογίζεται µε βάση τη 

χρονική κλίµακα του φυσικού προβλήµατος ως εξής : 

 

o�� � 12 ·  
�����Z[ό\ ��ό��\

7�Z��ό\ ����Z[ώ� �_�ά��� 

                   

Η υποχαλάρωση ψεύδους χρονικού βήµατος µπορεί να εφαρµοστεί και σε 

αριθµητικό πρόβληµα µόνιµης κατάστασης. 

4.5  Επίλυση του υδροδυναµικού πεδίου 

Οι διακριτοποιηµένες εξισώσεις διατήρησης για τις τρεις συνιστώσες της 

ταχύτητας (u, v, w) και τη συγκέντρωση (C1)  γραµµένες για όλους τους κόµβους του 

πλέγµατος δηµιουργούν ένα σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων, το οποίο σε αυτή την 

εργασία λύνεται µε τον αλγόριθµο Thomas, µε τη µορφή µίας επαναληπτικής 

µεθόδου γραµµής προς γραµµή, η οποία ονοµάζεται ADI (Alternating Direction 

Implicit). Για την πίεση (P1) εφαρµόστηκε η επαναληπτική µέθοδος επίλυσης 

πλήρους πεδίου στην εξίσωση συνέχειας.   

Στην περίπτωση των υδροδυναµικών µεταβλητών (P, u, v, w) χρησιµοποιείται 

µια πρόσθετη διαδικασία. Ο λόγος είναι ότι οι εξισώσεις ορµής περιέχουν ως 

άγνωστο και την πίεση P. Αν η τελευταία ήταν γνωστή τότε και οι εξισώσεις ορµής 

θα επιλύονταν µε τον ίδιο τρόπο. Υπάρχει µια επιπλέον εξίσωση, η εξίσωση 

συνέχειας, στην οποία όµως δεν εµφανίζεται καθόλου η πίεση. Όµως και η πίεση 

είναι και αυτή µεταβλητή που πρέπει να υπολογισθεί πράγµα που δηµιουργεί την 

ανάγκη εισαγωγής ενός αλγορίθµου επίλυσης του υδροδυναµικού πεδίου. 

Στην παρούσα εργασία για την επίλυση του φυσικού προβλήµατος 

χρησιµοποιείται ο εµπορικός κώδικας υπολογιστικής ρευστοδυναµικής PHOENICS 

της εταιρείας CHAM ltd. Ο αλγόριθµος επίλυσης του λογισµικού PHOENICS είναι ο 

SIMPLEST (Semi-Implicit Method for Pressure – Linked Equations ShorTened) που 

επινοήθηκε από τον Dudley Brian Spalding το 1980 ο οποίος αποτελεί εξέλιξη του 

αλγόριθµου SIMPLE. Η µέθοδος στηρίζεται στην εκτίµηση ενός πεδίου πίεσης P* 

και στη διόρθωση αυτού µέχρι οι ταχύτητες που προκύπτουν, να ικανοποιήσουν την 

εξίσωση συνέχειας και ορµής. 
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Τα στάδια του αλγόριθµου SIMPLEST είναι : 

� Εκτίµηση πεδίου πίεσης P* , ταχυτήτων u*, v*, w* και των υπολοίπων 

ιδιοτήτων φ* 

� Επίλυση εξισώσεων ορµής για (u*, v*, w*) µε χρήση των σχέσεων:    

 

                  /���� �  ∑ /����� ¡¢ί£�¤¢¥ 	 7���4� � �O� � 	  0��                                                                                                                      

                                               

                  /p�p� � ∑ /����� ¡¢ί£�¤¢¥ 	 7p��P� � �4� � 	 0�p     

� Επίλυση εξίσωσης διόρθωσης πίεσης µε χρήση της σχέσης: 

   /4 · �4′ � /O · �O′ 	 /P · �P′ 	 /M · �M′ 	 /N · �N′ 	 0¦ 

 

Όπου /4 � /O 	 /P  	 /M 	 /N 

� Υπολογισµός σωστής πίεσης από τη σχέση :P=P*+P’ 

� ∆ιόρθωση ταχυτήτων από τη σχέση :  

��′ � *���4′ � �O′ � 
� Υπολογισµός τιµών ταχυτήτων από τη σχέση : �� � ��� 	 *���4′ � �O′ � 

 

� Επίλυση της εξίσωσης του βαθµωτού  µεγέθους (συγκέντρωση).     

� Εξετάζεται αν έχει επιτευχθεί σύγκλιση 

• Αν ο αλγόριθµος έχει συγκλίνει τότε οι τιµές των 

µεταβλητών είναι η λύση του προβλήµατος 

• Αν ο αλγόριθµος δεν έχει συγκλίνει τότε ακολουθεί 

επιστροφή στο πρώτο βήµα. Γίνεται νέα εκτίµηση για το 

πεδίο πίεσης P*=P , των ταχυτήτων u*=u, w*=w, v*=v και 

των υπολοίπων ιδιοτήτων φ*= φ και η διαδικασία 

επαναλαµβάνεται µέχρι να επιτευχθεί σύγκλιση. 

 

 

 

 

 

 



 

 

28 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ  5 

 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ – ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 

 

 

5.1    Η Μαθηµατική επίλυση του προβλήµατος 

 

        Η διαδικασία που ακολουθείται για την επίλυση του προβήµατος ακολουθεί τα 

εξής στάδια : 

 

• Σχεδιασµός της γεωµετρίας του πεδίου 

Αρχικά σχεδιάζεται η γεωµετρία της δεξαµενής κυλινδρικού σχήµατος  

 

• Χωρική διακριτοποίηση 

Το αρχικό βήµα για την δηµιουργία του πλέγµατος είναι η υποδιαίρεση του 

πεδίου σε µικρότερα υποχωρία µε βάση τη γεωµετρία του, έτσι ώστε να 

κατασκευαστεί δοµηµένο πλέγµα. 

Το επόµενο βήµα είναι η εφαρµογή του πλέγµατος. Στο πεδίο εφαρµόστηκε 

οµοιόµορφο δοµηµένο πλέγµα, το οποίο αποτελείται από εξάεδρα στοιχειώδη κελιά 

κυλινδρικού συστήµατος συντεταγµένων.  

 

• Μαθηµατική επίλυση – Προσοµοίωση του φαινοµένου της 

αναρρόφησης 

Το πρόβληµα της παρούσας εργασίας προσεγγίζεται µαθηµατικά 

(µοντελοποιείται)  µε τις εξισώσεις που παρουσιάζονται στο κεφάλαιο 3. 

Η επίλυση του µαθηµατικού προβλήµατος πραγµατοποιείται µε την εφαρµογή 

της µεθόδου των πεπερασµένων όγκων ελέγχου, η οποία περιγράφεται αναλυτικά στο 

κεφάλαιο 4. 
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Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του προβλήµατος ως εξής: 

• Ανεξαρτησία λύσεως από το πλέγµα  

Παρουσιάζεται η διαδικασία εύρεσης του ανεξάρτητου πλέγµατος για τη 

συγκεκριµένη γεωµετρία του προβλήµατος (κυλινδρική δεξαµενή) 

• Βέλτιστα πλέγµατα 

Παρουσιάζονται οι όψεις του ανεξάρτητου πλέγµατος σε δι-διάστατο και τρι-

διάστατο επίπεδο. 

• ∆ιανύσµατα ταχύτητας - συγκέντρωση 

Παρουσιάζονται τα διαγράµµατα που εµφανίζουν τα διανύσµατα των ταχυτήτων 

u, v, w καθώς και την κατανοµή συγκέντρωσης. 

 

5.2    Ανεξαρτησία λύσεως από το πλέγµα 

 

Αρχικά κατασκευάστηκε το πλέγµα της κυλινδρικής δεξαµενής. Στο πεδίο 

προσοµοίωσης επιβλήθηκαν πλέγµατα διαφορετικής πυκνότητας µε στόχο τον 

καθορισµό του πλέγµατος που εξασφαλίζει την ανεξαρτησία της λύσης κατά τη 

διακριτοποίηση που επιχειρείται για την επίλυση. 

Το πρώτο πλέγµα αποτελείται από 1600 κελιά και είναι αρκετά αραιό, µε 

αποτέλεσµα να µην εξασφαλίζει ανεξαρτησία της λύσης. Χρησιµοποιείται για αρχική 

ποιοτική εκτίµηση της ορθότητας του µαθηµατικού µοντέλου. 

Το δεύτερο πλέγµα αποτελείται από 5.400 κελιά. 

Το τρίτο πλέγµα αποτελείται από 12.800 κελιά. 

Το τέταρτο πλέγµα αποτελείται από 25.000 κελιά. 

Το πέµπτο πλέγµα αποτελείται από 43.200 κελιά. 

 

Για να εξασφαλιστεί η ανεξαρτησία της λύσης εξετάσθηκαν τρία διαφορετικά 

πεπερασµένα χρονικά βήµατα για κάθε πλέγµα. Επιπλέον, µελετήθηκε και η 

ανεξαρτησία της λύσης ως προς τον αριθµό επαναλήψεων ανά χρονικό βήµα. Για το 

σκοπό αυτό χρησιµοποιήθηκαν διαφορετικοί αριθµοί επαναλήψεων για κάθε χρονικό 

βήµα (Πίνακες 5.1-5.5).  

Στη συνέχεια παρουσιάζεται η διαδικασία που πραγµατοποιήθηκε για κάθε 

πλέγµα ξεχωριστά : 
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Πλέγµα 1
ο 

Για το πρώτο πλέγµα επιλέχθηκαν τρία διαφορετικά χρονικά βήµατα (∆t=0.1sec, 

0.05sec και 0.025sec) και ανά χρονικό βήµα εφαρµόστηκαν τέσσερις διαφορετικοί 

αριθµοί επαναλήψεων. Τα διαγράµµατα που ακολουθούν παριστάνουν την 

κατακόρυφη κατανοµή της ταχύτητας στην περιοχή του πεδίου ροής, όπου 

εµφανίζονται οι µεγαλύτερες µεταβολές της ροής και περιγράφουν τη µελέτη 

ανεξαρτησίας για κάθε χρονικό βήµα ξεχωριστά. 

Για χρονικό βήµα ∆t = 0.1sec ο αριθµός των επαναλήψεων που εφαρµόστηκαν 

είναι 20, 50, 100, 150. Από το διάγραµµα που ακολουθεί, προκύπτει ότι η κατανοµή 

της ταχύτητας κατά τη διεύθυνση z δεν επηρεάζεται από τον αριθµό των 

επαναλήψεων. Εποµένως, για τη µείωση του υπολογιστικού κόστους επιλέγεται 

αριθµός επαναλήψεων 20.  

 

 

∆ιάγραµµα 5.1 : Κατακόρυφη κατανοµή της ταχύτητας w για χρονικό βήµα 0,1 sec. 

Για χρονικό βήµα ∆t = 0,05sec ο αριθµός των επαναλήψεων που 

πραγµατοποιήθηκαν είναι 20, 50, 100, 150. Από το διάγραµµα που ακολουθεί, 
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-9,00E-03-8,00E-03-7,00E-03-6,00E-03-5,00E-03-4,00E-03-3,00E-03-2,00E-03-1,00E-030,00E+001,00E-03

Αρ.Επαν=150 Αρ.Επαν.=100 Αρ.Επαν.=50 Αρ.Επαν.=20

w-συνιστώσα της ταχύτητας (m/sec)

ύψος

(m)

Χρονικό βήμα =0,1sec



 

προκύπτει ότι η κατανοµή της ταχύτητας κατά τη διεύθυνση z δεν επηρεάζεται από 

τον αριθµό των επαναλήψεων. Για το λόγο αυτό επιλέγεται αριθµός επαναλήψεων 20. 
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∆ιάγραµµα 5.2 : Κατακόρυφη κατανοµή της ταχύτητας w για χρονικό βήµα 0,05 sec. 

Για χρονικό βήµα ∆t = 0,025 sec ο αριθµός των επαναλήψεων που 

εφαρµόστηκαν είναι 20, 50, 100, 150. Από το διάγραµµα που ακολουθεί, προκύπτει 

ότι η κατανοµή της ταχύτητας κατά τη διεύθυνση z δεν επηρεάζεται από τον αριθµό 

των επαναλήψεων. Για το λόγο αυτό επιλέγεται αριθµός επαναλήψεων 20. 

 

 

 

 

 

 

 

 

0,00E+00

1,00E-01

2,00E-01

3,00E-01

4,00E-01

5,00E-01

6,00E-01

7,00E-01

8,00E-01

9,00E-01

1,00E+00

-1,00E-02 -8,00E-03 -6,00E-03 -4,00E-03 -2,00E-03 0,00E+00 2,00E-03

Αρ.Επαν.=150 Αρ.Επαν.=100 Αρ.Επαν.=50 Αρ.Επαν.=20

w -συνιστώσα της ταχύτητας (m/sec)

ύψος 

(m)

Χρονικό βήμα =0,05 sec
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∆ιάγραµµα 5.3 : Κατακόρυφη κατανοµή της ταχύτητας w για χρονικό βήµα 0,025 

sec. 

Στη συνέχεια κατασκευάζεται διάγραµµα µε την κατανοµή της ταχύτητας στη 

διεύθυνση z για τα τρία διαφορετικά χρονικά βήµατα και τους βέλτιστους αριθµούς 

επαναλήψεων ανά χρονικό βήµα. 
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∆ιάγραµµα 5.4 : Κατανοµή της ταχύτητας w, ως προς τον άξονα Z για τα 

χρονικά βήµατα 0.1, 0.05, 0.025 sec  

Πίνακας 5.1 

 

 

Πλέγµα 2
ο 

Για το δεύτερο πλέγµα επιλέχθηκαν τρία διαφορετικά χρονικά βήµατα (∆t= 

0.075sec, 0.0375sec και 0.01875sec) και ανά χρονικό βήµα εφαρµόστηκε 
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Πλέγµα 1
ο
 (1600 κελιά) 

Χρονικό βήµα 0.1 0.05 0.025 

Αριθµός 

επαναλήψεων ανά 

χρονικό βήµα 

 

150,100,50,20 

 

150,100,50,20 

 

150,100,50,20 

Βέλτιστος αριθµός 

επαν. Ανά χρονικό 

βήµα 

20 20 20 

Βέλτιστο χρονικό 

βήµα 

0.1 

 

  



 

διαφορετικός αριθµός επαναλήψεων. Για το χρονικό βήµα 0.075 sec εφαρµόστηκαν 

τέσσερις διαφορετικοί αριθµοί επαναλήψεων, ενώ για τα χρονικά βήµατα 0.0375 sec 

και 0.001875 sec τρεις διαφορετικοί αριθµοί επαναλήψεων. Τα διαγράµµατα που 

ακολουθούν περιγράφουν την µελέτη ανεξαρτησίας για κάθε χρονικό βήµα 

ξεχωριστά. 

Για χρονικό βήµα ∆t = 0.075 sec ο αριθµός των επαναλήψεων που 

πραγµατοποιήθηκαν είναι 20, 50, 100, 200. Από το διάγραµµα που ακολουθεί, 

προκύπτει το συµπέρασµα ότι η κατανοµή της ταχύτητας κατά τη διεύθυνση z δεν 

επηρεάζεται από τον αριθµό των επαναλήψεων. Για το λόγο αυτό επιλέγεται αριθµός 

επαναλήψεων 100. 
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∆ιάγραµµα 5.5 : Κατανοµή της ταχύτητας w, ως προς τον άξονα Z για χρονικό βήµα 

0,075 sec. 

Για χρονικό βήµα ∆t = 0.0375 sec ο αριθµός των επαναλήψεων που 

πραγµατοποιήθηκαν είναι 20, 50, 100. Από το διάγραµµα που ακολουθεί, προκύπτει 

ότι η κατανοµή της ταχύτητας κατά τη διεύθυνση z δεν επηρεάζεται από τον αριθµό 

των επαναλήψεων. Για το λόγο αυτό επιλέγεται αριθµός επαναλήψεων 50. 
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∆ιάγραµµα 5.6 : Κατανοµή της ταχύτητας w, ως προς τον άξονα Ζ για χρονικό βήµα 

0,0375 sec. 
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Για χρονικό βήµα ∆t = 0.01875 sec ο αριθµός των επαναλήψεων που 

εφαρµόστηκαν είναι 20, 50, 100. Από το διάγραµµα που ακολουθεί, προκύπτει ότι η 

κατανοµή της ταχύτητας κατά τη διεύθυνση z δεν επηρεάζεται από τον αριθµό των 

επαναλήψεων. Για το λόγο αυτό επιλέγεται αριθµός επαναλήψεων 50. 

 

∆ιάγραµµα 5.7 : Κατανοµή της ταχύτητας w, ως προς τον άξονα Z για χρονικό βήµα 

0,01875 sec. 
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Στη συνέχεια κατασκευάζεται διάγραµµα για τα τρία διαφορετικά χρονικά 

βήµατα και τους βέλτιστους αριθµούς επαναλήψεων ανά χρονικό βήµα. 
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∆ιάγραµµα 5.8: Κατανοµή της ταχύτητας w, ως προς τον άξονα Z για τα 

χρονικά βήµατα 0.075, 0.0375, 0.01875 sec.  

 

Πίνακας 5.2 
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Πλέγµα 2
ο
 (5400κελιά) 
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Πλέγµα 3
ο 

Για το τρίτο πλέγµα επιλέχθηκαν τρία διαφορετικά χρονικά βήµατα (∆t= 0.05, 

0.025, 0.01 sec) και ανά χρονικό βήµα εφαρµόστηκε διαφορετικός αριθµός 

επαναλήψεων. Για τα χρονικά βήµατα 0.05 και 0.025 sec εφαρµόστηκαν τέσσερις 

διαφορετικοί αριθµοί επαναλήψεων, ενώ για το χρονικό βήµα 0.01 sec τρεις αριθµοί 

επαναλήψεων. Τα διαγράµµατα που ακολουθούν περιγράφουν τη µελέτη 

ανεξαρτησίας για κάθε χρονικό βήµα ξεχωριστά. 

Για χρονικό βήµα ∆t = 0.05sec ο αριθµός των επαναλήψεων που 

πραγµατοποιήθηκαν είναι 20, 50, 100, 200. Από το διάγραµµα που ακολουθεί, 

προκύπτει ότι η κατανοµή της ταχύτητας κατά τη διεύθυνση z δεν επηρεάζεται από 

τον αριθµό των επαναλήψεων. Για το λόγο αυτό επιλέγεται αριθµός επαναλήψεων 50. 

 

 

Χρονικό βήµα 0.075 0.0375 0.01875 

Αριθµός 

επαναλήψεων ανά 

χρονικό βήµα 

 

200,100,50,20 

 

100,50,20 

 

100,50,20 

Βέλτιστος αριθµός 

επαν. Ανά χρονικό 

βήµα 

100 50 50 

Βέλτιστο χρονικό 

βήµα 

0.075 

 

  



 

 

∆ιάγραµµα 5.9: Κατανοµή της ταχύτητας w, ως προς τον άξονα Z για χρονικό βήµα 

0,05 sec. 
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Για χρονικό βήµα ∆t = 0.025 sec ο αριθµός των επαναλήψεων που 

πραγµατοποιήθηκαν είναι 20, 50, 100, 150. Από το διάγραµµα που ακολουθεί, 

προκύπτει ότι ηκατανοµή της ταχύτητας κατά τη διεύθυνση z δεν επηρεάζεται από 

τον αριθµό των επαναλήψεων. Για το λόγο αυτό επιλέγεται αριθµός επαναλήψεων 50. 
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∆ιάγραµµα 5.10: Κατανοµή της ταχύτητας w, ως προς τον άξονα Z για χρονικό βήµα 

0,025 sec. 

 

 

 

 

 

Για χρονικό βήµα ∆t = 0.01 sec ο αριθµός των επαναλήψεων που 

πραγµατοποιήθηκαν είναι 20, 50, 100. Από το διάγραµµα που ακολουθεί, προκύπτει 

ότι η κατανοµή της ταχύτητας κατά τη διεύθυνση z δεν επηρεάζεται από τον αριθµό 

των επαναλήψεων. Για το λόγο αυτό επιλέγεται αριθµός επαναλήψεων 20. 
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∆ιάγραµµα 5.11: Kατανοµή της ταχύτητας w, ως προς τον άξονα Z για χρονικό βήµα 

0,01 sec. 

Στη συνέχεια κατασκευάζεται διάγραµµα για τα τρία διαφορετικά χρονικά 

βήµατα και τους βέλτιστους αριθµούς επαναλήψεων ανά χρονικό βήµα. 

 

∆ιάγραµµα 5.12: Κατανοµή της ταχύτητας w, ως προς τον άξονα Z για χρονικά 

βήµατα 0.05, 0.025, 0.01 sec. 
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Πίνακας 5.3 

 

Πλέγµα 4
ο 

Για το τέταρτο πλέγµα επιλέχθηκαν τρία διαφορετικά χρονικά βήµατα (∆t= 

0.05sec, 0.025sec και 0.01 sec) και ανά χρονικό βήµα εφαρµόστηκαν τέσσερις 

διαφορετικοί αριθµοί επαναλήψεων. Τα διαγράµµατα που ακολουθούν περιγράφουν 

την µελέτη ανεξαρτησίας για κάθε χρονικό βήµα ξεχωριστά. 

 

Για χρονικό ∆t = 0.05sec ο αριθµός των επαναλήψεων που πραγµατοποιήθηκαν 

είναι 20,50,100. Από το διάγραµµα που ακολουθεί, προκύπτει ότι το διάνυσµα της 

ταχύτητας κατά τη διεύθυνση z δεν επηρεάζεται από τον αριθµό των επαναλήψεων. 

Για το λόγο αυτό επιλέγεται αριθµός επαναλήψεων 100. 
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Πλέγµα 3
ο
 (12800κελιά) 

Χρονικό βήµα 0.05 0.025 0.01 

Αριθµός 

επαναλήψεων ανά 

χρονικό βήµα 

 

200,100,50,20 

 

150,100,50,20 

 

100,50,20 

Βέλτιστος αριθµός 

επαν. Ανά χρονικό 

βήµα 

50 50 20 

Βέλτιστο χρονικό 

βήµα 

0.05 

 

  



 

 

∆ιάγραµµα 5.13: Κατανοµή της ταχύτητας w, ως προς τον άξονα Z για χρονικό βήµα 

0,05 sec. 

Για χρονικό βήµα ∆t = 0.025 sec ο αριθµός των επαναλήψεων που 

πραγµατοποιήθηκαν είναι 20,50,100. Από το διάγραµµα που ακολουθεί, προκύπτει 

ότι η κατανοµή της ταχύτητας κατά τη διεύθυνση z δεν επηρεάζεται από τον αριθµό 

των επαναλήψεων. Για το λόγο αυτό επιλέγεται αριθµός επαναλήψεων 50. 

 

∆ιάγραµµα 5.14: Κατανοµή της ταχύτητας w, ως προς τον άξονα Z για χρονικό βήµα 

0,025 sec. 
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Για χρονικό βήµα ∆t = 0.01sec ο αριθµός των επαναλήψεων που 

πραγµατοποιήθηκαν είναι 20,50,100. Από το διάγραµµα που ακολουθεί, προκύπτει 

ότι η κατανοµή της ταχύτητας κατά τη διεύθυνση z δεν επηρεάζεται από τον αριθµό 

των επαναλήψεων. Για το λόγο αυτό επιλέγεται αριθµός επαναλήψεων 50. 

 

∆ιάγραµµα 5.15: Κατανοµή της ταχύτητας w, ως προς τον άξονα Z για χρονικό βήµα 

0,01 sec. 

 

 

 

Στη συνέχεια κατασκευάζεται διάγραµµα για τα τρία διαφορετικά χρονικά 

βήµατα και τους βέλτιστους αριθµούς επαναλήψεων ανά χρονικό βήµα. 
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∆ιάγραµµα 5.16: Κατανοµή της ταχύτητας w, ως προς τον άξονα Z για χρονικά 

βήµατα 0.05, 0.025, 0.01 sec. 

 

Πίνακας 5.4 
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Πλέγµα 4
ο
 (25000κελιά) 

Χρονικό βήµα 0.05 0.025 0.01 

Αριθµός 

επαναλήψεων ανά 

χρονικό βήµα 

 

100,50,20 

 

150,100,50,20 

 

100,50,20 

Βέλτιστος αριθµός 

επαν. Ανά χρονικό 

βήµα 
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Βέλτιστο χρονικό 

βήµα 

0.05 

 

  



 

Πλέγµα 5
ο 

Για το πέµπτο πλέγµα επιλέχθηκαν τρία διαφορετικά χρονικά βήµατα (∆t= 0.02, 

0.01, 0.005 sec) και ανά χρονικό βήµα εφαρµόστηκε διαφορετικός αριθµός 

επαναλήψεων. Τα διαγράµµατα που ακολουθούν περιγράφουν τη µελέτη 

ανεξαρτησίας για κάθε χρονικό βήµα ξεχωριστά. 

 

 

Για χρονικό βήµα ∆t = 0.02 sec ο αριθµός των επαναλήψεων που 

πραγµατοποιήθηκαν είναι 20, 50 και 100. Από το διάγραµµα που ακολουθεί, 

προκύπτει ότι η κατανοµή της ταχύτητας κατά τη διεύθυνση z δεν επηρεάζεται από 

τον αριθµό των επαναλήψεων. Για το λόγο αυτό επιλέγεται αριθµός επαναλήψεων 50. 

 

∆ιάγραµµα 5.17: Η κατανοµή της ταχύτητας w, ως προς τον άξονα Z για χρονικό 

βήµα 0,02 sec. 

 

Για χρονικό βήµα ∆t = 0.01 sec ο αριθµός των επαναλήψεων που 

πραγµατοποιήθηκαν είναι 20,50,100. Από το διάγραµµα που ακολουθεί, προκύπτει 

ότι η κατανοµή της ταχύτητας κατά τη διεύθυνση z δεν επηρεάζεται από τον αριθµό 

των επαναλήψεων. Για το λόγο αυτό επιλέγεται αριθµός επαναλήψεων 50. 
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∆ιάγραµµα 5.18: Κατανοµή της ταχύτητας w, ως προς τον άξονα Z για χρονικό βήµα 

0,01 sec. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Για χρονικό βήµα ∆t = 0.005sec ο αριθµός των επαναλήψεων που 

πραγµατοποιήθηκαν είναι 20,50,100. Από το διάγραµµα που ακολουθεί, προκύπτει 

ότι η κατανοµή της ταχύτητας κατά τη διεύθυνση z δεν επηρεάζεται από τον αριθµό 

των επαναλήψεων. Για το λόγο αυτό επιλέγεται αριθµός επαναλήψεων 20. 
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∆ιάγραµµα 5.19: Κατανοµή της ταχύτητας w, ως προς τον άξονα Z για χρονικό βήµα 

0,005 sec. 

 

Στη συνέχεια κατασκευάζεται διάγραµµα για τα τρία διαφορετικά χρονικά 

βήµατα και τους βέλτιστους αριθµούς επαναλήψεων ανά χρονικό βήµα. 
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∆ιάγραµµα 5.20: Η κατανοµή της ταχύτητας w, ως προς τον άξονα Z για χρονικά 

βήµατα 0.02, 0.01 και 0.005 sec. 

 

Πίνακας 5.5 
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Πλέγµα 5
ο
 (43200κελιά) 

Χρονικό βήµα 0.02 0.01 0.005 

Αριθµός 

επαναλήψεων ανά 

χρονικό βήµα 
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Η επίλυση πραγµατοποιήθηκε και για τα πέντε πλέγµατα µε σκοπό να µελετηθεί 

η ανεξαρτησία της λύσης ως προς τη χωρική και χρονική διακριτοποίηση. Στο 

διάγραµµα που ακολουθεί παρουσιάζεται η κατακόρυφη κατανοµή της w-

συνιστώσας της ταχύτητας στο ίδιο κρίσιµο σηµείο του πεδίου ροής και για τα πέντε 

πλέγµατα. Το κρίσιµο σηµείο βρίσκεται στην περιοχή όπου παρατηρούνται 

µεγαλύτερες µεταβολές στη ροή, δηλαδή πολύ κοντά στο σηµείο που γίνεται η 

αναρρόφηση. 

Στο τελευταίο στάδιο της µελέτης ανεξαρτησίας σχεδιάζεται το παρακάτω 

διάγραµµα, το οποίο παριστάνει την κατανοµή της w-συνιστώσας της ταχύτητας στη 

διεύθυνση z και για τα πέντε πλέγµατα. Με βάση το διάγραµµα 5.21 το πλέγµα που 

εξασφαλίζει ανεξαρτησία της λύσης είναι το τέταρτο πλέγµα, το οποίο περιέχει 

25.000 κελιά µε χρονικό βήµα 0.05 sec και αριθµό επαναλήψεων 100. Στο ίδιο 

συµπέρασµα καταλήγουµε, στην περίπτωση που επιλέξουµε να µελετήσουµε τις 

κατακόρυφες κατανοµές και των υπόλοιπων µεταβλητών του προβλήµατος στο 

κρίσιµο σηµείο. Τα  αποτελέσµατα, τα οποία παρουσιάζονται στη συνέχεια, 

βασίζονται  στην αριθµητική επίλυση του προβλήµατος µε την εφαρµογή του 

βέλτιστου πλέγµατος και του αντίστοιχου βέλτιστου χρονικού βήµατος.  

 

∆ιάγραµµα 5.21: Κατακόρυφη κατανοµή της ταχύτητας w, ως προς τον άξονα Z για 

τα πέντε πλέγµατα του προβλήµατος.  

 

 

 

 

 

49 

0,00E+00

2,00E-01

4,00E-01

6,00E-01

8,00E-01

1,00E+00

1,20E+00

-1,00E-02 -8,00E-03 -6,00E-03 -4,00E-03 -2,00E-03 0,00E+00

1600 5400 12800 25000 43200

ύψος

(m)

w -συνιστώσα της ταχύτητας (m/sec)



 

5.3   Βέλτιστα πλέγµατα 

Το ανεξάρτητο πλέγµα το οποίο χρησιµοποιήθηκε για τη µαθηµατική επίλυση 

του προβλήµατος απεικονίζεται στα σχήµατα που ακολουθούν : 

 

 

 

Σχήµα 5.1 : Όψη συνολικού πλέγµατος 
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5.4  Πεδίο ροής της ταχύτητας 

Στο διάγραµµα που ακολουθεί παρουσιάζεται η κατανοµή της ταχύτητας w µε 

την οποία αναρροφάται το στερεό ίζηµα. Στο πεδίο ροής της ταχύτητας παρατηρείται 

ο σχηµατισµός ενός βρόγχου κυκλοφορίας στερεού ιζήµατος γύρω από το σηµείο που 

γίνεται η αναρρόφηση. Στο υπόλοιπο πεδίο ροής η κυκλοφορία του ιζήµατος είναι 

περιορισµένη. Στην περιοχή που βρίσκεται εγκατεστηµένος ο σωλήνας αναρρόφησης 

εντοπίζονται οι πιο έντονες µεταβολές των τιµών της ταχύτητας. Συνεπώς 

παρατηρούνται περιοχές µε έντονη κυκλοφορία ρευστού και περιοχές µε 

περιορισµένη κυκλοφορία, όπου το ρευστό φαίνεται να είναι σε ηρεµία. Στα 

διαγράµµατα 5.2 – 5.4 απεικονίζεται το πεδίο ροής της ταχύτητας για πραγµατικούς 

χρόνους 1, 5 και 10 sec αντίστοιχα. Παρατηρείται ότι οι τιµές του πεδίου ταχύτητας 

δε µεταβάλλονται όσο αυξάνεται ο πραγµατικός χρόνος επίλυσης του προβλήµατος.  

 

Εικόνα 5.2 : Πεδίο ροής της ταχύτητας στο επίπεδο Υ-Ζ για πραγµατικό χρόνο 

1sec και w1=0.1m/s. Απεικονίζεται η κρίσιµη περιοχή της δεξαµενής. 

 

 

 

 

51 



 

 

Εικόνα  5.3 : Πεδίο ροής της ταχύτητας στο επίπεδο Υ-Ζ για πραγµατικό χρόνο 

5sec και w1=0.1m/s. Απεικονίζεται η κρίσιµη περιοχή της δεξαµενής. 

 

Εικόνα 5.4 : Πεδίο ροής της ταχύτητας στο επίπεδο Υ-Ζ για πραγµατικό χρόνο 

10sec και w1=0.1m/s. Απεικονίζεται η κρίσιµη περιοχή της δεξαµενής. 
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Εικόνα 5.5 : Πεδίο ροής της ταχύτητας στο επίπεδο Υ-Ζ για πραγµατικό χρόνο 

1sec και w1=0.05m/s. Απεικονίζεται η κρίσιµη περιοχή της δεξαµενής. 

 

 

Εικόνα 5.6 : Πεδίο ροής της ταχύτητας στο επίπεδο Υ-Ζ για πραγµατικό χρόνο 

5sec και w1=0.05m/s. Απεικονίζεται η κρίσιµη περιοχή της δεξαµενής. 
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Εικόνα 5.7 : Πεδίο ροής της ταχύτητας στο επίπεδο Υ-Ζ για πραγµατικό χρόνο 

10sec και w1=0.05m/s. Απεικονίζεται η κρίσιµη περιοχή της δεξαµενής. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

54 



 

5.5  Κατανοµή συγκέντρωσης 

Στα διαγράµµατα που ακολουθούν παρουσιάζεται η κατανοµή της 

συγκέντρωσης του ιζήµατος στην κυλινδρική δεξαµενή. Απεικονίζεται η κρίσιµη 

περιοχή της δεξαµενής, δηλαδή η περιοχή στην οποία συµβαίνει η αναρρόφηση. Στα 

διαγράµµατα 5.8-5.10 απεικονίζεται η κατανοµή της συγκέντρωσης σε πραγµατικούς 

χρόνους 1sec, 5sec και 10sec αντίστοιχα και για ταχύτητα πεδίου ροής 0.1m/s . 

Παρατηρείται ότι όσο αυξάνεται ο πραγµατικός χρόνος του προβλήµατος, τόσο 

µεγαλύτερη ποσότητα ιζήµατος αναρροφάται από τον πυθµένα προς την επιφάνεια 

της δεξαµενής µέσω του σωλήνα αναρρόφησης. 

 

 

Εικόνα  5.8 : Κατανοµή της συγκέντρωσης C1 του ιζήµατος σε πραγµατικό 

χρόνο 1 sec. 
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 Εικόνα 5.9 : Κατανοµή της συγκέντρωσης C1 του ιζήµατος σε πραγµατικό 

χρόνο 5 sec. 

Εικόνα  5.10 : Κατανοµή της συγκέντρωσης C1 του ιζήµατος σε πραγµατικό 

χρόνο 10 sec. 
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Εικόνα  5.11 : Κατανοµή της συγκέντρωσης C1 του ιζήµατος σε πραγµατικό 

χρόνο 1sec και w1=0.05m/s. 

 

 

 

 

Εικόνα  5.12 : Κατανοµή της συγκέντρωσης C1 του ιζήµατος σε πραγµατικό 

χρόνο 5sec και w1=0.05m/s. 
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Εικόνα  5.13 : Κατανοµή της συγκέντρωσης C1 του ιζήµατος σε πραγµατικό 

χρόνο 10sec και w1=0.05m/s. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  6 

 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ - ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 

 

6.1  Συµπεράσµατα 

Στις παραγράφους που ακολουθούν παρουσιάζονται τα συµπεράσµατα που 

προκύπτουν από τη µελέτη της αναρρόφησης ιζήµατος από δεξαµενή κυλινδρικού 

σχήµατος.  

Συνοψίζοντας τα αποτελέσµατα της εργασίας, τα συµπεράσµατα που 

προκύπτουν είναι τα ακόλουθα : 

� Από το πεδίο ροής της ταχύτητας συµπεραίνουµε ότι η παροχή αναρρόφησης 

του ιζήµατος από τον πυθµένα της κυλινδρικής δεξαµενής,  παραµένει 

σταθερή εφόσον διατηρούνται σταθερά το πεδίο ροής της ταχύτητας και ο 

σωλήνας αναρρόφησης έχει σταθερή διατοµή (Q=V/A). 

 

� Από την κατανοµή της συγκέντρωσης συµπεραίνουµε ότι όσο αυξάνεται ο 

πραγµατικός χρόνος του προβλήµατος, τόσο µεγαλύτερη ποσότητα ιζήµατος 

αναρροφάται από τον πυθµένα προς την επιφάνεια της δεξαµενής µέσω του 

σωλήνα αναρρόφησης. 

 

� Από το πεδίο ροής της ταχύτητας συµπεραίνουµε ότι οι τιµές του πεδίου 

ταχύτητας δεν µεταβάλλονται όσο αυξάνεται ο πραγµατικός χρόνος επίλυσης 

του προβλήµατος.  

 

6.2  Προτάσεις για µελλοντική έρευνα 

Η εκπόνηση της παρούσας διπλωµατικής εργασίας είχε ως κύριο στόχο την 

προσοµοίωση του φαινοµένου της αναρρόφησης από τον πυθµένα κυλινδρικής 

δεξαµενής µε την βοήθεια ενός σωλήνα αναρρόφησης. Οι παραδοχές που έγιναν κατά 

την επίλυση του προβλήµατος αποκλείουν τη δράση διαφόρων φαινοµένων που 

συµβαίνουν. Συνεπώς, τα περιθώρια βελτίωσης από την άποψη της µαθηµατικής 

ανάλυσης του προβλήµατος και προσέγγισης της φυσικής πραγµατικότητας είναι 

σχετικά µεγάλα. Για τη βελτίωση των αποτελεσµάτων προτείνονται :  
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� Εµβάθυνση στον τρόπο µεταβολής των φυσικών µεγεθών του ρευστού 

(νερό) ανάλογα µε τις θερµοκρασιακές µεταβολές που συµβαίνουν στο 

πεδίο ροής. Αυτό σηµαίνει µοντελοποίηση των φυσικών ιδιοτήτων σε 

συνάρτηση µε τη θερµοκρασία. Η βελτίωση των φυσικών ιδιοτήτων θα 

οδηγήσει σε αποτελέσµατα µε µεγαλύτερη ακρίβεια. 

 

� Εφαρµογή ενός µαθηµατικού µοντέλου τυρβώδους ροής. 

 

� Έλεγχος της ευαισθησίας των αποτελεσµάτων της ταχύτητας εισροής του 

ιζήµατος στο σωλήνα αναρρόφησης σε συνάρτηση µε την ογκοµετρική 

παροχή. 

 

� Επαλήθευση του µαθηµατικού µοντέλου που περιγράφει την 

αναρρόφηση του ιζήµατος µε πειραµατικά δεδοµένα. Με αυτό τον τρόπο 

θα επιβεβαιωθεί η ορθή προσέγγιση του φυσικού προβλήµατος. 

 

� Επέκταση του µαθηµατικού µοντέλου σε ροές δύο φάσεων (νερό και 

στερεό (ίζηµα)). 
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