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Περίληψη

Σκοπός αυτής της διπλωματικής εργασίας, είναι η μελέτη της απόδοσης, του χρόνου ε-
κτέλεσης και της απαίτησης σε μνήμη, του υπολογιστικού πακέτου CULA (CUDA LINEAR
ALGEBRA). Το CULA χρησιμοποιεί επεξεργαστές γραφικών (GPUs), προκειμένου να επι-
λύσει παράλληλα μεγάλα και αραιά γραμμικά συστήματα αλγεβρικών εξισώσεων, χρησι-
μοποιώντας επιλύτες τύπου Krylov. Το πακέτο CULA χρησιμοποιεί τη βιβλιοθήκη CUDA
για τη παράλληλη επεξεργασία. Το πακέτο CULA συγκρίνεται,ως προς το χρόνο εκτέλεσης,
με το υπολογιστικό πακέτο FE-BUI (FINITE ELEMENT BEOWULF USER INTERFACE).
To FE-BUI σε αντίθεση με το CULA χρησιμοποιεί τους επεξεργαστές (CPUs) ενός παράλ-
ληλου υπολογιστή για την επίλυση γραμμικών συστημάτων. Η επικοινωνία των επεξερ-
γαστών γίνεται με το πρωτόκολλο MPI (Message Passing Interface). Το φυσικό πρόβλημα
που αναλύεται είναι ένα 3D-Bratu και η διακριτοποίηση των διαφορικών εξισώσεων που
το περιγράφουν γίνεται με τη μέθοδο Galerkin/Πεπερασμένων στοιχείων. Τα μεγέθη των
γραμμικών συστημάτων που επιλύονται αγγίζουν τα 5 · 106 αγνώστους και τα 1.2 · 108

μη μηδενικά στοιχεία. Απο τους διαθέσιμους επιλύτες επιλέγεται η επαναληπτική μέθοδος
GMRES(m). Δεν επιλέγεται κάποιο είδος προσταθεροποίησης του συστήματος, ενώ το πρό-
τυπο αποθήκευσης του πίνακα που επιλέγεται είναι το CSR. Τα δύο πακέτα καλούνται μέσω
πηγαίου κώδικα Fortran 95. Για τις εκτελέσεις, χρησιμοποιείται η υπολογιστική συστοιχία
της Ανδρομέδας που είναι εγκατεστημένη στο υπολογιστικό κέντρο της Σχολής Χημικών
Μηχανικών του ΕΜΠ. Για την χρήση του πακέτου CULA χρησιμοποιείται μια NVIDIA Tesla
2050, ενώ για το πακέτο FE-BUI χρησιμοποιούνται και οι 12 διαθέσιμοι επεξεργαστές ενός
κόμβου της συστοιχίας. Γίνεται ανάλυση της απαίτησης μνήμης της GMRES(m) για όλα τα
μεγέθη προβλημάτων ενώ στη συνέχεια γίνεται σύγκριση των χρόνων εκτέλεσης μεταξύ των
δύο πακέτων. Τέλος παρουσιάζονται τα αποτελέσματα των συγκρίσεων και αποδεικνύε-
ται το μεγάλο πλεονέκτημα της GPU επεξεργασίας κατά την επεξεργασία πολύ μεγάλων
συστημάτων.

Λέξεις-Κλειδιά: αραιά γραμμικά συστήματα, CULA, FE-BUI, CUDA, κάρτες γραφικών,
μέθοδος πεπερασμένων στοιχείων, επαναληπτικές μέθοδοι Krylov





Abstract

The purpose of this work is the study of the performance, the execution time and the
memory requirements of the CULA (CUDA LINEAR ALGEBRA) software library. CULA
uses the available GPUs in order to solve, in parallel, large sparse linear systems of algebraic
equations with, Krylov type iterative methods. CULA calls CUDA libraries to manage the
parallel processing. CULA performace and execution time is compared with the FE-BUI
(FINITE ELEMENT BEOWULF USER INTERFACE) software library. In contrast with
CULA, FE-BUI uses the available CPUs of a parallel system, with the MPI (Message Passing
Interface) protocol for the communication of the processors. The problem that is analyzed, is
a 3D-Bratu problem and the discretization of its differential equations, is handled using the
Galerkin/Finite Element Method. The size of the linear systems that are being solved reaches
5 · 106 unknowns and 1.2 · 108 nonzero elements. From the several available Krylov type
solvers, the GMRES(m) method is chosen. No preconditioning technique was used, while
the CSR prototype is selected for the storage of the matrix. Fortan 95 source code is used
to call both libraries. The executions were done in Andromeda, which is a computational
cluster located in the computer lab of the School of Chemical Engineering in NTUA. CULA
runs on one NVIDIA Tesla 2050 GPU, while FE-BUI utilizes all 12 processors available in an
Andromeda node. Memory requirements of GMRES(m) of all problem sizes are calculated
and the execution times of both libraries are compared. All comparison results are presented
and the great advantage of GPU processing for large linear systems is demonstrated.

Keywords: sparse linear systems, CULA, FE-BUI, CUDA, GPUs, Finite Element Method,
Krylov iterative methods
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Εισαγωγή

Στόχος της διπλωματικής αυτής εργασίας, είναι η μελέτη της απόδοσης, του χρόνου ε-
κτέλεσης και της απαίτησης σε μνήμη, του υπολογιστικού πακέτου CULA (CUDA Linear
Algebra). Το CULA επιλύει μεγάλα και αραιά γραμμικά συστήματα αλγεβρικών εξισώσε-
ων σε επεξεργαστές γραφικών (GPUs - Graphical Processing Units), χρησιμοποιώντας τις
επαναληπτικές μεθόδους Krylov. Επιπλέον η απόδοση του πακέτου CULA συγκρίνεται με
το FE-BUI (Finite Element Beowulf User Interface). To FE-BUI σε αντίθεση με το CULA
χρησιμοποιεί τους επεξεργαστές (CPUs) ενός παράλληλου υπολογιστή. Το φυσικό πρόβλη-
μα που αναλύεται είναι ένα 3D-Bratu και η διακριτοποίηση των διαφορικών εξισώσεων
που το περιγράφουν γίνεται με τη μέθοδο Galerkin/πεπερασμένων στοιχείων.





Κεφάλαιο 1

Υπολογισμοί σε επεξεργαστές γραφικών
(GPU-COMPUTING)

Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται μια σύντομη ιστορική αναδρομή στο GPU Computing. Στην
εποχή έναρξης της χρήσης καρτών γραφικών για την επίλυση -όχι μόνο- επιστημονικών
υπολογιστικών προβλημάτων. Επίσης γίνεται παρουσίαση της εξέλιξης των επεξεργαστικών
πυρήνων και της διαφορετικής αρχιτεκτονικής τους, σε σχέση με τις αντίστοιχες CPU.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΙ ΣΕ ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΤΕΣ ΓΡΑΦΙΚΩΝ (GPU-COMPUTING)

Οι πρώτες κάρτες γραφικών που δημιουργήθηκαν είχαν ως μοναδικό τους σκοπό την
επιτάχυνση αποκλειστικά των γραφικών υπολογισμών που απαιτούνταν από διάφορες ε-
φαρμογές (κυρίως γραφιστικές αλλά και ηλεκτρονικά παιχνίδια). Στα τέλη της δεκαετίας
του ’90 ξεκίνησαν να βγαίνουν στην αγορά οι προγραμματιζόμενες κάρτες γραφικών που
έδωσαν τη δυνατότητα για γενικής φύσεως προγραμματισμό (γνωστές ως GPGPU, General
Purpose Graphics Processing Unit). Μάλιστα οι συγκεκριμένες κάρτες έδιναν δυνατότητα
υπολογισμών με δεκαδικούς πολύ υψηλής ακρίβειας, κάτι που ήταν πολύ σημαντικό για
διάφορες ερευνητικές εργασίες.

Παρόλα αυτά, δεδομένων των περιορισμών του διαθέσιμου υλικού της εποχής, τα οποια-
δήποτε προβλήματα που καλούνταν να επιλυθούν με χρήση αυτής της τεχνολογίας, έπρεπε
να αναχθούν σε προβλήματα τριγώνων ή πολυγώνων. Τα προβλήματα αυτά λύθηκαν με την
ανάπτυξη κατά καιρούς διαφόρων προγραμματιστικών περιβαλλόντων αφιερωμένων στον
προγραμματισμό των GPUs, κάτι που άνοιξε διάπλατα νέους ορίζοντες και έδωσε νέες
δυνατότητες στην αντιμετώπιση πληθώρας υπολογιστικών προβλημάτων. Τα προβλήματα
αυτά, χάρις στα εξειδικευμένα πλέον λογισμικά, μπορούν πλέον να επιλυθούν άμεσα, με
την επιθυμητή ακρίβεια και πολύ πιο γρήγορα απ’ ότι με προηγούμενες μεθόδους.

Ωστόσο ο αρχικός σκοπός της κατασκευής των καρτών γραφικών παρέμενε ο ίδιος. Έ-
πρεπε να παρουσιάζονται σε ίδιο ή και μικρότερο χρόνο, περισσότερα ή και ίδιου μεγέθους
γραφικά δεδομένα. Αυτός ήταν ένας από τους λόγους που οδήγησαν στην ραγδαία τεχνο-
λογική ανάπτυξη των καρτών γραφικών και την σαφέστατη υπερίσχυση τους έναντι των
κεντρικών μονάδων επεξεργασίας (CPUs), σε ότι αφορά αριθμητικές πράξεις και κατα-
χωρήσεις των απλής και διπλής ακρίβειας δεκαδικών κάτι που φαίνεται και στο σχήμα
1.1

10



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΙ ΣΕ ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΤΕΣ ΓΡΑΦΙΚΩΝ (GPU-COMPUTING)

Σχήμα 1.1: Χρονική Εξέλιξη GFLOP/s, INTEL vs NVIDIA

Η εξέλιξη είναι τρομακτική όσο πλησιάζουμε την εποχή μας. Ωστόσο παρά τον ήδη εξαι-
ρετικά μεγάλο ρυθμό αύξησης των GFLOP/s, αναμένεται η επίτευξη ακόμα μεγαλύτερων
ταχυτήτων επεξεργασίας και αποδόσεων μεταξύ GPUs και CPUs.

Παράλληλα υπάρχει πολύ μεγάλη αύξηση και στις ταχύτητες των διαύλων που υπάρχουν
πάνω στις κάρτες γραφικών. Αυτή η αύξηση επιτρέπει την ταχύτερη πρόσβαση και μεταφο-
ρά δεδομένων την ώρα της επεξεργασίας. H αύξηση της ταχύτητας μεταφοράς δεδομένων
καταγράφεται στο ακόλουθο διάγραμμα:

11



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΙ ΣΕ ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΤΕΣ ΓΡΑΦΙΚΩΝ (GPU-COMPUTING)

Σχήμα 1.2: Ταχύτητα Μεταφοράς Δεδομένων

Εδώ αξίζει να σημειωθεί ότι, με την πάροδο των χρόνων καθιερώθηκε η ανάπτυξη πα-
ράλληλων διατάξεων πάνω στις κάρτες γραφικών. Οι αρχικά απλοί υπολογισμοί που δεν
απαιτούσαν ιδιαίτερη ακρίβεια, μετατράπηκαν σε πολύ πιο σύνθετους. Πλέον η επεξερ-
γασία που λαμβάνει χώρα στις κάρτες γραφικών καταναλώνεται σε υπολογισμούς που
έχουν να κάνουν με τον φωτισμό, ενδεχομένως εξομοιώσεις φυσικής, και πολλές άλλες νε-
οτερίζουσες προσθήκες. Η αντιμετώπιση αυτών των νέων απαιτήσεων έγινε με την χρήση
πολλαπλών παράλληλων διατάξεων στο εσωτερικό των καρτών, που αυξάνουν τις δυνατό-
τητες παράλληλης επεξεργασίας των δεδομένων και επιταχύνουν την όλη διαδικασία της
επεξεργασίας αλλά και της απεικόνισης. Αυτή η νέα μορφή των διατάξεων σε συνδυασμό
με τις υψηλές συχνότητες επεξεργασίας αλλά και τη μεγάλη ταχύτητα πρόσβασης μνήμης,
καθιστούν τις GPUs ισχυρότατα εργαλεία για κάθε είδους μεγάλης κλίμακας επεξεργασία.

Ο βασικός λόγος για τον οποίο υπάρχει αυτή η διαφορά μεταξύ CPUs και GPUs, οφείλεται
καθαρά στην κατασκευή τους. Λόγω των υπολογιστικών απαιτήσεων και της παράλληλης

12
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δομής τους, οι GPUs σχεδιάστηκαν έτσι ώστε περισσότερα transistors να αφιερώνονται στην
επεξεργασία των δεδομένων και όχι στην μεταφορά τους ή σε ελέγχους ροής (flow control).
Αυτό αποδίδεται σχηματικά στο παρακάτω σχήμα:

Σχήμα 1.3: Transistors

Ειδικότερα, οι GPUs είναι κατασκευασμένες έτσι ώστε να αντιμετωπίζουν προβλήματα
που έχουν να κάνουν με παράλληλους υπολογισμούς πάνω σε μεγάλο όγκο δεδομένων.
Δηλαδή το ίδιο κομμάτι κώδικα εκτελείται σε πάρα πολλά στοιχεία παράλληλα. Ακόμα ο
κώδικας που εκτελείται πρέπει να προτιμάται να έχει πολύ μεγάλη αριθμητική πυκνότη-
τα. Αυτό σημαίνει ότι ο κώδικας που εκτελείται σε κάθε στοιχείο πρέπει να περιέχει στο
μεγαλύτερο μέρος του αριθμητικούς υπολογισμούς και πολύ λιγότερες αναφορές στη μνή-
μη. Η παράλληλη επεξεργασία χαρτογραφεί τα στοιχεία δεδομένων σε παράλληλα threads
προς επεξεργασία. Πάρα πολλές εφαρμογές που επεξεργάζονται τεράστιες ομάδες δεδο-
μένων μπορούν να επωφεληθούν από αυτό το μοντέλο επεξεργασίας και να επιταχύνουν
τους υπολογισμούς τους, από απλό 3D-Rendering, κωδικοποίηση ήχου και εικόνας ή ακόμα
υπολογιστικής βιολογίας, οικονομίας ή μηχανικής.
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Κεφάλαιο 2

Περιγραφή Λογισμικού

Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφονται τα υπολογιστικά πακέτα που χρησιμοποιούνται στη
παρούσα εργασία. Πρόκειται για το CULA που δημιουργήθηκε από την EM Photonics
[6] και για το FE-BUI που δημιουργήθηκε στο υπολογιστικό κέντρο της Σχολής Χημικών
Μηχανικών του ΕΜΠ [3]. Ακόμα γίνεται περιγραφή του γενικότερου προγραμματιστικού
πλαισίου CUDA, το οποίο αποτελεί τον πυρήνα του πακέτου CULA.
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2.1. CULA ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΛΟΓΙΣΜΙΚΟΥ

2.1 CULA

2.1.1 Περιγραφή

Το πακέτο CULA (CUDA Linear Algebra) [2] είναι ένα υπολογιστικό πακέτο που βοη-
θά στην παράλληλη επίλυση μεγάλων γραμμικών συστημάτων σε επεξεργαστές γραφικών
(GPUs). Δημιουργήθηκε από μια ομάδα μηχανικών της EM Photonics [6] σε συνεργασία
με την NVIDIA [4]. Διανέμεται σε 2 εκδόσεις, μια μόνο για ”πυκνά” συστήματα (CULA
DENSE) και μια για ”αραιά” συστήματα (CULA SPARSE). Καθεμιά από τις εκδόσεις αυτές
περιέχει γνωστούς επιλύτες των ανάλογων γραμμικών συστημάτων οι οποίοι στην ουσία
”τρέχουν” σε βιβλιοθήκες γραμμένες σε CUDA [5] (NVIDIA CUSPARSE κ.α.). Διανέμεται με
συμβατότητα για όλες τις γνωστές υπολογιστικές πλατφόρμες (Windows, Linux, Macosx),
ενώ επίσης περιέχει βιβλιοθήκες (bindings) για τη χρήση της σε κώδικες γραμμένους πάνω
στις πιο γνωστές γλώσσες προγραμματισμού όπως οι C,C++,Fortran. Στη παρούσα εργασία
εξετάζονται μόνο αραιά γραμμικά συστήματα, επομένως γίνεται περιγραφή του πακέτου
CULA SPARSE.

2.1.2 Περιεχόμενα CULA SPARSE

Το πακέτο CULA SPARSE διαθέτει ένα σύνολο από επιλύτες (solvers) και προσταθεροποι-
ητές (preconditioners) για την επίλυση αραιών (sparse) συστημάτων. Δίνει τη δυνατότητα
χρήσης όλων των γνωστών συστημάτων αποθήκευσης των αραιών πινάκων : COO, CSR, CSC.
Μια προεπισκόπηση των περιεχομένων του πακέτου παρατίθεται στον παρακάτω πίνακα:

Σχήμα 2.1: Περιεχόμενοι Επιλύτες-Προσταθεροποιητές

Όλοι οι επιλύτες μπορούν να συνδυαστούν με όλους τους προσταθεροποιητές χρησιμο-
ποιώντας οποιαδήποτε από τις μορφές δεδομένων (data formats) που υποστηρίζονται από
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το πακέτο. Το CULA χρησιμοποιεί μια ονομαστική σύμβαση για την κλήση των υπορουτί-
νων των καλούμενων επιλυτών, μια σύμβαση που μπορεί εύκολα να απομνημονευτεί.
Π.χ: culaDcsrCgJacobi(). Με τη σειρά στο όνομα της συνάρτησης καταγράφονται:
cula-type-storage-solver-precond(...) ”cula” ”D” ”csr” ”Cg” ”Jacobi”.

Τύποι Δεδομένων

Το CULA υποστηρίζει φυσικούς δεκαδικούς διπλής ακριβείας καθώς και μιγαδικούς δε-
καδικούς διπλής ακριβείας. Τα αναγνωριστικά είναι το ”D” για τους πραγματικούς δεκα-
δικούς και το ”Z” για τους μιγαδικούς με πραγματικό και φανταστικό μέρος, δεκαδικούς
διπλής ακριβείας.

Η δομή των πινάκων πρέπει να έχει συγκεκριμένη μορφή. Αυτό γίνεται καθαρά για
λόγους οικονομίας μνήμης, και είθισται όταν επιχειρείται η λύση οποιουδήποτε αραιού
συστήματος. Οι αραιοί πίνακες, έχουν ελάχιστα μη μηδενικά στοιχεία σε σχέση με το
μέγεθός τους. Αν επιχειρηθεί η αποθήκευσή τους στη μνήμη σε πλήρη μορφή, γίνεται
σπατάλη μεγάλου μέρους της μνήμης μόνο και μόνο για να την αποθήκευση των μηδενικών
στοιχείων. Έτσι χρησιμοποιούνται μέθοδοι αποθήκευσης τέτοιου είδους πινάκων οι οποίες
είναι πιο οικονομικές και δεν απαιτούν την αποθήκευση όλων των στοιχείων του πίνακα.
Τα πιο διαδεδομένα συστήματα αποθήκευσης που υποστηρίζονται από το πακέτο CULA
είναι τα ακόλουθα :

1. COO, Coordinate Format (Διάταξη συντεταγμένων)

Αυτός ο τύπος αποθήκευσης, χρησιμοποιεί 3 λίστες από τις οποίες η πρώτη περιέχει
τις μη μηδενικές τιμές. Έπειτα χρησιμοποιούνται άλλες 2 λίστες οι οποίες περιέχουν
τους δείκτες (indices) των μη μηδενικών τιμών στην κανονική πλήρη μορφή του πίνακα.
Ας θεωρήσουμε τον πίνακα Α:

Α=


1.0 4.0 0.0

2.0 5.0 0.0

3.0 0.0 6.0


Τότε οι λίστες που προκύπτουν είναι οι εξής: Στη πρώτη λίστα τοποθετούνται ό-
λα τα μη μηδενικά στοιχεία, ενώ στη δεύτερη και στη τρίτη λίστα τοποθετούνται οι
αντίστοιχοι δείκτες τους:
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Nonzero =
[
1.0 4.0 2.0 5.0 3.0 6.0

]
RowIndices =

[
1 1 2 2 3 3

]
ColumnIndices =

[
1 2 1 2 1 3

]
Όσο πιο αραιός είναι ο πίνακας, τόσο μεγαλύτερος είναι ο βαθμός συμπίεσης που

επιτυγχάνεται με χρήση του συστήματος COO. Ωστόσο, υπάρχουν ακόμα αποδοτικό-
τεροι τρόποι αποθήκευσης πινάκων βασισμένοι στο σύστημα COO και παρουσιάζονται
στη συνέχεια.

2. CSR, Compressed Sparse Row Format (Διάταξη συμπιεσμένης γραμμής)

Αυτός ο τύπος αποθήκευσης είναι οικονομικότερος του COO. Βασίζεται στην ίδια
ακριβώς λογική, απαιτείται μια λίστα που αποθηκεύει τα μη μηδενικά στοιχεία, μια
λίστα για να αποθηκεύει τους δείκτες στήλης των στοιχείων και η διαφορά βρίσκεται
στο τρόπο αποθήκευσης των δεικτών γραμμής. Έχει γίνει αντικατάσταση της λίστας
που αποθηκεύει τους δείκτες των γραμμών των μη μηδενικών στοιχείων, με μια λίστα
η οποία αποθηκεύει δείκτες για την πρώτη λίστα (των μη μηδενικών στοιχείων). Τα
στοιχεία αυτής της λίστας δείχνουν το πρώτο μη μηδενικό στοιχείο της κάθε γραμμής,
ενώ το τελευταίο στοιχείο της είναι ο δείκτης για το τελευταίο μη μηδενικό στοιχείο
αυξημένο κατά ένα (στην ουσία το μήκος της λίστας των μη μηδενικών στοιχείων
αυξημένο κατά ένα). Για τη μετατροπή σε CSR μορφή του παραπάνω πίνακα Α
προκύπτουν οι εξής λίστες:

Nonzero =
[
1.0 4.0 2.0 5.0 3.0 6.0

]
RowPointers =

[
1 3 5 7

]
ColumnIndices =

[
1 2 1 2 1 3

]
Ο βαθμός συμπίεσης σε αυτή τη μέθοδο αποθήκευσης είναι ακόμα μεγαλύτερος.

Παρότι οι λίστες των μη μηδενικών στοιχείων αλλά και των δεικτών στήλης παραμέ-
νουν σταθερές, δίνεται η δυνατότητα δραματικής μείωσης του μεγέθους της δεύτερης
λίστας. Εξοικονομούνται οι πολλαπλές εγγραφές που ενδέχεται να γίνονταν εάν σε
μια γραμμή είχαμε πολλά μη μηδενικά στοιχεία. Με αυτό το σύστημα, όσα μη μηδε-
νικά στοιχεία και αν υπάρχουν σε μια γραμμή, στην λίστα αποθηκεύεται μόνο ένας
δείκτης.
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Σε περιπτώσεις διαγωνίων πινάκων, η απαίτηση μνήμης μεταξύ COO ή CSR είναι
ακριβώς η ίδια. Ωστόσο οι διαγώνιοι πίνακες αποτελούν εξαίρεση. Στις περισσότερες
περιπτώσεις πινάκων, το σύστημα αυτό υπερτερεί του COO. Όπως προαναφέρθηκε
μειώνεται δραματικά το μέγεθος της μιας από τις τρεις λίστες. Οπότε σε πίνακες
με πολύ μεγάλο μέγεθος και με πολύ μεγάλη πυκνότητα μη μηδενικών στοιχείων
ανά γραμμή, η συνολική απαίτηση σε μνήμη μειώνεται δραματικά, ενώ παράλληλα
αυξάνεται και ο βαθμός συμπίεσης του αρχικού δισδιάστατου πίνακα.

3. CSC. Compressed Sparse Column Format (Διάταξη συμπιεσμένης στήλης)

Αυτός ο τύπος αποθήκευσης είναι παρόμοιος με το CSR. Ο λόγος για τον οποίο
υπάρχει είναι για να καλύψει την περίπτωση που υπάρχει μεγάλη πυκνότητα στοιχείων
μη μηδενικών στοιχείων ανά στήλη και όχι ανά γραμμή όπως προηγουμένως. Εάν ο
πίνακας περιέχει πολλά μη μηδενικά στοιχεία ανά γραμμή τότε χρησιμοποιείται το
πρότυπο CSR. Ωστόσο μπορεί να υπάρξουν περιπτώσεις που η πυκνότητα των μη
μηδενικών στοιχείων ανά στήλη είναι μεγαλύτερη, οπότε το CSR δεν είναι σύμφορο.
Για τη μετατροπή σε CSC μορφή του παραπάνω πίνακα Α προκύπτουν οι εξής λίστες:

Nonzero =
[
1.0 4.0 2.0 5.0 3.0 6.0

]
RowIndices =

[
1 1 2 2 3 3

]
ColumnIndices =

[
1 4 6 7

]
Σημείωση: Οι λίστες που κατασκευάστηκαν παραπάνω, θεωρούν έναρξη αρίθμησης των
λιστών από το 1, προκειμένου να συμβαδίζουν με την προεπιλεγμένη αρίθμηση λιστών που
συναντάται στην Fortran. Το πακέτο CULA, δίνεται την δυνατότητα αλλαγής αυτού του
τύπου αρίθμησης η οποία περιγράφεται σε επόμενη παράγραφο (Παράγραφος 5.1.2).

Επιλύτες

Οι επαναληπτικοί επιλύτες είναι ο πυρήνας του πακέτου CULA. Είναι όλοι επιλύτες που
βασίζονται στις επαναληπτικές μεθόδους τύπου Krylov [8].

Εκτός από τη κλήση επιλύτη, το πακέτο δίνει την δυνατότητα για εισαγωγή παραμέτρων
της επίλυσης. Αυτές οι παράμετροι περιλαμβάνουν:
1. Την ακρίβεια της σύγκλισης
2. Τον μέγιστο αριθμό των επαναλήψεων (iterations)
3. Την αρίθμηση των δεικτών (indexing), δηλαδή η έναρξη της αρίθμησης των λιστών να
γίνεται είτε από το 0 είτε από το 1.
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Εκτός αυτής της γενικής παραμετροποίησης υπάρχει δυνατότητα περαιτέρω παραμετρο-
ποίησης σε επιλύτες όπου αυτό είναι αναγκαίο, π.χ σε GMRES, MINRES κ.α.

Ο τρόπος με τον οποίο γίνεται η ρύθμιση αυτών των παραμέτρων περιγράφεται εκτενέ-
στερα, στη παράγραφο 5.1.2 κατά την πρακτική εφαρμογή του πακέτου.

Προσταθεροποιητές

Η προσταθεροποίηση είναι ένα πρόσθετο βήμα προκειμένου να συμβάλλει στην σύγκλι-
ση της επαναληπτικής μεθόδου επίλυσης. Πρόκειται για μια μετατροπή του συστήματος
που πρόκειται να επιλυθεί, σε ένα άλλο που έχει την ίδια ακριβώς λύση, ωστόσο είναι
πολύ ευκολότερο να επιλυθεί από μια μέθοδο επαναληπτικής επίλυσης. Γενικά, η χρήση
προσταθεροποιητή, μειώνει τον αριθμό των επαναλήψεων που χρειάζεται ο επιλύτης για
να λύσει το σύστημα. Ωστόσο, η προσταθεροποίηση οδηγεί σε περισσότερη ανάγκη επε-
ξεργασίας, και αυτό μεταφράζεται τόσο ως απαίτηση για περισσότερη μνήμη, αλλά και
ως κατανάλωση περισσότερου χρόνου σε κάθε επανάληψη. Το θεωρητικό υπόβαθρο των
προσταθεροποιητών που περιέχονται στο πακέτο CULA, υπάρχει στο [8].

Οι περιεχόμενοι προσταθεροποιητές του πακέτου CULΑ SPARSE παρατίθενται στο Πί-
νακα 2.1.
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2.2 CUDA

2.2.1 Περιγραφή

Όπως προαναφέρθηκε, το πακέτο CULA είναι γραμμένο σε CUDA (Compute Unified Device
Architecture) [5] . H CUDA είναι μια πλατφόρμα παράλληλης επεξεργασίας που δημιουργή-
θηκε και εφαρμόστηκε (μαζί με την υλιστική της εφαρμογή, (τους πυρήνες CUDA δηλαδή
(Cuda Cores) ) πάνω στις κάρτες γραφικών που δημιουργεί η ίδια η NVIDIA [4].

Η αρχιτεκτονική των GPUs της NVIDIA βασίζεται σε μια σειρά Πολυεπεξεργαστών Ρο-
ής (Streaming Multiprocessors ή SMs). Οι SMs είναι τα φυσικά ολοκληρωμένα κυκλώματα
που αποτελούν την GPU. Τέτοιου είδους επεξεργαστές αναλαμβάνουν να εκτελέσουν ε-
κατοντάδες εργασίες ταυτόχρονα. Για το λόγο αυτό, χρησιμοποιούν αρχιτεκτονική SIMT
(Single-Instruction, Multiple-Thread) προκειμένου να οργανώσουν την εκτέλεση των εργα-
σιών, αυξάνοντας όσο το δυνατόν περισσότερο τις παράλληλα εκτελέσιμες οδηγίες.

Οι CUDA Cores αποτελούν μέρος των κεντρικών SM επεξεργαστών της κάρτας γραφικών.
Οι επεξεργαστές αυτοί αναλαμβάνουν να εκτελέσουν τα προγράμματα που καλούνται μέσω
CUDA.

Με τη βοήθεια της CUDA ο εκάστοτε προγραμματιστής έχει άμεση πρόσβαση σε σύνολο
εντολών που αφορούν την κάρτα γραφικών αλλά και σε όλα τα στοιχεία μνήμης της κάρτας.

Η πρώτη παρουσίαση της CUDA έγινε το 2006, σκοπός της να επιτρέψει στους προγραμ-
ματιστές να επιλύουν σύνθετα προβλήματα, μεγάλης κλίμακας πιο αποδοτικά σε σχέση
με την επίλυση στη CPU. Η CUDA υποστηρίζει εξαρχής τη γλώσσα C προκειμένου οι χρή-
στες να γράφουν τα προγράμματά τους, ωστόσο με την πάροδο τον χρόνων έχει δοθεί
υποστήριξη σε σωρεία άλλων γλωσσών μέσω APIs ή μέσω directives. Παράλληλα έχουν
δημιουργηθεί πολλά πακέτα υπολογιστικά και μη που χρησιμοποιούν CUDA. Ενδεικτικός
είναι ο παρακάτω πίνακας:
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Σχήμα 2.2: CUDA Overview

2.2.2 Προγραμματιστικό μοντέλο CUDA

Threads-Blocks-Grids Το προγραμματιστικό μοντέλο της CUDA είναι βασισμένο στην
παράλληλη εκτέλεση του ίδιου κώδικα σε πάρα πολλά μεμονωμένα στοιχεία, τα λεγόμενα
threads. Τα threads στην ουσία είναι τεχνητές, εικονικές (virtual), οντότητες, όπου η καθεμία
από αυτές εκτελεί τον κώδικα μιας συγκεκριμένου τύπου συνάρτησης γνωστή ως kernel.

Κατά την εκτέλεση του κώδικα υπάρχει δυνατότητα οργάνωσης ενός πλέγματος (grid).
Ο χρήστης μπορεί να ρυθμίσει ανάλογα με τις ανάγκες του πόσα blocks χρειάζεται εντός
του πλέγματος, χρησιμοποιώντας μέχρι και 3 διαστάσεις (μονοδιάστατες, δισδιάστατες,
τρισδιάστατες σειρές από blocks). Μέσα σε κάθε block, ο χρήστης μπορεί να ρυθμίσει
επίσης πόσα threads επιθυμεί να τρέχουν ανά block. Σε άμεση αναλογία με το πλέγμα, και
η διάσταση του block μπορεί να ποικίλει ανάλογα με τις ανάγκες του χρήστη μέχρι και σε
3 διαστάσεις (μονοδιάστατες, δισδιάστατες, τρισδιάστατες σειρές από threads).

Εδώ βέβαια πρέπει να αναφερθεί ότι, το κάθε block περιλαμβάνει τον κώδικα ο οποί-
ος εκτελείται σε έναν Cuda Core. Επομένως υπάρχει φυσικός περιορισμός στον αριθμό
των threads τα οποία μπορούν να περιέχονται σε ένα block, ο οποίος είναι 1024 για τους
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τρέχοντες πυρήνες CUDA.

Kernels Οι kernels (πυρήνες) είναι ειδικού τύπου συναρτήσεις τις οποίες περιέχει η CUDA
C έναντι της C. Λέγονται έτσι γιατί προορίζονται να εκτελεστούν τόσες φορές, όσα τα
συνολικά threads που έχουν οριστεί από τον χρήστη (ο αριθμός των threads προκύπτει
ανάλογα με την δομή του πλέγματος, τις διαστάσεις του, αλλά επίσης και των διαστάσεων
και της δομής των περιεχομένων στο πλέγμα blocks). Υπάρχουν ειδικά αναγνωριστικά για
να ξεχωρίζουν τον ορισμό των συναρτήσεων kernel, σε σχέση με τις κανονικές συναρτήσεις
της C.

Κατά την δημιουργία όλου του πλέγματος (και επομένως κατά την δημιουργία όλων των
blocks και των threads), ορίζονται μοναδικά Ids, σε όλα τα thread και τα υπόλοιπα στοι-
χεία. Με αυτό τον τρόπο υπάρχει η δυνατότητα πρόσβασης (όχι μνήμης) σε οποιοδήποτε
thread, εντός οποιασδήποτε διάστασης οποιουδήποτε block, σε οποιαδήποτε διάσταση του
πλέγματος.

Τα block απαιτείται από το προγραμματιστικό μοντέλο να μπορούν να εκτελούνται α-
νεξάρτητα το ένα από το άλλο. Πρέπει να είναι δυνατόν να εκτελεστούν με οποιοδήποτε
τρόπο σε οποιαδήποτε σειρά, σειριακά ή παράλληλα. Αυτή η απαραίτητη προϋπόθεση
επιτρέπει στα blocks να δρομολογούνται προς εκτέλεση σε οποιαδήποτε GPU (που το υπο-
στηρίζει), με οποιοδήποτε αριθμό πυρήνων CUDA. Ο κώδικας προσαρμόζεται ανάλογα με
τον αριθμό των πυρήνων της εκάστοτε κάρτας.

Πρόσβαση μνήμης Υπάρχουν συγκεκριμένες κατηγορίες μνήμης στις οποίες έχει πρόσβαση
ένα thread. Κάθε thread έχει την δική του αποκλειστική εσωτερική τοπική μνήμη, Per-thread
local memory. Η μνήμη αυτή είναι ξεχωριστή για κάθε thread και κανένα άλλο thread ακόμα
και εντός του ίδιου block δεν έχει πρόσβαση σε αυτήν. Υπάρχει η κοινή ανά block μνήμη Per-
block shared memory. Σε αυτήν έχουν πρόσβαση όλα τα threads εντός του ίδιου block. Κανένα
εξωτερικό block δεν έχει πρόσβαση σε αυτήν. Επίσης αυτή η μνήμη υπάρχει μόνο όσο το
block ”τρέχει”. Εφόσον η εκτέλεση ολοκληρωθεί, αυτό το κομμάτι μνήμης απελευθερώνεται
έως ότου δεσμευθεί για κάποια άλλη λειτουργία. Τέλος υπάρχει η καθολική μνήμη global
memory στην οποία έχουν πρόσβαση όλα τα thread σε όλα τα block του πλέγματος.
Σχηματικά η πρόσβαση της μνήμης στα thread αποδίδεται στο ακόλουθο σχήμα:
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Σχήμα 2.3: Πρόσβαση Μνήμης στη CUDA

Συγχρονισμός Πολλές φορές είναι απαραίτητο τα threads εντός του ίδιου block, που μοι-
ράζονται το ίδιο κομμάτι μνήμης, να μπορούν να συγχρονίζονται έτσι ώστε να υπάρχει
συντονισμένη πρόσβαση στη μνήμη. Αυτό έχει προβλεφθεί από το μοντέλο και αυτός ο
συγχρονισμός μπορεί να γίνει μέσω εγγενούς συνάρτησης ( __syncthreads()), η οποία λει-
τουργεί σαν φράγμα, το οποίο δεν μπορεί να ξεπεραστεί από κανένα thread, εάν όλα τα
threads δεν φτάσουν στο σημείο του συγχρονισμού.

Ετερογενής Προγραμματισμός Ένα από τα κύρια χαρακτηριστικά του μοντέλου είναι η
υποστήριξη του λεγόμενου ετερογενούς προγραμματισμού-Heterogeneous Programming. Αυ-
τό σημαίνει ότι το κάλεσμα των όποιων συναρτήσεων ”πυρήνα” (kernels) έχει δημιουργήσει
ο χρήστης, συμπεριλαμβάνεται σε ένα γενικότερο σειριακό κώδικα. Με άλλα λόγια ο κύριος
κώδικας του προγράμματος τρέχει στον κεντρικό επεξεργαστή (CPU) και όποτε κληθούν
οι kernels αποστέλλονται στην συσκευή (GPU) για εκτέλεση, μαζί με τα όποια δεδομένα
ενδέχεται να χρειαστούν. Η GPU στην ουσία δρα σαν συνεπεξεργαστής. Με αυτό το σκε-
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πτικό καθένας από τους επεξεργαστές έχει πρόσβαση σε διαφορετική μνήμη: Η CPU έχει
πρόσβαση στην μνήμη του συστήματος host memory, ενώ η GPU στην μνήμη της συσκευής
device memory. Η διαδικασία που λαμβάνει χώρα κάθε φορά που καλείται η εκτέλεση ενός
προγράμματος, είναι πρώτον να μεταφέρονται τα απαραίτητα δεδομένα από τη μνήμη του
συστήματος στην μνήμη της κάρτας γραφικών , δεύτερον με έναν δεδομένο διαχωρισμό
του πλέγματος, να γίνεται η κατανομή της μνήμης ανά block και thread, τρίτον εφόσον η
επεξεργασία ολοκληρωθεί, αντιγράφονται τα δεδομένα από την μνήμη της κάρτας (device
memory) πάλι πίσω στην (host memory) για περαιτέρω επεξεργασία.
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2.3 FE-BUI

2.3.1 Περιγραφή

Το FE-BUI (Finite Element Beowulf User Interface) [3] είναι ένα υπολογιστικό πακέτο
που αναπτύχθηκε στο υπολογιστικό κέντρο της Σχολής Χημικών Μηχανικών του Ε.Μ.Π. Πε-
ριέχει παράλληλους επιλύτες βασισμένους σε μεθόδους προβολής Krylov και χρησιμοποιεί
το πρωτόκολλο MPI (Message Passing Interface) για την επικοινωνία μεταξύ των επεξερ-
γαστών. Το FE-BUI σε αντίθεση με το CULA χρησιμοποιεί τους κλασσικούς επεξεργαστές
(CPUs) ενός υπολογιστικού συστήματος.

2.3.2 Περιεχόμενα

Το FE-BUI είναι γραμμένο σε Fortran 90. Η εγκατάσταση απαιτεί τις δωρεάν βιβλιοθή-
κες: BLAS, LAPACK και MPICH ή LAM/MPI. Τα κύρια περιεχόμενα του πακέτου παρου-
σιάζονται στο σχήμα 2.4.

Σχήμα 2.4: FE-BUI Components

2.3.3 Κύρια Χαρακτηριστικά

Eπιλύτες Ο πυρήνας του πακέτου βασίζεται σε επαναληπτικούς επιλύτες τύπου Krylov, με
προσταθεροποίηση, με σκοπό την εφαρμογή του σε μεγάλα και αραιά γραμμικά συστήματα.
Οι κύριοι επιλύτες που περιέχονται στο πακέτο είναι οι: GMRES(m), BiCGSTAB και CG.
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Προσταθεροποίηση Η χρήση προσταθεροποιητή είναι επιβεβλημένη προκειμένου να αυ-
ξηθεί ο ρυθμός σύγκλισης ενός επαναληπτικού επιλύτη Krylov. Στο FE-BUI η προσταθε-
ροποίηση του γραμμικού συστήματος γίνεται με πίνακα που προκύπτει μετά την εφαρμογή
της τεχνικής του αποπληθωρισμού ιδιοτιμών (deflation).

Partitioning (Καταμερισμός) Ο καταμερισμός του πλέγματος στο FE-BUI γίνεται με την
τεχνική των επικαλυπτόμενων χωρίων (overlapped domains). Το αρχικό πλέγμα χωρίζεται
σε επικαλυπτόμενα υποχωρία, το καθένα από τα οποία εκχωρείται σε έναν από τους διαθέ-
σιμους επεξεργαστές του υπολογιστικού συστήματος. Με τη εφαρμογή της τεχνικής αυτής,
δημιουργούνται ορισμένοι κόμβοι επικοινωνίας στο πλέγμα, οι συνεισφορές των οποίων
υπολογίζονται ξεχωριστά από τους επεξεργαστές που έχουν πρόσβαση σε αυτές.

Παράλληλη Επεξεργασία Οι αριθμητικές πράξεις που μπορεί να προκύψουν στις περισ-
σότερες των επαναληπτικών μεθόδων επίλυσης Krylov, αφορούν (i) ανανεώσεις διανυσμά-
των (ii) εσωτερικά γινόμενα διανυσμάτων (iii) γινόμενα πινάκων-διανυσμάτων .

Οι ανανεώσεις διανυσμάτων μπορούν να γίνουν παράλληλα χωρίς καμία παραπάνω επι-
κοινωνία μεταξύ των επεξεργαστών. Τα εσωτερικά γινόμενα που αφορούν κόμβους επικοι-
νωνίας, απαιτούν τον υπολογισμό τοπικών εσωτερικών γινομένων σε κάθε επεξεργαστή και
στη συνέχεια ανταλλαγή δεδομένων μεταξύ τους για την τελική άθροιση του αποτελέσματος.
Για τα γινόμενα πινάκων-διανυσμάτων το FE-BUI χρησιμοποιεί 3 μεθόδους (αʹ) Χρησιμο-
ποιώντας ειδική μορφοποίηση δεδομένων (CSR) (βʹ) Γινόμενο πίνακα-διανύσματος στοιχείο
ανά στοιχείο (γʹ) Με προσέγγιση (matrix-free approach) .

Χρήση FE-BUI Αρχικά πρέπει να εισαχθεί στον σειριακό κώδικα το module του οδη-
γού του FE-BUI (febuidrv_module). Στη συνέχεια οι απαραίτητες μεταβλητές που πρέπει
να εισαχθούν στον επιλύτη είναι οι τυπικές μεταβλητές στα περισσότερα προγράμματα
παρόμοιου τύπου:

1. Αριθμός κόμβων N και αριθμός στοιχείων

2. Το διάνυσμα NpE(NE), που περιέχει τον αριθμό των κόμβων ανά στοιχείο

3. Το διάνυσμα NOP (NE,max(NpE)), που περιέχει την αντιστοίχηση της τοπικής και
ολικής αρίθμησης των κόμβων.

4. Τα διανύσματα NCOD(NN) και BC(NN), για εισαγωγή οριακών συνθηκών Dirichlet.
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5. Μια προσέγγιση της λύσης στο διάνυσμα u(NN) σε περίπτωση μη γραμμικών συστη-
μάτων.
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Κεφάλαιο 3

Μέθοδος Επίλυσης

Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται μια περιγραφή της επαναληπτικής μεθόδου GMRES αλλά
και της παραλλαγής της GMRES(m). Η GMRES(m) είναι η μέθοδος που επιλέχθηκε για
την επίλυση αραιών συστημάτων γραμμικών εξισώσεων από τα πακέτα CULA και FE-
BUI. Γίνεται σύντομη περιγραφή του θεωρητικού τους υπόβαθρου και των αλγόριθμων
υλοποίησής της.
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3.1 GMRES

Η GMRES είναι μια επαναληπτική μέθοδος επίλυσης τύπου Krylov για την επίλυση μη
συμμετρικών συστημάτων γραμμικών εξισώσεων. Αναπτύχθηκε από τούς Y. Saad και
Martin H. Schultz το 1986. Σαν μέθοδος επίλυσης, προτιμάται για την επίλυση μεγάλων
συστημάτων αλγεβρικών εξισώσεων με μη συμμετρικούς πίνακες.
Ξεκινώντας από μια εκτίμηση της λύσης xo, του συστήματος:

Ax = b (3.1)

όπου A ∈ RN×N και x, b ∈ RN×N , η GMRES(m) χρησιμοποιεί την μέθοδο Arnoldi [9], σε
συνδυασμό με μια μέθοδο ορθογωνοποίησης (συνήθως χρησιμοποιείται η τροποποιημένη
μέθοδος Gram-Schmidt) δημιουργεί μια βάση ορθογωνοποίησης Vm ∈ RN×m του m-οστού
υποχώρου Krylov:

Km(A, v) = span{v, Av,A2v, ..., Am−1v} (3.2)

όπου v ≡ ro∥ro∥2, ro ≡ b− Axo. Η νέα εκτίμηση της λύσης είναι:

xm = xo + Vmym (3.3)

όπου ym είναι ένα διάνυσμα μεγέθους m και υπολογίζεται από την λύση του προβλήματος
ελαχίστων τετραγώνων

ym = argmin
y

∥βe1 − H̄my∥2, y ∈ Rm (3.4)

Στην εξίσωση 3.4, β = ∥ro∥2,e1 = [1, 0, ..., 0]T και H̄m ∈ R(m+1)×m ένας άνω Hessenberg
πίνακας έτσι ώστε να ισχύει:

AVm = Vm+1H̄m ⇒ V T
mAVm = Hm (3.5)

όπου Hm είναι ένας άνω Hessenberg πίνακας που προκύπτει από τον H̄m με αφαίρεση της
τελευταίας γραμμής του. Το πρόβλημα ελαχίστων τετραγώνων της 3.4 λύνεται μετασχημα-
τίζοντας τον H̄m, σε έναν άνω τριγωνικό πίνακα Rm ∈ Rm×m χρησιμοποιώντας περιστροφές
επιπέδου [8].

Η απαίτηση μνήμης αλλά και το υπολογιστικό κόστος της μεθόδου Arnoldi που χρησι-
μοποιείται στην GMRES, αυξάνονται τάχιστα συναρτήσει του m. Για το λόγο αυτό χρησι-
μοποιείται μια τροποποιημένη μέθοδος της GMRES, η GMRES(m). Όταν το m φτάσει μια
συγκεκριμένη προκαθορισμένη τιμή, ο αλγόριθμος επανεκκινεί, χρησιμοποιώντας την τελευ-
ταία προσέγγιση της λύσης από την εξίσωση 3.3 σαν αρχική προσέγγιση. Έτσι ”τρέχουν”
δύο είδη επαναλήψεων: οι ”εσωτερικές” m επαναλήψεις και οι ”εξωτερικές” επαναλήψεις
οι οποίες ουσιαστικά είναι ο αριθμός των επανεκκινήσεων που κάνει η GMRES(m).
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Στη συνέχεια παρουσιάζονται οι αλγόριθμοι της μεθόδου GMRES και της GMRES(m).

Αλγόριθμος 3.1.1 GMRES

1. Υπολογισμός του ro = b− Axo,β := ∥ro∥2 και u1 =
ro
β

2. Ορισμός του (m+ 1)×m πίνακα H̄m = {hij}1≤i≤m+1,1≤j≤m

3. Για j = 1, 2, ... Do

4. Υπολογισμός του wj := Auj

5. Για i = 1, 2, ..., j Do

6. Υπολογισμός του hij = (wj, ui)

7. Υπολογισμός του wj = wj − hijui

8. EndDo

9. hj+1,j = ∥wj∥2. Αν hj+1,j = 0 τότε m := j και πήγαινε στο βήμα 12

10. uj+1,j =
wj

hj+1,j

11. EndDo

12. Υπολογισμός του ym που ελαχιστοποιεί τη νόρμα ∥βe1 − H̄my∥2

13. Υπολογισμός του xm = xo + Vmym

Σημείωση: Τα βήματα 3-11 του παραπάνω αλγορίθμου της GMRES είναι ο αλγόριθμος
Arnoldi, ο γνωστά ως βρόγχος Arnoldi για τη κατασκευή μιας ορθοκανονικής βάσης του
υπόχωρου Krylov με u1 =

ro
β

Ο αλγόριθμος GMRES δεν είναι πρακτικός, αν το m γίνει αρκετά μεγάλο, εξαιτίας του
μεγάλου υπολογιστικού κόστους −O(m2)N− και την μεγάλη απαίτηση σε μνήμη −O(m)N−
της μεθόδου Arnoldi. Έτσι συνήθως χρησιμοποιείται μια παραλλαγή του αλγορίθμου 3.1.1
με στόχο την διατήρηση μικρών τιμών του m.
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Αλγόριθμος 3.1.2 GMRES(m)

1. Υπολογισμός του ro = b− Axo,β := ∥ro∥2 και u1 =
ro
β

2. Ορισμός του (m+ 1)×m πίνακα H̄m = {hij}1≤i≤m+1,1≤j≤m

3. Για j = 1, 2, ...,m Do

4. Υπολογισμός του wj := Auj

5. Για i = 1, 2, ..., j Do

6. Υπολογισμός του hij = (wj, ui)

7. Υπολογισμός του wj = wj − hijui

8. EndDo

9. hj+1,j = ∥wj∥2

10. uj+1,j =
wj

hj+1,j

11. Υπολογισμός του ym που ελαχιστοποιεί τη νόρμα ∥βe1 − H̄my∥2

12. Υπολογισμός του xm = xo + Vmym

13. Υπολογισμός του ρ = ∥b− Axm∥2 = |γm+1|

14. Αν ρ ≤ ϵβ τότε ο αλγόριθμος τερματίζεται, αλλιώς xo = xm και επανεκκίνηση από
το βήμα 1. Συνήθως ϵ = 10−5

Στον αλγόριθμο 3.1.2 φαίνονται τα δυο είδη επαναλήψεων που περιγράφηκαν παρα-
πάνω για τη μέθοδο GMRES(m). Κάθε επανάληψη μεταξύ δύο επανεκκινήσεων (restarts)
του αλγορίθμου ορίζεται ως εσωτερική επανάληψη. Οι m εσωτερικές επαναλήψεις οικοδο-
μούν τη βάση του υπόχωρου Krylov. Ως εξωτερική επανάληψη ορίζεται το σύνολο των m

εσωτερικών επαναλήψεων μεταξύ δύο επανεκκινήσεων του αλγορίθμου.
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Κεφάλαιο 4

3D-BRATU

Περιγραφή του προβλήματος 3D-Bratu. Το Bratu είναι το πρόβλημα πάνω στο οποίο
γίνεται εφαρμογή των πακέτων CULA και FE-BUI. Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται και μια
περιγραφή του αλγορίθμου επίλυσης του προβλήματος.
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4.1 Περιγραφή

Το πρόβλημα Bratu [15] έχει προκύψει από την απλοποίηση του μοντέλου καύσης στερεών
καυσίμων στη θεωρία θερμικής καύσης, και από διάφορες φυσικές εφαρμογές που κυμαί-
νονται από την θεωρία χημικών αντιδράσεων, την μεταφορά θερμότητας με ακτινοβολία, τη
νανοτεχνολογία, μέχρι και την θεωρία διαστολής τους σύμπαντος.

Το Bratu είναι ένα πρόβλημα συνοριακών τιμών μη γραμμικό, με μια παράμετρο λ, σε
ένα τρισδιάστατο πεδίο ορισμού (3D) σε καρτεσιανές συντεταγμένες, με ομογενής οριακές
συνθήκες Dirichlet και Neumann.

∇2u+ λeu = 0 , (x, y, z) ∈ Ω, Ω = [0, 1]× [0, 1]× [0, 0.5] (4.1)

u|x=0 = 0 , u|x=1 = 0, ∀(y, z) ∈ Ω (4.2)

u|y=0 = 0 , u|y=1 = 0, ∀(x, z) ∈ Ω (4.3)
∂u

∂z

∣∣∣∣
z=0

= 0,
∂u

∂z

∣∣∣∣
z=h

= 0, ∀(x, y) ∈ Ω (4.4)

Η λύση που αναζητείται είναι η u που ικανοποιεί την εξίσωση:

Lu = 0 (4.5)

Η επίλυση γίνεται εφαρμόζοντας τη μέθοδο πεπερασμένων στοιχείων (FEM). Το πεδίο
ορισμού Ω χωρίζεται σε έναν πεπερασμένο αριθμό κυβικών στοιχείων, ενώ οι λύσεις u
προσεγγίζονται σε όρους της μεθόδου πεπερασμένων στοιχείων, με συναρτήσεις βάσεις οι
οποίες είναι γραμμικά πολυώνυμα και ως προς τις 3 χωρικές μεταβλητές x, y, z. Λόγω της
γραμμικότητας των συναρτήσεων βάσεων, χρειάζονται 2 κόμβοι ανά χωρική μεταβλητή ανά
στοιχείο, επομένως συνολικά κάθε στοιχείο αποτελείται από 8 κόμβους.
Η προσέγγιση της λύσης είναι:

u (x, y, z) =
N∑
j=1

ujϕj (x, y, z) (4.6)

όπου N είναι ο συνολικός αριθμός των κόμβων των στοιχείων που καλύπτουν το Ω,ϕj είναι
οι τριγραμμικές συναρτήσεις βάσεις και uj είναι οι τιμές της συνάρτησης u στους κόμβους.
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Τα υπόλοιπα Galerkin προκύπτουν από τον πολλαπλασιασμό των υπολοίπων Lu − 0 επί
των συναρτήσεων βάσεων ϕi για κάθε κόμβο του πλέγματος:

Ri =

∫
Ω

∇2uϕidV + λ

∫
Ω

euϕidV, i = 1, 2, . . . , N. (4.7)

Ri =

∮
∂Ω

∇u · nϕidS −

∫
Ω

∇u · ∇ϕidV + λ

∫
Ω

euϕidV, i = 1, 2, . . . , N. (4.8)

όπου n είναι το μοναδιαίο κάθετο διάνυσμα στο σύνορο (normal vector). Δεδομένων των
συναρτήσεων που ισχύουν στο σύνορο του πλέγματος, ο πρώτος όρος του υπολοίπου μηδε-
νίζεται. Αντικαθιστώντας την προσέγγιση της λύσης, η εξίσωση του υπολοίπου γίνεται:

Ri = −
N∑
j=1

uj

∫
Ω

∇ϕj · ϕidV + λ

∫
Ω

exp

(
N∑
j=1

ujϕj

)
ϕidV = 0, i = 1, 2, . . . , N. (4.9)

Όπως είναι φανερό, η διαφορική εξίσωση του προβλήματος δεν είναι γραμμική. Αυτό
σημαίνει ότι το σύστημα των υπολοίπων Galerkin που θα προκύψουν από την εφαρμογή
της μεθόδου, θα είναι ένα σύστημα μη γραμμικών εξισώσεων που δεν μπορεί να λυθεί, παρά
με προσεγγιστικές μεθόδους. Γι’ αυτόν τον λόγο θα εφαρμοστεί η επαναληπτική μέθοδος
Newton.
Κρίνεται λοιπόν αναγκαίος ο υπολογισμός της Ιακωβιανής του πίνακα των υπολοίπων:

J
(
uk, λ

)
= −

∫
Ω

∇ϕj · ϕidV + λ

∫
Ω

exp

(
N∑
j=1

ujϕj

)
ϕiϕjdV = 0, i = 1, 2, . . . , N. (4.10)

με

F
(
uk, λ

)
= −

N∑
j=1

uj

∫
Ω

∇ϕj · ϕidV + λ

∫
Ω

exp

(
N∑
j=1

ujϕj

)
ϕidV = 0, i = 1, 2, . . . , N. (4.11)

Η επαναληπτική μέθοδος Newton, χρησιμοποιείται ευρέως για την αριθμητική επίλυση
συστημάτων μη γραμμικών εξισώσεων

F (u, λ) = 0 (4.12)

, όπου F : RN ×R→ RN , είναι ένα διάνυσμα των μη γραμμικών εξισώσεων μεγέθους N και
λ ∈ R είναι μια παράμετρος.
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Η επαναληπτική μέθοδος Newton, με βάση μια αρχική εκτίμηση της λύσης, υπολογίζει
μια νέα εκτίμηση της λύσης:

uk+1 = uk + xk, k = 0, 1, . . . εως σύγκλισης (4.13)

Στην εξίσωση (4.13) το xk είναι η λύση του γραμμικοποιημένου συστήματος εξισώσεων:

J
(
uk, λ

)
xk = −F

(
uk, λ

)
(4.14)

όπου ο πίνακας J
(
uk, λ

)
≡ Fu

(
uk, λ

)
∈ RN×N είναι η Ιακωβιανή του συστήματος των μη

γραμμικών εξισώσεων.
Το γραμμικό σύστημα μπορεί να επιλυθεί χρησιμοποιώντας την επαναληπτική μέθοδο
GMRES(m) με τη χρήση των πακέτων CULA ή FE-BUI.
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4.2 Αλγόριθμος Επίλυσης με CULA/FE-BUI

Ο αλγόριθμος που περιγράφεται παρακάτω είναι αυτός που χρησιμοποιήθηκε σαν βάση
για την ανάπτυξη του κώδικα που καλεί τόσο το CULA όσο και το FE-BUI. Πρόκειται για
σειριακό αλγόριθμο, χωρίς κανένα είδος παραλληλοποίησης. Στον αλγόριθμο σημειώνονται
τα βήματα των οποίων η επεξεργασία μπορεί να γίνει με χρήση των πακέτων.
Ο αλγόριθμος παρουσιάζεται παρακάτω:

1. Ορισμός όλων των μεταβλητών, και allocation όλων των λιστών, πινάκων που χρησι-
μοποιούνται.

2. Δημιουργία πλέγματος
Η δημιουργία του πλέγματος γίνεται με την κλήση της υπορουτίνας
domain3d(x_length,y_length,z_length). Η υπορουτίνα αυτή, χρησιμοποιώντας τα δεδομέ-
να για τον αριθμό των στοιχείων που έχουν δοθεί για κάθε διάσταση, υπολογίζει τον
απαιτούμενο αριθμό κόμβων για κάθε άξονα (αλλά και τον συνολικό).Με δεδομένες
τις χωρικές διαστάσεις της συνολικής γεωμετρίας του πλέγματος, υπολογίζει και κα-
ταχωρεί την θέση στο χώρο του κάθε κόμβου. Παράλληλα πληρώνεται και ο πίνακας
nop, ο οποίος αντιστοιχεί την τοπική αρίθμηση των κόμβων οποιουδήποτε στοιχείου,
στην ολική τους αρίθμηση.

3. Αναγνώριση κόμβων
Σε αυτό το βήμα αναγνωρίζονται οι κόμβοι που βρίσκονται στα σύνορα του πλέγματος.
Γι’ αυτό τον σκοπό χρησιμοποιείται η array ncod, όπου για κάποιον κόμβο με ολική
αρίθμηση i, καταχωρείται η τιμή 1 : ncod(i) = 1 όταν ο κόμβος ανήκει στο σύνορο και
ncod(i) = 0 για όλους τους υπόλοιπους κόμβους του εσωτερικού.

4. Έναρξη κύκλου Newton
Γίνεται έναρξη ενός βρόγχου, ο οποίος τερματίζει μόνο όταν έχει υπάρξει σύγκλιση
εντός του ορίου που έχει οριστεί. Σκοπός είναι εντός της κάθε επανάληψης να επιλυθεί
το γραμμικοποιημένο σύστημα που περιγράφηκε παραπάνω. Έτσι πρέπει σε κάθε
επανάληψη να κατασκευάζεται ένα γραμμικό σύστημα της μορφής A · x = b, όπου A

είναι ένας τετραγωνικός πίνακας διάστασης N ×N , x η λύση του συστήματος και b η
δεξιά πλευρά του συστήματος.

(αʹ) Κατασκευή πίνακα Α (FE-BUI)
Η πλήρωση του πίνακα Α γίνεται ανά κάθε στοιχείο του πλέγματος. Έπειτα για
κάθε στοιχείο συλλέγονται οι συνεισφορές όλων των κόμβων του μεταξύ τους.
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Αυτή η συνεισφορά χρησιμοποιείται εν τέλει για την ανανέωση των τιμών του
δισδιάστατου πίνακα. Η συνεισφορά ανά στοιχείο υπολογίζεται με τη βοήθεια
της υπορουτίνας abfind.

(βʹ) Εφαρμογή οριακών συνθηκών (FE-BUI)
Εφόσον ολοκληρωθεί η πλήρωση του πίνακα Α, ακολουθεί η πλήρωση του δεξιού
πίνακα b, με την βοήθεια της ncod, καθώς και η επιβολή των οριακών συνθηκών
στον πίνακα .

(γʹ) Επίλυση Γραμμικού Συστήματος (CULA, FE-BUI)
Το γραμμικό σύστημα που προκύπτει επιλύεται με τη μέθοδο απαλοιφής Gauss.

(δʹ) Έλεγχος ακρίβειας λύσης
Ο έλεγχος της λύσης γίνεται υπολογίζοντας την τυπική απόκλιση της λύσης. Ε-
φόσον η απόκλιση είναι εντός του επιθυμητού ορίου, η λύση x ανανεώνεται και ο
κύκλος της μεθόδου Newton κλείνει. Σε διαφορετική περίπτωση, η λύση ανανε-
ώνεται και πάλι και ακολουθεί επόμενη επανάληψη Newton, η οποία υπολογίζει
την νέα προσέγγιση της λύσης.
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Κεφάλαιο 5

Παράλληλη Επίλυση

Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται εκτενής περιγραφή των δομών και συναρτήσεων του πακέτου
CULA. Δίνονται οδηγίες για τον τρόπο με τον οποίο καλούνται οι συναρτήσεις του πακέτου
αλλά και του τρόπου με τον οποίο ορίζονται οι δομές της CULA σε πηγαίο κώδικα Fortran
95. Στη συνέχεια γίνεται μια σύντομη αναφορά και στην εφαρμογή του πακέτου FE-
BUI, δείχνοντας πως εισάγεται στον πηγαίο κώδικα αλλά και πως καλείται η βασική του
υπορουτίνα.
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5.1 Επίλυση με CULA SPARSE

5.1.1 Περιγραφή

Ο κώδικας που αναπτύχθηκε στα πλαίσια αυτής της εργασίας αποσκοπεί στο να μειώσει
την απαίτηση μνήμης για τις ανάγκες της επίλυσης αλλά και τους χρόνους επεξεργασίας
πάντα σε σχέση με τον αρχικό σειριακό κώδικα επίλυσης.

Όπως αναφέρεται και στο εγχειρίδιο του CULA SPARSE [1] η πιο συνηθισμένη μορφή
αποθήκευσης πίνακα, είναι αυτή του προτύπου CSR. Αυτή είναι και η μορφοποίηση που
προτιμάται από τις διαθέσιμες του πακέτου.

Για το κομμάτι της επίλυσης χρησιμοποιήθηκε η μέθοδος GMRES(m) που περιέχεται στο
πακέτο του CULA SPARSE, χωρίς την χρήση κάποιου προσταθεροποιητή.

Σημειώνεται ότι όλες οι άλλες εργασίες εκτός της επίλυσης του γραμμικοποιημένου συ-
στήματος που προκύπτει λαμβάνουν χώρα στη CPU.

Η έκδοση του πακέτου CULA SPARSE που χρησιμοποιήθηκε στα πλαίσια της εργασίας
είναι η CULA SPARSE S4 [1].
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5.1.2 Πρακτική Εφαρμογή (Implementation)

Εισαγωγή του CULA SPARSE στον πηγαίο κώδικα

Listing 5.1: Cula Specific Variables

1 use cu l a _ s t a tu s
2 use cu la_sparse
3
4 Type (CULA_ITERATIVE_CONFIG) : : con f ig
5 Type (CULA_GMRES_OPTIONS) : : so lverOpts
6 Type (CULA_EMPTY_OPTIONS) : : precondOpts
7 Type (CULA_ITERATIVE_RESULT) : : cu l a r e s
8
9 INTEGER : :STATUS

Στις δυο πρώτες γραμμές του κώδικα γίνεται η εισαγωγή των απαραίτητων modules,
προκειμένου να γίνει η χρήση των περιεχομένων (συναρτήσεων και δομών) του πακέτου.
Για την κλήση του επιλύτη, χρειάζονται ορισμένες μεταβλητές-δομές που περιέχουν στο
εσωτερικό τους ποικίλες επιλογές για την γενικότερη αλλά και την ειδικότερη λειτουργία
του επιλύτη.

Συγκεκριμένα, η δομή config περιέχει αρκετές γενικές παραμέτρους όπως: την ελεγχόμενη
ακρίβεια, τον μέγιστο αριθμό των επαναλήψεων, τη μέθοδο αρίθμησης των διανυσμάτων,
την αποθήκευση του διανύσματος των υπολοίπων κ.α.
Τα περιεχόμενα της δομής CULA_ITERATIVE_CONFIG παρατίθενται στον ακόλουθο πί-
νακα:
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Πίνακας 5.1: CULA Config Struct

Όνομα Τύπος Περιγραφή
indexing int Έναρξη αρίθμησης array (0,1)
tolerance double Επιθυμητή ακρίβεια του επιλύτη
maxIterations int Μέγιστος αριθμός επαναλήψεων του επιλύτη
residualVector double* Pointer για array στην οποία αποθηκεύονται τα υ-

πόλοιπα κατά την επίλυση
useInitialResidualVector int Υποδεικνύει αν πρέπει να θεωρηθεί αρχική δεδομένη

λύση για τον επιλύτη
useBestAnswer int Υποδεικνύει αν η λύση πρέπει να επιστρέψει ολο-

κληρωμένη απάντηση ή την καλύτερη απάντηση και
τον αριθμό τον αριθμό της τρέχουσας επανάληψης
σε περίπτωση μη σύγκλισης

useStagnationCheck int Υποδεικνύει τον έλεγχο ή όχι της λύσης για
stagnation

debug int Υποδεικνύει αν πρέπει να γίνουν περισσότεροι έλεγ-
χοι για εντοπισμό σφαλμάτων

Η δομή solverOpts, περιέχει εξειδικευμένες επιλογές για τον επιλύτη ανάλογα με το είδος
του. Π.χ με χρήση της GMRES (όπως γίνεται και στον παραπάνω κώδικα), αυτή η δομή
ορίζεται τύπου CULA_GMRES_OPTIONS και εντός της, περιέχεται η μεταβλητή restart, η
οποία είναι ο μέγιστος αριθμός των εσωτερικών επαναλήψεων που διατίθεται για την επί-
λυση. Αν ο αριθμός των επαναλήψεων ξεπεράσει τον αριθμό αυτό, ο επιλύτης επανεκκινεί
την επίλυση.

Η δομή precondOptions, ανάλογα με τον τύπο της περιέχει εξειδικευμένες επιλογές για τον
προσταθεροποιητή (preconditioner) που χρησιμοποιείται για την μορφοποίηση του πίνακα.
Στη συγκεκριμένη περίπτωση χρησιμοποιείται μια άδεια δομή καθώς χρησιμοποιείται επι-
λύτης χωρίς τη χρήση προσταθεροποιητή. Επομένως η δομή precondOptions είναι τύπου
CULA_EMPTY_OPTIONS.

Π.χ. αν ήταν ανάγκη να χρησιμοποιηθεί προσταθεροποιητής Jacobi, τότε η δομή precondOptions
έπρεπε να είναι τύπου CULA_JACOBI_OPTIONS.
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Η δομή iterativeResult περιέχει μεταβλητές σχετικές με την λύση που έχει επιτευχθεί από
τον επιλύτη. Ανεξαρτήτως του επιλύτη που χρησιμοποιείται πρέπει να είναι πάντα τύπου
CULA_ITERATIVE_RESULT.
Τα περιεχόμενα της δομής παρατίθενται στον παρακάτω πίνακα:

Πίνακας 5.2: CULA IterativeResult Struct

Όνομα Τύπος Περιγραφή
flag CULA_ITERATIVE_FLAG Δομή που περιέχει πληροφορίες σχετικά με την επι-

τυχία ή την αποτυχία της επίλυσης
code unsigned long Εσωτερικός κωδικός πληροφοριών
iterations int Αριθμός επαναλήψεων που έγιναν από τον επιλύτη
residual CULA_ITERATIVE_RESIDUAL Δομή που περιέχει πληροφορίες σχετικά με τον πί-

νακα υπολοίπων (residual)
timing CULA_ITERATIVE_TIMING Δομή που περιέχει πληροφορίες σχετικά με τους

χρόνους επίλυσης αλλά και προσταθεροποίησης

Σημείωση: Οι δομές στο συγκεκριμένο κομμάτι του κώδικα, απλά ορίζονται, η προετοι-
μασία τους (initialization) καθώς και η εισαγωγή των δικών μας επιλογών γίνεται πριν την
κλήση του επιλύτη. Initialize πρέπει να γίνει σε όλες τις δομές εκτός της δομής τύπου
ITERATIVE_RESULT, που γίνεται μέσω του επιλύτη.

Η ακέραια μεταβλητή STATUS, χρησιμοποιείται προκειμένου να αποθηκεύσει το κωδικό
που επιστρέφει οποιαδήποτε συνάρτηση ή υπορουτίνα που περιέχεται στο πακέτο. Κά-
θε συνάρτηση του γενικότερου πλαισίου (framework) του CULA SPARSE, επιστρέφει έναν
κωδικό επιστροφής (return code). Αυτός ο κωδικός είθισται να αποθηκεύεται στην μετα-
βλητή STATUS. Στη συνέχεια υπάρχει η δυνατότητα για έλεγχο του STATUS προκειμένου
να αναγνωριστεί αυτός ο κωδικός. Ο έλεγχος αυτός γίνεται με την κλήση της υπορουτίνας:
CULA_CHECK_STATUS(STATUS).
Τα πιθανά ”προβλήματα” που μπορεί να επιστραφούν από την παραπάνω συνάρτηση πα-
ρατίθενται στον παρακάτω πίνακα:
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Πίνακας 5.3: Status Codes

Status Code Description
culaNoError Δεν έχει γίνει initialize του πακέτου
culaNoHardware Δεν εντοπίζεται το κατάλληλο υλικό για την εκτέ-

λεση του προγράμματος
culaInsufficientRuntime Δεν υποστηρίζεται η τρέχουσα έκδοση της CUDA
culaInsufficientComputeCapability Οι υπάρχουσες GPU δεν υποστηρίζουν την συγκε-

κριμένη διαδικασία
culaInsufficientMemory Δεν υπάρχει διαθέσιμη μνήμη για τη συνέχεια της

εκτέλεσης
culaFeatureNotImplemented Το ζητούμενο στοιχείο δεν έχει προστεθεί ακόμα

στο πακέτο
culaArgumentError Έχει εισαχθεί λάθος παράμετρος σε μια συνάρτηση
culaDataError Η διεργασία δεν μπόρεσε να ολοκληρωθεί λόγω

σφάλματος δεδομένων
culaBlasError Εντοπίστηκε Blas σφάλμα
culaRuntimeError Σφάλμα κατά την εκτέλεση

Ορισμός διανυσμάτων-μεταβλητών

Listing 5.2: General Vectors/Variables

1 DOUBLE PRECISION : : gp , gw , tempval
2 DOUBLE PRECISION , dimension (3) : : au
3 integer , dimension ( : ) , a l l o c a t ab l e : : ncod , NNperElem , ip i v
4 DOUBLE PRECISION , dimension ( : ) , a l l o c a t ab l e : : bc
5 DOUBLE PRECISION , dimension (8 ,8) : : s t i f f
6 DOUBLE PRECISION , a l lo ca tab le , dimension ( : ) : : b , &
7 Rbratupar , Rarcu , du , u , b_aux
8 DOUBLE PRECISION : : sum

Σε αυτό το κομμάτι γίνεται ο ορισμός των μεταβλητών και των διανυσμάτων που χρειά-
ζονται για τους μαθηματικούς υπολογισμούς του προβλήματος. Το κομμάτι αυτό είναι ίδιο
με αυτό του σειριακού κώδικα, με μοναδική εξαίρεση τον δισδιάστατο πίνακα A.
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Το κομμάτι υπολογισμού των διανυσμάτων δεικτών του συστήματος CSR γίνεται μόνο
μια φορά πριν την εκκίνηση του κύκλου Newton. Ενώ με τον ακριβή αριθμό των μη μηδε-
νικών στοιχείων μπορούμε να δεσμεύσουμε και την array που αποθηκεύει τα μη μηδενικά
στοιχεία.

Σε κάθε νέο κύκλο Newton αρκεί να γίνεται ενημέρωση των τιμών των μη μηδενικών
στοιχείων του πίνακα A, με βάση την προσέγγιση της λύσης που βρέθηκε στο προηγούμενο
βήμα.

Δημιουργία πλέγματος και αναγνώριση κόμβων

Όπως ακριβώς και στη παράγραφο 4.2, με τον ίδιο τρόπο γίνεται και τώρα η δημιουργία
του πλέγματος και η αναγνώριση των κόμβων του συνόρου, στους οποίους γίνεται η επιβολή
των οριακών συνθηκών. Μετα την δημιουργία του πλέγματος πληρώνονται οι arrays bc και
ncod, οι οποίες στη συνέχεια βοηθούν στον υπολογισμό των οριακών συνθηκών.

Κατασκευή συστήματος CSR

Γίνεται κλήση της υπορουτίνας ij_arrays. Η υπορουτίνα αυτή αναλαμβάνει να υπολογίσει
τα διανύσματα ia και ja του συστήματος CSR ενώ ταυτόχρονα υπολογίζει και τον ακριβή
αριθμό των μη μηδενικών στοιχείων.

Η κατασκευή του συστήματος CSR γίνεται σε 3 στάδια.

Στο πρώτο στάδιο γίνεται μια προσέγγιση των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα. Γί-
νεται δέσμευση (allocation) στη μνήμη ορισμένων προσωρινών διανυσμάτων, τα οποία χρη-
σιμοποιούνται, σε δεύτερο στάδιο, για τον υπολογισμό του πραγματικού αριθμού των μη
μηδενικών στοιχείων. Παράλληλα κατασκευάζονται και τα πραγματικά διανύσματα που
περιέχουν τους δείκτες στήλης και γραμμής με τον τρόπο που απαιτεί το σύστημα CSR. Στο
τρίτο στάδιο υπολογίζεται η τρίτη array που περιέχει τα μη μηδενικά στοιχεία του πίνακα
Α.

Listing 5.3: Subroutine ij_arrays

1 subroutine i j _ a r r a y s
2 use a l l
3 use c s r
4 impl i c i t none

45



5.1. ΕΠΙΛΥΣΗ ΜΕ CULA SPARSE ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΠΑΡΑΛΛΗΛΗ ΕΠΙΛΥΣΗ

5 integer : :m, n , nel , i , j , k , i count
6 integer , a l lo ca tab le , dimension ( : ) : : ia_temp , ja_temp , temp , counter
7 double prec is ion : : s t i f f
8
9 a l l o c a t e ( counter (np) ) ! g e t number o f c o n t r i b u t i o n s p e r row
10 counter=0
11 DO nel =1 ,ne
12 DO i =1 ,8
13 m=nop( nel , i )
14 DO j =1 ,8
15 counter (m)=counter (m)+1
16 ENDDO
17 ENDDO
18 ENDDO
19
20
21 Annzcounter=sum( counter )
22 Allocate ( temp(maxval ( counter ) ) )
23
24 a l l o c a t e ( ia_temp (np+1) )
25 ia_temp (1 ) =1
26 DO i =2 ,np
27 ia_temp ( i )=ia_temp ( i −1)+counter ( i −1)
28 ENDDO
29 ia_temp (np+1)=Annzcounter+1
30
31 a l l o c a t e ( ja_temp (Annzcounter ) )
32 counter=0
33 DO nel =1 ,ne
34 DO i =1 ,8
35 m=nop( nel , i )
36 DO j =1 ,8
37 n=nop( nel , j )
38 counter (m)=counter (m)+1
39 ja_temp ( ia_temp (m)−1+counter (m) )=n
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40 ENDDO
41 ENDDO
42 ENDDO
43
44 a l l o c a t e ( i a (np+1) )
45 i a ( 1 ) =1
46 Annzcounter=0
47 DO k=1 ,np
48 m=ia_temp (k)
49 n=ia_temp (k+1)−1
50 temp=0
51 temp ( 1 : n−m+1)=ja_temp (m:n)
52 ja_temp (m:n)=0
53 CALL s o r t ( temp , n−m+1 , i count ) ! s o r t i n g i n d i c e s
54 ja_temp (m:m+icount −1)=temp ( 1 : i count )
55 i a (k+1)=i a (k)+icount
56 Annzcounter=Annzcounter+icount
57 ENDDO
58
59 ALLOCATE( j a ( Annzcounter ) )
60 k=0
61 DO i =1 ,SIZE( ja_temp )
62 IF ( ja_temp ( i ) /=0) THEN
63 k=k+1
64 j a (k)=ja_temp ( i )
65 ENDIF
66 ENDDO
67
68 DEALLOCATE( temp , counter , ia_temp )
69 DEALLOCATE( ja_temp )
70
71 end subroutine i j _ a r r a y s

Τα βοηθητικά διανύσματα δεσμεύονται στη μνήμη με διαστάσεις παρόμοιες με αυτές που
έχουν τα τελικά ”χρήσιμα” διανύσματα. Αυτό πρακτικά σημαίνει ότι για ένα διάστημα, η
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κατανάλωση μνήμης αγγίζει έως και το 200% της μνήμης που χρειαζόμαστε. Ωστόσο, αυτή η
δέσμευση είναι προσωρινή. Τα πρόσθετα διανύσματα αποδεσμεύονται κατά το τερματισμό
της εκτέλεσης της υπορουτίνας και η κατανάλωση μνήμης επανέρχεται σε κανονικά επίπεδα.

Ο κώδικας έχει προσαρμοστεί με τέτοιο τρόπο έτσι ώστε τα διανύσματα ia,ja αλλά και ο
αριθμός των μη μηδενικών στοιχείων Annzcounter να υπολογιστούν μια και μοναδική φορά,
καθώς στην συνέχεια της εκτέλεσης δεν πρόκειται να αλλάξουν. Σε όλες τις υπόλοιπες
επαναλήψεις μπορούν να χρησιμοποιηθούν τα ίδια διανύσματα, με απλή ενημέρωση του
διανύσματος των μη μηδενικών στοιχείων a.

Τα διανύσματα a, ia, ja καθώς και ο αριθμός των μη μηδενικών στοιχείων και αποτελούν
το σύστημα CSR, έχει επιλεγεί να ορισθούν εντός ενός module, στην αρχή του κώδικα,
προκειμένου να έχει πρόσβαση σε αυτές και το κύριο πρόγραμμα, αλλά και όποια άλλη
υπορουτίνα χρειαστεί.

Listing 5.4: csr module

1 module c s r
2 impl i c i t none
3 integer : : Annzcounter
4 DOUBLE PRECISION , dimension ( : ) , a l l o c a t ab l e : : a
5 Integer , a l lo ca tab le , dimension ( : ) : : ia , j a
6 end module c s r

Πίνακας 5.4: Arrays στο csr module

Array Χρήση
a Περιέχει όλα τα μη μηδενικά στοιχεία του αρχικού

δισδιάστατου πίνακα Α
ja Περιέχει τους δείκτες στήλης των μη μηδενικών στοι-

χείων του αρχικού πίνακα Α
ia Περιέχει δείκτες σειράς για τα στοιχεία της array a

Εκκίνηση CULA SPARSE

Πριν την κλήση οποιασδήποτε άλλης συνάρτησης του πακέτου, είναι απαραίτητη η κλήση
της CULA_SPARSE_INITIALIZE().
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Listing 5.5: CULA Initialization

1 WRITE( * , ’ ( a ) ’ ) ’−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−’
2 WRITE( * , ’ ( a ) ’ ) ’ I n i t i a l i z i n g CULA Sparse . . . ’
3 WRITE( * , ’ ( a ) ’ ) ’−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−’
4 STATUS = CULA_SPARSE_INITIALIZE( )
5 CALL CULA_CHECK_STATUS(STATUS)

Η συνάρτηση αυτή προετοιμάζει την χρήση όλων των περιεχομένων του πακέτου. Στη
συνέχεια ελέγχεται το STATUS που επέστρεψε η CULA_SPARSE_INITIALIZE(). Αν έχει
υπάρξει κάποιο πρόβλημα, η εκτέλεση του προγράμματος τερματίζεται και επιστρέφεται
ο κωδικός επιστροφής.

Προετοιμασία παραμέτρων CULA SPARSE

Σε αυτό το κομμάτι εκκινούνται οι αρχικές διαδικασίες για την προετοιμασία και τη
ρύθμιση διαφόρων παραμέτρων του επιλύτη που θα κληθεί.

Το συγκεκριμένο κομμάτι του κώδικα στο σύνολό του παρουσιάζεται και στη συνέχεια
περιγράφεται παρακάτω:

Listing 5.6: CULA Calling

1 !STARTING CULA PROCEDURES
2
3 STATUS=CULA_ITERATIVE_CONFIG_INIT( conf ig )
4 CALL CULA_CHECK_STATUS(STATUS)
5 conf ig%indexing = 1
6 conf ig%to l e r ance =1e−8
7 conf ig%maxI tera t ions=20
8 conf ig%res idua lVec to r =>re s idua l
9 ! c o n f i g%debug=1
10
11 STATUS = CULA_GMRES_OPTIONS_INIT( so lverOpts )
12 CALL CULA_CHECK_STATUS(STATUS)
13 so lverOpts%r e s t a r t =10 ! Krylov Dimens ion
14

49



5.1. ΕΠΙΛΥΣΗ ΜΕ CULA SPARSE ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΠΑΡΑΛΛΗΛΗ ΕΠΙΛΥΣΗ

15
16 !STATUS = CULA_JACOBI_OPTIONS_INIT( p r e c ondOp t s )
17 !CALL CULA_CHECK_STATUS(STATUS)

Αρχικά γίνεται το initialize του iterative config της δομής των ρυθμίσεων δηλαδή που ορί-
στηκε προηγουμένως. Αυτό γίνεται μέσω της συνάρτησης:
CULA_ITERATIVE_CONFIG_INIT(config).

Αρχικά οι τιμές όλων των παραμέτρων που περιέχει η δομή config, είναι οι προεπιλεγμένες,
οπότε ανάλογα με τις ανάγκες τις επίλυσης, αυτές οι παράμετροι πρέπει να διορθωθούν.
Στη συγκεκριμένη περίπτωση αυτό γίνεται αφού έχει κληθεί η ελεγκτική υπορουτίνα
CULA_CHECK_STATUS(STATUS) που ελέγχει για τυχόν λάθη κατά την κλήση της συνάρ-
τησης που προηγήθηκε.

Οι διαθέσιμες παράμετροι που μπορούν να τροποποιηθούν εντός της δομής config, έχουν
παρατεθεί παραπάνω στο πίνακα 5.1. Στη συγκεκριμένη περίπτωση εισάγουμε: την έναρξη
αρίθμησης των δεικτών των array, config%indexing=1, την επιθυμητή συνολική ακρίβεια της
επίλυσης config%tolerance=1e-8, τον αριθμό των μέγιστων επαναλήψεων για την σύγκλιση
του επιλύτη config%maxIterations=20 καθώς και την array στην οποία γίνεται η αποθήκευση
του υπολοίπου (residual).
Σημείωση: Το διάνυσμα που αποθηκεύει το υπόλοιπο (residual) πρέπει να έχει μέγεθος
ανάλογο με το μέγιστο αριθμό επαναλήψεων που έχει οριστεί για τον επιλύτη.

Ακολουθεί το initialize της solverOpts, της δομής των πιο εξειδικευμένων παραμέτρων του
επιλύτη. Στο συγκεκριμένο κομμάτι ο επιλύτης του πακέτου που χρησιμοποιείται είναι η
μέθοδος GMRES(m), επομένως η παράμετρος που μπορούμε να ρυθμίσουμε είναι το restart,
δηλαδή ο μέγιστος αριθμός των εσωτερικών επαναλήψεων της GMRES(m) προκειμένου να
λύσει το σύστημα. Αμέσως μετά γίνεται ξανά ο έλεγχος του STATUS μέσω της υπορουτίνας
CULA_CHECK_STATUS(STATUS).

Ακολουθεί το initialize της precondOpts, της δομής των πιο εξειδικευμένων ρυθμίσεων για
τον χρησιμοποιούμενο προσταθεροποιητή. Στη συγκεκριμένη περίπτωση δεν χρησιμοποιεί-
ται προσταθεροποιητής, οπότε δεν χρειάζεται να οριστεί τίποτα. Αρκεί να εισαχθεί στον
επιλύτη μια άδεια δομή τύπου CULA_EMPTY_OPTIONS που έχει οριστεί παραπάνω (Κώ-
δικας 5.1). Αν ωστόσο χρίζει ανάγκης η χρήση κάποιου προσταθεροποιητή, ο κώδικας που
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πρέπει να χρησιμοποιηθεί παρατίθεται εντός σχολίου.

Π.χ. Αν ο Jacobi είναι ο επιθυμητός προσταθεροποιητής, πρέπει να γίνει η κλήση της συ-
νάρτησης CULA_JACOBI_OPTIONS_INIT(precondOpts). Η ονομασία των ανάλογων *_ΙΝΙΤ
συναρτήσεων για τους υπόλοιπους προσταθεροποιητές είναι παρεμφερής.

Ενδεχομένως ο προσταθεροποιητής που χρησιμοποιείται να διαθέτει παραπάνω ρυθμίσεις
όπως ακριβώς και οι επιλύτες. Η μεθοδολογία αλλαγής και ρύθμισής τους είναι ακριβώς
ίδια με αυτή που ακολουθήθηκε προηγουμένως για τους επιλύτες.

Έναρξη κύκλου Newton

Σε κάθε επανάληψη κατασκευάζεται ένα γραμμικό σύστημα εξισώσεων, με την ίδια α-
κριβώς σειρά υπολογισμών που περιγράφηκε στη παράγραφο 4.2. Η GMRES(m) καλείται
μέσω του CULA για την επίλυση του γραμμικού συστήματος που προέκυψε.

Σε κάθε επανάληψη, αρκεί ο μηδενισμός της array των μη μηδενικών στοιχείων a και ε-
φαρμόζεται κώδικας που ανανεώνει τις τιμές του διανύσματος ανάλογα με την προηγούμενη
προσέγγιση της λύσης.

Αυτό το αναλαμβάνει η υπορουτίνα matrix_buildup. Στη συγκεκριμένη υπορουτίνα, περι-
λαμβάνεται και έλεγχος για την πρωταρχική δέσμευση του διανύσματος a.

Listing 5.7: subroutine matrix_buildup

1 subroutine matrix_buildup (u , b , ncod )
2 use a l l
3 use c s r
4 impl i c i t none
5 integer : : nel , k , n ,m, i , j
6 double precis ion , dimension (8 ,8) : : s t i f f
7 double precis ion , dimension (np) : : u , b
8 integer , dimension (np) : : ncod
9
10 IF ( .NOT. a l loca ted ( a ) ) a l l o c a t e ( a ( Annzcounter ) )
11 a=0
12 DO nel =1 ,ne
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13 s t i f f =0.
14 c a l l abf ind ( nel , s t i f f , b , u)
15 DO i =1 ,8
16 m=nop( nel , i )
17 DO j =1 ,8
18 n=nop( nel , j )
19 DO k=ia (m) , i a (m+1)−1
20 IF ( ( j a (k)==n) ) a (k)=a (k)+ s t i f f ( i , j )
21 ENDDO
22 ENDDO
23 ENDDO
24 ENDDO
25
26 DO i =1 ,np
27 IF ( ncod ( i ) ==1) then
28 a ( i a ( i ) : i a ( i +1)−1)=0.
29 DO j = i a ( i ) , i a ( i +1)−1
30 IF ( i== j ) a ( j ) =1. ex i t
31 ENDDO
32
33 ENDDO
34 end subroutine matrix_buildup

Κλήση επιλύτη

Εφόσον έχει ολοκληρωθεί η παραμετροποίηση του επιλύτη, μπορεί να γίνει η κλήση του.

Το όνομα της συνάρτησης που καλεί τον επιλύτη είναι επεξηγηματικό.

Στη συγκεκριμένη περίπτωση καλείται η GMRES(m), με δεδομένα σε σύστημα CSR, χωρίς
προσταθεροποιητή και ακρίβεια δεκαδικού, αυτές οι επιλογές ”συναρμολογούνται” στην
έκφραση: CULA_DCSR_GMRES.

Στη περίπτωση χρήσης κάποιου προσταθεροποιητή η συνάρτηση που καλείται πρέπει να
περιέχει στο τέλος της και τον προσταθεροποιητή. Π.χ σε περίπτωση χρήσης προσταθερο-
ποιητή Jacobi, η συνάρτηση θα είχε την ακόλουθη μορφή: CULA_DCSR_GMRES_JACOBI
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Ο κώδικας που αναλαμβάνει την κλήση της συνάρτησης του επιλύτη, παρατίθεται παρα-
κάτω.

Listing 5.8: solver_call

1 STATUS=CULA_DCSR_GMRES( conf ig , solverOpts , precondOpts , np , &
Annzcounter , a , ja , ia , du , b , cu l a r e s )

2
3 STATUS=CULA_ITERATIVE_RESULT_STRING( culares , buf , bu f s i z e )
4 CALL CULA_CHECK_STATUS(STATUS)

Οι παράμετροι που εισάγονται στην συνάρτηση κλήσης του επιλύτη περιγράφονται στον
ακόλουθο πίνακα:

Πίνακας 5.5: Solver function Arguments

Παράμετρος Μνήμη Είσοδος/Έξοδος Περιγραφή
config host Είσοδος δομή γενικών ρυθμίσεων
solverOpts host Είσοδος δομή εξειδικευμένων ρυθμίσεων επιλύτη
precondOpts host Είσοδος δομή εξειδικευμένων ρυθμίσεων προσταθεροποιητή
n host Είσοδος Διάσταση τετραγωνικού πίνακα(>=0)
nnz host Είσοδος Αριθμός μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα(>=0)
σύστημα host Είσοδος Σύστημα αποθηκευμένων δεδομένων
x host Έξοδος Διάνυσμα διάστασης n, αποθηκεύει τη λύση
b host Είσοδος Διάνυσμα διάστασης n, ο δεξιός πίνακας b
result host Έξοδος δομή αποτελεσμάτων
Σημείωση: Περισσότερες πληροφορίες και αναλυτική περιγραφή των περιεχομένων της
οποιαδήποτε δομής, μπορούν να βρεθούν στο reference του πακέτου CULA SPARSE [1].

Στη συνέχεια είθισται να καλείται η συνάρτηση: CULA_ITERATIVE_RESULT_STRING.
Αυτή αναλαμβάνει να επεξεργαστεί την δομή culares (τύπου CULA_ITERATIVE_RESULT)
που επιστρέφεται από τη συνάρτηση του επιλύτη. Έπειτα δημιουργεί ένα οπτικά όμορφο
buffer κειμένου, κατάλληλο για εκτύπωση, παρουσιάζοντας τα αποτελέσματα της επίλυσης

Ένα ενδεικτικό παράδειγμα μιας ”αναφοράς” του επιλύτη παρουσιάζεται παρακάτω.
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Listing 5.9: Solver Sample Output

So lver : GMRES(110)
Flag : Converged su c c e s s f u l l y in 2 i t e r a t i o n s
Residual : 6.142711 e−09

Tota l Time : 0.02865 s ( overhead + so lve )
Overhead : 0.0004 s
Solve : 0.02825 s

Έλεγχος σύγκλισης και τερματισμός προγράμματος

Τέλος πριν ολοκληρωθεί ο κύκλος Newton, ελέγχεται η σύγκλιση της λύσης που επέστρεψε
ο επιλύτης. Αν δεν είναι εντός επιθυμητού ορίου, ανανεώνεται η λύση και επανεκκινεί ο
κύκλος Newton έως ότου επιτευχθεί η επιθυμητή σύγκλιση.

Στη περίπτωση που έχει ολοκληρωθεί η επίλυση, αποθηκεύεται η λύση και στη συνέχεια
για την ομαλή αποδέσμευση του CULA πρέπει να κληθεί η υπορουτίνα CULA_SPARSE_SHUTDOWN:

Listing 5.10: CULA Shutdown

1 WRITE( * , ’ ( a ) ’ ) ’−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−’
2 WRITE( * , ’ ( a ) ’ ) ’ Shut t ing Down CULA . . . ’
3 WRITE( * , ’ ( a ) ’ ) ’−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−’
4
5 CALL CULA_SPARSE_SHUTDOWN( )
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5.2 Επίλυση με FE-BUI

5.2.1 Περιγραφή

Η αξιοποίηση του πρωτοκόλλου MPI από το πακέτο FE-BUI, δίνει τη δυνατότητα για πο-
λύ γρηγορότερη επεξεργασία των δεδομένων του πίνακα, λόγω της συνεργασίας πολλαπλών
διαθέσιμων επεξεργαστών CPU του συστήματος. Παράλληλα η μεγάλη διαθέσιμη μνήμη της
συστοιχίας Ανδρομέδας δίνει τη δυνατότητα αποθήκευσης και επεξεργασίας προβλημάτων
πολύ μεγάλου μεγέθους.

5.2.2 Πρακτική Εφαρμογή (Implementation)

Εισαγωγή του FE-BUI στον πηγαίο κώδικα

Για τη κλήση των υπορουτίνων του FE-BUI στο κύριο σειριακό πρόγραμμα πρέπει να
εισαχθεί το module του FE-BUI καθώς και η κεφαλή (header) του MPI:

Listing 5.11: FE-BUI imports

1 use febuidrv_module
2 include ’mpif . h ’

Ορισμός διανυσμάτων-μεταβλητών

Στη συνέχεια ορίζονται οι απαραίτητες μεταβλητές για το πρόβλημα αλλά και για το
FE-BUI:

Listing 5.12: FE-BUI variables

1 integer : : i e r ro r ,MyID , Nprocs
2 integer : : initFEBUI ,mKRYLOv, GMRESiter , r _De f l a t i on
3 integer , dimension ( : ) , a l l o c a t ab l e : : NNperElem
4 rea l * 8 : : tolgmres
5 external abf ind

Εκκίνηση MPI

Ακολουθεί η εκκίνηση (initialize) του MPI και καταχώρηση του αριθμού των επεξεργαστών
αλλά και του ID του κάθε επεξεργαστή σε μεταβλητές:
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Listing 5.13: FE-BUI variables

1 ! ###################INITIALIZE MPI####################
2 c a l l MPI_INIT( i e r r o r )
3 ! #####################################################
4
5 !#Find whoami and how many o t h e r p r o c e s s o r a r e around #
6 c a l l MPI_COMM_RANK(MPI_COMM_WORLD,MyID, i e r r o r )
7 c a l l MPI_COMM_SIZE(MPI_COMM_WORLD, Nprocs , i e r r o r )
8 ! #####################################################

Κλήση υπορουτίνας FE-BUI

Την αναγνώριση των κόμβων, την ενημέρωση του πίνακα αλλά και την επίλυση την α-
ναλαμβάνει η κύρια υπορουτίνα του FE-BUI. Το μόνο που απομένει είναι να ενταχθεί το
κάλεσμα της υπορουτίνας εντός ενός κύκλου Newton. Η κύρια υπορουτίνα του FE-BUI
καλείται ως εξής:

Listing 5.14: FE-BUI Subroutine

1 CALL FEBUI(MyID, Nprocs , np , ne , 8 , nop , NNperElem , abfind , du , &
2 mKrylov , GMRESiter , r _Def la t ion , tolgmres , 1 , initFEBUI , &
3 ncod , bc , u , p r i n t _ i n f o =.TRUE. , printconv_u =.TRUE. , &
4 convunit_u=2 ,memcheck_u=.TRUE. , use_metis =.TRUE. )

Όπως έχει ήδη αναφερθεί στην παράγραφο 2.3, η υπορουτίνα αναλαμβάνει να εκτελέσει
όλες τις απαραίτητες διαδικασίες για την επίλυση του συστήματος. Έτσι δέχεται πάρα
πολλές παραμέτρους, που έχουν να κάνουν και με το πρόβλημα (np, ne, τα διανύσματα nop,
ncod, NNperElem, την εξωτερική συνάρτηση abfind που υπολογίζει τις συνεισφορές σε κάθε
κόμβο), την επίλυση (du, mKrylov, GMRESiter, r_Deflation, tolgmres) και παραμέτρους
ελέγχου και εκτύπωσης δεδομένων (print_info, print_conv_u, memcheck_u). Εκτός αυτών,
για την παράλληλη επίλυση, εισάγεται και ο αριθμός επεξεργαστών (Nprocs) αλλά και το
ID (MyID) του τρέχοντα επεξεργαστή.

Περαιτέρω πληροφορίες για την πλήρη περιγραφή των παραμέτρων που δέχεται η υπο-
ρουτίνα, υπάρχουν στη παράγραφο 2.3 και στο [3].
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5.2. ΕΠΙΛΥΣΗ ΜΕ FE-BUI ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΠΑΡΑΛΛΗΛΗ ΕΠΙΛΥΣΗ

Έλεγχος σύγκλισης και τερματισμός προγράμματος

Προτού ολοκληρωθεί ο κύκλος Newton, ελέγχεται η σύγκλιση της λύσης που επέστρεψε
ο επιλύτης. Αν δεν είναι εντός επιθυμητού ορίου, τότε ανανεώνεται η λύση και επανεκκινεί
ο κύκλος Newton έως ότου επιτευχθεί η επιθυμητή σύγκλιση.

Στη περίπτωση που έχει ολοκληρωθεί επιτυχώς η επίλυση του συστήματος, και ολοκλη-
ρωθεί η επίλυση, αποθηκεύεται η λύση και στη συνέχεια για την ομαλή αποδέσμευση του
MPI πρέπει να κληθεί η συνάρτηση callMPI_FINALIZE:

Listing 5.15: FE-BUI Finalize

1 WRITE( * , ’ ( a ) ’ ) ’−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−’
2 WRITE( * , ’ ( a ) ’ ) ’ F ina l i z ing MPI . . . ’
3 WRITE( * , ’ ( a ) ’ ) ’−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−’
4
5 CALL MPI_FINALIZE( i e r r o r )
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5.3. ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΩΝ ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΠΑΡΑΛΛΗΛΗ ΕΠΙΛΥΣΗ

5.3 Σύγκριση Προγραμμάτων

Οι κώδικες που αναπτύχθηκαν για την χρήση των δύο πακέτων είναι σχεδόν πανομοιό-
τυποι. Η ουσιαστική διαφορά των δυο, είναι ο τρόπος με τον οποίο γίνεται επίλυση. Και
τα δύο προγράμματα καλούν την επαναληπτική μέθοδο GMRES(m) σαν μέθοδο επίλυσης,
μέσω CULA και FE-BUI αντίστοιχα. Όπως αναλύθηκε και θα εφαρμοστεί στο Κεφάλαιο 6,
υπάρχει δυνατότητα παραμετροποίησης ώστε οι συνθήκες επίλυσης να είναι ίδιες ακριβώς.
Εξασφαλίζεται η ίδια ακριβώς λειτουργία και των δύο προγραμμάτων και επιτρέπεται η
καταγραφή και η σύγκριση των χρόνων επεξεργασίας.

Όσον αφορά την συλλογή των αποτελεσμάτων επίλυσης (Κεφάλαιο 6), η διαδικασία αυ-
τοματοποιήθηκε με χρήση Linux Bash Scripting. Για το λόγο αυτό, και οι δύο κώδικες που
αναπτύχθηκαν, υποστηρίζουν την είσοδο της παραμέτρου restart της GMRES(m) αλλά και
του μεγέθους των προβλημάτων σαν είσοδο από γραμμή εντολών (shell prompt).
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Κεφάλαιο 6

Αποτελέσματα

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζονται τα δοκιμαστικά (benchmarks) που έγιναν και α-
φορούν συγκρίσεις χρόνων εκτέλεσης μεταξύ CULA και FE-BUI. Επίσης παρουσιάζεται η
μνήμη που απαιτείται για την αποθήκευση του πίνακα του γραμμικού συστήματος και των
διανυσμάτων της GMRES(m).

Σημειώνεται ότι οι χρόνοι κατασκευής των πινάκων καθώς και καθυστερήσεις για την
εκκίνηση (initialization) διαφόρων modules, έχουν εξαιρεθεί.
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6.1. ΣΥΣΤΟΙΧΙΑ ΑΝΔΡΟΜΕΔΑ ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ

6.1 Συστοιχία Ανδρομέδα

Για τους υπολογισμούς που έγιναν στην παρούσα εργασία χρησιμοποιήθηκε η υπολογι-
στική συστοιχία (cluster) Ανδρομέδα [7].

Η Ανδρομέδα είναι μια συστοιχία εγκατεστημένη στο Υπολογιστικό Κέντρο της Σχολής
Χημικών Μηχανικών του Ε.Μ.Π. Αποτελείται από 4 κόμβους (nodes) HP ProLiant SL390s
G7. Καθένας κόμβος αποτελείται από 2 Intel Xeon X5660 CPUs που τρέχουν στα 2.80GHz
με 12 ΜΒ Cache. Οι επεξεργαστές αυτοί είναι εξαπύρηνοι, επομένως σε κάθε κόμβο υ-
πάρχουν διαθέσιμοι 12 επεξεργαστές. Η συνολική μνήμη (Host Memory) σε κάθε κόμβο
είναι 16 GB RAM. Επιπροσθέτως σε κάθε κόμβο υπάρχουν εγκατεστημένες 2 nVIDIA Tesla
M2050 GPUs, η καθεμιά αποτελείται από 448 Cuda Cores ενώ έχει στη διάθεσή της 3 GB
μνήμης.

Οι 4 κόμβοι συνδέονται μεταξύ τους με Gigabit Ethernet και τρέχουν λογισμικό Rocks
5.4.

6.2 Ανάλυση Aπαίτησης Μνήμης

Το πρότυπο αποθήκευσης του αραιού πίνακα που επιλέχθηκε είναι το CSR. Αυτό σημαίνει
ότι για την πλήρη αποθήκευση του πίνακα χρειάζονται 3 διανύσματα (Arrays):

Array Περιγραφή Μέγεθος
Nonzero Περιέχει τα μη μηδενικά στοιχεία του πίνακα NNZ
Row Ptr Περιέχει τους δείκτες έναρξης γραμμής NP+1
Col Ptr Περιέχει τους δείκτες στήλης των μη μηδενικών στοιχείων NNZ

NP Ο αριθμός των αγνώστων του συστήματος.
NNZ Ο αριθμός των μη μηδενικών στοιχείων.

Το διάνυσμα Nonzero , όπως προαναφέρθηκε περιέχει τα μη μηδενικά στοιχεία του αρχι-
κού πίνακα. Τα στοιχεία αυτά είναι δεκαδικοί αριθμοί διπλής ακριβείας (double precision)
και για να αποθηκευτούν στη μνήμη απαιτούν 8 bytes έκαστο. Οι υπόλοιπες array περιέ-
χουν ακέραιους αριθμούς, επομένως για την αποθήκευση καθενός από αυτούς απαιτούνται
4 byte. Οι απαιτήσεις αυτές απεικονίζονται στον ακόλουθο πίνακα:
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6.2. ΑΝΑΛΥΣΗ AΠΑΙΤΗΣΗΣ ΜΝΗΜΗΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ

Array Τύπος Απαίτηση (Bytes)
Nonzero double precision NNZ*8
Row Ptr integer (NP+1)*4
Col Ptr integer NNZ*4

Επομένως μπορούμε να ομαδοποιήσουμε τις συνολικές απαιτήσεις μνήμης που απαιτούν-
ται μόνο για την αποθήκευση του πίνακα στην ακόλουθη εξίσωση:

CSR_Memory = NNZ ∗ 8 + 4 ∗ (NP + 1 +NNZ) (6.1)

Ωστόσο εκτός της αποθήκευσης του πίνακα, η μέθοδος επίλυσης GMRES(m), απαιτεί
πλεόνασμα (overhead) μνήμης, μέγεθος το οποίο αποτελεί συνάρτηση τόσο του μεγέθους
βάσης του υπόχωρου Krylov m που επιλέγεται για την επίλυση, αλλά και της διάστασης
NP του αρχικού τετραγωνικού πίνακα και της λύσης. Συγκεκριμένα αυτό το επιπλέον
απαιτούμενο ποσό μνήμης υπολογίζεται από τη σχέση:

GMRES_Memory = (NP ∗m+ 5 ∗NP ) ∗ 8 (6.2)

όπου m είναι το μέγεθος του υπόχωρου Krylov που επιλέγεται.

Με βάση τα προαναφερθέντα το τελικό μέγεθος απαίτησης μνήμης εξαρτάται άμεσα τόσο
από το πρόβλημα που πρόκειται να επιλυθεί, όσο και από τις ρυθμίσεις που επιλέγονται
για την GMRES(m). Η τελική εξίσωση υπολογισμού της συνολικής απαιτούμενης μνήμης
για την επεξεργασία υπολογίζεται από το άθροισμα :

TotalMemoryReq. = CSR_Memory +GMRES_Memory (6.3)
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6.2. ΑΝΑΛΥΣΗ AΠΑΙΤΗΣΗΣ ΜΝΗΜΗΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ

Όπως έχει αναλυθεί, το πρόβλημα Bratu καλείται να επιλυθεί σε χώρο τριών διαστάσεων.
Επομένως αν κανείς θέλει να υπολογίσει τον συνολικό αριθμό κόμβων (ο οποίος είναι και
ο αριθμός των αγνώστων του συστήματος), αυτός προκύπτει από τον πολλαπλασιασμό
του αριθμού των κόμβων κάθε διάστασης. Για μεγαλύτερη διευκόλυνση, έχουν επιλεγεί
αποκλειστικά κυβικά πλέγματα, δηλαδή πλέγματα τα οποία έχουν ίδιο ακριβώς αριθμό
κόμβων (nnx = nny = nnz) αλλά και στοιχείων (nex = ney = nez) σε κάθε διάσταση.

Με αυτά τα δεδομένα μπορούμε να παρουσιάσουμε την απαίτηση μνήμης διαφόρων
μεγεθών πλεγμάτων για διάφορες τιμές του m αλλά και του NP

Αρχικά παρουσιάζονται τα μεγέθη των προβλημάτων τα οποία μελετήθηκαν στη παρού-
σα εργασία. Συστήματα τάξης διάστασης έως και 5, 000, 000 αγνώστους με μη μηδενικά
στοιχεία που αγγίζουν τα 140, 000, 000 στοιχεία.

Σχήμα 6.1: Problem Sizes
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6.2. ΑΝΑΛΥΣΗ AΠΑΙΤΗΣΗΣ ΜΝΗΜΗΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ

Με βάση τα μεγέθη αυτά μπορεί να υπολογιστεί η απαιτούμενη μνήμη για την αποθή-
κευση του πίνακα γραμμικού συστήματος όπως περιγράφηκε παραπάνω:

Πίνακας 6.1: CSR Memory

NP NNZ NNZ % CSR_Memory (MBs)
1,331 29,791 1.6816% 0.35
9,261 226,981 0.2647% 2.63
29,791 753,571 0.0849% 8.74
68,921 1,771,561 0.0373% 20.54
132,651 3,442,951 0.0196% 39.91
226,981 5,929,741 0.0115% 68.73
357,911 9,393,931 0.0073% 108.87
531,441 13,997,521 0.0050% 162.22
753,571 19,902,511 0.0035% 230.64

1,030,301 27,270,901 0.0026% 316.02
1,367,631 36,264,691 0.0019% 420.23
1,771,561 47,045,881 0.0015% 545.16
2,248,091 59,776,471 0.0012% 692.66
2,803,221 74,618,461 0.0009% 864.63
3,442,951 91,733,851 0.0008% 1062.94
4,173,281 111,284,641 0.0006% 1289.47
5,000,211 133,432,831 0.0005% 1546.09

Στη συνέχεια υπολογίζονται και παρουσιάζονται τόσο η απαιτούμενη GMRES_Memory

καθώς και η συνολική απαιτούμενη μνήμη, όπως ακριβώς περιγράφηκε προηγουμένως για
τιμές του m από 10− 200:
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Οι επισκιασμένες περιοχές στους Πίνακες 5,6 υποδεικνύουν τις συνθήκες κάτω από τις
οποίες η επίλυση του προβλήματος προβλέπεται να καταρρεύσει με τη χρήση του CULA
(και όχι του FE-BUI). Αυτό οφείλεται καθαρά σε περιορισμούς υλικού. Όπως έχει περι-
γραφεί παραπάνω (Παράγραφος 6.1) οι κάρτες Tesla M2050 διαθέτουν 3GB μνήμης. Για
την ομαλή λειτουργία του πακέτου, μετά από έλεγχο των περιοχών που βρίσκονται πολύ
κοντά στο όριο της κάρτας, έχει υπολογιστεί ότι δεσμεύεται ένα κομμάτι της τάξης των
400 MB επιπροσθέτως, γεγονός που περιορίζει ακόμα περισσότερο την διαθέσιμη μνήμη.
Έτσι οποιεσδήποτε συνθήκες απαιτήσουν δέσμευση μνήμης μεγαλύτερης των 2.4 − 2.5 GB
προκαλούν κατάρρευση της εκτέλεσης. Το επιπρόσθετο μέρος της μνήμης που δεσμεύεται,
εν μέρει οφείλεται και στην ενεργοποιημένη επιλογή ECC του επεξεργαστή της κάρτας
γραφικών, η οποία προκαλεί μια μείωση της συνολικής μνήμης της κάρτας γραφικών κατά
15 %.

Οι περιορισμοί αυτοί καθορίζουν τις περιοχές στις οποίες επιχειρούνται τα δοκιμαστικά
στο υπόλοιπο κομμάτι της εργασίας. H επιλογή του μεγέθους των προβλημάτων γίνεται
πάντα με κριτήριο την επεξεργασία όσο το δυνατόν μεγαλύτερων προβλημάτων άρα και
συστημάτων.

Για μια καλύτερη οπτική απεικόνιση της απαιτούμενης μνήμης, δίνονται τα διαγράμματα
6.2 και 6.3. Στα διαγράμματα αυτά παρουσιάζεται γραφικά η συνολική απαίτηση μνήμης
για την αποθήκευση του πίνακα του γραμμικού συστήματος συναρτήσει του NP , για τιμές
του m μεταξύ 10 ≤ m ≤ 200.
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6.3. ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΧΡΟΝΩΝ ΕΚΤΕΛΕΣΗΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ

6.3 Σύγκριση Χρόνων Εκτέλεσης

6.3.1 Μέρος Ά

Περιγραφή

Κατά το πρώτο μέρος των δοκιμαστικών, συγκρίνονται οι χρόνοι εκτέλεσης των δύο πα-
κέτων CULA και FE-BUI. Καθένα από τα πακέτα όπως έχει αναφερθεί αφορά διαφορετική
αρχιτεκτονική επεξεργαστών, οπότε το δοκιμαστικό αυτό αποτελεί μια σύγκριση μεταξύ
παράλληλης CPU επεξεργασίας και παράλληλης GPU επεξεργασίας.

Σκοπός είναι η άμεση σύγκριση της ταχύτητας επεξεργασίας μεταξύ CULA και FE-
BUI, συγκρίνοντας τους χρόνους που απαιτούνται για την πραγματοποίηση ίδιου αριθμού
εργασιών (FLOPs). H εκτέλεση διακόπτεται μετά την ολοκλήρωση των πράξεων κατά την
πρώτη επανάληψη Newton.

Η Ανδρομέδα [7] διαθέτει 12 επεξεργαστές σε κάθε κόμβο. Αυτός είναι και ο αριθμός
των επεξεργαστών που χρησιμοποιήθηκε για τη χρήση του πακέτου FE-BUI. Το λογισμικό
FE-BUI χρησιμοποιεί πρωτόκολλο MPI προκειμένου να ”μοιράσει” την επίλυση σε μετα-
βλητό αριθμό επεξεργαστών. Ο αριθμός αυτός (ειδικά σε μεγάλης έκτασης προβλήματα)
εξασφαλίζει τη μέγιστη δυνατή επεξεργαστική ισχύ. Γενικά όσο αυξάνεται ο αριθμός των
επεξεργαστών που επιλέγεται να ”μοιραστούν” την επίλυση ενός συστήματος, τόσο πε-
ρισσότερο αυξάνεται η απαίτηση για την μεταξύ τους επικοινωνία. Ωστόσο το κόστος
επικοινωνίας μπορεί να θεωρηθεί αμελητέο συγκρινόμενο με το κόστος του χρόνου επεξερ-
γασίας από κάθε έναν επεξεργαστή, ειδικά όταν τα προβλήματα αποκτούν πολύ μεγάλες
διαστάσεις.

Η σύγκριση των δύο πακέτων πρέπει να γίνει κάτω από μια κοινή βάση. Πρέπει να
εξασφαλιστεί ότι κατά την εκτέλεση καλούνται να κάνουν τον ίδιο ακριβώς αριθμό υπολο-
γισμών. Έτσι χονδρικά ο αριθμός των FLOPS (FLoating Point Operations) που γίνεται και
με τα δύο πακέτα είναι ο ίδιος.

Ο τρόπος με τον οποίο εξασφαλίζεται ο ίδιος αριθμός υπολογισμών είναι η τροποποίηση
των παραμέτρων του επιλύτη που καλείται με κάθε πακέτο, έτσι ώστε:
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• Η επιθυμητή ακρίβεια του επιλύτη να είναι πάρα πολύ μικρή.

• O αριθμός m , η διάσταση βάσης του υπόχωρου Krylov της GMRES(m) να είναι ίδια
και στους δύο κώδικες.

• Ο μέγιστος αριθμό επαναλήψεων (restarts) που γίνονται από την GMRES(m), να είναι
ο ίδιος και στις δύο μεθόδους.

• Να χρησιμοποιηθεί το ίδιο ή κανένα είδος προσταθεροποίησης.

Η εισαγόμενη ακρίβεια, πρέπει να είναι τέτοιας τάξης που πρακτικά να μην υπάρχει δυ-
νατότητα σύγκλισης. Αυτό οδηγεί σε εξάντληση όλων των επαναλήψεων που του έχουν ήδη
εισαχθεί εκ μέρους μας. Οι τιμές του m και του μέγιστου αριθμού επαναλήψεων ρυθμίζουν
τον συνολικό αριθμό επαναλήψεων που κάνει ο επιλύτης. Ο συνολικός αριθμός επαναλήψε-
ων συγκεκριμένα είναι το γινόμενο του m με τον αριθμό των επανεκκινήσεων (restarts) της
GMRES(m). Επιπροσθέτως τα δυο πακέτα δεν περιέχουν τους ίδιους προσταθεροποιητές,
επομένως δεν είναι δυνατή η εφαρμογή κάποιου κοινού είδους προσταθεροποίησης.

Αποτελέσματα δοκιμαστικού

Έγινε μια σειρά εκτελέσεων, κρατώντας πάντα ίδιες τις τιμές του αριθμού των μέγιστων
επαναλήψεων που επιχειρούνται από τον επιλύτη, αλλά και της επιθυμητής ακρίβειας. Οι
εκτελέσεις έγιναν για αρκετές τιμές του NP και σε καθεμιά λήφθηκαν χρόνοι εκτέλεσης σε
διάφορες τιμές του m.
Οι τιμές που εισήχθηκαν για τα τρεξίματα παρατίθενται στον ακόλουθο πίνακα:

Setting Value
Krylov Dimension(m) 10-100
Max Iterations (restarts) 5
Tolerance 1.E-16

Ακολουθούν οι μετρήσεις χρόνων επεξεργασίας της GMRES(m) με χρήση FE-BUI και
CULA, και η μεταξύ τους σύγκριση. Η απόδοση του πακέτου CULA έναντι στο πακέτο
FE-BUI έχει υπολογιστεί σύμφωνα με τη σχέση:

Performance =
tFEBUI − tCULA

tFEBUI

(6.4)
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6.3. ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΧΡΟΝΩΝ ΕΚΤΕΛΕΣΗΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ

Σχολιασμός αποτελεσμάτων

Στο σχήμα 6.4 καταγράφεται η ποσοστιαία σύγκριση ταχύτητας των δύο πακέτων σε
συνάρτηση με τον αριθμό των αγνώστων NP αλλά και του m. Τα συγκριτικά αποτελέσματα
μπορούν να χωριστούν σε 3 μέρη ανάλογα με τη τιμή του NP .

Για τιμές του NP: 1, 331 ≤ NP ≤ 68, 921 που αντιστοιχούν σε συστήματα με μη μηδε-
νικά στοιχεία μεταξύ: 2, 971 ≤ NNZ ≤ 1, 771, 561, παρατηρείται πολύ μικρή απόδοση για
το CULA έναντι του FE-BUI. Το πολύ μικρό μέγεθος του προβλήματος προκαλεί μεγάλη
αστάθεια κατά την επίλυση του συστήματος σε αυτές τις περιοχές [1]. Η αστάθεια αυ-
τή εκφράζεται μέσω της μη επαναληψιμότητας των μετρήσεων στα συγκεκριμένα μεγέθη
προβλημάτων και επομένως τα αποτελέσματα αυτά κρίνονται αναξιόπιστα προκειμένου
να διαμορφωθεί μια σαφής εικόνα συμπεριφοράς του CULA. Παρόλα αυτά μπορούμε με
σιγουριά να πούμε ότι το FE-BUI και η παράλληλη επεξεργασία σε CPUs, είναι ταχύτερη.

Για τιμές του NP : 68, 921 ≤ NP ≤ 1, 367, 631 που αντιστοιχούν σε συστήματα με μη
μηδενικά στοιχεία μεταξύ: 1, 771, 561 ≤ NNZ ≤ 36, 264, 691, παρατηρείται σταδιακή αύξηση
της απόδοσης του CULA έναντι του FE-BUI. Η απόδοση για μικρές τιμές του m μπορεί να
φτάσει και το 42%. Ωστόσο παρατηρώντας τι συμβαίνει σε μια συγκεκριμένη τιμή του NP

παρατηρείται ότι όσο αυξάνεται η τιμή του m, η απόδοση του CULA έναντι του FE-BUI
μειώνεται γραμμικά. Για τιμές του NP ≃ 1, 000, 000 και για τιμές του m ≤ 100 αυτό δεν
επηρεάζει πολύ την συνολική απόδοση γιατί ακόμα και έτσι το ελάχιστο της απόδοσης του
CULA έναντι του FE-BUI αγγίζει ένα ποσοστό της τάξης του 20%, το οποίο παραμένει ένα
αρκετά μεγάλο ποσοστό. Ωστόσο για τιμές του m ≥ 100 αυτή η γραμμική μείωση μπορεί
να οδηγήσει σε πολύ μικρότερα, ακόμα και αρνητικά ποσοστά, γεγονός που σημαίνει ότι η
χρήση του CULA στις συγκεκριμένες περιοχές δεν είναι συμφέρουσα.

Για τιμές του NP : NP ≥ 1, 367, 631 που αντιστοιχούν σε συστήματα με μη μηδενικά
στοιχεία: NNZ ≥ 36, 264, 691, το CULA αποκτά μόνιμο πλεονέκτημα. Σε αντίθεση με τα
αμέσως προηγούμενα μεγέθη, εδώ παρατηρούμε αρχικά μια σταθεροποίηση της απόδοσης
του CULA έναντι στο FE-BUI σε ένα ποσοστό της τάξης του 48% (NP = 1, 367, 631) και στη
συνέχεια μια συνεχή αύξησή της. Σε αντίθεση με πριν, με αύξηση της τιμής του m παρατη-
ρείται ακόμα μεγαλύτερη αύξηση της απόδοσης του CULA. H μέγιστη τιμή απόδοσης που
καταγράφηκε αγγίζει ακόμα και το 68%. Ωστόσο λόγω περιορισμών υλικού (περιορισμένη
μνήμη της κάρτας γραφικών, Παράγραφος 6.1) δεν ήταν δυνατός ο έλεγχος μεγάλων τιμών
του m για προβλήματα πολύ μεγάλων διαστάσεων.

77



6.3. ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΧΡΟΝΩΝ ΕΚΤΕΛΕΣΗΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ

Οι μεταβολές των αποδόσεων που περιγράφηκαν, φαίνονται μεμονωμένα στα σχήματα
6.5 και 6.6.

Στο σχήμα 6.5 φαίνεται η ποσοστιαία σύγκριση ταχύτητας σε σχέση με το NP . Στα
επιμέρους διαγράμματα φαίνεται η σταδιακή εναλλαγή της κλίσης της απόδοσης. Για
μικρές τιμές του NP φαίνεται η αστάθεια του CULA και η αρνητική του απόδοση σε σχέση
με το FE-BUI. Έπειτα παρατηρείται η γραμμική μείωση της απόδοσης συναρτήσει του m.
Για μεγάλες τιμές του NP παρατηρείται η σταθεροποίηση της απόδοσης και η σταδιακή
αύξησή της.

Στο σχήμα 6.6 φαίνονται η ποσοστιαία σύγκριση ταχύτητας σε σχέση με το m. Από τα
διαγράμματα που προέκυψαν φαίνεται η αστάθεια που υπάρχει για μικρές τιμές του NP ,
ενώ φαίνεται ότι για οποιαδήποτε τιμή του m, όσο αυξάνεται το NP τόσο μεγαλώνει και η
απόδοση του CULA έναντι του FE-BUI.
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6.3. ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΧΡΟΝΩΝ ΕΚΤΕΛΕΣΗΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ

6.3.2 Μέρος Β’

Περιγραφή

Κατά το δεύτερο μέρος των δοκιμαστικών, σε αντίθεση με το Μέρος Α’, επιχειρείται η
εύρεση λύσης (σύγκλιση μεθόδου Newton) με χρήση των δύο πακέτων. Συγκρίνονται τα
αποτελέσματα των επιλύσεων, και οι χρόνοι εκτέλεσης.

Ένα απαιτούμενο είναι η διατήρηση μιας σχέσης μεταξύ του m (διάσταση της βάσης του
υποχώρου Krylov) και NP (αριθμός συνολικών κόμβων πλέγματος) έτσι ώστε να ανταπο-
κρίνεται όσο το δυνατόν πιο πολύ σε αναλογίες που χρησιμοποιούνται κατά την επίλυση
του 3D Bratu σε πραγματικό χρόνο. Επιπροσθέτως η παράμετρος λ του προβλήματος Bratu
”κλειδώθηκε” σε συγκεκριμένη τιμή, καθώς δεν πρόκειται να γίνει μελέτη των περιπτώσεων
που υπάρχει λύση ή όχι.

Ειδικότερα, η παράμετρος λ επηρεάζει άμεσα τις κρίσιμες ιδιοτιμές του πίνακα του συ-
στήματος. Αν η παράμετρος πάρει τιμές κοντά στο λ = 6.65 τότε οι ιδιοτιμές του πίνακα
μηδενίζονται και το πρόβλημα χρίζει διαφορετικής αντιμετώπισης (Χρήση προσταθεροποι-
ητή).

Σχήμα 6.7: Διάγραμμα umax με τη παράμετρο λ
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Αποτελέσματα Δοκιμαστικού

Όλα τα προβλήματα που επιλύθηκαν, καθώς και οι παράμετροι που επιλέχθηκαν στο
καθένα, παρατίθενται στον ακόλουθο πίνακα:

Πίνακας 6.9: Bratu Problems

Krylov Dimension (m) 110 120 130 140 150
nex=ney=nez 10 20 30 40 50
NP 1,331 9,261 29,791 68,921 132,651
NNZ 29,791 226,981 753,571 1,771,561 3,442,951
Preconditioner - - - - -
parameter λ 4.0 4.0 4.0 4.0 4.0

Krylov Dimension (m) 160 170 180 190 200
nex=ney=nez 60 70 80 90 100
NP 226,981 357,911 531,441 753,571 1,030,301
NNZ 5,929,741 9,393,931 13,997,521 19,902,511 27,270,901
Preconditioner - - - - -
parameter λ 4.0 4.0 4.0 4.0 4.0

Σε κάθε ένα πρόβλημα που επιλύθηκε συγκρίθηκαν οι λύσεις που προέκυψαν. Με αυτό
το τρόπο επιβεβαιώθηκε ότι αυτές είναι ίδιες επακριβώς και έτσι εξασφαλίστηκε η αξιο-
πιστία των συγκρίσεων. Δεν θα είχε νόημα η οποιαδήποτε σύγκριση αν τα παραγόμενα
αποτελέσματα ήταν διαφορετικά.

Οι ρυθμίσεις που εισήχθηκαν για την επίλυση με τη μέθοδο GMRES(m) παρουσιάζονται
στον παρακάτω πίνακα:

Setting Value
Max Iterations (restarts) 10
Tolerance 1.E-8

Στους ακόλουθους πίνακες παρουσιάζονται τα αποτελέσματα των επιλύσεων χρησιμο-
ποιώντας τα δύο πακέτα:
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Σχήμα 6.8: CULA over FE-BUI Performance (w/ Convergence)
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Σχολιασμός αποτελεσμάτων

Για την σαφέστερη κατανόηση των αποτελεσμάτων κατασκευάστηκε το συγκριτικό διά-
γραμμα του σχήματος 6.8. Στο διάγραμμα αυτό απεικονίζεται η ποσοστιαία σύγκριση
ταχύτητας μεταξύ CULA και FE-BUI συναρτήσει του NP .

Στα τρία πρώτα προβλήματα, αυτά με το μικρότερο αριθμό αγνώστων, παρατηρούμε την
ίδια αστάθεια από πλευράς χρόνων που παρατηρήθηκε και προηγουμένως στο Μέρος ’Α
των δοκιμαστικών (Παράγραφος 6.3.1). Στα προβλήματα αυτά ο αριθμός των μη μηδενικών
στοιχείων είναι μικρότερος των 30000, και σύμφωνα με το [1], πρέπει να αποφεύγεται η
χρήση του για τέτοιας τάξης προβλήματα. Η πιθανότερη εξήγηση είναι ότι οι εσωτερικές
διαδικασίες επικοινωνίας ή/και συγχρονισμού της CUDA που εκτελούνται μέσω του CULA
έχουν χρόνους παρόμοιας τάξης με αυτούς της επίλυσης. Επομένως όχι μόνο δεν μπορούν
να αγνοηθούν, αλλά παράγουν παράλληλα και αυτή την αστάθεια που αποτυπώνεται στο
διάγραμμα.

Στα επόμενα 2 προβλήματα: NP = 68921 και NP = 132651 παρατηρούμε ότι αυτή η
αστάθεια έχει εξομαλυνθεί. Ωστόσο παρατηρείται μια αρκετά μεγάλη διαφορά απόδοσης
του CULA σε σχέση με το FE-BUI. Το CULA παρουσιάζει πολύ μικρή μικρότερη απόδοση
από το FE-BUI, το οποίο υπολογίζεται ότι υπερτερεί με ένα ποσοστό της τάξης του 41−42%.
Η διαφορά αυτή βρίσκεται σε απόλυτη συμφωνία με το διάγραμμα 6.5. Διακρίνεται εύκολα,
από τις τάσεις των αποδόσεων για τις συγκεκριμένες τιμές του NP , ότι όσο η τιμή του m

αυξάνεται, τόσο μειώνεται η απόδοση του CULA. Όπως προαναφέρθηκε, μεγάλη αύξηση του
m μπορεί να οδηγήσει ακόμα και σε αρνητικές αποδόσεις του CULA, κάτι που συμβαίνει
στα συγκεκριμένα μεγέθη προβλημάτων.

Σε όλα τα επόμενα προβλήματα, δηλαδή για τιμές NP = 226981, NP = 357911, NP =

531441, NP = 753571, NP = 1030301, παρατηρείται μια σταθεροποίηση της απόδοσης του
CULA, η οποία παρουσιάζει μια ελαφρά αυξητική τάση, όσο μεγαλώνει το NP . Στα προ-
βλήματα αυτών των μεγεθών, από τα αντίστοιχα διαγράμματα στο σχήμα 6.5 διακρίνεται
ότι, η τάση των αποδόσεων παραμένει αρνητική. Ωστόσο η κλίση των διαγραμμάτων γίνεται
μικρότερη όσο μεγαλώνει το NP , κάτι που προκαλεί τη διατήρηση των θετικών αποδόσεων
του CULA για περισσότερες τιμές του m. Εξαιτίας των αρνητικών κλίσεων των αποδόσεων
για τις συγκεκριμένες τιμές του NP , μπορεί να προβλεφθεί ότι υπάρχουν σίγουρα τιμές
του m για τις οποίες η απόδοση του CULA μπορεί να παραμείνει αρνητική.
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Τα μεγέθη των προβλημάτων που επιλέχθηκαν προς επίλυση, επιλέχθηκαν με κριτήριο την
όσο το δυνατόν μεγαλύτερη τιμή του NP και του m. Η αύξηση και των δύο αριθμών, προ-
φανώς οδηγεί σε μεγαλύτερο αριθμό μη μηδενικών στοιχείων NNZ και επομένως απαιτούν
περισσότερη μνήμη. Για το λόγο αυτό επιλύθηκαν τα μεγαλύτερα δυνατά προβλήματα από
πλευράς κατανάλωσης μνήμης. Λόγω περιορισμών στη μνήμη της GPU δεν ήταν δυνατόν
να ελεγχθούν συμπεριφορές μεγαλύτερων προβλημάτων.

Παρά την έλλειψη πειραματικών μετρήσεων για συνθήκες μεγαλύτερες από αυτές που
δοκιμάστηκαν, η συμπεριφορά τους μπορεί να προβλεφθεί. Όπως έχει ήδη προαναφερθεί,
υπάρχει επιβεβαίωση αλλά και συμφωνία των χρόνων επίλυσης, με το απλό δοκιμαστικό
χρονισμών (Σχήμα 6.5), επομένως μπορούμε να το χρησιμοποιήσουμε για να προβλέψουμε
τις αναμενόμενες συμπεριφορές των μεγαλύτερων προβλημάτων.

Όπως φαίνεται στα διαγράμματα στο σχήμα 6.5 για τιμές του NP > 1030301 η κλίση των
διαγραμμάτων, όχι μόνο μηδενίζεται, αλλά φαίνεται να αποκτά και θετική κλίση. Αυτό ση-
μαίνει ότι όσο μεγαλύτερη τιμή του m χρησιμοποιήσουμε για την επίλυση, τόσο μεγαλύτερη
διαφορά διαπιστώνεται στις αποδόσεις μεταξύ CULA και FE-BUI, με το CULA να είναι
γρηγορότερο με ποσοστό της τάξης ακόμα και του 60%. Το σίγουρο -και ασφαλές- συμ-
πέρασμα είναι ότι η GMRES(m) μέσω CULA, συγκλίνει σε λιγότερο χρόνο σε κάθε πιθανό
σύστημα παρόμοιας τάξης.

Σχήμα 6.9: SpeedUp Comparison
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Στο διάγραμμα του σχήματος 6.9 παρουσιάζονται συγκριτικά τα αποτελέσματα του Μέ-
ρους Α’ και του Μέρους Β’ των δοκιμαστικών, ως προς την απόδοση (SpeedUp). Σύμφωνα
με το σχήμα 6.4, στα συγκεκριμένα μεγέθη προβλημάτων, παρατηρείται μια μείωση της α-
πόδοσης όσο η τιμή του m αυξάνεται. Οι τιμές του m που χρησιμοποιήθηκαν στο Μέρος Β’
των δοκιμαστικών είναι μεγαλύτερες του 100 για οποιοδήποτε πρόβλημα που αναλύθηκε.
Έτσι στο διάγραμμα του σχήματος 6.9 παρατηρούμε την μειωμένη απόδοση σε σχέση με
την μετρούμενη απόδοση του Μέρους Α’, αλλά και την συνολική αύξηση της απόδοσης όσο
η τιμή του NP αυξάνεται.
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6.4 Συμπεράσματα δοκιμαστικών

Δεδομένων των δοκιμαστικών που έγιναν μπορούν να εξαχθούν ορισμένα συμπεράσματα.
Αυτά βοηθούν στη πρόβλεψη της προτίμησης μεταξύ CULA και FE-BUI ή γενικότερα της
προτίμησης μεταξύ της GPU επεξεργασίας και της CPU επεξεργασίας. Τα συμπεράσματα
αφορούν πάντα την εφαρμογή της επαναληπτικής μεθόδου GMRES(m).

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ

• Δεν τίθεται κανένα θέμα σύγκρισης ταχύτητας, όταν το επιλυόμενο σύστημα είναι της
τάξης των 30, 000 μη μηδενικών στοιχείων και της τάξης των 10, 000 αγνώστων. Σε
προβλήματα μικρού μεγέθους προκύπτουν συστήματα εξισώσεων που παρουσιάζουν
πάρα πολύ μικρούς χρόνους επίλυσης και επεξεργασίας. Όποιο από τα δύο πακέτα
και να χρησιμοποιηθεί οι διαφορές χρόνων είναι πάρα πολύ μικρές. Ωστόσο καθαρά
από πλευράς σύγκρισης αποδόσεων επιλέγεται το FE-BUI και η παράλληλη επεξερ-
γασία με CPUs.

• Για προβλήματα λίγο μεγαλύτερα, που ουσιαστικά βρίσκονται κοντά στις ασταθείς
περιοχές του CULA, πρέπει να ελεγχθεί η τιμή του m γιατί αυτή καθορίζει το ποιο
από τα δύο πακέτα πετυχαίνει πιο γρήγορη επίλυση. Ωστόσο πάλι στις περισσότερες
των περιπτώσεων και για αρκετά μεγάλες τιμές του m το FE-BUI υπερτερεί έναντι
του CULA. Οπότε επιλέγεται και πάλι το FE-BUI και η παράλληλη επεξεργασία με
CPUs.

• Σε προβλήματα τάξης 200, 000 ≤ NP ≤ 1, 000, 000, το CULA αρχίζει και εμφανίζει
θετικές αποδόσεις και για περισσότερες και μεγαλύτερες τιμές του m. Για τιμές του
m μικρότερες του 100 είναι σίγουρο ότι η απόδοση του CULA έναντι του FE-BUI
βρίσκεται μεταξύ του 25 − 40%. Για μεγαλύτερες τιμές του m > 100, το ποσοστό
αυτό ελατώνεται. Οι αρνητικές κλίσεις των αποδόσεων στα διαγράμματα (Σχήμα
6.5) προδιαγράφουν την αρνητική απόδοση του CULA για μεγάλες τιμές του m. Ω-
στόσο σε ρεαλιστική κλίμακα δεν είναι ανάγκη η χρήση τόσο μεγάλης τιμής του m

για τέτοια μεγέθη προβλημάτων. Επιλέγεται CULA για την επίλυση τέτοιας τάξεως
προβλημάτων.

• Σε προβλήματα τάξης NP ≥ 1, 000, 000, η διαφορά δείχνει να σταθεροποιείται για
οποιαδήποτε τιμή του m. Αγγίζει ένα ποσοστό της τάξης του 50% το οποίο μπορεί να
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θεωρηθεί σίγουρο και για πολύ μεγαλύτερες τιμές του m. Επιλέγεται το CULA και η
παράλληλη επεξεργασία με GPUs.

Σε πραγματική κλίμακα, όταν στα προβλήματα που καλούνται να επιλυθούν προκύπτουν
συστήματα με αριθμό αγνώστων της τάξης των (αρκετών) εκατομμυρίων, η χρήση CULA
θεωρείται επιτακτική. Με τη παρούσα εργασία μετρήθηκε ότι η μείωση των χρόνων επί-
λυσης με χρήση CULA σε σχέση με τις παραδοσιακές τεχνικές παράλληλης επεξεργασίας
(FE-BUI) μπορεί να αγγίξει ακόμα και το 27%, Δηλαδή ένα SpeedUp της τάξης του 1,38x.
Αυτό αφορά σχετικά μικρό μέγεθος μέγεθος προβλημάτων, και οι μετρήσεις προβλέπουν
ότι η επίλυση θα επιταχυνθεί ακόμα περισσότερο, σε μεγαλύτερου μεγέθους προβλήμα-
τα. Άλλωστε οι μετρούμενες αποδόσεις του CULA έναντι του FE-BUI στο Μέρος Α’ των
δοκιμαστικών (Σχήμα 6.4) συμφωνούν με τις μετρούμενες αποδόσεις κατά την επίλυση
προβλημάτων στο Μέρος B’ (Σχήμα 6.8). Οπότε αν επιχειρηθεί η επίλυση προβλημάτων
μεγαλύτερης κλίμακας από αυτήν που επιλέχθηκε στο Μέρος Β’ , οι αναμενόμενες αποδό-
σεις θα είναι παραπλήσιες με αυτές που καταγράφηκαν στο Μέρος Α’.

Το μέγιστο θεωρητικά προβλεπόμενο SpeedUp που μπορεί να επιτευχθεί, μπορεί να υπο-
λογιστεί με βάση τα θεωρητικά FLOPs που μπορεί να επιτύχει κάθε σύστημα αλλά και με
βάση τη μέγιστη ταχύτητα μεταφοράς δεδομένων (Memory Bandwidth) κάθε συστήματος.
Τα θεωρητικά αυτά μεγέθη υπολογίστηκαν με βάση τα τεχνικά χαρακτηριστικά του κόμβου
της Ανδρομέδας [7] και καταγράφονται στον παρακάτω πίνακα:

Πίνακας 6.13: Hardware Specifications

Processing Units Intel Xeon X5650 NVIDIA Tesla M2050
Modules 2 1
Processors 6 448 (CUDA)
Processor Clock (GHz) 2.8 1.15
GFLOPs (double precision) 134.4 515.2

Memory Host Memory Device Memory
Memory Type DDR3 GDDR5
Channel multiplier x2 x4
Memory Clock (GHz) 1.33 0.773
Modules 6 6
Memory bus width 64 bit 64 bit
Memory Bandwidth (GBs) 62.48 144
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Απο τα δεδομένα του πίνακα 6.13, μπορούμε να υπολογίσουμε τα θεωρητικά SpeedUp
που αφορούν την απόδοση των επεξεργαστών, αλλά και την απόδοση της εγκατεστημένης
μνήμης σύμφωνα με τη σχέση:

SpeedUp =
CPU Speed
GPU Speed (6.5)

Χρησιμοποιώντας τη σχέση 6.5, υπολογίζεται ένα SpeedUp της τάξης του x3.83 που
αφορά την επεξεργαστική ισχύ των συστημάτων και ένα SpeedUp της τάξης του x2.36
που αφορά τη προσπέλαση μνήμης. Φαίνεται οτι η ταχύτητα μνήμης είναι αυτή που παίζει
το σημαντικότερο ρόλο στη τελική συνολική απόδοση και είναι αυτή που περιορίζει την
επίτευξη των θεωρητικών ταχυτήτων επεξεργασίας ειδικά σε περιπτώσεις που η απαίτηση
πρόσβασης στη μνήμη είναι μεγάλη (όπως συμβαίνει στην GMRES(m)).

Οι καταγραφόμενες αποδόσεις αφορούν μόνο την μέθοδο επίλυσης GMRES(m). Σύμφωνα
με τους κατασκευαστές του πακέτου [6], η GMRES(m) είναι η μέθοδος με το μικρότερο
SpeedUp σε σχέση με τις υπόλοιπες επαναληπτικές μεθόδους επίλυσης του πακέτου.

Σχήμα 6.10: CULA Methods SpeedUp

Οι αποδόσεις που καταγράφονται στο σχήμα 6.10, απέχουν αρκετά από τις αποδό-
σεις που έχουν μετρηθεί στη παρούσα εργασία, και αυτό γίνεται κυρίως λόγω του υλικού
(hardware) που χρησιμοποιήθηκε. Η NVIDIA C2070, έχει ακριβώς ίδια χαρακτηριστικά με
την NVIDIA C2050 (Παράγραφος 6.1) από πλευράς επεξεργαστικής ισχύος, έχει όμως δι-
πλάσια μνήμη (6GB RAM). Αυτό της επιτρέπει να επεξεργάζεται έως και διπλάσια μεγέθη
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προβλημάτων-συστημάτων από αυτά που μελετήθηκαν στην παρούσα εργασία, που όπως
φάνηκε ευνοούν ακόμα περισσότερο την επίλυση με τη χρήση του CULA. Επιπρόσθετα, ο
Xeon X5560 σε αντίθεση με τον Xeon 5660 που διαθέτει η Ανδρομέδα, έχει 4 πυρήνες
επεξεργασίας αντί για 6 που διαθέτει ο τελευταίος. Ακόμη, οι συγκρίσεις του CULA έγιναν
έναντι παράλληλης επεξεργασίας σε 12 συνολικά CPUs. Δεν αναγράφεται πουθενά, εάν
έχει εφαρμοστεί κάποιο είδους παράλληλης επεξεργασίας, κάτι που σημαίνει ότι οι απο-
δόσεις που αναγράφονται στο σχήμα 3 πιθανότατα αφορούν σειριακή επεξεργασία με τον
Xeon X5560. Αυτός είναι και ο λόγος για τον οποίο οι μετρούμενες αποδόσεις κατά τα
δοκιμαστικά δεν είναι τέτοιας τάξης.

Το πακέτο CULA (Sparse), προσφέρει μια πολύ ισχυρή πλατφόρμα επεξεργασίας εκμε-
ταλλευόμενη την αρχιτεκτονική των νέων GPU προκειμένου να μεγιστοποιήσει την παράλ-
ληλη επεξεργασία των δεδομένων. Στοχεύει στην μεγιστοποίηση της απόδοσης των περιε-
χόμενων επιλυτών και ενδείκνυται για χρήση κυρίως σε πολύ μεγάλα γραμμικά συστήματα.
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