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ΠΔΡΙΛΗΦΗ 

 ηε ηαηηζηηθή, ηα Γεληθεπκέλα Γξακκηθά Μνληέια απνηεινχλ κηα επέθηαζε 

ηνπ Γεληθνχ Γξακκηθνχ Μνληέινπ . Σα Γεληθεπκέλα Γξακκηθά Μνληέια πξνηάζεθαλ 

απφ ηνπο John Nelder , Robert Weddeburn σο κηα ελνπνίεζε δηαθφξσλ άιισλ 

ζηαηηζηηθψλ κνληέισλ π.ρ. Λνγηζηηθή ή Poisson παιηλδξφκεζε.  

 Aξρηθά , παξνπζηάδνληαη ηα Γεληθεπκέλα Γξακκηθά Μνληέια θαη ε κέζνδνο 

Μεγίζηεο Πηζαλνθάλεηαο γηα ηελ εχξεζε  εθηηκεηξηψλ ησλ παξακέηξσλ. ηε 

ζπλέρεηα, παξνπζηάδνληαη δπν κνληέια παιηλδξφκεζεο . Ηδηαίηεξε πξνζνρή δίλεηαη 

ζηελ επηινγή βέιηηζηνπ ζρεδηαζκνχ (βειηηζηνπνηήζεηο Α, D, DS , Σ , ΣΔ) άιια θαη 

ζηηο πξνζεγγίζεηο πνπ αλαπηχρζεθαλ επίζεο φπσο Μπευδηαλνί ζρεδηαζκνί, 

Γηαδνρηθνί ζρεδηαζκνί, Πνιπζηαδηαθνί ζρεδηαζκνί θηι. Σέινο, παξνπζηάδνληαη 2
k
 

παξαγνληηθνί ζρεδηαζκνί κε Γπαδηθή απφθξηζε . 

 Θα ήηαλ παξάιεηςε κνπ λα κελ επραξηζηήζσ ηνλ Καζεγεηή ΔΜΠ θ. Υξήζην 

Κνπθνπβίλν αιιά θαη ηνλ ππνςήθην δηδάθηνξα ηνπ Σνκέα Μαζεκαηηθψλ ΔΜΠ  θ. 

Eκκαλνπήι Αλδξνπιάθε γηα ηελ θαζνδήγεζε, ην ρξφλν ηνπο αιιά θαη ηελ πνιχηηκε 

βνήζεηα ηνπο  ζηελ ζπγγξαθή απηήο ηεο εξγαζίαο. Θα ήζεια λα επραξηζηήζσ επίζεο 

ηελ νηθνγέλεηα κνπ γηα ηελ ακέξηζηε ζπκπαξάζηαζε πνπ έδεημαλ ζην πξφζσπν κνπ 

θαζ’ φιε ηε δηάξθεηα ησλ ζπνπδψλ κνπ. 
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ΑBSTRACT 

Ηn Statistics Generalized Linear Models (GLMs) are an extention of the 

General Linear Model.Generalized linear models were formulated by John Nelder and 

Robert Wedderburn as a way of unifying various other statistical models, including 

logistic regression and Poisson regression.  

   Firstly, we introde the GLMs and the method of  Maximum Likelihood for the 

estimation of the model’s parameters. Then we introduce two regression models. 

Special attention is paid in the choice of optimal designs (optimalities Α,D, DS , Σ , 

ΣΔ) and the approximations that were evolved such as Bayesian designs, Sequential 

designs, Multistage designs etc. Finally, 2
k
 factorial designs with Βinary response are 

presented. 

  It would be a great omission if i didn’t thank Professor of EMP Mr. C. 

Κoukouvinos and the Phd Candidate of the Mathematics Department of EMP Mr. 

Δmmanuel Androulakis for their guidance, time and  valuable help while writing this 

thesis. I would also like to express my thanks to my family who has been very 

supportive throughout my studies. 

 

 

March, 2011. 

 

 

 

                                                                                                           Thalassia Michali

http://en.wikipedia.org/wiki/John_Nelder
http://en.wikipedia.org/wiki/Robert_Wedderburn_%28statistician%29
http://en.wikipedia.org/wiki/Logistic_regression
http://en.wikipedia.org/wiki/Poisson_regression


 ε ι ί δ α  | 3 

 

  

 

 

ΠIΝΑΚΑ ΠΔΡΙΔΥΟΜΔΝΧΝ 
 

ΚΔΦΑΛΑΗΟ 1 :   ΔΗΑΓΩΓΖ ............................................................................................... 5 

1.1 Οξηζκνί ................................................................................................................. 5 

1.2 Δθαξκνγέο κνληέισλ ............................................................................................. 6 

1.3  Γεληθεπκέλα Γξακκηθά Μνληέια ........................................................................... 7 

ΚΔΦΑΛΑΗΟ 2 :  ΓΔΝΗΚΔΤΜΔΝΑ ΓΡΑΜΜΗΚΑ ΜΟΝΣΔΛΑ ........................................... 10 

2.1 Ζ Δθζεηηθή Οηθνγέλεηα ........................................................................................ 10 

2.2  εκαληηθέο Kαηαλνκέο ζηα GLM ....................................................................... 13 

2.3  Μεζνδνινγία γηα Γεληθεπκέλα Γξακκηθά Μνληέια .............................................. 16 

2.4  Μέζνδνο Μέγηζηεο Πηζαλνθάλεηαο ζηα GLM ...................................................... 17 

2.5  Μέζνδνο Πηζαλνθάλεηαο Quasi ............................................................................ 20 

2.6  Oκάδα πλαξηήζεσλ χλδεζεο – πλάξηεζε Γχλακεο ........................................ 21 

2.7  Έιεγρνη Καηαιιειφηεηαο θαη Τπφινηπα ζηα GLM .............................................. 22 

KEΦΑΛΑΗΟ 3 
 
:  ΜΟΝΣΔΛΑ ΠΑΛΗΝΓΡΟΜΖΖ ΣΑ GLM ......................................... 26 

3.1 Λνγηζηηθή θαη Poisson Παιηλδξφκεζε ................................................................. 26 

3.2  Μέγηζηε Πηζαλνθάλεηα ζηε Λνγηζηηθή Παιηλδξφκεζε ........................................ 27 

3.3  Ηδηφηεηεο Γηαζπνξάο ηεο Μέγηζηεο Πηζαλνθάλεηαο .............................................. 30 

3.4  Έιεγρνο Wald ζηε Λνγηζηηθή Παιηλδξφκεζε ...................................................... 31 

3.5  Kαηαιιειφηεηα Μνληέινπ (Απφθιηζε (Deviance)) ............................................. 33 

3.6  Probit , Complementary Log –Log Μνληέια γηα Γπαδηθέο  Απνθξίζεηο ............... 34 

3.7  Yπεξ-δηαζπνξά ζην Λνγηζηηθφ Μνληέιν Παιηλδξφκεζεο ................................... 35 

3.8  Poisson Παιηλδξφκεζε: Μέγηζηε Πηζαλνθάλεηα θαη Απφθιηζε ........................... 37 

KEΦΑΛΑΗΟ 4:  ΔΦΑΡΜΟΓΔ ΣΩΝ ΓΔΝΗΚΔΤΜΔΝΩΝ ΓΡΑΜΜΗΚΩΝ ΜΟΝΣΔΛΩΝ ... 40 

4.1 Παξαγνληηθνί ρεδηαζκνί θαη Βειηηζηνπνίεζε .................................................... 40 

4.2 Γπζθνιίεο ζηελ Δχξεζε Βέιηηζηνπ Μνληέινπ ζηα GLM ..................................... 43 

4.3  Δπηινγή ρεδηαζκνχ ........................................................................................... 46 

4.3.1  Λνγηζηηθφ Μνληέιν Παιηλδξφκεζεο γηα Γπαδηθά Γεδνκέλα ........................ 46 

4.3.2  Poisson κνληέιν θαηακέηξεζεο .................................................................... 56 

4.4 Σχπνη ρεδηαζκψλ ............................................................................................... 57 

4.4.1 Οξζνγψληνη ρεδηαζκνί  ζηα GLM ............................................................... 57 

4.4.2  Γηαδνρηθνί ρεδηαζκνί ................................................................................ 63 

4.4.3  Πνιπζηαδηαθνί ρεδηαζκνί .......................................................................... 64 



 ε ι ί δ α  | 4 

 

  

 

4.4.4 Μπευδηαλνί ρεδηαζκνί θαη Πξνβιήκαηα ..................................................... 64 

4.5 Δηδηθή Πεξίπησζε : Πεξηζζφηεξεο απφ κηα Δπεμεγεκαηηθέο Μεηαβιεηέο ............. 68 

4.6  Αζπκπησηηθά απνηειέζκαηα ............................................................................... 70 

4.7 GLM, Πεηξάκαηα Κξεζαξίζκαηνο θαη Μεηαζρεκαηηζκνί Γεδνκέλσλ .................. 74 

4.8  Moληεινπνίεζε Μέζνπ θαη Γηαθχκαλζεο κέζσ GLM ......................................... 75 

4.9 Γπαδηθήο Απφθξηζεο Μνληέια ............................................................................ 77 

KΔΦΑΛΑΗΟ 5:  ΥΔΓΗΑΜΟΗ ΜΔ  ΓΤΑΓΗΚΖ ΑΠΟΚΡΗΖ & ΚΡΗΣΖΡΗΑ ΔΠΗΛΟΓΖ 

ΜΟΝΣΔΛΩΝ ΓΗΑ ΓΗΩΝΤΜΗΚΔ ΑΠΟΚΡΗΔΗ .............................................................. 79 

5.1 Βέιηηζηνη ρεδηαζκνί 2k
Παξαγνληηθψλ ρεδηαζκψλ γηα Γπαδηθέο Απνθξίζεηο ... 79 

5.1.1  2
2
 Παξαγνληηθφο ρεδηαζκφο ....................................................................... 80 

5.1.2  Aλαιπηηθέο ιχζεηο ζπγθεθξηκέλσλ πεξηπηψζεσλ ......................................... 82 

5.1.3  Αθξηβείο ιχζεηο ρξεζηκνπνηψληαο ηελ κέζνδν CAD .................................... 85 

5.1.4 Αλαιπηηθέο θαηά πξνζέγγηζε ιχζεηο ............................................................ 85 

5.1.5  Δπξσζηία 2
2 

ρεδηαζκψλ ............................................................................. 86 

5.2  Γεληθή πεξίπησζε : 2
k
 πεηξάκαηα ......................................................................... 89 

ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ.................................................................................................................... 91 

ΒΗΒΛΗΟΓΡΑΦΗΑ .............................................................................................................. 105 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 



 ε ι ί δ α  | 5 

 

  

 

ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1 :  

 ΔΙΑΓΧΓΗ 

1.1 Οξηζκνί 

Με ηνλ φξν κνληέιν αλαθεξφκαζηε ζε κηα απεηθφληζε  ηεο πξαγκαηηθφηεηαο 

ε νπνία καο παξέρεη κηα πξνζέγγηζε κεξηθψλ πην πεξίπινθσλ ζεκάησλ. Σα  κνληέια 

κπνξνχλ λα ρσξηζηνχλ ζε δπν θαηεγνξίεο: 

α) ληεηεξκηληζηηθά 

β) κε ζηνραζηηθά 

ηα ληεηεξκηληζηηθά κνληέια, ηα απνηειέζκαηα θαη νη απνθξίζεηο  είλαη  

επαθξηβψο θαζνξηζκέλα ζπρλά απφ κηα ζεηξά εμηζψζεσλ π.ρ λφκνο ηνπ Ohm(E=I R), 

λφκνο ησλ ηδαληθψλ αεξίσλ (P V=n  R T),  πξψηνο λφκνο  Θεξκνδπλακηθήο  

( ʃ dW= J ʃdQ). 

         ηα κε ζηνραζηηθά, ηα απνηειέζκαηα θαη νη απνθξίζεηο  παξνπζηάδνπλ 

κεηαβιεηφηεηα επεηδή είηε ην κνληέιν πεξηέρεη ηπραίεο κεηαβιεηέο είηε επεξεάδεηαη 

θαηά θάπνην ηξφπν απφ ηπραίεο δπλάκεηο. 

Έλα απφ ηα πην ζεκαληηθά κε ζηνραζηηθά κνληέια είλαη ην γξακκηθφ 

κνληέιν: 

                    0 1 1 ..................y x x                                                          (1.1) 

φπνπ :  

y: απφθξηζε ή απνηέιεζκα 

  ,   ,……,  : κεηαβιεηέο  παιηλδξφκεζεο ή ζπληειεζηέο 

         ……,   : άγλσζηεο παξάκεηξνη 

ε : ηπραίν ζθάικα πνπ αθνινπζεί ηελ θαλνληθή θαηαλνκή Ν(0,  ) 

Ζ ζρέζε (1.1) ζπρλά θαιείηαη  γξακκηθό κνληέιν παιηλδξόκεζεο. 
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Απφ ηα παξαπάλσ πξνθχπηεη φηη ε κέζε ηηκή ηνπ απνηειέζκαηνο  ζην απιφ γξακκηθφ 

κνληέιν είλαη: 

         0 1 1( ) ..................y x x                                                                    (1.2) 

Ζ ζρέζε (1.1) θαιείηαη απιό γξακκηθό κνληέιν επεηδή ε κέζε ηηκή ηεο απφθξηζεο 

είλαη γξακκηθή ζπλάξηεζε ησλ άγλσζησλ παξακέηξσλ          ……,  . 

Παξαδείγκαηα γξακκηθψλ κνληέισλ απνηεινχλ ηα παξαθάησ: 

0 1 1 2 2 12 1 2y x x x x          

2 2

0 1 1 2 2 12 1 2 11 1 22 2y x x x x x x              

0 1 2

2 2
sin cos

12 12

x x
y

 
        

1.2 Δθαξκνγέο κνληέιωλ  

Tα γξακκηθά κνληέια παιηλδξφκεζεο έρνπλ πνιιέο εθαξκνγέο:  

 Πξψηνλ, απνηεινχλ πξνζεγγηζηηθά  πνιπψλπκα  γηα πην πνιχπινθεο  ζρέζεηο  

θαη γηα ην ιφγν απηφ αλαθέξνληαη θαη σο εκπεηξηθά κνληέια. Γηα 

παξάδεηγκα, ζηελ πεξίπησζε Δ(y) = f(x)  ε ζεηξά Taylor  πξψηεο ηάμεο 

πξνζεγγίδεη ηελ παξαπάλσ ζρέζε  ζην ζεκείν   σο εμήο : 

               
0

0 0 0 1 1 0

( )
y   f ( )   (x )  R (  )     

x x

df x
x x x x

dx
 



                   (1.3) 

Aλ αγλνήζνπκε ην ππφινηπν R ζηε ζρέζε  (1.3) ηφηε ε ζρέζε απηή απνηειεί 

έλα γξακκηθφ κνληέιν κε έλα παξάγνληα. 

 Γεχηεξνλ, επεηδή απνηεινχλ κηα πην ζχληνκε  δηαδηθαζία ππνινγηζκνχ ησλ 

αγλψζησλ παξακέηξσλ         ……,   . 

 Σξίηνλ, ππάξρεη κηα πνιχ θαιά νξγαλσκέλε ζηαηηζηηθή ζεσξία γχξσ απφ ηα 

γξακκηθά κνληέια, ε νπνία δεδνκέλνπ φηη ην ηπραίν ζθάικα ε αθνινπζεί ηελ 

θαλνληθή θαηαλνκή (~Ν(0,  )), δίλεη πνιχ ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα  γηα 

ηα δηαζηήκαηα εκπηζηνζχλεο, ηηο πξνβιέςεηο  ησλ απνθξίζεσλ y αιιά θαη 

ησλ άγλσζησλ παξακέηξσλ β . 
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ηηο πεξηπηψζεηο φπνπ ε απφθξηζε y δελ είλαη γξακκηθή ζρέζε ησλ αγλψζησλ 

παξακέηξσλ β ηφηε ιέκε φηη έρνπκε κε γξακκηθό κνληέιν παιηλδξφκεζεο π.ρ. ζηνλ 

λφκν ςχμεο ηνπ Νεχησλα ε απφθξηζε y δίλεηαη απφ ηνλ εμήο ηχπν: 

                                      
1( ) t

A Ay T T T e     1( ) t

A Ay T T T e      

φπνπ: 

y :     ζηηγκηαία ζεξκνθξαζία αληηθεηκέλνπ 

  :    ζεξκνθξαζία πεξηβάιινληνο 

  :    αξρηθή ζεξκνθξαζία αληηθεηκέλνπ 

ε :     ηπραίν ζθάικα πνπ αθνινπζεί ηελ θαλνληθή θαηαλνκή Ν(0,   ) 

Με γξακκηθά κνληέια ζπλαληνχκε ζηε Μεραληθή γηα ην ιφγν απηφ 

αλαθέξνληαη θαη σο κεραληζηηθά κνληέια. Όπσο ζηα γξακκηθά κνληέια, έηζη θαη 

ζηα κε γξακκηθά κνληέια ππάξρεη αληίζηνηρε ζηαηηζηηθή ζεσξία δηφηη είλαη 

απαξαίηεηνο ν ππνινγηζκφο ησλ άγλσζησλ παξακέηξσλ β θαη ησλ δηαζηεκάησλ 

εκπηζηνζχλεο.  

1.3  Γεληθεπκέλα Γξακκηθά Μνληέια 

Καη ζηηο δπν πεξηπηψζεηο, γξακκηθά θαη κε γξακκηθά κνληέια, θπξίαξρν ξφιν 

έπαημε ε Kαλνληθή θαηαλνκή 
2( , )N    ηελ νπνία ππνζέζακε φηη αθνινπζεί ε 

απφθξηζε.  

Απηφ φκσο  δε ζπκβαίλεη πάληνηε π.ρ. ε απφθξηζε κπνξεί λα αθνινπζεί ηελ 

Γησλπκηθή θαηαλνκή δει. ηα απνηειέζκαηα λα  είλαη ηεο κνξθήο 0 (=απνηπρία) ή 1 

(=επηηπρία). ηελ πεξίπησζε απηή, έρνπκε ηα Γεληθεπκέλα Γξακκηθά 

Μνληέια(Generalized Linear Models ή GLM) ησλ νπνίσλ ηα δεδνκέλα 

αθνινπζνχλ θαηαλνκέο ηεο Δθζεηηθήο Οηθνγέλεηαο. 

Ζ Δθζεηηθή Οηθνγέλεηα απνηειείηαη απφ ηηο εμήο θαηαλνκέο: 

 Καλνληθή  

 Γησλπκηθή  

 Poisson  
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 Γεσκεηξηθή  

 Αξλεηηθή Γησλπκηθή  

 Δθζεηηθή 

  Γάκκα 

  αληίζηξνθεο ηεο Καλνληθήο. 

 Γηα παξάδεηγκα, αλ    νη απνθξίζεηο ην GLM δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν : 

                                 ( ) [ ( )]i i ig g E y x΄    

φπνπ: 

ix : δηάλπζκα  ησλ κεηαβιεηψλ παιηλδξφκεζεο  

β :  δηάλπζκα ησλ άγλσζησλ παξακέηξσλ 

Κάζε γεληθεπκέλν γξακκηθφ κνληέιν απνηειείηαη  απφ ηξία ζπζηαηηθά : 

α) ηελ θαηαλνκή ηεο απφθξηζεο. 

β) κηα γξακκηθή παξάκεηξν πξφβιεςεο πνπ πεξηέρεη ηηο κεηαβιεηέο  παιηλδξφκεζεο 

    

γ) ηελ ζπλάξηεζε ζχλδεζεο ε νπνία ελψλεη ηε γξακκηθή παξάκεηξν πξφβιεςεο κε ηε 

κέζε ηηκή ηεο απφθξηζεο. 

ηελ ζρέζε (1.1) γηα παξάδεηγκα, ε  θαηαλνκή  ηεο απφθξηζε ηεο είλαη ε Καλνληθή, ε 

γξακκηθή παξάκεηξν πξφβιεςεο είλαη : 

0 1 1 2 2   ..................     x΄ x x x            

ελψ ε ζπλάξηεζε ζχλδεζεο δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν : 

0 1 1 2 2( )    ..................E y x x x           

δει. ην γξακκηθφ κνληέιν ηεο ζρέζεο (1.1) είλαη θαη έλα GLM.  

Ωζηφζν, GLM κπνξεί λα είλαη θαη έλα κε γξακκηθφ κνληέιν. Απηφ εμαξηάηαη 

απφ ηε ζπλάξηεζε ζχλδεζεο. Γηα παξάδεηγκα, αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε σο ζπλάξηεζε 

ζχλδεζεο  g(a) = lna  ηφηε έρνπκε: 
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0 1 1 2 2 ..................   
( )           

x x x
E y e        

   

Γεληθφηεξα, ηα GLM κπνξνχκε λα ηα βιέπνπκε  σο κηα ελνπνίεζε γξακκηθψλ θαη κε 

γξακκηθψλ θαηαλνκψλ απφθξηζεο  πνπ ελζσκαηψλνπλ απνθξίζεηο κηαο κεγάιεο 

νηθνγέλεηα θαλνληθψλ ή κε θαλνληθψλ θαηαλνκψλ 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2 :  

ΓΔΝΙΚΔΤΜΔΝΑ ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΜΟΝΣΔΛΑ 

2.1 Η Δθζεηηθή Οηθνγέλεηα 

ηα  GLM ζεκαληηθφ ξφιν παίδνπλ ε θαηαλνκή ηεο απφθξηζεο  θαη ην 

κνληέιν πνπ ζπλδέεη ηε κέζε απφθξηζε κε ηηο κεηαβιεηέο παιηλδξφκεζεο. Μάιηζηα, 

νη δπν απηνί παξάγνληεο δελ είλαη εληειψο αλεμάξηεηνη κεηαμχ ηνπο αιιά 

ζπζρεηίδνληαη. 

Όπσο αλαθέξζεθε πξνεγνπκέλσο ηα GLM εθαξκφδνληαη ζε πεξηπηψζεηο πνπ 

νη απνθξίζεηο αθνινπζνχλ θαηαλνκέο ηεο Δθζεηηθήο Οηθνγέλεηαο δει. έρνπλ 

ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο ηεο κνξθήο : 

            
( )

( ; , ) exp ( , )        
( )

y b
f y c y

 
  

 

 
  

 
                                              (2.1) 

φπνπ: 

α,b,c : ζπγθεθξηκέλεο ζπλαξηήζεηο 

ζ :  παξάκεηξνο ζέζεο 

θ : παξάκεηξνο δηαζπνξάο 

α(θ)  : = θσ κε σ γλσζηή ζηαζεξά. 

Γηα κεξηθέο θαηαλνκέο κέιε ηεο Δθζεηηθήο Οηθνγέλεηαο  φπσο ε Γησλπκηθή, ε 

Poisson ηζρχεη θ=1.0 εθηφο απφ πεξηπηψζεηο φπνπ έρνπκε πνιχ κεγάιε δηαζπνξά 

φπνπ πξέπεη λα ιάβνπκε ππφςε αθφκε έλαλ παξάγνληα. 

Γηα παξάδεηγκα, γηα ηελ Καλνληθή θαηαλνκή φπνπ ε απφθξηζε y έρεη κέζε 

ηηκή κ θαη ε δηαζπνξά ζ είλαη : 

 
2 2 2

2

2 2 2

[ ] 1 [ / 2] 1
( ; , ) exp     exp [ ln(2 )]     

2 22

y y y
f y
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φπνπ: 

                                                   ζ = κ 

                                                       b(ζ) = 2 / 2  

                                                  α(θ) = θ 

                                                  θ =    

                               c( y,θ) = 
2

2

2

1
[ ln(2 )]

2

y



   

Αληίζηνηρα, ζηελ θαηαλνκή Poisson ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο πηζαλφηεηαο  είλαη: 

( ; )    exp[ ln ln( !)] 
!

ye
f y y y

y


  



     

φπνπ: 

                                                         ζ = lnκ, 

                                                         b(ζ) = e  

                                                          θ = 1.0 

c( y,θ) = - ln (y! ). 

ηελ Γησλπκηθή θαηαλνκή κε παξακέηξνπο n θαη P έρνπκε: 

  ζ = ln ( P/ 1 - P) 

         b ( ζ) = n ln (1 +    ) 

                                                         θ = 1.0 

                                                         α(θ) = 1.0 

 c( y,θ) = ln ( 
 
  ) 
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Δίλαη εχθνιν ( Bickel and Doksom ,2001 ) λα δείμνπκε φηη γηα ηα κέιε ηεο Δθζεηηθήο 

Οηθνγέλεηαο ηζρχεη:       

ln ( )
( ) 0

L
E









 

2
2

2

ln ( ) ln ( )
( ) ( ) 0

L L
E

 

 

 
 

 
 

Καη έρνπκε : 

( )
( ) ( )

( )

db
y b΄

d


 


                       

                                              
2

2

( )
var( ) ( ) ( ) ( )

d b
y b΄΄

d


    


   

                                                        ( )
d

a
d





  

Ζ var κ δηαθχκαλζε ηεο απφθξηζεο y  είλαη : 

var( )
var ( )

( )

y d
y

d




  
   

πγθεληξσηηθά, ηζρχνπλ : 

 Γηα ηελ Καλνληθή θαηαλνκή : 

                                                        ζ = κ 

                                                        b (ζ) = 
2 / 2  

                                                        α (θ) = 
2  

( )
( )

( )

db
y

d





    

2
2

2

( )
var( ) ( )

d b
y

d
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 Γηα ηελ  Poisson θαηαλνκή : 

 

                                                     ζ = ln κ 

                                                     κ = exp (ζ) 

                                                     b (ζ) = κ 

                                                     α (θ) =1.0 

                                                c(y,ζ) = - ln (y!) 

( ) ( )
( ) 1exp( )

( )

db db d
y

d d d

  
 

  
      

( )
var( ) exp( )

d dE y
y

d d


 

 
     

2.2  εκαληηθέο Kαηαλνκέο ζηα GLM 

Γπν πνιχ ζεκαληηθέο θαηαλνκέο ησλ GLM είλαη ε Δθζεηηθή θαη ε Γάκκα. 

Δηδηθφηεξα ε Δθζεηηθή είλαη κηα πεξίπησζε ηεο Γάκκα αιιά θάζε κηα έρεη 

ζεκαληηθέο εθαξκνγέο. Θα κειεηήζνπκε ηελ θάζε κηα μερσξηζηά. 

Η Δθζεηηθή: 

Ζ ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο  πηζαλφηεηαο ηεο  θαηαλνκήο είλαη : 

( / )1
( ) yf y e 



                           y>0; ι>0 

ή ζχκθσλα κε ηελ εμίζσζε  (2.1) : 

1
( ) exp{( 1)[ ( ) ln ] }    f y y 
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φπνπ :  

                                                      α (θ) = -1 

                                                      ζ = 1/ ι 

                                                      b (ζ) = ln ζ 

                                                      c(y,ζ) = 0 

                                                      κ = ι 

                                                       
2 2      

Τπνζέηνληαο ηελ θαλνληθή ζπλάξηεζε ζπζρέηηζε  έρνπκε   =   : 

1/   x   1   /   x       1/ x΄΄ ΄           

Η Γάκκα: 

Ζ θαηαλνκή απηή έρεη εθαξκνγή ζε πξνβιήκαηα παιηλδξφκεζεο φπνπ ε 

απφθξηζε  είλαη ζπλερήο θαη ε δηαθχκαλζε δελ είλαη ζηαζεξή  αιιά αλάινγε ηνπ 

ηεηξαγψλνπ ηνπ κέζνπ κ. Μηα ιχζε ζην πξφβιεκα απηφ είλαη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε 

ινγαξηζκηθφ  κεηαζρεκαηηζκφ  γηα λα ζηαζεξνπνηεζεί ε δηαθχκαλζε φπνπ φινη νη 

ζπληειεζηέο είλαη ακεξφιεπηνη θαη  ε απφθξηζε είλαη ινγαξηζκηθή- θαλνληθή. Ζ ηνκή 

είλαη κεξνιεπηηθή θαηά          /2 αθνχ απφ ηελ αλάιπζε θαηά Taylor έρνπκε: 

2  [ln ] ln ( / ) / 2y       

Ζ ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο  πηζαλφηεηαο ηεο  θαηαλνκήο είλαη : 

( / ) 11 1
( )    ( ) 

( )

y rf y ΄e y
r





 


                    r >0, ι>0 

ε νπνία βάζεη ηεο ζπλάξηεζεο (2.1) δίλεη : 

                                                    ζ =   
   

  
 =  

  

 
 

                                                    κ =r ι 
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2
2

2
   r

r

vary
vary





   

                                                      α (θ) =     

                                                      b (ζ) = -ln ( -ζ ) 

                                               c( )    r ln r –  ln r   r 1 lny      

φπνπ r είλαη παξάκεηξνο θιίκαθαο .Όηαλ r = 1 ηφηε έρνπκε ηελ Δθζεηηθή. ηελ 

πεξίπησζε φπνπ r  δελ πνηθίιεη αιιά είλαη ζηαζεξφ θαηά ηελ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ 

ηφηε κέζσ ηεο παξακέηξνπ ι έρνπκε αιιαγή ηνπ κέζνπ.  

Kαλνληθή Σπλάξηεζε  Σύλδεζεο :  ζ = x΄β  →      =  x΄β   → κ = 1 / x΄β 

Ωζηφζν, ππάξρνπλ πεξηπηψζεηο ιάζνπο π.ρ. φηαλ έρνπκε κε αξλεηηθέο ηηκέο 

απνθξίζεσλ. Παξφια απηά, ππάξρεη ε πηζαλφηεηα νη εθηηκήηξηεο b λα δψζνπλ  

αξλεηηθέο εθηηκήηξηεο απνθξίζεσλ έηζη ε εθηηκήηξηα ηνπ κ κπνξεί λα έρεη θαη 

αξλεηηθή  ηηκή πνπ κπνξεί λα πξνθαιέζεη πξφβιεκα.     

Λνγαξηζκηθή Σπλάξηεζε  Σύλδεζεο :   

πρλά αληί ηεο Καλνληθήο ζχλδεζεο ρξεζηκνπνηείηαη κε αξθεηή επηηπρία ε 

Λνγαξηζκηθή ε νπνία δελ δεκηνπξγεί αξλεηηθέο εθηηκήηξηεο παξακέηξσλ  θαη 

ζπλδέεηαη κε ην γξακκηθφ κνληέιν φπνπ ε απφθξηζε είλαη ln y.  

ηελ πξψηε πεξίπησζε έρνπκε κεηαζρεκαηηζκφ ησλ δεδνκέλσλ (επεξεάδεη 

ηελ θαηαλνκή πνπ αθνινπζεί ην ζθάικα) ελψ ζηε δεχηεξε κεηαζρεκαηηζκφ ηνπ 

κέζνπ (δελ επεξεάδεη ηελ θαηαλνκή πνπ αθνινπζεί ην ζθάικα). 

ηελ πεξίπησζε φπνπ ρξεζηκνπνηεζεί ε Καλνληθή ζχλδεζε ν αζπκπησηηθφο πίλαθαο 

δηαθχκαλζεο –ζπλδηαθχκαλζεο είλαη :  

( 1) 2( ) ( )var b X X   

ελψ ζε απηή ηεο κε Καλνληθήο ζχλδεζεο έρνπκε :   

                                          
1 2( ) ( [ ( )])var b X V aX                                            (2.2) 

 



 ε ι ί δ α  | 16 

 

  

 

Πην ζπγθεθξηκέλα, ε ζρέζε (2.2) κε :     

                                                       ln κ = x΄β 

    ζ = - 1 / κ = -  
x΄e 

 

      
( )

ix΄i

i

i e
x΄






   


 

     

(2 )2

var( )
ix΄

e
y

r r


   

          ΓVΓ = diag {1/r, 1/r,….,1/r} 

δίλεη  
1 2 1   [( ( )] () ( ) 1) )( /var b X V X X Xa r    . 

2.3  Μεζνδνινγία γηα Γεληθεπκέλα Γξακκηθά Μνληέια 

1. Οη αλεμάξηεηεο απνθξίζεηο 1 2, ,...., ny y y  έρνπλ κέζνπο  1 2, ,...., n    αληίζηνηρα. 

2. Οη παξαηεξήζεηο iy αθνινπζνχλ θαηαλνκέο πνπ αλήθνπλ ζηελ Δθζεηηθή 

Oηθνγέλεηα.  

3. Σν κνληέιν πεξηέρεη κεηαβιεηέο παιηλδξφκεζεο ηεο κνξθήο 1 2, ,...., kx x x . 

4. To κνληέιν θαηαζθεπάδεηαη βάζεη ηεο γξακκηθήο παξακέηξνπ πξφβιεςεο :  

0

1

k

i i

i

x΄ x   


    

5. To κνληέιν θαηαζθεπάδεηαη  κέζσ ηεο ζπλάξηεζεο ζχλδεζεο : 

                                    ( )i ig                                      i = 1,2,3,………,n 

      ε νπνία  δειψλεη φηη ππάξρεη ζπζρέηηζε κεηαμχ ηνπ κέζνπ θαη ηεο              

γξακκηθήο παξακέηξνπ πξφβιεςεο κε κέζε ηηκή απφθξηζεο : 

1 1( ) ( ) ( )i i iy g g x΄      

6. H ζπλάξηεζε ζχλδεζεο είλαη κνλφηνλε θαη δηαθνξίζηκε. 

7. Ζ δηαθχκαλζε  2

i ( i = 1,2,3,…..,n) είλαη ζπλάξηεζε ηνπ κέζνπ   . 

Όζνλ αθνξά ηηο ζπλαξηήζεηο ζχλδεζεο ππάξρεη κεγάιε πνηθηιία. 
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Αλ επηιέμνπκε φκσο ηελ i i   ηφηε ιέκε φηη ε i  είλαη ε Καλνληθή  πλάξηεζε 

ύλδεζεο. 

ηνλ πίλαθα πνπ αθνινπζεί έρνπκε ηηο θαλνληθέο ζπζρεηίζεηο γηα ηα GLM. 

Καηανομέρ Κανονική Σςνάπηηζη Σύνδεζηρ 

 

Καλνληθή 

 

i i   

 

Γησλπκηθή 

 

i = ln (P/1-P) 

 

Poisson 

 

i = ln( i ) 

 

Eθζεηηθή 

 

1/i i   

 

Γάκκα 

 

1/i i   

 

2.4  Μέζνδνο Μέγηζηεο Πηζαλνθάλεηαο ζηα GLM 

Ζ κέζνδνο ηεο Μέγηζηεο Πηζαλνθάλεηαο ρξεζηκνπνηείηαη  ζηα GLM γηα ηελ 

εθηίκεζε ησλ αγλψζησλ παξακέηξσλ β. Τπνζέηνληαο θαλνληθή ζπζρέηηζε ε

( )i i ig x΄      ζηα GLM έρνπκε : 

1

log ( , ) {[ ( )] / ( ) ( , )}
i

n

i i i

i

L l y y b a c y    
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1

( )1
{ }

( )

n
i i

i i

ii i

dbL L
y x

a d

 

    

 
  

  
  

                = 
1

1
{ }

( )

n

i i i

i

y x
a




  

Σψξα είλαη εχθνιν λα  ππνινγίζνπκε ηηο παξακέηξνπο β κεδελίδνληαο ηελ 

παξαπάλσ εμίζσζε θαη αθνχ ππνζέζνπκε φηη α(θ) είλαη ζηαζεξφ άξα παξαιείπεηαη,  

έρνπκε : 

1

{ } 0
n

i i i

i

y x


   

ή κε κνξθή πηλάθσλ ( )  ΄  X y κ 0  φπνπ κ΄ = [  ,   ……..  ] . Οη εμηζψζεηο απηέο 

νλνκάδνληαη Eμηζώζεηο Απνηειέζκαηνο Μέγηζηεο Πηζαλνθάλεηαο. 

Yπνζέηνληαο φηη b ε εθηηκήηξηα ηνπ β o πίλαθαο πιεξνθνξηψλ ησλ εθηηκεηξηψλ b 

είλαη: 

2
( )

[ (

1 ( )
{ }[ ( )]

( ) )]

X VX
var X yI b

aa


 


    

φπνπ :  V = diag{     
 } θαη    

  ζπλάξηεζε ηνπ κέζνπ    εμαξηάηαη απφ ηελ 

θαηαλνκή. 

Ο αζπκπησηηθφο πίλαθαο δηαθχκαλζεο- ζπλδηαθχκαλζεο ηνπ b γεληθά είλαη :  

                                         
1( 1) 2var( ) ( ) ) ( )]( [X VXb I b a                                     (2.3) 

Γηα ηελ Καλνληθή  θαηαλνκή έρνπκε    
   =    α(θ) =    ε ζρέζε (2.3) καο δίλεη : 

21(v )ar( ) X Xb   

ελψ γηα ηηο θαηαλνκή Poisson φπνπ      
  = exp (  ΄β), α (θ) = 1.0  ε ζρέζε (2.3) καο 

δίλεη : 

1(var( ) )b X VX   
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Ωζηφζν, πξέπεη λα επηζεκάλνπκε φηη ελψ ε θαλνληθή ζπλάξηεζε  ζχλδεζεο 

είλαη ε πην ζπλεζηζκέλε  πνπ ρξεζηκνπνηείηαη απηφ δε ζεκαίλεη φηη κηα κε θαλνληθή 

ζπλάξηεζε ζχλδεζεο  πξέπεη λα απνθιεηζζεί ακέζσο. ηελ πεξίπησζε απηή φπνπ  

i i   έρνπκε :  

1

n
i i

i i i

L L  

   

  


   
  

Λακβάλνληαο ππφςε φηη : 

1 1

( )1 1
{ } ( )

( ) ( )

n n
i

i i i

i ii

dbL
y y

a d a




    


   


   

i
ix









 

έρνπκε :  

1

1
( )

( )

n
i

i i i

i i

L
y x

a




  


 

 
  

Mεδελίδνληαο ηελ παξαπάλσ ζπλάξηεζε θαη ππνζέηνληαο φηη α(θ) ζηαζεξφ άξα 

παξαιείπεηαη  έρνπκε κε κνξθή πηλάθσλ: 

 (  )  ΄  Υ Γ y κ 0  

φπνπ Γ = diag { i

i








}. Άξα ν πίλαθαο πιεξνθνξηψλ θαη ν αζπκπησηηθφο πίλαθαο 

δηαθχκαλζεο- ζπλδηαθχκαλζεο κε ηηο εθηηκήζεηο b ησλ αγλψζησλ παξακέηξσλ β  

είλαη  αληίζηνηρα :    

2
( )

[ ( )]

X΄ V
I b

a 

 
  

21(var( ) [ ( )])X V aXb    
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Γεληθά, ζηα GLM παξαηεξνχκε ηα εμήο : 

1. Σππηθά, νη αλαιπηέο δεδνκέλσλ φηαλ ρξεζηκνπνηνχλ κεηαζρεκαηηζκφ  

επηιέγνπλ ζπρλφηεξα ηε κέζνδν ησλ Διαρίζησλ Σεηξαγψλσλ λα εθαξκφζνπλ 

ζην κνληέιν. 

2. Ζ δηαθχκαλζε ηεο απφθξηζεο y δελ είλαη ζηαζεξή γηα ην ιφγν απηφ 

ρξεζηκνπνηνχκε ηε κέζνδν ησλ ηαζκηζκέλσλ  Διαρίζησλ Σεηξαγψλσλ γηα 

ηελ εθηίκεζε ησλ παξακέηξσλ. 

3. Απηφ ζεκαίλεη φηη ηα GLM πξέπεη λα ππεξέρνπλ βαζηθψλ αλαιχζεσλ πνπ 

βαζίδνληαη  ζε κεηαζρεκαηηζκνχο φηαλ έλα πξφβιεκα εμαθνινπζεί λα έρεη 

ζηαζεξή δηαθχκαλζε κεηά ην κεηαζρεκαηηζκφ. 

4. Ζ απφθιηζε ηνπ κνληέινπ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ζηνλ έιεγρν ηεο 

θαηαιιειφηεηαο ηνπ κνληέινπ. Σα απνηειέζκαηα ηνπ ειέγρνπ ηνπ Wald 

κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ ζηνλ έιεγρν ηεο ππφζεζεο αιιά θαη ζηελ 

θαηαζθεπή δηαζηεκάησλ εκπηζηνζχλεο γηα θάζε παξάκεηξν ηνπ κνληέινπ 

μερσξηζηά. 

2.5  Μέζνδνο Πηζαλνθάλεηαο Quasi 

Γηα ηελ εχξεζε ηνπ δηαλχζκαηνο παξακέηξσλ β ρξεζηκνπνηήζακε ηε κέζνδν ηεο 

Μέγηζηεο Πηζαλνθάλεηαο  κε ηηο πξνυπνζέζεηο φηη : 

α) νη θαηαλνκέο ησλ απνθξίζεσλ είλαη κέιε ηεο Δθζεηηθήο Οηθνγέλεηαο  

β) νη απνθξίζεηο είλαη αλεμάξηεηεο.  

Παξφια απηά ππάξρνπλ πεξηπηψζεηο φπνπ : 

 είηε νη απνθξίζεηο  iy είλαη αλεμάξηεηεο αιιά δελ αθνινπζνχλ θαηαλνκή  ηεο 

Δθζεηηθήο Οηθνγέλεηαο   

 είηε νη απνθξίζεηο  iy  έρνπλ δηαθπκάλζεηο πνπ είλαη ζπλαξηήζεηο ηνπ κέζνπ 

αιιά είλαη εμαξηεκέλεο.  

Ζ ηειεπηαία  πεξίπησζε εκθαλίδεηαη ζπρλά ζε βηνταηξηθέο κειέηεο ή κειέηεο 

βηνκεραληθψλ δηεξγαζηψλ. 

Ζ Πηζαλνθάλεηα Quasi απνξξέεη απφ ηα ηαζκηζκέλα Διάρηζηα Σεηξάγσλα ή 

απφ ηα Γεληθεπκέλα Διάρηζηα Σεηξάγσλα γηα ηελ πεξίπησζε φπνπ νη απνθξίζεηο 
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είλαη εμαξηεκέλεο. Ο Wedderburn (1974) αλέπηπμε ηε ζεσξία ηεο Πηζαλνθάλεηαο 

Quasi ε νπνία εθκεηαιιεχεηαη ην γεγνλφο φηη νη ζπλαξηήζεηο απνηειέζκαηνο 

εκπεξηέρνπλ ηηο θαηαλνκέο ησλ απνθξίζεσλ ηηο πξψηεο δπν ζηηγκέο. Δπίζεο, ην έξγν 

ηνπ ππνδεηθλχεη φηη νη πιεξνθνξίεο απφ ηε ρξήζε Γεληθεπκέλσλ Διαρίζησλ 

Σεηξαγψλσλ  είλαη παξφκνηεο κε απηέο ηεο Μέγηζηεο Πηζαλνθάλεηαο.  

ηε γεληθή πεξίπησζε ζεσξνχκε φηη ν πίλαθαο V είλαη ζεηηθά  νξηζκέλνο 

αιιά φρη απαξαίηεηα δηαγψληνο. Ζ κέζνδνο ησλ Γεληθεπκέλσλ Διαρίζησλ 

Σεηξαγψλσλ  εζηηάδεη ζηε ζπλάξηεζε 1( ) ( )y ΄V y   ε νπνία δίλεη σο ζπλάξηεζε 

απνηειέζκαηνο ηελ : 

                                         
1( ) 0D΄V y                                                                (2.4) 

κε D πίλαθα ησλ παξαγψγσλ dκ / dβ. Αθφκε, αλ νη απνθξίζεηο είλαη αλεμάξηεηεο 

αιιά φρη απαξαίηεηα κέιε ηεο Δθζεηηθήο Οηθνγέλεηαο θαη V= {  
 } ε εμίζσζε (2.4) 

παίξλεη ηε κνξθή :  

                                             
2

1

( )
0

n
i i i

i i

y d

d

 

 


  

φπνπ  2 var( )i i    θαη επηιχεηαη σο πξνο β. 

ηελ εηδηθή πεξίπησζε φπνπ ε ζπλάξηεζε ζχλδεζεο πεξηέρεη ηε γξακκηθή παξάκεηξν 

πξφβιεςεο x΄β ε εμίζσζε (2.4) παίξλεη ηε κνξθή : 

                                                  
2

1

( )
0

i

n
i i i

i

i i

y d
x

d

 

 


  

ή κε κνξθή πηλάθσλ : Υ΄ΓV (y- κ) = 0 φπνπ { }

i

idiag





 


. 

2.6  Oκάδα πλαξηήζεωλ ύλδεζεο – πλάξηεζε Γύλακεο 

Τπάξρνπλ πεξηπηψζεηο φπνπ ε Καλνληθή ζχλδεζε κπνξεί λα κελ είλαη ε 

θαηαιιειφηεξε π.ρ. ε Λνγαξηζκηθή ζπζρέηηζε είλαη ε Καλνληθή ζχλδεζε γηα ηελ 

Poisson θαηαλνκή αιιά αξθεηά ηθαλνπνηεηηθή θαη γηα ηελ Γάκκα θαηαλνκή. Ζ 

δηαδηθαζία εχξεζεο ηεο θαηαιιειφηεξεο ζχλδεζεο θαη ηνπ κνληέινπ είλαη αξθεηά 
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ρξνλνβφξα  γη’ απηφ ζπρλά ρξεζηκνπνηείηαη ε νκάδα ζπλαξηήζεσλ δχλακεο φπνπ ν 

κεηαζρεκαηηζκφο γίλεηαη ζην κέζν κ σο εμήο : 

        'x                      ι ≠0 

                                                    ln 'x                 ι = 0 

Ωζηφζν, γηα λα ππάξρεη ζπλέρεηα ζην ι = 0 ε δεχηεξε εμίζσζε γξάθεηαη σο :  

                                                     
1

'x






  

Μέζσ ηεο πξνζέγγηζεο Box- Cox κπνξνχκε λα βξνχκε ην δηάζηεκα 

εκπηζηνζχλεο ηνπ ι θαη λα απνθαζίζνπκε ηνλ θαηάιιειν  κεηαζρεκαηηζκφ γηα ηα 

δεδνκέλα. πλήζσο, είκαζηε πην επραξηζηεκέλνη κε ηηο “θπζηθέο ” ηηκέο ηνπ ι π.ρ. αλ 

ι = 0 ηφηε επηιέγνπκε ηελ ινγαξηζκηθή ζχλδεζε.  

Ζ  πξνηεηλφκελε απφ ηνλ Pregibon (1980) επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία γηα ηελ 

εχξεζε ηνπ βέιηηζηνπ ι βαζίδεηαη ζηελ αλάιπζε θαηά Taylor ηνπ    γχξσ απφ κηα 

αξρηθή ηηκή ηνπ  :  

0 0 0 0

0 0( ) ln ( ) ln
                                                                                                      

0 0

0' ( ) lnx
           

αθνχ 'x   . 

2.7  Έιεγρνη Καηαιιειόηεηαο θαη Τπόινηπα ζηα GLM 

Οη ζηαηηζηηθνί έιεγρνη ή έιεγρνη θαηαιιειφηεηαο ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ 

επηινγή ησλ ζηαηηζηηθά ζεκαληηθψλ κεηαβιεηψλ ζε έλα κνληέιν γξακκηθήο 

παιηλδξφκεζεο. Οη έιεγρνη απηνί αθνξνχλ ηνπο ζπληειεζηέο β ησλ κεηαβιεηψλ ζηε 

ζπλάξηεζε παιηλδξφκεζεο πνπ πξνζαξκφδνπκε ζηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο. Αλ  

κηα κεηαβιεηή δελ είλαη ζηαηηζηηθά ζεκαληηθή, ηφηε ε ζπλεηζθνξά ηεο ζηε 

ζπλάξηεζε παιηλδξφκεζεο είλαη ειάρηζηε ή κεδεληθή. 

Ο έιεγρνο ηνπ Wald είλαη φπσο θαη θάζε ζηαηηζηηθφο έιεγρνο απνηειείηαη απφ 

ηα αθφινπζα ζηνηρεία : 
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  α)   ηελ κεδεληθή ππφζεζε    θαη ηελ ελαιιαθηηθή ππφζεζε     

  β)   ην πξνθαζνξηζκέλν επίπεδν ζεκαληηθφηεηαο 

  γ) ηε ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε ειέγρνπ, ε νπνία αθνινπζεί  κηα ζπγθεθξηκέλε          

θαηαλνκή  ππφ ηελ     

Με ηνλ έιεγρν Wald έρνπκε ηηο ππνζέζεηο : 

                                                        
1

0 : 0

: 0

j

j












 

κε ζηαηηζηηθή ζπλάξηεζε :  

  

2

1( )
( )

j

j

b

se b
  

Σα δηαζηήκαηα εκπηζηνζχλεο ησλ απνθξίζεσλ θαη ησλ παξακέηξσλ ζα βξεζνχλ 

αξγφηεξα. Ζ ειεγρνζπλάξηεζε Deviance κεηξά ηελ απψιεηα πξνζαξκνγήο φηαλ 

επηβάινπκε ζπλάξηεζε ζχλδεζεο. Ζ ειεγρνζπλάξηεζε Deviance δίλεηαη απφ ηνλ 

ηχπν : 

                                                      
( )

 D   2ln[    ] 
( )

L

L





   

φπνπ :  

           L(β): πηζαλνθάλεηα κνληέινπ 

           L(κ): πηζαλνθάλεηα “θνξεζκέλνπ” κνληέινπ δει. κνληέινπ πνπ έρεη ηφζεο  

παξακέηξνπο φζεο θαη νη παξαηεξήζεηο.  
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Ζ ειεγρνζπλάξηεζε Deviance γηα δηάθνξεο θαηαλνκέο δίλεηαη απφ ηνλ παξαθάησ 

πίλαθα :  

Καηανομέρ Deviance 

 

Καλνληθή 

  

2

1

( )
n

i

y 


  

 

Γησλπκηθή 

 

1

2 [ ln( ) ( )]
n

i

y
y y 



   

 

Poisson 

 

1

2 [ ln( ) ( ) ln( )]
n

i

y m y
y m y

m 


 


  

 

Γάκκα 
1

2 [ ln( ) ( )]
n

i

y y 

 


   

 

Yπάξρνπλ ηξία είδε ππνινίπσλ θαηάιιεια γηα ηα GLM : 

α) ηα ζπλεζηζκέλα ππφινηπα i iy    ηα νπνία δελ απνηεινχλ ηελ θαιχηεξε επηινγή 

αθνχ ε δηαθχκαλζε ησλ απνθξίζεσλ (var ( iy )) δελ είλαη ζηαζεξή. 

β) ηα ππφινηπα Pearson   
var( )

i i
p

i

y
r

y


  

γ) ηα ππφινηπα απφθιηζεο (Deviance) κε ηηο εμήο ηδηφηεηεο:  

     i)   sgn( )i i ii y d   

    ii)  
2

,

1

( )
n

i r

i

d D 
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ηελ εξψηεζε πνηα ππφινηπα είλαη ηα θαηαιιειφηεξα νη Pierce θαη Schafer (1986) 

πξνηείλνπλ ππφινηπα απφθιηζεο γηα ηελ θαηαζθεπή δηαγλσζηηθψλ ζρεδηαγξακκάησλ. 
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KEΦΑΛΑΙΟ 3 
 
: 

 ΜΟΝΣΔΛΑ ΠΑΛΙΝΓΡΟΜΗΗ ΣΑ GLM 

3.1 Λνγηζηηθή θαη Poisson Παιηλδξόκεζε 

ηα Γεληθεπκέλα Γξακκηθά Μνληέια ηα δπν πην ζεκαληηθά κνληέια πνπ 

ζπλαληνχκε είλαη απηά ηεο Λνγηζηηθήο θαη ηεο Poisson παιηλδξφκεζεο ηα νπνία 

έρνπλ πνιιέο  εθαξκνγέο ζε βηνινγηθά, βηoταηξηθά, πεξηβαιινληηθά θαη βηνκεραληθά 

πξνβιήκαηα.  

Πην ζπγθεθξηκέλα, ε Λνγηζηηθή παιηλδξφκεζε έρεη κεγάιε απήρεζε ζηελ 

θακπχιε απφθξηζεο-δφζεο ε νπνία πξνζδηνξίδεη ηηο ζρέζεηο φπνπ αλαπηχζζνπλ νη 

ηνμηθνιφγνη θαη βηνιφγνη πνπ  ελδηαθέξνληαη λα κνληεινπνηήζνπλ ηελ απφθξηζε π.ρ. 

πνζνζηά  απνβνιήο  ζε κηα ρεκεηνζεξαπεία. ηελ Λνγηζηηθή παιηλδξφκεζε, φπσο 

θαη ζε φια ηα GLM έρνπκε ζπζρέηηζε κεηαμχ ηνπ κέζνπ θαη ηεο δηαθχκαλζεο ηεο 

απφθξηζεο. 

ηελ πξψηε πεξίπησζε κπνξνχκε λα ιάβνπκε ππφςε καο ην πείξακα φπνπ ε 

απφθξηζε είλαη κηα Βernoulli ηπραία κεηαβιεηή θαη έρνπκε : 

                         i( ) P P( ) i iy x                                    i = 1, 2,……….., n       (3.1) 

                         i ivar( ) P (1 P )iy    

φπνπ Pi = πηζαλφηεηα ζε κηα Bernoulli δηαδηθαζία  είλαη ζπλάξηεζε ησλ κεηαβιεηψλ 

παιηλδξφκεζεο xi άξα θαη ε δηαθχκαλζε είλαη ζπλάξηεζε ηνπ κέζνπ. 

ηε δεχηεξε πεξίπησζε, κπνξνχκε λα ιάβνπκε ππφςε καο ην πείξακα φπνπ ε 

απφθξηζε είλαη ν αξηζκφο ησλ ειαηησκάησλ ζε κηα κηθξνειεθηξνληθή  ζπζθεπή κε : 

                         ( ) ( )   i iy x   i = 1, 2,………., n                                               (3.2) 

                         var( ) ( ) ( ) i i iy y x    

φπνπ κ = παξάκεηξνο ηνπ κνληέινπ Poisson θαη    είλαη ζπλάξηεζε ησλ κεηαβιεηψλ 

παιηλδξφκεζεο   . 
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Απφ ηα πξνεγνχκελα ζπκπεξαίλνπκε φηη ε Λνγηζηηθή παιηλδξφκεζε 

αλαθέξεηαη ζε γεγνλφηα ησλ νπνίσλ ην απνηέιεζκα κπνξεί λα αλαπαξαζηαζεί κέζσ 

ησλ ςεθίσλ 0 θαη 1 π.ρ. αληαπφθξηζε αζζελνχο ζε θαξκαθεπηηθή αγσγή κε 

παξακέηξνπο ειηθία, βάξνο θ.ι.π ή δπλαηφηεηα απνπιεξσκήο δφζεσλ πηζησηηθψλ 

θαξηψλ κε νηθνλνκηθέο, θνηλσληθέο  παξακέηξνπο. 

Αλ ππνζέζνπκε φηη y=1 επηηπρία θαη y=0 απνηπρία ηφηε κνληεινπνηνχκε ηελ  

κέζε απφθξηζε P(  ) φπνπ P(  ) είλαη ε πηζαλφηεηα επηηπρίαο ην ινγηζηηθφ κνληέιν 

γίλεηαη: 

                                       
1

( )  
1 exp( )

i

i

P x
x΄


 

                                                     (3.3) 

 φπνπ ix΄ είλαη ε γξακκηθή παξάκεηξνο πξφβιεςεο θαη 0 ≤ ( )iP x ≤ 1. Σν κνληέιν 

απηφ ρξεζηκνπνηείηαη πεξηζζφηεξν απφ νπνηνδήπνηε άιιν ηεο νηθνγέλεηαο ησλ GLM. 

ηελ πεξίπησζε φπνπ έρνπκε κηα κεηαβιεηή ε ζρέζε (3.3) παίξλεη ηε κνξθή ηεο 

ζρέζεο (3.1). 

3.2  Μέγηζηε Πηζαλνθάλεηα ζηε Λνγηζηηθή Παιηλδξόκεζε 

Αο ππνζέζνπκε φηη έρνπκε κηα θιηληθή κειέηε ζηελ νπνία ιακβάλνπλ κέξνο ni 

αληηθείκελα ή δψα ζηα νπνία ρνξεγείηαη κηα δφζε ελφο θαξκάθνπ ή ζπλδπαζκνχ 

θαξκάθσλ. Δπίζεο, ππνζέηνπκε φηη ηα δεδνκέλα είλαη νκαδνπνηεκέλα. Ζ εμίζσζε 

(3.3) γίλεηαη : 

1
( ) ( )  

1 exp( )
i i i i

i

y n P x n
x΄

  
 

 

                                        var( ) ( )[1 ( )]  i i i iy n P x P x   

φπνπ             νη παξαηεξνχκελεο ηηκέο ησλ αλεμάξηεησλ δπσλπκηθψλ ηπραίσλ  

κεηαβιεηψλ κε 
1

m

in n


  ην ζπλνιηθφ κέγεζνο. Έηζη ε κέζνδνο Μέγηζηεο 

Πηζαλνθάλεηαο καο δίλεη : 

                  
1

[ ( ; )] { [ ( ) /1 ( )] [1 ( )]}
m

i i i i i

i

ln L P y y ln P x P x n ln P x


                        (3.4) 
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 κε   0

1

[ ( ) /1 ( )]
n

i i ij jln P x P x x


 


                       i =  1,2, …, m    m ≥  k+1 

                   
1 1 1 1

ln[ ( ; )] ln(1 exp )
m k m k

i ij j i ij j

i i i i

L y y x n x  
   

                               (3.5)       

ή κε κνξθή πηλάθσλ 
1

ln[ ( ; )] ln[1 exp( )]y
n

i i

i

L y n x΄΄ 


                              (3.6) 

Γηαθνξίδνληαο ηε ζρέζε (3.6)  έρνπκε : 

                         
1

ln ( ; )
y- [ ]exp( )

1 exp( )

m
i i

i i

i i

L y n
΄ x΄ x

x΄




 


 

 
  

φκσο exp( ) /1 exp( ) 1/1 exp( ) ( )i i i ix΄ x΄ x΄ P x       άξα : 

                     
1

ln ( ; )
y- ( )

m
i

i i i

i

L y
΄ n P x x



 


 


  

ή κε κνξθή πηλάθσλ : ( ; ) /     ( –  )i ΄  lnL β y β Υ y κ    φπνπ  ( )i i in P x  . 

Eπνκέλσο ε ζπλάξηεζε απνηειέζκαηνο είλαη :    ( –  )      ΄ Υ y κ 0                     (3.7)  

 H παξαπάλσ εμίζσζε δελ είλαη αζήκαληε αθνχ νη παξάκεηξνη β εκθαλίδνληαη ζην 

κέζν κ φπνπ 
1

 
1 exp( )

i i

i

n
x΄





 

. 

Όκσο, ε κε ζηαζεξή δηαθχκαλζε ηεο Λνγηζηηθήο παιηλδξφκεζεο καο νδεγεί ζηε 

ρξήζε ησλ ηαζκηζκέλσλ Διαρίζησλ Σεηξαγψλσλ ε νπνία καο δίλεη : 

                                                  
2

2
1

( )
[ ]

m
i i

i i

y
S






                                                (3.8)                          

φπνπ :  

  ( )i i in P x   

2

2

exp( )
( )[1 ( )] 

[1 exp( )]

i i
i i i i

i

n x΄
n P x P x

x΄
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Γηαθνξίδνληαο ηελ ζρέζε (3.8) θαη ζέηνληαο ηε ίζε κε κεδέλ έρνπκε :  

2
1

( )
2 0

m
i i i

i i

y  

 

 



  

φκσο   2( )[1 ( )]  i
i i i i i in P x P x x x







  


  άξα : 

1

( ) 0
m

i i i

i

y x


   

ε νπνία είλαη φκνηα κε ηελ εμίζσζε (3.7) . 

ηελ πεξίπησζε φπνπ νη ππφ εμέηαζε κνλάδεο είλαη  ζρεηηθά νκνγελείο π.ρ. 

έξεπλα δψσλ  ε Λνγηζηηθή παιηλδξφκεζε  λα πάξεη ηε κνξθή ηνπ κνληέινπ 

απφθξηζεο δφζεο κε k = 1 θαη p = 2 : 

                     
0 1

1
( )

1 exp( )
i

i

P x
x 


  

                                                               (3.9) 

Iδηαίηεξε  πξνζνρή δίλεηαη ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ ζπληειεζηψλ κεκνλσκέλα 

αθνχ ζπρλά ππάξρεη ε αλάγθε λα αλαθέξνπκε ηηο πεξηηηέο αλαινγίεο .Γηα 

παξάδεηγκα, ε αλεμάξηεηε κεηαβιεηή x είλαη θαηεγνξεκαηηθή θαη πηζαλφηαηα κηα 

νκάδα αληηθεηκέλσλ ρσξίδεηαη ζε απηά πνπ πήξαλ κεγάιε δφζε βηηακίλεο C ( x = 0) 

θαη ζε απηά ρσξίο ζεξαπεία ( x = 1) ελψ ε απφθξηζε αληηπξνζσπεχεη ηε ινίκσμε ηνπ 

αλαπλεπζηηθνχ ζπζηήκαηνο ( y = 1) ή φρη ( y = 0). H ηδέα ππνινγηζκνχ ησλ πεξηηηψλ 

αλαινγηψλ είλαη απνηέιεζκα ηεο ρξήζεο ηνπ logit (P / 1 -P) . Eπίζεο είλαη εχθνιν λα 

δνχκε φηη ε ζρέζε (3.3) δίλεη : 

         ln [ P( ) / 1  P( ) ] i i ix x x΄                                                                    (3.10) 

θαη έηζη ν κεηαζρεκαηηζκφο ηνπ P γξακκηθνπνηεί ηε ινγηζηηθή ζπλάξηεζε. Αλ 

ζπλδπάζνπκε ηηο ζρέζεηο (3.9) θαη (3.10) γηα ηελ ζπζρέηηζε βηηακίλεο C κε ηε 

ινίκσμε ηνπ αλαπλεπζηηθνχ ζπζηήκαηνο έρνπκε: 

0 1ln [ P( ) / 1  P( ) ] i i ix x x   
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Γηα ηελ πεξίπησζε  κέγηζηεο δφζεο βηηακίλεο C (x = 0) ε παξάκεηξνο exp(β0) 

κπνξεί λα εξκελεπζεί  σο ε αλαινγία ζπρλφηεηαο κνιπζκέλσλ πξνο κε κνιπζκέλσλ 

αληηθεηκέλσλ ηνπ ζπλφινπ ππφ εμέηαζε. Αληίζεηα, ζηελ πεξίπησζε φπνπ x = 1 δει. 

έρνπκε “αζεξάπεπηε νκάδα”  ηζρχεη : 

0 1 ln [ P( ) / 1  P( ) ] i ix x      

Έηζη γηα ηελ νκάδα κε x = 1  έρνπκε:   

1 ln[Pr(Y 1 / x 1) / Pr(Y 0 / x 1) ] ln[Pr(Y 1 / x 0) / Pr(Y 0 / x 0) ]          

 

κε ην exp (β1) λα είλαη ε αλαινγία “αζεξάπεπηεο νκάδαο” πξνο “ζεξαπεπκέλεο”. 

Δίλαη εκθαλέο φηη ν παξαηεξεηήο εξκελεχεη φηη έλα    << 0 είλαη πην επλντθφ γηα ηε 

ζεξαπεία φπσο  θαη έλα    >>  0.  

πγθεληξσηηθά, ζα κπνξνχζακε λα πνχκε φηη νη ζπληειεζηέο είλαη εμίζνπ 

ζεκαληηθνί ζηνλ ππνινγηζκφ πηζαλνηήησλ φζν νη έιεγρνη θαηαιιειφηεηαο θαη ηα 

δηαζηήκαηα εκπηζηνζχλεο. Παξφια απηά ζηηο βηνκεραληθέο εθαξκνγέο ε κέζνδνο ησλ 

ζπληειεζηψλ δελ είλαη ε επηθξαηνχζα ελψ ζα πεξηκέλακε λα έρνπλ πην επξεία ρξήζε 

αθνχ ζπρλά ν κεγάινο αξηζκφο κεηαβιεηψλ απαηηεί ηε ρξήζε ειέγρσλ 

θαηαιιειφηεηαο. 

3.3  Ιδηόηεηεο Γηαζπνξάο ηεο Μέγηζηεο Πηζαλνθάλεηαο 

Δίλαη γλσζηφ φηη νη εθηηκήηξηεο ηεο  Μέγηζηεο Πηζαλνθάλεηαο έρνπλ ηδηφηεηεο 

αζπκπησηηθήο δηαθχκαλζεο – ζπλδηαθχκαλζεο νη  νπνίεο δίλνληαη σο ζπλάξηεζε ηνπ 

πίλαθα πιεξνθνξίαο o νπνίνο ζηελ πεξίπησζε γξακκηθνχ κνληέινπ κε ζθάικα πνπ 

αθνινπζεί ηελ θαλνληθή θαηαλνκή είλαη :  

2

( )
( )

X X
I b




  

ελψ ν πίλαθαο δηαθχκαλζεο – ζπλδηαθχκαλζεο είλαη :
( 1) 1 2( ) ( )I b X X   . 

Ο πίλαθαο πιεξνθνξίαο είλαη κηα πνζνηηθή έλδεημε ηεο πνηφηεηαο ησλ 

πιεξνθνξηψλ ησλ εθηηκεηξηψλ . Έλαο “κεγάινο” πίλαθαο πιεξνθνξίαο έρεη ζαλ 

απνηέιεζκα ηηο κηθξέο δηαθπκάλζεηο ησλ εθηηκνχκελσλ ζπληειεζηψλ. Ο πίλαθαο 
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πιεξνθνξίαο πξνθχπηεη απφ αξθεηέο δηαθνξεηηθέο κεζφδνπο κε επθνιφηεξε απηή πνπ 

πεξηέρεη ηε ζπλάξηεζε απνηειέζκαηνο:  

   I b   var score   var [ ( y – ) ]΄     

                                              var[(y –  ) ]  ΄     

                                              X VX΄  

φπνπ V= diag {  
 ,  

 ,….,  
 }αζπκπησηηθφο πίλαθαο δηαθχκαλζεο – ζπλδηαθχκαλζεο 

είλαη :  

                                         
1var( )  (X VX)b ΄   

3.4  Έιεγρνο Wald ζηε Λνγηζηηθή Παιηλδξόκεζε 

Δθηφο ηεο κεζφδνπ ηεο Μέγηζηεο Πηζαλνθάλεηαο ζηα GLM ρξεζηκνπνηείηαη 

θαη ν έιεγρνο ηνπ Wald o νπνίνο έρεη σο ζέκα ηνλ έιεγρν ησλ ππνζέζεσλ ησλ 

παξακέηξσλ ζηε ινγηζηηθή παιηλδξφκεζε δει. ζέινπκε λα ειέγμνπκε αλ : 

1

0 : 0

: 0

j

j












 

ε κηα βηνκεραληθή κειέηε καο ελδηαθέξεη λα έρνπκε ηνλ έιεγρν ησλ 

κεηαβιεηψλ ζε αληίζεζε ζε κηα βηνζηαηηζηηθή κειέηε επηθεληξσλφκαζηε ζηελ 

επίδξαζε ελφο ζπληειεζηή ζε έλα πξφβιεκα δφζεο – απφθξηζεο. Γηα ηελ εθηηκήηξηα 

   ηεο παξακέηξνπ    έρνπκε ηελ : 

 –  j

j

j

j

b
z

b 


  

λα είλαη αζπκπησηηθά θαλνληθή θαηαλνκή N(0,1) ελψ  2 2
 b

  (  )
j

j

jz
b

  αθνινπζεί ηελ 

θαηαλνκή   
  ππφ ηελ ππφζεζε κε   : ζ    λα είλαη ην θαηάιιειν δηαγψλην ζηνηρείν 

ηνπ πίλαθα δηαθχκαλζεο- ζπλδηαθχκαλζεο ηνπ b. 

Μηα επηπιένλ ρξήζε ηνπ ειέγρνπ ηνπ Wald είλαη ν ππνινγηζκφο ησλ 

δηαζηεκάησλ εκπηζηνζχλεο κηαο δπσλπκηθήο πηζαλφηεηαο ζε ζπγθεθξηκέλα ή 
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απζαίξεηα δεδνκέλα ζέζεο ην νπνίν αληηζηνηρεί ζε δηαζηήκαηα εκπηζηνζχλεο ηεο 

κέζεο απφθξηζεο. 

Γηα ηε Λνγηζηηθή παιηλδξφκεζε γλσξίδνπκε φηη ε κέζε απφθξηζε ζε έλα ζεκείν x =                                          

    δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν: 

1

1 exp( )
P

x΄


 
 

ε κηα βηνκεραληθή εθαξκνγή ν κεραληθφο κπνξεί λα δεηήζεη έλα 95% 

δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ηε πηζαλφηεηα εκθάληζεο ειαηηψκαηνο  ζην ζεκείν x = xi 

φπνπ ε εθηίκεζε ζα δίλεηαη απφ    = P(  ) . Mηα  κέζνδνο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζπρλά 

ζε ηέηνηεο πεξηπηψζεηο είλαη ε Γέιηα αιιά ππάξρεη θαη κηα ελαιιαθηηθή κέζνδνο πνπ 

βαζίδεηαη ζηελ χπαξμε ηεο γξακκηθήο παξακέηξνπ πξφβιεςεο ζην ινγηζηηθφ 

κνληέιν:  

1

1 exp( )
P

x΄


 
 

ε νπνία είλαη κνλφηνλε ζπλάξηεζε σο πξνο ην x΄β βάζεη ηνπ νπνίνπ κπνξνχκε  λα 

πξνζαξκφζνπκε έλα 100 (1-α)% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο ηνπ P. Έηζη, γλσξίδνληαο 

ηελ θαηαλνκή πνπ αθνινπζεί ν παξάγνληαο
1x b ~ N[x , (X΄ ) x ]VX΄ ΄ ΄ x 

  έρνπκε : 

1

( /2) ) (ax΄b z x X VX x   

ε έλα βηνινγηθφ ή ρεκηθφ παξάδεηγκα φπνπ ηα δεδνκέλα είλαη 

νκαδνπνηεκέλα ε απφθξηζε    είλαη δπσλπκηθή κε παξακέηξνπο P(  ) θαη    ζέινπκε 

λα ππνινγίζνπκε δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ηελ   . Mε P = P(  ) απφ ηε κέζνδν 

Γέιηα έρνπκε: 

1( ) ( )
var[ ( )]  (  ) (X VX)  (  )  i i

i

P x P x
P x ΄ ΄

b b

 


 
 

φκσο  
( )

      ( )[1 ( )]i
i i i i

P x
n P x P x x

b


 


ή          [var ]  i

i iy x
b





 άξα : 

  2 1var[ ( )]  [var ] (X VX)  i i i iP x y x΄ ΄ x  
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Έηζη, ην 100 (1-α)% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο δίλεηαη σο εμήο : 

           
1

( /2)( )  { ( )[1 ( )]} 1 ( )i i i ia i iz xP x n ΄ X VX xP x P x              i = 1,2,………,m 

3.5  Kαηαιιειόηεηα Μνληέινπ (Απόθιηζε (Deviance)) 

Πνιιά ππνινγηζηηθά παθέηα πνπ ππνζηεξίδνπλ ηε Λνγηζηηθή παιηλδξφκεζε 

έρνπλ ηνπιάρηζηνλ έλα ηεζη  θαηαιιειφηεηαο φπνπ νη απνθξίζεηο είλαη δπαδηθέο ή 

δπσλπκηθέο. Έλα απφ απηά ηα ηεζη ρξεζηκνπνηεί ην θξηηήξην αλαινγηψλ 

Πηζαλνθάλεηαο γηα λα νξηζηεί  ε απφθιηζε ε νπνία καο δίλεη ηε δπλαηφηεηα λα 

απνθαζίζνπκε αλ ην κνληέιν πνπ πξνζαξκφδνπκε είλαη ζεκαληηθά ρεηξφηεξν απφ ην 

θνξεζκέλν κνληέιν: 

                                             ( )      i iy P                                              i = 1,2,……….,m 

φπνπ         ( ) i iP P x θαη  ην θνξεζκέλν κνληέιν απαηηεί ηνλ ππνινγηζκφ m αλεμάξηεησλ 

παξακέηξνπο παιηλδξφκεζεο. ην θνξεζκέλν κνληέιν ε απφθξηζε    είλαη ε 

εθηηκήηξηα   
   κε απνηέιεζκα λα κελ ππάξρνπλ βαζκνί ειεπζεξίαο ησλ ππνινίπσλ 

κεηά ηνλ ππνινγηζκφ. ε έλα κε νκαδνπνηεκέλν παξάδεηγκα ε εθηίκεζε ζα είλαη 0 ή 

1. Σν θνξεζκέλν κνληέιν ζα επηδείμεη πηζαλνθάλεηα φρη κηθξφηεξε απφ απηή ηνπ 

πξνζαξκνζκέλνπ κνληέινπ παιηλδξφκεζεο ην νπνίν είλαη αλάινγν κε θνξεζκέλν 

κνληέιν κε ζθάικα πνπ αθνινπζεί ηελ Καλνληθή θαηαλνκή θαη ην άζξνηζκα 

ηεηξαγψλσλ ηνπ ζθάικαηνο είλαη κεδέλ. 

Ζ απφθιηζε γηα ην πξνζαξκνζκέλν νξίδεηαη σο εμήο :  

  2( )
D   2ln[    ]     

( )
m p

L

L


 


   

φπνπ: 

     L (β): ε πηζαλνθάλεηα ηνπ πξνζαξκνζκέλνπ κνληέινπ φπνπ αληηθαζηζηνχκε ην β           

κε ηελ εθηηκήηξηα ηνπ 

     L(P) : ε πηζαλνθάλεηα ηνπ θνξεζκέλνπ κνληέινπ. 
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Mηα αζήκαληε ηηκή ηεο D(β) ππνδειψλεη φηη ε πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ είλαη 

ζεκαληηθά ρεηξφηεξε απφ απηή ηνπ θνξεζκέλνπ κνληέινπ έηζη κηα ζρεηηθά κηθξή 

ηηκή ηεο D(β) είλαη επλντθή γηα ην πξνζαξκνζκέλν κνληέιν. 

3.6  Probit , Complementary Log –Log Μνληέια γηα Γπαδηθέο  Απνθξίζεηο  

Θα κειεηήζνπκε άιια δπν κνληέια παιηλδξφκεζεο εθηφο ηνπ Λνγηζηηθνχ πνπ 

ρξεζηκνπνηνχληαη γηα δπαδηθέο απνθξίζεηο ην κνληέιν probit θαη ην ζπκπιεξσκαηηθφ 

κνληέιν log-log. Γηα λα θαηαιάβνπκε ηα κνληέια απηά πξέπεη λα δνχκε απφ πνπ 

παξάγεηαη ην Λνγηζηηθφ κνληέιν παιηλδξφκεζεο ην νπνίν βαζίδεηαη  ζηελ αλνρή 

(tolerance) ηεο θαηαλνκήο. Ζ θαιχηεξε πεξίπησζε είλαη φηαλ έρνπκε κηα αλεμάξηεηε 

κεηαβιεηή π.ρ.  ε δφζε z  ελφο ζπζηαηηθνχ ζε έληνκα φπνπ ηα έληνκα παξνπζηάδνπλ 

δηαθνξεηηθέο αλνρέο ζηε δφζε. Κάπνηα απφ απηά πεζαίλνπλ κε κηθξή δφζε ηνπ 

ζπζηαηηθνχ ελψ άιια κε κεγαιχηεξε.  

Αλ ε αλνρή αθνινπζεί ηε Λνγηζηηθή θαηαλνκή ηφηε ε ζπλάξηεζε ππθλφηεηαο 

πηζαλφηεηαο  είλαη : 

2

exp[( ) / ]
( )

[1 exp{( ) / }]

z
f z

c z

 

 




 
 

κε κέζν κ θαη δηαθχκαλζε      / 3. Ζ πηζαλφηεηα ζαλάηνπ είλαη ε ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο:  

exp[( ) / ]
( )

1 exp{( ) / }

x x
P f z dz

x

 

 


 

   

ε νπνία ηζνχηαη κε (Collett, 1991) : 

0 1

0 1 0 1

exp[ ] 1

1 exp[ ] 1 exp[ ( )]

x
P

x x

 

   


 

    
 

φπνπ  0 1 / , 1/       δει. ππάξρεη ζπζρέηηζε ησλ παξακέηξσλ κε ηελ αλνρή 

ηεο θαηαλνκήο. To παξαπάλσ κνληέιν κπνξεί λα γξαθηεί ζε γξακκηθή κνξθή σο : 

0 1ln(P /  1 P)   x    

ή αλ έρνπκε πνιιέο κεηαβιεηέο παιηλδξφκεζεο:  
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0 1 1 ....ln(P /  1 P) .  . k kx x       

δει.   ( ) ΄logit P x β . 

Σν δεχηεξν κνληέιν  είλαη πην θνληά ζηνλ αλαγλψζηε αθνχ ε Καλνληθή 

θαηαλνκή ηνπ είλαη πην νηθεία . Σν κνληέιν probit παξάγεηαη απφ ηελ ππφζεζε φηη ε 

αλνρή αθνινπζεί ηελ Καλνληθή θαηαλνκή κε κέζε ηηκή κ θαη δηαθχκαλζε   . Ζ 

πηζαλφηεηα P ελφο γεγνλφηνο κε κηα κεηαβιεηή παιηλδξφκεζεο είλαη : 

0 1P   ( )x    

κε    = κ /ζ θαη    = 1/ ζ. Έηζη, κπνξνχκε λα πνχκε φηη: 

    0

1

1Probit P  P  x     

Ωζηφζν, πξέπεη λα αλαθεξζεί φηη ζηελ πεξίπησζε κηαο κεηαβιεηήο ε ρξήζε 

ηεο log x παξάγεη πην επηζπκεηά απνηειέζκαηα αθνχ νη ινγάξηζκνη ηεο αλνρήο έρνπλ  

πην ζπκκεηξηθέο θαηαλνκέο.  

  H κεγαιχηεξε εθαξκνγή  είλαη ζηα κνληέια επηβίσζεο  φπνπ ε 

γξακκηθνπνηεκέλε κνξθή ηνπ κνληέινπ είλαη : 

log[ log(1 P)]  x  ΄    

Δθηφο φκσο απφ ηε κέζνδν ηεο απφθιηζεο πνπ ζπγθξίλεη ην πξνζαξκνζκέλν κνληέιν 

κε ην θνξεζκέλν ζηα GLM ρξεζηκνπνηείηαη ε κέζνδνο Pearson    : 

2
2

1

( )

(1 )

m
i i i

i i i i

y n P

n P P








  

 ε νπνία αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή     
 . Mάιηζηα ζε αξθεηέο πεξηπηψζεηο θαη νη δπν 

κέζνδνη δίλνπλ παξφκνηα απνηειέζκαηα θαη ζπάληα δηαςεχδνπλ ε κηα ηελ άιιε . 

Ωζηφζν, ην 1989 νη Hosmer θαη Lemeshaw αλέπηπμαλ έλα ελαιιαθηηθφ κνληέιν. 

3.7  Yπεξ-δηαζπνξά ζην Λνγηζηηθό Μνληέιν Παιηλδξόκεζεο 

Τπάξρεη ε πηζαλφηεηα ην κνληέιν Λνγηζηηθήο παιηλδξφκεζεο πνπ ππνζέηνπκε λα 

κελ είλαη ην θαηαιιειφηεξν. Απηφ απνδίδεηαη ζηνπο εμήο ιφγνπο :  
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1. Ζ δησλπκηθή θαηαλνκή ηεο απφθξηζεο είλαη ιάζνο. 

2. Ζ επηινγή ηνπ κνληέινπ logit είλαη αθαηάιιειε.  

3. Ζ δνκή πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ζηε γξακκηθή παξάκεηξν πξφβιεςεο  είλαη 

ιάζνο π.ρ. ππάξρνπλ  επηπιένλ παξάγνληεο πνπ δελ έρνπλ ζπκπεξηιεθζεί. 

4. Τπάξρνπλ αθξαίεο ηηκέο ζηα δεδνκέλα. 

Αθφκε θη αλ ππνζέζνπκε φηη ε θαηαλνκή θαη ην κνληέιν είλαη θαηάιιεια  θαη δελ 

ππάξρνπλ αθξαίεο ηηκέο ζηα δεδνκέλα κπνξεί λα ππάξμεη πξφβιεκα κε ηε κέζε 

απφθιηζε ην νπνίν νλνκάδεηαη ππεξ-δηαζπνξά. Απηφ ζπκβαίλεη φηαλ ε δηαθχκαλζε 

ηεο Γπσλπκηθήο θαηαλνκήο  nP(1-P) δελ είλαη αξθεηή  ή φηαλ    είλαη κεγαιχηεξν 

ηεο κνλάδαο θαη ε  nP(1-P) γίλεηαη nP(1-P)   . ηελ πεξίπησζε φπνπ έρνπκε    

   κηθξφηεξν  ηεο κνλάδαο ιέκε φηη ππν-δηαζπνξά.  

Οη αλαιπηέο σζηφζν δελ πξέπεη λα ζπκπεξαίλνπλ φηη ππάξρεη ππεξ-δηαζπνξά αλ 

δελ πξνζπαζήζνπλ πάξα πνιχ λα βξνπλ ην θαηάιιειν κνληέιν. Έλα ιάζνο 

ππνηηζέκελν κνληέιν έρεη ηα ίδηα απνηειέζκαηα  κε ηελ ππεξ-δηαζπνξά ε νπνία 

κπνξεί λα νθείιεηαη ζε κεγάιε κέζε απφθιηζε ή χπαξμε αθξαίσλ ηηκψλ ζηα 

δεδνκέλα. Αμίδεη ινηπφλ λα κειεηήζνπκε ηνπο παξάγνληεο πνπ πξνθαινχλ ππεξ-

δηαζπνξά θαη πσο επηδξνχλ ζηε Λνγηζηηθή παιηλδξφκεζε.  

Κπξηφηεξε αηηία ηεο ππεξ-δηαζπνξάο είλαη ε αλνκνηνγέλεηα ησλ πεηξακαηηθψλ 

κνλάδσλ. ηελ πεξίπησζε γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο ε αλνκνηνγέλεηα απηή νδεγεί 

ζε ιάζνο F-ηέζη ή ζε αθαηάιιειε εθηίκεζε ηεο δηαθχκαλζεο ησλ ππνινίπσλ. ηε  

ινγηζηηθή παιηλδξφκεζε ε αλνκνηνγέλεηα κπνξεί λα νδεγήζεη ζε πεξηπηψζεηο φπνπ 

ελψ νη κνλάδεο εθηίζεληαη ζην ίδην πείξακα έρνπλ δηαθνξεηηθέο δπσλπκηθέο 

πηζαλφηεηεο.  

Έλα παξάδεηγκα ππεξ-δηαζπνξάο έρνπκε αλ ππνζέζνπκε κεηαβιεηφηεηα ηεο  

δπσλπκηθήο παξακέηξνπ p ε νπνία ζε ζηαζεξέο πεηξακαηηθέο ζπλζήθεο έρεη κέζε 

ηηκή κ θαη δηαθχκαλζε θ > 0. 

 Τπνζέηνληαο Τ ηπραία δπσλπκηθή κεηαβιεηή έρνπκε: 

     [  ( / p) ] nE(p) p         

var(Y) var(  ( / p) ) E[var( / p)]      
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κε  
2var(  ( / p)) var[ ]np n     , 

2[var  ( / p)]  [ p(1-p) ] = [ ( ) ]n n          

ε παξαπάλσ ζρέζε γίλεηαη : 

2 2( ) (1 ) ( 1) ( κ 1 )var Y n n n n n n n n                 

ηελ ππεξ-δηαζπνξά ηεο ινγηζηηθήο παιηλδξφκεζεο ε παξάκεηξνο    >1 εηζέξρεηαη 

ζηνλ πίλαθα δηαθχκαλζεο – ζπλδηαθχκαλζεο :                          
1 2( ) ( ζ)  var b ΄VX    

Σέινο, ην θαηλφκελν ηεο ππεξ-δηαζπνξάο παξαηεξείηαη ζε βηνινγηθέο ή 

βηνταηξηθέο εθαξκνγέο φπνπ νη πεηξακαηηθέο κνλάδεο είλαη δψα. 

3.8  Poisson Παιηλδξόκεζε: Μέγηζηε Πηζαλνθάλεηα θαη Απόθιηζε   

Δθηφο ηεο Λνγηζηηθήο παιηλδξφκεζεο έρνπκε θαη ηελ Poisson φπνπ νη 

απνθξίζεηο είλαη Poisson κεηξήζεηο πνπ αθνινπζνχλ αλεμάξηεηεο Poisson θαηαλνκέο  

κε i iE(y )   θαη i ivar(y )   . Mηα ζεηξά απφ κεηαβιεηέο 1,...., ny y  επεξεάδνπλ ην 

κ κέζσ ηνπ κνληέινπ : 

                                                exp( ) i ix΄          i = 1, 2, 3,……...,n               (3.11) 

κε 1,......,  [1,  ]i i ikx΄ x x . Ωζηφζν, πξέπεη λα αλαθέξνπκε φηη φπσο δηάθνξα κνληέια 

αληί ηεο Λνγηζηηθήο είλαη θαηάιιεια γηα δπσλπκηθέο απνθξίζεηο ην ίδην ηζρχεη θαη 

γηα ηελ Poisson παιηλδξφκεζε. 

Ζ κέζνδνο ηεο Μεγίζηεο Πηζαλνθάλεηαο γηα ηηο απνθξίζεηο 1,...., ny y είλαη ε 

εμήο:    

1
ln L( ;  y)  log [ ]

!

i iy
n i

i
i

e

y

 





   

                                                1

[ exp( ) ln !]
n

i i i i

i

x΄ y x΄ y 


     

Παξαγσγίδνληαο ηελ παξαπάλσ ζρέζε θαη ζέηνληαο ηε ίζε κε κεδέλ έρνπκε: 
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ln ( ; )
   0

L y







 

1

[ exp( ) ] 0
n

i i i i

i

y x x΄ x


   

ή  φπσο αιιηψο  κπνξεί λα γξαθηεί ε παξαπάλσ εμίζσζε :  
1

( ) 0
n

i i i

i

y x


  .  

H ζρέζε απηή  κε κνξθή πηλάθσλ παίξλεη ηε κνξθή  (y  )  0΄    ε νπνία είλαη 

ίδηα κε απηή πνπ πξνέξρεηαη απφ ηε Μέγηζηε Πηζαλνθάλεηα ηεο Λνγηζηηθήο 

παιηλδξφκεζεο. 

Σν ίδην ηζρχεη θαη γηα ηε ζηαζκηζκέλε Poisson παιηλδξφκεζε ε νπνία ζπζρεηίδεηαη  

κε απηή ηεο Λνγηζηηθήο. Γηα ην κνληέιν ηεο ζρέζεο (3.11) ην ηεηξάγσλν ηνπ 

αζξνίζκαηνο  ησλ ζηαζκηζκέλσλ ππνινίπσλ είλαη : 

2

2
1

( )
[ ]

m
i i

i i

y
S






  

ελψ ε ειαρηζηνπνίεζε ηνπ παξαπάλσ καο δίλεη :  

S/     0    

1

2 [ exp( )] 0
n

i i i

i

y x΄ x


   

X  ́(y –   )  0   

Τπάξρεη δει. κηα ελδηαθέξνπζα νκνηφηεηα κεηαμχ Λνγηζηηθήο θαη Poisson 

παιηλδξφκεζεο ε νπνία νθείιεηαη ζηελ χπαξμε ηεο ζρέζεο ∂   / ∂ β =    var (  ). 

Δπίζεο, φπσο ππάξρεη ε ππεξ-δηαζπνξά ζην Λνγηζηηθφ κνληέιν  έηζη γίλεηαη θαη ζην 

Poisson θαη κάιηζηα νθείιεηαη ζηνπο ίδηνπο παξάγνληεο. 

Oη εθαξκνγέο ηεο  Poisson παιηλδξφκεζεο ζπκπεξηιακβάλνπλ πξνβιήκαηα 

φπνπ ε απφθξηζε είλαη ζεηηθή ηηκή : 0,1,2,3....Οη αθέξαηεο ηηκέο πεξηγξάθνπλ ηελ 

επίδνζε ελφο βηνινγηθνχ ή θνηλσληθνχ ζπζηήκαηνο  ή ηελ παξαγσγηθή δηαδηθαζία 

κηαο βηνκεραληθήο εθαξκνγήο.  
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ηελ πεξίπησζε ηνπ κνληέινπ απηνχ ε κέζνδνο ηεο Μεγίζηεο Πηζαλνθάλεηαο 

δίλεη σο εθηίκεζε ηνπ    ζην θνξεζκέλν κνληέιν ην    επεηδή ζην θνξεζκέλν 

κνληέιν ππνζέηνπκε φηη νη n παξαηεξήζεηο είλαη αλεμάξηεηεο θαη αλεπεξέαζηεο απφ 

ηηο κεηαβιεηέο παιηλδξφκεζεο   . Έηζη ζην θνξεζκέλν κνληέιν έρνπκε : 

1 1 1

ln ( ) ln !
n n n

i i i i

i i i

L y y y y
  

       

Γηα ην Poisson κνληέιν έρνπκε : 

1 1 1

ln ( ) ln !
n n n

i i i i

i i i

L y y  
  

       

φπνπ     πξνέξρεηαη απφ ηε Μέγηζηε Πηζαλνθάλεηα . Ζ απφθιηζε είλαη : 

      D   2ln[L  / L  ]     

                                
1 1

2[ ( ) (ln ln )]
n n

i i i i i

i i

y y y 
 

       

                                                       
1 1

2[ ( ) [ln( / )]
n n

i i i i i

i i

y y y 
 

      

ε νπνία αλ  yi  είλαη θνληά ζην      πιεζηάδεη ην κεδέλ .Δπίζεο, αλ ζέινπκε λα 

απινπνηήζνπκε ηε ζρέζε ηεο απφθιηζεο  πξέπεη λα ιάβνπκε ππφςε ηε ζρέζε 

απνηειέζκαηνο Υ΄(y - κ) = 0,  ε νπνία καο δίλεη φηη 
1

( ) 0
n

i i

i

y 


  θαη ε  ηειηθή 

κνξθή ηεο απφθιηζεο είλαη: 

1

( ) 2 ln
n

i
i

i i

y
D y
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KEΦΑΛΑΙΟ 4:  

ΔΦΑΡΜΟΓΔ ΣΩΝ ΓΔΝΙΚΔΤΜΔΝΩΝ 

ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΜΟΝΣΔΛΩΝ 

4.1 Παξαγνληηθνί ρεδηαζκνί θαη Βειηηζηνπνίεζε 

Οη παξαγνληηθνί ζρεδηαζκνί ρξεζηκνπνηνχληαη επξχηαηα ζε πεηξάκαηα πνπ 

πεξηιακβάλνπλ αξθεηνχο παξάγνληεο φπνπ είλαη αλαγθαία ε κειέηε ηεο θνηλήο 

επίδξαζεο ησλ παξαγφλησλ ζηελ απφθξηζε. Γηα ην ιφγν απηφ, είλαη ρξήζηκνη ζε 

βηνκεραληθέο εθαξκνγέο νη νπνίεο πεξηιακβάλνπλ δηαδηθαζίεο αλάπηπμεο, βειηίσζεο 

θαη ειέγρνπ. 

 Γηα ηελ αλάιπζε απηψλ ησλ ζρεδηαζκψλ ππνζέηνπκε ηα εμήο: 

 νη παξάγνληεο είλαη ζηαζεξνί 

 νη ζρεδηαζκνί είλαη πιήξσο ηπραηνπνηεκέλνη 

 ηζρχνπλ νη ζπλήζεηο ππνζέζεηο θαλνληθφηεηαο. 

Ο ζρεδηαζκφο    είλαη ηδηαίηεξα ρξήζηκνο αθνχ καο παξέρεη ηνλ κηθξφηεξν 

αξηζκφ εθηειέζεσλ κε ηηο νπνίεο νη k παξάγνληεο πξέπεη λα κειεηεζνχλ ζε έλαλ 

πιήξε παξαγνληηθφ ζρεδηαζκφ. Πην ζπγθεθξηκέλα, φζν πεξηζζφηεξν απμάλεη ν 

αξηζκφο παξαγφλησλ ζε έλα     ζρεδηαζκφ ηφζεο πεξηζζφηεξεο εθηειέζεηο 

απαηηνχληαη γηα κηα πιήξε επαλάιεςε ηνπ ζρεδηαζκνχ. 

  Αλ ν πεηξακαηηζηήο κπνξεί λα ππνζέζεη φηη νξηζκέλεο αιιειεπηδξάζεηο είλαη 

ακειεηέεο ηφηε κπνξνχκε λα αληιήζνπκε πιεξνθνξίεο γηα ηηο θχξηεο επηδξάζεηο θαη 

αιιειεπηδξάζεηο εθηειψληαο έλα θιάζκα κφλν ηνπ πιήξνπο παξαγνληηθνχ 

πεηξάκαηνο. Έρνπκε δειαδή θιαζκαηηθνύο παξαγνληηθνύο ζρεδηαζκνύο  πνπ έρνπλ 

επξεία ρξήζε ζε πεηξάκαηα θξεζαξίζκαηνο (screening experiments), ζηηο επηδξάζεηο 

θαη πξνζαξκνγέο ηνπ εκπεηξηθνχ κνληέινπ γηα ηελ πξφβιεςε ηεο απφθξηζεο θαη ηε 

βειηηζηνπνίεζε ηεο δηαδηθαζίαο. 

Ζ επηηπρία ησλ θιαζκαηηθψλ παξαγνληηθψλ ζρεδηαζκψλ νθείιεηαη ζε ηξεηο 

παξάγνληεο: 
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 ε αξρή ηεο ζπνξαδηθφηεηαο ησλ επηδξάζεσλ . Ζ χπαξμε αξθεηψλ κεηαβιεηψλ 

έρεη ζαλ απνηέιεζκα ε δηαδηθαζία λα νδεγείηαη αξρηθά απφ κεξηθέο απφ ηηο 

θχξηεο επηδξάζεηο θαη ηηο αιιειεπηδξάζεηο. 

 ε πξνβνιηθή ηδηφηεηα. Οη θιαζκαηηθνί παξαγνληηθνί ζρεδηαζκνί κπνξνχλ αλ 

πξνβάιινληαη ζε κεγαιχηεξνπο ζρεδηαζκνχο κε αληηθείκελν ηνπο 

ζεκαληηθνχο παξάγνληεο. 

 αθνινπζηαθφο πεηξακαηηζκφο. Δίλαη δπλαηφλ λα ζπλδπάζνπκε ηηο εθηειέζεηο 

δχν ή πεξηζζνηέξσλ θιαζκαηηθψλ παξαγνληηθψλ ζρεδηαζκψλ γηα λα 

ζπγθεληξψζνπκε αθνινπζηαθά έλαλ κεγαιχηεξν ζρεδηαζκφ γηα λα 

εθηηκήζνπκε ηηο επηδξάζεηο θαη αιιειεπηδξάζεηο ησλ παξαγφλησλ πνπ 

ελδηαθέξνπλ. 

Μεγάιε πξνζνρή σζηφζν πξέπεη λα δνζεί ζηε δηαδηθαζία εχξεζεο ηνπ 

βέιηηζηνπ ζρεδηαζκνχ θαηά ηε ρξήζε ησλ GLM. Δίλαη εκθαλέο φηη αλ κπνξνχκε λα 

ειέγμνπκε ηηο κεηαβιεηέο παιηλδξφκεζεο ηφηε επεξεάδνληαη θαη νη ινηπέο 

κεηαβιεηέο. Γηα παξάδεηγκα, ζε έλα πξφβιεκα δφζεο-απφθξηζεο ειέγρνληαο ηνλ 

αξηζκφ ησλ δφζεσλ αιιά θαη ηηο ζέζεηο πνπ γίλνληαη απηέο επεξεάδνληαη ηα 

απνηειέζκαηα θπξίσο δει. νη εθηηκήηξηεο ησλ άγλσζησλ ζπληειεζηψλ β.  

ε έλα    θιαζκαηηθφ παξαγνληηθφ ζρεδηαζκφ ζεκαληηθφ ξφιν παίδεη ε 

νξζνγσληφηεηα (Box and Hunter 1961, Montgomery 2001, Myers and Montgomery 

1995). Έηζη, ζεσξψληαο έλα κνληέιν παιηλδξφκεζεο ηεο κνξθήο : 

y X       

πεξηκέλνπκε δει. ηηο ζηήιεο ηνπ πίλαθα Υ λα είλαη νξζνγψληεο κεηαμχ ηνπο. Γηα 

παξάδεηγκα, ζε έλα    ζρεδηαζκφ κε ζπληειεζηέο   ,   ,      ν πίλαθαο Υ είλαη:  

                                                              

X =   
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κε X΄X = 4     ιφγσ νξζνγσληφηεηαο θαη ζθάικα ζ / 2 φπνπ ζ: απφθιηζε. Απηφ 

ζπκβαίλεη ζε θάζε νξζνγψλην ζρεδηαζκφ κε ηηκέο ± 1 πνπ ζπκπεξηιακβάλνπλ ηηο 

θχξηεο επηδξάζεηο    θαη ηηο αιιειεπηδξάζεηο      .(Myers and Montgomery 1995). 

To κνληέιν απηφ είλαη γλσζηφ ζαλ βέιηηζην κνληέιν δηαθύκαλζεο ην νπνίν 

βαζίδεηαη ζηελ νξζνγσληφηεηα  θαη ηηο ηηκέο ± 1 ηνπ πίλαθα Υ. Έλα κνληέιν ηέηνηνπ 

είδνπο είλαη θαη ην D-βέιηηζην κνληέιν ην νπνίν βαζίδεηαη ζηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο 

γεληθεπκέλεο δηαθχκαλζεο ησλ ζπληειεζηψλ. Έηζη, ην κνληέιν δίλεηαη σο 

κεγηζηνπνίεζε ηεο : 

                                        D =    
 ΄ 

 
  

Ο πίλαθαο  
 ΄ 

 
  νλνκάδεηαη  πίλαθαο ξνπώλ ελψ ην D-βέιηηζην κνληέιν έρεη 

επξεία ρξήζε ζηε βηνκεραλία ζαλ θξηηήξην επηινγήο. Δπίζεο, θάζε θξηηήξην ην νπνίν 

έρεη σο βάζε ηε δηαθχκαλζε ησλ ζπληειεζηψλ  ζπκπεξηιακβάλεη ηνλ πίλαθα 

πιεξνθνξίαο θαη γηα ηα γξακκηθά κνληέια κε ζθάικα πνπ αθνινπζεί ηελ  θαηαλνκή 

Ν(0,ζ) ν πίλαθαο απηφο είλαη αλάινγνο κε ηνλ Υ΄Υ. 

Ζ ινγηθή ηεο κεγηζηνπνίεζεο ηεο νξίδνπζαο D βαζίδεηαη ζην γεγνλφο φηη ζε 

έλα κνληέιν κε γξακκηθέο παξακέηξνπο ν πίλαθαο Υ΄Υ δελ έρεη παξακέηξνπο κε 

απνηέιεζκα λα απαηηείηαη κφλν ε γλψζε ηνπ κνληέινπ γηα ηελ εχξεζε βέιηηζηνπ 

κνληέινπ. Αθφκε, θαη αλ ην κνληέιν πεξηέρεη φξνπο πέξαλ ησλ xi,  xixj  κε i≠j είλαη 

εχθνιν λα βξνχκε έλα βέιηηζην κνληέιν. 

Τπάξρεη κηα επηπιένλ εμήγεζε γηα ηελ ηδηφηεηα ηεο νξζνγσληφηεηαο ε νπνία 

βαζίδεηαη ζηελ πνιπζπγγξακηθφηεηα. Ζ έλλνηα απηή ζρεηίδεηαη κε ηε κειέηε 

εμάξηεζεο  ησλ κεηαβιεηψλ παιηλδξφκεζεο xi ζηελ νπνία ζπκκεηέρνπλ νη ηδηνηηκέο 

ηνπ πίλαθα ζπζρέηηζεο θαζψο θαη ε δηάθνξνη παξάγνληεο πιεζσξηζκνχ.  

Αλ ην κνληέιν είλαη νξζνγψλην ηφηε δελ ππάξρνπλ γξακκηθέο εμαξηήζεηο 

αλάκεζα ζηηο κεηαβιεηέο ηνπ κνληέινπ. Πξάγκαηη, ν πίλαθαο ζπζρέηηζεο είλαη 

ηαπηνηηθφο πίλαθαο κε φιεο ηηο ηδηνηηκέο θαη ηνπο δηάθνξνπο παξάγνληεο 

πιεζσξηζκνχ. 
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4.2 Γπζθνιίεο ζηελ Δύξεζε Βέιηηζηνmπ Μνληέινπ ζηα GLM 

Όπσο ζηελ πεξίπησζε ησλ κνληέισλ κε θαλνληθφ ζθάικα είλαη ινγηθφ ηα 

βέιηηζηα κνληέια λα απνξξένπλ απφ ηνλ πίλαθα πιεξνθνξίαο. Γεληθά ζηα GLM ν 

πίλαθαο πιεξνθνξίαο είλαη X΄ΓVΓΥ = Υ΄WX φπνπ W: Δζζηαλφο πίλαθαο ελψ ζηελ 

πεξίπησζε ηεο ηαπηνηηθήο ζπλάξηεζεο ζχλδεζεο θαη ησλ θαλνληθψλ ζθαικάησλ ν 

πίλαθαο πιεξνθνξίαο είλαη Υ΄Υ.  

Eπίζεο, γηα άιια GLM ηα δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα V είλαη ζπλαξηήζεηο 

ηνπ κέζνπ θαη έηζη ηνπ x΄β   ελψ ηα δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ Γ είλαη ζπλαξηήζεηο ηνπ 

x΄β κε εμαίξεζε ηελ πεξίπησζε ηεο θαλνληθήο ζχλδεζεο φπνπ Γ = I. Σα παξαπάλσ 

έρνπλ ζαλ απνηέιεζκα λα θαζηζηνχλ δχζθνιε ηελ εχξεζε ηνπ βέιηηζηνπ κνληέινπ αλ 

δελ γλσξίδνπκε ηηο παξακέηξνπο. 

Παξά ηηο δπζθνιίεο πνπ ζπλαληψληαη ζηελ εθαξκνγή βέιηηζησλ κνληέισλ 

ζηα GLM ππάξρεη ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ γηα ηε Λνγηζηηθή παιηλδξφκεζε  ζε κνληέιν 

κε κηα κεηαβιεηή (Αbdelbasit and Plackett 1983, Sitter 1992, Heise and Myers 1996, 

Myers and Carter 1994, Minkin 1987, Kalish and Rosenberger 1978) .  

Γηα κνληέια κε δπν παξακέηξνπο ππάξρνπλ παξαδείγκαηα ηφζν ζηελ Poisson 

φζν θαη  ηελ Λνγηζηηθή παιηλδξφκεζε (Βranden, Vidmar and McKean 1988, Jia and 

Myers 2001, Van Mullekom and Myers 2001, Sitter and Torsney 1995). Όπσο είλαη 

θαλεξφ ε πξνυπφζεζε ηεο γλψζεο ησλ παξακέηξσλ ή ησλ εθηηκήζεσλ ηνπο επηθέξεη 

αθφκα πεξηζζφηεξεο δπζθνιίεο φηαλ θάπνηνο αζρνιείηαη κε κνληέια κε πάλσ απφ κηα 

κεηαβιεηή. 

  Δθαξκνγέο ηέηνηνπ ηχπνπ έρνπκε φηαλ νη απνθξίζεηο είλαη Poisson ηπραίεο 

κεηαβιεηέο ελφο ζπζηήκαηνο θαη νη κεηαβιεηέο ηνπ κνληέινπ αληηπξνζσπεχνπλ 

δφζεηο θαξκάθσλ ή ξχπσλ νη νπνίεο δπζθνιεχνπλ ηελ αλάπηπμε ηνπ ζπζηήκαηνο. 

πγθεληξσηηθά, ζα ιέγακε φηη ε ρξήζε βέιηηζησλ ζρεδηαζκψλ πξέπεη λα 

αληηθαηαζηαζεί απφ δηαδνρηθνχο ζρεδηαζκνχο ή απφ Μπεπδηαλά κνληέια. Οη δπν 

φκσο απηέο πξνζεγγίζεηο απαηηνχλ ηελ αλάπηπμε λέσλ ηερλνινγηψλ. Γηα ην ιφγν 

απηφ, ζηξεθφκαζηε ζε πην θαζηεξσκέλνπο ζρεδηαζκνχο κε νκνηφκνξθε δηαθχκαλζε  

φπσο ηνπο    θιαζκαηηθνχο παξαγνληηθνχο ζρεδηαζκνχο. 
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  Οη ζρεδηαζκνί απηνί αλαπηχρζεθαλ γηα θαλνληθέο ζπλζήθεο ζε αληίζεζε κε 

ηνπο κε γξακκηθνχο ζπλδπαζκνχο ζηα GLM θαη ηελ ηαπηφρξνλε επηπινθή ηεο κε 

νκνγελνχο δηαθχκαλζεο.  

Όπσο γλσξίδνπκε, ε ηδηφηεηα ηεο νξζνγσληφηεηαο  παξάγεη ζε θαλνληθέο 

ζπλζήθεο κνληέια κε ηε κηθξφηεξε δηαθχκαλζε αιιά απνξξέεη απφ ηνλ πίλαθα 

πιεξνθνξίαο : 

                                                       (b) X WX  ΄                                                   (4.1) 

κε W=ΓVΓ  έλα δηαγψλην πίλαθα κε ζηάζκεο w1,w2,……,wn ν νπνίνο νλνκάδεηαη 

ζηαζκηζκέλνο Δζζηαλόο πίλαθαο. Αλ ηψξα ππνζέζνπκε ηνλ πίλαθα Ε n× p: 

1/2 W     

κε W
1/2 

δηαγψλην πίλαθα κε i-νζηφ δηαγψλην ζηνηρείν   
   

 ε ζρέζε (4.1) γίλεηαη : 

(b)  ΄                                                      (4.2) 

δει. πεξηέρεη παξακέηξνπο θαη δελ κπνξεί λα ειεγρζεί. Αλ ηψξα ζεσξήζνπκε ηελ 

πεξίπησζε ησλ    ζρεδηαζκψλ κε ηηκέο ± 1 ηα δηαγψληα ζηνηρεία είλαη ίζα θαη καο 

δίλνπλ:  

                                     
1

  (b)   
N

ii

j

jw


             j = 1,2,3,……p                              (4.3) 

κε    ηε j-νζηή Eζζηαλή ζηάζκε θαη j δει. ην j-νζηφ ζηνηρείν ηνπ W. 

Γελληέηαη ινηπφλ ην εξψηεκα αλ νη    θιαζκαηηθνί παξαγνληηθνί ζρεδηαζκνί 

κπνξνχλ λα θαηαζηαζνχλ νξζνγψληνη γηα ηα GLM. H νξζνγσληφηεηα εδψ 

ππνδειψλεη φηη νη ζηήιεο ηνπ πίλαθα Ε είλαη ακνηβαία νξζνγψληεο  θαη έρεη ζαλ 

απνηέιεζκα ηελ δηαγσλνπνίεζε ηνπ πίλαθα πιεξνθνξίαο αιιά θαη ηελ αζπκπησηηθή 

αλεμαξηεζία ησλ εθηηκεηξηψλ ησλ ζπληειεζηψλ ηνπ κνληέινπ.  

Ζ επηινγή ηνπ ζρεδηαζκνχ ησλ GLM είλαη ζεκαληηθή γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ 

θαηάιιεινπ κνληέινπ . Παξφια απηά, ην ζεκαληηθφηεξν πξφβιεκα ζηελ θαηαζθεπή 

ησλ  GLM είλαη ε εμάξηεζε ησλ αγλψζησλ παξακέηξσλ ηνπ πξνζαξκνζκέλνπ 

κνληέινπ. Σν πξφβιεκα απηφ απαζρνιεί ηνπο εξεπλεηέο ηα ηειεπηαία 25 ρξφληα κφλν 
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πνπ έρνπλ βξεζεί κεξηθέο ιχζεηο γηα κεκνλσκέλεο πεξηζηάζεηο. Γηα ην ιφγν απηφ, 

παξέρνληαη δηάθνξεο ηερληθέο ζρεηηθά κε ην πξφβιεκα ηεο εμάξηεζεο ησλ 

παξακέηξσλ. 

ηηο πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο ε κνληεινπνίεζε ηεο απφθξηζεο νθείιεηαη ζε 

κεζφδνπο παιηλδξφκεζεο κέζσ ησλ νπνίσλ γίλεηαη ε επηινγή ησλ παξαγφλησλ πνπ 

επηδξνχλ ζηελ απφθξηζε. Όιε ε κεζνδνινγία  γηα ηελ θαηάιιειε επηινγή , 

πξνζαξκνγή θαη αμηνιφγεζε ηνπ ζρεδηαζκνχ είλαη ε γλσζηή σο Μεζνδνινγία 

Δπηθάλεηαο Απόθξηζεο (Response Surface Methology RSM) . 

Ζ ρξήζε ησλ RSM μεθίλεζε απφ ηε ρεκηθή βηνκεραλία γηα ηνλ θαζνξηζκφ 

ησλ βέιηηζησλ ζπλζεθψλ ιεηηνπξγίαο  αιιά επεθηάζεθε ζηηο θπζηθέο θαη κεραληθέο 

επηζηήκεο θαζψο θαη ζηηο βηνινγηθέο, θιηληθέο θαη θνηλσληθέο κειέηεο.  

Οη πεξηζζφηεξεο κέζνδνη ζρεδηαζκψλ γηα RSM κνληέια αλαπηχρζεθαλ γχξσ 

απφ αγξνηηθά, βηνκεραληθά, εξγαζηεξηαθά πεηξάκαηα. εκεησηένλ, γηα ηνπο 

ζρεδηαζκνχο απηνχο ππνζέζακε φηη νη απνθξίζεηο είλαη ζπλερείο, ζπλήζσο 

αθνινπζνχλ ηελ Καλνληθή θαηαλνκή, κε αζπζρέηηζηα ζθάικαηα θαη νκνγελείο 

δηαθπκάλζεηο. 

Ωζηφζν, ππάξρνπλ θαη πεξηπηψζεηο φπνπ δελ ηθαλνπνηνχληαη  νη ππνζέζεηο 

απηέο π.ρ. θιηληθέο ή βηνινγηθέο κειέηεο φπνπ νη απνθξίζεηο κεηξψληαη γηα ην ίδην 

αληηθείκελν άξα είλαη ζπζρεηηζκέλεο θαη ζεσξψληαο ηηο αλεμάξηεηεο νδεγνχκαζηε ζε 

εζθαικέλα ζπκπεξάζκαηα. Γηα ην ιφγν απηφ αληί ησλ γξακκηθψλ κνληέισλ 

ρξεζηκνπνηνχληαη ηα GLM πνπ είλαη πην θαηάιιεια. 

Γεληθά, ν ζθνπφο ησλ ζρεδηαζκψλ είλαη ν θαζνξηζκφο ησλ κεηαβιεηψλ 

παιηλδξφκεζεο κε ζηφρν ηελ παξνρή ηθαλνπνηεηηθψλ απνηειεζκάησλ. Σα GLM είλαη 

κηα ελνπνηεκέλε θιάζε κνληέισλ παιηλδξφκεζεο γηα δηαθξηηέο θαη ζπλερείο 

κεηαβιεηέο απφθξηζεο π.ρ. ινγηζηηθή παιηλδξφκεζε γηα Γπσλπκηθή απφθξηζε. 

Δθαξκνγέο ησλ GLM ζπλαληνχκε ζε νηθνλνκηθά, έιεγρν πνηφηεηαο, απιέο 

κειέηεο, νηθνλνκεηξία, επηδεκηνινγία ζρεηηθά κε ρξφληεο αζζέλεηεο. 
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4.3  Δπηινγή ρεδηαζκνύ 

Ζ επηινγή ζρεδηαζκνχ αλαθέξεηαη ζηνλ πξνζδηνξηζκφ ησλ κεηαβιεηψλ 

ειέγρνπ κε απνηέιεζκα πξνβιεπφκελεο απνθξίζεηο κε επηζπκεηέο ηδηφηεηεο. Έλαο 

θαιφο ζρεδηαζκφο είλαη απηφο πνπ ειαρηζηνπνηεί ην ηεηξάγσλν  ηνπ κέζνπ 

ζθάικαηνο      : 

2 2  SE[ ( )] E[ ( )  (x)] var[ ( )]  { ias ( )}x x x x           

ε νπνία φκσο εμαξηάηαη απφ ην άγλσζην δηάλπζκα ησλ παξακέηξσλ β . Σν πξφβιεκα 

απηφ εμάξηεζεο ζρεδηαζκνχ απφ ηηο άγλσζηεο παξακέηξνπο  εκθαλίδεηαη ζηνπο Α, D, 

E, G βέιηηζηνπο ειέγρνπο αλ θαη είλαη θξηηήξηα βαζηζκέλα ζηε δηαθχκαλζε. 

Οη πξνηεηλφκελεο ιχζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη νη εμήο : 

 ν πξνζδηνξηζκφο αξρηθψλ ηηκψλ ή ππνζέζεσλ γηα ηηο παξακέηξνπο ν νπνίνο 

νδεγεί ζε ηνπηθνχο βέιηηζηνπο ζρεδηαζκνχο 

 ε δηαδνρηθή πξνζέγγηζε πνπ επηηξέπεη ζηνλ ρξήζηε ηελ παξνρή εθηηκεηξηψλ 

ησλ παξακέηξσλ  ζε επηηπρεκέλα ζηάδηα μεθηλψληαο απφ ηηο αξρηθέο ηηκέο ηνπ 

πξψηνπ ζηαδίνπ 

 ε κπευδηαλή πξνζέγγηζε φπνπ ππνζέηνπκε κηα πξσηαξρηθή θαηαλνκή ησλ 

παξακέηξσλ ε νπνία ελζσκαηψλεηαη ζε έλα θαηάιιειν ζρεδηαζκφ 

ελζσκαηψλνληαο ην ζηελ αξρηθή θαηαλνκή 

 ε ρξήζε ζρεδηαγξακκάησλ δηαζπνξάο πνπ επηηξέπεη ηε ζχγθξηζε  

Πην γλσζηά παξαδείγκαηα ηνπηθψλ βέιηηζησλ ζρεδηαζκψλ είλαη ε αλάιπζε δπαδηθψλ 

δεδνκέλσλ κε ινγηζηηθφ κνληέιν παιηλδξφκεζεο θαη νη Poisson θαηακεηξήζεηο.  

4.3.1  Λνγηζηηθό Μνληέιν Παιηλδξόκεζεο γηα Γπαδηθά Γεδνκέλα 

Γηα κηα δπαδηθή απφθξηζε y κε ηηκέο 0 θαη 1 ζεκαληηθφ ξφιν παίδεη ε κε 

ζηνραζηηθή κεηαβιεηή Υ πνπ παίξλεη ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο.  Γηα Υ= x ε y ηζνχηαη κε 

1 κε πηζαλφηεηα : 

1
( )

1 exp( )
i

i

P x
a x
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κε  ,    άγλσζηεο παξάκεηξνη κε    >0.  Οη παξάκεηξνη αιιά θαη θάπνηεο 

παξακεηξηθέο ζπλαξηήζεηο φπσο 
    

   
 είλαη ζεκαληηθέο γηα ηνλ εξεπλεηή. θνπφο είλαη 

λα δεκηνπξγήζνπκε ζπλερείο βέιηηζηνπο ζρεδηαζκνχο ψζηε λα έρνπκε βέιηηζηεο 

ηηκέο γηα ην         γη΄απηφ ρξεηάδνληαη αξρηθέο ηηκέο γηα ηηο    ,     Αλ ππνζέζνπκε 

ηηο δηαθξηηέο δφζεηο x1, x2,….. xs θαη ζέινπκε λα έρνπκε ni παξαηεξήζεηο ζηηο 

απνθξίζεηο y κε        
   . 

Σν πξφβιεκα ηνπ βέιηηζηνπ ζρεδηαζκνχ έγθεηηαη ζηελ επηινγή βέιηηζηνπ 

αξηζκνχ s δηαθξηηψλ επηπέδσλ δφζεσλ γηα έλα ζπγθεθξηκέλν n. Bέβαηα, κεγάιν 

ελδηαθέξνλ παξνπζηάδεη ν ππνινγηζκφο : 

 ησλ   , 
  

   
 ,  P(  )  

 ησλ θνηλψλ  δεπγψλ εθηηκεηξηψλ παξακέηξσλ φπσο  α θαη         θαη 
  

   
,    θαη 

P(  ) 

Γηα ηνλ ππνινγηζκφ νπνηαζδήπνηε παξαπάλσ κεηαβιεηήο αξρηθά ζεσξνχκε ηνλ 

αζπκπησηηθφ πίλαθα δηαθχκαλζεο- ζπλδηαθχκαλζεο ηεο Μεγίζηεο Πηζαλνθάλεηαο 

εθηηκεηξηψλ ησλ α θαη    θαη ζηε ζπλέρεηα επηιέγνπκε ηα    θαη ηηο ζηάζκεο    

ειαρηζηνπνηψληαο ηελ θαηάιιειε ζπλάξηεζε βαζηδφκελνη ζηελ θχζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο αιιά θαη ζην θξηηήξην βειηηζηνπνίεζεο πνπ εθαξκφδεηαη. 

Γηα ην ιφγν απηφ αθνινπζνχκε ηελ εμήο δηαδηθαζία: 

 ζεσξνχκε ηνλ πίλαθα πιεξνθνξίαο ησλ δπν παξακέηξσλ σο ζηαζκηζκέλν 

ζπλδπαζκφ πηλάθσλ πιεξνθνξίαο βαζηζκέλνπο ζηνπο     ρξεζηκνπνηψληαο 

ηηο    σο ζηάζκεο.  

 ζεσξνχκε φηη ν αζπκπησηηθφο πίλαθαο δηαθχκαλζεο-ζπλδηαθχκαλζεο ησλ 

εθηηκεηξηψλ Μεγίζηεο Πηζαλνθάλεηαο ησλ α θαη β είλαη ν αληίζηξνθνο ηνπ 

ζηαζκηζκέλνπ πίλαθα πιεξνθνξίαο πνπ ππνινγίζηεθε πξνεγνπκέλσο .  

 απηφ ηζνδπλακεί κε ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο θαηάιιειεο ζπλάξηεζεο  ηνπ 

πίλαθα δηαθχκαλζεο – ζπλδηαθχκαλζεο ησλ εθηηκεηξηψλ Μεγίζηεο 

Πηζαλνθάλεηαο ησλ  παξακέηξσλ. 

 Σα βέιηηζηα θξηηήξηα Α θαη D είλαη παξαδείγκαηα ηέηνηνπ ηχπνπ. 
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O βέιηηζηνο έιεγρνο D  ιακβάλεη πεξηζζφηεξεο πξνζνρήο ελψ ν βέιηηζηνο 

έιεγρνο Α έρεη ρξεζηκνπνηεζεί απφ θάπνηνπο ζπγγξαθείο (Sitter and Wu, 1993). Tα 

βέιηηζηα επίπεδα δφζεο εμαξηψληαη απφ ηηο άγλσζηεο παξακέηξνπο α θαη β. ηελ 

πξαγκαηηθφηεηα, ιχζεηο γηα ηνλ βέιηηζην ζρεδηαζκφ πνπ πξναλαθέξζεθε είλαη νη 

βέιηηζηεο ηηκέο ηεο παξάζηαζεο α + β xi. Έηζη, γηα λα εθαξκφζνπκε ζηελ πξάμε ην 

κνληέιν ρξεηαδφκαζηε  θαιέο αξρηθέο ηηκέο. 

Παξφηη έρνπκε θαηνξζψζεη λα θαηαζθεπάζνπκε θπξίσο ηνπο Α θαη D 

βέιηηζηνπο ζρεδηαζκνχο κπνξέζακε λα βξνχκε ηνλ Δ βέιηηζην ζρεδηαζκφ ζε κεξηθέο 

πεξηπηψζεηο. Σηο πεξηζζφηεξεο θνξέο φκσο νη Α βέιηηζηνη ζρεδηαζκνί παξάγνληαη ζε 

θιάζεηο ζπκκεηξηθψλ ζρεδηαζκψλ. 

Τπνζέηνληαο φηη μi = ni / n κε  μi > 0 θαη  μ    
    θαη ν ζρεδηαζκφο  

ζπκβνιίδεηαη κε D  = { (xi, μi )  i =1,2,….,m } κε 0 < x <∞. 

  Πξέπεη λα ζεκεηψζνπκε φηη κε Η(α, β) αλαθεξφκαζηε ζηνλ πίλαθα 

πιεξνθνξίαο ησλ α, β θαη αλ ζ1 θαη ζ2 ζπλαξηήζεηο ησλ α, β ηφηε ν πίλαθαο 

πιεξνθνξίαο ηνπο είλαη  J Η(α, β)J΄ φπνπ ν πίλαθαο J δελ εμαξηάηαη απφ ηα επίπεδα 

ηεο δφζεο κε απνηέιεζκα ν D βέιηηζηνο ζρεδηαζκφο λα είλαη ίδηνο γηα ηνλ 

ππνινγηζκφ ησλ α θαη β.  

Παξαθάησ παξνπζηάδνληαη ππνινγηζκνί γηα ην ινγηζηηθφ κνληέιν 

παιηλδξφκεζεο κέζσ βειηηζηνπνηήζεσλ.  

A. YΠΟΛΟΓΙΜΟ ΣΧΝ α ΚΑΙ β 

 

Αξρηθά πξέπεη λα ιάβνπκε ππφςε  ην παξαθάησ ιήκκα.  

Λήμμα 1: 

Αλ μi  ζεηηθνί πξαγκαηηθνί αξηζκνί κε  μ    
    ηφηε γηα νπνηαδήπνηε νκάδα 

δηαθξηηψλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ α1, α2,….. αm ππάξρεη c ηέηνην ψζηε λα ηζρχεη : 

2 2
1 (1 ) (1 )

i

i

a cm

i a c
i

e e

e e





 

                                                                                         (4.4) 
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Ζ πιήξεο απφδεημε ηνπ ιήκκαηνο 1 βξίζθεηαη ζην παξάξηεκα ηνπ βηβιίνπ. 

Τπνζέηνπκε φηη    = α + β   ηφηε ν  πίλαθαο πιεξνθνξίαο γηα ηνλ θνηλφ 

ππνινγηζκφ ησλ α θαη β είλαη : 

I (α, β) = 

 

 
 

     

2
3 (1 )

i

i

am

i a
i

e

e
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i
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D –βεληιζηοποίηζη : 

Πξέπεη λα κεγηζηνπνηήζνπκε  ηελ νξίδνπζα ηνπ θνηλνχ πίλαθα πιεξνθνξίαο  

ησλ α θαη     σο εμήο : 

2 2

2 2 2
1 1 1

] ]( , ) [ [ [
(1 ) (1 ) (1 )

]
i i i

i i i

a a am m m

i i i i ia a a
i i i

e e e
a a

e e e
     

  

  
  

 



 

    

Δπεηδή ν D - βέιηηζηνο ζρεδηαζκφο πξέπεη  λα είλαη ζπκκεηξηθφο ζηα    θαη     δει. 

ζπκβαίλνπλ ζηελ ίδηα ζηάζκε. Έηζη, ε παξαπάλσ εμίζσζε απινπνηείηαη σο : 

              2 2

2 2 2
1 1 1(1 ) (1 ) (1 )

i i i

i i i

a a am m m

i i i ia a a
i i i

e e e
a

e e e
   

  

  
    

                                 (4.5) 

αθνχ ηζρχεη 
2 2(1 ) (1 )

i i

i i

a a

a a

e e

e e









 . 

Απφ ην ιήκκα 1 θαη ηε ζρέζε (4.5) γηα νπνηνδήπνηε ζρεδηαζκφ ππάξρεη c πνπ 

ηθαλνπνηεί  ηελ : 

2
2

2 2

2 2

4
( , )

(1 ( (1) ) )1

c c c

c c c

e e e

e e
c

e
c   

 



 

Με άιια ιφγηα, ν ζπκκεηξηθφο ζρεδηαζκφο {(c ,1/2) , (-c,1/2 )} κεγηζηνπνηεί 

ηελ           φπνπ ην c πξνέξρεηαη απφ ηε κεγηζηνπνίεζε ηνπ 
2

2

4(1 )

c

c
c

e

e
.  
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H κέγηζηε ηεο c είλαη  cD = 1.5434 .  

Έηζη, ν D βέιηηζηνο ζρεδηαζκφο απνηειείηαη απφ ηα ζεκεία x1D θαη x2D κε 

ζηάζκεο ½ ην θαζέλα θαη ηθαλνπνηνχλ ηηο ζρέζεηο : 

1D D 2D D  x  c      x c          

Α-βεληιζηοποίηζη: 

Γηα λα απνθηήζνπκε ηνλ Α βέιηηζην ζρεδηαζκφ πξέπεη λα ειαρηζηνπνηήζνπκε  

ηελ ζρέζε Var (  ) + Var (  ) φπνπ           εθηηκήηξηεο ησλ α θαη β θαη ε δηαθχκαλζε 

πνπ ππνινγίδνπκε είλαη ε αζπκπησηηθή δηαθχκαλζε. 

2
1

2Var ( )  Var ( ) [1 ] / ( , )
(1 )

i

i

a

i

i

m

i a

e
x

e
   






  


                               

                                
2

1

2

2

( )
[ ( , )

(1
]

)
1 /

i

i

am

i a
i

i ae a

e
  












                                  (4.6) 

Γελ έρνπκε πιήξε ιχζε ηνπ Α-βέιηηζηνπ πξνβιήκαηνο παξφια απηά αλ 

πεξηνξηζηνχκε ζε ζπκκεηξηθά κνληέια ηφηε ν Α-βέιηηζηνο ζρεδηαζκφο κπνξεί λα 

απνθηεζεί εθαξκφδνληαο ην ιήκκα 1.  

Ζ ζρέζε (4.6 ) απινπνηείηαη σο εμήο: 

2 2 2

2

2

2
1

2

2 2
1 1
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(1 ) (1

1
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Var ( )  Var (
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2
1
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1(1 ) (1 )

1
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Απφ ηε ζρέζε (4.4) πξνθχπηεη ην εμήο : 

2 2

2

2

2

1
Var ( )  Var ( )

(1 (

 

1) )

c c

c c
c

e e

e e
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 Με άιια ιφγηα γηα ηελ θιάζε ησλ ζπκκεηξηθψλ ζρεδηαζκψλ ν Α- βέιηηζηνο 

ζρεδηαζκφο δίλεηαη απφ ην { (c,1/2 ) , (-c, 1/2)}  φπνπ ε c ειαρηζηνπνηεί ηελ  ζρέζε :     

                               
2

2

2 2

2

(1 (

1

) 1 )

c c

c c
c

e e

e e

 

 


                                                             (4.7) 

                                           

Έρνληαο ηηο αξρηθέο ηηκέο ησλ α θαη β ε Α- βέιηηζηε επηινγή ηνπ c αο πνχκε cΑ 

κπνξεί λα βξεζεί αξηζκεηηθψο ειαρηζηνπνηψληαο ηελ εμίζσζε (4.7).  

 

 

ην παξαπάλσ ζρεδηάγξακκα , έρνπκε ηηο ζπλαξηήζεηο 
2

2

(1 )

c

c
c

e

e
  θαη  

2)(1

c

c

e

e
  κε  

c  ≥ 0.  
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 Ζ ζπλάξηεζε 
2)(1

c

c

e

e
  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζπλάξηεζε ηεο c κε c  ≥ 0 κε 

κέγηζηε ηηκή ην 1/4  ζην ζεκείν c = 0.  

 Αληίζηνηρα γηα c  ≥ 0, ε ζπλάξηεζε 
2

2

(1 )

c

c
c

e

e
  είλαη αχμνπζα ,παίξλεη 

κέγηζηε ηηκή ζην ζεκείν c = 2.399 (πεξίπνπ) θαη κεηά είλαη θζίλνπζα.  

Απνηέιεζκα απηψλ  είλαη αλ  ειαρηζηνπνηήζνπκε κηα εθ ησλ δπν  θζηλνπζψλ 

ζπλαξηήζεσλ 
2

2

(1 )

c

c
c

e

e
 θαη 

2)(1

c

c

e

e
 ηφηε ε ειάρηζηε ηηκή ηεο c δελ ζα ππεξβαίλεη 

ηελ ηηκή  2.399 . 

Αλ θαη θαηαζθεπάζακε έλα Α-βέιηηζην ζρεδηαζκφ ζηηο θιάζεηο ζπκκεηξηθψλ 

ζρεδηαζκψλ  είλαη μεθάζαξν απφ ηε ζρέζε (4.6) φηη ν Α- βέιηηζηνο ζρεδηαζκφο ζηελ 

θιάζε ησλ ζρεδηαζκψλ κπνξεί λα κελ είλαη ζπκκεηξηθφο αλ α = 0. 

 Δίλαη ινηπφλ δχζθνιν λα ραξαθηεξηζηεί έλαο Α-βέιηηζηνο ζρεδηαζκφο γηα φινπο 

ηνπο ζρεδηαζκνχο.  

Αλ πεξηνξηζηνχκε ζε έλα ζρεδηαζκφ δπν ζεκείσλ {(c1, μ1) , (c2, μ2) } 

κπνξνχκε λα απνθηήζνπκε  αξηζκεηηθψο έλαλ Α-βέιηηζην ζρεδηαζκφ κέζα ζε θιάζε 

φισλ ησλ ζρεδηαζκψλ. Αλ πεξηνξηζηνχκε ζε έλα δπν ζεκείσλ ζρεδηαζκφ, ην 

πξφβιεκα  ηνπ Α- βέιηηζηνπ ζρεδηαζκνχ πεξηνξίδεηαη ζηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ : 

   

  

2 22 2

1 1  1 2 2   2

2 2     2

1 1  2 2   1 1 1  2 2 2  1 1 1  2 2 2 

             

             (     )

C c a C c a

C C c C c C c C c C
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2(1 )

i

i

c
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e
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e







    i= 1,2. 
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Β. YΠΟΛΟΓΙΜΟ ΣΧΝ ζ1 = α/β ΚΑΙ β 

Ο πίλαθαο πιεξνθνξίαο ηψξα δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν : 

I (ζ1, β) = 
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2
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i
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1 (1
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φπνπ    = α+     = β (   + ζ1 ) 

Λήμμα 2 : 

Αλ I(ζ1, β) πίλαθαο φπσο αλαθέξζεθε πξηλ θαη Ic(ζ1, β) ν πίλαθαο 

πιεξνθνξίαο ηνπ ζρεδηαζκνχ {(c, 1/2), (-c, 1/2)} φπνπ ε c ηθαλνπνηεί ην ιήκκα 1 

ηφηε ην δηάλπζκα ησλ ηδηνηηκψλ ηνπ I(ζ1, β) θπξηαξρεί  ηνπ δηαλχζκαηνο ησλ 

ηδηνηηκψλ ηνπ Ic(ζ1, β).  

Ζ πιήξεο  απφδεημε ηνπ Λήκκαηνο 2 βξίζθεηαη ζην παξάξηεκα. 

Τπνζεκείσζε : 

Γηα δπν δηαλχζκαηα x , y   R
n
 γηα ηα νπνία ηζρχεη 

1 2 n 1 2 nx x  ... x , y y  y       

ιέκε φηη ην y θπξηαξρεί ηνπ x θαη ζπκβνιίδνπκε x   y αλ : 

   
 
     ≥    

 
          i=1, …, k                                                                     

Α- Bεληιζηοποίηζη: 

Ο Α –βέιηηζηνο ζρεδηαζκφο ειαρηζηνπνηεί ηελ : 

22

2 2

) 1
[

(
]

1 c

c c

e

e
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 H αξηζκεηηθή  ειαρηζηνπνίεζε ηεο εμίζσζεο απηήο είλαη εχθνιε φηαλ ε ηηκή ηεο β 

είλαη δηαζέζηκε.  

           Οη Sitter and Wu (1993) αζρνιήζεθαλ κε ην πξφβιεκα  βέιηηζηνπ ζρεδηαζκνχ 

γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ ζ1 θαη β. Παξφια απηά, ν Α- βέιηηζηνο ζρεδηαζκφο πνπ 

θαηαζθεχαζαλ είλαη γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ ζ1 θαη 1/ β κε ηε δηαθνξά φηη ε 

ζπλάξηεζε πξνο ειαρηζηνπνίεζε είλαη ε εμήο : 

2

2

) 1
[1 ]

(1 c

c

e

e c







 

Δλψ κε ηνλ Δ- βέιηηζην ζρεδηαζκό ην πξφβιεκα ηψξα είλαη ε ειαρηζηνπνίεζε ηεο : 

2 2 2

2 2

) )
max[ ,

(1
]

(1c c

c c

e e

ce e





 

 

 

 

Γ. ΤΠΟΛΟΓΙΜΟ ΣΧΝ β ΚΑΙ P(x) 

Yπνδειψλνπκε κε δ ην 100γ-νζηφ πνζνζηφ ηεο P (x) κε : 

δ = 
   

 
  κε  l =    

     

        
 

Ο πίλαθαο πιεξνθνξίαο ησλ δ θαη β δίλεηαη σο εμήο: 

I (δ, β) = 
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κε αi = α + β xi = l + β (xi - δ). 

Δίλαη πξνθαλέο φηη : 

2

2 2 2
1 1

2
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Ο Α- βέιηηζηνο ζρεδηαζκφο ειαρηζηνπνηεί ηελ : 

2
1

2
2

2
I ( ,  β) 

(1

( )
Var ( )  Var ( ) = [

)
] /

i

i

a

i
m

i a
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e

e

l
 


 







 


  

φπνπ             νη εθηηκήηξηεο Μεγίζηεο Πηζαλνθάλεηαο θαη νη δηαθπκάλζεηο  είλαη νη 

αζπκπησηηθέο δηαθπκάλζεηο.  

Αλ ιάβνπκε ππφςε καο ηελ : 

2

2 2
1

4

2
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21 1
V

(1
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 θαη ν ζρεδηαζκφο δίλεηαη απφ ην {(c ,1/2), (-c, 1/2)} φπνπ ην c   ειαρηζηνπνηεί ηελ 

παξάζηαζε: 

4 2
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1 1
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e e

e e
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Γ. YΠΟΛΟΓΙΜΟ ΓΤΟ P(x) 

Έζησ δ1 θαη δ2 αληίζηνηρα ηα 100γ1 θαη 100γ2 ησλ P(x) ππνζέηνληαο φηη γ1 > γ2. 

Oξίδνπκε φηη : 

l1 = ln (
      

          
  )  ,    l2 = ln (

      

          
 ) 

δ1 = 
     

 
 ,                      δ2 = 

     

 
 

Ο πίλαθαο πιεξνθνξίαο ησλ (δ1, δ2) δίλεηαη σο : 

          =
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φπνπ i i 2 1 2

1

1 i

2

   x   [( l  l )  (l
1

l )x .
 

] 





     


 

Σφηε : 

4
21 2

1,  22 2 2 2
1 1 11 2

(      )
I (δ δ ) [
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][ ] [ ]
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αλ φκσο ιάβνπκε ππφςε καο ζπκκεηξηθνχο ζρεδηαζκνχο ηφηε ε εμίζσζε απηή 

ηζνδπλακεί κε : 
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Eθαξκφδνληαο ην ιήκκα 1 βιέπνπκε φηη ν Α- βέιηηζηνο ζρεδηαζκφο πνπ δίλεηαη σο 

{(c, 1/2), (-c, 1/2)} φπνπ ην c ειαρηζηνπνηεί ηελ : 

2 2
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2

2

2

22
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c c
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e

l
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Έηζη ινηπφλ γηα πξνβιήκαηα δπν παξακέηξσλ πνπ είλαη ζπλαξηήζεηο ησλ α 

θαη β έρνπκε δεκηνπξγήζεη κηα πξνζέγγηζε γηα ηελ θαηαζθεπή D θαη Α βέιηηζηνπο 

ζρεδηαζκνχο εθαξκφδνληαο ην ιήκκα 1.  

ε κεξηθέο πεξηπηψζεηο, έρνπκε θαηαθέξεη λα θαηαζθεπάζνπκε Α – 

βέιηηζηνπο ζρεδηαζκνχο  κφλν ζηελ θιάζε ζπκκεηξηθψλ ζρεδηαζκψλ. Ωζηφζν, 

ηέηνηνη πεξηνξηζκνί γηα ηνλ D- βέιηηζην ζρεδηαζκφ δελ ππάξρνπλ. 

  Πξέπεη λα ζεκεηψζνπκε φηη φινη νη ζρεδηαζκνί είλαη ζρεδηαζκνί είλαη δπν 

ζεκείσλ. Αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα δείρλνπλ φηη ν Α – βέιηηζηνο ζρεδηαζκφο είλαη 

πηζαλά  ζπκκεηξηθφο θαηά ζεκείν αιιά φρη ζπκκεηξηθφο ζρεδηαζκφο δει. αλ ν Α – 

βέιηηζηνο ζρεδηαζκφο είλαη πάληα ζρεδηαζκφο δπν ζεκείσλ είλαη εξψηεκα. 

4.3.2  Poisson κνληέιν θαηακέηξεζεο 

Μειεηνχκε ην Poisson κνληέιν θαηακέηξεζεο θαη εμεγνχκε ηα βέιηηζηα  

απνηειέζκαηα  αθνινπζψληαο ηνπο Μinkin(1993) θαη Liski et al. (2002) ππνζέηνληαο 
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φηη ε απφθξηζε y αθνινπζεί ηελ Poisson θαηαλνκή κε κέζε ηηκή κ(x) = c(x)exp[ζ(x)] 

φπνπ ζ(x) = αx + β, β>0. Δπίζεο ζχκθσλα κε ηνπο Liski et al (2002) ηζρχνπλ : 

2

(y)    x

V(y) v(x) 

v(x) exp(x)    0 x  

 





  



   

 

Όκσο νη Das, Mandal and Sinha (2003) γελίθεπζαλ ην απνηέιεζκα αιιάδνληαο ην ,   

v(x) ζε : 

  v(x) =    ,                         k ≥ 1 

  v(x) = (1+ x)
(1+ γ) /2 

          γ ≥ -1 

ηε ζπλέρεηα, ππνζέηνπκε ηε ζπλάξηεζε  δηαθχκαλζεο v(x) κε v(0) =1 θαη ε 

v(x) απμάλεηαη ζηνλ x απφ 0 σο ∞. Αθνινχζσο , μεθηλάκε έλα ζρεδηαζκφ 2 ζεκείσλ 

ηεο κνξθήο [(α, p) , (b , q)] κε 0< α< b < ∞ θαη 0 < p, q = 1-p < 1. 

Γπν ζεκαληηθέο ζπλαξηήζεηο είλαη νη ς(x) = 1 / v(x) θαη θ(x) = (v(x) - 1) / x γηα θάζε 

x > 0  γηα ηηο νπνίεο ηζρχνπλ : 

 θ(0) = 1 

 θ(x)  απμάλεηαη ζηνλ x 

 ππάξρνπλ 0<s<1, c>0 ηέηνηα ψζηε : 

1 – s = [   p(1 – ς(α) ) + q (1- ς(b) )  ] / [1 - ς(c)] 

κε ς(c) < p ς(α) + q ς(b) 

Οη Das, Mandal and Sinha (2003) απέδεημαλ φηη θαη  γηα ηηο δπν κνξθέο ηνπ v(x) νη  

παξαπάλσ πξνυπνζέζεηο ηθαλνπνηνχληαη. 

4.4 Σύπνη ρεδηαζκώλ 

 4.4.1 Οξζνγώληνη ρεδηαζκνί  ζηα GLM  

Δίλαη ζαθέο φηη νη ηηκέο ηεο ζρέζεο (4.2) βαζίδνληαη ζηηο παξακέηξνπο νη 

νπνίεο είλαη ζπλαξηήζεηο ηεο θαηαλνκήο αιιά θαη ηεο ζπλάξηεζεο ζχλδεζεο. ηελ 

πξαγκαηηθφηεηα, δνζκέλεο κηαο θαηαλνκήο ε επηινγή ζπγθεθξηκέλεο ζπλάξηεζεο 

ζχλδεζεο κπνξεί λα αιιάμεη ηηο ηδηφηεηεο ηνπ κνληέινπ κέζσ ηνπ πίλαθα 
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πιεξνθνξίαο. ηελ πεξίπησζε ηεο  Poisson απφθξηζεο, ην κνληέιν ηεο νκνγελνχο 

δηαθχκαλζεο είλαη: 

                                  Δ (     ) = x΄β                                                                       (4.8) 

                                  κ
1/2 

= x΄β                                                                                (4.9)    

Γηα ην κνληέιν ηεο εμίζσζεο (4.8) ηα δεδνκέλα κεηαζρεκαηίδνληαη ελψ γηα ην 

κνληέιν ηεο εμίζσζεο (4.9) δειψλεη έλα κεηαζρεκαηηζκφ ζην κέζν ηνπ πιεζπζκνχ. 

Γηα ην Poisson κνληέιν ν ηεηξαγσληθήο ξίδαο κεηαζρεκαηηζκφο (4.9) νλνκάδεηαη 

ζύλδεζε ζηαζεξνπνηεκέλεο δηαθύκαλζεο. 

 Ζ ζεηξά Taylor 1
εο 

ηάμεσο ηνπ y
1/2 

ζην y = κy  καο δίλεη: 

1/2
1/2 1/2 ( )

[ ] ( )
yy y y

y
y y

y
 


  


 

                                                 1/2 1/21
( )

2
y y yy       

πλεπψο, αλ var (y) = κy
1/2 

 (Poisson θαηαλνκή) ηφηε:  var (y
1/2

) = 
 

 
.               (4.10) 

Οκνίσο , δείρλνπκε φηη γηα ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή ε ζχλδεζε ζηαζεξνπνηεκέλεο 

δηαθχκαλζεο είλαη  ε Λνγηζηηθή ζχλδεζε.  

Ωζηφζν, πξέπεη λα δηεπθξηληζηεί φηη ν φξνο ζχλδεζε ζηαζεξνπνηεκέλεο 

δηαθχκαλζεο δελ ζπλεπάγεηαη φηη ε δηαθχκαλζε ηεο θαηαλνκήο ηεο y είλαη ζηαζεξή. 

Οη θαηαλνκέο Poisson, εθζεηηθή θαη άιιεο έρνπλ δηαθπκάλζεηο πνπ είλαη ζπλαξηήζεηο 

ηνπ κέζνπ. Ζ έλλνηα “ζηαζεξνπνηεκέλε δηαθχκαλζε ” ζεκαίλεη φηη ε εθαξκνγή ηεο 

ζπλάξηεζεο ζηα δεδνκέλα δει. ζηελ απφθξηζε y έρεη ζαλ απνηέιεζκα ηελ 

πξνζεγγηζηηθή ζηαζεξνπνίεζε ησλ κεηαβιεηψλ.  

ε έλα    θιαζκαηηθφ παξαγνληηθφ ζρεδηαζκφ ε ρξήζε ηεο ζχλδεζεο 

ζηαζεξνπνηεκέλεο δηαθχκαλζεο έρεη ζαλ απνηέιεζκα έλα νξζνγψλην κνληέιν. Απηφ 

απνδεηθλχεηαη εχθνια αλ ζπκεζνχκε φηη  W = ΓVΓ θαη 

                                                     
( )

i
ii

i

w
x΄









                                                    (4.11) 
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                                                      var( ) i
i i

i

v y








                                                                      (4.12) 

Δπίζεο ππνζέηνπκε σο ζπλάξηεζε ζχλδεζεο :   g (κ) = x΄β. Αλ ν 

κεηαζρεκαηηζκφο  γίλεη ζην y ηφηε ηδαληθφ κνληέιν είλαη ην Δ[g(y)] = x΄β. 

Eπεθηείλνληαο ηε g(y) ζε ζεηξά Taylor  ζην y = κy : 

 y yg(y) g( )  [g (́ )  y ]      

κε 
y   κyy  ]g ) [ /(́ g y   θαη 2

yvar[g(y)] [g (́ )] var(y)] Έηζη, αλ g(y) είλαη ζχλδεζε 

ζηαζεξνπνηεκέλεο δηαθχκαλζεο  ηφηε [g΄(κy)]
2 

είλαη αλάινγε κε 1/ [var (y)]. Ο 

ζρεδηαζκφο είλαη νξζνγψληνο αλ : 

W  V   kI    

φπνπ k ζηαζεξά αλ φιεο νη εζζηαλέο ζηάζκεο είλαη ίζεο. Δπίζεο, αλ wii =   
 

 var (yi) κε  

i i i  / (x )΄     

ii i i   i i iw   / (x ) / (x )  / (x )
iy΄ ΄ ΄           

ή βάζεη ηνπ θαλφλα αιπζίδαο : 

                                                 
ii i i   iw   / (x ) / (x )

iy΄ ΄                                 (4.13) 

Aθφκε, αλ ππνζέζνπκε φηη ρξεζηκνπνηνχκε ηελ ζχλδεζε ζηαζεξνπνηεκέλεο 

δηαθχκαλζεο ηφηε έρνπκε: 

                                                yi ig ( ) var y   k*   ΄                                        (4.14) 

 

 φκσο :    g  x΄   άξα   ii (x β)  (x ) ΄
       k * 

i i

i

iy

΄

y



 

 

 







   

                                             i
 

i(x β) (x ) ΄  
k*

i iy

΄

 








                                                (4.15) 
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Απφ ηηο εμηζψζεηο (4.13) θαη (4.15) έρνπκε φηη ε ζηαζεξά k* δελ πεξηέρεη 

παξακέηξνπο ηνπ κνληέινπ, 

                                        
 i i

ii w    
    

x β
 

΄ ΄(x β) 

iyi








 

                                            i 1i(x β)  (x β)  
 

΄

 

΄
{ } 

iy i 

 





 

                                               
1

=
k *

k                                                                 (4.16) 

Έηζη, φια νη Δζζηαλέο ζηάζκεο είλαη ίζεο θαη ν πίλαθαο πιεξνθνξίαο ηεο 

εμίζσζεο (4.2) είλαη ηεο κνξθήο : 

                    
1 11

 X WX k(X X)  (X X)΄ ΄ ΄ ΄ ΄
k

                               (4.17) 

ηελ πεξίπησζε ινηπφλ ηεο ζχλδεζεο ζηαζεξνπνηεκέλεο δηαθχκαλζεο έλα    

θιαζκαηηθφ παξαγνληηθφ ζρεδηαζκφ πνπ είλαη νξζνγψληνο γηα ην γξακκηθφ κνληέιν 

κε ηηκέο ± 1  ηφηε ζα είλαη νξζνγψλην θαη γηα ηα GLM κε ηε ζχλδεζε 

ζηαζεξνπνηεκέλεο δηαθχκαλζεο φπνπ ηζρχεη (X΄X) = ΝΗ κε Ν ζπλνιηθφ αξηζκφ 

πεηξακάησλ.  

Οη αζπκπησηηθέο δηαθπκάλζεηο ησλ ζπληειεζηψλ ηνπ κνληέινπ είλαη ηα 

δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα (Ε΄Ε)
-1

  πνπ δίλνληαη απφ ηνλ ηχπν : 

i

1
var(b ) 

kN
  

φπνπ k είλαη ε θνηλή Δζζηαλή ζηάζκε  ηεο ζρέζεο (4.12). Δδψ ε ζπλδηαθχκαλζε είλαη 

αζπκπησηηθά κεδεληθή.  

H ρξήζε  ηεο ζχλδεζεο ζηαζεξνπνηεκέλεο δηαθχκαλζεο ζε ζπλδπαζκφ κε    

θιαζκαηηθφ παξαγνληηθφ ζρεδηαζκφ δίλεη πνιχ ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα. Ζ 

νξζνγσληφηεηα δηαηεξείηαη ζηα GLM  κέζσ ηνπ πίλαθα πιεξνθνξίαο παξάγνληαο 

αζπκπησηηθά αλεμάξηεηεο εθηηκήζεηο γηα ηνπο ζπληειεζηέο ίζεο δηαθπκάλζεηο. 

  Μήπσο φκσο απαηηνχληαη άιιεο ζπλαξηήζεηο ζχλδεζεο?  
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Τπάξρνπλ αξθεηέο ελδείμεηο φηη απηφ ζπκβαίλεη ζε αξθεηά παξαδείγκαηα. Δπίζεο, 

ππάξρνπλ πεξηπηψζεηο φπνπ έλαο    θιαζκαηηθφο παξαγνληηθφο ζρεδηαζκφο είλαη 

αξθεηά ηθαλνπνηεηηθφο ρσξίο ηε ζχλδεζε ζηαζεξνπνηεκέλεο δηαθχκαλζεο. Αο 

κειεηήζνπκε ηελ πεξίπησζε ηεο ζχλδεζεο ζηαζεξνπνηεκέλεο δηαθχκαλζεο φπνπ ν 

πίλαθαο πιεξνθνξίαο ηεο εμίζσζεο (4.1) πεξηέρεη έλαλ Δζζηαλφ ζηαζκηζκέλν πίλαθα 

W = diag {w1, w2,……,wn} 

 I(b) X WX k(X X) ΄ ΄   

έηζη είλαη εκθαλέο φηη  αλ  X΄X είλαη δηαγψληνο ηφηε νη δηαθπκάλζεηο ησλ 

παξακέηξσλ είλαη ίζεο θαη αζπζρέηηζηεο. Αλ ηψξα, ε ζχλδεζε πνπ επηιέγεηαη δελ 

είλαη απηή ηεο ζηαζεξνπνηεκέλεο δηαθχκαλζεο ηφηε ηα wi δελ είλαη ίζα θαη I(b) = Ε΄Ε 

κε Ε = W
1/2 

X . Γηα παξάδεηγκα ζε έλαλ 2
3
 παξαγνληηθφ ζρεδηαζκφ  κε κεηαβιεηέο x1, 

x2, x3  θαη ην GLM δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν : 

  0 1 1 2 2 3 3g    x x x        

O πίλαθαο πιεξνθνξίαο δίλεηαη σο εμήο: 

                                                   

Z = 

 

 
 

  
   

  
   

   

  
   

  
   

   

  
   

     
   

   

    
   

     
   

   

  

  
   

  
   

   

  

   
   

      
   

    

 
 

 

κε xij ηελ i-νζηή ζηάζκε θαη j-νζηή κεηαβιεηή. Οη ζηήιεο ηνπ πίλαθα Υ είλαη 

νξζνγψληεο  θαη νη ζηήιεο ηνπ Ε ζα είλαη νξζνγψληεο αλ  νη Δζζηαλέο ζηάζκεο  είλαη 

ίζεο.  

Όζνλ αθνξά ηνλ πίλαθα πιεξνθνξίαο  I(b) = Ε΄Ε ηα δηαγψληα ζηνηρεία ζα 

είλαη     
 
    ελψ ηα κε δηαγψληα ζα είλαη νη αληηζέζεηο ησλ ζηαζκψλ δει. 

I(b) =        
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ν νπνίνο είλαη θαιά νξηζκέλνο αλ απηέο νη επηδξάζεηο είλαη ζρεδφλ κεδέλ. Οη  

αιιειεπηδξάζεηο παξνπζηάδνληαη αθφκα θαη αλ δελ ππάξρνπλ αιιειεπηδξάζεηο ζην 

κνληέιν θαη έηζη γηα ηνλ πίλαθαο πιεξνθνξίαο είλαη θαιχηεξα αλ θπξηαξρνχλ ηα 

δηαγψληα ζηνηρεία. Απηφ εμαξηάηαη απφ ηε θχζε ηνπ Δζζηαλνχ πίλαθα.  

          ηα πεξηζζφηεξα παξαδείγκαηα ζα πεξηκέλακε ην άζξνηζκα ησλ Δζζηαλψλ 

ζηαζκψλ λα θπξηαξρεί ησλ αληηζέζεσλ ελψ αλ δελ ππάξρνπλ αιιειεπηδξάζεηο ζην 

κνληέιν ζα πεξηκέλακε ηηο αληηζέζεηο ησλ αιιειεπηδξάζεσλ λα είλαη πνιχ κηθξέο. 

Πξέπεη φκσο λα έρνπκε ππφςε καο φηη νη ζηάζκεο είλαη ζπλαξηήζεηο ηνπ κέζνπ θαη 

ζηελ πεξίπησζε  ηεο θαλνληθήο θαηαλνκήο νη ζηάζκεο είλαη ίζεο κε ηηο δηαθπκάλζεηο. 

Πνιιέο θνξέο ζηελ θαζεκεξηλφηεηα καο ε ρξήζε ελφο    θιαζκαηηθνχ 

παξαγνληηθνχ ζρεδηαζκνχ δίλεη ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα αθφκε θαη αλ δελ 

ρξεζηκνπνηείηαη ε ζχλδεζε ζηαζεξνπνηεκέλεο δηαθχκαλζεο. ηελ πξαγκαηηθφηεηα 

πνιιά κνληέια ζα είλαη ζρεδφλ νξζνγψληα θαη νη δηαθπκάλζεηο ησλ ζπληειεζηψλ 

ζρεδφλ ίζεο. Θα κειεηήζνπκε ηελ πεξίπησζε ηεο δπσλπκηθήο απφθξηζεο κε ρξήζε 

ηεο Λνγηζηηθήο παιηλδξφκεζεο. Αξρηθά, ην κνληέιν πεξηέρεη ηνπο φξνπο x1, x2,x3, 

x1x2, x1x3, x2x3. Tα κε δηαγψληα ζηνηρεία παξνπζηάδνπλ κεγάιν ελδηαθέξνλ ελψ νη 

αληηζέζεηο ησλ Δζζηαλψλ ζηαζκψλ είλαη νη γεληθεπκέλεο αληηζέζεηο 

αιιειεπηδξάζεσλ φπσο θαίλεηαη παξαθάησ. 

Η(b)=

                  

             

    

                               

                             

                                   

  

              

                      

        

   

       

   
   
   

                                          
      
    

           

                                 

                                  

                  

 

                                                                                                                                                  

  Οη αληηζέζεηο πνπ εκθαλίδνληαη ζηα κε δηαγψληα ζηνηρεία είλαη ζπρλά κηθξέο 

ζε ζρέζε κε ηα δηαγψληα ζηνηρεία. Δπίζεο, νη επηδξάζεηο ζηνλ Δζζηαλφ πίλαθα είλαη 

επηδξάζεηο ζην κέζν αθνχ ν κέζνο είλαη ίζνο κε ηε  δηαθχκαλζε.  

ηελ πξαγκαηηθφηεηα, νη κεγάιεο επηδξάζεηο θέξλνπλ έιιεηςε 

απνηειεζκαηηθφηεηαο. Πξέπεη λα επηζεκάλνπκε φηη ην άζξνηζκα ησλ Δζζηαλψλ 

ζηαζκψλ είλαη ζπλάξηεζε ηνπ κνληέινπ αιιά θαη ηεο ζπλάξηεζεο ζχλδεζεο . 
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Απηή ε ζρέζε ππνδειψλεη ηε ζεκαληηθή δηαθνξά κεηαμχ ειέγρνπ ηεο 

απνδνηηθφηεηαο ηνπ κνληέινπ γηα ηα γξακκηθά θαη ηα κε γξακκηθά κνληέια.  

Γηα ηα γξακκηθά κνληέια, ηα δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα Υ΄Υ ειέγρνληαη  

απφ ηηο ηηκέο ± 1 ηα κνληέια αλ είλαη νξζνγψληα ηφηε  είλαη θαη ηα βέιηηζηα. Παξφια 

απηά, ζηα GLM δελ κπνξνχκε λα ειέγμνπκε ηα δηαγψληα ζηνηρεία ηνπ πίλαθα 

πιεξνθνξίαο I(b) = X΄WΥ  αθνχ εμαξηψληαη απφ ηηο άγλσζηεο παξακέηξνπο.  

4.4.2  Γηαδνρηθνί ρεδηαζκνί 

Οη δηαδνρηθνί ζρεδηαζκνί πξνηάζεθαλ απφ ηνπο Wu (1985), Sitter and 

Forbes(1997), Sitter and Wu (1997).Γλσξίδνπκε φηη νη αξρηθέο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ 

ή “ππνζέζεηο” θαζνξίδνπλ έλα ηνπηθφ βέιηηζην ζρεκαηηζκφ.  

ηνλ δηαδνρηθφ ζρεδηαζκφ νη  πεηξακαηηζκνί δελ ζηακαηνχλ ζην αξρηθφ 

ζηάδην αιιά αλαπηχζζνπλ εθηηκήηξηεο ησλ παξακέηξσλ θαη ρξεζηκνπνηνχληαη ζηνλ 

πξνζδηνξηζκφ πξφζζεησλ ζεκείσλ ηνπ ζρεδηαζκνχ ζε δηαδνρηθά ζηάδηα. Ζ 

δηαδηθαζία απηή ζπλερίδεηαη έσο φηνπ επηηεπρζεί ε ζχγθιηζε ζε ζρέζε κε έλα 

θξηηήξην βειηηζηνπνίεζεο π.ρ. D βέιηηζηνο έιεγρνο. 

ηφρνο ησλ βέιηηζησλ ειέγρσλ είλαη ε επηινγή ζεκείσλ ζρεδηαζκνχ πνπ 

ειαρηζηνπνηνχλ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε πνπ εθιακβάλεηαη σο  απψιεηα. ε έλαλ 

δηαδνρηθφ ζρεδηαζκφ καο ελδηαθέξεη λα απνθαζίζνπκε αλ πξέπεη λα πξνζζέζνπκε 

παξαηεξήζεηοή φρη θαη λα ζηακαηήζνπκε ηε δεηγκαηνιεςία .Αλ  ρξεηαζηνχλ επηπιένλ 

παξαηεξήζεηο θαη ππάξρεη ε δπλαηφηεηα επηινγήο απφ πεξηζζφηεξνπο απφ έλα 

πιεζπζκνχο είλαη αλαγθαίνο έλαο θαλφλαο δεηγκαηνιεςίαο.  

Έηζη νη βέιηηζηνη ζρεδηαζκνί θαη ε δηαδνρηθή αλάιπζε απνηεινχλ απηφ πνπ 

νλνκάδνπκε Γηαδνρηθνί Πεηξακαηηθνί ρεδηαζκνί νη νπνίνη θαηεγνξηνπνηνχληαη ζε 

πνιιέο νκάδεο αλάκεζα ησλ νπνίσλ θαη ε ηνραζηηθή Πξνζέγγηζε (Robbins and 

Monro 1951).  

ηελ πξνζέγγηζε ηζρχνπλ ηα εμήο : 

 ε απφθξηζε y είλαη ηπραία κεηαβιεηή εμαξηψκελε απφ ηε x  

 ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηεο y είλαη  Ζ(y / x) 

 κέζε ηηκή ηεο y είλαη  Δ(y / x) = Μ(x)  
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 δηαθχκαλζε ηεο y είλαη  V(y / x) = ζ
2
(x).  

Όκσο ε Μ(x) είλαη άγλσζηε ζηνλ εξεπλεηή, γλεζίσο αχμνπζα ηέηνηα ψζηε ε εμίζσζε 

Μ(x)  = α έρεη κνλαδηθή ξίδα έζησ δ.  

Δπηζπκνχκε λα  ππνινγίζνπκε ηελ δ θάλνληαο εχζηνρεο παξαηεξήζεηο ζην y 

π.ρ. y1, y2,.... yn ζηα επίπεδα x1, x2,.... xn ε επηινγή ησλ νπνίσλ είλαη θαη ην βαζηθφηεξν 

πξφβιεκα. Γηα ην ιφγν απηφ ζεσξνχκε ηε κε ζηαζεξή  Μαξθνβηαλή αιπζίδα κε 

απζαίξεηε αξρηθή ηηκή x1  θαη ζεσξνχκε αλαδξνκηθά : 

                        
n 1 n n nx x  (y  )                        n = 1,2,…. 

κε αn  αθνινπζία ζεηηθψλ ζηαζεξψλ πνπ ηθαλνπνηεί ηελ εμήο αληζφηεηα: 

0 <    
  

    < ∞ 

4.4.3  Πνιπζηαδηαθνί ρεδηαζκνί  

ηηο πην πξαθηηθέο πεξηπηψζεηο, επηιέγνπκε έλα πνιπζηαδηαθφ ζρεδηαζκφ 

παξά έλα δηαδνρηθφ αθνχ νη ελεκεξψζεηο ηεο δηαδηθαζίαο κε θάζε λέα παξαηήξεζε 

κπνξεί λα κελ είλαη εθηθηέο. Δθαξκνγή ηέηνηνπ ηχπνπ είλαη ε Φάζε Η ζε θιηληθέο 

κειέηεο (Storer 1989)  φπνπ ζηφρνο είλαη ν ππνινγηζκφο ηεο κέγηζηεο ππνθεξηήο 

δφζεο ελφο λένπ θαξκάθνπ. 

  Απφ θιηληθήο απφςεσο, ν βέιηηζηνο ζρεδηαζκφο είλαη απηφο πνπ θαζνξίδεη ηε 

δφζε ζηελ νπνία ζηακαηάεη ε δνθηκή.  Aξρηθά, ν Storer εηζάγεη  ηέζζεξηο 

ζρεδηαζκνχο κε έλα ζηάδην ελψ αξγφηεξα πξνηείλεη δπν ζρεδηαζκνχο κε δπν ζηάδηα. 

 4.4.4 Μπεϋδηαλνί ρεδηαζκνί θαη Πξνβιήκαηα  

Ζ ρξήζε Μπευδηαλψλ ζρεδηαζκψλ ζηα GLM είλαη κηα ππνζρφκελε κέζνδνο 

απνθπγήο  ηνπ πξνβιήκαηνο εμάξηεζεο ησλ παξακέηξσλ ηνπ ζρεδηαζκνχ . Μηα ιχζε 

ηνπ πξνβιήκαηνο απηνχ είλαη ε ρξήζε πεηξάκαηνο κε ζπγθεθξηκέλν αξηζκφ 

ππνζέζεσλ γηα ηηο παξακέηξνπο νδεγψληαο ζε έλα ηνπηθφ βέιηηζην ζρεδηαζκφ 

(Chernoff, 1953).  

Άιιε πξνηεηλφκελε θπζηθή κέζνδνο είλαη λα εθθξάζνπκε ηελ αβεβαηφηεηα 

ησλ παξακέηξσλ κέζσ κηαο εθ ησλ πξνηέξσλ θαηαλνκήο  ησλ παξακέηξσλ  (Βνx and 

Lucas, 1959).  Σν Μπευδηαλφ πξφβιεκα ζρεδηαζκψλ γηα θαλνληθά γξακκηθά κνληέια 
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έρεη ζπδεηεζεί απφ ηνπο Owen (1970), Βrooks (1972, 1974, 1976, 1977), Chaloner 

(1984), Pilz (1991) θαη DasGupta(1996). Οη Αtkinson and Haines(1996) 

επηθεληξψλνληαη ζε ηνπηθνχο θαη Μπευδηαλνχο ζρεδηαζκνχο  γηα κε γξακκηθά 

γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια. 

Σα Μπευδηαλά θξηηήξηα ζρεδηαζκψλ  βαζίδνληαη θπξίσο ζε θαλνληθέο 

πξνζεγγίζεηο εθ ησλ πξνηέξσλ θαηαλνκψλ ηνπ δηαλχζκαηνο παξακέηξσλ β. Ζ πην 

θνηλή κνξθή ηέηνηαο θαλνληθήο πξνζέγγηζεο δειψλεη φηη  ππφ θαλνληθέο ζπλζήθεο ε 

εθ ησλ πξνηέξσλ θαηαλνκή ηνπ β είλαη : 

                                               1( ,[ ( ,   ) ) ]N nI     

κε       ηελ εθηηκήηξηα Μεγίζηεο Πηζαλνθάλεηαο ηνπ β θαη γηα νπνηεζδήπνηε 

κεηξήζεηο  μ ν αλακελφκελνο πίλαθαο πιεξνθνξίαο Fischer  δειψλεηαη σο Η(β , μ). 

  Δπίζεο ππνζέηνπκε φηη νη κεηξήζεηο ηνπ ζρεδηαζκνχ μ  βάδνπλ ζρεηηθέο 

ζηάζκεο ( p1, p2,…., pn) ζε k δηαθξηηά ζεκεία ( x1, x2,…., xn) αληίζηνηρα κε    
 
    =1 

Πξψην θξηηήξην αλάινγν ηνπ D βέιηηζηνπ ειέγρνπ είλαη : 

1( ) [ log det I( , )]      

Mεγηζηνπνίεζε απηήο ηεο εμίζσζεο  είλαη ηζνδχλακε κε κεγηζηνπνίεζε ηεο 

αλακελφκελεο αχμεζεο ηεο πιεξνθνξίαο Shannon ή κεγηζηνπνίεζε ηεο 

αλακελφκελεο Kullback-Leibler απφζηαζεο κεηαμχ ηεο εθ ησλ πξνηέξσλ θαη ηεο εθ 

ησλ πζηέξσλ θαηαλνκήο (Lindley, 1965; DeGroot, 1986; Bernardo, 1979). 

Σν επφκελν θξηηήξην είλαη ελδηαθέξνλ  φηαλ ε κφλε πνζφηεηα πξνο 

ππνινγηζκφ είλαη ζπλάξηεζε ηνπ β  αο πνχκε h(β). ε ηέηνηεο πεξηπηψζεηο ε 

αζπκπησηηθή δηαθχκαλζε πνπ πξνέξρεηαη απφ ηε Μέγηζηε Πηζαλνθάλεηα ηνπ h(β) 

είλαη : 

     
1

c     ,  c   


    

φπνπ ην i-νζηφ ζηνηρείν ηνπ c (β) είλαη    (β) = 
      

    
.To Μπευδηαλφ θξηηήξην c- 

βειηηζηνπνίεζεο πξνζεγγίδεη  ηελ εθ ησλ πζηέξσλ αλακελφκελε ρξεζηκφηεηα σο : 
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1

2    [c     ,  c  ]       


     
 

Αλ θάπνηνο ελδηαθέξεηαη λα ππνινγίζεη δηάθνξεο ζπλαξηήζεηο ηνπ β κε πηζαλφηεηα 

δηαθνξεηηθέο ζηάζκεο ζπλδεδεκέλεο ζε απηέο  θαη αλ Β(β) είλαη ην ζηαζκηζκέλν κέζν 

ησλ μερσξηζηψλ πηλάθσλ ηεο κνξθήο c (β)c (β)
Σ 

ηφηε ην θξηηήξην πξνο κεγηζηνπνίεζε 

είλαη : 

                                             
1

3   { tr    ,  }        


        

Oη ζπλαξηήζεηο c (β), Β(β) κπνξεί λα κελ εμαξηάηαη απφ ην β αλ ζεσξήζνπκε 

κφλν γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο ηνπ β. Άιινη ζρεδηαζκνί θξηηεξίσλ πνπ κπνξνχλ λα 

ζπζρεηηζηνχλ κε ηελ Μπευδηαλή πξννπηηθή ζπλαληψληαη ζηνπο Σsukawa (1972, 

1980), Zacks (1977), Pronzato and Walter(1987). Όκσο δελ είλαη γλσζηφ πφζν θαιά 

ηα Μπευδηαλά θξηηήξηα έρνπλ κεγάιε ρξεζηκφηεηα ζε κηθξά δείγκαηα. Μεξηθά 

παξαδείγκαηα παξνπζηάδνληαη ζηνπο Αtkinson et al (1993), Clyde (1993), Sun, 

Tsutakawa and Lu (1996). 

ηε ζπλέρεηα αλαιχνπκε δηάθνξα πξνβιήκαηα ησλ Μπευδηαλψλ ζρεδηαζκψλ.  

Α. Μνληέια κε πνιιέο απνθξίζεηο  

Οη Draper θαη Ζunter (1967) ζεψξεζαλ κε γξακκηθά πεηξάκαηα κε πνιιέο 

απνθξίζεηο θαη πηνζέηεζαλ ηνπηθνχο βέιηηζηνπο  ή δηαδνρηθνχο ζρεδηαζκνχο σο βάζε 

ησλ ζρεδηαζκψλ. Όκσο, ηα πεηξάκαηα κε πνιιέο απνθξίζεηο γηα GLM βάζεη 

Μπευδηαλψλ ζρεδηαζκψλ δελ έρνπλ αλαπηπρζεί αξθεηά. 

Οη Hatzis θαη Larntz (1992) ζεσξνχλ κε γξακκηθά πεηξάκαηα κε πνιιέο 

απνθξίζεηο κε  θαηαλνκή πηζαλφηεηαο γηα ηηο απνθξίζεηο πνπ αθνινπζνχλ ηπραίεο 

Pνisson δηαδηθαζίεο. Θεσξνχλ ηνπηθνχο D βέιηηζηνπο ζρεδηαζκνχο πνπ 

ειαρηζηνπνηνχλ ηε γεληθεπκέλε δηαθχκαλζε ησλ εθηηκεηξηψλ ησλ παξακέηξσλ γηα 

ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ. 

πδεηνχλ, επίζεο ηελ πεξίπησζε φπνπ ηνπο ελδηαθέξεη κηα ππννκάδα ησλ 

παξακέηξσλ κε απνηέιεζκα ηε ρξήζε ηνπηθψλ DS βέιηηζησλ θξηηεξίσλ. 

Υξεζηκνπνηνχλ έλα γεληθεπκέλν αιγφξηζκν καδί κε ηνλ αιγφξηζκν Simplex  ησλ 

Νelder θαη Mead (1965). 
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H απφθηεζε  Μπευδηαλψλ βέιηηζησλ ζρεδηαζκψλ γηα κε γξακκηθά πεηξάκαηα 

κε πνιιέο απνθξίζεηο ζέηεη θάπνηεο ππνινγηζηηθέο πξνθιήζεηο κηαο θαη πξέπεη λα 

γίλεη  αξηζκεηηθή νινθιήξσζε ζε κεγαιχηεξνπο ρψξνπο δηαζηάζεσλ. 

Β. Γηαδνρηθά Μπεϋδηαλά Μνληέια 

Ο Ridout (1995) ζεσξεί έλα κνληέιν αξαίσζεο γηα ηε δπαδηθή απφθξηζε ζε έλα 

πείξακα ζπνξάο. Τπνζέζεηο ηνπ Ridout είλαη: 

 n δείγκαηα ζπνξάο  

 ην i-νζηφ δείγκα (i = 1,2,3,….,n) λα πεξηέρεη xi ζπφξνπο  

 θέξνπλ δπαδηθή  κεηαβιεηή απφθξηζεο yi κε ηηκέο 0 αλ ην δείγκα είλαη 

ειεχζεξν κνιχλζεσλ  θαη 1 ζηελ αληίζεηε πεξίπησζε  

 πi = P ( κε ην i-νζηφ δείγκα ειεχζεξν κφιπλζεο) 

 ζ = αλαινγία κνιπζκέλσλ ζπφξσλ ηνπ δείγκαηνο 

 γηα ηελ απφθξηζε yi ηζρχεη yi ~ Bernoulli ( πi ) κε πi = 1 –         i = 1,2,…,n 

 O ζπγγξαθέαο εηζάγεη ηελ παξάκεηξν ι = log {- log(1-ζ)} θαη ηα θξηηήξηα 

ζρεδηαζκνχ βαζίδνληαη ζε εθηηκήζεηο  ησλ ζρέζεσλ ηεο πιεξνθνξίαο Fischer γηα ην 

ι. ρεδηαζκνί κε έλα ζηάδην θαη ηξία ζηάδηα αληίζηνηρα αλαπηχρζεθαλ θαη 

ζπγθξίζεθαλ κεηαμχ ηνπο φηαλ ηα δείγκαηα είλαη κηθξά. Οη ζρεδηαζκνί κε ηξία 

ζηάδηα βξέζεθαλ πην απνηειεζκαηηθνί απφ απηνχο κε έλα ζηάδην. 

Γ. Αξηζκόο Σεκείωλ  

ηνπο θιαζηθνχο ζρεδηαζκνχο ππάξρεη έλα αλψηεξν φξην ζεκείσλ ελφο 

βέιηηζηνπ ζρεδηαζκνχ απφ ην Θεψξεκα ηνπ Καξαζενδσξή. Οη D βέιηηζηνη 

ζρεδηαζκνί  έρνπλ ηφζα ζεκεία φζα θαη νη άγλσζηεο  παξάκεηξνη ηνπ κνληέινπ κε 

ίζεο ζηάζκεο ζε θάζε ζεκείν (Silvey, 1980; Pukelsheim, 1993). Σν κφλν 

κεηνλέθηεκα είλαη φηη δελ ππάξρνπλ αξθεηά ζεκεία πνπ λα επηηξέπνπλ ηνλ έιεγρν 

θαηαιιειφηεηαο ηνπ κνληέινπ. Απηά ηα αλψηεξα φξηα εθαξκφδνληαη ζηα ηνπηθά 

βέιηηζηα θξηηήξηα θαη ζηα  Μπευδηαλά  βέιηηζηα θξηηήξηα γηα γξακκηθά κνληέια. Γηα 

κε γξακκηθά κνληέια κε ζπλερή εθ ησλ πξνηέξσλ θαηαλνκή δελ ππάξρεη αληίζηνηρν 

άλσ θξάγκα. Γηα ηα πεξηζζφηεξα θνίια  θξηηήξηα βειηηζηνπνίεζεο αλ ππάξρνπλ k 

ζεκεία ηεο εθ ησλ πξνηέξσλ θαηαλνκήο  ηφηε ππάξρεη Μπευδηαλφο βέιηηζηνο 
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ζρεδηαζκφο κε k
p(p+1)/2

  δηαθνξεηηθά ζεκεία (Dette and Neugebauer, 1996) κε p  λα 

είλαη ν αξηζκφο ησλ παξακέηξσλ . 

Γ. Δπαηζζεζία ωο πξνο ηηο πξνεγνύκελεο θαηαλνκέο 

Δπξσζηία ηνπ ζρεδηαζκνχ  σο πξνο ηελ πξνεγνχκελε θαηαλνκή είλαη κηα 

επηζπκεηή ηδηφηεηα. Αλαπηχρζεθε απφ ηνπο DasGupta and Studden (1991) , 

DasGupta, Mukhopadhyay and Studden (1992) , Toman and Gastwirth (1993, 1994) 

έλα πιαίζην γηα εχξσζηνπο πεηξακαηηθνχο ζρεδηαζκνχο ζηα γξακκηθά κνληέια. 

Όκσο, ρξεηάδνληαη πξνζπάζεηεο γηα ηελ πξφηαζε ελφο εχξσζηνπ Μπευδηαλνχ 

πεηξακαηηθνχ ζρεδηαζκνχ γηα κε γξακκηθά κνληέια θαη γηα GLM. 

Δ. Σηαηηζηηθά παθέηα 

Ζ εχξεζε βέιηηζησλ Μπευδηαλψλ βέιηηζησλ ζρεδηαζκψλ γηα κε γξακκηθά 

πξνβιήκαηα κε πνιιέο παξακέηξνπο  είλαη πνιχ δχζθνιε θαη κπνξεί λα  απνθηεζεί 

κφλν αξηζκεηηθά. Ωζηφζν γηα ηζηνξηθνχο ιφγνπο αλαθέξνπκε ηηο παξαθάησ 

εκεξνκελίεο. 

 Σν 1988 νη Chaloner θαη Larntz έθαλαλ ηελ πξψηε πξνζπάζεηα πξνο απηή ηελ 

θαηεχζπλζε εηζάγνληαο FORTRAN77 πξνγξάκκαηα γηα ηνπο Μπευδηαλνχο 

βέιηηζηνπο ζρεδηαζκνχο γηα ηε ινγηζηηθή παιηλδξφκεζε κε κηα 

επεμεγεκαηηθή κεηαβιεηή.  

 Σν 1997 νη Spears, Brown θαη Atkinson παξνπζίαζαλ ην πξφγξακκα SINGLE 

κε ηελ ινγηζηηθή αιιά θαη ηελ log-log ζπλάξηεζε ζχλδεζεο. 

 Σν 1998 νη Smith θαη Ridout παξνπζίαζαλ κηα βειηησκέλε εθδνρή ηνπ 

πξνγξάκκαηνο ηνπο κε ηελ νλνκαζία DESIGNV1 κε κηα κεγαιχηεξε πνηθηιία 

ζπλαξηήζεσλ ζχλδεζεο εθηφο ηεο ινγηζηηθήο. 

Σν 2003 νη Smith θαη Ridout παξνπζίαζαλ ην ινγηζκηθφ DESIGNV2 κε δπν 

επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο 

4.5 Δηδηθή Πεξίπηωζε : Πεξηζζόηεξεο από κηα Δπεμεγεκαηηθέο Μεηαβιεηέο 

Oη Αtkinson et al (1995) ππνζέηνπλ έλα πείξακα δφζεο –απφθξηζεο φηαλ 

αξζεληθά θαη ζειπθά έληνκα  αληηδξνχλ δηαθνξεηηθά βάζεη ηνπ κνληέινπ : 

log( (x,z) /  1  (x,z) )    x  z          
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κε π(x ,z) λα είλαη ε πηζαλφηεηα ζαλάηνπ ηνπ εληφκνπ κε δφζε x θαη z είλαη 0 γηα ηα 

αξζεληθά θαη 1 γηα ηα ζειπθά ππνζέηνληαο φηη ε αλαινγία αξζεληθψλ θαη ζειπθψλ 

είλαη ίζε. Όζν κεγαιχηεξνο είλαη ν δηαρσξηζκφο κεηαμχ ησλ δπν νκάδσλ ηφζν 

πεξηζζφηεξν πξνηηκψληαη νη ηνπηθνί D- βέιηηζηνη ζρεδηαζκνί.  

Δπίζεο, ζεσξνχλ κηα Μπευδηαλή εθδνρή ηνπ πξνβιήκαηνο απηνχ 

επηβάιινληαο θαλνληθή θαηαλνκή κε ηξεηο παξακέηξνπο θαη ζεκεηψλνπλ φηη ν 

ζρεδηαζκφο είλαη αθκαίνο  ζε ζρέζε κε ηελ αβεβαηφηεηα ησλ παξακέηξσλ. 

Οη Sitter θαη Σνrsney (1995) ζεσξνχλ ηνπηθνχο  D βέιηηζηνπο ζρεδηαζκνχο  

φηαλ ην κνληέιν πεξηέρεη δπν πνζνηηθέο κεηαβιεηέο . Οη Βurridge θαη Sebastiani 

(1992) ζεσξνχλ έλα γεληθεπκέλν γξακκηθφ κνληέιν κε δπν κεηαβιεηέο θαη έλα 

γξακκηθφ πξνγλσζηηθφ ηεο κνξθήο 1 2 x x    θαη απνθηνχλ ηνπηθνχο D- 

βέιηηζηνπο ζρεδηαζκνχο .  

Οη Βurridge θαη Sebastiani (1994)  απνθηνχλ ηνπηθνχο D- βέιηηζηνπο 

ζρεδηαζκνχο γηα ηα  γεληθεπκέλα γξακκηθά κνληέια φηαλ νη παξαηεξήζεηο έρνπλ 

δηαθπκάλζεηο αλάινγεο ηνπ ηεηξαγψλνπ ηνπ κέζνπ ελψ επηηξέπνπλ νπνηνδήπνηε 

αξηζκφ πηζαλψλ πξνγλσζηηθψλ. Παξφια απηά, ηα απνηειέζκαηα ηνπο πεξηνξίδνληαη 

ζε ζπλαξηήζεηο ζχλδεζεο δχλακεο. Απνδεηθλχνπλ φηη ππφ νξηζκέλεο ζπλζήθεο ησλ 

παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ ε κεηαηξνπή “ελφο παξάγνληα θάζε θνξά” είλαη D-

βέιηηζηνο ζρεδηαζκφο. 

Δπίζεο, δηεμάγνπλ κηα αξηζκεηηθή κειέηε γηα λα ζπγθξίλνπλ ηηο 

απνδνηηθφηεηεο ησλ θιαζηθψλ παξαγνληηθψλ ζρεδηαζκψλ κε ηνπο βέιηηζηνπο 

ζρεδηαζκνχο θαη ζπληζηνχλ θάπνηνπο απνδνηηθνχο ζπκβηβαζηηθνχο ζρεδηαζκνχο.    

Οη Sebastiani θαη Settimi (1998) απνθηνχλ D-βέιηηζηνπο ζρεδηαζκνχο γηα κηα 

πνηθηιία κε γξακκηθψλ κνληέισλ κε έλαλ απζαίξεην αξηζκφ ζπληειεζηψλ  ππφ 

ζπγθεθξηκέλεο ζπλζήθεο ζηνλ Fisher  πίλαθα  πιεξνθνξίαο. 

ην πην πξφζθαην άξζξν ησλ Smith θαη Ridout (2003) νη βέιηηζηνη 

Μπευδηαλνί ζρεδηαζκνί απνθηψληαη γηα βην-δνθηκαζίεο κε δπν παξάιιειεο ζρέζεηο 

δφζεο-απφθξηζεο φπνπ ην θχξην ελδηαθέξνλ είλαη ζηνλ ππνινγηζκφ ηεο 

δξαζηηθφηεηαο ελφο ηεζη λαξθσηηθψλ ή  ελφο ηεζη ρξήζεο νπζηψλ. Σν κνληέιν πνπ 

ζεσξείηαη ζηελ πεξίπησζε απηή είλαη : 
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(x,z) F(    (x  z) )         

κε z λα παίξλεη ηηο ηηκέο 0 θαη 1 γηα ηηο δπν νπζίεο θαη F
-1

 ε ζπλάξηεζε ζχλδεζεο θαη 

ξ παξάκεηξνο.  

Γηα λα απνδείμνπλ ηνπο ηζρπξηζκνχο ηνπο νη Smith θαη Ridout (2003) 

ρξεζηκνπνηνχλ κηα νκάδα δεδνκέλσλ απφ ηνλ Αshton (1972, p. 79) πνπ παξέρεη ηνλ 

αξηζκφ ησλ παξαζηηηθψλ ησλ ρξπζάλζεκσλ πνπ ζθνηψλνληαη απφ δηαθνξεηηθέο 

δφζεηο δπν νπζηψλ.  

Οη Smith θαη Ridout (2005) εθαξκφδνπλ ηελ ζεσξία ηνπο ζε 

πνιχπαξακεηξηθά πξνβιήκαηα δφζεο-απφθξηζεο γηα λα απνθηήζνπλ Μπευδηαλνχο 

βέιηηζηνπο ζρεδηαζκνχο ζε έλα δπαδηθφ κνληέιν δφζεο-απφθξηζεο κε ηξεηο 

παξακέηξνπο  κε παξάκεηξν ηνλ έιεγρν ζλεζηκφηεηαο. ε πεξηπηψζεηο βην-

δνθηκαζίαο φπνπ ε απφθξηζε είλαη ζπρλά ν ζάλαηνο, φκσο ν ζάλαηνο κπνξεί λα 

πξνέξρεηαη απφ θπζηθά αίηηα. Σν κνληέιν πνπ παξνπζίαζαλ ην 2005 ,πνπ 

πεξηιακβάλεη ηνλ έιεγρν ζλεζηκφηεηαο ζε έλα κνληέιν δφζεο- απφθξηζεο , είλαη : 

 (x)    1 F[  (x  ) ]            

κε ι παξάκεηξν ειέγρνπ ζλεζηκφηεηαο. 

4.6  Αζπκπηωηηθά απνηειέζκαηα 

Πνιιέο θνξέο γίλεηαη ιφγνο γηα αζπκπησηηθά απνηειέζκαηα ηα νπνία είλαη 

ηθαλνπνηεηηθά ζηηο πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο ηεο θαζεκεξηλφηεηαο καο ζηηο νπνίεο 

γίλεηαη ρξήζε ησλ GLM. Ωζηφζν, δελ είλαη εχθνιν λα κειεηήζνπκε φιεο ηηο 

θαηαλνκέο, ηηο ζπλαξηήζεηο ζχλδεζεο θαη ηα κεγέζε ηνπ δείγκαηνο. Αξρηθά, ζα 

κειεηήζνπκε ηελ θαηαζθεπή δηαζηεκάησλ εκπηζηνζχλεο κε ηε κέζνδν ηνπ Wald γηα 

ηε κέζε απφθξηζε ζε πεξηπηψζεηο κε 8,16,32 επαλαιήςεηο.  

Τπελζπκίδνπκε φηη ην δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο γηα ηε κέζε απφθξηζε ζην ζεκείν  

x0΄= [1,x10, x20,…..xk0] είλαη: 

                                      
1 1 1

0 /2 0 0 ( ) )] [  ΄g x ΄b z x D΄V D x

                                                                   

φπνπ g: ζπλάξηεζε ζχλδεζεο . 
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Τπάξρεη φκσο θαη άιινο ηξφπνο λα αλαπηχμνπκε έλα Wald δηάζηεκα 

εκπηζηνζχλεο γηα ηε κέζε απφθξηζε ζηα GLM. Τπελζπκίδνπκε φηη ζηελ  ζεσξία  

θαλνληθήο γξακκηθήο παιηλδξφκεζεο  ην δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο ζην Δ(y/ x= x0) γηα 

κνληέιν κε p παξακέηξνπο δίλεηαη σο εμήο :  

1

0 /2, 0 0( )      ( ) )n px s x X΄Xy t ΄ x




                               (4.18) 

Οη Myers θαη Montgomery (1997) παξνπζηάδνπλ κηα αλάινγε έθθξαζε γηα ηα  

GLM. To αζπκπησηηθφ 100(1-α) % δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο ηεο κέζεο απφθξηζεο ζην 

ζεκείν x0 είλαη : 

                                                                 
1 1

0 /2 0 0( )    ( ) )z d ΄ dx D΄V D                                     (4.19) 

φπνπ D  είλαη πίλαθαο κε i-νζηή ζεηξά  ( 
    

  
)΄, V= diag {var(  )},d0 είλαη ην δηάλπζκα 

ησλ παξαγψγσλ απηψλ ζην ζεκείν x0  θαη         ε εθηίκεζε ηεο κέζεο απφθξηζεο 

ζην ζεκείν x0.  

Απφ ηνπο McCullagh θαη Nelder (1989,p. 28) ε κνξθή ηεο Πηζαλνθάλεηαο γηα 

ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή είλαη : 

     L   { (y  – b  ) /   c(y; ) }        

κε κ = b΄(ζ) θαη var(y) = b΄΄(ζ) α(θ) . Γηα ηε ζχλδεζε ηεο κνξθήο g (κ)  = x΄β έρνπκε 

    = g
-1

(x΄b) φπνπ b είλαη ε εθηηκήηξηα κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο. Γεληθά, ην κ είλαη κε 

γξακκηθή ζπλάξηεζε ηνπ β. Ο πίλαθαο πιεξνθνξίαο είλαη: 

                                                   1( ) D V D         ΄    

ελψ απφ ηελ εθζεηηθή θαηαλνκή γλσξίδνπκε φηη   
    

  
  

  

  
 

  

    
 x  ε νπνία ζρέζε δίλεη 

φηη   D V  /     . 

 Έηζη  
1 X΄ΓVΓΥ '

[α(θ)]2
 D V D  

[α(θ)]2
΄

WX 
   κε πίλαθα 

'  

i

i
x






  .  

Γηα ηελ θαλνληθή ζχλδεζε ζ = x΄β έρνπκε
'

[α(θ)]
b  

2
 ( )  

VX



 . 
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Γηα ην δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο ηνπ κ(x0) πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε 

κέζνδν Γέιηα γηα λα πξνζεγγίζνπκε ηε var (      ) . H κέζνδνο Γέιηα  επηηξέπεη ηελ 

πξνζέγγηζε ηεο δηαθχκαλζεο κηαο πνζφηεηαο πνπ είλαη κε γξακκηθή ζπλάξηεζε 

ηπραίσλ κεηαβιεηψλ κε άγλσζηεο δηαθπκάλζεηο . Ζ        είλαη κε γξακκηθή 

ζπλάξηεζε ησλ εθηηκεηξηψλ αγλψζησλ παξακέηξσλ b έηζη ε δηαθχκαλζε ηεο είλαη: 

                                            0 00var [  ]=d ΄var b  )  ( d  x  

κε d0 = 
       

  
  θαη var(   ) ηζνχηαη κε ηνλ αζπκπησηηθφ πίλαθα δηαθχκαλζεο – 

ζπλδηαθχκαλζεο ηνπ b πνπ δίλεηαη σο εμήο: I(b)
-1

= (D΄V
-1

D)
-1

 . H αζπκπησηηθή 

θαηαλνκή 

0

1

0

0

1

0

 

d (́D΄V

( )

D)

( )

 d

x x 
 


 

αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή N(0,1) θαη έηζη ην 100(1-α)% δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο ηνπ 

κ(  ) είλαη : 

1 1

0 /2 0 0 ( ) ) )   (x z Dd ΄ V d΄ D    

Λφγσ ηνπ θαλφλα αιπζίδαο αιιά θαη ησλ ζρέζεσλ ηεο εθζεηηθήο θαηαλνκήο έρνπκε: 

( ' ) λar(y)Γx 

( ' ) ( )

x

x a

   

    

   
 

   
 

Γηα ηελ θαλνληθή ζχλδεζε δ=1 θαη
1 1 1 2D    (D΄V D) (X΄VX) [ ( )]    

( )

VX
a

a




    ,  

0
0

λar(y
d

)x

( )a 
 . ΄Δηζη, έρνπκε ην δηάζηεκα εκπηζηνζχλεο : 

1 1

0 /2 0 0 0   ( ) var( (  ) ) )x ΄x z y D΄V D x    

ηα GLM ζεκαληηθφ ξφιν παίδεη ε επηινγή ηεο ζπλάξηεζεο ζχλδεζεο. ηηο 

πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο επηιέγεηαη ε θαλνληθή ζχλδεζε  πηζαλφηαηα γηα επθνιία 

ζηελ επεμήγεζε ησλ απνηειεζκάησλ. Ωζηφζν, ζε άιιεο πεξηπηψζεηο κπνξεί λα κελ 

είλαη ηφζν εκθαλήο ε επηινγή ηεο θαηάιιειεο ζπλάξηεζεο ζχλδεζεο. Γηα ην ιφγν 
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απηφ  πξέπεη λα αλαινγηζηνχκε ηελ επίδξαζε ηεο επηινγήο ιαλζαζκέλεο  ζπλάξηεζεο 

ζχλδεζεο  ζηα δηαζηήκαηα εκπηζηνζχλεο αιιά θαη ηελ αθξίβεηα. 

Έλα παξάδεηγκα ηέηνηνπ ηχπνπ είλαη  έλα πείξακα φπνπ ε απφθξηζε είλαη 

δπσλπκηθή κεηαβιεηή. Θα δνχκε ηελ επίδξαζε ηεο θαλνληθήο ζχλδεζεο αιιά θαη ηεο 

ινγηζηηθήο ζχλδεζεο. Γηα λα πξνζνκνηάζνπκε ηελ θαηάζηαζε απηή επηιέγνπκε έλα 

2
2
 παξαγνληηθφ ζρεδηαζκφ. Γηα ην θαλνληθφ κνληέιν Lewis, Montgomery, Myers 

(2001b) επηιέγνπλ κi= g
-1

(xi΄β) = g
-1

(10 + 5xi1 + 3xi2 ). Αληί ηεο εθαξκνγήο ηεο 

ζσζηήο ζπλάξηεζεο ζχλδεζεο ρξεζηκνπνηείηαη ην κνληέιν κε ηε ινγηζηηθή ζχλδεζε. 

Σν πείξακα δηεμήρζε 5000 θνξέο γηα n = 8,16,32 θαη ηα απνηειέζκαηα ηνπ θαίλνληαη 

ζηνλ παξαθάησ πίλαθα. 

Επαναλήτειρ Συζηή ζςνάπηηζη 

ζύνδεζηρ 

Λάθορ ζςνάπηηζη 

ζύνδεζηρ 

8 95.48% 81.24% 

16 93.98% 69.54% 

32 94.51% 53.58% 

 

Ζ ρξήζε ηεο ιάζνο ζπλάξηεζεο ζχλδεζεο νδεγεί ζε ειάηησζε θάιπςεο αλ 

θαη ν αξηζκφο ησλ επαλαιήςεσλ απμάλεηαη δει. θαζψο απμάλνληαη νη επαλαιήςεηο 

ηα δηαζηήκαηα εκπηζηνζχλεο γίλνληαη κηθξφηεξα θαη πεξηνξίδνληαη γχξσ απφ ηε 

ιάζνο κέζε ηηκή.  

Γεληθφηεξα, ηα δηαζηήκαηα εκπηζηνζχλεο παξέρνπλ κηα πην απνηειεζκαηηθή 

κέζνδν γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο κέζεο απφθξηζεο ζπγθεθξηκέλνπ κνληέινπ  αιιά  

δηεπθνιχλνπλ θαη ηηο ζπγθξίζεηο κεηαμχ ησλ δηαθνξεηηθψλ κνληέισλ. Μεγάιε 

ζεκαζία ζηελ πξνζαξκνγή ηνπ κνληέινπ παίδεη ε επηινγή ηεο ζπλάξηεζεο ζχλδεζεο. 

Αλαθέξακε ήδε φηη ε επηινγή  ιαλζαζκέλεο ζπλάξηεζεο ζχλδεζεο  νδεγεί ζε 

ειάηησζε θάιπςεο.  

Δπίζεο, ζηελ πξαγκαηηθφηεηα ηηο πεξηζζφηεξεο θνξέο επηιέγεηαη ε ιάζνο 

ζπλάξηεζε ζχλδεζεο.  Παξφια απηά, ηα απνηειέζκαηα ηεο αλάιπζεο δίλνπλ έλα 

ηθαλνπνηεηηθφ κνληέιν ππνδειψλνληαο φηη ε θάιπςε είλαη θνληά ζηελ πξαγκαηηθή 
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άζρεηα κε ην αλ ην κνληέιν είλαη ην ζσζηφ ή φρη π.ρ. ε αλάιπζε ηεο γάκκα 

θαηαλνκήο απφθξηζεο ζπρλά αλέρεηαη ηελ θαθψο πξνζδηνξηδφκελε ζπλάξηεζε 

ζχλδεζεο. 

4.7  GLM, Πεηξάκαηα Κξεζαξίζκαηνο θαη Μεηαζρεκαηηζκνί Γεδνκέλωλ 

Οη 2
k
 παξαγνληηθνί θαη 2

k-p
 θιαζκαηηθνί παξαγνληηθνί ζρεδηαζκνί  

ρξεζηκνπνηνχληαη επξέσο σο πεηξάκαηα θξεζαξίζκαηνο (screening experiments) γηα 

ηελ εχξεζε ηεο νκάδαο ησλ παξαγφλησλ κε ηε κεγαιχηεξε επίδξαζε ζηελ απφθξηζε. 

  Μηα ηππηθή πξνζέγγηζε ησλ 2
k 

ζρεδηαζκψλ ζε έλα πείξακα θξεζαξίζκαηνο 

είλαη ν ζρεδηαζκφο ησλ εθηηκεηξηψλ ησλ επηδξάζεσλ (ή ησλ εθηηκεηξηψλ ησλ 

ζπληειεζηψλ ηνπ κνληέινπ b) ζε έλα γξαθηθφ έιεγρν ηεο ππφζεζεο ηεο 

θαλνληθφηεηαο ησλ ππνινίπσλ (normal probability plot).  

H πξνζέγγηζε απηή είλαη αξθεηά απνδνηηθή  αθνχ νη εθηηκήηξηεο έρνπλ ίζεο 

δηαθπκάλζεηο θαη είλαη αζπζρέηηζηεο. ηα GLM, νη ζπληειεζηέο ηνπ κνληέινπ δελ 

είλαη γεληθά αζπζρέηηζηνη θαη δελ έρνπλ ίζεο δηαθπκάλζεηο. Παξφια απηά έλαο 

γξαθηθφο έιεγρνο ηεο ππφζεζεο ηεο θαλνληθφηεηαο ησλ ππνινίπσλ δηαηξνχκελσλ κε 

ηα ηππηθά ζθάικαηα ζπρλά πξνζθέξεη ρξήζηκε θαζνδήγεζε γηα ηελ επηινγή ησλ 

ελεξγψλ παξαγφλησλ εθηφο αλ νη ζπζρεηίζεηο ησλ εθηηκεηξηψλ είλαη πνιχ κεγάιεο. 

Όπσο είδακε πξηλ ππάξρνπλ κεηαζρεκαηηζκνί πνπ εθαξκφδνληαη ζηελ 

απφθξηζε y κε ζθνπφ ηελ ζηαζεξνπνίεζε ηεο δηαθχκαλζεο .ε άιιεο πεξηπηψζεηο 

ρξεζηκνπνηείηαη κεηαζρεκαηηζκφο φηαλ ηα ηπραία ζθάικαηα δελ αθνινπζνχλ ηελ 

θαλνληθή θαηαλνκή ή φηαλ ε δηαθχκαλζε είλαη ζπλάξηεζε ηνπ κέζνπ. Ωζηφζν, δελ 

πξέπεη λα ζπγρένληαη νη κεηαζρεκαηηζκνί κε ηηο ζπλαξηήζεηο ζχλδεζεο αθνχ νη 

πξψηνη αθνξνχλ κεηαζρεκαηηζκνχο ησλ δεδνκέλσλ y ελψ νη δεχηεξνη 

κεηαζρεκαηηζκνί ηνπ κέζνπ ηνπ πιεζπζκνχ κ. Πξαθηηθά, πην ρξήζηκνη είλαη νη 

κεηαζρεκαηηζκνί ησλ δεδνκέλσλ. 

Σα πιενλεθηήκαηα θαη ε ππεξνρή ησλ GLM έλαληη ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ 

δεδνκέλσλ ζπλνςίδνληαη σο εμήο: 

 Πξψηνλ, αλ ε απφθξηζε είλαη κε θαλνληθή κπνξεί λα είλαη αδχλαην γηα ηνλ 

ίδην κεηαζρεκαηηζκφ λα δεκηνπξγήζεη ηπραία ζθάικαηα κε θαλνληθή 

θαηαλνκή, λα ζηαζεξνπνηήζεη ηελ δηαθχκαλζε θαη λα νδεγήζεη ζε γξακκηθφ 
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κνληέιν. Γηα ην ιφγν απηφ ηα GLM εθκεηαιιεχνληαη ηελ θαηαλνκή ησλ 

δεδνκέλσλ.  

 Γεχηεξνλ, ε ζηαζεξφηεηα ηεο δηαθχκαλζεο δελ απνηειεί ζέκα γηα ηα GLM 

θαζψο βαζίδνπλ ηελ αλάιπζε ηνπο ζηε θπζηθή δηαθχκαλζε ηεο θαηαλνκήο 

ησλ δεδνκέλσλ . 

 Σξίηνλ, ε επηινγή ζπλάξηεζεο ζχλδεζεο παξέρεη ζηνλ αλαιπηή κεγάιε 

επειημία ζηα κε γξακκηθά κνληέια πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ 

πξνζαξκνγή ησλ δεδνκέλσλ. 

 Σέινο, κε ηα GLM  ν εξεπλεηήο δε ράλεη θαλέλα απφ ηα βαζηθά ζηνηρεία ηεο 

αλάιπζεο  δεδνκέλσλ γξακκηθψλ κνληέισλ. 

4.8  Moληεινπνίεζε Μέζνπ θαη Γηαθύκαλζεο κέζω GLM 

εκαληηθφ πξφβιεκα ζηελ βηνκεραλία απνηειεί ε κνληεινπνίεζε ηνπ κέζνπ θαη 

ηεο δηαθχκαλζεο κηαο δηαδηθαζίαο . Ζ επίιπζε απηνχ ηνπ πξνβιήκαηνο έγθεηηαη ζηε 

ρξήζε GLM κε δπν πξνζεγγίζεηο :  

 φηαλ ππάξρνπλ επαλαιήςεηο  

 φηαλ δελ ππάξρνπλ επαλαιήςεηο , φπνπ ρξεζηκνπνηνχκε ηα ππφινηπα σο βάζε 

γηα ηε κνληεινπνίεζε ηεο δηαθχκαλζεο.  

Ζ χπαξμε επαλαιήςεσλ καο επηηξέπεη λα δεκηνπξγήζνπκε πιεξνθνξίεο γηα ηε 

δηαθχκαλζε αλεμάξηεηα απφ ηε δνκή ηνπ κνληέινπ αθνχ  κπνξνχκε λα 

δεκηνπξγήζνπκε δηαθπκάλζεηο    
  ζηα ζεκεία επαλάιεςεο. Ζ αλάιπζε βαζίδεηαη 

ζηελ θαηαλνκή ησλ δεδνκέλσλ. Παξφια απηά, αλ ηα δεδνκέλα αθνινπζνχλ ηελ 

θαλνληθή θαηαλνκή  ν κέζνο θαη ε δηαθχκαλζε ηνπ δείγκαηνο ζηα ζεκεία 

επαλάιεςεο είλαη αλεμάξηεηα κεηαμχ ηνπο.  

Ζ δηαδηθαζία γηα ηελ θαηαζθεπή  κνληέινπ γηα ην κέζν είλαη ε εμήο : 

 αξρηθά ρξεζηκνπνηνχκε  ηα GLM γηα λα δεκηνπξγήζνπκε έλα κνληέιν γηα ηηο 

δηαθπκάλζεηο 

 έπεηηα, κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην κνληέιν απηφ γηα λα 

δεκηνπξγήζνπκε ηηο θαηάιιειεο ζηάζκεο γηα λα θαηαζθεπάζνπκε ηε 

γεληθεπκέλε κέζνδν ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ 
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 ηέινο, απφ ηε κέζνδν ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ δεκηνπξγνχκε ην θαηάιιειν 

κνληέιν γηα ην κέζν. 

ηελ αληίζεηε πεξίπησζε, ππάξρνπλ δπζθνιίεο γηα ηελ θαηαζθεπή κνληέισλ 

δηαθχκαλζεο. Ζ δπζθνιία απηή έγθεηηαη ζην γεγνλφο φηη ην κνληέιν ηεο δηαθχκαλζεο 

είλαη πνιχ εμαξηψκελν απφ ηελ επηινγή ηνπ θαηάιιεινπ κνληέινπ γηα ην κέζν κηαο 

θαη ε πεγή  ηεο κεηαβιεηφηεηαο είλαη ηα ππφινηπα. 

Γηα ην βαζηθφ κνληέιν δηαθχκαλζεο ζα αζρνιεζνχκε κε ηε γξακκηθή ινγηζηηθή 

δνκή. Γηα πηζαλή ρξήζε ησλ GLM πξέπεη λα ιάβνπκε ππφςε  ην κνληέιν ζθάικαηνο  

   =    -    β θαη ζαλ αξρηθφ ζεκείν ππνζέζηε φηη  

22 ( ) exp( )i i ix΄      

φπνπ 2 2 2( )i i i  . 

Έηζη, ζηελ πεξίπησζε έιιεηςεο επαλαιήςεσλ ην πξφβιεκα εζηηάδεηαη ζηελ 

ηαπηφρξνλε απνηειεζκαηηθφηεηα ησλ εθηηκήζεσλ ησλ ζπληειεζηψλ β ηνπ κνληέινπ 

κέζνπ αιιά θαη ησλ ζπληειεζηψλ γ  ηνπ κνληέινπ δηαθχκαλζεο κέζσ Μέγηζηεο 

Πηζαλνθάλεηαο. Σν κνληέιν ηνπ κέζνπ κπνξεί λα γξαθηεί σο y = Xβ + ε κε var(ε) 

=Vn x n θαη vi = exp (ui΄γ) κε ui ην i-νζηφ ζεη παιηλδξνκήζεσλ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη  

ζην κνληέιν δηαθχκαλζεο.Σν κνληέιν ηεο Μέγηζηεο Πηζαλνθάλεηαο γηα ην β είλαη :   

1 1 1b  (X V X) X V y    ΄ ΄   . 

Αλ θάλνπκε ρξήζε ηνπ ηπραίνπ δηαλχζκαηνο s΄= (   
     

        
  ) έρνπκε κηα 

ζεηξά απφ ηηο αλεμάξηεηεο   
  ηπραίεο κεηαβιεηέο πνπ αθνινπζνχλ ηελ Γάκκα 

θαηαλνκή κε 2 παξακέηξνπο. Ζ εθηηκήηξηα Μεγίζηεο Πηζαλνθάλεηαο γηα ην β 

πεξηέρεη ην γ κέζσ ηνπ πίλαθα V θαη αληίζηνηρα ε εθηηκήηξηα Μεγίζηεο 

Πηζαλνθάλεηαο γηα ην γ  πεξηέρεη ην β κέζσ ησλ εi.  

Γηα ην ιφγν απηφ απαηηείηαη κηα επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία (Αitkin 1987) ε νπνία 

είλαη ε εμήο: 

 ρξεζηκνπνηνχκε ηελ κέζνδν ειαρίζησλ ηεηξαγψλσλ γηα λα απνθηήζνπκε ην b0 

γηα ην κνληέιν κέζνπ     
i i iy x   ΄    
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 ρξεζηκνπνηνχκε ηo b0 γηα λα ππνινγίζνπκε n ππφινηπα '

i 0 i iye x    γηα i = 

1,2,.. 

 ρξεζηκνπνηνχκε ηα   
  σο δεδνκέλα γηα λα πξνζαξκφζνπκε ηε δηαθχκαλζε 

ηνπ κνληέινπ  κε ζπληειεζηέο παιηλδξνκήζεηο u θαη ηε ινγηζηηθή ζχλδεζε κε 

2 παξακέηξνπο. 

 ρξεζηκνπνηνχκε ηηο εθηηκήζεηο ησλ παξακέηξσλ     γηα λα θαηαζθεπάζνπκε 

ηνλ πίλαθα V 

 ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ V κε ηα ζηαζκηζκέλα ειάρηζηα ηεηξάγσλα γηα λα update 

ην b0 ζε b1. 

 πεγαίλνπκε πίζσ ζην βήκα 2 θαη αληηθαζηζηνχκε ην b1 κε ην b0. 

 ζπλερίδνπκε ηηο κεηαηξνπέο. 

 

Ο αιγφξηζκνο απηφο δελ είλαη δχζθνινο λα θαηαζθεπαζηεί θαη είλαη πνιχ 

εχρξεζηνο γηα ηνλ ηαπηφρξνλν ππνινγηζκφ ηνπ κνληέινπ ηνπ κέζνπ θαη ηεο 

δηαθχκαλζεο. Σν κφλν κεηνλέθηεκα ηεο κεζφδνπ απηήο είλαη φηη ε δηαθχκαλζε ηνπ 

κνληέινπ ζα είλαη κεξνιεπηηθή αθνχ ε εθηηκήηξηα Μεγίζηεο Πηζαλνθάλεηαο γηα ην γ 

δελ κεηξάεη γηα ηελ εθηηκήηξηα ηνπ β. Γη’ απηφ ρξεζηκνπνηνχκε ηελ Πεξηνξηζκέλε 

Μέγηζηε Πηζαλνθάλεηα (REMIL).  

4.9  Γπαδηθήο Απόθξηζεο Μνληέια 

Οη  Μπευδηαλνί ζρεδηαζκνί εθηφο ησλ θαλνληθψλ γξακκηθψλ κνληέισλ είλαη 

πνιχ ρξήζηκνη ζε δπαδηθήο απφθξηζεο κνληέια. Οη Tsutakawa (1972, 1980), Οwen 

(1975) θαη Εachs (1977) έρνπλ ζεσξήζεη βέιηηζηνπο ζρεδηαζκνχο  γηα δπαδηθήο 

απφθξηζεο κνληέια ππφ ηελ Μπευδηαλή νπηηθή.  

Πνιιά απφ απηά ηα κνληέια πεξηνξίδνληαη ζε ίζα θαηαλεκεκέλα ζεκεία κε 

ίζεο ζηάζκεο ζε θάζε ζεκείν. Οη βέιηηζηνη ζρεδηαζκνί απνθηψληαη απφ ηελ εθαξκνγή 

ηνπ αιγνξίζκνπ Simplex ησλ Νelder θαη Mead(1965) oη νπνίνη ππνζέηνπλ 

νκνηφκνξθεο εθ ησλ πξνηέξσλ  θαηαλνκέο ησλ παξακέηξσλ θαη αμηνινγνχλ ηελ  

πξνζδνθία ησλ εθ ησλ πξνηέξσλ θαηαλνκψλ κέζσ αξηζκεηηθψλ κεζφδσλ. Μεγάιν 

ελδηαθέξνλ ζηα  δπαδηθήο απφθξηζεο κνληέια  ππάξρεη ιφγσ ηεο ρξήζεο ηνπο ζε βην-

δνθηκαζίεο δφζεο-απφθξηζεο . 
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Οη Εhu, Ahn, Wong (1998) θαη  Εhu,Wong (2001) κειεηνχλ ηνπο βέιηηζηνπο 

ζρεδηαζκνχο γηα ηνλ ππνινγηζκφ δηαθφξσλ πνζνζηψλ ηνπ ινγηζηηθνχ κνληέινπ κε 

δηαθνξεηηθέο ζηάζκεο ην θαζέλα. Πην ζπγθεθξηκέλα, ρξεζηκνπνηνχλ έλα 

αληηθεηκεληθφ θξηηήξην ην νπνίν είλαη ζπλδπαζκφο μερσξηζηψλ αληηθεηκεληθψλ 

θξηηεξίσλ αιιάδνληαο ην logit ζρεδηαζκφ ησλ Chaloner , Larntz (1989) γηα λα 

βειηηψζνπλ ην θξηηήξην απηφ. 

Οη Εhu and Wong (2001) ηζρπξίδνληαη φηη νη δηαδνρηθνί ζρεδηαζκνί είλαη 

ζπγθξίζηκνη κε ηα Μπευδηαλά κνληέια. Όηαλ ζπγθξίλνληαη κε ηνπο ηνπηθνχο 

βέιηηζηνπο ζρεδηαζκνχο , φπσο είλαη αλακελφκελν, νη Μπευδηαλνί ζρεδηαζκνί είλαη 

θαιχηεξνη απφ ηνπο ηνπηθνχο βέιηηζηνπο ζρεδηαζκνχο αλ ζπγθεθξηκέλεο παξάκεηξνη 

είλαη καθξηά απφ ηηο πξαγκαηηθέο παξακέηξνπο. 

Γηάθνξεο θιηληθέο κειέηεο πνπ ρξεζηκνπνηνχλ ηηο Μπευδηαλέο ηδέεο εθηφο απφ 

ηηο κειέηεο απφθξηζεο – δφζεο παξνπζηάδνληαη απφ ηνπο Berry and Fristedt (1985), 

Berry and Pearson (1985), Parmigianni (1993), Parmigianni and Berry (1994).



 ε ι ί δ α  | 79 

 

  

 

KΔΦΑΛΑΙΟ 5:  

ΥΔΓΙΑΜΟΙ ΜΔ  ΓΤΑΓΙΚΗ ΑΠΟΚΡΙΗ & 

ΚΡΙΣΗΡΙΑ ΔΠΙΛΟΓΗ ΜΟΝΣΔΛΧΝ ΓΙΑ 

ΓΙΧΝΤΜΙΚΔ ΑΠΟΚΡΙΔΙ  

 

5.1 Βέιηηζηνη ρεδηαζκνί 2k
Παξαγνληηθώλ ρεδηαζκώλ γηα Γπαδηθέο 

Απνθξίζεηο 

Aληηθείκελν ηνπ πξψηνπ κέξνπο ηνπ θεθαιαίνπ απηνχ είλαη νη ηνπηθνί D- 

βέιηηζηνη ζρεδηαζκνί γηα παξαγνληηθνχο ζρεδηαζκνχο κε 2 παξάγνληεο κε δπαδηθή 

απφθξηζε. 

 Θα παξνπζηαζηνχλ πξνβιήκαηα 2
2
 παξαγνληηθνχ ζρεδηαζκνχ κε ηνπο 

βέιηηζηνπο ζρεδηαζκνχο ηνπο αιιά θαη ε Κπιηλδξηθή Αιγεβξηθή Απνζύλζεζε 

(Cylindrical Algebraic Decomposition,CAD). 

εκαληηθφ ξφιν παίδεη ε επηινγή αξρηθψλ ζπλζεθψλ .Αλ δελ ππάξρεη θάπνηα 

βάζε γηα ηελ επηινγή ηνπο ζπλήζσο αθνινπζνχκε ηνπο νκνηφκνξθνπο ζρεδηαζκνχο 

π.ρ. ίζνο αξηζκφο παξαηεξήζεσλ ζε θάζε ηέζζεξα ζεκεία. 

θνπφο θάζε κειέηεο είλαη ζρεδηαζκψλ κε δπαδηθή απφθξηζε είλαη νη 

πνζνηηθνί παξάγνληεο βάζεη βέιηηζησλ ζρεδηαζκψλ γηα γεληθεπκέλα γξακκηθά 

κνληέια. Αλ ε απφθξηζε είλαη πνζνηηθή θαη νη παξάγνληεο είλαη δπαδηθνί 

ρξεζηκνπνηνχκε ηε ζεσξία παξαγνληηθψλ ζρεδηαζκψλ. 

Παξαδείγκαηα παξαγνληηθψλ ζρεδηαζκψλ κε δπαδηθέο απνθξίζεηο είλαη ηα εμήο: 

 ρξήζε νξξνχ θαηά ηνπ πλεπκνλφθνθθνπ φπνπ ε επεμεγεκαηηθή κεηαβιεηή 

είλαη νη δφζεηο ηνπ  νξξνχ θαη ε απφθξηζε είλαη ε επηβίσζε ή κε πέξα ησλ 

επηά εκεξψλ. 

 πεηξάκαηα επηβίσζεο ζπεξκαηνδσαξίσλ (Myers, Montgomery and Vinning 

(2002).  

 πεηξάκαηα επηβίσζεο ζπφξσλ (Crowder 1978). 
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Οη ππνζέζεηο πνπ θάλνπκε γηα λα πξνρσξήζνπκε ζηελ θαηαζθεπή βέιηηζηνπ 

ζρεδηαζκνχ είλαη νη εμήο: 

 ε ρξήζε γεληθεπκέλσλ γξακκηθψλ κνληέισλ κε νπνηαδήπνηε ζπλάξηεζε 

ζχλδεζεο είλαη θαηάιιειε γηα ηε κειέηε καο. πλήζσο ρξεζηκνπνηνχληαη νη 

ζπλαξηήζεηο ζχλδεζεο: logit, probit, log-log θαη ε ζπκπιεξσκαηηθή log-log. 

 ν βέιηηζηνο ζρεδηαζκφο ζα απνθηεζεί κέζσ ηνπ D- θξηηεξίνπ  ην νπνίν 

κεγηζηνπνηεί ηελ νξίδνπζα ηνπ πίλαθα πιεξνθνξίαο. 

 ρξεζηκνπνηνχκε ηελ ηνπηθή πξνζέγγηζε βειηηζηνπνίεζεο ηνπ Chernoff (1953) 

γηα λα μεπεξάζνπκε ην πξφβιεκα εμάξηεζεο ησλ παξακέηξσλ. 

 θάζε παξάγνληαο έρεη δπν επίπεδα  θαη απηφ είλαη ζεκαληηθφ απφ πιεπξάο 

ηεζη θξεζαξίζκαηνο (screening tests) αθνχ καο ελδηαθέξνπλ νη πιήξεηο 2
k
 

ζρεδηαζκνί δει. απηνί πνπ ππνζηεξίδνληαη απφ 2
k
 ζεκεία. 

 ην κνληέιν κπνξεί λα πεξηέρεη θχξηεο επηδξάζεηο θαη αιιειεπηδξάζεηο. 

Οη δπζθνιίεο ηεο κεζνδνινγίαο απηήο είλαη νη εμήο : 

 ν ζηαζεξφο αξηζκφο ζπλνιηθψλ παξαηεξήζεσλ δεκηνπξγεί πξφβιεκα ζηνλ 

θαζνξηζκφ ηεο αλαινγίαο ησλ παξαηεξήζεσλ πνπ θαηαλέκνληαη ζε θάζε έλα 

απφ ηα 2
k
 ζεκεία. 

 αλ ε απφθξηζε είλαη απιφ γξακκηθφ κνληέιν ηφηε ην κνληέιν είλαη 

νκνηφκνξθν ζηα 2
k
 ζεκεία θαη θαζνιηθά βέιηηζην. 

 ε βειηηζηνπνίεζε ηνπ νκνηφκνξθνπ ζρεδηαζκνχ κέζσ ηεο ειαρηζηνπνίεζεο 

ησλ δηαθπκάλζεσλ θάζε εθηηκήηξηαο παξακέηξνπ (Rao 1971). 

5.1.1  2
2
 Παξαγνληηθόο ρεδηαζκόο 

Αλ θαη ππάξρεη δπζθνιία ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ αλαιπηηθψλ ιχζεσλ γηα ηνπο 

γεληθνχο 2
2
 παξαγνληηθνχο ππάξρνπλ ραξαθηεξηζκνί γηα κεξηθέο ζπγθεθξηκέλεο 

πεξηπηψζεηο. Γηα λα ππεξληθήζνπκε ην πξφβιεκα ησλ ηνπηθψλ D-βέιηηζησλ 

ζρεδηαζκψλ απφ ηηο αξρηθέο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ εθηεινχκε ζπλερείο 

πξνζνκνηψζεηο ζα απνδείμνπκε φηη ν ζρεδηαζκφο ζπλήζσο απηνδχλακνο φζνλ αθνξά 

ηελ επηινγή απηψλ ησλ ηηκψλ. 

Πνηα ε ζρέζε κεηαμχ θξηηεξίσλ βειηηζηνπνίεζεο θαη δηαθπκάλζεσλ ? 



 ε ι ί δ α  | 81 

 

  

 

Σα θξηηήξηα βειηηζηνπνίεζεο κπνξνχλ λα γξαθηνχλ ππφ ηε κνξθή δηαθπκάλζεσλ 

πνπ εμαξηψληαη απφ ηηο παξακέηξνπο κέζσ ηεο  ζπλάξηεζεο ζχλδεζεο ή 

πιεξνθνξηψλ. Ωζηφζν, πξέπεη λα επηζεκάλνπκε φηη ν D-βέιηηζηνο ζρεδηαζκφο είλαη 

αξθεηά δηαθνξεηηθφο απφ ηνλ νκνηφκνξθν ζρεδηαζκφ ηδηαίηεξα αλ ηνπιάρηζηνλ δπν 

δηαθπκάλζεηο δηαθέξνπλ αξθεηά κεηαμχ ηνπο. Γεληθά, ηζρχεη ν εμήο θαλφλαο: 

 αλ ν εξεπλεηήο έρεη πεξίπνπ ηδέα ησλ δηαθπκάλζεσλ ηφηε ην κνληέιν πνπ 

ρξεζηκνπνηεί απηέο ηηο ηηκέο ζηνλ ηνπηθφ D-βέιηηζην ζρεδηαζκφ είλαη πνιχ 

ηθαλνπνηεηηθφο ζρεδηαζκφο. 

 αλ ε δηαθχκαλζε ζε έλα ζεκείν είλαη αξθεηά κεγαιχηεξε απφ ηηο άιιεο ηφηε 

θαηάιιεινο είλαη ν νκνηφκνξθνο ζρεδηαζκφο. Απηή ε επηινγή αθνινπζείηαη 

ζηηο πεξηζηάζεηο φπνπ  ρξεζηκνπνηνχκε σο ζπλαξηήζεηο ζχλδεζεο ηηο logit, 

probit, log-log θαη ε ζπκπιεξσκαηηθή log-log .  

Υπόδεημε : 

Αλ θαη ν D-βέιηηζηνο ζρεδηαζκφο κπνξεί λα κελ ρξεζηκνπνηείηαη γηα 

ζπγθεθξηκέλεο εθαξκνγέο κπνξεί λα ζεσξεζεί σο ζεκείν αλαθνξάο γηα άιινπο 

ζρεδηαζκνχο. 

ηε ζπλέρεηα, παξαζέηνπκε θάπνηεο πξνθαηαξηηθέο γλψζεηο. 

Έζησ 2
k 

 πείξακα κε k επεμεγεκαηηθέο κεηαβιεηέο κε 2 επίπεδα ε θάζε κηα 

θαη    
   παξαηεξήζεηο θαηαλεκεκέλεο ζηελ i-νζηή πεηξακαηηθή θαηάζηαζε ηέηνηεο 

ψζηε  ni ≥ 0 γηα i = 1,2,3, ….,2
k
  θαη   

1 2 2
.................. kn n n n     

Γηα θαζνξηζκέλν n έρνπκε ην πξφβιεκα ηνπ πξνζδηνξηζκνχ ησλ βέιηηζησλ ni αιιά 

ζπλήζσο ρξεζηκνπνηείηαη ε κνξθή ησλ αλαινγηψλ : 

i
i

n
p

n
         i = 1,2,3, ….,2

k 

θαη ην πξφβιεκα επηθεληξψλεηαη ζηελ εχξεζε ησλ βέιηηζησλ pi. 

Έζησ ε γξακκηθή παξάκεηξνο πξφβιεςεο ε πνπ πεξηιακβάλεη ηηο θχξηεο 

επηδξάζεηο θαη ηηο αιιειεπηδξάζεηο ηνπ ππνηηζέκελνπ κνληέινπ π.ρ. ζε έλαλ 2
2
 

παξαγνληηθφ ζρεδηαζκφ κε θχξηεο επηδξάζεηο έρνπκε : 
0 1 1 2 2   x x     κε β = 

(β0 ,β1,  β2)΄. Τπελζπκίδνπκε φηη γηα ηελ απφθξηζε y ηζρχνπλ : 
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φπνπ g ε ζπλάξηεζε ζχλδεζεο. Γηα ηελ εθηηκήηξηα Μεγίζηεο Πηζαλνθάλεηαο ν  

αζπκπησηηθφο πίλαθαο δηαθχκαλζεο είλαη ν αληίζηξνθνο ηνπ n X΄W X κε             

 W= diag(
1 1 2 2 2 2

.................. k kw p w p w p   ) , 

2( )

(1 )

i

i
i

i i

w





 







 θαη  

Υ=    

     
     

    
  

   
   

 
  

  

O D-βέιηηζηνο ζρεδηαζκφο κεγηζηνπνηεί ηελ : 

       

ή φπσο αιιηψο κπνξεί λα γξαθηεί ε παξαπάλσ νξίδνπζα δει. κε ηελ εμήο κνξθή : 

2 2 3 3 4 4 1 1 3 3 4 4 1 1 2 2 4 4 1 1 2 2 3 3det(w,p) G(p) p w p w p w  p w p w p w p w p w p w p w p w p w      

κε w = (w1, w2, w3, w4)΄ θαη p = (p1, p2, p3, p4 )΄.  

Eπίζεο ηζρχνπλ νη ζρέζεηο pi ≥0 θαη      =1. 

5.1.2  Aλαιπηηθέο ιύζεηο ζπγθεθξηκέλωλ πεξηπηώζεωλ 

Γηαθξίλνπκε ηηο εμήο πεξηπηψζεηο : 

 αλ ηα wi είλαη ίζα ηφηε ην νκνηφκνξθν κνληέιν (p1=p2= p3= p4= 1/4) είλαη D- 

βέιηηζηνο ζρεδηαζκφο (Κiefer 1975). 

 αλ έλα θαη κφλν έλα απφ ηα wi είλαη κεδέλ ηφηε ν βέιηηζηνο ζρεδηαζκφο είλαη 

ν νκνηφκνξθνο ζηα ζεκεία φπνπ ηα wi δηάθνξα ηνπ κεδελφο. 

 αλ δπν ή πεξηζζφηεξα wi  είλαη κεδεληθά ηφηε G (p) = 0 

Οξίδνπκε φηη : 

L = G (p)  / w1 w2 w3w4 ,   λi =1/ wi i=1,2,3,4 

 θαη αληί ηεο κεγηζηνπνίεζεο ηεο G (p)   έρνπκε ηελ κεγηζηνπνίεζε ηεο : 
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L (p)= λ4 p1p2p3 + λ3 p1p2p4 + λ2 p1p4p3 + λ1 p4p2p3                                                      (5.1) 

Θεώξεκα 1: 

Ζ L (p) έρεη έλα κνλαδηθφ κέγηζην ην p=(0,1/3,1/3,1/3) αλ θαη κφλν αλ λ1 ≥  λ2 + λ3+ λ4 . 

Υπνζεκείωζε : 

Σν παξαπάλσ ζεψξεκα δελ αληαπνθξίλεηαη ζε πιήξεηο 2
2
 ζρεδηαζκνχο αιιά 

κφλν ζε ζρεδηαζκνχο κε ηξία ζεκεία ν νπνίνο είλαη θνξεζκέλνο γηα ην κνληέιν 

θχξησλ επηδξάζεσλ 
0 1 1 2 2   x x      .  

Ζ πιήξεο  απφδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο 1 βξίζθεηαη ζην παξάξηεκα. 

Λήκκα 1 : 

Αλ λ1 > λ2 ηφηε νπνηαδήπνηε ιχζε ηεο (5.1) πξέπεη λα ηθαλνπνηεί ηελ  p1 ≤ p2, 

αλ λ1= λ2   ηφηε νπνηαδήπνηε ιχζε ηεο (5.1) πξέπεη λα ηθαλνπνηεί ηελ p1 = p2.  

Ζ πιήξεο απφδεημε ηνπ Λήκκαηνο 1 βξίζθεηαη ζην παξάξηεκα. 

Θεώξεκα 2: 

Αλ λ1 ≥ λ2 , λ3= λ4= λ θαη v1 < v2 + 2λ ηφηε ε ιχζε πνπ κεγηζηνπνηεί ηελ L(p) 

είλαη : 

                                          

1  2

1

1

2

3 4

  2

1
p  

2

-1

 λ  4λ

2 ( 2 )

 λ  4λ

2
p  

2

p  

 ( 2 )

2λ

( 2 )

D

D

D
p











 

 



 

 




 




 

  κε 2 2 3

1  22 ( 4 λ ) / ( 2 )DL v D      , 
1  2λ  + 4λ-   θαη 

2

1 212D v v   . 

Ζ πιήξεο  απφδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο 2 βξίζθεηαη ζην παξάξηεκα. 
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Πόπιζμα 1: 

Αλ λ3= λ4= λ2 = λ θαη λ1 < 3λ ηφηε ε ιχζε πνπ κεγηζηνπνηεί ηελ L(p) είλαη : 

 

 

1
1

1

2 3 4

1 

p  

p

3  λ

9  λ

2

9  λ
p  p











 







 

κε κέγηζην  
1

3 2

 4 / (9  λ )L v   . 

Πόπιζμα 2: 

Αλ λ1= λ2 = λ,  λ3= λ4 = c θαη  λ > c ηφηε ε ιχζε πνπ κεγηζηνπνηεί ηελ L(p) 

είλαη : 

1 2

 

3

 

4

p p  

p

2

6(  d)

λ-2c+d

6(  d)
 

d

p

c





 

 

 





 

κε κέγηζην 
2

(2 )( 2 )( )

108( )

v c d v c d v c d
L

v c

     



φπνπ 2 2d vc c    

To Θεψξεκα 1 απνθαιχπηεη φηη ν D- βέιηηζηνο ζρεδηαζκφο είλαη θνξεζκέλνο αλ θαη 

κφλν αλ :          
1 2 3 4 1 2 3 4

2 1 1 1 1

min{ , , , }w w w w w w w w
     

Ζ παξαπάλσ αληζφηεηα είλαη γλσζηή σο ζπλζήθε θνξεζκνύ. 
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Θεώξεκα 3: 

Γηα ηε ζπλάξηεζε ζχλδεζεο logit ε ζπλζήθε θνξεζκνχ ηζρχεη αλ θαη κφλν αλ: 

                                     β0 ≠ 0  

0

0

0 0 11

0 1

2

1 2

4 4

2 2 2

1 1
log( )

2 1

( 1)( 1) 2
log( )

( 1)( 1) 2

e

e

e e e

e e





  

 











  


  

 

Γηα ηε ζπλάξηεζε ζχλδεζεο logit ηα β0 , β1, β2 είλαη ζπκκεηξηθά ζε ζρέζε κε 

ηα                  Αλ κεηαζέζνπκε ηα  β0 , β1, β2 ηφηε πξέπεη λα αιιάμνπκε ηε ζεηξά 

ησλ           αληίζηνηρα  αθνχ δελ επεξεάδεηαη απφ ην αλ ηθαλνπνηείηαη ή φρη ε 

ζπλζήθε θνξεζκνχ. 

Ζ πιήξεο  απφδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο 3 βξίζθεηαη ζην παξάξηεκα. 

5.1.3  Αθξηβείο ιύζεηο ρξεζηκνπνηώληαο ηελ κέζνδν CAD 

Ζ κέζνδνο ηεο θπιηλδξηθήο αιγεβξηθήο απνζχλζεζεο ρξεζηκνπνηείηαη ζε 

γεληθέο πεξηπηψζεηο πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο γηα ηελ εχξεζε αθξηβψλ ιχζεσλ 

θαη πεξηγξάθεηαη πιήξσο απφ ηνπο Fotiou et al (2005). Έηζη ε κεγηζηνπνίεζε ηεο 

L(p) κπνξεί λα γξαθηεί κέζσ ηεο Boolean έθθξαζεο : 

         3 1 2 3 1 2 3L – f   0   p  0   p  0   p  0   p p p  1            

φπνπ L3 = L (p1, p2 , p3, 1- p1- p2 - p3) θαη f  παξάκεηξνο πνπ επηδεηθλχεη ηελ αμία ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο. 

5.1.4 Αλαιπηηθέο θαηά πξνζέγγηζε ιύζεηο 

Θα κειεηήζνπκε ηηο αλαιπηηθέο θαηά πξνζέγγηζε ιχζεηο αιιά θαη έλα άλσ 

θξάγκα γηα ην ζθάικα ηεο πξνζέγγηζεο απηήο. Γηα ιφγνπο απινπνίεζεο γξάθνπκε : 

L (λ1, λ2 , λ3) = maxp L  

                     = 
2 2

2 1
, ,

max{  2      }
x y z

xyz xz yz     
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κε  ηνπο εμήο πεξηνξηζκνχο: 

x ≥ 0 , y ≥ 0, z ≥ 0 

                                                        x y 2z 1    

Xσξίο βιάβε γεληθφηεηαο, ππνζέηνπκε φηη:  v1 < v2 < v3 < v4 θαη v4 < v1 + v2 + 

v3 θαη νξίδνπκε : 

34 1 2  3 4 3 4L L[v ,v ,  (v v ) / 2 ,  (v v ) / 2 ].    

 

Oκνίσο νξίδνληαη νη L12  , L13, L14 , L23 ,  L24 θαη ρξεζηκνπνηνχκε ην : 

 12 , 13, 14 , 23 ,  24 34max L L L L L , L  

γηα λα πξνζεγγίζνπκε ηελ maxp L ρξεζηκνπνηψληαο ην παξαθάησ Θεψξεκα. 

Θεώπημα 4: 

Τπνζέηνληαο φηη 
1 2 3 4v v v v     θαη  

4 1 2 3v  v +v +v ηφηε : 

   13, 14 24 12, 23 34max L L ,L  max L L ,L    

  3 2 4 32 1
p 12, 23 34max L – max L L ,L  min{   ,   ,  }

216 5496 3

v v v vv v  
  

Ζ πιήξεο απφδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο 4 βξίζθεηαη ζην παξάξηεκα. 

5.1.5  Δπξωζηία 2
2 
ρεδηαζκώλ 

Μηαο θαη νη ηνπηθνί βέιηηζηνη ζρεδηαζκνί βαζίδνληαη ζε ππνζεηηθέο ηηκέο ησλ 

παξακέηξσλ  είλαη βαζηθφ λα κειεηήζνπκε ηνλ κε επεξεαζκφ ησλ ζρεδηαζκψλ απφ 

ηηο ηηκέο απηέο. Αλ δελ ππάξρεη θάπνηα βάζε γηα ηελ επηινγή ησλ αξρηθψλ ηηκψλ ηφηε 

επηιέγνπκε ηνλ νκνηφκνξθν ζρεδηαζκφ. Δπίζεο, ζα κειεηήζνπκε ηνλ κε επεξεαζκφ 

ηνπ βέιηηζηνπ ζρεδηαζκνχ απφ ηελ εζθαικέλε επηινγή ζπλάξηεζεο ζχλδεζεο αιιά 

θαη απφ ηελ επηινγή ηνπ νκνηφκνξθνπ ζρεδηαζκνχ. 
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Γηα ηνλ κε επεξεαζκφ ηνπ βέιηηζηνπ ζρεδηαζκνχ απφ ηελ εζθαικέλε επηινγή 

ζπλάξηεζεο ζχλδεζεο ζα κειεηήζνπκε ην παξάδεηγκα ηεο logit ζπλάξηεζεο 

ζχλδεζεο. 

 H κεζνδνινγία πνπ ζα αθνινπζήζνπκε είλαη ε εμήο : 

 επηιέγνπκε 1000 δηαλχζκαηα  
i i1 i2 i3 i4w  (w ,w ,w ,w ) i=1,2,3,….,1000 φπνπ  

0.05 ≤ wij ≤ 0.25  

 
t t1 t2 t3 t4w  (w ,w ,w ,w )   i= 1,2,…,1000 είλαη ε αιεζηλή w 

 
c c1 c2 c3 c4w  (w ,w ,w ,w )  i= 1,2,…,1000 είλαη ε ππνηηζέκελε w 

 ρξεζηκνπνηνχκε ηελ CAD γηα λα θαζνξίζνπκε ηνπο βέιηηζηνπο ζρεδηαζκνχο

t t1 t2 t3 t4 ( , , , )p p p p p  θαη   
c c1 c2 c3 c4 ( , , , )p p p p p ζε αληηζηνηρία κε ηηο wt, 

wc 

 ε ζρεηηθή απψιεηα απνδνηηθφηεηαο νξίδεηαη σο : 

1/3 1/3

1/3

det( , ) det( , )
( , )

det( , )

t t c c

t t

w p w p
R t c

w p


  

 ε κέγηζηε ζρεηηθή απψιεηα απνδνηηθφηεηαο νξίδεηαη σο : 

 

 maxR c  max {R(t ,c)}t  

 

ε νπνία δειψλεη ηελ άζρεκε απφδνζε ηνπ ζρεδηαζκνχ ιφγσ ηνπ 

ιάλζαζκέλνπ       w.   

 

 Γηα ηνλ κε επεξεαζκφ ηνπ βέιηηζηνπ ζρεδηαζκνχ απφ ηελ επηινγή ηνπ 

νκνηφκνξθνπ ζρεδηαζκνχ ε ζρεηηθή απψιεηα απνδνηηθφηεηαο νξίδεηαη σο : 

1/3 1/3

1/3

det( , ) det( , )
( )

det( , )

t t c c
u

t t

w p w p
R w

w p


  

         
1/31 2 3 41

1 ( )
4 ( )t

v v v

L p

v  
   

ε  κέγηζηε ζρεηηθή απψιεηα απνδνηηθφηεηαο νξίδεηαη σο : 

 maxR  max {R (w)}uwu 
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Θεώπημα 5 : 

     Υσξίο βιάβε γεληθφηεηαο, ππνζέηνπκε φηη v1 ≥v2 ≥v3 ≥v4 ηφηε : 

Rmax =  
   

      
  

 
         

 
               

   
      

 
                      

                           

Παπάδειγμα : 

ηνλ πίλαθα πνπ αθνινπζεί παξνπζηάδεηαη ε έξεπλα ηεο αλαπαξαγσγήο ησλ 

δακαζθεληψλ. Μεηαμχ ηνπ Οθησβξίνπ 1931 θαη Φεβξνπαξίνπ 1932 έγηλαλ ηνκέο ζηηο 

ξίδεο ησλ παιηψλ δακαζθεληψλ. Έηζη ην πείξακα έρεη 2 παξάγνληεο κε 2 επίπεδα ν 

θαζέλαο. Πην ζπγθεθξηκέλα : 

 ν πξψηνο παξάγνληαο είλαη ν ρξφλνο εκθχηεπζεο δει. αλ θπηεχηεθε 

θαηεπζείαλ κεηά ηελ θνπή ή  αλ ελζσκαηψζεθε ζηελ άκκν θαη θπηεχηεθε ηελ 

επφκελε άλνημε 

 ν δεχηεξνο παξάγνληαο είλαη ην κήθνο ησλ ξηδψλ πνπ θφβνληαη δει. 6cm ή 

12cm 

Ζ θαηάζηαζε ηνπ θπηνχ (δσληαλφ ή πεζακέλν) ηνλ  Οθησβξίνπ 1932 είλαη ε 

απφθξηζε y. To δείγκα ησλ 240 ηνκψλ δέληξσλ απφ θάζε έλα απφ ηνπο ηέζζεξηο 

ζρεδηαζκνχο θαη ηνλ νκνηφκνξθν ζρεδηαζκφ κειέηεζαλ  νη Hoblyn θαη Palmer. 

Mήθνο Σνκήο Υξόλνο εκθύηεπζεο Αξηζκόο επηδώληωλ 

6 cm Kαηεπζείαλ 107 

 Σελ Άλνημε 31 

12 cm Kαηεπζείαλ 156 

 Σελ Άλνημε 84 
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Μεηά ηελ πξνζαξκνγή ηνπ logit κνληέινπ έρνπκε : 

   = (- 0.5088, -0.5088,0.7138) ΄ 

w = (0.224 , 0.128, 0.221, 0.221) ΄ 

p0 = (0.2818, 0.1686, 0.2748, 0.2748) ΄ 

       = 8. 197 10
-3 

 Ζ νξίδνπζα ηνπ πίλαθα πιεξνθνξίαο ηνπ νκνηφκνξθνπ ζρεδηαζκνχ είλαη: 7. 975 10
-3

 

H απνδνηηθφηεηα ηνπ κνληέινπ απηνχ είλαη :  (   
          

             )
1/3

 = 99.1 % 

5.2  Γεληθή πεξίπηωζε : 2
k
 πεηξάκαηα 

Ζ γεληθή πεξίπησζε ησλ 2
k
 ζρεδηαζκψλ είλαη αξθεηά πνιχπινθε φκσο ζα 

κειεηήζνπκε ηελ πεξίπησζε νκνηφκνξθνπ ζρεδηαζκνχ ε νπνία έρεη ηελ κέγηζηε   ειά

ρηζηε βέιηηζηε ηδηφηεηα δει. κεγηζηνπνηεί ην θάησ θξάγκα ηνπ D βέιηηζηνπ 

θξηηεξίνπ. 

Έζησ q παξάκεηξνη (θχξηεο επηδξάζεηο θαη αιιειεπηδξάζεηο) ζην επηιεγκέλν 

κνληέιν γηα 2
k 

. Άξα ν β είλαη δηάλπζκα q x 1 θαη ν πίλαθαο Υ είλαη 2
k
 x q.  Eπίζεο, ν 

πίλαθαο Υ κπνξεί λα επεθηαζεί ζε έλαλ 2
k
 x 2

k
 πίλαθα F ηνπ πιήξνπο κνληέινπ. 

Όκσο ν πίλαθαο F είλαη έλαο πίλαθαο Ζadamard  δει. F΄F = 2
k
  

  
  .  

' ' 1F'WF '   ( ' )   'WX RWR RWX X WX X WR     

                                         ' 'WX R WR   

                              '  
F΄WF

WX
R΄WR

   

Όκσο         =  2kq

i iw p    θαη                           κε : 

   = max {        } 

P = diag {        }. 
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Δπνκέλσο έρνπκε γηα ηελ         

2

2
'  

( )   
k

kq

i i

q

w p
WX

w 



 
 

 

απηφ είλαη ην θαηψηεξν φξην πνπ κεγηζηνπνηείηαη φηαλ p1 = p2 = …=    = 
 

   . 

H απψιεηα απνδνηηθφηεηαο ηνπ νκνηφκνξθνπ ζρεδηαζκνχ είλαη : 

1 2

1/

( ,..., )
2 2

( ) 1 ( )
max

k

k k

q

u

ww
X΄diag X

R w
X΄WX

   

Σέινο, κπνξεί λα δεηρζεί φηη : 

1/

0
( ) 1

2

q

u k

M

X΄W X
R w

w
   

 1 m

M

w

w
 

 

φπνπ wm = min {w1,….,   } θαη W0 = diag (w1,….,   ). 

Γηα παξάδεηγκα, ε απνηειεζκαηηθφηεηα ελφο ζρεδηαζκνχ δελ είλαη κηθξφηεξε ηνπ 

70% αλ 0.14 ≤ wi  ≤ 0.20  αλεμάξηεηα απφ ηηο ηηκέο ησλ k θαη ηνπ πίλαθα Υ.  
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ 

Λήμμα 1(Σελίδα 48): 

Αλ μi (i=1,2,…,m) ζεηηθνί πξαγκαηηθνί αξηζκνί κε       
    ηφηε γηα 

νπνηαδήπνηε νκάδα δηαθξηηψλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ α1, α2,….. αm ππάξρεη c ηέηνην 

ψζηε λα ηζρχεη : 

2 2
1 (1 ) (1 )

i

i

a cm

i a c
i

e e

e e





 

  

2

2

2

2
1 )(1 ) (1

i

i

a cm

i i a c
i

e e
a

e
c

e





 

  

Aπόδειξη: 

             Xσξίο βιάβε γεληθφηεηαο ππνζέηνπκε φηη αi  ≥ 0 αθνχ 
2 2(1 ) (1 )

i i

i i

a a

a a

e e

e e









 

Θα απνδείμνπκε φηη  ην ιήκκα ηζρχεη γηα m = 2 γηα ην ιφγν απηφ ππνζέηνπκε  φηη 

ππάξρνπλ κε αξλεηηθνί πξαγκαηηθνί αξηζκνί p θαη q πνπ ηθαλνπνηνχλ ηελ εμίζσζε:  

p + q =1. 

Γηα   α, z ≥ 0 πξέπεη λα δείμνπκε φηη ππάξρεη c ≥ 0 πνπ ηθαλνπνηεί ηηο : 

     

     α 2 2 2(1 ) (1
      

) (1 )

z c

z c

e e e
q

e e e
p




  

                                                              (Α.1) 

     

     

2

α 2 2 2

2 2

(1 ) (1 ) (
          

)
 

1

z c

z c

e e e
qz

e e
pa c

e




  

                                                (Α.2) 

Xσξίο βιάβε γεληθφηεηαο ππνζέηνπκε φηη α < z θαη φηη : 

   

   α 2 2(1 )
( )    

(1 )

z

z

e e
A q

e
p

e
z




 

                                                                     (Α.3) 
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Aθνχ γηα θάζε x  ηζρχεη 0 < 
 

  2(1 )
  

x

x

e

e
 < ¼  ηφηε έρνπκε  0 < Α(z) < ¼ . 

Γξάθνληαο w =    έρνπκε φηη  
2

( )
(1 )

w
A z

w



κε w >1.  

H ιχζε είλαη : 

  1 2Α z  1 4Α(z)

2Α(z
w

)

  
    άξα ην c ηζνχηαη κε : 

c = c (z) =lnw=ln
  1 2Α z  1 4Α(z)

2Α(z)

  
                                                  (Α.4) 

Απφ ηελ εμίζσζε (Α.2) έρνπκε φηη ε 
 

  2(1 )

z

z

e

e
είλαη θζίλνπζα  θαη φηη :  

α ≤ c(z) ≤ z                                                                                            (Α.5) 

Tψξα ρξεηάδεηαη λα δείμνπκε φηη ην c (z) ηθαλνπνηεί ηελ (Α.2) γηα z ≥ α. Έζησ  

g(z) = 
 

 

2

2(1 )

z

z

e
z

e
                                                                                                  (Α.6) 

 

  

     

   
 

2

2 α 2

2

2
( )

(1 ) (1
 (c(z))     

1

 
)

z

z

c z

c z
pa

e e e
f z

e ee

qz


 




  

           g (c z ) –  [pg( )  qg z ]                                                            (Α.7) 

 Γηα λα δείμνπκε φηη ε c (z) ηθαλνπνηεί ηελ (Α.2) πξέπεη λα δείμνπκε φηη f (z) ≥ 

0 γηα  z ≥α. Απφ ηελ (Α.4) πξνθχπηεη φηη c (α) = α θαη f(α) = 0.  δει. αξθεί λα δείμσ 

φηη ε ε f(z) είλαη αχμνπζα ζπλάξηεζε ηνπ z.  

 f (z)     (c (z))     (z)

   
 

 

d d g d g
q

d z d z d z
   

         
   (c (z))   ( )  Α(z)   (c (z))

   Α(z)  
 
d g d c z d d g

q
d z d d z dz

                                                   (Α.8) 
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z    z
( )

( ) z 3

z   

z 3

c (z) ( 1)
{c  z 2} {c  z 2}]

1  (1 )

[( 2) ( 2)]
(1

[ 

)

 
c z

c z

z

e e
e q

e e

ze
q z e z

e


   

 

   


 

H παξαπάλσ παξάγσγνο είλαη ζεηηθή αλ θαη κφλν αλ : 

    

 

( )

( )

c (z)
{c  z 2} {c  z 2[  }]

1 

c z

c z
e

e
  


  ≥ 

 

 

   

z  

  z
[( 2) ( 2)]

1 

zz e z
e

  


                   (A.9) 

Απφ ηηο (Α.5) θαη (Α.9) έρνπκε φηη         αλ δείμνπκε φηη ε ζπλάξηεζε : 

h (z) = 
 

 

   

z  

  z
[( 2) ( 2)]

1 

zz e z
e

  


 

είλαη θζίλνπζα ζπλάξηεζε ηνπ z δει. ε παξάγσγνο ηεο είλαη αξλεηηθή σο πξνο z 

Έρνπκε : 

       

   
 = -2 

 
 

2

z 2

1    (z 1)

( – 1 )

zz e

e

  
 

ε νπνία είλαη αξλεηηθή γηα θάζε z > 0.  

Aθνχ απνδείρζεθε ην ιήκκα γηα m=2  πξέπεη λα δεηρζεί γηα m ≥ 3 ππνζέηνπκε φηη : 

 1* 1

3

   / (1 )
m

i

i

 


     θαη   2* 2

3

   / (1 )
m

i

i

 


                                             (A.10) 

κε μ1* + μ2* =1.  Θέινπκε λα απνδείμνπκε ηελ χπαξμε ηνπ c πνπ ηθαλνπνηεί ηηο (2.1) 

θαη (2.2) ηζνδπλακεί κε ην λα δείμνπκε φηη : 

 

 1 2

21

i
1

αα α

α α α2 2 2 2
3

* 2

3

*
(1   ) (1   )

(1 )[  ]
(1   ) (1 )

im m

i i

i i

c

c

e e e e

e e e e
 

 

  
   

   

2  1

 1 2 i

2 2 2 2

1* 1

αα α

α α α2 22* 2 2 2
3 3(1   ) (1  

(1 )[ 
) (1   ) (1 )

]
im m c

ii

i
ci

i

e e e
a a a c

e

e e e e
  

 

 
  




      (A.11) 

Τπνζέηνπκε φηη ππάξρεη c* πνπ ηθαλνπνηεί ηηο : 
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*

21 *

1 2

α α

α1* α c*2 2 22
(1   ) (

 
1   ) (1   )

c
e e e

e e e
 

  
  

1 *

2 *

2

1

α α
2 2

1

c

* 1 2*

2

*α α c2 2 22
(1   ) (1   ) (1   )

  a a
e e e

c
e e e

  
  

                                          (Α.12) 

 

Λακβάλνληαο ππφςε ηεο Α.11 θαη Α.12 κπνξνχκε λα δείμνπκε φηη : 

 *

 * i

α

c α2 2 2
3 3(1   ) (1   ) 1

(
( )

1 )
icm m c

ci i

i i

e e e

e e e
 

 


 




   

 *

 * i

α
2 2

*  c α2 2 2
3 3

2

(1   ) (1   ) (1 )
(1 )

icm m

i i

i

c

i c
i

e e e
c c

e e e
a 

 

  
  

                                              (A.13) 

Έηζη απνδείρζεθε ην δεηνχκελν. 

Λήμμα 2 (Σελίδα 50): 

Αλ I(ζ1, β) πίλαθαο φπσο αλαθέξζεθε πξηλ θαη Ic(ζ1, β) ν πίλαθαο 

πιεξνθνξίαο ηνπ ζρεδηαζκνχ {(c, 1/2), (-c, 1/2)} φπνπ ε c ηθαλνπνηεί ην ιήκκα 1 

ηφηε ην δηάλπζκα ησλ ηδηνηηκψλ ηνπ I(ζ1, β) θπξηαξρεί  ηνπ δηαλχζκαηνο ησλ 

ηδηνηηκψλ ηνπ Ic(ζ1, β).  

Aπόδειξη : 

Όπσο είλαη γλσζηφ ην δηάλπζκα ησλ ηδηνηηκψλ ελφο πξαγκαηηθνχ 

ζπκκεηξηθνχ πίλαθα θπξηαξρεί ηνπ δηαλχζκαηνο ησλ δηαγψλησλ ζηνηρείσλ . Με άιια 

ιφγηα, ην δηάλπζκα ησλ δηαγψλησλ ζηνηρείσλ ηνπ πίλαθα I(ζ1, β) είλαη αζζελψο 

κεγαιχηεξν απφ ην δηάλπζκα ησλ ηδηνηηκψλ ηνπ I(ζ1, β). Όηαλ ε c ηθαλνπνηεί ην 

ιήκκα 1 ηφηε ην δηάλπζκα ηδηνηηκψλ ηνπ Ic(ζ1, β) δει. ην δηάλπζκα  

2 2

2 2 2
1 1

1
(     ,     )

(1   ) (1   )

i i

i i

m m

i i i

i i

e e
΄

e e

 

 
   



 

 
  
   

θπξηαξρεί ηνπ δηαλχζκαηνο   



 ε ι ί δ α  | 95 

 

  

 

2 2

2 2 2

1
(   , )

(1   ) (1   )

c c

c c

e e
c ΄

e e




 

  
 

Αθνχ ινηπφλ ην  δεχηεξν δηάλπζκα  είλαη ην δηάλπζκα ησλ δηαγψλησλ ζηνηρείσλ ηνπ 

 I (ζ1, β) ε απφδεημε  ηνπ ιήκκαηνο 2 είλαη πιήξεο. 

Θεώπημα 1(Σελίδα 83): 

         Ζ L(p) έρεη κνλαδηθφ κέγηζην ζην ζεκείν p  = (0, 1/3, 1/3, 1/3 ) αλ θαη κφλν αλ : 

31   2 4v   v vv     

Απόδειξη : 

Α.  Αλ 
31   2 4v   v vv   : 

4 1 2 3  2 3 4  3 1 2 4 2 3 4 2 1 3 4 2 3 4L v (p p p p p p ) v (p p p p p p ) v (p p p p p p )          

      1 2 3 4 2 3 4   v  v    v  v  p p p     

      4 1  4 2 3 3 1 3 2 4 2 1 2 3 4 v p  p  p p  v p  p  p p  v p  p    p p       

      1 2 3 4 2 3 4 v  v    v  v  p p p     

     1  4  2   3  3 31  3  2   4  3

4 3

1  2  3    

2

4         
v ( ) v ( ) v

   
( )

   

3 3 3

p p p p p p p p p p p p       



   

     + (v1 -  v2  - v3 - v4 ) p2 p3 p4                                                                                                                     (Β.1) 

 = 

  

  
 + 

  

  
 + 

  

  
 + (v1 -  v2  - v3 - v4 ) p2 p3 p4 

≤ 
              

  
 + (v1 -  v2  - v3 - v4 ) (

               

 
 )3 

 1 2 3 4 2 3 4v  v    v  v  p p p                                                                                                                  
(Β.2)                                                                  
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  332      4  1 2 3 4
1 2 3 4

  p +p +p +p
v  v    

v

2
v (

7
 v )

3

v  
                                           (Β.3) 

= 
 

  
 v1 

Γειαδή ε ζρέζε (Β.1) ηζρχεη αλ θαη κφλν αλ : 

1 4   2   3  

1   3   2   4  

1   2   3   4  

 

    

    

p p p p

p p p p

p p p p

 

  

  

 

Ζ ιχζε  ηνπ ζπζηήκαηνο απηνχ είλαη : 

                            

 Ζ ζρέζε (Β.2)  ηζρχεη αλ θαη κφλν αλ :                    ελψ ε (Β.3) ηζρχεη αλ 

θαη κφλν αλ :       

Β.  Αλ ην ζεκείν p= (0, 1/3, 1/3,1/3) κεγηζηνπνηεί ηελ L(p)  ηζρπξηδφκαζηε φηη :  

31   2 4v   v vv    

δηαθνξεηηθά αλ  v1  <  v2  + v3 + v4 ε ιχζε είλαη ηεο κνξθήο: 

pε = (ε, (1-ε)/ 3 ,  (1-ε)/ 3 , (1-ε)/ 3 ) 

 γηα κηθξέο ηηκέο ηνπ ε >0.   Γείρλεηε εχθνια ε φηη  L (pε)  >  L (p) αλ θαη κφλν αλ : 

1 1 13   (3 )36 2d d d     

φπνπ  1 2 3 41

1

( v  v
1

  v
v

v ) 0d        

Θεώπημα 2(Σελίδα 83) : 

 Αλ  v1  ≥ v2  , v3 = v4 = v  θαη v1 < v2 + 2λ ηφηε ε ιχζε πνπ κεγηζηνπνηεί ηελ 

L(p) είλαη : 
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1  2
1

 λ  4λ1

2 ( 2 )2
p

D





 


 
 , 1

2
  2 - λ  4λ1

2 ( 2 )2
p

D








 
   , 3 4

2

( 2 )
p p

D



 
                  (Γ.1) 

κε 2 2

1 2

3( 2 )L  2 ( 4 D) / D        , 
1 2 v v –  4   θαη 

2

1 212   D      

Απόδειξη:     

Μπνξεί λα δεηρζεί φηη αλ  v3 = v4 ηφηε απηφ ζπλεπάγεηαη             ζε θάζε 

ιχζε ηεο L (p). Aλ ζεσξήζνπκε x = p1 , y = p2 θαη z =            ηφηε x = 1- y – 2z. 

Tν πξφβιεκα ηεο L(p) κπνξεί λα γξαθηεί σο κεγηζηνπνίεζε ηεο : 

   2 2

2 1 2 2L y,z   z  2vy –  2vy  v y  v  v –  4v  yz –  2 v z       

κε ηνπο εμήο πεξηνξηζκνχο :  

y 0,z 0  θαη 2 1y z   

Πξψηα πξέπεη λα ιάβνπκε ππφςε καο ηηο εμήο πεξηπηψζεηο : 

α )  αλ z = 0 ηφηε L = 0  

β )  y = 0 ηφηε 2

2L v xz κε κέγηζηε ηηκή ηελ v2 / 27 ζην ζεκείν
1 3 4p p p  1/ 3   ,  

p2 = 0 . 

γ ) αλ 2 1y z  , x=0 ηφηε 2

1L v yz   κε κέγηζηε ηηκή ηελ v1 / 27 ζην ζεκείν p1 = 0, 

1 3 4p p p  1/ 3    

Δθαξκφδνληαο φκσο ην  Θεψξεκα 1 παξαηεξνχκε φηη θακία απφ απηέο ηηο 

πεξηπηψζεηο δελ απνηειεί ιχζε. 

Τπνζέηνπκε φηη y > 0, z > 0 θαη y + 2z < 1 θαη παξαγσγίδνληαο ηελ L (y,z) έρνπκε : 

 1 2z  v   v –  4v  z 2v –  4
 

vy 0    
 

0
L

y
    


 


 

   
* 1 2y y z(v  v –  4v) /  4v  1/ 2      

Γηα  y = y* ε L (y,z) καο δίλεη : 
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2 2 1L(z) z(  z   z    )
   4

28 2

vv v v

v








  

φπνπ 2

1 2 1 2.  (v  v –  4v) –  4v v    

Άξα ρξεηάδεηαη λα κεγηζηνπνηήζνπκε κφλν ηελ L (z) ππφ ηνλ πεξηνξηζκφ 0≤ z ≤ z* : 

1 2 2    4  ( ) 3
z    z  0  2 0

  8
 

22

v v vL z

z v

v  
 


    

* 1 2z z  2v /  (v  v –  4v)  
 

Yπνζέηνληαο φηη v1  > v2 δηαθξίλνπκε ηηο εμήο πεξηπηψζεηο : 

i) Γ = 0  

1 2    4  ( )
0 2 0

  2 2

v v vL z v
z

z

 
   



 

                      
0 1 2z z v /  2 ( 4v v   v )     

φκσο 
1 2v v  2v   ηφηε 1   2 λ 2 λ λ  ζπλεπψο 

2 1 29v v v v   θαη 

1 2v  v –  4v 0  .ην ζεκείν z0  έρνπκε ηε κέγηζηε ηηκή ηεο L (z) κε ηηκή. 

4

1 2  1 2 ( λ λ ) / 256 λ λ .Ζ ιχζε κεγηζηνπνίεζεο ηεο L(p) είλαη : 

2

2 1 1 2 1 2

2

1 2

1 2

4

1

3

3 λ  λ  3 λ  λ  ( λ  λ  )  
, ,

8  λ 8 
p   p  

λ 1
p

6  λ λ
p


   

 
                                

(Γ.2) 

Ζ ζρέζε (Γ.2) είλαη εχθνιν λα δεηρζεί φηη είλαη κηα εηδηθή πεξίπησζε ηεο  (Γ. 1) φπνπ 

1   2 λ 2 λ λ   

Απφ εδψ θαη πέξα ππνζέηνπκε φηη 2

1 2 1 2  4v v  0 ,   v   v  4v        θαη νη 

ιχζεηο ηνπ 
  ( )

0
 

L z

z





 είλαη νη : 

2 2

1  2 1  2

1 2

2 2
,

2   1  2 2   1  2
   

v v
zz
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ελψ 1 2

  ( ) 3

  8
(z z )(z – z )

 

L z

z v

 



. 

ii) Γ > 0 

Tφηε 
1 2v v  2v  ,   1 2 λ 2 λv   θαη 0 < z2 < z* < z1. H  L (z) απνθηά κέγηζην 

ζην ζεκείν z2 θαη ε ιχζε αληηζηνηρεί ζηελ  (Γ.1) ε νπνία κεγηζηνπνηεί ηελ L (p). 

iii) Γ < 0  

Σφηε λ < 4       z1 < 0 < z2 < z*  θαη ε L (z) απνθηά κέγηζην ζην ζεκείν z2 νπφηε είλαη 

ίδην κε ην ii. 

Eπνκέλσο ε ιχζε (Γ.1) κεγηζηνπνηεί ηελ L (p) φηαλ  
1 2 4 3v v ,v v      θαη 

1 2v   v .   

Θεώπημα 3(Σελίδα 85) : 

Γηα ηε ζπλάξηεζε ζχλδεζεο logit ε ζπλζήθε θνξεζκνχ ηζρχεη αλ θαη κφλν αλ: 

                                    β0 ≠ 0       

0

0

0 0 11

0 1

2

1 2

4 4

2 2 2

1 1
log( )

2 1

( 1)( 1) 2
log( )

( 1)( 1) 2

e

e

e e e

e e





  

 











  


  

 

Απόδειξη : 

Τπνζέηνπκε φηη α =    , b =    , c =     θαη  

2 2

1

2 2

2 3 4

(  bc) ,  (b  c) ,  (c b ) ,    (1 bc)
1 1 1 1

w w w w
           

Γηαθξίλνπκε ηηο εμήο πεξηπηψζεηο : 

α) αλ β1 = 0 ηφηε b = 1 κε 
1 3 2 4,w w w w   
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β) αλ β2 = 0 ηφηε  
21 43,w w w w   

γ) αλ β0 = 0 ηφηε  
41 3 2,w w w w   

Ζ ζπλζήθε θνξεζκνχ δελ είλαη αιεζήο ζηηο παξαπάλσ πεξηπηψζεηο αιιά κπνξεί λα 

αλαθεξζεί σο εμήο : 

1) γηα 2 2(1 b )(1 c )  2    

     αλ 
10       ηφηε  

4 1 2 3

 
1 1 1 1

w w w w
    

     αλ 
4    ηφηε   

1 4 2 3

 
1 1 1 1

w w w w
    

φπνπ 
 

 
 

 

4 4 4

1 4

4

2 2 2 2

2       1 (1 ) 2       1 (1 )
,

2 1 (1 ) 2 1 1
   

( )

bc b c bc b c
a

c
a

b b c

      




  


 
.  

ηελ     πεξίπησζε απηή b <1, c <1, α4 > α1 >0. 

ηελ πεξίπησζε απηή ε ζρέζε      ≥ log (α4) καο εγγπάηαη ηε ζπλζήθε θνξεζκνχ  

(1+ b
2
)(1+ c

2
) < 2 

2) γηα 2 2(1-b )(1-c ) > 2  

     αλ 
30       ηφηε   

1 4 2 3

 
1 1 1 1

w w w w
    

     αλ 
2     ηφηε          

4 1 2 3

 
1 1 1 1

w w w w
    

φπνπ   
 

 
 

 

4 4 4 4

23 22 2 2

2       1 (1 ) 2       1 (1 )
,

1 (
   

1 ) 2 1 (1 ) 2

bc b c bc b c
a

b c b
a

c

      

  





 
. 

ηελ     πεξίπησζε απηή b >1, c >1, α2 > α3 >0. 

ηελ πεξίπησζε απηή ε ζρέζε 2 2(1 b )(1 c )  2    δειψλεη φηη 
1

122

2
  1

  1

1
log( )

2

e

e









 . 

3) γηα 2 2(1 b )(1 c )  2    
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     αλ 
50       ηφηε   

2 4 31

 
1 1 1 1

w w w w
    

     αλ 
8    ηφηε            

3 4 21

 
1 1 1 1

w w w w
    

φπνπ 
 

  
 

  5 8

4 4 4 4

2 2 2 2

2       1 (1 ) 2       1 (1 )
,  

1 1 2
 

2 1 1

bc b c bc b c
a

b c c
a

b

   


    

  


  
.  

ηελ     πεξίπησζε απηή b >1, c >1, α8 > α5 >0. 

ηελ πεξίπησζε απηή ε ζρέζε 2 2(1 b )(1 c ) 2   δειψλεη φηη 
1

1

2

2 2

  1

 
log(

1

1

2

e

e







 


). 

Δπίζεο νη πεξηπηψζεηο (2) θαη (3) ζπλνςίδνληαη σο εμήο: 

1

122

2
  1

  1

1
log( )

2

e

e









  

0 2 1 2

1
log ( , )

2
a    

4) γηα 2 2(1 b )(1 c )  2    

     αλ 
70       ηφηε   

3 4 21

 
1 1 1 1

w w w w
    

     αλ 
6    ηφηε          

2 4 31

 
1 1 1 1

w w w w
    

φπνπ 
 

  
 

  7 8

4 4 4 4

2 2 2 2

2       1 (1 ) 2       1 (1 )
,  

1 1 2
 

2 1 1

bc b c bc b c
a

b c c
a

b

   


    

  


  
.  

ηελ     πεξίπησζε απηή b <1, c >1, α6 > α7 >0. 

Δπίζεο κπνξεί λα απνδεηρζεί φηη α1 α4 = 1, α2 α3 = 1, α5 α8 = 1 θαη α6 α7 = 1. 

Σέινο αληηθαζηζηψληαο ην β1 ζηελ 
1

1

2

2

1   1

 
o )

1
l g(

2

e

e








 θαη ζηελ 2 1 2log ( , )a   έρνπκε ηηο 

πεξηπηψζεηο (1) θαη (4). 
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Θεώπημα 4(Σελίδα 86): 

Τπνζέηνληαο φηη 
1 2 3 4v v v v   θαη  

4 1 2 3v v +v +v ηφηε : 

   13, 14 24 12, 23 34max L L ,L  max L L ,L    

  3 2 4 32 1
p 12, 23 34max L – max L L ,L  min{   ,   ,  }

216 5496 3

v v v vv v  
  

Απόδειξη : 

Πξψηα απνδεηθλχνπκε φηη 
24 23 L L αλ 

4 2 3v +v 2v ελψ
24 34 L L  αλ 

2 4 3v   v 2v  . 

Έζησ ε ιχζε ηεο L24 είλαη 
1 3 2 4x p , y p ,z p  p    .  

 Aλ 
4 2 3v +v 2v ηφηε: 

2 3p p θαη 
1 3 2423 2 ,   4 3 ,( –  v )xz (L L z y)   0x p y p z pv       

 Aλ 
4 2 3v +v 2v ηφηε: 

            
2 3p p θαη 

1 3 234 24 3 2 ,  , ( –  v )xz (L )  L 0x p y p z pv y z       

Oκνίσο δείρλνπκε φηη : 

 
13 23   1 3 2 L   L  v   v  2v    

 
13 12   1 3 2L   L  v   v < 2v   

 
14 13   1 4 3L   L  v   v  2v    

 
14 24   1 4 2L   L  v   v  2v      

Δπνκέλσο    13, 14 24 12, 23 34max L L ,L  max L L ,L   . 

To αξρηθφ πξφβιεκα είλαη: 

p p 4  1 2 3   3  1 2 4 2  1 3 4 1  4 2 3  max L max {v p p p v p p p v p p p v p p p }     

ελψ ε πξνζέγγηζε ηνπ είλαη: 
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34 p 4 1 2 3 3 1 2 4 2 1 3 4 1  4 2 3 L max {v p p p v p p p v p p p v p p p }΄ ΄     

φπνπ 
4 3 3  4v   v   (v v ) / 2΄ ΄   . 

Ζ δηαθνξά * * * *

1 2 3 4 p 34 4 3 max L L  (v    )  (   ) / 2p p p p     φπνπ (     
    

     
     

 )΄ 

κεγηζηνπνηεί ηελ L. Eπίζεο ηζρχνπλ νη ζρέζεηο : 

 * * * *

1  2  3  4  0p p p p    θαη * * * *

1  2  3  4 1p p p p    

νπφηε : 

p 12 23 34 p 12 p 23 p 34max L – max{L ,L ,L } min{max L L ,max L L ,max L L }     

3* * * * * * * * * * * *2 1
3 4 1

2 4
2  4 3  42 3  

3
1 1 2

    
   (      (      (  

2 2 2
min{ ), ), )}p p p p p p p p p p p p

    


 
    

2 3 2 41 3    
     }

216
min{ , ,

5496 3

      



 

Θεώπημα 5(Σελίδα 88) : 

Υσξίο βιάβε γεληθφηεηαο, ππνζέηνπκε φηη v1 ≥v2 ≥v3 ≥v4 ηφηε : 

Rmax =  
   

      
  

 
         

 
               

   
      

 
                      

                             

Aπόδειξη :  

Ζ κεγηζηνπνίεζε ηεο   
  (w) είλαη ηζνδχλακε κε ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο : 

1 2 3 4
1  2 ,  3,  4

1 2 3 4 2 1 3 4 3 2 1 4 4 1 2 3

, 
                   

)
 

(
         

Q
p p p p p p p p p p p p

   
   

   

  

  
  

φπνπ 1  2 ,  3,  4) ( ,p p pp ε βέιηηζηε θαηαλνκή ησλ 1  2 ,  3,  4, ( )    . 

i) αλ 
1  2 3  4             ηφηε 

1 2 3 40,     1/   3p p p p     θαη 
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  1/32 3  4 

1 

   3
(1(

4
) 1 )uR w

  



 
   

Τπνζέηνληαο φηη 0 < α ≤    ≤  b γηα i = 1,2,3,4,
1  2 3  4              απνδεηθλχεηαη φηη  

b 3α   θαη  2 3 4
1  2 ,  3,  4

1

3  
,  ] 27 [1  ]( )

 
27[1Q v v vv

b

   



 
    

To ειάρηζην ηεο ζπλάξηεζεο  Q είλαη ζην 
1  2 3  4 ,    b a       θαη  

  33 3
(1( ) )1

4
uR

b
w

a
   

ελψ αλ 
1  2 3  4          ηφηε 

1  2 ,  3,  4, ) 54 (Q v v vv  θαη   1/3( ) 1
3

2
4

uR w   . 

ii) αλ 
1  2 3  4             ηφηε     . Yπνζέηνπκε δ>0 ηέηνην ψζηε  

1 1 1p p –  (1 p )΄   δει.  i ip    1 p΄    i = 2,3,4 θαη 
1 2 3 4p p p p   1΄ ΄ ΄ ΄    . Γηα 

νπνηαδήπνηε 
1 1  ΄   ηζρχεη : 

1 2 3 4
1  2 ,  3,  4 1  2 ,  3,  4

1 2 3 4 2 1 3 4 3 2 1 4 4 1 2 3

,  , 
               

( ) (
   

)
           

v
΄p p ΄p p p p p ΄p

΄
Q ΄ Q v v v

΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄p p p ΄p

   
   

   

  


  


 

γηα αξθεηά κηθξφ δ >0. Δπίζεο επηβεβαηψλεηαη φηη  

 
1 2 3  4  

 

1 2 ,  3,  4 2 3  4  2 ,  3,  4     
lim Q( ,  ) Q(     ,  ) 54

   
         

  
     

αλεμάξηεηα ησλ ηηκψλ v2 , v3 , v4 . 
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