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Prìlogoc

H paroÔsa diplwmatik  ergasÐa èqei wc jèma thn JewrÐa PaignÐwn kai tic
efarmogèc thc. To pr¸to kef�laio apoteleÐ mia eisagwg  sthn jewrÐa pai-
gnÐwn ìpou parousi�zontai ta basik� stoiqeÐa pou thn apoteloÔn, kaj¸c kai
orismènec shmantikèc exelÐxeic pou èqoun diadramatÐsei kajoristikì rìlo sthn
an�ptuxh thc.

Ta paÐgnia mporoÔn na taxinomhjoÔn se poikÐlec kathgorÐec, b�sh di�fo-
rwn krithrÐwn. Sthn sugkekrimènh ergasÐa, ta paÐgnia èqoun qwristeÐ, me
b�sh ton trìpo anapar�stashc touc, se dÔo kathgorÐec; sta paÐgnia kanoni-
k c morf c kai sta paÐgnia ektetamènhc morf c.

To deÔtero kef�laio anafèretai sta paÐgnia kanonik c morf c   stra-
thgik� paÐgnia kai perigr�foun tic katast�seic allhlepÐdrashc twn atìmwn
pou lamb�noun tic apof�seic touc tautìqrona. Ta paÐgnia aut� gÐnontai pio
eÔkola katanoht� me thn anapar�stash touc mèsw pin�kwn. Oi strathgikèc
twn paikt¸n diakrÐnontai eÐte se amigeÐc strathgikèc, ìtan oi paÐktec èqoun
proapofasÐsei thn strathgik  pou ja qrhsimopoi soun,   se miktèc strath-
gikèc, ìtan oi paÐktec epilègoun tic strathgikèc touc me tuqaÐo trìpo. Sthn
sunèqeia melet¸ntai oi trìpoi epÐlushc aut¸n twn paignÐwn. Sugkekrimèna,
parousi�zetai h mèjodoc thc diadoqik c apaloif c twn austhr� kuriarqhmè-
nwn strathgik¸n kai h isorropÐa Nash se amigeÐc kai miktèc strathgikèc.
Sthn sunèqeia, anaferìmaste sthn pijanìthta oi paÐktec na k�noun l�jh kai
exet�zoume thn isorropÐa trem�menou qerioÔ. Tèloc, exet�zetai h perÐptwsh
paignÐwn ateloÔc plhrofìrhshc sta opoÐa k�poioi paÐktec den gnwrÐzoun ìlec
tic plhroforÐec pou aforoÔn touc antip�louc touc.

To trÐto kef�laio anafèretai sta paÐgnia ektetamènhc morf c   diado-
qik¸n kin sewn. Prìkeitai gia paÐgnia sta opoÐa oi paÐktec lamb�noun tic
apof�seic touc diadoqik�. Aut� ta paÐgnia anaparÐstantai me thn bo jeia twn
dèndrwn paignÐwn kai diakrÐnontai se paÐgnia me pl rh plhrofìrhsh   ellip 
plhrofìrhsh.

Sthn perÐptwsh twn paignÐwn me pl rh plhrofìrhsh oi paÐktec gnwrÐzoun
ìlh thn {istorÐa} tou paignÐou, opìte ìtan èrjei h seir� touc na kinhjoÔn
eÐnai ikanoÐ na prosdiorÐzoun se poia koruf  tou dèndrou brÐskontai. Gia thn
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6 PERIEQ�OMENA

epÐlush aut¸n twn paignÐwn qrhsimopoieÐtai h ènnoia thc isorropÐac Nash,
thn opoÐa mporoÔme na thn prosdiorÐsoume me thn bo jeia thc mejìdou thc
proc ta pÐsw epagwg c.

Sta paÐgnia me ellip  plhrofìrhsh, up�rqoun paÐktec oi opoÐoi den gnw-
rÐzoun ìlec tic kin seic pou èqoun l�bei q¸ra sto paÐgnio kai ètsi ìtan èrjei
h seir� touc na kinhjoÔn den eÐnai ikanoÐ na prosdiorÐsoun akrib¸c se poia
koruf  tou sunìlou plhrofìrhshc touc brÐskontai. Gia na exasfalÐsoume
thn arq  thc diadoqik c orjologikìthtac sta paÐgnia aut� melet�me mia pio
isqur  ènnoia, thn isorropÐa tèleiou upopaignÐou. Wstìso, up�rqoun paÐgnia
pou den diajètoun upopaÐgnia. Tìte, gia thn epÐteuxh miac lÔshc pou ja e-
xasfalÐzei ìti oi paÐktec eÐnai diadoqik� orjologikoÐ eis�getai h ènnoia thc
diadoqik c isorropÐac.

Sto tètarto kef�laio melet¸ntai oi dhmoprasÐec tèleiac plhrofìrhshc
qrhsimopoi¸ntac ergaleÐa apì thn jewrÐa paignÐwn. Sugkekrimèna, anafère-
tai stic dhmoprasÐec sfragismènhc prosfor�c pr¸thc tim c kai sfragismènhc
prosfor�c deÔterhc tim c, kai perigr�fei pwc autèc oi dhmoprasÐec mporoÔn
na grafoÔn wc paÐgnia kanonik c morf c.

Sto shmeÐo autì jèlw na euqarist sw ton epiblèponta kajhght  thc di-
plwmatik c ergasÐac mou, k. Iw�nnh Polur�kh, gia ton qrìno pou mou a-
fièrwse kat� thn ekpìnhsh thc kai thn diark  projumÐa tou na mou lÔsei
opoiad pote aporÐa afor� sto antikeÐmeno, bohj¸ntac ètsi sthn dhmiourgÐa
idanikoÔ klÐmatoc èreunac.



Abstract

This thesis is a study on game theory and its applications. The first chapter
is an introduction to game theory showing the basic elements that constitute
it, and some significant developments that have played a crucial role in its
development.

Based on different criteria, games can be classified into various categories.
Here, we have separate the games based on the way they are represented in
two categories, in normal form games and extensive form games.

The second chapter deals with the normal form games or strategic ga-
mes, that are games where all players move simultaneously. These games
are usually represented by a matrix. The players’s strategies can are either
pure strategies (when players have decided the strategy that they will use
before the game’s beginning) or mixed strategies (where players choose their
strategies randomly). Then, we focus on the solution of these games by in-
troducing the method of iterated deletion of strictly dominated strategies
and the concept of Nash equilibrium in pure and mixed strategies. Then, we
examine the possibility that players might make a mistake in choosing their
strategies and we introduce the notion of a trembling hand perfect Nash e-
quilibrium. Finally, we consider the case of incomplete information games in
which some players do not know all the information about their opponents.

The third chapter refers to the extensive form games or dynamic games.
These are games in which players take their decisions sequentially. These
games are represented by game trees and distinguished in games with perfect
information or imperfect information.

In the case of games with perfect information, all players know the history
of the game, so when it is their turn to move is able to identify in which node
of the tree he is. To solve these games we use the concept of Nash equilibrium,
which can be determined by using the method of backward induction.

In games with imperfect information, there are players who do not know
all the moves that have occurred in the game, so when it is their turn to
move is not able to determine exactly in which node of their information set
they are. To ensure the principle of sequential rationality in those games we
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8 PERIEQ�OMENA

study a more powerful notion, known as subgame perfect Nash equilibrium.
However, there are games that they have not any subgame. Then, in order to
achieve a solution that it will ensure that the players are sequentially rational
we introduce the concept of sequential equilibrium.

In the fourth chapter we study auctions with complete information using
tools from game theory. In particular, we discuss the first price sealed bid
and the second price sealed bid auctions, and we describe how these auctions
can be written as a normal form game.



Kef�laio 1

EISAGWGH

1.1 Ti eÐnai h JewrÐa PaignÐwn

H jewrÐa paignÐwn apoteleÐ ènan kl�do twn majhmatik¸n o opoÐoc qrhsi-
mopoi¸ntac majhmatik� montèla kai anazht¸ntac prìtupa apì thn anjr¸pinh
sumperifor� prospajeÐ na melet sei ton trìpo l yhc apof�sewn se katast�-
seic sÔgkroushc kai sunergasÐac. To kÔrio antikeÐmenì thc eÐnai h an�lush
twn apof�sewn se katast�seic strathgik c allhlepÐdrashc kai esti�zei sthn
allhlepÐdrash twn apof�sewn om�dwn anjr¸pwn, ìpou h apìfash tou kaje-
nìc ephre�zei touc upìloipouc.

H jewrÐa paignÐwn, ìpwc kai oi upìloipec epist mec, apoteleÐtai apì mia
sullog  montèlwn. 'Ena montèlo eÐnai mia afhrhmènh ènnoia pou qrhsimo-
poieÐtai gia na katano soume tic parathr seic kai tic empeirÐec mac apì thn
kajhmerin  mac zw . 'Ena montèlo den prìkeitai na mac bohj sei na katal�-
boume èna fainìmeno an oi upojèseic tou eÐnai antÐjetec me tic parathr seic
mac. EpÐshc, èna montèlo antleÐ dÔnamh apì thn aplìthta, kaj¸c oi upojèseic
p�nw stic opoÐec sthrÐzetai ja prèpei na apotup¸noun thn ousÐa thc kat�sta-
shc kai ìqi �sqetec leptomèreiec, dhlad  eÐnai shmantikì èna montèlo na eÐnai
aplì, na esti�zei se ousi¸dh stoiqeÐa kai na basÐzetai se upojèseic pou den
apèqoun uperbolik� apì thn pragmatikìthta. Den mporoÔme na poÔme ìti èna
montèlo eÐnai swstì   l�joc me apìluta krit ria, all� gia to an eÐnai qr simo
  ìqi èna montèlo exart�tai k�je for� apì ton skopì pou to qrhsimopoioÔ-
me. H katanìhsh enìc montèlou thc jewrÐac paignÐwn eÐnai idiaÐtera shmantik 
stouc oikonomikoÔc, politikoÔc kai koinwnikoÔc tomeÐc. Apì thn melèth aut¸n
twn montèlwn endèqetai na prokÔyoun trìpoi sumperifor�c tètoioi ¸ste na
belti¸soun thn euhmerÐa mac.

9



10 KEF�ALAIO 1. EISAGWGH

Ta montèla pou qrhsimopoioÔntai sthn jewrÐa paignÐwn eÐnai akribeÐc ek-
fr�seic twn ide¸n pou mporoÔn na parousiastoÔn lektik�. Wstìso, profo-
rikèc perigrafèc teÐnoun na eÐnai makr�c di�rkeiac kai anakrib c. Opìte, gia
lìgouc lakwnikìthtac kai akribeÐac suqn� qrhsimopoioÔntai, gia thn perigra-
f  twn montèlwn aut¸n, majhmatik� sÔmbola. Gia thn montelopoÐhsh miac
kat�stashc allhlepÐdrashc akoloujoÔme thn ex c diadikasÐa: jèloume to
montèlo na perilamb�nei arket� gnwrÐsmata ¸ste na èqei ousiastik  shmasÐa
kai na èqei ìso to dunatìn pio apl  dom . Epilpèon, kat� thn an�lush tou
montèlou mporeÐ na prokÔyei ìti prèpei na gÐnoun prosarmogèc sto montèlo.

H jewrÐa paignÐwn èqei mia eureÐa gk�ma efarmog¸n. Gia par�deigma mporeÐ
na efarmosteÐ se katast�seic oi opoÐec perigr�foun etaireÐec pou antagwnÐ-
zontai, politikoÔc pou diekdikoÔn y fouc, ènorkouc pou apofasÐzoun gia mia
etumhgorÐa, z¸a pou m�qontai gia leÐa, paÐktec pou summetèqoun se ènan plei-
sthriasmì kai pollèc �llec.

Gia na perigr�youme mia kat�stash strathgik c allhlepÐdrashc, dhlad 
èna paÐgnio, prèpei na gnwrÐzoume tèssera stoiqeÐa:

• Touc paÐktec: ta �toma pou summetèqoun sto paÐgnio.

• Touc kanìnec: oi opoÐoi kajorÐzoun poioc kineÐtai pìte, ti gnwrÐzoun
oi paÐktec ìtan eÐnai h seir� touc na paÐxoun ìpwc epÐshc kai ti pijanèc
epilogèc èqoun.

• Ta apotelèsmata: ta opoÐa prokÔptoun apì k�je dunat  kÐnhsh
twn paikt¸n.

• Thn apìdosh: dhlad , poiec eÐnai oi protim seic twn paikt¸n sta
pijan� apotelèsmata (p.q. sunart seic qrhsimìthtac).

PaÐgnio eÐnai mia kat�stash sthn opoÐa summetèqoun perissìteroi tou
enìc paÐktec, oi opoÐoi leitourgoÔn orjologik� kai k�noun k�poiec epilogèc
me stìqo o kajènac na ikanopoi sei to sumfèron tou kai to apotèlesma gia
ton k�je paÐkth den exart�tai mìnon apì th dik  tou epilog  all� kai apì
tic epilogèc twn upoloÐpwn paikt¸n. PaÐkthc mporeÐ na eÐnai èna prìswpo,
mÐa org�nwsh, èna kr�toc, mia epiqeÐrhsh   ènac sunaspismìc. Katast�seic
ìpou up�rqei mìno ènac paÐkthc   katast�seic ìpou up�rqoun p�ra polloÐ
paÐktec, ètsi ¸ste h epÐdrash thc apìfashc tou enìc paÐkth sto sÔnolo na
eÐnai amelhtèa, den apoteloÔn paÐgnia.
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Sugkekrimèna, se k�je paÐgnio up�rqoun dÔo (paÐgnia dÔo pros¸pwn)
  kai perissìteroi paÐktec (paÐgnia n-pros¸pwn). Oi kin seic k�je paÐ-
kth ephre�zoun touc upìloipouc. K�je paÐkthc prospajeÐ na qrhsimopoi sei
ìla ta mèsa pou diajètei, gia na empodÐsei ton antÐpalì tou na apokt sei
pleonekt mata pou ja periorÐsoun ta kèrdh tou, dhlad , skopìc k�je paÐkth
eÐnai h megistopoÐhsh twn kerd¸n tou. 'Ola ta paÐgnia perièqoun to qarakth-
ristikì tou antagwnismoÔ metaxÔ twn paikt¸n touc kai to apotèlesma touc
odhgeÐ se {kèrdh}   {ap¸leiec}. Fusik� èna paÐgnio diafèrei apì mÐa prag-
matik  kat�stash aploÔ antagwnismoÔ   sÔgkroushc sto ìti h pragm�tws 
tou gÐnetai akrib¸c k�tw apì orismènec sunj kec kai sÔmfwna me orismènouc
kanìnec.

1.2 Istorik  anadrom 

• H pr¸th gnwst  anafor� sthn JewrÐa PaignÐwn ègine to 1838 apì ton
G�llo oikonomolìgo Augustin Cournot, o opoÐoc kat�fere na analÔ-
sei tic oligopwliakèc katast�seic me trìpo parìmoio me tic sÔgqronec
mejìdouc thc jewrÐac paignÐwn (montèlo Cournot).

• To 1881 o 'Aggloc oikonomolìgoc Francis Edgeworth asqol jhke me
thn efarmog  twn majhmatik¸n stic koinwnikèc epist mec.

• Parìlo pou oi pr¸tec paigniojewthtikèc idèec eÐqan arqÐsei na emfanÐ-
zontai apì ton 18o ai¸na, h shmantik  an�ptuxh thc JewrÐac PaignÐwn
xekÐnhse thn dekaetÐa tou 1920 me to èrgo tou majhmatikoÔ Emile Borel
(1871-1956) kai tou John von Neumann (1903-1957).

• O John von Neumann to 1928 apèdeixe ìti ta paiqnÐdia mhdenikoÔ a-
jroÐsmatoc èqoun p�nta lÔsh.

• To 1944 h dhmosÐeush tou biblÐou {Theory of games and economic beha-
vior} apì touc John von Neumann kai Oskar Morgenstern apotèlese
èna kajoristikì gegonìc gia thn an�ptuxh thc JewrÐac PaignÐwn. Sto
biblÐo autì, ìrisan thn jewrÐa thc qrhsimìthtac, anèlusan tic bèltistec
lÔseic sta paÐgnia mhdenikoÔ ajroÐsmatoc kai eis gagan ta sunergatik�
paÐgnia.

• Sth dekaetÐa tou 1950 paigniojewrhtik� montèla �rqisan na qrhsimo-
poioÔntai sthn oikonomik  jewrÐa, sthn politik  epist mh kai sthn yu-
qologÐa. EpÐshc, stic arqèc thc dekaetÐac tou 1950 o Amerikanìc majh-
matikìc kai oikonomolìgoc John Forbes Nash eis gage thn ènnoia thc
isorropÐac se paiqnÐdia mh-mhdenikoÔ ajroÐsmatoc, gnwst  wc isorropÐa
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Nash. Prìkeitai gia mia kat�stash, ìpwc ja doÔme kai sunèqeia, apì
thn opoÐa kanènac paÐkth den èqei sumfèron na apomakrunjeÐ, dedomènou
twn epilog¸n twn antip�lwn touc.

• To 1965 o Reinhard Selten melèthse ta dunamik� paÐgnia (dhlad , ta
paÐgnia pou exelÐssontai sto qrìno) kai genÐkeuontac tic idèec tou Nash
se aut� eis gage thn ènnoia thc isorropÐac sta upopaÐgnia (Subgame
Perfect Nash Equilibrium) kai thc isorropÐac trem�menou qerioÔ (Trem-
bling Hand Perfect Equilibrium).

• To 1975 o John Harsanyi genÐkeuse tic idèec tou Nash se paÐgnia el-
lip c plhrofìrhshc.

• Sth dekaetÐa tou 1970 h jewrÐa twn paignÐwn gia pr¸th for� qrhsimo-
poieÐtai wc èna ergaleÐo sthn exeliktik  biologÐa.

• Sta tèlh thc dekaetÐac tou 1990 h jewrÐa paignÐwn efarmìsthke ston
sqediasmì dhmoprasi¸n.

• Sth sunèqeia, paigniojewrhtik  mèjodoi kuriarqoÔn sthn mikrooikono-
mik  jewrÐa, kaj¸c kai se polloÔc �llouc tomeÐc thc oikonomÐac, kai se
èna eurÔ f�sma �llwn koinwnik¸n episthm¸n.

• To 1994 tim jhkan me to brabeÐo Nìmpel oikonomik¸n oi John C. Har-
sanyi (1920-2000), John F. Nash (1928) kai Reinhard Selten (1930) gia
thn sumbol  touc sthn jewrÐa paignÐwn.

Ta teleutaÐa qrìnia, h jewrÐa paignÐwn èqei brei eurÔtath efarmog  sta
oikonomik�, ìpou olìklhroi kl�doi sthrÐzontai stic mejìdouc thc, ìpwc h
biomhqanik  org�nwsh, o sqediasmìc mhqanism¸n me spoudaiìtero upokl�do
ton sqediasmì dhmoprasi¸n k.a. EpÐshc, h jewrÐa paignÐwn qrhsimopoieÐtai
kai sthn Politik  OikonomÐa kai eidik� sth jewrÐa thc sullogik c dr�shc
ìpou exhgeÐ endeqìmena sunergasÐac metaxÔ twn paikt¸n (paÐgnia sunerga-
sÐac) kai brÐsketai se �mesh susqètish me ton rìlo tou kr�touc kai twn
jesm¸n se jèmata sunergasÐac, ìpwc paradeÐgmatoc q�rh sth paroq  dhmì-
siwn agaj¸n,sth forologÐa. Akìma, idiaÐtero endiafèron parousi�zetai ston
sunduasmì thc jewrÐac paignÐwn kai thc epist mhc twn upologist¸n.
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1.3 EÐdh paignÐwn

Ta paÐgnia mporoÔn na taxinomhjoÔn se poikÐlec kathgorÐec, an�loga me ta
krit ria pou jètoume k�je for�. Ta krit ria aut�, paradeÐgmatoc q�rh, mporeÐ
na eÐnai to pl joc twn paikt¸n, o trìpoc anapar�stashc touc, oi plhroforÐec
pou gnwrÐzoun oi paÐktec se èna paÐgnio, o trìpoc me ton opoÐo paÐzontai. Sthn
sunèqeia, parousi�zontai orismènec kathgorÐec paignÐwn.

Tautìqronwn kin sewn - Diadoqik¸n kin sewn

Sta paÐgnia tautìqronwn kin sewn (simultaneous-move games) oi paÐktec e-
pilègoun thn strathgik  touc ìloi mazÐ tautìqrona kai k�je paÐkthc epilègei
th strathgik  tou qwrÐc na gnwrÐzei tic epilogèc twn �llwn, onom�zontai kai
paÐgnia kanonik c morf c kai perigr�fontai me thn bo jeia pin�kwn. AntÐjeta,
ta paÐgnia diadoqik¸n kin sewn (dynamic games) exelÐsontai me thn p�rodo
tou qrìnou, oi paÐktec kinoÔntai diadoqik� kai k�je paÐkthc diajètei k�poia
plhrofìrhsh sqetik� me tic epilogèc twn prohgoÔmenwn paikt¸n. Onom�zon-
tai kai paÐgnia ektetamènhc morf c, anaparÐstantai grafik� mèsw dèndrwn kai
diakrÐnontai se paÐgnia me pl rh   ellip  plhrofìrhsh.

Pl rhc plhrofìrhshc - Ellip c plhrofìrhshc

Sta paÐgnia pl rouc plhrofìrhshc (perfect information) k�je paÐkthc gnw-
rÐzei thn dom  tou paignÐou, dhlad  gnwrÐzei ìlec tic plhroforÐec gia touc
�llouc paÐktec tou paignÐou ìpwc tic strathgikèc touc, tic apodìseic touc.
EpÐshc, ìtan èrjei h seir� tou na kinhjeÐ gnwrÐzei ìlec tic kin seic pou èqoun
prohghjeÐ. Suqn� sugqèontai me ta paÐgnia tèleiac (complete) plhrofìrh-
shc, sta opoÐa oi paÐktec gnwrÐzoun th dom  tou paignÐou all� den gnwrÐzoun
aparaÐthta ti enèrgeiec èqoun pragmatopoihjeÐ kat� thn di�rkeia tou paignÐou.

Sta paÐgnia ellipoÔc plhrofìrhshc (imperfect information) nai men oi paÐ-
ktec gnwrÐzoun thn dom  tou paignÐou all� den gnwrÐzoun ìlec tic kin seic pou
èqoun gÐnei sto paÐgnio, den gnwrÐzoun ìlh thn istorÐa tou. Suqn� sugqèontai
me ta paÐgnia ateloÔc (incomplete) plhrofìrhshc, sta opoÐa oi paÐktec den
gnwrÐzoun ìlec tic sqetikèc plhroforÐec pou aforoÔn touc �llouc paÐktec
tou paignÐou.

MhdenikoÔ ajroÐsmatoc

PaÐgnia sta opoÐa ìtan o ènac paÐkthc kerdÐzei tìte o �lloc paÐkthc q�nei,
dhlad  to kèrdoc enìc paÐkth isoÔtai me thn zhmi� tou �llou, kaloÔntai paÐ-
gnia mhdenikoÔ ajroÐsmatoc (zero-sum games). Sta paÐgnia aut� to sunolikì
kèrdoc twn paikt¸n, gia opoiod pote sundiasmì strathgik¸n, eÐnai mhdèn.
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Sunergatik� - Mh sunergstik�

Sta sunergatik� paÐgnia (cooperative games) epitrèpetai h epikoinwnÐa metaxÔ
twn paikt¸n kai ètsi oi paÐktec mporoÔn na sun�youn mia sumfwnÐa metaxÔ
touc, thn opoÐa ja akolouj soun pist�. Sta mh sunergatik� paÐgnia (no-
ncooperatives games) oi paÐktec den mporoÔn na epikoinwn soun metaxÔ touc
kai epilègoun thn strathgik  touc me gn¸mona austhr� to sumfèron touc me
skopì na megistopoi soun thn apìdosh touc.

Epanallambanìmena PaÐgnia

Ta epanallambanìmena paÐgnia prokÔptoun apì ta paÐgnia kanonik c morf c
ìtan aut� paÐzontai se pollèc periìdouc. Oi paÐktec lamb�noun thn apìdosh
touc met� apì k�je perÐodo, opìte h sunolik  apìdosh k�je paÐkth eÐnai to
�jroisma twn apodìsewn pou lamb�nei o paÐkthc se k�je perÐodo.

PaÐgnia shm�twn

Prìkeitai gia paÐgnia me duo paÐktec pou den diajètoun upopaÐgnia. H fÔsh
paÐzei pr¸th kai k�nei thn epilog  thc, thn opoÐa apokalÔptei ston paÐkth 1,
o opoÐoc me thn seir� tou enhmer¸nei ton paÐkth 2 sqetik� me tic plhroforÐec
pou èlabe kai tèloc o paÐkthc 2 k�nei thn epilog  tou.



Kef�laio 2

PAIGNIA KANONIKHS
MORFHS

Se autì to kef�laio ja melet soume paÐgnia sta opoÐa ìloi oi paÐktec kinoÔn-
tai mìno mia for� kai tautìqrona (simultaneous-move games).

2.1 PaÐgnia se kanonik  morf 

Mia kentrik  ènnoia thc jewrÐac paignÐwn eÐnai aut  thc strathgik c enìc
paÐkth. Mia strathgik  eÐnai èna pl rh endeqìmeno sqèdio   ènac kanìnac
apof�sewn, o opoÐoc prosdiorÐzei ton trìpo me ton opoÐo ja energ sei o paÐ-
kthc se k�je pijan  kat�stash pou endeqomènwc klhjeÐ na kinhjeÐ. Dhlad ,
mia strathgik  enìc paÐkth prosdiorÐzei pwc o paÐkthc skopeÔei na kinhjeÐ se
kajèna apì ta sÔnola plhrofìrhshc tou. Suqn� oi paÐktec prosdiorÐzoun tic
enèrgeiec touc se sÔnola plhrofìrhshc pou Ðswc na mhn ft�soun kat� thn
di�rkeia tou paignidioÔ.

Orismìc 2.1.1. 'Ena paÐgnio se kanonik  morf    paÐgnio strathgik c mor-
f c eÐnai èna sÔnolo I atìmwn, opoÐoi kaloÔntai paÐktec tou paignÐou, tètoio
¸ste k�je paÐkthc i èqei: èna sÔnolo strathgik¸n Si (me si ∈ Si) kai mia
sun�rthsh apìdoshc ui(s1, s2, . . . , sI) me ui : S1 × S2 × . . . SI → R.

'Ena paÐgnio se kanonik  morf  me I paÐktec, sÔnola strathgik¸n
{Si} = (S1, . . . , SI) kai sunart seic apìdoshc {ui} = (u1, . . . , uI) ja sumbo-
lÐzetai me ΓN = [I, {Si}, {ui(.)}].

To kartesianì ginìmeno twn sunìlwn strathgik c S1 × S2 × . . . SI
onom�zetai sÔnolo orizìntwn strathgik c   sÔnolo ekb�sewn
tou paignÐou. Ta stoiqeÐa tou s = (s1, . . . , sI), ìpou si h strathgik  tou i

15
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paÐkth, kaloÔntai orÐzontec strathgik c   sundiasmoÐ strathgi-
k c. Suqn�, gia lìgouc suntomÐac èna profÐl strathgik c s to gr�foume ¸c
s = (si, s−i), ìpou s−i eÐnai to (I − 1) di�nusma twn strathgik¸n ìlwn twn
�llwn paikt¸n ektìc tou i paÐkth.

'Ena paÐgnio kanonik c morf c paÐzetai wc ex c: arqik�, k�je paÐkthc n
epilègei tautìqrona mia strathgik  sn apì to sÔnolo strathgik¸n tou Sn
kai sthn sunèqeia k�je paÐkthc i lamb�nei thn apìdosh ui(s1, . . . , sI) pou
prokÔptei apì ton sugkekrimèno orÐzonta strathgik c.

ParathroÔme, opìte gia na perigr�youme èna paÐgnio se kanonik  morf 
qreiazìmaste ta sÔnola strathgik¸n kai tic sunart seic apìdoseic twn pai-
kt¸n.

O stìqoc k�je paÐkth eÐnai na megistopoi sei thn apìdosh tou. Dhlad ,
k�je paÐkthc kaleÐtai na epilÔsei èna prìblhma beltistopoÐhshc thc apìdoshc
tou, gegonìc pou den eÐnai tìso eÔkolo kaj¸c to apotèlesma gia k�je paÐkth
den exart�tai mìno apì tic dikèc tou epilogèc all� kai apì tic epilogèc twn
upìloipwn paikt¸n.

Gia autì k�je paÐkthc anazht� ènan orÐzonta strathgik c pou prokÔptei
apì thn tautìqronh megistopoÐhsh thc apìdoshc tou kajenìc ètsi ¸ste ka-
nènac paÐkthc na mhn èqei kÐnhtro na parekklÐnei. 'Enac tètoioc orÐzontac
kaleÐtai isorropÐa Nash.

Orismìc 2.1.2. Se èna paignÐo kanonik c morf c ΓN = [I, {Si}, {ui(.)}]
ènac orÐzontac strathgik c (s∗1, . . . , s

∗
I) tètoioc ¸ste

ui(s
∗
1, . . . , s

∗
i−1, s

∗
i , s
∗
i+1, . . . , s

∗
I) ≥ ui(s

∗
1, . . . , s

∗
i−1, s, s

∗
i+1, . . . , s

∗
I)

gia k�je paÐkth i kai gia k�je strathgik  s apì to sÔnolo strathgik¸n tou
Si onom�zetai isorropÐa kat� Nash.

'Enac paÐkthc epilègei th strathgik  thc isorropÐac Nash mìno an eÐnai
sÐgouroc ìti kai oi upìloipoi paÐktec ja paÐxoun sÔmfwna me thn isorropÐa
Nash. Dhlad , ja prèpei na eÐnai koin  gn¸sh ìti oi paÐktec ja kinhjoÔn b�sh
thc isorropÐac kat� Nash. Pr�gmati, an k�je paÐkthc gnwrÐzei ìti oi �lloi
paÐktec ja epilèxoun thn isorropÐa kai gnwrÐzei epÐshc ìti kai oi upìloipoi
paÐktec to gnwrÐzoun, tìte telik� ìloi oi paÐktec ja epilèxoun ton orÐzonta
strathgik c thc isorropÐac Nash . Gia ton parap�nw lìgw ènac orÐzontac
strathgik c thc isorropÐac Nash qarakthrÐzetai autoepiballìmenoc.
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EÔresh isorropÐac Nash se paÐgnia kanonik c morf c

JewroÔme èna paÐgnio se kanonik  morf  ΓN = [I, {Si}, {ui(.)}] tou opoÐou
ta sÔnola strathgik c eÐnai anoikt� diast mata kai oi sunart seic apìdoseic
dÔo forèc paragwgÐsimec. Tìte o orÐzontac strathgik c (s∗1, . . . , s

∗
I) eÐnai mia

isorropÐa Nash an ikanopoieÐ tic akìloujec sunj kec:

• ∂ui(s
∗
1, . . . , s

∗
I)

∂si
= 0 gia k�je paikth i,

• k�je s∗i eÐnai to mìno st�simo shmeÐo thc sun�rthshc
ui(s

∗
1, . . . , s

∗
i−1, s, s

∗
i+1, . . . , s

∗
I) me s ∈ Si

• ∂2ui(s
∗
1, . . . , s

∗
I)

∂s2i
< 0 gia k�je i.

Par�deigma 2.1.1. (To montèlo tou Duop¸leiou Cournot)

To sugkekrimèno par�deigma perigr�fei ton trìpo me ton opoÐo duo etai-
reÐec pou par�goun parìmoia proðìnta kajorÐzoun thn posìthta paragwg 
touc. Melet jhke to 1838 apì ton Augustin Cournot kai apoteleÐ èna apì
ta prwtoemfanizìmena paÐgnia sta oikonomik�.

Prìkeitai gia èna paÐgnio kanonik c morf c me dÔo paÐktec, thn etairÐa 1
kai thn etairÐa 2. Oi duo autèc etairÐec par�goun parìmoia proðìnta kai apo-
fasÐzoun tautìqrona poi� ja eÐnai h posìthta tou proðìntoc pou ja par�goun.
JewroÔme ìti h etairÐa 1 par�gei posìthta proðìntoc q1 kai h etairÐa 2 posì-
thta q2. 'Ara, h sunolik  posìthta proðìntwn pou par�goun oi duo etairÐec
eÐnai q = q1 + q2. H tim  an� mon�da proðìntoc sthn agor� eÐnai p(q) = A− q,
me A mia stajer  posìthta. To sunolikì kìstoc paragwg c k�je etairÐac
eÐnai ciqi, i = 1, 2, ìpou qi ≥ 0 kai ci jetikèc stajerèc.

To sÔnolo strathgik¸n k�je etairÐac eÐnai to sÔnolo twn posot twn pou
endeqomènwc epilèxei h etairÐa na par�gei. 'Ara, to sÔnolo strathgik¸n k�je
etairÐac eÐnai to (0,∞). Skopìc k�je etairÐac eÐnai na epilèxei thn bèltisth
strathgik , dhlad  na par�gei ekeÐnh thn posìthta proðìntoc pou ja megi-
stopoieÐ to kèrdoc thc.

To kèrdoc k�je etairÐac dÐnetai apì thn sqèsh:

ui(q1, q2) = qi[p(q)− ci] (2.1)

= qi[A− q1 − q2 − ci], i = 1, 2
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Apì thn parap�nw sqèsh gÐnetai fanerì ìti to kèrdoc k�je etairÐac exar-
t�tai apì thn paragwg  thc �llhc, gegonìc pou eÐnai anamenìmeno afoÔ oi
dÔo autèc etairÐec prosfèroun sthn agor� Ðdiou eÐdouc proðìnta.

Sugkekrimèna, to kèrdoc thc etairÐac 1 eÐnai:

u1(q1, q2) = q1[A− q1 − q2 − c1] (2.2)

= −q21 + (A− q2 − c1)q1

To kèrdoc thc etairÐac 2 eÐnai:

u2(q1, q2) = q2[A− q1 − q2 − c2] (2.3)

= −q22 + (A− q1 − c2)q2

Oi dÔo etairÐec epilègoun thn posìthta proðìntwn pou ja par�goun tau-
tìqrona kai anex�rthta h mia me th �llh, opìte gia na prosdiorÐsoume thn
lÔsh autoÔ tou paignÐou mporoÔme na qrhsimopoi soume thn isorropÐa Nash.

Efarmìzontac thn diadikasÐa pou anafèrame prohgoumènwc èqoume ìti h
isorropÐa Nash prokÔptei apì thn epÐlush tou sust matoc:


∂u1(q1, q2)

∂q1
= 0

∂u2(q1, q2)

∂q2
= 0

⇐⇒

−2q1 − q2 + A− c1 = 0

−2q2 − q1 + A− c2 = 0
(2.4)

⇐⇒


q1 =

c2 + A− 2c1
3

q2 =
c1 + A− 2c2

3

'Ara, o orÐzontac strathgik c (q∗1, q
∗
2) me q∗1 =

c2 + A− 2c1
3

kai

q∗2 =
c1 + A− 2c2

3
eÐnai h isorropÐa Nash tou paignÐou.
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2.2 PaÐgnia pin�kwn 2 atìmwn

Orismìc 2.2.1. 'Ena paÐgnio pÐnaka duo atìmwn eÐnai mia kat�stash sthn
opoÐa summetèqoun dÔo paÐktec, pou kaloÔntai paÐkthc 1 kai paÐkthc 2, tètoio
¸ste:

• O paÐkthc 1 èqei peperasmèno sÔnolo strathgik¸n S1 = {s11, s12, ..., s1m}
me m stoiqeÐa.

• O paÐkthc 2 èqei peperasmèno sÔnolo strathgik¸n S2 = {s21, s22, ..., s2n}
me n stoiqeÐa.

• Oi apodìseic twn paikt¸n ìtan o paÐkthc 1 akolouj sei thn strathgik 
s1i kai o paÐkthc 2 th strathgik  s2j eÐnai oi pragmatikèc sunart seic
u1(s

1
i , s

2
j) kai u2(s

1
i , s

2
j).

To paÐgnio paÐzetai wc ex c:
Se mia dedomènh qronik  stigm  oi paÐktec epilègoun tautìqrona tic stra-
thgikèc pou ja akolouj soun, dhlad  o paÐkthc 1 epilègei thn strathgik 
s1i ∈ S1 kai o paÐkthc 2 epilègei thn strathgik  s2j ∈ S2. Sthn sunèqeia,
o k�je paÐkthc lamb�nei thn apìdosh pou prokÔptei apì thn strathgik  pou
akoloÔjhse, ètsi ston paÐkth 1 aponèmetai apìdosh u1(s1i , s

2
j) kai ston paÐkth

2 apìdosh u2(s1i , s
2
j) .

Se paÐgnia pÐnaka sun jwc anaparistoÔme tic apodìseic twn paikt¸n me pÐ-
nakec A kai B. Jètontac aij = u1(s

1
i , s

2
j) kai bij = u2(s

1
i , s

2
j) èqoume ìti oi

apodìseic tou paÐkth 1 eÐnai o pÐnakac A = [aij] kai tou paÐkth 2 o pÐnakac
B = [bij], oi opoÐoi dedomènwn twn diast�sewn twn sunìlwn strathgik c eÐnai
mxn pÐnakec.
'Ena paÐgnio pin�kwn duo atìmwn mporeÐ na perigrafeÐ me èna mxn pÐnaka wc
ex c:

PaÐkthc 2
Strathgik  s21 s22 . . . s2n

PaÐkthc 1 s11 (a11, b11) (a12, b12) . . . (a1n, b1n)
s12 (a21, b21) (a22, b22) . . . (a2n, b2n)
. . . . . . . . . . . . . . .
s1m (am1, bm1) (am2, bm2) . . . (amn, bmn)

Prìkeitai gia ènan pÐnaka dÔo eisìdwn, ìpou o ènac paÐkthc epilègei stra-
thgikèc metaxÔ twn gramm¸n (PaÐkthc 1) kai o �lloc epilègei strathgikèc
metaxÔ twn sthl¸n (PaÐkthc 2). Ta stoiqeÐa tou pÐnaka eÐnai oi apodìseic
tou k�je paÐkth pou antistoiqoÔn se k�je strathgik . Sugkekrimèna, to
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pr¸to stoiqeÐo tou diatetagmènou zeÔgouc anaparist� thn apìdosh tou paÐ-
kth 1 kai to deÔtero tou paÐkth 2.
'Ena paÐgnio pÐnaka mporoÔme na to prosdiorÐsoume pl rwc apì to zeÔgoc twn
pin�kwn apìdoshc A kai B. 'Otan èna paÐgnio pÐnaka to perigr�foume me to
zeÔgoc (A,B), tìte lème ìti to paÐgnio eÐnai se morf  dÔo pin�kwn. EpÐ-
shc, ton paÐkth 1 ton kaloÔme paÐkth gramm  kai ton paÐkth 2 paÐkth st lh.
Ja sumbolÐzoume me ton deÐkth i, ìpou i = 1, . . . ,m tic strathgikèc tou paÐ-
kth gramm  kai me ton deÐkth j, ìpou j = 1, . . . , n tic strathgikèc tou paÐkth
st lh.

Oi mèjodoi pou qrhsimopoioÔntai gia thn epÐlush enìc paignÐou kanonik c
morf c, tic opoÐec kai ja melet soume ekten¸c stic epìmenec enìthtec, eÐnai:

1. Mèjodoc diadoqik¸n apaloif¸n twn austhr� kuriarqh-
mènwn strathgik¸n, h opoÐa efarmìzetai se paÐgnia ta opoÐa èqoun
austhr� kurÐarqec strathgikèc.

2. IsorropÐa Nash se amigeÐc strathgikèc, h opoÐa efarmìzetai
se paÐgnia ta opoÐa den èqoun austhr� kurÐarqec strathgikèc.

3. IsorropÐa Nash se miktèc strathgikèc, h opoÐa efarmìzetai
se paÐgnia ta opoÐa den diajètoun k�poia isorropÐa Nash se amigeÐc
strathgikèc.

2.3 AmigeÐc kai Miktèc strathgikèc

Mèqri autì to shmeÐo, èqoume upojèsei ìti oi paÐktec k�noun tic epilogèc touc
me bebaiìthta. Sugkekrimèna, k�je paÐkthc èqei proapofasÐsei th strathgik 
pou ja akolouj sei kai oi paÐktec paÐzoun tautìqrona qwrÐc na gnwrÐzoun
tic epilogèc twn �llwn paikt¸n. Ta paÐgnia aut� onom�zontai paÐgnia ka-
jar c (amig c) strathgik c   strathgik� paÐgnia. Ta paÐgnia
aut� eÐnai dÔo periìdwn 0,1 ìpou thn qronik  stigm  0 k�je paÐkthc melet� to
paÐgnio, dhlad  prospajeÐ na problèyei ti ja sumbeÐ gia tic di�forec epilogèc
twn �llwn paikt¸n kai me gn¸mona thn megistopoÐhsh thc sun�rthshc qrhsi-
mìthtac tou apofasÐzei poia strathgik  ja akolouj sei thn qronik  stigm 
1. Thn qronik  stigm  1 oi paÐktec paÐzoun tautìqrona thn strathgik  pou
apof�sisan kai lamb�noun ta kèrdh   tic zhmièc pou antistoiqoÔn sthn stra-
thgik  aut .

Parìla aut�, up�rqoun peript¸seic stic opoÐec oi paÐktec epilègoun tic
kin seic touc me tuqaÐo trìpo, gia par�deigma rÐqnontac èna nìmisma. Se aut 
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thn perÐptwsh, o paÐkthc mporeÐ na mhn eÐnai bèbaioc sqetik� me to poia eÐ-
nai h bèltisth kajar  strathgik  opìte mporeÐ na epilèxei sthn tÔqh metaxÔ
dÔo   perissìterwn kajar¸n strathgik¸n. Dhlad , na epilèxei tuqaÐa uio-
jet¸ntac th mikt  strathgik , h opoÐa perilamb�nei sunduasmì strathgik¸n,
k�je mÐa apì tic opoÐec epilègetai me pijanìthta mikrìterh thc mon�dac. Ta
paÐgnia kanonik c morf c sta opoÐa ta sÔnola strathgik¸n èqoun antikata-
stajeÐ me orÐzontec pijanìthtac p�nw stic strathgikèc kaloÔntai paÐgnia
mikt c strathgik c. 'Ara, ta paÐgnia mikt c strathgik c eÐnai san ta
paÐgnia strathgik c morf c me th diafor� oti o i paÐkthc proepilègei èna
di�nusma pijanìthtac Pi = (p1, ..., pvi), ìpou vi to pl joc twn strathgik¸n
tou paÐkth me to opoÐo ja epilèxei thn strathgik  tou thn kat�llhlh qronik 
stigm .

Orismìc 2.3.1.

'Estw Si to sÔnolo (peperasmèno) twn amig¸n strathgik¸n tou paÐkth i.
Mia mikt  strathgik  gia ton paÐkth i eÐnai mia sun�rthsh σi : Si → [0, 1],
h opoÐa ekqwreÐ se k�je amig  strathgik  si ∈ Si mia pijanìthta σi(si) ≥ 0
me thn opoÐa endeqomènwc aut  na paiqteÐ, ìpou

∑
si∈Si

σi(si) = 1.

Upojètoume ìti o paÐkthc i èqei m amigeÐc strathgikèc sto sÔnolo stra-
thgik¸n tou Si = {si1, . . . , sim}. Tìte, to sÔnolo twn pijan¸n mikt¸n strath-
gik¸n tou paÐkth i mporeÐ na sundejeÐ me ta stoiqeÐa tou akìloujou simplex:
∆(Si) = {(σi1, . . . , σim) ∈ Rm : σik ≥ 0,∀k = 1, . . . ,m kai

∑m
k=1 σ

i
k = 1}

Autì to simplex onom�zetai mikt  epèktash tou sunìlou Si.
Se aut  thn perÐptwsh, h anapar�stash enìc paÐgniou se kanonik  morf 

eÐnai ΓN = [I, {∆(Si)}, {ui(.)}], ìpou to sÔnolo twn strathgik¸n twn pai-
kt¸n èqei epektajeÐ ¸ste na perilamb�nei kai amigeÐc kai miktèc strathgikèc.
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2.4 Mèjodoc diadoqik¸n apaloif¸n twn

austhr� kuriarqhmènwn strathgik¸n

Arqik�, agnooÔme thn pijanìthta ìti oi paÐktec Ðswc epilègoun me tuqaÐo
trìpo thn strathgik  pou ja akolouj soun. 'Ara, esti�zoume se paÐgnia
kanonik c morf c ΓN = [I, {Si}, {ui(.)}] twn opoÐwn ta sÔnola strathgik c
epitrèpoun mìno amigeÐc strathgikèc.

Orismìc 2.4.1. Mia strathgik  si ∈ Si kaleÐtai austhr� kurÐarqh strath-
gik  gia ton paÐkth i se èna paÐgnio kanonik c morf c ΓN = [I, {Si}, {ui(.)}]
an gia k�je �llh strathgik  s

′
i 6= si kai gia ìla ta profÐl strathgik¸n

twn antip�lwn tou s−i ∈ S−i (me s−i = (s1, . . . , si−1, si+1, . . . , sI)) isqÔei ìti:
ui(si, s−i) > ui(s

′
i, s−i).

Me pio apl� lìgia, mia strathgik  si eÐnai mia austhr� kurÐarqh strathgik 
gia ton paÐkth i e�n megistopoieÐ me monadikì trìpo thn apìdosh tou gia
opoiad pote pijan  strathgik  pou Ðswc epilèxoun oi antÐpaloi tou. An ènac
paÐkthc èqei mia austhr� kurÐarqh strathgik  tìte to anamenìmeno ja eÐnai
na epilèxei na kinhjeÐ b�sh aut c.

An kai eÐnai anagkastikì to gegonìc ìti an k�poioc paÐkthc èqei mia au-
sthr� kurÐarqh strathgik  tìte ja paÐxei me aut n, eÐnai sp�nio na up�rqoun
tètoiou eÐdouc strathgikèc. Suqn�, mia strathgik  gia ton paÐkth i Ðswc eÐ-
nai bèltisth an oi antÐpaloi tou paÐzoun s−i kai �llote ìtan paÐzoun k�poiec
�llec strathgikèc. Parìla aut�, mporoÔme akìma na apokleÐsoume k�poiec
strathgikèc apì to na eÐnai pijanèc epilogèc qrhsimopoi¸ntac thn idèa thc ku-
riarqÐac. Sugkekrimèna, prosdokoÔme ìti o paÐkthc i den prìkeitai na paÐxei
kuriarqhmènec strathgikèc, dhlad  strathgikèc gia tic opoÐec up�rqei k�poia
�llh enallaktik  strathgik  pou apofèrei ston paÐkth megalÔterh apìdosh
anex�rthta apì to ti k�noun oi upìloipoi paiktec. O akrib c orismìc twn
austhr� kuriarqhmènwn strathgik¸n eÐnai o akìloujoc:

Orismìc 2.4.2. Mia strathgik  si ∈ Si kaleÐtai austhr� kuriarqhmènh
(strictly dominated) strathgik  gia ton paÐkth i se èna paÐgnio kanonik c
morf c ΓN = [I, {Si}, {ui(.)}] an up�rqei mia �llh strathgik  s

′
i ∈ Si tètoia

¸ste gia ìla ta profÐl strathgik¸n twn antip�lwn tou s−i ∈ S−i isqÔei ìti:
ui(si, s−i) < ui(s

′
i, s−i).

Se aut  thn perÐptwsh, lème ìti h strathgik  s
′
i kuriarqeÐ austhr� thc

strathgik c si.

Qrhsimopoi¸ntac ton parap�nw orismì mporoÔme na poÔme ìti: Mia stra-
thgik  si ∈ Si apoteleÐ mia austhr� kurÐarqh strathgik  gia ton paÐkth i se
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èna paÐgnio kanonik c morf c ΓN = [I, {Si}, {ui(.)}] an aut  kuriarqeÐ austh-
r� ìlwn twn �llwn strathgik¸n tou sunìlou strathgik¸n tou paÐkth Si.

Ston epìmeno orismì, parousi�zoume mia pio asjen  ènnoia thc austhr�
kuriarqhmènhc strathgik c.

Orismìc 2.4.3. Mia strathgik  si ∈ Si kaleÐtai asjen¸c kuriarqhmènh
(weakly dominated) strathgik  gia ton paÐkth i se èna paÐgnio kanonik c
morf c ΓN = [I, {Si}, {ui(.)}] an up�rqei mia �llh strathgik  s

′
i ∈ Si tètoia

¸ste gia ìla ta profÐl strathgik¸n twn antip�lwn tou s−i ∈ S−i isqÔei ìti:
ui(si, s−i) ≤ ui(s

′
i, s−i), me austhr  anisìthta gia k�poia s−i.

Se aut  thn perÐptwsh, lème ìti h strathgik  s
′
i kuriarqeÐ asjen¸c thc stra-

thgik c si. EpÐshc, mia strathgik  eÐnai asjen¸c kurÐarqh strathgik  gia
ènan paÐkth an kuriarqeÐ asjen¸c ìlwn twn �llwn strathgik¸n tou sunìlou
strathgik¸n tou paÐkth.

Sthn perÐptwsh pou èqoume èna paÐgnio pÐnaka duo atìmwn, oi parap�nw
orismoÐ aplousteÔontai wc ex c:

Orismìc 2.4.4. • Lème ìti h strathgik  si ∈ S1 tou paÐkth 1 kuriarqeÐ
thc strathgik c sj ∈ S1 tou paÐkth 1 an u1(si, s) ≥ u1(sj, s),∀s ∈ S2.

• H strathgik  si ∈ S1 tou paÐkth 1 kuriarqeÐ austhr� thc strathgik c
sj ∈ S1 tou paÐkth1 an u1(si, s) > u1(sj, s),∀s ∈ S2.

• Lème ìti h strathgik  si ∈ S2 tou paÐkth 2 kuriarqeÐ thc strathgik c
sj ∈ S2 tou paÐkth 2 an u2(s, si) ≥ u2(s, sj), ∀s ∈ S1.

• H strathgik  si ∈ S1 tou paÐkth 2 kuriarqeÐ austhr� thc strathgik c
sj ∈ S2 tou paÐkth2 an u2(s, si) > u2(s, sj),∀s ∈ S1.

Perigraf  mejìdou: An h strathgik  si tou paÐkth 1 kuriarqeÐ austhr�
thc strathgik c sj , autì shmaÐnei ìti h si dÐnei ston paÐkth 1 megalÔterh
apìdosh apì thn sj gia opoiad pote epilog  tou paÐkth 2. Opìte jewroÔme
ìti h strathgik  sj den ja qrhsimopoihjeÐ potè apì ton paÐkth 1 kai ètsi thn
diagr�foume apì tic epilogèc tou.

H mèjodoc thc diagraf c twn austhr� kurÐarqwn strathgik¸n apaiteÐ mì-
no oi paÐktec na eÐnai orjologikoÐ. An upojèsoume ìti ìloi oi paÐktec eÐnai
orjologikoÐ kai ìti oi apodìseic twn paikt¸n eÐnai koin  gn¸sh, dhlad  ìloi
na gnwrÐzoun ìti ìloi xèroun ìti ìloi eÐnai orjologikoÐ, tìte den eÐnai an�gkh
na stamat soume mìno met� apì dÔo epanal yeic. Wstìso, se k�je prìsje-
th epan�lhyh thc mejìdou k�je paÐkthc prèpei na gnwrÐzei ìqi mìno ìti oi
antÐpaloi tou eÐnai orjologikoÐ all� epÐshc ìti gnwrÐzoun ìti kai o Ðdioc eÐ-
nai orjologikìc. 'Ena akìmh qarakthristikì aut c thc diadikasÐac eÐnai ìti h
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seir� twn diagraf¸n den ephre�zei to sÔnolo twn strathgik¸n pou apomènei
sto tèloc tou paignÐou. Autì eÐnai arket� qr simo kaj¸c an se opoiod pote
shmeÐo tou paignÐou up�rqoun arketèc strathgikèc, enìc   perissotèrwn pai-
kt¸n, oi opoÐec eÐnai austhr� kuriarqhmènec tìte mporoÔme na tic diagr�youme
ìlec mazÐ   me opoiad pote seir� qwrÐc na all�xei to sÔnolo twn strathgik¸n
pou telik� ja p�roume sto tèloc.

To pio gnwstì par�deigma thc jewrÐac paignÐwn kai to pio eurèwc analuì-
meno paÐgnio gia thn eisagwg  stic jemeli¸deic ènnoiec thc eÐnai to dÐlhmma
tou fulakismènou to opoÐo diatup¸jhke to 1950 apì touc H.W.Kuhn kai
A.W.Tucker.

Par�deigma 2.4.1. (To dÐllhma tou fulakismènou)

Prìkeitai gia èna paÐgnio duo paikt¸n strathgik c morf c, apoteleÐ to pio
gnwstì par�deigma sthn jewrÐa paignÐwn.

DÔo kratoÔmenoi èqoun sullhfjeÐ apì thn astunomÐa gia k�poio ègklh-
ma. To dÐllhma sto opoÐo brÐskontai eÐnai poia strathgik  (kat�jesh) ja
akolouj soun sto dikast rio ¸ste na èqoun thn mikrìterh poin . Oi duo
kratoÔmenoi brÐskontai se diaforetik� keli� opìte den mporeÐ na up�rxei k�-
poia sunennìhsh metaxÔ touc all� to mìno pou gnwrÐzoun eÐnai ìti:

• An kai oi duo epilèxoun na kathgor sei o ènac ton �llon tìte kai oi
dÔo ja katadikastoÔn se 3 qrìnia ful�kishc.

• An o ènac kathgor sei ton �llo kai o �lloc arnhjeÐ thn kathgorÐa
tìte o pr¸toc ja afejeÐ eleÔjeroc kai o deÔteroc ja katadikasteÐ se
8 qrìnia ful�kishc.

• An kai oi duo arnhjoÔn thn kathgorÐa tìte kai oi dÔo ja katadikastoÔn
se 1 qrìno ful�kishc.

H parousÐash tou paignÐou gÐnetai me thn morf  pÐnaka ìpou o ènac paÐ-
kthc epilègei strathgikèc metaxÔ twn gramm¸n (PaÐkthc gramm ) kai o �lloc
epilègei strathgikèc metaxÔ twn sthl¸n (PaÐkthc st lh). SumbolÐzoume me
K thn strathgik  {kathgorÐa} kai meA thn strathgik  {�rnhsh}. 'Ara
to paÐgnio perigr�fetai me ton akìloujo pÐnaka:

PaÐkthc 2
Strathgik  A K

PaÐkthc 1 A (-1,-1) (-8,0)
K (0,-8) (-3,-3)



2.4. M�EJODOSDIADOQIK�WN APALOIF�WN TWNAUSTHR�A KURIARQHM�ENWN STRATHGIK�WN25

LÔsh tou paignÐou:
K�je paÐkthc epilègei thn strathgik  tou me gn¸mona austhr� to sumfèron
tou kai apokleÐei strathgikèc me gn¸mona thn apìdosh touc.

O paÐkthc 1 ja epilèxei thn bèltisth strathgik  tou koit�zontac to sum-
fèron tou gia k�je epilog  tou paÐkth 2. Sugkekrimèna, dedomènou ìti o
paÐkthc 2 èqei epilèxei thn strathgik  �rnhsh, o paÐkthc 1 ja epilèxei thn
strathgik  kathgorÐa giatÐ tìte ja afejeÐ eleÔjeroc diaforetik� an epilèxei
�rnhsh ja katadikasteÐ èna qrìno. An o paÐkthc 2 epilèxei th strathgik 
kathgorÐa tìte kai o paÐkthc 1 ja epilèxei kathgorÐa kai ja katadikasteÐ 3
qrìnia (antÐ 8 qrìnia pou ja katadikazìtan an epèlege �rnhsh). 'Ara, o paÐ-
kthc 1 ja akolouj sei thn strathgik  kathgorÐa ìpoia strathgik  kai an
epilèxei o paÐkthc 2 kaj¸c tou dÐnei kalÔterh apìdosh gia k�je epilog  tou
paÐkth 2. Opìte,h strathgik  kathgorÐa eÐnai austhr� kurÐarqh strathgik 
gia ton paÐkth 1.

AntÐstoiqa o paÐkthc 2 epilègei thn strathgik  tou me krit rio to sumfè-
ron gia k�je dunat  epilog  tou paÐkth 1. Gia touc Ðdiouc lìgouc me prin, an
o paÐkthc 1 epilèxei thn strathgik  �rnhsh tìte o paÐkthc 2 ja epilèxei thn
strathgik  kathgorÐa kai an o paÐkthc 1 epilèxei th strathgik  kathgorÐa
tìte kai o paÐkthc 2 ja epilèxei kathgorÐa. 'Ara, o paÐkthc 2 ja epilèxei thn
strathgik  kathgorÐa ìpoia kai an eÐnai h strathgik  tou paÐkth 1. Dhlad ,
h strathgik  kathgorÐa eÐnai mia austhr� kurÐarqh strathgik  kai gia ton
paÐkth 2.

Epomènwc h lÔsh tou paignÐou me thn mèjodo twn austhr� kuriarqhmènwn
strathgik¸n eÐnai h strathgik  (K,K).

ParathroÔme ìti an oi kathgoroÔmenoi epèlegan thn strathgik  (A,A)
ja katadik�zontan mìno se èna qrìno ful�kishc, parìla aut� ja epilèxoun
(K,K) kai ja katadikastoÔn se trÐa qrìnia ful�kishc. EpÐshc, h strathgik 
(K,K) eÐnai h monadik  isorropÐa kat� Nash diìti kanènac paÐkthc den èqei
sumfèron na thn egkataleÐyei dedomènou ìti o �lloc akoloÔjhse thn strath-
gik  aut .

Merikèc efarmogèc sthn kajhmerin  zw  tou parap�nw paÐgniou eÐnai :

• H epilog  dÔo antimaqìmenwn mer¸n se mia amfisb thsh sqetik� me to
an ja qrhsimopoi soun dikhgìrouc  /kai ja katafÔgoun sta dikast ria
gia na lÔsoun gia thn antidikÐa touc.

• KoÔrsa exoplism¸n metaxÔ dÔo krat¸n.
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2.5 Orjologikèc strathgikèc

Sthn jewrÐa paignÐwn jewroÔme ìti oi paÐktec èqoun {orjologik  sumperi-
for�}. Autì shmaÐnei ìti k�je paÐkthc epilègei mÐa bèltisth kÐnhs  tou me
b�sh tic protim seic pou èqei kai anex�rthta apì th fÔsh aut¸n twn pro-
tim sewn tou, prospajeÐ na tic ikanopoi sei. Sun jwc, oi protim seic twn
paikt¸n dÐnontai me th morf  twn sunart sewn apìdoshc. Upojèsame ìti oi
paÐktec eÐnai orjologikoÐ kai o kajènac epilègei to kalÔtero sÔmfwna me tic
protim seic tou, wstìso, h èkbash tou paignÐou gia k�je paÐkth exart�tai
apì tic epilogèc ìlwn twn paikt¸n. 'Ara, ènac orjologikìc paÐkthc prèpei na
l�bei upìyh tou kai ti enèrgeiec ja epilèxoun oi upìloipoi paÐktec. EpÐshc,
oi paÐktec, wc orjologikèc ontìthtec, epilègoun thn kalÔterh dunat  kÐnhsh
o kajènac. Epeid  ìmwc, se èna paÐgnio h kalÔterh kÐnhsh gia opoiod pote
paÐkth exart�tai apì tic kin seic twn upoloÐpwn paikt¸n, k�je paÐkthc ja
prèpei na èqei mÐa ektÐmhsh (belief) gia tic kin seic twn �llwn paikt¸n.

To sÔnolo twn orjologik¸n strathgik¸n perilamb�nei me akrÐbeia tic
strathgikèc pou Ðswc paiqtoÔn se èna paÐgnio tou opoÐou h dom  kai h or-
jologikìthta twn paikt¸n apoteleÐ koin  gn¸sh gia ìlouc touc paÐktec.

JewroÔme paÐgnia kanonik c morf c sta opoÐa epitrèpontai oi miktèc stra-
thgikèc. Ja lème ìti mia strathgik  σi apoteleÐ mia bèltisth apìkrish sthn
strathgik  σ−i an aut  eÐnai mia bèltisth epilog  ìtan o paÐkthc i pisteÔei ìti
oi antÐpaloi tou ja paÐxoun thn σ−i en¸ apoteleÐ mia potè bèltisth apìkrish
an o paÐkthc i den pisteÔei ìti ja epikrat sei sthn strathgik  twn antip�-
lwn tou epilègontac aut  thn strathgik . O akrib c orismìc twn parap�nw
ennoi¸n eÐnai o akìloujoc:

Orismìc 2.5.1. Se èna paÐgnio kanonik c morf c ΓN = [I, {∆(Si)}, {ui}]
sto opoÐo epitrèpontai oi miktèc strathgikèc, mia strathgik  σi tou paÐkth i
onom�zetai

• bèltisth apìkrish (best response) stic strathgikèc σ−i twn antip�lwn
tou an gia k�je σ′i ∈ ∆(Si) èqoume ìti ui(σi, σ−i) ≥ ui(σ

′
i, σ−i).

• potè bèltisth apìkrish (never a best response) an den up�rqei k�poia
strathgik  σ−i gia thn opoÐa h σi na eÐnai mia bèltisth apìkrish.

Profan¸c, ènac paÐkthc den ja epilèxei na paÐxei mia strathgik  pou eÐnai
potè bèltisth apìkrish. ParathroÔme ìti mia strathgik  pou eÐnai austhr¸c
kuriarqhmènh apoteleÐ mia potè bèltisth apìkrish. Parìla aut�, mia strath-
gik  mporeÐ na eÐnai potè bèltisth apìkrish en¸ den eÐnai austhr� kuriarqhmè-
nh. EpÐshc, ìpwc sthn perÐptwsh twn austhr� kuriarqhmènwn strathgik¸n,
h koin  gn¸sh thc orjologikìthtac kai thc dom c tou paignÐou sunep�getai
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thn diadoqik  diagraf  twn strathgik¸n pou eÐnai potè bèltistec apokrÐseic.
Autì èqei wc sunèpeia, to sÔnolo twn strathgik¸n pou apomènoun met� apì
aut  thn diadoqik  diagraf  na eÐnai to sÔnolo twn strathgik¸n pou mporeÐ na
paiqteÐ apì orjologikoÔc paÐktec se èna paÐgnio ìpou h orjologikìthta twn
paikt¸n kai h dom  tou paignÐou apoteleÐ koin  gn¸sh. Autèc oi strathgikèc
eÐnai gnwstèc wc orjologikèc strathgikèc.

ParathroÔme ìti, to sÔnolo twn orjologik¸n strathgik¸n den mporeÐ na
eÐnai megalÔtero apì to sÔnolo twn strathgik¸n pou apomènoun met� thn
diadoqik  apaloif  twn austhr� kuriarqhmènwn strathgik¸n, kaj¸c ìpwc
anafèrame prohgoumènwc oi austhr� kuriarqhmènec strathgikèc eÐnai potè
bèltistec apokrÐseic all� mia potè bèltisth apìkrish mporeÐ na eÐnai kai mia
strathgik  pou den eÐnai austhr� kuriarqhmènh. EpÐshc, h seir� me thn opoÐa
gÐnetai h diagraf  twn strathgik¸n pou eÐnai potè bèltistec apokrÐseic den
ephre�zei to sÔnolo twn strathgik¸n pou ja apomeÐnei sto tèloc.

Epiplèon, mporeÐ na apodeiqteÐ ìti k�tw apì arket� asjeneÐc sunj kec
èna paÐkthc èqei p�nta toul�qiston mia orjologik  strathgik , dhlad  ènac
paÐkthc endèqetai na èqei pollèc orjologikèc strathgikèc.

2.6 IsorropÐa Nash se amigeÐc strathgikèc

Dustuq¸c, up�rqoun paÐgnia pou den èqoun austhr� kurÐarqec strathgikèc
opìte den mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ h mèjodoc thc diadoqik c apaloif c twn
austhr� kuriarqhmènwn strathgik¸n gia thn epÐlush touc. Se autèc tic peri-
pt¸seic h eÔresh thc lÔshc tou paignÐou epitugq�netai qrhsimopoi¸ntac thn
isorropÐa kat� Nash. H isorropÐa Nash apoteleÐ thn pio ereÔwc gnwst  mè-
jodo gia thn epÐlush enìc paignÐou. P re to ìnoma thc apì ton John Fordes
Nash.

Se aut  thn enìthta, agnooÔme thn pijanìthta ìti oi paÐktec mporeÐ na
qrhsimopoioÔn miktèc strathgikèc kai esti�zoume se paÐgnia ìpou qrhsimo-
poioÔntai mìno amigeÐc strathgikèc.

Orismìc 2.6.1. Se èna paÐgnio kanonik c mof c ΓN = [I, {Si}, {ui(.)}] ènac
orÐzontac strathgik c s = (s1, . . . , sI) kaleÐtai isorropÐa Nash an gia k�je
i = 1, . . . , I kai gia k�je s′i ∈ Si isqÔei ìti:

ui(si, s−i) ≥ ui(s
′
i, s−i).

ParathroÔme ìti h isorropÐa Nash eÐnai èna di�nusma strathgik c pou
kanènac paÐkthc den èqei sumfèron na egkataleÐyei dedomènou ìti o �lloc
paÐkthc akoloÔjhse thn strathgik  aut . 'Eqei dhlad  thn idiìthta na eÐnai
autoepiballìmenh.
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Se mia isorropÐa Nash h strathgik  k�je paÐkth apoteleÐ mia bèltisth
apìkrish stic strathgikèc pou ja epilegoÔn apì touc antip�louc tou. Autì
pou diakrÐnei mia isorropÐa Nash apì thn ènnoia thc orjologokìthtac eÐnai
to ex c: h orjologikìthta to mìno pou apaiteÐ eÐnai ìti h strathgik  enìc
paÐkth eÐnai mia bèltisth apìkrish se k�poia logik  eikasÐa sqetik� me to ti
ja epilèxoun oi antÐpaloi tou na paÐxoun, qwrÐc ìmwc na odhgeÐ aparaÐthta
touc paÐktec se swstèc problèyeic, h isorropÐa Nash, ìmwc, prosjètei se
aut  thn apaÐthsh ìti autèc oi eikasÐec twn paikt¸n eÐnai swstèc.

K�je strathgik  h opoÐa eÐnai mèroc miac isorropÐac Nash eÐnai orjo-
logik  diìti h strathgik  k�je paÐkth se mia isorropÐa Nash mporeÐ na di-
kaiologhjeÐ apì tic strathgikèc twn upìloipwn paikt¸n. Epomènwc, h ènnoia
miac isorropÐac Nash prosfèrei mia pio akrib  prìbleyh apì thn ènnoia thc
orjologikìthtac.

H isorropÐa Nash eÐnai aparaÐthth sunj kh an up�rqei mia monadik  pro-
blepìmenh èkbash tou paignÐou. Sugkekrimèna, an problètai ìti to paÐgnio
ja katal xei se èna monadikì apotèlesma, tìte oi orjologikoÐ paÐktec ja to
suneidhtopoi soun autì kai den ja epijumoÔn na apoklÐnoun apì autì. Dh-
lad , an oi paÐktec èqoun thn pepoÐjhsh ìti up�rqei ènac profan c trìpoc na
paiqteÐ to paÐgnio, tìte autìc prèpei na eÐnai mia isorropÐa Nash.

P¸c ìmwc oi paÐktec sumperaÐnoun ìti up�rqei ènac {profan c} trìpoc gia
na paÐxoun to paÐgnio? H ap�nthsh se autì to er¸thma dÐnetai apì ta gnwst�
shmeÐa estÐashc. 'Ena shmeÐo estÐashc (focal point) sthn jewrÐa paignÐwn
eÐnai mia lÔsh pou oi paÐktec teÐnoun na qrhsimopoioÔn ìtan up�rqei èlleiyh
epikoinwnÐac metaxÔ touc, epeid  touc faÐnetai fusik    sqetik  me autoÔc.
Thn ènnoia aut  thn eis gage o Amerikanìc oikonomolìgoc Thomas Schelling
sto biblÐo tou {The Strategy of Conflict} (1960). Argìtera, autoÔ tou eÐdouc
ta shmeÐa anom�sthkan shmeÐa Schelling, proc tim  tou. EpÐshc, aut� ta
shmeÐa eÐnai idiaÐtera qr sima stic diapragmateÔseic, kaj¸c den mporoÔme na
empisteuìmaste pl rwc tic lèxeic twn diapragmateutik¸n mac etaÐrwn.

EpÐshc, up�rqoun paÐgnia ta opoÐa èqoun perissìterec apì mia isorropÐec
kat� Nash. Se autèc tic peript¸seic, den gnwrÐzoume mia apì autèc tic isor-
ropÐec ja epilegeÐ apì touc paÐktec telik�.

'Ena antiproswpeutikì par�deigma paignÐou pou den èqei austhr� kurÐarqec
strathgikèc eÐnai to akìloujo:
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Par�deigma 2.6.1. (H m�qh twn fÔlwn)

'Ena zeug�ri jèlei na kanonÐsei mia apogeumatin  èxodo kai èqei dÔo epilo-
gèc, h mia eÐnai na p�ne sto jèatro kai h �llh na p�ne se ag¸na podosfaÐrou.
To korÐtsi protim� to jèatro en¸ to agìri ton ag¸na podosfaÐrou. Parìla
aut� jèloun na per�soun mazÐ to apìgeuma. 'Estw ìti o pÐnakac apodìsewn
eÐnai o akìloujoc:

KorÐtsi (K)
Strathgik  J P

Agìri (A) J (1,10) (0,0)
P (0,0) (10,1)

Oi grammèc tou pÐnaka anafèrontai stic dunatèc epilogèc (strathgikèc) pou
èqei to agìri en¸ oi st lec stic epilogèc pou èqei to korÐtsi kai sumbolÐzoume
me J: jèatro kai P : ag¸na podosfaÐrou.

EÐnai fanerì ìti, to sugkekrimèno paÐgnio den èqei kurÐarqh strathgik 
gia k�poion paÐkth, opìte den mporoÔme na qrhsimopoi soume thn mèjodo twn
diadoqik¸n apaloif¸n twn austhr� kuriarqhmènwn starthgik¸n.

ParathroÔme ìti up�rqoun duo isorropÐec kat� Nash oi opoÐec eÐnai ta zeÔgh
(J,J) kai (P,P). Apì aut� to pr¸to protim�tai apì to korÐtsi kai to deÔtero
apì to agìri. Sugkekrimèna èqoume:

Dedomènou ìti to korÐtsi ja epilèxei jèatro tìte kai to agìri ja epilèxei
jèatro, afoÔ: uA(Θ,Θ) = 1 > uA(Π,Θ) = 0

Kai dedomènou ìti to agìri ja epilèxei jèatro tìte kai to korÐtsi ja epilèxei
jèatro, afoÔ: uK(Θ,Θ) = 10 > uK(Θ,Π) = 0
'Ara h strathgik  (J,J) eÐnai isorropÐa kat� Nash.

OmoÐwc , dedomènou ìti to agìri ja epilèxei ton ag¸na podosfaÐrou kai to
korÐtsi ja epilèxei ton ag¸na kai an to korÐtsi epilèxei ton ag¸na podosfaÐrou
to Ðdio ja k�nei kai to agìri.'Ara kai h strathgik  (P,P) eÐnai isorropÐa kat�
Nash.

Parat rhsh: An èna paÐgnio mporeÐ na epilujeÐ me thn mèjodo twn
diadoqik¸n apaloif¸n twn austhr� kuriarqhmènwn strathgik¸n, tìte h lÔsh
pou prokÔptei eÐnai isorropÐa kat� Nash kai eÐnai monadik . To antÐstrofo,
ìmwc, den isqÔei. Dhlad , mia isorropÐa Nash den eÐnai isorropÐa se kurÐar-
qec strathgikèc.

Wstìso, den èqoun ìla ta paÐgnia pÐnaka mia isorropÐa Nash. Se aut  thn
perÐptwsh gia thn epÐlush touc qrhsimopoioÔntai suqn� miktèc strathgikèc
ìpwc ja doÔme sthn sunèqeia.
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2.7 IsorropÐa Nash se miktèc strathgikèc

Se aut  thn enìthta ja epekteÐnoume thn ènnoia thc isorropÐac Nash se
paÐgnia sta opoÐa oi paÐktec epitrèpetai na qrhsimopoioÔn miktèc strathgikèc.

Orismìc 2.7.1. Se èna paÐgnio kanonik c mof c ΓN = [I, {∆(Si)}, {ui(.)}]
ènac orÐzontac mikt c strathgik c σ = (σ1, . . . , σI) ja kaleÐtai isorropÐa
Nash an gia k�je i = 1, . . . , I kai gia k�je σ′i ∈ ∆(Si) isqÔei ìti:

ui(σi, σ−i) ≥ ui(σ
′
i, σ−i).

'Ena qarakthristikì thc isorropÐac se miktèc strathgikèc eÐnai ìti oi paÐ-
ktec eÐnai adi�foroi sqetik� me poia strathgik  ja epilèxoun gia na paÐxoun a-
pì to sÔnolo twn mikt¸n touc strathgik¸n. 'Ara, ikan  kai anagkaÐa sunj kh
gia na eÐnai ènac orÐzontac mikt¸n strathgik¸n isorropÐa Nash tou paignÐou
eÐnai h ex c: k�je paÐkthc eÐnai adi�foroc proc ìlec tic amigeÐc strathgikèc
pou paÐzei me jetik  pijanìthta, kai epÐshc, autèc oi amigeÐc strathgikèc eÐnai
toul�qiston tìso kalèc ìso opoiad pote amig c strathgik  thn opoÐa paÐ-
zei me mhdenik  pijanìthta, dedomènou thc katanom c twn strathgik¸n pou
paÐzontai apì touc antip�louc tou.

'Uparxh isorropÐac Nash se miktèc strathgikèc

AxioshmeÐwto eÐnai to gegonìc ìti èna paÐgnio se amigeÐc strathgikèc endèqetai
na mhn èqei isorropÐa Nash, all� èqei p�nta mia isorropÐa mikt¸n strathgi-
k¸n. To sumpèrasma autì prokÔptei apì to akìloujo je¸rhma, h apìdeixh
tou opoÐou basÐzetai sta jewr mata stajeroÔ shmeÐou tou Kakutani:

Je¸rhma 2.7.1. K�je paÐgnio kanonik c morf c ΓN = [I, {∆(Si)}, {ui(.)}],
sto opoÐo ta sÔnola strathgik¸n ìlwn twn paikt¸n èqoun peperasmèno pl joc
stoiqeÐwn, èqei mia isorropÐa Nash se miktèc strathgikèc.

EpÐshc, k�je isorropÐa Nash se amigeÐc strathgikèc eÐnai epÐshc isorropÐa
tou paignÐou se miktèc strathgikèc. To antÐstrofo den isqÔei.

Mèqri autì to shmeÐo, èqoume melet sei paÐgnia me peperasmèna sÔnola
strathgik¸n. Stic perissìterec, ìmwc, efarmogèc twn oikonomik¸n sunant�-
me suqn� paÐgnia sta opoÐa oi strathgikèc twn paikt¸n montelopoioÔntai wc
suneq c metablhtèc. Se autèc tic peript¸seic to epìmeno je¸rhma sunep�ge-
tai thn Ôparxh mia isorropÐac Nash se amigeÐc strathgikèc.

Je¸rhma 2.7.2. JewroÔme èna paÐgnio kanonik c morf c ΓN = [I, {Si}, {ui(.)}]
sto opoÐo gia k�je i = 1, . . . , I isqÔoun ta ex c:

• To sÔnolo strathgik¸n k�je paÐkth Si eÐnai èna mh kenì, kurtì kai
sumpagèc uposÔnolo enìc EukleÐdiou q¸rou Rn.
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• H sun�rthsh apìdoshc ui(s1, . . . , sI) eÐnai suneq c sto (s1, . . . , sI) kai
sqedìn koÐlh sto si.

Tìte up�rqei mia isorropÐa Nash sto paÐgnio.

'Ereush isorropÐac Nash enìc paignÐou pÐnaka se miktèc stra-
thgikèc

Gia lìgouc eukolÐac, ja parousi�soume thn diadikasÐa pou akoloujoÔme gia
thn eÔresh thc isorropÐac Nash se paÐgnia kanonik c morf c me miktèc stra-
thgikèc gia thn perÐptwsh pou to paÐgnio apoteleÐtai apì duo paÐktec. Arqik�,
ja parousi�soume k�poiec basikèc ènnoiec kai sthn sunèqeia ja proqwr sou-
me sthn perigraf  thc mejìdou.

• Mia mikt  strathgik  gia ton paÐkth gramm  eÐnai k�je di�nusma p=(p1, p2, . . . , pm)
tètoio ¸ste gia k�je strathgik  i, pi ≥ 0 kai

∑m
i=1 pi = 1.

• Mia mikt  strathgik  gia ton paikth st lh eÐnai k�je di�nusma q=(q1, q2, . . . , qn)
tètoio ¸ste gia k�je strathgik  i, qi ≥ 0 kai

∑n
i=1 qi = 1.

• Anamenìmenh apìdosh tou paÐkth gramm  u1(p,q) =
∑m

i=1

∑n
j=1 piqjaij.

• Anamenìmenh apìdosh tou paÐkth st lh, u2(p,q) =
∑m

i=1

∑n
j=1 piqjbij.

• Mia mikt  strathgik  p gia ton paÐkth gramm  onom�zetai amig c
strathgik  an gia k�poia strathgik  i èqoume pi = 1 kai pk = 0,
∀k 6= i. Dhlad , eÐnai h strathgik  b�sh thc opoÐac o paÐkthc epilègei
thn strathgik  i me pijanìthta 1 kai opoiad pote �llh me pijanìthta
0.

• Mia mikt  strathgik  q gia ton paÐkth st lh onom�zetai amig c stra-
thgik  an gia k�poia strathgik  i èqoume qi = 1 kai qk = 0, ∀k 6= i.
Dhlad , eÐnai h strathgik  b�sh thc opoÐac o paÐkthc epilègei thn stra-
thgik  i me pijanìthta 1 kai opoiad pote �llh me pijanìthta 0.

H diadikasÐa pou akoloujoÔme gia thn eÔresh miac isorropÐac Nash se èna

paÐgnio kanonik c morf c dÔo paikt¸n me miktèc strathgikèc eÐnai h akìloujh:

• Fèrnw to paÐgnio se morf  dÔo pin�kwn.

• UpologÐzw tic apodìseic twn paikt¸n u1(p,q) =
∑m

i=1

∑n
j=1 piqjaij kai

u2(p,q) =
∑m

i=1

∑n
j=1 piqjbij.
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• Ekfr�zw tic u1, u2 sunart sei twn metablht¸n p1, . . . , pm−1, q1, . . . , qn−1
jètontac stic sunart seic twn apodìsewn pm = 1−

∑m−1
i=1 pi kai

qn = 1−
∑n−1

j=1 .

• LÔnw to sÔsthma 
∂u1
∂pi

= 0, i = 1, . . . ,m− 1

∂u2
∂qj

= 0, j = 1, . . . , n− 1

K�je lÔsh p1, . . . , pm−1, q1, . . . , qn−1 tou parap�nw sust matoc gia thn
opoÐa isqÔoun ta ex c:

pi ≥ 0 ∀i,
∑m−1

i=1 pi ≤ 1 kai qj ≥ 0 ∀j,
∑n−1

j=1 qj ≤ 1

apoteleÐ mia isorropÐa mikt¸n strathgik¸n.

Sthn sunèqeia, gia na katano soume ta proanaferjènta parajètontai o-
rismèna paradeÐgmata.

Par�deigma 2.7.1. (RÐyh nomÐsmatoc)

JewroÔme èna paÐgnio dÔo paikt¸n. K�je paÐkthc rÐqnei tautìqrona èna
nìmisma . An kai oi dÔo paÐktec fèroun to Ðdio apotèlesma (dhlad  kai oi duo
fèroun kor¸na   kai oi dÔo fèroun gr�mmata ) tìte o paÐkthc 2 kerdÐzei èna
eur¸ apì ton paÐkth 1. Diaforetik�, o paÐkthc 1 kerdÐzei èna eur¸ apì ton
paÐkth 2. Autì to paÐgnio perigr�fetai me ton akìloujo pÐnaka:

PaÐkthc 2
Strathgik  K G

PaÐkthc 1 K (-1,1) (1,-1)
G (1,-1) (-1,1)

ParathroÔme ìti to paÐgnio autì den èqei isorropÐa Nash. Pr�gmati, an
o paÐkthc 1 fèrei K tìte kai o paÐkthc 2 ja protimoÔse na fèrei K, all� se
aut  thn perÐptwsh o paÐkthc 1 ja  jele na fèrei G kai tìte paÐkthc 2 ja
 jele na fèrei kai autìc G k.o.k. Epomènwc, oi paÐktec jèloun na all�zoun
strathgikèc suneq¸c.
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To parap�nw paÐgnio den èqei isorropÐa se amigeÐc strathgikèc all� èqei
p�nta mia isorropÐa mikt¸n strathgik¸n. Gia thn eÔresh aut c upologÐzoume
arqik� tic sunart seic anamenìmenhc apìdoshc twn paikt¸n.

'Estw p=(p1, p2) me p1, p2 ≥ 0 kai p1 + p2 = 1 mia mikt  strathgik  gia
ton paÐkth 1 kai q=(q1, q2) me q1, q2 ≥ 0 kai q1 + q2 = 1 mia mikt  strathgik 
gia ton paÐkth 2.

H anamenìmenh apìdosh tou paÐkth 1 eÐnai:

u1 = −1p1q1 + 1p2q1 + 1p1q2 − 1p2q2

= −p1q1 + (1− p1)q1 + p1(1− q1)− (1− p1)(1− q1)
= −4p1q1 + 2p1 + 2q1 − 1 (2.5)

H anamenìmenh apìdosh tou paÐkth 2 eÐnai:

u2 = 1p1q1 − 1p2q1 − 1p1q2 + 1p2q2

= p1q1 − (1− p1)q1 − p1(1− q1) + (1− p1)(1− q1)
= 4p1q1 − 2p1 − 2q1 + 1 (2.6)

UpologÐzontac tic merikèc parag¸gouc prokÔptei to sÔsthma:


∂u1
∂p1

= 0

∂u2
∂q1

= 0

⇐⇒


−4q1 + 2 = 0

4p1 − 2 = 0

⇐⇒


q1 =

1

2

p1 =
1

2

(2.7)

'Ara, p2 = 1− p1 =
1

2
kai q2 = 1− q1 =

1

2
.

Sunep¸c, h isorropÐa Nash mikt¸n strathgik¸n tou paignÐou eÐnai to

zeÔgoc

((
1

2
,
1

2

)
,

(
1

2
,
1

2

))
.
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Par�deigma 2.7.2. (Tènnic)

'Estw dÔo paÐktec pou paÐzoun tènnic: oi A kai B. K�je for� pou eÐnai
h seir� tou A na qtup sei thn mp�la, prèpei na epilèxei e�n ja shmadèyei
to mprost�   to pÐsw mèroc tou ghpèdou tou B. AntÐstoiqa, o B prèpei na
apofasÐsei an ja topojethjeÐ sto mprost�   sto pÐsw mèroc tou ghpèdou. H
pijanìthta gia ton A na èqei èna epituqhmèno qtÔphma aux�nei ìtan {xegel�-
sei} ton B. JewroÔme wc ìfeloc k�je paÐkth thn (ekatostiaÐa) pijanìthta
na kerdÐsei ton gÔro an�loga me tic epilogèc kai twn dÔo paikt¸n.
'Estw p kai q oi pijanìthtec me tic opoÐec o A kai o B epilègoun thn strath-
gik  {Emprìc} antÐstoiqa kai 1− p ,1− q oi pijanìthtec me tic opoÐec o A kai
o B epilègoun thn strathgik  {PÐsw} antÐstoiqa. To paÐgnio perigr�fetai
apì ton akìloujo pÐnaka:

PaÐkthc B
Strathgik  Emprìc (q) PÐsw (1− q)

PaÐkthc A Emprìc (p) (30,70) (80,20)
PÐsw (1− p) (70,30) (40,60)

E�n o paÐkthc A epilègei p�nta {Emprìc}, tìte o paÐkthc B mporeÐ kai
autìc me th seir� tou na epilègei p�nta {Emprìc} kerdÐzontac sto 70% twn
peript¸sewn.

Oi paÐktec qrhsimopoioÔn èna tuqaÐo trìpo gia na epilèxoun thn strath-
gik  touc sto paÐgnio (paÐgnio mikt c strathgik c). 'Estw ìti h mikt  stra-
thgik  tou paÐkth A eÐnai to di�nusma pijanìthtac P1 = (p, 1− p) kai h mikt 
strathgik  tou paÐkth B eÐnai to di�nusma pijanìthtac P2 = (q, 1− q).
'Ara, èna di�nusma strathgik c eÐnai to (P1, P2) me P1, P2 ∈ ∆2,
ìpou ∆2 = {x ∈ R2

+‖
∑2

i=1 xi = 1}

To di�nusma strathgik c (P ∗1 , P
∗
2 ) eÐnai isorropÐa kat� Nash an

u1(P
∗
1 , P

∗
2 ) ≥ u1(P1, P

∗
2 ) ∀P1 ∈ ∆2 kai

u2(P
∗
1 , P

∗
2 ) ≥ u2(P

∗
1 , P2) ∀P2 ∈ ∆2 (2.8)

H anamenìmenh apìdosh tou paÐkth A eÐnai:

u1(P1, P2) = 30pq + 70q(1− p) + 80p(1− q) + 40(1− p)(1− q)
= −80pq + 30q + 40p+ 40 (2.9)

kai h anamenìmenh apìdosh tou paÐkth B:

u2(P1, P2) = 70pq + 30q(1− p) + 20p(1− q) + 60(1− p)(1− q)
= 80pq − 30q − 40p+ 60 (2.10)
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UpologÐzontac tic merikèc parag¸gouc èqoume:

∂u1
∂p

= 0 =⇒ −80q + 40 = 0 =⇒ q =
1

2

∂u2
∂q

= 0 =⇒ 80p− 30 = 0 =⇒ p =
3

8

'Ara to zeÔgoc strathgik¸n P ∗1 = (p, 1 − p) = (
3

8
,
5

8
) gia ton A kai

P ∗2 = (q, 1− q) = (
1

2
,
1

2
) gia ton B apoteloÔn shmeÐo isorropÐac kata Nash.

Ta anamenìmena kèrdh twn dÔo paikt¸n sto shmeÐo autì eÐnai:

u1(P
∗
1 , P

∗
2 ) = −80

3

8

1

2
+ 30

1

2
+ 40

3

8
+ 40 = 55

u2(P
∗
1 , P

∗
2 ) = 80

3

8

1

2
− 30

1

2
− 40

3

8
+ 60 = 45

Akìmh, parathroÔme ìti isqÔoun oi sqèseic ( 2.8) afoÔ èqoume ìti:

u1(P1, P
∗
2 ) = −80p

1

2
+ 30

1

2
+ 40p+ 40 = 55

u2(P
∗
1 , P2) = 80q

3

8
− 30q − 40

3

8
+ 60 = 45

Mia ex ghsh tou trìpou me ton opoÐo oi dÔo paÐktec epilègoun to di�nusma
strathgik c pou  dh anafèrame eÐnai o akìloujoc:

• Gia na mei¸sei th dunatìthta prìbleyhc tou B, o A epilègei thn pija-
nìthta p ètsi ¸ste na eÐnai isodÔnamec gia ton B oi dÔo apof�seic tou.
UpologÐzontac thn anamenìmenh apìdosh gia k�je pijan  strathgik 
tou B kai exis¸nontac tec èqoume:

E[uB(Emprìc)] = 70p+ 30(1− p)
E[uB(PÐsw)] = 20p+ 60(1− p)

E[uB(Emprìc)] = E[uB(PÐsw)]) =⇒ p =
3

8
(2.11)

• Parìmoia, o paÐkthc B epilègei thn pijanìthta q me tètoio trìpo ¸ste
na eÐnai isodÔnamec gia ton A oi dÔo apof�seic tou. Dhlad , ètsi ¸ste
h anamenìmenh apìdosh tou A na eÐnai Ðdia ìpoia strathgik  kai na
epilèxei:
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E[uA(Emprìc)] = 30q + 80(1− q)
E[uA(PÐsw)] = 70q + 40(1− q)

E[uA(Emprìc)] = E[uA(PÐsw)]) =⇒ q =
1

2
(2.12)

Sqìlia:

Sto shmeÐo isorropÐac h mikt  strathgik  pou akoloujeÐ k�je paÐkthc
èqei ta Ðdia anamenìmena ofèlh me k�je epimèrouc kajar  strathgik , me thn
proôpìjesh ìti o antÐpaloc den ja all�xei th dik  tou mikt  strathgik .

To sugkekrimèno par�deigma prìkeitai gia paÐgnio mhdenikoÔ ajroÐsmatoc.
Sta paÐgnia aut� ìtan o ènac paÐkthc kerdÐzei k�poio posì tìte o �lloc
q�nei to Ðdio posì. KaloÔntai kai antagwnistik� paÐgnia (competitivegames)
EpÐshc, to shmeÐo mikt c isorropÐac Nash moi�zei arket� me ta antÐstoiqa
shmeÐa kajar c isorropÐac Nash, afoÔ opoiosd pote paÐkthc xefÔgei apì
autì kinduneÔei na q�sei.

2.8 IsorropÐa Trem�menou QerioÔ

H ènnoia tou Trem�menou QerioÔ epino jhke apì ton oikonomolìgo Reinhard
Selten to 1975 jèlontac na jÐxei to gegonìc ìti ìtan k�poioc paÐkthc epilè-
gei mÐa strathgik , up�rqei mÐa mikr  pijanìthta, na k�nei k�poioc l�joc. H
idèa aut  proèkuye apì thn parat rhsh ìti merikèc forèc up�rqei mia mikr 
pijanìthta h apìfash pou ja l�bei ènac paÐkthc kai h strathgik  telik� pou
ja akolouj sei na diafèroun. 'Etsi, en¸ o paÐkthc èqei apof�sisei na k�nei
mÐa sugkekrimènh enèrgeia telik� ekteleÐ mia diaforetik  enèrgeia kaj¸c kat�
thn di�rkeia thc ektèles c thc to qèri tou trèmei.

EpÐshc, h ènnoia tou trem�menou qerioÔ odhgeÐ se mia eklèptunsh thc isor-
ropÐac Nash pou onom�zetai tèleia isorropÐa trem�menou qerioÔ kat� Nash
kai h opoÐa lamb�nei upìyhn thn pijanìthta ènac paÐkthc na akolouj sei mia
diaforetik  strathgik  apì aut  pou upagoreÔei h ek�stote isorropÐa Nash.

Prin d¸soume ton tupikì orismì thc tèleiac isorropÐac Nash tou trem�-
menou qerioÔ, ja orÐsoume pr¸ta thn ènnoia tou e-diataragmènou paignÐou.
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JewroÔme èna paÐgnio kanonik c morf c ΓN = [I, {∆(Si)}, {ui(.)}].

• Gia k�je paÐkth i kai gia k�je strathgik  si ∈ Si epilègoume ènan arijmì
εi(si) me timèc sto (0,1) kai

∑
si∈Si

εi(si) < 1

• OrÐzoume to e-diataragmèno sÔnolo strathgik¸n tou paÐkth i na eÐnai
to sÔnolo

∆ε(Si) = {σi : σi(si) ≥ εi(si) ∀si ∈ Si kai
∑

si∈Si
σi(si) = 1}

Tìte èna paÐgnio thc morf c Γε = [I, {∆ε(Si)}, {ui(.)}] ja kaleÐtai e-diataragmèno
paÐgnio.

O arijmìc εi(si) antiproswpeÔei thn anapìfeukth pijanìthta me thn opoÐa
h strathgik  si epilègetai kat� l�joc apì ton paÐkth. Epomènwc, apait¸ntac
k�je paÐkthc i na epilègei k�je mia apì tic strathgikèc tou si me toul�qi-
ston thn el�qisth jetik  pijanìthta εi(si), katorj¸noume na ex�goume èna
e-diataragmèno paÐgnio apì to arqikì paÐgnio ΓN .

Orismìc 2.8.1. Se èna paÐgnio kanonik c morf c ΓN = [I, {∆(Si)}, {ui(.)}]
mia isorropÐa Nash σ ja lème ìti eÐnai tèleia isorropÐa trem�menou qerioÔ
(Trembling-Hand Perfect) an up�rqei k�poia akoloujÐa e-diataragmènwn pai-
gnÐwn {Γεk}∞k=1 h opoÐa sugklÐnei sto arqikì paÐgnio ΓN kai gia thn opoÐa
up�rqei mÐa akoloujÐa isorropi¸n Nash h opoÐa sugklÐnei sthn σ.

ParathroÔme ìti, o parap�nw orismìc apaiteÐ ton upologismì thc isor-
ropÐac poll¸n pijan¸n e-diataragmènwn paignÐwn, gegonìc pou eÐnai arke-
t� epÐpono kai dÔskolo. Epiplèon, apaitoÔme thn Ôparxh mìno merik¸n e-
diataragmènwn paignÐwn ta opoÐa èqoun isorropÐa aujaÐreta konta sthn σ; to
opoÐo eÐnai èna krit rio ìqi kai tìso isqurì.

EpÐshc, o Selten apèdeixe ìti k�je paÐgnio kanonik c morf c me miktèc
strathgikèc tou opoÐou ta sÔnola strathgik¸n eÐnai peperasmèna, èqei mia
tèleia isorropÐa Nash trem�menou qerioÔ.
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2.9 Mpeôzian� paÐgnia

'Ola ta paÐgnia diakrÐnontai se paÐgnia tèleiac plhrofìrhshc kai se paÐgnia
ateloÔc plhrofìrhshc. Sugkekrimèna, ta paÐgnia sta opoÐa oi paÐktec gnw-
rÐzoun ìlec tic sqetikèc plhroforÐec gia touc �llouc paÐktec, ìpwc tic stra-
thgikèc, tic protim seic kai tic apodìseic touc gia k�je pijan  èkbash tou
paignÐou, onom�zontai paÐgnia tèleiac plhrofìrhshc (complete infor-
mation games). AntÐjeta, ta paÐgnia sta opoÐa den eÐnai gnwstèc ìlec oi
plhroforÐec pou aforoÔn touc paÐktec pou lamb�noun mèroc sto paÐgnio o-
nom�zontai paÐgnia ateloÔc plhrofìrhshc (incomplete information
games). Ta paÐgnia ateloÔc plhrofìrhshc kaloÔntai epÐshc mpeôzian� paÐ-
gnia.

SÔmfwna me tonHarsanyi èna Mpeôzianì paÐgnio montelopoieÐtai eis�gon-
tac thn FÔsh wc paÐkth sto paÐgnio. H FÔsh ekqwreÐ mia tuqaÐa metablht  se
k�je paÐkth pou kajorÐzei to eÐdoc thc protÐmhshc tou kai k�je paÐkthc eÐna
se jèsh na parathreÐ thn ulopoÐhsh mìno thc dik c tou tuqaÐac metablht c.
Me aut  thn prosèggish tou Harsanyi ta paÐgnia ateloÔc plhrofìrhshc
metatrèpontai se paÐgnia ellipoÔc plhrofìrhshc (dhlad , se paÐgnia ìpou
h istorÐa tou paignÐou den eÐnai diajèsimh gia ìlouc touc paÐktec) kai ètsi
mporoÔme na ta anaparastÐsoume san paÐgnia ektetamènhc morf c me ellip 
plhrofìrhsh

Orismìc 2.9.1. Mpeôzianì paÐgnio (Bayesian game) onom�zetai èna paÐgnio
ateloÔc plhrofìrhshc, sto opoÐo h FÔsh k�nei thn pr¸th kÐnhsh eis�gontac
tic plhroforÐec pou den eÐnai gnwstèc stouc paÐktec tou paignÐou, ¸ste oi paÐ-
ktec na mporoÔn na k�noun pijanologikèc ektim seic sqetik� me to poiìc ja
eÐnai o bèltistoc trìpoc na kinhjoÔn kat� thn di�rkeia tou paignÐou kai sthn
sunèqeia mporoÔn na anajewr soun tic arqikèc touc pepoij seic qrhshmopo-
¸ntac ton kanìna tou Bayes.

Se èna mpeôzianì paÐgnio h èlleiyh plhrofori¸n shmaÐnei ìti toul�qiston
ènac paÐkthc den eÐnai en meroc gia to eÐdoc, opìte kai thn sun�rthsh apì-
doshc, k�poiou �llou paÐkth. KaloÔntai mpeôzian� lìgw thc pijanologik c
an�lushc touc. Arqik�, oi paÐktec èqoun k�poiec pepoij seic sqetik� me to
eÐdoc k�je paÐkth tic opoÐec mporoÔn na tic anajewr soun qrhsimopoi¸ntac
ton tÔpo tou Bayes. Lìgw thc èlleiyhc plhrofori¸n kai thc qr shc twn
pepoij sewn, aut� ta paÐgnia mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn gia thn an�lush
paignÐwn ellip c plhrofìrhshc.
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Dom  enìc mpeôzianoÔ paignÐou

Se èna Mpeôzianì paÐgnio k�je paÐkthc i èqei mia sun�rthsh qrhsimìthtac
ui(si, s−i, θi), ìpou θi ∈ Θi eÐnai mia tuqaÐa metablht  h opoÐa epilègetai
apì thn fÔsh kai parathreÐtai mìno apì ton i paÐkth. H apì koinoÔ su-
n�rthsh pijanìthtac thc tuqaÐac metablht c θi dÐnetai apì thn sun�rthsh
F (θ1, . . . , θI) , h opoÐa upojètoume ìti apoteleÐ koin  gn¸sh gia ìlouc touc
paÐktec. Epomènwc, èna Mpeôzianì paÐgnio perigr�fetai sunoptik� wc ex c:
[I, {Si}, {ui(.)},Θ, F (.)], ìpou Θ = Θ1 × · · · ×ΘI .

• Se èna mpeôzianì paÐgnio mia sun�rthsh si(θi), h opoÐa parèqei thn stra-
thgik  tou paÐkth i gia k�je ulopoÐhsh tou θi, ja onom�zetai kajar 
strathgik  gia ton paÐkth i.

• To sÔnolo pou perièqei ìlec tic kajarèc strathgikèc tou i paÐkth ka-
leÐtai sÔnolo kajar¸n strathgik¸n tou paikth i kai sumbolÐzetai me
Ti.

• H anamenìmenh apìdosh tou paÐkth i pou prokÔptei apì ton orÐzonta ka-
jar c strathgik c (s1(.), . . . , sI(.)) twn I paikt¸n dÐnetai apì thn sqèsh
ũi(s1(.), . . . , sI(.)) = Eθ[ui(s1(θ1), . . . , sI(θI), θi].

Mpeôzian  isorropÐa kat� Nash

Sta mpeôzian� paÐgnia mporoÔme na prosdiorÐsoume mia isorropÐa Nash, h o-
poÐa kaleÐtai mpeôzian  isorropÐa kat� Nash. H mpeôzian  isorropÐa kat�
Nash apoteleÐ mia genÐkeush thc isorropÐac Nash se paÐgnia ateloÔc plhro-
fìrhshc sta opoÐa summetèqei h FÔsh. Gia thn epÐlush enìc tètoiou paignÐou,
arqik� metatrèpoume to paÐgnio se èna paÐgnio ellipoÔc plhrofìrhshc kai
sthn sunèqeia prosdiorÐzoume thn isorropÐa Nash se autì, h opoÐa kai ja
apoteleÐ thn lÔsh tou paignÐou.

Orismìc 2.9.2. Mia Mpeôzian  isorropÐa kat� Nash gia èna Mpeôzianì
paÐgnio [I, {Si}, {ui(.)},Θ, F (.)] eÐnai ènac orÐzontac strathgik c (s1(.), . . . , sI(.))
o opoÐoc apoteleÐ mia isorropÐa kata Nash tou paignÐou ΓN = [I, {Ti}, {ũi(.)}].
Autì shmaÐnei dhlad , ìti gia k�je i = 1, . . . , I
ũi(si(.), s−i(.)) ≥ ũi(s

′
i(.), s−i(.)) gia ìla ta s

′
i(.) ∈ Ti.

Mia axioshmeÐwth parat rhsh eÐnai ìti se mia Mpeôzian  isorropÐa kat�
Nash (kajar c strathgik c) k�je paÐkthc prèpei na paÐzei me mia bèltisth
apìkrish sthn desmeumènh katanom  twn strathgik¸n twn antip�lwn tou gia
k�je eÐdoc pou telik� mporeÐ na èqei.
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Kef�laio 3

PAIGNIA EKTETAMENHS
MORFHS

Sto prohgoÔmeno kef�laio melet same paÐgnia tautìqronwn kin sewn, sta
opoÐa oi paÐktec lamb�noun tic apof�seic touc tautìqrona. Parìla aut�,
up�rqoun katast�seic stic opoÐec oi paÐktec paÐrnoun tic apof�seic touc dia-
doqik� kai h apìdosh gia k�je paÐkth den exart�tai mìno apì tic dikèc tou
epilogèc, all� kai apì th seir� twn epilog¸n pou el fjhsan apì touc upì-
loipouc paÐktec. PaÐgnia sta opoÐa oi kin seic perissotèrwn tou enìc paikt¸n
gÐnontai diadoqik�, dhlad  paÐgnia ta opoÐa paÐzontai se st�dia, onom�zontai
paÐgnia ektetamènhc morf c   paÐgnia diadoqik¸n kin sewn  
paÐgnia poll¸n stadÐwn.

Mia prosèggish tètoiwn paignÐwn eÐnai na apokt soume thn kanonik  touc
anapar�stash kai sthn sunèqeia na efarmìsoume se aut� tic idèec epÐlushc
pou melet same sto prohgoÔmeno kef�laio. Wstìso, èna shmantikì z thma
pou prokÔptei kat� thn melèth paignÐwn diadoqik¸n kin sewn eÐnai autì thc
axiopistÐac thc strathgik c enìc paÐkth. Gia ton skopì autì ja eis�goume mia
pio isqur  ènnoia thc isorropÐac Nash, gnwst  wc isorropÐa Nash tèleiou
upopaignÐou h opoÐa sthrÐzetai sthn arq  thc diadoqik c orjologikìthtac, h
opoÐa me th seir� thc sundèetai me thn diadikasÐa thc proc ta pÐsw epagwg c.

Parìla aut�, se paÐgnia me ellip  plhrofìrhsh h ènnoia thc teleiìthtac
upopaignÐou den sullamb�nei pl rwc thn ènnoia thc diadoqik c orjologikì-
thtac se aut�. Gia autì ja eis�goume mia nèa ènnoia, aut c thc diadoqik c
isorropÐac.

Ja xekin soume thn melèth mac me ton trìpo anapar�stashc enìc paignÐou
diadoqik¸n kin sewn.

41
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3.1 Anapar�stash paignÐwn ektetamènhc

morf c

H ektetamènh morf  enìc paignÐou apeikonÐzei pìte k�poioc paÐkthc kineÐtai, ti
epilogèc èqei, ti gnwrÐzoun oi paÐktec ìtan paÐrnoun tic apof�seic touc, poia
eÐnai h èkbash tou paignÐou wc sun�rthsh twn epilog¸n pou èqoun l�bei oi
paÐktec kai thn apìdosh k�je pijan c èkbashc. Ta paÐgnia ektetamènhc mor-
f c anaparÐstantai me dendrodiagr�mmata, ta opoÐa eÐnai gnwst� wc dèndra
paignÐou, sta opoÐa oi paÐktec kinoÔntai diadoqik�.

Prin d¸soume ton akrib  orismì enìc dèndrou paignÐou ja anafèroume
k�poiec basikèc ènnoiec apì ta diatetagmèna graf mata kai ta dèndra.

Orismìc 3.1.1. JewroÔme èna peperasmèno sÔnolo shmeÐwn V kai E èna
sÔnolo zeug¸n tou V . Tìte to zeÔgoc G = (V,E) kaleÐtai diatetagmèno gr�fh-
ma. Ta stoiqeÐa tou sunìlou V onom�zontai korufèc   kìmboi tou graf matoc
en¸ ta stoiqeÐa tou sunìlou E pleurèc   akmèc tou graf matoc.

'Ena diatetagmèno gr�fhma apeikonÐzetai mèsw tou diagr�mmatoc tou, to
opoÐo apoteleÐtai apì tic korufèc tou kai apì prosanatolismèna eujÔgramma
tm mata ta opoÐa antistoiqoÔn sta zeÔgh twn pleur¸n.

Orismìc 3.1.2. Ja lème ìti èna diatetagmèno gr�fhma eÐnai dèndro an
up�rqei mia diakekrimènh koruf  h opoÐa den èqei pleurèc na katal goun se
aut  (h koruf  aut  kaleÐtai rÐza tou dèndrou) kai gia k�je �llh koruf  tou
graf matoc up�rqei akrib¸c mia diadrom  apì thn rÐza proc thn sugkekrimènh
koruf .

• An to zeÔgoc (a , b) apoteleÐ mia pleur� enìc dèndrou, tìte ja lème ìti
to a eÐnai gonèac thc koruf c b kai to b eÐnai paidÐ thc koruf c a.

• An up�rqei diadrom  apì thn koruf  a sthn b (dhlad , an mporoÔme na
en¸soume thn koruf  a me thn b), tìte ja lème ìti h koruf  a eÐnai
prìgonoc thc b en¸ h b eÐnai apìgonoc thc a.

• Up�rqei to polÔ mia diadrom  apì mia koruf  a se mia koruf  b.

• H rÐza eÐnai prìgonoc k�je koruf c kai k�je koruf  eÐnai apìgonoc thc
rÐzac.

• K�je koruf  ektìc thc rÐzac èqei monadikì gonèa.

• Mia koruf  enìc dèndrou apì thn opoÐa den arqÐzei kamÐa pleur� ono-
m�zetai termatik  koruf .
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• K�je mh termatik  koruf  èqei gia apìgono toul�qiston mia termatik 
koruf .

• Kl�doc enìc dèndrou pou arqÐzei apì thn koruf  a, Ta, onom�zetai èna
diatetagmèno gr�fhma pou apoteleÐtai apì tic korufèc tou dèndrou pou
arqÐzoun apì thn koruf  a kai perièqoun ìlouc touc apogìnouc mazÐ me
tic arqikèc touc pleurèc.

Orismìc 3.1.3. Dèntro paignÐou I paikt¸n kaleÐtai èna dèntro sto opoÐo
k�je mh termatik  koruf  tou dèntrou an kei se akrib¸c ènan apì touc paÐktec
kai se k�je termatik  koruf  tou dèntrou antistoiqeÐ èna I-di�stato di�nusma
apìdoshc.

• Oi mh termatikèc korufèc enìc dèndrou paignÐou onom�zontai korufèc
apìfashc.

• Se èna dèndro paignÐou I paikt¸n kamÐa termatik  koruf  den an kei
se kanènan paÐkth kai endèqetai na up�rqoun paÐktec pou den katèqoun
kamÐa koruf  apìfashc.

• Duo korufèc K1kaiK2 enìc paÐkth R onom�zontai isodÔnamec gia ton
paÐkth R an isqÔoun ta ex c: to pl joc twn pleur¸n pou arqÐzoun apì
autèc eÐnai to Ðdio, èstw k, kai oi pleurèc {e11, . . . , e1k} kai {e21, . . . , e2k}
pou arqÐzoun apì tic korufèc K1 kaiK2 antÐstoiqa mporoÔn na anadia-
taqjoÔn ¸ste oi pleurèc e1i kaie

2
i gia k�je i na jewroÔntai Ðdiec apì ton

paÐkth R.

Orismìc 3.1.4. To sÔnolo koruf¸n X = {K1, . . . , Km} enìc dèndrou
paignÐou onom�zetai sÔnolo plhrofori¸n gia ènan paÐkth i an

1. ìlec oi korufèc tou Q eÐnai mh termatikèc kai an koun ston paÐkth i,

2. kami� koruf  tou Q den susqetÐzetai me opoiad pote �llh koruf  tou
Q, kai

3. ìlec oi korufèc tou Q eÐnai isodÔnamec gia ton paÐkth i.

Orismìc 3.1.5. 'Ena paÐgnio ektetamènhc morf c   paÐgnio diadoqik¸n ki-
n sewn eÐnai èna dèndro paignÐou I paikt¸n tètoio ¸ste oi korufèc apof�sewn
na èqoun diameristeÐ se sÔnola plhrofori¸n pou an koun stouc paÐktec.
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Epiplèon, èna paÐgnio ektetamènhc morf c ektìc apì thn grafik  tou pe-
rigraf , mèsw enìc dèndrou paignÐou, mporeÐ na perigrafeÐ kai me majhmatikì
trìpo wc ex c:

ΓE = {X,A, I, p(.), α(.),H, H(.), ι(.), ρ(.), u}

'Opou ta stoiqeÐa apì ta opoÐa apoteleÐtai eÐnai ta akìlouja:

• 'Ena peperasmèno sÔnolo koruf¸n Q, èna peperasmèno sÔnolo pijan¸n
energei¸n A kai èna peperasmèno sÔnolo paikt¸n {1, . . . , I}.

• Mia sun�rthsh p : X → {X ∪ ∅} h opoÐa prosdiorÐzei ton �meso
prìgono k�je koruf c, to p(x) eÐnai di�foro tou kenoÔ gia ìlec tic
korufèc x ∈ X, ektìc apì ton arqikì kìmbo x0 o opoÐoc den èqei kanèna
prìgono. To s(x) = p−1(x) dÐnei ton �meso apìgono thc koruf c x .
To sÔnolo ìlwn twn progìnwn kai ìlwn twn apogìnwn thc koruf c
x prosdiorÐzetai epanalamb�nontac ta p(x) kai s(x). To sÔnolo twn
termatik¸n koruf¸n apoteleÐtai apì ìlec tic korufèc pou den èqoun
kanèna apìgono, dhlad  T = {x ∈ X : s(x) = ∅} en¸ oi upìloipec
korufèc X \ T apoteloÔn tic korufèc apof�sewn.

• Mia sun�rthsh α : X \ {x0} → A h opoÐa mac dÐnei thn enèrgeia pou
odhgeÐ se k�je mh arqikì kìmbo x apì ton �meso prìgono tou p(x)
kai ikanopoieÐ thn ex c idiìthta: an y, z ∈ s(x) kai y 6= z tote α(y) 6=
α(z). Tìte to sÔnolo twn epilog¸n pou eÐnai diajèsimec sthn koruf 
apìfashc x eÐnai c(x) = {α ∈ A : α = α(y) gia kapoia y ∈ s(x)}.

• Mia sullog  apì sÔnola plhrofori¸n H kai mia sun�rthsh
H : X → H, h opoÐa antistoiqeÐ k�je koruf  apof�sewn se èna sÔnolo
plhrofori¸n. ApaitoÔme ìlec oi korufèc apìfashc pou an koun se èna
sÔnolo plhrofori¸n na èqoun tic Ðdiec dunatèc epilogèc.
Opìte, oi pijanèc epilogèc sto sÔnolo plhrofori¸n H eÐnai
C(H) = {α ∈ A : α ∈ c(x) gia x ∈ H}.

• Mia sun�rthsh ι : H → {0, 1, · · · , I}, h opoÐa antistoiqeÐ k�je sÔnolo
plhrofori¸n tou H ston paÐkth pou kineÐtai sthn koruf  apof�sewn
pou an kei se ekeÐno to sÔnolo.
SumbolÐzoume me Hi = {H ∈ H : i = ι(H)}, thn sullog  twn sunìlwn
plhrofori¸n tou paÐkth i.

• Mia sun�rthsh ρ : H0 × A → [0, 1], h opoÐa ekqwreÐ pijanìthtec stic
enèrgeiec twn sunìlwn plhrofori¸n ìtan kineÐtai h fÔsh. H sugke-
krimènh sun�rthsh ikanopoieÐ ta ex c: ρ(H,α) = 0, an α /∈ C(H) kai∑

α∈C(H) ρ(H,α) = 1 gia ìlaH ∈ H0.
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• Mia sun�rthsh apìdoshc u = {u1(.), . . . , uI(.)} ,h opoÐa prosdiorÐzei
tic apodìseic twn paikt¸n se k�je termatik  koruf  pou endèqetai na
ft�soun kat� thn di�rkeia tou paignÐou, me ui : T → R.

Mia strathgik  enìc paÐkth se èna paÐgnio ektetamènhc morf c deÐqnei tic
epilogèc pou skopeÔei na p�rei o paÐkthc se k�je sÔnolo plhrofori¸n tou.
Me �lla lìgia, prosdiorÐzei tic epilogèc pou èqei programmatÐsei o paÐkthc
na l�bei ek twn protèrwn se perÐptwsh pou ft�sei se k�poio apì ta sÔnola
plhrofori¸n tou. To sÔnolo twn strathgik¸n k�je paÐkth (s1, . . . , sI) apo-
teleÐ ènan orÐzonta strathgik c tou paignÐou.

Sth sunèqeia parajètoume ton akrib  orismì thc strathgik c enìc paÐkth.

Orismìc 3.1.6. 'Estw me Hi sumbolÐzoume thn sullog  twn sunìlwn plh-
rofìrhshc tou paÐkth i, A to sÔnolo twn pijan¸n energei¸n sto paÐgnio kai
C(H) ⊂ A to sÔnolo twn pijan¸n energei¸n sto sÔnolo plhrofìrhshc H.
Mia strathgik  gia ton paÐkth i eÐnai mia sun�rthsh si : Hi → A tètoia ¸ste
si(H) ∈ C(H) gia ìla ta H ∈ Hi.

'Ena paÐgnio ektetamènhc morf c paÐzetai wc ex c:
O paÐkthc pou katèqei thn rÐza xekin� to paÐgnio epilègontac mia koruf  me
b�sh thn strathgik  pou èqei proapofasÐsei na qrhsimopoi sei. An h koruf 
den eÐnai termatik  tìte ja an kei se k�poion �llon paÐkth o opoÐoc ja epilèxei
sÔmfwna me thn strathgik  tou mia koruf . OmoÐwc, an h koruf  den eÐnai
termatik  ja an kei se k�poion �llon paÐkth o opoÐoc kai me thn seir� tou ja
epilèxei k�poia koruf . H diadikasÐa aut  suneqÐzetai mèqri na epilegeÐ mia
termatik  koruf  ètsi ¸ste to paÐgnio na telei¸sei kai k�je paÐkthc na l�bei
thn apìdosh pou tou antistoiqeÐ.

Sthn sunèqeia parousi�zetai èna aplì par�deigma paignÐou se ektetamènh
morf .

Par�deigma 3.1.1. (RÐyh nomÐsmatoc - Ektetamènh morf )

Prìkeitai gia mia parallag  tou paradeÐgmatoc 2.7.1 pou eÐqe anafer-
jeÐ sto prohgoumèno kef�laio. T¸ra oi paÐktec kinoÔntai diadoqik�, kai ìqi
tautìqrona ìpwc eÐqame dei. Sugkekrimèna, o paÐkthc 1 kineÐtai pr¸toc e-
pilègontac kor¸na   gr�mmata kai sthn sunèqeia o paÐkthc 2, afoÔ dei thn
epilog  tou paÐkth 1, epilègei me th seir� tou kor¸na   gr�mmata. H ekteta-
mènh morf  autoÔ tou paignÐou parousi�zetai mèsw tou dèndrou paignÐou tou
sq matoc 3.1.

To paÐgnio xekin� ston arqikì kìmbo apìfashc, o opoÐoc anaparÐstatai
me ènan anoiktì kÔklo, ìpou o paÐkthc 1 epilègei thn kÐnhsh tou. Oi pijanèc
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Sq ma 3.1: RÐyh nomÐsmatoc - Pl rhc plhrofìrhsh

epilogèc tou paÐkth 1 (K: kor¸na   G: gr�mmata) parousi�zontai me touc kl�-
douc pou xekinoÔn apì ton arqikì kìmbo apìfashc. Sto tèloc k�je kl�dou
up�rqei ènac �lloc kìmboc apìfashc, o opoÐoc anaparÐstatai me mia maÔrh
koukÐda, ìpou o paÐkthc 2 kaleÐtai na l�bei mia apìfash an�mesa stic dÔo
dunatèc epilogèc pou èqei, afoÔ pr¸ta dei ti èqei epilèxei o paÐkthc 1. A-
foÔ kai o paikthc 2 k�nei thn epilog  tou ft�noume sto tèloc tou paignÐou,
pou anaparÐstatai apì touc termatikoÔc kìmbouc. Se k�je termatikì kìmbo
faÐnontai oi apodìseic twn paikt¸n pou prokÔptoun apì thn diadoqik  kÐnhsh
twn paikt¸n mèqri na ft�soun se autìn. ParathroÔme, epÐshc, ìti to mono-
p�ti pou sundèei thn rÐza tou dèndrou me opoiod pote �llh koruf  tou eÐnai
monadikì.

Sto parap�nw paÐgnio, blèpoume ìti ìtan èrqetai h seir� enìc paÐkth na
kinhjeÐ, autìc eÐnai ikanìc na parathreÐ ìlec tic prohgoÔmenec kin seic tou
antip�lou tou kai ètsi na mporeÐ na prosdiorÐzei k�je for� pou kaleÐtai na
kinhjeÐ ton akrib  kìmbo tou dèndrou ston opoÐo ja brÐsketai. Tètoiou eÐdouc
paÐgnia kaloÔntai paÐgnia pl rouc plhrofìrhshc. Wstìso, up�rqoun
paÐgnia sta opoÐa ènac paÐkthc endèqetai na mhn mporeÐ na prosdiorÐsei thn
akrib  koruf  pou ja brÐsketai ìtan èrjei h seir� na kinhjeÐ.

ParadeÐgmatoc q�rh, ac upojèsoume ìti sto par�deigma pou mìlic eÐdame,
ìti ìtan o paÐkthc 1 rÐxei to nìmisma ja to kalÔyei amèswc me to qèri tou,
¸ste na mhn to dei o paÐkthc 2, kai ja apokalÔyei thn epilog  tou afoÔ
o paÐkthc 2 èqei pragmatopoi sei thn kÐnhsh tou. 'Etsi, ìtan èrjei h seir�
tou paÐkth 2 na kinhjeÐ, autìc den eÐnai se jèsh na prosdiorÐsei akrib¸c se
poia apì tic dÔo korufèc tou paignÐou brÐsketai, kaj¸c den gnwrÐzei poi�
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Sq ma 3.2: RÐyh nomÐsmatoc - Ellip c plhrofìrhsh

 tan h epilog  tou prohgoÔmenou paÐkth. Sthn perÐptwsh aut , lème ìti to
sÔnolo plhrofìrhshc tou paÐkth 2 apoteleÐtai apì dÔo korufèc. To gegonìc
autì dhl¸netai eÐte en¸nontac tic korufèc autèc me mia diakekommènh gramm 
eÐte sqedi�zontac ènan kÔklo pou tic perilamb�nei. Tètoiou eÐdouc paÐgnia
onom�zontai paÐgnia me ellip  plhrofìrhsh.

Epomènwc, h ektetamènh morf  autoÔ tou paignÐou perigr�fetai grafik�
me èna dèndro, to opoÐo parousi�zetai sto sq ma 3.2, parìmoio me to proh-
goÔmeno, all� me thn mình diafor� ìti sqedi�same tic korufèc apìfashc tou
paÐkth 2 mèsa se ènan kÔklo gia na dhl¸soume ìti an koun sto Ðdio sÔnolo
plhrofori¸n.

Stic enìthtec pou akoloujoÔn ja melet soume ekten¸c tìso ta paÐgnia
ektetamènhc morf c me pl rh plhrofìrhsh, ìso kai aut� me ellip  plhrofì-
rhsh.
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3.2 PaÐgnia me pl rh plhrofìrhsh

Orismìc 3.2.1. 'Ena paÐgnio ektetamènhc morf c kaleÐtai paÐgnio me pl rh
plhrofìrhsh an k�je sÔnolo plhrofori¸n eÐnai monosÔnolo. Diaforetik�,
kaleÐtai paignio me ellip  plhrofìrhsh.

Me �lla lìgia, an k�je paÐkthc thn stigm  pou prèpei na k�nei thn epilog 
tou gnwrÐzei akrib¸c ti èqoun epilèxei oi upìloipoi paÐktec kat� thn di�rkeia
tou paignÐou, dhlad  k�je paÐkthc gnwrÐzei ìlec tic prohgoÔmenec plhrofo-
rÐec, ètsi ¸ste na mporeÐ na prosdiorÐsei akrib¸c thn koruf  sthn opoÐa ja
brÐsketai ìtan ja prèpei na epilèxei ton trìpo me ton opoÐo ja kinhjeÐ, tìte
prìkeitai gia èna paÐgnio me pl rh plhrofìrhsh. Sthn perÐptwsh ìmwc twn
paignÐwn me ellip  plhrofìrhsh oi paÐktec   den mporoÔn na doun k�poiec apì
tic epilogèc pou èginan sta prohgoÔmena st�dia   orismènoi apì touc paÐktec
den jèloun na apokalÔptoun tic kin seic touc stouc epìmenouc paÐktec kai
tìte edeqomènwc oi paÐktec na mhn eÐnai se jèsh na prosdiorÐsoun thn akrib 
koruf  pou brÐskontai ìtan ja prèpei na k�noun thn epilog  touc kaj¸c to
sÔnolo plhrofori¸n touc apoteleÐtai apì perissìterec thc miac korufèc.

3.2.1 IsorropÐa Nash

'Opwc kai ta paignia kanonik c morf c ètsi kai ta paÐgnia ektetamènhc morf c
mporoÔn na epilujoÔn qrhsimopoi¸ntac thn isorropÐa kat� Nash.

Orismìc 3.2.2. Se èna paÐgnio ektetamènhc morf c me I paÐktec me pl rh
  ellip  plhrofìrhsh ènac orÐzontac strathgik c (s∗1, · · · , s∗I) kaleÐtai
isorropÐa Nash an gia k�je paÐkth i isqÔei to akìloujo:
ui(s

∗
1, · · · , s∗i−1, s∗i , s∗i+1, · · · , s∗I) = maxs∈Si

ui(s
∗
1, · · · , s∗i−1, s, s∗i+1, · · · , s∗I)

Dhlad , o orÐzontac strathgik c (s∗1, · · · , s∗I) eÐnai isorropÐa Nash an ka-
nènac paikthc den mporeÐ na belti¸sei gn sia thn apìdosh tou all�zontac
strathgik  dedomènou ìti oi upìloipoi paÐktec akoloujoÔn thn Ðdia strath-
gik . K�je orÐzontac strathgik c orÐzei kat� monadikì trìpo mia diadrom 
sto dèndro tou paignÐou, dhlad  orÐzei kat� monadikì trìpo èna telikì kìmbo.
Wstìso, to antÐstrofo den isqÔei kaj¸c mia diadrom  mporeÐ na orÐzetai apì
diaforetikoÔc orÐzontec strathgik c. Mia diadrom  uposthrizìmenh apì mia
isorropÐa Nash ja kaleÐtai diadrom  isorropÐac.

'Enac trìpoc gia na prosdiorÐsoume thn isorropÐa Nash se èna peperasmè-
no paÐgnio ektetamènhc morf c me pl rh plhrofìrhsh eÐnai na katagr�youme
tic strathgikèc k�je paÐkth, na prosdiorÐsoume to apotèlesma k�je orÐzonta
strathgik c kai na analÔsoume autèc tic plhroforÐec san na eprìkeito gia



3.2. PA�IGNIA ME PL�HRH PLHROF�ORHSH 49

èna paÐgnio kanonik c morf c. 'Etsi, kataskeu�zoume èna paÐgnio kanonik c
morf c me: paÐktec to sÔnolo twn paikt¸n tou paignÐou ektetamènhc morf c,
sÔnolo energei¸n k�je paÐkth na eÐnai to sÔnolo twn strathgik¸n touc sthn
ektetamènh morf  kai sunart seic apìdoshc k�je orÐzonta energei¸n na eÐnai
oi apodìseic stouc termatikoÔc kìmbouc tou dèndrou paignÐou pou prokÔptoun
apì k�je orÐzonta energei¸n. To paÐgnio autì pou prokÔptei eÐnai gnwstì wc
h kanonik  morf  enìc paignÐou ektetamènhc morf c. Sthn sunèqeia, pros-
diorÐzontac thn isorropÐa Nash se autì to paÐgnio kanonik c morf c èqoume
ousiastik� upologÐsei thn isorropÐa Nash tou paignÐou ektetamènhc morf c.

'Uparxh isorropÐac Nash

H Ôparxh miac isorropÐac kat� Nash se paÐgnia ektetamènhc morf c me pl rh
plhrofìrhsh exasf�lizetai apì to akìloujo je¸rhma, to opoÐo diatup¸jhke
apì ton Amerikanì majhmatikì Harold W. Kuhn kai h apìdeixh tou pragma-
topoieÐtai qrhsimopoi¸ntac thn mèjodo thc proc ta pÐsw epagwg c.

Je¸rhma 3.2.1 (Kuhn). Se k�je paÐgnio ektetamènhc morf c me pl rh
plhrofìrhsh up�rqei mia isorropÐa kat� Nash.

EpÐshc, èna �llo je¸rhma pou exasfalÐzei thn Ôparxh miac isorropÐac
Nash kajar¸n strathgik¸n se peperasmèna paÐgnia pl rouc plhrofìrhshc
diatup¸jhke to 1913 apì ton Germanì majhmatikì Ernst Zermelo.

Je¸rhma 3.2.2 (Zermelo). K�je peperasmèno paÐgnio ektetamènhc morf c
me pl rh plhrofìrhsh èqei mia isorropÐaNash kajar¸n strathgik¸n, h opoÐa
prokÔptei apì thn mèjodo thc proc ta pÐsw epagwg c. Epiplèon, an kanènac
paÐkthc den èqei tic Ðdiec apodìseic se dÔo opoiesd pote termatikèc korufèc,
tìte aut  h isorropÐa Nash eÐnai monadik .
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3.2.2 Mèjodoc thc proc ta pÐsw epagwg c

H mèjodoc thc proc ta pÐsw epagwg c apoteleÐtai apì mia b ma proc b ma o-
pisjodrìmhsh xekin¸ntac apì tic termatikèc korufèc tou dèndrou paignÐou kai
suneqÐzontac èna b ma k�je for� mèqric ìtou ft�soume sthn rÐza. H kentrik 
idèa sthn opoÐa sthrÐzetai eÐnai ìti k�je paÐkthc epilègei se k�je koruf  thn
epilog  ekeÐnh pou tou dÐnei to kalÔtero apotèlesma apì to shmeÐo ekeÐno kai
pèra. Dhlad , prosdiorÐzoume arqik� thn bèltisth sumperifor� twn paikt¸n
sto tèloc tou paignÐou kai sthn sunèqeia thn bèltisth sumperifor� touc se
nwrÐtera st�dia tou paignÐou, jewr¸ntac dedomèno thn metèpeita sumperifor�
touc.

H mèjodoc thc proc ta pÐsw epagwg c eÐnai sundedemènh me thn ènnoia
thc diadoqik c orjologikìthtac, kaj¸c exasfalÐzei ìti oi strathgikèc k�je
paÐkth apoteloÔn mia bèltisth epilog  se k�je koruf  apìfashc tou paignÐou.

Aut  h diadikasÐa mporeÐ na efarmosteÐ ¸ste na sull�bei thn ènnoia thc
diadoqik c orjologikìthtac se peperasmèna paÐgnia pl rouc plhrofìrhshc,
dhlad  se paÐgnia twn opoÐwn ta sÔnola plhrofìrhshc perièqoun mìno mia
koruf  apìfashc kai to pl joc twn koruf¸n apof�sewn tou paignÐou eÐnai
peperasmèno.

Ta b mata pou perigr�foun thn sugkekrimènh mèjodo eÐnai ta akìlouja:

• Arqik�, epilègoume ìlec tic korufèc tou dèndrou paignÐou twn opoÐwn oi
pleurèc katal goun se termatikèc korufèc. EkqwroÔme se k�je mia a-
pì autèc tic korufèc to di�nusma apìdoshc thc termatik c koruf c pou
prosfèrei to bèltisto apotèlesma ston paÐkth pou katèqei aut  thn ko-
ruf  kai diagr�foume tic upìloipec termatikèc korufèc. (ParathroÔme
ìti, sto shmeÐo autì den up�rqei allhlepÐdrash twn strathgk¸n metaxÔ
twn paikt¸n, opìte o prosdiorismìc thc bèltisthc sumperifor�c stouc
kìmbouc moi�zei me èna prìblhma apof�sewn enìc atìmou).

• So epìmeno b ma, epilègoume tic amèswc prohgoÔmenec korufèc twn
prokatìqwn twn termatik¸n koruf¸n. Koit�me tic dunatèc epilogèc pou
èqei k�je paÐkthc pou katèqei k�poia apì autèc tic korufèc, ekqwroÔme
se kajemÐa to di�nusma me thn kalÔterh apìdosh gia ton paÐkth pou thn
katèqei kai diagr�foume tic upìloipec.

• SuneqÐzoume aut  thn an�strofh diadikasÐa mèqri na ft�soume se èna
st�dio ìpou oi prìgonoi twn koruf¸n autoÔ tou b matoc apoteloÔntai
akrib¸c apì thn rÐza.

• Tèloc, mia diadrom  apì th rÐza proc thn koruf  autoÔ tou b matoc h
opoÐa prosdÐdei thn bèltisth apìdosh gia ton paÐkth pou katèqei thn
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rÐza, apoteleÐ mia bèltisth diadrom  apof�sewn, thn opoÐa t¸ra eÐmaste
se jèsh na thn entopÐsoume kai sthn antÐjeth kateÔjunsh.

Gia lìgouc dieukìlunshc, kat� thn ektèlesh aut c thc diadikasÐac mporoÔ-
me na qrhsimopoi soume perikommèna dèndra paignÐou. Sugkekrimèna, se k�je
st�dio afoÔ prosdiorÐsoume thn bèltisth enèrgeia twn paikt¸n pou katèqoun
tic korufèc pou exet�zoume, ekqwroÔme se autèc thn sun�rthsh apìdoshc
pou antistoiqeÐ sthn bèltisth enèrgeia gia k�je paÐkth kai diagr�foume tic
upìloipec korufèc. 'Etsi se k�je st�dio prokÔptei èna ìlo kai mikrìtero
dèndro (me ligìterouc kìmbouc) apì to arqikì, to opoÐo ja to apokaloÔme
perikommèno dènro paignÐou.

AxioshmeÐwto eÐnai to gegonìc ìti, ìtan se èna paÐgnio ektetamènhc morf c
mporoÔme na efarmìsoume thn mèjodo thc proc ta pÐsw epagwg c tìte aut 
ja mac d¸sei p�nta mia diadrom  isorropÐac. Wstìso, den eÐnai aparaÐthto na
mac d¸sei ìlec tic diadromèc isorropÐac.

3.2.3 Efarmogèc

Sthn sunèqeia parousi�zontai orismèna paradeÐgmata paignÐwn ektetamènhc
morf c me pl rh plhrofìrhsh.

Par�deigma 3.2.1. (TrÐliza)

Prìkeitai gia èna mh sunergatikì paÐgnio dÔo paikt¸n: touc Q kai O. Oi
kanìnec tou paignÐou eÐnai: Oi paÐktec eÐnai antimètwpoi me èna pÐnaka pou
perièqei ennèa tetr�gwna diatetagmèna se treic grammèc. K�je paÐkthc ìtan
èrjei h seir� tou sumplhr¸nei èna �deio tetr�gwno me to sÔmbolo tou (èna Q
  èna O). JewroÔme ìti pr¸toc paÐzei o paÐkthc Q. EpÐshc, kai oi dÔo paÐktec
gnwrÐzoun ìlec tic epilogèc pou èqoun prohghjeÐ.

Apotelèsmata: O pr¸toc paÐkthc pou katìrjwse na sumplhr¸sei mia
gramm  orizìntia, k�jeth   diag¸nia me to sÔmbolo tou (dhlad , èqei ge-
mÐsei mia tri�da tetrag¸nwn me to shm�di tou) kerdÐzei kai lamb�nei 1 eur¸
apì ton �llon paÐkth. E�n kai ta ennèa tetr�gwna tou pÐnaka èqoun sumplh-
rwjeÐ all� kanènac paÐkthc den èqei katorj¸sei na sqhmatÐsei mia tri�da me
to sÔmbolo tou, to paiqnÐdi l gei isìpalo kai kanènac paÐkthc den lamb�nei
k�poia amoib .

Apìdosh: Oi protim seic twn paikt¸n perigr�fontai apì thn sun�rthsh
qrhsimìthtac, h opoÐa kajorÐzei èna epÐpedo qrhsimìthtac gia k�je pijanì
apotèlesma. Suqn� anafèretai wc sun�rthsh apìdoshc. Sto sugkekrimèno
paÐgnio jewroÔme ìti h apìdosh k�je paÐkth eÐnai Ðsh me thn posìthta twn
qrhm�twn pou kerdÐzei   q�nei. ParathroÔme ìti oi enèrgeiec pou megisto-
poioÔn thn apìdosh enìc paÐkth exart¸ntai apì to ti perimènei na pr�xei o
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Sq ma 3.3: Antagwnismìc exoplism¸n-Ektetamènh morf 

�lloc paÐkthc. Prìkeitai gia paÐgnio mhdenikoÔ ajroÐsmatoc, afoÔ ìti kerdÐ-
zei o ènac paÐkthc to q�nei o �lloc.

To parap�nw paÐgnio mporoÔme to perigr�youme se ektetamènh morf 
me thn bo jeia enìc dèndrou paignÐou ìpou k�je monop�ti sto dèndro ja pa-
rist�nei mia monadik  akoloujÐa kin sewn twn paikt¸n. Sugkekrimèna, ìtan
mporoÔme na ft�soume se mia dosmènh jèsh tou pÐnaka (p.q. oi duo aristerèc
gwnÐec sumplhrwmènec me Q kai oi duo dexièc gwnÐec me O) apì mia akoloujÐa
di�forwn diaforetik¸n kin sewn tìte k�je tètoia akoloujÐa anaparist�tai
xeqwrist� sto dèndro tou paignÐou. Oi kìmboi anaparistoÔn thn twrin  jè-
sh kaj¸c epÐshc kai to p¸c ft�same se aut n. Akìmh, ìtan èrjei h seir�
tou paÐkth na paÐxei, mporeÐ na parathreÐ ìlec tic prohgoÔmenec kin seic pou
èqoun gÐnei, opìte eÐnai èna paÐgnio me pl rh plhrofìrhsh.

Par�deigma 3.2.2. (Antagwnismìc exoplism¸n)

JewroÔme duo q¸rec pou brÐskontai se antagwnismì exoplism¸n kai oi
opoÐec jèloun na efodiastoÔn me purhnik� ìpla. Ja exet�soume thn orjolo-
gikìthta miac tètoiac strathgik c apì thn pleur� kai twn duo qwr¸n.

JewroÔme ìti h q¸ra 1 epilègei pr¸th thn kÐnhsh thc kai sthn sunèqeia h
q¸ra 2, afoÔ dei thn epilog  thc q¸rac 1, k�nei kai aut  me th seir� thc thn
kÐnhsh thc. Oi q¸rec èqoun dÔo epilogèc : agor� purhnik¸n ìplwn(N) kai ìqi
agor� purhnik¸n ìplwn (O). Prìkeitai gia paÐgnio diadoqik¸n kin sewn me
pl rh plhrofìrhsh kai parist�netai me to dèndro paignÐou pou paratÐjetai
sto sq ma 3.3.

K�je q¸ra epilègei thn strathgik  pou ja akolouj sei me krit rio to
sumfèron thc, lamb�nontac upìyh thn apìdosh twn strathgik¸n.
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Q¸ra 2
Strathgik  N O

Q¸ra 1 N (0,0) (5,-1)
O (-1,5) (1,1)

PÐnakac 3.1: Antagwnismìc exoplism¸n-Kanonik  morf 

ParathroÔme ìti h q¸ra 2 protim� thn agor� ìplwn (N) anex�rthta thn epi-
log  thc q¸rac 1.
H q¸ra 1 epilègei thn strathgik c thc me gn¸mona austhr� to sumfèron thc
melet¸ntac th bèltisth epilog  gia tic di�forec strathgikèc thc q¸rac 2 wc
ex c: gnwrÐzei ìti an epilèxei O tìte h q¸ra 2 ja epilèxei N kai ja apokt sei
pleonektik  jèsh ènanti thc q¸rac 1 (opìte den thn sumfèrei na k�nei aut 
thn kÐnhsh), en¸ an epilèxei N tìte kai h q¸ra 2 ja epilèxei N ¸ste na a-
potrèyei mia mellontik  purhnik  epÐjesh apì thn q¸ra 1. Epomènwc, afoÔ
h q¸ra 1 gnwrÐzei to skeptikì thc 2, h bèltisth epilog  pou mporeÐ na k�nei
eÐnai N.

Qrhsimopoi¸ntac thn proc ta pÐsw epagwg  h lÔsh tou paignÐou
eÐnai: H q¸ra 2 epilègei N ìpoia kai an eÐnai h epilog  thc q¸rac 1. H q¸ra
1 epilègei N. 'Ara h strathgik  pou ja akolouj soun oi q¸rec eÐnai (N,N)
kai h opoÐa eÐnai h mình diadrom  isorropÐac kat� Nash tou paignÐou, afoÔ
kami� q¸ra den èqei sumfèron na thn egkataleÐyei dedomènou ìti h �llh q¸ra
akoloÔjhse aut  th strathgik .

Epomènwc, kai oi dÔo q¸rec jewroÔn logikì na aux soun to purhnikì tou
oplost�sio parìlo pou ja eÐqan megalÔtero kèrdoc an den diajèsoun qr mata
gia thn agor� purhnik¸n ìplwn.

EpÐshc, to sugkekrimèno paÐgnio ja mporoÔse na perigrafeÐ kai wc paÐgio
strathgik c morf c ìpou oi paÐktec paÐzoun tautìqrona qwrÐc na gnwrÐzoun
thn strathgik  pou ja epilèxei o �lloc (ìpwc to dÐllhma tou fulakismènou).
Se aut  thn perÐptwsh, oi strathgikèc k�je q¸rac kaj¸c kai oi apodìseic
aut¸n parousi�zontai ston PÐnaka 3.1. Epomènwc, qrhsimopoi¸ntac thn mè-
jodo twn austhr� kuriarqhmènwn strathgik¸n h lÔsh tou paignÐou eÐnai ìpwc
kai prin h strathgik  (N,N) h opoÐa eÐnai h monadik  isorropÐa kat� Nash,
parìlo pou h pio oikonomik� sumfèrousa strathgik  ja  tan h (O,O) .
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Par�deigma 3.2.3. (To montèlo tou Duop¸leiou Stackelberg)

Prìkeitai gia èna paÐgnio diadoqik¸n kin sewn dÔo stadÐwn me pl rh plh-
rofìrhsh, to opoÐo perigr�fei ton trìpo me ton opoÐo dÔo etaireÐec pou pwloÔn
parìmoia proðìnta apofasÐzoun poiì ja eÐnai to mègejoc thc paragwg c touc.

JewroÔme ìti èqoume duo etairÐec: thn etairÐa 1 kai thn etairÐa 2 , oi
opoÐec par�goun parìmoia proðìnta. Arqik� h etairÐa 1 epilègei thn posìthta
tou proðìntoc pou jèlei na par�gei, èstw q1 ≥ 0. Sthn sunèqeia h etairÐa 2,
dedomènou ìti h etairÐa 1 par�gei q1, epilègei thn posìthta pou ja par�gei,
èstw q2 ≥ 0.
Qrhsimopoi¸ntac thn mèjodo thc proc ta pÐsw epagwg c ja broÔme thn lÔsh
tou paignÐou. Ja xekin soume melet¸ntac thn strathgik  thc etairÐac 2 se
k�je epilog  thc etairÐac 1, dhlad , ja broÔme thn posìthta pou prèpei na
par�gei h 2 ¸ste na megistopoieÐtai to kèrdoc thc, dedomènou ìti gnwrÐzei ìti
h etairÐa 1 par�gei q1.

GnwrÐzoume ìti to kèrdoc k�je etairÐac dÐnetai apì thn sqèsh:

ui(q1, q2) = qi[p(q)− ci], i = 1, 2 (3.1)

ìpou q = q1+q2 h sunolik  posìthta tou proðìntoc pou diatÐjetai sthn agor�
kai p(q) = A− q h tim  ekkaj�rishc thc agor�c, A mia stajer  posìthta kai
ci to oriakì kìstoc paragwg c tou proðìntoc qi . Opìte, to kèrdoc k�je
etairÐac eÐnai:

ui(q1, q2) = qi[A− q1 − q2 − ci], i = 1, 2 (3.2)

'Ara, èqoume to akìloujo prìblhma beltistopoÐhshc gia thn etairÐa 2:
EÔresh q∗2 = q∗2(q1) ètsi ¸ste

u2(q1, q
∗
2) = maxu2(q1, q2)

= max q2[A− q1 − q2 − c2]
= max[−q22 + (A− q1 − c2)q2] (3.3)

UpologÐzoume to mègisto thc sun�rthshc:

∂u2
∂q2

= 0 =⇒ −2q2 + A− q1 − c2 = 0 =⇒ q2 =
A− q1 − c1

2

∂2u2
∂q22

= −2 < 0 (pr�gmati prìkeitai gia mègisto)
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'Ara, h posìthta pou megistopoieÐ to kèrdoc thc etairÐac 2 eÐnai h

q∗2 =
A− q1 − c2

2
me q1 < A− c2 (3.4)

H etairÐa 1 an epilèxei na par�gei q1 ja prèpei na perimènei ìti tìte h etairÐa
2 ja epilèxei na par�gei q∗2, opìte ja protim sei na par�gei thn posìthta
proðìntoc q∗1 pou megistopoieÐ to kèrdoc thc, to opoÐo prosdiorÐzetai apì thn
sqèsh:

u1(q1, q
∗
2) = q1[A− q1 − q∗2 − c1] = q1[A− q1 −

A− q1 − c2
2

− c1]

=
1

2
q1[A− q1 + c2 − 2c1] =

1

2
[−q21 + (A− 2c1 + c2)q1] (3.5)

UpologÐzoume to mègisto thc sun�rthshc:

∂u1
∂q1

= 0 =⇒ −q1 +
A− 2c1 + c2

2
= 0 =⇒ q1 =

A− 2c1 + c2
2

kai

∂2u1
∂q21

= −1 < 0 (pr�gmati prìkeitai gia mègisto)

'Ara,

q∗1 =
A− 2c1 + c2

2

Sunep¸c, h (3.4) gr�fetai

q∗2 =
A+ 2c1 − 3c2

4

Epomènwc, h lÔsh tou paignÐou eÐnai o orÐzontac strathgik c (q∗1, q
∗
2).

AxioshmeÐwto eÐnai to gegonìc oti h etairÐa pou kineÐtai pr¸th faÐnetai na
apokt� k�poio pleonèkthma. Autì eÐnai suqnì fainìmeno sta akoloujiak�
paÐgnia kai kaleÐtai pleonèkthma thc pr¸thc kÐnhshc.
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Par�deigma 3.2.4. (Bèltista Sumbìlaia - Pl rhc Plhrofìrhsh)

Prìkeitai gia paÐgnio diadoqik¸n kin sewn metaxÔ dÔo paikt¸n: tou Er-
godìth kai tou Ergazìmenou. O ergodìthc jèlei na anajèsei k�poia ergasÐa
ston ergazìmeno, gia autì tou proteÐnei èna sumbìlaio. O ergazìmenoc èqei
thn dunatìthta eÐte na apodeqjeÐ to sumbìlaio eÐte na to aporrÐyei. An to
apodeqjeÐ èqei dÔo epilogèc   na ergasteÐ sklhr� (H)   na tempeli�sei (L).
JewroÔme ìti ta H, L metr¸ntai se eur¸ kai ìti H > L. JewroÔme akìmh
ìti o ergodìthc èqei th dunatìthta na parathreÐ an o ergazìmenoc erg�zetai
sklhr�   tempeli�zei, opìte èqoume pl rh plhrofìrhsh. EpÐshc, sthn perÐ-
ptwsh pou o ergazìmenoc epilèxei na ergasteÐ sklhr� o ergodìthc ja l�bei
100 eur¸ me pijanìthta 0.9   10 eur¸ me pijanìthta 0.1 apì to prìgramma en¸
sthn perÐptwsh pou o ergazìmenoc tempeli�sei o ergodìthc ja l�bei 10 eur¸
me pijanìthta 0.9   100 eur¸ me pijanìthta 0.1. To sumbìlaio pou proteÐnei
o ergodìthc ekfr�zetai mèsw thc sun�rthshc apodoq¸n W(), h opoÐa eÐnai
mia sun�rthsh thc prosp�jeiac pou katab�lei o ergazìmenoc, opìte mporeÐ
na p�rei duo timèc: W(H)   W(L). To sumbìlaio autì kajorÐzei ton misjì
tìso tou ergazìmenou ìso kai tou ergodìth. Skopìc tou ergodìth eÐnai na
proteÐnei èna sumbìlaio to opoÐo ja gÐnei apodektì apì ton ergazìmeno kai
ja ton protrèpei   na ergasteÐ sklhr�   na tempeli�sei. H ektetamènh morf 
autoÔ tou paignÐou parousi�zetai sto Sq ma 3.4.

To paÐgnio paÐzetai wc ex c:
O ergodìthc proteÐnei èna sumbìlaio ston ergazìmeno. O ergazìmenoc apo-
fasÐzei an ja to aporrÐyei   an ja to deqjeÐ. An to aporrÐyei kai oi dÔo
ja èqoun mhdenik  apìdosh (h apìdosh ekfr�zetai apì thn amoib ). An to
apodeqjeÐ kaleÐtai na epilèxei an ja ergasteÐ sklhr� (H)   an ja tempeli�-
sei (L). An epilèxei na ergasteÐ sklhr� tìte me pijanìthta 0.9 h amoib  tou
ja eÐnai W (H)−H kai tou ergodìth 100−W (H)   me pijanìthta 0.1 h a-
moib  tou ja eÐnai W (H)−H kai tou ergodìth 10−W (H). An epilèxei na
tempeli�sei tìte me pijanìthta 0.9 h amoib  tou ja eÐnai W (L)− L kai tou
ergodìth 10−W (L)   me pijanìthta 0.1 h amoib  tou ja eÐnai W (L)− L kai
tou ergodìth 100−W (L).
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Sq ma 3.4: Bèltista sumbìlaia - Pl rhc plhrofìrhsh

DiakrÐnoume tic ex c peript¸seic:

1. Skopìc tou ergodìth na k�nei ton ergazìmeno na erga-
steÐ sklhr�
Se aut  thn perÐptwsh to sumbìlaio prèpei na exasfalÐzei ston erga-
zìmeno ìti h amoib  tou ja eÐnai megalÔterh an epilèxei na ergasteÐ
sklhr� se sqèsh me aut n pou ja l�mbane an tempèliaze kai epÐshc ìti
h apodoq  tou sumbolaÐou eÐnai sumfèrousa gia autìn.

Epomènwc, to sumbìlaio ja prèpei na ikanopoieÐ tic akìloujec sunj kec:

W (H)−H ≥ W (L)− L

kai
W (H)−H ≥ 0

'Ena tètoio sumbìlaio eÐnai to ex c:

W (H) > H, W (H) ∼= H, W (L) = L

Sto opoÐo h amoib  tou ergazìmenou eÐnai sqedìn mhdenik  en¸ h ana-
menìmenh amoib  tou ergodìth, dedomènou ìti o ergazìmenoc erg�zetai
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sklhr� eÐnai h mègisth dunat  kai ektim�tai wc ex c:

0.9[100−W (H)] + 0.1[10−W (H)] = 91−W (H)

2. Skopìc tou ergodìth na k�nei ton ergazìmeno na tempe-
li�sei
Se aut  thn perÐptwsh to sumbìlaio prèpei na ikanopoieÐ thn sunj kh

W (L)− L ≥ W (H)−H

h opoÐa exasfalÐzei oti h amoib  tou ergazìmenou ja eÐnai megalÔterh
an tempeli�sei kai thn sunj kh

W (L)− L ≥ 0

h opoÐa exasfalÐzei ìti h apodoq  tou sumbolaÐou eÐnai sumfèrousa gia
ton ergazìmeno. 'Ena tètoio sumbìlaio eÐnai to ex c:

W (H) = H, W (L) = L

Sto opoÐo h amoib  tou ergazìmenou eÐnai mhdenik  eÐte ergasteÐ sklhr�
eÐte tempeli�sei (opìte ja protim sei na tempeli�sei) en¸ h mègisth
dunat  anamenìmenh amoib  tou ergodìth, dedomènou ìti o ergazìmenoc
tempeli�zei, eÐnai:

0.9[10−W (L)] + 0.1[100−W (L)] = 19−W (L)

H lÔsh tou paignÐou eÐnai:
O ergodìthc me gn¸mona to sumfèron tou, to opoÐo eÐnai h megistopoÐhsh
twn kerd¸n tou, ja epilèxei to sumbìlaio pou ja proteÐnei ston ergazìmeno.
Sugkekrimèna, an 91−W (H) > 19−W (L) ja proteÐnei to pr¸to sumbìlaio
pou anafèrame kai o ergazìmenoc ja deqjeÐ na ergasteÐ sklhr�, diaforeti-
k� an 91−W (H) ≤ 19−W (L) ja protim sei to deÔtero sumbìlaio kai o
ergazìmenoc ja deqjeÐ na tempeli�sei.
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3.3 PaÐgnia me ellip  plhrofìrhsh

Orismìc 3.3.1. 'Ena paÐgnio ektetamènhc morf c kaleÐtai paÐgnio me ellip 
plhrofìrhsh (imperfect information) an èqei toul�qiston èna sÔnolo plhro-
fori¸n to opoÐo den eÐnai monosÔnolo.

Sthn sunèqeia, ja melet soume mia eidik  perÐptwsh thc isorropÐac Nash,
opoÐa mac bohj�ei na apokleÐoume isorropÐecNash pou suqn� sumperifèrontai
{par�loga} se sugkekrimèna upopaÐgnia kai h opoÐa eÐnai gnwst  wc isorropÐa
tèleiou upopaignÐou kat� Nash. Prìkeitai, dhlad , gia mia isorropÐa pou
mac exasfalÐzei ìti oi paÐktec suneqÐzoun na paÐzoun orjologik� kat� thn
exèlixh enìc paignÐou kai eÐnai ikan  na entopÐsei poièc strathgikèc eÐnai mh
axiìpistec. H pio sunhjismènh mèjodoc eÔreshc miac tètoiac isorropÐac eÐnai
h mèjodoc thc proc ta pÐsw epagwg c. Wstìso, den èqoun ìla ta paÐgnia
ektetamènhc morf c me ellip  plhrofìrhsh mh tetrimmèna upopaÐgnia. Se
autèc tic peript¸seic, h ènnoia thc isorropÐac tèleiou upopaignÐou den èqei
nìhma, kaj¸c k�je isorropÐa Nash eÐnai tautìqrona kai tèleia isorropÐa gia
to upopaÐgnio. Sta paÐgnia aut� pou den èqoun upopaÐgnia, gia na exet�soume
an mia isorropÐa Nash eÐnai diadoqik� orjologik  qrhshmopoioÔme thn ènnoia
thc diadoqik c isorropÐac.

3.3.1 IsorropÐa Tèleiou UpopaignÐou kat� Nash

Se aut  thn enìthta ja exet�soume pwc mporoÔme na efarmìsoume thn arq 
thc diadoqik c orjologikìthtac se peperasmèna paÐgnia ektetamènhc morf c
me ellip  plhrofìrhsh. Sugkekrimèna, ja doÔme pwc mporoÔme na anagnwrÐ-
soume mia isorropÐa Nash pou ikanopoieÐ thn ènnoia thc diadoqik c orjolo-
gikìthtac se tètoiou eÐdouc paÐgnia.

Gia na melet soume paÐgnia me ellip  plhrofìrhsh qrhsimopoioÔme thn
ènnoia tou upopaignÐou.

Orismìc 3.3.2. 'Ena upopaÐgnio enìc paignÐou ektetamènhc morf c I paikt¸n
eÐnai èna �llo paÐgnio ektetamènhc morf c I paikt¸n, tètoio ¸ste:

• To dèndro tou eÐnai kl�doc tou arqikoÔ dèndrou.

• Ta sÔnola plhrofori¸n tou kl�dou eÐnai Ðdia me ta sÔnola plhrofori¸n
tou arqikoÔ paignÐou kai den perilamb�noun korufèc pou eÐnai ektìc tou
kl�dou.

• Ta dianÔsmata apìdoshc twn termatik¸n koruf¸n tou kl�dou eÐnai Ðdia
me aut� tou arqikoÔ paignÐou se autèc tic termatikèc korufèc.
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Me �lla lìgia, èna upopaÐgnio enìc paignÐou diadoqik¸n kin sewn eÐnai èna
paÐgnio, uposÔnolo tou arqikoÔ, to opoÐo xekin� apì èna sÔnolo plhrofori¸n
pou perièqei mìno mia koruf , perièqei ìlouc touc apogìnouc aut c thc ko-
ruf c, �mesouc kai epìmenouc, kai den perièqei kamÐa �llh koruf . Epiplèon,
an k�poia koruf  enìc sunìlou plhrofìrhshc H an kei sto upopaÐgnio tìte
prèpei na an koun se autì kai ìlec oi upìloipec korufèc tou sunìlou H.
Dhlad , den epitrèpetai na sp�me ta sÔnola plhrofori¸n.

K�je dèndro mporeÐ na jewrhjeÐ wc kl�doc, �ra k�je paÐgnio ektetamènhc
morf c eÐnai èna upopaÐgnio, to opoÐo kaleÐtai tetrimmèno upopaÐgnio.

EpÐshc, èna paÐgnio endèqetai na èqei poll� upopaÐgnia, me to èna upo-
paÐgnio na eÐnai emfwleumèno mèsa sto �llo. Ta upopaÐgnia ta opoÐa den
èqoun �lla upopaÐgnia emfwleumèna mèsa se aut�, ja ta onom�zoume telik�
upopaÐgnia.

Se èna peperasmèno paÐgnio pl rouc plhrofìrhshc, k�je koruf  apìfa-
shc mporeÐ na par�gei èna upopaÐgnio. Autì den sumbaÐnei, ìmwc, sta paÐgnia
me ellip  plhrofìrhsh.

Oi orÐzontec strathgik c enìc upopaignÐou eÐnai oi periorismoÐ twn orizìn-
twn strathgik c tou paignÐou sto upopaÐgnio.

H ènnoia, loipìn, pou sullamb�nei thn arq  thc diadoqik c orjologikì-
thtac sta paÐgnia ellip c plhrofìrhshc eÐnai aut  thc isorropÐac tèleiou
upopaignÐou kat� Nash, h opoÐa diatup¸jhke gia pr¸th for� to 1965 apì
ton Selten. O akrib c orismìc thc eÐnai o akìloujoc:

Orismìc 3.3.3. An ènac orÐzontac strathgik c enìc paignÐou ektetamènhc
morf c eÐnai isorropÐa Nash gia k�je upopaÐgnio tou arqikoÔ paignÐou tìte o
orÐzontac autìc kaleÐtai isorropÐa tèleiou upopaignÐou kat� Nash.

Dhlad , ènac orÐzontac strathgik c eÐnai mia isorropÐa tèleiou upopaignÐ-
ou an eÐnai isorropÐa Nash tou paignÐou kai epÐshc eÐnai isorropÐa Nash gia
k�je upopaÐgnio.

AxioshmeÐwto eÐnai to gegonìc ìti, k�je isorropÐa tèleiou upopaignÐou
kat� Nash eÐnai isorropÐa Nash all� mia isorropÐa Nash den eÐnai aparaÐthta
isorropÐa tèleiou upopaignÐou.

EpÐshc, mia isorropÐa Nash pou den eÐnai tèleia isorropÐa gia k�poio upo-
paÐgnio kaleÐtai isorropÐa Nash pou uposthrÐzetai apì mh axiìpisth sumperi-
for�.

Gia ton prosdiorismì miac isorropÐac tèleiou upopaignÐou kat� Nash se
peperasmèna paÐgnia ektetamènhc morf c me ellip  plhrofìrhsh, qrhsimo-
poioÔme mia genÐkeush thc mejìdou thc proc ta pÐsw epagwg c pou melet same
sthn prohgoÔmenh enìthta, ¸ste na mporeÐ na efarmosteÐ kai sthn perÐptwsh
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paignÐwn me ellip  plhrofìrhsh.

Ta b mata pou perigr�foun thn diadikasÐa thc genikeumènhc mejìdou
thc proc ta pÐsw epagwg c eÐnai ta akìlouja:

• ArqÐzontac apì to tèloc tou dèndrou paignÐou, prosdiorÐzoume thn
isorropÐa Nash gia k�je telikì upopaÐgnio.

• Se k�je èna apì ta telik� upopaÐgnia epilègoume mia isorropÐa Nash
kai antikajist¸ntac aut� ta telik� upopaÐgnia, me tic apodìseic pou
prokÔptoun se aut� ìtan oi paÐktec qrhsimopoioÔn tic sugkekrimènec
strathgikèc isorropÐac, ex�goume to perikommèno dèndro tou paignÐou.

• Epanalamb�noume ta parap�nw b mata gia to perikommèno paÐgnio kai
suneqÐzoume thn diadikasÐa mèqri ìlec oi kin seic sto arqikì paÐgnio na
èqoun prosdioristeÐ. Aut  h sullog  twn kin sewn sta di�fora sÔnola
plhrofìrhshc tou arqikoÔ mac paignÐou apoteloÔn mia isorropÐa tèleiou
upopaignÐou kat� Nash.

• An se kanèna st�dio thc parap�nw diadikasÐac den sunant soume pol-
laplèc isorropÐec, tìte h isorropÐa tèleiou upopaignÐou kat� Nash pou
prosdiorÐsame eÐnai monadik . Diaforetik�, an se k�poio st�dio sunan-
t soume pollaplèc isorropÐec, ja epanal�boume thn parap�nw diadi-
kasÐa gia k�je pijan  isorropÐa pou ja mporoÔse na prokÔyei kai me
autìn ton trìpo ja èqoume prosdiorÐsei to sÔnolo ìlwn twn isorropi¸n
tèleiou upopaignÐou.

Sthn perÐptwsh paignÐwn me pl rh plhrofìrhsh h parap�nw diadikasÐa
an�getai sthn apl  mèjodo thc proc ta pÐsw epagwg c. Epiplèon, sta paÐgnia
me pl rh plhrofìrhsh apodeiknÔetai ìti up�rqei p�nta mia isorropÐa tèleiou
upopaignÐou. Autì prokÔptei apì thn akìloujh prìtash:

Prìtash 3.3.1. Se k�je peperasmèno paÐgnio ektetamènhc morf c me pl -
rh plhrofìrhsh up�rqei mia isorropÐa tèleiou upopaignÐou kat� Nash kajar c
strathgik c. Epiplèon, an kanènac paÐkthc den èqei tic Ðdiec apodìseic se dÔo
opoiesd pote termatikèc korufèc, tìte h isorropÐa aut  eÐnai monadik .



62 KEF�ALAIO 3. PAIGNIA EKTETAMENHS MORFHS

3.3.2 Diadoqik  orjologikìthta

H teleiìthta upopaignÐou exasfalÐsei se èna paÐgnio ektetamènhc morf c me
ellip  plhrofìrhsh ìti kaj¸c to paÐgnio exelÐssetai oi paÐktec suneqÐzoun na
paÐzoun orjologik�. Wstìso, up�rqoun arket� paÐgnia diadoqik¸n kin sewn
qwrÐc upopaÐgnia. Se aut  thn perÐptwsh den gnwrÐzoume ti sumbaÐnei sqetik�
me thn diadoqik  orjologikìthta twn paikt¸n kai thn isorropÐa kat� Nash.
Sthn sunèqea ja doÔme ìti gia thn epÐteuxh miac lÔshc isorropÐac o rìloc
twn pepoij sewn eÐnai kajoristikìc.

Pepoij seic kai strathgikèc

Orismìc 3.3.4. • 'Estw X = {K1, . . . , Km} èna sÔnolo plhrofori¸n
gia ton paÐkth i. 'Ena sÔsthma pepoij sewn m gia ton paÐkth i eÐnai mia
sun�rthsh h opoÐa prosdÐdei mia katanom  pijanìthtac µX : X −→ [0, 1]
se k�je koruf  apìfashc twn sunìlwn plhrofori¸n tou paÐkth, tètoia
¸ste

∑
x∈X µX(x) = 1, gia ìla ta sÔnola plhrofori¸n tou Q.

• O arijmìc µX(x) ekfr�zei thn pepoÐjhsh tou paÐkth ìti to paignÐo èqei
ft�sei sthn koruf  x tou sunìlou plhrofori¸n tou Q.

• 'Ena sÔsthma pepoij sewn gia èna paÐgnio ektetamènhc morf c ΓE me I
paÐktec kai me ellip  plhrofìrhsh eÐnai èna di�nusma µ = (µ1, . . . , µI)
me I sunist¸sec, ìpou h k�je sunist¸sa µi apoteleÐ èna sÔsthma pepoi-
j sewn gia ton paÐkth i, i = 1, . . . , I.

H ènnoia tou orÐzonta strathgik c enìc paÐkth epekteÐnetai sta paÐgnia
ektetamènhc morf c me thn ènnoia tou orÐzonta strathgik c sumperifor�c
tou paÐkth.

Orismìc 3.3.5. • 'Estw X = {K1, . . . , Km} èna sÔnolo plhrofori¸n
gia ton paÐkth i kai E = {e1, . . . , el} to sÔnolo pleur¸n pou antistoi-
qeÐ se k�je koruf  tou Q. Mia strathgik  sumperifor�c p gia ènan
paÐkth i eÐnai mia sun�rthsh pou prosdÐdei mia katanom  pijanìthtac
πE : E −→ [0, 1] stic pleurèc k�je koruf c pou an kei ston paÐkth i
kai eÐnai sÔmfwnh me to sÔnolo plhrofori¸n tou.

• O arijmìc πE(ek) ekfr�zei thn pijanìthta o paÐkthc na epilèxei thn
pleur� ek ìtan ft�sei sto sÔnolo plhrofori¸n Q.

• 'Enac orÐzontac strathgik c sumperofor�c se èna paÐgnio I atìmwn eÐnai
èna di�nusma π = (π1, . . . , πI), ìpou πi eÐnai h strathgik  sumperifor�c
gia ton paÐkth i, me i = 1, . . . , I.
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• An k�je epilog  se k�je koruf  jewroÔme ìti mporeÐ na epilegeÐ me
jetik  pijanìthta, tìte ènac orÐzontac strathgik c sumperifor�c π ka-
leÐtai pl rwc anamemigmènoc.

Sunèpeia pepoij sewn

Se èna paÐgnio ektetamènhc morf c me ellip  plhrofìrhsh h ènnoia thc isor-
ropÐac ja prèpei na perilamb�nei thn ènnoia twn sunep¸n pepoij sewn kai
orizìntwn strathgik c kaj¸c h ènnoia thc sunèpeiac apoteleÐ èna shmantikì
sustatikì thc diadoqik c orjologikìthtac. Parìla aut�, den eparkeÐ gia na
qarakthrÐsei mia isorropÐa wc diadoqik� orjologik  kaj¸c èna sunepèc sÔ-
sthma pepoij sewn eÐnai èna b ma mìno proc mia logik  lÔsh kai epÐshc, ènac
orÐzontac strathgik c isorropÐac Nash den perilamb�nei aparaÐthta th bèl-
tisth enèrgeia se k�je sÔnolo plhrofori¸n. Parak�tw, dÐnoume ton akrib 
orismì thc sunèpeiac.

Orismìc 3.3.6. 'Ena sÔsthma pepoij sewn µ kaleÐtai sunepèc kat� Bayes
se sqèsh me èna pl rwc anamemigmèno orÐzonta strathgik c sumperifor�c π
e�n isqÔei ìti µ = µπ, dhlad  an to µ par�getai apì to π.

Orismìc 3.3.7. 'Ena sÔsthma pepoij sewn µ kai ènac orÐzontac strath-
gik c sumperifor�c π kaloÔntai sunep  an up�rqei mia akoloujÐa pl rwc
anamemigmènwn orizìntwn strathgik c sumperifor�c {πn} tètoia ¸ste h a-
koloujÐa (πn, µπ

n
), ìpou µπ

n
eÐnai to sÔsthma pepoij sewn pou eÐnai sunepèc

kat� Bayes me to {πn}, na suglÐnei sto (π, µ) me thn ènnoia ìti:
πn(ei) −→ π(ei) gia k�je pleur� ei kai µπ

n
(Ki) −→ µ(Ki) gia k�je koruf 

Ki.

Diadoqik  isorropÐa

JewroÔme èna paÐgnio diadoqik¸n kin sewn me I paÐktec to opoÐo paÐzetai me
ènan orÐzonta strathgik c sumperifor�c π = (π1, . . . , πI). Stìqoc k�je paÐ-
kth eÐnai na megistopoi sei thn apìdosh tou. 'Enac paÐkthc mporeÐ na kerdÐsei
sto paÐgnio, an mporeÐ na belti¸sei thn anamenìmenh apìdosh tou all�zontac
thn strathgik  sumperifor�c tou se k�poio apì ta sÔnola plhrofori¸n tou,
dedomènou ìti oi upìloipoi paÐktec den all�zoun thn strathgik  touc. 'Ara,
oi orjologikoÐ paÐktec ja paÐzoun ènan orÐzonta strathgik c sumperifor�c
tètoion ¸ste kanènac paÐkthc na mhn mporeÐ na belti¸sei thn anamenìmenh
apìdosh tou se opoiod pote apì ta sÔnola plhrofori¸n tou, dedomènou ìti
oi �lloi paiktec suneqÐzoun na paÐzoun ton Ðdio orÐzonta strathgik c.

Ja lème ìti ènac orÐzontac strathgik c sumperifor�c kai èna sÔsthma
pepeoij sewn eÐnai mia diadoqik  isorropÐa an arqÐzontac apì opoiod pote
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sÔnolo plhrofori¸n tou paignÐou, o orÐzontac strathgik c, dedomènou tou
sust matoc pepoij sewn me to opoÐo eÐnai sunep c, exakoloujeÐ na eÐnai ènac
orÐzontac strathgik c isorropÐac.

Orismìc 3.3.8. 'Estw ènac orÐzontac strathgik c sumperifor�c π kai èna
sÔsthma pepoij sewn µ sunepèc me to π, tètoia ¸ste kanènac paÐkthc na
mhn mporeÐ na kerdÐsei apoklÐnontac apì to π se opoiod pote apì ta sÔnola
plhrofori¸n tou, tìte to zeÔgoc (π, µ) apoteleÐ mia diadoqik  isorropÐa enìc
paignÐou ektetamènhc morf c.

Mia diadoqik  isorropÐa eÐnai mia lÔsh pou perièqei mia isqur  ènnoia or-
jologikìthtac. 'Ara, oi paÐktec eÐnai diadoqik� orjologikoÐ an paÐzoun mia
diadoqik  isorropÐa. H ènnoia thc diadoqik c isorropÐac genikeÔei thn ènnoia
thc teleiìthtac upopaignÐou se paÐgnia diadoqik¸n kin sewn ta opoÐa den dia-
jètoun upopaÐgnia kaj¸c k�je diadoqik  isorropÐa eÐnai mia isorropÐa tèleiou
upopaignÐou.

H Ôparxh thc diadoqik c isorropÐac se paÐgnia me ellip  plhrofìrhsh exa-
sfalÐzetai apì to akìloujo je¸rhma, to opoÐo diatup¸jhke apì touc Kreps
kai Wilson to 1982.

Je¸rhma 3.3.2 {Kreps-Wilson}. K�je paÐgnio ektetamènhc morf c me el-
lip  plhrofìrhsh diajètei mia diadoqik  isorropÐa.

3.3.3 Efarmogèc

Par�deigma 3.3.1. (Agor� metaqeirismènwn autokin twn)

Prìkeitai gia èna paÐgnio diadoqik¸n kin sewn me ellip  plhrofìrhsh to
opoÐo den diajètei tèleia upopaÐgnia. Ja doÔme ìti gia thn eÔresh miac lÔshc
isorropÐac tou paignÐou kajoristikì rìlo ja èqoun oi pepoij seic twn paikt¸n.

To sugkekrimèno par�deigma perigr�fei thn diadikasÐa pou pragmatopoieÐ-
tai kat� thn agorapwlhsÐa enìc metaqeirismènou autokin tou. Oi paÐktec
pou lamb�noun mèroc eÐnai dÔo, o pwlht c kai o agorast c. Ta autokÐnh-
ta pou up�rqoun sthn agor� diakrÐnontai se autokÐnhta kak c poiìthtac kai
autokÐnhta kal c poiìthtac kai ta opoÐa brÐskontai sthn Ðdia analogÐa. O pw-
lht c èqei perissìterh plhrofìrhsh apì ton agorast , kaj¸c gnwrÐzei thn
poiìthta tou autokin tou. Kai oi duo paÐktec èqoun kajorÐsei k�poiec timèc
epifÔlaxhc. 'Oso afor� ton pwlht  èqei orÐsei mia tim  ph wc thn qamhlìterh
tim  pou eÐnai diatejeimènoc na deqteÐ gia èna autokÐnhto kal c poiìthtac kai
mia tim  pl wc thn qamhlìterh tim  pou eÐnai diatejeimènoc na deqteÐ gia èna
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autokÐnhto kak c poiìthtac. AntÐstoiqa, o agorast c èqei orÐsei mia tim  H
wc thn uyhlìterh tim  pou eÐnai prìjumoc na plhr¸sei gia èna autokÐnhto
kal c poiìthtac kai mia tim  L wc thn uyhlìterh tim  pou eÐnai diatejeimènoc
na plhr¸sei gia èna autokÐnhto kak c poiìthtac .

H diadikasÐa pou akoloujeÐtai eÐnai h akìloujh: H fÔsh paÐzei pr¸th a-
pokalÔptontac thn kat�stash tou autokin tou ston pwlht  (paÐkthc 1), o
opoÐoc me th seir� tou stèlnei wc s ma ston agorast  (paÐkthc 2) thn tim 
pou apaiteÐ ¸ste na agor�sei to autokÐnhto kai tèloc o agorast c apofasÐzei
an ja agor�sei to autokÐnhto   ìqi.

K�noume tic ex c upojèseic:

• Oi timèc epifÔlaxhc eÐnai gnwstèc se ìlouc touc paÐktec .

• H > ph kai L > pl gia lìgouc biwsimìthtac thc agor�c.

• pl < ph kai L < H gia profaneÐc lìgouc.

To paÐgnio paÐzetai wc ex c:
JewroÔme ìti èna metaqeirismèno autokÐnhto diatÐjetai sthn agor�. Arqik� h
fÔsh apokalÔptei ston pwlht  an prìkeitai gia autokÐnhto kal c poiìthtac
{G}   kak c poiìthtac {B}. O pwlht c sthn sunèqeia kajorÐzei an h tim  ago-
r�c tou autokin tou ja eÐnai ph (uyhl )   pl (qamhl ) kai tèloc o agorast c
apofasÐzei an ja to agor�sei   ìqi. O agorast c èqei ellip  plhrofìrhsh
kaj¸c afoÔ gnwstopoihjeÐ h tim  pou kajorÐsthke apì ton pwlht  den eÐnai
se jèsh na prosdiorÐsei akrib¸c se poiìn kìmbo tou sunìlou plhrofori¸n tou
brÐsketai miac kai den gnwrÐzei gia tÐ poiìthtac autokÐnhto prìkeitai, opìte
den eÐnai safèc ti eÐnai orjologikì na pr�xei. Parìla aut�, oi pepoij seic tou
prèpei na eÐnai orjologikèc, dhlad , prèpei na eÐnai sunepeÐc me tic epilogèc
pou ja èkanan oi paÐktec.

JewroÔme, logikì arqik�, o agorast c na pisteÔei ìti ìtan h tim  kata-
lìgou eÐnai kont� sthn ph tìte to pio pijanì eÐnai na prìkeitai gia autokÐnhto
kal c poiìthtac en¸ ìtan h tim  p¸lhshc eÐnai kont� sthn pl eÐnai pio pijanì
to autokÐnhto na eÐnai kak c poiìthtac. Epeid , ìmwc, o pwlht c to gnwrÐzei
autì, to pio pijanì eÐnai na zht sei mia uyhl  tim  p¸lhshc gia k�je auto-
kÐnhto anex�rthta thn poiìthta tou. 'Ara, parathroÔme ìti oi sugkekrimènec
pepoij seic tou agorast  den eÐnai sunepeÐc me tic epilogèc pou ja èkane o
pwlht c me dedomènec tic pepoij seic tou agorast . Sunep¸c, o agorast c
ja prèpei na pisteÔei ìti to endeqìmeno to autokÐnhto pou pwleÐtai se uyhl 
tim  na eÐnai kal c poiìthtac eÐnai isopÐjano me to endeqìmeno na eÐnai kak c
poiìthtac. Opìte, energ¸ntac orjologik� ja agor�sei to autokÐnhto mìno
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an h anamenìmenh axÐa thc agor�c tou eÐnai megalÔterh apì thn anamenìmenh
axÐa thc mh agor�c tou. Sugkekrimèna mìno ìtan:

1

2
(H − p) +

1

2
(L− p) ≥ 0⇐⇒ p ≤ 1

2
(H + L)

ìpou me p sumbolÐzoume thn prosdok¸menh axÐa agor�c tou autokin tou.
DiakrÐnoume tic ex c peript¸seic:

1. p ≥ ph ⇐⇒ 1
2
(H + L) ≥ ph

O pwlht c ja prosfèrei ka touc dÔo tÔpouc autokin twn se aut  thn
tim . O agorast c pisteÔei ìti eÐnai ex> Ðsou pijanì to autokÐnhto pou
prosfèretai se aut  thn tim  na eÐnai kal c   kak c poiìthtac dhlad 
jewreÐ ìti mporeÐ na axÐzei H me pijanìthta 1

2
kai L me pijanìthta 1

2
.

Opìte kai oi dÔo tÔpoi autokin twn ja prosferjoÔn kai ja agorastoÔn
sthn tim  p = 1

2
(H + L).

2. pl ≤ p < ph, dhlad , ph >
1
2
(H + L)

O pwlht c den ja diajèsei ta kal c poiìthtac autokÐnhta. O agorast c
gnwrÐzei ìti mìno ta kak c poiìthtac autokÐnhta brÐskontai sthn agor�,
opìte me bebaiìthta (dhlad , me pijanìthta 1) xèrei se poiìn kìmbo tou
sunìlou plhrofori¸n tou brÐsketai. 'Ara eÐnai diatejeimènoc na d¸sei
to polÔ L eur¸ gia thn agor� tou autokin tou. Epomènwc, mìno ta
kak c poiìthtac autokÐnhta ja pwloÔntai kai ja agor�zontai se tim 
pou ja kumaÐnetai apì pl wc L.

Apì ta parap�nw sumperaÐnoume ìti, dedomènhc thc tim c p, oi pepoij -
seic tou agorast  eÐnai sunepeÐc me ta kÐnhtra tou pwlht  kai h strathgik 
tou agorast  eÐnai bèltisth dedomènwn twn pepoij sewn tou sqetik� me th
bèltisth strathgik  tou pwlht . Epomènwc, èqoume katal xei se mia isor-
ropÐa pou proèrqetai apì èna sÔsthma sunep¸n pepoij sewn, dhlad  se mia
diadoqik  isorropÐa. Sthn sunèqeia ja doÔme ìti aut  h isorropÐa eÐnai mia
isorropÐa kat� Nash tou paignÐou.

To paÐgnio parist�netai pl rwc me èna dèndro paignÐou, to opoÐo parousi�-
zetai sto Sq ma 3.5, sÔmfwna me to opoÐo h fÔsh arqik� orÐzei thn poiìthta
tou autokin tou ston pwlht  kai sthn sunèqeia o pwlht c orÐzei thn tim 
p. An prìkeitai gia kal c poiìthtac autokÐnhto odhgoÔmaste sthn koruf 
Q en¸ an prìkeitai gia kak c poiìthtac odhgoÔmaste sthn koruf  U. Oi ko-
rufèc Q kai U èqoun apeÐrwc pollèc dunatìthtec kaj¸c h tim  p mporeÐ na
p�rei �peirec mh arnhtikèc timèc. To sÔnolo plhrofori¸n tou agorast  eÐnai
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FÔsh

Pwlht c

U

(
0
0

)(
p− pl

0.5(H + L)− p

)
b nb

p

Pwlht c

Q

(
0
0

)(
p− ph

0.5(H + L)− p

)
b nb

p

G B

Agorast c

Sq ma 3.5: Agor� metaqeirismènwn autokin twn

to {Q,U}, kaj¸c den eÐnai ikanìc na prosdiorÐsei se poi� apì autèc tic dÔo
korufèc brÐsketai ìtan kaleÐtai na l�bei thn apìfash tou.

O k�je paÐkthc epilègei thn strathgik  tou me gn¸mona austhr� to sum-
fèron tou melet¸ntac th bèltisth epilog  gia tic di�forec strathgikèc tou
�llou paÐkth. 'Ara, h strathgik  tou pwlht  eÐnai h tim  p (0 ≤ p < ∞)
pou orÐzei k�je for� en¸ h strathgik  tou agorast  eÐnai mia sun�rthsh
twn koruf¸n Q kai U me timèc agor� (b)   mh agor� (nb) h opoÐa orÐzetai
wc s : [0,∞) → {n, nb}. Oi apodìseic twn paikt¸n upologÐzontai analutik�
parak�tw.

Gia thn perÐptwsh 1 èqoume:

H sun�rthsh apìdoshc tou pwlht  eÐnai

u1(p, s) =


p− ph, s(X) = b

0, s(X) = nb

p− pl, s(Y ) = b

0, s(Y ) = nb

H sun�rthsh apìdoshc tou agorast  eÐnai

u2(p, s) =

{
1
2
(H + L)− p, s = b

0, s = nb
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Epomènwc, h isorropÐa kata Nash eÐnai h strathgik  (p∗, s∗)
ìpou p∗ = 1

2
(H + L) kai

s∗(p) =

{
b, 1

2
(H + L) ≥ p

nb, 1
2
(H + L) < p

Gia thn perÐptwsh 2 ìpou sthn agor� diatÐjentai mìno ta kak c poiì-
thtac autokÐnhta èqoume: H sun�rthsh apìdoshc tou pwlht  eÐnai

u1(p, s) =

{
p− pl, s = b

0, s = nb

H sun�rthsh apìdoshc tou agorast  eÐnai

u2(p, s) =

{
1
2
(H + L)− p, s = b

0, s = nb

Epomènwc, h isorropÐa kata Nash eÐnai h strathgik  (p∗, s∗) ìpou p∗ = L
kai

s∗(p) =

{
b, L ≥ p

nb, L < p

Par�deigma 3.3.2. (Bèltista Sumbìlaia-Ellip c Plhrofìrhsh)

Sto par�deigma pou melet same sthn perÐptwsh thc pl rouc plhrofìrh-
shc, eÐqame upojèsei ìti o ergodìthc mporeÐ na parathreÐ an o ergazìmenoc
erg�zetai sklhr�   an tempeli�zei. Autì sthn pragmatikìthta eÐnai pollèc
forèc adÔnato   arket� dapanhrì, me sunèpeia o ergodìthc na mhn mporeÐ na
epiblèpei to bajmì prosp�jeiac tou ergazìmenou all� mìno to apotèlesma
aut c. Prìkeitai, dhlad , gia èna paÐgnio me ellip  plhrofìrhsh. Sthn pe-
rÐptwsh aut  to sumbìlaio pou proteÐnei o ergodìthc eÐnai sun�rthsh tou
apotelèsmatoc thc ergasÐac tou ergazomènou kai èqei thn morf  (w1, w2), me
w1: h amoib  tou ergazìmenou ìtan h ergasÐa tou èqei uyhl  apìdosh,
w2: h amoib  tou ergazìmenou ìtan h ergasÐa tou èqei qamhl  apìdosh kai
w1, w2 ≥ 0.
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Ergodìthc

Ergazìmenoc

Q

Ergazìmenoc
U

P

(
10− w2

w2 −H

)(
100− w1

w1 −H

)
0.9 0.1

P

(
100− w1

w1 − L

)(
10− w2

w2 − L

)
0.9 0.1

L H
(

0
0

)
Apìrriyh Apodoq 

(w1, w2)

Sq ma 3.6: Bèltista sumbìlaia - Ellip c plhrofìrhsh

To paÐgnio paÐzetai wc ex c:
H strathgik  tou ergodìth sunÐstatai apì thn prosfor� tou sumbolaÐou
(w1, w2) pou ja k�nei ston ergazìmeno. AntÐstoiqa, h strathgik  tou ergazì-
menou sunÐstatai apì tic epilogèc pou ja k�nei sqetik� me to an ja apodeqjeÐ
  an ja aporrÐyei to sumbìlaio (èstw sthn koruf  Q) kai an ja ergasteÐ
sklhr�   ìqi sthn perÐptwsh pou apodeqjeÐ to sumbìlaio (èstw sthn koruf 
U). ParathroÔme ìti h koruf  Q pou ft�noume met� apì thn prosfor� tou
sumbolaÐou èqei �peirec dunatèc jèseic (k�je for� pou all�zei to proteinì-
meno sumbìlaio all�zei kai h jèsh thc koruf c Q). H ektetamènh morf  tou
paignÐou apeikonÐzetai sto Sq ma 3.6.

Se èna paÐgnio diadoqik¸n kin sewn h strathgik  enìc paÐkth orÐzetai wc
mia sun�rthsh apì tic korufèc pou an koun ston paÐkth proc ta paidi� aut¸n
twn koruf¸n. 'Ara, mia strathgik  gia ton ergazìmeno eÐnai mia sun�rthsh
s(w1, w2) = (X(w1, w2), Y ), me X(w1, w2) h epilog  pou k�nei sthn koruf 
Q, dhlad , an ja apodeqjeÐ (A)   an ja aporrÐyei (R) to sumbìlaio kai U h
epilog  pou k�nei sthn koruf  U, dhlad , an ja ergasteÐ sklhr� (H)   ìqi
(L). An to aporrÐyei kai oi dÔo ja èqoun mhdenik  apìdosh. An to apode-
qjeÐ kai epilèxei na ergasteÐ sklhr� tìte me pijanìthta 0.9 h amoib  tou ja
eÐnai w1 −H kai tou ergodìth 100− w1   me pijanìthta 0.1 h amoib  tou ja
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eÐnai w2 − H kai tou ergodìth 10 − w2. An epilèxei na tempeli�sei tìte me
pijanìthta 0.9 h amoib  tou ja eÐnai w2 − L kai tou ergodìth 10 − w2   me
pijanìthta 0.1 h amoib  tou ja eÐnai w1 − L kai tou ergodìth 100− w1.

Upologismìc anamenìmenwn apodìsewn:
'Estw u1((w1, w2), s) h anamenìmenh apìdosh tou ergodìth (paÐkthc 1) kai
u2((w1, w2), s) h anamenìmenh apìdosh tou ergazìmenou (paÐkthc 2), gia to
sumbìlaio (w1, w2) kai thn strathgik  s tou deÔterou.

An o ergazìmenoc akolouj sei thn strathgik  (A,H), dhlad , apodeqteÐ
to sumbìlaio kai ergasteÐ sklhr� tìte:

u1((w1, w2), s) = 0.9[100− w1] + 0.1[10− w2] = 91− 0.1(9w1 + w2)

u2((w1, w2), s) = 0.9[w1 −H] + 0.1[w2 −H] = 0.1(9w1 + w2 − 10H)

An akolouj sei thn strathgik  (A,L), dhlad , apodeqteÐ to sumbìlaio
kai tempeli�sei tìte:

u1((w1, w2), s) = 0.1[100− w1] + 0.9[10− w2] = 19− 0.1(w1 + 9w2)

u2((w1, w2), s) = 0.1[w1 − L] + 0.9[w2 − L] = 0.1(w1 + 9w2 − 10L)

En¸, an o ergazìmenoc aporrÐyei to sumbìlaio tìte kai oi duo ja èqoun
mhdenik  apìdosh.

Mia isorropÐa kat� Nash tou paignÐou eÐnai èna zeÔgoc strathgik c ((w∗1, w
∗
2), s

∗)
tètoio ¸ste:

u1((w
∗
1, w

∗
2), s

∗) ≥ u1((w1, w2), s
∗) ∀((w1, w2)

u2((w
∗
1, w

∗
2), s

∗) ≥ u2((w
∗
1, w

∗
2), s) ∀s

EpÐshc, mia isorropÐa tèleiou upopaignÐou eÐnai ènac orÐzontac strathgik c
miac isorropÐac Nash pou eÐnai isorropÐa Nash gia k�je upopaÐgnio.

O ergazìmenoc, leitourg¸ntac orjologik�, ja epilèxei thn strathgik  tou
me gn¸noma to sumfèron tou. Autì shmaÐnei ìti ja epilèxei mia strathgik 
pou ja megistopoieÐ thn anamenìmenh apìdosh tou, dhlad , ja epilèxei mia
strathgik  s∗ = s∗(w1, w2), dedomènou tou sumbolaÐou (w1, w2), tètoia ¸ste:

u2((w1, w2), s
∗) = max{0.1(w1 + 9w2 − 10L), 0.1(9w1 + w2 − 10H), 0}

=


0.1(9w1 + w2 − 10H), an 9w1 + w2 − 10H ≥ max{w1 + 9w2 − 10L, 0}
0.1(w1 + 9w2 − 10L), an w1 + 9w2 − 10L ≥ max{9w1 + w2 − 10H, 0}
0, an max{w1 + 9w2 − 10L, 9w1 + w2 − 10H} < 0
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Epomènwc, h strathgik  tou ja eÐnai:

s∗ = s∗(w1, w2) =


(A,H), an 9w1 + w2 − 10H ≥ max{w1 + 9w2 − 10L, 0}
(A,L), an w1 + 9w2 − 10L ≥ max{9w1 + w2 − 10H, 0}
apìrriyh, an max{w1 + 9w2 − 10L, 9w1 + w2 − 10H} < 0

• O ergazìmenoc ja epilèxei (A,H) an to sumbìlaio (w1, w2) brÐsketai
sthn perioq  pou orÐzetai apì tic sqèseic:

9w1 + w2 − 10H ≥ w1 + 9w2 − 10L

9w1 + w2 − 10H ≥ 0

w1, w2 ≥ 0

⇐⇒


w1 − w2 ≥ 1.25(H − L)

9w1 + w2 ≥ 10H

w1, w2 ≥ 0

(3.6)

• En¸, ja epilèxei (A,L) an to sumbìlaio (w1, w2) brÐsketai sthn perioq 
pou orÐzetai apì tic sqèseic:


w1 + 9w2 − 10L ≥ 9w1 + w2 − 10H

w1 + 9w2 − 10L ≥ 0

w1, w2 ≥ 0

⇐⇒


w2 − w1 ≥ 1.25(L−H)

w1 + 9w2 ≥ 10L

w1, w2 ≥ 0

(3.7)

O ergodìthc, energ¸ntac orjologik�, ja epilèxei kai autìc thn strathgik 
tou me gn¸noma to sumfèron tou, opìte ja epilèxei èna sumbìlaio (w1, w2)
pou ja megistopoieÐ thn anamenìmenh apìdosh tou.

• An o ergodìthc jèlei na anagk�sei ton ergazìmeno na epilèxei thn stra-
thgik  (A,H).

Tìte prèpei na epilèxei èna sumbìlaio pou ja megistopoieÐ thn anamenì-
menh apìdosh tou 91 − 0.1(9w1 + w2) lamb�nontac upìyhn touc perio-
rismoÔc (3.6).
Sugkekrimèna, o periorismìc w1−w2 ≥ 1.25(H−L) kaleÐtai periorismìc
kin trou kai exasfalÐzei oti o ergazìmenoc k�nei thn swst  epilog  me-
taxÔ H,L, dedomènou oti ja apodeqjeÐ to sumbìlaio en¸ o periorismìc
9w1 + w2 ≥ 10H kaleÐtai periorismìc atomik c orjologikìthtac kai e-
xasfalÐzei oti o ergazìmenoc ja apodeqjeÐ to sumbìlaio.
Telik� prokÔptei oti h mègisth anamenìmenh apìdosh tou ergodìth eÐnai
91−H ìtan to sumbìlaio ikanopoieÐ tic sunj kec 9w1 +w2 = 10H kai
0 ≤ w1 ≤ 9H−L

8
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• An o ergodìthc jèlei na anagk�sei ton ergazìmeno na epilèxei thn stra-
thgik  (A,L).

Tìte prèpei na epilèxei èna sumbìlaio pou ja megistopoieÐ thn ana-
menìmenh apìdosh tou 19 − 0.1(w1 + 9w2) lamb�nontac upìyhn touc
periorismoÔc (3.7).
Sugkekrimèna, o periorismìc w2−w1 ≥ 1.25(L−H) kaleÐtai periorismìc
kin trou kai exasfalÐzei oti o ergazìmenoc k�nei thn swst  epilog  me-
taxÔ H,L, dedomènou oti ja apodeqjeÐ to sumbìlaio en¸ o periorismìc
w1 + 9w2 ≥ 10L kaleÐtai periorismìc atomik c orjologikìthtac kai e-
xasfalÐzei oti o ergazìmenoc ja apodeqjeÐ to sumbìlaio.
Telik� prokÔptei oti h mègisth anamenìmenh apìdosh tou ergodìth eÐnai
19 − L ìtan to sumbìlaio ikanopoieÐ tic sunj kec w1 + 9w2 = 10L kai
0 ≤ w1 ≤ 9H−L

8

Telik� to bèltisto sumbìlaio, èstw (w∗1, w
∗
2), pou ja epilèxei o ergodìthc

eÐnai autì pou ja tou prosfèrei thn kalÔterh apìdosh. Sugkekrimèna, ja
eÐnai:

• to pr¸to, an 91−H ≥ 19−L⇐⇒ 72 +L ≥ H me 9w∗1 +w∗2 = 10H kai
0 ≤ w∗1 ≤ 9H−L

8
kai h strathgik  tou ergazomènou ja eÐnai s∗(w∗1, w

∗
2) =

(A,H).

• to deÔtero, an 19−L > 91−H ⇐⇒ 72 +L < H me 0 ≤ w∗1 ≤ 9H−L
8

kai
w∗1 +9w∗2 = 10L kai h strathgik  tou ergazomènou ja eÐnai s∗(w∗1, w

∗
2) =

(A,L)

ParathroÔme oti h strathgik  ((w∗1, w
∗
2), s

∗) apoteleÐ mia isorropÐa ka-
t� Nash tou paignÐou kaj¸c to sumbìlaio pou proteÐnetai apì ton ergodìth
eÐnai tètoio ¸ste o prosferìmenoc misjìc na megistopoieÐ thn anamenìmenh
apìdosh tou ergodìth se k�je perÐptwsh, dedomènhc thc strathgik c tou er-
gazìmenou. AntÐstoiqa h strathgik  pou epilègei o ergazìmenoc megistopoieÐ
thn anamenìmenh apìdosh tou, me dedomèno ton prosferìmeno misjì. EpÐshc,
apoteleÐ kai isorropÐa tèleiou upopaignÐou gia to paÐgnio.
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Par�deigma 3.3.3. (Qrhmatodìthsh Progr�mmatoc)

Prìkeitai gia èna paÐgnio s matoc, dhlad , gia èna paÐgnio me ellip  plh-
rofìrhsh qwrÐc upopaÐgnia.

'Enac epiqeirhmatÐac zht� qrhmatodìthsh gia thn diexagwg  enìc progr�m-
matoc to opoÐo den mporeÐ na qrhmatodot sei o Ðdioc. H axÐa tou progr�mmatoc
mporeÐ na eÐnai H   L met� apì epèndush I eur¸. O epiqeirhmatÐac eÐnai o mìnoc
pou gnwrÐzei akrib¸c thn axÐa tou progr�mmatoc kai afoÔ den èqei ta qr -
mata na to qrhmatodot sei o Ðdioc anazht� ènan qrhmatodìth uyhloÔ rÐskou,
ston opoÐo gia ant�llagma ja prosfèrei èna dikaÐwma exagor�c e, 0 ≤ e ≤ 1.
JewroÔme ìti h diadikasÐa pragmatopoieÐtai se duo periìdouc ìpou sthn pr¸-
th gÐnetai h epèndush apì ton qrhmatodìth kai sthn deÔterh h apìdos  thc.
'Estw i o rujmìc apìdoshc thc epèndushc (p.q. trèqon epitìkio, eukairiakì
kìstoc kefalaÐou).

To paÐgnio paÐzetai wc ex c:
H fÔsh paÐzei pr¸th kai apokalÔptei ston epiqeirhmatÐa (paÐkthc 1) thn a-
xÐa tou progr�mmatoc: H   L . Sthn sunèqeia o epiqeirhmatÐac prosfèrei
èna dikaÐwma exagor�c e ston qrhmatodìth (paÐkthc 2). O qrhmatodìthc thn
stigm  pou gÐnetai h prosfor� to mìno pou gnwrÐzei eÐnai ìti me pijanìthta
p h axÐa tou progr�mmatoc eÐnai H en¸ me pijanìthta 1− p h axÐa tou eÐnai L
(to p jewreÐtai par�metroc ), opìte lamb�nontac autì upìyh tou kaj¸c kai
thn prosfor� e ja apofasÐsei an ja thn apodeqjeÐ   ìqi.
'Estw u1 h apìdosh tou epiqeirhmatÐa kai u2 h apìdosh tou qrhmatodìth.

DiakrÐnoume tic ex c peript¸seic:

• An h axÐa tou progr�mmatoc eÐnai H kai o qrhmatodìthc apodeqjeÐ thn
prosfor� tìte

u1 = H − eH = (1− e)H kai u2 = eH − I

En¸ an thn aporrÐyei

u1 = 0 kai u2 = I + iI = (1 + i)I

• An h axÐa tou progr�mmatoc eÐnai L kai o qrhmatodìthc apodeqjeÐ thn
prosfor� tìte

u1 = L− eL = (1− e)L kai u2 = eL− I

En¸ an thn aporrÐyei

u1 = 0 kai u2 = I + iI = (1 + i)I
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JewroÔme ìti H − I > L − I > (1 + i)I tìte o qrhmatodìthc ja deqjeÐ
thn prosfor� e an kai mìno an ikanopoieÐ thn sqèsh:

p(eH − I) + (1− p)(eL− I) ≥ (1 + i)I (3.8)

Dhlad , ja thn deqjeÐ mìno an h anamenìmenh apìdosh pou ja èqei ìtan
apodeqjeÐ thn prosfor� e eÐnai megalÔterh   Ðsh apì thn anamenìmenh apìdosh
pou ja èqei ìtan thn aporrÐyei.

ParathroÔme ìti, dedomènhc thc plhroforÐac pou èqei o qrhmatodìthc, oi
pepoij seic tou eÐnai diadoqik� orjologikèc. GnwrÐzontac autì o epiqeirhma-
tÐac, to dikaÐwma exagor�c e pou prosfèrei ikanopoieÐ thn parap�nw sqèsh,
opìte odhgoÔmaste se mia diadoqik  isorropÐa. Sugkekrimèna èqoume:

• O qrhmatodìthc pisteÔei ìti me pijanìthta p to prìgramma axÐzei H en¸
me pijanìthta 1− p axÐzei L eur¸.

• O epiqeirhmatÐac prosfèrei èna dikaÐwma exagor�c lÐgo megalÔtero apì
to el�qisto dikaÐwma exagor�c, èstw e∗ < 1, to opoÐo metatrèpei thn
sqèsh (3.8) se isìthta anexart twc thc axÐac tou progr�mmatoc.

• AfoÔ h prosfor� eÐnai diadoqik� orjologik , o qrhmatodìthc thn apo-
dèqetai kai qrhmatodoteÐ to prìgramma lamb�nontac èna dikaÐwma exa-
gor�c lÐgo megalÔtero apì e∗ .

Apì thn (3.8) gia e = e∗ upologÐzoume to e∗ wc ex c:

p(e∗H − I) + (1− p)(e∗L− I) = (1 + i)I

=⇒ e∗[pH + (1− p)L) = (2 + i)I

=⇒ e∗ =
(2 + i)I

pH + (1− p)L
(3.9)



Kef�laio 4

DHMOPRASIES ME
TELEIA PLHROFORHSH

Mia dhmoprasÐa eÐnai mia sullog  apì I �toma h opoÐa èqei skopì thn a-
gor� enìc antikeimènou   agajoÔ. 'Ena �toma anakhrÔssetai nikht c me b�sh
sugkekrimènouc kanìnec, oi opoÐoi eÐnai gnwstoÐ ek twn protèrwn.

Orismènec ènnoiec pou sunant¸ntai se mia dhmoprasÐa eÐnai oi ex c: Pwlh-
t c: to �tomo pou prosfèrei proc p¸lhsh se mia dhmoprasÐa k�poio   k�poia
agaj�. Organwt c (  dhmopr�thc): o epikefal c thc dhmoprasÐac kai eÐnai
upeÔjunoc gia thn diexagwg  thc. Summetèqontec: oi upoy fioi agorastèc oi
opoÐoi k�noun prosforèc me skopì thn agor� tou antikeimènou pou prosfè-
retai. Prosfor�: to qrhmatikì posì pou prosfèrei k�je summetèqwn gia na
agor�sei to antikeÐmeno.

Up�rqoun di�fora eÐdh dhmoprasi¸n. An�loga me to pl joc twn anti-
keimènwn   agaj¸n pou diatÐjontai proc p¸lhsh qwrÐzontai se dhmoprasÐec
pou pwleÐtai mìno mia mon�da enìc adiaÐretou agajoÔ kai se dhmoprasÐec pou
pwloÔntai n diaforetik� agaj� apì ènan pwlht .

An�loga me to posì pou plhr¸nei o pleiodìthc gia na agor�sei to anti-
keÐmeno, dhlad , to �tomo pou èkane thn megalÔterh prosfor�, diakrÐnontai
se dhmoprasÐec pr¸thc tim c, ìtan o pleiodìthc plhr¸nei thn megalÔterh
prosfor� kai se dhmoprasÐec deÔterhc tim c, ìtan o pleiodìthc plhr¸nei
thn deÔterh megalÔterh prosfor�.

An�loga me ton trìpo me ton opoÐo pragmatopoioÔntai oi prosforèc gia
to antikeÐmeno diakrÐnontai se dhmoprasÐec tautìqronwn prosfor¸n  
kleistèc dhmoprasÐec, stic opoÐec oi paÐktec kleÐnoun tic prosforèc touc
se fakèlouc kai sthn sunèqeia o organwt c anoÐgei touc fakèlouc kai anakoi-
n¸nei tic prosforèc tautìqrona kai dhmoprasÐec diadoqik¸n prosfor¸n

75
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pou o organwt c anakoin¸nei tic prosforèc diadoqik� kai oi paÐktec dhl¸noun
tic prosforèc pou jèloun na k�noun. ParadeÐgmata dhmoprasi¸n diadoqik¸n
prosfor¸n eÐnai oi Agglikèc dhmoprasÐec kai oi Ollandikèc dhmoprasÐec.

Oi Agglikèc dhmoprasÐec eÐnai o pio dhmofil c trìpoc gia dhmo-
prasÐec. Se autèc o organwt c aneb�zei diadoqik� tic proforèc kai o en-
diaferìmenoc dhl¸nei an epijumeÐ na k�nei aut  thn prosfor�. H diadikasÐa
suneqÐzetai mèqri na apomeÐnei mìno ènac pou k�nei thn teleutaÐa prosfor�,
o opoÐoc kerdÐzei thn dhmoprasÐa kai plhr¸nei aut  thn prosfor� gia na a-
gor�sei to antikeÐmeno. Se k�je stigm  eÐnai gnwstì poia eÐnai h uyhlìterh
trèqousa prosfor� kai k�je summetèqwn mporeÐ na upob�llei diadoqik� pol-
lèc prosforèc.

Stic Ollandikèc dhmoprasÐec qrhsimopoeÐtai mia diadikasÐa diadoqi-
k¸n prosfor¸n, sthn opoÐa ìmwc o organwt c anakoin¸nei arqik� mia uyhl 
tim  kai sth sunèqeia h tim  aut  mei¸netai suneq¸c mèqri k�poioc endiafe-
rìmenoc na deqjeÐ na plhr¸sei thn prosfor�.

EpÐshc, diakrÐnontai se dhmoprasÐec tèleiac plhrofìrhshc (comple-
te information), ìtan oi paÐktec gnwrÐzoun o ènac thn kostolìghsh tou �llou
gia to antikeÐmeno kai se dhmoprasÐec ateloÔc plhrofìrhshc, ìtan oi
paÐktec den gnwrÐzoun ìlec tic plhroforÐec sqetik� me thn kostolìghsh twn
�llwn paikt¸n gia to antikeÐmeno. Peript¸seic dhmoprasi¸n ateloÔc plh-
rofìrhshc eÐnai oi dhmoprasÐec atomik c ektÐmhshc, stic opoÐec k�je
paÐkthc gnwrÐzei mìno th dik  tou kostolìghsh kai dhmoprasÐec koin c ti-
m c, stic opoÐec k�je paÐkthc gnwrÐzei el�qistec plhroforÐec gia thn axÐa
tou antikeimènou.

Sto kef�laio autì ja doÔme pwc oi dhmoprasÐec mporoÔn na grafoÔn wc
paÐgnia. Ja asqolhjoÔme me dhmoprasÐec tèleiac plhrofìrhshc kai sugkekri-
mèna me dhmoprasÐec sfragismènhc prosfor�c pr¸thc tim c kai sfragismènhc
prosfor�c deÔterhc tim c. Stic dhmoprasÐec autèc ja doÔme ìti h nÐkh k�poiou
paÐkth exart�tai apì tic prosforèc twn �llwn paikt¸n, opìte h apìdosh k�-
je paÐkth exart�tai apì olìklhrh th seir� prosfor¸n. 'Ara, oi dhmoprasÐec
mporoÔn na grafoÔn wc paÐgnia kanonik c morf c me I paÐktec, ìpou oi paÐktec
tou paignÐou ja eÐnai oi summetèqontec sthn dhmoprasÐa.

JewroÔme ìti h kostolìghsh tou proc p¸lhsh antikeimènou gia ton paÐkth
i eÐnai ci, opìte to di�nusma kostolìghshc tou antikeimènou eÐnai
c = (c1, . . . , cI). Upojètoume ìti c1 ≥ c2 ≥ . . . ≥ cI . EpÐshc, h prosfor� pou
ja k�nei o paÐkthc i gia na agor�sei to antikeÐmeno eÐnai pi , me pi ∈ [0,∞).
Opìte, to di�nusma p = (p1, . . . , pI) ja kaleÐtai di�nusma prosfor¸n.
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4.1 Sfragismènhc prosfor�c pr¸thc tim c

Oi kanìnec pou dièpoun thn sugkekrimènh dhmoprasÐa eÐnai:
'Enac pwlht c diajètei proc p¸lhsh se mia dhmoprasÐa èna sp�nio èrgo tè-
qnhc. K�je paÐkthc k�nei mia ektÐmhsh thc axÐac tou èrgou kai anaptÔssei
thn dik  tou kostolìghsh ci > 0 gia autì. Sthn sunèqeia k�je paÐkthc i
k�nei mia prosfor� pi kai thn topojeteÐ se èna sfragismèno f�kelo. 'Otan
ìloi oi paÐktec èqoun k�nei thn prosfor� touc, o organwt c thc dhmoprasÐac
sugkentr¸nei ìlouc touc fakèlouc, touc anoÐgei kai apokalÔptei se ìlouc tic
prosforèc pou èqoun pragmatopoihjeÐ. O paÐkthc pou èqei k�nei thn megalÔ-
terh prosfor� anakhrÔssetai nikht c kai agor�zei to èrgo tèqnhc plhr¸non-
tac ston organwt  thn prosfor� pou èkane. Sthn perÐptwsh pou o paÐkthc
me thn megalÔterh prosfor� den eÐnai mìno ènac all� perissìteroi, èstw k
paÐktec, o nikht c prokÔptei met� apì kl rwsh an�mesa stouc k paÐktec me
thn uyhlìterh tim , touc opoÐouc ja kaloÔme finalÐst. 'Ara, k�je ènac paÐ-

kthc apì touc k finalÐst èqei pijanìthta
1

k
na agor�sei to èrgo.

Se mia tètoia dhmoprasÐa èqoume ìti oi paÐktec pou èqoun k�nei mia pro-
sfor� mikrìterh thc uyhlìterhc, ja q�soun kai h apìdosh pou ja l�boun
ja eÐnai mhdèn. O nikht c, dhlad , o paÐkthc me thn megalÔterh prosfor�
ja èqei apìdosh Ðsh me th diafor� thc kostolìghshc tou kai twn qrhm�twn
pou prìsfere na to agor�sei. An den up�rqei mìno ènac finalÐst, tìte oi
apodìseic aut¸n ja eÐnai Ðsec me tic anamenìmenec apodìseic touc.

Ja sumbolÐzoume thn uyhlìterh prosfor� me s = max{p1, . . . , pI}.

Epomènwc, mporoÔme na perigr�youme mia dhmoprasÐa sfragismènhc pro-
sfor�c pr¸thc tim c wc èna paÐgnio kanonik c morf c me I paÐktec, me ta
akìlouja qarakthristik�:

• PaÐktec: oi I upoy fioi agorastèc, o organwt c den jewreÐtai paÐkthc.

• Strathgikèc: to sÔnolo strathgik¸n tou paÐkth i eÐnai to sÔnolo twn
pijan¸n prosfor¸n pou endèqetai na k�nei, opìte eÐnai to sÔnolo
Si = [0,∞).

• Apodìseic: h sun�rthsh apìdosh tou paÐkth i dÐnetai apì thn sqèsh

ui(p1, . . . , pI) =


0, an pi < s

ci − pi
k

, an o paÐkthc i eÐnai an�mesa stouc k finalÐst
(4.1)
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EÐnai fanerì ìti ènac paÐkthc èqei kèrdoc mìno an eÐnai o nikht c kai h pro-
sfor� pou èqei k�nei eÐnai mikrìterh apì thn kostolìghsh tou gia to agajì,
kaj¸c mìno tìte èqei jetik  apìdosh. Sunep¸c, o paÐkthc me thn megalÔterh
kostolìghsh, dhlad  o paÐkthc 1, eÐnai p�nta finalÐst kai kerdÐzei k�nontac
mia prosfor� megalÔterh apì thn deÔterh uyhlìterh kostolìghsh all� arke-
t� kont� thc. Oi prosforèc pou prèpei na k�nei ènac paÐkthc prosdiorÐzontai
apì to akìloujo je¸rhma:

Je¸rhma 4.1.1. Se mia dhmoprasÐa sfragismènhc prosfor�c pr¸thc tim c
me tèleia plhrofìrhsh isqÔoun ta ex c:

1. K�je paÐkthc k�nei mia prosfor� mikrìterh apì thn kostolìghsh tou,
pi ≤ ci.

2. An o paÐkthc 1 eÐnai o monadikìc paÐkthc me thn uyhlìterh kostolì-
ghsh, dhlad , c1 > c2, tìte k�nontac mia prosfor� b1 tètoia ¸ste
c1 > p1 > c2, ja eÐnai o nikht c. An h prosfor� tou eÐnai arket� kont�
sthn deÔterh uyhlìterh kostolìghsh, h apìdosh pou ja l�bei ja eÐnai
megalÔterh.

3. An oi paÐktec me thn uyhlìterh kostolìghsh eÐnai perissìteroi tou
enìc, tìte k�je ènac apì autoÔc ja k�nei mia prosfor� Ðsh me thn uyh-
lìterh kostolìghsh, dhlad , pi = c1.

Apìdeixh. 1. An o paÐkthc i den eÐnai o nikht c, tìte h apìdosh tou eÐnai
ui = 0.
An o paÐkthc i eÐnai o nikht c kai èqei prosfèrei pi > ci, tìte h apìdosh tou

ja eÐnai arnhtik , afoÔ ui =
ci − pi
k

< 0. Opìte den ton sumfèrei na k�nei

mia tètoia prosfor�.
An o paÐkthc i eÐnai o nikht c kai èqei prosfèrei pi < ci, tìte h apìdosh tou
ja eÐnai ui > 0, en¸ an prosfèrei pi = ci h apìdosh tou ja eÐnai ui = 0.
'Ara, gia na èqei mh arnhtik  apìdosh ènac paÐkthc ja prèpei na k�nei mia
prosfor� pi ≤ ci.

2. 'Estw ìti èqoume I paÐktec, apì touc opoÐouc o paÐkthc 1 eÐnai o mo-
nadikìc paÐkthc me thn uyhlìterh kostolìghsh c1 kai o paÐkthc 2 autìc me
thn deÔterh uyhlìterh kostolìghsh c2. Opìte èqoume c1 > c2 ≥ · · · ≥ cI .
EpÐshc, apì to (1) èqoume ìti: p1 ≤ c1, p2 ≤ c2, . . . , pI ≤ cI .
'Ara, c1 ≥ p1 > c2 ≥ p2 ≥ · · · ≥ cI ≥ pI .
ParathroÔme ìti, o paÐkthc 1 k�nontac mia prosfor� p1 tètoia ¸ste
c1 > p1 > c2 kerdÐzei kaj¸c aut  ja eÐnai h monadik  uyhlìterh prosfor�.
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EpÐshc, ìso pio kont� eÐnai h p1 sthn c2, h apìdosh tou paÐkth 1 megal¸nei.

3. JewroÔme ìti up�rqoun k paÐktec me thn uyhlìterh kostolìghsh.
Opìte èqoume c1 = c2 = . . . = ck > ck+1 ≥ . . . ≥ cI . Apì thn (1) eÐdame ìti
k�je paÐkthc k�nei mia prosfor� pi ≤ ci.
An k�poioc paÐkthc i apì touc k k�nei mia prosfor� pi < ci = c1, me i =
1, . . . , k, tìte endèqetai na q�sei an k�poioc �lloc paÐkthc j apì touc finalÐst,
k�nei mia megalÔterh prosfor� pj tètoia ¸ste pi < pj ≤ cj = c1, ∀i, j =
1, . . . , k.
'Ara, k�je finalÐst lamb�nontac upìyh to parap�nw ja prèpei na k�nei mia
prosfor� Ðsh me thn uyhlìterh kostolìghsh.
Sunep¸c, pi = c1, ∀i = 1, . . . , k.

Gia na elègxoume an to sugkekrimèno paÐgnio èqei isorropÐa Nash diakrÐ-
noume tic ex c peript¸seic:

I) Sthn perÐptwsh pou sto paÐgnio up�rqei mìno ènac paÐkthc, o paÐkthc
1, me thn uyhlìterh kostolìghsh c1 > c2, tìte sÔmfwna me to Je¸rhma 4.1.1
autìc ja epilèxei na k�nei mia prosfor� p1 : c1 > p1 > c2. Tìte, h apìdosh
tou paÐkth 1 ja eÐnai u1 = c1−p1 < c1−c2, kaj¸c ja k�nei p�nta mia prosfor�
p1 > c2. Opìte, parathroÔme ìti ja epidi¸kei na belti¸nei thn apìdosh tou
suneq¸c epilègontac mia prosfor� ìlo kai pio kont� sthn deÔterh uyhlìterh
kostolìghsh. 'Ara, to paÐgnio den èqei isorropÐa Nash.

Parìlo pou to paÐgnio se aut  thn perÐptwsh den èqei k�poia isorropÐa
Nash, mporoÔme na poÔme ìti èqei kat� prosèggish isorropÐa Nash, kaj¸c
epilègontac kat�llhlouc sunduasmoÔc strathgik¸n o paÐkthc 1 mporeÐ na
plhsi�sei aujaÐreta kont� sthn uyhlìterh apìdosh tou. Sugkekrimèna, epi-
lègontac ènan arket� mikrì arijmì ε > 0 mporeÐ sthn sunèqeia na k�nei mia
prosfor� p1 tètoia ¸ste c2 < p1 < c2 + ε kai ètsi na apokt sei mia apìdosh
pou ja apèqei apì thn mègisth kat� e.

II) Sthn perÐptwsh pou up�rqoun perissìteroi apì ènan paÐkth me thn
uyhlìterh kostolìghsh, tìte sÔmfwna me to Je¸rhma 4.1.1 k�je finalÐst
ja k�nei mia prosfor� pi = c1 kai me kl rwsh ja prokÔyei o nikht c. 'Ara,
kanènac paÐkthc den èqei kÐnhtro na pareklÐnei apì mia tètoia prosfor�. E-
pÐshc, dedomènou ìti k�poioc apì touc finalÐst èqei epilèxei na prosfèrei c1,
tìte kai oi upìloipoi finalÐst ja epilèxoun na k�noun aut  thn prosfor� gia-
tÐ touc prosfèrei kalÔterh apìdosh. Sunep¸c, to di�nusma twn prosfor¸n
(c1, . . . , cI) apoteleÐ mia isorropÐa Nash tou paignÐou, h opoÐa ìmwc den eÐnai
h monadik .
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4.2 Sfragismènhc prosfor�c deÔterhc ti-

m c

Oi kanìnec pou dièpoun thn sugkekrimènh dhmoprasÐa eÐnai:
Se mia dhmoprasÐa sfragismènhc prosfor�c deÔterhc tim c k�je paÐkthc i
k�nei mia prosfor� pi kai thn topojeteÐ se èna sfragismèno f�kelo. 'Otan
ìloi oi paÐktec èqoun k�nei thn prosfor� touc, o organwt c thc dhmoprasÐac
sugkentr¸nei ìlouc touc fakèlouc, touc anoÐgei kai apokalÔptei se ìlouc tic
prosforèc pou èqoun pragmatopoihjeÐ. O paÐkthc pou èqei k�nei thn megalÔ-
terh prosfor� anakhrÔssetai nikht c kai agor�zei to èrgo tèqnhc plhr¸non-
tac ston organwt  thn deÔterh megalÔterh prosfor�. Sthn perÐptwsh pou o
paÐkthc me thn megalÔterh prosfor� den eÐnai mìno ènac all� perissìteroi,
èstw k paÐktec (me 1 < k ≤ I) touc opoÐouc ja kaloÔme finalÐst, tìte o
nikht c prokÔptei met� apì kl rwsh an�mesa se autoÔc touc k paÐktec me thn
uyhlìterh tim  kai plhr¸nei thn uyhlìterh prosfor�. K�je ènac paÐkthc

apì touc k èqei pijanìthta
1

k
na agor�sei to èrgo.

SumbolÐzoume me d−i = max{pj : j 6= i} thn uyhlìterh prosfor� an�mesa
stic prosforèc ìlwn twn paikt¸n ektìc tou paÐkth i. Opìte, an o paÐkthc
i èqei k�nei thn uyhlìterh prosfor�, tìte h d−i eÐnai h deÔterh uyhlìterh
prosfor�.

Oi paÐktec pou èqoun k�nei mia prosfor� mikrìterh thc deÔterhc uyh-
lìterhc, opìte mikrìterh kai thc pr¸thc uyhlìterhc, q�noun kai ja èqoun
apìdosh mhdèn. O nikht c, dhlad , o paÐkthc me thn megalÔterh prosfor� ja
èqei apìdosh Ðsh me th diafor� thc kostolìghshc tou kai twn qrhm�twn pou
pl rwse gia na to agor�sei.

Epomènwc, mporoÔme na perigr�youme mia dhmoprasÐa sfragismènhc pro-
sfor�c deÔterhc tim c wc èna paÐgnio kanonik c morf c ΓN = [I, {Si}, {ui(.)}]
me ta akìlouja qarakthristik�:

• PaÐktec: oi I upoy fioi agorastèc, o organwt c den jewreÐtai paÐkthc.

• Strathgikèc: to sÔnolo strathgik¸n tou paÐkth i eÐnai to sÔnolo twn
pijan¸n prosfor¸n pou mporeÐ na k�nei, opìte eÐnai to sÔnolo
Si = [0,∞).

• Apodìseic: h apìdosh enìc paÐkth i dÐnetai apì thn sqèsh
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ui(p1, . . . , pI) =



0, an pi < d−i

ci − d−i
k

, an pi = d−i kai up�rqoun k finalÐst

ci − d−i, an pi > d−i

(4.2)

To epìmeno je¸rhma prosdiorÐzei ti ja prèpei na prosfèrei k�je paÐkthc.

Je¸rhma 4.2.1. Se mia dhmoprasÐa sfragismènhc prosfor�c deÔterhc ti-
m c me tèleia plhrofìrhsh isqÔoun ta ex c:

1. K�je paÐkthc k�nei mia prosfor� mikrìterh   Ðsh apì thn kostolìghsh
tou, dhlad , pi ≤ ci.

2. An o paÐkthc 1 eÐnai o monadikìc paÐkthc me thn uyhlìterh kosto-
lìghsh, dhlad  c1 > c2, tìte k�nontac mia prosfor� b1 tètoia ¸ste
c1 > p1 > c2, ja eÐnai o nikht c.

3. An oi paÐktec me thn uyhlìterh prosfor� eÐnai perissìteroi tou enìc
kai an to di�nusma prosfor¸n touc eÐnai to di�nusma kostolìghshc touc
(c1, . . . , cI), tìte autì apoteleÐ mia isorropÐa Nash.

Apìdeixh. 1. Ja deÐxoume ìti ènac paÐkthc i k�nontac mia prosfor� pi > ci
den prìkeitai na kerdÐsei potè. Upojètoume ìti pi > ci kai diakrÐnoume tic
ex c peript¸seic:

I). pi < d−i
Tìte k�poioc �lloc paÐkthc èqei thn uyhlìterh prosfor�, opìte o paÐkthc i
q�nei kai lamb�nei apìdosh ui = 0.
EpÐshc, an prìsfere pi = ci p�li h apìdosh tou ja  tan mhdèn.

II). pi = d−i
Tìte o paÐkthc i eÐnai an�mesa stouc k finalÐst me thn uyhlìterh prosfor�

kai lamb�nei apìdosh ui =
ci − d−i

k
=
ci − pi
k

< 0, afoÔ pi > ci.

EpÐshc, prosfèrontac pi = ci tìte h apìdosh tou eÐnai ui = 0, dhlad , tìte
mporeÐ na l�bei megalÔterh apìdosh.

III). ci ≤ d−i < pi
Tìte o paÐkthc i eÐnai o nikht c, plhr¸nei thn deÔterh megalÔterh prosfor�
kai lamb�nei apìdosh ui = ci − d−i ≤ 0.
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EpÐshc, an prìsfere pi = ci tìte   ja èqane, afoÔ k�poioc �lloc Ðswc èkane
megalÔterh prosfor�, opìte h apìdosh tou ja  tan ui = 0   ja  tan an�me-
sa stouc k finalÐst kai h apìdosh tou ja  tan ui = 0. All�, kai stic duo
peript¸seic h apìdosh pou ja l�mbane ja  tan toul�qiston Ðsh me aut n pou
ja eÐqe an h prosfor�  tan ci ≤ d−i < pi.

IV). d−i < ci < pi
Tìte o paÐkthc i eÐnai o nikht c, plhr¸nei thn deÔterh megalÔterh prosfor�
kai lamb�nei apìdosh ui = ci − d−i > 0.
EpÐshc, ja l�mbane thn Ðdia apìdosh kai an eÐqe prosfèrei ci.

2. GnwrÐzoume ìti pi ≤ ci kai c1 > c2. Tìte ja èqoume ìti pi ≤ c2, ∀i ≥ 2.
'Ara, o paÐkthc 1 kerdÐzei prosfèrontac p1 tètoio ¸ste c1 > p1 > c2.

3. Ja deÐxoume ìti kanènac paÐkthc den mporeÐ na belti¸sei thn apìdosh
tou prosfèrontac pi 6= ci, ∀1 ≤ i ≤ I. JewroÔme ìti up�rqoun k finalÐst me
1 < k ≤ I. Upojètoume ìti c1 = . . . = ck.

Gia ton paÐkth 1: GnwrÐzoume ìti ja prosfèrei p1 ≤ c1. Sugkekrimèna, an
prosfèrei p1 < c1 tìte èqoume ìti pi = ci = c1 > p1, ∀1 < i ≤ k. Opìte
o paÐkthc 1 q�nei, afoÔ h prosfor� tou eÐnai mikrìterh apì tic prosforèc
twn �llwn finalÐst, kai lamb�nei apìdosh mhdèn. An prosfèrei p1 = c1

tìte up�rqei pijanìthta
1

k
na kerdÐsei kai an kerdÐsei ja plhr¸sei c1 kai ja

l�bei apìdosh mhdèn. 'Ara, o paÐkthc 1 den èqei kèrdoc an apoklÐnei apì thn
prosfor� c1.

Gia ton paÐkth i me 1 < i ≤ k: GnwrÐzoume ìti ja prosfèrei pi ≤ ci.
Sugkekrimèna, an prosfèrei pi < ci tìte èqoume ìti pj = cj = ci > pi, ∀j 6=
i, 1 < j ≤ k. Opìte o paÐkthc i q�nei, afoÔ h prosfor� tou eÐnai mikrìterh apì
tic prosforèc twn �llwn finalÐst, kai lamb�nei apìdosh mhdèn. An prosfèrei

pi = ci tìte up�rqei pijanìthta
1

k
na kerdÐsei kai an kerdÐsei ja plhr¸sei ci

kai ja l�bei apìdosh mhdèn. 'Ara, o paÐkthc i den èqei kèrdoc an apoklÐnei
apì thn prosfor� ci.

Sunep¸c, deÐxame ìti kanènac apì touc finalÐst den èqei kèrdoc na apo-
klÐnei apì to na k�nei mia prosfor� Ðsh me thn kostolìghsh tou.

EpÐshc, ja deÐxoume ìti kanènac kai apì upìloipouc paÐktec den èqei kèr-
doc na apoklÐnei. Pr�gmati: Gia ènan paÐkth i me k < i ≤ I gnwrÐzoume
ìti ja prosfèrei pi ≤ ci < c1. Opìte, o paÐkthc i q�nei kai lamb�nei apì-
dosh mhdèn, h opoÐa den mporeÐ na beltiwjeÐ me prosforèc diaforetikèc tou ci.
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Epomènwc, kanènac apì touc paÐktec den mporeÐ na belti¸sei thn apìdosh
tou prosfèrontac pi 6= ci, opìte kanènac paÐkthc den èqei kÐnhtro na apoklÐnei
apì mia prosfor� h opoÐa eÐnai Ðsh me thn kostolìghsh me thn opoÐa o Ðdioc èqei
axiolog sei to antikeÐmeno. 'Etsi, eÐnai logikì na perimènoume ìti k�je paÐkthc
ja prosfèrei to posì pou antikatoptrÐzei thn alhjin  axÐa tou antikeimènou
kai o paÐkthc me thn uyhlìterh kostolìghsh ja kerdÐsei. 'Ara, to di�nusma
prosfor¸n (c1, . . . , cI) apoteleÐ mia isorropÐa Nash.

Parat rhsh:
ParathroÔme ìti kai oi dhmoprasÐec pr¸thc tim c kai oi dhmoprasÐec deÔterhc
tim c apofèroun ston organwt  perÐpou thn Ðdia apìdosh. Sugkekrimèna, ì-
tan up�rqei mìno ènac paÐkthc me thn megalÔterh kostolìghsh tìte kai sta
dÔo eÐdh dhmoprasi¸n o organwt c ja l�bei mia apìdosh kont� sthn deÔterh
uyhlìterh kostolìghsh. 'Otan up�rqoun perissìteroi tou enìc paÐkth me thn
uyhlìterh kostolìghsh, tìte kai sta duo eÐdh dhmoprasi¸n o organwt c ja
l�bei apìdosh Ðsh me thn uyhlìterh kostolìghsh. Wstìso, up�rqei pijanì-
thta me mia dhmoprasÐa deÔterhc tim c o organwt c na kerdÐsei ligìtera apì
ìti me mia dhmoprasÐa pr¸thc tim c. Gia autì oi dhmoprasÐec deÔterhc tim c
den qrhsimopoioÔntai suqn�.
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