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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 
 
 
     Στην εργασία αυτή γίνεται µια προσπάθεια µελέτης του ψευδοφάσµατος 
πίνακα. Σε θεωρητικό επίπεδο, παραθέτουµε τους ορισµούς και  τα 
θεωρήµατα για τα ψευδοφάσµατα, κατά κανόνα µε τις αποδείξεις τους, 
εργαλεία απαραίτητα για την πλήρη κατανόηση του αντικειµένου. Σε 
πρακτικό επίπεδο, επιλέγουµε τετραγωνικούς πίνακες για να σχεδιάσουµε τα 
ψευδοφάσµατά τους, χρησιµοποιώντας δύο διαφορετικούς αλγορίθµους, τον 
Αλγόριθµο ∆ιαµέρισης ∆εδοµένου Χωρίου και τον Αλγόριθµο Ιχνηλάτισης 
Συνόρου.  
     Στο πρώτο Κεφάλαιο δίνονται βασικοί ορισµοί και θεωρήµατα της 
Γραµµικής Άλγεβρας έτσι ώστε ο αναγνώστης να κατανοήσει τα κεφάλαια 
που ακολουθούν. 
     Στο δεύτερο Κεφάλαιο παρουσιάζονται τα 14 βασικά θεωρήµατα για το 
ψευδοφάσµα µε τις αποδείξεις τους καθώς και τα αντίστοιχα θεωρήµατα για 
το φάσµα. Στο σηµείο αυτό, αναφέρουµε ότι η µελέτη του ψευδοφάσµατος 
πίνακα στην παρούσα εργασία, γίνεται αποκλειστικά µε χρήση της νόρµας 

2
  ⋅ .   

     Στο τρίτο Κεφάλαιο ασχολούµαστε µε τη σχεδίαση των ψευδοφασµάτων 
και προς αυτή την κατεύθυνση παρουσιάζουµε δύο µεθόδους, τον Αλγόριθµο 
∆ιαµέρισης ∆εδοµένου Χωρίου και τον Αλγόριθµο Ιχνηλάτισης Καµπύλης. 
Για καθέναν από τους αλγορίθµους, µελετάµε, µε τη βοήθεια του Matlab, δύο 
παραδείγµατα διαφορετικών πινάκων και παραθέτουµε τα αποτελέσµατα και 
τα συµπεράσµατά µας.  
     Τέλος, στο τέταρτο Κεφάλαιο εφαρµόζουµε τις µεθόδους σε τρεις 
διαφορετικούς τύπους πινάκων, τους Kahan, Frank και Redheffer για να 
εξετάσουµε τη συµπεριφορά των µεθόδων αυτών σε πίνακες µεγάλων 
διαστάσεων. 
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ΕΥΧΑΡΙΣΤΙΕΣ 
 
 
 

Η εκπόνηση της διπλωµατικής εργασίας αποτελεί αναµφισβήτητα µια 
πρόκληση πνευµατική αλλά και συναισθηµατική για τον φοιτητή. Αυτό 
συµβαίνει διότι οι δυσκολίες που αναπόφευκτα ανακύπτουν κατά τη 
συγγραφή της, τον αναγκάζουν να διευρύνει τη σκέψη του και να ξεφύγει από 
τα στεγανά της µελέτης ενός συγκεκριµένου αντικειµένου. Όµως η 
δηµιουργική διαδικασία  δεν είναι µοναχική υπόθεση˙ όπως κάθε εγχείρηµα, 
έτσι και η παρούσα διπλωµατική εργασία, για να ολοκληρωθεί και να είναι 
αντάξια του κόπου που καταβλήθηκε, στηρίχθηκε από ανθρώπους τους 
οποίους ευχαριστώ από καρδιάς.   

Ευχαριστώ θερµά τον επιβλέποντα καθηγητή της διπλωµατικής µου, κύριο 
Παναγιώτη Ψαρράκο, Αναπληρωτή Καθηγητή του Εθνικού Μετσόβιου 
Πολυτεχνείου, ο οποίος στήριξε εµπράκτως την προσπάθειά µου καθ’ όλη τη 
διάρκεια εκπόνησης της εργασίας. Η αρµονική συνεργασία µας και η 
καθοδήγηση που µου προσέφερε, στάθηκαν καταλυτικοί παράγοντες στην 
οµαλή εξέλιξη της διαδικασίας αυτής.        
Τέλος, πολλά ευχαριστώ αξίζουν στους γονείς µου, που πάντα µε 

εµψυχώνουν, υποστηρίζουν τις επιλογές µου,  και µε ενθαρρύνουν να κάνω το 
«επόµενο βήµα».      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 1 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΝΑΛΥΣΗΣ ΠΙΝΑΚΩΝ 

  

1.1 Νόρµες Πινάκων στον ν ν×

ℂ    
     
Το σύνολο ν ν×

ℂ  των ν ν×  µιγαδικών πινάκων είναι ένας διανυσµατικός 
χώρος διάστασης 2

ν , ο οποίος είναι ισόµορφος µε το διανυσµατικό χώρο 
2

ν

ℂ . Το γεγονός αυτό µας δίνει τη δυνατότητα να ορίσουµε τις νόρµες 
πινάκων µε τρόπο ανάλογο µε αυτόν που ορίζονται οι νόρµες διανυσµάτων. 
 
Ορισµός 1.1.1.  Μία συνάρτηση   : ν ν×

⋅ →ℂ ℝ  ονοµάζεται νόρµα πινάκων 

αν για κάθε ,A B ν ν×

∈ℂ , ικανοποιεί τα ακόλουθα : 
  

i. 0A ≥  (µη αρνητική) 

ii. 0A =  αν και µόνο αν 0A =  

iii. aA a A=  για κάθε a∈ℂ  

iv. A B A B+ ≤ +  (τριγωνική ανισότητα) 

v. AB A B≤  (υπο-πολλαπλασιαστική) 

 
Ειδικότερα, για κάθε νόρµα πινάκων   ⋅  και για το µοναδιαίο πίνακα I

ν
, 

ισχύει 
 

  
22 1I I I I

ν ν ν ν
= ≤ ⇒ ≥ . 

 
Εποµένως, για κάθε A ν ν×

∈ℂ , 
 

  1 1 1 1
1 I A A A A A

Aν

− − −

≤ = ≤ ⇒ ≥ . 

 
Κάποιες από τις νόρµες διανυσµάτων αποτελούν νόρµες πινάκων όταν 
εφαρµόζονται στο διανυσµατικό χώρο ν ν×

ℂ , ενώ κάποιες άλλες όχι. Τα πιο 
γνωστά παραδείγµατα είναι οι pl -νόρµες, για 1,2,p = ∞ . 

• Η  1l -νόρµα ενός πίνακα ijA a ν ν× = ∈  ℂ  ορίζεται ως 
1

, 1
ijl

i j

A a
ν

=

=∑ . 

• Η νόρµα Frobenius (ή 2l -νόρµα) ενός πίνακα ijA a ν ν× = ∈  ℂ  ορίζεται 

ως ( )
1 2

2

, 1

traceijF
i j

A a A A
ν

∗

=

 
= = 
 
∑ , όπου µε  trace(·) 

συµβολίζουµε το ίχνος πίνακα. 

• Η l
∞

-νόρµα ενός πίνακα ijA a ν ν× = ∈  ℂ  ορίζεται ως 

{ }max : , 1,2,...,ijl
A a i j ν

∞

= = . 
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Με απλές πράξεις, µπορεί κανείς να επαληθεύσει ότι οι συναρτήσεις 
1

  
l

⋅   

και 
2

  
l

⋅  αποτελούν πράγµατι νόρµες πινάκων. Αντίθετα, η   
l
∞

⋅  αν και 

ικανοποιεί τα i - iv του Ορισµού 1.1.1, δεν ικανοποιεί το v του ορισµού και 
δεν είναι νόρµα πινάκων. Για παράδειγµα, 
    

    

22

21 1 2 2 1 1
  2 1 1

1 1 2 2 1 1
l ll ∞ ∞

∞

     
= = ≥ = =     

     
. 

 
Αν για έναν πίνακα A ν ν×

∈ℂ , συµβολίσουµε µε  1 2, ,...,a a a ν

ν
∈ℂ  τις στήλες 

του A , τότε ο A  γράφεται [ ]1 2  ... A a a a
ν

= . Έτσι µπορεί κανείς να 

παρατηρήσει ότι 
2 2 2 2

1 22 2 2
...

F
A a a a

ν
= + + + . ∆εδοµένου ότι η 2l -νόρµα 

διανυσµάτων είναι ορθοµοναδιαία αναλλοίωτη, για κάθε ορθοµοναδιαίο 
πίνακα U ν ν×

∈ℂ , ισχύει 
  

  

[ ]
2

1 2

2 2 2

1 22 2 2

2 2 2

1 22 2 2

2

   ... 

           ...

           ...

           .

F

F

U A Ua Ua Ua

Ua Ua Ua

a a a

A

ν

ν

ν

=

= + + +

= + + +

=

 

 

Επίσης, επειδή 
FF

A A∗

=  για κάθε A ν ν×

∈ℂ , έπεται ότι για κάθε ζεύγος 

ορθοµοναδιαίων πινάκων ,U V ν ν×

∈ℂ , ισχύει  
 

*   (  )
F F FF F F

U A V A V A V V A A A∗ ∗ ∗

= = = = = . 

 
Αυτό σηµαίνει ότι η νόρµα Frobenius στο ν ν×

ℂ  είναι ορθοµοναδιαία 
αναλλοίωτη. Ιδιαίτερα σηµαντικό ρόλο στις νόρµες πινάκων παίζουν οι 
επαγόµενες νόρµες , ή αλλιώς φυσικές νόρµες. 
 
Ορισµός 1.1.2. Έστω   ⋅  µία νόρµα διανυσµάτων στο ν

ℂ . Η επαγόµενη από 

την   ⋅  νόρµα στο ν ν×

ℂ  ορίζεται ως  

 

  
1 1 0

max max max
x x x

Ax
A Ax Ax

x= ≤ ≠

= = = . 

 
Θεώρηµα 1.1.3.  Έστω   ⋅  µία νόρµα διανυσµάτων στο ν

ℂ  και   �  η 

επαγόµενη από την   ⋅  νόρµα στο ν ν×

ℂ . Τότε ισχύουν τα ακόλουθα : 
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i. Η   �  είναι νόρµα πινάκων. 

ii.  Ax A x≤  για κάθε  x ν

∈ℂ . 

iii. 1I
ν

=  

 
Απόδειξη. i) Για να αποδείξουµε ότι η συνάρτηση   �  είναι νόρµα πινάκων, 

αρκεί να επαληθεύσουµε τον Ορισµό 1.1. Τα i) – iv) του ορισµού προκύπτουν 
άµεσα από τη σχέση  
 
  

1
max   ( )

x
A Ax A ν ν×

=

= ∈ℂ . 

 
Για το v) του Ορισµού 1.1, θεωρούµε δύο πίνακες ,A B ν ν×

∈ℂ  και 
παρατηρούµε ότι  
 

  
0 0

 0 0

  (  )  
 max max

 

(  )  
         max max .

 

x x

B x x

A B x A B x B x
A B

x B x x

A B x B x
A B

B x x

≠ ≠

≠ ≠

 
= =  



  
≤ =    
  

     

 
ii) Έστω ένας πίνακας A ν ν×

∈ℂ . Τότε για κάθε µη µηδενικό διάνυσµα  
x ν

∈ℂ , ισχύει  
 

  ,
Ax

A
x

≤  

 
ή ισοδύναµα, 
 
   .A x A x≤  

 
Η τελευταία σχέση ισχύει κατά τετριµµένο τρόπο για 0x = . 
iii) Προφανώς, έχουµε ότι 
 

 
1 1

max max 1.
x x

I I x x
ν ν

= =

= = =  

 
Το θεώρηµα αυτό παρέχει την αναγκαία συνθήκη 1I

ν
=  για µια νόρµα 

πινάκων στο ν ν×

ℂ  ώστε να επάγεται από κάποια νόρµα διανυσµάτων στο ν

ℂ , 
η οποία όµως δεν είναι και ικανή συνθήκη.                   □  
 
Πόρισµα 1.1.4. Έστω   �  µία επαγόµενη (φυσική) νόρµα πινάκων στο ν ν×

ℂ . 

i. Για κάθε πίνακα A ν ν×

∈ℂ , ισχύει ,  1,2,...
kkA A k≤ =  

ii. Για κάθε αντιστρέψιµο πίνακα A ν ν×

∈ℂ , ισχύει 
1 1 .A A

−
−

≤  
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Στη συνέχεια, αναφέρουµε τα σηµαντικότερα παραδείγµατα νορµών πινάκων 
που επάγονται από τις γνωστές  pl -νόρµες και οι οποίες µπορούν να 

υπολογιστούν χωρίς να απαιτείται χρήση του Ορισµού 1.1.2. Σε κάθε 

περίπτωση, θεωρούµε έναν τετραγωνικό πίνακα ijA a ν ν× = ∈  ℂ . 

Η νόρµα πινάκων µεγίστου αθροίσµατος κατά στήλη στο ν ν×

ℂ  ορίζεται ως  
 

   
1 1

1

max .ij
j

i

A a
ν

ν≤ ≤
=

= ∑  

 
Η νόρµα 1  �  επάγεται από τη διανυσµατική 1l -νόρµα. Πράγµατι αν 

θεωρήσουµε τον πίνακα A  γραµµένο ως προς τις στήλες , [ ]1 2  ... A a a a
ν

= , 

τότε για κάθε διάνυσµα [ ]ix x ν

= ∈ℂ , ισχύει 

 

   
( )

1 1 2 21 1

1 1 2 21 1 1

1 2 11

1 1

...

        ...

        ... max

        .

k
k

Ax x a x a x a

x a x a x a

x x x a

x A

ν ν

ν ν

ν
ν≤ ≤

= + + +

≤ + + +

≤ + + +

=

 

 
Εποµένως,  
 
  

1
1 11

max .
x

Ax A
=

≤  

 
Αν τώρα επιλέξουµε kx e=  το διάνυσµα της κανονικής βάσης που αντιστοιχεί 

στη στήλη ka  του A  µε τη µεγαλύτερη 1l -νόρµα, τότε παρατηρούµε ότι 

1 1 1k kAe a A= = . ∆ηλαδή,  

 
  

1
1 11

max .
x

Ax A
=

=  

 
Συνεπώς, η νόρµα 1  �  επάγεται από τη διανυσµατική 1l -νόρµα και 

αποτελεί νόρµα πινάκων . 
Η νόρµα πινάκων µεγίστου αθροίσµατος κατά γραµµή στο ν ν×

ℂ  ορίζεται ως  
 

  
1

1

max .ij
i

j

A a
ν

ν
∞

≤ ≤
=

= ∑  

 
Η νόρµα   

∞
�  επάγεται από τη διανυσµατική l

∞
-νόρµα, δηλαδή 

 
   

1
max .
x

A Ax
∞

∞ ∞
=

=  
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Η απόδειξη αυτής της παρατήρησης ακολουθεί τα βήµατα της απόδειξης του 
προηγούµενου παραδείγµατος. Προφανώς, και η νόρµα   

∞
�  (ως 

επαγόµενη) αποτελεί νόρµα πινάκων.  
Η φασµατική (τελεστική) νόρµα πινάκων στο ν ν×

ℂ  ορίζεται ως  
 

   { }2
max : ( )A A Aλ λ σ

∗

= ∈  

 
όπου µε ( )Aσ  συµβολίζουµε το φάσµα ενός πίνακα A ν ν×

∈ℂ , δηλαδή το 

σύνολο των ιδιοτιµών του A . Παρατηρούµε ότι αν ( )A Aλ σ
∗

∈  και x ν

∈ℂ  

ένα (µη µηδενικό) ιδιοδιάνυσµα του A A∗  που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ , 
τότε 
 

  ( ) ( )
2 2

2 2
( )Ax Ax x A Ax x x x x Ax xλ λ λ

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

= = = ⇒ = . 

 
Εποµένως, οι ιδιοτιµές του πίνακα A A∗  είναι µη αρνητικές κι έτσι µπορούν 
να οριστούν οι (µη αρνητικές) τετραγωνικές ρίζες τους. Επιπλέον, η 
φασµατική νόρµα 2  �  είναι νόρµα πινάκων η οποία επάγεται από την 

Ευκλείδια νόρµα 2  � , δηλαδή 

 
  

2
2 21

max ,
x

A Ax
=

=  

 
και είναι ορθοµοναδιαία αναλλοίωτη, δηλαδή 

2 2
UAV A=  για κάθε ζεύγος 

ορθοµοναδιαίων πινάκων , .U V ν ν×

∈ℂ  
 
 Πρόταση 1.1.5. Μια νόρµα πινάκων [  : 0, )ν ν×

→ +∞� ℂ  είναι οµοιόµορφα 

συνεχής συνάρτηση των στοιχείων του πίνακα. 
 
Η ισοδυναµία των νορµών πινάκων στο ν ν×

ℂ  ορίζεται και αποδεικνύεται µε 
τον ίδιο ακριβώς τρόπο που ορίζεται και αποδεικνύεται η ισοδυναµία των 
νορµών διανυσµάτων στο ν

ℂ . Επιπλέον, για τις νόρµες πινάκων 
1

  ,�  

2
  ,�   ,

∞

�   
F

�   και 
1

  ,
l

�  έχουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα. 

 
Πρόταση 1.1.6. Για κάθε πίνακα A ν ν×

∈ℂ , ισχύουν οι ανισότητες 
 

  
12 2

1
 ή ,A A A Aν

ν
∞

≤ ≤  

  
1

1
 ή ,

F F
A A A Aν

ν
∞

≤ ≤  

  
1

1
,A A Aν

ν
∞ ∞

≤ ≤  

  
2

1
,

F F
A A A

ν

≤ ≤  



 6 

 
και  
 
  

11 1
 ή  ή  ή  ή .

F l F
A A A A v A A Aν ν

∞ ∞

≤ ≤  

  
 
1.2 Φασµατική Ακτίνα και Νόρµες 
 
Έστω ένας πίνακας A ν ν×

∈ℂ  µε φάσµα { }( ) : det( ) 0A I A
ν

σ λ λ= ∈ − =ℂ . Η 

φασµατική ακτίνα του A  ορίζεται ως 
 

  { }( ) max : ( ) .A Aρ λ λ σ= ∈  

 
Θεώρηµα 1.2.1. Έστω   �

 µία νόρµα πινάκων στο ν ν×

ℂ . Τότε για κάθε 

A ν ν×

∈ℂ , ισχύει ( ) .A Aρ ≤  

Απόδειξη. Για κάθε ιδιοτιµή λ  του πίνακα A , ισχύει ( ).Aλ ρ≤ Επιπλέον 

υπάρχει τουλάχιστον µία ιδιοτιµή  0 ( )Aλ σ∈  τέτοια ώστε 0 ( ).Aλ ρ=  

Θεωρούµε ακόµη ένα ιδιοδιάνυσµα 0x ν

∈ℂ  του A  που αντιστοιχεί στην 

ιδιοτιµή 0λ  και τον ν ν×  πίνακα [ ]0 0 0 0  ... X x x x=  (δηλαδή, µε όλες τις 

στήλες του ίσες µε 0x ). Τότε έχουµε 

 
  0 0 0Ax xλ=  και 0 0 0 0 0 0 .X X AX A Xλ λ= = ≤  

 
Εποµένως, 0( ) .A Aρ λ= ≤                      □  

 
Η φασµατική ακτίνα δεν αποτελεί νόρµα πινάκων. Είναι αξιοσηµείωτο ότι η 
σχέση ( ) 0Aρ =  δεν συνεπάγεται ότι 0A = , ενώ µπορεί κανείς να βρει δύο 

πίνακες ,A B ν ν×

∈ℂ  τέτοιους ώστε ( ) ( ) ( )A B A Bρ ρ ρ+ > + . Παρ’ όλα αυτά, 

η σχέση ( )A Aρ ≤  (για οποιαδήποτε νόρµα πινάκων) του Θεωρήµατος 1.2 

εξασφαλίζει ότι η συνάρτηση [( ) : 0, )ν ν

ρ
×

⋅ → +∞ℂ  είναι οµοιόµορφα συνεχής 

συνάρτηση των στοιχείων του πίνακα. Από το σηµείο αυτό και για τη 
συνέχεια, µας είναι απαραίτητο το γνωστό Λήµµα του Schur. 
 
Λήµµα 1.2.1. (Schur) Έστω ένας τυχαίος πίνακας A ν ν×

∈ℂ . Τότε υπάρχουν 
ένας ορθοµοναδιαίος πίνακας U ν ν×

∈ℂ  κι ένας διαγώνιος πίνακας ν ν×

Λ∈ℂ   
µε διαγώνια στοιχεία τις ιδιοτιµές του A  (λαµβάνοντας υπόψη και τις 
πολλαπλότητες), τέτοιοι ώστε 
 
   .A U U ∗

= Λ  
 
Απόδειξη. Έστω 1 2, ,...,

ν
λ λ λ  οι (όχι κατ’ανάγκη διακεκριµένες) ιδιοτιµές του 

A  και 1x ν

∈ℂ  ένα ιδιοδιάνυσµα του A , µε 1 1 1x x∗ = , το οποίο αντιστοιχεί 
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στην ιδιοτιµή 1λ  του A . Θεωρούµε επίσης µια ορθοκανονική βάση 

{ }1, 2 3, ,...x w w w
ν

 του ν

ℂ  και τον αντίστοιχο ορθοµοναδιαίο πίνακα 

 

  [ ]1 1 2 3 1 1
ˆ   ... ,W x w w w x W ν ν

ν

× = = ∈  ℂ  

 

όπου  [ ] ( 1)
1 2 3

ˆ   ... .W w w w ν ν

ν

× −= ∈ℂ  Αφού 2 1 3 1 1... 0w x w x w x
ν

∗ ∗ ∗

= = = = , έπεται 

ότι 1 1
ˆ 0.W x =  Κατά συνέπεια, µε απλές πράξεις βλέπουµε ότι 

 

  1 1Ŵ AW =

1 1
1 1 1 1

1 1

ˆ ˆ  
ˆ ˆ

x x
A x W Ax AW

W W

∗ ∗

∗ ∗

   
   =      

      
 

   1 1 1 1 1 1 11

1 1 1 1 1 1 1

ˆ ˆ    
.

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0

x x x AW x AW

W x W AW W AW

λ λ

λ

∗ ∗ ∗

∗ ∗

  
= =  

    
 

 

Ο ( )1 ( 1)ν ν− × −  πίνακας 2 1 1
ˆ ˆA W AW∗

=  έχει ιδιοτιµές ακριβώς τις 

2 3, ,..., .
ν

λ λ λ  Οµοίως µε παραπάνω, µπορούµε να κατασκευάσουµε έναν 

( )1 ( 1)ν ν− × −  ορθοµοναδιαίο πίνακα 

 

  ( 1) ( 1)
2 2 2

ˆ v vW x W − × − = ∈  ℂ  (όπου ( 1) ( 2)
2Ŵ ν ν− × −

∈ℂ ), 

 
τέτοιον ώστε 
 

   2 2 22
2 2 2

2 2 2

ˆ   

ˆ ˆ0   

x A W
W A W

W A W

λ
∗

∗

∗


= 
 

. 

 
Εποµένως, 
 

  

1

1 1 2 2 2 2
2 2

2 2 2

           
   0    01 1 ˆ0          ,
    0 0

ˆ ˆ0    0     

W AW x A W
W W

W A W

λ

λ

∗

∗ ∗

∗

∗ ∗ 
   

=    
    

 

 

 

όπου ο ( )2 ( 2)ν ν− × −  πίνακας 3 2 2 2
ˆ ˆA W A W∗

=  έχει ιδιοτιµές ακριβώς τις 

3,..., .
ν

λ λ  Επαναλαµβάνοντας τα ίδια βήµατα, µπορούµε να κατασκευάσουµε 

συνολικά 1ν −  ορθοµοναδιαίους πίνακες  
 
  ( 1) ( 1) ( 2) ( 2) 2 2

1 2 3 1,  ,  ,...,  W W W Wν ν ν ν ν ν

ν

× − × − − × − ×

−
∈ ∈ ∈ ∈ℂ ℂ ℂ ℂ  

 
τέτοιους ώστε ο πίνακας  
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  22
1

32 1

     0     0     01
...

        0 0       0

II
U W

WW W
ν

ν

−

−

  
= =   

     
 

 
να ικανοποιεί τη σχέση 
 

  

1

2

3

        ...  

0         ...  

0    0      ...  .

              

0    0    0    ...   

U AU

ν

λ

λ

λ

λ

∗

∗ ∗ ∗ 
 ∗ ∗ 
 = ∗
 
 
 
 

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

       □  

 
Ο πίνακας U  είναι προφανώς ορθοµοναδιαίος και η απόδειξη ολοκληρώθηκε.  
Στο θεώρηµα που ακολουθεί αποδεικνύεται ότι η φασµατική ακτίνα ( )Aρ  
είναι το µέγιστο κάτω φράγµα των νορµών πινάκων. 
 
Θεώρηµα 1.2.2. Έστω ένας πίνακας A ν ν×

∈ℂ  κι ένας πραγµατικός αριθµός 
0ε > . Τότε υπάρχει µια νόρµα πινάκων   �  τέτοια ώστε ( )A Aρ ε≤ + .  

Απόδειξη. Από το Λήµµα 1.2 του Schur, υπάρχουν ένας ορθοµοναδιαίος 
πίνακας U ν ν×

∈ℂ  και ένας άνω τριγωνικός πίνακας T ν ν×

∈ℂ  τέτοιοι ώστε 
A UTU ∗

= . Τα διαγώνια στοιχεία του T , 1 2, ,...,
ν

λ λ λ , είναι οι ιδιοτιµές του 

πίνακα A , λαµβάνοντας υπόψη και τις πολλαπλότητες.  

Θεωρούµε ένα διαγώνιο πίνακα { }2, ,...,tD diag t t tν=  για κάποιον 

πραγµατικό αριθµό 0t ≠ . Ο αντίστροφος του tD  είναι ο 

{ }1 1 2diag , ,..., .tD t t t ν− − − −

=  

Υπολογίζουµε τον πίνακα 
 

   

1 2 1
1

1 2
2

1 3
3

              

0                   

0      0                   ,

                               

0      0           0              

t t

t t t

t t

D TD t

ν

ν

ν

ν

λ

λ

λ

λ

− − − +

− − +

− − +

 ∗ ∗ ∗
 

∗ ∗ 
 = ∗ 
 
 
  

…

…

…

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

…

 

 
όπου µε  ̒ ̒ * ̓ ̓ συµβολίζουµε (µιγαδικούς) αριθµούς ανεξάρτητους του t . Για 

0t >  αρκετά µεγάλο, το άθροισµα των µέτρων όλων των µη διαγωνίων 
στοιχείων του 1

t tD TD−  είναι µικρότερο ή ίσο του 0ε >  και συνεπώς,  
1

1
( )t tD TD Aρ ε

−

≤ + . Ας ορίσουµε τώρα τη συνάρτηση  

[ )1 
  : 0, ,

tU D

ν ν

−

×

→ +∞� ℂ  µε  

( )1

11 1 1

 1 1
     ,  .

t
t t t tU D

M DU M U D U D M U D M ν ν

−

−
∗ − − − ×

= = ∀ ∈ℂ   
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Μπορούµε να επαληθεύσουµε ότι, αφού ο πίνακας 1 tU D−  είναι 

αντιστρέψιµος, η συνάρτηση 1 
  

tU D−
� , είναι µία νόρµα πινάκων, για την 

οποία προφανώς ισχύει ότι 1
1

 1
( )

t
t tU D

A D TD Aρ ε
−

−

= ≤ + .                 □  

 
Θεώρηµα 1.2.3. Έστω ένας πίνακας A ν ν×

∈ℂ . Τότε lim 0kA =  αν και µόνο αν 
( ) 1Aρ < . 

Απόδειξη. Αν lim 0kA = , τότε είναι προφανές ότι για κάθε ιδιοτιµή ( )Aλ σ∈ , 

ισχύει lim 0kA = . Αυτό σηµαίνει ότι όλες οι ιδιοτιµές του A  έχουν µέτρο 
µικρότερο του 1 κι εποµένως, ( ) 1Aρ < .  
Για το αντίστροφο, υποθέτουµε ότι ( ) 1Aρ < . Τότε, από το Θεώρηµα 1.3, 

υπάρχει µια νόρµα πινάκων   �  τέτοια ώστε 1A < . Αφού για κάθε φυσικό 

αριθµό k , ισχύει 
kkA A≤ , έπεται ότι lim lim 0

kkA A≤ = .      □  

 
Παρακάτω παρουσιάζονται κάποιες ενδιαφέρουσες (κυρίως από µεριάς 
εφαρµογών) ιδιότητες των νορµών πινάκων.  
 
Θεώρηµα 1.2.4. Αν   �  είναι µια ορθοµοναδιαία αναλλοίωτη νόρµα 

πινάκων στο ν ν×

ℂ , τότε 
2

A A≤  για κάθε πίνακα A ν ν×

∈ℂ . Επιπλέον, η 

φασµατική νόρµα 
2

  �  είναι η µοναδική νόρµα πινάκων στο ν ν×

ℂ  η οποία 

είναι επαγόµενη και ορθοµοναδιαία αναλλοίωτη.  
 
Θεώρηµα 1.2.5. Έστω ένας πίνακας A ν ν×

∈ℂ . 
 

i. Για κάθε νόρµα πινάκων   �  στο ν ν×

ℂ , ισχύει 
1

( ) lim
kkA Aρ = . 

ii.  Αν υπάρχει νόρµα πινάκων   �  στο ν ν×

ℂ  τέτοια ώστε 1I A
ν
− < , 

τότε ο πίνακας A  είναι            αντιστρέψιµος και 1

0

( )k

k

A I A
ν

+∞

−

=

= −∑ .  

 
Αν θεωρήσουµε την υπόθεση του ii του θεωρήµατος αυτού για τη νόρµα 
πινάκων 

1
  � , τότε καταλήγουµε άµεσα στο ακόλουθο πόρισµα. 

 
Πόρισµα 1.2.6. Έστω ένας πίνακας A ν ν×

∈ℂ . Αν για τα στοιχεία της κύριας 
διαγωνίου του A  ισχύει 
 

  1 , 1 , 1 , ,  1,2, , ,ii i i i i i ia a a a a i
ν

ν
− +

> + + + + + ∀ =… … …  

 
τότε ο πίνακας είναι αντιστρέψιµος. 
Ένας πίνακας που ικανοποιεί την υπόθεση του παραπάνω πορίσµατος λέµε ότι 
έχει ισχυρή διαγώνια κυριαρχία. 
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1.3     Παραγοντοποίηση SVD 
 

Η σηµαντικότερη, ως προς τις εφαρµογές, παραγοντοποίηση πινάκων είναι η 
γνωστή παραγοντοποίηση ιδιαζουσών τιµών (singular value decomposition), 
την οποία και θα καλούµε παραγοντοποίηση SVD. 
 
Θεώρηµα 1.3.1. Αν A  είναι ένας ν µ×  µιγαδικός πίνακας, τότε υπάρχουν 

ορθοµοναδιαίοι πίνακες U ν ν×

∈ℂ  και V µ µ×
∈ℂ  τέτοιοι ώστε  

 

  { }{ }1 2 min ,diag , , ,A U s s s V
ν µ

∗

= …   

 
όπου 

{ }1 2 min , 0s s s
ν µ

≥ ≥ ≥ ≥… . 

Απόδειξη. Αρχικά θεωρούµε µοναδιαία διανύσµατα x µ
∈ℂ  και y ν

∈ℂ   τέτοια 

ώστε 
2

Ax A y= . Τότε υπάρχουν πίνακες ( 1)
2V µ µ× −

∈ℂ  και  ( 1)
2U ν ν× −

∈ℂ  

τέτοιοι ώστε οι [ ]2 V x V=  και [ ]2 U y U=  να είναι ορθοµοναδιαίοι. Εύκολα 

µπορεί κανείς να δει ότι 
 

     2
        

   0      0        

A wy Ax w
U AV

B B

∗∗ ∗

∗
  

= =   
    

. 

 
 Παρατηρούµε ακόµη ότι 

 

   

2

2 2 2 2
2

2

   
( )

      0    

A Aw
A w w

B w

∗

∗
  

+ ≤   
  

 

                    ( )2 22
2 2

   
,

      0

A w
A w

B

∗ 
≤ + 


 

 
 από το οποίο προκύπτει ότι 
 

   

2

2 22
2 2

2

   
.

      0

A w
A w

B

∗ 
≥ + 


 

 
 Όµως, επειδή οι πίνακες U  και V  είναι ορθοµοναδιαίοι, έχουµε ότι 
 

   

2

22
2

2

   
.

      0

A w
A

B

∗ 
= 


 

 
 και για το λόγο αυτό πρέπει 0w = . ∆ηλαδή, ισχύει 
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    2
     0

.
  0        

A
U AV

B
∗

 
=  
 

 

 
 Η απόδειξη ολοκληρώνεται µε επαγωγή. 

 Ο διαγώνιος πίνακας { }{ }1 2 min ,diag , ,...,s s s
ν µ

 συµβολίζεται µε Σ  και οι τιµές 

 
   

{ }1 2 min , 0s s s
ν µ

≥ ≥ ≥ ≥…  

 
καλούνται ιδιάζουσες τιµές του A . Αν γράψουµε  [ ]1 2   U u u u

ν
= …  και 

[ ]1 2   V v v v
ν

= … , τότε τα διανύσµατα στήλες  iu  και iv  { }( )1 min ,i ν µ≤ ≤  

λέγονται αριστερά και δεξιά ιδιάζοντα διανύσµατα που αντιστοιχούν στην 
ιδιάζουσα τιµή is . Από τις σχέσεις AV U= Σ  και TA U V∗

= Σ  προκύπτει ότι  

i i iAv s v=  και i i iA u s v∗

=  { }( )1 min ,i ν µ≤ ≤ . Ένα απλό παράδειγµα 

παραγοντοποίησης SVD είναι  

  
0.96 1.72 0.6     -0.8 3     0 0.8      0.6

2.28 0.96 0.8      0.6 0     1 0.6     -0.8
A U V

∗

∗
       

= = Σ =       
       

. 

 
Η παραγοντοποίηση SVD δίνεις πολλές πληροφορίες για τη δοµή ενός 
πίνακα. Αν θεωρήσουµε ότι η ιδιάζουσα τιµή rs  είναι η ελάχιστη µη µηδενική 

ιδιάζουσα τιµή ενός ν µ×  πίνακα A , δηλαδή αν 
 
  

{ }1 2 1 min , 0,r rs s s s s
ν µ+

≥ ≥ ≥ > = = =… …  

 
τότε  
 
  rank( ) ,A r=  
 
ο πυρήνας του A  είναι  
 

   ( ) { }1 2Ker( )  Null( ) span , , ,r rA A v v v
µ+ +

= = …  

 
και η εικόνα του A  είναι  
 
  ( ) { }1 2Image( )  Range( ) span , , , .rA A u u u= = …  

 
Από την απόδειξη του Θεωρήµατος 1.3.1 είναι φανερό ότι 1 1 2

( ) ,s s A A= =  

ενώ µπορεί κανείς να δει ότι η (ορθοµοναδιαία αναλλοίωτη) νόρµα Frobenius 

του A , 2

,

,ijF
i j

A a= ∑  γράφεται  

 

  { }1 2 min , .
F

A s s s
ν µ

= + + +…  
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Επιπλέον, για ,ν µ≥  ισχύει 
 

  2

0
2

min ,
x

Ax
s

x µ
≠

=  

 
ενώ για ,ν µ=  
 
  1 2det( ) .A s s s

ν
= …  

 
Από τις σχέσεις  
 

  { }{ }2 2 2
1 2 min ,diag , , ,AA U s s s U

ν µ

∗ ∗

= …  

 
και 
 

  { }{ }2 2 2
1 2 min ,diag , , ,AA V s s s V

ν µ

∗ ∗

= …  

 
συµπεραίνουµε ότι  

1. Οι µη µηδενικές ιδιάζουσες τιµές του A  είναι οι τετραγωνικές 
ρίζες των µη µηδενικών ιδιοτιµών των (θετικά ηµιορισµένων) 
ερµιτιανών πινάκων AA∗  και A A∗ . 

2. Τα αριστερά ιδιάζοντα διανύσµατα του A  είναι τα 
ιδιοδιανύσµατα του AA∗ .  

3. Τα δεξιά ιδιάζοντα διανύσµατα του A  είναι τα ιδιοδιανύσµατα 
του A A∗ .  

Κάθε ν µ×  µιγαδικός πίνακας A  γράφεται 
 

  ( ) ( ),A U V U U UV U U UV∗ ∗

= Σ = Σ = Σ  

 
όπου ο πίνακας P U U ∗

= Σ  είναι ερµιτιανός και θετικά ηµιορισµένος, ενώ ο 
W UV ∗

=  είναι ορθοµοναδιαίος. ∆ηλαδή, κάθε ν ν×  πίνακας A  γράφεται ως 
γινόµενο A PW=  ενός θετικά ηµιορισµένου πίνακα P  µε rank( ) rank( )P A=  
και ενός ορθοµοναδιαίου πίνακα W . Η παραγοντοποίηση αυτή είναι γνωστή 
ως πολική παραγοντοποίηση (polar decomposition) του πίνακα A  και 
αποτελεί ανάλογο της πολικής γραφής ενός µιγαδικού αριθµού iz z e θ= , 

όπου το µέτρο 0z ≥  αντιστοιχεί στον θετικά ηµιορισµένο πίνακα P  και το 
ie θ  στον ορθοµοναδιαίο πίνακα W . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΑΠΟ ΤΟ ΦΑΣΜΑ ΣΤΟ ΨΕΥ∆ΟΦΑΣΜΑ 
 
Ψευδοφάσµα 
 
Παρόλο που µιλάµε για γραµµική άλγεβρα, οι επαναληπτικές µέθοδοι πίνακα 
ανήκουν στον τοµέα της γραµµικής ανάλυσης. Το ενδιαφέρον έγκειται στη 
σύγκλιση των σφαλµάτων ή των υπολοίπων στο µηδέν, και αυτή η διαδικασία 
έχει νόηµα λόγω του ότι το αλγεβρικό πρόβληµα είναι εµφυτευµένο σε χώρο 
µε νόρµα. Εκτός από ερωτήσεις που αφορούν πεπερασµένο τερµατισµό, τα 
απαραίτητα εργαλεία για την ανάλυση της σύγκλισης δεν είναι αυτά της 
άλγεβρας, όπως οι ιδιοτιµές, που έχουν ανεξάρτητη βάση, αλλά αυτά της 
ανάλυσης, όπως οι ιδιάζουσες τιµές, οι οποίες ορίζονται µέσω νορµών και 
απαραιτήτως αλλάζουν µε τη βάση. 
     Σ’αυτήν την εργασία θεωρούµε τα συγκεκριµένα εργαλεία της γραµµικής 
ανάλυσης γνωστά ως ψευδοφάσµατα, τα οποία εφευρέθηκαν για να δίνουν 
πληροφορίες για πίνακες που δε διαθέτουν καλά ορισµένη βάση 
ιδιοδιανυσµάτων. Για απλότητα, η νόρµα µας  θα είναι πάντα διανυσµατική 2-
νόρµα και η 2-νόρµα πίνακα την οποία επάγει. Με αυτή την επιλογή νόρµας, 
οι πίνακες που µας ενδιαφέρουν είναι κάθε άλλο παρά κανονικοί, υπό την 
έννοια ότι τα ιδιοδιανύσµατά τους, αν υπάρχει πλήρες σύνολο, είναι κάθε 
άλλο παρά ορθογώνια. Πολλά από τα αποτελέσµατά µας µπορούν να 
επεκταθούν σε άλλες νόρµες και σε τελεστές καθώς και σε πίνακες, αλλά δε 
θα ασχοληθούµε µε αυτές τις γενικεύσεις. 
 
2.1  Ορισµός Ψευδοφάσµατος 
 
Καθ’όλη την έκταση της εργασίας , ο A  είναι ένας N N×  πίνακας, και το 

( )AΛ  δηλώνει το φάσµα του δηλαδή το σύνολο των ιδιοτιµών του, ένα 
υποσύνολο του µιγαδικού επιπέδου ℂ .  Τα ψευδοφάσµατα του A  είναι 
εγκιβωτισµένα υποσύνολα του ℂ  που επεκτείνονται για να συµπληρώσουν το 
επίπεδο καθώς ε →∞ . Με άλλα λόγια, για ένα δεδοµένο 0ε > , το 
ψευδοφάσµα ενός N N× µιγαδικού πίνακα A  είναι το σύνολο όλων των 
ιδιοτιµών όλων των πινάκων που απέχουν από τον A  απόσταση (κατά νόρµα) 
µικρότερη ή ίση του ε .      
 
    Ορισµός 2.1.1. Για κάθε 0ε ≥ , το ε -ψευδοφάσµα ( )A

ε
Λ  του A  είναι το 

σύνολο των αριθµών z∈ℂ  που ικανοποιούν οποιαδήποτε από τις παρακάτω 
ισοδύναµες συνθήκες: 
 

i. ( )
1 1;zI A ε

−
−

− ≥  

ii. ( )min ;zI Aσ ε− ≤  

iii. ( )A zI u ε− ≤  για κάποιο διάνυσµα u  µε 1;u =  

iv. z  είναι µια ιδιοτιµή του A E+  για κάποιον πίνακα E  µε 
.E ε≤  
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Επειδή αναφερόµαστε στη νόρµα 
2
, συµβολίζοντας µε minσ  την ελάχιστη 

ιδιάζουσα τιµή ενός πίνακα, ισχύει ο ισοδύναµος ορισµός ii. και 

µεταχειριζόµαστε τη σύµβαση ότι ( )
1

zI A
−

− = ∞  για ( )z A∈Λ . 

Απόδειξη της ισοδυναµίας των ορισµών. Αρχικά θα αποδείξουµε τις 
συνεπαγωγές . . . .i iii iv i⇒ ⇒ ⇒  και στη συνέχεια την ισοδυναµία . .i ii⇔  
 

. .i iii⇒  Υποθέτουµε ότι 1 1( )zI A ε
− −

− ≥ . Τότε υπάρχει µοναδιαίο διάνυσµα 

u ν

∈ℂ  τέτοιο ώστε 1 1( ) ( )zI A zI A u− −

− = − . Αν ορίσουµε 1( )w zI A u−

= − , 

τότε  

  
1

1
( )1

( ) .
( )

zI A u w
zI A

u zI A wε

−

−

−

≤ − = =

−

  

Συνεπώς το διάνυσµα /u w w=  είναι µοναδιαίο και ικανοποιεί τη σχέση 

  ( )zI A u ε− ≤ . 

 
 . .iii iv⇒  Υποθέτουµε ότι υπάρχει µοναδιαίο διάνυσµα v ν

∈ℂ  τέτοιο ώστε 

( )A zI v ε− ≤ . Θεωρούµε ακόµη ένα µοναδιαίο διάνυσµα u ν

∈ℂ  που 

ικανοποιεί τη σχέση ( ) ˆ ,A zI v uε− =  για κάποιον θετικό αριθµό ε̂ ε≤ . Αφού 

το διάνυσµα v  είναι µοναδιαίο, µπορούµε να γράψουµε 

( )ˆ ˆv Av uv v A uv vλ ε ε
∗ ∗

= − = − . Αυτό σηµαίνει ότι ( )z A E∈Λ + , όπου 

ˆE uvε
∗

=  και E ε≤ . 

 
. .iii i⇒  Υποθέτουµε ότι ( )z A E∈Λ +  για κάποιον πίνακα E  µε E ε≤ . 

Τότε υπάρχει ένα µοναδιαίο διάνυσµα v ν

∈ℂ  για το οποίο ισχύει 

( ) .A E v zv+ =  Με απλές πράξεις επαληθεύουµε ότι ( )
1

v zI A Ev
−

= −  και 

( ) ( ) ( )
1 1 1

1 .v zI A Ev zI A Ev zI A ε

− − −

= = − ≤ − ≤ −  

Συνεπώς, ισχύει ότι ( )
1 1.zI A ε

−
−

− ≥  

 
 . .i ii⇔  Ας υποθέσουµε τώρα ότι 

2
    ⋅ = ⋅ . Αν 

1 max 2 3 1 min( )( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ))A A A A A A A
ν ν

σ σ σ σ σ σ σ
−

= ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ =…  είναι οι 

θετικές ιδιάζουσες τιµές ενός ν ν×  αντιστρέψιµου πίνακα A , τότε οι 
ιδιάζουσες τιµές του 1A−  είναι οι 

1 2 3 1

1 1 1 1 1
.

( ) ( ) ( ) ( ) ( )A A A A A
ν ν

σ σ σ σ σ
−

≤ ≤ ≤ ≤ ≤…    

Επιπλέον, 12
( )A Aσ=  και 1

2
1/ ( )A A

ν
σ

−

= . Εύκολα λοιπόν βλέπει κανείς 

ότι   

  1 1
max2

min

1
( )

( )
A A

A
σ

σ

− −

= = . 
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Εποµένως, έχουµε ότι  

  ( )
1 1

zI A
ε

−

− ≥  

αν και µόνο αν 

  ( )( )1

max
min

1 1
,

( )
zI A

zI A
σ

σ ε

−

− = ≥

−

 

ή ισοδύναµα, αν και µόνο αν 
  min ( )zI Aσ ε− ≤ .                                                                       □   

 
 
2.2 14 Θεωρήµατα για το Ψευδοφάσµα 
 
Τα  ψευδοφάσµατα εισήχθησαν το 1975 και έγιναν διάσηµο εργαλείο κατά τη 
δεκαετία του 1990. Αυτή η εργασία είναι αφιερωµένη σε µια απλή ιδέα: 
Πολλά θεωρήµατα που αφορούν ιδιοτιµές είναι ειδικές περιπτώσεις 0ε =   

θεωρηµάτων ε -ψευδοφάσµατος.      
     Το κεφάλαιο αυτό αποτελείται από µια παρουσίαση 14 θεωρηµάτων αυτού 
του είδους. Αυτά τα θεωρήµατα στο µεγαλύτερο µέρος τους δεν είναι ούτε 
µαθηµατικά βαθιά ούτε καν καινούρια, παρόλο που σε κάποιες περιπτώσεις 
δεν έχουν δηλωθεί στη γλώσσα του ψευδοφάσµατος προηγουµένως. Ωστόσο, 
για πρακτικές εφαρµογές που συµπεριλαµβάνουν µη κανονικούς πίνακες, 
µπορεί να φανούν πιο χρήσιµα από τις ειδικές περιπτώσεις των ιδιοτιµών 
τους. Αυτό τείνει να συµβαίνει σε περιπτώσεις όπου οι ιδιοτιµές του A  είναι 
παραπλανητικές, δηλαδή όταν πληρώνουν µια περιοχή του ℂ  µικρότερη από 
αυτή που το A  «ζει» στην πραγµατικότητα. Το επόµενο είναι ένα ακραίο 
παράδειγµα. Αν ο A  είναι µηδενοδύναµος, µε 0KA =  για κάποιο 1K ≥ , τότε 

{ }( ) 0AΛ = . Κάποιοι τέτοιοι πίνακες θα έχουν νόρµες kA  που ελαττώνονται 

σταθερά ως το 0  καθώς το k  τείνει στο K , ενώ για κάποιους άλλους , µπορεί 
να µην υπάρξει µείωση µέχρι k K=  ή αξιοσηµείωτη µεταβατική αύξηση πριν 
την αναπόφευκτη εξασθένηση. Οι ιδιοτιµές από µόνες τους δεν µπορούν να 
διακρίνουν µεταξύ αυτών των συµπεριφορών, αλλά το ψευδοφάσµα µπορεί. 
     Η παρουσίαση αυτή θα τηρήσει σταθερό µοτίβο. Σε κάθε περίπτωση, 
αρχικά καταγράφουµε ένα θεώρηµα για ιδιοτιµές, µε µια σύντοµη απόδειξη 
όπου είναι απαραίτητο, το οποίο είτε είναι βασικό είτε είναι ευρέως 
διαδεδοµένο. Ακολουθούµε µε ένα γενικευµένο θεώρηµα για το ψευδοφάσµα 
µαζί µε ένα περίγραµµα της απόδειξής του. Κάποιες υποδείξεις ως προς τη 
βιβλιογραφία περιέχονται παρακάτω, µε τις οποίες δεν έχουµε στόχο να 
είµαστε εξαντλητικοί, καθώς είναι συνήθως δύσκολο, µε ένα κατ’ουσίαν 
στοιχειώδες υλικό, να εντοπίσουµε την πρώτη έντυπη εµφάνιση ενός 
αποτελέσµατος.  
     Ελπίδα µας είναι αυτό το κεφάλαιο να αποτελέσει χρήσιµο οδηγό για 
όσους ενδιαφέρονται για µη-κανονικούς πίνακες και συσχετιζόµενες 
επαναλήψεις, παρόλα αυτά δίνουµε έµφαση στο γεγονός ότι αυτή η συλλογή 
δεν περιέχει όλα τα πιθανώς χρήσιµα θεωρήµατα που συµπεριλαµβάνουν 
ψευδοφάσµατα. Περιορίζοντας την προσοχή µας σε θεωρήµατα που 
ελαττώνονται για 0ε = , σε αληθείς προτάσεις για ιδιοτιµές παραλείπουµε 
κάποιους λιγότερο σηµαντικούς υπολογισµούς που µπορεί να έχουν προκύψει 
από ψευδοφάσµατα, κυρίως αυτά που βασίζονται σε ολοκληρώµατα σε 
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κλειστή καµπύλη. Ένα παράδειγµα είναι το θεώρηµα πίνακα του Kreiss το 
οποίο συµπεριλαµβάνει µια σταθερά eN  η οποία δεν ελαττώνεται σταθερά 
στο 1 καθώς 0ε → . Άλλο παράδειγµα είναι το φράγµα µιας πολυωνυµικής 
νόρµας ( )ρ Α , άµεσης συσχέτισης µε επαναλήψεις όπως η GMRES, που 

µπορούν να αποκτηθούν, ολοκληρώνοντας την ( )zρ  πάνω στο σύνορο της 

περιφέρειας του ( )A
ε

Λ .  

     15 Θεωρήµατα: Το πρώτο θεώρηµα υποδεικνύει τη σύνδεση µεταξύ της 
κακής κατάστασης για την επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος µε A  και την 
ύπαρξη ψευδοϊδιοτιµής κοντινής στην αρχική τιµή. Αυτό το αποτέλεσµα έχει 
αποδοθεί στον Gastinel. 
 
Θεώρηµα 2.2.1. Ο A  είναι µη αντιστρέψιµος ⇔  0 ( )A∈Λ  
Απόδειξη. Ο A  έχει εξ’ορισµού ορίζουσα ίση µε 0 . ∆ηλαδή ο πίνακας A  
είναι µη αντιστρέψιµος και άρα 0 ( )A∈Λ . Για το αντίστροφο έχουµε ότι το 0  
είναι ιδιοτιµή του A  οπότε προκύπτει det 0A =  και άρα ο A  είναι ιδιάζων. □
     

Θεώρηµα 2.2.1ε. 1 1 0 ( )A A
ε

ε
− −

≥ ⇔ ∈Λ  

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι άµεση από τον Ορισµό 2.1.1.i  του 
ψευδοφάσµατος.    
Τα ψευδοφάσµατα κατέχουν την ικανοποιητική ιδιότητα ότι κάθε συναφές 
στοιχείο του ε -ψευδοφάσµατος πρέπει να περιέχει τουλάχιστον µια  
ιδιοτιµή.                        □   
 
Αυτή η ιδιότητα διαµορφώνει τη βάση για το αποτέλεσµα που ακολουθεί. 
 
Θεώρηµα 2.2.2. Ο A  έχει N  διακριτές ιδιοτιµές ⇒  Ο A  είναι 
διαγωνοποιήσιµος      
Απόδειξη. Έστω ότι ο πίνακας A  είναι διαγωνοποιήσιµος, οπότε υπάρχει 
πίνακας P  τέτοιος ώστε 1

1 2(λ ,λ , ,λ ) .nP AP D diag AP PD−

= = ⇔ =…        (1) 

Αν µε 1 2, , , nx x x…  συµβολίσουµε τις στήλες του πίνακα P , τότε η ισότητα 

(1) γράφεται ισοδύναµα: 

  

[ ] [ ]

[ ] [ ]

1 2 1 2

1 2 1 1 2 2

            

            

,  1,2, ,  ,

n n

n n n

i i i

A x x x x x x D

Ax Ax Ax x x x

Ax x i n

λ λ λ

λ

=

⇔ =

⇔ = =

… …

… …

…

 

οπότε ο πίνακας A  έχει n  γραµµικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα, τις στήλες 
του πίνακα P  που διαγωνοποιεί τον A , αντίστοιχα των διαγωνίων στοιχείων 
του πίνακα D  (ιδιοτιµές του A ). 
Αντίστροφα, έστω ότι ο πίνακας A  έχει n  γραµµικώς ανεξάρτητα 
ιδιοδιανύσµατα ,ix  1,2, , .i n= …  Τότε έχουµε  

  ,  1,2, ,  ,i i iAx x i nλ= = …  

όπου ,  1,2, ,i i nλ = …  είναι ιδιοτιµές του πίνακα A , οι οποίες δεν είναι 

κατ’ανάγκη διακεκριµένες. Εποµένως έχουµε την ισότητα πινάκων 
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[ ] [ ]

[ ] [ ]

1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2

1
1 2

            

            ,  ( , , )

( , , , ),

n n n

n n n

n

Ax Ax Ax x x x

A x x x x x x D D diag

AP PD P AP D diag

λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ
−

=

⇔ = =

⇔ = ⇔ = =

… …

… … …

…

 

όπου ο πίνακας P  έχει στήλες τα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα A .                  □  
 
Θεώρηµα 2.2.2ε. To ( )A

ε

Λ  έχει N  διακριτά στοιχεία ⇒  ο A  είναι 

διαγωνοποιήσιµος  
Απόδειξη. Εξ’ορισµού από τα ψευδοφάσµατα είναι σαφές ότι για κάθε 0δ > , 
το ( )A

ε

Λ  περιέχεται στο εσωτερικό του ( )A
ε δ+

Λ . Από τη συνέχεια του 

πίνακα των ιδιοτιµών ως προς τις διαταραχές, η ίδια συνθήκη υπονοεί ότι αν 

( )A
ε

Λ  έχει N  διακριτά στοιχεία, έτσι και το ( )A
ε δ+

Λ  για επαρκώς µικρά 

0δ > . Επιπλέον βλέπουµε ότι 1( )zI A −

−  πρέπει να επιτύχει τοπικό µέγιστο 

αυστηρά στο εσωτερικό του καθενός από τα N  στοιχεία του ( )A
ε δ+

Λ . Τώρα 

η 1log ( )zI A −

−  είναι µια υποαρµονική συνάρτηση του z  στο µιγαδικό 

επίπεδο εκτός από τις ιδιοτιµές του A  και ως εκ τούτου η 1log ( )zI A −

−  και 

οµοίως 1( )zI A −

−  ικανοποιούν την αρχή του µέγιστου ανεξάρτητα από τις 

ιδιοτιµές του A . 
Συνυπολογίζοντας αυτά τα γεγονότα, βλέπουµε ότι κάθε στοιχείο του ( )A

ε

Λ  

πρέπει να περιέχει µια ιδιοτιµή του A , πράγµα που υπονοεί ότι ο A  έχει N  
διακριτές ιδιοτιµές και γι’αυτό είναι διαγωνοποιήσιµος.      □  
 

     Ο Gallestey έχει αναπτύξει έναν αλγόριθµο για τον υπολογισµό 
ψευδοφασµάτων που βασίζεται στην αρχή µεγίστου που χρησιµοποιήθηκε 
στην αµέσως προηγούµενη απόδειξη. Ένας απλούστερος αλγόριθµος 
αποκλεισµού, πρόσφατα προτεινόµενος από τους Koutis και Gallopoulos 
βασίζεται στο επόµενο αποτέλεσµα. 
 

Θεώρηµα 2.2.3. 1( )zI A −

−
1

dist( , Λ( ))z A
≥       

Απόδειξη. Έστω 0ε >  και ( )z A
ε

∈∂Λ . ∆ηλαδή το z  δεν ανήκει στο φάσµα 

του πίνακα A . Εποµένως για την απόσταση του z  από το ( )AΛ  έχουµε 

( ) ( )
11 1 1

( , ( )) ( , ( )) ,
( , ( ))

dist z A dist z A zI A zI A
dist z A

ε
−

− −

Λ ≥ ⇒ Λ ≥ − ⇒ − ≥
Λ

λόγω του τρόπου αύξησης του ( )A
ε

Λ , µε την ισότητα να ισχύει όταν ο A  

είναι κανονικός.                                                                                                □             
 

Θεώρηµα 2.2.3ε. 1( )zI A −

−
1

dist( , Λ ( ))+εz A
ε

≥            

Απόδειξη. Έστω ένα z  εκτός του ( )A
ε

Λ , w  ένα συνοριακό σηµείο του 

( )A
ε

Λ  µε ( , ( ))z w dist z A
ε

− = Λ  και E  ένας πίνακας τέτοιος ώστε και το w  

είναι ιδιοτιµή της διαταραχής . Τότε ισχύει ότι το z  ανήκει στο φάσµα 
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( ( ) )A E z w IΛ + + −  δηλαδή το z  ανήκει στο ψευδοφάσµα ( ) ( )E z w I A
+ −

Λ . 

Έχουµε ότι  

( )
( )1

1
 E z w I E z w

zI A
−

≤ + − ≤ + −

−

 (από τριγωνική ανισότητα) 

  ( , ( ))z w dist z A
ε

ε ε= + − = + Λ . Οπότε προκύπτει το ζητούµενο.               □  

    
 
Στο επόµενο θεώρηµα, ο S  είναι ένας αυθαίρετος ανώµαλος πίνακας και ο 

( )Sκ  είναι ο δείκτης κατάστασής του, 1( )S S Sκ
−

≡ ⋅ . Παρόλο που το 

θεώρηµα παρουσιάζεται µόνο για την µια κατεύθυνση, εφαρµόζεται και στην 
άλλη, και µε αυτή την έννοια το θεώρηµα 2.2.4 συντηρεί το συνηθισµένο 
«σχέδιο» της ειδικής περίπτωσης 0ε =  του Θεωρήµατος 2.2.4ε. Το 
αποτέλεσµα δείχνει ότι τα ψευδοφάσµατα είναι αµετάβλητα υπό 
ορθοµοναδιαίες απεικονίσεις και επίσης αντικατοπτρίζει το σηµείο στο οποίο 
ένας κακώς ορισµένος µετασχηµατισµός οµοιότητας µπορεί να 
διαφοροποιήσει ψευδοφάσµατα. Όταν ο B   είναι διαγώνιος έτσι ώστε ο 

1SBS −  συµβολίζει µια διαγωνοποίηση του A , το Θεώρηµα 2.2.4ε είναι 
ισότιµο µε την πιο οικεία εκδοχή του θεωρήµατος Bauer – Fike.  
 
Θεώρηµα 2.2.4. 1= ( ) ( ).A SBS A B−

⇒Λ = Λ  
Απόδειξη. Οι πίνακες A  και B  είναι όµοιοι, εποµένως έχουν ίσα 
χαρακτηριστικά πολυώνυµα άρα και ίδιες ιδιοτιµές.                                       □   
 
Θεώρηµα 2.2.4ε. 1

( )ε= ( ) ( )SA SBS A B
ε κ

−

⇒Λ ⊆ Λ . 

Απόδειξη. Εφόσον  1 1 1( ) ( )z A S z B S− − −

− = − , 1 1( ) ( ) ( )z A S z Bκ
− −

− ≤ − . 

Οπότε αν 1 1( )z A ε
− −

− ≥ , τότε 1 1( ) ( ( ) )z B Sκ ε
− −

− ≥ .      □  

  
     Το επόµενο ζευγάρι αποτελεσµάτων απαιτεί ορισµό του δείκτη 
κατάστασης ( ( ))A Aκ Σ  ενός συµπαγούς συνόλου ( )AΣ = Σ ⊂ ℂ  που εξαρτάται 

από τον A  ως προς τις διαταραχές του A . Αν 1Σ  και 2Σ  είναι συµπαγή 

υποσύνολα του ℂ , ας θεωρηθεί ότι η 1 2( , )d Σ Σ  υποδηλώνει την απόσταση 

Hausdorff { }
1 21 2 2 1( , ) max max ( , ) ,max ( , )s sd d s d s

∈Σ ∈Σ
Σ Σ = Σ Σ , όπου ( , )d s Σ  

είναι η συνηθισµένη απόσταση ενός σηµείου s  από ένα σύνολο Σ . Τότε 
  ( )1

0( ( )) lim sup( sup ( , ( ))).A DA d A D A
δ δ

κ δ
−

→ ≤
Σ = Σ + Σ  

 
Θεώρηµα 2.2.5. To ( )AΛ  εξαρτάται συνεχώς από τον A , µε δείκτη 

κατάστασης  ( ( )) 1A Aκ Λ =  αν ο A  είναι κανονικός. 

Απόδειξη. Οι ιδιοτιµές είναι ρίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου ( )χ λ  
άρα είναι συνεχείς συναρτήσεις των συντελεστών του ( )χ λ . Οι συντελεστές 
του ( )χ λ  είναι συνεχείς συναρτήσεις των στοιχείων του A  αφού είναι 
αθροίσµατα και γινόµενά τους. Άρα οι ιδιοτιµές του A  είναι συνεχείς 
συναρτήσεις των στοιχείων του A  . Το ότι ( ( )) 1A Aκ Λ =  όταν ο A  είναι 
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κανονικός πίνακας προκύπτει µε την ίδια απόδειξη του Θεωρήµατος 2.2.6ε 
για 0ε = .          
 
Θεώρηµα 2.2.5ε. To ( )A

ε
Λ  εξαρτάται συνεχώς από τον A , µε δείκτη 

κατάστασης ( ( )) 1A A
ε

κ Λ =  αν ο A  είναι κανονικός. 

Απόδειξη. Η συνέχεια του ( )A
ε

Λ  στη µετρική Hausdorff απορρέει από την 

ανάλογη συνέχεια του ( )AΛ . Ας υποθέσουµε ότι ο A  είναι κανονικός έτσι 
ώστε το ε -ψευδοφάσµα του είναι η ένωση των ε -δίσκων µε κέντρο κάθε 
ιδιοτιµή. Για κάθε 0δ ≥  και N ND ×

∈ℂ  µε D δ≤ , έχουµε  

( )max ( , ( ))s A D d s A
ε

ε
δ

∈Λ +
Λ ≤  και οµοίως ( )max ( , ( ))s A d s A D

ε
ε

δ
∈Λ

Λ + ≤ . Έτσι, 

 
    sup ( ( ), ( )) .D d A D A

ε εδ
δ

≤
Λ + Λ ≤  

 
Επειδή ( ) ( )D A D A

ε ε δδ +≤
Λ + = Λ∪ , υπάρχει πάντα κάποιο A  µε D δ≤  

τέτοιο ώστε ( )max ( , ( ))s A D d s A
ε

ε
δ

∈Λ +
Λ ≤ , και για κάθε τέτοιο D  θα πρέπει να 

έχουµε D δ= , εφόσον τα ψευδοφάσµατα είναι αυστηρώς εγκιβωτισµένα 

σύνολα. 
Έπεται ότι  
 

 ( )1( ( )) lim sup( sup ( , ( ))) 1
DA DA d A D A

δ
ε ε εδ

κ δ
≤

−

≤
Λ = Λ + Λ = .                □  

 
Οι ιδιοτιµές µπορούν να αλλάξουν δραµατικά µε µικρές διαταραχές, µια 
προειδοποίηση ότι µια ανάλυση βασισµένη σ’αυτές µπορεί να αποδειχθεί 
παραπλανητική. Το επόµενο θεώρηµα υποδεικνύει ότι τα ψευδοφάσµατα είναι 
πιο ανθεκτικά. 
 
Θεώρηµα 2.2.6. ( ) ( ).EA E AΛ + ⊆ Λ  

Απόδειξη. Από την ισοδύναµη µορφή .iv  του Ορισµού 2.1.1 του 
ψευδοφάσµατος, για κάθε E  µε E ε≤ , ισχύει ( ) ( ).EA E AΛ + ⊆ Λ            □                                       

 
Θεώρηµα 2.2.6ε. ( ) ( ).EA E A

ε ε +
Λ + ⊆ Λ  

Απόδειξη. Αν ( )z A E
ε

∈Λ + , τότε υπάρχει ένας πίνακας F  µε F ε≤  

τέτοιος ώστε ( + + )  =A E F u z u⋅  για κάποιο 0u ≠ . Εφόσον E F Eε+ ≤ + ,   

( )Ez A
ε +

∈Λ . Επιστρέφουµε τώρα στα προβλήµατα εκτίµησης της 

συµπεριφοράς ενός πίνακα από το φάσµα του και από το ψευδοφάσµα του.  □  
 
Θεώρηµα 2.2.7. λ ( ) λ .A A∈Λ ⇒ ≥  

Απόδειξη. Για κάθε ιδιοτιµή λ  του πίνακα A , ισχύει λ ( )Aρ≤  (όπου  ( )Aρ  

η φασµατική ακτίνα του A ). Επιπλέον υπάρχει τουλάχιστον µία ιδιοτιµή 

0λ ( )Aσ∈  τέτοια ώστε 0λ ( )Aρ= . Θεωρούµε ακόµη ένα ιδιοδιάνυσµα 

0x ν

∈ℂ  του A  που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 0λ  και τον ν ν×  πίνακα 
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[ ]0 0 0 0X x x x= … . Τότε έχουµε 0 0 0λAX X=  και  

0 0 0 0 0 0λ λ .X X AX A X= = ≤  Εποµένως, 0( ) λ .A Aρ = ≤  Άρα 

λ .A≤             □  

 
Θεώρηµα 2.2.7ε. λ ( ) λ .A A

ε ε ε
ε∈Λ ⇒ ≥ −  

Απόδειξη. Αν λ ( )A
ε ε
∈Λ , τότε  =λ +Au u v

ε
ε  για κάποια διανύσµατα ,u v∈ℂ  

µε 1u v= = . Έπεται ότι λAu
ε

ε≥ − .        □  

 

    Η ανάλυση σύγκλισης στατικών επαναληπτικών µεθόδων βασίζεται στη 
συµπεριφορά των δυνάµεων του επαναληπτικού πίνακα. Είναι καιρό γνωστό 
ότι η παροδική αύξηση µπορεί να συµβεί ακόµα και όταν η φασµατική ακτίνα 
του επαναληπτικού πίνακα είναι µικρότερη από ένα. Τα επόµενα δύο 
θεωρήµατα χρησιµοποιούν ψευδοφάσµατα για να περιγράψουν την παροδική 
αύξηση. Το πρώτο είναι «το εύκολο µισό του θεωρήµατος πίνακα Kreiss», 
δηλαδή το µισό του θεωρήµατος που δεν εξαρτάται από το N και που η 
απόδειξή του είναι βασική. 
 
Θεώρηµα 2.2.8. 

λ ( ) 0max λ 1 sup k
A k A

∈Λ >
> ⇒ = ∞ . 

Απόδειξη. Έστω 0 ( )Aλ ∈Λ  µε 0 ( ) 1Aλ ρ= > . Ισχύει ότι ( ) ( )k kA Aρ ρ=  διότι 

οι ιδιοτιµές του kA  είναι οι k -τάξης δυνάµεις των ιδιοτιµών του A . Αφού 
( ) 1Aρ >  έχουµε ότι 

  lim ( ) lim ( )k k

k k
A Aρ ρ= = +∞ . 

Όµως ( )k kA Aρ ≤ . Άρα lim kA = ∞ .                                                         □  

 
Θεώρηµα 2.2.8ε. 

λ ( ) 0max λ 1 sup k
A kC A C

ε ε
ε

ε
∈Λ >

> + ⇒ > . 

Απόδειξη. Αφού 0 1A = , το αποτέλεσµα είναι τετριµµένο για 1C < , οπότε 

υποθέτουµε 1C ≥ . Αν 
λ ( )max λ 1A ε∈Λ

>  , τότε το συµπέρασµα ισχύει 

οπωσδήποτε, άρα υποθέτουµε 
λ ( )max λ 1A∈Λ

≤ , στην οποία περίπτωση έχουµε 

την απεικόνιση συγκλινουσών σειρών 
  1 1 1 2 2( ) ( ...),z A z I z A z A− − − −

− = + + +   

η οποία ισχύει για όλα τα z  µε 1z > . Τώρα θα επιχειρηµατολογήσουµε το 

αντίστροφο. Αν kA C≤  για όλα τα 0k ≥ , τότε   

   
1

1

1
( )

11

z C C
z A

zz

−

−

−

− ≤ =

−−

 

για οποιαδήποτε z  µε 1z > . Αυτό συνεπάγεται ότι ο ( )A
ε

Λ  περιέχεται στο 

δίσκο που σχετίζεται µε την προέλευση της ακτίνας 1 Cε+ , δηλαδή, 

λ ( )max λ 1A C
ε ε

ε
ε

∈Λ
≤ + .          □  
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Θεώρηµα 2.2.9. ( )
kkA Aλ λ∈Λ ⇒ ≥  για όλα τα k .  

Απόδειξη. Το λ  ανήκει στο φάσµα του πίνακα A  άρα θα δείξουµε ισοδύναµα 

ότι ( ) ( )k kA A Aλ ρ∈Λ ⇒ ≥ , όπου ( )Aρ  η φασµατική ακτίνα του A . Έστω  

ότι για κάποια 0κ > , ( )A Aκ κν ρ= < , και θεωρούµε ότι 1γ ≤ (υπάρχουν 

0γ >  και 1M ≥  τέτοια ώστε k kA Mγ≤ , 0k∀ ≥ ) για απλότητα. Βλέπουµε 

ότι το kA  είναι φραγµένο από το M  για 0 k κ≤ < , από το Mv  για 

2kκ κ≤ < , και από το 2Mv  για 2 3kκ κ≤ < , κ.ο.κ. Έτσι για όλα τα 0k ≥ , το 
kA  φράσεται από µια συνάρτηση ˆ ˆkMγ  µε ˆ ( )Aγ ρ< , που έρχεται σε 

αντίθεση µε τον ισχυρισµό του θεωρήµατος που χρησιµοποιήσαµε, που αφορά 
το σύνολο της επιλύουσας.                                                                               □  

Θεώρηµα 2.2.9ε. 
1

( )
1

k
kk k A

A A
k Aε ε ε

ε
λ λ

ε

−

∈Λ ⇒ ≥ −
−

 για όλα τα k  τέτοια 

ώστε k Aε < .  

Απόδειξη. Επιλέξτε E  τέτοιο ώστε E ε≤  και λ ( )A E
ε
∈Λ + . Τότε  

( ) λ
kk

A E
ε

+ ≥ , το οποίο συνεπάγεται 

 

  
1 22

λ
2

k k kk k
A k A A

ε
ε ε

− − 
≥ − − − 

 
…  

           ( ) ( )( )1 22
λ 1

k k
k A k A k A

ε
ε ε ε

−

≥ − + + +… .      

 
Υπό την προϋπόθεση ότι k Aε < , η σειρά στην τελευταία εξίσωση 

συγκλίνει, δίνοντας 
 

  
1

λ
1

k
kk k A

A
k Aε

ε

ε

−

≥ −

−

. 

 
Τα θεωρήµατα 2.2.8 και 2.2.8ε έχουν ακριβή ανάλογα για συνεχή χρόνο.     □  
 
Θεώρηµα 2.2.10. 

λ ( ) 0max Reλ 0 sup tA
A t e

∈Λ >
> ⇒ = ∞ . 

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι ίδια µε του Θεωρήµατος 2.2.11ε µε τη χρήση του 
µετασχηµατισµού Laplace (ολοκλήρωµα) για τυχαίο 1C >  και 0ε = . 
 
Θεώρηµα 2.2.10ε. 

λ ( ) 0max Reλ sup tA
A tC e C

ε ε
ε

ε
∈Λ >

> ⇒ > . 

Απόδειξη. Όπως είναι στην απόδειξη του Θεωρήµατος 2.2.9ε, το συµπέρασµα 
είναι άµεσο αν 1C <  ή αν 

λ ( )max Reλ 0A∈Λ
> , οπότε υποθέτουµε ότι 1C ≥  

και 
λ ( )max Reλ 0A∈Λ

≤  και χρησιµοποιούµε τον ταυτοτικό µετασχηµατισµό 

Laplace 
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    ( )
1

0

zt tAzI A e e dt
∞

−
−

− = ∫ , 

 
που ισχύει για Re 0z > . Υποστηρίζοντας πάλι το αντίστροφο, παρατηρούµε 

ότι αν tAe C≤  για όλα τα 0t > , τότε ( )
1

RezI A C z
−

− ≤  για z  µε 

Re 0z > , συνεπάγεται ότι το ( )A
ε

Λ  περιέχεται στο ηµιεπίπεδο που ορίζεται 

από Rez Cε≤ .           □  
      
     Το επόµενό µας αποτέλεσµα είναι µια ψευδοφασµατική γενίκευση του 
θεωρήµατος του Gerschgorin, το οποίο πιστεύουµε ότι είναι νέο. Συνεπάγεται 
ότι αν ο Λ ( )A

ε
 περιέχει σηµεία αποµακρυσµένα από τον Λ( )A  για επαρκώς 

µικρά ε , τότε τα όρια που δίνονται από το θεώρηµα του Gerschgorin θα είναι 
πιο έντονα περιγραφικά για τα ψευδοφάσµατα παρά για το φάσµα. 
Συνδέοντας αυτό µε τα Θεωρήµατα 8ε και 9ε, διαπιστώνει κανείς ότι οι 
εκτιµήσεις των ιδιοτιµών από τον Gerschgorin µπορεί κάποιες φορές να 
οδηγήσουν σε πιο ακριβείς προβλέψεις παροδικής συµπεριφοράς των 
επαναληπτικών µεθόδων πινάκων απ’ότι θα συνέβαινε µε τις ακριβείς 
ιδιοτιµές. Αυτό το περίεργο φαινόµενο είναι πρακτικής σηµασίας, καθότι 
διαφωτίζει το πώς οι επαναληπτικές µέθοδοι όπως η GMRES µπορεί κάποιες 
φορές να συγκλίνει αβίαστα ακόµα και όταν οι σχετικές τιµές Ritz ή οι 
αρµονικές τιµές Ritz είναι µακριά από τις ακριβείς εκτιµήσεις των ιδιοτιµών. 

Για αυτά τα θεωρήµατα, ορίζονται j jjd a=  και j jkk j
r a

≠

=∑ , και για κάθε 

µιγαδικό αριθµό z  και πραγµατικό αριθµό 0r ≥ , ο ( , )D z r  δηλώνει τον 
κλειστό δίσκο του z  µε ακτίνα r . 
 
Θεώρηµα 2.2.11. ( ) ( , )j jj

A D d rΛ ⊆∪ . (δηλαδή κάθε ιδιοτιµή του A  ανήκει 

τουλάχιστον σε ένα από τους δίσκους Gerschgorin ( , )j jD d r . 

Απόδειξη. Έστω λ  µια ιδιοτιµή του A  και έστω ( )x x j=  το αντίστοιχο 

ιδιοδιάνυσµα. Επιλέγουµε { }1, ,i n∈ …  έτσι ώστε maxi j jx x= . (∆ηλαδή, 

επιλέγουµε i  έτσι ώστε το ix  είναι ο µεγαλύτερος (κατά απόλυτη τιµή) 

αριθµός στο διάνυσµα x .) Τότε 0ix > , αλλιώς 0x = . Επειδή το x  είναι ένα  

ιδιοδιάνυσµα, Ax xλ= , και έτσι 

ij j i
j

a x xλ=∑   { }1, ,i n∀ ∈ … . 

∆ιασπώντας το άθροισµα, παίρνουµε 
   
  .ij j i ii i

j i

a x x a xλ

≠

= −∑      

∆ιαιρούµε κατά µέλη µε ix  (επιλέγοντας το i  όπως αναφέραµε, είναι βέβαιο 

ότι 0ix ≠ ) και παίρνουµε την απόλυτη τιµή έτσι ώστε 

| | | |
ij j

j i ij j
ii ij i

j i j ii i

a x
a x

a a r
x x

λ
≠

≠ ≠

− = ≤ ≤ =

∑
∑ ∑  
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 όπου η τελευταία ανισότητα ισχύει επειδή 1 για .j

i

x
j i

x
≤ ≠                             □    

 

Θεώρηµα 2.2.11ε. ( ) ( , )j jj
A D d r N

ε
εΛ ⊆ +∪ .  

Απόδειξη. Εφαρµόζοντας το θεώρηµα του Gerschgorin στον A E+  µε E ε≤  

παράγει έγκλειστους δίσκους κέντρου j jjd e+  µε ακτίνα 

jk jk j jkk j k j
a e r e

≠ ≠

+ ≤ +∑ ∑ . Κάθε τέτοιος δίσκος περιέχεται στον δίσκο 

που έχει κέντρο στο jd  µε ακτίνα 
1

N

j jk j jk
r e r E

= ∞

+ = +∑ , όπου jE  

υποδηλώνουν πίνακα ίσο µε E  στην j -οστή γραµµή και µηδέν αλλού. Ο 

όρος Nε  προέρχεται από την ανισότητα 
22j jE N E N E

∞

≤ ≤ .      □  

 

     Το θεώρηµα φασµατικής απεικόνισης είναι ένα στολίδι στην κορυφή των 
θεωρηµάτων ιδιοτιµών˙ είναι θεωρητικά ελκυστική και πρακτικά σχετική, 
διαµορφώνοντας τη βάση για τεχνικές λογικού µετασχηµατισµού για τον 
υπολογισµό ιδιοτιµών. Το αριθµητικό εύρος υπακούει ένα παρόµοιο, παρότι 
µονόπλευρο, θεώρηµα απεικόνισης. Τα Θεωρήµατα 2.2.13 και 2.2.13ε 
υποδηλώνουν ότι ένα παραπλήσιο αποτέλεσµα µπορεί να σταθεί για τα 
ψευδοφάσµατα. Το επόµενό µας θεώρηµα είναι ένα συγκρατηµένο βήµα προς 
αυτή την κατεύθυνση, ένα θεώρηµα απεικόνισης για γραµµικούς 
µετασχηµατισµούς. 
 
Θεώρηµα 2.2.12. ( ) ( )  ,I A Aα β α β για α βΛ + = + Λ ∈ℂ . 
Απόδειξη. Από ιδιότητα γραµµικών µετασχηµατισµών προκύπτει το 
παραπάνω αποτέλεσµα.                                                                                    □  
 
Θεώρηµα 2.2.12ε. ( ) ( )  ,I A A

εε β
α β α β για α βΛ + = + Λ ∈ℂ . 

Απόδειξη. Το αποτέλεσµα είναι τετριµµένο όταν 0β =  ή 0ε = . Υποθέτουµε  
ότι 0β ≠  και 0ε > . Από τον Ορισµό 2.1.1.i του ψευδοφάσµατος, έχουµε ότι 

( )z I A
ε β

α β∈Λ +  αν και µόνο αν  

 ( )
1

11 1
( ) ,

z
zI I A I A

α
α β

ε β β β

−

−  −
≤ − + = − 

 
 

( )( ) ( )( )
11 1 .zI I A z Aβ α β β α

−−

−

− + = − −  

ή ισοδύναµα, αν και µόνο αν ( ) /  ( ).z A A
ε

β− ∈Λ       □  

 
Για τα Θεωρήµατα 13 και 14, ας υποθέσουµε ότι ο V  είναι ένας N k×  
ορθογώνιος πίνακας µε ορθοκανονικές στήλες για k N≤ , όπως θα έχουν 
προκύψει από την Arnoldi ή υποδιαστηµική επανάληψη, και ότι ο H  είναι 
k k×  τετραγωνικός πίνακας. Στην επανάληψη Arnoldi, ο H  θα είχε τη µορφή 
Hessenberg αλλά αυτό δεν είναι απαραίτητο γι’αυτά τα θεωρήµατα. Πρώτον, 
υποθέτουµε ότι οι στήλες του V  παράγουν ένα αµετάβλητο υπόχωρο του A . 
Το προκύπτον αποτέλεσµα διαµορφώνει τη βάση για αλγόριθµους που 
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υπολογίζουν ψευδοφάσµατα προβάλλοντας τον A  σε έναν προσεκτικά 
επιλεγµένο αµετάβλητο υπόχωρο. 
 
Θεώρηµα 2.2.13. ( ) ( )AV VH H A= ⇒ Λ ⊆ Λ . 

Απόδειξη. Έστω 0λ  µια ιδιοτιµή του πίνακα H  και 0x  το αντίστοιχο 

ιδιοδιάνυσµα. Έχουµε 0 0 0 0 0.VH AV VHx AVx V x AVxλ= ⇒ = ⇒ =  Άρα 

0 0 0( ) ( )Vx A Vxλ = , όπου 0 0Vx ≠ . Άρα 0 ( )Aλ ∈Λ .                                           □  

 
Θεώρηµα 2.2.13ε. ( ) ( )AV VH H A

ε ε
= ⇒ Λ ⊆ Λ . 

Απόδειξη. Αν Hu zu ε− ≤  για Nu∈ℂ  µε  1u = , τότε και VHu Vzu ε− ≤ , 

και αυτό συνεπάγεται AVu zVu ε− ≤ .         □  

 
     Οι πρακτικοί αλγόριθµοι όπως η έµµεση µέθοδος Arnoldi ή η 
υποδιαστηµική επανάληψη, µπορεί να µην παράγουν εύκολα µια ακριβή βάση 
για τον αναλλοίωτο υπόχωρο. Αντιθέτως, οι στήλες του V  διαµορφώνουν µια 
ορθοκανονική βάση για κάποιον κατά προσέγγιση αναλλοίωτο υπόχωρο του 
A . Ας υποθέσουµε ότι ο H  δηλώνει το γενικευµένο πηλίκο Rayleigh που 
σχηµατίζει αυτή η βάση, H V AV∗

≡ . Με αυτή την παρατήρηση, το Θεώρηµα 
14 ιδιοτιµών έχει µια εναλλακτική, πιο πρακτική ψευδοφασµατική γενίκευση. 
Αυτό το θεώρηµα είναι ένα θεµελιώδες αποτέλεσµα στη θεωρία διαταραχών 
αναλλοίωτων υποχώρων. 
 
Θεώρηµα 2.2.14. ( ) ( )AV VH H A= ⇒ Λ ⊆ Λ . 
Απόδειξη. Βλ. απόδειξη Θεωρήµατος 2.2.14.  
 
Θεώρηµα 2.2.14ε. ( ) ( )  AV VH R H A R

ε
για ε= + ⇒ Λ ⊆ Λ = . 

Απόδειξη. Θεωρούµε τον τετραγωνικό πίνακα E RV ∗

= − . Τότε 
( )A E V AV R VH+ = − = , οπότε από το Θεώρηµα 2.2.14, οι ιδιοτιµές του H  
είναι ιδιοτιµές του A E+  και ως εκ τούτου οι ε -ψευδο-ιδιοτιµές του A  για 

RV Rε
∗

= − = . 

     Για µια Arnoldi παραγοντοποίηση µε k  βασικά διανύσµατα, n kV ×

∈ℂ , το 

Θεώρηµα 14ε περιορίζεται σε ένα γνωστό αποτέλεσµα: 1,k kR hε
+

= = , όπου 

1,k kh
+

 είναι το ( 1, )k k+  στοιχείο στον διευρυµένο άνω πίνακα Hessenberg.□       
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΣΧΕ∆ΙΑΣΗ ΨΕΥ∆ΟΦΑΣΜΑΤΟΣ 
 
Από τον Ορισµό 2.1.1 το σύνορο του ( )A

ε
Λ  ταυτίζεται σχεδόν µε το σύνολο 

{ }1 1: ( )z zI A ε
− −

∈ − =ℂ  ή ισοδύναµα { }min: ( )z zI Aσ ε∈ − =ℂ . Άρα, ο 

υπολογισµός συνόρου του ( )A
ε

Λ  περιορίζεται στον καθορισµό της καµπύλης 

στο µιγαδικό επίπεδο που ορίζεται εµµέσως από την ( )g z ε= , όπου 

min( ) ( )g z zI Aσ= − . ∆ύο τυπικές τεχνικές για την αντιµετώπιση τέτοιων 

προβληµάτων είναι ο Αλγόριθµος ∆ιαµέρισης ∆εδοµένου Χωρίου και ο 
Αλγόριθµος Ιχνηλάτισης Συνόρου µε τη χρήση του σχήµατος πρόβλεψης-
διόρθωσης.   
 
3.1 Αλγόριθµος ∆ιαµέρισης ∆εδοµένου Χωρίου 
 
     Η πιο «πρωτόγονη» µεθοδολογία (βασισµένη στην απλή εφαρµογή του 
ορισµού) που θα µπορούσε κανείς να χρησιµοποιήσει για το σχεδιασµό του 
ψευδοφάσµατος ενός πίνακα A  είναι ο ορισµός ενός κατάλληλου χωρίου που 
περιέχει ολόκληρο ή µέρος του ( )A

ε
Λ  και ο υπολογισµός της ποσότητας 

min ( )zI Aσ −  πάνω στα σηµεία µιας διαµέρισης αυτού. Έπειτα, ο σχεδιασµός 

της καµπύλης min( ) ( )g z zI Aσ ε= − =  είναι άµεσος, µε την αντίστοιχη εντολή 

του Matlab.   
     Ο Αλγόριθµος ∆ιαµέρισης ∆εδοµένου Χωρίου µπορεί να σκιαγραφηθεί ως 
εξής: 
 
INPUT: n nA ×

∈ℂ , epsilons 
  xrange: αριστερό όριο x-άξονα, δεξί όριο x-άξονα  
             yrange: κάτω όριο y-άξονα, άνω όριο y-άξονα  
             hx:  µήκος πλέγµατος για τον x-άξονα        
  hy:  µήκος πλέγµατος για τον y-άξονα 

 
ΒΗΜΑ 0: Κατασκευή πλέγµατος. 
 n1 = ((xrange(2)-xrange(1))/hx)   

n2 = ((yrange(2)-yrange(1))/hy)   
ΒΗΜΑ 1:  Εύρεση ελάχιστης ιδιαζουσας τιµής σε κάθε σηµείο διαµέρισης. 
 x= xrange(1):hx:xrange(2)  (εύρεση x-συντεταγµένης σηµείου) 
 y = yrange(1):hy:yrange(2)  (εύρεση y-συντεταγµένης σηµείου)   

Εφαρµόζουµε την SVD στο σηµείο  mu=x+(y*i)  και βρίσκουµε την 
ελάχιστη ιδιάζουσα τιµή. 

 ΒΗΜΑ 2: Κατασκευή διαγράµµατος των ελάχιστων ιδιαζουσών τιµών. 
 ΒΗΜΑ 3: Υπολογισµός και γράφηµα φάσµατος. 

 
Το παρακάτω m-file υλοποιεί τον Αλγόριθµο ∆ιαµέρισης ∆εδοµένου Χωρίου. 
 
function c = psegridA(A,epsilons,xrange,yrange,hx,hy) 
% PSEGRID(A,epsilon,xrange,yrange,hx,hy) estimates the spectrum and,  
% for several epsilons, the boundaries of the epsilon-pseudospectra of 
% a square matrix A. 
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% (Note that the command tic-toc prints the execution time.) 
% INPUT:  Α is the matrix, epsilons 
% xrange:    left bound on x-axis, right bound on x-axis    
% yrange:  lower bound on y-axis, upper bound on y-axis     
% hx:    length of the grid for the x-axis,  
% hy:     length of the grid for the y-axis. 
% 
% OUTPUT:  c = contour plot points   
        
 
figure, hold on, tic  
% Detaching the epsilons (e1>=...>=eN) 
epsilons = detach(epsilons);  
N = length(epsilons);  
eps = epsilons(N);    % the minimum epsilon 
[t,d] = size(A); 
% Constructing the grid 
n1 = round((xrange(2)-xrange(1))/hx);   
n2 = round((yrange(2)-yrange(1))/hy);   
% Setting initial values on the grid 
Z = zeros(n1+1,n2+1);   
Iterations = 0; expoints = 0; inpoints = 0; 
% Main part of the program 
for x = xrange(1):hx:xrange(2) 
I = round(((x-xrange(1))/hx)+1); 
for y = yrange(1):hy:yrange(2) 
J = round(((y-yrange(1))/hy)+1); 
mu = x+(y*i); 
Z(I,J) = min(svd(mu*eye(d,d)-A)); 
Iterations = Iterations+1; 
Y(J) = yrange(1)+(J-1)*hy; 
end  % for 
X(I) = xrange(1)+(I-1)*hx; 
end  % for 
% Giving the number of iterations and plotting the figure 
number_of_total_grid_points=(n1+1)*(n2+1) 
number_of_iterations=Iterations 
hold on 
for j = 1:N 
ZZ = Z-epsilons(j)*ones(size(Z)); 
contour(X,Y,ZZ',[0 0],'b') 
end  % for 
axis([xrange(1),xrange(2),yrange(1),yrange(2)]) 
xlabel('Real  Axis') 
ylabel('Imaginary  Axis') 
% Computing the eigenvalues 
eigen = eig(A); 
plot(real(eigen),imag(eigen),'r+') 
hold off, toc 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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function D = detach(V) 
N = length(V); 
for i = 1:N-1 
for j = 1:N-1 
if   V(j)<V(j+1) 
temp = V(j); 
V(j) = V(j+1); 
V(j+1) = temp; 
end  % if 
end  % for 
end  % for 
D = V; 
 
 
Παράδειγµα 1 
 
Ορίζουµε τον πίνακα: 
 

    

2 1 1

0 2 2

0 0 3

A

 
 =  
  

. 

 
     Καλούµε τη συνάρτηση psegridA µε εύρος τιµών στον άξονα x το [0,5], 
στον άξονα y το [ 2,2]−  και τα µήκη του πλέγµατος τα 0,01 και 0,01 στους 
άξονες x και y. Επιπλέον, θέτουµε σε πρώτη φάση 0.2,  1ε =  για να βρούµε 
τα αντίστοιχα ψευδοφάσµατα του πίνακα A . 
 
>> c=psegridA(A,[0.2,1],[-2,4],[-2,2],0.01,0.01) 
 
Η psegridA για τα δεδοµένα µας απέδωσε  241001 σηµεία σε 241001 
επαναλήψεις ενώ ο χρόνος που παρήλθε είναι 6.293793 δευτερόλεπτα. 
Ακολουθεί το γράφηµα για τα 0.2-ψευδοφάσµα και 1-ψευδοφάσµα του A  
καθώς και το φάσµα του. 
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Εικόνα 1: Ψευδοφάσµατα πίνακα A  για 0.2,  1ε = .  
 
 
Στη συνέχεια εκµεταλλευόµαστε τη δυνατότητα που µας δίνεται από τη 
µέθοδο και εφαρµόζουµε την psegridA για πολλά ε . Με τον τρόπο αυτό 
παρέχεται µια πιο ολοκληρωµένη εικόνα για τα ψευδοφάσµατα του A  καθώς 
και για την µεταξύ τους αλληλεπίδραση.  
 
 >> c=psegridA(A,[0.01,0.05,0.1,0.2,0.5,0.7,1],[0,5],[-2,2],0.01,0.01) 
 
Η εκτέλεση της εντολής αυτής δίνει 200901 σηµεία πάνω στο πλέγµα σε 
200901 επαναλήψεις οι οποίες ολοκληρώνονται σε χρόνο 3.813547 
δευτερόλεπτα  καθώς και το γράφηµα του ψευδοφάσµατος του πίνακα A  για 
τα ε  που ορίσαµε. 
 

 
Εικόνα 2: Ψευδοφάσµατα πίνακα A  για 0.01,  0.05,  0.1,  0.2,  0.5,  0.7,  1.ε =  
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Αν καλέσουµε τη psegridA για 0.5hx hy= = , ο αλγόριθµος εκτελείται σε 99 
επαναλήψεις και χρόνο 0.074924 δευτερόλεπτα και το γράφηµα που 
προκύπτει, δίνει µε λιγότερη ακρίβεια, σε σχέση µε το προηγούµενο, τα 
ψευδοφάσµατα του πίνακα για τα δεδοµένα ε .  
  
>> c=psegridA(A,[0.01,0.05,0.1,0.2,0.5,0.7,1],[0,5],[-2,2],0.5,0.5) 
 

 
Εικόνα 3: Ψευδοφάσµατα πίνακα A  για 0.01,  0.05,  0.1,  0.2,  0.5,  0.7,  1ε =  
και 0.5hx hy= = . Το γράφηµα χάνει τη καµπυλότητά του.  
 
 
Παράδειγµα 2 
    
     Ορίζουµε τον επόµενο πίνακα µε τη βοήθεια της εντολής του Matlab 
rand(n) η οποία επιστρέφει ένα n n×  τυχαίο πίνακα. Εκτελώντας την εντολή 
για 5n =  προκύπτει ο πίνακας που ακολουθεί: 
 
   

 

0.2760 0.4984  0.7513 0.9593  0.8407

0.6797  0.9597  0.2551 0.5472 0.2543

 0.6551 0.3404 0.5060 0.1386  0.8143

 0.1626  0.5853 0.6991  0.1493  0.2435

 0.1190 0.2238 0.8909 0.2575  0.9293

A

 
 
 
 =
 
 
  

. 

 
Στη συνέχεια καλούµε τη psegridA µε διαστάσεις πλέγµατος 0.005 0.005× . 
 
>> c=psegridA(A,[0.1,0.2,0.3,0.5,0.7, 1],[-2,4],[-2,2],0.005,0.005) 
 
Η εκτέλεση διαρκεί 26.344032 δευτερόλεπτα, χρόνος που δικαιολογείται από 
τον αριθµό των επαναλήψεων της µεθόδου και των σηµείων του πλέγµατος. 
(962001 επαναλήψεις και 962001 σηµεία) Τα ψευδοφάσµατα του πίνακα 
απεικονίζονται στο γράφηµα που ακολουθεί. 
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Εικόνα 4: Ψευδοφάσµατα πίνακα A  για 0.1,  0.2,  0.3,  0.5,  0.7,  1ε = . 
 
 
     Η σηµασία των διαστάσεων του πλέγµατος αποδεικνύεται από την 
ακόλουθη εικόνα η οποία δείχνει το γράφηµα του ψευδοφάσµατος για 

0.5hx hy= = . Παρατηρούµε ότι όσο µεγαλώνει το h, έχοντας κρατήσει όλες 
τις υπόλοιπες παραµέτρους σταθερές, τόσο µικραίνει η ευκρίνεια των 
καµπυλών. Εκτελούµε τη psegridA για τις νέες διαστάσεις. 
 
>> c=psegridA(A,[0.1,0.2,0.3,0.5,0.7, 1],[-2,4],[-2,2],0.5,0.5) 
 
Η διαδικασία ολοκληρώθηκε σε 0.069805 δευτερόλεπτα και 117 επαναλήψεις. 
 

 
Εικόνα 5: Ψευδοφάσµατα πίνακα A  για 0.5hx hy= = . 
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3.2 Αλγόριθµος Ιχνηλάτισης Συνόρου 
 
Πριν διατυπώσουµε τον αλγόριθµο θα παρουσιάσουµε ένα πόρισµα που είναι 
καθοριστικό για την κατανόηση της µεθόδου. Προσδιορίζουµε το µιγαδικό 
επίπεδο ℂ  µε 2

ℝ  και χρησιµοποιούµε τους συµβολισµούς 
( ) ( ) ( , )g z g x iy g x y= + = . Η συνάρτηση ( )g z  είναι πραγµατική και µη 

αρνητική˙ οι ρίζες του g  είναι οι ιδιοτιµές του A . 
 
Πόρισµα 3.1.1. Έστω \ ( )x iy A+ ∈ Λℂ . Τότε ( , )g x y  είναι πραγµατική 

αναλυτική σε µια γειτονιά του ( , )x y , αν min (( ) )x iy I Aσ + −  είναι µια απλή 

ιδιάζουσα τιµή. Για την κλίση του ( , )g x y  ισχύει 

  * * *
min min min min min min( , ) (Re( ), Im( ))g x y v u v u v u∇ = = ,           (3.1) 

όπου minu  και minv  δηλώνουν αντίστοιχα τα αριστερά και δεξιά ιδιάζοντα 

διανύσµατα που σχετίζονται µε τη min( , )g x y σ= . 

 
     Τώρα θα προχωρήσουµε στη µέθοδο ιχνηλάτισης καµπύλης. Για την 
εφαρµογή µιας µεθόδου συνέχισης στον υπολογισµό της εµµέσως δοθείσης 
καµπύλης ( )g z ε= , πρώτα προσδιορίζεται ένα απλό σηµείο 1z  σ’αυτήν την 

καµπύλη. Έπειτα, µε το 1z  ως σηµείο εκκίνησης ακολουθούµε την επιθυµητή 

καµπύλη µε ένα απλό σχήµα πρόβλεψης-διόρθωσης. Ο αλγόριθµος µπορεί να 
σκιαγραφηθεί όπως ακολουθεί: 
     Βήµα 0: Υπολογισµός ενός πρώτου σηµείου 1z  πάνω στη ( )A

ε
∂Λ . 

     Για 2,3,k = …  

Βήµα 1: Προσδιορισµός µιας διεύθυνσης kr ∈ℂ , 1kr =  και ένα µήκος 

  βήµατος kτ  και υπολογισµός της πρόβλεψης 1k k k kz z rτ
−

= +ɶ . 

Βήµα 2: ∆ιόρθωση του kzɶ  στην διεύθυνση του kd ∈ℂ , 1kd = , 

  θέτοντας k k k kz z dθ= +ɶ  µε κατάλληλο kθ .  

 
Πριν περιγράψουµε τα διαφορετικά βήµατα µε λεπτοµέρεια, εστιάζουµε στο 
κύριο των δύο βηµάτων 0 και 2. Εκεί, το κεντρικό συστατικό είναι η 
εφαρµογή της µεθόδου Newton για να γίνουν µη γραµµικές εξισώσεις µιας 
µεταβλητής του τύπου ( ) 0h θ = , όπου ( ) ( )h g dθ λ θ ε= + −  µε ,dλ ∈ℂ , 

1d = . Με άλλα λόγια, ψάχνουµε για µια λύση του ( )g z ε=  κατά µήκος της 

ευθείας { }:dλ θ θ+ ∈ℝ  στο µιγαδικό επίπεδο. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, 

µπορούµε να υποθέσουµε ότι η αρχική τιµή είναι 0 0θ = ˙ Επιπλέον 

υποθέτουµε ότι η g  είναι διαφορίσιµη στο λ  και *
min min( ) 0g v uλ∇ = ≠ . Η 

πρώτη επανάληψη 1θ  ορίζεται τότε  

 

0
1 0

0

( ) ( )

( ) (0)

h g

h h

θ λ ε
θ θ

θ

−
= − = −

′ ′
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Επειδή από την εξίσωση (3.1) min( )g λ σ=  και *
min min(0) / Re( )h g d dv u′ = ∂ ∂ = , 

όπου minu  και minv  είναι τα ελάχιστα ιδιάζοντα διανύσµατα του I Aλ − , 

βρίσκουµε 
 

  min
1 *

min minRe( )dv u

σ ε
θ

−

= − ,                 

 
που αντιστοιχεί στο σηµείο 
       

             min
1 1 *

min minRe( )
z d d

dv u

σ ε
λ θ λ

−
= + = − .            (3.2) 

 
Από την τελευταία εξίσωση βλέπουµε ότι η απαίτηση 1d =  εγκαταλείπεται 

και ως εκ τούτου, δεν χρειάζεται να επιβληθεί. Στην ειδική περίπτωση 
*
min min( )d g v uλ= ∇ = , δηλαδή η κατεύθυνση της πιο απότοµης κλίσης στο 

σηµείο λ , η (3.2) απλοποιείται σε 
 

    *min min
1 min min2 **

min minmin min

z v u
u vv u

σ ε σ ε
λ λ

− −

= − = − .            (3.3) 

Τώρα είµαστε έτοιµοι να περιγράψουµε την εφαρµογή των διαφόρων 
βηµάτων του αλγορίθµου ιχνηλάτισης καµπύλης. Στο Βήµα 0 πρέπει να 
ψάξουµε για ένα αυθαίρετο σηµείο 1z  στο ( )A

ε
∂Λ . Για το σκοπό αυτό 

λύνουµε τη µη γραµµική µονοµεταβλητή εξίσωση 1( ) 0h θ = , όπου  

1 0 0( ) ( )h g dθ λ θ ε= + −  και 0λ ∈ℂ , 0 1d =  επιλεγµένο µε τέτοιο τρόπο ώστε 

η λύση του προβλήµατος να υπάρχει δηλαδή πρέπει να προσδιορίσουµε µια 
ευθεία { }0 0 :dλ θ θ+ ∈ℝ  στο µιγαδικό επίπεδο που να τέµνει τη συνοριακή 

καµπύλη 
ε

∂Λ . Για παράδειγµα, αν 0 ( )A
ε

λ ∈Λ , τότε η κατεύθυνση 0d  µπορεί 

να επιλεγεί αυθαίρετα (σηµειώνουµε ότι οι ιδιοτιµές του A  δεν χρειάζεται να 
είναι γνωστές, όµως κάποιες φορές υποσύνολα του 

ε
Λ  µπορούν να 

υπολογιστούν πιο εύκολα ακόµα και για πολύ µεγάλους πίνακες. Για την 
επίλυση της µη γραµµικής εξίσωσης 1( ) 0h θ =  εφαρµόζουµε τη µέθοδο 

Newton όπως περιγράφηκε παραπάνω. 
     Ο κύριος σκοπός µας είναι να υπολογίσουµε µόνο µια ιδιάζουσα τριπλέτα 

min min min( , , )u vσ  ανά σηµείο καµπύλης kz , 2k ≥ . Επειδή το βήµα της 

διόρθωσης απαιτεί πληροφορίες για το σφάλµα σχετικά µε το σηµείο 
πρόβλεψης kzɶ , αυτός ο υπολογισµός πραγµατοποιείται στο kzɶ . 

     Για διευκόλυνση, περιγράφουµε πρώτα το βήµα της διόρθωσης. Ας 
υποθέσουµε ότι έχουµε ήδη υπολογίσει τη τιµή πρόβλεψης kzɶ . Το βήµα της 

διόρθωσης αποτελείται από ένα βήµα Newton ως προς την εξίσωση 
( ) 0kh θ = , όπου ( ) ( )k k kh g z dθ θ ε= + −ɶ  µε µια κατάλληλη κατεύθυνση kd  

και αρχική τιµή 0θ =  στην επανάληψη Newton. Λαµβάνοντας τα παραπάνω 
υπόψην, µπορούµε να εκφράσουµε, µε τον τύπο (3.2), τη διόρθωση kz  µε 
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βάση τη µικρότερη ιδιάζουσα τιµή του kz I A−ɶ  και τα αντίστοιχα ιδιάζοντα 

διανύσµατα. Μια φυσική επιλογή για το kd  είναι η κατεύθυνση της πιο 

απότοµης κλίσης˙ έτσι η διορθωµένη τιµή kz  µπορεί να υπολογιστεί άµεσα 

από τη (3.3) παρέχοντας τη µεγαλύτερη δυνατή αριθµητική σταθερότητα για 
την ανανέωση Newton. 
     Η πιο προφανής επιλογή για το kr  θα ήταν η κατεύθυνση που είναι 

εφαπτοµενικά στην επίπεδη καµπύλη του g  στο σηµείο 1kz
−

, δηλαδή η 

κατεύθυνση κάθετη στην κλίση. Ωστόσο, αυτός ο πρόσθετος υπολογισµός του 

1( )kg z
−

∇  σχεδόν θα διπλασίαζε την υπολογιστική δουλειά στον αλγόριθµο. 

Για την αποφυγή αυτού, θέτουµε το kr  να είναι ορθογώνιο στην κλίση του g  

στο 1kz
−

ɶ , το οποίο θα επιτευχθεί θέτοντας 1 1( ) / ( )k k kr i g z g z
− −

= ∇ ∇ɶ ɶ .  

     Τα διαφορετικά συστατικά µπορούν να συνδυαστούν τώρα σε έναν 
ολοκληρωµένο αλγόριθµο. 
INPUT: n nA ×

∈ℂ , 0ε >  
  K : αριθµός σηµείων που θα προσδιοριστούν στην ( )A

ε
∂Λ  

             0λ : ε -ψευδοϊδιοτιµή του A  

           0 0,  1d d = : διεύθυνση για το πρώτο σηµείο 

  tol : σχετική ακρίβεια του πρώτου σηµείου 
 
ΒΗΜΑ 0: Υπολογισµός του πρώτου σηµείου 1z  

0 1 0 0 0,    newz dθ ε λ θ= = +  

while 1( )newg z tolε ε− >  

 
• 1 1

old newz z=  

• Υπολογισµός ιδιάζουσας τριπλέτας ( )min min min, ,u vσ  για 

1
oldz I A−  

• Υπολογισµός της επόµενης Newton επανάληψης 1
newz  

σύµφωνα µε την εξίσωση (3.2) 
endwhile 

1 1
newz z=  

 
για 2,3, ,k K= …  
 
ΒΗΜΑ 1: Πρόβλεψη 

• * *
min min min minkr iv u v u=  

• Προσδιορισµός µήκους βήµατος kτ  

• 1k k k kz z rτ
−

= +ɶ  

ΒΗΜΑ 2: ∆ιόρθωση 
• Υπολογισµός ιδιάζουσας τριπλέτας ( )min min min, ,u vσ  για 

kz I A−ɶ  
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• Υπολογισµός του διορθωµένου σηµείου kz  σύµφωνα µε την 

εξίσωση (3.3) 
endfor 
 
     Αντί να καθοριστεί το K για την ακολουθία ( )kz , είναι δυνατό να 

εφαρµοστεί ένα κριτήριο τερµατισµού για να διευκρινιστεί αν η 
υπολογισθείσα καµπύλη έχει φτάσει στο αρχικό σηµείο 1z . Για παράδειγµα, 

αν το ψευδοφάσµα ενός πραγµατικού πίνακα αποτελείται από µόνο ένα 
τµήµα, µπορούµε να εκµεταλλευτούµε τη συµµετρία του ( )A

ε
Λ  ως προς τον 

πραγµατικό άξονα και χρειάζεται µόνο να υπολογίσουµε το κοµµάτι της 
καµπύλης µε Im 0z > , που προτείνει µε φυσικό τρόπο ένα κριτήριο 
τερµατισµού.  
     Ένα άλλο ακόµα σηµείο που δεν έχει θικτεί στον αλγόριθµο είναι ο 
υπολογισµός της ιδιάζουσας τριπλέτας ( )min min min, ,u vσ . Για µεγάλους πίνακες 

αυτή η εργασία πρέπει να γίνει µε επαναληπτικές µεθόδους, και στα 
προγράµµατά µας έχουµε εφαρµόσει αντίστροφη επανάληψη στον πίνακα 

( ) ( )*k kz I A z I A− −ɶ ɶ . Λόγω της συνεχούς εξάρτησης των ιδιοδιανυσµάτων 

από την παράµετρο kzɶ  χρησιµοποιούµε το προηγούµενο διάνυσµα minv , που 

αντιστοιχεί στο 1kz
−

ɶ , σαν την αρχική εκτίµηση της αντίστροφης επανάληψης 

ως προς το kzɶ . Σαν αποτέλεσµα, πολύ συχνά απαιτούνται µόνο µία ή δύο 

αντίστροφες επαναλήψεις, αλλά, δυστυχώς, αυτά τα αρχικά διανύσµατα 
µπορεί να προκαλέσουν σηµαντικά προβλήµατα στη γειτονιά των σηµείων 
διακλάδωσης, όπου η g  δεν είναι διαφορίσιµη και τα µονοπάτια των δύο 
µικρότερων ιδιαζουσών τιµών διασταυρώνονται.  
     Τώρα θα θίξουµε εν συντοµία το ζήτηµα του µήκους βήµατος kτ  στη 

διαδικασία συνέχισης. Όσο για τις µεθόδους συνέχισης γενικά, η κατάλληλη 
επιλογή των µεγεθών βήµατος συνιστά ένα από τα πιο κρίσιµα σηµεία του 
αλγορίθµου. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι το µέγεθος του kτ  επηρεάζει την 

ακρίβεια του αλγορίθµου όπως και την ανάλυση και ως εκ τούτου το 
υπολογιστικό κόστος. ∆υστυχώς, δεν είµαστε σε θέση να δώσουµε µια γενική 
αρχή γιατί µια κατάλληλη επιλογή των µεγεθών βήµατος εξαρτάται κυρίως 
από τις γεωµετρικές ιδιότητες της συνοριακής καµπύλης ( )A

ε
∂Λ , οι οποίες 

είναι εκ των προτέρων άγνωστες.  
      
Το παρακάτω m-file υλοποιεί τον Αλγόριθµο Ιχνηλάτισης Συνόρου για 
πίνακες n n×  που περιγράψαµε πιο πάνω: 
 
function [z1,z] = pseudo(A,epsilon,lambda0,d0,tol,K) 
% pseudo  - Curve tracing method for computing pseudospectra 
% of matrix A 
% INPUT:    epsilon>0 
%   A             - matrix nxn 
%   lambda0      - eigenvalue of A 
%   d0           - search direction for the first point 
%   tol           - relative accuracy of the first point 
%   K             - number of points to be determined  
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% STEP 0: Computation of the first point 
figure, hold on, tic 
tk = 10^(-2); 
[n,m] = size(A); 
lambda = lambda0 + (epsilon/10); 
z1new = lambda + (epsilon*d0); 
I = eye(size(A)); 
snew = svd(z1new*I-A); 
snewmin = min(snew); 
soldmin = snewmin; 
while (abs((soldmin - epsilon)/epsilon)) >tol, 
z1old = z1new; 
sold = svd(z1old*I-A); 
soldmin = min(sold); 
[U,~,V] = svd(z1old*I-A); 
umin = U(:,n); 
vmin = V(:,m); 
z1new = z1old - ((soldmin - epsilon)/(real((vmin')*umin))); 
end 
z1 = z1new; 
% STEP 1 & 2: Computation of zk points 
z = zeros(1,K); 
z(1,1) = z1; 
r = (1i*(vmin')*umin)/(abs((vmin')*umin)); 
for k = 2:K 
zpr(k) = z(1,k-1)+tk*r; 
skpr = svd(zpr(k)*I-A); 
skprmin = min(skpr); 
[Upr,~,Vpr] = svd(zpr(k)*I-A); 
ukmin = Upr(:,n); 
vkmin = Vpr(:,m); 
zcor(k) = zpr(k)-((skprmin-epsilon)/((ukmin')*vkmin)); 
z(1,k) = zcor(k); 
r = (1i*(vkmin')*ukmin)/(abs((vkmin')*ukmin)); 
end 
% STEP 3: Plot boundary 
spectrum = eig(A); 
plot(real(spectrum),imag(spectrum),'r+') 
plot(real(z),imag(z),'b.') 
xlabel('Real Axis'); 
ylabel('Imaginary Axis'); 
hold off, toc 
 
Παράδειγµα 1 
 
Ορίζουµε τον πίνακα: 
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1 2 3

0 4 5

0 0 6

A

 
 =  
  

. 

 
Παρατηρούµε ότι ο A  είναι άνω τριγωνικός. Είναι προφανές ότι οι 

ιδιοτιµές του A  είναι οι 1,4,6. Η εύρεση των ιδιοτιµών του υπό µελέτη 
πίνακα είναι απαραίτητη για την εύρεση του αρχικού σηµείου της καµπύλης. 
Εν συνεχεία καλούµε τη συνάρτηση pseudo για την ιδιοτιµή 1, µε 

0.1epsilon = , αρχική διεύθυνση 1 , απαιτούµενη σχετική ακρίβεια του 
πρώτου σηµείου 0.0001 και 100K = . 
 
>> [z1,z] = pseudo(A,0.1,1,1,0.0001,100) 
 
     Η εκτέλεση της παραπάνω εντολής δίνει ως αρχικό σηµείο το z1 = 1.1222 
και ολοκληρώνεται σε χρόνο 0.010939 δευτερόλεπτα. Ακολουθεί το γράφηµα 
όλων των σηµείων και του φάσµατος. 
 

 
Εικόνα 6: Σύνορο περί την ιδιοτιµή 1 για 0.1ε = . 
    
  ∆ιατηρώντας την τιµή του ε , προχωράµε στην εφαρµογή της εντολής 
pseudo δύο φορές ακόµα για τις υπολοιπόµενες ιδιοτιµές. 
 
>> [z1,z] = pseudo(A,0.1,4,1,0.0001,210) 
>> [z1,z] = pseudo(A,0.1,6,1,0.0001,400) 
 
Για την ιδιοτιµή 4 η διαδικασία διαρκεί 0.020410 δευτερόλεπτα µε σηµείο 
εκκίνησης το 1 4.3904z =  ενώ για την 6, 0.034670 δευτερόλεπτα και 
1 6.2790z = . 
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Εικόνα 7: 0.1-Ψευδοφάσµα του πίνακα A . 
 
 
      Χρησιµοποιώντας τώρα την ιδιοτιµή 1, εκτελούµε τη συνάρτηση άλλες 
τρεις φορές για 0.3ε = , 0.5ε =  και 0.7ε =  για 250K = , 400K =  και 

1900K =  σηµεία αντίστοιχα έτσι ώστε να ολοκληρωθούν οι καµπύλες. 
Ακολουθούν τα plots για κάθε περίπτωση ξεχωριστά, καθώς και ένα 
συνδυαστικό για όλα τα ε  που χρησιµοποιήθηκαν. 
 
>> [z1,z] = pseudo(A,0.3,1,1,0.0001,250) 
>> [z1,z] = pseudo(A,0.5,1,1,0.0001,400) 
>> [z1,z] = pseudo(A,0.7,1,1,0.0001,1900) 
 

 
Εικόνα 8: Σύνορο περί την ιδιοτιµή 1 για 0.3ε = . 
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Εικόνα 9: Σύνορο περί την ιδιοτιµή 1 για 0.5ε = . 
 
  
 
 
 
 

 
Εικόνα 10: Σύνορο περί την ιδιοτιµή 1 για 0.7ε = . 
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Εικόνα 11: Σύνορα περί την ιδιοτιµή 1 για 0.1,  0.3,  0.5,  0.7ε = .(από µέσα 
προς τα έξω) 
 
 
     Ο πίνακας που ακολουθεί περιέχει τα αρχικά σηµεία και τους χρόνους 
ολοκλήρωσης των εντολών για κάθε µία από τις παραπάνω περιπτώσεις. 
 

epsilon z1 elapsed time(sec) 
0.1 1.1222 0.010939 
0.3 1.3828 0.023640 
0.5 1.6948 0.034718 
0.7 7.4224 0.148278 

 
 
     Παρακάτω φαίνονται τα ψευδοφάσµατα του πίνακα A  για τα 

0.1,0.3,0.5,0.7ε =  ,τα οποία αυξάνονται αντίστοιχα µε τα σύνορα, καθώς και 
οι εντολές στο Matlab.   
 
>> [z1,z] = pseudo(A,0.1,1,1,0.0001,100) 
>> [z1,z] = pseudo(A,0.3,1,1,0.0001,250) 
>> [z1,z] = pseudo(A,0.5,1,1,0.0001,400) 
>> [z1,z] = pseudo(A,0.7,1,1,0.0001,1900) 
>> [z1,z] = pseudo(A,0.1,4,1,0.0001,250) 
>> [z1,z] = pseudo(A,0.3,4,1,0.0001,910) 
>> [z1,z] = pseudo(A,0.5,4,1,0.0001,2000) 
>> [z1,z] = pseudo(A,0.7,4,1,0.0001,3500) 
>> [z1,z] = pseudo(A,0.1,6,1,0.0001,300) 
>> [z1,z] = pseudo(A,0.3,6,1,0.0001,600) 
>> [z1,z] = pseudo(A,0.5,6,1,0.0001,1000) 
>> [z1,z] = pseudo(A,0.7,6,1,0.0001,3000) 
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Εικόνα 12: Ψευδοφάσµατα του πίνακα A  για 0.1,0.3,0.5,0.7ε = . 
 
 
Στον πίνακα που ακολουθεί φαίνονται αναλυτικά τα δεδοµένα που 
προκύπτουν από την εκτέλεση των εντολών για το ψευδοφάσµα. 
 
 

Ιδιοτιµές z1 elapsed time(sec) 
1 

epsilon 
0.1 
0.3 
0.5 
0.7  

 
 

1.1222 
1.2490 
1.3828 
7.4224  

 
 

0.010939 
0.018857 
0.024697 
0.148278  

4 
epsilon 

0.1 
0.3 
0.5 
0.7  

 
 

4.3904 
3.2248 
7.0922 
7.4224  

 
 

0.128479 
0.073313 
0.154599 
0.269809  

6 
epsilon 

0.1 
0.3 
0.5 
0.7  

 
 

6.2790 
6.7224 
7.0922 
7.4224  

 
 

0.030566 
0.050486 
0.081337 
0.230837  

 
Αν προσθέσουµε δύο ακόµα καµπύλες στο γράφηµα της Εικόνας 12, 
εκτελώντας την pseudo µία φορά ακόµα για την ιδιοτιµή 4 µε 0.2ε =  και για 
την ιδιοτιµή 6 µε 0.65ε =  προκύπτει το γράφηµα της Εικόνας 13 που 
αποτυπώνει σαφώς την σύνδεση των συνόρων γύρω από τις ιδιοτιµές 4 και 6 
µε το σύνορο γύρω από την ιδιοτιµή 1. 
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Εικόνα 13: Αλληλεπίδραση µεταξύ συνόρων. 
 
 
 
Παράδειγµα 2 
 
Ορίζουµε τον πίνακα: 
 

   

1 1 0 0

0 1 0 0

0 0 2 2

0 0 0 2

A
i

i

− 
 
 =
 +
 

+ 

. 

 
Ο πίνακας είναι άνω τριγωνικός εποµένως οι ιδιοτιµές του είναι οι 
1,  1,  2 ,  2 .i i+ +  Καλούµε τη συνάρτηση pseudo για την ιδιοτιµή 1 τρεις 
φορές µε 0.2,  0.5,  1ε = , µε αρχική διεύθυνση 1, απαιτούµενη σχετική 
ακρίβεια 0.0001 και 350,  1000,  2000K =  για το κάθε ε  αντίστοιχα.  
 
>> [z1,z] = pseudo(A,0.2,1,1,0.0001,350) 
>> [z1,z] = pseudo(A,0.5,1,1,0.0001,1000) 
>> [z1,z] = pseudo(A,1,1,1,0.0001,2000) 
 
Στη συνέχεια φαίνεται το γράφηµα και για τα τρία ε . 
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Εικόνα 14: Σύνορα γύρω από την ιδιοτιµή 1 για 0.2,  0.5,  1ε = . 
 
 
Για τα ε-ψευδοφάσµατα του πίνακα A  εκτελούµε τις παρακάτω εντολές 
 
>> [z1,z] = pseudo(A,0.2,1,1,0.0001,350) 
>> [z1,z] = pseudo(A,0.5,1,1,0.0001,1000) 
>> [z1,z] = pseudo(A,1,1,1,0.0001,2000) 
>> [z1,z] = pseudo(A,0.2,2+i,1,0.0001,500) 
>> [z1,z] = pseudo(A,0.5,2+i,1,0.0001,1000) 
>> [z1,z] = pseudo(A,1,2+i,1,0.0001,800) 
 
Το γράφηµα για τα ψευδοφάσµατα του A  είναι το παρακάτω:  
 

 
Εικόνα 15: Τα ε-ψευδοφάσµατα του A . 
 
 
Τα δεδοµένα που προκύπτουν από την εκτέλεση του αλγορίθµου περιέχονται 
στον πίνακα που ακολουθεί:  
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Ιδιοτιµές z1 elapsed time(sec) 

1 
epsilon 

0.2 
0.5 
1  

 
 

1.4899 
0.1340 
3.4142  

 
 

0.038975 
0.083627 
0.152857  

2+i 
epsilon 

0.2 
0.5 
1  

 
 

2.6633+1.0000i 
3.1180+1.0000i 
3.7321+1.0000i  

 
 

0.047168 
0.079766 
0.116800  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΑ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 
  

Στο παρόν κεφάλαιο εφαρµόζουµε τους αλγορίθµους που περιγράψαµε 
προηγουµένως, σε γνωστούς πίνακες µεγάλης διάστασης και καταγράφουµε, 
όπου κρίνεται απαραίτητο, τα αξιοσηµείωτα αποτελέσµατα τα οποία 
προκύπτουν από τις µεθόδους.  

  
 4.1 Πίνακας Kahan 

 
Το επόµενο παράδειγµα που θεωρούµε είναι ο πίνακας Kahan διάστασης 

64n = , ο οποίος δίνεται από  
 

   2 2 2

1

1

,n

n

c c c c

s sc sc sc

K s s c s c

s −

− − − − 
 − − − 
 = − −
 
 
  

⋱ ⋮

 

 
όπου 1 0.1ns −

=  και  2 2 1s c+ = . Για να πάρουµε τον 64K , καλούµε στο Matlab 

την ακόλουθη εντολή 
 
>> A=gallery('kahan' ,64) 
 
          Ο πίνακας 64K  είναι πραγµατικός και ως εκ τούτου τα ψευδοφάσµατά 

του είναι συµµετρικά ως προς τον πραγµατικό άξονα. Στις Εικόνα 17 και 
Εικόνα 18 , απεικονίζονται τα ε-ψευδοφάσµατα του 64K  για 

1 2 3 4  10 ,  10 ,  10 ,  10ε
− − − −

=  όπως υπολογίστηκαν από τις δύο διαφορετικές 
µεθόδους του Κεφαλαίου 3. Τα τµήµατα των ψευδοφασµάτων κάτω από τον 
πραγµατικό άξονα υπολογίστηκαν από την µέθοδο διαµέρισης χωρίου πάνω 
σε οµοιόµορφο πλέγµα, µε πλάτος πλέγµατος 0.05, ενώ στο άνω µισό επίπεδο, 
το σύνορο υπολογίστηκε από τον αλγόριθµο ιχνηλάτισης συνόρου µε µήκος 

βήµατος 1

1
min 0.1,  ( , ( ))

2k kdist z Kτ
−

 
= Λ 

 
. Αυτή η αναπροσαρµοστική 

επιλογή του kτ  εγγυάται µια καλή προσέγγιση για το έντονα καµπύλο µέρος 

του συνόρου που βρίσκεται κοντά στη δεξιότερη ιδιοτιµή. Το πεδίο τιµών στο 

µιγαδικό επίπεδο είναι το ορθογώνιο { }: 1.7 Re 1.3,  Im 1.4 ,z z z∈ − ≤ ≤ ≤ℂ  

από το οποίο είναι ξεκάθαρο ότι η µέθοδος διαµέρισης χωρίου χρειάζεται 
61 29 1,769× =  εκτιµήσεις του min 64( ) ( ).g z zI Kσ= −  Ο υπολογισµός των 

τεσσάρων συνοριακών καµπυλών στο άνω µέρος απαίτησε συνολικά 149 
εκτιµήσεις. 
     Από τις Εικόνα 16 και Εικόνα 17 µπορεί κανείς να δει ότι οι καµπύλες για 

0.001ε =  και  0.0001ε =  διαφέρουν κοντά στο δεξί τέρµα του φάσµατος. 
Αυτό θέτει το ερώτηµα της ακρίβειας µεταξύ των διαφόρων µεθόδων. 
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     Για να εξυπηρετηθεί η ανάγκη αλλαγής του µήκους βήµατος, η pseudo 
τροποποιήθηκε και µετονοµάστηκε pseudo2 της οποίας το m-file 
παρατείθεται στη συνέχεια.  

  
 
function [z1,z] = pseudo2(A,epsilon,lambda,d0,tol,K) 
% pseudo2 - Curve tracing method for computing pseudospectra 
% of matrix A 
% 
% INPUT: e>0 
%   A           - matrix nxn 
%   lambda0     - eigenvalue of A 
%   d0          - search direction for the first point 
%   tol         - relative accuracy of the first point 
%   K           - number of points to be determined  
% STEP 0: Computation of the first point 
 
hold on, tic 
[n,m]=size(A); 
lambda0=lambda+(epsilon/10); 
z1new=lambda0+(epsilon*d0); 
I=eye(size(A)); 
snew=svd(z1new*I-A); 
snewmin= min(snew); 
soldmin=snewmin; 
while (abs((soldmin-epsilon)/epsilon))>tol, 
z1old=z1new; 
sold=svd(z1old*I-A); 
soldmin=min(sold); 
[U,~,V]=svd(z1old*I-A); 
umin=U(:,n); 
vmin=V(:,m); 
z1new=z1old-((soldmin-epsilon)/(real((vmin')*umin))); 
end 
z1=z1new; 
z=zeros(1,K); 
z(1,1)=z1; 
r=(1i*(vmin')*umin)/(abs((vmin')*umin)); 
spectrum=eig(A); 
for k=2:K 
t(k)=min(0.1,(1/2)*norm((z(1,k-1))-spectrum,2)); 
zpr(k)=z(1,k-1)+t(k)*r; 
skpr=svd(zpr(k)*I-A); 
skprmin=min(skpr); 
[Upr,~,Vpr]=svd(zpr(k)*I-A); 
ukmin=Upr(:,n); 
vkmin=Vpr(:,m); 
zcor(k)=zpr(k)-((skprmin-epsilon)/((ukmin')*vkmin)); 
z(1,k)=zcor(k); 
r=(1i*(vkmin')*ukmin)/(abs((vkmin')*ukmin)); 
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end 
plot(real(spectrum),imag(spectrum),'r+') 
ylim([-1.4,1.4]) 
plot(real(z),imag(z),'b.') 
xlabel('Real Axis'); 
ylabel('Imaginary Axis'); 
 
hold off, toc 
 
     Αρχικά εκτελούµε την psegridA για να δούµε ολοκληρωµένα τα ε -
ψευδοφάσµατα του 64K .  

 
>> c=psegridA(A,[0.0001,0.001,0.01,0.1],[-1.7,1.3],[-1.4,1.4],0.05,0.05) 
 
Το ακόλουθο γράφηµα χρειάστηκε 3477 επαναλήψεις σε χρόνο 6.450573 
δευτερόλεπτα για να ολοκληρωθεί. 
 

 
Εικόνα 16: Τα ε -ψευδοφάσµατα του 64K  για 1 2 3 410 ,  10 ,  10 ,  10ε

− − − −=  έτσι 

όπως προέκυψαν από τον αλγόριθµο διαµέρισης χωρίου. 
 
 
Στη συνέχεια κάνουµε το ίδιο χρησιµοποιώντας τη pseudo2 µε όρια [-1.4,1.4] 
στον φανταστικό άξονα και την ιδιοτιµή 1. Εκτελούµε τις παρακάτω εντολές: 
 
>> [z1,z] = pseudo2(A,0.1,1,1,0.0001,82) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,0.01,1,1,0.0001,50) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,0.001,1,1,0.0001,35) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,0.0001,1,1,0.0001,20) 
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Εικόνα 17: Τα ε -ψευδοφάσµατα του 64K  για 1 2 3 410 ,  10 ,  10 ,  10ε

− − − −=  έτσι 

όπως προέκυψαν από τον αλγόριθµο ιχνηλάτισης συνόρου.  
 
    
Στον πίνακα που ακολουθεί παραθέτουµε τα αποτελέσµατα της pseudo2 για 
τον 64K . 

 
epsilon z1 elapsed time(sec) 

0.1 1.1930 0.479654 
0.01 1.0525 0.440255 
0.001 1.0119 0.500219 
0.0001 1.0016 0.223162 

 
     Παρακάτω εκτελούµε τις δύο µεθόδους, τη pseudo2 τροποποιώντας το m-
file προσθέτοντας όρια xlim([-1.7,1.3]), ylim([0,1.4]) για να µας δώσει το 
γράφηµα στο άνω µισό του επιπέδου και τη psegridA µε όρια στον 
φανταστικό άξονα [-1.4,0],  όπως αναφέραµε πιο πάνω.  
 
>> [z1,z] = pseudo2(A,0.1,1,1,0.0001,46) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,0.01,1,1,0.0001,40) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,0.001,1,1,0.0001,35) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,0.0001,1,1,0.0001,30) 
 
Ο πίνακας µε τα αποτελέσµατα που επιστρέφονται από τις εντολές. 
 

epsilon z1 elapsed time(sec) 
0.1 1.1930 0.263966 
0.01 1.0525 0.254744 
0.001 1.0119 0.223418 
0.0001 1.0016 0.225608 
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Εικόνα 18:Πάνω µισό των ε -ψευδοφασµάτων του 64K  για 

1 2 3 410 ,  10 ,  10 ,  10ε
− − − −=  έτσι όπως προέκυψαν από τον αλγόριθµο 

ιχνηλάτισης συνόρου  
 
 
Με την εκτέλεση της επόµενης εντολής προκύπτει το παρακάτω γράφηµα. 
 
>> c=psegridA(A,[0.0001,0.001,0.01,0.1],[-1.7,1.3],[-1.4,0],0.05,0.05) 
 
Η διαδικασία ολοκληρώθηκε σε 3.552974 δευτερόλεπτα και έδωσε 1769 
σηµεία. 
 

 
Εικόνα 19: Κάτω µισό των ε -ψευδοφασµάτων του 64K  για 

1 2 3 410 ,  10 ,  10 ,  10ε
− − − −=  έτσι όπως προέκυψαν από τον αλγόριθµο διαµέρισης 

χωρίου. 
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 4.2  Πίνακας Frank   
  
      Ορίζουµε τον πίνακα 
 

    

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

9 9 8 7 6 5 4 3 2 1

0 8 8 7 6 5 4 3 2 1

0 0 7 7 6 5 4 3 2 1

0 0 0 6 6 5 4 3 2 1

0 0 0 0 5 5 4 3 2 1

0 0 0 0 0 4 4 3 2 1

0 0 0 0 0 0 3 3 2 1

0 0 0 0 0 0 0 2 2 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1

A

 
 
 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 
 
  

. 

 
Αρχικά εκτελούµε την psegridA για 0.0001,  0.01,  0.2,  0.5ε =  και 

διαστάσεις πλέγµατος 0.05 0.05× . Στη συνέχεια παρατίθεται η εντολή για την 
κλήση της συνάρτησης όπως και το γράφηµα µε τα ε -ψευδοφάσµατα του A . 

 
>> c=psegridA(A,[0.0001,0.01,0.2,0.5],[-6,31],[-6,6],0.05,0.05) 
 
Η διαδικασία ολοκληρώθηκε σε 9.242318 δευτερόλεπτα και έδωσε 178581 
σηµεία στο πλέγµα. 
 

 
Εικόνα 20: Τα ε-ψευδοφάσµατα του A  για 0.0001,  0.01,  0.2,  0.5ε =  και το 
φάσµα του. 
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Εικόνα 21: Τα σύνορα που περικλείουν τις 7 από τις 10 ιδιοτιµές του πίνακα 
A , στο αριστερό µέρος των ε-ψευδοφασµάτων της Εικόνας 20.  
 
 
Συνεχίζουµε προσθέτοντας δύο ακόµα τιµές στο διάνυσµα των ε , 0.7 και 1.5, 
για να επιτύχουµε ένα γράφηµα των ψευδοφασµάτων του πίνακα που 
περικλείει το σύνολο του φάσµατος.    
 
>> c=psegridA(A,[0.0001,0.01,0.2,0.7,1.5],[-6,31],[-6,6],0.05,0.05) 
 
Η παραπάνω εντολή δίνει το γράφηµα σε 9.323670 δευτερόλεπτα και  
χρησιµοποιεί 178581 σηµεία στο πλέγµα. 
 

 
Εικόνα 22: Τα ε-ψευδοφάσµατα του A  για 

0.0001,  0.01,  0.2,  0.5,  0.7,  1.5ε = . 
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     Για τον ίδιο πίνακα Frank εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο ιχνηλάτισης 
συνόρου και τη συνάρτηση pseudo2, τροποποιώντας το m-file έτσι ώστε στον 
φανταστικό άξονα να κινηθούµε στο διάστηµα [ 6,6]−  όπως έχει γίνει στο 
γράφηµα της psegridA. Πριν καλέσουµε τη συνάρτηση, είναι απαραίτητο να 
γνωρίζουµε το φάσµα του A .  
 
>> eig(A) 
 
Η εντολή αυτή δίνει το σύνολο των ιδιοτιµών του πίνακα A . 
 
Ιδιοτιµές του A  

25.5753     
14.7617 
8.0476 
3.8922 
1.6166 
0.6186 
0.0391 
0.0677 
0.1243 
0.2569 

 
Επιλέγουµε την ιδιοτιµή 3.8922 και καλούµε τη pseudo2 για 

0.1,  0.5,  1,  2ε = . 
 
>> [z1,z] = pseudo2(A,0.1,3.8922,1,0.0001,50) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,0.5,3.8922,1,0.0001,190) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,1,3.8922,1,0.0001,240) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,2,3.8922,1,0.0001,800) 
 
Ακολουθούν τα γραφήµατα για κάθε ε  ξεχωριστά και ένα συνδυαστικό για 
όλα τα ε . 
 

 
Εικόνα 23: Το σύνορο για ε=0.1. 
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Εικόνα 24: Το σύνορο για ε=0.5. 
 
 
 
 
 
 

 
Εικόνα 25: Το σύνορο για ε=1. 
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Εικόνα 26: Το σύνορο για ε=2. 
 
 

 
Εικόνα 27: Τα σύνορα που περικλείουν την ιδιοτιµή 1 για τα δεδοµένα ε.  
 
 
Ακολουθεί πίνακας µε τα αποτελέσµατα της µεθόδου. 
 

epsilon z1 elapsed time 
0.1 4.0985 0.014557 
0.5 4.7370 0.039173 
1 5.4399 0.048043 
2 -4.0591 0.153034 

  
Έπειτα, κάνοντας δοκιµές στο Matlab, µε σκοπό να βρούµε το 1-ψευδοφάσµα 
του πίνακα A , διαπιστώνουµε ότι τα σύνορα γύρω από κάποιες ιδιοτιµές 
αλληλοεπικαλύπτονται. Οπότε αρκεί να εκτελέσουµε τις τρεις πρώτες εντολές 
που ακολουθούν, για να ολοκληρωθεί το 1-ψευδοφάσµα. 
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>> [z1,z] = pseudo2(A,1,8.0476,1,0.0001,160) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,1,3.8922,1,0.0001,240) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,1,1.6166,1,0.0001,320) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,1,0.6186,1,0.0001,180) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,1,0.2569,1,0.0001,250) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,1,0.1243,1,0.0001,180) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,1,0.0677,1,0.0001,160) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,1,0.0391,1,0.0001,160) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,1,14.7617,1,0.0001,400) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,1,25.5753,1,0.0001,160) 
 

 
 Εικόνα 28: Το 1-ψευδοφάσµα του πίνακα A . 
  
   
 Παραθέτουµε πίνακα µε τα αποτελέσµατα της µεθόδου. 
 
  

Ιδιοτιµές z1 elapsed time 
1.6166 6.2821 0.067071 
3.8922 5.4399 0.047902 
8.0476 27.6037 0.039034 

  
     Τώρα για τον πίνακα που ορίσαµε, όπως κάναµε και προηγουµένως, θα 
κάνουµε µια γραφική σύγκριση των δύο αλγορίθµων. Εφαρµόζουµε τις 
συναρτήσεις για 0.1,  0.5,  1,  2ε = , την psegrid στο διάστηµα [-6,0] του 
φανταστικού άξονα και την pseudo2 στο [0,6]  θέτοντας στο m-file 
ylim([0,6]) και xlim([-6,31]). 
 
Οι εντολές που εκτελέστηκαν για τη µέθοδο ιχνηλάτισης συνόρου είναι: 
 
>> [z1,z] = pseudo2(A,0.1,3.8922,1,0.0001,50) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,0.5,3.8922,1,0.0001,130) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,1,3.8922,1,0.0001,120) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,2,3.8922,1,0.0001,800) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,0.1,8.0476,1,0.0001,50) 
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>> [z1,z] = pseudo2(A,0.5,8.0476,1,0.0001,50) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,1,8.0476,1,0.0001,100) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,0.5,25.5753,1,0.0001,50) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,1,25.5753,1,0.0001,100) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,1,14.7617,1,0.0001,200) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,0.1,14.7617,1,0.0001,50) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,0.5,14.7617,1,0.0001,50) 
>> [z1,z] = pseudo2(A,0.1,0.1243,1,0.0001,150) 
 
Τα αποτελέσµατα των εντολών φαίνονται στον πίνακα που ακολουθεί. 
 

Ιδιοτιµές z1 elapsed time(sec) 
0.1243 
epsilon 

0.1  

 
 

-1.2689  

 
 

0.031539  
3.8922 
epsilon 

0.1 
0.5 
1 
2  

 
 

4.0985 
4.7370 
5.4399 
-4.0591  

 
 

0.014170 
0.028048 
0.025738 
0.150851  

8.0476 
epsilon 

0.1 
0.5 
1  

 
 

8.2337 
9.0875 
27.6037  

 
 

0.013716 
0.014774 
0.024845  

14.7617 
epsilon 

0.1 
0.5 
1  

 
 

15.0659 
16.3537 
18.5703  

 

 

0.013839 
0.014051 
0.042918  

25.5753 
epsilon 

0.5 
1  

 
 

26.6539 
27.6037  

 
 

0.013654 
0.024200  
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Εικόνα 29: Πάνω µισό ε-ψευδοφασµάτων του πίνακα Frank έτσι όπως 
υπολογίστηκαν από τον Αλγόριθµο Ιχνηλάτισης Συνόρου. 
 
 
Για την µέθοδο διαµέρισης δεδοµένου χωρίου εκτελούµε την εντολή, 
 
>> c=psegridA(A,[0.1,0.5,1,2],[-6,31],[-6,0],0.05,0.05) 
 
και  λαµβάνουµε 89661 σηµεία σε 4.706444 δευτερόλεπτα. 
 

 
Εικόνα 30:  Κάτω µισό των ε-ψευδοφασµάτων του πίνακα Frank έτσι όπως 
υπολογίστηκαν από τον Αλγόριθµο ∆ιαµέρισης ∆εδοµένου Χωρίου. 

  
     Ας θεωρήσουµε έναν ακόµα πίνακα Frank διάστασης 20 20× . Εκτελούµε 
στο Matlab την εντολή: 

  
 >> A = gallery('frank' ,20) 
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     Στη συνέχεια καλούµε τη συνάρτηση psegridA για 0.1,  0.5,  1,  2,  3ε =  
και διαστάσεις πλέγµατος 0.5 0.5× . 

  
 >> c=psegridA(A,[0.1,0.5,1,2,3],[-10,80],[-25,25],0.5,0.5) 
 

Η διαδικασία ολοκληρώνεται σε 2.671808 δευτερόλεπτα και βρίσκει 18281 
σηµεία στο πλέγµα. Παρακάτω βλέπουµε τα ε-ψευδοφάσµατα γραφικά. 
 

 
Εικόνα 31: Τα ε-ψευδοφάσµατα του πίνακα Frank έτσι όπως προέκυψαν από 
τον Αλγόριθµο ∆ιαµέρισης Χωρίου.   

  
 

 
Εικόνα 32: Οι 10 ιδιοτιµές του πίνακα συγκεντρώνονται γύρω από το 0. Οι 
αδρές κορυφές στο γράφηµα, (στις δύο δεξιότερες ιδιοτιµές) οφείλονται στη 
διαµέριση του πλέγµατος. 
 
Στη συνέχεια µικραίνουµε τις διαστάσεις του πλέγµατος σε 0.1 0.1× .  
 
>> c=psegridA(A,[0.1,0.5,1,2,3],[-10,80],[-25,25],0.05,0.05) 
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Ο χρόνος που χρειάστηκε για την εκτέλεση της εντολής ήταν 257.466760 
δευτερόλεπτα κι έδωσε  1802801 σηµεία γεγονός που δείχνει τη 
λεπτοµερέστερη απόδοση στα ψευδοφάσµατα. 

 
Εικόνα 33: Η αλλαγή στις διαστάσεις του πλέγµατος σε 0.1 0.1×  έδωσε 
µεγαλύτερη ακρίβεια στην απεικόνιση των καµπυλών. 

  
     Τώρα θα χρησιµοποιήσουµε τη pseudo2 για να βρούµε τα σύνορα που 
περικλείουν την ιδιοτιµή 4.8392 για 0.1, 0.5, 1, 2, 3ε =  µε την µέθοδο 
ιχνηλάτησης καµπύλης.  

  
 >> eig(A) 
  

Η εντολή αυτή δίνει τις 20 ιδιοτιµές του πίνακα A  που είναι απαραίτητες για 
την εφαρµογή της µεθόδου. 

 
  

Ιδιοτιµές 
60.0332           12.0871 -0.2163 + 0.1003i 0.1271 - 0.3348i 
44.3652           7.9187            -0.2163 - 0.1003i 0.3779 + 0.2629i 
33.0921 4.8392           -0.0911 + 0.2662i 0.3779 - 0.2629i 
24.3752 2.7201 -0.0911 - 0.2662i 0.6876 
17.4977 1.4124           0.1271 + 0.3348i 0.5762 

 
  

 
>> [z1,z] = pseudo2(A,1,4.8392,1,0.0001,2000) 

 >> [z1,z] = pseudo2(A,2,4.8392,1,0.0001,2000) 
 >> [z1,z] = pseudo2(A,3,4.8392,1,0.0001,3500) 
 >> [z1,z] = pseudo2(A,0.5,4.8392,1,0.0001,1500) 
 >> [z1,z] = pseudo2(A,0.1, 4.8392 ,1,0.0001,500) 
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 Εικόνα 34: Σύνορα που περικλείουν την ιδιοτιµή 4.8392. 

 
 
Στον πίνακα που ακολουθεί φαίνονται τα αποτελέσµατα των εντολών. 

  

  
      

  
 4.3 Πίνακας  Redheffer 
  
       

     Θεωρούµε τον πίνακα Redheffer 50 50×  µε χρήση της εντολής του Matlab, 
 

 >> A=gallery('redheff',50)    
 
η οποία επιστρέφει ένα τετραγωνικό πίνακα µε στοιχεία 0 και 1 µε την 
ιδιότητα ( , ) 1A i j = , αν 1j =  ή αν i  διαιρεί το j  αλλιώς ( , ) 0A i j = . Καλούµε 
τη συνάρτηση psegridA µε διαστάσεις πλέγµατος 0.05 0.05×  και για 

0.1,  0.5,  1,  2,  3ε = . 
  
 >> c=psegridA(A,[0.1,0.5,1,2,3],[-9,13],[-6,6],0.05,0.05) 
  

  
 
Η psegridΑ έδωσε 106281 σηµεία σε 123.364473 δευτερόλεπτα. 
 
 

epsilon z1 elapsed time 
1 -6.2504 1.284536 
2 72.3489 0.980041 
3 -8.8746 1.691324 

0.5 64.8732 0.766024 
0.1 16.7219 0.273134 
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 Εικόνα 35: Τα ε-ψευδοφάσµατα του πίνακα A για 0.1,  0.5,  1,  2,  3ε = . 
  
  
 Για τη µέθοδο ιχνηλάτισης καµπύλης βρίσκουµε αρχικά τις ιδιοτιµές του A . 
  
 >> eig(A) 
  
 Η εντολή επιστρέφει 50 ιδιοτιµές.  
  
  

  
 
    
    
    
    
    
 
  
 
 

 
     Εκτελούµε την pseudo2 για να βρούµε τα σύνορα γύρω από την ιδιοτιµή 
9.0004. 

  
 >> [z1,z] = pseudo2(A,0.1,9.0004,1,0.0001,500) 
 >> [z1,z] = pseudo2(A,0.5,9.0004,1,0.0001,500) 
 >> [z1,z] = pseudo2(A,1,9.0004,1,0.0001,500) 
 >> [z1,z] = pseudo2(A,2,9.0004,1,0.0001,300) 
 >> [z1,z] = pseudo2(A,3,9.0004,1,0.0001,500) 

Ιδιοτιµές 
9.0004 1.0000  1.0000 1.0000 1.0000 
-4.7234 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

0.1646 + 0.3152i 1.0000 1.0000 + 0.0000i 1.0000 1.0000 
0.1646 - 0.3152i 1.0000 1.0000 - 0.0000i 1.0000 1.0000 
0.6969 + 0.2693i 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
0.6969 - 0.2693i 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
1.0000 + 0.0000i 1.0000 1.0000 + 0.0000i 1.0000 1.0000 
1.0000 - 0.0000i 1.0000 1.0000 - 0.0000i 1.0000 1.0000 
1.0000 + 0.0000i 1.0000 + 0.0000i 1.0000 1.0000 1.0000 
1.0000 - 0.0000i 1.0000 - 0.0000i 1.0000 1.0000 1.0000 
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Εικόνα 36: Σύνορα που περικλείουν την ιδιοτιµή 9.0004.    

  
  

Ακολουθεί πίνακας µε τα αποτελέσµατα της µεθόδου. 
 

 
  

     Τέλος, όπως ακριβώς κάναµε στον πίνακα Kahan, εκτελούµε τις δύο 
µεθόδους, ώστε το γράφηµα στο διάστηµα [0,6] του φανταστικού άξονα να 
αντιστοιχεί στον Αλγόριθµο Ιχνηλάτισης Συνόρου και το γράφηµα στο 
διάστηµα [-6,0], στον Αλγόριθµο ∆ιαµέρισης ∆εδοµένου Χωρίου. 

  
 >> [z1,z] = pseudo2(A,0.1, -4.7234,1,0.0001,100) 
 >> [z1,z] = pseudo2(A,0.5, -4.7234,1,0.0001,100) 
 >> [z1,z] = pseudo2(A,1, -4.7234,1,0.0001,200) 
 >> [z1,z] = pseudo2(A,2, -4.7234,1,0.0001,350) 
 >> [z1,z] = pseudo2(A,3, -4.7234,1,0.0001,600) 
 >> [z1,z] = pseudo2(A,1, 1,1,0.0001,100) 

>> [z1,z] = pseudo2(A,0.1,0.6969 + 0.2693i,1,0.0001,100) 
  

Στον πίνακα που ακολουθεί περιέχονται τα αριθµητικά αποτελέσµατα των 
εντολών. 
 
 
 
 
 
   

epsilon z1 elapsed time 
0.1 9.1110 1.859066 
0.5 9.5494 1.804628 
1 10.0900 1.817584 
2 11.1537 0.977312 
3 12.2015 1.176581 
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Ιδιοτιµές z1 elapsed time(sec) 
-4.7234 
epsilon 

0.1 
0.5 
1 
2  

 
 

-4.5957 
-4.0392 
-2.8218 
-6.9807  

 
 

0.551172 
0.345894 
0.830743 
1.276713  

1 
epsilon 

1  

 
 

3.6844  

 
 

0.354638  
0.6969 + 0.2693i 

epsilon 
0.1  

 
 

2.0038 + 0.2693i  

 
 

0.333812  
 
 

 
Εικόνα 37: Τα πάνω µισά ε-ψευδοφάσµατα του πίνακα Redheffen έτσι όπως 
υπολογίστηκαν από τον Αλγόριθµο Ιχνηλάτισης Συνόρου. 
 
 
>> c=psegridA(A,[0.1,0.5,1,2,3],[-9,13],[-6,0],0.05,0.05) 
 
Η διαδικασία ολοκληρώνεται σε 59.177665 δευτερόλεπτα και δίνει 53361 
σηµεία. 
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Εικόνα 38: Τα κάτω µισά ε-ψευδοφάσµατα του πίνακα Redheffen όπως 
προέκυψαν από τον Αλγόριθµο ∆ιαµέρισης ∆εδοµένου Χωρίου. 

  
 
 

     Όπως διαπιστώσαµε στο σύνολο της εργασίας, είναι στη φύση της µεθόδου 
ιχνηλάτισης συνόρου ότι µόνο ένα µέρος του 

ε
∂Λ  θα υπολογιστεί, δηλαδή το 

µέρος που περικλείει την αρχική ψευδοϊδιοτιµή 0λ . Σε αυτή την περίπτωση 

δεν αντιµετωπίζουµε πολύ σοβαρό πρόβληµα˙ τα διαφορετικά µέρη των 
ψευδοφασµάτων µπορούν να βρεθούν επανεκκινώντας τη διαδικασία για 
κατάλληλες αρχικές παραµέτρους 0λ . Ωστόσο, είναι αναγκαίο να τονιστεί ότι 

δεν είναι πάντα σαφής  ο αριθµός των συνιστωσών από τις οποίες αποτελείται 
το ε -ψευδοφάσµα. Το χαρακτηριστικό αυτό αληθεύει περισσότερο για  τους 
πολύ µεγάλους πίνακες για τους οποίους δεν είναι γνωστό µε ακρίβεια το 
φάσµα τους.    
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