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Πξόινγνο 

 

 

       θνπόο ηεο εξγαζίαο απηήο είλαη ε κειέηε ησλ βαζηθόηεξσλ εηδηθώλ ζπλαξηήζεσλ, ηεο 

Bessel, ηεο Legendre θαη ηεο Hermite. ε θάζε ζπλάξηεζε ζα αθηεξώλεηαη θαη από έλα 

θεθάιαην. 

     ηελ πξώηε παξάγξαθν ηνπ πξώηνπ θεθαιαίνπ αλαθέξεηαη ε εμίζσζε Bessel θαη βξίζθνληαη 

αλαιπηηθά νη ιύζεηο ηεο πνπ απνηεινύλ θαη ηηο ζπλαξηήζεηο Bessel ηηο νπνίεο θαη ζα 

κειεηήζνπκε. ηε δεύηεξε παξάγξαθν παξνπζηάδνληαη νη ηδηόηεηεο ησλ ζπλαξηήζεσλ Bessel· 

κηα από ηηο πην βαζηθέο ηδηόηεηεο είλαη ε νξζνγσληόηεηα, γηαηί ρσξίο απηή δελ ζα είρακε ηηο 

ζεηξέο Fourier-Bessel, νη νπνίεο ρξεηάδνληαη ζηηο εθαξκνγέο. Σέινο αλαθέξεηαη κηα εθαξκνγή, 

ην πξόβιεκα Diriclet ζε θύιηλδξν, όπνπ ρξεζηκνπνηνύληαη νη ζεηξέο Fourier-Bessel. 

     ην δεύηεξν θεθάιαην αλαθέξεηαη ε δηαθνξηθή εμίζσζε Legendre θαη βξίζθνληαη ηα 

πνιπώλπκα Legendre, πνπ απνηεινύλ θαη ηηο ιύζεηο ηεο. ηε δεύηεξε παξάγξαθν 

παξνπζηάδνληαη νη ηδηόηεηεο ησλ πνιπσλύκσλ Legendre· κία από ηηο βαζηθόηεξεο ηδηόηεηεο είλαη 

θαη πάιη ε νξζνγσληόηεηα, πνπ ρξεηάδεηαη γηα λα αλαπηπρζεί κία ζπλάξηεζε ζε ζεηξά Legendre, 

ε νπνία είλαη ρξήζηκε γηα ηηο εθαξκνγέο. ηε ηξίηε παξάγξαθν εμεηάδεηαη κία εθαξκνγή, ην 

πξόβιεκα Diriclet ζε ζθαίξα (ζπκκεηξηθή πεξίπησζε). 

     Σν ηξίην θαη ηειεπηαίν θεθάιαην αλαθέξεηαη ζηε ζπλάξηεζε Hermite. Ξεθηλώληαο από ηε 

δηαθνξηθή εμίζσζε Hermite θαηαιήγνπκε ζηα πνιπώλπκα Hermite, πνπ απνηεινύλ θαη ηηο 

ιύζεηο ηεο. ηε δεύηεξε παξάγξαθν παξνπζηάδνληαη νη ηδηόηεηεο ησλ ζπλαξηήζεσλ Hermite. 

Σέινο ζα εμεηάζνπκε κία εθαξκνγή από ηελ θβαληνκεραληθή, ηνλ θβαληηθό αξκνληθό 

ηαιαλησηή, από ηε κειέηε ηνπ νπνίνπ πξνθύπηεη ε εμίζσζε ηνπ Schrödinger ηελ νπνία θαη ζα 

επηιύζνπκε.
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Κεθάιαην 1: πλαξηήζεηο Bessel 

Α. Η εμίζωζε Bessel θαη νη ιύζεηο ηεο 

Ζ δηαθνξηθή εμίζσζε Bessel ηάμεσο  p  κε [0, )p   είλαη, 

                                                        0)( 222  ypxyxyx .                                              (Α.1)  

Κάζε κε κεδεληθή ιύζε ηεο (Α.1) νλνκάδεηαη ζπλάξηεζε Bessel ή θπιηλδξηθή ζπλάξηεζε. 

Θα βξνύκε ηελ εμίζσζε ησλ δεηθηώλ ηεο (A.1). 

Ζ εμίζσζε (A.1) παίξλεη ηελ κνξθή  

2 ( ) ( ) 0x y xP x y Q x y     

όπνπ νη ζπλαξηήζεηο ( )P x  θαη ( )Q x  έρνπλ ηα αλαπηύγκαηα: 

 
0 0

( ) ,  ( )v v

v v

v v

P x x Q x x 
 

 

    

όκσο από ηελ (Α.1) έρνπκε 1)( xP  θαη 2 2( )Q x x p  . 

Ζ γεληθή εμίζσζε ησλ δεηθηώλ είλαη  

( 1) 0k k k      

όκσο 1   θαη 2p    άξα ε εμίζσζε ησλ δεηθηώλ είλαη  

2( 1) 0k k k p     

πνπ ζεκαίλεη όηη νη δείθηεο ηεο είλαη 1 2 ,  k p k p   . 
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Πξόηαζε Α.1: Έζησ όηη νη ζπλαξηήζεηο ( ),  ( )P x Q x  ηεο δηαθνξηθήο  εμίζσζεο 

0)()(2  yxQyxxPyx  

έρνπλ ηα αλαπηύγκαηα 
0 0

( ) ,  ( )vP x x Q x x 
 

 
 

 

   θαη 1 2,k k   είλαη ξίδεο ηεο εμίζσζεο 

ησλ  δεηθηώλ κε 1 2k k . 

(i) Αλ 1 2 {0}k k   , ηόηε ε δηαθνξηθή εμίζσζε έρεη δπν γξακκηθά αλεμάξηεηεο ιύζεηο ηεο 

κνξθήο
 

1 2

1 2( ) ,   ( ) ,  0k kv v

v vy x x a x y x x a x x      . 

(ii) Αλ 1 2 {0}k k   , ηόηε ε δηαθνξηθή εμίζσζε έρεη δύν γξακκηθά αλεμάξηεηεο ιύζεηο ηεο
 

κνξθήο 

1 2

1 2 1( ) ,   ( ) ( ) ln ,  0k kv v

v vy x x a x y x ay x x x a x x       . 

Όιεο νη ζεηξέο ζπγθιίλνπλ (ηνπιάρηζηνλ) γηα x  . 

(i) Αλ 1 2 2 {0}k k p    , ηόηε ζύκθσλα κε ηελ παξαπάλσ πξόηαζε δηαθξίλνπκε δύν 

πεξηπηώζεηο: 

 α) Ζ ιύζε ηεο (Α.1) πνπ αληηζηνηρεί ζην δείθηε 1k , είλαη ηεο κνξθήο 

1

0

( ) ,  0p v

v

v

y x x a x x




  . 

Αληηθαζηζηνύκε ηελ 1y
 
θαη ηηο παξαγώγνπο ηεο ζηελ (Α.1), νπόηε παίξλνπκε ηελ ηαπηόηεηα 

1 2

2

(1 2 ) [ ( 2 ) ] 0v

v v

v

p a v v p a a x






     . 

Δπνκέλσο 1 0a  , αθνύ 0p  , θαη 

2 ,  2,3,...
( 2 )

v
va

a
v

v v p

  


 

ή 
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1 3 ... 0a a    

θαη                            

2 2
2 ,  r 1,2,...

4 ( )

r
ra

a

r r p

  


. 

Από ηελ πξνεγνύκελε ζρέζε παίξλνπκε 

0
2 2

( 1)
,  r 1,2,...

2 !( )( 1)...(1 )

r

r r
a

a

r r p r p p


 

   
 . 

Γηα λα απινπνηήζνπκε ηελ ηειεπηαία έθθξαζε ζέηνπκε  0

1

2 ( 1)p
a

p


 
 , 

όπνπ ( )t είλαη ε ζπλάξηεζε Γάκκα γηα ηελ νπνία ηζρύεη 

( 1)( 2)...( ) ( 1) ( 1)p p p r p p r         , 

νπόηε νη ζπληειεζηέο ηεο ιύζεσο γξάθνληαη  

2 2

( 1)

2 ! ( 1)

r

r r p
a

r p r




  
. 

Δπνκέλσο γηα ηνλ δείθηε 1k p  ε ιύζε ηεο εμίζσζεο (Α.1) είλαη  

                                                  

2

0

( 1)
( ) με  x>0

! ( 1) 2

r pr

p

r

J
x

x
r p r





  
  

    
 .                              (A.2) 

Ζ ζπλάξηεζε  ( )pJ x  νλνκάδεηαη ζπλάξηεζε Bessel πξώηνπ είδνπο ηάμεσο p . Δίλαη θαλεξό όηη, 

αλ {0}p  , ηόηε ε ζπλάξηεζε απηή νξίδεηαη γηα θάζε x .                                                 

Γηα λα βξνύκε κηα δεύηεξε ιύζε ηεο (Α.1), γξακκηθώο αλεμάξηεηε από ηελ ( )pJ x , πνπ λα 

αληηζηνηρεί ζηνλ δείθηε p , εξγαδόκαζηε σο εμήο:                                                                       

β) Ζ ιύζε ηεο (Α.1) πνπ αληηζηνηρεί ζην δείθηε 2k , είλαη ηεο κνξθήο 

2

0

( ) p v

v

v

y x x a x






  . 

Ζ ιύζε απηή βξίζθεηαη από ηελ ( )pJ x , αλ ζέζνπκε ζηε ζέζε ηνπ p  ην p , νπόηε παίξλνπκε 
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2

0

( 1)
( ) με  x>0

! ( 1) 2

r pr

p

r

J
x

x
r p r







  
  

     
 .                                 (A.3) 

(ii) Αλ 1 2 2 {0}r r p    , ηόηε δηαθξίλνπκε δύν πεξηπηώζεηο:                                                 

α) 
1

2
p   , όπνπ 0,1,2,...   ηόηε αλαδεηνύκε κηα ιύζε ηεο κνξθήο  

1

0

( ) p v

v

v

y x x a x




   κε  0x  . 

Αληηθαζηζηνύκε ηελ 1y
 
θαη ηηο παξαγώγνπο ηεο ζηελ (Α.1), νπόηε παίξλνπκε ηελ ηαπηόηεηα 

1 2

2

(1 2 ) [ ( 2 ) ] 0v

v v

v

p a v v p a a x






     . 

Δπνκέλσο 1 0,a 
 
αθνύ 0p  , θαη 

2 ,  2,3,...
( 2 )

v
va

a
v

v v p

  


 

 άξα 

2( 2 ) 0,  2,3,...v vv v p a a v     

 αθνύ 
1

2
p    έρνπκε  

2( 2 1) 0,  2,3,...v vv v a a v       

παξαηεξνύκε όηη   

1 3 2 1... 0a a a      

 θαη  γηα  2 1v    όπνπ 0,1,2,...   έρνπκε 

2 1 2 1(2 1)(2 1 2 1) 0a a            

άξα  

2 1(2 1)(2 1 2 1) 0 0a           
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άξα ζα πξέπεη 2 1 0a                                                                                                                    

άξα ε δεηνύκελε ιύζε είλαη ε 

2

0

( 1)
( )

! ( 1) 2

r pr

p

r

J
x

x
r p r





  
  

    
 κε 0x  , 

ε νπνία είλαη γξακκηθώο αλεμάξηεηε ηεο  pJ . 

β) Αλ {0}p   ηόηε ε δηαθνξηθή εμίζσζε Bessel ζύκθσλα κε ηελ πξόηαζε έρεη κηα δεύηεξε 

ιύζε ηεο κνξθήο: 

2

0

( ) ( ) ln ,  0p v

p v

v

y x aJ x x x a x a






    

βξίζθνπκε όηη 

2 21

2

0 0

( 1) ( )1 ( 1)! 1
( ) ( ) ln ,   0 ,   {0}

2 ! 2 2 !( )! 2

v p v pvp
v v p

p

v v

h hp v x x
y x J x x x p

v v p v

  


 

      
        

   
    

όπνπ 
1 1

1 ...
2

vh
v

    . 

πλήζσο αληί ηεο ιύζεσο 2 ( )y x
 
ρξεζηκνπνηνύκε έλαλ θαηάιιειν γξακκηθό ζπλδπαζκό ησλ 

ιύζεσλ 2 ( )y x  θαη ( )pJ x , ηε ιύζε 

                                        
2

2
( ) [ ( ) ( ln 2) ( )]  με  0p pY x y x C J x x


   

                                   
(A.4) 

όπνπ lim( ln ) 0,5772v
v

C h v


    είλαη ε ζηαζεξά Euler.                                                            

Έλαο άιινο ηξόπνο νξηζκνύ ηεο pY
 
είλαη ν εμήο: Γηα 0 ,  p p  , ζέηνπκε 

1
( ) [ ( )cos ( )]

sin
p p pY x J x p J x

p



   

ελώ γηα 0 {0}p    ζέηνπκε 

(A.5)                                                     
0

0

( ) lim ( )p p
p p

Y x Y x


 . 
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Απνδεηθλύεηαη όηη νη ζρέζεηο (Α.4) θαη (Α.5) νξίδνπλ ηελ ίδηα ζπλάξηεζε. Οη ζπλαξηήζεηο 

,  0pY p 
 
νλνκάδνληαη ζπλαξηήζεηο Bessel δεπηέξνπ είδνπο ηάμεσο p  ή ζπλαξηήζεηο Neuman 

ηάμεσο p . Έρνπκε ινηπόλ απνδείμεη ηελ πξόηαζε: 

 Πξόηαζε Α.2:  

 (i) Αλ {0}p  , ηόηε ε γεληθή ιύζε ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο Bessel ηάμεσο p  είλαη 

1 2( ) ( ) ( )p p pZ x C J x C J x  ,   1 2,C C  ζηαζεξέο. 

(ii) Αλ {0}p  , ηόηε ε γεληθή ιύζε ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο Bessel ηάμεσο p  είλαη 

                                        1 2( ) ( ) ( )p p pZ x C J x C J x  ,   1 2,C C  ζηαζεξέο. 



Κεθάιαην 1: Ηδηόηεηεο ζπλαξηήζεσλ Bessel  10 

 

Β. Ιδηόηεηεο ζπλαξηήζεωλ Bessel 

B.1. πκπεξηθνξά ηωλ ζπλαξηήζεωλ Bessel ζηελ πεξηνρή 

ηνπ κεδελόο 

Γηα ηηο ζπλαξηήζεηο Bessel ( ),  0pJ x p 
 
ηζρύεη 

                                          0
lim ( ) 0p
x

J x


 , όηαλ 0p                                                  (ζρήκα Β.1.1) 

                                          0
lim ( ) 1p
x

J x


 ,  όηαλ 0p  .                                               (ζρήκα Β.1.1) 

Γηα ηηο ζπλαξηήζεηο Bessel ( ),  0pY x p 
 
ηζρύεη 

                                    
0

lim ( )p
x

Y x


  .
                                                                

(ζρήκα Β.1.2) 

Όιεο νη ζπλαξηήζεηο Bessel πνπ δελ είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ pJ , δελ είλαη θξαγκέλεο ζηελ 

πεξηνρή ηνπ 0, αθνύ πεξηέρνπλ ην ινγαξηζκηθό όξν, όηαλ {0}p  , θαη ηνλ όξν px , όηαλ 

{0}p  . 

 

(ζρήκα Β.1.1) 
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(ζρήκα Β.1.2) 

Β.2. Αλαγωγηθνί ηύπνη 

Έρνπκε νξίζεη κέρξη ηώξα ηηο ζπλαξηήζεηο pJ  γηα θάζε \{ 1, 2,...}p    (βιέπε ηύπνπο (Α.2) 

θαη (Α.3)). Θα επεθηείλνπκε ηνλ νξηζκό γηα θάζε p  νξίδνληαο 

( ) ( 1) ( ),  n

n nJ x J x   γηα n  ζεηηθό ή αξλεηηθό αθέξαην. 

Απόδεημε: Γηα 0n  .  

ε απηήλ ηε πεξίπησζε έρνπκε  

2

0

( 1)
( )

! ( 1) 2

r nr

n

r

J
x

x
r n r







  
  

     
 , 

όκσο ην ( 1)n r     ηείλεη ζην άπεηξν (θαη έηζη ην 
1

( 1)n r   
 ηείλεη ζην 0 ) γηα αξλεηηθό r  

ή 0,1,2,..., 1r n   (απηό είλαη δπλαηό επεηδή ην n  είλαη αθέξαηνο) έηζη ην άζξνηζκα ηνπ r  ζηελ 

παξαπάλσ έθθξαζε κπνξνύκε ηζνδύλακα λα ην πάξνπκε από ην n  σο ην άπεηξν 

                                                 

2
1

( ) ( 1)
! ( 1) 2

r n

r

n

r n

x
J x

r n r
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2( )

0

1
( 1)

( )! ( 1) 2

m n n

m n

m

x

m n m

 




 
   

    
  

                                           (όπνπ έρνπκε αιιάμεη ηελ κεηαβιεηή άζξνηζεο ζε m r n  ) 

                                                             

2

0

1
( 1) ( 1)

( )! ( 1) 2

m n

n m

m

x

m n m





 
    

    
  

αιιά  

2

0

1
( ) ( 1)

! ( 1) 2

m n

m

n

m

x
J x

m n m





 
   

    


 

από (Α.2). 

Οπόηε απηό πνπ κέλεη γηα λα νινθιεξώζνπκε ηελ απόδεημε είλαη λα δείμνπκε όηη 

( )! ( 1) ! ( 1)m n m m n m        γηα n  θαη m  αθέξαηνπο 

αιιά  

( )! ( 1) ( )( 1)...( 1) ! ( 1) ! ( 1)m n m m n m n m m m m m n               

ρξεζηκνπνηνύκε επαλεηιεκκέλα ηε ζρέζε ( 1) ( )x x x     θαη έηζη ην απνηέιεζκα απνδείρζεθε. 

Γηα 0n  .  

ε απηήλ ηελ πεξίπησζε κπνξνύκε λα γξάςνπκε n p   κε 0p  . Μεηά απηό πνπ πξέπεη λα 

απνδείμνπκε  είλαη όηη  

( ) ( 1) ( )p

p pJ x J x

   

ή  

( 1) ( ) ( )p

p pJ x J x 
 

 ην νπνίν θπζηθά, εθόζνλ ην p  είλαη ζεηηθό είλαη ην απνηέιεζκα πνπ απνδείμακε παξαπάλσ.  

Αο αλαθεθαιαηώζνπκε ηη έρνπκε δείμεη κέρξη ζηηγκήο:                                                         

Έρνπκε δείμεη όηη εάλ ην n  δελ είλαη αθέξαηνο ηόηε ε ( )nJ x
 
θαη ε ( )nJ x  

είλαη αλεμάξηεηεο 

ιύζεηο ηεο εμίζσζεο Bessel (ηόηε ινηπόλ ε γεληθή ιύζε δίλεηαη από ηελ ζρέζε 

1 2( ) ( )n nC J x C J x ) ελώ εάλ ην n  είλαη έλαο αθέξαηνο ε ( )nJ x  θαη ε ( )nJ x  
είλαη ιύζεηο ηεο 

εμίζσζεο Bessel θαη ζπλδένληαη κε ηε ζρέζε 

( ) ( 1) ( )n

n nJ x J x   . 
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Μεηά από απηήλ ηελ επέθηαζε ηζρύνπλ, γηα θάζε p , νη αλαγσγηθνί ηύπνη 

(i) 1

( ( ))
( )

n
nn

n

d x J x
x J x

dx
  

(ii) 1

( ( ))
( )

n
nn

n

d x J x
x J x

dx



   

(iii) 1( ) ( ) ( )n n n

n
J x J x J x

x


    

(iv) 1( ) ( ) ( )n n n

n
J x J x J x

x


    

(v) 1 1

1
( ) ( ( ) ( ))

2
n n nJ x J x J x 
    

(vi) 1 1

2
( ) ( ) ( )n n n

n
J x J x J x

x
    

Απόδεημε:                                                                                                                                            

(i) Παίξλνπκε ηελ εμίζσζε 

2

0

1
( ) ( 1)

! ( 1) 2

r n

r

n

r

x
J x

r n r





 
   

    
 θαη ηελ πνιιαπιαζηάδνπκε κε 

ην nx  θαη παξαγσγίδνπκε θαη ηα δύν κέιε σο πξνο x . 

2 2

2
0

1 1
( 1)

( ( )) ! ( 1) 2

r r n

n r n
rn

d x
d x J x r n r

dx dx








  




 

                                                          

2 2 1

2
0

1
( 1) (2 2 )

! ( 1)2

r r n

r n
r

r n x
r n r


 




  
  

  

                                                          2 1

2
0

1
( 1) 2( )

!( ) ( )2

n r r n

r n
r

x r n x
r n r n r


 




  
  

  

                                                                  (γλσξίδνπκε όηη ( 1) ( )x x x    ) 

                                                           

2 1

0

1
( 1)

! ( ) 2

r n

n r

r

x
x

r n r

 



 
   

   


 

                                                           
 1

n

nx J x
 
 (κε ρξήζε ηεο εμίζσζεο (Α.2)).
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εκείωζε: ε απηό ην ζεώξεκα δελ ππάξρεη πεξηνξηζκόο γηα ην n , ην νπνίν κπνξεί λα είλαη 

αθέξαηνο κπνξεί θαη όρη, ζεηηθόο ή αξλεηηθόο.

 
(ii) Έρνπκε  

2

2
0

1 1
( 1)

( ( )) ! ( 1) 2

r r

n r n
rn

d x
d x J x r n r

dx dx



 



  




 

                                                            

2 1

2
0

1 1
( 1) 2

! ( 1) 2

r r

r n
r

rx
r n r







 
  


 

                                                            

2 1

2 1
1

1 1
( 1)

! ( 1) 2

r r

r n
r

rx
r n r




 


 
  


 

(αθνύ ππάξρεη ε κεηαβιεηή r  ζηνλ αξηζκεηή. Γηα 0r   ην δεμί κέινο εμαθαλίδεηαη αθνύ 

0! 1 )

 

                                                            

1 2( 1) 1

2( 1) 1
0

1 1
( 1) ( 1)

( 1)! ( 2) 2

s s

s n
s

s x
s n s


  

  


  
   


 

(έρνπκε ζέζεη 1s r  )

 

                                                             

1 2 1

2 1
0

1 1
( 1)

! ( 2) 2

s s

s n
s

x
s n s


 

 


 
  


       

                                                             

2 1

0

1
( 1)

! ( 2) 2

s n

n s

s

x
x

s n s

 




 
    

    


             

                                                             
1( )n

nx J x

 

 

(κε ρξήζε ηεο εμίζσζεο (Α.2)). 

(iii) Παξαγσγίδνληαο ην αξηζηεξό κέινο ηεο ζρέζεο (i) παίξλνπκε        

1

1( ) ( ) ( )n n n

n n nnx J x x J x x J x


   

ε δηαίξεζε κε ην nx

 

δίλεη   

1( ) ( ) ( )n n n

n
J x J x J x

x
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θαη έηζη  

1( ) ( ) ( )n n n

n
J x J x J x

x


  

 

. 

(iv) Παξαγσγίδνληαο ην αξηζηεξό κέινο ηεο ζρέζεο (ii) παίξλνπκε

  
1

1( ) ( ) ( )n n n

n n nnx J x x J x x J x   


     

ηνπ νπνίνπ ν πνιιαπιαζηαζκόο κε ην nx

 

δίλεη 

1( ) ( ) ( )n n n

n
J x J x J x

x


     

έηζη  

1( ) ( ) ( )n n n

n
J x J x J x

x


   . 

(v) Πξνζζέηνπκε ηηο ζρέζεηο (iii) θαη (iv)  

   

   

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 ( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) (

2

n n

n nn n

n n

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n

n n n

n n n

d x J x d x J x
x x J x J x

dx dx

x nx J x x J x x nx J x x J x J x J x

nx J x J x nx J x J x J x J x

J x J x J x

J x J x J





 

    

 

 

 

 

 

  

      

     

  

   ) .x

 

(vi) Αθαηξνύκε ηελ (iv) από ηελ (iii)  

   

   

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
( ) ( ) ( ).

n n

n nn n

n n

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n

n n n

d x J x d x J x
x x J x J x

dx dx

x nx J x x J x x nx J x J x J x J x

nx J x J x nx J x J x J x J x

n
J x J x J x

x





 

    

 

 

 

 

  

      

     

 

 

Όιεο νη παξαπάλσ ζρέζεηο παξακέλνπλ όηαλ νη ζπλαξηήζεηο Bessel πξώηνπ είδνπο 

αληηθαηαζηαζνύλ κε ηηο αλάινγεο ζπλαξηήζεηο Bessel δεπηέξνπ είδνπο. 
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Όηαλ ην n  είλαη αθέξαηνο ηζρύεη  

( ) ( 1) ( )n

n nY x Y x   . 

Απόδεημε: Από ηελ εμίζσζε 

( ) ( )1
( ) ( 1)nv v

n

v n

J x J x
Y x

n v v





  
     

 

έχουμε 

( ) ( )1
( ) ( 1) nv v

n

v n

J x J x
Y x

n v v

 




  
       

                            

                            
( ) ( )1

( 1)
( ) ( )

nv v

v n

J x J x

n v v





  
   

    
 

                                                         
( ) ( )1

( 1)nv v

v n

J x J x

n v v





  
      

 

                                                         
( ) ( )1

( 1) ( 1)n nv v

v n

J x J x

n v v





  
      

 

άξα  

( ) ( 1) ( )n

n nY x Y x  . 

Σα ίδηα ηζρύνπλ θαη γηα ηνπο ππόινηπνπο αλαγσγηθνύο ηύπνπο.                                                      

Θα απνδείμνπκε όηη ην απνηέιεζκα (i) ηζρύεη γηα ην ( )nY x
 
κε παξόκηα κέζνδν απνδεηθλύεηαη ην 

(ii) θαη ζηελ ζπλέρεηα νη ζρέζεηο (iii)-(vi) απνδεηθλύνληαη όπσο πξηλ.                                       

Έηζη απηό πνπ έρνπκε λα απνδείμνπκε εδώ είλαη όηη  

1

( ( ))
( )

n
nn

n

d x Y x
x Y x

dx
 . 

Πξέπεη λα ζεσξήζνπκε μερσξηζηά ηηο ππνζέζεηο ηνπ αθέξαηνπ θαη κε αθέξαηνπ n .                          

α) Με αθέξαηνο n .                                                                                                                                      

Δδώ κπνξνύκε λα γξάςνπκε 

cos ( ) ( )
( )

sin

n n
n

n J x J x
Y x

n
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έηζη ώζηε  

( ( )) ( ( ) ( ( ))1
cos

sin

n n n

n n nd x Y x d x J x d x J x
n

dx n dx dx





 
  

   

                                                     
1 1

1
cos ( ( )) ( ( ))

sin

n n

n nn x J x x J x
n




 
    

     

(όπνπ έρνπκε ρξεζηκνπνηήζεη ην (i) γηα ηελ 1
ε
 παξάγσγν θαη ην (ii) γηα ηελ 2

ε
 παξάγσγν)

 

                                            

1 ( 1)

1 ( 1)

1 ( 1)

1 ( 1)

1

1
cos ( ) ( )

sin

1
{cos[( 1) ] ( ) ( )}

sin[( 1) ]

1
[ cos( 1) ( ) ( )]

sin( 1)

cos( 1) ( ) ( )

sin( 1)

( ).

n

n n

n

n n

n

n n

n

n n

n

n

x n J x J x
n

x n J x J x
n

x n J x J x
n

x n J x J x

n

x Y x




 
 








  

  

  

  



   

   
 

   
 

 






 

β) Αθέξαηνο n .                                                                                                                                               

Από ην (α) κέξνο ηεο απόδεημεο έρνπκε 

1

( )
( )

v
vv

v

dx Y x
x Y x

dx
 . 

Παίξλνληαο ην όξην απηνύ ηνπ απνηειέζκαηνο γηα v n  γλσξίδνληαο όηη ( ) lim ( )n v
v n

Y x Y x


  

παίξλνπκε ην απαηηνύκελν απνηέιεζκα.  

B.3. H γελλήηξηα ζπλάξηεζε 

1 1

2 ( )
x t

nt

n

n

e t J x

   
 



   

Απόδεημε: Αλαιύνπκε ηελ 

1 1

2
x t

te

 
 

   ζε γηλόκελν δπλακνζεηξώλ θαη δείρλνπκε όηη ν 

ζπληειεζηήο ηνπ nt  είλαη ε ( )nJ x  
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1 1 11

2 22

0 0 , 0 , 0

1 1 1 1
( 1)

12 2 2 2
( 1)

! ! ! ! 2 ! !

r s r s

r r s s s
r sx r s r sx t xt

st t

r s r s r s

x
xt x t x t

x tt
e e e

r s r s r s


        

 

   

       
        

              
 

   

 

Σώξα ζέινπκε λα πάξνπκε ηνλ ζπληειεζηή ηνπ nt  γηα 0n  . Γηα λα πξνθύςεη ην δεηνύκελν 

ζέηνπκε s r n  . Έηζη ν ζπληειεζηήο ηνπ nt  είλαη 

                                                           

2 21
( 1)

2 !( )!

r n r n
r n x

r r n

 
  

  
 

. 

Παίξλνπκε ηνλ πιήξε ζπληειεζηή ηνπ nt  αζξνίδνληαο όιεο ηηο επηηξεπόκελεο ηηκέο ηνπ r . Αθνύ 

s r n   θαη απαηηνύκε 0s  , ζα πξέπεη r n . Έηζη ν πιήξεο ζπληειεζηήο ηνπ nt  είλαη 

2

2 2

0

1 2
( 1) ( 1)

2 !( )! ( )! !

p n

r n r n
r n p

r n p

x

x

r r n p n p



  


 

 
 

      
  

   

                                                   (όπνπ έρνπκε ζέζεη p r n  ) 

                                                                                   

2

0

2
( 1)

( 1) !

p n

p

p

x

p n p







 
 
  

  
   

(αθνύ ην p  θαη ην n  είλαη αθέξαηνη, κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε ζρέζε   

( 1) ( )!p n p n     ) 

                                                                                   ( )nJ x   

(από ηε ζρέζε (Α.2)). 

Δάλ 0n   έρνπκε ηνλ ζπληειεζηή ηνπ nt  γηα ζπγθεθξηκέλε ηηκή ηνπ r  πνπ δίλεηαη από  

2 21
( 1)

2 !( )!

r n r n
r n x

r r n

 
  

  
 

. 

Αιιά ηώξα ε απαίηεζε όηη 0s   κε s r n   ηθαλνπνηείηαη γηα όιεο ηηο ηηκέο ηνπ r . Έηζη ν 

ζπληειεζηήο ηνπ nt  είλαη 
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2

2 2

0 0

1 2
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( )

2 !( )! ! ( 1)

r n

r n r n
r n n r n

n n

r r

x

x
J x J x

r r n r r n



  




 

 
 

          
    

  . 

Απνδείρζεθε. 

Παξαηήξεζε: Παξαηεξνύκε όηη ε γελλήηξηα ζπλάξηεζε ησλ ( )nJ x  ηζρύεη θαη όηαλ 

\{0}t . 

Γηα it e  έρνπκε 

1 1
sin

2 2

i ie e
t i

t

 


 

   
 

, 

νπόηε ε γελλήηξηα ζπλάξηεζε γίλεηαη 

1

sin2 cos( sin ) sin( sin )

x
t

ixte e x i x  
 
 

     . 

Δμάιινπ ηζρύνπλ νη ζρέζεηο 

2 2 2

2 1 2 1 (2 1)

( 1) 2cos(2 )

( 1) 2 sin(2 1)

n n n

n n n

t t n

t t i n







   

  

   
 

νπόηε ε γελλήηξηα ζπλάξηεζε δίλεη  

sin

0 2 2 1

1 1

cos( sin ) sin( sin ) ( ) 2 ( )cos(2 ) 2 ( )sin(2 1)ix

n n

n n

e x i x J x J x n i J x n    
 



 

       . 

Έρνπκε θαηαιήμεη ινηπόλ ζηνπο ηύπνπο 

0 2

1

2 1

1

cos( sin ) ( ) 2 ( )cos(2 ),

sin( sin ) 2 ( )sin(2 1) .

n

n

n

n

x J x J x n

x J x n

 

 











 

 




   κε ,x    
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Β.4. Οινθιεξωηηθέο αλαπαξαζηάζεηο ηωλ ζπλαξηήζεωλ 

Bessel πξώηνπ είδνπο 

1
ε
 νινθιεξωηηθή αλαπαξάζηαζε 

0

1
( ) cos( sin )nJ x n x d



  


  , όπνπ n  αθέξαηνο 

Απόδεημε: Αθνύ ( ) ( 1) ( )n

n nJ x J x  
 
γηα n  αθέξαην ην 

1 1

2 ( )
x t

nt

n

n

e t J x

   
 



 
 

κπνξεί λα 

γξαθηεί ζηε κνξθή 

1 1

2

0

1

( ) ( 1) ( )
x t

n n nt

n

n

e J x t t J x

   
 



      . 

Δάλ ηώξα γξάςνπκε it e   ηόηε  

1
2 sini it e e i

t

      . 

Ζ παξαπάλσ εμίζσζε γξάθεηαη   

sin

0

1

( ) [ ( 1) ] ( )ix in n in

n

n

e J x e e J x  






     

όκσο όηαλ ην n  είλαη άξηηνο έρνπκε  

( 1) 2cosin n in in ine e e e n           

ελώ όηαλ ην n  είλαη πεξηηηόο έρνπκε  

( 1) 2 sinin n in in ine e e e i n           

έηζη έρνπκε 

sin

0

  

( ) 2cos ( ) 2 sin ( )ix

n n

n ά n ό

e J x n J x i n J x

  

      

       

sin

0 2 2 1

1 1

( ) 2cos 2 ( ) 2sin(2 1) ( )ix

k k

k k

e J x k J x i k J x  
 



 

     . 

Δμηζώλνληαο ηα πξαγκαηηθά θαη ηα θαληαζηηθά κέξε απηήο ηεο εμίζσζεο έρνπκε 
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0 2

1

cos( sin ) ( ) 2cos 2 ( )k

k

x J x k J x 




                                    (B.4.1) 

           

                                  
2 1

1

sin( sin ) 2sin(2 1) ( )k

k

x k J x 






 
                                      

(B.4.2) 

εάλ πνιιαπιαζηάζνπκε θαη ηα δύν κέιε ηεο εμίζσζεο (Β.4.1) κε cos ,  ( 0)n n   

θαη εάλ πνιιαπιαζηάζνπκε θαη ηα δύν κέιε ηεο εμίζσζεο (Β.4.1) κε cos ,  ( 0)n n  θαη ηα δύν 

κέιε ηεο εμίζσζεο (Β.4.2) κε sin ,  ( 1)n n   θαη νινθιεξώζνπκε από ην 0  έσο ην   θαη 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο ηαπηόηεηεο έρνπκε 

0

0

0

cos cos 0 ( )

cos cos  ( 0)
2

cos cos  ( 0)

m n d m n

m n d m n

m n d m n







  


  

   

 

  

  







 

θαη 

0

0

sin sin 0 (m n)

sin sin  ( 0)
2

m n d

m n d m n





  


  

 

  





 

παίξλνπκε ηα απνηειέζκαηα 

 

 

0

0

cos cos sin ( ) (  )

cos cos sin 0 (  )

nn x d J x n ά

n x d n ό





    

    









 

θαη 

0

0

sin sin( sin ) 0 (  )

sin sin( sin ) ( ) (  ).n

n x d n ά

n x d J x n ό
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Ζ πξόζζεζε ησλ δύν ηειεπηαίσλ εμηζώζεσλ δίλεη 

0

[cos cos( sin ) sin sin( sin )] ( )nn x n x d J x



        

γηα όινπο ηνπο ζεηηθνύο αθέξαηνπο n  έρνπκε 

0

cos( sin ) ( )nn x d J x



      

ην νπνίν είλαη ην απαηηνύκελν απνηέιεζκα γηα ζεηηθό n . 

Δάλ ην n  είλαη αξλεηηθό κπνξνύκε λα ζέζνπκε n m   όπνπ m  είλαη ζεηηθό, έηζη ώζηε ην 

απαηηνύκελν απνηέιεζκα λα είλαη 

0

cos( sin ) ( )mm x d J x



          

(όπνπ m  είλαη ζεηηθό) 

αιιά 

0

0

cos( sin ) cos[ ( ) sin( )]( )m x d m x d





                 

( όπνπ έρνπκε αιιάμεη ηελ κεηαβιεηή ζέηνληαο      ) 

                                        
0

cos sinm m x d



        

                                       0

[cos( sin )cos sin( sin )sin ]m x m m x m d



           

                                       0

( 1) cos( sin )m m x d



      

                                       
( 1) ( )m

mJ x    

(εθόζνλ γλσξίδνπκε όηη ηζρύεη γηα ζεηηθό m ) 

                                       
( )mJ x   
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( )nJ x . 

2
ε
 νινθιεξωηηθή αλαπαξάζηαζε 

1 1

2 2

1

1

12
( ) (1 ) ,  ( )

1 2
( )

2

n

n
ixt

n

x

J x t e dt n

n





 
 
    

 
  

 

Απόδεημε: Θεσξώληαο ην νινθιήξσκα I  νξηδόκελν από 

1 1 11 1 1

2 2 22 2 2

0 01 1 1

( ) ( )
(1 ) (1 ) (1 )

! !

r r
n n n

ixt r

r r

ixt ix
I t e dt t dt t t dt

r r

   

   

         . 

Σώξα εάλ ην r  είλαη πεξηηηόο, ην νινθιήξσκα  

1 1

2 2

1

(1 )
n

rt t dt




  είλαη κηα πεξηηηή ζπλάξηεζε 

ηνπ t  άξα ην νινθιήξσκα είλαη κεδέλ ελώ εάλ ην r  είλαη άξηηνο (δειαδή λα ηζνύηαη κε ην 2s), ε 

νινθιεξώζηκε ζπλάξηεζε είλαη άξηηα, έηζη έρνπκε 

1 1
1 1 1 11 1 1

2 22 2 2 2 22 2 2

1 1 0 0

(1 )(1 ) (1 ) 2 (1 )
n s

n n n
r s s u u dut t dt t t dt t t dt

 
  

 

                                          

(όπνπ θάλνπκε αιιαγή κεηαβιεηήο 2 ,  2u t du tdt  ) 

1 1

2 2

1

1 1
(1 ) ,

2 2

n
rt t dt B n s





 
    

 
  

(από ηνλ νξηζκό ηεο ζπλάξηεζεο Beta ζα πξέπεη λα έρνπκε 
1

2
n    γηα λα εμαζθαιίζνπκε ηε 

ζύγθιηζε ηνπ νινθιεξώκαηνο) 

1 1

2 2

1

1 1

2 2
(1 )

( 1)

n
r

n s

t t dt
n s





   
      
    
   . 

Έηζη  



Κεθάιαην 1: Ηδηόηεηεο ζπλαξηήζεσλ Bessel  24 

 

2 2

2
0 0

1 1

( ) 1 1 (2 )!2 2
( 1)

(2 )! ( 1) 2 (2 )! ( 1) 2 !

s s
s

s
s s

n s
ix x s

I n
s n s s n s s


 

 

   
      

         
      

   

(ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζρέζε 
2

1 (2 )!

2 2 !x

x
x

x


 
   
 

) 

άξα   

2

0

( 1)
1 2

2 2 ( 1) !

s n

s
n

s

x

x
I n

n s s




 



 
  

          
     


 

άξα 

1
( )

2 2

n

n

x
I n J x



   
     

   
 

(από ηελ εμίζσζε 

2

0

( 1)
( )

! ( 1) 2

r nr

n

r

J
x

x
r n r





  
  

    
 ) 

έηζη  

1
( )

1 2

2

n

n

x
J x I

n

 
  

     
 

 

άξα 

1 1

2 2

1

1
( ) (1 )

1 2

2

n
n

ixt

n

x
J x t e dt

n





 
  

     
 

 . 
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Β.5. Οη ξίδεο ηωλ ζπλαξηήζεωλ Bessel πξώηνπ είδνπο  

Όζνλ αθνξά ηηο ξίδεο ησλ ζπλαξηήζεσλ ( )nJ x  ηζρύεη: 

Πξόηαζε Β.5.1: (i) Οη ζπλαξηήζεηο Bessel ( ),  {0}nJ x n  , έρνπλ αξηζκήζηκν πιήζνο 

ζεηηθώλ απιώλ ξηδώλ ,  ,kx k
 
κε lim k

k
x


  .                                                                                    

(ii) Μεηαμύ δύν δηαδνρηθώλ ζεηηθώλ ξηδώλ ηεο ( )nJ x
 
ππάξρεη αθξηβώο κηα πνιιαπιή ξίδα ηεο 

1( )nJ x  
θαη αθξηβώο κηα ξίδα ηεο 1( )nJ x . 

Απόδεημε: (i) Οη ξίδεο είλαη απιέο. 

 Πξάγκαηη· αλ ην 0 0x 
 
ήηαλ κηα πνιιαπιή ξίδα ηεο ( )nJ x , ηόηε ζα έπξεπε 0 0( ) ( ) 0.n nJ x J x 

 
Σν πξόβιεκα αξρηθώλ ηηκώλ 

2 2 2

0 0( ) 0,  ( ) ( ) 0x y xy x n y y x y x         

έρεη, ζύκθσλα κε ην ζεώξεκα ππάξμεσο θαη κνλαδηθόηεηαο, κηα κνλαδηθή ιύζε, ηελ ( ) 0y x  . 

Δπεηδή ε ( )nJ x
 
είλαη ιύζε ηνπ παξαπάλσ πξνβιήκαηνο, ζα έπξεπε ( ) 0nJ x   γηα θάζε 0x  . 

Απηό όκσο είλαη άηνπν. Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε 0 ( )J x , ε νπνία γξάθεηαη: 

sin

0 0
2 2

0 0

1 2 cos
( ) cos( sin ) ( )

x

t x t
J x x d J x dt

x t


 

 


  


   

ή 

                                                                  0

0

2
( ) ( , )

x

J x K t x dt


  ,

                                           

(B.5.1)  

όπνπ 
2 2

cos
( , )

t
K t x

x t



.                                                                                                                             

Έζησ (2 1) ,  {0},
2

kt k k


    νη ζεηηθέο ξίδεο ηνπ cos t . Σόηε γηα x t
 
από ηελ (Β.5.1) 

παίξλνπκε 

0 1 0 1

0 1

1 1
1

0

0 00 0

: :

2 2 2 2
( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( 1) ( , )

k k

k k

k

t t t t

k

k kt t

A A

J t K t t dt K t t dt K t t dt K t t dt
 

    
   

 



 


 

 

         
 

 

                  0 1 2 ... ( 1)A A A A

      . 
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Από ηνλ ηξόπν πνπ νξίζηεθαλ ηα kA
 
δηαπηζηώλεηαη εύθνια όηη γηα 0,1,..., 1k    ηζρύεη 

10 k kA A   . Δπνκέλσο 

   

     

0 0 2 1 1

0 0 1 2 3 1

( ) ... 0,  όηαν  άρηιος

( ) ... 0,  όηαν  περιηηός

J t A A A A A

J t A A A A A A

  

  









      

         

πνπ ζεκαίλεη όηη κεηαμύ δύν δηαδνρηθώλ ξηδώλ ηεο cos t  ππάξρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ηεο 

0 ( )J t . Μηα δπλακνζεηξά, όπσο ε 0 ( )J x , δελ κπνξεί λα έρεη απείξνπ πιήζνπο ξίδεο ζε έλα 

θξαγκέλν δηάζηεκα. Δπνκέλσο ε 0 ( )J x
 
έρεη ζηα δηαζηήκαηα ηεο κνξθήο 

(2 1) ,  (2 1)
2 2

k k
  

  
 

 πεπεξαζκέλνπ πιήζνπο ξίδεο, πνπ ζεκαίλεη όηη ζπλνιηθά νη ξίδεο ηεο 

0 ( )J x
 
είλαη αξηζκήζηκνπ πιήζνπο. Δπεηδή lim(2 1)

2k
k


    έπεηαη όηη ε αθνινπζία ησλ ξηδώλ 

ηεο 0 ( )J x
 
ζπγθιίλεη ζην  .                                                                                                                                                   

Ζ αληίζηνηρε ηδηόηεηα γηα ηεο ζπλαξηήζεηο 1 2, ,...J J  πξνθύπηεη ακέζσο επαγσγηθά από ην (ii). 

(ii)  Έζησ 1 2,x x , κε 1 2 ,x x δύν δηαδνρηθέο ξίδεο ηεο ζπλαξηήζεσο ( )nJ x . ύκθσλα κε ην 

ζεώξεκα Rolle θαη ηνπο αλαγσγηθνύο ηύπνπο (i) θαη (ii), ζα ππάξρεη ζην δηάζηεκα 1 2( , )x x
 

ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα ηεο 1,  1,nJ n 
 
θαη ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα ηεο 1,  0nJ n  . Δπίζεο 

πξνθύπηεη όηη ππάξρεη αθξηβώο κηα ξίδα ηεο 1nJ   θαη αθξηβώο κηα ξίδα ηεο 1nJ  . 

B.6. Οξζνγωληόηεηα ζπλαξηήζεωλ Bessel                                      
Ζ ζπλάξηεζε Bessel ( )pJ x , γηα ζηαζεξό 0,p   έρεη αξηζκήζηκν πιήζνο απιώλ ζεηηθώλ 

ξηδώλ ( ),  n n  , κε ηελ ηδηόηεηα lim n
n




  . Γηα ηηο ξίδεο ηεο ( )pJ x
 
ηζρύεη ν αθόινπζνο 

πξνζεγγηζηηθόο ηύπνο 

3

4 2
k p k

 
    . 

ην γξακκηθό ρώξν [ , ]C    ησλ ζπλερώλ ζπλαξηήζεσλ ζην δηάζηεκα  ,   εηζάγνπκε έλα 

εζσηεξηθό γηλόκελν σο εμήο:                                         

Γηα ( ), ( ) [ , ]f x g x C    

, : ( ) ( ) ( ) ,f g f x g x r x dx
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όπνπ ( ) [ , ]r x C    είλαη κηα απζαίξεηε θαη απζηεξά ζεηηθή ζπλάξηεζε, ηελ νπνία νλνκάδνπκε 

ζπλάξηεζε βάξνπο. Γηα ην παξαπάλσ γηλόκελν ηζρύνπλ νη γλσζηέο ηδηόηεηεο ηνπ εζσηεξηθνύ 

γηλνκέλνπ.                                                                                                                             

Θα ιέκε όηη νη ζπλαξηήζεηο ( ), ( ) [ , ]f x g x C    είλαη νξζνγώληεο, όηαλ , 0f g  . Μηα 

αθνινπζία ( )n nF   ζηνηρείσλ ηνπ [ , ]C    ζα ιέκε όηη απνηειεί έλα νξζνγώλην ζύζηεκα σο 

πξνο ηε ζπλάξηεζε βάξνπο ( )r x , όηαλ  

, 0n mF F 
 
γηα n m                                                                                

Ηζρύεη ην επόκελν βαζηθό ζεώξεκα, πνπ αθνξά ζηελ νξζνγσληόηεηα ησλ ζπλαξηήζεσλ Bessel. 

Θεώξεκα Β.6.1: Γίλνληαη 0p   θαη 0a  . Γηα ηελ αθνινπζία ησλ ζπλαξηήζεσλ Bessel 

 ( )p n n
J x


, όπνπ n

n





  θαη n  

ε -ιοζηήn  ζεηηθή ξίδα ηεο ( )pJ x , ηζρύνπλ: 

                                              
0

( ) ( ) 0

a

p n p mJ x J x xdx   ,

  

όηαλ n m                                     (B.6.1) 

θαη  

                                              
2

2 2

1

0

( ) ( )
2

a

p n p n

a
J x xdx J  , όηαλ m n                                  (B.6.2) 

Ζ ηζόηεηα (Β.6.1) δειώλεη όηη νη ζπλαξηήζεηο  ( )p n n
J x


 απνηεινύλ έλα νξζνγώλην ζύζηεκα 

ζην δηάζηεκα [0, ]a  σο πξνο ηε ζπλάξηεζε βάξνπο ( )r x x .                                                    

ηελ εηδηθή πεξίπησζε πνπ 1a   νη ηζόηεηεο (Β.6.1) θαη (Β.6.2) παίξλνπλ ηελ κνξθή  

1

0

( ) ( ) 0p n p mJ x J x xdx   , όηαλ m n  

                

1

2

1

0

1
( ) ( ) ( )

2
p n p m p nJ x J x xdx J   , όηαλ m n . 

Β.7. εηξέο Fourier-Bessel 

Γίλεηαη κηα ζπλάξηεζε ( )f x , νξηζκέλε ζην δηάζηεκα [0, ]a . ε πνιιά πξνβιήκαηα εθαξκνγώλ 

είλαη ελδηαθέξνλ λα αλαπηύμνπκε ηε ζπλάξηεζε απηή ζε κηα ζεηξά ηεο κνξθήο 
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1

( ) ( )n p n

n

f x A J x




 ,                                                    (B.7.1) 

όπνπ ηα n  
έρνπλ νξηζηεί ζην πξνεγνύκελν ζεώξεκα. Ζ παξαπάλσ ζεηξά νλνκάδεηαη ζεηξά 

Fourier-Bessel ηάμεσο p  ηεο f  θαη νη nA
 
ζπληειεζηέο Fourier-Bessel ηεο f .                                 

Αλ ππνζέζνπκε όηη ην αλάπηπγκα ηεο (Β.7.1) ηζρύεη, ηόηε γηα ηνλ ππνινγηζκό ησλ ζπληειεζηώλ 

nA
 
ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο ηδηόηεηεο νξζνγσληόηεηαο ησλ ζπλαξηήζεσλ pJ , πνπ αλαθέξνληαη 

ζην πξνεγνύκελν ζεώξεκα. 

Πνιιαπιαζηάδνπκε ακθόηεξα ηα κέιε ηεο (Β.7.1) κε ( )p mJ x x  θαη νινθιεξώλνληαο ζην 

δηάζηεκα [0, ]a  παίξλνπκε 

( .8.1) 2

10 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a a a a

B

p m n p n p m p m m p m

n o

f x J x xdx A J x J x xdx f x J x xdx A J x xdx    




      . 

Δπνκέλσο από ηελ (Β.7.2), βξίζθνπκε  

                                                   
2 2

1 0

2
( ) ( )

( )

a

n p n

p n

A f x J x xdx
a J




  .                                    (B.7.2) 

Σν επόκελν ζεώξεκα δίλεη ηηο ζπλζήθεο θάησ από ηηο νπνίεο κηα ζπλάξηεζε αλαπηύζζεηαη ζε 

ζεηξά Fourier-Bessel. 

Θεώξεκα Β.7.1: Γίλεηαη κηα ζπλάξηεζε ( )f x  ηκεκαηηθά ιεία ζην δηάζηεκα [0, ]a . Γηα θάζε 

(0, )x a  ηζρύεη 

1

( 0) ( 0)
( ),

2
n p n

n

f x f x
A J x





  
  

όπνπ n
n

a


 

 
θαη n  

ε -ιοζηήn  ζεηηθή ξίδα ηεο ζπλαξηήζεσο Bessel ( )pJ x . 

Οη ζπληειεζηέο nA  δίλνληαη από ηνλ ηύπν (Β.7.2). 

Παξαηήξεζε: Γηα 0x   ε ζεηξά ζπγθιίλεη ζην (0 0)f  , ελώ γηα x a  ζπγθιίλεη ζην 0 . 

Παξάδεηγκα Β.7.1: Να αλαπηπρζεί ζε ζεηξά Fourier-Bessel ηάμεσο 2 ε ζπλάξηεζε 
2( ) ,  0 1.f x x x    

Λύζε: ύκθσλα κε ην ζεώξεκα, ην αλάπηπγκα δίλεηαη από ηελ ηζόηεηα 
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2

2

1

( ),  0 1,n n

n

x A J x x




    

όπνπ n  
ε -ιοζηήn  ζεηηθή ξίδα ηεο 2 ( )J x . 

Οη ζπληειεζηέο, ζύκθσλα κε ηελ (Β.7.2) ζα είλαη  

1

2

22

3 0

2
( )

( )
n n

n

A x J x xdx
J




  . 

Δπεηδή 

 
1

3 3

2 24

0 0

1
( ) θέηοσμε ( )

n

n nx J x dx t x t J t dt



 


   
 

από

 
1( ( )) ( )p p

p px J x x J x
   έρνπκε 

 3

3 0 34

1 1
[ ( )] n

n

n n

t J t J
 

 


 

άξα  

3

2

3 3

( )2 2

( ) ( )

n
n

n n n n

J
A

J J



   
   

θαη  ηειηθά    

2

2

1 3

1
2 ( ),  0 1

( )
n

n n n

x J x x
J


 





   . 

εκείωζε: ύκθσλα κε ηελ παξαηήξεζε, ε ζεηξά γηα 0x   ζπγθιίλεη ζην 0  θαη γηα 1x   

επίζεο ζην 0 , αθνύ ην 2 2( 1) ( ) 0n nJ J   . 

B.8. Παξακεηξηθή κνξθή ηεο εμίζωζεο Bessel 

Πνιιέο θνξέο, ρξεζηκνπνηώληαο ην ρσξηζκό ησλ κεηαβιεηώλ γηα ηελ επίιπζε κεξηθώλ 

δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ, θαηαιήγνπκε ζε πξνβιήκαηα ηδηνηηκώλ ηεο κνξθήο: 

                                        2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0,  0x y x xy x x p y x x a                                 (B.8.1) 

                                        (0)y                                                                                          (B.8.2)          
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                                         ( ) 0y a                                                                                           (B.8.3)                                                                    

όπνπ 0p   ζηαζεξόο αξηζκόο θαη   παξάκεηξνο. 

Γηα ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο θάλνπκε ηελ αιιαγή ηεο κεηαβιεηήο z x  θαη γξάθνπκε 

( ) ( )
z

u z y x y


 
   

 
, νπόηε ε (Β.8.1) παίξλεη ηελ κνξθή 

                                                 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0z u z zu z z p u z      

ε νπνία είλαη εμίζσζε Bessel ηάμεσο p  κε γεληθή ιύζε 

                                                  1 2( ) ( ) ( )p pu z C J z C Y z  . 

Δπνκέλσο ε γεληθή ιύζε ηεο (Β.8.1) είλαη 

                                                   1 2( ) ( ) ( )p py z C J x C Y x   . 

Έλεθα ηεο ζπλζήθεο (Β.8.2) θαη επεηδή 
0

lim ( )p
x

Y x


   έπεηαη όηη 2 0C  . Ζ ζπλζήθε (Β.8.3) 

καο δίλεη ( ) 0pJ a  , πνπ ζεκαίλεη όηη νη ηηκέο ηεο παξακέηξνπ   πνπ ηθαλνπνηνύλ ην 

πξόβιεκα είλαη   ,  n
n n na n

a


    

 
όπνπ n  

είλαη νη ζεηηθέο ξίδεο ηεο ζπλαξηήζεσο 

Bessel ( )pJ x .                                                                                                                                        

Δπνκέλσο κε ηεηξηκκέλεο ιύζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη 

( ) ( )p ny x J x , όπνπ n
n

a


  . 

εκείωζε: Πην ζσζηά ζα έπξεπε ηηο ζεηηθέο ξίδεο ηεο ζπλαξηήζεσο Bessel ( )pJ x  λα ηηο 

ζπκβνιίζνπκε κε ,  pn n  , νπόηε θαη 
pn

pn
a


  . Όκσο ρξεζηκνπνηνύκε ηελ πην πάλσ γξαθή 

όηαλ δελ ππάξρεη πεξίπησζε ζπγρύζεσο. 
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Γ. Εθαξκνγή: Σν πξόβιεκα Diriclet ζε θύιηλδξν 

Θα κειεηήζνπκε ην πξόβιεκα Diriclet ζε θπιηλδξηθά πεδία. Ζ εμίζσζε Laplace ζε θπιηλδξηθέο 

ζπληεηαγκέλεο ηηο ζπλαξηήζεσο ( , , )u r z είλαη 

 2

1 1
0rr r zzu u u u

r r
    . 

Θα πεξηνξίζνπκε ηε κειέηε καο ζε κία εηδηθή πεξίπησζε, όπνπ ε ιύζε δε ζα εμαξηάηαη από ηε 

γσλία  , νπόηε ε εμίζσζε Laplace ζα έρεη ηε κνξθή 

1
0rr r zzu u u

r
    

θαη ζα κεδελίδνπκε ηε ζπλάξηεζε u  ζηελ παξάπιεπξε επηθάλεηα.                                              

Σν πξόβιεκα απηό πεξηγξάθεηαη από ηηο ζπλζήθεο   

                                                  
1

0,  0 ,  0rr r zzu u u r a z h
r

      
                                     

(E) 

                                            

      

( ,0) 0,  0

( , ) ( ),  0

( , ) 0,  0

u r r a

u r h r r a

u a z z h



  

  

                                                                

() 

Θα αλαδεηήζνπκε ιύζεηο ηεο κνξθήο ( , ) ( ) ( )u r z R r Z z  (ρσξηδόκελσλ κεηαβιεηώλ), νπόηε από 

ηελ εμίζσζε (Δ) θαη ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ( ,0) 0u r  θαη ( , ) 0u a z   πξνθύπηνπλ νη 

εμηζώζεηο 

                                                    

2 2 0,  ( ) 0,r R rR r R R a    

                                           

(Γ.1) 

                                                                 0,  (0) 0,Z Z Z                                                            (Γ.2) 

όπνπ   είλαη ε ζηαζεξά ρσξηζκνύ ησλ κεηαβιεηώλ. 

Αλ 0  , ηόηε εύθνια δηαπηζηώλεηαη όηη ( ) 0R r  , δειαδή έρνπκε ηεηξηκκέλε ιύζε. 

Αλ 2 0   , ηόηε ε (Γ.1) είλαη κηα παξακεηξηθή κνξθή ηεο ηξνπνπνηεκέλεο εμίζσζεο Bessel 

ηάμεσο 0 , κε γεληθή ιύζε 

                                                    0 0( ) ( ) ( )R r AI r BK r   .                                                   (Γ.3) 
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Οη ζπλαξηήζεηο 0I  θαη 0K
 
είλαη νη ηξνπνπνηεκέλεο ζπλαξηήζεηο Bessel πξώηνπ θαη δεύηεξνπ 

είδνπο αληίζηνηρα. 

εκείωζε: Ζ ηξνπνπνηεκέλε δηαθνξηθή εμίζσζε Bessel είλαη  

2 2 2( ) 0x y xy x p y      

θαη ηθαλνπνηείηαη από ηελ ηξνπνπνηεκέλε ζπλάξηεζε Bessel πξώηνπ είδνπο ηάμεσο p  

                                                         

2

0

2
( )

! ( 1)

k p

p

k

x

I x
k k p







 
 
 
  

                                       (ζρήκα Γ.1) 

 

(ζρήκα Γ.1) 

 

Αλ ν p  δελ είλαη αθέξαηνο κηα δεύηεξε ιύζε ηεο εμίζσζεο απηήο γξακκηθώο αλεμάξηεηε ηεο 

( )pI x  είλαη ε  

                                                   

( ) [ ( ) ( )]
2sin( )

p p pK x I x I x
p




 

                              

(ζρήκα Γ.2) 

πνπ νλνκάδεηαη ηξνπνπνηεκέλε ζπλάξηεζε Bessel δεπηέξνπ είδνπο ηάμεσο p .  
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(ζρήκα Γ.2) 

Δπεηδή νη ζπλαξηήζεηο απηέο δελ θξαγκέλεο, ζπκπεξαίλνπκε όηη ε (Γ.3) δε δίλεη κε ηεηξηκκέλεο 

θξαγκέλεο ιύζεηο. Δπνκέλσο ζα πξέπεη 2 0    . ηελ πεξίπησζε απηή νη (Γ.1) θαη ε (Γ.2) 

παίξλνπλ ηε κνξθή 

                                                   2 2 2 0,  ( ) 0,r R rR r R R a    

                                           

(Γ.4)

 

                                                   2 0,  (0) 0Z Z Z   .                                                          (Γ.5) 

Με ηεηξηκκέλεο ιύζεηο ηεο (Γ.4) είλαη νη ζπλαξηήζεηο 

 0( ) ( )n nR r J r ,                                                                                                                                    

όπνπ ,  1,2,...,n
n nn


 


   είλαη ε -ιοζηήn  ζεηηθή ξίδα ηεο ζπλαξηήζεσο Bessel 0J . 

H εμίζσζε (Γ.5) έρεη ιύζεηο ηεο κνξθήο  

 ( ) sinh( ),  1,2,...n nZ z z n  . 

Όπσο θαη ζηηο πξνεγνύκελεο πεξηπηώζεηο, κηα (ηππηθή) ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη  

 0

1

( , ) ( )sinh( )n n n

n

u r z A J r z 




 . 

Αλ ζηε ηειεπηαία ηζόηεηα ζέζνπκε z h , ηόηε παίξλνπκε  
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 0

1

( ) ( )sinh( )n n n

n

r A J r h  




 , 

πνπ ζεκαίλεη όηη νη ζπληειεζηέο sinh( )n nA h
 
πξέπεη λα είλαη νη ζπληειεζηέο ηνπ αλαπηύγκαηνο 

ηεο ( )r ζε ζεηξά Fourier-Bessel.  

Από ηε παξαπάλσ κειέηε ζπκπεξαίλνπκε όηη: 

Ζ ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο (Δ)-() είλαη  

 0

1

( , ) ( )sinh( )n n n

n

u r z A J r z 




 , 

όπνπ 

 02 2

1 0

2
( ) ( )

sinh( ) ( )

a

n n

n n

A r J r rdr
h a J

 
 

  , 

n
n

a


   θαη n  

ε -ιοζηήn  ζεηηθή ξίδα ηεο ζπλαξηήζεσο Bessel 0J .  

Παξάδεηγκα Γ.1: Να ιπζεί ην πξόβιεκα (Δ)-() ζηελ πεξίπησζε 1,  2a h  θαη ( ) 50r  . 

Λύζε: ύκθσλα κε ηελ παξαπάλσ ιύζε έρνπκε 

 

1

02

1 0

2
50 ( )

sinh(2 ) ( )
n n

n n

A J r rdr
J


 

  . 

Eπεηδή   

1

0 0 1 0 12 2

0 0

1 1 1
( ) ( ) ( ) [ ( )] ( )

n

n

n n n

n n n

J r rdr r t J t tdt tJ t J



  
  

       

άξα γηα ηνπο ζπληειεζηέο nA
 
έρνπκε   

1

100
,  1,2,...

sinh(2 ) ( )
n

n n n

A n
J  

   

νπόηε ε ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη  

 
0

1 1

( )
( , ) 100 sinh( )

( )sinh(2 )

n
n

n n n n

J r
u r z z

J




  





  .
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Κεθάιαην 2: πλαξηήζεηο Legendre 

A. Η εμίζωζε Legendre θαη νη ιύζεηο ηεο 

Θεσξνύκε ηε δηαθνξηθή εμίζσζε Legendre ηάμεσο a  

 
2(1 ) 2 ( 1) 0,  x y xy a a y a        

θάζε  ιύζε ηεο νπνίαο νλνκάδεηαη ζπλάξηεζε Legendre γηα ( 1,1)x   γξάθεηαη ππό ηε κνξθή  

 2 2

2 ( 1)
0

1 1

x a a
y y y

x x


   

 
.
 

 

Παξαηεξνύκε όηη νη ζπλαξηήζεηο 
2

2
( )

1

x
p x

x





 θαη 

2

( 1)
( )

1

a a
q x

x





 αλαπηύζζνληαη ζε 

δπλακνζεηξά κε θέληξν ην 0  θαη αθηίλα 1. Δπνκέλσο, θάζε ιύζε ηεο εμίζσζεο Legendre κπνξεί 

λα γξαθεί κε ηε κνξθή δπλακνζεηξάο 

 ( ) v

vy x a x , 

ε νπνία ζπγθιίλεη ηνπιάρηζηνλ ζην δηάζηεκα ( 1,1) , 

επνκέλσο ζα ηθαλνπνηείηαη ε εμίζσζε 

2

2 1(1 ) ( 2)( 1) 2 ( 1) ( 1) 0v v v

v v vx v v a x x v a x a a a x            

ή, ζέηνληαο ( 1)a a b  , 

2 0 2

1

2 [( 2)( 1) ( 1) 2 ] 0v

v v v v

v

a ba v v a v v a va ba x






         . 

Δπνκέλσο ζα πξέπεη  

2 02 0a ba   

θαη  

2( 2)( 1) [ ( 1) ] 0,  1,2,...v vv v a v v b a v        

από ηηο νπνίεο πξνθύπηεη ν αλαγσγηθόο ηύπνο 
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 2

( 1)
,  0,1,2,...

( 2)( 1)
v v

v v b
a a v

v v


 
 

 
. 

Έηζη νη ζπληειεζηέο ζα είλαη  

2 0

4 2

6 4 0

2

2

2 3
1

3 4 4 2 3

4 5
... 1 1

5 6 6 2 3 4 5

........................................................................

1 1 ... 1
2 2 3 4 5 (2 2

o

k

b
a a

b b b
a a a

b b b b
a a a

b b b b
a

k k

 

   
    

  

    
       

    

  
     

    
0 ,  2,3,...

)(2 1)
a k

k

 
 

 

 

κε αλάινγν ηξόπν βξίζθνπκε 

 2 1 1

1
1 1 ... 1 ,  1,2,...

2 1 1 2 3 4 (2 1)2
k

b b b
a a k

k k k


   
       

       
 

επνκέλσο ε γεληθή ιύζε ηεο δηαθνξηθήο εμηζώζεσο Legendre είλαη 

 0 1 1 2( ) ( ) ( ),  ( 1,1)y x a y x a y x x     

όπνπ 

 

2 2

1

2

2 1

2

1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( ) 1 1 ... 1 ,

2 2 2 3 (2 2)(2 1)

1 ( 1) ( 1)
( ) 1 ... 1

2 1 1 2 (2 1)2

k

k

k

k

a a a a a a a a
y x x x

k k k

a a a a
y x x x

k k k










     
      

     

   
     

     




 

θαη 0 1,a a  απζαίξεηεο ζηαζεξέο.                                                                                                       

Παξαηεξνύκε όηη αλ ν a  είλαη έλαο άξηηνο 2n k , ηόηε 2 4 ... 0n na a    , νπόηε ε ιύζε 1( )y x
 

εθθπιίδεηαη ζε έλα πνιπώλπκν ( )n x  βαζκνύ 2n k . Αλάινγα· αλ ν a  είλαη έλαο πεξηηηόο 

2 1n k  , ηόηε ε ιύζε 2 ( )y x
 
εθθπιίδεηαη ζε έλα πνιπώλπκν n  βαζκνύ 2 1n k  . Δπνκέλσο 

όηαλ ν a  είλαη έλαο θπζηθόο n , δειαδή ε εμίζσζε Legendre είλαη ηεο κνξθήο 

 
2(1 ) 2 ( 1) 0x y xy n n y       
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γηα 0,1,2,...n   ε νπνία γξάθεηαη ζπλήζσο κε ηε κνξθή  

 
2((1 ) ) ( 1) 0x y n n y      

ηόηε ε εμίζσζε έρεη ιύζε έλα πνιπώλπκν n
 
βαζκνύ n , πνπ πεξηέρεη όξνπο κόλν άξηηνπ ή 

πεξηηηνύ βαζκνύ. Οη ζπληειεζηέο ηνπ πνιπσλύκνπ ηθαλνπνηνύλ ηελ αλαδξνκηθή ζρέζε 

 2

( 1)( 2)
,  0,1,2,..., 2

( )( 1)
v v

v v
a a v n

n v n v


 
   

  
. 

Πνιιαπιαζηάδνπκε ην πνιπώλπκν n  επί έλα ζηαζεξό αξηζκό θαηά ηέηνην ηξόπν, ώζηε ν 

ζπληειεζηήο ηνπ nx  λα είλαη 

 2

(2 )!

2 ( !)n

n

n
, 

ή ηζνδύλακα ζέηνπκε ζηνλ πξνεγνύκελν αλαγσγηθό ηύπν 
2

(2 )!

2 ( !)
n n

n
a

n
 , 

νπόηε βξίζθνπκε ηνπο ζπληειεζηέο ηνπ λένπ πνιπσλύκνπ ( )nP x : 

 

2

4 2

2

( 1) (2 2)!

2(2 1) 2 ( 1)!( 2)!

( 3)( 2) (2 4)!

4(2 3) 2 2!( 2)!( 4)!

..................................................................

( 1) (2 2 )!
.

2 !( )!( 2 )!

n n n

n n n

k

n k n

n n n
a a

n n n

n n n
a a

n n n

n k
a

k n k n k



 



  
  

  

  
  

  

 


 

 

Δπνκέλσο ην πνιπώλπκν ( )nP x , πνπ πξνθαλώο είλαη ιύζε ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο Legendre 

(αθνύ είλαη πνιιαπιάζην ηνπ n ), γξάθεηαη 

                                                  
2

2

0

( 1) (2 2 )!
( )

2 !( )!( 2 )!

n

k
n k

n n
k

n k
P x x

k n k n k

 
 
 





 


 
                                      (Α.1) 

όπνπ 
2

n 
 
 

 είλαη ην αθέξαην κέξνο ηνπ 
2

n
. 

Σα παξαπάλσ πνιπώλπκα νλνκάδνληαη πνιπώλπκα Legendre βαζκνύ n .
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B. Ιδηόηεηεο ηωλ ζπλαξηήζεωλ Legendre 

B.1. Γελλήηξηα ζπλάξηεζε ηωλ πνιπωλύκωλ Legendre 

 
 2

0

1
( )

1 2

n

n

n

t P x
tx t






 

  εάλ 1t   θαη 1x  . 

Απηό ζεκαίλεη όηη όηαλ ην  
1

2 21 2tx t


   αλαιύεηαη ζε δπλάκεηο ηνπ t , ν ζπληειεζηήο ηνπ nt  

είλαη ν ( )nP x . Σν  
1

2 21 2tx t


   νλνκάδεηαη γελλήηξηα ζπλάξηεζε ησλ πνιπσλύκσλ Legendre. 

Απόδεημε: Αλαιύνπκε ην  
1

2 21 2tx t


   κε ην δησλπκηθό ζεώξεκα 

   
1 1

2 2 21 2 1 (2 )tx t t x t
 

      

                           

     
2

1 3 1 3 2 1
...

1 2 2 2 2 2
1 (2 ) (2 ) ... (2 ) ...

2 2! !

r

r

t x t t x t t x t
r

       
           

                      
 

 

0

2 2
0

1 3 5 ... (2 1)
( 1) ( 1) (2 )

2 !

(2 )!
(2 ) .

2 ( !)

r r r r

r
r

r r

r
r

r
t x t

r

r
t x t

r









    
   

 




 

Σώξα αλαιύνπκε ην (2 )rx t  κε ην δησλπκηθό ζεώξεκα (γλσξίδνπκε όηη ν r  είλαη αθέξαηνο) 

 
0

(2 ) (2 ) ( )
r

r r r p p

p

p

x t C x t



    

όπνπ ην 
r

pC  είλαη ν δησλπκηθόο ζπληειεζηήο 
!

!( )!

r

p r p
 

έηζη ηώξα έρνπκε 

                                   
1

2 2
2 2

0 0

(2 )!
(1 2 ) ( 1) (2 )

2 ( !)

r
r P r p r p

pr
r p

r
tx t C t x

r


 

 

      .                        (Β.1.1) 
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Γηα λα βξνύκε ηνλ ζπληειεζηή ηνπ nt , πξέπεη λα ζέζνπκε r p n   θαη έηζη γηα κηα νξηζκέλε 

ηηκή ηνπ r  παίξλνπκε p n r  . Αιιά ην p  παίξλεη ηηκέο 0 p r  . Θα πξέπεη λα πάξνπκε 

κόλν εθείλεο ηηο ηηκέο ηνπ r  πνπ ηθαλνπνηνύλ ηε ζρέζε 0 n r r    άξα 
1

2
n r n  . Έηζη εάλ 

n  είλαη άξηηνο ην r  παίξλεη ηηκέο κεηαμύ ηνπ 
1

( 1)
2

n   θαη n . Γηα θάζε κηα από απηέο ηηο ηηκέο 

ηνπ r  ηνλ ζπληειεζηή ηνπ nt  ζηελ εμίζσζε (Β.1.1) ηνλ παίξλνπκε ζέηνληαο p n r   άξα 

 
( )

2 2

(2 )!
( 1) (2 )

2 ( !)

r n r r n r

n rr

r
C x

r

  

   

θαη ηνλ πιήξε ζπληειεζηή ηνπ nt  ηνλ παίξλνπκε αζξνίδνληαο όιεο ηηο επηηξεπόκελεο ηηκέο ηνπ 

r  άξα ν ζπληειεζηήο ηνπ nt  είλαη 

 
2

2 2

 (  n άρηιος)
2

1
 (για n περιηηός)

2

(2 )!
( 1) (2 )

2 ( !)

n
n r r n

n rr
n

r

n
r

r
C x

r


 








 . 

Δάλ ηώξα αιιάμνπκε ηελ κεηαβιεηή άζξνηζεο από r  ζε k n r   ν ζπληειεζηήο ηνπ nt  είλαη ν 

2
2 2 2

2 2 2 2 2 2
0

 (  n άρηιος)
2

1
 (για n περιηηός)

2

(2 2 )! (2 2 )! ( )!
( 1) (2 ) ( 1) 2

2 [( )!] 2 [( )!] ( 2 )! !

                                                 

n

n
n k k n k k n k n k

kn k n k
n k

r

n
r

n k n k n k
C x x

n k n k n k k


 
 
 

   

 







  
  

  
 

2
2

0

(2 2 )!
                             ( 1)

2 ( )!( 2 )! !

                                                                              ( )

n

k n k

n
k

n

n k
x

n k n k k

P x

 
 
 






 

 





έηζη ην δεηνύκελν απνηέιεζκα απνδείρηεθε. Ο πεξηνξηζκόο ζηηο ηηκέο ηνπ x  πξνέξρεηαη από 

ηελ ζπλζήθε ζύγθιηζεο ηεο δησλπκηθήο αλάιπζεο ηνπ 
1

2[1 (2 )]t x t


   δειαδή (2 ) 1t x t  .  

Όηαλ 1x   απηή ε ζπλζήθε είλαη ηζνδύλακε κε 1t  . 
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B.2. Άιιεο εθθξάζεηο γηα ηα πνιπώλπκα Legendre 

Ο ηύπνο ηνπ Rodrigues 

 

21 ( 1)
( )

2 !

n n

n n n

d x
P x

n dx


  

Απόδεημε: Μπνξνύκε λα αλαιύζνπκε ην 2( 1)nx   κε ην δησλπκηθό ζεώξεκα 

 
2 2( )

0

( 1) ( 1)
n

n n r n r

r

r

x C x 



   . 

Έηζη   

                                         

2 2

2

0

( 1)
1 ( 1) 1

2 ! 2 !

n
n n r n r

n n r

r

n n n n

d C x
d x

n dx n dx











                               (Β.2.1) 

αιιά ε -ιοζηήn  παξάγσγνο κηα δύλακεο ηνπ x  κηθξόηεξεο από ην n  είλαη κεδέλ έηζη ώζηε 

 

2 2

0
n n r

n

d x

dx



  εάλ 2 2n r n   άξα 2

n
r  . 

Μπνξνύκε λα αληηθαηαζηήζνπκε  ην 
0

n

r

 κε ην 
2

0

n

r

 εάλ ην n  είλαη άξηηνο θαη κε ην 

1

2

0

n

r





 εάλ ην 

n  είλαη πεξηηηόο άξα ην 
0

n

r

 ην αληηθαζηζηνύκε κε ην 
2

0

n

r

 
 
 



 όπνπ ην 
2

n 
 
 

 νξίζηεθε παξαπάλσ. 

Αθόκα      

!
( 1)( 2)...( 1)

( )!

n p
p n p n

n

d x p
p p p p n x x

dx p n

      
  

έηζη ώζηε    

2 2
2(2 2 )!

( 2 )!

n n r
n r

n

d x n r
x

dx n r





  

ηελ αληηθαζηζηνύκε ζηελ εμίζσζε (Β.2.1) θαη έρνπκε
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2 2 2
2 2

0 0

1 ( 1) 1 ! (2 2 )! (2 2 )!
( 1) ( 1) ( )

2 ! 2 ! !( )! ( 2 )! 2 !( )!( 2 )!

n n

n n
r n r r n r

nn n n n
r r

d x n n r n r
x x P x

n dx n r n r n r r n r n r

   
   
   

 

 

  
    

   
 

                                                                                                                                                       (από (Α.1)) 

Οινθιεξωηηθή αλαπαξάζηαζε ηνπ Laplace 

 
2

0

1
( ) ( 1cos )n

nP x x x d



 


    

Απόδεημε: Μπνξεί λα θαλεί από ζηνηρεηώδεο κεζόδνπο (γηα παξάδεηγκα κέζσ ηεο 

αληηθαηάζηαζεο tan
2

t


 ) 

                                                          
2

0
1 cos 1

d


 

  


 
 .                                                 (Β.2.2) 

Δάλ ηώξα ζέζνπκε 
2 1

1

u x

ux



 


 θαη αλαιύζνπκε θαη ηα δύν κέξε ηεο εμίζσζεο (Β.2.2) ζε 

δπλάκεηο ηνπ u  θαη εμηζώζνπκε ηνπο ζπληειεζηέο ησλ αληίζηνηρσλ δπλάκεσλ ηνπ u  ζα 

πάξνπκε ην αληίζηνηρν απνηέιεζκα 

 2

1 1

1 cos 1
1 cos

1

u x

ux

 



 




 

                                                                       

   

   

1
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0

1 1 1cos
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n
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                                                         (από ην δησλπκηθό ζεώξεκα 1
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(1 ) n
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1 1

1 1
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                                           (ην αληηθαζηζηνύκε ζηελ εμίζσζε (Β.2.2) θαη παίξλνπκε) 
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                                                          (από ηε γελλήηξηα ζπλάξηεζε). 

Δμηζώλνληαο ηνπο ζπληειεζηέο ηνπ nu  έρνπκε 
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0

( ) 1cosnP x x x d



      

ην νπνίν είλαη ην απαηηνύκελν απνηέιεζκα. 

Β.3. Αλαιπηηθέο εθθξάζεηο ηωλ πνιπωλύκωλ Legendre                 
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 είλαη ην αθέξαην κέξνο ηνπ 
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n
. 

Μπνξνύκε λα γξάςνπκε ηα πνιπώλπκα  Legendre ζε νπνηαδήπνηε ζεηξά. Γηα 0,1,2,3,4n   ηα 

πξώηα πέληε πνιπώλπκα Legendre είλαη: 



Κεθάιαην 2: Ηδηόηεηεο ησλ ζπλαξηήζεσλ Legendre     43 

 

 

0

1

2

2

3

3

4 2

4

( ) 1

( )

1
( ) (3 1)

2

1
( ) (5 3 )

2

1
( ) (35 30 3)

8

P x

P x x

P x x

P x x x

P x x x





 

 

  

 

 

θαη νη γξαθηθέο ηνπο παξαζηάζεηο είλαη: 

                                                      0( ) 1P x   

                               

                                                            1( )P x x  

 

 

                                                           



Κεθάιαην 2: Ηδηόηεηεο ησλ ζπλαξηήζεσλ Legendre     44 

 

                                                           
2

2

1
( ) (3 1)

2
P x x   

 

 

                                                           
3

3

1
( ) (5 3 )

2
P x x x   

 

                                                           
4 2

4

1
( ) (35 30 3)

8
P x x x    

                   



Κεθάιαην 2: Ηδηόηεηεο ησλ ζπλαξηήζεσλ Legendre     45 

 

Β.4. Εηδηθέο ηηκέο ηωλ πνιπωλύκωλ Legendre 
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  (από ην δησλπκηθό ζεώξεκα ή ζεσξώληαο ην δεμί κέινο ζαλ άπεηξν άζξνηζκα 

κηαο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ) έρνπκε 
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n n

t t P
 

 

  . Γηα λα ηζρύεη γηα όιεο ηηο ηηκέο ηνπ t  ζε 

θάπνην δηάζηεκα (ζε απηή ηελ πεξίπησζε 1t  ) πξέπεη λα εμηζώζνπκε ηνπο αληίζηνηρνπο 

ζπληειεζηέο ησλ δπλάκεσλ ηνπ t , εδώ πξνθύπηεη (1) 1nP  .                                                               

(ii) Αθξηβώο ην ίδην κε ην (i) αιιά ζέηνπκε 1x    ζηελ γελλήηξηα ζπλάξηεζε.                        

(iii) Ζ ( )nP x  ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε Legendre 
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2
(1 ) 2 ( 1) 0

d y dy
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dx dx
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                                 (Β.4.1)                                                                      
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γηα 1x   ζε απηήλ ηελ εμίζσζε παίξλνπκε  

                                                     2 (1) ( 1) (1) 0n nP n n P                                                                     
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(iv) Αθξηβώο όπσο ζην (iii), ζέηνπκε 1x    ζηελ εμίζσζε (Β.4.1) θαη ρξεζηκνπνηνύκε ην (ii). 
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θαη εμηζώλνληαο ηνπο αληίζηνηρνπο ζπληειεζηέο ησλ δπλάκεσλ ηνπ t  θαη ζηα δύν κέιε 

παίξλνπκε 
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Β.5. 

Ζ ζπλάξηεζε ( )nP x  είλαη άξηηα γηα άξηην n  θαη πεξηηηή γηα πεξηηηό n . 

Β.6. εηξά Legendre 

Δάλ ε ( )f x  είλαη έλα πνιπώλπκν βαζκνύ n  ηόηε 
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r r
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r rc r f x P x dx



 
  
 

 . 

Δπίζεο εάλ ε ( )f x  είλαη άξηηα (ή πεξηηηή), κόλν εθείλα ηα rc  κε άξηην (ή πεξηηηό) δείθηε είλαη 

κε κεδεληθά. 

Απόδεημε: Έρνπκε 1

1 1 0( ) ...n n

n nf x a x a x a x a

      θαη κπνξνύκε λα γξάςνπκε 

2

2( ) ...n n

n n nP x k x k x 

    (από ηελ εμίζσζε (Α.1) ε ( )nP x  είλαη έλα πνιπώλπκν βαζκνύ n , 

πνπ πεξηέρεη κόλν άξηηεο ή πεξηηηέο δπλάκεηο ηνπ x  αλάινγα κε ην εάλ ην n  είλαη άξηηνο ή 

πεξηηηόο) έηζη ώζηε εάλ πάξνπκε ην ( ) ( )n
n

n

a
f x P x

k

 
  
 

 πξνθύπηεη είηε κεδέλ (ζε απηήλ ηελ 

πεξίπησζε ην πξώην κέξνο ηνπ ζεσξήκαηνο απνδείρζεθε) είηε έλα πνιπώλπκν βαζκνύ 1n .                      

Απηό ζεκαίλεη όηη  

 1( ) ( ) ( )n n nf x c P x g x   

όπνπ n
n

n

a
c

k
  θαη 1( )ng x  είλαη έλα πνιπώλπκν βαζκνύ 1n .                                                     

Σν ίδην επηρείξεκα κπνξεί λα εθαξκνζηεί ζην 1( )ng x  θαη δίλεη 

 1 1 1 2( ) ( ) ( )n n n ng x c P x g x      

θαη έηζη  

1 1 2( ) ( ) ( ) ( )n n n n nf x c P x c P x g x     .                                                                                 

Σν ίδην επηρείξεκα κπνξνύκε λα εθαξκόζνπκε ζην 2ng   θ.ν.θ. γηα λα θαηαιήμνπκε ηειηθά 
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όπσο απαηηείηαη. 

Σώξα ππνζέηνπκε όηη ε ( )f x  είλαη άξηηα. Αθνύ ε ( )rP x  είλαη άξηηα όηαλ ην r  είλαη άξηην θαη 

πεξηηηή όηαλ ην r  είλαη πεξηηηό. Οπόηε θαη ε νινθιεξώζηκε ζπλάξηεζε ( ) ( )rf x P x  είλαη άξηηα 

ή πεξηηηή αλάινγα κε ην αλ ην r  είλαη άξηην ή πεξηηηό. Αιιά ην νινθιήξσκα κηαο πεξηηηήο 

ζπλάξηεζεο από ην -1 έσο ην 1 θάλεη κεδέλ αθνύ νη ζεηηθέο θαη νη αξλεηηθέο ηηκέο 

αιιειναλαηξνύληαη. Έηζη ην rc  είλαη κεδέλ όηαλ ην r  είλαη πεξηηηόο. Οκνίσο όηαλ ε ( )f x  είλαη 

πεξηηηή ην rc  είλαη κεδέλ όηαλ ην r  είλαη άξηην. 

Πόξηζκα B.6.1: Δάλ ε ( )f x  είλαη έλα πνιπώλπκν βαζκνύ κηθξόηεξνπ από n , ηόηε  
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Απόδεημε: Τπνζέηνπκε όηη ε ( )f x είλαη βαζκνύ n  ηόηε έρνπκε 
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Θεώξεκα Β.6.1: Τπνζέηνπκε όηη ε ( )f x  ηθαλνπνηεί ηηο παξαθάησ ζπλζήθεο ζην δηάζηεκα 

1 1x   .                                                                                                                                                     
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( )f x  είλαη θαηά ηκήκαηα ζπλερήο).                                                                                                      
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Παξάδεηγκα B.6.1: 

    

Αξηζηεξό όξην ζε έλα ζεκείν αζπλέρεηαο.                                                                                      

 

Γεμί όξην ζε έλα ζεκείν αζπλέρεηαο. 

Αθόκα ζηα ζεκεία 1x    θαη 1x    ε ζεηξά ζπγθιίλεη ζην (1 )f   θαη ζην ( 1 )f   αληίζηνηρα. 

Απηή ε ζεηξά νλνκάδεηαη ζεηξά Legendre γηα ηελ ( )f x . 

Παξάδεηγκα B.6.2: Να ππνινγηζηνύλ νη ηξείο πξώηνη κε κεδεληθνί ζπληειεζηέο Legendre 

ηεο ζπλαξηήζεσο ( ) ,  1 1f x x x    . 

Λύζε: Υξεζηκνπνηνύκε ηνλ ηύπν  
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Απόδεημε: 

(i) Γλσξίδνπκε όηη ε ( )nP x  είλαη κηα πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε βαζκνύ n  θαη πεξηέρεη κόλν 

άξηηεο δπλάκεηο ηνπ x  εάλ ην n  είλαη άξηηνο θαη κόλν πεξηηηέο δπλάκεηο ηνπ x  εάλ ην n  είλαη 

πεξηηηόο. Έηζη ε ( )nP x  είλαη έλα πνιπώλπκν βαζκνύ 1n  πνπ πεξηέρεη είηε πεξηηηέο είηε άξηηεο 

δπλάκεηο ηνπ x  αλάινγα κε ην εάλ ην n  είλαη άξηην ή πεξηηηό. Έηζη από ην ζεηξά Legendre 

έρνπκε 
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(όπνπ ην νινθιήξσκα εμαθαλίδεηαη από ην πόξηζκα B.7.1, αθνύ ( )sP x είλαη έλα πνιπώλπκν 

βαζκνύ 1s  , θαη 1s   είλαη πάληα κηθξόηεξν από n ) 
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(από ηνπο αλαγσγηθνύο ηύπνπο (i) θαη (ii)) 

αιιά ην s  παίξλεη ηηο ηηκέο 1, 3,...n n   άξα ην s n  παίξλεη ηηο ηηκέο 2 1,2 3,...n n   νη νπνίεο 

είλαη πάληα πεξηηηέο αλεμάξηεηα από ηηο ηηκέο ηνπ n  ή ηνπ s .                                                   
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(ii) ( )nxP x  είλαη έλα πνιπώλπκν βαζκνύ 1n , πεξηηηό εάλ ην n  είλαη άξηην θαη άξηην εάλ ην n  

είλαη πεξηηηό. Έηζη από ηε ζεηξά Legendre έρνπκε  

 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ... ( )n n n n nxP x c P x c P x c P x       ( n άξηηνο) 
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αιιά ην νινθιήξσκα είλαη κεδέλ από ην πόξηζκα Β.6.1 εάλ 1r n   ( αθνύ ( )rxP x είλαη έλα 

πνιπώλπκνπ βαζκνύ κηθξόηεξνπ από n ) άξα εάλ 1r l   έρνπκε  

                                                  1 1 1 1( ) ( ) ( )n n n n nxP x c P x c P x     .                                          (Β.7.1) 

Γηα λα βξνύκε ηα 1nc   θαη 1nc   παξαγσγίδνπκε σο πξνο x  ηελ παξαπάλσ εμίζσζε, δειαδή  

                                             1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )n n n n n nP x xP x c P x c P x   
     .                                   (Β.7.2) 

Θέηνπκε 1x   ζηηο δύν παξαπάλσ εμηζώζεηο θαη ρξεζηκνπνηώληαο ηνπο αλαγσγηθνύο ηύπνπο (i) 

θαη (iii) παίξλνπκε 

                                                               1 11 n nc c                                                               (Β.7.3) 
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1 1

1 1 1
1 ( 1) ( 1)( 2) ( 1)

2 2 2
n nn n c n n c n n 

   
         

   
.                       (Β.7.4) 

Λύλνληαο ηηο εμηζώζεηο (Β.7.3) θαη (Β.7.4) γηα 1nc   θαη 1nc   παίξλνπκε  

 1 1

1
,  

2 1 2 1
n n

n n
c c

n n
 


 

   

κε ρξήζε ησλ δύν παξαπάλσ ηηκώλ ζηελ εμίζσζε (Β.7.1) παίξλνπκε 

 1 1

1
( ) ( ) ( )

2 1 2 1
n n n

n n
xP x P x P x

n n
 


 

 
 

ην νπνίν είλαη ην απαηηνύκελν απνηέιεζκα. 

(iii) Πνιιαπιαζηάδνληαο θαη ηα δύν κέιε ηεο εμίζσζεο (ii) κε 2 1n  παίξλνπκε  

                                             1 1(2 1) ( ) ( 1) ( ) ( )n n nn xP x n P x nP x                                        (Β.7.5) 

από ηελ παξαπάλσ εμίζσζε παίξλνπκε 

 1 1( 1) ( ) (2 1) ( ) ( ) 0n n nn P x n xP x nP x       

ην νπνίν είλαη ην απαηηνύκελν απνηέιεζκα. 

(iv) Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ εμίζσζε (i) γηα ην 1( )nP x
  θαη ην 1nP 

  

 
1 2 4

1 2 4

( ) (2 1) ( ) (2 3) ( ) (2 7) ( ) ...

( )                         (2 3) ( ) (2 7) ( ) ...

n n n n

n n n

P x n P x n P x n P x

P x n P x n P x

  

  

       

       

αθαηξώληαο ηηο δύν παξαπάλσ εμηζώζεηο παίξλνπκε 

  1 1( ) ( ) 2 1 ( )n n nP x P x n P x 
    . 

(v) Δάλ παξαγσγίζνπκε ηελ (iii) σο πξνο x  παίξλνπκε 

     1 11 ( ) 2 1 ( ) ( ) ( ) 0n n n nn P x n P x xP x nP x 
         

εάλ ηώξα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ (iv) γηα λα αληηθαηαζηήζνπκε ην 1( )nP x
  ζα έρνπκε 

       1 11 ( ) 2 1 ( ) 2 1 ( ) ( ) ( ) 0n n n n nn P x n P x n P x xP x nP x 
             

κε αλαγσγή νκνίσλ όξσλ παίξλνπκε 
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       12 1 ( ) 2 1 1 1 ( ) 2 1 ( ) 0n n nn P x n n P x n xP x
         

ην νπνίν θαηαιήγεη ζε  

1( ) ( ) ( ) 0n n nP x nP x xP x
     

από ηελ παξαπάλσ εμίζσζε παίξλνπκε  

1( ) ( ) ( )n n nxP x P x P x
   . 

(vi) Δάλ πνιιαπιαζηάζνπκε ηελ (iv) κε ην x  παίξλνπκε  

 1 1( ) ( ) 2 1 ( )n n nxP x xP x n xP x 
     

θαη αληηθαζηζηώληαο ηελ έθθξαζε  2 1 ( )nn xP x  ζηελ (Β.7.5) παίξλνπκε 

                                            1 1 1 11 ( ) ( ) ( ) ( )n n n nn P x nP x xP x xP x   
     .                              (Β.7.6) 

Δάλ ηώξα μαλαγξάςνπκε ηελ (v) θαη αληηθαηαζηήζνπκε ην n  κε ην 1n  έρνπκε 

  1 1( ) ( ) 1 ( )n n nxP x P x n P x 
     

θαη εάλ αληηθαηαζηήζνπκε ηελ έθθξαζε   11 ( )nn P x  ζηελ εμίζσζε (Β.7.6) παίξλνπκε 

 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n nxP x P x nP x xP x xP x   
        

από ηελ πξνεγνύκελε εμίζσζε παίξλνπκε 

 1 1( ) ( ) ( )n n nP x xP x nP x 
    

ην νπνίν είλαη ην απαηηνύκελν απνηέιεζκα. 

(vii) Δάλ πνιιαπιαζηάζνπκε ηελ (v) κε x  παίξλνπκε 

 
2

1( ) ( ) ( )n n nx P x xP x nxP x
    

θαη αθαηξώληαο ηελ (vi) απν ηελ (v) παίξλνπκε  

 
2

1( ) ( ) ( ) ( )n n n nx P x P x nxP x nP x
     

ην νπνίν κπνξεί λα γξαθηεί ζηελ κνξθή  
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  2

11 ( ) ( ) ( )n n nx P x nxP x nP x
   . 

(viii) Δάλ αληηθαηαζηήζνπκε ην n  κε 1n  ζηελ (v) θαη (vi) παίξλνπκε 

 

 

 

1 1

1

( ) ( ) 1 ( )

( ) ( ) 1 ( )

n n n

n n n

xP x P x n P x

P x xP x n P x

 



   

     

απαιείθνπκε ην 1( )nP x
  (πνιιαπιαζηάδνληαο ηελ δεύηεξε εμίζσζε κε x  θαη αθαηξώληαο ηελ 

από ηελ πξώηε) θαη παίξλνπκε  

    2

1( ) ( ) 1 ( ) 1 ( )n n n nP x x P x n P x n xP x
        

ην νπνίν θαηαιήγεη ζε  

      2

11 ( ) 1 ( ) 1 ( )n n nx P x n P x n xP x
     . 

(ix) Υξεζηκνπνηώληαο ηελ (iii) έρνπκε 

    1 1 1 1

1
( ) ( ) ( ) ( ) 2 1 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 1 ( ) ( )

1
k k k k k k k k k kP x P y P x P y k xP x kP x P y P x k yP y kP y

k
   

            
 

                                               1 1

2 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
k k k k k k

k k
x y P x P y P x P y P x P y

k k
 


   

 
 

πνιιαπιαζηάδνληαο θαη ηα δύν κέιε ηεο εμίζσζεο κε 1k   παίξλνπκε 

        1 1 1 11 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k k k kk P x P y P x P y k x y P x P y k P x P y P x P y          . 

Δάλ ζπκβνιίζνπκε ηε   1 11 ( ) ( ) ( ) ( )k k k kk P x P y P x P y    κε kf  ε παξαπάλσ εμίζσζε γξάθεηαη 

                                                   12 1 ( ) ( )k k k kf k x y P x P y f     .                                    (Β.7.7) 

Απηή ε εμίζσζε ηζρύεη απζηεξά γηα 1k  . Γη απηό ην εύξνο ησλ ηηκώλ ηνπ k  όιεο νη πνζόηεηεο 

πνπ πεξηέρεη ε εμίζσζε είλαη θαιά νξηζκέλεο. Αιιά ζα πξέπεη λα ηζρύεη θαη γηα 0k   ππό ηελ 

πξνϋπόζεζε όηη ζα νξίζνπκε 1 0f  . ηελ ζπλέρεηα έρνπκε 

 0 1 0 0 1( ) ( ) ( ) ( )f P x P y P x P y x y     (από ηελ εμίζσζε (Β.7.7)). 

Σν x y  επίζεο ηζνύηαη κε  
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   12 1 ( ) ( )k k kk x y P x P y f     κε 0k   

εάλ ηώξα αζξνίζνπκε ηελ εμίζσζε (Β.7.6) από 0k   έσο k n  παίξλνπκε 

    1

0 0 0

2 1 ( ) ( )
n n n

k k k k

k k k

f k x y P x P y f 

  

        

                                              1

0 0 1

2 1 ( ) ( )
n n n

k k k k

k k k

f k x y P x P y f 

  

        

                                              
1

0 0 0

2 1 ( ) ( )
n n n

k k k k

k k k

f k x y P x P y f


  

        

έηζη 

                                              
1

0 0 0

2 1 ( ) ( )
n n n

k k k k

k k k

f f k x y P x P y


  

                                                 

έηζη ώζηε  

   
0

2 1 ( ) ( )
n

k k k

k

f x y k P x P y


    

θαη από ηνλ νξηζκό ηνπ nf  παίξλνπκε 

 
 

 
   1 1

0

1
( ) ( ) ( ) ( ) 2 1 ( ) ( )

n

n n n n k k

k

n
P x P y P x P y k P x P y

x y
 




  


 . 

Β.8. Οξζνγωληόηεηα ηωλ πνιπωλύκωλ Legendre 

(i) Γηα n m  ηζρύεη 

1

1

( ) ( ) 0m nP x P x dx


  

(ii) ελώ γηα n m  ηζρύεη 

1

2

1

2
( )

2 1
nP x dx

n



 . 

Απόδεημε: 

(i) Ζ εμίζσζε Legendre γξάθεηαη  

    21 1x y n n y
    

 
, 
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νπόηε  γηα ηα πνιπώλπκα ( )nP x  θαη ( )mP x  ηζρύνπλ 

    21 ( ) 1 ( )m mx P x m m P x
    

 
  θαη     21 ( ) 1 ( )n nx P x n n P x

    
 

. 

Αλ πνιιαπιαζηάζνπκε ηελ πξώηε κε ( )nP x  θαη ηε δεύηεξε κε ( )mP x  θαη πξνζζέζνπκε θαηά 

κέιε παίξλνπκε 

    
  2

2 2

1 ( ) ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )
m n m n

m n n m

d x P x P x P x P x

x P x P x x P x P x
dx

             
   

 

                                                                                        1 1 ( ) ( )m nm m n n P x P x      . 

Με νινθιήξσζε θαηά κέιε πξνθύπηεη ε ηζόηεηα 

       
11

2

1 1

0 1 ( ) ( ) ( ) ( ) 1 1 ( ) ( )m n m n m nx P x P x P x P x m m n n P x P x dx
 

               , 

από ηελ νπνία γηα m n  πξνθύπηεη ε 

1

1

( ) ( ) 0m nP x P x dx


 . 

(ii) Ο αλαγσγηθόο ηύπνο  

   1 11 ( ) ( ) 2 1 ( ),  1,2,...n n nn P x nP x n xP x n       

 γηα n  θαη 1n  δίλεη 

    1 11 ( ) ( ) 2 1 ( )n n nn P x nP x n xP x       

θαη 

   2 1( ) 1 ( ) 2 1 ( )n n nnP x n P x n xP x     . 

Αλ πνιιαπιαζηάζνπκε ηελ πξώηε ζρέζε κε 1( )nP x , ηε δεύηεξε κε ( )nP x , νινθιεξώζνπκε ηηο 

πξνθύπηνπζεο ηζόηεηεο θαη ιάβνπκε ππόςε καο ηελ (i) βξίζθνπκε 

  
1 1

2

1 1

1 1

( ) 2 1 ( ) ( )n n nn P x dx n xP x P x dx 
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θαη 

  
1 1

2

1

1 1

( ) 2 1 ( ) ( )n n nn P x dx n xP x P x dx

 

    

από ηηο νπνίεο πξνθύπηεη ε 

 

1 1

2 2

1

1 1

2 1
( ) ( )

2 1
n n

n
P x dx P x dx

n


 




  . 

Γηα 1n   θαη επεηδή 

1

2

1

1

( ) 2P x dx


  έρνπκε  

1

2

1

1

2 1 2
( ) 2

2 1 3
P x dx




 

 , 

δειαδή ηζρύεη ε  

1

2

1

2
( )

2 1
nP x dx

n



 . 

Κάλνληαο ρξήζε ηεο κεζόδνπ ηεο καζεκαηηθήο επαγσγήο δηαπηζηώλνπκε όηη ε  

1

2

1

2
( )

2 1
nP x dx

n



  ηζρύεη γηα θάζε n . 

Β.9. 

Σν πνιπώλπκν ( )nP x  έρεη n  δηαθνξεηηθέο ξίδεο ζην  1,1 .
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Γ. Εθαξκνγή: Σν πξόβιεκα Diriclet ζε ζθαίξα  

(ζπκκεηξηθή πεξίπηωζε) 

Θα εμεηάζνπκε έλα πξόβιεκα Diriclet ζε κηα ζθαίξα πνπ είλαη αλεμάξηεην ηεο γσλίαο  . 

Πξόθεηηαη ινηπόλ γηα ην πξόβιεκα. 

                               2

2 1
cot 0,  0 ,  0rr ru u u u u r a

r r
                                      (Δ) 

                                 ( , ) ( ),  0u a f                                                                                             () 

όπνπ ( )f   κηα ηκεκαηηθά ιεία δνζκέλε ζπλάξηεζε. 

Ζ εμίζσζε Laplace ζε ζθαηξηθέο ζπληεηαγκέλεο είλαη  

 2 2

2 1 1
cot 0

sin
rr ru u u u u u

r r
  



 
       

 
 

όπνπ 0 ,  0 2r a       θαη 0     

θαη νη ιύζεηο πνπ επηδέρεηαη είλαη ηεο κνξθήο 

      ( 1)( , , ) cos cos( ) sin( )n n m

nu r Ar Br P C m D m           

κε 1,2,..., 0,1,2,...,n m n  .             

Από ην γεληθό ηύπν ηεο παξαπάλσ ιύζεσο ζπκπεξαίλνπκε όηη  

 γηα λα νξίδεηαη ε ιύζε θαη γηα 0r   ζα πξέπεη 0   

 γηα λα είλαη ε ιύζε αλεμάξηεηε ηεο γσλίαο   ζα πξέπεη 0m  . 

Δπνκέλσο ζα έρνπκε ιύζεηο ηεο (Δ) ηεο κνξθήο 

                                                       ( , ) cosn

n n nu r A r P   

όπνπ nP  είλαη ην πνιπώλπκν Legendre βαζκνύ n .                                                                                   

Αλ ιάβνπκε ππόςε καο θαη ηε ζπλνξηαθή ζπλζήθε ζα πξέπεη λα ζεσξήζνπκε σο ιύζε ηεο (Δ) 

ηελ  

  
0

( , ) cos

n

n n

n

r
u r A P

a
 





 
  

 
  



Κεθάιαην 2: Δθαξκνγή: Σν πξόβιεκα Diriclet ζε ζθαίξα (ζπκκεηξηθή πεξίπησζε)  61 

 

ζηελ νπνία αλ ζέζνπκε r a  παίξλνπκε 

  
0

( ) cosn n

n

f A P 




  

πνπ ζεκαίλεη όηη ηα nA  είλαη νη ζπληειεζηέο ηνπ αλαπηύγκαηνο Legendre ηεο ( )f  , νη νπνίνη 

δίλνληαη από ηηο ηζόηεηεο ηεο παξαθάησ πξόηαζεο 

Πξόηαζε Γ.1: Αλ m  είλαη κε αξλεηηθόο αθέξαηνο θαη ( )f x  κία ηκεκαηηθά ιεία ζπλάξηεζε 

ζην  1,1 , ηόηε γηα θάζε  1,1x   ηζρύεη ην αλάπηπγκα ηεο ( )f x  ζε ζπζρεηηδόκελε ζεηξά 

Legendre 

 
( 0) ( 0)

( )
2

m

n n

n m

f x f x
A P x





  
 , 

όπνπ νη ζπληειεζηέο nA , ζπζρεηηδόκελνη ζπληειεζηέο Legendre, δίλνληαη από ηνλ ηύπν                     

 

 

1

1

!2 1
( ) ( ) ,   , 1, 2,...

2 !

m

n n

n mn
A f x P x dx n m m m

n m



    

  . 

ηα ζεκεία 1x   (αληίζηνηρα 1x   ) ε ζεηξά ζπγθιίλεη ζην (1 0)f   (αληίζηνηρα ζην 

( 1 0)f   ). 

Δπνκέλσο: 

Ζ ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο (Δ) θαη () είλαη  

  
0

( , ) cos

n

n n

n

r
u r A P

a
 





 
  

 
 , 

όπνπ είλαη ην -ιοζηόn  πνιπώλπκν Legendre θαη  

 
0

2 1
( ) cos sin ,  0,1,2,...

2
n n

n
A f P d n



   


  . 

Παξάδεηγκα Γ.1: Να ιπζεί ην πξόβιεκα (Δ)-() ζηελ πεξίπησζε 1a   θαη 
2( ) 2 cos    . 
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Λύζε: Δπεηδή 

  
 22 2

2

2 cos 11
(cos ) 3cos 1 cos

2 3

P
P


  


     

έρνπκε 

  2

7 3
( ) cos

3 2
P     

νπόηε ε δεηνύκελε ιύζε είλαη 

  2

7 2
( , ) cos

3 3
u r P   . 

εκείωζε: Γλσξίδνπκε όηη  

  21 ( 1)n nx P n n P
    

   

νινθιεξώλνπκε από 0 έσο 1 θαη έρνπκε  

 

1

0

(0) ( 1) ( )n nP n n P x dx      ή  

1

0

(0)
( ) ,  1,2,...

( 1)

n
n

P
P x dx n

n n


 

 . 

Παξάδεηγκα Γ.2: Να βξεζεί ε ιύζε ηεο εμίζσζεο Laplace ζηε ζθαίξα 0 r a   πνπ 

ηθαλνπνηεί ηε ζπλνξηαθή ζπλζήθε 

 

( , ) 1,  0
2

( , ) 1,   .
2

u a

u a


 


  

  

   
 

Πνηά είλαη ε ηηκή ,
2

u r
 

 
 

; 

Λύζε: Οη ζπληειεζηέο nA  δίλνληαη από ηνλ ηύπν 

  
2

0

2

2 1 2 1
(cos )sin cos sin

2 2
n n n

n n
A P d P d







     
 

   . 
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Από ηελ πην πάλσ ζεκείσζε πξνθύπηεη 

  
(0)

2 1 ,  1,2,...
( 1)

n
n

P
A n n

n n


  


. 

Δπνκέλσο ε ιύζε είλαη  

 
 

 
 

1

2 1
( , ) (0) cos

1

n

n n

n

n r
u r P P

n n a
 





  
  

  
 . 

Δπεηδή (0) 0nP   όηαλ n  είλαη άξηηνο θαη (0) 0nP   όηαλ n  είλαη πεξηηηόο ζπκπεξαίλνπκε όηη  

, 0
2

u r
 

 
 

.
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Κεθάιαην 3 : πλαξηήζεηο Hermite 

Α. Η εμίζωζε Hermite θαη νη ιύζεηο ηεο 

Ζ δηαθνξηθή εμίζσζε Hermite ηάμεσο n  δίλεηαη από ηνλ ηύπν 

 

2

2
2 2 0

d y dy
x ny

dx dx
    

θαη ζηηο εθαξκνγέο απαηηείηε λα βξνύκε ιύζεηο νη νπνίεο είλαη πεπεξαζκέλεο γηα όιεο ηηο 

πεπεξαζκέλεο ηηκέο ηνπ x  θαη είλαη ηέηνηεο πνπ ην 
21

2lim ( ) 0
x

x
e y x

 
 
 


  θαη εάλ δνθηκάζνπκε κηα 

ιύζε ηνπ ηύπνπ 

 
0

( , ) s r

r

r

z x s a x






 . 

Βξίζθνπκε όηη ε αξρηθή εμίζσζε έρεη ξίδεο 0s   θαη 1s   κε 1  
αόξηζην όηαλ 0s  , έηζη 

ινηπόλ 0s   δίλεη δύν αλεμάξηεηεο  ιύζεηο. Ο αλαγσγηθόο ηύπνο ησλ ζπληειεζηώλ είλαη ν: 

                                                              

2 2( )

( 1)( 2)

r

r

a r n

a r r

 


 
.                                                    (Α.1) 

Απηόο ν αλαγσγηθόο ηύπνο κπνξεί ηώξα λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα θαηαζθεπάζεη δύν ιύζεηο. 

Όκσο θαη νη δύν ιύζεηο ζπκπεξηθέξνληαη όπσο ην 
2xe γηα κεγάιεο ηηκέο ηνπ x . Έηζη δελ 

κπνξνύλ λα ηθαλνπνηήζνπλ ηελ απαίηεζε όηη 
21

2lim ( ) 0
x

x
e y x

 
 
 




 
απηό κπνξεί λα ηθαλνπνηεζεί 

κόλν εάλ ε ζεηξά ζπγθιίλεη. Από ηελ εμίζσζε (Α.1) έρνπκε δεη όηη απηό ζπκβαίλεη αλ θαη κόλν 
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B. Ιδηόηεηεο ζπλαξηήζεωλ Hermite 
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Β.3. Αλαιπηηθέο εθθξάζεηο γηα ηα πνιπώλπκα Hermite 

Μπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ ηύπν  

2

2

1

4( ) 2

d

n ndx
nH x e x



  

ή ηνλ ηύπν  

2

2
2

0

( 1) (2 )
( ) ( 1) !

!( 2 )!

n x k n k
n x

n n
k

e x
H x e n

x k n k

 



 
  

 
  

(όπνπ 
2

n
   όηαλ n  άξηηνο, θαη 

1

2

n



  όηαλ n  πεξηηηόο) 

γηα λα γξάςνπκε αλαιπηηθέο εθθξάζεηο ησλ πνιπσλύκσλ Hermite. 

Σα έμε πξώηα πνιπώλπκα είλαη: 

0

1

2

2

3

3

4 2

4

5 3

5

( ) 1

( ) 2

( ) 4 2

( ) 8 12

( ) 16 48 12

( ) 32 160 120

H x

H x x

H x x

H x x x

H x x x

H x x x x





 

 

  

  

 

θαη νη γξαθηθέο ηνπο παξαζηάζεηο είλαη:

 

 

                                                  0( ) 1H x 

 

                          

                                                    



Κεθάιαην 3: Ηδηόηεηεο ζπλαξηήζεσλ Hermite  70 

 

 

 

                                                   1( ) 2H x x  

    

                                                    
2

2( ) 4 2H x x   

 

                                                     
3

3( ) 8 12H x x x   

 

                                                      



Κεθάιαην 3: Ηδηόηεηεο ζπλαξηήζεσλ Hermite  71 

 

                                                     
4 2

4( ) 16 48 12H x x x    

 

5 3

5( ) 32 160 120H x x x x    

    

Β.4. Εηδηθέο ηηκέο ηωλ πνιπωλύκωλ Hermite 
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Απόδεημε: 
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Γ. Εθαξκνγή: Κβαληηθόο αξκνληθόο ηαιαληωηήο 
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