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΢ύλνςε 

Η γλψζε ηεο δηάδνζεο ησλ θπκαηηζκψλ θαη ησλ δπλάκεσλ πνπ απηά παξάγνπλ απνηειεί 

ζεκαληηθφ ζηνηρείν γηα ην ζρεδηαζκφ ησλ παξάθηησλ έξγσλ. Σα θχκαηα απνηεινχλ ην πην 

ζπνπδαίν παξάγνληα, ν νπνίνο θαζνξίδεη ηε γεσκεηξία ησλ αθηψλ, ην ζρεδηαζκφ ησλ 

ιηκεληθψλ έξγσλ, ηελ θαηαζθεπή παξάθηησλ έξγσλ πξνζηαζίαο θαη γεληθφηεξα πνιιψλ 

έξγσλ Πνιηηηθνχ Μεραληθνχ. Δπνκέλσο, θξίλεηαη αλαγθαίνο ν πνζνηηθφο πξνζδηνξηζκφο 

ησλ θπκάησλ θαη ησλ δπλάκεσλ ηνπο.  

Οη θπκαηηζκνί, θαηά ηε δηάδνζή ηνπο ζην παξάθηην ρψξν, πθίζηαληαη κηα ζεηξά απφ 

κεηαζρεκαηηζκνχο, νη νπνίνη νθείινληαη θαηά θχξην ιφγν ζην ζπλδπαζκφ ζχλζεησλ 

θαηλνκέλσλ, κεξηθά απφ ηα νπνία είλαη ε δηάζιαζε, ε πεξίζιαζε, ε ξήρσζε θαη ε ζξαχζε. 

Γηα ην ιφγν απηφλ, γηα λα πξνζνκνησζεί δειαδή φζνλ ην δπλαηφλ νξζφηεξα ε δηάδνζε ησλ 

θπκαηηζκψλ, αλαπηχρζεζαλ πνιιέο καζεκαηηθέο ζεσξίεο θαη κνληέια, θαζψο θαη δηάθνξα 

αξηζκεηηθά πξνζνκνηψκαηα θαη πξνγξάκκαηα. 

΢ηελ παξνχζα δηπισκαηηθή εξγαζία, ινηπφλ, εμεηάδεηαη ε ζπκπεξηθνξά θαη απφδνζε δπν 

καζεκαηηθψλ κνληέισλ Boussinesq γηα ηε δηάδνζε θπκαηηζκψλ πνπ βαζίδνληαη ζε έλα 

ζχζηεκα εμηζψζεσλ ζπλέρεηαο θαη νξκήο, κε κεηαβιεηέο ηελ αλχςσζε ηεο ειεχζεξεο 

επηθάλεηαο θαη ηε κέζε νξηδφληηα ηαρχηεηα.  Σα δπν κνληέια πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ είλαη ην 

MIKE21 BW, πνπ είλαη έλα ππνινγηζηηθφ πξφγξακκα επξέσο δηαδεδνκέλν γηα ηελ 

πξνζνκνίσζε ησλ θπκαηηζκψλ ζηελ παξάθηηα δψλε θαη νπζηαζηηθά είλαη έλα πξνζνκνίσκα 

κε ραξαθηεξηζηηθά βειηηζηνπνηεκέλεο δηαζπνξάο θαη ειαθξψο κε γξακκηθψλ θπκαηηζκψλ, 

ελψ ην δεχηεξν κνληέιν ησλ Chondros and Memos (2014) ππνινγίδεη θπκαηηζκνχο κε πςειή 

κε γξακκηθφηεηα, αθξηβή ραξαθηεξηζηηθά δηαζπνξάο ζπρλνηήησλ θαη εχξνπο θαη κε αθξηβή 

ραξαθηεξηζηηθά θπκαηνγέλεζεο θαη γξακκηθήο ξήρσζεο.  

΢θνπφο ηεο εξγαζίαο είλαη ε ζχγθξηζε ησλ δχν κνληέισλ ζε ζρέζε κε πεηξακαηηθά 

δεδνκέλα ηεο δηεζλνχο βηβιηνγξαθίαο, κε ζελάξηα κνλνδηάζηαηεο θπκαηηθήο δηάδνζεο πάλσ 

απφ χθαια εκπφδηα, απφηνκεο θαη ήπηαο θιίζεο, κε ζξαχζε θαη ρσξίο, άιια θαη 

δηζδηάζηαηεο δηάδνζεο κε ηαπηφρξνλε εκθάληζε θαηλνκέλσλ φπσο ξήρσζε, δηάζιαζε θαη 

πεξίζιαζε.  Σα απνηειέζκαηα πνπ πξνθχπηνπλ απεηθνλίδνληαη ζε αλπςψζεηο ηεο ειεχζεξεο 

επηθάλεηαο, ρσξηθήο κεηαβνιήο πςψλ θπκαηηζκνχ θαη ρσξηθήο κεηαβνιήο θαζκάησλ. 
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Abstract 

 

The knowledge of both the wave propagation and the forces it produces is an important 

element of the design of coastal projects. Waves are the most important factor in determining 

the geometry of the coast, in designing marine works and in the construction of coastal 

protection projects. Therefore, it is necessary for the majority of the civil engineering projects 

to identify and qualify the waves and their forces. 

Waves, when propagating in the coastal area, they face a series of transformations, which 

are mainly due to the combination of complex phenomena, some of which are refraction, 

diffraction, shoaling and breaking. Thus, in order the spread of the waves to be simulated 

correctly, there have been developed many mathematical theories, models and programs. 

In this thesis, therefore, what it is examined is the behavior and the performance of two 

mathematical models, Boussinesq type, for the calculation of the spread of the waves. Both 

the programs are based on the equations of the continuity and the momentum, while using as 

variables the  surface elevation and the mean horizontal velocity. The programs tha have been 

used in this thesis are the following: MIKE21 BW, a calculating program, which is widely 

used for simulating waves at coastal regions and it is essentially a model that uses optimized 

dispersion, while the second program is Chondros & Memos (2014), whis is a program that 

calculates waves with high nonlinearity, accurate dispersion of frequencies characteristics 

and accurate characteristics of kymatogenesis and linear shoaling. 

The purpose of this thesis is the comparison of these two models, using experimental data 

of the international bibliography with scenarios of one-dimension wave propagation over 

obstacle hulls, of both sharp and smooth slope, both with breaking and not, moreover a two-

dimension comparison using simultaneously phenomena like shoaling, diffraction and 

refraction The results of the calculations are shown via the elevation of the surface,  the 

spatial variation of the heights of the waves and finally the spatial variation of the spectra. 
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1.  Δηζαγσγή 

 

 

1.1.  Αληηθείκελν εξγαζίαο 

΢ηελ παξνχζα δηπισκαηηθή εξγαζία εμεηάδεηαη ε αξηζκεηηθή πξνζνκνίσζε ησλ 

θπκαζηηζκψλ ζηελ παξάθηηα δψλε. Η γλψζε ηεο δηάδνζεο θπκαηηζκψλ θαη ησλ δπλάκεσλ 

πνπ απηά παξάγνπλ απνηειεί ζεκαληηθφ ζηνηρείν γηα ην ζρεδηαζκφ παξάθηησλ έξγσλ. Σα 

θχκαηα απνηεινχλ ην ζεκαληηθφηεξν παξάγνληα πνπ θαζνξίδεη ηε γεσκεηξία ησλ αθηψλ, ην 

ζρεδηαζκφ ησλ ιηκεληθψλ έξγσλ, ηελ θαηαζθεπή παξάθηησλ έξγσλ πξνζηαζίαο θαη άιισλ 

έξγσλ Πνιηηηθνχ Μεραληθνχ.  

΢πγθεθξηκέλα, εμεηάδεηαη ε ζπκπεξηθνξά θαη ε απφδνζε ελφο ππνινγηζηηθνχ 

πξνγξάκκαηνο (MIKE21 BW) θαη ελφο καζεκαηηθνχ κνληέινπ ηχπνπ Boussinesq (Chondros 

and Memos, 2014) ζηε δηάδνζε θπκαηηζκψλ, κνλνδηάζηαζησλ θαη δηζδηάζηαησλ, θαη ηα 

αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα απηψλ ησλ δχν ζπγθξίλνληαη κε δεκνζηεπκέλα πεηξακαηηθά 

δεδφκελα, κε ζθνπφ λα ζπκπεξάλνπκε πνην είλαη ηθαλφηεξν λα πξνζνκνηάζεη επαξθψο θαη 

ρσξίο κεγάιεο απνθιίζεηο ηε δηάδνζε ησλ θπκαηηζκψλ. 

 

1.2.  Γηάξζξσζε εξγαζίαο   

Η εξγαζία πεξηιακβάλεη, ζπκπεξηιακβελφκελεο ηεο παξνχζαο Δηζαγσγήο (θεθάιαην 1), 

νρηψ θεθάιαηα. 

Αξρηθά, ζην θεθάιαην 2 πξαγκαηνπνηείηαη εθηεηακέλε παξνπζίαζε ησλ ζεσξηψλ 

δηάδνζεο θπκαηηζκψλ θαη ησλ εμηζψζεσλ πνπ ηηο δηέπνπλ. Γίλεηαη έλαο δηαρσξηζκφο ησλ 

θπκάησλ ζε ζχλζεηα θαη απιά θαη παξνπζηάδνληαη νη ζεσξίεο πεξηγξαθήο ηεο δηάδνζεο 

γξακκηθψλ θπκαηηζκψλ (Airy, Stokes 1
εο

) θαζψο θαη κε γξακκηθψλ (Stokes 2
εο

). 
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΢ην θεθάιαην 3 εηζάγεηαη ε έλλνηα ησλ καζεκαηηθψλ νκνησκάησλ δηάδνζεο θπκαηηζκψλ 

ηχπνπ Boussinesq. Με βάζε ηε δηεζλή βηβιηνγξαθία αλαιχεηαη ε εμέιημε ησλ κνληέισλ 

απηψλ ζε ζρέζε κε ην ρξφλν μεθηλψληαο απφ ηηο πξψηεο εμηζψζεηο πνπ δηαηππψζεθαλ απφ 

ηνλ ίδην ην 1872 θαη αθνξνχζαλ κφλν ηα ξερά λεξά θαη ζηε ζπλέρεηα αλαιχεηαη ε 

ηξνπνπνίεζή ηνπο απφ πνιινχο εξεπλεηέο, πνπ είραλ ζαλ ζηφρν ηε βειηίσζε ησλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ δηαζπνξάο θαη κε γξακκηθφηεηαο, θηάλνληαο ηειηθά ζηηο κέξεο καο πνπ νη 

εμηζψζεηο πεξηγξάθνπλ θπκαηηζκνχο πςειήο κε-γξακκηθφηεηαο θαη πιήξνπο δηαζπνξάο. 

΢ηε ζπλέρεηα, ζην θεθάιαην 4 αλαιχεηαη ην αξηζκεηηθφ κνληέιν ηχπνπ Boussinesq 

Chondros and Memos, 2014. Γίλεηαη ε ζεσξεηηθή δηαηχπσζε ηνπ κνληέινπ θαη παξαηίζνληαη 

νη εμηζψζεηο κε βάζε ηηο νπνίεο θαηαζηξψζεθε θαη πεξηγξάθεηαη ην ζεσξεηηθφ ππφβαζξν 

ηφζν γηα ηε κνλνδηάζηαηε φζν θαη γηα ηε δηζδηάζηαηε πεξίπησζε. 

΢ην θεθάιαην 5 παξνπζηάδεηαη ην ζεσξεηηθφ ππφβαζξν ηνπ πξνγξάκκαηνο  MIKE21 BW, 

ην νπνίν ρξεζηκνπνηήζεθε ζηελ εξγαζία απηή θαη ν ηξφπνο ιεηηνπξγίαο ηεο δηεπηθάλεηάο ηνπ 

γηα ηε κνλνδηάζηαηε θαη δηζδηάζηαηε πεξίπησζε. ΢πγθεθξηκέλα, αλαιχνληαη νη 

επηζηεκνληθέο βάζεηο πνπ δηέπνπλ ην πξφγξακκα, νη καζεκαηηθέο βαζηθέο εμηζψζεηο νξκήο 

θαη ζπλέρεηαο, ην θξηηήξην ζξαχζεο Madsen et al. (1997) θαη ην αξηζκεηηθφ ζρήκα επίιπζεο 

πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζην 1DH BW module θαη ζην 2DH BW module. 

΢ην θεθάιαην 6 γίλνληαη νη αξηζκεηηθέο πξνζνκνηψζεηο θαη ε παξάζεζε ησλ 

δηαγξακκάησλ. ΢ην πξψην κέξνο γίλεηαη ε πεξηγξαθή ηεο πεηξακαηηθήο δηάηαμεο θαη ησλ 

ηεζζάξσλ πεηξακάησλ ηεο δηεζλνχο βηβιηνγξαθίαο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηνλ έιεγρν 

ησλ απνηειεζκάησλ. Έπεηηα, παξνπζηάδνληαη ηα ζπγθξηηηθά δηαγξάκκαηα θαη ηα δεδνκέλα 

πνπ πξνέθπςαλ απφ ηα πεηξάκαηα ησλ Beji and Batjjes (1994), Berkhoff et al. (1982), 

Vincent and Briggs (1989) θαη Ohyama et al. (1995) ζπγθξίλνληαη κε ηα αληίζηνηρα ηνπ 

καζεκαηηθνχ κνληέινπ ηχπνπ Boussinesq Chondros and Memos 2014 (CM14) θαη ηνπ 

ππνινγηζηηθνχ πξνγξάκκαηνο  MIKE21 BW. 

΢ην θεθάιαην 7 αλαιχνληαη ηα δηαγξάκκαηα ηνπ πξνεγνχκελνπ θεθαιαίνπ. Γίλεηαη 

ζρνιηαζκφο ησλ απνηειεζκάησλ θαη εμάγνληαη ζπκπεξάζκαηα σο πξνο ην κνληέιν ηχπνπ 

Boussinesq Chondros and Memos 2014 θαη ηνπ ππνινγηζηηθνχ πξνγξάκκαηνο MIKE 21 BW 

ζε θάζε πείξακα μερσξηζηά. Σν θεθάιαην θιίλεη κε πξνηάζεηο γηα εμέιημε ηνπ κνληέινπ πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθε ζηελ εξγαζία απηήλ θαη κε ηνλ ζρνιηαζκφ γηα ην ππνινγηζηηθφ πξφγξκκα 

MIKE21 BW. 
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Σέινο, ζην θεθάιαην 8 πξαγκαηνπνηείηαη ε βηβιηνγξαθηθή αλαζθφπεζε θαη ε εθηελήο 

θαηαγξαθή ησλ δεκνζηεχζεσλ, ζπγγξακάησλ, εξγαζηψλ θαη βηβιίσλ ζηα νπνία βαζίζηεθε ε 

αλάπηπμε ηεο παξνχζαο εξγαζίαο. 
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2. Θεσξίεο δηάδνζεο θπκαηηζκώλ  

 

2.1. Δηζαγσγή 

Μπνξνχκε λα δηαθξίλνπκε δχν βαζηθέο θαηεγνξίεο θπκαηηζκψλ. Η πξψηε εθθξάδεηαη 

καζεκαηηθά κε δηαθνξηθέο εμηζψζεηο ππεξβνιηθήο κνξθήο θαη γη’ απηφ ην ιφγν ηα θχκαηα 

απηά ηα νλνκάδνπκε ππεξβνιηθά. Η δεχηεξε είλαη απηή ησλ δηαζπεηξφκελσλ θπκάησλ, θαη 

νλνκάδνληαη έηζη ιφγσ ηεο κνξθήο θαη φρη ηεο εμίζσζεο πνπ ηα πεξηγξάθεη. Η ζρέζε 

δηαζπνξάο πνπ ραξαθηεξίδεη ηε ιχζε ησλ εμηζψζεψλ ηνπο ζπλδέεη ηε ζπρλφηεηα σ κε ηνλ 

αξηζκφ θχκαηνο k (σ = σ(k)). Σα ζαιάζζηα θχκαηα είλαη θαηά θαλφλα δηαζπεηξφκελα. 

 

2.2. Θεκειηώδεηο εμηζώζεηο θαη νξηαθέο ζπλζήθεο 

       Καηά ηελ αλάπηπμε ησλ δηαθφξσλ δηαζπεηξφκελσλ θπκαηηζκψλ γίλνληαη νη παξαθάησ 

παξαδνρέο: 

 ξεπζηφ νκνγελέο θαη αζπκπίεζην 

 ξεπζηφ ηδεαηφ 

 ξνή αζηξφβηιε 

 ππζκέλαο ζηαζεξφο, νξηδφληηνο θαη αδηαπέξαηνο 

 

Οη εμηζψζεηο δηαηήξεζεο ηεο νξκήο θαη ε εμίζσζε ηεο ζπλέρεηαο γηα έλα αζπκπηέζην, 

ηδεαηφ ξεπζηφ, ρσξίο ηελ επίδξαζε εμσηεξηθψλ δπλάκεσλ, εθηφο ηεο βαξχηεηαο, γξάθνληαη 

αληίζηνηρα: 

 

gkpu)u(
t

u








1
3

                                                                                               (2.1)      

03  u                                                                                                                               (2.2) 

φπνπ u δηάλπζκα ηεο ηαρχηεηαο u = (u, v, w), κε u, v ηηο νξηδφληηεο ηαρχηεηεο θαηά x θαη y 

αληίζηνηρα, p ε πίεζε, k = (0, 0, 1) ην κνλαδηαίν δηάλπζκα θαηά ηελ θαηαθφξπθε δηεχζπλζε 
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θαη ),,(3 zyx   ν ηειεζηήο βαζκίδαο ζηηο ηξεηο δηεπζχλζεηο. Η εμίζσζε 

δηαηήξεζεο ηεο νξκήο (2.1) είλαη γλσζηή θαη σο εμίζσζε ηνπ Euler.  

 

Η ζπλζήθε αζηφβηιεο ξνήο ζπλεπάγεηαη ηελ χπαξμε ζπλάξηεζεο δπλκηθνχ Φ(x, y, z, t) 

ησλ ηαρπηήησλ, ε νπνία νξίδεηαη απφ ηε ζρέζε : 

 

 3u                                                                                                                           (2.3) 

 

Έηζη κε αληηθαηάζηαζε ηεο   απφ ηελ (2.3), ε εμίζσζε ζπλερείαο (2.2) γξάθεηαη σο 

ζπλάξηεζε ηεο Φ : 

 

0
2

3                                                                                                                           (2.4) 

πνπ είλαη ε γλσζηή εμίζσζε Laplace. 

 

Οινθιεξψλνληαο ηελ εμίζσζε (2.1) θαηά κήθνο κηαο γξακκήο ξνήο πξνθχπηεη ε εμίζσζε 

Bernoulli, ε νπνία ζπζρεηίδεη ην πεδίν πηέζεσλ κε ην πεδίν ηαρπηήησλ :  

 

 t
p

gz
t








2

3
2

1
                                                                                        (2.5) 

φπνπ Β(t) ε ζηαζεξά Bernoulli. 

 

Κηλεκαηηθνί πεξηνξηζκνί ζηελ ειεχζεξε επηθάλεηα θαη ζηνλ ππζκέλα, καο νδεγνχλ ζηηο 

θηλεκαηηθέο νξηαθέο ζπλζήθεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο θαη ππζκέλα αληίζηνηρα νη νπνίεο 

γξάθνληαη :  

 

wu
t








   ή   

z











t
   z = δ(x, y, t)                                           (2.6) 

w = 0                  ή           0
z





                      z = - d                                                    (2.7) 

φπνπ  y,x   ν ηειεζηήο βαζκίδαο ζηηο δηεπζχλζεηο x, y. 

 

΢ηελ ειεχζεξε επηθάλεηα ε πίεζε, αγλνψηαο ηελ δπλακηθή αιιειεπίδξαζε κε ηνλ αέξα, 

ζεσξείηαη ζηαζεξή, νπφηε :  
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p = 0        z = δ(x, y, t)                                                                                                     (2.8) 

 

Δθαξκφδνληαο ηελ εμίζσζε (2.5) ζηελ ειεχζεξε επηθάλεηα θαη ιακβάλνληαο ππφςελ ηε 

ζπλζήθε (2.8) νδεγνχκαζηε ζηε δπλακηθή ζπλζήθε ειεχζεξεο επηθάλεηαο :  

 

0g
2

1

t

2

3 






                                                                                                (2.9) 

 

κε ηε ζηαζεξά Β(t) λα απνξξνθάηαη θάλνληαο ηελ ππφζεζε φηη ε ειεχζεξε επηθάλεηα 

ζπκπίπηεη κε ην επίπεδν z = 0, φηαλ δελ πθίζηαηαη θπκαηηζκφο ή ξεχκα (Kirby, 1997). 

 

2.3. Θεσξίεο δηζδηάζηαησλ πξνσζνύκελσλ θπκαηηζκώλ 

  Καηά ην παξειζφλ έρνπλ αλαπηπρζεί δηάθνξεο καζεκαηηθέο ζεσξίεο κε ζθνπφ ηελ πνζνηηθή 

πεξηγξαθή ησλ πδξνδπλακηθψλ ραξαθηεξηζηηθψλ πξνσζνχκελσλ δηζδηάζηαησλ θπκαηηζκψλ 

πνπ δηαδίδνληαη ζην θαηαθφξπθν επίπεδν (Οxz) κε ακεηάβιεηε κνξθή θαηά ελ εγθάξζηα 

δηεχζπλζε. O LeMehaute (1996), θαζφξηζε ηηο πεξηνρέο εθαξκνγήο ησλ ζεσξηψλ αλάινγα κε 

ηηο ηηκέο ησλ αδηάζηαησλ παξακέηξσλ Η/gT2 θαη d/gT2, φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα 2.1. 

Παξάιιεια, ε ηαμηλφκεζε ηεο πεξηνρήο ηζρχνο κπνξεί λα γίλεη κε βάζε ηηο ηηκέο ησλ 

αδηάζηαησλ παξακέηξσλ ε θαη ζ2 θαη ηεο παξαγσγήο παξακέηξνπ Ursell, UR= ε/ζ2 . Η 

παξάκεηξνο ε νξίδεηαη ζαλ ν ιφγνο ηνπ χςνπο θχκαηνο πξνο ην βάζνο, ε = Η/d, ελψ ε ζ2 

είλαη ην ηεηξάγσλν ηνπ ιφγνπ ηνπ βάζνπο πξνο έλα ραξαθηεξηζηηθφ νξηδφληην κήθνο 

(ιακβάλεηαη ζπλήζσο ίζν κε ην κήθνο θχκαηνο), ζ2 = (d/L)2 , νπφηε UR = L2H/d3.  
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Σχ 2.1 Περιοχζσ εφαρμογισ των διαφόρων κεωριϊν κυματιςμϊν. 

΢ηε ζπλέρεηα, αλαπηχζζνληαη νη βαζηθέο αξρέο ησλ ζεσξηψλ ησλ γξακκηθψλ θαη κε 

γξακκηθψλ δηαζπεηξφκελσλ θπκαηηζκψλ. Με ηνλ φξν γξακκηθνί ραξαθηεξίδνληαη 

θπκαηηζκνί ησλ νπνίσλ ην πξνθίι παξνπζηάδεη ζπκκεηξία θαη πξνο ηνλ νξηδφληην (Οx) θαη 

πξνο ηνλ θαηαθφξπθν (Οz) άμνλα, πεξηγξάθεηαη δε απφ κία αξκνληθή (εκηηνλνεηδή) 

ζπλάξηεζε. Αληίζεηα, νη κε γξακκηθνί θπκαηηζκνί παξνπζηάδνπλ αζζπκεηξία σο πξνο ηελ 

νξηδφληηα δηεχζπλζε , ελψ ην πξνθίι ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο δίλεηαη απφ κία κε γξακκηθή 

εμίζσζε. 
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2.3.1. Θεσξία γξακκηθώλ θπκαηηζκώλ απεηξνζηνύ εύξνπο (Airy ή Stokes 

1εο ηάμεο) 

Γηα κηθξέο δηαηαξαρέο ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο (κηθξφ εχξνο θχκαηνο 1L   ) νη 

νξηαθέο ζπλζήθεο ζηελ ειεχζεξε επηθάλεηα γξακκαθνπνηνχληαη, θαη καδί κε ηελ εμίζσζε 

Laplace απνηεινχλ έλα ζχζηεκα γξακκηθψλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ, ην νπνίν επηιχεηαη κε 

ηε κέζνδν ησλ ρσξηδφκελσλ κεηαβιεηψλ (Γεξκίζεο, 1998). Η ιχζε πνπ πξνθχπηεη είλαη 

αξκνληθή σο πξνο ην ρξφλν t θαη ηελ νξηδφληηα απφζηαζε x θαη δίλεηαη απφ ηε ζρέζε : 

 

 ωt)-sin(kx
coshkd

 z)+coshk(d

2

 Hg



                                                                            (2.10) 

 

Η εμίζσζε ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο είλαη ηεο κνξθήο :  

 

 tkxcos
2




                                                                                                       (2.11) 

 

Με αληηθαηάζηαζε ησλ ζρέζεσλ (2.10) θαη (2.11) ζηελ θηλεκαηηθή ζπλζήθε ειεχζεξεο 

επηθάλεηαο (2.6), πξνθχπηεη ε παξαθάησ ζρέζε : 

 

kdtanhgk2                                                                                                              (2.12) 

 

ε νπνία είλαη γλσζηή ζαλ εμίζσζε δηαζπνξάο, γηαηί ζε παξάγσγε κνξθή  

 

tanhkd
2π

gT
c                                                                                                               (2.13) 

 

ππνδνπιψλεη φηη ε θπζηθή ηαρχηεηα είλαη αχμνπζα ζπλάξηεζε ηεο πεξηφδνπ ηνπ θχκαηνο θαη 

θαηά ζπλέπεηα, έλαο θπκαηηζκφο πνπ ζπληίζεηαη απφ κία ζεηξά εκηηνλνεηδψλ θπκάησλ κε 

δηαθνξεηηθέο πεξηφδνπο θαηά ηε δηάδνζε ηνπ, δηαζπείξεηαη θαζψο νη ζπληζηψζεο κε ηηο 

κεγαιχηεξεο πεξηφδνπο δηαδίδνληαη ηαρχηεξα (Κνπηίηαο, 1994). 

 

Απφ ηελ εμίζσζε δηαζπνξάο πξνθχπηεη θαη ε έθθξαζε γηα ην κήθνο θχκαηνο L : 
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kdtanh
2

gT
L 


                                                                                                            (2.14) 

 

Οη ζπληζηψζεο ηεο ηαρχηεηαο ησλ ξεπζηψλ ζσκαηηδίσλ, u θαη w θαηά ηε δηεχζπλζε x θαη 

z αληίζηνηρα, πξνθχπηνπλ ζαλ παξάγσγα κεγέζε απφ ηε ζπλάξηεζε δπλακηθνχ Φ θαη είλαη : 

 

 
 tkxcos

kdsinh

zdkcosh

x
u 












  

                                                                                                                                 (2.15α, β) 

 
 tkxsin

kdsinh

zdksinh

x
w 












  

 

Η νξηδφληηα ζπληζηψζα ηεο ηαρχηεηαο u έρεη ηελ ίδηα θάζε κε ηελ ειεχζεξε επηθάλεηα δ. 

Δπνκέλσο, ηα ζηνηρεία ηνπ λεξνχ θηλνχληαη θαηά ηελ θαηέπζπλζε δηάδνζεο ηνπ θχκαηνο 

φηαλ βξίζθνληαη θάησ απφ ηελ θνξπθή, ελψ αληίζεηα πξνο απηήλ φηαλ βξίζθνληαη θάησ απφ 

θνηιηά. Η θαηαθφξπθε ζπληζηψζα ηεο ηαρχηεηαο έρεη δηαθνξά θάζεο 90
ν
 κε ηελ ειεχζεξε 

επηθάλεηα (Γεξκίζεο, 1988). 

 

΢ην ΢ρ. 2.2 δίλεηαη ε δηεχζπλζε θαη θνξά ησλ u θαη w γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο γσλίαο ζ 

(Γεξκίζεο, 1988). 

 

Σχ. 2.2 Διεφκυνςθ και φορά των u και w ςυναρτιςει τθσ κ. 
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Αλ ζεσξήζνπκε ηε tkx   ζηαζεξή θαη ζέζνπκε 





cos

kdtanh

1
uo  ,      




sin

kdtanh

1
wo                                          (2.16α, β)  

 

ηφηε νη παξαπάλσ ζρέζεηο κεηαζρεκαηίδνληαη ζηηο : 

 

,  
coshkd

 z)+sinhk(d
ww ο                                                       (2.17α, β) 

 

Απφ ηηο ζρέζεηο απηέο γίλεηαη θαλεξφ φηη ην εχξνο ησλ ζπληζησζψλ ηεο ηαρχηεηαο 

κεηψλεηαη εθζεηηθά κε ην βάζνο z. Μάιηζηα, γηα βάζε κεγαιχηεξα ηνπ 2L  ηα   zu  θαη 

  z w  είλαη ακειεηέα. Πξάγκαηη :  

 

   kz2kd2kzkzkd2kz

kd

kzkdkzkd

kdkd

kzkdkzkd

ee1eeee
e

eeee

ee

ee

kdcosh

zdkcos 
















                                                                                                                                                                                                                                                                                                            

                                                                                                                             (2.18) 

φπνηε γηα z=-L/2, δειαδή d 2L : 

 

 
086,0e2

coshkd

z +dcoshk
                                                                                         (2.19) 

 

Δηδηθφηεξα, ε ηηκή   zu  ζηελ ειεχζεξε επηθάλεηα είλαη κεγαιχηεξε ηεο αληίζηνηρεο 

ηηκήο ηεο ζην βάζνο L/2 ηνπιάρηζηνλ θαηά κία ηάμε κεγέζνπο. ΢ην ίδην ζπκπέξαζκα 

θαηαιήγνπκε θαη γηα ηελ   z w  (Γεξκίζεο, 1988). 

 

Οη πην πάλσ εμηζψζεηο γηα ηα c, L, u θαη w ηζρχνπλ γεληθά αιιά γηα ηηο αθξαίεο 

πεξηπηψζεηο βαζηψλ λεξψλ (d/L>0,5) ή ξερψλ λεξψλ (d/L<0,05) ε αζπκπησηηθή ηάζε ηνπ 

tanhkd πξνο ηε κνλάδα θαη ην φξηζκά ηνπ αληίζηνηρα, νδεγεί ζηηο εμηζψζεηο «βαζηψλ» θαη 

«ξερψλ» λεξψλ αληίζηνηρα :  

 

 Δμηζψζεηο «βαζηψλ» λεξψλ 

2

gT
co                                                                                                              (2.20) 

coshkd

 z)+coshk(d
uu ο 
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2

gT
L

2

o                                                                                                            (2.21) 

 tkxcoseu kz 



                                                                                  (2.22) 

 tkxsinew kz 



                                                                                  (2.23) 

 

 Δμηζψζεηο «ξερψλ» λεξψλ 

gdc                                                                                                              (2.24) 

gdL                                                                                                        (2.25) 

 tkxcos
kd

1
u 




                                                                                  (2.26) 

 tkxsin
d

z
1w 













                                                                          (2.27) 

 

΢ρεκαηνπνίεζε ησλ ηξνρηψλ ησλ ζηνηρείσλ ηνπ ξεπζηνχ γηα ηηο πεξηπηψζεηο, κεγάινπ θαη 

κηθξνχ βάζνπο, δίλεηαη ζην παξαθάησ ΢ρ. 2.3 : 

 

 

Σχ. 2.3 Τροχιζσ των ςτοιχείων του ρευςτοφ ςτα βακιά και ρθχά νερά. 
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2.3.2.  Θεσξίεο κε γξακκηθώλ θπκαηηζκώλ 

Οη πξψηεο πξνζεγγίζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ κε γξακκηθψλ πξνσζνχκελσλ θπκαηηζκψλ 

ζε λεξά ζηαζεξνχ βάζνπο έγηλαλ απφ ηνλ Stokes (1847) θαη ηνπο Korteweg θαη De Vries 

(1895). Με βάζε ηηο εξγαζίεο απηέο, αλαπηχρζεθαλ νη ζεσξίεο αλψηεξεο ηάμεο Stokes, 2
εο

 

έσο θαη 5
εο

 ηάμεο γηα βαζηά λεξά θαη Cnoidal, 1
εο

 έσο θαη 5
εο

 ηάμεο γηα ξερά λεξά. Πξφζθαηα 

παξνπζηάζηεθε θαη κία ζεηξά απφ ζεσξίεο πνπ βαζίδνληαη ζηελ αλάπηπμε ζε πεπεξαζκέλεο 

ζεηξέο Fourier ηεο ξντθήο ζπλάξηεζεο Φ, γλσζηέο ζαλ «Θεσξίεο ηεο Ρντθήο ΢πλάξηεζεο» 

(Stream Function Theories). Οη παξαπάλσ ζεσξίεο κε γξακκηθψλ θπκαηηζκψλ πξνβιέπνπλ 

ζπκκεηξηθά σο πξνο ηελ θαηαθφξπθν πξνθίι ειεχζεξεο επηθάλεηαο, φκσο γεληθφηεξα ζηε 

θχζε νη κε γξακκηθνί θπκαηηζκνί παξνπζηάδνπλ θαη θαηαθφξπθε αζπκκεηξία. ΢ε απηέο ηηο 

πεξηπηψζεηο έλα αξηζκεηηθφ κνληέιν κε-γξακκηθψλ θπκαηηζκψλ (ηχπνπ Boussinesq) κπνξεί 

λα δψζεη ηθαλνπνηεηηθφηεξα απνηειέζκαηα. 

 

 

2.3.2.1. Θεσξία Stokes 2
εο

 ηάμεο 

Οη ζεσξίεο Stokes αλψηεξεο ηάμεο δίλνπλ κία πξνζεγγηζηηθή ιχζε ζην κε γξακκηθφ 

πξφβιεκα βαζηδφκελεο ζηελ θιαζζηθή κέζνδν ησλ κηθξψλ δηαηαξαρψλ (perturbation 

method). Καηά ηε κέζνδν απηή, θάζε εμαξηεκέλε κεηαβιεηή εθθξάδεηαη ζαλ κία 

πεπεξαζκέλε ζεηξά δπλάκεσλ (δπλακνζεηξά) κίαο κηθξήο αδηάζηαηεο παξακέηξνπ , ε 

νπνία, ζηελ πεξίπησζε ησλ θπκαηηζκψλ, ζρεηίδεηαη κε ην χςνο θαη ην κήθνο θχκαηνο. Οη 

φξνη ηεο ζεηξάο ππνινγίδνληαη απφ ηε ιχζε ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ εμηζψζεσλ, πνπ 

πξνθχπηνπλ απφ ηελ ηθαλνπνίεζε ησλ νξηαθψλ ζπλζεθψλ ζηελ ειεχζεξε επηθάλεηα. 

 

΢χκθσλα κε ηε ζεσξία Stokes 2
εο

 ηάμεο, ε ζπλάξηεζε δπλακηθνχ Φ δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 

: 

 

 
 

 
 tkx2sin

kdsinh

zdk2cosh

16

3
tkxsin

kdcosh

zdkcosh

2

g
4

2










 





              (2.28) 

 

Η εμίζσζε ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο έρεη ηε κνξθή :  
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     tkx2cos2d2cos
kdsinh

kdcosh

8
tkxcos

2 3

2







                              (2.29) 

 

Η ζρέζε δηαζπνξάο ηεο ζεσξίαο δεχηεξεο ηάμεο ηαπηίδεηαη κε ηελ αληίζηνηρε ηεο πξψηεο 

ηάμεο, είλαη δειαδή :  

 

(2.30) 

 

Οη ζπληζηψζεο ηεο ηαρχηεηαο ελφο ξεπζηνχ ζηνηρείνπ, ζε νπνηαδήπνηε ζέζε x, z ηεο 

κάδαο ηνπ ξεπζηνχ, είλαη : 

 

 
 

 
 tkxcos2

kdsinh

zdcos2k

L4

3
tkxcos

kdsinh

zdkcosh
u

4

22
















   

                   (2.31α, β) 

 
 

 
 tkx2sin

kdsinh

zdk2sinh

TL4

3
tkxsin

kdsinh

zdksinh
w

4

22














  

 

  

gktanhkd2 
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3. Μαζεκαηηθά νκνηώκαηα δηάδνζεο 

θπκαηηζκώλ  ηύπνπ   Boussinesq 

 

3.1. Δηζαγσγή ζηα νκνηώκαηα ηύπνπ Boussinesq 

Η πξνζνκνίσζε ηεο δηάδνζεο ησλ θπκαηηζκψλ θαη ε αθξηβήο πεξηγξαθή ησλ 

κεηαζρεκαηηζκψλ πνπ πθίζηαληαη ζηηο παξάθηηεο πεξηνρέο είλαη απαξαίηεηε ζε ζρέζε κε ηνλ 

ζρεδηαζκφ ησλ ζαιάζζησλ θαηαζθεπψλ θαζψο θαη κε ηελ πξφβιεςε ηεο εμέιημεο ηνπ πξνθίι 

ηεο αθηνγξακκήο θαη ηνπ ππζκέλα. 

 

Σα ηειεπηαία ρξφληα έρεη παξνπζηαζηεί έλαο κεγάινο αξηζκφο νκνησκάησλ δηάδνζεο 

θπκαηηζκψλ πνπ βαζίδνληαη ζηελ επίιπζε ησλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ ηχπνπ Boussinesq. Οη 

εμηζψζεηο Boussinesq πξνθχπηνπλ απφ ηελ νινθιήξσζε ησλ εμηζψζεσλ Euler (νξκήο) ζην 

βάζνο ξνήο κε ηελ παξαδνρή ζρεηηθά καθξψλ θπκαηηζκψλ. Οη εμαξηεκέλεο κεηαβιεηέο πνπ 

ππεηζέξρνληαη ζηηο εμηζψζεηο απηέο είλαη ε αλχςσζε ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο θαη ε 

νξηδφληηα ηαρχηεηα ηνπ ξεπζηνχ, ππφ κνξθή κεξηθψλ παξαγψγσλ δηαθφξσλ ηάμεσλ. Με ηε 

ρξήζε ησλ παξαπάλσ νκνησκάησλ είλαη δπλαηή ε πξνζνκνίσζε ηεο δηάδνζεο κε γξακκηθψλ 

θπκαηηζκψλ δηαζπνξάο ζηα ξερά λεξά θαη ε πεξηγξαθή ησλ θπκαηηθψλ θαηλνκέλσλ ηεο 

παξάθηηαο δψλεο φπσο ηεο ξήρσζεο, ηεο δηάζιαζεο, ηεο αλάθιαζεο, ηεο πεξίζιαζεο, θαζψο 

επίζεο ηεο ζξαχζεο θαη ηεο αλαξξίρεζεο ζηελ αθηή.  

 

Όπσο αλαθέξζεθε θαη ζην δεχηεξν θεθάιαην, ε αλάιπζε ησλ θπκαηηζκψλ δηαζπνξάο 

ραξαθηεξίδεηαη απφ δχν ζεκαληηθέο παξακέηξνπο θιίκαθαο. Η πξψηε είλαη ε παξάκεηξνο ε 

πνπ εθθξάδεη ηε δηαζπνξά εχξνπο (amplitude dispersion) θαη θαη’ επέθηαζε ηε κε 

γξακκηθφηεηα (non-linearity) θαη νξίδεηαη ζαλ ν ιφγνο ηνπ χςνπο θχκαηνο πξνο ην βάζνο 

ε=H/d, ελψ ε δεχηεξε είλαη ην ηεηξάγσλν ηνπ ιφγνπ ηνπ βάζνπο πξνο έλα ραξαθηεξηζηηθφ 

νξηδφληην κήθνο (ιακβάλεηαη ζπλήζσο ίζν κε ην κήθνο θχκαηνο) ζ
2
=(d/L)

2
 θαη εθθξάδεη ηε 

δηαζπνξά ζπρλνηήησλ (frequency dispersion) (Karambas 1999). Λφγσ ηεο καζεκαηηθήο ηνπο 

δηαηχπσζεο νη πξσηαξρηθέο κνξθέο ησλ εμηζψζεσλ Boussinesq αλαθέξνληαη ζε θπκαηηζκνχο 



Μαζεκαηηθά νκνηψκαηα δηάδνζεο θπκαηηζκψλ ηχπνπ Boussinesq                  Κεθάιαην 3 

16 

 

ειαθξά κε γξακκηθνχο (weakly nonlinear) θαη κε ειαθξά δηαζπνξά ζπρλνηήησλ (weak 

dispersion). 

 

Πξέπεη λα ηνληζηεί φηη ε κνξθή ησλ εμηζψζεσλ Boussinesq δελ είλαη ζπγθεθξηκέλε, 

αληηζέησο ζηε ζρεηηθή βηβιηνγξαθία απαληψληαη δηαθνξεηηθέο εθδνρέο ησλ εμηζψζεσλ, νη 

νπνίεο ζπληζηνχλ ην απνηέιεζκα κηαο καθξφρξνλεο εμειηθηηθήο δηαδηθαζίαο. Οη δηαθνξέο 

κεηαμχ ηνπο ζρεηίδνληαη θπξίσο κε ηε δηαθνξεηηθή επηινγή – ζεψξεζε ηεο νξηδφληηαο 

ηαρχηεηαο θαη ηνπο δηαθνξεηηθνχο φξνπο αλψηεξεο ηάμεο πνπ δηαηεξνχληαη θαηά ηελ 

θαηάζηξσζε ησλ εμηζψζεσλ. Γηαθξίλνπκε ηηο παξαθάησ πεξηπηψζεηο σο πξνο ηελ επηινγή 

ηεο νξηδφληηαο ηαρχηεηαο: 

 

 Μέζε ζην βάζνο ηαρχηεηα (depth-averaged velocity) 

 Σαρχηεηα ζηε ζηάζκε εξεκίαο χδαηνο (velocity at the still water level) 

 Σαρχηεηα ζε ηπραίν βάζνο (velocity at an arbitrary depth) 

 Σαρχηεηα ζηνλ ππζκέλα (bottom velocity) 

  

΢ηα νκνηψκαηα Boussinesq ε θαηαθφξπθε (ζην βάζνο) θαηαλνκή ηεο νξηδφληηαο 

ηαρχηεηαο είλαη πνιπσλπκηθή δεπηέξνπ βαζκνχ θαη ε αληίζηνηρε θαηαλνκή ηεο θαηαθφξπθεο 

ηαρχηεηαο γξακκηθή. 

  

 

3.2. Πεξηγξαθή ηεο εμέιημεο ησλ κνληέισλ Boussinesq 

Η δηάδνζε ησλ θπκαηηζκψλ ζε λεξά ζηαζεξνχ βάζνπο κειεηήζεθε γηα πξψηε θνξά απφ 

ηνλ Boussinesq (1872) πνπ παξνπζίαζε έλα ζεη εμηζψζεσλ κε ηζρχ ζε κία νξηδφληηα 

δηάζηαζε. Πην πξφζθαηα, νη Mei θαη Le Méhauté (1966) επέθηεηλαλ ηηο εμηζψζεηο απηέο ζηελ 

πεξίπησζε θεθιηκέλνπ ππζκέλα. Η ζηαζεξή θαη απζηεξή καζεκαηηθή ιχζε πνπ έδσζαλ 

βαζίζηεθε ζηελ ππφζεζε φηη νη ρσξηθέο παξάγσγνη ηνπ βάζνπο πνπ αληηζηνηρεί ζηε ζηάζκε 

εξεκίαο (΢.Η.) είλαη ηεο ίδηαο ηάμεο κεγέζνπο κε ην ιφγν ηνπ βάζνπο ζηε ΢.Η. πξνο ην κήθνο 

θχκαηνο. Οη εμηζψζεηο απηέο πεξηγξάθνπλ ηελ αλάπηπμε ζρεηηθά καθξψλ θπκαηηζκψλ, 

ειαθξά κε γξακκηθψλ ζε λεξά κεηαβαιιφκελνπ βάζνπο. Παξφκνην ζεη εμηζψζεσλ 

παξνπζηάζηεθε απφ ηνλ Peregrine (1967), ν νπνίνο νινθιήξσζε ηελ εμίζσζε ζπλερείαο θαη 

ηηο εμηζψζεηο Euler ζε δχν νξηδφληηεο δηαζηάζεηο, ρξεζηκνπνηψληαο κηα ηερληθή 
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αλαπηπγκάησλ ε νπνία πξψην-εθαξκφζηεθε  απφ ηνλ Keller (1948). Οη εμηζψζεηο ηνπ 

Peregrine απνηέιεζαλ ην πξφηππν γηα κηα ζεηξά απφ κεηαγελέζηεξεο εξγαζίεο θαη γη’ απηφ 

ραξαθηεξίδνληαη σο «θιαζηθέο» .  

 

Οη θιαζηθέο εμηζψζεηο Boussinesq ηζρχνπλ ζηα ξερά λεξά. Σν γεγνλφο απηφ ζέηεη 

ζνβαξνχο πεξηνξηζκνχο ζε πξαθηηθέο εθαξκνγέο θαη γηα ην ιφγν απηφ έγηλαλ ζνβαξέο 

πξνζπάζεηεο ψζηε λα βειηησζνχλ ηα ραξαθηεξηζηηθά δηαζπνξάο ζηα βαζηά λεξά. Ο Witting 

(1984) ρξεζηκνπνίεζε κηα εθδνρή ηεο αθξηβνχο πιήξσο κε γξακκηθήο νινθιεξσκέλεο ζην 

βάζνο εμίζσζε νξκήο, δηακνξθσκέλεο ζε φξνπο ηεο νξηδφληηαο ηαρχηεηαο ζε θάπνην βάζνο. 

Μηα ηερληθή πξνζέγγηζεο Padé ρξεζηκνπνηήζεθε γηα λα ζπζρεηηζηνχλ νη δηαθνξεηηθέο 

κεηαβιεηέο ηαρχηεηαο κε ζπληειεζηέο επηιεγκέλνπο ψζηε λα δίλνπλ ηα θαιχηεξα 

ραξαθηεξηζηηθά γξακκηθήο δηαζπνξάο (linear dispersion). Η πξνζπάζεηα απηή είρε 

εμαηξεηηθά απνηειέζκαηα, φκσο πεξηνξίδεηαη ζε λεξά ζηαζεξνχ βάζνπο. Δπηπιένλ θαίλεηαη 

φηη είλαη δχζθνιε ε εθαξκνγή ηεο ηερληθήο ζε δχν νξηδφληηεο δηαζηάζεηο. 

 

     Δκπλεπζκέλνη απφ ηελ ηδέα ηνπ  Witting (1984), νη Madsen et al. (1991), ηξνπνπνίεζαλ 

ηηο εμηζψζεηο Boussinesq πνπ κειεηήζεθαλ απφ ηνπο Abbott et al. (1984), έηζη ψζηε λα 

πεξηιακβάλνπλ βειηησκέλα ραξαθηεξηζηηθά γξακκηθήο δηαζπνξάο ζηα βαζηά λεξά (§2.4.1). 

Χζηφζν, δεδνκέλνπ φηη ζηηο αξρηθέο εμηζψζεηο έγηλε ε ππφζεζε φηη ν ππζκέλαο είλαη 

νξηδφληηνο δελ κνληεινπνηήζεθε ε δηάδνζε ησλ θπκαηηζκψλ απφ ηα βαζηά ζηα ξερά λεξά 

(κεηαβιεηφ βάζνο). Απηφο ν πεξηνξηζκφο παξαθάκθζεθε ελ κέξεη απφ ηνπο Madsen and 

Sörensen (1992) νη νπνίνη ζε αληίζεζε κε ηνπο πξνεγνχκελνπο ζπκπεξηέιαβαλ ρσξηθέο 

παξαγψγνπο πξψηεο ηάμεο ηνπ βάζνπο ζηε ΢.Η. γηα ηελ πξνζέγγηζε ησλ φξσλ δηαζπνξάο, 

αιιά νη παξάγσγνη αλψηεξεο ηάμεο θαη παξάγσγνη φξνη αγλνήζεθαλ, πεξηνξίδνληαο έηζη 

ηνπο ππνινγηζκνχο ζε νκαιά θεθιηκέλν ππζκέλα. 

Οη Yoon θαη Liu (1989) κειέηεζαλ ηελ αιιειεπίδξαζε ξεπκάησλ θαη ειαθξά κε 

γξακκηθψλ θπκάησλ θαη παξνπζίαζαλ κηα δηαθνξεηηθή δηαδηθαζία νινθιήξσζεο απφ απηή 

ηνπ Peregrine (1967). Η κέζνδνο ηνπο πηνζεηήζεθε απφ ηνλ Nwogu (1993) ν νπνίνο ππέζεζε 

επίζεο φηη νη ρσξηθέο παξάγσγνη ηνπ βάζνπο ζηε ΢.Η. είλαη ηεο ίδηαο ηάμεο κε ην ιφγν ηνπ 

βάζνπο ζηε ΢.Η. πξνο ην κήθνο θχκαηνο. Ο Nwogu εξγαδφκελνο ζε ζηαζεξή θαη απζηεξή 

βάζε αλέπηπμε έλα ζεη εμηζψζεσλ Boussinesq πνπ ηζρχνπλ ζε δχν νξηδφληηεο δηαζηάζεηο.  
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Οη Beji and Battjes (1994) κειέηεζαλ ηε δηάδνζε θπκαηηζκψλ πάλσ απφ κηα ηξαπεδνεηδή 

δηαηνκή ρξεζηκνπνηψληαο έλα νκνίσκα ηχπνπ Boussinesq κε βειηησκέλα ραξαθηεξηζηηθά 

γξακκηθήο δηαζπνξάο ζηα βαζηά λεξά. Παξφιν πνπ νη εμηζψζεηο δηαθέξνπλ απ’ απηέο πνπ 

αλέπηπμαλ νη Madsen et al. (1991), έγηλε κε παξφκνηα ηερληθή ρξεζηκνπνηψληαο ηηο 

εμηζψζεηο ηνπ Peregrine (1967). Η ηζρχο ηνπ νκνηψκαηνο επηβεβαηψζεθε ζε ζχγθξηζε κε 

πεηξάκαηα πνπ έγηλαλ ζε θαλάιη. 

 

Μηα ελαιιαθηηθή πξνζέγγηζε πηνζεηήζεθε απφ ηνπο Wei θαη Kirby (1994) πνπ 

θαηάζηξσζαλ ηηο εμηζψζεηο ηνπ Nwogu (1993) κε έλα πην άκεζν ηξφπν. Αληί λα 

ζπκπεξηιεθζνχλ νη φξνη ζθαικάησλ απνθνπήο ηξίηεο παξαγψγνπ, νη πξψηεο παξάγσγνη 

δηαθξηηνπνηήζεθαλ ζε ηέηαξηε ηάμε ηφζν ζην ρξνληθφ φζν θαη ζην ρσξηθφ βήκα. Μηα 

εκπεξηζηαησκέλε αλάιπζε ησλ ηδηνηήησλ ηεο κεζφδνπ επίιπζεο θαη ησλ ζπζρεηηδφκελσλ 

νξηαθψλ ζπλζεθψλ δίλεηαη ζε παξαθάησ παξάγξαθν βαζηδφκελε ζηνπο Wei θαη Kirby 

(1995). 

 

Πξφζζεηεο βειηηψζεηο ησλ εμηζψζεσλ Boussinesq έγηλαλ απφ ηνπο Kirby and Wei (1994) 

πνπ επέθηεηλαλ ηηο εμηζψζεηο ηνπ Nwogu ψζηε λα πεξηιακβάλνπλ φιεο ηηο ηάμεηο ηεο κε 

γξακκηθήο παξακέηξνπ. ΢ε ζρέζε κε ηηο ηππηθέο, νη πιήξσο κε γξακκηθέο εμηζψζεηο 

πεξηιακβάλνπλ πνιιέο πξφζζεηεο παξαγψγνπο, θαζηζηψληαο ηελ αξηζκεηηθή επίιπζε πην 

πεξίπινθε. Παξφια απηά, νη εμηζψζεηο επηιχζεθαλ αξηζκεηηθά ζε κηα νξηδφληηα δηάζηαζε 

απφ ηνπο Wei et al. (1995) πνπ ρξεζηκνπνίεζαλ ηε κέζνδν εθηίκεζεο-δηφξζσζεο ησλ Wei 

and Kirby (1994). ΢ε ζχγθξηζε κε ηα απνηειέζκαηα κηαο αθξηβνχο αξηζκεηηθά κεζφδνπ 

νξηαθψλ ζηνηρείσλ ησλ Grilli et al. (1989) έγηλε θαλεξφ φηη νη λέεο εμηζψζεηο βειηηψλνπλ ηελ 

πεξηγξαθή ηνπ κεηαζρεκαηηζκνχ ηνπ χςνπο θχκαηνο θαηά ηε ξήρσζε. 

 

Μηα λέα πξνζέγγηζε έγηλε απφ ηνπο Nadaoka et al. (1994), πνπ θαηέζηξσζαλ έλα ζεη 

εμηζψζεσλ Boussinesq ζε δχν νξηδφληηεο δηαζηάζεηο. ΢ε αληίζεζε κε ηηο πξνεγνχκελεο 

δηαδηθαζίεο ρξεζηκνπνηήζεθε ε κέζνδνο Galerkin γηα λα πξνθχςεη κηα βέιηηζηε κνξθή ηνπ 

πξνθίι ηεο νξηδφληηαο ηαρχηεηαο, γεγνλφο πνπ νδήγεζε ζε εμηζψζεηο κε εμαηξεηηθά 

ραξαθηεξηζηηθά δηαζπνξάο ζε έλα κεγάιν εχξνο βαζψλ. ΢ε κία νξηδφληηα δηάζηαζε, ε 

ζχγθξηζε αξθεηψλ αξηζκεηηθψλ παξαδεηγκάησλ κε πεηξακαηηθά απνηειέζκαηα ζε θαλάιη, 

θαηέδεημε ηελ ηθαλφηεηα ηνπ νκνηψκαηνο λα αλαπαξάγεη ζσζηά ην θπκαηηθφ πξνθίι θαη ην 

πεδίν ηαρπηήησλ. Οη Beji and Nadaoka (1994) δηακφξθσζαλ ην ππνινγηζηηθφ νκνίσκα ψζηε 

λα πεξηιακβάλεη θαη ηε δεχηεξε νξηδφληηα δηάζηαζε. ΢ην φξην ηνπ ππνινγηζηηθνχ πεδίνπ, ηα 
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εμεξρφκελα θχκαηα θηιηξάξνληαλ κε ηε ρξήζε κηαο ζπλζήθεο αθηηλνβνιίαο αλψηεξεο ηάμεο 

πνπ πξνηάζεθε αξρηθά απφ ηνπο Engquist θαη Majda (1977). Σέινο, νη  Beji and Nadaoka 

(1996) παξνπζίαζαλ έλα ζεη εμηζψζεσλ Boussinesq κε βειηησκέλα ραξαθηεξηζηηθά 

ραξαθηεξηζηηθά δηαζπνξάο, ε δηαδηθαζία θαηάζηξσζεο ησλ νπνίσλ είλαη εμαηξεηηθά 

ζχληνκε. 

 

Οη Schäffer θαη Madsen (1995), ζπλδπάδνληαο ηηο ηδέεο ηνπ Nwogu (1993) θαη ησλ 

Madsen θαη Sörensen (1992), ελζσκάησζαλ πξφζζεηεο βειηηψζεηο ζε έλα ζεη εμηζψζεσλ 

Boussinesq. Γηαηεξψληαο φξνπο αλψηεξεο ηάμεο ζηε ζπρλφηεηα δηαζπνξάο αιιά θαη ζηε 

δηαζπνξά εχξνπο, νη Madsen et al. (1996), θαηάζηξσζαλ έλα λέν ζεη εμηζψζεσλ Boussinesq. 

Με ζθνπφ λα βειηηψζνπλ ηα ραξαθηεξηζηηθά γξακκηθήο δηαζπνξάο ζηα βαζηά λεξά, νη 

εμηζψζεηο δηακνξθψζεθαλ κε κηα ηερληθή πνπ πεξηγξάθηεθε απφ ηνπο Schäffer θαη Madsen 

(1995). Γεδνκέλνπ φηη νη εμηζψζεηο πεξηιακβάλνπλ φξνπο παξαγψγσλ πέκπηεο ηάμεο, ηα 

ππνινγηζηηθά ζρήκαηα είλαη ζρεηηθά πεξίπινθα. Οη Chen et al. (1996) εθήξκνζαλ ηελ ίδηα 

ηερληθή γηα λα βειηηψζνπλ ηε γξακκηθή ζπρλφηεηα δηαζπνξάο πνπ πξνθαιείηαη απφ ηελ 

αιιειεπίδξαζε θχκαηνο-ξεχκαηνο. Δμάιινπ, νη Madsen θαη Schäffer (1998) θαηέιεμαλ ζε 

λέεο κνξθέο εμηζψζεσλ Boussinesq αλψηεξεο ηάμεο, ηηο νπνίεο αλέπηπμαλ ηφζν ζε φξνπο ηεο 

νξηδφληηαο ηαρχηεηαο ζηε ζηάζκε εξεκίαο, φζν θαη ηεο κέζεο ζην βάζνο νξηδφληηαο 

ηαρχηεηαο θαη ηεο νξηδφληηαο ηαρχηεηαο ζε ηπραίν βάζνο. 

 

Ο Karambas (1999) αλαπηχζζνληαο ζε δπλακνζεηξά ηελ θαηαθφξπθε ηαρχηεηα θαη 

επηιχνληαο αλαιπηηθά ηελ εμίζσζε Laplace, δηαηχπσζε έλα ζεη εμηζψζεσλ Boussinesq. Οη 

εμηζψζεηο πνπ πξφηεηλε πεξηιακβάλνπλ βειηησκέλα ραξαθηεξηζηηθά δηαζπνξάο γηα 

κνλνρξσκαηηθνχο θπκαηηζκνχο. Δπίζεο ζηελ εξγαζία ηνπ ν Zou (1999) (§2.4.5) θαηαιήγεη 

ζε έλα ζεη εμηζψζεσλ κε αθξίβεηα ηξίηεο ηάμεσο (Ο(ε
2
,εκ

2
,κ

4
), φπνπ κ=d/Lo). Οη εθθξάζεηο 

γηα ηηο θάζεηεο θαηαλνκέο ηεο θάζεηεο θαη ηεο νξηδφληηαο ηαρχηεηαο είλαη ηξίηεο θαη 

ηέηαξηεο ηάμεο πνιπψλπκα αληίζηνηρα. ΢ηελ εμίζσζε ζπλέρεηαο, φπσο ιεπηνκεξεηαθά 

αλαιχεηαη παξαθάησ,  έρεη πξνζηεζεί έλαο φξνο γηα λα απμήζεη ηελ αθξίβεηα δηάδνζεο ηνπ 

θπκαηηζκνχ απφ ηα ξερά ζηα βαζηά λεξά.   

 

Άιιεο έξεπλεο, φπσο ησλ Madsen & Schäffer (1998) θαη Gobbi, Kirby & Wei (2000)  

αχμεζαλ ην φξην ηνπ ζρεηηθνχ βάζνπο κέρξη ηελ ηηκή kd=6. Οη  Agnon, Madsen & Schäffer 

(1999) παξνπζίαζαλ κηα λέα πξνζέγγηζε ζηελ νπνία είλαη δπλαηφλ λα πεηχρεη ε ίδηα 

αθξίβεηα θαη ζηηο κε γξακκηθέο θαη ζηηο γξακκηθέο ηδηφηεηεο. ΢ηελ εξγαζία ηνπο 
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βαζηζηήθαλε ζε κηα αθξηβή ιχζε ησλ νξηαθψλ ζπλζεθψλ, ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο θαη ηνπ 

ππζκέλα, ζπλδπάδνληαο κηα πξνζεγγηζηηθή ιχζε ηεο εμίζσζεο Laplace. Σν πεδίν ηαρπηήησλ 

εθθξάδεηαη ζε φξνπο θαη ηεο θάζεηεο θαη ηεο νξηδφληηαο ζπληζηψζαο ηεο ηαρχηεηαο ζηε 

(΢.Η.). Οη εμηζψζεηο ηνπο επηηξέπνπλ κηα αθξηβή πεξηγξαθή κε γξακκηθψλ θπκάησλ 

δηαζπνξάο κέρξη θαη kd=6. Όκσο έλα πξφβιεκα, πνπ δελ ιχζεθε απφ ηνπο Agnon, Madsen & 

Schäffer (1999), ήηαλ λα απνδψζνπλ κηα αθξηβή δηαλνκή ηνπ θαηαθφξπθνπ πεδίνπ 

ηαρπηήησλ.  

 

Πην πξφζθαηεο έξεπλεο έρνπλ πξαθηηθά εμαιείςεη ηνλ πεξηνξηζκφ ηνπ βάζνπο λεξνχ θαη 

αλαιχνπλ πςειήο κε γξακκηθφηεηαο θπκαηηζκνχο κε κεγάιε αθξίβεηα θαη 

απνηειεζκαηηθφηεηα. Οη εμηζψζεηο πνπ θαηέιεμαλ νη Madsen et al. (2002, 2003) (§2.5.1) 

πεξηγξάθνπλ θπκαηηζκνχο πςειήο κε γξακκηθφηεηαο ζε βάζε kd25 (k=αξηζκφο θχκαηνο, 

d=βάζνο λεξνχ) κε απνηειεζκαηηθφ θαη αθξηβή ηξφπν θαη ππνινγίδνληαο ηα θηλεκαηηθά 

ραξαθηεξηζηηθά (ηαρχηεηεο) ησλ θπκαηηζκψλ ζε αδηάζηαηα βάζε kd12. Απηφ ην πέηπραλ, 

φπσο ζα δνχκε ζηε ζπλέρεηα ηεο παξνχζεο εξγαζίαο, γεληθεχνληαο ηελ πξνζέγγηζε ησλ 

Agnon, Madsen & Schäffer (1999), θαη επεθηείλνληαο ηελ ιχζε Laplace απφ έλα αθαζφξηζην 

επίπεδν-z παξά απφ ηε (΢.Η.). 

 

Ο Schäffer (2004)  πξφηεηλε έλα θαηλνχξην κνλνδηάζηαην, κε-γξακκηθφ, πιήξνπο 

δηαζπνξάο, κνληέιν post-Boussinesq. Με φξνπο ηελ αλχςσζε ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο θαη 

ηελ νξηδφληηα ηαρχηεηα ζηε (΢.Η). Σν κνληέιν βαζίδεηαη ζε ξεηέο θαη αθξηβείο εθθξάζεηο 

ησλ εζσηεξηθψλ θηλεκαηηθψλ ραξαθηεξηζηηθψλ, ηα νπνία επεμεξγάζηεθαλ ζπλειηθηηθά ζην 

ρψξν κε θαηάιιειεο ζπλαξηήζεηο παικνχ. Μηα παξφκνηα πξνζέγγηζε ρξεζηκνπνηήζεθε 

επηηπρψο θαη ζηε κειέηε ηνπ Schäffer (2003) γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ πεδίνπ ησλ ηαρπηήησλ 

ζηε (΢.Η). 

 

Οη Bingham θαη Agnon (2005) επίζεο παξήγαγαλ κηα κέζνδν Boussinesq πιήξνπο 

δηαζπνξάο, κε ειάρηζην πνζνζηφ ιάζνπο πξνζέγγηζεο γηα φια ηα βάζε kd < ∞. Απηφ ην 

πέηπραλ εηζάγνληαο ηε γεληθεπκέλε (2D) κεηαηξνπή Hilbert ε νπνία εθηηκάηαη 

ρξεζηκνπνηψληαο ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο Fourier. ΢πλεπψο νη ηειεπηαίεο εμηζψζεηο 

Boussinesq έρνπλ μεπεξάζεη θάζε πξαθηηθφ πεξηνξηζκφ ζην ζρεηηθφ βάζνο λεξνχ.  

 

Όκσο, δηάθνξα πξαθηηθά πξνβιήκαηα εκθαλίδνληαη ζρεηηθά κε ηελ απνηειεζκαηηθφηεηα, 

αθξίβεηα θαη ζηαζεξφηεηα ηνπ αξηζκεηηθνχ ζρήκαηνο επίιπζεο ησλ εμηζψζεσλ. Πνιιέο απ’ 
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απηέο ηηο δπζιεηηνπξγίεο εκθαλίδνληαη ιφγσ ηεο πνιππινθφηεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ 

κεξηθψλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ, νη νπνίεο πεξηιακβάλνπλ έλα κεγάιν αξηζκφ φξσλ κε 

πςειήο ηάμεσο παξαγψγνπο. Χο εθ ηνχηνπ ηα αξηζκεηηθά ζρήκαηα επίιπζεο ηνπο είλαη 

ηδηαίηεξα πνιχπινθα θαη πεξηέρνπλ ζπζηήκαηα δηαθξηηνπνηεκέλσλ γξακκηθψλ εμηζψζεσλ. 

 

 

3.3. Κιαζηθέο εμηζώζεηο Boussinesq (Peregrine 1967) 

   Ο Peregrine (1967, 1972) παξνπζίαζε κηα επέθηαζε ησλ εμηζψζεσλ Boussinesq γηα 

ζρεηηθά καθξνχο θπκαηηζκνχο ζε λεξά κεηαβαιιφκελνπ βάζνπο, νινθιεξψλνληαο ηελ 

εμίζσζε ζπλέρεηαο θαη ηηο εμηζψζεηο Euler ζε δχν νξηδφληηεο δηαζηάζεηο, ρξεζηκνπνηψληαο 

κηα ηερληθή αλαπηπγκάησλ ε νπνία πξσηνεκθαλίζηεθε απφ ηνλ Keller (1948). Οη εμηζψζεηο 

απηέο είλαη γηα κηθξνχ εχξνπο θπκαηηζκνχο θαη βαζίδνληαη ζηελ παξαδνρή φηη νη παξάκεηξνη 

ε θαη ζ
2
 είλαη κηθξέο (Ο(ε)<<1 θαη Ο(ζ

2
)<<1) θαη ηεο ίδηαο ηάμεο (ε=Ο(ζ

2
)). 

 

Σν ζεη ησλ εμηζψζεσλ ηχπνπ Boussinesq πνπ θαηέζηξσζε ν Peregrine (1967) έρεη ηε 

κνξθή: 

 

   0udt 
                                                                                                       (3.1) 

      t

2

tt u
6

d
du

2

d
guuu 

                                                           (3.2) 

 

Όπνπ u =(U,V) είλαη ην δηάλπζκα ηεο κέζεο ζην βάζνο νξηδφληηαο ηαρχηεηαο, d =d(x,y) 

είλαη ην κεηαβαιιφκελν βάζνο κεηξνχκελν απφ ηε ζηάζκε εξεκίαο θαη   y,x   

είλαη ν νξηδφληηνο ηειεζηήο βαζκίδαο. 

 

Οη εμηζψζεηο απηέο εθθξάδνπλ ηελ εμίζσζε ζπλέρεηαο (δηαηήξεζεο κάδαο) θαη νξκήο 

αληίζηνηρα. Οη παξαπάλσ εμηζψζεηο ζε κηα δηάζηαζε (1D) θαη ζηελ πεξίπησζε νξηδφληηνπ 

ππζκέλα κεηαζρεκαηίδνληαη ζηηο εμήο: 

 

 
0

x

Uh

t











                                                                                                               (3.3) 
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tx

U

3

d

x
g

x

U
U

t

U
2

33




















                                                                                       (3.4) 

Όπνπ h=d+δ. 

 

Η ιχζε ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ εμηζψζεσλ απηψλ κε ηε βνήζεηα ελφο αθξηβνχο αξηζκεηηθνχ 

ζρήκαηνο, δίλεη θαιά απνηειέζκαηα ρσξίο λα είλαη απαξαίηεην λα ζπκπεξηιεθζνχλ 

πξφζζεηνη κε γξακκηθνί φξνη (Karambas θαη Koutitas, 1992). 

 

΢ηα βαζηά λεξά ε παξάκεηξνο ζ
2
 γίλεηαη ζεκαληηθή θαη ζπλεπψο νη εμηζψζεηο Boussinesq 

δελ έρνπλ ηζρχ. ΢ηελ πεξίπησζε γξακκηθψλ θπκαηηζκψλ (Ο(ε)=0) ε ζρέζε δηαζπνξάο πνπ 

πξνθχπηεη απφ ηηο παξαπάλσ εμηζψζεηο είλαη: 

 

 2
22

kd
3

1
1

1
gdk





                                                                                                     (3.5) 

 

Η εμίζσζε (3.5) ζπκπίπηεη κε ηελ αθξηβή αλαιπηηθή έθθξαζε ηεο γξακκηθήο ζεσξίαο 

(Airy) (σ
2
=gktanhkd) γηα κηθξέο ηηκέο ηνπ kd. Μεγαιχηεξεο ηηκέο ηνπ kd δίλνπλ ζεκαληηθέο 

δηαθνξνπνηήζεηο απφ ηελ αθξηβή γξακκηθή ιχζε. Γηα ην ιφγν απηφ νη θιαζζηθέο εμηζψζεηο 

Boussinesq πεξηνξίδνληαη ζηα ξερά λεξά, κε έλα πνζνζηφ ιάζνπο ηαρχηεηαο θάζεο πεξίπνπ 

4%, αλ ην φξην επεθηαζεί ζην d/Lo=0,2 (Lo, κήθνο θχκαηνο ζηα βαζηά λεξά) (Madsen et al. 

1991). 

 

3.4. Μνληέια Boussinesq κε βειηησκέλα ραξαθηεξηζηηθά 

δηαζπνξάο 

Όπσο αλαθέξζεθε θαη ζε πξνεγνχκελεο ελφηεηεο, ν ζεκαληηθφηεξνο πεξηνξηζκφο πνπ 

ηίζεηαη ζηελ πξαθηηθή εθαξκνγή ησλ θιαζζηθψλ εμηζψζεσλ Boussinesq (Peregrine 1967) 

ζρεηίδεηαη κε ηα ραξαθηεξηζηηθά δηαζπνξάο ηνπο ζε ζχγθξηζε κε απηά ηεο γξακκηθήο 

ζεσξίαο (Airy). Έηζη, νη θιαζηθέο εμηζψζεηο πεξηγξάθνπλ κε ηθαλνπνηεηηθή αθξίβεηα ηε 

κεηάδνζε ησλ θπκαηηζκψλ κφλν ζηα ξερά λεξά. 
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Αξθεηνί εξεπλεηέο κε πξψην ηνλ Witting (1984) πξνρψξεζαλ ζηε δηαηχπσζε λέσλ 

κνξθψλ ησλ εμηζψζεσλ Boussinesq πνπ πεξηιακβάλνπλ βειηησκέλα ραξαθηεξηζηηθά 

δηαζπνξάο, επεθηείλνληαο θαηά απηφ ηνλ ηξφπν ηελ εθαξκνζηκφηεηά ηνπο ζε βάζε 

ζπγθξίζηκα ή αληίζηνηρα ηνπ κήθνπο θχκαηνο (ελδηάκεζα θαη βαζηά λεξά). 

 

Με ρξνλνινγηθή ζεηξά αλαθέξνπκε ηηο εξγαζίεο ησλ: 

1) Madsen et al. (1991) 

2) Madsen & Sørensen (1992) 

3) Nwogu (1993) 

4) Beji & Battjes (1994) 

5) Wei & Kirby 1995 

6) Schäffer & Madsen (1995) 

7) Wei et al. (1995) 

8) Madsen & Schäffer (1998) 

9) Karambas (1999) 

10)  Zou (1999) 

 

΢ηελ πιεηνλφηεηά ησλ εξγαζηψλ ε ηερληθή ηεο βειηίσζεο ζπληζηάηαη ζηελ εηζαγσγή ζηελ 

εμίζσζε νξκήο πξφζζεησλ φξσλ, αλάινγσλ κίαο παξακέηξνπ δηαζπνξάο θαη ζηελ ηαχηηζε 

ησλ ζρέζεσλ δηαζπνξάο πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηηο πξνηεηλφκελεο εμηζψζεηο κε ην αλάπηπγκα 

Padé ηεο ζρέζεο δηαζπνξάο ηεο γξακκηθήο ζεσξίαο, πνπ έρεη ηε κνξθή (Witting, 1984): 

 

 2

2

22

kd
5

2
1

kd
15

1
1

gdk




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                                                                                                  (3.6) 

 

Η παξάκεηξνο δηαζπνξάο ππεηζέξρεηαη ζηηο ζρέζεηο δηαζπνξάο κε ηε κνξθή 

πνιιαπιαζηαζηηθνχ ζπληειεζηή ησλ φξσλ kd. Η παξάκεηξνο απηή ζπλαληάηαη ζηηο εξγαζίεο 

1 θαη 2 σο Β,  ζηελ 3 σο α θαη ζε άιιεο σο β. Δμάιινπ νη Schäffer & Madsen (1995), 

ρξεζηκνπνίεζαλ ζε έλα ζεη εμηζψζεσλ Boussinesq παξφκνην κε απηφ ησλ Madsen & 

Sørensen (1992), δχν παξακέηξνπο ηνπ ηχπνπ (Β1,Β2).  

 

Απφ ηηο παξαπάλσ εξγαζίεο απηή ησλ Schäffer & Madsen (1995) έρεη γεληθφηεξν 

ραξαθηήξα, αθνχ φπσο δηαπηζηψλεηαη γηα δηάθνξνπο ζπλδπαζκνχο ησλ παξακέηξσλ (Β1,Β2) 
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πξνθχπηνπλ νη ζρέζεηο δηαζπνξάο άιισλ εξγαζηψλ. Μάιηζηα, ζπλδπάδνληαο ηηο 

πξνζεγγίζεηο ησλ Madsen & Sørensen (1992) θαη Nwogu (1993) θαηέιεμαλ ζε λέεο 

εμηζψζεηο κε ραξαθηεξηζηηθά δηαζπνξάο πνπ αληηζηνηρνχλ ζε αλάπηπγκα Padé ηεο ζρέζεο 

γξακκηθήο δηαζπνξάο. Οη παξάκεηξνη πνπ ππεηζέξρνληαη ζηελ πεξίπησζε απηή είλαη πέληε 

(α, β1, β2, γ1, γ2). 

 

Σέινο αλαθέξνπκε φηη θαηά ηελ θαηάζηξσζε ησλ εμηζψζεσλ ησλ πξνεγνχκελσλ 

εξγαζηψλ φπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ησλ θιαζζηθψλ εμηζψζεσλ Boussinesq δηαηεξνχληαη 

φξνη κέρξη θαη Ο(ε,ζ
2
) ελψ γίλεηαη ε βαζηθή παξαδνρή φηη ε=Ο(ζ

2
) (εθηφο ηεο εξγαζίαο 7, 

πνπ φπσο ζα δνχκε ζηε ζπλέρεηα πεξηέρεη κεγαιχηεξνπο φξνπο κε γξακκηθφηεηαο). 

 

3.4.1. Δμηζώζεηο Boussinesq ησλ Madsen et al. (1991) 

Η ζπγθεθξηκέλε κειέηε παξνπζίαζε έλα θαηλνχξην κνληέιν εμηζψζεσλ Boussinesq ηθαλφ 

λα πξνζνκνηάζεη ζχλζεηνπο θπκαηηζκνχο ζε δχν δηαζηάζεηο, παξφκνην κε εθείλν ησλ Abbott 

et al. (1978), αιιά παξνπζηάδνληαο βειηησκέλεο ηδηφηεηεο ηαρχηεηαο θάζεο θαη νκάδαο (c, 

cg) γξακκηθψλ θπκαηηζκψλ ζηα βαζηά λεξά. Η θαηλνχξηα θφξκνπια ησλ εμηζψζεσλ ηνπο 

ηθαλνπνηεί ηηο δπν παξαθάησ απαηηήζεηο: 

1. Οη εμηζψζεηο εθθξάδνληαη ζε δχν νξηδφληηεο δηαζηάζεηο ζε φξνπο ηεο ειεχζεξεο 

επηθάλεηαο θαη ηεο κέζεο νινθιεξσκέλεο ηαρχηεηαο. 

2. Η πξνθχπηνπζα γξακκηθή δηαζπνξά ζα πξέπεη λα αθνινπζεί ηελ εμίζσζε: 

 

22

222

hk
3

1
B1

hBk1

gh

c












                                                                                                    (3.7) 

 

Όπνπ ε ηηκή ηνπ ζπληειεζηή B επηιέγεηαη θαηάιιεια γηα βειηησζεί ε αθξίβεηα ηνπ 

κνληέινπ ζηα βαζηά λεξά.. 

 

Μέρξη ηε ζπγθεθξηκέλε έξεπλα ησλ Madsen et al. (1991) νη ηηκέο ηνπ ζπληειεζηή B είραλ 

ηηο ηηκέο: 
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
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




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6/1

B

  

 

Όπνπ B=1/6 πξνέθππηε εάλ ε ηαρχηεηα εθθξαδφηαλ ζε φξνπο ηαρχηεηαο ππζκέλα Ub 

(Svedsen 1974, Witting 1984),  B=-1/3 εάλ ε ηαρχηεηα εθθξαζηεί ζε φξνπο επηθαλεηαθήο 

ηαρχηεηαο Us (Svedsen 1974), γηα  B=0 πξνθχπηεη ε ζρέζε γξακκηθήο δηαζπνξάο ησλ 

θιαζζηθψλ εμηζψζεσλ Boussinesq γηα κέζε ηαρχηεηα U , θαη ηέινο γηα ηηκή ηνπ ζπληειεζηή 

Β=1/15 πξνθχπηεη ε πξνζέγγηζε Padé ηνπ Witting (1984) ε νπνία φπσο θαίλεηαη ζην 

αθφινπζν δηάγξακκα (΢ρ. 3.1) δίλεη πνιχ θαιχηεξα απνηειέζκαηα απφ ηηο παξαπάλσ. 

 

 ΢ην δηάγξακκα, ν θάζεηνο άμνλαο είλαη ην πνζνζηφ ιάζνπο ηεο ηαρχηεηαο θάζεο γηα ηηο 

δηάθνξεο κνξθέο ησλ εμηζψζεσλ Boussinesq ζε ζρέζε κε ηε γξακκηθή ζεσξία πξψηεο ηάμεο 

Stokes (100(c-cSTOKES)/cSTOKES) θαη ν νξηδφληηνο είλαη ν ιφγνο ηνπ βάζνπο πξνο ην κήθνο 

θχκαηνο ζηα βαζηά h/Lo.  

 

 

Σχ. 3.1 Ποςοςτιαίο λάκοσ ταχφτθτασ φάςθσ (100(c-cSTOKES)/cSTOKES) για διάφορεσ μορφζσ 

εξιςϊςεων Boussinesq ςυγκριτικά με τθ γραμμικι κεωρία Stokes. 
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Απφ ην δηάγξακκα θαίλεηαη φηη γηα λα πεξηνξίζνπκε ην ιάζνο ζχγθξηζεο ηεο ηαρχηεηαο 

θάζεο ζε έλα απνδεθηφ πνζνζηφ ηνπ 5% νη θιαζηθέο εμηζψζεηο Boussinesq είλαη 

ηθαλνπνηεηηθέο γηα h/Lo<0.22 ελψ κε ηε πξνζέγγηζε Padé ηνπ Witting ν πεξηνξηζκφο ηνπ 

βάζνπο γίλεηαη h/Lo<0.5. 

  

Οη Madsen et al. (1991) πξνζπάζεζαλ λα επεθηείλνπλ απηφ ην φξην, έρνληαο σο βάζε ηελ 

θιαζηθή κνξθή ησλ εμηζψζεσλ Boussinesq πνπ επηιχζεθαλ απφ ηνπο Abbott et al. (1984): 

 

0QPS yxt 
                                                                                                             (3.8) 
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Όπνπ d είλαη ην ζπλνιηθφ βάζνο λεξνχ, h ην βάζνο ζηε ΢.Η., S ε αλχςσζε ηεο ειεχζεξεο 

επηθάλεηαο, θαη P,Q νη ηαρχηεηεο νινθιεξσκέλεο ζην βάζνο ζηε δηεχζπλζε x- θαη y- 

αληίζηνηρα. Η ζρέζε ηεο γξακκηθήο δηαζπνξάο ησλ εμηζψζεσλ απηψλ είλαη ε (3.7) κε Β=0. 

 

Όπσο αλαθέξζεθε πξνεγνπκέλσο, κηα θιαζηθή κέζνδνο είλαη ε απινπνίεζε πςειφηεξεο 

ηάμεο φξσλ, εηζάγνληαο ηηο εμηζψζεηο καθξψλ θπκαηηζκψλ ζαλ πξψηε πξνζέγγηζε (Mei 

1983). Γηα κηα αθηή ήπηαο θιίζεο νη ρσξηθέο παξάγσγνη ηνπ βάζνπο ζηε ΢.Η. κπνξνχλ λα 

παξακειεζνχλ θαη ζαλ πξψηε πξνζέγγηζε λα έρνπκε: 

 

   xyyxxxxytxxt SSghQP                                                                                         (3.11) 

 

   yxxyyyxytyyt SSghPQ                                                                                         (3.12) 

 

Έηζη κηα δηαθνξεηηθή κνξθή ησλ εμηζψζεσλ (3.8), (3.9) θαη (3.10) επηηπγράλεηαη 

ρξεζηκνπνηψληαο ηηο πξνζεγγίζεηο (3.11) θαη (3.12). ΢ηα ξερά λεξά απηή ε δηαθνξά δελ 

επηθέξεη αιιαγέο ζηελ αξηζκεηηθή ιχζε, αιιά ζηα βαζηά λεξά ηα ραξαθηεξηζηηθά δηαζπνξάο 
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είλαη πνιχ «θησρά», ρξεζηκνπνηψληαο ηελ ηηκή ηνπ ζπληειεζηή Β=-1/3 ζηε ζρέζε (3.7) (βι. 

΢ρ. 3.1). 

 

Αληηζέησο ζηελ εξγαζία ηνπο νη Madsen et al. (1991) έιαβαλ ππφςε ηηο εμήο πνζφηεηεο: 

 

  xyyxxxxytxxt

2

1 SSghQPBh                                                                            (3.13) 

 

  yxxyyyxytyyt

2

2 SSghPQBh                                                                           (3.14) 

 

΢χκθσλα κε ηηο εμηζψζεηο (3.11) θαη (3.12) απηνί νη φξνη είλαη αζήκαληνη ζηα ξερά λεξά 

θαη κπνξνχλ λα πξνζηεζνχλ ζηηο εμηζψζεηο Boussinesq ρσξίο λα επεξεάζνπλ ηελ αθξίβεηα 

ηνπ κνληέινπ. Οπφηε νη λέεο εμηζψζεηο είλαη ηεο κνξθήο: 

 

0QPS yxt 
                                                                                                           (3.15) 
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           (3.17) 

 

Η ηηκή ηνπ ζπληειεζηή Β δελ πεξηνξίδεηαη ζηηο πξναλαθεξζείζεο θαη ζην δηάγξακκα (΢ρ. 

3.2) πνπ αθνινπζεί θαίλεηαη φηη επηιέγνληαο ηελ ηηκή Β=1/21 κε πνζνζηφ ιάζνπο ηαρχηεηαο 

θάζεο 3%,  ν ιφγνο h/Lo κπνξεί λα απνδψζεη θαιχηεξα απνηειέζκαηα κέρξη θαη h/Lo<0.75. 
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Σχ. 3.2 Ποςοςτιαίο λάκοσ ταχφτθτασ φάςθσ (100(c-cSTOKES)/cSTOKES) όπου θ ταχφτθτα c 

υπολογίηεται από τθν (3.7) (Madsen et al. 1991) 

 

3.4.2. Δμηζώζεηο Boussinesq ηνπ Nwogu (1993) 

Οη εμηζψζεηο Boussinesq ηνπ Nwogu (1993) πξνθχπηνπλ κε ζπλερή δηαθφξηζε ηεο 

εμίζσζεο ζπλέρεηαο θαη ησλ εμηζψζεσλ θίλεζεο ηνπ Euler. ΢ηελ θαηάζηξσζε ησλ 

εμηζψζεσλ ρξεζηκνπνηείηαη ζαλ εμαξηεκέλε κεηαβιεηή ε νξηδφληηα ηαρχηεηα ζε έλα ηπραίν 

βάζνο zα. Σν βάζνο ζην νπνίν ιακβάλεηαη ε ηαρχηεηα, θαζνξίδεηαη ζηε ζπλέρεηα απφ ηελ 

πξνθχπηνπζα ζρέζε δηαζπνξάο ζε ζχγθξηζε κε ηε ζρέζε δηαζπνξάο ηεο γξακκηθήο ζεσξίαο. 

Με απηφ ηνλ ηξφπν, νη εμηζψζεηο πεξηγξάθνπλ θαιχηεξα ηε δηάδνζε ησλ θπκαηηζκψλ ζε 

λεξά κεγαιχηεξνπ βάζνπο ζε ζρέζε κε ηηο θιαζζηθέο εμηζψζεηο Boussinesq. Οη εμηζψζεηο 

ηνπ Nwogu (1993) γξάθνληαη: 

 

 

 

(3.18α-β) 

 

 

 Όπνπ uα=(uα,vα) είλαη ην δηάλπζκα ηεο νξηδφληηαο ηαρχηεηαο ζε έλα ηπραίν βάζνο zα. 
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Οη παξαπάλσ εμηζψζεηο εθθξάδνπλ ηελ εμίζσζε ζπλέρεηαο (δηαηήξεζεο κάδαο) θαη νξκήο 

αληίζηνηρα. ΢ε ζρέζε κε ηηο θιαζζηθέο εμηζψζεηο Boussinesq ηνπ Peregrine (1967) ππάξρεη 

ζηελ εμίζσζε ζπλερείαο έλαο πξφζζεηνο φξνο δηαζπνξάο πνπ ηελ θαζηζηά κε αθξηβή, ελψ νη 

ζπληειεζηέο ησλ φξσλ δηαζπνξάο ζηελ εμίζσζε νξκήο είλαη δηαθνξεηηθέο. 

 

Θεσξνχκε ηελ πεξίπησζε δηάδνζεο ηνπ θχκαηνο ζε κία δηεχζπλζε (1D) κε ζηαζεξφ 

βάζνο. Σφηε νη εμηζψζεηο ηνπ Nwogu παίξλνπλ ηε κνξθή: 

 

 

                                               (3.19 α-β) 
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Γξακκηθνπνηψληαο ην ζχζηεκα ησλ παξαπάλσ εμηζψζεσλ θαη αληηθαζηζηψληαο κία 

δνθηκαζηηθή ιχζε ηεο κνξθήο  

  ,ea tkxi       
 tkxi

0 euu 
 

 

Οδεγνχκαζηε ζηε ζρέζε γξακκηθήο δηαζπνξάο: 
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                                                                                         (3.20) 

 

΢ην ΢ρ. 3.3 γίλεηαη κηα ζχγθξηζε κε ηε ζρέζε δηαζπνξάο ηεο γξακκηθήο ζεσξίαο 

kdgk tanh2  , γηα δηάθνξεο ηηκέο ηνπ α. 

 

Οη θιαζζηθέο εμηζψζεηο Boussinesq φπσο αλαθέξζεθε θαη πξνεγνπκέλσο αληηζηνηρνχλ ζε 

α= -1/3. ΢ηα ξερά λεξά φπνπ kd→0 φιεο νη ζρέζεηο δηαζπνξάο ζπγθιίλνπλ αζπκπησηηθά. 

Χζηφζν ζε πην βαζηά λεξά φπνπ ην γηλφκελν kd απμάλεη, ε ζρέζε δηαζπνξάο γηα ηπραίεο 

ηηκέο ηνπ α, απνθιίλεη ζεκαληηθά απφ ηε γξακκηθή ζεσξία. 
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Οη εμηζψζεηο ηνπ Nwogu έρνπλ ην πιενλέθηεκα φηη είλαη δπλαηφλ λα πξνζδηνξηζηεί κία 

βέιηηζηε ηηκή γηα ηελ παξάκεηξν α, ηέηνηα ψζηε ε ζρέζε δηαζπνξάο ζε κηα θαζνξηζκέλε 

πεξηνρή ηηκψλ kd λα πξνζεγγίδεη απηήλ ηεο γξακκηθήο ζεσξίαο. Μηα ηηκή γηα ην α= -2/5 

κεηαηξέπεη ηελ (3.20) ζε πξνζέγγηζε Padé  ηεο δηαζπνξάο ηεο γξακκηθήο ζεσξίαο φπσο 

έδεημε ν Witting (1984). Οη ηηκέο ηνπ α κπνξνχλ λα βαζκνλνκεζνχλ πεξεηαίξσ 

ρξεζηκνπνηψληαο έλα θξηηήξην ειαρηζηνπνίεζεο ιάζνπο. Ο Nwogu πξνζδηφξηζε κία 

βέιηηζηε ηηκή γηα ην α ίζε κε -0.39 ε νπνία αληηζηνηρεί ζε βάζνο zα= -0,531d θαη δίλεη 

κέγηζηε δηαθνξά απφ ηε γξακκηθή ζεσξία 2% (΢ρ. 3.3). Οη θιαζηθέο εμηζψζεηο Boussinesq, 

πνπ πξνθχπηνπλ γηα α=-1/3, έρνπλ πνζνζηφ ιάζνπο 85% γηα κέγηζην ιφγν h/Lo  < 0.48.  

 

 

Σχ. 3.3 Σφγκριςθ τθσ κανονικοποιθμζνθσ ταχφτθτασ φάςθσ για διάφορεσ τιμζσ του α (Nwogu 

1993). 

 

Ο Nwogu έιπζε αξηζκεηηθά ην θαηλνχξγην ζεη εμηζψζεσλ ζε κηα νξηδφληηα δηάζηαζε 

ρξεζηκνπνηψληαο έλα πξνζεγγηζηηθφ ζρήκα Crank – Nickolson. Όξνη ζθαικάησλ απνθνπήο 

ηξίηεο παξαγψγνπ ζπκπεξηιήθζεζαλ εζθεκκέλα ζαλ δηαηαξαρέο κε επαλαηνπνζέηεζε ζην 

αξηζκεηηθφ ζρήκα. 

 

Μηα ελαιιαθηηθή πξνζέγγηζε πηνζεηήζεθε απφ ηνπο Wei θαη Kirby (1995) πνπ 

θαηάζηξσζαλ ηηο εμηζψζεηο ηνπ Nwogu (1993) κε έλα πην άκεζν ηξφπν απφ απηφλ πνπ 

πεξηγξάθεθε πξνεγνπκέλσο. Αληί λα ζπκπεξηιεθζνχλ νη φξνη ζθαικάησλ απνθνπήο ηξίηεο 
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παξαγψγνπ, νη πξψηεο παξάγσγνη δηαθξηηνπνηήζεθαλ ζε ηέηαξηεο ηάμεο ηφζν ζην ρξνληθφ 

φζν θαη ζην ρσξηθφ βήκα. Με ηνλ ηξφπν απηφ πξνέθπςε έλα πνιχ αθξηβέο (Adams – 

Bashforth - Moulton) αξηζκεηηθφ ζρήκα πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε απφ πνιινχο εξεπλεηέο.  

 

3.4.3. Δμηζώζεηο Boussinesq ηνπ Zou (1999) 

Ο Zou ζηελ εξγαζία ηνπ (1999) έρνληαο σο βάζε ηηο εμηζψζεηο ηνπ Mei (1983), 

παξνπζίαζε έλα θαηλνχξην κνληέιν εμηζψζεσλ Boussinesq ηξίηεο ηάμεσο αθξίβεηαο, 

εθθξάδνληαο ηηο ρσξηθέο παξαγψγνπο ηεηάξηεο ηάμεσο κε παξαγψγνπο δεχηεξεο ηάμεο. Οη 

εμηζψζεηο αληαπνθξίλνληαη ζε νξηδφληην ππζκέλα αιιά θαη ζε κεηαβαιιφκελν βάζνο κε ηελ 

ππφζεζε ήπηαο θιίζεο. Σα ραξαθηεξηζηηθά ηεο δηαζπνξάο είλαη αθξηβή κέρξη θαη Ο(ζ
4
) θαη ε 

κε γξακκηθφηεηα σο Ο(εζ
2
), ηα νπνία δίλνπλ ιάζε ηαρχηεηαο θάζεο < 5% γηα έλα εχξνο ηνπ 

ιφγνπ 0 < h/Lo <0.5. 

 

Γηα ηελ πεξίπησζε νξηδφληηνπ ππζκέλα νη εμηζψζεηο ζπλέρεηαο θαη νξκήο ηνπ Zou είλαη: 

   0uht                                                                                                       (3.21) 

          guh
15

1
uh

3

1
Gguuu t

2

t

2

t                     (3.22α) 

    t

2222 uhuu
10

1
uuuh

3

1
G 

















 


                                           (3.22β)  

Όπνπ h ην βάζνο λεξνχ θαη δ ε αλχςσζε ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο. 

Γηα ηελ πεξίπησζε φπνπ ην ε είλαη κηθξφηεξν απφ ην ζ
2
 ζε κέγεζνο εηζάγνληαη ηα 

αθφινπζα αλαπηχγκαηα: 

 3

2

2

1    θ’  3

2

2

1 Ouuu                                                         (3.23) 

Αληηθαζηζηψληαο ηε (3.23) γηα ηα δ θαη ū ζηηο (3.21), (3.22α) θαη (3.22β) θαη εμηζψλνληαο 

ηνπο ζπληειεζηέο ησλ ίδησλ δπλάκεσλ ηνπ ε, παίξλνπκε ηηο πξψηεο ηάμεσο εμηζψζεηο: 
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011  xt uh θαη 0gh
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gu xxx1
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x1t1                                               (3.24) 

Τπνζέηνληαο έλα κνλνρξσκαηηθφ θχκα κε : 

  tkxiexp1     θαη    tkxiexpuu1                                                        (3.25) 

Καη αληηθαζηζηψληαο απηέο ηηο εθθξάζεηο ζηε (2.24) έρνπκε γηα ηελ ηαρχηεηα θάζεο c: 
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                                                         (3.26) 

΢ην ΢ρ. 3.4 γίλεηαη ζχγθξηζε ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ δηαζπνξάο (3.26) ησλ εμηζψζεσλ Zou 

κε ηε γξακκηθή ζεσξία ηνπ Airy θαη ηηο θιαζηθέο εμηζψζεηο Boussinesq. Όπσο δηαπηζηψλεηαη 

νη ζπγθεθξηκέλεο εμηζψζεηο κπνξνχλ λα εθαξκνζηνχλ θαη λα δψζνπλ απνηειέζκαηα 

ηαρχηεηαο θάζεο ιηγφηεξν απφ 5% ζε βάζνο h< 0.5Lo (ζπγθξηηηθά κε ηηο θιαζηθέο πνπ φπσο 

πξναλαθέξακε πεξηνξίδνληαη ζην h< 0.22Lo). 

 

 

 

Σχ 3.4 Σφγκριςθ κανονικοποιθμζνων ταχυτιτων φάςθσ. Stokes 1st (ςυνεχισ γραμμι), εξιςϊςεισ 

Zou (διακεκομμζνθ-τελείεσ), κλαςικζσ εξιςϊςεισ Boussinesq (διακεκομμζνθ). 
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3.5. Δμηζώζεηο Boussinesq πςειήο κε γξακκηθόηεηαο θαη 

πιήξνπο δηαζπνξάο 

΢ηηο παξαπάλσ παξαγξάθνπο ηα κνληέια Boussinesq πνπ παξνπζηάζηεθαλ, αλαθέξνληαλ 

ζηελ πξνζνκνίσζε δηάδνζεο θπκαηηζκψλ ειαθξψο κε γξακκηθψλ θαη κηθξήο δηαζπνξάο. 

Δίρε γίλεη, φπσο αλαιχζεθε, ε ππφζεζε φηη Ο(ε)=Ο(ζ
2
)<<1. Πην πξφζθαηεο κειέηεο 

αλέπηπμαλ εμηζψζεηο κε φξνπο αλψηεξσλ ηάμεσλ κε-γξακκηθφηεηαο θαη δηαζπνξάο θαη έηζη 

θαηαξγήζεθε πξαθηηθά ν πεξηνξηζκφο ηνπ βάζνπο, κέρξη ην νπνίν είραλ ηθαλνπνηεηηθή 

εθαξκνγή ζηα νκνηψκαηα Boussinesq. 

 

    Οη Wei et al. (1995) θαηέιεμαλ ζε έλα ζεη εμηζψζεσλ πιήξσο κε γξακκηθψλ, δειαδή 

δηαηεξήζεθαλ φξνη φισλ ησλ ηάμεσλ ηεο κε γξακκηθήο παξακέηξνπ ε, αιιά νη φξνη ηεο 

δηαζπνξάο παξέκεηλαλ ηεο ηάμεο Ο(ζ
2
). Οη κειέηεο φκσο πνπ επέθηεηλαλ απνηειεζκαηηθά ή 

αθαίξεζαλ θάζε φξην ηνπ ζρεηηθνχ βάζνπο, πνπ ζπκβαηηθά ζρεηηδφηαλ κε φιεο ηηο 

πξνεγνχκελεο εμηζψζεηο Boussinesq, είλαη απηέο ησλ (κε ρξνλνινγηθή ζεηξά): 

 

1. Madsen & Schäffer (1998) 

2. Agnon, Madsen & Schäffer (1999) 

3. Gobbi, Kirby & Wei (2000) 

4. Madsen et al. (2002) 

5. Madsen et al. (2003) 

6. Schäffer (2003) 

7. Schäffer (2004) 

8. Bingham and Agnon (2005) 

 

3.5.1.  Πιήξσο κε γξακκηθέο εμηζώζεηο Boussinesq ησλ Wei et al. (1995) 

Οη Wei et al. (1995) αθνινπζψληαο ηελ πξνζέγγηζε ηνπ Nwogu (1993) θαηέιεμαλ ζηε 

δηαηχπσζε ελφο πιήξσο κε γξακκηθνχ νκνηψκαηνο Boussinesq ζην νπνίν δηαηεξνχληαη φξνη 

Ο(ζ
2
) θαη φισλ ησλ ηάμεσλ ηηο κε γξακκηθήο παξακέηξνπ ε. Οη πιήξσο κε γξακκηθέο 

εμηζψζεηο έρνπλ ηε κνξθή: 
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                                                                                                            (3.27) 

Όπνπ 

             42222 dud
2

1
zudd

6

1
z

2

1
udM   




































                                                                                                                                  

(3.28) 

θαη 

                                                      (3.29) 

κε

(3.30) 

 

 

΢εκεηψλνπκε φηη θαηά ηελ αλάπηπμε ησλ παξαπάλσ εμηζψζεσλ αίξεηαη ε βαζηθή ππφζεζε 

φηη ε=Ο(ζ
2
). 

 

Οη εμηζψζεηο ηνπ Nwogu πξνθχπηνπλ παξαιείπνληαο απφ ηηο παξαπάλσ εμηζψζεηο φξνπο 

Ο(ζ
4
, εζ

2
). 

 

3.5.2. Πιήξσο κε γξακκηθέο εμηζώζεηο Boussinesq ησλ Madsen et al. (2002 

& 2003) 

΢ηελ εξγαζία ηνπο νη Madsen, Bingham & Liu (2002) παξνπζίαζαλ κηα κέζνδν ηχπνπ 

Boussinesq γηα λα βειηηψζνπλ ηελ αθξίβεηα ηεο θάζεηεο ζπληζηψζαο ηεο ηαρχηεηαο θαζψο 

θαη ησλ γξακκηθψλ θαη κε γξακκηθψλ ηδηνηήησλ, έρνληαο σο βάζε ηελ πξνζέγγηζε ησλ 

Agnon, Madsen & Schäffer (1999). Η κέζνδνο είλαη εθαξκφζηκε ζε πςειήο κε 

γξακκηθφηεηαο θπκαηηζκνχο ζε ξερά λεξά θαζψο θαη ζε πςειήο κε γξακκηθφηεηαο 

θπκαηηζκνχο πιήξνπο δηαζπνξάο ζηα βαζηά. Σα βήκαηα πνπ αθνινχζεζαλ είλαη ηα εμήο: 

 

1) Οη δπλακηθέο θαη θηλεκαηηθέο ζπλζήθεο ζηελ ειεχζεξε επηθάλεηα εθθξάδνληαη ζε φξνπο 

ηαρπηήησλ ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο, ην ρξνληθφ βήκα απηψλ ησλ εμηζψζεσλ 

0Mt 
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δηαθπιάζζεη φηη νη ηδηφηεηεο (γξακκηθέο θαη κε) είλαη εμίζνπ αθξηβείο, ζε αληίζεζε κε ηηο 

ζπκβαηηθέο θφξκνπιεο Boussinesq.  

 

2) Σν πεδίν ηαρπηήησλ βξέζεθε σο κηα πξνζεγγηζηηθή ιχζε ζηελ εμίζσζε Laplace θαη 

εθθξάδεηαη ζε φξνπο πεπεξαζκέλσλ ζεηξψλ, πεξηέρνληαο ηελ θάζεηε θαη νξηδφληηα 

ηαρχηεηα ζε έλα αθαζφξηζην επίπεδν-z, ẑ . Απηφ ην επίπεδν-z θαζνξίδεηαη 

ειαρηζηνπνηψληαο ην νινθιεξσκέλν ζην βάζνο ζθάικα ηνπ γξακκηθνχ πξνθίι 

ηαρπηήησλ, νδεγψληαο έηζη ζηε ιχζε ẑ = -0.5d.  

 

3) Η θάζεηε ζπληζηψζα ηεο ηαρχηεηαο ζην ẑ  θξαηήζεθε σο άγλσζηε, θαη δελ εθθξάζηεθε 

ζε φξνπο ηεο νξηδφληηαο (κέζσ ηνπ tan-operator) ζην ππζκέλα. Απηφ φπσο αλαθέξνπλ, 

είλαη ην «θιεηδί» γηα ηελ απνθπγή εηζαγσγήο δηάθνξσλ πεξηνξηζκψλ ζην πεδίν ζχγθιηζεο 

ησλ επεθηάζεσλ ηεο ηαρχηεηαο. 

 

4)  Η εηζαγσγή κεηαβιεηψλ ςεπδφ-ηαρχηεηαο θαη ελφο επηπιένλ operator manipulation ησλ 

θηλεκαηηθψλ ζπλζεθψλ ζηνλ ππζκέλα, επηθέξεη ηηο πξνζεγγίζεηο Padé κέζα ζηε ζρέζε ηεο 

γξακκηθήο δηαζπνξάο θαη βειηηψλεη ηελ αθξίβεηα ηνπ πξνθίι ηεο ηαρχηεηαο. 

 

Απνηέιεζκα ηεο κεζφδνπ απηήο θαη ησλ δηαθνξεηηθψλ βεκάησλ πξνζέγγηζεο ηεο ιχζεο, 

απφ ηα ζπκβαηηθά κνληέια Boussinesq, ε ζρέζε ηεο γξακκηθήο δηαζπνξάο γίλεηαη κηα 

αλάιπζε Padé ηεο ιχζεο πιήξνπο δηαζπνξάο. Γίλεηαη απφ ηνλ ηχπν: 
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
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ẑkshẑhkshẑkchẑhkch

ẑkshẑhkchẑkchẑhksh

kh

1

ghk 2

2

                                                  (3.31)

 

 

Όπνπ h ην βάζνο θαη ẑ =ζh (arbitrary depth),  ηα ch θαη sh νξίδνληαη: 

 

  







 42

63

1

9

4
1ch   ,    








 53

945

1

9

1
sh                                            (3.32) 
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΢εκεηψλνπκε φηη εάλ ρξεζηκνπνηεζνχλ άπεηξνη operators, νη ζπλαξηήζεηο ch θαη sh 

αληηθαζηζηψληαη απφ ηηο cosh- θαη sinh- αληίζηνηρα θαη ε (3.31) γίλεηαη ε αθξηβήο ζρέζε 

γξακκηθήο δηαζπνξάο: 

 

 

    
    

 
kh

khtanh

ẑkẑhkcosh

ẑkẑhksinh

kh

1

ghk 2

2

















                                                           (3.33) 

 

΢ην ζρήκα 3.5 θαίλεηαη ε αθξίβεηα ηεο ζρέζεο γξακκηθήο δηαζπνξάο γηα kh<25 φηαλ ζ=-

0.5 kh<40 φηαλ ζ=-0.2. Δπίζεο ζην ζρήκα θαίλεηαη κηα πξνζέγγηζε Padé [4,4]  ηεο (3.33) 

φηαλ ζ=0, θαη κηα πξνζέγγηζε Padé [8,10] ηεο ίδηαο. 

 

 

Σχ. 3.5 Η ακρίβεια του τετραγϊνου τθσ ταχφτθτασ φάςθσ χρθςιμοποιϊντασ τισ (3.31)-(3.32).  (i) 

ς=-0.2   (ii) ς=-0.5   (iii) Padé [8,10]   (iv) ς=0, Padé [4,4] (Madsen et al. 2002) 

Οη κε γξακκηθέο ηδηφηεηεο είλαη ην ίδην αθξηβείο κε ηηο γξακκηθέο θαη κε πεξηνξηζκφ 

ιάζνπο 2% ζηελ ηαρχηεηα θνξπθήο, επηηξέπεηαη ε εθαξκνγή ηεο κεζφδνπ κέρξη θαη  kh ≈ 25 

φηαλ ζ=-0.5 ελψ γηα ζ=-0.2 γίλεηαη kh ≈ 39. Δάλ ε θαηαθφξπθε δηαθχκαλζε ηνπ πξνθίι ηεο 

ηαρχηεηαο θαη ηεο πίεζεο δελ είλαη ηδηαίηεξα απαξαίηεηεο ζα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηείηαη ε 

ηηκή ζ=-0.5, επηηπγράλνληαο κεγάιε αθξίβεηα ησλ απνηειεζκάησλ γηα θπκαηηζκνχο πςειήο 

κε γξακκηθφηεηαο κέρξη θαη  kh ≈ 12. 
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Σέινο, αλαθέξνπκε φηη ε ζπγθεθξηκέλε θφξκνπια πνπ αλέπηπμαλ νη Madsen et al. (2002) 

πεξηέρεη παξαγψγνπο 5
εο

 ηάμεο, φκσο είλαη ζπρλά πην πξαθηηθά εχθνιν γηα ηε ιχζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο ε ηάμε ησλ παξαγψγσλ λα πεξηνξίδεηαη ζηελ 3
ε
. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε νη 

ππνινγηζηηθέο πξάμεηο είλαη κηθξφηεξεο αιιά θαη κε κηθξφηεξε αθξίβεηα ησλ 

απνηειεζκάησλ. ΢ε απηή ηελ θαηεχζπλζε θηλήζεθε ε κειέηε ησλ Madsen, Bingham & 

Schäffer (2003), νη νπνίνη παξνπζίαζαλ ηξείο δηαθνξεηηθέο κεζφδνπο πεξηθνπήο ησλ 

αλαιπηηθψλ ζεηξψλ 5
εο

 ηάμεο: 

 

I. ΢ηε πξψηε κέζνδν γίλεηαη κηα απιή πεξηθνπή φισλ ησλ ζεηξψλ-Taylor. 

II. ΢ηε δεχηεξε, ζηελ νξηαθή ζπλζήθε ηνπ ππζκέλα ελζσκαηψλεηαη κηα πξνζέγγηζε 

Padé ζε ζπλδπαζκφ κε φξνπο θιίζεο. 

III. ΢ηελ ηειεπηαία, επίζεο κηα πξνζέγγηζε Padé ελζσκαηψλεηαη ζην επίπεδν ηεο ΢.Η. 

 

Γηα θαζεκία απφ ηηο κεζφδνπο, ε επηινγή ηνπ ζ θαζνξίδεηαη, φπσο θαη παξαπάλσ, 

ειαρηζηνπνηψληαο δειαδή ην ζθάικα ηνπ γξακκηθνχ πξνθίι ηεο ηαρχηεηαο, ην νπνίν νδεγεί 

ζηελ ηηκή ζ = -0.5. Η απνηειεζκαηηθφηεηα ηεο θάζε κεζφδνπ απεηθνλίδεηαη πεξηιεπηηθά ζηνλ 

πίλαθα 3.Α. Πξνθαλψο νη κέζνδνη I,II θαη III κπνξνχλ λα εθαξκνζηνχλ θαη γηα εμηζψζεηο 

ρακειφηεξεο ηάμεο. ΢πλεπψο ζηνλ πίλαθα 3.Β παξνπζηάδνληαη ηα αληίζηνηρα ζθάικαηα πνπ 

πξνέθπςαλ απφ απνθνπή (truncation) πνπ πεξηείρε κφλν, κέρξη θαη ηξίηεο ηάμεσο 

παξαγψγνπο 

 

Πίλαθαο 3.Α Απνθνπή εμίζσζεο κέρξη θαη 5
εο

 ηάμεο παξαγψγσλ. (Madsen et al. 2003) 
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Πίλαθαο 3.Β Απνθνπή εμίζσζεο κέρξη θαη 3
εο

 ηάμεο παξαγψγσλ. (Madsen et al. 2003) 

 

΢ηνπο παξαπάλσ πίλαθεο ε ηξίηε θαη ε ηέηαξηε ζηήιε βαζίδνληαη ζηε γξακκηθή αλάιπζε 

θαη εηδηθφηεξα: 

 
 

 
dz

0u

zu)z(u

h

1
kh,F

20

h S

S

1 











 
                                                                                 (3.34) 

 

Η πέκπηε ζηήιε απνδίδεη ην ζθάικα ζην 3
ν
 αξκνληθφ ηεο αλχςσζεο ηεο ειεχζεξεο 

επηθάλεηαο θαη ζηε ηειεπηαία ζηήιε παξνπζηάδεηαη ην ζθάικα ηεο νξηδφληηαο ηαρχηεηαο 

ζηελ ειεχζεξε επηθάλεηα ελφο κε γξακκηθνχ ζηάζηκνπ θπκαηηζκνχ κε θιίζε H/L=0.12. 

΢πκπεξαζκαηηθά απφ ηνπο δχν πίλαθεο παξαηεξνχκε φηη ε κέζνδνο ΙΙΙ, είηε γηα ζ = -0.5 είηε 

ζ = -0.2, είλαη ε πην αθξηβήο κέζνδνο    

 

3.5.3. Μέζνδνο Fourier-Boussinesq γηα κε γξακκηθνύο θπκαηηζκνύο ησλ 

Bingham & Agnon (2005) 

΢ηε κέζνδν πνπ αθνινχζεζαλ νη Bingham & Agnon (2005) ππέζεζαλ φηη ε ξνή κπνξεί λα 

πεξηγξαθεί απφ έλα δπλακηθφ ηαρχηεηαο θ(x,z,t) ην νπνίν ηθαλνπνηεί ην αθφινπζν πξφβιεκα 

νξηαθψλ ηηκψλ: 

 

0zz

2    ζηε  V                                                                                                    (3.34) 

0 hz    z=-h                                                                                                  (3.35) 

  0
~

1
~

t                                                                                    (3.36) 
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  0g
~

1
2

1~~

2

1~ 2

zt                                                                    (3.37) 

Όπνπ V(x,z,t) ν φγθνο ηνπ ξεπζηνχ θαη πεξηνξίδεηαη απφ ηελ ειεχζεξε επηθάλεηα z=δ(x,t)  

θαη απφ ηνλ ππζκέλα z=-h(x).  Οη νξηαθέο ζπλζήθεο ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο εθθξάδνληαη 

ζε φξνπο ηνπ δπλακηθνχ ζηελ ειεχζεξε επηθάλεηα   t,t,x,x
~

    (Zakharov 1968) θαη νη 

αξρηθέο ζπλζήθεο ησλ δ θαη 
~

  πξέπεη λα δίλνληαη. 

 

Γεληθά ρξεζηκνπνηείηαη κηα πξνζέγγηζε κε ζεηξέο Taylor ησλ Dommermuth & Yue (1987) 

γηα ηελ ηθαλνπνίεζε ησλ νξηαθψλ ζπλζεθψλ ειεχζεξεο επηθάλεηαο, αθνχ απηή νδεγεί ζε έλα 

κφληκν Ν x N γξακκηθφ ζχζηεκα εμηζψζεσλ πνπ κπνξεί λα ιπζεί ρξεζηκνπνηψληαο ηε 

κέζνδν ησλ άκεζσλ κεηξψλ (direct matrix method). ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε ε πξνζέγγηζε 

ηνπ δπλακηθνχ ηεο ηαρχηεηαο γίλεηαη κε ζεηξέο απνθνπήο ζηε κε γξακκηθή παξάκεηξν 

ε=kα<<1. Χο εθ ηνχηνπ  



M

1m

m , φπνπ 
   mm O   . Η ηηκή ηνπ θ

(m)
 ζηελ ειεχζεξε 

επηθάλεηα ππνινγίδεηαη απφ ηε ζεηξά Taylor απφ z=0 δίλνληαο: 

 

 




 




M

1m

mM

0n

m

n

nn

ˆ
z!n

~



                                                                                                  (3.38) 

Όπνπ ̂ =θ(x,0,t). 

΢πιιέγνληαο φξνπο θάζε ηάμεο ηνπ ε παξέρεηαη ληα ξεηή αθνινπζία γηα ηελ εθηίκεζε ησλ 

δπλακηθψλ: 

  
~ˆ 1   ,                                                                                                                       (3.39) 

   











1m

1n

nm

n

nn
m ˆ

z!n
ˆ 


  ,  m=2,3,…,M.                                                                      (3.40) 

Δθθξάδνληαο ηηο εμηζψζεηο κε απηφ ηνλ ηξφπν, ην πξφβιεκα κεηαηξέπεηαη ζηνλ 

ππνινγηζκφ ηνπ ̂ z
(m)

 απφ ην ̂
(m)

, θαη κεηέπεηηα νη πξφζζεηεο z-παξάγσγνη ππνινγίδνληαη 

ρξεζηκνπνηψληαο ηελ αξλεηηθή νξηδφληηα Laplacian ζε απηέο ηηο δχν πνζφηεηεο. Σέινο ε z-

παξάγσγνο ηεο (3.38) ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ 
~

z.  
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Απηή ε πξνζέγγηζε πεξηέρεη ηελ ππφζεζε ειαθξχο κε γξακκηθφηεηαο (weak nonlinearity) 

αιιά δελ πεξηνξίδεη ην kd. Σν αξηζκεηηθφ ζρήκα πνπ θαηαζθεχαζαλ θαίλεηαη λα ζπγθιίλεη 

κε γξακκηθνχο θπκαηηζκνχο ζηαζεξνχ πξνθίι έσο θαη ην 80% ηεο νξηαθήο θιίζεο ηνπ 

θχκαηνο, γηα θάζε kd.  

 

Σν πξφβιεκα ινηπφλ, ιχλεηαη ρξεζηκνπνηψληαο έλα κέζν γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο θάζεηεο 

ζπληζηψζαο ηεο ηαρχηεηαο, ζην επίπεδν ηεο ΢.Η., απφ ην δπλακηθφ ηνπ ίδηνπ επηπέδνπ. Γη’ 

απηφ ην ιφγν θαηάζηξσζαλ κηα κέζνδν Boussinesq ε νπνία είλαη αζπκπησηηθά ζσζηή θαη 

ζηα δχν φξηα ηνπ kd. Όιεο νη ππάξρνπζεο κέζνδνη Boussinesq ηθαλνπνηνχλ ηε ζρέζε 

γξακκηθήο δηαζπνξάο, ζε φξνπο ηεο αδηάζηαηεο ηαρχηεηαο θχκαηνο c
2
/(gd), ε νπνία είλαη 

ζπλάξηεζε ηνπ (kd)
2
. Απηφ ηηο θάλεη εθαξκφζηκεο ζε πξνβιήκαηα πνηθίισλ βαζψλ d. Όκσο 

ε αθξηβήο ζρέζε ηεο γξακκηθήο δηαζπνξάο είλαη ππεξβαηηθή, c
2
/(gd)=tanh(kd)/(kd), θαη 

ηείλεη ζην 1/kd ζηα βαζηά λεξά. ΢πλεπψο, νη κέζνδνη Boussinesq απνθιίλνπλ ζε απηφ ην φξην.       

 

Έηζη γηα λα δηνξζσζεί ην αζπκπησηηθφ φηαλ kd→∞, εηζάγνληαη ζηελ πξνζέγγηζε πεξηηηέο 

δπλάκεηο ηνπ kd, θαζψο θαη ν γεληθεπκέλνο (2D) Hilbert κεηαζρεκαηηζκφο Η, ν νπνίνο είλαη 

έλα κέζν γηα ηνλ ππνινγηζκφ απηψλ ζην θπζηθφ ρψξν. Ο γεληθεπκέλνο Hilbert ηειεζηήο πην 

θαηάιιεια εθθξάδεηαη σο: 

 

    kFFH 1

,                                                                                                        (3.41) 

φπνπ ην F είλαη ν ζηαζεξφο 2D (x:k) κεηαζρεκαηηζκφο Fourier θαη F
-1

 ν αληίζηξνθνο.       

 

3.6. Δηζαγσγή ηεο ζξαύζεο ζηα κνληέια Boussinesq  

Η ζπλέπεηα ηεο εθαξκνγήο ησλ νκνησκάησλ Boussinesq ζηε δψλε ζξαχζεο είλαη 

πξνβιεκαηηθή. ΢ηελ πεξηνρή απηή ε κε γξακκηθφηεηα γίλεηαη ζεκαληηθή (ε→O(1)) ελψ νη 

φξνη δηαζπνξάο ηείλνπλ λα απαιεηθζνχλ (ζ
2
→0). ΢πλεπψο ζε απηφ ην φξην ην νκνίσκα 

Boussinesq πξνζεγγίδεη ηηο ζπλήζεηο κε γξακκηθέο εμηζψζεηο ησλ θπκαηηζκψλ ζηα ξερά 

λεξά. Οη εμηζψζεηο απηέο πεξηγξάθνπλ ηελ αλέιημε θαη ηε ζξαχζε νπνηαζδήπνηε αξρηθήο 

κνξθήο θχκαηνο θαη γηα ην ιφγν απηφ δελ επηηξέπνπλ ηε κνληεινπνίεζε ζε αξθεηά 
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ζεκαληηθή απφζηαζε κε ζξαπφκελσλ θπκαηηζκψλ. Με ηηο εμηζψζεηο ησλ ξερψλ λεξψλ είλαη 

δπλαηφλ λα πξνζνκνησζεί κε επηηπρία ε ζθέδαζε ησλ θπκάησλ ζηε δψλε ζξαχζεο θαη ε 

αλαξξίρεζε ηνπο ζηελ αθηή. Η αξηζκεηηθή επίιπζε βαζίδεηαη ζπλήζσο ζην ζρήκα Lax-

Wendroff, ην νπνίν δηαηεξεί ηηο ζπληεξεηηθέο ηδηφηεηεο ηεο κάδαο θαη ηεο νξκήο αιιά 

επηηξέπεη ηε ζθέδαζε ηεο ελέξγεηαο. Η αληηκεηψπηζε απηή δίλεη πξνβιέςεηο πνπ βξίζθνληαη 

ζε ηθαλνπνηεηηθή ζπκθσλία κε κεηξήζεηο θαη αθνξνχλ ην χςνο ησλ ζξαπφκελσλ θπκάησλ, 

ηηο ηαρχηεηεο ηνπ ξεπζηνχ, ηε ινμφηεηα θαη ηα ραξαθηεξηζηηθά αζπκκεηξίαο ησλ θπκάησλ. 

 

Η ζξαχζε ησλ θπκαηηζκψλ ζπκπεξηιήθζεθε αξρηθά ζηηο εμηζψζεηο ηχπνπ Boussinesq απφ 

ηνλ Tao (1983) θαη ηνπο Abbott et al. (1983), νη νπνίνη εηζήγαγαλ έλαλ φξν ηπξβψδνπο 

ζπλεθηηθφηεηαο ζηελ νινθιεξσκέλε ζην βάζνο εμίζσζε νξκήο (Hamm et al. 1993). Ο φξνο 

απηφο εθθξάζηεθε ζαλ γηλφκελν ησλ νξηδφληησλ βαζκίδσλ ηεο ζεσξνχκελεο ξντθήο 

κεηαβιεηήο θαη ελφο ηνπηθνχ ζπληειεζηή ηπξβψδνπο ζπλεθηηθφηεηαο, ζρεηηδφκελνπ κε ην 

βάζνο ηνπ λεξνχ θαη ηελ ηπξβψδε θηλεηηθή ελέξγεηα. Μηα εμίζσζε κεηαθνξάο εθαξκφζηεθε 

γηα ηελ πεξηγξαθή ηεο ηπξβψδνπο θηλεηηθήο ελέξγεηαο. Ο Zelt (1991) ρξεζηκνπνίεζε επίζεο 

έλαλ φξν ηπξβψδνπο ζπλεθηηθφηεηαο γηα λα πεξηγξάςεη κε ηθαλνπνηεηηθή αθξίβεηα ηε 

δηάδνζε κνλαρηθψλ ζξαπφκελσλ θπκάησλ θαη ηελ αλαξξίρεζε ηνπο ζηελ αθηή. ΢ηελ εξγαζία 

ηνπ Zelt ν ηνπηθφο ζπληειεζηήο ηπξβψδνπο ζπλεθηηθφηεηαο ππνινγηδφηαλ ζπλαξηήζεη ελφο 

κήθνπο αλάκημεο. Οη Karambas et al. (1990,1991) αθνινχζεζαλ ηελ ίδηα ηερληθή, φκσο ν 

ηνπηθφο ζπληειεζηήο ηπξβψδνπο ζπλεθηηθφηεηαο, πξνζδηνξίζηεθε ρξεζηκνπνηψληαο έλα 

απιφ αιγεβξηθφ θιείζηκν πνπ ήηαλ αλάινγν κε ην γηλφκελν ηεο γξακκηθήο ηαρχηεηαο θάζεο 

ζηα ξερά λεξά θαη ην βάζνο λεξνχ. Οη Karambas θαη Koutitas (1992) πηνζέηεζαλ κία πην 

πεξίπινθε κεζνδνινγία ζηελ νπνία ε ηπξβψδεο ζπλεθηηθφηεηα πξνζδηνξίζηεθε ππνζέηνληαο 

φηη ε ηχξβε παξάγεηαη ζην κέησπν ηνπ ζξαπφκελνπ θχκαηνο θαη ζηα απφλεξα ηνπ 

πξνεγεζέληνο θχκαηνο. Η ζέζε ηνπ ζεκείνπ ζξαχζεο θαη ην πιάηνο ηεο δψλεο ζξαχζεο 

πξνζδηνξίζηεθαλ βάζεη εκπεηξηθψλ ζρέζεσλ. 

Οη Schäffer et al. (1993) ζεκείσζαλ φηη ην θχξην κεηνλέθηεκα ησλ παξαπάλσ κεζφδσλ 

είλαη ε ππνηηζέκελε ζρέζε κεηαμχ ηεο ζθέδαζεο ηεο ελέξγεηαο θαη ησλ νξηδνληίσλ βαζκίδσλ 

ηεο νξηδφληηαο ξντθήο κεηαβιεηήο. Η ζθέδαζε ηελ ελέξγεηαο εμαξηάηαη γεληθά απφ ηηο 

θαηαθφξπθεο βαζκίδεο ηνπ νξηδφληηνπ πξνθίι ηεο ηαρχηεηαο (Madsen 1981) θαη γη’ απηφ νη 

κέζνδνη δηαθνξνπνηνχληαη νξηαθά κφλν ζηε ρξεζηκνπνίεζε ηεο δηεπηθάλεηαο ζθέδαζεο. 
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Ο Engelund (1981) πεξηέγξαςε έλα ειαθξχ πδξαπιηθφ άικα ζεσξψληαο έλα επηπιένλ φξν 

πίεζεο ζηελ νινθιεξσκέλε ζην βάζνο εμίζσζε νξκήο πνπ πξνέξρνληαλ απφ ηελ παξνπζία 

ελφο επηθαλεηαθνχ πδάηηλνπ θπιίλδξνπ (surface roller). Υξεζηκνπνηψληαο ηελ αλαινγία κηαο 

μερσξηζηήο ξνήο δηαρπηήξσλ ε θιίζε ηεο δηεπηθάλεηαο αλάκεζα ζηνλ θχιηλδξν θαη ηελ 

επηθείκελε νξγαλσκέλε ξνή εθηηκήζεθε πεξίπνπ ίζε κε 10
ν
. Ο Deigaard (1989) αθνινχζεζε 

ηηο ηδέεο ηνπ Engelund θαη εηζήγαγε ηε ζεψξεζε ηνπ επηθαλεηαθνχ θπιίλδξνπ ζε έλα 

νκνίσκα Boussinesq πνπ βαζηδφηαλ αξρηθά ζηηο εμηζψζεηο ησλ Abbott et al. (1978). Έγηλε ε 

ππφζεζε φηη ν επηθαλεηαθφο θχιηλδξνο είλαη κία κάδα λεξνχ πνπ ηαμηδεχεη κε ηελ ηαρχηεηα 

ηνπ θχκαηνο. Η ζξαχζε ηνπ θχκαηνο μεθηλνχζε φηαλ ε ηνπηθή θιίζε ηνπ κεηψπνπ ηνπ 

θχκαηνο μεπεξλνχζε ηελ νξηαθή ηηκή πνπ πξνζδηφξηζε ν Engelund. Παξφκνηα ε ζξαχζε 

ζηακαηνχζε φηαλ ε κέγηζηε θιίζε ηνπ κεηψπνπ ηνπ θχκαηνο έπαηξλε ηηκή κηθξφηεξε ηεο 

εθαπηνκέλεο ησλ 10
ν
. Πξνθαηαξθηηθά παξαδείγκαηα κε γξακκηθψλ θπκάησλ ζξαπφκελσλ 

πάλσ απφ έλαλ ππζκέλα κε γξακκηθέο πβψζεηο θαηέδεημαλ ηηο δπλαηφηεηεο ηνπ νκνηψκαηνο. 

 

Οη Brocchini et al. (1991,1992) πνζνηηθνπνίεζαλ ηε δηαηκεηηθή ηάζε ζηε δηεπηθάλεηα ηνπ 

επηθαλεηαθνχ θπιίλδξνπ θαη ηεο ππνθείκελεο ξνήο θάλνληαο ηελ ππφζεζε φηη πίεζε κέζα 

ζηνλ θχιηλδξν είλαη πδξνζηαηηθή. Απηφ ζπκπεξηιήθζεθε ζηηο εμηζψζεηο ηχπνπ Boussinesq 

θαη ζπλδπάζηεθε κε κία εκπεηξηθή ζρέζε γηα ηνλ εληνπηζκφ θαη ηελ αλάπηπμε ηνπ 

επηθαλεηαθνχ θπιίλδξνπ. Γφζεθαλ παξαδείγκαηα πνπ έδεημαλ ηθαλνπνηεηηθή ζπκθσλία κε 

πεηξακαηηθά δεδνκέλα. 

 

Οη Madsen θαη Svendsen (1983) θαη νη Svendsen θαη Madsen (1984), δηαδνρηθά, 

αλέπηπμαλ έλα ζεσξεηηθφ κνληέιν γηα ηελ πεξηγξαθή ηνπ κεηψπνπ ελφο ηπξβψδνπο 

θαηαθφξπθνπ κεηψπνπ πνπ θηλείηαη πάλσ ζε νξηδφληην ή θεθιηκέλν ππζκέλα. ΢ε απηή ηελ 

πξνζέγγηζε, κηα πιήξσο ηπξβψδεο δηαηκεηηθή ξνή ζεσξήζεθε ζην αλψηεξν ζηξψκα ηεο 

ζηήιεο ηνπ λεξνχ, ελψ κηα πξαθηηθά αζηξφβηιε ξνή ζεσξήζεθε ζην θαηψηεξν ζηξψκα. 

Δθηφο απφ κηα εμίζσζε νξκήο νινθιεξσκέλε κφλν ζηελ ηπξβψδε πεξηνρή θαη νη 

νινθιεξσκέλεο ζην βάζνο εμηζψζεηο ζπλέρεηαο, νξκήο θαη ελέξγεηαο επηιχνληαλ 

ηαπηφρξνλα. Υσξίο ηελ ηχξβε ην ζχζηεκα ησλ εμηζψζεσλ κεηαζρεκαηίδεηαη ζηηο κε 

γξακκηθέο εμηζψζεηο ησλ θπκαηηζκψλ ζηα ξερά λεξά. Έλα ζεκαληηθφ ζπκπέξαζκα πνπ 

βγήθε απ’ απηέο ηηο κειέηεο είλαη ην γεγνλφο φηη ην απινπνηεκέλν θαηλφκελν ηεο ζξαχζεο 

κπνξεί λα ζπκπεξηιεθζεί ζηηο εμηζψζεηο νξκήο κε ηελ ππφζεζε ηεο αλαδηαλνκήο ηεο 

νξηδφληηαο ηαρχηεηαο πάλσ ζηελ θαηαθφξπθε ηαρχηεηα. Απηφ νδεγεί ζε πξφζζεηνπο φξνπο 

ζπλαγσγήο ζηηο νινθιεξσκέλεο ζην βάζνο εμηζψζεηο νξκήο. 
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Οη ηδέεο πνπ πεξηγξάθεθαλ πξνεγνπκέλσλ αθνινπζήζεθαλ απφ ηνπο Schäffer et al. 

(1993), πνπ ζπκπεξηέιαβαλ ην θαηλφκελν ηεο ππεξρεηιίδνπζαο ζξαχζεο θχκαηνο ζε έλα ζεη 

εμηζψζεσλ ηχπνπ Boussinesq φκνηεο κε απηέο ηνπ Peregrine. Οη ππνινγηζκνί έγηλαλ ζε κία 

νξηδφληηα δηάζηαζε ρξεζηκνπνηψληαο ηε ζεψξεζε ηνπ επηθαλεηαθνχ θπιίλδξνπ (βι. ΢ρ.3.6). 

Βαζηδφκελνη ζηελ ππφζεζε κηαο νκνηφκνξθεο θαηαθφξπθεο θαηαλνκήο ηεο νξηδφληηαο 

ηαρχηεηαο ζε έλα κε ζξαπφκελν θχκα, έλαο πξφζζεηνο ζπλαγσγηθφο φξνο νξκήο πνπ 

νθείιεηαη ζηε ζξαχζε ζπκπεξηιήθζεθε ζηελ νινθιεξσκέλε ζην βάζνο εμίζσζε νξκήο 

ζεσξψληαο ην αλνκνηφκνξθν πξνθίι ηαρχηεηαο πνπ πξφηεηλε ν Svendsen (1984). 

 

 

Σχ. 3.6 Προςομοίωςθ κραφςθσ με τθν τεχνικι του επιφανειακοφ κυλίνδρου  (Surface roller, 

Madsen et al. 1997a). 

 

΢ε ζπκθσλία κε ηα πεηξακαηηθά απνηειέζκαηα ηνπ Stive (1980) ε ηαρχηεηα ηνπ 

επηθαλεηαθνχ θπιίλδξνπ κνληεινπνηήζεθε σο 1,3 θνξέο ε ηαρχηεηα ηνπ γξακκηθνχ θχκαηνο 

ζηα ξερά λεξά. Η ζξαχζε ηνπ θχκαηνο μεθηλνχζε φηαλ ε κέγηζηε θιίζε ηνπ κεηψπνπ ηνπ 

θχκαηνο μεπεξλνχζε κία απνδηδφκελε αξρηθή ηηκή. Παξφκνηα, ε ζξαχζε ηεξκαηηδφηαλ, φηαλ 

ε κέγηζηε θιίζε έπαηξλε κία κηθξφηεξε ηειηθή ηηκή. Η ρξνληθή εμέιημε ηνπ πάρνπο ηνπ 

επηθαλεηαθνχ θπιίλδξνπ πξνζδηνξηδφηαλ γεσκεηξηθά πεξηγξάθνληαο κία δηαθνξνπνίεζε ζην 

ρξφλν ηεο θιίζεο ηεο δηεπηθάλεηαο αλάκεζα ζηνλ θχιηλδξν θαη ηελ ππνθείκελε νξγαλσκέλε 

θίλεζε ηνπ θχκαηνο. Δθηφο απφ ηηο παξακέηξνπο πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ έλαξμε θαη ηε ιήμε 

ηεο ζξαχζεο, ην νκνίσκα ελζσκαηψλεη κηα ρξνληθή θιίκαθα γηα ηελ αλάπηπμε ηνπ 
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επηθαλεηαθνχ θπιίλδξνπ φπσο επίζεο θαη κηα παξάκεηξν ζρήκαηνο πνπ αλαθέξεηαη ζηνλ 

πξσηφιεην ηξφπν δηαρσξηζκνχ ηνπ θπιίλδξνπ απφ ηελ ππνθείκελε ξνή. ΢ε ζχγθξηζε κε 

πεηξακαηηθά δεδνκέλα θαηαδείρζεθε φηη ην νκνίσκα πξνβιέπεη ηθαλνπνηεηηθά ηε 

δηαθνξνπνίεζε ηεο κέζεο ζηάζκεο χδαηνο θαη ηνπ χςνπο θχκαηνο πξηλ, θαηά ηε δηάξθεηα θαη 

κεηά ηελ έλαξμε ηεο ζξαχζεο. Ιδηαίηεξα δφζεθε έκθαζε ζην φηη ην νκνίσκα απνδείρζεθε 

ηθαλφ λα εθηηκήζεη ηελ αξρή ηεο εζσηεξηθήο πεξηνρήο, δειαδή ηνπ ζεκείνπ φπνπ ε κέζε 

ζηάζκε χδαηνο αξρίδεη λα απμάλεη. Σν γεγνλφο απηφ δείρλεη φηη ην νκνίσκα αλαπαξάγεη ην 

θαηλφκελν ηεο ξαγδαίαο κεηαηξνπήο ηεο δπλακηθήο ελέξγεηαο ζε θηλεηηθή ζηελ εμσηεξηθή 

κεηαβαηηθή πεξηνρή. Οη Schäffer et al. (1992) επέθηεηλαλ ην νκνίσκα ηεο δψλεο ζξαχζεο 

ψζηε λα πεξηιακβάλεη ηε δεχηεξε νξηδφληηα δηάζηαζε θαη παξνπζίαζαλ έλα πξνθαηαξθηηθφ 

παξάδεηγκα. 

 

Ο Nwogu (1996) ρξεζηκνπνίεζε έλα πιήξσο κε γξακκηθφ ζεη εμηζψζεσλ Boussinesq 

(Kirby & Wei 1994) γηα λα πξνζνκνηάζεη ην κεηαζρεκαηηζκφ ησλ ζξαπφκελσλ θπκάησλ ζε 

δχν νξηδφληηεο δηαζηάζεηο. Η ζξαχζε μεθηλνχζε φηαλ ε νξηδφληηα ηαρχηεηα θνξπθήο 

μεπεξλνχζε ηελ ηαρχηεηα κεηάδνζεο ηνπ θχκαηνο. Σν θαηλφκελν ηεο ζξαχζεο 

ελζσκαηψζεθε ζηηο εμηζψζεηο νξκήο ρξεζηκνπνηψληαο έλαλ φξν ηπξβψδνπο ζπλεθηηθφηεηαο 

αλάινγν ηεο θαηαθφξπθεο βαζκίδαο ηεο νξηδφληηαο ηαρχηεηαο θνξπθήο. ΢ε θάζε ρξνληθφ 

βήκα ππνινγηζκνχ, ε ηπξβψδεο ζπλεθηηθφηεηα πξνζδηνξηδφηαλ επηιχνληαο κία πξφζζεηε 

εμίζσζε κεηαθνξάο γηα ηελ ηπξβψδε θηλεηηθή ελέξγεηα πνπ παξήγαγε ε ζξαχζε ηνπ 

θχκαηνο. 

 

Οη Yu θαη Svendsen (1996) αλέπηπμαλ έλα ζπλεπέο καζεκαηηθά νκνίσκα γηα ηε δψλε 

ζξαχζεο ζην νπνίν ε ξνή ζεσξήζεθε ζηξνβηιή. Έλα ζεη εμηζψζεσλ ηχπνπ Boussinesq 

θαηαζηξψζεθε δηαρσξίδνληαο ηε ζηήιε χδαηνο ζε κία ζηξνβηιή πεξηνρή ξνήο θνληά ζηελ 

επηθάλεηα θαη έλα ρακειφηεξν ππξήλα αζηξφβηιεο ξνήο. Σν ζηξνβηιφ θνκκάηη ηεο ξνήο πνπ 

ζπζρεηηδφηαλ κε ηνλ επηθαλεηαθφ θχιηλδξν, ρξεζίκεπζε σο κία πεγή ζηξνβηιφηεηαο θαη 

ηχξβεο, κε ηε ζηξνβηιφηεηα λα πξνζδηνξίδεηαη επηιχνληαο κηα πξφζζεηε εμίζσζε κεηαθνξάο 

ζηξνβηιφηεηαο. 

 

΢πλνςίδνληαο, γηα ηελ πεξηγξαθή ηεο ζξαχζεο ζηα νκνηψκαηα Boussinesq πξνζηίζεληαη 

ζηελ νινθιεξσκέλε ζην βάζνο εμίζσζε νξκήο έλαο πξφζζεηνο φξνο είηε ηπξβψδνπο 

ζπλεθηηθφηεηαο είηε επηθαλεηαθνχ θπιίλδξνπ (΢ρ. 3.7). Ο φξνο ηπξβψδνπο ζπλεθηηθφηεηαο 
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είλαη έλαο φξνο δηάρπζεο πνπ εθθξάδεη ηε ζθέδαζε ηεο ελέξγεηαο ιφγσ ηχξβεο (Abbott et al., 

1983,  Zelt,  1991, Karambas & Koutitas, 1992, Kennedy et al. 2000). 

 

Απφ ηελ άιιε πιεπξά ε ηερληθή ηνπ επηθαλεηαθνχ θπιίλδξνπ νδεγεί ζε έλα πξφζζεην φξν 

ζπλαγσγήο ζηε εμίζσζε νξκήο πνπ εθθξάδεη ηελ πίεζε πνπ αζθείηαη ζην θχκα απφ ηνλ 

επηθαλεηαθφ θχιηλδξν (Deigaard, 1989, Brocchini et al., 1991) ή ηελ αλνκνηφκνξθε 

θαηαθφξπθε θαηαλνκή ηεο νξηδφληηαο ηαρχηεηαο (Schäffer et al., 1993). Σα κνληέια απηνχ 

ηνπ ηχπνπ αγλννχλ ηελ επίδξαζε ησλ ηπξβσδψλ δηαθπκάλζεσλ ζην κέζν πεδίν ξνήο πνπ 

εθθξάδεηαη κε ηηο ηάζεηο Reynolds. ΢εκεηψλεηαη φηη ζε έλα δπζδηάζηαην κνληέιν, νη 

ηπξβψδεηο ηάζεηο Reynolds είλαη νη κνλαδηθνί φξνη ζθέδαζεο πνπ εηζάγνληαη ζηηο εμηζψζεηο 

νξκήο. 

 

 

Σχ. 3.7 Σχθματικι απεικόνιςθ εναλλακτικϊν κριτθρίων κραφςθσ. 

 

Σέινο, νη Karambas & Tozer 2001 πξφηεηλαλ έλαλ ζπλδπαζκφ ησλ δχν παξαπάλσ 

ηερληθψλ, ζεσξψληαο θαηαθφξπθε θαηαλνκή ηεο νξηδφληηαο ηαρχηεηαο ίδηα κε απηή ησλ 

Madsen θαη Svendsen (1983) θαη νη Svendsen θαη Madsen (1984). 
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4. Μαζεκαηηθό νκνίσκα ηύπνπ Boussinesq 

(Chondros & Memos, 2014)  

 

4.1. Δηζαγσγή 

Οη αλεκνγελείο θπκαηηζκνί απνηεινχλ έλα απφ ηα ζεκαληηθφηεξα θαηλφκελα πνπ 

ιακβάλνπλ ρψξα ζην ζαιάζζην πεξηβάιινλ. Η θαηαλφεζε ησλ πδξνδπλακηθψλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ ησλ θπκάησλ θαη ηεο επίδξαζεο ηνπο είλαη ζεκαληηθή γηα ηνλ ζρεδηαζκφ 

ζαιάζζησλ θαηαζθεπψλ θαζψο θαη ηεο παξάθηηαο δηαρείξηζεο ελ γέλεη. Πνιινί είλαη νη 

εξεπλεηέο πνπ ζπλέβαιιαλ ζηελ αλάπηπμε καζεκαηηθψλ ζεσξηψλ θαη αξηζκεηηθψλ κνληέισλ 

κε ζηφρν ηελ πξνζνκνίσζε ηεο δηάδνζεο ησλ θπκαηηζκψλ θαη ηελ πεξηγξαθή ηεο 

παξακφξθσζήο ηνπο ιφγσ θαηλνκέλσλ, φπσο ε ξήρσζε, ε πεξίζιαζε, ε δηάζιαζε, ε ζξαχζε 

θιπ. Σα νκνηψκαηα ηχπνπ Boussinesq πεξηγξαθήο θπκαηηζκψλ (Boussinesq-type wave 

models) έρνπλ απνδεηρζεί αξθεηά αθξηβή, εηδηθά φηαλ εθαξκφδεηαη ζε πεξηνρέο ζρεηηθά 

ξερψλ λεξψλ. Μπνξνχλ λα ελζσκαηψζνπλ ζε κεγάιν βαζκφ κε-γξακκηθά ραξαθηεξηζηηθά 

θπκάησλ θαη πξνζνκνηψλνπλ ηηο ζπλζήθεο πιήξνπο δηαζπνξάο. Χζηφζν, ηα κνληέια απηά 

θαηά ηε δηαδηθαζία πξνζνκνίσζεο δηάδνζεο θπκαηηζκψλ ζε πνιχ βαζηά λεξά, ηείλνπλ λα 

ράλνπλ κέξνο απφ ηελ απνηειεζκαηηθφηεηά ηνπο. Έηζη, θαζέλα απφ απηά ηα κνληέια έρεη 

πεξηνξηζκνχο θαη ζπγθεθξηκέλν πεδίν εθαξκνγήο, π.ρ. kd ≤ 3, φπνπ d είλαη ην βάζνο λεξνχ 

θαη k ν αξηζκφο θχκαηνο. Απηφ ζεσξείηαη έλα ζεκαληηθφ κεηνλέθηεκα δεδνκέλνπ φηη 

θπζηνινγηθά νη αλεκνγελείο θπκαηηζκνί δεκηνπξγνχληαη θαη μεθηλνχλ λα δηαδίδνληαη ζηα 

βαζηά λεξά. 

 Σα κνληέια Boussinesq δελ κπνξνχλ, επνκέλσο, λα θαιχςνπλ επαξθψο ην ζχλνιν ηεο 

πεξηνρήο δηάδνζεο πνπ εθηείλεηαη απφ ηα βαζηά λεξά πξνο ηελ αθηνγξακκή. Σν πξφβιεκα 

γίλεηαη πνιχπινθν αλ ιεθζεί ππφςε ε αλάπηπμε ελφο πξαγκαηηθνχ θπκαηηζκνχ. Απηνί 

ζεσξνχληαη φηη απνηεινχληαη απφ πνιιά επηκέξνπο θχκαηα κε δηαθνξεηηθά ραξαθηεξηζηηθά, 

ηα νπνία ηαμηδεχνληαο κε αλφκνηεο ηαρχηεηεο ζπκβάιινπλ ζηε ξήρσζε (wave shoaling) ην 

θαζέλα ζαλ κηα ζπληζηψζα κε μερσξηζηή ρξνληθή θαη ρσξηθή ζπλεηζθνξά ζην ζχλνιν ηνπ 

πξαγκαηηθνχ θαηλνκέλνπ. 
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4.2. Θεσξεηηθή δηαηύπσζε ηνπ κνληέινπ Boussinesq Chondros 

& Memos, 2014 

 

4.2.1.  Δμηζώζεηο Boussinesq ησλ Madsen & Schӓffer (MS98-1998) 

Οη Madsen & Schӓffer (1998) παξήγαγαλ έλα ζχζηεκα εμηζψζεσλ ηχπνπ Boussinesq  

πεξηγξαθήο ηεο δηαζπνξάο θαη δηάδνζεο θπκάησλ αλψηεξεο ηάμεο, θαζψο θαη κε  

γξακκηθφηεηαο, ην νπνίν πξνέθπςε γηα θχκαηα πάλσ απφ αλνκνηφκνξθν ππζκέλα.  

Καηέιεμαλ ζε λέεο κνξθέο εμηζψζεσλ Boussinesq αλψηεξεο ηάμεο, ηηο νπνίεο αλέπηπμαλ  ζε 

ζρέζε κε ηηο δηάθνξεο κεηαβιεηέο ηαρχηεηαο. Σφζν ζε φξνπο ηεο νξηδφληηαο ηαρχηεηαο  ζηε 

ζηάζκε εξεκίαο, φζν θαη ηεο κέζεο σο πξνο ην βάζνο νξηδφληηαο ηαρχηεηαο θαη ηεο  

νξηδφληηαο ηαρχηεηαο ζε ηπραίν βάζνο. Οη εμηζψζεηο θαηαξηίζηεθαλ κε έκθαζε ζηε 

γξακκηθή  δηαζπνξά, ξήρσζεο θαη κε γξακκηθέο ηδηφηεηεο γηα κεγάινπο αξηζκνχο θχκαηνο.  

Η εμίζσζε ζπλέρεηαο ζε δχν δηεπζχλζεηο γξάθεηαη:                                          

  

  
 (  (    ) )                                                                                                     (4.1) 

Όπνπ U είλαη ε κέζε σο πξνο ην βάζνο νξηδφληηα ηαρχηεηα, δ ε αλχςσζε ηεο επηθάλεηαο,  

θαη ε ε παξάκεηξνο κε γξακκηθφηεηαο (παξάκεηξνο θιίκαθαο) ίζε κε H/d (φπνπ H ην χςνο  

θχκαηνο). Λακβάλνληαο πςειή κε γξακκηθφηεηα, δει. ε = Ο(κ) κε κ (ή ζ) ηελ παξάκεηξν  

θιίκαθαο πνπ εθθξάδεη ηε δηαζπνξά ζπρλνηήησλ ίζε κε d/L, θαη ζεσξψληαο ππζκέλα ήπηαο 

θιίζεο φπνπ κφλν νη πξψηεο παξάγσγνη ηνπ d ζπκπεξηιακβάλνληαη, ε εμίζσζε νξκήο ζε δχν 

νξηδφληηεο δηεπζχλζεηο δίλεηαη, ζχκθσλα κε ηηο εμηζψζεηο MS98 σο: 

   ΙΙ

23

3ΙΙ

22

2ΙΙ

21

ΙΙ

20

22 ΛεΛεεΛΛμUε
2

1
δ

t

U





      

    0με,μΟεΛΛμ 426ΙΙ

41

ΙΙ

40

4                                                                          (4.2) 

Γηα λα βειηησζεί ε γξακκηθή θαη κε δηαζπνξά θαζψο θαη ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο 

γξακκηθήο ξήρσζεο, ζηηο εμηζψζεηο MS98 εηζήρζεζαλ ηέζζεξηο ειεχζεξεο παξάκεηξνη (α1, 

β1, α2, β2) θαη εθαξκφζηεθε ε αθφινπζε δηαδηθαζία: 
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Αξρηθά εθαξκφδεηαη ν ηειεζηήο     ζηελ Δμ.4.2 θαη ην απνηέιεζκα πνιιαπιαζηάδεηαη 

κε   22

12 dμα-α . ΢ηε ζπλέρεηα ν δεχηεξνο κεηαζρεκαηηζκφο  ππεηζέξρεηαη ζηνλ 

πνιιαπιαζηαζκφ ηεο Δμ4.2 κε d, εθαξκνγή ηνπ ηειεζηή     θαη πνιιαπιαζηαζκφο ηνπ 

απνηειέζκαηνο κε dμα 2

2 , ελψ θαηά ην ηξίην βήκα ζπλίζηαηαη ζηελ εθαξκνγή ηνπ ηειεζηή  

 2
ζηελ Δμ.4.2 θαη ηνλ πνιιαπιαζηαζκφ ηνπ απνηειέζκαηνο κε 

34

1 dμβ . Σέινο 

εθαξκφδεηαη ν ηειεζηήο   2
 ζηελ Δμ.4.2 θαη ην απνηέιεζκα πνιιαπιαζηάδεηαη κε 

ddμβ 34

2  . Απφ απηήλ ηε δηαδηθαζία νη πξνθχπηνπλ ηέζζεξηο εμηζψζεηο νη νπνίεο 

ζπκπιεξψλνληαο ηελ Δμ.4.2 παξέρνπλ κηα ελαιιαθηηθή εμίζσζε νξκήο αλψηεξεο ηάμεο 

(higher-order): 

   ΙΙI
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3ΙΙI
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2ΙΙI

21

ΙΙI

20

22 ΛεΛεεΛΛμUε
2

1
δ

t

U





      

    0με,μΟεΛΛμ 426ΙΙI

41

ΙΙI

40

4                  (4.3) 

Σν δεχγνο (α1, β1) θαζνξίδεη ηε ζρέζε γξακκηθήο δηαζπνξάο (linear dispersion relation), 

ελψ ην δεχγνο (α2, β2) δχλαηαη λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηε βειηηζηνπνίεζε ηεο γξακκηθήο 

ξήρσζεο. Καηά ηελ αλάπηπμε ηνπ MS98 έγηλε πξνζπάζεηα βειηηζηνπνίεζεο ησλ 

ραξαθηεξηζηηθψλ γξακκηθήο δηαζπνξάο κέζσ ηεο επηινγήο ηνπ δεχγνπο (α1, β1) ψζηε ην 

απνηέιεζκα λα ζπγθιίλεη ζε γξακκηθφ θχκα Stokes:             

           

 
κ

κtanh

dk

ω
Stokes

2

2









                (4.4) 

φπνπ θ = kd θαη σ ε γσληαθή ζπρλφηεηα.  

Γηα ηηκέο  (α1, β1) = (1/9, 1/945) ε αθξίβεηα ηεο γξακκηθήο δηαζπνξάο είλαη αμηνζεκείσηε 

γηα ηηκέο ηνπ kd έσο 6, ε νπνία είλαη δηπιάζηα απφ ην θαλνληθφ φξην ησλ εμηζψζεσλ 

Boussinesq γηα ηα βαζηά λεξά. Με βάζε ηε πξνζέγγηζε MS98 έγηλε πξνζπάζεηα 

βειηηζηνπνίεζεο ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ γξακκηθήο ξήρσζεο επηιέγνληαο (α2, β2) ψζηε ην 

απνηέιεζκα λα ζπγθιίλεη ζε ηειεζηή Stokes γξακκηθήο ξήρσζεο: 
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 
 2

2
Stokes

ο
2kh sin 2κ

2κh  cos12κ2κh sin 2κκ
γ




                (4.5) 

Γηα ηηκέο (α2, β2) = (0.146488, 0.00798359) ε αθξίβεηα πνπ επεηεχρζε είλαη εμαηξεηηθή γηα 

ηηκέο ηνπ kd έσο 6. 

 

4.2.2. Παξαγσγή λέσλ ζπληειεζηώλ (α1,β1), (α2,β2) 

Οη Chondros and Memos, (2014) ζηελ εξγαζία ηνπο επηρείξεζαλ κηα δηαθνξεηηθή 

πξνζέγγηζε, ε νπνία επηηξέπεη ζπληειεζηέο σο ζπλάξηεζε ηνπ θ, (α1, β1) = f (kd), θαη φρη κία 

ζηαζεξά, φπσο ζηελ πξναλαθεξζείζα κειέηε MS98. Η κνλνδηάζηαηε πεξίπησζε ησλ Δμ.4.1 

θαη 4.3, γξάθνληαη κέζσ ηεο κεηαηξνπήο ηνπ ηειεζηή    ζε 
x


 φπσο ζεκεηψλεηαη 

αθνινχζσο: 
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                                       (4.7) 

Με βάζε ηε γξακκηθή δηαζπνξά θαη ηε εχξνο ηεο δηαζπνξάο ησλ δεχηεξσλ αξκνληθψλ 

(second harmonic amplitude) πνπ εκθαλίδνληαη ζηελ παξαπάλσ εμίζσζε, ρξεζηκνπνηνχληαη 

ιχζεηο 1
εο

 θαη 2
εο

 ηάμεο ηεο κνξθήο, σο απαηηνχκελα ηεο παξαγσγήο απηήο: 

cos2ζεUcosζU   U,  cos2ζεεcosζεδ 2121                                                           (4.8) 

φπνπ ζ = (σt-kx) θαη ε1, ε2 ηα εχξε ησλ πξψησλ θαη δεχηεξσλ αξκνληθψλ ηεο αλχςσζεο ηεο 

επηθάλεηαο, θαη U1, U2  νη αληίζηνηρεο νινθιεξσκέλεο σο πξνο βάζνο ηαρχηεηεο (depth 

integrated velocity).  

 

4.2.3. Πξώηεο ηάμεο αλάιπζε 

Δηζάγνληαο ηελ Δμ.4.8 ζηηο Δμ.4.6 θαη Δμ.4.7 θαη νκαδνπνηψληαο φξνπο ηνπ O(ε
0
) ε ζρέζε 

δηαζπνξάο θαηαιήγεη ζηελ παξαθάησ κνξθή:  
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Η πνζφηεηα απηή πξέπεη λα ηζνχηαη κε ην δεμί κέινο ηεο Δμ. 4.4 κέζσ ηεο νπνίαο 

παξάγεηαη ε πξψηε εμίζσζε ηνπ ζπζηήκαηνο: 
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                                                              (4.10) 

 

4.2.4. Γεύηεξεο ηάμεο αλάιπζε 

Καηά ηελ αλάιπζε δεχηεξεο ηάμεο, αληηθαζηζηψληαο ηελ Δμ.4.8 ζηηο Δμ.4.6 θαη Δμ.4.7 θαη 

κε νκαδνπνίεζε ησλ φξσλ O(ε) πξνθχπηεη:  

      
    4

1

2

11

2

1

2

4

11

2

1

4

1

2

1

2

1
2

κ60β60α4ακ75α5154κ

κ240β20α1κ60α515κβκα13

d

ε
ε














                             (4.11) 

 

φπνπ ε αληίζηνηρε έθθξαζε  Stokes είλαη:  
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                                                                        (4.12) 

Η πνζφηεηα  
2ε  πνπ παξάγεηαη απφ ην κνληέιν (Δμ.4.11) απαηηείηαη λα ζπκπίπηεη κε 

απηήλ ηεο Δμ.4.12. Μέζσ ηεο πξνυπφζεζεο απηήο παξάγεηαη ε δεχηεξε εμίζσζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο:  
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                                                                                    (4.13) 
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Λχλνληαο ην ζχζηεκα ησλ Δμ. 4.11 θαη 4.13, πξνθχπηνπλ νη βέιηηζηεο επηδησθφκελεο 

ηηκέο ησλ ζπληειεζηψλ: 
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  Με απηφλ ηνλ ηξφπν ηα ραξαθηεξηζηηθά γξακκηθήο δηαζπνξάο αλαπαξηζηνχλ επαθξηβψο ηηο 

ζεσξεηηθέο ηηκέο γηα θάζε kd >0 φπσο απεηθνλίδεηαη ζην ΢ρ.4.1 φπνπ εκθαλίδνληαη θαη ηα 

απνηειέζκαηα ησλ κνληέισλ MS98 θαη KM09. ΢εκεηψλεηαη φηη ην ηειεπηαίν επίζεο 

ηαηξηάδεη επαθξηβψο  κε ηα ραξαθηεξηζηηθά γξακκηθήο δηαζπνξάο ησλ θπκάησλ Stokes 1εο 

ηάμεο . 

 

Σχ. 4.1.  1θσ τάξθσ ανάλυςθ, αδιάςτατθ ταχφτθτα φάςθσ ωσ ςυνάρτθςθ του κ: MS98 (γραμμι με 

ςτιγμζσ), KM09 και προτεινόμενο μοντζλο (ςυμπαγισ γραμμι). 

Γηα ηελ αμηνιφγεζε ηεο ζπκπεξηθνξάο ησλ κνληέισλ, ζην επίπεδν ηεο 2
εο

 ηάμεο 

αλάιπζεο, ν ιφγνο κεηαμχ ηνπ 
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ηνπ θ παξαηίζεηαη ζην ΢ρ.4.2 γηα ηα ηξία κνληέια. Όπσο θαίλεηαη ην KM09 απνθιίλεη πνιχ 

γξήγνξα ελψ ην MS98 δίλεη ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα κφλν γηα  θ < 1. Αληηζέησο ην 

πξνηεηλφκελν κνληέιν παξακέλεη ζηνλ αλακελφκελν ζηφρν θαηά Stokes γηα θάζε ηηκή ηνπ θ. 

 

Σχ. 4.2. 2θσ τάξθσ ανάλυςθ, αδιάςτατο εφροσ διαςποράσ δεφτερων αρμονικϊν (non-dimensional 

amplitude second harmonic) ωσ ςυνάρτθςθ του κ: MS98 (γραμμι με ςτιγμζσ), KM09 (διακεκομμζνθ 

γραμμι), προτεινόμενο μοντζλο (ςυμπαγισ γραμμι). 

 

4.2.5. Αλάιπζε γξακκηθήο ξήρσζεο 

Δπφκελν βήκα απνηειεί ε απφθηεζε ηνπ επηζπκεηνχ δεχγνπο  (α2, β2) κε ζηφρν ηε 

βειηηζηνπνίεζε ησλ ραξαθηεξηζηηθψλ ηεο γξακκηθήο ξήρσζεο. Οη Madsen & Sørensen 

(1992) εηζήγαγαλ ηνλ ηειεζηή γξακκηθήο ξήρσζεο σο κηα επηπιένλ ζεκαληηθή πνζφηεηα 

ηθαλή λα εθηηκήζεη ηελ εθαξκνζηκφηεηα ησλ εμηζψζεσλ Boussinesq, νξηζκέλν κε:  
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φπνπ Α είλαη ην πιάηνο ηνπ ηνπηθνχ θχκαηνο (local wave amplitude), θαη ν ηειεζηήο 

ξήρσζεο (shoaling gradient) γ0 είλαη ζπλάξηεζε ηνπ αξηζκνχ θ ηνπ ηνπηθνχ θχκαηνο (local 

wave number). Ο δείθηεο x ππνδεηθλχεη ηελ ρσξηθή παξάγσγν ζηε δηεχζπλζε x. 

΢πλδπάδνληαο ηε γξακκηθή ζεσξία Stokes κε ηε δηαηήξεζε ηεο ξνήο ελέξγεηαο, 

πξνζδηφξηζαλ έλαλ ηειεζηή αλαθνξάο γξακκηθήο ξήρσζεο (reference gradient) (Δμ. 4.5). Γηα 
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ππζκέλα ήπηαο θιίζεο, δηαηεξψληαο ηηο πξψηεο παξαγψγνπο ηνπ βάζνπο θαη ακειψληαο 

φινπο ηνπο κε γξακκηθνχο φξνπο. Με απηφλ ηνλ ηξφπν, νη Δμ. 4.6 θαη 4.7 πεξηνξίζηεθαλ ζηηο 

αθφινπζεο κνξθέο:  
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Αθνινπζψληαο ηελ ίδηα δηαδηθαζία κε ην κνληέιν MS98 ην απνηέιεζκα ησλ εμηζψζεσλ 

ζπλέρεηαο θαη νξκήο νδεγεί ζε:  
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3               (4.21)  

 

Καη θ νξίδεηαη σο 

dk

ω
θ                   (4.22) 
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Η πξψηε παξάγσγνο ηνπ αξηζκνχ θχκαηνο k κπνξεί λα εθθξαζηεί ζε φξνπο πξψηεο 

παξαγψγνπ σο πξνο d, παξαγσγίδνληαο ηε ζρέζε δηαζπνξάο (Δμ. 4.9) σο πξνο x. Η 

δηαδηθαζία απηή είλαη παλνκνηφηππε κε ηελ παξαγψγηζε ηεο ζρέζεο γξακκηθήο δηαζπνξάο 

(Δμ.4.4) ιακβαλνκέλσλ ππφςε ησλ θαηλνχξγησλ ηηκψλ ησλ (α1, β1), νδεγψληαο ζε:  

0
d

d
γ

k

k
γ x

5
x

4                  (4.23) 

φπνπ  

2κh sin 2κγ4                 (4.24) 

2κγ5                  (4.25) 

Δπηιχνληαο ηελ Δμ. 4.23 σο πξνο 
k

k x    θαη αληηθαζηζηψληαο ην ζηελ Δμ. 4.18, 

ιακβάλνπκε ηελ έθθξαζε γηα ηνλ ηειεζηή γξακκηθήο ξήρσζεο (linear shoaling gradient ): 

,γ
d

d

Α

Α
0

xx 
 41

5243
0

γγ

γγγγ
γ


             (4.26) 

Σέινο  ζέηνληαο ην γ0 απφ ηελ  Δμ. 4.26 ίζν κε γ0
Stokes

 απφ ηελ Δμ. 4.5 πξνθχπηεη: 

 
 2

2

41

5243

2κsinh 2κ

2κcosh 12κsinh2κ2κκ

γγ

γγγγ








 

Οδεγνχκαζηε ζε κία εμίζσζε δχν αγλψζησλ. Θέηνληαο απζαίξεηα ην ζπληειεζηή  β2 = 0, 

ιφγσ ηνπ φηη ζην κνληέιν MS98 ν ζπληειεζηήο απηφο παίξλεη ηηκέο θνληά ζην κεδέλ, θαη 

επηηξέπνληαο κφλν ζην α2 λα θαζνξίδεη ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο γξακκηθήο ξήρσζεο, 

ιακβάλνπκε ηελ θαηλνχξγηα ηνπ ηηκή. Μία ζχγθξηζε γηα ην γ0 παξνπζηάδεηαη ζην ΢ρ. 4.3 θαη 

φπσο αλακέλακε ην πξνηεηλφκελν κνληέιν είλαη παλνκνηφηππν κε ην Stokes γηα φια ηα βάζε 

λεξνχ.       
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( (             θ        θ        θ      θ )    ( θ)

  (          θ       θ       θ       θ )    ( θ)

  (           θ       θ        θ       θ           ( θ)         ( θ)         (  θ)) 

θ(      (      (θ)      ( θ)       ( θ))    (θ)  θ((             θ       θ       θ )    ( θ)

  (          θ      θ     θ )    ( θ) (         θ     θ )    (  θ)

    ( θ)   θ(          θ       θ      θ )    ( θ)  θ(             θ        θ       θ )

 θ(            θ       θ      θ )    ( θ)

  θ(         θ      θ    θ )    ( θ)  θ(       θ    θ )    (  θ))))

   θ (       (θ) (  θ )    (θ))( θ     ( θ))
 
( θ(     θ )    (θ)

  θ(    θ )    ( θ)        (θ)  θ( (  θ )    ( θ)  θ(      (θ)       ( θ)      ( θ)))))

         

               (4.27) 

 

Σχ. 4.3 Τελεςτισ γραμμικισ ριχωςθσ (Linear shoaling gradient) γ0: 1
θσ τάξθσ Stokes, 

προτεινόμενο μοντζλο (ςυμπαγισ γραμμι); MS98 (γραμμι με ςτιγμζσ); Li (2008) (διακεκομμζνθ 

γραμμι). 

΢ην ΢ρ. 4.4 παξνπζηάδνληαη νη θαηλνχξγηνη ζπληειεζηέο, ζε ζρέζε κε ηνλ 

θαλνληθνπνηεκέλν αξηζκφ θχκαηνο θ. Ο θαηλνχξγηνο ζπληειεζηήο α2 βξίζθεηαη κεηαμχ ηνπ 

δηαζηήκαηνο [0.257966, 0.178779] γηα 0.314 ≤ θ ≤ 20, ιακβάλνληαο δειαδή ηηκέο ζρεδφλ 

δηπιάζηεο απφ ηελ πξνβιεπφκελε ηνπ MS98 (ηίζεηαη κε 0.146488), φηαλ πξνζεγγίδνπκε πνιχ 

ξερά λεξά. Αλαθεξφκελνη ζην θαηλνχξγην δεχγνο (α1, β1) απηφ εληνπίδεηαη κεηαμχ ησλ 

δηαζηεκάησλ [0.062147, 0.026426], [-0.0022, -0.00073] αληίζηνηρα (γηα 0.314 ≤ θ ≤ 20), 

δειαδή ηηκέο  ζρεδφλ κηζέο απφ ηηο κηθξφηεξεο ηνπ α1 πνπ εμάγνληαη απφ ην  κνληέιν MS98 

(φπνπ α1=0.1111). 
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Σχ. 4.4 Συμπεριφορά των νζων ςυντελεςτϊν ςυναρτιςει του κ.
 

 

4.2.6. Γηάδνζε θαλνληθώλ θαη κε θαλνληθώλ θπκαηηζκώλ 

Όπσο είλαη πξνθαλέο απφ ηηο Δμ. 4.14 θαη 4.27 νη θαηλνχξγηνη πξνηεηλφκελνη ζπληειεζηέο 

εθθξάδνληαη ζπλαξηήζεη ηνπ αξηζκνχ θχκαηνο k. Καηά ζπλέπεηα, έλα λέν πξφβιεκα 

πξνθχπηεη  φζνλ αθνξά ην ρεηξηζκφ ηνπ k (x, y, t) πνπ εκθαλίδεηαη ζηε ιχζε πνπ δηέπεηαη 

απφ ηελ εμίζσζεο νξκήο. Γηα θαλνληθά θχκαηα, ην κήθνο θχκαηνο θαη επνκέλσο θαη ην k 

κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί ξεηά, ζε νπνηαδήπνηε ζέζε, π.ρ. ζε θάζε θφκβν ελφο ππνινγηζηηθνχ 

πεδίνπ, δεδνκέλνπ φηη ε πεξίνδνο θχκαηνο θαη ην ηνπηθφ βάζνο είλαη παληνχ γλσζηά. 

Χζηφζν, γηα ηε κνληεινπνίεζε ησλ κε θαλνληθψλ θπκαηηζκψλ, ε πεξίνδνο θχκαηνο δελ 

κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί εχθνια. Θα πξέπεη λα ζεκεησζεί φηη θαηά ηε δηαρείξηζε  ηνπ 

αξηζκνχ θχκαηνο απφ ηνλ Li (2008) γηα κε θαλνληθά θχκαηα, ζην k δφζεθε απζαίξεηα κηα 

κηθξή ζηαζεξή ηηκή (π.ρ. k = 0.00001 m
-1

). Απηφ επέηξεςε ζηελ εμίζσζε νξκήο πνπ 

θαηέζηξσζε λα θαηαζηεί παλνκνηφηππε κε ηελ βειηησκέλε εμίζσζε Boussinesq ηνπ Nwogu 

(1993). Μία δηαθνξεηηθή πξνζέγγηζε ρξεζηκνπνηείηαη εδψ δίλνληαο έκθαζε πεξηζζφηεξν 

ζηνπο θπζηθνχο εκπεηξηθνχο θαλφλεο. Μηα πξψηε ζθέςε γηα ηελ αξηζκεηηθή αληηκεηψπηζε 

ηνπ δεηήκαηνο ήηαλ ν ππνινγηζκφο ζε θάζε θφκβν θαη ρξνληθφ βήκα ησλ kx θαη ky  

δηαδξαζηηθά απφ ην ζηηγκηαίν θπκαηηθφ πεδίν.  Η πξνζέγγηζε απηή ζεσξεί φηη γηα ζρεηηθά 

κηθξά ρσξηθά θαη ρξνληθά δηαζηήκαηα, ην εμειηζζφκελν θχκα αληηζηνηρεί ζε έλα θαλνληθφ 
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θχκα κε ηελ αλχςσζε ηεο επηθάλεηαο εθθξαζκέλε σο  ykxkωtδδ yx    θαη ε ηαρχηεηα 

θχκαηνο ζε φξνπο αλχςσζεο ηεο επηθάλεηαο δίλεηαη απφ:  

    
  

  

  

  

 

 
                

    
  

  

  

  

 

 
               (4.28) 

φπνπ   (
  

  
)
 

  (
  

  
)
 

 

Η κφλε ππφζεζε ζηελ παξαπάλσ αλάιπζε αλαθέξεηαη ζε δηαδηδφκελν θπκαηηθφ πεδίν θαη 

ηζρχεη ηφζν γηα θαλνληθά φζν θαη γηα κε θαλνληθά θχκαηα. Η πξνζέγγηζε πνπ εθαξκφζηεθε 

ζην CM14  ρξεζηκνπνηεί ηε γξακκηθή ζρέζε δηαζπνξάο γηα λα κεηαθξάζεη ηελ ηαρχηεηα 

θάζεο ηνπ θχκαηνο, φπσο θαζνξίδεηαη απφ ηηο πξνεγνχκελεο ζρέζεηο, ζε κηα ζπκβαηηθή ηηκή 

αξηζκνχ θπκάησλ. Έηζη, νη ηνπηθνί θπκαηαξηζκνί   (     ) ιακβάλνληαη κέζσ ησλ 

ζρέζεσλ: 

   *
 

  
    (   )+

   

  

   [
 

  
    (   )]

   

               (4.29) 

φπνπ νη δείθηεο ππνδειψλνπλ ηνπο αληίζηνηρνπο άμνλεο.  

     
Απηή ε κέζνδνο παξέρεη κηα θπζηθψο νξζή ηηκή ηνπ αξηζκνχ θχκαηνο γηα θαλνληθά θαη 

κε θαλνληθά δηαδηδφκελα θχκαηα θαη έρεη ρξεζηκνπνηεζεί ζε αξηζκεηηθέο πξνζνκνηψζεηο ηνπ 

παξφληνο κνληέινπ. 

Σν λέν κνληέιν απνηειείηαη απφ εμίζσζε ζπλέρεηαο (Δμ. 4.1), θαη εμίζσζε νξκήο (Δμ. 

4.3) κε ην πξνηεηλφκελν δεχγνο ζπληειεζηψλ (Δμ.4.14 θαη 4.27). Έρεη πεδίν εθαξκνγήο ζε 

θαλνληθά θαη κε θαλνληθά πιήξνπο δηαζπνξάο δηαδηδφκελα θχκαηα ρσξίο θαλέλα πεξηνξηζκφ 

ζην βάζνο ηνπ λεξνχ, κε ζεκαληηθά κε γξακκηθά ραξαθηεξηζηηθά θαη ιακβάλνληαο ππφςε 

ήπηα θιίζε ππζκέλα.  
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4.2.7. Αξηζκεηηθό ζρήκα επίιπζεο 

Σν αξηζκεηηθφ ζρήκα πνπ ρξεζηκνπνηείηαη εδψ έρεη πξνηαζεί απφ ηνπο Wei θαη Kirby 

(1995). Η ρξνληθή εμέιημε ηνπ πεδίνπ επηηπγράλεηαη κέζσ ελφο ζρήκαηνο εθηίκεζεο ηξίηνπ 

βαζκνχ ησλ Adams – Bashforth  ζπλνδεπφκελν απφ έλα ζρήκα δηφξζσζεο 4
εο

 ηάμεο ησλ 

Adams – Moulton. ΢εκεηψλεηαη φηη ζην παξφλ κνληέιν απνηειέζκαηα γηα δχν νξηδφληηεο 

δηεπζχλζεηο δίλνληαη γηα εμηζψζεηο πνπ πεξηιακβάλνπλ φξνπο κέρξη O(εκ
2
), ζχκθσλα κε ηελ 

εξγαζία ησλ Memos et al. (2013) θαηά ηελ νπνία δηαθαίλεηαη φηη κεγαιχηεξεο ηάμεο φξνη 

δελ ζπλεηζθέξνπλ απαξαίηεηα ζε αθξίβεηα γηα κηθξά kd, γιηηψλνληαο έηζη ππνινγηζηηθφ 

ρξφλν. Ο επηπξφζζεηνο ππνινγηζηηθφο ρξφλνο πνπ απαηηείηαη γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ λέσλ 

ζπληειεζηψλ (α1, β1, α2) ζηνλ θψδηθα είλαη αζήκαληνο αθνχ εκπεξηέρνπλ απιέο αιγεβξηθέο 

πξάμεηο.  

 

4.2.8. Οξηαθέο ζπλζήθεο 

 

4.2.8.1. Όξηα γέλεζεο θύκαηνο 

   Σα θχκαηα παξάγνληαη κέζα ζην ππνινγηζηηθφ πεδίν κε απιή πξνζζήθε κηαο ζεκεηαθήο 

πεγήο (point source) ζηελ εμίζσζε ζπλέρεηαο. ΢χκθσλα κε κηα ηερληθή, αξρηθά  πξνηαζείζα  

απφ ηνπο Wei et al. (1999), ε ζπλάξηεζε πεγήο γξάθεηαη:  

      2

sss xxβexpty,F  ty,x,f               (4.30) 

φπνπ  xs  είλαη ε θεληξηθή ζέζε ηεο ζπλάξηεζεο πεγήο ζηελ θαηά x- δηεχζπλζε, F(y,t) 

είλαη κηα ζπλάξηεζε πεγήο γηα κηα πεγή πξνζαλαηνιηζκέλε παξάιιεια ζηνλ y-άμνλα, sβ  

είλαη έλαο ζπληειεζηήο ζρήκαηνο ίζνο 80/L
2
. Η ρξνλνζεηξά ηεο ζπλάξηεζεο πεγήο δίλεηαη 

απφ (Wei et al. 1999): 

   ji,jiiji, s

M

1j

N

1i

εysinζk-tωcosD   ty,F  


          (4.31) 
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Όπνπ ji, sD  είλαη  ην κέηξν ηεο ζπλάξηεζεο πεγήο, ki είλαη ν αξηζκφο θχκαηνο, ζj ε γσλία 

κεηαμχ ηεο (δηεχζπλζεο) δηάδνζεο θχκαηνο  θαη ηνπ x-άμνλα. Σέινο φπνπ ji,ε  είλαη κηα 

ηπραία θάζε κεηαμχ (0, 2π). Οη Memos et al. (2005) αθνινπζψληαο ηελ παξαπάλσ 

δηαδηθαζία πξφηεηλαλ κηα αλάγλσζε ηνπ κέηξνπ ηεο ζπλάξηεζεο πεγήο σο εμήο:  

   

  




















2

1

3422

0
s

kd
3

1
B1kωI

cosζdBgkωkdB12ε
D              (4.32) 

φπνπ 0ε  είλαη ην αληίζηνηρν εχξνο θχκαηνο ,    δίλεηαη απφ ηε ζρέζε 

 















s

2

s

1
4β

kcosζ
exp

β

π
I  θαη B είλαη ζηαζεξά ίζε κε 

15

1
 φπσο πξνηάζεθε απφ ηνπο  Madsen 

et al. (1991).  

Γηα ην παξφλ κνληέιν πξνηείλεηαη κηα επηπξφζζεηε βειηίσζε ηεο θπκαηνγελλήηξηαο 

(wave generator) ζηελ ίδην ζθεπηηθφ κε ηα πξνεγνχκελα. Ο ζπληειεζηήο B νξίδεηαη ζαλ 

κεηαβιεηή θαη φρη ζηαζεξά, εμαξηψκελε απφ ηνλ αξηζκφ θχκαηνο k. ΢πληαηξηάδνληαο 

(αληηπαξαβάιινληαο) ηε ζρέζε γξακκηθήο δηαζπνξάο ε νπνία ζπλδέεηαη κε ην κνληέιν ησλ  

Memos et al. (2005) θαη ηελ αληίζηνηρε ηνπ Stokes, ιακβάλνπκε: 

 
κ

κtanh

dk

ω

κ
3

1
B1

Bκ1

dk

ω
Stokes

2

2

2

2

2

2































           (4.33) 

Καη ιχλνληαο σο πξνο B: 

cosh κ κ-sinh κκ

1κ
3

1
sinh κ-κcosh κ

B
32

2










              (4.34) 

Με απηφλ ηνλ ηξφπν θάζε παξαγφκελν θχκα έρεη ηε ζσζηή ηαρχηεηα θάζεο, θαζηζηψληαο 

ηελ θπκαηνγελλήηξηα εθαξκνζηέα γηα θάζε βάζνο λεξνχ.  
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4.2.8.2. Απνξξνθεηηθά όξηα 

Γηα ηελ απνξξφθεζε ησλ θπκαηηζκψλ ζηα αλνηρηά φξηα εθαξκφζηεθε ε ηερληθή κηαο 

ζηνηβάδαο απνξξφθεζεο (sponge layer scheme-Larsen and Dancy 1983), κε ηελ νπνία ε 

αλχςσζε ηεο επηθάλεηαο δ, θαη ε ηαρχηεηα U πεξηνξίζηεθαλ  απφ ηε ζπλάξηεζε  ( ) γηα 

θάζε ρξνληθφ βήκα ζηηο γξακκέο ηνπ πιέγκαηνο  ηεο ζηνηβάδαο απνξξφθεζεο (grid lines of 

the sponge layer), κε: 

 




















































x      x                    1                 

xx0       lnα22exp
xμ

s

s
Γx

x

Γx

x s

                                                                (4.35) 

φπνπ 
Γx

x
α s , δει. ν αξηζκφο ησλ  γξακκψλ πιέγκαηνο εληφο ηνπ πιάηνπο ηεο ζηνηβάδαο 

απνξξφθεζεο   , ζεσξνχκελν εδψ ζαλ έλα κήθνο θχκαηνο. ΢ηηο εθαξκνγέο 

ρξεζηκνπνηήζεθε ε ηηκή α=2.  

 

4.2.8.3. Αλαθιαζηηθά όξηα 

Γηα ηελ ππφζεζε αλαθιαζηηθνχ νξίνπ εθαξκφζηεθαλ ηξεηο ζπλζήθεο φπσο πξνηάζεθαλ 

απφ ηνπο Wei and Kirby (1995) πνπ λα ηθαλνπνηνχλ ηελ θηλεκαηηθή ησλ νξηαθψλ ζπλζεθψλ 

(kinematic boundary condition). Αλ   είλαη έλα εμσηεξηθφ δηάλπζκα ζην ππνινγηζηηθφ πεδίν, 

θαλνληθφ ζην φξην, ηφηε ζηα ελ ιφγσ φξηα ζα είλαη: 

0,nU   0,δ  n    0t 




n

U
             (4.36) 

Γηα θάζε ζεκείν Ω     , φπνπ Χ ην ππνινγηζηηθφ πεδίν. 
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4.2.8.4. Θξαύζε θπκαηηζκώλ 

Γηα ηελ πξνζνκνίσζε ηεο ζξαχζεο θπκαηηζκψλ έρνπλ γίλεη αξθεηέο πξνζπάζεηεο. Μία εμ 

απηψλ ζπλίζηαηαη ζηελ κνληεινπνίεζε ηεο ηπξβψδνπο ζπλεθηηθφηεηαο-κίμεο θαη δηάρπζεο 

(eddy viscosity formulation) ελφο θαηλνκέλνπ ζξαχζεο εηζάγνληαο έηζη έλαλ πξφζζεην φξν 

ζηελ εμίζσζε δηαηήξεζεο ηεο νξκήο. Απηή ε αλαινγία ηπξβψδνπο ζπλεθηηθφηεηαο-κίμεο θαη 

δηάρπζεο (eddy viscosity analogy) αξρηθά αλαπηχρζεθε απφ ηνπο Kennedy et al. (2000) νη 

νπνίνη πέηπραλ λα απνδψζνπλ ηε δηάδνζε θαη εμαζζέληζε θαλνληθψλ θπκαηηζκψλ πάλσ απφ 

θεθιηκέλνπο ππζκέλεο, παξέρνληαο κία ξεαιηζηηθή πεξηγξαθή ηεο έλαξμεο, ηεο δηάδνζεο θαη 

δηαθνπήο ηεο ζξαχζεο. Μία άιιε πξνζέγγηζε, γλσζηή σο θξηηήξην ηνπ ‘επηθαλεηαθνχ 

θπιίλδξνπ’, πξνηάζεθε αξρηθά απφ ηνλ Svendsen (1984) θαη πινπνηήζεθε θαη εθαξκφζηεθε, 

κεηαμχ άιισλ, επηηπρψο απφ ηνπο Schäffer et al. (1993).  ΢χκθσλα κε απηήλ ν θχιηλδξνο 

αληηζηνηρεί ζε έλαλ επηπιένλ φξν ζηελ εμίζσζε νξκήο ζπλδεδεκέλν κε ην πάρνο ηνπ θαζψο 

θαη ην εκπξφζζην κέησπν ηνπ θχκαηνο (wave front slope). Καη ηα δχν θξηηήξηα ιεηηνπξγνχλ 

νκαιά ζην βαζηθφ αξηζκεηηθφ κνληέιν, ρσξίο λα παξάγνπλ αζηάζεηεο θαη γεληθά ην 

ηξνπνπνηνχλ κε επηηπρία ψζηε λα ζπκβαδίδεη κε απηά πνπ έρνπλ ζεκεησζεί απφ ηνπο 

Chondros et al. (2011).  

΢ηνλ παξφλ κνληέιν ρξεζηκνπνηείηαη κία απιή δηαηχπσζε ηπξβψδνπο κίμεο ζε δχν 

νξηδφληηεο δηεπζχλζεηο. Δθαξκνγέο ηεο κεζνδνινγίαο ησλ Kennedy et al. (2000) 

θαηαδεηθλχνπλ ην αθφινπζνπο επηπξφζζεηνπο φξνπο ζηελ Δμ. 4.3: 

          












y  xy  xxbx VδdνUδdν

2

1
Uδdν

δd

1
R           (4.37) 

          












  xxyy  yby VδdνUδdν

2

1
Vδdν

δd

1
R          (4.38) 

Πνιιαπιαζηάδνληαο ηηο εμηζψζεηο νξκήο κε (d+δ ) θαη νινθιεξψλνληαο ζε έλα 

πεξηζηαηηθφ ζξαχζεο, απηνί νη πξφζζεηνη φξνη θαίλεηαη λα δηαηεξνχληαη ζηελ νξκή. ΢ηηο 

παξαπάλσ εμηζψζεηο ν φξνο λ είλαη ε ηπξβψδεο ζπλεθηηθφηεηα πνπ εληνπίδεηαη ζην 

εκπξφζζην κέησπν ηεο ζξαχζεο, εθθξαζκέλε σο κηα ζπλάξηεζε ηνπ ρψξνπ θαη ηνπ ρξφλνπ 

απφ:  

  t

2

b δδdΒδν                  (4.39) 
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κε ηνλ ζπληειεζηή κήθνπο κίμεο ίζν κε ηελ ηηκή δb=1.2. Η πνζφηεηα B ειέγρεη ηελ 

απφηνκε εθθίλεζε ηεο ζξαχζεο θαη ηεο ζπλεπαγφκελεο αζηάζεηαο. Οξίδεηαη απφ: 

































  δδ                   0    

 δ2δ  δ            1
δ

δ

  δ2δ                   1    

Β

*

tt

*

tt

*

t*

t

t

*

tt

             (4.40) 

Η παξάκεηξνο δt
*
 θαζνξίδεη ηελ αξρή θαη ηε δηαθνπή ηεο ζξαχζεο. Απηή είλαη ε 

αθφινπζε: 

 

       























  Tt  t0          δ-δ

T

tt
δ

  T           t                    δ               

δ
*

o

I

t

F

t*

oI

t

*F

t
*

t        (4.41) 

φπνπ 









g

d
5T*

 είλαη ν ρξφλνο κεηάβαζεο απφ ηελ έλαξμε ζηελ παχζε ηεο ζξαχζεο,    

ε ρξνληθή ζηηγκή έλαξμεο ηεο ζξαχζεο, θαη ott   ην ρξνληθφ ηνπ γεγνλφηνο ηεο . Οη ηηκέο 

ηνπ  I
tδ  θπκαίλνληαη απφ gd0.35 γηα παξαιίεο κε αλαβαζκνχο κέρξη gd0.65  γηα παξαιίεο 

κνλνζήκαληεο θιίζεο θαη 
  gd0.15δ F

t   γηα φιεο ησλ πεξηπηψζεσλ. ΢εκεηψλεηαη φηη ε 

εθαξκνγή ηνπ κνληέινπ ηπξβψδνπο κίμεο (eddy viscosity model) θαηαιήγεη ζε κηα 

δηεχξπλζε ηνπ θχκαηνο ιφγσ επίδξαζεο ηεο δηάρπζεο. 

 

4.2.8.5. Σξηβή ππζκέλα 

Οη ζηηγκηαίεο ηάζεηο δηάηκεζεο ζηνλ ππζκέλα πξνζεγγίζηεθαλ κε βάζε ηνλ αθφινπζν 

ηεηξαγσληθφ θαλφλα: 

wuρf
2

1
η owbx                 (4.42) 

wvρf
2

1
η owby                    (4.43) 
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φπνπ 

2

o

2

o vuw                            (4.44) 

Η ηαρχηεηα ξνήο ξ, θαη νη ηαρχηεηεο    ,     θνληά ζηνλ ππζκέλα εμήρζεζαλ απφ ηελ 

θαηαλνκή ηαρπηήησλ ηνπ Dingemans (1997) γηα κε ζξαπφκελνπο, κε γξακκηθνχο 

θπκαηηζκνχο  θαη ν ζπληειεζηήο ηξηβήο ππζκέλα (bottom friction factor)     εθθξάζηεθε σο 

(Jonsson, 1966):  
























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




























63.0
A

K
               0.3                                           

    0.63 
A

K
              

A

K
5.2135.977-exp

f

b

N

b

N

0.194

b

N

w            (4.45) 

φπνπ    είλαη ην πιάηνο ηεο ηαιάλησζεο ησλ ζσκαηηδίσλ ηνπ λεξνχ ζην βπζφ ηεο 

ζάιαζζαο θαη    είλαη ε ηξαρχηεηα ππζκέλα. 
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5. Θεσξεηηθό ππόβαζξν ππνινγηζηηθνύ 

πξνγξάκκαηνο MIKE21 BW 

 

5.1. Δηζαγσγή  

΢ην παξφλ θεθάιαην παξνπζηάδνληαη νη επηζηεκνληθέο βάζεηο νη νπνίεο δηέπνπλ ην 

ππνινγηζηηθφ πξφγξακκα MIKE21 BW. Σν πξφγξακκα απηφ απνηειεί έλα πξνεγκέλεο 

ηερλνινγίαο πξφηππν αξηζκεηηθφ πξνζνκνίσκα γηα ηνλ ππνινγηζκφ θαη ηελ αλάιπζε 

βξαρέσλ θαη καθξψλ θπκαηηζκψλ ζε ιηκεληθέο εγθαηαζηάζεηο θαη παξάθηηεο δψλεο. 

Πεξηγξάθνληαη νη εμηζψζεηο νξκήο θαη ζπλέρεηαο, αλαιπηηθά ην θξηηήξην ζξαχζεο (Madsen 

et al. 1997a) ζην νπνίν βαζίδεηαη θαζψο θαη ην αξηζκεηηθφ ζρήκα επίιπζεο ηνπ 

πξνγξάκκαηνο. ΢ηφρνο ηνπ θεθαιαίνπ είλαη λα απνδψζεη ην ζεσξεηηθφ ππφβαζξν ηνπ 

πξνγξάκκαηνο, ψζηε λα γίλνπλ θαηαλνεηέο νη βαζηθέο δηαθνξέο απφ ην κνληέιν ηχπνπ 

Boussinesq Chondros and Memos, 2014. Έηζη ζα επηηεπρζεί αληηθεηκεληθή ζχγθξηζε ησλ 

απνηειεζκάησλ ησλ δπν κνληέισλ ηφζν κε πεηξακαηηθέο κεηξήζεηο φζν θαη κεηαμχ ηνπο, 

φπσο απηέο ζα αλαιπζνχλ ζηα θεθάιαηα 6 θαη 7. 

 

 

5.2. Γεληθή πεξηγξαθή 

Σν MIKE21 BW εκπεξηέρεη δπν modules, έλα κνλνδηάζηαην (1DH) θαη έλα δηζδηάζηαην 

(2DH), ηα νπνία βαζίδνληαη ζηελ επίιπζε ησλ κεηαζρεκαηηζκψλ ηεο πεξηνρήο ηνπ ρξφλνπ 

ησλ εμηζψζεσλ ηχπνπ Boussinesq (΢ρ. 5.1). Απηέο πεξηιακβάλνπλ κε γξακκηθά 

ραξαθηεξηζηηθά θαζψο θαη δηαζπνξά ζπρλνηήησλ. Οπζηαζηηθά ε δηαζπνξά ησλ ζπρλνηήησλ 

εηζάγεηαη ζηηο εμηζψζεηο πνζφηεηαο θίλεζεο (momentum equations) παίξλνληαο ππφςε ηελ 

επίδξαζε πνπ έρνπλ νη θαηαθφξπθεο επηηαρχλζεηο ζηελ θαηαλνκή ησλ πηέζεσλ. 
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Σχ. 5.1 Το MIKE21BW περιζχει 2 modules. Αριςτερά: (2DH) εφαρμόηεται ςυνικωσ για τον 

υπολογιςμό τθσ κυματικισ διαταραχισ ςε λιμάνια. Δεξιά: (1DH) χρθςιμοποιείται ςυνικωσ για τθν 

προςομοίωςθ τθσ κυματικισ διάδοςθσ από τα βακιά ςτα ρθχά (πθγι: DHI). 

 

 

Ακθφηεξα ηα modules επηιχνπλ ηηο θιαζζηθέο εμηζψζεηο ηχπνπ Boussinesq 

ρξεζηκνπνηψληαο κηα έθθξαζε ξνήο (flux-formulation) κε βειηηζηνπνηεκέλα ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ηεο γξακκηθήο δηαζπνξάο. Η λέα αλαβαζκηζκέλε κνξθή ησλ εμηζψζεσλ 

(Madsen et al., 1991; Madsen & Sørensen, 1992) θάλνπλ ηα δπν modules ηθαλά γηα 

πξνζνκνίσζε ηεο θαηεπζπληηθήο δηάδνζεο θπκαηνζεηξάο απφ ηα βαζηά ζηα ξερά λεξά. Ο 

κέγηζηνο επηηξεπφκελνο ιφγνο ζαιάζζηνπ βάζνπο πξνο κήθνο θχκαηνο ζηα βαζεηά: 

5.0Ld 0   (ή 1.3kd  , φπνπ kd είλαη ν ζρεηηθφο αξηζκφο θχκαηνο θαη απνηειεί δείθηε φξσλ 

δηαζπνξάο). Γηα ηελ θιαζζηθή κνξθή ησλ εμηζψζεσλ ηχπνπ Boussinesq, ν κέγηζηνο 

επηηξεπφκελνο ιφγνο ζαιάζζηνπ βάζνπο πξνο κήθνο θχκαηνο ζηα βαζηά είλαη: 22.0Ld 0   

(ή 4.1kd  ). Οη εμηζψζεηο ηνπ κνληέινπ έρνπλ επεθηαζεί (Madsen et al., 1997; Sørensen et 

al. 1998, 2004) γηα λα ππνινγίδνπλ κεηαβνιή ηεο αθηνγξακκήο θαη ζξαχζε θπκαηηζκψλ. 

 

Σν 2DH BW module (δπν νξηδφληηεο δηαζηάζεηο) επηιχεη ηηο ηξνπνπνηεκέλεο εμηζψζεηο 

ηχπνπ Boussinesq κέζσ ελφο πεπιεγκέλνπ αξηζκεηηθνχ ζρήκαηνο πεπεξαζκέλσλ δηαθνξψλ 

κε ηηο κεηαβιεηέο λα νξίδνληαη πάλσ ζε έλαλ ελαιιαζζφκελν νξζνγσληθφ θάλαβν. Σν 

κνληέιν είλαη ηθαλφ λα αλαπαξάγεη ηα πεξηζζφηεξα ζπλδπαζηηθά θαηλφκελα πνπ ιακβάλνπλ 

ρψξα ζε ιηκεληθέο εγθαηαζηάζεηο θαη παξάθηηεο δψλεο. Απηά είλαη: 
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 Γηάζιαζε (refraction) 

 Ρήρσζε (shoaling) 

 Πεξίζιαζε (diffraction) 

 Μεξηθή αλάθιαζε (partial reflection) 

 Μεξηθή κεηάδνζε (partial transmission) 

 Σξηβή ζηνλ ππζκέλα (bottom dissipation) 

 Θξαχζε θπκαηηζκψλ (wave breaking) 

 Μεηαβνιή ηεο αθηνγξακκήο (moving shoreline) 

 Με γξακκηθή αιιειεπίδξαζε θπκάησλ (non-linear wave-wave interaction) 

 Γηαζπνξά ζπρλνηήησλ (frequency spreading) 

 Καηεπζπληηθή δηαζπνξά (directional spreading) 

 

Δπηπξφζζεηα, πξέπεη λα ζεκεησζεί φηη ε δηαζπνξά ζπρλνηήησλ θαη θαηεπζχλζεσλ γίλεηαη 

κε γξακκηθή ππέξζεζε (Linear superposition). ΢πλεπψο πξνβιήκαηα φπσο νκαδνπνίεζε 

θπκάησλ (wave grouping), ‘surf beats’, δεκηνπξγία δεζκεπκέλσλ ρακειψλ θαη πςειψλ 

ζπρλνηήησλ (generation of sub- and super- harmonics) θαη αιιειεπηδξάζεηο ηξηάδσλ 

ζπληνληζκνχ (near-resonant triad interactions) κπνξνχλ λα εμεηαζηνχλ κέζσ ηνπ MIKE21 

BW. Αθφκα θαη ιεπηνκέξεηεο φπσο ε γέλεζε θαη ε απειεπζέξσζε ηαιαληψζεσλ ρακειψλ 

ζπρλνηήησλ ιφγσ κεηαζρεκαηηζκνχ ηνπ αξρηθνχ θχκαηνο πεξηγξάθνληαη αξθεηά 

ηθαλνπνηεηηθά απφ ην κνληέιν. 

 

Η ζξαχζε ησλ θπκάησλ (ηχπνπ θπιίζεσο-spilling) εθαξκφδεηαη ζηε βάζε ηεο ππφζεζεο 

«επηθαλεηαθνχ θπιίλδξνπ» (surface roller concept), φπσο απηή πεξηγξάθεηαη αλαιπηηθά ζε 

επφκελε παξάγξαθν. Η θίλεζε ηεο αθηνγξακκήο (moving shoreline) βαζίδεηαη ζηελ 

παξαθάησ πξνζέγγηζε: ε εμεηαδφκελε πεξηνρή επεθηείλεηαη ηερλεηά κε ηελ αληηθαηάζηαζε 

ηνπ ζηεξενχ νξίνπ ηεο αθηήο κε κία δηαπεξαηή δψλε κε πνιχ κηθξφ πνξψδεο. Κνληά ζηελ 

θηλνχκελε αθηνγξακκή ε ζαιάζζηα επηθάλεηα εηζρσξεί ζηνλ πνξψδε ππζκέλα. ΢πλαθφινπζα 

ε ζηηγκηαία ζέζε ηεο αθηνγξακκήο θαζνξίδεηαη απφ απηήλ ηελ αιιειεπίδξαζε. 

 

Σν 1DH BW module επηιχεη ηηο αλαβαζκηζκέλεο εμηζψζεηο ηχπνπ Boussinesq κέζσ κίαο 

θιαζζηθήο κεζφδνπ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Galerkin κε πεπιεγκέλε παξεκβνιή ησλ 

κεηαβιεηψλ ζε ελαιιαζζφκελν ή κε ελαιιαζζφκελν πιέγκα ππνινγηζκνχ (θάλαβν). Η 
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δπλακηθή ηεο δψλεο ζξαχζεο θαη νη κεηαβνιέο ζηε δψλε απφπιπζεο (δψλε δηαβξνρήο) γηα 

νπνηνδήπνηε παξάθηην πξνθίι κπνξνχλ λα πξνζνκνησζνχλ κέζσ απηνχ ηνπ κνληέινπ. 

Αλαπαξάγεη εμάιινπ ηα πεξηζζφηεξα ζπλδπαζηηθά θαηλφκελα ζηελ παξάθηηα δψλε φπσο θαη 

ε 2-D έθδνζε. Σν πξφβιεκα ηεο εκθάληζεο πςειφηεξεο ηάμεο ρσξηθψλ δηαθνξηθψλ 

αληηκεησπίδεηαη κε ην λα γξάθνπλ νη εμηζψζεηο ηχπνπ Boussinesq ζε ρακειφηεξε ηάμε 

(γξακκηθνπνίεζε) αθνχ εηζαρζεί κηα επηπξφζζεηε κεηαβιεηή θαη κηα επηπξφζζεηε αιγεβξηθή 

εμίζσζε. Οη εμηζψζεηο ζηηο νπνίεο θαηαιήγνπκε εκπεξηέρνπλ φξνπο κφλν κε δεχηεξεο ηάμεο 

δηαθνξηθά φζνλ αθνξά ηηο ρσξηθέο ζπληεηαγκέλεο (Sørensen et al., 2004). 

 

 

5.3. Βαζηθέο εμηζώζεηο 

Σν MIKE21 BW επηιχεη ηηο ηξνπνπνηεκέλεο εμηζψζεηο ηχπνπ Boussinesq ζε κία ή δχν 

δηαζηάζεηο ζε φξνπο αλχςσζεο ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο δ, θαη θαηά ην βάζνο 

νινθιεξσκέλσλ ζπληζησζψλ ηαρχηεηαο, P θαη Q. 

 

 Σν ζχζηεκα εμηζψζεσλ γηα ην 2DH BW module είλαη: 

 

Δμίζσζε ζπλέρεηαο: 
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Δμίζσζε πνζφηεηαο θίλεζεο θαηά x: 
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Δμίζσζε πνζφηεηαο θίλεζεο θαηά y: 
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
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Όπνπ νη φξνη δηαζπνξάο Φ1 θαη Φ2 δίλνληαη απφ ηηο αθφινπζεο εθθξάζεηο: 
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
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   
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Οη δείθηεο x,y θαη t ππνδειψλνπλ κεξηθά δηαθνξηθά αλαθνξηθά κε ην ρψξν θαη ην ρξφλν 

αληίζηνηρα. Οη φξνη πνπ εκθαλίδνληαη ζηηο εμηζψζεηο εξκελεχνληαη σο: 

 

 P ππθλφηεηα ξνήο θαηά x ζε m
3
/(msec) 

 Q ππθλφηεηα ξνήο θαηά y ζε m
3
/(msec) 

 B Boussinesq φξνο δηαζπνξάο 

 Fx φξνο νξηδφληηαο ηάζεο θαηά x 

 Fy φξνο νξηδφληηαο ηάζεο θαηά y 

 x,y θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο 

 t ρξφλνο ζε sec 

 h ζπλνιηθφ βάζνο (h=d+δ) 

 d βάζνο κέζεο ζηάζκεο εξεκίαο 

 g επηηάρπλζε βαξχηεηαο 

 n πνξψδεο 
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 C αξηζκφο αληίζηαζεο Chezy ζε m
1/2

/sec 

 α ζπληειεζηήο αληίζηαζεο γηα ζηξσηή ξνή ζε πνξψδεο κέζν 

 β ζπληειεζηήο αληίζηαζεο γηα ηπξβψδε ξνή ζε πνξψδεο κέζν 

 δ αλχςσζε ζαιάζζηαο επηθάλεηαο πάλσ απφ ζεκείν αλαθνξάο ζε m 

 

Οη φξνη Rxx, Rxy, θαη Ryy αλαιχνληαη ζηελ επφκελε ππνελφηεηα. 

 

Οη φξνη νξηδφληηαο ηάζεο πεξηγξάθνληαη κε ηε ρξήζε κηαο ζρέζεο θιίζεο ηεο ηάζεο 

(gradient-stress) ε νπνία δίλεη: 
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Όπνπ ην λt είλαη ε νξηδφληηα ηπξβψδεο ζπλεθηηθφηεηα. 

 

 Αληίζηνηρα ην ζχζηεκα εμηζψζεσλ γηα ην BW 1DH module είλαη: 

 

Δμίζσζε ζπλέρεηαο: 
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Δμίζσζε πνζφηεηαο θίλεζεο θαηά x: 
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5.4. Θξαύζε θπκαηηζκώλ (Madsen et al. 1997) 

Έλαο κεραληζκφο γηα ηελ πξνζνκνίσζε ηεο απψιεηαο ελέξγεηαο ιφγσ ζξαχζεο, ζηα 

κνληέια Boussinesq, είλαη ν «επηθαλεηαθφο θχιηλδξνο» (surface roller). Η ηδέα απηή, ηεο 

επηξξνήο ηνπ επηθαλεηαθνχ θπιίλδξνπ ζηελ θίλεζε ηνπ θπκαηηζκνχ, πξνηάζεθε απφ ηνλ 

Svendsen (1984a). Οη  Madsen et al. (1997), βαζηδφκελνη ζηελ αξρή φηη ν επηθαλεηαθφο 

θχιηλδξνο παίξλεηαη ππφςε ζαλ έλαο φγθνο λεξνχ πνπ «κεηαθέξεηαη» απφ ην θχκα κε ηελ 

ηαρχηεηα ηνπ θπκαηηζκνχ, εμέιημαλ απηφ ην θξηηήξην. Η αξρή απηή έρεη ζαλ απνηέιεζκα ηελ 

θάζεηε δηαλνκή ηεο νξηδφληηαο ζπληζηψζαο ηεο ηαρχηεηαο πνπ απεηθνλίδεηαη ζην ΢ρ. 5.2. 

Θεσξψληαο απηφ ην πξνθίι ηαρχηεηαο λα ηζρχεη θαηά ηε ζξαχζε εμήγαγαλ ηηο εμηζψζεηο 

(5.1), (5.2) θαη (5.3). 

 

 

 

Σχ. 5.2 Κάκετο προφίλ οριηόντιασ ταχφτθτασ κραυόμενου κυματιςμοφ (Madsen et al. 1997). 

 

Οη φξνη Rxx, Rxy, θαη Ryy αληηζηνηρνχλ ζηελ επηπξφζζεηε νξκή ε νπνία πξνθχπηεη απφ ηελ 

αλνκνηφκνξθε θαηαλνκή ηεο ηαρχηεηαο ιφγσ ηεο παξνπζίαο ηνπ επηθαλεηαθνχ θπιίλδξνπ 

(surface roller) θαη νξίδνληαη σο: 
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Δδψ δ=δ(x,y,t) είλαη ην πάρνο ηνπ επηθαλεηαθνχ θπιίλδξνπ θαη cx, cy νη ζπληζηψζεο ηεο 

ηαρχηεηαο θάζεο ηνπ. 

 

Η αξρή ηεο ζξαχζεσο επηηπγράλεηαη φηαλ ε θιίζε ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο ππεξβεί κηα 

αξρηθή θξίζηκε ηηκή, tanθΒ φπσο πξφηεηλε ν Deigaard (1989). Οη Schäffer et al. (1993), 

χζηεξα απφ πνιιέο δνθηκέο ζξαχζεσλ θπιίζεσο ζε αθηέο κε επίπεδε θιίζε ππζκέλα, 

θαηέιεμαλ φηη πξνθχπηνπλ απνδεθηά απνηειέζκαηα ρξεζηκνπνηψληαο ηελ ηηκή θΒ=20
ν
. Οη 

Madsen et al. (1997) απέδεημαλ φηη απηή ε ηηκή είλαη θαηάιιειε γηα ζξαχζεηο απηνχ ηνπ 

ηχπνπ αιιά φρη θαη γηα ζξαχζεηο εθηηλάμεσο (plunging). Βαζηδφκελνη ζηηο κεηξήζεηο ηνπο 

ζεκείσζαλ φηη ν ηχπνο ζξαχζεο εθηίλαμεο απαηηεί κηα ειαθξά αχμεζε ζηηο γσλίεο ζξαχζεο 

ελψ ε ζξαχζε πάλσ απφ χθαιν ηξαπέδην απαηηεί κείσζε.  

 

Γηα παξάδεηγκα ζην ΢ρ. 5.3 απεηθνλίδεηαη ε ρσξηθή κεηαβνιή ηνπ ραξαθηεξηζηηθνχ 

χςνπο θχκαηνο γηα ηξία δηαθνξεηηθά ζεη παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ: α) ζξαπφκελνο 

θπκαηηζκφο κε (θΒ, θΟ)=(14
ν
,7

ν
) β) ζξαπφκελνο θπκαηηζκφο κε ηηο ζπλήζεηο ηηκέο (θΒ, θΟ)= 

(20
ν
,10

ν
) θαη γ) ηέινο πξνζνκνίσζε ρσξίο ζξαχζε. Απφ ηε ζχγθξηζε κε ηα πεηξακαηηθά 

δεδνκέλα είλαη πξνθαλέο φηη ε πεξίπησζε α) δίλεη πνιχ θαιά απνηειέζκαηα ελψ νη ηηκέο ηεο 

β) ππνεθηηκνχλ ηε δηάρπζε ηεο ελέξγεηαο. 
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Σχ. 5.3 Χωρικι μεταβολι του φψουσ κφματοσ και βακυμετρία του πειράματοσ Beji και Battjes 

(1993) (κφκλοι). α) μοντζλο Madsen et al. (1997) με αρχικζσ τιμζσ (20ο,10ο) παραμζτρων (ςυνεχισ 

γραμμι) β) με μειωμζνεσ τιμζσ (14ο,7ο) (διακεκομμζνθ γραμμι) γ) χωρίσ κραφςθ (τελείεσ). (Madsen 

et al. 1997) 

Η επηινγή ηεο παξακέηξνπ θΒ, είλαη πξνθαλψο άκεζα ζπλδεδεκέλε κε ηελ ηειηθή 

αθξίβεηα ησλ ππνινγηζκψλ ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο πξηλ μεθηλήζεη ε ζξαχζε θαη φπσο 

ζεκεηψλνπλ νη  Madsen et al. (1997) απηφ είλαη έλα απφ ηα αδχλακα ζεκεία ζηα ζπκβαηηθά 

κνληέια Boussinesq: θαζψο απηά δίλνπλ πνιχ θαιά ραξαθηεξηζηηθά γξακκηθήο ξήρσζεο γηα 

kd=3, ε κεηαθνξά ηεο ελέξγεηαο ζηα super-harmonics γεληθά ππνεθηηκάηαη.  

 

Ο ρσξηθφο θαη ρξνληθφο πξνζδηνξηζκφο ησλ θπιίλδξσλ βαζίδεηαη ζε κηα γεσκεηξηθή 

πξνζέγγηζε πνπ πεξηγξάθηεθε ιεπηνκεξψο απφ ηνπο Schäffer et al. (1993). Καηά ηε 

κεηάδνζε απφ ην αξρηθφ ζεκείν ζξαχζεο ζε κία θαηάζηαζε ‘bore’ (ηχπνο παιηξξντθνχ 

θχκαηνο), ε θξίζηκε γσλία θ, αιιάδεη βαζκηαία απφ θΒ ζε θΟ (θΟ< θΒ). Η ζηηγκηαία ηηκή ηεο 

θ εμαξηάηαη απφ ηελ πεξίνδν ηνπ θπιίλδξνπ θαη αθνινπζεί κηα εθζεηηθή ρξνληθή κεηαβνιή: 

 













21

B

0Β0
t

t-t
ln2-exptanφtanφtanφt)(φtan                                                         (5.14) 

Όπνπ ην t1/2 ξπζκίδεη ηε ρξνληθή θιίκαθα γηα ηελ αλάπηπμε ηνπ θπιίλδξνπ θαη tB είλαη ν 

ρξφλνο έλαξμεο ηεο ζξαχζεο. Σνπηθά, ν θχιηλδξνο νξίδεηαη ζαλ ην λεξφ πάλσ απφ ηελ 

εθαπηνκέλε ηεο θιίζεο tanθ θαη ε ζξαχζε ηειεηψλεη φηαλ ε κέγηζηε απφ ηελ ηνπηθή θιίζε 
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γίλεη κηθξφηεξε ηεο tanθ. Μεηά ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηνπ θπιίλδξνπ ζε θάζε ρξνληθφ βήκα, ην 

πάρνο (roller thickness) δ ηνπ, πνιιαπιαζηάδεηαη κε έλα ζπληειεζηή ζρήκαηνο fδ πξηλ ηνλ 

ππνινγηζκφ ηνπ ζηηο βαζηθέο εμηζψζεηο. 

 

Έλα κεηνλέθηεκα απηνχ ηνπ πξνζδηνξηζκνχ ησλ επηθαλεηαθψλ θπιίλδξσλ είλαη φηη 

επηπιένλ κε ην tanθΒ ζηεξίδεηαη ζε ηξείο παξακέηξνπο θΟ, fδ, θαη t1/2. Οη Madsen et al. (1997) 

δνθηκάδνληαο δηαθνξεηηθέο ηηκέο γηα ηελ θάζε παξάκεηξν θαηέιεμαλ ζηα επφκελα: 

 

1. Η ηηκή ηνπ θΟ δελ είλαη θξίζηκε γηα εθαξκνγέο φπνπ ε ζξαχζε ζπλερίδεηαη πξνο ηελ 

αθηή. Βαζηδφκελνο ζηελ αλαινγία κε ην πδξαπιηθφ άικα ν Deiggard (1989) εθηίκεζε 

ηε θΟ=10deg. ηελ νπνία πηνζέηεζαλ αλ θαη ζε νξηζκέλεο πεξηπηψζεηο φπσο είδακε 

(π.ρ. ζξαχζε πάλσ απφ ην νξηδφληην κέξνο χθαινπ ηξαπεδίνπ) ε ηηκή κεηψλεηαη ζηηο 

7-8deg. κε αλάινγε κείσζε ηεο θΒ. 

2. Η παξάκεηξνο t1/2 θαζνξίδεη ηo ρξνληθφ δηάζηεκα κεηαθνξάο κεηαμχ ησλ δπν γσληψλ 

ζξαχζεο θαη ιακβάλεηαη ίζε κε Σ/5, φπνπ Σ ε ραξαθηεξηζηηθή πεξίνδνο ηνπ 

εηζεξρφκελνπ ζπξκνχ θπκαηηζκψλ. 

3. Σν πάρνο ηνπ ‘surface roller’ δ, πνιιαπιαζηάδεηαη κε 1,5 γηα ζξαχζεηο ηχπνπ θχιηζεο 

(spilling) ελψ γηα εθηηλάμεσο (plunging) νη Ozsanne et al. (2000) πξνηείλνπλ κηα ηηκή 

θνληά ζην 2.0. 

 

Η ηαρχηεηα θπκαηηζκνχ c, ε νπνία ζεσξείηαη ηαπηφζεκε κε ηελ ηαρχηεηα θπιίλδξνπ, 

είλαη κηα νπζηαζηηθή παξάκεηξνο ηεο κεζφδνπ «επηθαλεηαθνχ θπιίλδξνπ». Οη Schäffer et al. 

(1993) ρξεζηκνπνίεζαλ ηε ζρέζε: 

gh3.1c                                                                                                                      (5.15) 

 

Η νπνία δίλεη θαιά απνηειέζκαηα γηα απινχο θπκαηηζκνχο (εληφο ηεο δψλεο ζξαχζεο) φρη 

φκσο θαη γηα ζχλζεηνπο. Γη’ απηφ νη Madsen et al. (1997) ρξεζηκνπνίεζαλ κηα θαηλνχξηα 

πξνζέγγηζε πξνζδηνξίδνληαο ηελ ηαρχηεηα c ακθίδξνκα απφ ην ζηηγκηαίν θπκαηηθφ πεδίν. 

Τπνζέηνληαο φηη ε ειεχζεξε επηθάλεηα κπνξεί λα εθθξαζηεί ζαλ  ykxk-t yx   πνπ 

αληηζηνηρεί ζε δηάδνζε απινχ θπκαηηθνχ πεδίνπ. Με ηνλ νξηζκφ: 
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   
2yxyx

k
k,kc,c


                                                                                                       (5.16) 

 

Όπνπ k ν αξηζκφο θχκαηνο θαη σ ε γσληαθή ζπρλφηεηα. ΢ε φξνπο ηεο ειεχζεξεο 

επηθάλεηαο απηφ κπνξεί λα εθθξαζηεί σο: 

 

   22
y

x

yxζ

t

y

x

c

c






































                                                                          (5.17) 

    Σν νπνίν εθαξκφδεηαη ζην πςειφηεξν ζεκείν ηνπ κεηψπνπ ηνπ θχκαηνο.  

 

Η κέζνδνο απηή θαηάθεξε λα δψζεη θαιέο ηηκέο γηα ηελ ηαρχηεηα ηφζν γηα ηνπο απινχο 

φζν θαη γηα ηνπο ζχλζεηνπο θπκαηηζκνχο. Όκσο έλα γεληθφ πξφβιεκα κε θάζε ακθίδξνκν 

πξνζδηνξηζκφ ηεο ηαρχηεηαο είλαη φηη κπνξεί λα νδεγήζεη ζε αζηάζεηεο θαη ζνξχβνπο 

θάλνληαο απαξαίηεηε ηε ρξήζε low-pass θίιηξσλ. Σέινο ζην ΢ρ. 5.4 ζεσξψληαο απινχο 

θπκαηηζκνχο ζξαπφκελνπο ζε αθηή κε θιίζε 1/40 παξνπζηάδνληαη: ε κεηξνχκελε ηαρχηεηα 

θχκαηνο απφ ην πείξακα ηνπ Stive (1984), ε ηαρχηεηα ζχκθσλα κε ηε γξακκηθή ζεσξία θαη 

νη gh3.1c  , ghc  . 

 

 

Σχ. 5.4 Χωρικι μεταβολι τθσ ταχφτθτασ κυματιςμοφ για το πείραμα του Stive (1980) (1) 

ταχφτθτα προςδιοριςμζνθ αμφίδρομα (2) γραμμικι κεωρία (3) ghc   (4) gh3.1c  (Ο) 

πειραματικά δεδομζνα Stive. (Madsen et al. 1997) 
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5.5. Οξηαθέο ζπλζήθεο 

΢ην MIKE21 BW νη ζπλζήθεο ζην φξην πξνζνκνηψλνληαη κε ηε κέζνδν ησλ ζηξψζεσλ 

απνξξφθεζεο ελέξγεηαο ή sponge/absorbing layers, δειαδή κε ην λα αλαηίζεληαη ζε έλαλ 

αξηζκφ θειηψλ ηνπ νξίνπ ηέηνηεο ζπλζήθεο αθηηλνβνιίαο νη νπνίεο απνκεηψλνπλ ζηαδηαθά 

φιε ηελ ελέξγεηα ηνπ θπκαηηθνχ πεδίνπ πνπ δηαδίδεηαη πξνο ηηο έμσ πεξηνρέο απφ ην ρψξν 

πξνζνκνίσζεο, ελψ ηαπηφρξνλα εμαζθαιίδνπλ κεδεληθή αλάθιαζε. 

 

Η επφκελε ζρέζε δίλεη ηελ ηηκή ηνπ ζπληειεζηή απνκείσζεο (sponge layer coefficient): 

 1-ir
sponge αC  , i=1, Nsponge  

 

Όπνπ α,r είλαη ζηαζεξέο πξνο πξνζδηνξηζκφ θαη Nsponge ν αξηζκφο ησλ γξακκψλ 

απνξξφθεζεο (Larsen and Dancy, 1983). 

 

Παξαπιεχξσο ηνπ απνξξνθεηηθνχ πεδίνπ ‘sponge layer’ ηνπνζεηείηαη κηα γξακκή 

γέλεζεο ησλ θπκάησλ ζχλζεησλ ή θαη κνλνρξσκαηηθψλ (wave generation line) ζε εθείλν ην 

φξην απφ ην νπνίν ζεσξνχκε φηη εηζάγεηαη ην θπκαηηθφ πεδίν ζε νπνηαδήπνηε θαηεχζπλζε σο 

πξνο ην ρψξν πξνζνκνίσζεο, φπσο θαίλεηαη ζην ΢ρ. 5.5. 

 

 

Σχ.5.5 Παράδειγμα εφαρμογισ οριακϊν ςυνκθκϊν (απορροφθτικϊν ορίων-sponge layers) ςε 

κάποια περιοχι προςομοίωςθσ. 
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5.6. Αξηζκεηηθό ζρήκα επίιπζεο 

Η αξηζκεηηθή κέζνδνο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζην 2DH BW module βαζίδεηαη ζην 

απνθαινχκελν SYSTEM21 ζρήκα, ην νπνίν εθεπξέζεθε απφ ηνπο Abbott et al. (1973) θαη 

επεθηάζεθε γηα πξνζνκνίσζε βξαρέσλ θπκάησλ απφ ηνπο Abbott et al. (1978). Απφ ηφηε ην 

εχξσζην ζρήκα έρεη ππνζηεί ζπλερή βειηίσζε (Madsen et al., 1991; Madsen and Sørensen, 

1992). Οη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο δηαθξηηνπνηνχληαη ρσξηθά ζε νξζνγσληθφ θάλαβν ζηαζεξνχ 

βήκαηνο. Σα κνλφκεηξα (βαζκσηά) κεγέζε, φπσο ε αλχςσζε ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο, 

νξίδνληαη ζηνπο θφκβνπο ηνπ θαλάβνπ, ελψ νη ζπληζηψζεο ηεο ξνήο νξίδνληαη ζην κέζν 

γεηηνληθψλ θφκβσλ (επί ησλ πιεπξψλ βξφρσλ) φπσο παξνπζηάδεηαη ζην ΢ρ. 5.6. 

 

 

Σχ. 5.6 Απεικόνιςθ κανάβου για το 2DH BW module. 

Η νινθιήξσζε ζην ρξφλν γίλεηαη ρξεζηκνπνηψληαο έλα πεπιεγκέλν θεληξηθφ ζρήκα. Ο 

αιγφξηζκνο είλαη ελαιιαζζφκελεο δηεχζπλζεο Alternating Direction Implicit (ADI), κε 

‘fractional step’ ηερληθή θαη ‘side-feeding’ (semi-linearization of non-linear terms). Σν ηειηθφ 

ηξηδηαγψλην ζχζηεκα εμηζψζεσλ ιχλεηαη κε ηνλ ‘double-sweep’ αιγφξηζκν. 

 

΢ην 1DH BW module γίλεηαη ρξήζε κηαο κεζφδνπ ησλ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ γηα ηελ 

επίιπζε ησλ 1-D εμηζψζεσλ. Η επίιπζε απηή κπνξεί λα απνδψζεη ζνβαξά ιάζε εηδηθά φηαλ 

εθαξκφδνληαη ίζεο ηάμεο ζπλαξηήζεηο παξεκβνιήο γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ παξνρψλ θαη ηεο 
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αλχςσζεο. Γηα λα πάξνπκε ζηαζεξέο ιχζεηο ρσξίο δηαθπκάλζεηο ρξεζηκνπνηείηαη κηθηή 

παξεκβνιή. ΢ηνηρεία κε ηεηξαγσληθέο παξνρέο θαη γξακκηθή αλχςσζε ηεο ειεχζεξεο 

επηθάλεηαο θαζψο θαη επηπξφζζεηνη φξνη εθαξκφδνληαη ζε απηή ηελ θαηεχζπλζε. Η ρξνληθή 

νινθιήξσζε γίλεηαη κέζσ ελφο ξεηνχ Taylor-Galerkin ηξηψλ βεκάησλ ή κέζσ κηαο ηέηαξηεο 

ηάμεο κεζφδνπ πξφβιεςεο-δηφξζσζεο Adams-Bashforth-Moulton. Έλα ζεη ηξηψλ γξακκηθψλ 

εμηζψζεσλ πξέπεη λα επηιπζεί. Γηα κηθξά πξνβιήκαηα απηά ηα ζπζηήκαηα επηιχνληαη κε 

απαινηθή θαηά Gauss. Γηα πην κεγάια ζπζηήκαηα πξέπεη λα εθαξκφδνληαη πην ρξνλνβφξεο 

κέζνδνη, φπσο ε Krylov επαλαιεπηηθή κέζνδνο (GMRES) ζε ζπλδπαζκφ κε κία επαξθή 

πξνυπφζεζε (π.ρ. κηα LU παξαγνληνπνίεζε) φπσο πεξηγξάθεηαη αλαιπηηθά απφ ηνπο 

Sørensen et al. (2004). Σν παξφλ κνληέιν ππνζηεξίδεη ζηαζεξφ θαη κεηαβαιιφκελν πιέγκα 

(mesh) γηα κέγηζην βαζκφ πξνζαξκνζηηθφηεηαο. 
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6. Αξηζκεηηθέο πξνζνκνηώζεηο & ζπγθξίζεηο 

 

 

6.1. Δηζαγσγή  

΢ην θεθάιαην απηφ παξνπζηάδνληαη θαη αλαιχνληαη ηα πεηξάκαηα ησλ Beji and Batjjes 

(1994), Berkhoff et al (1982), Vincent and Briggs (1989) θαη Ohyama et al. (1995) θαη ηα 

αξηζκεηηθά δεδνκέλα πνπ πξνθχςαλ απφ απηά ζπγθξίλνληαη κε ηα αληίζηνηρα ηνπ κνληέινπ 

ηχπνπ Boussinesq (Chondros and Memos, 2014) θαη ηνπ ππνινγηζηηθνχ πξνγξάκκαηνο 

MIKE21 BW. 

 

6.2.   Πείξακα Beji and Batjjes (1994) 

΢ηελ παξνχζα ελφηεηα εμεηάδεηαη ε αθξίβεηα πξνζνκνίσζεο ηνπ αξηζκεηηθνχ κνληέινπ 

ηχπνπ Boussinesq (Chondros and Memos, 2014) θαη ηνπ MIKE21 BW, ζηε δηάδνζε βξαρέσλ 

κνλνρξσκαηηθψλ θπκαηηζκψλ, ζξαπφκελσλ θαη κε, ζε χθαιν ηξαπέδην. Σα αξηζκεηηθά 

απνηειέζκαηα ζπγθξίλνληαη κε ηηο κεηξήζεηο ηνπ πεηξάκαηνο Beji & Batjjes (1994). 

 

6.2.1.  Πεξηγξαθή πεηξακαηηθήο δηάηαμεο Beji and Batjjes (1994) 

Σα πεηξάκαηα ησλ Beji & Battjes δηεμήρζεζαλ ζε θαλάιη θπκαηηζκψλ πνπ πεξηείρε χθαιν 

εκπφδην ηξαπεδνεηδνχο δηαηνκήο. Η ηνκή ηεο δηάηαμεο θαίλεηαη ζην αθφινπζν ΢ρ. 6.1. Η 

κεηαβνιή ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο κεηξήζεθε κε κεηξεηέο κεηαβνιήο ηεο ειεθηξηθήο 

αληίζηαζεο ζε ζχξκα (parallel-wire resistance gage), νη νπνίνη ήηαλ ηνπνζεηεκέλνη ζηηο 

ζέζεηο πνπ δηαθξίλνληαη ζην ΢ρ. 6.2. Σα πεηξάκαηα αθνξνχζαλ ζξαπφκελνπο θαη κε 

θπκαηηζκνχο. ΢ηα πεηξάκαηα δηεξεπλήζεθαλ κνλνρξσκαηηθνί θπκαηηζκνί ζπρλφηεηαο f=0.5 

Hz θαη χςνπο H=2.0 cm, θαζψο επίζεο θαη ηπραίνη θπκαηηζκνί (θάζκαηνο JONSWAP, κε 

ζπρλφηεηα θνξπθήο fp=0.5 Hz θαη ζεκαληηθφ χςνο Hs ∼1.8 cm).  
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Σχ. 6.1 Κατά μικοσ τομι καναλιοφ του πειραματοσ των Beji and Batjjes (1994). Οι αρικμοί 1-7 

είναι οι κζςεισ των αιςκθτιρων. 

 

 

 

Σχ. 6.2 Θζςθ και βακυμετρία αιςκθτιρων του πειράματοσ των Beji and Betjjes (1994). 
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6.2.2. Δθαξκνγή MIKE21 BW θαη CM14 θαη ζπγθξηηηθά δηαγξάκκαηα γηα 

κε ζξαπόκελνπο θπκαηηζκνπο (non breaking waves) 

   Παξνπζηάδνληαη ζε θνηλνχο άμνλεο ηα θάζκαηα S(f) (γηα ηνπο έμη αηζζεηήξεο ηνπ 

πεηξάκαηνο 2-7), ζε ζρέζε κε ηε ζπρλφηεηα f, φπσο πξνθχπηνπλ απφ ηηο εξγαζηεξηαθέο 

κεηξήζεηο ησλ Beji & Batjjes (1994) non breaking, ηελ εθαξκνγή ηνπ κνληέινπ CM14 θαη 

ηνπ ππνινγηζηηθνχ πξνγξάκκαηνο MIKE21 BW. 

 

 

Σχ.6.3 Αιςκθτιρασ 2: Σφγκριςθ φαςμάτων πειράματοσ, μοντζλου CM14 και MIKE21 BW για 

ειςερχόμενο κυματιςμό με χαρακτθριςτικά Ηο=2.0 cm και fp =ο.5 Hz. 
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Σχ.6.4 Αιςκθτιρασ 3: Σφγκριςθ φαςμάτων πειράματοσ, μοντζλου CM14 και MIKE21 BW για 

ειςερχόμενο κυματιςμό με χαρακτθριςτικά Ηο=2.0 cm και fp =ο.5 Hz. 

 

 

Σχ.6.5 Αιςκθτιρασ 4: Σφγκριςθ φαςμάτων πειράματοσ, μοντζλου CM14 και MIKE21 BW για 

ειςερχόμενο κυματιςμό με χαρακτθριςτικά Ηο=2.0 cm και fp =ο.5 Hz. 
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Σχ.6.6 Αιςκθτιρασ 5: Σφγκριςθ φαςμάτων πειράματοσ, μοντζλου CM14 και MIKE21 BW για 

ειςερχόμενο κυματιςμό με χαρακτθριςτικά Ηο=2.0 cm και fp =ο.5 Hz. 

 

 

Σχ.6.7 Αιςκθτιρασ 6: Σφγκριςθ φαςμάτων πειράματοσ, μοντζλου CM14 και MIKE21 BW για 

ειςερχόμενο κυματιςμό με χαρακτθριςτικά Ηο=2.0 cm και fp =ο.5 Hz. 
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Σχ.6.8 Αιςκθτιρασ 7: Σφγκριςθ φαςμάτων πειράματοσ, μοντζλου CM14 και MIKE21 BW για 

ειςερχόμενο κυματιςμό με χαρακτθριςτικά Ηο=2.0 cm και fp =ο.5 Hz. 

 

 

6.2.3. Δθαξκνγή MIKE21 BW θαη CM14 θαη ζπγθξηηηθά δηαγξάκκαηα γηα 

ζξαπόκελνπο θπκαηηζκνπο (spilling waves) 

     Παξνπζηάδνληαη ζε θνηλνχο άμνλεο ηα θάζκαηα (γηα ηνπο έμη αηζζεηήξεο ηνπ πεηξάκαηνο 

2-7), ζε ζρέζε κε ηε ζπρλφηεηα, φπσο πξνθχπηνπλ απφ ηηο εξγαζηεξηαθέο κεηξήζεηο ησλ 

Beji & Batjjes (1994) Spilling, ηελ εθαξκνγή ηνπ κνληέινπ CM14 θαη ηνπ ππνινγηζηηθνχ 

πξνγξάκκαηνο MIKE21 BW. 
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Σχ.6.9 Αιςκθτιρασ 2: Σφγκριςθ φαςμάτων πειράματοσ, μοντζλου CM14 και MIKE21 BW για 

ειςερχόμενο κυματιςμό με χαρακτθριςτικά Ηο=2.0 cm και fp =ο.5 Hz. 

 

 

Σχ.6.10 Αιςκθτιρασ 3: Σφγκριςθ φαςμάτων πειράματοσ, μοντζλου CM14 και MIKE21 BW για 

ειςερχόμενο κυματιςμό με χαρακτθριςτικά Ηο=2.0 cm και fp =ο.5 Hz. 
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Σχ.6.11 Αιςκθτιρασ 4: Σφγκριςθ φαςμάτων πειράματοσ, μοντζλου CM14 και MIKE21 BW για 

ειςερχόμενο κυματιςμό με χαρακτθριςτικά Ηο=2.0 cm και fp =ο.5 Hz. 

 

 

Σχ.6.12 Αιςκθτιρασ 5: Σφγκριςθ φαςμάτων πειράματοσ, μοντζλου CM14 και MIKE21 BW για 

ειςερχόμενο κυματιςμό με χαρακτθριςτικά Ηο=2.0 cm και fp =ο.5 Hz. 
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Σχ.6.13 Αιςκθτιρασ 6: Σφγκριςθ φαςμάτων πειράματοσ, μοντζλου CM14 και MIKE21 BW για 

ειςερχόμενο κυματιςμό με χαρακτθριςτικά Ηο=2.0 cm και fp =ο.5 Hz. 

 

 

Σχ.6.14 Αιςκθτιρασ 7: Σφγκριςθ φαςμάτων πειράματοσ, μοντζλου CM14 και MIKE21 BW για 

ειςερχόμενο κυματιςμό με χαρακτθριςτικά Ηο=2.0 cm και fp =ο.5 Hz. 
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6.3. Πείξακα Berkhoff et al. (1982) 

 ΢ηελ παξνχζα ελφηεηα εμεηάδεηαη ε αθξίβεηα πξνζνκνίσζεο ηνπ αξηζκεηηθνχ κνληέινπ 

ηχπνπ Boussinesq (Chondros and Memos, 2014) θαη ηνπ MIKE21 BW, ζηε δηάδνζε 

δηζδηάζηαησλ θπκαηηζκψλ. Σα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα ζπγθξίλνληαη κε ηηο κεηξήζεηο ηνπ 

πεηξάκαηνο Berkhoff et al (1982). 

 

6.3.1. Πεξηγξαθή πεηξακαηηθήο δηάηαμεο Berkhoff et al. (1982) 

Πξνθεηκέλνπ λα κπνξεί λα εμεηαζηεί ε δηαζπνξά ηνπ εχξνπο ζην κνληέιν θαη ζην 

πξφγξακκα, νη αξηζκεηηθέο πξνζνκνηψζεηο ζπγθξίλνληαη κε ηα πεηξακαηηθά δεδνκέλα ηνπ 

πεηξάκαηνο Berkhoff et al. (1982). Η βαζπκεηξία ηνπ πεηξάκαηνο απνηειείηαη απφ έλα 

ειιεηπηηθφ χθαιν εκπφδην ζηεξηδφκελν ζε έλα επίπεδν ππζκέλα θιίζεο 1:50. Η θιίζε ηνπ 

ππζκέλα ζρεκαηίδεη γσλία -20
ν
 κε ηηο πεηξακαηηθέο θπκαηνγελλήηξηεο  (waves paddles). Σα 

ρσξηθά θαη ρξνληθά βήκαηα είλαη αληίζηνηρα: Γx=Γy=0.05 m θαη Γt=0.0025 sec. Σν 

εηζεξρφκελν θχκα είρε χςνο Ho=0.0464 m θαη ε πεξίνδνο T=1.0 sec. Σν κνληέιν έηξεμε γηα 

t=40 sec, ρσξίο λα παξνπζηάζεη νπνηνδήπνηε πξφβιεκα ζηαζεξφηεηαο. Οη ζηνηβάδεο 

απνξξφθεζεο 2.5 m ηνπνζεηνχληαη αλάληε ηεο γξακκήο παξαγσγήο θπκαηηζκψλ θαη 

θαηάληε ζην ηέινο ηνπ ππνινγηζηηθνχ πεδίνπ. Σν ππνινγηδφκελν θπκαηηθφ πεδίν έθηαζε ζε 

κφληκε θαηάζηαζε κεηά απφ 30 sec. Σν χςνο θχκαηνο κεηξήζεθε θαηά κήθνο ησλ νθηψ 

ηνκέσλ (S1-S8). Σα αδηαζηαηνπνηεκέλα (κε ην εηζεξρνκέλν χςνο θχκαηνο) χςε θπκάησλ 

H/Ho, θαηά κήθνο ησλ ηνκέσλ 1 έσο 8, δίλνληαη ζηα δηαγξάκκαηα πνπ αθνινπζνχλ θαη γηα 

ηα πξφηππα απνηειέζκαηα θαη γηα ηηο πεηξακαηηθέο κεηξήζεηο. Η πεηξακαηηθή δηάηαμε θαη ε 

βαζπκεηξία θαίλνληαη ζην ΢ρ. 6.15 
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Σχ. 6.15: Πειραματικι διάταξθ και βακυμετρία πειράματοσ Berkhoff et al. (1982). 

 

 

6.3.2. Δθαξκνγή MIKE21 BW θαη CM14 θαη ζπγθξηηηθά δηαγξάκκαηα 

Παξνπζηάδνληαη ζε θνηλνχο άμνλεο ηα αδηαζηαηνπνηεκέλα χςε θχκαησλ (γηα ηνπο νθηψ 

ηνκείο ηνπ πεηξάκαηνο 1-8), φπσο πξνθχπηνπλ απφ ηηο εξγαζηεξηαθέο κεηξήζεηο ησλ  

Berkhoff et al. (1982), ηελ εθαξκνγή ηνπ κνληέινπ CM14 θαη ηνπ ππνινγηζηηθνχ 

πξνγξάκκαηνο MIKE21 BW. 
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Σχ.6.16 Τομζασ 1: Σφγκριςθ αδιαςτατοποιθμζνων υψϊν κφματοσ πειράματοσ, μοντζλου CM14 

και MIKE21 BW για ειςερχόμενο μονοχρωματικό κυματιςμό με χαρακτθριςτικά Ηο=0.0464 m και 

Τ=1.0 sec 

 

     Σχ. 6.17 Τομζασ 2: Σφγκριςθ αδιαςτατοποιθμζνων υψϊν κφματοσ πειράματοσ, μοντζλου CM14 

και MIKE21 BW για ειςερχόμενο μονοχρωματικό κυματιςμό με χαρακτθριςτικά Ηο=0.0464 m και 

Τ=1.0 sec 
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Σχ. 6.18 Τομζασ 3: Σφγκριςθ αδιαςτατοποιθμζνων υψϊν κφματοσ πειράματοσ, μοντζλου CM14 

και MIKE21 BW για ειςερχόμενο μονοχρωματικό κυματιςμό με χαρακτθριςτικά Ηο=0.0464 m και 

Τ=1.0 sec 

 

Σχ. 6.19 Τομζασ 4: Σφγκριςθ αδιαςτατοποιθμζνων υψϊν κφματοσ πειράματοσ, μοντζλου CM14 

και MIKE21 BW για ειςερχόμενο μονοχρωματικό κυματιςμό με χαρακτθριςτικά Ηο=0.0464 m και 

Τ=1.0 sec 
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Σχ. 6.20 Τομζασ 5: Σφγκριςθ αδιαςτατοποιθμζνων υψϊν κφματοσ πειράματοσ, μοντζλου CM14 

και MIKE21 BW για ειςερχόμενο μονοχρωματικό κυματιςμό με χαρακτθριςτικά Ηο=0.0464 m και 

Τ=1.0 sec 

 

Σχ. 6.21 Τομζασ 6: Σφγκριςθ αδιαςτατοποιθμζνων υψϊν κφματοσ πειράματοσ, μοντζλου CM14 

και MIKE21 BW για ειςερχόμενο μονοχρωματικό κυματιςμό με χαρακτθριςτικά Ηο=0.0464 m και 

Τ=1.0 sec 
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Σχ. 6.22 Τομζασ 7: Σφγκριςθ αδιαςτατοποιθμζνων υψϊν κφματοσ πειράματοσ, μοντζλου CM14 

και MIKE21 BW για ειςερχόμενο μονοχρωματικό κυματιςμό με χαρακτθριςτικά Ηο=0.0464 m και 

Τ=1.0 sec 

 

Σχ. 6.23 Τομζασ 8: Σφγκριςθ αδιαςτατοποιθμζνων υψϊν κφματοσ πειράματοσ, μοντζλου CM14 

και MIKE21 BW για ειςερχόμενο μονοχρωματικό κυματιςμό με χαρακτθριςτικά Ηο=0.0464 m και 

Τ=1.0 sec 
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6.4. Πείξακα Vincent and Briggs (1989) 

΢ηελ παξνχζα ελφηεηα εμεηάδεηαη ε αθξίβεηα πξνζνκνίσζεο ηνπ αξηζκεηηθνχ κνληέινπ 

ηχπνπ Boussinesq (Chondros and Memos, 2014) θαη ηνπ MIKE21 BW, ζηε δηάδνζε 

δηζδηάζηαησλ θπκαηηζκψλ. Σα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα ζπγθξίλνληαη κε ηηο κεηξήζεηο ηνπ 

πεηξάκαηνο Vincent and Briggs (1989). 

 

6.4.1. Πεξηγξαθή πεηξακαηηθήο δηάηαμεο Vincent and Briggs (1989) 

   Οη Vincent and Briggs (1989) δηελεξγήζαλ πεηξάκαηα δηάδνζεο κνλνρξσκαηηθψλ 

θπκαηηζκψλ θαη ηπραίσλ θπκαηηζκψλ πνπ πεξλνχλ πάλσ απφ χθαιν ειιεπηηθφ εκπφδην, 

ρξεζηκνπνηψληαο κηα θαηεπζπληήξηα θαζκαηηθή γελλήηξηα θπκαηηζκψλ, ζε κηα δεμακελή ηνπ 

εξγαζηεξίνπ πδξαπιηθήο ηνπ εξεπλεηηθνχ θέληξνπ ηνπ Ακεξηθάληθνπ ΢ηξαηνχ. Οη φξνη 

θπκάησλ, πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηελ πξνζνκνίσζε ζε απηήλ ηελ κειέηε, είλαη έλα 

εκηηνλνεηδέο θχκα κε αξρηθφ χςνο Ho=0.0254 m θαη  πεξίνδν T=1.3 sec. Γηα ηηο αξηζκεηηθέο 

πξνζνκνηψζεηο απηνχ ηνπ πεηξάκαηνο, ε βαζπκεηξία απνηεινχληαλ απφ ζηαζεξφ ππζκέλα κε 

έλα ειιεπηηθφ χθαιν εκπφδην, φπσο θαίλεηαη ζην ΢ρ.6.24. Σν ππνινγηζηηθφ βήκα 

επηιέρζεθε Γx=Γy=0.05, ελψ ην ρξνληθφ βήκα Γt=0.01 sec. Σν θέληξν ηνπ χθαινπ πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθε ζην πείξακα βξίζθεηαη ζε ζπληεηαγκέλεο x=6.1 m θαη y=13.72 m. Η 

πξνζνκνίσζε πξαγκαηνπνηήζεθε γηα 30 sec θαη νη ηειεπηαίεο 5 πεξίνδνη ρξεζηκνπνηήζεθαλ 

γηα λα εμαρζνχλ ηα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα ησλ πςψλ θπκάησλ, πνπ παξνπζηάδνληαη ζηα 

δηαγξάκκαηα πνπ αθνινπζνχλ, ζε ζχγθξηζε κε ηηο πεηξακαηηθέο κεηξήζεηο ζε ηέζζεξεηο 

ηνκείο. 
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Σχ.6.24 Εργαςτθριακι ρφκμιςθ του πειράματοσ του Vincent και Briggs (1989). Τα κφματα 

διαδίδουν ςτθν κατεφκυνςθ του Χ. 

 

6.4.2. Δθαξκνγή MIKE21 BW θαη CM14 θαη ζπγθξηηηθά δηαγξάκκαηα 

Παξνπζηάδνληαη ζε θνηλνχο άμνλεο ηα αδηαζηαηνπνηεκέλα χςε θχκαησλ (γηα ηνπο 

ηέζζεξεηο ηνκείο ηνπ πεηξάκαηνο 3,4,7 θαη 8) H/Ho, φπσο πξνθχπηνπλ απφ ηηο εξγαζηεξηαθέο 

κεηξήζεηο ησλ Vincent and Briggs (1989), ηελ εθαξκνγή ηνπ κνληέινπ CM14 θαη ηνπ 

ππνινγηζηηθνχ πξνγξάκκαηνο MIKE21 BW. 
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Σχ. 6.25 Τομζασ 3: Σφγκριςθ αδιαςτατοποιθμζνων υψϊν κφματοσ πειράματοσ, μοντζλου CM14 

και MIKE21 BW γαι ειςερχόμενο μονοχρωματικό κυμαιςμό με χαρακτθριςτικά Ho=0.0254 m και 

T=1.3 sec 

 

Σχ. 6.26 Τομζασ 4: Σφγκριςθ αδιαςτατοποιθμζνων υψϊν κφματοσ πειράματοσ, μοντζλου CM14 

και MIKE21 BW γαι ειςερχόμενο μονοχρωματικό κυμαιςμό με χαρακτθριςτικά Ho=0.0254 m και 

T=1.3 sec 
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Σχ. 6.27 Τομζασ 7: Σφγκριςθ αδιαςτατοποιθμζνων υψϊν κφματοσ πειράματοσ, μοντζλου CM14 

και MIKE21 BW γαι ειςερχόμενο μονοχρωματικό κυμαιςμό με χαρακτθριςτικά Ho=0.0254 m και 

T=1.3 sec 

 

Σχ. 6.28 Τομζασ 8: Σφγκριςθ αδιαςτατοποιθμζνων υψϊν κφματοσ πειράματοσ, μοντζλου CM14 

και MIKE21 BW γαι ειςερχόμενο μονοχρωματικό κυμαιςμό με χαρακτθριςτικά Ho=0.0254 m και 

T=1.3 sec 
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6.5. Πείξακα Ohyama et al. (1995) 

΢ηελ παξνχζα ελφηεηα εμεηάδεηαη ε αθξίβεηα πξνζνκνίσζεο ηνπ αξηζκεηηθνχ κνληέινπ 

ηχπνπ Boussinesq (Chondros and Memos, 2014) θαη ηνπ MIKE21 BW, ζηε δηάδνζε 

κνλνδηάζηαησλ θπκαηηζκψλ. Σα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα ζπγθξίλνληαη κε ηηο κεηξήζεηο 

ηνπ πεηξάκαηνο Ohyama et al. (1995). 

 

6.5.1.   Πεξηγξαθή πεηξακαηηθήο δηάηαμεο πεηξάκαηνο 

Σα πξφηππα πεηξάκαηα ησλ Ohyama et al. (1995) πξαγκαηνπνηήζεθαλ ζε έλα θαλάιη 

κήθνπο 65 m, πιάηνπο 1.0 m θαη χςνπο 1.6 m. Η δηακφξθσζε ηεο πεηξακαηηθήο δηάηαμεο ηνπ 

πεηξάκαηνο παξνπζίαδεηαη ζην ΢ρ.6.29. ΢πγθεθξηκέλα, απνηειείηαη απφ έλα χθαιν 

ηξαπεδνεηδέο εκπφδην, χςνπο 0.35 m, κε κεγάιε πιεπξά Β=2.9 m θαη κηθξή β= 1.5 m. Σν 

βάζνο ηνπ χδαηνο ζην πείξακα ήηαλ ho=0.5 m ζηε βαζχηεξε πεξηνρή θαη 0.15 m πάλσ απφ 

ην νξηδφληην κέξνο ηνπ εκπνδίνπ. Η απφζηαζε απφ ηελ θπκαηνγελλήηξηα, θαζνξίζηεθε απφ 

ηε κία πιεπξά ηνπ αγσγνχ χδαηνο. Έλαο απνξξνθεηήο θπκάησλ, απνηεινχκελνο απφ 

ρνλδξνεηδέο πιηθφ, ηνπνζεηήζεθε ζην ηέινο ηνπ θαλαιηνχ. Όπσο θαίλεηαη ζην ΢ρ. 6.29, νη 

αλπςψζεηο ηεο ειεχζεξεο επηθάλεηαο χδαηνο κεηξήζεθαλ ζε πέληε δηαθνξεηηθνχο ηνκείο, 

ρξεζηκνπνηψληαο ηνπο κεηξεηέο θπκάησλ. Ο εηζεξρφκελνο κνλνρξσκαηηθφο θπκαηηζκφο κε 

βάζε ηνλ νπνίνλ έγηλαλ νη πεηξακαηηθέο κεηξήζεηο είρε χςνο Ην=0.05 m θαη πεξίνδν Σ=2.68 

sec. 
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Σχ. 6.29 Πειραματικι διάταξθ πειράματοσ Ohyama et al. (1995) 

 

 

6.5.2. Δθαξκνγή MIKE21 BW θαη CM14 θαη ζπγθξηηηθά δηαγξάκκαηα 

Παξνπζηάδνληαη ζε θνηλνχο άμνλεο ε αδηάζηαηε αλχςσζε ειεχζεξεο επηθάλεηαο (γηα ηηο 

δχν ηνκείο ηνπ πεηξάκαηνο 3 θαη 5) δ/H, φπσο πξνθχπηεη απφ ηηο εξγαζηεξηαθέο κεηξήζεηο 

ησλ Ohyama et al. (1995), ηελ εθαξκνγή ηνπ κνληέινπ CM14 θαη ηνπ ππνινγηζηηθνχ 

πξνγξάκκαηνο MIKE21 BW. 
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       Σχ. 6.30 Τομζασ 3: Σφγκριςθ αδιάςτατθσ ανφψωςθσ ελεφκερθσ επιφάνειασ πειράματοσ, 

μοντζλου CM14 και MIKE21 BW για ειςερχόμενο μονοχρωματικό κυματιςμό με χαρακτθριςτικά 

Ηο=0.05 m και Τ=2.68 sec 

 

Σχ. 6.31 Τομζασ 5: Σφγκριςθ αδιάςτατθσ ανφψωςθσ ελεφκερθσ επιφάνειασ πειράματοσ, 

μοντζλου CM14 και MIKE21 BW για ειςερχόμενο μονοχρωματικό κυματιςμό με χαρακτθριςτικά 

Ηο=0.05 m και Τ=2.68 sec
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7.  ΢ρνιηαζκόο ησλ δηαγξακκάησλ θαη εμαγσγή 

ζπκπεξαζκάησλ 

 

 

7.1.  ΢ρνιηαζκόο δηαγξακκάησλ ζην πείξακα Beji and Batjjes  

 

7.1.1.  ΢ρνιηαζκόο δηαγξακκάησλ γηα κε ζξαπόκελνπο θπκαηηζκνύο ζην 

πείξακα ησλ Beji and Batjjes 

 

Όπσο θαίλεηαη απφ ηα δηαγξάκκαηα γηα ηνπο κε ζξαπφκελνπο θπκαηηζκνχο, κπνξεί λα 

εηπσζεί φηη επηηπγράλεηαη κία θαιή ζπκθσλία ζηελ πξνζνκνίσζε ηφζν απφ ην πξφγξακκα 

MIKE21 BW φζν θαη απφ ην κνληέιν CM14 θαη νη απνθιίζεηο πνπ εκθαλίδνληαη είλαη 

ζρεηηθά κηθξέο.  

Πην ζπγθεθξηκέλα, ζηνλ αηζζεηήξα 2 θαίλεηαη φηη ην κνληέιν θαη ην πξφγξακκα δίλνπλ  

ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα, θάηη αλακελφκελν ζε αλνδηθή θιίζε ππζκέλα, κε κηθξέο 

απνθιίζεηο θαη ησλ δχν ζηελ θχξηα θνξπθή ηνπ δηαγξάκκαηνο. 

΢ηε ζπλέρεηα θαη φζν πξνρσξάεη ν θπκαηηζκφο, παξαηεξνχκε ηελ αχμεζε ηεο κε 

γξακκηθφηεηαο ηνπ. Γηα ην ιφγν απηφ, ζηνπο αηζζεηήξεο 3 θαη 4, πνπ βξίζθνληαη ζηε ζηέςε, 

ν θπκαηηζκφο έρεη αλαπηχμεη έληνλα ηα ζηνηρεία κε γξακκαηηθφηεηαο. Απηφ έρεη σο 

απνηέιεζκα κηθξέο απνθιίζεηο ησλ πεηξακαηηθψλ δεδνκέλσλ ηφζν κε ην κνληέιν CM14, φζν 

θαη κε ην πξφγξακκα MIKE21 BW, ηα νπνία δελ κπνξνχλ λα πεξηγ΄ξαςνπλ ηε κεηάδνζε 

ελιεξγεηαο ζε πςειέο ζπρλφηεηεο, φπσο θαίλεηαη ζηα δηαγξάκκαηα γηα f(Hz) 1.0-2.0. ΢ε 

γεληθέο γξακκέο, φκσο, ε πξνζνκνίσζε θξίλεηαη αξθεηά ηθαλνπνηεηηθή. 
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΢ηνπο αηζζεηήξεο 5, 6 θαη 7 θαη θπξίσο ζηνπο δχν ηειεπηαίνπο, εκθαλίδεηαη ην θαηλφκελν 

ηεο απειεπζέξσζεο πςειφηεξσλ αξκνληθψλ. Απηφ ζπκβαίλεη δηφηη νη αηζζεηήξεο απηνί 

βξίζθνληαη ζηε θαζνδηθή θιίζε ηνπ χθαινπ ηξαπεδίνπ θαη σο εθ ηνχηνπ ν θπκαηηζκφο 

έρνληαο πεξάζεη ηε ζηέςε έρεη απνθηήζεη έληνκα κε γξακκηθά ζηνηρεία. Γηα απηφ ην ιφγν 

παξαηεξνχκε φηη ελψ ε πξνζνκνίσζε είλαη αξθεηά θαιή ζηε ζπρλφηεηα 0-0.5 Ηz, κεηέπεηηα 

εκθαλίδνληαη απνθιίζεηο, νη νπνίεο είλαη εληνλφηεξεο αλάκεζα ζηα πεηξακαηηθά δεδνκέλα 

θαη ζην πξφγξακκα MIKE21 BW, ην νπνίν ππνεθηηκά ζε θάπνηεο ζπρλφηεηεο  ην θάζκα θαη 

αδπλαηεί λα πεξηγξάςεη αθξηβψο ηε δεκηνπξγία πςειψλ αξκνληθψλ. 

 

7.1.2. ΢ρνιηαζκόο δηαγξακκάησλ γηα ζξαπόκελνπο θπκαηηζκνύο ζην 

πείξακα ησλ Beji and Batjjes 

 

Όπσο θαίλεηαη απφ ηα δηαγξάκκαηα γηα ηνπο ζξαπφκελνπο θπκαηηζκνχο ζην πείξακα ησλ 

Beji and Batjjes παξαηεξείηαη φηη επηηπγράλεηαη κία θαιή ζπκθσλία ζηελ πξνζνκνίσζε ησλ 

πεηξακαηηθψλ δεδνκέλσλ απφ ην κνληέιν CM14, αιιά εκθαλίδνληαη αμηνζεκείσηεο 

απνθιίζεηο ζην αξηζκεηηθφ πξφγξακκα MIKE21 BW, θπξίσο ζηνπο αηζζεηήξεο πνπ 

βξίζθνληαη πνπ βξίζθνληαη ζε θαζνδηθή θιίζε ππζκέλα, κεηά ην χθαιν εκπφδην. 

Αλαιπηηθφηεξα, ζηνλ αηζζεηήξα 2, ζηελ αλνδηθή θιίζε ππζκέλα, θαίλεηαη φηη ηα 

θαιχηεξα απνηειέζκαηα ηα δίλεη ην πξφγξακκα MIKE21 BW, θαζψο ην κνληέιν CM14 

ππεξεθηηκά ηηο θνξπθέο ηνπ δηαγξάκκαηνο γηα θάπνηεο ζπρλφηεηεο (γηα f= 0.5-1.0 Ηz). 

΢ηνλ αηζζεηήξα 3 θαη 4, νη νπνίνη βξίζθνληαη πάλσ ζηε ζηέςε θαη έρνπκε πςειά ζηνηρεία 

κε γξακκηθφηεηαο, επηηπγράλεηαη αξθεηά ηθαλνπνηεηηθή ζχγθιηζε ησλ πεηξακαηηθψλ 

δεδνκέλσλ κε ηα απνηειέζκαηα ηνπ κνληέινπ Chondros and Memos, 2014. Αληίζεηα, ην 

πξφγξακκα MIKE21 BW ππεξεθηηκά ην θάζκα θαη εκθαλίδεη απφθιηζε κε ην πείξακα, ηδίσο 

ζηηο ζπρλφηεηεο f= 0.5 έσο 1.5 Hz. 

Κάηη αλάινγν ζπκβαίλεη θαη ζηνπο αηζζεηήξεο 5 θαη 6, ζηελ θαζνδηθή θιίζε ηνπ ππζκέλα 

κε ην κνληέιν CM14 λα ζπκθσλεί ζε κεγάιν βαζκφ κε ηα πεηξακαηηθά δεδνκέλα ζηνπο 

ζηαζκνχο απηνχο θαη ην ππνινγηζηηθφ πξφγξακκα λα εκθαλίδεη έληνλεο δηαθνξέο θαη 
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απνθιίζεηο. Ο θπκαηηζκφο έρνληαο πεξάζεη ηε ζηέςε έρεη απνθηήζεη έληνκα κε γξακκηθά 

ζηνηρεία θαη ην MIKE21 BW ππεξεθηηκά ην θάζκα πνπ δεκηνπξγείηαη θαη δελ κπνξεί λα ην 

πξνζνκνηψζεη επαξθψο γηα ηηο ζπρλφηεηεο f= 0.5 έσο 1.5 Hz, ζε ζληίζεζε κε ην κνληέιν πνπ 

παξνπζηάδεη ηθαλνπνηεηηθή ζχγθιηζε κε ηα πεηξακαηηθά δεδνκέλα. 

Σέινο, ζηνλ αηζζεηήξα 7, παξαηεξνχληαη απνθιίζεηο θαη ησλ δχν ζε ζρέζε κε ην 

πείξακα, κε ηηο απνθιίζεηο ηνπ πξνγξάκκαηνο MIKE21 BW λα είλαη πην εκθαλείο ζηηο 

αξρηθέο ζπρλφηεηεο f= 0.5 έσο 1.0 Hz θαη ηνπ κνληέινπ CM14 ζηηο πςειφηεξεο ζπρλφηεηεο 

θαη θπξίσο γηα f=1.0 Hz, φπνπ ππεξεθηηκά ηε θνξπθή ηνπ δηαγξάκκαηνο. 

 

7.2. ΢ρνιηαζκόο δηαγξακκάησλ ζην πείξακα Berkhoff et al. 

΢ηνλ ηνκέα 1, φπσο απνηππψλεηαη ζηα δηαγξάκκαηα, παξαηεξνχκε φηη ηα πεηξακαηηθά 

δεδνκέλα είλαη αξθεηά θνληά κε ηα απνηειέζκαηα ηφζν ηνπ κνληέινπ φζν θαη ηνπ 

πξνγξάκκαηνο. Δκθαλίδεηαη επνκέλσο κηα ηαχηηζε, ε νπνία είλαη εκθαλέζηεξε αλάκεζα ζην 

πείξακα ησλ Berkhoff et al. θαη ηνπ κνληέινπ Chondros and Memos 2014.  

Σν ίδην ζπκβαίλεη θαη ζηνλ ηνκέα 2, κε ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα θαη απφ ην κνληέιν 

θαη απφ ην πξφγξακκα. 

 ΢ηνπο ηνκείο 3, 4 θαη 5 ηελ θαιχηεξε ηαχηηζε κε ηα πεηξακαηηθά δεδνκέλα ηελ 

παξαηεξνχκε γηα ην κνληέιν CM14. Σν πξφγξακκα MIKE21 BW παξνπζηάδεη θαη απηφ 

ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα, κε ηε δηαθνξά φηη ππνεθηηκά ηα αδηαζηαηνπνηεκέλα χςε θαη 

δελ παξνπζηάδεη απφιπηε ηαχηηζε κε ην πείξακα θπξίσο ζην ρσξηθφ δηάζηεκα -3 κε 5 x (m). 

΢ηε ζπλέρεηα, ζηνλ ηνκέα 6 παξαηεξνχκε ζην ζρεηηθφ δηάγξακκα πσο ην πξφγξακκα 

MIKE21 BW αδπλαηεί λα πξνζνκνηψζεη ηε ρσξηθή κεηαβνιή ηνπ χςνπο θπκαηηζκνχ 

επαξθψο θαη εκθαλίδεη κεγάιεο απνθιίζεηο, νη νπνίεο είλαη εληνλφηεξεο ζην δηάζηεκα x= (5, 

10). ΢ην ζπγθεθξηκέλν δηάζηεκα ην κνληέιν Chondros and Memos 2014, παξνπζηάδεη 

ηαχηηζε κε ηα πεηξακαηηθά δεδνκέλα.  

Σέινο, ζηνπο ηνκείο 7 θαη 8, παξνπζηάδεηαη ηθαλνπνηεηηθή ηαχηηζε ησλ πεηξακαηηθψλ 

δεδνκέλσλ θαη κε ην πξφγξακκα θαη κε ην κνληέιν, κε ην CM14 λα εκθαλίδεη ειαθξψο 
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νξζφηεξα απνηειέζκαηα, θαζψο επηηπργάλεη αθξηβέζηεξε ζχγθιηζε. Καη ηα δχν πάλησο, 

αλαπαξηζηνχλ ζε πνιχ θαιφ βαζκφ ηε ζπγθέληξσζε ησλ θπκαηηζκψλ θαη ησλ πςψλ ηνπο θαη 

ε ζχγθξηζε είλαη αξθεηά θαιή ιακβάλνληαο ππφςελ ηε δηάζιαζε, ηε ξήρσζε θαη ηε 

πεξίζιαζε πνπ ιακβάλεη κέξνο ζην πείξακα απηφ. 

 

7.3. ΢ρνιηαζκόο δηαγξακκάησλ ζην πείξακα Vincent and Briggs 

Όπσο θαίλεηαη απφ ην δηαγξάκκα ζηνλ ηνκέα 3, παξνπζηάδεηαη απφθιηζε ησλ 

πεηξακαηηθψλ δεδνκέλσλ ζε ζρέζε κε ην πξφγξακκα. ΢πγθεθξηκέλα, ην ππνινγηζηηθφ 

πξφγξακκα MIKE21 BW απνθιίλεη ζηηο θνηιίεο, ππνεθηηκψληαο θαηά πνιχ ηα 

αδηαζηαηνπνηεκέλα χςε θχκαηνο. Αληίζεηα, ην κνληέιν Chondros and Memos 2014 

ζπκθσλεί κε ηα πεηξακαηηθά δεδνκέλα ησλ Vincent and Briggs ζε ηθαλνπνηεηηθφ βαζκφ, 

παξνπζηάδνληαο απφιπηε ηαχηηζε ζηηο θνηιίεο θαη ζηηο θνξπθέο, κε κφλε δηαθνξνπνίεζε γηα 

x=14 m, φπνπ ππεξεθηηκά θαηά ιίγν ηελ θνξπθή απηή. 

 ΢ηε ζπλέρεηα, ζηνλ ηνκέα 4, κπνξεί λα εηπσζεί φηη επηηπγράλεηαη κία θαιή ζπκθσλία 

ζηελ πξνζνκνίσζε ηφζν απφ ην κνληέιν CM14 φζν θαη απφ ην πξφγξακκα MIKE21 BW. 

Παξνπζηάδεηαη βέβαηα κία απφθιηζε ηνπ πξνγξάκκαηνο ζηελ θνξπθή γηα x=14 m, φπνπ 

φπσο θαη πξνεγνπκέλσο ζηνλ αηζζεηήξα 3 ην πξφγξακκα ππνεθηηκά ηελ θνξπθή. 

Σεινο, ζηνπο ζηαζκνχο 7 θαη 8 γίλεηαη εκθαλέο φηη ην πξφγξακκα MIKE21 BW πζηεξεί 

ζε ζεκαληηθφ βαζκφ ζε ζρέζε κε ην CM14. Παξαηεξείηαη κηα αξθεηά ηθαλνπνηεηηθή ηαχηηζε 

ησλ πεηξακαηηθψλ δεδνκέλσλ κε ηα απνηειέζκαηα ηνπ κνληέινπ Chondros and Memos 

2014, ελψ ην ππνινγηζηηθφ πξφγξακκα MIKE21 BW απνθιίλεη ζε ζεκαηηθφ βαζκφ θαη ηα 

απνηέιεζκαηά ηνπ δελ θξίλνληαη ηθαλνπνηεηηθά, θαζψο ππνεθηηκά θαηά πνιχ ηα 

αδηαζηαηνπνηεκέλα χςε θχκαηνο ζηνλ αηζζεηήξα 7, ελψ ζηνλ αηζζεηήξα 8 εκθαλίδεη 

ιαλζαζκέλε απνηχπσζε ησλ χςσλ, φπσο θαίλεηαη κε αθξίβεηα ζην ζρεηηθφ δηάγξακκα. 
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7.4. ΢ρνιηαζκόο δηαγξακκάησλ ζην πείξακα Ohyama et al. 

Γίλεηαη εκθαλέο απφ ην δηάγξακκα γηα ην ζηαζκφ 3 πνπ βξίζθεηαη ζηε ζηέςε ηνπ χθαινπ 

ηξαπεδίνπ, φηη επηηπγράλεηαη ζχγθιηζε ησλ πεηξακαηηθψλ δεδνκέλσλ ηφζν κε ην πξφγξακκα 

MIKE21 BW φζν θαη κε ην κνληέιν ηχπνπ Boussinesq Chondros and Memos 2014. Σα 

απνηειέζκαηα θαη ησλ δχν ζπκπίπηνπλ κε ηα πεηξακαηηθά δεδνκέλα θαη ε πξνζνκνίσζε 

θξίλεηαη ηθαλνπνηεηηθή, κε κηα κηθξή εμαίξεζε ζηηο θνηιίεο πνπ παξνπζηάδεηαη κηθξή 

ππνεθηίκεζε θαη ησλ δχν. 

΢ην ζηαζκφ 5, ν νπνίνο βξίζθεηαη θαηάληε ηνπ εκπνδίνπ, ζην πέξαο ηνπ αγσγνχ, 

παξαηεξνχληαη απνθιίζεηο ηνπ κνληέινπ θαη ηνπ πξνγξάκκαηνο ζε ζρέζε κε ηα πεηξακαηηθά 

δεδνκέλα ησλ Ohyama et al. Οη απνθιίζεηο απηέο είλαη πην εκθαλείο ζηηο θνξπθέο θαη ζηηο 

θνηιίεο, φπνπ γηα t/T 0.5 έσο 1.0 θαη 1.5 έσο 2.0 ην κνληέιν CM14 απνηππψλεη θαιχηεξα ηελ 

αδηάζηαηε αλχςσζε ειεχζεξεο επηθάλεηαο δ, ελψ ην πξφγξακκα  MIKE21 BW ηηο ππνεθηηκά 

θαηά πνιχ. Αληίζεηα, ζην δηάζηεκα t/T 0.0 έσο 0.5 θαη 1.0 έσο 1.5, ην πξφγξακκα 

πξνζνκνηψλεη θαιχηεξα ηα πεηξακαηηθά δεδνκέλα θαη εκθαλίδεη ηθαλνπνηεηηθά 

απνηειέζκαηα ζε ζρέζε κε ην κνληέιν CM14 , νη ηηκέο ηνπ νπνίνπ απνθιίλνπλ εληνλφηεξα. 

 

7.5. ΢πκπεξάζκαηα γηα ην ππνινγηζηηθό πξόγξακκα MIKE21 

BW 

Βάζεη ησλ απνηειεζκάησλ ηνπ πξνγξάκκαηνο ΜΙΚΔ21 BW θαη κέζα απφ ηε ζχγθξηζή 

ηνπο κε ηα απνηειέζκαηα ηνπ κνληέινπ ηχπνπ Boussinesq CM14 θαη ησλ πεηξακαηηθψλ 

κεηξήζεσλ, κπνξνχκε λα εμάγνπκε ηα αθφινπζα ζπκπεξάζκαηα: 

 Απφ ηε ζχγθξηζε κε ην πείξακα ησλ Beji and Batjjes (1994) παξαηεξείηαη φηη ην 

πξφγξακκα ΜΙΚΔ21 BW είλαη ζε ζέζε λα πεξηγξάςεη ζε αξθεηά ηθαλνπνηεηηθφ 

βαζκφ ηελ θπκαηηθή δηάδνζε καθξψλ, κε ζξαπφκελσλ ζχλζεησλ θπκαηηζκψλ ζε 

χθαιν ηξαπέδην, κε κηθξέο απνθιίζεηο ζην θαηάληε ηκήκα ηνπ ιφγσ εκθάληζεο ησλ 

πςειφηεξσλ αξκνληθψλ. Απηφ ζπκβαίλεη επεηδή ην ΜΙΚΔ21 BW δελ πεξηέρεη φξνπο 

πςειήο κε γξακκηθφηεηαο. 
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 Δπίζεο, απφ ηηο αλαιχζεηο γηα ζξαπφκελνπο καθξνχο κνλνρξσκαηηθνχο θπκαηηζκνχο, 

γίλεηαη εκθαλήο ε αδπλακία πιήξνπο θαη νξζήο πξνζνκνίσζεο ηνπ θαηλνκέλνπ ηεο 

ζξαχζεο απφ ην πξφγξακκα MIKE21 BW, θάηη πνπ νθείιεηαη θπξίσο ζην 

δηαθνξεηηθφ θξηηήξην ζξαχζεο ηνπ πξνγξάκκαηνο. To ΜΙΚΔ 21 ΒW, δειαδή 

παξνπζηάδεη πξφβιεκα ζηελ απνκείσζε ηεο θπκαηηθήο ελέξγεηαο, ε νπνία είλαη θαηά 

πνιιή κηθξφηεξε ηεο επηζπκεηήο.   

 

 Αμίδεη λα ζεκεησζεί πάλησο, φηη ην πξφγξακκα ΜΙΚΔ 21 BW είλαη έλα αξθεηά 

ηζρπξφ εκπνξηθφ ππνινγηζηηθφ εξγαιείν, ην νπνίν φκσο εθηειεί ηηο αλαιχζεηο ζε 

πεξηζζφηεξν ρξφλν, ηεο ηάμεο κεξηθψλ ιεπηψλ, απφ ην καζεκαηηθφ νκνηψκα ηχπνπ  

Boussinesq Chondros and Memos, 2014. 

 

 

7.6. ΢πκπεξάζκαηα γηα ην κνληέιν Chondros and Memos, 2014 

   Βάζεη ησλ απνηειεζκάησλ ηνπ κνληέινπ ηχπνπ Boussinesq CM14 θαη κέζα απφ ηε 

ζχγθξηζή ηνπο κε ηα απνηειέζκαηα ηνπ πξνγξάκκαηνο ΜΙΚΔ21 BW θαη ησλ πεηξακαηηθψλ 

κεηξήζεσλ, κπνξνχκε λα εμάγνπκε ηα αθφινπζα ζπκπεξάζκαηα: 

 

 Απφ ηε ζχγθξηζε κε ην πείξακα ησλ Beji and Batjjes (1994) παξαηεξείηαη φηη ην 

κνληέιν CM14 είλα ζε ζέζε λα πεξηγξάςεη ζε αξθεηά ηθαλνπνηεηηθφ βαζκφ ηελ 

θπκαηηθή δηάδνζε καθξψλ, κε ζξαπφκελσλ ζχλζεησλ θπκαηηζκψλ ζε χθαιν 

ηξαπέδην κε κεγαιχηεξε αθξίβεηα απφ ην πξφγξακκα ΜΙΚΔ21 BW, ην νπνίν 

εκθαλίδεη κηθξέο απνθιίζεηο, γηαηί ην κνληέιν CM14 πεξηέρεη φξνπο πςειήο κε 

γξακκηθφηεηαο θαη πξνζνκνηψλεη θαιχηεξα ηελ απειεπζέξσζε πςειψλ αξκνληθψλ. 

 

 Δπίζεο, απφ ηηο αλαιχζεηο γηα ζξαπφκελνπο καθξνχο κνλνρξσκαηηθνχο 

θπκαηηζκνχο, γίλεηαη εκθαλήο ε ηθαλφηεηα ηνπ κνληέινπ CM14 λα πξνζνκνηάζεη ην 

θαηλφκελν ηεο ζξαχζεο νξζφηεξα απφ ην πξφγξακκα MIKE21 BW, ιφγσ ηνπ 

δηαθνξεηηθνχ θξηηεξίνπ ζξαχζεο πνπ πεξηέρεη.  
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7.7.   Πξνηάζεηο γηα πεξαηηέξσ έξεπλα ηνπ καζεκαηηθνύ 

κνληέινπ Chondros and Memos, 2014 

 

Σα ηειεπηαία ρξφληα έρνπλ πξαγκαηνπνηεζεί πνιιέο εξεπλεηηθέο εξγαζίεο κε ζθνπφ ηε 

βειηίσζε ηεο εθαξκνζηκφηεηαο ησλ νκνησκάησλ ηχπνπ Boussinesq. Με βάζε ινηπφλ ηα 

απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηε ζχγθξηζε ησλ πεηξακαηηθψλ δεδνκέλσλ κε ηα 

απνηειέζκαηα ηνπ κνληέινπ Chondros and Memos 2014, θξίλεηαη αλαγθαία κηα δηαδηθαζία 

πεξαηηέξσ έξεπλαο θαη εμέιημεο ηνπ κνληέινπ απηνχ, θάηη ην νπνίν είλαη εκθαλέο ζηε 

ζχγθξηζε κε ην πείξακα Ohyama et al. ζηνλ ηνκέα 5, φπνπ ην κνληέιν δελ κπνξεί λα 

πξνζνκνηψζεη επαξθψο ηε δηάδνζε καθξψλ θπκαηηζκψλ πνπ δηαδίδνληαη ζε χθαιν εκπφδην 

κε απφηνκε θιίζε. Δπνκέλσο, έλαο κειινληηθφο ζηφρνο είλαη ην κνληέιν CM14 λα είλαη ζε 

ζέζε λα πξνζνκνηψλεη επαξθψο ηε δηάδνζε καθξψλ θπκαηηζκψλ κε ηαπηφρξνλε απφηνκε 

θιίζε ηνπ χθαινπ εκπνδίνπ. Δπηπξφζζεηα, δφθηκε ζα ήηαλ ζε κηα άιιε εξγαζία ε ζχγθξηζε 

ηνπ κνληέινπ κε έλα δηζδηάζηαην πείξακα κε ηπραίνπο θπκαηηζκνχο. 
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