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ΠΕΡΙΛΗΨΗ

Ανέκαθεν ένας καίριος τομέας έρευνας της Υπολογιστικής Μηχανικής ήταν η ανάπτυξη μεθόδων με 

περιορισμένες απαιτήσεις υπολογιστικού χρόνου και μνήμης για την ανάλυση προσομοιωμάτων μεγάλης 

κλίμακας  (large-scale  models).  Με  τον  όρο  “προσομοιώματα  μεγάλης  κλίμακας”  εννοούμε  λεπτομερή 

προσομοιώματα κατασκευών με μεγάλο πλήθος αγνώστων βαθμών ελευθερίας, προσομοιώματα δηλαδή που 

συχνά εξαντλούν τις  δυνατότητες των ηλεκτρονικών υπολογιστών από την άποψη χρόνου επίλυσης και 

απαιτούμενης μνήμης.

Έτσι  λοιπόν  έχουν  αναπτυχθεί  μέθοδοι  που  αποσκοπούν  στην  αποτελεσματική  επίλυση τέτοιων 

προσομοιωμάτων  και  χαρακτηρίζονται  ως  “μέθοδοι  υψηλών  επιδόσεων”  (“high-performance  solution 

methods”).  Τις τελευταίες δεκαετίες, ο τομέας των μεθόδων υψηλών επιδόσεων έχει μονοπωληθεί από τις 

μεθόδους επίλυσης με υποφορείς (Domain Decomposition Methods – DDM).  Οι εν λόγω μέθοδοι έχουν 

αποδειχθεί  ταχύτερες  από  άλλες  δημοφιλείς  κατηγορίες  μεθόδων  σε  σειριακή  και  κυρίως  παράλληλη 

επεξεργασία, η οποία γνωρίζει ιδιαίτερη άνθιση στα σύγχρονα υπολογιστικά συστήματα.

Στη συγκεκριμένη διπλωματική εργασία αρχικά περιγράφονται τα θεωρητικά στοιχεία μερικών από 

τις βασικότερες μεθόδους επίλυσης με υποφορείς καθώς και μερικές εφαρμογές τους. Πιο συγκεκριμένα, 

στο  πρώτο  μέρος  της  εργασίας  παρουσιάζονται  θεωρητικά  :  η  Κύρια  Συνοριακή  Μέθοδος  (Primal 

Substructuring Method – PSM),  η Εξισορροπημένη Μέθοδος Επίλυσης με Υποφορείς (Balancing Domain 

Decomposition  method  –  BDD),  οι  μέθοδοι  FETI  (FETI-1)  και  FETI-DP  και  από  την  οικογένεια  των 

μεθόδων  P-FETI  παρουσιάζονται  οι  μέθοδοι  P-FETI1  και  P-FETIDP.  Στο  υπόλοιπο  κομμάτι  της 

διπλωματικής εργασίας επιλύονται  ορισμένα προβλήματα,  τόσο καλής όσο και  κακής κατάστασης (well 

conditioned and ill  conditioned),  όπου μελετάται  και  συγκρίνεται η συμπεριφορά των προαναφερθέντων 

μεθόδων, σε φορείς που διακριτοποιούνται με πεπερασμένα στοιχεία επίπεδης έντασης καθώς και σε φορείς 

χωρίς δίκτυο (meshless).
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SUMMARY

“Applications of Domain Decomposition Methods for the solution of large-scale problems with finite 

elements”

The development of methods with minimum computational cost and memory requirements for the 

solution of large-scale models has always constituted a key research area in Computational Mechanics. In 

general, large-scale models are considered to be comprehensive models with a large number of unknown 

degrees of freedom, whom the solution is meant to be a challenging task in terms of solution time, accuracy 

and memory requirements for the computer system.

In order to handle efficiently such models, methods known as “High-performance solution methods” 

have attracted the efforts of many research groups around the world. Over the last few decades the field of  

“High-performance computing” has been monopolized by Domain Decomposition Methods (DDM). The 

latter have surpassed other popular categories of methods, after being proved more efficient in sequential and  

particularly in parallel processing environments. 

The present thesis covers some of the most basic Domain Decomposition Methods both theoretically 

and  experimentally.  In  particular,  the  first  part  of  this  thesis  presents  some  theoretical  aspects  of  the  

following  methods  :  the  Primal  Substructuring  Method  (PSM),  the  Balancing  Domain  Decomposition 

method (BDD), the FETI (FETI-1) and FETI-DP methods and finally from the P-FETI family, the P-FETI1 

and P-FETIDP methods. The remainder of the present thesis contains basic applications of the previously 

mentioned methods for solving both well-conditioned and ill-conditioned problems in domains discretized 

with 2D plane stress finite elements and meshless methods.
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ΚΕΦ.1 : ΕΙΣΑΓΩΓΗ

1.1 Καθορισμός του προβλήματος

Κατά την εφαρμογή της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων, καλούμαστε να λύσουμε συστήματα 

γραμμικών εξισώσεων ισορροπίας της μορφής :

K u=f  

όπου K είναι  το  μητρώο  δυσκαμψίας  που  αντιστοιχεί  στο  μοντέλο  πεπερασμένων  στοιχείων  του 

αναλυόμενου φορέα, με u συμβολίζεται το διάνυσμα των άγνωστων επικόμβιων μετατοπίσεων του φορέα 

και f είναι  το  διάνυσμα  των  εξωτερικών  επικόμβιων  δράσεων. Στη  γραμμική  ανάλυση  φορέων  με 

πεπερασμένα  στοιχεία  τα  μητρώα K που  προκύπτουν  είναι  συμμετρικά,  θετικά  ορισμένα  και  αραιά 

(διαθέτουν  πολλούς  μηδενικούς  και  λίγους  μη  μηδενικούς  όρους)  ενώ  τα  μη  μηδενικά  στοιχεία 

συγκεντρώνονται κυρίως κοντά στη διαγώνιο.

Η αποτελεσματικότητα με την οποία θα επιλυθούν οι εξισώσεις ισορροπίας του φορέα, είναι ένας 

παράγοντας  που  επηρεάζει  καταλυτικά  την  απόδοση  ενός  προγράμματος  πεπερασμένων  στοιχείων. 

Χαρακτηριστικά  αναφέρουμε  ότι  έχει  διαπιστωθεί  πως  στη  διαδικασία  επίλυσης  των  εξισώσεων αυτών 

συνήθως αντιστοιχεί  πάνω από το 70% του συνολικού χρόνου επεξεργασίας  του προγράμματος,  ενώ ο 

χρόνος αυτός μπορεί και να αγγίξει και το 90% στην περίπτωση ενός μοντέλου με μεγάλο πλήθος αγνώστων  

ή την περίπτωση ύπαρξης μητρώων κακής κατάστασης (Χαρμπής 2002).

Ο πιο άμεσος τρόπος επίλυσης της εξίσωσης ισορροπίας είναι μέσω της αντιστροφής του μητρώου 

δυσκαμψίας και επομένως η λύση είναι η εξής :

u=K−1f  

Ωστόσο  ο  εν  λόγω  τρόπος  επίλυσης  των  εξισώσεων  ισορροπίας  του  φορέα  θα  ήταν  εξαιρετικά 

αναποτελεσματικός, διότι η αντιστροφή ενός μητρώου είναι μια διαδικασία με μεγάλο υπολογιστικό κόστος 

που συχνά συγκεντρώνει και αριθμητικά σφάλματα. Επίσης, το K είναι αραιό μητρώο και χαρακτηρίζεται 

από ισχυρή  συγκέντρωση μη  μηδενικών  όρων κοντά  στην  κύρια  διαγώνιο  (οπότε  επιτρέπεται  η  χρήση 

οικονομικών μορφών αποθήκευσής του), ενώ το K−1 είναι ένα εν γένει πλήρες μητρώο.

Έτσι λοιπόν έχουν αναπτυχθεί αποτελεσματικότερες μέθοδοι επίλυσης για συστήματα γραμμικών 

εξισώσεων συνδυασμένες με κατάλληλες υπολογιστικές τεχνικές διαχείρισης των εμπλεκόμενων μητρώων 

(Χαρμπής 2002).
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ΚΕΦ.1 : ΕΙΣΑΓΩΓΗ

1.2 Κατηγορίες ως προς τον τρόπο επίλυσης του προβλήματος

Ανάλογα με τον τρόπο επίλυσης του προβλήματος, οι μέθοδοι διακρίνονται σε :

a) άμεσες (direct)

b) επαναληπτικές (iterative)

Στις  άμεσες μεθόδους η λύση των εξισώσεων ισορροπίας επιτυγχάνεται  με μία προκαθορισμένη 

διαδικασία αριθμητικών πράξεων, ενώ στις επαναληπτικές μεθόδους η λύση προκύπτει μέσω διαδοχικών 

προσεγγίσεων.

1.2.1   Άμεσες Μέθοδοι

Στις άμεσες μεθόδους επίλυσης συστημάτων γραμμικών εξισώσεων ανήκουν οι διάφορες εκδόσεις 

της μεθόδου  Cholesky,  οι οποίες βασίζονται στη μέθοδο απαλοιφής  Gauss. H  μέθοδος  Cholesky  αρχικά 

στοχεύει  στην  παραγοντοποίηση (factorization)  του μητρώου δυσκαμψίας K (δηλαδή μετασχηματίζει  το 

αρχικό μητρώο σε γινόμενο τριγωνικών μητρώων) και τελικά επιτυγχάνεται η λύση του προβλήματος με 

εμπρός και πίσω αντικαταστάσεις (forward and backward substitutions). To  μεγαλύτερο ποσοστό χρόνου 

απαιτείται  για  τη  διαδικασία  παραγοντοποίησης  του  μητρώου K .  Ο  υπολογιστικός  αυτός  χρόνος  (που 

μπορεί να φτάσει μέχρι και το 90% του συνολικού χρόνου επίλυσης) πρακτικά γίνεται απαγορευτικός, όταν 

επιλύονται  προβλήματα  με  αρκετές  δεκάδες  ή  και  εκατοντάδες  χιλιάδες  βαθμούς  ελευθερίας,  καθώς  ο 

χρόνος  παραγοντοποίησης  αυξάνεται  εκθετικά  ως  προς  το  μέγεθος  του  προβλήματος  (Χαρμπής  2002). 

Πάντως,  μετά  την  ολοκλήρωση  της  παραγοντοποίησης,  ο  υπολογιστικός  χρόνος  των  εμπρός  και  πίσω 

αντικαταστάσεων είναι  περίπου μια  τάξη  μεγέθους  λιγότερος,  με  αποτέλεσμα να μειώνεται  δραστικά  ο 

χρόνος στην περίπτωση επίλυσης συστημάτων με πολλαπλά δεύτερα μέλη (multiple right-hand side).

Πλεονεκτήματα άμεσων μεθόδων

 Είναι  αποτελεσματικές  και  αξιόπιστες,  καθώς  η  περίπτωση  κατά  την  οποία  θα  αδυνατούν  να 

επιλύσουν κάποιο πρόβλημα κρίνεται σπάνια

 Χειρίζονται πολύ αποδοτικά συστήματα με πολλαπλά δεύτερα μέλη

 Επεκτείνονται σε ένα ευρύ φάσμα εφαρμογών

 Ο υπολογιστικός χρόνος που απαιτούν είναι προβλέψιμος
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Μειονεκτήματα άμεσων μεθόδων

 Τα μητρώα που προκύπτουν από το μετασχηματισμό είναι αρκετά λιγότερο αραιά απ' ότι τα αρχικά 

μητρώα, με συνέπεια η παραγοντοποιημένη μορφή του K να είναι πολύ πιο απαιτητική σε μνήμη 

αποθήκευσης συγκριτικά με το αρχικό K

 Είναι ευαίσθητες σε υπολογιστικά σφάλματα στρογγύλευσης και αποκοπής δεκαδικών ψηφίων, με 

αποτέλεσμα  σε  ορισμένες  περιπτώσεις  να  μην  είναι  εφικτή  η  εξαγωγή  αποτελεσμάτων  με  το 

επιθυμητό επίπεδο ακρίβειας

 Η εφαρμογή τους σε παράλληλο υπολογιστικό περιβάλλον δεν είναι ιδιαίτερα αποτελεσματική

1.2.2   Επαναληπτικές Μέθοδοι

Η ανάγκη επίλυσης προβλημάτων με όλο και περισσότερους βαθμούς ελευθερίας άνοιξε το δρόμο 

για την ανάπτυξη αποτελεσματικών επαναληπτικών μεθόδων επίλυσης, όπως είναι οι μέθοδοι Jacobi, Gauss-

Seidel, διαδοχικής υπερχαλάρωσης, συζυγών διανυσματικών κλίσεων κ.ά. (Παπαδρακάκης 1996).

Πλεονεκτήματα επαναληπτικών μεθόδων

 Προβλήματα μεγάλης τάξης μπορούν να επιλυθούν ταχύτερα και οικονομικότερα σε μνήμη μέσω 

μια επαναληπτικής μεθόδου

 Είναι ιδιαίτερα αποτελεσματικές σε υπολογιστικό περιβάλλον παράλληλης επεξεργασίας

 Παρέχουν την δυνατότητα να ελεγχθεί το επίπεδο ακρίβειας της λύσης που θα παραχθεί

Μειονεκτήματα επαναληπτικών μεθόδων

Οι  επαναληπτικές  μέθοδοι  είναι  ιδιαίτερα  αποδοτικές  όταν  το  μητρώο  δυσκαμψίας K του 

επιλυόμενου  προβλήματος  είναι  καλής  κατάστασης.  Σε  πολλά  δομοστατικά  προβλήματα  που 

χαρακτηρίζονται  ως κακής κατάστασης (ill-conditioned)  δεν ευνοείται  η χρήση επαναληπτικών μεθόδων 

επίλυσης.  Ωστόσο,  το  μειονέκτημα  αυτό  αντιμετωπίζεται  αποτελεσματικά  με  τη  χρήση  μητρώων 

προσταθεροποίησης για το μετασχηματισμό του K σε μητρώο καλύτερης κατάστασης, το οποίο μπορεί να 

χειριστεί αποδοτικά μία επαναληπτική μέθοδος.
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1.3 Κατηγορίες ως προς το επίπεδο χειρισμού του προβλήματος

Ανάλογα με τον τρόπο χειρισμού του προς επίλυση προβλήματος οι μέθοδοι επίλυσης διακρίνονται 

σε :

a) καθολικές μεθόδους επίλυσης (global solution methods)

b) μεθόδους επίλυσης με υποφορείς (domain decomposition solution methods)

Εκείνες  οι  μέθοδοι  που  συγκαταλέγονται  στην  πρώτη  κατηγορία  χειρίζονται  το  δίκτυο  των 

πεπερασμένων στοιχείων ως ένα καθολικό πρόβλημα, ενώ οι μέθοδοι που ανήκουν στην δεύτερη κατηγορία 

επεξεργάζονται  το  καθολικό  δίκτυο  κατά  τμήματα,  τους  υποφορείς,  συσχετίζοντας  κατάλληλα  τους 

ανεξάρτητους υπολογισμούς που πραγματοποιούνται σε επίπεδο υποφορέα.

1.4 Μέθοδοι επίλυσης με υποφορείς

Ο διαχωρισμός σε υποπροβλήματα έχει ως στόχο να εκμεταλλευτεί τις δυνατότητες των σύγχρονων 

υπολογιστικών συστημάτων υψηλών επιδόσεων (high performance computing systems).

Στις μεθόδους επίλυσης με υποφορείς μπορούμε να έχουμε :

 Αλγεβρικό διαχωρισμό,  δηλαδή  διαχωρισμό του μητρώου δυσκαμψίας K σε υπομητρώα (matrix 

decomposition)

 Φυσικό  διαχωρισμό,  δηλαδή  σε  επίπεδο  φορέα  (επίπεδο  δικτύου  πεπερασμένων  στοιχείων) 

δημιουργούνται κατάλληλα υποφορείς (domain decomposition).

Βασική  επιδίωξη  των  μεθόδων  επίλυσης  με  υποφορείς  (domain  decomposition  methods)  αποτελεί  η 

διατήρηση των περισσότερων υπολογισμών σε τοπικό επίπεδο (σε επίπεδο υποφορέα)  και  η ανταλλαγή 

περιορισμένου  όγκου  δεδομένων  μεταξύ  των  υποφορέων  για  τη  σύζευξη  (coupling)  των  ανεξάρτητων 

υπολογισμών.

Η  εφαρμογή  των  άμεσων  μεθόδων  σε  παράλληλο  υπολογιστικό  περιβάλλον  δεν  οδηγεί  σε 

αποδοτικούς αλγορίθμους, επομένως οι μέθοδοι υποφορέων εφαρμόζουν κυρίως επαναληπτικές μεθόδους 

επίλυσης.  Ένα  μεγάλο  εύρος  μεθόδων  επίλυσης  με  υποφορείς  παρουσιάζεται  αναλυτικά  στα  επόμενα 

κεφάλαια της παρούσας εργασίας.

1.5 Η μέθοδος συζυγών διανυσματικών κλίσεων (Conjugate Gradient method-CG)

Η  μέθοδος  συζυγών  διανυσματικών  κλίσεων  CG  (Conjugate  Gradient  method)  είναι  από  τις 
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αποτελεσματικότερες επαναληπτικές μεθόδους επίλυσης, σε προβλήματα όπου μια άμεση μέθοδος επίλυσης 

είναι  ανέφικτη  (λόγω του μεγάλου πλήθος αγνώστων για  παράδειγμα).  Από μια μαθηματική σκοπιά,  η 

μέθοδος  CG  χρησιμοποιείται  ευρέως  για  την  επίλυση  γραμμικών  συστημάτων,  κυρίως  εκείνων  που 

χαρακτηρίζονται από ένα συμμετρικό και θετικά ορισμένο μητρώο. Μια τέτοια περίπτωση αποτελεί και η 

εξίσωση  ισορροπίας  του  φορέα,  στην  οποία  το  μητρώο  δυσκαμψίας  είναι  ένα  συμμετρικό  και  θετικά 

ορισμένο (positive-definite) μητρώο. Ισχύει λοιπόν η σχέση : 

K u=f  (1.1)

η οποία  ισοδυναμεί  με  την  εξίσωση ισορροπίας  του φορέα.  Η σχέση (1.1)  προκύπτει  ύστερα  από την 

ελαχιστοποίηση της συνάρτησης της δυναμικής ενέργειας του προς επίλυση φορέα, η οποία δίνεται από τη 

σχέση :

Φ (u)=1
2

(uT K u)−uΤ f  (1.2)

Στο πλαίσιο της μεθόδου CG, έχοντας ως δεδομένη την τρέχουσα εκτίμηση της λύσης um στο βήμα

m ,  αναζητούμε  μια  βελτιωμένη  εκτίμηση um+1 κατά  την  κατεύθυνση  ενός  διανύσματος pm και  σε 

απόσταση ενός βαθμωτού μεγέθους am  :

um+1=um+ampm  (1.3)

Τα διανύσματα κατεύθυνσης pm  ( m=1 ,2 ,… )  είναι  συζυγή ως προς  το μητρώο δυσκαμψίας,  δηλαδή 

ικανοποιείται η παρακάτω συνθήκη ορθογωνικότητας :

pi
T K p j=0   για i≠ j (1.4)

Τα  διανύσματα  κατεύθυνσης  ανανεώνονται  σε  κάθε  επανάληψη  της  μεθόδου  CG  με  βάση  το  τρέχον 

διάνυσμα κατεύθυνσης :

pm+1=rm+βm pm  (1.5)

όπου οι υπολειμματικές δράσεις rm υπολογίζονται από τη σχέση :

rm=f−K um  (1.6)
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To  μήκος βήματος am για την αναζήτηση βελτιωμένης  λύσης προκύπτει  με κατάλληλη παραγώγιση του 

δυναμικού  (1.2),  ενώ  η  παράμετρος βm προσδιορίζεται  με  βάση  τη  σχέση  (1.5)  και  τη  συνθήκη 

ορθογωνικότητας (1.4) των διανυσμάτων κατεύθυνσης.

Εάν η μέθοδος CG εφαρμοστεί σε ένα ιδεατό υπολογιστικό περιβάλλον χωρίς σφάλματα αποκοπής 

και  στρογγύλευσης, τότε καταλήγει στη λύση του επιλυόμενου προβλήματος το πολύ σε n επαναλήψεις, 

όπου n είναι  η  τάξη  του  συστήματος  των  εξισώσεων.  Όμως  σε  υπολογιστικές  συνθήκες  πραγματικής 

ακρίβειας, ο ρυθμός σύγκλισης της μεθόδου επηρεάζεται από τις διαφορές στις τιμές των ιδιοτιμών του 

μητρώου Κ .  Ένα  εύχρηστο  μέτρο  για  την  περιγραφή  της  αριθμητικής  κατάστασης  ενός  μητρώου 

δυσκαμψίας είναι  ο δείκτης κατάστασης (condition number)  του μητρώου που ορίζεται  ως ο λόγος της 

μέγιστης προς την ελάχιστη ιδιοτιμή και συμβολίζεται ως :

c=
λmax
λmin

 (1.7)

Στην  περίπτωση  που  εμφανίζονται  μεγάλες  διαφορές  στις  ιδιοτιμές  του  μητρώου Κ τότε  ο  δείκτης 

κατάστασής του θα είναι μεγάλος, και το μητρώο χαρακτηρίζεται ως κακής κατάστασης (ill-conditioned) με 

αποτέλεσμα να μειώνεται αισθητά ο ρυθμός σύγκλισης της μεθόδου CG.

Για την βελτίωση της αποδοτικότητας λοιπόν της μεθόδου  CG,  ιδιαίτερα σε προβλήματα κακής 

κατάστασης,  χρησιμοποιείται  η  τεχνική  προσταθεροποίησης  της  μεθόδου  CG  και  με  αυτόν  τον  τρόπο 

οδηγούμαστε σε μητρώα καλύτερης κατάστασης (με μικρότερο δείκτη c ) και επομένως ταχύτερη σύγκλιση. 

Έτσι  λοιπόν  προκύπτει  ο  αλγόριθμος  της  μεθόδου  των  συζυγών  διανυσματικών  κλίσεων  με 

προσταθεροποίηση  PCG (Preconditioned Conjugate Gradient).Η χρήση ενός προσταθεροποιητή αποσκοπεί 

στην αντικατάσταση του αρχικού συστήματος γραμμικών εξισώσεων (1.1) με το ισοδύναμο σύστημα :

K̃−1 K u=K̃−1 f  (1.8)

Με έναν κατάλληλο προσταθεροποιητή Κ̃ ,  το μητρώο συντελεστών Κ̃−1 Κ  του νέου συστήματος (1.8) 

είναι  καλύτερης  κατάστασης  (έχει  δηλαδή  μικρότερο δείκτη  κατάστασης c και  καλύτερη  κατανομή των 

ιδιοτιμών του μητρώου εντός του φάσματος ιδιοτιμών) από το Κ και επομένως η μέθοδος  PCG συγκλίνει 

ταχύτερα. Ιδανικά ο προσταθεροποιητής θα έπρεπε να είναι ίσος με τον αντίστροφο Κ−1 του Κ  και τότε η 

μέθοδος  PCG  θα συνέκλινε σε μία επανάληψη, και ο δείκτης κατάστασης θα λάμβανε την ιδανική τιμή

c=1 .  Επειδή   όμως  ο  υπολογισμός  του  πλήρους  αντίστροφου Κ−1 είναι  ασύμφορος  από  πλευράς 

υπολογιστικού  κόστους,  πρακτικά  ως  προσταθεροποιητές  χρησιμοποιούνται  προσεγγίσεις  του Κ−1 με 

σχετικά μικρό υπολογιστικό κόστος και συμβολίζονται με Κ̃−1 .

Εκτός  από  τα  στοιχεία  που  ορίστηκαν  στην  μέθοδο  CG,  o  αλγόριθμος  της  PCG  περιλαμβάνει 
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επιπλέον τη χρήση ενός μητρώου προσταθεροποίησης που συμβολίζεται με Κ̃ όπως προαναφέρθηκε, καθώς 

και  ένα διάνυσμα των προσταθεροποιημένων υπολειμματικών δράσεων zm .  Κατά τον έλεγχο σύγκλισης 

στον αλγόριθμο που ακολουθεί χρησιμοποιείται η παράμετρος ανοχής ε που καθορίζεται από το χρήστη κι 

επομένως τού παρέχει τη δυνατότητα να ελέγξει την ακρίβεια της λύσης που θα λάβει. Τέλος αν τεθεί το  

μητρώο προσταθεροποίησης Κ̃ ίσο με το μοναδιαίο μητρώο τότε η μέθοδος  PCG  εκφυλίζεται στην απλή 

CG.

1.5.1   Αλγόριθμος της μεθόδου PCG

Αρκετοί προσταθεροποιητές συναντώνται στη διεθνή βιβλιογραφία. Χαρακτηριστικά αναφέρονται ο 

διαγώνιος προσταθεροποιητής, ο προσταθεροποιητής  τύπου SSOR (που προκύπτει από το συνδυασμό της 

μεθόδου  CG  με  τη  μέθοδο  συμμετρικής  διαδοχικής  υπερχαλάρωσης),  οι  προσταθεροποιητές  ατελούς 

παραγοντοποίησης  Cholesky (Χαρμπής 2002). Αυτοί είναι γενικοί προσταθεροποιητές της μεθόδου  PCG. 
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Αρχικές σχέσεις:

u0=0      

r0=f

z0=K̃−1 r0

p0=z0

Επαναλήψεις   m  =1,2,… (µέχρι τη σύγκλιση)   

dm−1=K pm−1                                           πολλαπλασιασμός μητρώου Κ με διάνυσμα

am−1=
rm−1
T zm−1

pm−1
T dm−1

um=um−1+am−1 pm−1                               ανανέωση λύσης

rm=rm−1−am−1 dm−1                                ανανέωση υπολειμματικών δράσεων

AN   ∥rm∥≤ε∥r0∥    TEΛΟΣ                    έλεγχος σύγκλισης

zm=K̃−1rm                                                βήμα προσταθεροποίησης

βm=
rm
T zm

rm−1
T zm−1

 

pm=zm+βmpm−1                                      ανανέωση διανύσματος κατεύθυνσης
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Ειδικότερα  σε  κάθε  μέθοδο  που  περιγράφεται  στα  επόμενα  κεφάλαια  περιγράφονται  αναλυτικά  οι 

προσταθεροποιητές που είναι κατάλληλοι για την συγκεκριμένη μέθοδο.
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ΚΕΦ.2 : PSM - BDD

2.1 Περιγραφή της μεθόδου PSM

H  κύρια συνοριακή μέθοδος (Primal Substructuring Method - PSM)  αποτελεί μία βασική μέθοδο 

επίλυσης με υποφορείς  (Domain Decomposition Methods -  DDM).  Με βάση αυτή τη μέθοδο ο φορέας 

διαχωρίζεται σε υποφορείς και στη συνέχεια, πρώτα συμπυκνώνονται οι εσωτερικοί βαθμοί ελευθερίας (β.ε.) 

κάθε  υποφορέα  και  ύστερα  συγκεντρώνονται  οι  τοπικές  συνεισφορές  των  υποφορέων  στους 

ενδοσυνοριακούς β.ε. του προβλήματος. Έτσι, μορφώνεται και επιλύεται το ενδοσυνοριακό πρόβλημα των 

υποφορέων  με  άγνωστα  μεγέθη  τις  συνοριακές  μετατοπίσεις  (Farhat  &  Roux  1994a,  Papadrakakis  & 

Bitzarakis et al. 1997). Μια ιδιαίτερα αποτελεσματική έκδοση της κύριας συνοριακής μεθόδου με υποφορείς 

έχει προταθεί από το  Mandel  (1993) με την ονομασία ''Balancing Domain Decomposition method-BDD), 

που παρουσιάζεται σε επόμενη παράγραφο.

Αν σε  ένα  φορέα  που έχει  διαχωριστεί  σε  υποφορείς  αριθμήσουμε πρώτα τους  εσωτερικούς  (i-

internal)  και στη συνέχεια τους ενδοσυνοριακούς (b-boundary)  β.ε.  του κάθε υποφορέα, τότε η εξίσωση 

ισορροπίας του φορέα K u=f  μπορεί να γραφεί ως εξής :

[K ii
(1) 0 0 0 K̄ib

(1)

0 K ii
(2) 0 0 K̄ ib

(2 )

⋱ ⋮
0 0 K ii

(Ns) K̄ ib
(Ns)

K̄bi
(1) K̄bi

(2) ⋯ K̄bi
(Ns) Kbb

]{ui
(1)

ui
(2)

⋮
ui

(Ns)

ub

}={f i
(1)

f i
(2)

⋮
f i
(Ns)

f b

}  (2.1)

όπου :

Κbb=∑
s=1

s=Ns

K̄bb
s  (2.2)

f b=∑
s=1

s=Ns

f̄ b
s  (2.3)

Κ̄bb
s =(Lb

s )TKbb
s Lb

s  (2.4)

Κ̄ ib
s =K ib

s Lb
s  (2.5)

Κ̄bi
s =(Lb

s )T Kbi
s  (2.6)
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f̄ b
s=(Lb

s )T f b
s  (2.7)

Τα μητρώα K ii
s

και Kbb
s

αντιστοιχούν στους εσωτερικούς και ενδοσυνοριακούς β.ε. του υποφορέα s , 

ενώ τα μητρώα K ib
s

και Kbi
s

αντιστοιχούν στην αλληλεπίδραση των εσωτερικών και ενδοσυνοριακών β.ε. 

του  υποφορέα.  Το  μητρώο Lb
s

είναι  ένα  μη  προσημασμένο  μητρώο  Boolean  (με  τιμές  0  και  1)  και 

αντιστοιχίζει τους τοπικούς ενδοσυνοριακούς β.ε. του υποφορέα s (γραμμές του μητρώου  Boolean)  στους 

καθολικούς ενδοσυνοριακούς β.ε. του προβλήματος (στήλες του μητρώου Boolean).

Ύστερα από τη στατική συμπύκνωση των εσωτερικών β.ε. των υποφορέων προκύπτει η ακόλουθη 

σχέση η οποία εμπλέκει μόνο τους ενδοσυνοριακούς β.ε. :

S ub=f̂ b  (2.8)
 

όπου

S=∑
s=1

s=Ns

S̄ s=∑
s=1

s=Ns

(Lb
s )TSsLb

s  (2.9)

Ss=K bb
s −(Kib

s )T (K ii
s )−1

Kib
s  (2.10)

f̂ b=f b−∑
s=1

s=Ns

(Lb
s )T (K ib

s )T (Kii
s )−1

f i
s  (2.11)

Το μητρώο S ονομάζεται  μητρώο  Schur complement  του Kbb στο  Κ  και κάθε τοπικό μητρώο Ss

αντιστοιχεί σε μία τοπική συμπύκνωση των εσωτερικών β.ε. του υποφορέα s .

Αν και η εξίσωση (2.8) που αντιστοιχεί στο προς επίλυση ενδοσυνοριακό πρόβλημα της PSM μπορεί 

να επιλυθεί άμεσα, σε προβλήματα με μεγάλο πλήθος β.ε. αποτελεσματικότερη είναι η επίλυσή της με μία  

επαναληπτική  μέθοδο,  που  συνήθως  είναι  η  PCG.  Επίσης  στην  πράξη  σε  μεγάλα  προβλήματα  δεν 

μορφώνεται  το  μητρώο S του  προβλήματος,  αλλά  το  γινόμενο  μητρώου-διανύσματος  κατεύθυνσης  που 

εμφανίζεται κατά την επαναληπτική μέθοδο PCG, πραγματοποιείται αξιοποιώντας τις σχέσεις (2.9), (2.10) 

και (2.11) για τη διεξαγωγή πολλαπλασιασμών και εμπρός και πίσω αντικαταστάσεων στο τοπικό επίπεδο 

κάθε υποφορέα.
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2.2  Η εξισορροπημένη μέθοδος  επίλυσης  με  υποφορείς  (Balancing  Domain Decomposition 

method-BDD)

H κύρια συνοριακή μέθοδος (PSM) που περιγράφηκε προηγουμένως αποτελεί τη βασική πρωτογενή 

μέθοδο επίλυσης με υποφορείς, η οποία όμως δεν διαθέτει κάποιο αραιό πρόβλημα (coarse problem). Ένα 

αραιό  πρόβλημα που  είναι  στενά  συνδεδεμένο με  την  PSM  είναι  το  πρωτογενές  αραιό  πρόβλημα  δύο 

επιπέδων που χρησιμοποιείται  στην εξισορροπημένη μέθοδο επίλυσης με υποφορείς  (Balancing Domain 

Decomposition  method  –  BDD),  η  οποία  προτάθηκε  από  τον  Mandel  (1993).  Στην  αρχική  μορφή  της 

μεθόδου προτάθηκε η ενσωμάτωση του αραιού προβλήματος της BDD στον προσταθεροποιητή της μεθόδου 

PSM, όπως θα περιγραφεί και στην παρούσα διπλωματική εργασία. Στην εργασία (Fragkakis, Papadrakakis 

2003)  προτάθηκε  εναλλακτικά  η  ενσωμάτωση  του  αραιού  προβλήματος  της  BDD  στην  εξίσωση  του 

συνοριακού προβλήματος και στη συνέχεια επίλυση με τη μέθοδο PCG δύο επιπέδων.

2.2.1   Περιγραφή της μεθόδου BDD

Όπως και περιγράφεται από τον Mandel (1993), η αρχική μορφή της μεθόδου BDD συνίσταται στην 

επίλυση της εξίσωσης :

S ub=f̂ b

με τον προσταθεροποιητή :

Ã−1=Pc W (Lb
e )T (Se )+ Lb

e WPc
T+Ac  (2.12)

όπου

➢ Το μητρώο W είναι ένα διαγώνιο μητρώο διαστάσεων [Ν b×Ν b ] με κάθε διαγώνιο όρο ίσο με το 

αντίστροφο  της  πολλαπλότητας  του  αντίστοιχου  β.ε.  Ως  πολλαπλότητα  ενός  β.ε.  ορίζουμε  τον 

αριθμό των υποφορέων στους οποίους ανήκει ο συγκεκριμένος β.ε. Επίσης με Ν b συμβολίζεται το 

μέγεθος του ενδοσυνοριακού προβλήματος.

➢ Το μητρώο Lb
e συγκεντρώνει  τα  Boolean  μητρώα όλων των υποφορέων που αντιστοιχίζουν τους 

τοπικούς  ενδοσυνοριακούς  β.ε.  των  υποφορέων στους  καθολικούς  ενδοσυνοριακούς  β.ε.  του 

προβλήματος. Ισχύει : 
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Lb
e=[Lb

(1) … Lb
(s) … Lb

(Ns)]Τ  

➢ To  μητρώο (Se )+ συγκεντρώνει  τους  γενικευμένους  αντίστροφους  των  Schur  complements  των 

υποφορέων. Ισχύει 

Se=[S(1)

⋱
S(Ns)]  

Για  την  ακρίβεια  το  μητρώο (Se )+ έχει  αντικατασταθεί  από  το N s
b
s (K e)+ N b

ss
,  όπου  το (K e )+

περιέχει  τους  γενικευμένους  αντίστροφους των μητρώων δυσκαμψίας  των υποφορέων σε κατά τμήματα 

διαγώνια  (block-diagonal)  μορφή και  το  μητρώο N s
b
s

περιέχει  τα  Boolean  μητρώα των υποφορέων  που 

αντιστοιχίζουν τους συνοριακούς β.ε. του υποφορέα (γραμμές του Boolean μητρώου) σε όλους τους β.ε. του 

υποφορέα (στήλες Boolean μητρώου), ενώ το N b
ss είναι το ανάστροφό του. Ισχύει

N s
b
s =[Nb

(1) … Nb
(s ) … Nb

(Ns)]  

To γινόμενο N s
b
s (K e)+ N b

ss
εκφράζει μια κατηγορία γενικευμένων αντίστροφων (Se )+ , η οποία προτιμάται, 

λόγω  του  σχετικά  μικρού  υπολογιστικού  κόστους  της.  Έτσι,  ενώ  γράφουμε (Se )+ χάριν  απλότητος  των 

μαθηματικών  εκφράσεων,  πρακτικά  σε  όλες  τις  εξισώσεις  όπου  χρησιμοποιείται  το  μητρώο (Se )+ , 

υπονοείται το γινόμενο N s
b
s (K e)+ N b

ss
.

➢ Το μητρώο Ac ισούται με :

Ac=C (CT S C)−1
CT  

όπου το μητρώο S προκύπτει από την εξίσωση (2.9).

➢ Το μητρώο C προκύπτει από τις κινήσεις στερεού σώματος στο σύνορο μεταξύ των υποφορέων, ως 

εξής :

C=W(Lb
e )T Rb

e  
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όπου το μητρώο Rb
e προκύπτει από τις κινήσεις στερεού σώματος των υποφορέων, περιορίζοντάς το μόνο 

στους  ενδοσυνοριακούς  β.ε.  του  υποφορέα.  Το  μητρώο Rb
e συντίθεται  από  τα  επιμέρους  μητρώα  των 

υποφορέων στην εξής μορφή :

Rb
e=[Rb

(1)

⋱
Rb

(Ns)]  

(2.13)

Στην περίπτωση που ένας υποφορέας δεν είναι επιπλέοντας (floating),  αλλά είναι πλήρως παγιωμένος και 

δεν έχει ως εκ τούτου κινήσεις στερεού σώματος, το μητρώο Rb
s που του αντιστοιχεί έχει αριθμό γραμμών 

όσοι οι ενδοσυνοριακοί β.ε. του υποφορέα, αλλά μηδενικό αριθμό στηλών. Περισσότερες λεπτομέρειες για 

τα μητρώα κινήσεων στερεού σώματος δίνονται στο κεφάλαιο που αφορά τη μέθοδο FETI.

➢ Το μητρώο Pc ισούται με :

Pc=I−C (CT S C)−1
CT S  

 
όπου το μητρώο Ι είναι ένα μοναδιαίο μητρώο με διαστάσεις [Ν b×Ν b ] .

Η  ονομασία  της  μεθόδου  προκύπτει  από  την  ιδέα  της  εξισορρόπησης  του  υπολειμματικού 

διανύσματος r . Θεωρούμε ότι το υπολειμματικό διάνυσμα εξισορροπείται όταν ισχύει η ιδιότητα :

CT rk=0 , k=0,1 ,…  (2.14)

2.3 Διάκριση Ομογενών-Ετερογενών προβλημάτων

Η προηγηθείσα ανάλυση ισχύει για την περίπτωση ομογενών προβλημάτων, δηλαδή περιπτώσεων 

όπου όλοι οι υποφορείς έχουν την ίδια δυσκαμψία. Στην περίπτωση ετερογενών προβλημάτων απαιτούνται 

ορισμένες τροποποιήσεις για τη βελτίωση της απόδοσης της μεθόδου επίλυσης.

Μητρώα απεικόνισης
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Για την περίπτωση του Boolean μητρώου απεικόνισης L , που συνδέει τις τοπικές με τις καθολικές 

μεταβλητές,  κατά  τη  χρήση  του  στους  προσταθεροποιητές  έχουμε  για  την  περίπτωση  των  ομογενών 

προβλημάτων :

Lpb
e =Lb

e W  (2.15)

όπου το μητρώο W είναι ένα διαγώνιο μητρώο με κάθε διαγώνιο ίσο με την πολλαπλότητα του αντίστοιχου 

β.ε. Ως πολλαπλότητα ενός β.ε. ορίζουμε τον αριθμό των υποφορέων στους οποίους ανήκει ο συγκεκριμένος 

β.ε. Πρακτικά η εξίσωση (2.15) δίνει το μέσο όρο μεταξύ των υποφορέων.  O  εκθέτης e αναφέρεται στο 

διευρυμένο (expanded) φορέα.

Στην περίπτωση ετερογενών προβλημάτων χρησιμοποιείται ένας σταθμισμένος μέσος όρος με βάση 

τη δυσκαμψία του κάθε υποφορέα. Έτσι στην χρήση των προσταθεροποιητών έχουμε :

Lpb
e =Db

e Lb
e ((Lb

e )T Db
eLb

e )−1
 (2.16)

όπου  το  μητρώο Db
e είναι  ένα  διαγώνιο  μητρώο,  του  οποίου  κάθε  διαγώνιος  όρος  είναι  ίσος  με  τον 

αντίστοιχο διαγώνιο όρο του μητρώου δυσκαμψίας του υποφορέα που αντιστοιχεί στον εκάστοτε β.ε.

2.3.1   Προσταθεροποιητής BDD

Σε κάθε περίπτωση (ομογενής-ετερογενής) ο προσταθεροποιητής της μεθόδου BDD γράφεται ως :

Ã−1=Pc (Lpb
e )T (Se)+ Lpb

e Pc
T+Ac  (2.17)
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ΚΕΦ. 3 : FETI

3.1 Εισαγωγή στη μέθοδο FETI

Στη δυϊκή συνοριακή μέθοδο επίλυσης με υποφορείς μορφώνεται και επιλύεται το ενδοσυνοριακό 

πρόβλημα των  υποφορέων με  άγνωστα  μεγέθη  τους  πολλαπλασιαστές  Lagrange  που  αντιστοιχούν  στις 

συνοριακές δυνάμεις αντίδρασης μεταξύ των υποφορέων(Χαρμπής 2002). 

Η δυϊκή συνοριακή μέθοδος επίλυσης με υποφορείς συναντάται συνήθως στη διεθνή βιβλιογραφία 

με την ονομασία  Finite  Element  Tearing and  Interconnecting(FETI) και  πρωτοπαρουσιάστηκε από τους 

Farhat & Roux (1991). Η μέθοδος αυτή έχει αποδειχθεί εξαιρετικά αποδοτική για την επίλυση προβλημάτων 

μεγάλης τάξης σε παράλληλα υπολογιστικά συστήματα με κοινή ή με κατανεμημένη μνήμη (Farhat & Roux 

1994a, Bitzarakis et al. 1997, Χαρμπής 2002). 

Η ονομασία της μεθόδου ως δυϊκή συνοριακή μέθοδος οφείλεται στο γεγονός ότι, σε αντίθεση με 

την  κύρια  συνοριακή  μέθοδο  όπου  οι  άγνωστοι  είναι  οι  μετατοπίσεις  των  υποφορέων  και  θεωρούνται 

πρωτογενείς (primal) άγνωστοι,  οι άγνωστοι της μεθόδου  FETI  είναι  οι  ''δυϊκές''  (dual) παράμετροι των 

πρωτογενών (είναι δηλαδή δυνάμεις). 

Η μέθοδος FETI έχει εφαρμοστεί σε πολλά πεδία της υπολογιστικής μηχανικής, όπως στη γραμμική 

και μη γραμμική ανάλυση φορέων, σε στατικά και δυναμικά προβλήματα, στη μέθοδο των στοχαστικών  

πεπερασμένων  στοιχείων  και  σε  προβλήματα  βελτιστοποίησης  σχήματος  και  τοπολογίας  κατασκευών 

(Rixen & Farhat 1999a; Papadrakakis & Tsompanakis 1999a; Farhat et al. 2000, Χαρμπής 2002). 

3.2 Λειτουργία της μεθόδου FETI

Ο φορέας διαχωρίζεται σε εντελώς ανεξάρτητους υποφορείς, οι οποίοι συνδέονται μεταξύ τους με 

ενδοσυνοριακές δυνάμεις που εξασφαλίζουν τη συνέχεια του φορέα. Αυτές οι δυνάμεις, οι οποίες αποτελούν 

τους  αγνώστους  του ενδοσυνοριακού προβλήματος,  αντιστοιχούν  στους  πολλαπλασιαστές  Lagrange του 

προβλήματος βελτιστοποίησης υπό περιορισμούς που μορφώνεται στο σύνορο των υποφορέων (Farhat & 

Roux 1994, Χαρμπής 2002). 

Η  επίλυση  του  συστήματος  των  εξισώσεων  του  συνοριακού  προβλήματος  απαιτεί  ιδιαίτερο 

χειρισμό, αφού πρόκειται για ένα σύστημα µητρωικών εξισώσεων, στο οποίο υπάρχουν μηδενικά διαγώνια 

στοιχεία. Έτσι, το σύστημα αυτό δεν μπορεί να επιλυθεί με μία συμβατική επαναληπτική διαδικασία όπως 

είναι  η μέθοδος  PCG, αλλά με έναν τροποποιημένο επαναληπτικό αλγόριθμο της  PCG που ονομάζεται 

Projected Preconditioned Conjugate Gradient  (PCPG).  Επίσης η μέθοδος FETI λαμβάνει  υπόψη και την 

πιθανή παρουσία «επιπλεόντων» (floating) υποφορέων, δηλαδή υποφορέων με μη αντιστρέψιμο μητρώο 

δυσκαμψίας λόγω ανεπαρκούς στήριξης. 

Για την απλή περίπτωση όπου ένας υποφορέας διαχωρίζεται σε δύο μόνο υποφορείς,  η εξίσωση 

3-1



ΚΕΦ. 3 : FETI

ισορροπίας του φορέα K u=f γράφεται ως εξής:

[K ii
(1) K ib

(1)

Kbi
(1) K bb

(1)

Kii
(2 ) K ib

(2)

Kib
(2 ) Kbb

(2)]{u i
(1)

ub
(1)

u i
(2)

ub
(2)}={f i

(1)

f b
(1)

f i
(2)

f b
(2)}  (3.1)

όπου  ο  συμβολισμός  i  υποδηλώνει  τους  εσωτερικούς  βαθμούς  ελευθερίας  (β.ε.)  του  υποφορέα,  ενώ  ο 

συμβολισμός b τους ενδοσυνοριακούς β.ε.

Η σχέση (3.1) ισχύει μόνο υπό την προϋπόθεση ότι οι συνοριακές μετατοπίσεις των δύο υποφορέων 

είναι ίσες δηλαδή :

ub
(1)=ub

(2)  (3.2)

Σε  αυτό  το  σημείο  θα  εισάγουμε  την  έννοια  του  διευρυμένου  φορέα  (Domain  Expanded),  που 

άλλωστε  εμπεριέχεται  και  στην  παραπάνω  εξίσωση.  Έστω  λοιπόν  ότι  η  περίπτωση  που  εξετάζουμε  

απεικονίζεται ως εξής :
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K u=f
22   23  24  25  26  27  28

0 13  14  15   16  17  18  

15   16  17  18  19  20  21

0 7  8  9   10  11  12  

8   9  10  11  12  13  14

0 1  2  3   4  5  6  

1   2  3  4  5  6  7
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Ύστερα από τον διαχωρισμό του φορέα σε δύο ανεξάρτητους υποφορείς και την επανένωσή τους με 

πολλαπλασιαστές Lagrange, η εικόνα που δημιουργείται είναι η εξής :

Με τη χρήση λοιπόν της έννοιας του διευρυμένου φορέα, ο παραπάνω φορέας αριθμείται ξανά, διότι 

οι  ενδοσυνοριακοί  κόμβοι  εμφανίζονται  μία  φορά  σε  κάθε  υποφορέα,  άρα  συνολικά  δύο  φορές.  Κάθε 

εμφάνιση (instance) ενός κόμβου αριθμείται  ξεχωριστά,  παρότι  είναι  στην ουσία ο ίδιος κόμβος και  τα 

χαρακτηριστικά  των  δύο  εμφανίσεων  είναι  ίδια,  όπως  λόγου  χάριν  οι  συντεταγμένες.  Ο  αριθμός  των 

εμφανίσεων ενός κόμβου ονομάζεται πολλαπλότητα (multiplicity) του κόμβου. 

Μέσω αυτής της θεώρησης η εικόνα που θα παρουσιάζει ο διευρυμένος φορέας είναι η ακόλουθη.
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Lagrange Multipliers λ

22   23  24  25 25  26  27  28

0 13  14  15  16  17  18  

15   16  17  18 18  19  20  21

0 7  8  9  10  11  12  

8   9  10  11 11  12  13  14

0 1  2  3  4  5  6  

1   2  3  4 4  5  6  7
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Στο συγκεκριμένο παράδειγμα οι ενδοσυνοριακοί κόμβοι είναι τέσσερις, καθένας από τους οποίους 

έχει μια εμφάνιση στον ένα υποφορέα και μία στον άλλο. Επομένως οι ενδοσυνορικοί β.ε. είναι οκτώ. Με 

την αρίθμηση του φορέα οι συνοριακοί κόμβοι και οι αντίστοιχοι βαθμοί ελευθερίας (β.ε.)  είναι οι:

  KOMBOΣ : 4 ,  Β.Ε. : 7, 8

 KOMBOΣ : 11 , Β.Ε. : 21, 22

 KOMBOΣ : 18 , Β.Ε. : 35,36

 KOMBOΣ : 25 , Β.Ε. : 49, 50

Με την αρίθμηση του διευρυμένου φορέα είναι: 

 ΚΟΜΒΟΙ : 4-17 , Β.Ε. : 7-33, 8-34

 ΚΟΜΒΟΙ : 8-21 , Β.Ε. :  15-41, 16-42

 ΚΟΜΒΟΙ : 12-25 , Β.Ε. :  23-49, 24-50

 ΚΟΜΒΟΙ : 16-29 , Β.Ε. : 31-57, 32-58

Το συμβιβαστό των μετατοπίσεων στον β.ε. k μεταξύ των δύο υποφορέων, μπορεί να γραφεί με την 

ακόλουθη μορφή :

uk
(1)=uk

(2)

uk
(1)−uk

(2)=0

[1 −1][uk
(1 )

uk
(2)]=0

Έστω ένα  πολυώνυμο a1u1+a2u2+...+anun=0 ,  όπου  n  ο  αριθμός  των  β.ε.  του  διευρυμένου 
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13( 25, 26)   14( 27, 28)  15( 29, 30)  16( 31, 32) 29( 57, 58)   30( 59, 60)  31( 61, 62)  32( 63, 64)

0 13 0 14 0 15 0 0 16 0 17 0 18 0

9( 17, 18)   10( 19, 20)  11( 21, 22)  12( 23, 24) 25( 49, 50)   26( 51, 52)  27( 53, 54)  28( 55, 56)

0 7 0 8 0 9 0 0 10 0 11 0 12 0

5( 9, 10)   6( 11, 12)  7( 13, 14)  8( 15, 16) 21( 41, 42)   22( 43, 44)  23( 45, 46)  24( 47, 48)

0 1 0 2 0 3 0 0 4 0 5 0 6 0

1( 1, 2)   2( 3, 4)  3( 5, 6)  4( 7, 8) 17( 33, 34)   18( 35, 36)  19( 37, 38)  20( 39, 40)
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υποφορέα. Η ισότητα του τυχαίου β.ε. k , θα έχει όλους τους συντελεστές ίσους με το μηδέν, εκτός από δύο. 

Από αυτούς τους δύο ο ένας θα είναι +1 και ο άλλος −1 . Για παράδειγμα, ο β.ε. 24 συνδέεται με το β.ε. 50. 

Άρα:

0⋅u1+0⋅u2+...+1⋅u24+...+(−1)⋅u50+...+0⋅u63+0⋅u64=0

και σε μητρωική μορφή

[0 0 … 1 … −1 … 0 0][
u1

u2

⋮
u24

⋮
u50

⋮
u63

u64

]=0

⇔ [0 0 … 1 … −1 … 0 0] ue=0

όπου το 1 είναι στη θέση 24 και το −1 στη θέση 50. 

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία για κάθε β.ε. του διευρυμένου φορέα, τότε θα καταλήξουμε στη 

σχέση :

Be ue=0

όπου το μητρώο  B  είναι  το προσημασμένο μητρώο  Boolean  (Signed Boolean Matrix)  του διευρυμένου 

φορέα.

Επομένως, το μητρώο Β έχει γραμμές τόσες όσες είναι οι εξισώσεις-δεσμεύσεις που επιβάλλονται, 

όπως για παράδειγμα μέσω της εξίσωσης (3.2), και στήλες όσοι οι β.ε. του διευρυμένου φορέα. 

Στο παράδειγμά μας, το Signed Boolean Matrix του διευρυμένου φορέα έχει:

• Γραμμές όσες οι απαιτούμενες δεσμεύσεις, που εδώ είναι όσοι οι ενδοσυνοριακοί β.ε., δηλαδή 8. 

Κάθε γραμμή εκφράζει μία σχέση της μορφής της εξίσωσης (3.2)

• Στήλες όσοι οι συνολικοί β.ε. του διευρυμένου φορέα, δηλαδή 64. 

Σε επίπεδο υποφορέα, η γραμμή που αντιστοιχεί σε κάποια δέσμευση θα έχει [1] στη στήλη που 

αντιστοιχεί στην εμφάνιση του β.ε. που ανήκει στον υποφορέα 1, και [−1] στη στήλη που αντιστοιχεί στην 
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εμφάνιση του β.ε. που ανήκει στον υποφορέα 2. Όλες οι άλλες στήλες της γραμμής αυτής έχουν 0. 

Έτσι λοιπόν, μπορούμε να εξάγουμε το μητρώο Boolean  που αντιστοιχεί σε κάθε υποφορέα απλά 

διατηρώντας όλες τις γραμμές του μητρώου B του διευρυμένου φορέα, που εκφράζουν όπως προαναφέραμε 

τις επιβαλλόμενες δεσμεύσεις, και από τις στήλες του μόνο αυτές που αφορούν τους β.ε. του υποφορέα που 

εξετάζουμε.  Το  Signed Boolean Matrix  του κάθε υποφορέα αντιστοιχίζει  τους β.ε.  του υποφορέα στους 

καθολικούς ενδοσυνοριακούς β.ε. του φορέα, δηλαδή σε όλους τους β.ε. που ανήκουν στο σύνορο μεταξύ 

τουλάχιστον δύο υποφορέων.

Προσοχή απαιτεί το γεγονός ότι αν ένας ενδοσυνοριακός β.ε. είναι δεσμευμένος, τότε οι εξισώσεις-

δεσμεύσεις που αντιστοιχούν σε αυτόν δεν συμμετέχουν στο ενδοσυνοριακό πρόβλημα. Επομένως, εκτός 

από τις στήλες που αντιστοιχούν σε αυτόν που θα αφαιρεθούν επειδή πρόκειται για ένα δεσμευμένο β.ε.,  

πρέπει να μην λάβουμε υπόψη και τις γραμμές (εξισώσεις) που αφορούν τον συγκεκριμένο β.ε.

H εξίσωση Be ue=0 μπορεί να γραφεί ως

[B(1 ) B(2)]{u(1)

u(2)}=0  (3.3)

και στη συνέχεια να επεκταθεί για οποιοδήποτε αριθμό υποφορέων N s

∑
s=1

N s

Bs us=0  (3.4)

Η εξίσωση (3.4) εκφράζει τις περιοριστικές συνθήκες που αφορούν τις ενδοσυνοριακές μετατοπίσεις 

των υποφορέων. 

Μετά από την εισαγωγή της έννοιας του διευρυμένου φορέα, στη γενική περίπτωση όπου ο φορέας 

διαχωρίζεται σε N s υποφορείς, η εξίσωση (3.1) γράφεται :

K e ue=f e  (3.5)

όπου το μητρώο 

K e=[K(1)

⋱
K(N s)]  (3.6)

περιέχει τα μητρώα δυσκαμψίας όλων των υποφορέων σε κατά τμήματα διαγώνια (block-diagonal) μορφή.

Οι  εξισώσεις  ισορροπίας  των  υποφορέων  προκύπτουν  ύστερα  από  την  ελαχιστοποίηση  του 
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δυναμικού του φορέα :

Π=1
2

(ueT Ke ue )−f eT ue  (3.7)

υπό τους  περιορισμούς  που επιβάλλονται  με  την  εξίσωση (3.4)  και  θα εισαχθούν στο  πρόβλημα μέσω 

πολλαπλασιαστών  Lagrange  λ.  Ως αποτέλεσμα, η εξίσωση  Lagrange  του προβλήματος υπό περιορισμούς 

έχει την μορφή :

L(u ,λ)=1
2

(ueT Ke ue)−f eT ue−λΤ⋅[Περιορισμοί ]

δηλαδή

L(u ,λ)= 1
2

(ueT Ke ue)−f eT ue−λΤ∑
s=1

N s

Bs u s  (3.8)

Με την παραγώγιση της αντικειμενικής συνάρτησης (3.8) ως προς τους αγνώστους του προβλήματος u και λ 

και στη συνέχεια μηδενίζοντας παίρνουμε :

∂L(u ,λ)
∂u

=Ke ue−f e−∑
s=1

N s

(Bs )T λ=0  (3.9)

∂L(u ,λ)
∂ λ

=∑
s=1

N s

Bs u s=0  (3.10)

Οι σχέσεις (3.9) και (3.10) μπορούν να γραφούν μητρωικά σε ένα σύστημα ως εξής :

[Ke (Be )T

Be 0 ]{ue

λ }={f e

0 }  (3.11)

όπου 

Be=[B(1) … B(s) … B(Ns)]  (3.12)

Οι πολλαπλασιαστές Lagrange λ είναι οι δυνάμεις αλληλεπίδρασης στο σύνορο των υποφορέων για 

τη διατήρηση της συνέχειας του φορέα.  Οι συγκεκριμένες δυνάμεις  αποτελούν και  τους αγνώστους του 
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συνοριακού  προβλήματος  της  μεθόδου  FETI,  και  οι  τιμές  τους  βρίσκονται  μέσω  μιας  επαναληπτικής 

διαδικασίας (σε κάθε βήμα της οποίας διορθώνονται)  που ονομάζεται  PCPG  (μια ειδική περίπτωση της 

μεθόδου  PCG).  Ένα μεγάλο πλεονέκτημα της  μεθόδου  FETI  αποτελεί  το  γεγονός  ότι  δεν  απαιτείται  ο 

διαχωρισμός των πράξεων που αναφέρονται στους εσωτερικούς και ενδοσυνοριακούς β.ε. των υποφορέων, 

όπως δηλαδή συμβαίνει στην κύρια συνοριακή μέθοδο.

Συνοψίζοντας η μέθοδος FETI μετατρέπει το καθολικό πρόβλημα του φορέα 

 K u=f
σε ένα πρόβλημα υποφορέων που περιγράφεται από το σύστημα

K s us=f s−(Bs )Τ λ
υπό του περιορισμούς: 

∑
s=1

N s

Bs u s=0

3.3 Διατύπωση του συνοριακού προβλήματος

Το  σύστημα  (3.11),  παρότι  είναι  αόριστο,  έχει  μία  και  μοναδική  λύση.  Για  την  επίλυσή  του 

απαιτείται  ειδικός  χειρισμός  στην  περίπτωση  των  ''επιπλέοντων''  υποφορέων  (floating  subdomains), 

υποφορέων  δηλαδή  χωρίς  επαρκή  στήριξη  ύστερα  από  το  διαχωρισμό  του  φορέα  σε  ανεξάρτητους 

υποφορείς. Στους συγκεκριμένους υποφορείς πρέπει να απομονωθούν οι κινήσεις στερεού σώματος (rigid 

body modes) ώστε να είναι δυνατή η αντιστροφή του μητρώου δυσκαμψίας τους. Έτσι λοιπόν, διακρίνουμε 

δύο περιπτώσεις κατά την επίλυση του συστήματος (3.11) :

 Στην περίπτωση που ο υποφορέας s είναι πλήρως δεσμευμένος, η πρώτη εξίσωση της σχέσης (3.11) 

λύνεται ως :

us=(Ks )−1(f s−(Bs )T λ)  (3.13)

όπου στο μητρώo K s θα περιλαμβάνονται μόνο οι ελεύθεροι β.ε. του υποφορέα.  Αντίστοιχος διαχωρισμός 

σε  ελεύθερους  και  δεσμευμένους  β.ε.  θα  πρέπει  να  γίνει  και  στις  στήλες  του  μητρώου B s και  να 

διατηρηθούν οι ελεύθεροι κατά την επίλυση.

 Στην περίπτωση που ο υποφορεάς s είναι επιπλέοντας (floating) η πρώτη εξίσωση της σχέσης (3.11) 

λύνεται ως :

us=(Ks )+( f s−(B s)T λ )+R s as  (3.14)
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Όπου :

➢ με (K s)+ συμβολίζεται το γενικευμένο αντίστροφο (generalised inverse) μητρώο του K s  

➢ με R s συμβολίζονται οι μετακινήσεις στερεού σώματος του υποφορέα s.

➢ as είναι τα βαθμωτά μεγέθη που εκφράζουν γραμμικούς συνδυασμούς των μετακινήσεων στερεού 

σώματος του υποφορέα s (κινήσεις μηδενικής ενέργειας)

Λεπτομέρειες για τα παραπάνω μητρώα θα δοθούν σε επόμενη παράγραφο.

Οι  κινήσεις  μηδενικής  ενέργειας  προκύπτουν  από  τις  μηδενικές  ενεργειακές  συνθήκες  των 

μετακινήσεων στερεού σώματος:

(R s )T K s us=0

που λόγω της: 

K s us=f s−(Bs )Τ λ

γίνεται: 

                    (R s)T (f s−(Bs )Τ λ)=0  (3.15)

Από τις  εξισώσεις (3.4),  (3.13),  (3.14),  (3.15) καταλήγουμε στο ακόλουθο δυϊκό ενδοσυνοριακό 

σύστημα :

[ FI −GI

−GI
T 0 ]{λ

a}={ d
−e}  (3.16)

όπου 

F I=∑
s=1

N s

FI
s=∑

s=1

N s

Bs (K s)+ (Bs)T

d=∑
s=1

N s

ds=∑
s=1

N s

Bs(K s )+ f s

GI=[Β(1) R(1) Β(2)R(2) … Β(N s)R(N s)]

a={a(1)

⋮
a(N s)}
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e={ (R(1))T f (1)

⋮

(R (N s))T f (N s)}
Το μητρώο (K s)+ είναι ίσο με (K s )−1

για πλήρως παγιωμένους φορείς (για την ακρίβεια για τους 

δεσμευμένους υποφορείς, ο γενικευμένος αντίστροφος είναι ο αντίστροφος του K ff
s όπου είναι το μητρώο 

δυσκαμψίας απαλλαγμένο από τους δεσμευμένους β.ε.), ενώ στην περίπτωση των επιπλέοντων υποφορέων 

αντιστοιχεί στο γενικευμένο αντίστροφο μητρώο του (K s ) .

Παρατηρούμε από την εξίσωση του F I :

F I=∑
s=1

N s

Bs(K s )+ (Bs )T

ότι η FETI είναι μια μέθοδος ευκαμψίας καθώς για την διατύπωσή της χρησιμοποιεί τους γενικευμένους 

αντίστροφους  των  μητρώων  δυσκαμψίας  των  υποφορέων,  σε  αντίθεση  με  τη  δυϊκή  της,  την  Κύρια 

Συνοριακή Μέθοδο (PSM) που είναι μία μέθοδος δυσκαμψίας, αφού χρησιμοποιεί το μητρώο δυσκαμψίας 

των υποφορέων.  To συγκεκριμένο γεγονός έχει ως αποτέλεσμα η μέθοδος  FETI να παρουσιάζει καλύτερη 

αριθμητική ευστάθεια.

3.4 Μετακινήσεις στερεού σώματος των υποφορέων

Στην περίπτωση του επιπλέοντος υποφορέα  s,  το μητρώο δυσκαμψίας του μπορεί να γραφεί στην 

εξής μορφή :

K s=[K11
s K12

s

K 21
s K22

s ]  (3.17)

όπου K 11
s είναι ένα αντιστρέψιμο μητρώο (full rank matrix). 

Η συγκεκριμένη γραφή του μητρώου δυσκαμψίας προκύπτει ύστερα από την παραγοντοποίησή του. 

Τη  στιγμή  που  κατά  τη  διάρκεια  της  παραγοντοποίησης  βρεθεί  κάποιος  β.ε.  με  μηδενικό  στοιχείο  στη 

διαγώνιο, η γραμμή και η στήλη αυτού μεταφέρονται στο τέλος του μητρώου και αποτελούν έτσι κομμάτι 

του υπομητρώου K 22
s .Οι  β.ε.  που βρίσκονται  στο  τέλος  του νέου αυτού μητρώου δυσκαμψίας  είναι  οι 

βαθμοί που παγιώνονται. 

Επομένως τα μητρώα (K s)+ και R s δίνονται από τις σχέσεις :

3-10



ΚΕΦ. 3 : FETI

(K s)+=[(K 11
s )−1

0
0 0]  (3.18)

R s=[(K11
s )−1

K12
s

I ]  (3.19)

Ο αριθμός των μετακινήσεων στερεού σώματος ενός επιπλέοντος υποφορέα είναι γενικά ίσος με τον 

αριθμό  δεσμεύσεων  που  απαιτούνται  κατ’ ελάχιστο  για  να  είναι  ο  υποφορέας  πλήρως  παγιωμένος.  Οι 

δεσμεύσεις αυτές επιβάλλονται ως ''ψευδοστηρίξεις'' στους τελευταίους β.ε., δηλαδή αυτούς που απαρτίζουν 

το K 22
s . 

Συνήθως όμως οι β.ε. που απαρτίζουν το μητρώο K 22
s είναι και οι τελευταίοι β.ε. του επιπλέοντος 

υποφορέα  και  σε  αυτούς  θα  εισαχθούν  οι  ψευδοστηρίξεις.  Τούτο  έχει  ως  αποτέλεσμα  να  εισάγονται 

ψευδοστηρίξεις σε πολύ κοντινά σημεία του υποφορέα, με συνέπεια να επηρεάζονται οι αριθμητικές πράξεις 

για τον υπολογισμό των κινήσεων στερεού σώματος από τα σφάλματα στρογγύλευσης (round-off errors) 

που συσσωρεύονται προς το τέλος της διαδικασίας της παραγοντοποίησης. Έτσι αυξάνεται σημαντικά ο 

δείκτης  κατάστασης  του  ενδοσυνοριακού  προβλήματος  της  FETI,  με  αποτέλεσμα  να  επιβραδύνεται  η 

σύγκλιση της  μεθόδου.  Το πρόβλημα γίνεται  ακόμα πιο έντονο σε προβλήματα κακής κατάστασης (ill-

conditioned problems).

Το συγκεκριμένο πρόβλημα μπορεί να αποφευχθεί στην περίπτωση υπολογισμού των μετακινήσεων 

στερεού  σώματος  των  επιπλέοντων  υποφορέων  με  αναλυτικές  σχέσεις.  Σε  αυτή  την  περίπτωση  οι 

υπολογισμοί είναι ανεξάρτητοι από τις ιδιότητες των μητρώων δυσκαμψίας και έτσι δεν παρουσιάζονται τα 

προαναφερθέντα προβλήματα ακρίβειας και  οδηγούμαστε σε μία πιο ευσταθή και  αξιόπιστη αριθμητική 

διαδικασία.

Μέσω της αναλυτικής θεώρησης οι μορφές μετακινήσεων στερεού σώματος είναι τυποποιημένες και 

αντιστοιχούν  σε  μοναδιαίες  μετατοπίσεις  και  στροφές  που  πρέπει  να  δεσμευτούν  για  να  παγιωθούν  οι 

επιπλέοντες  υποφορείς.  Έτσι  λοιπόν για  ένα δισδιάστατο πρόβλημα έχουμε  έως  και  τρεις  μετακινήσεις  

στερεού σώματος  (μετατοπίσεις  κατά  τους  άξονες  x  και y,  και  στροφή κατά τον  άξονα  z) ενώ σε  ένα 

τρισδιάστατο πρόβλημα έχουμε έως και έξι μετακινήσεις (μετατοπίσεις κατά τους άξονες  x, y  και z,  και 

στροφές κατά τους άξονες x, y και z).

Σε ένα δισδιάστατο πρόβλημα έχουμε για ένα κόμβο i του πλήρως επιπλέοντος υποφορέα s :

R i
s=[R 1 R 2 R3]
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όπου: R 1=[1
0
0] , R 2=[0

1
0] , R3=[−y i

x i

0 ]  και (x i , y i) είναι οι συντεταγμένες του κόμβου i . 

Αντίστοιχα σε ένα τρισδιάστατο πρόβλημα για ένα κόμβο i του πλήρως επιπλέοντος υποφορέα s , 

έχουμε:

R i
s=[R1 R 2 R 3 R4 R5 R 6]

όπου:  R 1=[1
0
0] ,  R 2=[0

1
0] ,  R 3=[0

0
1] ,  R4=[ 0

−z i
y i
] ,  R 5=[ z i

0
−xi] ,  R6=[−y i

x i

0 ] και (x i , y i , z i) είναι  οι 

συντεταγμένες του κόμβου i . 

Σε αυτό το σημείο θα είναι χρήσιμο να διαχωρίσουμε την έννοια της στροφής ενός κόμβου με την 

στροφή ολόκληρου του υποφορέα. Η στροφή ενός κόμβου εκφράζεται από την τρίτη γραμμή του R i
s

, ενώ η 

στροφή του υποφορέα εκφράζεται από την τρίτη στήλη του R i
s . Έτσι, ενώ μπορεί να μην έχουμε στροφικό 

βαθμό  ελευθερίας  στους  κόμβους  (όπως  συμβαίνει  στα  πεπερασμένα  στοιχεία  συνεχούς  μέσου),  ο 

υποφορέας  μπορεί  φυσικά  να  έχει  στροφή.  Επομένως  σε  ένα  δισδιάστατο  πρόβλημα  με  πεπερασμένα 

στοιχεία συνεχούς μέσου, η τρίτη γραμμή του R i
s δεν θα υπάρχει, σε αντίθεση με την τρίτη στήλη του που 

θα είναι υπαρκτή λόγω στροφής του υποφορέα σαν στερεό σώμα.

3.5 Μητρώα ενδοσυνοριακού προβλήματος

Ακολουθεί μία ανάλυση των μητρώων που συμμετέχουν στο σύστημα της μεθόδου FETI.  Για την 

ανάπτυξη των μητρωικών διαστάσεων θα χρησιμοποιηθούν στη συνέχεια οι παρακάτω συμβολισμοί :

➢ Ν b : μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος

➢ Ν b
s : πλήθος ενδοσυνοριακών β.ε. υποφορέα s

➢ Ν dof
s : πλήθος β.ε. του υποφορέα s

➢ Ν r :  αριθμός  μετακινήσεων  στερεού  σώματος  (τρεις  για  δισδιάστατα  και  έξι  για  τρισδιάστατα 

προβλήματα

➢ N f : πλήθος επιπλέοντων υποφορέων

➢ N s : πλήθος υποφορέων
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Μητρώο B s

Το μητρώο B s περιέχει στοιχεία τα οποία είναι ±1  ή 0. Όταν το B s πολλαπλασιάζεται με ένα άλλο 

μητρώο,  ένας  βαθμός  ελευθερίας  συμμετέχει,  όταν  υπάρχει ±1 στην  αντίστοιχη  θέση  του B s ,  ή  δεν 

συμμετέχει,  όταν υπάρχει  0  στην αντίστοιχη θέση του B s .  Επομένως το B s ουσιαστικά  “διαλέγει”  τους 

βαθμούς ελευθερίας που θα συμμετέχουν στις διεργασίες για την επίλυση. 

Οι διαστάσεις του μητρώου είναι : [Ν b×N dof
s ]

Μητρώο F I

F I=∑
s=1

N s

FI
s=∑

s=1

N s

Bs (K s)+ (Bs )T

Το γινόμενο B s(K s)+ (B s)T για τον υποφορέα s , επιλέγει μόνο την ευκαμψία των ενδοσυνοριακών 

β.ε. του υποφορέα και αθροίζοντας για όλους τους υποφορείς, λαμβάνεται υπόψη η συνεισφορά όλων των 

υποφορέων για τους β.ε. του συνοριακού προβλήματος.

Επομένως το  μητρώο F Ι είναι  το μητρώο ευκαμψίας  του ενδοσυνοριακού προβλήματος  και  έχει 

μητρωικές διαστάσεις : [Ν b×Ν b ]

Μητρώο GI

GI=[Β(1) R(1) Β(2)R(2) … Β(N s)R(N s)]

Το μητρώο GI περιέχει τις κινήσεις στερεού σώματος του ενδοσυνοριακού προβλήματος. Αν ένας 

υποφορέας είναι δεσμευμένος τότε δεν συμμετέχει στην παραπάνω έκφραση. Θα μπορούσαμε δηλαδή να  

πούμε ότι το μητρώο R του δεσμευμένου αυτού υποφορέα είναι ένα μητρώο με μηδενικό αριθμό στηλών 

και αριθμό γραμμών όσοι οι βαθμοί ελευθερίας του υποφορέα( [Ν dof
s ×0] ). Για έναν επιπλέοντα υποφορέα 

s το μητρώο R s έχει διαστάσεις : [Ν dof
s ×N R]

Οι μητρωικές διαστάσεις του GI είναι :  [Ν b×(Ν R⋅Ν f ) ]
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Διάνυσμα d

d=∑
s=1

N s

ds=∑
s=1

N s

Bs (K s)+ f s

To γινόμενο (K s )+ f s για τον υποφορέα s είναι η άμεση επίλυση του υποφορέα, δηλαδή εκφράζει τις 

μετακινήσεις  του  υποφορέα  από  τη  φόρτιση  που  επιβάλλεται  σε  αυτόν. Με  το  γινόμενο B s (K s)+
f s  

επιλέγονται  οι  μετακινήσεις  μόνο  των  ενδοσυνοριακών  β.ε.  του  υποφορέα s .  Αθροίζοντας  όλους  τους 

υποφορείς παίρνουμε ως αποτέλεσμα το διάνυσμα d που είναι οι μετακινήσεις των ενδοσυνοριακών β.ε. του 

προβλήματος.

Έτσι λοιπόν, οι διαστάσεις του d είναι : [Ν b×1 ]

Διάνυσμα e

e={ (R(1))T f (1)

⋮

(R (N s))T f (N s)}
Το  διάνυσμα e εκφράζει  το  έργο  των  κινήσεων  στερεού  σώματος  των  υποφορέων,  λόγω  των 

δυνάμεων που επιβάλλονται  σε  αυτούς.  Υπενθυμίζουμε  τη  συνθήκη μηδενικής  ενέργειας  των  κινήσεων 

στερεού σώματος των υποφορέων (R s)T K s us=0 ,  απ'  όπου και  προκύπτει  η παραπάνω διατύπωση του 

διανύσματος e .  Οι  δεσμευμένοι  υποφορείς  έχουν R με  μηδενικό  αριθμό  στηλών.  Το RT των  πλήρως 

παγιωμένων υποφορέων επομένως έχει μηδενικό αριθμό γραμμών. 

Οι διαστάσεις του διανύσματος e είναι : [(Ν R⋅Ν f )×1]

Διάνυσμα λ

Το διάνυσμα λ εκφράζει τις δυνάμεις αλληλεπίδρασης μεταξύ των υποφορέων για να διατηρηθεί η 

συνέχεια του φορέα. Αποτελούν δηλαδή τους πολλαπλασιαστές Lagrange του προβλήματος.

Οι διαστάσεις του διανύσματος λ είναι : [Ν b×1 ]

Διάνυσμα a
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a={a(1)

⋮
a(N s)}

Το  διάνυσμα a εκφράζει  γραμμικούς  συνδυασμούς  των  μετακινήσεων  στερεού  σώματος  των 

επιπλέοντων υποφορέων.  Για τους  πλήρως παγιωμένους  υποφορείς  το  διάνυσμα a έχει  μηδενικό αριθμό 

γραμμών.

Επομένως το διάνυσμα a έχει διαστάσεις : [(Ν R⋅Ν f )×1]

3.6 Σημεία διασταύρωσης υποφορέων (Crosspoints)

Ιδιαίτερο  ενδιαφέρον  παρουσιάζουν  τα  σημεία  διασταύρωσης  (crosspoints)  των  υποφορέων.  Ως 

σημείο διασταύρωσης ορίζουμε το σημείο που ανήκει σε παραπάνω από δύο υποφορείς όπως φαίνεται στο 

παρακάτω σχήμα :

Στα σημεία διασταύρωσης έχουν οριστεί οι εξής τρόποι επιβολής πολλαπλασιαστών  Lagrange  για 

την επίτευξη της συμβατότητας των μετατοπίσεων μεταξύ των υποφορέων :

 Με ελάχιστους δυνατούς περιορισμούς

 Με αποφυγή πλεοναζόντων περιορισμών -  Non-Redundant Constraints

 Με πλεονάζοντες περιορισμούς - Fully Redundant Constraints
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Στη συνέχεια αναλύονται οι παραπάνω έννοιες.

Ελάχιστοι Δυνατοί Περιορισμοί

Οι  ελάχιστες  δυνατές  εξισώσεις  που  μπορούμε  να  χρησιμοποιήσουμε  για  να  εκφράσουμε  το 

συμβιβαστό των μετατοπίσεων στο σημείο διασταύρωσης των τεσσάρων υποφορέων είναι :

u i
(1)=ui

(2) ,u i
(2)=u i

(4 ) , u i
(4 )=u i

(3)

Οι συγκεκριμένοι περιορισμοί είναι αρκετοί για να εξασφαλίσουν το συμβιβαστό των μετατοπίσεων 

στο σημείο διασταύρωσης των υποφορέων. Παρόλα αυτά παρουσιάζουν το μειονέκτημα ότι οι εμφανίσεις 

του κοινού κόμβου δεν έχουν τον ίδιο αριθμό εξισώσεων σε όλους τους υποφορείς, καθώς ο υποφορέας 4 

και ο υποφορέας 2 έχουν δύο εξισώσεις για τον ίδιο κόμβο, ενώ οι υποφορείς 1 και 3 έχουν μία εξίσωση. 

Επειδή λοιπόν οι υποφορείς δεν έχουν κοινό τρόπο αντιμετώπισης στο σημείο διασταύρωσης η μέθοδος 

αυτή γενικά δεν προτιμάται.
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Αποφυγή Πλεοναζόντων Περιορισμών - Non-Redundant Constraints

Με  την  συγκεκριμένη  μέθοδο  πετυχαίνουμε  το  στόχο  της  κοινής  αντιμετώπισης  όλων  των 

υποφορέων. Η ονομασία της μεθόδου ίσως είναι λίγο παραπλανητική καθώς η μία από τις εξισώσεις δεν  

χρειάζεται στην πραγματικότητα, επομένως ο ορισμός είναι πλεονάζων (redundant). Έχουμε λοιπόν :

u i
(1)=ui

(2) ,u i
(2)=u i

(4 ) , u i
(4 )=u i

(3) , ui
(3)=u i

(1)

Από το  σχήμα παρατηρούμε  ότι  η  εμφάνιση  ενός  κόμβου  σε  έναν  υποφορέα  συνδέεται  με  τις  

διπλανές της, αλλά δεν συνδέεται με τις διαγώνιές της. Έτσι λοιπόν κάθε εμφάνιση συνδέεται με άλλες δύο, 

επομένως έχουμε 4 εξισώσεις-δεσμεύσεις ανά β.ε. του κόμβου. 
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Πλεονάζοντες Περιορισμοί - Fully Redundant Constraints

Με αυτόν τον ορισμό όλες οι εμφανίσεις του σημείου διαστάυρωσης των υποφορέων συνδέονται 

μεταξύ τους – ακόμα και οι διαγώνιες σε αντίθεση με την μέθοδο Αποφυγής Πλεοναζόντων Περιορισμών. 

Έχουμε λοιπόν :

u i
(1)=ui

(2) ,u i
(1)=u i

(3) ,u i
(1)=u i

(4)

u i
(2)=u i

(3) , ui
(2)=u i

(4)

u i
(3)=ui

(4)

Όπως φαίνεται και από το παραπάνω σχήμα, για κάθε β.ε. θα έχουμε έξι εξισώσεις, μερικές από τις  

οποίες είναι πλεονάζουσες (redundant).

Στην συγκεκριμένη διπλωματική εργασία χρησιμοποιείται η Fully Redundant μέθοδος. Παρόλο που 

ο  συγκεκριμένος  ορισμός  αυξάνει  τις  διαστάσεις  του  ενδοσυνοριακού  προβλήματος  σε  σχέση  με  τους  

άλλους δύο, οδηγεί σε ταχύτερη σύγκλιση του επαναληπτικού αλγορίθμου της μεθόδου FETI.
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3.7 Επίλυση του συνοριακού προβλήματος της μεθόδου FETI

Το σύστημα (3.16), που περιγράφει το ενδοσυνοριακό πρόβλημα της μεθόδου FETI, θα μπορούσε να 

επιλυθεί άμεσα, όμως σε προβλήματα με μεγάλο πλήθος β.ε. αυτό θα ήταν αδύνατο, διότι σε εκείνη την 

περίπτωση θα απαιτούταν ο χρονοβόρος υπολογισμός και η ''ακριβή'' αποθήκευση ολόκληρου του μητρώου

F I .  Για την επίλυση επομένως του προβλήματος καταφεύγουμε σε μία επαναληπτική μέθοδο,  όπου το 

μητρώο F I εμπλέκεται μόνο σε πολλαπλασιασμούς με διανύσματα, επομένως δεν χρειάζεται να μορφωθεί 

και να αποθηκευθεί. Η επαναληπτική μέθοδος που χρησιμοποιείται στα πλαίσια της FETI, είναι ένας ειδικός 

αλγόριθμος της  PCG  που ονομάζεται  PCPG.  Ο λόγος που καταφεύγουμε σε αυτόν τον ειδικό αλγόριθμο 

είναι το γεγονός ότι το σύστημα (3.16) δεν είναι θετικά ορισμένο. Για αυτό το λόγο μέσω του αλγορίθμου 

PCPG πραγματοποιείται μια ''προβολή'' (projection) και με αυτόν τον τρόπο μπορούμε να αντιμετωπίσουμε 

τους μηδενικούς όρους που προκύπτουν από την ικανοποίηση των περιορισμών της σχέσης (3.4).

Το ενδοσυνοριακό πρόβλημα: 

[ FI −GI

−GI
T 0 ]{λ

a}={ d
−e}

μπορεί να γραφεί με τη μορφή: 

min Π (λ)=1
2

λΤ FI λ−λΤ (G Ia+d )

υπό τον περιορισμό: 

                GI
T λ=e  (3.20)

Η  λύση  του  τροποποιημένου  συνοριακού  προβλήματος  προκύπτει  μέσω  της  επαναληπτικής 

διαδικασίας PCPG (Farhat et al. 1994a,b) χρησιμοποιώντας το ορθογωνικό μητρώο προβολής (Projector): 

P=I−Q GI (G I
T QG I)

−1
G I

T

όπου το μητρώο P θα έχει διαστάσεις [N b×N b] .

Το μητρώο προβολής P χρησιμεύει στο να διορθώνει το τρέχον διάνυσμα της λύσης λ m , ώστε να 
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ικανοποιείται η συνθήκη περιορισμού (3.20). Επιπλέον στο σύστημα (3.16) οι πολλαπλασιαστές Lagrange λ

και  τα  μεγέθη a των κινήσεων μηδενικής  ενέργειας  είναι  συζευγμένα,  μέσω του όρου −GI .  Επομένως 

μέσω του μητρώου προβολής επιτυγχάνεται η αποσύζευξη των δύο μεταβλητών. 

Το  μητρώο GI
T QG I είναι  αραιό,  συμμετρικό  και  θετικά  ορισμένο,  ενώ οι  διαστάσεις  του  είναι 

μικρές: [(N R⋅N f )×(N R⋅N f )] . Εξαρτώνται δηλαδή από τον αριθμό των μετακινήσεων στερεού σώματος 

των επιπλεόντων υποφορέων (θεωρούμε ότι  δεν υπάρχουν υποφορείς  με εσωτερικούς μηχανισμούς).  Το 

σημαντικότερο  στοιχείο  του  μητρώου GI
T QG I που  εμπεριέχεται  στο  μητρώο  προβολής,  αποτελεί  το 

γεγονός ότι σε αυτό έγκειται και το αραιό πρόβλημα (coarse problem) της μεθόδου FETI, μέσω της επίλυσης 

σε κάθε επανάληψη του γραμμικού προβλήματος

(G I
T Q GI)x=b  

Το αραιό πρόβλημα της μεθόδου FETI έχει τη διάσταση του συνολικού αριθμού των κινήσεων μηδενικής 

ενέργειας των υποφορέων και η συμβολή του στην ταχεία σύγκλιση της μεθόδου είναι καθοριστική, καθώς 

μέσω αυτού επιτυγχάνεται η γρήγορη καθολική διάδοση του σφάλματος σε κάθε επανάληψη.

Έτσι λοιπόν, συμβολίζοντας με F̃ I
−1 τον προσταθεροποιητή της μεθόδου PCPG, o αλγόριθμος PCPG 

για την επίλυση του συστήματος (3.16) που αποτελεί το ενδοσυνοριακό πρόβλημα της μεθόδου FETI είναι ο 

ακόλουθος :
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Αρχικές σχέσεις:

λ0=QG I(GI
T Q GI)

−1
e

r0=d−F I λ0

Επαναλήψεις   m  =1,2,… (µέχρι τη σύγκλιση)   

wm−1=P rm−1

zm−1=F̃ I
−1 wm−1

ym−1=P zm−1

βm=
ym−1

T wm−1

ym−2
T wm−2

 (Για m=1 , β1=0 )

pm=ym−1+βmpm−1  (Για m=1 , p1=y0 )

γm=
ym−1

T wm−1

pm
T FI pm

λ m=λm−1+γmpm

rm=rm−1−γm F I pm
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Τα βήματα του αλγορίθμου που εμπλέκουν το μητρώο προβολής P είναι δύο, ώστε να διατηρείται η 

συμμετρία. Τα δύο αυτά βήματα έχουν ως αποτέλεσμα τη διάδοση αριθμητικών πληροφοριών προς όλους  

τους υποφορείς σε κάθε επανάληψη, γεγονός που προκαλεί ταχύτερη σύγκλιση του επιλύτη PCPG. 

ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΣΦΑΛΜΑΤΟΣ - ΚΡΙΤΗΡΙΟ ΣΥΓΚΛΙΣΗΣ

Στην  πλειοψηφία  των  δομοστατικών  προβλημάτων  έχει  παρατηρηθεί  ότι  η  νόρμα  των 

υπολειμματικών δράσεων που αντιστοιχεί  στο καθολικό σύστημα K u=f είναι  σε γενικές γραμμές κατά

102 - 103 φορές μεγαλύτερη από τη νόρμα των συνοριακών υπολειμματικών δράσεων που προκύπτουν από 

το σύστημα (3.16). 

Κάτι τέτοιο σημαίνει ότι το κριτήριο σύγκλισης της μεθόδου  PCPG  θα έπρεπε να βασίζεται στη 

νόρμα των καθολικών υπολειμματικών δράσεων που υπολογίζεται ως 

∥K um−f∥
και um είναι οι μετατοπίσεις που προκύπτουν στο m βήμα της επίλυσης PCPG. Αυτό σημαίνει όμως πως σε 

κάθε  επανάληψη θα  έπρεπε  να  υπολογίζονται  οι  μετατοπίσεις  όλου του  φορέα  για  να εφαρμοσθεί  ένα 

κριτήριο σύγκλισης της μορφής 

∥K um−f∥
∥f∥

≤ε

όπου ε είναι η παράμετρος που ορίζεται από το χρήστη και δηλώνει το επιθυμητό επίπεδο ακρίβειας που  

θέλει  να  πετύχει.  Το  συγκεκριμένο  κριτήριο  ονομάζεται  αντικειμενικό  και  μας  δίνει  την  πραγματική 

συμπεριφορά της μεθόδου FETI σε όρους επαναλήψεων. Όμως εύκολα διαπιστώνουμε ότι η εφαρμογή του 

συγκεκριμένου κριτηρίου είναι αρκετά χρονοβόρα. 

Αναζητήθηκε  λοιπόν  μια  προσεγγιστική  εκτίμηση  της  νόρμας ∥K um−f∥ ,  και  μία  αποδεκτή 

εκτίμησή της αποτελεί η νόρμα ∥zm∥ , όπου το διάνυσμα zm προκύπτει σε κάθε επανάληψη ύστερα από τον 

πολλαπλασιασμό  της  ασυνέχειας  των  συνοριακών  μετατοπίσεων rm με  τα  μητρώα  προβολής  και 

προσταθεροποίησης. Με αυτόν τον τρόπο έχουμε ένα προσσεγιστικό κριτήριο της μορφής 

∥zm∥
∥f∥

≤ε

Ιδιαίτερη προσοχή απαιτεί το γεγονός ότι το προσεγγιστικό κριτήριο δίνει αξιόπιστα αποτελέσματα μόνο 

όταν  συνδυάζεται  με  τους  κατάλληλους  προσταθεροποιητές.  Ακόμα  και  χωρίς  την  χρήση 

προσταθεροποιητών το κριτήριο πολλές φορές συγκλίνει αλλά σε λάθος αποτελέσματα.

Από την επίλυση με τη μέθοδο PCPG λαμβάνουμε τις τελικές τιμές των πολλαπλασιαστών Lagrange
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λ ,  για  τους  οποίους  ισχύει  το συμβιβαστό των μετατοπίσεων μεταξύ των υποφορέων και  επομένως η 

συνέχεια του φορέα.

Μετά τον υπολογισμό των πολλαπλασιαστών Lagrange και μέσω των εξισώσεων του συστήματος 

(3.16)  υπολογίζονται οι συντελεστές a από τη σχέση :

a=(G I
Τ QG I)

−1
G I

Τ Q (FI λ−d )  (3.21)

 

Τέλος υπολογίζονται οι μετατοπίσεις κάθε υποφορέα από τις σχέσεις :

  us=(Ks)−1(f s−(Bs )T λ)     (πλήρως παγιωμένοι υποφορείς)

us=(Ks)+( f s−(B s)T λ )+R s as     (επιπλέοντες υποφορείς)

Συνθέτοντας τις μετακινήσεις των υποφορέων μπορούμε εύκολα στη συνέχεια να υπολογίσουμε τις 

μετακινήσεις του φορέα, προσέχοντας ότι αν ένας κόμβος έχει παραπάνω από μία εμφανίσεις τότε λόγω της 

σχέσης (3.4), που εξασφαλίζει το συμβιβαστό των μετατοπίσεων μεταξύ των υποφορέων, οι μετακινήσεις σε 

όλες  τις  εμφανίσεις  του  θα  είναι  ίδιες.  Επομένως  για  τον  κόμβο i με πολλαπλότητα  (multiplicity) m θα 

ισχύει :

ui=
∑

instance=1

m

uinstance
s

m

όπου uinstance
s οι μετακινήσεις της εμφάνισης (instance) που αντιστοιχούν στον υποφορέα s .

Εναλλακτικά  το  ενδοσυνοριακό σύστημα (3.16)  μπορεί  να επιλυθεί  ως  εξής.  Από τις  εξισώσεις 

(3.14) και (3.21) η ασυνέχεια των μετατοπίσεων στο σύνορο μεταξύ των υποφορέων μπορεί να γραφεί :

Δub=∑
s=1

s=Ns

Bs us=d−F I λ+G Ia=PT (d−FI λ )
 

(3.22)

Με βάση την σχέση (3.22) το σύστημα (3.16) μπορεί να αποδειχθεί ισοδύναμο με το παρακάτω σύστημα 

τριών εξισώσεων, όπου μέσω του μητρώου προβολής οι μεταβλητές λ και a έχουν αποσυζευχθεί :

a=(G I
Τ QG I)

−1
G I

Τ Q (FI λ−d )  (3.23)

PT FI λ=PT d  (3.24)
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GI
T λ=e  (3.25)

Για  την  επίλυση  του  συστήματος  των  εξισώσεων  (3.24)  και  (3.25)  ως  προς  το  διάνυσμα  των 

πολλαπλασιαστών Lagrange λ , το διάνυσμα λ αποδομείται ως εξής 

λ=λ0+Ρ λ̄  (3.26)
όπου το διάνυσμα λ0 ικανοποιεί την εξίσωση (3.25) και τίθεται ίσο με 

λ0=QG I(GI
T Q GI)

−1
e  (3.27)

Επίσης για το μητρώο Ρ ισχύουν οι ιδιότητες :

GI
T P=0  

P Q GI=0  

P2=P  

                PT F=F P

Στη συνέχεια από τις εξισώσεις (3.26) και (3.27), προκύπτει ότι το σύστημα των εξισώσεων (3.24) και (3.25) 

μπορεί να γραφεί ως :

(PT F I P) λ̄=PT (d−F I λ0)  (3.28)

Έτσι λοιπόν η μέθοδος  FETI  στοχεύει στην επίλυση του συνοριακού προβλήματος της εξίσωσης (3.28), 

μέσω  της  επαναληπτικής  μεθόδου  PCG,  ως  προς  το  διάνυσμα λ̄ .  Στη  συνέχεια  υπολογίζονται  οι 

πολλαπλασιαστές  Lagrange από την εξίσωση (3.26) και οι κινήσεις μηδενικής ενέργειας από την εξίσωση 

(3.23). Τέλος υπολογίζονται οι μετατοπίσεις των υποφορέων από τις εξισώσεις (3.13) και (3.14).

3.8 Προσταθεροποιητές (Preconditioners) της μεθόδου FETI

Η  αποδοτικότητα  της  PCPG  επηρεάζεται  έντονα  από  τη  χρησιμοποιούμενη  τεχνική 

προσταθεροποίησης.  Συνήθως  στη  μέθοδο  FETI  χρησιμοποιείται  ένας  εκ  των  δύο  παρακάτω 

προσταθεροποιητών, που παρουσιάστηκαν σε αρχικές δημοσιεύσεις σχετικές με τη μέθοδο FETI :
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(1) o προσταθεροποιητής Dirichlet

(2) o προσταθεροποιητής Lumped

O προσταθεροποιητής  Dirichlet  είναι πιο ισχυρός, αλλά ο  Lumped  πιο οικονομικός. Εναλλακτικοί 

προσταθεροποιητές  που  έχουν  προταθεί  κατά  καιρούς  βασίζονται  στη  χρήση  των  δύο  συγκεκριμένων 

προσταθεροποιητών.  Στην  παρούσα  εργασία,  εκτός  των  δύο  κλασσικών  προσταθεροποιητών,  θα 

παρουσιαστεί και ο διαγώνιος Dirichlet, που είναι κάτι ενδιάμεσο των άλλων δύο.

Προσταθεροποιητής Dirichlet

Ο προσταθεροποιητής Dirichlet έχει την εξής διατύπωση :

F̃ I
−1=∑

s=1

N s

Ws Bs[0 0
0 Ss](Bs)T Ws  (3.29)

και  αναδιατάσσοντας τις  στήλες  του  μητρώου Β s σε  εσωτερικούς  (internal)  και  σε ενδοσυνοριακούς 

(boundary) β.ε., η εξίσωση (3.24) γράφεται :

F̃ I
−1=∑

s=1

N s

Ws[Bi
s Bb

s ][0 0
0 Ss][Bi

s Bb
s ]T Ws  (3.30)

όπου οι διαστάσεις του μητρώου Βb
s είναι [Ν b×N b

s ] . Τελικά, καταλήγουμε στην εξίσωση :

F̃ I
−1=∑

s=1

N s

Ws Bb
s Ss(Bb

s )T Ws  (3.31)

όπου

Ss=Kbb
s −(Kib

s )T ( Kii
s )−1

K ib
s  (3.32)

 Ο προσταθεροποιητής  Dirichlet  χρησιμοποιεί το ακριβές μητρώο K ii
s

το οποίο συνεπάγεται πολύ 

καλή απόδοση του προσταθεροποιητή- αν και λόγω της αντιστροφής του απαιτείται ιδιαίτερη προσοχή σε  

προβλήματα  κακής  κατάστασης  λόγω  αριθμητικών  σφαλμάτων,  που  μπορούν  να  καταστήσουν  τον 

προσταθεροποιητή  αναποτελεσματικό.  Όμως,  το  μητρώο K ii
s που  εμφανίζεται  στον  προσταθεροποιητή 

Dirichlet,  είναι  και  το  πιο  απαιτητικό  σε  μνήμη για  την  αποθήκευσή του.  Για  αυτόν  ακριβώς  το  λόγο 

υπάρχουν  και  κάποιοι  προσεγγιστικοί  προσταθεροποιητές  Dirichlet,  οι  οποίοι  χρησιμοποιούν  στη  θέση 
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αυτού του μητρώου δυσκαμψίας μητρώα μικρότερου ''κόστους'' που αποτελούν προσεγγίσεις του εν λόγω 

μητρώου.  Ο  διαγώνιος  Dirichlet  προσταθεροποιητής  χρησιμοποιεί  ένα  διαγώνιο  μητρώο.  Υπάρχουν 

ορισμένες παραλλαγές που χρησιμοποιούν ένα μητρώο που βασίζεται στη μέθοδο συμμετρικής διαδοχικής 

υπερχαλάρωσης SSOR ή ένα μητρώο που προκύπτει ύστερα από μία ατελή παραγοντοποίηση Cholesky.  

Έτσι λοιπόν σε προβλήματα με μεγάλο πλήθος βαθμών ελευθερίας,  η μέθοδος με τους συγκεκριμένους 

προσταθεροποιητές καταλήγει στις ζητούμενες λύσεις ταχύτερα και με μικρότερες απαιτήσεις μνήμης από 

τους κλασσικούς προσταθεροποιητές Dirichlet και Lumped.

Προσταθεροποιητής Διαγώνιος Dirichlet

Όπως αναφέρθηκε και προηγουμένως, ο διαγώνιος προσταθεροποιητής  Dirichlet  χρησιμοποιεί μία 

προσέγγιση του μητρώου K ii
s με ένα διαγώνιο, και συγκεκριμένα έχει την έκφραση :

F̃ I
−1=∑

s=1

N s

Ws Bs[0 0
0 Kbb

s −(K ib
s )T (Dii

s )−1
Kib

s ](Bs)T Ws  (3.33)

που, όπως και προηγουμένως, καταλήγει στον προσταθεροποιητή 

F̃ I
−1=∑

s=1

N s

Ws Bb
s (Kbb

s −(Kib
s )T (Dii

s )−1
K ib

s )(Bb
s)T Ws  (3.34)

όπου το μητρώο Dii
s είναι διαγώνιο με τους διαγώνιους όρους του K ii

s .

Μέσω  της  συγκεκριμένης  παραλλαγής  δημιουργείται  ένας  προσταθεροποιητής  ο  οποίος  είναι 

ενδιάμεσος των Dirichlet και Lumped, τόσο σε απαιτήσεις, όσο και σε απόδοση. Επιπλέον, αποφεύγουμε τα 

αριθμητικά  προβλήματα  που  εμφανίζονται  λόγω  της  αντιστροφής  πλήρους  μητρώου  και  ταυτόχρονα 

προσεγγίζουμε τον ισχυρό προσταθεροποιητή Dirichlet, με μικρότερο ''κόστος''.

Προσταθεροποιητής Lumped

Ο προσταθεροποιητής  Lumped  προκύπτει από την απλοποίηση του συμπληρώματος  Schur (Schur 

complement) Sb
s , που εμφανίζεται στον προσταθεροποιητή Dirichlet, στον όρο K bb

s .

Με αυτόν τον τρόπο λαμβάνουμε ένα προσταθεροποιητή ο οποίος είναι αρκετά πιο οικονομικός σε 

απαιτήσεις από τον Dirichlet, αλλά και λιγότερο ισχυρός. Ο προσταθεροποιητής Lumped λοιπόν γράφεται 

ως εξής :
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F̃ I
−1=∑

s=1

N s

Ws Bs[0 0
0 Kbb

s ](B s)T W s  (3.35)

που, όπως και προηγουμένως, καταλήγει στον προσταθεροποιητή

F̃ I
−1=∑

s=1

N s

Ws Bb
s Kbb

s (Bb
s )T Ws  (3.36)

Σε αυτό το σημείο, πρέπει να αναφέρουμε ότι το μητρώο W που εμφανίζεται σε όλες τις εκφράσεις 

των προσταθεροποιητών, είναι ένα διαγώνιο μητρώο διαστάσεων [Ν b×Ν b ] με κάθε διαγώνιο όρο ίσο με το 

αντίστροφο της πολλαπλότητας του αντίστοιχου β.ε. Ως πολλαπλότητα ενός β.ε. ορίζουμε τον αριθμό των 

υποφορέων στους οποίους ανήκει ο συγκεκριμένος β.ε.

Επίσης το σύμβολο ❑̃ υποδηλώνει μία προσέγγιση του αντίστοιχου μητρώου. Έτσι λοιπόν αν στην 

θέση του μητρώου F̃ I
−1 χρησιμοποιούσαμε το πλήρες μητρώο F I

−1 , η μέθοδος θα συνέκλινε σε μία μόνο 

επανάληψη.  Όμως  στην  πράξη  ποτέ  δεν  χρησιμοποιούμε  το  πλήρες  μητρώο  λόγω  του  χρονοβόρου 

υπολογισμού  και  κόστους  αποθήκευσής  του  (αν  συνέφερε  άλλωστε  θα  καταφεύγαμε σε  μία  απευθείας 

επίλυση και όχι σε μία επαναληπτική μέθοδο όπως η PCG).

Στα  πρώτα  χρόνια  που  ακολούθησαν  της  εισαγωγής  της  μεθόδου  FETI,  εθεωρείτο  ότι  ο 

προσταθεροποιητής Lumped επιτυγχάνει συνήθως καλύτερες επιδόσεις από τον προσταθεροποιητή Dirichlet 

σε  προβλήματα  δευτέρας  τάξεως  (προβλήματα  δισδιάστατης  και  τρισδιάστατης  ελαστικότητας)  ενώ  ο 

προσταθεροποιητής  Dirichlet  υπερισχύει σε προβλήματα πλακών και κελυφών. Με την πάροδο των ετών 

όμως το σκηνικό ανατράπηκε, καθώς φάνηκε ότι ο βέλτιστος αριθμός υποφορέων για τη μέθοδο FETI είναι 

μεγαλύτερος  από  ότι  πίστευαν  στις  αρχές  οι  ερευνητές.  Έτσι,  σήμερα  χρησιμοποιείται  γενικά  ο 

προσταθεροποιητής  Dirichlet,  εκτός  από  τις  περιπτώσεις  εκείνες  που  ο  αριθμός  των  υποφορέων  είναι 

σχετικά μικρός.

3.9 Διάκριση Ομογενών-Ετερογενών προβλημάτων

Η προηγηθείσα ανάλυση ισχύει για την περίπτωση ομογενών προβλημάτων, δηλαδή περιπτώσεων 

όπου όλοι οι υποφορείς έχουν την ίδια δυσκαμψία. Στην περίπτωση ετερογενών προβλημάτων απαιτούνται 

ορισμένες τροποποιήσεις για τη βελτίωση της απόδοσης της μεθόδου επίλυσης.

Μητρώα απεικόνισης
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Για την περίπτωση του Boolean μητρώου απεικόνισης L , που συνδέει τις τοπικές με τις καθολικές 

μεταβλητές,  κατά  τη  χρήση  του  στους  προσταθεροποιητές  έχουμε  για  την  περίπτωση  των  ομογενών 

προβλημάτων :

Lpb
e =Lb

e W  (3.37)

όπου το μητρώο W είναι ένα διαγώνιο μητρώο με κάθε διαγώνιο ίσο με την πολλαπλότητα του αντίστοιχου 

β.ε. Ως πολλαπλότητα ενός β.ε. ορίζουμε τον αριθμό των υποφορέων στους οποίους ανήκει ο συγκεκριμένος 

β.ε. Πρακτικά η εξίσωση (3.37) δίνει το μέσο όρο μεταξύ των υποφορέων.  O  εκθέτης e αναφέρεται στο 

διευρυμένο (expanded) φορέα.

Στην περίπτωση ετερογενών προβλημάτων χρησιμοποιείται ένας σταθμισμένος μέσος όρος με βάση 

τη δυσκαμψία του κάθε υποφορέα. Έτσι στην χρήση των προσταθεροποιητών έχουμε :

Lpb
e =Db

e Lb
e ((Lb

e )T Db
e Lb

e )−1
 (3.38)

όπου  το  μητρώο Db
e είναι  ένα  διαγώνιο  μητρώο,  του  οποίου  κάθε  διαγώνιος  όρος  είναι  ίσος  με  τον 

αντίστοιχο διαγώνιο όρο του μητρώου δυσκαμψίας του υποφορέα που αντιστοιχεί στον εκάστοτε β.ε.

Αντίστοιχα στην περίπτωση των Boolean μητρώων απεικόνισης των πολλαπλασιαστών Lagrange Β , 

σε ομογενή προβλήματα χρησιμοποιούνται στους προσταθεροποιητές ως εξής :

 Για μη πλεοναστικούς πολλαπλασιαστές :

Bpb
e =(Bb

e (Bb
e )T )−1

Bb
e  (3.39)

 Για πλεοναστικούς πολλαπλασιαστές :

Bpb
e =Bb

e (Mb
e )−1

 (3.40)

όπου  το  μητρώο Μb
e είναι  ένα  διαγώνιο  μητρώο  του  οποίου  κάθε  διαγώνιος  όρος  είναι  ίσος  με  την 

πολλαπλότητα του αντίστοιχου β.ε. 

Στην περίπτωση ετερογενών προβλημάτων έχουμε αντίστοιχα :

 Για μη πλεοναστικούς πολλαπλασιαστές :
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Bpb
e =(Bb

e (Db
e )−1(Bb

e )T)−1
Bb

e (Db
e )−1  (3.41)

 Για πλεοναστικούς πολλαπλασιαστές :

Bpb
e =D̂λ Bb

e (Db
e )−1

 (3.42)

όπου το μητρώο D̂λ είναι ένα διαγώνιο μητρώο με κάθε διαγώνιο όρο ίσο με το γινόμενο των αντίστοιχων 

διαγώνιων  όρων των μητρώων δυσκαμψίας  των  υποφορέων που αντιστοιχούν  στους  δύο β.ε.  του κάθε 

πολλαπλασιαστή Lagrange, διαιρεμένο με τον αντίστοιχο διαγώνιο όρο του μητρώου ((Lb
e )T Db

e Lb
e )−1

.

Προσταθεροποιητές

Σε κάθε περίπτωση (ομογενής-ετερογενής) οι προσταθεροποιητές γράφονται ως εξής :

➢ Dirichlet

F̃ I
−1=Bpb

e Se (Bpb
e )T  (3.43)

➢ Lumped

F̃ I
−1=Bpb

e Kbb
e (Bpb

e )T  (3.44)

ενώ ισχύει

Κbb
e =[Kbb

(1)

⋱
Kbb

(Ns)]  

➢ Διαγώνιος Dirichlet

F̃ I
−1=Bpb

e S̃e (Bpb
e )T  (3.45)

όπου
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S̃s=(Kbb
s −(K ib

s )T (Dii
s )−1

K ib
s )  

και

S̃e=[ S̃(1)

⋱
S̃(Ns)]  

Μητρώο Q

Σε ομογενή προβλήματα δευτέρας τάξεως, το μητρώο Q τίθεται ως μοναδιαίο μητρώο, δηλαδή :

Q=I  (3.46)

Αντίθετα,  σε  ετερογενή  προβλήματα  δευτέρας  τάξεως  και  γενικότερα  σε  προβλήματα  τετάρτης  τάξεως 

(πλακών και κελυφών), το μητρώο Q τίθεται συνήθως σύμφωνα με μία από τις ακόλουθες επιλογές :

a) QD=Bpb
e Se (Bpb

e )T   (Προσταθεροποιητής Dirichet) (3.47)

b) QL=Bpb
e Kbb

e (Bpb
e )T   (Προσταθεροποιητής Lumped) (3.48)

c) QSL=Bpb
e Kbbd

e (Bpb
e )T   (Superlumped μητρώο) (3.49)

όπου το Kbbd

e συμβολίζει ένα διαγώνιο μητρώου, του οποίου η διαγώνιος είναι ίση με την κύρια διαγώνιο 

του μητρώου Kbb
e .

3.10   Οικογένεια μεθόδων FETI

Εκτός από την κλασσική μέθοδο FETI που αναπτύχθηκε στο παρόν κεφάλαιο και στη βιβλιογραφία 

συναντάται  ως  FETI-1,  έχουν  αναπτυχθεί  αρκετές  μέθοδοι.  Ιδιαίτερο ενδιαφέρον  παρουσιάζει  η  δυϊκή-

πρωτογενής μέθοδος FETI-DP, που αναπτύσσεται λεπτομερώς σε επόμενο κεφάλαιο.

Στην συγκεκριμένη παράγραφο θα αναφερθούμε επιγραμματικά σε ένα άλλο μέλος της οικογένειας 

FETI, τη μέθοδο FETI δύο επιπέδων που συναντάται στη διεθνή βιβλιογραφία με την ονομασία FETI-2. H 

μέθοδος  FETI-2  αποτελεί  μία  ειδική  περίπτωση  της  μεθόδου  FETI-1,  όπου  στα  σημεία  διασταύρωσης 
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(crosspoints)  των  υποφορέων  χρησιμοποιεί  ένα  επιπλέον  σύνολο  πολλαπλασιαστών  Lagrange.  Στους 

κόμβους  που  σχετίζονται  με  αυτό  το  σύνολο  των  πολλαπλασιαστών  Lagrange  το  συμβιβαστό  των 

μετατοπίσεων επιβάλλεται σε κάθε επανάληψη της μεθόδου, ενώ στη μέθοδο FETI-1 το συμβιβαστό  των 

μετατοπίσεων επιτυγχάνεται μόνο κατά τη σύγκλιση. Συνεπώς η μέθοδος  FETI-2  παρουσιάζει καλύτερο 

δείκτη κατάστασης από τη μέθοδο FETI-1 και επομένως απαιτούνται λιγότερες επαναλήψεις,
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ΚΕΦ. 4 : P-FETI1

4.1 Εισαγωγή στη μέθοδο P-FETI

Στην συγκεκριμένη παράγραφο θα παρουσιαστεί η μέθοδος  P-FETI  ενός επιπέδου (P-FETI1)  που 

αντιστοιχεί  στην  κλασσική  μέθοδο  FETI  (FETI-1).  Η  οικογένεια  των  μεθόδων  P-FETI  αναπτύχθηκε 

σύμφωνα με την εξής λογική. Η κύρια συνοριακή μέθοδος (PSM) στοχεύει στην επίλυση του συστήματος 

S ub=f̂ b  (4.1)

και επομένως στην εύρεση των συνοριακών μετατοπίσεων ub , δεδομένων των συμπυκνωμένων συνοριακών 

δυνάμεων f̂ b . Ένας καλός προσταθεροποιητής της μεθόδου PSM αντιμετωπίζει το υπολειμματικό διάνυσμα

rk=f̂ b−S ub
k που προκύπτει κατά το k βήμα της επίλυσης PCG ως ένα διάνυσμα εξωτερικής φόρτισης και 

επιστρέφει μία καλή εκτίμηση των συνοριακών μετατοπίσεων του φορέα μέσω της σχέσης z k=Ã−1rk . Αν 

στο  βήμα  προσταθεροποίησης  της  PSM  εφαρμοστεί  οποιοσδήποτε  επιλύτης  για  την  εκτίμηση  των 

μετατοπίσεων, όπως για παράδειγμα η μέθοδος FETI, τότε η PSM θα συγκλίνει σε μία επανάληψη, καθώς 

στο βήμα προσταθεροποίησης υπολογίστηκαν οι ''ακριβείς''  συνοριακές μετατοπίσεις του φορέα (η λέξη 

ακριβείς τοποθετείται εντός εισαγωγικών διότι σε μία επαναληπτική μέθοδο που πραγματοποιείται σε ένα 

πραγματικό  και  όχι  ιδεατό  υπολογιστικό  περιβάλλον  τα  αποτελέσματα  θα  περιέχουν  σφάλματα  και  η 

σύγκλιση θα έχει επιτευχθεί σε ένα επιθυμητό επίπεδο ακρίβειας και όχι στην ''τέλεια'' λύση). Έτσι λοιπόν, 

αντί να εφαρμοστεί ολόκληρη η μέθοδος FETI κατά το βήμα προσταθεροποίησης της PSM, προτείνεται ως 

προσταθεροποιητής  της  PSM  η  χρήση  της  πρώτης  εκτίμησης  των  συνοριακών  μετατοπίσεων  η  οποία 

υπολογίστηκε κατά την πρώτη επανάληψη μίας εκ των μεθόδων της οικογένειας  FETI. H  οικογένεια των 

μεθόδων που προκύπτει  μέσα από το συγκεκριμένο σκεπτικό ονομάστηκε  P-FETI  και  τα διάφορα μέλη 

παίρνουν την ονομασία τους από την αντίστοιχη μέθοδο FETI, από την οποία εξάγεται ο προσταθεροποιητής 

τους. Έτσι, για παράδειγμα από τη μέθοδο FETI ενός επιπέδου (FETI-1) προκύπτει η μέθοδος P-FETI ενός 

επιπέδου (P-FETI1).

4.2 Ανάλυση της μεθόδου P-FETI1

Για τη μαθηματική διατύπωση του προσταθεροποιητή της μεθόδου P-FETI1 θα χρησιμοποιηθούν τα 

μητρώα που εισάγονται κατά τη μέθοδο  FETI,  προσαρμοσμένα στις ανάγκες της μεθόδου  PSM,  κατά το 

βήμα προσταθεροποίησής της. 

Έστω η μέθοδος FETI-1 με ένα εξωτερικό διάνυσμα φόρτισης ίσο με το διάνυσμα υπολειμματικών 

δράσεων rk , που προκύπτει στην k επανάληψη της PSM. Επειδή όλες οι δυνάμεις που εκφράζονται από το 
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διάνυσμα rk ανήκουν στο σύνορο των υποφορέων, το διάνυσμα φόρτισης της μεθόδου FETI-1 αναφέρεται 

μόνο στους  συνοριακούς β.ε.  του φορέα,  επομένως ισχύει f b=rk και f i=0 .  Διαμερίζοντας  το διάνυσμα 

φόρτισης f b στους υποφορείς έχουμε :

f b
e=Lpb

e f b=Lpb
e rk  (4.2)

όπου

f b
e={f b

(1)

⋮
f b

(s)

⋮
f b

(Ns)}
 

Lpb
s =Lb

s W  

Lpb
e =[Lpb

(1)

⋮
Lpb

(s )

⋮
Lpb

(Ns)]
 

και  το  μητρώο Lb
s αντιστοιχίζει  τους  τοπικούς  ενδοσυνοριακούς  β.ε.  του  υποφορέα s (γραμμές  του 

μητρώου) στους καθολικούς ενδοσυνοριακούς β.ε. του προβλήματος (στήλες του μητρώου). Το μητρώο W
είναι ένα διαγώνιο μητρώο, με κάθε διαγώνιο όρο ίσο με το αντίστροφο της πολλαπλότητας του αντίστοιχου  

β.ε. Ως πολλαπλότητα ενός β.ε. ορίζουμε τον αριθμό των υποφορέων στους οποίους ανήκει ο συγκεκριμένος 

β.ε.

Από την εξίσωση

f̂ b
s=f b

s−(Kib
s )T (K ii

s )−1
f i
s

και εφόσον 

f i
s=0
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έχουμε 

f̂ b
s=Lpb

s rk

και για το διευρυμένο φορέα

f̂ b
e=Lpb

e rk

Ως αποτέλεσμα οι μεταβλητές e , d  και F I της μεθόδου FETI, γράφονται :

e=(Rb
e )T f e=( Rb

e )T Lpb
e rk  

d=Be (Ke )+ f e=Bb
e (Se)+ Lpb

e rk  

F I=Be (K e)+ (Be)T=Bb
e (Se )+ (Bb

e )T  

Επίσης, αν το διάνυσμα των πολλαπλασιαστών Lagrange της μεθόδου FETI αποδομηθεί ως εξής :

λ=λ0+P λ̄  

όπου P είναι το μητρώο προβολής και λ0 ένα διάνυσμα που ικανοποιεί τη σχέση

GI
Τ λ=e  

τότε το λ0 τίθεται ίσο με :

λ0=QG I(GI
TQ GI)

−1
e  

και με βάση την προσαρμογή των εξισώσεων της μεθόδου FETI στις ανάγκες της PSM έχουμε :

λ0=QG I(GI
TQ GI)

−1(Rb
e )T Lpb

e rk  (4.3)

 

Από  την  εξίσωση  (4.3)  προκύπτει  ότι  οι  κινήσεις  μηδενικής  ενέργειας a0 που  αντιστοιχούν  στους 

πολλαπλασιαστές Lagrange λ0 δίνονται από τη σχέση :
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a0=−(GI
ΤQ GI)

−1
GI
Τ Q (d−FI λ0)  

a0=−(GI
ΤQ GI)

−1
GI
Τ QBb

e (Se)+(Lpb
e rk−(Bb

e )T λ0)
(4.4)

Οι μετατοπίσεις της μεθόδου FETI προσαρμοσμένες στην PSM δίνονται από τη σχέση :

ub
e=(Se )+(f̂ b

e−(Bb
e)T λ )+Rb

e ae  (4.5)

όπου 

(Se)+=[(S(1))+

⋱

(S(Ns))+]  

Rb
e=[Rb

(1)

⋱
Rb

(Ns)]  

όπου το μητρώο Rb
e προκύπτει από τις κινήσεις στερεού σώματος των υποφορέων, περιορίζοντάς το μόνο 

στους ενδοσυνοριακούς β.ε.  του υποφορέα.  Στην περίπτωση που ένας υποφορέας δεν είναι  επιπλέοντας 

(floating), αλλά είναι πλήρως παγιωμένος και δεν έχει ως εκ τούτου κινήσεις στερεού σώματος, το μητρώο

Rb
s που του αντιστοιχεί έχει αριθμό γραμμών όσοι οι ενδοσυνοριακοί β.ε. του υποφορέα, αλλά μηδενικό 

αριθμό στηλών,

ae={a
(1)

⋮
a(s)

⋮
a(Ns)}

 

Bb
e=[Bb

(1) … Bb
(s) … Bb

(Ns)]  

και το μητρώο Bb
e προκύπτει από τα μητρώα Boolean B των υποφορέων περιορίζοντας τους β.ε. (στήλες του 

μητρώου) στους ενδοσυνοριακούς β.ε.

Από  την  προηγηθείσα  ανάλυση  έχουμε  τις  παρακάτω  συνοριακές  μετατοπίσεις ub0
οι  οποίες 
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προκύπτουν από το αρχικό στάδιο του αλγορίθμου της FETI-1 :

ub0
=(Lpb

e )T ub
e   

ub0
=(Lpb

e )T ((Se)+( f̂ b
e−(Bb

e )T λ0)+Rb
e a0

e)  

ub0
=(Lpb

e )T ((Se)+ (Lpb
e rk−(Bb

e )T λ0)−Rb
e (G I

Τ QG I)
−1

G I
Τ Q Bb

e (Se)+(Lpb
e rk−(Bb

e )T λ0))
ub0

=(Lpb
e )T (I−Rb

e (G I
Τ QG I)

−1
G I
Τ Q Bb)(Se)+(Lpb

e rk−(Bb
e )T λ0)

ub0
=(Lpb

e )T (I−Rb
e (G I

Τ QG I)
−1

G I
Τ Q Bb)(Se)+(I−(Bb

e )T QG I(GI
ΤQ GI)

−1(Rb
e )T )Lpb

e rk

(4.6)

Έτσι λοιπόν από την εξίσωση (4.6) προκύπτει ο ακόλουθος προσταθεροποιητής της μεθόδου PSM :

Ã−1=( Lpb
e )THb

T (Se)+ Hb Lpb
e  (4.7)

όπου 

Hb=I−(Bb
e )T QGI (G I

Τ QG I)
−1(Rb

e )T  (4.8)

Σε αυτό το σημείο διευκρινίζουμε ότι οι μητρωικές διαστάσεις του προσταθεροποιητή της εξίσωσης 

(4.7) αναφέρονται στο ενδοσυνοριακό πρόβλημα που προκύπτει από τη μέθοδο PSM και όχι από τη FETI.

Συνοψίζοντας, η μέθοδος  P-FETI1 ορίζεται ως η μέθοδος  PCG εφαρμοσμένη για την επίλυση της 

εξίσωσης S ub=f̂ b με  τον  προσταθεροποιητή  της  εξίσωσης  (4.7).  Το  αραιό  πρόβλημα  της  P-FETI1 

εμπεριέχεται στο μητρώο Ηb και φυσικά είναι το ίδιο με το πρόβλημα (G I
TQG I)x=b , όπου αποτελεί και 

το αραιό πρόβλημα της μεθόδου FETI-1.

4.3 Μητρωικές Διαστάσεις

Στην  συγκεκριμένη  παράγραφο  αναλύονται  οι  διαστάσεις  των  μητρώων  που  συμμετέχουν  στην 

έκφραση της μεθόδου P-FETI1. Εισάγονται οι παρακάτω συμβολισμοί :

➢ Ν b
PSM : Μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος μεθόδου PSM

➢ Ν b
FETI : Μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος μεθόδου FETI, το οποίο ενδέχεται να διαφέρει από 
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το μέγεθος του αντίστοιχου προβλήματος της μεθόδου PSM, εξαιτίας για παράδειγμα μιας redundant 

απεικόνισης στα σημεία διασταύρωσης των υποφορέων

➢ Ν r :  αριθμός  μετακινήσεων  στερεού  σώματος  (τρεις  για  δισδιάστατα  και  έξι  για  τρισδιάστατα 

προβλήματα

➢ N f : πλήθος επιπλέοντων υποφορέων

➢ Ν b
e : πλήθος ενδοσυνοριακών β.ε. του διευρυμένου φορέα (του φορέα που περιέχει τα μητρώα όλων 

των ανεξάρτητων υποφορέων)

Διαστάσεις μητρώων

 Lpb
e =Lb

e W                  [Ν b
e×N b

PSM ]
 I  : Μοναδιαίο διαγώνιο μητρώο                  [Ν b

e×N b
e ]

 Bb
e                   [Ν b

FETI×N b
e ]

 GI                   [Ν b
FETI×(Ν R⋅Ν f )]

 Rb
e                  [Ν b

e×(Ν R⋅Ν f )]
 (Se)+                 [Ν b

e×N b
e ]

4.4 Διάκριση Ομογενών-Ετερογενών προβλημάτων

Η προηγηθείσα ανάλυση ισχύει για την περίπτωση ομογενών προβλημάτων, δηλαδή περιπτώσεων 

όπου όλοι οι υποφορείς έχουν την ίδια δυσκαμψία. Στην περίπτωση ετερογενών προβλημάτων απαιτούνται 

ορισμένες τροποποιήσεις για τη βελτίωση της απόδοσης της μεθόδου επίλυσης.

Μητρώα απεικόνισης

Για την περίπτωση του Boolean μητρώου απεικόνισης L , που συνδέει τις τοπικές με τις καθολικές 

μεταβλητές,  κατά  τη  χρήση  του  στους  προσταθεροποιητές  έχουμε  για  την  περίπτωση  των  ομογενών 

προβλημάτων :

Lpb
e =Lb

e W  (4.9)

όπου το μητρώο W είναι ένα διαγώνιο μητρώο με κάθε διαγώνιο ίσο με την πολλαπλότητα του αντίστοιχου 
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β.ε. Ως πολλαπλότητα ενός β.ε. ορίζουμε τον αριθμό των υποφορέων στους οποίους ανήκει ο συγκεκριμένος 

β.ε.  Πρακτικά η εξίσωση (4.9) δίνει  το μέσο όρο μεταξύ των υποφορέων.  O  εκθέτης e αναφέρεται  στο 

διευρυμένο (expanded) φορέα.

Στην περίπτωση ετερογενών προβλημάτων χρησιμοποιείται ένας σταθμισμένος μέσος όρος με βάση 

τη δυσκαμψία του κάθε υποφορέα. Έτσι στην χρήση των προσταθεροποιητών έχουμε :

Lpb
e =Db

e Lb
e ((Lb

e )T Db
e Lb

e )−1
 (4.10)

όπου  το  μητρώο Db
e είναι  ένα  διαγώνιο  μητρώο,  του  οποίου  κάθε  διαγώνιος  όρος  είναι  ίσος  με  τον 

αντίστοιχο διαγώνιο όρο του μητρώου δυσκαμψίας του υποφορέα που αντιστοιχεί στον εκάστοτε β.ε.

Αντίστοιχα στην περίπτωση των Boolean μητρώων απεικόνισης των πολλαπλασιαστών Lagrange Β , 

σε ομογενή προβλήματα χρησιμοποιούνται στους προσταθεροποιητές ως εξής :

 Για μη πλεοναστικούς πολλαπλασιαστές :

Bpb
e =(Bb

e (Bb
e )T )−1

Bb
e  (4.11)

 Για πλεοναστικούς πολλαπλασιαστές :

Bpb
e =Bb

e (Mb
e )−1

 (4.12)

όπου  το  μητρώο Μb
e είναι  ένα  διαγώνιο  μητρώο  του  οποίου  κάθε  διαγώνιος  όρος  είναι  ίσος  με  την 

πολλαπλότητα του αντίστοιχου β.ε. 

Στην περίπτωση ετερογενών προβλημάτων έχουμε αντίστοιχα :

 Για μη πλεοναστικούς πολλαπλασιαστές :

Bpb
e =(Bb

e (Db
e )−1(Bb

e )T)−1
Bb
e (Db

e )−1  (4.13)

 Για πλεοναστικούς πολλαπλασιαστές :

Bpb
e =D̂λ Bb

e (Db
e )−1

 (4.14)

όπου το μητρώο D̂λ είναι ένα διαγώνιο μητρώο με κάθε διαγώνιο όρο ίσο με το γινόμενο των αντίστοιχων 

διαγώνιων  όρων των μητρώων δυσκαμψίας  των  υποφορέων που αντιστοιχούν  στους  δύο β.ε.  του κάθε 
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πολλαπλασιαστή Lagrange, διαιρεμένο με τον αντίστοιχο διαγώνιο όρο του μητρώου ((Lb
e )TDb

e Lb
e )−1

.

Μητρώο Q

Σε ομογενή προβλήματα δευτέρας τάξεως, το μητρώο Q τίθεται ως μοναδιαίο μητρώο, δηλαδή :

Q=I  (4.15)

Αντίθετα,  σε  ετερογενή  προβλήματα  δευτέρας  τάξεως  και  γενικότερα  σε  προβλήματα  τετάρτης  τάξεως 

(πλακών και κελυφών), το μητρώο Q τίθεται συνήθως σύμφωνα με μία από τις ακόλουθες επιλογές :

a) QD=Bpb
e Se (Bpb

e )T   (Προσταθεροποιητής Dirichet) (4.16)

b) QL=Bpb
e Kbb

e (Bpb
e )T   (Προσταθεροποιητής Lumped) (4.17)

c) QSL=Bpb
e Kbbd

e (Bpb
e )T   (Superlumped μητρώο) (4.18)

όπου το Kbbd

e συμβολίζει ένα διαγώνιο μητρώου, του οποίου η διαγώνιος είναι ίση με την κύρια διαγώνιο 

του μητρώου Kbb
e .
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ΚΕΦ. 5 : FETI-DP

 5.1 Εισαγωγή στη δυϊκή-πρωτογενή μέθοδο FETI-DP (FETI-DUAL-PRIMAL)

Η δυϊκή-πρωτογενής μέθοδος FETI-DP ανήκει στην κατηγορία των μεθόδων επίλυσης με υποφορείς 

(Domain Decomposition Methods-DDM) που χρησιμοποιούν πολλαπλασιαστές Lagrange για να εκφράσουν 

τις συνοριακές δυνάμεις μεταξύ των υποφορέων. 

Η βασική διαφορά της μεθόδου  FETI-DP  με την κλασσική μέθοδο  FETI (FETI-1)  έγκειται  στο 

γεγονός ότι στη μέθοδο  FETI-DP,  όπως και στη μέθοδο  FETI-2,  σε κάθε επανάληψη της μεθόδου  PCG 

επιβάλλεται το συμβιβαστό των μετατοπίσεων σε ένα μικρό υποσύνολο των συνοριακών κόμβων (το οποίο 

στην  συνέχεια  αναφέρεται  ως  corner  nodes  και  αναλύεται  ο  ορισμός  του)  ενώ  το  συμβιβαστό  των 

μετατοπίσεων στους υπόλοιπους ενδοσυνοριακούς κόμβους επιτυγχάνεται μόνο κατά τη σύγκλιση. Ενώ η 

μέθοδος  FETI-2  χρησιμοποιεί  ένα  διορθωτικό  σύνολο  πολλαπλασιαστών  Lagrange για  να  πετύχει  το 

συγκεκριμένο σκοπό, η μέθοδος FETI-DP βασίζεται σε μια δυϊκή-πρωτογενή διατύπωση του προς επίλυση 

προβλήματος και των εξισώσεων ισορροπίας των υποφορέων όπου οι μεταφορικοί και στροφικοί βαθμοί  

ελευθερίας στους corner nodes θεωρούνται θεμελιώδες τμήμα των αγνώστων του προβλήματος. Όμως ενώ η 

συνθήκη αυτή οδηγεί σε καλά αποτελέσματα για προβλήματα δισδιάστατης ελαστικότητας καθώς και για 

προβλήματα  πλακών  και  κελυφών,  στην  περίπτωση  της  τρισδιάστατης  ελαστικότητας  απαιτείται  ο 

εμπλουτισμός της με μια επιπλέον συνθήκη σχετικά με τις ακμές του συνόρου μεταξύ των υποφορέων, ώστε 

να εξασφαλιστεί μια σχετικά ταχεία σύγκλιση της μεθόδου.

5.2 Περιγραφή της μεθόδου FETI-DP

Έστω  υποφορέας s και Κ s , us , f s το  μητρώο  στιβαρότητας,  το  διάνυσμα  μετατοπίσεων  και  το 

διάνυσμα φόρτισης του υποφορέα s αντίστοιχα. Ακολουθεί ο διαχωρισμός τους ως εξής:

K s=[ K ii
s Kib

s

(Kib
s )T

K bb
s ] , us={u i

s

ub
s} , f s={f i

s

f b
s} (5.1)

 Στις  παραπάνω  σχέσεις  οι  δείκτες i και b υποδηλώνουν  τους  εσωτερικούς  (internal)  και  τους 

συνοριακούς (boundary) βαθμούς ελευθερίας (β.ε.) αντίστοιχα του κάθε υποφορέα. Διαχωρίζουμε επιπλέον 

το στοιχείο ub
s ως εξής:

ub
s={ubr

s

ubc
s }  (5.2)
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Στις παραπάνω σχέσεις ο πρόσθετος δείκτης c υποδηλώνει τους β.ε. που αντιστοιχούν στους corner 

nodes του δικτύου των υποφορέων ενώ ο πρόσθετος δείκτης r υποδηλώνει τους εναπομείναντες (remainder) 

συνοριακούς β.ε. 

Σε αυτό το σημείο θα αναφέρουμε τους δύο ορισμούς των corner nodes. Αποτελούν:

➢ είτε τα σημεία διασταύρωσης των υποφορέων (crosspoints),  δηλαδή τα σημεία που ανήκουν σε 

παραπάνω από δύο υποφορείς (ορισμός 1)

➢ είτε  το  σύνολο  των  κόμβων  που  βρίσκεται  στην  αρχή  και  το  τέλος  της  κάθε  άκρης  του  κάθε  

υποφορέα (στο σύνορο μεταξύ των υποφορέων) (ορισμός 2)

Το συμβιβαστό των μετατοπίσεων στο σύνορο μεταξύ δύο υποφορέων q και p γράφεται 

ub
(q)−ub

( p)=0  (5.3)

ή για το σύνολο των υποφορέων Ν s  

∑
s=1

N s

Bs us=0  (5.4)

όπου το μητρώο B s αποτελεί ένα προσημασμένο Boolean μητρώο (Signed Boolean Matrix) το οποίο  έχει 

όρους  που  λαμβάνουν  προσημασμένες  τιμές  (+1,-1,0)  και  αντιστοιχίζει  τους  β.ε.  του  υποφορέα  στους 

καθολικούς ενδοσυνοριακούς β.ε. του φορέα δηλαδή σε όλους τους β.ε. του φορέα που ανήκουν στο σύνορο 

μεταξύ δύο τουλάχιστον υποφορέων. Με Ν s συμβολίζουμε το πλήθος των υποφορέων.

Όπως και στη μέθοδο FETI  θα εισάγουμε πολλαπλασιαστές  Lagrange  λ για να εξασφαλίσουμε το 
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συμβιβαστό (τη  συνέχεια)  μεταξύ  των  υποφορέων που  εκφράζει  η  σχέση  (5.4)  και  θα  επιδιώξουμε  να 

επιλύσουμε το σύστημα που θα προκύψει με τη μέθοδο επίλυσης  PCG.  Παράλληλα θα φροντίσουμε να 

ικανοποιείται το συμβιβαστό των μετατοπίσεων των corner nodes σε κάθε επανάληψη της PCG, γεγονός που 

αποτελεί θεμελιώδες στοιχείο της μεθόδου FETI-DP.

Για να πετύχουμε αυτό το στόχο, το πεδίο των μετατοπίσεων που αναφέρεται στους corner nodes θα 

τεθεί ως άγνωστος σε καθολικό επίπεδο (προφανώς στους corner nodes δεν θα εισάγουμε πολλαπλασιαστές 

Lagrange) ενώ οι υπόλοιπες μετατοπίσεις θα παραμείνουν σε επίπεδο υποφορέα όπως ακριβώς συμβαίνει  

στην κλασσική μέθοδο FETI.

Έτσι λοιπόν διαχωρίζουμε ξανά το μητρώο στιβαρότητας K s , το διάνυσμα μετατοπίσεων u s
και το 

διάνυσμα φόρτισης f s του υποφορέα s ως εξής:

K s=[ K rr
s Krc

s

(Krc
s )T Kcc

s ] , us={ur
s

ubc
s } , f s={f r

s

f bc
s }

όπου

ur
s={ui

s

ubr
s } , f r

s={ f i
s

f br
s }

επομένως και το μητρώο στιβαρότητας αναλύεται σε

K s=[ K ii
s K ibr

s Kic
s

(Kibr
s )T Kbrbr

s Kbrc
s

(K ic
s )T (Kbrc

s )T
K cc

s ]
(5.5)

Οι δείκτες των εν λόγω μητρώων και διανυσμάτων υποδηλώνουν τα ακόλουθα:

➢ r  : remainder  β.ε.  του υποφορέα που περιλαμβάνουν τους εσωτερικούς β.ε. i του υποφορέα και 

τους ενδοσυνοριακούς β.ε. του υποφορέα br που δεν είναι corner (boundary remainder)

➢ bc  :  boundary  corner  β.ε.  του  υποφορέα,  δηλαδή  οι  ενδοσυνοριακοί  β.ε.  του  υποφορέα  που 

αντιστοιχούν και σε corner nodes

Επιπρόσθετα εισάγουμε το καθολικό διάνυσμα των  μετατοπίσεων των β.ε.  που αντιστοιχούν σε 

corner nodes:
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ΚΕΦ. 5 : FETI-DP

uc={uc
(1)

⋮
uc

( j )

⋮
uc

( N c)
} (5.6)

όπου uc
( j) είναι είτε ένα υποσύνολο είτε όλοι οι β.ε.  που αντιστοιχούν στον j corner node  και Ν c είναι ο 

συνολικός αριθμός των corner nodes του προβλήματος. Γενικά συνιστάται στο uc
( j) να περιλαμβάνονται όλοι 

οι μεταφορικοί και στροφικοί β.ε. που αντιστοιχούν στον κόμβο j . 

Για  κάθε ένα υποφορέα  ορίζουμε  ακόμα ένα προσημασμένο μητρώο  Boolean  μέσω του οποίου 

εκφράζεται η συνθήκη συμβιβαστού των μετατοπίσεων ur στο σύνορο των υποφορέων παρόμοια με την 

εξίσωση (5.4). Επομένως έχουμε:

∑
s=1

N s

Br
s ur

s=0  (5.7)

όπου το μητρώο Br
s

είναι ένα προσημασμένο Βoolean μητρώο με όρους που λαμβάνουν τιμές (+1,0,-1) και 

αντιστοιχίζει  τους  remainder ( r) β.ε.  του υποφορέα  στους  καθολικούς  boundary remainder (br) β.ε.  του 

φορέα. Επίσης για κάθε ένα υποφορέα θα ορίσουμε και ένα επιπλέον Βοοlean μητρώο απεικόνισης (Boolean 

mapping matrix) το οποίο έχει όρους που λαμβάνουν μη προσημασμένες τιμές (1,0), συνδέει τις τοπικές με 

τις καθολικές μετατοπίσεις και συμβολίζεται με Lc
s .

Iσχύει :

Lc
s uc=ubc

s  (5.8)

ή πιο αναλυτικά για όλους τους υποφορείς μαζί:

[ Lc
(1)

⋮
Lc

( s)

⋮
Lc

( N s)
]uc={ubc

(1)

⋮
ubc

(s )

⋮
ubc

(N s)
}  (5.9)
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Όπως ακριβώς και στη μέθοδο FETI το προς επίλυση πρόβλημα μπορεί να γραφεί στην μορφή 

[Ke (Βe )T

Βe 0 ]{ue

λ }={f e

0}  (5.10)

όπου το μητρώο 

K e=[K(1)

⋱
K(N s)]  (5.11)

είναι  το  κατά  τμήματα  διαγώνιο  (block-diagonal)  καθολικό  μητρώο  δυσκαμψίας  που  συγκεντρώνει  τα 

τοπικά μητρώα δυσκαμψίας των υποφορέων

και το μητρώο

Be=[[Br
(1 ) 0] … [Br

( N s) 0]]   (5.12)

χρησιμεύει για να εκφράσει τη συνθήκη συμβιβαστού της σχέσης (5.7). Έτσι λοιπόν η σχέση (5.10) περιέχει 

την εξίσωση ισορροπίας των υποφορέων και τη συνθήκη συμβιβαστού των μετατοπίσεων που αναφέρεται 

στους  boundary  remainder  β.ε.  των  υποφορέων.  Υπενθυμίζουμε  ότι  δεν  απαιτείται  πρόσθετη  συνθήκη 

συμβιβαστού για τις μετατοπίσεις που αναφέρονται στους corner nodes γιατί σε αυτούς δεν έχουν επιβληθεί 

πολλαπλασιαστές Lagrange για να διατηρηθεί η συνέχεια, αλλά έχουν τεθεί ως άγνωστοι του προβλήματος. 

Έτσι δικαιολογούνται και τα μηδενικά στοιχεία που εμφανίζονται στην σχέση (5.12).

Για να γίνει  πιο σαφής η διατύπωση της  σχέσης (5.10) θα εξετάσουμε την απλούστερη δυνατή 

περίπτωση ύπαρξης δύο μόνο υποφορέων. Η σχέση (5.10) γράφεται :

[ Krr
(1) K rc

(1) 0 0 (Br
(1))T

(Krc
(1))T

K cc
(1) 0 0 0

0 0 K rr
(2) Krc

(2) (Br
(2))T

0 0 (Krc
(2))T Kcc

(2) 0
Br

(1 ) 0 B r
(2) 0 0

]{ur
(1)

ubc
(1)

ur
(2)

ubc
(2)

λ
}={f r

(1)

f bc
(1)

f r
(2)

f bc
(2)

0
}  (5.13)

Aπό τις  εξισώσεις  (5.5)  και  (5.7)  που συνδυάζονται  στην εξίσωση (5.10)  και  με  τη χρήση της 
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εξίσωσης (5.8) έχουμε :

K rr
s ur

s+K rc
s Lc

s uc=f r
s−(Br

s)T
λ  (5.14)

που εκφράζει τη συνθήκη ισορροπίας των δυνάμεων στους remainder β.ε. του υποφορέα s . 

Επιπλέον, η συνθήκη ισορροπίας στους β.ε. των μετατοπίσεων στους boundary corner β.ε. γράφεται 

ως εξής :

∑
s=1

N s

(Lc
s)T (K rc

s )T ur
s+∑

s=1

N s

(Lc
s)T K cc

s Lc
s uc=∑

s=1

N s

(Lc
s)T

f bc
s =f c  (5.15)

Στη σχέση (5.15) ορίζουμε :

K cc=∑
s=1

N s

(Lc
s)T K cc

s Lc
s  (5.16)

Σε αυτό το σημείο πρέπει να υποθέσουμε ότι οι επιλεγμένες μετατοπίσεις uc είναι επαρκείς, ώστε αν 

υποτεθεί  ότι  οι  αντίστοιχοι  με  αυτές  β.ε.  των  υποφορέων  είναι  εξωτερικά  στηριγμένοι,  τότε  όλοι  οι  

υποφορείς είναι στατικά ορισμένοι. Στην περίπτωση αυτή το μητρώο K rr
s θα είναι αντιστρέψιμο, οπότε η 

εξίσωση (5.14) μπορεί να λυθεί ως εξής :

ur
s=(K rr

s )−1(f r
s−(Br

s)T λ−K rc
s Lc

s uc)  (5.17)

Αντικαθιστώντας την εξίσωση (5.17) στην εξίσωση (5.7) έχουμε :

∑
s=1

N s

Br
s(Krr

s )−1(f r
s−( Br

s)T λ−Krc
s Lc

s uc)=0

∑
s=1

N s

Br
s(Krr

s )−1
f r

s−∑
s=1

N s

Br
s (Krr

s )−1(Br
s)T λ−∑

s=1

N s

B r
s(K rr

s )−1
Krc

s Lc
s uc=0  

(5.18)

Θέτοντας
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ΚΕΦ. 5 : FETI-DP

dr=∑
s=1

N s

Br
s(K rr

s )−1
f r

s  (5.19)

F Irr=∑
s=1

N s

Br
s(K rr

s )−1(Br
s)T

 (5.20)

F Irc=∑
s=1

N s

Br
s(K rr

s )−1
Krc

s Lc
s  (5.21)

η εξίσωση (5.18) γράφεται :

F Irr λ+FIrc uc=dr  (5.22)

Αντικαθιστώντας την εξίσωση (5.17) στην εξίσωση (5.15) έχουμε :

∑
s=1

N s

(Lc
s)T (K rc

s )T (Krr
s )−1(f r

s−(Br
s)T

λ−K rc
s Lc

s uc)+K cc uc=f c  (5.23)

Ύστερα από τις απαραίτητες πράξεις και θέτοντας:

K cc
* =K cc−∑

s=1

N s

(Lc
s)T ( Krc

s )T (Krr
s )−1

K rc
s Lc

s  (5.24)

f c
*=f c−∑

s=1

N s

(Lc
s)T (Krc

s )T (K rr
s )−1

f r
s  (5.25)

η εξίσωση (5.23) γράφεται :

(F Irc)
T λ−K cc

* uc=−f c
*  (5.26)

Οι εξισώσεις (5.22) και (5.26) μπορούν να γραφούν τώρα σε ένα σύστημα, που αποτελεί ένα δυϊκό-
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πρωτογενές (dual-primal) σύστημα καθώς συσχετίζει τους δυϊκούς αγνώστους που είναι οι πολλαπλασιαστές 

Lagrange με τους πρωτογενείς αγνώστους που είναι οι μετατοπίσεις των corner nodes, ως εξής :

[ FIrr F Irc

(F Irc )
T −Kcc

* ]{λ
uc}={ dr

−f c
*}  (5.27)

Στο  σημείο  αυτό,  πρέπει  να  γίνει  η  ακόλουθη  δεύτερη  υπόθεση  για  την  επιλογή  των  β.ε.  των 

μετατοπίσεων uc : έστω  ότι  οι  β.ε.  των  μετατοπίσεων uc είναι  επαρκείς,  ώστε  αν  υποθέσουμε  ότι  οι 

υποφορείς συνδέονται μεταξύ τους μόνο στους κόμβους όπου έχουν οριστεί  οι μετατοπίσεις uc ,  τότε οι 

συνδέσεις αυτές να είναι επαρκείς, ώστε οποιαδήποτε φορτία που εφαρμόζονται στον φορέα να μπορούν να 

μεταφερθούν στις εξωτερικές στηρίξεις του. Τότε το μητρώο K cc
* θα είναι αντιστρέψιμο, οπότε η δεύτερη 

εξίσωση στο σύστημα (5.27) δίνει :

uc=(K cc
* )−1( f c

*+(F Irc )
T λ )  (5.28)

και αντικαθιστώντας στην πρώτη εξίσωση του συστήματος (5.27) έχουμε :

(FIrr+FIrc (K cc
* )−1

(F Irc )
T)λ=dr−F Irc (K cc

* )−1
f c

*  (5.29)

Η μέθοδος  FETI-DP λοιπόν συνίσταται στη μετατροπή ενός προβλήματος της μορφής  Κu=f  στο 

δυϊκό ενδοσυνοριακό πρόβλημα της εξίσωσης (5.29) και στην συνέχεια στην επίλυσή του με τη μέθοδο 

PCG.  Μετά  την  επίλυση  της  εξίσωσης  (5.29)  ως  προς  τους  πολλαπλασιαστές  Lagrange,  ακολουθεί  ο 

υπολογισμός των μετατοπίσεων στους β.ε. που αντιστοιχούν στους corner nodes μέσω της εξίσωσης (5.28) 

και στη συνέχεια ο υπολογισμός των μετατοπίσεων στους remainder β.ε. κάθε υποφορέα μέσω της σχέσης 

(5.17). Από την εξίσωση (5.29) παρατηρούμε ότι το συγκεκριμένο δυϊκό ενδοσυνοριακό πρόβλημα είναι 

άμεσα συσχετισμένο με το ενδοσυνοριακό πρόβλημα της κλασσικής μεθόδου FETI, καθώς το μητρώο F Irr

και  το  διάνυσμα dr αποτελούν  τον  περιορισμό  του  μητρώου F I και  του  διανύσματος d της  κλασσικής 

μεθόδου FETI αντίστοιχα, στους remainder β.ε.

Κατά την επίλυση της  εξίσωσης (5.29) με τη μέθοδο  PCG,  ο υπολογισμός του υπολειμματικού 

διανύσματος κατά την επανάληψη k απαιτεί το ακόλουθο γινόμενο μητρώου-διανύσματος 
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(FIrr+FIrc (K cc
* )−1

(F Irc )
T)λk  (5.30)

το οποίο προγραμματίζεται με τα εξής βήματα :

1) δk=FIrr λ k=∑
s=1

N s

Br
s (Krr

s )−1(Br
s)T λk  (5.31)

2) δk=δk+F Irc (K cc
* )−1

(FI rc)
T λk  (5.32)

ενώ το δεύτερο βήμα αναλύεται περαιτέρω ως εξής:

2-1) yk=(F Irc)
T λ k=∑

s=1

N s

(Lc
s)T (K rc

s )T (Krr
s )−1(Br

s)T λk  (5.33)

2-2) Eπίλυση τουπροβλήματος :K cc
* xk=yk  (5.34)

2-3) zk=FIrc xk=∑
s=1

N s

Br
s (Krr

s )−1
K rc

s L c
s xk  (5.35)

και το βήμα 2-2) μέσω των εξισώσεων (5.16) και (5.24) γράφεται αναλυτικά :

Eπίλυση του προβλήματος :[∑s=1

N s

(Lc
s)T Kcc

s Lc
s−(Lc

s)T (K rc
s )T (Krr

s )−1(K rc
s Lc

s)]xk=yk  (5.36)

Το πρόβλημα που εκφράζει η εξίσωση (5.36) αποτελεί και  το αραιό πρόβλημα (coarse problem) της 

μεθόδου FETI-DP, καθώς μέσω αυτού επιτυγχάνεται η σύζευξη των υπολογισμών μεταξύ των υποφορέων 

και με αυτόν τον τρόπο βοηθά στην καθολική διάδοση του σφάλματος σε κάθε επανάληψη της μεθόδου 

PCG. Όπως παρατηρούμε το αραιό πρόβλημα της μεθόδου έχει ως βάση του το μητρώο στιβαρότητας K cc
*

που προκύπτει από τα υπερστοιχεία που ορίζονται από τους corner nodes.

Σε  αυτό  το σημείο  πρέπει  να  αναφέρουμε ότι  σε  αντίθεση με  τις  υπόλοιπες  μεθόδους  FETI,  η 

μέθοδος  FETI-DP  δεν  δημιουργεί  επιπλέοντες  υποφορείς  (floating  subdomains)  και  μη  αντιστρέψιμα 

μητρώα και  επομένως  το  αραιό  της  πρόβλημα  δεν  βασίζεται  στις  κινήσεις  στερεού  σώματος  των 
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υποφορέων.  Αυτή  η  παρατήρηση αποτελεί  και  ένα  μεγάλο  πλεονέκτημα της  μεθόδου,  διότι  μπορεί  να 

εφαρμοστεί εξίσου σε στατικά και δυναμικά προβλήματα ενώ για τις κλασσικές μεθόδους FETI απαιτούνται 

ορισμένες  τροποποιήσεις.  Επομένως  η  μέθοδος  FETI-DP  μπορεί  να  χρησιμοποιηθεί  ως  ένας  ενιαίος 

επιλύτης για στατικά και δυναμικά προβλήματα δευτέρας και τετάρτης τάξεως. Σημειώνεται ότι η μέθοδος 

FETI-DP,  προκειμένου  να  συμπεριλάβει  και  την  επίλυση  τρισδιάστατων  προβλημάτων,  τροποποιείται 

κατάλληλα, γεγονός όμως που δεν θα αναλυθεί περαιτέρω στην παρούσα εργασία.

5.3 Μητρώα της μεθόδου FETI-DP

Το δυϊκό-πρωτογενές σύστημα της μεθόδου  FETI-DP,  ύστερα από την προηγηθείσα ανάλυση έχει 

την ακόλουθη διατύπωση :

[ FIrr F Irc

(F Irc )
T −Kcc

* ]{λ
uc}={ dr

−f c
*}  

όπου

F Irr=∑
s=1

N s

Br
s(K rr

s )−1(Br
s)T

 

F Irc=∑
s=1

N s

Br
s(K rr

s )−1
Krc

s Lc
s  

K cc
* =K cc−∑

s=1

N s

(Lc
s)T ( Krc

s )T (Krr
s )−1

K rc
s Lc

s  

dr=∑
s=1

N s

Br
s(K rr

s )−1
f r

s  

f c
*=f c−∑

s=1

N s

(Lc
s)T (Krc

s )T (K rr
s )−1

f r
s  
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Ακολουθεί μία ανάλυση των μητρώων που συμμετέχουν στο σύστημα της μεθόδου  FETI-DP.  Για 

την ανάπτυξη των μητρωικών διαστάσεων θα χρησιμοποιηθούν στη συνέχεια οι παρακάτω συμβολισμοί :

➢ Ν br : πλήθος boundary remainder β.ε. ενδοσυνοριακού προβλήματος

➢ Ν br
s : πλήθος boundary remainder β.ε. του υποφορέα s

➢ Ν r
s : πλήθος remainder β.ε. του υποφορέα s

➢ N c : πλήθος β.ε. που αντιστοιχούν στους corner nodes του προβλήματος 

➢ Ν bc
s :  πλήθος  ενδοσυνοριακών  β.ε.  υποφορέα  s  που  αντιστοιχούν  και  σε  corner  node  του 

προβλήματος

Μητρώο Βr
s

Όπως έχει  αναφερθεί  και  προηγουμένως το μητρώο Βr
s κάθε υποφορέα είναι  ένα προσημασμένο 

μητρώο Boolean (Signed Βοolean Matrix) που λαμβάνει τιμές (+1, -1, 0). Κάθε remainder β.ε. του υποφορέα 

s εκφράζεται  και  από μια στήλη του εν  λόγω μητρώου,  ενώ οι  γραμμές  του εκφράζουν τις  εξισώσεις-

δεσμεύσεις  που  επιβάλλονται  μεταξύ  των  ενδοσυνοριακών-remainder  β.ε.  (boundary  remainder)  και  η 

λειτουργία του μητρώου είναι ουσιαστικά να ''διαλέγει'' τους β.ε. που θα συμμετέχουν στις διεργασίες για 

την επίλυση. Παρατηρούμε ότι η λογική κατασκευής του συγκεκριμένου μητρώου είναι η ίδια με αυτή που 

ακολουθεί η κλασσική μέθοδος FETI για το προσημασμένο Boolean μητρώο Β. Ιδιαίτερη προσοχή απαιτεί 

το γεγονός ότι,   στην περίπτωση που ένας  boundary remainder  β.ε.  είναι  δεσμευμένος αυτός πρέπει  να 

αφαιρείται τόσο από τις στήλες (ως β.ε. του υποφορέα s) όσο και από τις γραμμές (ως εξίσωση συμβιβαστού 

μετατοπίσεων στο σύνορο των υποφορέων) του μητρώου Βr
s .

Επομένως οι διαστάσεις του μητρώου Βr
s είναι : [Ν br×Ν r

s ]

Μητρώο Lc
s

Το μητρώο Lc
s αποτελεί ένα Βοοlean μητρώο απεικόνισης (Boolean mapping matrix) το οποίο έχει 

όρους που λαμβάνουν μη προσημασμένες τιμές (1,0),  συνδέει τις τοπικές με τις καθολικές μετατοπίσεις  

όπως φαίνεται και από την εξίσωση (5.9). Πιο συγκεκριμένα, κάθε γραμμή του μητρώου έχει σε πλήθος Ν c  

όρους και αποτελείται από μηδενικά και από μία μόνο μονάδα που αντιστοιχίζει τον τοπικό boundary corner 

β.ε. του υποφορέα s ,  που αντιπροσωπεύει η συγκεκριμένη γραμμή, με τον καθολικό β.ε. του corner node 
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του προβλήματος.

Επομένως οι διαστάσεις του μητρώου Lc
s είναι : [Ν bc

s ×N c ]

Μητρώο F Irr

F Irr=∑
s=1

N s

Br
s(K rr

s )−1(Br
s)T

Το  γινόμενο Br
s(K rr

s )−1(Br
s)T

για  τον  υποφορέα s ,  επιλέγει  μόνο  την  ευκαμψία  των  boundary 

remainder β.ε. του υποφορέα και αθροίζοντας για όλους τους υποφορείς, λαμβάνεται υπόψη η συνεισφορά 

όλων των υποφορέων για τους β.ε. του συνοριακού προβλήματος.

Επομένως  το  μητρώο F Irr είναι  το  μητρώο  ευκαμψίας  των  remainder β.ε.  του  ενδοσυνοριακού 

προβλήματος (boundary remainder) και έχει μητρωικές διαστάσεις : [ Ν br×Ν br]

Μητρώο F Irc

F Irc=∑
s=1

N s

Br
s(K rr

s )−1
Krc

s Lc
s

Το μητρώο F Irc ,  παρόλο που ως συμβολισμός παραπέμπει σε κάποιο μητρώο ευκαμψίας, δεν έχει  

κάποιο φυσικό νόημα (όπως υποδηλώνει και η διατύπωσή του είναι φυσικά αδιάστατο) και χρησιμεύει στην 

συσχέτιση  των  δυϊκών  αγνώστων  (πολλαπλασιαστές  Lagrange)  με  τους  πρωτογενείς  αγνώστους 

(μετατοπίσεις corner nodes), μέσω του συστήματος (5.27). 

Οι μητρωικές διαστάσεις του F Irc  μητρώου  είναι : [ Ν br×Ν c ]

Μητρώο K cc

K cc=∑
s=1

N s

(Lc
s)T K cc

s Lc
s

To  γινόμενο (Lc
s)T

K cc
s Lc

s αντιστοιχίζει  τους τοπικούς ενδοσυνοριακούς β.ε.  του υποφορέα s  που 

ταυτόχρονα αντιστοιχούν και σε  corner nodes  του προβλήματος (boundary corner  β.ε. του υποφορέα s ), 
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στους  καθολικούς  β.ε.  των  corner  nodes.  Αθροίζοντας  για  όλους  τους  υποφορείς,  λαμβάνεται  υπόψη η 

συνεισφορά της δυσκαμψίας όλων των υποφορέων στους corner β.ε. του προβλήματος.

Επομένως το μητρώο K cc είναι το μητρώο δυσκαμψίας των β.ε. των corner nodes του προβλήματος 

και οι μητρωικές του διαστάσεις είναι : [ Ν c×Ν c]

Διάνυσμα f c

f c=∑
s=1

N s

(Lc
s)T

f bc
s

Το διάνυσμα f c αποτελεί  το καθολικό διάνυσμα φόρτισης  στους  corner  nodes  του προβλήματος, 

λαμβάνοντας υπόψη την συνεισφορά όλων των υποφορέων μέσω του αθροίσματος, αφού πρώτα για κάθε 

υποφορέα έχει γίνει η αντιστοίχιση των τοπικών boundary corner β.ε. του υποφορέα στους καθολικούς β.ε. 

των corner nodes του προβλήματος μέσω του γινομένου (Lc
s)T f bc

s .

Οι διαστάσεις του διανύσματος είναι : [ Ν c×1]

Μητρώο K cc
*

K cc
* =K cc−∑

s=1

N s

(Lc
s)T (Krc

s )T (Krr
s )−1

K rc
s Lc

s

ή πιο αναλυτικά :

K cc
* =∑

s=1

N s

(Lc
s)T K cc

s Lc
s−(Lc

s)T (Krc
s )T (K rr

s )−1
Krc

s Lc
s

Το μητρώο K cc
* προκύπτει, αρχικά από την στατική συμπύκνωση της δυσκαμψίας των remainder β.ε. 

κάθε  υποφορέα  στους  boundary corner  β.ε.  του υποφορέα  και  στη  συνέχεια  αντιστοίχιση  των  τοπικών 

boundary corner  β.ε. του υποφορέα στους καθολικούς β.ε. των  corner nodes  του προβλήματος. Όμοια με 

πριν, μέσω του αθροίσματος λαμβάνεται υπόψη η συνεισφορά όλων των υποφορέων. Όπως έχει αναφερθεί 

και  παραπάνω,  το  μητρώο K cc
* είναι  το  μητρώο  δυσκαμψίας  που  προκύπτει  από  τα  υπερστοιχεία  που 
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ορίζονται από τους corner nodes και είναι καθοριστική η σημασία του στο αραιό πρόβλημα (coarse problem) 

της μεθόδου FETI-DP.

Eπομένως οι μητρωικές διαστάσεις του K cc
* είναι : [ Ν c×Ν c]

Διάνυσμα dr

dr=∑
s=1

N s

Br
s(K rr

s )−1
f r

s

To  γινόμενο (Krr
s )−1

f r
s για  τον  υποφορέα s είναι  η  άμεση  επίλυση  των  remainder  β.ε.  του 

συγκεκριμένου υποφορέα,  δηλαδή  εκφράζει  τις  μετακινήσεις  των  remainder  β.ε.  του υποφορέα  από τη 

φόρτιση  που  επιβάλλεται  σε  αυτόν  (στους  remainder  και  πάλι  β.ε.).  Με  το  γινόμενο Br
s(K rr

s )−1
f r

s  

επιλέγονται οι μετακινήσεις μόνο των ενδοσυνοριακών remainder (boundary remainder) β.ε. του υποφορέα 

s . Αθροίζοντας όλους τους υποφορείς παίρνουμε ως αποτέλεσμα το διάνυσμα dr που είναι οι μετακινήσεις 

των ενδοσυνοριακών remainder β.ε. του προβλήματος.

Έτσι λοιπόν, οι διαστάσεις του dr είναι : [ Ν br×1]

Διάνυσμα f c
*

f c
*=f c−∑

s=1

N s

(Lc
s)T (Krc

s )T (K rr
s )−1

f r
s

ή πιο αναλυτικά :

f c
*=∑

s=1

N s

(L c
s)T f bc

s −(Lc
s)T (K rc

s )T (Krr
s )−1

f r
s

Όπως  δηλώνει  και  ο  παραπάνω  τύπος,  το  διάνυσμα f c
* προκύπτει,  σε  πρώτη  φάση  από  τη 

συμπύκνωση των δυνάμεων που ασκούνται στους remainder β.ε. του υποφορέα s στους boundary corner β.ε. 

του υποφορέα και σε δεύτερη φάση από την  αντιστοίχιση των τοπικών boundary corner β.ε. του υποφορέα 

στους καθολικούς β.ε.  των  corner nodes  του προβλήματος. Τέλος, μέσω του αθροίσματος λαμβάνεται η 

συνεισφορά όλων των υποφορέων στους corner β.ε. του προβλήματος.

Οι διαστάσεις του διανύσματος f c
* είναι : [ Ν c×1]

5-14



ΚΕΦ. 5 : FETI-DP

5.4 Προσταθεροποιητές (Preconditioners) της μεθόδου FETI-DP

Η  αποδοτικότητα  της  PCG  επηρεάζεται  έντονα  από  τη  χρησιμοποιούμενη  τεχνική 

προσταθεροποίησης. Η  μέθοδος  FETI-DP  δεν  εισάγει  κάποιους  ειδικούς  προσταθεροποιητές,  απλά 

προσαρμόζει στις ανάγκες της τους ήδη υπάρχοντες προσταθεροποιητές (από τη μέθοδο FETI) Lumped και 

Dirichlet.  Οι  δύο  συγκεκριμένοι  προσταθεροποιητές  αναλύονται  παρακάτω,  μαζί  με  έναν  ακόμη 

προσταθεροποιητή, τον διαγώνιο Dirichlet, ο οποίος είναι πιο ισχυρός από τον Lumped και πιο οικονομικός 

από τον Dirichlet.

Προσταθεροποιητής Dirichlet

Ο προσταθεροποιητής Dirichlet έχει την εξής διατύπωση :

F̃ Irr
−1=∑

s=1

N s

Ws Br
s[0 0

0 Sbrbr
s ](Br

s)T
Ws  (5.37)

και  αναδιατάσσοντας τις  στήλες  του  μητρώου Βr
s σε  εσωτερικούς  (internal)  και  σε  remainder 

ενδοσυνοριακούς (boundary remainder) β.ε., η εξίσωση (5.37) γράφεται :

F̃ Irr
−1=∑

s=1

N s

Ws [Bi
s Bbr

s ][0 0
0 Sbrbr

s ][B i
s Bbr

s ]T Ws  

όπου οι διαστάσεις του μητρώου Βbr
s είναι [Ν br×N br

s ] . Τελικά, καταλήγουμε στην εξίσωση :

F̃ Irr
−1=∑

s=1

N s

Ws Bbr
s Sbrbr

s (Bbr
s )T Ws  (5.38)

όπου

Sbrbr
s =Kbrbr

s −(Kibr
s )T (K ii

s )−1
K ibr

s  (5.39)

 Ο προσταθεροποιητής  Dirichlet  χρησιμοποιεί το ακριβές μητρώο K ii
s το οποίο συνεπάγεται πολύ 
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καλή απόδοση του προσταθεροποιητή- αν και λόγω της αντιστροφής του απαιτείται ιδιαίτερη προσοχή σε  

προβλήματα  κακής  κατάστασης  λόγω  αριθμητικών  σφαλμάτων,  που  μπορούν  να  καταστήσουν  τον 

προσταθεροποιητή  αναποτελεσματικό.  Όμως,  το  μητρώο K ii
s που  εμφανίζεται  στον  προσταθεροποιητή 

Dirichlet,  είναι  και  το  πιο  απαιτητικό  σε  μνήμη για  την  αποθήκευσή του.  Για  αυτόν  ακριβώς  το  λόγο 

υπάρχουν  και  κάποιοι  προσεγγιστικοί  προσταθεροποιητές  Dirichlet,  οι  οποίοι  χρησιμοποιούν  στη  θέση 

αυτού του μητρώου δυσκαμψίας μητρώα μικρότερου ''κόστους'' που αποτελούν προσεγγίσεις του εν λόγω 

μητρώου.  Ο  διαγώνιος  Dirichlet  προσταθεροποιητής  χρησιμοποιεί  ένα  διαγώνιο  μητρώο.  Υπάρχουν 

ορισμένες παραλλαγές που χρησιμοποιούν ένα μητρώο που βασίζεται στη μέθοδο συμμετρικής διαδοχικής 

υπερχαλάρωσης  SSOR  ή ένα μητρώο που προκύπτει ύστερα από μία ατελή παραγοντοποίηση  Cholesky. 

Έτσι λοιπόν σε προβλήματα με μεγάλο πλήθος βαθμών ελευθερίας,  η μέθοδος με τους συγκεκριμένους 

προσταθεροποιητές καταλήγει στις ζητούμενες λύσεις ταχύτερα και με μικρότερες απαιτήσεις μνήμης από 

τους κλασσικούς προσταθεροποιητές Dirichlet και Lumped.

Προσταθεροποιητής Διαγώνιος Dirichlet

Όπως αναφέρθηκε και προηγουμένως, ο διαγώνιος προσταθεροποιητής  Dirichlet  χρησιμοποιεί μία 

προσέγγιση του μητρώου K ii
s με ένα διαγώνιο, και συγκεκριμένα έχει την έκφραση :

F̃ Irr
−1=∑

s=1

N s

Ws Br
s[0 0

0 K brbr
s −(K ibr

s )T (Dii
s )−1

K ibr
s ](Br

s)T
Ws  (5.40)

που, όπως και προηγουμένως, καταλήγει στον προσταθεροποιητή 

F̃ Irr
−1=∑

s=1

N s

Ws Bbr
s (Kbrbr

s −(K ibr
s )T (Dii

s )−1
K ibr

s )(Bbr
s )T

Ws  (5.41)

όπου το μητρώο Dii
s είναι διαγώνιο με τους διαγώνιους όρους του K ii

s .

Μέσω  της  συγκεκριμένης  παραλλαγής  δημιουργείται  ένας  προσταθεροποιητής  ο  οποίος  είναι 

ενδιάμεσος των Dirichlet και Lumped, τόσο σε απαιτήσεις, όσο και σε απόδοση. Επιπλέον, αποφεύγουμε τα 

αριθμητικά  προβλήματα  που  εμφανίζονται  λόγω  της  αντιστροφής  πλήρους  μητρώου  και  ταυτόχρονα 

προσεγγίζουμε τον ισχυρό προσταθεροποιητή Dirichlet, με μικρότερο ''κόστος''.

Προσταθεροποιητής Lumped
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Ο προσταθεροποιητής  Lumped  προκύπτει από την απλοποίηση του συμπληρώματος  Schur (Schur 

complement) Sbrbr
s , που εμφανίζεται στον προσταθεροποιητή Dirichlet, στον όρο K brbr

s .

Με αυτόν τον τρόπο λαμβάνουμε ένα προσταθεροποιητή ο οποίος είναι αρκετά πιο οικονομικός σε 

απαιτήσεις από τον Dirichlet,  αλλά και λιγότερο ισχυρός. Ο προσταθεροποιητής  Lumped λοιπόν γράφεται 

ως εξής :

F̃ Irr
−1=∑

s=1

N s

Ws Br
s[0 0

0 Kbrbr
s ](Br

s)T W s  (5.42)

που, όπως και προηγουμένως, καταλήγει στον προσταθεροποιητή

F̃ Irr
−1=∑

s=1

N s

Ws Bbr
s K brbr

s (Bbr
s )T

Ws  (5.43)

Σε αυτό το σημείο, πρέπει να αναφέρουμε ότι το μητρώο W που εμφανίζεται σε όλες τις εκφράσεις 

των προσταθεροποιητών, είναι ένα διαγώνιο μητρώο διαστάσεων [ Ν br×Ν br ] με κάθε διαγώνιο όρο ίσο με 

το αντίστροφο της πολλαπλότητας του αντίστοιχου β.ε. Ως πολλαπλότητα ενός β.ε. ορίζουμε τον αριθμό των 

υποφορέων στους οποίους ανήκει ο συγκεκριμένος β.ε.

Επίσης το σύμβολο ❑̃ υποδηλώνει μία προσέγγιση του αντίστοιχου μητρώου. Έτσι λοιπόν αν στην 

θέση του μητρώου F̃ Irr
−1 χρησιμοποιούσαμε το πλήρες μητρώο F Irr

−1 , η μέθοδος θα συνέκλινε σε μία μόνο 

επανάληψη.  Όμως  στην  πράξη  ποτέ  δεν  χρησιμοποιούμε  το  πλήρες  μητρώο  λόγω  του  χρονοβόρου 

υπολογισμού  και  κόστους  αποθήκευσής  του  (αν  συνέφερε  άλλωστε  θα  καταφεύγαμε σε  μία  απευθείας 

επίλυση και όχι σε μία επαναληπτική μέθοδο όπως η PCG).

Τέλος, σχετικά με τη χρήση των προσταθεροποιητών, οι  Farhat et al. (2000)  αναφέρουν ότι στην 

κλασσική  μέθοδο  FETI  ο  βέλτιστος  μαθηματικά  προσταθεροποιητής  είναι  ο  Dirichlet.  Αν  και  πιο 

απαιτητικός  σε  μνήμη  για  αποθήκευση απ'  ότι  ο  Lumped,  είναι  πιο  αποτελεσματικός  υπολογιστικά  σε 

προβλήματα  πλακών  και  κελυφών  και  γενικότερα  σε  προβλήματα  κακής  κατάστασης.  Σε  προβλήματα 

δισδιάστατης  και  τρισδιάστατης  ελαστικότητας  που  διαχωρίζονται  σε  μικρό  πλήθος  υποφορέων 

αποτελεσματικότερος θεωρείται ο προσταθεροποιητής Lumped, ενώ αν ο αριθμός των υποφορέων αυξηθεί 

σημαντικά θα πρέπει να προτιμάται ο προσταθεροποιητής Dirichlet που είναι και ισχυρότερος.
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5.5 Διάκριση Ομογενών-Ετερογενών προβλημάτων

Η προηγηθείσα ανάλυση ισχύει για την περίπτωση ομογενών προβλημάτων, δηλαδή περιπτώσεων 

όπου όλοι οι υποφορείς έχουν την ίδια δυσκαμψία. Στην περίπτωση ετερογενών προβλημάτων απαιτούνται 

ορισμένες τροποποιήσεις για τη βελτίωση της απόδοσης της μεθόδου επίλυσης.

Μητρώα απεικόνισης

Για την περίπτωση του Boolean μητρώου απεικόνισης L , που συνδέει τις τοπικές με τις καθολικές 

μεταβλητές,  κατά  τη  χρήση  του  στους  προσταθεροποιητές  έχουμε  για  την  περίπτωση  των  ομογενών 

προβλημάτων :

Lpbr
e =Lbr

e W  (5.44)

όπου το μητρώο W είναι ένα διαγώνιο μητρώο με κάθε διαγώνιο ίσο με την πολλαπλότητα του αντίστοιχου 

β.ε. Ως πολλαπλότητα ενός β.ε. ορίζουμε τον αριθμό των υποφορέων στους οποίους ανήκει ο συγκεκριμένος 

β.ε. Πρακτικά η εξίσωση (5.44) δίνει το μέσο όρο μεταξύ των υποφορέων.  O  εκθέτης e αναφέρεται στο 

διευρυμένο (expanded) φορέα.

Στην περίπτωση ετερογενών προβλημάτων χρησιμοποιείται ένας σταθμισμένος μέσος όρος με βάση 

τη δυσκαμψία του κάθε υποφορέα. Έτσι στην χρήση των προσταθεροποιητών έχουμε :

Lpbr
e =Dbr

e Lbr
e ((Lbr

e )T Dbr
e Lbr

e )−1
 (5.45)

όπου  το  μητρώο Dbr
e είναι  ένα  διαγώνιο  μητρώο,  του  οποίου  κάθε  διαγώνιος  όρος  είναι  ίσος  με  τον 

αντίστοιχο διαγώνιο όρο του μητρώου δυσκαμψίας του υποφορέα που αντιστοιχεί στον εκάστοτε β.ε.

Αντίστοιχα στην περίπτωση των Boolean μητρώων απεικόνισης των πολλαπλασιαστών Lagrange Β , 

σε ομογενή προβλήματα χρησιμοποιούνται στους προσταθεροποιητές ως εξής :

 Για μη πλεοναστικούς πολλαπλασιαστές :

Bpbr
e =(Bbr

e (Bbr
e )T)−1

Bbr
e  (5.46)

 Για πλεοναστικούς πολλαπλασιαστές :
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Bpbr
e =Bbr

e (Mbr
e )−1

 (5.47)

όπου  το  μητρώο Μbr
e είναι  ένα  διαγώνιο  μητρώο  του  οποίου  κάθε  διαγώνιος  όρος  είναι  ίσος  με  την 

πολλαπλότητα του αντίστοιχου β.ε. 

Στην περίπτωση ετερογενών προβλημάτων έχουμε αντίστοιχα :

 Για μη πλεοναστικούς πολλαπλασιαστές :

Bpbr
e =(Bbr

e (Dbr
e )−1(Bbr

e )T)−1
Bbr

e (Dbr
e )−1  (5.48)

 Για πλεοναστικούς πολλαπλασιαστές :

Bpbr
e =D̂λ Bbr

e (Dbr
e )−1

 (5.49)

όπου το μητρώο D̂λ είναι ένα διαγώνιο μητρώο με κάθε διαγώνιο όρο ίσο με το γινόμενο των αντίστοιχων 

διαγώνιων  όρων των μητρώων δυσκαμψίας  των  υποφορέων που αντιστοιχούν  στους  δύο β.ε.  του κάθε 

πολλαπλασιαστή Lagrange, διαιρεμένο με τον αντίστοιχο διαγώνιο όρο του μητρώου ((Lbr
e )T Dbr

e Lbr
e )−1

.

Προσταθεροποιητές

Σε κάθε περίπτωση (ομογενής-ετερογενής) οι προσταθεροποιητές γράφονται ως εξής :

➢ Dirichlet

F̃ I
−1=Bpbr

e Sbrbr
e (Bpbr

e )T  (5.50)

➢ Lumped

F̃ I
−1=Bpbr

e Kbrbr
e (Bpbr

e )T  (5.51)

ενώ ισχύει
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Κbrbr
e =[Kbrbr

(1)

⋱
Kbrbr

(Ns) ]  

➢ Διαγώνιος Dirichlet

F̃ I
−1=Bpbr

e S̃brbr
e (Bpbr

e )T  (5.52)

όπου

S̃brbr
s =(Kbrbr

s −(Kibr
s )T (Dii

s )−1
Kibr

s )  

και

S̃brbr
e =[S̃brbr

(1)

⋱
S̃brbr

(Ns) ]  
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ΚΕΦ. 6 : P-FETIDP

6.1 Περιγραφή της μεθόδου P-FETIDP

Η δυϊκή-πρωτογενής μέθοδος  P-FETI (P-FETIDP) αποτελεί ένα ακόμη μέλος της οικογένειας των 

μεθόδων P-FETI και προφανώς αναπτύχθηκε με την ίδια φιλοσοφία. Όπως υποδηλώνει και η ονομασία της, 

αντίστοιχα με τη μέθοδο P-FETI1, ο προσταθεροποιητής της P-FETIDP αντιστοιχεί στην πρώτη επανάληψη 

της μεθόδου FETI-DP. Έτσι λοιπόν, η μέθοδος P-FETIDP συνίσταται στην επίλυση της εξίσωσης 

S ub=f̂ b  

που προκύπτει μέσω της PSM, με τη μέθοδο PCG, η οποία χρησιμοποιεί ως προσταθεροποιητή την έκφραση

Ã−1=( L̃pr
e )T (Krr

e )−1
L̃pr
e +( Nbcb −(L̃pr

e )T (Krr
e )−1

K rc
e Lc

e )(K cc
* )−1(−(Lc

e)TK cr
e (Krr

e )−1
L̃pr
e + Nbbc )       (6.1)

Ακολουθεί μία ανάλυση των μητρώων που συμμετέχουν στην έκφραση (6.1). Για την ανάπτυξη των 

μητρωικών διαστάσεων θα χρησιμοποιηθούν στη συνέχεια οι παρακάτω συμβολισμοί :

➢ Ν b
PSM : Μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος μεθόδου PSM

➢ Ν r
e : πλήθος remainder β.ε. του διευρυμένου φορέα (του φορέα που περιέχει τα μητρώα όλων των 

ανεξάρτητων υποφορέων)

➢ N c : πλήθος β.ε. που αντιστοιχούν στους corner nodes του προβλήματος 

➢ Ν bc
e :  πλήθος ενδοσυνοριακών β.ε.  του διευρυμένου φορέα (του φορέα που περιέχει τα μητρώα 

όλων των ανεξάρτητων υποφορέων) που αντιστοιχούν και σε corner node του προβλήματος

➢ Ν b
e : πλήθος ενδοσυνοριακών β.ε. του διευρυμένου φορέα (του φορέα που περιέχει τα μητρώα όλων 

των ανεξάρτητων υποφορέων)

Μητρώο L̃pr
e

L̃pr
e = Nb

e
r
e Lpb

e

To μητρώο Nb
e

r
e είναι ένα Boolean μητρώο που χρησιμοποιείται για τη συμβατότητα των μητρωικών 

διαστάσεων. Η αναλυτική του γραφή (διαχωρισμένο σε υποφορείς) είναι η εξής :
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Nb
e

r
e =[ Nb

(1)
r

⋱
Nb

(Ns)
r

]  

όπου το μητρώο Nb
s

r είναι ένα Boolean μητρώο του υποφορέα s , του οποίου οι γραμμές αντιστοιχούν στους 

remainder β.ε. του υποφορέα s και οι στήλες του αντιστοιχούν στους ενδοσυνοριακούς (boundary) β.ε. του 

υποφορέα s . Οι διαστάσεις του Nb
e

r
e είναι [Ν r

e×N b
e ]  

Για το μητρώο Lpb
e ισχύει :

Lpb
e =[Lpb

(1)

⋮
Lpb

(s )

⋮
Lpb

(Ns)]
  

ενώ για τον κάθε υποφορέα ισχύει :

Lpb
s =Lb

s W

και  το  μητρώο Lb
s αντιστοιχίζει  τους  τοπικούς  ενδοσυνοριακούς  β.ε.  του  υποφορέα s (γραμμές  του 

μητρώου) στους καθολικούς ενδοσυνοριακούς β.ε. του προβλήματος (στήλες του μητρώου). Το μητρώο W
είναι ένα διαγώνιο μητρώο, με κάθε διαγώνιο όρο ίσο με το αντίστροφο της πολλαπλότητας του αντίστοιχου  

β.ε. Ως πολλαπλότητα ενός β.ε. ορίζουμε τον αριθμό των υποφορέων στους οποίους ανήκει ο συγκεκριμένος 

β.ε. Οι διαστάσεις του Lpb
e είναι [Ν b

e×N b
PSM ] . Άρα οι μητρωικές διαστάσεις του L̃pr

e είναι [Ν r
e×N b

PSM ] .

Μητρώα K rr
e

και K rc
e

Εφόσον το μητρώο δυσκαμψίας του κάθε υποφορέα διαχωριστεί σε remainder  και ενδοσυνοριακούς 

β.ε. (λεπτομέρειες αναφέρονται στο κεφάλαιο που αναλύει τη μέθοδο  FETI-DP),  τα μητρώα K rr
e και K rc

e

περιέχουν τα αντίστοιχα μητρώα δυσκαμψίας των υποφορέων σε block-diagonal μορφή, δηλαδή :

K rr
e =[Krr

(1)

⋱
Krr

(Ns)]  
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K rc
e =[Krc

(1 )

⋱
Krc

(Ns)]  

Οι διαστάσεις του K rr
e είναι [Ν r

e×N r
e] και του K rc

e είναι [Ν r
e×N bc

e ]

Μητρώο Nbcb

Το  μητρώο Nbcb είναι  ένα  Boolean  μητρώο  του  οποίου  οι  γραμμές  αντιστοιχούν  στους 

ενδοσυνοριακούς β.ε.  του προβλήματος της  PSM,  και οι στήλες του αντιστοιχούν στους  corner  β.ε.  του 

προβλήματος της  FETI-DP.  Το μητρώο Nbbc είναι το ανάστροφο του Nbcb . Οι μητρωικές διαστάσεις του

Nbcb είναι [Ν b
PSM×N c]

Μητρώο K cc
*

Το μητρώο K cc
* προκύπτει, αρχικά από την στατική συμπύκνωση της δυσκαμψίας των remainder β.ε. 

κάθε  υποφορέα  στους  boundary corner  β.ε.  του υποφορέα  και  στη  συνέχεια  αντιστοίχιση  των  τοπικών 

boundary corner  β.ε. του υποφορέα στους καθολικούς β.ε. των  corner nodes  του προβλήματος. Όπως έχει 

αναφερθεί  ήδη,  το  μητρώο K cc
* είναι  το  μητρώο  δυσκαμψίας  που  προκύπτει  από  τα  υπερστοιχεία  που 

ορίζονται από τους corner nodes και είναι καθοριστική η σημασία του στο αραιό πρόβλημα (coarse problem) 

της  μεθόδου  FETI-DP.  Περισσότερες  λεπτομέρειες  δίνονται  στο  κεφάλαιο  που  αναφέρεται  στη  μέθοδο 

FETI-DP. Oι μητρωικές διαστάσεις του K cc
* είναι [Ν c×Ν c]

Μητρώο Lc
e

Η αναλυτική μορφή του μητρώου Lc
e διαχωρισμένου σε υποφορείς είναι η ακόλουθη :

Lc
e=[ L c

(1)

⋮
Lc

(s )

⋮
Lc

(N s)
]  
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Το μητρώο Lc
s αποτελεί ένα  Βοοlean  μητρώο απεικόνισης (Boolean mapping matrix)  το οποίο έχει όρους 

που λαμβάνουν μη προσημασμένες τιμές (1,0) και συνδέει τις τοπικές με τις καθολικές μετατοπίσεις. Πιο 

συγκεκριμένα,  κάθε  γραμμή  του  μητρώου  αποτελείται  από  μηδενικά  και  από  μία  μόνο  μονάδα  που 

αντιστοιχίζει  τον  τοπικό  boundary  corner  β.ε.  του  υποφορέα s ,  που  αντιπροσωπεύει  η  συγκεκριμένη 

γραμμή,  με  τον  καθολικό  β.ε.  του  corner  node  του  προβλήματος.  Αναλυτική  περιγραφή  υπάρχει  στο 

κεφάλαιο που αναφέρεται στη μέθοδο FETI-DP. Oι διαστάσεις του μητρώου Lc
e είναι [Ν bc

e ×N c ] .

 

Σε αυτό το σημείο διευκρινίζουμε ότι οι μητρωικές διαστάσεις του προσταθεροποιητή της εξίσωσης 

(6.1) αναφέρονται στο ενδοσυνοριακό πρόβλημα που προκύπτει από τη μέθοδο PSM και όχι από τη FETI-

DP.

6.2 Διάκριση Ομογενών-Ετερογενών προβλημάτων

Η προηγηθείσα ανάλυση ισχύει για την περίπτωση ομογενών προβλημάτων, δηλαδή περιπτώσεων 

όπου όλοι οι υποφορείς έχουν την ίδια δυσκαμψία. Στην περίπτωση ετερογενών προβλημάτων απαιτούνται 

ορισμένες τροποποιήσεις για τη βελτίωση της απόδοσης της μεθόδου επίλυσης.

Μητρώα απεικόνισης

Για την περίπτωση του Boolean μητρώου απεικόνισης L , που συνδέει τις τοπικές με τις καθολικές 

μεταβλητές,  κατά  τη  χρήση  του  στους  προσταθεροποιητές  έχουμε  για  την  περίπτωση  των  ομογενών 

προβλημάτων :

Lpb
e =Lb

e W  (6.2)

όπου το μητρώο W είναι ένα διαγώνιο μητρώο με κάθε διαγώνιο ίσο με την πολλαπλότητα του αντίστοιχου 

β.ε. Ως πολλαπλότητα ενός β.ε. ορίζουμε τον αριθμό των υποφορέων στους οποίους ανήκει ο συγκεκριμένος 

β.ε.  Πρακτικά η εξίσωση (6.2) δίνει  το μέσο όρο μεταξύ των υποφορέων.  O  εκθέτης e αναφέρεται  στο 

διευρυμένο (expanded) φορέα.

Στην περίπτωση ετερογενών προβλημάτων χρησιμοποιείται ένας σταθμισμένος μέσος όρος με βάση 

τη δυσκαμψία του κάθε υποφορέα. Έτσι στην χρήση των προσταθεροποιητών έχουμε :

Lpb
e =Db

e Lb
e ((Lb

e )T Db
eLb

e )−1
 (6.3)
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όπου  το  μητρώο Db
e είναι  ένα  διαγώνιο  μητρώο,  του  οποίου  κάθε  διαγώνιος  όρος  είναι  ίσος  με  τον 

αντίστοιχο διαγώνιο όρο του μητρώου δυσκαμψίας του υποφορέα που αντιστοιχεί στον εκάστοτε β.ε.
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ΚΕΦ. 7 : ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΑΛΓΟΡΙΘΜΩΝ ΕΠΙΛΥΣΗΣ ΜΕΘΟΔΟΥ FETI

7.1 Θεωρητικά στοιχεία μεθόδου FETI

Στο συγκεκριμένο κεφάλαιο θα ελεγχθεί η συμπεριφορά της μεθόδου FETI ανάλογα με τον τρόπο 

επίλυσης  του  ενδοσυνοριακού  της  προβλήματος.  Σε  αυτό  το  σημείο  αναφέρουμε  ορισμένα  θεωρητικά 

στοιχεία  γύρω  από  τη  μέθοδο  FETI,  τα  οποία  ελέγχονται  σε  εφαρμογή  στη  συνέχεια  του  παρόντος 

κεφαλαίου.

Το ενδοσυνοριακό πρόβλημα της μεθόδου FETI έχει τη μορφή :

[ FI −GI

−GI
T 0 ]{λ

a}={ d
−e}  (7.1)

όπου

F I=∑
s=1

N s

FI
s=∑

s=1

N s

Bs (K s)+ (Bs)T

d=∑
s=1

N s

ds=∑
s=1

N s

Bs (K s)+ f s

GI=[Β(1) R(1) Β(2)R(2) … Β(N s)R( N s)]

                    a={a(1)

⋮
a( N s)}

                   e={ (R(1))T f (1)

⋮

(R (N s))T f (N s)}
 

Λεπτομέρειες για τη διατύπωση του ενδοσυνοριακού προβλήματος (7.1) της μεθόδου FETI δίνονται 

στο κεφάλαιο 3, όπου περιγράφεται με λεπτομέρεια η μέθοδος.

Για την επίλυση του συστήματος (7.1) χρησιμοποιείται ένα ορθογωνικό μητρώο προβολής P , μέσω 

του οποίου επιτυγχάνεται η αποσύζευξη των μεταβλητών λ και a , οι οποίες είναι συζευγμένες μέσω του 

όρου −GI . Έτσι λοιπόν το σύστημα (7.1) αποδεικνύεται ισοδύναμο με το σύστημα :

PT FI λ=PT d  (7.2)

GI
T λ=e  (7.3)
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ενώ οι κινήσεις μηδενικής ενέργειας είναι ίσες με :

a=(G I
Τ QG I)

−1
G I

Τ Q (FI λ−d )  

Εν συνεχεία αναλύονται οι εξής παραλλαγές του τρόπου διαχείρισης και επίλυσης της εξίσωσης (7.2) :

Μέθοδος 1

Η  εξίσωση  (7.2)  επιλύεται  ως  προς  το  διάνυσμα  των  πολλαπλασιαστών  Lagrange λ μέσω  του 

επαναληπτικού  αλγορίθμου  της  μεθόδου  PCPG,  όπως  αυτός  διατυπώνεται  στο  κεφάλαιο  3.  Οι 

προσταθεροποιητές  της  μεθόδου  PCPG  είναι  εκείνοι  που  περιγράφονται  στο  ίδιο  κεφάλαιο  και 

συμβολίζονται με F̃ I
−1 .

Μέθοδος 2

Διαχωρίζουμε το διάνυσμα των πολλαπλασιαστών Lagrange λ ως εξής :

λ=λ0+ λ̄  (7.4)

όπου το διάνυσμα λ0 ικανοποιεί την εξίσωση (7.3) και τίθεται ίσο με :

λ0=QG I(GI
T Q GI)

−1
e  (7.5)

Έτσι η εξίσωση (7.2) παίρνει τη μορφή :

PT FI (λ0+λ̄ )=PT d  (7.6)

και καταλήγουμε στην εξίσωση :

PT FI λ̄=PT (d−FI λ0)  (7.7)

H  εξίσωση (7.7) μπορεί να επιλυθεί με τον αλγόριθμο της μεθόδου  PCG  ως προς το διάνυσμα λ̄ ενώ το 

τελικό  διάνυσμα  των  πολλαπλασιαστών  Lagrange  θα  προκύψει  από  την  σχέση  (7.4).  Το  βήμα 

προσταθεροποίησης της μεθόδου  PCG  θα πραγματοποιηθεί με τον προσταθεροποιητή P F̃ I
−1 , όπου F̃ I

−1

είναι ένας προσταθεροποιητής του κεφαλαίου 3. Επομένως στο βήμα προσταθεροποίησης εμφανίζεται ο 

όρος P F̃ I
−1 PT F I , του οποίου ο δείκτης κατάστασης είναι καθοριστικός για τη σύγκλιση της μεθόδου PCG. 
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Σημειώνεται  ότι  θεωρητικά αν χρησιμοποιηθεί  ο  προσταθεροποιητής  Dirichlet,  τότε η συμπεριφορά της 

Μεθόδου 2 πρέπει να είναι ίδια με τη συμπεριφορά της Μεθόδου 1. Η συμπεριφορά των δύο μεθόδων με τη  

χρήση προσταθεροποιητών διαφορετικών του Dirichlet θα φανεί από τα αποτελέσματα που προκύπτουν από 

τον προγραμματισμό τους.

Τέλος σημειώνεται ότι ισχύει η ιδιότητα :

P F̃ I
−1 PT F I λ̄=P F̃I

−1 PT PT F I P λ̄  (7.8)

και επομένως το αριστερό μέλος της εξίσωσης (7.7) μπορεί να θεωρηθεί ως το γινόμενο δύο συμμετρικών 

μητρώων.

Μέθοδος 3

Στην εν λόγω μέθοδο το διάνυσμα των πολλαπλασιαστών Lagrange αποδομείται ως εξής :

λ=λ0+Ρ λ̄  (7.9)

όπου το διάνυσμα λ0 ικανοποιεί την εξίσωση (7.3) και τίθεται ίσο με :

λ0=QG I(GI
T Q GI)

−1
e  

H εξίσωση (7.2) γράφεται τώρα ως :

PT FI P λ̄=PT (d−FI λ0)  (7.10)

Έτσι λοιπόν η μέθοδος  FETI  στοχεύει στην επίλυση του συνοριακού προβλήματος της εξίσωσης  (7.10), 

μέσω  της  επαναληπτικής  μεθόδου  PCG,  ως  προς  το  διάνυσμα λ̄ .  Στη  συνέχεια  υπολογίζονται  οι 

πολλαπλασιαστές  Lagrange από την εξίσωση (7.9). Ως προσταθεροποιητές χρησιμοποιούνται οι F̃ I
−1 .

Μέθοδος 4

Η Μέθοδος 4 ως προς τη διατύπωση των εξισώσεων είναι ίδια με τη Μέθοδο 3. Το διάνυσμα των 

πολλαπλασιαστών  Lagrange  χωρίζεται σύμφωνα με τη σχέση (7.9), ενώ το προς επίλυση ενδοσυνοριακό 

πρόβλημα εκφράζεται  από την εξίσωση (7.10). Η επίλυση γίνεται  με τη μέθοδο  PCG,  χρησιμοποιώντας 

όμως στο βήμα προσταθεροποίησης τον προσταθεροποιητή P F̃ I
−1 .
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Παρακάτω οι συγκεκριμένες μέθοδοι συνοψίζονται σε έναν πίνακα, όπου αναγράφεται το όνομα της 

μεθόδου,  ο διαχωρισμός του διανύσματος των πολλαπλασιαστών  Lagrange,  το πρόβλημα που επιλύεται 

καθώς και  η  ονομασία του επαναληπτικού αλγορίθμου που χρησιμοποιείται  για  την επίλυσή του και  ο  

κατάλληλος προσταθεροποιητής της μεθόδου.

ΔΙΑΧΩΡΙΣΜΟΣ 

ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΤΩΝ

LAGRANGE

ΠΡΟΣ ΕΠΙΛΥΣΗ 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ

ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ 

ΕΠΙΛΥΣΗΣ

PRECONDITIONER

ΜΕΘΟΔΟΣ 

1

KANENAΣ PT FI λ=PT d PCPG F̃ I
−1

ΜΕΘΟΔΟΣ 

2

λ=λ0+ λ̄ PT FI λ̄=PT (d−FI λ0) PCG P F̃ I
−1

ΜΕΘΟΔΟΣ 

3

λ=λ0+Ρ λ̄ PT FI P λ̄=PT (d−FI λ0) PCG F̃ I
−1

ΜΕΘΟΔΟΣ 

4

λ=λ0+Ρ λ̄ PT FI P λ̄=PT (d−FI λ0) PCG P F̃ I
−1
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7.2 Aποτελέσματα

Προκειμένου  να  συγκριθεί  η  συμπεριφορά  των  μεθόδων  που  αναφέρονται  στην  προηγούμενη 

παράγραφο  προγραμματίστηκε  ένα  παράδειγμα  καλής  κατάστασης  (well-conditioned)  και  μία  σειρά 

περιπτώσεων,  όπου  το  πρόβλημα  γίνεται  κακής  κατάστασης  (ill-conditioned).  Τα  χαρακτηριστικά  των 

προβλημάτων αναφέρονται παρακάτω.

Πρόβλημα Καλής Κατάστασης (  Well-Conditioned)  

 Πλήθος Βαθμών Ελευθερίας Φορέα : 882

 Πλήθος Βαθμών Ελευθερίας Διευρυμένου Φορέα (Domain Expanded) : 1056

 Πλήθος Πολλαπλασιαστών Lagrange : 190

 Στατικό Προσομοίωμα : Πρόβολος

 Διάσταση Φορέα κατά x : 3 (m)

 Διάσταση Φορέα κατά y : 1.5 (m)

 Αριθμός Υποφορέων : 8 (Διαχωρισμός σε 4 υποφορείς κατά x και 2 υποφορείς κατά y)

 Αριθμός Πεπερασμένων Στοιχείων Φορέα κατά x : 20

 Αριθμός Πεπερασμένων Στοιχείων Φορέα κατά y : 20

 Πάχος Πεπερασμένων Στοιχείων : 0.3

 Λόγος Poisson : 0.3

 Μέτρο Ελαστικότητας : 2.1⋅107(KN /m2)
 Ακρίβεια Σύγκλισης ε : 10−5

Σημειώνεται επίσης ότι το μητρώο Q τέθηκε ίσο με το μοναδιαίο μητρώο, δηλαδή Q=Ι . Επιπλέον, 

ως  κριτήριο  σύγκλισης  των  μεθόδων  χρησιμοποιήθηκε  το  αντικειμενικό,  προκειμένου  να  λάβουμε  την 

πραγματική συμπεριφορά των μεθόδων και κυρίως η σύγκρισή τους να γίνεται με ίσους όρους, καθώς η 

μέθοδος PCG και η μέθοδος PCPG χρησιμοποιούν διαφορετικά προσεγγιστικά κριτήρια εξόδου. Τέλος, σε 

κάθε  μέθοδο  ελέγχουμε  τη  διαφορά  των  αποτελεσμάτων  που  προκύπτουν  μέσω  της  επαναληπτικής 

διαδικασίας  επίλυσης  με  την  άμεση  επίλυση  του  προβλήματος Κ u=f ,  χρησιμοποιώντας  την  εξής 

κανονικοποιημένη νόρμα απόκλισης των αποτελεσμάτων :

∥uDIRECT−u ITERATIVE∥
∥uDIRECT∥
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Στο ακόλουθο σχήμα παρουσιάζεται σε απλή σχηματική μορφή ο προς επίλυση φορέας διαχωρισμένος σε 

υποφορείς.
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7-8

        ΜΕΘΟΔΟΣ 1

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 10 2,59E-10

DIRICHLET DIAGONAL 11 1,23E-09
LUMPED 13 5,50E-10

NO PRECONDITIONING 35 3,59E-10

        ΜΕΘΟΔΟΣ 2

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 9 1,15E-09

DIRICHLET DIAGONAL 11 1,23E-09
LUMPED 13 5,52E-10

NO PRECONDITIONING 32 5,64E-10

        ΜΕΘΟΔΟΣ 3

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 9 1,15E-09

DIRICHLET DIAGONAL 11 1,23E-09
LUMPED 13 5,53E-10

NO PRECONDITIONING 32 6,17E-10

        ΜΕΘΟΔΟΣ 4

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 9 1,06E-09

DIRICHLET DIAGONAL 11 1,23E-09
LUMPED 13 5,51E-10

NO PRECONDITIONING 32 6,74E-10
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Πρόβλημα Κακής Κατάστασης (  Ill-Conditioned)  

 Πλήθος Βαθμών Ελευθερίας Φορέα : 882

 Πλήθος Βαθμών Ελευθερίας Διευρυμένου Φορέα (Domain Expanded) : 1056

 Πλήθος Πολλαπλασιαστών Lagrange : 190

 Στατικό Προσομοίωμα : Πρόβολος

 Διάσταση Φορέα κατά x : 3 (m)

 Διάσταση Φορέα κατά y : 1.5 (m)

 Αριθμός Υποφορέων : 8 (Διαχωρισμός σε 4 υποφορείς κατά x και 2 υποφορείς κατά y)

 Αριθμός Πεπερασμένων Στοιχείων Φορέα κατά x : 20

 Αριθμός Πεπερασμένων Στοιχείων Φορέα κατά y : 20

 Πάχος Πεπερασμένων Στοιχείων : 0.3

 Λόγος Poisson : 0.3

 Ακρίβεια Σύγκλισης ε : 10−5

Στο πρόβλημα κακής κατάστασης το μέτρο ελαστικότητας (και επομένως και η δυσκαμψία) των 

πλήρως παγιωμένων υποφορέων διαφοροποιείται  από τους υπόλοιπους υποφορείς.  Πιο συγκεκριμένα το 

μέτρο ελαστικότητας των εν λόγω υποφορέων διαιρείται με μία παράμετρο που λαμβάνει τιμές 102 , 103 ,

104 , 105 και 106 .  Με  αυτό  τον  τρόπο  αυξάνονται  σημαντικά  τα  σφάλματα  στρογγύλευσης  (round-off 

errors) και η σύγκλιση της επαναληπτικής μεθόδου καθίσταται συνεχώς και πιο δύσκολη (όσο αυξάνεται η 

τιμή  της  χρησιμοποιούμενης  παραμέτρου)  καθώς αυξάνεται  σημαντικά  ο  δείκτης  κατάστασης του προς 

επίλυση προβλήματος και το πρόβλημα γίνεται κακής κατάστασης (ill-conditioned problem).  Επιπλέον, το 

μητρώο Q λαμβάνει  την  τιμή Q=Ι ,  ενώ στις  τιμές  εντός  παρένθεσης το μητρώο Q τίθεται  ίσο με τον 

αντίστοιχο προσταθεροποιητή. Επίσης, ο προγραμματισμός των μεθόδων έγινε με βάση τα όσα γράφονται  

στο κομμάτι της θεωρίας της μεθόδου FETI περί διάκρισης μεταξύ ομογενών και ετερογενών προβλημάτων. 

Ακόμη ως κριτήριο σύγκλισης των μεθόδων χρησιμοποιήθηκε το αντικειμενικό, προκειμένου να λάβουμε 

την πραγματική συμπεριφορά των μεθόδων και κυρίως η σύγκρισή τους να γίνεται με ίσους όρους, καθώς η 

μέθοδος PCG και η μέθοδος PCPG χρησιμοποιούν διαφορετικά προσεγγιστικά κριτήρια εξόδου. Τέλος, σε 

κάθε  μέθοδο  ελέγχουμε  τη  διαφορά  των  αποτελεσμάτων  που  προκύπτουν  μέσω  της  επαναληπτικής 

διαδικασίας  επίλυσης  με  την  άμεση  επίλυση  του  προβλήματος Κ u=f ,  χρησιμοποιώντας  την  εξής 

κανονικοποιημένη νόρμα απόκλισης των αποτελεσμάτων :
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∥uDIRECT−u ITERATIVE∥
∥uDIRECT∥

 

Στο παρακάτω σχήμα παρουσιάζεται η μορφή του προς επίλυση φορέα διαχωρισμένου σε υποφορείς, καθώς 

και οι υποφορείς των οποίων η δυσκαμψία μεταβάλλεται (απεικονίζονται με διαφορετικό χρωματισμό)

7-10



SUBDOMAIN         5 SUBDOMAIN         6 SUBDOMAIN         7 SUBDOMAIN         8

SUBDOMAIN         1 SUBDOMAIN         2 SUBDOMAIN         3 SUBDOMAIN         4



ΚΕΦ. 7 : ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΑΛΓΟΡΙΘΜΩΝ ΕΠΙΛΥΣΗΣ ΜΕΘΟΔΟΥ FETI

Λόγος Μέτρων Ελαστικότητας 102
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        ΜΕΘΟΔΟΣ 1

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 15 1,81E-11

DIRICHLET DIAGONAL 19 1,99E-11
LUMPED 20 1,74E-11

NO PRECONDITIONING 154 2,68E-11

        ΜΕΘΟΔΟΣ 2

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 15 (8) 1,94E-11

DIRICHLET DIAGONAL 19 (13) 2,02E-11
LUMPED 21 (15) 1,89E-11

NO PRECONDITIONING 127 1,10E-11

        ΜΕΘΟΔΟΣ 3

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 13 (8) 1,63E-10

DIRICHLET DIAGONAL 17 (13) 1,90E-11
LUMPED 19 (15) 2,01E-11

NO PRECONDITIONING 127 1,68E-11

        ΜΕΘΟΔΟΣ 4

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 15 (8) 1,94E-11

DIRICHLET DIAGONAL 19 (13) 2,04E-11
LUMPED 20 (15) 1,35E-10

NO PRECONDITIONING 128 3,83E-11
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Λόγος Μέτρων Ελαστικότητας 103
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        ΜΕΘΟΔΟΣ 1

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 18 1,88E-10

DIRICHLET DIAGONAL 27 1,89E-10
LUMPED 31 1,86E-10

NO PRECONDITIONING 303 1,91E-10

        ΜΕΘΟΔΟΣ 2

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 18 (9) 1,87E-10

DIRICHLET DIAGONAL 27 (14) 1,89E-10
LUMPED 33 (17) 1,84E-10

NO PRECONDITIONING 220 1,86E-10

        ΜΕΘΟΔΟΣ 3

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 14 (9) 1,87E-10

DIRICHLET DIAGONAL 22 (14) 1,89E-10
LUMPED 24 (17) 1,87E-10

NO PRECONDITIONING 219 1,89E-10

        ΜΕΘΟΔΟΣ 4

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 18 (9) 1,87E-10

DIRICHLET DIAGONAL 27 (14) 1,89E-10
LUMPED 31 (17) 1,75E-10

NO PRECONDITIONING 219 1,86E-10
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Λόγος Μέτρων Ελαστικότητας 104
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        ΜΕΘΟΔΟΣ 1

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 25 1,03E-09

DIRICHLET DIAGONAL 36 1,03E-09
LUMPED 50 1,03E-09

NO PRECONDITIONING 457 1,03E-09

        ΜΕΘΟΔΟΣ 2

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 25 (9) 1,03E-09

DIRICHLET DIAGONAL 39 (15) 1,03E-09
LUMPED 53 (17) 1,03E-09

NO PRECONDITIONING 311 1,03E-09

        ΜΕΘΟΔΟΣ 3

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 18 (9) 1,03E-09

DIRICHLET DIAGONAL 26 (15) 1,03E-09
LUMPED 34 (17) 1,03E-09

NO PRECONDITIONING 310 1,03E-09

        ΜΕΘΟΔΟΣ 4

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 25 (9) 1,03E-09

DIRICHLET DIAGONAL 39 (15) 1,03E-09
LUMPED 53 (17) 1,03E-09

NO PRECONDITIONING 310 1,03E-09
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Λόγος Μέτρων Ελαστικότητας 105
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        ΜΕΘΟΔΟΣ 1

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 32 1,42E-08

DIRICHLET DIAGONAL 56 1,42E-08
LUMPED 73 1,42E-08

NO PRECONDITIONING 684 1,42E-08

        ΜΕΘΟΔΟΣ 2

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 35 (9) 1,42E-08

DIRICHLET DIAGONAL 56 (17) 1,42E-08
LUMPED 79 (20) 1,42E-08

NO PRECONDITIONING 412 1,42E-08

        ΜΕΘΟΔΟΣ 3

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 22 1,42E-08

DIRICHLET DIAGONAL 31 1,42E-08
LUMPED 38 1,42E-08

NO PRECONDITIONING 411 1,42E-08

        ΜΕΘΟΔΟΣ 4

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 35 (9) 1,42E-08

DIRICHLET DIAGONAL 58 (17) 1,42E-08
LUMPED 80 (20) 1,42E-08

NO PRECONDITIONING 416 1,42E-08
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Λόγος Μέτρων Ελαστικότητας 106
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        ΜΕΘΟΔΟΣ 1

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 40 1,76E-07

DIRICHLET DIAGONAL - -
LUMPED - -

NO PRECONDITIONING - -

        ΜΕΘΟΔΟΣ 2

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 42 (9) 1,76E-07

DIRICHLET DIAGONAL - -
LUMPED - -

NO PRECONDITIONING - -

        ΜΕΘΟΔΟΣ 3

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 23 1,76E-07

DIRICHLET DIAGONAL - -
LUMPED - -

NO PRECONDITIONING - -

        ΜΕΘΟΔΟΣ 4

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 42 (9) 1,76E-07

DIRICHLET DIAGONAL - -
LUMPED - -

NO PRECONDITIONING - -
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7.3 Σχόλια

Όπως παρατηρούμε από τους παραπάνω πίνακες, οι τέσσερις μέθοδοι ταυτίζονται στην περίπτωση 

ενός ομογενούς, καλής κατάστασης, προβλήματος. Η μόνη διαφορά που παρατηρείται είναι στην περίπτωση 

του προσταθεροποιητή Dirichlet στη Μέθοδο 1, όμως από το κανονικοποιημένο σφάλμα φαίνεται ότι η μία 

επιπλέον επανάληψη οφείλεται  στο γεγονός ότι  η μέθοδος συνέκλινε σε μία τάξη μεγέθους μεγαλύτερη 

ακρίβεια από τις άλλες μεθόδους.

Επίσης από τους πίνακες του προβλήματος κακής κατάστασης με Q=Ι παρατηρούμε ότι η Μέθοδος 

3 εμφανίζει τις λιγότερες επαναλήψεις και το φαινόμενο αυτό εντείνεται όσο πιο κακής κατάστασης γίνεται 

το πρόβλημα, ενώ οι Μέθοδοι 1, 2 και 4 παρατηρούμε ότι εμφανίζουν ίδιο πρακτικά αριθμό επαναλήψεων  

όταν  χρησιμοποιείται  ο  προσταθεροποιητής  Dirichlet,  γεγονός  που επαληθεύει  τη  θεωρία που θέλει  τις 

Μεθόδους 1 και 2 να παρουσιάζουν ίδιο αριθμό επαναλήψεων όταν χρησιμοποιείται ο προσταθεροποιητής 

Dirichlet.  H  συμπεριφορά  των  υπόλοιπων  προσταθεροποιητών  μελετάται  υπολογιστικά  μέσω  των 

συγκεκριμένων παραδειγμάτων. Παρόμοιο αριθμό επαναλήψεων εμφανίζουν οι Μέθοδοι 1, 2 και 4 κατά τη 

χρήση του διαγώνιου Dirichlet προσταθεροποιητή (ιδιαίτερα στα προβλήματα λιγότερο κακής κατάστασης), 

φαινόμενο που οφείλεται στο γεγονός ότι ο διαγώνιος Dirichlet αποτελεί μία προσέγγιση του Dirichlet. Κατά 

τη χρήση του προσταθεροποιητή Lumped παρατηρούνται ελάχιστα μεγαλύτερες αποκλίσεις. Πάντως πρέπει 

να σημειωθεί  ότι  γενικά σε προβλήματα κακής κατάστασης προτιμάται  η χρήση του προσταθεροποιητή 

Dirichlet.  Τέλος, παρατηρούμε τη σημαντική επιτάχυνση που μπορούμε να πετύχουμε στη σύγκλιση των 

μεθόδων  στην  περίπτωση  ενός  ετερογενούς  προβλήματος  κακής  κατάστασης  όταν  χρησιμοποιούμε  στο 

μητρώο Q την έκφραση ενός προσταθεροποιητή.
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ΚΕΦ. 8 : ΣΥΓΚΡΙΣΗ DDM

8.1 Εισαγωγή

Στο συγκεκριμένο κεφάλαιο θα ελεγχθεί  η  συμπεριφορά,  σε όρους  επαναλήψεων,  των  μεθόδων 

επίλυσης με υποφορείς (Domain Decomposition Methods – DDM) που περιγράφονται στο θεωρητικό μέρος 

της εργασίας. Η σύγκριση θα γίνει μέσω της εφαρμογής τους σε δύο βασικές κατηγορίες ενός προβλήματος. 

Η πρώτη κατηγορία αφορά ένα ομογενές πρόβλημα καλής κατάστασης (όπου όλοι οι υποφορείς έχουν την 

ίδια  δυσκαμψία),  ενώ  η  δεύτερη  αφορά  ένα  ετερογενές  πρόβλημα  κακής  κατάστασης,  στο  οποίο  η 

δυσκαμψία μιας  συγκεκριμένης  ομάδας υποφορέων μειώνεται  σημαντικά σε  σχέση με τους  υπόλοιπους 

υποφορείς.  Λεπτομέρειες  σχετικά  με  το  πρόβλημα  αλλά  και  για  συγκεκριμένα  χαρακτηριστικά  της 

εφαρμογής των μεθόδων δίνονται στη συνέχεια.

8.2 Αποτελέσματα

Πρόβλημα Καλής Κατάστασης (  Well-Conditioned)  

 Πλήθος Βαθμών Ελευθερίας Φορέα : 182

 Στατικό Προσομοίωμα : Πρόβολος

 Διάσταση Φορέα κατά x : 3 (m)

 Διάσταση Φορέα κατά y : 1.5 (m)

 Αριθμός Υποφορέων : 8 (Διαχωρισμός σε 4 υποφορείς κατά x και 2 υποφορείς κατά y)

 Αριθμός Πεπερασμένων Στοιχείων Φορέα κατά x : 12

 Αριθμός Πεπερασμένων Στοιχείων Φορέα κατά y : 6

 Πάχος Πεπερασμένων Στοιχείων : 0.3

 Λόγος Poisson : 0.3

 Μέτρο Ελαστικότητας : 2.1⋅107(KN /m2)
 Ακρίβεια Σύγκλισης ε : 10−7

Επιπλέον, ως κριτήριο σύγκλισης των μεθόδων χρησιμοποιήθηκε το αντικειμενικό, προκειμένου να λάβουμε 

την πραγματική συμπεριφορά των μεθόδων και κυρίως η σύγκρισή τους να γίνεται με ίσους όρους. Τέλος,  

σε  κάθε  μέθοδο  ελέγχουμε  τη  διαφορά  των  αποτελεσμάτων  που  προκύπτουν  μέσω της  επαναληπτικής 

διαδικασίας  επίλυσης  με  την  άμεση  επίλυση  του  προβλήματος Κ u=f ,  χρησιμοποιώντας  την  εξής 
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κανονικοποιημένη νόρμα απόκλισης των αποτελεσμάτων :

∥uDIRECT−u ITERATIVE∥
∥uDIRECT∥

Μέθοδος    FETI  

➢ Πλήθος πολλαπλασιαστών Lagrange : 90

➢ Q=Ι

Μέθοδος    FETI-DP  

➢ Πλήθος Corner Nodes : 10 (Συνολικά 20 β.ε.)

➢ Μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος (β.ε.) : 40

Μέθοδος    P-FETI  

➢ Μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος (β.ε.) : 60 (PSM)

➢ Πλήθος πολλαπλασιαστών Lagrange : 90

➢ Q=Ι

Μέθοδος    P-FETIDP  

➢ Μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος (β.ε.) : 60 (PSM)

➢ Πλήθος Corner Nodes : 10 (Συνολικά 20 β.ε.)

Μέθοδος    BDD  

➢ Μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος (β.ε.) : 60 (PSM)
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Στα παρακάτω σχήματα απεικονίζεται ο φορέας (domain), ο διευρυμένος φορέας (domain expanded) 

καθώς και σχήματα που αφορούν συγκεκριμένες μεθόδους.
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ΜΕΘΟΔΟΣ FETI

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 8 2,41E-10
LUMPED 11 1,32E-10

DIRICHLET DIAGONAL 8 1,56E-09
NO PRECONDITIONER 20 5,66E-10

ΜΕΘΟΔΟΣ FETI-DP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 9 2,44E-09
LUMPED 11 6,61E-10

DIRICHLET DIAGONAL 10 6,47E-10
NO PRECONDITIONER 15 1,66E-10

ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETI

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETI 8 1,49E-09

NO PRECONDITIONER (PSM) 26 5,51E-10

ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETIDP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETIDP 10 1,53E-09

NO PRECONDITIONER (PSM) 26 5,51E-10

ΜΕΘΟΔΟΣ BDD

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
BDD 8 1,26E-10

NO PRECONDITIONER (PSM) 26 5,51E-10
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Πρόβλημα Κακής Κατάστασης (  Ιll-Conditioned)  

 Πλήθος Βαθμών Ελευθερίας Φορέα : 182

 Στατικό Προσομοίωμα : Πρόβολος

 Διάσταση Φορέα κατά x : 3 (m)

 Διάσταση Φορέα κατά y : 1.5 (m)

 Αριθμός Υποφορέων : 8 (Διαχωρισμός σε 4 υποφορείς κατά x και 2 υποφορείς κατά y)

 Αριθμός Πεπερασμένων Στοιχείων Φορέα κατά x : 12

 Αριθμός Πεπερασμένων Στοιχείων Φορέα κατά y : 6

 Πάχος Πεπερασμένων Στοιχείων : 0.3

 Λόγος Poisson : 0.3

 Ακρίβεια Σύγκλισης ε : 10−7

Στο πρόβλημα κακής κατάστασης το μέτρο ελαστικότητας (και επομένως και η δυσκαμψία) των υποφορέων 

που  φαίνονται  με  διαφορετικό  χρωματισμό  στο  επόμενο  σχήμα  διαφοροποιείται  από  τους  υπόλοιπους 

υποφορείς. Πιο συγκεκριμένα το μέτρο ελαστικότητας των εν λόγω υποφορέων διαιρείται με μία παράμετρο 

που  λαμβάνει  τιμές 103 , 104 , 105 και 106 .  Με  αυτό  τον  τρόπο  αυξάνονται  σημαντικά  τα  σφάλματα 

στρογγύλευσης (round-off errors)  και η σύγκλιση της επαναληπτικής μεθόδου καθίσταται συνεχώς και πιο 

δύσκολη (όσο αυξάνεται η τιμή της χρησιμοποιούμενης παραμέτρου) καθώς αυξάνεται σημαντικά ο δείκτης 

κατάστασης του προς επίλυση προβλήματος και το πρόβλημα γίνεται κακής κατάστασης (ill-conditioned 

problem).  Επιπλέον, ως κριτήριο σύγκλισης των μεθόδων χρησιμοποιήθηκε το αντικειμενικό, προκειμένου 

να λάβουμε την πραγματική συμπεριφορά των μεθόδων και κυρίως η σύγκρισή τους να γίνεται με ίσους  

όρους.  Επίσης,  σε  κάθε  μέθοδο ελέγχουμε  τη  διαφορά των  αποτελεσμάτων που προκύπτουν  μέσω της 

επαναληπτικής διαδικασίας επίλυσης με την άμεση επίλυση του προβλήματος Κ u=f ,  χρησιμοποιώντας 

την εξής κανονικοποιημένη νόρμα απόκλισης των αποτελεσμάτων :

∥uDIRECT−u ITERATIVE∥
∥uDIRECT∥

Τέλος θα παρουσιαστούν δύο ομάδες αποτελεσμάτων. Στην πρώτη θα αντιμετωπιστούν τα προβλήματα σαν 

να  ήταν  ομογενή,  ενώ στη  δεύτερη  ομάδα  θα  γίνει  ένας  πιο  ακριβής  προγραμματισμός  των  μεθόδων,  

σύμφωνα με τη διάκριση μεταξύ ομογενών και ετερογενών προβλημάτων, όπου στην περίπτωση ετερογενών 
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προβλημάτων  λαμβάνεται  υπόψη  ένας  σταθμισμένος  μέσος  όρος  με  βάση  τη  δυσκαμψία,  μεταξύ  των 

υποφορέων (λεπτομέρειες δίνονται στο θεωρητικό μέρος).
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Μέθοδος    FETI  

➢ Πλήθος πολλαπλασιαστών Lagrange : 90

➢ Q=Ι και  στις  δύο  ομάδες  αποτελεσμάτων  (με  και  χωρίς  διαφοροποίηση  χειρισμού  ομογενών-

ετερογενών προβλημάτων)

➢ Στην  πρώτη  ομάδα  αποτελεσμάτων  (χωρίς  διαφοροποίηση  χειρισμού  ομογενών-ετερογενών 

προβλημάτων) εκτός παρένθεσης είναι η επίλυση με  PCPG,  ενώ εντός παρένθεσης η επίλυση με 

PCG (για λεπτομέρειες βλ. Κεφ. 3 , παρ. 3.7)

➢ Στη  δεύτερη  ομάδα   αποτελεσμάτων  (με διαφοροποίηση  χειρισμού  ομογενών-ετερογενών 

προβλημάτων) η επίλυση γίνεται με PCG

Μέθοδος    FETI-DP  

➢ Πλήθος Corner Nodes : 10 (Συνολικά 20 β.ε.)

➢ Μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος (β.ε.) : 40

Μέθοδος    P-FETI  

➢ Μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος (β.ε.) : 60 (PSM)

➢ Πλήθος πολλαπλασιαστών Lagrange : 90

➢ Στην  πρώτη  ομάδα  αποτελεσμάτων  (χωρίς  διαφοροποίηση  χειρισμού  ομογενών-ετερογενών 

προβλημάτων) χρησιμοποιείται Q=Ι  

➢ Στη  δεύτερη  ομάδα  αποτελεσμάτων  (με  διαφοροποίηση  χειρισμού  ομογενών-ετερογενών 

προβλημάτων) χρησιμοποιείται εκτός παρένθεσης Q=DIRICHLET , ενώ εντός παρένθεσης Q=Ι  

Μέθοδος    P-FETIDP  

➢ Μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος (β.ε.) : 60 (PSM)

➢ Πλήθος Corner Nodes : 10 (Συνολικά 20 β.ε.)

Μέθοδος    BDD  

➢ Μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος (β.ε.) : 60 (PSM)

8-13



ΚΕΦ. 8 : ΣΥΓΚΡΙΣΗ DDM

ΧΩΡΙΣ ΔΙΑΦΟΡΟΠΟΙΗΣΗ ΧΕΙΡΙΣΜΟΥ ΟΜΟΓΕΝΟΥΣ-ΕΤΕΡΟΓΕΝΟΥΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ

Λόγος Μέτρων Ελαστικότητας 103

8-14

ΜΕΘΟΔΟΣ FETI

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 28 (25) 3,68E-10
LUMPED 36 (29) 3,78E-10

DIRICHLET DIAGONAL 32 (27) 3,89E-10
NO PRECONDITIONER 87 (69) 3,68E-10

ΜΕΘΟΔΟΣ FETI-DP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 24 1,64E-11
LUMPED 25 1,58E-11

DIRICHLET DIAGONAL 23 1,66E-11
NO PRECONDITIONER 42 1,65E-11

ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETI

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETI 27 2,10E-10

NO PRECONDITIONER (PSM) 44 2,59E-10

ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETIDP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETIDP 25 2,86E-10

NO PRECONDITIONER (PSM) 44 2,59E-10

ΜΕΘΟΔΟΣ BDD

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
BDD 23 2,39E-10

NO PRECONDITIONER (PSM) 44 2,59E-10
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Λόγος Μέτρων Ελαστικότητας 104
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ΜΕΘΟΔΟΣ FETI

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 47 (28) 6,07E-09
LUMPED 51 (36) 6,07E-09

DIRICHLET DIAGONAL 46 (33) 6,06E-09
NO PRECONDITIONER 126 (84) 6,06E-09

ΜΕΘΟΔΟΣ FETI-DP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 30 3,23E-09
LUMPED 34 3,23E-09

DIRICHLET DIAGONAL 32 3,23E-09
NO PRECONDITIONER 58 3,23E-09

ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETI

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETI 34 6,77E-10

NO PRECONDITIONER (PSM) 61 2,56E-10

ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETIDP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETIDP 33 1,46E-09

NO PRECONDITIONER (PSM) 61 2,56E-10

ΜΕΘΟΔΟΣ BDD

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
BDD 32 5,86E-10

NO PRECONDITIONER (PSM) 61 2,56E-10
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Λόγος Μέτρων Ελαστικότητας 105

8-16

ΜΕΘΟΔΟΣ FETI

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 63 (37) 5,24E-08
LUMPED 66 (42) 5,23E-08

DIRICHLET DIAGONAL 72 (40) 5,24E-08
NO PRECONDITIONER 171 (103) 5,24E-08

ΜΕΘΟΔΟΣ FETI-DP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 36 2,35E-08
LUMPED 41 2,35E-08

DIRICHLET DIAGONAL 40 2,35E-08
NO PRECONDITIONER 73 2,35E-08

ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETI

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETI 42 1,17E-09

NO PRECONDITIONER (PSM) 73 4,89E-09

ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETIDP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETIDP 38 5,90E-10

NO PRECONDITIONER (PSM) 73 4,89E-09

ΜΕΘΟΔΟΣ BDD

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
BDD 38 1,83E-09

NO PRECONDITIONER (PSM) 73 4,89E-09
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Λόγος Μέτρων Ελαστικότητας 106
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ΜΕΘΟΔΟΣ FETI

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET ΝΟ CONVERGENCE -
LUMPED ΝΟ CONVERGENCE -

DIRICHLET DIAGONAL ΝΟ CONVERGENCE -
NO PRECONDITIONER ΝΟ CONVERGENCE -

ΜΕΘΟΔΟΣ FETI-DP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 43 5,91E-08
LUMPED 57 5,91E-08

DIRICHLET DIAGONAL 53 5,91E-08
NO PRECONDITIONER 98 5,91E-08

ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETI

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETI 59 2,02E-07

NO PRECONDITIONER (PSM) 81 2,02E-08

ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETIDP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETIDP 43 2,24E-07

NO PRECONDITIONER (PSM) 81 2,02E-08

ΜΕΘΟΔΟΣ BDD

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
BDD 45 1,95E-08

NO PRECONDITIONER (PSM) 81 2,02E-08
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ΜΕ ΔΙΑΦΟΡΟΠΟΙΗΣΗ ΧΕΙΡΙΣΜΟΥ ΟΜΟΓΕΝΟΥΣ-ΕΤΕΡΟΓΕΝΟΥΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ

Λόγος Μέτρων Ελαστικότητας 103
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ΜΕΘΟΔΟΣ FETI

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 14 3,76E-10
LUMPED 17 3,76E-10

DIRICHLET DIAGONAL 15 3,76E-10
NO PRECONDITIONER 69 3,76E-10

ΜΕΘΟΔΟΣ FETI-DP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 10 1,77E-11
LUMPED 13 1,77E-11

DIRICHLET DIAGONAL 11 1,59E-11
NO PRECONDITIONER 42 1,65E-11

ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETI

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETI 8 (14) 2,66E-10

NO PRECONDITIONER (PSM) 44 2,59E-10

ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETIDP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETIDP 11 2,32E-10

NO PRECONDITIONER (PSM) 44 2,59E-10

ΜΕΘΟΔΟΣ BDD

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
BDD 8 2,79E-10

NO PRECONDITIONER (PSM) 44 2,59E-10
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Λόγος Μέτρων Ελαστικότητας 104
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ΜΕΘΟΔΟΣ FETI

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 16 6,06E-09
LUMPED 22 6,06E-09

DIRICHLET DIAGONAL 18 6,06E-09
NO PRECONDITIONER 84 6,06E-09

ΜΕΘΟΔΟΣ FETI-DP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 10 3,23E-09
LUMPED 14 3,23E-09

DIRICHLET DIAGONAL 11 3,23E-09
NO PRECONDITIONER 58 3,23E-09

ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETI

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETI 8 (17) 5,65E-10

NO PRECONDITIONER (PSM) 61 2,56E-10

ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETIDP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETIDP 11 1,73E-10

NO PRECONDITIONER (PSM) 61 2,56E-10

ΜΕΘΟΔΟΣ BDD

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
BDD 8 1,37E-09

NO PRECONDITIONER (PSM) 61 2,56E-10
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ΜΕΘΟΔΟΣ FETI

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 18 5,24E-08
LUMPED 26 5,24E-08

DIRICHLET DIAGONAL 24 5,24E-08
NO PRECONDITIONER 103 5,24E-08

ΜΕΘΟΔΟΣ FETI-DP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 10 2,35E-08
LUMPED 16 2,35E-08

DIRICHLET DIAGONAL 11 2,35E-08
NO PRECONDITIONER 73 2,35E-08

ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETI

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETI 8 (19) 4,00E-09

NO PRECONDITIONER (PSM) 73 4,89E-09

ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETIDP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETIDP 11 1,05E-09

NO PRECONDITIONER (PSM) 73 4,89E-09

ΜΕΘΟΔΟΣ BDD

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
BDD 8 3,41E-09

NO PRECONDITIONER (PSM) 73 4,89E-09
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ΜΕΘΟΔΟΣ FETI

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET ΝΟ CONVERGENCE -
LUMPED ΝΟ CONVERGENCE -

DIRICHLET DIAGONAL ΝΟ CONVERGENCE -
NO PRECONDITIONER ΝΟ CONVERGENCE -

ΜΕΘΟΔΟΣ FETI-DP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 15 5,91E-08
LUMPED 18 5,91E-08

DIRICHLET DIAGONAL 21 5,91E-08
NO PRECONDITIONER 98 5,91E-08

ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETI

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETI 9 (22) 2,19E-07

NO PRECONDITIONER (PSM) 81 5,00E-08

ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETIDP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETIDP 11 2,00E-07

NO PRECONDITIONER (PSM) 81 5,00E-08

ΜΕΘΟΔΟΣ BDD

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
BDD 9 2,69E-07

NO PRECONDITIONER (PSM) 81 5,00E-08
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8.3    Σχόλια

Από  τα  αποτελέσματα  προκύπτει  ότι  στην  ομογενή  περίπτωση  η  μέθοδος  FETI  με  τον 

προσταθεροποιητή  Dirichlet, P-FETI  και  BDD παρουσιάζουν ίδιο αριθμό επαναλήψεων. Επίσης από τους 

παραπάνω πίνακες φαίνεται η σημασία του χειρισμού ενός ετερογενούς προβλήματος με ιδιαίτερο τρόπο 

(λαμβάνοντας για παράδειγμα σταθμισμένους μέσους όρους με βάση τη δυσκαμψία των υποφορέων), καθώς 

όπως παρατηρούμε μειώνεται σημαντικά ο αριθμός των επαναλήψεων μέχρι τη σύγκλιση των μεθόδων.

Έτσι  λοιπόν,  στο  ετερογενές  πρόβλημα  (με  διαφοροποίηση  χειρισμού  ομογενών-ετερογενών 

προβλημάτων) η μέθοδος  P-FETI  με Q=DIRICHLET εμφανίζει ίδιο αριθμό επαναλήψεων με τη μέθοδο 

BDD, ενώ η P-FETI με Q=Ι είναι πρακτικά ισοδύναμη με τη μέθοδο FETI με Q=Ι , αν αναλογιστούμε ότι 

η  μία  επανάληψη  διαφορά  που  παρουσιάζεται  οφείλεται  στο  γεγονός  ότι  η  P-FETI  έχει  συγκλίνει  σε 

καλύτερης ακρίβειας αποτελέσματα. Η σημαντική διαφορά όμως μεταξύ της μεθόδου  FETI  και  P-FETI, 

εμφανίζεται όταν το πρόβλημα γίνεται πολύ κακής κατάστασης (περίπτωση λόγου μέτρων ελαστικότητας

106 ), όπου ενώ η μέθοδος FETI δεν κατάφερε να συγκλίνει, η μέθοδος P-FETI το πέτυχε και μάλιστα σε 

σωστά αποτελέσματα. Ακόμη σε αυτό το σημείο πρέπει να αναφέρουμε ότι στο ετερογενές παράδειγμα με 

διαφοροποίηση  χειρισμού  ομογενών-ετερογενών  προβλημάτων  και  λόγο  μέτρων  ελαστικότητας 103 ,  η 

μέθοδος  FETI  με Q=DIRICHLET και προσταθεροποιητή  Dirichlet  εμφάνισε ίδιο αριθμό επαναλήψεων 

(8)  με  τις  μεθόδους  P-FETI  με Q=DIRICHLET και  BDD  (αποτέλεσμα  που  δεν  απεικονίζεται  στους 

παραπάνω  πίνακες).  Μάλιστα  σε  πρόσφατες  ερευνητικές  εργασίες  έχει  αποδειχθεί  μαθηματικά  ότι  ο 

προσταθεροποιητής  που  εκφράζει  η  μέθοδος  P-FETI  με Q=DIRICHLET είναι  ισοδύναμος  με  τον 

αντίστοιχο που εκφράζει η μέθοδος BDD.

Τέλος, όσον αφορά τη μέθοδο FETI-DP παρατηρούμε ότι στο συγκεκριμένο ομογενές παράδειγμα 

εμφανίζει παρόμοια συμπεριφορά με τη μέθοδο FETI, ενώ όσο το πρόβλημα γίνεται πιο κακής κατάστασης 

εμφανίζει μικρότερο αριθμό επαναλήψεων και μάλιστα στην περίπτωση του λόγου μέτρων ελαστικότητας

106 η μέθοδος  FETI-DP  συγκλίνει σε ορθά αποτελέσματα, ενώ η μέθοδος  FETI  αδυνατεί να συγκλίνει. 

Όσον  αφορά τη  μέθοδο  P-FETIDP,  η  συμπεριφορά της  είναι  παρόμοια  με  εκείνη  της  FETI-DP,  με  τη 

διαφορά  να  αυξάνεται  όταν  το  πρόβλημα  γίνει  πολύ  κακής  κατάστασης  (περίπτωση  λόγου  μέτρων 

ελαστικότητας 106 ), όπου η μέθοδος P-FETIDP εμφανίζει αρκετά μικρότερο αριθμό επαναλήψεων από τη 

FETI-DP με προσταθεροποιητή Dirichlet που είναι και ο ισχυρότερος.
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ΚΕΦ. 9 : ΣΥΓΚΡΙΣΗ FETI / FETI-DP / P-FETIDP

9.1 Εισαγωγή

Στο παρόν κεφάλαιο θα πραγματοποιηθεί η σύγκριση της συμπεριφοράς των μεθόδων FETI, FETI-

DP και P-FETIDP, κατά την εφαρμογή τους σε δύο παραδείγματα, καθένα από τα οποία διαχωρίζεται σε ένα 

πρόβλημα  καλής  κατάστασης  και  σε  μια  σειρά  προβλημάτων  κακής  κατάστασης.  Λεπτομέρειες  για  τα 

παραδείγματα και για την εφαρμογή των μεθόδων δίνονται στη συνέχεια.

9.2    Αποτελέσματα

9.2.1    Παράδειγμα 1

Πρόβλημα Καλής Κατάστασης (  Well-Conditioned)  

 Πλήθος Βαθμών Ελευθερίας Φορέα : 882

 Στατικό Προσομοίωμα : Πρόβολος

 Διάσταση Φορέα κατά x : 3 (m)

 Διάσταση Φορέα κατά y : 1.5 (m)

 Αριθμός Υποφορέων : 8 (Διαχωρισμός σε 4 υποφορείς κατά x και 2 υποφορείς κατά y)

 Αριθμός Πεπερασμένων Στοιχείων Φορέα κατά x : 20

 Αριθμός Πεπερασμένων Στοιχείων Φορέα κατά y : 20

 Πάχος Πεπερασμένων Στοιχείων : 0.3

 Λόγος Poisson : 0.3

 Μέτρο Ελαστικότητας : 2.1⋅107(KN /m2)
 Ακρίβεια Σύγκλισης ε : 10−5

Επιπλέον, ως κριτήριο σύγκλισης των μεθόδων χρησιμοποιήθηκε το αντικειμενικό, προκειμένου να λάβουμε 

την πραγματική συμπεριφορά των μεθόδων και κυρίως η σύγκρισή τους να γίνεται με ίσους όρους. Τέλος,  

σε  κάθε  μέθοδο  ελέγχουμε  τη  διαφορά  των  αποτελεσμάτων  που  προκύπτουν  μέσω της  επαναληπτικής 

διαδικασίας  επίλυσης  με  την  άμεση  επίλυση  του  προβλήματος Κ u=f ,  χρησιμοποιώντας  την  εξής 

κανονικοποιημένη νόρμα απόκλισης των αποτελεσμάτων :

∥uDIRECT−u ITERATIVE∥
∥uDIRECT∥
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Μέθοδος    FETI  

➢ Πλήθος πολλαπλασιαστών Lagrange : 190

➢ Q=Ι

➢ Η επίλυση πραγματοποιείται με τη μέθοδο PCPG

Μέθοδος    FETI-DP  

➢ Πλήθος Corner Nodes : 10 (Συνολικά 20 β.ε.)

➢ Μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος (β.ε.) : 140

Μέθοδος    P-FETIDP  

➢ Πλήθος Corner Nodes : 10 (Συνολικά 20 β.ε.)

➢ Μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος (β.ε.) : 160

Στα ακόλουθα σχήματα απεικονίζεται ο προς επίλυση φορέας διαχωρισμένος σε υποφορείς, και τα 

σημεία που έχουν οριστεί ως corner nodes των μεθόδων FETI-DP και P-FETIDP.
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        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 10 2,59E-10

DIRICHLET DIAGONAL 11 1,23E-09
LUMPED 13 5,50E-10

NO PRECONDITIONING 35 3,59E-10

        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI-DP

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 11 1,39E-09

DIRICHLET DIAGONAL 14 1,28E-09
LUMPED 18 3,46E-10

NO PRECONDITIONING 33 5,41E-10

        ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETIDP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETIDP 11 4,94E-09

NO PRECONDITIONING (PSM) 50 9,91E-10
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Πρόβλημα Κακής Κατάστασης (  Ill-Conditioned)  

 Πλήθος Βαθμών Ελευθερίας Φορέα : 882

 Στατικό Προσομοίωμα : Πρόβολος

 Διάσταση Φορέα κατά x : 3 (m)

 Διάσταση Φορέα κατά y : 1.5 (m)

 Αριθμός Υποφορέων : 8 (Διαχωρισμός σε 4 υποφορείς κατά x και 2 υποφορείς κατά y)

 Αριθμός Πεπερασμένων Στοιχείων Φορέα κατά x : 20

 Αριθμός Πεπερασμένων Στοιχείων Φορέα κατά y : 20

 Πάχος Πεπερασμένων Στοιχείων : 0.3

 Λόγος Poisson : 0.3

 Ακρίβεια Σύγκλισης ε : 10−5

Στο πρόβλημα κακής κατάστασης το μέτρο ελαστικότητας (και επομένως και η δυσκαμψία) των 

πλήρως παγιωμένων υποφορέων διαφοροποιείται  από τους υπόλοιπους υποφορείς.  Πιο συγκεκριμένα το 

μέτρο ελαστικότητας των εν λόγω υποφορέων διαιρείται με μία παράμετρο που λαμβάνει τιμές 102 , 103 ,

104 , 105 και 106 .  Με  αυτό  τον  τρόπο  αυξάνονται  σημαντικά  τα  σφάλματα  στρογγύλευσης  (round-off 

errors) και η σύγκλιση της επαναληπτικής μεθόδου καθίσταται συνεχώς και πιο δύσκολη (όσο αυξάνεται η 

τιμή  της  χρησιμοποιούμενης  παραμέτρου)  καθώς αυξάνεται  σημαντικά  ο  δείκτης  κατάστασης του προς 

επίλυση προβλήματος  και  το  πρόβλημα γίνεται  κακής  κατάστασης  (ill-conditioned problem).  Επίσης,  ο 

προγραμματισμός  των  μεθόδων  έγινε  με  βάση  τα  όσα  γράφονται  στο  κομμάτι  της  θεωρίας  τους περί 

διάκρισης  μεταξύ ομογενών και  ετερογενών προβλημάτων. Ακόμη ως κριτήριο σύγκλισης  των μεθόδων 

χρησιμοποιήθηκε το αντικειμενικό, προκειμένου να λάβουμε την πραγματική συμπεριφορά των μεθόδων και 

κυρίως η σύγκρισή τους να γίνεται  με ίσους όρους.  Τέλος,  σε κάθε μέθοδο ελέγχουμε τη διαφορά των 

αποτελεσμάτων που προκύπτουν μέσω της επαναληπτικής διαδικασίας επίλυσης με την άμεση επίλυση του 

προβλήματος Κ u=f ,  χρησιμοποιώντας  την  εξής  κανονικοποιημένη  νόρμα  απόκλισης  των 

αποτελεσμάτων :

∥uDIRECT−u ITERATIVE∥
∥uDIRECT∥
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Μέθοδος    FETI  

➢ Πλήθος πολλαπλασιαστών Lagrange : 190

➢ Οι τιμές εκτός παρένθεσης προκύπτουν από την επίλυση με PCPG για Q=Ι , ενώ εντός παρένθεσης 

απεικονίζεται η επιτάχυνση που μπορούμε να πετύχουμε επιλύοντας με PCG και το μητρώο Q ίσο 

με τον αντίστοιχο προσταθεροποιητή

Μέθοδος    FETI-DP  

➢ Πλήθος Corner Nodes : 10 (Συνολικά 20 β.ε.)

➢ Μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος (β.ε.) : 140

Μέθοδος    P-FETIDP  

➢ Πλήθος Corner Nodes : 10 (Συνολικά 20 β.ε.)

➢ Μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος (β.ε.) : 160

Στο παρακάτω σχήμα παρουσιάζεται η μορφή του προς επίλυση φορέα διαχωρισμένου σε υποφορείς, καθώς 

και οι υποφορείς των οποίων η δυσκαμψία μεταβάλλεται (απεικονίζονται με διαφορετικό χρωματισμό)
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Λόγος Μέτρων Ελαστικότητας 102

9-9

        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 15 (8) 1,81E-11

DIRICHLET DIAGONAL 19 (13) 1,99E-11
LUMPED 20 (15) 1,74E-11

NO PRECONDITIONING 154 2,68E-11

        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI-DP

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 12 1,19E-11

DIRICHLET DIAGONAL 16 3,25E-11
LUMPED 21 1,33E-11

NO PRECONDITIONING 107 9,68E-12

        ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETIDP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETIDP 11 3,06E-10

NO PRECONDITIONING (PSM) 94 5,01E-12
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        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 18 (9) 1,88E-10

DIRICHLET DIAGONAL 27 (14) 1,89E-10
LUMPED 31 (17) 1,86E-10

NO PRECONDITIONING 303 1,91E-10

        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI-DP

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 13 3,67E-11

DIRICHLET DIAGONAL 20 3,64E-11
LUMPED 22 3,59E-11

NO PRECONDITIONING 197 3,56E-11

        ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETIDP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETIDP 12 1,14E-11

NO PRECONDITIONING (PSM) 120 2,87E-11
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Λόγος Μέτρων Ελαστικότητας 104
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        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 25 (9) 1,03E-09

DIRICHLET DIAGONAL 36 (15) 1,03E-09
LUMPED 50 (17) 1,03E-09

NO PRECONDITIONING 457 1,03E-09

        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI-DP

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 14 1,20E-09

DIRICHLET DIAGONAL 22 1,20E-09
LUMPED 26 1,20E-09

NO PRECONDITIONING 304 1,20E-09

        ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETIDP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETIDP 12 9,92E-10

NO PRECONDITIONING (PSM) 163 1,03E-09
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Λόγος Μέτρων Ελαστικότητας 105
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        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 32 (9) 1,42E-08

DIRICHLET DIAGONAL 56 (17) 1,42E-08
LUMPED 73 (20) 1,42E-08

NO PRECONDITIONING 684 1,42E-08

        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI-DP

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 14 8,18E-09

DIRICHLET DIAGONAL 23 8,18E-09
LUMPED 30 8,18E-09

NO PRECONDITIONING 439 8,18E-09

        ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETIDP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETIDP 12 7,76E-09

NO PRECONDITIONING (PSM) 192 6,31E-09
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        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 40 (9) 1,76E-07

DIRICHLET DIAGONAL - -
LUMPED - -

NO PRECONDITIONING - -

        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI-DP

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 15 4,63E-08

DIRICHLET DIAGONAL 27 4,63E-08
LUMPED 33 4,63E-08

NO PRECONDITIONING 583 4,63E-08

        ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETIDP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETIDP 13 2,97E-08

NO PRECONDITIONING (PSM) 238 3,02E-08



ΚΕΦ. 9 : ΣΥΓΚΡΙΣΗ FETI / FETI-DP / P-FETIDP

9.2.2    Σχόλια παραδείγματος 1

Όπως  παρατηρούμε  από  τους  προηγούμενους  πίνακες,  για  το  πρόβλημα  καλής  κατάστασης  η 

μέθοδος  FETI  εμφανίζει λιγότερες επαναλήψεις από τη μέθοδο  FETI-DP.  Όταν το πρόβλημα γίνει κακής 

κατάστασης,  η  μέθοδος  FETI-DP  πραγματοποιεί  λιγότερες  επαναλήψεις  από τη  FETI  όταν η τελευταία 

επιλυθεί με τη  PCPG,  όμως η επιτάχυνση που προσφέρει η χρήση του μητρώου Q ίσο με τον αντίστοιχο 

προσταθεροποιητή καθιστά τη μέθοδο  FETI  ταχύτερη σε όρους  επαναλήψεων. Μια ακόμα παρατήρηση 

αφορά την περίπτωση που το πρόβλημα γίνεται πολύ κακής κατάστασης - λόγος μέτρων ελαστικότητας 106 , 

όπου από τη μέθοδο  FETI  συνέκλινε μόνο ο προσταθεροποιητής  Dirichlet,  ενώ στη  FETI-DP συνέκλιναν 

και οι υπόλοιποι. Αυτό οφείλεται πιθανότατα στο γεγονός ότι η νόρμα του υπολειμματικού διανύσματος 

στην πρώτη περίπτωση έφτασε κοντά στο να συγκλίνει αλλά δεν τα κατάφερε, θεώρηση που υποστηρίζεται 

από το γεγονός ότι κατά την εφαρμογή της μεθόδου FETI οι προσταθεροποιητές που φαίνεται να μην έχουν 

συγκλίνει στον πίνακα παρατηρήθηκε ότι όταν έφτασαν το άνω όριο των επαναλήψεων (είχε τεθεί 1000 σε 

αριθμό) είχαν πετύχει ικανοποιητικό κανονικοποιημένο σφάλμα (της τάξεως του 10−7 ). Πάντως πρέπει να 

τονίσουμε το γεγονός ότι στην περίπτωση ενός προβλήματος πολύ κακής κατάστασης, συνήθως προτιμάται 

η χρήση του προσταθεροποιητή  Dirichlet.  Τέλος  όσον αφορά τη μέθοδο  P-FETIDP  παρατηρούμε ότι  η 

συμπεριφορά της  πλησιάζει  τη  συμπεριφορά της  μεθόδου  FETI-DP,  εμφανίζοντας  όμως λίγο μικρότερο 

αριθμό επαναλήψεων.
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ΚΕΦ. 9 : ΣΥΓΚΡΙΣΗ FETI / FETI-DP / P-FETIDP

9.2.3    Παράδειγμα 2

Πρόβλημα Καλής Κατάστασης (  Well-Conditioned)  

 Πλήθος Βαθμών Ελευθερίας Φορέα : 882

 Στατικό Προσομοίωμα : Αμφίπακτη δοκός

 Διάσταση Φορέα κατά x : 3 (m)

 Διάσταση Φορέα κατά y : 1.5 (m)

 Αριθμός Υποφορέων : 4 (Διαχωρισμός σε 2 υποφορείς κατά x και 2 υποφορείς κατά y)

 Αριθμός Πεπερασμένων Στοιχείων Φορέα κατά x : 20

 Αριθμός Πεπερασμένων Στοιχείων Φορέα κατά y : 20

 Πάχος Πεπερασμένων Στοιχείων : 0.3

 Λόγος Poisson : 0.3

 Μέτρο Ελαστικότητας : 2.1⋅107(KN /m2)
 Ακρίβεια Σύγκλισης ε : 10−7

Επιπλέον, ως κριτήριο σύγκλισης των μεθόδων χρησιμοποιήθηκε το αντικειμενικό, προκειμένου να λάβουμε 

την πραγματική συμπεριφορά των μεθόδων και κυρίως η σύγκρισή τους να γίνεται με ίσους όρους. Τέλος,  

σε  κάθε  μέθοδο  ελέγχουμε  τη  διαφορά  των  αποτελεσμάτων  που  προκύπτουν  μέσω της  επαναληπτικής 

διαδικασίας  επίλυσης  με  την  άμεση  επίλυση  του  προβλήματος Κ u=f ,  χρησιμοποιώντας  την  εξής 

κανονικοποιημένη νόρμα απόκλισης των αποτελεσμάτων :

∥uDIRECT−u ITERATIVE∥
∥uDIRECT∥
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Μέθοδος    FETI  

➢ Πλήθος πολλαπλασιαστών Lagrange : 88

➢ Η επίλυση έγινε με PCPG με Q=Ι

➢ H  ιδιαιτερότητα του παραδείγματος έγκειται  στο γεγονός ότι  στο συγκεκριμένο παράδειγμα δεν 

υπάρχουν επιπλέοντες υποφορείς, άρα και αραιό πρόβλημα για τη μέθοδο FETI, σε αντίθεση με τη 

μέθοδο FETI-DP

Μέθοδος    FETI-DP  

➢ Πλήθος Corner Nodes : 3 (Συνολικά 6 β.ε.)

➢ Μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος (β.ε.) : 72

Μέθοδος    P-FETIDP  

➢ Πλήθος Corner Nodes : 3 (Συνολικά 6 β.ε.)

➢ Μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος (β.ε.) : 78

Στα ακόλουθα σχήματα απεικονίζεται ο προς επίλυση φορέας, καθώς επίσης και τα corner nodes της 

μεθόδου FETI-DP και P-FETIDP.
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9-19

        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 9 1,29E-10

DIRICHLET DIAGONAL 14 5,63E-11
LUMPED 18 2,80E-10

NO PRECONDITIONING 29 1,16E-10

        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI-DP

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 6 3,32E-10

DIRICHLET DIAGONAL 10 2,65E-10
LUMPED 12 1,68E-10

NO PRECONDITIONING 16 2,33E-10

        ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETIDP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETIDP 7 1,09E-10

NO PRECONDITIONING (PSM) 19 1,15E-12
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Πρόβλημα Κακής Κατάστασης (  Ill-Conditioned)  

 Πλήθος Βαθμών Ελευθερίας Φορέα : 882

 Στατικό Προσομοίωμα : Αμφίπακτη δοκός

 Διάσταση Φορέα κατά x : 3 (m)

 Διάσταση Φορέα κατά y : 1.5 (m)

 Αριθμός Υποφορέων : 4 (Διαχωρισμός σε 2 υποφορείς κατά x και 2 υποφορείς κατά y)

 Αριθμός Πεπερασμένων Στοιχείων Φορέα κατά x : 20

 Αριθμός Πεπερασμένων Στοιχείων Φορέα κατά y : 20

 Πάχος Πεπερασμένων Στοιχείων : 0.3

 Λόγος Poisson : 0.3

 Ακρίβεια Σύγκλισης ε : 10−7

Στο πρόβλημα κακής κατάστασης το μέτρο ελαστικότητας (και επομένως και η δυσκαμψία)  μιας 

συγκεκριμένης ομάδας υποφορέων διαφοροποιείται από τους υπόλοιπους υποφορείς. Πιο συγκεκριμένα το 

μέτρο ελαστικότητας των εν λόγω υποφορέων διαιρείται με μία παράμετρο που λαμβάνει τιμές 102 , 103 ,

104 , 105 και 106 .  Με  αυτό  τον  τρόπο  αυξάνονται  σημαντικά  τα  σφάλματα  στρογγύλευσης  (round-off 

errors) και η σύγκλιση της επαναληπτικής μεθόδου καθίσταται συνεχώς και πιο δύσκολη (όσο αυξάνεται η 

τιμή  της  χρησιμοποιούμενης  παραμέτρου)  καθώς αυξάνεται  σημαντικά  ο  δείκτης  κατάστασης του προς 

επίλυση προβλήματος  και  το  πρόβλημα γίνεται  κακής  κατάστασης  (ill-conditioned problem).  Επίσης,  ο 

προγραμματισμός  των  μεθόδων  έγινε  με  βάση  τα  όσα  γράφονται  στο  κομμάτι  της  θεωρίας  τους περί 

διάκρισης  μεταξύ ομογενών και  ετερογενών προβλημάτων. Ακόμη ως κριτήριο σύγκλισης  των μεθόδων 

χρησιμοποιήθηκε το αντικειμενικό, προκειμένου να λάβουμε την πραγματική συμπεριφορά των μεθόδων και 

κυρίως η σύγκρισή τους να γίνεται  με ίσους όρους.  Τέλος,  σε κάθε μέθοδο ελέγχουμε τη διαφορά των 

αποτελεσμάτων που προκύπτουν μέσω της επαναληπτικής διαδικασίας επίλυσης με την άμεση επίλυση του 

προβλήματος Κ u=f ,  χρησιμοποιώντας  την  εξής  κανονικοποιημένη  νόρμα  απόκλισης  των 

αποτελεσμάτων :

∥uDIRECT−u ITERATIVE∥
∥uDIRECT∥
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Μέθοδος    FETI  

➢ Πλήθος πολλαπλασιαστών Lagrange : 88

➢ Η επίλυση έγινε με PCPG. Κατά την εκτέλεση του προγράμματος πραγματοποιήθηκε και επίλυση με 

PCG, καθώς και με το μητρώο Q ίσο με τον αντίστοιχο προσταθεροποιητή, όμως τα αποτελέσματα 

ήταν ταυτόσημα με την επίλυση με PCPG.

Μέθοδος    FETI-DP  

➢ Πλήθος Corner Nodes : 3 (Συνολικά 6 β.ε.)

➢ Μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος (β.ε.) : 72

Μέθοδος    P-FETIDP  

➢ Πλήθος Corner Nodes : 3 (Συνολικά 6 β.ε.)

➢ Μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος (β.ε.) : 78

Στο παρακάτω σχήμα παρουσιάζεται η μορφή του προς επίλυση φορέα διαχωρισμένου σε υποφορείς, καθώς 

και οι υποφορείς των οποίων η δυσκαμψία μεταβάλλεται (απεικονίζονται με διαφορετικό χρωματισμό)
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Λόγος Μέτρων Ελαστικότητας 102

9-23

        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 13 6,23E-12

DIRICHLET DIAGONAL 23 1,78E-10
LUMPED 27 8,68E-11

NO PRECONDITIONING 101 2,59E-10

        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI-DP

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 9 1,14E-11

DIRICHLET DIAGONAL 14 4,78E-11
LUMPED 18 1,78E-10

NO PRECONDITIONING 58 1,14E-10

        ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETIDP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETIDP 8 8,43E-10

NO PRECONDITIONING (PSM) 48 8,49E-11
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Λόγος Μέτρων Ελαστικότητας 103
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        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 13 2,71E-11

DIRICHLET DIAGONAL 24 1,30E-10
LUMPED 29 6,93E-11

NO PRECONDITIONING 176 6,23E-11

        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI-DP

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 9 3,73E-11

DIRICHLET DIAGONAL 16 2,63E-11
LUMPED 20 4,08E-11

NO PRECONDITIONING 95 1,67E-10

        ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETIDP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETIDP 7 4,74E-08

NO PRECONDITIONING (PSM) 85 3,88E-10
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Λόγος Μέτρων Ελαστικότητας 104
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        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 13 1,88E-10

DIRICHLET DIAGONAL 26 7,91E-11
LUMPED 31 5,90E-11

NO PRECONDITIONING 239 3,37E-10

        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI-DP

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 9 2,25E-10

DIRICHLET DIAGONAL 17 2,56E-11
LUMPED 23 4,23E-11

NO PRECONDITIONING 129 2,91E-10

        ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETIDP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETIDP 7 4,96E-08

NO PRECONDITIONING (PSM) 99 3,92E-08
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Λόγος Μέτρων Ελαστικότητας 105
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        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 15 2,42E-11

DIRICHLET DIAGONAL 27 5,33E-10
LUMPED 33 2,13E-11

NO PRECONDITIONING 322 1,48E-10

        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI-DP

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 10 6,59E-11

DIRICHLET DIAGONAL 19 6,01E-11
LUMPED 23 7,29E-11

NO PRECONDITIONING 159 3,55E-11

        ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETIDP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETIDP 7 5,14E-08

NO PRECONDITIONING (PSM) 101 4,78E-06
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Λόγος Μέτρων Ελαστικότητας 106
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        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 15 2,48E-10

DIRICHLET DIAGONAL 29 4,89E-11
LUMPED 34 6,27E-10

NO PRECONDITIONING 430 7,85E-11

        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI-DP

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS KANONIK.ΣΦΑΛΜΑ
DIRICHLET 11 1,87E-11

DIRICHLET DIAGONAL 20 1,61E-10
LUMPED 27 3,79E-11

NO PRECONDITIONING 182 1,88E-10

        ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETIDP

PRECONDITIONER ITERATIONS ΚΑΝΟΝ. ΣΦΑΛΜΑ
P-FETIDP 7 5,20E-08

NO PRECONDITIONING (PSM) 123 4,81E-06
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9.2.4    Σχόλια παραδείγματος 2

Το συγκεκριμένο παράδειγμα της αμφίπακτης δοκού πραγματοποιήθηκε με σκοπό να συγκριθούν οι 

τρεις μέθοδοι στην περίπτωση που δεν υπάρχουν επιπλέοντες υποφορείς.  Με αυτό τον τρόπο η μέθοδος 

FETI  χάνει  το  αραιό  της  πρόβλημα  που  βασίζεται  στις  κινήσεις  στερεού  σώματος  των  επιπλέοντων 

υποφορέων, ενώ αντίθετα η μέθοδος FETI-DP (και παρομοίως η P-FETIDP) εξακολουθεί να διαθέτει αραιό 

πρόβλημα,  καθώς  όπως  αναφέρεται  και  στη  θεωρία  το  αραιό  πρόβλημα  της  μεθόδου  βασίζεται  στα  

υπερστοιχεία που ορίζουν οι corner nodes. Επίσης ένα ακόμα ενδιαφέρον στοιχείο αποτελεί το γεγονός ότι 

σε αυτό το παράδειγμα η επίλυση της μεθόδου FETI με PCPG ταυτίστηκε απόλυτα με την επίλυση με PCG 

(ακόμα  και  όταν  το  μητρώο  Q  τέθηκε  ίσο  με  τον  προσταθεροποιητή).  Όπως  παρατηρούμε  από  τους 

παραπάνω πίνακες η μέθοδος FETI-DP συγκλίνει ταχύτερα από τη FETI και σε αυτό το στοιχείο συμβάλλει 

σημαντικά η απουσία ενός αραιού προβλήματος για τη μέθοδο FETI, σε αντίθεση με τη FETI-DP και τη P-

FETIDP.  Η μέθοδος  P-FETIDP  παρουσιάζει  παρόμοια συμπεριφορά με τη  FETI-DP,  πραγματοποιώντας 

λιγότερες επαναλήψεις και έχοντας όμως συγκλίνει σε μικρότερη (αλλά αποδεκτή) ακρίβεια.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟΚΕΦΑΛΑΙΟ 1100

ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΣΥΓΚΡΙΣΗ FETI / FETI-DP / FETI / FETI-DP / 

P-FETIDP P-FETIDP ΣΕ ΜΗ ΠΛΕΓΜΑΤΙΚΕΣΣΕ ΜΗ ΠΛΕΓΜΑΤΙΚΕΣ   

ΜΕΘΟΔΟΥΣ (ΜΕΘΟΔΟΥΣ (MESHLESS)MESHLESS)



ΚΕΦ. 10 : ΣΥΓΚΡΙΣΗ FETI/FETI-DP/P-FETIDP ΣΕ ΜΗ ΠΛΕΓΜΑΤΙΚΕΣ ΜΕΘΟΔΟΥΣ  

10.1   Θεωρητικά στοιχεία

Στη  συγκεκριμένη  παράγραφο  θα  δοθούν  κάποια  θεωρητικά  στοιχεία  που  αφορούν  τη  μη 

πλεγματική μέθοδo Element Free Galerkin (EFG).  Οι μη πλεγματικές μέθοδοι (meshless  ή  meshfree),  σε 

αντίθεση με την ευρέως διαδεδομένη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων, διαθέτουν ένα σύνολο κόμβων 

χωρίς προκαθορισμένη συνδεσιμότητα.

Η μέθοδος εμφανίζει τα ακόλουθα χαρακτηριστικά :

 Μία μεταβαλλόμενη προσέγγιση ελαχίστων τετραγώνων (moving least square approximation), για 

την κατασκευή των συναρτήσεων σχήματος

 Μία ασθενή διατύπωση κατά  Galerkin  με περιορισμούς,  για την ανάπτυξη του συστήματος των 

εξισώσεων

 Αριθμητική ολοκλήρωση κατά Gauss, όπου τα σημεία ολοκλήρωσης βρίσκονται σε κελιά οπίσθιου 

δικτύου (background cells)

Η διατύπωση της μεθόδου πραγματοποιείται ως εξής :

Αρχικά έχουμε μια προσέγγιση του πεδίου των μετατοπίσεων της μορφής 

u (x , t )=∑
I ∈S

ΦI(x)uI(t )  (10.1)

όπου ΦI(x) είναι οι συναρτήσεις σχήματος και u I(t ) είναι οι επικόμβιες μετατοπίσεις.  Χρησιμοποιείται ο 

όρος προσέγγιση και όχι παρεμβολή διότι, σε αντίθεση με τα κλασσικά πεπερασμένα στοιχεία, στην  EFG 

ισχύει

uI≠u(xI)  (10.2)

καθώς οι συναρτήσεις σχήματος δεν λαμβάνουν τιμή ίση με τη μονάδα στους αντίστοιχους κόμβους.

Επιπλέον, μπορούν να  χρησιμοποιηθούν μεταξύ άλλων οι ακόλουθες συναρτήσεις βάρους 

w (r )={ 2 /3−4r 2+4r3 , r≤1 /2
4/3−4r+4r 2−4r 3 ,1/2≤r≤1

0 , r>1 }  (10.3)

όπου η τιμή του r υπολογίζεται από τη σχέση 
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r=
∥x I−x∥

d I

 (10.4)

 

H μεταβλητή d I καλείται  support size  και υποδηλώνει το εύρος της περιοχής επιρροής ενός οποιουδήποτε 

σημείου. Έτσι λοιπόν για μια ορθογωνική επιφάνεια επιρροής έχουμε

w (x−xI)=w(∣xI−x∣
d I

x )w(∣yI−y∣
d I

y )  (10.5)

Όσον  αφορά  τη  μεταβαλλόμενη  προσέγγιση  ελαχίστων  τετραγώνων,  η  τοπική  προσέγγιση  του 

πεδίου των μετατοπίσεων (local approximation) γύρο από ένα σημείο x̄ δίνεται από τη σχέση

uL
h (x , x̄)=pT (x)α (x̄)  (10.6)

όπου το pT (x) είναι ένα πλήρες πολυώνυμο τάξης m, δηλαδή 

pT (x)=[1 x x2 , … ,xm]  (10.7)

και επομένως για μία διατύπωση πρώτου και δευτέρου βαθμού έχουμε αντίστοιχα 

pT (x)=[1 x y ]  (10.8)

pT (x)=[1 x y x2 y2 x y ]  (10.9)

ενώ οι συντελεστές α( x̄) δεν είναι σταθεροί, αλλά πρόκειται για συναρτήσεις που μεταβάλλονται (απ' όπου 

προκύπτει και η ονομασία της μεθόδου), δηλαδή έχουμε 

α( x̄)=[α 0(x) α1(x) α2(x) , … ,α m(x)]T  (10.10)

Οι  συντελεστές α j(x) υπολογίζονται  ελαχιστοποιώντας  το  συναρτησιοειδές  (functional) J (σταθμισμένος 

μέσος του υπολειμματικού διανύσματος όλων των κόμβων) 

J (x)=∑
I=1

n

w (x−xI )[uL
h (xI ,x)−uI ]

2
=∑

I=1

n

w (x−xI )[pT (xI)α (x)−uI ]
2

 (10.11)

και ύστερα από τις απαραίτητες πράξεις έχουμε 
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ΦΙ (x)=pT (x)[ A(x )]−1 w (x−xI )p(xI)  (10.12)

όπου το μητρώο  Α ονομάζεται  μητρώο στατιστικής  ροπής (moment  matrix) και  για  πολυώνυμα pT (x)

πρώτου και δευτέρου βαθμού οι διαστάσεις του Α είναι 3×3 και 6×6 , ενώ στη γενική περίπτωση που το 

πολυώνυμο pT (x) είναι βαθμού m, οι μητρωικές διαστάσεις του Α είναι m×m .

Η ασθενής διατύπωση της μεθόδου κατά Galerkin χρησιμοποιεί τις εξής trial and test συναρτήσεις

uh (x)=∑
I=1

N

ΦI(x)uΙ  (10.13)

και τη μεταβολή αυτών 

δ uh (x)=∑
I=1

N

Ψ I(x)δ uΙ  (10.14)

Επομένως (θεωρώντας παράλληλα ΦI=ΨI )  η ασθενής διατύπωση με περιορισμούς, που λαμβάνει υπόψη 

και τις συνοριακές συνθήκες μέσω του συντελεστή ποινής α (penalty factor), έχει τη μορφή

∫
Ω

εT (u) :C :ε (v)dΩ=∫
Γ

t̄⋅v dΓ+∫
Ω

b⋅v dΩ+α∫
Γu

u⋅v dΓ−α∫
Γu

ū⋅v dΓ  (10.15)

Οι τελικές εξισώσεις του προβλήματος είναι :

K u=f  (10.16)

K IJ=∫
Ω

BI
TC BJ dΩ−α∫

Γu

ΦI ΦJ dΓ  (10.17)

f I=∫
Γt

ΦI t̄ dΓ +∫
Ω

ΦI b dΩ−α∫
Γu

ΦI ū dΓ  (10.18)

ενώ για δισδιάστατα προβλήματα ισχύει 

B I=[Φ I,x 0
0 ΦI,y

Φ I,y ΦI,x
]  (10.19)

όπου με ΦI,x και ΦI,y συμβολίζονται οι μερικές παράγωγοι της συνάρτησης Φ ως προς x και y αντίστοιχα.  Ο 

συντελεστής ποινής α χρησιμοποιείται διότι στη συγκεκριμένη διατύπωση της μεθόδου EFG οι συνοριακές 
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συνθήκες  δεν  ικανοποιούνται  “αυτομάτως”,  σε  αντίθεση  με  τα  κλασσικά  πεπερασμένα  στοιχεία.  Όσο 

μεγαλύτερη είναι η τιμή του συντελεστή α τόσο πιο ικανοποιητικά προσεγγίζονται οι συνοριακές συνθήκες, 

πολύ μεγάλη όμως τιμή του συντελεστή οδηγεί σε αριθμητική αστάθεια, καθώς δημιουργούνται μητρώα 

κακής κατάστασης.

Επιπλέον η ολοκλήρωση των σχέσεων πραγματοποιείται  αριθμητικά σύμφωνα με την κλασσική 

σχέση 

∫
Ω

f (X)dΩ=∑
J

f (ξ J)ωξ det Jξ (ξ )  (10.20)

Στο ακόλουθο σχήμα απεικονίζονται οι κόμβοι του φορέα καθώς και τα σημεία ολοκλήρωσης  Gauss.  Για 

κάθε σημείο  Gauss  ορίζεται μια περιοχή επιρροής που περιέχει ορισμένους κόμβους. Για κάθε κόμβο της 

περιοχής  επιρροής  που  έχει  ορίσει  το  σημείο  Gauss,  υπολογίζουμε  τις  συναρτήσεις  σχήματος  και  τις 

παραγώγους  τους  και  αθροίζουμε  τη  συνεισφορά  κάθε  κόμβου  στις  κατάλληλες  θέσεις  του  καθολικού 

μητρώου στιβαρότητας.

Σχήμα 1: Σημεία Gauss και Κόμβοι του Φορέα
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Λόγω της φύσης και των ιδιαίτερων χαρακτηριστικών της μεθόδου, το μητρώο στιβαρότητας είναι 

πολύ πυκνό με αυξημένο εύρος ζώνης. Για την επίλυση των εξισώσεων ισορροπίας του φορέα μπορεί να 

εφαρμοστεί μία κλασσική καθολική μέθοδος επίλυσης, η οποία όμως απαιτεί σημαντικά περισσότερο χρόνο 

έναντι  μιας  επίλυσης  ενός  αντίστοιχου προβλήματος  πεπερασμένων στοιχείων.  Εναλλακτικά  όμως στην 

παρούσα εργασία θα εφαρμοσθούν μέθοδοι επίλυσης με υποφορείς (domain decomposition methods), όπως 

περιγράφονται στα προηγούμενα κεφάλαια.

10.2   Επίλυση με υποφορείς

10.2.1    Overlapping domain decomposition

Όταν ένας φορέας διαχωρίζεται σε έναν αριθμό υποφορέων, ο διαχωρισμός πραγματοποιείται πάνω 

στους κόμβους του φορέα (όπως στα κλασσικά πεπερασμένα στοιχεία). Το γεγονός όμως ότι οι συναρτήσεις  

σχήματος διεισδύουν στους γειτονικούς υποφορείς προκαλεί τη δημιουργία επικαλυπτόμενων (overlapping) 

υποφορέων, με κοινούς βαθμούς ελευθερίας (β.ε.) όχι μόνο μεταξύ των υποφορέων, αλλά και σε τμήμα του 

εσωτερικού τους.

Το  φαινόμενο  αυτό  απεικονίζεται  στην  παρακάτω  δοκό,  η  οποία  διαιρείται  σε  τρεις  υποφορείς 

(σχήμα 2) κατά μήκος κόμβων του φορέα. Το καθολικό μητρώο στιβαρότητας του φορέα απεικονίζεται στο 

σχήμα 3, όπου φαίνονται και οι overlapping β.ε. Στο σχήμα 4 παρουσιάζεται η περιοχή επιρροής του κάθε 

υποφορέα ως αποτέλεσμα της διείσδυσης των συναρτήσεων σχήματος στους γειτονικούς υποφορείς. Επίσης,  

ακολουθώντας τη διαδικασία που περιγράφεται στο κεφάλαιο που αφορά τη μέθοδο  FETI,  στο σχήμα 5 

απεικονίζονται τα αποσυζευγμένα μητρώα στιβαρότητας των υποφορέων.

Σχήμα 2: Φορέας διαχωρισμένος σε τρεις υποφορείς
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Σχήμα 3: Μη μηδενικά στοιχεία του μητρώου στιβαρότητας του φορέα και υπομητρώα των τριών υποφορέων
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Σχήμα 4: Περιοχή επιρροής του κάθε υποφορέα στους γειτονικούς υποφορείς

Σχήμα 5: Block diagonal μητρώα κάθε υποφορέα με εσωτερικούς και overlapping  β.ε.

Ο φυσικός overlapping διαχωρισμός του φορέα παρουσιάζει δύο μεγάλα μειονεκτήματα. Πρώτον, οι 

τιμές των μητρώων στιβαρότητας των υποφορέων στους  overlapping  β.ε. μπορεί να εμφανίζουν μεγάλες 

διαφορές ανάλογα με την απόσταση των κόμβων από τα σημεία  Gauss  που τους αντιστοιχούν. Λόγω των 

συναρτήσεων σχήματος,  κόμβοι  που  βρίσκονται  μακριά  από τα  σημεία  ολοκλήρωσης  εμφανίζουν  πολύ 

μικρές  τιμές  στιβαρότητας.  Οι  μεγάλες  αυτές  αποκλίσεις  της  συνεισφοράς  των  ακραίων  κόμβων  στο 

καθολικό μητρώο στιβαρότητας δημιουργεί υποφορείς με μητρώα στιβαρότητας κακής κατάστασης, γεγονός 

που επηρεάζει άμεσα τη σύγκλιση της επαναληπτικής μεθόδου επίλυσης. Για τη βελτίωση λοιπόν του δείκτη 

κατάστασης  των  μητρώων  εφαρμόζεται  μια  τεχνική  εξισορρόπησης  (balancing)  κατά  την  οποία  η 
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στιβαρότητα του κάθε υποφορέα στους overlapping β.ε. αντικαθίσταται από τη μέση τιμή της συνεισφοράς 

της στιβαρότητας του υποφορέα στους ενδοσυνοριακούς β.ε. Όμως η τεχνική αυτή του  balancing  έχει ως 

αποτέλεσμα την απώλεια των κινήσεων στερεού σώματος (rigid body modes) των επιπλέοντων υποφορέων 

(floating subdomains). Το δεύτερο μειονέκτημα του φαινομένου του φυσικού overlapping διαχωρισμού είναι 

η  σημαντική  αύξηση  του  καθολικού  ενδοσυνοριακού  προβλήματος,  καθώς  αυξάνεται  ο  αριθμός  των 

επιμέρους ενδοσυνοριακών β.ε. των υποφορέων. Το μειονέκτημα αυτό εντείνεται ιδιαίτερα στην περίπτωση 

διαχωρισμού ενός φορέα τόσο κατά  x  όσο και  κατά  y,  όπου εμφανίζονται  σημεία διασταύρωσης (cross 

points) μεταξύ των υποφορέων.

10.2.2    Non-overlapping domain decomposition

Τα εγγενή μειονεκτήματα του φυσικού διαχωρισμού του φορέα σε overlapping υποφορείς μπορούν 

να αντιμετωπιστούν με έναν μη-επικαλυπτόμενο (non-overlapping) διαχωρισμό. Η κατασκευή του μητρώου 

στιβαρότητας του φορέα και σε αυτή την περίπτωση πραγματοποιείται μέσω της αριθμητικής ολοκλήρωσης 

στα σημεία  Gauss,  όμως οι υποφορείς αλληλεπιδρούν μόνο πάνω στο φυσικό τους όριο που ορίζεται από 

τους ενδοσυνοριακούς κόμβους. Αυτό περιορίζει της περιοχές επιρροής των σημείων Gauss και των κόμβων 

μέσα  στο  φυσικό  όριο  των  υποφορέων  δημιουργώντας  ελαφρώς  διαφορετικά  μητρώα  στιβαρότητας 

υποφορέων σε σχέση με την προηγούμενη διατύπωση. Έτσι η μείωση των ενδοσυνοριακών β.ε. μπορεί να 

είναι  ιδιαίτερα  σημαντική.  Επιπλέον,  τα  μητρώα  στιβαρότητας  των  υποφορέων  δεν  είναι  πλέον  κακής 

κατάστασης,  οδηγώντας  σε  ταχύτερη  σύγκλιση  των  επαναληπτικών  μεθόδων  επίλυσης.  Εντούτοις  ο 

περιορισμός της περιοχής επιρροής των συναρτήσεων σχήματος εισάγει σφάλματα στην τελική λύση, που 

είναι περισσότερο εμφανή κατά των υπολογισμό των τάσεων του φορέα. Για την αντιμετώπιση του εν λόγω 

φαινομένου, έχει προταθεί μια διαδικασία ανάκτησης ορθότερων τιμών τάσης (stress recovery technique), 

βασισμένη  στο  υπολειμματικό  διάνυσμα  φόρτισης,  που  μπορεί  να  εφαρμοστεί  στις  μεθόδους  meshless 

ανεξαρτήτως από τη μέθοδο επίλυσης των εξισώσεων ισορροπίας.
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Σχήμα 6: Περικοπτόμενες ή non-overlapping περιοχές επιρροής των συναρτήσεων σχήματος κάθε υποφορέα

Σχήμα 7: Μη μηδενικά στοιχεία του μητρώου δυσκαμψίας και των υπομητρώων των τριών υποφορέων ύστερα  

από την περικοπή των συναρτήσεων σχήματος
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Σχήμα 8: Block diagonal μητρώα με εσωτερικούς και ενδοσυνοριακούς  β.ε. ύστερα από την περικοπή των 

συναρτήσεων σχήματος. Αναδεικνύεται το σημαντικά μειωμένο ενδοσυνοριακό πρόβλημα σε σχέση με σχήμα 5
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10.3   Αποτελέσματα

Στη συγκεκριμένη παράγραφο θα ελεγχθεί  η συμπεριφορά των μεθόδων  FETI,  FETI-DP  και  P-

FETIDP κατά την επίλυση ενός φορέα με τα εξής χαρακτηριστικά :

 Πλήθος Βαθμών Ελευθερίας Φορέα : 650

 Στατικό Προσομοίωμα : Πρόβολος

 Διάσταση Φορέα κατά x : 3 (m)

 Διάσταση Φορέα κατά y : 1.5 (m)

 Λόγος Poisson : 0.3

 Μέτρο Ελαστικότητας : 2.1⋅107(KN /m2)
 Ακρίβεια Σύγκλισης ε : 10−8

 Κριτήριο : Αντικειμενικό

Επίσης θα επιλυθούν οι περιπτώσεις  overlapping (με  balancing  και χωρίς  balancing)  και  non-overlapping. 

Ιδιαίτερη προσοχή απαιτεί το γεγονός ότι, σε αντίθεση με τα κλασσικά πεπερασμένα στοιχεία, στα meshless 

οι δεσμευμένοι βαθμοί ελευθερίας δεν αφαιρούνται από το προς επίλυση πρόβλημα, αλλά οι δεσμεύσεις 

επιβάλλονται αριθμητικά με τη χρήση μεγάλων τιμών στο μητρώο δυσκαμψίας του φορέα στις αντίστοιχες  

θέσεις, μέσω της χρήσης του συντελεστή ποινής α, όπως έχει ήδη αναφερθεί.

OVERLAPPING DOMAIN DECOMPOSITION

Στο  εν  λόγω  πρόβλημα  διαχωρίζουμε  το  φορέα  σε  δύο  (επικαλυπτόμενους)  υποφορείς,  όπως 

φαίνεται και στο παρακάτω σχήμα, ενώ η κάθε μέθοδος εμφανίζει τα εξής χαρακτηριστικά :

Μέθοδος    FETI  

➢ Πλήθος πολλαπλασιαστών Lagrange : 130

➢ Q=Ι

Μέθοδος    FETI-DP  

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 1
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➢ Πλήθος Corner Nodes : 6 (Συνολικά 12 β.ε.)

➢ Μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος (β.ε.) : 118

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 2

➢ Πλήθος Corner Nodes : 26 (Συνολικά 52 β.ε.)

➢ Μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος (β.ε.) : 78

Μέθοδος    P-FETIDP  

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 1

➢ Μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος (β.ε.) : 130 (PSM)

➢ Πλήθος Corner Nodes : 6 (Συνολικά 12 β.ε.)

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 2

➢ Μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος (β.ε.) : 130 (PSM)

➢ Πλήθος Corner Nodes : 26 (Συνολικά 52 β.ε.)
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ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 1

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 2

Στα παραπάνω σχήματα με κόκκινο χρώμα απεικονίζονται οι επιλεγμένοι corner nodes.
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OVERLAPPING (WITH BALANCING)

10-14

        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS
DIRICHLET 34
LUMPED 30

NO PRECONDITIONING 189

        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI-DP
ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 1 ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 2

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS ΙΤΕRATIONS
DIRICHLET 62 15
LUMPED 64 17

NO PRECONDITIONING 253 72

        ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETIDP
ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 1 ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 2

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS ΙΤΕRATIONS
P-FETIDP 61 15

NO PRECONDITIONING (PSM) 118 118
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OVERLAPPING (WITHOUT BALANCING)

10-15

        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS
DIRICHLET 146
LUMPED 150

NO PRECONDITIONING 425

        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI-DP
ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 1 ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 2

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS ΙΤΕRATIONS
DIRICHLET 313 68
LUMPED 427 70

NO PRECONDITIONING 815 140

        ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETIDP
ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 1 ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 2

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS ΙΤΕRATIONS
P-FETIDP 294 64

NO PRECONDITIONING (PSM) 117 117
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NON-OVERLAPPING DOMAIN DECOMPOSITION

Στο  εν  λόγω  πρόβλημα  διαχωρίζουμε  το  φορέα  σε  4  (μη  επικαλυπτόμενους)  υποφορείς,  όπως 

φαίνεται και στο παρακάτω σχήμα, ενώ η κάθε μέθοδος εμφανίζει τα εξής χαρακτηριστικά :

Μέθοδος    FETI  

➢ Πλήθος πολλαπλασιαστών Lagrange : 84

➢ Q=Ι

Μέθοδος    FETI-DP  

➢ Πλήθος Corner Nodes : 5 (Συνολικά 10 β.ε.)

➢ Μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος (β.ε.) : 64

Μέθοδος    P-FETIDP  

➢ Μέγεθος ενδοσυνοριακού προβλήματος (β.ε.) : 74 (PSM)

➢ Πλήθος Corner Nodes : 5 (Συνολικά 10 β.ε.)
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        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS
DIRICHLET 10
LUMPED 15

NO PRECONDITIONING 20

        ΜΕΘΟΔΟΣ FETI-DP

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS
DIRICHLET 12
LUMPED 20

NO PRECONDITIONING 28

        ΜΕΘΟΔΟΣ P-FETIDP

PRECONDITIONERS ΙΤΕRATIONS
P-FETIDP 13

NO PRECONDITIONING (PSM) 53
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10.4   Σχόλια αποτελεσμάτων

Όσον αφορά την περίπτωση του overlapping προβλήματος, κατ' αρχήν παρατηρούμε την ιδιαίτερα 

ευνοϊκή επιρροή της διαδικασίας της εξισορρόπησης (balancing). Όπως έχει αναφερθεί και προηγουμένως, 

μέσω του  balancing  τα μητρώα που προκύπτουν είναι καλύτερης κατάστασης σε σχέση με την κλασσική 

περίπτωση του  overlapping  προβλήματος στην οποία δεν έχει πραγματοποιηθεί κάποια εξισορρόπηση, με 

αποτέλεσμα  οι  επαναλήψεις  των  μεθόδων  επίλυσης  να  μειώνονται  δραστικά,  όπως  φαίνεται  και  στους 

παραπάνω πίνακες (σελ. 10-14 και 10-15).

Επιπλέον, από τα αποτελέσματα αντιλαμβανόμαστε πόσο καθοριστική είναι η επιλογή των  corner 

nodes  στη μέθοδο  FETI-DP.  Πιο συγκεκριμένα, υπάρχει μεγάλη απόκλιση μεταξύ των επαναλήψεων που 

πραγματοποιεί η μέθοδος FETI-DP στις περιπτώσεις 1 και 2. Η περίπτωση 2 παρουσιάζει αυξημένο αριθμό 

corner nodes  (άρα και μεγαλύτερο αραιό πρόβλημα, το οποίο συνεπάγεται την επίλυση ενός μεγαλύτερου 

προβλήματος  σε  κάθε  επανάληψη  επίλυσης  του  ενδοσυνοριακού  προβλήματος,  που  όμως  βοηθά  στη 

σύγκλιση) και αντίστοιχα μικρότερο ενδοσυνοριακό πρόβλημα σε σχέση με την περίπτωση 1. Επίσης τα 

μητρώα του ενδοσυνοριακού προβλήματος στην περίπτωση 2 παρατηρήθηκε ότι παρουσιάζουν καλύτερο 

δείκτη κατάστασης από τα αντίστοιχα της περίπτωσης 1, γεγονός που αιτιολογεί και το μεγάλο χάσμα στη 

σύγκλιση των δύο περιπτώσεων. Όσον αφορά τη μέθοδο FETI ο αριθμός των επαναλήψεων στην περίπτωση 

του overlapping προβλήματος βρίσκεται κάπου στη μέση των δύο περιπτώσεων της  FETI-DP.  Σε αυτό το 

σημείο πρέπει να επαναλάβουμε ότι κατά τη διαδικασία του balancing οι επιπλέοντες υποφορείς “χάνουν” 

τις  κινήσεις  στερεού  σώματος  (rigid  body  modes)  και  επομένως  η  μέθοδος  FETI  δεν  διαθέτει  αραιό 

πρόβλημα. Επίσης χαρακτηριστικό της κακής κατάστασης των μητρώων που προκύπτουν στο overlapping 

πρόβλημα χωρίς  balancing,  σε συνδυασμό με το  μειωμένο αριθμό  corner  nodes  της  μεθόδου  FETI-DP, 

αποτελεί το γεγονός ότι η Κύρια Συνοριακή Μέθοδος (PSM) χωρίς τη χρήση προσταθεροποιητή εκτελεί 117 

επαναλήψεις  (σελ.  10-15),  ενώ με  τη  χρήση  του  προσταθεροποιητή  της  μεθόδου  P-FETIDP  (ο  οποίος 

βασίζεται στα μητρώα της μεθόδου  FETI-DP και στην περίπτωση 1 είναι ιδιαίτερα κακής κατάστασης σε 

σχέση με την περίπτωση 2) εκτελεί περισσότερες (294 επαναλήψεις).

Στην περίπτωση του non-overlapping προβλήματος η μείωση του ενδοσυνοριακού προβλήματος των 

μεθόδων  σε  συνδυασμό  με  τη  δημιουργία  μητρώων  καλύτερης  κατάστασης  έχει  ως  αποτέλεσμα  τη 

σημαντική μείωση του αριθμού των επαναλήψεων, ιδιαίτερα στην περίπτωση της μεθόδου FETI, καθώς στη 

μέθοδο FETI-DP η επιλογή αρκετών corner nodes στην περίπτωση του overlapping είχε ήδη προκαλέσει μία 

βελτίωση  του  δείκτη  κατάστασης  των  μητρώων  και  μείωση  του  ενδοσυνοριακού  προβλήματος  (με 

επακόλουθη όμως αύξηση του μεγέθους του αραιού προβλήματος και ό,τι αυτό συνεπάγεται).
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11.1   Σχόλια για τη διεξαγωγή των παραδειγμάτων

➢ Τα παραδείγματα των κεφαλαίων 7 και 9 έχουν προγραμματιστεί με την αντικειμενοστραφή γλώσσα 

προγραμματισμού (object-oriented language) C#,  ενώ τα παραδείγματα των κεφαλαίων 8 και  10 

έχουν προγραμματιστεί με τη χρήση Matlab.

➢ Σχετικά με τη φόρτιση που επιβάλλεται στους προς επίλυση φορείς, στις περιπτώσεις στις οποίες το 

στατικό  προσομοίωμα  είναι  πρόβολος  των  κεφαλαίων  7,  8  και  9,  ο  φορέας  φορτίζεται  με 

κατακόρυφα φορτία που ασκούνται  σε όλους τους κόμβους του ελεύθερου άκρου του.  Στα ίδια 

κεφάλαια,  στην  περίπτωση  που  το  στατικό  προσομοίωμα  είναι  αμφίπακτη  δοκός,  ο  φορέας 

φορτίζεται με συγκεντρωμένα κατακόρυφα φορτία που ασκούνται στους κόμβους που βρίσκονται 

στο μέσον του ανοίγματος. Τέλος, στο κεφάλαιο 10 οι φορείς (που είναι και σε αυτή την περίπτωση 

πρόβολοι) φορτίζονται με φορτίο παραβολικής μορφής στο ελεύθερο άκρο τους.

➢ Αναλυτικά σχόλια σχετικά με τη σύγκριση των μεθόδων επίλυσης παρέχονται στο κάθε κεφάλαιο 

ξεχωριστά, αμέσως μετά την εμφάνιση των αποτελεσμάτων. 

➢ Λεπτομέρειες  που  αφορούν  τα  χαρακτηριστικά  των  προς  επίλυση  φορέων,  καθώς  και  τα 

χαρακτηριστικά  του  προβλήματος  (π.χ.  περιπτώσεις  στις  οποίες  το  πρόβλημα  είναι  κακής 

κατάστασης) και της αντίστοιχης μεθόδου επίλυσης δίνονται αναλυτικά στο εκάστοτε κεφάλαιο.

➢ Οι αναλύσεις  που πραγματοποιήθηκαν στη  συγκεκριμένη  εργασία με  τις  μεθόδους  επίλυσης  με 

υποφορείς είναι στατικές και γραμμικές.

11.2   Σχόλια για μελλοντική έρευνα

➢ Ένα  μεγάλο  πλεονέκτημα  των  μεθόδων  επίλυσης  με  υποφορείς,  το  οποίο  τις  κατέστησε 

πρωταγωνίστριες  στον  τομέα  των  μεθόδων  επίλυσης  υψηλής  απόδοσης  της  Υπολογιστικής 

Μηχανικής, είναι η εύκολη και άμεση εφαρμογή τους σε παράλληλο υπολογιστικό περιβάλλον. Έτσι 

λοιπόν, ένα επόμενο στάδιο της συγκεκριμένης εργασίας μπορεί να αποτελέσει η εφαρμογή των 

μεθόδων σε ένα τέτοιο περιβάλλον.

➢ Στο  πλαίσιο  της  προηγούμενης  παρατήρησης  περί  παραλληλίας,  μπορεί  να  προστεθεί  ο 

προγραμματισμός των μεθόδων με στόχο την εκμετάλλευση της επεξεργαστικής  ικανότητας  της 

κάρτας γραφικών ενός υπολογιστικού συστήματος (GPU) παράλληλα με την CPU.

➢ Ένα ακόμη μελλοντικό βήμα είναι η εφαρμογή των μεθόδων όχι μόνο σε στατικά προβλήματα, αλλά 

και δυναμικά καθώς και σε μη γραμμική ανάλυση κατασκευών. Ένας ακόμη τομέας στον οποίο οι 

συγκεκριμένες μέθοδοι μπορούν να φανούν ιδιαίτερα χρήσιμες και αποτελεσματικές είναι εκείνος 
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των συζευγμένων προβλημάτων (coupled problems).

➢ Οι  μέθοδοι  επίλυσης  με  υποφορείς  μπορούν  να  χρησιμοποιηθούν  για  να  αντιμετωπίσουν 

περιπτώσεις μη πλεγματικών μεθόδων (meshless) , ανάλυσης με στοχαστικά πεπερασμένα στοιχεία, 

ανάλυσης με στοιχεία X-FEM ή προσαρμοστικά πεπερασμένα στοιχεία κ.λ.π.

➢ Τέλος, υπάρχει η δυνατότητα διεύρυνσης της “βιβλιοθήκης” των μεθόδων με νέες και η εφαρμογή 

τους σε προβλήματα ακόμα μεγαλύτερης κλίμακας όπου μπορούν να συγκριθούν αντικειμενικά και 

οι χρόνοι επίλυσης.
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