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Πρόλογος 
 
 

Κεντρική ιδέα αυτής της εργασίας, γύρω από την οποία, γίνονται όλες οι αναλύσεις, οι 
υπολογισμοί και οι συγκρίσεις διαφόρων μεθόδων, είναι η περίοδος επαναφοράς που 
συνδέεται με ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα. Η  περίοδος επαναφοράς αναφέρεται 
σε φαινόμενα τα οποία επαναλαμβάνονται, ποτέ όμως με τον ίδιο τρόπο, την ίδια δυναμική 
και τα ίδια αποτελέσματα. Παρ’ όλα αυτά, το υδρολογικό φαινόμενο μπορεί να 
ποσοτικοποιηθεί μέσω μεταβλητών που το περιγράφουν και να οδηγηθούμε και σε ποιοτικά 
συμπεράσματα. Στη συγκεκριμένη εργασία έγινε προσπάθεια να απαντηθεί αν μπορούμε 
τελικά να προσδιορίσουμε την περίοδο επαναφοράς συνυπολογίζοντας δύο παραμέτρους 
(παροχή, όγκο) αντί για μία και αν η πρόσφατη σχετικά χρήση της μεθόδου των συζεύξεων 
(copulas) μπορεί να δώσει ικανοποιητικά αποτελέσματα.  
 
Μια ενδεχόμενη καλή απάντηση, συνήθως συνδέεται με ένα σωστό ερώτημα. Και το έρωτημα 
το έθεσε ο επιβλέπων καθηγητής μου, κ. Τσακίρης γεγονός για το οποίο τον ευχαριστώ, σε 
συνδυασμό με την εμπιστοσύνη που μου έδειξε, τη δεκτικότητά του και την καθοδήγηση.  
 
Για την ολοκλήρωση της εργασίας θα ήθελα να ευχαριστήσω τους συναδέλφους Ηρώ 
Τρουλινού, Νίκο Παλλικαράκη και Χρήστο Κοντόπουλο για το ενδιαφέρον τους, τις διορθώσεις 
και τις προτάσεις τους στο προγραμματιστικό κομμάτι της εργασίας (Matlab). Τον Μιχάλη 
Σπηλιώτη λέκτορα Δ.Π.Θ. για τα στοιχεία που μου έδωσε προς επεξεργασία και το χρόνο που 
αφιέρωσε για τις απορίες μου. Τον  Δημήτρη Καρλή, αναπληρωτή καθηγητή Ο.Π.Α., για το 
υλικό και για τις παρατηρήσεις του σε θέματα των συζεύξεων. Την οικογένεια μου και τους 
φίλους μου που είναι δίπλα σε όλες τις στιγμές. 
 
Σ’ αυτούς που ετοιμάζονται να βγούν πάλι, όχι κάτω από το πρίσμα μιας περιόδου 
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Περίληψη 
 

Σκοπός της παρούσας διπλωματικής εργασίας είναι η εφαρμογή των συζεύξεων (copulas) στο 
πεδίο της υδρολογίας. Χρησιμοποιείται η μέθοδος των συζεύξεων για να προσδιορίσει, με 
διπαραμετρικό τρόπο,  την περίοδο επαναφοράς  πλημμύρας αλλά και για να συγκριθεί σε 
σχέση με το απλό διπαραμετρικό μοντέλο του Gumbel (Gumbel mixed model). Το 
διπαραμετρικό μοντέλο του Gumbel μπορεί να χρησιμοποιηθεί μόνο όταν οι υπό εξέταση  
μεταβλητές, προσαρμόζονται στην ίδια κατανομή. Όταν δηλαδή οι περιθώριες κατανομές είναι 
της ίδιας οικογένειας. Στη συγκεκριμένη περίπτωση πρέπει και οι δύο περιθώριες κατανομές 
να είναι Gumbel. 
 
Στις συζεύξεις δεν υπάρχει αυτός ο περιορισμός και έτσι μπορεί να γίνει προσδιορισμός της 
περιόδου επαναφοράς και στις περιπτώσεις που έχουμε περιθώριες κατανομές από 
διαφορετικές οικογένειες. Μπορεί δηλαδή η μία μεταβλητή να ακολουθεί Gumbel κατανομή 
και η άλλη εκθετική κατανομή. 
 
Για να γίνει η σύγκριση των δύο μεθόδων ήταν απαραίτητο να χρησιμοποιηθεί η μέθοδος των 
συζεύξεων στην περίπτωση που και οι δύο περιθώριες κατανομές ακολουθούν την Gumbel 
κατανομή, ώστε να έχουμε αποτελέσματα και από το διπαραμετρικό μοντέλο του Gumbel. 
 
Τέλος ο προσδιορισμός της συνάρτησης της σύζευξης έγινε με δύο τρόπους. Μέσω της 
μεθόδου της μεγίστου πιθανοφάνειας και μέσω του συντελεστή συσχέτισης Kendall. 
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Abstract 
 
 

The purpose of this thesis is the application of the copulas in the field of hydrology. The method 
of copulas is used to determine, by bivariate way, the return period of flood and to compare it 
against the Gumbel mixed model. The Gumbel mixed model can only be used when the 
concerned variables are adjusted in the same distribution. That means that the marginal 
distributions have to belong in the same family. In this case, both marginal distributions have to 
be Gumbel. 
 
The method of copulas have not this limitation and thus the return periods can be determined 
in cases where the marginal distributions belong to different families. A variable may follow  
Gumbel distribution and the other one exponential distribution. 
 
In  order to compare the two methods it was necessary to use the method of copulas in case 
that both of marginal distributions can be adjusted in Gumbel distribution. Only in this case, the 
Gumbel mixed model can provide results. 
 
The determination of the function of the copulas was approached in two ways. Using the 
method of maximum likelihood and  the  correlation coefficient of Kendall. 
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1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 
 
Η σύζευξη ως όρος προέρχεται από την λατινική λέξη copula και η ακριβής μετάφρασή της 
είναι ο δεσμός ή η ένωση που συνδέει δύο διαφορετικά πράγματα. Οι συζεύξεις 
αναπτύχθηκαν από τον Sklar (1959) και είναι συναρτήσεις που συνδέουν μονομεταβλητές 
συναρτήσεις κατανομών για να δημιουργήσουν πολυμεταβλητές συναρτήσεις κατανομών. 
 
Οι συζεύξεις  εκφράζουν στην περίπτωση των διμεταβλητών κατανομών τη συναρτησιακή 
σχέση της αθροιστικής συνάρτησης κατανομής μιας διμεταβλητής κατανομής με τις 
αθροιστικές συναρτήσεις κατανομών των μονοδιάστατων περιθώριων κατανομών, όπου οι 
τελευταίες μας είναι πάντοτε γνωστές. 
 
 Έχουν γίνει πολλές πετυχημένες εφαρμογές μοντελοποίησης με συζεύξεις κυρίως σε μελέτες 
επιβίωσης, οικονομικές, και σε αναλογιστικές επιστήμες. Η χρήση τους όμως στην ανάλυση 
συχνότητας της πλημμύρας είναι σχετικά πρόσφατη παρόλο που η μελέτη των πλημμυρών 
έχει μια μακρά ιστορία. Από τότε δηλαδή που οι αρχαίοι πολιτισμοί, οι οποίοι ήταν σε μεγάλο 
βαθμό εξαρτώμενοι από την παρουσία και τη ροή των υδάτων, συνειδητοποίησαν την 
οικονομική σημασία των πλημμυρών. Αλλά και στις σύγχρονες βιομηχανοποιημένες χώρες οι 
πλημμύρες   έχουν ιδιαίτερη αξία λόγω των κοινωνικών και οικονομικών τους προεκτάσεων. Η 
ανθρώπινη ζωή πρέπει να προστατεύεται από τις συνέπειες των πλημμυρών. Αν και τα 
αντιπλημμυρικά έργα σήμερα έχουν εξελιγχθεί, η ένταση της ανθρώπινης δραστηριότητας σε 
περιοχές που αποτελούν πεδία πλημμυρών σε συνδυασμό με την αλλοίωση του φυσικού 
περιβάλλοντος είναι παράγοντες που μπορούν να βοηθήσουν στη δημιουργία πλημμύρας. 
 
Τα φυσικά φαινόμενα που προκαλούν πλημμύρες δεν µπορούν να ελεγχθούν, αλλά οι 
γεωλογικές, γεωµορφολογικές και εδαφολογικές συνθήκες της λεκάνης απορροής είναι 
δυνατόν να τροποποιηθούν µε την ανθρώπινη επέµβαση. Οποιαδήποτε επέμβαση όμως 
προϋποθέτει την  ανάλυση συχνότητας της πλημμύρας ώστε να ερμηνευτούν τα παλιά 
στοιχεία των υδρολογικών γεγονότων και να εκτιμηθεί η μελλοντική πιθανότητα εμφάνισής 
τους. Γίνεται εκτίμηση για μια μη πραγματοποιημένη πλημμύρα με βάση τα παρατηρούμενα 
στοιχεία και δεδομένα πλημμύρας που υπάρχουν. Σχεδιάζονται υποθετικά γεγονότα, που 
αντιπροσωπεύουν σπάνιες περιπτώσεις, και εκφράζονται με τις πιθανότητές τους ή την 
περίοδο επαναφοράς τους. 
 
Η περίοδο επαναφοράς και οι διαφορετικοί τρόποι προσέγγισής της, όπως το διμεταβλητό 
μοντέλο Gumbel και οι συζεύξεις, αποτελούν τα βασικά θέματα που πραγματεύεται αυτή η 
εργασία. Για την επίτευξη του παραπάνω στόχου η διαδικασία που ακολουθήθηκε ήταν να 
παρουσιαστούν όλες οι θεωρητικές έννοιες που μπορούν να βοηθήσουν στην καλύτερη 
κατανόηση του προβλήματος ώστε τελικά να ολοκληρωθεί με μια εφαρμογή. 
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Πιο συγκεκριμένα στο 2ο Κεφάλαιο δίνονται οι βασικοί ορισμοί που σχετίζονται με τις 
θεωρητικές συναρτήσεις κατανομών όπως: η αθροιστική συνάρτηση, η συνάρτηση πυκνότητας 
,η από κοινού συνάρτηση κατανομής. Παρουσιάζεται η κατανομή Gumbel ο έλεγχος 
καταλληλότητας της θεωρητικής κατανομής πιθανότητας καθώς και η διμεταβλητή κατανομή 
Gumbel. 
 
Στο 3ο Κεφάλαιο παρουσιάζονται τα μέτρα συσχέτισης. Συγκεκριμένα γίνεται αναλυτική 
περιγραφή του συντελεστή συσχέτισης Pearson, του συντελεστή συσχέτισης Kendall και του 
συντελεστή συσχέτισης Spearman στη μονομεταβλητή και στη διμεταβλητή περίπτωση. 
 
Το 4ο Κεφάλαιο αναφέρεται στις πλημμυρικές απορροές, στο υδρογράφημα πλημμύρας, στη 
δημιουργία πλημμύρας και στο προσδιορισμό των μέγιστων πλημμυρικών γεγονότων. 
 
Το 5ο Κεφάλαιο σχετίζεται με τη στατιστική ανάλυση και πως αυτή χρησιμοποιείται για την 
περίπτωση των πλημμυρών. Γίνεται αναφορά στην μονομεταλητή και στην πολυμεταβλητή 
ανάλυση, στον υδρολογικό σχεδιασμό των υδραυλικών έργων και αναλύεται  η σημασία και 
φυσική έννοια της περιόδου επαναφοράς. 
 
Στο  6ο Κεφάλαιο γίνεται μια ιστορική αναδρομή για τις συζεύξεις, περιγράφεται η έννοια της 
σύζευξης και το βασικό θεώρημα του Sklar από το οποίο προέκυψαν. 
 
Στο 7ο Κεφάλαιο παρουσιάζονται οι βασικές οικογένειες συζεύξεων, όπως η FGM, οι 
αρχιμήδειες και οι ελλειπτικές.  
 
Οι τρόποι που εκτιμούμε τις παραμέτρους των συζεύξεων δίνονται στο  8ο Κεφάλαιο. 
 
Στο 9ο Κεφάλαιο παρουσιάζεται μια τεχνική επιλογής μεταξύ διμεταβλητών Αρχιμήδειων 
συζεύξεων. 
  
Τέλος η εργασία ολοκληρώνεται με την εφαρμογή και την εξαγωγή συμπερασμάτων. 
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2. ΒΑΣΙΚΟΙ ΟΡΙΣΜΟΙ 

 

2.1 Ανεξαρτησία μεταβλητών 
 
Οι μεταβλητές  Y,X  λέγονται ανεξάρτητες όταν      BYPA XPB Y A,  XP   για όλα τα 

RB A , (Κοκολάκης & Σπηλιώτης, 2010). 

 
Για κάθε ζεύγος τιμών ),( yx  θα ισχύει: 

 
                                                                       )y(FxFy,xF YXXY                                                         (2.1) 

 
Σε αυτή την περίπτωση ισχύει επίσης η σχέση  
 
                                                                      )y(fxfy,xf YXXY                                                             (2.2) 

 

Δύο μεταβλητές  YX ,  για τις οποίες ισχύει  

 
00  XYXY ρσ  

λέγονται ασυσχέτιστες. 
Όπου XYσ  η τυπική απόκλιση και XYρ  ο συντελεστής συσχέτισης 

2.2 Συνάρτηση κατανομής ή αθροιστική ή μη υπέρβασης 

 

Αν X ,Y ,είναι τυχαίες μεταβλητές στο χ.π.  P,F,Ω  και R x , R A τότε με τη συμβολική 

γραφή     AX ,YX ,xX  , εννοούμε τα ενδεχόμενα  

 
  ,xωX : ω Ω     ωYωX : ω Ω ,   ΑΩ  ωX : ω  

 

Όπου είναι ο δειγματικός χώρος,F ένα σύνολο υποσυνόλων του Ω , P είναι η πιθανότητα 
ενός ενδεχομένου. Ανάλογα προς τον παραπάνω συμβολισμό γράφουμε:  xXP   αντί του 

πλήρους   xωX:  ωP Ω  (Κοκολάκης & Σπηλιώτης, 2010). 

 

Τότε ορίζεται η συνάρτηση    xXPxF   , η οποία ονομάζεται αθροιστική συνάρτηση 

κατανομής, της τυχαίας μεταβλητής X . Μέσω της τυχαίας μεταβλητής σε κάθε δυνατή έκβαση 
  αντιστοιχίζουμε, βάσει ενός προκαθορισμένου κανόνα, έναν αριθμό  ωX . Κάθε 

συνάρτηση μιας τυχαίας μεταβλητής είναι επίσης μια τυχαία μεταβλητή. Για λόγους 
απλοποίησης στο συμβολισμό μιας τυχαίας μεταβλητής παραλείπεται το στοιχείο   στο 
οποίο αντιστοιχεί και γράφουμε απλώς X . Αντίστοιχα, λέγεται πιθανότητα υπέρβασης η 
παράσταση : 
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                                                                 xFxXPxF X  11                                                     (2.3) 

 
Η συνάρτηση κατανομής  xF  έχει τις ακόλουθες ιδιότητες: 

1.   10  xF  

2.    21 xFxF  για κάθε ζεύγος 21 x,x τέτοιο ώστε 21 xx   

3. Η   xF  είναι δεξιά συνεχής  

4.     0


FxFlim
x

 

5.     1


FxFlim
x

 

Η τυχαία μεταβλητή X λέγεται συνεχής αν η συνάρτηση κατανομής  xFX  είναι συνεχής 

συνάρτηση για κάθε x . Στην περίπτωση αυτή ο δειγματικός χώρος είναι άπειρο μη 
αριθμήσιμο σύνολο. Η X λέγεται διακριτή μεταβλητή αν η συνάρτηση κατανομής της είναι 
κλιμακωτή. Στην περίπτωση αυτή ο δειγματικός χώρος είναι πεπερασμένο σύνολο ή άπειρο 
αλλά αριθμήσιμο. Τέλος η X λέγεται μικτή μεταβλητή αν η συνάρτηση κατανομής της είναι 
ασυνεχής χωρίς όμως να είναι κλιμακωτή. 

2.3 Συνάρτηση πυκνότητας 

 
Λέμε ότι η τ.μ. X  έχει απολύτως συνεχή κατανομή πιθανότητας όταν υπάρχει πραγματική 
συνάρτηση f με πεδίο ορισμού R  τέτοια ώστε 

 
0)x(f  ,    Rx  

και 

                                              




x

dy)y(fxXP)x(F  ,    Rx                                               (2.4) 

 
Η συνάρτηση )x(f ονομάζεται συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της τ.μ. X  (Κοκολάκης & 

Σπηλιώτης, 2010). Για συνεχείς τυχαίες μεταβλητές η συνάρτηση αυτή ορίζεται παντού, δε 
συμβαίνει όμως το ίδιο στην περίπτωση των διακριτών μεταβλητών. Οι βασικές της ιδιότητες 
που προκύπτουν άμεσα από τον ορισμό της είναι 
 

                                                           




1dx)x(fX , 0)x(f                                                         (2.5) 

 
Είναι προφανές ότι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας δεν παριστάνει πιθανότητα και γι’ 
αυτό μπορεί να πάρει τιμές μεγαλύτερες της μονάδας. Η σχέση της με την πιθανότητα 
προσδιορίζεται από την εξίσωση: 
 

                                                     
 

x

xxXxP
limxfX




                                                      (2.6) 
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2.4 Από κοινού συνάρτηση κατανομής ή Διδιάστατη αθροιστική συνάρτηση κατανομής 

Στις παραπάνω ενότητες αναπτύχθηκαν οι έννοιες της θεωρίας πιθανοτήτων που αναφέρονται 
σε μια μεμονωμένη τυχαία μεταβλητή. Συχνά όμως μας ενδιαφέρει η ταυτόχρονη μελέτη δύο 
μεταβλητών.  Έστω το ζεύγος τυχαίων μεταβλητών  Y,X , που είναι συναρτήσεις των 

δειγματικών χώρων  YX ,ΩΩ  αντίστοιχα. Η ένωση γεγονότων }yY,xX{}yY{}xX{   

είναι επίσης γεγονός του δειγματικού χώρου YXXY ΩΩΩ  .Βάσει αυτού του γεγονότος 

ορίζεται η από κοινού συνάρτηση κατανομής του ζεύγους μεταβλητών  YX ,  ως η συνάρτηση 

των πραγματικών μεταβλητών )y,x( : 

 
                                                          yY,xXPy,xFXY                                                            (2.7) 

 
Με την προϋπόθεση ότι η XYF  είναι παραγωγίσιμη, η συνάρτηση : 

 

                                                    
 
yx

y,xF
y,xf XY

XY





2

                                                                (2.8) 

 
είναι η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των μεταβλητών. 
Ισχύει: 

                                                      dd),f)y,x(F
x y

XYXY  
 

                                                  (2.9) 

 
Οι περιθώριες συναρτήσεις κατανομής της διμεταβλητής αθροιστικής συνάρτησης  
κατανομής  y,xFXY θα είναι οι ακόλουθες:  

 
                                                        y,xFlimxXPxF XY

y
X


                                                  (2.10) 

                                                            y,xFlimyYPyF XY
x

Y


                                                   (2.11) 

 
Οι περιθώριες κατανομές αποτελούν μονομεταβλητή πληροφορία και δεν αφορούν 
συσχετίσεις μεταξύ μεταβλητών (Τσίμπος & Γεωργιακώδης, 2000). 
 
Οι περιθώριες συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας δίνονται από τις σχέσεις: 
 

                                                                   dyy,xfxf XYX 




                                                         (2.12) 

                                                                   dxy,xfyf XYY 




                                                          (2.13) 
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Η δεσμευμένη αθροιστική συνάρτηση κατανομής : 
 

                                                             
 

 yf

dy,f

yYxF
Y

x

XY

X


                                                       (2.14) 

 
Η δεσμευμένη πιθανότητα του X δοθέντος του Y  είναι η πιθανότητα ότι το ενδεχόμενο X θα 
συμβεί, δοθέντος ότι το ενδεχόμενο Y έχει ήδη συμβεί (Μπένος, 1998). 
και δεσμευμένη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας : 
 
 

                                                           
 yf

y,xf
yYxf

Y

XY
X                                                            (2.15) 

ομοίως για τις δεσμευμένες συναρτήσεις του Y (Κοκολάκης & Σπηλιώτης, 2010). 

2.5 Στασιμότητα (Stationarity) 

 
Η στατιστική περιγραφή της στοχαστικής διαδικασίας απλουστεύεται αν  θεωρήσουμε ότι οι 
στατιστικές της ιδιότητες παραμένουν σταθερές στο χρόνο και τότε η στοχαστική διαδικασία 
ορίζεται ως στάσιμη. Δηλαδή αν για τυχούσα χρονική μετατόπιση του χρόνου τ , συνάρτηση 
κατανομής οποιασδήποτε τάξης της  τtX   ταυτίζεται με τη συνάρτηση κατανομής της ίδιας 

τάξης της  tX . Λέγεται δε στάσιμη με την ευρεία( ή ελαστική) έννοια αν η μέση τιμή της είναι 

σταθερή και η αυτοσυνδιασπορά της εξαρτάται μόνο από τη διαφορά του χρόνου. 
 
Αυτή είναι μα υπόθεση που δύσκολα μπορεί να υιοθετηθεί σε πολλά προβλήματα, αλλά 
μπορεί να χρησιμοποιηθεί ως υπόθεση εργασίας για την εξαγωγή χρήσιμων συμπερασμάτων.  
 

2.6 Κατανομή Gumbel (EV I)  

 
Η κατανομή Gumbel ανήκει στην κατηγορία των κατανομών Ακραίων Τιμών και αποτελεί μία 
από τις κατανομές που ενυπάρχουν στην Γενικευμένη κατανομή Ακραίων Τιμών. Για τον 
υπολογισμό της κατανομής Gumbel θα χρησιμοποιηθεί η μέθοδος των ροπών. Η συνάρτηση 
πυκνότητας πιθανότητας για την Gumbel δίνεται από την παρακάτω εξίσωση:  
 
                                                                dyyexpyexpyp                                                    (2.16) 

 
Με (-) είναι τα μέγιστα και (+) τα ελάχιστα 
 

Όπου y είναι η ανηγμένη μεταβλητή και 
a

βx
y


 ,                                                                   (2.17) 

Όπου a είναι η παράμετρος κλίμακας καιβ είναι παράμετρος θέσεως. 



17 
 

                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

Βασικές στατιστικές ποσότητες : 
Προσδοκώμενη τιμή (μέσος όρος)   α,βXE 5770 (μέγιστα) 

 
                                                         α,βXE 5770 (ελάχιστα) 

Διασπορά   26451 a.XVar  (μέγιστα και ελάχιστα)                                                                     (2.18) 

Συντελεστής ασυμμετρίας 13961.g  (μέγιστα) 

                                           13961.g  (ελάχιστα) 

Με τη μέθοδο των ροπών η εκτίμηση των παραμέτρων γίνεται ως εξής: 

                                                                      
2831,

σ
a




                                                                          (2.19) 

 

                                                              


 σ.xβ 450  (μέγιστα)                                                       (2.20) 
 

                                                             


 σ.xβ 450 (ελάχιστα)                                                       (2.21)    
 

Με τη μέθοδο του παράγοντα συχνότητας για πολύ μεγάλο δείγμα  N  έχει προκύψει 

αναλυτικά η σχέση μεταξύ παράγοντα συχνότητας και περιόδου επαναφοράς. 
 
                                                   15772077970  T/Tlnln..KT                                         (2.22) 

 
Για μικρά σχετικά δείγματα  100N  ο παράγοντας συχνότητας υπολογίζεται ως εξής 

 

                                                      
    

N

N
T

σ

yT/Tlnln
K




1
                                                    (2.23) 

 

Όπου Ny και Nσ  μέσος όρος και τυπική απόκλιση της ανηγμένης μεταβλητής y υπολογίζονται 

από πίνακες με βάση των αριθμών των παρατηρήσεων του δείγματος. 
 

2.7 Έλεγχος καταλληλότητας της θεωρητικής κατανομής πιθανότητας 

 

Υπάρχουν δύο τρόποι επιλογής της κατανομής πιθανότητας : 
Α) με τη χρησιμοποίηση του χαρτιού πιθανότητας της αντίστοιχης θεωρητικής κατανομής 
Β) με τη σύγκριση μεταξύ ιστογράμματος σχετικών συχνοτήτων και θεωρητικής καμπύλης 
πυκνότητας πιθανότητας. 
 
Με χαρτί πιθανότητας εξετάζεται εμπειρικά αν τα σημεία που προκύπτουν από τις 
παρατηρήσεις μπορούν να παρασταθούν ικανοποιητικά με μια ευθεία γραμμή. Τόσο ο πρώτος 
όσο και ο δεύτερος τρόπος είναι εμπειρικοί και ο έλεγχος είναι ουσιαστικά υποκειμενικός. 
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Περισσότερο αξιόπιστοι στατιστικοί έλεγχοι είναι ο έλεγχος x2 και ο έλεγχος Kolmogorov-
Smirnof.  
 

2.7.1 Έλεγχος Kolmogorov-Smirnof 

 
Κατά τον έλεγχο Kolmogorov-Smirnof υπολογίζεται για κάθε παρατήρηση του δείγματος η 
πραγματική και η θεωρητική αθροιστική πιθανότητα. Ο έλεγχος Kolmogorov-Smirnof είναι 
κατάλληλος για συνεχείς κατανομές. Η μεγαλύτερη διαφορά μεταξύ αυτών των δύο 
πιθανοτήτων MAXD  συγκρίνεται με μία κρίσιμη τιμή crD για κάθε επίπεδο εμπιστοσύνης που 

υπάρχει στο αντίστοιχο πίνακα. Αν για το επίπεδο εμπιστοσύνης που επιλέγεται crMAX DD   

τότε γίνεται δεκτή η υπόθεση ότι το δείγμα ανήκει σε πληθυσμό της αντίστοιχης κατανομής. 
 
Ο έλεγχος διευκολύνεται αν τα δεδομένα έχουν τοποθετηθεί σε χαρτί πιθανότητας. Σε αυτή 
την περίπτωση εκτιμάται η ποσότητα MAXD  κατευθείαν πάνω στον άξονα της αθροιστικής 

πιθανότητας. 
 

2.7.2 Έλεγχος x2 

 
Κατά τον έλεγχο x2  τα δεδομένα εντάσσονται σε k κλάσεις  με Οi τον αριθμό των 
παρατηρήσεων στην κλάση i και Εi  τον αριθμό των παρατηρήσεων που προκύπτει από τη 
θεωρητική κατανομή για την ίδια κλάση (Εi = θεωρητική σχετική συχνότητα 
πολλαπλασιασμένη με το συνολικό αριθμό παρατηρήσεων).  Υπολογίζεται η ποσότητα 
 

                                                                      
 







k

i i

ii
d

E

EO
x

1

2
2                                                           (2.24) 

 
Η ποσότητα αυτή συγκρίνεται με την ποσότητα που προκύπτει από την κατανομή x2 με k-p-1 
βαθμούς ελευθερίας, όπου p ο αριθμός των παραμέτρων της θεωρητικής κατανομής, που 
εκτιμώνται από τα δεδομένα. Η υπόθεση ότι οι παρατηρήσεις προέρχονται από ένα πληθυσμό 
της θεωρητικής κατανομής που εξετάζεται γίνεται αποδεκτή για ένα επίπεδο εμπιστοσύνης (1-
α που συνήθως εκλέγεται 0.75÷0.99) αν 
                                                           

                                                                  2
11

2
 pk,ad xx                                                                       (2.25)   

 
Η ποσότητα δεξιά της ανισότητας βρίσκεται στον πίνακα της κατανομής x2 για πιθανότητα 
υπέρβασης α και ν=k-p-1 βαθμούς ελευθερίας. Επειδή ο έλεγχος x2 είναι ευαίσθητος στις 
μικρές συχνότητες πρέπει σε κάθε κλάση να εξασφαλίζεται ελάχιστος αριθμός παρατηρήσεων 
ίσος με 3 (κατ’άλλους 5). Στην περίπτωση που η συνθήκη αυτή δεν επαληθεύεται προτείνεται 
να συμπυκνώνονται οι κλάσεις. 
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2.8 Διμεταβλητή μικτή κατανομή Gumbel 

 
Ο Gumbel το 1960 πρότεινε τη μικτή κατανομή Gumbel με πρότυπο τα περιθώριες κατανομές 
Gumbel. Η γενική σύνθεση της μικτής κατανομής Gumbel χρησιμοποιήθηκε από τους Yue S. et 
al. (1998) και εκφράζεται ως: 
 

                         
 

10
11

1

1

2121

21

1































θ,
FlnxFln

θexpxFxFX,XF
XX

X                    (2.26)   

 
Όπου  11

xFX  και  22
xFX  είναι οι περιθώριες κατανομές του Gumbel των τυχαίων μεταβλητών 

1X  και 2X . Η  21 X,XF  είναι η από κοινού κατανομή των δύο τυχαίων μεταβλητών 1X  

και 2X και   δηλώνει τη συσχέτιση μεταξύ των δύο τυχαίων μεταβλητών που μπορεί να 

υπολογιστεί  ως: 
 

                                                3
20612 
















 ρ για ,ρπcosθ                                           (2.27)   

 
Όπου ρ  είναι ο συντελεστής συσχέτισης των δύο τυχαίων μεταβλητών. 

Η μικτή κατανομή του Gumbel μπορεί να εφαρμοστεί σε θετικά συσχετισμένες τυχαίες 

μεταβλητές με συντελεστή συσχέτισης μικρότερο ή ίσο του 3
2 , περιορισμένη από την 

παράμετρο θ  και την εκτίμησή της. 
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3. ΜΕΤΡΑ ΣΥΣΧΕΤΙΣΗΣ 

 

3.1 Γενικά 
 

Τα στατιστικά στοιχεία στα οποία σε κάθε μία παρατήρηση  n,...,, i i 21  αντιστοιχεί ένα 

ζεύγος μετρήσεων  ii y,x  καλούνται διμεταβλητά δεδομένα (bivariate data). Στην περίπτωση 

αυτή, έχουμε τη δυνατότητα όχι μόνο να μελετήσουμε κάθε μία μεταβλητή μεμονωμένα, αλλά 
και να διερευνήσουμε μήπως τυχόν υπάρχει κάποια σχέση η οποία συνδέει τις δύο 
μεταβλητές. Η συστηματική μελέτη της συμμεταβολής (covariability) δύο μεταβλητών οδηγεί 
σε συμπεράσματα γύρω από το εάν, με ποιο τρόπο και κατά πόσο οι τιμές της μιας 
μεταβλητής επηρεάζουν, επηρεάζονται από, ή γενικά παρουσιάζουν συνάφεια με τις τιμές της 
άλλης. (Τσίμπος & Γεωργιακώδης, 2000). 
 
Στη Θεωρία Πιθανοτήτων και στη Στατιστική χρησιμοποιείται το μέτρο της συσχέτισης, που 
μας δείχνει τη σχέση μεταξύ δύο τυχαίων μεταβλητών. Ο πιο γνωστός συντελεστής 
συσχέτισης, ο οποίος προϋποθέτει κανονικότητα είναι του Pearson. Όμως λόγω των 
περιορισμών του, δηλαδή της ύπαρξης κανονικότητας ή τουλάχιστον της ύπαρξης γνωστής 
παραμετρικής κατανομής της τυχαίας μεταβλητής , πρέπει να γίνεται προσεκτικά η χρήση του. 
Λόγω των παραπάνω προβλημάτων δημιουργήθηκε η ανάγκη να βρεθούν νέες συναρτήσεις 
συσχέτισης για να καλύψουν τις περιπτώσεις, όπως της μη κανονικότητας και της άγνωστης 
κατανομής της μεταβλητής. Κάποιες από αυτές είναι οι συναρτήσεις συσχέτισης των Kendall 
και Spearman.  Στις περιπτώσεις που δεν έχουμε κανονικότητα ή δεν γνωρίζουμε κάποια 
παραμετρική κατανομή των τυχαίων μεταβλητών χρησιμοποιούμε μη παραμετρικές μεθόδους 
συσχέτισης όπως του Spearman’s, r και του Kendall’s, κ. Στην ανάλυση των χρονικών σειρών, 
όπου έχουμε παρατηρήσεις στον χρόνο μιας μεταβλητής, επειδή η συσχέτιση αφορά μία 
τυχαία μεταβλητή σε διαφορετικές υστερήσεις, χρησιμοποιούμε τον όρο αυτοσυσχέτιση.  
 

Ο συντελεστής συσχέτισης του Pearson εκφράζει μόνο την «ένταση» της γραμμικής σχέσης. Αν 
η τιμή του είναι 0 σημαίνει ότι δεν υπάρχει γραμμική συσχέτιση μεταξύ των μεταβλητών. Αυτό 
όμως δεν αποκλείει τη δυνατότητα να υπάρχει μη γραμμική συσχέτιση. Η κατεύθυνση του 
νέφους των σημείων σηματοδοτεί το είδος της σχέσης, ενώ η παραστατική συγκέντρωση των 
σημείων είναι ενδεικτική του βαθμού συμμεταβολής των δεδομένων (Τσίμπος & 
Γεωργιακώδης, 2000). Η τιμή του συντελεστή δεν προσδιορίζει την ευθεία γύρω από την οποία 
συγκεντρώνονται τα σημεία του διαγράμματος. Δηλαδή δεν προσδιορίζει την κλίση και το 
σταθερό όρο της ευθείας. Ο συντελεστής συσχέτισης δίνει ένα μέτρο της γραμμικής 
συσχέτισης των μεταβλητών X  και Y  αλλά δεν προσδιορίζει την αιτιώδη σχέση που τις 
συνδέει, δηλαδή δεν προσδιορίζει ποιο είναι το αίτιο και ποιο το αποτέλεσμα. Έτσι είναι 
δυνατόν η X  να επηρεάζει την Y , ή αντίστροφα ή και τα δύο να συμμεταβάλονται διότι 
εξαρτώνται από μια τρίτη μεταβλητή ή τέλος η συσχέτιση που βρέθηκε στο δείγμα να 
οφείλεται στην τύχη ή σε κάποιο συστηματικό σφάλμα.  
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3.2 Συντελεστής συσχέτισης του Pearson linear (product-moment Correlation, correlation 
coefficient) 

 

Ο δειγματικός συντελεστής γραμμικής συσχέτισης του Pearson συμβολίζεται με r  ή ρ  και και 

υπολογίζεται από τον τύπο της συνδιακύμανσης αν τον διαιρέσουμε (σταθμίσουμε) με την 
τετραγωνική ρίζα του γινομένου των δύο μεταβλητών (Κιντής, 2002). 
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Με xyS  συμβολίζουμε τη δειγματική συνδιασπορά των μεταβλητών X  και Y . Με 

XS , YS συμβολίζουμε την τυπική απόκλιση. Η πληθυσμιακή συνδιασπορά ορίζεται ανάλογα και 

συμβολίζεται με xyσ . Εκφράζει τη συμμεταβολή-συσχέτιση δύο μεταβλητών μέσω του 

αθροίσματος των γινομένων των αποκλίσεων των τιμών τους από τους αντίστοιχους μέσους. 
Μεγάλες τιμές της υποδηλώνουν ότι υπάρχει συμμεταβολή-συσχέτιση ενώ μικρές τιμές της 
υποδηλώνουν ότι δεν υπάρχει συμμεταβολή-συσχέτιση. Όμως, δε χρησιμοποιείται ως μέτρο 
συσχέτισης δύο μεταβλητών διότι επηρεάζεται από τις μονάδες στις οποίες εκφράζονται οι 
μεταβλητές.  
                      
Ο συντελεστής γραμμικής συσχέτισης ρ  δίνει ένα μέτρο του μεγέθους της γραμμικής 

συσχέτισης μεταξύ δύο μεταβλητών. Παίρνει τιμές στο κλειστό διάστημα [-1 , 1] .Ο δειγματικός 
συντελεστής γραμμικής συσχέτισης του Pearson συμβολίζεται με r . Ο πληθυσμιακός 
συντελεστής γραμμικής συσχέτισης του Pearson ορίζεται ανάλογα και συμβολίζεται με ρ  . 

 

 
 
Σχήμα 3.1: Διαγράμματα διασποράς για διάφορες τιμές του γραμμικού συντελεστή 
συσχέτισης. Παπαδόπουλος Γ.,2014. 
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Ο βαθμός γραμμικής συσχέτισης καθορίζεται από την απόλυτη τιμή του r  και όχι από το 
πρόσημο του r . Το πρόσημο του r  καθορίζει το είδος, μόνο, της συσχέτισης (θετική ή 
αρνητική). Μας πληροφορεί δηλαδή για το αν η αύξηση της μιας μεταβλητής αντιστοιχεί σε 
αύξηση ή σε μείωση της άλλης μεταβλητής. Αν −0,3 ≤ r  < 0,3 δεν υπάρχει γραμμική 
συσχέτιση. Αυτό, όμως, δεν σημαίνει ότι δεν υπάρχει άλλου είδους συσχέτιση μεταξύ των δύο 
μεταβλητών. Στην πράξη, υπολογίζουμε το συντελεστή γραμμικής συσχέτισης στις περιπτώσεις 
μόνο που το διάγραμμα διασποράς (στικτό διάγραμμα) έχει σχήμα επιμήκους κεκλιμένης 
έλλειψης ή πλατυσμένου J. Αν, όμως, τον υπολογίσουμε και σε περιπτώσεις που το διάγραμμα 
διασποράς έχει άλλη μορφή, η τιμή του η οποία θα είναι μικρή, δεν συνεπάγεται μη συσχέτιση 
αλλά μη γραμμική συσχέτιση. Είναι, δηλαδή, δυνατόν να υπάρχει μεγάλη μη γραμμική 
συσχέτιση. 
 
Ο συντελεστής γραμμικής συσχέτισης r  χρησιμοποιείται ως μια εκτιμήτρια του πληθυσμιακού 
συντελεστή γραμμικής συσχέτισης ρ  , μόνο όταν τα ζεύγη        nn y,x,....y,x,y,x,y,x 332211  

προέρχονται από τυχαία δειγματοληψία. Δεν έχει, επομένως, μεγάλη χρησιμότητα σε 
πειραματικές έρευνες, όπου οι τιμές της μιας μεταβλητής ελέγχονται-καθορίζονται από τον 
ερευνητή. 
 
Συσχέτιση δε σημαίνει αιτιότητα. Όταν σε μια μη πειραματική έρευνα (δειγματοληψία) δύο 
μεταβλητές X  και Y  βρίσκονται συσχετισμένες αυτό σημαίνει μόνο ότι οι μεταβλητές αυτές 
συνδέονται με κάποια σχέση. Δε συνεπάγεται, κατ’ ανάγκη, αιτιότητα. Οι δύο μεταβλητές 
μπορεί βεβαία να συνδέονται με σχέση αιτιότητας, μπορεί όμως, όχι. Για παράδειγμα, μπορεί 
και οι δύο να επηρεάζονται από μια τρίτη μεταβλητή π.χ. παρατηρήθηκε ότι οι πωλήσεις 
ταχύπλοων στο Sidney είχαν, για μια μακρά περίοδο, ισχυρή θετική συσχέτιση με τις πωλήσεις 
έγχρωμων τηλεοράσεων στη Melbourne. Προφανώς, τόσο οι πωλήσεις ταχύπλοων όσο και οι 
πωλήσεις έγχρωμων τηλεοράσεων ήταν συνάρτηση γενικότερων ευνοϊκών οικονομικών 
παραγόντων. Είναι, κατά συνέπεια, φανερό ότι η πρόχειρη ή επιπόλαιη ερμηνεία και χρήση 
του r  οδηγεί πολλές φορές σε παρερμηνείες ή και σε λανθασμένα συμπεράσματα. Για 
αιτιολογικά συμπεράσματα, σχεδόν πάντοτε, απαιτείται πειραματισμός. Σε κάθε περίπτωση, 
αιτιώδη σχέση (αλληλεξάρτηση) μεταξύ δύο μεταβλητών δεχόμαστε μόνον όταν υπάρχει 
επιστημονική ή λογική βάση που την υπαγορεύει. 
 

 3.3 Συντελεστής συσχέτισης του Kendall 

 
Ο έλεγχος τάσης Mann-Kendall (ΜΚ) είναι έλεγχος για την μονότονη τάση π.χ. Κendall 1975, 
Burns 1994. Σύμφωνα με τον έλεγχο αυτόν υπολογίζεται η ποσότητα (Τσακίρης Γ. 2014).  
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Όπου kx jx είναι διαδοχικές παρατηρήσεις  ik  , n είναι ο αριθμός των παρατηρήσεων και 

 dsgn είναι ίσο με 1,0,1  , αν 000  d ,d ,d , αντίστοιχα. Πιο αναλυτικά κάθε τιμή στο 

δείγμα συγκρίνεται με όλες τις επόμενες τιμές (παρατηρήσεις). Για κάθε επόμενη τιμή που 
υπερβαίνει τη συγκεκριμένη, το μέγεθος S  αυξάνει κατά μία μονάδα, ενώ για κάθε επόμενη 
τιμή που είναι μικρότερη μιας προηγούμενης από το S  αφαιρείται μία μονάδα. Το τελικό S  
προκύπτει μετά από όλες τις προσθέσεις και αφαιρέσεις. Για n 10 το μέγεθος S  κατανέμεται 
προσεγγιστικά με την κανονική κατανομή. Αν S  είναι μεγάλος θετικός αριθμός υπάρχει 
ένδειξη θετικής τάσης αντίθετα αν S  μεγάλος αρνητικός αριθμός υπάρχει ένδειξη για 
αρνητική τάση. Για μικρά μεγέθη του S  δε μπορεί να διατυπωθεί εκτίμηση.  
 
Σε σχέση με τα παραπάνω και μέγεθος δείγματος n <30 υπολογίζεται το στατιστικό μέγεθος τ  
(Kendall’s tau) ως: 
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που κυμαίνεται μεταξύ -1 και 1 και είναι ανάλογο του συντελεστή συσχέτισης στην εξίσωση 
παλινδρόμησης. Η μηδενική υπόθεση (μη ύπαρξη τάσης) απορρίπτεται αν    είναι σημαντικά 
διάφορο του μηδενός. Για την εφαρμογή του ελέγχου Mann – Kendall τα δεδομένα δεν πρέπει 
απαραίτητα να ακολουθούν την κανονική κατανομή. Επίσης ο έλεγχος Mann-Kendall δεν 
επηρεάζεται αν τα δεδομένα έχουν υποστεί μετασχηματισμό (π.χ. log). Για μεγάλες τιμές του 
n , το  τ  ακολουθεί κανονική τυπική κατανομή με το στατιστικό Z  να ισούται με:  
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                                                                  (3.4)         

 
Ο συντελεστής συσχέτισης του Kendall (1938) είναι μη παραμετρικό στατιστικό το οποίο 
χρησιμοποιείται για να μας δώσει το βαθμό συσχέτισης δύο τυχαίων μεταβλητών. 
Αναπτύχθηκε από τον Maurice Kendall το 1938.  
 
Ο συντελεστής συσχέτισης τ  του Kendall μοιάζει με τον συντελεστή Sρ του Spearman ως προς 

το ότι υπολογίζεται με βάση την τάξη μεγέθους των παρατηρήσεων και όχι με βάση τις 
παρατηρήσεις αυτές καθαυτές και, επιπλέον, η κατανομή του δεν εξαρτάται από την κατανομή 
των μεταβλητών X και Y , όταν αυτές είναι ανεξάρτητες και συνεχείς. Το κύριο πλεονέκτημα 
του μέτρου αυτού σε σχέση με το μέτρο Sρ  του Spearman είναι ότι τείνει στην κανονική 

κατανομή σχετικά γρήγορα. Αποτέλεσμα αυτού είναι ότι η προσέγγιση της κατανομής του 
συντελεστή τ  από την κανονική κατανομή είναι καλύτερη από την αντίστοιχη προσέγγιση της 
κατανομής του συντελεστή Sρ  του Spearman, όταν αληθεύει η μηδενική υπόθεση της 

ανεξαρτησίας μεταξύ των μεταβλητών X και Y . Ενα άλλο πλεονέκτημα του συντελεστή τ  του 
Kendall βρίσκεται στο γεγονός ότι μπορεί άμεσα και απλά να ερμηνευθεί μέσω των 
πιθανοτήτων με τις οποίες παρατηρούμε εναρμονισμένα ή συσχετισμένα (concordant) ζεύγη 
τιμών και μη εναρμονισμένα ή μη συσχετισμένα (discordant) ζεύγη τιμών, όπως αυτά 
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ορίζονται στην συνέχεια. Τα δεδομένα αποτελούνται από ένα διμεταβλητό τυχαίο δείγμα 
μεγέθους n  παρατηρήσεων  ii Y,X  i = 1, 2, ..., n, πάνω στο τυχαίο διάνυσμα  ii Y,X . 

 
Δύο ζεύγη παρατηρήσεων  jj Y,X  και  kk Y,X  θα ονομάζονται εναρμονισμένα ή συσχετισμένα 

αν οι διαφορές  kj XX   και  kj YY   έχουν το ίδιο πρόσημο (αν  kj XX   kj YY  > 0). Τα 

ζεύγη  jj Y,X   και  kk Y,X   θα ονομάζονται μη εναρμονισμένα ή μη συσχετισμένα αν οι 

διαφορές  kj XX   και  kj YY   έχουν αντίθετο πρόσημο (αν  kj XX    kj YY   < 0). 

 
Έστω cN και dN οι αριθμοί των εναρμονισμένων και μη εναρμονισμένων ζευγών 

παρατηρήσεων, αντίστοιχα. Τα ζεύγη των παρατηρήσεων  jj Y,X  και  kk Y,X  για τα οποία 

ισχύει ότι kJ XX   ή/και kj YY  , δεν είναι ούτε εναρμονισμένα ούτε μη εναρμονισμένα. Τα 

ζεύγη αυτά ονομάζονται ισοβαθμούντα (tied). 
 
Έστω 

oN  ο αριθμός των ισοβαθμούντων ζευγών παρατηρήσεων. Επειδή οι n παρατηρήσεις 

μπορούν να συνδυασθούν ανά δύο με   21
2

/nn
n









 διαφορετικούς τρόπους, έπεται ότι 

cN + dN + oN 









2

n
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Τα δεδομένα μπορούν, επίσης, να αποτελούνται από μη αριθμητικές παρατηρήσεις, οι οποίες 
εμφανίζονται κατά n ζεύγη, με την προϋπόθεση ότι οι παρατηρήσεις αυτές είναι τέτοιες, ώστε 
μπορούν  να  ορισθούν  εναρμονισμένα και  μη εναρμονισμένα ζεύγη 
παρατηρήσεων και να είναι δυνατός ο υπολογισμός των αριθμών cN και dN . 

 
Η εξ. (3.3) γράφεται:  
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                                                       (3.5) 

 
Ο συντελεστής τ , δηλαδή, παριστάνει την διαφορά μεταξύ των ποσοστών των 
εναρμονισμένων και μη εναρμονισμένων ζευγών παρατηρήσεων. Ο υπολογισμός του 
συντελεστή τ γίνεται απλούστερος, αν οι παρατηρήσεις  ii Y,X  i = 1, 2, ..., n, διαταχθούν  σε  

μία  στήλη κατά αύξουσα τάξη μεγέθους των τιμών των παρατηρήσεων πάνω στην τυχαία 
μεταβλητή X . Τότε, κάθε Y  τιμή χρειάζεται να συγκριθεί μόνο με τις Y  τιμές που 
είναι"κάτω"από αυτήν. Έτσι, κάθε ζεύγος παρατηρήσεων εξετάζεται μόνο μία φορά και ο 
αριθμός των συσχετισμένων  και  μη συσχετισμένων ζευγών προσδιορίζεται γρηγορότερα. 
 

3.4 Συντελεστής συσχέτισης του Spearman 
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Ο συντελεστής συσχέτισης Spearman είναι το μη παραμετρικό ανάλογο του συντελεστή 
Pearson υπό την έννοια πως υπολογίζεται χρησιμοποιώντας την τάξη κάθε στοιχείου δηλαδή 
τη σειρά κατάταξης του στα ταξινομημένα συνολικά δεδομένα. Συμβολίζεται συνήθως με το 
γράμμα Sρ . Λόγω του τρόπου ορισμού του είναι καλύτερος εκτιμητής της συσχέτισης δύο 

διατακτικών μεταβλητών δηλαδή μεταβλητών που παίρνουν τιμές ακέραιους αριθμούς όπως 
συμβαίνει στις μεταβλητές με κλίμακα Likert . Η κλίμακα Likert είναι μια τεχνική που 
χρησιμοποιείται για την μέτρηση των στάσεων και έχει ποιοτικά χαρακτηριστικά. 
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 Στην παραπάνω εξίσωση το n  είναι το πλήθος των ζευγών παρατηρήσεων, ενώ το d είναι η 
διαφορά της τάξης της μίας παρατήρησης ενός ζεύγους από την άλλη, αριθμοί οι οποίοι 
υψώνονται στο τετράγωνο και αθροίζονται για να μας δώσουν τον αριθμητή του κλάσματος. 
 
Το Sρ  του spearman είναι ο Συντελεστής Συσχέτισης Pearson εφαρµοσµένος  σε ένα σύνολο 

τιµών µετά την ταξινόμηση των τιµών και των δύο µεταβλητών ξεχωριστά, από τις µικρότερες 
προς τις µεγαλύτερες. Η πιο σημαντική ιδιότητα του βαθμού συσχέτισης Spearman είναι ότι 
δεν κάνει καμία παραδοχή σχετικά με την κατανομή συχνότητας των δύο μεταβλητών. Ένα 
άλλο ελκυστικό χαρακτηριστικό του συντελεστή Spearman είναι η ικανότητά του να συλλάβει 
τη μη γραμμική εξάρτηση μεταξύ των δύο μεταβλητές. 
  
Χρησιμοποιείται όταν οι βασικές παραδοχές του συντελεστή συσχέτισης Pearson δεν 
πληρούνται από τα δεδομένα και ειδικά όταν οι τιµές µιας µεταβλητής είναι έντονα 
ασύμμετρες (στρεβλωμένες). Αφού οι συντελεστές συσχέτισης βασίζονται συνήθως σε 
δείγματα δεδοµένων, είναι σύνηθες να συμπεριλαμβάνεται κάποια δήλωση στατιστικής 
σημαντικότητας του συντελεστή συσχέτισης. Ο συντελεστής Spearman αξιολογείται με τον ίδιο 
τρόπο με αυτόν του Pearson . Απόλυτη τιμή του συντελεστή μεγαλύτερη από 0,7 συνήθως 
αξιολογείται ως ισχυρή γραμμική σχέση, μεταξύ 0,3 και 0,7 ως ασθενής γραμμική σχέση ενώ 
μεταξύ 0 και 0,3 ως μη γραμμική σχέση.  
 

3.5 Συντελεστές συσχέτισης και διμεταβλητή κατανομή 

 

Καθένα από τα παραπάνω μέτρα συσχέτισης μπορεί να εκφραστεί με τη βοήθεια της από 
κοινού συνάρτησης κατανομής και των περιθωρίων συναρτήσεων κατανομών, (Schweizer & 
Wolff 1981). Εάν X , Y  τ.μ. με συναρτήσεις κατανομής  xF  και  yG  αντίστοιχα και από 

κοινού συνάρτηση κατανομής  y,xH  τότε ορίζονται τα ακόλουθα μέτρα συσχέτισης. Ο 

συντελεστής συσχέτισης του Pearson έχει τη μορφή: 
 

                                               dxdyyGxFy,xH
σσ

Y,Xρ
yx











1

                                      (3.7)  
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           και  

                                                            
yx

xy

SS

S
Y,Xρ


                                                                        (3.8)       

 
Εάν ( 1X , 1Y ) και ( 2X , 2Y ) είναι ανεξάρτητες παρατηρήσεις από διμεταβλητή συνεχή κατανομή, 

με από κοινού συνάρτηση κατανομής H(x, y).  
 
Ο συντελεστής συσχέτισης του Kendall ορίζεται ως η πιθανότητα της συμφωνίας μείον η 
πιθανότητα της ασυμφωνίας για τα διανύσματα ( 1X , 1Y ) και ( 2X , 2Y ). 

 

                                                             14  








y,xdHy,xHτ                                                      (3.9)   

και  
 

                                         020 2112121  YYXXPYYXXPτ                         (3.10) 

 
Παρατηρούμε ότι   −1 ≤ τ  ≤ 1 
 
Ο συντελεστής συσχέτισης του Spearman ορίζεται όπως ο συντελεστής συσχέτισης του 
Pearson, μόνο που σε αυτή την περίπτωση δεν εφαρμόζεται στις τ.μ. X  και Y  αλλά στις 
μεταβλητές U = F (X ) και V = G(Y ) . Οπότε ο συντελεστής συσχέτισης Spearman’s rho θα έχει 
την ακόλουθη μορφή : 
 

                                                   ydGxdFyGxFy,xHY,XρS 








12                              (3.11)   

και 
 

                                                             
      
   VVarUVar

VEVUEUE
r


                                                  (3.12)    

       
Ο συντελεστής συσχέτισης του Spearman, όπως και ο συντελεστής συσχέτισης του Pearson 
είναι φραγμένος μεταξύ του -1 και του 1. 
 
Με xyS  συμβολίζουμε τη δειγματική συνδιασπορά των μεταβλητών X  και Y  . Η πληθυσμιακή 

συνδιασπορά ορίζεται ανάλογα και συμβολίζεται με xyσ . Εκφράζει τη συμμεταβολή-συσχέτιση 

δύο μεταβλητών μέσω του αθροίσματος των γινομένων των αποκλίσεων των τιμών τους από 
τους αντίστοιχους μέσους. Μεγάλες τιμές της υποδηλώνουν ότι υπάρχει συμμεταβολή-
συσχέτιση ενώ μικρές τιμές της υποδηλώνουν ότι δεν υπάρχει συμμεταβολή-συσχέτιση. Όμως, 
δε χρησιμοποιείται ως μέτρο συσχέτισης δύο μεταβλητών διότι επηρεάζεται από τις μονάδες 
στις οποίες εκφράζονται οι μεταβλητές 
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4. ΠΛΗΜΜΥΡΚΕΣ ΑΠΟΡΡΟΕΣ – ΠΡΟΣΔΙΟΡΙΣΜΟΣ ΠΛΗΜΜΥΡΑΣ 

 

4.1 Υδρογράφημα πλημμύρας 

 

Σύμφωνα με το σύγγραμμα “ Υδατικοί Πόροι: Τεχνική Υδρολογία και Εισαγωγή στη Διαχείριση 
των Υδατικών Πόρων, Υπεύθυνος Έκδοσης, Τσακίρης Γ., 2014”, παρουσιάζεται το 
υδρογράφημα πλημμύρας. 
 
Πλημμύρα είναι το γεγονός κατά το οποίο η άμεση απορροή (επιφανειακή και ταχεία 
υπεδάφια) είναι τόσο σημαντική ώστε η συνολική παροχή να υπερβαίνει τη διοχετευτική 
ικανότητα του υδατορεύματος και να κατακλύζει τις γύρω περιοχές με όλες τις δυσμενείς 
συνέπειες που ακολουθούν. (Τσακίρης Γ., 2014). 
 
Υδρογράφημα θεωρείται γενικά η γραφική παράσταση της απορροής σε μία διατομή ενός 
ρεύματος ως συνάρτηση του χρόνου. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον για το σχεδιασμό των υδραυλικών 
έργων παρουσιάζουν τα υδρογραφήματα των πλημμυρών δηλαδή των απορροών που 
αποτελούνται κυρίως από επιφανειακή απορροή. 
 
Τα έργα που αποσκοπούν στη μείωση του κινδύνου από τις πλημμύρες ονομάζονται 
αντιπλημμυρικά έργα. Σημαντική πληροφορία που παρέχει η τεχνική υδρολογία για τον 
σχεδιασμό αυτών των έργων είναι ο εντοπισμός των περιοχών που κινδυνεύουν από τις 
πλημμύρες με δεδομένη περίοδο επαναφοράς. Ζώνες που δείχνουν τα επίπεδα 
επικινδυνότητας παρουσιάζονται σε χάρτες. Στο Σχ. 11.1 παρουσιάζεται ένα διάγραμμα που 
δείχνει τα όρια της πλημμύρας για γεγονότα με διάφορες περιόδους επαναφοράς. 

 
 

Σχήμα 4.1: Όρια πλημμυρών ορισμένης περιόδου επαναφοράς 
Πηγή:  Τσακίρης Γ., 2014 
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Τα πιο σημαντικά χαρακτηριστικά μιας πλημμύρας είναι η αιχμή της, ο όγκος και η διάρκεια 
(Yue, 2000). Προκειμένου να καθοριστούν αυτά, πρέπει να προσδιοριστεί η ημερομηνία 
έναρξης και λήξης της πλημμυρικής απορροής. Σε ορισμένες μελέτες, η ημερομηνία έναρξης 
ορίζεται από μια απότομη αύξηση του υδρογραφήματος, και η ημερομηνία λήξης από την 
επιπεδότητα του σκέλους της ύφεσης  του υδρογραφήματος. 
 
Στο σχήμα 4.2 φαίνεται ένα υδρογράφημα πλημμύρας (ή πλημμυρογράφημα), που προέρχεται 
από μεμονωμένη ραγδαία βροχή σταθερής έντασης. Κατά τη χρονική στιγμή που απορροή έχει 
φθάσει στο σημείο B  (συνεχώς μειούμενη) αρχίζει η ραγδαία βροχή που δημιουργεί 

περίσσευμα βροχόπτωσης διάρκειας Rt όπως φαίνεται στο υετόγραμμα του ίδιου σχήματος. 

 

 
 

Σχήμα 4.2: Τυπικό υδρογράφημα πλημμύρας 
Πηγή:  Τσακίρης Γ., 2014 

 
 Αμέσως μετά, η απορροή αυξάνει με τη δημιουργία του ¨ανιόντος¨ κλάδου BC που εξαρτάται 
κύρια από τα χαρακτηριστικά της βροχής και της λεκάνης. Στο σημείο C   συνήθως μετά το 
τέλος της βροχής παρουσιάζεται η αιχμή της απορροής και ακολουθεί ο κατιών κλάδος CD . Ο 
χρόνος από το κέντρο βάρους της βροχόπτωσης ως την αιχμή λέγεται χρονική επιβράδυνση, 

Pt . Από το σημείο D  και μετά επικρατούν οι ίδιες περίπου συνθήκες απορροής όπως και πριν 

το B . Αν ενωθεί το B  με το D  επιτυγχάνεται ένας κατά προσέγγιση διαχωρισμός της άμεσης 
από τη βασική απορροή. Η χρονική περίοδος κατά την οποία παρατηρείται επιφανειακή 
απορροή από μια διατομή είναι γνωστή ως χρονική βάση του  υδρογραφήματος, T . 
 
Ένα σημαντικό μέγεθος είναι επίσης ο Χρόνος Συγκέντρωσης της λεκάνης (Concetration time, 

ct ), που ορίζεται ως ο χρόνος που χρειάζεται το νερό να διανύσει την απόσταση από το πιο 

απομακρυσμένο σημείο της λεκάνης (ακολουθώντας το υδρογραφικό δίκτυο) ως την έξοδο. 
Κάτω από κάποιες αδρομερείς παραδοχές ο χρόνος συγκέντρωσης συμπίπτει με τον χρόνο 
εμφάνισης της αιχμής του πλημμυρικού υδρογραφήματος με αφετηρία την έναρξη του 
γεγονότος της ραγδαίας βροχής. Για την κατανόηση του χρόνου συγκέντρωσης παρατίθεται 
στο Σχ. 4.3. που αναφέρεται στην εμφάνιση του περισσεύματος μιας ομοιόμορφα 
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κατανεμημένης βροχής (πολύ μικρής διάρκειας 1Δ  iir tttt ) στο χώρο και στο χρόνο στην 

έξοδο της λεκάνης με το χωρισμό της λεκάνης σε ζώνες με ίσο χρόνο διαδρομής (ως την 
έξοδο). Στο Σχ 4.3β παρουσιάζεται η κατά χρονική σειρά εμφάνιση του περισσεύματος της 
βροχής if  από κάθε υποέκταση ia  με τον αντίστοιχο χρόνο διαδρομής it . Κάθε μέγεθος 

if είναι ανάλογο του ia  ενώ ο χρόνος της τελευταίας έκτασης na , ο nt είναι ο χρόνος 

συγκέντρωσης ct .  

 
 
 

 
 

Σχήμα 4.3: Εκτίμηση του χρόνου συγκέντρωσης με το χωρισμό της λεκάνης σε ζώνες ίσης χρονικής 
απόστασης από την έξοδο της λεκάνης 

Πηγή:  Τσακίρης Γ., 2014 
 

 
Όπως ήδη αναφέρθηκε η απορροή αποτελείται από δύο συνιστώσες την άμεση και τη βασική 
απορροή. Την άμεση αποτελούν η επιφανειακή απορροή, sR , η ταχεία υπεδάφιος f,iR και η 

απ’ ευθείας στα ρεύματα απορροή, cR . Την βασική απορροή αποτελούν η υπόγειος απορροή 

gR  και η βραδεία υπεδάφιος s,iR . 

 
Κατά τη μελέτη των υδρογραφημάτων πλημμύρας προκύπτει συχνά η ανάγκη διαχωρισμού 
των συνιστωσών της απορροής. Ένας τέτοιος διαχωρισμός με τη χάραξη ευθείας παράλληλης 
προς τον άξονα των χρόνων φαίνεται παρακάτω  στο Σχ. 4.2. Ένας άλλος τρόπος είναι η κατά 
προσέγγιση προέκταση της AB  έως ότου συναντήσει την κατακόρυφο από την αιχμή στο 
σημείο F  και η χάραξη νέας κατακορύφου σε απόσταση N  ημερών από το F που τέμνει την 
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καμπύλη του υδρογραφήματος στο H . Η BFH  χωρίζει την βασική από την άμεση απορροή. Η 
απόσταση των N  ημερών εκτιμάται με την ακόλουθη εμπειρική σχέση: 
 

20830 .A.N   
 

Όπου A = η έκταση της λεκάνης απορροής σε km2. 
 
Τέλος υπάρχουν πολλοί τρόποι διαχωρισμού της άμεσης από τη βασική απορροή που 
απαιτούν κυρίως γνώση των χαρακτηριστικών της λεκάνης της ραγδαίας βροχής αλλά πάνω 
από όλα απαιτούν εμπειρία. 
 
Με το διαχωρισμό μεταξύ άμεσης και βασικής απορροής( π.χ. με την ευθεία BD ) σχεδιάζεται 
το υδρογράφημα άμεσης απορροής που προκύπτει από το περίσσευμα βροχόπτωσης της 
ραγδαίας βροχής Rh  Σχ.4.4. 

                                 
Σχήμα 4.4: Υδρογράφημα άμεσης απορροής 

Πηγή:  Γ.Τσακίρης, Υδατικοί Πόροι:Ι. Τεχνική Υδρολογία, 2014 

 
Οι Grimaldi & Serinaldi (2006) ορίζουν τη διάρκεια εκδήλωσης πλημμύρας σε σχέση με το 
χρονικό διάστημα για το οποίο η εκκένωση υπερβαίνει μια καθορισμένη τιμή κατωφλίου, και 
ο όγκος είναι η περιοχή   του υδρογραφήματος πάνω από το συγκεκριμένο όριο. 

4.2 Δημιουργία πλημμύρας 

 
Για τις περιοχές πέριξ ενός ποταμού ο κίνδυνος πλημμύρας συνδέεται με ένα ή με 
περισσότερα από τα ακόλουθα σενάρια:  
(1) Η πλημμύρα που προκύπτει από ατμοσφαιρική κατακρήμνιση σε άλλη τοποθεσία με τα 
νερά κατευθύνονται προς τη συγκεκριμένη περιοχή (εικόνα 4.1). 
(2) Η πλημμύρα που προκύπτει από το λιώσιμο του χιονιού.  
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(3) Η πλημμύρα που προκύπτει από την αποτυχία των τεχνητών ή φυσικών κατασκευών για 
τον έλεγχο του νερού, που οφείλεται είτε σε σεισμική ή σε άλλα υδρολογικά αίτια ή σε 
ελαττωματική λειτουργία αυτών των κατασκευών.  
(4) Η πλημμύρα που προκύπτει από τα απόφραξη του καναλιού του ποταμού (κατάντη  
ή ανάντη) από κατολισθήσεις, πάγους, συμφόρηση που προκαλείται από κορμούς 
,συντρίμμια, λάβα ή τέφρα από ηφαιστειακή δραστηριότητα. 
(5) Η πλημμύρα που προκύπτει από μεγάλα κύματα που προκαλούνται από τα ηφαίστεια, τις 
κατολισθήσεις ή χιονοστιβάδες σε λεκάνες απορροής ή από υδρορροές.  
(6) Η πλημμύρα που προκύπτει από τις αλλαγές σε ένα φυσικό κανάλι.  
(7) Η πλημμύρα που προκύπτει από τον άνεμο που δημιουργεί κύματα στις εκβολές σε 
μεγάλους ποταμούς.  
(8) Η πλημμύρα που προκύπτει από την αύξηση της στάθμης των υπόγειων υδάτων, τα οποία 
μπορεί να  προκλήθηκαν από σεισμό. 
 
Συνεπώς, πλημμύρα δημιουργείται είτε: α) με την αύξηση της υδατοπαροχής, είτε: β) με τη 
μείωση της διατομής της κοίτης. Πλημμύρες επίσης συμβαίνουν όταν η στάθμη του νερού στις 
λίμνες, στις δεξαμενές και τα υδροφόρα στρώματα υπερβαίνει κάποιες κρίσιμες τιμές και 
πλημμυρίζει ο παρακείμενος χώρος ή όταν η θάλασσα «φουσκώνει» στις παράκτιες περιοχές 
πολύ πιο πάνω από τη μέση στάθμη της. Ο συνηθέστερος και κυριότερος όμως λόγος για τον 
οποίο συμβαίνει μια πλημμύρα είναι οι ξαφνικές ραγδαίες βροχοπτώσεις με πολύ μεγάλη 
ένταση, κατά τις οποίες οι κοίτες των ποταμών και ρεμάτων ξεχειλίζουν, καθώς το έδαφος δεν 
είναι σε θέση να απορροφήσει τέτοιες ποσότητες νερού τόσο γρήγορα. 

4.3 Προσδιορισμός μέγιστων πλημμυρικών γεγονότων 

 
 Κατ’ επέκταση του ορισμού σελ. 31 για την επιστήμη της Υδρολογίας, η έννοια της πλημμύρας 
είναι λίγο διαφορετική και έχει να κάνει απλά με τη σχετικά μεγαλύτερη παροχή σε ένα 
υδατόρευμα. Η πλημμύρα ορίζεται εύκολα ποσοτικά με βάση κάποιο όριο παροχής ή στάθμης, 
η υπέρβαση του οποίου συνιστά “πλημμύρα” αν αναφερόμαστε σε υδατόρευμα. Μια τέτοια 
παροχή μπορεί να είναι αυτή που προκαλεί υπερχείλιση της «βαθιάς κοίτης» του 
υδατορέματος ή η παροχή που προκαλεί ανεπιθύμητη κατάκλιση κάποιας περιοχής κοντά στο 
υδατόρευμα. Για να υπολογιστεί μια πλημμύρα από τις βροχοπτώσεις, αναλύονται οι χρονικές 
και χωρικές κατανομές των βροχοπτώσεων. Οι προκύπτουσες βροχοπτώσεις, είτε 
καταγράφονται είτε βασίζονται σε μια στατιστική ή υδρομετεωρολογική ανάλυση και 
μετασχηματίζονται έπειτα σε μια αιχμή πλημμυρών ή σε ένα υδρογράφημα. 
 
Η επιλογή των μέγιστων πλημμυρικών γεγονότων είναι ένα σημαντικό πρώτο βήμα για μια 
πολυπαραγοντική ανάλυση, όπως ανέφεραν οι Choudhary et al (2011). Ο σχεδιασμός των 
υδραυλικών έργων περιλαμβάνει ακραία πλημμυρικά  γεγονότα που συνδέονται εν γένει με 
τις μέγιστες παροχές που προκαλούν οι κατακλυσμοί των πλημμυρικών ζωνών. Η πλημμυρική 
ζώνη (floodplain) είναι η σχετικά επίπεδη πεδινή περιοχή που συνορεύει με το ποτάμι, 
συνήθως ξηρή, αλλά υπόκεινται σε πλημμύρες (σχήμα 4.5). Είναι εδάφη που στην 
πραγματικότητα έχουν ξαναπλημμυρίσει.                                       
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Με βάση αυτά τα κριτήρια, το ετήσιο μέγιστο (ανώτατο όριο) των πλημμυρών που 
χρησιμοποιείται σε αυτή την εργασία συνδέεται με τις ετήσιες ροές αιχμής και τους συναφείς 
όγκους. 
 
Προσδιορίζεται μια αιχμή ροής( μέγιστη παροχή Q) για κάθε έτος. Ποτάμια με δύο 
διαφορετικά ετήσια υδρογραφήματα θα μπορούσαν να έχουν δύο ετήσιες αιχμές ροής, ένα 
για κάθε περίοδο του έτους (περίπτωση βροχής και περίπτωση τήξης χιονιού). Κάθε αιχμή 
ροής έχει έναν αντίστοιχο άμεσο όγκο απορροής που προκύπτει από το διαχωρισμό της 
βασικής ροής. Είναι σημαντικό να σημειωθεί πως ο όγκος που συνδέεται με τη ροή αιχμής θα 
πρέπει να προκαλείται από τη ροή αιχμής και όχι από άλλες υψηλές ροές που θα μπορούσαν 
να είναι ανεξάρτητες από την εκδήλωση της αιχμής ροής. Η εξάρτηση μεταξύ των ροών 
προσδιορίζεται ως άμεση απορροή που πρέπει να ελεγχθεί, προκειμένου να καθοριστεί ο 
πραγματικός όγκος της αιχμής ροής. Στην περίπτωση της ανεξαρτησίας οι υψηλές ροές 
μπορούν να απομονωθούν και να διαχωριστούν σε μεμονωμένα γεγονότα, και μόνο ο όγκος 
από κάθε αιχμή μεμονωμένου γεγονότος να λαμβάνεται υπόψη.  
 
Το τελευταίο βήμα στη διαδικασία διαχωρισμού του υδρογραφήματος είναι να ελεγχθεί η  
εξάρτηση μεταξύ των ροών που προσδιορίζονται ως άμεσες απορροές. Στην περίπτωση της 
εξάρτησης, ο συνολικός όγκος της άμεσης απορροής λαμβάνεται υπόψη για την εκτίμηση του 
όγκου. Στην περίπτωση της ανεξαρτησίας μόνο το ενιαίο συμβάν που αντιστοιχεί στην μέγιστη 
ροή λαμβάνεται υπόψιν για την εκτίμηση του όγκου. 
 
 
 
   
 
 
 
 
 
                                       
 
 
 
      
                                                                             Πλημμυρική ζώνη 

 
 

Σχήμα 4.5: Πλημμυρική ζώνη 
Πηγή :http://www.ormsbythickstun.com/othome/el_rio_rough_floodplain.htm 
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Σχήμα 4.6: Ετήσιες μέγιστες παροχές 
 
 

 
 

Σχήμα 4.7: Ετήσιοι μέγιστοι όγκοι 
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Εικόνα 4.1: Πλημμύρα σε αστική περιοχή 

Πηγή: http://www.vicchi.org/2013/12/11/the-quest-for-the-london-flood-map/ 
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5. ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ  

 

5.1 Γενικά 
 

Στις περιπτώσεις που η πειραματική διαδικασία (οι διάφοροι τρόποι συγκέντρωσης 
πληροφοριών) καταλήγει σε αριθμητικές μετρήσεις (τιμές) που συμβαίνουν με ορισμένη 
πιθανότητα, η καλύτερη μεθοδολογική προσέγγιση στο θέμα της μελέτης ενός φαινομένου 
(ενός προβλήματος)  είναι η αναπαράσταση των αποτελεσμάτων του πειράματος με μια 
τυχαία μεταβλητή και η διαμόρφωση της συνάρτησης κατανομής πιθανότητας αυτής. Δηλαδή, 
η διατύπωση της μαθηματικής σχέσης που αντιστοιχεί σε κάθε τιμή (περίπτωση διακριτών 
μεταβλητών) ή σε ένα διάστημα τιμών (περίπτωση συνεχών κατανομών) της τυχαίας 
μεταβλητής την πιθανότητα επέλευσης αυτής. 
 
Για τον υπολογισμό της πιθανότητας είναι απαραίτητο η συνάρτηση πιθανότητας να λάβει 
συγκεκριμένη αλγεβρική μορφή. Για ορισμένες τυχαίες μεταβλητές η αλγεβρική αυτή μορφή 
πιθανόν να μην είναι γνωστή. Επίσης, στη θεωρητική και κυρίως στην εφαρμοσμένη έρευνα 
δεν είναι δυνατόν κάθε φορά να κατασκευάζεται εξαρχής η συνάρτηση πιθανότητας.  
 
Στην επιστημονική έρευνα συνήθως το ενδιαφέρον δεν επικεντρώνεται στην ανεύρεση της 
πιθανότητας με την οποία παίρνει συγκεκριμένη τιμή η τυχαία μεταβλητή αλλά στην 
ανακάλυψη γενικών νόμων και προτύπων που διέπουν συνολικά το φαινόμενο που ερευνάται. 
Επιπλέον, η προσπάθεια συγκεντρώνεται στη διατύπωση συμπερασμάτων προσδιορίσιμης 
αξιοπιστίας αναφορικά με τη δομή και τη συμπεριφορά των φαινομένων που μελετούνται, 
στηριζόμενοι σε πληροφορίες που εμπεριέχονται στα δεδομένα δειγμάτων μικρού σχετικά 
μεγέθους, σε σύγκριση με το μέγεθος του πληθυσμού. Έτσι, για τη διερεύνηση του 
πολύπλοκου κόσμου των στοχαστικών φαινομένων, στην επιστήμη της στατιστικής 
αναζητούνται πρότυπα για τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας και τη συνάρτηση 
κατανομής που έχουν γενικότερη ισχύ και εφαρμογή. Οι συναρτήσεις αυτές είναι γνωστές ως 
θεωρητικές κατανομές τυχαίων μεταβλητών. 

5.2 Ανάλυση συχνότητας πλημμύρας 

 
Τα υδρολογικά συμβάντα που παρατηρήθηκαν στο παρελθόν μπορούν να χρησιμοποιηθούν 
για την ερμηνεία του φαινομένου και για την εκτίμηση μελλοντικών γεγονότων από την άποψη 
των πιθανοτήτων εμφάνισης τους. Αυτή η διαδικασία ονομάζεται ανάλυση συχνοτήτων. 
Ωστόσο, στην ανάλυση του κινδύνου, η κατανομή των ακραίων τιμών , από το σύνολο των 
δεδομένων που υπάρχουν,  χρησιμοποιείται για την εκτίμηση των συχνοτήτων εμφάνισης των 
τιμών πέρα από αυτές που καταγράφηκαν ως ακραίες. (Baguis et al., 2008). 
 

Προκειμένου να εξετάσει κανεις τα αποτελέσματα της ανάλυσης συχνοτήτων, ως θεωρητικά 
έγκυρα, οι σειρές δεδομένων πρέπει να πληρούν ορισμένα στατιστικά κριτήρια, όπως η 
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τυχαιότητα, η ανεξαρτησία, η συνοχή, η ομοιογένεια και η στασιμότητα (stationarity) 
Στασιμότητα σημαίνει ότι η σειρά των δεδομένων είναι αμετάβλητη σε σχέση με το χρόνο, 
δηλαδή δεν υπάρχουν τάσεις, άλματα ή κύκλοι. (Bobée & Ashkar, 1991). 
 
Τα δεδομένα που χρησιμοποιούνται στην ανάλυση συχνότητας πλημμύρας πρέπει να τηρούν 
τις εξής προδιαγραφές, να είναι στατιστικά τυχαία, ομογενή, επαρκή και ακριβή. Αυτό 
σημαίνει πρώτον ότι πρέπει να μην υπάρχει εξάρτηση μεταξύ των τιμών του δείγματος, π.χ. 
ημερήσιες τιμές παροχής που προκύπτουν από την ίδια ατμοσφαιρική διαταραχή δεν είναι 
στατιστικά τυχαίες. Δεύτερον να μην έχουν υπάρξει μεταβολές στην υπό μελέτη περιοχή κατά 
τα έτη συλλογής του δείγματος όπως υδραυλικά έργα διευθέτησης ροής και κλιματική αλλαγή.  
 
 Ανάλυση συχνότητας είναι η διαδικασία στην οποία γίνεται χρήση του δείγματος 
πληροφοριών για τον εντοπισμό του κατάλληλου πληθυσμού. Ο πληθυσμός  είναι ένα 
μαθηματικό μοντέλο που αποτελείται από μια συνάρτηση κατανομής πιθανότητας και τις 
εκτιμώμενες παραμέτρους του, και αντιπροσωπεύει τη σχέση μεταξύ της τυχαίας μεταβλητής 
και την πιθανότητα εμφάνισης της. Ο υποθετικός πληθυσμός χρησιμοποιείται για την εκτίμηση 
των πιθανοτήτων και των μεγεθών. 
 
Στην ανάλυση συχνότητας πλημμυρών χρησιμοποιούνται στατιστικές κατανομές πιθανότητας 
με τις οποίες γίνεται προσπάθεια να προσεγγιστεί η κατανομή πιθανότητας εμφάνισης της 
πλημμύρας, με στόχο την εξαγωγή των μεγεθών του φαινομένου για διάφορες περιόδους 
επαναφοράς και τη χρησιμοποίηση αυτής της πληροφορίας για τη μείωση της αβεβαιότητας 
στη μελέτη υδραυλικών έργων και στη διαχείριση της λεκάνης απορροής. Δεν υπάρχει 
συγκεκριμένη κατανομή η οποία να μπορεί να εκτιμήσει με ακρίβεια το πλημμυρικό δυναμικό 
οποιασδήποτε λεκάνης απορροής συνεπώς η επιλογή της πρέπει να γίνεται αφού έχει ελεγχθεί 
η ακρίβεια και η αβεβαιότητα των αποτελεσμάτων της (IACWD, 1982). 
 
Ο στόχος της ανάλυσης  συχνότητας στην υδρολογία είναι να ερμηνεύσει τα παλιά στοιχεία 
και καταγραφές  υδρολογικών γεγονότων για να εκτιμήσει τη μελλοντική πιθανότητα 
εμφάνισής τους. Γίνεται εκτίμηση για μια μη πραγματοποιημένη πλημμύρα με βάση τα 
παρατηρούμενα στοιχεία και δεδομένα πλημμύρας που υπάρχουν. Πλημμύρες σχεδιασμού 
είναι τα υποθετικά ή τυπικά γεγονότα, που αντιπροσωπεύουν σπάνιες περιπτώσεις, και 
εκφράζονται με τις πιθανότητές τους ή την περίοδο επαναφοράς τους  όπως ο βαθμός της 
«σπανιότητας» (degree of “rareness”). 

5.3 Υδρολογικός σχεδιασμός για υδραυλικά έργα 

 

Ο υδρολογικός σχεδιασμός είναι σημαντικός για τη ασφάλεια, την οικονομία και την εύρυθμη 
λειτουργία της υδραυλικής κατασκευής. Ο σκοπός του υδρολογικού σχεδιασμού είναι να 
εκτιμηθεί η μέγιστη μέση πλημμύρα, η οποία αναμένεται να διαχειριστεί η κατασκευή. Η 
εκτίμηση αυτή πρέπει να γίνει με μεγάλη ακρίβεια ώστε το τεχνικό έργο να λειτουργεί σωστά. 
 

Με τον όρο “διακινδύνευση” (risk) ορίζεται η πιθανότητα αστοχίας ενός έργου κατά το χρόνο 
της λειτουργίας του (δηλαδή της χρήσιμης ζωής του). Επίσης, ο όρος “αποδεκτή 
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διακινδύνευση” (acceptable risk) εκφράζει την πιθανότητα αστοχίας που θεωρείται αποδεκτή 
κατά τη χρήσιμη ζωή του έργου  (Τσακίρης, 2007). 

 
Ο αποδεκτός κίνδυνος αστοχίας καθορίζεται με συνεκτίμηση ποικίλων παραγόντων αλλά 
κυρίως από τις συνέπειες της πιθανής αστοχίας του έργου (θάνατος ανθρώπων, υλικές ζημιές, 
διαφεύγοντα κέρδη, κόστος ανακατασκευής κλπ) και από το πρόσθετο κόστος κατασκευής του 
ίδιου του έργου ώστε να μπορεί να αναλάβει ασφαλώς τις αυξημένες φορτίσεις (δηλαδή να 
έχει μικρότερον αποδεκτό κίνδυνο αστοχίας). Η αστοχία των μεγάλων τεχνικών έργων έχει 
συχνά ιδιαιτέρως δυσμενείς συνέπειες στο περιβάλλον, και συνεπώς είναι απαραίτητη η 
ορθολογική εκτίμηση της διακινδύνευσης των έργων για κάθε πιθανή φόρτιση.  
 
Για την εκτίμηση της πλημμύρας σχεδιασμού υπερχειλιστή πρέπει να γίνει μια σημαντική 
προκαταρκτική μελέτη. Η σημασία του ενισχύεται από το γεγονός ότι σε κάθε τέτοιο έργο θα 
πρέπει να υπάρχει μια ισορροπία μεταξύ της οικονομίας και της αποτελεσματικότητας. 
Συλλογικά ο ταμιευτήρας και ο υπερχειλιστής θα πρέπει να είναι σε θέση να φιλοξενήσουν τη 
κρίσιμη ή τις χειρότερες δυνατές συνθήκες από τις πλημμύρες (μέσα σε ένα συγκεκριμένο 
χρονικό διάστημα, ανάλογα με την κατασκευή) στη λεκάνη-εν μέρει από την αποθήκευση στον 
ταμιευτήρα με αποτέλεσμα την άνοδο της στάθμης του νερού στον ταμιευτήρα και εν μέρει, 
από τη ροή μέσω του υπερχειλιστή. Την ίδια στιγμή τη νερά από τις πλημμύρες που 
απελευθερώνονται μέσω του υπερχειλιστή, δεν θα πρέπει να δημιουργήσουν πλημμύρες σε 
άλλες παρακείμενες περιοχές. 
 
Ως εκ τούτου, για τον σχεδιασμό του υπερχειλιστή, είναι απαραίτητη η γνώση για τη μέγιστη 
ένταση της κρίσιμης πλημμύρας, καθώς και η διάρκεια και ο όγκος αυτής της πλημμύρας. 
 
Στις μελέτες ο υπολογισμός της συχνότητας των πλημμυρών γίνεται συνήθως για τους 
ακόλουθους σκοπούς:  
  (i) Ως οδηγός για την απόφαση για τον προσδιορισμό της ικανότητας μιας κατασκευής, όπως 
η γέφυρα σε αυτοκινητόδρομο, ή ένα φράγμα όταν κρίνεται επιτρεπτό να τεθεί σε μια 
υπολογισμένη διακινδύνευση.  
  (ii) Ως μέσο για την εκτίμηση της ενδεχόμενης ζημίας από τις πλημμύρες που εμποδίζεται από 
ένα σύστημα αντιπλημμυρικών έργων σε μια περίοδο ετών συνήθως ίσο με την εκτιμώμενη 
οικονομική ζωή του υπό εξέταση έργου. 
 
Η πιθανότητα υπέρβασης είναι η πιθανότητα να ξεπεραστεί σε μία χρονική περίοδο ένα 
συγκεκριμένο μέγεθος  ενός γεγονότος. Η χρονική περίοδος αυτή συνήθως θεωρείται το ένα 
έτος. Ένας άλλος όρος που χρησιμοποιείται ευρέως είναι η περίοδος επαναφοράς .Η περίοδος 
επαναφοράς δοθέντος ετήσιου μεγέθους ενός φαινομένου είναι το μέσο χρονικό διάστημα Τ 
(έτη) μέσα στο οποίο το θεωρούμενο φαινόμενο θα εμφανισθεί μόνο μία φορά με τιμή ίση ή 
μεγαλύτερη της δοθείσας (Τσακίρης Γ. 2014) . Αν η σειρά που εξετάζεται είναι σειρά ετησίων 
μεγίστων η περίοδος επαναφοράς αναφέρεται στο μέγεθος του φαινομένου ως ετήσιο 
μέγιστο, πράγμα που δε συμβαίνει αν η σειρά είναι μερική. 
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Οι μετρήσεις ενός υδρολογικού φαινομένου διαταγμένες κατά χρονολογική σειρά αποτελούν 
μια χρονοσειρά (ή σειρά) του φαινομένου (Τσακίρης Γ. 2014). 
 
Οι παρατηρήσεις συνεχούς διάρκειας όπως τα ημερήσια ύψη βροχής, οι ημερήσιες παροχές, 
οι μηνιαίες τιμές της εξατμισοδιαπνοής αποτελούν τις πλήρεις σειρές των αντίστοιχων 
υδρολογικών μεγεθών. Οι πλήρεις σειρές επιδέχονται ανάλυση είτε στην αρχική τους μορφή ή 
με την επιλογή ορισμένων μεγεθών που έχουν σχέση με το πρόβλημα που εξετάζεται. Στην 
τελευταία περίπτωση έχουμε τις μερικές και τις ετήσιες σειρές. Οι μερικές σειρές 
αποτελούνται από τιμές του υδρολογικού φαινομένου πάνω ή κάτω από μία τιμή (μερικές 
σειρές υπερβάσεως ή μη υπερβάσεως αντίστοιχα) που ταιριάζει στο πρόβλημα, ενώ οι ετήσιες 
σειρές είναι οι σειρές με ετήσιες τιμές ή ετήσιους μέσους όρους ή προκύπτουν από την 
επιλογή των ετήσιων μεγίστων ή ελαχίστων. 
 
Στις μερικές και τις ετήσιες σειρές θεωρείται ότι επαληθεύεται η συνθήκη της τυχαιότητας των 
παρατηρήσεων. Ειδικά όμως στην περίπτωση των μερικών σειρών πρέπει να εξασφαλίζεται η 
ανεξαρτησία των παρατηρήσεων. 
 
Αν και οι ετήσιες σειρές περιέχουν συνήθως λιγότερη πληροφορία από ότι γενικά οι μερικές 
σειρές, χρησιμοποιούνται κυρίως λόγω της ευκολίας στη χρήση. Τέλος αν η τιμή που 
επιλέγεται για μια μερική σειρά είναι τέτοια ώστε ο αριθμός των παρατηρήσεων της μερικής 
σειράς να είναι ίσος με τον αριθμό των ετών των παρατηρήσεων τότε η μερική σειρά λέγεται 
Μερική Σειρά Ετησίων Υπερβάσεων. 

5.4 Μονομεταβλητή ανάλυση 

 

Η κατάρτιση των μονομεταβλητών κατανομών συχνοτήτων στηρίζεται στην ομαδοποίηση των 
μονάδων ενός πληθυσμού με βάση τις αντίστοιχες τιμές μιας μόμο μεταβλητής. 
 
Η μονομεταβλητή ανάλυση συχνότητας ισχύει όταν μόνο μία τυχαία μεταβλητή είναι 
σημαντική στη διαδικασία σχεδιασμού. Μπορεί επίσης να εφαρμοστεί σε διάφορες τυχαίες 
μεταβλητές χωριστά όταν οι μεταβλητές αυτές δεν συσχετίζονται σημαντικά. Ωστόσο, εάν η 
συσχέτιση μεταξύ των τυχαίων μεταβλητών που χαρακτηρίζουν το ακραίο γεγονός αποτελούν 
σημαντική πληροφορία για το κριτήριο σχεδιασμού, οι μεταβλητές δεν πρέπει να αναλύονται 
χωριστά. Εάν ένα δεδομένο γεγονός είναι πολυμεταβλητό, δηλαδή περιγράφεται από μια 
σειρά τυχαίων μεταβλητών, η ανάλυση αυτή δεν μπορεί να δώσει μια πλήρη εκτίμηση της 
πιθανότητας εμφάνισης (Salvadori et al., 2007b). Σε αυτή την περίπτωση η πολυμεταβλητή 
ανάλυση συχνότητας είναι αυτή που μπορεί να παρέχει μια πιθανολογική αξιολόγηση της 
εμφάνισης των κρίσιμων γεγονότων, επιτρέποντας πολυμεταβλητά σχέδια με βάση τη 
διακινδύνευση. 

5.5 Πολυμεταβλητή ανάλυση 

 

Όπως αναφέρθηκε και πιο πάνω , εάν η συσχέτιση μεταξύ των τυχαίων μεταβλητών που 
χαρακτηρίζουν το ακραίο γεγονός αποτελούν σημαντική πληροφορία για το κριτήριο 
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σχεδιασμού, οι μεταβλητές δεν πρέπει να αναλύονται χωριστά. Σε αυτές τις περιπτώσεις 
μιλάμε για διμεταβλητούς στατιστικούς πληθυσμούς  ή διμεταβλητές κατανομές συχνοτήτων. 
Γενικά, αν τα χαρακτηριστικά του πληθυσμού που πρέπει να συνεξεταστούν είναι περισσότερα 
των δύο, τότε οι προς εξέταση πληθυσμοί ονομάζονται πολυδιάστατοι. Κάθε διάσταση 
αντιστοιχεί σε ένα χαρακτηριστικό (ή ιδιότητα) του πληθυσμού και εκφράζεται με μια 
ξεχωριστή μεταβλητή. Σημειώνεται ότι από εννοιολογικής σκοπιάς η μελέτη πολυμεταβλητών 
φαινομένων, σε γενικές γραμμές, αποτελεί επέκταση της μεθοδολογίας που εφαρμόζεται στην 
περίπτωση των διμεταβλητων φαινομένων. Ωστόσο, οι χρησιμοποιούμενες τεχνικές ανάλυσης 
γίνονται πιο πολύπλοκες και συχνά ανακύπτουν πρόσθετα προβλήματα. 
 
Με την από κοινού μελέτη δύο ή περισσότερων χαρακτηριστικών ενός στατιστικού πληθυσμού 
θεμελιώνεται μια ποσοτική σχέση ανάμεσα στις μεταβλητές, οι οποίες προσδιορίζουν τη 
συμπεριφορά και την εξέλιξη που μας ενδιαφέρει. Η σχέση αυτή εκφράζει κατά τρόπο 
συνοπτικό και συγκεκριμένο την εξάρτηση μεταξύ των μεταβλητών. Αυτό μας επιτρέπει να 
εξάγουμε συμπεράσματα αναφορικά με την εξέλιξη των τιμών μιας μεταβλητής από την 
παρακολούθηση της εξέλιξης μιας ή περισσότερων άλλων μεταβλητών, οι οποίες 
συσχετίζονται με την πρώτη. Επίσης υπολογίζονται ορισμένοι δείκτες που λειτουργούν ως 
μέτρα του βαθμού εξάρτησης (έντονος, χαλαρός) μεταξύ των μεταβλητών που προσδιορίζουν 
το φαινόμενο. Αυτοί δείχνουν και τον τρόπο που οι μεταβλητές συμμεταβάλλονται(π.χ. 
μεταβάλλονται προς την ίδια ή προς αντίθετη κατεύθυνση). 
 
Στην πολυμεταβλητή ανάλυση εκτός από την απλή διμεταβλητή ανάλυση συχνότητας 
εφαρμόζεται και η μέθοδος των συζεύξεων (Κεφ. 7) για να μοντελεποιήσει  ένα 
πολυμεταβλητό σύνολο δεδομένων και η προσέγγιση συνίσταται από τα δύο ακόλουθα 
στάδια:  
1) Εκτίμηση των περιθώριων κατανομών των δεδομένων ξεχωριστά, και 
2) Εκτίμηση της συνάρτησης εξάρτησης. Αυτό επιτρέπει την παραγωγή της πολυμεταβλητών 
κατανομών πιθανότητας, ανεξάρτητα από τη δομή εξάρτησή τους. 

5.6 Πιθανότητα υπέρβασης 

 

Σύμφωνα με το σύγγραμμα “ Υδατικοί Πόροι: Τεχνική Υδρολογία και Εισαγωγή στη Διαχείριση 
των Υδατικών Πόρων, Υπεύθυνος Έκδοσης, Τσακίρης Γ., 2014” δίνεται η περιγραφή της  
πιθανότητας υπέρβασης. 
 
Έστω η ετήσια σειρά μεγίστων N)(i,x i 11  διατάσσεται κατά φθίνουσα σειρά μεγέθους. 

Δηλαδή Nx....xxx  321 . Τότε η πιθανότητα υπέρβασης του μεγέθους x είναι:  

 

                                                                      
N

m
xXP                                                                 (5.1)                                                                        

 
Όπου N είναι ο αριθμός των παρατηρήσεων, m είναι η σειρά του μεγέθους x στην φθίνουσα 
σειρά Nx,....x,x,x 321 . Η εξίσωση αυτή εφαρμόζεται ικανοποιητικά στις λεγόμενες κλειστές 
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σειρές στις οποίες δεν υπάρχει πιθανότητα να εμφανιστεί κάποιο μέγεθος έξω από τα όρια της 
μεταβλητής του δείγματος σε ένα άλλο δείγμα ή στο μέλλον. Όμως οι χρονοσειρές στην 
υδρολογία είναι συνήθως ανοικτές, Γι’ αυτό η εκτίμηση της πιθανότητας υπερβάσεως γίνεται 
με την ακόλουθη εξίσωση: 
    

               
                                        (5.2) 
       

 
Άλλες εξισώσεις που επίσης χρησιμοποιούνται είναι : 
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                                                  (5.5)    

                                                                     

                                                   Gringorten      
.N
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xXP

120

440




                                                    (5.6)                                                                     

 

5.7 Περίοδος επαναφοράς 

 

Περίοδος επαναφοράς δοθέντος ετήσιου μεγέθους ενός φαινομένου είναι το Μέσο χρονικό 
διάστημα τα (έτη) μέσα στο οποίο το θεωρούμενο υδρολογικό φαινόμενο θα εμφανιστθεί μία 
μόνο φορά με τιμή ίση ή μεγαλύτερη της δοθείσας. Αν η σειρά που εξετάζεται είναι σειρά 
ετησίων μεγίστων η περίοδος επαναφοράς αναφέρεται στο μέγεθος του φαινομένου ως 
ετήσιο μέγιστο, πράγμα που δε συμβαίνει αν η σειρά είναι μερική. 
 
Σύμφωνα με την ορισμό προκειμένου να γίνει ανάλυση μέγιστων τιμών ενός φαινομένου  
ισχύει: 

                                                                         
T

xXP
1

                                                                   (5.7)      

ή 
 

                                                                       
 xXP

T



1

                                                                      (5.8)                                                                                                                               

  
Δηλαδή η περίοδος επαναφοράς είναι το αντίστροφο της πιθανότητας  υπέρβασης, όταν μας 
ενδιαφέρει το μέγιστο μέγεθος. Για να ισχύει η παραπάνω σχέση πρέπει η τυχαία μεταβλητή 
να είναι συνεχής και να ισχύει η παραδοχή της ανεξαρτησίας της προηγούμενης ενότητας, 

  )(Weibull     
N

m
xXP 1939

1
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δηλαδή κάθε εμφάνιση να είναι στοχαστικά ανεξάρτητη από τις προηγούμενες και επόμενές 
της.                                      
 
Στην περίπτωση των σειρών ελαχίστων τιμών ενός φαινομένου ισχύει: 
 

                                                                         
T

xXP
1

                                                                   (5.9)                                                                        

 
     
Αν και υπάρχει μια μικρή διαφορά στο νόημα της περιόδου επαναφοράς μερικής σειράς,  pT , 

από την περίοδο επαναφοράς μια ετήσιας σειράς  T , στην πράξη δε γίνεται διάκριση μια που 

τα αποτελέσματα δεν διαφέρουν ουσιαστικά για περιόδους μεγαλύτερες των πέντε ετών. 
Γενικά υπάρχει η ακόλουθη σχέση μεταξύ των δύο περιόδων επαναφοράς 
 

                                                                    
 1

1




TlnTln
TP                                                         (5.10)                                                                        

 
Όπως προκύπτει από τον ορισμό της περιόδου επαναφοράς για τα μέγιστα Εξ. 5.7 η 

πιθανότητα υπέρβασης σε ένα έτος είναι 
T

1
. Αν θεωρήσουμε ότι το γεγονός της υπέρβασης (ή 

μη υπέρβασης) είναι ανεξάρτητο για κάθε έτος τότε η πιθανότητα μη υπέρβασης του 
μεγέθους x  και στα n  έτη ζωής του έργου είναι 
 

                                                       nn

n xXPxXPxXP  1                                     (5.11)   

                                                 
Η πιθανότητα υπέρβασης (έστω και μία φορά) στα n  έτη λόγω της Εξ.6.3 είναι 
 

                                                     n

nn xXPxXPxXP  111                             (5.12)  

                                                                  
Η Εξ. 5.12 λόγω της Εξ. 5.7  γίνεται: 
 

                                                     
n

n
T

xXP 









1
11 ,  υπέρβαση                                          (5.13)                                                               

                                                    
n

n
T

xXP 









1
1 ,  μη υπέρβαση                                           (5.14) 

 
Από την Εξ.5.13 που εκφράζει την πιθανότητα υπέρβασης στην περίοδο n  ετών μπορεί να 
προκύψει η περίοδος σχεδιασμού n  
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T

T
log

xXPlog
n n

1

1
                                                            (5.15) 

 
Περίοδος Σχεδιασμού , n , είναι η περίοδος σε έτη κατά την οποία η πιθανότητα υπέρβασης 
του μεγέθους x  του υδρολογικού φαινομένου (με περίοδο επαναφοράς T ) δεν υπερβαίνει τη 
δοθείσα τιμή πιθανότητας. 
 
Η μονομεταβλητή ανάλυση συχνότητας είναι χρήσιμη όταν μόνο μία τυχαία μεταβλητή από 
την ακραία εκδήλωση είναι σημαντική σύμφωνα με τα κριτήρια σχεδιασμού. Μπορεί επίσης 
να εφαρμοστεί σε διάφορες τυχαίες μεταβλητές χωριστά όταν οι μεταβλητές αυτές δεν 
συσχετίζονται σημαντικά. Ωστόσο, εάν η συσχέτιση μεταξύ των τυχαίων μεταβλητών που 
χαρακτηρίζουν το ακραίο γεγονός αποτελούν σημαντική πληροφορία για το κριτήριο 
σχεδιασμού, οι μεταβλητές δεν πρέπει να αναλύονται χωριστά. 
 
5.8 Περίοδος επαναφοράς στη διμεταβλητή περίπτωση 
 
Οι επαγγελματίες που εμπλέκονται στο σχεδιασμό των υδραυλικών κατασκευών 
αντιμετωπίζουν πολλές προκλήσεις, όταν ασχολούνται με πολλαπλές μεταβλητές ώστε να 
καθορίσουν τελικά ένα υδρογράφημα σχεδιασμού. Οι Vandenberghe et al. (2012) 
αναφέρθηκαν σε μερικές από αυτές τις προκλήσεις και κυρίως ασχολήθηκαν με το πώς μπορεί 
να ενσωματωθεί η εξάρτηση μεταξύ των μεταβλητών στο σχεδιασμό, και πώς η κοινή 
περίοδος επαναφοράς μπορεί να καθοριστεί και τελικά να εφαρμοστεί. Αναλύουν και  
συγκρίνουν διαφορετικές μεθόδους για τις κοινές περιόδους επαναφοράς με βάση την 
ανάλυση παλινδρόμησης, τις διμεταβλητές δεσμευμένες κατανομές, τη διμεταβλητή από 
κοινού κατανομή, τις  συναρτήσεις κατανομής του Kendal, τονίζοντας τα θεωρητικά και 
πρακτικά ζητήματα της κάθε μεθόδου. Καταλήγουν στο συμπέρασμα ότι δεδομένης μιας 
σχεδιαστικής περιόδου επαναφοράς, η μέθοδος που θα επιλεγεί για να καθορίσουν την 
εκδήλωση πλημμύρας, επηρεάζει σαφώς τα αποτελέσματα. 
 
Σε αυτή την ενότητα εξετάζεται η έννοια της περιόδου επαναφοράς για τα γεγονότα που 
ορίζονται από την κοινή συμπεριφορά των ζευγών των τυχαίων μεταβλητών. 
 
Είναι δυνατόν να χρησιμοποιηθούν αρκετοί ορισμοί των κοινών περιόδων επαναφοράς, Ο 
καθένας ασχολείται με τις ιδιαίτερες περιπτώσεις που απορρέουν από τη δυναμική της υπό 
εξέτασης περίπτωσης. Στην περίπτωση των γεγονότων που χαρακτηρίζονται από την κοινή 
συμπεριφορά ενός ζεύγους τυχαίων μεταβλητών, μπορούν να εκφράζονται από τέσσερα 
διαφορετικά οριακά γεγονότα (marginal  events), τα οποία χαρακτηρίζονται είτε από την 
υπέρβαση ή τη μη υπέρβαση της καθενός από τις  δύο τυχαίες μεταβλητές. Αυτά τα τέσσερα 
πιθανά οριακά γεγονότα μπορούν στη συνέχεια να συνδυαστούν με διαφορετικούς τρόπους, 
χρησιμοποιώντας έναν τελεστή "OR" ή "AND". 
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Στην πράξη, ένα συμβάν ορίζεται ως επικίνδυνο, εάν η μία από τις δύο τυχαίες μεταβλητές 
υπερβαίνει ένα ορισμένο όριο (περίπτωση OR) ή αν και οι δύο μεταβλητές είναι μεγαλύτερες 
από ό, τι κάποιες καθορισμένες τιμές (περίπτωση AND). Οι Salvadori & De Michele (2004) 
αναφέρουν το παράδειγμα των επικίνδυνων γεγονότων, όπως μια καταιγίδα που έχει είτε μια 
μεγάλη ένταση μιας μεγάλης διάρκειας (OR), και μια πλημμύρα με υψηλό όγκο και υψηλή 
αιχμή (ΚΑΙ), η οποία μπορεί να είναι ζωτικής σημασίας για ένα φράγμα. 
 
Κατά την εξέταση της «πρωτογενούς» (primary) περιόδους επαναφοράς, μπορούν να 
ορισθούν τουλάχιστον δύο διαφορετικά γεγονότα σχεδιασμού (στην διμεταβλητή περίπτωση). 
Έχοντας μια προκαθορισμένη τιμή για την περίοδο επαναφοράς, ένα γεγονός μπορεί να 
θεωρηθεί ως κρίσιμο (critical), εάν η μία  από τις δύο μεταβλητές (ή και οι δύο) δεν υπερβαίνει 
τα όρια που δίνονται, αυτή είναι η "OR" υπόθεση. Αλλά ένα γεγονός μπορεί επίσης να 
θεωρηθεί ως κρίσιμο εάν και οι δύο μεταβλητές είναι μεγαλύτερες από τις κρίσιμες τιμές, 
αυτή είναι η "AND" περίπτωση κατά την οποία είναι απαραίτητο να πληρούνται και οι δύο 
συνθήκες. Οι «πρωτογενείς» περίοδοι επαναφοράς για ένα γεγονός που περιγράφεται από 
δύο τυχαίες μεταβλητές και με βάση τη μέγιστη ετήσια σειρά, δίνονται από τις ακόλουθες 
εξισώσεις. 
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Όπου TX και TY είναι καθορισμένα μεγέθη με τα οποία συγκρίνονται τα X και Y .  xF  και  yF  

είναι οι αθροιστικές κατανομές των X και Y  αντίστοιχα, και  y,xF  είναι η από κοινού 

αθροιστική κατανομή  που αντιπροσωπεύεται από ένα μοντέλο σύζευξης (copula) ή από ένα 
άλλο διμεταβλητό μοντέλο. 
 
Διάφοροι συνδυασμοί των τυχαίων μεταβλητών μπορούν να οδηγήσουν στην ίδια κοινή 
περίοδο επαναφοράς ή στην από κοινού πιθανότητα, έτσι μια απλή παρουσίαση των 
συνδυασμών είναι με καμπύλες ίδιας περιόδου επαναφοράς ή πιθανότητας. Κατά την 
σχεδίαση των γραμμών των καμπυλών για διαφορετικές αλλά καθορισμένες περιόδους 
επαναφοράς ετών, μπορεί να σημειωθεί ότι η "AND" και η "OR" υπόθεση παρουσιάζουν 
διαφορετικά χαρακτηριστικά. Στην “AND” περίπτωση οι καμπύλες γραμμές δημιουργούν  
τμήματα στις οποίες είναι είτε οριζόντια ή κάθετα. Σε αυτά τα τμήματα οι περίοδοι 
επαναφοράς ορίζονται από μία εκ των  δύο μεταβλητών μόνο, η μεταβλητή Χ για την οριζόντια 
περίπτωση, δεδομένου ότι Υ είναι σταθερή, και η Υ για την κατακόρυφη. Στα ακόλουθα 
διαγράμματα απεικονίζονται, αυτές οι δύο διαφορετικές περιπτώσεις της περιόδου 
επαναφοράς. (Σχήμα 5.1). Οι περιπτώσεις αυτές αντιστοιχούν σε σύζευξη Clayton, και 
απεικονίζονται οι τρεις επιλεγμένες περιόδους επαναφοράς (100, 500 και 1000 ετών). Το 
συνολικό διάστημα είναι μεταξύ 0 και 1, και ο άξονας υ αντιπροσωπεύει την τιμή της 
περιθώριας κατανομής του Χ, και ο άξονας v  την περιθώρια κατανομή της μεταβλητής Y. 
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        Σχήμα 5.1: Κοινή περίοδος επαναφοράς για 2-διάστατη σύζευξη Clayton. Αριστερά: "OR”υπόθεση,  
Δεξιά: "AND" υπόθεση. Πηγή: Ana Claudia Callau Poduje, 2012 

 
Εάν μια περίοδος επαναφοράς T είναι καθορισμένη, η αναμενόμενη “OR" περίπτωση 
εμφανίζεται πιο συχνά και η αναμενόμενη "AND" περίπτωση εμφανίζεται λιγότερο συχνά σε 
σύγκριση με την αναμενόμενη τιμή που συνδέεται με την Τ, και η ακόλουθη ανισότητα 
ικανοποιείται ANDOR TTT   (De Michele et al. (2005), Shiau (2003), Shiau et al. (2006)).  

 
Η διαπίστωση αυτή έχει σημαντική επίπτωση για το σχεδιασμό των υδραυλικών κατασκευών. 
Έστω για παράδειγμα ότι θεωρούμε ένα ζεύγος τιμών της αιχμής ροής και του όγκου 
προκειμένου να γίνει ένας σχεδιασμός. Εάν αυτές οι τιμές συγκρίνονται με την “OR" 
περίπτωση ανάλυσης και τελικά χαρακτηριστεί ως κρίσιμη περίπτωση, το αποτέλεσμα θα είναι 
ότι το έργο είναι σε κίνδυνο, επειδή η κατασκευή έχει υποδιαστασιολογηθεί. Αν οι ίδιες τιμές 
συγκρίνονται με την "AND" υπόθεση, τότε το αποτέλεσμα θα είναι ότι το έργο έχει 
μεγαλύτερες διαστάσεις. Με άλλα λόγια, αν μια περίοδο επαναφοράς του σχεδιασμού είναι 
σταθερή, η "OR" υπόθεση θα οδηγήσει σε ζεύγη τιμών της μέγιστης ροής και του όγκου που 
είναι υψηλότερες από αυτές που χρησιμοποιούνται στην "AND" υπόθεση. 
 
Οι Goodarzi et al. (2011) χρησιμοποίησαν τον "OR" τύπο της περιόδου επαναφοράς για να 
αξιολογήσουν το επίπεδο ασφάλειας ενός υφιστάμενου φράγματος στο Ιράν, καθώς 
υποστηρίζουν ότι το φράγμα μπορεί να είναι σε κίνδυνο, είτε εάν η παροχή αιχμής είναι πολύ 
υψηλή είτε αν ο όγκος των πλημμυρών είναι πολύ μεγάλος. Οι Klein et al. (2008) υποστηρίζουν 
ότι η "OR" ή "AND" από κοινού περίοδος επαναφοράς εξαρτάται κυρίως από το υδρολογικό 
πρόβλημα σχεδιασμού. Ο Shiau (2003) αναφέρει ότι το κριτήριο του σχεδιασμού θα πρέπει να 
επιλέγεται σύμφωνα με τις καταστάσεις που μπορούν να καταστρέψουν τη κατασκευή. 
  
Η "OR" περίπτωση θα πρέπει να χρησιμοποιείται σε περιπτώσεις όπου είτε η μέγιστη ροή ή ο 
όγκος θα προκαλέσει βλάβη, εφόσον υπερβαίνουν ένα ορισμένο μέγεθος. Η "AND" περίπτωση 
χρησιμοποιείται όταν τόσο ο όγκος των πλημμυρών όσο και η αιχμή τους πρέπει να 
υπερβαίνει ορισμένα μεγέθη ώστε να προκαλέσουν ζημιά. 
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Μια άλλη προσέγγιση των κοινών περιόδων επαναφοράς, κατά την εξέταση των γεγονότων 
που χαρακτηρίζονται από δύο τυχαίες μεταβλητές, ορίζεται από την εξέταση της δεσμευμένης 
(conditional) περιόδου επαναφοράς της μίας από τις δυο μεταβλητές με την άλλη δεδομένη. 
Στην περίπτωση αυτή, η περίοδος επαναφοράς ορίζεται ως δεσμευμένη περίοδος επαναφοράς 
για μία μεταβλητή δίνοντας μια ορισμένη τιμή κατωφλίου της δεύτερης μεταβλητής. Ο 
καθορισμός αυτών των περιόδων επαναφοράς για τα γεγονότα που περιγράφονται από δύο 
τυχαίες μεταβλητές και με βάση τη μέγιστη ετήσια σειρά, δίνεται από τις ακόλουθους 
εξισώσεις : 
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Υπάρχει μια πρόσθετη περίπτωση που μπορεί να θεωρηθεί ότι προέρχεται από μια 
διμεταβλητή δεσμευμένη κατανομή (conditional distribution). Σε αυτήν την περίπτωση μια 
από τις μεταβλητές σχεδιασμού καθορίζεται από την μονομεταβλητή ανάλυση συχνότητας και 
αυτή η τιμή σχεδιασμού τότε προσαρμόζεται στη διμεταβλητή συνάρτηση κατανομής της 
δεύτερης μεταβλητής. Η προκύπτουσα δεσμευμένη συνάρτηση κατανομής είναι μία 
μονομεταβλητή και χρησιμοποιείται για να καθορίσει την τιμή του σχεδιασμού της δεύτερης 
μεταβλητής. Ακολουθώντας αυτό το κριτήριο, οι προκύπτουσες περιόδους επαναφοράς για τα 
γεγονότα που περιγράφονται από δύο τυχαίες μεταβλητές και με βάση τις μέγιστες ετήσιες 
σειρές δίνονται από τις ακόλουθες εξισώσεις : 
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Θα πρέπει να σημειωθεί ότι η ανάλυση αυτή δε θα πρέπει να θεωρείται ως ένα πραγματικό 
κριτήριο κοινού σχεδιασμού, επειδή η προκύπτουσα περίπτωση σχεδιασμού δεν είναι μια 
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πραγματική διμεταβλητή περίπτωση με την αντίστοιχη περίοδο επαναφοράς. Η διμεταβλητή 
κατανομή εξαρτάται από μία τιμή σχεδιασμού που προέκυψε από μια μονομεταβλητή 
ανάλυση. Χρησιμοποιώντας τη διμεταβλητή δεσμευμένη συνάρτηση για να προκύψει η 
δεύτερη μεταβλητή και πάλι βασιζόμαστε στην αρχή της μονομεταβλητής περιόδου 
επαναφοράς (Vandenberghe et al. 2012). 
 
Η περίοδος επαναφοράς μιας καθορισμένης τιμής (π.χ. μέγιστη ροή) είναι μικρότερη εάν η 
δεσμεύουσα είναι ένας σταθερός όρος (π.χ. όγκος των πλημμυρών) από ό, τι αν η δεσμεύουσα 
αφορά τιμή μικρότερη ή ίση της καθορισμένης τιμής (Zhang & Singh ,2006). 
 
Μια άλλη περίπτωση της διμεταβλητής κοινής περιόδου επαναφοράς που ονομάζεται 
“Δευτερεύουσα” (Secondary) ή περίοδος επαναφοράς Kendall παρουσιάζεται από τους 
Salvadori (2004), Salvadori & De Michelle (2007a) και Vandenberghe et al. (2012).  Σε αυτή την 
περίπτωση, η περίοδος επαναφοράς αντιστοιχεί στο μέσο χρόνο άφιξης  των γεγονότων που 
ονομάζονται «υπερ-κρίσιμα" ή "επικίνδυνα" γεγονότα. Η συνάρτηση κατανομής πιθανότητας 
είναι χωρισμένη σε μια υπερ-κρίσιμη και μία μη κρίσιμη περιοχή. Αυτός ο διαχωρισμός 
βασίζεται στη διμεταβλητή κατανομή Kendall (Kc), η οποία αντιπροσωπεύει πολυμεταβλητές 
πληροφορίες. Ακολουθώντας την προσέγγιση αυτή, ο ορισμός της περιόδου επαναφοράς και 
το αντίστοιχο κρίσιμο επίπεδο πιθανότητας, χωρίζει τα γεγονότα σε υπερ-κρίσιμα και μη 
κρίσιμα. Η περίοδος επαναφοράς για τα γεγονότα που περιγράφονται από δύο τυχαίες 
μεταβλητές και με βάση τις μέγιστες ετήσιες σειρές, δίνεται από την ακόλουθη εξίσωση : 
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όπου t είναι το επίπεδο πιθανότητας που αντιστοιχεί στην περίοδο επαναφοράς, η οποία είναι 
η καμπύλη ίσων τιμών( isoline) των διμεταβλητής ανάλυσης (Salvadori et al. (2007b)). 

5.9 Τρέχουσες προσεγγίσεις για την πολυπαραγοντική ανάλυση  συχνότητας.  

 

Υπήρξαν μια σειρά από προσπάθειες  για την  πολυμεταβλητή ανάλυση  συχνότητας στην 
υδρολογία (δηλαδή, βροχοπτώσεις, πλημμύρες, ξηρασία, ποιότητα του νερού, κλπ), 
λαμβάνοντας υπόψη την εξάρτηση μεταξύ των συσχετισμένων μεταβλητών. Μέχρι πρόσφατα, 
η πολυμεταβλητή ανάλυση συχνότητας στην υδρολογία έχει πραγματοποιηθεί 
χρησιμοποιώντας τις ακόλουθες προσεγγίσεις:  
(1) Εφαρμόζοντας την πολυμεταβλητή κανονική κατανομή, η οποία μπορεί να είναι η 
απλούστερη προσέγγιση, όπως η από κοινού κατανομή των συσχετιζόμενων μεταβλητών. Αν 
οι περιθώριες δεν είναι κανονικά κατανεμημένες, οι μεταβλητές μετασχηματίζονται με 
συγκεκριμένο μετασχηματισμό (δηλαδή, ο μετασχηματισμός Box-Cox, μετατροπή ενέργειας), 
οι οποίες στη συνέχεια κατανέμονται κανονικά.  
(2) Η εφαρμογή της μικτής κατανομής Gumbel, αν οι περιθώριες κατανομές ακολουθούν την 
Gumbel κατανομή (Yue et al., 1999). Αυτή η προσέγγιση μπορεί να εφαρμοστεί μόνο για τις 
συσχετιζόμενες θετικά τυχαίες μεταβλητές.  
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(3) Εφαρμόζοντας τη διμεταβλητή λογαριθμική-κανονική κατανομή (Yue, 2000), διμεταβλητή 
γάμμα κατανομή (Yue, 2001), και τη διμεταβλητή κατανομή logistic Gumbel (Yue 2001) για τη 
διμεταβλητή ανάλυση συχνότητας, όπου οι περιθώριες συναρτήσεις έχουν η κάθε μία τον ίδιο 
τύπο με τη λογαριθμική-κανονική, γάμμα ή Gumbel κατανομή.  
(4) Μετασχηματισμός των μεταβλητών κατά ένα ορισμένο μετασχηματισμό έτσι ώστε οι 
μετασχηματισμένες μεταβλητές να καθίστανται ανεξάρτητες και, στη συνέχεια, να εξάγεται η 
από κοινού  κατανομή των ανεξάρτητων μεταβλητών (Stewardson και McMahon, 2002).  
(5) Κατά την τελευταία δεκαετία, η έννοια της σύζευξης (copula) έχει αρχίσει να εμφανίζεται 
στην πολυμεταβλητή υδρολογική ανάλυση συχνότητας (Favre et al., 2004). 
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6.  ΣΥΖΕΥΞΕΙΣ (COPULAS) 

 

6.1 Γενικά 
 
Στον υδρολογικό προγραμματισμό και σχεδιασμό για τη διαχείριση της πλημμύρας, δεν είναι 
αρκετή η πληροφορία μόνο για την αιχμή της πλημμύρας, αλλά είναι επίσης απαραίτητο και 
έχει στατιστική αξία, ο όγκος της πλημμύρας και η διάρκεια. Προκειμένου να αποκτηθεί η 
πληροφορία μέσω της πολυμεταβλητής στατιστικής ανάλυσης  χρειάζεται η αθροιστική 
συνάρτηση κατανομής (Cumulative Distribution Function (CDF)) και η συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας (Probability Density Function (PDF)) για τα χαρακτηριστικά της πλημμύρας. 
 
Στη συμβατική μέθοδο της ανάλυσης συχνότητας των πλημμυρών, γίνεται η υπόθεση ότι οι 
περιθώριες συναρτήσεις κατανομής (marginal distribution functions) της μέγιστης ροής, του 
όγκου και της διάρκειας ακολουθούν κάποια παραμετρική συνάρτηση κατανομής από την ίδια 
οικογένεια, για παράδειγμα γ-κατανομή, κανονική, λογαριθμική, ακραίων τιμών, εκθετική κ.α.. 
Οι μελέτες των Ashkar and Rousselle (1982), Sackl and Bergmann(1987), Yue et al.(1999), Yue 
(2001), είναι μερικές από τις υπάρχουσες μελέτες για την ανάλυση συχνότητας της πλημμύρας 
χρησιμοποιώντας μία συγκεκριμένη οικογένεια παραμετρικής κατανομής (Gumbel και Γάμμα) 
για όλες τις περιθώριες κατανομές. Από τους Krstanovic και Singh (1987) προέκυψαν οι 
διμεταβλητές κατανομές της κανονικής και της εκθετικής, για την ανάλυση συχνότητας της 
αιχμής και του όγκου. Ένα μειονέκτημα αυτών των εργασιών είναι  η παραδοχή ότι τα τρία 
χαρακτηριστικά της πλημμύρας ακολουθούν την ίδια οικογένεια περιθώριων κατανομών. Για 
παράδειγμα στη μελέτη των Yue et al. (1999), έχει εφαρμοστεί μια διμεταβλητή Gumbel ή 
μικτή Gumbel κατανομή για τον συνδυασμό της αιχμής ροής – όγκου, και όγκου – διάρκειας, 
υποθέτοντας περιθώριες κατανομές Gumbel για την αιχμή ροής, τον όγκο και τη διάρκεια. Σε 
κάποια άλλη βιβλιογραφία για την ανάλυση συχνότητας της πλημμύρας χρησιμοποιούνται οι 
παρακάτω συναρτήσεις κατανομής: η διμεταβλητή κανονική (Sackl και Bergmann, 1987), η 
διμεταβλητή εκθετική (Krstanovic και Singh, 1991), η διμεταβλητή γάμμα (Yue, 2001), η 
διμεταβλητή λογαριθμική (Yue, 2000). 
 
Στις περισσότερες μελέτες πραγματικών καταστάσεων, η μέγιστη παροχή, ο όγκος και η 
διάρκεια δεν ακολουθούν την ίδια περιθώρια κατανομή. Έχοντας υπόψη αυτή την 
παρατήρηση η έννοια των συζεύξεων (copulas) (Sklar, 1959, Nelsen, 1999) χρησιμοποιήθηκε 
πρόσφατα στην ανάλυση συχνότητας της πλημμύρας για να μοντελοποιήσει την εξαρτημένη 
δομή μεταξύ παροχής, όγκου και διάρκειας ανεξάρτητα από τους τύπους των περιθώριων 
κατανομών που ακολουθούν. 
 
Οι συζεύξεις εκφράζουν στην περίπτωση των διμεταβλητών κατανομών, τη συναρτησιακή 
σχέση της αθροιστικής συνάρτησης κατανομής μιας διμεταβλητή κατανομής με τις 
αθροιστικές συναρτήσεις κατανομής των μονομεταβλητών περιθώριων κατανομών, όπου οι 
τελευταίες μας είναι πάντοτε γνωστές. 
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Μοντελοποιώντας από κοινού κατανομές χρησιμοποιώντας συζεύξεις (copulas) δεν ισχύουν 
πια οι περιορισμοί της παραδοσιακής ανάλυσης συχνότητας της πλημμύρας και έτσι 
επιλέγονται περιθώριες από διαφορετικές οικογένειες συναρτήσεων κατανομής πιθανότητας 
για χαρακτηριστικά πλημμύρας. Πολλές επιτυχημένες εφαρμογές μοντελοποίησης με 
συζεύξεις (copulas) έχουν γίνει κυρίως σε μελέτες επιβίωσης, οικονομικές, σε αναλογιστικές 
επιστήμες αλλά η χρήση τους στη ανάλυση συχνότητας της πλημμύρας είναι σχετικά 
πρόσφατη. 
 
 Οι Favre et  al. (2004)  χρησιμοποιούν διμεταβλητές συζεύξεις (copulas) για να περιγράψουν 
την ανεξαρτησία μεταξύ αιχμής ροής και όγκου. Οι De Michele et al. (2005) εφαρμόζουν 
διμεταβλητή Αρχιμήδεια σύζευξη για να προσομοιώσουν ζευγάρια της αιχμής πλημμύρας – 
όγκου ώστε να χρησιμοποιηθούν στη δημιουργία συνθετικών υδρογραφημάτων πλημμύρας. 
Οι Zhang and Singh (2006) αξιοποιούν τις Αρχιμήδειες συζεύξεις για να δημιουργήσουν 
διμεταβλητές από κοινού κατανομές της παροχής και όγκου, και όγκου- διάρκειας. Οι Genest 
and Favre (2007) παρουσιάζουν διαδοχικά βήματα που απαιτούνται για τη δημιουργία ενός 
μοντέλου copula για υδρολογικούς σκοπούς. 
 
Η ανάλυση της συχνότητας βασίζεται κυρίως στην εκτίμηση της συνάρτησης πυκνότητας 
πιθανότητας PDF ή της αθροιστικής συνάρτησης κατανομής CDF . Οι παραμετρικές 
προσεγγίσεις για την εκτίμηση τους, κάνουν την υπόθεση ότι τα δεδομένα συντάσσονται από 
μία γνωστή παραμετρική οικογένεια των κατανομών. Ωστόσο, πολλές μελέτες στην ανάλυση 
συχνότητας δείχνουν ότι δεν υπάρχει καθολικά αποδεκτή κατανομή για να αντιπροσωπεύσει 
τις υδρολογικές μεταβλητές. 
 
Είναι προφανές ότι η παραμετρική μέθοδος, η οποία βασίζεται στην προηγούμενη γνώση 
συγκεκριμένης συνάρτησης κατανομής, έχει συγκεκριμένα όρια και όπως επισημάνθηκε από 
τον Dooge (1986),”το να μη γνωρίζεις τη συχνότητα κατανομής που ακολουθείται είναι ένα 
μειονέκτημα που δε μπορεί να ξεπεραστεί με κανένα βελτιωμένο στατιστικό μέγεθος”. Για να 
ξεπεραστούν ορισμένα από τα όρια της παραμετρικής μεθόδου, έχουν διερευνηθεί μη 
παραμετρικές εκτιμήσεις συναρτήσεις πυκνότητας για την εκτίμηση υδρολογικών συχνοτήτων. 
Η μη παραμετρική μέθοδος δεν απαιτεί την παραδοχή μιας συγκεκριμένης μορφής της 
συνάρτησης πυκνότητας. 
 
Καθώς η επιλογή μιας κατανομής παρακάμπτεται εντελώς, η μη παραμετρική μέθοδος είναι 
ενιαία και η υιοθέτησή της θα εξαλείψει την ανάγκη για οποιαδήποτε αυθαίρετη παραδοχή 
της ομοιομορφίας στη συχνότητα ανάλυσης των πλημμυρών (Adamowski, 1989). Κάνοντας 
χρήση του σταθμισμένου μέσου ορου ( weighted moving averages) των στοιχείων από μία 
κοντινή περιοχή  σε σχέση με το σημείο εκτίμησης, οι μη παραμετρικές συναρτήσεις 
εκτιμήσεων έχουν το πλεονέκτημα ότι αναπαράγουν τα χαρακτηριστικά που 
αντιπροσωπεύονται από το δείγμα (Lall, 1995, Sharma, 2000, Kim etal., 2003).  
 
Ο αριθμός των υπαρχουσών μελετών πάνω σε μη παραμετρικές μεθόδους για ανάλυση 
συχνοτήτων στην υδρολογία δεν είναι μεγάλος. Ωστόσο, οι μελέτες αυτές δείχνουν ότι οι μη 
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παραμετρικές μέθοδοι είναι ακριβείς, ενιαίες και κυρίως κατάλληλες για πολυτροπικά 
δεδομένα. Ο Adamowski (1985) πρότεινε μία μη παραμετρική εκτίμηση kernel (πυρηνας) για 
τις συχνότητες πλημμυρών. Ο Lall et al. (1993) επικεντρώθηκε στη συνάρτηση πυρήνα (kernel 
function), αναπαριστώντας το σχήμα  και το εύρος της ζώνης σε μη παραμετρικές εκτιμήσεις 
πυρήνα (kernel estimation) για συχνότητες πλημμυρών. Οι τεχνικές για την επιλογή της 
συνάρτησης πυρήνα (kernel function) και του εύρους της ζώνης  εφαρμόζονται σε τρεις 
περιπτώσεις: Γκαουσιανά δεδομένα, ασύμμετρα δεδομένα και  μικτά δεδομένα. 
 
Έχει ήδη αναφερθεί ότι μια σημαντική προσπάθεια έχει δοθεί μέσω της μοντελοποίησης  της 
από κοινού κατανομής χρησιμοποιώντας copulas στην ανάλυση συχνότητας πλημμυρών, τα 
οποία ξεπερνούν τον περιορισμό της επιλογής ορίων από την ίδια οικογένεια συναρτήσεων 
κατανομών πιθανότητας. Ένας σημαντικός περιορισμός στις αναλύσεις που έγιναν νωρίτερα 
είναι ότι η επιλογή των περιθώριων κατανομών της αιχμής της ροής, του όγκου και της 
διάρκειας περιορίζονται μόνο μέσα σε παραμετρικές οικογένειες των συναρτήσεων 
κατανομών. 

6.2 Ιστορική αναδρομή 

Οι συζεύξεις πήραν το όνομά τους από το λατινικό ουσιαστικό “copula” που σημαίνει “δεσμός, 
σύνδεσμος, σύζευξη” και αναπτύχθηκαν από τον Sklar (1959). Οι συζεύξεις είναι δομές 
εξάρτησης οι οποίες παρουσιάζονται με τη μορφή ενός συναρτησιακού μοντέλου. Οι 
διαφορετικές μορφές αυτού του συναρτησιακού μοντέλου οδηγούν σε μια ποικιλία μοντέλων 
οικογενειών κατανομών. 

 
Πολλά βασικά αποτελέσματα των συζεύξεων μπορούν να βρεθούν σε αρχικά στάδια δουλειάς 
του Hoeffding(1940). Ο Schweizer παρατηρεί ότι αν ο Hoeffding είχε επιλέξει το μοναδιαίο 

τετράγωνο  210 , ,αντί για το 
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 ,  που χρησιμοποίησε, για την κανονικοποίηση θα είχε 

ανακαλύψει τους συνδέσμους. Ο Hoeffding πέτυχε επίσης τα καλύτερα δυνατά γράγματα 
ανισότητας γι’ αυτές τις συναρτήσεις. Η δουλειά του όμως είχε δημοσιευτεί σε ασήμαντα 
γερμανικά περιοδικά κατά τη διάρκεια του πολέμου και γι’ αυτό το λόγο δεν έγινε ιδιαίτερα 
γνωστή. Μεταφράστηκαν όμως στα αγγλικά και δημοσιεύτηκαν από τους Fisher και Sen 
(1994). Την ίδια περίοδο, και μη γνωρίζοντας τη δουλειά του Hoeffding, ο Frechet (1951) 
κατέληξε στα ίδια αποτελέσματα και μας οδήγησε στον όρο “φράγματα Frechet”. Σε 
αναγνώριση της συνεισφοράς και των δύο, τώρα ονομάζονται “φράγματα Frechet - Hoeffding 
”.Ποικίλες τέτοιες δομές κατασκευής διμεταβλητών κατανομών με συγκεκριμένες περιθώριες 
έχουν ερευνηθεί από τους Plackett (1965), Mardia(1970), Genest (1987), Marshall και Olkin 
(1988) και άλλους. 
 
Μία από τις πιο εύκολες σε εφαρμογή δομή, εμφανίζεται στην κλάση των διμεταβλητών 
κατανομών που εισήχθη αρχικά από τον Morgenstern (1956), χρησιμοποιώντας περιθώριες 
κατανομές Cauchy. Το 1960 ο Gumbel ερεύνησε την οικογένεια κατανομών με εκθετικές 
περιθώριες, ενώ ο Farlie σε συνδυασμό με τις έρευνές του για το συντελεστή συσχέτισης, 
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πρότεινε  μια γενίκευση της διμεταβλητής δομής που είχε μελετηθεί από τους Morgenstern 
και Gumbel. Οι Jonhson και Kolz (1975,1977) μελέτησαν την πολυδιάστατη περίπτωση και 
εισήγαγαν τον όρο οικογένεια Farlie – Gumbel – Morgenstern, ενώ περαιτέρω μελέτες 
διεξήχθησαν από τους Schucany (1978), Jonhson και Kolz (1977) και Huang και Kotz (1984) 
μεταξύ άλλων.  

6.3 Η συνάρτηση copula 

 

Οι πρόσφατες εξελίξεις στα εφαρμοσμένα μαθηματικά έχουν δείξει ότι οι Copulas μπορούν να 
αποτελέσουν ένα χρήσιμο εργαλείο για τη διερεύνηση της στατιστικής συμπεριφοράς των 
εξαρτημένων μεταβλητών. Πρακτικά, οι Copulas είναι φορείς (operators) για την οικογένεια 
των κατανομών πιθανότητας (μονοδιάστατες) τα οποία παράγουν πολυμεταβλητούς νόμους 
με συγκεκριμένες ιδιότητες. Στην πραγματικότητα, σε δυο δοσμένες συνεχείς τυχαίες 
μεταβλητές x  και y , με περιθώριες κατανομές ΧF και YF , υπάρχει μια αντιστοιχία μεταξύ του 

κοινού νόμου τους XYF   και του κατάλληλου 2-Copulas C, (Θεώρημα του Sklar). Το ενδιαφέρον 

σημείο είναι ότι οι ιδιότητες του XYF  μπορούν να συζητηθούν σε σχέση με τη δομή του C: στην 

πραγματικότητα, υπάρχει μια ακριβώς σύζευξη (copula) που εμπεριέχει  πολλά από τα 
χαρακτηριστικά της από κοινού κατανομής, και τις ιδιότητες της εξάρτησης και τον τρόπο 
συσχέτισης  μεταξύ x και y  και μπορεί τελικά να διερευνηθεί υπό τη μορφή Copulas. Η βασική 

δυσκολία είναι η αδυναμία παραγωγής ενός συνόλου κριτηρίων τα οποία θα μπορούν πάντοτε 
να εφαρμόζονται, έτσι ώστε να παράγεται μια μοναδική κατανομή, η οποία θα μπορεί να 
καλείται αναμφίβολα ως η διμεταβλητή επέκταση. 
 
Όπως αναφέρθηκε και πριν οι copulas αναπτύχθηκαν από τον Sklar (1959) και είναι 
συναρτήσεις που συνδέουν μονομεταβλητές συναρτήσεις κατανομών για να δημιουργήσουν 
πολυμεταβλητές συναρτήσεις κατανομών. Η αξία της χρήσης τους  για τη δημιουργία 
πολυμεταβλητών κατανομών είναι ότι μπορούν να διαχωρίζουν την επίδραση της περιθώριας 
κατανομής. Έτσι λοιπόν, για την δημιουργία πολυμεταβλητών κατανομών, δε χρειάζεται 
σχολαστική μελέτη των σχέσεων μεταξύ των συσχετιζόμενων τυχαίων μεταβλητών, αν 
δίνονται οι περιθώριες κατανομές. 
 
Η σύζευξη (copula) είναι μια απεικόνιση        101010 ,,,:C ,v,uC     

                                 

 
 

Σχήμα 6.1 :Κάθε ζευγάρι των πραγματικών αριθμών x,y αντιστοιχεί σε ένα σημείο ( F(x),G(y)) στο 
μοναδιαίο τετράγωνο [0,1]*[0,1].  

Πηγή: Mahdi Pakdaman, 2011 
 



55 
 

                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

Για την απεικόνιση αυτή ισχύει: 

 Για κάθε  0,1 u  ισχύει     000  ,uCu,C   

 Για κάθε  0,1 u   ισχύει      uu,C  και u,uC  11  

 Για κάθε        10102121 ,,   v,v,u,u   με 21 uu   και 21 vv   έχουμε 

:         011211222  v,uCv,uCv,uCv,uC  

 
Επίσης για κάθε σύζευξη (copula) ισχύει ότι : 

  Είναι αύξουσα για κάθε τυχαία μεταβλητή. 

  Είναι συνεχής. 

  Ικανοποιεί την ανισότητα      v,uMv,uCv,uW   (Genest C. et al., 2007) 

ή  
     v,uminv,uC,vumax  01  για όλα τα  10,v,u  , 

τα  01,vumax   και  v,umin  είναι τα όρια Frechet - Hoeffding και είναι και αυτά 

συζεύξεις. Θα λέμε ότι το M  είναι το Frechet – Hoeffding άνω φράγμα και το W  είναι 
το Frechet – Hoeffding κάτω φράγμα (Σχήμα 6.2). 
 
Μια σημαντική επίσης σύζευξη (copula) που συναντάμε συχνά όταν vu,  είναι 

ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές είναι η σύζευξη γινόμενο :    vuv.u Π  (Σχήμα 6.2) . 

 

 
 
Σχήμα 6.2: Η απεικόνιση των καμπυλών στις ειδικές περιπτώσεις W(u,v), Π(u,v), Μ(u,v). 

Πηγή: Roger B. Nelsen, 1998 
 

6.4 Θεώρημα Sklar 

 
Θεωρώντας μια κατάσταση με δύο τυχαίες μεταβλητές X , Y  το θεώρημα του Sklar ορίζει ότι 
αν   y,xF Y,X  είναι μια δισδιάστατη συνάρτηση κατανομής με περιθώριες κατανομές  xFX  , 

 yFY  τότε υπάρχει μια copula C  τέτοιο ώστε: 
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                                                   yF,xFCy,xF YXY,X                                                                (6.1) 

 
Τα αποτελέσματα του θεωρήματος  Sklar αποτελούν τον λόγο που η σύζευξη (copula) καλείται 
δομή εξάρτησης. Στην ουσία η εξίσωση (6.1) υποδηλώνει ότι η σύζευξη C  διαχωρίζει τη 
συμπεριφορά των περιθώριων συναρτήσεων   xFX ,  yFY   από την εξάρτηση που περιέχεται 

στην από κοινού συνάρτηση κατανομής  y,xF Y,X . Οι συζεύξεις (copulas) περιγράφουν και 

μοντελοποιούν την εξαρτημένη δομή μεταξύ των τυχαίων μεταβλητών ανεξάρτητα από τους 
περιθώριους νόμους (marginal laws) των μεταβλητών που εμπλέκονται. Οι ιδιότητες της 

 y,xF Y,X  μπορούν να διερευνηθούν σε σχέση με την εξαρτημένη συνάρτηση (dependence 

function) του C . 
 
Ο τύπος του παραπάνω θεωρήματος μας δίνει μια έκφραση της από κοινού συνάρτησης 
κατανομής μέσω της συζεύξεως των δύο μονοδιάστατων συναρτήσεων κατανομών. Ομοίως, 
μία σύζευξη  μπορεί να εκφραστεί μέσω της παραπάνω σχέσης συναρτήσει της από κοινού 
συνάρτησης κατανομής και των αντίστροφων των δύο περιθώριων.  
 

Αν C είναι μία σύζευξη και  xFX ,  yFY  συναρτήσεις κατανομών τότε η συνάρτηση  y,xF Y,X  

ορισμένη από τον προηγούμενο ορισμό, είναι η από κοινού συνάρτησης κατανομής των 
τυχαίων μεταβλητών X , Y με περιθώριες συναρτήσεις κατανομών  xFX ,  yFY  αντίστοιχα. 

 

                                                        yF,xFy,xFv,uC YXY,X

11 
                                                  (6.2)                                                 

 

όπου 1

XF  και 1

YF  είναι οι αντίστροφες των συναρτήσεων  xFX ,  yFY  

 
Παρόμοιες εκτιμήσεις γίνονται για προβλήματα με n  μεταβλητές. Ένα επιπλέον δηλαδή, 
πλεονέκτημα των συζεύξεων( copulas) είναι ότι μπορεί να γίνει γενίκευση για n -διάστατες 
κατανομές. 
 
Ας θεωρηθούν n  τυχαίες μεταβλητές, nx,....,x,x 21  με περιθώριες κατανομές 

 11
xFX ,  22

xFX ,....,  nX xF
n

. Αν  nXXX x,....,x,x,.....,F
n 2121

 είναι η  από κοινού αθροιστική 

κατανομή, τότε υπάρχει μία μοναδική n -copula C  για την οποία ισχύει : 
 
                     nXXX x,....,x,x,.....,F

n 2121
=C       nXXX xF,...,xF,xF

n21 21
                              (6.3)                                                

 
Αντιστρόφως, για κάθε μονοδιάστατη κατανομή   xFX ,  yFY  και κάθε copula C , η συνάρτηση 

 y,xF Y,X  που ορίζεται παραπάνω είναι μια διμεταβλητή συνάρτηση κατανομής με περιθώριες 

κατανομές  xFX ,  yFY . Επιπλέον αν  xFX ,  yFY  είναι συνεχείς, τότε το C  είναι μοναδικό.  

Σύμφωνα με την υπόθεση ότι οι περιθώριες κατανομές είναι συνεχείς με συναρτήσεις 
πυκνότητας πιθανότητας  xfX  και  yfY , τότε η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας γίνεται: 
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                                                          yfxfyF,xFcy,xf YXYXY,X                                           (6.4)                                               

 
Όπου c  είναι η συνάρτηση πυκνότητας της C , που ορίζεται ως: 
 
 

                                                                     
vu

)v,u(C
v,uc






2

                                                           (6.5)                                    

 
Όπου v,u  είναι οι αθροιστικές συναρτήσεις κατανομής, δηλαδή  xFX ,  yFY  στις εξισώσεις 

(1) και (2), και κυμαίνονται μεταξύ μηδέν και ένα. 
 
● Εάν οι   xFX και  yFY  είναι συνεχείς, τότε η  v,uC είναι μοναδική.  

● Για συνεχείς περιθώριες συναρτήσεις  xFX και   yFY  η μοναδική σύζευξη  v,uC , για 

     1010 ,,v,u   έχει τη μορφή :  v,uC =     vF,uFF YY,X X

11   όπου XF 1 , και YF 1  οι 

αντίστροφες των συναρτήσεων  XF και  YF αντίστοιχα.  

● Όταν  xFX και  yFY  είναι συνεχείς τότε οι τυχαίες μεταβλητές X και Y  είναι ανεξάρτητες αν 

και μόνο αν  y,xF Y,X =  xFX  yFY   για Ry,x  . Ισοδύναμα, οι τυχαίες μεταβλητές X και 

Y είναι ανεξάρτητες αν και μόνο αν  v,uC  = vu  όπου      1010 ,,v,u  . 
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7. ΒΑΣΙΚΕΣ  ΔΙΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ ΣΥΖΕΥΞΕΙΣ  
 
 

7.1 Γενικά 

 

Στην περίπτωση της δημιουργίας συνεχών διμεταβλητών κατανομών με συγκεκριμένες 
περιθώριες, από μια δομή εξάρτησης η οποία παρουσιάζεται με τη μορφή ενός 
συναρτησιακού τύπου, ο οποίος συναρτησιακός αυτός τύπος καλείται σύζευξη, οι 
διαφορετικές δε μορφές του οδηγούν σε μια ποικιλία μοντέλων που δημιουργούν διάφορες 
οικογένειες κατανομών.  Σκοπός της δημιουργίας αυτών των οικογενειών, είναι να βρεθεί ένας 
απλός τρόπος για να εισαχθεί η συσχέτιση ανάμεσα στις τυχαίες περιθώριες κατανομές. 
Αναδεικνύεται δε, στη μελέτη και στην εισαγωγή τέτοιων οικογενειών, σε επίμαχο θέμα η 
εύρεση κλάσεων διμεταβλητών κατανομών με το επιθυμητό εύρος του συντελεστή 
συσχέτισης. 
 
Μόλις ένας ερευνητής καθορίσει τις περιθώριες κατανομές επιλέγεται μία κατάλληλη σύζευξη 
(copula). Επειδή οι συζεύξεις διαχωρίζουν τις περιθώριες κατανομές από τις δομές εξάρτησης, 
την κατάλληλη σύζευξη για μία συγκεκριμένη εφαρμογή, είναι αυτό που αποτυπώνει 
καλύτερα τα εξαρτημένα χαρακτηριστικά των δεδομένων. Ένας μεγάλος αριθμός των 
συζεύξεων έχουν προταθεί στη βιβλιογραφία, και κάθε ένα από αυτά επιβάλλει μια 
διαφορετική δομή εξάρτησης στα δεδομένα. Σε αυτή την ενότητα, θα συζητήσουμε αρκετές 
συζεύξεις (copulas)  που έχουν εμφανιστεί συχνά σε εμπειρικές εφαρμογές, και θα εξηγηθούν 
εν συντομία οι δομές της εξάρτησης της κάθε σύζευξης (copula). 

7.2 Σύζευξη γινόμενο (Product copula) 

 
Η απλούστερη σύζευξη είναι η σύζευξη γινόμενο και έχει τη μορφή : 
 
                                                 v,uvuv,uC Π                                                                          (7.1) 

 
Όπου u, v παίρνουν τιμές στο διάστημα των πραγματικών αριθμών. Η συγκεκριμένη σύζευξη 
είναι σημαντική ως σημείο αναφοράς επειδή αντιστοιχεί σε ανεξαρτησία. 

7.3 Κλάση Αρχιμήδειων συζεύξεων  

 
Οι Αρχιμήδειες συζεύξεις αποτελούν μία σημαντική οικογένεια των συζεύξεων και 
χρησιμοποιούνται συχνά για υδρολογικές εφαρμογές. Οι συζεύξεις αυτές έχουν μια απλή 
φόρμα με ιδιότητες όπως η προσεταιριστικότητα και έχουν διαφορετικές δομές εξάρτησης 
(Nelsen 1999, Genest και MacKay 1986). Σε αντίθεση με τις ελλειπτικές συζεύξεις, οι οποίες δε 
μπορούν να παρουσιαστούν σε κλειστές φόρμες (τύπους) και περιορίζονται στο να έχουν 
ακτινική συμμετρία, οι περισσότερες  από τις Αρχιμήδειες συζεύξεις έχουν εκφράσεις κλειστού 
τύπου (πλεονέκτημα).  
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Παρόλα αυτά οι αρχιμήδειες συζεύξεις είναι αρκετά δημοφιλείς λόγω της ευκολίας με την 
οποία κατασκευάζονται, των πολλών οικογενειών συζεύξεων που προέρχονται από αυτές και 
λόγω των καλών ιδιοτήτων που έχουν αυτές οι  οικογένειες. Η Αρχιμήδεια σύζευξη μπορεί να 
εφαρμοστεί και για θετική αλλά και για αρνητική συσχέτιση, μεταξύ των μεταβλητών (Zhang 
και Singh, 2006).  
 
Θεωρούμε μία τάξηΦ των συναρτήσεων φ  :[0,1]→[0,∞] οι οποίες είναι συνεχείς και αυστηρά 

φθίνουσες συναρτήσεις ορισμένες στο διάστημα  1,0  τέτοιο ώστε        tφ ,tφ ,φ 0001   

για 10 t . 

Από τα παραπάνω ισχύει ότι η φ  έχει μια αντίστροφη συνάρτηση την 1φ  η οποία έχει επίσης 

δύο παραγώγους. Επίσης αν   


tφlim
t 0

  τότε   0φ . 

Κάθε μέλος φ  της κλάσης Φ  παράγει μια διμεταβλητή συνάρτηση κατανομής για το ζεύγος 

των μεταβλητών Y,X η οποία ορίζεται ως : 

 

                                                   


















)]y(φ)x(φ[φ

)y,x(F Y,X

1

0

                                                   (7.2)   

 

Δηλαδή αν      0φyφxφ   τότε      yφxφφ)y,x(F Y,X  1  

Διαφορετικά 0)y,x(F Y,X . 

Αν   0φ , τότε η )y,x(F Y,X  είναι αυστηρά θετική, εκτός από την περίπτωση όπου 0x  ή 

0y . 

 
Η διμεταβλητή συνάρτηση πυκνότητας για αυτή την οικογένεια κατανομών είναι: 
 

                                                          
3)]F(φ[

)y(φ)x(φ)F(φ
y,xf Y,X




                                                    (7.3)   

 
Επειδή           tφ ,tφ ,φ 0001   για 10 t    0y,xf Y,X  για όλα τα y,x  έτσι ώστε 

     0φyφxφ  . Όταν      0φyφxφ   τότε οι παράγωγοι δεν υπάρχουν. 

 Επίσης η κατανομή είναι συμμετρική στο x  και y  άρα  x,yF)y,x(F Y,XY,X   

  Οι τυχαίες μεταβλητές X  , Y  είναι ανεξάρτητες αν και μόνο αν ισχύει ότι  
              tlogctφ  ,  όπου 0c είναι τυχαία σταθερά. 

 Επίσης ισχύει ότι     1 yxy,xFyY,xXP Y,X  

  Οι περιθώριες κατανομές των τυχαίων μεταβλητών X  και Y  είναι ομοιόμορφες στο 
διάστημα  10 , . 

 Τέλος ισχύει ότι  x),x(F Y,X 1  και y)y,(F Y,X 1  όπου 10  x και 10  y . 

              
Σύμφωνα με τις παραπάνω διαπιστώσεις οι συναρτήσεις κατανομής του τύπου: 
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                                                            yφxφφ)y,x(F Y,X  1                                                      (7.4)   

 
 αν      0φyφxφ   είναι συζεύξεις και ανήκουν στην οικογένεια των Αρχιμήδειων 

συζεύξεων. 
 
Προκειμένου να εκφράσουμε την Αρχιμήδεια σύζευξη για δύο τυχαίες μεταβλητές X  και Y  με 
αθροιστικές συναρτήσεις κατανομής τους (CDF)  ,xFX   yFY  θέτουμε  ,xFu X  και  yFv Y  

τότε u  και v  είναι ομοιόμορφα κατανεμημένες τυχαίες μεταβλητές. Αν  φ  είναι η γεννήτρια 

σύζευξη, μία κυρτή φθίνουσα συνάρτηση, τότε η μία παράμετρος της Αρχιμήδειας σύζευξης 
συμβολίζεται ως C θ και εκφράζεται ως (Nelsen (1999), Zhang και Singh, 2006): 

 

                  )y,x(F Y,X  v,uCθ  =  ,)u(φ)u(φφ 1  αν      0φvφuφ   u0 , 1v            (7.5)   

 
Διαφορετικά   0v,uCθ . Όπου θ  είναι η παράμετρος της γεννήτριας συνάρτησης της 

σύζευξης. Για τη συνάρτηση φ  ισχύει :       ,,:uφ 010 ,       ,,:uφ 010 ,   01 φ , 

  0 uφ  και   0 uφ . 

 
Παράλληλα όπως ισχύει για όλες τις συζεύξεις, έτσι και οι Αρχιμήδειες συζεύξεις είναι 
συνεχείς συναρτήσεις και φθίνουσες για κάθε μεταβλητή, ενώ είναι φραγμένες από τα όρια 
Fréchet, δηλαδή ικανοποιείται η ανισότητα :      v,uminv,uC,vumax  01  για όλα τα 

 10,v,u  . Σε αυτές τις συναρτήσεις των συζεύξεων , η παράμετρος θ  συνθέτει τη δύναμη της 

εξάρτησης μεταξύ των  εξαρτημένων τυχαίων μεταβλητών. Για κάθε διμεταβλητή Αρχιμήδεια  
σύζευξη, η τιμή του θ  μπορεί να προσδιοριστεί  έχοντας υπόψη την μαθητική σχέση μεταξύ 
του συντελεστή συσχέτισης Kendall τ  και της γεννήτριας συνάρτησης  tφ .  

 

 Ο συντελεστής συσχέτισης του Kendall: 
 

                                      du
)u(φ

)u(φ
)v,u(Cd)v,u(Cτ   



1

0

1

0

1

0

4114                                                   (7.6)   

 
Μερικές από τις οικογένειες των  Αρχιμήδειων συζεύξεων είναι η Frank, Gumbel, Clayton, Ali-
Mikhail-Haq. Σύμφωνα με τον Zhang και Singh (2006), θα πρέπει να σημειωθεί ότι η Gumbel-
Hoggard μπορεί να εφαρμόζεται όταν η δομή εξάρτησης μεταξύ των τυχαίων μεταβλητών 
είναι θετική. Η σύζευξη Ali-Mikhail-Haq μπορεί να εφαρμοστεί και για θετική αλλά και για 
αρνητική συσχέτιση. Ωστόσο, μπορεί να μην είναι κατάλληλη για  πολύ υψηλή θετική 
συσχέτιση ή για πολύ χαμηλή αρνητική συσχέτιση. Η σύζευξη Frank  δεν έχει αυτό τον 
περιορισμό. Η Cook–Johnson σύζευξη είναι κατάλληλη μόνο για θετικές συσχετίσεις.  
 
Η γεννήτρια συνάρτηση φ  είναι μία γνησίως φθίνουσα κυρτή συνάρτηση     ,, 010  με 

  01 φ . 



62 
 

                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

 
 

 
Σχήμα 7.5: Η γεννήτρια συνάρτηση φ  

Πηγή: MAO, Guangyu , 2009 

 
Όπως φαίνεται και από το σχήμα, αυτή η ιδιότητα υποδεικνύει τα χαρακτηριστικά της 
συνάρτησης παραγωγής. Αυτή η φθίνουσα κυρτή συνάρτηση παραγωγής φ  εγγυάται ότι την 

αντίστοιχη σύζευξη (copula), δηλ. C , που παράγεται θα ικανοποιήσει τις ιδιότητες της 
κατανομής πιθανότητας. Για παράδειγμα, αν    tlntφ  , t  ∈ [0,1] δεδομένου ότι   0φ  

, η φ  είναι μια φθίνουσα κυρτή συνάρτηση, και τότε έχουμε ότι    texptφ 1 . Έτσι, η 

αντίστοιχη Αρχιμήδεια σύζευξη, C , που παράγεται από τη χρήση αυτής της συνάρτησης 
παραγωγής θα είναι : 
 
                                                       vuvlnulnexpv,uC                                               (7.7)   

 
Αυτή η σύζευξη αντιπροσωπεύει την κοινή κατανομή των δύο ανεξάρτητων τυχαίων 
μεταβλητών. 
 
Αν C  μία αρχιμήδεια σύζευξη που παράγεται από τη φ  στο Φ  τότε για  10,t  το μέγεθος C 

που συνδέεται με τις καμπύλες      tφvφuφ   δίνεται από : 

                                             )t(φ 











  )t(φ)t(φ

11
                                                            (7.8)   

 

όπου )t(φ),t(φ    είναι μονόπλευρες παράγωγοι της φ  στο t .  

Αν η C  δεν είναι αυστηρά  αύξουσα τότε το C      0φvφuφ   είναι ίσο με : C=
)(φ

)(φ



0

0
. Και 

έτσι ισοδυναμεί με με 0  όταν   )(φ 0 .  
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Αν C  είναι μία Αρχιμήδεια σύζευξη που παράγεται από τη φ  στο Φ  και  tKC  δηλώνει το 

μέγεθος C του συνόλου  t)v,u(CI)v,u(  2  ή ισοδύναμα αν το σύνολο 

 )t(φ)v(φ)u(φI)v,u(  2 ,  τότε για κάθε t  στο I . 

   

                                                              
)t(φ

)t(φ
ttKC 
                                                                       (7.9)   

 
Αυτή η ιδιότητα είναι μία από τις πιό σημαντικές ιδιότητες η οποία χρησιμοποιείται ευρέως 
για την παραγωγή των Αρχιμήδειων συζεύξεων μέσω της μη παραμετρικής μεθόδου εκτίμησης 
και προσομοίωσης. 

7.3.1 Gumbel-Hougaard Αρχιμήδεια σύζευξη 

 
Η Gumbel-Hougaard αρχιμήδεια copula (Σχήμα 7.6)  εισήχθη για πρώτη φορά από Gumbel το 
1960. Ο Nelsen (1999) πρότεινε ότι η Gumbel-Hougaard σύζευξη μπορεί να θεωρηθεί ως η 
αναπαράσταση της διμεταβλητής κατανομή ακραίων τιμών. Από αυτό το χαρακτηριστικό της, 
η Gumbel-Hougaard αρχιμήδεια σύζευξη θα μπορούσε να είναι η πιο  κατάλληλη σύζευξη για 
την πολυμεταβλητή υδρολογική ανάλυση συχνοτήτων για  ακραία υδρολογικά γεγονότα.  
 

Έστω συνάρτηση    θtlntφ  , όπου 1θ . Η συνάρτηση  tφ  είναι συνεχής και   01 φ . 

Έχουμε, 
t

)tln(θ)t(φ θ 11 , άρα η  tφ είναι αυστηρά φθίνουσα συνάρτηση από 

    ,, 010 . Η 0 )t(φ  στο διάστημα [0,1], άρα η φ  είναι κυρτή. Η φ  είναι γεννήτρια της 

σύζευξης και για   0φ είναι η αυστηρή γεννήτρια της σύζευξης. Η σύνθεση αυτής της 

οικογένειας εκφράζεται ως: 
 

                               )]vlnuln[exp())v(φ)u(φ(φ)v,u(C θθθ

θ

1
1                                (7.10)   

                                                                      
και 

   
    

            11
1

2
21










θθθθθθ
θ

θθ vlnulnθvlnuln
vu

vlnuln
v,uCv,uc

 

Η σύζευξη αυτή καλείται Gumbel σύζευξη. Επίσης έχουμε ότι Π1 C  και   Μ θθ Clim , όπου 

  vuv,u Π  και    v,uminv,u Μ . Όπως και με τη σύζευξη Clayton, η σύζευξη Gumbel δε 

χρησιμοποιείται σε περιπτώσεις που έχουμε αρνητική εξάρτηση, αλλά σε αντίθεση με την 
Clayton, η Gumbel εμφανίζει ισχυρή εξάρτηση από τη δεξιά ουρά και σχετικά αδύναμη  
εξάρτηση από την αριστερά ουρά. Εάν είναι γνωστό ότι τα αποτελέσματα,  συσχετίζονται 
ισχυρά σε υψηλές τιμές αλλά λιγότερο σε χαμηλές τιμές, τότε η σύζευξη Gumbel είναι η 
κατάλληλη επιλογή. 
 

 Ο συντελεστής συσχέτισης Kendall τ. 
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Αν Y,X δύο τυχαίες μεταβλητές και C  μία Αρχιμήδεια σύζευξη που γεννιέται από τη 

συνάρτηση φ . Ο συντελεστής συσχέτισης του Kendall, τ , για τις Y,X μεταβλητές δίνεται από 

την εξίσωση: 
 

                                                          dt
)t(φ

)t(φ
τC  



1

0

41 =
θ

θ 1
                                                         (7.11)      

 

 Συντελεστές εξάρτησης άνω και κάτω ουράς. 
 

Η μελέτη της εξάρτησης ουράς αφορά το ποσό εξάρτησης στο υψηλότερο δεξιά τεταρτοκύκλιο 
ουράς (upper-right-quadrant tail) και στο χαμηλότερο αριστερά τεταρτοκύκλιο ουράς (lower-
left-quadrant tail) μιας διμεταβλητής κατανομής. Η ιδέα της εξάρτησης ουράς είναι σχετική με 
την μελέτη εξάρτησης μεταξύ ακραίων τιμών. Αποδεικνύεται ότι η εξάρτηση ουράς μεταξύ δύο 
συνεχών τυχαίων μεταβλητών Y,X είναι μια ιδιότητα των συζεύξεων και επιπλέον το ποσό της 

εξάρτησης παραμένει αναλλοίωτο κάτω από αυστηρούς αύξοντες μετασχηματισμούς των 
τυχαίων μεταβλητών Y,X . 

Έστω φ  μια αυστηρά γεννήτρια συνάρτηση τέτοια ώστε η 1φ  να ανήκει στην κλάση των 

μετασχηματισμών Laplace αυστηρά θετικών τυχαίων μεταβλητών. Αν η  )(φ 01  και ο 

συντελεστής άνω εξάρτησης ουράς δίνεται από τις ακόλουθες εξισώσεις : 
 

                                                 ]
)s(φ

)s(φ
[limλ

sU 








 

1

1

0

2
22 =2-2 θ

1

                                                  (7.12)   

Δηλαδή για 1θ η σύζευξη έχει εξάρτηση άνω ουράς. 
 

                                                                             ]
)s(φ

)s(φ
[limλ sL 









1

1 2
2                                                                                                     (7.13)  

Αν το  υλ ],( 10  τότε λέμε ότι τα Y,X  είναι ασυμπτωτικά εξαρτημένα στην άνω ουρά ενώ αν 

0υλ  τότε λέμε ότι τα Y,X  είναι ασυμπτωτικά ανεξάρτητα στην άνω ουρά. 

Αν το  Lλ ],( 10 , η σύζευξη παρουσιάζει κάτω εξάρτηση ουράς, ενώ αν 0Lλ η σύζευξη 

παρουσιάζει κάτω ανεξαρτησία ουράς. Η σύζευξη Gumbel έχει άνω εξάρτηση ουράς. 
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Σχήμα 7.6: Gumbel σύζευξη για θ=5 

 Πηγή: Gianfausto SalvadoriI Carlo de Michele, Nathabandu T. Kottegoda, Renzo Rosso,2007 
 

 

 
                                  

Σχήμα 7.7: Gumbel σύζευξη για θ=3,055 
Πηγή: Gianfausto SalvadoriI Carlo de Michele, Nathabandu T. Kottegoda, Renzo Rosso,2007 

7.3.2 Σύζευξη Frank 

H Frank οικογένεια διμεταβλητών κατανομών εισήχθηκε από τον Frank το 1979). Περιλαμβάνει 
τα όρια Fréchet καθώς και την κατανομή που αντιστοιχεί σε ανεξάρτητες μεταβλητές και 
μπορεί να λάβει οποιεσδήποτε κατανομές σαν περιθώριες. Η αντίστοιχη σύζευξη αυτής της 
οικογένειας είναι η ακόλουθη: 
 

                           


















1

11
1

1

1

e

)e)(e(
lnθ)θ;v,u(C

vθuθ

                                        (7.14)   

Με    

















)e(

)e(
lntφ

θ

tθ

1

1
  με θ   0\R . 

 Ο συντελεστής συσχέτισης Kendall τ  



66 
 

                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

 

                                                      ))θ(D(
θ

τ 11
4

1                                                         (7.15)   

 

και   dt
e

t

x

k
xD

γ

t

k

kk  


0
1

  για 1k ,  συνάρτηση Deybe 

 
Η παράμετρος της εξάρτησης μπορεί να αναλάβει οποιαδήποτε πραγματική τιμή (- ∞, ∞). Η 
σύζευξη Frank είναι δημοφιλής για διάφορους λόγους. Κατ 'αρχάς, σε αντίθεση με κάποιες 
άλλες συζεύξεις, επιτρέπει την αρνητική εξάρτηση μεταξύ των περιθώριων. Δεύτερον, η 
εξάρτηση είναι συμμετρική και στις δύο ουρές, παρόμοια με τα Gaussian και Student-t 
συζεύξεων. Τρίτον, είναι «Περιεκτική» με την έννοια ότι και τα δύο όρια Frechet 
περιλαμβάνονται στο εύρος της επιτρεπτής εξάρτησης. Κατά συνέπεια, η Frank σύζευξη 
μπορεί, θεωρητικά, να χρησιμοποιηθεί για την μοντελοποίηση των αποτελεσμάτων με ισχυρή 
θετική ή αρνητική εξάρτηση. Ωστόσο, η εξάρτηση στις ουρές των συζεύξεων Frank τείνει να 
είναι σχετικά ασθενής σε σύγκριση με την Gaussian συνάρτηση, και η ισχυρότερη εξάρτηση 
επικεντρώνεται στη μέση της κατανομής, η οποία υποδηλώνει ότι η Frank  σύζευξη είναι η 
πλέον κατάλληλη για τα δεδομένα που εμφανίζουν ασθενή εξάρτηση από την ουρά. Δηλαδή η 
σύζευξη Frank δεν έχουν άνω εξάρτηση ουράς και λόγω ακτινικής συμμετρίας δεν έχουν ούτε 
κάτω εξάρτηση ουράς. Αυτή η σύζευξη έχει χρησιμοποιηθεί ευρέως σε εμπειρικές εφαρμογές. 
 
 

                       
                                    

Σχήμα 7.8:  Frank σύζευξη για θ=0.02 
Πηγή: Gianfausto SalvadoriI Carlo de Michele, Nathabandu T. Kottegoda, Renzo Rosso,2007 
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Σχήμα 7.9:  Frank σύζευξη για θ=50 
Πηγή: Gianfausto SalvadoriI Carlo de Michele, Nathabandu T. Kottegoda, Renzo Rosso, 2007 

7.3.3 Σύζευξη Clayton 

 
Η γεννήτρια συνάρτηση της Clayton οικογένειας συζεύξεων είναι η  

θ

t
)t(φ

θ 1




 όπου θ }{\],[ 01   

και οι συζεύξεις της οικογένειας Clayton δίνονται από τον παρακάτω τύπο : 

                                                     ),]vumax([)v,u(C θuθ
θ 01

1


                                              (7.16)   

 
Για 0θ , οι συζεύξεις Clayton είναι αυστηρά μονότονες  και έτσι έχουμε: 

                                                       θθθ
θ )vu()v,u(C

1

1


                                                          (7.17)   

 
 ● Ο συντελεστής συσχέτισης του Kendall: 
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θ                                         (7.18)   

 
● Εξάρτηση ουράς: 
 
Άνω εξάρτηση 

                             ]
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                    (7.19)   

Κάτω εξάρτηση 
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                        ]
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                           (7.20)   

 

 
 

Σχήμα 7.10: Clayton σύζευξη για θ=5 
Πηγή: Gianfausto SalvadoriI Carlo de Michele, Nathabandu T. Kottegoda, Renzo Rosso,2007 
 
 
 

 
 

Σχήμα 7.1 : Clayton σύζευξη για θ=-0.75 
Πηγή: Gianfausto SalvadoriI Carlo de Michele, Nathabandu T. Kottegoda, Renzo Rosso,2007 

7.4 Κλάση ελλειπτικών συζεύξεων 

 

Η κλάση των ελλειπτικών συζεύξεων παρουσιάζει χρήσιμα παραδείγματα πολυδιάστατων 
κατανομών. Σε αυτές εμφανίζονται πολλές ιδιότητες της πολυδιάστατης κανονικής κατανομής. 
Οι ελλειπτικές συζεύξεις μας βοηθάνε στην μοντελοποίηση πολυδιάστατων ακραίων 
γεγονότων και στη διαμόρφωση μη παραμετρικών μέτρων εξάρτησης μεταξύ τυχαίων 
μεταβλητών. Οι ελλειπτικές συζεύξεις είναι συζεύξεις των ελλειπτικών κατανομών. Συνεπώς η 
προσομοίωση των ελλειπτικών συζεύξεων είναι εξίσου εύκολη με την προσομοίωση των 
ελλειπτικών κατανομών. Όταν κοιτάζουμε μια ελλειπτική σύζευξη ή μια από κοινού ελλειπτική 
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κατανομή από πάνω, τα περιγράμματα αυτής της κατανομής έχουν ελλειψοειδή μορφή. Μια 
από τις ιδιότητες των ελλειπτικών συζεύξεων (elliptical copulas) είναι ακτινική συμμετρία ενώ 
το κύριο πλεονέκτημα τους είναι ότι μπορούμε εύκολα να πάρουμε παραδείγματα από αυτά. 
Από την άλλη, ένα σημαντικό μειονέκτημά τους είναι ότι δεν μπορούν να γραφτούν σε 
κλειστές φόρμες. 

7.4.1 Η Γκαουσιανή ή κανονική σύζευξη (Gaussian copula) 

 
H κανονική σύζευξη ή Γκαουσιανή σύζευξη είναι η σύζευξη της πολυδιάστατης κανονικής 
κατανομής. Έστω R συμμετρικός, θετικά ορισμένος πίνακας με diagR = 1 και ΦR η 
τυποποιημένη πολυδιάστατη κανονική κατανομή με πίνακα συσχετίσεων R.  
 
Η πολυδιάστατη κανονική σύζευξη ορίζεται ως εξής: 
   

                                                 nRn
Ga
R u,....,uu,.....uC 1

1
1

1 ΦΦΦ                                              (7.21)   

 
Για 2n η κανονική σύζευξη γράφεται ως εξής : 
 

                                                       v,.uv,uC Ga
Ga
R

1
1

1 ΦΦΦ                                                       (7.22)   

                                                                  
                                                                    ή     
 

        θ;v,uθ;v,uC GaGa
11 ΦΦΦ
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   (7.23)   

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             
 

Η προσομοίωση με την κανονική σύζευξη (Gaussian copula)  είναι γρήγορη και μπορεί να 
εφαρμοστεί εύκολα σε σύγκριση με προσομοίωση με τις  Αρχιμήδιες (Αrchimedean copulas) 
συζεύξεις. Ο συντελεστής συσχέτισης που απαιτείται για την προσομοίωση της κανονικής 
σύζευξης (Gaussian copula) υπολογίζεται από την μη παραμετρική εκτίμηση του συντελεστή τ 
(συντελεστής συσχέτισης του Kendall).Ο γραμμικός συντελεστής συσχέτισης κατά Pearson  

δίνεται από 









2

πτ
sinρ  εμπεριέχει τις ιδιότητες του συντελεστή συσχέτισης του Κένταλ και 

είναι ένα αποτελεσματικός εκτιμητής για αυτή τη σύζευξη copula. 
 
Ο συντελεστής συσχέτισης του Pearson 

 

                                                                     









2

πτ
sinρ                                                                      (7.24)   
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 Ο συντελεστής συσχέτισης του Kendall για αυτή την οικογένεια έχει την ακόλουθη 
μορφή :  
 

                                                               )θarcsin(
π

τ
2

        11  θ                                             (7.25)   

 
 

 Ο συντελεστής συσχέτισης του Spearman έχει τη μορφή  
 

                                                                          









2

6 θ
arcsin

π
r                                                          (7.26)   

 
Καθώς η παράμετρος εξάρτησης πλησιάζει -1 και 1, η κανονική σύζευξη (normal copula) 
φθάνει το χαμηλότερο και το υψηλότερο όριο Frechet, αντίστοιχα. Η κανονική σύζευξη είναι 
ευέλικτη στο ότι μπορεί να χρησιμοποιηθεί για  ίσους βαθμούς θετικής και αρνητικής 
εξάρτησης και περιλαμβάνει και τα δύο τα όρια Frechet στην επιτρεπτή περιοχή τους. 
 
Στην περίπτωση που οι δύο τυχαίες μεταβλητές v,u είναι ασυσχέτιστες, κανονική σύζευξη 

παίρνει την παρακάτω μορφή: 
 

                                      

 

 



)u( )v(

Ga )v,u(uvdt)t(fds)s(f)v,u(C

1
1

1
2Φ Φ

210 Π                                     (7.27)   

               

 
 
Σχήμα 7.12:  Gaussian αθροιστική σύζευξη (αριστερά), Gaussian σύζευξη πυκνότητας (δεξιά) 

Πηγή: Ιστότοπος http://en.wikipedia.org/ 
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7.4.2  t-student copula 

 
H t-student σύζευξη είναι η σύζευξη της πολυδιάστατης t-student κατανομής. Έστω X ένα 
δίανυσμα με n -διμεταβλητή t-student κατανομή με ν  βαθμούς ελευθερίας, διάνυσμα μέσης 

τιμής μ  (για 1ν ) και πίνακα συνδιασπορών Σ
2ν

ν
 (για 2ν ). Έχουμε: 

Z
S

ν
μX 4 , όπου μ 2

ν
n x~S,R  και το τυχαίο διάνυσμα  Σ0,N~Z . Τα Z  S,,μ , είναι 

ανεξάρτητα. Η σύζευξη του διανύσματος X  είναι η t-student σύζευξη με ν  βαθμούς 
ελευθερίας. Το t-student copula γράφεται αναλυτικά ως εξής: 
 

                                                  ))u(t),.....,u(t(t)u(C nvv
u

R,v
t

R,v
1

1
1                                                    (7.28)   

 

Όπου: 
jjii

ijRij
ΣΣ

Σ
 , για   n1,....,j  ,i        

H n
R,νt  είναι η πολυδιάστατη συνάρτηση κατανομής του τυχαίου διανύσματος ).(N~Y,

S

Yv
n Σ0  

Οι τυχαίες μεταβλητές 2
νx~S  2

 και το τυχαίο Y είναι ανεξάρτητα. 

Οι vt  είναι οι περιθώριες συναρτήσεις της n
R,νt . 

 
Για n=2 η t-student σύζευξη παίρνει την παρακάτω μορφή: 
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                   (7.29)   

 
Όπου ρR 12 , είναι ο γραμμικός συντελεστής συσχέτισης της διμεταβλητής t-student 

κατανομής με ν  βαθμούς ελευθερίας ,αν 2ν . 
 
Παρατηρούμε ότι ο τύπος της t-student σύζευξης μοιάζει πολύ με αυτόν της κανονικής 
(Gaussian) αλλά έχει επιπλέον μία παράμετρο την ν . Η παράμετρος αυτή ελέγχει την εξάρτηση 
στα άκρα της κατανομής. Όταν η παράμετρος ν είναι μικρή τότε έχουμε εξάρτηση στα άκρα και 
ανεξαρτησία στο κέντρο της κατανομής. Αντίθετα, όταν το ν είναι μεγάλο τότε έχουμε 
εξάρτηση στο κέντρο και η t-student συμπεριφέρεται ανάλογα με την κανονική σύζευξη. 
 

 Ο συντελεστής συσχέτισης του Kendall είναι: 
 

                                                                 )θarcsin(
π

τ
2

                                                                     (7.30)   

 

 Ο συντελεστής συσχέτισης του Pearson είναι : 
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2

πτ
sinρ                                                                   (7.31)   

 

7.5 Κλάση Farlie–Gumbel–Morgenstern (FGM) 

 
Η σύζευξη FGM διατυπώθηκε για πρώτη φορά από Morgenstern (1956). Η FGM σύζευξη είναι 
μια διαταραχή (perturbation) της σύζευξης γινομένου, εάν η εξαρτημένη  παράμετρος θ είναι 
ίση με μηδέν, τότε η σύζευξη FGM μεταπίπτει σε ανεξαρτησία (collapses to independence). Η 
FGM είναι ελκυστική και δημοφιλής λόγω της απλότητάς του( απλή ως προς τη δομή της), και 
o Prieger (2002) συνηγορεί για τη χρήση της  στην επιλογή μοντέλων σε σχέδια ασφάλισης 
υγείας. Ωστόσο, είναι περιοριστική διότι η συγκεκριμένη σύζευξη (copula) είναι χρήσιμη μόνο 
όταν η εξάρτηση μεταξύ των δύο περιθωρίων είναι μέτρια σε μέγεθος. 

7.5.1 Η σύζευξη Farlie–Gumbel–Morgenstern 

 
Έστω οι μονοδιάστατες συνεχείς τυχαίες μεταβλητές X , Y  με αντίστοιχες συναρτήσεις 
κατανομής  xFX  και  yFY  όπου Ry,x  . Μια διμεταβλητή συνεχής τυχαία μεταβλητή  y,xF  

θα λέμε ότι ανήκει στην οικογένεια FGM, εάν η αθροιστική συνάρτηση κατανομής της δίνεται 
από την ακόλουθη εξίσωση : 
 
                                  R y,x  },yFxFθ{yFxFyY,xXPy,xH YXYXθ  111     (7.32)  

        
ή 
 

                                          vuθvuθ;v,uC  111            11  θ                            (7.33) 

 
Όπου u  και v είναι οι αθροιστικές συναρτήσεις κατανομής, δηλαδή  xFX ,  yFY . Το θ  

ονομάζεται παράμετρος συνάφειας και πρέπει 11  θ  για να είναι συνάρτηση κατανομής η 
 y,xHθ . Η συσχέτιση των μεταβλητών που ακoλουθούν κατανομή Farlie-Gumbel-

Morgenstern εξαρτάται από την παράμετρο θ . Συγκεκριμένα οι μεταβλητές X  , Y  είναι 
ανεξάρτητες όταν 0θ  , θετικά συσχετισμένες όταν 0θ  και αρνητικά συσχετισμένες όταν 

0 . Οι περιθώριες συναρτήσεις  y,xHθ για κάθε αποδεκτό  θ είναι οι συνεχείς από δεξιά 

συναρτήσεις  xFX  και  yFY  . Για την απόδειξη, από την (7.32), παίρνοντας το όριο για 

y  παίρνω τη συνάρτηση κατανομής της τυχαίας μεταβλητής X  ,  xHX : 

 
             }yFlimxFθ{yFlimxFy,xHlimxH YyXYyXθyX   111  

 

Όμως   1 yFlim Yy  

Άρα    xFxH XX   
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Ομοίως από την (7.32), παίρνοντας το όριο για x  παίρνω τη συνάρτηση 
κατανομής της τυχαίας μεταβλητής  yH,Y Y  : 

 
             }yFxFlimθ{yFxFlimy,xHlimyH YXxYXxθxY   111  

 
Όμως   1 xFlim Xx  

Οπότε    yFYH YY   

Ενώ εάν υπάρχουν οι συνεχείς συναρτήσεις πυκνότητας   xfX  και  yfY  τότε η 

αντίστοιχη από κοινού συνάρτηση πυκνότητας είναι: 
 

                                 
         }yFxFθ{yfxf             

}yFxFθ{yfxfy,xh
YXYX

YXYXθ
12121

21211


                                   (7.34)                                      

 
Προκύπτει ότι η δεσμευμένη συνάρτηση πυκνότητας της τ.μ.  X  δοθέντος ότι yY   είναι : 

 
                                   }yFxFθ{xfy/xh YXXθ  21211                                          (7.35) 

                                                     
 Η καμπύλη παλινδρόμησης της τ.μ. X δοθέντος ότι yY   είναι : 

 

                              dxxfxFxyFθXEyY/XE XXY   2121                            (7.36) 

 
η οποία είναι γραμμική στο  yFY  . 

Η σχέση (7.9) όμως μπορεί να γραφεί και ως εξής : 
 
                                    2221  : Y XEXEyFθXEyY/XE                                       (7.37) 

 
Όπου   }X,Xmax{X  : 2122   με 1X , 2X  ανεξάρτητες τ.μ. από την ίδια κατανομή με συνάρτηση 

κατανομής  xFX . 

      2xFxF 2 : 2X                            xX2 : 2X fxFxf  2                                                                (7.38) 

 
Εάν θεωρήσουμε ότι οι τυχαίες μεταβλητές X  , Y ακολουθούν ομοιόμορφη κατανομή [0,1], 
δηλαδή   xxFX   ,    yyFY  και   1xfX ,   1yfY , τότε : 

 
                                         10111  y ,x      yxθyxy,xHθ                                    (7.39) 

                         
                                       1021211  y ,x        yxθy,xhθ                                       (7.40) 

 

 Ο συντελεστής συσχέτισης του Pearson : 
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YX σσ

)Y,Xcov(
Y,Xρ


                                                         (7.41) 

 
Παίρνει κάθε φορά τιμή που εξαρτάται τόσο από την κατανομή που ακολουθούν οι τυχαίες 
μεταβλητές X , Y όσο και από την τιμή της παραμέτρου συνάφειας. 
 
Στην περίπτωση της ομοιόμορφης κατανομής [0,1] με περιθώριες (   xxFX  και   yyFY  ), και 

υπενθυμίζοντας τον τύπο του Hoeffding όπου 
 

                                    dydxyFxFy,xFY,Xcov YX   έχουμε ότι                                 (7.42)  

 

                             
YX σσ

)Y,Xcov(
Y,Xρ


 =

 

θ

dxdy)x(θxy

3

1

12
1

1
1

0

1

0 

 
 όπου 11  θ                   (7.43) 

οπότε  
3

θ
Y,Xρ    με εύρος του συντελεστή συσχέτισης  0.333 ,.3330  ή  για συνεχείς 

διμεταβλητές FGM κατανομές ισχύει  
3

1
Y,Xρ , ανεξαρτήτως των κατανομών που 

ακολουθούν οι τυχαίες μεταβλητές Y,X . 

                                    

 Ο συντελεστής συσχέτισης του Kendall για αυτή την οικογένεια έχει την ακόλουθη 
μορφή :  

                                                 

1

0

1

0

1414 )]V,U(C[E)v,u(dC)v,u(Cτ                                     (7.44) 

 

                                                                          
9

2θ
τ                                                                            (7.45)        

 

και εφόσον 11  θ  και το εύρος του είναι το εξής:  
9

2

9

2
 τ  

 

 Ο συντελεστής συσχέτισης του Spearman έχει τη μορφή  

                        

1

0

1

0

12 dudv]uv)v,u(C[r =   

1

0

1

0

312 )v,Uu(uvdC =   312 UVE                          (7.46)                 

  
3

θ
r    

και επειδή 11  θ  ισχύει ότι 
3

1

3

1
 r   

                                                            δηλαδή  rτ
3

2
                                                                         (7.47)  
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Σχήμα 7.13: Φραγμένη περιοχή των τ και r 
Πηγή:Ντατσοπούλου Διονυσία, 2005 

 
Μειονέκτημα: Η οικογένεια κατανομών Farlie-Gumbel-Morgenstern περιορίζεται, στο να 
εκφράζει μόνο ασθενή συσχέτιση μεταξύ των μεταβλητών Y,X . 

 

                
                                   

Σχήμα 7.14: FGM σύζευξη για θ=0,99 
Πηγή: Gianfausto SalvadoriI Carlo de Michele, Nathabandu T. Kottegoda, Renzo Rosso,2007 
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Σχήμα 7.15: FGM σύζευξη για θ=-0,99 
Πηγή: Gianfausto SalvadoriI Carlo de Michele, Nathabandu T. Kottegoda, Renzo Rosso, 2007 

7.5.2 Γενικευμένη οικογένεια Farlie-Gumbel-Morgenstern κατανομών 

 
Μια παραλλαγή της οικογένειας Farlie-Gumbel-Morgenstern είναι η γενικευμένη κατανομή 
FGM, η οποία αναλύεται από τους Huang and Kotz (1999). Αυτή η μορφή της Farlie-Gumbel-
Morgenstern έχει αθροιστική συνάρτηση κατανομής την ακόλουθη : 
                 

                             1y ,x ,p    ,yxθyxy,xF pp

θY,X  00111                         (7.48) 

 
και συνάρτηση πυκνότητας : 
 

                           1y ,x ,p    ,ypxpθy,xf pp

θY,X  0011111                   (7.49)    

               
Για τον προσδιορισμό του εύρους κύμανσης του συντελεστή συνάφειας θ  χωρίζουμε το 
μοναδιαίο τετράγωνο σε τέσσερα τεταρτημόρια, 

1Q , 2Q , 3Q , 4Q . 

 

1Q 







 1

2

1
1

2

1
y;x  

2Q 







 1

2

1

2

1
0 y;x  

3Q 









2

1
0

2

1
0 y;x  

4Q 









2

1
01

2

1
y;x  

 
Για να προσδιοριστεί το εύρος κύμανσης του συντελεστή θ  θα  χρησιμοποιηθεί για 
συνάρτηση πυκνότητας   0y,xf

θY,X   
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                                                 011111  pp ypxpθ                                             (7.50)               

                          
ή 
 

                                                    11111  pp ypxpθ                                               (7.51)    

 
Το κάτω όρια του θ  προκύπτει από τα τεταρτημόρια 

1Q και , 3Q , ενώ το πάνω όριο από τα 

τεταρτημόρια 
2Q  και 

4Q  

 

1Q  : 1
1

1
1











y,x

p

p

 

2Q : 0<x< 1
1

1
1











y

p

p

 

3Q  : 
p

p
y,x

1

1

1
0 










  

4Q  : 1
1

1
0

1











 x

p
y

p

 

 
Το θ  βρίσκεται ανάμεσα σε έναν θετικό και αρνητικό αριθμό. Πιο συγκεκριμένα στην 
περίπτωση της απλής FGM που αντιστοιχεί σε 1p ,   1y,xf

θY,X  για όλες τις τιμές του θ  

για   ppx
1

1


  και   ppy
1

1


  τα οποία αντιστοιχούν στα όρια των τεταρτημορίων 

1Q ,
2Q ,

3Q  και 
4Q . Με την τιμή της  y,xf

θY,X  να βρίσκεται σταθερά στο 1, είναι αδύνατο να 

μεταβάλλουμε δραστικά την  y,xf
θY,X  από την ανεξάρτητη περίπτωση   1

0
y,xf Y,X , όσο και 

αν μεταβάλλουμε την τιμή του θ . Έτσι είναι αδύνατο να πετύχουμε μια υψηλή τιμή για τον 
συντελεστή συσχέτισης  Y,Xρ . 

Στο πρώτο τεταρτημόριο, ισχύει ότι 1
1

1
1











y,x

p

p

 και πρέπει 

     1111

1




pp ypxp
θ   όπου για 1yx  έχουμε ελάχιστο   

























2
1

p
θ . Στο 

τρίτο τεταρτημόριο ισχύει 
p

p
y,x

1

1

1
0 










 και πρέπει 

     pp ypxp
θ




1111

1
   

όπου για 0 yx  έχουμε ελάχιστο 1θ  

Από το πρώτο και τρίτο τεταρτημόριο βρίσκουμε το κάτω όριο του :  
 

   21 
 p,maxθ  
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Στο δεύτερο τεταρτημόριο, ισχύει ότι 1
1

1
0

1











 y

p
x

p

 και πρέπει 

     pp ypxp
θ




1111

1
 , όπου για 0x  και 1y  το μέγιστο είναι  

p
θ

1
 . Λόγω 

συμμετρίας στην κατανομή x και y  δε χρειάζεται να κάνουμε έλεγχο για το τέταρτο 

τεταρτημόριο. Άρα 1 pθ . 

 

Το αποδεκτό εύρος του θ είναι :    121 
 pθp,max                                                         (7.52) 

 
 Για το εύρος του συντελεστή συσχέτισης έχουμε : 
 

                      dxdyypxpθxyXYE pp

  

1

0

1

0

11111 =
 

θ
p

p
2

224

1










                     (7.53)    

 

                          
2

1
 YEXE , 

12

1
yxσσ  και   θ

p

p
Y,Xρ

2

2
3 










                                          (7.54)    

 

Το εύρος του συντελεστή συσχέτισης είναι:    
 2

22

2

3
123






p

p
ρp,minp                   (7.55)    

 

Όπως παρατηρείται και από το σχήμα η μέγιστη θετική συσχέτιση είναι 8
3ρ  και 

πραγματοποιείται για 2p . Η τιμή αυτή είναι μεγαλύτερη από 3
1ρ  για 1p όπως 

παρατηρείται στην περίπτωση της θετικής συσχέτισης της αρχικής οικογένειας κατανομών 
Farlie-Gumbel-Morgenstern. Όταν 2p  η Γενικευμένη κατανομή Farlie-Gumbel-Morgenstern 

παρουσιάζει τη μέγιστη αρνητική της συσχέτιση στο 188016
3 .ρ  , το οποίο απέχει κατά 

πολύ από την τιμή 33303
1 .ρ   της αρχικής FGM (επιτυγχάνεται για 1p ). Τέλος, 

αναφέρουμε ότι για τιμές 41 p  παρατηρείται μέγιστη θετική συσχέτιση μεγαλύτερη από 

33303
1 .ρ   (συγκεκριμένα για 2p  έχουμε ότι 37508

3 .ρ  ), ενώ όσο το p  αυξάνεται 

το εύρος του συντελεστή συσχέτισης μειώνεται. Σημειώνεται, ότι η μέγιστη αρνητική 
συσχέτιση επιτυγχάνεται όταν 1p , δηλαδή στην περίπτωση τη απλής FGM. 
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Πίνακας 7.1 :Βασικές κατηγορίες συζεύξεων 
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8.  ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΣΥΖΕΥΞΗΣ  

8.1  Γενικά 

Έστω  θ|xp  η συνάρτηση πιθανότητας (σ.π.) του χαρακτηριστικού X , δηλαδή η συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας της τ.μ. X , όταν πρόκειται για συνεχή τυχαία μεταβλητή, η 
συνάρτηση μάζας πιθανότητας, όταν πρόκειται για διακριτή τυχαία μεταβλητή X . Το θ  είναι 
η παράμετρος της κατανομής , όπως π.χ. το λ της κατανομής Poisson, το α  της εκθετικής 
κατανομής κ.λπ., η τιμή της οποίας μας είναι άγνωστη. Το πρόβλημα της εκτιμητικής είναι πως 
με βάση ένα τυχαίο δείγμα είναι δυνατόν να εκτιμήσουμε, να προσδιορίσουμε δηλαδή κατά 
βέλτιστο τρόπο την αληθή τιμή της παραμέτρου θ , ή να δώσουμε ένα διάστημα που να την 
περιέχει με καθορισμένη πιθανότητα. Ο προσδιορισμός  της τιμής της παραμέτρου θ  καλείται 
εκτίμηση κατά σημείο (point estimation), ενώ η κατασκευή ενός διαστήματος που την περιέχει 
εκτίμηση κατά διάστημα (interval estimation) (Κοκολάκης Γ.& Σπηλιώτης Ι., 2010.) 

8.2 Η έννοια του εκτιμητή 

 

Έστω ότι ο ερευνώμενος πληθυσμός περιγράφεται με την τυχαία μεταβλητή X  και την 
κατανομή αυτής )X(f , η οποία περιέχει μία ή περισσότερες παραμέτρους. Στη θεωρία της 

εκτιμητικής οι παράμετροι της κατανομής του πληθυσμού παριστάνονται με το ελληνικό 
γράμμα θ  και έναν αριθμητικό δείκτη που υποδουλώνει το πλήθος των παραμέτρων. Για 
παράδειγμα, αν ο πληθυσμός έχει λ  παραμέτρους γράφουμε : λθ,...,θ,θ,θ 321 . Έτσι αν 

επιθυμούμε να είναι σαφές ποιες παράμετροι περιέχονται στη συνάρτηση κατανομής, 
επαναγράφουμε αυτή ως εξής:  λθ,...,θ,θ,θ;xf 321 (Κιντής 2002). 

 
Ας διευκρινίσουμε κάπως περισσότερο τι εννοούμε με τον όρο εκτιμητική. Υποθέτουμε κατ’  
αρχήν  ότι  ο  πληθυσμός  τον  οποίο θέλουμε να μελετήσουμε έχει μορφή  που  είναι πλήρως  
καθορισμένη εκτός από την τιμή κάποιας παραμέτρου θ . Στην συνέχεια, θεωρούμε τις 
παρατηρήσεις nx,.....,x,x 21  ενός τυχαίου δείγματος. Εκείνο που θέλουμε, χρησιμοποιώντας 

τις παρατηρήσεις αυτές, είναι να καθορίσουμε ένα αριθμό ο οποίος μπορεί να θεωρηθεί  ως  η  
τιμή της συγκεκριμένης παραμέτρου. Όταν  μιλάμε για  ένα  διάστημα τιμών της παραμέτρου, 
η αντίστοιχη στατιστική μεθοδολογία οδηγεί στα ονομαζόμενα διαστήματα εμπιστοσύνης.   
 
Εάν χρησιμοποιήσουμε μια στατιστική συνάρτηση για να  εκτιμήσουμε μια παράμετρο θ , 
είναι ενδεχόμενο, σε κάποιες περιπτώσεις, η εκτίμηση αυτή να διαφέρει σημαντικά από την 
πραγματική  τιμή της παραμέτρου θ . Ενδέχεται, επομένως, να μην είναι δυνατόν να 
καταλήξουμε σε κάποια μέθοδο εκτίμησης η  οποία  να εγγυάται την πλησιέστερη εκτίμηση 
του θ  σε κάθε δυνατή περίπτωση και για κάθε τυχαίο δειγμα. Θα πρέπει επομένως, να 
περιορισθούμε στον καθορισμό ενός κανόνα που θα δίνει “καλά” αποτελέσματα 
“μακροπρόθεσμα” ή κατά “μέσο  όρο”  ή που “θα έχει υψηλή πιθανότητα  επιτυχίας”. 
 
Το πρόβλημα της σημειακής εκτίμησης συνίσταται στην εύρεση της καλυτερης τιμής μιας ή 
περισσότερων παραμέτρων του πληθυσμού με τη βοήθεια στοιχείων δείγματος που 
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λαμβάνεται κατά τρόπο τυχαίο από τον πληθυσμό. Όταν αναζητούμε μία μόνο τιμή για κάθε 
άγνωστη παράμετρο, τότε αναφερόμαστε στην εκτίμηση σημείου, σε αντιδιαστολή με την 
εκτίμηση διαστήματος που αναφέρεται σε ένα σύνολο υποψηφίων  τιμών για κάθε άγνωστη 
παράμετρο του πληθυσμού. Η εκτίμηση διαστήματος αντί σημείου προτιμάται όταν τα 
δεδομένα δεν επιτρέπουν εκτίμηση σημείου για όλες τις παραμέτρους και όταν υπάρχει 
μεγάλη αβεβαιότητα για την εκτίμηση μία μιας μόνο τιμής. 
 
Εκτιμήτρια (estimator) είναι μια τυχαία μεταβλητή που χρησιμοποιείται για να εκτιμήσει ένα 
χαρακτηριστικό του πληθυσμού. (π.χ. μια παράμετρο). Η αριθμητική τιμή που η εκτιμήτρια 
παίρνει για κάποιο συγκεκριμένο δείγμα ονομάζεται εκτίμηση (estimate) (Πανάρετου Ι.  & 
Ξεκαλάκη Ε.,2000). Η διαφορά  μεταξύ των δύο εννοιών είναι η ίδια που υπάρχει μεταξύ μιας 
συνάρτησης  xf , η οποία θεωρείται  ορισμένη  για  μια σειρά τιμών της μεταβλητής x   και 

της συγκεκριμένης τιμής που η συνάρτηση αυτή παίρνει, έστω  af  για κάποια καθορισμένη  

τιμή  του x  που είναι ίση με το a . 
 
Τα χαρακτηριστικά των σημειακών εκτιμητριών μπορούν να συνοψισθούν στα εξής: 
 
1. Υπάρχει κάποιο άγνωστο  χαρακτηριστικό  του  πληθυσμού,  ή  μια παράμετρος, την οποία 
συμβολίζουμε με θ , η οποία  θα  πρέπει  να εκτιμηθεί. 
2. Για να βρούμε μια σημειακή εκτίμηση του θ , παίρνουμε ένα  τυχαίο δείγμα από n 
παρατηρήσεις nx,.....,x,x 21  από τον πληθυσμό. Στη συνέχεια χρησιμοποιούμε μια στατιστική 

συνάρτηση 


θ  η οποία είναι συνάρτηση  των παρατηρήσεων του δείγματος, έστω 

 nx,....x,xhθ 21


, για να εκτιμήσουμε το θ . 

3. Πριν να γίνει η  επιλογή  του  δείγματος, τα nx,.....,x,x 21 είναι τυχαίες μεταβλητές. 

Επομένως, το 


θ  είναι  επίσης  μια  τυχαία μεταβλητή (Πανάρετου Ι.  & Ξεκαλάκη Ε.,2000). 
 
Στην πράξη η επιλογή μεταξύ εκτιμητριών δεν είναι εύκολη υπόθεση. Η απαίτηση του να έχει 
μία εκτιμήτρια ορισμένες ιδιότητες προκειμένου να χαρακτηριστεί ως καλή ή ως καλύτερη 
είναι μια λύση, η οποία δεν είναι πάντοτε εύκολη κατά την εφαρμογή της. Πρώτον σε πολλές 
περιπτώσεις είναι αδύνατη η κατασκευή εκτιμήτριας που να έχει όλες τις επιθυμητές ιδιότητες 
και δεύτερον, η επιμονή στην επιλογή της καλύτερης εκτιμήτριας με βάση τις ιδιότητές του 
ενδεχομένως να συνεπάγεται ιδιαίτερα υψηλό κόστος σε χρόνο και χρήμα. 
 
Υπάρχει μια σειρά μεθόδων που χρησιμοποιούνται για τον καθορισμό σημειακών εκτιμητριών. 
Οι κυριότερες από τις μεθόδους αυτές είναι: 
α) Μέθοδος των ροπών (method of moments) 
β) Μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων (method of least squares) 
γ) Μέθοδος μεγίστου πιθανοφάνειας (method of maximum likelihood) 
δ) Minimax μέθοδος. 
ε) Παραμετρική εκτίμηση  
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Καθεμιά από τις παραπάνω μεθόδους οδηγεί σε  εκτιμήτριες που έχουν κάποιες  επιθυμητές  
ιδιότητες. Επιθυμητές ιδιότητες των εκτιμητριών είναι κανόνες αξιολόγησης των εκτιμητών 
που σχετίζονται με τις παραμέτρους της κατανομής δειγματοληψίας αυτών, π.χ. η αμεροληψία 
(unbiasedness), η αποτελεσματικότητα (efficiency), ελάχιστο μέσο σφάλμα τετραγώνου, 
επάρκεια (sufficiency). Με τη διατύπωση των επιθυμητών ιδιοτήτων των εκτιμητών τέθηκε το 
πλαίσιο μέσα στο οποίο θα αναζητηθεί η εύρεση μαθηματικών τύπων ( δηλαδή εκτιμητών) 
από τους οποίους θα εκτιμούνται οι άγνωστες παράμετροι του πληθυσμού με τη βοήθεια 
στοιχείων του δείγματος. Σε πολλές  περιπτώσεις, οι εκτιμήτριες που προκύπτουν  από  την  
εφαρμογή  της  μιας  μεθόδου συμπίπτουν με τις εκτιμήτριες που προκύπτουν από την 
εφαρμογή μιας άλλης μεθόδου. 
 
Επειδή υπάρχουν αρκετές οικογένειες συζεύξεων είναι απαραίτητος ο προσδιορισμός της 
συγκεκριμένης σύζευξης που ταιριάζει καλύτερα στις παρατηρήσεις. Η σύζευξη που 
αντιπροσωπεύει καλύτερα την δομή εξάρτησης μεταξύ των μεταβλητών θα είναι η αυτή που 
θα επιλεχθεί. 
 
Μερικές φορές, το κύριο ενδιαφέρον του ερευνητή είναι στην αποτελεσματική εκτίμηση των 
παραμέτρων παλινδρόμησης και παρεμπιπτόντως μόνο στην παράμετρο της εξάρτησης.  

8.3 Μέθοδος  του μεγίστου της πιθανοφάνειας 

 

Η πιο άμεση μέθοδο εκτίμησης όλων των παραμέτρων είναι η ταυτόχρονη εκτίμηση τους 
χρησιμοποιώντας τη μέθοδο του μεγίστου της πιθανοφάνειας (full maximum likelihood, FML). 
Η αρχή πάνω στην οποία στηρίζεται συνίσταται στην εύρεση εκτιμητών (δηλαδή μαθηματικών 
τύπων) για την εκτίμηση των άγνωστων παραμέτρων του πληθυσμού τέτοιων ώστε να 
μεγιστοποιείται η πιθανότητα εμφάνισης των τιμών του χρησιμοποιούμενου δείγματος 
(Κιντής, 2002). 
 
Έστω ότι το μοντέλο πιθανότητας  (probability  model)  για κάποιο τυχαίο πείραμα αναφέρεται 
σε κάποια (περιέχει κάποια) παράμετρο θ .  Στην συνέχεια, το πείραμα  εκτελείται  και  
παρατηρείται  ότι έχει συμβεί κάποιο ενδεχόμενο (event) E . (Αυτό σημαίνει ότι έχουν 
συγκεντρωθεί κάποια δεδομένα). Αυτό που ενδιαφέρει είναι, με τη χρήση των δεδομένων 
αυτών, να εκτιμηθεί η τιμή της παραμέτρου θ . 
   
Με χρησιμοποίηση του συγκεκριμένου πιθανοθεωρητικού μοντέλου (που έχουμε υποθέσει ότι 
ισχύει) και με τους νόμους των πιθανοτήτων, είναι δυνατόν να καθορίσουμε την πιθανότητα 
(πιθανοφάνεια) του ενδεχομένου E  που έχουμε παρατηρήσει.  Η πιθανότητα  αυτή  θα  είναι,  
συνήθως, συνάρτηση της άγνωστης παραμέτρου θ , έστω   θ;EP .  Θα πρέπει τότε να 

υπάρχουν κάποιες τιμές του θ  για τις  οποίες το παρατηρηθέν ενδεχόμενο E  είναι αρκετά 
πιθανό (έχει μεγάλη πιθανότητα να συμβεί) και άλλες  για  τις  οποίες  είναι  ελάχιστα πιθανό 
να συμβεί.   
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Είναι, επομένως, λογικό να επιλέξουμε ως εκτιμήτρια του θ   μια τιμή του θ  για την οποία το 
ενδεχόμενο E  είναι  περισσότερο  πιθανό να συμβεί παρά μια άλλη για την οποία το E  είναι  
λίγο  πιθανό  να συμβεί. Με άλλα λόγια, τιμές του θ  για τις οποίες το ενδεχόμενο E  έχει μία 
σχετικά υψηλή πιθανότητα να συμβεί είναι προτιμότερες από άλλες τιμές του θ  για τις οποίες 
το E  είναι ελάχιστα πιθανό. Συνήθως, υπάρχει μια μοναδική τιμή του θ  η οποία  μεγιστοποιεί  
την συνάρτηση   θ;EP .   

Η  τιμή  αυτή  συμβολίζεται 


θ  και ονομάζεται εκτιμήτρια του μεγίστου πιθανοφάνειας του θ  
(ΕΜΠ) (maximum likelihood estimator of θ  (MLE)). Η ΕΜΠ (MLE) του θ  είναι επομένως η τιμή 
εκείνη του θ  για την οποία το παρατηρηθέν ενδεχόμενο E  έχει τη μεγαλύτερη δυνατή 
πιθανότητα κάτω από το συγκεκριμένο μοντέλο. Η συνάρτηση πιθανοφάνειας (likelihood 
function) ορίζεται πολλές φορές ως ένα πολλαπλάσιο της  θ;EP , δηλαδή    θ;EkPθL   

(Πανάρετου Ι.  & Ξεκαλάκη Ε.,2000). Όπου k είναι μια οποιαδήποτε σταθερά σε  σχέση  με  το 
θ . Το  k  δηλαδή, δεν είναι συνάρτηση του θ  (μπορεί όμως να είναι συνάρτηση των 
δεδομένων). Ο φυσικός λογάριθμος της συνάρτησης πιθανοφάνειας (log likelihood function) 
είναι : 

 
                                                                 θLlnθl                                                                          (8.1)       

 
Έχει την ιδιότητα ότι η τιμή του θ  που μεγιστοποιεί την  θln  μεγιστοποιεί και την  θL (και 

επομένως και την  θ;EP ). 

Επομένως, η ΕΜΠ (MLE) 


θ  της θ  είναι αυτή που μεγιστοποιεί την  θL  ή, ισοδύναμα, την 

 θl . Ο παραμετρικός χώρος Θ  των τιμών μιας παραμέτρου θ , όταν μιλάμε για την εκτίμηση 

μιας μόνο παραμέτρου, είναι ένα διάστημα πραγματικών τιμών. Επίσης η πρώτη και η δεύτερη 
παράγωγος  
 

   θl
θ

θl



  και    θl

θ
θl

2

2




                                               

 
θα υπάρχουν σε εσωτερικά σημεία του Θ . Στην περίπτωση αυτή η ΕΜΠ (MLE) θα 
προσδιορίζεται, συνήθως,  ως η ρίζα της εξίσωσης του μεγίστου πιθανοφάνειας:   0 θl . 

Σε  μερικές  απλές  περιπτώσεις  (όπως  αυτή  της  διωνυμικής  και κανονικής κατανομής 
πληθυσμού), η  εξίσωση  αυτή  μπορεί  να λυθεί αλγεβρικά  και  να  δώσει  κάποιο  
μαθηματικό  τύπο για την εκτιμήτρια. Σε περισσότερο πολύπλοκες περιπτώσεις όμως είναι 
συνήθως απαραίτητο να λυθεί η εξίσωση  αυτή  αριθμητικά, ή με την βοήθεια 
του υπολογιστή. Μια ρίζα της παραπάνω εξίσωσης για την οποία   0 θl  είναι σημείο 

τοπικού μέγιστου.  
 
Πολλές φορές ως ρίζες της εξίσωσης   0 θl  προκύπτουν και σημεία που  είναι  τοπικά  

ελάχιστα,  ή  και  σημεία  καμπής (points  of inflection). Είναι επομένως απαραίτητο να 
καθορίσουμε το πρόσημο της δεύτερης παραγώγου της συνάρτησης αυτής, ή εναλλακτικά, να 
επιβεβαιώσουμε ότι η ρίζα που βρήκαμε είναι ένα τοπικό μέγιστο. Υπάρχουν εξάλλου και 
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περιπτώσεις στις οποίες δεν είναι δυνατόν να υπολογισθεί η εκτιμήτρια με λύση της εξίσωσης 
του μεγίστου πιθανοφάνειας. Για παράδειγμα, το απόλυτο μέγιστο (overall maximum) της  
συνάρτησης πιθανοφάνειας είναι δυνατόν να είναι σημείο (να συμβαίνει) στο σύνορο 
(boundary) του παραμετρικού χώρου Θκαι επομένως η   0 θl  να μην ισχύει στο μέγιστο. 

Επίσης, αν  οι  τιμές  του θ  περιορίζονται σε ένα σύνολο διακριτών τιμών (όπως π.χ. οι 
ακέραιοι αριθμοί), η εξίσωση   0 θl  δεν έχει εφαρμογή.  

 
Όπως έχουμε ήδη αναφέρει, η εκτιμήτρια μιας παραμέτρου είναι εκείνη που μεγιστοποιεί τον 
λογάριθμο της συνάρτησης πιθανοφάνειας  θl . Σε συγκεκριμένες περιπτώσεις, όπως αυτές 

που έχουμε ήδη συναντήσει, η  εξίσωση   0 θl  είναι δυνατόν να λυθεί  αλγεβρικά και να 

δώσει έναν τύπο ο οποίος  να  προσδιορίζει  την εκτιμήτρια.  Στις περισσότερες όμως 
περιπτώσεις αυτό δεν είναι δυνατό. Είμαστε τότε υποχρεωμένοι να καταφύγουμε σε 
αριθμητικές μεθόδους επίλυσης της εξίσωσης αυτής. Τα τελευταία χρόνια, οι μέθοδοι 
αριθμητικής επιλύσεως της εξίσωσης του μεγίστου πιθανοφάνειας έχουν απλοποιηθεί πολύ 
με την χρήση των υπολογιστών και  διάφορες μέθοδοι έχουν αναπτυχθεί για την επίλυση της 
εξίσωσης  αυτής. Για παράδειγμα, αναφέρουμε μία μόνο από τις μεθόδους αυτές που είναι 
από τις περισσότερο διαδεδομένες. Η μέθοδος αυτή είναι η λεγόμενη μέθοδος του Newton. 

8.3.1 Μέθοδος Newton 

 
Το σχήμα που ακολουθεί περιγράφει πώς λειτουργεί η  μέθοδος του Newton για τον  
καθορισμό  της  ρίζας  της εξίσωσης του μεγίστου της πιθανοφάνειας   0 θl  (Πανάρετου Ι. & 

Ξεκαλάκη Ε. 2000). 

                                                         
Σχήμα 8.1: Λύση της   0 l = 0 με την μέθοδο Newton 

Πηγή: Πανάρετου Ι. & Ξεκαλάκη Ε. (2000) 
 
 

Αρχίζουμε με μια τιμή του θ ,  έστω  0θ  που  πιστεύουμε ότι ενδεχομένως είναι η  
εκτιμήτρια μεγίστου πιθανοφάνειας και στη συνέχεια προσπαθούμε να την βελτιώσουμε. Αν 

iθ  είναι η  προσέγγιση της εκτιμήτριας την οποία πήραμε στην i  επανάληψη του πειράματος, 

θα έχουμε: 
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 i

i
ii

θl

θl
θθ




1                                                                        (8.2)       

 
Αυτό γιατί η κλίση της καμπύλης στο  iθl  είναι η παράγωγος  της l  στο iθ . 

 Όπως προκύπτει από το σχήμα 

                                       
 

01

1
1 180

θθ

θl
ωεφεφωθl




                                                        (8.3)       

Επομένως,  

                                                        
 
 1

1
01

θl

θl
θθ




                                                                           (8.4)       

Όπως δείχνει το διάγραμμα, το 1iθ  είναι το  σημείο  στο  οποίο η εφαπτομένη  της  θl  στο 

σημείο 0θ   τέμνει  τον  οριζόντιο άξονα. Αν η αρχική επιλογή 0θ  είναι  αρκετά  καλή,  η  

μέθοδος  θα οδηγήσει σε μια ακριβή προσέγγιση της εκτιμήτριας μετά  από  μερικές  μόνο 
επαναλήψεις. Αν η εξίσωση   0 θl  έχει περισσότερες από μια λύσεις, η μέθοδος του 

Newton δεν είναι βέβαιο ότι θα συγκλίνει στην επιθυμητή λύση. Δυσκολίες επίσης 
παρουσιάζονται εάν το μέγιστο της  συνάρτησης εμφανίζεται  στο  σύνορο ή κοντά στο σύνορο 
του παραμετρικού χώρου. Για να προφυλαχθεί κανείς από  τέτοια ενδεχόμενα, είναι  καλό 
εξετάζει πρώτα τη γραφική παράσταση της  θl  ή της  θl  πριν εφαρμόσει την μέθοδο του 

Newton. Μια γενίκευση της μεθόδου του Newton είναι η μέθοδοςNewton-Raphson η οποία 
χρησιμοποιείται όταν υπάρχουν δύο ή περισσότερες άγνωστες παράμετροι που θα πρέπει να 
εκτιμηθούν.  
 

8.4 Παραμετρική εκτίμηση και μέτρα εξάρτησης 

 

Αυτή η μέθοδος δουλεύει μόνο με μονοπαραμετρικές διμεταβλητές συζεύξεις. Τα κύρια μέτρα 
εξάρτησης μπορούν να γραφτούν σαν μια συνάρτηση της σύζευξης. Σε κάποιες περιπτώσεις, 
είναι διαθέσιμες αναλυτικές λύσεις και παρουσιάζονται με σκοπό να μπορούμε εύκολα να 
γράψουμε την παράμετρο της σύζευξης σαν μια συνάρτηση των μέτρων εξάρτησης. Σε 
διαφορετική περίπτωση, είναι απαραίτητες αναλυτικές αριθμητικές διαδικασίες. Παρακάτω 
θα δούμε πως μπορούμε να γράψουμε τις παραμέτρους διαφόρων οικογενειών ως 
συναρτήσεις των συντελεστών συσχέτισης Spearman και Kendall. 
 

Για την Gumbel-Hougaard σύζευξη :     
1

1



τ

θ  

Για την FGM σύζευξη : 
2

9τ
θ   

Για την Clayton σύζευξη :
1

2





τ

τ
θ  
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Για την Gaussian σύζευξη : 







 τ

π
sinθ

2
 και 








 Sρ

π
sinθ

6
2  

8.5  Μέθοδος των Ελαχίστων Τετραγώνων (Least Squares Method) 

 

Η μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων βασίζεται, όπως προκύπτει  και από το όνομά της, στον 
καθορισμό εκτιμητριών με ελαχιστοποίηση κάποιου αθροίσματος τετραγώνων (Πανάρετου Ι.  
& Ξεκαλάκη Ε.,2000) . Για παράδειγμα, όταν μας ενδιαφέρει η εκτίμηση της μέσης τιμής μ ενός 
πληθυσμού με βάση ένα τυχαίο δείγμα nX,....X,X 21  επιλέγουμε ως σημειακή εκτιμήτρια την 

τιμή του  nX,....X,Xhμ 21


  του   που για το δοθέν δείγμα ελαχιστοποιεί την παράσταση : 

 

                                                            
2

1




n

i
i μXQ                                                                        (8.5)     

   
Στην συγκεκριμένη περίπτωση, είναι προφανές ότι η   εκτιμήτρια ελαχίστων τετραγώνων του μ 

είναι  Xμ 


. 

 
Γενικότερα, η μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων χρησιμοποιείται, κυρίως, όταν θέλουμε  να  
εκτιμήσουμε μία παράμετρο  θ  (ή  ένα διάνυσμα παραμέτρων) με βάση ένα σύνολο  n  
παρατηρήσεων  από ένα τυχαίο  δείγμα  nX,....X,X 21  οι  οποίες συνδέονται  με  την  υπό 

εκτίμηση παράμετρο θ  μέσω των μέσων τιμών     θfXE i   

Στις περιπτώσεις αυτές επιλέγουμε ως εκτιμήτρια 


θ  της παραμέτρου θ  εκείνη που 
ελαχιστοποιεί το άθροισμα των τετραγωνικών  αποκλίσεων μεταξύ των  τιμών X και των 
αντιστοίχων εκτιμωμένων τιμών. Δηλαδή, αυτή που ελαχιστοποιεί την παράσταση:   
 

                                               
2

1

2

1




n

i
i

n

i
ii θfXXEXS                                                     (8.6)       

 

8.6 Γενικά συμπεράσματα για τις εκτιμήτριες 

 

Η επιλογή της μεθόδου καθορισμού της σημειακής  εκτιμήτριας μιας ή περισσοτέρων 
παραμέτρων ενός πληθυσμού εξαρτάται από  τις ιδιότητες που είναι επιθυμητό να έχει  η  
συγκεκριμένη  εκτιμήτρια στο υπό εξέταση πρόβλημα. Μερικές από τις ιδιότητες αυτές έχουν 
αναφερθεί πιο πάνω.  
 
Εν γένει, θεωρείται  ότι  η  μέθοδος  του μεγίστου της  πιθανοφάνειας είναι η καλύτερη από τις 
μεθόδους για τον καθορισμό σημειακών εκτιμητριών. Αυτό,  κυρίως, γιατί οι εκτιμήτριες του 
μεγίστου της πιθανοφάνειας ακολουθούν, ασυμπτωτικά, την κανονική κατανομή και 
επομένως  είναι  εύκολο να μελετηθούν. Η μέγιστη μέθοδος πιθανότητα (MLM) θεωρείται η 
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πιο αποτελεσματική μέθοδος δεδομένου ότι παρέχει τη μικρότερη διακύμανση από 
δειγματοληψία οι εκτιμώμενες παραμέτρους, και ως εκ τούτου των εκτιμώμενων 
ποσοστημορίων, σε σύγκριση να άλλες μεθόδους. Η κυριότερη “δικαίωση” της μεθόδου του 
μεγίστου της πιθανοφάνειας, σε ότι αφορά τα κριτήρια της αμεροληψίας και της ελάχιστης 
διασποράς, είναι ότι μπορεί να αποδειχθεί ότι, για μεγάλα δείγματα και κάτω από ήπιες 
γενικές συνθήκες, οι εκτιμήτριες του μεγίστου της πιθανοφάνειας είναι σχεδόν αμερόληπτες 
και έχουν διασπορές σχεδόν ίσες με το φράγμα των Cramér-Rao. Αν ο αμερόλητος εκτιμητής 
μας έχει διακύμανση που ισούται με το κάτω φράγμα της ανισότητας Cramer-Rao, τότε 
"έχουμε στα χέρια μας" έναν αποτελεσματικό εκτιμητή. Αν ωστόσο το παραπάνω δεν 
ικανοποιείται, τότε δε μπορούμε να συμπεράνουμε εάν ο εκτιμητής μας είναι 
αποτελεσματικός. Είναι πολύ σημαντικό στη στατιστική, πέραν της αμεροληψίας και της 
μικρής διακύμανσης (μικρό σφάλμα εκτίμησης) να δουλεύουμε με όσο το δυνατόν πιο 
'απλούς' εκτιμητές. 
 

Πάντως ένας τρόπος για να εξασφαλίσεις επαρκή εκτιμητή για μια παράμετρο θ  είναι να 
αναζητήσεις τον εκτιμητή του μεγίστου της πιθανοφάνειας της θ . Αν αυτός είναι μοναδικός 
τότε είναι σίγουρα και επαρκής. Και αν περαιτέρω είναι και αμερόληπτος τότε έχεις 
εξασφαλίσει τον άριστο αμερόληπτο εκτιμητή της θ . Το μειονέκτημα των εκτιμητριών του 
μεγίστου της πιθανοφάνειας είναι ότι για να προσδιορισθούν θα πρέπει να είναι γνωστή η 
μορφή της κατανομής του πληθυσμού. 
 
Αντίθετα, η μέθοδος  των  ελαχίστων  τετραγώνων  δεν  απαιτεί κάποιες υποθέσεις, ή κάποια 
γνώση της κατανομής του πληθυσμού. Η μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων έχει, όπως και η 
μέθοδος μεγίστης πιθανοφάνειας, μερικές ασυμπτωτικές βέλτιστες ιδιότητες. Εν γένει, όμως 
δεν δίνει αμερόληπτες εκτιμήτριες. Για τις εκτιμήτριες μεγίστης πιθανοφάνειας  ισχύει  ότι  
κάτω από πολύ γενικές συνθήκες είναι συνεπείς. Δεν είναι όμως πάντα αμερόληπτες. Πολλές 
φορές επίσης η εκτιμήτρια μέγιστης πιθανοφάνειας δεν είναι μονοσήμαντα ορισμένη. Η 
μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων χρησιμοποιείται,  κυρίως στη θεωρία της  γραμμικής  
παλινδρόμησης. 
 

Το πρόβλημα της επιλογής της “καλύτερης” εκτιμήτριας 


θ  μιας παραμέτρου θ  δεν είναι 
δυνατόν να ορισθεί μονοσήμαντα εκτός και αν ξέρουμε την ακριβή χρήση της εκτιμήτριας που 
θέλουμε να υπολογίσουμε. Για παράδειγμα, δεν είναι πάντοτε απαραίτητο, και μερικές φορές 
δεν έχει και νόημα, να απαιτούμε μια  εκτιμήτρια  να είναι αμερόληπτη. Αυτό γιατί πολλές 
φορές η απαίτηση της αμεροληψίας είναι πολύ ισχυρή έτσι ώστε να αποκλείει πολλές  άλλες 
επιθυμητές ιδιότητες. Παρότι η ιδιότητα της αμεροληψίας έχει μαθηματικό ενδιαφέρον, δεν 
έχει  πάντοτε  το  ίδιο  ενδιαφέρον  στα πρακτικά προβλήματα. Όταν μιλάμε  για  εκτιμήτριες  
παραμέτρων  οι οποίες δεν είναι αμερόληπτες θα  ήταν  ενδιαφέρον,  από  πρακτικής  
πλευράς, να  ξέρουμε  αν  οι  εκτιμήτριες  αυτές  υπερεκτιμούν ή υποεκτιμούν την  υπό  
εκτίμηση  παράμετρο  θ   και  το  μέγεθος  της απόκλισης  αυτής.  Η  χρησιμοποίηση  της  
μεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων όμως δεν παίρνει  υπόψη  της  τις  πλευρές  αυτές, αφού 
μεταχειρίζεται με τον ίδιο τρόπο και δίνει την ίδια σοβαρότητα σε υπερεκτίμηση και 
υποεκτίμηση. Υπάρχουν όμως βέβαια πολλές περιπτώσεις όπου οι δύο αυτές καταστάσεις δεν 



89 
 

                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

είναι εξίσου σημαντικές. Στις περιπτώσεις βέβαια αυτές, δεν έχει έννοια να χρησιμοποιήσει 
κανείς τη μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων. 
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9. ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ ΚΑΙ ΕΠΙΛΟΓΗ ΣΥΖΕΥΞΗΣ  
 
 

9.1 Γενικά 

 

Σε εμπειρικές εφαρμογές των συζεύξεων, πρέπει να ξέρουμε πόσο καλά το μοντέλο ταιριάζει 
με τα δεδομένα. Είναι ιδιαίτερα χρήσιμο να γνωρίζουμε αν υπάρχουν δείκτες ατελώς 
προσδιορισμένοι (indicators of misspecification). Για παράδειγμα, τα δεδομένα μπορούν να 
εμφανίζουν τον τύπο της ουράς εξάρτησης που η επιλεγμένη σύζευξη δεν μπορεί να 
καταγράψει. Περαιτέρω, εάν δοκιμαστούν διάφορες συζεύξεις, πρέπει να ξέρουμε ποια 
ταιριάζει καλύτερα με τα δεδομένα.  
 

9.2 Κριτήρια Επιλογής 

 
Διαφορετικές συναρτήσεις συζεύξεων εμφανίζουν διαφορετικές μορφές εξάρτησης. Ως εκ 
τούτου, αν ένας ερευνητής θέλει να διερευνήσει τη δομή εξάρτησης, μπορεί να υπολογίσει 
διάφορες συζεύξεις και να επιλέξει αυτή που ταιριάζει καλύτερα με τα δεδομένα. Το πρώτο 
βήμα για την εκτίμηση της σύζευξης είναι να προσδιοριστούν και να εκτιμηθούν 
μονομεταβλητές περιθώριες κατανομές. 
 
Το δεύτερο βήμα, δυνητικά είναι πιο δύσκολο, απαιτεί τις προδιαγραφές της σύζευξης. Εδώ η 
προηγούμενη πληροφορία παίζει σημαντικό ρόλο. Για παράδειγμα, εάν η εξάρτηση δεξιάς 
ουράς αναμένεται να είναι ένα χαρακτηριστικό γνώρισμα των δεδομένων, η επιλογή μιας 
συναρτησιακής μορφής σύζευξης  που δεν επιτρέπει  τέτοιου είδους εξάρτηση προφανώς δεν 
είναι κατάλληλη. Επιλέγοντας μία σύζευξη  που επιτρέπει μόνο θετική εξάρτηση, μπορεί 
επίσης να μας περιορίσει γιατί μπορεί να περιμένει κανείς είτε θετική είτε αρνητική εξάρτηση 
στο αντίστοιχο πλαίσιο δεδομένων. Έτσι, σε πολλές εμπειρικές εφαρμογές, επιλέγοντας μια 
σύζευξη με σχετικά λίγους περιορισμούς είναι  μία λογική απόφαση. Επίσης είναι μια καλή 
στρατηγική, που χρησιμοποιείται σε πολλές εφαρμογές, να δοκιμάζονται αρκετές συζεύξεις 
διερευνώντας έτσι τη δομή εξάρτησης. 
 
Η πρώτη προσέγγιση για την επιλογή του μοντέλου οφείλεται στους Genest και Rivest (1993), 
οι οποίοι συνέστησαν μια τεχνική για να επιλέξουμε μεταξύ διμεταβλητών Αρχιμήδειων 
συζεύξεων. Υποθέτοντας ότι διαθέτουμε ένα τυχαίο δείγμα από διμεταβλητές παρατηρήσεις 
 ii X,X 21  όπου T,...i 1 , των οποίων η συνάρτηση κατανομής F αντιστοιχεί σε μια Αρχιμήδεια 

σύζευξη. Σκοπός μας είναι ο προσδιορισμός της γεννήτριας συνάρτησης φ . Επίσης εισάγεται 

μια νέα τυχαία μεταβλητή  iii X,XFZ 21  που περιγράφεται από τη συνάρτηση κατανομής: 

 
                                                                   zZPzK i                                                                   (9.1)       
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Οι Genest και Rivest έδειξαν ότι αυτή η συνάρτηση κατανομής σχετίζεται με την Αρχιμήδεια 
γεννήτριας συνάρτηση, 
 

                                                                  
 
 zφ

zφ
zKzK φ


                                                            (9.2)        

Στη συνέχεια κατασκευάζουμε μια μη παραμετρική εκτίμηση της  zK  έστω η  


zK  η οποία θα 

προκύπτει από την παρακάτω εξίσωση : 
 

                                                                      







T

t
ω ziT

zK
1

1
1

                                                              (9.3)       
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Στη συνέχεια κατασκευάζουμε μια παραμετρική εκτίμηση του  zK  χρησιμοποιώντας τη σχέση  

   
 
 zφ

zφ
zzKzK φ


 . Επιλέγοντας μια συγκεκριμένη γεννήτρια συνάρτηση  tφ  

υπολογίζουμε μια εκτίμηση της παραμέτρου θ , έστω 


θ . Χρησιμοποιώντας αυτή την εκτίμηση 


θ  μπορούμε να κατασκευάσουμε εκτίμηση για την  zφ  έστω  


zφ  και στη συνέχεια μια 

εκτίμηση για την   zKφ  έστω  



zφK . Αφού επαναλάβουμε μερικές φορές το τελευταίο βήμα 

για διάφορες επιλογές γεννήτριας συνάρτησης  tφ , συγκρίνουμε κάθε μια από αυτές τις 

παραμετρικές εκτιμήσεις με την μη παραμετρική εκτίμηση που κατασκευάσαμε πιο πάνω. 
Σκοπός μας είναι η επιλογή εκείνης της γεννήτριας συνάρτησης  tφ  έτσι ώστε η παραμετρική 

εκτίμηση  



zφK  να πλησιάζει περισσότερο στη μη παραμετρική εκτίμηση  


zK . Αυτό μπορεί να 

προσδιορισθεί με την ελαχιστοποίηση της απόστασης  

                                                          )z(K(d φ

~

)z(dK))z(K
~

2                                                   (9.4)       

 
ή γραφικά, ελέγχοντας τις γραφικές τους απεικονίσεις.  
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ 
Η εφαρμογή που παρουσιάζεται παρακάτω αποτελεί συνέχεια της εφαρμογής που έγινε από 
τους Yue S., Ouarda T.B.M.J., Bobee B., Legendre P., Bruneau P., (1999) και δημοσιεύτηκε στο 
Journal of Hydrology με τίτλο: The Gumbel mixed model for flood frequency analysis. 
Χρησιμοποιήθηκαν τα ίδια δεδομένα και επιπρόσθετα εφαρμόστηκε η μέθοδος των 
συζεύξεων προκειμένου να συγκριθεί με το διμεταβλητό μοντέλο του Gumbel. 
 
Για την ανάλυση συχνότητας πλημμύρας χρησιμοποιήθηκαν οι ετήσιες μέγιστες παροχές  και 
οι ετήσιοι μέγιστοι όγκοι της περιόδου 1963 – 1995  για τη λεκάνη απορροής Ashuapmushuan 
στην περιοχή Saguenay της επαρχίας Quebec στον Καναδά.  
 
Η λεκάνη απορροής Ashuapmushuan βρίσκεται μεταξύ γεωγραφικού πλάτους 48.5 – 50.5 Ν 
και  γεωγραφικού μήκους 72.5 – 74.5 W. Καλύπτει μια συνολική έκταση 15,300 km2 στο 
βορειοδυτικό τμήμα της λίμνης Saint – Jean. Υπάρχουν διαθέσιμα υδρομετεωρολογικά 
στοιχεία επί καθημερινής βάσεως από το σταθμό 061901 σε γεωγραφικό πλάτος 48.6863898N 
και γεωγραφικό μήκος 72.4880568W κοντά στην έξοδο της λεκάνης απορροής. 
 

 
                  

Χάρτης 1: Λεκάνη απορροής και θέση υδρομετεωρολογικού σταθμού 
Πηγή: Ιστότοπος google.gr/maps 

 
O χειμώνας διαρκεί για περίπου τέσσερις μήνες και χαρακτηρίζεται από σχετικά χαμηλές 
απορροές. Η άνοιξη αντιπροσωπεύει την εποχή των υψηλών απορροών  καθώς συμβαίνει το 
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λιώσιμο του χιονιού και αυτό με τη σειρά του αυξάνει τις απορροές στα υδατορεύματα. Από 
τα 33 χρόνια των παρατηρήσεων η μέγιστη ετήσια πλημμύρα εμφανίστηκε την άνοιξη 32 
φορές (32 έτη). Γενικότερα, ο συνδυασμός του λιώσιμου του χιονιού με καταιγίδες δημιουργεί 
τις μεγαλύτερες ανοιξιάτικες πλημμύρες τόσο σε μέγεθος όσο και σε όγκο. 
 

Πίνακας 1: Μέγιστη παροχή και μέγιστος όγκος για τα 33 ετη κατά χρονολογική σειρα 
Πηγή:S.Yue, T.B.M.J. Ouarda, B.Bobee, P.Legendre, P.Bruneau, 1999 

 

A/A  ΕΤΟΣ   s/mQ 3   s/m dV 3  

1 1963 968 58538 

2 1964 1780 68828 

3 1965 1330 38682 

4 1966 1650 54139 

5 1967 934 39744 

6 1968 1100 37213 

7 1969 1380 50895 

8 1970 1780 66879 

9 1971 1420 38634 

10 1972 1160 42497 

11 1973 1470 55766 

12 1974 2400 84198 

13 1975 1260 48790 

14 1976 1490 60767 

15 1977 1370 60824 

16 1978 1530 63663 

17 1979 2040 59254 

18 1980 949 33010 

19 1981 1500 64631 

20 1982 1920 50525 

21 1983 1590 67223 

22 1984 1460 57769 

23 1985 1210 47627 

24 1986 1690 46735 

25 1987 610 35600 

26 1988 993 36882 

27 1989 1490 41943 

28 1990 1570 38568 

29 1991 1130 49226 

30 1992 1820 51752 

31 1993 1330 45263 

32 1994 1170 74840 

33 1995 1550 51853 
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Σχήμα 1: Ετήσιες μέγιστες παροχές 
 

 
 

Σχήμα 2: Ετήσιοι μέγιστοι όγκοι 
 
Τα παραπάνω στοιχεία χρησιμοποιούνται προκειμένου να υπολογιστεί η από κοινού 
αθροιστική κατανομή των  Q  και V α) με τον εμπειρικό τύπο του Gringorten, β) με το 

διμεταβλητό μοντέλο Gumbel γ) με τη χρήση σύζευξης εκτιμώντας το συντελεστή συνάφειας 
θ  μέσω του συντελεστή συσχέτισης Kendall δ) με τη χρήση σύζευξης εκτιμώντας το 
συντελεστή συνάφειας θ  μέσω του μεγίστου της πιθανοφάνειας. Στη συνέχεια συγκρίνεται 
κάθε θεωρητική αθροιστική συχνότητα με την εμπειρική του Gringorten και τέλος 
υπολογίζονται για κάθε θεωρητική αθροιστική συχνότητα οι διάφορες περίοδοι επαναφοράς : 
                                      QTQ|VVTV|QQTQ|VVTV|QQVQV ,V ,Q T ,T ,T ,T ,ANDT ,ORTTT  . 
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1. Βασικοί υπολογισμοί παραμέτρων .O.M ,σ , 


u , 


a  και περιθωρίων κατανομών  QF και 

 VF . Στα δεδομένα προσαρμόστηκε η κατανομή, Extreme Value 1 ή αλλιώς Gumbel και o 

υπολογισμός των παραμέτρων, έγινε με τη μέθοδο των ροπών για την κατανομή Gumbel. Oι 
υπολογισμοί έγιναν στο matlab 2014. Επίσης για τη διευκόλυνση των υπολογισμών μας 
ταξινομήθηκε ο πίνακας κατά αύξουσα σειρά βάσει των τιμών της παροχής. 

 
Πίνακας 2: Μέγιστη παροχή και μέγιστος όγκος για τα 33 ετη κατά αύξουσα τιμή Q 

A/A  ΕΤΟΣ    s/mQ 3   s/m dV 3  

1 1987 610 35600 

2 1967 934 39744 

3 1980 949 33010 

4 1963 968 58538 

5 1988 993 36882 

6 1968 1100 37213 

7 1991 1130 49226 

8 1972 1160 42497 

9 1994 1170 74840 

10 1985 1210 47627 

11 1975 1260 48790 

12 1965 1330 38682 

13 1993 1360 45263 

14 1977 1370 60824 

15 1969 1380 50895 

16 1971 1420 38634 

17 1984 1460 57769 

18 1973 1470 55766 

19 1989 1490 41943 

20 1976 1490 60767 

21 1981 1500 64631 

22 1978 1530 63663 

23 1995 1550 51853 

24 1990 1570 38568 

25 1983 1590 67223 

26 1966 1650 54139 

27 1986 1690 46735 

28 1970 1780 66879 

29 1964 1780 68828 

30 1992 1820 51752 

31 1982 1920 50525 

32 1979 2040 59254 

33 1974 2400 84198 
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Για τον μέσο όρο ισχύει 
N

x

.O.M

N

i

 1  

 
Η τυπική απόκλιση δίνεται από την παρακάτω εξίσωση: 

  2

1

1

2
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N

i

i

N

xx
σ  

H  παράμετρος 


u  υπολογίζεται με τη βοήθεια της τυπικής απόκλισης και του μέσου όρου: 


 σ.xu 450  
 

Αντίστοιχα η παράμετρος 


a  υπολογίζεται γνωρίζοντας την τυπική απόκλιση. 

2831,

σ
α




  

 
Για τις τιμές των Q  και V  υπολογίστηκαν, με τη μέθοδο των ροπών, ο μέσος όρος, η τυπική 

απόκλιση, οι παράμετροι u  και a της κατανομής Gumbel και συμπληρώθηκε ο πίνακας 3. 
 

                         Πίνακας 3: Μ.Ο., τυπική απόκλιση, u , a 

   s/mQ 3   s/m dV 3  

M.O. 1426,4851427 52204,7878852205 

Τυπική Απόκλιση 359,7735359,8 12449,3869712449 

u(Gumbel) 1264,5871265 46602,5637446603 

a(Gumbel) 280,4158280,4 9703,3413629703,3 
                                              

 

Γνωρίζοντας u  και a  της κατανομής Gumbel υπολογίζεται η ανηγμένη μεταβλητή 
a

ux
y


  

και προσδιορίζεται η αθροιστική συνάρτηση πιθανότητας Gumbel για τις μεταβλητές Q  και V  

σύμφωνα με τις εξισώσεις : 
 

     














 


a

uQ
expexpyexpexpQF Q  

     














 


a

uV
expexpyexpexpVF V  

 

Για τις συναρτήσεις μάζας πιθανότητας των μεταβλητών Q  και V : 
    qq yexpyexpQf   
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                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

 
    VV yexpyexpVf   

 
Πίνακας 4: Θεωρητικές αθροιστικές πιθανότητες  QF και  VF  

ΕΤΟΣ    s/mQ 3   s/m dV 3 ) )Q(F  )V(F  

1963 968 58538 0,056154549 0,746557420 

1964 1780 68828 0,852885236 0,903737315 

1965 1330 38682 0,452966107 0,104136715 

1966 1650 54139 0,776481427 0,631328903 

1967 934 39744 0,038741271 0,131658547 

1968 1100 37213 0,165551373 0,071949802 

1969 1380 50895 0,515507580 0,525968525 

1970 1780 66879 0,852885236 0,883616301 

1971 1420 38634 0,562976261 0,102975086 

1972 1160 42497 0,234091936 0,217251514 

1973 1470 55766 0,618356016 0,677782490 

1974 2400 84198 0,982711978 0,979449050 

1975 1260 48790 0,361862269 0,450151115 

1976 1490 60767 0,639159774 0,792712452 

1977 1370 60824 0,503254655 0,793791719 

1978 1530 63663 0,678346230 0,841680793 

1979 2040 59254 0,938979313 0,762241391 

1980 949 33010 0,045889244 0,017274965 

1981 1500 64631 0,649261290 0,855567517 

1982 1920 50525 0,907929108 0,512996208 

1983 1590 67223 0,731001411 0,887432621 

1984 1460 57769 0,607658455 0,728775849 

1985 1210 47627 0,296738973 0,406648367 

1986 1690 46735 0,803039444 0,372900296 

1987 610 35600 0,000032879 0,044702068 

1988 993 36882 0,071788645 0,065670152 

1989 1490 41943 0,639159774 0,198612249 

1990 1570 38568 0,714262754 0,101389760 

1991 1130 49226 0,198691743 0,466218201 

1992 1820 51752 0,871119817 0,555325534 

1993 1330 45263 0,490864088 0,317259567 

1994 1170 74840 0,246308108 0,946985282 

1995 1550 51853 0,696713242 0,558718178 

Πρέπει να σημειωθεί ότι  δε μπορούσε να γίνει περαιτέρω στρογγυλοποίηση των 
αποτελεσμάτων δεδομένου ότι αυτό  σε κάποιες περιπτώσεις θα μας οδηγούσε σε περίοδο 
επαναφοράς 1,0 ,δηλαδή σε πιθανότητα 100%. 
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                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

 
Πίνακας 5: Συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας  Qf και  Vf  

ΕΤΟΣ    s/mQ 3   s/m dV 3   Qf ... ΠΠΣ   Vf ... ΠΠΣ  

1963 968 58538 0,161705311 0,218205853 

1964 1780 68828 0,135719868 0,091473165 

1965 1330 38682 0,358721062 0,235562526 

1966 1650 54139 0,196436255 0,290366036 

1967 934 39744 0,125942054 0,266943428 

1968 1100 37213 0,297739794 0,189356524 

1969 1380 50895 0,341577009 0,337942092 

1970 1780 66879 0,135719868 0,10933193 

1971 1420 38634 0,323439893 0,234089989 

1972 1160 42497 0,339911171 0,331677788 

1973 1470 55766 0,297238116 0,263609167 

1974 2400 84198 0,017137716 0,020338318 

1975 1260 48790 0,367829961 0,35929799 

1976 1490 60767 0,286088438 0,184142926 

1977 1370 60824 0,34556432 0,183313632 

1978 1530 63663 0,263264447 0,145067423 

1979 2040 59254 0,059119857 0,20694243 

1980 949 33010 0,141408832 0,070110392 

1981 1500 64631 0,280428962 0,133460206 

1982 1920 50525 0,087695945 0,342418211 

1983 1590 67223 0,229051901 0,105979582 

1984 1460 57769 0,302700384 0,230576714 

1985 1210 47627 0,360508892 0,365904815 

1986 1690 46735 0,176147863 0,367845333 

1987 610 35600 0,000339398 0,138922205 

1988 993 36882 0,18909337 0,178827097 

1989 1490 41943 0,286088438 0,321037009 

1990 1570 38568 0,240352546 0,232059178 

1991 1130 49226 0,321085993 0,355771814 

1992 1820 51752 0,120193409 0,326642917 

1993 1330 45263 0,349292993 0,364225092 

1994 1170 74840 0,345120038 0,051583924 

1995 1550 51853 0,251779186 0,325235487 
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                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

  
    

Σχήμα 3: Οι αθροιστικές συναρτήσεις κατανομής Gumbel  QF και  VF  συναρτήσει των τιμών Q και V 

 

 
 

Σχήμα 4: Οι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας  Qf και  Vf  συναρτήσει των τιμών  Q  και V  

2. Υπολογισμός της από κοινού αθροιστικής εμπειρικής πιθανότητας  V,QFo  Gringorten                 

Η από κοινού αθροιστική (εμπειρική) συχνότητα δίνεται από την παρακάτω εξίσωση: 

   
120

440
1 1

.N

.n

VVQQPV,QF

i

m

j

l
ml

i,io






  , όπου N ο αριθμός των παρατηρήσεων, mln  ο 

αριθμός των εμφανίσεων των συνδυασμών iQ και iV .  
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                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

       Πίνακας 5: Η από κοινού αθροιστική εμπειρική πιθανότητα  V,QFo  Gringorten 

ΕΤΟΣ    s/mQ 3   s/m dV 3   V,QFo Empirical_Gringorten 

1987 610 35600 0,016908213 

1967 934 39744 0,047101449 

1980 949 33010 0,016908213 

1693 968 58538 0,107487923 

1988 993 36882 0,077294686 

1968 1100 37213 0,107487923 

1991 1130 49226 0,167874396 

1972 1160 42497 0,167874396 

1994 1170 74840 0,258454106 

1985 1210 47627 0,198067633 

1975 1260 48790 0,228260870 

1965 1330 38682 0,137681159 

1993 1360 45263 0,228260870 

1977 1370 60824 0,379227053 

1969 1380 50895 0,349033816 

1971 1420 38634 0,137681159 

1984 1460 57769 0,409420290 

1973 1470 55766 0,409420290 

1989 1490 41943 0,228260870 

1976 1490 60767 0,530193237 

1981 1500 64631 0,590579710 

1978 1530 63663 0,590579710 

1995 1550 51853 0,439613527 

1990 1570 38568 0,137681159 

1983 1590 67223 0,711352657 

1966 1650 54139 0,500000000 

1986 1690 46735 0,349033816 

1970 1780 66879 0,771739130 

1964 1780 68828 0,832125604 

1992 1820 51752 0,500000000 

1982 1920 50525 0,469806763 

1979 2040 59254 0,711352657 

1974 2400 84198 0,983091787 
 

Οι τιμές της παροχής παρουσιάζονται κατά αύξουσα τιμή για τη διευκόλυνση των 
υπολογισμών, βάσει της εμπειρικής εξίσωσης του Gringorten. 
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                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

 
Σχήμα 5: Η εμπειρική από κοινού συνάρτηση  V,QFo  Gringorten 
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                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

3. Υπολογισμός της από κοινού αθροιστικής θεωρητικής πιθανότητας και των περιόδων 

επαναφοράς μέσω του διμεταβλητού μοντέλου Gumbel με περιθώριες κατανομές Gumbel ( 
Gumbel 1960). 

 

Σχετικά με την επεξεργασία των στοιχείων μας χρησιμοποιείται το μικτό μοντέλο του Gumbel 
με περιθώριες κατανομές Gumbel για να προσδιοριστεί  η από κοινού κατονομή πιθανότητας 
των μέγιστων παροχών και όγκων. Η γενική του μορφή είναι (Tsakiris G. & Maragoudaki R.): 

                             
    





















1
11

VFlnQFln
θexpVFQFV,QF   10  θ  

Όπου  xF ,  yF  είναι αντίστοιχα οι περιθώριες συναρτήσεις κατανομής των τυχαίων 

μεταβλητών X και Y  οι οποίες εκφράζονται από τις παρακάτω εξισώσεις: 
 

     














 


a

uQ
expexpqexpexpQF  

     














 


a

uV
expexpvexpexpVF  

 
Όπου θ  10  θ  είναι η παράμετρος που περιγράφει τη συσχέτιση μεταξύ των δύο τυχαίων 

μεταβλητών X και Y . 
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πcosθ  για 3

20  ρ  (Oliviera,1975,1982) 

 
Όπου ρ  είναι ο συντελεστής συσχέτισης ο οποίος δίνεται από την παρακάτω εξίσωση: 
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Όταν 0ρ  ο συντελεστής συνάφειας θ  είναι ίσος με το 0. Αυτό αντιπροσωπεύει την 

ανεξάρτητη περίπτωση και η διμεταβλητή κατανομή ισούται με το γινόμενο των δύο 

περιθωρίων κατανομών:      VFQFV,QF  . Όταν 3
2ρ  ο συντελεστής συνάφειας θ φτάνει 

το ανώτερο όριο και ισούται με 1. Για 3
2ρ  το μοντέλο δεν είναι έγκυρο. Η συνάρτηση 

κατανομής της δεσμευμένης πιθανότητας του Q  με δοσμένο V , περιγράφεται από την 
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                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

παρακάτω εξίσωση :  
 
 VF

V,QF
vV|QF  0 , αντίστοιχα για τη δεσμευμένη πιθανότητα του V :  

 
 
 QF

V,QF
qQ|VF  0  

 
 Πίνακας 6: Αθροιστική από κοινού κατανομή Gumbel (mixed model Gumbel),Q,V 

ΕΤΟΣ    s/mQ 3   s/m dV 3    Gumbel_Model_Mixed V,QF                G  

1963 968 58538 0,052920812 

1964 1780 68828 0,813808870 

1965 1330 38682 0,078946503 

1966 1650 54139 0,565742496 

1967 934 39744 0,015267299 

1968 1100 37213 0,030432472 

1969 1380 50895 0,361057329 

1970 1780 66879 0,801117179 

1971 1420 38634 0,086714620 

1972 1160 42497 0,097750861 

1973 1470 55766 0,506177444 

1974 2400 84198 0,970559883 

1975 1260 48790 0,241202269 

1976 1490 60767 0,579477997 

1977 1370 60824 0,464931166 

1978 1530 63663 0,634026554 

1979 2040 59254 0,748577096 

1980 949 33010 0,003689865 

1981 1500 64631 0,614287229 

1982 1920 50525 0,501579646 

1983 1590 67223 0,699880344 

1984 1460 57769 0,524847371 

1985 1210 47627 0,189978121 

1986 1690 46735 0,350552874 

1987 610 35600 0,000011968 

1988 993 36882 0,015274047 

1989 1490 41943 0,172692938 

1990 1570 38568 0,093694756 

1991 1130 49226 0,146019593 

1992 1820 51752 0,533629444 

1993 1330 45263 0,229023942 

1994 1170 74840 0,244238912 

1995 1550 51853 0,473437928 
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                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

 

Πίνακας 7: Αθροιστική από κοινού κατανομή Gumbel (mixed model Gumbel),    VF ,QF  

ΕΤΟΣ  )Q(F  )(VF    Gumbel_Model_Mixed V,QF                G  

1963 0,056154549 0,746557420 0,052920812 

1964 0,852885236 0,903737315 0,813808870 

1965 0,452966107 0,104136715 0,078946503 

1966 0,776481427 0,631328903 0,565742496 

1967 0,038741271 0,131658547 0,015267299 

1968 0,165551373 0,071949802 0,030432472 

1969 0,515507580 0,525968525 0,361057329 

1970 0,852885236 0,883616301 0,801117179 

1971 0,562976261 0,102975086 0,086714620 

1972 0,234091936 0,217251514 0,097750861 

1973 0,618356016 0,677782490 0,506177444 

1974 0,982711978 0,979449050 0,970559883 

1975 0,361862269 0,450151115 0,241202269 

1976 0,639159774 0,792712452 0,579477997 

1977 0,503254655 0,793791719 0,464931166 

1978 0,678346230 0,841680793 0,634026554 

1979 0,938979313 0,762241391 0,748577096 

1980 0,045889244 0,017274965 0,003689865 

1981 0,649261290 0,855567517 0,614287229 

1982 0,907929108 0,512996208 0,501579646 

1983 0,731001411 0,887432621 0,699880344 

1984 0,607658455 0,728775849 0,524847371 

1985 0,296738973 0,406648367 0,189978121 

1986 0,803039444 0,372900296 0,350552874 

1987 0,000032879 0,044702068 0,000011968 

1988 0,071788645 0,065670152 0,015274047 

1989 0,639159774 0,198612249 0,172692938 

1990 0,714262754 0,101389760 0,093694756 

1991 0,198691743 0,466218201 0,146019593 

1992 0,871119817 0,555325534 0,533629444 

1993 0,490864088 0,317259567 0,229023942 

1994 0,246308108 0,946985282 0,244238912 

1995 0,696713242 0,558718178 0,473437928 
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                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

 
Σχήμα 6: Η τρισδιάστατη απεικόνιση της από κοινού συνάρτησης FG(Q,V) συναρτήσει των 33 ζευγών 
Q,V 

 
 

Σχήμα 7: Η τρισδιάστατη απεικόνιση της από κοινού συνάρτησης FG(Q,V), Q,V . 
 



107 
 

                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

 

 
Σχήμα 8: Η τρισδιάστατη απεικόνιση της από κοινού συνάρτησης FG(Q,V) συναρτήσει των 33  ζευγών 

   VF ,QF  

 
 

 
Σχήμα 9: Η τρισδιάστατη απεικόνιση της από κοινού συνάρτησης FG(Q,V) συναρτήσει ζευγών 
   VF ,QF τα οποία παίρνουν τιμές στο διάστημα [0,1] με βήμα 0,01 



108 
 

                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

 
 
Σχήμα 10: Σύγκριση FG(Q,V) Gumbel mixed model και Fo(Q,V) Emperical Gringorten μέσω 
γραφήματος 
 
Για τις περιόδους επαναφοράς,     QTQ|VVTV|QQTQ|VVTV|QQVQV ,V ,Q T ,T ,T ,T ,ANDT ,ORTTT   έχουμε: 

 

 
   TTTT

QVOR
V,QFVV or QQP
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                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

 
Πίνακας 8: Περίοδοι επαναφοράς υπολογισμένοι μέσω του Gumbel mixed model 

 
1T  2T  3T  

4T  5T  6T  

ΕΤΟΣ OR  AND   VTV|QT    QTQ|VT    VTV|QT    QTQ|VT   

1963 1,055878 3,996661 15,769494 4,234445 1,076295 17,365220 

1964 5,370825 17,486700 181,656059 118,864344 10,049516 21,826114 

1965 1,085713 1,916283 2,139035 3,503042 4,134015 1,211076 

1966 2,302781 6,331832 17,174746 28,327992 9,625911 3,684566 

1967 1,015504 1,183618 1,363079 1,231320 1,131172 1,650393 

1968 1,031388 1,261143 1,358917 1,511349 1,733006 1,225227 

1969 1,565086 3,129095 6,601028 6,458501 3,189405 3,337693 

1970 5,028086 15,476129 132,975054 105,197659 10,710615 16,475125 

1971 1,094948 2,376633 2,649462 5,438225 6,332849 1,182073 

1972 1,108341 1,547012 1,976384 2,019840 1,817994 1,716958 

1973 2,025019 4,761022 14,775801 12,475035 3,949665 5,512247 

1974 33,967256 119,063841 5793,592935 6887,071321 110,184576 80,867701 

1975 1,317874 2,329976 4,237485 3,651212 2,154360 2,999024 

1976 2,377997 6,774803 32,683115 18,775077 3,717563 10,709463 

1977 1,868918 5,956466 28,885676 11,990984 2,413764 13,131755 

1978 2,732439 8,771966 55,406834 27,271454 4,053280 15,305758 

1979 3,977362 21,116474 88,814759 346,054338 55,783440 4,931557 

1980 1,003704 1,063235 1,081925 1,114373 1,271611 1,087439 

1981 2,592603 9,135889 63,253701 26,047564 3,545949 18,564080 

1982 2,006339 12,398590 25,458919 134,663518 44,934389 2,234355 

1983 3,332004 12,278027 109,072689 45,643461 4,731655 23,488958 

1984 2,104587 5,307488 19,568639 13,527722 3,573684 7,337888 

1985 1,234535 2,055115 3,463570 2,922265 1,876808 2,779474 

1986 1,539771 5,726946 9,132433 29,076614 16,686502 1,774725 

1987 1,000012 1,046817 1,095801 1,046851 1,000268 1,572350 

1988 1,015511 1,139192 1,219261 1,227298 1,303080 1,270267 

1989 1,208741 2,985779 3,725761 8,274520 7,662713 1,370215 

1990 1,103381 3,596576 4,002376 12,587004 13,176050 1,150982 

1991 1,170987 2,078528 3,893966 2,593918 1,456028 3,772235 

1992 2,144218 9,329743 20,981062 72,390824 25,595650 2,581169 

1993 1,297057 2,375860 3,479887 4,666455 3,595595 1,874671 

1994 1,323169 19,628811 370,252101 26,043548 1,347549 119,035622 

1995 1,899111 4,587019 10,394761 15,124363 6,551554 3,120422 
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                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

 

 
Σχήμα 11: Η περίοδος επαναφοράς ΤOR  

 

 
 

Σχήμα 12: Η περίοδος επαναφοράς ΤAND  
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                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

 
 

Σχήμα 13: Η περίοδος επαναφοράς Τ (Q|V>=VT)  

 
 
 

 
 

Σχήμα 14: Η περίοδος επαναφοράς Τ (V|Q>=QT) 
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                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

 

 
 

Σχήμα 15: Η περίοδος επαναφοράς Τ (Q|V=VT) 

 
 

 
 

Σχήμα 16: Η περίοδος επαναφοράς Τ (V|Q=QT) 
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                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

 
 

Σχήμα 17: Η περίπτωση OR για το Gumbel mixed model 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. Υπολογισμός της περιόδου επαναφοράς μέσω των συζεύξεων (copulas). 

4.1 Προσδιορισμός της συνάρτησης copula μέσω του συντελεστή Kendall και τη σχέση που τον 
συνδέει με το συντελεστή συνάφειας θ . Η Gumbel-Hougaard Αρχιμήδεια σύζευξη εκφράζεται 
ως: 

    )])V(Fln)Q(Fln[exp()))V(F(φ))Q(F(φ(φ))V(F),Q(F(C)V,Q(F θθθ

θV,Q

1
1    
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συντελεστής συσχέτισης τ  μέσω των εναρμονισμένων και μη εναρμονισμένων ζευγών. Δύο 
ζεύγη παρατηρήσεων  jj V,Q  και  kk V,Q  ονομάζονται εναρμονισμένα ή συσχετισμένα αν οι 

διαφορές  kj QQ   και  kj VV   έχουν το ίδιο πρόσημο (αν  kj QQ   kj VV  > 0). Σύμφωνα με 

τον έλεγχο αυτόν υπολογίζεται η ποσότητα.  
 

 


 


1

1 1

n

j

n

ik
jk xxsgnS  

 
Για κάθε επόμενη τιμή που υπερβαίνει τη συγκεκριμένη, το μέγεθος S  αυξάνει κατά μία 
μονάδα, ενώ για κάθε επόμενη τιμή που είναι μικρότερη μιας προηγούμενης από το S  
αφαιρείται μία μονάδα. Το τελικό S  προκύπτει μετά από όλες τις προσθέσεις και 
αφαιρέσεις. dc NNS  . Έστω cN  και dN  οι αριθμοί των εναρμονισμένων και μη 

εναρμονισμένων ζευγών παρατηρήσεων, αντίστοιχα τότε 
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Πίνακας 9: Αθροιστική από κοινού κατανομή  V,QFC με θ  υπολογισμένο βάσει Kendall και οι 

αντίστοιχες τιμές V ,Q  

ΕΤΟΣ   s/mQ 3   s/m dV 3   V,QFC  

Kendall  

1963 968 58538 0,054207399 

1964 1780 68828 0,819213178 

1965 1330 38682 0,083654226 
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1966 1650 54139 0,575542840 

1967 934 39744 0,017444718 

1968 1100 37213 0,034144389 

1969 1380 50895 0,374201276 

1970 1780 66879 0,807205934 

1971 1420 38634 0,090557563 

1972 1160 42497 0,106057813 

1973 1470 55766 0,518181113 

1974 2400 84198 0,971565127 

1975 1260 48790 0,253229841 

1976 1490 60767 0,588808594 

1977 1370 60824 0,472886603 

1978 1530 63663 0,641809597 

1979 2040 59254 0,752168755 

1980 949 33010 0,004463032 

1981 1500 64631 0,621309948 

1982 1920 50525 0,505431157 

1983 1590 67223 0,705956714 

1984 1460 57769 0,535823911 

1985 1210 47627 0,200930028 

1986 1690 46735 0,356468243 

1987 610 35600 0,000015077 

1988 993 36882 0,017688578 

1989 1490 41943 0,178579083 

1990 1570 38568 0,096221389 

1991 1130 49226 0,154036801 

1992 1820 51752 0,539250926 

1993 1330 45263 0,240014335 

1994 1170 74840 0,245473095 

1995 1550 51853 0,484837845 

 
 
 
 
 
Πίνακας 10: Αθροιστική από κοινού κατανομή FC(Q,V) με θ  υπολογισμένο βάσει Kendall και οι 
αντίστοιχες τιμές F(Q),F(V) 

ΕΤΟΣ   QF   VF   V,QFC  

Kendall  
1963 0,056154549 0,746557420 0,054207399 

1964 0,852885236 0,903737315 0,819213178 

1965 0,452966107 0,104136715 0,083654226 
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1966 0,776481427 0,631328903 0,575542840 

1967 0,038741271 0,131658547 0,017444718 

1968 0,165551373 0,071949802 0,034144389 

1969 0,515507580 0,525968525 0,374201276 

1970 0,852885236 0,883616301 0,807205934 

1971 0,562976261 0,102975086 0,090557563 

1972 0,234091936 0,217251514 0,106057813 

1973 0,618356016 0,677782490 0,518181113 

1974 0,982711978 0,979449050 0,971565127 

1975 0,361862269 0,450151115 0,253229841 

1976 0,639159774 0,792712452 0,588808594 

1977 0,503254655 0,793791719 0,472886603 

1978 0,678346230 0,841680793 0,641809597 

1979 0,938979313 0,762241391 0,752168755 

1980 0,045889244 0,017274965 0,004463032 

1981 0,649261290 0,855567517 0,621309948 

1982 0,907929108 0,512996208 0,505431157 

1983 0,731001411 0,887432621 0,705956714 

1984 0,607658455 0,728775849 0,535823911 

1985 0,296738973 0,406648367 0,200930028 

1986 0,803039444 0,372900296 0,356468243 

1987 0,000032879 0,044702068 0,000015077 

1988 0,071788645 0,065670152 0,017688578 

1989 0,639159774 0,198612249 0,178579083 

1990 0,714262754 0,101389760 0,096221389 

1991 0,198691743 0,466218201 0,154036801 

1992 0,871119817 0,555325534 0,539250926 

1993 0,490864088 0,317259567 0,240014335 

1994 0,246308108 0,946985282 0,245473095 

1995 0,696713242 0,558718178 0,484837845 

 
 

Έλεγχος 
 Πρέπει να ικανοποιείται η ανισότητα:  

               VF,QFMVF,QFCVF,QFW

              VF,QFminVF,QFCVFQF ,max  10  

 για όλα τα      10,VF,QF  , 

Τα     10  VFQF ,max  και     VF,QFmin  είναι τα όρια Frechet – Hoeffding 

 
Πίνακας 11: Έλεγχος σύμφωνα με το όρια Frechet - Hoeffding 

    VF,QFmin  

M  

    10  VFQF ,max

W  

 V,QFC    MV,QFC     WV,QFC   
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0,056154549 0,000000000 0,054207399 ok ok 

0,852885236 0,756622551 0,819213178 ok ok 

0,104136715 0,000000000 0,083654226 ok ok 

0,631328903 0,407810330 0,575542840 ok ok 

0,038741271 0,000000000 0,017444718 ok ok 

0,071949802 0,000000000 0,034144389 ok ok 

0,515507580 0,041476105 0,374201276 ok ok 

0,852885236 0,736501537 0,807205934 ok ok 

0,102975086 0,000000000 0,090557563 ok ok 

0,217251514 0,000000000 0,106057813 ok ok 

0,618356016 0,296138506 0,518181113 ok ok 

0,979449050 0,962161027 0,971565127 ok ok 

0,361862269 0,000000000 0,253229841 ok ok 

0,639159774 0,431872226 0,588808594 ok ok 

0,503254655 0,297046374 0,472886603 ok ok 

0,678346230 0,520027023 0,641809597 ok ok 

0,762241391 0,701220703 0,752168755 ok ok 

0,017274965 0,000000000 0,004463032 ok ok 

0,649261290 0,504828808 0,621309948 ok ok 

0,512996208 0,420925316 0,505431157 ok ok 

0,731001411 0,618434032 0,705956714 ok ok 

0,607658455 0,336434304 0,535823911 ok ok 

0,296738973 0,000000000 0,200930028 ok ok 

0,372900296 0,175939740 0,356468243 ok ok 

0,000032879 0,000000000 0,000015077 ok ok 

0,065670152 0,000000000 0,017688578 ok ok 

0,198612249 0,000000000 0,178579083 ok ok 

0,101389760 0,000000000 0,096221389 ok ok 

0,198691743 0,000000000 0,154036801 ok ok 

0,555325534 0,426445352 0,539250926 ok ok 

0,317259567 0,000000000 0,240014335 ok ok 

0,246308108 0,193293390 0,245473095 ok ok 

0,558718178 0,255431420 0,484837845 ok ok 
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Σχήμα 18: Η τρισδιάστατη απεικόνιση της Copula Gumbel-Hougaard,  με θ υπολογισμένο μέσω Kendall, 
συναρτήσει των 33 ζευγών Q,V 
 
 

 
 
Σχήμα 19: Η τρισδιάστατη απεικόνιση της Copula Gumbel-Hougaard,  με θ υπολογισμένο μέσω Kendall, 
συναρτήσει των Q,V  



119 
 

                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

 
 
Σχήμα 20: Η τρισδιάστατη απεικόνιση της Copula Gumbel-Hougaard,  με θ υπολογισμένο μέσω Kendall, 
συναρτήσει των 33 ζευγών F(Q),F(V) 
 
 

 
Σχήμα 21: Η τρισδιάστατη απεικόνιση της Copula Gumbel-Hougaard,  με θ υπολογισμένο μέσω Kendall, 
συναρτήσει ζευγών F(Q),F(V) τα οποία παίρνουν τιμές στο διάστημα [0,1] με βήμα 0,01 
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Σχήμα 22: Σύγκριση  VQFC ,  Copula Gumbel (Kendall) και Fo(Q,V) Emperical Gringorten μέσω 

γραφήματος 
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Πίνακας 12: Περίοδοι επαναφοράς υπολογισμένοι μέσω της Copula με εκτίμηση θ  μέσω Kendall 

 Kendall ,Copula T        
 

1T  2T  3T  
4T  5T  6T  

ΕΤΟΣ OR  AND   VTV|QT    QTQ|VT    VTV|QT    QTQ|VT   

1963 1,057314 3,976215 15,688821 4,2128 1,078295 28,83936 

1964 5,531377 15,976833 165,971198 108,6012 10,69206 25,32917 

1965 1,091291 1,899150 2,119910 3,4717 5,084183 1,226514 

1966 2,355950 5,961873 16,171253 26,6728 11,31697 3,864272 

1967 1,017754 1,180575 1,359575 1,2282 1,152737 1,819133 

1968 1,035351 1,255267 1,352585 1,5043 1,903161 1,259837 

1969 1,597958 3,005483 6,340261 6,2034 3,465626 3,648157 

1970 5,186882 14,143392 121,523822 96,1385 11,56409 18,67115 

1971 1,099575 2,355123 2,625483 5,3890 8,292723 1,191689 

1972 1,118641 1,527384 1,951308 1,9942 1,953811 1,828356 

1973 2,075469 4,503640 13,977019 11,8006 4,246721 6,172764 

1974 35,168084 106,336601 5174,291166 6150,8830 124,2337 88,16050 

1975 1,339100 2,266461 4,121971 3,5517 2,285945 3,331070 

1976 2,431957 6,372009 30,739952 17,6588 3,887678 12,69404 

1977 1,897125 5,686981 27,578819 11,4485 2,473603 16,57185 

1978 2,791811 8,211355 51,865820 25,5286 4,211116 18,56619 

1979 4,035004 19,627836 82,553628 321,6587 75,67448 5,026372 

1980 1,004483 1,062362 1,081037 1,1135 1,348350 1,107734 

1981 2,640682 8,585081 59,440097 24,4771 3,652251 23,22827 

1982 2,021963 11,833502 24,298582 128,5260 67,81134 2,255736 

1983 3,400860 11,425610 101,500183 42,4746 4,890085 29,18787 

1984 2,154355 5,015307 18,491372 12,7830 3,776981 8,459140 

1985 1,251455 2,009878 3,387330 2,8579 1,976724 3,097195 

1986 1,553925 5,539291 8,833191 28,1239 22,69347 1,798234 

1987 1,000015 1,046813 1,095798 1,0468 1,000337 1,846930 

1988 1,018007 1,136067 1,215916 1,2239 1,368654 1,326960 

1989 1,217403 2,934212 3,661413 8,1316 9,914172 1,387726 

1990 1,106466 3,564187 3,966333 12,4737 19,61735 1,155688 

1991 1,182085 2,044459 3,830141 2,5514 1,493421 4,449491 

1992 2,170379 8,864810 19,935505 68,7833 34,54675 2,624891 

1993 1,315814 2,315401 3,391334 4,5477 4,107173 1,956805 

1994 1,325334 19,164539 361,494696 25,4276 1,349920 294,9749 

1995 1,941136 4,359076 9,878213 14,3728 7,562475 3,288316 



122 
 

                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

  

 
 

Σχήμα 23: Η περίοδος επαναφοράς ORT  

 
 

 
 

Σχήμα 24: Η περίοδος επαναφοράς ΤAND 
 
 



123 
 

                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

 
Σχήμα 25: Η περίοδος επαναφοράς ΤQ|V=VT 

 

 
Σχήμα 26: Η περίοδος επαναφοράς ΤV|Q=QT 

 
 
 



124 
 

                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

 
Σχήμα 27: Η περίοδος επαναφοράς ΤQ|V>=VT 

 
 

 
Σχήμα 28: Η περίοδος επαναφοράς ΤV|Q>=QT 
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Σχήμα 29:  Η περίπτωση OR  για την Gumbel – Hougaard σύζευξη υπολογισμένη μέσω του Kendall 
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4.2 Προσδιορισμός της συνάρτησης copula εκτιμώντας το συντελεστή θ  μέσω του μεγίστου 
της πιθανοφάνειας.  

 
          VfQfVF,QFcV,Qf V,Q   
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Η ΕΜΠ (MLE) του θ  είναι επομένως η τιμή εκείνη του θ  για την οποία το παρατηρηθέν 
ενδεχόμενο E  έχει τη μεγαλύτερη δυνατή πιθανότητα κάτω από το συγκεκριμένο μοντέλο. Η 
συνάρτηση πιθανοφάνειας (likelihood function) ορίζεται πολλές φορές ως ένα πολλαπλάσιο 
της  θ;EP , δηλαδή    θ;EkPθL  . Όπου k  είναι μια οποιαδήποτε σταθερά σε  σχέση  με  το 

θ . Το  k  δηλαδή, δεν είναι συνάρτηση του θ  (μπορεί όμως να είναι συνάρτηση των 
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δεδομένων). Ο φυσικός λογάριθμος της συνάρτησης πιθανοφάνειας (log likelihood function) 
είναι : 

 
   θLlnθl   

 
Έχει την ιδιότητα ότι η τιμή του θ  που μεγιστοποιεί την  θln  μεγιστοποιεί και την  θL (και 

επομένως και την  θ;EP ). 

Επομένως, η ΕΜΠ (MLE) 


θ  της θ  είναι αυτή που μεγιστοποιεί την  θL  ή, ισοδύναμα, την 

 θl .Ο παραμετρικός χώρος Θ  των τιμών μιας παραμέτρου θ , όταν μιλάμε για την εκτίμηση 

μιας μόνο παραμέτρου, είναι ένα διάστημα πραγματικών τιμών. Επίσης η πρώτη και η δεύτερη 
παράγωγος είναι: 
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Άρα βρίσκουμε την καλύτερη τιμή του θ  που μεγιστοποιεί τη συνάρτηση πυκνότητας 
πιθανότητας για τα 33 ζεύγη τιμών. 
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δηλαδή  πρέπει να λυθεί η   0
 V,Qf V,Q . Η επίλυση αυτής της εξίσωσης έγινε προσεγγιστικά 

με τη μέθοδο Newton και υπολογίστηκε τιμή 6511,θ  . 

 
 
 
 



128 
 

                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

Πίνακας 13: Αθροιστική από κοινού κατανομή  V,QFC ) με θ =1,651 υπολογισμένο μέσω του μεγίστου 

της πιθανοφάνειας και οι αντίστοιχες τιμές V ,Q  

ΕΤΟΣ    s/mQ 3    s/m dV 3   V,QFC  

Likelihood Maximum  
1963 968 58538 0,053966271 

1964 1780 68828 0,817694554 

1965 1330 38682 0,082376354 

1966 1650 54139 0,572799985 

1967 934 39744 0,016805318 

1968 1100 37213 0,033057254 

1969 1380 50895 0,370433416 

1970 1780 66879 0,805482829 

1971 1420 38634 0,089578878 

1972 1160 42497 0,103637771 

1973 1470 55766 0,514761903 

1974 2400 84198 0,971280888 

1975 1260 48790 0,249775042 

1976 1490 60767 0,586208575 

1977 1370 60824 0,470771709 

1978 1530 63663 0,639671974 

1979 2040 59254 0,751284756 

1980 949 33010 0,004229857 

1981 1500 64631 0,619427578 

1982 1920 50525 0,504606892 

1983 1590 67223 0,704318083 

1984 1460 57769 0,532724057 

1985 1210 47627 0,197780517 

1986 1690 46735 0,355020759 

1987 610 35600 0,000014200 

1988 993 36882 0,016968890 

1989 1490 41943 0,177056986 

1990 1570 38568 0,095673567 

1991 1130 49226 0,151789287 

1992 1820 51752 0,537860581 

1993 1330 45263 0,236884932 

1994 1170 74840 0,245329703 

1995 1550 51853 0,481618247 
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Πίνακας 14: Αθροιστική από κοινού κατανομή  V,QFC με  =1,651 υπολογισμένο μέσω του μεγίστου 

πιθανοφάνειας και οι αντίστοιχες τιμές    VFQF  ,  

   QF   VF   VQFC ,  

Likelihood Maximum  
1963 0,056154549 0,746557420 0,053966271 

1964 0,852885236 0,903737315 0,817694554 

1965 0,452966107 0,104136715 0,082376354 

1966 0,776481427 0,631328903 0,572799985 

1967 0,038741271 0,131658547 0,016805318 

1968 0,165551373 0,071949802 0,033057254 

1969 0,515507580 0,525968525 0,370433416 

1970 0,852885236 0,883616301 0,805482829 

1971 0,562976261 0,102975086 0,089578878 

1972 0,234091936 0,217251514 0,103637771 

1973 0,618356016 0,677782490 0,514761903 

1974 0,982711978 0,979449050 0,971280888 

1975 0,361862269 0,450151115 0,249775042 

1976 0,639159774 0,792712452 0,586208575 

1977 0,503254655 0,793791719 0,470771709 

1978 0,678346230 0,841680793 0,639671974 

1979 0,938979313 0,762241391 0,751284756 

1980 0,045889244 0,017274965 0,004229857 

1981 0,649261290 0,855567517 0,619427578 

1982 0,907929108 0,512996208 0,504606892 

1983 0,731001411 0,887432621 0,704318083 

1984 0,607658455 0,728775849 0,532724057 

1985 0,296738973 0,406648367 0,197780517 

1986 0,803039444 0,372900296 0,355020759 

1987 0,000032879 0,044702068 0,000014200 

1988 0,071788645 0,065670152 0,016968890 

1989 0,639159774 0,198612249 0,177056986 

1990 0,714262754 0,101389760 0,095673567 

1991 0,198691743 0,466218201 0,151789287 

1992 0,871119817 0,555325534 0,537860581 

1993 0,490864088 0,317259567 0,236884932 

1994 0,246308108 0,946985282 0,245329703 

1995 0,696713242 0,558718178 0,481618247 

 
 
Έλεγχος 
 Πρέπει να ικανοποιείται η ανισότητα:  
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               VF,QFMVF,QFCVF,QFW

              VF,QFminVF,QFCVFQF ,max  10  

 για όλα τα      10,VF,QF  , 

Τα     10  VFQF ,max  και     VF,QFmin  είναι τα όρια Frechet – Hoeffding 

 

Πίνακας 15: Έλεγχος σύμφωνα με  το όρια Frechet – Hoeffding 
    VF,QFmin  

M  

    10  VFQF ,max

W  

 V,QFC    MV,QFC     WV,QFC   

0,056154549 0,000000000 0,053966271 ok ok 

0,852885236 0,756622551 0,817694554 ok ok 

0,104136715 0,000000000 0,082376354 ok ok 

0,631328903 0,407810330 0,572799985 ok ok 

0,038741271 0,000000000 0,016805318 ok ok 

0,071949802 0,000000000 0,033057254 ok ok 

0,515507580 0,041476105 0,370433416 ok ok 

0,852885236 0,736501537 0,805482829 ok ok 

0,102975086 0,000000000 0,089578878 ok ok 

0,217251514 0,000000000 0,103637771 ok ok 

0,618356016 0,296138506 0,514761903 ok ok 

0,979449050 0,962161027 0,971280888 ok ok 

0,361862269 0,000000000 0,249775042 ok ok 

0,639159774 0,431872226 0,586208575 ok ok 

0,503254655 0,297046374 0,470771709 ok ok 

0,678346230 0,520027023 0,639671974 ok ok 

0,762241391 0,701220703 0,751284756 ok ok 

0,017274965 0,000000000 0,004229857 ok ok 

0,649261290 0,504828808 0,619427578 ok ok 

0,512996208 0,420925316 0,504606892 ok ok 

0,731001411 0,618434032 0,704318083 ok ok 

0,607658455 0,336434304 0,532724057 ok ok 

0,296738973 0,000000000 0,197780517 ok ok 

0,372900296 0,175939740 0,355020759 ok ok 

0,000032879 0,000000000 0,000014200 ok ok 

0,065670152 0,000000000 0,016968890 ok ok 

0,198612249 0,000000000 0,177056986 ok ok 

0,101389760 0,000000000 0,095673567 ok ok 

0,198691743 0,000000000 0,151789287 ok ok 

0,555325534 0,426445352 0,537860581 ok ok 

0,317259567 0,000000000 0,236884932 ok ok 

0,246308108 0,193293390 0,245329703 ok ok 

0,558718178 0,255431420 0,481618247 ok ok 
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Σχήμα 30: Η τρισδιάστατη απεικόνιση της Copula Gumbel-Hougaard,  με θ  υπολογισμένο μέσω του 
μεγίστου της πιθανοφάνειας, συναρτήσει των 33 ζευγών V ,Q  

 
 

 
Σχήμα 31: Η τρισδιάστατη απεικόνιση της Copula Gumbel-Hougaard,  με θ  υπολογισμένο μέσω του 
μεγίστου της πιθανοφάνειας, συναρτήσει των V ,Q  
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Σχήμα 32: Η τρισδιάστατη απεικόνιση της Copula Gumbel-Hougaard,  με θ  υπολογισμένο μέσω του 
μεγίστου πιθανοφάνειας, συναρτήσει των 33 ζευγών    VF ,QF  

 
 

 
Σχήμα 33: Η τρισδιάστατη απεικόνιση της Copula Gumbel-Hougaard,  με θ  υπολογισμένο μέσω του 
μεγίστου της πιθανοφάνειας, συναρτήσει ζευγών    VF ,QF  τα οποία παίρνουν τιμές στο διάστημα 

[0,1] με βήμα 0,01 
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Σχήμα 34: Σύγκριση  VQFC ,  Copula Gumbel (Maximum Likelihood) και Fo(Q,V) Emperical 

Gringorten μέσω γραφήματος 
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Πίνακας 16: Περίοδοι επαναφοράς υπολογισμένοι μέσω της Copula με εκτίμηση θ  μέσω του μεγίστου 
της πιθανοφάνειας 

 
1T  2T  3T  

4T  5T  6T  

  OR  AND   VTV|QT    QTQ|VT    VTV|QT    QTQ|VT   

1963 1,0570448 3,9800314 15,70388 4,21683 1,077919 25,661522 

1964 5,4852997 16,3741151 170,09826 111,30164 10,503351 24,236110 

1965 1,0897714 1,9037700 2,12507 3,48017 4,785615 1,222284 

1966 2,3408239 6,0609861 16,44009 27,11625 10,786615 3,812235 

1967 1,0170926 1,1814668 1,36060 1,22908 1,146320 1,766108 

1968 1,0341874 1,2569824 1,35443 1,50636 1,849964 1,249500 

1969 1,5883943 3,0399081 6,41288 6,27442 3,381671 3,553407 

1970 5,1409343 14,4966841 124,55940 98,53997 11,309062 17,992446 

1971 1,0983928 2,3605642 2,63155 5,40146 7,686883 1,189226 

1972 1,1156204 1,5330503 1,95855 2,00161 1,912194 1,794438 

1973 2,0608440 4,5740759 14,19562 11,98519 4,157650 5,969027 

1974 34,820018 109,650804 5335,55879 6342,58816 119,91058 85,968351 

1975 1,3329335 2,2843481 4,15450 3,57971 2,246531 3,228399 

1976 2,4166765 6,4793550 31,25781 17,95630 3,838729 12,070733 

1977 1,8895437 5,7562128 27,91456 11,58785 2,457407 15,492889 

1978 2,7752490 8,3580627 52,79247 25,98466 4,166555 17,539994 

1979 4,0206621 19,9744119 84,01131 327,33836 69,568931 5,002699 

1980 1,0042478 1,0626251 1,08130 1,11373 1,324249 1,101534 

1981 2,6276208 8,7260971 60,41644 24,87920 3,623138 21,762672 

1982 2,0185989 11,9500617 24,53792 129,79196 61,148756 2,251126 

1983 3,3820127 11,6436053 103,43676 43,28501 4,846325 27,395437 

1984 2,1400631 5,0945094 18,78339 12,98488 3,717262 8,109206 

1985 1,2465417 2,0226816 3,40891 2,87615 1,946917 2,998622 

1986 1,5504375 5,5840647 8,90459 28,35118 20,856261 1,792424 

1987 1,0000142 1,0468143 1,09580 1,04685 1,000318 1,760248 

1988 1,0172618 1,1369966 1,21691 1,22493 1,348428 1,309540 

1989 1,2151510 2,9473749 3,67784 8,16809 9,214095 1,383155 

1990 1,1057954 3,5711601 3,97409 12,49806 17,737286 1,154664 

1991 1,1789523 2,0538970 3,84782 2,56318 1,482746 4,236276 

1992 2,1638492 8,9754337 20,18428 69,64169 31,796566 2,613941 

1993 1,3104184 2,3323002 3,41609 4,58090 3,947260 1,932694 

1994 1,3250820 19,2173495 362,49084 25,49762 1,349644 251,744325 

1995 1,9290802 4,4211240 10,01882 14,57737 7,246675 3,239096 
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Σχήμα 35: Η περίοδος επαναφοράς ORT  

 

 
Σχήμα 36: Η περίοδος επαναφοράς ANDT  
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Σχήμα 37: Η περίοδος επαναφοράς VTV|QT   

 
 

 
 

Σχήμα 38: Η περίοδος επαναφοράς QTQ|VT   

 
 
 



137 
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Σχήμα 39: Η περίοδος επαναφοράς QTQ|VT   

 

 
 

Σχήμα 40: Η περίοδος επαναφοράς VTV|QT   



138 
 

                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

 
Σχήμα 41: Η περίπτωση OR για την Gumbel – Hougaard σύζευξη υπολογισμένη  μέσω της μεθόδου του 
μεγίστου της  πιθανοφάνειας. 
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5. Μονομεταβλητή ανάλυση 

 QF
TQ
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1
,      
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Πίνακας 17: Περίοδοι επαναφοράς υπολογισμένοι μονοπαραμετρικά 

   QF   VF  QT  
VT  

1963 0,056154549 0,746557420 1,059495491 3,945667 

1964 0,852885236 0,903737315 6,797414294 10,38824 

1965 0,452966107 0,104136715 1,828040296 1,116242 

1966 0,776481427 0,631328903 4,473901154 2,712445 

1967 0,038741271 0,131658547 1,040302647 1,151621 

1968 0,165551373 0,071949802 1,198396123 1,077528 

1969 0,515507580 0,525968525 2,064015778 2,109565 

1970 0,852885236 0,883616301 6,797414294 8,592269 

1971 0,562976261 0,102975086 2,288205216 1,114796 

1972 0,234091936 0,217251514 1,305639732 1,27755 

1973 0,618356016 0,677782490 2,62024306 3,103494 

1974 0,982711978 0,979449050 57,84351701 48,65955 

1975 0,361862269 0,450151115 1,567059823 1,818682 

1976 0,639159774 0,792712452 2,771309648 4,824216 

1977 0,503254655 0,793791719 2,013103916 4,849466 

1978 0,678346230 0,841680793 3,108932939 6,316353 

1979 0,938979313 0,762241391 16,38788494 4,205947 

1980 0,045889244 0,017274965 1,04809635 1,017579 

1981 0,649261290 0,855567517 2,851125275 6,92365 

1982 0,907929108 0,512996208 10,86119595 2,053372 

1983 0,731001411 0,887432621 3,717491612 8,883568 

1984 0,607658455 0,728775849 2,548799667 3,686987 

1985 0,296738973 0,406648367 1,421947131 1,685341 

1986 0,803039444 0,372900296 5,077158701 1,594643 

1987 0,000032879 0,044702068 1,00003288 1,046794 

1988 0,071788645 0,065670152 1,077340839 1,070286 

1989 0,639159774 0,198612249 2,771309648 1,247835 

1990 0,714262754 0,101389760 3,49971876 1,11283 

1991 0,198691743 0,466218201 1,247959185 1,873425 

1992 0,871119817 0,555325534 7,759144815 2,248836 

1993 0,490864088 0,317259567 1,964112089 1,464685 

1994 0,246308108 0,946985282 1,326802121 18,86269 

1995 0,696713242 0,558718178 3,297209567 2,266126 
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6. Έλεγχος προσαρμογής άλλων συζεύξεων 

 

6.1 Σύζευξη Farlie–Gumbel–Morgenstern (FGM) 

 

        Για τη συγκεκριμένη σύζευξη ισχύει: 
 

      vuθvuθ;v,uC  111    11  θ  

 
Ο συντελεστής του Kendall είναι: 

 

9

2θ
τ    

 
 
 

Έχει υπολογιστεί 0900.409τ  1,84 θ  , το οποίο δεν είναι μέσα στα επιτρεπτά όρια άρα δε 

μπορεί να εφαρμοστεί η συγκεκριμένη σύζευξη. 
 

6.2 Σύζευξη Clayton 

 
Η γεννήτρια συνάρτηση της Clayton οικογένειας συζεύξεων είναι η  

θ

t
)t(φ

θ 1




 όπου θ }{\],[ 01   

και οι συζεύξεις της οικογένειας Clayton δίνονται από τον παρακάτω τύπο : 

                                        ),]vumax([)v,u(C θuθ
θ 01

1


   

 
Για 0θ , οι συζεύξεις Clayton είναι αυστηρά μονότονες  και έτσι έχουμε: 

                                       θθθ
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 Ο συντελεστής συσχέτισης του Kendall: 
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θ . Έχει υπολογιστεί 0900.409τ  1,385 θ  . 

Συνεπώς μπορούμε να προχωρήσουμε στη δημιουργία σύζευξης Clayton. 
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Πίνακας 18: Περίοδος επαναφοράς ORT  και ANDT  για τη σύζευξη Clayton 
ΕΤΟΣ   QF   VF   Clayton V,QFC  ORT  ANDT  

1963 0,056155 0,746557 0,0557822 1,059077667 3,951472486 

1964 0,852885 0,903737 0,7855078 4,662173879 34,61976402 

1965 0,452966 0,104137 0,0980489 1,108707608 1,848612942 

1966 0,776481 0,631329 0,5462605 2,203907803 7,222814689 

1967 0,038741 0,131659 0,0345302 1,035765185 1,157232769 

1968 0,165551 0,07195 0,0598871 1,063702001 1,215974156 

1969 0,515508 0,525969 0,3716608 1,591497049 3,028608072 

1970 0,852885 0,883616 0,7710374 4,36752524 28,95542011 

1971 0,562976 0,102975 0,0992587 1,11019662 2,307830927 

1972 0,234092 0,217252 0,1431934 1,167124543 1,445400097 

1973 0,618356 0,677782 0,4934588 1,974173194 5,067901677 

1974 0,982712 0,979449 0,9629866 27,01726146 1211,242344 

1975 0,361862 0,450151 0,2707372 1,37124776 2,179961001 

1976 0,63916 0,792712 0,5589113 2,2671178 7,871592703 

1977 0,503255 0,793792 0,4561945 1,838892739 6,283454754 

1978 0,678346 0,841681 0,6103518 2,566417768 11,07115636 

1979 0,938979 0,762241 0,7295630 3,697718762 35,28296646 

1980 0,045889 0,017275 0,0146621 1,014880313 1,050974439 

1981 0,649261 0,855568 0,5934341 2,459625974 11,28600512 

1982 0,907929 0,512996 0,4929355 1,972135852 13,88691675 

1983 0,731001 0,887433 0,6750691 3,077577724 17,65689449 

1984 0,607658 0,728776 0,5096364 2,03930319 5,773601313 

1985 0,296739 0,406648 0,2257228 1,291527149 1,914478416 

1986 0,803039 0,3729 0,3502699 1,539100694 5,736241066 

1987 3,29E-05 0,044702 0,0000329 1,000032879 1,046793851 

1988 0,071789 0,06567 0,0419338 1,043769213 1,105613745 

1989 0,63916 0,198612 0,1864341 1,229156662 2,868106949 

1990 0,714263 0,10139 0,0996010 1,110618758 3,521765361 

1991 0,198692 0,466218 0,1741496 1,210873035 1,963712015 

1992 0,87112 0,555326 0,5207007 2,086378892 10,60948063 

1993 0,490864 0,31726 0,2564754 1,344945353 2,230391837 

1994 0,246308 0,946985 0,2443249 1,323319955 19,59575374 

1995 0,696713 0,558718 0,4648545 1,868650644 4,775023094 
 

Έλεγχος 
Πρέπει να ικανοποιείται η ανισότητα:  

               VF,QFMVF,QFCVF,QFW

              VF,QFminVF,QFCVFQF ,max  10  για όλα τα      10,VF,QF  , 

Τα     10  VFQF ,max  και     VF,QFmin  είναι τα όρια Frechet – Hoeffding 
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Πίνακας 19: Έλεγχος σύμφωνα με  το όρια Frechet – Hoeffding 
    VF,QFmin  

M  

    10  VFQF ,max

W  

 V,QFC    MV,QFC     WV,QFC   

0,0561545489 0,000000000 0,0557821858 ok ok 

0,8528852360 0,756622551 0,7855077854 ok ok 

0,1041367147 0,000000000 0,0980489424 ok ok 

0,6313289030 0,407810330 0,5462605112 ok ok 

0,0387412712 0,000000000 0,0345302053 ok ok 

0,0719498018 0,000000000 0,0598870744 ok ok 

0,5155075796 0,041476105 0,3716607892 ok ok 

0,8528852360 0,736501537 0,7710373850 ok ok 

0,1029750864 0,000000000 0,0992586524 ok ok 

0,2172515140 0,000000000 0,1431934100 ok ok 

0,6183560162 0,296138506 0,4934588298 ok ok 

0,9794490496 0,962161027 0,9629866261 ok ok 

0,3618622689 0,000000000 0,2707371860 ok ok 

0,6391597739 0,431872226 0,5589113190 ok ok 

0,5032546545 0,297046374 0,4561944920 ok ok 

0,6783462301 0,520027023 0,6103518248 ok ok 

0,7622413907 0,701220703 0,7295629916 ok ok 

0,0172749649 0,000000000 0,0146621361 ok ok 

0,6492612904 0,504828808 0,5934341193 ok ok 

0,5129962076 0,420925316 0,4929355405 ok ok 

0,7310014106 0,618434032 0,6750691324 ok ok 

0,6076584547 0,336434304 0,5096364263 ok ok 

0,2967389727 0,000000000 0,2257228189 ok ok 

0,3729002960 0,175939740 0,3502699310 ok ok 

0,0000328788 0,000000000 0,0000328778 ok ok 

0,0656701517 0,000000000 0,0419338039 ok ok 

0,1986122492 0,000000000 0,1864340562 ok ok 

0,1013897603 0,000000000 0,0996010168 ok ok 

0,1986917428 0,000000000 0,1741495840 ok ok 

0,5553255342 0,426445352 0,5207006724 ok ok 

0,3172595669 0,000000000 0,2564753673 ok ok 

0,2463081085 0,193293390 0,2443248543 ok ok 

0,5587181781 0,255431420 0,4648544910 ok ok 
 

Σύμφωνα με τον έλεγχο που πραγματοποιήθηκε παρατηρούμε ότι η σύζευξη Clayton είναι 
μέσα στα επιτρεπτά όρια Frechet – Hoeffding. Υπολογίζοντας όμως τις ORT  και ANDT  

παρατηρούμε ότι η σύζευξη δε δίνει τα επιθυμητά αποτελέσματα συγκριτικά με το 
διμεταβλητό μοντέλο Gumbel. 
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7. Σχηματική αναπαράσταση της ΤOR  - Συγκριτικοί πίνακες 

 
Πίνακας 20: Οι από κοινού αθροιστικές συναρτήσεις κατανομών με τις τρεις μεθόδους 

ΕΤΟΣ   
Gumbel_Model_Mixed 

V,QF                G   
kelihoodMaximum Li

VQFC ,           

 

 
Kendall

VQFC ,  

 

1963 0,052920812 0,053966271 0,054207399 

1964 0,813808870 0,817694554 0,819213178 

1965 0,078946503 0,082376354 0,083654226 

1966 0,565742496 0,572799985 0,575542840 

1967 0,015267299 0,016805318 0,017444718 

1968 0,030432472 0,033057254 0,034144389 

1969 0,361057329 0,370433416 0,374201276 

1970 0,801117179 0,805482829 0,807205934 

1971 0,086714620 0,089578878 0,090557563 

1972 0,097750861 0,103637771 0,106057813 

1973 0,506177444 0,514761903 0,518181113 

1974 0,970559883 0,971280888 0,971565127 

1975 0,241202269 0,249775042 0,253229841 

1976 0,579477997 0,586208575 0,588808594 

1977 0,464931166 0,470771709 0,472886603 

1978 0,634026554 0,639671974 0,641809597 

1979 0,748577096 0,751284756 0,752168755 

1980 0,003689865 0,004229857 0,004463032 

1981 0,614287229 0,619427578 0,621309948 

1982 0,501579646 0,504606892 0,505431157 

1983 0,699880344 0,704318083 0,705956714 

1984 0,524847371 0,532724057 0,535823911 

1985 0,189978121 0,197780517 0,200930028 

1986 0,350552874 0,355020759 0,356468243 

1987 0,000011968 0,000014200 0,000015077 

1988 0,015274047 0,016968890 0,017688578 

1989 0,172692938 0,177056986 0,178579083 

1990 0,093694756 0,095673567 0,096221389 

1991 0,146019593 0,151789287 0,154036801 

1992 0,533629444 0,537860581 0,539250926 

1993 0,229023942 0,236884932 0,240014335 

1994 0,244238912 0,245329703 0,245473095 

1995 0,473437928 0,481618247 0,484837845 
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Πίνακας 21: Περίοδος επαναφοράς, περίπτωση OR, για τις τρεις μεθόδους 
ΕΤΟΣ   s/mQ 3   s/m dV 3  ORT ,  

Gumbel_Model_Mixed  
ORT ,  

Kendall,Copula  

 

ORT ,  

Likelihood
Maximum
Copula

 

1963 968 58538 1,055878 1,057314 1,0570448 

1964 1780 68828 5,370825 5,531377 5,4852997 

1965 1330 38682 1,085713 1,091291 1,0897714 

1966 1650 54139 2,302781 2,355950 2,3408239 

1967 934 39744 1,015504 1,017754 1,0170926 

1968 1100 37213 1,031388 1,035351 1,0341874 

1969 1380 50895 1,565086 1,597958 1,5883943 

1970 1780 66879 5,028086 5,186882 5,1409343 

1971 1420 38634 1,094948 1,099575 1,0983928 

1972 1160 42497 1,108341 1,118641 1,1156204 

1973 1470 55766 2,025019 2,075469 2,0608440 

1974 2400 84198 33,967256 35,168084 34,820018 

1975 1260 48790 1,317874 1,339100 1,3329335 

1976 1490 60767 2,377997 2,431957 2,4166765 

1977 1370 60824 1,868918 1,897125 1,8895437 

1978 1530 63663 2,732439 2,791811 2,7752490 

1979 2040 59254 3,977362 4,035004 4,0206621 

1980 949 33010 1,003704 1,004483 1,0042478 

1981 1500 64631 2,592603 2,640682 2,6276208 

1982 1920 50525 2,006339 2,021963 2,0185989 

1983 1590 67223 3,332004 3,400860 3,3820127 

1984 1460 57769 2,104587 2,154355 2,1400631 

1985 1210 47627 1,234535 1,251455 1,2465417 

1986 1690 46735 1,539771 1,553925 1,5504375 

1987 610 35600 1,000012 1,000015 1,0000142 

1988 993 36882 1,015511 1,018007 1,0172618 

1989 1490 41943 1,208741 1,217403 1,2151510 

1990 1570 38568 1,103381 1,106466 1,1057954 

1991 1130 49226 1,170987 1,182085 1,1789523 

1992 1820 51752 2,144218 2,170379 2,1638492 

1993 1330 45263 1,297057 1,315814 1,3104184 

1994 1170 74840 1,323169 1,325334 1,3250820 

1995 1550 51853 1,899111 1,941136 1,9290802 
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Πίνακας 22: Περίοδος επαναφοράς, περίπτωση AND για τις τρεις μεθόδους 
ΕΤΟΣ   /3 smQ   smd / V 3  ANDT   

Gumbel_Model_Mixed  
ANDT   

Kendall,Copula  
ANDT  

Likelihood
Maximum
Copula

 

1963 968 58538 3,996661 3,976215 3,9800314 

1964 1780 68828 17,486700 15,976833 16,3741151 

1965 1330 38682 1,916283 1,899150 1,9037700 

1966 1650 54139 6,331832 5,961873 6,0609861 

1967 934 39744 1,183618 1,180575 1,1814668 

1968 1100 37213 1,261143 1,255267 1,2569824 

1969 1380 50895 3,129095 3,005483 3,0399081 

1970 1780 66879 15,476129 14,143392 14,4966841 

1971 1420 38634 2,376633 2,355123 2,3605642 

1972 1160 42497 1,547012 1,527384 1,5330503 

1973 1470 55766 4,761022 4,503640 4,5740759 

1974 2400 84198 119,063841 106,336601 109,6508042 

1975 1260 48790 2,329976 2,266461 2,2843481 

1976 1490 60767 6,774803 6,372009 6,4793550 

1977 1370 60824 5,956466 5,686981 5,7562128 

1978 1530 63663 8,771966 8,211355 8,3580627 

1979 2040 59254 21,116474 19,627836 19,9744119 

1980 949 33010 1,063235 1,062362 1,0626251 

1981 1500 64631 9,135889 8,585081 8,7260971 

1982 1920 50525 12,398590 11,833502 11,9500617 

1983 1590 67223 12,278027 11,425610 11,6436053 

1984 1460 57769 5,307488 5,015307 5,0945094 

1985 1210 47627 2,055115 2,009878 2,0226816 

1986 1690 46735 5,726946 5,539291 5,5840647 

1987 610 35600 1,046817 1,046813 1,0468143 

1988 993 36882 1,139192 1,136067 1,1369966 

1989 1490 41943 2,985779 2,934212 2,9473749 

1990 1570 38568 3,596576 3,564187 3,5711601 

1991 1130 49226 2,078528 2,044459 2,0538970 

1992 1820 51752 9,329743 8,864810 8,9754337 

1993 1330 45263 2,375860 2,315401 2,3323002 

1994 1170 74840 19,628811 19,164539 19,2173495 

1995 1550 51853 4,587019 4,359076 4,4211240 
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Πίνακας 23: Περίοδος επαναφοράς, περίπτωση Q|V≥VT 

ΕΤΟΣ   /3 smQ   smd / V 3   VTVQT |  

Gumbel_Model_Mixed  

 VTVQT |  

Kendall,Copula  

 VTVQT |  

Likelihood
Maximum
Copula

 

1963 968 58538 15,769494 15,688821 15,70388 

1964 1780 68828 181,656059 165,971198 170,09826 

1965 1330 38682 2,139035 2,119910 2,12507 

1966 1650 54139 17,174746 16,171253 16,44009 

1967 934 39744 1,363079 1,359575 1,36060 

1968 1100 37213 1,358917 1,352585 1,35443 

1969 1380 50895 6,601028 6,340261 6,41288 

1970 1780 66879 132,975054 121,523822 124,55940 

1971 1420 38634 2,649462 2,625483 2,63155 

1972 1160 42497 1,976384 1,951308 1,95855 

1973 1470 55766 14,775801 13,977019 14,19562 

1974 2400 84198 5793,592935 5174,291166 5335,55879 

1975 1260 48790 4,237485 4,121971 4,15450 

1976 1490 60767 32,683115 30,739952 31,25781 

1977 1370 60824 28,885676 27,578819 27,91456 

1978 1530 63663 55,406834 51,865820 52,79247 

1979 2040 59254 88,814759 82,553628 84,01131 

1980 949 33010 1,081925 1,081037 1,08130 

1981 1500 64631 63,253701 59,440097 60,41644 

1982 1920 50525 25,458919 24,298582 24,53792 

1983 1590 67223 109,072689 101,500183 103,43676 

1984 1460 57769 19,568639 18,491372 18,78339 

1985 1210 47627 3,463570 3,387330 3,40891 

1986 1690 46735 9,132433 8,833191 8,90459 

1987 610 35600 1,095801 1,095798 1,09580 

1988 993 36882 1,219261 1,215916 1,21691 

1989 1490 41943 3,725761 3,661413 3,67784 

1990 1570 38568 4,002376 3,966333 3,97409 

1991 1130 49226 3,893966 3,830141 3,84782 

1992 1820 51752 20,981062 19,935505 20,18428 

1993 1330 45263 3,479887 3,391334 3,41609 

1994 1170 74840 370,252101 361,494696 362,49084 

1995 1550 51853 10,394761 9,878213 10,01882 
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Πίνακας 24: Περίοδος επαναφοράς, περίπτωση V|Q≥QT 

ΕΤΟΣ   /3 smQ   smd / V 3   QTQVT |   

Gumbel_Model_Mixed  

 QTQVT |  

Kendall,Copula  

 QTQVT |   

Likelihood
Maximum
Copula

 

1963 968 58538 4,234445 4,2128 4,21683 

1964 1780 68828 118,864344 108,6012 111,30164 

1965 1330 38682 3,503042 3,4717 3,48017 

1966 1650 54139 28,327992 26,6728 27,11625 

1967 934 39744 1,231320 1,2282 1,22908 

1968 1100 37213 1,511349 1,5043 1,50636 

1969 1380 50895 6,458501 6,2034 6,27442 

1970 1780 66879 105,197659 96,1385 98,53997 

1971 1420 38634 5,438225 5,3890 5,40146 

1972 1160 42497 2,019840 1,9942 2,00161 

1973 1470 55766 12,475035 11,8006 11,98519 

1974 2400 84198 6887,071321 6150,8830 6342,58816 

1975 1260 48790 3,651212 3,5517 3,57971 

1976 1490 60767 18,775077 17,6588 17,95630 

1977 1370 60824 11,990984 11,4485 11,58785 

1978 1530 63663 27,271454 25,5286 25,98466 

1979 2040 59254 346,054338 321,6587 327,33836 

1980 949 33010 1,114373 1,1135 1,11373 

1981 1500 64631 26,047564 24,4771 24,87920 

1982 1920 50525 134,663518 128,5260 129,79196 

1983 1590 67223 45,643461 42,4746 43,28501 

1984 1460 57769 13,527722 12,7830 12,98488 

1985 1210 47627 2,922265 2,8579 2,87615 

1986 1690 46735 29,076614 28,1239 28,35118 

1987 610 35600 1,046851 1,0468 1,04685 

1988 993 36882 1,227298 1,2239 1,22493 

1989 1490 41943 8,274520 8,1316 8,16809 

1990 1570 38568 12,587004 12,4737 12,49806 

1991 1130 49226 2,593918 2,5514 2,56318 

1992 1820 51752 72,390824 68,7833 69,64169 

1993 1330 45263 4,666455 4,5477 4,58090 

1994 1170 74840 26,043548 25,4276 25,49762 

1995 1550 51853 15,124363 14,3728 14,57737 
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Πίνακας 25: Περίοδος επαναφοράς, περίπτωση Q|V≥VT 

ΕΤΟΣ   /3 smQ   smd / V 3   VTVQT |   

Gumbel_Model_Mixed  

 VTVQT |   

Kendall,Copula  

 VTVQT |   

Likelihood
Maximum
Copula

 

1963 968 58538 1,076295 1,078295 1,077919 

1964 1780 68828 10,049516 10,69206 10,503351 

1965 1330 38682 4,134015 5,084183 4,785615 

1966 1650 54139 9,625911 11,31697 10,786615 

1967 934 39744 1,131172 1,152737 1,146320 

1968 1100 37213 1,733006 1,903161 1,849964 

1969 1380 50895 3,189405 3,465626 3,381671 

1970 1780 66879 10,710615 11,56409 11,309062 

1971 1420 38634 6,332849 8,292723 7,686883 

1972 1160 42497 1,817994 1,953811 1,912194 

1973 1470 55766 3,949665 4,246721 4,157650 

1974 2400 84198 110,184576 124,2337 119,910582 

1975 1260 48790 2,154360 2,285945 2,246531 

1976 1490 60767 3,717563 3,887678 3,838729 

1977 1370 60824 2,413764 2,473603 2,457407 

1978 1530 63663 4,053280 4,211116 4,166555 

1979 2040 59254 55,783440 75,67448 69,568931 

1980 949 33010 1,271611 1,348350 1,324249 

1981 1500 64631 3,545949 3,652251 3,623138 

1982 1920 50525 44,934389 67,81134 61,148756 

1983 1590 67223 4,731655 4,890085 4,846325 

1984 1460 57769 3,573684 3,776981 3,717262 

1985 1210 47627 1,876808 1,976724 1,946917 

1986 1690 46735 16,686502 22,69347 20,856261 

1987 610 35600 1,000268 1,000337 1,000318 

1988 993 36882 1,303080 1,368654 1,348428 

1989 1490 41943 7,662713 9,914172 9,214095 

1990 1570 38568 13,176050 19,61735 17,737286 

1991 1130 49226 1,456028 1,493421 1,482746 

1992 1820 51752 25,595650 34,54675 31,796566 

1993 1330 45263 3,595595 4,107173 3,947260 

1994 1170 74840 1,347549 1,349920 1,349644 

1995 1550 51853 6,551554 7,562475 7,246675 
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Πίνακας 26: Περίοδος επαναφοράς, περίπτωση V|Q≥QT 

ΕΤΟΣ   /3 smQ   smd / V 3   QTQVT |  

Gumbel_Model_Mixed  

 QTQVT |   

Kendall,Copula  

 QTQVT |   

Likelihood
Maximum
Copula

 

1963 968 58538 17,365220 28,83936 25,661522 

1964 1780 68828 21,826114 25,32917 24,236110 

1965 1330 38682 1,211076 1,226514 1,222284 

1966 1650 54139 3,684566 3,864272 3,812235 

1967 934 39744 1,650393 1,819133 1,766108 

1968 1100 37213 1,225227 1,259837 1,249500 

1969 1380 50895 3,337693 3,648157 3,553407 

1970 1780 66879 16,475125 18,67115 17,992446 

1971 1420 38634 1,182073 1,191689 1,189226 

1972 1160 42497 1,716958 1,828356 1,794438 

1973 1470 55766 5,512247 6,172764 5,969027 

1974 2400 84198 80,867701 88,16050 85,968351 

1975 1260 48790 2,999024 3,331070 3,228399 

1976 1490 60767 10,709463 12,69404 12,070733 

1977 1370 60824 13,131755 16,57185 15,492889 

1978 1530 63663 15,305758 18,56619 17,539994 

1979 2040 59254 4,931557 5,026372 5,002699 

1980 949 33010 1,087439 1,107734 1,101534 

1981 1500 64631 18,564080 23,22827 21,762672 

1982 1920 50525 2,234355 2,255736 2,251126 

1983 1590 67223 23,488958 29,18787 27,395437 

1984 1460 57769 7,337888 8,459140 8,109206 

1985 1210 47627 2,779474 3,097195 2,998622 

1986 1690 46735 1,774725 1,798234 1,792424 

1987 610 35600 1,572350 1,846930 1,760248 

1988 993 36882 1,270267 1,326960 1,309540 

1989 1490 41943 1,370215 1,387726 1,383155 

1990 1570 38568 1,150982 1,155688 1,154664 

1991 1130 49226 3,772235 4,449491 4,236276 

1992 1820 51752 2,581169 2,624891 2,613941 

1993 1330 45263 1,874671 1,956805 1,932694 

1994 1170 74840 119,035622 294,9749 251,744325 

1995 1550 51853 3,120422 3,288316 3,239096 
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Σχήμα 42: Περίοδοι επαναφοράς- περίπτωση OR- για το Gumbel mixed model και για τις 
Copulas 

 

 

 
 

Σχήμα 43: Διαγράμματα Q-Q plot 
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ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

 
 

Τα πιο σημαντικά χαρακτηριστικά μιας πλημμύρας είναι η παροχή, ο όγκος και η διάρκεια. 
Γενικά στο σχεδιασμό των υδραυλικών έργων μελετώνται ακραία πλημμυρικά  γεγονότα που 
συνδέονται εν γένει με τις μέγιστες παροχές  που προκαλεί η κατάκλιση των πλημμυρικών 
ζωνών. Ένας τέτοιος σχεδιασμός όμως δε συνυπολογίζει τα άλλα δύο σημαντικά 
χαρακτηριστικά της πλημμύρας, τον όγκο και τη διάρκεια. 
 
Ακραία φαινόμενα με παραπάνω από μία διαστάσεις δε θα έπρεπε να αντιμετωπίζονται με 
μονομεταβλητές προσεγγίσεις. Η μελέτη του σχεδιασμού που δε συνυπολογίζει τις δύο αυτές 
μεταβλητές μπορεί να οδηγήσει σε λανθασμένα συμπεράσματα σε σχέση με τη 
διαστασιολόγηση ενός έργου και γενικά σε περίοδο επαναφοράς που δεν ανταποκρίνεται στα 
συγκεκριμένα υδρομετεωρολογικά  στοιχεία μιας περιοχής. Με βάση αυτά τα κριτήρια, το 
ετήσιο μέγιστο (ανώτατο όριο) των πλημμυρών που χρησιμοποιείται σε αυτή την εργασία 
συνδέεται με τις ετήσιες μέγιστες παροχές και τους συναφείς όγκους. 
 
Στην περίπτωση αυτή και πιο συγκεκριμένα στις διμεταβλητές προσεγγίσεις έχουν 
χρησιμοποιηθεί διμεταβλητά μοντέλα τα οποία όμως πρέπει να έχουν την ίδια περιθώρια 
κατανομή. Δηλαδή στη συμβατική μέθοδο γίνεται η υπόθεση ότι οι περιθώριες συναρτήσεις 
κατανομών  της μέγιστης παροχής και του όγκου ακολουθούν κάποια παραμετρική συνάρτηση 
κατανομής από την ίδια οικογένεια. 
 
Στις περιπτώσεις που οι μεταβλητές ακολουθούν διαφορετικές κατανομές τότε 
χρησιμοποιούνται οι συζεύξεις (copulas) που στην περίπτωση των διμεταβλητών κατανομών 
εκφράζουν τη συναρτησιακή σχέση της αθροιστικής συνάρτησης κατανομής μιας 
διμεταβλητής κατανομής με τις αθροιστικές συναρτήσεις κατανομών των μονομεταβλητών 
περιθώριων κατανομών, όπου οι τελευταίες μας είναι πάντοτε γνωστές. 
 
Στην παρούσα εργασία ο στόχος ήταν να διερευνηθεί αν οι συζεύξεις ανταποκρίνονται στη 
διμεταβλητή περίπτωση. Γι αυτό το λόγο υπολογίστηκαν οι από κοινού αθροιστικές 
συναρτήσεις πιθανότητας  VQF ,  χρησιμοποιώντας το Gumbel mixed model και την Copula 

Gumbel – Hougaard. Στην περίπτωση της Copula έγιναν δύο διαφορετικές εκτιμήσεις του 
συντελεστή συνάφειας θ . Η πρώτη εκτίμηση έγινε μέσω του συντελεστή συσχέτισης Kendall 
και η δεύτερη προσέγγιση μέσω της μεθόδου του μεγίστου της πιθανοφάνειας. 
 
Παρατηρούμε ότι οι τιμές τους δεν παρουσιάζουν σημαντικές αποκλίσεις και επιπλέον ότι η 
Copula Gumbel – Hougaard που υπολογίστηκε μέσω του μεγίστου της πιθανοφάνειας δίνει 
αποτελέσματα πιο κοντά με αυτά του Gumbel mixed model συγκριτικά με την Copula Gumbel 
– Hougaard που υπολογίστηκε μέσω του συντελεστή συσχέτισης Kendall. Η σύζευξη Gumbel – 
Hougaard κρίνεται επαρκής για τη συγκεκριμένη διμεταβλητή περίπτωση. 
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Επίσης και οι τρείς αυτές θεωρητικές αθροιστικές πιθανότητες συγκρίθηκαν με την εμπειρική 
συνάρτηση Gringorten μέσω των διαγραμμάτων Q-Q plot. Από τα διαγράμματα Q-Q plot 
(σχ.10,22,34) παρατηρούμε ότι και οι τρεις θεωρητικές αθροιστικές κατανομές  προσαρμόζονται 

ικανοποιητικά σε σχέση με την εμπειρική συνάρτηση  του Gringorten. Τα γραφήματα δείχνουν ότι 
υπάρχει ισχυρή συσχέτιση μεταξύ της εμπειρικής συνάρτηση κατανομής  και των θεωρητικών 
συναρτήσεων κατανομών.  
 
Επίσης δοκιμάστηκαν και άλλες δύο συζεύξεις , η FGM και η Clayton οι οποίες δεν κρίθηκαν 
κατάλληλες για τη συγκεκριμένη περίπτωση. Η πρώτη σύζευξη δε μπορούσε να 
χρησιμοποιηθεί λόγω περιορισμών  του συντελεστή συνάφειας θ , ενώ η δεύτερη δεν έδινε τα 
επιθυμητά αποτελέσματα σε σχέση με το διμεταβλητό μοντέλο του Gumbel. 
 
Στο σχήμα 43 τοποθετήθηκαν και οι τρεις γραφικές παραστάσεις της TOR, που προέκυψαν 
μέσω του διμεταβλητού μοντέλου Gumbel και των συζεύξεων,  σε ένα γράφημα για να 
εκτιμηθούν οι μεταξύ τους αποκλίσεις. Από το σχήμα 43 φαίνεται ότι και τα τρία γραφήματα 
ταυτίζονται.  
 
Σύμφωνα με τη συγκεκριμένη μελέτη στο πεδίο της πλημμύρας, θα μπορούσαμε να πούμε ότι 
η σύζευξη δε χρησιμοποιείται για να δώσει μια καλύτερη προσέγγιση σε σχέση με τα άλλα 
διμεταβλητά μοντέλα αλλά για να δώσει αποτελέσματα εκεί που τα υπόλοιπα μοντέλα δε 
μπορούν να εφαρμοστούν. Εκεί δηλαδή που οι μεταβλητές μας δεν ακολουθούν την ίδια 
κατανομή. Για να μπορέσουμε να εξάγουμε γενικά συμπεράσματα χρειάζεται περαιτέρω 
έρευνα. Στη συγκεκριμένη εργασία επιβεβαιώθηκε η αποτελεσματικότητα των συζεύξεων 
έχοντας ως αναφορά την εμπειρική συνάρτηση κατανομής του Gringorten και το διμεταβλητό 
μοντέλο Gumbel στην περίπτωση των θεωρητικών κατανομών. 
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Παράρτημα 1 - Κώδικας Matlab 
 

1. Εμπειρική συνάρτηση Gringorton 
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2. Η απο κοινού αθροιστική κατανομή Gumbel 
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Περίοδος επαναφοράς –περίπτωση OR-για διάφορα Q,V 
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3. Εναρμονισμένα ζευγάρια 
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4. Σύζευξη Gumbel – Hougard , υπολογισμός θ μέσω Kendall 
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5. Σύζευξη Gumbel – Hougard , υπολογισμός θ μέσω μέγιστης πιθανοφάνειας 
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Παράρτημα 2- Mathematica     

1. Μεγιστο της πιθανοφάνειας  
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2. Ελάχιστα τετράγωνα 

 



188 
 

                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

 
 

 



189 
 

                              Η εφαρμογή των συζεύξεων σε ακραία υδρομετεωρολογικά φαινόμενα 

 


