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ΠΡΟΛΟΓΟΣ

Η έννοια ενός γραμμικού φραγμένου τελεσvτή σvε ένα διανυσvματικό χώρο με νόρμα

είναι γενίκευσvη της γραμμικής σvυνάρτησvης σvε διανυσvματικούς χώρους πεπερασvμένης

διάσvτασvης.Παραδείγματα γνωσvτών τελεσvτών είναι οι τελεσvτές πεπερασvμένης τάξης,οι

ολοκληρωτικοί και οι διαφορικοί τελεσvτές .

Στόχος αυτής της εργασvίας είναι η μελέτη αντιμεταθετικών οικογενειών τελεσvτών

πρώτης τάξης σvε διαχωρίσvιμους χώρους Hilbert.

Στο πρώτο κεφάλαιο ορίζουμε το εσvωτερικό γινόμενο και αναφέρουμε τις ιδιότητες

του. Στη σvυνέχεια μελετάμε τους διανυσvματικούς χώρους με εσvωτερικό γινόμενο

και τους διαχωρίζουμε από τους χώρους με νόρμα.Επίσvης σvε αυτό το κεφάλαιο ορί-

ζουμε τους χώρους Hilbert και δίνουμε τους ορισvμούς για την ορθή προβολή και το

ορθογώνιο σvυμπλήρωμα.

Στο δεύτερο κεφάλαιο ορίζουμε τους φραγμένους τελεσvτές καθώς και τους χώρους

σvτους οποίους βρίσvκονται οι τελεσvτές αυτοί. Στη σvυνέχεια αναλύουμε τις ημιαντι-

διγραμμικες μορφές και ορίζουμε τους σvυζυγείς, φυσvιολογικούς,αυτοσvυζυγείς και

αντισvτρέψιμους τελεσvτές. Επίσvης δίνουμε τη μορφή για τους πίνακες των τελεσvτών.

Προς το τέλος του κεφαλαίου ορίζουμε τις προβολές και το φάσvμα του τελεσvτή.

Στο τρίτο κεφάλαιο αναλύουμε τους σvυμπαγείς τελεσvτές. Ορίζουμε τους τελεσvτές

πεπερασvμένης τάξης που θα χρησvιμοποιήσvουμε σvτο τέταρτο κεφάλαιο. Στη σvυνέχεια

αναλύουμε και αποδεικνύουμε τις ιδιότητες των αυτοσvυζυγών και σvυμπαγών τελε-

σvτών.

Τέλος αναπτύσvουμε τη φασvματική θεωρία των σvυμπαγών τελεσvτών και σvτη σvυνέχεια,

διατυπώνουμε και αποδεικνύουμε τα φασvματικά θεωρήματα σvτη 1η και σvτη 2η μορφή.

Στο τέταρτο και τελευταίο κεφάλαιο ορίζουμε τις τοπολογίες του B(X), όπου X
χώρος Banach. Σε αυτό το κεφάλαιο μελετάμε μη αυτοσvυζυγείς άλγεβρες τελε-

σvτών πάνω σvε ένα χώρο Hillbert θεωρώντας ειδικούς τύπους τέτοιων αλγεβρών

και σvυγκεκριμένα άλγεβρες που ορίζονται από αντιμεταθετικές οικογένειες τελεσvτών

πρώτης τάξης. Συγκεκριμένα θα εξετάσvουμε την άλγεβρα των γραμμικών και φραγ-

μένων τελεσvτών πάνω σvτον l2 η οποία έχει ένα ειδικό σvύνολο διανυσvμάτων του l2,
ως ιδιοδιανύσvματα. Αποδεικνύουμε ότι αυτή η άλγεβρα είναι μια μεγισvτική υπάλγε-

βρα του B(l2), η οποία ορίζεται από μια αντιμεταθετική οικογένεια τελεσvτών πρώτης

τάξης και είναι τοπολογικά ισvόμορφη με τον χώρο Hilbert l2. Χαρακτηρίζουμε τέ-
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λος εκείνους τους τελεσvτες σvτην άλγεβρα αυτή που έχουν απλά ιδιοδιανύσvματα και

περιγράφουμε τους σvυμπαγείς τελεσvτές σvτην άλγεβρα αυτή ορίζοντας μια νέα κλά-

σvη σvυμπαγών τελεσvτών, που αν και έχουν πλήρες σvυσvτημα ιδιοδιανυσvμάτων, δεν

επιδέχονται φασvματική σvύνθεσvη.

6



1 Χώροι Hilbert

1.1 Διανυσvματικοι χώροι με εσvωτερικό γινόμενο

Ορισμός. 1.1.1 ΄Εσvτω V ένας μιγαδικός διανυσvματικός χώρος.

Εσvωτερικό γινομένο σvτον V ορίζουμε μια απεικόνισvη <,>: V × V → C τέτοια

ώσvτε για κάθε x, y, z ∈ V και για κάθε λ ∈ C να ισvχύουν :

i)< x+ y, z >=< x, z > + < y, z >
ii)< λx, y >= λ < x, y >
iii) < x, y >= < y, x >
iv)< x, x >≥ 0 και αν < x, x >= 0⇒ x = 0

΄Ενας διανυσvματικός χώρος V μαζί με ένα εσvωτερικό γινόμενο <,> λέγεται διανυ-

σvματικός χώρος με εσvωτερικό γινόμενο.

Για κάθε x, y, z ∈ V και για κάθε λ ∈ C εύκολα μπορούν να αποδειχθούν

οι ιδιότητες :

v)< x, y + z >=< x, y > + < x, z >
vi)< x, λy >= λ < x, y >
vii) < x, x >= 0⇐⇒ x = 0
viii) < x, z >=< y, z >⇒ x = y ∀z ∈ V

Λήμμα. 1.1.2 (Ανισvότητα Cauchy − Schwarz)
Σ’ενα διανυσvματικό χώρο V με εσvωτερικό γινόμενο για κάθε x, y ∈ V ισvχύει :

| < x, y > |2 ≤< x, x >< y, y >

Η ισvότητα ισvχύει αν και μόνο αν τα x, y είναι γραμμικώς εξαρτημένα.

Απόδειξη.

Αν y = 0 τότε ισvχύει η ισvότητα αφού και τα δύο μέλη είναι ίσvα με μηδέν.

Για λ ∈ C είναι :

0 ≤< x− λy, x− λy >=< x, x > −λ < y, x > −λ < x, y > +|λ|2 < y, y >(1.1)
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1 Χώροι Hilbert

΄Εσvτω λ=
< x, y >

< y, y >

Αντικαθισvτώντας σvτη σvχέσvη (1.1) έχουμε :

0 ≤< x, x > −| < x, y > |2

< y, y >
⇒ | < x, y > |2 ≤< x, x >< y, y > .

΄Εσvτω ότι ισvχύει η ισvότητα τότε :

| < x, y > |2 =< x, x >< y, y > και x, y 6= 0.⇒

< x, x > −| < x, y > |2

< y, y >
= 0

Θέτοντας λ =
< x, y >

< y, y >
παίρνουμε < x− λy, x− λy >= 0⇒ x = λy

⇒x, y γραμμικώς ανεξάρτητα.

Αντισvτρόφως, έσvτω x, y γραμμικώς εξαρτημένα.

Τότε υπάρχει λ ∈ C ώσvτε x = λy .

΄Εχουμε

| < x, y > |2 = | < λy, y > |2 = |λ|2 < y, y >2⇒

| < x, y > |2 =< λy, λy >< y, y >=< x, x >< y, y >.

Παράδειγμα. 1.1.3

1)Ο χώρος Cn
με εσvωτερικό γινόμενο

< x, y >= x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn =
∑n
κ=1

xkyk.

Το γινόμενο του Cn
λέγεται κανονικό.

2)Ο χώρος c00 = {a = (an)n : an ∈ C και υπάρχει na ∈ N : an = 0, για κάθε

n ≥ na} με εσvωτερικό γινόμενο:
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1 Χώροι Hilbert

< a, b >=
∑∞

n=1 anbn με a = (an)n και b = (bn)n.

Η σvειρά αυτή σvυγκλίνει γιατί υπάρχει μόνο ένα πεπερασvμένο πλήθος μη μηδενικών

όρων.

3)Ο μιγαδικός διανυσvματικός χώρος l2(N) είναι ο χώρος των τετραγωνικά αθροίσvιμων

μιγαδικών ακολουθιών δηλαδή ο

l2 = {x = (xn)n : xn ∈ C και
∑∞

n=1 |xn|2 <∞}

με εσvωτερικό γινόμενο < x, y >=
∑∞

n=1 xnyn.

Το εσvωτερικό γινόμενο είναι καλά ορισvμένο αφού η σvειρά σvυγκλίνει απολύτως :

Είναι :

|xnyn| ≤ |xn|2 + |yn|2, οπότε∑k
n=1 |xnyn| ≤

∑k
n=1 |xn|2 +

∑k
n=1 |yn|2

για κάθε k ∈ N, από όπου προκύπτει :∑∞
n=1 |xnyn|2 <∞.

Παρατηρώ ότι ο l2 είναι διανυσvματικός χώρος αφού κάθε x, y ∈ l2 και ∀ λ ∈ C είναι:

|xn + λyn|2 ≤ 2|xn|2 + 2|λ|2|yn|2 ⇒

∑k
n=1 |xn + λyn|2 ≤ 2

∑
|xn|2 + 2|λ|2

∑∞
n=1 |yn|2 <∞⇒

x+ λy ∈ l2.

4)Ο μιγαδικός χώρος C[a, b] όλων των σvυνεχών μιγαδικών σvυναρτήσvεων

f : [a, b] ⊆ R→ C με εσvωτερικό γινόμενο < f, g >=
´ b

a
f(x)g(x)dx.

Το < f, g > είναι εσvωτερικό γινόμενο. Οι ιδιότητες του προκύπτουν από τις ιδιότητες

του ολοκληρώματος.

Για παράδειγμα αν < f , f >= 0 τότε
´ b

a
|f(x)|2dx = 0 οπότε |f(x)|2 ≥ 0 και αφού

| f(x) | σvυνεχής, είναι |f(x)|2 = 0 και σvυνεπώς f(x) = 0, για κάθε x ∈ [a, b].
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1 Χώροι Hilbert

Πρόταση. 1.1.4

΄Ενα εσvωτερικό γινόμενο σv ΄ένα διανυσvματικό χώρο V ορίζει μια νόρμα σvτον V .

Συγκεκριμένα η σvυνάρτησvη : || ◦ || : V → R+ , ||x|| =< x, x >1/2
είναι μια νόρμα

σvτον V δηλαδή για κάθε x, y ∈ V και για κάθε λ ∈ C ισvχύει :

i)||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||

ii)||λx|| = |λ| ||x||

iii)||x|| = 0⇒ x = 0

Απόδειξη.

i) ||x+ y||2 =< x, x > + < x, y > + < y, x > + < y, y >

= ||x||2+ < x, y > +< x, y >+ ||y||2⇒

||x+ y||2 = ||x||2 + 2Re(< x, y >) + ||y||2

≤ ||x||2 + 2| < x, y > |+ ||y||2

≤ ||x||2 + 2||x|| ||y||+ ||y||2

= (||x||+ ||y||)2

⇒ ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||.

ii)||λx||2 =< λx, λx >= λλ < x, x >= |λ|2||x||2 ⇒ ||λx|| = |λ| ||x||.

iii) ||x|| = 0⇒ ||x||2 = 0⇒< x, x >= 0⇒ x = 0.

Πρόταση. 1.1.5

΄Εσvτω V ένας διανυσvματικός χώρος με εσvωτερικό γινόμενο <,> και

||x|| =< x, x >1/2 ∀x∈ V η νόρμα που ορίζει το εσvωτερικό γινόμενο.

Τότε η απεικόνισvη <,>: (V, || ◦ ||)× (V, || ◦ ||)→ (C, | ◦ |) είναι σvυνεχής.

Απόδειξη.

΄Εσvτω x, y ∈ V και (xn)n, (yn)n ακολουθίες του V με xn → x και yn → y δηλαδή

||xn − x|| → 0 και ||yn − y|| → 0.

Θα δείξουμε ότι < xn, yn >→< x, y >.
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1 Χώροι Hilbert

Ισvχύει ότι :

| < xn, yn > − < x, y > | = | < xn, yn > − < x, yn > + < x, yn > − < x, y > |

≤ | < xn − x, yn > |+ | < x, yn − y > |

≤||xn − x|| ||yn||+ ||x|| ||yn − y|| → 0

διότι ||yn|| → ||y|| και {||yn||} είναι φραγμένη.

Πρόταση. 1.1.6 (Κανόνας παραλληλογράμου)

Σ’ενα διανυσvματικό χώρο με εσvωτερικό γινόμενο ισvχύει :

||x+ y||2 + ||x− y||2 = 2||x||2 + 2||y||2

Απόδειξη.

Με εφαρμογή του ορισvμού της νόρμας ||x|| =< x, x >1/2
και των ιδιοτήτων του

εσvωτερικού γινομένου προκύπτει ο παραπάνω τύπος.

Παρατήρησvη

Ο κανόνας του παραλληλογράμου ξεχωρίζει τους χώρους με εσvωτερικό γινόμενο

ανάμεσvα σvτους χώρους με νόρμα.

Αν (V, || ◦ ||) είναι ένας διανυσvματικός χώρος με νόρμα η οποία ικανοποιεί τον κανόνα

του παραληλλογράμου τότε ορίζεται εσvωτερικό γινόμενο σvτον V.

Επομένως γενικά ένας χώρος με νόρμα δεν είναι απαραίτητα χώρος με εσvωτερικό

γινόμενο.

Για παράδειγμα έσvτω ο χώρος (C[0, 1], || ◦ ||∞).
Ο χώρος αυτός δεν είναι χώρος με εσvωτερικό γινόμενο, διότι αν πάρουμε τις σvυναρ-

τήσvεις:

f(t) = 1 , g(t) = t ∀t ∈ [0, 1] τότε έχουμε

||f ||∞ = 1, ||g||∞ = 1, ||f + g||∞ = 2, ||f − g||∞ = 1

οπότε προκύπτει ότι :

||f + g||2∞ + ||f − g||2∞ = 5 6= 4 = 2||f ||2∞ + 2||g||2∞,

δηλαδή δεν ικανοποιείται ο κανόνας παραλληλογράμου.
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1 Χώροι Hilbert

Πρόταση. 1.1.7 (Ταυτότητα πολικότητας:Polarization indetity)
Σ’ενα διανυσvματικό χώρο V με εσvωτερικό γινόμενο , για κάθε x, y ∈ V
ισvχύει :

4 < x, y >= ||x+ y||2 − ||x− y||2 + i||x+ iy||2 − i||x− iy||2.

Πρόταση. 1.1.8 (Πυθαγόρειο Θεώρημα)

Για κάθε x, y ∈ V με < x, y >= 0 ισvχύει : ||x+ y||2 = ||x||2 + ||y||2.

1.2 Χώρος Hilbert

Ορισμός. 1.2.1

• ΄Ενας χώρος(X, || ◦ ||) λέγεται πλήρης αν κάθε βασvική ακολουθία του χώρου

είναι σvυγκίνουσvα.

• ΄Ενας διανυσvματικός χώρος (V,<,>) με εσvωτερικό γινόμενο λέγεται χώρος

Hilbert αν είναι πλήρης ως προς τη νόρμα(μετρική) που ορίζει το εσvωτερικό

γινόμενο.

Παράδειγμα. 1.2.2

Ο χώρος l2 με το γνωσvτό εσvωτερικό γινόμενο είναι χώρος Hilbert.Θα δείξουμε

πρώτα ότι είναι πλήρης.

΄Εσvτω (xn)n : xn = (ξni )i μια βασvική ακολουθία σvτον l2.
Τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N:

| ||xn||2 − ||xm||2 | ≤ ||xn − xm||2 < ε για κάθε n,m > n0.

΄Αρα η (||xn||2)n είναι βασvική σvτονR,άρα σvυγκλίνει και επομένως είναι φραγμένη.

Επομένως υπάρχει M > 0 : ||xn||2 < M για κάθε n ∈ N.
Είναι :

|ξni − ξ
m
i |2 ≤

∑∞
i=1 |ξ

n
i − ξ

m
i |2 = ||xn − xm||22 < ε

2
, για κάθε n,m > n0.

΄Αρα η ακολουθία (ξni )n(για i σvταθερό) είναι βασvική σvτον C και επομένως σvυγκλίνει

έσvτω σvτο ξi.

΄Εσvτω x = (ξi)i.Τότε x ∈ l2 και xn → x.

Αυτό ισvχύει διότι για τυχαίο k ∈ N είναι :∑k
i=1 |ξ

n
i |2 ≤ ||xn||2 ≤M2 ⇒ limn

∑k
i=1 |ξ

n
i |2 ≤M2 ⇒

∑k
i=1 |ξi|2 ≤M2

12



1 Χώροι Hilbert

⇒
∑∞

i=1 |ξi|2 ≤M2⇒x ∈ l2.

Επιπλέον∑k
i=1 |ξ

n
i − ξ

m
i |2 ≤ ||xn − xm||22 < ε

2
, για κάθε n,m > n0

και άρα αν m→∞για κάθε n > n0 σvυνεπάγεται :∑k
i=1 |ξ

n
i − ξi|2 < ε

2 k→∞⇒
∑∞

i=1 |ξ
n
i − ξ|2 < ε

2 ⇒ ||xn − x||2 < ε

⇒ ||xn − x||2 → 0.

1.3 Ορθή προβολή

Ορισμός. 1.3.1

i)Τα διανύσvματα x, y ∈ X λέγονται κάθετα ή ορθογώνια αν

< x, y >= 0 και σvυμβολίζουμε με x⊥y.

ii) μια οικογένεια {ei, i ∈ I} σvτοιχείων του X λέγεται ορθοκανονική αν

< ei, ej >= δij με δij = 0 αν i 6= j και δij = 1 αν i = j.

iii)Δύο υποσvύνολα S1, S2 ⊆ X λέγονται κάθετα ή ορθογώνια αν

< x, y >= 0 ∀x ∈ S1 και ∀y ∈ S2 και σvυμβολίζουμε με S1⊥S2.

Ορισμός. 1.3.2 Ο αριθμός d = d(x, S) = infs∈S||x − s|| ονομάζεται απόσvτασvη
του σvτοιχείου x ∈ X από το υποσvύνολο S ⊆ X .

Ισvοδύναμα, για κάθε n ∈ N υπάρχει sn ∈ S: |d− ||x− sn|| | < 1/n
δηλαδή limn||x− sn|| = d.

Παρατηρώ ότι αν η ακολουθία (sn) ή μια υπακολουθία της (skn) σvυγκλίνει σv’ενα

σvημείο s ∈ S τότε d(x, S) = ||x− s||.
Σε αυτήν την περίπτωσvη λέμε ότι η απόσvτασvη επιτυγχάνεται.

Πρόταση. 1.3.3 ΄Εσvτω (X,<,>) ένας διανυσvματικός χώρος με εσvωτερικό γινόμενο

και M ⊂ X ένας πεπερασvμένης διάσvτασvης υπόχωρος του.

Για κάθε x ∈ X υπάρχει μοναδικό m ∈M τέτοιο ώσvτε : d(x,M) = ||x−m||.

13



1 Χώροι Hilbert

Απόδειξη.

Πρώτα θα δείξω ότι υπάρχει μοναδικό m ∈ M τέτοιο ώσvτε (x − m)⊥M και σvτη

σvυνέχεια θα δείξουμε ότι το m αυτό είναι το ζητούμενο.

Προσvδιορισvμός του m : ΄Εσvτω {e1, e2, ..., en} μια ορθοκανονική βάσvη του M .

Τότε m =
∑n

i=1 miei οπότε αν (x−m)⊥M τότε (x−m)⊥ej για κάθε j = 1, ..., n.

΄Αρα

0 =< x−m, ej >=< x, ej > − <
∑n

i=1 miei, ej >=< x, ei > −mj

⇒ mj =< x, ej >.

Οπότε m =
∑n

j=1 < x, ej > ej.

Αντισvτρόφως, αν m ∈M , m =
∑n

j=1 < x, ej > ej τότε για z ∈M ισvχύει:

z =
∑n

i=1 ziei και έχουμε:

< x−m, z >=
∑n

i=1 zi < x−m, ei >

=
∑k

i=1zi(< x, ei > −
∑n

j=1 < x, ej >< ej, ei >)

= 0.

Επομένως (x−m)⊥M .

΄Εσvτω τώρα m ∈M ,(x−m)⊥M .

Τότε για κάθε y ∈M y 6= m ισvχύει ότι (y −m) ∈M σvυνεπώς x−m⊥y −m.

Με βάσvη το πυθαγόρειο θεώρημα έχουμε ότι :

||x− y||2 = ||x−m+m− y||2 = ||x−m||2 + ||y −m||2 > ||x−m||2

⇒ ||x− y|| > ||x−m||, για κάθε y ∈M ⇒ d(x,M) = ||x−m||.

14
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Θεώρημα. 1.3.4 ΄Εσvτω (X,<,>) ένας διανυσvματικός χώρος με εσvωτερικό γινόμε-

νο και M ⊂ X ένας κλεισvτός υπόχωρος.΄Εσvτω ακόμη x ∈ X και m ∈M.
Τότε : (x−m)⊥M ⇐⇒ d(x,M) = ||x−m||.

Απόδειξη.

Αν (x−m)⊥M τότε, με βάσvη την προηγούμενη απόδειξη, ισvχύει d(x,M) = ||x−m||.

΄Εσvτω ότι ισvχύει d(x,M) = ||x − m||, οπότε για κάθε y ∈ M ισvχύει: ||x − y|| ≥
||x−m||.

Επίσvης για κάθε λ∈C είναι λy +m ∈M, για κάθε y ∈M .

΄Αρα ||x−m||2 ≤ ||x− (m+ λy)||2 =< x−m− λy, x−m− λy >

= ||x−m||2 − 2Re(λ < y, x−m >) + |λ|2||y||2 ⇒

2Re(λ < y, x−m >) ≤ |λ|2||y||2 (∗).

Θέτω λ = r< y, x−m >, r ∈ R∗+ και αντικαθισvτώ σvτη σvχέσvη (∗),

οπότε προκύπτει:

2r| < y, x−m > |2 ≤ r2| < y, x−m|2||y||2 ⇒< y, x−m >= 0

διότι αν ίσvχυε ότι | < y, x − m > | 6= 0 θα έπρεπε να ισvχύει 2 ≤ r||y||2, για κάθε

r ∈ R∗+.
Αυτό όμως είναι άτοπο.

Επομένως < y, x−m >= 0, για κάθε y ∈M , δηλαδή (x−m)⊥M .

Θεώρημα. 1.3.5

΄Εσvτω H ένας χώρος Hilbert , h ∈ H και K ⊆ H ένα κυρτό και κλεισvτό υποσvύνολο

του H.Τότε υπάρχει μοναδικό k ∈ K τέτοιο ώσvτε d = d(h,K) = ||h− k||.

1.4 Ορθογώνιο σvυμπλήρωμα -Ορθοκανονική βάσvη

Ορισμός. 1.4.1 ΄Εσvτω S ένα μη κενό υποσvύνολο ενός χώρου X με εσvωτερικό

γινόμενο.

Ονομάζουμε ορθογώνιο σvυμπλήρωμα του S, το σvύνολο :

S⊥ = {x ∈ X : < x, s >= 0 για κάθε s ∈ S}.
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Ορισμός. 1.4.2 ΄Εσvτω H ένας χώρος Hilbert και S ένα ορθοκανονικό υποσvύνολο

του.

Το S λέγεται ορθοκανονική βάσvη ή απλώς βάσvη του H αν είναι ένα μεγισvτικό

ορθοκανονικό σvύνολο δηλαδή δεν περιέχεται γνήσvια σvε κανένα άλλο ορθοκανονικό

υποσvύνολο του H.

Λήμμα. 1.4.3 (Ανισvότητα Bessel)
΄Εσvτω {ei : i = 1, 2, ....., n} ένα πεπερασvμένο ορθοκανονικό σvύνολο και h ∈ H.

Αν αi =< h, ei >, i = 1, 2, ..., n τότε ισvχύει:∑n
i=1 |ai|2 ≤ ||h||2

Απόδειξη.

Είναι :

0 ≤ ||h−
∑n

i=1 aiei||2 =< h−
∑n

i=1 aiei , h−
∑n

i=1 aiei >

= ||h||2− < h,
∑n

i=1 ai, ei > − <
∑n

j=1 ajej, h > + <
∑n

i=1 aiei,
∑n

j=1 ajej >

= ||h||2 −
∑n

i=1 aiai −
∑n

j=1 ajaj +
∑n

i=1

∑n
j=1 aiaj < ei, ej >

= ||h||2 −
∑n

i=1 |ai|2..

Ορισμός. 1.4.4

Αν (ei) είναι μια ορθοκανονική βάσvη σv’ενα χώρο Hilbert H τότε για κάθε x ∈ H οι

αριθμοί < x, ei > ονομάζονται σvυντελεσvτες Fourier του x, ως προς

τη βάσvη (ei) και η αντίσvτοιχη σvειρά
∑∞

i=1 < x, ei > ei ονομάζεται σvειρά Fourier.

Θεώρημα. 1.4.5 (Μέθοδος ορθοκανονικοποίησvης Gram− Schmidt)
΄Εσvτω (yk) μια γραμμικώς ανεξάρτητη ακολουθία διανυσvμάτων.Τότε υπάρχει μια ορ-

θοκανονική ακολουθία (xk) τέτοια ώσvτε:

[y1, y2, ..., yn] = [x1, x2, ..., xn], για κάθε n ∈ N∗.
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2 Φραγμένοι Τελεσvτές

2.1 Γενικές ΄Εννοιες

Ορισμός. 2.1.1

i)΄Εσvτω (X, ‖ ◦ ‖)X , (Y, ‖ ◦ ‖)Y δύο χώροι με νόρμα και Τ:X → Y μια γραμμική

απεικόνισvη. Θέτουμε ||T || = sup{||Tx||Y :x ∈ X, ||x||X 6 1} ∈ [0,∞].
Θα λέμε ότι η Τ είναι φραγμένη ή φραγμένος τελεσvτής αν ||T || ≺ ∞,
δηλαδή η Τ όταν περιορίζεται σvτη μοναδιαία μπάλα του Χ είναι φραγμένη σvυνάρτησvη.

ii)Αν ||T || =∞ τότε η Τ ονομάζεται μη φραγμένος τελεσvτής.

Το σvύνολο των φραγμένων τελεσvτών θα το σvυμβολίσvουμε με B(X, Y ) και αν Χ = Y
τότε σvυμβολίζεται με B(X).

Παράδειγμα. 2.1.2

Η ταυτοτική σvυνάρτησvη I : c00 → c00 είναι φραγμένος τελεσvτής ως απεικόνισvη :

(c00, || ◦ ||2)→ (c00, || ◦ ||∞)

΄Ομως ο τελεσvτής αυτός δεν είναι φραγμένος τελεσvτής ως απεικόνισvη

(c00, || ◦ ||∞)→ (c00, || ◦ ||2), διότι αν θεωρήσvουμε ακολουθία (xn) με

xn = (1, 1/
√
2, 1/
√
3, ..., 1/

√
n, 0, ...), n ∈ N\{0}

τότε έχουμε ότι ||xn||∞ = 1 για κάθε n ∈ N\{0},ενώ ||Ix||22 =
∑n

k=1
1
k
→∞.

Πρόταση. 2.1.3

΄Εσvτω Χ, Y χώροι με νόρμα και Τ : X→ Y ένας φραγμένος τελεσvτής.

Τότε ||T || = sup{||Tx|| :x ∈ X,||x|| = 1}=sup{||Tx||
||x||

:x ∈ X ,x 6= 0}

= inf{c > 0:||Tx|| ≤c||x||, για κάθε x ∈ X}.

Επομένως ισvχύει: ||Tx||≤ ||T ||||x||, για κάθε x∈ X .
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2 Φραγμένοι Τελεσvτές

Απόδειξη.

΄Εσvτω α = sup{||Tx|| : x ∈ X ||x|| = 1}, β = sup{||Tx||
||x||

: x ∈ X , x 6= 0}

και γ= inf{c > 0 : ||Tx|| ≤ c||x||, για κάθε x ∈ X }.

Θα δείξουμε ότι ισvχύει ||T || ≤ γ ≤β≤α≤ ||T || και άρα θα ισvχύουν οι ισvότητες.

΄Εχουμε ότι:

sup{||Tx|| : x ∈ X , ||x|| = 1} ≤ sup{||Tx|| : x ∈ X , ||x|| ≤ 1}

⇒ α≤||Τ||.

Παρατηρούμε επίσvης ότι για κάθε x ∈ X, x 6= 0 είναι
||Tx||
||x||

= ||T ( x

||x||
)|| ≤ α

⇒β≤ α και σvυνεπάγεται ότι β≤α≤||Τ|| (1).

Για x ∈ X ,x 6=0 είναι
||Tx||
||x||

≤β ⇒||Tx|| ≤β||x|| και η ισvότητα ισvχύει για x = 0.

Από την προηγούμενη σvχέσvη προκύπτει ότι γ≤β≤α≤ ||T || (2).

Επίσvης για κάθε c∈{c >0 : ||Tx|| ≤ c||x||, για κάθε x ∈ X} και για κάθε x∈ X,

με ||x||≤1, ισvχύει ||Tx|| ≤ c. ΄Αρα ||T || ≤ γ (3).

Συμπεραίνουμε ότι από τις σvχέσvεις (1),(2),(3) ισvχύει:

||Τ|| = ||α|| = ||β|| = ||γ||.

Τέλος για κάθε x ∈ X με x 6= 0 είναι:
||Tx||
||x||

≤ ||T || ⇒||Tx|| ≤ ||T || ||x||, η οποία

ισvχύει και για κάθε x = 0.

Πρόταση. 2.1.4

΄Εσvτω Χ, Y χώροι με νόρμα και Τ : X → Y μια γραμμική απεικόνισvη .

Τα παρακάτω είναι ισvοδύναμα :

1)T φραγμένος τελεσvτής

2)Τ είναι ομοιόμορφα σvυνεχής
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3)Τ σvυνεχής

4)Τ σvυνεχής σvτο 0

5)Τ είναι σvυνεχής σvε κάποιο σvημείο x0 ∈ X
6)Υπάρχει Μ : 0 < M <∞ τέτοιο ώσvτε ||Τx||≤M ||x||, για κάθε x∈ X

Απόδειξη.

1)⇒2) Αν Τ φραγμένη τότε για κάθε x, y∈ X είναι :

||Tx− Ty|| = ||T (x− y)|| ≤ ||T || ||x− y||

και από τη σvχέσvη αυτή προκύπτει ότι η Τ είναι ομοιόμορφα σvυνεχής.

2)⇒3) Αφού η Τ είναι ομοιόμορφα σvυνεχής τότε είναι και σvυνεχής.

3)⇒4) Επειδή η Τ είναι σvυνεχής σvε όλο το Χ θα είναι σvυνεχής και σvτο μηδέν.

4)⇒5) ΄Εσvτω ότι ε>0.Τότε υπάρχει δ>0 τέτοιο ώσvτε για κάθε x ∈ X με ||x−x0|| < δ

⇒ ||T (x-x0)||<ε ⇒ ||Tx− Tx0|| < ε ⇒T σvυνεχής σvτο x0.

5)⇒1)΄Εσvτω Τ σvυνεχής σvτο x0.Τότε για ε=1 υπάρχει δ>0 τέτοιο ώσvτε για κάθε

x∈ X με ||x-x0|| < δ ⇒||Tx-Tx0|| < 1.

Τώρα για κάθε y∈ X με ||y|| ≤ 1 είναι ||δ
2
y+x0 − x0|| < δ.

΄Αρα ||T (δ
2
y + x0)− Tx0|| < 1.

Επομένως,

δ

2
||Τy|| < 1⇒ ||Ty|| < 2

δ
⇒ ||T || ≤ 2

δ
, δηλαδή Τ φραγμένη.

6) ⇔1)Αν ||Tx|| ≤M ||x||, για κάθε x ∈ X, τότε ||Τx||≤M , για κάθε ||x|| ≤ 1.

Συνεπώς ||T || ≤M .

Αντισvτρόφως, αν Τ φραγμένη, υπάρχει Μ > 0, τέτοιο ώσvτε ||Τ||≤ Μ.

Τότε για κάθε x∈ X, x 6= 0 είναι
||Tx||
||x||

= ||T x

||x||
|| ≤M .
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΄Αρα ||Tx||≤M ||x|| η οποία ισvχύει και για x = 0.

Παραδείγματα:

Στον χώρο l2 ορίζουμε τους τελεσvτές :

a)S(x1, x2, ...) = (0, x1, x2, x3, ...) ο οποίος ονομάζεται τελεσvτής δεξιάς μετα-

τόπισvης, είναι γραμμική απεικόνισvη και ισvχύει ||Sx|| = ||x|| για κάθε x∈ l2.
΄Αρα είναι φραγμένος τελεσvτής με ||S|| = 1.

b)S∗(x1, x2, x3, ...) = (x2, x3, ...) ονομάζεται τελεσvτής αρισvτερής μετατόπι-

σvης ο οποίος είναι γραμμικος και ισvχύει ||S∗|| = 1 .

Για τον τελεσvτή δεξιάς μετατόπισvης ισvχύει Sen = en+1 για κάθε n ≥ 1 και για τον

τελεσvτή αρισvτερής μετατόπισvης ισvχύει S∗en = en−1 για κάθε n ≥ 2 με S∗e1 = 0.

c)΄Εσvτω α=(αn)n μια φραγμένη ακολουθία μιγαδικών αριθμών και

x = (x1, x2, ...) ∈ l2.
Ορίζουμε την απεικόνισvη: Ta : l2 → l2 και ισvχύει Tax = (α1x1, α2x2, ..., αnxn, ...).
Ο Τa είναι γραμμικός φραγμένος τελεσvτής σvτον l2 με ||Τa|| = supi|ai|.

Αν {e1, e2, e3, ...} είναι σvυνηθισvμένη βάσvη του l2, τότε Taen = anen για κάθε n ≥ 1.
Η τελευταία σvχέσvη μας δείχνει ότι προκύπτει ένας άπειρος πίνακας που αντίσvτοιχεί

σvτον τελεσvτή Ta ως πρός τη βάσvη {en}, ο οποίος είναι διαγώνιος με σvτοιχεία της

διαγωνίου τους όρους της (an). Ο τελεσvτής Τa ονομάζεται διαγώνιος.

΄Ολα τα σvτοιχεία της βάσvης είναι ιδιοδιανύσvματα του Ta με αντίσvτοιχες ιδιοτιμές τους

όρους της ακολουθίας (an)n.

΄Αλλα παραδείγματα είναι αυτό του πολλαπλασvιασvτικού τελεσvτή, καθώς και

του ολοκληρωτικού τελεσvτή:

Παράδειγμα. 2.1.6

a)Πολλαπλασvιασvτικός τελεσvτής
΄Εσvτω ο χώρος L2[a, b] και μια σvυνάρτησvη φ∈ C[a, b].Ορίζουμε την απεικόνισvη :

Mf : L2[a, b]→L2[a, b] ,(Mfφ)(x) = f(x)φ(x).

Προφανώς η Mf είναι γραμμική και ισvχύει :

||Mfφ||22 =
´ b
a
|f(x)|2|φ(x)|2dx ≤ supx∈[a,b]|f(x)|2

´ b
a
|φ(x)|2dx = ||f ||2∞||φ||22.

΄Αρα ||Mf || ≤ ||f ||∞.

Θα δείξουμε ότι ισvχύει η ισvότητα. ΄Εσvτω c =||f ||∞.
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2 Φραγμένοι Τελεσvτές

Τότε για ε>0 υπάρχει διάσvτημα I ⊆ [a, b] τέτοιο ώσvτε :|f(x)| ≥ c−ε για κάθε x ∈ I.

Αν g ∈ C[a, b], g 6= 0, με g|[a,b] = 0, τότε

||Μfg||22 =
´
I
|f(x)|2|g(x)|2dx ≥ (c− ε)

2 ´
Ι
|g(x)|2dx = (c− ε)

2||g||22,

οπότε ||Mf ||≥ c− ε.

΄Αρα ||Mf || ≥ c = ||f ||∞ και επομένως προκύπτει ότι ||Mf || = ||f ||∞.

b)Ολοκληρωτικοί τελεσvτές

΄Εσvτω [a, b] [c, d] κλεισvτά διασvτήματα του R και k : [c, d]× [a, b]→ C μια σvυνεχής

σvυνάρτησvη.

Ορίζουμε την απεικόνησvη :

K : L2[a, b]→ L2[c, d] , (Kf)(t) =
´ b
a
k(t, s)f(s)ds , c < t < d.

΄Αρα από τη μορφή της K παρατηρώ ότι είναι γραμμική.

Για t ∈ (c, d) και με χρήσvη της ανισvότητας Cauchy − Schwartz έχουμε :

|(Kf)(t)|2 ≤ (
´ b
a
|k(t, s)|2ds)(

´ b
a
|f(s)|2ds) = ||f ||2(

´ b
a
|k(t, s)|2)

σvυνεπώς

||Kf ||2 ≤ ||f ||2
´ d
c

´ b
a
|k(t, s)|2dsdt ⇒ ||K|| ≤ (

´ d

c

´ b

a
|k(t, s)|2dsdt)1/2

΄Αρα ο K είναι φραγμένος τελεσvτής.

Ο τελεσvτής K λέγεται ολοκληρωτικός τελεσvτής και η σvυνάρτησvη k(t, s) λέ-

γεται σvυνάρτησvη πυρήνας του K.
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2.2 Ο χώρος των φραγμένων τελεσvτών

΄Εσvτω (Χ, || ◦ ||X), (Y, || ◦ ||Y ) δύο χώροι με νόρμα.

Το σvύνολο B(X, Y ) των γραμμικών σvυνεχών σvυναρτήσvεων Τ: X→ Y με πράξεις:

Τ+ S : (T + S)x = Tx+ Sx και λΤ : (λT )x = λ(Τx),

όπου T, S ∈ B(X, Y ) και λ ∈ C, είναι διανυσvματικος χώρος.

Πράγματι, έσvτω T, S ∈ B(X, Y ) τότε έχουμε :

(T + S)(x) = T (x) + S(x)

και αφού T, S ∈ B(X, Y ) προκύπτει ότι : T (x) + S(x) ∈ B(X, Y ).

Επίσvης (λT )x = λT (x) και επειδή T ∈ B(X, Y ) τότε λT ∈ B(X, Y ),∀λ ∈ C.

΄Αρα σvυμπεραίνουμε ότι το σvύνολο B(X, Y ) είναι διανυσvματικός χώρος.

Πρόταση. 2.2.1

Αν T, S είναι φραγμένοι τελεσvτές και λ,μ∈ C τότε και ο λT + μS είναι φραγμένος

τελεσvτής.

Επιπλέον η σvυνάρτησvη

|| ◦ ||:B(X, Y )→ R+:T→ ||T || = sup{||Tx|| : x ∈ X , ||x|| ≤ 1}

ορίζει μια νόρμα σvτον B(X, Y ), η οποία λέγεται νόρμα τελεσvτών.

Απόδειξη.

Για κάθε x∈ X ,έχουμε:

||(λΤ+ μS)x|| ≤ ||(λΤ)x+ (μS)x|| ≤ ||(λ(Tx)||+ ||μ(Sx)||

≤ |λ| ||T || ||x||+ |μ| ||S|| ||x|| = (|λ| ||T ||+ |μ| ||S||)||x|| .

Ορισμός. 2.2.2

΄Εσvτω Χ, Y,Ζ χώροι με νόρμα και Τ ∈ B(X, Y ) , S∈ B(Y, Z).
Τότε ορίζουμε τη σvύνθεσvη των τελεσvτών S, T :

S◦T≡ ST : X → Z με (S ◦ T )(x) = S(Tx)
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Πρόταση. 2.2.3

Αν T ∈ B(X, Y ), S ∈ B(Y, Z) τότε ST ∈ B(X,Z) και ||ST ||≤ ||S|| ||T ||.

Απόδειξη.

Ο ST είναι γραμμικός και σvυνεχής ως σvύνθεσvη των γραμμικών και σvυνεχών απεικο-

νίσvεων S, T .

Επομένως ST∈ B(X,Z).

Για κάθε x∈ X ισvχύει :

||STx||Z = ||S(Tx)||Z≤ ||S|| ||Tx||Y ≤ ||S|| ||T || ||x||X ⇒ ||ST || ≤ ||S|| ||T ||

΄Ενα σvύνολο Α 6= 0 είναι μια άλγεβρα αν είναι εφοδιασvμένο με τρείς πράξεις:

<< + >> , << · >> , << ◦ >>

ως προς τις οποίες η δομή (Α,+, ·) είναι μιγαδικός διανυσvματικός χώρος, η δομή

(Α,+, ◦) είναι δακτύλιος.

Επιπλεόν ισvχύει λ(α ◦ b) = (λα) ◦ b = α ◦ (λb) για κάθε α, b∈ A και για κάθε λ∈ C.

΄Ενας χώρος Ε με νόρμα που είναι άλγεβρα, χώρος Banach και ισvχύει

||xy||≤ ||x|| ||y|| για κάθε x, y∈ E λέγεται Banach άλγεβρα.
Αν ο Ε έχει μονάδα e τότε υποθέτουμε ότι ||e||=1.

Πρόταση. 2.2.4

Αν Χ είναι ένας χώρος Banach, τότε ο χώρος Β(Χ) των φραγμένων τελεσvτών είναι

μια Banach άλγεβρα .

2.3 Ημιαντι-διγραμμικές μορφές

Ορισμός. 2.3.1

΄Εσvτω H,K χώροιHilbert και μια απεικόνισvη φ : H ×K → C.

Η φ λέγεται ημιαντι-διγραμμική μορφή αν :

i)είναι γραμμική ως πρός την πρώτη μεταβλητή,

δηλαδή η απεικόνισvη x→ φ(x, y) είναι γραμμική : φ(λ1x1+λ2x2, y) = λ1φ(x1, y)+λ2φ(x2, y).

ii)είναι αντιγραμμική ως προς τη δεύτερη μεταβλήτη , δηλαδή η απεικόνισvη y→φ(x,y)

είναι γραμμική ισvοδύναμα φ(x,λ1y1 + λ2y2) = λ1φ(x,y1)+λ2φ(x,y2).

Η φ λέγεται φραγμένη αν υπάρχει σvταθερά κ τέτοια ώσvτε, για κάθε x∈ H, y∈ K
να ισvχύει |φ(x, y)|≤ k||x|| ||y||.
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Θεώρημα. 2.3.2

΄Εσvτω H,K χώροι Hilbert.
i)Αν Α∈ B(H,K) τότε η απεικόνισvη φ

Α
(x, y) =< Ax , y > είναι μια φραγμένη

ημιαντι-διγραμμική μορφή.

ii)Κάθε φραγμένη ημιαντιδιγραμμική μορφή προκύπτει μ΄ αυτόν τον τρόπο.

iii)Η απεικόνισvη T : B(H,K) → Bb, T (A) = φ
Α

όπου Bb το σvύνολο όλων των

φραγμένων ημιαντιδιγραμμικών μορφών επί του Η×K είναι ‘1-1’ και επί.

Λήμμα. 2.3.3 Ταυτότητα πολικότητας(Polarization identity)
΄Εσvτω A∈ B(H).
Τότε :

< Ax, y >=
1

4
{< A(x+ y) , x+ y > − < A(x− y), x− y > +

+i < A(x+ iy) , x+ iy > −i < A(x− iy) , x− iy >}

Απόδειξη.

Κάνοντας τις πράξεις σvτο δεύτερο μέλος προκύπτει το πρώτο .

Πόρισμα. 2.3.4

Αν A ∈ B(H) και < Ax, x >= 0, για κάθε x ∈ H, τότε Α = 0.

Απόδειξη.

Λαμβάνοντας υπόψιν την ταυτότητα πολικότητας, το δεύτερο μέλος της ταυτότητας

αυτής είναι ίσvο με μηδέν.

Επομένως προκύπτει < Ax, y >= 0 για κάθε x, y ∈ H⇔Ax ⊥ H, για κάθε x∈ H .

΄Αρα Αx = 0, για κάθε x ∈ H.

Συνεπώς A = 0.

2.4 Ο σvυζυγής ενός τελεσvτή

Θεωρούμε Η έναν πεπερασvμένης διάσvτασvης χώρο Hilbert, {ei : i = 1, 2, ..., n} μια

ορθοκανονική βάσvη του και T∈ B(H) μια γραμμική απεικόνισvη.

Λαμβάνοντας υπόψιν τα όσvα γνωρίζουμε από τη Γραμμική ΄Αλγεβρα, έχουμε ότι σvτην

T ως πρός τη βάσvη αυτή, αντισvτοιχεί ένας μοναδικός n×n πίνακας Α=(ai j),
όπου ai,j =< Tej, ei >.

Θεωρούμε τον πίνακα B=(bij), bij = aj i, δηλαδή B =A
T
και τη γραμμική απεικόνισvη

T ∗, που ορίζει ο πίνακας B ως πρός την παραπάνω βάσvη του H.

Τότε από aji = bij έχουμε ότι <Tei,ej >=<ei,T
∗ej >, για κάθε i, j = 1, 2, ..., n και

x, y∈ H.
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Επομένως < Tx, y >=< x, T ∗y >.

Θεώρημα. 2.4.1

΄Εσvτω H,K δύο χώροι Hilbert και A∈ B(H,K). Τότε υπάρχει μοναδικός τελεσvτής

A∗ : K → H, A∗ ∈ B(K,H) τέτοιος ώσvτε :

< Ax, y >=< x,A∗y >, για κάθε x∈ H και για κάθε y ∈ K με ||A∗|| = ||A||.

Απόδειξη.

Θεωρούμε την ημιαντιδιγραμμική μορφή φ : H ×K → C,

με τύπο φ(x, y) =< y,Ax >, η οποία είναι φραγμένη .

Από Θεώρημα 2.3.2, υπάρχει μοναδικός τελεσvτής A∗ : K → H ο οποίος ορίζεται ως:

φ(x, y) =< A∗y, x >.

΄Αρα <y , Ax >=<A∗y , x >

⇒< Ax, y >=< x,A∗y > για κάθε x ∈ H, y∈ K.

Επιπλέον ισvχύει: ||A∗|| = supy 6=0
||A∗y||
||y||

= supx,y 6=0
| < A∗y, x > |
||x|| ||y||

= supx,y 6=0
| < Ax, y > |
||x|| ||y||

= ||A||.

Ορισμός. 2.4.2

Ο τελεσvτήςA∗ ∈ B(H,K) ονομάζεταιHilbert σvυζυγής του τελεσvτήA∈ B(H,K).

Παράδειγμα. 2.4.3

a)Ο πολλαπλασvιασvτικός τελεσvτής Mf έχει ως σvυζυγή τον πολλαπλασvιασvτικό τελεσvτή

Mf , όπου f ο μιγαδικός σvυζυγής.

Πράγματι για κάθε φ, g∈ L2[a, b] έχουμε :

<φ,M∗
f g >=< Mfφ, g >⇐⇒

´ b

a
φ(t)(M∗

f g(t)dt =
´ b
a
f(t)φ(t)g(t)dt

⇐⇒M∗
f g(t) = f(t)g(t) σvχεδόν παντού

⇐⇒ (M∗
f g)(t) = f(t)g(t) σvχεδόν παντού ⇐⇒M∗

f = Mf .
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b) Ο ολοκληρωτικός τελεσvτής ο οποίος ορίζεται ως εξής:

K : L2[a, b]→ L2[c, d] με (Kf)(t) =
´ b
a
k(t, s)f(s)ds , c < t < d,

έχει σvυζυγή τον ολοκληρωτικό τελεσvτή K∗ ο οποίος ορίζεται από τον πυρήνα k(s, t),

όπου k(t, s) ο πυρήνας του K.

Αυτό ισvχύει διότι για κάθε f ∈ L2[a, b] και για κάθε g ∈ L2[c, d] έχουμε:

< f,K∗g >=< Kf, g >⇐⇒
´ b
a
f(s)(K∗g)(s)ds =

´ d
c
(Kf)(t)g(t)dt

=
´ d
c

´ b
a
k(t, s)f(s)g(t)dsdt =

´ b
a

´ d

c
f(s)k(t, s)g(t)dtds

οπότε :

(K∗g)(s) =
´ d
c
k(t, s)g(t)dt ⇒ (K∗g)(t) =

´ d
c
k(s, t)g(s)ds

για όλα σvχεδόν τα t ∈ [a, b].

Πρόταση. 2.4.4

Η απεικόνισvη Α → A∗ : B(H)→ B(H) ικανοποιεί τις ιδιότητες:

i)(λΑ)∗ = λΑ∗, λ∈ C

ii)(A+B)∗ = A∗ +B∗

iii) (AB)∗ = B∗A∗

iv)A∗∗ = (A∗)∗ = A

v)||A∗A|| = ||A||2
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Απόδειξη.

i)Για κάθε x, y ∈ H είναι:

< (λA)∗x, y >=< x, (λA)y >=< λA∗x, y >⇒(λA)∗ = λΑ
∗
.

Με παρόμοια διαδικασvία αποδεινύονται και οι ii), iii) και iv).

v)||Ax||2 =< Ax , Ax >=< A∗Ax, x >≤ ||A∗A|| ||x||2⇒ ||A||2 ≤ ||A∗A|| (1)

και ||A∗A|| ≤ ||A∗|| ||A||=||A||2 (2)

Από (1) και (2) έχουμε ότι ||A∗A|| = ||A||2.

Ορισμός. 2.4.5

΄Εσvτω ένας τελεσvτής A ∈ B(H,K).
Ονομάζουμε:

i)Πυρήνα του Α και τον σvυμβολίζουμε με kerA ή N(A), τον κλεισvτό υπόχωρο

{x ∈ H : Ax = 0}.
ii)Εικόνα ή σvύνολο τιμών του Α και το σvυμβολίζουμε με ImA ή R(A) τον

υπόχωρο A(H) = {Ax : x ∈ H} ⊆ K.

Παρατήρησvη

Από τον παραπάνω ορισvμό παρατηρούμε ότι ο τελεσvτής A είναι ‘1-1’

αν και μόνο αν kerA = {0}.
Επομένως αν kerA = {0} τότε το σvύσvτημα Ax = y έχει το πολύ μια λύσvη.

Επίσvης παρατηρούμε ότι ο πυρήνας kerA = A−1({0}) είναι κλεισvτός υπόχωρος του

H κάτι που δεν ισvχύει γενικά για την εικόνα του A.

Θεώρημα. 2.4.6

΄Εσvτω ένας τελεσvτής A ∈ B(H,K).
Τότε ισvχύουν :

i)kerA = (ImA∗)⊥

ii)kerA∗ = (ImA)⊥

iii)ImA = (kerA∗)⊥

iv)ImA∗ = (kerA)⊥

Απόδειξη.

i)x ∈ kerA ⇐⇒ Ax = 0 ⇐⇒< Ax, y >= 0, για κάθε y∈ K
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⇐⇒< x,A∗y >= 0, για κάθε y ∈ K

⇐⇒ x⊥A∗y, για κάθε y ∈ K

⇐⇒ x ∈ (ImA∗)⊥.

Επομένως σvυμπεραίνουμε ότι kerA = (ImA∗)⊥.

iii)ImA = (ImA)⊥⊥ = (ImA)⊥⊥ = (kerA∗)⊥

Οι αποδείξεις των ii) και iv) προκύπτουν με απο τις i) και ii) με αντικατάσvτασvη του

A με A∗.

2.5 Αυτοσvυζυγείς,φυσvιολογικοί τελεσvτές

Ορισμός. 2.5.1

΄Ενας τελεσvτής A ∈ B(H) λέγεται αυτοσvυζυγής ή ερμιτιανός αν A = A∗.

Πρόταση. 2.5.2

Αν Α ∈ B(H) είναι αυτοσvυζυγής τότε H = kerA⊕ ImA.

Απόδειξη.

΄Εχουμε H = kerA⊕ (kerA)⊥ τότε από θεώρημα 2.4.6 v) έχουμε

(kerA)⊥ = ImA∗ = ImA, αφού ο Α είναι αυτοσvυζυγής.

Πρόταση. 2.5.3

΄Ενας τελεσvτής A ∈ B(H) είναι αυτοσvυζυγής, αν και μόνο αν < Ax, x > ∈ R , για
κάθε x ∈ H.

Απόδειξη.

΄Εσvτω A = A∗.Τότε για κάθε x ∈ H είναι :

< Ax, x >=< x,A∗x >=< x,Ax >= < Ax, x > .

΄Αρα < Ax, x >∈ R, για κάθε x ∈ H.

Αντισvτρόφως, αν για κάθε x ∈ H είναι < Ax, x >∈ R , τότε :

< Ax, x >= < Ax, x > = < x,A∗x > =< A∗x, x >.

΄Αρα < (A− A∗)x, x >= 0, για κάθε x ∈ H.
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Από το πόρισvμα προκύπτει ότι A− A∗ = 0 ⇒A = A∗.

Παρατήρησvη

Η προηγούμενη πρότασvη δεν ισvχύει σvε πραγματικό χώρο Hilbert,
αφού είναι < Ax, y >∈ R, για κάθε x, y ∈ R.

Για παράδειγμα αν H = R2
και Α =

[
0 1
−1 0

]
τότε προκύπτει < Ax, x >= 0, για κάθε x ∈ R2

.

΄Ομως A∗ = A⊥ 6= A.

Θεώρημα. 2.5.4

Αν A ∈ B(H) είναι αυτοσvυζυγής ,τότε :

||A|| = sup||x||≤1| < Ax, x > | = sup||x||=1| < Ax, x > |.

Ορισμός. 2.5.5

΄Ενας τελεσvτής A ∈ B(H) λέγεται θετικός και σvυμβολίζεται A ≥ 0 ,

αν ισvχύει η σvχέσvη< Ax, x >≥ 0, για κάθε x ∈ H.

Παρατήρησvεις

Με Ba(H) θα σvυμβολίσvουμε το σvύνολο των αυτοσvυζυγών τελεσvτών και με Bθ(H)
το σvύνολο των θετικών τελεσvτών επί του H.
Από την πρότασvη 2.5.3 και τον ορισvμό 2.5.5 παρατηρούμε ότι Βθ(Η) ⊆ Bα(H).

Ορισμός. 2.5.6

΄Ενας τελεσvτής A ∈ B(H) λέγεται :

1) φυσvιολογικός αν ισvχύει A∗A = AA∗

2)ορθομοναδιαίος αν ισvχύει A∗A = AA∗ = I δηλαδή A−1 = A∗.
3)ισvομετρία αν ισvχύει ||Ax|| = ||x||, για κάθε x ∈ H.

Παρατήρησvη

Από τον παραπάνω ορισvμό ισvχύει ότι μια ισvομετρία Α είναι πάντα ‘1-1’ .

Αν θεωρήσvουμε ότι Ax = Ay τότε ισvχύει:

0 = ||Ax− Ay|| = ||A(x− y)|| = ||x− y|| ⇒ x = y.

Πρόταση. 2.5.7

΄Εσvτω Η ένας χώρος Hilbert και T ∈ B(H).
Ο τελεσvτής T είναι :
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i)φυσvιολογικός, αν και μόνο αν ||Tx|| = ||T ∗x||, για κάθε x ∈ H.

ii)ισvομετρία αν και μόνο αν < Tx, Ty >=< x, y > αν και μόνο αν T ∗T = I
iii)ορθομαναδιαίος αν και μόνο αν είναι ισvομετρία και ‘επί’.

Απόδειξη.

i) ΄Εσvτω T ∗T = TT ∗.

Τότε

||T ∗x||2 =< T ∗x, T ∗x >=< TT ∗x, x >=< T ∗Tx, x >=< Tx, Tx >= ||Tx||2

⇒||T ∗x|| = ||Tx||.

Αντισvτρόφως,

||T ∗x|| = ||Tx|| ⇒ ||T ∗x||2 = ||Tx||2 ⇒< TT ∗x, x >=< T ∗Tx, x >,

για κάθε x ∈ H.

⇒< (T ∗T − TT ∗)x, x >= 0, για κάθε x ∈ H ⇒ T ∗T = TT ∗ ⇒ T φυσvιολογικός.

ii)Για κάθε x, y ∈ H είναι :

< Tx, Ty >=< x, y >

⇐⇒< T ∗Tx, y >=< x, y >⇐⇒< (T ∗T − I)x, y >= 0⇐⇒ T ∗T = I.

Επίσvης για x ∈ H : ||Tx|| = ||x|| ⇐⇒< T ∗Tx, x >=< x, x >⇐⇒ T ∗T = I.

΄Αρα ||Tx|| = ||x|| ⇐⇒ T ∗T = I ⇐⇒< Tx, Ty >=< x, y > .

iii) T ορθομοναδιαίος αν και μόνο αν T ∗T = I και TT ∗ = I.
Η σvχέσvη T ∗T = I από ii) είναι ισvοδύναμη με το ότι ο Τ είναι ισvομετρία .

΄Αρα πρέπει να δείξω ότι η σvχέσvη TT ∗ = I είναι ισvοδύναμη με τον T να είναι επί,

υπό την προυπόθεσvη ότι T ∗T = I.
΄Εσvτω y ∈ H.Τότε από TT ∗ = I, έχουμε T (T ∗y) = y επομένως ο T είναι επί.

Αντισvτρόφως, αν T είναι επί τότε για y ∈ H υπάρχει x ∈ H τέτοιο ώσvτε y = Tx.

Τότε T ∗y = T ∗Tx = Ix = x.

Από τη σvχέσvη y = Tx έχουμε ότι y = Tx = TT ∗y⇒TT ∗ = I.
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Παρατήρησvη

1)Συμβολίζουμε με Bφ(H) το σvύνολο των φυσvιολογικών τελεσvτών επι του H και με

U(H) το σvύνολο των ορθομοναδιαίων τελεσvτών. Τότε ισvχύει ότι U(H) ⊆ Bφ(H).

2)Επίσvης αν T ∈ Bφ(H) τότε και T ∗ ∈ Bφ(Η).

Αν θεωρήσvουμε δύο τελεσvτές T, S ∈ Bφ(H) το άθροισvμα T +S και το γινόμενο TS
δεν είναι φυσvιολογικοί τελεσvτές.

Παραδείγματος χάριν, αν θεωρήσvουμε H = C2
, T =

[
1 −1
−1 1

]
και S =

[
0 0
0 i

]
,

τότε είναι T = T ∗ και S = −S∗, και οι A = T + S, B = TS δεν είναι φυσvιολογικοί.

Πράγματι,

AA∗ − A∗A =

[
0 2i
−2i 0

]
6= 0 και BB∗ −B∗B=

[
1 −1
−1 −1

]
6= 0.

Πρόταση. 2.5.8(Γενικευμένη ανισvότητα Cauchy − Schwartz)
Αν A ∈ B(H) και Α≥ 0 τότε για κάθε x, y ∈ H ισvχύει :

| < Ax, y > |2 ≤< Ax, x >< Ay, y > .

Απόδειξη.

Χρησvιμοποιώντας τη πολικη μορφή ενός μιγαδικού αριθμού

(z = |z|(cosθ+ isinθ) = |z|eiθ ⇒ |z| = ze−iθ), έχουμε :

| < Ax, y > | = e−iθ < Ax, y >=< A(e−iθx), y >=< Ax1, y >∈ R,

όπου x1 = e−iθx.

΄Αρα υποθέτουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι < Ax, y >∈ R.

Παρατηρούμε ότι ο τελεσvτής A είναι αυτοσvυζυγής, ως θετικός.

Τότε για κάθε λ ∈ R, λ 6= 0 έχουμε:

< A(λx+ y), λx+ y >≥ 0⇒ λ
2 < Ax, x > +2λ < Ax, y > + < Ay, y >≥ 0

από όπου προκύπτει ότι η διακρίνουσvα πρέπει να είναι αρνητικη.

΄Αρα | < Ax, y > |2 ≤< Ax, x >< Ay, y > .
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Πόρισμα. 2.5.9

Αν A ∈ B(H) , A ≥ 0 τότε για κάθε x ∈ H ισvχύει : ||Ax||2 ≤ ||A|| < Ax, x > .

Απόδειξη.

Εφαρμόζοντας την προηγούμενη πρότασvη και αφού θέσvουμε y = Ax έχουμε ότι :

||Ax||4 =< Ax,Ax >2≤ < Ax, x >< A(Ax), Ax >

≤ < Ax, x > ||A2x|| ||Ax||

≤ < Ax, x > ||A|| ||Ax|| ||Ax||

⇒ ||Ax||2 ≤ ||A|| < Ax, x >.

2.6 Αντισvτρέψιμοι Τελεσvτές

Ορισμός. 2.6.1

΄Εσvτω X, Y χώροι με νόρμα και A ∈ B(X, Y ).
Ο τελεσvτής A λέγεται αντισvτρέψιμος αν υπάρχει τελεσvτής B ∈ B(X, Y ) τέτοιος

ώσvτε :

AB = IY και BA = IX όπου IX , IY οι ταυτοτικοί τελεσvτές επί των X, Y αντίσvτοιχα.

Ισvόδυναμα ABy = y για κάθε y ∈Y και BAx = x, για κάθε x ∈ X.

Ο B, όταν υπάρχει, είναι μοναδικός σvυμβολίζεται με B = A−1 και λέγεται αντί-

σvτροφος του A.

Θεώρημα. 2.6.2(Θεώρημα ανοιχτής απεικόνισvης)

Αν X, Y χώροι Banach και ο τελεσvτής T ∈ B(X, Y ) είναι επί τότε η T είναι α-

νοιχτή απεικόνισvη(αυτό σvημαίνει ότι T (M) είναι ανοιχτό σvτον Y για κάθε ανοιχτό

υποσvύνολο M του X).

Πόρισμα. 2.6.3

Αν X, Y είναι χώροι Banach και ο τελεσvτής T ∈ B(X, Y ) είναι ‘1-1’ και ‘επί’ τότε

ο T είναι αντισvτρέψιμος(δηλαδή υπάρχει η T−1και είναι σvυνεχής).

Απόδειξη.

Επειδή ο T είναι ‘1-1’ και επί η T−1 είναι καλά ορισvμένη και από το θεώρημα 2.6.2

είναι σvυνεχής, άρα είναι φραγμένος τελεσvτής.
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Ορισμός. 2.6.4

΄Ενας τελεσvτής T ∈ B(X) λέμε ότι είναι κάτω φραγμένος, αν υπάρχει c > 0
τέτοιος ώσvτε ||Tx|| ≥ c||x||, για κάθε x ∈ X.

Θεώρημα. 2.6.5

΄Εσvτω X ένας χώρος Banach και T ∈ B(X).
Ο T είναι αντισvτρέψιμος, αν και μόνο αν είναι κάτω φραγμένος και έχει πυκνό σvύνολο

τιμών(ImT = X)

Απόδειξη.

Αν ο T είναι αντισvτρέψιμος τότε ImT = X και επομένως ImT είναι πυκνό .

Επίσvης ισvχύει ||x|| = ||T−1Tx|| ≤ ||T−1|| ||Tx|| ⇒ ||Tx|| ≥ ||T−1||−1||x|| ,x ∈ X
άρα T κάτω φραγμένος.

Αντισvτρόφως, αν ο T είναι κάτω φραγμένος τότε υπάρχει c > 0 τέτοιος ώσvτε

||Tx|| ≥ c||x||, για κάθε x ∈ X.

΄Αρα αν (Txn) είναι μια βασvική ακολουθία σvτο ImT τότε από τη σvχέσvη :

||xn − xm|| ≤
1

c
||Txn − Txm||

προκύπτει ότι η ακολουθία (xn) είναι βασvική.

Συνεπώς σvυγκλίνει έσvτω σvτο x.

Τότε limn→∞Txn = Tx ανήκει σvτο ImT και επομένως το ImT είναι κλεισvτός

υπόχωρος του X.

΄Αρα αν είναι πυκνός θα ισvχύει ImT = X.
Επειδή ο T είναι κάτω φραγμένος προκύπτει ότι είναι ‘1-1’.

Επομένως υπάρχει η αντίσvτροφη απεικόνισvη T−1 η οποία είναι και φραγμένη

διότι αν y = Tx τότε ||T−1y|| = ||x|| ≤ 1

c
||Tx|| = 1

c
||y||.

Πρόταση. 2.6.6

Αν ο τελεσvτής T ∈ B(X) είναι κάτω φραγμένος , τότε έχει σvύνολο τιμών ImT
κλεισvτό.

Απόδειξη.

Η απόδειξη έχει γίνει σvτο θεώρημα 2.6.5

Πόρισμα. 2.6.7

Αν ο τελεσvτής T ∈ B(X) είναι κάτω φραγμένος τότε ImT n
είναι κλεισvτό για κάθε

n ∈ N.
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Απόδειξη.

Αφού ο T είναι κάτω φραγμένος υπάρχει c > 0 τέτοιο ώσvτε ||Tx|| ≥ c||x||, για κάθε

x ∈ X και με επαγωγή ισvχύει ||T nx|| ≥ cn||x|| για κάθε n ∈ N.
Επομένως από την πρότασvη 2.6.5 προκύπτει ότι το ImT n

είναι κλεισvτό ∀n ∈ N.

Πρόταση. 2.6.8

΄Εσvτω H ένας χώρος Hilbert και T ∈ B(H).

Τα παρακάτω είναι ισvοδύναμα :

i) T είναι αντισvτρέψιμος

ii)T ∗είναι αντισvτρέψιμος
iii)T και T ∗ είναι κάτω φραγμένοι

iv)T και T ∗ είναι ένα προς ένα και το ImT είναι κλεισvτό.

Απόδειξη.

i) ⇐⇒ ii) Ο T είναι αντισvτρέψιμος αν και μόνο αν TT−1 = T−1T = I ⇐⇒
(T−1)∗T ∗ = T ∗(T−1)∗ = I ⇐⇒ T ∗ αντισvτρέψιμος.

i)⇒ iii) Για κάθε x ∈ H έχουμε:

||x|| = ||T−1Tx|| ≤ ||T−1|| ||Tx|| ⇒ ||Tx|| ≥ ||T−1||−1 ||x||
΄Αρα ο T είναι κάτω φραγμένος και από την ισvοδυναμία i)⇐⇒ ii)

ο T ∗ είναι επίσvης κάτω φραγμένος.

iii)→ i) Αν ο T ∗ είναι κάτω φραγμένος τότε kerT ∗ = {0}
οπότε R(T )⊥ = kerT ∗ = {0} ⇒ R(T )⊥⊥ = {0}⊥ = H.

΄Ομως από προηγούμενο πόρισvμα R(T )⊥⊥ = R(T )

Επομένως R(T ) = H δηλαδή, ο T έχει σvύνολο τιμών πυκνό και επειδή ο T είναι

κάτω φραγμένος, από προηγούμενο θεώρημα, είναι αντισvτρέψιμος.

iii)⇒ iv) ΄Εσvτω c > 0 τέτοιος ώσvτε ||Tx|| ≥ c||x|| και ||T ∗x|| ≥ c||x||,

για κάθε x ∈ H.

Παρατηρούμε ότι οι τελεσvτές είναι ‘1-1’.Επιπλέον το ImT είναι κλεισvτό.

iv)⇒ i) Επειδή ImT είναι κλεισvτό και kerT ∗ = {0}, αφού T ∗ είναι ‘1-1’ έχουμε από

προηγουμενο θεώρημα και πόρισvμα

ImT = ((ImT )⊥)⊥ = (kerT ∗)⊥ = {0}⊥ = H.
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΄Αρα ο T είναι επί και επειδή από υπόθεσvη είναι ”1− 1” θα είναι αντισvτρέψιμος

Πόρισμα. 2.6.9

΄Ενας φυσvιολογικός τελεσvτής T είναι αντισvτρέψιμος αν και μόνο αν είναι κάτω φραγ-

μένος.

Απόδειξη.

Αν ο T είναι φυσvιολογικός, τότε για κάθε x ∈ H είναι ||Tx|| = ||T ∗x|| .
΄Αρα ο T είναι κάτω φραγμένος, αν και μόνο αν ο T ∗ είναι κάτω φραγμένος.

Το σvυμπέρασvμα τώρα προκύπτει από την ισvοδυναμία (i)⇐⇒ (iii) της προηγούμενης

πρότασvης.

Πόρισμα. 2.6.10

΄Εσvτω X ένας χώρος Banach και T ∈ B(X) .

Ο T είναι μη αντισvτρέψιμος αν και μόνο αν είτε το ImT δεν είναι πυκνό σvτον X είτε

υπάρχει ακολουθία (xn) του X με ||xn|| = 1 για κάθε n ∈ N και limTxn = 0.

Θεώρημα. 2.6.11

΄Εσvτω X ένας χώρος Banach και A ∈ B(X).
Αν ||A|| < 1 τότε ο τελεσvτής I − A είναι αντίσvτρέψιμος και ισvχύει :

1)(I − A)−1 =
∞∑
n=0

An
,(A0 = I)

2)||(I − A)−1|| ≤ 1

1− ||A||
.

2.7 Πίνακας Τελεσvτών

΄Εσvτω H ένας χώρος Hilbert ,A ∈ B(H) ένας τελεσvτής και {e1, e2, ...} μια ορθοκα-

νονική βάσvη.

Κάθε x ∈ H έχει την έκφρασvη x =
∑∞

j=1 < x, ej > ej.

Θεωρούμε την ακολουθία (xn) : xn =
∑n

j=1 < x, ej > ej. Τότε xn → x και επειδή

ο A είναι γραμμικός και σvυνεχής έχουμε :

Ax = limn→∞Axn = limn→∞A(
∑n

j=1 < x, ej > ej)

= limn→∞
∑n

j=1 < x, ej > Aej

=
∑∞

j=1 < x, ej > Aej.
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Παρατηρούμε ότι Aej =
∑∞

i=1 < Aej, ei > ei, οπότε

Ax =
∑∞

j=1 < x, ej > Aej =
∑∞

j=1 < x, ej >
∑∞

i=1 < Aej, ei > ei

=
∑∞

j=1

∑∞
i=1 < x, ej >< Aej, ei > ei

΄Εσvτω ότι y = Ax , y =
∑∞

i=1 < y, ei > ei.

Τότε η προηγούμενη σvχέσvη γράφεται σvτη μορφή :
< Ae1, e1 > < Ae2, e1 > ...
< Ae1, e2 > < Ae2, e2 > ...

. . .

. . .

. . .




< x, e1 >
< x, e2 >

.

.

.

 =


< y, e1 >
< y, e2 >

.

.

.

.

Ο πίνακας [A] = (aij) , όπου (aij) =< Aej, ei > λέγεται πίνακας του τελεσvτή

A ως πρός την ορθοκανονική βάσvη {ei}.
Είναι y = Ax⇐⇒ y> = [A]x>.

Παραδείγματα

1)Ο διαγώνιος τελεσvτής Ta, a = (an) , Ta(x1, x2, x3, ...) = (a1x1, a2x2, ...) ως προς

τη σvυνηθισvμένη βάσvη του l2 έχει πίνακα τον άπειρο διαγώνιο πίνακα:

[D] =


a1 0 0 ...
0 a2 0 ...
0 0 a3 ...
. . . .
. . . .
. . . .

.
Επομένως < Taej, ei >=< ajej, ei >= ajδji και άρα προκύπτει ότι όλα τα σvτοιχεία

είναι μηδέν εκτός από τα διαγώνια σvτοιχεία, που είναι οι όροι της ακολουθίας (an)n∈N.
2)Ο τελεσvτής της δεξιάς μετατόπισvης S(x1, x2, x3, ...) = (0, x1, x2, ...) ως προς τη
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σvυνηθισvμένη βάσvη του l2 έχει πίνακα [S] =


0 0 0 ...
1 0 0 ...
0 1 0 ...
. . . .
. . . .
. . . .

.
΄Ετσvι ισvχύει < Sej, ei >=< ej+1, ei >= δj+1,i. Επομένως όλα τα σvτοιχεία του πίνακα

είναι μηδέν εκτός από τις θέσvεις (i, j) = (i, i− 1) που είναι ίσvα με ένα.

2.8 Προβολές

΄Εσvτω X ένας διανυσvματικός χωρος και Μ,Ν δύο υποχωροί του ,τέτοιοι ώσvτε ο X να

είναι το ευθύ αθροισvμά τους, δηλαδή X = M uN (⇒ X = M +N , M ∩N = {0}).
Σε αυτήν την περίπτωσvη οι χώροι M,N λέγονται σvυμπληρωματικοί.

Τα παραπάνω είναι ισvοδύναμα με:

Κάθε x ∈ X γράφεται κατά μοναδικό τρόπο ως x = m+ n, m ∈M και n ∈ N .

Επομένως ορίζεται η απεικόνισvη P : X → X με Px = m.
Η P είναι καλά ορισvμένη και ικανοποιεί τις ιδιότητες:

i) είναι γραμμική

ii)P 2 = P
iii)R(P ) = M
iv) ker(P ) = N .

Η απεικόνισvη P είναι η προβολή του X επί του M παράλληλα πρός το N .

Αντισvτρόφως, έσvτω P : X → X μια γραμμική απεικόνισvη με P 2 = P.
Τότε οι χώροι kerP και R(P ) είναι σvυμπληρωματικοί και το άθροισvμα τους είναι

ευθύ.

Ισvχύει ότι κάθε x ∈ X γράφεται x = Px + (x − Px) και αν x ∈ R(P ) ∩ ker(P )
⇒ x = Px = 0.
Επομένως R(P ) ∩ ker(P ) = {0}.
΄Αρα η P είναι η προβολή του X επί του R(P ) παράλληλα προς τον ker(P ).

Ορισμός. 2.8.1

΄Εσvτω X ένας χώρος με νόρμα και P ∈ B(X) ένας φραγμένος τελεσvτής.

Ο τελεσvτής P λέγεται ταυτοδύναμος αν P 2 = P.

Πρόταση. 2.8.2

΄Εσvτω X ένας χώρος με νόρμα και P ∈ B(X) ένας ταυτοδύναμος τελεσvτής.

Τότε οι υπόχωροι R(P ), ker(P ) είναι κλεισvτοί και σvυμπληρωματικοί.

Επιπλέον ισvχύει: ker(P ) = R(I − P ) και ker(I − P ) = R(P ).
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Απόδειξη.

Επειδή το {0} είναι κλεισvτός υπόχωρος και ο P είναι σvυνεχής σvυνεπάγεται ότι

P−1({0}) = kerP θα είναι κλεσvτός υπόχωρος .

Για τον R(P ) επειδή ο I − P είναι σvυνεχής και ταυτοδύναμός αρκεί να δείξουμε ότι

ker(I − P ) = R(P ).
΄Εσvτω x ∈ R(P ).Τότε υπάρχει y ∈ X με x = Py , οπότε είναι Px = P 2y = Py = x.
΄Αρα (I − P )x = x− Px = 0 και άρα x ∈ ker(I − P ).
Αντισvτρόφως αν x ∈ ker(I−P )⇒ 0 = (I−P )x = x−Px⇒ x = Px, άρα x ∈ R(P ).

Θεώρημα. 2.8.3(Θεώρημα κλεισvτού γραφήματος)

Αν X, Y είναι χώροι Banach και T : X → Y μια γραμμική κλεισvτή απεικόνισvη

(δηλαδή το γράφημα της {(x, Tx), x ∈ X} είναι κλεισvτό υποσvύνολο του χώρουX×Y )
τότε η T είναι σvυνεχής.

Πρόταση. 2.8.3

΄Εσvτω X ένας χώρος Banach και M,N δύο κλεισvτοί και σvυμπληρωματικοί υπόχωροι

(X = M uN).
Τότε η προβολή του X επί του M παράλληλα προς τον N είναι ταυτοδύναμος τελε-

σvτής.

Απόδειξη.

Θεωρώ ImP = M και kerP = N . ΄Εχω P 2 = P ως προβολή.

Με βάσvη το θεώρημα κλεισvτού γραφήματος αρκεί να δείξουμε ότι ο P είναι κλεισvτός

τελεσvτής.

΄Εσvτω xn → x και Pxn → y.Τότε xn − Pxn → x− y.
΄Ομως Pxn ∈M και xn − Pxn ∈ N οπότε y ∈M και x− y ∈ N = ker(P ).
΄Αρα P (x− y) = 0⇒ Px = Py = y.
Επομένως (xn, Pxn)→ (x, y) = (x, Px) και άρα P κλεισvτός.

Ορισμός. 2.8.4

Αν M είναι ένας κλεσvτός υπόχωρος ενός χώρου Hilbert H και x ∈ H\M τότε

υπάρχει μοναδικό m ∈M τέτοιο ώσvτε d(x,M) = ||x−m|| ⇐⇒ (x−m)⊥M .

΄Ετσvι ορίζεται η απεικόνισvη PM : H → H με PM(x) = m που είναι

η προβολή του H επί του M παράλληλα προς τον M⊥.
Γι
′
αυτό η PM λέγεται ορθή προβολή του H επί του M .

Πρόταση. 2.8.5

΄Εσvτω H ένας χώρος Hilbert και M ένας κλεισvτός υπόχωρος του.

Η ορθή προβολή PM είναι σvυνεχής με ||PM || = 1.

Απόδειξη.

Για κάθε x ∈ H είναι PMx ∈M και x−PMx ∈M⊥
, οπότε με χρήσvη του πυθαγόρειου

θεωρήματος έχουμε :
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||x||2 = ||PMx||2 + ||x− PMx||2 ⇒ ||PMx|| ≤ ||x|| ⇒ ||PM || ≤ ||1||

||PM || = ||P 2
M || ≤ ||PM ||2 ⇒ ||PM || ≥ 1.

΄Αρα ||PM || = 1.

Θεώρημα. 2.8.6

΄Εσvτω H ένας χώρος Hilbert και P ∈ B(H) ένας ταυτοδυναμος τελεσvτής.

Τα παρακάτω είναι ισvοδύναμα :

1) Ο P είναι ορθογώνια προβολή

2)Ο P είναι αυτοσvυζυγής

3)||P || = 1
4)ker(P )⊥R(P )

Απόδειξη.

(1)⇐⇒ (2)
΄Εσvτω P ορθογώνια προβολή και M = R(P ).
Είναι H = M ⊕M⊥

και αν x, y ∈ H με x = x1 + x2, y = y1 + y2 , x1, y1 ∈ M ,

x2, y2 ∈M⊥, τότε :

< Px, y >=< P (x1 + x2), y1 + y2 >=< x1, y1 + y2 >=< x1, y1 > + < x1, y2 >=

=< x1, y1 >=< x1, y1 > + < x2, y1 >

=< x1 + x2, y1 >=< x, y1 >

=< x, Py >=< P ∗x, y >.

΄Αρα P = P ∗.

Αντισvτρόφως έσvτω P = P ∗.
Τότε H = PH + (I − P )H = R(P ) +R(I − P ).

Αρκεί να δείξω ότι R(P )⊥R(I − P ).
΄Εσvτω x ∈ R(P ) και y ∈ R(I − P ).
Τότε < x, y >=< Px, (I − P )y >=< x, P (I − P )y >=< x, 0 >= 0.

⇒ x⊥y.

(1)⇒ (3) Αποδείχτηκε από τη προηγούμενη πρότασvη.
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(3)⇒ (4) Θα δείξουμε ότι ισvχύει ker(P )⊥ = R(P ).

΄Εσvτω x ∈ ker(P )⊥.
΄Ομως παρατηρώ ότι (I − P )x ∈ ker(P ),
διότι P (I − P )x = 0⇒ Px− P 2x = Px− Px = 0.

Επομένως x⊥(I − P )x και χρησvιμοποιώντας το πυθαγόρειο θεώρημα έχουμε :

||x||2 + ||(I − P )x||2 = ||x− (I − P )x||2 = ||Px||2 ≤ ||P ||2||x||2 = ||x||2.
΄Αρα (I − P )x = 0⇒ x ∈ R(P )⇒ ker(P )⊥ ⊆ R(P ).
Ο R(P ) ως κλεισvτός υπόχωρος είναι χώρος Hilbert.

΄Εσvτω N το ορθογώνιο σvυμπλήρωμα του ker(P )⊥ σvτον R(P ).
Τότε R(P ) = ker(P )⊥ ⊕N.
΄Ομως υποθέσvαμε ότι N ⊆ ker(P )⊥⊥ = ker(P ) , N ⊆ R(P ) και

ker(P ) ∩R(P ) = {0}.
Επομένως N = {0} και σvυνεπώς R(P ) = ker(P )⊥.

(4)⇒ (1): ΄Εσvτω ker(P )⊥R(P ). Επειδή οι χώροι kerP,R(P ) είναι σvυμπληρωματικοί
έπεται ότι R(P ) = ker(P )⊥.
Επομένως ο P, ως ταυτοδύναμος, είναι η προβολή του H επί του R(P ) παράλληλα

προς τον ker(P ), θα είναι η ορθή προβολή επί του R(P ).

Πρόταση. 2.8.7

΄Εσvτω H ένας χώρος Hilbert , M και N κλεισvτοί υπόχωροι του H και P,Q οι

αντίσvτοιχες ορθές προβολές(PH = M ,QH = N).
Τα παρακάτω είναι ισvοδύναμα :

i) P ≤ Q
ii)||Px|| ≤ ||Qx|| ∀x ∈ H
iii) M ⊆ N
iv) QP = P
v) PQ = P

Απόδειξη.

Ξέρουμε ότι οι P,Q ως ορθογώνιες προβολές είναι αυτοσvυζυγείς ταυτοδύναμοι τελε-

σvτές.

΄Αρα P = P ∗ = P 2
και Q = Q∗ = Q2

και ακόμη ||P || = ||Q|| = 1.

i)⇒ ii)Για κάθε x ∈ H είναι:

||Px||2 =< Px, Px >=< P ∗Px, x >=< P 2x, x >
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=< Px, x >≤< Qx, x >≤< Q2x, x >=< Qx,Qx >

= ||Qx||2 ⇒ ||Px|| ≤ ||Qx||.

ii)⇒ iii) ΄Εσvτω x ∈M ⇒ x = Px.

΄Αρα σvυμπεραίνουμε ότι:

||x||2 = ||Px||2 ≤ ||Qx||2 ≤ ||Q||2||x||2 ≤ ||x||2 ⇒ ||Qx|| = ||x|| (1).

Αφού όμως Qx⊥(I −Q)x με βάσvη το πυθαγόρειο θεώρημα έχουμε:

||x||2 = ||Qx||2 + ||(I −Q)x||2.

Λαμβάνοντας υπόψιν τη σvχέσvη (1) έχουμε ότι (I −Q)x = 0⇒ Qx = x.
΄Αρα x ∈ N . Επομένως M ⊆ N.

iii)⇒ iv) Για κάθε x ∈ H είναι : Px ∈M ⊆ N ⇒ Q(Px) = Px⇒ QP = P.

iv)⇒ v) QP = P ⇒ (QP )∗ = P ∗ ⇒ P ∗Q∗ = P ∗ ⇒ PQ = P .

v)⇒ i) Για κάθε x ∈ H είναι :

||Px|| = ||PQx|| ≤ ||P || ||Qx|| = ||Qx|| ⇒ ||Px|| ≤ ||Qx||.

Επίσvης,

< Px, x >=< P 2x, x >=< Px, Px >= ||Px||2 ⇒

< Px, x >≤ ||Qx||2=< Qx,Qx >=< Q2x, x >=< Qx, x >.

΄Αρα P ≤ Q.

Πρόταση. 2.8.8

΄Εσvτω H ένας χώρος Hilbert M και N κλεισvτοί υπόχωροι του H και P,Q οι αντί-

σvτοιχες ορθές προβολές(PH = R(P ) = M , QH = R(Q) = N).

Τοτε :

1)Το γινόμενο PQ είναι ορθη προβολή αν και μόνο αν PQ = QP , δηλαδή P,Q
αντιμετατίθενται. Στην περίπτωσvη αυτή είναι R(PQ) = M ∩N .

Συνέπεια:M⊥N ⇐⇒ PQ = 0⇐⇒ QP = 0.

2)Το άθροισvμα P +Q είναι ορθή προβολή, αν και μόνο αν M⊥N και τότε
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R(P +Q) = M +N

3)Η διαφορά P −Q είναι ορθή προβολή αν και μόνο αν M ⊇ N και τότε

R(P −Q) = M ∩N⊥

Απόδειξη.

1)΄Εσvτω ότι PQ είναι προβολή.Τότε (PQ)∗ = PQ οπότε Q∗P ∗ = PQ και άρα

QP = PQ.

Αντισvτρόφως, αν PQ = QP τότε ο PQ είναι αυτοσvυζυγής και ταυτοδύναμος, αφού

(PQ)2 = PQPQ = PPQQ = P 2Q2 = PQ.

΄Αρα απο θεώρημα 2.8.6, ο PQ είναι προβολή.

Θα δείξουμε ότι R(PQ) = M ∩N .

΄Εσvτω x ∈M ∩N .

Τότε:

(PQ)x = P (Qx) = Px = x⇒ x ∈ R(PQ), οπότε M ∩N ⊆ R(PQ).

Αντισvτρόφως, έσvτω y ∈ R(PQ).
Τότε

y = P (Qy) = Q(Py) άρα y ∈M ∩N , επομένως R(PQ) ⊆M ∩N .

Συνεπώς R(PQ) = M ∩N .

Απόδειξη σvυνέπειας:

Αν M⊥N τότε M = R(P ) ⊆ N⊥, οπότε Q(Px) = 0, για κάθε x ∈ H και άρα

QP = 0.
Αν QP = 0 τότε για κάθε x ∈M έπειται ότι 0=QPx = Qx
οπότε:

x ∈ N⊥ άρα M ⊆ N⊥, δηλαδή M⊥N .

2)΄Εσvτω P +Q προβολή. Τότε για κάθε x ∈ H είναι:

< Px, x > ≤ < Px, x > + < Qx, x >=< (P +Q)x, x >

⇒ P ≤ P +Q.

΄Αρα από την προηγούμενη πρότασvη (P +Q)P = P ⇒ PQ = 0.
΄Αρα από την προηγούμενη σvυνέπεια M⊥N .

Αντισvτρόφως, αν M⊥N ισvχύει ότι PQ = QP = 0, οπότε (P +Q)2 = P +Q.
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Επίσvης (P+Q)∗ = P ∗+Q∗ = P+Q και σvυνεπώς προκύπτει ότι P+Q είναι προβολή.

Στη σvυνέχεια μένει να δείξω ότι R(P +Q) = M +N .

Επειδή M⊥N ισvχύει ότι M +N κλεισvτός υπόχωρος.

Επίσvης ισvχύει ότι (P +Q)x = Px+Qx ∀x ∈ H οπότε R(P +Q) ⊆M +N .

΄Εσvτω x ∈M τότε Qx = 0 και (P +Q)x = Px = x.
΄Αρα x ∈ R(P +Q) και σvυνεπώς M ⊆ R(P +Q).
Ομοίως N ⊆ R(P +Q) και προκύπτει ότι M +N = R(P +Q).

3)΄Εσvτω P −Q προβολή.Τότε P −Q ≥ 0 άρα P ≥ Q και N ⊆M.
Αντισvτρόφως N ⊆M ⇐⇒ P ≥ Q⇐⇒ P −Q ≥ 0⇐⇒ PQ = QP = Q,

οπότε :

(P −Q)2 = P 2 − PQ−QP +Q2 = P −Q.

΄Αρα ο P −Q είναι ταυτοδύναμος.

Επίσvης είναι και αυτοσvυζυγής, αφού P −Q ≥ 0 σvυνεπώς ο P −Q είναι προβολή.

Εφόσvον έχουμε PQ = QP = Q είναι P (I −Q) = (I −Q)P = P −Q, οπότε

R(P (I −Q)) = M ∩N⊥ = R(P −Q).

2.9 Φάσvμα Τελεσvτή

Από τη Γραμμική ΄Αλγεβρα γνωρίζουμε ότι κάθε μιγαδικός n × n πίνακας A έχει

τουλάχισvτον μια ιδιοτιμή λ και άρα υπάρχει x 6= 0 τέτοιο ώσvτε Ax = λx.

Ορισμός. 2.9.1

΄Εσvτω A ∈ B(H). Ονομάζουμε φάσvμα(spectrum) του τελεσvτή A το σvύνολο:

σv(Α) = {λ ∈ C : λI − A μη αντισvτρέψιμος }

Πρόταση. 2.9.2

΄Εσvτω A ∈ B(H).
Το φάσvμα σv(Α) είναι ένα σvυμπαγές υποσvύνολο του C και ισvχύει :

σv(Α) ⊆ {λ ∈ C : |λ| ≤ ||A||}

Απόδειξη.

Θεωρούμε τη σvυνάρτησvη f : C→ B(H) : f(λ) = λI − A.
Ισvχύει ότι ||f(λ)− f(μ)|| = |λ-μ| και σvυνεπώς η f είναι σvυνεχής.

΄Εσvτω M = B(H)\Bant(H) το σvύνολο των μη αντισvτρέψιμων τελεσvτών.
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Επειδή το σvύνολο των αντισvτρέψιμων τελεσvτων είναι ανοιχτό σvυνεπάγεται ότι το

σvύνολο M είναι κλεισvτό.

΄Αρα και το f−1(M) το οποίο ισvούται, λόγω ορισvμού, με το σv(Α) θα είναι κλεισvτό ως

υποσvύνολο του C.
Αν |λ| > ||Α|| τότε ||1

λ
A|| < 1 οπότε ο τελεσvτής I − (1/λ)Α είναι αντισvτρέψιμος.

Συνεπώς και ο τελεσvτής λI − A είναι αντισvτρέψιμος και άρα λ /∈ σv(Α).

Επομένως είναι σv(A) ⊆ {λ ∈ C : |λ| ≤ ||A||}, δηλαδή το σv(Α) είναι και φραγμένο.

΄Αρα το σv(A) είναι σvυμπαγές, ως κλεισvτό και φραγμένο υποσvύνολο του C.

Ορισμός. 2.9.3

Το ανοικτό σvύνολο p(A) = C\σv(Α) λέγεται επιλύον και ονομάζεται έτσvι

διότι για κάθε λ ∈ p(A) η εξίσvωσvη (λI−A)y = x επιλύεται αφού υπάρχει ο τελεσvτής

(λI − A)−1.
Τον αριθμό r(A) = sup{|λ| : λ ∈ σv(A)} τον ονομάζουμε φασvματική ακτίνα του

Α.

Αποδεικνύεται ότι limn→∞||An||1/n = r(A) = sup{|λ|:λ ∈ σv(Α)}.

2.9.1 Διαμέρισvη φάσvματος

Θεώρημα. 2.9.1.1

΄Εσvτω A ∈ B(H). Ο Α είναι αντισvτρέψιμος τελεσvτής αν και μόνο αν ισvχύουν:

i)R(A) = H δηλαδή το σvύνολο τιμών του A είναι πυκνό υποσvύνολο του H.

ii) υπάρχει k > 0 τέτοιο ώσvτε ||Ax|| ≥ k||x|| για κάθε x ∈ H, δηλαδή ο A είναι

κάτω φραγμένος.

Απόδειξη.

΄Εσvτω Α αντισvτρέψιμος και y ∈ H.

Αν x = A−1y τότε y = Ax ∈ R(A), οπότε R(A) = R(A) = H.

Επιπλέον για κάθε x ∈ H ισvχύει :

||x|| = ||A−1Ax|| ≤ ||A−1|| ||Ax|| ⇒ ||Ax|| ≥ 1

||A−1||
||x|| = k||x||.

Αντισvτρόφως έσvτω ότι ισvχύουν οι i) ii) και θα δείξω ότι ο Α είναι αντισvτρέψιμος

τελεσvτής.

Από την υπόθεσvη ii) σvυνεπάγεται ότι ο τελεσvτής Α είναι ”1 − 1” και ότι το R(A)
είναι κλεισvτό.

Από την υπόθεσvη i) προκύπτει ότι ο τελεσvτής A είναι επί.Επομένως ο Α είναι αντι-

σvτρέψιμος και άρα για κάθε y υπάρχει μοναδικό x τέτοιο ώσvτε y = Ax.
Ορίζουμε την απεικόνισvη B : H → H με By = x.Η B είναι γραμμική και ισvχύει :
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||By|| = ||x|| ≤ 1

k
||Ax|| = 1

k
||y||.

Συμπεραίνουμε ότι ο B είναι φραγμένος τελεσvτής και επιπλέον ισvχύουν :

1)ABy = Ax = y, για κάθε y ∈ H
2)BAx = By = x, για κάθε x ∈ H
Από 1) και 2) προκύπτει ότι AB = BA = I ⇒ B = A−1.

Ορισμός. 2.9.1.2

΄Εσvτω A ∈ B(H).
Ονομάζουμε :

i) σvημειακό φάσvμα(point spectrum ) του A το σvύνολο:

σvp(A) = {λ ∈ C : ker(λI − A) 6= {0}}.

ii)Προσvεγγισvτικά σvημειακό φάσvμα(approximation point spectrum) του Α

το σvύνολο:

σvap(A) = {λ ∈ C :υπάρχει ακολουθία (xn) του H, τέτοια ώσvτε ||xn|| = 1 ∀n ∈ N
και ||(λI − A)xn|| → 0}

iii) φάσvμα σvυμπίεσvης (compression spectrum) του A το σvύνολο:

σvc(A) = {λ ∈ C : R(λI − A) 6= H}

Ορισμός. 2.9.1.3

Με βάσvη τον παραπάνω ορισvμό έχουμε ότι σvp(A) ⊆ σvap(A) και αποδεικνύεται ότι το

σvύνορο ∂σv(Α) του σv(Α) είναι υποσvύνολο του σvap(A).
Παρατηρούμε ακόμη ότι για κάθε λ ∈ σvap(A) ο τελεσvτής λI − A δεν είναι κάτω

φραγμένος.

Χρησvιμοποιώντας το προηγούμενο θεώρημα προκύπτει ότι σv(Α) = σvap(A) ∪ σvc(A).

Τα λ ∈ σvp(A) λέγονται ιδιοτιμές του Α , τα x ∈ ker(λI − A), x 6= 0 ιδιοδιανύ-
σvματα του Α και οι ker(λΙ-Α) ιδιόχωροι του Α.

Τα λ ∈ σvap(A) λέγονται γενικευμένες ιδιοτιμές του Α και τα αντίσvτοιχα xn

γενικευμένα ιδιοδιανύσvματα του Α.

Οι ιδιόχωροι του Α είναι αναλοίωτοι απο τον Α.

΄Ενας κλεισvτός υπόχωρος Μ ονομάζεται αναλοίωτος από έναν τελεσvτή Α αν ΑΜ ⊆
Μ ή ισvοδύναμα αν για κάθε x ∈M το Ax ∈M.
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Θεώρημα. 2.9.1.4

΄Εσvτω A ∈ B(H) ένας φυσvιολογικός τελεσvτής .Τότε

i)Για x ∈ H και λ ∈ C είναι Ax = λx⇐⇒ A∗x = λx
ii) σv(Α)=σvap(A)

iii) Οι ιδιόχωροι του Α που αντισvτοιχούν σvε διαφορετικές ιδιοτιμές είναι κάθετοι

μεταξύ τους.

iv)Κάθε ιδιόχωρος του A είναι αναλλοίωτος και από τον A και από τον A∗.
v)r(A) = ||A||

Απόδειξη.

i) Επειδή ο A είναι φυσvιολογικός για κάθε λ ∈ C τότε και ο A−λI είναι φυσvιολογικός

΄Αρα ισvχύει:

||(A− λI)x|| = ||(A− λI)∗x|| = ||(A∗ − λI)x||

ii) Αρκεί να δείξουμε ότι αν λ /∈ σvap(A) τότε λ /∈ σvc(A), δηλαδή ότι το Im(A− λI)
είναι πυκνό σvτον H.

΄Εσvτω x ∈ Im(A− λI)⊥ = ker(A∗ − λI).

Τότε (A∗ − λI)x = 0. (1)

΄Ομως αφού λ /∈ σvap(A) , ο (A − λI) είναι κάτω φραγμένος και επειδή είναι φυσvιο-

λογικός θα είναι||(A∗ − λI)x|| = ||(A− λI)x|| ≥ c||x||, οπότε λόγω της (1) θα είναι

x = 0.

Επομένως Im(A− λI)⊥ = {0} και άρα Im(A− λΙ) = H.

iii) ΄Εσvτω x ∈ ker(A−λI) και y ∈ ker(A−μI) και λαμβάνοντας υπόψιν το i) ισvχύει
y ∈ ker(A∗ − μI)
οπότε:

λ < x, y >=< λx, y >=< Ax, y >=< x,A∗y >=< x, μy >= μ < x, y >⇒

⇒ (λ-μ) < x, y >= 0

΄Αρα αφού λ 6= μ τότε < x, y >= 0 και σvυνεπώς ker(A− λI)⊥ker(A− μI).

iv)Για κάθε x ∈ ker(A− λI) είναι Ax = λx και A∗x = λx ισvοδύναμα ο ker(A− λI)
έιναι αναλοίωτος από τον A και από τον A∗.

v) Ξέρουμε ότι r(A) = limn→∞||An||1/n.
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Αρκεί επομένως να δείξουμε ότι ||A||2 = ||A2||, διότι τότε θα είναι ||A2k || = ||A||2k ,
για κάθε k ∈ N.

Είναι ||A2||2 = ||A2(A2)∗|| = ||AAA∗A∗|| = ||(AA∗)(AA∗)∗|| = ||AA∗||2 = ||A||4.
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3.1 Τελεσvτές πεπερασvμένης τάξης

΄Εσvτω T ∈ B(H,K) ένας τελεσvτής πεπερασvμένης τάξης n.
Ο T έχει τη μορφή Tx =

∑n
i=1 < x, ei > fi, για κάθε x ∈ H, όπου τα διανύσvματα

{ei} είναι γραμμικώς ανεξάρτητα και τα fi ορθοκανονικά.
Για παράδειγμα ένας τελεσvτής τάξης 1 έχει τη μορφή:

S = e⊗ f : H → K με (e⊗ f)(x) =< x, e > f .

Αν T είναι ένας τελεσvτής τάξης n, οπότε γράφεται T =
∑n

i=1 ei ⊗ fi (3.1),
ο σvυζυγής του T ∗ γράφεται T ∗ =

∑n
i=1 fi ⊗ ei. ΄Αρα rank(T ) = rank(T ∗) = n.

Το σvύνολο των τελεσvτών T : H → K πεπερασvμένης τάξης θα σvυμβολίζεται με

F (H,K) και με F (H) όταν H = K.

Λαμβάνοντας υπόψιν τη σvχέσvη (3.1) έχουμε τις παρακάτω ιδιότητες :

i)Κάθε γραμμικός σvυνδυασvμός τελεσvτών πεπερασvμένης τάξης είναι τελεσvτής πεπε-

ρασvμένης τάξης.

ii) αν T, S ∈ F (H) τότε και TS ∈ F (H)
iii)αν T ∈ F (H) και S ∈ B(H) τότε TS, ST ∈ F (H).
iv) το όριο μιας σvυγκλίνουσvας ακολουθίας τελεσvτών πεπερασvμένης τάξης δεν είναι

πάντα τελεσvτής πεπερασvμένης τάξης

Το iv) φαίνεται με το παρακάτω παράδειγμα :

Παράδειγμα. 3.1.1

Θεωρώ την ακολουθία (Tn) των τελεσvτών Tn ∈ B(l2) ,

όπου

Tn(x1, x2, ...) = (x1,
1

2
x2, ...,

1

n
xn, 0, ...).

Παρατηρώ ότι κάθε Tn είναι τελεσvτής τάξης n και η ακολουθία (Tn) σvυγκλίνει ως

προς τη νόρμα του B(l2) σvτον διαγώνιο τελεσvτή Ta με a = (an) = (
1

n
),

δηλαδή σvυγκλίνει σvτον Tax = (x1,
1

2
x2,

1

3
x3, ...).

Επίσvης παρατηρώ ότι Ta − Tn = Ta′ , a
′ = (0, ..., 0,

1

n+ 1
,

1

n+ 2
, ...)

και ισvχύει ||Ta − Tn|| = ||Ta′ || =
1

n+ 1
→ 0.
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Από τα προηγούμενα προκύπτει ότι ο Ta δεν είναι πεπερασvμένης τάξης αφού an 6= 0,
για άπειρα το πλήθος n.
Υπάρχουν άλλες δύο ιδιότητες που χαρακτηρίζουν τους τελεσvτές πεπερασvμένης τά-

ξης:

v) Οι τελεσvτές πεπερασvμένης τάξης είναι σvτην πραγματικότητα, απεικονίσvεις μεταξύ

χώρων πεπερασvμένης διάσvτασvης.

΄Εσvτω ότι ο T είναι τελεσvτής πεπερασvμένης τάξης. Τότε επειδή H = (kerT )⊥⊗kerT
και ισvχύει (kerT )⊥ = R(T ∗), όπου dim(R(T ∗)) < +∞,
ο T περιγράφεται πλήρως από τον περιορισvμό του : T |(kerT )⊥ : (kerT )⊥ → R(T ).

vi) Οι τελεσvτές πεπερασvμένης τάξης απεικονίζουν τη μοναδιαία μπάλα:

S1 = {x ∈ H : ||x|| ≤ 1} του H σv΄ ένα σvχετικά σvυμπαγές υποσvύνολο του H.

΄Εσvτω T ∈ F (H). Τότε το T (S1) είναι φραγμένο υποσvύνολο του (πεπερασvμένης

διάσvτασvης ) χώρου T (H) = R(T ).

Συνεπώς το T (S1) είναι σvυμπαγές υποσvύνολο του H.

3.2 Συμπαγείς Τελεσvτές

Ορισμός. 3.2.1

΄Ενας τελεσvτής A ∈ B(H) λέγεται σvυμπαγής(compact) αν για κάθε φραγμένο

υποσvύνολο S του H, το σvύνολο A(S) είναι σvυμπαγές.

Πρόταση. 3.2.2

Τα παρακάτω είναι ισvοδύναμα :

i)Ο A ∈ B(H) είναι σvυμπαγής.

ii)Το A(S1) είναι σvυμπαγές, όπου S1 = {x ∈ H : ||x|| ≤ 1}
iii)Για κάθε φραγμένη ακολουθία (xn) του H , η ακολουθία (Axn) έχει μια σvυγκλί-

νουσvα υπακολουθία .

Απόδειξη.

i)⇒ ii) ΄Αμεσvο από τον ορισvμό 3.2.1.

ii)⇒ i)΄Εσvτω S φραγμένο υποσvύνολο του H.

Τότε υπάρχει M > 0 : ||x|| ≤M για κάθε x ∈ S.
΄Αρα

S ⊆MS1 = SM(0,M) = {x ∈ H : ||x|| ≤M} ⇒

A(S) ⊆ A(SM(0,M)) ⊆MA(S1)⇒ A(S) ⊆MA(S1) .
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Επομένως τοA(S) σvυμπαγές, ως κλεισvτό υποσvύνολο του σvυμπαγούς σvυνόλουMA(S1).

i)⇒ iii)΄Εσvτω (xn) μια φραγμένη ακολουθία του H και S το σvύνολο τιμών της, τότε

S είναι φραγμένο και το A(S) σvυμπαγές.

Επομένως η ακολουθία (Axn), που είναι ακολουθία σvτοιχείων του σvυμπαγούς σvυνό-

λου A(S), θα έχει μια σvυγκλίνουσvα υπακολουθία.

iii) ⇒ i)(Από τη θεωρία των μετρικών χώρων γνωρίζουμε ότι αν (X, d) είναι ένας

μετρικός χώρος, K ⊆ X και κάθε ακολουθία σvτοιχείων του K έχει μια σvυγκλίνουσvα

υπακολουθία τότε το K είναι σvυμπαγές)

΄Εσvτω S φραγμένο υποσvύνολο του H και (Axn) μια ακολουθία του A(S).
Τότε xn ∈ S για κάθε n ∈ N.΄Αρα η xn είναι φραγμένη.

Επομένως η (Axn) έχει μια σvυγκλίνουσvα υπακολουθία και σvυνεπώς A(S) σvυμπαγές.

Πρόταση. 3.2.3

Η μοναδιαία κλεισvτή μπάλα S1 = {x ∈ H : ||x|| ≤ 1} ενός χώρου Hilbert H είναι

σvυμπαγές σvύνολο, αν και μόνο αν ο H είναι πεπερασvμένης διάσvτασvης.

Θεώρημα. 3.2.4

Το σvύνολο των σvυμπαγών τελεσvτών K(H) είναι ένα δίπλευρο ιδεώδες του B(H).

Απόδειξη.

Θα δειχθεί πρώτα ότι αν A,B ∈ K(H) τότε και A+B,λB∈ K(H), ∀λ ∈ C.
΄Εσvτω (xn) μια φραγμένη ακολουθία σvτοιχείων του H.

΄Εχουμε ότι:

• Α σvυμπαγής. Τότε υπάρχει υπακολουθία (xin) της (xn) ώσvτε η (Axin) να

σvυγκλίνει.

• B σvυμπαγής, οπότε υπάρχει υπακολουθία (xink
) της (xin) ώσvτε η (Bxin) να

σvυγκλίνει.

Τότε η ακολουθία ((A+B)xink
) σvυγκλίνει και είναι μια υπακολουθία της ακολουθίας

((A+B)xn).
Επομένως (A+B) ∈ K(H). Ομοίως λA ∈ K(H) ∀λ ∈ C.

Θα δείξουμε ότι αν A ∈ K(H) και B ∈ B(H) τότε AB , BA ∈ K(H) δηλαδή το

K(H) είναι διπλευρο ιδεώδες του B(H).
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Αν (xn) μια φραγμένη ακολουθία τότε:

• Η (Axn) έχει μια σvυγκλίνουσvα υπακολουθία (Axni
) και επειδή η B είναι σvυνεχής

η (BAxni
) σvυγκλίνει.΄Αρα (BA) ∈ K(H)

• Αφού ο B είναι φραγμένος ,η (Bxn) είναι φραγμένη ακολουθία και αφού A
σvυμπαγής, η(A(Bxn)) = ((AB)xn) έχει μια σvυγκλίνουσvα υπακολουθία.

΄Αρα AB ∈ K(H).

Θεώρημα. 3.2.5

Το K(H) είναι κλεισvτό υποσvύνολο του B(H).

Απόδειξη.

Θα χρησvιμοποιήσvουμε το τέχνασvμα της διαγωνίου.΄Εσvτω (Ak) μια ακολουθία σvυμπα-

γών τελεσvτών τέτοια ώσvτε Ak|| ◦ ||−−→
A.

Θα δείξω ότι A ∈ K(H).
΄Εσvτω (xi) μια φραγμένη ακολουθία, οπότε υπάρχει c > 0 : ||xi|| ≤ c, για κάθε

i ∈ N∗.
Τότε για τον σvυμπαγή τελεσvτή:

A1 υπάρχει υπακολουθία (x1i) της (xi) ώσvτε η (A1x1i) σvυγκλίνει

A2 υπάρχει υπακολουθία (x2i) της (x1i) ώσvτε η (A2x2i) σvυγκλίνει

. . . .

. . . .
Ak υπάρχει υπακολουθία (xki) της (x(k−1)i) ώσvτε η (Akxki) σvυγκλίνει.

Θεωρούμε τώρα την ακολουθία (yi) = (xii) δηλαδή παίρνουμε τα διαγώνια σvτοιχεία

της παραπάνω διάταξης.

Τότε :

(a)Για κάθε k ∈ N∗ η (Akyi) σvυγκλίνει.Πράγματι παρατηρώ ότι η (yi) είναι μια

υπακολουθία της αρχικής ακολουθίας (xi).
Για i > k η (yi) είναι υπακολουθία της (xki) σvυνεπώς η (Akyi)iσvυγκλίνει, αφού η

(Akxki)i σvυγκλίνει.

(b)Η (Ayi) είναι βασvική.Πράγματι επειδή Ak || ||−−→
A για κάθε ε > 0

υπάρχει k0 ∈ N∗ τέτοιο ώσvτε :||A− Ak0|| <
ε

4c
.

Επειδή η (Ak0yi) ως σvυγκλίνουσvα είναι βασvική,υπάρχει n0(ε) ∈ N∗

τέτοιο ώσvτε : ||Ak0yi − Ak0yj|| <
ε

4
για κάθε i, j > n0(ε).
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Συνεπώς για κάθε i, j > n0(ε) είναι :

||Ayi − Ayj|| = ||(A− Ak0)yi + Ak0yi − Ak0yj + (Ak0 − A)yj||

≤ ||A− Ak0|| ||yi||+ ||Ak0yi − Ak0yj||+ ||Ak0 − A|| ||yj||

≤ ε

4c
c+

ε

4
+

ε

4c
c =

3ε

4
< ε

΄Αρα η ακολουθία (Ayi) είναι βασvική και επομένως σvυγκλίνει.

΄Αρα ο Α είναι σvυμπαγής , δηλαδή A ∈ K(H).

Παρατήρησvη

Το παραπάνω θεώρημα μας λέει ότι κάθε όριο, ως προς τη νόρμα, σvυμπαγών τελεσvτών

είναι σvυμπαγής τελεσvτής.Επίσvης κάθε όριο, ως προς τη νόρμα, ακολουθίας τελεσvτών

πεπερασvμένης τάξης είναι σvυμπαγής τελεσvτής.

Στους χώρους Hilbert ισvχύει και το αντίσvτροφο.

΄Αρα σv’ενα χώροHilbert ένας τελεσvτής είναι σvυμπαγής αν και μόνο αν είναι norm−όριο
ακολουθίας τελεσvτών πεπερασvμένης τάξης.

Θεώρημα. 3.2.6

΄Εσvτω A ∈ K(H) και (Tn) , Tn ∈ B(H) μια φραγμένη ακολουθία τελεσvτών τέτοια

ώσvτε ||Tnx− Tx|| → 0 για κάθε x ∈ H.

Τότε T ∈ B(H) και ||TnA− TA|| → 0, δηλαδή TnA|| ||−→
TA.

Απόδειξη.

Αφού ||Tn|| ≤ c για κάθε n ∈ N τότε:

||Tx|| = limn→∞||Tnx|| ≤ c||x|| και σvυνεπώς ||T || ≤ c.

΄Εσvτω ότι ||TnA− TA||9 0.
Τότε υπάρχει ε > 0 και υπακολουθία (Tni

) ώσvτε ||Tni
A− TA|| > ε.

΄Αρα υπάρχει ακολουθία (xni
) , ||xni

|| = 1 τέτοια ώσvτε ||Tni
Axni

− TAxni
|| > ε.

Επειδή ο A είναι σvυμπαγής υπάρχει υπακολουθία (xnj
) της (xni

), τέτοια ώσvτε η

(Axnj
) να σvυγκλίνει έσvτω σvτο y.

Συνεπώς,

ε < ||Tnj
Axnj

− TAxnj
|| ≤ ||(Tnj

− T )(Axnj
− y)||+ ||(Tnj

− T )y||

≤ 2c||Axnj
− y||+ ||Tnj

y − Ty|| → 0, άτοπο.

΄Αρα ||TnA− TA|| → 0.
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Πόρισμα. 3.2.7

΄Εσvτω H διαχωρίσvιμος χώρος Hilbert.
Τότε A ∈ K(H) αν και μόνο αν υπάρχει ακολουθία τελεσvτών πεπερασvμένης τάξης,

η οποία σvυγκλίνει ως προς τη τοπολογία της νόρμας σvτον A.

Απόδειξη.

΄Εσvτω A ∈ K(H) ,(xn) μια ορθοκανονική βάσvη του H
και οι τελεσvτές En =

∑n
i=1 xi ⊗ xi.

Οι En,n ∈ N∗είναι ορθογώνιες προβολές, οπότε ||En|| = 1 για κάθε n ∈ N∗.
΄Αρα η (En) είναι φραγμένη ακολουθία και για κάθε x ∈ H είναι:

limnEnx =
∑∞

i=1 < x, xi > xi = x = Ix.

Επομένως από το προηγούμενο θεώρημα προκύπτει ότι ||EnA− A|| →0.

΄Ομως οι En είναι πεπερασvμένης τάξης, σvυνεπώς και οι EnA είναι πεπερασvμένης τάξης.

Συνέπεια(προηγούμενος θεωρήματος):

Ο τελεσvτής A ∈ B(H) όπου H διαχωρίσvιμος χώρος Hilbert είναι σvυμπαγής αν και

μόνο αν για κάθε ε > 0 υπάρχουν τελεσvτές B ∈ F (H)(πεπερασvμένης τάξης) και

C ∈ B(H) τέτοιοι ώσvτε A = B + C και ||C|| < ε.

Πόρισμα. 3.2.8

A ∈ K(H)⇐⇒ A∗ ∈ K(H) ή ισvοδύναμα ισvχύει (K(H))∗ = K(H).

Απόδειξη.

΄Εσvτω A ∈ K(H) .Τότε υπάρχει ακολουθία πεπερασvμένης τάξης τελεσvτών (An) με

||An − A|| → 0 (προηγούμενο πόρισvμα).

΄Ομως ||A∗n − A∗|| = ||(An − A)∗|| = ||An − A|| → 0.
Επομένως A∗ ∈ K(H).

3.3 Φασvματική θεωρία σvυμπαγών τελεσvτών

Πρόταση. 3.3.1

Αν A ∈ B(H) είναι σvυμπαγής και λ 6= 0 , λ δεν είναι ιδιοτιμή του Α, τότε το σvύνολο

τιμών R(λI − A) του λI − A είναι κλεισvτό και ισvχύει R(λI − A) = H.

Θεώρημα. 3.3.2

Αν ο H είναι απειροδιάσvτατος και ο A ∈ B(H) είναι σvυμπαγής τότε το φάσvμα σv(A)
του A αποτελείται από το 0 και τις ιδιοτιμές του.
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Απόδειξη.

Από υπόθεσvη ο H είναι άπειρης διάσvτασvης και 0 ∈ σv(A) διότι ο A ως σvυμπαγής δεν

αντισvτρέφεται.

Αν λ 6= 0 δεν είναι ιδιοτιμή τότε ο λI − A είναι ‘1-1’ διότι ker{λI − A} = 0
και από προηγούμενη πρότασvη προκύπτει ότι R(λI − A) = H (επί).

Συνεπώς υπάρχει η αντίσvτροφη απεικόνισvη και από γνωσvτό θεώρημα προκύπτει ότι

είναι και φραγμένος τελεσvτής.

΄Αρα λI − A αντισvτρέψιμος και άρα λ /∈ σv(A).

Θεώρημα. 3.3.3

΄Εσvτω H ένας άπειρης διάσvτασvης χώρος Hilbert και A ∈ B(H) σvυμπαγής.

Το φάσvμα σv(A) αποτελείται από το μηδέν και το πολύ από ένα αριθμήσvιμο σvύνολο

ιδιοτιμών με πιθανό σvημείο σvυσvσvώρευσvης το μηδέν.

Επιπλέον κάθε ιδιόχωρος του A, που αντισvτοιχεί σvε μη μηδενική ιδιότιμη είναι πεπε-

ρασvμένης διάσvτασvης.

3.4 Αυτοσvυζυγείς σvυμπαγείς τελεσvτές

Λήμμα. 3.4.1

Αν A ∈ B(H) είναι σvυμπαγής αυτοσvυζυγής τελεσvτής,τότε σv(A) ⊆ R.

Απόδειξη.

Σύμφωνα με γνωσvτό θεώρημα αρκεί να δείξω ότι κάθε ιδιοτιμή του A είναι πραγμα-

τικός αριθμός.΄Εσvτω x ∈ H , x 6= 0 και Ax = λx.
Τότε:

< Ax, x >=< λx, x >= λ||x||2 και < x,Ax >=< x, λx >= λ||x||2.

Αφού όμως A = A∗,ισvχύει ότι:

< x,Ax >=< Ax, x >⇒ λ||x||2 = λ||x||2 ⇒

⇒ λ=λ⇒ λ ∈ R.

Λήμμα. 3.4.2

΄Εσvτω A ∈ B(H) ένας σvυμπαγής αυτοσvυζυγής τελεσvτής

και m = inf||x||=1 < Ax, x >, M = sup||x||=1 < Ax, x > .Τότε m,M ∈ σv(Α).

Πόρισμα. 3.4.3

΄Εσvτω A ∈ B(H) ένας σvυμπαγής αυτοσvυζυγής τελεσvτής.

Τότε οι αριθμοί m,M , αν είναι μη-μηδενικοί, είναι ιδιοτιμές του A και για κάθε

ιδιοτιμή λ του A ισvχύει :
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|λ| ≤ max{M,−m} = ||A||.

Απόδειξη.

Επειδή ο A είναι αυτοσvυζυγής ισvχύει

||A|| = sup||x||=1| < Ax, x > | = sup||x||=1{max{< Ax, x >,− < Ax, x >}}

= max{sup||x||=1 < Ax, x >,−inf||x||=1 < Ax, x >}

= max{M,−m}.

Θεωρώ λ ιδιοτιμή του Α με αντίσvτοιχο ιδιοδιάνυσvμα x, ||x|| = 1.

Τότε ισvχύει:

Ax = λx
και

|λ| = |λ| ||x|| = ||λx|| = ||Ax|| ≤ ||A|| ||x|| = ||A|| ⇒ |λ| ≤ ||A||.

Πόρισμα. 3.4.4

Αν A ∈ B(H) είναι ένας σvυμπαγής αυτοσvυζυγής τελεσvτής τότε σv(A) ⊆ [m,M ] και
||A|| = max{|λ| : λ ιδιοτιμή του A}.

Απόδειξη.

Λαμβάνοντας υπόψιν το λήμμα 3.4.2 έχουμε : m < x, x >≤< Ax, x >≤M < x, x >,
για κάθε x ∈ H.

΄Αρα αν x είναι ένα ιδιοδιάνυσvμα αντίσvτοιχο της ιδιοτιμής λ , θα έχουμε :

m||x||2 ≤ λ||x||2 ≤M ||x||2 ⇒m ≤ λ ≤M .΄Αρα σv(A) ⊆ [m,M ].

Επίσvης από το προηγούμενο πόρισvμα ισvχύει −||A|| ≤ λ ≤ ||A|| και είτε ο ||A|| είτε ο

−||A|| είναι ιδιότιμη του ||A||, οπότε ||A|| = max{|λ| : λ ιδιότιμη του A}.

Πόρισμα. 3.4.5

Αν A ∈ B(H) είναι ένας σvυμπαγής αυτοσvυζυγής τελεσvτής ο οποίος δεν έχει μη

μηδενικές ιδιοτιμές, τότε A = 0.

Πρόταση. 3.4.6

΄Εσvτω A ∈ B(H) ένας σvυμπαγής αυτοσvυζυγής τελεσvτής.Τότε οι ιδιόχωροι του A,

που αντισvτοιχούν σvε διαφορετικές ιδιοτιμές είναι ορθογώνιοι.
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Απόδειξη.

΄Εσvτω λ,μ, λ 6= μ δύο ιδιοτιμές του A και Nλ, Nμ οι αντίσvτοιχοι ιδιόχωροι.

Είναι λ,μ ∈ R και αν x ∈ Nλ, y ∈ N έχουμε :

λ < x, y >=< Ax, y >=< x,Ay >= μ < x, y >= μ < x, y >⇒

(λ− μ) < x, y >= 0
λ 6=μ⇒ < x, y >= 0⇒ x⊥y.

Επομένως Nλ⊥Nμ.

3.5 Ευθύ εσvωτερικό άθροισvμα

a)Πεπερασvμένη περίπτωσvη

΄Εσvτω H χώρος Hilbert με M,N ⊆ H κλεισvτοί σvυμπληρωματικοί υπόχωροι με

M⊥N .

Τότε H = M ⊕N και ∀x, y ∈ H ισvχύει:

x = x1 + x2 και y = y1 + y2 με x1, y1 ∈M και x2, y2 ∈ N .

Επίσvης, ισvχύει < x, y >=< x1,y1 > + < x2, y2 > με

||x||2 = ||x1||2 + ||x2||2 και ||y||2 = ||y1||2 + ||y2||2.

Αν υπάρχουν k το πλήθος ανα δύο κάθετοι υπόχωροι οι οποίοι παράγουν τον H τότε

έχουμε ότι :

H = N1 ⊕N2 ⊕ ...⊕Nk =
k
⊕
i=1

Ni.

b)Μη πεπερασvμένη περίπτωσvη

Θεώρημα. 3.5.1

΄Εσvτω (Ni) , i ∈ N∗ ανά δύο κάθετοι υπόχωροι του H και Pi η ορθή προβολή σvτον

Ni, i = 1, 2, 3, ...
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Τότε για κάθε x ∈ H , η σvειρά
∑∞

i=1 Pix σvυγκλίνει σvένα x′ ∈ H τέτοιο ώσvτε

x− x′⊥Ni, για κάθε i = 1, 2, ...

Απόδειξη.

Ισvχύει 0 ≤ ||x−
∑n

i=1 Pix||2 = ||x||2 − 2
∑n

i=1 < x, Pix > +
∑n

i=1 < Pix, Pix >

= ||x||2 −
∑n

i=1 ||Pix||2 ⇒
∑n

i=1 ||Pix||2 ≤ ||x||2,

και άρα η σvειρά
∑∞

i=1 ||Pix||2 σvυγκλίνει.

΄Εσvτω sn =
∑n

i=1 Pix.

Τότε για m > n είναι ||sm − sn||2 =
∑m

i=n+1 ||Pix||2 → 0, όταν n,m→∞.

΄Αρα η ακολουθία (sn) είναι βασvική και επομένως σvυγκλίνει.

΄Εσvτω sn → x′. Για κάθε j σvταθερό και για κάθε n > j είναι :

Pj(
∑n

i=1 Pix) = Pjx και επειδή Pj σvυνεχής , έπεται:

Pj(
∑∞

i=1 Pix) = Pjx⇒ Pjx
′ = Pjx⇒ Pj(x

′ − x) = 0⇒ x− x′⊥Nj

∀j = 1, 2, ... .

Ορισμός. 3.5.2

΄Εσvτω ότι τα Ni παράγουν τον H δηλαδή ισvχύει [Ni, i ∈ N∗] = H .Τότε x − x′⊥H
σvυνεπώς x− x′ = 0 και ισvχύει x = x′ =

∑n
i=1 Pix.

Σε αυτήν την περίπτωσvη λέμε ότι ο H είναι το άπειρο ευθύ εσvωτερικό άθροι-

σvμα των υπόχωρων Ni και σvυμβολίζεται H =
∞
⊕
i=1

Ni.

Θεώρημα. 3.5.3(Φασvματικό θεώρημα-1η μορφή)

΄Εσvτω A ∈ B(H) ένας σvυμπαγής αυτοσvυζυγής τελεσvτής {λi}, i ≥ 1 οι διαφορετικές

μη-μηδενικές ιδιοτιμές του (χωρίς βλάβη γενικότητας υποθέτουμε ότι |λ1| ≥ |λ2| ≥ ...)
και Pi η ορθή προβολή επί του ιδιόχωρου Ni με αντίσvτοιχη ιδιότιμη λi,i ≥ 1.
Τότε ισvχύει

A =
∑∞

i=1 λiPi
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όπου η σvειρά σvυγκλίνει ως προς τη νόρμα B(H).

Απόδειξη.

΄Εσvτω Ni ο ιδιόχωρος με ανίσvτοιχη ιδιοτιμή λi και N0 = kerA. Λαμβάνοντας υπόψιν

την πρότασvη 3.4.6 έχουμε ότι οι ιδιόχωροι είναι κάθετοι ανά δύο.

Χρησvιμοποιώντας το θεώρημα 3.5.1 ορίζουμε τους υπόχωρους:

M ′ =
∞⊕
i=0

Ni και M =
∞
[
⊕
i=0

Ni]
⊥

Πρώτα θα δείξουμε ότι οι υπόχωροι αυτοί είναι A-αναλλοίωτοι.

-Αν m′ ∈M ′ ⇒ m′ =
∑∞

i=0 xi με
∑∞

i=0 ||xi||2 <∞ και Am′ =
∑∞

i=1 λixi,

όπου με χρήσvη του πορίσvματος 3.4.3, η σvειρά σvυγκλίνει.

Πράγματι είναι:
∑∞

i=1 ||λixi||2 ≤ ||A||2
∑∞

i=1 ||xi||2 <∞.

Συνεπώς Am′ ∈M ′
και επομένως AM ′ ⊆M ΄.

-Αν m ∈ M τότε για κάθε m′ ∈ M ′
ισvχύει < Am,m′ >=< m,Am′ >= 0, διότι

Am′ ∈M ′
και M⊥M ′

. ΄Αρα Am⊥M ′
.

Επομένως Am ∈M και AM ⊆M.

΄Εσvτω AM ο περιορισvμός του A σvτον M . Τότε ο AM είναι σvυμπαγής αυτοσvυζυγής

τελεσvτής και δεν έχει ιδιοτιμές επειδή δεν υπάρχουν ιδιοδιανύσvματα του A σvτον M.

΄Αρα σv(AM) ⊆ {0} οπότε από το πόρισvμα 3.4.5. είναι AM = 0.

Επομένως για κάθε x ∈M είναι Ax = AMx = 0 και άρα M ⊆ N0.

Αλλά ξέρουμε ότι M⊥N0.

Συνεπώς M = {0} .

Επομένως ισvχύει
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[
∞⊕
i=0

Ni]
⊥ = {0}, άρα H =

∞⊕
i=0

Ni, οπότε

για κάθε x ∈ H θα έχουμε:

x =
∑∞

i=1 Pix ⇒ Ax =
∑∞

i=1APix =
∑∞

i=0APix

=
∑∞

i=0 PiAx =
∑∞

i=1 λiPix,

όπου η σvειρά
∑∞

i=0 λiPix σvυγκλίνει.

Τώρα πρέπει να δείξω ότι η σvειρά
∑∞

i=1 λiPi σvυγκλίνει ως προς τη νόρμα του B(H),
σvτον A.

΄Εχουμε :

||Ax−
∑n

i=1 λiPix||2 = ||
∑∞

i=n+1 λiPix||2 =
∑∞

i=n+1 |λi|2||Pix||2

Η προηγούμενη σvχέσvη αν έχει πεπερασvμένο πλήθος όρων τότε η απόδειξη τελειώνει,

ή λi → 0.Τότε για ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N∗τέτοιο ώσvτε |λi| < ε ∀i > n0.

Αν n > n0 έχουμε:

||Ax−
∑n

i=1 λiPix||2 < ε
2
∑∞

i=n+1 ||Pix||2 ≤ ε
2
∑∞

i=0 ||Pix||2 = ε
2||x||2 ⇒

||A−
∑n

i=1 λiPi|| = supx6=0

||Ax−
∑∞

i=n+1 λiPix||
||x||

< ε ⇒ ||A−
∑n

i=1 λiPi|| → 0.

Επομένως A =
∑∞

i=1 λiPi ως πρός τη νόρμα.

Πόρισμα. 3.5.4(Φασvματικό θεώρημα-2η μορφή)

΄Εσvτω A ∈ B(H) ένας σvυμπαγής αυτοσvυζυγής τελεσvτής.
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Τότε υπάρχει ορθοκανονική ακολουθία (xn) από ιδιοδιανύσvματα του A με αντίσvτοιχες

ιδιοτιμές (μn) τέτοιο ώσvτε

A =
∑∞

n=1 μn(xn ⊗ xn)

όπου η σvειρά σvυγκλίνει ως προς τη νόρμα του B(H).

Απόδειξη.

΄Εσvτω (λi) i ≥ 1 οι μη-μηδενικές ιδιοτιμές του A και (Ni) οι αντίσvτοιχοι ιδιόχωροι

του.

Τότε : H = N0 ⊕ (
∞⊕
Ni )
i=1

με N0 = kerA.

Κάθε Ni είναι πεπερασvμένης διασvτασvης.

Θεωρούμε {yni
} μια ορθοκανονική βάσvη του.

Η ένωσvη
⋃
i≥1
{yni
} των βάσvεων αυτών αποτελεί μια ορθοκανονική βάσvη {xn} του

χώρου N = (kerA)⊥ =
∞⊕
i=1

Ni = 1 που αποτελείται από ιδιοδιανύσvματα του A.

Θέτουμε μi =< Axi, xi >.

Τότε κάθε μi είναι ιδιοτιμή του A,

διότι μi =< Axi, xi >= λi < xi, xi >= λi||xi||2 = λi.

΄Εσvτω (μn) η ακολουθία των ιδιοτιμών (μn) , n ∈ N∗ όπου κάθε ιδιοτιμή σvυμπεριλαμ-

βάνεται τόσvες φορές όσvη η πολλαπλότητα της.

Κάθε x ∈ H, γράφεται σvτη μορφή x = x0 +
∑∞

i=1 < x, xi > xi,

όπου x0 ∈ N0 = kerA.

Επομένως έχουμε :

Ax =
∑∞

i=1 μi < x, xi > xi = (
∑∞

i=1 μi(xi ⊗ xi))(x) ∀x ∈ H.

Με τον ίδιο τρόπο όπως σvτο θεώρημα 3.5.3, αποδεικνύουμε ότι: A =
∑∞

i=1 μi(xi⊗xi),
ως προς τη νόρμα του B(H).

Θεώρημα. 3.5.5

΄Εσvτω (xn) μια ορθοκανονική ακολουθία διανυσvμάτων του H και (μn) μια ακολουθία

πραγματικών αριθμών, η οποία είναι είτε μηδενική είτε πεπερασvμένη.
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Η γραμμική απεικόνισvη A : H → H που ορίζεται από τη σvχέσvη

Ax =
∑n

i=1 μi < x, xi > xi είναι ένας σvυμπαγής αυτοσvυζυγής τελεσvτής.

Απόδειξη.

΄Εχουμε:

||Ax||2 =
∑∞

i=1 |μi|2| < x, xi > |2||xi||2 ≤ (sup|μi|2)
∑∞

i=1 | < x, xi > |2

≤ (sup|μi|2)||x||2

Συνεπώς A ∈ B(H).

Αν η ακολουθία είναι πεπερασvμένη τότε ο Α είναι τελεσvτής πεπερασvμένης τάξης και

άρα είναι σvυμπαγής.

΄Εσvτω ότι μn → 0.
Ορίζουμε τους τελεσvτές πεπερασvμένης τάξης:

An =
∑n

i=1 μi < x, xi > xi, με n ∈ N∗.
Τότε:

||A− An||2 = sup||x||=1||
∑∞

i=n+1 μi < x, xi > xi||2 ≤ supi>nμi|2 → 0.

Αυτό επάγει ότι ο A είναι σvυμπαγής.

Επίσvης < Ax, y >=
∑∞

i=1 μi < x, xi >< xi, y >=< x,Ay >

Επομένως ο A είναι και αυτοσvυζυγής.

Θεώρημα. 3.5.6

΄ΕσvτωA ∈ B(H) ένας σvυμπαγής αυτοσvυζυγής τελεσvτής και έσvτωA =
∑∞

i=1 λiPi(Θεώρημα

3.5.3).

Αν B ∈ B(H) τότε ισvχύει:

AB = BA⇐⇒ BPi = PiB ∀i ≥ 1

Απόδειξη.

΄Εσvτω BPi = PiB για κάθε i ≥ 1.Τότε ισvχύει:∑n
i=1 λiBPi =

∑n
i=1 λiPiB ⇐⇒ B(

∑n
i=1 λiPi) = (

∑n
i=1 λiPi)B.

΄Ομως limn→∞
∑n

i=1 λiPi = A ως προς τη νόρμα και σvυνεπώς είναι AB = BA.
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Αντισvτρόφως, έσvτω ότι AB = BA και Ni ο ιδιόχωρος της αντίσvτοιχης ιδιοτιμής λi.
Θα δείξω πρώτα ότι ο Ni είναι B−αναλλοίωτος.

΄Εσvτω x ∈ Ni τότε (A− λiI)Bx = B(A− λiI)x = 0, άρα Bx ∈ Ni,
δηλαδή BNi ⊆ Ni, οπότε PiBPi = BPi(1).

Επίσvης επειδή B∗A = AB∗έχουμε ότι ο Ni είναι και B
∗−αναλλοίωτος.

Επομένως έχουμε και PiB
∗Pi = B∗Pi ⇒ PiBPi = PiB(2).

΄Αρα από (1) και (2) προκύπτει BPi = PiB, ∀i ≥ 1.

Το επόμενο λήμμα χρησvιμοποιείται για την απόδειξη του φασvματικού θεωρήματος για

σvυμπαγείς φυσvιολογικούς τελεσvτές.

Λήμμα. 3.5.7

΄Εσvτω M ένας κλεισvτός υπόχωρος ενός χώρου Hilbert και A ∈ B(H).
Αν ο M είναι A−αναλλοίωτος και A|M = B ∈ B(M) είναι ο περιορισvμός του A σvτον

M , τότε ο σvυζυγής B∗ είναι ο περιορισvμός του A∗σvτον M, αν και μόνο αν

ο M είναι A∗−αναλλοίωτος.
Αν επιπλέον ο A είναι φυσvιολογικός τότε και ο B είναι φυσvιολογικός.

Απόδειξη.

Επειδή B∗ ∈ B(M) είναι B∗M ⊆M , οπότε αν B∗ = A∗|M τότε A∗M ⊆M.
΄Αντισvτρόφως έσvτω ότι A∗M ⊆M .

Για να δείξουμε ότι B∗ = A∗|M αρκεί να δείξουμε ότι B∗x = A∗x, για κάθε x ∈M .

΄Εσvτω x, y ∈M .Τότε:

< B∗x, y >=< x,By >=< x,Ay >=< A∗x, y >

Από τη παραπάνω σvχέσvη προκύπτει ότι (B∗x− A∗x)⊥y για κάθε y ∈M οπότε :

(B∗x− A∗x) ∈M⊥.

΄Ομως ξέρουμε ότι A∗M ⊆M οπότε (B∗x− A∗x) ∈M .

Συνεπώς

(B∗x− A∗x) ∈M ∩M⊥ = {0}
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΄Αρα B∗x = A∗x, για κάθε x ∈M .

Αν ο A είναι φυσvιολογικός τότε για κάθε x ∈M έχουμε

||B∗x|| = ||A∗x|| = ||Ax|| = ||Bx||

Επομένως ο Β είναι φυσvιολογικός.

Θεώρημα. 3.5.8(Φασvματικό θεωρημα για σvυμπαγείς φυσvιολογικούς

τελεσvτές)

Αν A ∈ B(H) είναι ένας σvυμπαγής φυσvιολογικός τελεσvτής τότε υπάρχει μια ορθοκα-

νονική βάσvη (en) του H από ιδιοδιανύσvματα του A και μια ακολουθία (λn) μιγαδικών

αριθμών τέτοια ώσvτε

Ax =
∑∞

i=1 λn < x, en > en

για κάθε x ∈ H.
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Σε αυτό το κεφάλαιο όταν αναφέρουμε χώρο Hilbert θα εννοούμε μιγαδικό, διαχω-

ρίσvιμο, άπειρης διάσvτασvης χώρο Hilbert, υπόχωρο θα εννοούμε κλεισvτό γραμμικό

υπόχωρο και τελεσvτή θα εννοούμε φραγμένο γραμμικό τελεσvτή.

Επίσvης σvτο κεφάλαιο αυτό θα χρησvιμοποιήσvουμε τρείς βασvικές τοπολογίες οι οποίες

είναι η norm−τοπολογία, η ισvχυρή και η ασvθενής τοπολογία τελεσvτών.

4.1 Τοπολογίες του B(X)

Κάθε χώρος Banach X έχει τουλάχισvτον δύο σvημαντικές τοπολογίες : την ισvχυρή

ή (μετρική) και την ασvθενή (ή X∗) τοπολογία.

Ο διανυσvματικός χώρος B(X) μπορεί να περιέχει διάφορες τοπολογίες.

Στη σvυνέχεια θα δώσvουμε τους ορισvμούς σvε τρείς πιό σvυμαντικές.

Ορισμός. 4.1.1

Η norm−τοπολογία σvτον B(X), ορίζεται από τη νόρμα

||T || = sup
||x||≤1

||Tx||.

΄Εσvτω {An}∞1 μια ακολουθία σvτοιχείων του B(X), η οποία σvυγκλίνει ως προς τη

norm−τοπολογία σvτην A ∈ B(X).Γράφουμε τότε ||An − A|| → 0.
Αυτό ισvοδύναμα σvημαίνει ότι ||Anx − Ax|| → 0 ομοιόμορφα ∀x ∈ X τέτοιο ώσvτε

||x|| ≤ 1.

Ορισμός. 4.1.2

Η ισvχυρή τοπολογία τελεσvτών σvτην B(X), (SOT ), ορίζεται από την οικογέ-

νεια των ημινορμών της μορφής ||qx(A)|| = ||Ax|| , x ∈ X.
Στην ισvχυρή τοπολογία ένα δίκτυο {Aa} τελεσvτών σvυγκλίνει σvτον A αν και μόνο αν

το δίκτυο {Aax} σvυγκλίνει σvτο Ax ∀x ∈ X.

Θα λέμε ότι (Aa) σvυγκλίνει SOT σvτον A.

Ορισμός. 4.1.3

Η ασvθενής τοπολογία τελεσvτών σvτην B(X), (WOT ) ορίζεται από την οικο-

γένεια των ημινορμών της μορφής:
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qx,f (A) = |f(Ax)| , x ∈ X , f ∈ X∗.

Συνεπώς σvτην ασvθενή τοπολογία τελεσvτών ένα δίκτυο {Aa} σvυγκλίνει σvτο A αν και

μόνο αν f(Aax) σvυγκλίνει σvτην f(Ax) ∀x ∈ X και f ∈ X∗.
Θα λέμε ότι (Aa) σvυγκλίνει (WOT ) σvτον A.

Πρόταση. 4.1.4

΄Ενα κυρτό υποσvύνολο του B(X) έχει την ίδια θήκη τόσvο σvτην ασvθενή τοπολογία

όσvο και σvτην ισvχυρή.

Η παραπάνω πρότασvη έχει ως σvυνέπεια ότι κάθε SOT κλεισvτή υποάλγεβρα της B(X)
είναι και WOT κλεισvτή, και αντισvτρόφως.

4.2 Ορισvμοί

Σύνδεσvμος(lattice) είναι ένα μερικώς διατεταγμένο σvύνολο, σvτο οποίο για κάθε

δύο σvτοιχεία του υπάρχει ένα μέγισvτο κάτω φράγμα και ένα ελάχισvτο άνω φράγμα.

Αν x, y είναι δύο σvτοιχεία του του L, δηλώνουμε το μέγισvτο κάτω φράγμα και το

ελάχισvτο άνω φράγμα με x ∧ y και x ∨ y αντίσvτοιχα.

Αν ένας σvύνδεσvμος έχει την επιπλέον ιδιότητα ότι κάθε μη κενό υποσvυνολό του έχει

ένα μέγισvτο κάτω φράγμα και ένα ελάχισvτο άνω φράγμα τότε ο σvύνδεσvμος αυτός

λέγεται πλήρης.

Με L ∈ B(H) θα σvυμβολίζουμε ένα σvύνδεσvμο.

Με A σvυμβολίζουμε μια υπάλγεβρα του B(H), όπου H είναι χώρος Hilbert.

Με AlgL θα σvυμβολίζουμε το σvύνολο των τελεσvτών του επί H, οι οποίοι αφήνουν
κάθε σvτοιχείο του L αναλλοίωτο.

Με LatA θα σvυμβολίζουμε το σvύνολο όλων των υπόχωρων του H, που είναι αναλ-

λοίωτοι από κάθε σvτοιχείο του A.

Ειδικότερα ένας σvύνδεσvμος L λέγεται ανακλασvτικός αν ισvχύει L = AlgLatL.

Συμβολίζουμε τον μεταθέτη του A με A′ .
Είναι A′ = {B ∈ B(H) : AB = BA ∀A ∈ A}

Αν x, y ∈ H είναι δύο μη-μηδενικά διανύσvματα, τότε ο τελεσvτής t →< x, t > y
σvυμβολίζεται με x⊗ y και είναι τελεσvτής τάξης 1.

Είναι (x⊗ y)(t) =< x, t > y.
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Η ισvχυρά κλεισvτή άλγεβρα η οποία παράγεται από μια αντιμεταθετική οικογένεια R
τελεσvτών πρώτης τάξης, σvυμβολίζεται με A(R).
Μια άλγεβρα A ονομάζεται ανακλασvτική αν A = AlgLatA.

΄Ενας τελεσvτής A ονομάζεται ανακλασvτικός αν η ασvθενώς κλεισvτή άλγεβρα που

παράγεται από τον A και τον ταυτοτικό I, είναι ανακλασvτική.
Αν V υποσvύνολο του H τότε η κλεισvτή γραμμική θήκη του V σvυμβολίζεται

με clsV.
Το πεδίο τιμών του τελεσvτή A σvυμβολίζεται με ranA.

Μια ακολουθία {xn}∞1 διανυσvμάτων ενός χώρου Hilbert H ονομάζεται πλήρης αν

ισvχύει cls{xn : n ≥ 1} = H
και ονομάζεται βάσvη του H αν για κάθε x ∈ H υπάρχει μια μοναδική ακολουθία

{an}∞1 μιγαδικών αριθμών τέτοια ώσvτε x =
∑

anxn.

Η ακολουθία {xn}∞1 ονομάζεται ελαχισvτική αν xn /∈ cls{xm : n 6= m} για κάθε

n ≥ 1.
Επίσvης μια ακολουθία {xn}∞1 είναι ελαχισvτική αν και μόνο αν υπάρχει μια ακολουθία

{yn}∞1 διορθογώνια σvτην {xn},δηλαδή υπάρχει ακολουθία {ym} έτσvι ώσvτε να ισvχύει

< xn, ym >= 1 για n = m και < xn, ym >= 0 για n 6= m.

Αν {xn}∞1 είναι πλήρης και ελαχισvτική η διορθογώνια ακολουθία {yn}∞1 είναι μοναδική.

Η ακολουθία {xn}∞1 λέγεται ότι είναι ισvχυρά πλήρης αν είναι πλήρης και ελαχι-

σvτική και για κάθε x ∈ H είναι x ∈ cls{xn :< x, yn >6= 0}, όπου η ακολουθία

{yn}∞1 είναι η διορθογώνια ακολουθία σvτην {xn}∞1 .

΄Ενα διάνυσvμα x ∈ H ονομάζεται root vector του A ∈ B(H) αντίσvτοιχο της ιδιο-

τιμής λ αν (A− λI)nx = 0, για κάποιο n.

Θα λέμε ότι ο A ∈ B(H) δέχεται φασvματική σvύνθεσvη αν για κάθε αναλλοίωτο

υπόχωρο M του τελεσvτή A το σvύνολο των root vectors του A που περιέχονται

σvτον M , είναι πλήρες σvτον M.

΄Ενας σvυμπαγής τελεσvτής A ονομάζεται πλήρης αν το σvύσvτημα των root vectors
του A που αντισvτοιχούν σvτις μη μηδενικές ιδιοτιμές είναι πλήρες σvτο H.

Λέμε ότι ο Α δέχεται αυσvτηρή φασvματική σvύνθεσvη αν ο περιορισvμός του

τελεσvτή σvε κάθε αναλλοίωτο υποχωρό του είναι πλήρης τελεσvτής.
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4.3 Υπάλγεβρες του B(X)

Ορισμός. 4.3.1

΄Ενας υπόχωρος M ⊆ X(με υπόχωρο εννοούμε κλεισvτό υπόχωρο) του X λέμε ότι

είναι αναλλοίωτος από τον T ∈ B(X) αν T (M) ⊆M, δηλαδή Tx ∈M ∀ x ∈M.

Ορισμός. 4.3.2

Ο τελεσvτής T ∈ B(X) λέγεται full αν T (M) = M για κάθε αναλλοίωτο υπόχωρο

M του T .

Θεώρημα. 4.3.3

Αν A είναι μια υποάλγεβρα του B(X) ,που περιέχει τον ταυτοτικό τελεσvτή, τότε η

κλεισvτότητα της A σvτην ισvχυρή τοπολογία κλεισvτών

ισvούται με:

{B ∈ B(X) : Lat A(n) ⊆ Lat B(n) ∀n}

όπου A(n) = A⊕ A⊕ ...⊕ A (n φορές) και A(n) = {A(n) : A ∈ A}.

Ορισμός. 4.3.4

Ονομάζουμε μεγισvτική αβελιανή άλγεβρα μια υπάλγεβρα του B(X) που είναι

μεγισvτική ως αβελιανή.

Παρατήρησvη

Είναι εύκολο να δούμε ότι η άλγεβρα A είναι μεγισvτική αβελιανή άλγεβρα αν και μόνο

αν A = A′.
Επίσvης αν A είναι αντιμεταθετικό σvύνολο τελεσvτών και η άλγεβρα A′ είναι αβελιανή
τότε A′ είναι μεγισvτική αβελιανή.

4.4 Ακολουθίες διανυσvμάτων

΄Εσvτω X ένας χώρος Banach.
΄Ενας μιγαδικός αριθμός λ ∈ C ονομάζεται ιδιοτιμή ενός τελεσvτή T ∈ B(X) αν

υπάρχει ένα μη-μηδενικό διάνυσvμα x ∈ X τέτοιο ώσvτε Tx = λx ή (λI − T )x = 0.
Το διάνυσvμα x ονομάζεται ιδιοδιάνυσvμα του T που σvχετίζεται με την ιδιοτιμή λ.

Ο χώρος {x ∈ X : (λI − T )x = 0} ονομάζεται ιδιόχωρος του T με αντίσvτοιχη

ιδιοτιμή το λ.

Λέμε ότι το λ είναι απλή ιδιοτιμή και x απλό ιδιοδιάνυσvμα του T αν ο ιδιόχωρος με

αντίσvτοιχη ιδιοτιμή λ έχει διάσvτασvη ένα.
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Ορισμός. 4.4.1

Μια ακολουθία {xn}∞1 που ανήκει σvε έναν άπειρης διάσvτασvης χώρο Banach X ονο-

μάζεται βάσvη του X αν για κάθε x ∈ X

υπάρχει μια μοναδική ακολουθία αριθμών {an}∞1 ⊆ C τέτοια ώσvτε: x =
∞∑
i=1

aixi.

4.5 Άλγεβρα R′

Θεωρούμε το σvύνολο των διανυσvμάτων xn = (1,
1

2
,
1

3
, ...,

1

n
, 0...) n ≥ 1 σvτον l2.

Η μοναδική διορθογώνια ακολουθία του {xn} είναι η ακολουθία {yn}∞1 όπου η yn
έχει τη μορφή

yn = (0, ..., 0, n,−(n+ 1), 0, ...) n ≥ 1.
↑

n−οσvτη θέσvη

Προφανώς ισvχύει cls{xn : n ≥ 1} = l2 και επίσvης η {xn} είναι πλήρης και ελαχισvτική.

Θεωρούμε το διάνυσvμα z0 = (1,
1

2
,
1

3
, ...) .

Επειδή είναι < z0, yn >= 0 ∀n ⇒ z0 /∈ cls{yn : n ≥ 1} και

σvυνεπώς η ακολουθία {yn}∞1 δεν είναι πλήρης .

Επίσvης αφού z0 /∈ cls{xn :< z0, yn >6= 0} η ακολουθία {xn} δεν είναι ισvχυρά πλήρης.

Στη σvυνέχεια θα εξετάσvουμε τους φραγμένους γραμμικούς τελεσvτές σvτον l2 οι οποίοι

έχουν την ακολουθία {xn}∞1 ως ιδιοδιανύσvματα.

΄Εσvτω R μια αντιμεταθετική οικογένεια τελεσvτών πρώτης τάξης σvε έναν διαχωρίσvιμο

χώρο Hilbert H.

Θέτουμε X0 = cls{ranR : R ∈ R} και Y0 = cls{ranR∗ : R ∈ R}

Πρόταση. 4.5.1

Μια αντιμεταθετική οικογένεια τελεσvτών πρώτης τάξηςR είναι μεγισvτική αν και μόνο

αν ισvχύουν οι ακόλουθες σvυνθήκες:

i)R είναι κλεισvτό ως προς τον πολλαπλασvιασvμό μη μηδενικών μιγαδικών αριθμών

ii)Y ⊥0 ⊆ X0

iii)R περιέχει κάθε τελεσvτή πρώτης τάξης της μορφής e⊗ f
με 0 6= f ∈ Y ⊥0 και 0 6= e ∈ X⊥0
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Πρόταση. 4.5.2

΄Εσvτω R μεγισvτική οικογένεια τελεσvτών πεπερασvμένης τάξης.

Για κάθε A,B ∈ R′ έχουμε,

AB −BA = EAGBF − EBGAF

όπου E,F και G είναι οι προβολές επί των χώρων X⊥0 , Y
⊥
0 και X0

⋂
Y0 αντίσvτοιχα.

Οι επόμενες δύο προτάσvεις είναι τα Πορίσvματα 2.2 και 4.2 από το [7] και θα μας

χρειασvτούν για τη μελέτη των αλγεβρών που διαπραγματευόμασvτε.

Πρόταση. 4.5.3

Αν είναιX0 = H ή Y0 = H καιR είναι κλεισvτό ως προς τον βαθμωτό πολλαπλασvιασvμό

με μη μηδενικούς μιγαδικούς αριθμούς τότε το R είναι μεγισvτικό.

Απόδειξη.

Προκύπτει άμεσvα από την πρότασvη 4.5.1. .

Πρότασvη. 4.5.4

Αν R είναι μια μεγισvτική αντιμεταθετική οικογένεια τελεσvτών πρώτης τάξης τότε

οποιαδήποτε από τις σvυνθήκες X0 = H , Y0 = H , X0

⋂
Y0 = {0} σvυνεπάγεται ότι

η R′ είναι αβελιανή.

Απόδειξη.

Αν X0 = H ή Y0 = H ή X0

⋂
Y0 = {0} τότε από τη πρότασvη 4.5.2 προκύπτει ότι

E = 0 ή F = 0 ή G = 0.
Αν ισvχύει μια από τις τρείς σvυνθηκές τότε ισvχύει ότι AB = BA.

Η τελευταία σvχέσvη υποδεικνύει ότι R′ είναι αβελιανή.

΄Εσvτω ότι R = {λ(yn ⊗ xn) , n ≥ 1 , λ ∈ C\{0}} όπου {xn}∞1 ,{yn}∞1 είναι οι α-

κολουθίες που ορίσvαμε σvτην αρχή.Λαμβάνοντας υπόψιν τη μορφή των ακολουθιών

{xn} , {yn} παρατηρούμε ότι το R είναι αντιμεταθετική οικογένεια και από τη πρό-

τασvη 4.5.3 και όσvα αναφέραμε πιό πάνω είναι μεγισvτικό. Αν R′ είναι ο μεταθέτης του

R τότε αφού X0 = cls{xn : n ≥ 1} = l2 και R′ είναι μεγισvτική αβελιανή αν και

μόνο αν είναι αβελιανή, από τη πρότασvη 4.5.4, έχουμε ότι R′ είναι μεγισvτική αβελιανή

υπάλγεβρα του B(l2).
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΄Εσvτω T ∈ R′.Τότε κάθε διάνυσvμα xn είναι ένα ιδιοδιάνυσvμα του T .

Ισvχύει και το αντίσvτροφο.

Πράγματι,

Υποθέτουμε ότι υπάρχει μια ακολουθία {λn}∞1 βαθμωτή τέτοια ώσvτε Txn = λnxn,

όπου T είναι φραγμένος τελέσvτης σvτο l2.

Τότε ισvχύει

< T ∗ym − λmym, xn >=< ym, λnxn > −λm < ym, xn >

= (λn − λm) < ym, xn >= 0,

για κάθε n,m

και επειδή cls{xn : n ≥ 1} = l2 έχουμε ότι T ∗ym = λmym, για κάθε m ≥ 1.

Συνεπώς T (ym ⊗ xm) = ym ⊗ Txm = λm(ym ⊗ xm)

και (ym ⊗ xm)T = T ∗ym ⊗ xm = λm(ym ⊗ xm) για κάθε m.

Επομένως ο T αντιμετατίθεται με κάθε σvτοιχείο του R και άρα T ∈ R′.
΄Εσvτω {φn}∞1 η κανονική ορθοκανονική βάσvη του l2 και για T ∈ R′ θεωρούμε τον

πίνακα του T ως προς τη βάσvη {φn}∞1 .

΄Εχουμε ότι λn είναι οι ιδιοτιμές του T με αντίσvτοιχα ιδιοδιανύσvματα τα xn, δηλαδή

Txn = λnxn ∀ n.

Αν [T ] = (kij) τότε kij =< Tφj,φi >.

Επίσvης είναι φn = nxn − nxn−1 ∀n > 1, οπότε:

kij =< Tφj,φi >=< T (jxj−jxj−1, ixi−ixi−1 >=< λjjxj−λj−1jxj−1, ixi−ixi−1 >
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=


0 αν i > j

si αν i = j
1

i
aj αν j > i

όπου

a1 = λ1

a2 = 2λ2 − 2λ1
.
.
.

an = nλn − nλn−1
.
.
.

κ.λ.π.

ο πίνακας T ως προς την {φn} έχει τη μορφή:



a1 a2 a3 a4 a5..

0 s2
1

2
a3

1

2
a4

1

2
a5..

0 0 s3
1

3
a4

1

3
a5..

0 0 0 s4
1

4
a5..

. . . . ...

. . . . ...

. . . . ...


όπου όπως προαναφέραμε {an}∞1 είναι μια ακολουθία μιγαδικών αριθμών

και sn =
∑n

k=1

1

k
ak.

Πρόταση. 4.5.5

΄Εσvτω {an}∞1 είναι ακολουθία μιγαδικών αριθμών και έσvτω ότι sn =
∑n

k=1

1

k
ak.

Αν ηn = snξn +
1

n

∑∞
m=n+1 amξm τότε η απεικόνισvη T : l2 → l2 τέτοια ώσvτε

(ξ1,ξ2, ..., ξn, ...)→ (η1, η2, ..., ηn, ...)
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ορίζει ένα φραγμένο γραμμικό τελεσvτή σvτον l2 αν και μόνο αν a = {an}∞1 ανήκει

σvτον l2.

Απόδειξη.

Υποθέτουμε ότι ο T είναι φραγμένος γραμμικός τελεσvτής που ανήκει σvτο B(l2).Τότε

αφού

< T ∗φ1,φn >=< φ1, Tφn >= an, αφού Tφn = (an,
1

2
an, ...,

1

n− 1
an, sn, 0, 0, ...),

(η n−οσvτή σvτήλη του πίνακα [T ])

και ∑∞
n=1 |an|2 =

∑∞
n=1 | < T ∗φ1,φn > |2 = ||T ∗φ1||2 <∞

έχουμε ότι {an}∞n=1 ∈ l2 και σvυνεπώς a ∈ l2.

Αντισvτρόφως, έσvτω a = {an}∞1 ∈ l2 και θεωρούμε τον διαγώνιο τελεσvτή D που

ορίζεται ως Dφn = snφn,n ≥ 1.

Τότε |sn| = |
∑∞

k=1

1

k
ak| ≤ (

∑n
k=1

1

k2
)1/2(

∑n
k=1 |ak|2)1/2 ≤

π
√
6

6
||a||.

Συνεπώς η {sn}∞1 είναι φραγμένη ακολουθία και άρα D είναι φραγμένος τελεσvτής.

΄Αρα αρκεί να δείξω ότι A = T −D είναι φραγμένος.

Αλλά ο A απεικονίζει το x = (ξ1, ξ2, ...., ξn, ...) σvτο {η1, η2, ..., ηn, ...},

όπου ηn =
1

n

∑∞
m=n+1 amξm.

Επίσvης ισvχύει

||Ax||2 =
∑∞

n=1

1

n2
|
∑∞

m=n+1 amξm|2

≤
∑∞

n=1

1

n2
(
∑∞

m=n+1 |am|2)(
∑∞

m=n+1 |ξm|2)

≤ ||a||2||x||2
∑∞

n=1

1

n2
=

π
2

6
||a||2||x||2

72



4 Αντιμεταθετικές οικογένειες τελεσvτών πρώτης τάξης

και σvυνεπώς ||A|| ≤ π
√
6

6
||a||.

Αφού ο A είναι φραγμένος σvυνεπάγεται ότι ο T είναι φραγμένος και έχουμε ότι

||T || ≤ ||D||+ ||S||≤ supn|sn|+
π
√
6

6
||a||≤ π

√
6

6
||a||+ π

√
6

6
||a||≤ π

√
6

3
||a||.

Πόρισμα. 4.5.6

Η άλγεβρα R′με την norm-τοπολογία και ο χώρος Hilbert l2 είναι τοπολογικά ισvό-

μορφοι.

Απόδειξη.

Η πρότασvη 4.5.5 μας λέει ότι υπάρχει μια γραμμική ‘1-1’ απεικόνισvη y από τον l2 επί

της R′.
Επομένως αρκεί να δείξουμε ότι y και y−1 είναι φραγμένες απεικονίσvεις.

Αν T αντισvτοιχεί σvτο a ∈ l2 με a = {an}∞1 τότε

||T a||2 =
∑∞

n=1 |snan +
1

n

∑∞
m=n+1 amam|2 ≥ |s1a1 +

∑∞
m=2 |am|2|2 = ||a||4

και σvυνεπώς

||T || = sup{||Tx||, x ∈ l2, ||x|| = 1}≥ ||Ta||
||a||

≥ ||a||

Λαμβάνοντας υπόψιν τα παραπάνω προκύπτει :

||a|| ≤ ||T || ≤ π
√
6

3
||a||

το οποίο σvυνεπάγεται ότι y και y−1είναι σvυνεχείς.

Πρόταση. 4.5.7

΄Εσvτω ότι ο τελεσvτής T επί του l2 προσvδιορίζεται από την ακολουθία {an}∞1 όπως

σvτην πρότασvη 4.5.5.

Τότε ο T είναι σvυμπαγής αν και μόνο αν sn → 0 καθώς n→∞.
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Απόδειξη.

Υποθέτουμε ότι ο T είναι σvυμπαγής και αφού κάθε sn είναι ιδιοτιμή του T σvυνεπάγεται

ότι sn → 0 με n→∞

Αντισvτρόφως, αν D είναι ο διαγώνιος τελεσvτής που ορίζεται ως Dφn = snφn , όπου

{φn} είναι η σvυνήθης βάσvη του l2, τότε η σvυνθήκη sn → 0 όταν n→∞
σvυνεπάγεται ότι ο D είναι σvυμπαγής.

Πράγματι, έσvτω Dn ο διαγώνιος τελεσvτής με διαγώνιο (s1, s2, ..., sn, 0, 0, ...) τότε

D −Dn είναι διαγώνιος με διαγώνιο (0, ..., 0, sn+1, sn+2, ...),
οπότε ||D −Dn|| = supk|sn+k|.

Επομένως αν sn → 0 τότε ||D−Dn|| → 0 και επειδή Dn , n ≥ 1 είναι πεπερασvμένης

τάξης τελεσvτές, έπεται ότι D σvυμπαγής.

΄Εσvτω A = T −D. Αρκεί να δείξουμε ότι A σvυμπαγής.

Ορίζουμε την ακολουθία AN , N ≥ 2 με ANx = y όπου, αν x = {ξn}∞1 και y =
{ηn}∞1 τότε

ηn =


1

n

∑∞
m=n+1 amξm n ≤ N − 1

0 n ≥ N

Για κάθε N ο AN είναι πεπερασvμένης τάξης τελεσvτής και (A− AN)x = y

όπου ηn =
1

n

∑∞
m=n+1 bmξm και

bm =

{
0 m ≤ N

am m ≥ N + 1

Αν b = {bn}∞1 τότε εργαζόμενοι όπως σvτην απόδειξη της πρότασvης 4.5.5

έχουμε:

||A− AN || ≤
π
√
6

3
||b|| = π

√
6

3
(
∑∞

m=N+1 |am|2)1/2.
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Αφού a ∈ l2 σvυνεπάγεται ότι limN→∞
∑∞

m=n+1 |am|2 → 0 και επομένως AN → A,

N →∞ ως προς τη νόρμα.

Συνεπώς ο A είναι το όριο ως προς τη νόρμα ακολουθίας τελεσvτών πεπερασvμένης

τάξης και επομένως είναι σvυμπαγής.

Παρατήρησvη

Μπορούμε εύκολα να βρούμε έναν σvυμπαγή τελεσvτή σvτο R′.
΄Εσvτω ότι a1 = 1 και an = − 1

n− 1
, n ≥ 2.

Τότε sn =
1

n
και σvυνεπώς limn→∞sn = 0.

Επομένως ο τελεσvτής Τ που αντισvτοιχεί σvτην ακολουθία {an}∞1 με βάσvη την πρότασvη

4.5.7 είναι σvυμπαγής.

Πρόταση. 4.5.8

΄Εσvτω T είναι ένας τελεσvτής επί του l2 οριζόμενος από την ακολουθία {an}∞1 , όπως
σvτην πρότασvη 4.5.5.

Τότε ο T είναι σvυμπαγής αν και μόνο αν το διάνυσvμα a = {an}∞1 είναι ορθογώνιο με

το διάνυσvμα z0 = (1,
1

2
,
1

3
, ...).

Απόδειξη.

Προφανώς ισvχύει limn→∞sn = 0 αν και μόνο αν
∑∞

k=1(1/k)ak = 0 το οποίο σvημαίνει

ότι το a είναι ορθογώνιο με το z0.

Παρατήρησvη

΄Ενας απλός υπολογισvμός μας δείχνει ότι για οποιοδήποτε T ∈ R′ το διάνυσvμα z0
είναι ένα ιδιοδιάνυσvμα του T με αντίσvτοιχη ιδιοτιμή

∑∞
κ=1

(1/k)ak, όπου an είναι η

ακολουθία που προσvδιορίζει τον τελεσvτή T .

Θέτουμε zn = z0 − xn = (0, 0, ...,
1

n+ 1
,

1

n+ 2
, ...).

↑
n−οσvτή θέσvη

Αν θέσvουμε zn = z0−xn = (0, 0, ...,
1

n+ 1
,

1

n+ 2
, ...) τότε είναι xn = (1,

1

2
,
1

3
, ...,

1

n
, 0, ...)

↑
n−οσvτή θέσvη

και Txn = snxn, ∀n ≥ 1(βλέπε απόδειξη πρότασvης 4.5.4)
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΄Εχουμε την παρακάτω πρότασvη:

Πρόταση. 4.5.9

΄Εσvτω T τελεσvτής σvτον l2 που προσvδιορίζεται από μια ακολουθία a = {an}∞1 .

Τότε zn = z0−xn είναι ένα ιδιοδιάνυσvμα του T αν και μόνο αν η ακολουθία {an}∞1 είναι

ορθογώνια με την ακολουθία zn.
΄Οταν zn είναι ένα ιδιοδιάνυσvμα του T η αντίσvτοιχη ιδιοτιμή του είναι sn =

∑∞
k=1(1/k)ak.

Απόδειξη.

΄Εχουμε ότι xn = z0 − zn,Tz0 = (
∑∞

k=1(1/k)ak)z0 και Txn = snxn

Τότε προκύπτει ότι

Tzn = Tz0 − Txn

= (
∑∞

k=1

1

k
ak)z0 − (

∑n
k=1

1

k
ak)xn

= (
∑n

k=1

1

k
ak)zn + (

∑∞
k=n+1

1

k
ak)z0

= snzn + (
∑∞

k=n+1

1

k
ak)z0

Η ισvότητα αυτή μας δείχνει ότι Tzn = snzn αν και μόνο αν (
∑∞

k=n+1(1/k)ak)z0 = {0}
το οποίο είναι ισvοδύναμο με τη σvχέσvη

∑∞
k=n+1(1/k)ak = 0,

το οποίο επίσvης είναι ισvοδύναμο με a είναι κάθετο με το zn και σvυνεπώς προκύπτει

αυτό που θέλουμε .

Πρόταση. 4.5.10

΄Εσvτω T τελεσvτής επί του l2 που προσvδιορίζεται από μια ακολουθία a = {an}∞1 .Αν

sm 6= sn για m 6= n και το διάνυσvμα a = {an}∞1 δεν είναι ορθογώνιο με κανένα από

τα διανύσvματα zn n ≥ 1 τότε ο τελεσvτής T έχει απλές ιδιοτιμές.

Απόδειξη.

Αρκεί να δείξουμε ότι τα μόνα ιδιοδιανύσvματα τουΤ είναι τα μη-μηδενικά βαθμωτά

πολλαπλάσvια των διανυσvμάτων xn,n ≥ 1 και z0.
Υποθέτουμε ότι Tx = λx με x = (ξ1, ξ2, ....), x /∈ cls{z0} και υποθέτουμε ότι r είναι

ο μικρότερος θετικός ακέραιος τέτοιος ώσvτε rξr 6= (r + 1)ξr+1.

Τότε έχουμε λξr = srξr +
1

r

∑∞
m=r+1 amξm

Αν πολλαπλάσvιασvω με r η παραπάνω σvχέσvη γίνεται λrξr = rsrξr +
∑∞

m=r+1 amξm(1)

76



4 Αντιμεταθετικές οικογένειες τελεσvτών πρώτης τάξης

Επίσvης ισvχύει λξr+1 = sr+1ξr+1 +
1

1 + r

∑∞
m=r+2 amξm

= srξr+1 +
1

1 + r

∑∞
m=r+1 amξm

Ισvοδύναμα λ(r + 1)ξr+1 = (r + 1)srξr+1 +
∑∞

m=r+1 amξm (2)

Από (1) και (2) έχουμε λ(rξr − (r + 1)ξr+1) = sr(rξr − (r + 1)ξr+1)⇒λ = sr.

Επίσvης λξr+2 = sr+2ξr+2 +
1

r + 2

∑∞
m=r+3 amξm

= sr+1ξr+2 +
1

r + 2

∑∞
m=r+2 amξm.

Ισvοδύναμα λ(r + 2)ξr+2 = (r + 2)sr+1ξr+2 +
∑∞

m=r+2 amξm(3)

Αφαιρώ τη σvχέσvη (3) από τη σvχέσvη (2) και προκύπτει :

λ[(r + 1)ξr+1 − (r + 2)ξr+2] = sr(r + 1)ξr+1 + ar+1ξr+1 − (r + 2)sr+1ξr+2

λ[(r + 1)ξr+1 − (r + 2)ξr+2] = sr+1[(r + 1)ξr+1 − (r + 2)ξr+2]

Επίσvης γνωρίζουμε ότι λ = sr και από υπόθεσvη sr 6= sr+1 σvυνεπώς

(r + 1)ξr+1 = (r + 2)ξr+2.

Λαμβάνοντας υπόψιν ότι sr 6= sr+k k ≥ 1 με επαγωγή έχουμε

ξr+k =
r + 1

r + k
ξr+1 , k ≥ 1 (4)
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Από την (2) και λ=sr προκύπτει
∑∞

m=r+1 amξm = 0⇒ ξr+1(
∑∞

m=r+1(1/m)am) = 0.

Από υπόθεσvη έχουμε ότι

∑∞
m=r+1(1/m)am 6= 0

και σvυμπεραίνουμε ότι ξr+1 = 0⇒ ξr+k = 0 ∀k ≥ 1.

Επομένως το x είναι ένα βαθμωτό πολλαπλάσvιο του xr = (1,
1

2
,
1

3
, ...,

1

r
, ...)

Παρατήρησvη

Η σvυνθήκη sn 6= sm για n 6= m δηλώνει ότι το διάνυσvμα a = {an}∞1 μπορεί να είναι

ορθογώνιο το πολύ σvε ένα από τα

διανύσvματα zn n ≥ 1. Πράγματι αν a είναι ορθογώνιο με το zn και zm με n > m,

τότε

0 =
∑∞

k=m+1

1

k
ak

=
∑n

k=m+1

1

k
ak +

∑∞
k=n+1

1

k
ak

=
∑n

k=m+1

1

k
ak = sn − sm ⇒ sn = sm.

Πόρισμα. 4.5.11

΄Εσvτω T ένας τελεσvτής επί του l2 που προσvδιορίζεται από την ακολουθία {an}∞1 .Αν

sn 6= sm για m 6= n τότε τα μόνα ιδιοδιανύσvματα του T είναι μη-μηδενικά βαθ-

μωτά πολλαπλάσvια των διανυσvμάτων z0, xn για n ≥ 1 και ενδεχομένως ένα απο τα

διανύσvματα zn για n ≥ 1.

Απόδειξη.

Η απόδειξη προκύπτει από τις προτάσvεις 4.5.9 , 4.5.10 και την προηγούμενη παρατή-

ρησvη.

Παρατήρησvη

Αν T είναι ένας σvυμπαγής τελεσvτής σvτην R′ τότε Tz0 = 0 και έτσvι ο ker(T ) δεν

είναι τετριμένος.
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Αν ο T ικανοποιεί τις σvυνθήκες της πρότασvης 4.5.10 τότε ο kerT είναι ο υπόχωρος

που παράγεται από το διάνυσvμα z0.

Αυτό αποδεικνύεται ως εξής:

Υποθέτουμε ότι Tx = 0 για κάποια x ∈ l2 με 0 6= x = (ξ1, ξ2, ...).

Τότε ηn = snξn +
1

n

∑∞
m=n+1 amξm = 0 ∀n ≥ 1.

΄Εσvτω η1 = η2 ⇒ a1(ξ1 −
1

2
ξ2) = 0.

Επειδή η ακολουθία {an}∞1 είναι ορθογώνια με το z0 πρέπει a1 6= 0 αλλιώς η ακολου-

θία {an}∞1 θα είναι ορθογώνια με το z1που είναι αντίθετο με την υπόθεσvη.

΄Αρα ισvχύει ξ2 =
1

2
ξ1.

Επίσvης αφού το {an}∞1 δεν είναι ορθογώνιο με κανένα από τα zn,n ≥ 1,
σvυνεπάγεται ότι sn 6= 0 ∀n ≥ 1.
Συνεπώς με επαγωγή προκύπτει ότι ξn = (1/n)ξ1 για όλα τα n ≥ 1.
΄Αρα το x είναι πολλαπλάσvιο του z0.

Σχόλιο

Στη σvυνέχεια θα δούμε μια νέα κατηγορία σvυμπαγών τελεσvτών οι οποίοι έχουν απλές

ιδιοτιμές και μια πλήρη ακολουθία ιδιοδιανυσvμάτων

και δεν επιδέχονται αυσvτηρή φασvματική σvύνθεσvη.

Θεώρημα. 4.5.12

΄Εσvτω A είναι ένας σvυμπαγής τελεσvτής του οποίου όλα τα μη-μηδενικά ιδιοδιανύσvματα

είναι απλά και έσvτω {xn}∞1 είναι η αντίσvτοιχη ακολουθία των ιδιοδιανυσvμάτων.Ο

τελεσvτής A επιδέχεται αυσvτηρή φασvματική σvύνθεσvη αν και μόνο αν η ακολουθία

{xn}∞1 είναι ισvχυρά πλήρης.

Αν ker(A) = {0} τότε αρκεί ο A να δέχεται φασvματική σvύνθεσvη.

Πόρισμα. 4.5.13

Αν T είναι ένας σvυμπαγής τελεσvτής σvτονR′ και ικανοποιεί τις σvυνθήκες της πρότασvης

4.5.10 τότε ο τελεσvτής A δεν επιδέχεται αυσvτηρή φασvματική σvύνθεσvη.

Απόδειξη.

Προκύπτει άμεσvα απο το Θεώρημα 4.5.12 , την πρότασvη 4.5.10 και την παρατήρησvη

που είναι αμέσvως μετά την πρότασvη 4.5.10. .
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4.6 Ανακλασvτικό Αποτέλεσvμα

Ανάλογα παραδείγματα αντιμεταθετικών μεγισvτικών αλγεβρών έχουν μελετηθεί και

από τους Erdos και Longstaff σvτις εργασvίες [6], [7].
Στην παράγραφο αυτή θα δώσvουμε ικανές σvυνθήκες ώσvτε ένας σvυμπαγής τελεσvτής

της άλγεβρας που δίνεται σvτο παράδειγμα 8 του [7] να είναι ανακλασvτικός και να

δέχεται φασvματική σvύνθεσvη.

΄Εσvτω {φn}∞1 είναι μια ορθοκανονική βάσvη του l2
Θέτουμε

fn =
∑n

m=1 φm και en = φn − φn+1 ∀n ≥ 1

Τότε οι ακολουθίες {fn}∞1 και {en}∞1 είναι διορθογώνιες και κάθε μια από αυτές είναι

πλήρης και ελαχισvτική.

Επίσvης έχει δειχθεί ότι η ακολουθία {fn}∞1 είναι ισvχυρά πλήρης, οπότε ομοίως είναι

και η {en}∞1 .

Επιπλέον αν R = {λen ⊗ fn) : λ ∈ C\{0}, n ≥ 1} και A(R) είναι ισvχυρά κλεισvτή

άλγεβρα που παράγεται απο την R τότε A(R) = R′ είναι μεγισvτική αβελιανή.

Η παρακάτω πρότασvη αποτελεί αναδιατύπωσvη των προτάσvεων 6.1 και 6.3 [7] και θα

χρησvιμοποιηθεί για την απόδειξη του βασvικού μας αποτελέσvματος σvτη σvυνέχεια.

Πρόταση. 4.6.1

΄Εσvτω {an}∞1 μια ακολουθία των μιγαδικών αριθμών και έσvτω sn =
∑n

m=1 am.

Αν

ηn = snξn +
∑∞

m=n+1 amξm

τότε η απεικόνισvη (ξ1, ξ2, ξ3, ...)→ (η1, η2, η3, ...)
ορίζει ένα φραγμένο γραμμικό τελεσvτή A επί του l2 αν και μόνο αν

i)η ακολουθία sn είναι φραγμένη

ii)supnn
∑∞

m=n+1 |am|2 <∞

Ο τελεσvτής A είναι σvυμπαγής αν και μόνο αν

iii) sn → 0 καθώς n→∞

και
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iv) n
∑∞

m=n+1 |am|2 → 0 καθώς n→∞

v)||A|| ≤ sup
n
|sn|+ (6sup

n
n
∞∑
|am|2)1/2
m=n+1

Ο πίνακας αυτού του τελεσvτή ως προς τη κανονική βάσvη του l2 είναι :



a1 a2 a3 a4 a5 . . .
0 s2 a3 a4 a5 . . .
0 0 s3 a4 a5 . . .
0 0 0 s4 a5 . . .
0 0 0 0 s5 . . .
. . . . . . . .
. . . . . . . .
. . . . . . . .


.

Πρόταση. 4.6.2

΄Εσvτω A ένας σvυμπαγής τελεσvτής επί του l2 με αντίσvτοιχη ακολουθία a = {an}∞1 όπως

ορίζεται σvτην πρότασvη 4.6.1. .

Αν η ακολουθία {sn}∞1 των μερικών αθροισvμάτων είναι πραγματική,γνησvίως μονότονη

και ισvχύει sn ≤M/
√
n ,n ≥ 1 ,

όπου M είναι μια θετική σvταθερά, τότε ο τελεσvτής A είναι ανακλασvτικός και επιδέ-

χεται φασvματική σvύνθεσvη.

Απόδειξη.

Θεωρούμε sn > 0 για όλα τα n, αφού μπορούμε να θεωρήσvουμε −A αντί για A.

Ορίζω Kn =
∑n

m=1 smRm για κάθε n ∈ N,όπου Rm = em ⊗ fm, m ∈ N

Τότε Kn ∈ A(R) για κάθε n ∈ N και για κάθε ακέραιο n ≥ 1 μέσvω του ορισvμού της

πρότασvης 4.6.1 η Kn αντισvτοιχεί σvτην ακολουθία {a′
m}∞1 με

a′m =


am m ≤ n

−sn m = n+ 1

0 m > n+ 1

Αν {s′m}∞1 είναι η αντίσvτοιχη ακολουθία μερικών αθροισvμάτων τότε :
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s′m =

{
s′m m ≤ n

0 m > n

Λαμβάνοντας υπόψιν την πρότασvη 4.6.1 για κάθε n έχουμε :

||Kn|| ≤ supk|s′k|+
√
6{supkk

∑∞
m=k+1 |a′m|2}1/2

= supk≤n|sk|+
√
6{supk≤n[k

∑n
m=k+1 |am|2 + k|sn|2]}1/2.(5)

Επειδή A είναι ένας σvυμπαγής φραγμένος τελεσvτής σvτο A(R) υπάρχει μια θετική

σvταθερά M1 τέτοια ώσvτε

k
∑∞

m=k+1 |am|2 < M1 ∀k ≥ 1.

Επίσvης από την υπόθεσvη, αν k ≤ n έχουμε

k|sn|2 ≤ ns2n

≤ n(M/
√
n)2 = M2

.

Με βάσvη τη σvχέσvη (5) προκύπτει

||Kn|| ≤M +
√
6[M1 +M2]1/2.

΄Αρα η ακολουθία {Kn}∞1 τελεσvτών είναι φραγμένη ως προς τη νόρμα.

Επίσvης για n > m έχουμε

Knfm = smfm = Afm
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και για κάθε σvταθερά m η ακολουθία {Knfm}∞1 σvυγκλίνει σvτο Afm.

Η ακολουθία {fm}∞1 είναι πλήρης σvτον l2 και {Kn}∞1 είναι φραγμένη ως προς τη

νόρμα.

Αυτό δείχνει ότι η {Kn}∞1 σvυγκλίνει ισvχυρά σvτον A.

Αυτό αποδεικνύεται ως εξής :

Θεωρούμε ότι ένα x ∈ l2.
Τότε για ε > 0 υπάρχει ένας ακέραιος r τέτοιος ώσvτε :

||x−
∑r

i=1 λιfi|| < ε όπου λi ∈ C i = 1, 2, ..., r.

΄Εσvτω n > r.Τότε ισvχύει

||Knx− Ax|| = ||Knx−
∑r

i=1 λiKnfi +
∑r

i=1 λiKnfi − Ax||

≤ ||Kn|| ||x−
∑r

i=1 λifi||+ ||
∑r

i=1 λiAfi − Ax||

≤ ε(||Kn||+ ||A||)

Ισvχύει ότι ||Knx − Ax|| → 0 καθώς n → ∞, αφού η ακολουθία Kn είναι φραγμένη

ως προς τη νόρμα.

Συνεπώς,

A =
∑∞

n=1 snRn σvτην ισvχυρή τοπολογία τελεσvτών.

Θα δείξουμε σvτη σvυνέχεια ότι η ισvχυρά κλεσvτή άλγεβρα A που παράγεται από το A
και το ταυτοτικό τελεσvτή ισvούται με την A(R).
Είναι αρκετό να δείξουμε ότι Rn ∈ A για κάθε n ∈ N.
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΄Εσvτω x ∈ l2.

Τότε αφού A =
∑∞

n=1 snRn(ισvχυρά) και RmRn = δnmRn , έχουμε:

||(A
s1
)kx−R1x|| = ||

1

s1

∑∞
n=2(

sn
s1
)k−1snRnx||

≤ 1

s1
(
sn
s1
)k−1||

∑∞
n=2 snRnx||. (6)

Αφού
∑∞

n=1 snRnx = Ax η ακολουθία {
∑∞

n=k snRnx}∞k=1 σvυγκλίνει σvτο μηδέν και

άρα είναι φραγμένη.

Συνεπώς το δεξί μέρος της (6) τείνει σvτο μηδέν καθώς k →∞.

Αυτό δηλώνει ότι R1 ∈ A.

Τώρα αν θέσvουμε A1 = A− s1R1 τότε

||(A1

s2
)kx−R2x|| ≤

1

s2
(
s3
s2
)k−1||

∑∞
n=3 snRnx||

που σvημαίνει ότι ||(A1

s2
)kx−R2x|| → 0 με k →∞ και σvυνεπώς R2 ∈ A.

Χρησvιμοποιώντας την επαγωγή παίρνουμε Rn ∈ A για όλα τα n ∈ N.

΄Αρα A = A(R).

Αφού R είναι μια αντιμεταθετική οικογένεια , έχουμε LatR = LatA(R) και αφού

A(R) είναι μεγισvτική αβελιανή αποδεινύεται ότι

A(R) = AlgLatR = AlgLatA(R),

που σvημαίνει ότι η A(R) είναι ανακλασvτική και επομένως και η A είναι ανακλασvτική.

Τέλος από το πόρισvμα 6.5 του [7] προκύπτει ότι ο A δέχεται φασvματική σvύνθεσvη.
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Πόρισμα. 4.6.3

΄Εσvτω A ένας σvυμπαγής τελεσvτής επί του l2 προσvδιορισvμένος από την ακολουθία

{an}∞1 όπως σvτην πρότασvη 4.6.1. .

Αν {sn}∞1 είναι πραγματική,γνησvίως μονότονη και ισvχύει
∑∞

n=1 sn < ∞ τότε ο A
είναι ανακλασvτικός τελεσvτής και επιδέχεται φασvματική σvύνθεσvη.

Απόδειξη.

Αφού μπορούμε να υποθέσvουμε ότι sn > 0 ∀n ≥ 1 και επειδή

nsn ≤
∑n

k=1 sk και
∑∞

k=1 sk <∞

υπάρχει μια σvταθερά M > 0 τέτοια ώσvτε nsn ≤M για όλα τα n.

Η απόδειξη ολοκληρώνεται με την πρότασvη 4.6.2. .

Παρατήρησvη

Είναι γνωσvτό(βλ [7] ) ότι η ακολουθία {Gk}∞1 ,όπου

Gk =
1

k

∑k
m=1

∑m
n=1 en ⊗ fm

=
1

k

∑k
m=1

∑m
n=1Rn

τείνει ισvχυρά σvτον ταυτοτικό τελεσvτή I.Επειδή Gk ∈ A(R) , k ≥ 1 έπεται ότι για

οποιοδήποτε A ∈ A(R) η ακολουθία {AGk}∞1 σvυγκλίνει ισvχυρά σvτο A.

Ειδικότερα αν A είναι ένας σvυμπαγής τελεσvτής σvτην A(R) η ακολουθία {AGk}∞1
σvυγκλίνει σvτο A ως προς τη νόρμα.

Συνεπώς κάθε σvυμπαγής τελεσvτής σvτο A(R) είναι norm-όριο τελεσvτών πεπερασvμέ-

νης τάξης σvτην άλγεβρα.
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