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ΠΡΟΛΟΓΟ 

 

     Ζ παξνύζα εξγαζία απνηειεί κία πξνζέγγηζε απηναλαθνξηθώλ θαη δηαγσλίσλ κεζόδσλ, 

ελώ παξνπζηάδεηαη κία πιήξεο κειέηε ηνπ ζρεηηθνπνηεκέλνπ πξνβιήκαηνο        θαη 

       ησλ Baker, Gill θαη Solovay.  

     ην πξώην κέξνο, ζπδεηνύληαη γλσζηά απηναλαθνξηθά παξάδνμα ζύκθσλα κε ην άξζξν 

[2] ηνπ Noson S. Yanofsky. Παξνπζηάδεηαη κία πξνζπάζεηα γηα έλαλ εληαίν θνξκαιηζκό 

γλσζηώλ παξαδόμσλ, από ηα ζεσξήκαηα ηνπ Cantor, ην παξάδνμν ηνπ Russell θαη ηνπ 

ςεύηε, κέρξη θαη ην πξόβιεκα ηνπ ηεξκαηηζκνύ ηνπ Turing.  

     ην δεύηεξν κέξνο πξνρσξάκε ζε κία αξθεηά εθηελή κειέηε ηνπ «  έλαληη   », ην νπνίν 

απνηειεί ην ζεκαληηθόηεξν αλνηρηό πξόβιεκα ηεο ππνινγηζηηθήο πνιππινθόηεηαο θαη έλα 

από ηα έμη ζύγρξνλα άιπηα καζεκαηηθά πξνβιήκαηα. Παξνπζηάδεηαη ε ηζηνξηθή αλαδξνκή 

θαη ε θύζε ηνπ πξνβιήκαηνο, νξίδνληαη νη κεραλέο Turing, νη ελ ιόγσ θιάζεηο 

πνιππινθόηεηαο, θαζώο θαη ε ρσξηθή θαη ρξνληθή πνιππινθόηεηα. Αθνινύζσο, κειεηάκε ην 

ζεώξεκα ηνπ Savitch. Ζ εξγαζία νινθιεξώλεηαη, ελώ παξαηίζεληαη αλαιπηηθά νη απνδείμεηο 

       θαη        ησλ Baker, Gill θαη Solovay. 
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ΗΣΟΡΗΚΖ ΑΝΑΓΡΟΜΖ ΣΖ ΔΝΝΟΗΑ ΣΟΤ ΑΠΔΗΡΟΤ 

ΚΑΗ ΣΑ ΠΑΡΑΓΟΞΑ 

 

     Μία αίζζεζε ηεο δηθήο καο πεξαηόηεηαο θξύβεηαη πίζσ από ηελ έλλνηα ηνπ απείξνπ, ε 

νπνία βαζαλίδεη ηνλ αλζξώπηλν λνπ εδώ θαη ρηιηάδεο ρξόληα. Ζ ξνπή ηεο ζθέςεο πξνο ηελ 

θαηάθηεζε απηήο ηεο έλλνηαο ήηαλ πνιύ ηζρπξή θαη απηό γηαηί ηε ζπλαληάκε ζηνλ ππξήλα 

ησλ πην ζεκειησδώλ αλζξώπηλσλ εξσηεκάησλ.  

     H έλλνηα ηνπ απείξνπ ρσξίδεηαη ζε δύν νκάδεο. Ζ πξώηε έρεη αξλεηηθή ρξνηά, δίλεη ηελ 

αίζζεζε ηεο δπλαηόηεηαο θαη ηεο καζεκαηηθήο έλλνηαο (γηα παξάδεηγκα κε κεηξίζηκν, δίρσο 

ηέινο, δίρσο όξην) ελώ ε δεύηεξε έρεη ζεηηθή ρξνηά, δίλεη κηα ξεαιηζηηθή αίζζεζε θαη 

πξνβάιιεη ηε κεηαθπζηθή έλλνηα (γηα παξάδεηγκα πιεξόηεηα, ελόηεηα, απηάξθεηα). Έλα από 

ηα βαζηθά εξσηήκαηα είλαη ην θαηά πόζνλ κπνξεί λα νξηζηεί. Πξνζπαζώληαο λα ην 

θαζνξίζνπκε απηνκάησο ην πεξηνξίδνπκε. Δίλαη ζα λα κε κπνξεί λα νξηζηεί εμ νξηζκνύ -

θιεξηάξνπκε ήδε κε ηελ απηναλαθνξά- πξάγκα πνπ καο εηζάγεη ζηα πεξίθεκα παξάδνμα, 

πνιιά από ηα νπνία απνηεινύλ κέρξη ζήκεξα αληηθείκελν κειέηεο. Γηαθξίλνληαη ζε ηέζζεξηο 

θαηεγνξίεο: ηα παξάδνμα ηνπ απείξσο κηθξνύ, ηα παξάδνμα ηνπ απείξσο κεγάινπ,  ηα 

παξάδνμα ηνπ ελόο θαη ησλ πνιιώλ θαη ηα παξάδνμα ηεο ζθέςεο γηα ην άπεηξν. Οη πξώηεο 

δύν θαηεγνξίεο αληαλαθινύλ ηνλ αξηζηνηειηθό δηαρσξηζκό ηνπ θαηά πξόζζεζε απείξνπ, ην 

νπνίν παξηζηάλεηαη κε ηελ απαξίζκεζε ησλ άπεηξσλ αξηζκώλ θαη ηνπ θαη‟ αθαίξεζε 

απείξνπ, ην νπνίν παξηζηάλεηαη κε ηελ απεηξνζηή ζκίθξπλζε θάζε κεγάινπ κέξνπο πνπ δελ 

εμαληιείηαη πνηέ. Σέηνηα παξαδείγκαηα ζπλαληάκε ζην παξάδνμν ηεο δηρνηνκίαο, ηνπ 

Αρηιιέα θαη ηεο ρειώλαο, ηνπ δξνκέα, ησλ άξηησλ αξηζκώλ, ηνπ μελνδνρείνπ ηνπ Hilbert 

θαζώο θαη ζε πνιιά άιια. Ζ ηξίηε θαηεγνξία πεξηζηξέθεηαη γύξσ από ην αλ κηα ζπιινγή 

άπεηξα πνιιώλ πξαγκάησλ κπνξεί λα ζεσξεζεί σο κηα νιόηεηα, έλα πξάγκα. 

Αληηπξνζσπεπηηθό παξάδεηγκα είλαη ην παξάδνμν ηνπ Russell  θαη ην παξάδνμν ηνπ ζπλόινπ 

όισλ ησλ ζπλόισλ. Ζ ηειεπηαία θαηεγνξία πξαγκαηεύεηαη ην αλ ππάξρεη νπζία ζηνλ 

πξνβιεκαηηζκό ηνπ αλζξώπνπ γηα ην άπεηξν, εθ‟ όζνλ ε πξνζέγγηζε γίλεηαη κε γλώκνλα ηε 

δηθή ηνπ πεπεξαζκέλε ύπαξμε. 
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     O Αλαμίκαλδξνο ν Μηιήζηνο (611 - 547 π. Υ) ήηαλ ν πξώηνο πνπ εηζήγαγε ζηε θηινζνθία 

ηελ έλλνηα ηνπ απείξνπ. Θεσξνύζε πσο είλαη ε ζεκειηώδεο νπζία ηεο πξαγκαηηθόηεηαο, ε 

αξρή ησλ πάλησλ θαη ην ππνθείκελν ππόζηξσκα γηα ηελ αιιαγή, όπνπ ζπκθηιηώλνληαη ηα 

αληίζεηα. Οη Ππζαγόξεηνη ην αληηκεηώπηζαλ σο θάηη αθαηαλόεην θαη αόξηζην, ελώ ην 

ελδηαθέξνλ ηνπο εζηηάζηεθε ζηελ αξκνλία θαη ζηελ ηάμε ησλ πξαγκάησλ. Πίζηεπαλ όηη όηαλ 

επηβάιιεηαη ην πέξαο ζην άπεηξν γελληνύληαη νη θπζηθνί αξηζκνί, νη νπνίνη είλαη ην θιεηδί γηα 

ηα πάληα. Άιιε κία απόδεημε απηήο ηεο αξρήο ήηαλ όηη αλ ηελ εθαξκόδακε ζην πεδίν ησλ 

ήρσλ, από ηε δπζαξκνλία γελληόηαλ ε νκνξθηά. Υαξαθηεξηζηηθό είλαη ην παξάδεηγκα ησλ 

κνπζηθώλ αλαινγηώλ ηνπ Ππζαγόξα (570 π. Υ ) 1/2 γηα ηελ όγδνε, 3/2 γηα ηελ πέκπηε θαη 

4/3 γηα ηελ ηέηαξηε. πληαξάρηεθαλ όκσο από ηελ αλαθάιπςή ηνπ, ησλ ιεγόκελσλ 

αζύκκεηξσλ ή άξξεησλ κεγεζώλ θαη αξηζκώλ όπσο ε ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ δύν. 

  

     Αθνινύζεζαλ ν Παξκελίδεο ν Διεάηεο (515 π. Υ) θαη ν Μέιηζζνο ν άκηνο. Ο 

Παξκελίδεο ζπζρεηίδεη γηα πξώηε θνξά, ηελ έλλνηα ηνπ κεηαθπζηθνύ κε ηελ έλλνηα ηνπ 

απείξνπ, θαζώο πίζηεπε όηη ε πξαγκαηηθόηεηα πξέπεη λα είλαη κεηαθπζηθά άπεηξε. 

Ηζρπξίζηεθε όηη ην θαηλόκελν ηεο αιιαγήο απνηειεί ςεπδαίζζεζε θαη όηη ν άλζξσπνο έρεη 

πξόζβαζε ζε κηα απεηθόληζε ηεο πξαγκαηηθόηεηαο. Ίδξπζε ηελ Διεαηηθή ζρνιή όπνπ έλαο 

καζεηήο ηνπ, ν Εήλσλαο ν Διεάηεο (490 π. Υ), γλσζηόο γηα ηα παξάδνμα ηνπ, βάιζεθε λα 

απνδείμεη όηη ε θίλεζε είλαη αδύλαηε. Αξγόηεξα, ν Πιάησλαο (428-347 π. Υ), πξνζέγγηζε ην 

άπεηξν κε κηα αίζζεζε απξνζδηνξηζηίαο θαη ράνπο. Ζ θύξηα αλαθνξά ηνπ ήηαλ όηη ν 

πξαγκαηηθόο θόζκνο, ν θόζκνο ησλ ηδεώλ είλαη άπεηξνο. Οη αξραίνη Έιιελεο έθηαζαλ πνιύ 

θνληά ζην λα δερηνύλ ην άπεηξν ζην καζεκαηηθό ηνπο ζύζηεκα, πνηέ όκσο δελ ην 

πηνζέηεζαλ απόιπηα. Σν κεγαιύηεξν παξάδεηγκα ηνπ πώο ε ειιεληθή καζεκαηηθή ηδηνθπΐα 

ήηαλ ζε ζέζε λα παξαθάκςεη έμππλα ην άπεηξν ήηαλ ην έξγν ηνπ Δπδόμνπ, γλσζηόο γηα ηε 

κέζνδν ηεο εμάληιεζεο πνπ αμηνπνίεζε ζηε ζπλέρεηα ν Αξρηκήδεο.  

 

     ηνλ Αξηζηνηέιε (384-322 π. Υ) νθείινπκε κία από ηηο πξώηεο θαη ζεκαληηθόηεξεο 

θηινζνθηθέο παξαηεξήζεηο ζρεηηθά κε ην άπεηξν, ηε δηάθξηζε ηνπ ζε «ελεξγεία» θαη 

«δπλάκεη». Σν άπεηξν ππάξρεη δπλεηηθά, αιιά όρη ζηελ πξαγκαηηθόηεηα. Αλακθηζβήηεηα, 



 
 

7 
 

ήηαλ ν πξώηνο πνπ απνκαθξύλζεθε ξηδηθά από ηηο παξαδνζηαθέο αληηιήςεηο ηεο επνρήο ηνπ 

θαη ηόικεζε λα αζρνιεζεί ζνβαξά κε απηά ηα πξνβιήκαηα.  

 

     Αθνινύζεζε ε πεξίνδνο ηνπ Μεζαίσλα θαη ηεο αλαγέλλεζεο όπνπ δύν πξάγκαηα 

θπξηάξρεζαλ όζνλ αθνξά ηε θηινζνθηθή ζθέςε γηα ην άπεηξν, ε ειιεληθή θιεξνλνκηά θαη ε 

ζξεζθεία. εκαληηθό ήηαλ ην έξγν ηνπ Πισηίλνπ (205-270), ν νπνίνο ίδξπζε ην 

λενπιαησληζκό ελώ ν Άγηνο Απγνπζηίλνο (354-430) ππήξμε έλαο από ηνπο κεγαιύηεξνπο 

ρξηζηηαλνύο ζηνραζηέο θαη ζενιόγνπο. Ο Άγηνο Θσκάο ν Αθηλάηεο (1224-1274) ππήξμε 

βαζηά επεξεαζκέλνο από ηελ αξηζηνηειηθή θηινζνθία θαη ηελ έζεζε σο βάζε ζηνλ κεηέπεηηα 

θαζνιηθηζκό. Αξγόηεξα, ν ζθσηζέδνο θηιόζνθνο θαη ζενιόγνο John Duns Scotus (1266–

1308) δηαηύπσζε ηελ θαηεγνξεκαηηθή θαη ηε ζπλθαηεγνξεκαηηθή ρξήζε ηνπ απείξνπ, 

δηάθξηζε πνπ ζα κπνξνύζε λα εληαρζεί ζηα πιαίζηα πξαγκαηηθνύ, δπλεηηθνύ. ηελ πξώηε, 

ππάξρεη θάηη πνπ έρεη ηελ ηδηόηεηα λα πξνζπεξλά θάπνηα πεπεξαζκέλε κέηξεζε ελώ ζηε 

δεύηεξε, δνζείζεο κηαο πεπεξαζκέλεο κέηξεζεο, ππάξρεη θάηη πνπ έρεη ηελ ηδηόηεηα λα ηελ 

πξνζπεξλά. Αξγόηεξα, ε πίζηε ζηελ παληνδπλακία ηνπ Θενύ θαη ζηελ αζαλαζία ηεο ςπρήο 

πξνθάιεζε κηα ακθηζβήηεζε ζρεηηθά κε ην ελεξγεία άπεηξν θαηά πξόζζεζε. ε απηά ηα 

πιαίζηα, ν Ηηαιόο αζηξνλόκνο θαη θπζηθόο, Γαιηιαίνο (1564-1642), αλέπηπμε ην πεξίθεκν 

παξάδνμν ηνπ, ζέινληαο λα δείμεη όηη όηαλ αλαθεξόκαζηε ζε άπεηξεο πνζόηεηεο, δελ 

κπνξνύκε λα απνθαλζνύκε όηη θάπνηα είλαη κεγαιύηεξε, κηθξόηεξε ή ίζε ζε ζρέζε κε 

θάπνηα άιιε. ην ηέινο ηεο Αλαγέλλεζεο, ν Nicholas of Cusa (1401-1464) κε αλαθνξέο ζην 

άπεηξν όπσο ν Θεόο, ε αιήζεηα, ην απόιπην αλώηαην όξην, επέκεηλε όηη όιεο νη πεξηγξαθέο 

πεξηέρνπλ έλα ζηνηρείν παξαπνίεζεο.  

      

     Σν 17
ν
 αηώλα, o Sir Isaac Newton (1642 - 1727)  θαη o G.W Leibniz (1646-1716), 

δεκηνύξγεζαλ απηό πνπ απνθαινύκε ζήκεξα Απεηξνζηηθό Λνγηζκό. Ο ηνκέαο απηόο, µε ηα 

παξάδνμα ηνπ απείξνπ ζηνλ ππξήλα ηνπ, ππήξμε επαλάζηαζε ζηα καζεκαηηθά θαη νδήγεζε 

ζην ζπκπέξαζκα όηη ε κειέηε ηνπ πεπεξαζκέλνπ είλαη κεξηθέο θνξέο δπλαηή κόλν ζ‟ έλα 

άπεηξν πιαίζην. Κίλεηξν γηα ηελ αικαηώδε εμέιημε ηνπ, ζ‟ έλα κεγάιν βαζκό ήηαλ 

πξνβιήκαηα όπσο απηό ηνπ νξηζκνύ ηεο πεξηνρήο ελόο θακπύινπ ζρήκαηνο ή ηνπ νξηζκνύ 

ηεο εθαπηνκέλεο θακπύιεο ζε ζεκείν απηήο. Κνηλό ζηνηρείν ζηελ  πξνζέγγηζε ηνπο, είλαη ε 
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έλλνηα ηνπ απεηξνζηνύ. Γηα ηνλ Leibniz ήηαλ έλαο «ηξόπνο ηνπ ιέγεηλ» ή αιιηώο ρξήζηκεο 

κπζνπιαζίεο, ελώ γηα ηνλ Newton, ηα απεηξνζηά είραλ κηα ρξήζε δπλεηηθή θαη όρη 

πξαγκαηηθή. Θέζεηο γηα ην δηαθνξηθό ινγηζκό, πήξαλ θαη νη Berkeley, de L‟Hopital, Cauchy, 

Bolzano θαη Weirstrauss. ε απηό ην πιαίζην αλαπηύρζεθε θαη ε έλλνηα ηεο ζπλέρεηαο από 

ηνλ Dedekind (1831–1916). Ζ επηβνιή ηεο ηάμεο ζ‟ έλα ζύλνιν πξαγκάησλ είλαη ζπλερήο αλ 

θαη κόλν αλ κεηαμύ δύν νπνηνλδήπνηε ζεκείσλ ππάξρεη θαη ηξίην θαη επίζεο δελ ππάξρνπλ 

«θελά».  

 

     Ο θηινζνθηθόο ζηπινβάηεο ηνπ δέθαηνπ έβδνκνπ αηώλα ήηαλ ν νξζνινγηζκόο κε θύξηνπο 

εθπξόζσπνπο ηνπο Descartes, Leibniz θαη Spinoza. Πίζηεπαλ όηη νη βαζηά ζεκαληηθέο 

αιήζεηεο ζρεηηθά κε ηε δνκή ηνπ θόζκνπ, όρη κόλν νη καζεκαηηθέο, κπνξνύλ  λα 

αλαθαιπθζνύλ κέζα από ηε κεζνδηθή ρξήζε ηνπ ινγηθνύ. Ο άλζξσπνο, αλ θαη εππαζήο, 

κπνξεί κέζσ ηεο ινγηθήο θαη ηεο ζθέςεο λα ππεξβεί ηελ πεξαηόηεηα ηνπ θαη λα αγγίμεη ην 

άπεηξν. ε αληηδηαζηνιή κε ηνπο νξζνινγηζηέο, δεκηνπξγήζεθε ν εκπεηξηζκόο πνπ σο 

θηινζνθηθή ζεώξεζε ηνλίδεη όηη ε γλώζε καο γηα ηνλ θόζκν πξνέξρεηαη θπξίσο ή θαη 

απνθιεηζηηθά από ηηο αηζζήζεηο. Οη ηξεηο θηιόζνθνη πνπ ραξαθηεξίζηεθαλ σο εκπεηξηζηέο 

ήηαλ ν Locke, ν Berkeley θαη ν Hume. Δδώ, ε έλλνηα ηνπ απείξνπ θηλδύλεςε λα 

ραξαθηεξηζηεί αζπλάξηεηε θαη δεκηνπξγήζεθε κηα αληίθαζε. Δλώ είλαη αδύλαην λα 

ζπιιάβνπκε ην άπεηξν εθ‟ όζνλ δελ έρεη γίλεη πξνεγνπκέλσο αληηιεπηό από ηηο αηζζήζεηο 

καο, ν Αξηζηνηέιεο ην έβαιε κπξνζηά καο δύν ρηιηάδεο ρξόληα λσξίηεξα. Έλαο από ηνπο 

κεγαιύηεξνπο θηιόζνθνπο όισλ ησλ επνρώλ, ν Immanuel Kant (1724–1804) επεδίσμε λα 

γεθπξώζεη ηα δύν θηινζνθηθά ξεύκαηα. Τπνζηήξημε όηη ε γλώζε είλαη απνηέιεζκα δύν 

παξαγόλησλ, ηεο εκπεηξίαο θαη ηεο ινγηθήο. Έκθπηεο κνξθέο δηαίζζεζεο ζπλεξγάδνληαη κε 

επίθηεηεο κνξθέο λόεζεο κέζσ ησλ νπνίσλ επεμεξγαδόκαζηε ηα πξσηνγελή δεδνκέλα ηεο 

αηζζεηεξηαθήο εκπεηξίαο. Δπίζεο, ππνζηήξημε όηη ν άλζξσπνο θαζώο θαη νη θαζαξέο κνξθέο 

δηαίζζεζεο είλαη κεηαθπζηθά πεπεξαζκέλα (ελ δπλάκεη άπεηξν) ελώ ε αιεζηλή θύζε ηεο 

πξαγκαηηθόηεηαο, ν θόζκνο θαζώο θαη ε ινγηθή, ε ειεπζεξία θαη ε εζηθή, κεηαθπζηθά 

άπεηξα (ελεξγεία άπεηξν). Ο Kant  θαζόξηζε γηα πξώηε θνξά κία νπζηαζηηθή ζύλδεζε κεηαμύ 

ηνπ κεηαθπζηθνύ θαη ηνπ καζεκαηηθνύ απείξνπ θαη πξνζπάζεζε λα επηιύζεη παξαδνζηαθά 

δεηήκαηα κέζσ κίαο ζεηξάο επηρεηξεκάησλ, δείρλνληαο όηη ν θπζηθόο θόζκνο δε καο δίλεηαη 
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σο ζύλνιν. Αθνινύζεζε ν Γεξκαλόο θηιόζνθνο G.W.F.Hegel (1770–1831), βαζηά 

επεξεαζκέλνο από ην θηινζνθηθό ζύζηεκα ηνπ Kant, ν νπνίνο πξνζπάζεζε λα επηηύρεη κία 

λέα θαη βαζύηεξε θαηαλόεζε ηεο έλλνηαο ηνπ απείξνπ. Δηδηθόηεξα, ακθηζβήηεζε ηε δηάθξηζε 

ηνπ Kant κεηαμύ εκθάληζεο θαη πξαγκαηηθόηεηαο. Ζ επηξξνή ησλ θηινζνθηθώλ απόςεσλ 

ησλ δύν ηειεπηαίσλ, ππήξμε δηάρπηε ζηε κεηέπεηηα ζθέςε. Αμίδεη λ‟ αλαθεξζεί ε επηξξνή 

ηεο αλζξώπηλεο πεξαηόηεηαο ηνπ Kant ζην ξεύκα ησλ ππαξμηζηώλ (Søren Kierkegaard, 

German Karl Jaspers, Martin Heidegger,  Jean-Paul Sartre), θαζώο θαη ε ζθνδξή επίζεζε ηνπ 

Friedrich Nietzsche (1844–1900) απέλαληη ζηελ παξαδνζηαθή εζηθή ηνπ Kant θαη ηνπ 

ρξηζηηαληζκνύ κέζα από ηελ νπηηθή ηεο αηώληαο επαλάιεςεο ηεο εμέιημεο. 

 

     Ο Bernard Bolzano (1781–1848) ππνζηήξημε όηη ε έλλνηα ηνπ απείξνπ είλαη ζεκειησδώο 

ζπλνινζεσξεηηθή, ν Dedekind αθνινύζεζε, ελώ ν Bertrand Russell (1872–1970) 

γλσζηνπνίεζε ην παξάδνμν ηνπ ζηνλ ζπνπδαίν ινγηθηζηή Gottlob Frege (1848–1925) 

ζρεηηθά κε ηελ νξζόηεηα ηεο αληηκεηώπηζεο ησλ ζπλόισλ σο νιόηεηεο. Σν έξγν ηνπ 

κεγαινθπνύο Georg Cantor (1845–1918) απνηειεί ηε κεγαιύηεξε ζπλεηζθνξά, από ηελ 

άπνςε ησλ καζεκαηηθώλ, ζην ζέκα ηνπ απείξνπ. Ηζάμηνο ηνπ Αξηζηνηέιε θαη ηνπ Kant, 

εηζήγαγε ηελ έλλνηα ηνπ άπεηξνπ ζπλόινπ, ηα κηθξόηεξα θαη κεγαιύηεξα άπεηξα θαη άλνημε 

λένπο δξόκνπο γηα ηε καζεκαηηθή έξεπλα. Ο Cantor ζεκαηνδόηεζε κία καζεκαηηθή ζεώξεζε 

ηνπ απείξνπ. Υξεηάζηεθε όκσο ε ζεσξία ζπλόισλ ηνπ Zermelo – Frænkel (ZF), έλα ηππηθό 

ζύζηεκα βαζηζκέλν ζε 9 αμηώκαηα θαη 2 πξσηαξρηθέο έλλνηεο, γηα λα δνζεί απάληεζε ζην 

παξάδνμν ηνπ Russell θαη λα ρξεζηκνπνηεζεί από ηνλ Gödel(1940) θαη ηνλ Cohen(1963) γηα 

ηελ απόδεημε ηεο ππόζεζεο ηνπ ζπλερνύο. Σν εληππσζηαθό έξγν ηνπ Cantor επεξέαζε 

ζεκαληηθά ηνπο κεηέπεηηα ζηνραζηέο. Ζ ζέζε ηνπ L.E.J.Brouwer (1881–1966), 

ραξαθηεξίζηεθε σο ηληνπηζηνληζκόο ή ελνξαηηζκόο θαη πξαγκαηεύεηαη ην θαηαζθεπαζηηθά 

ππαξθηό θαη ην πεπεξαζκέλα ειέγμηκν. Αξλείηαη νηηδήπνηε δε γίλεηαη αληηιεπηό από ηηο 

αηζζήζεηο θαη ηελ εκπεηξία καο. Ζ ζέζε ηνπ David Hilbert (1862–1943) ραξαθηεξίζηεθε σο 

θνξκαιηζκόο θαη ππνζηεξίδεη όηη ε εμέιημε ησλ καζεκαηηθώλ αθήλεη νινέλα θαη ιηγόηεξν 

ρώξν ζηελ εκπεηξηθή ππνζηήξημε γηα ηελ έλλνηα ηνπ απείξνπ. Ο Ludwig Wittgenstein (1889–

1951) έλαο από ηνπο κεγαιύηεξνπο θηιόζνθνπο ηνπ 20
νπ

 αηώλα, ζπλέγξαςε ην αξηζηνύξγεκα 

«Σξάθηαηνπο» όπνπ ζθηαγξαθεί ηα όξηα ηεο ζθέςεο θαη ηεο έθθξαζεο. Αλαθέξζεθε ζην 
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άπεηξν σο ηδέα ελόο ππεξθπζηθνύ καζεκαηηθνύ ηνπίνπ θαη ππνζηήξημε όηη ε ζεκαζία κίαο 

ιέμεο ζπλδέεηαη άκεζα κε ηνλ ηξόπν πνπ ρξεζηκνπνηείηαη. πλεπώο, ε νξζή ρξήζε ηνπ όξνπ 

«άπεηξν» πξνέξρεηαη απ‟ ηελ νξζή πεξηγξαθή ηεο κνξθήο ησλ πεπεξαζκέλσλ πξαγκάησλ θαη 

ε ρξήζε ηνπ ελεξγεία απείξνπ απνηειεί έλαλ αδέμην ρεηξηζκό ηεο γιώζζαο.  

 

     Ο Thoralf Skolem (1887–1963) θαη ν Kurt Gödel (1906–1978) έπαημαλ ην ζπνπδαηόηεξν 

ξόιν ζηελ εμέιημε ηεο καζεκαηηθήο ινγηθήο ηνπ 20
νπ

 αηώλα. Με άκεζε επίπησζε ζηε κειέηε 

ηνπ απείξνπ αλέδεημαλ ηελ αλεπάξθεηα ηεο ζεσξίαο  Zermelo – Frænkel αιιά θαη 

νπνηνπδήπνηε άιινπ αμησκαηηθνύ ζπζηήκαηνο. ύκθσλα κε ην ζεώξεκα  Löwenheim-

Skolem, αλ έλα ζύζηεκα είλαη ζπλεπέο, ηόηε πάληα εξκελεύνπκε όηη πεξηγξάθεη κόλν 

αξηζκεζίκσο πνιιά πξάγκαηα. πλεπώο γελλήζεθε ην εξώηεκα πώο κπνξεί θάηη άπεηξν λα 

εξκελεπζεί σο αξηζκήζηκν, πξάγκα πνπ νδήγεζε ζην παξάδνμν ηνπ Skolem. Σν 1931, ν 

Gödel έδσζε απάληεζε ζην πξόβιεκα ηνπ Hilbert, απνδεηθλύνληαο όηη έλα ζύλνιν 

αμησκάησλ, δε κπνξεί λα είλαη ζπγρξόλσο θαη πιήξεο θαη ζπλεπέο. Γειαδή, ζε κία ζεσξία 

πνπ δελ έρεη θακία αληίθαζε (ζπλεπήο ζεσξία) πάληα ζα ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ κία πξόηαζε 

πνπ λα είλαη αιεζήο ε νπνία δε ζα κπνξεί λα απνδεηρηεί (κε πιήξεο). Γηα λα απνδεηθλύνληαη 

όιεο νη πξνηάζεηο κηαο ζεσξίαο πξέπεη λα ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ κία αληίθαζε.  

 

     Φηάλνληαο ζην ζήκεξα, παξαηεξνύκε όηη θαλείο δελ ππήξμε δηαηεζεηκέλνο λα απνδερηεί 

ην άπεηξν άλεπ όξσλ. Τπήξρε πάληα κηα πξνεηδνπνίεζε σο ζπλέπεηα θάπνηαο ελλνηνινγηθήο 

παξέθθιηζεο. Καλείο επίζεο δελ ην παξέβιεςε. Σν άπεηξν είλαη κία από ηηο ζεκαληηθόηεξεο 

θαη πην κπζηεξηώδεηο έλλνηεο, πνπ από ηελ αξρή πξνθάιεζε αληηλνκίεο, πνιιέο από ηηο 

νπνίεο απνηεινύλ κέρξη ζήκεξα αληηθείκελν κειέηεο.  
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     To παξάδνμν είλαη νπνηνδήπνηε ζπκπέξαζκα πνπ ζηελ αξρή αθνύγεηαη παξάινγν, 

αληίζεην ζηελ θνηλή ινγηθή θαη ηε δηαίζζεζε καο, αιιά δηαζέηεη έλα επηρείξεκα πνπ ην 

ζηεξίδεη. Τπάξρνπλ ηέζζεξηο ηύπνη ηέηνησλ παξαδόμσλ:  

 

1. Mία παξαδνρή πνπ ελώ θαίλεηαη ςεπδήο, ζηελ πξαγκαηηθόηεηα είλαη αιεζήο. 

2. Μία παξαδνρή πνπ ελώ θαίλεηαη αιεζήο, ζηελ πξαγκαηηθόηεηα είλαη ςεπδήο. 

3. Μία αιιεινπρία ζπιινγηζκώλ πνπ θαίλνληαη ινγηθνί, αιιά θαηαιήγνπλ ζε ινγηθή 

αληίθαζε. 

4. Μία παξαδνρή πνπ ε αιήζεηα ή ην ςεύδνο ηεο θαίλνληαη εμίζνπ ινγηθά. 

 

     Σα παξάδνμα νδεγνύλ ζε βαζύηεξε γλώζε, θαζώο ε αλαθάιπςε ελόο απνηειεί αθνξκή 

γηα ηελ αλνηθνδόκεζε ησλ ζεκειίσλ ηεο ζθέςεο. Βνήζεζαλ ζηελ εμέιημε ηεο Λνγηθήο, είλαη 

αλαγθαία ζε θάζε ζπκπεξαζκαηηθό ζπιινγηζκό θαη είλαη εμαηξεηηθήο ζεκαζίαο γηα ηε 

ζεσξία ηεο Φπζηθήο θαη ηα καζεκαηηθά. Οη αξραίνη Έιιελεο, ζεσξνύζαλ παξάδνμν ην όηη ε 

δηαγώληνο ελόο ηεηξαγώλνπ κε πιεπξά κία κνλάδα, δελ κπνξεί λα κεηξεζεί κε απόιπηε 

αθξίβεηα. Ζ δηαπίζησζε απηή, ηνπο νδήγεζε ζηε ζεσξία ησλ άξξεησλ αξηζκώλ. Οη  

καζεκαηηθνί ηνπ 19
νπ

 αηώλα ζεσξνύζαλ παξάδνμν ην όηη όια ηα ζηνηρεία ελόο 

απεηξνζπλόινπ ήηαλ δπλαηό λα αληηζηνηρίδνληαη ακθηκνλνζήκαληα κε ηα ζηνηρεία ελόο  

γλήζηνπ ππνζπλόινπ ηνπ, ελώ ήηαλ δπλαηό λα κελ αληηζηνηρίδνληαη ακθηκνλνζήκαληα ηα 

ζηνηρεία δύν απεηξνζπλόισλ. Σα παξάδνμα απηά, νδήγεζαλ ζηελ αλάπηπμε ηεο Θεσξίαο 

πλόισλ, ε νπνία επεξέαζε αθόκα θαη ηε θηινζνθία ηεο επηζηήκεο. Έλα παξάδνμν ζπλήζσο 

ζπκβαίλεη θάζε θνξά πνπ νη ζέζεηο είλαη απην-αλαθνξηθέο. Γειαδή, όηαλ θάζε ηζρπξηζµόο 

αλαθέξεηαη ζηνλ εαπηό ηνπ. ηε Λνγηθή, ε πηζαλόηεηα απηναλαθνξάο κπνξεί είηε λα 

θαηαζηξέςεη κία ζεσξία, είηε λα ηελ θαηαζηήζεη πινπζηόηεξε. Σν πξόβιεκα είλαη λα 

δηακνξθώζνπκε ηηο ζεσξίεο καο έηζη ώζηε λα κε καο νδεγνύλ ζε αληηθάζεηο θαη ηα 

παξάδνμα βνεζνύλ ώζηε λα εμεηάζνπκε θαηά πόζνλ έρνπκε ζέζεη ηα ζσζηά όξηα γηα ηηο 

ινγηθέο ηδέεο καο. 
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ΑΤΣΟΑΝΑΦΟΡΙΚΑ ΠΑΡΑΓΟΞΑ ΚΑΙ ΣΑΘΔΡΑ 

ΗΜΔΙΑ 

 

1.1 Διζαγωγικέρ έννοιερ 

 

     Σν 1969, ν F. William Lawvere έδεημε πσο πεξηγξάθνληαη πνιιά απ‟ ηα θιαζζηθά 

παξάδνμα ρξεζηκνπνηώληαο ηε γιώζζα ηεο ζεσξίαο θαηεγνξηώλ. Αξγόηεξα, ν Noson S. 

Yanofsky επαλέιαβε ηα ζεσξήκαηα ηνπ Lawvere ρξεζηκνπνηώληαο ζύλνια θαη ζπλαξηήζεηο 

απνδεηθλύνληαο ηηο νκνηόηεηεο κεηαμύ απηναλαθνξηθώλ παξαδόμσλ. Γεληθεύνληαο ην 

ζεώξεκα ηνπ Cantor, απέδεημε ηελ θαζνιηθόηεηα ησλ ζεσξεκάησλ εμεηάδνληαο 

παξαδείγκαηα από δηαθνξεηηθέο πεξηνρέο ηεο ινγηθήο θαη ηεο ζεσξεηηθήο επηζηήκεο ησλ 

ππνινγηζηώλ. Δίλαη γλσζηό από ηνλ Cantor όηη δελ ππάξρεη ζπλάξηεζε «επί» από ην 

          ( ) , όπνπ    είλαη ην ζύλνιν ησλ ζπλαξηήζεσλ από ην   ζην 2 = { 0 , 1 }, 

δειαδή ην ζύλνιν ησλ ραξαθηεξηζηηθώλ ζπλαξηήζεσλ ηνπ  , πνπ είλαη ηζνδύλακν κε ην 

δπλακνζύλνιν ηνπ  . 

 

     ΟΡΗΜΟ 1.1. Σν δςναμοζύνολο ελόο ζπλόινπ   είλαη ην ζύλνιν όισλ ησλ 

ππνζπλόισλ ηνπ. πλήζσο ζπκβνιίδεηαη κε  ( )  Δπίζεο ζπρλά ζπκβνιίδεηαη   . 

 

 ( )  *     + 

 

Σν δπλακνζύλνιν ελόο ζπλόινπ κε   ζηνηρεία έρεη    (ην πιήζνο) ζηνηρεία. 

 

      Γεληθεύνληαο ην ζεώξεκα ηνπ Cantor, γηα νπνηνδήπνηε ζύλνιν   δελ ππάξρεη επίζεο 

«επί» ζπλάξηεζε από ην           (   ). Σν ζεώξεκα απηό ηζρύεη θαη γηα άιια ζύλνια 

όπσο γηα παξάδεηγκα ην 3 = { 0, 1, 2 } ή ην 23 = { 0, 1, …….., 22 } εθηόο ηνπ 1 = { 0 }. 
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Γεληθά, ην 2, κπνξεί λα αληηθαηαζηαζεί κε νπνηνδήπνηε «κε εθθπιηζκέλν» ζύλνιν Y. 

Αλαθέξνπκε όηη αλ έλα ζύλνιν Y είλαη «κε εθθπιηζκέλν», δελ ππάξρεη ζπλάξηεζε   

        όπνπ    είλαη ην ζύλνιν ησλ ζπλαξηήζεσλ από ην   ζην  . Σν Τ είλαη ην ζύλνιν 

ησλ πηζαλώλ αιεζνηηκώλ ή ηδηνηήησλ ησλ ζηνηρείσλ ηνπ Σ. Ο όξνο «κε εθθπιηζκέλν» 

ππνδειώλεη όηη ηα ζηνηρεία ηνπ Τ κπνξνύλ λα ελαιιάζζνληαη, ή όηη ππάξρεη κηα ζπλάξηεζε 

       ρσξίο θαλέλα ζηαζεξό ζεκείν . 

 

     ΟΡΗΜΟ 1.2. ηαθεπό ζημείο νλνκάδεηαη έλα ζεκείν   γηα ην νπνίν ηζρύεη όηη 

 ( )   .   

 

Γηα παξάδεηγκα αλ  ( )         , ηόηε ην 2 απνηειεί ζηαζεξό ζεκείν αθνύ  ( )     

Έζησ Α θαη Β δύν νπνηαδήπνηε ζύλνια θαη κηα ζπλάξηεζε από ην Α ζην Β. 

  

     ΟΡΗΜΟ 1.3. Λέκε όηη ε   είλαη μονομοπθική (ή ένα ππορ ένα) εάλ δελ απεηθνλίδεη 

πνηέ δύν δηαθνξεηηθά ζηνηρεία ζηελ ίδηα ηηκή, δειαδή εάλ  ( )   ( )  νπνηεδήπνηε  

    .  

 

     ΟΡΗΜΟ 1.4. Λέκε όηη ε   είλαη επιμοπθική (ή επί ηνπ B) εάλ ρξεζηκνπνηεί όια ηα 

ζηνηρεία ηνπ Β, δειαδή εάλ γηα θάζε     ππάξρεη     ηέηνην ώζηε  ( )   .  

 

     ΟΡΗΜΟ 1.5. Σα Α θαη Β ιέγνληαη ιζομεγέθη εάλ ππάξρεη κνλνκνξθηθή θαη 

επηκνξθηθή ζπλάξηεζε      . Κάζε ηέηνηα ζπλάξηεζε ιέγεηαη ανηιζηοισία.  

 

     Δλ νιίγνηο, ζε κία αληηζηνηρία θάζε ζηνηρείν ηνπ Α απεηθνλίδεηαη ζε έλα κνλαδηθό 

ζηνηρείν ηνπ Β θαη θάζε ζηνηρείν ηνπ Β έρεη έλα κνλαδηθό ζηνηρείν ηνπ Α πνπ απεηθνλίδεηαη 

ζε απηό. Με άιια ιόγηα, κία αληηζηνηρία είλαη απιώο έλαο ηξόπνο λα ζπληαηξηάμνπκε ηα 

κέιε ησλ Α θαη Β θαηά δεύγε. 

 

     Αληί λα εμεηάζνπκε ζπλαξηήζεηο  ̂           ζα αζρνιεζνύκε κε ηζνδύλακεο 

ζπλαξηήζεηο ηεο κνξθήο            Κάζε  ̂ κπνξεί λα κεηαηξαπεί ζε κία ζπλάξηεζε   
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όπνπ   (      )    ̂(   ) (   )      Αλ ε  ̂ δελ είλαη «επί», ηόηε ππάξρεη κία ζπλάξηεζε 

  (   )        ηέηνηα ώζηε γηα θάζε       ε ζπλάξηεζε   ̂ (   )    (      )       δελ 

είλαη ίδηα κε ηε ζπλάξηεζε   (   )      . Με άιια ιόγηα, ππάξρεη έλα     ηέηνην 

ώζηε  ( )   (    )  

 

     ΟΡΗΜΟ 1.6. Μηα ζπλάξηεζε        «ανηιπποζωπεύεηαι από ηο   » αλ 

  (   )    (       ). πλεπώο αλ ε  ̂ δελ είλαη «επί», ηόηε ππάξρεη κία    (   )       πνπ 

δελ αληηπξνζσπεύεηαη από θαλέλα     .  

 

     Γεληθεύνληαο ην ζεώξεκα ηνπ Cantor, ζπκπεξαίλνπκε όηη έλα ζύλνιν πξαγκάησλ   δε 

κπνξεί λα πεξηγξάςεη ηηο ίδηεο ηνπ ηηο ηδηόηεηεο θαη λα κηιήζεη γηα ηε δηθή ηνπ «αιήζεηα». 

Άξα ζα πξέπεη λα ππάξρεη έλαο πεξηνξηζκόο ζηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν ην   αλαθέξεηαη ζηηο 

ηδηόηεηεο ηνπ. Σν παξάδνμν ηνπ Φεύηε είλαη έλα παξάδεηγκα ηξηώλ ρηιηάδσλ ρξόλσλ, ην 

νπνίν δείρλεη όηη νη θπζηθέο γιώζζεο δελ πξνζδηνξίδνπλ πάληα ην λόεκά ηνπο. Αθόκα, από 

ην παξάδνμν ηνπ Russell δηαπηζηώλεηαη όηη ε απιή ζεσξία ζπλόισλ είλαη αηειήο γηαηί ηα 

ζύλνια αλαθέξνληαη ζηηο ίδηεο ηνπο ηηο ηδηόηεηεο. Σα απνηειέζκαηα ηεο κε-πιεξόηεηαο ζην 

παξάδνμν ηνπ G ̈del δείρλνπλ όηη ε αξηζκεηηθή δε κπνξεί λα κηιήζεη εμ νινθιήξνπ γηα ηελ 

απνδεημηκόηεηα ηεο. Σν παξάδνμν ηνπ Turing, δειαδή ην πξόβιεκα ηνπ ηεξκαηηζκνύ, 

αλαθέξεη όηη δελ είλαη απνιύησο γλσζηό πόηε έλαο ππνινγηζηήο ζα ζηακαηήζεη ή ζα 

ζπλερίζεη ζε  έλαλ άπεηξν βξόρν. ια απηά ηα παξαδείγκαηα έρνπλ έλα θνηλό ζηνηρείν, όηη 

δελ είλαη πάληα εύθνιν λα ζρεηίδνπκε ηα ζύλνια κε ηα ζηνηρεία ηνπο. ύκθσλα κε απηό, 

γίλεηαη κία πξνζπάζεηα γηα έλαλ εληαίν θνξκαιηζκό πνπ ζα πεξηγξάθεη όιεο απηέο ηηο 

πνηθίιεο, αιιά παξόκνηεο ηδέεο. Μειεηώληαο ηα παξάδνμα, ζπκπεξαίλεηαη όηη ζηελ νπζία δελ 

ππάξρνπλ. Δίλαη απιώο πεξηνξηζκνί πνπ αλ παξαβηαζηνύλ, δεκηνπξγείηαη έλα κε ζπλεπέο 

ζύζηεκα. 
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1.2 Σα θεωπήμαηα ηος Cantor και οι γενικεύζειρ ηοςρ 

 

 

1.2.1 Σο θεώπημα ηος Cantor 

 

     Ο Georg Cantor (1845-1918) γελλήζεθε ζηελ Αγία Πεηξνύπνιε ηεο Ρσζίαο. Yπήξμε κία 

από ηηο πην επθάληαζηεο θαη ακθηιεγόκελεο θηγνύξεο ζηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθώλ θαη ε 

έξεπλα ηνπ, απνηειεί ηελ απαξρή ηεο ζεσξίαο ζπλόισλ. Μαο εηζήγαγε ζηνλ ζπλαξπαζηηθό 

θόζκν ησλ άιεθ, ελώ πξνήγαγε ηα καζεκαηηθά από επηζηήκε ηνπ αξηζκνύ ζε επηζηήκε ηνπ 

απείξνπ.  Κνληά ζηα ηέιε ηνπ 19νπ αηώλα, ε κειέηε ηνπ γηα ηε ζπλέρεηα θαη ην άπεηξν ηνλ 

νδήγεζε ζε κία εξκελεία πνπ παξέθθιηλε ξηδηθά από ηελ επηθξάηνπζα άπνςε εθείλεο ηεο 

επνρήο. Οη ηδέεο ηνπ δηέγεηξαλ ην ελδηαθέξνλ θαη ηε δεκόζηα ζπδήηεζε, ελώ θαηά θαηξνύο 

πξνθάιεζαλ έληνλεο δηακάρεο. Ο Leopold Kronecker ηνλ ραξαθηήξηζε «επηζηήκνλα 

ηζαξιαηάλν» ελώ ν Bertrand Russell ηνλ πεξηέγξαςε σο κία από ηηο κεγαιύηεξεο δηάλνηεο 

ηνπ 19νπ αηώλα. Ο David Hilbert πίζηεπε όηη ν Cantor δεκηνύξγεζε έλαλ θαηλνύξην 

παξάδεηζν γηα ηνπο καζεκαηηθνύο ζε αληίζεζε κε ηνλ Henri Poincaré, ν νπνίνο ζεσξνύζε όηη 

νη ππεξπεπεξαζκέλνη αξηζκνί πνπ ζέζπηζε ν Cantor, απνηεινύλ κία ζνβαξή καζεκαηηθή 

αζζέλεηα, κία δηεζηξακκέλε παζνινγηθή θαηάζηαζε πνπ θάπνηα κέξα ζα ζεξαπεπηεί. Σν 

όλνκα ηνπ δίραζε ηνπο καζεκαηηθνύο ρσξίδνληαο ηνπο ζε αληίπαια ζηξαηόπεδα κε               

εθ δηακέηξνπ αληίζεηεο απόςεηο όζνλ αθνξά ηε θύζε ησλ καζεκαηηθώλ θαη ηνπ απείξνπ.  

 

     Γηαηύπσζε θαη πξνζπάζεζε λα απνδείμεη ηελ ππόζεζε ηνπ ζπλερνύο (δελ ππάξρεη ζύλνιν 

κε πιεζηθό αξηζκό αλάκεζα ζην   θαη ην  ), δηαηύπσζε ην δηαγώλην επηρείξεκα θαη 

δεκηνύξγεζε κία νιόθιεξε ππεξπεπεξαζκέλε αξηζκεηηθή κε κεγάιν, επίζεο, θηινζνθηθό 

ελδηαθέξνλ. Aπέδεημε βαζηθέο πξνηάζεηο ηεο ζεσξίαο ηνπ απείξνπ. Δλδεηθηηθά, «ην ζύλνιν 

ησλ άξηησλ αξηζκώλ είλαη ηζνδύλακν κε ην ζύλνιν ησλ θπζηθώλ αξηζκώλ», «ην αλνηθηό 

δηάζηεκα (0,1) δελ είλαη αξηζκήζηκν», «όια ηα επζύγξακκα ηκήκαηα έρνπλ ηνλ ίδην αξηζκό 

ζεκείσλ», «ππάξρνπλ πεξηζζόηεξνη πξαγκαηηθνί αξηζκνί κεηαμύ 0 θαη 1 απ‟ όηη θπζηθνί», 

«ππάξρνπλ πεξηζζόηεξα ζύλνια θπζηθώλ αξηζκώλ απ‟ όηη θπζηθνί αξηζκνί», «ην ζύλνιν ησλ 

πξαγκαηηθώλ είλαη κεγαιύηεξν από ην ζύλνιν ησλ θπζηθώλ αξηζκώλ», «ην ζύλνιν ησλ 
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πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ δελ είλαη αξηζκήζηκν». ξηζε ην δπλακνζύλνιν, ηνπο πιεζηθνύο θαη 

ηνπο δηαηαθηηθνύο αξηζκνύο. 

 

     Σν 1891, ζην πξώην ζπλέδξην ηεο Έλσζεο Γεξκαλώλ Μαζεκαηηθώλ, ν Cantor εηζήγαγε 

κία νιόηεια θαηλνύξηα απόδεημε γηα ηελ ύπαξμε κε αξηζκήζηκσλ ζπλόισλ. Σν 1874 είρε ήδε  

απνδείμεη όηη νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί δελ είλαη αξηζκήζηκνη , αιιά θαηάθεξε λα εδξαηώζεη 

έλα πην γεληθό απνηέιεζκα. Οη ηερληθέο πνπ επηλόεζε ήηαλ εμαηξεηηθέο θαη ηνλ νδήγεζαλ ζε 

κία αύμνπζα ηεξαξρία, κία άπεηξε αθνινπζία ππεξπεπεξαζκέλσλ δπλάκεσλ.  ην επίθεληξν 

ησλ απνδείμεσλ ηνπ άξζξνπ ηνπ 1891 ήηαλ ε δηάζεκε δηαγώληα κέζνδνο ή αιιηώο ε αξρή 

ηεο δηαγσληνπνίεζεο, ζηεξηδόκελε κόλν ζε δύν ζηνηρεία   θαη  .  Ζ αξρή ηεο 

δηαγσληνπνίεζεο απνηειεί κία από ηηο ζεκειηώδεηο ηερληθέο απόδεημεο, καδί κε ηε 

καζεκαηηθή επαγσγή θαη ηελ αξρή ηνπ πεξηζηεξηώλα.  Πξνηάζεθε από ηνλ Cantor, ζηελ 

πξνζπάζεηα ηνπ λα ζπγθξίλεη ηα κεγέζε κε πεπεξαζκέλσλ ζπλόισλ. ηελ πεξίπησζε πνπ ηα 

ζύλνια είλαη πεπεξαζκέλα, ην πξόβιεκα είλαη απιό. Αξθεί λα κεηξήζνπκε ην πιήζνο ησλ 

ζηνηρείσλ ηνπο, δειαδή λα βξνύκε ηνλ πιεζηθό αξηζκό ησλ ζπλόισλ ώζηε λα δηαπηζηώζνπκε 

ην κέγεζνο ηνπο. Αλ όκσο ην ζύλνιν είλαη κε πεπεξαζκέλν, ν πιεζηθόο αξηζκόο ηνπ δελ 

είλαη δπλαηό λα ππνινγηζηεί αθνύ έρεη άπεηξν πιήζνο ζηνηρείσλ. κσο, ζηελ πεξίπησζε ηεο 

ζύγθξηζεο ζπλόισλ ε κέηξεζε απηή δελ είλαη απαξαίηεηε. Δλδηαθεξόκαζηε γηα ηα ζρεηηθά 

κεγέζε ησλ ζπλόισλ. Γύν πεπεξαζκέλα ζύλνια έρνπλ ην ίδην κέγεζνο αλ κπνξνύκε λα 

«δεπγαξώζνπκε» θάζε ζηνηρείν ηνπ πξώηνπ ζπλόινπ κε αθξηβώο έλα ζηνηρείν ηνπ δεύηεξνπ 

ζπλόινπ έηζη ώζηε όια ηα ζηνηρεία ηνπ πξώηνπ θαη ηνπ δεύηεξνπ ζπλόινπ ηειηθά λα έρνπλ 

ην ηαίξη ηνπο. Ζ ηδέα απηή κπνξεί λα επεθηαζεί θαη γηα ζύλνια κε πεπεξαζκέλα. 

 

     Ο Cantor ζεσξνύζε ηε ζπιινγή   ησλ ζηνηρείσλ    (            ) όπνπ θάζε    

ήηαλ είηε ην   είηε ην  . Γηα παξάδεηγκα πξόηεηλε: 

 

   (         ) 

    (         ) 

     (         ) 
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O Cantor ππνζηήξηδε όηη ε ζπιινγή όισλ απηώλ ησλ ζηνηρείσλ   ήηαλ κε αξηζκήζηκε θαη 

θαηαζθεύαζε κία απόδεημε γηα ην αθόινπζν ζεώξεκα: 

 

     Αλ              κία νπνηαδήπνηε άπεηξε αθνινπζία ζηνηρείσλ ηνπ ζπλόινπ  , ηόηε 

ππάξρεη πάληα έλα ζηνηρείν    ηνπ  , ηέηνην ώζηε λα κελ αληηζηνηρεί ζε θάπνην   . 

Αξρηθά παξήγαγε κία αξηζκήζηκε ιίζηα ζηνηρείσλ    ζε όξνπο ηεο αληίζηνηρεο ζπζηνηρίαο 

όπνπ θάζε      ήηαλ είηε ην   είηε ην  . 

 

   (               ) 

   (               ) 

                                             

   (               ) 

                                            

 

     Αξγόηεξα, όξηζε κία λέα αθνινπζία              Κάζε    ήηαλ είηε ην   είηε ην 

  ηέηνην ώζηε       . 

Γηαηππώλνληαο από απηήλ ηελ αθνινπζία ηνπ   , ην ζηνηρείν    (            ) ήηαλ 

πξνθαλέο όηη       γηα θάζε ηηκή ηνπ δείθηε  . Οπνηαδήπνηε ζηνηρείν    θαη λα δηάιεγε 

θαλείο, ην    ζα ήηαλ πάληα δηαθνξεηηθό.  

 

     Απηό πνπ θαηάθεξε λα δείμεη ν Cantor, ρξεζηκνπνηώληαο δύν κόλν ζηνηρεία, ήηαλ ην 

γεγνλόο όηη ππάξρνπλ απείξσο πνιιά πηζαλά κεγέζε γηα άπεηξα ζύλνια. Ζ αξρή ηεο 

δηαγσληνπνίεζεο, παξήζρε έλαλ εύθνιν ηξόπν ώζηε λα ζεζπίζεη άκεζα πσο κία αύμνπζα 

αθνινπζία δπλάκεσλ θαιά νξηζκέλσλ ζπλόισλ δελ έρεη κέγηζην. Γειαδή, δνζέληνο 

νπνηνδήπνηε ζύλνιν  , είλαη πάληα εθηθηό λα παξαρζεί από ηα ζηνηρεία ηνπ   έλα 

δηαθνξεηηθό ζύλνιν   κεγαιύηεξεο δύλακεο. 

 

     αλ παξάδεηγκα, ν Cantor ζεώξεζε ην γξακκηθό ζπλερέο  , ην ζύλνιν όισλ ησλ 

πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ ζην (   ) θαη απέδεημε όηη ην ζύλνιν   (    ), ησλ κνλόηηκσλ 
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ζπλαξηήζεσλ  ( ) πνπ παίξλνπλ ηηκέο κόλν   θαη   γηα θάζε ηηκή ηνπ   (   ), είλαη 

κεγαιύηεξεο δύλακεο από ην  .  

 

     ηελ αξρή, ακθηζβήηεζε όηη ην   είλαη ίδηαο πιεζηθόηεηαο κε ην  , δείρλνληαο όηη 

πεξηέρεη έλα ππνζύλνιν ηζνδύλακν κε ην    Απηό ήηαλ ην  , ην ζύλνιν όισλ ησλ 

ζπλαξηήζεσλ  ( ), νη νπνίεο είλαη ίζεο κε ην 0, θαζ΄ όιελ ηελ έθηαζε ηνπ (   ), κε κόλε 

εμαίξεζε έλα ζεκείν    όπνπ  (  )   . Απηό ην ζύλνιν είλαη ζαθώο ηζνδύλακν κε ην  , 

εθ΄ όζνλ ππάξρεη κία     αληηζηνηρία κεηαμύ ηνπο. Απηό πνπ έκελε, ήηαλ λα απνδείμεη όηη 

δελ ππάξρεη θακία πηζαλή αληηζηνηρία κεηαμύ ηνπ   θαη ηνπ  . Σν έθαλε κέζσ κίαο 

θαηάιιεια θαηαζθεπαζκέλεο κνξθήο ηνπ δηαγώληνπ επηρεηξήκαηνο. 

 

     Αλ ην   θαη ην   ήηαλ ηζνδύλακα, ηόηε ζα ήηαλ πηζαλό λα ππάξρεη κία     αληηζηνηρία 

κεηαμύ ηνπο, κέζσ κίαο ελδηάκεζεο ζπλάξηεζεο  (   ), όπνπ θάζε ηηκή   ζα παξήγαγε έλα 

ζηνηρείν  ( )   (   ) ζην   θαη θάζε ζηνηρείν  ( ) ζην   ζα είρε παξαρζεί από ηελ 

 (   ) από κία αθξηβώο ηηκή  . Απηό όκσο νδεγεί ζε αληίθαζε. Ο Cantor ζεώξεζε κία 

ζπλάξηεζε  ( ), ε νπνία παίξλεη ηηκέο κόλν 0 θαη 1, άιιά κε ηέηνην ηξόπν ώζηε          

 ( )   (   ) γηα θάζε ηηκή ηνπ  . Έηζη, ε  ( ) απνηεινύζε εκθαλώο ζηνηρείν ηνπ  , 

όκσο θαλέλα      δε ζα κπνξνύζε λα δεκηνπξγήζεη ην  ( ) από ηελ  (   ), αθνύ ε 

 (     ) είλαη πάληα δηαθνξεηηθή από ηελ  (  ). 

 

     Σνηνπηνηξόπσο, ν Cantor είρε αλαθαιύςεη κία κέζνδν ώζηε λα κπνξεί λα απνδεηρζεί όηη 

δνζέληνο νπνηνδήπνηε ζπλόινπ, ην ζύλνιν όισλ ησλ ζπλόισλ ηνπ ήηαλ πάληα κεγαιύηεξεο 

δύλακεο από ην ίδην ην κεηξηθό. Ζ απόδεημε απηή ήηαλ αμηνζεκείσηε, όρη κόλν ιόγσ ηεο 

απιόηεηαο ηεο αιιά θπξίσο ιόγσ ηεο αξρήο πνπ ηε δηέπεη, ε νπνία κπνξνύζε λα επεθηαζεί 

ζε έλα γεληθό ζεώξεκα. Μπνξνύζε πιένλ λα ηζρπξηζηεί ηελ ύπαξμε ησλ ππεξπεπεξαζκέλσλ 

πιεζηθώλ αξηζκώλ, δπλάκεσλ θαη ππεξπεπεξαζκελσλ ζπλόισλ. Σν άξζξν ηνπ 1891, 

εηζήγαγε γηα πξώηε θνξά ην δηαγώλην επηρείξεκα θαη ήηαλ ζεκειηώδνπο ζεκαζίαο γηα ηελ 

απόδεημε ηεο κε επηιπζηκόηεηαο ηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ ηεξκαηηζκνύ θαη ηελ απόδεημε ηνπ 

πξώηνπ ζεσξήκαηνο ηεο κε-πιεξόηεηαο ηνπ Gödel. Δπίζεο, απνθάιπςε ηηο ξηδνζπαζηηθέο 

ηδέεο ηνπ Cantor ζρεηηθά κε ηε θύζε ηεο ζπλνινζεσξίαο. 
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Γιαγώνιο επισείπημα 

 

     Ζ αξρή ηεο δηαγσληνπνίεζεο απνηειεί απόδεημε όηη ην αλνηρηό δηάζηεκα (   ) δελ είλαη 

αξηζκήζηκν θαζώο θαη ηεο κε κεηξεζηκόηεηαο ηνπ  . 

 

     Θεσξνύκε κία άπεηξε αθνινπζία ηνπ ηύπνπ (          ) όπνπ θάζε ζηνηρείν    είλαη 

είηε 0 είηε 1. Θεσξώληαο κία ιίζηα από ηηο αθνινπζίεο έρνπκε: 

 

   (               ) 

   (               ) 

   (               ) 

   (               ) 

   (               ) 

   (               ) 

   (               ) 

                                                                      

 

Γεληθά ζα γξάθεηαη:    (                     ) όπνπ      είλαη ην   ζηνηρείν ηεο   

αθνινπζίαο.  

 

     Καηαζθεπάδνπκε κία αθνινπζία    σο εμήο: 

Σν πξώην ζηνηρείν ηεο αθνινπζίαο    είλαη δηαθνξεηηθό από ην πξώην ζηνηρείν ηεο πξώηεο 

αθνινπζίαο θαη γεληθά ην        ζηνηρείν είλαη δηαθνξεηηθό απν ην        ζηνηρείν ηεο 

        αθνινπζίαο. Άξα παίξλνπκε ηελ αθνινπζία από ηε δηαγώλην ηνπ παξαδείγκαηνο 

(             ) θαη δεκηνπξγνύκε ηελ αθνινπζία    (             ). Έζησ ζύλνιν   πνπ 

πεξηέρεηαη από όιεο ηηο άπεηξεο αθνινπζίεο ηνπ   θαη 1. Σν   πεξηέρεη όιεο ηηο αθνινπζίεο 

άξα ζα πξέπεη λα πεξηέρεη θαη ηελ   . Αιιά ε    δελ πεξηέρεηαη πνπζελά ζηε ιίζηα, νπόηε ην 

  δελ πεξηέρεη ηελ   . Άξα δελ κπνξεί λα ηνπνζεηεζεί ζε     αληηζηνηρία κε ηνπο θπζηθνύο 

αξηζκνύο. πκπεξαίλνπκε ινηπόλ όηη δελ είλαη αξηζκήζηκν. 
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Θεώπημα 1.1 (Ππώηο Θεώπημα Cantor) 

 

     Αλ   είλαη έλα ζύλνιν θαη ππάξρεη κία ζπλάξηεζε         ρσξίο ζηαζεξό ζεκείν (γηα 

όια ηα      ( )    ), ηόηε γηα όια ηα ζύλνια   θαη γηα όιεο ηηο ζπλαξηήζεηο       

 , ππάξρεη κία ζπλάξηεζε       πνπ δελ αληηπξνζσπεύεηαη από ηελ    Γειαδή γηα θάζε 

     

 ( )   (   ). 

  

 

 

Απόδειξη 

 

     Έζησ   έλα ζύλνιν θαη ππνζέηνπκε κία ζπλάξηεζε         ρσξίο ζηαζεξά ζεκεία. 

Σόηε, ππάξρεη κία ζπλάξηεζε         πνπ ζηέιλεη θάζε     ζην (   )     . 

Σόηε, θαηαζθεπάδνπκε κία        θαη έρνπκε ηελ επαθόινπζε ζύλζεζε ηξηώλ 

ζπλαξηήζεσλ. 

 

 

 

Με άιια ιόγηα:  ( )   ( (   )). 

 

     Ηζρπξηδόκαζηε όηη γηα όια ηα      ( )   (   ) σο ζπλαξηήζεηο κίαο κεηαβιεηήο. 

Αλ  ( )   (    ) ηόηε εθηηκώληαο ην    έρνπκε  (     )   (  )   ( (     )).  
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Ζ πξώηε ηζόηεηα πξνθύπηεη από ην γεγνλόο όηη ε   αληηπξoζσπεύεηαη θαη ε δεύηεξε ηζόηεηα 

πξνθύπηεη από ηνλ νξηζκό ηεο ζπλάξηεζεο  . κσο απηό ζεκαίλεη όηη ε   έρεη ζηαζεξό 

ζεκείν, θάηη πνπ θαηαιήγεη ζε αληίθαζε.   □ 

 

 

 

 

     Παπαηήπηζη: O   ράξηεο νλνκάδεηαη δηαγώληνο θαη πνιιέο από ηηο απνδείμεηο 

ρξεζηκνπνηνύλ ηε δηαγώληα κέζνδν. Ζ   είλαη έλαο ηύπνο εθηίκεζεο ζπλάξηεζεο θαη ε  

 (   ) είλαη κία εθηίκεζε ηνπ ίδηνπ ηεο ηνπ εαπηνύ, σο εθ ηνύηνπ απηναλαθνξηθή. 

 

     Γεληθεύνπκε ην παξαπάλσ ζεώξεκα έηζη ώζηε αληί γηα   〈     〉  λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε 〈    〉 γηα κία απζαίξεηε επί (δεμηά αληηζηξέςηκε) ζπλάξηεζε      . 

Δθ‟ όζνλ   〈     〉         θάζε   πεγαίλεη ζην (   ( )).  

 

     Ο ηξόπνο  πνπ ζθεθηόκαζηε απηό ην ζεώξεκα είλαη λα ζεσξήζνπκε όηη ππάξρεη κία επί 

ζπλάξηεζε       . Σόηε, θαίλεηαη ινγηθό όηη | |  | |. Σν ζεώξεκα ηνπ Cantor ιέεη όηη 

| |  |  |, άξα | |  |  |. 
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1.2.2 Γενίκεςζη ηος θεωπήμαηορ ηος Cantor 

 

Θεώπημα 1.2 (Γεύηεπο Θεώπημα Cantor) 

 

     Έζησ   έλα ζύλνιν θαη       κία ζπλάξηεζε ρσξίο ζηαζεξό ζεκείν,   θαη    

ζύλνια θαη        κία ζπλάξηεζε επί (κε δεμηό αληίζηξνθν  ̅     ). Σόηε, γηα όιεο 

ηηο ζπλαξηήζεηο          ε ζπλάξηεζε        θαηαζθεπάδεηαη σο εμήο: 

 

 

 

Καη δελ αληηπξνζσπεύεηαη από ηελ  . 

 

Απόδειξη 

 

     Θεσξώ       θαη   όηη δίλνληαη. Έζησ  ̅      ην δεμηό αληίζηξνθν ηνπ  . Από 

νξηζκό, έρνπκε όηη   ( )   ( ( )  ( )). Ηζρπξηδόκαζηε όηη γηα όια ηα 

         ( )   (   ). Αλ   ( )   (    ), ηόηε ε εθηίκεζε ζην  ̅(  ) δίλεη: 

                  ( ̅(  )   )    ( ̅(  ))  επεηδή ε    αληηπξνζσπεύεηαη 

                                           ( ( ̅(  )  ( ̅(  )))  εμ‟νξηζκνύ ηεο     

                                             ( ( ̅(  )   )  εμ‟νξηζκνύ ηνπ δεμηνύ αληηζηξόθνπ 

 

πκπεξαίλνπκε όηη ε   έρεη ζηαζεξό ζεκείν.    □ 
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     Μπνξνύκε λα ζθεθηνύκε απηό ην ζεώξεκα κε δηαθνξεηηθό ηξόπν. Έζησ όηη     θαη 

ζεσξνύκε έλα   δηαθνξεηηθό από ην    . Ο ζπλήζεο ηξόπνο λα θαληαζηνύκε ην ζεώξεκα 

ηνπ Cantor είλαη: 

 

 

 

     Αιιάδνπκε όηη είλαη ζε αγθύιε [ ]. Γηα παξάδεηγκα, ην    γίλεηαη  (  ). Χζηόζν, δε 

ρξεηάδεηαη λα πξνρσξήζνπκε ζε όιε ηε δηαγώλην. Απηό πνπ ρξεηάδεηαη είλαη θάζε ζεηξά ηνπ 

πίλαθα, λα έρεη έζησ έλα ζηνηρείν πνπ αιιάδεη. Άξα, έρνπκε κία εηθόλα ζαλ θαη απηή: 

 

 

 

     To γεγνλόο όηη θάζε ζεηξά ηνπ πίλαθα έρεη έζησ έλα ζηνηρείν πνπ είλαη δηαθνξεηηθό, είλαη 

ζηελ νπζία ην γεγνλόο όηη ε   είλαη επί. ζν ε   είλαη επί, ην ζεώξεκα ηνπ Cantor ηζρύεη. 
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1.3 Παπαδείγμαηα ηος θεωπήμαηορ  Cantor 

 

     Θα μεθηλήζνπκε κε ηε γλσζηή εθδνρή ηνπ ζεσξήκαηνο Cantor γηα ην δπλακνζύλνιν ησλ 

θπζηθώλ αξηζκώλ. Αξγόηεξα ζα αλαθέξνπκε ην παξάδνμν ηνπ Russell γηα ηε ζεσξία 

ζπλόισλ  θαζώο θαη άιια παξάδνμα θαη πεξηνξηζκνύο.  

 

ΟΡΗΜΟ 1.7. Αλ    , νλνκάδνπκε σαπακηηπιζηική ζςνάπηηζη ηνπ         

(ζπκβνιηζκόο   ) ηε ζπλάξηεζε: 

  ( )  {
         

      
         

 

 

Xαξαθηεξηζηηθέο ζπλαξηήζεηο ζπλαληάκε ζηνλ Απεηξνζηηθό Λνγηζκό. 

 

 

1.3.1 Σο Θεώπημα ηος Cantor      
    ( ) 

 

Θεώπημα 1.3. 

 

     To ζεώξεκα απηό αλαθέξεη όηη δελ κπνξεί λα ππάξμεη επί ζπλάξηεζε από ην   ζην  ( ).  

 

Απόδειξη 

 

     Θεσξνύκε            κία πξνηεηλόκελε απαξίζκεζε όισλ ησλ ππνζπλόισλ ηνπ    

Έζησ   *   + έλα ζύλνιν θαη έζησ ε ζπλάξηεζε ηεο άξλεζεο       όπνπ  ( )    

θαη  ( )   . Έζησ           πνπ νξίδεηαη σο εμήο : 

 

 (   )  {
          

               
 

 

Γηα θάζε  , ε  (   ) είλαη ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ηνπ    :  (   )     . 
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     Kαηαζθεπάδνπκε ηε   σο αθνινύζσο : 

 

 

 

     H   είλαη ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ηνπ ζπλόινπ   *   |     +.  

Γηα θάζε        ( )   (   )     
.   Γηαηί αλ ππήξρε έλα    ηέηνην ώζηε  

 ( )   (    ), ηόηε ε εθηίκεζε ζην    ζα καο έδηλε:  

 

 (     )   (  )   ( (     )) 

 

όπνπ ε πξώηε ηζόηεηα ηζρύεη ιόγσ ηνπ όηη ε   αληηπξνζσπεύεηαη από ην    θαη ε δεύηεξε 

ηζρύεη εμ‟ νξηζκνύ ηεο  . Απηό ζεκαίλεη όηη ε δηαδηθαζία ηεο άξλεζεο έρεη έλα ζηαζεξό 

ζεκείν πνπ είλαη εκθαλώο ιαλζαζκέλν. Με άιια ιόγηα, ην ζύλνιν     δελ είλαη ζηελ 

πξνηεηλόκελε απαξίζκεζε όισλ ησλ ππνζπλόισλ ηνπ  .   □ 

 

 

 

1.3.2  Σο παπάδοξο ηος Russell 

 

     αλ εηζαγσγή ζην παξάδνμν ηνπ Russell, παξαζέηνπκε ην παξάδνμν ηνπ Κνπξέα, ην 

νπνίν απνδίδεηαη ζε κία αλώλπκε πεγή ην 1918. ε θάπνην ρσξηό ππάξρεη έλαο άληξαο ν 

νπνίνο είλαη θνπξέαο. Απηόο μπξίδεη όινπο ηνπο άληξεο πνπ δελ μπξίδνληαη κόλνη ηνπο. Σν 

εξώηεκα πνπ ηίζεηαη είλαη: Πνηόο μπξίδεη ηνλ θνπξέα; Κάζε άληξαο ζ‟ απηό ην ρσξηό, 

μπξίδεηαη από ηνλ θνπξέα αλ θαη κόλν αλ δελ μπξίδεηαη κόλνο ηνπ.  
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     Ζ θαηάζηαζε είλαη αδηέμνδε αθνύ: 

 Αλ ν θνπξέαο δελ μπξίδεη ηνλ εαπηό ηνπ, ηόηε δελ αλήθεη ζηελ θαηεγνξία απηώλ πνπ 

μπξίδνληαη κόλνη ηνπο. Άξα αλήθεη ζε απηνύο πνπ μπξίδνληαη ζηνλ θνπξέα. Απηό απνηειεί 

αληίθαζε γηαηί ππνζέζακε όηη ν θνπξέαο δε μπξίδεη ηνλ εαπηό ηνπ.  

 Αλ ν θνπξέαο μπξίδεη ηνλ εαπηό ηνπ, ηόηε αλήθεη ζηελ θαηεγνξία απηώλ πνπ μπξίδνληαη 

κόλνη ηνπο. Άξα δελ αλήθεη ζε απηνύο πνπ μπξίδνληαη ζηνλ θνπξέα. Παξαηεξνύκε θαη πάιη 

κία αληίθαζε αθνύ ππνζέζακε όηη ν θνπξέαο μπξίδεη ηνλ εαπηό ηνπ. 

 

     Ο Bertrand Russell (1872-1970) ππήξμε θηιόζνθνο, καζεκαηηθόο, ηζηνξηθόο θαη 

ζεσξεηηθόο ηεο Λνγηθήο. Θεσξείηαη έλαο από ηνπο ζύγρξνλνπο ζεκειησηέο ηεο αλαιπηηθήο 

θηινζνθίαο. Έλα από ηα πξώηα ηνπ έξγα ππήξμε ην «Principia Mathematica» (ην νπνίν 

έγξαςε ζε ζπλεξγαζία κε ηνλ Whitehead). Άιια γλσζηά ηνπ έξγα έρνπλ ηίηιν «Πνιηηηθά 

Ηδεώδε», «Ηζηνξία Φηινζνθίαο», ελώ ηo 1950 ηηκήζεθε κε ην βξαβείν Νόκπει.  Σν 1901 

αλαθάιπςε έλα από ηα πην δηαδεδνκέλα παξάδνμα, ην νπνίν δείρλεη ηηο αληηθάζεηο ηεο 

ζεσξίαο ζπλόισλ θαη έγθεηηαη ζην όηη δε κπνξνύκε λα δεκηνπξγήζνπκε έλα ζύλνιν πνπ λα 

έρεη σο ζηνηρείν ηνλ εαπηό ηνπ.  

 

     Έζησ έλα ζύλνιν     *          +, ην ζύλνιν όισλ ησλ ζπλόισλ πνπ δελ είλαη 

ζηνηρεία ηνπ εαπηνύ ηνπο.  

 ηελ πεξίπησζε πνπ ην   πεξηέρεη ηνλ εαπηό ηνπ, δειαδή      , ηόηε νδεγνύκαζηε ζε 

αληίθαζε, αθνύ είλαη αληίζεην κε απηό πνπ νξίζηεθε αξρηθά γηα ην ζύλνιν  .  

Άξα     *          + άξα      . 

 ηελ άιιε πεξίπησζε πνπ ην   δελ είλαη ζηνηρείν ηνπ εαπηνύ ηνπ, δειαδή       , ζα ηζρύεη 

    *          + θαη ζπκπεξαίλεηαη όηη      . Σν απνηέιεζκα καο νδεγεί πάιη ζε 

αληίθαζε, αθνύ ππνζέζακε όηη ην   δελ είλαη ζηνηρείν ηνπ εαπηνύ ηνπ.  

Δπνκέλσο ην ζύλνιν   είλαη ζηνηρείν ηνπ εαπηνύ ηνπ αλ θαη κόλν αλ δελ είλαη. 

     

     Με άιια ιόγηα, έζησ   ην ζύλνιν όισλ ησλ ζπλόισλ x πνπ έρνπλ ηελ ηδηόηεηα: 

                       . Αλ ην   αλήθεη ζην  , ηόηε ην   δελ αλήθεη ζην  , γηαηί ζαλ 



 
 

27 
 

ζηνηρείν ηνπ   ηθαλνπνηεί ηελ ηδηόηεηα ησλ ζηνηρείσλ ηνπ  . Αλ ην   δελ αλήθεη ζην  , ηόηε 

ην   αλήθεη ζην  , γηαηί σο κε ζηνηρείν ηνπ   δελ ηθαλνπνηεί ηελ ηδηόηεηα ησλ ζηνηρείσλ ηνπ 

 . Άξα ην   είλαη ζηνηρείν ηνπ   θαη ην   δελ είλαη ζηνηρείν ηνπ  . 

 

     Γηα παξάδεηγκα, έζησ ην ζύλνιν όισλ ησλ ηεηξαγώλσλ. Σν ζύλνιν απηό ηειηθά δελ είλαη 

ηεηξάγσλν, νπόηε δελ αλήθεη ζηνλ εαπηό ηνπ. Αληίζεηα αλ πάξνπκε ην ζύλνιν όισλ ησλ 

πξαγκάησλ πνπ δελ είλαη ηεηξάγσλα, ηόηε ην ζύλνιν δελ είλαη ηεηξάγσλν, άξα κπνξεί λα 

αλήθεη ζηνλ εαπηό ηνπ. Παξαηεξώληαο απηό ην παξάδνμν θαίλεηαη όηη πνιιά ζύλνια δελ 

είλαη ζηνηρεία ηνπ εαπηνύ ηνπο, όπσο ην ζύλνιν ησλ αθεξαίσλ    ην νπνίν δελ είλαη 

αθέξαηνο ή ε αλζξσπόηεηα, ε νπνία δελ είλαη άλζξσπνο. κσο, έλα ζύλνιν ηδεώλ κπνξεί λα 

ζεσξεζεί σο ηδέα. 

 

     Έζησ ηώξα ην ζύλνιν Sets λα είλαη θάπνην ζύκπαλ ζπλόισλ. Δμεηάδνπκε ηελ αξλεηηθή 

ζπλάξηεζε           όπνπ   (   )      θαη   (   )     . Έζησ ε ζπλάξηεζε                  

                   πνπ νξίδεηαη σο αθνινύζσο γηα ην ζύλνια   θαη  .  

 

  (     )    * 
          
        

 

 

     Καηαζθεπάδνπκε ηε   σο αθνινύζσο:  

 

 

 

     Ζ   είλαη ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ησλ ζπλόισλ πνπ δελ είλαη ζηνηρεία ηνπ εαπηνύ 

ηνπο. Οπόηε γηα όια ηα ζύλνια   ζα ηζρύεη   (   )      (     )   
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Αλ ππήξρε έλα ζύλνιν    ηέηνην ώζηε   (   )      (      )  ηόηε από εθηίκεζε ηνπ    ζα 

είρακε  

 

  (      )      (   )      (   (     ) )  

 

     Ζ πξώηε ηζόηεηα ηζρύεη επεηδή ε   αληηπξνζσπεύεηαη θαη ε  δεύηεξε ηζόηεηα ηζρύεη από 

ηνλ νξηζκό ηεο  .  

 

     πλνςίδνληαο, γηα λα εμαζθαιίζνπκε ην γεγνλόο λα κελ ππάξρνπλ παξάδνμα, ιέκε όηη ε 

  είλαη ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε κηαο «ζπιινγήο» ησλ ζπλόισλ Sets, ε νπνία όκσο δελ 

κπνξεί λα δεκηνπξγήζεη έλα ππαξθηό ζύλνιν.  

 

 

1.3.3  Σο παπάδοξο ηος Grelling 

 

     Σν παξάδνμν ηνπ Grelling είλαη έλα από ηα πην ζεκαληηθά. Σν επηλόεζε ην 1908, 

αλαθεξόκελνο ζηα επίζεηα πνπ πεξηγξάθνπλ ηνλ εαπηό ηνπο θαη ζε απηά πνπ δε κπνξνύλ λα 

πεξηγξάςνπλ ηνλ εαπηό ηνπο.  

 

     Γηα λα εμεγήζνπκε απηό ην παξάδνμν απαηηείηαη ν νξηζκόο ησλ απηνινγηθώλ επηζέησλ. 

Παξαδείγκαηνο ράξηλ, ε ιέμε «κηθξόο» είλαη κηθξή, ε ιέμε «English» είλαη αγγιηθή θαη ην 

επίζεην «πνιπζπιιαβηθόο» είλαη πνιπζπιιαβηθό. Οη ιέμεηο δειαδή πνπ ραξαθηεξίδνπλ ηνλ 

εαπηό ηνπο νλνκάδνληαη «απηνινγηθέο». Οη ππόινηπεο θαινύληαη «εηεξνινγηθέο». Σν επίζεην 

«καθξύο» δελ είλαη καθξηά ιέμε, ην “German” δελ είλαη γεξκαληθή θαη ε ιέμε 

«κνλνζπιιαβηθόο» δελ είλαη κνλνζπιιαβηθή.  

 

     Σν παξάδνμν ηνπ Grelling πξνθύπηεη από ην εξώηεκα: είλαη ε ιέμε «εηεξνινγηθή»  

εηεξνινγηθή; Ζ απάληεζε πξνθύπηεη σο εμήο: Δίλαη αλ θαη κόλν αλ δελ είλαη. Αλ 

απνθαζίζνπκε όηη ε ιέμε «εηεξνινγηθή» είλαη απηνινγηθή ηόηε ραξαθηεξίδεη ηνλ εαπηό ηεο. 

Αιιά ε ιέμε «εηεξνινγηθή» δε κπνξεί είλαη απηνινγηθή αθνύ κπνξεί λα ραξαθηεξίζεη ηνλ 
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εαπηό ηεο κόλν σο εηεξνινγηθή. Αλ επνκέλσο απνθαζίζνπκε όηη είλαη εηεξνινγηθή ηόηε 

ραξαθηεξίδεη ηνλ εαπηό ηεο θαη παξαηεξνύκε όηη ε ηδηόηεηα απηή ηελ θαζηζηά απηνινγηθή. 

πλεπώο θαηαιήγνπκε ζε αληίθαζε.  

 

     Ολνκάδνπκε     ην ζύλνιν όισλ ησλ αγγιηθώλ επηζέησλ. „Δρνπκε ηελ αθόινπζε 

ζπλάξηεζε                   όπσο νξίδεηαη γηα όια ηα επίζεηα    θαη   . 

 

 (     )  {
                            

                                           
 

 

 

Έηζη, έρνπκε ηελ αθόινπζε θαηαζθεπή ηεο  : 

                       

 

 

 

     Ζ   είλαη ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ελόο ππνζπλόινπ ησλ επηζέησλ πνπ δελ κπνξνύλ 

λα πεξηγξαθνύλ από θαλέλα επίζεην. Απηό αθξηβώο ζεκαίλεη όηη   (   )      (     ) γηα 

όια ηα επίζεηα  . Ζ ιέμε «εηεξνινγηθό» δελ είλαη ην κνλαδηθό επίζεην πνπ ππάξρεη κέζα     

ζ‟ απηό ην ππνζύλνιν. Πεξηέρνληαη όια ηα επίζεηα πνπ δεκηνπξγνύλ παξάδνμα. 
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1.3.4  Σο παπάδοξο ηος Δπιμενίδη (To παπάδοξο ηος Ψεύηη) 

 

     Ο Δπηκελίδεο ήηαλ έλαο Κξεηηθόο ζξεζθεπηηθόο δηδάζθαινο, πξνθήηεο θαη κάληεο. 

Καηαγόηαλ από ηελ Φαηζηό όκσο έδεζε θπξίσο ζηελ Κλσζό. Ήηαλ έλαο από ηνπο πην 

«πεξίεξγνπο» θηινζόθνπο, γηαηί ζηα γξαπηά ηνπ ππήξρε πάληα ην κπζηθό ζηνηρείν. Ο ίδηνο 

είλαη πεξηζζόηεξν γλσζηόο εμαηηίαο ηνπ παξαδόμνπ ηνπ, ην νπνίν είλαη ην παιαηόηεξν 

παξάδεηγκα απηναλαθνξάο.  

 

     πγθεθξηκέλα ν Δπηκελίδεο ( πνπ ήηαλ από ηελ Κξήηε ) έιεγε όηη «νη Κξεηηθνί ιέλε 

πάληα ςέκαηα». Αλ όινη νη Κξεηηθνί ιέλε πάληα ςέκαηα ηόηε θαη απηόο σο Κξεηηθόο ιέεη 

ςέκαηα. Άξα νη Κξεηηθνί  ιέλε ηελ αιήζεηα. ε πεξίπησζε όκσο πνπ νη Κξεηηθνί ιέλε ηελ 

αιήζεηα ηόηε θαη απηόο σο Κξεηηθόο ιέεη ηελ αιήζεηα, δειαδή όηη νη Κξεηηθνί είλαη ςεύηεο. 

Σν εξώηεκα είλαη αλ ηα ιεγόκελα ηνπ Δπηκελίδε είλαη αιήζεηα ή ςέκαηα. Ζ αληίθαζε ζηελ 

πξόηαζε απηή, είλαη όηη αλ ιέεη ηελ αιήζεηα, ηόηε είλαη θαη απηόο ςεύηεο. Ίζσο θάπνηνη 

Κξεηηθνί λα είλαη ςεύηεο, αθόκα θαη ν Δπηκελίδεο, θαη θάπνηνη λα κελ είλαη. Ίζσο ν 

Δπηκελίδεο λα ήηαλ ςεύηεο πνπ πεξηζηαζηαθά έιεγε ηελ αιήζεηα αιιά ζίγνπξα δε κπνξνύζε 

λα ην θάλεη ηαπηόρξνλα.  

 

     Παξαηεξνύκε όηη ε νπζία ηνπ παξαδόμνπ είλαη άιιε. Αλ πνύκε όηη απηή ε πξόηαζε είλαη 

ςεπδήο πσο ζα μέξνπκε αλ είλαη ςεπδήο ή αιεζήο; Αλ ε πξόηαζε απηή είλαη αιεζήο ηόηε 

ζύκθσλα κε απηήλ είλαη ςεπδήο, ελώ αλ ε πξόηαζε είλαη ςεπδήο ηόηε ζα πξέπεη λα είλαη 

αιεζήο θαη έηζη δεκηνπξγείηαη έλαο θαύινο θύθινο πνπ θαηαιήγεη ζην όηη απηή ε πξόηαζε 

είλαη αιεζήο αλ θαη κόλν αλ είλαη ςεπδήο.   

 

     Θα κπνξνύζακε λα θαηαζθεπάζνπκε θαη άιιεο πξνηάζεηο πνπ δειώλνπλ ην ίδην κε ην 

πεξηερόκελν ηνπο. Μία ζπλεζηζκέλε «ιύζε» γηα ην παξάδνμν ηνπ Φεύηε είλαη λα πνύκε όηη 

ζίγνπξα ππάξρνπλ πξνηάζεηο πνπ δελ είλαη νύηε αιεζήο νύηε ςεπδήο, απιά ρσξίο λόεκα. 

Μία άιιε ιύζε ζε απηό ην παξάδνμν είλαη ε απνδνρή απηήο ηεο πξόηαζεο ηαπηόρξνλα σο 

αιεζή θαη σο ςεπδή. ηηο πεξηπηώζεηο ινηπόλ πνπ κία πξόηαζε δειώλεη ην ίδην ηεο ην 

πεξηερόκελν, ππάξρνπλ ηξείο πεξηπηώζεηο. Αλ είλαη αιεζήο ηόηε είλαη ςεπδήο ή ρσξίο λόεκα. 
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Αλ είλαη ςεπδήο ηόηε είλαη αιεζήο θαη έρεη λόεκα, ελώ αλ δελ ππάξρεη λόεκα ζηελ πξόηαζε, 

ηόηε είλαη αιεζήο θαη έρεη λόεκα. Απηό ην παξάδνμν κπνξεί επίζεο λα δηαηππσζεί όπσο ηα 

πξνεγνύκελα.  

 

     Δμεηάδσ ην ζύλνιν ησλ Αγγιηθώλ πξνηάζεσλ Sent θαη ην ζύλνιν                    

   *  (   )  (          )  (    ) +  

Έρνπκε ηελ αθόινπζε ζπλάξηεζε                   , ε νπνία νξίζηεθε γηα όιεο ηηο 

πξνηάζεηο          .  

 

  (     ) =  {

                           

                                                     

                               

 

 

 

     Σώξα εμεηάδσ ηε ζπλάξηεζε          πνπ έρεη νξηζηεί ζαλ  ( )      θαη 

  ( )     ( )      θαη θαηαζθεπάδνπκε ηε   σο αθνινύζσο: 

 

                                   

 

     Ζ   είλαη ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ησλ πξνηάζεσλ πνπ δελ είλαη νύηε ιάζνο, νύηε 

ρσξίο λόεκα όηαλ απηνπεξηγξάθνληαη. Με ηε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε ελλννύκε απηέο ηηο 

πξνηάζεηο πνπ ε   πεγαίλεη ζηελ   ζε αληίζεζε κε ην   ή ην  .  
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1.3.5  Σο παπάδοξο ηος Richard 

 

     Σν «παξάδνμν ηνπ Richard», είλαη κία ζεκαζηνινγηθή αληηλνκία ζηε ζεσξία ζπλόισλ θαη 

ηε θπζηθή γιώζζα πνπ πεξηγξάθεθε γηα πξώηε θνξά από ηνλ Γάιιν καζεκαηηθό Jules 

Richard ην 1905. Παξαηεξνύκε όηη έρεη άκεζε ζρέζε κε ην δηαγώλην επηρείξεκα ηνπ Cantor 

γηα ηε κε αξηζκεζηκόηεηα ηνπ ζπλόινπ ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. Τπάξρνπλ πνιιέο 

πξνηάζεηο ζηελ Διιεληθή γιώζζα πνπ πεξηγξάθνπλ πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο κεηαμύ ηνπ 0 

θαη ηνπ 1. Γηα παξάδεηγκα, ε πξόηαζε «Σν   είλαη ν ιόγνο ηνπ κήθνπο ηεο πεξηθέξεηαο ελόο 

θύθινπ πξνο ην κήθνο ηεο δηακέηξνπ ηνπ, δηαηξνύκελνο κε ην 10» πεξηγξάθεη ηνλ αξηζκό 

0,314159... . 

 

     Τπάξρνπλ αξθεηέο παξόκνηεο πξνηάζεηο. Ολνκάδνπκε κία ηέηνηα πξόηαζε, «πξόηαζε 

Richard». Έηζη, ππάξρεη κία αηειείσηε ιίζηα αγγιηθώλ θξάζεσλ (όπνπ θάζε θξάζε 

απνηειέηηαη από δηάθνξα πεπεξαζκέλα κήθε) πνπ νξίδνπλ κε ζαθήλεηα ηνπο πξαγκαηηθνύο 

αξηζκνύο. Θεσξνύκε κία ιεμηθνγξαθηθή δηάηαμε όισλ απηώλ ησλ πξνηάζεσλ, ε νπνία καο 

δίλεη ηε γεληθή ηδέα ηεο         πξόηαζεο Richard. Έλα απιό παξάδεηγκα είλαη λα 

ζεσξήζνπκε κία άπεηξε ιίζηα ησλ αληίζηνηρσλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ :         . Σώξα ζα 

νξίζνπκε έλα λέν πξαγκαηηθό αξηζκό   σο εμήο: Σν αθέξαην κέξνο ηνπ   ζα είλαη 0, ην        

n-οστό δεθαδηθό ςεθίν ηνπ r ζα είλαη 1, εάλ ην n-οστό δεθαδηθό ςεθίν ηνπ    δελ είλαη 1, θαη 

ην n-οστό δεθαδηθό ςεθίν ηνπ r ζα είλαη 2, εάλ ην ληνζηό δεθαδηθό ςεθίν ηνπ    είλαη 1.  

Απηή είλαη κία έθθξαζε πνπ νξίδεη μεθάζαξα έλαλ πξαγκαηηθό αξηζκό r. Έηζη, r πξέπεη λα 

είλαη έλαο από ηνπο αξηζκνύο   . Χζηόζν, ην r δνκήζεθε έηζη ώζηε λα κελ κπνξεί λα ηζνύηαη 

νπνηνδήπνηε από ηα     

 

     Θεσξνύκε ην ζύλνιν    *         + θαη ηε ζπλάξηεζε         όπνπ           

 ( )     , ε νπνία δελ έρεη ζηαζεξό ζεκείν. Θεσξνύκε επίζεο ηε ζπλάξηεζε                  

           ε νπνία πξνζδηνξίδεηαη σο εμήο : 

 

 (   )  *                                                        + 
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Γηα παξάδεηγκα, αλ ε παξαπάλσ πξόηαζε είλαη ε δέθαηε πέκπηε πξόηαζε Richard, ηόηε 

έρνπκε όηη  (    )   , ιόγσ ηνπ 1 ζην 0,314159... .  

 

     Καηαζθεπάδνπκε ηε   σο εμήο: 

 

                                         

 

     H   πεξηγξάθεη έλαλ πξαγκαηηθό αξηζκό κεηαμύ 0 θαη 1 θαη γηα όια ηα    , ηζρύεη όηη 

 ( )   (   ). πκπεξαίλνπκε όηη απηόο ν αξηζκόο είλαη δηαθνξεηηθόο από όιεο ηηο 

πξνηάζεηο Richard. Παξ‟ όια απηά, απηή είλαη κία πξόηαζε Richard πνπ πεξηγξάθεη απηόλ 

ηνλ αξηζκό. «   είλαη ν πξαγκαηηθόο αξηζκόο κεηαμύ ηνπ 0 θαη ηνπ 1, ηνπ νπνίνπ ην        

ςεθίν είλαη ελληά κείνλ ηνπ         ςεθίνπ ηνπ αξηζκνύ πνπ πεξηγξάθεηαη από ηε 

       πξόηαζε Richard. 

 

1.3.6 Σο ππόβλημα ηεπμαηιζμού ηος Turing 

 

     Σα πξόβιεκαηα, γηα ηα νπνία δελ ππάξρεη αιγόξηζκνο πνπ λα ηα επηιύεη, νλνκάδνληαη κε 

επηιύζηκα. Έλα από ηα πην γλσζηά κε επηιύζηκα πξνβιήκαηα είλαη ην πξόβιεκα ηνπ 

ηεξκαηηζκνύ, από ην νπνίν ζπκπεξαίλνπκε όηη δελ ππάξρεη αιγόξηζκνο πνπ γηα θάζε κεραλή 

Turing   θαη ζπκβνινζεηξά εηζόδνπ  , λα απνθαζίδεη αλ ε   ηεξκαηίδεη κε είζνδν   ή όρη. 

Απηό πνπ απνδεηθλύεηαη ζηελ νπζία, είλαη όηη δελ ππάξρεη κία γεληθή κέζνδνο, ε νπνία λα 

απνθαζίδεη ζσζηά ζε όιεο ηηο πεξηπηώζεηο. Σν πξόβιεκα ηνπ ηεξκαηηζκνύ, απνδείρζεθε από 

ηνλ Alan Turing ην 1936 θαη είλαη ηζηνξηθήο ζεκαζίαο σο έλα από ηα πξώηα κε απνθαζίζηκα 

πξνβιήκαηα.  
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Θεώπημα 1.4. (Σο ππόβλημα ηος ηεπμαηιζμού ηος Σuring) 

 

     Οξίδνπκε ηε γιώζζα        *         |                            + 

Σόηε απηή ε γιώζζα δε γίλεηαη δεθηή από θακία κεραλή Turing. 

 

Απόδειξη 

 

     Τπνζέηνπκε όηη ππάξρεη κία κεραλή Turing       ε νπνία δέρεηαη ηε γιώζζα     . 

Έζησ όηη ππάξρεη κία άιιε κεραλή Turing Μ΄ ε νπνία δέρεηαη ην   ζαλ input θαη επηθαιείηαη 

ηελ       (         )   

( Ζ γιώζζα      πεξηέρεη όια ηα strings πνπ θσδηθνπνηνύλ ηελ κεραλή Turing θαη έλα 

input ηέηνην ώζηε ε κεραλή λα ζηακαηάεη ζ‟ απηό.).  

 

     Οξίδνπκε ηε  ΄σο αθνινύζσο : 

 

Αλ ε       δέρεηαη ην input, ηόηε ην  ΄ ζα ιεηηνπξγεί επ‟ αόξηζηνλ. 

Αλ ε       απνξξίπηεη ην input, ηόηε ην  ΄ ζα επηζηξέθεη 1. 

 

     Σώξα αο ππνζέζνπκε όηη ην β θσδηθνπνηείηαη από ηε κεραλή    θαη ηξέρνπκε   ( ) ηόηε 

ζα έρνπκε δπν πεξηπηώζεηο: 

• Ζ   ( ) ζα ζηακαηάεη         (        ) απνξξίπηεη     (β) δε ζα ζηακαηήζεη   

  ( ) δε ζα ζηακαηήζεη.       

•   ( ) δε ζα ζηακαηήζεη         (        ) δέρεηαη     (β) δε ζα ζηακαηήζεη   

  ( ) ζα ζηακαηήζεη.              □ 
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     Έζησ   έλα αξηζκήζηκν ζύλνιν ην νπνίν έρεη ηηο αθόινπζεο ηδηόηεηεο 

 Σν ζύλνιν   θαη ην   λα είλαη ζηνηρεία ηνπ   

 Γηα θάζε ζηνηρείν   ζην ζύλνιν   ζα ππάξρνπλ ηύπνη ζπλαξηήζεσλ ησλ ζηνηρείσλ 

ηνπ  . Μηα ηέηνηα ζπλάξηεζε ζα είλαη έλαο πιήξεο ηζνκνξθηζκόο π.ρ.       . 

Τπνζέηνπκε όηη ην   είλαη έλα ζύλνιν ππνινγίζηκσλ πξαγκάησλ. 

 Γηα θάζε (όρη απαξαίηεηα πιήξε) ζπλάξηεζε        ππάξρεη έλαο αληίζηνηρνο 

αξηζκόο        . Απηόο ν αξηζκόο είλαη έλαο αξηζκόο G ̈del ηνπ πξνγξάκκαηνο πνπ 

βνεζάεη ζηνλ ππνινγηζκό. 

 Γηα θάζε (όρη απαξαίηεηα πιήξε) ζπλάξηεζε        ζα ππάξρεη έλα αληίζηνηρν 

αληηζηξέςηκν αξηζκήζηκν ζύλνιν  ( )     . Γηα θάζε      ε   έρεη αμία ζην   αλ 

θαη κόλν αλ   
  ( )     ( ). Μπνξεί λα είλαη κία κεξηθή ζπλάξηεζε από έλαλ 

ππνινγίζηκν ρώξν ζε έλαλ άιιν. 

 

     Ο ππνινγηζκόο ζηακαηάεη. Θα πξέπεη λα ππάξρεη κία πιήξεο ζπλάξηεζε                      

            πνπ ζα αλήθεη ζην   ηέηνηα ώζηε γηα όιεο ηηο         ηζρύεη 

    (     )    〈 〉 . 

     Απηή ε ζρέζε δείρλεη γηα πηα ζηνηρεία ζην   ν ππνινγηζκόο ζηακαηάεη νπόηε γηα ηε 

ζπλάξηεζε      ζα νξίδνπκε: 

     (   )   {
           

           
 

     Δμεηάδεηαη ε ζπλάξηεζε       πνπ νξίδεηαη σο αθνινύζσο :  ( )    θαη  ( )  , 

γηα παξάδεηγκα, ν ππνινγηζκόο δελ είλαη θαζνξηζκέλνο. 
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     Καηαζθεπάδεηαη ε   σο αθνινύζσο: 

 

                                       

 

     Γηα λα νινθιεξσζεί ην παξάδεηγκα πξέπεη λα δεηρζεί όηη ε ζπλάξηεζε      δελ είλαη 

πιήξεο γηαηί δελ είλαη νξηζκέλε ζην     . Αλ ε      ήηαλ νξηζκέλε ζην     ηόηε ζα 

κπνξνύζε λα δεκηνπξγεζεί ε αθόινπζε θαηαζθεπή: 

     (       )                             〈 〉                                     

                                 αν και μόνο αν    (   )                              

                                αν και μόνο αν      (       )                                      

Άξα δε κπνξεί λα ππάξρεη ηέηνηα ζπλάξηεζε.    

 

1.3.7  Μία μη αναγνωπίζιμη γλώζζα 

 

     Τπάξρεη κία γιώζζα πνπ δελ είλαη αλαγλσξίζηκε από θακία κεραλή Turing. Έζησ 

           λα είλαη κία απαξίζκεζε όισλ ησλ κεραλώλ Turing ηεο γιώζζαο   *   + 

πνπ δίλεηαη ζαλ input. Αθόκα, έζησ             λα είλαη κία απαξίζκεζε όισλ ησλ ιέμεσλ 

ζην    όπνπ     είλαη ην ζύλνιν όισλ ησλ ιέμεσλ πνπ κπνξνύλ λα ζρεκαηηζηνύλ από ηε 

γιώζζα  . Σν    είλαη κία ιέμε ζην   ε νπνία ζεσξείηαη όηη δειώλεη ηελ αξηζκεηηθή αμία 

ηεο δπαδηθήο ιέμεο.  
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     Δμεηάδεηαη ε αθόινπζε ζπλάξηεζε               πνπ νξίδεηαη σο αθνινύζσο: 

 

  (     )   {
                                 (  )

                                    (  )
 

 

     Σόηε θαηαζθεπάδνπκε ηε   σο εμήο: 

 

 

 

     Ζ   είλαη ε ραξαθηεξηζηηθή ζπλάξηεζε κίαο γιώζζαο πνπ δε γίλεηαη δεθηή από θακία 

κεραλή Turing. Σν γεγνλόο όηη ππάξρνπλ κε αλαγλσξίζηκεο γιώζζεο θαηαιήγεη ζε έλα 

ζπκπέξαζκα. Γειαδή όηη ν αξηζκόο ησλ κεραλώλ Turing είλαη αξηζκήζηκνο ελώ ν αξηζκόο 

ησλ γισζζώλ είλαη κε αξηζκήζηκνο. Ζ απόδεημε δίλεηαη ζην επόκελν θεθάιαην. 
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1.4  Σο διαγώνιο θεώπημα ηος Cantor   

     Σν αληίζηξνθν – αληίζεην ζεώξεκα ηνπ Cantor είλαη εμίζνπ κεγάιεο ζεκαζίαο. 

     

Θεώπημα 1.5. (Γιαγώνιο Θεώπημα)  

 

     „Δζησ   έλα ζύλνιν θαη έζησ όηη ππάξρεη έλα ζύλνιν   θαη κία ζπλάξηεζε                    

        ηέηνηα ώζηε όιεο νη ζπλαξηήζεηο       λα αληηπξνζσπεύνληαη από ηελ   

(δειαδή λα ππάξρεη έλα     ηέηνην ώζηε  ( )   (   )), ηόηε όιεο νη ζπλαξηήζεηο 

      έρνπλ ζηαζεξν ζεκείν. 

 

Απόδειξη 

 

     Έζησ όηη νη       θαη   δίλνληαη. Καηαζθεπάδνπκε ηελ   σο εμήο : 

 

                                

 

     H   πξνζδηνξίδεηαη σο εμήο :  ( )   ( (   )). 

 

     Eθ‟ όζνλ έρνπκε ππνζέζεη όηη ε   αληηπξνζσπεύεηαη από θάπνην    , έρνπκε όηη              

 ( )   (   ). Πξνθύπηεη όηη ε ζπλάξηεζε   έρεη ζηαζεξό ζεκείν ζην     ( ).  

Έρνπκε : 

                   ( ( ))   ( (   )) αθνύ ε   αληηπξνζσπεύεηαη 

                                  ( ) από ηνλ νξηζκό ηεο g.    □ 
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