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ΣΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ         

 

 

2.1 Εηζαγωγή 

 

     Ση κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε κε ηνπο ππνινγηζηέο; Τπάξρνπλ πξνβιήκαηα πνπ δελ 

κπνξνύλ λα ιπζνύλ από ππνινγηζηή; Πόζν απνδνηηθά κπνξνύκε λα ιύζνπκε έλα 

αιγνξηζκηθό πξόβιεκα; Ση είλαη απηό πνπ θάλεη θάπνηα πξνβιήκαηα ππνινγηζηηθώο 

δύζθνια θαη θάπνηα άιια εύθνια;  

 

     Η Θεωξία Τπνινγηζκνύ αθνξά ηε ζεκειίσζε ηεο Δπηζηήκεο ηεο Πιεξνθνξηθήο θαη 

πξαγκαηεύεηαη ην εάλ θαη ην πόζν απνδνηηθά είλαη δπλαηόλ λα ιπζεί θάπνην πξόβιεκα κε ηε 

ρξήζε θάπνηνπ αιγνξίζκνπ ζε έλαλ εμηδαληθεπκέλν ππνινγηζηή, δειαδή έλα ππνινγηζηηθό 

κνληέιν. Σν πεδίν δηαηξείηαη ζε δύν ππνπεδία: ηε Θεωξία Τπνινγηζηκόηεηαο θαη ηε 

Θεωξία Πνιππινθόηεηαο. ηελ πξώηε, ν ζηόρνο είλαη λα ραξαθηεξίζνπκε ηα δηάθνξα 

πξνβιήκαηα σο επηιύζηκα ή αλεπίιπηα, ελώ ε δεύηεξε ζηνρεύεη ζηελ ηαμηλόκεζε ησλ 

επηιύζηκσλ πξνβιεκάησλ ζε εύθνια θαη δύζθνια. Γηα λα πξαγκαηνπνηήζνπλ κία ελδειερή 

κειέηε ηεο έλλνηαο ηνπ ππνινγηζκνύ, νη επηζηήκνλεο αμηνπνηνύλ δηάθνξεο δηαηππώζεηο 

ππνινγηζηηθώλ κνληέισλ. Σν απινύζηεξν δπλαηό κνληέιν νλνκάδεηαη πεπεξαζκέλε κεραλή 

θαηαζηάζεσλ ή πεπεξαζκέλν απηόκαην θαη απνηειεί κία ηθαλνπνηεηηθή αλαπαξάζηαζε 

ππνινγηζηώλ.  

 

 

2.2  Μεραλέο Turing 

 

     Σν 1936, ν Βξεηαλόο Alan Turing (1912-1954) ραξαθηεξίζηεθε σο ζεκειησηήο ηεο 

επηζηήκεο ησλ ππνινγηζηώλ. „Οξηζε έλα καζεκαηηθό κνληέιν γηα κία ππνινγηζηηθή κεραλή 

γεληθήο ρξήζεο, ε νπνία νλνκάζηεθε κεηά πξνο ηηκή ηνπ Μεραλή Turing (Turing Machine). 

Δπηπιένλ, απάληεζε αξλεηηθά ζην ηξίην πξόβιεµα ηνπ Hilbert (Entscheidungsproblem), 

απνδεηθλύνληαο όηη ην πξόβιεκα, εάλ µία Μεραλή Turing ηεξµαηίδεη γηα µία δνζµελε 

είζνδν, είλαη µε αιγνξηζµηθά απνθαζίζηµν. Με άιια ιόγηα, δελ ππάξρεη αιγόξηζµνο 
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(Μεραλή Turing) πνπ λα δέρεηαη σο είζνδν ηελ πεξηγξαθή ηεο µεραλήο θαη ηεο εηζόδνπ ηεο 

θαη λα απνθαζίδεη αλ θάπνηε ζα ζηαµαηήζεη ε µεραλή. Απηό είλαη θαη ην ιεγόκελν 

πξόβιεκα ηνπ ηεξκαηηζκνύ (Halting Problem) πνπ αλαθέξακε ζην πξνεγνύκελν θεθάιαην. 

Παξεθθιίλνληαο ιίγν, ζηελ πξαγµαηηθόηεηα, ε απόδεημε ηνπ ήηαλ µία απινύζηεξε έθδνζε 

ηεο απόδεημεο µε πιεξόηεηαο ηνπ Gödel. Δπίζεο, πέξα από ην δήηεκα ηεο επηιπζηκόηεηαο 

ελόο πξνβιήκαηνο (µε ην λα επηδείμνπµε έλαλ αιγόξηζµν ή µεραλή Turing, πνπ λα ην 

επηιύεη) δόζεθε ηδηαίηεξε έκθαζε ζηνλ ρξόλν επίιπζεο. 

      

     Η ζπλεηζθνξά ηνπ Turing, είρε µεγάιε επίδξαζε ζηε µεηέπεηηα πνξεία ηεο επηζηήµεο 

ησλ ππνινγηζηώλ. Πξόζθεξε κία λέα θαη βαζπζηόραζηε ελόξαζε ζηελ αξραία ηέρλε ηνπ 

ππνινγηζκνύ. ρεδόλ θάζε εξγαζία πνπ κπνξνύκε λα θαληαζηνύκε πνπ πεξηιακβάλεη 

ζύκβνια, αξηζκνύο ή θείκελν, είηε είλαη ήδε εληόο ηεο δπλαηόηεηαο ησλ ππνινγηζηώλ είηε 

θάπνηνο εηδηθόο επηκέλεη όηη ζύληνκα ζα είλαη.  

 

     Η Μεραλή Turing (Turing Machine, γηα ζπληνκία TM) είλαη κία ινγηθή ππνινγηζηηθή 

κεραλή, ε εμέιημε ησλ απηνκάησλ θαη ην πην ζύλεζεο κνληέινπ ππνινγηζκνύ, αθνύ δηαζέηεη 

άπεηξε κλήκε (ηελ ηαηλία εηζόδνπ-εμόδνπ), ελώ ηα πεπεξαζκέλα απηόκαηα θαη ηα απηόκαηα 

ζηνίβαο έρνπλ ζνβαξνύο πεξηνξηζκνύο κλήκεο. Ο νξηζκόο ηεο εηζήρζε από ηoλ Άγγιν 

καζεκαηηθό, «παηέξα ηεο επηζηήκεο ππνινγηζηώλ» Alan M. Turing ην 1936. Με απιά ιόγηα, 

νη µεραλέο απηέο ιεηηνπξγνύλ όπσο έλαο άλζξσπνο πνπ εθηειεί αξηζµεηηθνύο ππνινγηζµνύο 

αθνινπζώληαο ζπγθεθξηµέλεο νδεγίεο, έρνληαο ζηε δηάζεζή ηνπ απεξηόξηζηε πνζόηεηα 

ραξηηνύ, µνιύβη, ζβήζηξα θαη απεξηόξηζην ρξόλν. Η µεραλέο ηνπ δειαδή απνηεινύλ κία 

µίµεζε ηνπ αλζξώπνπ. Γηαηζζεηηθά, κπνξεί θαλείο λα ηε θαληαζηεί ζαλ έλαλ πξνζσπηθό 

ππνινγηζηή κε άπεηξε κλήκε πνπ κπνξεί λα πξνζπειάδεη ρσξίο πεξηνξηζκνύο. Έλα πηζηό 

κνληέιν ππνινγηζηή γεληθήο ρξήζεο.  

 

     Η κεραλή Turing έρεη απιή καζεκαηηθή δηαηύπσζε, κπνξεί λα αλαιπζεί, λα 

ρξεζηκνπνηεζεί ζε απνδείμεηο, ελώ θαηά πνιινύο αληηπξνζσπεύεη ην ηζρπξόηεξν εθηθηό 

κνληέιν ππνινγηζκνύ. Απηό ζεκαίλεη όηη έλα πξόβιεκα δε κπνξεί λα ιπζεί αιγνξηζκηθά αλ 

θαη κόλν αλ δελ ππάξρεη κεραλή Turing πνπ λα ην επηιύεη. Έλα δηάζεκν κε επηιύζηκν 

πξόβιεκα είλαη ην πξόβιεκα ηνπ ηεξκαηηζκνύ (ε εύξεζε κίαο Μεραλήο Σνύξηλγθ πνπ 

απνθαζίδεη αλ κία άιιε Μεραλή Σνύξηλγθ ζα ηεξκαηίζεη κε ζπγθεθξηκέλε είζνδν ή ζα πέζεη 

ζε αηέξκνλα βξόρν), ην νπνίν ρξεζηκεύεη ώζηε λα αλάγνληαη άιια πξνβιήκαηα ζε απηό θαη 

λα απνδεηθλύεηαη έηζη όηη είλαη κε επηιύζηκα.  
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     Αλ θαη ε άπεηξε κλήκε κπνξεί λα ζεσξεζεί αλέπηηεπθηε, ζηελ νπζία θάζε πξόβιεκα πνπ 

πξαγκαηεύεηαη ε κεραλή Turing ρξεηάδεηαη πάληα πεπεξαζκέλε κλήκε, άξα θάζε πξόβιεκα 

πνπ κπνξεί λα ιπζεί από κία κεραλή Turing ζα κπνξνύζε λα ιπζεί από έλαλ ππνινγηζηή κε 

επαξθή κλήκε. Παξ‟όια απηά, ππάξρνπλ πξνβιήκαηα πνπ νύηε απηή ε κεραλή κπνξεί λα 

επηιύζεη. Υξεζηκνπνηεί σο απεξηόξηζηε κλήκε κία άπεηξε ηαηλία. Γηαζέηεη κία θεθαιή ε 

νπνία έρεη ηε δπλαηόηεηα, κεηαθηλνύκελε επάλσ ζηελ ηαηλία λα δηαβάδεη θαη λα γξάθεη 

ζύκβνια.  

 

     Αξρηθά, ε ηαηλία πεξηέρεη κόλν ηε ιέμε εηζόδνπ θαη ζύκβνια δηαζηήκαηνο ζε όιεο ηηο 

ππόινηπεο ζέζεηο. Γηα λα απνζεθεύζεη θάπνηεο πιεξνθνξίεο, ε κεραλή γξάθεη απιώο απηέο 

ηηο πιεξνθνξίεο ζε θάπνην ηκήκα ηεο ηαηλίαο. Γηα λα δηαβάζεη θάπνηεο εγγεγξακκέλεο 

πιεξνθνξίεο, κεηαθηλεί ηελ θεθαιή ζην αληίζηνηρν ηκήκα ηεο ηαηλίαο.  

 

     Η κεραλή ζπλερίδεη ηνλ ππνινγηζκό κέρξηο όηνπ απνθαζίζεη λα παξαγάγεη κία έμνδν. Οη 

κνλαδηθέο πηζαλέο έμνδνη είλαη απνδνρή θαη απόξξηςε, ηηο νπνίεο ε κεραλή παξάγεη 

κεηαβαίλνληαο ζε αληίζηνηρεο πξνθαζνξηζκέλεο θαηαζηάζεηο απνδνρήο θαη απόξξηςεο. Δάλ 

δελ κεηαβεί πνηέ ζε θάπνηα από απηέο ηηο θαηαζηάζεηο, ζπλερίδεη ηε ιεηηνπξγία ηεο 

επ΄άπεηξνλ, ρσξίο λα ηεξκαηίδεη πνηέ. 

 

 

     ΟΡΙΜΟ 2.1. Σππηθόο νξηζκόο ηεο κεραλήο Turing 

 

     Γηα λα δηαηππώζνπκε ηνλ νξηζκό ηεο κεραλήο Turing ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε 

ζπλάξηεζε κεηαβάζεσλ. Ο ζθνπόο απηήο ηεο ζπλάξηεζεο είλαη λα πεξηγξάςεη ηνλ ηξόπν 

πνπ κεηαβαίλεη ε κεραλή Turing από ην έλα βήκα ζην επόκελν. Η ζπλάξηεζε απηή νξίδεηαη 

σο εμήο:                 *   +, όπνπ ην   ζπκβνιίδεη ηελ θίλεζε ηεο θεθαιήο 

κεηά ηελ εγγξαθή πξνο ηα αξηζηεξά ελώ κε   ηελ θίλεζε πξνο ηα δεμηά. 
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     Η κεραλή Turing είλαη κία εθηάδα ζηνηρείσλ (                               )  

όπνπ ηα      θαη   είλαη πεπεξαζκέλα ζύλνια. 

 

 Σν   είλαη ην ζύλνιν θαηαζηάζεσλ 

 Σν   είλαη ην αιθάβεην εηζόδνπ πνπ δελ πεξηέρεη ην ζύκβνιν δηαζηήκαηνο    

 Σν   είλαη ην αιθάβεην ηαηλίαο, ην νπνίν πεξηέρεη ην ζύκβνιν δηαζηήκαηνο   θαη                                                              

    

 Σν                *   + είλαη ε ζπλάξηεζε κεηαβάζεσλ  

 Σν ζύκβνιν       είλαη ε αξρηθή θαηάζηαζε 

 Σν              είλαη ε θαηάζηαζε απνδνρήο 

 Σν               είλαη ε θαηάζηαζε απόξξηςεο θαη ηζρύεη όηη                   

                         . 

 

 

 

     Γηα παξάδεηγκα αλ   είλαη ε ηξέρνπζα θαηάζηαζε ηεο κεραλήο, αλ ζπκβνιηζηεί κε   ε 

ηξέρνπζα ζέζε ηεο θεθαιήο θαη αλ νξηζηεί ε ζπλάξηεζε κεηαβάζεσλ σο                  

  (   )  (     ) ηόηε ε ιεηηνπξγία ηεο κεραλήο είλαη ε εμήο:  Αληηθαζίζηαηαη ζηελ ηαηλία 

ην ζύκβνιν   κε ην  , κεηαβαίλεη ζηελ θαηάζηαζε   θαη αθνύ ππάξρεη ην ζύκβνιν   ηόηε 

κεηά ηελ εγγξαθή ηνπ   ε θεθαιή ζα θηλεζεί πξνο ηα αξηζηεξά. 
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     Σόζν ηα απηόκαηα όζν θαη νη Μεραλέο Σuring δηαζέηνπλ έλα ηζρπξό αιιά κε ξεαιηζηηθό 

καζεκαηηθό ραξαθηεξηζηηθό: ην κε ληεηεξκηληζκό, ηε δπλαηόηεηα ζε θάζε βήκα ηεο 

ιεηηνπξγίαο ηνπο λα καληεύνπλ ηε ζσζηή δηαδξνκή από έλα πιήζνο δπλαηώλ δηαδξνκώλ. 

Μία πνιπηαηληαθή κεραλή Turing δελ είλαη παξά κία ζπλήζεο κεραλή Turing κε 

πεξηζζόηεξεο από κία ηαηλίεο.  

 

     ΟΡΙΜΟ 2.2 Μία αλαηηηνθξαηηθή κεραλή Turing (nondeterministic Turing machine, 

γηα ζπληνκία NTM) νξίδεηαη σο εμήο: ζε νπνηνδήπνηε ζεκείν ελόο ππνινγηζκνύ, ε κεραλή 

ελδέρεηαη λα έρεη πεξηζζόηεξεο απν κία δπλαηόηεηεο γηα ηε ζπλέρεηα. Καηά ζπλέπεηα, ν 

ππνινγηζκόο κίαο ηέηνηαο κεραλήο ζρεκαηίδεη έλα δέλδξν, ηνπ νπνίνπ νη θιάδνη 

αληηζηνηρνύλ ζηηο δηαθνξεηηθέο δπλαηόηεηεο. Αληίζεηα, κία αηηηνθξαηηθή κεραλή Turing 

όηαλ βξίζθεηαη ζε κία δεδνκέλε θαηάζηαζε, έρεη κία δπλαηή επηινγή ζπκπεξηθνξάο. 

 

     Μία κεραλή Turing πνπ κπνξεί λα πξνζνκνηώζεη κία νπνηαδήπνηε άιιε κεραλή Turing 

νλνκάδεηαη Καζνιηθή Μεραλή Turing. Η ύπαξμε ηεο, νδήγεζε ζε αλεπίιπηα πξνβιήκαηα, 

πξνβιήκαηα γηα ηα νπνία απνδεδεηγκέλα δελ ππάξρεη αιγόξηζκνο πνπ λα ηα επηιύεη. Ο ιόγνο 

είλαη νηη ππάξρνπλ πεξηζζόηεξεο γιώζζεο (πξνβιήκαηα) από ηηο κεραλέο Turing 

(αιγόξηζκνη) πνπ ηηο απνθαζίδνπλ. Σα πξνβιήκαηα απηά θαινύληαη κε επηιύζηκα ή κε 

απνθξίζηκα αλ πξόθεηηαη γηα πξνβιήκαηα απόθαζεο θαη νη γιώζζεο πνπ αληηζηνηρνύλ ζε 

απηά είλαη κε δηαγλώζηκεο ή αιιηώο κε αλαδξνκηθέο. 

 

 

2.3  Γιώζζεο θαη αιθάβεηα 

 

     ΟΡΙΜΟ 2.3. Οξίδνπκε σο αιθάβεην, νπνηνδήπνηε κε θελό πεπεξαζκέλν ζύλνιν θαη 

σο ζύκβνια ηνπ αιθαβήηνπ ηα κέιε ηνπ ζπλόινπ απηνύ.  

 

     ΟΡΙΜΟ 2.4. Λέμε επί ελόο αιθαβήηνπ είλαη νπνηαδήπνηε πεπεξαζκέλε αθνινπζία 

ζπκβόισλ ηνπ αιθαβήηνπ απηνύ. Γηα παξάδεηγκα, ζεσξνύκε έλα αιθάβεην    *   +. Η 

αθνινπζία 01001 είλαη κηα ιέμε επί ηνπ   .  
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     ΟΡΙΜΟ 2.5. Σν κήθνο κίαο ιέμεο   επί ελόο αιθαβήηνπ   είλαη ην πιήζνο ησλ 

ζπκβόισλ πνπ πεξηέρεη θαη ζπκβνιίδεηαη κε | |. H ιέμε κεδεληθνύ κήθνπο είλαη ε ιεγόκελε 

θελή ιέμε θαη ζπκβνιίδεηαη κε  .  

 

     ΟΡΙΜΟ 2.6. Η ιεμηθνγξαθηθή δηάηαμε ιέμεωλ είλαη ε ζπλήζεο δηάηαμε πνπ 

αθνινπζνύλ ηα ιεμηθά, κε κνλαδηθή δηαθνξά όηη νη βξαρύηεξεο ιέμεηο πξνεγνύληαη ησλ 

καθξύηεξσλ. πκπεξαίλνπκε όηη ε ιεμηθνγξαθηθή δηάηαμε όισλ ησλ ιεμώλ επί ηνπ 

αιθαβήηνπ *   + είλαη ε αθόινπζε : *                       +. 

 

     Οη γιώζζεο θσδηθνπνηνύλ πξνβιήκαηα. Όκσο θάζε γιώζζα      κπνξεί επίζεο λα 

ζεσξεζεί σο πξόβιεκα: 

 

     ΣΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΑΠΟΦΑΗ ΣΗ  : Γεδνκέλεο κίαο ζπκβνινζεηξάο       ηζρύεη 

όηη    ; 

 

     Δίλαη ρξήζηκν λα ζεσξνύκε έλα πξόβιεκα θαη ηελ αληίζηνηρε γιώζζα σο ην ίδην πξάγκα. 

Οη γιώζζεο κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα ηελ θσδηθνπνίεζε ζεκαληηθώλ ππνινγηζηηθώλ 

πξνβιεκάησλ όισλ ησλ εηδώλ. Δίλαη θαηαιιειόηεξεο ζε ζρέζε κε ηηο κεραλέο Turing, ελώ 

ηα πξνβιήκαηα είλαη ζαθέζηεξεο δηαηππώζεηο πξαθηηθώλ ππνινγηζηηθώλ πξνβιεκάησλ, γηα 

ηα νπνία πξέπεη λα αλαπηύμνπκε αιγόξηζκνπο.  

 

     ΟΡΙΜΟ 2.7. Μία γιώζζα ιέγεηαη (θαηα Turing) αλαγλωξίζηκε εάλ ππάξρεη κεραλή 

Turing πνπ λα ηελ αλαγλσξίδεη. (ε πνιιά εγρεηξίδηα, νη αλαγλσξίζηκεο γιώζζεο 

απνθαινύληαη αλαδξνκηθά απαξηζκεηέο.) 

 

     ΟΡΙΜΟ 2.8. Μία γιώζζα ιέγεηαη (θαηά Turing) δηαγλώζηκε εάλ ππάξρεη κεραλή 

Turing πνπ λα ηε δηαγηγλώζθεη. (ε πνιιά εγρεηξίδηα, νη δηαγλώζηκεο γιώζζεο απνθαινύληαη 

αλαδξνκηθέο.) 

 

     Αλ κία γισζζα  L είλαη δηαγλώζηκε ηόηε είλαη θαη αλαγλσξίζηκε. Σν αληίζεην δελ ηζρύεη. 
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2.3.1 Αλαγλωξίζηκεο γιώζζεο θαη κεραλέο Σuring 

 

     ΟΡΙΜΟ 2.9. Έλα ζύλνιν   ιέγεηαη αξηζκήζηκν εάλ είλαη πεπεξαζκέλν ή ηζνκέγεζεο 

κε ην ℕ δειαδή ζα ηζρύνπλ ηα αθόινπζα:  

 Θα πξέπεη λα ππάξρεη κία απεηθόληζε    ℕ    πνπ λα είλαη επί 

 Θα πξέπεη λα ππάξρεη κία απεηθόληζε       ℕ πνπ λα είλαη έλα-πξνο-έλα. 

 

 

     Θεώξεκα 2.1. Οη Μεραλέο Turing είλαη αξηζκήζηκεο.  

 

Απόδειξη 

 

     Ωο βνήζεηα ζηελ θαηαλόεζε ηεο δεηνύκελεο απόδεημεο, ζα απνδείμνπκε πξώηα όηη νη 

πεπεξαζκέλεο ιέμεηο είλαη αξηζκήζηκεο. Θεσξνύκε   έλα αιθάβεην, ηόηε ην ζύλνιν όισλ 

ησλ πεπεξαζκέλσλ ιέμεσλ πνπ κπνξνύκε λα ζρεκαηίζνπκε από ην   είλαη αξηζκήζηκν. 

Παξαδείγκαηνο ράξηλ, αλ   *   +, ηόηε κπνξνύκε λα δηαηάμνπκε ιεμηθνγξαθηθά όιεο ηηο 

πεπεξαζκέλεο ιέμεηο  

 

                                                         

όπνπ κε απηό ηνλ ηξόπν εύθνια πξνθύπηεη ε “1-1” θαη “επί” αληηζηνίρεζε κε ηνπο θπζηθνύο 

αξηζκνύο 

                  

 

     Οη κεραλέο Turing πεξηγξάθνληαη σο ιέμεηο πεπεξαζκέλνπ κήθνπο. Μία κεραλή Turing 

  απνηειείηαη από πεπεξαζκέλα ζύλνια ζπκβόισλ. Απηό ζεκαίλεη όηη κπνξνύκε λα 

θσδηθνπνηήζνπκε ηε   σο κία πεπεξαζκέλε ιέμε      . Σν ζύλνιν όισλ ησλ 

πεπεξαζκέλσλ ιέμεσλ πνπ κπνξνύλ λα ζρεκαηίζνπλ έλα αιθάβεην είλαη αξηζκήζηκν, 

δειαδή κπνξνύλ λα κπνπλ ζε ιεμηθνγξαθηθή ζεηξά  

 

                                                                                          (1) 
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     Πξνθαλώο, ε  -νζηή ιέμε    απηήο ηεο ζεηξάο κπνξεί λα κελ θσδηθνπνηεί θακία κεραλή 

Turing. Όκσο, δηαηξέρνληαο ηηο ιέμεηο ηεο ιεμηθνγξαθηθήο δηαηάμεσο (1) από αξηζηεξά πξνο 

ηα δεμηά, ζπλαληάκε ηελ 1
ε
 ιέμε    

 πνπ θσδηθνπνηεί κία κεραλή Turing   , κεηά ηελ 

δεύηεξε ιέμε    
 πνπ θσδηθνπνηεί κία κεραλή Turing   , θ.η.ι. Με απηό ηνλ ηξόπν 

πξνθύπηεη ε ιεμηθνγξαθηθά δηαηεηαγκέλε ππαθνινπζία ηεο (1) 

 

                                                            
     

    
    

                                                 (2) 

 

απνηεινύκελε κόλν από ηηο ιέμεηο πνπ θσδηθνπνηνύλ κεραλέο Turing. Απηό ζεκαίλεη όηη θαη 

ην ζύλνιν όισλ ησλ κεραλώλ Turing  είλαη αξηζκήζηκν, δηόηη ε (2) είλαη ζε αληηζηνηρία κε 

ηνπο θπζηθνύο αξηζκνύο.    □ 

 

      

     Θεώξεκα 2.2 Σν ζύλνιν όισλ ησλ γισζζώλ είλαη κε αξηζκήζηκν.  

 

     Απόδειξη 

 

     Οξίδνπκε κία γιώζζα ζε έλα πεπεξαζκέλν αιθάβεην . Έζησ    ην ζύλνιν όισλ ησλ 

ιέμεσλ (πεπεξαζκέλνπ κήθνπο θαη κε) πνπ κπνξνύλ λα ζρεκαηηζηνύλ από ην αιθάβεην  . 

Μία γιώζζα L είλαη έλα ππνζύλνιν ηνπ   , δειαδή      . Γηα ηελ θαιύηεξε θαηαλόεζε 

ηνπ ζπλόινπ όισλ ησλ γισζζώλ πνπ κπνξνύκε λα θαηαζθεπάζνπκε από έλα δνζκέλν 

αιθάβεην  , αξρηθά δείρλνπκε ην παξαθάησ. 

 

     Σν ζύλνιν όιωλ ηωλ αλαγλωξίζηκωλ γιωζζώλ είλαη αξηζκήζηκν. Έζησ κία κεραλή 

Turing Μ. Η γιώζζα  ( ) ηεο κεραλήο M απνηειείηαη απν όιεο ηηο ιέμεηο w      γηα ηηο 

νπνίεο  ( )     . Κάζε αλαγλσξίζηκε γιώζζα      , έρεη ηνπιάρηζηνλ κία κεραλή 

Turing    ώζηε γηα θάζε ιέμε     ε κεραλή    ηεξκαηίδεη ζε θαηάζηαζε    . 

Αληηιακβαλόκαζηε ινηπόλ όηη γηα θάζε αλαγλσξίζηκε γιώζζα       , αλ είλαη ε κεραλή 

Turing    πνπ ηελ αλαγλσξίδεη, ηόηε ηζρύεη  

 

 (  )    . 
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     Με απηό ηνλ ηξόπν, ην ζύλνιν        όισλ ησλ αλαγλσξίζηκσλ γισζζώλ κπνξεί λα 

γξαθηεί απζηεξά σο        = *       |           ( )   +  

Παξαηεξνύκε όηη από ηελ αξίζκεζε (2) όισλ ησλ κεραλώλ Turing πξνθύπηεη ε αξίζκεζε 

όισλ ησλ αλαγλσξίζηκσλ γισζζώλ 

 

               (  ),  (  ),  (  ),  (  ), … =    
    

    
    

                                  (3) 

 

     Απνδείμακε όηη όιεο νη ιέμεηο πεπεξαζκέλνπ κήθνπο πνπ κπνξνύλ λα ζρεκαηηζηνύλ από 

έλα πεπεξαζκέλν αιθάβεην   είλαη αξηζκήζηκεο, αθνύ κπνξνύλ λα κπνπλ ζε ζεηξά όπσο νη 

ιέμεηο ελόο ιεμηθνύ. Δπηπιένλ ην ζύλνιν όισλ ησλ κεραλώλ Turing είλαη αξηζκήζηκν.  

πκπεξαίλνπκε όηη επεηδή θάζε κία Turing   νξίδεη κνλνζήκαληα θαη ηε γιώζζα    πνπ 

αλαγλσξίδεη (ελώ θάζε κία αλαγλσξίζηκε γιώζζα   δελ νξίδεη κνλνζήκαληα αθξηβώο κία 

κεραλή    πνπ αλαγλσξίδεη ηελ   δηόηη δύν ή πεξηζζόηεξεο δηαθνξεηηθέο κεραλέο κπνξεί λα 

αλαγλσξίδνπλ ηελ ίδηα γιώζζα), θαηαιήγνπκε όηη θαη ην ζύλνιν όισλ ησλ αλαγλσξίζηκσλ 

γισζζώλ είλαη αξηζκήζηκν. 

 

     Όκσο, ην ζύλνιν όισλ ησλ γισζζώλ είλαη κε αξηζκήζηκν. Άξα ππάξρνπλ θαη άιιεο 

γιώζζεο, εθηόο από ηηο αλαγλσξίζηκεο, νη νπνίεο θαζηζηνύλ ην ζύλνιν όισλ ησλ γισζζώλ 

ηνπ    κε αξηζκήζηκν. Θα απνδείμνπκε όηη ην ζύλνιν όιωλ ηωλ γιωζζώλ είλαη κε 

αξηζκήζηκν κε ηε κέζνδν ηεο Γηαγσληνπνίεζεο.  

 

     Θεσξνύκε ηελ αξίζκεζε (1) όισλ ησλ πεπεξαζκέλσλ ιέμεσλ πνπ κπνξνύλ λα 

ζρεκαηηζηνύλ από έλα αιθάβεην    Η αξίζκεζε απηή έρεη αξηζηεξή αξρή, αιιά δελ έρεη 

δεμηό πεπεξαζκέλν ηέινο. Έζησ νπνηαδήπνηε γιώζζα     . Η γιώζζα   είλαη έλα 

πεπεξαζκέλν ή άπεηξν ζύλνιν ιέμεσλ ηνπ   .  

 

      Οη ιέμεηο ηεο   κπνξνύλ λα παξαζηαζνύλ σο κία απείξνπ κήθνπο δπαδηθή αθνινπζία 

ζπκβόισλ 0,1. Γειαδή 

 

 
        
→           ,                                                                   (4) 

 

όπνπ ζηελ 𝒾-ζέζε ππάξρεη ην ςεθίν 1 αλ ε 𝒾-ζηε ιέμε πνπ εκθαλίδεηαη ζηη ιεμηθνγξαθηθή 

ζεηξά (1) είλαη ιέμε ηεο γιώζζαο  , αιιηώο εκθαλίδεηαη ην ςεθίν 0. ηελ νπζία, θάζε 
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γιώζζα   ηελ θσδηθνπνηνύκε κε κνλαδηθό ηξόπν κε ηε κνξθή κίαο απείξνπ κήθνπο 

δπαδηθήο ιέμεσο. 

    

     Άλ δείμνπκε όηη ην ζύλνιν όισλ ησλ απείξσλ δπαδηθώλ αθνινπζηώλ είλαη αξηζκήζηκν, 

ηόηε ζα έρνπκε απνδείμεη όηη ην ζύλνιν όισλ ησλ γισζζώλ είλαη αξηζκήζηκν.  Γηα λα 

θαηαιήμνπκε ζε άηνπν, ππνζέηνπκε όηη ην ζύλνιν ησλ απείξσλ δπαδηθώλ αθνινπζηώλ ηεο 

κνξθήο (4) είλαη αξηζκήζηκν, δειαδή έζησ κία αληηζηνίρεζε ηνπ κε ηνπο θπζηθνύο αξηζκνύο 

ηεο κνξθήο 

 

                                                                                          (5) 

 

όπνπ θάζε    είλαη κία δπαδηθή αθνινπζία ηεο κνξθήο (4). Σόηε κπνξνύκε λα 

θαηαζθεπάζνπκε κία λέα δπαδηθή αθνινπζία πνπ δελ εκθαλίδεηαη ζηε ζεηξά (5), ηεο κνξθήο 

 

D =             όπνπ θάζε    *   +. 

 

     Σν    είλαη ην αληίζεην ςεθίν ηνπ 𝒾-νζηνύ ςεθίνπ ηεο δπαδηθήο αθνινπζίαο    πνπ 

εκθαλίδεηαη ζηε ζεηξά (5). Πξνθαλώο, ε D δελ ηαπηίδεηαη κε θακία δπαδηθή αθνινπζία ηεο 

αληηζηνίρεζεο κε ηνπο θπζηθνύο αξηζκνύο (5) (πνπ ππνζέζακε όηη ππάξρεη), αθνύ εθ 

θαηαζθεπήο δηαθέξεη από θάζε    ηνπιάρηζηνλ ζην 𝒾-νζηό ςεθίν. Καηαιήγνπκε ζε άηνπν, 

αθνύ ε ππόζεζε καο ήηαλ όηη ε (5) πεξηέρεη όιεο ηηο δπαδηθέο ιέμεηο.    □ 
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2.4  Τπνινγηζηηθή Πνιππινθόηεηα 

 

 

2.4.1 Οη θιάζεηο P θαη NP 

 

     Κάπνηα πξνβιήκαηα ελώ είλαη επηιύζηκα θαη κπνξνύλ λα αληηκεησπηζηνύλ ππνινγηζηηθά, 

δελ έρεη βξεζεί κέρξη ζηηγκήο αιγόξηζκνο πνπ λα ηα επηιύεη ζε ινγηθά ρξνληθά πιαίζηα. 

Θεσξνύληαη πξαθηηθά αλεπίιπηα, αθνύ απαηηνύλ εμσπξαγκαηηθό ρξόλν ή ππεξβνιηθά πνιύ 

κλήκε.  Από ηε ζεσξία πνιππινθόηεηαο γλσξίδνπκε όηη: 

 

     ΟΡΙΜΟ 2.10. P νλνκάδεηαη ην ζύλνιν ησλ γισζζώλ πνπ αλαπαξηζηνύλ ππνινγηζηηθά 

πξνβιήκαηα, γηα ηα νπνία ππάξρεη ληεηεξκηληζηηθή Μεραλή Σνύξηλγθ πνπ ηα επηιύεη ζε 

πνιπσλπκηθό ρξόλν.  

 

     ΟΡΙΜΟ 2.11 NP νλνκάδεηαη ην ζύλνιν ησλ γισζζώλ πνπ αλαπαξηζηνύλ 

ππνινγηζηηθά πξνβιήκαηα γηα ηα νπνία ππάξρεη κε ληεηεξκηληζηηθή Μεραλή Σνύξηλγθ πνπ 

ηα επηιύεη ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν αιιά όρη ληεηεξκηληζηηθή (νη ηζνδύλακεο ληεηεξκηληζηηθέο 

Μεραλέο Σνύξηλγθ έρνπλ απμεκέλε εθζεηηθή πνιππινθόηεηα).  

 

     ηελ θιάζε   αλήθνπλ ηα πξνβιήµαηα γηα ηα νπνία έρεη ήδε βξεζεί θάπνηνο γξήγνξνο 

αιγόξηζµνο πνπ γηα ζηηγµηόηππα µεγέζνπο   απαηηνύληαη ην πνιύ   ,    ή γεληθά    

βήµαηα, γηα θάπνην ζηαζεξό αξηζµό  . Η θιάζε    πεξηιακβάλεη πξνβιήκαηα πνπ 

απαηηνύλ αξηζµό βεµάησλ ηεο µνξθήο   ,    ή αθόµα θαη   , δειαδή εθζεηηθά πνιιά 

βήµαηα. ηελ πξάμε έρεη κεγάιε ζεκαζία ζηελ θξππηνγξαθία γηαηί νη αιγόξηζκνη 

θξππηνγξάθεζεο είλαη    πνιππινθόηεηαο, ην νπνίν ζεκαίλεη όηη όζν δελ κπνξεί θαλείο 

εύθνια λα θηηάμεη έλαλ αιγόξηζκν πνπ λα ζπάεη ακέζσο ηνλ θώδηθα, ηα ζπζηήκαηα 

παξακέλνπλ πην αζθαιή γηα πεξηζζόηεξν ρξνληθό δηάζηεκα.  

 

     πκπεξαίλνληαο, ηα πξνβιήκαηα ηα νπνία κπνξνύλ λα επηιπζνύλ ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν, 

αλήθνπλ ζηελ θιάζε  . ηελ    αλήθνπλ πξνβιήκαηα ηα νπνία επηιύνληαη “δύζθνια” 

αιιά ε απάληεζε ηνπο κπνξεί λα ειερζεί ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν.  
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     Θα αλαθέξνπκε έλα πξόβιεκα πνπ δελ αλήθεη ζηελ θιάζε      Έζησ όηη είρακε δύν 

παίθηεο ζην ζθάθη πνπ ν θαζέλαο έπαηδε, επηιέγνληαο θάζε θνξά ηελ θαιύηεξε δπλαηή 

θίλεζε. Έπαηδε δειαδή κε βέιηηζην ηξόπν. Πνηόο ζα ληθνύζε; Σα ιεπθά, ηα καύξα ή ζα 

έξρνληαλ ζε ηζνπαιία; Καλείο δελ γλσξίδεη ηελ απάληεζε. Καη‟αξρήλ ζα κπνξνύζακε λα 

βξνύκε ηελ απάληεζε ειέγρνληαο ην δέληξν όισλ ησλ πηζαλώλ παηρληδηώλ πνπ ζα 

κπνξνύζαλ λα παίμνπλ. Απηόο όκσο είλαη έλαο αζηξνλνκηθά κεγάινο αξηζκόο θαη ζα 

ρξεηαδόηαλ θαλείο ππεξβνιηθά πνιύ ρξόλν ώζηε λα ην εμεηάζεη, γεγνλόο πξαθηηθά αλέθηθην. 

πλεπώο, έρνπκε έλα πξόβιεκα πνπ επηιύεηαη δύζθνια θαη ε απάληεζε δελ κπνξεί λα 

ειερζεί ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν. 

 

     Παξαηεξνύκε ηε δηαθνξά κεηαμύ ελόο ηππηθνύ πνιπσλύκνπ όπσο ην    θαη κίαο ηππηθήο 

εθζεηηθήο ζπλάξηεζεο, όπσο ε   . Γηα παξάδεηγκα,  έζησ όηη ην  , ην νπνίν αλαπαξηζηά ην 

κήθνο εηζόδνπ, ηζνύηαη κε 1000. Σόηε, ην    ηζνύηαη κε έλα δηζεθαηνκκύξην. Αληηζέησο, ην 

   ηζνύηαη κε έλαλ αξηζκό εμσθξεληθά κεγάιν, κεγαιύηεξνο αθόκε θαη από ην πιήζνο ησλ 

αηόκσλ ηνπ ζύκπαληνο. πλεπώο, νη αιγόξηζκνη πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ είλαη αξθεηά ηαρείο 

θαη ρξήζηκνη, ελώ νη αιγόξηζκνη εθζεηηθνύ ρξόλνπ είλαη ηόζν βξαδείο πνπ ζπαλίσο είλαη 

ρξήζηκνη. Απηνί νη αιγόξηζκνη πξνθύπηνπλ όηαλ πξνζπαζνύκε λα βξνύκε ηε ιύζε ελόο 

πξνβιήκαηνο εξεπλώληαο όιεο ηηο πεξηπηώζεηο κέρξη λα θηάζνπκε ζηε ζσζηή. Η κέζνδνο 

απηή νλνκάδεηαη «εμαληιεηηθή αλαδήηεζε».  

 

     Γηα παξάδεηγκα, ε πξόζζεζε, ε αθαίξεζε θαη ν πνιιαπιαζηαζκόο απνηεινύλ 

παξαδείγκαηα πξνβιεκάησλ πνπ αλήθνπλ ζηελ θιάζε  . Αληίζεηα, γηα δνζέλ αθέξαην  , ε 

εύξεζε ηεο παξαγνληνπνίεζεο ηνπ ζε πξώηνπο παξάγνληεο, είλαη έλα πξόβιεκα πνπ αλήθεη 

ζηελ θιάζε   . Όηαλ αλαιύνπκε έλαλ αιγόξηζκν γηα λα δείμνπκε όηη εθηειείηαη ζε 

πνιπσλπκηθό ρξόλν, πξέπεη πξώηα λα πξνζδηνξίζνπκε έλα πνιπσλπκηθό άλσ θξάγκα γηα ην 

πιήζνο ησλ ζηαδίσλ από ηα νπνία δηέξρεηαη ν αιγόξηζκνο όηαλ δέρεηαη κία είζνδν κήθνπο    

Έπεηηα, ζα πξέπεη λα εμεηάζνπκε ην θάζε κεκνλσκέλν ζηάδην ηεο πεξηγξαθήο ηνπ 

αιγνξίζκνπ ώζηε λα βεβαησζνύκε όηη κπνξεί λα πινπνηεζεί ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν κε 

θάπνην αηηηνθξαηηθό ππνινγηζηηθό κνληέιν. 
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2.4.2  Παξαδείγκαηα θιάζεωλ   θαη    

 

     Θα κειεηήζνπκε ελδηαθέξνληα παξαδείγκαηα πξνβιεκάησλ, ηα νπνία είλαη γλσζηό όηη 

αλήθνπλ ζηελ θιάζε   ελώ ζα αληηπαξαβάιινπκε πξνβιήκαηα, ηα νπνία δε θαίλεηαη λα 

αλήθνπλ ζηελ    Αλαθέξνπκε όηη γηα λα δείμνπκε όηη έλα πξόβιεκα αλήθεη ζηελ   

κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην εδξαησκέλν γεγνλόο όηη έλα άιιν πξόβιεκα αλήθεη ζηελ 

 , δειαδή κε ηελ αλαγσγή ηνπ ζε έλα ήδε ιπκέλν πξόβιεκα. 

 

     Έλα γλσζηό πξόβιεκα πνπ αλήθεη ζηελ θιάζε   είλαη ε εύξεζε ηνπ κέγηζηνπ θνηλνύ 

δηαηξέηε δύν αθαηξέσλ. Γηα ηελ επίιπζε ηνπ ζπλήζσο ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ αιγόξηζκν ηνπ 

Δπθιείδε. Ο αξηζκόο ησλ βεκάησλ πνπ ρξεηάδνληαη γηα λα βξνύκε ηελ απάληεζε είλαη 

πνιπσλπκηθόο σο πξνο ηελ είζνδν. Έλα άιιν πξόβιεκα πνπ αλήθεη ζην  , είλαη ην λα 

απνθαζίζνπκε αλ έλαο ζεηηθόο αθέξαηνο αξηζκόο είλαη πξώηνο. 

 

                          : Γεδνκέλσλ ελόο θαηεπζπλόκελνπ γξαθήκαηνο      , 

όπνπ   *       + είλαη έλα πεπεξαζκέλν ζύλνιν, δύν θόκβσλ        , ππάξρεη 

κνλνπάηη από ηνλ    ζηνλ   ;  

Σν ζύλνιν εηζόδσλ είλαη ην ζύλνιν όισλ ησλ ηξηάδσλ (       ), όπνπ   είλαη έλα 

πεπεξαζκέλν γξάθεκα θαη       είλαη δύν θόκβνη ηνπ  . Σν εξώηεκα πνπ ηίζεηαη είλαη εάλ 

ππάξρεη κνλνπάηη απν ηνλ    ζηνλ    ζην  . Υσξίο λα επεθηαζνύκε, αλαθέξνπκε όηη κπνξεί 

λα επηιπζεί ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν, άξα αλήθεη ζηελ θιάζε    

 

                          : Γεδνκέλνπ ελόο γξαθήκαηνο  , ππάξρεη θιεηζηό κνλνπάηη 

ζην  , ην νπνίν ρξεζηκνπνηεί θάζε αθκή ηνπ   αθξηβώο κία θνξά; 

Μπνξνύκε λα ην δηαηππώζνπκε ζε κνξθή γιώζζαο:   

  * ( )+                              (                     )} 

 

     Έλα γξάθεκα πνπ πεξηέρεη έλα ηέηνην κνλνπάηη νλνκάδεηαη γξάθεκα Euler ή κνλαδηθήο 

δηάζρηζεο. Γελ είλαη δύζθνιν λα δνύκε όηη ε   αλήθεη ζην   γηαηί ππάξρεη έλαο 

ραξαθηεξηζκόο ηεο κνξθήο «ν   είλαη γξάθνο Euler» εάλ θαη κόλν αλ ηζρύεη θάηη, ην νπνίν 

κπνξεί λα ειεγρζεί ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν. 

 

http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CE%BB%CE%B3%CF%8C%CF%81%CE%B9%CE%B8%CE%BC%CE%BF%CF%82_%CF%84%CE%BF%CF%85_%CE%95%CF%85%CE%BA%CE%BB%CE%B5%CE%AF%CE%B4%CE%B7
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%91%CE%BB%CE%B3%CF%8C%CF%81%CE%B9%CE%B8%CE%BC%CE%BF%CF%82_%CF%84%CE%BF%CF%85_%CE%95%CF%85%CE%BA%CE%BB%CE%B5%CE%AF%CE%B4%CE%B7
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                              : Γεδνκέλνπ ελόο γξαθήκαηνο  , ππάξρεη έλαο θύθινο 

πνπ λα πεξλά από θάζε θνξπθή ηνπ   αθξηβώο κηα θνξά; 

 

     Έλαο ηέηνηνο θύθινο νλνκάδεηαη θύθινο Hamilton θαη έλα γξάθεκα πνπ ηνλ πεξηέρεη, 

νλνκάδεηαη γξάθεκα Hamilton. Σώξα είλαη νη θόκβνη , όρη νη αθκέο, ηνπο νπνίνπο πξέπεη λα 

δηαζρίζνπκε αθξηβώο κία θνξά, ρσξίο λα ρξεηάδεηαη λα δηαζρίζνπκε όιεο ηηο αθκέο. Παξά ηε 

θαηλνκεληθή νκνηόηεηα ησλ δύν πξνεγνύκελσλ πξνβιεκάησλ, ππάξρεη κία ζεκαληηθή 

δηαθνξά. Μεηά από ελάκηζε αηώλα εμνλπρηζηηθήο έξεπλαο, θαλέλαο δελ θαηάθεξε λα 

αλαθαιύςεη έλαλ πνιπσλπκηθό αιγόξηζκν γηα ην πξόβιεκα θύθινο Hamilton.  

 

 

 

                                  : Γεδνκέλσλ ελόο αθεξαίνπ    , ελόο     

πίλαθα απνζηάζεσλ      θαη ελόο αθεξαίνπ     -δηαηζζεηηθά, ν πξνππνινγηζκόο (budget) 

ηνπ πεξηνδεύνληνο πσιεηή- βξείηε κία κεηάζεζε   ηνπ *       + ηέηνηα ώζηε  ( )   .  

 

     Γειαδή, δίλεηαη έλα ζύλνιν *          + από πόιεηο θαη έλαο     πίλαθαο από κε 

αξλεηηθνύο αθεξαίνπο  , όπνπ o      ζπκβνιίδεη ηελ απόζηαζε αλάκεζα από ηελ πόιε    θαη 

  . Τπνζέηνπκε όηη       θαη         γηα όια ηα    . Μαο δεηείηαη λα βξνύκε ηε 

ζπληνκόηεξε δηαδξνκή ησλ πόιεσλ, δειαδή κία ακθεκνλνζήκαληε αληηζηνηρία   από ην 

ζύλνιν *       + ζηνλ εαπηό ηνπ ( όπνπ δηαηζζεηηθά,  ( ) είλαη ε πόιε ηελ νπνία 

επηζθεθηόκαζηε ζηελ  -νζηή δηαδξνκή, ηέηνηα ώζηε ε πνζόηεηα 

  ( )    ( ) ( )    ( ) ( )      (   ) ( )    ( ) ( ) λα είλαη όζν ην δπλαηόλ 

κηθξόηεξε.  
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     Γηα λα θαηαλνήζνπκε ην πξόβιεκα ηνπ πεξηνδεύνληνο πσιεηή, αλαθέξνπκε ην εμήο 

πξόβιεκα: Έρνληαο μεθηλήζεη από ηελ πόιε Α, κέρξη λα θηάζεηο ζηελ πόιε Β θάλε έλα από 

ηα εμήο ηξία βήµαηα:  

 Δάλ βξίζθεζαη ζηελ πόιε Α θαη δελ ππάξρεη δξόµνο πνπ λα µελ έρεηο αθνινπζήζεη 

μαλά, ηεξµάηηζε θαη δήισζε όηη νη πόιεηο Α θαη Β δελ ζπλδένληαη µεηαμύ ηνπο.  

 Από ηελ πόιε πνπ βξίζθεζαη, θνίηαμε όινπο ηνπ δξόµνπο πνπ θεύγνπλ από απηήλ 

θαη αθνινύζεζε θάπνην δξόµν πνπ δελ έρεηο αθνινπζήζεη παιαηόηεξα.  

 Δάλ όµσο έρεηο αθνινπζήζεη θάπνηε όινπο ηνπο δξόµνπο πνπ θεύγνπλ από ηελ 

ηξέρνπζα πόιε γύξηζε πίζσ ζε µία πόιε πνπ είρεο επηζθεθηεί πην πξηλ αθνινπζώληαο πξνο 

ηα πίζσ ην δξόµν από ηνλ νπνίν επηζθέθηεθεο γηα πξώηε θνξά ηελ ηξέρνπζα πόιε.  

∆ήισζε όηη νη πόιεηο Α θαη Β ζπλδένληαη µεηαμύ ηνπο. 

 

     Σν πξόβιεκα απηό, είλαη άιιν έλα πξόβιεκα γηα ην νπνίν, παξά ηηο έληνλεο εξεπλεηηθέο 

πξνζπάζεηεο αξθεηώλ δεθαεηηώλ, θαλέλαο πνιπσλπκηθόο αιγόξηζκνο δελ είλαη γλσζηόο. 

Αληίζεηα κε ηα πξνεγνύκελα πξνβιήκαηα, δελ είλαη ν ηύπνο πξνβιήκαηνο πνπ απαηηεί έλα 

«λαη» ή έλα «όρη» σο απάληεζε θαη κπνξεί λα κειεηεζεί ζηα πιαίζηα κίαο γιώζζαο. Δίλαη 

έλα πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο, αθνύ απαηηεί λα βξνύκε ηελ θαιύηεξε (αλαινγηθά κε 

θάπνηα ζπλάξηεζε θόζηνπο) αλάκεζα ζε πνιιέο πηζαλέο ιύζεηο. Αλ θαηαθέξλακε λα 

ιύζνπκε ην αξρηθό πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν, δειαδή αλ είρακε 

ζηε δηάζεζε καο έλαλ αιγόξηζκν γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο θζελόηεξεο δηαδξνκήο, ηόηε 

πξνθαλώο ζα κπνξνύζακε λα ιύζνπκε ηελ παξαιιαγή κε πξνϋπνινγηζκό ζε πνιπσλπκηθό 

ρξόλν επίζεο. 

 

                       (               )  Γεδνκέλσλ ελόο κε θαηεπζπλόκελνπ 

γξαθήκαηνο   θαη ελόο αθεξαίνπ    , ππάξρεη ππνζύλνιν   ηνπ   κε | |    ηέηνην 

ώζηε, γηα θάζε        , λα κελ ππάξρεη αθκή κεηαμύ ησλ    θαη   ; 

Αθόκα έλα πξόβιεκα, γηα ην νπνίν δελ έρεη βξεζεί αιγόξηζκνο πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ. 

To επόκελν πξόβιεκα είλαη ππό θάπνηα έλλνηα ην αθξηβώο αληίζεην. 
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      (      )  Γεδνκέλσλ ελόο κε θαηεπζπλόκελνπ γξαθήκαηνο   θαη ελόο αθεξαίνπ 

   , ππάξρεη ππνζύλνιν   ηνπ   κε | |    ηέηνην ώζηε, γηα θάζε         λα ππάξρεη 

αθκή κεηαμύ ησλ    θαη   . 

 

   

 

     Έλα αθόκε παξάδεηγκα γηα ηελ θιάζε    είλαη ην αθόινπζν. Αο ππνζέζνπκε όηη πξέπεη 

λα νξγαλώζνπκε ηα θαηαιύκαηα ώζηε λα ζηεγαζηεί κία νκάδα ηεηξαθνζίσλ θνηηεηώλ. Ο 

ρώξνο είλαη πεξηνξηζκέλνο θαη κόλν εθαηό από ηνπο καζεηέο ζα ιάβνπλ ζέζεηο ζηνλ 

θνηηώλα. Γηα λα πεξηπιέμεη ηα πξάγκαηα, ν Πξύηαλεο έρεη δώζεη κία ιίζηα από δεύγε 

θνηηεηώλ, ώζηε έηζη θαλέλα από απηά ηα δεπγάξηα λα κελ εκθαλίδνληαη ζηελ ηειηθή επηινγή 

καο. Απηό είλαη έλα παξάδεηγκα ηνπ ηη νλνκάδνπλ νη επηζηήκνλεο ησλ ππνινγηζηώλ   -

πξόβιεκα, δεδνκέλνπ όηη είλαη εύθνιν λα ειέγμνπκε αλ κία ζπγθεθξηκέλε επηινγή εθαηό 

καζεηώλ πνπ πξνηείλνληαη από θάπνηνλ είλαη ηθαλνπνηεηηθή, σζηόζν ην έξγν ηεο 

δεκηνπξγίαο ελόο ηέηνηνπ θαηαιόγνπ από ην κεδέλ θαίλεηαη λα είλαη ηόζν ζθιεξό ώζηε λα 

θαζίζηαηαη αλέθηθην. Πξάγκαηη, ν ζπλνιηθόο αξηζκόο ησλ ηξόπσλ επηινγήο εθαηό θνηηεηώλ 

από ησλ ηεηξαθνζίσλ αηηνύλησλ είλαη κεγαιύηεξνο από ηνλ αξηζκό ησλ αηόκσλ ζην γλσζηό 

ζύκπαλ. Έηζη, δελ έρεη ππάξρεη κέιινλ ζηνλ πνιηηηζκό καο ώζηε λα ειπίδεη όηη ζα 

θαηαζθεπάζεη έλαλ ππεξππνινγηζηή ηθαλό λα ιύζεη ην πξόβιεκα. Ωζηόζν, απηή ε πξνθαλήο 

δπζθνιία κπνξεί λα αληαλαθιά κόλν ηελ έιιεηςε εθεπξεηηθόηεηαο ηνπ πξνγξακκαηηζηή.   

 

     ηελ πξαγκαηηθόηεηα, έλα από ηα εθθξεκή πξνβιήκαηα ζηελ επηζηήκε ησλ ππνινγηζηώλ 

είλαη λα θαζνξηζηεί αλ ππάξρνπλ εξσηήζεηο ησλ νπνίσλ ε απάληεζε κπνξεί λα ειεγρζεί 

γξήγνξα, αιιά ηα νπνία απαηηνύλ έλα απίζηεπηα κεγάιν ρξνληθό δηάζηεκα γηα λα ιπζνύλ. 

Πξνβιήκαηα όπσο απηό πνπ αλαθέξεηαη παξαπάλσ ζίγνπξα θαίλεηαη λα είλαη απηνύ ηνπ 

είδνπο, αιιά κέρξη ζηηγκήο θαλείο δελ έρεη θαηαθέξεη λα απνδείμεη όηη θάπνην από απηά είλαη 

πξαγκαηηθά ηόζν δύζθνιν όζν θαίλεηαη, δειαδή, όηη πξαγκαηηθά δελ ππάξρεη εθηθηόο 

ηξόπνο λα δώζνπκε κία απάληεζε κε ηε βνήζεηα ελόο ππνινγηζηή.  
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Σν πξόβιεκα      

 

     Έλα    πξόβιεκα είλαη ην πξόβιεκα    , πήξε ηελ νλνκαζία ηνπ από ηνλ όξν 

“satisfiability” πνπ δειώλεη ηελ ηθαλνπνηεζηκόηεηα. Οη κεηαβιεηέο πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη 

είλαη νη ινγηθέο κεηαβιεηέο θαη παίξλνπλ ηηο ηηκέο        θαη       , νη νπνίεο 

αλαπαξίζηνπληαη κε 1 θαη 0 αληίζηνηρα. Υξεζηκνπνηνύληαη πξάμεηο πνπ νλνκάδνληαη ινγηθέο 

πξάμεηο πνπ είλαη ε ζύδεπμε, ε δηάδεπμε θαη ε άξλεζε θαη ζπκβνιίδνληαη κε     θαη    

αληίζηνηρα. Δπίζεο γηα θάζε ινγηθή κεηαβιεηή   ε   ̅είλαη ε άξλεζή ηεο.  

 

     Μεξηθά παξαδείγκαηα είλαη :                                             

                                                                                                    θαη      ̅       

                                                                                                               

                                                                                                 

 

     Ο ινγηθόο ηύπνο είλαη έθθξαζε πνπ πεξηέρεη ινγηθέο πξάμεηο θαη ινγηθέο κεηαβιεηέο. 

 

           

     Γηα παξάδεηγκα    (  ̅     )   (      ̅ ).  Ο ινγηθόο ηύπνο είλαη ηθαλνπνηήζηκνο  αλ 

ζπλδπάζνπκε ηηκέο 1 θαη 0 θαη ηειηθά πάξεη ηελ ηηκή 1.                                                                                                                                                                             

Οπόηε ν παξαπάλσ ινγηθόο ηύπνο   ζα είλαη ηθαλνπνηήζηκνο γηα    = 0,    = 1  θαη   = 0, 

αθνύ ιακβάλεη ηελ ηηκή 1, άξα ν   είλαη αιεζήο.        
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2.5  Σν πξόβιεκα                         

 

      

                                                                                 

 

 

 

     Σν δηάζεκν πξόβιεκα               είλαη έλα από ηα βαζηά άιπηα πξνβιήκαηα πνπ 

αληηκεησπίδνπλ νη καζεκαηηθνί θαη νη επηζηήκνλεο ηεο πιεξνθνξηθήο ζήκεξα. Γλσξίδνπκε 

όηη ην   είλαη ππνζύλνιν ηνπ   . Ωζηόζν δελ γλσξίδνπκε θαηά πόζνλ απηή ε ζρέζε είλαη 

γλήζηνπ ππνζπλόινπ.  

 

     Σα πξνβιήκαηα ηνπ    πνπ δελ θαίλεηαη λα αλήθνπλ ζην   έρνπλ ηελ ηδηόηεηα λα 

αλάγνληαη όια ζε έλα ζύλνιν βαζηθώλ πξνβιεκάησλ. Τπάξρνπλ δειαδή, θάπνηα 

πξνβιήκαηα ζηελ θιάζε    γηα ηα νπνία ηζρύεη όηη αλ θάπνην από απηά κπνξεί λα ιπζεί ζε 

πνιπσλπκηθό ρξόλν ηόηε όια ηα πξνβιήκαηα ηεο     κπνξνύλ λα επηιπζνύλ ζε 

πνιπσλπκηθό ρξόλν. Σα πξνβιήκαηα πνπ αλήθνπλ ζην    θαη έρνπλ απηή ηελ ηδηόηεηα 

θαινύληαη   -πιήξε (  -complete). 

 

     Σν εξώηεκα         απνηειεί ην πην ζεκαληηθό αλνηθηό πξόβιεκα ηεο ππνινγηζηηθήο 

πνιππινθόηεηαο, αθνξά αλ ηειηθά      ή       Aλ ηζρύεη ην πξώην, νπνηαδήπνηε 

πξνβιήκαηα ιύλνληαη εμεηάδνληαο όιεο ηηο πεξηπηώζεηο κέρξη λα βξεζεί ε ζσζηή ιύζε, ζα 

κπνξνύλ λα ιπζνύλ θαη ρσξίο απηή ηε δηαδηθαζία ηεο «εμαληιεηηθήο αλαδήηεζεο». Καηά ηα 

ιεγόκελα ηνπ θαζεγεηή ζεσξεηηθήο πιεξνθνξηθήο Υξίζηνπ Παπαδεκεηξίνπ, ην         

ξσηάεη δειαδή αλ κπνξεί λα ιπζεί έλα πξόβιεκα κε ηνλ θαιύηεξν δπλαηό ηξόπν 
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ρξεζηκνπνηώληαο αιγνξηζκηθέο κεζόδνπο. Άκα «ςάμεηο» ηα πάληα ζα βξείο ηε ιύζε, αιιά ην 

ζέκα είλαη πσο γηα λα «ςάμεηο» ηα πάληα ρξεηάδεζαη ππνινγηζκνύο ηεο ηάμεο κεγέζνπο ηνπ 

ζύκπαληνο, επνκέλσο δελ κπνξείο. 

 

     Αλ αλαθαιπθζεί Μεραλή Turing πνπ λα επηιύεη θάπνην από απηά ληεηεξκηληζηηθά ζε 

πνιπσλπκηθό ρξόλν (νπόηε απηό ζα αλήθεη ζην  ), ηόηε όια ηα   -πιήξε πξνβιήκαηα ζα 

αλήθνπλ ζην  . Απηό πνπ γλσξίδνπκε κέρξη ζηηγκήο είλαη όηη ε θιάζε   είλαη ππνζύλνιν 

ηεο θιάζεο     πλεπώο, νη εξεπλεηέο είραλ ζηα ρέξηα ηνπο πξνβιήκαηα γηα ηα νπνία είραλ 

ήδε βξεη πνιπσλπκηθνύο αιγνξίζκνπο επίιπζεο, θαη πξνβιήκαηα πνπ δελ δηαθαηλόηαλ εάλ 

κπνξνύζαλ λα επηιπζνύλ από πνιπσλπκηθό αιγόξηζκν. Ωζηόζν, άλ παξερόηαλ ε ιύζε, 

ππήξρε πνιπσλπκηθόο αιγόξηζκνο πνπ λα ειέγρεη εάλ πξάγκαηη απηή είλαη ιύζε ή όρη.  

 

     Η επόκελε ζθέςε ήηαλ λα βξεζνύλ ηα πξνβιήκαηα πνπ ζεσξνύληαη ηα πην δύζθνια, δηόηη 

εάλ κπνξνύζακε λα ιύζνπκε πνιπσλπκηθά έλα από απηά, ζα κπνξνύζαλ λα ιπζνύλ 

πνιπσλπκηθά όια ηα πξνβιήκαηα ζην   . Έηζη γελλήζεθε ε έλλνηα ηεο αλαγωγήο 

πνιπωλπκηθνύ ρξόλνπ από έλα πξόβιεκα ζε έλα άιιν. ύκθσλα κε απηή ηελ έλλνηα, γηα λα 

δείμνπκε όηη έλα πξόβιεκα είλαη ηνπιάρηζηνλ ηόζν δύζθνιν όζν έλα άιιν όζνλ αθνξά ηελ 

επίιπζε κε πνιπσλπκηθό αιγόξηζκν, αξθεί λα βξνύκε κία απεηθόληζε ζηηγκηόηππσλ ηνπ 

πξώηνπ ζε ζηηγκηόηππα ηνπ δεπηέξνπ, έηζη ώζηε κηα ιύζε ζην δεύηεξν πξόβιεκα λα 

αληηζηνηρεί ζε κία ιύζε ηνπ πξώηνπ. Έηζη, δείρλνπκε όηη ην δεύηεξν πξόβιεκα δελ κπνξεί 

λα είλαη πην εύθνιν λα ιπζεί από ην πξώην.  

 

     Σν πξώην πξόβιεκα πνπ βξέζεθε λα έρεη απηή ηελ ηδηόηεηα, είλαη ην πξόβιεκα  ηεο 

ηθαλνπνηεζηκόηεηαο ινγηθώλ πξνηάζεσλ (               ή    ) θαη ε ζεµαληηθή απηή 

αλαθάιπςε, γλσζηή σο Θεώξεµα Cook-Levin, έγηλε αλεμάξηεηα ζηηο αξρέο ηεο δεθαεηίαο 

ηνπ ‟70 ζηηο πξσηνπνξηαθέο εξγαζίεο ησλ Stephen Cook, Richard Karp θαη Leonid Levin. 
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2.5.1  Ιζηνξηθή αλαδξνκή ηνπ πξνβιήκαηνο 

 

 

 

                                 

 

 

      Σε δεθαεηία ηνπ 1960 νη ειεθηξνληθνί ππνινγηζηέο άξρηζαλ λα αληηθαζηζηνύλ 

πξνεγνύκελεο κεζόδνπο δύζθνισλ θαη κεγάισλ ππνινγηζκώλ. Πνιινί καζεκαηηθνί 

έζηξεςαλ ην ελδηαθέξνλ ηνπο ζ‟απηή ηελ αλαδπόκελε ηερλνινγία θαη μεθίλεζαλ λα ρηίδνπλ 

κία καζεκαηηθή ζεσξία γύξσ απν απηό. Γεκηνύξγεζαλ κνληέια κε ζθνπό λα θαζνξίζνπλ 

έλαλ ππνινγηζκό σο πξαθηηθα εθηθηό ή όρη, αζρνιήζεθαλ κε ην ρξόλν επίιπζεο ησλ 

ππνινγηζκώλ θαη ην ρώξν (κλήκε) πνπ απαηηεί. Έζεζαλ δειαδή, ην καζεκαηηθό πιαίζην ηεο 

ζεσξίαο πνιππινθόηεηαο θαη απέδεημαλ θάπνηα ζεκαληηθά ζεσξήκαηα. To           

εδξαηώζεθε σο έλα από ηα πνιύ ζεκαληηθά πξνβιήκαηα ην 1971, από ηνπο Stephen Cook, 

Leonid Levin θαη Richard Karp. Γεθαπέληε ρξόληα αξγόηεξα, αλαθαιύθζεθε όηη νη ξίδεο ηνπ 

πξνβιήκαηνο βξίζθνληαη πίζσ ζην 1956.  

 

     ηηο αξρέο ηνπ αηώλα καο, έλαο από ηνπο κεγαιύηεξνπο καζεκαηηθνύο, ν David Hilbert, 

ζην Γηεζλέο πλέδξην Μαζεκαηηθώλ ζην Παξίζη ην 1900 έζεζε εηθνζηηξία αλνηθηά 

πξνβιήκαηα, ηα νπνία ζεσξνύζε σο ηα πην ζεκαληηθά γηα εθείλε ηελ επνρή. Σν δέθαην από 

απηά ξσηνύζε εάλ κπνξνύζε λα βξεζεί κία κέζνδνο πνπ λα απαληά ζην εάλ κία δνζκέλε 

δηνθαληηθή εμίζσζε έρεη ιύζε ή όρη. Αξγόηεξα, ην 1928, ζην Γηεζλέο πλέδξην 
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Μαζεκαηηθώλ ζηε Μπνιόληα, έζεηε ην πξόβιεκα ηνπ λα βξεζεί κία κέζνδνο πνπ κέζα ζε 

πεπεξαζκέλν αξηζκό βεκάησλ, ζα κπνξνύζε λα ειέγρεη εάλ έλα καζεκαηηθό (ινγηθό) 

ζύζηεκα, όπσο είλαη γηα παξάδεηγκα ε Δπθιείδεηνο Γεσκεηξία, είλαη συνεπές, δειαδή δελ 

εκπεξηέρεη αντιυάσεις. Με απηόλ ηνλ ηξόπν, έλαο καζεκαηηθόο πνπ πξνηείλεη έλα πνιύπινθν 

καζεκαηηθό ζύζηεκα, ην νπνίν ιόγσ ηνπ όγθνπ ησλ αμησκάησλ ή ηεο πιεζώξαο ησλ 

απνδεηθηηθώλ κεζόδσλ πνπ πεξηέρεη μεθεύγεη από ηελ δπλαηόηεηα ειέγρνπ από ηνλ 

άλζξσπν, ζα κπνξνύζε λα πάξεη απάληεζε ζην εξώηεκα ηνπ αλ ην ζύζηεκα απηό πεξηθιείεη 

αληηθάζεηο.  

 

    Σν 1931, ν καζεηήο ηνπ Hilbert θαη εμίζνπ κεγάινο καζεκαηηθόο Kurt Gödel (1906-1978), 

απέδεημε ζηελ όηη, δύν από ηηο πεπνηζήζεηο ηνπ Hilbert ήηαλ ιαλζαζκέλεο. Η πξώηε 

πξνζπάζεηα αμησκαηνπνίεζεο ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ θπζηθώλ αξηζκώλ είρε γίλεη ην 1910 από 

ηνπο Whitehead θαη Russell, ζην ηξίηνκν έξγν ηνπο Principia Mathematica. Ο Gödel 

παξνπζίαζε κηα καζεκαηηθή πξόηαζε ζηα πιαίζηα ηνπ αμησκαηηθνύ ζπζηήκαηνο ησλ 

θπζηθώλ αξηζκώλ γηα ηελ νπνία δελ ήηαλ δπλαηό λα απνδεηρζεί κε ρξήζε ησλ απνδεηθηηθώλ 

κεζόδσλ ηνπ ζπζηήκαηνο απηνύ νύηε όηη είλαη ζεώξεκα νύηε όηη δελ είλαη. Απηή ε κεγάιε 

αλαθάιπςε, είλαη ην πεξίθεκν ζεώξεκα κε πιεξόηεηαο ηνπ Gödel. Δπηπιένλ, απέδεημε όηη 

ε ζπλέπεηα ελόο καζεκαηηθνύ ζπζηήκαηνο δελ είλαη δπλαηόλ λα απνδεηρζεί κε θαλόλεο θαη 

κεζόδνπο ηνπ ίδηνπ ηνπ ζπζηήκαηνο. Δίλαη αδύλαην, δειαδή, λα βξεζεί έλα πιήξεο θαη 

ζπλεπέο ζύλνιν από αμηώκαηα γηα όια ηα καζεκαηηθά.  

 

     Ο Gödel ήηαλ θαη ν πξώηνο πνπ δηεξεύλεζε δεηήµαηα ζρεηηθά µε ηελ πνιππινθόηεηα ηεο 

αιγνξηζµηθήο επίιπζεο πξνβιεµάησλ. Ήηαλ έλαο από ηνπο πην ζεκαληηθνύο επηζηήκνλεο ηεο 

ινγηθήο όισλ ησλ επνρώλ κε ηεξάζηηα επηξξνή ζηελ επηζηεκνληθή θαη θηινζνθηθή ζθέςε 

ηνπ 20
νπ

 αηώλα. ηελ αιιεινγξαθία ηνπ κε ηνλ εμαηξεηηθά επθπή νύγγξν καζεκαηηθό, John 

von Neumann (1903-1957) αλαθαιύθζεθε έλα γξάκκα από ην 1956, πνπ γηλόηαλ αλαθνξά 

ζηελ ηδέα ηνπ        . Πελήληα ρξόληα κεηά, ην πξόβιεκα απηό ζα νξηζηεί σο έλα από ηα 

άιπηα πξνβιήκαηα ζηελ ηζηνξία ηεο επηζηήκεο ησλ ππνινγηζηώλ από ην Μαζεκαηηθό 

Ιλζηηηνύην Clay αλάκεζα ζηα επηά ηζάξηζκα «Βξαβεία ηεο Υηιηεηίαο» (Millennium Prizes) 

αμίαο 1 εθαηνκκπξίνπ δνιαξίσλ ην θαζέλα. 

 

     Ο Gödel γξάθεη ζηνλ von Neumann όηη έζησ όηη ππάξρεη κία βέιηηζηε κεραλή, ε νπνία 

ζα κπνξνύζε λα απνθαλζεί γηα ηελ ύπαξμε ηεο απόδεημεο κίαο καζεκαηηθήο πξόηαζεο. Η 

εξώηεζε ηνπ είλαη πόζν ρξόλν ζα ρξεηαζηεί απηή ε κεραλή. Δίλαη άθξσο εληππσζηαθό ην 
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γεγνλόο όηη ν Gödel νξακαηίζηεθε θαη ππέδεημε απηό πνπ είλαη ζεκαληηθό ζηελ ελ ιόγσ 

εξώηεζε. Πην ζπγθεθξηµέλα, αλαθέξεηαη ζηε µεραλή Turing σο ππνινγηζηηθό µνληέιν, θαη 

µεηά ξσηά πνηά είλαη ε ζπλάξηεζε πνπ θξάζζεη ηνλ αξηζµό ησλ βεµάησλ πνπ ρξεηάδνληαη 

γηα λα βξεζνύλ απνδείμεηο µήθνπο  . ύµθσλα µε ηε ζεµεξηλή ηερληθή νξνινγία, ξσηνύζε 

γηα ηελ ληεηεξµηληζηηθή ππνινγηζηηθή πνιππινθόηεηα ηνπ πξνβιήµαηνο ηεο απόδεημεο 

ζεσξεµάησλ.  

 

     ην ίδην γξάµµα, ν Gödel επίζεο ξσηάεη ζρεηηθά µε ηελ ππνινγηζηηθή πνιππινθόηεηα 

ηνπ ειέγρνπ εάλ έλαο θπζηθόο αξηζµόο είλαη πξώηνο θαη εθθξάδεη ηελ πεπνίζεζε όηη ε 

απόδεημε ζεσξεµάησλ δελ πξέπεη λα είλαη θαη ηόζν δύζθνιν πξόβιεµα ππνινγηζηηθά. 

∆πζηπρώο, ν von Neumann ήδε έπαζρε από θαξθίλν θαη πέζαλε έλα ρξόλν αξγόηεξα. Γελ 

ππήξμε απάληεζε ζην γξάµµα, θαη θαίλεηαη όηη ν ίδηνο δελ πξνζπάζεζε λα δηεξεπλήζεη 

πεξηζζόηεξν ην πνιύ ζεµαληηθό εξώηεµα πνπ έζεζε. Σν γξάκκα απηό αλακθηζβήηεηα 

απνηειεί έλα πνιύηηκν έγγξαθν ζηελ ηζηνξία ηεο επηζηήκεο. 

 

2.6  Υξνληθή πνιππινθόηεηα 

 

2.6.1 Οη ζπκβνιηζκνί θεθαιαίνπ θαη πεδνύ όκηθξνλ 

 

     πρλά, ν αθξηβήο ρξόλνο εθηέιεζεο ελόο αιγνξηζκνύ είλαη δύζθνιν λα πξνζδηνξηζηεί. 

Γηα ην ιόγν απηό, πεξηνξηδόκαζηε ζε θάπνηα εθηίκεζε ηνπ ρξόλνπ απηνύ, θπξίσο ζε 

αιγόξηζκνπο κε εηζόδνπο κεγάινπ κήθνπο. πγθεθξηκέλα, ζηελ έθθξαζε πνπ αλαπαξηζηά 

ηνλ αθξηβή ρξόλν εθηέιεζεο ηνπ αιγνξίζκνπ, καο ελδηαθέξεη κόλν ν κεγηζηνβάζκηνο όξνο 

θαη αγλννύκε ην ζπληειεζηή ηνπ θαζώο θαη ηνπο όξνπο ρακειόηεξνπ βαζκνύ.        

     Παξαδείγκαηνο ράξηλ, ζηε ζπλάξηεζε  ( )                     ,  

ν κεγηζηνβάζκηνο όξνο είλαη ν      Η ζρέζε απηή αλαπαξίζηαηαη σο  ( )   (  ). Η 

έθθξαζε απηή, δηαβάδεηαη σο “θεθαιαίν όκηθξνλ ηνπ   ηνπ  ” θαη πξόθεηηαη γηα ην 

ιεγόκελν αζπκπηωηηθό ζπκβνιηζκό ή ζπκβνιηζκό θεθαιαίνπ όκηθξνλ.  
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ΟΡΙΜΟ 2.12. Θεσξνύκε όηη ην ζύλνιν    αλαπαξηζηά ην ζύλνιν ησλ κε αξλεηηθώλ 

πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. Έζησ   θαη   δύν ζπλαξηήζεηο από ην ζύλνιν ℕ ζην ζύλνιν   .  

Λέκε όηη  ( )   ( ( )) εάλ ππάξρνπλ ζεηηθνί αθέξαηνη   θαη    ηέηνηνη ώζηε, γηα θάζε 

αθέξαην      λα ηζρύεη  

 

 ( )    ( ). 

 

Όηαλ  ( )   ( ( ))  ιέκε όηη ε  ( ) απνηειεί άλω θξάγκα ηεο  ( ) ή αθξηβέζηεξα, 

αζπκπηωηηθό άλω θξάγκα ηεο  ( ), γηα λα ην ηνλίζνπκε όηη αγλννύκε ηνπο ζηαζεξνύο 

ζπληειεζηέο. 

 

     Ο ζπκβνιηζκόο απηόο, παξνπζηάδεη ηδηαίηεξε ζπκπεξηθνξά ζε ζρέζε κε ηνπο 

αιγόξηζκνπο. Όηαλ γξάθνπκε  ( )   (    ), δε ρξεηάδεηαη λα δηεπθξηλίδνπκε ηε βάζε, 

δηόηη ν ζηαζεξόο παξάγνληαο νύησο ή άιισο ζα παξαβιεθζεί. (Λόγσ ηεο ηαπηόηεηαο 

                 ). Έζησ γηα παξάδεηγκα ε ζπλάξηεζε   ( )          

             . Σόηε, έρνπκε   ( )   (     ), αθνύ ε ζπλάξηεζε      ππεξηζρύεη 

ηεο        . Δπίζεο, ζηηο αξηζκεηηθέο εθθξάζεηο όπσο γηα παξάδεηγκα ε                     

 ( )   (  )   ( ), ν όξνο  (  ) ππεξηζρύεη ηνπ  ( ) θαη ε έθθξαζε είλαη ηζνδύλακε 

κε ηελ  ( )   (  ). Σν ίδην ηζρύεη όηαλ ην ζύκβνιν εκθαλίδεηαη ζηνλ εθζέηε. Η έθθξαζε 

 ( )    ( ) αληηπξνζσπεύεη έλα άλσ θξάγκα ηεο κνξθήο     γηα θάπνηα ζηαζεξά  . Η 

έθθξαζε  ( )    (    ) αληηπξνζσπεύεη έλα άλσ θξάγκα ηεο κνξθήο    γηα θάπνηα 

ζηαζεξά  . (Λόγσ ηεο         , έπεηαη όηη           ).  

 

 

     ΟΡΙΜΟ 2.13 Έζησ   θαη   δπν ζπλαξηήζεηο από ην ζύλνιν ℕ ζην ζύλνιν    . Σόηε 

ζα ιέκε όηη   ( )    ( ( ))  αλ ηζρύεη όηη       
 ( )

 ( )
  . Γειαδή ε έθθξαζε 

 ( )   ( ( )) ζεκαίλεη όηη γηα νπνηνλδήπνηε πξαγκαηηθό αξηζκό      ππάξρεη αθέξαηνο 

   ηέηνηνο ώζηε   ( )    ( ) γηα θάζε       . 

 

      Σα θξάγκαηα ηεο κνξθήο   , όπνπ   θάπνηα ζηαζεξά κεγαιύηεξε ηνπ 0, νλνκάδνληαη 

πνιπωλπκηθά. Σα θξάγκαηα ηεο κνξθήο   
 
, όπνπ   νπνηνζδήπνηε ζεηηθόο πξαγκαηηθόο 

αξηζκόο, νλνκάδνληαη εθζεηηθά.  
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     Παξαηεξνύκε όηη ν ξπζκόο αύμεζεο ελόο πνιπσλύκνπ εμαξηάηαη από ην βαζκό ηνπ. 

Τπάξρνπλ όκσο ζπλαξηήζεηο κε ξπζκό αύμεζεο κεγαιύηεξν από απηόλ νπνηνπδήπνηε 

πνιπσλύκνπ.  Έλα απιό παξάδεηγκα είλαη ε εθζεηηθή ζπλάξηεζε   . Γηα λα ην απνδείμνπκε, 

δείρλνπκε αξρηθά όηη γηα όια ηα   ℕ     . Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε επαγσγή ζην  . Γηα 

   , πξνθαλώο ηζρύεη. Τπνζέηνπκε όηη ηζρύεη γηα όινπο ηνπο θπζηθνύο κέρξη θαη ην    

Σόηε έρνπκε 

 

                    

 

     ηελ πξώηε αληζόηεηα ρξεζηκνπνηήζακε ηελ επαγσγηθή ππόζεζε θαη ζηε δεύηεξε όηη 

     γηα όια ηα  . Σώξα ζα απνδείμνπκε ην ίδην γηα όια ηα πνιπώλπκα. 

 

     Θα δείμνπκε δειαδή, όηη γηα θάζε         (  ). Άξα          γηα θαηάιιειεο 

ζηαζεξέο   θαη  . Παίξλνπκε   (  )  θαη   (  ) . Πξνθύπηνπλ δύν πεξηπηώζεηο. Άλ 

    , ε αληζόηεηα ηζρύεη δηόηη     . Αλ όκσο     , ζα δείμνπκε όηη ηζρύεη δηόηη ηώξα 

      . Θεσξώ   ην πειίθν ηεο δηαίξεζεο ηνπ   κε ην  , ην κνλαδηθό αθέξαην γηα ηνλ 

νπνίν ηζρύεη όηη          . Σόηε ζα έρνπκε 

 

                                                   (    )  θαηα ηνλ νξηζκό ηνπ   

                                                        (   )  

                                                        (    )  θαηά ηελ αληζόηεηα      γηα        

                                                            ιόγσ ηνπ   (  )   

                                                           ιόγσ ηνπ νξηζκνύ ηνπ  . 

 

πλεπώο, ν ξπζκόο αύμεζεο νπνηνπδήπνηε πνιπσλύκνπ δελ είλαη γξεγνξόηεξνο απν απηόλ 

ηνπ     

 

Σν πιήζνο ησλ δπαδηθώλ ιέμεσλ κήθνπο   είλαη   . Γεδνκέλνπ όηη θάζε πεξηγξαθή είλαη 

κηα δπαδηθή ιέμε, ην πιήζνο ησλ πεξηγξαθώλ κε κήθνο κηθξόηεξν από   είλαη ην πνιύ ίζν 

κε ην άζξνηζκα ησλ πιεζώλ ησλ ιέμεσλ κε κήθνο έσο θαη    . 

 

∑                       
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2.6.2 Κιάζεηο ρξνληθήο πνιππινθόηεηαο 

 

     ΟΡΙΜΟ 2.14.  Έζησ   κία αηηηνθξαηηθή κεραλή Turing πνπ ηεξκαηίδεη γηα θάζε 

είζνδν. Ο ρξόλνο εθηέιεζεο ή ε ρξνληθή πνιππινθόηεηα ηεο  είλαη ε ζπλάξηεζε 

   ℕ  ℕ πνπ γηα θάζε   επηζηξέθεη σο  ( ) ην κέγηζην πιήζνο βεκάησλ πνπ είλαη 

δπλαηόλ λα πξαγκαηνπνηήζεη ε   όηαλ ην κήθνο ηεο εηζόδνπ είλαη ην  . Δάλ ν ρξόλνο 

εθηέιεζεο ηεο   είλαη  ( ), ιέκε όηη ε   εθηειείηαη ζε ρξόλν  ( ). Καηά ζύκβαζε, ην 

κήθνο ηεο εηζόδνπ αλαπαξίζηαηαη πάληνηε από ηε κεηαβιεηή  . 

 

     Οη θιάζεηο ρξνληθήο πνιππινθόηεηαο      ( ( )) θαη       ( ( )) νξίδνληαη σο 

εμήο: 

 

     ΟΡΙΜΟ 2.15.      ( ( ))  = {   | ε γιώζζα   δηαγηγλώζθεηαη από θάπνηα 

αηηηνθξαηηθή κεραλή Turing ρώξνπ  ( ( )) }. 

 

     ΟΡΙΜΟ 2.16.       ( ( ))  = {   |  ε γιώζζα   δηαγηγλώζθεηαη από θάπνηα 

αλαηηηνθξαηηθή κεραλή Turing ρώξνπ  ( ( ))  }. 

 

 

 

2.7  Υωξηθή Πνιππινθόηεηα 

 

     ΟΡΙΜΟ 2.17. Έζησ   κία αηηηνθξαηηθή κεραλή Turing πνπ ηεξκαηίδεη γηα όιεο ηηο 

εηζόδνπο. Η ρωξηθή πνιππινθόηεηα ηεο   είλαη ε ζπλάξηεζε    ℕ  ℕ πνπ γηα θαζε   

επηζηξέθεη σο  ( ) ην κέγηζην πιήζνο ζέζεσλ ηαηλίαο πνπ πνπ είλαη δπλαηόλ λα δηαηξέμεη ε 

  όηαλ ην κήθνο ηεο εηζόδνπ ηεο είλαη  . Δάλ ε ρσξηθή πνιππινθόηεηα ηεο   είλαη  ( ), 

ιέκε επίζεο όηη ε   ιεηηνπξγεί ζε ρώξν  ( ), ή όηη έρεη ρώξν εθηέιεζεο  ( ). Δάλ ε   

είλαη κία αληαηηηνθξαηηθή κεραλή Turing ηέηνηα ώζηε γηα θάζε είζνδν λα ηεξκαηίδνπλ όινη 

νη θιάδνη ηνπ ππνινγηζκνύ, ηόηε ε ρσξηθή ηεο πνιππινθόηεηα  ( ) νξίδεηαη σο ην κέγηζην 

πιήζνο ζέζεσλ ηαηλίαο πνπ είλαη δπλαηόλ λα δηαηξέμεη ε   ζε νπνηνλδήπνηε θιάδν όηαλ ην 

κήθνο ηεο εηζόδνπ ηεο είλαη  .  
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     Γηα ηελ εθηίκεζε ηεο ρσξηθήο πνιππινθόηεηαο ησλ κεραλώλ Turing ρξεζηκνπνηνύκε 

ζπλήζσο ηνλ αζπκπησκαηηθό ζπκβνιηζκό. 

 

 

2.7.1 Κιάζεηο Υωξηθήο Πνιππινθόηεηαο 

 

Έζησ    ℕ      νπνηαδήπνηε ζπλάξηεζε. Οη θιάζεηο ρσξηθήο πνιππινθόηεηαο 

      ( ( )) θαη        ( ( )) νξίδνληαη σο εμήο: 

 

     ΟΡΙΜΟ 2.18       ( ( )) = {   | ε γιώζζα   δηαγηγλώζθεηαη από θάπνηα 

αηηηνθξαηηθή κεραλή Turing ρώξνπ  ( ( )) }. 

 

     ΟΡΙΜΟ 2.19        ( ( ))  = {   |  ε γιώζζα   δηαγηγλώζθεηαη από θάπνηα 

αλαηηηνθξαηηθή κεραλή Turing ρώξνπ  ( ( )) }. 

 

     ΟΡΙΜΟ 2.20. Η        ( ( )) απνηειείηαη από ηηο γιώζζεο πνπ κπνξνύλ λα 

δηαγλσζηνύλ ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν από θάπνηα αηηηνθξαηηθή κεραλή Turing, δειαδή 

                                 ⋃      (  
 ). 

 

     ΟΡΙΜΟ 2.21 Μία γιώζζα   είλαη               αλ ηθαλνπνηεί ηηο εμήο δύν 

ζπλζήθεο: 

 H   αλήθεη ζηελ θιάζε         . 

 Κάζε γιώζζα           αλάγεηαη ζηελ   ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν. 
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2.7.2 Θεώξεκα Savitch                                    

 

     ΟΡΙΜΟ 2.22 Έλαο γξάθνο     (     ) είλαη έλα ζύλνιν θόκβσλ   πνπ ελώλνληαη κε 

έλα ζύλνιν αθκώλ  . 

Έλαο γξάθνο     (     ) κε   θνξπθέο κπνξεί ελαιιαθηηθά λα αλαπαξαζηαζεί από έλαλ 

πίλαθα γεηηλίαζεο. 

      

     ΟΡΙΜΟ 2.23 Ο πίλαθαο γεηηλίαζεο πεξηέρεη ηηο ηηκέο 0 θαη 1, όπνπ αλ ε (     ) είλαη 

αθκή ηόηε  

                 ,(     )-           δηαθνξεηηθά        ,(     )-       

 

     ΟΡΙΜΟ 2.24 Έλαο γξάθνο νλνκάδεηαη θαηεπζπλόκελνο αλ θάζε κία από ηηο αθκέο ηνπ 

είλαη πξνζαλαηνιηζκέλε πξνο κία θαηεύζπλζε. Οξίδνληαη δειαδή από δηαηεηαγκέλα δεύγε 

θόκβσλ. 

 

 

Θεώξεκα 2.3 (Θεώξεκα Savitch) 

 

                        (     ) 

 

     Απόδειξη 

 

     Έζησ  , έλαο γξάθνο κε   θόκβνπο. Θεσξώ   θαη   θόκβνπο ηνπ   θαη έζησ    . 

Οξίδνπκε όηη ην θαηεγόξεκα     (     ) είλαη αιεζέο εαλ ην αθόινπζν είλαη αιεζέο: 

Τπάξρεη έλα κνλνπάηη από ην   ζην   κέζα ζην  , κήθνπο ην πνιύ   . Παξαηεξνύκε 

ακέζσο όηη εθόζνλ έλα κνλνπάηη ζην   είλαη ην πνιύ κήθνπο  , κπνξνύκε λα ιύζνπκε ην 

πξόβιεκα              ζην   αλ έρνπκε ηε δπλαηόηεηα λα ππνινγίζνπκε ηελ αιεζνηηκή 

ηνπ     (    ⌈    ⌉) γηα δύν νπνηνπζδήπνηε δνζκέλνπο θόκβνπο ζην  .  

     Θα ζρεδηάζνπκε κία κεραλή Turing κε δπν                 θαη έλα              πνπ 

ππνινγίδεη ηελ αιεζνηηκή ηνπ     (     ). Ο πίλαθαο γεηηλίαζεο ηνπ   δίλεηαη ζην 

            . Τπνζέηνπκε όηη ην πξώην                πεξηέρεη θόκβνπο   θαη   θαη 

έλαλ αθέξαην  , ηα νπνία είλαη δπαδηθήο κνξθήο. Δπίζεο πεξηέρεη δηάθνξεο ηξηάδεο θαη ε 
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(     ) είλαη ε πξώηε από ηα αξηζηεξά. Η δεύηεξε                ρξεζηκνπνηείηαη σο 

θελόο ρώξνο – ν ρώξνο  (    ) επαξθεί.  

     Θα πεξηγξάςνπκε κε πνηνλ ηξόπν ε κεραλή ππνινγίδεη ηελ αιεζνηηκή γηα ην 

    (     ).  

 Αλ     εμεηάδνπκε αλ ην   θαη ην   ζπλδένληαη κέζσ ελόο κνλνπαηηνύ κήθνπο ην 

πνιύ      , απιά ειέγρνληαο αλ     ή αλ ην   θαη ην   είλαη γεηηνληθά θνηηάδνληαο ην 

     .  

 Αλ     απνθαζίδνπκε ην     (     ) από ηνλ αθόινπζν αλαδξνκηθό αιγόξηζκν: 

Γηα όινπο ηνπο θόκβνπο   ειέγρνπκε αλ ην     (       ) θαη ην     (       ) είλαη 

αιεζή. 

     Απηό ην πξόγξακκα εθηειεί κηα πνιύ απιή ηδέα. Οπνηνδήπνηε κνλνπάηη κήθνπο    από 

ην   ζην   έρεη έλα κέζν   από όπνπ ηόζν ην   όζν θαη ην   απέρνπλ ην πνιύ     . Γηα ηελ 

εμνηθνλόκεζε ρώξνπ δεκηνπξγνύκε όινπο ηνπο πηζαλνύο θόκβνπο   επαλαρξεζηκνπνηώληαο 

ρώξν.  

     Κάζε θνξά πνπ δεκηνπξγείηαη έλα θαηλνύξην   πξνζηίζεηαη ζηελ πξώηε                

κηα ηξηάδα (       ) θαη μεθηλά ε αλαδξνκηθή ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο αιεζνηηκήο ηεο. 

Αλ θαηά ηελ αλαδξνκή βξεζεί     (       )         δηαγξάθεηαη ε ηξηάδα θαη 

πξνζηίζεηαη κηα θαηλνύξηα κε λέν  . Δάλ     (       )        δηαγξάθνπκε ηελ ηξηάδα 

θαη πξνζηίζεηαη ε (       ) γηα έιεγρν (ην   ην παίξλνπκε από ηελ ακέζσο αξηζηεξή 

ηξηάδα ζην       ) ώζηε λα απνθαζηζηεί αλ ην     (       ) είλαη αιεζέο. Δάλ δελ 

είλαη, δηαγξάθνπκε ηελ ηξηάδα θαη δνθηκάδνπκε ην επόκελν  . Αιιηώο, ειέγρνπκε αλ είλαη ε 

δεύηεξε αλαδξνκηθή θιίζε, ζπγθξίλνληαο κε ηελ ηξηάδα (     ) θαη απνδίδεηαη αιεζνηηκή 

ζην     (     )      . 

     Δίλαη εκθαλέο όηη ν παξαπάλσ αιγόξηζκνο ππνινγίδεη ηελ αιεζνηηκή ηνπ θαηεγνξήκαηνο 

    (     ) θαη απνθαζίδεη αλάινγα εάλ ππάξρεη κνλνπάηη από ην   ζην  . Σν πξώην 

               πεξηέρεη αλά πάζα ζηηγκή ⌈    ⌉ ή ιηγόηεξεο ηξηάδεο πνπ ε θάζε κία είλαη 

κήθνπο ην πνιύ      . Γηα λα ιπζεί ην πξόβιεκα              μεθηλάκε απηό ηνλ 

αιγόξηζκν κε ηελ ηξηάδα (    ⌈    ⌉) ζην πξώην               .    □ 
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     ΟΡΙΜΟ 2.25 Οξίδνπκε ηνλ επόκελν “             ” γξάθν ηεο   κε        , 

ζπκβνιίδνληαο   (   ) λα είλαη ν γξάθνο ν νπνίνο έρεη σο θόκβνπο όια ηα δπλαηά 

“              ” ηεο  . Μεηαμύ δύν “              ”    θαη    ππάξρεη κία αθκή αλ 

θαη κόλν αλ   
 
   .  

Η έλλνηα ηνπ γξάθνπ ησλ                απνηειεί δηαηζζεηηθά έλα ζηηγκηόηππν ηνπ 

ππνινγηζκνύ ηεο   κε δνζέλ        .  

 

     Από ην ζεώξεκα ηνπ Savitch πξνθύπηεη έλα ζεκαληηθό απνηέιεζκα. 

Πόξηζκα:        ( ( )        (  ( )) γηα νπνηαδήπνηε ζπλάξηεζε πνιππινθόηεηαο 

 ( )      .  

 

      Απόδειξη 

     Γηα ηελ απόδεημε απηνύ ηξέρνπκε ηνλ αιγόξηζκν ηνπ ζεσξήκαηνο Savitch ζην γξάθν ησλ 

               ηεο κε ληεηεξκηληζηηθήο κεραλήο Turing.  

     Πξνζνκνηώλνληαο κηα  ( )-              κε ληεηεξκηληζηηθή κεραλή Turing   κε 

       , | |   , ηξέρνπκε ηνλ αιγόξηζκν ηνπ ζεσξήκαηνο ηνπ Savitch ζην               

γξάθν ηεο   κε        , δειαδή επηιύνπκε ην πξόβιεκα              ζε ρώξν  (     ). 

Όκσο επεηδή  ( )       ην πιήζνο ησλ θόκβσλ ζην                       είλαη   ( )  

Άξα επαξθεί ρώξνο  (  ( )). Οη ππόινηπεο εξγαζίεο (δηαηήξεζε ζηε κλήκε ηεο ηξέρνπζαο, 

δηακόξθσζε θαη δεκηνπξγία ηεο επόκελεο) θαηαιακβάλνπλ ρώξν  ( ( )). Δπεηδή όκσο ην 

ηεηξάγσλν ηνπ πνιπσλύκνπ είλαη επίζεο πνιπώλπκν, ζπκπεξαίλνπκε όηη                

              .   □ 
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2.8     =      θαη    ≠ N   

 

 

     Η απαξρή ηεο ηδέαο ηνπ ππνινγηζκνύ κε ρξήζε αιγνξίζκσλ πνπ επηιύνπλ θάπνην άιιν 

πξόβιεκα, είλαη ιίγν παξάμελε. Σν ππνινγηζηηθό κνληέιν πνπ εθθξάδεη απηήλ ηελ έλλνηα 

ηεο ζρεηηθήο ππνινγηζηκόηεηαο δεκηνπξγήζεθε από ηνλ Alan Turing. Η ηδέα απηήο ηεο 

έλλνηαο, θαζώο θαη ε έλλνηα ησλ κεραλώλ κε καληείν, γελλήζεθε από ηελ πξνζπάζεηα ηνπ 

Turing  λα κειεηήζεη ηηο βαζύηεξεο ζπλέπεηεο ηνπ Θεσξήκαηνο ηεο Με-Πιεξόηεηαο ηνπ 

Kurt Gödel όζνλ αθνξά ηε Θεσξία Τπνινγηζηκόηεηαο.  

 

     Η ηδέα ηεο κεραλήο Turing κε καληείν, νδεγεί ζε κία γεληθόηεξε έλλνηα αλαγσγήο θαη ζα 

καο βνεζήζεη λα δηαηππώζνπκε θαη λα απνδείμνπκε έλα από ηα πην ελδηαθέξνληα 

ζεσξήκαηα ζηε Θεσξία Τπνινγηζηηθήο Πνιππινθόηεηαο, ην ζεώξεκα ησλ Baker, Gill & 

Solovay πνπ αθνξά ηε “ζρεηηθνπνίεζε” ηνπ πξνβιήκαηνο           Μία κε-αηηηνθξαηηθή 

κεραλή Turing κε καληείν, κπνξεί λα καληέςεη ηε ζσζηή απάληεζε ή ιύζε. Γηεπθξηλίδνπκε 

πσο δελ πξόθεηηαη γηα ξεαιηζηηθό ππνινγηζηηθό κνληέιν, αιιά γηα καζεκαηηθή θαηαζθεπή 

πνπ βνεζά λα επεμεξγαζηνύκε εξσηήκαηα απν ηε ζθνπηά ηεο πνιππινθόηεηαο. 

 

     ΟΡΙΜΟ 2.26. Μηα κεραλή Turing κε καληείν,   , είλαη κία ληεηεξκηληζηηθή κεραλή 

Turing πνιιώλ ζπκβνινζεηξώλ, ε νπνία έρεη ηξείο εηδηθέο θαηαζηάζεηο. Σν εξώηεκα 

θαηάζηαζεο    θαη ηα εξσηήκαηα απάληεζεο         . Σν ζύκβνιν “?” ζηνλ εθζέηε 

δειώλεη ό,ηη νπνηαδήπνηε γιώζζα κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί σο έλα καληείν. 

 

     πκπεξαίλνπκε ινηπόλ όηη ην καληείν δέρεηαη εξσηήζεηο από ηε κεραλή θαη απαληά κε 

    ή    αλ θάπνην        αλήθεη ζε κηα γιώζζα  . Η γιώζζα   δελ είλαη παξά κία 

παξάκεηξνο θαη ε κεραλή κπνξεί λα ιεηηνπξγήζεη κε καληείν γηα νπνηαδήπνηε γιώζζα ζηε 

ζέζε ηεο  . ύκθσλα κε ηα παξαπάλσ είλαη πξνθαλέο όηη ππάξρνπλ ηα εμήο ελδερόκελα. 

Πξώηνλ γηα θάζε επηινγή καληείνπ  , ππάξρνπλ               γηα ηα νπνία δελ ηεξκαηίδεη. 

Γεύηεξνλ, γηα θάπνηα καληεία ε κεραλή ηεξκαηίδεη πάληα θαη γηα ηα ππόινηπα, ππάξρνπλ 

              γηα ηα νπνία δελ ηεξκαηίδεη. Σξίηνλ, ε κεραλή ηεξκαηίδεη ζε όια ηα 

              γηα νπνηνδήπνηε καληείν ηεο έρεη παξαζρεζεί. 
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Τπνζέηνπκε όηη Β   *   +  : 

 

     ΟΡΙΜΟ 2.27.    είλαη ην ζύλνιν πνπ πεξηέρεη θάζε γιώζζα πνπ κπνξεί λα 

απνθαζηζηεί από κία πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ κεραλή Turing κε καληείν  . 

 

     ΟΡΙΜΟ 2.28.     είλαη ην ζύλνιν πνπ πεξηέρεη θάζε γιώζζα πνπ κπνξεί λα 

απνθαζηζηεί απν κία πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ κε ληεηεξκηληζηηθή κεραλή Turing κε καληείν 

 . 

 

   

     ηε ζπλέρεηα, ζα απνδείμνπκε δύν ρξήζηκεο αληζόηεηεο, ηηο νπνίεο ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε 

ζηελ απόδεημε    =      θαη    ≠ N    

 

 

1.  

∑     

 

   

    

Απόδειξη 

 

     Aπό ηηο ηδηόηεηεο ηνπ ινγαξίζκνπ, ηζρύεη όηη        . Έρσ όηη  

∑     
 

   

 ∑ (    )
 

 

   

 
 
    

To    γξάθεηαη :  

                     ∑      
    . 

Άξα έρνπκε όηη : 

∑ (    )
 

 

   

   ∑    
 

   

 

 

     Aξθεί λα δείμνπκε όηη (    )      ην νπνίν ηζρύεη γηα    . 

Θα θάλνπκε κειέηε ηεο ζπλάξηεζεο  ( )      (    )     . 

Θα δείμνπκε όηη ε ζπλάξηεζε   (   )    είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην (   ). Άλ ην 

δείμνπκε, επεηδή  ( )   ,  ( )   ,        ( )        (    ) . 
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Mειέηε ζπλάξηεζεο : H  ( )      (    )      έρεη πεδίν νξηζκνύ ην (0,  ).  

  ( )    
     

 
 

  
     

 
    

    

 
 

 

 
  

           

 

     Θα κειεηήζνπκε απηήλ ηε ζπλάξηεζε ώζηε λα απνθαλζνύκε γηα ηελ  ( ). 

Έζησ  ( )         . Έρνπκε όηη   ( )    
 

 
 

Άλ   ( )     έρνπκε όηη   
 

 
     

 

 
     

  ( )      
 

 
       

     πκπεξαίλνπκε όηη ε  ( ) είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα (   ). Άξα θαη ε  ( ) 

είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην (   ). πλεπώο ηζρύεη όηη  ∑  (    )
  

    
 
    θαη άξα 

∑       
      .     □ 

 

 

2.                                                       

                                                     ( ) 

 

Απόδειξη 

 

     Γηα ηελ απόδεημε απηνύ, αξθεί λα απνδείμνπκε ηελ αληζόηεηα             

γηα θάζε     ℕ. 

Άξα ζα πξέπεη λα δείμνπκε όηη       
  

    
    

 

 Ιζρύεη όηη  
  

    
   

 

    
   

(√ ) 

    
   √        

 

Από ηελ πξνεγνύκελε απόδεημε γλσξίδνπκε όηη        √            . 

πλεπώο         ( ).    □ 
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          Θεώξεκα 2.4. Τπάξρεη έλα καληείν   γηα ην νπνίν ηζρύεη όηη: 

1.    =      

2.    ≠ N    

   

 Απόδειξη 

 

     1. Αλ ηζρύεη ε ηζόηεηα, ηόηε όια ηα πξνβήκαηα πνπ βξίζθνληαη ζηελ θιάζε    ζα 

κπνξνύλ λα ιπζνύλ ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν. 

     Θεσξνύκε ην   ηέηνην ώζηε λα είλαη               γιώζζα θαη ζα ηζρύεη ην εμήο: 

                                 

Έηζη ζπκπεξαίλεηαη όηη    = N  . 

     Αξρηθά ην            ηζρύεη γηαηί ην   είλαη               άξα θάζε γιώζζα  

           κπνξεί λα απνθαζηζηεί από κία ληεηεξκηληζηηθή κεραλή Turing πνιπσλπκηθνύ 

ρξόλνπ ε νπνία εθηειεί ηε κεηαηξνπή από   ζε   θαη κεηά ρξεζηκνπνηεί ην καληείν κία 

θνξά. Η δεύηεξε ζπκπεξίιεςε είλαη πξνθαλήο γηαηί ην         ηζρύεη πάληα. Σν  

             είλαη αιεζέο γηαηί θάζε κε ληεηεξκηληζηηθή κεραλή Turing 

πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ κε καληείν   κπνξεί λα πξνζoκνησζεί από κηα κε ληεηεξκηληζηηθή  

πνιπσλπκηθά θξαγκέλε κεραλή Turing. Η ηειεπηαία ζπκπεξίιεςε                

πξνθύπηεη από ην ζεώξεκα ηνπ Savitch, ην νπνίν ζρεηίδεηαη κε ηε ρσξηθή πνιππινθόηεηα 

θαη αθνξά ηελ πξνζνκνίσζε ησλ κε ληεηεξκηληζηηθώλ κεραλώλ από ληεηεξκηληζηηθέο.   □ 

 

     2. Η βαζηθή ηδέα ηνπ καληείνπ   είλαη ε εμήο: Μία κεραλή, ε νπνία ζέηεη πνιπσλπκηθνύ 

αξηζκνύ εξσηήκαηα δε κπνξεί λα παίξλεη πάληα ηηο ζσζηέο απνθάζεηο γηα θάζε είζνδν. 

Αληίζεηα, κία κεραλή πνπ ζέηεη εθζεηηθνύ αξηζκνύ εξσηήκαηα, κπνξεί. 

     Γηα ηελ απόδεημε απηή ρξεζηκνπνηείηαη έλα καληείν   θαη κία γιώζζα ηέηνηα ώζηε           

    N   –   όπνπ νξίδεηαη    = {    : Τπάξρεη έλα      κε  | |    }. Παξαηεξνύκε 

ακέζσο όηη        . Γειαδή κία κε ληεηεξκηληζηηθή κεραλή κε καληείν   θαη          

απιώο καληεύεη κία ιέμε   κε κήθνο   θαη ρξεζηκνπνηεί ην καληείν ώζηε λα επαιεζεύζεη αλ 

ην    .  
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     ηε ζπλέρεηα γηα λα δείμνπκε όηη ε γιώζζα        ζα νξίζνπκε ην καληείν   σο 

  *   + . Απηό ζα γίλεη κε ηε κέζνδν ηεο «αξγήο δηαγσλνπνίεζεο» όισλ ησλ 

ληεηεξκηληζηηθώλ κεραλώλ Turing κε καληείν ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν. Θεσξνύκε κία 

απαξίζκεζε   
  ,  

  ,……..  όισλ ησλ κεραλώλ Turing. Τπνζέηνπκε όηη θάζε κεραλή 

επαλαιακβάλεηαη άπεηξεο θνξέο ζηελ αξίζκεζε. 

     Καηαζθεπάδνπκε ην καληείν   ζε ζηάδηα. Έρνπκε ππνινγίζεη ζηελ αξρή ην      δειαδή 

ην ζύλνιν όισλ ησλ         ζην   πνπ έρνπλ κήθνο κηθξόηεξν από  . Δπηπιένλ νξίδνπκε ην 

       *   +  σο ην ζύλνιν ησλ εμαηξέζεσλ θαη εθεί ηνπνζεηνύκε ηα         ηα νπνία 

πξέπεη λα ζπκόκαζηε όηη δε ζα βάινπκε κέζα ζην ζύλνιν  . Θεσξνύκε αξρηθά όηη            

  =    =  . ηε ζπλέρεηα ζα νξίζνπκε ην ζύλνιν    απνθαζίδνληαο πνηά         κήθνπο   

ζα πξέπεη λα ηνπνζεηήζνπκε ζην  . Απηή ε επηινγή ζα γίλεη πξνζσκνηώλνληαο κία κεραλή 

Turing   
 (  ) κε καληείν   θαη          γηα       βήκαηα. Δπηιέμακε απηό ηνλ αξηζκό 

βεκάησλ γηαηί είλαη πνιύ κηθξόηεξνο από ηελ εθζεηηθή ζπλάξηεζε θαη ζπγρξόλσο πνιύ 

κεγαιύηεξνο από ηελ πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε. 

     Καηά ηε δηάξθεηα ηεο πξνζσκνίσζεο ε κεραλή   
 (  ) κε καληείν ξσηάεη αλ ε ιέμε 

   . ‟ απηή ηελ εξώηεζε απαληάεη δηαθξίλνληαο δπν πεξηπηώζεηο γηα ην  .  

 ηελ πξώηε πεξίπησζε αλ ην κήθνο ηνπ   δελ μεπεξλάεη ην   δειαδή αλ | |     

ειέγρνπκε απιά αλ ην   είλαη κέζα ζην       Αλ είλαη κέζα ζην      ηόηε ε κεραλή   
  

απαληάεη        αιιηώο απαληάεη     θαη ν ππνινγηζκόο ζπλερίδεηαη.  

 ηελ δεύηεξε πεξίπησζε αλ ην κήθνο ηνπ   είλαη κεγαιύηεξν ή ίζν ηνπ   ,  δειαδή 

αλ | |     ηόηε ε κεραλή Turing   
  απαληάεη    . ε απηή ηελ πεξίπησζε πξνζζέηνπκε ην 

  ζην ζύλνιν ησλ εμαηξέζεσλ έηζη ώζηε λα ζπκόκαζηε όηη ην    .  

 

     Τπνζέηνπκε κεηά από       ή ιηγόηεξα βήκαηα ε κεραλή ηεξκαηίδεη. Απηό πνπ ζέινπκε 

λα δείμνπκε είλαη όηη ην         δειαδή όηη ε κεραλή Turing κε καληείν   
  δε κπνξεί λα 

απνθαλζεί γηα ηε γιώζζα  . Έηζη νξίδνπκε ην    =        {    *   +  : | | =   ,    } 

νπόηε είκαζηε ζίγνπξνη όηη ην              από ηνλ νξηζκό ηεο γιώζζαο   όκσο αθνύ ε 

κεραλή   
  ηεξκαηίδεη, έρεη ήδε απνξξίςεη ην          θαη απνηπγράλεη λα είλαη ε κεραλή 

πνπ απνθαίλεηαη γηα ην  , άξα   (  
 )    . Σν θιεηδί εδώ βξίζθεηαη ζηελ παξαηήξεζε όηη ε 

κεραλή πξνιαβαίλεη ζηε ιεηηνπξγία ηεο λα θάλεη κόλν πνιπσλπκηθέο ην πιήζνο εξσηήζεηο 

(  ( )) ζην καληείν  , ελώ ππάξρνπλ εθζεηηθά ην πιήζνο (  )         κήθνπο  . 
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     Γηα λα νξίζνπκε όκσο ην ζύλνιν    όπσο παξαπάλσ πξέπεη λα μέξνπκε όηη ην ζύλνιν      

{    *   +  : | | =   ,    } είλαη κε θελό. Απηό απνδεηθλύεηαη γηαηί γλσξίδνπκε όηη ην 

ζύλνιν   ησλ εμαηξέζεσλ δελ κπνξεί λα πεξηέρεη πεξηζζόηεξα από     
                

κήθνπο  , δειαδή όζν είλαη ν αξηζκόο ησλ βεκάησλ κέζα ζηηο κεραλέο κέρξη ηώξα. 

Δπηπιένλ απηό ην άζξνηζκα είλαη πάληα κηθξόηεξν ηνπ    πνπ είλαη ν αξηζκόο ησλ         

πνπ πεξηέρνληαη ζην ζύλνιν *   +  νπόηε ην ζύλνιν {    *   +  : | | =   ,     } ζα 

πεξηέρεη ηα ππόινηπα         άξα δε ζα είλαη πνηέ θελό. ε πεξίπησζε πνπ ε κεραλή   
  

δέρεηαη ην          ζε θαζνξηζκέλν ρξόλν ηόηε νξίδνπκε    =      όκσο από ηνλ νξηζκό 

ηεο γιώζζαο   ην        άξα θαη πάιη ζα ηζρύεη   (  
 )    . 

     Ση γίλεηαη όκσο αλ ε κεραλή Turing κε καληείν   
  απνηύρεη λα ηεξκαηίζεη ζε 

     βήκαηα; Άιισζηε, ην πνιπσλπκηθό όξην ηεο  ( ) κπνξεί λα είλαη πνιύ κεγάιν ελώ ε 

ηηκή ηνπ   πνιύ κηθξή έηζη ώζηε λα ηζρύεη όηη          ( ). Άλ ζπκβεί απηό θαη ε κεραλή 

έρεη δερηεί ην         , νξίδνπκε πάιη    =       νπόηε        άξα   (  
 )    . 

     Δπηπιένλ, ηζνδύλακεο κε απηή  κεραλέο Turing ζα εκθαλίδνληαη απείξσο ζπρλά ζηελ 

αξίζκεζε καο θαη ηειηθά, θάπνηα ζα εκθαλίδεηαη ζαλ   
  κε έλα δείθηε   πνιύ κεγάιν 

ηέηνην ώζηε         ( ) ην νπνίν δηαζθαιίδεη όηη       (  
 ) =   (  

 ). 

     Αλ ζπλερίζνπκε απηή ηε δηαδηθαζία, νξίδνπκε νιόηεια ην καληείν  . Όκσο απηόο ν 

νξηζκόο ηνπ   απνθιείεη όιεο ηηο πνιπσλπκηθέο κεραλέο κε καληείν   λα απνθαλζνύλ γηα ηε 

γιώζζα  , νπόηε ζπκπεξαίλνπκε όηη        .       □ 
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