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Περίληψη 

 

Στην παρούσα διατριβή µελετούµε θεµελιώδεις ιδιότητες των ολοκληρωτικών 

εξισώσεων Hallén (Hallén’s Equation - ΗΕ) και Pocklington (Pocklington’s Equation -

PE) για το µοντέλο της Γεννήτριας Πεπερασµένου ∆ιακένου – ΓΠ∆ (Finite Gap 

Generator - FGG) το οποίο χρησιµοποιείται εκτενώς ως µοντέλο τροφοδοσίας 

κυλινδρικών κεραιών. Τα συµπεράσµατα που εξάγονται συγκρίνονται µε τα αντίστοιχα 

του µοντέλου της Γεννήτριας ∆έλτα Συνάρτησης – Γ∆Σ (Delta Gap Generator-DFG) 

που έχουν εξαχθεί σε προηγούµενες εργασίες. 

Αρχικά, στο Κεφάλαιο 1, γίνεται µια συνοπτική παρουσίαση µεθόδων για τον 

προσδιορισµό του ρεύµατος γραµµικής κεραίας µέσω των εξισώσεων ΗΕ και PE. 

Παρουσιάζεται το µοντέλο του «σωληνοειδούς διπόλου» το οποίο χρησιµοποιείται σε 

όλη την έκταση της διατριβής και εξάγονται ακριβείς και προσεγγιστικές εκφράσεις 

των ολοκληρωτικών εξισώσεων, αναλόγως του πυρήνα (ακριβής - προσεγγιστικός) που 

χρησιµοποιείται. Οι προαναφερθείσες εκφράσεις είναι αληθείς για οιοδήποτε µοντέλο 

τροφοδοσίας. Το κεφάλαιο ολοκληρώνεται µε την παρουσίαση µεθόδων αριθµητικής 

επίλυσης των ανωτέρω εξισώσεων. 

Στο Κεφάλαιο 2 εξετάζεται διεξοδικά η αριθµητική επίλυση της HE για το 

µοντέλο της Γ∆Σ καθώς και θεµελιώδεις ιδιότητες των λύσεων της εξίσωσης αυτής. Η 

αριθµητική µέθοδος που χρησιµοποιείται είναι η µέθοδος Galerkin µε παλµικές 

συναρτήσεις. Τα αριθµητικά αποτελέσµατα µε τον προσεγγιστικό πυρήνα, για την 

πεπερασµένη κεραία, παρουσιάζουν ταλαντώσεις στα άκρα και στο κέντρο αυτής. Οι 

παρατηρούµενες ταλαντώσεις πλησίον του σηµείου τροφοδοσίας συσχετίζονται µε την 

«µη επιλυσιµότητα» της ολοκληρωτικής εξίσωσης. Το τελευταίο επαληθεύεται µε την 

εφαρµογή της αριθµητικής µεθόδου στην άπειρη κεραία και την εξαγωγή µιας 

ασυµπτωτικής έκφρασης που πιστοποιεί ποσοτικά και ποιοτικά τις προαναφερθείσες 

ταλαντώσεις. 

Ακολούθως, στο Κεφάλαιο 3, εξετάζονται εκτενώς οι εξισώσεις Hallén και 

Pocklington για το µοντέλο της ΓΠ∆. Για την περίπτωση του ακριβούς πυρήνα 

επικεντρώνουµε την µελέτη µας στο αν σηµαντικά µεγέθη της κεραίας έχουν 

πεπερασµένη τιµή και τα συγκρίνουµε µε τα αντίστοιχα µεγέθη της Γ∆Σ. Για τον 

προσεγγιστικό πυρήνα εστιάζουµε την ανάλυση µας στην µη επιλυσιµότητα των 

ολοκληρωτικών εξισώσεων και στον συσχετισµό αυτής µε το φαινόµενο της παρουσίας 
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µη φυσιολογικών ταλαντώσεων. Επιπρόσθετα, επεκτείνουµε την µέθοδο του «ενεργού 

ρεύµατος», που έχει προταθεί και µελετηθεί σε προηγούµενες εργασίες, στο µοντέλο 

της ΓΠ∆. Πρόκειται για µία, απλή στην εφαρµογή, µέθοδο επεξεργασίας των 

ταλαντούµενων τιµών για την εξαγωγή λογικών αποτελεσµάτων που αφορούν 

σηµαντικά στοιχεία της κεραίας όπως είναι η ρευµατική κατανοµή και η σύνθετη 

αντίσταση εισόδου. Επαληθεύεται ότι τα ανωτέρω µεγέθη είναι πολύ κοντά στα 

αντίστοιχα που προκύπτουν µε τον ακριβή πυρήνα. Τέλος επιβεβαιώνεται ότι η µέθοδος 

του ενεργού ρεύµατος είναι πιο αποδοτική στο µοντέλο της ΓΠ∆ σε σχέση µε την 

εφαρµογή της στην Γ∆Σ.    

Τέλος, στο Κεφάλαιο 4, η διδακτορική εργασία ολοκληρώνεται µε την ενδελεχή 

µελέτη της προέλευσης και της φύσης των παρατηρούµενων ταλαντώσεων στα 

αριθµητικά αποτελέσµατα που προκύπτουν µε τον προσεγγιστικό πυρήνα. 

Εφαρµόζοντας την αριθµητική µέθοδο του Κεφαλαίου 3 στην PE για την άπειρη κεραία 

αποδεικνύεται, όπως και στην περίπτωση της Γ∆Σ, ότι οι αναφερόµενες ταλαντώσεις 

πλησίον του σηµείου τροφοδοσίας της κεραίας είναι αποτέλεσµα της µη 

επιλυσιµότητας της ολοκληρωτικής εξίσωσης µε τον προσεγγιστικό πυρήνα. Εν 

συνεχεία, οι ταλαντώσεις συσχετίζονται µε το φαινόµενο της υπερκατευθυντικότητας 

και µε αντίστοιχα φαινόµενα που παρατηρούνται στην Μέθοδο Βοηθητικών Πηγών 

(Method of Auxiliary Sources -MAS). Το Κεφάλαιο 4 ολοκληρώνεται µε την φυσική 

ερµηνεία του ενεργού ρεύµατος µέσω της οποίας εξηγούνται πολλά από τα 

συµπεράσµατα του Κεφαλαίου 3. Η ερµηνεία αυτή ισχύει επίσης και για το µοντέλο της 

Γ∆Σ.   

 

 

Λέξεις Κλειδιά— Σωληνοειδές δίπολο, εξίσωση Hallén, εξίσωση Pocklington, 

µέθοδοι ολοκληρωτικών εξισώσεων, µέθοδος Ροπών, µέθοδος Galerkin, τροφοδοσία 

κεραιών, θεωρία κεραιών, γραµµικές κεραίες, υπερκατευθυντικότητα.  
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Abstract 

 

In the present thesis we discuss certain fundamental properties of Hallén’s (HE) 

and Pocklington’s (PE) equations  with the Finite-Gap Generator (FGG), which has 

long been used as a feed model for cylindrical antennas. These results are compared to 

corresponding ones for the Delta Function Generator model (DFG) that have been 

discussed in previous works. 

At first, in Chapter 1, a brief overview is provided of methods of current 

computation in linear antennas through integral equations. The model of “circular 

tubular antenna” is presented and exact/approximate integral equations are extracted 

depending on the choice of kernel (exact/approximate). These expressions are 

applicable for all choices of generator. Finally, numerical methods that are often applied 

to both forms of HE and PE are discussed. 

In Chapter 2, an extensive study of the Hallén integral equation for the current on 

a linear antenna center-driven by DFG is presented. Fundamental properties of the 

numerical solution are also discussed. The numerical method is Galerkin’s method with 

pulse functions. For the approximate kernel, unphysical oscillations, at the edges and at 

the centre of the finite antenna, are observed. These   oscillations, near the driving point, 

are due to the “unsolvability” of the integral equation. This is verified by applying the 

numerical method to HE for the current on the infinite antenna and developing 

asymptotic expressions that can be used as a guide for the behavior of the solutions of 

the finite antenna.      

Subsequently, in Chapter 3, certain fundamental properties of Hallén’s and 

Pocklington’s equations with the FGG are examined. For the case of the exact kernel, 

we focus on whether important quantities are finite or infinite and compare to 

corresponding quantities obtained using the DFG. For the approximate kernel, we focus 

on the “unsolvability” of the two equations and the relation of “unsolvability” to the 

important phenomenon of unphysical oscillations. We also extend to the FGG the so-

called effective-current method; this is an easy-to-apply remedy for the oscillatory 

solutions that allows one to obtain reasonable answers for important quantities such as 

current distributions and the input impedance. It is shown here that these answers are 

close to those obtained with the exact kernel. We show that, in a certain sense, the 

method is more advantageous to apply in the present (FGG) case than in the DFG case. 
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Finally, in Chapter 4, our thesis ends with a more careful examination of the 

origin and nature of oscillations occurring with the approximate kernel. These 

oscillations, near the driving point, are also due to the “unsolvability” of the 

approximate integral equation, such as in DFG case. This is shown by applying the 

numerical method of Chapter 3 to PE for the current on the infinite length antenna. 

Next, we point out certain analogies to the Method of Auxiliary Sources (MAS) and to 

superdirectivity. We also provide a new physical interpretation of the effective-current 

method that explains a number of the findings in Chapter 3. This interpretation is also 

applicable to the case of the delta-function generator. 

 

 

Keywords— Circular tubular antenna, Hallén’s equation (HE), Pocklington’s 

equations (PE), integral equation methods, Method of Moments (MoM), Galerkin’s 

method, antenna feeds, antenna theory, wire antennas, superdirectivity. 
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 Εισαγωγή 

 

Η απλούστερη, κατασκευαστικά, κεραία εκποµπής αποτελείται από ένα κεντρικά 

τροφοδοτούµενο, ευθύγραµµο και λεπτό αγώγιµο σύρµα. Στην πράξη, το σύρµα 

τροφοδοτείται µέσω γραµµής µεταφοράς η οποία µεταφέρει στο σύρµα 

ηλεκτροµαγνητική ενέργεια. Το σύνθετο σύστηµα κεραία-γραµµή µεταφοράς πολλές 

φορές καθιστά δύσκολη την µελέτη των ιδιαίτερων χαρακτηριστικών της κεραίας. Για 

τον λόγο αυτό έχουν αναπτυχθεί µαθηµατικά µοντέλα γεννητριών που υποκαθιστούν ή 

αγνοούν την αλληλεπίδρασή της µε την τροφοδοτούσα γραµµή απλοποιώντας το 

ανωτέρω σύστηµα.  

Σε θεωρητικό επίπεδο, η βασική άγνωστη παράµετρος της προαναφερθείσας 

συρµάτινης κεραίας είναι η κατανοµή του ρεύµατος σ’ αυτή. Το 1897 ο Pocklington [1] 

παρουσίασε µία µονοδιάστατη ολοκληρωτικο-διαφορική εξίσωση για το ρεύµα. Ο 

Hallén [2], αρκετά χρόνια αργότερα, απέδειξε ότι το ρεύµα κατά µήκος µιας λεπτής 

γραµµικής κεραίας ικανοποιεί µία ολοκληρωτική εξίσωση τύπου Fredholm πρώτου 

είδους. Στη σύγχρονη βιβλιογραφία, οι ανωτέρω εξισώσεις (ή µικρές παραλλαγές τους) 

αναφέρονται ως ολοκληρωτικές εξισώσεις των Pocklington (Pocklington’s Equation - 

PE) και Hallén (Hallén’s Equation - HE) αντίστοιχα. Απαντώνται στη βιβλιογραφία σε 

δύο µορφές, την προσεγγιστική και την ακριβή αναλόγως του πυρήνα (προσεγγιστικός/ 

ακριβής) που χρησιµοποιείται.   

Εκτός από τις δύο επιλογές πυρήνα, στη βιβλιογραφία συναντάµε µεγάλο πλήθος 

επιλογών για τα µοντέλα τροφοδοσίας, µε την κάθε επιλογή να σχετίζεται µε 

διαφορετικό δεξί µέλος των ως άνω εξισώσεων. Η κυλινδρική κεραία που 

τροφοδοτείται από οµοιόµορφα κατανεµηµένα πεδία κατά µήκος πεπερασµένων - και 

όχι αποκλειστικά απειροστά µικρών - περιφερειακών ζωνών ή διακένων είναι το 

µοντέλο τροφοδοσίας της κεραίας που εξετάζουµε στην παρούσα διατριβή και έχει 

παρουσιαστεί ήδη από το 1941. Την χρονιά αυτή ο Schelkunoff [3] παρουσιάζει ένα 

µοντέλο κατανοµής ρεύµατος για την περίπτωση της άπειρης κεραίας. Με δηµοσιεύσεις 

του [3]-[5] κατά την περίοδο 1941-1945, ο ίδιος συγγραφέας, αναφέρει ότι οι διαφορές 

που εντοπίζονται µεταξύ των πεπερασµένων και απειροστά µικρών διακένων µπορούν 

να εξηγήσουν µερικές «ανακρίβειες» στο µοντέλο του Hallén [2] για την σύνθετη 

αντίσταση εισόδου της κυλινδρικής κεραίας. 
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Εντούτοις, µόλις το 1947 παρουσιάζεται, από τον Infeld [6], η πρώτη δηµοσίευση 

που θέτει ως κύριο στόχο να αναλύσει την επίδραση του πεπερασµένου διακένου στη 

θεωρία των κεραιών. Στην εργασία του, ο Infeld προσπαθεί να ξεκαθαρίσει το 

πρόβληµα της σύγκλισης και αυτό της δοµής του διακένου αντικαθιστώντας το 

απειροστά µικρό ∆-διάκενο, που χρησιµοποίησαν το 1941 στο µοντέλο τους οι Stratton 

και Chu [7]-[9], από ένα διάκενο πεπερασµένου εύρους. 

Στα επόµενα χρόνια θα ακολουθήσουν περισσότερες εργασίες για το µοντέλο 

πεπερασµένου διακένου. Συγκεκριµένα, το 1948, οι Albert και Synge [10] γράφουν ότι  

το διάκενο αποτελεί το ουσιώδες τµήµα του ακτινοβολούµενου συστήµατος και την 

µόνη πηγή ακτινοβολούµενης ενέργειας. Οι δύο αυτοί ισχυρισµοί δέχονται αυστηρή 

κριτική από τον King στη µνηµειώδη πραγµατεία του «Theory of Linear Antennas» που 

δηµοσιεύεται το 1956 [11]. Ο King, συγκεκριµένα, επισηµαίνει ότι δεν υπάρχουν 

διάκενα (ούτε πεπερασµένου ούτε απειροστά µικρού µήκους) στα «πραγµατικά» 

συστήµατα ακτινοβολίας και, αν αυτό συνέβαινε, οι δύο ανωτέρω ισχυρισµοί θα είχαν 

ως συνέπεια, πρακτικά, την αδυναµία ακτινοβολίας [11, σελ. 844], [12]. Η 

ακτινοβολούµενη ενέργεια θα πρέπει να προέρχεται από κάποιου είδους γεννήτρια. 

Στην πράξη όµως, οι κεραίες τροφοδοτούνται από γραµµές µεταφοράς και για τον λόγο 

αυτό τα διάκενα αποτελούν εξιδανικεύσεις, πολύ χρήσιµες εντούτοις, στη µελέτη των 

κεραιών. Ο Duncan υιοθετεί πλήρως την άποψη αυτή και το 1962 τροποποιεί την λύση 

του για την απείρου µήκους κεραία λαµβάνοντας υπόψη την παρουσία διακένου 

πεπερασµένου µήκους στο σηµείο τροφοδοσίας της [13].  

Την ίδια χρονιά η εργασία των Chen και Keller [14] ασχολείται εκτενώς µε την 

Γεννήτρια Πεπερασµένου ∆ιακένου – ΓΠ∆ (Finite Gap Generator-FGG) εξετάζοντας 

µια κυλινδρική κεραία που τροφοδοτείται από ένα οµοιόµορφο ηλεκτρικό πεδίο που 

αναπτύσσεται κατά µήκος ενός πεπερασµένου περιφερειακού διακένου. Εξάγονται 

ακριβείς µαθηµατικές σχέσεις, µε την µορφή ολοκληρωµάτων, για το εσωτερικό, 

εξωτερικό και συνολικό (=εσωτερικό + εξωτερικό) ρεύµα στην απείρου µήκους κεραία. 

Ακολούθως, οι Chen και Keller απλοποιούν το µοντέλο τους για το συνολικό ρεύµα 

υποθέτοντας µικρή διάµετρο στην κεραία, προκειµένου να υπολογίσουν αντίστοιχα 

µεγέθη για την πεπερασµένη.  

Κάποιες από τις ανωτέρω απλοποιηµένες σχέσεις για την άπειρη κεραία 

αµφισβητήθηκαν από τον Fante το 1966 [15], [16]. Παράλληλα, την ίδια χρονιά, ο 

Miller [17] επανεξέτασε τα συµπεράσµατα των Chen, Keller και Fante. Έτσι µέχρι τα 

τέλη της δεκαετίας του 1960, η τροφοδοτούµενη από την ΓΠ∆ άπειρη κεραία έχει 



 

 27 

εξεταστεί τόσο ως αντικείµενο θεωρητικού ενδιαφέροντος όσο και ως µέθοδος 

εξαγωγής συµπερασµάτων για την πεπερασµένη κεραία.  

Το ενδιαφέρον για τα µοντέλα τροφοδότησης των κεραιών, και πιο συγκεκριµένα 

της ΓΠ∆, γίνεται εντονότερο µε την εµφάνιση ηλεκτρονικών υπολογιστών και την 

αυξηµένη δηµοτικότητα των αριθµητικών µεθόδων. Το 1969, οι Inagaki και Sekiguchi 

[18] είναι, µάλλον, οι πρώτοι που επεκτείνουν την εξίσωση του Pocklington από το 

µοντέλο του απειροστά µικρού διακένου (Γεννήτρια ∆έλτα Συνάρτησης - Γ∆Σ) σ’ αυτό 

της ΓΠ∆.  

Ένα χρόνο νωρίτερα, ο Harrington εξετάζοντας τις γραµµικές κεραίες στο βιβλίο 

του «Field Computation by Moment Methods» [19], χρησιµοποιεί τον προσεγγιστικό 

πυρήνα  και ένα διάκενο εύρους ίσου µε το µήκος της διακριτοποίησης. Ερµηνεύει την 

απόκλιση που παρουσιάζουν οι τιµές της επιδεκτικότητας (susceptance - φανταστικό 

µέρος της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου) της µεθόδου του από τις αντίστοιχες τιµές 

άλλων µεθόδων στηριζόµενος στην άποψη πως «κάθε λύση έχει διαφορετική θεώρηση 

του διακένου». Την δυσκολία αυτή προσπάθησε να αντιµετωπίσει το 1972 ο Tesche 

[20], ο οποίος υπέδειξε τι είναι αυτό που έχει σηµασία στη ΓΠ∆ όταν αυτή 

χρησιµοποιείται στην PE µε τον προσεγγιστικό πυρήνα. Ένα παρόµοιο ερώτηµα 

απασχόλησε επίσης το 1984-85 τον Collin [21], [22]. Ο Collin τόνισε ιδιαίτερα ότι, µε 

τον προσεγγιστικό πυρήνα και την ΓΠ∆, η ΗΕ δεν έχει «λύση». Κατ’ αντιστοιχία, για 

την περίπτωση της Γ∆Σ, η «µη επιλυσιµότητα» είχε αναφερθεί το 1952 από τον 

Schelkunoff [23]. Αν και τόσο σηµαντικό, τα περισσότερα σύγχρονα εγχειρίδια δεν 

κάνουν αναφορά σ’ αυτό το θεµελιώδες γεγονός. Όσον αφορά το µοντέλο του 

διακένου, η άποψη του Collin είναι ότι «το διάκενο δεν θα έπρεπε να εισαχθεί καθόλου 

καθώς τείνει να συγχύσει την µαθηµατική φύση του προβλήµατος των οριακών 

συνθηκών που τίθεται» [22, σελ. 471]. Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να τονιστεί το 

γεγονός ότι αρκετοί συγγραφείς, που χρησιµοποιούν τις ίδιες εξισώσεις Pocklington και 

Hallén µε τον Collin, διαφωνούν µε την ανωτέρω άποψη. 

Το 1985, οι Sakitani και Egashira παρουσιάζουν αριθµητικά αποτελέσµατα που 

δείχνουν ότι οι αριθµητικές µέθοδοι στην ολοκληρωτική εξίσωση µε την ΓΠ∆ µπορούν 

να επιφέρουν «λύσεις» που παρουσιάζουν µη φυσιολογικές ταλαντώσεις [24]. Οι 

Miller, Deadrick και Landt [25], [26] είχαν επίσης αναφέρει παρόµοιες ταλαντώσεις 

από το 1975. Οι ανωτέρω ταλαντώσεις εµφανίζονται όταν χρησιµοποιείται µικρό µήκος 

διακριτοποίησης. Αντίθετα, µία µεγάλου µήκους διακριτοποίηση µπορεί να δώσει 

λογικά αποτελέσµατα γι’ αυτό και χρησιµοποιείται συνηθέστερα. Η ανάγκη της 
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σύγκλισης και της ευστάθειας των αριθµητικών αποτελεσµάτων οδήγησαν τους 

Yatskevitch και Karshakevitch, το 1981, στην παρουσίαση µιας µεθόδου επεξεργασίας 

των ταλαντούµενων τιµών που έδινε οµαλά αποτελέσµατα [27], [28]. Το 1997, ο Miller 

[29] συγκρίνει τα αποτελέσµατα του NEC (Numerical Electromagnetics Code- 

Αριθµητικός Ηλεκτροµαγνητικός Κώδικας) [30] µεταξύ πηγής αποτελούµενης από ένα 

απειροστά µικρό τµήµα και πηγής πεπερασµένου εύρους - κατ’ αντιστοιχία µε τα 

µοντέλα των Γ∆Σ και ΓΠ∆ - και σηµειώνει ότι αυτά διαφέρουν µεταξύ τους, όπως 

άλλωστε αναµενόταν. Το 1998, ο Werner [31] στην Μέθοδο των Ροπών που 

αναπτύσσει για την ανάλυση των λεπτών κεραιών, ενσωµατώνει τον ακριβή πυρήνα και 

µοντέλο ΓΠ∆ παρόµοιο µε αυτό του Tesche [20]. Ένα χρόνο αργότερα οι Wu, Inagaki 

και Kikuma [32] ξεκινώντας από την PE των Inagaki και Sekiguchi [18] εξάγουν µία 

αντίστοιχη ΗΕ για το ολικό ρεύµα. H αριθµητική τους λύση για την ΗΕ 

χρησιµοποιείται για τον προσδιορισµό του ρεύµατος στην εσωτερική και εξωτερική 

επιφάνεια της πεπερασµένης, σε µήκος, κεραίας. Αντίστοιχα αποτελέσµατα για την 

άπειρη κεραία δίνονται το 2008 από τους Makarov, Puzella και Iyer [33]. Τέλος, ο 

συνδυασµός της ΓΠ∆ και του προσεγγιστικού πυρήνα αποτέλεσε αντικείµενο µελέτης 

και για τον  Neganov [34], [35] την χρονική περίοδο 2000-01. 

Γίνεται φανερό λοιπόν, ότι το µοντέλο της ΓΠ∆ - τόσο µε τον ακριβή όσο και µε 

τον προσεγγιστικό πυρήνα - έχει αποτελέσει θέµα πολλών και µερικές φορές 

αντικρουόµενων συζητήσεων. Τα τελευταία χρόνια οι Neganov, Nishimoto και Lo 

(2011-2013), µέσω µιας σειράς εργασιών [36]-[38], µελετούν το µοντέλο της ΓΠ∆ 

προτείνοντας µεθόδους επίλυσης των αντίστοιχων ολοκληρωτικών εξισώσεων και 

µοντέλα προσδιορισµού της σύνθετης αντίστασης εισόδου της κεραίας. Η δηµοσίευση 

των ανωτέρω εργασιών καθώς και η δυνατότητα που παρέχουν οι σύγχρονες εκδόσεις 

του NEC για την επιλογή διαφόρων τύπων πυρήνα και τροφοδοσίας, υποδεικνύουν ότι 

το ενδιαφέρον για τα εν λόγω θέµατα εξακολουθεί να αναπτύσσεται. 

Στη διατριβή αυτή, ως συνέχεια παλαιότερων εργασιών, µελετάµε θεµελιώδεις 

ιδιότητες των ολοκληρωτικών εξισώσεων HE και PE για την ΓΠ∆. Επιχειρούµε µια 

αναλυτική προσέγγιση των εξισώσεων αυτών που δεν έχει υλοποιηθεί στο παρελθόν. 

Επιπρόσθετα, προσπαθούµε να συνδυάσουµε και να ερµηνεύσουµε τα συµπεράσµατα 

προηγούµενων συγγραφέων όπως είναι οι παρατηρούµενες ταλαντώσεις των Sakitani 

και Egashira [24], η «µη επιλυσιµότητα» των ολοκληρωτικών εξισώσεων που 

αναφέρθηκε, για πρώτη φορά, από τον Collin [21], [22] και η µέθοδος εξοµάλυνσης 
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των ταλαντούµενων τιµών  που παρουσιάστηκε από τους Yatskevitch και 

Karshakevitch [27], [28].  
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Κεφάλαιο 1  

 

Προσδιορισµός Ρεύµατος σε Γραµµική Κεραία 
Μέσω Ολοκληρωτικών Εξισώσεων 

 

1.1 Εισαγωγή 

  

Τα προβλήµατα ανάλυσης κεραιών ανάγονται στην επιλογή του επιθυµητού 

µοντέλου κεραίας, και στην µελέτη αυτού για τον προσδιορισµό των χαρακτηριστικών 

ακτινοβολίας του (διάγραµµα ακτινοβολίας, κατευθυντικότητα, σύνθετη αντίσταση, 

εύρος δέσµης, απόδοση, πόλωση και εύρος ζώνης). Αυτό συνήθως επιτυγχάνεται 

ορίζοντας µε ακρίβεια την αρχική κατανοµή του ρεύµατος επί της κεραίας και την 

ακολούθως ανάλυσή της χρησιµοποιώντας καθιερωµένες διαδικασίες. Αν το ρεύµα 

στην κεραία δεν είναι γνωστό, δύναται συνήθως να υπολογιστεί µέσω ολοκληρωτικών 

εξισώσεων.  

Στην πιο απλή θεωρία των κεντρικά τροφοδοτούµενων γραµµικών κεραιών, είναι 

συνηθισµένο να δεχόµαστε την ηµιτονοειδή κατανοµή ρεύµατος 

( )(0)
( ) sin | |

sin( )

I
I z k h z

kh
 = −  , όπου z  η απόσταση από το κέντρο της κεραίας, ( )I z  

(σε Αmperes) το ρεύµα κατά µήκος της (οπότε (0)I  είναι το ρεύµα στο κέντρο της), 

2h  το µήκος της κεραίας και 0 0 2 /k ω µ ε π λ= =  ο κυµαταριθµός του µέσου που την 

περιβάλλει. Στα περισσότερα προβλήµατα ανάλυσης ένα από τα βασικά 

χαρακτηριστικά που αναζητούµε είναι η σύνθετη αγωγιµότητα (ή η αντίσταση) εισόδου 

της κεραίας δηλαδή ο προσδιορισµός του µεγέθους (0) /I V  (ή / (0)V I ), όπου V  η 

τροφοδοτούσα τάση. Μπορούµε για παράδειγµα, στην ανωτέρω κατανοµή, να 

υποθέσουµε άγνωστο το (0)I  και να το προσδιορίσουµε µε τη «Μέθοδο Επαγόµενης 

Ηλεκτρεγερτικής ∆ύναµης» [1, παρ. 8.5.2]. Με την προσεγγιστική αυτή µέθοδο, 

βρίσκουµε άριστα αποτελέσµατα για κεραίες µήκους 2 / 2h λ=  , αλλά όχι και για 

κεραίες µήκους 2h λ= .  

Στο τρέχον κεφάλαιο, όπου αρκετά στοιχεία προέρχονται από την [2], 

παρουσιάζουµε έναν πιο ακριβή και πιο επιστηµονικό τρόπο για την εύρεση του ( )I z . 
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Συγκεκριµένα, εφαρµόζοντας τις εξισώσεις Maxwell και τις κατάλληλες οριακές 

συνθήκες, καταλήγουµε σε ολοκληρωτικές εξισώσεις για το ( )I z . Για την ακρίβεια, θα 

καταλήξουµε σε δύο ισοδύναµες εξισώσεις, την ολοκληρωτική του Hallén και την 

ολοκληρωτικο-διαφορική του Pocklington. Είναι σύνηθες να χρησιµοποιούµε τον όρο 

«ολοκληρωτική εξίσωση» ακόµα και για ολοκληρωτικο-διαφορικές εξισώσεις.  

Οι ολοκληρωτικές αυτές εξισώσεις συνήθως λύνονται αριθµητικά µε Μεθόδους 

Ροπών (Μoment Μethods - ΜοΜ), τις οποίες παρουσιάζουµε αµέσως µετά. Υπάρχουν, 

ωστόσο και αναλυτικές προσεγγιστικές λύσεις των εξισώσεων αυτών [3]. Οι Μέθοδοι 

Ροπών,  που αποτελούν ένα σηµαντικό κεφάλαιο του λεγόµενου «Υπολογιστικού 

Ηλεκτροµαγνητισµού» («Computational Electromagnetics»), θα αποτελέσουν βασικό 

εργαλείο στην  ανάλυση που θα ακολουθήσει στην παρούσα διδακτορική διατριβή και 

για τον λόγο αυτό τις συζητάµε εδώ µε κάποια γενικότητα. Από την άλλη πλευρά, οι εν 

λόγω ολοκληρωτικές εξισώσεις παρουσιάζουν ορισµένες ιδιαίτερες - και συχνά 

παραγνωρισµένες - δυσκολίες τις οποίες αναλύουµε, εκτενώς, σε επόµενα κεφάλαια.  

 

1.2 Πραγµατικές Κεραίες και το Μοντέλο του Σωληνοειδούς 
∆ιπόλου 
 

Μία πραγµατική κεραία εικονίζεται στο Σχήµα 1.1. Ο εξωτερικός αγωγός, 

διαµέτρου 2b , οµοαξονικής γραµµής µεταφοράς καταλήγει σε αγώγιµο επίπεδο 

(ground plane), ενώ ο εσωτερικός αγωγός, διαµέτρου 2a , εξέχει και σχηµατίζει την 

µονοπολική κεραία µήκους h . Η κεραία µας είναι λεπτή µε την έννοια ότι 

,  και  1a h ka<< << . Με τη θεωρία ειδώλων (τουλάχιστον για µικρά b a− ), η όλη 

διάταξη είναι ισοδύναµη µε µια διπολική, κεντρικά τροφοδοτούµενη, γραµµική κεραία 

µήκους 2h  και διαµέτρου 2a . Η συγκεκριµένη κεραία του σχήµατος έχει σφαιρικό 

καπάκι, αλλά συναντά κανείς και κεραίες µε επίπεδο καπάκι, ή και χωρίς καπάκι.  

Η διάταξη του Σχήµατος 1.1 είναι από τις πιο απλές που βρίσκουµε στην πράξη. 

Ακόµα  και για τη διάταξη αυτή, όµως, ο προσδιορισµός και η επίλυση των εξισώσεων 

Maxwell δεν είναι εύκολη υπόθεση [4]. Επιπλέον, στο Σχήµα 1.1 η κεραία και η 

τροφοδοτούσα γραµµή µεταφοράς αποτελούν ένα σύνθετο σύστηµα, ενώ συνήθως 

σκεφτόµαστε δύο ανεξάρτητα συστήµατα. Με άλλα λόγια, συνήθως αγνοούµε την 

αλληλεπίδραση της κεραίας µε την τροφοδοτούσα γραµµή µεταφοράς. Αυτή η 
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απλοποίηση καθίσταται απαραίτητη στην περίπτωση στοιχειοκεραιών πολλών 

στοιχείων όπου είναι πρακτικά αδύνατον να ληφθούν υπόψη όλες οι αλληλεπιδράσεις. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 1.1: Ένας απλός τύπος πραγµατικής κεραίας.  

 

 

 

Σχήµα 1.2: ∆ύο ακόµα πραγµατικές κεραίες, (α) η διπολική κεραία τροφοδοτούµενη από 

δισύρµατη γραµµή µεταφοράς και (β) η ισοδύναµη διάταξη πάνω από αγώγιµο επίπεδο.  

Προς Γεννήτρια 

Αγώγιµο  
Επίπεδο 

(α)                                                                                     (β) 

2b  

2a  
h 

Αγώγιµο 
Επίπεδο 

 Προς  
Γεννήτρια 
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Για τους πιο πάνω λόγους, θα εισάγουµε και θα µελετήσουµε ένα απλούστερο 

θεωρητικό µοντέλο, το λεγόµενο «σωληνοειδές δίπολο». Το σωληνοειδές δίπολο 

χρησιµεύει για την µοντελοποίηση όχι µόνον της κεραίας του Σχήµατος 1.1, αλλά και 

άλλων πραγµατικών κεραιών, όπως για παράδειγµα της διπολικής κεραίας του 

Σχήµατος 1.2(α) που τροφοδοτείται από δισύρµατη γραµµή µεταφοράς, καθώς και της 

ισοδύναµης  διάταξης του Σχήµατος 1.2(β) πάνω από αγώγιµο επίπεδο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 1.3: Το σωληνοειδές δίπολο. Στο διάκενο που βρίσκεται στο 0z =  εµφανίζεται 

σταθερή διαφορά δυναµικού V .  

 

 

Το σωληνοειδές δίπολο φαίνεται στο Σχήµα 1.3. Πρόκειται για έναν τέλεια 

αγώγιµο µεταλλικό σωλήνα µε απείρως λεπτά τοιχώµατα. Στο κέντρο 0z =  του 

σωλήνα, υπάρχει  ένα απειροστά µικρό ή πεπερασµένου µήκους ∆ διάκενο (gap) στο 

οποίο βρίσκεται η γεννήτρια (πηγή) που τροφοδοτεί την κεραία. Αυτή διατηρεί ένα 

δυναµικό { }Re i tVe ω−  στο διάκενο, έτσι ώστε ο φάσορας του βαθµωτού δυναµικού 

( , )zρΦ  να ικανοποιεί τη σχέση: 

 

( , ) ( , )
2 2

a a V
∆ ∆

Φ − Φ − =                                                                                               (1.1) 

 

z  

2a  

2h  

Γεννήτρια      
  (Πηγή) 

Απείρως Λεπτά, Τέλεια 
Αγώγιµα Τοιχώµατα 

out( )szJ z  

∆  

ρ 
in ( )szJ z  
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Στο εσωτερικό του διακένου (εσωτερικό της πηγής) εκτός από τις συνήθεις ηλεκτρικές 

δυνάµεις s
e q=F E , πάνω στους φορείς του ηλεκτρικού φορτίου (οι οποίες οφείλονται 

στο πεδίο που αναπτύσσεται λόγω της ρευµατικής κατανοµής στην κεραία), ασκούνται 

και άλλες, γενικά µη ηλεκτρικές, δυνάµεις iF . Οι δυνάµεις αυτές είναι αντίθετες προς 

τις δυνάµεις eF  και σε αναλογία µε τον λόγο /s
e q=E F  προσδιορίζουν µία πεδιακή 

ένταση /i
i q=E F  που ονοµάζεται «ηλεκτροχωριστική» ή συνηθέστερα 

«ηλεκτρεγερτική» πεδιακή ένταση [5]. Η iE  είναι φυσικά διαφορετική από την συνήθη 

ηλεκτρική ένταση sE , αφού η δύναµη iF  δεν είναι, όπως είπαµε, ηλεκτρική. Ως εκ 

τούτου, στον εκτός πηγής χώρο η ηλεκτρεγερτική πεδιακή ένταση iE  είναι µηδενική 

[5]. Κατόπιν των ανωτέρω, επιστρέφοντας στο µοντέλο του σωληνοειδούς διπόλου, η 

z -συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου ( , )i
zE a zρ =  σε απόσταση aρ =  από τον άξονα 

του τέλεια αγώγιµου σωλήνα, που οφείλεται στην πηγή τροφοδοσίας της κεραίας 

(ηλεκτρεγερτική πεδιακή ένταση) θα είναι παντού µηδέν εκτός από το διάστηµα 
2

z
∆

<  

όπου θα δίνεται από µία σχέση της µορφής:  

 

( , ) ( ), / 2i
zE a z Vg z z= < ∆                                                                                         (1.2) 

  

όπου η συνάρτηση ( )g z  εξαρτάται από το µοντέλο της γεννήτριας που 

χρησιµοποιούµε. Κατά την «εν κενώ» λειτουργία της πηγής, όταν δηλαδή µεταξύ των 

πόλων της δεν παρεµβάλλεται κανένα αγώγιµο υλικό (βλέπε παρουσία διακένου), 

οπότε η πυκνότητα sJ  του ρεύµατος είναι µηδέν, ή κατά την λειτουργία της πηγής υπό 

φορτίο, δηλαδή όταν παρεµβάλλεται υλικό, το οποίο όµως παρουσιάζει πολύ µεγάλη 

αγωγιµότητα iσ → ∞  (βλέπε τα τελείως αγώγιµα τοιχώµατα του σωληνοειδούς 

διπόλου) από την τροποποιηµένη - για το εσωτερικό της πηγής - µορφή της σηµειακής 

διατύπωσης του νόµου του Ohm [5, (5.43)]: 

 

( )i s
s iσ= +J E E                                                                                                           (1.3) 

 
προκύπτει ότι [5, (5.47), (5.52)]: 
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s i= −E E ,   για  aρ = , / 2z < ∆                                                                                 (1.4) 

 

και 
 

V ε=                                                                                                                            (1.5) 
 

όπου V  η πολική τάση στα άκρα του διακένου/πηγής (βλέπε (1.1)) και ε  η 

ηλεκτρεγερτική δύναµη της πηγής (ΗΕ∆) που ορίζεται ως [5, (5.44)]:  

 

/ 2

/ 2

( , )i
zE a z dzε

∆

−∆

= ∫ .                                                                                                      (1.6) 

 
 
Παρατηρούµε ότι για την ειδική περίπτωση όπου το µήκος του διακένου είναι 

απειροστά µικρό (infinitesimal gap) ∆ 0→ , από την (1.1), την (1.4), την 

τροποποιηµένη - για χρονική εξάρτηση i te ω−  - [6, (1-40)]: 

 

s iω= − ∇ΦE A                                                                                                             (1.7) 

 

και τις γνωστές ιδιότητες της συνάρτησης ( )zδ  του Dirac προκύπτει στην (1.2) ότι 

( ) ( )g z zδ= . Υπενθυµίζουµε µερικές ιδιότητες της ( )zδ  στο Παράρτηµα Α. Στο ίδιο 

συµπέρασµα καταλήγουµε εύκολα αν αντικαταστήσουµε τις (1.2), (1.5) στην (1.6) και 

εφαρµόσουµε την ιδιότητα (Α.1). Σηµειώνουµε ότι η εξίσωση (1.4) είναι γενική και 

ισχύει σε κάθε σηµείο εντός της πηγής - διακένου ( )0 , / 2a zρ≤ ≤ < ∆ . Για λόγους 

διευκόλυνσης και λόγω του συσχετισµού της (1.4) µε τις οριακές συνθήκες που θα 

εξετάσουµε στην επόµενη παράγραφο, επιλέγουµε την χρήση της (1.4) µόνο στα 

σηµεία ( ), / 2a zρ = < ∆ . 

Αναπτύσσεται ένα ολικό επιφανειακό ρεύµα sJ , του οποίου η  φ -συνιστώσα 

είναι µηδέν λόγω συµµετρίας. Η z -συνιστώσα szJ  είναι το άθροισµα ενός 

επιφανειακού ρεύµατος out( )szJ z  στο εξωτερικό µέρος του σωλήνα, αλλά και ενός 

ρεύµατος in ( )szJ z  στο εσωτερικό του. Το ολικό ρεύµα ορίζεται ως: 

 

out in( ) 2 ( ) ( ) ,sz szI z a J z J z z hπ  = + <                                                                           (1.8) 
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Λόγω συµµετρίας, το ( )I z  είναι άρτια συνάρτηση. Επειδή τα επιφανειακά ρεύµατα 

είναι γενικά συνεχή, στο άκρο z h=  του σωληνοειδούς διπόλου θα έχουµε 

out in( ) ( )sz szJ h J h= − , οπότε: 

 

( ) 0,I h± =                                                                                                                     (1.9) 

 

δηλαδή το ρεύµα ( )I z  µηδενίζεται στα άκρα του σωλήνα. Στη συνέχεια, θα  

προσδιορίσουµε το ( )I z  µέσω των εξισώσεων Maxwell και των συνθηκών (1.2), (1.4) 

και (1.9). Θα δούµε στην επόµενη παράγραφο ότι το πρόβληµα ανάγεται στην επίλυση 

ολοκληρωτικής εξίσωσης - καθώς και της επιπλέον συνθήκης (1.9). 

Έχοντας διατυπώσει µε ακρίβεια το πρόβληµα που θέλουµε να λύσουµε, 

γεννιέται άµεσα το ερώτηµα: Γιατί να χρησιµοποιήσουµε το σωληνοειδές δίπολο ως 

µοντέλο; ∆εν υπάρχουν άλλα µοντέλα πιο κοντά στις πραγµατικές κεραίες; Η απάντηση 

είναι ότι οι ολοκληρωτικές εξισώσεις που θα βρούµε είναι ακριβείς για το µοντέλο του 

σωληνοειδούς διπόλου. Αυτό είναι το πλεονέκτηµα του σωληνοειδούς διπόλου και 

είναι, καθαρά, θεωρητικής φύσεως. Για άλλα µοντέλα, ή για πραγµατικές κεραίες, οι 

ολοκληρωτικές µας εξισώσεις θα είναι προσεγγιστικές. ∆ηλαδή, για λεπτές κεραίες, η 

ύπαρξη ή µη καπακιών, η ακριβής φύση της τροφοδοσίας κτλ. είναι, τελικά, 

λεπτοµέρειες που δεν παίζουν ιδιαίτερο ρόλο και είναι γενικά σωστό να θεωρούµε την 

κεραία ξεχωριστά από την τροφοδοτούσα γραµµή µεταφοράς. Εδώ ακριβώς οφείλεται 

η επιτυχία του απλοποιηµένου αυτού µοντέλου. 

 

1.3 Ακριβής Ολοκληρωτική Εξίσωση Τύπου Pocklington  
 

Για τον προσδιορισµό της ολοκληρωτικής εξίσωσης τύπου Pocklington 

εκφράζουµε το ( , )s
zE a z  (δηλαδή τη z -συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου sE  πάνω 

στην κεραία) σαν συνάρτηση του ( )I z , και εξισώνουµε την έκφρασή µας µε τις (1.2) 

και (1.4). Ως συνήθως, βρίσκουµε τέτοιες εκφράσεις χρησιµοποιώντας το διανυσµατικό 

δυναµικό A . Το µέγεθος ( , )s
zE a z  που προσδιορίζουµε µέσω της διαδικασίας αυτής 

αποτελεί την συνιστώσα - z του λεγόµενου σκεδαζόµενου πεδίου sE  πάνω στην κεραία. 

Το πεδίο αυτό, όπως αναφέραµε και στην προηγούµενη παράγραφο, δηµιουργείται από 
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την ρευµατική κατανοµή κατά µήκος της κεραίας ( )I z . Το ολικό ηλεκτρικό πεδίο E  

σε οποιοδήποτε σηµείο του χώρου θα είναι το άθροισµα του σκεδαζόµενου πεδίου sE  

και του πεδίου που οφείλεται στην γεννήτρια που τροφοδοτεί την κεραία iE , δηλαδή: 

 

i s= +E E E ,                                                                                                               (1.10) 

  

όπου, σύµφωνα µε την παράγραφο 1.2, το πεδίο iE  είναι µη µηδενικό µόνο εντός της 

πηγής. Όταν το σηµείο παρατήρησης κινείται πάνω στην τέλεια αγώγιµη επιφάνεια της 

κεραίας, όπως είναι γνωστό από την οριακή συνθήκη, το ολικό εφαπτοµενικό πεδίο 

µηδενίζεται. Για την περίπτωση του διπόλου του Σχήµατος 1.3 (γραµµική κεραία κατά 

µήκος του άξονα z) το εφαπτοµενικό πεδίο είναι ακριβώς η z-συνιστώσα του πεδίου. 

Συνεπώς, η (1.10) πάνω στην επιφάνεια της υπό εξέτασης κεραίας µετασχηµατίζεται 

στην: 

 

( ) ( ) ( ), , , 0i s
z z zE a z E a z E a z= + = ,        z h<                                                           (1.11) 

 

απ’ όπου παίρνουµε: 

 

( ) ( ), ,s i
z zE a z E a z= − ,        z h< .                                                                             (1.12) 

 

Σηµειώνουµε ότι στην ανωτέρω ανάλυση, αυθαίρετα, παραλείψαµε την παρουσία του 

διακένου και εφαρµόσαµε την οριακή συνθήκη [6, (1-27)] στα τέλεια αγώγιµα 

τοιχώµατα της κεραίας. Επίσης δεν λάβαµε υπόψη κανέναν περιορισµό για το τµήµα 

της κεραίας όπου κατανέµεται η πηγή τροφοδοσίας και όπου το µέγεθος ( , )i
zE a z  είναι 

µη µηδενικό.  Ωστόσο, σύµφωνα µε τα αναφερθέντα στην παράγραφο 1.2, από τον 

νόµο του Ohm (1.3) κατά την «εν κενώ» λειτουργία της πηγής ή την λειτουργία αυτής 

υπό τελείως αγώγιµο φορτίο, εύκολα καταλήγουµε επίσης στην εξίσωση (1.12) (βλέπε 

την (1.4)). Με άλλα λόγια, η σχέση (1.12) ισχύει ανεξάρτητα από την παρουσία ή µη 

διακένου (είτε πεπερασµένου είτε απειροστά µικρού) καθώς και από τον τρόπο µε τον 

οποίο κατανέµεται η πηγή κατά µήκος της κεραίας. Ο µόνος περιορισµός που πρέπει να 

επισηµανθεί είναι η κεραία να έχει τέλεια αγώγιµα τοιχώµατα. Για τον λόγο αυτό και η 

εξίσωση Pocklington στην οποία θα καταλήξουµε είναι γενική και ισχύει για όλα τα 
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γνωστά µοντέλα τροφοδοσίας (βλέπε παρ. 1.6) είτε η πηγή τοποθετείται σ’ ένα τµήµα 

της κεραίας (διάκενο) είτε κατανέµεται σε όλο το µήκος της (Γεννήτρια Frill).       

Χρησιµοποιούµε κυλινδρικές συντεταγµένες , ,zρ φ . Επειδή το ρεύµα έχει µόνο 

z -συνιστώσα, το A  θα έχει και αυτό µόνο z -συνιστώσα. Αυτό φαίνεται από την [6, 

(1-58)] (βλέπε και Σχήµα 1.4) που για χρονική εξάρτηση i te ω−  µετασχηµατίζεται στην: 

 

0

'

'
4

ikR

V

e
dV

R
µ

π
= ∫∫∫A J                                                                                                   (1.13) 

 

 

 

Σχήµα 1.4: Πηγή όγκου V’. Ανάλυση διανυσµάτων ενός συστήµατος  ακτινοβολίας.  

 

 
Λόγω συµµετρίας, το A  θα είναι ανεξάρτητο του φ . Έτσι, οι γενικές σχέσεις (1.13) και 

[6, (1-47)]: 

 

( )
0 0

s i iω
ωµ ε

∇ ∇ ⋅
= +

A
E A       (εξάρτηση i te ω− )                                                              (1.14) 

 

γράφονται: 

 

2 2
2 2 0

2 2 2 2

( )
( , ) ( , )

4 2

h ik R
s
z z

h

i i I z e
E z k A z k ad dz

k z k z a R

π

π

µω ω
ρ ρ φ

π π− −

′   ∂ ∂
′ ′= + = +   ∂ ∂   

∫ ∫           (1.15) 
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όπου η (1.13) χρησιµοποιήθηκε για το ολικό επιφανειακό ρεύµα 

out in( ) ( ) ( ) /(2 )sz szJ z J z I z aπ′ ′ ′+ = . Παρατηρούµε ότι στην (1.15) ο υπολογισµός του 

( , )zA zρ  έγινε ολοκληρώνοντας σε όλο το µήκος της κεραίας αγνοώντας την 

ενδεχόµενη παρουσία διακένου στο κέντρο αυτής (όπου το ζητούµενο ρεύµα 

αγωγιµότητας, εντός αυτού, θα ήταν µηδενικό). Η επιλογή αυτή αφενός καθιστά την 

(1.15), και κατ’ επέκταση την προκύπτουσα ολοκληρωτική εξίσωση Pocklington, 

γενική, αφετέρου είναι σύµφωνη µε την (1.8) και τις εξισώσεις του Maxwell. Άλλωστε 

η επιλογή των άκρων ολοκλήρωσης στην (1.15) δεν περιορίζει την εξίσωση µόνο για 

την περίπτωση µιας συνεχούς κεραίας χωρίς κενά εάν, εκ των υστέρων, θεωρήσουµε 

ότι το ρεύµα αγωγιµότητας είναι µηδενικό εντός αυτών. Θα επανέλθουµε στο θέµα 

αυτό στα επόµενα κεφάλαια. 

Η (1.15) δίνει την z -συνιστώσα του σκεδαζόµενου ηλεκτρικού πεδίου σε 

οποιοδήποτε σηµείο παρατήρησης ( , , )zρ φ . Tο R  είναι η απόσταση του σηµείου 

παρατήρησης από το σηµείο πηγής (πάνω στην κεραία, µε κυλινδρικές συντεταγµένες 

( , , )a zφ′ ′ ), όπως φαίνεται στο Σχήµα 1.5.  

 

 

Σχήµα 1.5: Σηµείο παρατήρησης ( , , )zρ φ , σηµείο πηγής ( , , )a zφ′ ′ , και απόσταση R  µεταξύ 

τους. 

 
 

( , , )a zφ′ ′  

a  

ρ  

( , , )zρ φ  
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Ενώ το φ  εµφανίζεται στο δεξί µέλος της (1.15), το πεδίο, λόγω συµµετρίας, 

είναι ανεξάρτητο του φ  και µπορούµε να θέσουµε 0φ = . Ειδικεύουµε τώρα την (1.15) 

για σηµεία παρατήρησης ( ,0, ) ( ,0, )z a zρ = , πάνω στην επιφάνεια της κεραίας. Με την 

βοήθεια της τριγωνοµετρίας (βλέπε Σχήµα 1.6) βρίσκουµε ότι η απόσταση R  των 

( ,0, )a z και ( , , )a zφ′ ′  δίνεται από τη σχέση: 

 

2 2 2( ) 4 sin
2

R z z a
φ′

′= − +                                                                                        (1.16) 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 1.6: Για σηµεία παρατήρησης πάνω στην επιφάνεια της κεραίας, η απόσταση R  δίνεται 

από τη σχέση (1.16). Εδώ δείχνουµε προβολή στο επίπεδο 0z = . Η προβολή του R  είναι 

2 | sin( / 2) |a φ′ , µε µέγιστη τιµή 2a  και ελάχιστη τιµή 0. 

 

 
Εισάγοντας την (1.16) στην (1.15) και χρησιµοποιώντας την (1.12), βρίσκουµε: 

 

( )
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2
ex2
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( ) ( ) , ,    
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h

ik
k K z z I z dz E a z z h
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∫                                          (1.17) 

 

όπου 

 

2 2 24 sin ( / 2)
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φ
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−

′= <
′+

∫                                                 (1.18) 
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και 

 

0
0

0

376.73
µ

ζ
ε

= ≅   Ohm                                                                                          (1.19) 

 

η χαρακτηριστική (κυµατική) αντίσταση του κενού - του µέσου που περιβάλλει την 

κεραία. 

Η (1.17) είναι γνωστή ως η ολοκληρωτική (για την ακρίβεια, ολοκληρωτικο-

διαφορική) εξίσωση του Pocklington µε άγνωστο το ρεύµα ( )I z′ . Τέτοιου είδους 

εξισώσεις για λεπτές κεραίες είχαν αναφερθεί για πρώτη φορά από τον  Η. C. 

Pocklington [7] το 1897 και χρησιµοποιήθηκαν σε µελέτες του Η. Μ. MacDonald [8] το 

1902. To ex( )K z z′−  είναι ο «πυρήνας» της ολοκληρωτικής εξίσωσης, ο οποίος εδώ 

εξαρτάται από τα z  και z′  µόνο µέσω της διαφοράς z z′−  (όχι από τα z  και z′  

ξεχωριστά). Τέτοιου είδους πυρήνες ονοµάζονται «πυρήνες διαφοράς» («difference 

kernels»). Η µαθηµατική θεωρία των ολοκληρωτικών εξισώσεων είναι εκτενέστατη και 

ξεφεύγει από τα όρια της παρούσας διδακτορικής εργασίας. Ο ενδιαφερόµενος 

αναγνώστης µπορεί να ανατρέξει στα [9]-[11].  

Τα δύο µέλη της (1.17) εκφράζουν (εκτός από µια πολλαπλασιαστική σταθερά) 

την εφαπτοµενική συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου πάνω στην κεραία. Κατά την 

εξαγωγή της (1.17) δεν έγινε καµία προσέγγιση και εποµένως η (1.17) είναι ακριβής για 

το µοντέλο του σωληνοειδούς διπόλου. Στην περίπτωση της κεραίας απείρου µήκους, 

όπου h = ∞ , η (1.17) δεν µπορεί να λυθεί σε κλειστή µορφή. Ωστόσο, µπορεί να λυθεί 

αναλυτικά µε την χρήση Μετασχηµατισµού Fourier (MF) όπως θα δούµε στα επόµενα 

κεφάλαια. Στην πράξη, η άπειρη κεραία δεν µπορεί να υλοποιηθεί. Η µελέτη αυτής, 

ωστόσο, µας δίνει αρκετές πληροφορίες για την πεπερασµένη σε µήκος κεραία όπως 

είναι εµφανές στο [12] και όπως θα δούµε στη συνέχεια της διατριβής. 

 

1.4 Ακριβής Ολοκληρωτική Εξίσωση Τύπου Hallén 

 

Στην ενότητα αυτή, θα βρούµε µια ισοδύναµη εξίσωση χωρίς το διαφορικό 

τελεστή 
2

2
2

k
z

∂
ℑ = +

∂
. Αποδεικνύεται, στο Παράρτηµα Β, ότι δεν είναι επιτρεπτό να 
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περάσουµε τον τελεστή µέσα στο ολοκλήρωµα της (1.17) (η δυσκολία αυτή οφείλεται 

στον λογαριθµικό απειρισµό του πυρήνα στο 0z = ), οπότε θα εργασθούµε αλλιώς. 

Η (1.17) µπορεί να θεωρηθεί ως διαφορική εξίσωση για την ποσότητα 

ex( ) ( )
h

h

K z z I z dz
−

′ ′ ′−∫ . Η ποσότητα αυτή είναι - εκτός από µια πολλαπλασιαστική 

σταθερά - το διανυσµατικό δυναµικό ( , )zA a z  και είναι άρτια συνάρτηση του z . 

Θέτοντας ( ) ex( ) ( )
h

h

Y z K z z I z dz
−

′ ′ ′= −∫  και αντικαθιστώντας στην (1.17) προκύπτει η µη 

οµογενής γραµµική-συνήθης διαφορική εξίσωση δευτέρας τάξεως: 

 

( ) ( )
2

2
2

0

, .i
z

d ik
k Y z E a z

dz ζ
 

+ = 
 

                                                                                 (1.20) 

 

Η λύση της εξίσωσης είναι η λύση της οµογενούς συν µια µερική λύση. Η άρτια λύση 

της οµογενούς είναι cosC kz, όπου C  σταθερά. Μία µερική λύση της είναι η 

( ) ( )0

0
, sin ( )

z i
p z

i
Y z E a z k z t dt

k

ωε
= −∫ . Πράγµατι, θέτοντας ( ) ( )pY z Y z=  στην (1.20) 

και χρησιµοποιώντας τον τύπο του Leibniz για την παραγώγιση ολοκληρωµάτων [13, 

(1.5.22)]: 

 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
, ( , ) ' ( , ) '

x x

a x a x

d f
f x y dy f x x x f x a x a x dy

dx x

β β
β β

∂
= − +

∂∫ ∫ ,                    (1.21) 

 

παρατηρούµε ότι η εξίσωση (1.20) επαληθεύεται. Κατά συνέπεια:   

 

( ) ( )ex( ) ( ) cos
h

p

h

K z z I z dz C kz Y z
−

′ ′ ′− = +∫  

 

ή 

 

( ) ( )ex 0
0

1
( ) ( ) cos , sin ( ) ,    

h
z i

z

h

K z z I z dz C kz i E a z k z t dt z h
ζ−

′ ′ ′− = + − <∫ ∫               (1.22) 
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Η ολοκληρωτική εξίσωση (1.22) είναι ισοδύναµη µε την (1.17) και φέρει το όνοµα του 

E. Hallén που εργάσθηκε µε τέτοιες εξισώσεις από το 1938 [14]. Αποτελεί µία 

ολοκληρωτική εξίσωση τύπου Fredholm πρώτου είδους [9]-[11]. Τα δύο µέλη της 

εκφράζουν (εκτός από µια πολλαπλασιαστική σταθερά) το διανυσµατικό δυναµικό 

πάνω στην κεραία. Η σταθερά C  βρίσκεται από τη συνθήκη (1.9). 

Ας εξηγήσουµε το τελευταίο αυτό σηµείο, δίνοντας µια σχέση για τη σταθερά C . 

Εάν (1)( )I z , (2)( )I z  ικανοποιούν τις δύο ολοκληρωτικές εξισώσεις: 

 

( )(1)
ex 0

0

1
( ) ( ) , sin ( ) ,    

h
z i

z

h

K z z I z dz i E a z k z t dt z h
ζ−

′ ′ ′− = − <∫ ∫                               (1.23) 

 

και  

 

( )(2)
ex( ) ( ) cos ,    

h

h

K z z I z dz kz z h
−

′ ′ ′− = <∫                                                              (1.24) 

 

αντίστοιχα, τότε η λύση της (1.22) που ικανοποιεί την (1.9) δίνεται από την: 

 

(1) (2)( ) ( ) ( )I z I z CI z= +      όπου      
(1)

(2)

( )

( )

I h
C

I h
= −                                                      (1.25)  

 

Συνεπώς, η σταθερά C  µπορεί να βρεθεί από τη συνθήκη (1.9). 

 

1.5 Προσεγγιστικές Ολοκληρωτικές Εξισώσεις 
 

Ένα πρόβληµα που συναντούµε στις (1.17) και (1.22) είναι η πολυπλοκότητα του 

λεγόµενου «ακριβή πυρήνα» («exact kernel») ex( )K z , ο οποίος δίνεται από το 

ολοκλήρωµα της σχέσης (1.18). Στο εδάφιο αυτό βρίσκουµε, µε µια κατάλληλη 

προσέγγιση, µία απλούστερη µορφή του ανωτέρω πυρήνα, που χρησιµοποιείται συχνά 

στην βιβλιογραφία. Στη σχέση (1.18), η απόσταση 2 | sin( / 2) |a φ′  µεταβάλλεται καθώς 

ολοκληρώνουµε, µε µέγιστη τιµή { }max 2 | sin( / 2) | 2a a
φ

φ
′

′ =  και ελάχιστη τιµή 



 

 47 

{ }min 2 | sin( / 2) | 0a
φ

φ
′

′ =  (βλέπε Σχήµα 1.6). Η εν λόγω προσέγγιση είναι  

2 | sin( / 2) |a aφ′ ≅ , δηλαδή προσεγγίζουµε όλες τις δυνατές αποστάσεις µε την ακτίνα 

a . Υλοποιώντας, αναλυτικά την ολοκλήρωση στην (1.18), εύκολα, παίρνουµε τον 

λεγόµενο «προσεγγιστικό πυρήνα» («approximate» ή «reduced kernel»):  

 

2 2

ap 2 2
( ) ,   | |

ik z ae
K z z h

z a

+

= <
+

                                                                                   (1.26) 

 

Η προσέγγιση µας είναι λογική καθότι η κεραία είναι λεπτή. Η (1.17)/(1.22) µε το 

ap( )K z  στη θέση του ex( )K z ονοµάζεται «προσεγγιστική ολοκληρωτική εξίσωση» 

(«approximate integral equation») τύπου Pocklington/Hallén. Η απλοποίηση είναι 

προφανώς σηµαντική καθώς ο ap( )K z  χρησιµοποιείται ευρύτατα στην πράξη.  

Έχει σηµασία να καταλάβουµε την φυσική έννοια της προσέγγισής µας. Το 

αριστερό µέλος της (1.17)/(1.22) εκφράζει το s
zE / zA  στην κυλινδρική επιφάνεια aρ = . 

Με τον ακριβή πυρήνα, αυτό το s
zE / zA  οφείλεται  σε επιφανειακή κατανοµή ρεύµατος 

(πηγή) στην ιδία αυτή επιφάνεια aρ = .  Αντίθετα, µε τον προσεγγιστικό πυρήνα, η 

πηγή είναι µια γραµµική κατανοµή ρεύµατος, στον άξονα 0ρ = . Με την προσεγγιστική 

ολοκληρωτική εξίσωση λοιπόν, ζητάµε µια γραµµική κατανοµή ρεύµατος, το s
zE / zA  

της οποίας, σε απόσταση a , συµπεριφέρεται όπως υπαγορεύει το δεξιό µέλος της 

(1.17)/(1.22).  

Σηµειώνουµε τέλος ότι - σε αντίθεση µε τον ακριβή πυρήνα - ο προσεγγιστικός 

πυρήνας δεν απειρίζεται για 0z = . Εδώ δεν συντρέχουν οι λόγοι του Παραρτήµατος Β 

και στη βιβλιογραφία βρίσκουµε πολλές φορές το διαφορικό τελεστή ℑ  µέσα στο 

ολοκλήρωµα της (1.17) [1, παρ. 8.3]. Βέβαια, πρέπει να αναφέρουµε ότι το ap( )K z  

(ακριβέστερα το πραγµατικό του µέρος) έχει µέγιστο για 0z =  και το µέγιστο αυτό 

γίνεται οξύτερο για λεπτότερες κεραίες.  

 

1.6 Μοντέλα Τροφοδοσίας 
 
Στην παράγραφο 1.2 παρουσιάσαµε την µορφή µιας πραγµατικής κεραίας (Σχήµα 

1.1) και εξετάσαµε το µοντέλο του σωληνοειδούς διπόλου. Για να χρησιµοποιήσουµε 
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τις ολοκληρωτικές εξισώσεις (1.17) και (1.22) και να υπολογίσουµε την κατανοµή του 

ρεύµατος σε µία πραγµατική κεραία, όπως για παράδειγµα αυτή του Σχήµατος 1.1, θα 

πρέπει να προσδιορίσουµε ένα µαθηµατικό µοντέλο τροφοδοσίας αυτής ώστε να είναι 

γνωστή η συνάρτηση του πεδίου ( , )i
zE a z . Παραδοσιακά, έχουν αναπτυχθεί τρία κύρια 

µοντέλα διέγερσης για την περιγραφή της ηλεκτρεγερτικής πεδιακής έντασης ( , )i
zE a z  

σε όλα σηµεία της επιφάνειας ενός διπόλου. Το µοντέλο της «Γεννήτριας ∆έλτα 

Συνάρτησης» - «Γ∆Σ» («Delta Gap Generator» - «DFG»), το µοντέλο της «Γεννήτριας 

Πεπερασµένου ∆ιακένου» - «ΓΠ∆» («Finite Gap Generator» - «FGG») και το µοντέλο 

του «Ισοδύναµου Μαγνητικού ∆ακτυλιοειδούς Ρεύµατος» ή πιο απλά  της «Γεννήτριας 

Magnetic Frill» - «ΓΜF» («Magnetic Frill Generator» - «MFG»). Τα δύο πρώτα, και 

ιδιαίτερα το δεύτερο, είναι αυτά που θα µας απασχολήσουν στην παρούσα διατριβή. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 1.7: Μαθηµατικά µοντέλα τροφοδοσίας: (α) Delta/Finite Gap, (β) Magnetic Frill. 

 

1.6.1 Γεννήτρια ∆έλτα Συνάρτησης - Γ∆Σ (Delta Gap Generator) 

 
Η Γ∆Σ αποτελεί το πιο συχνά χρησιµοποιούµενο µοντέλο τροφοδοσίας στην 

θεωρία γραµµικών κεραιών. Αν και τέτοιου είδους πηγές δεν υλοποιούνται στην πράξη, 

εν τούτοις, επιτρέπουν την εξαγωγή αρκετά καλών θεωρητικών αποτελεσµάτων. Στο 

Σχήµα 1.7(α) απεικονίζεται το µαθηµατικό µοντέλο της Γ∆Σ. Στο σηµείο τροφοδοσίας 
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της κεραίας υποθέτουµε την παρουσία ενός απειροστά µικρού διακένου 0∆ → . Το 

µοντέλο της Γ∆Σ, το οποίο αναφέρθηκε και στην παράγραφο 1.2 στα πλαίσια 

περιγραφής του σωληνοειδούς διπόλου, στηρίζεται στην υπόθεση παρουσίας µιας 

σταθερής διαφοράς δυναµικού V που δηµιουργεί µία ηλεκτρεγερτική πεδιακή ένταση 

κατά µήκος του διακένου η τιµή της οποίας δίνεται από την εξίσωση (1.2) µε 

( ) ( ) ,  g z z z hδ= < . Μερικές ιδιότητες της συνάρτησης ( )zδ  δίνονται στο 

Παράρτηµα Α. 

 

1.6.2 Γεννήτρια Πεπερασµένου ∆ιακένου - ΓΠ∆ (Finite Gap 
Generator) 

 

Στην παράγραφο 1.2 περιγράψαµε το µοντέλο του σωληνοειδούς διπόλου. 

Θεωρήσαµε µία κυλινδρική λεπτή σωλήνα µε τέλεια αγώγιµα τοιχώµατα στο κέντρο 

της οποίας υπήρχε διάκενο ∆. Στην Γ∆Σ είδαµε ότι το προαναφερθέν διάκενο είναι 

απειροστά µικρό ( 0∆ → ). Στην περίπτωση όπου το ∆ είναι πεπερασµένο το µοντέλο 

τροφοδοσίας που προκύπτει είναι γνωστό ως ΓΠ∆. Το µαθηµατικό µοντέλο της ΓΠ∆ 

δίνεται στο Σχήµα 1.7(α). Στην πραγµατικότητα, πρόκειται για µία γενικότερη 

περίπτωση της Γ∆Σ καθώς αν 0∆ →  τα δύο µοντέλα ταυτίζονται. Από τις (1.5) και 

(1.6) προκύπτει ότι η ηλεκτρεγερτική πεδιακή ένταση εντός του διακένου (εσωτερικά 

της πηγής), που για το µοντέλο της ΓΠ∆ θεωρείται σταθερή, δίνεται από την (1.2) 

όπου: 

 

( )
1/ , / 2

0,

z
g z

z h

 ∆     < ∆
=        ∆/2 < <

                                                                                         (1.27) 

 

Είναι προφανές από την (1.27) ότι όταν 0∆ →  η συνάρτηση ( )g z  ταυτίζεται µε την 

δέλτα συνάρτηση. Ολοκληρώνοντας, θα πρέπει να αναφέρουµε ότι στο µοντέλο της 

ΓΠ∆ που περιγράψαµε θεωρήσαµε το πεδίο κατά µήκος του διακένου σταθερό. Εν 

τούτοις, το εν λόγω µοντέλο µπορεί να επεκταθεί και σε άλλες κατανοµές πεδίου όπως 

για παράδειγµα είναι η κατανοµή τετραγωνικής ρίζας (square-root distribution)  που θα 

εξετάσουµε στο Κεφάλαιο 3. 
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1.6.3 Γεννήτρια Magnetic Frill - ΓΜF (Magnetic Frill Generator) 

 

H ΓΜF ή αλλιώς το µοντέλο του Ισοδύναµου Μαγνητικού ∆ακτυλιοειδούς 

Ρεύµατος, όπως συναντάται αλλιώς στην βιβλιογραφία [1], αναπτύχθηκε µε σκοπό τον 

υπολογισµό του εγγύς και µακράν πεδίου µεταξύ των δύο αγωγών µιας οµοαξονικής 

γραµµής [15]. Στην ΓΜF, το διάκενο τροφοδοσίας αντικαθίσταται από µία µαγνητική 

πυκνότητα ρεύµατος που αναπτύσσεται σε ένα δακτυλιοειδές διάφραγµα, εγκάρσιο 

στην διεύθυνση της κεραίας, µε εσωτερική ακτίνα a, η οποία συνήθως επιλέγεται ίση 

µε την ακτίνα της κεραίας, και εξωτερική ακτίνα b, όπως φαίνεται στο Σχήµα 1.7(β). 

Καθώς το δίπολο τροφοδοτείται µέσω γραµµών µεταφοράς, η εξωτερική ακτίνα b του 

ισοδύναµου δακτυλιοειδούς διαφράγµατος της γεννήτριας προσδιορίζεται από την 

µαθηµατική έκφραση για την χαρακτηριστική σύνθετη αντίσταση της γραµµής. 

Το ηλεκτρικό πεδίο που εφάπτεται του δακτυλιοειδούς διαφράγµατος της ΓΜF, 

ταυτίζεται µε την κατανοµή του πεδίου του ρυθµού ΤΕΜ που διαδίδεται σε µία 

οµοαξονική γραµµή. Αποδεικνύεται ότι το πεδίο κατά µήκος του άξονα του διπόλου 

δίνεται από την (1.2) όπου [15], [16]: 

 

( )
( ) ( )2 2 2 2

2 2 2 2

exp exp1

2ln

ik z a ik z b
g z

b z a z b
a

 + +
 = −   + +     

                                           (1.28)    

 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι η ΓΜF θα µπορούσε να θεωρηθεί ως µία πηγή λειτουργούσα 

υπό τέλεια αγώγιµο φορτίο, σύµφωνα µε τα αναφερθέντα στην παράγραφο 1.2, και 

κατανεµηµένη σε όλο το µήκος της κεραίας διατηρώντας µία σταθερή διαφορά 

δυναµικού V µεταξύ των άκρων αυτής. Με την υπόθεση αυτή οι (1.2) και (1.28) θα 

πρέπει να ικανοποιούν τις (1.5) και (1.6) µε άκρα ολοκλήρωσης τα άκρα της κεραίας. 

Αν και ο αναλυτικός προσδιορισµός του ολοκληρώµατος (1.6) στην περίπτωση αυτή 

είναι αρκετά πολύπλοκος, αριθµητικά µπορεί εύκολα να επαληθευτεί ότι τουλάχιστον 

για λεπτές κεραίες ( ,a b h<< ) η (1.28) ικανοποιεί τις ανωτέρω εξισώσεις. 

Ολοκληρώνοντας, αναφέρουµε ότι αν και το ανωτέρω µοντέλο δεν θα µας απασχολήσει 

στην παρούσα διδακτορική εργασία, κρίθηκε χρήσιµη η αναφορά σ’ αυτό λόγω της 

πρακτικής του σηµασίας.        
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1.7 Αριθµητικές Μέθοδοι/ Μέθοδοι Ροπών/ Μέθοδοι Galerkin 
 

Με την εξίσωση (1.22) του Hallén και ιδίως τις (1.23)-(1.25) έχουµε αναγάγει το 

πρόβληµά µας στην επίλυση ολοκληρωτικών εξισώσεων τύπου Fredholm πρώτου 

είδους:  

 

( , ) ( ) ( ),    
h

h

K z z J z dz f z z h
−

′ ′ ′ = <∫                                                                          (1.29)                        

 

µε πυρήνα ( , )K z z′ , άγνωστο ( ) (| | )J z z h′ ′ < , και γνωστό ( )f z . Τέτοιου είδους 

εξίσωση παίρνουµε και µε την εναλλαγή ℑ  και ολοκληρώµατος στην προσεγγιστική 

εξίσωση του Pocklington. Στο εδάφιο αυτό θα περιγράψουµε, εν συντοµία, αριθµητικές 

µεθόδους για την επίλυση τέτοιων εξισώσεων. Κάποιες εξ αυτών θα χρησιµοποιήσουµε 

και στα επόµενα κεφάλαια. Με ορισµένες τροποποιήσεις [17] τέτοιου είδους µέθοδοι 

µπορούν να εφαρµοσθούν ακόµα και στην ολοκληρωτικο-διαφορική εξίσωση (1.17). 

Την εφαρµογή αριθµητικών µεθόδων στην (1.17) θα εξετάσουµε, επισταµένα, στα 

Κεφάλαια 3 και 4. 

Στην παρούσα παράγραφο θα περιγράψουµε µια οικογένεια µεθόδων που οι 

ηλεκτρολόγοι µηχανικοί αποκαλούν «Μέθοδοι Ροπών» («Moment Methods» -  

«MoM»). Οι τελευταίες µέθοδοι αποτελούν σηµαντικό εργαλείο του Υπολογιστικού  

Ηλεκτροµαγνητισµού και, ειδικότερα, της σύγχρονης Θεωρίας Κεραιών [18].  Η 

ονοµασία ΜοΜ οφείλεται στον R. F. Harrington, που µε το γνωστό, απλά-γραµµένο 

βιβλίο του [19] έκανε δηµοφιλείς τέτοιες µεθόδους στην ηλεκτροµαγνητική κοινότητα, 

την εποχή (1968) που αναπτύσσονταν ταχύτατα οι ηλεκτρονικοί υπολογιστές. Στην 

παρούσα διατριβή, χρησιµοποιούµε κατά κύριο λόγο την ορολογία του Harrington, 

αλλά τονίζουµε ότι η ορολογία της µαθηµατικής βιβλιογραφίας είναι, συχνά, 

διαφορετική.  

Σηµειώνουµε ότι η οικογένεια µεθόδων που θα περιγράψουµε αφορά στην 

επίλυση ολοκληρωτικών εξισώσεων της µορφής (1.29) (βλέπε και εξίσωση Hallén 

(1.22)). Ωστόσο, τα βασικά βήµατα της µεθόδου επεκτείνονται και στην αριθµητική 

επίλυση ολοκληρωτικο-διαφορικών εξισώσεων όπως είναι η (1.17). 
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1.7.1 Περιγραφή Μεθόδου Ροπών (ΜοΜ)  

   
H µέθοδος περιλαµβάνει τρία βήµατα:  

 
ΜοΜ, Βήµα 1:  Ανάπτυξη του αγνώστου ( )J z′ σε πεπερασµένο άθροισµα 2 1N +  

συναρτήσεων βάσης (basis functions) ( 1)( ), ( ), , ( )N N Nb z b z b z− − −′ ′ ′…  µε άγνωστους 

συντελεστές nJ :  

 

( ) ( )
N

n n
n N

J z J b z
=−

′ ′≅ ∑                                                                                                    (1.30) 

 

 

Σχήµα 1.8: Στο σχήµα (α), απεικονίζονται οι παλµικές συναρτήσεις 

( 1) 0( ), ( ), , ( ), , ( )N N Nu z u z u z u z− − −
′ ′ ′ ′… …  . Η καθεµιά έχει πλάτος 0z . Η 0 ( )u z′  έχει κέντρο το 

0z′ = , ενώ η ( )Nu z′  έχει πέρας στο z h′ = , µε κέντρο στο 0 / 2z h z′ = − . Στο σχήµα (β), 

απεικονίζεται µια υπέρθεση ( )NJ z′  παλµικών συναρτήσεων. Παρατηρούµε ότι η τελευταία έχει 

κλιµακωτή µορφή.   

 

h−  

( )NJ z′  

h  0  
z′  

0z  

h−  03

2

z
 

0 h  
z′  

2 0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )N Nu z u z u z u z u z− −′ ′ ′ ′ ′  

(α) 

(β) 
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Οι συναρτήσεις βάσης είναι γνωστές. Το πιο απλό παράδειγµα συναρτήσεων βάσης 

είναι οι παλµικές συναρτήσεις (pulse functions) πλάτους 0z , όπου: 

 

0(2 1) 2N z h+ = .                                                                                                         (1.31) 

 

Αυτές εικονίζονται στο Σχήµα  1.8(α). Στο σχήµα 1.8(β), είναι εµφανές ότι η 

προσέγγιση ( ) ( )
N

N n n
n N

J z J u z
=−

′ ′= ∑ , που είναι επαλληλία των ( ) ( )n nb z u z′ ′= , έχει γενικά 

κλιµακωτή µορφή (ακριβέστερα, το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος της ( )NJ z′  

έχουν κλιµακωτή µορφή - οι συντελεστές nJ  είναι µιγαδικοί). Στην επόµενη 

παράγραφο θα αναφερθούν και άλλα παραδείγµατα συναρτήσεων βάσης. Στην (1.30) 

γράφουµε ≅  και όχι =  διότι η λύση ( )J z′  της ολοκληρωτικής εξίσωσης (1.29) γενικά 

δεν µπορεί να γραφεί ακριβώς σαν υπέρθεση πεπερασµένου αριθµού συναρτήσεων 

βάσης. Σηµειώνουµε ότι η επιλογή περιττού (2 1N + ) αριθµού συναρτήσεων γίνεται για 

λόγους ευκολίας – µπορεί να  επιλεχθεί και άρτιο πλήθος.  

 

ΜοΜ, Βήµα 2: Αντικατάσταση της προσέγγισης (1.30) στην ολοκληρωτική 

εξίσωση (1.29). Προκύπτει η σχέση: 

 

( , ) ( ) ( ),    
hN

n n
n N h

J K z z b z dz f z z h
=− −

′ ′ ′ ≅ <∑ ∫                                                              (1.32) 

 

στην οποία χρησιµοποιείται ο συµβολισµός ≅  διότι γενικά, δεν υπάρχουν  αριθµοί nJ  

που να ικανοποιούν την (1.32) για όλα τα z  µε z h< . 

 

ΜοΜ, Βήµα 3: Προσδιορισµός του εσωτερικού γινοµένου της (1.32) µε 2 1N +  

συναρτήσεις δοκιµής (testing functions) ( 1)( ), ( ), , ( )N N Nw z w z w z− − − … . Με άλλα λόγια, 

πολλαπλασιάζουµε την (1.32) µε * ( )lw z , όπου το *  δηλώνει συζυγή, και 

ολοκληρώνουµε από z h= −  έως z h= . Παίρνουµε: 

 

* *( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) , 0, 1, ,
h h hN

n l n l
n N h h h

J w z K z z b z dz dz w z f z dz l N
=− − − −

 
′ ′ ′ = = ± ± 

 
∑ ∫ ∫ ∫ …            (1.33)                     
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που γράφονται και ως:  

 

, 0, 1, ,
N

ln n l
n N

A J B l N
=−

= = ± ±∑ …                                                                              (1.34) 

 

µε 

 

* ( ) ( , ) ( ) , , 0, 1, ,
h h

ln l n

h h

A w z K z z b z dz dz l n N
− −

 
′ ′ ′= = ± ± 

 
∫ ∫ …                                      (1.35) 

 

και  

 

* ( ) ( ) , 0, 1, ,
h

l l

h

B w z f z dz l N
−

= = ± ±∫ …                                                                     (1.36) 

 

Οι συναρτήσεις δοκιµής είναι και αυτές γνωστές. Οι εξισώσεις (1.33) ή (1.34) είναι   

ένα σύστηµα γραµµικών εξισώσεων µε αγνώστους τα nJ . Στην περίπτωση που ο 

πυρήνας ( , )g z z′  είναι πυρήνας διαφοράς το διπλό ολοκλήρωµα στην (1.35) δύναται να 

απλοποιηθεί µε χρήση της ταυτότητας: 

 

[ ]
0 0

0 0

/ 2 / 2

0

/ 2 / 2 0

( ) ( ) ( ) ( )
pzz z

z z

f x x dx dx z z f z f z dz
− −

′ ′− = − + −∫ ∫ ∫                                                 (1.37) 

 

Το πρόβληµα λοιπόν έχει αναχθεί στη επίλυση του (2 1) (2 1)N N+ × +  

συστήµατος (1.34), όπου οι µιγαδικοί αριθµοί lnA  και lB  βρίσκονται από τα 

ολοκληρώµατα στις (1.35) και (1.36) αντίστοιχα. Στα περισσότερα πρακτικά 

προβλήµατα, οι ολοκληρώσεις δεν µπορούν να γίνουν σε κλειστή µορφή και γίνονται 

αριθµητικά. Προγράµµατα όπως το MATLAB και το MATHEMATICA διαθέτουν 

έτοιµες ρουτίνες επίλυσης συστηµάτων γραµµικών εξισώσεων, καθώς και αριθµητικής 

ολοκλήρωσης. 
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1.7.2  Επιλογή Συναρτήσεων Βάσης και ∆οκιµής (Basis και Testing 
Functions)  

 

Οι ΜοΜ είναι οικογένεια µεθόδων διότι υπάρχουν πολλές επιλογές  των 

συναρτήσεων βάσης και δοκιµής. ∆ίνουµε µερικές συνήθεις επιλογές, χωρίς να 

συζητήσουµε το σηµαντικό θέµα του πώς κάνουµε επιτυχηµένες επιλογές. Κάποιες από 

τις συναρτήσεις που θα αναφέρουµε, θα χρησιµοποιηθούν στις αριθµητικές µεθόδους 

που θα αναλύσουµε σε επόµενα κεφάλαια όπου και θα εξεταστεί η αποτελεσµατικότητά 

τους. Επισηµαίνουµε ότι µία επιτυχηµένη επιλογή συναρτήσεων βάσης και δοκιµής 

απαιτεί γνώση των ιδιαίτερων χαρακτηριστικών κάθε προβλήµατος ενώ πολλές φορές 

βοηθά και η γνώση γενικότερων µαθηµατικών αρχών [11], [20]. 

 

1.7.2.1 Συναρτήσεις Βάσης (Basis Functions)  

 

Ένα πολύ σηµαντικό βήµα στη διαδικασία επίλυσης των ολοκληρωτικών 

εξισώσεων, είναι η επιλογή των κατάλληλων συναρτήσεων βάσης. Γενικά, η επιλογή 

των ανωτέρω συναρτήσεων γίνεται µε κριτήριο την ικανότητά τους να εκφράζουν µε 

ακρίβεια την άγνωστη συνάρτηση, µειώνοντας όσο γίνεται τον υπολογιστικό φόρτο 

[21]-[23]. Θεωρητικά, ο αριθµός των συναρτήσεων βάσης είναι πολύ µεγάλος, στην 

πράξη όµως χρησιµοποιείται ένας περιορισµένος αριθµός. Αυτές χωρίζονται σε δύο 

βασικές οµάδες: 

 

α) Στις «Συναρτήσεις Υποπεδίου» («Subdomain Functions»), οι  οποίες  

µηδενίζονται   παντού εκτός από ένα τµήµα του πεδίου ορισµού τους (ως πεδίο ορισµού 

ορίζονται τα σηµεία κατά µήκος της κεραίας - διάστηµα ( , )h h− ).                                                       

 

β) Στις «Συναρτήσεις Ολικού Πεδίου» («Entire Domain Functions»), οι  οποίες  

καλύπτουν όλο το πεδίο ορισµού της άγνωστης συνάρτησης.   

    

1.7.2.1.Α. Συναρτήσεις Υποπεδίου (Subdomain Functions) 

 

Από τις δύο ανωτέρω κατηγορίες, οι συναρτήσεις υποπεδίου αποτελούν τις πιο 

συχνά χρησιµοποιούµενες συναρτήσεις βάσης. Αντίθετα µε τις συναρτήσεις ολικού 
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πεδίου, µπορούν να χρησιµοποιηθούν χωρίς να απαιτείται a priori γνώση της µορφής 

των άγνωστων συναρτήσεων που πρόκειται να εκφράσουν. Η διαδικασία προσέγγισης 

της πιθανόν άγνωστης συνάρτησης περιλαµβάνει διακριτοποίηση αυτής σε N  

τµήµατα. Για ευκολία, µπορούµε να θεωρήσουµε αυτά τα τµήµατα συγγραµµικά και 

ισοµήκη, αν και δεν είναι απαραίτητο να ισχύει καµιά από τις δύο παραπάνω συνθήκες.  

Οι απλούστερες ίσως συναρτήσεις αυτής της κατηγορίας είναι οι παλµικές 

(piecewise constant ή pulse functions) του Σχήµατος 1.8(α). Η συνάρτηση  παλµών 

ορίζεται ως: 

 

Παλµική Συνάρτηση (Piecewise Constant ή Pulse Function) 
 

0 0

0 0

1 1
1,   

2 2
( )

1 1
0,     ή z

2 2

n

n z z n z

u z

z n z n z

    − < < +       
= 

    < − > +       

                                                              (1.38) 

 

Μετά τον υπολογισµό των συντελεστών nJ , όπως είδαµε και προηγουµένως στο Σχήµα 

1.8(β), η εν λόγω συνάρτηση δίνει µία κλιµακωτή µορφή της άγνωστης ποσότητας 

( )NJ z . Σηµειώνουµε ότι η συνάρτηση παλµών θα χρησιµοποιηθεί στην αριθµητική 

µέθοδο του Κεφαλαίου 2. 

Μία άλλη, επίσης συνηθισµένη, συνάρτηση βάσης υποπεδίου είναι η τριγωνική 

(piecewise linear ή triangle function) που ορίζεται ως: 

 

Τριγωνική Συνάρτηση (Piecewise Linear ή Triangle Function) 
 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0 0
0

0 0
0

0 0

1 , 1

( )  1 , 1

  0, 1 ή  1

n

z
n n z z nz

z

zt z n nz z n z
z

z n z z n z

 − +    − ≤ ≤


=  + −    ≤ ≤ +



    < −  > +

                                                                (1.39) 

 

Στο Σχήµα 1.9 απεικονίζεται µια επαλληλία τριγωνικών συναρτήσεων. Οι συναρτήσεις 

αυτές περιλαµβάνουν και δύο µισά τρίγωνα στα άκρα του διαστήµατος (αλλιώς ο 

γραµµικός συνδυασµός ( )NJ z θα µηδενιζόταν στα άκρα z h= ± ). Το ( )NJ z  εδώ έχει τη 
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µορφή τµηµατικά γραµµικής συνάρτησης. Αν και η αναπαράσταση του είναι πιο οµαλή 

απ’ ότι µε τις συναρτήσεις παλµών, η επιλογή των τριγωνικών συναρτήσεων περιπλέκει 

κατά πολύ τους υπολογισµούς. Στα Κεφάλαια 3 και 4 θα χρησιµοποιήσουµε την 

τριγωνική συνάρτηση όχι όµως ως συνάρτηση βάσης αλλά ως συνάρτηση δοκιµής.   

   

              

Σχήµα 1.9: Οι λεγόµενες τµηµατικά γραµµικές ή τριγωνικές συναρτήσεις. Οι δύο τελευταίες 

[ ( )Nt z− και ( )Nt z ] είναι στην πραγµατικότητα µισά τρίγωνα.  

 

Η επέκταση του συνόλου των συναρτήσεων βάσης υποπεδίου µε πιο πολύπλοκες 

συναρτήσεις από τις τριγωνικές, που αναφέραµε ανωτέρω, δεν εγγυάται απαραίτητα 

την βελτιστοποίηση της ακρίβειας των υπολογισµών. Υπάρχουν, ωστόσο, περιπτώσεις 

όπου η επιλογή πολυπλοκότερων συναρτήσεων είναι χρήσιµη για άλλους λόγους. Για 

παράδειγµα, κάποιες ολοκληρωτικές εκφράσεις δύναται να υπολογιστούν αναλυτικά 

όταν τα υπό ολοκλήρωση µεγέθη πολλαπλασιαστούν µε τριγωνοµετρικές συναρτήσεις 

(π.χ. ( )sin kz′ , ( )cos kz′  όπου z′  η µεταβλητή ολοκλήρωσης). Σε τέτοιου είδους 

περιπτώσεις, η χρήση της τµηµατικά ηµιτονοειδούς συνάρτησης (piecewise sinusoid 

function) του Σχήµατος 1.10, που θα χρησιµοποιήσουµε στα Κεφάλαια 3 και 4, ή της 

κολοβωµένης συνηµιτονοειδούς συνάρτησης (truncated cosine function) του Σχήµατος 

1.11, µπορεί να επιφέρει αρκετά πλεονεκτήµατα όσον αφορά την ακρίβεια και τον 

χρόνο υλοποίησης των υπολογισµών. Οι προαναφερθείσες συναρτήσεις ορίζονται ως 

ακολούθως: 

 

 

 

0h Nz=  h−  

⋯  

( 1) ( 2) 1( ), ( ), ( ), ( ), ( )N N N N Nt z t z t z t z t z− − − − − −  

(Ν-2) 0z  (Ν-1) 0z  
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Τµηµατικά Ηµιτονοειδής Συνάρτηση (Piecewise Sinusoid Function) 

 

( )
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( )

( )
( )

( )

( ) ( )

0
0 0

0

0
0 0

0

0 0

sin 1
, 1

sin

( ) sin 1
 , 1
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               0, 1 ή  1

n

k z n z
n z z nz

kz

s z k n z z
nz z n z

kz

z n z z n z

 − −      − ≤ ≤



= + −       ≤ ≤ +

     < −  > +

                                                  (1.40) 

 

Κολοβωµένη Συνηµιτονοειδής Συνάρτηση (Truncated Cosine Function) 

 
( )

( )

0
0 0

0 0

cos , 1
2( )

            0, 1  ή  z>
n

z
k z n z z nz

c z

z n z nz

   −    − ≤ ≤   =    
       < −

                                                         (1.41)       

 

 

  

 

 

 

 

 

Σχήµα 1.10: Οι τµηµατικά ηµιτονοειδείς συναρτήσεις (piecewise sinusoid functions). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 1.11: Οι κολοβωµένες συνηµιτονοειδείς συναρτήσεις (truncated cosine functions). 

0h Nz=  h−  

⋯  

( 1) ( 2) 1( ), ( ), ( ), ( ), ( )N N N N Ns z s z s z s z s z− − − − − −  

(Ν-2) 0z  (Ν-1) 0z  

0h Nz=  h−  

⋯  

( 1) ( 2) 1( ), ( ), ( ), ( ), ( )N N N N Nc z c z c z c z c z− − − − − −  

(Ν-2) 0z  (Ν-1) 0z  
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Πέρα από την επιλογή της κατάλληλης συνάρτησης βάσης που θα 

χρησιµοποιήσουµε στην αριθµητική µας µέθοδο, µία ακόµα παράµετρος που πρέπει να 

επιλεγεί είναι ο αριθµός N , δηλαδή το πλήθος των συναρτήσεων που θα 

χρησιµοποιηθούν (πλήθος τµηµάτων διακριτοποίησης). Γενικά, µεγαλώνοντας το N  

αυξάνουµε (ή τουλάχιστον ελπίζουµε ότι αυξάνουµε) την ακρίβεια, σε βάρος όµως του 

υπολογιστικού κόστους. Πολλές φορές - ιδίως σε µεγάλα προβλήµατα - το N  

επιλέγεται εκ των προτέρων µε εµπειρικά κριτήρια. Έτσι, για διακριτοποίηση, 

βρίσκουµε συχνά στη βιβλιογραφία κριτήρια όπως «ο αριθµός σηµείων ανά µήκος 

κύµατος». Σε µικρότερα προβλήµατα, πολλές φορές αυξάνουµε το N  µέχρι η 

αριθµητική λύση να «ισορροπήσει» σε κάποια τελική τιµή. Αυτή η τελική τιµή είναι, ή 

ελπίζουµε να είναι, κοντά στην πραγµατική λύση της ολοκληρωτικής εξίσωσης. 

 

1.7.2.1.Β. Συναρτήσεις Ολικού Πεδίου (Entire Domain Functions) 

 

Οι συναρτήσεις ολικού πεδίου (entire domain functions), όπως δηλώνει άλλωστε 

και το όνοµά τους,  ορίζονται (και δεν µηδενίζονται πλην, ενδεχοµένως, µεµονωµένων 

σηµείων) σε ολόκληρο το διάστηµα που µελετούµε ( , )h h− , γεγονός που σηµαίνει ότι 

δεν υφίσταται διακριτοποίηση κατά την χρήση τους.  
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Σχήµα 1.12: Οι τρεις πρώτες συνηµιτονοειδείς συναρτήσεις ( 1) ( 2)( ), ( ), ( )N N Nh z h z h z− − − − −  της 

σχέσης (1.42). Όλες είναι άρτιες και µηδενίζονται στα άκρα z h= ± .  
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Ένα τυπικό παράδειγµα αυτής της κατηγορίας αποτελούν οι συνηµιτονοειδείς 

συναρτήσεις: 

 

[2( ) 1]
( ) cos , , ( 1), , , | |

2n

n N z
h z n N N N z h

h

π+ +
= = − − − <…                                (1.42) 

 

που απεικονίζονται στο Σχήµα 1.12. Οι συνηµιτονοειδείς συναρτήσεις είναι 

κατάλληλες όταν η λύση ( )J z  είναι άρτια και µηδενίζεται στα άκρα z h= ± , όπως 

συµβαίνει για το ρεύµα ( )I z  σε µια κεραία.  

Σαν δεύτερο παράδειγµα αναφέρουµε τις συναρτήσεις: 

 

2( )

2

( / )
( ) , , ( 1), , , | |

1 ( / )

n N
n

T z h
q z n N N N z h

z h

+= = − − − <
−

…                                           (1.43) 

 

όπου 0 2 4( ), ( ), ( ),T x T x T x…  είναι τα πολυώνυµα Chebyshev [13, παρ. 18]. Αυτά είναι 

κατάλληλα όταν η λύση ( )J z  είναι άρτια και απειρίζεται στα άκρα z h= ±  [24]. 

Τα πλεονεκτήµατα των συναρτήσεων ολικού πεδίου είναι εµφανή κατά την 

χρήση τους στον προσδιορισµό άγνωστων συναρτήσεων, για τις οποίες όµως έχουµε 

θεωρήσει, a priori, ότι έχουν συγκεκριµένη µορφή. Γενικά, η κατάλληλη επιλογή 

τέτοιου είδους συναρτήσεων δίνει αφενός την δυνατότητα αναλυτικού υπολογισµού 

ολοκληρωµάτων αφετέρου την δυνατότητα αναπαράστασης του αγνώστου µεγέθους σε 

αρκετά ικανοποιητικό βαθµό µε την χρήση πολύ λιγότερων όρων στο άθροισµα (1.30) 

από αυτούς που θα απαιτούνταν µε την χρήση συναρτήσεων υποπεδίου.  

 

1.7.2.2 Συναρτήσεις ∆οκιµής (Testing Functions)  

 
∆ύο ειδικές περιπτώσεις της Μεθόδου των Ροπών που περιγράψαµε στην 

παράγραφο 1.7.1 και σχετίζονται µε την επιλογή συγκεκριµένων συναρτήσεων δοκιµής 

είναι η «Μέθοδος Galerkin» και η «Τεχνική Σηµειακής Ισότητας» – «ΤΣΙ» («Point - 

Matching Technique» ή «Collocation Technique»). 

Η Μέθοδος Galerkin είναι η ειδική περίπτωση της ΜοΜ κατά την οποία οι 

συναρτήσεις βάσης και δοκιµής είναι ίδιες, ( ) ( )l lw z u z=  ενώ στην ειδική περίπτωση 
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όπου οι συναρτήσεις δοκιµής είναι συναρτήσεις ∆έλτα, 

( ) ( ), 0, 1, ,l lw z z z l Nδ= − = ± ±…  τότε αναφερόµαστε στην Τεχνική Σηµειακής 

Ισότητας. Συγκεκριµένα, στην ΤΣΙ, ικανοποιούµε την (1.32) σε 2 1N +  σηµεία 

( 1), , ,N N Nz z z− − − … , όπου | |lz h≤ . Συνήθως, τα σηµεία αυτά είναι ισαπέχοντα. 

Καταλήγουµε στο σύστηµα (1.34) όπου: 

 

( , ) ( ) , ( ), , 0, 1, ,
h

ln l n l l

h

A g z z u z dz B f z l n N
−

′ ′ ′= = = ± ±∫ …                                     (1.44) 

 

Ολοκληρώνοντας, πρέπει να σηµειωθεί ότι αρκετές από τις συναρτήσεις βάσης 

που παρουσιάσαµε στην παράγραφο 1.7.2.1 χρησιµοποιούνται και ως συναρτήσεις 

δοκιµής όπως για παράδειγµα η τριγωνική συνάρτηση την οποία θα χρησιµοποιήσουµε 

στην αριθµητική µέθοδο που θα εφαρµόσουµε στα Κεφάλαια 3 και 4.   

 

1.8 Επεκτάσεις  

 

Στην ενότητα αυτή θα αναφέρουµε ορισµένες επεκτάσεις αυτών που 

αναπτύχθηκαν ανωτέρω:  

 

Επέκταση (1): Ολοκληρωτικές εξισώσεις παρόµοιες µε τις (1.17) και (1.22) 

ισχύουν και για την περίπτωση του λεπτού κυλινδρικού σκεδαστή [3], που είναι µια 

απλή κεραία-δέκτης.  

 

Επέκταση (2): Οι ανωτέρω ολοκληρωτικές εξισώσεις εύκολα επεκτείνονται σε 

στοιχειοκεραίες λεπτών, ευθύγραµµων διπόλων [3]. 

 

Επέκταση (3): Ολοκληρωτικές εξισώσεις παρόµοιες µε την (1.17) ισχύουν για τις 

λεγόµενες κεραίες σύρµατος (wire antennas) [25] που είναι λεπτές κεραίες κυλινδρικής 

διατοµής, όχι αναγκαστικά ευθύγραµµες. 

 

Επέκταση (4): Τα δύο µέλη της εξίσωσης Pocklington (1.17) εκφράζουν την 

εφαπτοµενική συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου. Για το λόγο αυτό η (1.17) είναι µια 



 

 62 

µονοδιάστατη εκδοχή των λεγόµενων «Ολοκληρωτικών Εξισώσεων Ηλεκτρικού 

Πεδίου» («Electric Field Integral Equations») [25]. ∆ισδιάστατες εκδοχές προκύπτουν 

για τέλεια αγώγιµους σκεδαστές, µε άγνωστο το sJ  στην τέλεια αγώγιµη επιφάνεια. 

Συνήθως επιλύονται πάλι αριθµητικά, µε δισδιάστατες εκδοχές των ΜοΜ που 

παρουσιάστηκαν στην παράγραφο 1.7.  
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Παράρτηµα Α 

 

Χρήσιµες Ιδιότητες της Συνάρτησης ∆έλτα του Dirac  
 
 

Το Παράρτηµα A περιέχει κάποιες χρήσιµες ιδιότητες τις συνάρτησης δέλτα που 

συναντήσαµε στο Κεφάλαιο 1:  

 

( ) ( ) (0) ( 0)
b

b

f z z dz f bδ
−

= >∫                                                                                     (Α.1) 

 

1
( ) ( ) ( 0 ή 0)

| |
kz z k k

k
δ δ= > <                                                                                (Α.2) 

 

( ) ( ) (0) ( )f z z f zδ δ=                                                                                                   (Α.3) 

 

όπου ( )f z  είναι οµαλή συνάρτηση του z . Όπως φαίνεται από τη γνωστή σχέση: 

 

( ) ( )
d

H z z
dz

δ= όπου
1, 0

( )
0, 0

z
H z

z

>
= 

<
                                                                (Α.5) 

 

η συνάρτηση δέλτα µας επιτρέπει να παραγωγίζουµε και ασυνεχείς συναρτήσεις. Για 

παράδειγµα: 

 

( )
( ) ( )[ ]{ }

( )[ ] ( ) [ ]
( )

cos , 0
cos 2 ( ) 1

cos , 0

                              sin 2 ( ) 1 cos 2 ( )

                              sin | | 2 ( )

kz zd d
kz H z

kz zdz dz

k kz H z kz z

k k z z

δ

δ

 > 
= − 

− <  
= − − +

= − +

                                  (Α.6)     

 

όπου χρησιµοποιήσαµε το γνωστό κανόνα παραγώγισης του γινοµένου δύο 

συναρτήσεων, την (Α.5) και την (Α.3). Στη τελευταία έκφραση (Α.6), ο πρώτος όρος 

είναι η «κλασσική» παράγωγος (που παίρνουµε µε το συνήθη τρόπο, για όλα τα σηµεία 
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εκτός από το σηµείο ασυνέχειας). Στον πρώτο αυτόν όρο, προσθέτουµε µια συνάρτηση 

δέλτα πολλαπλασιασµένη µε το ύψος (εδώ 2) της ασυνέχειας.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 65 

Παράρτηµα B 

 

Απειρισµός του Ακριβούς Πυρήνα - Εναλλαγή 
∆ιαφορικού Τελεστή και Ολοκλήρωσης 

 

Β.1 Απειρισµός του Ακριβούς Πυρήνα 

 

Για µικρά z ισχύει: 

 

ex 1( ) ln | |K z zβ∼                                                                                                         (Β.1) 

 

όπου 1β  µια σταθερά. Για να δείξουµε την (Β.1), προσθέτουµε και αφαιρούµε την 

ποσότητα: 

 

2 2 2 2

1 1
( )

8 4 sin ( / 2)
z d

z a

π

π

ξ φ
π φ−

′=
′+

∫                                                                       (Β.2) 

 

στο δεξί µέλος της (1.18). Το ( )zξ  µπορεί να υπολογισθεί ακριβώς µε τη βοήθεια του 

συµπληρωµένου ελλειπτικού ολοκληρώµατος (complete elliptic integral) K  [13]. Από 

τις ιδιότητες του K  [13] βρίσκουµε ότι, για µικρά z , 1( ) ln | |z zξ β∼  ( 1β  σταθερά). Η  

ζητούµενη σχέση (Β.1) έπεται από το ότι, για µικρά z , το υπόλοιπο 

ex( ) ( )K z zξ− παραµένει φραγµένο.        

 

Β.2 Εναλλαγή ∆ιαφορικού Τελεστή και Ολοκλήρωσης 

 
Λόγω της (Β.1), η δεύτερη παράγωγος 2 2

ex( ) /K z z∂ ∂ συµπεριφέρεται ως 21/ z  για 

µικρά z . Άρα, η δεύτερη αυτή παράγωγος δεν είναι ολοκληρώσιµη και εποµένως δεν 

επιτρέπεται η εναλλαγή του διαφορικού τελεστή ℑ  και του ολοκληρώµατος στην 

(1.17). Σηµειώνουµε ότι το επιχείρηµα που αναπτύξαµε δεν εφαρµόζεται στην 
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περίπτωση του προσεγγιστικού πυρήνα που, όπως φαίνεται από την (1.26),  παραµένει 

φραγµένος για µικρά z .            
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Κεφάλαιο 2 

 

Αριθµητική Επίλυση της Εξίσωσης του Hallén 
για το Μοντέλο της Γεννήτριας ∆έλτα 
Συνάρτησης (Delta Function Generator) 
 

2.1 Εισαγωγή 

 

Στόχος του Κεφαλαίου 2 είναι η µελέτη της ολοκληρωτικής εξίσωσης του 

ρεύµατος σε γραµµική κεραία που τροφοδοτείται από την Γεννήτρια ∆έλτα 

Συνάρτησης - Γ∆Σ (Delta Function Generator - DFG) καθώς και των δυσκολιών που 

εµπεριέχει η επίλυση αυτής. Η µελέτη αυτή, που αποτελεί ουσιαστικά το περιεχόµενο 

της [1], θα αποτελέσει αφετηρία και σηµείο σύγκρισης των αποτελεσµάτων που θα 

εξάγουµε στα επόµενα κεφάλαια. Η παρουσία του τρέχοντος κεφαλαίου στην παρούσα 

διδακτορική εργασία εξυπηρετεί δύο σκοπούς. Αρχικά, διευκολύνει τον αναγνώστη 

στην κατανόηση του περιεχοµένου της παρούσης, η οποία αποκτά ολοκληρωµένη 

µορφή και του δίνεται η ευκαιρία να προβεί στην αποτελεσµατικότερη σύγκριση του 

κεφαλαίου αυτού και των µεθόδων που εφαρµόζονται µε τα αντίστοιχα που 

παρουσιάζονται στα επόµενα κεφάλαια. Τέλος, επιβεβαιώνει ότι πολλά συµπεράσµατά 

της διατριβής, που αφορούν την Γεννήτρια Πεπερασµένου ∆ιακένου – ΓΠ∆ (Finite Gap 

Generator - FGG), που αποτελεί το κύριο αντικείµενο µελέτης αυτής, δεν περιορίζονται 

µόνο σ’ αυτό το µοντέλο γεννήτριας αλλά επεκτείνονται και σε άλλα µοντέλα (για 

παράδειγµα στο µοντέλο της Γ∆Σ) και αριθµητικές µεθόδους. Το τελευταίο 

επαληθεύεται από την ανάλυση που θα ακολουθήσουµε στα επόµενα κεφάλαια η οποία 

είναι διαφορετική από την αντίστοιχη που θα δούµε εδώ. 

Η µονοπολική κεραία, του Σχήµατος 1.1, στην οποία ο εσωτερικός αγωγός της 

οµοαξονικής γραµµής µεταφοράς που την τροφοδοτεί βρίσκεται πάνω από αγώγιµο 

επίπεδο, αποτελεί ίσως το απλούστερο παράδειγµα ενός πραγµατικού συστήµατος 

ακτινοβολίας. Η ακτίνα a του εσωτερικού αγωγού είναι µικρή συγκρινόµενη µε το 

µήκος κύµατος και το µήκος της µονοπολικής κεραίας. Σε θεωρητικές µελέτες, το 

ανωτέρω µοντέλο αντικαθίσταται συνήθως από κάποιο απλούστερο. Ένα παράδειγµα, 
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τέτοιου απλού µοντέλου, το οποίο συναντούµε στο [2] και το οποίο περιγράψαµε στο 

προηγούµενο κεφάλαιο, αποτελεί το αποκαλούµενο «σωληνοειδές δίπολο», στο οποίο η 

προαναφερθείσα γραµµή µεταφοράς δίνει την θέση της σε µία «Γεννήτρια ∆έλτα 

Συνάρτησης». Υπενθυµίζουµε ότι στο εν λόγω µοντέλο η κεραία λογίζεται ως ένας 

ανοικτός στα άκρα του σωλήνας µε τέλεια αγώγιµα τοιχώµατα αµελητέου πάχους στο 

κέντρο του οποίου βρίσκεται ένα απειροστά µικρού µήκους διάκενο. Κατά µήκος του 

διακένου εφαρµόζεται µία σταθερή διαφορά δυναµικού { }Re i tVe ω− . Το σωληνοειδές 

δίπολο εξυπηρετεί, επίσης, την µελέτη και άλλων συστηµάτων ακτινοβολίας [3]. Το 

εξιδανικευµένο αυτό µοντέλο επιτρέπει την χρήση των ιδιοτήτων που διέπουν την 

ανεξάρτητη πηγή τάσης, την αγωγιµότητα και την αντίσταση στην συνηθισµένη θεωρία 

ηλεκτρικών κυκλωµάτων.  

Στο σωληνοειδές δίπολο αναπτύσσεται πυκνότητα ρεύµατος τόσο στην εσωτερική 

όσο και στην εξωτερική επιφάνεια. Το συνολικό ρεύµα ( )I z  ορίζεται ως το άθροισµα 

των πυκνοτήτων αυτών, πολλαπλασιασµένων µε την περίµετρο του σωλήνα (βλέπε 

σχέση (1.8)), και ικανοποιεί την ολοκληρωτική εξίσωση [2]:  

 

( ) ( )
0

( ') ( ') ' sin cos ,
2

h

h

i
K z z I z dz V k z C kz

ζ−
− = +∫          z h<                                 (2.1) 

 

όπου 2h είναι το µήκος του διπόλου, k=2π/λ ο κυµατικός αριθµός του κενού χώρου και  

0ζ ≅ 376.73 Ohm (βλέπε σχέση (1.19)). V είναι η τάση τροφοδοσίας και C σταθερά που 

υπολογίζεται από την συνθήκη ( ) 0I h± = . H (2.1) αποτελεί ειδική περίπτωση της 

ολοκληρωτικής εξίσωσης του Hallén, που περιγράψαµε στην παράγραφο 1.4, για το 

µοντέλο της Γ∆Σ. Από τις (1.18) και (1.26), υπάρχουν δύο επιλογές για την συνάρτηση 

( )K z , που αποτελεί τον αποκαλούµενο «πυρήνα», της ολοκληρωτικής εξίσωσης (2.1): 

 

( )

( )

( )

2 2 2

ex 2 2 2 2

2 2

ap 2 2

exp 4 sin ( / 2)1
( )

8 4 sin ( / 2)
 =

exp1
( )                                                                     

4

(2.2α)
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π

π

φ
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π φ
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−

+
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=

+

∫

     (2.2β)
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όπου a η ακτίνα, για την οποία υποθέτουµε ότι ικανοποιεί τις σχέσεις 1ka<<  και  

a h<< . Η (2.1) µε πυρήνα την συνάρτηση ex( , )K z a  µπορεί να αποδειχθεί από τις 

εξισώσεις Maxwell µέσω τις διαδικασίας που περιγράψαµε στο Κεφάλαιο 1. Στην 

περίπτωση αυτή η ολοκληρωτική εξίσωση είναι ακριβής για το µοντέλο του 

σωληνοειδούς διπόλου και θα αποκαλείται «ακριβής ολοκληρωτική εξίσωση» ή αλλιώς 

ολοκληρωτική εξίσωση µε τον «ακριβή πυρήνα» («exact kernel»). Πολλές εργασίες 

(όπως για παράδειγµα η [4] και η [5]) χρησιµοποιούν για λόγους ευκολίας την 

απλούστερη µορφή της (2.1), µε την συνάρτηση ap( , )K z a , την οποία θα αποκαλούµε 

ολοκληρωτική εξίσωση µε τον «προσεγγιστικό πυρήνα» («approximate kernel») ή πιο 

απλά «προσεγγιστική ολοκληρωτική εξίσωση». Όπως είναι εµφανές οι δύο εξισώσεις 

διαφέρουν µόνο ως προς την συνάρτηση του πυρήνα που χρησιµοποιούν. Μία 

παρόµοια ολοκληρωτική εξίσωση ισχύει για την περίπτωση των κεραιών λήψης [6].  

Η πιο σηµαντική παρατήρηση, που περιπλέκει την µελέτη της προσεγγιστικής 

ολοκληρωτικής εξίσωσης, είναι ότι η τελευταία δεν έχει λύση. Πράγµατι, σύµφωνα µε 

το [2], το δεξιό µέλος αυτής δεν διαφορίζεται στο z=0, ενώ, για κάθε συνάρτηση ( )I z  

(που είναι επαρκώς οµαλή), το αριστερό µέλος της είναι διαφορίσιµο στο σηµείο αυτό. 

Αντίθετα, η ακριβής ολοκληρωτική εξίσωση παρουσιάζει ιδιοµορφία στο z=0 και για 

τον λόγο αυτό ο ανωτέρω συλλογισµός δεν ισχύει. Από φυσικής άποψης, η (2.1) µε τον 

προσεγγιστικό πυρήνα απαιτεί την παρουσία ενός γραµµικού ρεύµατος κατά µήκος του 

άξονα z το οποίο διατηρεί ένα πεδίο που συµπεριφέρεται όπως η συνάρτηση δέλτα στο 

σηµείο ρ=a, z=0,  που είναι πρακτικά αδύνατο. Αν και η ανωτέρω εξίσωση αναφέρεται 

σε πολλά γνωστά βιβλία θεωρίας κεραιών και υπολογιστικού ηλεκτροµαγνητισµού 

(βλέπε, για παράδειγµα, τα [7]-[9]), η «µη επιλυσιµότητά» της συχνά δεν αναφέρεται. 

Όπως ήδη έχει αναφερθεί στην παράγραφο 1.7, αρκετές αριθµητικές µέθοδοι, και 

ιδιαίτερα η Μέθοδος των Ροπών (Moment Method) [10], εφαρµόζονται για την 

αριθµητική επίλυση της (2.1). Όντως, η αριθµητική επίλυση της (2.1) προτείνεται 

συχνά από την βιβλιογραφία για τον υπολογισµό της κατανοµής του ρεύµατος σε µία 

γραµµική κεραία. Μολονότι, σε πολλές περιπτώσεις, µπορούν να εξαχθούν χρήσιµα 

αποτελέσµατα χωρίς την λεπτοµερή επίγνωση των ιδιαίτερων δυσκολιών που 

σχετίζονται µε την εφαρµογή των αριθµητικών µεθόδων στην (2.1), η κατανόηση 

αυτών χρήζει ιδιαίτερης σηµασίας. Για το λόγο αυτό, οι δυσκολίες αυτές αποτέλεσαν 

αντικείµενο µελέτης πολλών εργασιών [5], [9], [11]-[13]. Άλλοι συγγραφείς [14]-[18] 

έχουν εξετάσει τις δυσκολίες που σχετίζονται µε άλλες ολοκληρωτικές ή 
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ολοκληρωτικο-διαφορικές εξισώσεις που δίνουν τις κατανοµές ρευµάτων σε γραµµικές 

κεραίες. 

Ο κύριος στόχος αυτού του κεφαλαίου είναι η ενδελεχής µελέτη των δυσκολιών 

που σχετίζονται µε την αριθµητική επίλυση αυτής. Όπως θα δούµε η (2.1), παρά την 

απλή της µορφή, παρουσιάζει σηµαντικές δυσκολίες. Θα εξετάσουµε τόσο την ακριβή 

όσο και την προσεγγιστική ολοκληρωτική εξίσωση. Στην τελευταία περίπτωση, 

µάλιστα, θα δούµε ότι οι πιο σηµαντικές δυσκολίες που θα αντιµετωπίσουµε οφείλονται 

στην µη επιλυσιµότητα αυτής. Η φιλοσοφία της µελέτης στο τρέχον κεφάλαιο διαφέρει 

από την αντίστοιχη στα [5], [9], [11]-[13]. Τα κύρια ερωτήµατα που τίθενται εδώ είναι: 

 

α) Τι είδους αποτελέσµατα θα πάρουµε αν εφαρµόσουµε την αριθµητική µέθοδο 

στην (2.1). 

 

β) Υπό ποιες συνθήκες τα ανωτέρω αποτελέσµατα για την προσεγγιστική και 

ακριβή εξίσωση µοιάζουν µεταξύ τους και µε ποιο τρόπο. 

 

Επειδή η ολοκληρωτική εξίσωση µε τον προσεγγιστικό πυρήνα δεν έχει λύση, αν 

γενικά εφαρµόσουµε διαφορετικές αριθµητικές µεθόδους θα εξάγουµε διαφορετικά 

αποτελέσµατα. Ως εκ τούτου, για την προσεγγιστική ολοκληρωτική εξίσωση το 

ερώτηµα α) έχει νόηµα µόνο στα πλαίσια συγκεκριµένης αριθµητικής µεθόδου. Η 

µέθοδος που εφαρµόζεται σ’ αυτό το κεφάλαιο είναι η µέθοδος Galerkin µε παλµικές 

συναρτήσεις. Όσον αφορά το δεύτερο ερώτηµα, θα δούµε στη συνέχεια ότι για να 

απαντήσουµε ικανοποιητικά θα πρέπει να προσδιορίσουµε και να εξετάσουµε τα 

µεγέθη ( ){ }Re /I z V  και ( ){ }Im /I z V  ξεχωριστά. 

Τα κύρια αποτελέσµατα στο τρέχον κεφάλαιο εξάγονται από την αναλυτική 

µελέτη του, απλούστερου, προβλήµατος της άπειρης, σε µήκος, κεραίας και την 

σύγκριση των συµπερασµάτων που προκύπτουν  µε τα αντίστοιχα της πεπερασµένης 

κεραίας όπως αυτά εξάγονται από την αριθµητική µελέτη αυτής. Την «φιλοσοφία» 

αυτή θα χρησιµοποιήσουµε σε όλη την έκταση της διατριβής. Το πλεονέκτηµά της 

έγκειται στο γεγονός ότι καθιστά κατανοητή την εξάρτηση των αριθµητικών λύσεων 

από τις παραµέτρους της κεραίας. Στην περίπτωση της ολοκληρωτικής εξίσωσης µε τον 

προσεγγιστικό πυρήνα αυτή η εξάρτηση δεν είναι εµφανής. Επιπρόσθετα, τα αναλυτικά 
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αποτελέσµατα είναι απαλλαγµένα από σφάλµατα στρογγυλοποίησης (roundoff errors) 

στα οποία τα αντίστοιχα αριθµητικά δείχνουν µεγάλη ευαισθησία.   

 

2.2 Η Πεπερασµένη Κεραία: Αριθµητική Μέθοδος  

 

Υποθέτουµε ( )exI z  και  ( )apI z  το άγνωστο ρεύµα στην ολοκληρωτική εξίσωση 

(2.1) µε τον ακριβή και προσεγγιστικό πυρήνα αντίστοιχα, και ( )I z  οποιοδήποτε από 

τα ανωτέρω. Έστω επίσης ( ) ( )1I z  και  ( ) ( )2I z  συναρτήσεις που ικανοποιούν τις 

σχέσεις: 

 

( ) ( )1

0

( ') ( ') ' sin
2

h

h

i
K z z I z dz V k z

ζ−
− =∫                                                                    (2.3α) 

 

και 

 

( ) ( )2( ') ( ') ' cos
h

h
K z z I z dz kz

−
− =∫                                                                                (2.3β) 

 

αντίστοιχα, µε z h< . Επιλύουµε αριθµητικά την (2.1) εφαρµόζοντας την Μέθοδο των 

Ροπών στις εξισώσεις (2.3α) και (2.3β). Για την µέθοδο Galerkin µε παλµικές 

συναρτήσεις, υποθέτουµε λύση της µορφής: 

 

( ) ( )1 1( ) ( )
N

n n
n N

I z I u z
=−

≅ ∑                                                                                                  (2.4α) 

 

και 

 

( ) ( )2 2( ) ( )
N

n n
n N

I z I u z
=−

≅ ∑                                                                                                 (2.4β) 

 

όπου η παλµική συνάρτηση ( )nu z  δίνεται από την (1.38) και το πλάτος του παλµού 0z  

συνδέεται µε τον αριθµό 2Ν+1 µέσω της σχέσης (1.31). 
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Αντικαθιστώντας τις (2.4α)-(2.4β) στις (2.3α)-(2.3β) αντίστοιχα, πολλαπλασιάζοντας µε 

( )lu z  και ολοκληρώνοντας στο διάστηµα από z h= −  έως z h=  παίρνουµε τα κάτωθι 

συστήµατα εξισώσεων: 

 

( ) ( )1 1
N

ln n l
n N

A I B
=−

=∑    και  ( ) ( )2 2 ,
N

ln n l
n N

A I B
=−

=∑      µε    0, 1, ,l N= ± ±…                              (2.5) 

 

Στην (2.5), οι συντελεστές lnA , που είναι διπλά ολοκληρώµατα (βλέπε εξίσωση (1.35)), 

εξαρτώνται µόνο από την παράµετρο l n−  και όχι από τα l και n ξεχωριστά. Για τον 

λόγο αυτό χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό l nA−  αντί του ln nlA A= . Επιπλέον, το διπλό 

ολοκλήρωµα, µε χρήση της ταυτότητας (1.37), δύναται να απλοποιηθεί έτσι ώστε: 

 

( )[ ]0

0 0 00
( ) ( )

z

l lA A z z K z lz K z lz dz−= = − + + −∫     µε     0, 1, 2,..., 2l N= ± ± ±            (2.6) 

 

Οι συντελεστές ( )1
lB  και ( )2

lB  δίνονται από ολοκληρώµατα που µπορούν να 

υπολογιστούν αναλυτικά. Μετά τον υπολογισµό των ( )1
nI  και ( )2

nI , προσδιορίζουµε την 

σταθερά C από την σχέση: 

 

( )

( )

1

2
N

N

I
C

I
≅ −  ,                                                                                                                   (2.7) 

 

και καταλήγουµε στην τελική αριθµητική λύση: 

 

( ) ( ) ( )1 2( ) ( ).
N N

n n n n n
n N n N

I z I u z I CI u z
=− =−

 ≅ = + ∑ ∑                                                                (2.8) 

 

Συµβολίζουµε µε ,ex nI  και ,ap nI  τις τιµές του nI  στην περίπτωση του ακριβούς και του 

προσεγγιστικού πυρήνα αντίστοιχα. 

Αρκεί λοιπόν να λύσουµε τα δύο συµµετρικά συστήµατα Toeplitz (2.5), 

διαστάσεων ( ) ( )2 1 x 2 1N N+ + , για τα ( )1
nI  και ( )2

nI , και στη συνέχεια να 

προσδιορίσουµε την σταθερά C από την (2.7). Σηµειώνουµε ότι ( ) ( )1 1
n nI I −=  και 
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( ) ( )2 2
n nI I −= . Αποδεικνύεται ότι οι (2.5) και (2.7) (ελλείψει σφαλµάτων 

στρογγυλοποίησης) είναι ισοδύναµες µε ένα απλό γραµµικό σύστηµα εξισώσεων µε 

αγνώστους τις µεταβλητές 0 1 1, ,..., NI I I −  και C. Οι παράµετροι h, a και 0z , στην πράξη, 

µπορούν να εκφραστούν ως πολλαπλάσια του µήκους κύµατος 2 /kλ π= . 

Σηµειώνουµε ότι ο παλµός 0( )u z  είναι τοποθετηµένος στο σηµείο z=0 και ότι το 

µέγεθος 0 /I V  εκφράζει την, κατά προσέγγιση, σύνθετη αγωγιµότητα στο σηµείο 

τροφοδοσίας της κεραίας. Στα αριθµητικά αποτελέσµατα που ακολουθούν, οι 

αριθµητικές ολοκληρώσεις εκτελούνται µε επαρκώς µικρό σφάλµα ώστε το σφάλµα 

ολοκλήρωσης να µπορεί να θεωρηθεί αµελητέο. 

 

 / 0.25

80

h

N

λ =

=
 

/ 0.75

241

h

N

λ =

=
 

,0 /exI V  x x-3 -38.69 10 1.68 10+ i  x x-3 -66.95 10 6.02 10- i  

,0 /apI V  x -37.55 10 0.440- i  x -36.28 10 0.442- i  

 

Πίνακας 2.1: Σύνθετες αγωγιµότητες ,0 /exI V  και ,0 /apI V  (Siemens) στο σηµείο τροφοδοσίας 

της κεραίας όπως υπολογίστηκαν από την αριθµητική µέθοδο της παραγράφου 2.2 για την 

ακριβή και προσεγγιστική ολοκληρωτική εξίσωση µε h/λ=0.25, Ν=80 και h/λ=0.75, Ν=241. Σε 

κάθε περίπτωση 0 /z 0.003λ ≅  και /a 0.01λ = . 

 
Στον Πίνακα 2.1 δίνονται οι σύνθετες αγωγιµότητες για µήκη κεραιών h/λ=0.25 

και h/λ=0.75. Η ακτίνα των διπόλων είναι a/λ=0.01. Όπως έχει αναφερθεί στην [19], 

αυτή είναι η µεγαλύτερη τιµή της παραµέτρου a/λ για την οποία χρησιµοποιείται 

συνήθως ο προσεγγιστικός πυρήνας ap( , )K z a . Η επιλογή της παραµέτρου Ν έγινε έτσι 

ώστε το 0 /z λ  να έχει την ίδια τιµή (περίπου 0.003) για τα δύο µήκη κεραιών (Ν=80 

για h/λ=0.25 και Ν=241 για h/λ=0.75). Το πλάτος του παλµού είναι µικρότερο από την 

ακτίνα της κεραίας. Αν και οι αγωγιµότητες (conductances) - πραγµατικό µέρος των 

σύνθετων αγωγιµοτήτων - που εξάγονται από την ακριβή και προσεγγιστική 

ολοκληρωτική εξίσωση παρουσιάζουν κάποια συµφωνία για δεδοµένο µήκος κεραίας 

(ή δεδοµένη τιµή του Ν), οι τιµές της επιδεκτικότητας (susceptances) δεν συµφωνούν: 

το µέγεθος { },0Im /apI V είναι πολύ µεγάλο και έχει σχεδόν την ίδια τιµή για τα δύο 
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µήκη κεραιών. Στις επόµενες παραγράφους θα ερµηνεύσουµε τα ανωτέρω 

αποτελέσµατα. 

 

2.3 Η Άπειρη Κεραία: Βασικές Αρχές 

 

Αρκετές πληροφορίες για την πεπερασµένη κεραία µήκους 2h µπορούµε να 

αντλήσουµε από την µελέτη της κεντρικά τροφοδοτούµενης άπειρης, σε µήκος, κεραίας 

όπου h = ∞ . Στην παράγραφο αυτή, θα παρουσιάσουµε εν συντοµία κάποια χρήσιµα 

αποτελέσµατα του [2]. Η ολοκληρωτική εξίσωση του ρεύµατος ( )I z  στην άπειρη 

κεραία δίνεται από (βλέπε Παράρτηµα Α):  

 

0

1
( ') ( ') ' ,

2
ik zK z z I z dz Ve

ζ

+∞

−∞
− =∫        µε         z < +∞                                               (2.9) 

 

όπου όπως και πριν θεωρούµε ότι ο πυρήνας ( )K z  αντιστοιχεί είτε στον ακριβή 

( )exK z  είτε στον προσεγγιστικό ( )apK z . Θεωρούµε επίσης ότι ( )K ζ , ( )exK ζ  και 

( )apK ζ  είναι οι αντίστοιχοι Μετασχηµατισµοί Fourier – MF (Fourier Transforms - 

FT): 

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

i z
ex ex

i z
ap ap

K K z e dz
K

K K z e dz

ζ

ζ

ζ
ζ

ζ
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 =
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 =

∫

∫
                                                                        (2.10) 

 

απ’ όπου για πραγµατικές τιµές του ζ από τα 2.12.4.1, 2.13.3.1, 2.16.3.1 του [20] 

παίρνουµε:  

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 (1) 2 2
0 0

2 2 2 2
0 0

,   
4
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,    
2

ex

i
J a k H a k k

K

I a k K a k k

ζ ζ ζ
ζ

ζ ζ ζ
π

 − − <
= 

 − − >


                                          (2.11) 

 

και από τα 2.5.25.9, 2.5.25.15 του [21]:   
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( )
( )
( )

(1) 2 2
0

2 2
0

,   
4
1

,    
2

ap

i
H a k k

K

K a k k

ζ ζ
ζ

ζ ζ
π

 − <
= 

 − >


                                                                  (2.12) 

 

όπου (1)
0 0,J H  οι συναρτήσεις Bessel, µηδενικής τάξης, πρώτου και τρίτου (συνάρτηση 

Hankel) είδους αντίστοιχα και 0 0,I K  οι  τροποποιηµένες συναρτήσεις Bessel µηδενικής 

τάξης [20], [21]. Στο Παράρτηµα Γ δίνονται οι ορισµοί και κάποιες ασυµπτωτικές 

αναπτύξεις των ανωτέρω συναρτήσεων. Οι δύο ανωτέρω πυρήνες είναι πραγµατικές 

συναρτήσεις όταν η µεταβλητή ζ είναι πραγµατική και kζ > . Στην περίπτωση του 

ακριβούς πυρήνα, η (2.9) µπορεί να επιλυθεί ακριβώς µέσω του ΜF. Πράγµατι, 

σύµφωνα µε το [2], εφαρµόζοντας τον MF στην (2.9), όπως τον εφαρµόσαµε στην 

(2.10), και χρησιµοποιώντας την ιδιότητα της συνέλιξης στο αριστερό µέλος της 

εξίσωσης: 

 

ex ex( ) ( ) ( ) ( )i zK z z I z dz e dz K Iζ ζ ζ
∞ ∞

−∞ −∞

 
′ ′ ′− = 

 
∫ ∫ ,                                                          (2.13) 

 

παίρνουµε: 

 

ex 2 2
0

1
( ) ( )

ikV
K I

k
ζ ζ

ζ ζ
=

−
,                                                                                        (2.14) 

 

όπου ( )I ζ  ο ΜF της ζητούµενης συνάρτησης. Λύνοντας ως προς ( )I ζ  και παίρνοντας 

τον αντίστροφο ΜF καταλήγουµε στην εξίσωση:  

 

( )
( ) ( )2 20, ( )

0

cos
( ) ,ex k

ex

zikV
I z d

k K

ζ
ζ

πζ ζ ζ

+∞
=

−∫         z < +∞                                                (2.15) 

όπου η διαδροµή ολοκλήρωσης διέρχεται κάτωθεν του κλαδικού σηµείου kζ =  
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(
0, ( )k

+∞

∫ ). Από την (2.15) αποδεικνύεται ότι το ρεύµα είναι πεπερασµένο σε όλο το 

µήκος της κεραίας πλην του σηµείου 0z = , και [2]: 

 

( ) ( )
0

4 1
ln 1 ,exI z ka

i O
V zζ

= − +    καθώς   0z →                                                           (2.16) 

 

Υπογραµµίζουµε ότι ο συντελεστής στην (2.16) είναι καθαρά φανταστικός. 

Επιπρόσθετα, στο [2] αποδεικνύεται ότι η σχέση (2.16) ισχύει και στην περίπτωση της 

πεπερασµένης κεραίας µήκους 2h. Αν και το µέγεθος  ( ){ }Im /exI z V  απειρίζεται στο 

σηµείο τροφοδοσίας, η συνιστώσα του ρεύµατος που είναι σε φάση µε την τάση V έχει 

πεπερασµένη τιµή για όλες τις τιµές του z, συµπεριλαµβανοµένου και του 0z =  [2, 

(8.134)]. 

Όταν apK K= , η επίλυση της (2.9) µέσω του ΜF οδηγεί σε αδιέξοδο. 

Συγκεκριµένα, το προκύπτον ολοκλήρωµα αποκλίνει. Αυτό σηµαίνει ότι η (2.9) µε τον 

προσεγγιστικό πυρήνα δεν έχει λύση ή, ακριβέστερα, δεν έχει σαν λύση συνάρτηση που 

να ανήκει στην ευρύτατη κλάση συναρτήσεων που έχουν µετασχηµατισµό Fourier.  

 

2.4 Η Ολοκληρωτική Εξίσωση µε τον Ακριβή Πυρήνα:  
Βελτιώσεις 

 

Επιστρέφουµε, προσωρινά, στην πεπερασµένη κεραία για να εξετάσουµε κάποιες 

βελτιώσεις στην αριθµητική µέθοδο της παραγράφου 2.2. Αφορµή γι’ αυτό αποτελεί η 

εξίσωση (2.16) και η συµπεριφορά του ρεύµατος στα άκρα της κεραίας [22]-[24]. Οι 

βελτιώσεις που θα εξετάσουµε αφορούν αποκλειστικά τον ακριβή πυρήνα. 

Πρώτον, τα µεγέθη ( ) ( )1I z , ( ) ( )2I z  στις (2.3α) και (2.3β) αντίστοιχα 

συµπεριφέρονται ως ( ) 1/ 22 2h z
−

−  καθώς z h→ ± , ενώ το συνολικό ρεύµα εξασθενεί ως 

( )1/ 22 2h z−  (βλέπε [22]-[24]). Αξίζει να σηµειώσουµε ότι τα τετράγωνα των µέτρων 

των ενδιάµεσων λύσεων ( ) ( )1I z  και ( ) ( )2I z  των (2.3α) και (2.3β) δεν είναι 
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ολοκληρώσιµα. ∆ηλαδή τα ολοκληρώµατα ( ) ( )
21h

h
I z dz

+

−∫  και ( ) ( )
22h

h
I z dz

+

−∫  

αποκλίνουν. 

Η ανωτέρω συµπεριφορά, κοντά στα άκρα της κεραίας, προκαλεί µία ήσσονος 

σηµασίας δυσκολία στην εφαρµογή της αριθµητικής µεθόδου εάν η σταθερά C 

υπολογιστεί από την (2.7). Η εξίσωση (2.7) περιλαµβάνει µεγάλες τιµές και καθώς το Ν 

µεγαλώνει, η C (και κατ’ επέκταση η τελική αριθµητική λύση) συγκλίνει πολύ αργά. Η 

σύγκλιση µπορεί να επιταχυνθεί λαµβάνοντας υπόψη ότι ( ) ( )exI z O h z= −  καθώς 

z h→  που συνεπάγεται ότι ( ) ( )
0

0 00
lim / 2 / 3 / 2 1/ 3
z

I h z I h z
→

− − =   . Εποµένως, αντί 

της (2.7), η C µπορεί να υπολογιστεί από την: 

 

( ) ( )

( ) ( )

1 1
1

2 2
1

3

3
N N

N N

I I
C

I I
−

−

−
≅ −

−
                                                                                                    (2.17) 

 

∆εύτερον, όσον αφορά την ιδιοµορφία στο 0z = , µία πολύ καλύτερη τεχνική 

είναι να λύσουµε την (2.1), µε τον ακριβή πυρήνα, για 

( ) ( ) ( )1
04 lnexF z I z i kaV k zζ −= −  που είναι φραγµένη στο 0z = . Η συνάρτηση ( )F z  

ικανοποιεί την (2.1), αλλά µε την ποσότητα ( )sin k z  αντικατεστηµένη από µία πιο 

οµαλή συνάρτηση του z. Η αριθµητική µέθοδος της παραγράφου 1.2 και η (2.17) 

µπορούν εύκολα να εφαρµοστούν στην νέα ολοκληρωτική εξίσωση - η µόνη αναγκαία 

αλλαγή έγκειται στον επαναπροσδιορισµό του µεγέθους ( )1
lB . 

Τρίτον, µία ενδιαφέρουσα ιδέα που οδηγεί σε πεπερασµένη τιµή της 

επιδεκτικότητας στην είσοδο της άπειρης κεραίας έχει προταθεί από τον Duncan [25]. 

Μπορούµε να την χρησιµοποιήσουµε σε συνδυασµό µε την δεύτερη βελτίωση που 

αναφέραµε ανωτέρω. Σύµφωνα µε αυτή υπολογίζουµε την επιδεκτικότητα DB  από την 

σχέση ( )1 /D
exB I z V=  όπου 1z  σηµείο πλησίον του 0z =  που παρακάµπτει την 

ιδιοµορφία. Ο Duncan αποκαλεί το σηµείο αυτό «ακτίνα της ιδιοµορφίας» και 

σηµειώνει ότι µέθοδοι τέτοιου τύπου είναι κάπως αυθαίρετες. Ως παράδειγµα στα 

προηγούµενα αναφέρουµε ότι για /a 0.007022λ = , σύµφωνα µε τον Duncan, 

παίρνουµε 1 /z 0.002425λ = . 
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Μία τελευταία βελτίωση συνίσταται στην εφαρµογή της µεθόδου για ένα σύνολο 

τιµών της παραµέτρου Ν  µε σκοπό την εξαγωγή µιας ακολουθίας αποτελεσµάτων που 

θα επέτρεπε τον προσδιορισµό του αποτελέσµατος στην υποθετική περίπτωση όπου 

N → ∞ . Στην [26] αναφέρονται κάποιες σύγχρονες τεχνικές (µέθοδοι επιτάχυνσης 

σύγκλισης) για την εξαγωγή του ζητούµενου αποτελέσµατος από τις ανωτέρω 

ακολουθίες. Οι προαναφερθείσες τεχνικές µπορούν να εφαρµοστούν απευθείας σε 

ακολουθίες τιµών που προσεγγίζουν τόσο την αγωγιµότητα ( ){ }Re 0 /exG I V=  όσο και 

την επιδεκτικότητα DB  κατά Duncan. Αξίζει να σηµειωθεί ότι είναι χρήσιµη [26] η 

σύγκριση των αποτελεσµάτων που εξάγονται από τις (2.7) και (2.17).  

Αριθµητικά αποτελέσµατα που προκύπτουν από τις ανωτέρω βελτιώσεις 

παρουσιάζονται στην [26]. Στη συνέχεια του κεφαλαίου, θα επικεντρωθούµε στην 

απλούστερη µέθοδο της παραγράφου 2.2.          

 

2.5 Η Άπειρη Κεραία: Αριθµητική Μέθοδος µε τον Ακριβή 
Πυρήνα 

 

Στην παρούσα παράγραφο, θα εφαρµόσουµε την αριθµητική µέθοδο της 

παραγράφου 2.2 στην απείρου µήκους κεραία. Συγκεκριµένα, θα αναζητήσουµε µία 

προσεγγιστική λύση της (2.9) της µορφής: 

 

( ) ( ),n n
n

I z I u z
∞

=−∞

≅ ∑     µε    z < +∞                                                                            (2.18) 

 

όπου η παλµική συνάρτηση ( )nu z  δίνεται στην (1.38). Χωρίζουµε τον πραγµατικό 

άξονα σε τµήµατα µήκους 0z  µε την παράµετρο 0kz  να παίρνει µικρές τιµές. 

Χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό της παραγράφου 2.2 για τα µεγέθη ,ex nI ,  ,ap nI  και 

nI . 

Υποθέτοντας ότι { }Im 0k >  και εφαρµόζοντας την διαδικασία που περιγράψαµε 

για την πεπερασµένη κεραία παίρνουµε: 

 

,l n n l
n

A I B
∞

−
=−∞

=∑           0, 1, 2,... l = ± ±                                                                         (2.19) 
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όπου τα στοιχεία του πίνακα lA  δίνονται στην (2.6) και: 

 

( )

( ) 0

0
0

2 0 0

1/ 2 0 0

1/ 2
0 0

0

2
sin sin ,      0

4 2
=

2
sin ,      1, 2,... 

2

l z ik z
l l z

i l kz

kz kzi V V
l

k kV
B e dz

kzV
e l

k

ζ ζ

ζ
ζ

+

−

    + =   
   

= 
  = ± ±   

∫                           (2.20) 

 

Για την επίλυση του, απείρων διαστάσεων, συστήµατος Toeplitz (2.19) 

πολλαπλασιάζουµε τα δύο µέλη µε ile θ , όπου π θ π− < ≤ , και αθροίζουµε ως προς την 

µεταβλητή l. Αλλάζουµε την σειρά του αθροίσµατος και εισάγουµε τις κάτωθι σειρές 

Fourier: 

 

( ) ,il
l

l

A Ae θθ
∞

=−∞

= ∑ɶ  ( ) il
l

l

B B e θθ
∞

=−∞

= ∑ɶ  και  ( ) il
l

l

I I e θθ
∞

=−∞

= ∑ɶ .                                         (2.21) 

 

Από όπου προκύπτει ( ) ( ) ( )A I Bθ θ θ=ɶ ɶ ɶ  έτσι ώστε: 

 

1 ( )

2 ( )
in

n

B
I e d

A

π θ

π

θ
θ

π θ
−

−
= ∫

ɶ

ɶ
       { }( )Im 0k > .                                                               (2.22) 

 

Επειδή { }Im 0k > , το άθροισµα ( )B θɶ  συγκλίνει, και από την (2.20) αποδεικνύεται ότι: 

 

( )
20

2 0

0 00

cos cos
2 2 2

sin .
4

sin sin
2 2

kz
kziV

B
kz kzk

θ

θ
θ θζ

   +       = −   + −    
   
   

ɶ                                                (2.23) 

 

Αντικαθιστώντας  την (2.6) στην (2.21) και εφαρµόζοντας τον τύπο του αθροίσµατος 

Poisson ( ) ( ) ( )2i m yin

n m

f n e f y e dyθ πθ
∞ ∞ ∞ −

−∞
=−∞ =−∞

=∑ ∑ ∫  (Poisson Summation Formula - PSF) 

[27, (6.3)] παίρνουµε: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 2
0 0 00

z ix m

m

A z z K z xz K z xz dze dxθ πθ
∞ ∞ −

−∞
=−∞

= − − + +  ∑ ∫ ∫ɶ                           (2.24) 

 

απ’ όπου προκύπτει: 

 

( )
2

0 2
0

sin
2 2

2
m

m
A z K

z
m

θ
π θ

θ
θ

π

∞

=−∞

 
  −  =  

   − 
 

∑ɶ                                                                     (2.25) 

 

όπου K  - ο ΜF του πυρήνα - δίνεται από τις (2.10)-(2.12). 

Η εξίσωση (2.23) έχει νόηµα για πραγµατικές τιµές του k εκτός από 0/k zθ= ± . 

Εποµένως, µπορούµε να θεωρήσουµε την αναλυτική συνέχιση της (2.22) για 

πραγµατικές τιµές του k αν η διαδροµή ολοκλήρωσης στην (2.22) διέρχεται κάτωθεν 

του σηµείου 0kzθ =  και άνωθεν του 0kzθ = − . Συνεπώς, η τελική έκφραση για τους 

συντελεστές nI  µπορεί να γραφεί: 

 

( )
0

1 ( )
cos ,

( )n

B
I n d

A

π θ
θ θ

π θ
= ∫

ɶ

ɶ
      0, 1, 2,... n = ± ±     (k πραγµατικό)                           (2.26) 

 

όπου η διαδροµή ολοκλήρωσης διέρχεται κάτω από το κλαδικό σηµείο 0kzθ = . Η 

ανωτέρω ανάλυση ισχύει τόσο για τον ακριβή όσο και για τον προσεγγιστικό πυρήνα. 

Εξετάζουµε, αρχικά, την περίπτωση του ακριβούς πυρήνα. Από τις (2.25) και 

(2.23) έχουµε: 

 

( ) ( ) ( ) 2

0
0

sin / 2 / / 2exA z K
z

θ
θ θ θ

 
    

 
ɶ ∼                                                                     (2.27) 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
2

0
2 22

0 0

1 cos
2

2 sin / 2 / / 2

kziV
B

k kz

θ

θ
ζ θ θ θ

 +  
 −

−   

ɶ ∼                                                        (2.28) 
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καθώς 0 0z → , για κάθε θ. Αντικαθιστώντας στην (2.26), θέτοντας την µεταβλητή 

0/ zζ θ=  και παίρνοντας το όριο καθώς 0 0z → , θεωρώντας την παράµετρο 0nz  

σταθερή, παίρνουµε την σχέση: 

 

( )
( ) ( )

0
, 2 20

0

cos
ex n

ex

nzikV
I d

k K

ζ
ζ

πζ ζ ζ

∞

−∫∼                                                                             (2.29) 

 

όπου η διαδροµή ολοκλήρωσης διέρχεται κάτωθεν του kζ = . Κατά συνέπεια, όπως 

αναµενόταν, το όριο της αριθµητικής λύσης για µηδενικό εύρος παλµού είναι ακριβώς 

η λύση (2.15) της ολοκληρωτικής εξίσωσης µε τον ακριβή πυρήνα. Ως εκ τούτου, η 

αριθµητική µέθοδος αναπαράγει την λογαριθµική ιδιοµορφία που παρατηρήσαµε στο 

σηµείο τροφοδοσίας της κεραίας.  

 

2.6 Η Άπειρη Κεραία: Αριθµητική Μέθοδος µε τον 
Προσεγγιστικό Πυρήνα 

 

Στο σηµείο αυτό θα εξετάσουµε την πιο ενδιαφέρουσα περίπτωση του 

προσεγγιστικού πυρήνα. Αν apK K=  στην (2.25), τότε, όπως είναι αναµενόµενο, η 

(2.26) δεν έχει πεπερασµένη τιµή ορίου για 0 0z → . Το αντίστοιχο ολοκλήρωµα της 

(2.29) αποκλίνει καθώς είναι εµφανές από την (2.12) ότι (βλέπε Παράρτηµα Γ): 

 

( )ap
1 1

2 2
aK e

a
ζζ

π ζ
−

∼                                                                                           (2.30) 

 

για 1a ζ ≫ . Στη συνέχεια θα ερµηνεύσουµε την απόκλιση αυτή. Συγκεκριµένα, θα 

αναζητήσουµε την ασυµπτωτική συµπεριφορά της (2.26) στηριζόµενοι στις συνθήκες: 

 

0 1
z

a
≪  και ( )0 1

z
n O

a
=                                                                                              (2.31) 
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Σηµειώνουµε ότι η πρώτη συνθήκη συνεπάγεται ότι 0 1kz << . Από τις (2.25), (2.12) και 

(2.30) παρατηρούµε ότι: 

 

( )
( )

2
0 22

0 0

1 2 1
4 sin

2 2
ap apA z K K

z z

θ θ π θ
θ

θ π θ

    −  +     
  −     

ɶ ∼                                  (2.32) 

 

καθώς 0 / 0z a→  για 0 θ π≤ ≤ . Έχοντας παραλείψει τους εκθετικά µικρότερους όρους 

του αθροίσµατος στη (2.25), το δεξιό µέλος της (2.32) αποτελείται από τους όρους m=0 

και m=1 της (2.25). 

Αντικαθιστώντας την (2.32) στην (2.26) και θέτοντας φ π θ= −  παίρνουµε: 

 

( )

( ) ( )
( )

2

, 0
2 20

0 0

( ) / cos
1 2

cos
4

/ /

n

ap n

ap ap

B
I n d

z
K K

z z

π

φ
π φ

φ φ
π π φ π φ

π φ π φ

 −  −  
   − +

− + +   
   

∫
ɶ

∼                            (2.33) 

 

όπου η διαδροµή ολοκλήρωσης διέρχεται πάνω από το σηµείο 0kzφ π= − . Λόγω των 

(2.30) και (2.31), η κύρια συνεισφορά στην (2.33) προέρχεται από µία στενή περιοχή 

πλησίον του 0φ = (ή θ π=  - αυτό δικαιολογεί την επιλογή των δύο όρων στην (2.32)). 

Εποµένως, µπορούµε να αµελήσουµε την συνεισφορά 
1

π

∫ και να αντικαταστήσουµε το 

άνω άκρο ολοκλήρωσης στην (2.33) µε την µονάδα ή µε οποιαδήποτε άλλη ποσότητα 

της τάξης της µονάδας. Με τον τρόπο αυτό µπορούµε να αντικαταστήσουµε τα 

0

apK
z

π φ −
 
 

 και 
0

apK
z

π φ +
 
 

 από την (2.30). Σηµειώνουµε ότι η ανωτέρω 

αντικατάσταση δεν ήταν εφικτή στο αρχικό διάστηµα ολοκλήρωσης όπου το όρισµα 

του 
0

apK
z

π φ −
 
 

 ήταν µικρό για φ π= . Οι προαναφερθείσες προσεγγίσεις, και η 

αλλαγή µεταβλητής 0/x a zφ=  στο προκύπτον ολοκλήρωµα οδηγούν στην: 

 

( ) 00 0 0
, 0

1
1 , ,

2

a
n z

ap n

z z z
I kz e f ka n

a a a

π

π
 −  
 

∼                                                           (2.34) 
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όπου η f  δίνεται από το ολοκλήρωµα: 

 

0/
0 0 0 0

0
, , ; , cos

a zz z z z
f ka n g x ka n x dx

a a a a
     =     
     ∫                                                     (2.35) 

 

στο οποίο: 

 

2 20 0
0

0
5/ 2 5/2

0 0

1
( ) / cos

2
; , .

x x

z z
B x kz x

a az
g x ka

a z z
e x e x

a a

π

π π
− −

−

  −       = 
     − + +   

   

ɶ

                                                (2.36)   

 

Η συνάρτηση  f  εξαρτάται από το όρισµά της 0 /z a καθότι η παράµετρος 0/a z  

αποτελεί το άνω άκρο ολοκλήρωσης στην (2.35) και επιπλέον επειδή η g εξαρτάται από 

το 0 /z a. Μπορεί να επιβεβαιωθεί από την (2.23) ότι (εκτός από τον παράγοντα 0/V ζ ) 

η g είναι πράγµατι συνάρτηση των 0, /x z a και ka. 

Στη συνέχεια θα προσεγγίσουµε την f από τους δύο πρώτους όρους του 

αναπτύγµατος Taylor αυτής µε κέντρο το σηµείο 0 /z a=0, διατηρώντας τα ka και 

0 /nz a σταθερά. Οι απαιτούµενες παραγωγίσεις µπορούν να υλοποιηθούν µε την χρήση 

του τύπου του Leibniz (1.21), που αναφέραµε στο Κεφάλαιο 1, απ’ όπου προκύπτει ότι 

το ζητούµενο ανάπτυγµα µπορεί να βρεθεί αναπτύσσοντας την g σε δυνάµεις του 0 /z a 

και ολοκληρώνοντας από 0 έως ∞  στην (2.35). Χρησιµοποιώντας την (2.23): 

 

25/ 2
0 0 0

0

1 5
; , 1 tanh

16 cosh 2

z z zV
g x ka i x x O

a x a a

π
ζ π

      = − − +              
                           (2.37) 

 

Αν η (2.37) αντικατασταθεί στην (2.35) και το άνω άκρο ολοκλήρωσης τεθεί ίσο µε ∞  

προκύπτουν δύο ολοκληρώµατα τα οποία µπορούν να υπολογιστούν αναλυτικά 

σύµφωνα µε τους γνωστούς πίνακες ολοκληρωµάτων ή µε τη χρήση συµβολικών 

γλωσσών προγραµµατισµού. Η αντικατάσταση της προκύπτουσας σχέσης στην (2.34) 

δίνει το τελικό αποτέλεσµα για τις συνθήκες (2.31): 
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( ) 0

23
0 0 0 0

, 0
00

1 5 5
1 1 tanh

2 4 232 2 cosh
2

a
n z

ap n

z z z zV
I i kz e n n

za a a a
n

a

ππ π
πζ π

    − − − +            
 

∼

                                                                                                                                    (2.38) 

 
όπου η ποσότητα εντός των αγκύλων αποτελεί απλά έναν παράγοντα διόρθωσης. 

Συνεπώς, όταν το πλάτος του παλµού είναι µικρό, η αριθµητική µέθοδος δίνει µία 

εκθετικά µεγάλη και καθαρά φανταστική «είσοδο τροφοδοσίας» («driving-point 

admittance») και ένα εκθετικά µεγάλο, καθαρά φανταστικό και ταχέως ταλαντούµενο 

«ρεύµα» τουλάχιστον για τα σηµεία πλησίον του σηµείου τροφοδοσίας. Αν και η (2.38) 

αφορά την άπειρη σε µήκος κεραία, η συµπεριφορά της µπορεί να συνδεθεί µε την 

αντίστοιχη συµπεριφορά των αριθµητικών αποτελεσµάτων (πλησίον του σηµείου 

τροφοδοσίας) που εξάγονται για την αντίστοιχη πεπερασµένη. Η εξίσωση (2.38) 

ερµηνεύει, σαφώς, τις συνέπειες της µη επιλυσιµότητας της ολοκληρωτικής εξίσωσης 

µε τον προσεγγιστικό πυρήνα. Καθιστά εµφανές το γεγονός ότι οι παρατηρούµενες 

ταλαντώσεις, πλησίον του z=0, στο φανταστικό µέρος του ρεύµατος στην πεπερασµένη 

κεραία είναι συνέπεια της µη επιλυσιµότητας της (2.1) µε τον προσεγγιστικό πυρήνα 

και δεν οφείλονται σε πιθανά σφάλµατα στρογγυλοποίησης. Το τελευταίο 

επαληθεύεται, όπως θα δούµε στην επόµενη ενότητα, συγκρίνοντας τα αριθµητικά 

αποτελέσµατα της πεπερασµένης κεραίας κοντά στο κέντρο αυτής µε τα αντίστοιχα 

αποτελέσµατα της σχέσης (2.38). Θα δούµε µάλιστα ότι καθώς η παράµετρος 0 /z a 

µικραίνει τα προαναφερθέντα αποτελέσµατα είναι ολοένα και πιο κοντινά.  

Από την άλλη πλευρά, αν αντικαταστήσουµε στην (2.29) τον προσεγγιστικό 

πυρήνα (2.12), θέσουµε: 

 

( )
( )

1

ap

w
K

ζ
ζ

= ,                                                                                                        (2.39) 

 

και πάρουµε το πραγµατικό µέρος της προκύπτουσας σχέσης έχουµε: 

 

( ){ } ( )
( )

, 0

2 20
0

cos
Re Imap nI nzk

w d
V k

ζ
ζ ζ

πζ ζ

∞ 
− 

− 
∫∼ ,    καθώς    0 0z →                         (2.40) 
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όπου και πάλι το kζ =  αποτελεί κλαδικό σηµείο. Από την (2.12) όµως προκύπτει ότι η 

( )w ζ , για kζ > , είναι καθαρά πραγµατική συνάρτηση. Επιπλέον από τις γνωστές 

ιδιότητες των συναρτήσεων Bessel [28, παρ. 10] προκύπτει ότι για kζ < : 

 

( ){ }
( )

( ) ( )
2 2

0

2 2 2 2 2 2
0 0

4
Im

J a k
w

J a k Y a k

ζ
ζ

ζ ζ

−
= −

 − + −  

.                                                 (2.41) 

 

Αντικαθιστώντας την (2.41) στην (2.40) και παίρνοντας το όριο 0 0z → , θεωρώντας το 

0nz  σταθερό, καταλήγουµε στην σχέση: 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )0

2 2
0 0,

00 2 2 2 2 2 2 2 2
0

0 0

cos4
lim Re

kap n

z

J a k nzI k
d

V k J a k Y a k

ζ ζ
ζ

πζ ζ ζ ζ→

− 
= 

   − − + −  

∫                (2.42) 

   

που σηµαίνει ότι η αριθµητική µέθοδος δίνει πεπερασµένο πραγµατικό µέρος για το 

ρεύµα. Όπως φαίνεται στην [2, (8.134)] το πραγµατικό αυτό µέρος του ρεύµατος είναι 

πολύ κοντά στο αντίστοιχο πραγµατικό µέρος της λύσης της ολοκληρωτικής εξίσωσης 

µε τον ακριβή πυρήνα. Τα δύο ανωτέρω µεγέθη ταυτίζονται στο όριο 0ka→ . 

 

2.7 Πεπερασµένη Κεραία και Αριθµητικά Αποτελέσµατα: 
Συσχετισµός µε την Άπειρη Κεραία 
 

Επιστρέφουµε πάλι στην περίπτωση της πεπερασµένης κεραίας. Υποθέτουµε ότι 

0/ /z aλ λ<<  και εξετάζουµε τις αριθµητικές λύσεις βασισµένοι στα αναλυτικά 

αποτελέσµατα για την άπειρη κεραία. Στην περίπτωση της ολοκληρωτικής εξίσωσης µε 

τον ακριβή πυρήνα, η αριθµητική λύση αναπαράγει την λογαριθµική ιδιοµορφία της 

συνάρτησης ( ){ }Im /exI z V  που συναντήσαµε στην άπειρη κεραία. Για την 

ολοκληρωτική εξίσωση µε τον προσεγγιστικό πυρήνα, το µέγεθος { },Re /ap nI V  είναι 

κοντά στο { },Re /ex nI V  ενώ, πλησίον του σηµείου τροφοδοσίας, το { },Im /ap nI V  

παρουσιάζει µεγάλες, ταλαντούµενες τιµές. Οι τελευταίες µάλιστα είναι, κατά 
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προσέγγιση, πολύ κοντά στις αντίστοιχες τιµές του { },Im /ap nI V  όπως υπολογίστηκαν 

από την ασυµπτωτική έκφραση (2.38) για την άπειρη κεραία. 
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Σχήµα 2.1: { }exRe ( ) /I z V  (συνεχής γραµµή) και { }apRe ( ) /I z V  (σηµεία) όπως 

υπολογίστηκαν από την αριθµητική µέθοδο της παραγράφου 2.2. Ν=200, α/λ=0.007022, 

h/λ=0.25. Κάποιες από τις ταλαντούµενες τιµές πλησίον του /z 0.25λ =  είναι εκτός κλίµακας 

και δεν απεικονίζονται.  

 

Στα Σχήµατα 2.1, 2.2 και στον Πίνακα 2.2 παρουσιάζονται αριθµητικά 

αποτελέσµατα για τιµές παραµέτρων , /N 200 h 0.25λ= =  και /a 0.007022λ =  έτσι 

ώστε 0/a z 5.6= , που είναι σχετικά µεγάλο. Στο Σχήµα 2.1 απεικονίζεται το µέγεθος 

{ }Re /nI V . Οι τιµές του { },Re / ,  0,1,...,ex nI V n N=  παρίστανται µε µία συνεχή γραµµή 

ενώ οι τιµές του { },Re /ap nI V  µε σηµεία. Πλην των τιµών πλησίον του z h= , οι δύο 

λύσεις φαίνεται να είναι αρκετά κοντά µεταξύ τους. Στο Σχήµα 2.2 απεικονίζονται τα 

αντίστοιχα φανταστικά µέρη του ρεύµατος. Παρατηρούµε ότι για την περίπτωση του 

ακριβούς πυρήνα, είναι εµφανής η παρουσία λογαριθµικής ιδιοµορφίας. Για τον 
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προσεγγιστικό πυρήνα απεικονίζονται µόνο οι τιµές του { },Im /ap nI V  µεταξύ του 

µηδενός και του 0.01. Οι υπόλοιπες τιµές είναι εκτός κλίµακας και δεν απεικονίζονται. 

Επιπλέον, οι πρώτες 32 τιµές (πλησίον του σηµείου τροφοδοσίας) δίνονται στον 

Πίνακα 2.2, όπου συγκρίνονται µε τα αποτελέσµατα της ασυµπτωτικής σχέσης (2.38). 

Είναι εµφανές ότι οι τιµές συγκλίνουν αρκετά µεταξύ τους. Εποµένως, για µεγάλες 

τιµές του 0/a z , οι πρώτες τιµές του { },Im /ap nI V  είναι ανεξάρτητες από το µήκος /h λ  

της κεραίας και εξαρτώνται µόνο από τις παραµέτρους /a λ  και 0 /z λ . Αυτός είναι ο 

λόγος που οι τιµές του { },0Im /apI V  στον Πίνακα 2.1 είναι σχεδόν ίσες για τα δύο µήκη 

κεραιών. Στον Πίνακα 2.2 οι δύο ποσότητες είναι κοντά µεταξύ τους ακόµη και για 

τιµές του n µεγαλύτερες του 0/a z . Για επιλογές παραµέτρων που οδηγούν σε 

µεγαλύτερες τιµές του 0/a z , η ανωτέρω συµφωνία γίνεται καλύτερη. 
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Σχήµα 2.2: { }ex( ) /Im I z V  (συνεχής γραµµή) και { }ap( ) /Im I z V  (σηµεία) όπως 

υπολογίστηκαν από την αριθµητική µέθοδο της παραγράφου 2.2. Ν=200, α/λ=0.007022, 

h/λ=0.25. Κάποιες από τις ταλαντούµενες τιµές πλησίον των /z 0λ =  και /z 0.25λ =  είναι 

εκτός κλίµακας και δεν απεικονίζονται.  
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N=200 

 
,Im( / )ap nI V  

(A/V) 

( )
, /ap nI iV∞  

(A/V) 

N=200 

 
,Im( / )ap nI V  

(A/V) 

( )
, /ap nI iV∞  

(A/V) 

n=0 -266 -249 n=16 -9.85 -9.95 

n=1 257 243 n=17 7.72 7.73 

n=2 -233 -225 n=18 -6.04 -6.00 

n=3 201 199 n=19 4.74 4.65 

n=4 -167 -169 n=20 -3.70 -3.61 

n=5 136 140 n=21 2.91 2.79 

n=6 -109 -113 n=22 -2.27 -2.16 

n=7 87.0 90.6 n=23 1.78 1.67 

n=8 -68.7 -71.8 n=24 -1.39 -1.30 

n=9 54.1 56.6 n=25 1.10 1.00 

n=10 -42.5 -44.4 n=26 -0.850 -0.774 

n=11 33.4 34.7 n=27 0.674 0.598 

n=12 -26.2 -27.1 n=28 -0.519 -0.462 

n=13 20.5 21.1 n=29 0.415 0.356 

n=14 -16.1 -16.5 n=30 -0.316 -0.275 

n=15 12.6 12.8 n=31 0.257 0.212 

 

Πίνακας 2.2: Σύγκριση των πρώτων 32 τιµών του { },
Im /

ap n
I V για την πεπερασµένη κεραία 

όπως υπολογίστηκαν από την αριθµητική µέθοδο της παραγράφου 2.2 µε τις αντίστοιχες τιµές 

του  ( )

,
/

ap n
I iV∞  (για την άπειρη κεραία) όπως υπολογίστηκαν από την ασυµπτωτική έκφραση 

(2.38). Ν=200, α/λ=0.007022 και  h/λ=0.25. 

 
Στην περίπτωση του προσεγγιστικού πυρήνα, παρατηρούµε ότι, κοντά στο άκρο 

z h= , τα διαγράµµατα των Σχηµάτων 2.1 και 2.2 παρουσιάζουν ταλαντούµενη 

συµπεριφορά. Οι ταλαντώσεις, στην περίπτωση αυτή, είναι µικρότερες από τις 

αντίστοιχες που παρουσιάζει το φανταστικό µέρος του ρεύµατος κοντά στο 0z = . 

Όπως είναι φυσικό, το φαινόµενο αυτό δεν παρατηρείται στην, κεντρικά 

τροφοδοτούµενη, άπειρη κεραία η οποία δεν έχει άκρα. Παρόµοιες ταλαντώσεις 

συναντούµε κατά την εφαρµογή της αριθµητικής µεθόδου στην ολοκληρωτική εξίσωση 

[6, (2.66)] για την, χωρίς φορτίο, πεπερασµένη κεραία λήψης. Σχετικά αποτελέσµατα 
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παρουσιάζονται στο [29]. Εποµένως, το φαινόµενο αυτό, όπως θα δούµε µε 

λεπτοµέρεια στο επόµενο κεφάλαιο, δεν πρέπει να αποδοθεί στην Γ∆Σ.  

Στη συνέχεια θα εξετάσουµε, λεπτοµερώς, την οµοιότητα που παρουσιάζουν οι 

αγωγιµότητες { },0Re /exI V  και  { },0Re /apI V  στο σηµείο τροφοδοσίας, υποθέτοντας ότι 

το 0 /z λ  είναι µικρό και έχει την ίδια τιµή και στις δύο περιπτώσεις. Όταν το µήκος της 

κεραίας /h λ  είναι σταθερό, η διαφορά µεταξύ των δύο µεγεθών µικραίνει καθώς το 

/a λ  παίρνει µικρότερες τιµές, όπως άλλωστε συµβαίνει και στην άπειρη κεραία. Όταν 

η παράµετρος /a λ  είναι σταθερή, τα δύο ανωτέρω µεγέθη εξαρτώνται σηµαντικά από 

το /h λ , οµοίως και η διαφορά τους. Αριθµητικοί υπολογισµοί µε /h 0.5λ ≤  δείχνουν 

ότι, µε εξαίρεση την περιοχή κοντά στον συντονισµό, οι δύο λύσεις συγκλίνουν 

περισσότερο καθώς το µήκος /h λ  µεγαλώνει. Αυτό συµβαίνει διότι, καθώς το /h λ  

παίρνει µεγαλύτερες τιµές, η διαφορά µεταξύ των δύο πυρήνων αµβλύνεται. Στην 

περιοχή πλησίον του συντονισµού, η επίδραση της παραµέτρου /h λ  είναι πιο έντονη 

[3], [6]. Κοντά στον συντονισµό, ή όταν το /h λ  είναι µικρό και το /a λ  µεγάλο, η 

διαφορά µεταξύ των { },0Re /exI V  και { },0Re /apI V  µπορεί να είναι σηµαντική. Για 

παράδειγµα, στην πρώτη περίπτωση του Πίνακα 2.1 η διαφορά προσεγγίζει το 13%. 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι η διαφορά αυτή αυξάνεται, ελαφρώς, αν το N αυξηθεί στο 120.   

Στην πράξη, τόσο το πραγµατικό όσο και το φανταστικό µέρος της κατανοµής του 

ρεύµατος είναι εξίσου σηµαντικά. Έχοντας εξετάσει την συµπεριφορά της λύσης για 

µεγάλες τιµές του Ν, προκύπτει το ζήτηµα της βελτιστοποίησης της αριθµητικής 

µεθόδου που εφαρµόζουµε. Συγκεκριµένα, αναζητούµε την βέλτιστη επιλογή για την 

παράµετρο Ν. Το σύνηθες κριτήριο επιλογής του Ν, όταν εφαρµόζουµε αριθµητικές 

µεθόδους, είναι η επιλογή της µέγιστης δυνατής τιµής του ώστε, παράλληλα, η τελική 

λύση να συγκλίνει σε µία ικανοποιητική τιµή. Για τον ακριβή πυρήνα, ένα τέτοιο 

κριτήριο είναι χρήσιµο µόνο στην περίπτωση που το τελευταίο αγνοεί τις τιµές του 

{ },Im /ex nI V  για µικρές τιµές του n. Αυτό συµβαίνει διότι, λόγω της λογαριθµικής 

ιδιοµορφίας που παρουσιάζει η επιδεκτικότητα ( ( ){ }Im 0 /exI V = −∞ ) στην είσοδο της 

κεραίας, δεν δύναται να βρεθεί κατάλληλη τιµή του Ν (κριτήριο σύγκλισης) ώστε η 

σύνθετη αγωγιµότητα (ή αντίσταση) εισόδου, στην περίπτωση του ακριβούς πυρήνα, να 

συγκλίνει σε µία ικανοποιητική τιµή. 
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Για τον προσεγγιστικό πυρήνα επίσης, το ανωτέρω κριτήριο δεν µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί. Επειδή, κατά τον υπολογισµό του { },Im /ap nI V , παρατηρούµε 

ταλαντώσεις πλησίον του σηµείου τροφοδοσίας όταν  0/ /z aλ λ<<  ή /N h a>> , είναι 

αναγκαίο να επιλέξουµε µήκος παλµού 0/z λ  µεγαλύτερο ή κατά προσέγγιση ίσο µε 

/a λ  (ή N  µικρότερο ή προσεγγιστικά ίσο µε /h a). Με τιµές των /h λ  και /a λ  

αυτές της πρώτης περίπτωσης του Πίνακα 2.1, ο λόγος /h a είναι ίσος µε 25, και είναι 

αισθητή η παρουσία ταλαντώσεων ακόµα και για Ν=30. Όπως είναι εµφανές, η 

βέλτιστη τιµή για το Ν είναι αυτή που δίνει αποτελέσµατα όσο το δυνατόν πλησιέστερα 

στα αντίστοιχα αποτελέσµατα που προκύπτουν για τον ακριβή πυρήνα. Ωστόσο, ένας a 

priori υπολογισµός της τιµής αυτής δεν είναι δυνατός. Στην πραγµατικότητα, το 

κριτήριο σύγκλισης µεταξύ των ανωτέρω λύσεων µπορεί να διατυπωθεί µε πολλούς 

διαφορετικούς τρόπους. Για παράδειγµα, µπορεί να θεωρηθεί ότι οι λύσεις 

προσεγγίζουν η µία την άλλη όταν οι αγωγιµότητες στο σηµείο τροφοδοσίας 

συγκλίνουν µεταξύ τους , ή όταν οι τιµές του { },Im /ex nI V  είναι κοντά σ’ αυτές του 

{ },Im /ap nI V  για 1<<n N<< . 

Κλείνουµε την παρούσα παράγραφο µε µία αναφορά στα σφάλµατα 

στρογγυλοποίησης, επικεντρώνοντας το ενδιαφέρον µας στις ιδιότητες των πινάκων της 

(2.5). Οι πίνακες που προκύπτουν από την διακριτοποίηση µιας ολοκληρωτικής 

εξίσωσης Fredholm πρώτης τάξης, όπως είναι η εξίσωση που εξετάζουµε, έχουν, 

τυπικά, µεγάλο δείκτη κατάστασης (condition number). Σε ένα γραµµικό σύστηµα της 

µορφής Ax b= , ο ανωτέρω δείκτης ορίζεται ως η µέγιστη τιµή του λόγου του σχετικού 

σφάλµατος της ζητούµενης λύσης x προς το αντίστοιχο σφάλµα του πίνακα b και 

υπολογίζεται µέσω του γινοµένου 1A A−
i  όπου ο τελεστής i , στην παρούσα 

διατριβή, αντιστοιχεί στη νόρµα 1ης τάξης (βλέπε Σχήµατα 2.3 και 4.5). Στην ανωτέρω 

σχέση δύναται να χρησιµοποιηθεί και άλλου τύπου νόρµα όπως για παράδειγµα η 

νόρµα 2ης τάξης 
2
i , απειροστής τάξης 

∞
i  ή η νόρµα του Frobenius 

F
i  ορίζοντας 

αντίστοιχα τον δείκτη κατάστασης 2ης τάξης, απειροστής τάξης ή Frobenius. Ο δείκτης 

κατάστασης έχει τιµές µεγαλύτερες της µονάδας και όπως προκύπτει από τον ορισµό 

του είναι ενδεικτικό της ευαισθησίας των πινάκων σε σφάλµατα στρογγυλοποίησης. 

Συνεπώς, η παρουσία πινάκων µε µεγάλο δείκτη κατάστασης σε ένα γραµµικό 

σύστηµα, όπως το (2.5), το καθιστούν ευαίσθητο σε τέτοιου είδους σφάλµατα. Πιο 
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συγκεκριµένα, στην περίπτωση του συστήµατος (2.5) µέτρο της προαναφερθείσας 

ευαισθησίας αποτελεί ο δείκτης κατάστασης του πίνακα Α [30]. Συνήθως, η ευαισθησία 

του συστήµατος εξαρτάται από την συνάρτηση του πυρήνα που εφαρµόζεται στην 

ολοκληρωτική εξίσωση. Συγκεκριµένα, όσο πιο οµαλή είναι η συνάρτηση του πυρήνα 

τόσο µεγαλύτερη είναι η ευαισθησία (και κατ’ επέκταση ο δείκτης κατάστασης του 

πίνακα Α). Στην περίπτωση εφαρµογής της ( )exK z , για παράδειγµα, που παρουσιάζει 

λογαριθµική ιδιοµορφία στο 0z =  για κάθε τιµή του ka, τα αριθµητικά αποτελέσµατα 

δεν επηρεάζονται σηµαντικά από σφάλµατα στρογγυλοποίησης. Με άλλα λόγια, ένας 

συνηθισµένος σηµερινός υπολογιστής µπορεί εύκολα να επιλύσει γραµµικά συστήµατα 

µε τον ανωτέρω πυρήνα (όπως αυτό στην (2.5)) χωρίς σφάλµατα, ακόµα και για πολύ 

µεγάλες τιµές του Ν. Σχετικές αναφορές γίνονται στην [24]. 
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Σχήµα 2.3: Λογάριθµος του δείκτη κατάστασης c (1ης νόρµας) ως συνάρτηση του Ν. 

/ ,  /h 0.25 a 0.007022λ λ= =  και / ,  /h 0.5 a 0.014044λ λ= =  (συνεχής γραµµή); 

/ ,  /h 0.5 a 0.007022λ λ= =  (διακεκοµµένη γραµµή). Παρατηρούµε ότι όταν ο λόγος /h a 

είναι σταθερός, τα διαγράµµατα συµπίπτουν στην κλίµακα του σχήµατος.  
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Για την περίπτωση του προσεγγιστικού πυρήνα, η κατάσταση είναι διαφορετική. 

Η ( )apK z  είναι αναλυτική συνάρτηση του z αλλά το πραγµατικό της µέρος όταν 

1ka<<  παρουσιάζει µία µεγάλη κορυφή στο 0z = . Αριθµητικά αποτελέσµατα 

(συγκεκριµένα, εκτιµήσεις του δείκτη κατάστασης - βλέπε Σχήµα 2.3) δείχνουν ότι η 

παράµετρος 0/a z  (ή /Na h) είναι αυτή που επηρεάζει σηµαντικά την ευαισθησία του 

συστήµατος (2.5) (δείκτη κατάστασης). Όταν έχει µεγάλες τιµές ο δείκτης κατάστασης 

και, εποµένως, η ευαισθησία του συστήµατος αυξάνονται ραγδαία. Για δεδοµένες τιµές 

των /a λ  και /h λ , καθώς το Ν αυξάνει, το σφάλµα στρογγυλοποίησης γίνεται, ταχέως, 

ο επικρατέστερος παράγοντας, επισκιάζοντας την πραγµατική συµπεριφορά της 

αριθµητικής λύσης. Στο Σχήµα 2.3 απεικονίζεται η σχέση µεταξύ της παραµέτρου Ν και 

του δείκτη κατάστασης (1ης νόρµας). Σηµειώνουµε ότι τα διαγράµµατα του Σχήµατος 

2.3 δεν αφορούν µόνο την Γ∆Σ. Εξαρτώνται, µόνο, από το αριστερό µέλος της 

εξίσωσης του Hallén µε τον προσεγγιστικό πυρήνα και συνεπώς είναι ανεξάρτητα της 

πηγής που διεγείρει την κεραία (δεξί µέλος της HE). Όπως θα δούµε στη συνέχεια τα 

διαγράµµατα αυτά συµπίπτουν και µε τα αντίστοιχα που προκύπτουν από την 

εφαρµογή άλλων αριθµητικών µεθόδων στην HE στις οποίες τα στοιχεία του πίνακα Α 

είναι κοινά για κοινές τιµές παραµέτρων. 

 

2.8 Επεκτάσεις σε Άλλες Αριθµητικές Μεθόδους και 
Εξισώσεις 

 

Στην παράγραφο αυτή αναφέρουµε κάποιες επεκτάσεις, των συµπερασµάτων που 

εξήχθησαν ανωτέρω, σε άλλες αριθµητικές µεθόδους και εξισώσεις. Συγκεκριµένα, 

εξετάζουµε ποια από τα αποτελέσµατα που προσδιορίσαµε είναι ανεξάρτητα από την 

επιλογή των συναρτήσεων βάσης και δοκιµής και ποια όχι.  

 

Επέκταση (1): Αρχικά αποδεικνύουµε ότι, µε µία απλή τροποποίηση, τα 

σπουδαιότερα συµπεράσµατα που προσδιορίσαµε ισχύουν και για µία άλλη αριθµητική 

µέθοδο. Στην µέθοδο αυτή (που θα αποκαλούµε «Μέθοδο Β») υποθέτουµε λύση της 

µορφής ( )
( )

1

1

( ),   1.
N

n n
n N

I z I t z n N
−

=− −

≅ ≤ −∑  Οι παράµετροι Ν και 0z  συνδέονται µε την 

σχέση 0=Nz h. ( )nt z  είναι η τριγωνική συνάρτηση που δίνεται στην (1.39). Οι 
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άγνωστοι nI  και C  υπολογίζονται ώστε η (2.1) να είναι αληθής στα σηµεία 0z lz= , 

l N≤ . Το σύστηµα εξισώσεων που προκύπτει είναι το ακόλουθο: 

 

( )
( ) ( )

1
0

0 0 0
1 0

sin cos ,    0, 1,...,  
2

N

l n n
n N

iVz
A I k l z z C klz l N

ζ

−

−
=− −

= + = ± ±∑                           (2.43) 

 

όπου οι συντελεστές lA  δίνονται από την (2.6). Η Μέθοδος Β µπορεί να υλοποιηθεί 

όπως η αρχική µας µέθοδος, δεδοµένου ότι η (2.43) είναι ισοδύναµη µε την (2.7) και τα 

δύο συστήµατα Toeplitz στην (2.5), µε ( ) ( )1 2
n n nI I CI= + , 0NI ± = , 

( ) ( ) ( )1
0 0 0/ 2 sinlB iVz k l zζ=  και ( ) ( )2

0 0cos .lB z klz=   

Παρατηρούµε ότι η διαφορά µεταξύ των δύο µεθόδων έγκειται αποκλειστικά στην 

διαφορά µεταξύ των µεγεθών ( )1
lB  και  ( )2

lB  στις δύο περιπτώσεις. Αν  ( )1
,l BB  και ( )2

,l BB  τα 

µεγέθη αυτά στην Μέθοδο Β και ( )1
lB , ( )2

lB  τα αντίστοιχα µεγέθη της αρχικής µεθόδου, 

εύκολα προκύπτει, από τα ανωτέρω και τις (2.3α)-(2.3β), ότι για την πεπερασµένη 

κεραία: 

 

( )

( ) ( )

2
, 0
2

0

/ 2

sin / 2
l B

l

B kz

kzB
=                                                                                                      (2.44) 

 

και  

 

( )

( ) ( )
01

,
01

/ 2
,   0

sin / 2

0,                0

l B

l

kz
lB

kz
B

l

 ≠
= 

 =

                                                                                        (2.45) 

 

Συνεπώς, η αριθµητική µέθοδος της παραγράφου 2.2 έχει έναν επιπλέον όρο για 0l = . 

Οι υπόλοιποι όροι διαφέρουν ως προς έναν ολικό πολλαπλασιαστικό παράγοντα ο 

οποίος τείνει στην µονάδα καθώς 0 0kz → .  

Εφαρµόζοντας την Μέθοδο Β στην άπειρη κεραία (βλέπε εξίσωση (2.9)) 

υποθέτουµε λύση της µορφής: 
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( ) ( ),   n n
n

I z I t z
∞

=−∞

≅ ∑     z < +∞                                                                                  (2.46) 

 

όπου η ( )nt z  δίνεται στην (1.39). Υποθέτοντας ότι η (2.9) ικανοποιείται στα σηµεία 

0z lz=  µε 0, 1, 2,... l = ± ± και πολλαπλασιάζοντας τα δύο µέλη της (2.9) µε 0z ,  

προκύπτει το σύστηµα: 

 

00

0

,
2

ik l z
l n n

n

z
A I Ve

ζ

∞

−
=−∞

=∑       0, 1, 2,... l = ± ±                                                               (2.47) 

 

όπου οι συντελεστές lA  δίνονται από την (2.6).  Παρατηρούµε ότι οι εξισώσεις (2.19)-

(2.20) και (2.47), των δύο µεθόδων αντίστοιχα, διαφέρουν µόνο ως προς τον όρο lB  

και µάλιστα, αν  B
lB  ο όρος αυτός στην περίπτωση της Μεθόδου Β,  από τις (2.20) και 

(2.47) παίρνουµε:  

 

( )
0

00

1,           0

/ 2 1
,  0

sin / 2
1 tan

4

B
l

l

l

B kz
l

kzB kz
i

≠


= =
  +    

                                                                    (2.48) 

 

Εποµένως, οι όροι του δεξιού µέλους της (2.47) (Μέθοδος Β) διαφέρουν από τους 

αντίστοιχους της (2.19) (αρχική µέθοδος) κατά έναν πολλαπλασιαστικό παράγοντα ο 

οποίος τείνει στην µονάδα καθώς 0 0kz →  για κάθε τιµή του l. Ακολουθώντας τις 

διαδικασίες των παραγράφων 2.5 και 2.6 παρατηρούµε ότι (βλέπε Παράρτηµα Β): 

 

α) µε τον ακριβή πυρήνα, καταλήγουµε στην εξίσωση (2.29) και κατ’ επέκταση 

στην  (2.15) καθώς 0 0z → , όπως και στην προηγούµενη αριθµητική µέθοδο, 

 

β) µε τον προσεγγιστικό πυρήνα, ενώ η (2.42) εξακολουθεί να ισχύει, το δεξί 

µέλος της (2.38) πρέπει να τροποποιηθεί. Η τροποποίηση έγκειται στην προσθήκη του 

παράγοντα 2 στον ασυµπτωτικό τύπο (2.38). 
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Για την πεπερασµένη κεραία , έχει επαληθευτεί από τους αριθµητικούς υπολογισµούς 

ότι, για µικρά n, οι τιµές του { },Im /ap nI V  που προκύπτουν από την Μέθοδο Β όταν 

0 / /z aλ λ<<  είναι µεγάλες, ταλαντώνονται ραγδαία και προσεγγίζουν ικανοποιητικά 

τις αντίστοιχες τιµές της τροποποιηµένης (2.38). 

 

Επέκταση (2): Για την περίπτωση του προσεγγιστικού πυρήνα, αναφέρουµε εν 

συντοµία άλλες µορφές της Μεθόδου των Ροπών [10], υποθέτοντας έναν µεγάλο 

αριθµό από συναρτήσεις βάσης: δεν µπορούµε να αναµένουµε (όπως επιβεβαιώνει ο 

παράγοντας 2 που αναφέραµε ανωτέρω) τα ίδια αποτελέσµατα εάν εφαρµόσουµε άλλες 

αριθµητικές µεθόδους και συνεπώς τα ποσοτικά αποτελέσµατα, όπως η ασυµπτωτική 

έκφραση (2.38), ισχύουν µόνο όταν εφαρµοστεί η αριθµητική µέθοδος που αναλύσαµε 

στην παράγραφο 2.2. Από ποιοτικής απόψεως, ωστόσο, πολλά από τα αποτελέσµατα 

αυτού του κεφαλαίου ισχύουν για άλλες αριθµητικές µεθόδους. Για παράδειγµα, 

µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την µέθοδο Galerkin µε άρτιο αριθµό 2Ν παλµικών 

συναρτήσεων. Το τελευταίο είναι ισοδύναµο µε την τροποποίηση της (2.3α) στη 

µορφή: 

 

[ ] ( ) ( )1

0
0

( ') ( ') ( ') ' sin ,    0
2

h i
K z z K z z I z dz V k z z h

ζ
− + + = < <∫                             (2.49) 

 

(οµοίως για την εξίσωση (2.3β)), χρησιµοποιώντας Ν παλµικές συναρτήσεις στο 

διάστηµα ( )0,h . Όταν /N h λ>> , παίρνουµε λύσεις µε µεγάλες, ταχέως 

ταλαντούµενες τιµές. Παρόµοιες λύσεις παίρνουµε χρησιµοποιώντας την Τεχνική 

Σηµειακής Ισότητας - ΤΣΙ (Point – Matching Technique) για τον υπολογισµό των 

συντελεστών των Ν παλµικών συναρτήσεων, ή όταν εφαρµόζουµε την µέθοδο Galerkin 

µε την υπέρθεση τριγώνων [10] (µε µισά τρίγωνα στα άκρα 0z =  και z h= ) ως 

συναρτήσεων βάσης. Αν αντικαταστήσουµε τα προαναφερθέντα τρίγωνα µε τις 

τµηµατικά ηµιτονοειδής συναρτήσεις της εξίσωσης (1.40), οι λύσεις παραµένουν 

οπτικά ταυτόσηµες [16], [31].   

 

Επέκταση (3): Ο προσεγγιστικός πυρήνας (η επεκτάσεις αυτού) χρησιµοποιείται 

και σε άλλες ολοκληρωτικές ή ολοκληρωτικο-διαφορικές εξισώσεις κατανοµών 

ρεύµατος σε γραµµικές κεραίες. Τέτοιου είδους εξισώσεις, επίσης, χρησιµοποιούνται 
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και σε µη ευθύγραµµες κεραίες. Για τις ανωτέρω εξισώσεις έχουν αναφερθεί στην 

βιβλιογραφία [14], [15], [17], [32] λύσεις µε µεγάλες και ραγδαίως ταλαντούµενες 

τιµές (όταν ο αριθµός των συναρτήσεων βάσης είναι µεγάλος). Η ανάλυση µας στο 

παρόν κεφάλαιο, αν και δεν είναι άµεσα εφαρµόσιµη σε πιο πολύπλοκες περιπτώσεις, 

αποτελεί ένδειξη ότι οι παρατηρούµενες ταλαντώσεις δεν οφείλονται σε σφάλµατα 

στρογγυλοποίησης, και θα παρατηρούνταν ακόµα και στην περίπτωση χρήσης 

υπολογιστών µε άπειρο µήκος λέξης.    

 

Επέκταση (4): Η εξίσωση που προκύπτει από την εφαρµογή του τελεστή 

2 2/ z kℑ = ∂ ∂ +  στην (2.1) είναι: 

 

( )
2

2
2

0

( ') ( ') ' ,        
h

h

iVk
k K z z I z dz z z h

z
δ

ζ

+

−

 ∂
+ − = < ∂ 

∫                                            (2.50) 

 

Η εξίσωση (2.50), η οποία (για το σωληνοειδές δίπολο) πρέπει να λυθεί λαµβάνοντας 

υπόψη την συνθήκη ( ) =0I h± , είναι ειδική περίπτωση της εξίσωσης Pocklington (1.17) 

για την Γ∆Σ και απαιτεί διαφορετική ανάλυση. Για συντοµία, υλοποιούµε όλους τους 

υπολογισµούς θεωρώντας µόνο την περίπτωση όπου apK K= . Με 0Nz h= , 

υποθέτουµε («Μέθοδος Γ») ως συναρτήσεις βάσης 2Ν-1, σε πλήθος, τριγωνικές 

συναρτήσεις ( )nt z  και ως συναρτήσεις δοκιµής, της τµηµατικά ηµιτονοειδής 

συναρτήσεις της (1.40). Όπως έχει τονιστεί στο [31] η ανωτέρω µέθοδος οδηγεί στον 

υπολογισµό απλών ολοκληρωτικών εκφράσεων, χωρίς παραγώγους, για τα στοιχεία του 

πίνακα Α. Στην [16] αποδεικνύεται αναλυτικά ότι τα αποτελέσµατα ,ap nI  που 

προκύπτουν για κάθε πεπερασµένη τιµή του Ν, ελλείψει σφαλµάτων 

στρογγυλοποίησης, ταυτίζονται µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα που προκύπτουν κατά 

την εφαρµογή της Μεθόδου Β στην (2.1). Η τελευταία παρατήρηση επαληθεύεται 

αριθµητικά στην [33, παρ. 6]. Επίσης στην [33, παρ. 5] αποδεικνύεται αναλυτικά ότι τα 

αποτελέσµατα που εξάγονται, κατά την εφαρµογή των δύο µεθόδων, στην άπειρη 

κεραία ταυτίζονται. Κατά συνέπεια, τα σηµαντικότερα συµπεράσµατα των 

προηγούµενων παραγράφων, εξακολουθούν να ισχύουν όταν εφαρµόζεται η Μέθοδος Γ 

στην ολοκληρωτικο-διαφορική εξίσωση (2.50). Συγκεκριµένα, όταν /N h λ>> , 

παρατηρούµε την παρουσία ταλαντώσεων πλησίον του σηµείου τροφοδοσίας. Οι 
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ταλαντούµενες τιµές προσεγγίζουν αρκετά αυτές της (2.38) όταν το δεξιό µέλος της 

τελευταίας πολλαπλασιαστεί µε 2.  

Ο πίνακας Α, και οι αριθµητικές λύσεις ,ap nI , παραµένουν ίδιες, και τα 

συµπεράσµατά µας εξακολουθούν να ισχύουν αν α) γίνει εναλλαγή µεταξύ των 

συναρτήσεων βάσης και δοκιµής στην Μέθοδο Γ ή αν β) η Μέθοδος Γ εφαρµοστεί 

στην ολοκληρωτική εξίσωση που προκύπτει περνώντας τον τελεστή ℑ  µέσα στο 

ολοκλήρωµα της (2.50). Υπενθυµίζουµε ότι µε τον ακριβή πυρήνα η ανωτέρω 

εναλλαγή δεν θα ήταν θεµιτή (βλέπε παρ. 1.4). Ταλαντώσεις, τέλος, παρατηρούνται µε 

την εφαρµογή και άλλων αριθµητικών µεθόδων στην (2.50).   

 

2.9 Συµπεράσµατα 

 
Το παρόν κεφάλαιο, που περιγράφεται στην [1], αποτελεί αφετηρία και σηµείο 

αναφοράς για την µελέτη που θα ακολουθήσει στα επόµενα κεφάλαια. 

Χρησιµοποιήσαµε την αριθµητική µέθοδο Galerkin µε παλµικές συναρτήσεις και 

εξετάσαµε, εκτενώς, τις δυσκολίες που προκύπτουν από την εφαρµογή της τελευταίας 

στην εξίσωση του Hallén (2.1). Χρήσιµο εργαλείο στην ανωτέρω ανάλυση αποτέλεσε η 

αναλυτική µελέτη της άπειρης κεραίας. Για την πεπερασµένη κεραία, και για τον 

προσεγγιστικό πυρήνα, τα κυριότερα συµπεράσµατα του κεφαλαίου συνοψίζονται στα 

εξής: 

 

α) στην αναπότρεπτη παρουσία ταλαντώσεων του { }Im /nI V  πλησίον του 

σηµείου τροφοδοσίας όταν ο αριθµός Ν των παλµών ικανοποιεί την /N h a>> , 

 

β) στην επέκταση του ανωτέρω συµπεράσµατος σε άλλες αριθµητικές µεθόδους 

(άλλη επιλογή συναρτήσεων βάσης/ δοκιµής), 

 

γ) στην εξαγωγή του συµπεράσµατος α) στην περίπτωση της εξίσωσης 

Pocklington (2.50). 

 

Αν και θα έπρεπε να αναµένουµε κάποια µη φυσιολογική συµπεριφορά των 

αποτελεσµάτων, όχι λόγω σφαλµάτων στρογγυλοποίησης αλλά εξαιτίας της εφαρµογής 
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µιας αριθµητικής διαδικασίας σε µία µη επιλύσιµη ολοκληρωτική εξίσωση, εν τούτοις, 

τα πλάτη των προαναφερθέντων ταλαντώσεων αυξάνονται σχεδόν εκθετικά µε το N. Οι 

µεγάλες ταλαντούµενες τιµές είναι συνέπεια των ιδιοτήτων του προσεγγιστικού πυρήνα 

και της µορφής του δεξιού µέλους της ολοκληρωτικής εξίσωσης. Το σφάλµα 

στρογγυλοποίησης είναι απόρροια της µεγάλης τιµής του δείκτη κατάστασης των 

πινάκων (και ιδιαίτερα του πίνακα Α) του συστήµατος που επιλύουµε κατά την 

αριθµητική διαδικασία. Είναι ανεξάρτητο από αυτά που αναφέραµε ανωτέρω 

(παρουσία ταλαντώσεων) αλλά δύναται να έχει σηµαντική επίδραση στα αριθµητικά 

αποτελέσµατα. 

Σε πρακτικές εφαρµογές, τα τελικά µεγέθη που µας ενδιαφέρουν υπολογίζονται 

τόσο από το πραγµατικό όσο και από το φανταστικό µέρος των αποτελεσµάτων (όπως 

για παράδειγµα η σύνθετη αντίσταση εισόδου της κεραίας). Με τον ακριβή πυρήνα, η 

κύρια δυσκολία στον ανωτέρω υπολογισµό έγκειται στο γεγονός ότι 

( ){ }Im 0 /I V = −∞ , γεγονός που είναι εµφανές στα αριθµητικά µας αποτελέσµατα. Για 

την περίπτωση του προσεγγιστικού πυρήνα, τα πράγµατα είναι πιο πολύπλοκα. ∆εν 

δύναται να επιλεχθεί µικρό πλάτος παλµού 0 /z λ , και σπάνια βρίσκουµε στην 

βιβλιογραφία πολύ µικρές τιµές για το 0 /z λ . Αντιθέτως, πρέπει να επιλεχθεί, αυστηρά, 

είτε η παράµετρος 0 /z λ  µεγαλύτερη ή περίπου ίση µε /a λ  και παράλληλα 

0 / /z hλ λ<<  είτε η παράµετρος Ν µικρότερη ή περίπου ίση µε /h a και 1N >> . Η 

επιλογή του Ν  θα πρέπει να βασιστεί στην παράµετρο /h a  παρά στο πλήθος των 

σηµείων ανά µήκος κύµατος. Όταν το Ν κυµαίνεται στο προαναφερθέν διάστηµα, 

µπορούν να εξαχθούν, σε πολλές περιπτώσεις, χρήσιµες τιµές για την σύνθετη 

αγωγιµότητα. Τέτοια αποτελέσµατα συναντώνται συχνά στην βιβλιογραφία. Ωστόσο, 

δεν αναφέρεται κάποια συστηµατική εκ των προτέρων διαδικασία για την επιλογή της 

βέλτιστης τιµής του N, πέρα από το γεγονός ότι η καλύτερη επιλογή είναι αυτή που θα 

δώσει τις πλησιέστερες τιµές σ’ αυτές που προκύπτουν µε τον ακριβή πυρήνα.   
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Παράρτηµα Α 

 

H Εξίσωση του Hallén για την Άπειρη Κεραία (2.9)  

 

Η ΗΕ που δίνεται στην (2.1) εξακολουθεί να ισχύει όταν h = ∞ . Παρατηρούµε ότι 

το δεξιό µέλος αυτής µπορεί να γραφεί υπό τη µορφή ( ) ( )1 2exp expD ik z D ik z+ − , 

όπου 1D  και 2D  ανεξάρτητα του z. Εκτός από µία γενική σταθερά, το δεξιό αυτό µέλος 

της εξίσωσης εκφράζει το διανυσµατικό δυναµικό και, όταν z → ±∞ , θα πρέπει να 

αναπαριστά ένα αποµακρυνόµενο κύµα. Επειδή έχουµε υποθέσει χρονική εξάρτηση 

i te ω− , 2 0D = , και λύνοντας ως προς C παίρνουµε τελικά 0/ 2C V ζ= . Με την τελευταία 

σταθερά C και µε h = ∞ , η (2.1) µας δίνει την εξίσωση του Hallén για την άπειρη, σε 

µήκος, κεραία (2.9). 
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Παράρτηµα B 

 

Εφαρµογή της Μεθόδου Β στην Άπειρη Κεραία  
 

Β.1 Επαλήθευση των Εξισώσεων (2.29) και (2.42)  

 

Το, απείρων διαστάσεων, σύστηµα Toeplitz (2.47) µπορεί να επιλυθεί σε κλειστή 

µορφή κατ’ αναλογία µε το (2.19) όπως περιγράψαµε στην παράγραφο 2.5. Έστω 

( ) ( ),B BI Aθ θɶɶ  και ( )BB θɶ  οι σειρές Fourier της Μεθόδου Β (µε συντελεστές ,B B
l lI A  

και B
lB  αντίστοιχα), που δίνονται (κατ’ αντιστοιχία µε την αρχική µέθοδο) από τις 

(2.21), και  ( ) ( ),I Aθ θɶɶ ,  ( )B θɶ  οι αντίστοιχες σειρές της αρχικής µεθόδου (µε  

συντελεστές ,l lI A  και lB  αντίστοιχα). Ισχύει ( ) ( ) ( )B B BA I Bθ θ θ=ɶ ɶ ɶ  και επειδή 

σύµφωνα µε τα αναφερθέντα στην παράγραφο 2.8 B
l lA A=  οπότε και ( ) ( )BA Aθ θ=ɶ ɶ  η 

(2.22) τροποποιείται στην: 

 

1 ( )

2 ( )

B
B in
n

B
I e d

A

π θ

π

θ
θ

π θ
−

−
= ∫

ɶ

ɶ
     { }( )Im 0k > .                                                                (Β.1) 

 

Από τις (2.21) και (2.48) παίρνουµε:  

 

( )
( )

( ) ( )
( )

0 0
0 0

0 0

/ 2 / 2

sin / 2 sin / 2
B

l

kz kz
B B D kz B

kz kz
θ θ =

 
= + − 

 
ɶ ɶ ,                                          (Β.2) 

 

όπου  

( )
( )

0
0

00

/ 2 1

sin / 2
1 tan

4

kz
D kz

kzkz
i

 
 
 =

  +     

.                                                                       (B.3) 

 

Τα ( )B θɶ  και 0lB =  δίνονται από τις (2.23) και (2.20) αντίστοιχα. 
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Η εξίσωση (B.2), λόγω της (2.23), έχει νόηµα για πραγµατικές τιµές του k εκτός 

από 0/k zθ= ± . Εποµένως, µπορούµε να θεωρήσουµε και εδώ την αναλυτική συνέχιση 

της (Β.2) για πραγµατικές τιµές του k αν η διαδροµή ολοκλήρωσης στην (Β.2) διέρχεται 

κάτωθεν του σηµείου 0kzθ =  και άνωθεν του 0kzθ = − . Επιπλέον, η ( )BB θɶ  είναι άρτια 

συνάρτηση και εποµένως η (B.1) µπορεί να γραφεί (τροποποιηµένη (2.26)): 

 

( )
0

1 ( )
cos ,

( )

B
B
n

B
I n d

A

π θ
θ θ

π θ
= ∫

ɶ

ɶ
   0, 1, 2,... n = ± ±     (k πραγµατικό)                             (B.4) 

 

όπου η διαδροµή ολοκλήρωσης διέρχεται κάτω από το κλαδικό σηµείο 0kzθ = . Από τις 

(Β.2) και (Β.3) παρατηρούµε ότι καθώς 0 0z → , ( ) ( )BB Bθ θɶ ɶ∼  και εποµένως από την 

(2.28) παίρνουµε: 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
2

0
2 22

0 0

1 cos
2

2 sin / 2 / / 2

B kziV
B

k kz

θ

θ
ζ θ θ θ

 +  
 −

−   

ɶ ∼ .                                                     (Β.5) 

   

Από τις (Β.5), (2.27) και (Β.4) παίρνουµε τελικά την (2.29). Η (2.42) προκύπτει 

απευθείας από την (2.29) µέσω της διαδικασίας που περιγράφεται στην παράγραφο 2.6. 

 

Β.2 Υπολογισµός της Τροποποιηµένης (2.38) 

 
Όπως αναφέρθηκε στην παράγραφο 2.8, η διαφορά µεταξύ της µεθόδου της 

παραγράφου 2.2 και της Μεθόδου Β, κατά την εφαρµογή τους στην άπειρη κεραία, 

οφείλεται στην διαφορά που παρουσιάζει το δεξιό µέλος των εξισώσεων (2.19) και 

(2.47). Στο Παράρτηµα Β.1, ακολουθώντας την ανάλυση της παραγράφου 2.5, είδαµε 

ότι η διαφορά αυτή στην περίπτωση όπου το ολοκλήρωµα (Β.4) συγκλίνει (περίπτωση 

του ακριβούς πυρήνα και του πραγµατικού µέρους του ρεύµατος µε τον προσεγγιστικό 

πυρήνα) δεν επηρεάζει το τελικό αποτέλεσµα καθώς ( ) ( )BB Bθ θɶ ɶ∼  όταν 0 0z → . 

Αντίθετα, στην περίπτωση του φανταστικού µέρους του ρεύµατος µε τον προσεγγιστικό 

πυρήνα τα πράγµατα είναι διαφορετικά. Αυτό οφείλεται αφενός στο γεγονός ότι τα 

ολοκληρώµατα (2.26), (Β.4) αποκλίνουν αφετέρου στο γεγονός ότι καθ’ όλη την 
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ανάλυση της παραγράφου 2.6 δεν χρησιµοποιήθηκε η ασυµπτωτική προσέγγιση της 

(2.23) για µικρά 0z . Ωστόσο, οι εξισώσεις (2.32)-(2.36) εξακολουθούν να ισχύουν αν 

στη θέση του Bɶ  τοποθετήσουµε το BBɶ . Από τις (Β.2), (Β.3) και (2.23), παίρνοντας, 

κατά τα γνωστά, το ανάπτυγµα Taylor της τροποποιηµένης πλέον (2.36) µε κέντρο το 

0 / 0z a=  καταλήγουµε στην: 

 

25/ 2
0 0 0

0

1 5
; , 1 tanh

8 cosh 2
B z z zV

g x ka i x x O
a x a a

π
ζ π

      = − − +              
                          (Β.6) 

 

Από τις (Β.6) και (2.37) όµως παρατηρούµε ότι 0 0; , 2 ; ,B z z
g x ka g x ka

a a
   =   
   

 και 

συνεπώς λόγω της (2.35) είναι: 

 

 0 0 0 0, , 2 , ,B z z z z
f ka n f ka n

a a a a
   =   
   

                                                                         (B.7) 

 

Από τις (Β.7) και (2.34) παίρνουµε τελικά την τροποποιηµένη (2.38).         
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Παράρτηµα Γ 

 

Eιδικές Συναρτήσεις (Special Functions)   
 

Κύριος σκοπός του Παραρτήµατος Γ είναι να δώσουµε τους ορισµούς και 

ορισµένες ασυµπτωτικές προσεγγίσεις (ή και αναπτύξεις) των ειδικών συναρτήσεων 

που χρησιµοποιούµε στην παρούσα διατριβή. Η βιβλιογραφία διαθέτει πολλούς 

ισοδύναµους ορισµούς για τις ειδικές συναρτήσεις. Εδώ επιλέγουµε τους ορισµούς και 

τους συµβολισµούς που αναφέρονται στο [27].  

 

Γ.1 H Συνάρτηση Γάµµα (Gamma Function) 

 

H συνάρτηση Γάµµα ( )zΓ  αποτελεί ίσως την πιο γνωστή και ευρέως 

χρησιµοποιούµενη ειδική συνάρτηση. Στην παρούσα διατριβή θα χρησιµοποιηθεί για 

τον ορισµό των συναρτήσεων Bessel στα Παραρτήµατα Γ.2 και Γ.3.   

Σύµφωνα µε το Κεφάλαιο 3 του [27] ορίζουµε την ( )zΓ  ως ακολούθως: 

 

( ) { }1

0
,      Re 0z tz t e dt z

∞ − −Γ = >∫                                                                                 (Γ.1) 

 

όπου ο περιορισµός { }Re 0z >  εξασφαλίζει την σύγκληση του ολοκληρώµατος στο 

0t = . Επειδή ( )1 ln1 z tzt e −− =  η πρώτη παράγωγος ( )z′Γ  θα δίνεται από την σχέση: 

 

( ) { }1

0
ln ,      Re 0z tz t e tdt z

∞ − −′Γ = >∫                                                                           (Γ.2) 

 

Από την (Γ.1) αποδεικνύεται [27, (3.3)]: 

 

( ) ( ) 1

1
0

1 1
.

!

n

z t

n

z t e dt
n z n

∞ ∞ − −

=

−
Γ = +

+∑ ∫                                                                             (Γ.3) 
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Η εξίσωση (Γ.3) ισχύει αρχικά για { }Re 0z > . Ωστόσο, το δεξιό µέλος της (Γ.3) έχει 

νόηµα για κάθε 0, 1, 2,...z ≠ − −  και για τον λόγο αυτό η ( )zΓ  µπορεί να επεκταθεί 

αναλυτικά για όλες τις τιµές του z∈ℂ  µε 0, 1, 2,...z ≠ − − . 

Από την (Γ.3) προκύπτει ότι η συνάρτηση ( )zΓ  έχει απλούς πόλους στα σηµεία 

0, 1, 2,...z = − − µε υπόλοιπα: 

 

( ) ( )1
,      0,1,2,...

!

n

z n
res z n

n=−

−
Γ = =                                                                               (Γ.4) 

 

Ολοκληρώνοντας την (Γ.1) κατά παράγοντες παίρνουµε: 

 

( ) ( ) { }1 ,     Re 0 z z z zΓ + = Γ >                                                                                   (Γ.5) 

 

Σηµειώνουµε ότι η (Γ.5) επεκτείνεται αναλυτικά για όλες τις τιµές του z∈ℂ . Από την 

εξίσωση (Γ.5) προκύπτει ότι: 

 

( )1 !,       0,1,2,... n n nΓ + = =                                                                                      (Γ.6) 

 

Αποδεικνύεται επίσης ότι [27, (3.7), (3.9)]: 

 

( ) ( )
( )

1
sin

z z
z

π
π

Γ Γ − =                                                                                               (Γ.7) 

 

και 

 

( ) ( )21 1
2 2

22 2
zz z z

 Γ = Γ Γ + 
 

                                                                                 (Γ.8) 

 

Για µεγάλες τιµές του z, η ( )zΓ  δίνει ένα τύπου Poincaré ασυµπτωτικό 

ανάπτυγµα της µορφής [27, (3.11)]: 
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( ) 1/ 2
2 3

1 1 1
2 1 ,

12 288
z zz z e O

z z z
π − −   Γ = + + +     

  καθώς  z → ∞  µε   .ph z π<      (Γ.9) 

 

Σηµειώνουµε ότι η (Γ.9) δεν ισχύει για { }Re 0z < . Το ανάπτυγµα (Γ.9), ή σε µερικές 

περιπτώσεις ο κύριος όρος αυτού, είναι γνωστό ως τύπος του Stirling (Stirling’ s 

Formula). Είναι εµφανές στην (Γ.9) ότι η ( )zΓ  αυξάνεται ραγδαία για µεγάλες θετικές 

τιµές του z. Η τελευταία παρατήρηση είναι σύµφωνη µε την εξίσωση (Γ.6).    

 

Γ.2 Συναρτήσεις Bessel και Hankel (Bessel and Hankel 
Functions) 
 

 
Οι συναρτήσεις Bessel (Bessel Functions) τάξης ν ορίζονται από τις σχέσεις: 

 

2

0

( 1)
( )

2 ! ( 1) 2

nn

n

z z
J z

n n

ν

ν ν

∞

=

  −  =    Γ + +   
∑              (Bessel 1ου είδους)                           (Γ.10)  

 

όπου ( 1)nνΓ + +  η συνάρτηση Γάµµα (βλέπε Παράρτηµα Γ.1), 

 

 

( )cos( ) ( )
( )

sin( )

J z J z
Y z ν ν

ν
πν
πν

−−
=                         (Bessel 2ου είδους)                            (Γ.11) 

                                                                                  

(1)( ) ( ) ( )H z J z iY zν ν ν= +                       (Bessel 3ου είδους- Hankel)                           (Γ.12)                                  

 

(2)( ) ( ) ( )H z J z iY zν ν ν= −                       (Bessel 3ου είδους- Hankel)                           (Γ.13)           

 

Σηµειώνουµε ότι στην (Γ.11), έχουµε απροσδιόριστη µορφή εάν ν 0, 1, 2,= ± ± …  . Για 

αυτές τις τιµές του ν, παίρνουµε το όριο στην (Γ.11).  

Για µικρά z , οι ασυµπτωτικές προσεγγίσεις των συναρτήσεων Bessel δεν έχουν 

πάντα απλή µορφή. ∆ίνουµε µερικές επιλεκτικά: Η (Γ.10) είναι και (συγκλίνουσα) 
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ασυµπτωτική ανάπτυξη της ( )J zν για µικρά z . Οι δύο πρώτοι όροι της (Γ.10) δίνουν 

την ασυµπτωτική σχέση: 

 

2 41 1
( ) ( )

2 ( 1) 4( 1)
J z z z O zν ν ν

ν ν ν ν
+ + 

= − + Γ + + 
   καθώς  0, 1, 2,z ν→ ≠ − − …    (Γ.14) 

 

από την οποία έπονται οι ισότητες 0(0) 1J =  και (0) 0 ( 1,2, )nJ n= = … . Επειδή 

1/ ( ) 0λΓ =  για 0, 1, 2,λ = − − …  (βλέπε Παράρτηµα Γ.1), η (Γ.14) δεν έχει νόηµα για 

1, 2,ν = − − … . Σηµειώνουµε όµως ότι ισχύει: 

 

( ) ( 1) ( ), 0, 1, 2,n
n nJ z J z n− = − = ± ± …                                                                       (Γ.15) 

 

Οι (Γ.10) και (Γ.11) δίνουν συγκλίνουσα ασυµπτωτική ανάπτυξη για την ( )Y zν . Ο 

επικρατέστερος όρος του αναπτύγµατος βρίσκεται εάν διακρίνουµε τις περιπτώσεις 

{ }Re 0ν > , { }Re 0ν =  και { }Re 0ν < . Εξετάζουµε µόνον την πρώτη περίπτωση: Για 

{ }Re 0ν >  έχουµε 
2 1

( ) ~
(1 )sin

Y z
z

ν

ν νν πν
−

Γ −
 καθώς 0z → , που µε χρήση της σχέσης 

(Γ.7) γράφεται: 

 

( )1 1
( ) ~ 2 ,Y z

z
ν

ν νν
π

− Γ      καθώς      { }0, Re 0z ν→ >                                         (Γ.16) 

 

Παρατηρούµε ότι η (Γ.16) παρουσιάζει αλγεβρική ιδιοµορφία στο 0z = . Στην ειδική 

περίπτωση της 0( )Y z  (µηδενικής τάξης) ισχύει [27, (A.26)]: 

 

( ) ( ) ( )
( )

2

0 0 2
0

1 12 2
( ) ln ,

2 2!

n n

n

nz z
Y z J z

n

ψ
π π

∞

=

− +   = −   
   

∑                                                 (Γ.17) 

 

όπου ( ) ( ) ( )/ ,z z zψ ′= Γ Γ  µε 0, 1, 2,...z ≠ − −  η συνάρτηση Psi (Psi Function). Oι 

πρώτοι όροι του ασυµπτωτικού αναπτύγµατος της (Γ.17) είναι: 
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2 2 4
0

2 2 1 1
( ) ln ln ( ln ),

2 2 2 2

z z
Y z z z O z z

γ γ
π π π π

−
= + − + +      καθώς     0z →              (Γ.18) 

 

όπου παρατηρούµε ότι η 0( )Y z  παρουσιάζει λογαριθµική ιδιοµορφία στο 0z = . 

Ολοκληρώνοντας, τα ασυµπτωτικά αναπτύγµατα των ( ) ( )1
0H z  και ( ) ( )2

0H z  για µικρές 

τιµές του z προκύπτουν άµεσα µέσω των σχέσεων (Γ.12), (Γ.13) και (Γ.17).    

Για την περίπτωση µεγάλων ορισµάτων ορίζουµε πρώτα τις βοηθητικές 

συναρτήσεις ( , )P xν  και ( , )Q xν  - για καθαρά πραγµατικές και θετικές τιµές της 

µεταβλητής x -  µέσω των ισοτήτων [27, (A.28), (A.29)]: 

 

[ ](1) 2 42
( ) ( , ) ( , )

i x

H x P x iQ x e
x

πν π

ν ν ν
π

 − − 
 = +                                                             (Γ.19) 

 

[ ](2) 2 42
( ) ( , ) ( , )

i x

H x P x iQ x e
x

πν π

ν ν ν
π

 − − − 
 = −                                                           (Γ.20) 

 

από τις οποίες, σύµφωνα µε τις (Γ.12) και (Γ.13), συνάγουµε ότι: 

 

2
( ) ( , ) cos ( , ) sin

2 4 2 4
J x P x x Q x x

xν

πν π πν π
ν ν

π
    = − − − − −    

    
                       (Γ.21) 

 

και 

 

2
( ) ( , ) sin ( , ) cos .

2 4 2 4
Y x P x x Q x x

xν

πν π πν π
ν ν

π
    = − − + − −    

    
                       (Γ.22) 

 

Τα ασυµπτωτικά αναπτύγµατα των βοηθητικών συναρτήσεων που ορίστηκαν ανωτέρω 

είναι [27, (A.32), (A.33)]: 
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καθώς     x → +∞ ,  και                                                                                                                                       
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∑ ⋯                             (Γ.24) 

καθώς     x → +∞ .   

 

Από τις σχέσεις (Γ.19) και (Γ.20) έπεται ότι οι συναρτήσεις Hankel έχουν ασυµπτωτικά 

αναπτύγµατα τύπου Poincaré, των οποίων οι πρώτοι όροι δίνονται από τις ακόλουθες 

εξισώσεις: 
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           (Γ.25) 

 

καθώς     x → +∞ , και 
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 − − −  = − − +  
  

         (Γ.26) 

 

καθώς     x → +∞ . 

 

Αντίστοιχα, οι πρώτοι όροι της ασυµπτωτικής ανάπτυξης των ( )J zν  και ( )Y zν  

προκύπτουν από τις (Γ.21) και (Γ.22) εάν κρατήσουµε τους επικρατέστερους όρους των 

(Γ.23) και  (Γ.24): 

 

22 (4 1)
( ) ~ cos sin ,

2 4 8 2 4
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   καθώς x → +∞    (Γ.25)                                         
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    καθώς x → +∞   (Γ.26)                                         
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Στις (Γ.23)-(Γ.26), το όρισµα x είναι µεγάλο, αλλά όχι η τάξη ν. Όταν και η τάξη είναι 

µεγάλη, υπάρχουν στη βιβλιογραφία άλλες ασυµπτωτικές προσεγγίσεις/ αναπτύξεις, η 

µορφή των οποίων εξαρτάται από το σχετικό µέγεθος των x, ν. Τέτοιου είδους 

αναπτύγµατα δεν χρησιµοποιούνται στην παρούσα διατριβή και για τον λόγο αυτό δεν 

αναφέρονται. Για µία συνοπτική αναφορά σ’ αυτές, ο αναγνώστης παραπέµπεται στο 

Παράρτηµα Α.4.3 του [27]. 

   

Γ.3 Τροποποιηµένες Συναρτήσεις Bessel (Modified Bessel 
Functions) 
 

Οι τροποποιηµένες συναρτήσεις Bessel (Modified Bessel Functions) ορίζονται 

από τις σχέσεις [27, (Α.45), (Α.46)]: 
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και  
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( ) ,
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I z I z
K z ν ν
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π
πν

− −
=                                                                                           (Γ.28) 

 

όπου z∈ℂ .  

Αντίστοιχα µε το Παράρτηµα Γ.2, η (Γ.27) είναι και ασυµπτωτική ανάπτυξη της 

( )I zν  για µικρά z . Για την ( )K zν , εύκολα βρίσκουµε σχέσεις παρόµοιες µε την (Γ.16), 

ενώ οι πρώτοι όροι της ασυµπτωτικής ανάπτυξης της 0( )K z  (µηδενικής τάξης) είναι 

[27, (Α.47)]: 

 

2
0( ) ln ( ln ),

2

z
K z O z zγ= − − +          καθώς        0z → ,                                           (Γ.29) 

 

όπου 0.57721566...γ =  η σταθερά του Euler.  
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Για µεγάλα και καθαρά πραγµατικά θετικά ορίσµατα x, οι ( )I xν  και ( )K xν   

αυξάνονται και µειώνονται αντίστοιχα εκθετικά σύµφωνα µε τις κάτωθι ασυµπτωτικές 

αναπτύξεις:  
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    καθώς    x → +∞                                       (Γ.30) 
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Κεφάλαιο 3  

 

Η Χρήση της Γεννήτριας Πεπερασµένου 
∆ιακένου (Finite Gap Generator) στις 
Ολοκληρωτικές Εξισώσεις Hallén και 
Pocklington  
 

3.1 Εισαγωγή 

 

Οι κυλινδρικές κεραίες που τροφοδοτούνται από οµοιόµορφα κατανεµηµένα 

πεδία κατά µήκος  πεπερασµένων - και όχι αποκλειστικά απειροστά µικρών -  

περιφερειακών ζωνών ή διακένων έχουν εξεταστεί ήδη από το 1941 όταν, στο 

εκτεταµένο έργο του [1], ο Schelkunoff παρουσίασε ένα µοντέλο κατανοµής ρεύµατος 

για την περίπτωση της άπειρης κεραίας. Λίγα χρόνια αργότερα, ο ίδιος συγγραφέας [2], 

[3] γράφει ότι οι διαφορές που εντοπίζονται µεταξύ των πεπερασµένων και απειροστά 

µικρών διακένων µπορούν να εξηγήσουν µερικές «ανακρίβειες» [2] στο µοντέλο του 

Hallén [4] για την σύνθετη αντίσταση εισόδου της κυλινδρικής κεραίας. 

Εντούτοις, µόλις το 1947 παρουσιάζεται η πρώτη δηµοσίευση που θέτει ως κύριο 

στόχο να αναλύσει την επίδραση του πεπερασµένου διακένου στη θεωρία των κεραιών 

[5]. Ο συγγραφέας της, Infeld (που, εννιά χρόνια νωρίτερα, σε συνεργασία µε τον 

Einstein είχε συγγράψει ένα βιβλίο µε διαφορετική θεµατολογία από αυτή των 

κεραιών), «προσπαθεί να ξεκαθαρίσει το πρόβληµα της σύγκλισης και αυτό της δοµής 

του διακένου» αντικαθιστώντας το απειροστά µικρό ∆-διάκενο των Stratton και Chu 

[6]-[8] από ένα διάκενο πεπερασµένου εύρους. Η εργασία του Infeld [5] σχετίζεται 

κυρίως µε σφαιρικές, σφαιροειδείς αλλά και κυλινδρικές κεραίες. 

Στα επόµενα χρόνια θα ακολουθήσουν περισσότερες εργασίες γι’ αυτό το µοντέλο 

τροφοδοσίας (πεπερασµένου διακένου). Στην εισαγωγή της δηµοσίευσης τους, το 1948, 

οι Albert και Synge [9] ισχυρίζονται ότι θα αναπτύξουν µια επαρκέστερη θεωρία για το 

διάκενο από τις αντίστοιχες που έχουν διατυπωθεί στο παρελθόν. Αν και οι 

ολοκληρωτικές εξισώσεις που παρουσίασαν αποδείχθηκαν αρκετά σηµαντικές τα 

επόµενα χρόνια (βλέπε, για παράδειγµα, [10]) κάποιες απ’ τις θέσεις τους που 
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αφορούσαν το διάκενο αργότερα αµφισβητήθηκαν: οι Albert και Synge αποκαλούν το 

διάκενο ως «το θεµελιώδες τµήµα του ακτινοβολούµενου συστήµατος» και 

συµπληρώνουν λέγοντας ότι αποτελεί «την µόνη πηγή ακτινοβολούµενης ενέργειας» 

[9]. Οι δύο αυτοί ισχυρισµοί δέχονται αυστηρή κριτική από τον King στη µνηµειώδη 

πραγµατεία του, περί κυλινδρικών κεραιών, που δηµοσιεύεται το 1958. Ο King, 

συγκεκριµένα, επισηµαίνει ότι δεν υπάρχουν διάκενα (ούτε πεπερασµένου ούτε 

απειροστά µικρού µήκους) στα πραγµατικά συστήµατα ακτινοβολίας και, αν αυτό 

συνέβαινε, οι δύο ανωτέρω ισχυρισµοί θα είχαν ως συνέπεια την αδυναµία εκποµπής 

των ποµπών στην πράξη [11, σελ. 844], [12]. Η ακτινοβολούµενη ενέργεια θα πρέπει 

να προέρχεται από κάποιου είδους γεννήτρια. Στην πράξη όµως, οι κεραίες 

τροφοδοτούνται από γραµµές µεταφοράς και για τον λόγο αυτό τα διάκενα αποτελούν 

εξιδανικεύσεις, πολύ χρήσιµες εντούτοις, στη µελέτη των κεραιών. Ο Duncan φαίνεται 

να έχει υιοθετήσει πλήρως την άποψη αυτή όταν, το 1962, τροποποιεί την λύση του για 

την απείρου µήκους κεραία λαµβάνοντας υπόψη την παρουσία διακένου πεπερασµένου 

µήκους στο σηµείο τροφοδοσίας της [13].  

Το 1962 η εργασία των Chen και Keller [14] ασχολείται εκτενώς µε την 

Γεννήτρια Πεπερασµένου ∆ιακένου - ΓΠ∆ (Finite Gap Generator - FGG). Το µοντέλο 

των συγγραφέων αυτών για την κυλινδρική κεραία είναι ένας σωλήνας µε λεπτά 

τοιχώµατα ο οποίος τροφοδοτείται από ένα οµοιόµορφο ηλεκτρικό πεδίο που 

αναπτύσσεται κατά µήκος ενός περιφερειακού διακένου πεπερασµένου εύρους. Οι 

Chen και Keller εξάγουν ακριβείς µαθηµατικές σχέσεις, µε την µορφή ολοκληρωµάτων, 

για το εσωτερικό, εξωτερικό και συνολικό (=εσωτερικό + εξωτερικό) ρεύµα του 

ανωτέρω σωλήνα στην περίπτωση που αυτός είναι απείρως µεγάλος σε µήκος. Εν 

συνεχεία, απλοποιούν το µοντέλο τους για το συνολικό ρεύµα υποθέτοντας µικρή 

διάµετρο κεραίας, και χρησιµοποιούν τις σχέσεις που εξήγαν για την άπειρη κεραία 

(συγκεκριµένα, τις εξισώσεις τους για την αντίσταση εισόδου αυτής) για να 

υπολογίσουν αντίστοιχα µεγέθη για την πεπερασµένη κεραία. Όπως οι ίδιοι 

επισηµαίνουν οι εξισώσεις τους για το µοντέλο που εξετάζουν (ΓΠ∆) µπορούν να 

βρεθούν σε παλαιότερες εργασίες (για παράδειγµα [1], [15]) ή να αναχθούν, παίρνοντας 

το όριο µηδενικού µήκους για το διάκενο, σε σχέσεις που έχουν εξαχθεί στο παρελθόν 

για το µοντέλο της Γεννήτριας ∆έλτα Συνάρτησης - Γ∆Σ (Delta Gap Function - DFG).   

Κάποιες από τις απλοποιηµένες σχέσεις για την άπειρη κεραία των Chen και 

Keller αµφισβητήθηκαν από τον Fante [16], [17], και κάποια από τα αποτελέσµατα των 

[14], [16] και [17] ακολούθως επανεξετάστηκαν από τον Miller [18]. Έτσι µέχρι τα 
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τέλη της δεκαετίας του 1960, η τροφοδοτούµενη από την ΓΠ∆ άπειρη κεραία έχει 

εξεταστεί τόσο ως αντικείµενο θεωρητικού ενδιαφέροντος όσο και ως µέθοδος 

εξαγωγής συµπερασµάτων για την πεπερασµένη κεραία.  

Για την περίπτωση της Γ∆Σ, στο µεταξύ, προσεγγιστικές µέθοδοι επίλυσης της 

αποκαλούµενης, σήµερα, εξίσωσης του Hallén (Hallén’s Equation - HE) και των 

παραλλαγών αυτής  γίνονται αντικείµενο εκτεταµένης έρευνας - βλέπε για παράδειγµα 

την ανάλυση του Κεφαλαίου 2, την [11], το βιβλίο του Hallén [19], την αναθεωρηµένη 

δηµοσίευση του King το 1967 [20] καθώς και το σχετικό κεφάλαιο από το βιβλίο του 

Wu που εκδόθηκε το 1969 [21]. Το ενδιαφέρον για τα µοντέλα τροφοδότησης των 

κεραιών, και πιο συγκεκριµένα της ΓΠ∆, γίνεται εντονότερο µε την εµφάνιση 

ηλεκτρονικών υπολογιστών και την αυξηµένη δηµοτικότητα των αριθµητικών 

µεθόδων. Πιθανώς, οι Inagaki και Sekiguchi είναι οι πρώτοι που επεκτείνουν την 

εξίσωση του Pocklington (Pocklington’s Equation - PE) από την περίπτωση της Γ∆Σ  σ’ 

αυτήν της ΓΠ∆ µε την δηµοσίευσή τους το 1969 [22]. Στην εργασία τους 

χρησιµοποιούν τον ακριβή πυρήνα (exact kernel), όχι όµως µε την απλή µορφή που 

χρησιµοποιείται συνήθως σήµερα (βλέπε εξίσωση (1.18)). Οι δύο συγγραφείς 

προτιµούν να εκφράσουν τον πυρήνα µέσω του µετασχηµατισµού Fourier αυτού. 

Ένα χρόνο νωρίτερα, ο Harrington εξετάζοντας τις γραµµικές κεραίες στο, 

σπουδαίας επιρροής, βιβλίο του, που αφορά τις Μεθόδους των Ροπών [23], 

χρησιµοποιεί τον προσεγγιστικό πυρήνα και ένα διάκενο εύρους ίσο µε το µήκος της 

διακριτοποίησης. Αν και οι προσδιορισθείσες τιµές της αγωγιµότητας (conductance - 

πραγµατικό µέρος της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου), µε την µέθοδο που 

εφαρµόζεται από τον Harrington, συµφωνούν, ως ένα βαθµό, µε τις αντίστοιχες τιµές 

άλλων µεθόδων, οι τιµές της επιδεκτικότητας (susceptance - φανταστικό µέρος της 

σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου) αποκλίνουν σηµαντικά. O Harrington σηµειώνει ότι 

αυτό είναι αναµενόµενο «καθώς κάθε λύση έχει διαφορετική θεώρηση του διακένου». 

Την δυσκολία αυτή προσπάθησε να αντιµετωπίσει το 1972 ο Tesche [24], ο οποίος 

(ανεξάρτητα από την προηγούµενη εργασία [22]) υπέδειξε τι είναι αυτό που έχει 

σηµασία στη ΓΠ∆ όταν αυτή χρησιµοποιείται στην PE µε τον προσεγγιστικό πυρήνα. 

Ένα παρόµοιο ερώτηµα απασχόλησε επίσης το 1984 τον Collin [25] (βλέπε επίσης την 

[26]). Ο Collin τόνισε ιδιαίτερα ότι, µε τον προσεγγιστικό πυρήνα και την ΓΠ∆, η ΗΕ 

δεν έχει λύση. Κατ’ αντιστοιχία, για την περίπτωση της Γ∆Σ, η «µη επιλυσιµότητα» 

είχε αναφερθεί το 1952 από τον Schelkunoff [27]. Αν και τόσο σηµαντικό, τα 

περισσότερα σύγχρονα εγχειρίδια δεν κάνουν αναφορά σ’ αυτό το θεµελιώδες γεγονός. 
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Για την περίπτωση των λύσεων µε την Μέθοδο των Ροπών, είναι φανερό ότι το ιδιάζον 

αποτέλεσµα της µη επιλυσιµότητας οδηγεί αναγκαστικά σε χρήση περιορισµένου 

αριθµού συναρτήσεων βάσης. Ο Collin υπογραµµίζει, «∆υστυχώς δεν υπάρχουν 

διαθέσιµα κριτήρια για το πού πρέπει να σταµατήσουµε την αριθµητική λύση ώστε να 

πάρουµε αξιόπιστα αποτελέσµατα.» [25]. Όσον αφορά το µοντέλο του διακένου, η 

άποψη του Collin διαφέρει από την αντίστοιχη πολλών άλλων συγγραφέων 

(συµπεριλαµβανοµένης και της αντίστοιχης στην παρούσα διατριβή, όπως θα 

εξηγήσουµε παρακάτω): O Collin είναι της άποψης ότι «το διάκενο δεν θα έπρεπε να 

εισαχθεί καθόλου καθώς τείνει να συγχύσει την µαθηµατική φύση του προβλήµατος 

των οριακών συνθηκών που έχουν εφαρµοστεί».[26, σελ. 471]. Στο σηµείο αυτό θα 

πρέπει να τονιστεί το γεγονός ότι ο Collin χρησιµοποιεί ακριβώς τις ίδιες εξισώσεις 

Pocklington και Hallén µε άλλους συγγραφείς που διαφωνούν µε την ανωτέρω άποψη, 

τις εξισώσεις (3.2) και (3.4) που θα δούµε παρακάτω. 

Το 1985, οι Sakitani και Egashira παρουσιάζουν αριθµητικά αποτελέσµατα που 

δείχνουν ότι οι αριθµητικές µέθοδοι στην ολοκληρωτική εξίσωση µε την ΓΠ∆ µπορούν 

να επιφέρουν «λύσεις» που παρουσιάζουν µη φυσιολογικές ταλαντώσεις [28]. 

Αντίστοιχες ταλαντώσεις είχαν αναφερθεί στο παρελθόν µε ελαφρώς διαφορετικό 

τρόπο στις [29] και [30]. Οι ανωτέρω ταλαντώσεις εµφανίζονται όταν χρησιµοποιείται 

µικρό µήκος διακριτοποίησης. Αντίθετα, µία µεγάλου µήκους διακριτοποίηση µπορεί 

να δώσει λογικά αποτελέσµατα γι’ αυτό και χρησιµοποιείται συνηθέστερα. Το 1997, ο 

Miller [31] συγκρίνει τα αποτελέσµατα του NEC (Numerical Electromagnetics Code - 

Αριθµητικός Ηλεκτροµαγνητικός Κώδικας)1 [32] µεταξύ πηγής αποτελούµενης από ένα 

απειροστά µικρό τµήµα και πηγής πεπερασµένου εύρους - κατ’ αντιστοιχία µε τα 

µοντέλα των Γ∆Σ και ΓΠ∆ - και σηµειώνει ότι αυτά διαφέρουν µεταξύ τους, όπως 

άλλωστε αναµενόταν. Το 1998, ο Werner [33] στην Μέθοδο των Ροπών που 

αναπτύσσει για την ανάλυση των λεπτών κεραιών, ενσωµατώνει τον ακριβή πυρήνα και 

µοντέλο ΓΠ∆ παρόµοιο µε αυτό του Tesche [24]. Ένα χρόνο αργότερα οι Wu, Inagaki 

και Kikuma [34] ξεκινώντας από την PE της [22] (µε τον ακριβή πυρήνα όµως 

εκφρασµένο στη συνήθη του µορφή (1.18)) εξάγουν µία αντίστοιχη ΗΕ για το ολικό 

ρεύµα. Οι αριθµητική τους λύση για την ΗΕ χρησιµοποιείται για τον προσδιορισµό του 

                                                 
1 Λογισµικό ανάλυσης της ηλεκτροµαγνητικής απόκρισης δοµών αποτελούµενων από γραµµικές και 
επιφανειακές κεραίες τοποθετηµένες στον κενό χώρο ή υπεράνω αγώγιµου εδάφους. Το NEC, που 
αρχικά προγραµµατίστηκε σε FORTRAN, παρουσιάστηκε από τους J. Burke και Andrew J. Poggio την 
δεκαετία του 1970. 
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ρεύµατος στην εσωτερική και εξωτερική επιφάνεια της πεπερασµένης, σε µήκος, 

κεραίας. Αντίστοιχα αποτελέσµατα για την άπειρη κεραία δίνονται το 2008 από τους 

Makarov, Puzella και Iyer [35]. Ο συνδυασµός της ΓΠ∆ και του προσεγγιστικού 

πυρήνα αποτέλεσε αντικείµενο µελέτης για τον  Neganov (βλέπε [36], [37]). 

Γίνεται φανερό λοιπόν, ότι το µοντέλο της ΓΠ∆ - τόσο µε τον ακριβή όσο και µε 

τον προσεγγιστικό πυρήνα - έχει αποτελέσει θέµα πολλών και µερικές φορές 

αντικρουόµενων συζητήσεων. Η δηµοσίευση σχετικών µε το αντικείµενο πολύ 

πρόσφατων εργασιών [38]-[40], καθώς και η δυνατότητα που παρέχουν οι σύγχρονες 

εκδόσεις του NEC για την επιλογή διαφόρων τύπων πυρήνα και τροφοδοσίας, 

υποδεικνύουν ότι το ενδιαφέρον για τα εν λόγω θέµατα εξακολουθεί να αναπτύσσεται. 

Στο παρόν κεφάλαιο εξετάζουµε κάποια θεµελιώδη ζητήµατα, περιλαµβανοµένων 

και θεµάτων σύγκλισης, των ΗΕ και PE µε την ΓΠ∆ τόσο για τον ακριβή όσο και για 

τον προσεγγιστικό πυρήνα. Όπως στις περισσότερες, προ του 1970, εργασίες για την 

ΓΠ∆, χρησιµοποιείται η άπειρη κεραία ως βασικό εργαλείο µελέτης. Η επιλογή αυτή 

δεν είναι τυχαία καθώς η κεραία απείρου µήκους δύναται να µελετηθεί αναλυτικά. 

Αντίθετα µε παλαιότερες εργασίες, που δεν αφορούσαν τις ΜοΜ, θα επικεντρωθούµε 

στις ιδιότητες της κεραίας αυτής που σχετίζονται µε ιδιότητες αριθµητικών 

αποτελεσµάτων που προκύπτουν από την εφαρµογή των MoM στην πεπερασµένου 

µήκους κεραία. Όσον αφορά τον ακριβή πυρήνα, θα εστιάσουµε στο αν σηµαντικά 

µεγέθη έχουν πεπερασµένες ή άπειρες τιµές και θα συγκρίνουµε µεγέθη του µοντέλου 

της ΓΠ∆ µε τα αντίστοιχα του µοντέλου της Γ∆Σ. Όσο για τον προσεγγιστικό πυρήνα, 

θα επεκτείνουµε την ανάλυση του Κεφαλαίου 2 και των  [41], [42] - που αφορούν την 

Γ∆Σ και την Γεννήτρια Magnetic Frill - ΓΜF (Magnetic Frill Generator - MFG) - για να 

εξετάσουµε την περίπτωση της ΓΠ∆. Ένα βασικό συµπέρασµα που προκύπτει είναι ότι 

η παρουσία ταλαντώσεων στο σηµείο τροφοδοσίας είναι άµεση συνέπεια της µη 

επιλυσιµότητας των ολοκληρωτικών εξισώσεων. Θα µπορούσαµε δηλαδή, γενικά, να 

πούµε ότι ταλαντώσεις αυτού του είδους αποτελούν µία αριθµητική ένδειξη ότι η υπό 

εξέταση εξίσωση δεν έχει λύση. Ως συνέπεια των ανωτέρω, οι αναφερόµενες 

ταλαντώσεις δεν δύναται να εξαλειφθούν χρησιµοποιώντας καλύτερο λογισµικό ή 

υπολογιστές υψηλότερων επιδόσεων ή, πιο συγκεκριµένα, λογισµικό/ υπολογιστές που 

θα µπορούσαν να εξαλείψουν πιθανά σφάλµατα στρογγυλοποίησης ή φαινόµενα που 

οφείλονται στην παρουσία πινάκων µε υψηλό δείκτη κατάστασης (matrix ill-

conditioning). Το συµπέρασµα αυτό, στο οποίο καταλήξαµε και στο προηγούµενο 

κεφάλαιο για την Γ∆Σ, γίνεται πιο ξεκάθαρο στο Κεφάλαιο 4 όπου θα εξεταστεί 
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ενδελεχώς η ακριβής φύση των ταλαντώσεων για την περίπτωση της ΓΠ∆ και θα 

συγκριθεί µε την αντίστοιχη της Γ∆Σ. Τα αποτελέσµατα µας, για τον προσεγγιστικό 

πυρήνα, διαφέρουν από προηγούµενες εργασίες που κάνουν αναφορά στις δυσκολίες 

προσδιορισµού των αριθµητικών λύσεων. Για παράδειγµα στις [25] και [26] δεν 

αναφέρονται καθόλου οι ταλαντώσεις ενώ στην [28] δεν αναφέρεται η µη 

επιλυσιµότητα της εξίσωσης. 

Στο κεφάλαιο αυτό επεκτείνεται, επίσης, η µέθοδος του «ενεργού ρεύµατος» 

(«effective current») για την ΓΠ∆, που αναλύθηκε πρόσφατα στην [43] για την 

περίπτωση της Γ∆Σ. Η έννοια του ενεργού ρεύµατος φαίνεται να χρησιµοποιήθηκε για 

πρώτη φορά στις [44], [45]. Πρόκειται για µία µέθοδο εκ των υστέρων επεξεργασίας 

του ταλαντούµενου ρεύµατος προκειµένου να πάρουµε λύσεις πολύ κοντά σε αυτές του  

ακριβούς πυρήνα. Από πρακτικής απόψεως, η µέθοδος αυτή αποτελεί µία διαδικασία 

που µπορεί εύκολα να εφαρµοστεί στα ταλαντούµενα αποτελέσµατα και να τα 

εξοµαλύνει. Πιο συγκεκριµένα, η µέθοδος του ενεργού ρεύµατος µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί για τον προσδιορισµό της σύνθετης αντίστασης στην είσοδο της 

κεραίας. Εκτός από τις [43]-[45] (και εκτός από κάποιες συνοπτικές αναφορές στην 

[29]), καµία από τις εργασίες που έχουν παρατεθεί δεν προτείνει αντίστοιχες µεθόδους 

για την αξιοποίηση των ταλαντούµενων λύσεων. 

Για έναν κύλινδρο τοποθετηµένο κατά µήκος του άξονα z, και για δεδοµένο 

µήκος διακριτοποίησης 0z , θεωρούµε ap( )I z  (approximate current) το ταλαντούµενο 

ρεύµα που προκύπτει από τον προσεγγιστικό πυρήνα και ( ),H zφ ρ  το µαγνητικό πεδίο 

που  αναπτύσσεται λόγω του ap( )I z . Το ενεργό ρεύµα eff ( , )I zρ  ορίζεται από την απλή 

σχέση [43]: 

 

 

( )eff ( , ) 2 , , 0I z H z aφρ πρ ρ ρ= ≤ ≤                                                                           (3.1) 

 

 

όπου a η ακτίνα της κεραίας. Όπως θα δούµε, πιο αναλυτικά, στο επόµενο κεφάλαιο  το 

ενεργό ρεύµα έχει φυσική σηµασία µόνο για aρ = . Ωστόσο, είναι χρήσιµο να 

εξετάσουµε την τιµή του ρεύµατος αυτού για όλες τις τιµές του ρ στο διάστηµα  

0 aρ≤ ≤ . Αυτό θα µας επιτρέψει να κατανοήσουµε καλύτερα τους λόγους της µη 
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επιλυσιµότητας των ολοκληρωτικών εξισώσεων, να τους συσχετίσουµε µε την 

παρουσία ταλαντώσεων στις αριθµητικές λύσεις και να βρούµε οµοιότητες µε το 

γνωστό φαινόµενο της υπερκατευθυντικότητας καθώς και µε άλλα παρόµοια 

φαινόµενα. 

Ο προσεγγιστικός πυρήνας χρησιµοποιείται επίσης και στις καµπυλόγραµµες 

κεραίες όπου η εξίσωση (3.1) και η «ιδέα» του ενεργού ρεύµατος µπορούν να 

επεκταθούν (τουλάχιστον για την περίπτωση που η κεραία παρουσιάζει µικρή 

καµπυλότητα) ξεκινώντας από τις εξισώσεις που δίνονται στην [46]. Από την άλλη 

πλευρά, τα περισσότερα αποτελέσµατα που αφορούν την άπειρη κεραία δεν µπορούν 

να εφαρµοστούν απευθείας στις καµπυλόγραµµες κεραίες.  

Επιπρόσθετα µε την προαναφερθείσα µελέτη των ταλαντώσεων και την επέκταση 

του ενεργού ρεύµατος στην περίπτωση της ΓΠ∆, τα οποία θα εξεταστούν στο τρέχον 

κεφάλαιο, στο επόµενο κεφάλαιο θα παρουσιάσουµε την φυσική σηµασία του ενεργού 

ρεύµατος τόσο για το µοντέλο της ΓΠ∆ όσο και για το αντίστοιχο µοντέλο της Γ∆Σ. 

Στο σηµείο αυτό πρέπει να επισηµανθεί ότι στην [43], όπου και παρουσιάζεται η 

µέθοδος του ενεργού ρεύµατος, δεν γίνεται καµία αναφορά στη φυσική σηµασία αυτού. 

Πιο συγκεκριµένα, στο επόµενο κεφάλαιο θα δείξουµε  ότι το προαναφερθέν ρεύµα 

ταυτίζεται µε το ρεύµα στην εξωτερική επιφάνεια της κεραίας. Μια τέτοια ερµηνεία 

επαναεπιβεβαιώνει την χρησιµότητα της µελέτης του διακένου ως θεωρητικού 

µοντέλου. Από πρακτικής άποψης, η ανωτέρω ερµηνεία, που ισχύει προσεγγιστικά για 

κεραίες µεγάλου µήκους, µπορεί να θεωρηθεί ως ένα επιθυµητό χαρακτηριστικό της 

µεθόδου του ενεργού ρεύµατος καθότι στις «λεπτές» κεραίες, συνήθως, µας ενδιαφέρει 

το ρεύµα της εξωτερικής τους επιφάνειας παρά το ολικό ρεύµα. 

Στην ανάλυση που θα ακολουθήσει τόσο εδώ όσο και στο επόµενο κεφάλαιο 

υποθέτουµε ότι το πεδίο που αναπτύσσεται κατά µήκος του διακένου είναι σταθερό. 

Αυτό αποτελεί και την συνηθέστερη περίπτωση. Ωστόσο, όπως αναφέρθηκε στην 

παράγραφο 1.6.2, στην βιβλιογραφία αναφέρονται και άλλες κατανοµές πεδίων [13], 

[35], [47]-[53]. Θα αναφέρουµε κάποιες επεκτάσεις της θεωρίας µας για την περίπτωση 

της, αρκετά γνωστής, κατανοµής τετραγωνικής ρίζας (square-root distribution) [13], 

[47], [50]. Όπως και στο Κεφάλαιο 2 υποθέτουµε µία  i te ω−  χρονική εξάρτηση και 

κυµατικό αριθµό 0 0/k cω ω µ ε= = . 
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3.2 Πεπερασµένη Κεραία: Ολοκληρωτικές Εξισώσεις και 
Αριθµητικά Αποτελέσµατα  
 

∆ιαφοροποιώντας τον συµβολισµό σε σχέση µε τα προηγούµενα κεφάλαια, 

υποδηλώνουµε τον ακριβή και προσεγγιστικό πυρήνα µε ex( , )K z a  και ap( , )K z a  

αντίστοιχα. Για λόγους απλούστευσης θα χρησιµοποιήσουµε τον συµβολισµό ( , )K z a  

για να περιγράψουµε τόσο τον ακριβή όσο και τον προσεγγιστικό πυρήνα που δίνονται 

από τις (2.2α) και (2.2β) αντίστοιχα. Η ανωτέρω διαφοροποίηση θα µας διευκολύνει σε 

επόµενες παραγράφους όπου θα περιγράψουµε την µέθοδο του ενεργού ρεύµατος και η 

ακτίνα a  θα αντικατασταθεί, στην συνάρτηση του πυρήνα,  από την εξαρτηµένη 

µεταβλητή ρ. 

Όπως και στο Κεφάλαιο 2, χρησιµοποιούµε αντίστοιχους συµβολισµούς για τα 

άγνωστα ρεύµατα, π.χ. ex( )I z  (το οποίο θα αποκαλούµε «ακριβές ρεύµα» - «exact 

current»), ap( )I z  («προσεγγιστικό ρεύµα» - «approximate current») και ( )I z . 

Υποθέτουµε κεραία µήκους 2h  τοποθετηµένη κατά µήκος του άξονα z, µε το κέντρο 

της στο σηµείο z = 0. Όταν η εν λόγω κεραία διεγείρεται από την ΓΠ∆, που µαθηµατικά 

περιγράφεται στην (1.27), η PE δίνεται από τις εξισώσεις (1.17) και (1.2) και είναι: 

 

( )
2

2
2

( ', ) ( ') ' ,
h

h
k K z z a I z dz r z

z −

 ∂
+ − = ∂ 

∫        z h<                                                  (3.2) 

 

µε  

 

( )
( )0/ , / 2

0,

iVk z
r z

z h

ζ ∆     < ∆
=        ∆/2 < <

                                                                                   (3.3) 

 

Με την σχέση (3.3), η (3.2) δίνει ακριβώς την PE της [26]. Από τις εξισώσεις (1.22), 

(1.2) και (1.27), η αντίστοιχη HE είναι: 

 

( ) 1( ', ) ( ') ' cos ( ),     
h

h
K z z a I z dz C kz r z z h

−
− = + <∫                                                 (3.4) 

 

όπου: 
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                                               (3.5) 

 

Με την (3.5), η ΗΕ (3.4) είναι σύµφωνη µε την αντίστοιχη των [25] και [34]. Για την 

περίπτωση του ακριβούς πυρήνα, οι εξισώσεις (3.2) και (3.4) δίνουν µία λύση ( )I z  για 

όλα τα z µε z h<  αν και, εξαιτίας του διακένου, η ( )I z  έχει φυσική σηµασία, ως 

ρεύµα αγωγιµότητας (conductance current), µόνο όταν z h∆/2 ≤ < . Για το λόγο αυτό 

χρησιµοποιούµε τον συνηθισµένο ορισµό της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου στα 

άκρα του διακένου ( / 2) /Y I V= ±∆ . Επισηµαίνουµε ότι οι τιµές του ( )I z  στο 

διάστηµα z < ∆/2  δεν είναι αυθαίρετες. Αποτελούν το ρεύµα µετατόπισης 

(displacement current) όπως αυτό ορίστηκε από τον Maxwell, ως παράγοντας 

διόρθωσης στον νόµο του Ampere και οφείλεται στην χρονική µεταβολή της 

ηλεκτρικής ροής εντός του διακένου. Στο όριο 0∆ → , µπορεί εύκολα να αποδειχθεί ότι 

η εξίσωση (3.4) µετατρέπεται στην γνωστή ΗΕ για την Γ∆Σ (εξίσωση (2.1))2. Το 

µοντέλο της κεραίας που εξετάζουµε είναι αυτό του «σωληνοειδούς διπόλου» (βλέπε 

παρ. 1.2) διεγειρόµενο από την ΓΠ∆ και θα αναλυθεί εκτενέστερα στο επόµενο 

κεφάλαιο.  

Παρατηρούµε από την (3.5) ότι η συνάρτηση 1( )r z  και η πρώτη παράγωγός της 

1( )r z′  είναι συνεχείς στα σηµεία / 2z = ±∆ . Η δεύτερη παράγωγος, ωστόσο, 

παρουσιάζει ασυνέχεια στα εν λόγω σηµεία. Για την περίπτωση του προσεγγιστικού 

πυρήνα, αυτή η ασυνέχεια έχει µια ουσιαστική συνέπεια: Για κάθε επαρκώς οµαλή 

συνάρτηση ( )I z , το αριστερό µέλος της (3.4) παρουσιάζει οµαλή συµπεριφορά όταν 

apK K=  και κατ’ επέκταση δεν µπορεί να έχει ασυνεχή δεύτερη παράγωγο. Αυτό 

σηµαίνει ότι, µε την ΓΠ∆, η ολοκληρωτική εξίσωση µε τον προσεγγιστικό πυρήνα δεν 

έχει λύση. Όπως είναι ήδη γνωστό (βλέπε Κεφάλαιο 2, [21], [27] και [43]), αυτό ισχύει 

και στην περίπτωση της Γ∆Σ. Το ίδιο επίσης συµβαίνει και στη περίπτωση του 

«επίπεδου κύµατος»  («plane-wave incident») [54] καθώς και στην Γεννήτρια Magnetic 

                                                 
2 Όταν παίρνουµε το όριο 0∆ →  στον πρώτο κλάδο του δεξιού µέλους της εξίσωσης (3.5), πρέπει 
επίσης να υποθέσουµε 0z →  µε /z ∆ = σταθερό. 
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Frill [41] αν και στις δύο τελευταίες περιπτώσεις η απόδειξη της µη επιλυσιµότητας δεν 

είναι τόσο εύκολη [41], [54]. Ένας από τους στόχους αυτού του κεφαλαίου αλλά και 

του αµέσως επόµενου είναι να εξετάσουµε τις συνέπειες της προαναφερθείσας µη 

επιλυσιµότητας της ολοκληρωτικής εξίσωσης, για την περίπτωση της ΓΠ∆, και να 

δείξουµε πως το ενεργό ρεύµα της (3.1) µπορεί να ξεπεράσει τα προβλήµατα που 

δηµιουργεί.  

Η µελέτη µας, στην παρούσα παράγραφο, θα επικεντρωθεί κυρίως στην εφαρµογή 

της Μεθόδου των Ροπών µε ηµιτονοειδείς συναρτήσεις βάσης και τριγωνικές 

συναρτήσεις δοκιµής στην PE (βλέπε «Μέθοδο Γ» στο Κεφάλαιο 2), χρησιµοποιώντας 

την συνηθισµένη τεχνική των [43] και [46]. Η µέθοδος αυτή µας διευκολύνει καθώς 

περιορίζει την αριθµητική επίλυση της PE στον υπολογισµό απλών ολοκληρωτικών 

εκφράσεων, χωρίς την παρουσία παραγώγων, εκ των οποίων προσδιορίζουµε τα 

στοιχεία των πινάκων του γραµµικού συστήµατος που προκύπτει κατά την εφαρµογή 

της µεθόδου. Παρόλα αυτά, θα αναφέρουµε επεκτάσεις και για άλλες συναρτήσεις 

βάσης τόσο στο παρόν όσο και στο επόµενο κεφάλαιο. Επιπλέον, επιλέγουµε την 

προαναφερθείσα µέθοδο διότι θα µας διευκολύνει στην ανάλυση της άπειρης κεραίας, 

που θα εξετάσουµε στο επόµενο κεφάλαιο, και καθιστά απλό τον υπολογισµό της 

σχέσης (3.1) όπως θα δούµε στην εξίσωση (3.18) παρακάτω. Στην µέθοδο µας 

υποθέτουµε λύση της µορφής: 

 

( )

1

1

( ) ( )
N

n n
n N

I z I s z
−

=− −

≅ ∑                                                                                                     (3.6) 

 

µε ( ) 0NI h I ±± = =  που σηµαίνει ότι η προσεγγιστική λύση µηδενίζεται στα άκρα της 

κεραίας. Οι παράµετροι Ν και z0 σχετίζονται σύµφωνα µε την εξίσωση: 

 

0Nz h=                                                                                                                         (3.7) 

 

και οι ηµιτονοειδείς συναρτήσεις βάσης ( )ns z  που χρησιµοποιούµε δίνονται στην 

(1.40). Αντικαθιστώντας την (3.6) στην (3.2), πολλαπλασιάζοντας µε την τριγωνική 

συνάρτηση ( )lt z  της (1.39) και ολοκληρώνοντας από z h= −  έως z h=  παίρνουµε το 

κάτωθι γραµµικό σύστηµα: 
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( )

1

1

, 0, 1, , ( 1)
N

l n n l
n N

E I B l N
−

−
=− −

= = ± ± −∑ …                                                                     (3.8) 

 

όπου 

 

( )
0 0

0 0

( 1) ( 1)2
2

2
( 1) ( 1)

( ) ( ') ', '
l z n z

l n l n

l z n z

E t z k s z K z z a dz dz
z

+ +

−
− −

 ∂
= + − ∂ 

∫ ∫                                             (3.9) 

 

και   

 

( ) ( )
h

l lh
B t z r z dz

−
= ∫                                                                                                      (3.10) 

 

Μπορεί εύκολα να επιβεβαιωθεί από την σχέση (3.9) ότι το l nE −  εξαρτάται µόνο από 

την απόλυτη διαφορά l n−  και όχι από τους όρους l και n µεµονωµένα. Όπως ήδη έχει 

αναφερθεί, η (3.9) µπορεί εύκολα να απλοποιηθεί, σύµφωνα µε το Παράρτηµα Α της 

[43], στην ακόλουθη σχέση: 

 

( )
( )1 1 0

0 0

2cos ,
sinl l l l

k
E A A kz A

z kz + −= + −        ( )0, 1, 2,..., 2 1l N= ± ± ± −               (3.11) 

 

όπου 

 

( )[ ]0

0 0 00
( , ) ( , )

z

lA z z K z lz a K z lz a dz= − + + −∫ ,      ( )0, 1, 2,..., 2 1l N= ± ± ± −          (3.12) 

 

Όπως γίνεται αντιληπτό, επειδή το σφάλµα των στρογγυλοποιήσεων κατά την επίλυση 

γραµµικών συστηµάτων είναι σηµαντικό - ιδιαίτερα όταν το σύστηµα διαθέτει πίνακες 

µε υψηλό δείκτη κατάστασης - είναι προτιµότερος ο αριθµητικός υπολογισµός του lA  

µέσω ενός απλού ολοκληρώµατος (σχέση (3.12)) παρά µέσω διπλού ολοκληρώµατος 

(σχέση (3.9)). Με τον τρόπο αυτό εξασφαλίζουµε µεγαλύτερη ακρίβεια και αξιοπιστία 

στα αριθµητικά µας αποτελέσµατα. 
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Για λόγους απλότητας, υποθέτουµε ότι, στην περίπτωση της ΓΠ∆,  ένας ακέραιος 

αριθµός συναρτήσεων βάσης µας δίνει ακριβώς το εύρος του διακένου, έτσι ώστε: 

 

( )0 / 2 ,z q= ∆      q=1, 2, …                                                                                        (3.13) 

 

Από τις εξισώσεις (3.3), (3.10) και (3.13) παίρνουµε: 

 

( )

0

1, 0, 1,..., 1

1/ 2,
2

0, αλλου

l

l q
iVk

B l q
qζ

= ± ± −


= = ±



                                                                 (3.14) 

 

Στο σηµείο αυτό πρέπει να αναφέρουµε ότι, στην µέθοδό µας, οι σχέσεις (3.7) και 

(3.13) ισχύουν αν και µόνο αν ο λόγος 2 /h ∆  είναι ρητός αριθµός ενώ ο 2 /qh ∆  

ακέραιος. Ο πρώτος περιορισµός δεν έχει σηµασία από πρακτικής άποψης. Ο δεύτερος, 

ωστόσο, περιορίζει τις επιτρεπτές τιµές των παραµέτρων q και Ν. 

 

3.3 Πεπερασµένη Κεραία: Ενεργό Ρεύµα 

 

Στην αρχή του κεφαλαίου δώσαµε τον ορισµό του ενεργού ρεύµατος 

παραθέτοντας την εξίσωση (3.1), όπου ( ),H zφ ρ  είναι το µαγνητικό πεδίο που 

οφείλεται στο προσεγγιστικό ρεύµα ( )apI z . Το πεδίο αυτό µπορεί να εκφραστεί µε την 

βοήθεια του διανυσµατικού δυναµικού zA  (βλέπε εξισώσεις (1.23a) και (1.24a) του 

[21]): 

 

( ) ( )
( )

( )

2 2'

eff 0 ap 2 2
( , ) 2 / / ' '

2 '

ik z z
h

z h

e
I z A I z dz

z z

ρρ
ρ πρ µ ρ

ρ ρ

− +

−

 
− ∂  = − ∂ ∂ =

 ∂ − + 
∫                (3.15) 

 

Σηµειώνουµε ότι στις (3.15) και (3.1) ολοκληρώνουµε σε όλο το µήκος της κεραίας 

( z h< ) και όχι στα διαστήµατα z h∆/2 < < . Όπως ήδη έχουµε αναφέρει, η επιλογή 

αυτή δεν µας διευκολύνει απλά στον υπολογισµό της σχέσης (3.15) αλλά θα µας 
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οδηγήσει και στη φυσική ερµηνεία της όπως θα δούµε στο επόµενο κεφάλαιο. Κάποιες 

αναφορές για την επιλογή του διαστήµατος ολοκλήρωσης (που δεν αφορούν βέβαια τις 

ολοκληρωτικές εκφράσεις για το ενεργό ρεύµα) εµπεριέχονται στην [34]. 

Χρησιµοποιώντας την (2.2β), µπορούµε να εκφράσουµε την (3.15) ως συνάρτηση του 

προσεγγιστικού πυρήνα: 

 

( )
( )ap

eff ap

',
( , ) 2 ' '

h

h

K z z
I z I z dz

ρ
ρ πρ

ρ−

∂ −
= −

∂∫                                                           (3.16) 

∆εδοµένου ότι η ολοκληρωτική εξίσωση µε τον προσεγγιστικό πυρήνα δεν έχει λύση 

( )ap 'I z , η (3.16), αυστηρά µιλώντας, δεν έχει νόηµα. Αποκτά όµως σηµασία αν 

αντικαταστήσουµε την συνάρτηση ( )ap 'I z  µε την αριθµητική της προσέγγιση που 

δόθηκε στην σχέση (3.6). Έτσι λοιπόν η (3.16) µετασχηµατίζεται στην: 

 

( )
( )

( ) 0

0

( 1) 1 ap
eff 1

( 1)

( ', )
( , ) 2 ' '

N n z

n nn z
n N

K z z
I z I s z dz

ρ
ρ πρ

ρ

− +

−
=− −

∂ −
= −

∂∑ ∫                                          (3.17)     

 

Η χρήση της ανωτέρω εξίσωσης, µε τον αριθµητικό υπολογισµό του ολοκληρώµατος, 

αποτελεί την πρώτη µας µέθοδο για τον υπολογισµό του ενεργού ρεύµατος. Η δεύτερη 

µέθοδος που χρησιµοποιούµε έγκειται στη χρήση του γνωστού τύπου που δίνει το 

µαγνητικό πεδίο του ηµιτονοειδούς ρεύµατος (βλέπε την εξίσωση (3.13) της [43] - ο 

τύπος αυτός, αποτελεί τον κυριότερο λόγο για την απλοποίηση της (3.9) που 

αναφέραµε παραπάνω). Καταλήγουµε λοιπόν στην σχέση: 

 

( )

( ) ( ) ( )
2 2 22 2 2

0 0 0

1
1 1

eff 0
10

1
( , ) . 2cos( )

2 sin( )

N
ik n z z ik n z z ik nz z

n
n N

I z I e e kz e
i kz

ρ ρ ρρ
−

+ − + − − +    − +   

=− −

 = + − 
 

∑
                                                                                                                                    (3.18) 

 

Το πλεονέκτηµα της (3.18) είναι ότι δεν απαιτεί τον υπολογισµό ολοκληρωµάτων. Από 

την άλλη πλευρά, η (3.17) µπορεί να επεκταθεί για οποιαδήποτε συνάρτηση βάσης. 

 Στα Σχήµατα 3.1, 3.2 απεικονίζονται αντιπροσωπευτικά αριθµητικά 

αποτελέσµατα για το ακριβές, προσεγγιστικό, και ενεργό ρεύµα. Τα αποτελέσµατα για 

το τελευταίο υπολογίστηκαν από την εξίσωση (3.18) µε aρ =  και συµπίπτουν, σχεδόν, 

µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα της σχέσης (3.17). Παρατηρούµε ότι τόσο το 
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πραγµατικό όσο και το φανταστικό µέρος του προσεγγιστικού ρεύµατος παρουσιάζουν 

µη φυσιολογικές ταλαντώσεις κοντά στο άκρο της κεραίας z h= . Επιπρόσθετα, το 

φανταστικό µέρος παρουσιάζει ταλαντώσεις πλησίον του σηµείου τροφοδοσίας 0z = . 

Κάποιες από τις ταλαντούµενες τιµές είναι εκτός κλίµακας και δεν απεικονίζονται. 

Εκτός από την περιοχή πλησίον του z h= , τα αποτελέσµατα για το πραγµατικό µέρος 

του ρεύµατος και την αγωγιµότητα εισόδου της κεραίας είναι κοντά στα αντίστοιχα 

αποτελέσµατα για την περίπτωση του µοντέλου της Γ∆Σ (βλέπε Σχήµα 2.1). 

Παράλληλα µε άλλες εργασίες, έχει επαληθευτεί ότι τα ανωτέρω συµπεράσµατα δεν 

επηρεάζονται σηµαντικά από αλλαγές της παραµέτρου Ν. Θα πρέπει να αναφερθεί ότι η 

τελευταία παρατήρηση δεν ισχύει για την τιµή της επιδεκτικότητας, µέγεθος που θα 

εξεταστεί εκτενώς στο επόµενο κεφάλαιο.  
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Σχήµα 3.1: { }exRe ( ) /I z V  (συνεχής γραµµή), { }apRe ( ) /I z V  (σηµεία) και { }effRe ( ) /I z V  

(διακεκοµµένη γραµµή) όπως υπολογίστηκαν από την αριθµητική µέθοδο της παραγράφου 3.2 

και την εξίσωση (3.18). Πλησίον του z/λ = 0.25 κάποιες από τις ταλαντούµενες τιµές είναι 

εκτός κλίµακας και δεν απεικονίζονται. Ν=200, q=3, ∆/λ=0.0075, α/λ=0.007022, h/λ=0.25. 

Στην περίπτωση του προσεγγιστικού πυρήνα, τα σηµεία είναι { }Re /nI V , όπου nI  είναι οι 

συντελεστές της συνάρτησης βάσης στην (3.6).   
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Σχήµα 3.2: Όπως το Σχήµα 3.1 για τα αντίστοιχα φανταστικά µέρη των ρευµάτων. Πλησίον 

των z/λ=0 και  z/λ = 0.25 κάποιες από τις ταλαντούµενες τιµές είναι εκτός κλίµακας και δεν 

απεικονίζονται.   

 
Στα Σχήµατα 3.1 και 3.2, το ενεργό ρεύµα (που όπως αναφέραµε υπολογίστηκε 

βάσει της (3.18) από το ταλαντούµενο, και για το λόγο αυτό, µη φυσιολογικό 

προσεγγιστικό ρεύµα που απεικονίζεται στα Σχήµατα 3.1, 3.2 δεν παρουσιάζει εµφανείς 

ταλαντώσεις. Μακριά από τις περιοχές των ταλαντώσεων, τα τρία ρεύµατα είναι 

αρκετά κοντά µεταξύ τους. Η συµπεριφορά αυτή παρουσιάζει µεγάλη οµοιότητα µε την 

περίπτωση της Γ∆Σ, όπως προκύπτει συγκρίνοντας τα ανωτέρω σχήµατα µε τα 

αντίστοιχα του Κεφαλαίου 2 και της [43]. Όπως είναι εµφανές στο Σχήµα 3.3, αυτό που 

διαφέρει από το µοντέλο της Γ∆Σ είναι η συµπεριφορά των  { }exIm ( ) /I z V  και 

{ }effIm ( , ) /I a z V  κοντά στο σηµείο 0z = . Συγκεκριµένα, εξετάζοντας το Σχήµα 2.2, 

παρατηρούµε ότι το ρεύµα, στην περίπτωση της Γ∆Σ, παρουσιάζει λογαριθµική 

ιδιοµορφία πλησίον του σηµείου τροφοδοσίας της κεραίας. Αντιθέτως, στο Σχήµα 3.3 η 

εικόνα είναι εντελώς διαφορετική καθότι τα διαγράµµατα έχουν οµαλή συµπεριφορά 

κοντά στα άκρα του διακένου και στο 0z = . Στις επόµενες παραγράφους, θα 
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εξηγήσουµε και θα ερµηνεύσουµε την συµπεριφορά του ρεύµατος στα Σχήµατα 3.1, 3.2 

και 3.3 εξετάζοντας την άπειρη κεραία.  
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Σχήµα 3.3: Μεγέθυνση του Σχήµατος 3.2 κοντά στο κέντρο (εµφανίζονται επίσης τιµές για 

αρνητικά  z): { }
ex

( ) /Im I z V  (συνεχής γραµµή) και { }eff
( ) /Im I z V  (διακεκοµµένη γραµµή). 

Το διάγραµµα παρουσιάζει οµαλή συµπεριφορά στα σηµεία / /(2 )z λ λ= ±∆ = 0.00375 και 

/ 0z λ = . 

  

3.4 Κεραία Απείρου Μήκους: Συσχετισµοί µε την 
Πεπερασµένη Κεραία  

 

Για την άπειρη κεραία, η εξίσωση Pocklington γράφεται: 

 

( ) ( )2 2 2/ ( ', ) ( ') ' ,z k K z z a I z dz r z
+∞

−∞
∂ ∂ + − =∫                                                            (3.19) 
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όπου η συνάρτηση ( )r z  δίνεται στην (3.3). Η αντίστοιχη εξίσωση του Hallén 

αποδεικνύεται στο Παράρτηµα Α και είναι η: 

 

( )/ 2
0

0

/ , /2

sin( /2) /2

1 cos
( ', ) ( ') '

ik

ik z

iV k z

V k e k z

e kz
K z z a I z dz

ζ

ζ

∆  
 +∞
 

 −∞
 
 

∆     <∆

∆ / ∆ ,      >∆   

  −  − = 


∫                              (3.20) 

 

όπου, και πάλι, το δεξιό µέλος της εξίσωσης καθώς και η πρώτη παράγωγος αυτού είναι 

συνεχείς συναρτήσεις στα σηµεία / 2z = ±∆ . Αντιθέτως, η δεύτερη παράγωγός είναι 

ασυνεχής. Στην περίπτωση της (3.20) η αναφερόµενη ασυνέχεια δεν αποδεικνύει την 

µη επιλυσιµότητα της ολοκληρωτικής εξίσωσης, µε τον προσεγγιστικό πυρήνα, όπως 

στην περίπτωση της πεπερασµένης κεραίας της παραγράφου 3.2. Αυτό συµβαίνει διότι 

τα άκρα ολοκλήρωσης στην (3.20) δεν είναι πεπερασµένα.3  Παρόµοια µε την (3.16), 

ορίζουµε το ενεργό ρεύµα για 0 aρ≤ ≤  από την εξίσωση: 

 

ap
eff ap

( ', )
( , ) 2 ( ') ',

K z z
I z I z dz

ρ
ρ πρ

ρ

+∞

−∞

∂ −
= −

∂∫                                                           (3.21) 

 

Στη συνέχεια θα εξετάσουµε την επιλυσιµότητα των εξισώσεων (3.19) και (3.20) και 

την δυνατότητα να εξάγουµε ένα οµαλό και αξιόπιστο ενεργό ρεύµα από την (3.21). 

 

3.4.1 Επιλυσιµότητα των Ολοκληρωτικών Εξισώσεων 

 

Ο Μετασχηµατισµός Fourier (MF) αποτελεί ένα πολύτιµο εργαλείο για την 

µελέτη εξισώσεων της µορφής (3.19) και (3.20) και για το λόγο αυτό θα 

χρησιµοποιηθεί στην κατωτέρω ανάλυση. Θεωρούµε  ( ) ( ) i zF F z e dzζζ
+∞

−∞
= ∫  τον ΜF 

                                                 
3 Ολοκληρώµατα µε άπειρα όρια ολοκλήρωσης που περιέχουν µια παράµετρο, δεν αποτελούν,  

απαραίτητα, οµαλές συναρτήσεις της παραµέτρου αυτής. Για παράδειγµα η συνάρτηση 
0

sin( ) /zz z dz
∞

′ ′ ′∫  

(όπου z πραγµατική µεταβλητή), είναι, προφανώς, ασυνεχής στο 0z = . Μπορούµε εύκολα να βρούµε 
ένα παρόµοιο παράδειγµα συνεχούς συνάρτησης που έχει συνεχή πρώτη παράγωγο αλλά η δεύτερη 
παράγωγός της παρουσιάζει ασυνέχεια.      
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της συνάρτησης ( )F z . Με την βοήθεια του Θεωρήµατος της Συνέλιξης (2.13), ο ΜF 

των (3.19) και (3.21) είναι αντίστοιχα: 

 

( ) ( )2 2 ( , ) ( )k K a I rζ ζ ζ ζ− =                                                                                     (3.22) 

 

και 

 

eff ap ap( , ) 2 ( ) ( , ) /I I Kρ ζ πρ ζ ζ ρ ρ= − ∂ ∂                                                                     (3.23) 

 

Γράφοντας την (3.22) για τον προσεγγιστικό πυρήνα/ ρεύµα, και απαλείφοντας τον όρο 

ap( )I ζ  από τις (3.22) και (3.23) παίρνουµε την σχέση: 

 

( ) ( )
( )ap2 2

eff

ap

( , )
( , )

2 ( , )

K a
k I r

K

ζ
ζ ρ ζ ζ

πρ ζ ρ ρ
− =

− ∂ ∂
                                                    (3.24) 

 

ο αντίστροφος ΜF της οποίας δίνεται από: 

 

( ) ( )2 2 2
eff eff/ ( ', ) ( , ') ' ,z k K z z I z dz r zρ ρ

+∞

−∞
∂ ∂ + − =∫                                                 (3.25) 

 

όπου  

 

( )

( )

1
effeff

ap

ap

( , ) 2 ( , )

1 ( , )
                 =

2 2 ( , )

iz

iz

K z K e d

K a
e d

K

ζ

ζ

ρ π ζ ρ ζ

ζ
ζ

π πρ ζ ρ ρ

+∞− −

−∞

+∞ −

−∞

=

− ∂ ∂

∫

∫
                                                  (3.26) 

 

Σηµειώνουµε ότι οι σχέσεις (3.25) και (3.26) έχουν υπολογιστεί στην [43] µόνο για 

aρ = . Σηµειώνουµε, επίσης, κάποιες διαφορές στον συµβολισµό που χρησιµοποιούµε 

εδώ σε σχέση µε την [43]. Εκ των ανωτέρω προκύπτει ότι, για όλα τα ρ µε aρ ≤ , το 

ενεργό ρεύµα ικανοποιεί την εξίσωση Pocklington στην µορφή της (3.19) αν ο πυρήνας 

αυτής  αντικατασταθεί από τον «ενεργό πυρήνα» όπως αυτός ορίζεται στην σχέση (3.26). 
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Όπως είναι εµφανές το ολοκλήρωµα στην (3.26) δεν δύναται να υπολογιστεί 

αναλυτικά. 

 

 

 ( )w ζ  for k kζ− < <  ( )w ζ  for real ζ  with kζ >  

Exact, 

ex( )w ζ  ( ) ( ) ( )2 2 2 2 (1) 2 2

0 0

4i

k J a k H a kζ ζ ζ

−

− − −
 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2

0 0

2

k I a k K a k

π

ζ ζ ζ

−

− − −
 

Approximate, 

ap( )w ζ  ( ) ( )2 2 (1) 2 2

0

4i

k H a kζ ζ

−

− −
 

( ) ( )2 2 2 2

0

2

k K a k

π

ζ ζ

−

− −
 

Effective, 

eff ( )w ζ  

( )
( )

(1) 2 2

1

2 2 (1) 2 2

0

2 H k

k H a k

πρ ρ ζ

ζ ζ

−

− −
 

( )
( )

2 2

1

2 2 2 2

0

2 K k

k K a k

πρ ρ ζ

ζ ζ

− −

− −
 

 

Πίνακας 3.1: Εκφράσεις της συνάρτηση ( )w ζ  για πραγµατικές τιµές του ζ. Γράφουµε τις 

µορφές της συνάρτησης ξεχωριστά για kζ <  και kζ > , µε την µία µορφή να αποτελεί 

αναλυτική συνέχεια της άλλης.  

 

Κατόπιν των ανωτέρω, η εξίσωση (3.22) ισχύει όχι µόνο για τις περιπτώσεις του 

ακριβούς και του προσεγγιστικού ρεύµατος αλλά και για την περίπτωση του ενεργού. 

Παραλείποντας το όρισµα της ακτίνας στην eff ( , )I ρ ζ  και στην συνάρτηση του πυρήνα, 

µπορούµε να εκφράσουµε και τις τρεις περιπτώσεις της (3.22) ως ακολούθως: 

 

( ) ( ) ( )I w rζ ζ ζ=                                                                                                         (3.27) 

 

όπου  

 

( )
1

2 2( ) ( )w k Kζ ζ ζ
−

 = −                                                                                          (3.28) 

 

µε την συνάρτηση ( )w ζ  να παίρνει µία από τις τρεις µορφές ex( )w ζ , ap( )w ζ , eff ( )w ζ , 

αναλόγως της επιλογής του πυρήνα. Παραθέτουµε τις µορφές της ανωτέρω συνάρτησης 

στον Πίνακα 3.1. Οι εκφράσεις για τις δύο πρώτες µορφές προκύπτουν από την (3.28) 
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και τους γνωστούς τύπους των πυρήνων ex( )K ζ  και ap( )K ζ  (βλέπε, εξισώσεις (2.11) 

και (2.12) αντίστοιχα), ενώ η τρίτη µορφή προσδιορίζεται από τις (3.26), (3.28), την 

έκφραση για την ap( )w ζ  και τους συνήθεις τύπους που δίνουν τις παραγώγους των 

συναρτήσεων Bessel [55]. Παρατηρούµε ότι στο όριο 0ρ → , η τελευταία γραµµή του 

πίνακα ταυτίζεται µε την αµέσως προηγούµενη όπως είναι αναµενόµενο, αν σκεφτούµε 

τον ορισµό που δώσαµε για το ενεργό ρεύµα.   

Η εξίσωση (3.27) δίνει τον µετασχηµατισµό Fourier της λύσης που αναζητάµε. 

Από τον αντίστροφο ΜF αυτής παίρνουµε τελικά: 

 

( )1

0, ( )
( ) ( ) ( )cos

k
I z w r z dπ ζ ζ ζ ζ

+∞−= ∫                                                                         (3.29) 

 

όπου χρησιµοποιήσαµε την ταυτότητα ( ) ( ) ( ) ( )w r w rζ ζ ζ ζ= − − . Στην (3.29), 

χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό 
0, ( )k

+∞

∫ , σκόπιµα, για να δηλώσουµε ότι η διαδροµή 

ολοκλήρωσης διέρχεται κάτωθεν του σηµείου kζ =  στο µιγαδικό ζ-επίπεδο. Το 

ολοκλήρωµα στην (3.29) υπολογίζεται αρχικά, για µιγαδικές τιµές του k , µε  

{ }Im 0k >  και διάστηµα ολοκλήρωσης τον πραγµατικό ηµιάξονα (αυτό σηµαίνει ότι η 

κεραία περιβάλλεται από µέσο που παρουσιάζει απώλειες). Κατόπιν, κάνουµε 

αναλυτική συνέχιση (analytic continuation) του ολοκληρώµατος για την περίπτωση που 

k>0. Στην περίπτωση αυτή η (3.29) είναι αναλυτικά συνεχής στο 0k > . Από την (3.3), 

η ( )r ζ στην (3.29) µετασχηµατίζεται: 

 

( ) ( )
0

sin / 2

/ 2

iVk
r

ζ
ζ

ζ ζ
∆

=
∆

                                                                                              (3.30) 

 

Αν το ολοκλήρωµα στην (3.29) συγκλίνει, τότε η (3.29) δίνει, ακριβώς, την λύση της PE 

(3.19) - η οποία, προφανώς, ταυτίζεται µε την λύση της HE (3.20). Αντιθέτως, ένα 

αποκλίνον ολοκλήρωµα στην (3.29) σηµαίνει ότι τόσο η ΗΕ όσο και η PE είναι µη 

επιλύσιµες αναλυτικά. 

Οι ασυµπτωτικές προσεγγίσεις της συνάρτησης ( )w ζ  για µεγάλες τιµές του ζ - 

που µπορούν εύκολα να προσδιοριστούν από τον Πίνακα 3.1 και τις ασυµπτωτικές 

σχέσεις των τροποποιηµένων συναρτήσεων Bessel που δίνονται στο Παράρτηµα Γ του 



 

 137 

Κεφαλαίου 2 - δίνονται στον Πίνακα 3.2. Η τελευταία (τέταρτη) στήλη αναφέρεται 

στην επιλυσιµότητα της αντίστοιχης ολοκληρωτικής εξίσωσης. Η επιλυσιµότητα ή µη 

της εξίσωσης αποτελεί συνέπεια της τρίτης στήλης. Συγκεκριµένα, οι δύο µη 

επιλύσιµες περιπτώσεις αντιστοιχούν σε εκθετικά µεγάλες ολοκληρωτέες (βλέπε επίσης 

το Σχήµα 3.4). Από την άλλη πλευρά, στις δύο επιλύσιµες περιπτώσεις η υπό 

ολοκλήρωση συνάρτηση συµπεριφέρεται ως ( ) 2cos sin( / 2) /zζ ζ ζ∆ , για µεγάλες τιµές 

του ζ , και συνεπώς είναι ολοκληρώσιµη. Υπογραµµίζουµε ότι για τις ασυµπτωτικές 

εκφράσεις της προτελευταίας γραµµής του Πίνακα 3.2 θα πρέπει να υποθέσουµε ότι το 

ρ  έχει σταθερή και µη µηδενική τιµή. Αν 0ρ = , οι προαναφερθείσες εκφράσεις δεν 

δίνουν τις αντίστοιχες της προηγούµενης γραµµής. 

 

 

 
Large-ζ  behavior of 

( )w ζ  

Large-ζ  behavior of integrand 

1 ( ) ( )cos( )w r zπ ζ ζ ζ−  in (3.29) 

HE and PE 

are... 

 

Exact ex
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a
w

π

ζ
ζ

−
∼  

0

sin( / 2) cos( )

/ 2

iVk zζ ζ

ζ ζ

∆

∆
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ζ

−
 solvable 

Approximate ap 3
2

,( ) 2 2
ae

w a
ζ

ζ
ζ π−∼

 
0

1 sin( / 2) cos( )

/ 2

iVk zζ ζ

ζ π ζ

∆

∆ 3
2

,2 2
ae

a
ζ

ζ
π−  unsolvable 

Effective, 

0 aρ< <  

( )
eff

2
( ) aa

ew ρ ζπ ρ

ζ
ζ −−
∼

 
0

sin( / 2) cos( )

/ 2

iVk zζ ζ

ζ ζ

∆

∆

( )2 aa
e ρ ζρ

ζ
−−  unsolvable 

Effective, 

aρ =  
eff

2
( )

a
w

π

ζ
ζ

−
∼  

0

sin( / 2) cos( )

/ 2

iVk zζ ζ

ζ ζ

∆

∆

2a

ζ

−
 solvable 

  

Πίνακας 3.2: Ασυµπτωτικές εκφράσεις της ( )w ζ  και των υπό ολοκλήρωση συναρτήσεων της 

(3.29). Επιλυσιµότητα των αντίστοιχων ολοκληρωτικών εξισώσεων. 

 
Συνοψίζοντας, έχουµε επαληθεύσει ότι για την άπειρη κεραία, µε τον ακριβή 

πυρήνα, η ολοκληρωτική εξίσωση είναι επιλύσιµη. Αντιθέτως, αποδείξαµε ότι η 

ολοκληρωτική εξίσωση µε τον προσεγγιστικό πυρήνα - η οποία δίνεται από την 

ολοκληρωτική εξίσωση για το ενεργό ρεύµα όταν 0ρ =  - είναι µη επιλύσιµη. Στην 
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περίπτωση του ενεργού ρεύµατος η αντίστοιχη ολοκληρωτική εξίσωση δεν επιλύεται 

αναλυτικά όταν η παράµετρος ρ  παίρνει µικρές θετικές τιµές. Καθίσταται, ωστόσο, 

επιλύσιµη όταν aρ = . Στο εξής, θα αναφερόµαστε στην τελευταία περίπτωση µε τον 

χαρακτηρισµό «ενεργή-επιλύσιµη» περίπτωση, χρησιµοποιώντας για το αντίστοιχο 

ρεύµα τον συµβολισµό eff ( , )I a z . Υπενθυµίζουµε ότι, για την άπειρη κεραία, η 

ολοκληρωτική εξίσωση µε τον προσεγγιστικό πυρήνα, είναι επίσης µη επιλύσιµη στην 

περίπτωση της Γ∆Σ (βλέπε Κεφάλαιο 2) - επιλύεται ωστόσο αναλυτικά για το µοντέλο 

της Γεννήτριας Μagnetic Frill [41]. 
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Σχήµα 3.4: Οι συναρτήσεις ( )w ζ  για πραγµατικές τιµές του ζ  µε kζ > , όπως 

προσδιορίστηκαν από τις εκφράσεις του Πίνακα 3.1: ex( )w ζ  (λεπτή συνεχής γραµµή), ap( )w ζ  

(έντονη συνεχής γραµµή), eff ( )w ζ  για aρ =  (διακεκοµµένη γραµµή), και eff ( )w ζ  για 

/ 4aρ =  (διακεκοµµένη µε σηµεία γραµµή), -1-1 mmk 20 62.8π= ≅  και ma 0.07022= . 

Όλες οι συναρτήσεις παρουσιάζουν ιδιοµορφία αριστερά του σηµείου kζ = . Για µεγάλα ζ, οι 

συναρτήσεις ap( )w ζ  και eff ( )w ζ  ( / 4aρ = ) παίρνουν εκθετικά µεγάλες, αρνητικές τιµές (οι 

τιµές στα δεξιά του διαγράµµατος είναι εκτός κλίµακας και δεν απεικονίζονται), ενώ οι τιµές 

των ex( )w ζ  και eff ( )w ζ  ( aρ = ) δεν είναι µεγάλες. Ο λόγος των δύο τελευταίων µεγεθών 

προσεγγίζει το 2 καθώς το ζ αυξάνει. 
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Όπως προκύπτει από την σχέση ορισµού του (3.1), το ενεργό ρεύµα (για aρ = ) 

είναι ανάλογο µε το κοντινό µαγνητικό πεδίο που δηµιουργεί το ταλαντούµενο 

προσεγγιστικό ρεύµα. Η επιλυσιµότητα, για aρ = , σηµαίνει ότι αυτό το µαγνητικό 

πεδίο παρουσιάζει οµαλή συµπεριφορά. Αν και η οµαλότητα αυτή είναι εµφανής, από 

την απαλοιφή των ταλαντώσεων, εκπλήσσει το γεγονός ότι σε τόσο κοντινή απόσταση 

( aρ = ) από την πηγή τροφοδοσίας ( 0ρ = ) επιτυγχάνεται πλήρης εξοµάλυνση.  

Όπως είδαµε, η προσεγγιστική ολοκληρωτική εξίσωση και η, για aρ < , 

ολοκληρωτική εξίσωση µε τον ενεργό πυρήνα δεν µπορούν να επιλυθούν αναλυτικά για 

την περίπτωση της άπειρης, σε µήκος, κεραίας. Για την πεπερασµένη κεραία, όπως 

ήταν λογικό, αναµέναµε παρόµοια συµπεριφορά µε το αντίστοιχο µοντέλο της Γ∆Σ και 

πιο συγκεκριµένα, αναµέναµε τα αριθµητικά αποτελέσµατα να παρουσιάζουν 

ταλαντώσεις πλησίον του κέντρου της κεραίας, όπως άλλωστε φαίνεται και στα 

Σχήµατα 3.1 και 3.2 (στην περίπτωση του µοντέλου ΓΜF δεν παρατηρούµε 

ταλαντώσεις [41]). Όπως προκύπτει από την ανάλυση του Κεφαλαίου 2, της  [41] και 

ιδιαίτερα της [42], θα πρέπει να ερµηνεύσουµε το φαινόµενο της παρουσίας των 

ταλαντώσεων ως αποτέλεσµα της µη επιλυσιµότητας των αντίστοιχων ολοκληρωτικών 

εξισώσεων. Θα εξετάσουµε το σηµείο αυτό εκτενέστερα στο επόµενο κεφάλαιο. 

 

3.4.2 Επιλύσιµες Περιπτώσεις: Ιδιότητες των Λύσεων 

 

Ας επιστρέψουµε, στο σηµείο αυτό, στην άπειρη κεραία και ας εξετάσουµε πιο 

αναλυτικά την ενεργή-επιλύσιµη περίπτωση και την περίπτωση της ολοκληρωτικής 

εξίσωσης µε τον ακριβή πυρήνα. Έχουµε ήδη υπογραµµίσει ότι η συνάρτηση ( )I z  δεν 

αποτελεί, από φυσικής απόψεως, ρεύµα αγωγιµότητας για την κεραία όταν  / 2z < ∆ . 

Παρόλα αυτά πρέπει να αναφέρουµε ότι το ολοκλήρωµα στην (3.29) συγκλίνει ακόµα 

και όταν 0z = . Ο τελευταίος ισχυρισµός προκύπτει από τον Πίνακα 3.2 καθότι, για τις 

δύο επιλύσιµες περιπτώσεις, η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση συµπεριφέρεται ως 

2sin( / 2) /ζ ζ∆  για µεγάλες τιµές του ζ. Ωστόσο, για 0∆ →  η ολοκληρωτέα στον 

Πίνακα 3.2 συµπεριφέρεται ως 1/ζ  για µεγάλα ζ, επαληθεύοντας την γνωστή άπειρη 

χωρητικότητα του διακένου και την λογαριθµική ιδιοµορφία που παρουσιάζει η 

επιδεκτικότητα στην περίπτωση της Γ∆Σ όπως είδαµε στην παράγραφο 2.3. Αντίθετα 

λοιπόν µε την Γ∆Σ, που εξετάστηκε στο προηγούµενο κεφάλαιο και στην [43], τα 



 

 140 

µεγέθη ex( )I z  και eff ( , )I a z  δεν παρουσιάζουν λογαριθµική ιδιοµορφία στο 0z = . 

Είναι συνεχή στο 0z =  και έχουν ( ex(0)I , eff ( ,0)I a ) πεπερασµένες τιµές. Καθώς 

υπάρχει πεπερασµένο διάκενο, αυτό ήταν αναµενόµενο λόγω της φυσικής του 

προβλήµατος. Κατόπιν των ανωτέρω, η συµπεριφορά που παρατηρήσαµε, για µικρά z, 

στο Σχήµα 3.3, για την περίπτωση της πεπερασµένης κεραίας, είναι σύµφωνη µε τα 

αναλυτικά µας αποτελέσµατα για την άπειρη κεραία.  

Στην συνέχεια θα εξετάσουµε την συµπεριφορά του ρεύµατος στα άκρα του 

διακένου, που έχει φυσική σηµασία για το µοντέλο της ΓΠ∆ που εξετάζουµε, και 

παρουσιάζει µεγαλύτερο θεωρητικό ενδιαφέρον. Το ολοκλήρωµα στην (3.29) συγκλίνει 

όταν / 2z = ∆  και, ως εκ τούτου, τα µεγέθη ex( / 2)I ∆  και eff ( , / 2)I a ∆  είναι 

πεπερασµένα, όπως επίσης και οι αντίστοιχες σύνθετες αντιστάσεις εισόδου της 

κεραίας. Η πρώτη παράγωγος του ρεύµατος ( )I z′  - που είναι ανάλογη του φορτίου ανά 

µονάδα µήκους - δίνεται από το ολοκλήρωµα: 

 

( )
0, ( )

1
( ) ( ) ( )sin

k
I z w r z dζ ζ ζ ζ ζ

π

+∞ −′ = ∫                                                                       (3.31) 

 

Εξετάζουµε πρώτα την περίπτωση του ακριβούς ρεύµατος ex( )I z . Μπορούµε να δούµε 

από τον Πίνακα 3.2 ότι: 

 

( )
ex

0

sin / 21 8
( ) ( ) ,

i Vka
w r

ζ
ζ ζ ζ

π ζ ζ
∆−

∆
∼      καθώς     ζ → ∞                                        (3.32) 

 

Συνεπώς, εκτός των άλλων, η ( )I z′  είναι ο ηµιτονοειδής µετασχηµατισµός Fourier µιας 

συνάρτησης που συµπεριφέρεται ως ( )sin / 2 /ζ ζ∆  για µεγάλες τιµές της µεταβλητής 

ολοκλήρωσης ζ. Για τον λόγο αυτό, η ex( )I z′  αποκλίνει λογαριθµικά καθώς το z 

προσεγγίζει το / 2∆ , µε: 

 

ex

0

( ) 4
ln

2

I z ka
i z

V ζ
′ ∆

− −
∆

∼ ,     καθώς    
2

z
∆

→                                                            (3.33) 
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Η εξίσωση (3.33) αποδεικνύεται στο Παράρτηµα Β. Στο ίδιο παράρτηµα αποδεικνύεται 

επίσης ότι: 

 

eff

0

( , ) 2
ln

2

I a z ka
i z

V ζ
′ ∆

− −
∆

∼ ,     καθώς     
2

z
∆

→                                                       (3.34) 

 

Οι σχέσεις (3.33) και (3.34) διαφέρουν κατά έναν παράγοντα ½. Αυτό οφείλεται σε 

έναν αντίστοιχο παράγοντα στις ασυµπτωτικές εκφράσεις των µεγεθών ex( )w ζ  και 

eff ( )w ζ  (βλέπε τον Πίνακα 3.2 και το Σχήµα 3.4). Συνοψίζοντας, τόσο το ακριβές 

ex( )I z  όσο και το ενεργό (για aρ = ) eff ( , )I a z  ρεύµα, έχουν πεπερασµένες τιµές στο 

άκρο του διακένου / 2z = ∆ . Ωστόσο, οι παράγωγοι τους, ex( )I z′  και eff ( , )I a z′ , 

συµπεριφέρονται σύµφωνα µε τις σχέσεις (3.33) και (3.34) αντίστοιχα, µε τους 

συντελεστές των λογαριθµικών ιδιοµορφιών τους να διαφέρουν κατά έναν παράγοντα ½. 

Συνεπώς, σύµφωνα µε τα προηγούµενα, οι παράγωγοι ( )I z′  (πλησίον του / 2z = ∆ ) 

συµπεριφέρονται όπως ακριβώς και τα ρεύµατα ( )I z  στην περίπτωση της Γ∆Σ 

(πλησίον του 0z = ) [43]. Τονίζουµε ότι κατά την διάρκεια της ανάλυσή µας δεν 

υποθέσαµε µικρό εύρος διακένου. 

Στο σηµείο αυτό θα υπολογίσουµε, ξεχωριστά, το πραγµατικό και το φανταστικό 

µέρος του ( ) /I z V  και θα τα συγκρίνουµε για την ενεργή-επιλύσιµη περίπτωση και την 

περίπτωση του ακριβούς πυρήνα. Για τις δύο αυτές περιπτώσεις αποδεικνύεται στο 

Παράρτηµα Γ.1 ότι: 

 

{ } { } ( )
0

( ) 1
Re Im ( ) Im ( ) cos

kI z
w r z d

V
ζ ζ ζ ζ

π
−  = 

  ∫                                                   (3.35) 

 

και 

 

{ } { } { }
00

( ) 1
Im lim Re ( ) Im ( ) cos( ) ( ) Im ( ) cos( )

k

k

I z
w r z d w r z d

V

ε

εε
ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ

π +

− +∞

+→

   = +      ∫ ∫
                                                                                                                              

                                                                                                                                    (3.36) 
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Σηµειώνουµε ότι η εξίσωση (3.36) εµπεριέχει ένα ολοκλήρωµα κύριας τιµής κατά 

Cauchy (Cauchy principle-value ολοκλήρωµα). Αν χρησιµοποιήσουµε τις εκφράσεις 

του Πίνακα 3.1 για τα ex( )w ζ  και  eff ( )w ζ  καθώς και την Wronskian ορίζουσα 

( )1 0 0 1( ) ( ) ( ) ( ) 2 /J z Y z J z Y z zπ− =  [55], µπορούµε να γράψουµε την (3.35) ως 

ακολούθως: 

 

( ) ( ) ( )
( )

ex eff

2 22 20
2 2 2 20

0 0

( ) ( , )
Re Re

sin / 24 1 1
. cos( )

/ 2

k

I z I a z

V V

k
z d

k
J a k Y a k

ζ
ζ ζ

πζ ζζ ζ ζ

   = =   
   

∆

∆ −    − + −        

∫
                         

                                                                                                                           (3.37) 

 

Παρατηρούµε δηλαδή ότι, για aρ = , το πραγµατικό µέρος του ενεργού ρεύµατος δίνει 

ακριβώς το πραγµατικό µέρος του ακριβούς { }exRe ( ) /I z V . Η ισότητα (3.37) αποτελεί 

πλεονέκτηµα της µεθόδου του ενεργού ρεύµατος και ισχύει και για το µοντέλο της Γ∆Σ 

[43]. Μία φυσική ερµηνεία της  ανωτέρω ισότητας - τόσο για την περίπτωση της Γ∆Σ 

όσο και για την αντίστοιχη της ΓΠ∆ που δεν αναφέρεται στην [43] - θα δοθεί στο 

επόµενο κεφάλαιο. Όπως είδαµε στο Σχήµα 3.1, οι αντίστοιχες αριθµητικές λύσεις για 

την πεπερασµένη κεραία δεν είναι ίσες. Είναι, ωστόσο, κοντά µεταξύ τους. 

Παίρνοντας το ανάπτυγµα της ( ) ( )sin / 2 / / 2ζ ζ∆ ∆  στην σχέση (3.37) και 

συγκρίνοντας την τελευταία µε τις εξισώσεις (2.11) και (4.15) της [43], παρατηρούµε 

ότι όταν το εύρος του διακένου είναι µικρό τα δύο πραγµατικά, ίσα, µέρη στην περίπτωση 

της ΓΠ∆ διαφέρουν από τα αντίστοιχα του µοντέλου της Γ∆Σ κατά µία µικρή ποσότητα 

της τάξεως του 2∆ .  

Αν και τα πραγµατικά µέρη του ακριβούς και του ενεργού ρεύµατος ταυτίζονται 

στην άπειρη κεραία, όπως προαναφέραµε, δεν συµβαίνει το ίδιο και µε τα αντίστοιχα 

φανταστικά µέρη αυτών. Οι δυσκολίες στην αριθµητική ολοκλήρωση εξισώσεων της 

µορφής της (3.29) έχουν αναφερθεί ήδη από το 2008 [35]. Οµοίως, η (3.36), στην 

παρούσα µορφή, δεν επιτρέπει τον απευθείας υπολογισµό της. Για να ξεπεράσουµε την 

δυσκολία αυτή και να εξάγουµε αριθµητικά αποτελέσµατα µετασχηµατίζουµε την 

(3.36) σύµφωνα µε την ταυτότητα (βλέπε Παράρτηµα Γ.2): 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 2

lim 2
k k

L R L R Rk k
f d f d f f k d f d

ε

ε ε
ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ+

− ∞ ∞

→ +

 + = + − +  ∫ ∫ ∫ ∫                  

                                                                                                                           (3.38) 

 

όπου οι ( )Lf ζ  και ( )Rf ζ  είναι οµαλές συναρτήσεις ορισµένες στα διαστήµατα 

0 kζ< <  και kζ >  αντίστοιχα, και το όριο στο αριστερό µέλος της εξίσωσης 

υποθέτουµε ότι υπάρχει. Το δεξιό µέλος της (3.38) εξασφαλίζει µία έκφραση που 

δύναται να ολοκληρωθεί µε τις συνήθεις ρουτίνες αριθµητικής ολοκλήρωσης. Θα 

πρέπει να σηµειωθεί βέβαια ότι οι µετασχηµατισµένες ολοκληρωτέες που προκύπτουν 

από την (3.36) - αν εφαρµόσουµε την προαναφερθείσα ταυτότητα - εξακολουθούν να 

εξασθενούν µε αργό ρυθµό στο άπειρο. Παρόλα αυτά, οι ανωτέρω συναρτήσεις, δίνουν 

επαρκή αποτελέσµατα για τους στόχους της παρούσας µελέτης, δεδοµένου ότι η 

τελευταία δεν απαιτεί  γρήγορο  ρυθµό  σύγκλισης  και  υψηλή ακρίβεια. Στο Σχήµα 3.5 
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Σχήµα 3.5: { }
ex

( ) /Im I z V  (συνεχής γραµµή) και { }eff
( ) /Im I z V  (διακεκοµµένη γραµµή) όπως 

υπολογίστηκαν για την άπειρη κεραία από την εξίσωση (3.36), εφαρµόζοντας την ταυτότητα 

(3.38). ∆/λ=0.01, a/λ=0.007022. 

 
παρουσιάζουµε τα αριθµητικά αποτελέσµατα της (3.36) για το ακριβές και το ενεργό 

ρεύµα. Παρατηρούµε ότι τα δύο φανταστικά µέρη είναι αρκετά κοντά. Στην κλίµακα 
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του διαγράµµατος, µάλιστα, συµπίπτουν µεταξύ τους µε εξαίρεση µία µικρή περιοχή 

πλησίον του 0z = . Στο σηµείο 0z = , η διαφορά µεγιστοποιείται περίπου στο 12%. Η 

διαφορά αυτή είναι πολύ µικρότερη από τον παράγοντα διαφοράς 2 που συναντούµε 

στην περίπτωση της Γ∆Σ [43] που, όπως προείπαµε, το ρεύµα παρουσιάζει λογαριθµική 

ιδιοµορφία στο σηµείο αυτό. Κατ’ επέκταση, η εφαρµογή της µεθόδου του ενεργού 

ρεύµατος στο µοντέλο της ΓΠ∆ δίνει πιο ακριβή αποτελέσµατα σε σχέση µε την Γ∆Σ 

και ως εκ τούτου κρίνεται περισσότερο επωφελής για το µοντέλο που εξετάζουµε. 

Υπενθυµίζουµε ότι από το Σχήµα 3.2 εξήχθησαν αντίστοιχα συµπεράσµατα για τις 

αριθµητικές λύσεις της πεπερασµένης κεραίας. 

 

3.5 Επεκτάσεις για την Κατανοµή Τετραγωνικής Ρίζας 
(Square Root Distribution) 

 

Στις προηγούµενες παραγράφους υποθέσαµε ότι το πεδίο που αναπτύσσεται κατά 

µήκος του διακένου είναι σταθερό. Στην τρέχουσα παράγραφο θα επεκτείνουµε την 

ανωτέρω ανάλυση στην περίπτωση όπου το πεδίο, στο διάκενο, ακολουθεί την 

κατανοµή τετραγωνικής ρίζας [13], [47], [50]. Οι υπολογισµοί είναι ακριβώς ίδιοι και 

για το λόγο αυτό παραλείπονται χάριν συντοµίας. Η κατανοµή τετραγωνικής ρίζας για 

το µοντέλο που εξετάζουµε (ΓΠ∆) έγκειται στην αντικατάσταση της ( )r z  της εξίσωσης 

(3.3) από την συνάρτηση: 

 

( ) ( )
1/ 22 2

0( / 2) / , / 2

0,

iVk z z
r z

z h

πζ
−  ∆ −     < ∆  = 

      ∆/2 < <
                                                     (3.39) 

 

O MF ( )r ζ  δίνεται από την (3.30) αν αντικαταστήσουµε την ( ) ( )sin / 2 / / 2ζ ζ∆ ∆  µε 

την συνάρτηση Bessel µηδενικής τάξεως ( )0 / 2J ζ∆ : 

 

( ) ( )0
0

/ 2
iVk

r Jζ ζ
ζ

= ∆                                                                                                 (3.40) 
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Large-ζ  behavior of 

( )w ζ  

Large-ζ  behavior of integrand 

1 ( ) ( )cos( )w r zπ ζ ζ ζ−  in (3.29) 

HE and PE 

are... 
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Πίνακας 3.3: Ασυµπτωτικές εκφράσεις της ( )w ζ  και των υπό ολοκλήρωση συναρτήσεων της 

(3.29) για την περίπτωση όπου το πεδίο στο διάκενο ακολουθεί την κατανοµή τετραγωνικής 

ρίζας. Επιλυσιµότητα των  αντίστοιχων ολοκληρωτικών εξισώσεων. 

Ως συνέπεια, όπως και στην περίπτωση του σταθερού πεδίου, έτσι και στην κατανοµή 

τετραγωνικής ρίζας το πραγµατικό µέρος του ενεργού ρεύµατος δίνει ακριβώς το 

πραγµατικό µέρος του ρεύµατος της κεραίας.  

 

Στον Πίνακα 3.3 παρουσιάζουµε τις ασυµπτωτικές εκφράσεις των υπό ολοκλήρωση 

συναρτήσεων της (3.29) για την νέα κατανοµή του πεδίου. Παρατηρούµε ότι τα 

αποτελέσµατα για την επιλυσιµότητα των ολοκληρωτικών εξισώσεων παραµένουν ως 

είχαν στην περίπτωση του σταθερού πεδίου (βλέπε Πίνακα 3.2). ∆ηλαδή, µε άλλα 

λόγια, οι εξισώσεις Hallén και Pocklington επιλύονται αναλυτικά µόνο στην περίπτωση 

του ακριβούς και ενεργού πυρήνα (για aρ = ). Όπως και πριν, τα µεγέθη  ex(0)I , 

ex( / 2)I ∆  και eff ( , / 2)I a ∆  είναι πεπερασµένα. Η µόνη ουσιαστική διαφορά έγκειται 

στην συµπεριφορά του φορτίου ανά µονάδα µήκους της κεραίας. Συγκεκριµένα, καθώς 

προσεγγίζουµε το άκρο του διακένου από µικρές τιµές του z (εσωτερικά), η συνάρτηση 

ex( ) /I z V′  έχει πεπερασµένη τιµή. Αντιθέτως, προσεγγίζοντας το άκρο εξωτερικά, 

παρατηρούµε µία ιδιοµορφία τετραγωνικής ρίζας (square root singularity),  
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( )ex( ) / 1/ / 2I z V z′ = Ο − ∆  καθώς  / 2 0z → ∆ + . Η τελευταία εξίσωση ισχύει επίσης 

και για την eff ( , ) /I a z V′ , µε τον συντελεστή του πρωτεύοντα όρου να διαφέρει - όπως 

πριν - κατά τον παράγοντα  ½. Ολοκληρώνοντας, η (3.37) ισχύει και στην περίπτωση 

της νέας κατανοµής αν αντικαταστήσουµε την  ( ) ( )sin / 2 / / 2ζ ζ∆ ∆  µε την συνάρτηση 

( )0 / 2J ζ∆ : 
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 −    − + −        

∫
              

                                                                                                                                    (3.41) 

 

3.6 Συµπεράσµατα 

 
Οι ολοκληρωτικές εξισώσεις λεπτών νηµατοειδών κεραιών που τροφοδοτούνται 

µε την ΓΠ∆, τόσο µε τον προσεγγιστικό όσο και µε τον ακριβή πυρήνα, έχουν 

αποτελέσει, εδώ και πολλά χρόνια, αντικείµενο µελέτης και µερικές φορές 

αντιπαράθεσης. Ορµώµενοι από την θεωρία του προηγούµενου κεφαλαίου αλλά και 

σύγχρονων εργασιών επί του θέµατος [41], [42], στο παρόν κεφάλαιο συζητήσαµε 

θεµελιώδεις ιδιότητες που σχετίζονται µε τις αριθµητικές λύσεις των ΗΕ και PE. 

Επεκτείναµε, επίσης, την µέθοδο του ενεργού ρεύµατος της [43] για το µοντέλο της 

ΓΠ∆ και εξετάσαµε µερικές από τις θεµελιώδεις ιδιότητές της. Αυτή η εύκολη, στην 

εφαρµογή, µέθοδος ορίζεται από την σχέση (3.1) (µε aρ = ), η οποία, για την ειδική 

περίπτωση των ηµιτονοειδών συναρτήσεων βάσης, απλοποιείται στην (3.18) όπου nI  

είναι η ταλαντούµενη αριθµητική λύση της µη επιλύσιµης, αναλυτικά, ολοκληρωτικής 

εξίσωσης µε τον προσεγγιστικό πυρήνα. 

Τα συµπεράσµατά µας προέρχονται, ως επί το πλείστον, από την αναλυτική 

µελέτη της άπειρης, σε µήκος, κεραίας. Το ολοκλήρωµα της (3.29) αποτελεί, τυπικά, 

την λύση των HE και PE. Η λύση αυτή είναι αληθής αν και µόνο αν το ολοκλήρωµα 

συγκλίνει. Αποδείξαµε ότι αυτό ισχύει για τις περιπτώσεις του ακριβούς και του 

ενεργού ( aρ = ) πυρήνα αλλά όχι για τον προσεγγιστικό και τον ενεργό µε aρ < . Για 
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τις δύο πρώτες - επιλύσιµες - περιπτώσεις, εξετάσαµε τις οριακές τιµές - κοντά στο 

κέντρο της κεραίας και πλησίον του άκρου του διακένου - της λύσης (3.29), και 

παρατηρήσαµε αντίστοιχη συµπεριφορά µε τα αριθµητικά αποτελέσµατα των 

Σχηµάτων 3.1-3.3 που αναφέρονται στην πεπερασµένη κεραία. ∆είξαµε ότι το ενεργό 

ρεύµα είναι κοντά στο ακριβές και το συγκρίναµε µε τις αντίστοιχες λύσεις της Γ∆Σ. 

Τέλος, επεκτείναµε αρκετά από τα αποτελέσµατά µας για την γνωστή κατανοµή 

τετραγωνικής ρίζας. 

Το ενεργό ρεύµα είναι, ουσιαστικά, το µαγνητικό πεδίο σε απόσταση aρ =  από 

την ταχέως ταλαντούµενη «πηγή» του. Το γεγονός ότι το πεδίο αυτό έχει οµαλή 

συµπεριφορά - όπως είναι εµφανές από την απαλοιφή των ταλαντώσεων - παρουσιάζει, 

ως φαινόµενο, οµοιότητες µε το κοντινό πεδίο των υπερκατευθυντικών κεραιών και µε 

κάποιες πρόσφατα αναφερθείσες απόψεις για την Μέθοδο Βοηθητικών Πηγών (Method 

of Auxiliary Sources - MAS) [56], [57]. Στο επόµενο κεφάλαιο θα εξετάσουµε την 

προέλευση και την φυσική σηµασία του ταλαντούµενου και του ενεργού ρεύµατος και 

θα αναφερθούµε στις ανωτέρω οµοιότητες µε περισσότερες λεπτοµέρειες. 
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Παράρτηµα Α 

 

Εξαγωγή της Εξίσωσης (3.20) 

 

Η ΗΕ που αντιστοιχεί στη εξίσωση (3.19) µπορεί να προσδιοριστεί από την (3.4) 

παρατηρώντας ότι, για / 2z > ∆ , το δεξιό µέλος της (3.4) δύναται να γραφεί ως   

( ) ( )1 2exp expD ik z D ik z+ − , όπου 1D  και 2D  ανεξάρτητα του z. Εκτός από µία 

γενική πολλαπλασιαστική σταθερά, το δεξιό αυτό µέλος της εξίσωσης εκφράζει το 

διανυσµατικό δυναµικό και, όταν h = ∞ , θα πρέπει να είναι ένα αποµακρυνόµενο κύµα 

(υπενθυµίζουµε την χρονική εξάρτηση i te ω− ). Ως εκ τούτου 2 0D = , και λύνοντας ως 

προς C παίρνουµε τελικά ( ) ( )01 exp / 2 /C iV ik kζ= − ∆ ∆   . Με την τελευταία σταθερά 

C και µε h = ∞ , η (3.4) µας δίνει την εξίσωση του Hallén (3.20). 
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Παράρτηµα Β 

 

Εξαγωγή των Εξισώσεων (3.33) και (3.34)  

 

Για συντοµία, έστω ex( ) ( ) ( ) /f w rζ ζ ζ ζ π= −  και 08 /( )B i Vka ζ= ∆  έτσι ώστε οι 

(3.32) και (3.31) να είναι αντίστοιχα: 

 

sin( / 2)
( ) ,f B

ζ
ζ

ζ
∆

∼    καθώς    ζ → +∞                                                                   (B.1) 

 

και  

 

ex

0, ( )

( ) ( )sin( ) ,
k

I z f z dζ ζ ζ
∞

′ = ∫                                                                                       (Β.2) 

 

Προσθέτοντας και αφαιρώντας στην (Β.2) την ασυµπτωτική έκφραση της (Β.1) έχουµε: 

 

ex

0, ( ) 0

sin( / 2) sin( / 2)
( ) ( ) sin( ) sin( )

k

I z f B z d B z d
ζ ζ

ζ ζ ζ ζ ζ
ζ ζ

∞ ∞ ∆ ∆′ = − + 
 

∫ ∫                 (B.3) 

 

Το δεύτερο ολοκλήρωµα στην σχέση (Β.3), το οποίο περιλαµβάνεται σε πίνακα 

γνωστών ολοκληρωµάτων [58], µπορεί να υπολογιστεί γράφοντας αρχικά: 

 

( ) ( )
0

0

cos / 2 cos / 2sin( / 2) 1
sin( ) lim

2

z z
z d d d

ε
ε ε

ζ ζζ
ζ ζ ζ ζ

ζ ζ ζ
+

∞ ∞ ∞

→

 − ∆ + ∆   ∆     = − 
  

∫ ∫ ∫                                     

                                                                                                                                     (B.4)    

 

Στη συνέχεια, θέτοντας / 2t zζ= ± ∆  και συνδυάζοντας τα δύο ολοκληρώµατα που 

προκύπτουν παίρνουµε: 
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z z= + ∆ − − ∆                                                (B.5) 

 

Το δεξιό µέλος της (Β.5) (τελευταία έκφραση) είναι το όριο του δεύτερου 

ολοκληρώµατος της προηγούµενης έκφρασης - το αντίστοιχο όριο του πρώτου 

ολοκληρώµατος είναι µηδέν. Συνεχίζοντας, αντικαθιστούµε την σχέση (Β.5) στην (Β.3) 

και  παίρνουµε το όριο καθώς / 2z → ∆ . Ο πρώτος όρος του δεξιού µέλους της (Β.3) 

παραµένει πεπερασµένος, και το ίδιο συµβαίνει και για τον πρώτο λογάριθµο του 

δεξιού µέλους της (Β.5). Συνεπώς, ο δεύτερος λογάριθµος αποτελεί τον επικρατέστερο 

όρο του αθροίσµατος και: 

 

ex( ) ln / 2 (1),
2

B
I z z O′ = − − ∆ +    καθώς    / 2z → ∆                                                   (B.6) 

 

που µας δίνει την εξίσωση (3.33). Η διαδικασία υπολογισµού της (3.34) είναι ακριβώς 

ανάλογη µε αυτήν της (3.33). Η µόνη, ουσιαστική, διαφορά έγκειται σε ένα συντελεστή 

½ στη σταθερά Β.  
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Παράρτηµα Γ 

 

Υπολογισµός του Ολοκληρώµατος της (3.29) -
Επιλύσιµες Περιπτώσεις  
 

Γ.1 Εξαγωγή των Εξισώσεων (3.35) και (3.36)  
 

Η διαδικασία προσδιορισµού των σχέσεων (3.35) και (3.36) είναι παραπλήσια µε 

αυτή που αναφέρεται στο Παράρτηµα Α της [59], που αφορά το ακριβές ρεύµα για το 

µοντέλο της Γ∆Σ. Έστω ( )f ζ  η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση της (3.29), έτσι ώστε: 

 

( )1
( ) ( ) ( )cosf w r zζ ζ ζ ζ

π
=                                                                                        (Γ.1) 

 

Χρησιµοποιώντας την εξίσωση (3.30), τον Πίνακα 3.1 και τις ασυµπτωτικές εκφράσεις 

των συναρτήσεων Bessel για µικρά ορίσµατα (βλέπε Παράρτηµα Γ Κεφαλαίου 2), 

µπορεί εύκολα να αποδειχθεί ότι, τόσο στην περίπτωση του ακριβούς ρεύµατος όσο και 

στην αντίστοιχη ενεργή-επιλύσιµη περίπτωση, έχουµε: 

 

( )( ) 1 ,
( ) ln( )

f O
k k

ξ
ζ

ζ ζ
= +

− −
  καθώς   { } (Im 0)kζ ζ→ <                                  (Γ.2) 

 

Η σταθερά (ανεξάρτητη του ζ) ξ µπορεί να υπολογιστεί αλλά είναι ήσσονος σηµασίας 

για την ανάλυση µας. Για 0ε > , ας υποθέσουµε ότι Lε  είναι η διαδροµή µε αφετηρία 

το k ε−  και πέρας το k ε+ , η οποία κείτεται εξολοκλήρου στο κάτω µισό του ζ-

επιπέδου. Ο επικρατούν όρος της (Γ.2) δεν είναι ολοκληρώσιµος. Ωστόσο, το όριο 

καθώς 0ε → , του ολοκληρώµατος του όρου αυτού κατά µήκος της Lε  υπάρχει και 

είναι ίσο µε µηδέν - αυτό είναι αληθές καθότι τα άκρα ολοκλήρωσης είναι συµµετρικά 

περί του kζ = . Ο όρος του υπολοίπου (τάξεως 1) της (Γ.2) είναι ολοκληρώσιµος και 

εποµένως το αντίστοιχο όριο του ολοκληρώµατός του, κατά µήκος της Lε , θα είναι 

επίσης ίσο µε µηδέν. Κατόπιν των ανωτέρω, η (3.29) µπορεί να γραφεί ως ένα 

ολοκλήρωµα κύριας τιµής κατά Cauchy της κάτωθι µορφής: 
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0
0

( )
lim ( ) ( )

k

k

I z
r d r d

V

ε

ε
ε

ζ ζ ζ ζ+

− ∞

→
+

 
= + 

 
∫ ∫ ,                                                                 (Γ.3) 

 

Στο σηµείο αυτό πρέπει να σηµειώσουµε ότι, αντίθετα µε άλλες εφαρµογές που 

περιλαµβάνουν Cauchy-principal value ολοκληρώµατα, η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση 

στην (Γ.3) δεν έχει απλό πόλο στο kζ = , αλλά συµπεριφέρεται σύµφωνα µε την σχέση 

(Γ.2). Το δεύτερο ολοκλήρωµα στην (Γ.3) είναι καθαρά φανταστικό. Συνεπώς, αν 

πάρουµε το πραγµατικό µέρος της (Γ.3) έχουµε την σχέση (3.35), στην οποία δεν 

απαιτείται να πάρουµε το όριο  
0

lim
ε +→

. Το υπόλοιπο κοµµάτι της (Γ.3) δίνει την 

εξίσωση (3.36). 

 

Γ.2 Απόδειξη της Ταυτότητας (3.38)  

 
Έστω ( )Lf ζ  και ( )Rf ζ  οµαλές συναρτήσεις, ορισµένες στα διαστήµατα 

0 kζ< <  και kζ >  αντίστοιχα, ώστε να υπάρχει το όριο: 

 

( ) ( )
0 0

lim
k

L Rk
D f d f d

ε

ε ε
ζ ζ ζ ζ+

− ∞

→ +

 = +  ∫ ∫ .                                                            (Γ.4) 

 

Θέτοντας την µεταβλητή 2t k ζ= −  στο δεύτερο ολοκλήρωµα της (Γ.4) και 

επιλέγοντας ενδιάµεσο άκρο ολοκλήρωσης το µηδέν παίρνουµε: 

 

( ) ( )

( ) ( )
0

0

2

                     2 2

k

R Rk

k

R R

f d f k t dt

f k t dt f k t dt

ε

ε

ε

ζ ζ
∞ −

+ −∞

−

−∞

= −

= − + −

∫ ∫

∫ ∫
                                                   (Γ.5) 

 

Θέτοντας 2k tζ = −  και tζ =  στο πρώτο και δεύτερο ολοκλήρωµα της (Γ.5) 

αντίστοιχα έχουµε: 

 

( ) ( ) ( )
2 0

2
k

R R Rk k
f d f d f k d

ε

ε
ζ ζ ζ ζ ζ ζ

∞ ∞ −

+
= + −∫ ∫ ∫                                                     (Γ.6) 
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Αντικαθιστούµε την (Γ.6) στην (Γ.4) και παίρνουµε τελικά: 

 

( ) ( ) ( )
0 0 2

lim 2
k

L R Rk
D f f k d f d

ε

ε
ζ ζ ζ ζ ζ+

− ∞

→
 = + − +  ∫ ∫                                          (Γ.7) 

 

Το όριο της (Γ.7) καθώς 0ε +→  µας δίνει την ζητούµενη ταυτότητα. 
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Κεφάλαιο 4  

 

Θεµελιώδεις Ιδιότητες της Γεννήτριας 
Πεπερασµένου ∆ιακένου (Finite Gap Generator) - 
Φυσική Ερµηνεία  

 

4.1 Εισαγωγή 

 

Στο παρόν κεφάλαιο, θα συνεχίσουµε και θα ολοκληρώσουµε την µελέτη µας για 

το µοντέλο της Γεννήτριας Πεπερασµένου ∆ιακένου - ΓΠ∆ (Finite Gap Generator -

FGG) εξετάζοντας τις αντίστοιχες εξισώσεις Hallén και Pocklington (HE, PE). Όπως 

στο Κεφάλαιο 3, έτσι και εδώ, θα εξετάσουµε θεµελιώδεις ιδιότητες που σχετίζονται µε 

την επιλυσιµότητα των παραπάνω εξισώσεων και τις λύσεις που προκύπτουν από την 

εφαρµογή της Μεθόδου των Ροπών σ’ αυτές. Η µελέτη µας θα στηριχτεί στο Κεφάλαιο 

2 καθώς και στις [1], [2], που αφορούν την Γεννήτρια ∆έλτα Συνάρτησης - Γ∆Σ (Delta 

Function Generator - DFG) και την Γεννήτρια Magnetic Frill - ΓMF (Magnetic Frill 

Generator - MFG). Επιπρόσθετα, θα εξετάσουµε την εφαρµογή της µεθόδου του 

«ενεργού ρεύµατος» στην ΓΠ∆, που έχει αναλυθεί πρόσφατα στην [3] για το µοντέλο 

της Γ∆Σ. Όπως ήδη έχει αναφερθεί, η ανωτέρω µέθοδος παρέχει ένα «λογικό» ρεύµα 

που προκύπτει από την εκ των υστέρων επεξεργασία των ταλαντούµενων 

αποτελεσµάτων της Μεθόδου των Ροπών στην περίπτωση του προσεγγιστικού πυρήνα. 

Τα αποτελέσµατα µας, στο τρέχον κεφάλαιο, αναπτύσσονται σε δύο άξονες που 

επαληθεύουν και ερµηνεύουν τα συµπεράσµατα που εξήχθησαν στο Κεφάλαιο 3. Ο 

πρώτος άξονας επικεντρώνεται στις προαναφερθείσες ταλαντώσεις που σχετίζονται µε 

τον προσεγγιστικό πυρήνα. Στο Σχήµα 3.2 του προηγούµενου κεφαλαίου 

παρατηρήσαµε ταλαντώσεις στις τιµές του ρεύµατος πλησίον του 0z =  και τις 

συσχετίσαµε µε την «µη επιλυσιµότητα» των ολοκληρωτικών εξισώσεων για την 

κεραία απείρου µήκους. Για την άπειρη κεραία, το ενεργό ρεύµα ικανοποιεί µία 

ολοκληρωτική εξίσωση η οποία µάλιστα, σύµφωνα µε τον Πίνακα 3.2, επιλύεται 

αναλυτικά για aρ =  ενώ είναι µη επιλύσιµη για aρ < . Κατά συνέπεια, για την 

περίπτωση της πεπερασµένης κεραίας - στην οποία το ενεργό ρεύµα δεν υπολογίζεται 
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από την ολοκληρωτική εξίσωση αλλά από την σχέση (3.17) ή (3.18), όπου το µήκος της 

διακριτοποίησης 0z  είναι µη µηδενικό - είναι λογικό να αναµένουµε ταλαντώσεις 

κοντά στο 0z =  όταν aρ < . Το τελευταίο επαληθεύεται στην παράγραφο 4.2 όπου θα 

ερµηνεύσουµε την φύση των ταλαντώσεων µέσω µιας διαδικασίας δύο βηµάτων:  

 

α) Αρχικά εξάγουµε µια ασυµπτωτική έκφραση για το ταλαντούµενο ενεργό 

ρεύµα στην περίπτωση της άπειρης κεραίας. Η εν λόγω έκφραση για την ειδική 

περίπτωση όπου 0ρ = , δίνει το ταλαντούµενο ρεύµα που προκύπτει από τον 

προσεγγιστικό πυρήνα. 

 

β) Επαληθεύουµε, µέσω αντιπροσωπευτικών αριθµητικών αποτελεσµάτων, ότι η 

ανωτέρω ασυµπτωτική έκφραση εφαρµόζεται επίσης στην πεπερασµένη κεραία. 

Συγκρίνουµε την έκφραση αυτή µε την αντίστοιχη του Κεφαλαίου 2 για την Γ∆Σ και 

συσχετίζουµε τα αποτελέσµατα µας µε την υπερκατευθυντικότητα και άλλα παρόµοια 

φαινόµενα. 

 

Στο προηγούµενο κεφάλαιο δείξαµε ότι στην άπειρη κεραία, όταν aρ = , το 

ενεργό ρεύµα eff ( , )I a z  είναι πολύ κοντά στο ακριβές ex( )I z . Ο πυρήνας του δεύτερου 

άξονα των αποτελεσµάτων µας, ο οποίος εφαρµόζεται τόσο στην περίπτωση της Γ∆Σ 

όσο και στην αντίστοιχη της ΓΠ∆, είναι η εξίσωση: 

 

out
eff ( , ) 2 ( )szI a z aJ zπ=                                                                                                   (4.1) 

 

όπου out outˆ( ) ( )s szz J z=J z  είναι η πυκνότητα του ρεύµατος που αναπτύσσεται στην 

εξωτερική επιφάνεια της κυλινδρικής κεραίας απείρου µήκους. Όπως είπαµε στην 

παράγραφο 3.1, το µέγεθος out( )s zJ  έχει αναφερθεί στην [4] και σε άλλες εργασίες πριν 

το 1970. Στην παράγραφο 4.3 θα υπολογίσουµε το out( )s zJ  και κάποια άλλα σχετικά 

µεγέθη εφαρµόζοντας, για την περίπτωση της ΓΠ∆, έναν υπολογισµό που 

αναπτύσσεται σε σχετικό κεφάλαιο του γνωστού βιβλίου του Wu για την Γ∆Σ [5]. Θα 

αποδείξουµε την (4.1), και κάποιες σχετικές εξισώσεις, κάνοντας συγκρίσεις µε σχέσεις 

του προηγούµενου κεφαλαίου. Όπως θα δούµε παρακάτω, η εξίσωση (4.1) είναι 

ακριβής. Ωστόσο, πιστεύουµε ότι η (4.1) - που παρέχει µια φυσική ερµηνεία του 
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ενεργού ρεύµατος και κάποιων συµπερασµάτων του Κεφαλαίου 3 και της [3] - δεν είναι 

προφανής. Πράγµατι, η (4.1) δεν αναφέρεται στην εργασία [3]. Η ύπαρξη της, όπως 

άλλωστε και η µέθοδός µας για τον υπολογισµό της, επιβεβαιώνουν ότι η 

τροφοδοτούµενη µέσω πεπερασµένου διακένου «σωληνοειδής διπολική κεραία» 

αποτελεί ένα χρήσιµο θεωρητικό µοντέλο, όπως αναφέρθηκε και στην παράγραφο 3.1.   

 

4.2 Προσεγγιστικό και Ενεργό Ρεύµα για µη Μηδενικό Μήκος 
∆ιακριτοποίησης - Ταλαντώσεις 

 

Σε όλη την έκταση της ενότητας αυτής υποθέτουµε ότι το µήκος της 

διακριτοποίησης 0z  είναι µικρό αλλά µη µηδενικό. Ας παρουσιάσουµε πρώτα 

αριθµητικά  αποτελέσµατα  που  επαληθεύουν  ότι,  για aρ < ,  το  ενεργό  ρεύµα  στην 

πεπερασµένη κεραία εµφανίζει ταλαντώσεις όπως υποστηρίξαµε και στην προηγούµενη 

παράγραφο. Οι παράµετροι που επιλέχθηκαν για τα Σχήµατα 4.1-4.4 είναι ίδιες µε τις 

αντίστοιχες των  Σχηµάτων 3.1 και 3.2 για το ενεργό ρεύµα effI , µε την εξαίρεση ότι 

εδώ επιλέγουµε / 4aρ =  αντί του aρ = . 
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Σχήµα 4.1: { }effRe ( ) /I z V  όπως υπολογίστηκε από την εξίσωση (3.18) του Κεφαλαίου 3 για 

/ 4aρ = . Ν=200, q=3, ∆/λ=0.0075, α/λ=0.007022, h/λ=0.25.  
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Σχήµα 4.2: Όπως το Σχήµα 4.1, συνδέοντας τα ταλαντούµενα σηµεία µε συνεχή γραµµή  

(εµφανίζονται επίσης οι τιµές για αρνητικά  z). 
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Σχήµα 4.3: Όπως το Σχήµα 4.1 για το αντίστοιχο φανταστικό µέρος του ρεύµατος. Πλησίον 

του z/λ=0 κάποιες από τις ταλαντούµενες τιµές είναι εκτός κλίµακας και δεν απεικονίζονται.   
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Σχήµα 4.4: Όπως το Σχήµα 4.3 απεικονίζοντας όλες τις ταλαντούµενες τιµές µε συνεχή γραµµή 

(εµφανίζονται επίσης οι τιµές για αρνητικά  z). Παρατηρούµε ότι το πλάτος των ταλαντώσεων 

πλησίον του z/λ=0 είναι πολύ µεγαλύτερο από το αντίστοιχο των ταλαντώσεων στα άκρα της 

κεραίας. Οι τελευταίες δεν είναι ευδιάκριτες στην κλίµακα του διαγράµµατος.   

 

Όπως αναµενόταν, και αντίθετα µε το effI  των Σχηµάτων 3.1 και 3.2, το ενεργό 

ρεύµα, για / 4aρ = , έχει ταλαντούµενες τιµές. Οι τελευταίες µάλιστα, αν και το πλάτος 

τους είναι µικρότερο, είναι παρόµοιες µε αυτές του apI  στα Σχήµατα 3.1 και 3.2. 

 

4.2.1 Ασυµπτωτική Έκφραση για την Άπειρη Κεραία 

 

Για να ερµηνεύσουµε τις ταλαντώσεις που παρατηρήσαµε στα αριθµητικά µας 

αποτελέσµατα, στην παρούσα παράγραφο θα εφαρµόσουµε την αριθµητική µέθοδο του 

προηγούµενου κεφαλαίου στην PE για την άπειρη κεραία, δηλαδή στις εξισώσεις (3.19) 

και (3.25). Αντί της (3.6), αναζητούµε λύση για την PE της µορφής: 

 

( ) ( )n n
n

I z I s z
∞

=−∞

≅ ∑                                                                                                         (4.2) 
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Αντικαθιστώντας την (4.2) στην ΡΕ, πολλαπλασιάζοντας µε ( )lt z  - βλέπε εξίσωση 

(1.39) - και ολοκληρώνοντας στο διάστηµα από z = −∞  έως z = ∞  παίρνουµε το 

σύστηµα: 

 

 l n n l
n

E I B
∞

−
=−∞

=∑                                                                                                             (4.3) 

 

αντί του, πεπερασµένων διαστάσεων, συστήµατος (3.8). Τα µεγέθη lE  και lB  δίνονται, 

και εδώ, από τις σχέσεις (3.11) και (3.14) αντίστοιχα. Αντίθετα µε το πεπερασµένο 

σύστηµα (3.8), το (4.3) µπορεί να υποστεί περαιτέρω, αναλυτική, επεξεργασία διότι 

αποτελεί ένα απείρων διαστάσεων Toeplitz σύστηµα. Τέτοιου είδους συστήµατα 

µπορούν να επιλυθούν ακριβώς χρησιµοποιώντας σειρές Fourier. Υποθέτουµε αρχικά 

ότι { }Im 0k >  και πολλαπλασιάζουµε την (4.3) µε ile θ . Στη συνέχεια, αθροίζουµε ως 

προς την παράµετρο l, αλλάζουµε την σειρά του αθροίσµατος και εισάγουµε τις: 

 

( ) ,il
l

l

E E e θθ
∞

=−∞

= ∑ɶ    ( ) il
l

l

I I e θθ
∞

=−∞

= ∑ɶ  και ( ) il
l

l

B B e θθ
∞

=−∞

= ∑ɶ                                            (4.4) 

 

έτσι ώστε: 

 

( ) ( ) ( )E I Bθ θ θ=ɶ ɶ ɶ                                                                                                          (4.5) 

 

Οι αντίστροφες σχέσεις των εξισώσεων (4.4) είναι: 

 

1
( ) ,

2
il

lE E e d
π θ

π
θ θ

π
−

−
= ∫ ɶ   

1
( )

2
il

lA A e d
π θ

π
θ θ

π
−

−
= ∫ ɶ  και 

1
( )

2
il

lI I e d
π θ

π
θ θ

π
−

−
= ∫ ɶ           (4.6) 

 

Χρησιµοποιώντας την (3.14), και υποθέτοντας ότι η (3.13) εξακολουθεί να ισχύει, 

µπορούµε να υπολογίσουµε ακριβώς την συνάρτηση ( )B θɶ  της σχέσης (4.4). 

Προκύπτει: 
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( )
( )0

sin
( )

2 tan / 2

qiVk
B

q

θ
θ

ζ θ
=ɶ                                                                                                (4.7) 

 

Ακολουθώντας τα βήµατα της παραγράφου 3 της [3], µπορούµε να δείξουµε ότι η ( )E θɶ  

που εµφανίζεται στην (4.5) µπορεί να γραφεί ως: 

 

( )
( )0

0 0

2
( ) cos cos ( )

sin

k
E kz A

z kz
θ θ θ= −  

ɶɶ                                                                  (4.8) 

 

όπου  

 

( ) ( )
( )

2

2
0

sin / 22
,

/ 2
o

m

m
A z K

z m

θπ θ
θ ρ

π θ

∞

=−∞

 −
=  

− 
∑ɶ                                                               (4.9) 

 

στην οποία  η συνάρτηση ( , )K ζ ρ  είναι ο Μετασχηµατισµός Fourier - MF του πυρήνα. 

Οι εξισώσεις (4.5)-(4.8) µπορούν να συνδυαστούν και να δώσουν: 

 

( )
00,( )

1 ( )
cos

( )l kz

D
I l d

A

π θ
θ θ

π θ
= ∫

ɶ

ɶ
                                                                                    (4.10) 

 

όπου 

 

( ) ( )
( ) ( )

00

0 0

sin sin
( )

4 tan / 2 cos cos

kz qziV
D

q kz

θ
θ

ζ θ θ
=

−  
ɶ                                                              (4.11) 

 

Ο συµβολισµός που χρησιµοποιείται στο ολοκλήρωµα της σχέσης (4.10), είναι 

παρόµοιος µε την (3.29). Συνεπώς, ισχύουν τα αναφερόµενα για την τελευταία εξίσωση 

και στην περίπτωση της (4.10). Συγκεκριµένα, η (4.10) ισχύει για { }Im 0k >  και για 

διαδροµή ολοκλήρωσης κατά µήκος του πραγµατικού άξονα. Επιπλέον, το 

ολοκλήρωµα της (4.10), δύναται να επεκταθεί αναλυτικά για πραγµατικά θετικά k 

εφόσον η διαδροµή ολοκλήρωσης διέρχεται κάτωθεν του σηµείου 0kzθ = . Οι 

εξισώσεις (4.9)-(4.11), που ισχύουν και για τις τρεις περιπτώσεις πυρήνων (ακριβή, 
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προσεγγιστικό, ενεργό), παρέχουν την ακριβή λύση του, απείρων διαστάσεων, 

συστήµατος (4.3) για µη µηδενικό µήκος διακριτοποίησης 0z . Για τις δύο επιλύσιµες 

περιπτώσεις (µε τον ακριβή πυρήνα και τον ενεργό µε aρ = ), είναι λογικό να 

αναµένουµε ότι οι εξισώσεις (4.9)-(4.11) συγκλίνουν στην αληθή λύση, που δίνεται από 

την (3.29), καθώς 0 0z → . Το τελευταίο επιβεβαιώνεται στο Παράρτηµα Α. Εκεί 

αποδεικνύεται ότι για σταθερές τιµές των παραµέτρων 0lz  και 0qz  παίρνουµε: 

 

( ) ( )
0 00 ,ex ex 0 0 ,eff eff 0lim , lim ,z l z lI I lz I I a lz→ →= =                                                           (4.12)  

 

Στην συνέχεια, ακολουθώντας τα βήµατα της παραγράφου 2.6, θα εξετάσουµε τις 

δύο µη επιλύσιµες περιπτώσεις που παρουσιάζουν και µεγαλύτερο ενδιαφέρον. Για τον 

σκοπό αυτό θα χρησιµοποιήσουµε τον συµβολισµό ( , )K ζ ρ  που εµφανίζεται στις 

(4.9)-(4.11) για να εκφράσουµε τα µεγέθη ap( , )K aζ  ή eff ( , )K ζ ρ  µε aρ < . Αρχικά, 

σηµειώνουµε ότι ο Πίνακας 3.1 και η εξίσωση (3.28) δίνουν: 

 

( ) ( )
eff

1

1 1
,

2 2

ae
K

a K

ζ

ζ ρ
ζ ρ π ζ ρ ζ

−

∼                                                                     (4.13) 

 

για 1a ζ ≫ , καθώς επίσης: 

 

( )ap
1 1

,
2 2

aK a e
a

ζζ
π ζ

−
∼                                                                                       (4.14) 

 

για 1a ζ ≫ . Όπως είναι προφανές, η (4.14) αποτελεί το όριο της (4.13) καθώς 0ρ → . 

Από τις (4.9), (4.13) και (4.14) προκύπτει ότι το ολοκλήρωµα στην (4.10) αποκλίνει, 

καθώς 0 0z → , όπως ακριβώς αναµενόταν από την µη επιλυσιµότητα της αντίστοιχης 

PE. Μπορούµε να εξετάσουµε την ακριβή φύση της αποκλίνουσας συµπεριφοράς που 

παρουσιάζει το ανωτέρω ολοκλήρωµα προσδιορίζοντας την ασυµπτωτική συµπεριφορά 

της σχέσης (4.10) για µικρές τιµές του 0z . Προχωρούµε στην προαναφερθείσα ανάλυση 

υποθέτοντας ότι ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες: 
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0 1
z

a
≪ , 0 1

z

a ρ−
≪ , ( )0 1

z
l O

a
=  και  ( )0 1

z
q O

a
=                                                      (4.15) 

 

Εξαιτίας των (4.13)-(4.15) στην (4.9) κυριαρχούν δύο όροι, για 0m=  και για 1m= . 

Συνεπώς: 

 

( )
( )

2
0 22

0 0

1 2 1
4 sin , ,

2 2
A z K K

z z

θ θ π θ
θ ρ ρ

θ π θ

    −  +     
  −     

ɶ ∼                               (4.16) 

 

Αντικαθιστώντας την (4.16) στην εξίσωση (4.10), και θέτοντας φ π θ= − , παίρνουµε: 

 

( )

( ) ( )
( )

0

2

0,( )
2 20

0 0

( ) / cos
1 2

cos
4

, / , /

l

l kz

D
I l d

z
K K

z z

π

π

φ
π φ

φ φ
π π φ π φ

ρ π φ ρ π φ
−

 −  −  
   − +

− + +   
   

∫
ɶ

∼                      (4.17) 

 

Λόγω των συνθηκών (4.15), η κύρια συνεισφορά στο ολοκλήρωµα της (4.17) 

προέρχεται από µία στενή περιοχή πλησίον του 0φ = . Εποµένως, µπορούµε να 

αντικαταστήσουµε το άνω άκρο ολοκλήρωσης, π, της (4.17) µε 1. Το τελευταίο, µας 

δίνει την δυνατότητα να αντικαταστήσουµε την συνάρτηση του πυρήνα 

( )( )0/ ,K zπ φ ρ± , στην (4.17), από την ασυµπτωτική της προσέγγιση που δίνεται στην 

(4.13) ή (4.14). Στο ολοκλήρωµα που προκύπτει, εν συνεχεία, αλλάζουµε την 

µεταβλητή ολοκλήρωσης 0/x a zφ= . Για την περίπτωση του ενεργού ρεύµατος 

καταλήγουµε στην σχέση: 

 

( ) 00 0 0 0
,eff 0

1
1 , , ,

2

a
l z

l

z z z z
I kz e f q l ka

a a a a

π

π
 −  
 

∼                                                    (4.18) 

 

όπου  

 

0/
0 0 0 0 0 0

0
, , , ; , , cos

a zz z z z z z
f q l ka g x q ka l x dx

a a a a a a
     =     
     ∫                                      (4.19) 
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στην οποία  

 

2 20 0
0

0 0
7/2 7/2

0 0 0 0
1 1

0 0 0 0

1
( )/ cos

2
; , ,

x x

z z
D x kz x

a az z
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a a z z z z
e x K x e x K x

a z z a a z z a

π

ρ ρ ρ ρ
π π π π

− −
−

  −       =              − − + + +          
          

ɶ

                 (4.20) 

 

Για την περίπτωση του προσεγγιστικού ρεύµατος, οι εκφράσεις που αντιστοιχούν στις 

(4.18)-(4.20) είναι το όριο των τελευταίων καθώς 0ρ → . Θα υπολογίσουµε το όριο 

αυτό στην τελική έκφραση για το ενεργό ρεύµα που δίνεται στην εξίσωση (4.22) 

παρακάτω. 

Το επόµενο βήµα έγκειται στην προσέγγιση της συνάρτησης f της σχέσης (4.18) 

από τους δύο πρώτους όρους της σειράς Μaclaurin αυτής, ως προς την µεταβλητή 

0 /z a (θεωρώντας τις παραµέτρους 0 /lz a  και 0 /qz a σταθερές). Η f, στην (4.18),  

εξαρτάται από την 0 /z a διότι η g εξαρτάται από την παράµετρο αυτή και επιπλέον η 

0 /z a αποτελεί το άνω άκρο ολοκλήρωσης στην (4.19). Σύµφωνα µε τον τύπο του 

Leibniz (1.21), αντικαθιστώντας το προαναφερθέν άκρο ολοκλήρωσης µε ∞  και 

αντικαθιστώντας την g από τους δύο πρώτους όρους του αναπτύγµατος Μaclaurin 

αυτής καταλήγουµε στην ζητούµενη προσέγγιση της f που αναφέραµε παραπάνω. 

Πράγµατι, από τις (4.11) και (4.20) σύµφωνα µε τις συνθήκες (4.15) το ανάπτυγµα της 

g είναι: 
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3

2 0 0
2
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sin

cosh

qz zx
x x

x a a
  ⋅   
  

           (4.21) 

 

Όταν η (4.21) αντικατασταθεί στην (4.19) και το άνω άκρο ολοκλήρωσης τεθεί ίσο µε 

∞ , προκύπτουν δύο ολοκληρώµατα που δύναται να υπολογιστούν αναλυτικά από 

πίνακες γνωστών ολοκληρωµάτων ή µε την χρήση συµβολικής γλώσσας 
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προγραµµατισµού. Η έκφραση της f που θα προκύψει, αν αντικατασταθεί στην (4.18), 

θα δώσει τελικά: 
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                  ( ) ( )0 0z z
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                                                    (4.22) 

 

όπου  
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Παίρνοντας το όριο της (4.22) για µικρά ρ, καταλήγουµε σε µία παρόµοια έκφραση για 

το προσεγγιστικό ρεύµα: 
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                                                                                                                           (4.24) 

 

Οι σχέσεις (4.22) και (4.24) αποτελούν τις ασυµπτωτικές εκφράσεις της αριθµητικής 

λύσης που αναζητούµε σύµφωνα µε τις συνθήκες (4.15). Οι δύο όροι της F είναι οι 

κυρίαρχοι όροι των εκφράσεων αυτών ενώ οι αντίστοιχοι της G είναι όροι διόρθωσης. 

Η (4.24) είναι παρόµοια µε την (2.38). Ωστόσο, η τελευταία ισχύει για διαφορετικό 

µοντέλο τροφοδοσίας (Γ∆Σ) και για διαφορετική αριθµητική µέθοδο (µέθοδος Galerkin 

µε παλµικές συναρτήσεις). 
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Οι εκφράσεις (4.22) και (4.24) δείχνουν ξεκάθαρα πως η αριθµητική µέθοδος που 

χρησιµοποιήσαµε αποκλίνει για µικρές τιµές του 0z , τουλάχιστον για τα σηµεία της 

κεραίας που βρίσκονται κοντά στο σηµείο τροφοδοσίας (βλέπε την τρίτη συνθήκη της 

(4.15)). Συγκεκριµένα: 

 

α) ο παράγοντας ( 1)l−  σηµαίνει ότι το ρεύµα ταλαντώνεται γρήγορα κατά µήκος   

της κεραίας, 

 
β) το ταλαντούµενο ρεύµα είναι καθαρά φανταστικό, 

 
γ) ο παράγοντας  ( ) ( )1 0 0/ exp /K z a zρπ π  στην (4.22), ο ( )0exp /a zπ  στην 

(4.24) και οι δύο πρώτες συνθήκες στην (4.15) δείχνουν ότι το ταλαντούµενο ρεύµα 

είναι εκθετικά µεγάλο.  

 
δ) τέλος, ο παράγοντας ( 1)q−  δηλώνει ότι, στο σηµείο τροφοδοσίας, η αριθµητική 

λύση αλλάζει πρόσηµο καθώς η παράµετρος q αυξάνει κατά 1 (υπενθυµίζουµε ότι η 

παράµετρος αυτή σχετίζεται µε τον αριθµό των συναρτήσεων βάσης κατά µήκος του 

διακένου). 

 

Στη συνέχεια συγκρίνουµε τα ασυµπτωτικά µας αποτελέσµατα µε τα αντίστοιχα 

που εξήχθησαν, στο Κεφάλαιο 2, για το µοντέλο της Γ∆Σ: Οι παρατηρήσεις α)-γ) 

ισχύουν, επίσης, σ’ αυτή την περίπτωση και ο εκθετικός παράγοντας στην (4.24) είναι 

ίδιος µε τον αντίστοιχο στην σχέση (2.38). Η παρατήρηση δ), προφανώς, δεν έχει 

ανάλογο για την περίπτωση της Γ∆Σ. Μεταξύ των διαφορών της (4.24) µε την (2.36), 

σηµειώνουµε, ιδιαίτερα, ότι η τελευταία έκφραση έχει ένα παράγοντα ( )1/2

0 /z a  αντί 

του ( )5/ 2

0 /z a  που συναντούµε στην (4.24). Συνεπώς, οι ταλαντώσεις στην περίπτωση 

της ΓΠ∆ είναι µικρότερες από την περίπτωση της Γ∆Σ.  

 

4.2.2 Συνάφεια των Ασυµπτωτικών Εκφράσεων και της Πεπερασµένης 
Κεραίας - Αριθµητικά Αποτελέσµατα 

 

Τα ανωτέρω συµπεράσµατα α) – δ) συµφωνούν µε τα αριθµητικά αποτελέσµατα 

για την πεπερασµένη κεραία όπως αυτά απεικονίζονται τόσο στα Σχήµατα 4.1-4.4 όσο 



 

 171 

και στα 3.1, 3.2. Συγκεκριµένα, το γεγονός ότι οι ταλαντώσεις, πλησίον του σηµείου 

τροφοδοσίας, παρατηρούνται µόνο στο φανταστικό µέρος του ρεύµατος συµφωνεί µε 

την παρατήρηση β). Επιπλέον, οι Πίνακες 4.1 και 4.2 επιβεβαιώνουν ότι υπάρχει 

ποσοτική οµοιότητα µεταξύ των ταλαντούµενων τιµών για την πεπερασµένη και την 

άπειρη κεραία: Ο Πίνακας 4.1 παρουσιάζει τα αποτελέσµατα του ασυµπτωτικού 

αναπτύγµατος (4.24) (για την άπειρη κεραία) µαζί µε τις πρώτες ταλαντούµενες τιµές 

(αυτές δηλαδή που είναι πλησιέστερες στο 0z = ) του Σχήµατος 3.2 (οι οποίες 

υπολογίστηκαν από την αριθµητική µέθοδο της παραγράφου 3.2, για την πεπερασµένη 

κεραία). Η συµφωνία είναι αρκετά καλή. Παρατηρούµε, στον Πίνακα 4.2, αντίστοιχη 

συµφωνία µεταξύ της (4.22) και των ταλαντούµενων τιµών του ενεργού ρεύµατος όπως 

αυτές προκύπτουν από την εξίσωση (3.18) και απεικονίζονται στο Σχήµα 4.2. Τα 

ανωτέρω αποτελούν ισχυρή ένδειξη ότι οι παρατηρούµενες ταλαντώσεις της 

πεπερασµένης κεραίας, κοντά στο σηµείο τροφοδοσίας της, δεν αποτελούν συνέπεια 

σφαλµάτων στρογγυλοποίησης (roundoff error) και/ ή πινάκων µε υψηλό δείκτη 

κατάστασης (matrix ill-conditioning). Αντίθετα, οι ταλαντώσεις οφείλονται στην µη 

επιλυσιµότητα της ολοκληρωτικής εξίσωσης µε τον προσεγγιστικό πυρήνα. 

Σηµειώνουµε ότι η «επιλυσιµότητα» είναι ένα από τα τρία χαρακτηριστικά που 

σύµφωνα µε τον Hadamard καθορίζουν ένα «καλώς» ορισµένο πρόβληµα [2], [7]. Η 

«µοναδικότητα» της λύσης («uniqueness») και η «ευστάθεια» («stability») αυτής - 

συνεχής εξάρτηση της λύση από τα δεδοµένα - αποτελούν τα άλλα δύο χαρακτηριστικά 

ενός τέτοιου προβλήµατος. Ιδιαίτερα το τελευταίο, δεδοµένου ότι στα περισσότερα 

προβλήµατα τα δεδοµένα αποτελούν µετρούµενες φυσικές ποσότητες, εξασφαλίζει ότι 

πιθανά µικρά σφάλµατα στρογγυλοποίησης σε αυτά θα προκαλέσουν µικρά σφάλµατα 

στην λύση. ∆ιευκρινίζουµε ότι σύµφωνα µε το [7] τα ανωτέρω χαρακτηριστικά σε 

αρκετές περιπτώσεις δεν είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους. Χαρακτηριστικά αναφέρουµε 

ότι το πλάτος των ταλαντώσεων, που παρατηρούνται πλησίον του σηµείου τροφοδοσίας 

της πεπερασµένης κεραίας και η εµφάνιση των οποίων οφείλεται αποκλειστικά στην µη 

επιλυσιµότητα των ολοκληρωτικών εξισώσεων (βλέπε παρ. 4.2.1), ενδέχεται να 

ενισχυθεί σηµαντικά για µεγάλες τιµές της παραµέτρου Ν ως αποτέλεσµα σφαλµάτων 

στρογγυλοποίησης και πινάκων µε υψηλό δείκτη κατάστασης. Στην τελευταία µάλιστα 

περίπτωση (µεγάλες τιµές του Ν) η αριθµητική λύση παρουσιάζει αστάθεια 

(ακαθόριστες ταλαντώσεις) σε όλο το µήκος της κεραίας.  
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N=200 

 
,Im( / )ap nI V  (A/V) 

q=3    ∆=0.0075 

( )
, /ap nI iV∞  (A/V) 

q=3    ∆=0.0075 

n=0 -5.254 -4.571 

n=1 4.848 4.217 

n=2 -3.663 -3.263 

n=3 1.977 1.976 

n=4 -0.2768 -0.6501 

n=5 -0.9429 -0.4630 

n=6 1.588 1.198 

n=7 -1.756 -1.534 

n=8 1.674 1.572 

n=9 -1.457 -1.440 

n=10 1.226 1.239 

n=11 -0.991 -1.027 

n=12 0.8025 0.8318 

n=13 -0.6294 -0.6648 

n=14 0.5050 0.5268 

n=15 -0.3894 -0.4152 

n=16 0.3139 0.326 

n=17 -0.238 -0.2553 

n=18 0.1947 0.1995 

n=19 -0.1443 -0.1557 

        

Πίνακας 4.1: Σύγκριση των πρώτων 20 ταλαντούµενων τιµών του { }ap,
Im /

n
I V  του Σχήµατος 

3.2 (για την πεπερασµένη κεραία) µε τις αντίστοιχες τιµές του  ( )

,
/

ap n
I iV∞  (για την άπειρη 

κεραία) όπως υπολογίστηκαν από την ασυµπτωτική έκφραση (4.24).  

 
Παρόµοιες ταλαντώσεις (που θα πρέπει να αποδοθούν στην µη επιλυσιµότητα της 

ολοκληρωτικής εξίσωσης) παρατηρούνται και στην περίπτωση χρήσης τριγωνικών 

συναρτήσεων βάσης στην αριθµητική επίλυση της ΗΕ µε την Τεχνική Σηµειακής 

Ισότητας -ΤΣΙ  (Point – Matching Technique).  
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Σχήµα 4.5: Λογάριθµος του δείκτη κατάστασης c (1ης νόρµας) ως συνάρτηση του Ν. 

/ ,  /h 0.25 a 0.007022λ λ= = (έντονη συνεχής γραµµή); / ,  /h 0.5 a 0.014044λ λ= =  

(λεπτή συνεχής γραµµή); / ,  /h 0.5 a 0.007022λ λ= =  (διακεκοµµένη γραµµή). 

Παρατηρούµε ότι όταν ο λόγος /h a είναι σταθερός, τα διαγράµµατα συµπίπτουν οπτικά στην 

κλίµακα του σχήµατος για µεγάλες τιµές του Ν.  

 

Επισηµαίνουµε ότι οι ταλαντώσεις, οι οποίες αναφέρονται στην παρούσα 

διατριβή, θα παρουσιάζονταν ακόµα και αν χρησιµοποιούσαµε έναν υποθετικό 

υπολογιστή µε ιδανικό υλικό (hardware) και λογισµικό (software). Επισηµαίνουµε, 

ακόµη, ότι η επίδραση των σφαλµάτων στρογγυλοποίησης µπορεί να είναι σηµαντική 

(βλέπε την ραγδαία αύξηση στον δείκτη κατάστασης που απεικονίζεται στο Σχήµα 4.5). 

Στο Σχήµα 4.5 απεικονίζεται ο δείκτης κατάστασης c (1ης νόρµας) του πίνακα Ε 

του συστήµατος (3.8) - που προκύπτει κατά την αριθµητική επίλυση της PE - ως 

συνάρτηση της παραµέτρου Ν. Όπως στο Σχήµα 2.3, έτσι κι εδώ, τα διαγράµµατα είναι 

ανεξάρτητα της πηγής που διεγείρει την κεραία (δεξί µέλος της PE).  Παρατηρούµε, 

ωστόσο, ότι παρουσιάζουν διαφορετική συµπεριφορά από τα αντίστοιχα του Σχήµατος 

2.3 που αφορούν την αριθµητική επίλυση της HE. Παρόλα αυτά για µεγάλες τιµές του 

Ν  ο δείκτης κατάστασης αυξάνει, και εδώ, σχεδόν εκθετικά µε το N. Επιπρόσθετα 

πρέπει να σηµειωθεί ότι, για δεδοµένη τιµή της παραµέτρου Ν, παρουσιάζει µικρότερες 

τιµές από τις αντίστοιχες του Σχήµατος 2.3 αποτελώντας ένδειξη ότι η αριθµητική 
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µέθοδος που εφαρµόστηκε στην PE (βλέπε παρ. 3.2) είναι αποτελεσµατικότερη - όσον 

αφορά τα σφάλµατα στρογγυλοποίησης - από την αντίστοιχη που εφαρµόστηκε στην 

HE (βλέπε παρ. 2.2).  

 

 

N=200 

 

,Im( / )eff nI V  (A/V) 

q=3    ∆=0.0075    ρ=α/4 

( )
, /eff nI iV∞  (A/V) 

q=3    ∆=0.0075    ρ=α/4 

n=0 -0.1826 -0.2621 

n=1 0.1762 0.2394 

n=2 -0.1268 -0.1735 

n=3 0.0583 0.0795 

n=4 0.0226 0.0119 

n=5 -0,0528 -0,0728 

n=6 0.07 0.0969 

n=7 -0.0566 -0.0954 

n=8 0.0556 0.082 

n=9 -0.0374 -0.0657 

n=10 0.0376 0.0507 

n=11 -0.022 -0.0384 

n=12 0.0251 0.0287 

n=13 -0.0118 -0.0213 

n=14 0.0172 0.0158 

Πίνακας 4.2: Σύγκριση των πρώτων 15 ταλαντούµενων τιµών του { },
Im /

eff n
I V  του Σχήµατος 

4.3 (για την πεπερασµένη κεραία) µε τις αντίστοιχες τιµές του  ( )

,
/

eff n
I iV∞  (για την άπειρη 

κεραία) όπως υπολογίστηκαν από την ασυµπτωτική έκφραση (4.22). 

 

Αν και η παρουσία ταλαντώσεων, ως φαινόµενο στην παρούσα διατριβή,  δεν 

σχετίζεται µε σφάλµατα στρογγυλοποίησης (παρόλο που ποσοτικά το πλάτος των 

ταλαντώσεων µπορεί να επηρεαστεί για κατάλληλες τιµές των παραµέτρων της 

αριθµητικής µεθόδου), η επίδραση αυτών είναι πολύ πιθανό να συγχυστεί µε τις 

ταλαντώσεις  που οφείλονται στην µη επιλυσιµότητα, ιδιαίτερα, αν περιοριστούµε στην 

απλή παρατήρηση αριθµητικών αποτελεσµάτων [2], [8]. Συνοψίζοντας, οι 
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αναφερόµενες ταλαντώσεις οφείλονται αποκλειστικά στην µη επιλυσιµότητα των 

ολοκληρωτικών εξισώσεων. Το πλάτος αυτών επηρεάζεται σηµαντικά από σφάλµατα 

στρογγυλοποίησης σε βαθµό που εξαρτάται κάθε φορά από την επιλογή των παραµέτρων 

της αριθµητικής µεθόδου που εφαρµόζουµε. Τα σφάλµατα αυτά, στην υπό εξέταση 

περίπτωση, δεν αποτελούν αιτία πρόκλησης ταλαντώσεων, δρουν ενισχυτικά σ’ αυτές 

αλλά δεν ερµηνεύουν την εµφάνισή τους. Οι ανωτέρω παρατηρήσεις επιβεβαιώνουν την 

ιδιαίτερη χρησιµότητα των ασυµπτωτικών µας εκφράσεων.      

 

4.2.3 Αναλογίες µε Άλλα Φαινόµενα 

 

Αν εξαιρέσουµε τον παράγοντα 2πρ , το ενεργό ρεύµα είναι το κοντινό µαγνητικό 

πεδίο που παράγεται από ένα µεγάλο σε πλάτος και ραγδαίως ταλαντούµενο ρεύµα 

στον άξονα z (βλέπε την εξίσωση (3.1)). Σε κάθε περίπτωση, όταν ικανοποιούνται οι 

συνθήκες (4.15), το εν λόγω πεδίο µειώνεται εντός της µικρής απόστασης a  όπως 

προκύπτει από την σχέση (4.22). Επιπρόσθετα, είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο ότι η 

τελική τιµή του πεδίου αυτού (στο aρ = ) είναι µη ταλαντούµενη και πολύ µικρότερη 

από την αρχική µεγάλη τιµή (στο 0ρ = )  που δίνεται από την (4.24). Τέτοιου είδους 

κοντινά πεδία, τα οποία µειώνονται ραγδαία όπως αναφέραµε, είναι γενικά ασυνήθιστα 

αλλά δεν συναντώνται µόνον εδώ. Συναντώνται επίσης κατά την εφαρµογή της 

Μεθόδου Βοηθητικών Πηγών (Method of Auxiliary Sources - MAS) [9]-[11].  

H Μέθοδος Βοηθητικών Πηγών αποτελεί µία προσεγγιστική µέθοδο επίλυσης 

προβληµάτων ηλεκτροµαγνητικής σκέδασης. Η προέλευση και οι εκδοχές της MAS 

καθώς και ο συσχετισµός της µε άλλες µεθόδους έχουν αναλυθεί στα [12]-[16]. Στην 

απλή της µορφή, συναντάται σε προβλήµατα σκέδασης από λείο και τέλειο ηλεκτρικά 

αγωγό (Perfect Electric Conductor - PEC). Ο εν λόγω αγωγός είναι συνήθως κλειστός 

και πεπερασµένος. Υποθέτουµε N πηγές ηλεκτρικού ρεύµατος οι οποίες τοποθετούνται 

σε βοηθητική επιφάνεια εσωτερικά του τέλειου ηλεκτρικά αγωγού. Τα άγνωστα 

«ρεύµατα MAS», των ανωτέρω πηγών, πρέπει να ικανοποιούν την οριακή συνθήκη 

µηδενισµού του εφαπτοµενικού ηλεκτρικού πεδίου σε Ν σηµεία ισότητας (collocation 

points) του σκεδαστή (επιφάνεια αγωγού). Κατόπιν των ανωτέρω, προκύπτει ένα 

γραµµικό σύστηµα διαστάσεων ΝxN  απ’ όπου δύναται να υπολογιστούν οι ζητούµενοι 

ρευµατικοί συντελεστές.  
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Στα [9],[13] και [14] εξετάζονται οι περιπτώσεις του «επίπεδου» και του 

«κυλινδρικού» σκεδαστή. Στην πρώτη περίπτωση, όταν η βοηθητική επιφάνεια 

βρίσκεται κάτω από το είδώλο της ρευµατικής πηγής που «φωτίζει» τον αγωγό, το 

προκύπτον ΝxN σύστηµα δίνει ταλαντούµενες τιµές για το πραγµατικό µέρος των 

ρευµάτων MAS αντίστοιχα µε τις παρατηρούµενες ταλαντώσεις των ρευµατικών 

συντελεστών που προκύπτουν από την αριθµητική  επίλυση της εξίσωσης Pocklington 

µε τον προσεγγιστικό πυρήνα. Τα εν λόγω ρεύµατα ΜΑS παράγουν πεδία που 

εξοµαλύνονται καθώς το σηµείο παρατήρησης αποµακρύνεται από την βοηθητική 

επιφάνεια δίνοντας τελικά οµαλές τιµές πεδίου στα σηµεία πέραν της θέσης του 

ειδώλου. Κατ’ αντιστοιχία, το ενεργό ρεύµα έχει ταλαντούµενες τιµές που 

εξοµαλύνονται καθώς η παράµετρος ρ  προσεγγίζει την ακτίνα α  επιτυγχάνοντας την 

πλήρη εξοµάλυνση στο ρ α= . Στην περίπτωση του «κυλινδρικού» σκεδαστή, τα 

ταλαντούµενα ρεύµατα MAS, που παρατηρούνται όταν η ακτίνα της βοηθητικής 

επιφάνειας ,aux cylρ  είναι µικρότερη της κρίσιµης ακτίνας ,fil cylρ , δηµιουργούν 

ταλαντούµενα πεδία που εξοµαλύνονται στο διάστηµα , ,aux cyl fil cylρ ρ ρ< < , κατ’ 

αναλογία µε τις τιµές του ενεργού ρεύµατος στο 0 ρ α< < . Σηµειώνουµε ότι στην [9] 

δίνονται ασυµπτωτικές εκφράσεις για το κοντινό πεδίο, τόσο για τον «κυλινδρικό» όσο 

και για τον «επίπεδο» σκεδαστή. Οι προαναφερθείσες εκφράσεις είναι ποιοτικά 

παρόµοιες µε την (4.22).  

Η ραγδαία µείωση του πεδίου που συναντούµε στην παρούσα διατριβή και στην 

Μέθοδο Βοηθητικών Πηγών [9] συµβαίνει στα πλαίσια εφαρµογής µιας αριθµητικής 

µεθόδου και όχι ενός πραγµατικού (φυσικού) προβλήµατος. Ένα πολύ γνωστό φυσικό 

φαινόµενο που τυπικά σχετίζεται µε µεγάλα, ταχέως ταλαντούµενα ρεύµατα τα οποία 

παράγουν ραγδαίως µειούµενα κοντινά πεδία, είναι η υπερκατευθυντικότητα. Το 

γεγονός ότι τα υπερκατευθυντικού τύπου φαινόµενα αναπτύσσονται στα πλαίσια της 

ολοκληρωτικής εξίσωσης µε τον προσεγγιστικό πυρήνα δεν είναι παράλογο, καθώς η 

τελευταία εξίσωση µπορεί να θεωρηθεί ως µία εξίσωση που αφορά ένα γραµµικό ρεύµα 

(στο 0ρ = ) το οποίο είναι µικρότερο σε µέγεθος από το αληθές ρεύµα στο aρ = . Στην 

πράξη, τα υπερκατευθυντικού τύπου φαινόµενα γίνονται πιο έντονα εάν αυξήσουµε την 

ακτίνα της κεραίας a  - αυτό είναι εµφανές και στα εκθετικά των σχέσεων (4.22) και 

(4.24). Η σηµασία των σφαλµάτων στρογγυλοποίησης, που αναφέραµε στην 

παράγραφο 4.2.2, µπορεί να λογιστεί ως ανάλογο της ευαισθησίας (για παράδειγµα στη 

µηχανική κατασκευή) που παρουσιάζουν οι υπερκατευθυντικές κεραίες. 
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Ολοκληρώνοντας, τα ανωτέρω φαινόµενα µας θυµίζουν, επίσης, τα κοντινά πεδία 

των συντονισµένων κυκλικών κεραιών. Τέτοιου είδους πεδία καθώς και οι σχέσεις 

αυτών µε επιφανειακά κύµατα αναφέρονται στην [17]. 

 

4.3 Άπειρη Κεραία: Φυσική Ερµηνεία του Ενεργού Ρεύµατος 
 

Στην παράγραφο αυτή επιστρέφουµε στην περίπτωση όπου aρ =  και 0 0z = . 

Στόχος µας είναι να εξετάσουµε περαιτέρω το ενεργό ρεύµα eff ( , )I a z  που εισάγαµε 

στην παράγραφο 3.4 και το συναντήσαµε, ξανά, ως όριο στην (4.12). Συγκεκριµένα, θα 

ξεκινήσουµε από βασικές αρχές προκειµένου να αποδείξουµε την ακριβή ισότητα που 

δίνεται στην (4.1) και να εξετάσουµε τη συνάφειά της µε τα αποτελέσµατα του 

Κεφαλαίου 3. 

 

4.3.1 Η Κυλινδρική Σωληνοειδής Κεραία Τροφοδοτούµενη από την 
Γεννήτρια Πεπερασµένου ∆ιακένου - ΓΠ∆ 

 

Ξεκινώντας θα πρέπει να περιγράψουµε ακριβώς το µοντέλο της κεραίας που θα 

εξετάσουµε. Πρόκειται για την «κυλινδρική σωληνοειδή κεραία» όπως αυτή 

παρουσιάζεται στην παράγραφο 1.2, µε την παρουσία διακένου πεπερασµένου εύρους 

∆ (περίπτωση ΓΠ∆). Ακριβέστερα, το µοντέλο µας είναι ένας απείρου µήκους 

κυλινδρικός σωλήνας µε τέλεια αγώγιµα τοιχώµατα µηδενικού πάχους, και ένα διάκενο 

µήκους ∆ το κέντρο του οποίου είναι τοποθετηµένο στο 0z = . Στα άκρα του διακένου 

εφαρµόζουµε µία σταθερή διαφορά δυναµικού V. ∆ηλαδή: 

 

out in / , / 2
( , ) ( , )

0, / 2z z

V z
E a z E a z

z

− ∆ < ∆
= =  > ∆

                                                               (4.25) 

 

όπου τα out( , )zE zρ  και in ( , )zE zρ  προσδιορίζονται από τις (1.2), (1.12) και (1.27), και  

αποτελούν την z συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου για aρ >  και aρ <  αντίστοιχα. Ως 

συνήθως, χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό out( , )zE ρ ζ  και in ( , )zE ρ ζ  για να 

εκφράσουµε τον Μετασχηµατισµό Fourier - ΜF των µεγεθών out( , )zE zρ και in ( , )zE zρ  

ως προς z. Κύριος στόχος µας είναι να βρούµε εκφράσεις για τα µεγέθη  
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out outˆ( ) ( )s szz J z=J z  και in inˆ( ) ( )s szz J z=J z , δηλαδή για τις πυκνότητες των επιφανειακών 

ρευµάτων στην εξωτερική και εσωτερική επιφάνεια της σωληνοειδούς κεραίας. Οι MF 

των µη µηδενικών συνιστωσών του πεδίου ικανοποιούν τις ίδιες εξισώσεις µε την Γ∆Σ. 

∆ηλαδή: 

 

( , ) ( , )kE cBρ φρ ζ ζ ρ ζ= −                                                                                            (4.26) 

 

( , ) ( , )z

ic
kE Bφρ ζ ρ ρ ζ

ρ ρ
∂

 =  ∂
                                                                                  (4.27) 

 

( , ) ( , ) ( , )zkcB E i Eφ ρρ ζ ζ ρ ζ ρ ζ
ρ
∂

= − +
∂

                                                                  (4.28) 

 

2 21
( , ) ( ) ( , ) 0z zE k Eρ ρ ζ ζ ρ ζ

ρ ρ ρ
∂ ∂

+ − =
∂ ∂

                                                             (4.29) 

 

Οι εξισώσεις (4.26)-(4.29), οι οποίες αναφέρονται στην παράγραφο 8.4 του [5], ισχύουν 

τόσο για aρ <  όσο και για aρ > . Οι (4.26)-(4.28) είναι άµεση συνέπεια των 

εξισώσεων Maxwell, ενώ η (4.29) υπολογίζεται από τις (4.26)-(4.28). Η αναγκαία 

οριακή συνθήκη για την επίλυση των εξισώσεων (4.26)-(4.29) είναι ο MF της (4.25) ο 

οποίος δίνεται από την: 

 

out in 0 ( )sin( / 2)
( , ) ( , )

/ 2z z

i rV
E a E a

k

ζ ζζ
ζ ζ

ζ
− ∆

= = =
∆

                                                     (4.30) 

 

όπου εισάγαµε την συνάρτηση ( )r ζ  από την σχέση (3.30). Για aρ > , η λύση της 

διαφορικής εξίσωσης (4.29) που ικανοποιεί την οριακή συνθήκη (4.30) και την 

συνθήκη ακτινοβολίας του Sommerfeld είναι: 

 

( )
( )

( )
( )

(1) 2 2 2 2
0 0

out 0 0

(1) 2 2 2 2
0 0

( ) ( )
( , )z

H k K ki r i r
E

k kH a k K a k

ρ ζ ρ ζζ ζ ζ ζ
ρ ζ

ζ ζ

− −
= =

− −
                         (4.31) 
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Η πρώτη έκφραση στην (4.31) είναι, εµφανώς, η λύση στο πρόβληµα οριακών 

συνθηκών. Αντίστοιχα µε τον Πίνακα 3.1, η πρώτη έκφραση της (4.31) είναι δόκιµη για 

την περίπτωση όπου kζ < , ενώ η δεύτερη αποτελεί αναλυτική συνέχιση της πρώτης 

για kζ > . Οµοίως, όταν aρ < , η λύση της (4.29) που ικανοποιεί την (4.30) είναι 

πεπερασµένη στον άξονα z και δίνεται από την εξίσωση: 

 

( )
( )

( )
( )

2 2 2 2
0 0

in 0 0

2 2 2 2
0 0

( ) ( )
( , )z

J k I ki r i r
E

k kJ a k I a k

ρ ζ ρ ζζ ζ ζ ζ
ρ ζ

ζ ζ

− −
= =

− −
                              (4.32) 

 

Για να έχει νόηµα η (4.32), πρέπει να απαιτήσουµε η παράµετρος ka να είναι 

µικρότερη από τον πρώτο θετικό µηδενισµό της 0J  ( 2.405ka<  ή / 0.383a λ < ) έτσι 

ώστε να µην διαδίδεται ρυθµός εντός της σωληνοειδούς κεραίας. Σηµειώνουµε ότι η 

συνήθης υπόθεση της «λεπτής-γραµµικής» κεραίας είναι πολύ πιο αυστηρή από την 

προαναφερθείσα. 

Απαλείφοντας την ( , )Eρ ρ ζ  από την (4.26) και την (4.28), παίρνουµε: 

 

2 2

1
( , ) ( , )z

ik
B E

c kφ ρ ζ ρ ζ
ζ ρ

∂
=

− ∂
                                                                            (4.33) 

 

Εν συνεχεία, χρησιµοποιώντας τις (4.31)-(4.33) και τους συνήθεις τύπους των 

παραγώγων των συναρτήσεων Bessel, υπολογίζουµε τους MF των µεγεθών  

out out
0( ) ( , ) /szJ B aφζ ζ µ=  και in in

0( ) ( , ) /szJ B aφζ ζ µ= −  που δίνουν τις πυκνότητες out( )szJ z  

και in ( )szJ z  των επιφανειακών ρευµάτων. Ολοκληρώνοντας, γράφουµε: 

 

( )
( )

( )
( )

(1) 2 2 2 2
1 1

out

2 2 2 2(1) 2 2 2 2
0 0

1 1
( ) ( ) ( )sz

H a k K a k
J r r

k kH a k K a k

ζ ζ
ζ ζ ζ

ζ ζζ ζ

− −−
= =

− −− −
 

 

                                                                    eff

1
( ) ( , )

2
r w a

a
ζ ζ

π
=                              (4.34) 

 

και 
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( )
( )

( )
( )

2 2 2 2
1 1

in

2 2 2 22 2 2 2
0 0

1 1
( ) ( ) ( )sz

J a k I a k
J r r

k kJ a k I a k

ζ ζ
ζ ζ ζ

ζ ζζ ζ

− −− −
= =

− −− −
               (4.35) 

 

όπου eff ( , )w aζ  η τιµή του eff ( )w ζ  για aρ = , σύµφωνα µε τον Πίνακα 3.1. Ο 

αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier των (4.34) και (4.35) (µε την συνήθη διαδροµή 

ολοκλήρωσης που αναφέραµε σε προηγούµενη παράγραφο) δίνει τις ζητούµενες 

εκφράσεις για τα µεγέθη out( )szJ z  και in ( )szJ z  αντίστοιχα. Οι τελευταίες εκφράσεις 

µπορούν να βρεθούν επίσης στην [4]. 

 

4.3.2 Συσχετισµοί µε το Ενεργό Ρεύµα 

 

Για την περίπτωση της ΓΠ∆, ισχύει η εξίσωση (4.1) διότι όταν η τελευταία 

έκφραση της (4.34) πολλαπλασιαστεί µε 2 aπ , η εξίσωση που θα προκύψει ταυτίζεται 

µε την (3.27) στην ειδική περίπτωση όπου aρ = . Το γεγονός ότι η (4.1) ισχύει επίσης 

για το µοντέλο της Γ∆Σ προκύπτει παίρνοντας το όριο 0∆ → . Προσθέτοντας τις 

σχέσεις (4.34) και (4.35) κατά µέλη και συγκρίνοντας το αποτέλεσµα µε την σχέση που 

δίνει το ακριβές ρεύµα (εξίσωση (3.27), µε ex( ) ( )w wζ ζ=  όπου η συνάρτηση ex( )w ζ  

δίνεται στον Πίνακα 3.1), παρατηρούµε ότι: 

 

in out in
ex eff( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( , )sz sz szI z a J z J z aJ z I a zπ π = + = +                                                (4.36) 

 

Με άλλα λόγια, η λύση της ολοκληρωτικής εξίσωσης µε τον ακριβή πυρήνα είναι το 

άθροισµα των πυκνοτήτων των επιφανειακών ρευµάτων, στην εσωτερική και 

εξωτερική επιφάνεια, της κεραίας πολλαπλασιασµένο µε την περίµετρο αυτής. Το 

συµπέρασµα αυτό ήταν αναµενόµενο. 

Οι ισότητες (4.1) και (4.36) προέρχονται από την (3.21) του προηγούµενου 

κεφαλαίου, όπου ορίσαµε το ενεργό ρεύµα ολοκληρώνοντας για όλες τις πραγµατικές 

τιµές του z. Η επιλογή ενός ολοκληρώµατος το οποίο θα εξαιρούσε το µήκος του 

διακένου ( / 2z < ∆ ) από το διάστηµα ολοκλήρωσης, αν και δεν φαίνεται παράλογη, 
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αντιβαίνει τους νόµους του Maxwell καθότι η χρονικά µεταβαλλόµενη ηλεκτρική ροή 

εντός του διακένου (ρεύµα µετατόπισης) συνεισφέρει στο δηµιουργούµενο µαγνητικό 

πεδίο της σχέσης (3.1). Επιπρόσθετα, η τελευταία επιλογή δεν θα ήταν συµβατή µε την 

σχέση (4.1). Συγκεκριµένα, αν επιλέγαµε ένα τέτοιο ολοκλήρωµα, η εξίσωση (4.1) δεν 

θα ήταν  ακριβής αλλά θα ίσχυε, προσεγγιστικά, για µικρές τιµές του ∆.    

 

4.3.3 Συσχετισµοί µε τα Αποτελέσµατα του Μοντέλου της Γ∆Σ 

 

Στο σηµείο αυτό θα περιγράψουµε την συνάφεια των αποτελεσµάτων των 

παραγράφων 4.3.1 και 4.3.2 µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα του Κεφαλαίου 3 και της 

[3] που αφορούν την Γ∆Σ. Από τις (4.35) και (3.30), είναι εµφανές ότι η συνάρτηση 

in ( ) /szJ Vζ  είναι καθαρά φανταστική και άρτια ως προς την µεταβλητή ζ. Εποµένως, ο 

αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier αυτής, in ( ) /szJ z V , θα έχει επίσης καθαρά 

φανταστικό σύνολο τιµών, και, ως συνέπεια, το πραγµατικό µέρος του ολικού ρεύµατος 

θα ταυτίζεται µε το αντίστοιχο, πραγµατικό µέρος, του ρεύµατος της εξωτερικής 

επιφάνειας της κεραίας. Η παρατήρηση αυτή είναι αποτέλεσµα της απουσίας ρυθµών 

διάδοσης στο εσωτερικό της σωληνοειδούς κεραίας και ερµηνεύει την ισότητα  

{ } { }ex effRe ( ) / Re ( , ) /I z V I a z V=  (σχέση (3.37)) όπως επίσης και την παρόµοια ισότητα 

που έχει εξαχθεί για την περίπτωση της Γ∆Σ [3]. Ο παράγοντας διαφοράς ½ µεταξύ των 

εξισώσεων (3.33) και (3.34) - και η αντίστοιχη διαφορά για το µοντέλο της Γ∆Σ - 

οφείλεται στο γεγονός ότι οι παράγωγοι των out2 ( ) /szaJ z Vπ  και in2 ( ) /szaJ z Vπ  

συµπεριφέρονται σύµφωνα µε την σχέση (3.34). Το τελευταίο µπορεί να επαληθευτεί 

προσδιορίζοντας την ασυµπτωτική προσέγγιση της (4.35) για µεγάλες τιµές του ζ. Αυτή 

η ταυτόσηµη συµπεριφορά των δύο, ανωτέρω,  παραγώγων σηµαίνει ότι τα εσωτερικά 

και εξωτερικά φορτία ανά µονάδα µήκους της κεραίας απειρίζονται µε τον ίδιο ακριβώς 

τρόπο κοντά στα άκρα του διακένου, όπως ήταν αναµενόµενο. Επιπρόσθετα, όπως 

κινούµαστε κατά µήκος της κεραίας και σε απόσταση από το διάκενο, η πυκνότητα του 

ρεύµατος της εσωτερικής επιφάνειας εξασθενεί ραγδαία ερµηνεύοντας τις κοντινές 

τιµές που παίρνουν τα φανταστικά µέρη των ρευµάτων (ακριβές και ενεργό) όπως 

παρατηρούµε και στην περίπτωση της Γ∆Σ.     
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4.4 Συµπεράσµατα   

 

Στο κεφάλαιο αυτό, που αποτελεί άµεση συνέχεια του Κεφαλαίου 3, εξετάσαµε 

την φύση των ταλαντώσεων που παρατηρούνται στο προσεγγιστικό και ενεργό ρεύµα 

αναπτύσσοντας ασυµπτωτικές εκφράσεις για την αριθµητική λύση της ολοκληρωτικής 

εξίσωσης για την άπειρη, σε µήκος, κεραία. Κατόπιν, δείξαµε ότι οι εκφράσεις αυτές 

δίνουν αποτελέσµατα πολύ κοντά στα αντίστοιχα αριθµητικά αποτελέσµατα για την 

πεπερασµένη κεραία. Aυτό καθιστά εµφανές ότι οι αναφερόµενες ταλαντώσεις δεν 

οφείλονται σε σφάλµατα στρογγυλοποίησης ή σε πίνακες µε υψηλό δείκτη κατάστασης. 

Παράλληλα, παρουσιάζουν αρκετές οµοιότητες µε το πολύ γνωστό φαινόµενο της 

υπερκατευθυντικότητας και µε τα πρόσφατα ευρήµατα της Μεθόδου Βοηθητικών 

Πηγών. Υπογραµµίζουµε ότι τα αποτελέσµατά µας αφορούν αποκλειστικά τις 

ταλαντώσεις που εµφανίζονται πλησίον του κέντρου της κεραίας. Όπως έχει ήδη 

αναφερθεί στην [3], µία λεπτοµερής µελέτη των ταλαντώσεων κοντά στα άκρα της 

κεραίας z h= ±  εγκυµονεί πολλές δυσκολίες. 

Επιπρόσθετα, στο παρόν κεφάλαιο, αποδείξαµε την ισότητα (4.1) που αφορά την 

άπειρη κεραία τόσο για την περίπτωση της ΓΠ∆ όσο και για την αντίστοιχη περίπτωση 

της Γ∆Σ, και την χρησιµοποιήσαµε για να ερµηνεύσουµε κάποια από τα αποτελέσµατα 

του προηγούµενου κεφαλαίου και της [3]. Η (4.1) σηµαίνει ότι η µέθοδος του ενεργού 

ρεύµατος - η οποία χρησιµοποιεί τον προσεγγιστικό πυρήνα και είναι εύκολη στην 

εφαρµογή της - µπορεί επίσης να θεωρηθεί ως µία απλή µέθοδος υπολογισµού του 

ρεύµατος στην εξωτερική επιφάνεια της κεραίας, ενός µεγέθους που µπορεί να είναι 

χρήσιµο σε πολλές εφαρµογές.        
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Παράρτηµα Α 

 

Υπολογισµός της Εξίσωσης (4.12)  

 

Θεωρούµε ως πυρήνα, ( ),K aζ , στην (4.9), τον ακριβή πυρήνα ( )ex ,K aζ . Από 

την εξίσωση (4.9), προκύπτει ότι: 

 

( ) ( )[ ]2

ex 0/ , sin( / 2) /( / 2)oA z K z aθ θ θ θɶ ∼ ,     καθώς     0oz →                                 (Α.1) 

 

για κάθε τιµή του θ. Η ασυµπτωτική προσέγγιση της ( )D θɶ  για µικρά oz , προκύπτει 

απευθείας από την (4.11), και δίνεται από την: 

 

( )
( ) ( )

2

2
0

sin
( )

4 tan / 2 cos 1 / 2
o

o

qziVk
D

q kz

θ
θ

ζ θ θ − + 

ɶ ∼ ,     καθώς    0oz →                        (Α.2) 

 

Αντικαθιστώντας τις (Α.1) και (Α.2) στην (4.10), θέτοντας την µεταβλητή / ozζ θ= , 

και παίρνοντας το όριο καθώς 0oz → , θεωρώντας τις παραµέτρους olz  και  oqz  

σταθερές, παίρνουµε την σχέση: 

 

( ) ( )2 20,( )
ex0

sin( )1
cos( )

,
o

l ok
o

qziVk
I lz d

qzk K a

ζ
ζ ζ

πζ ζζ ζ

∞

−∫∼                                           (A.3) 

 

η οποία, καθώς το q δίνεται από την (3.13), συµπίπτει µε την ακριβή λύση που δίνεται 

από τις (3.29), (3.30) και (3.28). Αποδείξαµε, εποµένως, την πρώτη εξίσωση της (4.12). 

Η ίδια διαδικασία µας δίνει και την δεύτερη εξίσωση της (4.12) (για την «ενεργό-

επιλύσιµη» περίπτωση) διότι η βασική εξίσωση (Α.1) εξακολουθεί να ισχύει και στην 

περίπτωση όπου ο ακριβής πυρήνας ( )ex ,K aζ  αντικαθίσταται από τον ενεργό 

( )eff ,K aζ . 
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Επίλογος 

 

Συµπεράσµατα και Κατευθύνσεις Μελλοντικής 
Έρευνας  
 

Ανακεφαλαίωση - Συµπεράσµατα 
 

Στην εργασία που παρουσιάστηκε στα προηγούµενα κεφάλαια εξετάσαµε   

θεµελιώδεις ιδιότητες των ολοκληρωτικών εξισώσεων Hallén (Hallén’s Equation - HE) 

και Pocklington (Pocklington’s Equation - PE) για την ρευµατική κατανοµή του 

κεντρικά τροφοδοτούµενου σωληνοειδούς διπόλου όταν αυτό διεγείρεται από την 

Γεννήτρια Πεπερασµένου ∆ιακένου - ΓΠ∆ (Finite Gap Generator - FGG). Στόχος ήταν 

η σύγκριση του µοντέλου της ΓΠ∆ µε το αντίστοιχο της Γεννήτριας ∆έλτα Συνάρτησης 

- Γ∆Σ (Delta Function Generator - DFG) όπως αυτό παρουσιάστηκε στην παρούσα 

αλλά και σε παλαιότερες κυρίως εργασίες. Επιπρόσθετα, προχωρήσαµε στην φυσική 

ερµηνεία πολλών ιδιοτήτων των δύο γεννητριών που δεν είχαν αναφερθεί στο 

παρελθόν. Για τον σκοπό αυτό η µελέτη µας κινήθηκε σε δύο άξονες. 

Πυρήνας του πρώτου άξονα της µελέτης µας, ήταν η αριθµητική επίλυση των 

ολοκληρωτικών εξισώσεων µε τον ακριβή και τον προσεγγιστικό πυρήνα για το 

µοντέλο της ΓΠ∆. Εφαρµόστηκε η αριθµητική Μέθοδος των Ροπών µε ηµιτονοειδείς 

συναρτήσεις βάσης και τριγωνικές συναρτήσεις δοκιµής στην PE. Τα προσεγγιστικά 

αριθµητικά αποτελέσµατα έδειξαν αρκετά καλή συµφωνία µε τα ακριβή κατά µήκος 

της πεπερασµένης κεραίας, µε εξαίρεση το κέντρο και τα άκρα αυτής όπου η 

προσεγγιστική εξίσωση του Pocklington (και κατ’ επέκταση του Hallén) παρουσίασε 

µη φυσιολογικές ταλαντώσεις. Το πλάτος των ταλαντούµενων τιµών συγκρίθηκε µε το 

αντίστοιχο των τιµών που συναντώνται στο µοντέλο της Γ∆Σ. Το φαινόµενο των 

ταλαντώσεων αντιµετωπίστηκε µε την µέθοδο του ενεργού ρεύµατος, που είναι γνωστή 

από παλαιότερες εργασίες, επιτυγχάνοντας πλήρη εξοµάλυνση. Με τον τρόπο αυτό 

κατέστη δυνατή η µελέτη και η σύγκριση της συµπεριφοράς χαρακτηριστικών µεγεθών 

της κεραίας όπως είναι το ρεύµα και η σύνθετη αγωγιµότητα, µε αντίστοιχα µεγέθη της 

Γ∆Σ. Συγκεκριµένα, παρά την εµφανή λογαριθµική ιδιοµορφία που παρουσιάζει η 
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επιδεκτικότητα στο σηµείο τροφοδοσίας της κεραίας στην Γ∆Σ, στο µοντέλο της ΓΠ∆ 

το µέγεθος αυτό έχει πεπερασµένη τιµή. 

Ο δεύτερος άξονας της ανάλυσής µας επικεντρώθηκε στην αναλυτική επίλυση και 

µελέτη των ολοκληρωτικών εξισώσεων. Μέσα από την διαδικασία αυτή επαληθεύσαµε 

πολλά από τα αριθµητικά µας αποτελέσµατα για την πεπερασµένη κεραία. Αν και η µη 

επιλυσιµότητα των εξισώσεων PE και ΗΕ µε τον προσεγγιστικό πυρήνα στη περίπτωση 

της πεπερασµένης, σε µήκος, κεραίας αποδείχθηκε εύκολα, µια περαιτέρω αναλυτική 

προσέγγιση της ίδιας της πεπερασµένης κεραίας είναι πρακτικά αδύνατη. Για τον λόγο 

αυτό, περιοριστήκαµε µόνο σε αριθµητικά αποτελέσµατα τα οποία ακολούθως 

επαληθεύσαµε µέσα από την αναλυτική µελέτη την άπειρης κεραίας. Συγκεκριµένα, 

χρησιµοποιώντας τον µετασχηµατισµό Fourier στην PE για την άπειρη κεραία ανάγαµε 

την επιλυσιµότητα αυτής, στην µελέτη της σύγκλισης του ολοκληρώµατος (3.29). 

Επιπρόσθετα, αποδείξαµε ότι, µε την επιλογή του κατάλληλου πυρήνα (ενεργός 

πυρήνας), το ενεργό ρεύµα ικανοποιεί την PE και συνεπώς την (3.29). Για την 

περίπτωση του ακριβούς και του ενεργού για aρ =  πυρήνα, όπου το ολοκλήρωµα της 

(3.29) συγκλίνει, επαληθεύσαµε την πεπερασµένη τιµή της επιδεκτικότητας στο σηµείο 

τροφοδοσίας της κεραίας. Αποδείξαµε επίσης, στις (3.33), (3.34), ότι το φορτίο ανά 

µονάδα µήκους της στα άκρα του διακένου παρουσιάζει λογαριθµική ιδιοµορφία, κατ’ 

αναλογία µε το ρεύµα στο 0z =  στην περίπτωση της Γ∆Σ. Επιπρόσθετα, ερµηνεύσαµε 

την εξοµάλυνση των ταλαντούµενων τιµών, που εξασφαλίζεται µε την µέθοδο του 

ενεργού ρεύµατος, αποδεικνύοντας ότι το ενεργό ρεύµα αποτελεί ακριβώς το ρεύµα 

στην εξωτερική επιφάνεια της άπειρης κεραίας - εξίσωση (4.1). Με βάση την (4.1), 

δικαιολογήσαµε την απόκλιση που παρουσιάζουν οι τιµές του ενεργού και του 

ακριβούς ρεύµατος στην πεπερασµένη κεραία και την διαφορά του συντελεστή ½ 

µεταξύ των εκφράσεων (3.33) και (3.34). Ολοκληρώνοντας, επιχειρήσαµε την 

αριθµητική επίλυση της επιλύσιµης PE και καταλήξαµε, όπως ήταν αναµενόµενο, στο 

ολοκλήρωµα της (3.29).  

Για την περίπτωση όπου η (3.29) αποκλίνει εφαρµόσαµε την αριθµητική µέθοδο 

της πεπερασµένης στην άπειρη κεραία (µη επιλύσιµη ΡΕ) και καταλήξαµε σ’ ένα, 

απείρων διαστάσεων, γραµµικό σύστηµα. Μέσω του τελευταίου προσδιορίσαµε 

αναλυτικά τις ασυµπτωτικές εκφράσεις (4.22) και (4.24)  για τις τιµές του ενεργού 

( aρ < ) και προσεγγιστικού ρεύµατος αντίστοιχα, πλησίον του σηµείου τροφοδοσίας. 

Συγκρίναµε τις τιµές των (4.22) και (4.24) µε τα αντίστοιχα αριθµητικά αποτελέσµατα 
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της πεπερασµένης κεραίας παρατηρώντας ποσοτική και ποιοτική οµοιότητα µεταξύ των 

ταλαντούµενων τιµών. Με τις σχέσεις (4.22) και (4.24) ερµηνεύσαµε την φύση των 

παρατηρούµενων ταλαντώσεων στο κέντρο της κεραίας, οι οποίες είναι αποτέλεσµα της 

µη επιλυσιµότητας των αντίστοιχων ολοκληρωτικών εξισώσεων.  

Ολοκληρώσαµε την διδακτορική µας εργασία συσχετίζοντας το φαινόµενο των 

ταλαντώσεων και της εξοµάλυνσης αυτών µε αντίστοιχα φαινόµενα που παρατηρούνται 

στην Μέθοδο Βοηθητικών Πηγών (Method of Auxiliary Sources - MAS) και στις 

υπερκατευθυντικές κεραίες. Επισηµαίνουµε ότι σε όλη την έκταση της παρούσης 

αρκετές από της προσδιορισθείσες εξισώσεις για την ΓΠ∆ επαληθεύτηκαν µε τις 

αντίστοιχες της Γ∆Σ στο όριο µηδενικού διακένου ( 0∆ → ). 

 

Κατευθύνσεις Μελλοντικής Έρευνας  
 

Η ανάλυση της άπειρης κεραίας µας βοήθησε να εξηγήσουµε την φύση των 

παρατηρούµενων ταλαντώσεων στο κέντρο της πεπερασµένης κεραίας καθώς και την 

προέλευση του ενεργού ρεύµατος. Επιπρόσθετα, µας βοήθησε να εξάγουµε αρκετές 

µαθηµατικές εκφράσεις για την συµπεριφορά του ρεύµατος και του φορτίου στα άκρα 

του διακένου, οι οποίες συσχετίστηκαν ποιοτικά και ποσοτικά µε τα αριθµητικά 

αποτελέσµατα. Παράλληλα όµως, η ανωτέρω ανάλυση δηµιούργησε και τις 

προϋποθέσεις για περαιτέρω µελέτη των αποτελεσµάτων µας. 

Πράγµατι, παρουσιάζει ενδιαφέρον η µελέτη των παρατηρούµενων ταλαντώσεων 

στα άκρα της κεραίας. Η εφαρµογή της αριθµητικής µεθόδου στην ηµιάπειρη κεραία θα 

βοηθούσε αρκετά στην βαθύτερη κατανόηση της συµπεριφοράς αυτής πλησίον του 

z h= . Θα οδηγούσε σε µία εξίσωση αθροίσµατος Wiener-Hopf (Wiener-Hopf sum 

equation), η οποία όµως δεν είναι εύκολο να επιλυθεί αναλυτικά και δεν εξετάστηκε 

στην παρούσα εργασία. 

Επιπλέον, η επαλήθευση των σχέσεων (3.33), (3.34) για την πεπερασµένη κεραία 

αποτελεί ένα ακόµα ενδιαφέρον αντικείµενο µελέτης. Στην παρούσα διατριβή 

εικάζουµε ότι οι εξισώσεις (3.33) και (3.34), οι οποίες αφορούν την άπειρη κεραία, 

είναι αληθείς για την πεπερασµένη, αν και αυτό φαίνεται δύσκολο να αποδειχθεί 

αναλυτικά 

Η φυσική ερµηνεία του ενεργού ρεύµατος που δόθηκε στην παράγραφο 4.3.2 

είναι αληθής, τουλάχιστον, για µεγάλου µήκους κεραίες όπου η (4.1) ισχύει 
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προσεγγιστικά. ∆εν είναι ξεκάθαρο εάν η (4.1) είναι ακριβής για την περίπτωση της 

πεπερασµένης κεραίας. Για να εξετάσουµε την περίπτωση αυτή θα πρέπει, προφανώς, 

να θεωρήσουµε, ως µοντέλο κεραίας, την κυλινδρική σωληνοειδή κεραία της 

παραγράφου 4.3.1 αλλά τερµατισµένη σε ανοικτά άκρα στα σηµεία z h= ± . Η 

αναλυτική εξέταση του µοντέλου αυτού, όµως, εξακολουθεί να έχει δυσκολίες διότι για 

την πεπερασµένη κεραία δεν υπάρχει ακριβής έκφραση - παρόµοια της (3.27) - για το 

ενεργό ρεύµα. 

Ολοκληρώνοντας, στην παράγραφο 4.2.1 αποδείξαµε ότι οι παρατηρούµενες 

ταλαντώσεις, πλησίον του σηµείου τροφοδοσίας της κεραίας, οφείλονται στην µη 

επιλυσιµότητα των ολοκληρωτικών εξισώσεων. Αποδώσαµε τις προαναφερθείσες 

ταλαντώσεις στις ιδιότητες του πεπερασµένου συστήµατος (3.8) - που είναι συνέπεια 

των ιδιοτήτων των εξισώσεων (3.2) και (3.4) - και όχι σε σφάλµατα στρογγυλοποίησης. 

Παρόµοιες ταλαντώσεις παρατηρήθηκαν και στα άκρα της κεραίας που όπως 

αναφέρθηκε ανωτέρω δεν είναι εύκολο να µελετηθούν αναλυτικά. Στην παράγραφο 

4.2.2 αναφέραµε ότι το πλάτος των µη φυσιολογικών τιµών του ρεύµατος - τόσο στο 

κέντρο όσο και στα άκρα της κεραίας - επηρεάζεται από την παράµετρο N. Η τιµή της 

τελευταίας όπως φαίνεται στα Σχήµατα 2.3 και 4.5 επηρεάζει σηµαντικά τον δείκτη 

κατάστασης των πινάκων Α και Ε στα συστήµατα (2.5) και (3.8) αντίστοιχα. Πέρα από 

την µέθοδο του ενεργού ρεύµατος, η οποία εφαρµόστηκε στη παρούσα και εξασφάλισε 

την εξοµάλυνση των ταλαντούµενων τιµών, ενδιαφέρον θα παρουσίαζε η εφαρµογή και 

η µελέτη «Μεθόδων Οµαλοποίησης» («Regularization Methods») στα ανωτέρω 

συστήµατα. Μία γνωστή µέθοδος οµαλοποίησης, που µπορεί να εφαρµοστεί, είναι η 

µέθοδος Tikhonov. Οι ανωτέρω µέθοδοι εξάγουν προσεγγιστικά συγκλίνουσες λύσεις 

µέσω της επεξεργασίας των ιδιοτήτων του συστήµατος (του δείκτη κατάστασης) που 

δύναται να επηρεάσουν την αποκλίνουσα συµπεριφορά (πλάτος ταλαντώσεων).  
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Τύπου Μ-2000/-5 της Ελληνικής Πολεµικής Αεροπορίας.  

 
2007-2008:  Εξουσιοδότηση Εκτέλεσης Εργασιών SNA (Navigation and Attack 

System) ∆εξιότητας 3 Α’ Βαθµού Συντήρησης Αεροσκαφών Τύπου 

Μ-2000 της Ελληνικής Πολεµικής Αεροπορίας.  

 

Ξένες Γλώσσες 
 

Αγγλικά    Άριστα       (First Certificate in English - Univ. of Cambridge) 
 
Ελληνικά  Μητρική 

 


