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Σύνοψη και Δομή της
Διατριβής

• Συνοπτικά αποτελέσματα της διδακτορικής διατριβής

Η εύρεση ικανών και αναγκαίων συνθηκών για την ύπαρξη και σχεδίαση
παρατηρητή αποτελεί κεντρικό πρόβλημα της θεωρίας ελέγχου και τις τελευταίες
δεκαετίες έχουν εξαχθεί σημαντικά αποτελέσματα (βλέπε πχ [1]-[8], [10]-[15],
[19], [20], [22], [23], [25]-[29], [33]-[46], [48]-[50], [52]-[55], [60]-[63], [65]-
[69], [71]-[73]). Αναφέρονται επίσης οι εργασίες [66], [71], [46], [73], [58], που
σχετίζονται με την επίλυση του προβλήματος της σταθεροποίησης με ανάδραση
εξόδου, μέσω χρήσης παρατηρητή και δυναμικής ανάδρασης.

Στην παρούσα διατριβή επιλύεται το πρόβλημα σχεδίασης παρατηρητή για
ορισμένες κατηγορίες χρονικώς μεταβαλλόμενων μη γραμμικών συστημάτων.
Τα αποτελέσματα δημοσιεύθηκαν στις εργασίες [16] και [17] και αφορούν σε
δυο υποκατηγορίες της γενικής κλάσης χρονικώς μεταβαλλόμενων τριγωνικών
συστημάτων:

ẋ1 = g1(t, x1, x2)

ẋ2 = g2(t, x1, x2, x3)

... (0.1α)
ẋn−1 = gn−1(t, x1, x2, ..., xn)

ẋn = gn(t, x1, x2, ..., xn)

y = x1, t ∈ R≥0, (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn (0.1β)

όπου y(·) είναι η έξοδος του συστήματος.
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Στο Κεφάλαιο 2, μελετώνται συστήματα της μορφής (0.1) με

gi(t, x1, x2, ..., xi+1) := fi(t, x1, x2, ..., xi) + ai(t, x1)xi+1, i = 1, ..., n− 1

δηλαδή τριγωνικά συστήματα της μορφής:

ẋ1 = f1(t, x1) + a1(t, x1)x2

ẋ2 = f2(t, x1, x2) + a2(t, x1)x3
... (0.2α)

ẋn−1 = fn−1(t, x1, x2, ..., xn−1) + an−1(t, x1)xn

ẋn = fn(t, x1, x2, ..., xn)

y = x1, t ∈ R≥0, (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn (0.2β)

όπου αποδεικνύεται ότι το πρόβλημα σχεδίασης παρατηρητή είναι επιλύσιμο, με
τις παρακάτω υποθέσεις:

Α1. Για κάθε αρχικό χρόνο t0 ≥ 0 και κατάσταση x0 ∈M , όπουM ένα μη κενό
υποσύνολο του Rn, η αντίστοιχη λύση x(·, t0, x0) του (0.2) ορίζεται για κάθε
t ≥ t0.
Α2. Για κάθε αρχικό χρόνο t0 ≥ 0, κατάσταση x0 ∈ M , όπου το σύνολο M
δίνεται στην Α1 και i = 1, ..., n − 1 ισχύει ai(t, y(t, t0, x0)) ̸= 0, για σχεδόν
κάθε t ≥ t0, όπου y(·, t0, x0) είναι η αντίστοιχη έξοδος του (0.2).

Ειδικότερα, οι υποθέσεις Α1 και Α2, εξασφαλίζουν την ύπαρξη μιας διακοπτό-
μενης (switching) ακολουθίας μη αιτιατών (εν γένει) δυναμικών συστημάτων
(παρατηρητών) που καθιστά δυνατή την εκτίμηση της κατάστασης του συστή-
ματος (0.2). Το παραπάνω αποτέλεσμα, βασίζεται σε ένα γενικότερο αποτέλεσμα
επίλυσης του προβλήματος σχεδίασης παρατηρητή, που αφορά σύνθετα συστή-
ματα της μορφής:

ẋ1 = f1(t, x1) + B(t, x1)x2

ẋ2 = f2(t, x1, x2) (0.3α)
y = x1, t ∈ R≥0, (x1, x2) ∈ Rn1 × Rn2 (0.3β)

όπου y(·) είναι η έξοδος του συστήματος. Μεταξύ των άλλων, αποδεικνύεται
ότι μια γενική υπόθεση “ανιχνευσιμότητας” του συστήματος (0.3) εξασφαλίζει
την ύπαρξη μιας ακολουθίας μη αιτιατών παρατηρητών, που καθιστά δυνατή την
επίλυση του προβλήματος παρατηρητή για το σύστημα (0.3).
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Στο Κεφάλαιο 3, μελετάται το πρόβλημα σχεδίασης παρατηρητή για την πε-
ρίπτωση των τριγωνικών συστημάτων (0.1) με

gi(t, x1, x2, ..., xi+1) := fi(t, x1, x2, ..., xi) + ai(t, x1)x
mi
i+1, i = 1, ..., n− 1

δηλαδή συστημάτων της μορφής:

ẋ1 = f1(t, x1) + a1(t, x1)x
m1
2

ẋ2 = f2(t, x1, x2) + a2(t, x1)x
m2
3

... (0.4α)
ẋn−1 = fn−1(t, x1, x2, ..., xn−1) + an−1(t, x1)x

mn−1
n

ẋn = fn(t, x1, x2, ..., xn)

y = x1, t ∈ R≥0, (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn (0.4β)

που αν και είναι παρατηρήσιμα (με την έννοια του Ορισμού 1.18, Κεφάλαιο 1),
έχουν εν γένει μη παρατηρήσιμη γραμμικοποίηση στα ενδεχόμενα σημεία ισορ-
ροπίας. Οι υποθέσεις που επιβάλλονται, είναι οι ακόλουθες:

Α1’. Για κάθε αρχικό χρόνο t0 ≥ 0 και κατάσταση x0 ∈ Rn, η αντίστοιχη λύση
x(·, t0, x0) του (0.4) ορίζεται για κάθε t ≥ t0.
Α2’. Ισχύει |ai(t, y)| > 0, για κάθε t ≥ 0, y ∈ R, i = 1, ..., n− 1.
Α3’. Οι εκθέτεςmi, i = 1, ..., n− 1 είναι περιττοί φυσικοί.

Οι παραπάνω υποθέσεις, εξασφαλίζουν ότι το πρόβλημα σχεδίασης παρατηρητή
είναι επιλύσιμο για το σύστημα (0.4), μέσω μιας διακοπτόμενης ακολουθίας αι-
τιατών παρατηρητών.

Μια εύλογη κατεύθυνση για τη γενίκευση των αποτελεσμάτων του Κεφα-
λαίου 3, είναι η επίλυση του προβλήματος σχεδίασης παρατηρητή για συστή-
ματα της μορφής (0.4), όταν αντί των Υποθέσεων Α1’ και Α2’, επιβάλλονται
οι ασθενέστερες Υποθέσεις Α1 και Α2. Λόγω των ιδιαίτερα αυξημένων τεχνι-
κών απαιτήσεων στην αντίστοιχη αποδεικτική διαδικασία, η αντιμετώπιση του
προαναφερθέντος προβλήματος δεν αποτέλεσε άμεσο στόχο της διατριβής και
αποτελεί αντικείμενο περεταίρω έρευνας.

Σημειώνεται ότι, σύμφωνα με τη μεθοδολογία που υιοθετείται στην παρούσα
διατριβή, η εκτίμηση της κατάστασης επιτυγχάνεται μέσω ενός παρατηρητή τύ-
που Luenberger, όταν είναι εκ των προτέρων γνωστό, ότι η αρχική κατάσταση
του συστήματος ανήκει σε ένα μη κενό και φραγμένο υποσύνολο του Rn, ενώ
στη γενική περίπτωση, η εκτίμηση της κατάστασης επιτυγχάνεται με τη χρήση
μιας διακοπτόμενης ακολουθίας παρατηρητών. Επιπλέον, επισημαίνεται ότι λόγω
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της Υπόθεσης Α2, τα δυναμικά του παρατηρητή (αντίστοιχα, της διακοπτόμε-
νης ακολουθίας παρατηρητών) στην ανάλυση του Κεφαλαίου 2 είναι μια απει-
κόνιση εξαρτώμενη από την έξοδο y(·) του συστήματος, η οποία εν γένει δεν
είναι αιτιατή, λόγω του ενδεχόμενου μηδενισμού των απεικονίσεων R≥0 ∋ t→
ai(t, y(t, t0, x0)) ∈ R, i = 1, ..., n − 1. Στην περίπτωση του παρατηρητή (αντί-
στοιχα, της διακοπτόμενης ακολουθίας παρατηρητών) του Κεφαλαίου 3, όπου
επιβάλλεται η ισχυρότερη Υπόθεση Α2’, τα δυναμικά του παρατηρητή είναι αι-
τιατά.

Η μελέτη των αποτελεσμάτων της διατριβής, επεκτείνεται άμεσα στην περί-
πτωση συστημάτων με είσοδο. Συγκεκριμένα, αν θεωρήσουμε ένα σύστημα της
μορφής

ẋ1 = h1(t, x1, u) + b1(t, x1, u)x2

ẋ2 = h2(t, x1, x2, u) + b2(t, x1, u)x3
...

ẋn−1 = hn−1(t, x1, x2, ..., xn−1, u) + bn−1(t, x1, u)xn

ẋn = hn(t, x1, x2, ..., xn, u)

y = x1, t ∈ R≥0, (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn

τότε για δοσμένο t0 ≥ 0 και είσοδο u ∈ C1([t0,∞);Rm), το σύστημα

ẋ1 = f̃1(t, x1) + ã1(t, x1)x2

ẋ2 = f̃2(t, x1, x2) + ã2(t, x1)x3
... (0.5α)

ẋn−1 = f̃n−1(t, x1, x2, ..., xn−1) + ãn−1(t, x1)xn

ẋn = f̃n(t, x1, x2, ..., xn)

y = x1, t ∈ R≥0, (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn (0.5β)

όπου f̃i(t, x1, x2, ..., xi) := hi(t, x1, x2, ..., xi, u(t)), ∀t ≥ t0, (x1, x2, ..., xi) ∈
Ri, i = 1, ..., n και ãi(t, x1) = bi(t, x1, u(t)), ∀t ≥ t0, x1 ∈ R, i = 1, ..., n − 1
έχει τη χρονικώς μεταβαλλόμενη μορφή (0.2). Επιπλέον, αν το σύστημα (0.5)
ικανοποιεί τις υποθέσεις Α1 και Α2, τότε σύμφωνα με τα ανωτέρω, το πρό-
βλημα σχεδίασης παρατηρητή είναι επιλύσιμο για το (0.5), όπου τα δυναμικά του
αντίστοιχου παρατηρητή εξαρτώνται από την είσοδο του αρχικού συστήματος.
Αντίστοιχα αποτελέσματα μπορούν να εξαχθούν για την περίπτωση συστημάτων
(0.3), (0.4) όπου τα δυναμικά τους περιέχουν εισόδους.
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Τα ανωτέρω αποτελέσματα αποτελούν γενικεύσεις σχετικών αποτελεσμάτων
από τη διεθνή βιβλιογραφία, κυρίως σε ότι αφορά τη σχεδίαση παρατηρητή για
τριγωνικά συστήματα. Η καινοτομία τους συνίσταται μεταξύ άλλων στις ασθε-
νείς υποθέσεις που επιβάλλονται στα δυναμικά των συστημάτων που μελετώ-
νται, καθώς και στην ιδέα χρήσης της “διακοπτόμενης” ακολουθίας παρατηρη-
τών.

Λεπτομερής σύγκριση των εν λόγω αποτελεσμάτων με αντίστοιχα αποτελέ-
σματα από τη διεθνή βιβλιογραφία γίνεται στην εισαγωγή του δευτέρου κεφα-
λαίου της διατριβής.

Τέλος αναφέρεται η εργασία [18], όπου επιλύθηκε το πρόβλημα σχεδίασης
παρατηρητή για γενικά τριγωνικά συστήματα (0.1), με την υπόθεση ότι ισχύει η
Α1’ και επιπλέον, ότι για κάθε i = 1, ..., n− 1 και (t, x1, x2, ..., xi) ∈ R≥0 ×Ri,
η απεικόνιση f(t, x1, x2, ..., xi, ·) με R ∋ z → f(t, x1, x2, ..., xi, z) ∈ R είναι
γνησίως μονότονη.

• Δομή της διδακτορικής διατριβής

Η δομή της διατριβής είναι η ακόλουθη.

Στο πρώτο κεφάλαιο δίνονται οι κυριότεροι συμβολισμοί και ορισμοί που
χρησιμοποιούνται στο κείμενο και γίνεται μια ιστορική αναδρομή στο πρόβλημα
σχεδίασης παρατηρητή. Πρέχονται, οι ορισμοί της παρατηρησιμότητας και της
ανιχνευσιμότητας για γραμμικά αυτόνομα συστήματα και παρουσιάζονται τα
γνωστά αποτελέσματα από τη γραμμική θεωρία για την επίλυση του προβλή-
ματος του παρατηρητή. Ακολούθως, δίνονται κάποιοι από τους κύριους ορι-
σμούς που υιοθετούνται στη βιβλιογραφία για την παρατηρησιμότητα για την
μη γραμμική περίπτωση. Παρουσιάζονται αποτελέσματα που παρέχουν ικανές
και αναγκαίες συνθήκες, για την εύρεση μετασχηματισμού συντεταγμένων, προ-
κειμένου γενικά μη γραμμικά συστήματα, να αποκτούν στις νέες συντεταγμένες
ειδικότερη μορφή. Τέλος, παρατίθενται αποτελέσματα για την επίλυση του προ-
βλήματος σχεδίασης παρατηρητή για τις εν λόγω μορφές συστημάτων, καθώς
και αποτελέσματα από τη διεθνή βιβλιογραφία για τριγωνικά συστήματα.

Στο δεύτερο κεφάλαιο παρουσιάζονται τα αποτελέσματα της εργασίας [16].
Στην πρώτη ενότητα του κεφαλαίου δίνεται ο ορισμός της επίλυσης του προβλή-
ματος σχεδίασης παρατηρητή μέσω μιας διακοπτόμενης ακολουθίας παρατηρη-
τών. Επίσης, γίνεται σύγκριση των εξαχθέντων αποτελεσμάτων με τα υπάρχοντα
στη διεθνή βιβλιογραφία. Στη συνέχεια παρέχονται ικανές συνθήκες για την επί-
λυση του προβλήματος του παρατηρητή μέσω μιας διακοπτόμενης μη αιτιατής
ακολουθίας δυναμικών συστημάτων, για χρονικώς μεταβαλλόμενα μη γραμμικά
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συστήματα με γραμμική έξοδο. Τα αντίστοιχα αποτελέσματα εφαρμόζονται σε
σύνθετα συστήματα της μορφής (0.3) και στα τριγωνικά συστήματα (0.2) με την
υπόθεση “ανιχνευσιμότητας” και τις Υποθέσεις Α1, Α2 που πραναφέρθηκαν.
Ακολούθως, ισχυροποιούνται οι συνθήκες της ανωτέρω ανάλυσης και εξάγο-
νται αντίστοιχα αποτελέσματα, στα οποία δίνονται ικανές συνθήκες για την επι-
λυσιμότητα του προβλήματος του παρατηρητή μέσω μιας αιτιατής ακολουθίας
δυναμικών συστημάτων.

Στο τρίτο κεφάλαιο παρουσιάζονται τα αποτελέσματα της εργασίας [17]. Αρ-
χικά, εδραιώνονται ικανές συνθήκες για την επίλυση του προβλήματος του παρα-
τηρητή, μέσω μιας διακοπτόμενης ακολουθίας αιτιατών δυναμικών συστημάτων
για γενικά χρονικώς μεταβαλλόμενα συστήματα με γραμμική έξοδο. Στη συνέ-
χεια, η ανάλυση εφαρμόζεται σε τριγωνικά συστήματα της μορφής (0.4) που
πληρούν τις υποθέσεις Α1’, Α2’ και Α3’.
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1 Ιστορική Αναδρομή για το
Πρόβλημα Σχεδίασης
Παρατηρητή

1.1 Εισαγωγή

Στο παρόν κεφάλαιο γίνεται μια ιστορική αναδρομή στο πρόβλημα σχεδία-
σης παρατηρητή για μη γραμμικά συστήματα. Το κεφάλαιο έχει την ακόλουθη
δομή.
Στην Ενότητα 1.2 δίνονται οι κύριοι συμβολισμοί και ορισμοί που χρησιμοποιού-
νται στη διατριβή.
Στην Ενότητα 1.3 παρουσιάζονται αποτελέσματα από τη θεωρία των γραμμικών
αυτόνομων συστημάτων. Συγκεκριμένα, ορίζονται οι έννοιες της παρατηρησιμό-
τητας και της ανιχνευσιμότητας και δίνονται ικανές και αναγκαίες συνθήκες, για
την επίλυση του προβλήματος σχεδίασης παρατηρητή για την περίπτωση ενός
γραμμικού αυτόνομου συστήματος.
Η παρατηρησιμότητα αποτελεί πολύ πιο σύνθετη έννοια για την περίπτωση των
μη γραμμικών συστημάτων. Στην Ενότητα 1.4 δίνονται ορισμένοι κεντρικοί ορι-
σμοί της παρατηρησιμότητας για μη γραμμικά συστήματα και παρουσιάζονται
αποτελέσματα που παρέχουν ικανές και αναγκαίες συνθήκες για την εύρεση με-
τασχηματισμού συντεταγμένων, προκειμένου ένα μη γραμμικό σύστημα να απο-
κτά στις νέες συντεταγμένες ειδικότερη μορφή, για την οποία υπάρχει η δυνα-
τότητα σχεδίασης παρατηρητή. Ιδιαίτερης σημασίας για την παρούσα διατριβή
είναι η λεγόμενη p-κανονική μορφή ενός μη γραμμικού συστήματος, η οποία
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1. Ιστορική Αναδρομή για το Πρόβλημα Σχεδίασης Παρατηρητή

παρουσιάζεται στο τέλος της Ενότητας 1.4 και αποτελεί ένα βασικό κίνητρο για
τη μελέτη των τριγωνικών συστημάτων του Κεφαλαίου 3.
Τέλος, στην Ενότητα 1.5 παρατίθενται αποτελέσματα που αφορούν στο πρό-
βλημα σχεδίασης παρατηρητή για τριγωνικά συστήματα καθώς και συστήματα
των οποίων τα δυναμικά είναι γραμμικά ως προς το μη μετρήσιμο κομμάτι του
διανύσματος κατάστασης.

1.2 Συμβολισμοί και Ορισμοί

• Για δοσμένο διάνυσμα x ∈ Rn, συμβολίζουμε με x′ το ανάστροφό του και με
|x| την ευκλείδεια νόρμα του.
• Χρησιμοποιούμε το συμβολισμό |A| := max{|Ax| : x ∈ Rn; |x| = 1} για την
επαγόμενη νόρμα ενός πίνακα A ∈ Rm×n.
• ΜεN δηλώνουμε την κλάση των συνεχών συναρτήσεων ϕ : R≥0 → R≥0 που
είναι γνησίως αύξουσες.
• ΜεK δηλώνουμε την κλάση των συναρτήσεων ϕ(·) που ανήκουν στην κλάση
N και ικανοποιούν την ιδιότητα ϕ(0) = 0.
• ΜεK∞ δηλώνουμε την κλάση των συναρτήσεωνϕ(·) που ανήκουν στην κλάση
K και ικανοποιούν την ιδιότητα limt→∞ ϕ(t) = ∞.
• Με L δηλώνουμε την κλάση των συνεχών συναρτήσεων ϕ : R≥0 → R>0 με
limt→∞ ϕ(t) = 0.
• Μια συνάρτηση ϕ : R≥0×R≥0 → R≥0 ανήκει στην κλάσηNN , αν οι συναρ-
τήσεις ϕ(t, ·) και ϕ(·, s) ανήκουν στην κλάση N , για κάθε t, s ∈ R≥0.
• Μια συνάρτηση ϕ : R≥0 × R≥0 → R≥0 ανήκει στην κλάση KL, αν οι συναρ-
τήσεις ϕ(t, ·) και ϕ(·, s) ανήκουν στις κλάσεις L και K, για κάθε t ∈ R≥0 και
s ∈ R≥0, αντίστοιχα.
• Για δοσμένο R > 0, συμβολίζουμε με BR την κλειστή μπάλα με ακτίνα R και
κέντρο το 0 ∈ Rn.
• Δοθείσης μιας παραγωγίσιμης συνάρτησης f : U → Rm, όπου U ένα ανοιχτό
υποσύνολο του Rn, συμβολίζουμε με Df την παράγωγο της.
• Δοθείσης μιας ν φορές παραγωγίσιμης συνάρτησης f : U → R, όπου U ένα
ανοιχτό υποσύνολο του R, συμβολίζουμε με D(ν)f τη ν-οστή της παράγωγο.
• Συμβολίζουμε με cl(A) την κλειστότητα ενός συνόλου A ⊂ Rn.
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1.2. Συμβολισμοί και Ορισμοί

• Συμβολίζουμε με conv(A) την κυρτή θήκη ενός συνόλου A ⊂ Rn.
• Συμβολίζουμε με diag(a1, a2, ..., an) το διαγώνιο πίνακα με στοιχεία ai,i = ai,
i = 1, 2, ..., n στην κύρια διαγώνιο του.

Ορισμός 1.1 Έστω V : Rn → R≥0. Η V (·) καλείται θετικά ορισμένη (positive
definite), αν ισχύει V (0) = 0 και V (x) > 0, για κάθε x ̸= 0. Η V (·) καλείται
ομοιόμορφα μη φραγμένη (radially unbounded), αν ισχύει lim|x|→∞ V (x) = ∞.

Ορισμός 1.2 Έστω O ένα ανοιχτό υποσύνολο του Rn και Φ : O → Rn. Η Φ(·)
καλείται C∞ διαφορομορφισμός (ή διαφορομορφισμός), αν είναι C∞, 1-1 και
η Φ−1 : Φ(O) → O είναι επίσης C∞.

Ορισμός 1.3 ΈστωO ένα ανοιχτό υποσύνολο τουRn και a ∈ C∞(O;R), f, g ∈
C∞(O;Rn). Τότε ορίζονται οι συναρτήσεις Li

fa ∈ C∞(O;R), i ∈ N και τα
διανυσματικά πεδία [f, g] ∈ C∞(O;Rn), adifg ∈ C∞(O;Rn), i ∈ N ∪ {0} ως
εξής:

Lfa(x) := Da(x)f(x)(= L1
fa(x)), x ∈ O

Li+1
f a(x) := Da(x)Li

fa(x), x ∈ O, i ∈ N (1.1α)

[f, g](x) := Dg(x)f(x)−Df(x)g(x), x ∈ O (1.1β)

ad0fg(x) := g(x), x ∈ O

adi+1
f g(x) := [f, adifg](x), x ∈ O, i ∈ N ∪ {0} (1.1γ)

Ορισμός 1.4 ΈστωO ένα ανοιχτό υποσύνολο τουRn.Μια κατανομή (distribution)
είναι μια απεικόνιση D που αντιστοιχεί σε κάθε x ∈ O έναν υπόχωρο D(x) του
Rn. Λέμε ότι ένα διανυσματικό πεδίο f ∈ C∞(O;Rn) ανήκει σημειακά στη D
και χρησιμοποιούμε το συμβολισμό f ∈ D, αν ισχύει f(x) ∈ D(x) για κάθε
x ∈ O. Η κατανομή D καλείται ενειλιγμένη (involutive), αν για κάθε ζεύγος
διανυσματικών πεδίων f, g ∈ C∞(O;Rn) με f, g ∈ D, ισχύει [f, g] ∈ D.

Ορισμός 1.5 Θεωρούμε το χρονικώς μεταβαλλόμενο σύστημα

ẋ = f(t, x, u) (1.2α)

y = h(t, x) (1.2β)

t ∈ R≥0, x ∈ Rn, u ∈ U ⊂ Rm, y ∈ Rk
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1. Ιστορική Αναδρομή για το Πρόβλημα Σχεδίασης Παρατηρητή

όπου το σύνολο U είναι μη κενό, η συνάρτηση f(·, ·, ·) είναι τοπικά Lipschitz,
η h(·, ·) είναι συνεχής και ο χώρος των αποδεκτών εισόδων του (1.2) είναι ένα
υποσύνολο U του L∞

loc(R≥0;U). Δοσμένων t0 ≥ 0, x0 ∈ Rn και u ∈ U , λέμε
ότι το (1.2α) (ή το (1.2)) είναι δεξιά πλήρες, αν η (μοναδική) λύση x(·, t0, x0;u)
του (1.2α) με αρχική συνθήκη (t0, x0) και είσοδο u, ορίζεται για κάθε t ≥ t0.

1.3 Παρατηρησιμότητα/Παρατηρητές για
Γραμμικά Αυτόνομα Συστήματα

H συστηματική μελέτη του προβλήματος σχεδίασης παρατηρητή για γραμ-
μικά συστήματα οφείλεται στον Luenberger ([49], [50]). Στην παρούσα ενότητα
παρατίθενται μερικά βασικά αποτελέσματα που αφορούν στο πρόβλημα σχεδί-
ασης παρατηρητή για γραμμικά αυτόνομα συστήματα:

ẋ = Ax+Bu (1.3α)

y = Cx, x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rk (1.3β)

Συμβολίζουμε μεY το σύνολο των εξόδων του (1.3) και μεU το σύνολο των απο-
δεκτών εισόδων του (1.3), όπουU κάποιος γραμμικός υπόχωρος τουL∞

loc(R≥0;Rm).

Ορισμός 1.6 Το σύστημα (1.3) είναι παρατηρήσιμο (observable) αν ισχύει η
συνεπαγωγή

y(t, x1;u) = y(t, x2;u),∀u ∈ U , t ≥ 0 ⇒ x1 = x2

όπου y(·, x0;u) = Cx(·, x0;u) η έξοδος του συστήματος (1.3) με αρχική κατά-
σταση x0 ∈ Rn και είσοδο u ∈ U .

Πρόταση 1.7 Οι παρακάτω ισχυρισμοί είναι ισοδύναμοι.
(α) Το σύστημα (1.3) είναι παρατηρήσιμο.
(β) Το ζεύγος (A,C) είναι παρατηρήσιμο, δηλαδή το σύστημα

ẋ = Ax (1.4α)

y = Cx (1.4β)
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1.3. Παρατηρησιμότητα/Παρατηρητές για Γραμμικά Αυτόνομα Συστήματα

με τους πίνακες A και C όπως δίνονται στην (1.3), είναι παρατηρήσιμο με την
έννοια του Ορισμού 1.6.
(γ) Ισχύει η συνεπαγωγή

y(t, x0; 0) = Cx(t, x0; 0) = 0, ∀t ≥ 0 ⇒ x0 = 0

όπου y(·, x0; 0) η έξοδος του (1.3) με αρχική κατάσταση x0 ∈ Rn και είσοδο
u ≡ 0, ή ισοδύναμα, η έξοδος του (1.4) με αρχική κατάσταση x0 ∈ Rn.
(δ) Ικανοποιείται η συνθήκη βαθμού παρατηρησιμότητας (observability rank
condition):

rank


C

CA
...

CAn−1

 = n

Ορισμός 1.8 Το σύστημα (1.3) είναι ανιχνεύσιμο (detectable), αν ισχύει η ακό-
λουθη συνεπαγωγή

Cx(t) −→
t→∞

0 ⇒ x(t) −→
t→∞

0 (1.5)

όπου x(·) := x(·, x0; 0) η λύση του (1.3α) με αρχική κατάσταση x0 ∈ Rn και με
είσοδο u ≡ 0, ή ισοδύναμα, η λύση του (1.4α) με αρχική κατάσταση x0 ∈ Rn.

Παρατήρηση 1.9 Από τον Ορισμό 1.8 συμπεραίνουμε ότι η ιδιότητα της ανι-
χνευσιμότητας για το σύστημα (1.3) εξαρτάται αποκλειστικά από το ζεύγος πινά-
κων (A,C). Για το λόγο αυτό λέμε εναλλακτικά ότι το (A,C) είναι ανιχνεύσιμο,
στην περίπτωση που το (1.3) είναι ανιχνεύσιμο με βάση τον Ορισμό 1.8.

Στην ακόλουθη πρόταση παραθέτουμε ισοδύναμους χαρακτηρισμούς της ανι-
χνευσιμότητας του ζεύγους (A,C).

Πρόταση 1.10 Οι παρακάτω ισχυρισμοί είναι ισοδύναμοι:
(α) Το ζεύγος (A,C) είναι ανιχνεύσιμο, δηλαδή ισχύει η συνεπαγωγή (1.5) για το
σύστημα (1.4).
(β) Το ζεύγος (A′, C ′) είναι σταθεροποιήσιμο, δηλαδή το σύστημα

ẋ = A′x+ C ′u, x ∈ Rn, u ∈ Rk

5



1. Ιστορική Αναδρομή για το Πρόβλημα Σχεδίασης Παρατηρητή

είναι σταθεροποιήσιμο μέσω γραμμικής ανάδρασης u = Fx, όπου F ∈ Rk×n.
(γ) Ισχύει μια από τις επόμενες ιδιότητες:
(i) Το (A,C) είναι παρατηρήσιμο.
(ii) Το (A,C) δεν είναι παρατηρήσιμο, όμως για κάθε αντιστρέψιμο πίνακα T ∈
Rn×n με

C̃ = CT−1 = (C1 0) (1.6)

Ã = TAT−1 =

(
A11 0

A12 A22

)
(1.7)

και ούτως ώστε το ζεύγος (A11, C1) να είναι παρατηρήσιμο, (ένας πίνακας με τις
ανωτέρω ιδιότητες υπάρχει πάντα) ο A22 είναι Hurwitz.
(δ) Υπάρχει πίνακας L ∈ Rn×k ούτως ώστε ο A− LC να είναι Hurwitz.

Ορισμός 1.11 Ένας γραμμικός παρατηρητής για το σύστημα (1.3) είναι ένα
γραμμικό σύστημα της μορφής

ż = Kz +Mu+ Ly, z ∈ Rp, u ∈ Rm, y ∈ Rk (1.8)

συνοδευόμενο με μια συνεχή απεικόνιση θ : Rp × Rk → Rn που ικανοποιεί τις
ακόλουθες ιδιότητες.
(α) Ολική σύγκλιση του σφάλματος (global error convergence). Για κάθε x0 ∈
Rn, z0 ∈ Rp και u ∈ U ισχύει

lim
t→∞

|x(t, x0;u)− θ(z(t, z0; (u, y)), y(t))| = 0

όπου x(·, x0;u) η λύση του (1.3) με αρχική κατάσταση x0 ∈ Rn και είσοδο
u ∈ U και z(·, z0; (u, y)) η λύση του (1.8) με αρχική κατάσταση z0 ∈ Rp και
είσοδο (u, y) ∈ U × Y .
(β) Ευστάθεια του σφάλματος (error stability). Για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0

ούτως ώστε για κάθε x0 ∈ Rn, z0 ∈ Rp και u ∈ U να ισχύει η συνεπαγωγή:

|x0 − θ(z0, Cx0)| < δ ⇒ |x(t, x0;u)− θ(z(t, z0; (u, y)), y(t))| < ε, ∀t ≥ 0
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1.3. Παρατηρησιμότητα/Παρατηρητές για Γραμμικά Αυτόνομα Συστήματα

Στο παρακάτω θεώρημα δίνονται ικανές και αναγκαίες συνθήκες για την ύπαρξη
ενός γραμμικού παρατηρητή για το σύστημα (1.3) (βλέπε [64, σελ 319]).

Θεώρημα 1.12 Για το σύστημα (1.3) τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:
(α) Το σύστημα (1.3) είναι ανιχνεύσιμο.
(β) Υπάρχει ένας γραμμικός παρατηρητής για το σύστημα (1.3).
(γ) Υπάρχει ένας γραμμικός παρατηρητής για το σύστημα (1.3) με θ(z, y) = z,
∀(z, y) ∈ Rn × Rk. Συγκεκριμένα, για τους πίνακες K, L,M στο δεξί μέλος του
συστήματος (1.8) ισχύειK = A−LC,M = B και οK = A−LC είναι Hurwitz.
Επομένως το σύστημα (1.8) θα έχει τη μορφή:

ż = (A− LC)z +Bu+ Ly (1.9)

Παρατηρούμε ότι λόγω της απαίτησης θ(z, y) = z, η διάσταση του συστήματος
(1.9) στο Θεώρημα 1.12(γ), είναι ίδια με τη διάσταση του συστήματος (1.3).
Εν γένει, είναι δυνατό να κατασκευαστεί ένας γραμμικός παρατηρητής για το
σύστημα (1.3) με διάσταση μικρότερη από αυτή της διάστασης του συστήματος.
Ένας τέτοιος παρατηρητής καλείται παρατηρητής μειωμένης τάξης (reduced
order observer). Στη συνέχεια, εξάγουμε ικανές και αναγκαίες συνθήκες ούτως
ώστε το σύστημα (1.3) να έχει έναν παρατηρητή μειωμένης τάξης.
Υποθέτουμε ότι χωρίς βλάβη της γενικότητας, ισχύει rankC = k < n (όπου k
η διάσταση του χώρου της εξόδου), επομένως υπάρχει αντιστρέψιμος πίνακας
T με CT−1 = (I 0). Θεωρούμε το μετασχηματισμό συντεταγμένων x̃ = Tx,
οπότε το σύστημα (1.3) είναι ισοδύναμο με το:

x̃ = Ãx̃+ B̃u

y = C̃x̃ (1.10α)

Ã = TAT−1

B̃ = TB

C̃ = CT−1 = (I 0) (1.10β)
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1. Ιστορική Αναδρομή για το Πρόβλημα Σχεδίασης Παρατηρητή

Αποδεικνύεται άμεσα ότι το σύστημα (1.3) είναι ανιχνεύσιμο αν και μόνο αν το
σύστημα (1.10) είναι ανιχνεύσιμο. Το σύστημα (1.10) γράφεται αναλυτικότερα
ως εξής:

˙̃x1 = A11x̃1 + A12x̃2 +B1u

˙̃x2 = A21x̃1 + A22x̃2 +B2u (1.11)

y = x̃1, x̃1 ∈ Rk, x̃2 ∈ Rn−k

Για το σύστημα (1.11) ισχύει το ακόλουθο αποτέλεσμα.

Θεώρημα 1.13 (α) Το σύστημα (1.11) είναι ανιχνεύσιμο, αν και μόνο αν το ζεύγος
(A22, A12) είναι ανιχνεύσιμο.
(β) Αν το σύστημα (1.11) είναι ανιχνεύσιμο, τότε το σύστημα

ż = (A22 + LA11)z + (B2 + LB1)u

+ (A12 + LA11 − A22L− LA12L)y (1.12)

με

θ(z, y) = (y, z − Ly) (1.13)

όπου ο L ∈ R(n−k)×k είναι τέτοιος ώστε ο πίνακας A22 −LA12 να είναι Hurwitz,
είναι ένας γραμμικός παρατηρητής για το σύστημα (1.10).

Παρατήρηση 1.14 Η επιλογή ενός πίνακα L στο Θεώρημα 1.13, τέτοιου ώστε
ο A22 − LA12 να είναι Hurwitz είναι άμεση συνέπεια της Πρότασης 1.10(δ) και
του Θεωρήματος 1.13(α).

Από τα Θεωρήματα 1.12 και 1.13 έπεται το ακόλουθο πόρισμα.

Πόρισμα 1.15 Για το σύστημα (1.3) υπάρχει ένας γραμμικός παρατηρητής αν και
μόνο αν υπάρχει ένας γραμμικός παρατηρητής μειωμένης τάξης. Ειδικότερα, το
σύστημα (1.12) με την απεικόνιση θ̂(z, y) = T−1θ(z, y), όπου ο αντιστρέψιμος
πίνακας T και η απεικόνιση θ(·, ·), δίνονται στις (1.10β) και (1.13), αντίστοιχα,
είναι ένας γραμμικός παρατηρητής του (1.3).
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1.4 Παρατηρησιμότητα/Κανονικές Μορφές για μη
Γραμμικά Συστήματα

• Παρατηρησιμότητα μη γραμμικών συστημάτων

Στο πρώτο μέρος της παρούσας ενότητας δίνονται ορισμένοι από τους κυριό-
τερους ορισμούς παρατηρησιμότητας για μη γραμμικά συστήματα. Οι ορισμοί
και τα αποτελέσματα που παρατίθενται είναι από τις εργασίες [30], [24], [25]
και τα συγγράμματα [26], [64]. Θεωρούμε το σύστημα

ẋ = f(x, u) (1.14α)

y = h(x) (1.14β)

x ∈ O ⊂ Rn, u ∈ U ⊂ Rm, y ∈ Rk

όπουO ένα ανοιχτό υποσύνολο τουRn, το σύνολοU είναι μη κενό, η συνάρτηση
h(·) είναι συνεχής και η f(·) συνεχής και τοπικά Lipschitz. Επίσης, υποθέτουμε
ότι υπάρχει ένα μη κενό υποσύνολο U του L∞

loc(R≥0;U) έτσι ώστε για κάθε u ∈
U και x0 ∈ O, το σύστημα (1.14) να είναι δεξιά πλήρες και η λύση του x(t, x0;u),
t ≥ 0 να ικανοποιεί την ιδιότητα:

x(t, x0;u) ∈ O, ∀t ≥ 0

Ορισμός 1.16 (α)Λέμε ότι η είσοδος u ∈ U διαχωρίζει τις καταστάσεις (distin-
guishes the states) x1, x2 ∈ O σε χρόνο T > 0, αν ισχύει:

max
t∈[0,T ]

|h(x(t, x1;u))− h(x(t, x2;u))| > 0

(β) Λέμε ότι η είσοδος u ∈ U διαχωρίζει τις καταστάσεις x1, x2 ∈ O, αν
υπάρχει χρόνος T > 0, ούτως ώστε η u να διαχωρίζει τις καταστάσεις x1, x2
σε χρόνο T .
(γ)Λέμε ότι οι καταστάσειςx1, x2 ∈ O είναι μη διαχωρίσιμες (indistinguishable)
και χρησιμοποιούμε το συμβολισμό x1Ix2, αν για κάθε u ∈ U , οι x1, x2 δε δια-
χωρίζονται μέσω της u, ισοδύναμα, αν ισχύει:
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h(x(t, x1;u)) = h(x(t, x2;u)),∀t ≥ 0

(δ) Έστω V ⊂ O. Λέμε ότι οι καταστάσεις x1, x2 ∈ O είναι V -μη διαχωρίσιμες
(V -indistinguishable) και χρησιμοποιούμε το συμβολισμό x1IV x2, αν για κάθε
u ∈ U και T > 0 με

x(t, x1;u), x(t, x2;u) ∈ V, ∀t ∈ [0, T ]

ισχύει:

h(x(t, x1;u)) = h(x(t, x2;u)), ∀t ∈ [0, T ]

Παρατήρηση 1.17 Σημειώνεται ότι η σχέση I του Ορισμού 1.16(γ) είναι σχέση
ισοδυναμίας στοO×O, ενώ εν γένει, η σχέση IV τουΟρισμού 1.16(δ) είναι μόνο
αυτοπαθής και συμμετρική.
Στη συνέχεια χρησιμοποιούμε τους συμβολισμούς:

I(x0) := {x ∈ O : x0Ix}

IV (x0) := {x ∈ V : x0IV x}

Ορισμός 1.18 (α)Λέμε ότι το σύστημα (1.14) είναι παρατηρήσιμο στο x0 ∈ O,
αν για κάθε x ∈ O με x ̸= x0, υπάρχει είσοδος u ∈ U που διαχωρίζει τις
καταστάσεις x0, x, ή ισοδύναμα, αν ισχύει I(x0) = {x0}. Λέμε ότι το σύστημα
(1.14) είναι παρατηρήσιμο (observable), αν είναι παρατηρήσιμο στο x για κάθε
x ∈ O, ή ισοδύναμα, αν ισχύει I(x) = {x} για κάθε x ∈ O.
(β) Λέμε ότι το σύστημα (1.14) είναι τοπικά ασθενώς παρατηρήσιμο στο x0 ∈
O, αν υπάρχει μια ανοιχτή περιοχή V του x0, έτσι ώστε για κάθε ανοιχτή περιοχή
W του x0 μεW ⊂ V να ισχύει IW (x0) = {x0}. Λέμε ότι το σύστημα (1.14) είναι
τοπικά ασθενώς παρατηρήσιμο (locally weakly observable), αν είναι τοπικά
ασθενώς παρατηρήσιμο για κάθε x ∈ O.

Παρατήρηση 1.19 Στη γραμμική περίπτωση, οι έννοιες της παρατηρησιμότη-
τας και της τοπικής ασθενούς παρατηρησιμότητας ταυτίζονται και είναι ισοδύ-
ναμες με τον Ορισμό 1.6 καθώς και με τους υπόλοιπους ορισμούς παρατηρησι-
μότητας που θα δοθούν στη συνέχεια.
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Στη συνέχεια υποθέτουμε ότι οι απεικονίσεις f(·, ·), h(·) του συστήματος (1.14)
είναι C∞ και συμβολίζουμε με X (O) την άλγεβρα Lie των C∞ διανυσματικών
πεδίων του O και με C∞(O) τις λείες συναρτήσεις από το O στο R. Επίσης,
ορίζουμε τα σύνολα:
F0: Το σύνολο των διανυσματικών πεδίων fu(·) := f(·, u) για σταθερό u ∈ U .
(F0 ⊂ X (O))

F : Η ελάχιστη υποάλγεβρα Lie της X (O) που περιέχει την F0.
G: Το ελάχιστο υποσύνολο του C∞(O) που περιέχει τις απεικονίσεις hi, i =

1, 2, ..., k και είναι κλειστό ως προς την παραγώγιση Lie με στοιχεία της F0,
δηλαδή για κάθε r ∈ G και χ ∈ F0 ισχύει Lχr ∈ G. Σημειώνεται ότι λόγω
της ιδιότητας L[r,s]χ = LrLsχ − LsLrχ, που ισχύει για κάθε r, s ∈ C∞(O)

και χ ∈ X (O), το σύνολο G είναι κλειστό και ως προς την παραγώγιση Lie με
στοιχεία της F .
dG: Το σύνολο των 1-μορφών dϕ με ϕ ∈ G.

Ορισμός 1.20 (α) Λέμε ότι το σύστημα (1.14) ικανοποιεί τη συνθήκη βαθμού
παρατηρησιμότητας (observability rank condition) στο x ∈ O και χρησιμο-
ποιούμε το συμβολισμό rankdG(x) = n, αν υπάρχουν 1-μορφές dϕ1, dϕ2, ..., dϕn ∈
dG ούτως ώστε τα διανύσματα γραμμές (covectors) dϕ1(x), dϕ2(x), ..., dϕn(x)

να είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.
(β) Δοθείσης μιας ιδιότητας P , λέμε ότι η P ικανοποιείται generically στο O,
αν ικανοποιείται σε ένα ανοιχτό και πυκνό υποσύνολο του O.

Στα παρακάτω θεωρήματα, (βλέπε [30]) δίνονται ικανές συνθήκες ούτως ώστε
το σύστημα (1.14) να είναι τοπικά ασθενώς παρατηρήσιμο, και αντιστρόφως,
ιδιότητες τις οποίες το σύστημα (1.14) ικανοποιεί όταν είναι τοπικά ασθενώς
παρατηρήσιμο.

Θεώρημα 1.21 Αν το σύστημα (1.14) ικανοποιεί τη συνθήκη βαθμού παρατηρη-
σιμότητας για κάθε x ∈ O, τότε είναι τοπικά ασθενώς παρατηρήσιμο.

Θεώρημα 1.22 Αν το σύστημα (1.14) είναι τοπικά ασθενώς παρατηρήσιμο, τότε
ικανοποιεί τη συνθήκη βαθμού παρατηρησιμότητας generically στο O.

Στη συνέχεια υποθέτουμε ότι το σύστημα (1.14) είναι γραμμικό ως προς την εί-
σοδο, με βαθμωτή είσοδο και βαθμωτή έξοδο (single-input/single-output), επο-
μένως έχει τη μορφή
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ẋ = f(x) + g(x)u (1.15α)

y = h(x), x ∈ Rn, u ∈ R, y ∈ R (1.15β)

όπου οι συναρτήσεις f(·), g(·), h(·) είναι C∞. Για είσοδο u ≡ 0, το σύστημα
(1.15) λαμβάνει τη μορφή:

ẋ = f(x) (1.16α)

y = h(x), x ∈ Rn, y ∈ R (1.16β)

Για συστήματα της μορφής (1.16) η τοπική ασθενής παρατηρησιμότητα συνε-
πάγεται μια ισχυρότερη ιδιότητα από τη συνθήκη βαθμού παρατηρησιμότητας
generically στο O. Συγκεκριμένα, η παρακάτω πρόταση, (βλέπε [24]) αποτελεί
μια ισχυρότερη εκδοχή του Θεωρήματος 1.22 για το σύστημα (1.16).

Πρόταση 1.23 Αν το σύστημα (1.16) είναι τοπικά ασθενώς παρατηρήσιμο, τότε
η απεικόνιση ψ : O → Rn που ορίζεται ως

ψ(x) :=


h(x)

Lfh(x)
...

Ln−1
f h(x)

 (1.17)

έχει Ιακωβιανό πίνακα Dψ(x) βαθμού n generically στο O.

Ακολούθως, ορίζουμε τις έννοιες της ομοιόμορφης παρατηρησιμότητας και της
ομοιόμορφης παρατηρησιμότητας για κάθε είσοδο, για συστήματα της μορφής
(1.16) και (1.15), αντίστοιχα, οι οποίες αποτελούν ειδικές περιπτώσεις της τοπι-
κής ασθενούς παρατηρησιμότητας.

Ορισμός 1.24 Το σύστημα (1.16) καλείται ομοιόμορφα παρατηρήσιμο (uniformly
observable) αν η απεικόνιση ψ(·) όπως δίνεται στην (1.17) είναι ολικός διαφο-
ρομορφισμός από το O στο ψ(O).

Ορισμός 1.25 (α) Το σύστημα (1.15) καλείται παρατηρήσιμο για κάθε είσοδο
(observable for any input), αν για κάθε x1, x2 ∈ O, T > 0 και u ∈ L∞([0, T ];R)
η είσοδος u διαχωρίζει τις καταστάσεις x1 και x2.
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(β) Το σύστημα (1.15) καλείται ομοιόμορφα παρατηρήσιμο για κάθε είσοδο
(uniformly observable for any input), αν είναι παρατηρήσιμο για κάθε είσοδο,
και επιπλέον, αν το σύστημα (1.16), δηλαδή το σύστημα (1.15) με είσοδο u ≡ 0,
είναι ομοιόμορφα παρατηρήσιμο.

• Κανονικές μορφές ομοιόμορφα παρατηρήσιμων/“ομοιόμορφα παρατηρή-
σιμων για κάθε είσοδο συστημάτων”

Από την πρόταση και το θεώρημα που ακολουθούν (βλέπε [25]), προκύπτει
ότι οι έννοιες της ομοιόμορφης παρατηρησιμότητας και της “ομοιόμορφης πα-
ρατηρησιμότητας για κάθε είσοδο”, για συστήματα της μορφής (1.16) και (1.15),
αντίστοιχα, είναι ικανές και αναγκαίες συνθήκες ούτως ώστε τα εν λόγω συστή-
ματα να είναι ισοδύναμα μέσω ενός διαφορομορφισμού με συστήματα συγκε-
κριμένης δομής.

Πρόταση 1.26 Το σύστημα (1.16) είναι ομοιόμορφα παρατηρήσιμο, αν και μόνο
αν είναι ισοδύναμο μέσω ενός διαφορομορφισμού ψ : O → ψ(O) με ένα σύστημα
της μορφής:

ẋ =



ẋ1

ẋ2
...

ẋn−1

ẋn


=



x2

x3
...
xn

φ(x1, x2, ..., xn)


= f̃(x) (1.18α)

y = x1 (1.18β)

Θεώρημα 1.27 To σύστημα (1.15) είναι “ομοιόμορφα παρατηρήσιμο για κάθε
είσοδο”, αν και μόνο αν είναι ισοδύναμο μέσω ενός διαφορμορφισμού ψ : O →
ψ(O), με ένα σύστημα της μορφής:
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ẋ =



ẋ1

ẋ2
...

ẋn−1

ẋn


=



x2

x3
...
xn

φ(x1, x2, ..., xn)


+



g1(x1)

g2(x1, x2)
...

gn−1(x1, x2, ..., xn−1)

gn(x1, x2, ..., xn)


u = f̃(x) + g̃(x)u

(1.19α)

y = x1 (1.19β)

Παρατήρηση 1.28 Από την Πρόταση 1.26 και το Θεώρημα 1.27, συνεπάγεται
εύκολα, ότι τόσο ένα ομοιόμορφα παρατηρήσιμο σύστημα της μορφής (1.16)
όσο και ένα “ομοιόμορφα παρατηρήσιμο για κάθε είσοδο” σύστημα της μορφής
(1.15), είναι παρατηρήσιμο με την έννοια του Ορισμού 1.18(α). Πράγματι, για
να δείξουμε ότι ένα ομοιόμορφα παρατηρήσιμο σύστημα της μορφής (1.16) εί-
ναι παρατηρήσιμο, αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε ζεύγος xa, xb ∈ O αρχικών
καταστάσων του (1.16) με y(t, xa) = y(t, xb), ∀t ≥ 0, (όπου y(·, x0) η έξοδος
του (1.16) με αρχική κατάσταση x0 ∈ O) ισχύει xa = xb. Λαμβάνοντας υπόψη
την (1.18β), εξάγουμε ότι στις νέες συντεταγμένες θα ισχύει x1(t, ψ(xa)) =

x1(t, ψ(xb)),∀t ≥ 0 και συνεπώς, από την (1.18α) ότι xi(t, ψ(xa)) = xi(t, ψ(xb)),
∀t ≥ 0, i = 2, 3, ..., n. Επομένως, οι λύσεις x(·, ψ(xa)) και x(·, ψ(xb)) στις νέες
συντεταγμένες ταυτίζονται, από όπου εξάγουμε ότι ψ(xa) = ψ(xb) και αφού η
ψ(·) είναι 1-1, θα ισχύει xa = xb. Στην περίπτωση ενός συστήματος της μορ-
φής (1.15) που είναι “ομοιόμορφα παρατηρήσιμο για κάθε είσοδο”, μπορούμε
με αντίστοιχα επιχειρήματα να δείξουμε ότι ικανοποιεί την ισχυρότερη (της πα-
ρατηρησιμότητας) ιδιότητα, κάθε είσοδος u ∈ U να διαχωρίζει κάθε ζεύγος κα-
ταστάσεων xa, xb ∈ O.

• Γενική τριγωνική κανονική μορφή μη γραμμικών παρατηρήσιμων συστη-
μάτων

Στο σημείο αυτό, παραθέτουμε ικανές συνθήκες ούτως ώστε ένα γενικό μη
γραμμικό σύστημα (1.14) με k = 1 να είναι τοπικά ισοδύναμο (μέσω διαφο-
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ρομορφισμού) με ένα σύστημα τριγωνικής δομής (βλέπε [26]). Επιπλέον, απο-
δεικνύεται ότι ένα τέτοιο σύστημα είναι τοπικά ασθενώς παρατηρήσιμο. Πριν
την παράθεση των προαναφερθέντων αποτελεσμάτων δίνουμε έναν απαραίτητο
ορισμό.

Ορισμός 1.29 Θεωρούμε το σύστημα (1.14) με k = 1 και για κάθε u ∈ U την
ακολουθία κατανομών

D(u) := {D0(u) ⊃ D1(u) ⊃ · · · ⊃ Dn−1(u)}

στο O που ορίζεται ως:

D0(u)(x) := ker(Dh(x)),∀x ∈ O

Di(u)(x) := Di−1(u)(x) ∩ ker(DLi
fuh(x)),∀x ∈ O, i = 1, 2, ..., n− 1

fu(x) := f(x, u),∀x ∈ O

Η ακολουθία D(u) καλείται παρατηρήσιμη ακολουθία κατανομών του συστή-
ματος (1.14). Λέμε ότι η παρατηρήσιμη ακολουθία κατανομών του (1.14) είναι
ομοιόμορφη, αν κάθε κατανομή της Di(u), i = 0, 1, ..., n− 1 είναι ανεξάρτητη
του u ∈ U και έχει σταθερή διάσταση n− i− 1 για κάθε x ∈ O.

Στο παρακάτω θεώρημα, δίνονται ικανές και αναγκαίες συνθήκες ούτως ώστε το
σύστημα (1.14) με k = 1 να είναι τοπικά ισοδύναμο με ένα σύστημα τριγωνικής
δομής.

Θεώρημα 1.30 Για το σύστημα (1.14) με k = 1 ισχύουν τα ακόλουθα.

(α) H παρατηρήσιμη ακολουθία κατανομών του συστήματος (1.14) είναι ομοιό-
μορφη, αν και μόνο αν για κάθε x0 ∈ O υπάρχει μια περιοχή V του x0 και ένας
διαφορομορφισμός ψ : V → ψ(V ) ⊂ Rn, ούτως ώστε στις νέες συντεταγμένες το
σύστημα (1.14) να έχει τη μορφή
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ẋ1 = f̃1(x1, x2, u)

ẋ2 = f̃2(x1, x2, x3, u)

... (1.20)

ẋn−1 = f̃n−1(x1, x2, ..., xn, u)

ẋn = f̃n(x1, x2, ..., xn, u)

y = h̃(x1)

και να ισχύει:

∂h̃

∂x1
(x1) ̸= 0,∀x ∈ ψ(V )

∂f̃1
∂x2

(x1, x2, u) ̸= 0,∀(x, u) ∈ ψ(V )× U

...

∂f̃n−1

∂xn
(x1, x2, ..., xn, u) ̸= 0,∀(x, u) ∈ ψ(V )× U

(β) Αν η παρατηρήσιμη ακολουθία κατανομών του συστήματος (1.14) είναι ομοιό-
μορφη, τότε το (1.14) είναι τοπικά ασθενώς παρατηρήσιμο.

• Το πρόβλημα της γραμμικοποίησης

Στη συνέχεια εξετάζεται το πρόβλημα της εύρεσης ικανών συνθηκών, ούτως
ώστε ένα μη γραμμικό σύστημα (χωρίς εισόδους)

ẋ = f(x) (1.21α)

y = h(x), x ∈ Rn, y ∈ Rk (1.21β)
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όπου f ∈ C∞(Rn;Rn), h ∈ C∞(Rn;Rk) να είναι (τοπικά) ισοδύναμο μέσω
ενός (τοπικού) διαφορομορφισμού z = Φ(x) με ένα σύστημα της μορφής:

ż = Az + β(y) (1.22α)

y = h̃(z), z ∈ Rn, y ∈ Rk (1.22β)

Λαμβάνοντας υπόψη την απαίτηση το σύστημα (1.21) να είναι ισοδύναμο με το
(1.22) σε μια περιοχή του x0 ∈ Rn, καταλήγουμε στον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 1.31 Λέμε ότι το πρόβλημα της γραμμικοποίησης είναι επιλύσιμο για
το σύστημα (1.21) στο x0 ∈ Rn, αν υπάρχουν μια περιοχή U του x0, αλλαγή
συντεταγμένων (C∞ διαφορομορφισμός)

Φ : U → Φ(U) ⊂ Rn

και μια απεικόνιση β ∈ C∞(h(U);Rn) ούτως ώστε στις νέες συντεταγμένες το
σύστημα (1.21) να έχει τη μορφή (1.22).

Ισοδύναμα, το πρόβλημα της γραμμικοποίησης είναι επιλύσιμο για το σύστημα
(1.21) στο x0 ∈ Rn, αν υπάρχουν περιοχή U του x0 και απεικονίσεις Φ ∈
C∞(U ;Rn), β ∈ C∞(h(U);Rn) ούτως ώστε η Φ(·) να είναι διαφορομορφισμός
και να αποτελεί λύση της μερικής διαφορικής εξίσωσης:

DΦ(x)f(x) = AΦ(x) + β(h(x)), ∀x ∈ U (1.23)

• Ικανές συνθήκες για την επίλυση του προβλήματος της γραμμικοποίησης
με γραμμική έξοδο (Krener and Isidori, 1983)

Η πρώτη κύρια συμβολή στην επίλυση του ανωτέρω προβλήματος έγινε με
την εργασία [40] για συστήματα με βαθμωτή έξοδο, δηλαδή για συστήματα της
μορφής (1.21) με k = 1, όπου f ∈ C∞(Rn;Rn), h ∈ C∞(Rn;R), ενώ η ίδια με-
θοδολογία γενικεύτηκε και για την περίπτωση συστημάτων της μορφής (1.21) με
πολλές εξόδους στην εργασία [41]. Ακολούθως, παρατίθενται τα αποτελέσματα
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της εργασίας [40], όπου δίνονται ικανές και αναγκαίες συνθήκες για την εύρεση
ενός τοπικού μετασχηματισμού συντεταγμένων, ούτως ώστε στις νέες συντεταγ-
μένες το σύστημα (1.21) να έχει τη μορφή (1.22) με k = 1 και επιπλέον, να ισχύει
h(Φ−1(z)) = Cz, όπου C ∈ R1×n, δηλαδή η έξοδος του συστήματος στις νέες
συντεταγμένες να είναι γραμμική. Συνοψίζοντας, καταλήγουμε στον ακόλουθο
ορισμό.

Ορισμός 1.32 Λέμε ότι το πρόβλημα της παρατηρήσιμης γραμμικοποίησης
με γραμμική έξοδο είναι επιλύσιμο για το σύστημα (1.21) με k = 1 στο x0 ∈ Rn,
αν υπάρχουν μια περιοχή U του x0, αλλαγή συντεταγμένων (C∞ διαφορομορ-
φισμός)

Φ : U → Φ(U) ⊂ Rn

και μια απεικόνιση β ∈ C∞(h(U);Rn) ούτως ώστε στις νέες συντεταγμένες το
σύστημα (1.21) με k = 1 να έχει τη μορφή (1.22) με γραμμική έξοδο h̃(z) = Cz,
όπου C ∈ R1×n και το ζεύγος (A,C) είναι παρατηρήσιμο.

Ισοδύναμα, το πρόβλημα της παρατηρήσιμης γραμμικοποίησης με γραμμική
έξοδο είναι επιλύσιμο για το σύστημα (1.21) με k = 1 στο x0 ∈ Rn, αν υπάρ-
χουν περιοχή U του x0 και απεικονίσεις Φ ∈ C∞(U ;Rn), β ∈ C∞(h(U);Rn)

ούτως ώστε η Φ(·) να είναι διαφορομορφισμός, να αποτελεί λύση της μερικής
διαφορικής εξίσωσης (1.23) και επιπλέον να ισχύει

h(x) = CΦ(x), ∀x ∈ U (1.24)

όπου C ∈ R1×n και το ζεύγος (A,C) είναι παρατηρήσιμο.

Παρατήρηση 1.33 Η επίλυση του προβλήματος της παρατηρήσιμης γραμμικο-
ποίησης είναι ισοδύναμη με την επίλυση του εν λόγω προβλήματος, όταν οι πί-
νακες A και C στον Ορισμό 1.32 έχουν την ειδική παρατηρήσιμη μορφή:

A =


0 0 · · · 0

1 0 · · · 0
... . . . . . . ...
0 · · · 1 0

 , C = (0, · · · , 0, 1)
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Στο παρακάτω θεώρημα δίνονται οι ικανές και αναγκαίες συνθήκες για την επι-
λυση του προβλήματος της παρατηρήσιμης γραμμικοποίησης με γραμμική έξοδο
για το σύστημα (1.21) με k = 1.

Θεώρημα 1.34 Το πρόβλημα της παρατηρήσιμης γραμμικοποίησης με γραμμική
έξοδο είναι επιλύσιμο για το σύστημα (1.21) με k = 1 στο x0 ∈ Rn, αν και μόνο
αν ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Ικανοποιείται η συνθήκη:

rank


Dh(x0)

DLfh(x0)
...

DLn−1
f h(x0)

 = n (1.25)

(ii) Το μοναδικό διανυσματικό πεδίο τ(·) που επιλύει το γραμμικό σύστημα
Dh(x)

DLfh(x)
...

DLn−1
f h(x)

 τ(x) =


0
...
0

1

 , ∀x ∈ U (1.26)

σε μια περιοχή U του x0 ∈ Rn, ικανοποιεί τη συνθήκη

[adifτ, ad
j
fτ ](x) = 0, ∀x ∈ U, 0 ≤ i, j ≤ n− 1 (1.27)

όπου οι τελεστές Li
f (·), [(·), (·)] και ad

i
(·)(·) δίνονται στον Ορισμό 1.3.

Το Θεώρημα 1.34 είναι συνέπεια των προτάσεων που ακολουθούν.

Πρόταση 1.35 Το πρόβλημα της παρατηρήσιμης γραμμικοποίησης με γραμμική
έξοδο είναι επιλύσιμο για το σύστημα (1.21) με k = 1 στο x0 ∈ Rn, αν και μόνο
αν ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Ικανοποιείται η (1.25).
(ii) Υπάρχει μια C∞ απεικόνιση F από ένα ανοιχτό υποσύνολο V του Rn επί μιας
περιοχής U του x0 που ικανοποιεί τη μερική διαφορική εξίσωση

DF (z) =
(
τ(F (z)) −adfτ(F (z)) · · · (−1)n−1adn−1

f τ(F (z))
)

(1.28)
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για κάθε z ∈ V , όπου τ(·) το μοναδικό διανυσματικό πεδίο που επιλύει την (1.26)
στην U .

Πρόταση 1.36 Έστω τ1, τ2, ..., τn διανυσματικά πεδία του Rn κλάσεως C∞. Θε-
ωρούμε τη μερική διαφορική εξίσωση

∂F

∂zi
(z) = τi(F (z)), i = 1, 2, ..., n (1.29)

όπου F (·) μια απεικόνιση από ένα ανοιχτό σύνολο του Rn σε ένα ανοιχτό σύνολο
τουRn. Έστω (x0, z0) ∈ Rn×Rn και υποθέτουμε ότι τα διανύσματα τ1(x0), τ2(x0),
..., τn(x0) είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. Τότε υπάρχουν περιοχές U του x0 και V
του z0 και ένας διαφορομορφισμός F : V → U με F (z0) = x0 που επιλύει την
(1.29) αν και μόνο αν ισχύει:

[τi, τj](x) = 0,∀x ∈ U, 1 ≤ i, j ≤ n (1.30)

• Ικανές συνθήκες για την τοπική επίλυση του προβλήματος της γραμμικο-
ποίησης (Kazantzis and Kravaris, 1998)

Στη συνέχεια, παρατίθενται τα αποτελέσματα μιας διαφορετικής προσέγγι-
σης που παρέχει ικανές συνθήκες, ούτως ώστε το σύστημα (1.21) να είναι ισο-
δύναμο μέσω ενός διαφορομορφισμού Φ(·) με ένα σύστημα της μορφής (1.22),
χωρίς την επιπλέον απαίτηση η απεικόνιση της εξόδου στις νέες συντεταγμένες
να είναι γραμμική. Το βασικό αποτέλεσμα αφορά συστήματα με αναλυτικό δεξί
μέλος, εδραιώθη στην εργασία [38] και γενικεύτηκε μερικώς στις εργασίες [43]
και [44]. Και στις δυο περιπτώσεις τα αποτελέσματα είναι τοπικά. Ολικά αποτε-
λέσματα με παρόμοια προσέγγιση και με ασθενέστερες υποθέσεις δίνονται στο
πρόσφατο άρθρο [6].
Ακολούθως, παρουσιάζονται τα αποτελέσματα της εργασίας [38]. Θεωρούμε το
σύστημα (1.21) και υποθέτουμε ότι οι απεικονίσεις f(·) και h(·) είναι αναλυτικές
με f(0) = 0 και h(0) = 0. Αναζητούμε έναν τοπικό μετασχηματισμό συντεταγ-
μένων
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Φ : U → Φ(U) ⊂ Rn,Φ(0) = 0

όπου U , Φ(U) περιοχές του 0 ∈ Rn, ούτως ώστε στις νέες συντεταγμένες το
σύστημα (1.21) να έχει τη μορφή (1.22), όπου A ∈ Rn×n και η β : Rk → Rn

είναι αναλυτική απεικόνιση. Όπως σημειώθηκε και ανωτέρω, δεν υπάρχει πλέον
αντίστοιχη απαίτηση με την (1.24), δηλαδή γραμμικότητα της εξόδου του συστή-
ματος στις νέες συντεταγμένες. Αναζητούμε επομένως ικανές συνθήκες ούτως
ώστε να υπάρχει ένας διαφορομορφισμός Φ(·), που ικανοποιεί σε μια περιοχή
του μηδενός τη μερική διαφορική εξίσωση (1.23), για κατάλληλη επιλογή του
πίνακα A και της απεικόνισης β(·).
Ορισμός 1.37 Δοθέντος ενός n×n πίνακα F με ιδιοτιμές {λ1, λ2, ..., λn}, λέμε
ότι ένας μιγαδικός αριθμός µ είναι μη συσχετισμένος (nonreasonant) ως προς
το εν λόγω σύνολο ιδιοτιμών, αν δεν συνδέεται με αυτές μέσω μιας σχέσης της
μορφής µ =

∑n
i=1miλi, όπου οιm1,m2, ...,mn είναι μη αρνητικοί ακέραιοι με∑n

i=1mi ≥ 1.

Εν συνεχεία κάνουμε τις ακόλουθες υποθέσεις για το σύστημα (1.21).
A1. Ο Ιακωβιανός πίνακας F του διανυσματικού πεδίου f(x) για x = 0 (F =

DF (0)) έχει ιδιοτιμές κi, i = 1, 2, ..., n με

0 /∈ conv({κ1, κ2, ..., κn}) (1.31)

A2.Αν συμβολίσουμε μεH τον k×n πίνακαH = Dh(0), τότε ο nk×n πίνακας

O =


H

HF
...

HF n−1

 (1.32)

έχει βαθμό n.

Θεώρημα 1.38 ([38]) Θεωρούμε ότι το σύστημα (1.21) ικανοποιεί τις Yποθέσεις
Α1 και Α2. Επιπλέον, θεωρούμε ένα Hurwitz πίνακαA ∈ Rn×n και μια αναλυτική
απεικόνιση β : Rk → Rn με β(0) = 0 και Dβ(0) = B ∈ Rn×k, ούτως ώστε να
ισχύουν τα ακόλουθα.
• Το ζεύγος (A,B) είναι ελέγξιμο.
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• Οι ιδιοτιμές του πίνακα A είναι μη συσχετισμένες ως προς τις ιδιοτιμές του
πίνακα F της Yποθέσης Α1, με την έννοια του Ορισμού 1.37.
Τότε, η μερική διαφορική εξίσωση (1.23) με αρχική συνθήκη Φ(0) = 0, έχει μο-
ναδική αναλυτική 1-1 λύση σε μια περιοχή του μηδενός, συνεπώς το πρόβλημα της
γραμμικοποίησης είναι επιλύσιμο για το σύστημα (1.21) στο 0 ∈ Rn.

Παρατήρηση 1.39 Σημειώνεται ότι μια εύλογη (και εύκολη) επιλογή της συ-
νάρτησης β(·) είναι η β(y) = By, όπου ο πίνακας B ∈ Rn×k είναι τέτοιος ώστε
το ζεύγος (A,B) να είναι ελέγξιμο.

Η απόδειξη του ανωτέρω θεωρήματος βασίζεται σε ένα θεώρημα του Lyapunov
[51, σελ 626] για ολόμορφες απεικονίσεις, το οποίο διατυπώνουμε ακολούθως
για πραγματικές αναλυτικές συναρτήσεις.

Θεώρημα 1.40 Θεωρούμε την ακόλουθη μερική διαφορική εξίσωση πρώτης τά-
ξης

∂w

∂x
ϕ(x,w) = ψ(x,w), w(0) = 0 (1.33)

με

ϕ(0, 0) = 0, ψ(0, 0) = 0,
∂ϕ

∂w
(0, 0) = 0

όπου ϕ : Rn × Rp → Rn, ψ : Rn × Rp → Rp δοθέντα αναλυτικά διανυσματικά
πεδία. Υποθέτουμε ότι το σύνολο των ιδιοτιμών {κ1, κ2, ..., κn} του n×n πίνακα
∂ϕ/∂x(0, 0) ικανοποιούν τη συνθήκη

0 /∈ conv({κ1, κ2, ..., κn})

και ότι είναι μη συχετισμένες ως προς το σύνολο των ιδιοτιμών {λ1, λ2, ..., λp}
του p× p πίνακα ∂ψ/∂w(0, 0), με την έννοια του Ορισμού 1.37.
Τότε, η μερική διαφορική εξίσωση (1.33) με αρχική συνθήκη w(0) = 0, έχει μο-
ναδική αναλυτική λύση w : Rn → Rp σε μια γειτονιά του x = 0.
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• Ικανές συνθήκες για την τοπική επίλυση του προβλήματος της γραμμικο-
ποίησης (Krener and Xiao, 2002, 2004)

Ακολούθως, παραθέτουμε τα αποτελέσματα των εργασιών [43] και [44] όπου
μελετάται πάλι το σύστημα (1.21) (με f(·) και h(·) αναλυτικές απεικονίσεις) και
δίνονται ικανές συνθήκες για την επιλυσιμότητα του προβλήματος της γραμμι-
κοποίησης, όπως διατυπώνεται στον Ορισμό 1.31. Πριν την παράθεση του κε-
ντρικού θεωρήματος των ανωτέρω εργασιών, δίνουμε έναν απαραίτητο ορισμό.

Ορισμός 1.41 Δοθέντος ενός n×n πίνακαF με φάσμα σ(F ) = λ = (λ1, ..., λn)

και σταθερών C > 0, ν > 0, λέμε ότι ένας μιγαδικός αριθμός µ είναι τύπου
(C, ν) ως προς το σ(F ) αν για κάθε διάνυσμα (m1,m2, ...,mn) με μη αρνητικές
ακέραιες συνιστώσες και |m| :=

∑n
i=1mi ≥ 2, ισχύει:

|µ−m · λ| ≥ C

|m|ν
(1.34)

Το ακόλουθο θεώρημα είναι το κεντρικό αποτέλεσμα των εργασιών [43] και [44]
και αποτελεί μερική γενίκευση του Θεωρήματος 1.38.

Θεώρημα 1.42 Υποθέτουμε ότι τα διανυσματικά πεδία του συστήματος (1.21)
f : Rn → Rn και h : Rn → Rk είναι αναλυτικές απεικονίσεις με f(0) = 0,
h(0) = 0 και Df(0) = F ∈ Rn×n, Dh(0) = H ∈ Rk×n. Έστω β : Rk → Rn

μια αναλυτική απεικόνιση με β(0) = 0 και Dβ(0) = B ∈ Rn×k. Επιπλέον,
υποθέτουμε ότι ικανοποιούνται οι ακόλουθες ιδιότητες.
• Υπάρχει ένας αντιστρέψιμος n× n πίνακας T που αποτελεί λύση της εξίσωσης
πινάκων TF = AT −BH .
• Υπάρχουν σταθερές C > 0, ν > 0 τέτοιες ώστε όλες οι ιδιοτιμές του πίνακα A
να είναι τύπου (C, ν) ως προς το φάσμα σ(F ) του πίνακα F , με την έννοια του
Ορισμού 1.41.
• Υπάρχουν σταθερές C > 0, ν > 0 τέτοιες ώστε όλες οι ιδιοτιμές του πίνακα F
να είναι τύπου (C, ν) ως προς το φάσμα σ(F ) του πίνακα F , με την έννοια του
Ορισμού 1.41.
Τότε υπάρχει μοναδική αναλυτική λύση z = Φ(x) της μερικής διαφορικής εξίσω-
σης (1.23) με αρχική συνθήκηΦ(0) = 0 σε μια περιόχη του x = 0, μεDΦ(0) = T .
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Συνεπώς, ηΦ(·) είναι τοπικός διαφορομορφισμός και επομένως, το πρόβλημα της
γραμμικοποίησης είναι επιλύσιμο για το σύστημα (1.21) στο 0 ∈ Rn.

Η απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος βασίζεται σε ένα θεώρημα του Siegel [9,
σελ 190]. Τέλος στην παρακάτω πρόταση δίνονται ικανές και αναγκαίες συνθή-
κες, προκειμένου να ικανοποιείται η πρώτη υπόθεση του ανωτέρω θεωρήματος,
δηλαδή η εξίσωση πινάκων TF = AT −BH με άγνωστο τον πίνακα T να έχει
μοναδική και αντιστρέψιμη λύση.

Πρόταση 1.43 Θεωρούμε τους πίνακες F,A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×k, H ∈ Rk×n

και την εξίσωση πινάκων

TF = AT −BH (1.35)

με άγνωστο πίνακα T . Τότε η (1.35) έχει μοναδική λύση αν και μόνο αν για τα
φάσματα σ(F ) και σ(A) των πινάκων F καιA, αντίστοιχα, ισχύει σ(F )∩σ(A) =
∅. Επιλέον, με την υπόθεση σ(F ) ∩ σ(A) = ∅ τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα:
• Ο πίνακας T που αποτελεί τη μοναδική λύση της εξίσωσης (1.35) είναι αντι-
στρέψιμος.
• Το ζεύγος (F,H) είναι παρατηρήσιμο και το ζεύγος (A,B) είναι ελέγξιμο.

• Ικανές συνθήκες για την ολική επίλυση του προβλήματος της γραμμικο-
ποίησης (Andrieu and Praly, 2006)

Συνεχίζουμε με την παράθεση των αποτελεσμάτων της εργασίας [6], στην
οποία γενικεύονται οι ιδέες των εργασιών [38] και [43]. Θεωρούμε πάλι το σύ-
στημα (1.21) και έστω O ένα ανοιχτό υποσύνολο του Rn. Συμβολίζουμε με
(σ−

O(x), σ
+
O(x)) το μέγιστο χρονικό διάστημα, για το οποίο η λύση X(x, t) με

αρχική συνθήκη x ∈ O του (1.21), ορίζεται και βρίσκεται εντός του συνόλου
O. Στην παρακάτω ανάλυση, δίνονται ικανές συνθήκες ούτως ώστε να υπάρ-
χουν ένας φυσικός m ∈ N, ένας μιγαδικός πίνακας A ∈ Cm×m και συνεχείς
απεικονίσεις T : cl(O) → Cm×k, β : Rk → Cm×k με την T (·) να είναι συνεχώς
παραγωγίσιμη στοO, ούτως ώστε να ικανοποιείται η μερική διαφορική εξίσωση

DT (x)f(x) = AT (x) + β(h(x)),∀x ∈ O (1.36)
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και επομένως, αν θεωρήσουμε την απεικόνιση z = T (x), τότε η διαφορική εξί-
σωση της κατάστασης του συστήματος (1.21) στο Cm×k θα έχει τη μορφή:

ż = Az + β(y) (1.37)

Επιπλέον, θέλουμε η T (·) να είναι ομοιόμορφα 1-1, δηλαδή να υπάρχει μια συ-
νάρτηση ρ(·) κλάσεωςK∞ ούτως ώστε να ισχύει:

|x1 − x2| ≤ ρ(|T (x1)− T (x2)|),∀(x1, x2) ∈ cl(O)2 (1.38)

Προτού προχωρήσουμε στη διατύπωση ικανών συνθηκών για την ύπαρξη της
απεικόνισης T (·), δίνουμε έναν απαραίτητο ορισμό.

Ορισμός 1.44 Έστω O ένα ανοιχτό υποσύνολο του Rn. Λέμε ότι το σύστημα
(1.21) είναι δεξιά πλήρες (forward complete) και αντίστοιχα αριστερά πλήρες
(backward complete) εντός του συνόλου O, αν για κάθε x ∈ O ισχύει η ακό-
λουθη συνεπαγωγή:

σ+
O(x) <∞ =⇒ σ+

O(x) < σ+
Rn(x) (1.39)

Ακολούθως, χρησιμοποιούμε το συμβολισμό X̆(x, s) για τη λύση του τροποποι-
ημένου συστήματος

ẋ = f̆(x) = χ(x)f(x) (1.40)

όπου η f(·) δίνεται στην (1.21) και η χ : Rn → R είναι μια οποιαδήποτε τοπικά
Lipschitz συνάρτηση με τις ιδιότητες

χ(x) = 1, αν x ∈ O, χ(x) = 0, αν x /∈ O + δu

για κάποιο θετικό αριθμό δu. Στο παρακάτω θεώρημα δίνονται ικανές συνθήκες
για την ύπαρξη της επιθυμητής απεικόνισης T (·).

Θεώρημα 1.45 (Ύπαρξη της απεικόνισης T (·)) Υποθέτουμε ότι υπάρχει ένας
(γνήσια) θετικός αριθμός δu, τέτοιος ώστε το σύστημα (1.21) να είναι αριστερά
πλήρες εντός του συνόλουO+δu. Τότε, για κάθε Hurwitzm×m μιγαδικό πίνακα
A, υπάρχει μια C1 απεικόνιση β : Rk → Cm×k ούτως ώστε η συνάρτηση T :

cl(O) → Cm×k που ορίζεται ως:
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T (x) =

∫ 0

−∞
exp(−As)β(h(X̆(x, s)))ds (1.41)

να είναι συνεχής και να ικανοποιεί την (1.36).

Στο παρακάτω θεώρημα δίνονται ικανές συνθήκες προκειμένου η απεικόνιση
T (·) να είναι 1-1. Για τη διατύπωση του, εισάγεται η έννοια της “O-διαχωρισιμότητας
από αριστερά” και χρησιμοποιείται ο συμβολισμός B1m, για το ακόλουθο διά-
νυσμα του Rm:

B1m := (1, · · · , 1︸ ︷︷ ︸
m

) (1.42)

Ορισμός 1.46 Λέμε ότι το σύστημα (1.21) είναιO-διαχωρίσιμο από αριστερά,
αν υπάρχουν δυο (γνήσια) θετικοί πραγματικοί αριθμοί δY < δd, τέτοιοι ώστε για
κάθεx1, x2 ∈ O+δY μεx1 ̸= x2, να υπάρχει t ∈ (max{σ−

O+δd
(x1), σ

−
O+δd

(x2)}, 0],
ούτως ώστε να ισχύει:

h(X(x1, t)) ̸= h(X(x2, t))

Θεώρημα 1.47 Υποθέτουμε ότι το σύστημα (1.21) είναι αριστερά πλήρες εντός
του συνόλου O + δu και O-διαχωρίσιμο από αριστερά, όπου για τη σταθερά δd,
ισχύει δd ∈ (0, δu). Υποθέτουμε επίσης ότι υπάρχουν μια 1-1 και C1 απεικόνιση
b : Rk → Ck, μια συνεχής συνάρτηση M : O + δY → R≥0 και ένας αρνητικός
πραγματικός αριθμός ℓ, έτσι ώστε για κάθε x ∈ O + δY οι απεικονίσεις t →
exp(−ℓt)b(h(X̆(x, t))) και t → exp(−ℓt) ∂

∂x
b(h(X̆(x, t))) να ικανοποιούν για

κάθε t ∈ (σ̆−
Rn(x), 0] τη συνθήκη

| exp(−ℓt)b(h(X̆(x, t)))|+
∣∣∣∣exp(−ℓt) ∂∂xb(h(X̆(x, t)))

∣∣∣∣ ≤M(x)

όπου X̆(x, ·) είναι η λύση του συστήματος (1.40) με αρχική συνθήκη x ∈ Rn και
η χ(·) είναι μια τοπικά Lipschitz συνάρτηση για την οποία ισχύει:

χ(x) = 1, αν x ∈ O + δd, χ(x) = 0, αν x /∈ O + δu
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Με τις παραπάνω υποθέσεις, υπάρχει ένα υποσύνολο S του Cn+1, μηδενικού μέ-
τρου, ούτως ώστε η συνάρηση T : cl(O) → C(n+1)×k που ορίζεται χρησιμοποιώ-
ντας το συμβολισμό (1.42) ως

T (x) =

∫ 0

−∞
exp(−As)B1mb(h(X̆(x, s)))ds

να είναι 1-1, δεδομένου ότι ο πίνακας A είναι διαγώνιος, με n+1 μιγαδικές ιδιο-
τιμές λi επιλεγμένες με τον περιορισμό να μην ανήκουν στο σύνολο Cn+1 \ S και
τα πραγματικά τους μέρη να είναι γνήσια μικρότερα από τη σταθερά ℓ.

Ακολούθως δίνονται ικανές συνθήκες προκειμένου η απεικόνιση T (·) να είναι
1-1, στην περίπτωση όπου το σύστημα (1.21) είναι ομοιόμορφα παρατηρήσιμο
με μια έννοια λίγο πιο γενική από αυτή του Ορισμού 1.24, και η διάσταση του
χώρου της εξόδου είναι k = 1. Ειδικότερα, λέμε ότι το (1.21) είναι ομοιόμορφα
παρατηρήσιμο, αν υπάρχουν ένας φυσικός m ∈ N με m ≥ n και μια επαρκώς
λεία συνάρτηση b : R → R ούτως ώστε η απεικόνιση H : Rn → Rm που
ορίζεται ως

H(x) :=


b(h(x))

Lfb(h(x))
...

Lm−1
f b(h(x))

 (1.43)

να είναι 1-1, όταν θεωρούμε τον περιορισμό της στο σύνολο cl(O).

Θεώρημα 1.48 Υποθέτουμε ότι υπάρχει μια επαρκώς λεία συνάρτηση b : R → R,
έτσι ώστε για την απεικόνισηH(·) όπως δίνεται από την (1.43), να υπάρχουν ένας
θετικός πραγματικός αριθμός L και μια κλάσεως K∞ συνάρτηση ρ(·) ούτως ώστε
να ισχύει:

|Lm
f b(h(x1))− Lm

f b(h(x2))| ≤ L|H(x1)−H(x2)|, ∀(x1, x2) ∈ cl(O)2

|x1 − x2| ≤ ρ(|H(x1)−H(x2)|),∀(x1, x2) ∈ cl(O)2

Τότε, για κάθε διαγώνιο Hurwitzm×m μιγαδικό πίνακαA, μεm τον αριθμό των
γραμμών του πίνακα H(·), υπάρχει ένας πραγματικός αριθμός κ∗, έτσι ώστε για
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κάθε κ > κ∗, να υπάρχει μια απεικόνιση T : cl(O) → Cm που είναι συνεχής,
ομοιόμορφα 1-1 και ικανοποιεί τη μερική διαφορική εξίσωση:

DT (x)f(x) = κAT (x) + B1mb(h(x)),∀x ∈ O

• Ισοδυναμία ενός γραμμικού ως προς την είσοδο συστήματος βαθμωτής ει-
σόδου και εξόδου με την p-κανονική μορφή του (Respondek, 2003)

Ολοκληρώνουμε αυτή την ενότητα με την παρουσίαση των αποτελεσμάτων
της εργασίας [59], όπου δίνονται ικανές και αναγκαίες συνθήκες για το μετα-
σχηματισμό ενός συστήματος με βαθμωτή είσοδο στην p-κανονική μορφή του.
Ειδικότερα, θεωρούμε ένα σύστημα της μορφής:

ξ̇ = f(ξ) + g(ξ)u (1.44)

όπου ξ ∈ O, ένα ανοιχτό υποσύνολο του Rn με 0 ∈ O και f, g είναι C∞ δια-
νυσματικά πεδία του O με f(0) = 0 και g(0) ̸= 0. Το πρόβλημα συνίσταται
στην εύρεση ικανών και αναγκαίων συνθηκών ούτως ώστε το (1.44) να είναι
ισοδύναμο μέσω μετασχηματισμού ανάδρασης της μορφής

x = ϕ(ξ) (1.45α)

u = α(ξ) + β(ξ)υ (1.45β)

με ένα σύστημα της ακόλουθης τριγωνικής δομής:
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ẋ1 = xp12 +

p1−1∑
i=0

xi2ϕ1,i(x1)

ẋ2 = xp23 +

p2−1∑
i=0

xi3ϕ2,i(x1, x2)

...

ẋn−1 = xpn−1
n +

pn−1−1∑
i=0

xinϕn,i(x1, x2, ..., xn−1) (1.46)

ẋn = υ

όπου οι συντελεστές pi, i = 1, 2, ..., n − 1 είναι θετικοί φυσικοί αριθμοί. Ση-
μειώνεται ότι το ίδιο πρόβλημα μελετήθηκε και στην εργασία των D. Chen και
W. Lin [21], όπου επιλύθηκε το ίδιο πρόβλημα για αναλυτικά συστήματα μέσω
μετασχηματισμών ανάδρασης της μορφής:

x = ϕ(ξ)

u = α(ξ) + υ

Όπως σημειώθηκε και στην εισαγωγή του κεφαλαίου, η ανωτέρω κανονική μορφή
αποτελεί ένα βασικό κίνητρο για τη μελέτη του προβλήματος σχεδίασης παρατη-
ρητή για τα τριγωνικά συστήματα του Κεφαλαίου 3. Συγκεκριμένα, στο Κεφά-
λαιο 3 θεωρούμε την κλάση των τριγωνικών συστημάτων (4) που παρουσιάστη-
καν στη σύνοψη της διατριβής, τα οποία λόγω του χρονικώς μεταβαλλόμενου
δεξιού τους μέλους και των όρων ai(t, x1), i = 1, 2, ..., n − 1 αποτελούν μια
γενικότερη κατηγορία συστημάτων της μορφής (1.46), όταν ισχύει

ϕj,i(x1, x2, ..., xj) = 0,∀(x1, x2, ..., xj) ∈ Rn, j = 1, 2, ..., n− 1,

i = 1, 2, ..., pj − 1

οι συνετελεστές pi, i = 1, 2, ..., n − 1 είναι περιττοί φυσικοί και η είσοδος
υ := υ(t, x1, x2, ..., xn), (t, x1, x2, ..., xn) ∈ R≥0 × Rn είναι χρονικώς μεταβαλ-
λόμενη ανάδραση της κατάστασης του συστήματος. Επίσης, σημειώνεται ότι το
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πρόβλημα της σταθεροποίησης συστημάτων της μορφής (1.46) μέσω ανάδρασης
μελετήθηκε στις εργασίες [56] και [57], ενώ το πρόβλημα της σταθεροποίησης
των εν λόγω συστημάτων μέσω ανάδρασης εξόδου εξετάστηκε στα άρθρα [73]
και [58].
Για τη διατύπωση των ικανών και αναγκαίων συνθηκών προκειμένου το σύ-
στημα (1.44) να είναι ισοδύναμο μέσω μετασχηματισμού ανάδρασης (1.45) με
ένα σύστημα της μορφής (1.46), δίνεται ο ακόλουθος ορισμός.

Ορισμός 1.49 Λέμε ότι σύστημα (1.44) έχει ελάχιστο δείκτη (minimum index)
(q1, q2, ..., qn−1), αν τα διανυσματικά πεδία h1, h2, ..., hn, όπου:

h1 = g

hj+1 = ad
qj
hj
f, j = 1, 2, ..., n− 1

είναι γραμμικώς ανεξάρτητα στο 0 ∈ Rn, και επιπλέον, η (q1, q2, ..., qn−1) είναι η
μικρότερη με τη λεξικογραφική διάταξη (n−1)-άδα που ικανοποιεί την εν λόγω
ιδιότητα. Επίσης, θεωρούμε την ακολουθία κατανομών D1 ⊂ D2 ⊂ · · · ⊂ Dn,
όπου:

Dj = span{h1, h2, ..., hj}

Θεώρημα 1.50 Το σύστημα (1.44) είναι τοπικά ισοδύναμο μέσω μετασχηματι-
σμού ανάδρασης (1.45) με την p-κανονική μορφή του (1.46), αν και μόνο αν ικα-
νοποιεί σε μια περιοχή του 0 ∈ Rn τις ακόλουθες συνθήκες.
(i) Ο ελάχιστος δείκτης του (1.44) είναι (p1, p2, ..., pn−1).
(ii) Οι κατανομές Dj είναι ενειλιγμένες για κάθε j = 1, 2, ..., n− 1.
(iii) Ισχύει [f,Dj] ⊂ Dj+1, για κάθε j = 1, 2, ..., n− 2.

Η απόδειξη του ανωτέρω θεωρήματος βασίζεται μεταξύ των άλλων στο ακό-
λουθο πόρισμα ενός θεωρήματος του Mather στη θεωρία ιδιομορφιών.

Πόρισμα 1.51 Έστω ψ = ψ(z, w) μια C∞ απεικόνιση από μια γειτονιά του
(0, 0) ∈ R× Rl στον R. Υποθέτουμε ότι ισχύει

∂iψ

∂zi
(0, 0) = 0, i = 0, 1, ..., k − 1
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και

∂kψ

∂zk
(0, 0) ̸= 0

Τότε, υπάρχει ένας τοπικός μετασχηματισμός z̃ = g(z, w), αντιστρέψιμος ως προς
z, ούτως ώστε να ισχύει

ψ(g−1(z̃, w), w) = σz̃k +
k−2∑
i=0

ai(w)z̃
i

όπου σ = 1 αν ο k είναι περιττός, σ = ±1 αν ο k είναι άρτιος και οι ai είναι C∞

συναρτήσεις με ai(0) = 0, i = 0, 1, ..., k − 2.

1.5 Παρατηρητές για μη Γραμμικά Συστήματα

Σε αυτή την ενότητα παρουσιάζονται μεθοδολογίες για την επίλυση του προ-
βλήματος σχεδίασης παρατηρητή για ορισμένες σημαντικές κατηγορίες συστη-
μάτων, συμπεριλαμβανομένων και εκείνων της προηγούμενης ενότητας, για τα
οποία υπάρχουν μετασχηματισμοί συντεταγμένων, ούτως ώστε στις νέες συντε-
ταγμένες να έχουν ειδικότερη (απλούστερη) μορφή. Η έννοια του παρατηρητή
στη γενική μη γραμμική περίπτωση γενικεύει την έννοια του παρατηρητή για
τη γραμμική περίπτωση (Ορισμός 1.11). Συγκεκριμένα, ένας παρατηρητής για
ένα γενικό μη γραμμικό, χρονικώς μεταβαλλόμενο σύστημα (S) με εισόδους και
εξόδους, είναι ένα σύστημα (Ŝ) που έχει ως είσοδο την είσοδο και την έξοδο του
συστήματος (S) και η έξοδός του, προσεγγίζει ασυμπτωτικά την κατάσταση του
αρχικού συστήματος (S).
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..

Σύστημα (S)
ẋ = f(t, x, u)

y = h(x)

.

Παρατηρητής (Ŝ)
ż = g(t, z, u, y)

x̂ = T (z, y)

.

Εκτίμηση Κατάστασης
limt→∞ |x(t) − x̂(t)| = 0

.

u

.

y

.

x̂

• Σχεδίαση τοπικού παρατηρητή όταν το πρόβλημα της παρατηρήσιμης
γραμμικοποίησης με γραμμική έξοδο είναι επιλύσιμο

Στην παρακάτω πρόταση δίνονται ικανές συνθήκες, ούτωςώστε το πρόβλημα
σχεδίασης παρτηρητή να είναι επιλύσιμο για συστήματα της μορφής (1.21) με
k = 1, για τα οποία το πρόβλημα της παρατηρήσιμης γραμμικοποίησης με γραμ-
μική έξοδο είναι επιλύσιμο (για παράδειγμα αν ικανοποιούνται οι υποθέσεις του
Θεωρήματος 1.42).

Πρόταση 1.52 Υποθέτουμε ότι το πρόβλημα της παρατηρήσιμης γραμμικοποίη-
σης με γραμμική έξοδο είναι επιλύσιμο για το σύστημα (1.21) με k = 1 στο x0 ∈ Rn

(Ορισμός 1.32), δηλαδή υπάρχουν μια περιοχή U του x0, ένας διαφορομορφισμός
Φ : U → Φ(U) ⊂ Rn και πίνακες A ∈ Rn×n, C ∈ R1×n ούτως ώστε στις νέες
συντεταγμένες το σύστημα (1.21) με k = 1 να έχει τη μορφή (1.22) με h̃(z) = Cz

και το ζεύγος (A,C) να είναι παρατηρήσιμο. Επίσης, υποθέτουμε ότι υπάρχει μια
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φραγμένη περιοχή V του x0 με cl(V ) ∈ U ούτως ώστε για κάθε x̃ ∈ V να ισχύει

x(x̃, t) ∈ V, ∀t ≥ 0

όπου x(x̃, ·) η λύση του (1.21) με k = 1 με αρχική κατάσταση x̃. Τότε ισχύουν τα
ακόλουθα.
(i) Υπάρχει ένας πίνακας G ∈ Rn×1 ούτως ώστε ο A+GC να είναι Hurwitz.
(ii) Έστω 0 < λmin ≤ λmax η ελάχιστη και η μέγιστη, αντίστοιχα, ιδιοτιμή του
θετικά ορισμένου πίνακα P που αποτελεί τη λύση της εξίσωσης πινάκων

(A+GC)′P + P (A+GC) = −I

και

R := sup{r > 0 : Φ(V ) +Br ∈ Φ(U)} > 0

R̄ :=
R

2

√
λmin
λmax

Τότε το σύστημα

ζ̇ = (A+GC)ζ −Gy + β(y), ζ(0) = Φ(ξ̃) (1.47)

είναι ένας παρατηρητής για το σύστημα (1.21) με k = 1. Συγκεκριμένα, ισχύουν
οι ακόλουθες ιδιότητες:
(α)

lim
t→∞

|x(x̃, t)− Φ−1(ζ(Φ(ξ̃), t))| = 0,∀x̃, ξ̃ ∈ Φ−1(BR̄(Φ(x0)) ∩ Φ(V )) (1.48)

(β)

x̃ = ξ̃ ⇒ x(x̃, t) = Φ−1(ζ(Φ(ξ̃), t)), ∀t ≥ 0, x̃, ξ̃ ∈ Φ−1(BR̄(Φ(x0)) ∩ Φ(V ))

(1.49)
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• Σχεδίαση τοπικού παρατηρητή όταν το πρόβλημα της γραμμικοποίησης
είναι τοπικά επιλύσιμο

Στην πρόταση που ακολουθεί, δίνονται ικανές συνθήκες για την ύπαρξη πα-
ρατηρητή για συστήματα της μορφής (1.21) που ικανοποιούν τις συνθήκες είτε
του Θεωρήματος 1.38 είτε του Θεωρήματος 1.42 και επομένως υπάρχει μετα-
σχηματισμός συντεταγμένων, ούτως ώστε στις νέες συντεταγμένες να έχουν τη
μορφή (1.22).

Πρόταση 1.53 Θεωρούμε το σύστημα (1.21) και έστω ένας Hurwitz πίνακαςA ∈
Rn×n και μια αναλυτική απεικόνιση β : Rk → Rn, ούτως ώστε να ικανοποιούνται
οι υποθέσεις είτε τουΘεωρήματος 1.38 είτε τουΘεωρήματος 1.42, συνεπώς, υπάρ-
χει μια περιοχή U του 0 ∈ Rn και ένας διαφορομορφισμός Φ : U → Φ(U) ⊂ Rn

με Φ(0) = 0, ούτως ώστε στις νέες συντεταγμένες το σύστημα (1.21) να έχει τη
μορφή (1.22). Επίσης, υποθέτουμε ότι υπάρχει μια φραγμένη περιοχή V του 0 με
cl(V ) ∈ U ούτως ώστε για κάθε x̃ ∈ V να ισχύει

x(x̃, t) ∈ V, ∀t ≥ 0

όπου x(x̃, ·) η λύση του (1.21) με αρχική κατάσταση x̃ και έστω 0 < λmin ≤ λmax

η ελάχιστη και η μέγιστη, αντίστοιχα, ιδιοτιμή του θετικά ορισμένου πίνακα P που
αποτελεί τη λύση της εξίσωσης πινάκων

A′P + PA = −I

και

R := sup{r > 0 : Φ(V ) +Br ∈ Φ(U)} > 0

R̄ :=
R

2

√
λmin
λmax

Τότε το σύστημα

ż = f(z) + (DΦ(z))−1(β(y)− β(h(z))), z(0) = z̃ (1.50)
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είναι ένας παρατηρητής για το σύστημα (1.21). Συγκεκριμένα, ισχύουν οι ακόλου-
θες ιδιότητες:
(α)

lim
t→∞

|x(x̃, t)− z(z̃, t))| = 0,∀x̃, z̃ ∈ Φ−1(BR̄(Φ(x0)) ∩ Φ(V )) (1.51)

(β)

x̃ = z̃ ⇒ x(x̃, t) = z(z̃, t),∀t ≥ 0, x̃, z̃ ∈ Φ−1(BR̄(Φ(x0)) ∩ Φ(V )) (1.52)

Επιπλέον, το σφάλμα στις μετασχηματισμένες συντεταγμένες, όπου η (1.21) γρά-
φεται ως

ξ̇ = Aξ + β(y)

ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση:

d

dt
(Φ(z)− Φ(x)) = A(Φ(z)− Φ(x)) (1.53)

• Σχεδίαση ολικού παρατηρητή όταν το πρόβλημα της γραμμικοποίησης εί-
ναι ολικά επιλύσιμο

Στο ακόλουθο θεώρημα, δίνονται ικανές συνθήκες για την επίλυση του προ-
βλήματος σχεδίασης παρατηρητή για το σύστημα (1.21) όταν η αρχική του κα-
τάταση βρίσκεται σε ένα ανοιχτό υποσύνολοO του Rn και ικανοποιούνται υπο-
θέσεις όπως αυτές τουν Θεωρήματος 1.48. Σε αυτή την περίπτωση, υπάρχουν
ένας φυσικός m ∈ N και μια ομοιόμορφα 1-1 απεικόνιση T : cl(O) → Cm×k

ούτως ώστε η διαφορική εξίσωση της κατάστασης του συστήματος (1.21) στο
Cm×k να είναι γραμμική, εκτός από όρους που εξαρτώνται από την έξοδο του
συστήματος.

Θεώρημα 1.54 (Ικανές συνθήκες για την ύπαρξη παρατηρητή) Υποθέτουμε ότι
το σύστημα (1.21) είναι δεξιά πλήρες εντός του συνόλουO και ότι υπάρχουν ένας
φυσικός m ∈ N, ένας Hurwitz m ×m μιγαδικός πίνακας A, συνεχείς απεικονί-
σεις T : cl(O) → Cm×k, β : Rk → Cm×k και μια συνάρτηση ρ(·) κλάσεως K∞,
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ούτως ώστε να ισχύουν οι (1.36) και (1.38). Τότε υπάρχει μια συνεχής απεικόνιση
T ∗ : Cm×k → cl(O), ούτως ώστε για κάθε x ∈ O και z ∈ Cm×k, η (μοναδική)
λύση (X(x, t), Z(x, z, t)) του συστήματος

ẋ = f(x) (1.54α)

ż = Az + β(h(x)) (1.54β)

να ορίζεται για κάθε t ∈ [0, σ+
Rn(x)) και έτσι ώστε να ισχύει η ακόλουθη συνεπα-

γωγή

σ+
O(x) = σ+

Rn(x) =⇒ lim
t→σ+

Rn (x)
|T ∗(Z(x, z, t))−X(x, t)| = 0 (1.55)

η οποία βεβαιώνει ότι το σύστημα (1.54β) είναι ένας παρατηρητής για το σύστημα
(1.21).

Σημειώνεται ότι τo παραπάνω αποτέλεσμα ισχύει και με ασθενέστερες υποθέ-
σεις. Ειδικότερα, υποθέτουμε ότι το σύστημα (1.21) δεν είναι αναγκαία δεξιά
πλήρες εντός του συνόλουO, αλλά ικανοποιεί την ιδιότητα του ακόλουθου ορι-
σμού:

Ορισμός 1.55 Λέμε ότι το σύστημα (1.21) ικανοποιεί την ιδιότητα της μη φραγ-
μένης παρατηρησιμότητας (forward unboundedness observability) εντός του
συνόλου O αν υπάρχει μια θετικά ορισμένη και ομοιόμορφα μη φραγμένη συ-
νάρτηση Vf : Rn → R≥0 και μια συνεχής συνάρτηση γf : Rk → R≥0 ούτως
ώστε να ισχύει:

DVf (x)f(x) ≤ Vf (x) + γf (h(x)), ∀x ∈ O

Η διαφοροποίηση στην ανάλυση που υιοθετείται στην εν λόγω γενικότερη περί-
πτωση, έγκειται στo γεγονός ότι ο παρατηρητής έχει την έκφραση:

ż = γ(y)[Az + β(y)]

και στην αντικατάσταση της απεικόνισης f(·) από την fγ(·), όπου
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fγ(x) :=
f(x)

γ(h(x))

και η γ(·) είναι μια C1 συνάρτηση που ικανοποιεί την ανισότητα

γ(h(x)) ≥ 1 + γf (h(x)),∀x ∈ cl(O)

• Ολικοί παρατηρητές για ομοιόμορφα παρατηρήσιμα συστήματα με ολικά
Lipschitz δεξί μέλος (Gauthier, Hammouri and Othmann, 1992)

Ακολούθως παρουσιάζονται τα αποτελέσματα της εργασίας [25] με την οποία
εισήχθησαν στην περιοχή του προβλήματος σχεδίασης παρατηρητή οι αποκα-
λούμενοι παρατηρητές υψηλού κέρδους (high gain observers). Η μεθοδολογία
του άρθρου [25] εφαρμόζεται σε συστήματα της μορφής (1.15), όπου f, g ∈
C∞(O;Rn), h ∈ C∞(O;R) και O είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του Rn, κα-
θώς και στην ειδική περίπτωση όπου το σύστημα (1.15) έχει είσοδο u ≡ 0 και
επομένως γράφεται στη μορφή (1.16). Υποθέτουμε ότι το σύστημα (1.16) είναι
ομοιόμορφα παρατηρήσιμο, επομένως σύμφωνα με τον Ορισμό 1.24, υπάρχει
ένας διαφορομορφισμός ψ : O → ψ(O) ⊂ Rn, ούτως ώστε στις νέες συντεταγ-
μένες το σύστημα (1.16) να έχει τη μορφή (1.18). Για το σύστημα (1.18) κάνουμε
την ακόλουθη υπόθεση.
A3. Η συνάρτηση φ : ψ(O) ⊂ Rn → R στην (1.18), μπορεί να επεκταθεί από
το ψ(O) σε όλο τον Rn σε μια C∞ ολικά Lipschitz συνάρτηση.
Το παρακάτω θεώρημα εξασφαλίζει ικανές συνθήκες για την επίλυση του προ-
βλήματος σχεδίασης παρατηρητή για το σύστημα (1.18).

Θεώρημα 1.56 Υποθέτουμε ότι το σύστημα (1.18) ικανοποιεί την A3 και θεω-
ρούμε το σύστημα

ż = f̃(z)− S−1
∞ C ′(Cz − y), z ∈ Rn (1.56)

όπου
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C := (1, 0, · · · , 0), A′ :=



0 0 · · · 0 0

1 0 · · · 0 0

0 1 · · · 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 · · · 1 0


(1.57)

και S∞ := S∞(θ) είναι η λύση της εξίσωσης πινάκων

0 = −θS∞ − A′S∞ − S∞A+ C ′C, θ > 0 (1.58)

όπου για τα στοιχεία (S∞(θ))i,j του πίνακα S∞(θ) ισχύει η ιδιότητα:

(S∞(θ))i,j = (S∞(1))i,j
1

θi+j−1
(1.59)

Τότε, για κάθε επαρκώς μεγάλη σταθερά θ, το σύστημα (1.56) είναι ένας παρατη-
ρητής για το σύστημα (1.18), και το σφάλμα ανάμεσα στις λύσεις x(·) := x(·, x0)
και z(·) := z(·, z0) των (1.18) και (1.56), αντίστοιχα, ικανοποιεί την εκτίμηση

|x(t)− z(t)| ≤ K(θ) exp
(
−θt

3

)
|x0 − z0|, ∀t ≥ 0, x0, z0 ∈ Rn (1.60)

όπου K(θ) μια θετική σταθερά (που εξαρτάται από τη σταθερά θ).

Στη συνέχεια, παρουσιάζουμε τα αντίστοιχα των παραπάνω αποτελεσμάτων για
συστήματα της μορφής (1.15). Υποθέτουμε ότι το σύστημα (1.15) είναι “ομοιό-
μορφα παρατηρήσιμο για κάθε είσοδο”, επομένως σύμφωνα με τοΘεώρημα 1.27
υπάρχει ένας διαφορομορφισμός ψ : O → ψ(O) ⊂ Rn, ούτως ώστε στις νέες
συντεταγμένες το σύστημα (1.15) να έχει τη μορφή (1.19). Επιπλέον, υποθέ-
τουμε ότι το σύστημα (1.19) ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες.
A3’. H συνάρτηση φ : ψ(O) ⊂ Rn → R στην (1.19), μπορεί να επεκταθεί από
το ψ(O) σε όλο τον Rn σε μια C∞ ολικά Lipschitz συνάρτηση.
A4. Οι συναρτήσεις gi : Ri ∩ pri(ψ(O)) → R στην (1.19), μπορούν να επε-
κταθούν σε ολικά Lipschitz απεικονίσεις στον Ri, i = 1, 2, ..., n, όπου Rn ∋
(x1, x2, ..., xn) → pri(x1, x2, ..., xn) := (x1, x2, ..., xi) ∈ Ri.
Το παρακάτω θεώρημα είναι το κεντρικό αποτέλεσμα της εργασίας [25].
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Θεώρημα 1.57 Υποθέτουμε ότι το σύστημα (1.19) ικανοποιεί τις A3’, A4 και θε-
ωρούμε το σύστημα

ż = f̃(z) + g̃(z)u− S−1
∞ C ′(Cz − y), z ∈ Rn (1.61)

όπου οι πίνακες C και S∞ δίνονται στο Θεώρημα 1.56. Επιπλέον, υποθέτουμε ότι
η είσοδος u(·) είναι ομοιόμορφα φραγμένη για κάθε t ≥ 0 από κάποια σταθερά
u0 ≥ 0. Τότε, για κάθε επαρκώς μεγάλη σταθερά θ, το σύστημα (1.61) είναι ένας
παρατηρητής για το σύστημα (1.19), και το σφάλμα ανάμεσα στις λύσεις x(·) :=
x(·, x0;u) και z(·) := z(·, z0;u) των (1.19) και (1.61), αντίστοιχα, ικανοποιεί την
εκτίμηση:

|x(t)− z(t)| ≤ K(θ) exp
(
−θt

3

)
|x0 − z0|, ∀t ≥ 0, x0, z0 ∈ Rn (1.62)

όπου K(θ) μια θετική σταθερά (που εξαρτάται από τη σταθερά θ).

• Σχεδίαση ολικού παρατηρητή για ομοιόμορφα παρατηρήσιμα συστήματα
χωρίς εισόδους (Astolfi and Praly, 2006)

Στην συνέχεια, παρατίθενται τα αποτελέσματα της εργασίας [10], όπου δίνο-
νται ικανές συνθήκες για την επίλυση του προβλήματος σχεδίασης παρατηρητή
για την κλάση των ομοιόμορφα παρατηρήσιμων συστημάτων του Ορισμού 1.24.
Συγκεκριμένα, θεωρούμε το σύστημα

ẋ =



ẋ1

ẋ2
...

ẋn−1

ẋn


=



x2

x3
...
xn

fn(x1, x2, ..., xn)


= f(x) (1.63α)

y = x1 (1.63β)

Υποθέτουμε ότι το (1.63) ικανοποιεί την ιδιότητα της ευστάθειας εξόδου-προς-
κατάσταση (output-to-state stability), δηλαδή ισχύει η ακόλουθη συνθήκη.
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A5. (Ευστάθεια Εξόδου-προς-Κατάσταση)Υπάρχουν συναρτήσεις γ1 ∈ C1(R;R≥0),
γ2 ∈ C1(R;R≥0) και V ∈ C1(Rn;R≥0) ούτως ώστε να ισχύει

|x| ≤ γ2(V (x)) (1.64)

και

DV (x)f(x) ≤ −V (x) + γ1(x1) (1.65)

Από την (1.64) και τη συνέχεια της fn(·), προκύπτει ότι υπάρχει μια γνησίως
αύξουσα συνάρτηση γ ∈ C1(R≥0;R>0) με

γ(s) ≥ 1 για κάθε s ≥ 0 (1.66)

ούτως ώστε να ισχύει

|x1|+ |x2|+ ...+ |xn|+ |fn(x1, x2, ..., xn)| ≤ γ(V (x)) (1.67)

Πρόταση 1.58 Θεωρούμε τις συναρτήσεις γ1(·) και γ(·), όπως δίνονται στις (1.65)
και (1.67), αντίστοιχα και έστω το σύστημα

ẇ = −w + γ1(x1), w ∈ R (1.68)

με θετική αρχική συνθήκη. Επίσης, έστω γ̂ ∈ C1(R≥0;R>0) με

γ̂(w) ≥ γ(4w + 2) (1.69)

Τότε ισχύουν τα ακόλουθα.
(i) Αν η λύση του (1.63α) ορίζεται στο μέγιστο από δεξία διάστημα [0, Tmax), τότε
η λύση του (1.68) ορίζεται επίσης στο [0, Tmax).
(ii) Αν ορίσουμε ένα νέο χρόνο τ ως τη λύση της διαφορικής εξίσωσης

τ̇ = γ̂(w), τ(0) = 0 (1.70)

και χρησιμοποιήσουμε το συμβολισμό

(
∗
a)

(
=
da

dτ

)
=

ȧ

γ̂(w)
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τότε το σύστημα

∗
x1 =

x2
γ̂(w)

...
∗
xn−1 =

xn
γ̂(w)

∗
xn =

fn(x1, x2, ..., xn)

γ̂(w)

∗
w = −w − γ1(x1)

γ̂(w)

είναι δεξιά πλήρες.

Χρησιμοποιώντας την απεικόνιση γ̂(·) και το σύστημα (1.68) όπως δίνονται στην
ανωτέρω πρόταση, είναι δυνατή η σχεδίαση ενός παρατηρητή μειωμένης τάξης
που επιτυγχάνει την ασυμπτωτική εκτίμηση της κατάστασης του συστήματος
(1.63) εντός του μεγίστου από δεξιά διαστήματος ύπαρξης λύσης του (1.63α),
είτε το τελευταίο είναι άπειρο είτε πεπερασμένο. Συγκεκριμένα, ισχύει το ακό-
λουθο θεώρημα, που αποτελεί το κύριο αποτέλεσμα της εργασίας [10].

Θεώρημα 1.59 Θεωρούμε το ομοιόμορφα παρατηρήσιμο σύστημα (1.63) και υπο-
θέτουμε ότι ικανοποιεί την Υπόθεση Α5. Τότε υπάρχουν συναρτήσεις ai := ai(w),
i = 2, 3, ..., n ούτως ώστε το συστήμα

żi = −aizi + [(i− 1)ȧi + a2i ](−ai)i−2x1 + ȧi

i−2∑
j=1

(i− j − 1)(−ai)i−j−2x̂j − υi,

i = 2, 3, ..., n

ẇ = −w + γ1(x1) (1.71)

με
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ȧi =
dai
dw

(w)[−w + γ1(x1)], i = 2, 3, ..., n

x̂i :=− (−ai)i−1x0 −
i−2∑
j=1

(−ai)i−j−1x̂j − zi, i = 2, 3, ..., n

υi :=x̂i+1, i = 2, 3, ..., n− 1

υn :=γ̂(w)sat
(
fn(x1, x̂2, ..., x̂n)

γ̂(w)

)
και τη γ̂(·) όπως δίνεται από την (1.69), να αποτελεί ολικό παρατηρητή μειωμένης
τάξης για το σύστημα (1.63). Συγκεκριμένα, αν γράψουμε το σύστημα (1.71) μαζί
με τις απεικονίσεις x̂i(·), i = 1, 2, ..., n στη μορφή:

Ẋ = f(X , y) (1.72α)

x̂ = h(X , y) = (y, x̂2(X , y), ..., x̂n(X , y) (1.72β)

τότε, για κάθε λύση X(x, t) του συστήματος (1.63α) με μέγιστο από δεξιά διά-
στημα ύπαρξης λύσης [0, Tmax), και για κάθε αρχική συνθήκη χ του (1.72α), η λύση
(X(x, t),X ((x, χ, t)) της σύνδεσης των συστημάτων (1.63) και (1.72α) ορίζεται
επίσης στο [0, Tmax) και ικανοποιείται η συνθήκη:

lim
t→Tmax

|X(x, t)− h(X ((x, χ), t)), X1(x, t))| = 0

• Ικανές Lyapunov συνθήκες για την ολική επίλυση του προβλήματος σχε-
δίασης παρατηρητή (Tsinias, 1989)

Στη συνέχεια, παρατίθενται τα αποτελέσμα της εργασίας [67], όπου δίνονται
ικανές τύπου Lyapunov συνθήκες για την επίλυση του προβλήματος σχεδίασης
παρατηρητή για μη γραμμικά συτήματα με εισόδους και με γραμμική έξοδο. Ει-
δικότερα, θεωρούμε το σύστημα
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ẋ = f(x, u) (1.73α)

y = Hx (1.73β)

x ∈ Rn, u ∈ U ⊂ Rm, y ∈ Rk

όπου ο χώρος εισόδων U αποτελείται από όλες τις μετρήσιμες συναρτήσεις του
χρόνου με τιμές σε ένα υποσύνολο U του Rm. Υποθέτουμε ότι για κάθε είσοδο
u ∈ U και αρχική κατάσταση x0 ∈ Rn, η αντίστοιχη λύση x(·, x0;u) του (1.73α)
ορίζεται για όλους τους θετικούς χρόνους. Επιπλέον, θεωρούμε ότι η απεικόνιση
Rn × Rm ∋ (x, u) → f(x, u) είναι συνεχώς παραγωγίσιμη, και συμβολίζουμε
με Dxf(x, u) την παράγωγό της ως προς x. Για το σύστημα (1.73) υποθέτουμε
ότι ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες.
A6. Υπάρχουν ένας θετικά ορισμένος n× n πίνακας P και μια σταθερά k1 > 0

έτσι ώστε για κάθε e ∈ kerH \{0} να υπάρχει μια περιοχή Se του e, ούτως ώστε
να ισχύει:

υ′PDxf(x, u)υ ≤ −k1|υ|2,∀(x, υ, u) ∈ Rn × Se × U (1.74)

A7. Υπάρχει μια συνεχής συνάρτηση p : Rm → R και μια σταθερά k2 > 0, με
p(u) ≥ k2, ∀u ∈ U , έτσι ώστε να ισχύει:

|υ′PDxf(x, u)υ| ≤ p(u)|υ|2,∀(x, υ, u) ∈ Rn × Rn × U (1.75)

Το κύριο αποτέλεσμα της εργασίας [67] είναι το ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 1.60 Υποθέτουμε ότι το σύστημα (1.73) ικανοποιεί τις Συνθήκες Α6
και Α7. Τότε:
(i) Για κάθε επαρκώς μεγάλη θετική σταθερά c, ο παρατηρητής

ż = f(z, u) +R(u)(y −Hz) (1.76)

με

R(u) = cp(u)P−1H ′ (1.77)
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όπου οι p(·) και P δίνονται στις Α6 και Α7, επιτυγχάνει την εκτίμηση της κατά-
στασης του συστήματος (1.73). Ειδικότερα, για τη λύση e(·) της εξίσωσης

ė = f(x, u)− f(z, u)−R(u)He (1.78)

του σφάλματος e = x − z ανάμεσα στην τροχιά του συστήματος (1.73) και την
τροχιά του παρατηρητή (1.76), ισχύει

lim
t→∞

e(t, e0, x(t, x0;u);u) = 0 (1.79)

για κάθε αρχική συνθήκη (e0, x0) ∈ Rn × Rn και για κάθε u ∈ U . Επιπλέον, η
ανωτέρω σύγκλιση είναι εκθετική.
(ii) Για κάθε ζέυγος xa και xb αρχικών καταστάσεων του (1.73), οι οποίες δεν
είναι διαχωρίσιμες από κάποια είσοδο ū ∈ U με την έννοια του Ορισμού 1.16(γ),
δηλαδή ισχύει

y(t, xa; ū) = y(t, xb; ū),∀t ≥ 0

θα ικανοποιείται η συνθήκη:

lim
t→∞

(x(t, xa; ū)− x(t, xb; ū)) = 0 (1.80)

Σημειώνεται ότι για γραμμικά συστήματα

ẋ = Ax+Bu (1.81α)

y = Hx, x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rk (1.81β)

η Ιδιότητα (ii) του ανωτέρω θεωρήματος, είναι ισοδύναμη με την ανιχνευσιμό-
τητα του ζεύγους (A,H). Επιπλέον, ισχύει το ακόλουθο αποτέλεσμα.

Θεώρημα 1.61 Για το σύστημα (1.81) τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα.
(i) Το ζεύγος (A,H) είναι ανιχνεύσιμο.
(ii) Το σύστημα (1.81) ικανοποιεί την Ιδιότητα Α6. Ειδικότερα, υπάρχουν ένας
θετικά ορισμένος πίνακας P και μια γνήσια θετική σταθερά k1 ούτως ώστε να
ισχύει:
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e′PAe ≤ −k1|e|2,∀e ∈ kerH (1.82)

(iii) Υπάρχει μια γνήσια θετική σταθερά c, έτσι ώστε το γραμμικό σύστημα

ż = Az + cP−1H ′(y −Hz) +Bu (1.83)

να είναι ένας παρατηρητής για το σύστημα (1.81).

• Σχεδίαση ολικού παρατηρητή για τριγωνικά συστήματα (Praly, 2003)

Συνεχίζουμε με την παρουσίαση των αποτελεσμάτων της εργασίας [54], για
το πρόβλημα σχεδίασης παρατηρητή. Τα αποτελέσματα αφορούν τριγωνικά συ-
στήματα της μορφής

ẋ1 = g1(x1, u) + x2

ẋ2 = g2(x1, x2, u) + x3
... (1.84α)

ẋp−1 = gp−1(x1, x2, ..., xp−1, u) + xp

ẋp = gp(x1, x2, ..., xp, u)

y = x1, (x1, x2, ..., xp) ∈ Rp, u ∈ R (1.84β)

όπου οι συναρτήσεις gi(·), i = 1, 2, ..., p είναι συνεχώς παραγωγίσιμες. Για το
σύστημα (1.84) κάνουμε την ακόλουθη υπόθεση.
A8. Υπάρχει μια συνάρτηση γ ∈ C1(R;R>0) ούτως ώστε να ισχύει:

|gi(x1, x2 + ξ2, ..., xi + ξi, u)− gi(x1, x2, ..., xi, u)| ≤ γ(x1)(|ξ2|+ ...+ |ξi|),

∀x1, ..., xi, ξ2, ..., ξi, u ∈ R, i = 2, ..., p

Θεώρημα 1.62 Έστω σταθερές ki, i = 1, 2, ..., p, γνήσια θετικοί αριθμοί q, a και
ένας συμμετρικός πίνακας Q, έτσι ώστε να ισχύει
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QO +O′Q ≤ −aQ

qI ≤ Q ≤ I

όπου

O =



−k1 1 0 · · · 0

−k2 0
. . . . . . ...

...
... . . . . . . 0

−kp−1 0 · · · 0 1

−kp 0 · · · · · · 0


(1.85)

και έστω b μια επαρκώς μεγάλη σταθερά, τέτοια ώστε να ισχύει

bQ ≥ QD +DQ ≥ −bQ (1.86)

όπουD ο διαγώνιος πίνακαςD = diag(0, 1, ..., p−1). Υποθέτουμε ότι το σύστημα
(1.84) ικανοποιεί την Ιδιότητα Α8 και θεωρούμε το σύστημα

˙̂x1 = g1(y) + x̂2 + k1r(y − x̂1)

˙̂x2 = g2(y, x̂2) + x̂3 + k3r
2(y − x̂1)

... (1.87)
˙̂xp−1 = gp−1(y, x̂2, ..., x̂p−1, u) + x̂p + kp−1r

p−1(y − x̂1)

˙̂xp = gp(y, x̂2, ..., x̂p, u) + kpr
p(y − x̂1)

ṙ = ℓ(r, y), r(0) ≥ 1

όπου

ℓ(r, y) := −1

b
r

(
a

3
(r − 1)− 2(p− 1)

√
q

γ(y)

)
(1.88)

Τότε ισχύουν τα ακόλουθα.
(i)Αν η λύση x(·, x0) του (1.84) με αρχική κατάσταση x0 ∈ Rn ορίζεται στο μέγιστο
από δεξιά διάστημα [0, Tmax(x0)), τότε και η λύση x̂(·, x̂0, r0; y) του (1.87) με αρ-
χική κατάσταση x̂0 ∈ Rn και r0 ≥ 1, ορίζεται επίσης στο [0, Tmax(x0)). Επιπλέον,
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αν ορίσουμε το κανονικοποιημένο σφάλμα (scaled error) ϵ := (ϵ1, ϵ2, ..., ϵp) ανά-
μεσα στην τροχιά του συστήματος (1.84) και του συστήματος (1.87), όπου

ϵi :=
xi − x̂i
ri−1+b

, i = 1, 2, ..., p (1.89)

τότε υπάρχουν γνήσια θετικές σταθερέςM , β ούτως ώστε να ισχύει

|ϵ(t)| ≤Me−βt|ϵ(0)|, ∀t ∈ [0, Tmax(x0)) (1.90)

(ii) Αν επιπλέον υποθέσουμε, ότι για κάθε αρχική κατάσταση x0 του (1.84), η έξο-
δός του είναι ομοιόμορφα φραγμένη από κάποια σταθερά C(x0) > 0 για όλους
τους χρόνους στο [0, Tmax(x0)), τότε το σύστημα (1.84) είναι δεξιά πλήρες (συνε-
πώς από το σκέλος (i) και το (1.87) είναι δεξιά πλήρες) και το σύστημα (1.87)
είναι ένας παρατηρητής για το (1.84). Ειδικότερα, για κάθε ζεύγος αρχικών κατα-
στάσεων x0 και (x̂0, r0) με r0 ≥ 1 των (1.84) και (1.87), αντίστοιχα, υπάρχει μια
θετική σταθεράM(x0, r0) ούτως ώστε να ισχύει

|x(t)− x̂(t)| ≤M(x0, r0)e
−βt|x0 − x̂0|,∀t ≥ 0 (1.91)

με τη σταθερά β όπως δίνεται στο σκέλος (i) του θεωρήματος.

• Σχεδίαση ολικού παρατηρητή για τριγωνικά συστήματα (Krishnamurthy,
Khorrami, 2003)

Ακολούθως, παρατίθενται αποτελέσματα από την εργασία [45], όπου μελε-
τάται το πρόβλημα σχεδίασης παρατηρητή για συστήματα της μορφής

ẋ1 = ϕ1(x1) + a1(x1)x2

ẋ2 = ϕ2(x1, x2) + a2(x1)x3
... (1.92α)

ẋn−1 = ϕn−1(x1, x2, ..., xn−1) + an−1(x1)xn

ẋn = ϕn(x1, x2, ..., xn)

y = x1, (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn (1.92β)
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όπου οι συναρτήσεις ϕi(·) και ai(·) είναι C∞. Για το σύστημα (1.92) κάνουμε
τις ακόλουθες υποθέσεις.
A9. Υπάρχει μια σταθερά σ > 0 ούτως ώστε να ισχύει

|ai(x1)| ≥ σ,∀x1 ∈ R, i = 1, 2, ..., n− 1

Από την εν λόγω συνθήκη, έπεται ότι το σύστημα (1.92) είνα παρατηρήσιμο.
A10. Υπάρχει μια συνεχής συνάρτηση γ : R → R≥0 έτσι ώστε να ισχύει:

|ϕ(x1, x2, ..., xi)− ϕ(x1, x̂2, ..., x̂i)| ≤ γ(x1)
i∑

j=2

|xj − x̂j|,

∀xi, x̂i ∈ R, i = 2, 3, ..., n

A11. Υπάρχουν θετικές σταθερές σ και ρ3, ρ4, ..., ρn−1 τέτοιες ώστε να ισχύει:

|ai(x1)| ≥ σ,∀x1 ∈ R, i = 2, 3, ..., n− 1

|ai(x1)| ≤ ρi|ai−1(x1)|,∀x1 ∈ R, i = 3, 4, ..., n− 1

Θεώρημα 1.63 (i) Υποθέτουμε ότι οι συναρτήσεις ai(·), i = 1, 2, ..., n−1 ικανο-
ποιούν την Ιδιότητα Α11. Τότε για κάθε σταθερά b ∈ (−1,∞), υπάρχουν σταθερές
ν1, ν2, ν̄2, απεικονίσεις g2(·), g3(·), ..., gn(·) και ένας θετικά ορισμένος πίνακας
P , ούτως ώστε να ισχύουν οι Lyapunov ανισότητες

PA+ A′P ≤ −ν1I, ν1 > 0 (1.93)

ν2 ≤ P (D + bI) + (D + bI)P ≤ ν̄2I, ν2 > 0, ν̄2 > 0 (1.94)

όπου

D := diag(1, 2, ..., n− 1)

A :=



−g2 a2 0 · · · 0

−g3 0 a3
. . . ...

...
... . . . . . . 0

−gn−1 0 · · · 0 an−1

−gn 0 · · · 0
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(ii) Αν επιπροσθέτως της Α11, υποθέσουμε ότι ικανοποιούνται οι Ιδιότητες Α9 και
Α10 και θεωρήσουμε το σύστημα

żi = ϕi(x1, z2 + rf2(x1), ..., zi + ri−1fi(x1)) + ai(x1)zi+1

+ riai(x1)fi+1(x1)− ri−1gi(x1)
ϕ1(x1)

a1(x1)

− ri−1gi(x1)(z2 + rf2(x1))− (i− 1)ṙri−2fi(x1), i = 2, 3, ..., n

ṙ = r(−α1(r − 1) + α2γ(x1)), r(0) ≥ 1 (1.95)

με

fi(x1) :=

∫ x1

0

gi(s)

a1(s)
ds, x1 ∈ R, i = 2, 3, ..., n

zn+1 :=0

fn+1 :=0

an :=0

όπου οι απεικονίσεις gi(·), i = 2, 3, ..., n δίνονται στο σκέλος (i) του θεωρήματος
και οι σταθερές α1 και α2 στην (1.95) ικανοποιούν τις συνθήκες

ν1 − α1ν̄2 ≥ 0

α2ν2 − 2λmax(P )(n− 1) ≥ 0

με τις σταθερές ν1, ν2, ν̄2 και λmax(P ) τη μέγιστη ιδιοτιμή του πίνακα P , όπως δί-
νονται στο σκέλος (i) του θεωρήματος, τότε για κάθε αρχική κατάσταση x0 ∈ Rn με
[0, Tmax(x0)) το μέγιστο από δεξιά διάστημα ύπαρξης λύσης του (1.92) και η λύση
z(·, z0, r0; y) του (1.95), με αρχική κατάσταση z0 ∈ Rn και r0 ≥ 1, ορίζεται επίσης
στο [0, Tmax(x0)). Επιπλέον, αν ορίσουμε τις απεικονίσεις x̂i(·), i = 2, 3, ..., n, με

x̂i = zi + ri−1fi(x1), i = 2, 3, ..., n (1.96)

και το κανονικοποιημένο σφάλμα ϵ := (ϵ2, ϵ3, ..., ϵn) όπου
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ϵi :=
x̂i − xi
ri−1+b

, i = 2, 3, ..., n (1.97)

με τη σταθερά b όπως δίνεται στο σκέλος (i) του θεωρήματος, τότε υπάρχουν θε-
τικές σταθερέςM , β ούτως ώστε να ισχύει:

|ϵ(t)| ≤Me−βt|ϵ(0)|, ∀t ∈ [0, Tmax(x0)) (1.98)

(iii) Αν επιπλέον, υποθέσουμε ότι για κάθε αρχική κατάσταση x0 του (1.92), η έξο-
δός του είναι ομοιόμορφα φραγμένη από κάποια σταθερά C(x0) > 0 για όλους
τους χρόνους στο [0, Tmax(x0)), τότε το σύστημα (1.92) είναι δεξιά πλήρες (συνε-
πώς από το σκέλος (ii) και το (1.95) είναι δεξιά πλήρες) και το σύστημα (1.95)
είναι ένας παρατηρητής για το (1.92). Συγκεκριμένα, για κάθε ζεύγος αρχικών κα-
ταστάσεων x0 και (z0, r0) με r0 ≥ 1 των (1.92) και (1.95) αντίστοιχα, υπάρχει μια
θετική σταθεράM(x0, r0) ούτως ώστε να ισχύει

|x(t)− x̂(t)| ≤M(x0, r0)e
−βt|x0 − x̂(0)|,∀t ≥ 0 (1.99)

όπου

x̂(t) := (x1(t), x̂2(z2(t), r(t), x1(t)), ..., x̂n(zn(t), r(t), x1(t)))

και η σταθερά β δίνεται στο σκέλος (ii) του θεωρήματος.

• Σχεδίαση ολικού παρατηρητή για τριγωνικά συστήματα (Tsinias, 2008)

Σε αυτό το σημείο, παρουσιάζονται αποτελέσματα από την εργασία [71] που
αφορούν την επίλυση του προβλήματος σχεδίασης παρατηρητή για τριγωνικά
συστήματα της μορφής
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ẋ =



ẋ1

ẋ2
...

ẋn−1

ẋn


=



f1(t, y) + a1(t, y)x2

f2(t, y, x2) + a2(t, y)x3
...

fn−1(t, y, x2, ..., xn−1) + an−1(t, y)xn

fn(t, y, x2, ..., xn)


= f(t, y, x2, ..., xn) := F (t, x, y) (1.100α)

y = x1, (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, y ∈ R (1.100β)

όπου για κάθε i = 1, 2, ..., n οι συναρτήσεις fi(·) είναι συνεχείς και τοπικά
Lipschitz και οι συναρτήσεις ai(·) είναι C1. Επιπλέον, υποθέτουμε ότι υπάρχει
μια συνάρτηση σ ∈ NN έτσι ώστε να ισχύει

(
n∑

i=2

i∑
j=2

∣∣∣∣ ∂fi∂xj
(t, x1, x2, ..., xi)

∣∣∣∣2
) 1

2

≤ σ(t, |x1|),∀(t, x) ∈ R≥0 × Rn (1.101)

και ένα μη κενό σύνολοM ⊂ Rn καθώς και μια συνάρτηση k ∈ NNN ούτως
ώστε να ισχύει:

|x1(t, t0, x0)| ≤ k(t, t0, |x0|), ∀t ∈ [t0, Tmax(t0, x0)), (t0, x0) ∈ R≥0 ×M

(1.102)
Πριν την παράθεση του κύριου αποτελέσματος της εργασίας [71] δίνουμε κά-
ποιους απαραίτητους ορισμούς, που θα χρησιμοποιηθούν και στα Κεφάλαια 2
και 3, για ένα γενικό χρονικώς μεταβαλλόμενο σύστημα

ẋ = f(t, x) (1.103α)

y = h(t, x), t ∈ R≥0, x ∈ Rn, y ∈ Rk (1.103β)

όπου y(·) είναι η έξοδος του συστήματος, η απεικόνιση h(·, ·) είναι συνεχής και
η f(·, ·) είναι τοπικά Lipschitz.
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Ορισμός 1.64 Έστω ∅ ≠ M ⊂ Rn. Λέμε ότι το (1.103α) είναι M -δεξιά πλή-
ρες (forward complete), αν υπάρχει συνάρτηση β ∈ NN , τέτοια ώστε η λύση
x(·) := x(·, t0, x0) του (1.103α) με αρχική κατάσταση x0 τον αρχικό χρόνο
t = t0, να ικανοποιεί την εκτίμηση:

|x(t)| ≤ β(t, |x0|),∀t ≥ t0 ≥ 0, x0 ∈M (1.104)

Παρατήρηση 1.65 Στην περίπτωση όπου M = Rn γνωρίζουμε (βλέπε [32])
ότι η ύπαρξη της λύσης x(·, t0, x0) του (2.1α) για κάθε t ≥ t0 ≥ 0 και x0 ∈ Rn

είναι ισοδύναμη με την ύπαρξη μιας συνάρτησης β ∈ NN που ικανοποιεί την
(1.104).

Στη συνέχεια, για κάθε μη κενό υποσύνολοM του Rn, για το οποίο το (1.103α)
είναι M -δεξιά πλήρες και t0 ≥ 0, υιοθετούμε το συμβολισμό O(t0,M), για το
σύνολο όλων των εξόδων του (1.103) με αρχική κατάσταση x0 ∈M τη χρονική
στιγμή t0, δηλαδή:

O(t0,M) := {y : [t0,∞) → Rk : y(t) = h(t, x(t, t0, x0)), t ≥ t0;x0 ∈M}
(1.105)

Κεντρικής σημασίας για την παράθεση των παρακάτω αποτελεσμάτων, αλλά και
για το μεγαλύτερο μέρος της ανάλυσης του Κεφαλαίου 2, είναι ο προσδιορισμός
των εννοιών μιας αιτιατής και μιας τ -μη αιτατής απεικόνισης, τις οποίες ορί-
ζουμε στη συνέχεια.

Ορισμός 1.66 Έστω k, ℓ, n θετικοί φυσικοί, M και S μη κενά υποσύνολα των
Rn και Rℓ, αντίστοιχα και για κάθε t0 ≥ 0, έστω Ω(t0,M) ένα μη κενό σύνολο
συναρτήσεων y = yt0,x0 : [t0,∞) → Rk παραμετροποιημένων ως προς x0 ∈M .
Για δοσμένα t̄0 ≥ t0 ≥ 0 και 0 ≤ τ ≤ ∞ λέμε ότι η απεικόνιση

([t̄0,∞)× Rn)× Ω(t0,M) ∋ (t, x; y) → ay(t, x) ∈ S

είναι τ -μη αιτιατή (noncausal) ως προς το σύνολο Ω(t0,M), αν για κάθε x ∈
Rn, t ≥ t̄0 ≥ 0 και y ∈ Ω(t0,M), η τιμή a(t) := ay(t, x) εξαρτάται μόνο από τις
τιμές {y(s) : t̄0 ≤ s ≤ t+ τ} της y(·). Λέμε ότι η ay(·, ·) είναι αιτιατή (causal)
ως προς το σύνολο Ω(t0,M), αν είναι 0-μη αιτιατή ως προς το Ω(t0,M).
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Παρατήρηση 1.67 Προφανώς, αν η ay(·, ·) είναι τ0-μη αιτιατή ως προς το
σύνολο Ω(t0,M), τότε είναι και τ -μη αιτιατή ως προς το σύνολο Ω(t0,M) για
κάθε τ ≥ τ0. Επιπλέον, αν ∅ ̸= D ⊂ M και y ∈ Ω(t0, D), τότε αν η απεικό-
νιση ay(·, ·) είναι τ0-μη αιτιατή ως προς το σύνολο Ω(t0,M), είναι επίσης τ0-μη
αιτιατή ως προς το σύνολο Ω(t0, D).

Το κεντρικό αποτελέσμα της εργασίας [71] για συστήματα της μορφής (1.100)
είναι το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 1.68 (i) Αν ικανοποιούνται οι (1.101) και (1.102), τότε το σύστημα
(1.100) είναιM -δεξιά πλήρες.
(ii) Υποθέτουμε ότι επιπροσθέτως των (1.101) και (1.102) το σύστημα (1.100)
ικανοποιεί την ακόλουθη συνθήκη.
A12. Για κάθε x0 ∈M , t0 ≥ 0 και i = 1, 2, ..., n− 1, ισχύει:

ai(t, x1(t, t0, x0)) ̸= 0, για σχεδόν κάθε t ≥ t0 (1.106)

Τότε για κάθε t0 ≥ 0, τ > 0 και y ∈ O(t0,M) (όπου το σύνολο O(t0,M)

ορίζεται από την (1.105) για το σύστημα (1.100)), υπάρχουν ένας χρονικώς μετα-
βαλλόμενος συμμετρικός πίνακας Pt0,τ,y ∈ C1([t0,∞);Rn×n) και μια συνάρτηση
ϕt0,τ,y ∈ C1([t0,∞);R>0), και οι δυο απεικονίσεις τ -μη αιτιατές ως προς το σύ-
νολο O(t0,M), έτσι ώστε το σύστημα

ż = F (t, z, y)− ϕ(t)P−1(t)H ′(y −Hz) (1.107)

όπου

H = (1, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n

) (1.108)

και ηF (·) δίνεται στην (1.100α), να είναι ένας παρατηρητής για το σύστημα (1.100).
Συγκεκριμένα, το σφάλμα e(·) := x(·)−z(·) ανάμεσα στη λύση x(·) = x(·, t0, x0)
του (1.100) και τη λύση z(·) = z(·, t0, z0; y) του παρατηρητή (1.107) ικανοποιεί
τη συνθήκη

lim
t→∞

|e(t)| = 0,∀x0 ∈M, z0 ∈ Rn (1.109)
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(iii) Ακολούθως, υποθέτουμε ότι το σύνολο M είναι κλειστό. Επιπλέον, υποθέ-
τουμε ότι ισχύουν οι (1.101) και (1.102) και αντί της (1.106), το σύστημα (1.100)
ικανοποιεί μια εκ των δυο παρακάτω ισχυρότερων υποθέσων.
A13. Για κάθε x0 ∈M , t0 ≥ 0 και i = 1, 2, ..., n− 1, ισχύει

ai(t, x1(t, t0, x0)) ̸= 0, για κάθε t ≥ t0 (1.110)

A14.Κάθε συνάρτηση ai(·) είναι ανεξάρτητη του x1, και αν ορίσουμε δi(·) = ai(·),
i = 1, 2, ..., n− 1, τότε ικανοποιείται η ιδιότητα:

δi(t) ̸= 0, για κάθε t ≥ 0 (1.111)

Τότε για κάθε t0 ≥ 0 και y ∈ O(t0,M), υπάρχουν ένας χρονικώς μεταβαλλό-
μενος συμμετρικός πίνακας Pt0,y ∈ C1([t0,∞);Rn×n) και μια συνάρτηση ϕt0 ∈
C1([t0,∞);R>0), και οι δυο απεικονίσεις αιτιατές ως προς το σύνολο O(t0,M),
έτσι ώστε το σύστημα (1.107) με τον πίνακα γραμμή H και την απεικόνιση F (·)
όπως δίνονται στις (1.108) και (1.100α), αντίστοιχα, να είναι ένας παρατηρητής
για το σύστημα (1.100). Συγκεκριμένα, το σφάλμα e(·) := x(·) − z(·) ανάμεσα
στη λύση x(·) = x(·, t0, x0) του (1.100) και τη λύση z(·) = z(·, t0, z0; y) του
παρατηρητή (1.107) ικανοποιεί την (1.109).

Παρατήρηση 1.69 (i) Ο λόγος που τα δυναμικά του παρατηρητή του Θεωρήμα-
τος 1.68(ii) είναι μη αιτιατά, είναι ότι λόγω της υπόθεσης (1.106), όταν υπάρχουν
χρονικές στιγμές που κάποιος όρος ai(·, x1(·, t0, x0)) μηδενίζεται, χρειάζεται να
γνωρίζουμε για κάθε χρονική στιγμή t ≥ 0 το μέλλον της εξόδου για επόμε-
νες χρονικές στιγμές τ ≥ t πλησίον του t, προκειμένου να κατασκευάσουμε
την επιθυμητή απεικόνιση ϕ(·) που εμπεριέχεται στη δυναμική του παρατηρητή
(1.107).
(ii) Σε αντίθεση με τα προαναφερθέντα αποτελέσματα άλλων εργασίων, η εξάρ-
τηση των απεικονίσεων ϕ(·) και P−1(·) στην (1.107) από την έξοδο y(·), έχει ως
συνέπεια το δεξί μέλος του παρατηρητή (1.107) να εξαρτάται από την εκάστοτε
έξοδο του συστήματος.
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• Σχεδίαση ολικού παρατηρητή για τριγωνικά συστήματα (Andrieu, Praly
and Astolfi, 2009)

Η παρουσίαση των αποτελεσμάτων που αφορούν στην επίλυση του προβλή-
ματος σχεδίασης παρατηρητή για τριγωνικά συστήματα, ολοκληρώνεται με τα
αποτελέσματα της εργασίας [7], όπου μελετώνται συστήματα της μορφής:

ẋ1 = f1(u, y) + a1(y)x2 + δ1(t)

ẋ2 = f2(u, y, x2) + a2(y)x3 + δ2(t)

... (1.112α)

ẋn−1 = fn−1(u, y, x2, ..., xn−1) + an−1(y)xn + δn−1(t)

ẋn = fn(u, y, x2, ..., xn) + δn(t)

y = x1 + δy(t), (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ R (1.112β)

(1.112αʹ)

όπου οι συναρτήσεις fi(·) είναι τοπικά Lipschitz, και οι απεικονίσεις δ(·) =

(δ1(·), δ2(·), ..., δn(·)) και δy(·), αναπαριστούν τις άγνωστες εισόδους και το θό-
ρυβο της μέτρησης, αντίστοιχα.
Επίσης, χρησιμοποιούμε τους ακόλουθους συμβολισμούς.

Sx := (x2, x3, ..., xn, 0)
′ (1.113)

f(u, y, x) := (f1(u, y, x), ..., fn(u, y, x)) (1.114)

A(y) := diag(a1(y), ..., an(y)) (1.115)

Το κύριο αποτέλεσμα της εργασίας [7] είναι το ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 1.70 Υποθέτουμε ότι υπάρχουν μια συνεχής συνάρτηση a(·) και στα-
θερές ρ, U και Ū, ούτως ώστε για κάθε j = 1, 2, ..., n να ισχύει:

0 < ρ ≤ a(y), 0 < U ≤ aj(y)

a(y)
≤ Ū, ∀y ∈ R (1.116)

όπου οι ai(·), i = 1, 2, ..., n δίνονται στην (1.115). Επιπλέον, θεωρούμε ότι υπάρ-
χουν ένας πραγματικός αριθμός d∞ ∈ [0, 1

n−1
), ένας θετικός πραγματικός αριθ-

μός c∞, μια συνεχής απεικόνιση Γ(·) και πραγματικοί αριθμοί υj ∈ [0, 1
j−1

), j =
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2, 3, ..., n, έτσι ώστε για κάθε i = 2, 3, ..., n και (x̂, x, y, u) ∈ Rn×Rn×R×Rm

να ισχύει:

|fi(u, y, x̂2, ..., x̂i)− fi(u, y, x2, ..., xi)|

≤ Γ(u, y)

(
1 +

n∑
j=2

|x̂j|υj
)

i∑
j=2

|x̂j − xj|+ c∞

i∑
j=2

|x̂j − xj|
1−d∞(n−i−1)
1−d∞(n−j)

Τότε, για κάθε επαρκώς μικρή σταθερά b > 0, υπάρχει μια συνάρτηση K(·) έτσι
ώστε για κάθε επαρκώς μικρό γνήσια θετικό πραγματικό αριθμό c1 και επαρκώς
μεγάλους πραγματικούς αριθμούς c2 και c3, να υπάρχουν συναρτήσεις βw(·) και
βL(·) κλασεως KL και συναρτήσεις γw(·) και γL(·) κλάσεως K, ούτως ώστε το
σύστημα

˙̂x = A(y)Sx̂+ f(u, y, x̂) + LLA(y)K

(
x̂1 − y

Lb

)
(1.117α)

L̇ = L[c1(c2 − L) + c3Ω(u, y, x̂)] (1.117β)

όπου ο τελεστής S και η απεικόνιση f(·) δίνονται στις (1.113) και (1.114), αντί-
στοιχα, και

Ω(u, y, x̂) := Γ(u, y)

(
1 +

n∑
j=2

|x̂j|υj
)

L := diag(Lb, ..., Ln+b−1)

με αρχική τιμή L(0) ≥ c2, να ικανοποιεί την ακόλουθη ιδιότητα. Για κάθε λύση
t → x(t) του (1.112) με μέγιστο από δεξιά διάστημα ύπαρξης λύσης [0, Tmax), η
λύση του συστήματος (1.117) ορίζεται στο ίδιο διάστημα, και το σφάλμα e := x̂−x
ικανοποιεί την εκτίμηση

|L(t)−1e(t)| ≤ βw(L(0)
−1e(0), t)

+ sup
s∈[0,t]

γw

(∣∣∣∣∣
(

δ(s)
c2

a(y(s))δy(s)

)∣∣∣∣∣
)
,∀t ∈ [0, Tmax) (1.118α)

56



1.5. Παρατηρητές για μη Γραμμικά Συστήματα

όπου η L(·) ικανοποιεί την εκτίμηση

L(t) ≤ 4c2+βL

((
e(0)

L(0)

)
, t

)
+ sup

s∈[0,t]
γL


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


δ(s)
c2

a(y(s))δy(s)

Γ(u(s), y(s))

x(s)


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

 ,∀t ∈ [0, Tmax)

(1.118β)

Παρατήρηση 1.71 Από τις (1.118α) και (1.118β), προκύπτει ότι όταν η λύση
x(·) του συστήματος (1.117) καθώς και οι διαταραχές δ(·) και δy(·) είναι φραγ-
μένες απεικονίσεις στο [0, Tmax), τότε ισχύει Tmax = ∞ και το σφάλμα e(·) είναι
φραγμένο. Αν περεταίρω, υποτεθέι ότι ισχύει δ(t) = 0 και δy(t) = 0, ∀t ≥ 0,
τότε το σφάλμα ικανοποιεί την επιπλέον ιδιότητα:

lim
t→∞

|e(t)| = 0

συνεπώς το σύστημα (1.117) είναι ένας παρατηρητής για το σύστημα (1.112).

• Εκτίμηση κατάστασης σε πεπερασμένο χρόνο μέσω υβριδικών παρατηρη-
τών για συστήματα γραμμικά ως προς το μη μετρήσιμο κομμάτι της εξόδου
τους (Karafyllis and Jiang, 2011)

Ολοκληρώνουμε την ιστορική αναδρομή στο πρόβλημα σχεδίασης παρατη-
ρητή με την παρουσίαση των αποτελεσμάτων της εργασίας [33], όπου δίνονται
ικανές συνθήκες ούτως ώστε να επιτυγχάνεται η εκτίμηση της κατάστασης συ-
στημάτων που είναι γραμμικά ως προς το μη μετρήσιμο κομμάτι της εξόδου τους
μέσω ενός υβριδικού παρατηρητή σε πεπερασμένο χρόνο. Ειδικότερα, μελετώ-
νται συστήματα της μορφής

57



1. Ιστορική Αναδρομή για το Πρόβλημα Σχεδίασης Παρατηρητή

ẋ = A(y, u)x+ b(y, u)

ẏi = fi(y, u) +
n∑

j=1

ci,j(y)xj, i = 1, 2, ..., k (1.119α)

x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn,

y = (y1, y2, ..., yk) ∈ Rk, (1.119β)

(x, y) ∈ O ⊂ Rn × Rk, u ∈ U ⊂ Rm

όπου O ⊂ Rn+k ένα ανοιχτό σύνολο, U ⊂ Rm ένα μη κενό κλειστό σύνολο,
A(y, u) = {ai,j(y, u), i, j = 1, 2, ..., n} και οι απεικονίσεις ai,j : Ω × U → R,
i, j = 1, 2, ..., n, b : Ω×U → Rn, ci,j : Ω → R και fi : Ω×U → R, i = 1, 2, ..., k

είναι τοπικά Lipschitz, όπου Ω := {y ∈ Rk : ∃x τέτοιο ώστε (x, y) ∈ O}. Για το
σύστημα (1.119) υποθέτουμε ότι ισχύει ο ακόλουθος ορισμός παρατηρησιμότη-
τας, τον οποίο δίνουμε για ένα γενικό μη γραμμικό σύστημα της μορφής

ẋ = F (x, u) (1.120α)

y = h(x) (1.120β)

x ∈ D ⊂ Rn, u ∈ U ⊂ Rm, y ∈ Rk

όπου D ⊂ Rn ένα ανοιχτό σύνολο, U ⊂ Rm ένα μη κενό κλειστό σύνολο, η
απεικόνιση F (·, ·) είναι τοπικά Lipschitz, η h(·) είναι συνεχής και υποθέτουμε
ότι για κάθε x0 ∈ D και u ∈ L∞

loc(R≥0;U) το σύστημα (1.120) είναι δεξιά
πλήρες. Για το (1.120) δίνεται ο ακόλουθος ορισμός παρατηρησιμότητας.

Ορισμός 1.72 Θεωρούμε το σύστημα (1.120).
(α) Λέμε ότι η είσοδος u ∈ L∞([0, r];U) διαχωρίζει ισχυρά την κατάσταση
x0 ∈ D σε χρόνο r > 0, αν ισχύει

max
t∈[0,r]

|h(x(t, x0;u))− h(x(t, ξ;u))| > 0, για κάθε ξ ∈ D με x0 ̸= ξ (1.121)

(β) Λέμε ότι το σύστημα (1.120) είναι ισχυρά παρατηρήσιμο σε χρόνο r > 0,
αν κάθε είσοδος u ∈ L∞([0, r];U) διαχωρίζει ισχυρά κάθε κατάσταση x0 ∈ D

σε χρόνο r.
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Για το σύστημα (1.119) υποθέτουμε ότι είναι δεξιά πλήρες, συνεπώς υπάρχει
μοναδική λύση [0,∞) ∋ t → (x(t), y(t)) = (x(t, x0, y0;u), y(t, x0, y0;u)) ∈ O
που ικανοποιεί την (1.119) για σχεδόν κάθε t ≥ 0 και (x0, y0) = (x(0, x0, y0;u),

y(0, x0, y0;u)). Επίσης, συμβολίζουμε με Φ(·, x0, y0;u) τον πίνακα μετάβασης
(transition matrix) του γραμμικού χρονικώς μεταβαλλόμενου συστήματος

ẋ = A(y, u)x (1.122)

με εισόδους u ∈ L∞
loc(R≥0;U) και y(·) = y(·, x0, y0;u). Από την ολοκλήρωση

των εξισώσεων (1.119) προκύπτει, ότι για κάθε (x0, y0) ∈ O, u ∈ L∞
loc(R≥0;U)

και t ≥ 0 ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες

x(t, x0, y0;u) = Φ(t, x0, y0;u)x0 + θ(t, x0, y0;u) (1.123)

p(t, x0, y0;u) = q′(t, x0, y0;u)x0 (1.124)

όπου

θ(t, x0, y0;u) :=

∫ t

0

Φ(t, x0, y0;u)(Φ(τ, x0, y0;u))
−1b(y(τ, x0, y0;u), u(τ))dτ

(1.125)

p(t, x0, y0;u) := y(t, x0, y0;u)− y0 −
∫ t

0

f(y(s, x0, y0;u), u(s))ds

−
∫ t

0

C ′(s, x0, y0;u)θ(s, x0, y0;u)ds

(1.126)

f(y, u) := (f1(y, u), f2(y, u), ..., fk(y, u))
′ (1.127)

C ′(t, x0, y0;u) :=


c1,1(y(t, x0, y0;u)) · · · c1,n(y(t, x0, y0;u))

...
...

ck,1(y(t, x0, y0;u)) · · · ck,n(y(t, x0, y0;u))

 ∈ Rk×n

(1.128)

q(t, x0, y0;u) :=

∫ t

0

Φ′(s, x0, y0;u)C(s, x0, y0;u)ds (1.129)
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Πρόταση 1.73 Για το σύστημα (1.119) τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα.
(α) Η είσοδος u ∈ L∞([0, r];U) διαχωρίζει ισχυρά την κατάσταση (x0, y0) ∈ O
σε χρόνο r > 0.
(β) Το πρόβλημα

min
ξ∈B(y0)

∫ r

0

|p(t, x0, y0;u)− q′(t, x0, y0;u)|2dt (1.130)

όπου B(y0) := {ξ ∈ Rn : (ξ, y0) ∈ O}, έχει ως μοναδική λύση την ξ = x0.
(γ) Ο συμμετρικός πίνακας

Q(r, x0, y0;u) :=

∫ r

0

q(t, x0, y0;u)q
′(t, x0, y0;u)dt (1.131)

είναι θετικά ορισμένος. Επιπλέον, ισχύει

x0 = (Q(r, x0, y0;u))
−1

∫ r

0

q(t, x0, y0;u)p(t, x0, y0;u)dt (1.132)

(δ) Ισχύει η ακόλουθη συνεπαγωγή

q′(t, x0, y0;u)ξ = 0,∀t ∈ [0, r] ⇒ ξ = 0 ∈ Rn (1.133)

Σημειώνεται ότι όλες οι απεικονίσεις που συμπεριλαμβάνονται στις (1.123)-(1.129)
μπορούν να υπολογιστούν αν γνωρίζουμε τις τιμές της εξόδου y(τ) = y(τ, x0, y0;u)

και της είσοδου u(τ) για κάθε τ ∈ [0, t]. Μπορούμε επομένως να ορίσουμε τον
τελεστή

P : L∞([0, r]; Ω)× L∞([0, r];U) → Rn

όπου Ω = {y ∈ Rk : ∃x έτσι ώστε (x, y) ∈ O} και για κάθε (y, u) ∈
L∞([0, r]; Ω)× L∞([0, r];U), η τιμή P (y, u) δίνεται ως

P (y, u) = Φ(r, y;u)Q−1

∫ r

0

q(τ)p(τ)dτ + θ(r) (1.134)

όπου Φ(t, y;u) ο θεμελιώδης πίνακας του γραμμικού συστήματος
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ż =A(y, u)z

Q :=

∫ r

0

q(τ)q′(τ)dτ

και

q(τ) :=

∫ τ

0

Φ′(s, y;u)C(s)ds

C ′(τ) :={ci,j(y(τ)), i = 1, 2, ..., k, j = 1, 2, ..., n}

p(τ) :=y(τ)− y(0)−
∫ τ

0

f(y(s), u(s))ds−
∫ τ

0

C ′(s)θ(s)ds

f(y, u) :=(f1(y, u), f2(y, u), ..., fk(y, u))
′

θ(τ) :=

∫ τ

0

Φ(τ, y;u)Φ−1(s, y;u)b(y(s), u(s))ds

για κάθε τ ∈ [0, r]. Για το σύστημα (1.119) υποθέτουμε ότι ισχύει η παρακάτω
συνθήκη.
A15. Το σύστημα (1.119) είναι ισχυρώς παρατηρήσιμο σε χρόνο r > 0.

Παρατήρηση 1.74 Aπό τηνΠρόταση 1.73, την A15 και τον ορισμό του τελεστή
P (·, ·), προκύπτει ότι για κάθε (x0, y0) ∈ O και u ∈ L∞

loc(R≥0;U), ισχύει η
ισότητα

x(t, x0, y0;u) = P (δt−ry, δt−ru),∀t ≥ r (1.135)

όπου (δt−ry)(s) = y(t − r + s, x0, y0;u), δt−ru(s) = u(t − r + s) για κάθε
s ∈ [0, r].

Λαμβάνοντας υπόψη την παραπάνω παρατήρηση, μπορούμε να κατασκευάσουμε
έναν υβριδικό παρατηρητή που επιτυγχάνει την εκτίμηση της κατάστασης του
συστήματος (1.119) σε πεπερασμένο χρόνο. Δοσμένων t0 ≥ 0 και (z0, w0) ∈ O
υπολογίζουμε τις τιμές (z(t), w(t)) ∈ O μέσω του ακόλουθου αλγορίθμου:
Βημα i (i=0,1,2,...). Υπολογισμός της τιμής z(t) για t ∈ [t0 + ir, t0 + (i+ 1)r].
(1) Υπολογίζονται οι τιμές z(t) για t ∈ [t0 + ir, t0 + (i + 1)r) επιλύοντας τη
διαφορική εξίσωση
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ż = A(w, u)z + b(w, u)

ẇi = fi(w, u) +
n∑

j=1

ci,j(w)zj, i = 1, 2, ..., k

(z, w) ∈ Rn × Rk

με αρχική συνθήκη (z(t0), w(t0)) = (z0, w0) για i = 0.
(2) Ορίζεται z(t0 + (i + 1)r) = P (δt0+iry, δt0+iru) και w(t0 + (i + 1)r) =

y(t0 + (i + 1)r) όπου P : C0([0, r]; Ω) × L∞([0, r];U) → Rn ο τελεστής που
ορίζεται από την (1.134).
Ο προτεινόμενος παρατηρητής που επιτυγχάνει την εκτίμηση της κατάστασης
του συστήματος (1.119) σε πεπερασμένο χρόνο δίνεται στο ακόλουθο αποτέλε-
σμα.

Θεώρημα 1.75 Θεωρούμε το σύστημα (1.119) και υποθέτουμε ότι ικανοποιείται
η Yπόθεση Η1. Έστω (x(·), y(·), z(·), w(·)) ∈ O × O η μοναδική λύση της σύν-
δεσης του συστήματος (1.119) με το σύστημα

ż = A(w, u)z + b(w, u), t ∈ [τi, τi+1)

ẇi = fi(w, u) +
n∑

j=1

ci,j(w)zj, i = 1, 2, ..., k, t ∈ [τi, τi+1) (1.136)

(z, w) ∈ O ⊂ Rn × Rk

z(τi+1) = P (δτiy, δτiu)

w(τi+1) = y(τi+1)

τi+1 = τi + r

με αρχική συνθήκη (x0, y0, z0, w0) ∈ O ×O και είσοδο u ∈ L∞
loc(R≥0;U). Τότε,

για τη λύση (x(·), y(·), z(·), w(·)) ∈ O×O της σύνδεσης των συστημάτων (1.119)-
(1.136) ισχύει

z(t) = x(t) και w(t) = y(t), για κάθε t ≥ r (1.137)
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2 Ικανές Συνθήκες για την
Ύπαρξη Παρατηρητή για
Χρονικώς Μεταβαλλόμενα
μη Γραμμικά Συστήματα

2.1 Εισαγωγή

Στο παρόν κεφάλαιο παρατίθενται τα αποτελέσματα της εργασίας [16], όπου
γενικεύεται η προσέγγιση τύπου Lyapunov των εργασιών [67], [68], [69] και ειδι-
κότερα του πρόσφατου άρθρου [71], προκειμένου να εξαχθούν ικανές συνθήκες
για την επίλυση του Προβλήματος Σχεδίασης Παρατηρητή (Observer Design
Problem (ODP)), μέσω μιας διακοπτόμενης (switching) ακολουθίας μη αιτια-
τών (noncausal) χρονικώς μεταβαλλόμενων δυναμικών συστημάτων για μια ευ-
ρεία κλάση μη γραμμικών συστημάτων, με ασθενέστερες υποθέσεις από τις υπάρ-
χουσες στη βιβλιογραφία. Ιδιαίτερη έμφαση δίνεται στην επιλυσιμότητα τουODP
για συστήματα τριγωνικής μορφής. Η μεθοδολογία σχεδίασης παρατηρητή που
υιοθετείται στο παρόν κεφάλαιο γενικεύει αντίστοιχες προσεγγίσεις που έχουν
χρησιμοποιηθεί σε προγενέστερες εργασίες για την επίλυση ανάλογων προβλη-
μάτων (βλέπε π.χ. [4], [22], [48]). Το εν λόγω κεφάλαιο έχει την ακόλουθη δομή.

Στην παρούσα ενότητα προσδιορίζονται οι έννοιες που σχετίζονται με την επιλυ-
σιμότητα του ODP μέσω μιας διακοπτόμενης ακολουθίας μη αιτιατών δυναμι-
κών συστημάτων, για γενικά χρονικώς μεταβαλλόμενα συστήματα της μορφής:
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ẋ = f(t, x) (2.1α)

y = h(t, x), t ∈ R≥0, x ∈ Rn, y ∈ Rk (2.1β)

όπου y(·) είναι η έξοδος του συστήματος, η h(·, ·) είναι συνεχής και η f(·, ·)
είναι τοπικά Lipschitz.
Στην Ενότητα 2.2 δίνονται ικανές συνθήκες για την επιλυσιμότητα του ODP για
συστήματα της μορφής 2.1 με γραμμική έξοδο, μέσω ενός διακοπτόμενου μη αι-
τιατού παρατηρητή. Τα κύρια αποτελέσματα της Ενότητα 2.2 (Προτάσεις 2.9 και
2.10), αποτελούν γενίκευση της Πρότασης 2.1 στην εργασία [71] και χρησιμο-
ποιούνται στην Ενότητα 2.3, για την εξαγωγή νέων αποτελεσμάτων (Πορίσματα
2.13 και 2.14), που παρέχουν ικανές συνθήκες για την επιλυσιμότητα του μη
αιτιατού ODP για μια κλάση σύνθετων συστημάτων της μορφής:

ẋ1 =f1(t, x1) +G(t, x1, x2)

ẋ2 =f2(t, x1, x2) (2.2α)

y =x1, t ∈ R≥0, (x1, x2) ∈ Rn1 × Rn2 (2.2β)

Ειδικότερα, στο Πόρισμα 2.13 δίνονται ικανές συνθήκες για την επιλυσιμότητα
του μη αιτιατού ODP για μια κλάση αυτόνομων συστημάτων της μορφής (2.2).
Το εν λόγω αποτέλεσμα αποτελεί γενίκευση του γνωστού από τη θεωρία γραμμι-
κών συστημάτων αποτελέσματος, σύμφωνα με το οποίο το γραμμικό αυτόνομο
σύστημα

ẋ1 =Ax1 +Bx2

ẋ2 =Cx1 +Dx2

y =x1, (x1, x2) ∈ Rn1 × Rn2

είναι ανιχνεύσιμο και συνεπώς η εκτίμηση της κατάστασης του είναι δυνατή
μέσω ενός παρατηρητή τύπου Luenberger, αν και μόνο αν το ζεύγος (B,D) είναι
ανιχνεύσιμο (βλέπε Θεώρημα 1.12 και Θεώρημα 1.13).
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Στην Ενότητα 2.4 κάνουμε χρήση των αποτελεσμάτων που εξήχθησαν στις δύο
προηγούμενες ενότητες, προκειμένου να αποδείξουμε το κεντρικό αποτέλεσμα
του παρόντος κεφαλαίου, την Πρόταση 2.16, που αφορά την επιλυσιμότητα του
ODP για τριγωνικά συστήματα της μορφής:

ẋ1 = f1(t, x1) + a1(t, x1)x2

ẋ2 = f2(t, x1, x2) + a2(t, x1)x3
... (2.3α)

ẋn−1 = fn−1(t, x1, x2, ..., xn−1) + an−1(t, x1)xn

ẋn = fn(t, x1, x2, ..., xn)

y = x1, t ∈ R≥0, (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn (2.3β)

Ειδικότερα, στην Πρόταση 2.16 αποδεικνύεται ότι το ολικό ODP είναι επιλύσιμο
για το σύστημα (2.3) μέσω μιας διακοπτόμενης ακολουθίας μη αιτιατών παρατη-
ρητών, αν υπάρχει ένα μη κενό υποσύνολοM του Rn, ούτως ώστε το σύστημα
(2.3α) είναιM -δεξιά πλήρες (forward complete) και ικανοποιείται η ακόλουθη
ασθενής υπόθεση.
I.Για κάθε αρχικό χρόνο t0 ≥ 0 και κατάστασηx0 ∈M , ισχύει ai(t, y(t, t0, x0)) ̸=
0 για σχεδόν κάθε t ≥ t0, i = 1, 2, ..., n − 1, όπου y(·, t0, x0) η έξοδος του συ-
στήματος.
Στην Ενότητα 2.5 δίνονται ικανές συνθήκες για την επίλυση του ODP για συστή-
ματα της μορφής (2.1), (2.2) και (2.3) μέσω ενός αιτιατού (causal) παρατηρητή.
Η Πρόταση 2.20, τα Πορίσματα 2.22, 2.23 και η Πρόταση 2.24 αποτελούν τις
αιτιατές εκδοχές της Πρότασης 2.10, των Πορισμάτων 2.13, 2.14 και της Πρό-
τασης 2.16, αντίστοιχα. Ειδικότερα, στην Πρόταση 2.24 αποδεικνύεται ότι το
ολικό ODP είναι επιλύσιμο για το σύστημα (2.3) μέσω μιας διακοπτόμενης ακο-
λουθίας αιτιατών παρατηρητών, αν το σύστημα (2.3α) είναιM -δεξιά πλήρες και
ικανοποιείται η ακόλουθη ισχυρότερη υπόθεση:
II.Για κάθε αρχικό χρόνο t0 ≥ 0 και κατάστασηx0 ∈M , ισχύει ai(t, y(t, t0, x0)) ̸=
0 για κάθε t ≥ t0, i = 1, 2, ..., n− 1.
Τέλος, κάποια ενδεικτικά παραδείγματα παρατίθενται στην έκτη ενότητα.
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•Σύγκριση με Προγενέστερα Αποτελέσματα

Τα κύρια αποτελέσματα του κεφαλαίου (εργασία [16]), που αφορούν την
εκτίμηση της κατάστασης τριγωνικών συστημάτων της μορφής (2.3) (Προτάσεις
2.16 και 2.24), βασίζονται σε ασθενέστερες υποθέσεις από τις προϋπάρχουσες
στη βιβλιογραφία για το εν λόγω αντικείμενο. Για παράδειγμα, στα άρθρα [10,
Astolfi and Praly, 2006, Ενότητα 1.5], [25, Gauthier, Hammouri and Othmann,
1992, Ενότητα 1.5], [26], [28], [54, Praly, 2003, Ενότητα 1.5] και [62] γίνεται
η παραδοχή ότι ai ≡ 1 , i = 1, 2, ..., n − 1 ενώ στα [7, Andrieu, Praly and
Astolfi, 2009, Ενότητα 1.5], [15], [35], [46] γίνεται η υπόθεση ότι υπάρχει μια
σταθερά c > 0, τέτοια ώστε να ισχύει |ai(t, x1)| ≥ c, για κάθε t ≥ 0, x1 ∈ R,
i = 1, 2, ..., n − 1. Μια άλλη σημαντική καινοτομία των αποτελεσμάτων της
εργασίας [16], είναι ότι η διακοπτόμενη μεθοδολογία που υιοθετείται, μας επι-
τρέπει να επιτύχουμε την ολική (global) εκτίμηση της κατάστασης του συστή-
ματος, χωρίς περιορισμούς για τους όρους fi(·), σε αντίθεση με τις περισσό-
τερες προϋπάρχουσες εργασίες που πραγματεύονται το ODP για τριγωνικά συ-
στήματα, στις οποίες υπεισέρχονται επιπρόσθετοι περιορισμοί για τα δυναμικά
των αντίστοιχων συστημάτων (βλέπε π.χ. [7], [15], [25], [26], [28], [46], [54],
[62], [72]). Ειδικότερα, τα αποτελέσματα των εργασιών [15], [25], [26], [28],
[62] και [72] βασίζονται στην αυστηρή υπόθεση ότι κάθε όρος fi(·) είναι μια
ολικά Lipschitz συνάρτηση. Από την άλλη μεριά, τα αποτελέσματα που παραθέ-
τουμε για την επιλυσιμότητα του ODP, βασίζονται στην παραδοχή ότι τα συστή-
ματα που πραγματευόμαστε είναι δεξιά πλήρη, συνεπώς η μεθοδολογία μας δεν
μπορεί να εφαρμοστεί στα ομοιόμορφα παρατηρήσιμα συστήματα της ειδικής
μορφής (1.63), τα οποία εν γένει δεν είναι δεξιά πλήρη, αλλά ικανοποιούν την
ιδιότητα της Ευστάθειας Εξόδου-προς-Κατάσταση (Ιδιότητα Α5, Astolfi and
Praly, 2006, Ενότητα 1.5) ή την ασθενέστερη εκδοχή αυτής στην έκτη ενότητα
του ιδίου άρθρου. Αξίζει να αναφερθεί, ότι όταν ισχύει μια εκ των δυο Υποθέ-
σεων Ι και ΙΙ ανωτέρω, είναι εύκολο να επαληθευτεί ότι το σύστημα (2.3) είναι
παρατηρήσιμο (σύμφωνα με τον Ορισμό 1.18). Τέλος, σημειώνεται ότι με την
Υπόθεση ΙΙ (και επαρκή λειότητα του δεξιού του μέλους), το σύστημα (2.3) μπο-
ρεί να μετασχηματιστεί ολικά στην κανονική μορφή (1.63), δηλαδή στη μορφή
(2.3) με ai ≡ 1 και fi ≡ 0, i = 1, 2, ..., n− 1. Όμως, ακόμα και στην περίπτωση
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όπου με την Υπόθεση II, το ODP είναι επιλύσιμο για το μετασχηματισμένο σύ-
στημα στην κανονική μορφή (1.63), δεν μπορούμε εν γένει να αποφανθούμε ότι
το ODP είναι επιλύσιμο για το αρχικό σύστημα, αν δεν γίνουν επιπλέον υποθέ-
σεις για τις συναρτήσεις ai(·, ·) και fi(·), i = 1, 2, ..., n− 1.

Ιδιότητα 2.1 Θεωρούμε ένα ζεύγος μετρικών χώρων X1, X2 και μια πλειονό-
τιμη απεικόνισηX1 ∋ x→ Q(x) ⊂ X2. Λέμε ότι ηQ(·) ικανοποιεί την Ιδιότητα
2.1, αν για κάθε ακολουθία (xν)ν∈N ⊂ X1 και (qν)ν∈N ⊂ X2 με xν → x ∈ X1

και qν ∈ Q(xν), υπάρχει υπακολουθία (xνk)k∈N και q ∈ Q(x) με qνk → q.

Ορισμός 2.2 Έστω ∅ ̸= M ⊂ Rn και υποθέτουμε ότι το (2.1) είναι M -δεξιά
πλήρες (βλέπε Ορισμό 1.64). Λέμε ότι το Σχεδόν Αιτιατό Πρόβλημα Σχεδίασης
Παρατηρητή (Almost Causal Observer Design Problem (AC-ODP)) είναι επι-
λύσιμο για το (2.1) ως προς τοM , αν για κάθε t0 ≥ 0, τ > 0 και y ∈ O(t0,M)

(όπου το σύνολοO(t0,M) ορίζεται από την (1.105) για το σύστημα (2.1)), υπάρ-
χει μια συνεχής απεικόνιση

g := gt0,y(t, z, w) : [t0,∞)× Rn × Rk → Rn (2.4)

η οποία είναι τ -μη αιτιατή (βλέπε Ορισμό 1.66) ως προς το σύνολοO(t0,M) και
ένα μη κενό σύνολο M̄ ⊂ Rn, έτσι ώστε για κάθε z0 ∈ M̄ , η αντίστοιχη τροχιά
z(·) := z(·, t0, z0; y); z(t0) = z0 του παρατηρητή

ż = g(t, z, y) (2.5)

να ορίζεται για κάθε t ≥ t0 και το σφάλμα e(·) := x(·) − z(·), ανάμεσα στην
τροχιά x(·) := x(·, t0, x0), x0 ∈M του (2.1) και την τροχιά z(·) := z(·, t0, z0; y)
του (2.5), να ικανοποιεί τη συνθήκη:

lim
t→∞

e(t) = 0 (2.6)

Λέμε ότι το ΙσχυρόΠρόβλημαΣχεδίασηςΠαρατηρητή (StrongObserverDesign
Problem (S-ODP)) είναι επιλύσιμο για το (2.1)ως προς τοM , αν ικανοποιείται
η (2.6) και επιπλέον η απεικόνιση g(·) στη (2.4) είναι αιτιατή ως προς το σύνολο
O(t0,M).
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Παρατήρηση 2.3 (Μια εναλλακτική διατύπωση του ODP μέσω ενός πα-
ρατηρητή με αιτιατό δεξί μέλος). Όπως έχει επισημανθεί και στην εργασία
[71, Remark 3.1], η επιλυσιμότητα του AC-ODP είναι ισοδύναμη με την επι-
λυσιμότητα του ODP μέσω ενός συναρτησιακού (με χρονική υστέρηση) συστή-
ματος με αιτιατή δυναμική. Ακριβέστερα, σύμφωνα με τον Ορισμό 2.2, μπο-
ρούμε να αποδείξουμε ότι το AC-ODP είναι επιλύσιμο, αν και μόνο αν για κάθε
t0 > 0, τ ∈ (0, t0) και y ∈ O(t0 − τ,M), υπάρχει μια συνεχής απεικόνιση
g := gt0,y(t, z, w) : [t0,∞) × Rn × Rk → Rn της οποίας η τιμή g(t) :=

gt0,y(t, z, w) εξαρτάται μόνο από παρελθοντικές τιμές {y(s) : t0 − τ ≤ s ≤ t}
της y(·) και ένα μη κενό σύνολο M̄ ⊂ Rn, έτσι ώστε για κάθε z0 ∈ M̄ , η τροχιά
z(·) := z(·, t0, z0; y); z(t0) = z0 του συστήματος ż = g(t, z, y) να ορίζεται για
κάθε t ≥ t0 και το σφάλμα e(t) := x(t− τ)− z(t), t ≥ t0 ανάμεσα στην τροχιά
x(·) := x(·, t0 − τ, x0), x0 ∈ M του (2.1α) και την τροχιά z(·) := z(·, t0, z0; y)
του ανωτέρω συστήματος να ικανοποιεί τη (2.6).

Ορισμός 2.4 Λέμε ότι το Σχεδόν Αιτιατό Διακοπτόμενο Πρόβλημα Σχεδία-
σης Παρατηρητή (Almost Causal Switching Observer Design Problem (AC-
SODP)) είναι επιλύσιμο για το (2.1) ως προς τοM , αν για κάθε t0 ≥ 0, τ > 0

και y ∈ O(t0,M), υπάρχουν:
• μια γνησίως αύξουσα ακολουθία χρόνων (tm)m∈N με

t1 = t0 και lim
m→∞

tm = ∞ (2.7)

• μια ακολουθία συνεχών απεικονίσεων

gm := gm,t0,y(t, z, w) : [tm−1, tm+1]× Rn × Rk → Rn,m ∈ N (2.8)

η οποία είναι τ -μη αιτιατή ως προς το σύνολοO(t0,M) και ένα μη κενό σύνολο
M̄ ⊂ Rn, έτσι ώστε κάθε λύση zm(·) του συστήματος

żm = gm(t, zm, y), t ∈ [tm−1, tm+1],m ∈ N (2.9)

με αρχική κατάσταση z(tm−1) ∈ M̄ να ορίζεται για κάθε t ∈ [tm−1, tm+1] και
έτσι ώστε αν θεωρήσουμε την τμηματικά συνεχή συνάρτηση Z : [t0,∞) → Rn

που ορίζεται ως
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Z(t) := zm(t), t ∈ [tm, tm+1),m ∈ N (2.10)

όπου για κάθε m ∈ N η απεικόνιση zm(·) αντιστοιχεί στη λύση του (2.9), το
σφάλμα e(·) := x(·) − Z(·), ανάμεσα στην τροχιά x(·) := x(·, t0, x0), x0 ∈ M

του (2.1α) και τη Z(·) να ικανοποιεί τη (2.6). Τέλος, λέμε ότι το Ισχυρό Δια-
κοπτόμενο Πρόβλημα Σχεδίασης Παρατηρητή (Strong Switching Observer
Design Problem (S-SODP)) είναι επιλύσιμο για το (2.1) ως προς τοM , αν ικα-
νοποιείται η (2.6) και επιπλέον, για κάθε m ∈ N, η απεικόνιση gm(·) στη (2.8)
είναι αιτιατή ως προς το σύνολο O(t0,M).
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.
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Z(t) = z1(t)

.

ż1 = g1,y(t, z, y)

.

Z(t) = z2(t)

.

ż2 = g2,y(t, z, y)

.

Z(t) = z3(t)

.

ż3 = g3,y(t, z, y)

.

Z(t) = zm(t)

.

żm = gm,y(t, z, y)

.

Διακοπτόμενη ακολουθία παρατηρητών των οποίων
τα δεξιά μέλη εξαρτώνται από την έξοδο y(·)
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2.2 Η Γενική Περίπτωση

Στην παρούσα ενότητα επικεντρώνουμε την ανάλυση μας σε συστήματα με
γραμμική έξοδο, που έχουν τη μορφή

ẋ = f(t, x) := F (t, x,H(t)x) (2.11α)

y = h(t, x) := H(t)x, t ∈ R≥0, x ∈ Rn, y ∈ Rk (2.11β)

όπου η H : R≥0 → Rk×n είναι C0 και η F : R≥0 × Rn × Rk → Rn είναι
C0 και τοπικά Lipschitz ως προς (x, y) ∈ Rn × Rk. Επιπλέον, υποθέτουμε ότι
υπάρχει ένα μη κενό υποσύνολο M του Rn τέτοιο ώστε το σύστημα (2.11α)
να είναι M -δεξιά πλήρες, δηλαδή η λύση x(·) := x(·, t0, x0) του (2.11α) να
ικανοποιεί τη (1.104), (βλέπε Ορισμό 1.64) για κάποια β ∈ NN . Πέραν της
(1.104), υποθέτουμε ότι υπάρχουν ένας φυσικός ℓ ∈ N, μια απεικόνιση

A ∈ C0(R≥0 × Rℓ × Rk;Rn×n) (2.12)

και σταθερές L > 1 και R > 0 με BR ∩M ̸= ∅, έτσι ώστε να ισχύουν οι ακό-
λουθες ιδιότητες.

A1. Για κάθε ξ > 0, υπάρχει μια πλειονότιμη απεικόνιση

[0,∞) ∋ t→ QR(t) := QR,ξ(t) ⊂ Rℓ (2.13)

που ικανοποιεί την Ιδιότητα 2.1, έτσι ώστε για κάθε t ≥ 0 και (x, z, y) ∈ Rn ×
Rn × Rk με

y ∈ YR(t) := {y ∈ Rk : y = H(t)x, |x| ≤ β(t, R)}, (2.14)

|x| ≤ β(t, R) και |x− z| ≤ ξ

να ισχύουν τα ακόλουθα:

∆F (t, x, z; y) := F (t, x, y)− F (t, z, y)

= A(t, q, y)(x− z), για κάποιο διάνυσμα q ∈ QR(t) (2.15)
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A2. (“Υπόθεση Ανισχνευσιμότητας”) Υπάρχει μια σταθερά εR > 0 (ανεξάρ-
τητη της σταθεράς L), τέτοια ώστε για κάθε ξ > 0, να υπάρχει μια πλειονότιμη
απεικόνιση QR := QR,ξ όπως στη (2.13) που να ικανοποιεί την Ιδιότητα 2.1 και
έτσι ώστε για κάθε t̄0 ≥ t0 ≥ 0, τ0 > 0 και y ∈ O(t0,M), να υπάρχουν ένας
χρονικώς-μεταβαλλόμενος συμμετρικός πίνακας

PR := PR,t0,t̄0,τ0,ξ,y ∈ C1([t̄0,∞);Rn×n)

και μια συνάρτηση

dR := dR,t0,t̄0,τ0,ξ,y ∈ C0([t̄0,∞);R)

και οι δυο απεικονίσεις τ0-μη αιτιατές ως προς το σύνολο O(t0,M), που ικανο-
ποιούν τις συνθήκες

PR(t) ≥ In×n, ∀t ≥ t̄0; |PR(t̄0)| ≤ L; (2.16α)∫ t

t̄

dR(s)ds > −εR, ∀t ≥ t̄ ≥ t̄0;

∫ ∞

t̄0

dR(s)ds = ∞; (2.16β)

και επιπλέον

e′PR(t)A(t, q, y(t))e+
1
2
e′ṖR(t)e ≤ −dR(t)e′PR(t)e, (2.16γ)

∀t ≥ t̄0, e ∈ kerH(t), q ∈ QR(t)

δεδομένου ότι

y ∈ O(t0, BR ∩M) (2.17)

Παρατήρηση 2.5 Παραλλαγές τηςΥπόθεσηςΑ2 έχουν χρησιμοποιηθεί στις ερ-
γασίες [67]-[69], [71]. Ειδικότερα, στην περίπτωση όπου οιA,H καιP ανωτέρω,
είναι σταθεροί πίνακες και d(·) ≡ c για σταθερό c > 0, η (2.16γ) γράφεται ως

e′PAe ≤ −ce′Pe,∀e ∈ kerH (2.18)

Όπως αναφέρεται και στην εργασία [67, Theorem 2] (βλέπε Θεώρημα 1.61), η
εν λόγω συνθήκη είναι ισοδύναμη με την ανιχνευσιμότητα του ζεύγους (H,A).
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Στην Πρόταση 2.9 αποδεικνύουμε ότι με τις Υποθέσεις Α1 και Α2, το AC-
ODP είναι επιλύσιμο για το σύστημα (2.11) ως προς το O(t0, BR ∩ M). Για
την απόδειξη της τελευταίας χρειάζονται ορισμένα προκαταρκτικά τεχνικά απο-
τελέσματα (Λήμματα 2.6, 2.7 και Πόρισμα 2.8 παρακάτω). Έστω k, ℓ, n, p ∈ N
και (H,A) ένα ζεύγος συνεχών απεικονίσεων:

H :=H(t, y);H : R≥0 × Rk → Rp×n; (2.19α)

A :=A(t, q, y);H : R≥0 × Rℓ × Rk → Rn×n (2.19β)

Επίσης, έστω U καιW μη κενά υποσύνολα του Rn με U ∩W ̸= ∅ και για κάθε
t0 ≥ 0, έστω Ω(t0, U) ένα (μη κενό) σύνολο συνεχών συναρτήσεων y := yt0,x0 :

[t0,∞) → Rk, παραμετροποιημένων ως προς x0 ∈ U . Για το ζεύγος (H,A)
ανωτέρω κάνουμε την ακόλουθη υπόθεση:

H1. Υπάρχει μια πλειονότιμη απεικόνιση [0,∞) ∋ t → Q(t) ⊂ Rℓ που ικανο-
ποιεί την Ιδιότητα 2.1, έτσι ώστε για κάθε t̄0 ≥ t0 ≥ 0, τ0 > 0 και y ∈ Ω(t0, U)

να υπάρχουν ένας χρονικώς μεταβαλλόμενος θετικά ορισμένος πίνακας P :=

Pt0,t̄0,y ∈ C1([t̄0,∞);Rn×n) και μια συνάρτηση d := dt0,t̄0,y ∈ C0([t̄0,∞);R)
και οι δυο απεικονίσεις τ0-μη αιτιατές ως προς το σύνολοΩ(t0, U) και έτσι ώστε
να ικανοποιείται η συνθήκη

e′P (t)A(t, q, y(t))e+1
2
e′Ṗ (t)e ≤ −d(t)e′P (t)e, (2.20)

∀t ≥ t̄0, e ∈ kerH(t, y(t)), q ∈ Q(t)

δεδομένου ότι

y ∈ Ω(t0, U ∩W ) (2.21)

Λήμμα 2.6 Έστω το ζεύγος (H,A) των χρονικώς μεταβαλλόμενων απεικονίσεων
που δίνονται στη (2.19) και υποθέτουμε ότι ικανοποιείται η Υπόθεση Η1. Τότε για
κάθε t̄0 ≥ t0 ≥ 0, τ > τ0 > 0, y ∈ Ω(t0, U) και d̄ ∈ C0([t̄0,∞);R) με

d̄(t) < d(t),∀t ≥ t̄0 (2.22)

73
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υπάρχει μια συνάρτηση ϕ = ϕt0,t̄0,τ,y ∈ C1([t̄0,∞);R>0), τ -μη αιτιατή ως προς
το σύνολο Ω(t0, U) και τέτοια ώστε

e′P (t)A(t, q, y(t))e+1
2
e′Ṗ (t)e ≤ ϕ(t)|H(t, y(t))e|2 − d̄(t)e′P (t)e, (2.23)

∀t ≥ t̄0, e ∈Rn, q ∈ Q(t), δεδομένου ότι ισχύει η (2.21)

Απόδειξη
Έστω t0, t̄0, τ0 και τ όπως ανωτέρω και y ∈ Ω(t0, U). Για να απλοποιήσουμε την
απόδειξη, διακρίνουμε δυο περιπτώσεις.
Περίπτωση Ι. Θεωρούμε μια συνάρτηση y ∈ Ω(t0, U) για την οποία γνωρί-
ζουμε εκ των προτέρων ότι ισχύει η (2.21).
Για κάθε y(·) που ικανοποιεί τη (2.21) και για κάθε t ≥ t̄0, q ∈ Rℓ και e ∈ Rn,
ορίζουμε:

D(t, q, e) :=e′P (t)A(t, q, y(t))e+ 1
2
e′Ṗ (t)e+ d̄(t)e′P (t)e; (2.24α)

K(t) :={w ∈ Rn : |w| = 1, D(t, q, w) < 0, ∀q ∈ Q(t)} (2.24β)

Παρατηρούμε ότι για εκείνα τα t ≥ t̄0 για τα οποία ισχύει rankH(t, y(t)) < n,
το σύνολο K(t) είναι μη κενό, καθώς περιλαμβάνει όλα τα διανύσματα w ∈
Rn : |w| = 1 με w ∈ kerH(t, y(t)). Πράγματι, έστω w ∈ Rn με |w| = 1

και w ∈ kerH(t, y(t)). Από τις (2.20), (2.21), (2.22), (2.24α) και λαμβάνοντας
υπόψη ότι ο P (·) είναι θετικά ορισμένος, εξάγουμε ότι για κάθε q ∈ Q(t) ισχύει:

D(t, q, w) = w′P (t)A(t, q, y(t))w + 1
2
w′Ṗ (t)w + d̄(t)w′P (t)w

= w′P (t)A(t, q, y(t))w + 1
2
w′Ṗ (t)w + d(t)w′P (t)w

+ (d̄(t)− d(t))w′P (t)w ≤ (d̄(t)− d(t))w′P (t)w < 0

και επομένως w ∈ K(t), που συνεπάγεται ότι K(t) ̸= ∅. Από τα ανωτέρω συ-
μπεραίνουμε ότι:

w ∈ kerH(t, y(t)) και |w| = 1 ⇒ w ∈ K(t) (2.25)
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Στη συνέχεια, για κάθε t ≥ t̄0 συμβολίζουμε με Kc(t) το συμπλήρωμα του
K(t) ως προς το σύνορο της μοναδιαίας σφαίρας με κέντρο το 0 ∈ Rn, δη-
λαδήKc(t) = {w ∈ Rn : |w| = 1, w /∈ K(t)}, το οποίο λαμβάνοντας υπόψη τη
(2.24β) γράφεται:

Kc(t) = {w ∈ Rn : |w| = 1 καιD(t, q, w) ≥ 0, για κάποιο q ∈ Q(t)} (2.26)

Σημειώνουμε ότι το Kc(t) είναι κενό, αν και μόνο αν ισχύει

D(t, q, w) < 0 για κάθε q ∈ Q(t) και w ∈ Rn με |w| = 1 (2.27)

Στη συνέχεια, αποδεικνύουμε ότι για κάθε t ≥ t̄0 το σύνολοKc(t) είναι κλειστό.
Έστω t ≥ t̄0 και υποθέτουμε ότι χωρίς βλάβη της γενικότητας, ισχύειKc(t) ̸= ∅.
Θα αποδείξουμε ότι για κάθε ακολουθία (wν)ν∈N ⊂ Kc(t), με wν → w ισχύει
w ∈ Kc(t). Πράγματι για κάθε ν ∈ N, αφού wν ∈ Kc(t), εξάγουμε από τη
(2.26) ότι υπάρχει qν ∈ Q(t) με D(t, qν , wν) ≥ 0. Δεδομένου ότι η απεικό-
νιση Q(·) ικανοποιεί την Ιδιότητα 2.1, μπορούμε χωρίς βλάβη της γενικότητας
να υποθέσουμε, ότι ισχύει qν → q για κάποιο q ∈ Q(t). Αφού (qν , wν) → (q, w),
εξάγουμε από τη συνέχεια τηςD(t, ·, ·) ότιD(t, qν , wν) → D(t, q, w) ≥ 0, συνε-
πώς από τη (2.26) ότι w ∈ Kc(t), επομένως τοKc(t) είναι κλειστό. Ακολούθως,
ορίζουμε την απεικόνιση ω : [t̄0,∞) → [0,∞] που δίνεται ως:

ω(t) :=

min{|H(t, y(t))w| : w ∈ Kc(t)}, ανKc(t) ̸= ∅

∞, ανKc(t) = ∅
(2.28)

Στην περίπτωση όπου Kc(t) ̸= ∅, το σύνολο {|H(t, y(t))w| : w ∈ Kc(t)} είναι
συμπαγές λόγω της συνέχειας των H(t, y(t)) : Rn → Rp, | · | : Rp → R και της
συμπάγειας τουKc(t). Επομένως η ω(·) είναι καλά ορισμένη και τ0 -μη αιτιατή
ως προς το σύνολο Ω(t0, U), ενώ επιπλέον, λόγω της (2.25), ισχύει ω(t) > 0 για
κάθε t ≥ t̄0. Ακολούθως, δείχνουμε ότι για κάθε T > t̄0 ισχύει:

inf{ω(t) : t ∈ [t̄0, T ]} > 0 (2.29)
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Πράγματι, στην αντίθετη περίπτωση θα ισχύει ω(tν) → 0 για κάποια ακολου-
θία tν → t ∈ [t̄0, T ]. Στην περίπτωση αυτή και λαμβάνοτας υπόψη τη (2.28),
μπορούμε να υποθέσουμε, ότι χωρίς βλάβη της γενικότητας, ισχύει Kc(tν) ̸= ∅
για κάθε ν ∈ N, επομένως θα υπάρχει wν ∈ Kc(tν) με |H(tν , y(tν))wν | → 0.
Αφού |wν | = 1, μπορούμε πάλι χωρίς βλάβη της γενικότητας να υποθέσουμε
ότι υπάρχει w ∈ Rn με |w| = 1 και wν → w, συνεπώς από τη συνέχεια της
H(·, y(·)) προκύπτει ότιH(t, y(t))w = 0. Επομένως, εξάγουμε από τη (2.25) ότι
w ∈ K(t). Από την άλλη, ισχύει wν ∈ Kc(tν), και άρα D(tν , qν , wν) ≥ 0, για
κάποιο διάνυσμα qν ∈ Q(tν), που σε συνδυαμό με την Ιδιότητα 2.1 για την απει-
κόνιση Q(·) και τη συνέχεια της D(·, ·, ·) συνεπάγεται ότι limD(tν , qν , wν) →
D(t, q, w) ≥ 0 για κάποιο q ∈ Q(t). Για να δείξουμε το τελευταίο, παρατη-
ρούμε αρχικά, ότι αφούD(tν , qν , wν) ≥ 0, για κάθε ν ∈ N, θα υπάρχει σταθερά
c ≥ 0 με limD(tν , qν , wν) = c. Συνεπώς, μπορούμε χωρίς βλάβη της γενικότη-
τας να υποθέσουμε ότι ισχύει limD(tν , qν , wν) = c. Από την Ιδιότητα 2.1 για
την απεικόνιση Q(·), αφού tν → t, υπάρχει υπακολουθία (qνκ)κ∈N και q ∈ Q(t)

με qνκ → q, επομένως, αφού (tνκ , qνκ , wνκ) → (t, q, w) και η D(·, ·, ·) είναι
συνεχής, θα έχουμε:

c = limD(tν , qν , wν) = limD(tνκ , qνκ , wνκ) = D(t, q, w)

Επομένως w ∈ Kc(t), το οποίο είναι άτοπο και συνεπώς ισχύει η (2.29).
Στη συνέχεια ορίζουμε τη συνάρτηση ω̄ : [t̄0,∞) → [0,∞) ως:

ω̄(t) :=

 1
ω2(t)

, ανKc(t) ̸= ∅

0, ανKc(t) = ∅
(2.30)

Η απεικόνιση ω̄(·) είναι τ0 -μη αιτιατή ως προς το σύνολο Ω(t0, U), ενώ επι-
πλέον, από τις (2.29) και (2.30) προκύπτει ότι για κάθε T > t̄0 υπάρχει μια
σταθεράM :=M(T ) > 0, τέτοια ώστε:

sup{ω̄(t) : t ∈ [t̄0, T ]} ≤M (2.31)

Ακολούθως, ορίζουμε την απεικόνιση
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C(t) := sup{ω̄(t)(|P (t)||A(t, q, y(t))|+ 1
2
|Ṗ (t)|+ |d̄(t)||P (t)|) : q ∈ Q(t)}

(2.32)
η οποία είναι επίσης τ0-μη αιτιατή ως προς το σύνολο Ω(t0, U). Επιπλέον, από
τις (2.31) και (2.32), καθώς και το γεγονός ότι η Q(·) ικανοποιεί την Ιδιότητα
2.1, συμπεραίνουμε ότι για κάθε T > t̄0 το σύνολο ∪t∈[t̄0,T ]Q(t) είναι φραγμένο
και επομένως, υπάρχει μια σταθερά M̄ := M̄(T ) > 0 τέτοια ώστε:

sup{C(t) : t ∈ [t̄0, T ]} ≤ M̄ (2.33)

Πράγματι, ας υποθέσουμε τουναντίον, ότι το ∪t∈[t̄0,T ]Q(t) δεν είναι φραγμένο.
Τότε υπάρχει μια ακολουθία (tν , qν)ν∈N με tν ∈ [t̄0, T ], qν ∈ Q(tν), για κάθε
ν ∈ N και |qν | → ∞. Λόγω της συμπάγειας του συνόλου [t̄0, T ] μπορούμε χωρίς
βλάβη της γενικότητας να υποθέσουμε ότι tν → t ∈ [t̄0, T ]. Από την Ιδιότητα
2.1 για την απεικόνιση Q(·), θα υπάρχει υπακολουθία (qνκ)κ∈N και q ∈ Q(t) με
qνκ → q το οποίο έρχεται σε αντίφαση με το γεγονός ότι |qνκ | → ∞. Επομένως,
από τις (2.31), (2.32) και τη συνέχεια των απεικονίσεων P (·),A(·, ·, ·), y(·), Ṗ (·)
και d̄(·) εξάγουμε ότι

sup{C(t) : t ∈ [t̄0, T ]}

= sup{ω̄(t)(|P (t)||A(t, q, y(t))|+ 1
2
|Ṗ (t)|+ |d̄(t)||P (t)|) : t ∈ [t̄0, T ], q ∈ Q(t)}

≤ sup{ω̄(t)(|P (t)||A(t, q, y(t))|+ 1
2
|Ṗ (t)|+ |d̄(t)||P (t)|) :

(t, q) ∈ [t̄0, T ]× ∪t∈[t̄0,T ]Q(t)}

≤ sup{ω̄(t) : t ∈ [t̄0, T ]} × sup{(|P (t)||A(t, q, y(t))|+ 1
2
|Ṗ (t)|+ |d̄(t)||P (t)|) :

(t, q) ∈ [t̄0, T ]× ∪t∈[t̄0,T ]Q(t)} <∞

άρα ικανοποιείται η (2.33). Αφού τ > τ0, μπορούμε με τη μεθοδολογία της από-
δειξης της Πρότασης 2.1(i) στο άρθρο [71] να κατασκευάσουμε μια συνάρτηση
ϕ ∈ C1([t̄0,∞);R>0), η οποία είναι τ -μη αιτιατή ως προς το σύνολο Ω(t0, U)

και ικανοποιεί την ανισότητα:

ϕ(t) > C(t),∀t ≥ t̄0 (2.34)
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Λόγω της υπόθεσης ότι ισχύει η (2.21), η επιθυμητή (2.23) μπορεί να γραφτεί
ισοδύναμα ως:

w ∈ Rn : |w| = 1 ⇒ w′P (t)A(t, q, y(t))w+1
2
w′Ṗ (t)w ≤ (2.35)

ϕ(t)|H(t, y(t))w|2 − d̄(t)w′P (t)w,∀t ≥ t̄0, q ∈ Q(t)

Πράγματι, για e = 0 ο παραπάνω ισχυρισμός είναι φανερός, ενώ για e ̸= 0, η
ισοδυναμία μεταξύ των (2.23) και (2.35) προκύπτει άμεσα, θέτοντας w = e/|e|.
Επομένως, προκειμένου να δείξουμε ότι ισχύει η (2.23), αρκεί να δείξουμε ότι
ικανοποιείται η (2.35). Διακρίνουμε δυο περιπτώσεις. Αρχικά, θεωρούμε εκείνα
τα t ≥ t̄0 για τα οποία Kc(t) ̸= ∅ και έστω w ∈ Kc(t). Τότε, προκειμένου να
δείξουμε τη (2.35), αρκεί λαμβάνοντας υπόψη τη (2.28), να αποδείξουμε ότι:

sup{|P (t)||A(t, q, y(t))|+ 1
2
|Ṗ (t)|+ |d̄(t)||P (t)| : q ∈ Q(t)} ≤ ϕ(t)ω2(t)

(2.36)
Η τελευταία είναι άμεση συνέπεια των (2.30), (2.32) και (2.34). Ακολούθως,
υποθέτουμε ότι K(t) ̸= ∅ και επιλέγουμε w ∈ K(t). Τότε η συνεπαγωγή (2.35)
είναι συνέπεια της (2.24). Στη δεύτερη περίπτωση θεωρούμε εκείνα τα t ≥ t̄0

για τα οποία Kc(t) = ∅. Τότε, εξάγουμε από τη (2.27) ότι D(t, q, w) < 0, για
κάθε w ∈ Rn με |w| = 1 και q ∈ Q(t), επομένως η (2.35) είναι συνέπεια της
(2.24α).
Περίπτωση ΙΙ. Θεωρούμε μια συνάρτηση y ∈ Ω(t0, U) για την οποία δε γνω-
ρίζουμε εκ των προτέρων ότι ισχύει η (2.21).
Για τη γενική περίπτωση ανωτέρω, κάνουμε ορισμένες απαραίτητες τροποποιή-
σεις της αποδεικτικής διαδικασίας της Περίπτωσης Ι. Ειδικότερα, ορίζουμε τις
απεικονίσεις D(·, ·, ·), K(·) και ω(·) όπως δίνονται από τις (2.24α), (2.24β) και
(2.28), αντίστοιχα, όπου όμως τώρα ισχύει ω(t) ≥ 0, για κάθε t ≥ t̄0. Εν συνε-
χεία, αντί της (2.30), ορίζουμε την απεικόνιση ω̄ : [t̄0,∞) → [0,∞) ως εξής:

ω̄(t) :=

 1
ω2(t)

, αν ισχύει inf{ω(s) : s ∈ [t− τ−τ0
2
, t+ τ−τ0

2
] ∩ [t̄0,∞)} > 0

0, διαφορετικά
(2.37)
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Προφανώς, η ω̄(·) είναι (τ0 + τ−τ0
2

)-μη αιτιατή ως προς το σύνολο Ω(t0, U) και
ικανοποιεί τη (2.31). Ακολούθως, θεωρούμε τη συνάρτηση C(·), όπως ακριβώς
δίνεται από τη (2.32). Αφού τ > τ0+

τ−τ0
2
, μπορούμε να βρούμε μια απεικόνιση

ϕ ∈ C1([t̄0,∞);R>0), τ -μη αιτιατή ως προς το σύνολο Ω(t0, U), και τέτοια
ώστε να ικανοποιείται η (2.34). Τότε, όταν ισχύει η (2.21), έπεται από τη (2.29)
ότι η συνάρτηση ω̄(·) όπως ορίζεται στη (2.30) ταυτίζεται με την ω̄(·), όπως
αυτή δίνεται από τη (2.37), και συνεπώς, ακολουθώντας επακριβώς τα βήματα
της απόδειξης της Περίπτωσης Ι, δείχνουμε ότι ισχύει η (2.23). 2

Λήμμα 2.7 Πέραν των υποθέσεων του Λήμματος 2.6, υποθέτουμε ότι η τ0-μη αι-
τιατή συνάρτηση d(·) της Η1, ικανοποιεί τις συνθήκες

∫ t

t̄

d(s)ds > −ε,∀t ≥ t̄ ≥ t̄0;

∫ ∞

t̄0

d(s)ds = ∞ (2.38)

για δοσμένο ε > 0. Τότε για κάθε ε̂ > ε και τ > τ0 υπάρχουν μια τ0-μη αιτιατή συ-
νάρτηση d̂ ∈ C0([t̄0,∞);R) και μια τ -μη αιτιατή συνάρτησηϕ ∈ C1([t̄0,∞);R>0)

(και οι δυο ως προς το σύνολο Ω(t0, U)), έτσι ώστε

d̂(t) < d(t),∀t ≥ t̄0 (2.39)

και ούτως ώστε η (2.23) να ικανοποιείται με d̂(·) στη θέση της d̄(·), και η (2.38)
να ισχύει με d̂(·) και ε̂, στη θέση των d(·) και ε, αντίστοιχα.
Απόδειξη
Έστω ε̂ > ε. Ορίζουμε τη

d̂(t) := d(t)− 2(ε̂− ε)

π(1 + t2)
, t ≥ t̄0

Προφανώς, η d̂(·) είναι τ0-μη αιτιατή ως προς το σύνολο Ω(t0, U) και προκύ-
πτει άμεσα ότι ικανοποιούνται η (2.39) και η (2.38), με d̂(·) και ε̂, στη θέση των
d(·) και ε, αντίστοιχα. Επιπλέον, λαμβάνοντας υπόψη τη (2.39) και το αποτέλε-
σμα του Λήμματος 2.6, εξάγουμε ότι για κάθε t̄0 ≥ t0 ≥ 0, τ > τ0 > 0 και
y ∈ Ω(t0, U), υπάρχει μια συνάρτηση ϕ := ϕt0,t̄0,τ,y ∈ C1([t̄0,∞);R>0), τ -μη
αιτιατή ως προς το σύνολο Ω(t0, U) και τέτοια ώστε να ισχύει η (2.23) με d̂(·)
στη θέση της d̄(·). 2
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Πόρισμα 2.8 Θεωρούμε το ζεύγος (H,A) όπως ορίζεται στη (2.19) με p = k

και τιςH(t, y) := H(t), A(t, q, y) όπως δίνονται στις (2.11β) και Α1, αντίστοιχα.
Υποθέτουμε ότι ικανοποιείται η Α2 και θεωρούμε τις σταθερέςR, εR, ξ, t̄0 ≥ t0 ≥
0 και τ0 > 0 και τις απεικονίσεις QR(·) := QR,t0(·), PR(·) = PR,t0,t̄0,τ0,ξ,y(·) και
dR(·) = dR,t0,t̄0,τ0,ξ,y(·), με y ∈ O(t0,M), όπως ακριβώς δίνονται στην Α2. Τότε
για κάθε ε̄R > εR και τ > τ0, υπάρχουν συναρτήσεις d̄R ∈ C0([t̄0,∞);R) και
ϕR ∈ C1([t̄0,∞);R>0), και οι δυο τ -μη αιτιατές ως προς το σύνολο O(t0,M),
έτσι ώστε να ισχύει:

d̄R(t) < dR(t),∀t ≥ t̄0; (2.40α)∫ t

t̄

d̄R(s)ds > −ε̄R, ∀t ≥ t̄ ≥ t̄0;

∫ ∞

t̄0

d̄R(s)ds = ∞; (2.40β)

e′PR(t)A(t, q, y(t))e+
1
2
e′ṖR(t)e− ϕR(t)|H(t)e|2 ≤ −dR(t)e′PR(t)e, (2.40γ)

∀t ≥ t̄0, e ∈Rn, q ∈ QR(t), δεδομένου ότι ισχύει η (2.17)

Ειδικότερα, σύμφωνα με την ανάλυση στην απόδειξη του Λήμματος 2.6 (Περί-
πτωση ΙΙ), η συνάρτηση ϕR(·) είναι μια οποιαδήποτε τ -μη αιτιατή απεικόνιση με
τις ακόλουθες ιδιότητες:

ϕR(t) > CR(t), ∀t ≥ t̄0 (2.41α)

CR(t) := sup{ω̄R(t)(|PR(t)||A(t, q, y(t))|+1
2
|ṖR(t)|+|d̄R(t)||PR(t)|) : q ∈ QR(t)}

(2.41β)

ω̄R(t) :=

 1
ω2
R(t)

, αν ισχύει inf{ωR(s) : s ∈ [t− τ−τ0
2
, t+ τ−τ0

2
] ∩ [t̄0,∞)} > 0

0, διαφορετικά
(2.41γ)

ωR(t) :=

min{|H(t, y(t))w| : w ∈ Kc
R(t)}, ανKc

R(t) ̸= ∅

∞, ανKc
R(t) = ∅

(2.41δ)

KR(t) := {w ∈ Rn : |w| = 1, w′PR(t)A(t, q, y(t))w + 1
2
w′ṖR(t)w+

d̄R(t)w
′PR(t)w < 0,∀q ∈ Q(t)}, t ≥ t̄0

(2.41ε)
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Απόδειξη
Λόγω της Υπόθεσης Α2 προκύπτει ότι ικανοποιείται η Ιδιότητα Η1 για το ζεύγος
(H,A) με

U :=M,W := BR,Ω(t0, U) := O(t0,M),∀t0 ≥ 0,

P :=PR, d := dR και Q := QR

Η τελευταία σε συνδυασμό με την υπόθεση (2.16β) και το αποτέλεσμα του Λήμ-
ματος 2.7 συνεπάγονται το εν λόγω πόρισμα. Ειδικότερα, σύμφωνα με την ανά-
λυση στην απόδειξη του Λήμματος 2.6, για κάθε t̄0 ≥ t0 ≥ 0, τ > τ0 > 0

και y ∈ O(t0,M), κάθε τ -μη αιτιατή ως προς το σύνολο O(t0,M) απεικόνιση
ϕR ∈ C1([t̄0,∞);R>0) όπως δίνεται από τις (2.41α)-(2.41ε), ικανοποιεί την επι-
θυμητή (2.40γ). 2

Η ακόλουθη πρόταση γενικεύει μερικώς την Πρόταση 2.1 στο άρθρο [71],
δίνοντας ικανές συνθήκες για την επίλυση του προβλήματος σχεδίασης παρατη-
ρητή για συστήματα της μορφής (2.11), με την επιπλέον υπόθεση, ότι η αρχική
κατάσταση ανήκει σε ένα εξαρχής δοσμένο συμπαγές σύνολο. Ειδικότερα, εί-
ναι εκ των προτέρων γνωστό ότι η αρχική κατάσταση x0 του (2.11α) ανήκει στη
συμπαγή μπάλα ακτίνας R > 0 με κέντρο το μηδέν.

Πρόταση 2.9 (Ικανές συνθήκες για την επίλυση του AC-ODP για το σύστημα
(2.11)). Θεωρούμε το σύστημα (2.11) και ένα σύνολοM (μη κενό υποσύνολο του
Rn) έτσι ώστε το (2.11α) να είναι M -δεξιά πλήρες. Για την αρχική κατάσταση
x0 ∈M του (2.11α), υποθέτουμε ότι ισχύει |x0| ≤ R, για κάποια γνωστή σταθερά
R > 0 με BR ∩M ̸= ∅. Τότε, αν ικανοποιούνται οι Υποθέσεις Α1 και Α2 με το
σύνολο M και τη σταθερά R ως ανωτέρω και κάποια σταθερά L > 1, το AC-
ODP είναι επιλύσιμο για το (2.11) ώς προς το BR ∩ M . Ειδικότερα, για κάθε
t̄0 ≥ t0 ≥ 0, τ > 0, ε̄R > εR (όπου εR η σταθερά στην Α2), σταθερά ξ με

ξ ≥ β(t̄0, R)
√
L exp[ε̄R] (2.42)

και για κάθε y ∈ O(t0, BR ∩M), υπάρχουν ένας χρονικώς μεταβαλλόμενος συμ-
μετρικός πίνακας PR ∈ C1([t̄0,∞);Rn×n) που ικανοποιεί τη (2.16α) και συναρ-
τήσεις d̄R ∈ C0([t̄0,∞);R), ϕR ∈ C1([t̄0,∞);R>0), τ -μη αιτιατές ως προς το
σύνολο O(t0, BR ∩M) και τέτοιες ώστε να ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες:
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(i) Για κάθε t̄0 ≥ t0 ≥ 0, το σύστημα

ż = F (t, z, y) + ϕR(t)P
−1
R (t)H ′(t)(y −H(t)z) (2.43α)

με αρχική κατάσταση z(t̄0) = 0 (2.43β)

είναι δεξιά πλήρες και το σφάλμα e(·) := x(·)−z(·) ανάμεσα στην τροχιά x(·) :=
x(·, t0, x0) του (2.11α) και την τροχιά z(·) := z(·, t̄0, z0; y) του (2.43) ικανοποιεί
την εκτίμηση:

|e(t)| < β(t̄0, R)
√
L exp

[
−
∫ t

t̄0

d̄R(s)ds

]
, ∀t ≥ t̄0 (2.44α)

lim
t→∞

e(t) = 0,∀x0 ∈ BR ∩M (2.44β)

(ii) Το AC-ODP είναι επιλύσιμο για το (2.11) ως προς το BR ∩M . Ειδικότερα, το
σύστημα (2.43α) με αρχική κατάσταση z(t0) = 0, είναι παρατηρητής για το (2.11).
Απόδειξη
Έστω t̄0 ≥ t0 ≥ 0, τ > 0, ε̄R > εR και ξ μια σταθερά που ικανοποιεί τη
(2.42). Επίσης, θεωρούμε μια έξοδο y(·) που ικανοποιεί τη (2.17), δηλαδή y ∈
O(t0, BR ∩ M). Σύμφωνα με τις Υποθέσεις Α1 και Α2 υπάρχουν ένας χρονι-
κώς μεταβαλλόμενος συμμετρικός πίνακας PR ∈ C1([t̄0,∞);Rn×n) και μια συ-
νάρτηση dR ∈ C0([t̄0,∞);R), και οι δυο απεικονίσεις τ0-μη αιτιατές ως προς
το σύνολο O(t0,M) για κάποιο τ0 ∈ (0, τ), έτσι ώστε να ισχύει η (2.16) με
τη συνάρτηση QR := QR,ξ όπως ακριβώς δίνεται στην Α1. Τότε, αφού ε̄R >

εR και τ > τ0, έπεται από το Πόρισμα 2.8 ότι υπάρχουν συναρτήσεις d̄R ∈
C0([t̄0,∞);R) και ϕR ∈ C1([t̄0,∞);R>0), τ -μη αιτιατές ως προς το σύνολο
O(t0,M) -συνεπώς, λόγω της (2.17) και τ -μη αιτιατές ως προς το σύνολοO(t0, BR∩
M)- και τέτοιες ώστε να ικανοποιείται η (2.40). Έστω e := x−z. Τότε, λαμβάνο-
ντας υπόψη τη (2.11β), η εξίσωση σφάλματος ανάμεσα στις (2.43α) και (2.11α)
γράφεται:

ė =F (t, x, y)− F (t, z, y)− ϕR(t)P
−1
R (t)H ′(t)(y −H(t)z)

=F (t, x, y)− F (t, z, y)− ϕR(t)P
−1
R (t)H ′(t)(H(t)x−H(t)z)

=F (t, x, y)− F (t, z, y)− ϕR(t)P
−1
R (t)H ′(t)H(t)e, ∀t ≥ t̄0 (2.45)
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Έστω [t0, Tmax) το μέγιστο από δεξιά διάστημα ύπαρξης της λύσης e(·) του (2.45)
με αρχική συνθήκη:

e(t̄0) = x(t̄0, t0, x0)− z(t̄0) = x(t̄0, t0, x0) (2.46)

Σημειώνουμε ότι λόγω των (1.104), (2.42), (2.46) και λαμβάνοντας υπόψη ότι
L > 1, ε̄R > 0, έχουμε:

|e(t̄0)| = |x(t̄0, t0, x0)| ≤ β(t̄0, x0) ≤ β(t̄0, x0)
√
L exp[ε̄R] ≤ ξ

Επομένως, από την ανωτέρω προκύπτει ότι |e(t̄0)| < ξ. Ισχυριζόμαστε ότι ισχύει
|e(t)| < ξ, για κάθε t ∈ [t̄0, Tmax) και συνεπώς Tmax = ∞. Πράγματι, στην
αντίθετη περίπτωση, θα υπάρχει χρόνος t̄ ∈ (t̄0, Tmax), με

|e(t̄)| = ξ (2.47α)

|e(t)| < ξ, ∀t ∈ [t̄0, t̄) (2.47β)

Προκειμένου να καταλήξουμε σε άτοπο, επικαλούμαστε τις (1.104), (1.105),
(2.11β), (2.14), καθώς και το γεγονός ότι y ∈ O(t0, BR ∩ M), από όπου έπε-
ται ότι:

y(t) ∈ YR(t), ∀t ∈ [t̄0, t̄] (2.48)

συνεπώς, χρησιμοποιώντας τη (2.15) στην Α1, προκύπτει από τις (2.47) και
(2.48) ότι

F (t, x(t), y(t))− F (t, z(t), y(t)) = ∆F (t, x(t), z(t); y(t))

=A(t, q, y(t))(x(t)− z(t)),∀t ∈ [t̄0, t̄] και για κάποιο q := q(t) ∈ QR(t)

(2.49)

Υπολογίζοντας τη χρονική παράγωγο V̇ (t, e) της V (t, e) := 1
2
e′PR(t)e, e ∈ Rn

κατά μήκος των τροχιών e(·) := e(·, t̄0, e(t̄0); x(·)) του (2.45) και επικαλούμενοι
τη (2.49), έχουμε:
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V̇ (t, e(t)) :=
d

dt
(V (t, e(t))) =

d

dt
(1
2
e′(t)PR(t)e(t))

=1
2
ė′(t)PR(t)e(t) +

1
2
e′(t)ṖR(t)e(t) +

1
2
e′(t)P (t)ė(t)

=1
2
e′(t)ṖR(t)e(t) + e′(t)PR(t)(F (t, x(t), y(t))− F (t, z(t), y(t)))

− e′(t)PR(t)ϕR(t)P
−1
R (t)H ′(t)H(t)e(t)

=1
2
e′(t)ṖR(t)e(t) + e′(t)PR(t)A(t, q, y(t))e(t)− ϕR(t)|H(t)e(t)|2,

∀t ∈ [t̄0, t̄] και για κάποιο q := q(t) ∈ QR(t)

(2.50)

Από τις (2.40γ) και (2.50) προκύπτει ότι:

V̇ (t, e(t)) ≤ −2d̄R(t)V (t, e(t)),∀t ∈ [t̄0, t̄] (2.51)

Η (2.51) συνεπάγεται ότι

1
2
e′(t)PR(t)e(t) ≤ 1

2
e′(t̄0)PR(t̄0)e(t̄0) exp

[
−
∫ t

t̄0

2d̄R(s)ds

]
,∀t ∈ [t̄0, t̄]

επομένως, λαμβάνοντας υπόψη την πρώτη ανισότητα της (2.16α), έχουμε:

0 ≤ e′(t)PR(t)e(t) ≤ e′(t̄0)PR(t̄0)e(t̄0) exp
[
−
∫ t

t̄0

2d̄R(s)ds

]
, ∀t ∈ [t̄0, t̄] ⇒

|e(t)|2 ≤ |e′(t̄0)||PR(t̄0)||e(t̄0)| exp
[
−
∫ t

t̄0

2d̄R(s)ds

]
,∀t ∈ [t̄0, t̄] ⇒

|e(t)| ≤ |e(t̄0)||PR(t̄0)|
1
2 exp

[
−
∫ t

t̄0

d̄R(s)ds

]
, ∀t ∈ [t̄0, t̄]

(2.52)

Επιπλέον, αφού |z(t̄0)| = 0, εξάγουμε από την (1.104) ότι:

|e(t̄0)| = |x(t̄0, t0, x0)| ≤ β(t̄0, R) (2.53)

Από τη δεύτερη ανισότητα της (2.16α), καθώς και τις (2.40β), (2.42), (2.52) και
(2.53), προκύπτει ότι
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|e(t)| < β(t̄0, R)
√
L exp[ε̄R] ≤ ξ, ∀t ∈ [t̄0, t̄]

και συνεπώς |e(t̄)| < ξ το οποίο έρχεται σε αντίφαση με τη (2.47α). Επομένως,
η λύση e(·) := e(·, t̄0, e(t̄0); x(·)) του (2.45) ικανοποιεί το φράγμα |e(t)| < ξ

για κάθε t ∈ [t̄0, Tmax) και άρα t̄ = Tmax = ∞. Συνεπώς, επικαλούμενοι πάλι
τη δεύτερη ανισότητα της (2.16α) και τις (2.52), (2.53), εξάγουμε ότι ισχύει η
(2.44α). Από τη (2.44α) και την ισότητα στη (2.40β) προκύπτει και η ισχύς της
(2.44β) και ολοκληρώνεται έτσι η απόδειξη του σκέλους (i) της πρότασης. Το
σκέλος (ii) είναι άμεση συνέπεια του σκέλους (i). 2

Γενικεύουμε τώρα το αποτέλεσμα της Πρότασης 2.9, εξασφαλίζοντας ικανές
συνθήκες για την ύπαρξη ενός διακοπτόμενου παρατηρητή που επιτυγχάνει την
εκτίμηση της κατάστασης του συστήματος (2.11), χωρίς κάποια εκ των προ-
τέρων γνώση σχετικά με την αρχική του κατάσταση. Κάνουμε την ακόλουθη
υπόθεση.

A3.Υποθέτουμε ότι υπάρχουν ένας φυσικός ℓ ∈ N, μια απεικόνισηA(·, ·, ·) όπως
στη (2.12) και μια σταθερά L > 1, έτσι ώστε για κάθε R > 0 με BR ∩M ̸= ∅,
να ισχύουν οι Α1 και Α2 ταυτόχρονα.

Ακολουθεί η διατύπωση του κύριου αποτελέσματος που αφορά την επίλυση του
AC-SODP για το σύστημα (2.11).

Πρόταση 2.10 (Ικανές συνθήκες για την επίλυση του AC-SODP για το σύ-
στημα (2.11)). Θεωρούμε το σύστημα (2.11) και ένα σύνολοM (μη κενό υποσύ-
νολο τουRn) έτσι ώστε το (2.11α) να είναιM -δεξιά πλήρες. Επιπλέον, υποθέτουμε
ότι το (2.11α) ικανοποιεί την Υπόθεση Α3 με το σύνολοM ως ανωτέρω. Τότε το
AC-SODP είναι επιλύσιμο για το σύστημα (2.11) ώς προς τοM .
Απόδειξη
Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι ισχύει 0 ∈ cl(M)

και επομένως BR ∩M ̸= ∅ για κάθε R > 0, το οποίο σύμφωνα με την Υπόθεση
Α3, σημαίνει ότι ικανοποιούνται οι Ιδιότητες Α1 και Α2 για κάθε R = 1, 2, ....
Έστω t0 ≥ 0 ο αρχικός χρόνος του συστήματος (2.11). Για αυθαίρετο τ > 0
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κατασκευάζουμε μια ακολουθία χρόνων (tm)m∈N και μια κατάλληλη ακολουθία
τ -μη αιτιατών ως προς το σύνολο O(t0,M) συναρτήσεων (gm)m∈N που ικανο-
ποιούν τις απαιτήσεις τουΟρισμού 2.4. Έστω τ > 0 και y ∈ O(t0,M) μια έξοδος
του (2.11). Επιπλέον, επικαλούμενοι την Υπόθεση Α3, θεωρούμε μια σταθερά
L > 1, τέτοια ώστε να ικανοποιούνται οι Α1 και Α2 για κάθεR > 0. Η απόδειξη
βασίζεται στον ακόλουθο ισχυρισμό.
Ισχυρισμός 1. (Επαγωγική Υπόθεση) Για L, t0, τ και y(·) ως ανωτέρω και για
κάθεm ∈ N υπάρχουν:
• θετικές σταθερές εm, ξm και tm := tm,t0,tm−1,τ,ξm,y, τέτοιες ώστε κάθε χρόνος
tm,m ≥ 2 να είναι τ -μη αιτιατός ως προς το σύνολο O(t0,M) και η ακολουθία
(tm)m∈N να ικανοποιεί τις συνθήκες

tm+1 ≥ tm + 1,m = 1, 2, ... (2.54α)

και συνεπώς lim
m→∞

tm = ∞ (2.54β)

όπου ο πρώτος όρος t1 ισούται με το χρόνο εκκίνησης του συστήματος t0;
• μια πλειονότιμη απεικόνιση Qm(·) := Qm,ξm(·) που ικανοποιεί την Ιδιότητα
2.1 και τέτοια ώστε να ισχύει η (2.15) μεR := m, t0 όπως ανωτέρω και ξ := ξm;
• ένας τ -μη αιτιατός συμμετρικός πίνακαςPm := Pm,t0,tm−1,τ,ξm,y ∈ C1([tm−1,∞);

Rn×n) και τ -μη αιτιατές συναρτήσεις d̄m := d̄m,t0,tm−1,τ,ξm,y ∈ C0([tm−1,∞);R)

και ϕm := ϕm,t0,tm−1,τ,ξm,y ∈ C1([tm−1,∞);R>0), ούτως ώστε να ισχύουν τα
ακόλουθα:

Pm(t) ≥ In×n,∀t ≥ tm−1; |Pm(tm−1)| ≤ L; (2.55α)∫ t

t̄

d̄m(s)ds > −2εm, ∀t ≥ t̄ ≥ tm−1;

∫ ∞

tm−1

d̄m(s)ds = ∞; (2.55β)

e′Pm(t)A(t, q, y(t))e+
1
2
e′Ṗm(t)e− ϕm(t)|H(t)e|2 ≤ −d̄m(t)e′Pm(t)e,

(2.55γ)

∀t ≥ tm−1, e ∈ Rn, q ∈ Qm(t), δεδομένου ότι ισχύει η (2.17) με R = m

Ειδικότερα, για κάθεm ∈ N, οι εν λόγω σταθερές ξm και tm ορίζονται αναδρο-
μικά ως
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ξi := β(ti−1, i)
√
L exp[2εi], i = 1, 2, ...,m; (2.56)

ti := min
{
t ≥ ti−1 + 1 : exp

[
−
∫ t

ti−1

d̄i(s)ds

]
≤ 1

iξi

}
(2.57)

i = 2, 3, ...,m γιαm ≥ 2; t1 := t0

όπου στις (2.55) και (2.56), ο χρόνος tm−1 για m = 1, ταυτίζεται με τον αρχικό
χρόνο t0 του συστήματος (2.11).
Απόδειξη του Ισχυρισμού 1 για m := 1 . Από την Υπόθεση Α3, γνωρίζουμε
ότι ισχύουν οι Α1 και Α2 μεR = 1. Σύμφωνα με τις εν λόγω υποθέσεις, υπάρχει
μια σταθερά ε1 > 0, τέτοια ώστε αν για τον ανωτέρω χρόνο t0 ορίσουμε t1 :=

t0, ξ1 := β(t0, 1)
√
L exp[2ε1], τότε υπάρχει μια πλειονότιμη απεικόνιση Q1 :=

Q1,ξ1 που ικανοποιεί την Ιδιότητα 2.1 και εξασφαλίζει την ισχύ της (2.15), ενώ
επιπλέον για t̄0 := t1(= t0), τ0 := τ

2
και την ανωτέρω έξοδο y(·), μπορούμε

να βρούμε ένα ζεύγος τ0-μη αιτιατών απεικονίσεων d1 ∈ C0([t0,∞);R) και
P1 ∈ C1([t0,∞);Rn×n), έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι (2.16α), (2.16β) για
R = 1 και περεταίρω να ισχύει η (2.16γ), δεδομένου ότι ικανοποιείται η (2.17)
(γιαR = 1). Συνεπώς, εφαρμόζοντας το αποτέλεσμα τουΠορίσματος 2.8 μεR =

1, ε̄R = 2ε1 και με t̄0, τ, τ0, ξ1, ε1 και y(·) ως ανωτέρω, προκύπτει ότι υπάρχουν
τ -μη αιτιατές απεικονίσεις d̄1 ∈ C0([t0,∞);R) και ϕ1 ∈ C1([t0,∞);R>0) που
ικανοποιούν τις (2.55β), (2.55γ) για m = 1. (Η επιθυμητή (2.55α) είναι άμεση
συνέπεια της ισχύος της (2.16α) για R = 1).
Απόδειξη του Ισχυρισμού 1. (Γενικό Επαγωγικό Βήμα) Υποθέτουμε ακολού-
θως ότι η (2.55) ικανοποιείται για κάθε i = 1, 2, ...,m, για κάποιον ακέραιο
m ∈ N και κατάλληλους χρόνους ti με ti+1 ≥ ti + 1, i = 1, 2, ...,m − 1. Για
m := m + 1 ορίζουμε τις αντίστοιχες σταθερές εm+1, ξm+1, tm+1 και απεικο-
νίσεις Qm+1(·), Pm+1(·), d̄m+1(·) και ϕm+1(·) ως ακολούθως. Λόγω της Υπό-
θεσης Α3 επικαλούμαστε πάλι τις Α1 και Α2 με R := m + 1. Σύμφωνα με
τις εν λόγω υποθέσεις, υπάρχει μια σταθερά εm+1 > 0, τέτοια ώστε αν ορί-
σουμε ξm+1 := β(tm,m+1)

√
L exp[2εm+1], τότε υπάρχει μια πλειονότιμη απει-

κόνιση Qm+1 := Qm+1,ξm+1 που ικανοποιεί την Ιδιότητα 2.1 και εξασφαλίζει
την ισχύ της (2.15), ενώ επιπλέον για t̄0 := tm ≥ t0, τ0 := τ

2
και την ανω-

τέρω έξοδο y(·), μπορούμε να βρούμε ένα ζεύγος τ0-μη αιτιατών απεικονίσεων
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dm+1 ∈ C0([tm,∞);R) και Pm+1 ∈ C1([tm,∞);Rn×n), έτσι ώστε να ικανο-
ποιούνται οι (2.16α), (2.16β) για R = m+ 1 και περεταίρω να ισχύει η (2.16γ),
δεδομένου ότι ικανοποιείται η (2.17) (για R = m + 1). Συνεπώς, εφαρμόζο-
ντας το αποτέλεσμα του Πορίσματος 2.8 με R = m + 1, ε̄R = 2εm+1 και με
t̄0, τ, τ0, ξm+1, εm+1 και y(·) ως ανωτέρω, προκύπτει ότι υπάρχουν τ -μη αιτιατές
απεικονίσεις d̄m+1 ∈ C0([tm,∞);R) και ϕm+1 ∈ C0([tm,∞);R>0) που ικανο-
ποιούν τις (2.55β), (2.55γ) για m = m + 1. (Η επιθυμητή (2.55α) είναι άμεση
συνέπεια της ισχύος της (2.16α) για R = m+ 1). O χρόνος tm+1 ορίζεται όπως
στη (2.57) με i := m+ 1, δηλαδή:

tm+1 := min
{
t ≥ tm + 1 : exp

[
−
∫ t

tm

d̄m+1(s)ds

]
≤ 1

(m+ 1)ξm+1

}
(2.58)

και σημείωνουμε ότι λόγω της ισότητας στη (2.55β) γιαm = m+ 1, είναι καλά
ορισμένος. Τέλος, η (2.54α) είναι άμεση συνέπεια της (2.57). Ολοκληρώθηκε
επομένως η απόδειξη του Ισχυρισμού 1.
Κατασκευή τουΔιακοπτόμενουΠαρατηρητή.Λαμβάνοντας υπόψη τις (2.54)-
(2.57), προχωράμε στην κατασκευή της διακοπτόμενης ακολουθίας των παρατη-
ρητών που επιτυγχάνουν την εκτίμηση της κατάστασης του συστήματος (2.11),
σύμφωνα με τον Oρισμό 2.4. Θεωρούμε για κάθεm ∈ N το σύστημα

żm = gm(t, zm, y(t)), t ∈ [tm−1, tm+1], (2.59α)

με αρχική κατάσταση zm(tm−1) = 0 (2.59β)

gm(t, z, y)



:= F (t, z, y) + ϕm(t)P
−1
m (t)H ′(t)(y −H(t)z)

για |z| ≤ ζm(t), t ∈ [tm−1, tm+1], y ∈ Rk

:= (F (t, z, y) + ϕm(t)P
−1
m (t)H ′(t)(y −H(t)z))2ζm(t)−|z|

ζm(t)

για ζm(t) ≤ |z| ≤ 2ζm(t), t ∈ [tm−1, tm+1], y ∈ Rk

:= 0, για |z| ≥ 2ζm(t), t ∈ [tm−1, tm+1], y ∈ Rk

(2.59γ)
ζm(t) := β(t,m) + ξm, t ∈ [tm−1, tm+1] (2.59δ)

όπου οι ακολουθίες (tm)m∈N, (ξm)m∈N, (ϕm)m∈N και (Pm)m∈N έχουν προσδιορι-
στεί στον προηγούμενο ισχυρισμό. Σημειώνουμε ότι η gm(·) είναιC0([tm−1, tm+1]×
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Rn ×Rk;Rn) καθώς και τοπικά Lipschitz ως προς (z, y) ∈ Rn ×Rk. Πράγματι,
η gm(·) είναι τοπικά Lipschitz ως το γινόμενο των δυο τοπικά Lipschitz συναρ-
τήσεων (βαθμωτής και διανυσματικής)

f1(t, z, y) :=F (t, z, y) + ϕm(t)P
−1
m (t)H ′(t)(y −H(t)z),

t ∈ [tm−1, tm+1], z ∈ Rn, y ∈ Rk

και

f2(t, z) :=


1 για |z| ≤ ζm(t), t ∈ [tm−1, tm+1],

2ζm(t)−|z|
ζm(t)

, για ζm(t) ≤ |z| ≤ 2ζm(t), t ∈ [tm−1, tm+1],

0, για |z| ≥ 2ζm(t), t ∈ [tm−1, tm+1]

Πράγματι, ισχύει ο ακόλουθος ισχυρισμός.
Ισχυρισμός 2. Η συνάρτηση f2(·) είναι τοπικά Lipschitz.
Για να αποδείξουμε τον Ισχυρισμό 2, διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:
• |z1|, |z2| ≤ ζm(t), t ∈ [tm−1, tm+1] ⇒ το ζητούμενο είναι προφανές.
• |z1|, |z2| ≥ 2ζm(t), t ∈ [tm−1, tm+1] ⇒ το ζητούμενο είναι πάλι προφανές.
• |z1| ≤ ζm(t), ζm(t) ≤ |z2| ≤ 2ζm(t), t ∈ [tm−1, tm+1] ⇒

|f2(t, z1)− f2(t, z2)| =
∣∣∣∣1− 2ζm(t)− |z2|

ζm(t)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ζm(t)− |z2|
ζm(t)

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ |z1| − |z2|

ζm(t)

∣∣∣∣ ≤ 1

ζm(t)
|z1 − z2|

• ζm(t) ≤ |z1|, |z2| ≤ 2ζm(t), t ∈ [tm−1, tm+1] ⇒

|f2(t, z1)−f2(t, z2)| =
∣∣∣∣2ζm(t)− |z1|

ζm(t)
− 2ζm(t)− |z2|

ζm(t)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ |z1| − |z2|
ζm(t)

∣∣∣∣ ≤ 1

ζm(t)
|z1−z2|

• ζm(t) ≤ |z1| ≤ 2ζm(t), |z2| ≥ 2ζm(t), t ∈ [tm−1, tm+1] ⇒

|f2(t, z1)− f2(t, z2)| =
∣∣∣∣2ζm(t)− |z1|

ζm(t)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ |z1| − |z2|
ζm(t)

∣∣∣∣ ≤ 1

ζm(t)
|z1 − z2|
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• |z1| ≤ ζm(t), |z2| ≥ 2ζm(t), t ∈ [tm−1, tm+1] ⇒

|f2(t, z1)− f2(t, z2)| = 1 ≤
∣∣∣∣ |z1| − |z2|

ζm(t)

∣∣∣∣ ≤ 1

ζm(t)
|z1 − z2|

Από τις ανωτέρω προκύπτει ότι η f2(·) είναι ολικά Lipschitz με σταθερά
max{1/ζm(t) : t ∈ [tm−1, tm+1]} και ολοκληρώνεται έτσι η απόδειξη του Ισχυ-
ρισμού 2.
Επιπλέον, η απεικόνιση [tm−1, tm+1]× Rn ∋ (t, z) → gm(t, z, y(t)) ∈ Rn είναι
φραγμένη, επομένως για κάθε αρχική συνθήκη zm(t0) ∈ Rn, t0 ∈ [tm−1, tm+1] η
αντίστοιχη λύση του (2.59α) ορίζεται για κάθε t ∈ [tm−1, tm+1]. Είμαστε πλέον
σε θέση να αποδείξουμε την επιθυμητή (2.6). Έστω Z : [t0,∞) → Rn όπως
δίνεται από τη (2.10), δηλαδή Z(t) := zm(t), t ∈ [tm, tm+1),m ∈ N όπου για
κάθε m ∈ N, η απεικόνιση zm(·) είναι η λύση του (2.59). Σημειώνουμε ότι για
κάθε αρχική κατάσταση x0 ∈ Rn ∩M του (2.11α), υπάρχειm0 ∈ N μεm0 ≥ 2,
ούτως ώστε να ισχύει:

m0 ≥ |x0| (2.60)

Έστω m ≥ m0. Λόγω της (2.59β), θα υπάρχει χρόνος t̄ ∈ (tm−1, tm+1] με
|zm(t)| < ζm(t) για κάθε t ∈ [tm−1, t̄).
Ισχυρισμός 3. Ισχυριζόμαστε ότι t̄ = tm+1, δηλαδή:

|zm(t)| < ζm(t), ∀t ∈ [tm−1, tm+1) (2.61)

Απόδειξη του Ισχυρισμού 3.Στην αντίθετη περίπτωση, θα υπάρχει t̄ ∈ (tm−1, tm+1)

με

|zm(t̄)| = ζm(t̄) και |zm(t)| < ζm(t), ∀t ∈ [tm−1, t̄) (2.62)

οπότε λαμβάνοντας υπόψη τις (2.59α), (2.59γ) και (2.62), η zm(·) θα ικανοποιεί
τη διαφορική εξίσωση:

żm = F (t, zm, y(t))+ϕm(t)P
−1
m (t)H ′(t)(y(t)−H(t)zm), ∀t ∈ [tm−1, t̄] (2.63)

Ορίζουμε
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em(t) := x(t)− zm(t), ∀t ∈ [tm−1, tm+1] (2.64)

Σύμφωνα με τον Ισχυρισμό 1, η απεικόνιση Qm(·) := Qm,ξm(·) ικανοποιεί την
Ιδιότητα 2.1 και τη (2.15) με R := m, t0 ως ανωτέρω και ξ := ξm. Επίσης,
λόγω των (2.55α), (2.55β) και (2.55γ), πληρούνται οι σχέσεις (2.16α), (2.40β)
και (2.40γ), αντίστοιχα, με t̄0 := tm−1, ε̄R := 2εm και με R = m, t0, τ, ξ ως
ανωτέρω. Επιπλέον, λόγω του Ορισμού (2.56), η σταθερά ξ(= ξm) ικανοποιεί
τη (2.42) μεR = m και t̄0 = tm−1. Τέλος, σημειώνουμε ότι, αφού |x0| ≤ m = R,
έχουμε ότι y ∈ O(t0, BR ∩M). Οι προηγούμενες ιδιότητες σε συνδυασμό με το
αποτέλεσμα της Πρότασης 2.9(i), συνεπάγονται ότι ισχύει η εκτίμηση (2.44α)
στο διάστημα [tm−1, t̄], δηλαδή:

|em(t)| < β(tm−1,m)
√
L exp

[
−
∫ t

tm−1

d̄m(s)ds

]
,∀t ∈ [tm−1, t̄] (2.65)

Από τις (2.55β), (2.56) και (2.65) εξάγουμε:

|em(t)| < ξm,∀t ∈ [tm−1, t̄] (2.66)

Επομένως, από τις (1.104), (2.59δ), (2.60), (2.64), (2.66) και λαμβάνοντας υπόψη
ότιm ≥ m0 και t̄ ≤ tm+1 προκύπτει ότι

|zm(t̄)| ≤ |x(t̄)|+ |em(t̄)| < β(t̄, m) + ξm = ζm(t̄) (2.67)

που έρχεται σε αντίθεση με τη (2.62). Συμπεραίνουμε ότι για το ανωτέρω m,
t̄ = tm+1 και άρα ισχύει η (2.61). Ολοκληρώθηκε επομένως η απόδειξη του
Ισχυρισμού 3.
Με τα παραπάνω επιχειρήματα, αποδεικνύεται ότι και η (2.65) ισχύει για κάθε
t ∈ [tm−1, tm+1]. Στη συνέχεια, σημειώνουμε ότι από την ανισότητα στη (2.55β)
μαζί με τους ορισμούς (2.56), (2.57) και το γεγονός ότι ε̄m = 2εm, έχουμε:

exp
[
−
∫ t

tm−1

d̄m(s)ds

]
≤ exp

[
−
∫ tm

tm−1

d̄m(s)ds

]
exp

[
−
∫ t

tm

d̄m(s)ds

]
≤

1

mξm
exp [2εm] ≤

1

m
√
Lβ(tm−1,m)

,∀t ∈ [tm, tm+1] (2.68)
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επομένως, λαμβάνοντας υπόψη τη (2.68) και το γεγονός ότι η ανισότητα στη
(2.65) ισχύει για κάθε t ∈ [tm−1, tm+1], προκύπτει ότι:

|em(t)| < β(tm−1,m)
√
L exp

[
−
∫ t

tm−1

d̄m(s)ds

]
≤ 1

m
,∀t ∈ [tm, tm+1]

(2.69)
Τέλος, δείχνουμε ότι limt→∞ |x(t)− Z(t)| = 0. Ισοδύναμα:

∀ε > 0 ⇒ ∃T > 0 : |x(t)− Z(t)| < ε, ∀t > T (2.70)

Πράγματι, έστω ε > 0 και m̄ = m̄(ε) ∈ N με m̄ ≥ 0, έτσι ώστε 1
m̄
< ε και

T = T (ε) := tm̄. Τότε, έπεται από την (2.54) ότι για κάθε t > T υπάρχειm ≥ m̄

με tm ≤ t < tm+1, επομένως αφού m ≥ m0 και τις (2.10) και (2.69), εξάγουμε
ότι

|x(t)− Z(t)| = |x(t)− zm(t)| = |em(t)| ≤
1

m
≤ 1

m̄
< ε, ∀t > T = T (ε)

Η τελευταία συνεπάγεται τη (2.70) και ολοκληρώνεται έτσι η απόδειξη της Πρό-
τασης 2.10. 2

Τονίζεται ότι τα αποτελέσματα της παρούσας ενότητας εξακολουθούν να ισχύ-
ουν και με την ασθενέστερη υπόθεση ότι η (2.16γ) ισχύει για “σχεδόν κάθε
t ≥ t0”. Ο λόγος είναι ότι αν η ανισότητα στη (2.16γ) ισχύει για σχεδόν κάθε
t ≥ t0, τότε για κάθε ε̄R > εR και τ > τ0, μπορούμε να αντικαταστήσουμε τη
dR(·) από μια άλλη τ -μη αιτιατή συνάρτηση d̄R(·) που ικανοποιεί τη (2.16β) με
τη σταθερά ε̄R στη θέση της εR και έτσι ώστε να ισχύει πάλι η (2.16γ) “για κάθε
t ≥ t̄0”. Αυτό είναι συνέπεια του ακόλουθου λήμματος, το οποίο θα χρησιμο-
ποιήσουμε στην επόμενη ενότητα.

Λήμμα 2.11 Θεωρούμε το ζεύγος (H,A) των συνεχών απεικονίσεων που ορί-
στηκαν στη (2.19) και έστω U,W μη κενά υποσύνολα του Rn με U ∩ W ̸= ∅
και για κάθε t0 ≥ 0, έστω Ω(t0, U) ένα μη κενό σύνολο συνεχών συναρτήσεων
y := yt0,x0 : [t0,∞) → Rk παραμετροποιημένων ως προς x0 ∈ U . Υποθέ-
τουμε επίσης, ότι υπάρχει μια πλειονότιμη απεικόνιση [0,∞) ∋ t → Q(t) ⊂ Rℓ

που ικανοποιεί την Ιδιότητα 2.1, έτσι ώστε για κάθε t̄0 ≥ t0, τ0 > 0 και y ∈
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Ω(t0, U) να υπάρχουν ένας χρονικώς μεταβαλλόμενος θετικά ορισμένος πίνακας
P ∈ C1([t̄0,∞);Rn×n) και μια συνάρτηση d ∈ C0([t̄0,∞);R), και οι δυο απει-
κονίσεις τ0-μη αιτιατές ως προς το σύνολο Ω(t0, U) και τέτοιες ώστε να ισχύει:∫ t

t̄

d(s)ds > −ε,∀t ≥ t̄ ≥ t̄0;

∫ ∞

t̄0

d(s)ds = ∞ (2.71α)

e′P (t)A(t, q, y(t))e+1
2
e′Ṗ (t)e ≤ −d(t)e′P (t)e, (2.71β)

για σχεδόν κάθε t ≥t̄0,∀e ∈ kerH(t, y(t)), q ∈ Q(t),

δεδομένου ότι ισχύει η (2.21)

Τότε ισχύουν τα ακόλουθα.
(i) Για κάθε ε̂ > ε, τ > τ0 και y(·) ως ανωτέρω, υπάρχει μια συνάρτηση d̂ ∈
C0([t̄0,∞);R), τ -μη αιτιατή ως προς το σύνολο Ω(t0, U), με

d̂(t) < d(t),∀t ≥ t̄0 (2.72)

και ούτως ώστε να ικανοποιείται πάλι η (2.71β) για κάθε t ≥ t̄0 με d̂(·) στη θέση
της d(·), ενώ ταυτόχρονα να ισχύει η (2.71α) με d̂(·) και ε̂, στη θέση των d(·) και
ε, αντίστοιχα.
(ii) Για κάθε ε̄ > ε̂, τ̄ > τ (με ε̂, τ και y(·) ως ανωτέρω), υπάρχουν μια τ -μη
αιτιατή απεικόνιση d̄ ∈ C0([t̄0,∞);R) και μια τ̄ -μη αιτιατή (ως προς το σύνολο
Ω(t0, U)) συνάρτηση ϕ ∈ C1([t̄0,∞);R>0), με

d̄(t) < d̂(t),∀t ≥ t̄0 (2.73)

και έτσι ώστε να ικανοποιείται η (2.71α) με d̄(·) και ε̄, στη θέση των d(·) και ε,
αντίστοιχα, ενώ επιπλέον να ισχύει:

e′P (t)A(t, q, y(t))e+1
2
e′Ṗ (t)e− ϕ(t)|H(t, y(t))e|2 ≤ −d̄(t)e′P (t)e, (2.74)

∀t ≥ t̄0, e ∈ Rn,q ∈ Q(t), δεδομένου ότι ισχύει η (2.21)

Απόδειξη
Η απόδειξη του πρώτου σκέλους βασίζεται στην παρατήρηση ότι η (2.71β) γρά-
φεται ισοδύναμα:
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e′P (t)A(t, q, y(t))e+1
2
e′Ṗ (t)e ≤ −d(t)e′P (t)e, (2.75)

για σχεδόν κάθε t ≥ t̄0,∀e ∈ kerH(t, y(t)) : |e| = 1, q ∈ Q(t),

δεδομένου ότι ισχύει η (2.21)

Επικαλούμενοι τη (2.75), χρησιμοποιούμε παρόμοια επιχειρήματα με εκείνα της
απόδειξης του Fact II [71, σελίδα 1046] προκειμένου να αποδείξουμε τον ισχυ-
ρισμό μας. Για λόγους πληρότητας, η απόδειξη δίνεται στο παράρτημα του πα-
ρόντος κεφαλαίου. Τέλος, το σκέλος (ii) είναι άμεση συνέπεια του σκέλους (i)
και του Λήμματος 2.7. 2

2.3 Σύνθετα Συστήματα

Σε αυτή την ενότητα εφαρμόζουμε τα αποτελέσματα της Ενότητας 2.2, προ-
κειμένου να εξάγουμε ικανές συνθήκες για την επιλυσιμότητα του AC-ODP για
μια κλάση σύνθετων συστημάτων. Χρειαζόμαστε όμως πρώτα ένα τεχνικό προ-
καταρκτικό λήμμα. Έστω k, ℓ, n1, n2 ∈ N. Θεωρούμε τη χρονικώς μεταβαλλό-
μενη απεικόνιση:

J : R≥0 × Rℓ × Rk → R(n1+n2)×(n1+n2); (2.76α)

J(t, q, y) :=

(
A(q) B(t, y)
C(q) D(t, q, y)

)
(2.76β)

όπου A ∈ C0(Rℓ;Rn1×n1), C ∈ C0(Rℓ;Rn2×n1), B ∈ C1(R≥0 × Rk;Rn1×n2)

καιD ∈ C0(R≥0×Rℓ×Rk;Rn2×n2). Έστω U,W μη κενά υποσύνολα τουRn με
U ∩W ̸= ∅ και για κάθε t0 ≥ 0, έστω Ω(t0, U) ένα μη κενό σύνολο συνεχώς πα-
ραγωγίσιμων συναρτήσεων y := yt0,x0 : [t0,∞) → Rk παραμετροποιημένων ως
προς x0 ∈ U . Για το ζεύγος (B,D) στη (2.76) κάνουμε την ακόλουθη υπόθεση.
H2. Υπάρχουν σταθερές L > 1, E > 0 και μια πλειονότιμη απεκόνιση [0,∞) ∋
t→ Q(t) ⊂ Rℓ που ικανοποιεί την Ιδιότητα 2.1, ούτως ώστε για κάθε t̄0 ≥ t0 ≥
0, τ0 > 0 και y ∈ Ω(t0, U), να υπάρχουν ένας χρονικώς μεταβαλλόμενος συμμε-
τρικός πίνακαςP ∈ C1([t̄0,∞);Rn2×n2) και μια συνάρτηση d ∈ C0([t̄0,∞);R),
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και οι δυο απεικονίσεις τ0-μη αιτιατές ως προς το σύνολο Ω(t0, U), με τις παρα-
κάτω ιδιότητες:

P (t) > In2×n2 ,∀t ≥ t̄0; |P (t̄0)| ≤ L; (2.77α)∫ t

t̄

d(s)ds > −E, ∀t ≥ t̄ ≥ t̄0;

∫ ∞

t̄0

d(s)ds = ∞ (2.77β)

e′P (t)D(t, q, y(t))e+ 1
2
e′Ṗ (t)e ≤ −d(t)e′P (t)e, (2.77γ)

για σχεδόν κάθε t ≥ t̄0; ∀e ∈ kerB(t,y(t)), q ∈ Q(t), δεδομένου ότι ισχύει η (2.21)

Λήμμα 2.12 Θεωρούμε τη χρονικώς μεταβαλλόμενη απεικόνιση J(·, ·, ·) όπως
δίνεται από τη (2.76) και υποθέτουμε ότι ικανοποιείται η Υπόθεση Η2. Τότε για
κάθε ε > 0, t̄0 ≥ t0 ≥ 0, τ > 0 και y ∈ Ω(t0, U), υπάρχουν απεικονίσεις

S ∈ C1([t̄0,∞);Rn1×n2), T ∈ C1([t̄0,∞);Rn1×n1) και d̄ ∈ C0([t̄0,∞);R)

όλες τ -μη αιτιατές ως προς το σύνολο Ω(t0, U) και τέτοιες ώστε αν ορίσουμε

P̄ :=

(
T S

S ′ P

)
∈ C1([t̄0,∞);R(n1+n2)×(n1+n2)) (2.78)

με την P (·) όπως δίνεται στην Η2, να ισχύουν τα ακόλουθα:

P̄ (t) > I(n1+n2)×(n1+n2),∀t ≥ t̄0; |P̄ (t̄0)| ≤ L; (2.79α)∫ t

t̄

d̄(s)ds > −(E + ε),∀t ≥ t̄ ≥ t̄0;

∫ ∞

t̄0

d̄(s)ds = ∞ (2.79β)

(0, e′)P̄ (t)J(t, q, y(t))

(
0

e

)
+

1

2
(0, e′)Ṗ (t)

(
0

e

)
≤ −d̄(t)(0, e′)P (t)

(
0

e

)
,

∀t ≥ t̄0, e ∈ Rn2 , q ∈ Q(t), δεδομένου ότι ισχύει η (2.21) (2.79γ)

Απόδειξη
Τονίζουμε αρχικά, ότι σύμφωνα με τηνΥπόθεσηH2, η (2.77γ) ισχύει για “σχεδόν
κάθε” και όχι για “κάθε” t. Για κάθε τ1 ∈ (τ0, τ) και ε > 0 προκύπτει, λαμβά-
νοντας υπόψη τις (2.77β), (2.77γ) και επικαλούμενοι το Λήμμα 2.11 με τ̄ := τ1,
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ε := E, ε̄ := E + ε
2
, A(t, q, y) := D(t, q, y), H(t, y) := B(t, y) και U , W ,

Ω(t0, U), t0 ≥ 0, P (·) και d(·) ως ανωτέρω, ότι υπάρχει ένα ζεύγος τ1-μη αιτια-
τών συναρτήσεων d1 ∈ C0([t̄0,∞);R) και ϕ ∈ C1([t̄0,∞);R>0) με:

d1(t) < d(t),∀t ≥ t̄0; (2.80α)∫ t

t̄

d1(s)ds > −(E + ε
2
), ∀t ≥ t̄ ≥ t̄0;

∫ ∞

t̄0

d1(s)ds = ∞ (2.80β)

e′P (t)D(t, q, y(t))e+ 1
2
e′Ṗ (t)e ≤ ϕ(t)|B(t, y(t))e|2 − d1(t)e

′P (t)e, (2.80γ)

∀t ≥ t̄0, e ∈ Rn2 , q ∈ Q(t), δεδομένου ότι ισχύει η (2.21)

Σημειώνουμε ότι λόγω των ορισμών (2.76) και (2.78), η επιθυμητή (2.79γ) ισο-
δυναμεί με την:

e′S ′(t)B(t, y(t))e+ e′P (t)D(t, q, y(t))e+ 1
2
e′Ṗ (t)e ≤ −d̄(t)e′P (t)e, (2.81)

∀t ≥ t̄0, e ∈ Rn2 , q ∈ Q(t), δεδομένου ότι ισχύει η (2.21)

Λαμβάνοντας υπόψη τη (2.80γ) και το γεγονός ότι οι (2.79γ) και (2.81) είναι ισο-
δύναμες, συμπεραίνουμε, ότι για να δείξουμε τη (2.79), αρκεί να βρούμε απεικο-
νίσεις T (·), S(·) και d̄(·) που ικανοποιούν τις (2.79α), (2.79β), όλες τ -μη αιτιατές
ως προς το σύνολο Ω(t0, U) και τέτοιες ώστε να ισχύει:

e′S ′(t)B(t, y(t))e+ ϕ(t)|B(t, y(t))e|2 − d1(t)e
′P (t)e ≤ −d̄(t)e′P (t)e, (2.82)

∀t ≥ t̄0, e ∈ Rn2 , δεδομένου ότι ισχύει η (2.21)

Έστω

S(t) := −l(t)B(t, y(t)), t ≥ t̄0 (2.83)

για κάποια l ∈ C1([t̄0,∞);R) που ικανοποιεί τις ιδιότητες

l(t̄0) = 0 (2.84α)

l(t) ≤ ϕ(t),∀t ≥ t̄0 (2.84β)
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και πρόκειται να προσδιοριστεί. Επιπλέον, θέτουμε τον ακόλουθο περιορισμό
για την επιθυμητή d̄(·):

d1(t) ≥ d̄(t),∀t ≥ t̄0 (2.85)

Λαμβάνοντας υπόψη τη (2.83), η (2.82) γράφεται ισοδύναμα:

−l(t)|B(t, y(t))e|2 + ϕ(t)|B(t, y(t))e|2 ≤ (d1(t)− d̄(t))e′P (t)e,

∀t ≥ t̄0, e ∈ Rn2 , δεδομένου ότι ισχύει η (2.21)

Από την πρώτη ανισότητα της (2.77α) και τη (2.85), εξάγουμε ότι για να δείξουμε
την ανωτέρω, αρκεί να δείξουμε ότι:

(ϕ(t)− l(t))|B(t, y(t))w|2 ≤ d1(t)− d̄(t), (2.86)

∀t ≥ t̄0, w ∈ Rn2 :|w| = 1, δεδομένου ότι ισχύει η (2.21)

Από τη (2.86) συμπεραίνουμε ότι αρκεί να βρούμε τ -μη αιτιατές ως προς το
σύνολοΩ(t0, U) απεικονίσεις l(·), d̄(·) και T (·), έτσι ώστε να ισχύουν οι (2.79α),
(2.79β), (2.84) και (2.85) και επιπλέον:

(ϕ(t)− l(t))m(t) ≤ d1(t)− d̄(t), ∀t ≥ t̄0; (2.87α)

m(t) := 1 +max{|B(t, y(t))w|2 : w ∈ Rn2 , |w| = 1}, t ≥ t̄0 (2.87β)

(Σημειώνεται ότι επιθυμούμε να ισχύει η (2.87) ανεξαρτήτως πλέον της ισχύος
της (2.21), ενώ στην αντίστοιχη ανάλυση για την επιλυσιμότητα του S-ODP/S-
SODP δε θα μπορούμε να έχουμε την άρση αυτού του περιορισμού.) Λαμβάνο-
ντας υπόψη τη (2.80β) και το γεγονός ότι οι d1(·) και ϕ(·) είναι τ1-μη αιτιατές
ως προς το σύνολο Ω(t0, U), μπορούμε εύκολα να κατασκευάσουμε ένα ζεύ-
γος τ -μη αιτιατών συναρτήσεων l(·) και d̄(·), ούτως ώστε να ικανοποιούνται οι
(2.79β), (2.84), (2.85) και (2.87). Πράγματι, παρατηρούμε αρχικά ότι λόγω της
συνέχειας της απεικόνισης B(·, y(·)) η m(·) όπως ορίζεται από τη (2.87β) εί-
ναι συνεχής, ενώ επιπλέον είναι αυστηρά θετική (ειδικότερα, ισχύει m(t) ≥ 1,
∀t ≥ t̄0). Επομένως, με τις σταθερές ε, τ , τ1 ως ανωτέρω, μπορούμε να ορίσουμε
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M := max{m(t)ϕ(t) : t ∈ [t̄0, t̄0 + τ − τ1]} > 0 (2.88α)

δτ := min
{ ε

4M
, τ − τ1

}
(2.88β)

l(t)


:= 0, t = t̄0

∈ [0, ϕ(t)], t ∈ [t̄0, t̄0 + δτ ]

:= ϕ(t), t ∈ [t̄0 + δτ,∞)

(2.88γ)

h(t)


:= −M, t ∈ [t̄0, t̄0 + δτ ]

∈ [−M, 0], t ∈ [t̄0 + δτ, t̄0 + 2δτ ]

:= 0, t ∈ [t̄0 + 2δτ,∞)

(2.88δ)

d̄(t) := d1(t) + h(t), t ≥ t̄0 (2.88ε)

και έτσι ώστε να ισχύει l ∈ C1([t̄0,∞);R) και h, d̄ ∈ C0([t̄0,∞);R). Από τις
(2.88γ) και (2.88δ), (2.88ε), προκύπτει ότι οι l(·) και d̄(·) ικανοποιούν τις (2.84)
και (2.85). Επιπλέον, από τις (2.88α)-(2.88ε), και λαμβάνοντας υπόψη ότι οι d1(·)
και ϕ(·) είναι τ1-μη αιτιατές ως προς το σύνολο Ω(t0, U), συμπεραίνουμε ότι οι
l(·) και d(·) είναι τ -μη αιτιατές ως προς το σύνολο Ω(t0, U). Εν συνεχεία, δεί-
χνουμε ότι ικανοποιείται η (2.87α) για κάθε t ≥ t̄0. Διακρίνουμε δυο περιπτώ-
σεις.
(α) t ∈ [t̄0, t̄0 + δτ ].
Τότε προκύπτει από τις (2.88α)-(2.88ε) ότι:

(ϕ(t)− l(t))m(t) ≤ ϕ(t)m(t) ≤M = −h(t) = d1(t)− d̄(t)

(β) t ∈ [t̄0 + δτ,∞).
Τότε από τις (2.88γ)-(2.88ε) έχουμε:

(ϕ(t)− l(t))m(t) = 0 ≤ −h(t) = d1(t)− d̄(t)

Τέλος από τις (2.80β), (2.88β), (2.88δ) και (2.88ε) προκύπτει ότι η d(·) ικανοποιεί
τη (2.79β), αφού για κάθε t ≥ t̄ ≥ t̄0 ισχύει:
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∫ t

t̄

d̄(s)ds =

∫ t

t̄

d1(s)ds+

∫ t

t̄

h(s)ds ≥
∫ t

t̄

d1(s)ds+

∫ ∞

t̄0

h(s)ds

> −
(
E +

ε

2

)
+

∫ ∞

t̄0

h(s)ds = −
(
E +

ε

2

)
+

∫ t̄0+2δτ

t̄0

h(s)ds

≥ −
(
E +

ε

2

)
−M2δτ ≥ −

(
E +

ε

2

)
−M2

ε

4M
= −(E + ε)

Επομένως, σύμφωνα με τα προηγούμενα η (2.87) συνεπάγεται τη (2.79γ). Τέλος
η απόδειξη της επιθυμητής (2.79α) είναι απόρροια του ακόλουθου ισχυρισμού.
Ισχυρισμός. Μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα χρονικώς μεταβαλλόμενο πί-
νακα T ∈ C1([t̄0,∞);Rn1×n1), τ -μη αιτιατό ως προς το σύνολο Ω(t0, U), έτσι
ώστε και οι δυο ανισότητες της (2.79α) να ικανοποιούνται με την απεικόνιση
P̄ (·) όπως δίνεται από τις (2.78), (2.83) και (2.88γ).
Η απόδειξη του ανωτέρω ισχυρισμού δίνεται στο Παράρτημα. 2

Είμαστε πλέον σε θέση να διατυπώσουμε ικανές συνθήκες για την επιλυσιμότητα
του AC-SODP για συστήματα της μορφής (2.2), όπου οι f1 : R≥0 ×Rn1 → Rn1

και f2 : R≥0×Rn1×Rn2 → Rn2 είναιC0 και τοπικά Lipschitz ως προς x1 ∈ Rn1

και (x1, x2) ∈ Rn1 × Rn2 , αντίστοιχα. Επιπλέον, υποθέτουμε ότι ισχύει:

G(t, x1, x2) := B(t, x1)x2, t ≥ 0, (x1, x2) ∈ Rn1 × Rn2 (2.89)

για μια απεικόνιση B ∈ C1(R≥0 ×Rn1 ;Rn1×n2), τοπικά Lipschitz ως προς x1 ∈
Rn1 και ότι υπάρχει ένα μη κενό υποσύνολο M του Rn1 × Rn2 έτσι ώστε το
(2.2α) να είναιM -δεξιά πλήρες, δηλαδή η λύση x(·) := (x1(·), x2(·)) του (2.2α)
να ικανοποιεί την εκτίμηση (1.104) για κάποια β ∈ NN . Τέλος, ορίζουμε:

∆f2(t, x2, z2; y) := f2(t, y, x2)− f2(t, y, z2); (2.90)

H := (1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n1

, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n2

) (2.91)

και υποθέτουμε ότι υπάρχουν ένας φυσικός ℓ ∈ N και μια απεικόνιση D ∈
C0(R≥0 × Rℓ × Rn1 ;Rn2×n2), έτσι ώστε για κάθε R > 0 και ξ > 0 να υπάρχει
μια πλειονότιμη απεικόνιση

99



2. Ικανές Συνθήκες για την Ύπαρξη Παρατηρητή για Χρονικώς
Μεταβαλλόμενα μη Γραμμικά Συστήματα

[0,∞) ∋ t→ QR(t) := QR,ξ(t) ⊂ Rℓ (2.92)

που ικανοποιεί την Ιδιότητα 2.1, ούτως ώστε για κάθε t ≥ 0 να ισχύει:

∃q ∈ QR(t) :∆f2(t, x2, z2; y) = D(t, q, y)(x2 − z2), (2.93)

δεδομένου ότι y ∈ YR(t),x2, z2 ∈ Rn2 , |x2| ≤ β(t, R) και |x2 − z2| ≤ ξ

όπου το σύνολο YR(t) δίνεται από τη (2.14) με την H όπως ορίζεται στη (2.91).

Πόρισμα 2.13 (Ικανές συνθήκες για την επιλυσιμότητα τουAC-SODP για σύν-
θετα συστήματα της μορφής (2.2)). ΈστωM ένα μη κενό υποσύνολο του Rn1 ×
Rn2 . Υποθέτουμε ότι το (2.2α) είναι M -δεξιά πλήρες και ότι το δεξί του μέλος
ικανοποιεί τη (2.93). Επιπλέον, υποθέτουμε ότι υπάρχει μια σταθερά L > 1 έτσι
ώστε για κάθε R > 0 με BR ∩M ̸= ∅, να υπάρχει μια σταθερά εR > 0 ώστε
για κάθε t̄0 ≥ t0 ≥ 0, τ > 0, ξ > 0 και y ∈ O(t0,M), να μπορούμε να
βρούμε ένα χρονικώς μεταβαλλόμενο συμμετρικό πίνακα PR = PR,t0,t̄0,τ0,ξ,y ∈
C1([t̄0,∞);Rn2×n2) και μια συνάρτηση dR := dR,t0,t̄0,τ0,ξ,y ∈ C0([t̄0,∞);R)
(και οι δυο απεικονίσεις τ0-μη αιτιατές ως προς το σύνολο O(t0,M)), που να
ικανοποιούν τις ακόλουθες ιδιότητες:

PR(t) > In2×n2 ,∀t ≥ t̄0; |PR(t̄0)| ≤ L; (2.94α)∫ t

t̄

dR(s)ds > −εR,∀t ≥ t̄ ≥ t̄0;

∫ ∞

t̄0

dR(s)ds = ∞ (2.94β)

και επιπλέον

e′PR(t)D(t, q, y(t))e+ 1
2
e′ṖR(t)e ≤ −dR(t)e′PR(t)e, (2.94γ)

για σχεδόν κάθε t ≥ t̄0, ∀e ∈ kerB(t, y(t)), q ∈ QR(t), δεδομένου ότι ισχύει η (2.17)

όπου οι QR(·) και D(·, ·, ·) δίνονται στις (2.92) και (2.93), αντίστοιχα. Τότε το
AC-SODP είναι επιλύσιμο για το σύστημα (2.2) ως προς τοM .
Απόδειξη
Προκειμένου να αποδείξουμε την πρόταση, αρκεί να δείξουμε ότι το σύστημα
(2.2) ικανοποιεί την Α3, αφού σύμφωνα με την Πρόταση 2.10, η ισχύς της Α3
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συνεπάγεται την επιλυσιμότητα του AC-SODP. Ορίζουμε για κάθε t ≥ 0, x =

(x1, x2) ∈ Rn1 × Rn2 , y ∈ Rn1 και q ∈ Rℓ:

F (t, x, y) :=

(
f1(t, y) + B(t, y)x2

f2(t, y, x2)

)
; (2.95α)

A(t, q, y) :=

(
0 B(t, y)
0 D(t, q, y)

)
(2.95β)

Λαμβάνοντας υπόψη τις (2.90), (2.93) και (2.95) προκύπτει ότι για κάθε t ≥ 0,
y ∈ YR(t) και x, z ∈ Rn1 × Rn2 με |x| ≤ β(t, R) και |x− z| ≤ ξ έχουμε:

F (t, x, y)− F (t, z, y) =

(
f1(t, y) + B(t, y)x2

f2(t, y, x2)

)
−

(
f1(t, y) + B(t, y)z2

f2(t, y, z2)

)

=

(
0 B(t, y)
0 D(t, q, y)

)(
x1 − z1

x2 − z2

)
= A(t, q, y)(x− z), για κάποιο q ∈ QR(t)

(2.96)

συνεπώς για κάθε R > 0 το σύστημα (2.2) ικανοποιεί την Α1. Ακολούθως,
δείχνουμε ότι για κάθε R > 0 με BR ∩ M ̸= ∅ ικανοποιείται και η Συν-
θήκη Α2. Ειδικότερα, δείχνουμε ότι για κάθε t̄0 ≥ t0 ≥ 0, τ > 0, ξ > 0 και
y ∈ O(t0,M) υπάρχουν τ -μη αιτιατές (ως προς το σύνολο O(t0,M)) απεικονί-
σεις P̄R ∈ C1([t̄0,∞);R(n1+n2)×(n1+n2)) και d̄R ∈ C0([t̄0,∞);R) ούτως ώστε
να ισχύουν οι (2.16α), (2.16β) και επιπλέον να ικανοποιείται η (2.16γ) δεδομέ-
νης της (2.17), με τη σταθερά L και τις απεικονίσεις A(·, ·, ·), QR := QR,ξ όπως
ακριβώς δίνονται στις (2.94α), (2.95β) και (2.92), αντίστοιχα και με τη σταθερά
εR := 2εR, όπως η τελευταία δίνεται στη (2.94β). Για την απόδειξη θα χρησι-
μοποιήσουμε το αποτέλεσμα του Λήμματος 2.12. Σημειώνουμε ότι η A(·, ·, ·)
όπως δίνεται από τη (2.95β), συμπίπτει με την απεικόνιση J(·, ·, ·) όπως δίνεται
από τη (2.76) με A(q) := 0, C(q) := 0 και με τις B(·, ·) και D(·, ·, ·) όπως ορί-
ζονται στις (2.89) και (2.93), αντίστοιχα. Επίσης, σύμφωνα με τις υποθέσεις της
(2.94), ικανοποιείται η συνθήκη (2.77) της Η2, με Q := QR(= QR,ξ), U := M ,
W := BR, Ω(t0, U) := O(t0,M), ∀t0 ≥ 0, E := εR, P := PR, d := dR

και με L και A(·, ·, ·) ως ανωτέρω. Συμπεραίνουμε ότι ικανοποιούνται οι προϋ-
ποθέσεις του Λήμματος 2.12, επομένως αν επιλέξουμε ε := εR, τότε για κάθε
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t̄0 ≥ t0 ≥ 0, τ > 0 και y ∈ O(t0,M) υπάρχουν τ -μη αιτιατές χρονικώς μετα-
βαλλόμενες απεικονίσεις SR ∈ C1([t̄0,∞);Rn1×n2), TR ∈ C1([t̄0,∞);Rn1×n1)

και d̄R ∈ C0([t̄0,∞);R), τέτοιες ώστε αν ορίσουμε

P̄R :=

(
TR SR

S ′
R PR

)
(2.97)

να ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες:

P̄R(t) > I(n1+n2)×(n1+n2),∀t ≥ t̄0; |P̄R(t̄0)| ≤ L; (2.98α)∫ t

t̄

d̄R(s)ds > −(E + ε) = −2εR, ∀t ≥ t̄ ≥ t̄0;

∫ ∞

t̄0

d̄R(s)ds = ∞; (2.98β)

(0, e′2)P̄R(t)A(t, q, y(t))

(
0

e2

)
+
1

2
(0, e′2)ṖR(t)

(
0

e2

)
≤ −d̄R(t)(0, e′2)P̄R(t)

(
0

e2

)
,

(2.98γ)

∀t ≥ t̄0, e2 ∈ Rn2 ,q ∈ QR(t), δεδομένου ότι ισχύει η (2.17)

Λαμβάνοντας υπόψη τη (2.91) και θέτοντας e := (e1, e2) ∈ Rn1 ×Rn2 , η (2.98γ)
γράφεται:

e′P̄R(t)A(t, q, y(t))e+
1
2
e′ṖR(t)e ≤ −d̄R(t)e′P̄R(t)e, (2.99)

∀t ≥ t̄0, e ∈ kerH, q ∈QR(t), δεδομένου ότι ισχύει η (2.17)

Από τις (2.98α), (2.98β) και (2.99) προκύπτει ότι για κάθε R > 0 με BR ∩M ̸=
∅, ισχύει και η Συνθήκη Α2. Επομένως, το σύστημα (2.2) ικανοποιεί την Α3,
συνεπώς, σύμφωνα με την Πρόταση 2.10, το AC-SODP είναι επιλύσιμο για το
(2.2) ως προς τοM . 2

Το ακόλουθο αποτέλεσμα προκύπτει από το Πόρισμα 2.13 και παρέχει ικανές
συνθήκες για την την επιλυσιμότητα του AC-SODP για μια κατηγορία αυτόνο-
μων σύνθετων συστημάτων της μορφής (2.2).

Πόρισμα 2.14 Θεωρούμε το αυτόνομο σύστημα
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ẋ1 =f1(x1) +B(x1)x2

ẋ2 =f2(x1) +D(x1)x2 (2.100α)

y =x1 (2.100β)

x =(x1, x2) ∈ Rn1 × Rn2

όπου οι f1 : Rn1 → Rn1 , f2 : Rn1 → Rn2 , B : Rn1 → Rn1×n2 , D : Rn1 →
Rn2×n2 είναι τοπικά Lipschitz και υποθέτουμε ότι υπάρχουν ένα μη κενό σύνολο
M ⊂ Rn1 × Rn2 και μια συνάρτηση β ∈ N έτσι ώστε να ισχύει:

|x1(t, x0)| ≤ β(|x0|),∀t ≥ 0, x0 ∈M (2.101)

Επίσης, υποθέτουμε ότι υπάρχει ένα σύνολο M̄ ⊂ Rn1 × Rn2 , μια φραγμένη οι-
κογένεια πινάκων {PR ∈ Rn2×n2 , R > 0}, έτσι ώστε να ισχύει PR > In2×n2 για
κάθε R > 0 και μια οικογένεια θετικών σταθερών {cR, R > 0}, ούτως ώστε να
ικανοποιείται μια από τις ακόλουθες ιδιότητες.
P1. To M̄ είναι μη κενό και ισχύουν οι ακόλουθες συνεπαγωγές:

x0 ∈M ⇒ x1(t, x0) /∈ M̄, για σχεδόν κάθε t ≥ 0 (2.102α)

e ∈ kerB(x1) ⇒ e′PRD(x1)e ≤ −cRe′PRe, (2.102β)

∀|x1| ≤ R, x1 /∈ M̄,R > 0

P2. Η συνεπαγωγή στη (2.102β) ισχύει για κάθε R > 0 και |x1| ≤ R.
Τότε, ικανοποιούνται όλες οι υποθέσεις του Πορίσματος 2.13 και επομένως το
AC-SODP είναι επιλύσιμο για το (2.100) ως προς τοM .
Απόδειξη
Προφανώς, το σύστημα (2.100) έχει τη μορφή (2.2) με τη G(·) όπως δίνεται
από τη (2.89) με B := B και η (2.93) ικανοποιείται με την απεικόνιση D :=

D. Επιπλέον, από τη (2.101) προκύπτει ότι το (2.100α) είναι M -δεξιά πλήρες.
Πράγματι, ας υποθέσουμε ότι για κάποιο x0 ∈M το μέγιστο από δεξιά διάστημα
ύπαρξης λύσης του (2.100α) είναι το [0, Tmax), όπου Tmax <∞. Τότε θα ισχύει

lim
t→Tmax

|x(t)| = lim
t→Tmax

|(x1(t), x2(t))| = ∞ (2.103)
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όπουx(·) = (x1(·), x2(·)) := (x1(·, x0), x2(·, x0)) = x(·, x0) η λύση του (2.100α)
με αρχική κατάσταση x0 ∈M . Από τη (2.101) θα ισχύει

|x1(t)| ≤ β(|x0|), ∀t ∈ [0, Tmax) (2.104)

και συνεπώς

lim
t→Tmax

|x1(t)| <∞ (2.105)

Επιπλέον, από τη (2.100α) προκύπτει ότι

|x2(t)| ≤ |x2(0)|+
∫ t

0

|f2(x1(s))|ds+
∫ t

0

|D(x1(s))||x2(s)|ds

επομένως από το Λήμμα Gronwall εξάγουμε ότι

|x2(t)| ≤ |x2(0)|+
∫ t

0

|f2(x1(s))|ds

+

∫ t

0

exp
{∫ t

s

|D(x1(τ))|dτ
}{

|x2(0)|+
∫ s

0

|f2(x1(τ))|dτ
}
|D(x1(s))|ds

και άρα από τη (2.105), τη συνέχεια των απεικονίσεων x1(·), f2(·),D(·) και την
ανωτέρω, έπεται ότι:

lim
t→Tmax

|x2(t)| <∞ (2.106)

Από τις (2.103), (2.105) και (2.106) καταλήγουμε σε άτοπο, επομένως θα ισχύει
Tmax = ∞.
Ακολούθως, υποθέτουμε ότι ισχύει η P1. Επιπλέον, υποθέτουμε ότι χωρίς βλάβη
της γενικότητας ισχύει BR ∩ M ̸= ∅, για κάθε R > 0. Τότε, θέτοντας R̄ :=

β(R), R > 0 προκύπτει από τις υποθέσεις μας ότι PR̄ > In2×n2 , c̄R > 0 για κάθε
R > 0 και ότι η οικογένεια {PR̄, R̄ > β(0) ≥ 0} είναι φραγμένη. Το τελευταίο
σε συνδυασμό με τη (2.102), συνεπάγεται ότι ικανοποιούνται οι συνθήκες της
(2.94) για κάθε R > 0 με R̄ := β(R), PR := PR̄ και dR := cR̄. Πράγματι, η
πρώτη ανισότητα της (2.94α) συμπίπτει με την υπόθεση PR = PR̄ > In2×n2 για
κάθεR > 0, ενώ η δεύτερη είναι άμεση συνέπεια του γεγονότος ότι η οικογένεια
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{PR̄, R̄ > β(0)} είναι φραγμένη, οπότε η (2.94α) ικανοποιείται για κάθε R > 0

με την απεικόνιση PR = PR̄. Επιπλέον, αφού dR = cR̄ > 0 θα ισχύει και η
(2.94β) για κάθε R > 0. Τέλος, όταν ισχύει x0 ∈ BR ∩M , και συνεπώς

|x0| < R ⇒ β(|x0|) ≤ β(R) = R̄

έπεται από τη (2.102α) ότι

|x1(t, x0)| /∈ M̄, για σχεδόν κάθε t ≥ 0

Λόγω της (2.100β) έχουμε y(t) = x1(t, x0), ∀t ≥ 0 οπότε από τις ανωτέρω και
τη (2.102β) προκύπτει ότι

e′PR̄D(y(t))e ≤ cR̄e
′PR̄e, για σχεδόν κάθε t ≥ 0,

e ∈ kerB(y(t)), δεδομένου ότι y ∈ O(0, BR ∩M)

επομένως ικανοποιείται η (2.94γ). Συμπεραίνουμε ότι ισχύουν όλες οι προϋπο-
θέσεις του Πορίσματος 2.13, συνεπώς το AC-SODP είναι επιλύσιμο για το σύ-
στημα (2.100) ως προς τοM . Μια απλούστερη ανάλυση οδηγεί στα ίδια συμπε-
ράσματα, όταν ισχύει η ιδιότητα P2 (ειδικότερα, το Πόρισμα 2.22 της Ενότητας
2.5 εξασφαλίζει σε αυτή την περίπτωση την επιλυσιμότητα του S-SODP για το
σύστημα (2.100)). 2

Παρατήρηση 2.15 (i) Στην περίπτωση που το δεξί μέλος του (2.100) είναι ανα-
λυτική συνάρτηση με f1(0) = 0, f2(0) = 0, η συνθήκη (2.102α) ικανοποιείται,
αν για παράδειγμα υποθέσουμε ότι:

M̄ := {x := (x1, x2) ∈ Rn1 × Rn2 με x1 = 0}; (2.107α)

M := {x := (x1, x2) ∈ Rn1 × Rn2 έτσι ώστε

B(0)D(0)...D(0)︸ ︷︷ ︸
k

x2 ̸= 0 για κάποιον ακέραιο k} (2.107β)

Πράγματι, ας υποθέσουμε στην αντίθετη περίπτωση ότι υπάρχει ένα υποσύνολο
N του [0,∞) με μη μηδενικό μέτρο, ούτως ώστε να ισχύει:
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x0 ∈M και x1(t, x0) ∈ M̄, για κάθε t ∈ N

ή ισοδύναμα, λόγω της (2.107α)

x0 ∈M και x1(t, x0) = 0, για κάθε t ∈ N (2.108)

Λόγω της αναλυτικότητας του δεξιού μέλους της (2.100α), η x1(·, x0) θα είναι
αναλυτική για κάθε x0 ∈ Rn. Επιπλέον, αφού το σύνολο N είναι μη μηδενικού
μέτρου θα περιέχει μια συγκλίνουσα ακολουθία (tν)ν ⊂ N και επομένως από
τη (2.108) η x1(·, x0) ώς αναλυτική συνάρτηση που μηδενίζεται σε μια συγκλί-
νουσα ακολουθία του πεδίου ορισμού της θα είναι παντού μηδέν (βλέπε [47] σελ
14, Corollary 1.127), δηλαδή θα ισχύει:

x0 ∈M και x1(t, x0) = 0, για κάθε t ≥ 0 (2.109)

Το ίδιο θα ισχύει και για κάθε τάξης παράγωγο της x1(·, x0), επομένως θα έχουμε:

x0 ∈M και
dν

dtν
x1(t, x0) = 0, ∀ν ∈ N, t ≥ 0 (2.110)

Εν συνεχεία, θα δείξουμε ότι

B(0)(D(0))ν−1x2(0) = 0, ∀ν ∈ N (2.111)

όπου x0 = (x1(0), x2(0)) ∈ M η αρχική κατάσταση του συστήματος, το οποίο
έρχεται σε αντίφαση με τη (2.107β). Η απόδειξη της ανωτέρω συνεπαγωγής βα-
σίζεται στην ακόλουθη επαγωγική υπόθεση:

dν

dtν
x1(t, x0) = B(0)(D(0))ν−1x2(t),∀ν ∈ N, t ≥ 0 (2.112)

Πράγματι, η (2.111) είναι άμεση συνέπεια της (2.112). Απομένει πλέον να δεί-
ξουμε την επαγωγική υπόθεση (2.112). Για ν = 1 προκύπτει από τις (2.100α),
(2.109) και την υπόθεση f1(0) = 0 ότι

d

dt
x1(t, x0) = f1(x1(t)) + B(x1(t))x2(t) = f1(0) +B(0)x2(t) = B(0)x2(t)
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επομένως η (2.112) ικανοποιείται για ν = 1. Ακολούθως δεχόμαστε ότι η (2.112)
ισχύει για ν ∈ N και δείχνουμε ότι ισχύει και για ν+1 ∈ N. Ειδικότερα, λαμβά-
νοντας υπόψη τις (2.100α), (2.109), (2.112) και την υπόθεση f2(0) = 0, έχουμε

dν+1

dtν+1
x1(t, x0) =

d

dt

(
dν

dtν
x1(t, x0)

)
=

d

dt
(B(0)(D(0))ν−1x2(t))

= B(0)(D(0))ν−1(f2(x1(t)) +D(x1(t))x2(t))

= B(0)(D(0))ν−1(f2(0) +D(0)x2(t)) = B(0)(D(0))νx2(t)

και ολοκληρώνεται έτσι η απόδειξη της επαγωγικής υπόθεσης. Επιπλέον, από τη
(2.107β) έπεται ότι M = Rn, αν υποθέσουμε ότι το ζεύγος (B(0), D(0)) είναι
παρατηρήσιμο.
(ii) Όπως σημειώθηκε και στην εισαγωγή του καφαλαίου, το αποτέλεσμα του
Πορίσματος 2.14 όταν ισχύει η υπόθεση P2, γενικεύει το γεγονός ότι για γραμ-
μικά αυτόνομα συστήματα της μορφής (2.100) δηλαδή για συστήματα

(
ẋ1

ẋ2

)
=

(
A B

C D

)(
x1

x2

)
με έξοδο y = (In1×n1 0)

(
x1

x2

)
(2.113)

η ανιχνευσιμότητα του ζεύγους (B,D) είναι ισοδύναμη με την ανιχνευσιμό-
τητα του (2.113), όπου η τελευταία είναι ισοδύναμη με τη συνθήκη, το ζεύγος((

A′ C′

B′ D′

)
, ( I

0 )
)
να είναι σταθεροποιήσιμο μέσω γραμμικής ανάδρασης (βλέπε

Πρόταση 1.10, Θεώρημα 1.13(α)).

2.4 Τριγωνικά Συστήματα

Στην παρούσα ενότητα χρησιμοποιούμε τα αποτελέσματα από τις Ενότητες
2.2 και 2.3, προκειμένου να εξάγουμε ικανές συνθήκες για την επιλυσιμότητα
του AC-SODP για τριγωνικά συστήματα της μορφής (2.3), όπου υποθέτουμε ότι
fi ∈ C1(R≥0×Ri;R), i = 1, 2, ..., n και ai ∈ C1(R≥0×R;R), i = 1, 2, ..., n−1.
Η παρακάτω πρόταση, γενικεύει την Πρόταση 3.1 στην εργασία [71] (Θεώρημα
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1.68), αφού δεν υπάρχει πλέον η απαίτηση οι μερικές παράγωγοι των συναρτή-
σεων fi(·), να ικανοποιούν την εκτίμηση (1.101) (growth condition). Συγκεκρι-
μένα, ισχύει το ακόλουθο αποτέλεσμα.

Πρόταση 2.16 (Ικανές συνθήκες για την επιλυσιμότητα του AC-SODP για
τριγωνικά συστήματα της μορφής (2.3)). ΈστωM ένα μη κενό υποσύνολο του
Rn. Υποθέτουμε ότι το (2.3) είναιM -δεξιά πλήρες, δηλαδή η λύση x(·) := x(·, t0, x0)
του (2.3α) ικανοποιεί την εκτίμηση (1.104) για δοσμένη β ∈ NN . Επίσης, υπο-
θέτουμε ότι για κάθε t0 ≥ 0, x0 ∈M και i = 1, 2, ..., n− 1 ισχύει:

ai(t, x1(t, t0, x0)) ̸= 0, για σχεδόν κάθε t ≥ t0 (2.114)

Τότε το σύστημα ικανοποιεί την Α3 και επομένως το AC-SODP είναι επιλύσιμο
για το (2.3) ως προς τοM .
Απόδειξη
Για να αποδείξουμε την επιλυσιμότητα του AC-SODP, αρκεί από το αποτέλεσμα
της Πρότασης 2.10, να δείξουμε ότι το σύστημα (2.3) ικανοποιεί τη Συνθήκη
Α3. Ειδικότερα, θα δείξουμε ότι υπάρχουν ένας φυσικός ℓ ∈ N, μια απεικόνιση
A(·, ·, ·) και μια σταθερά L > 1, έτσι ώστε για κάθε R > 0 με BR ∩M ̸= ∅, να
ισχύουν οι Α1 και Α2. Έστω R > 0 και ξ > 0. Ορίζουμε:

F (t, x, y) :=



f1(t, y) + a1(t, y)x2

f2(t, y, x2) + a2(t, y)x3
...

fn−1(t, y, x2, ..., xn−1) + an−1(t, y)xn

fn(t, y, x2, ..., xn)


, (t, x, y) ∈ R≥0×Rn×R

(2.115)
Έστω σR,ξ ∈ N τέτοια ώστε:

σR,ξ(t) ≥
n∑

i=2

i∑
j=2

max
{∣∣∣∣ ∂fi∂xj

(t, y, x2, ..., xi)

∣∣∣∣ :
|(y, x2, ..., xi)| ≤ 2β(t, R) + ξ} ,∀t ≥ 0 (2.116)
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και ορίζουμε την πλειονότιμη απεικόνιση

[0,∞) ∋t→ QR(t) := QR,ξ(t) ⊂ Rℓ, ℓ =
n(n+ 1)

2

QR(t) :={q = (q1,1; q2,1, q2,2; ...; qn,1, qn,2, ..., qn,n) ∈ Rℓ : |q| ≤ σR,ξ(t)}
(2.117)

η οποία προφανώς ικανοποιεί την Ιδιότητα 2.1. Επίσης, για κάθε t ≥ 0 θεωρούμε
το σύνολο YR(t) όπως δίνεται από τη (2.14) με

H := (1, 0, ..., 0) (2.118)

Από τις (2.115)-(2.118) και το Θεώρημα Μέσης Τιμής του διαφορικού λογισμού
έπεται ότι για κάθε t ≥ 0, y ∈ YR(t) και x, z ∈ Rn με |x| ≤ β(t, R) και
|x− z| ≤ ξ ισχύει:

F (t, x, y)− F (t, z, y) = A(t, q, y)(x− z),για κάποιο q ∈ QR(t)

με qi,1 = 0, i = 1, 2, ..., n (2.119α)

A(t, q, y) :=



q1,1 a1(t, y) 0 · · · 0

q2,1 q2,2 a2(t, y)
. . . ...

...
...

... . . . 0

qn−1,1 qn−1,2 qn−1,3 an−1(t, y)

qn,1 qn,2 qn,3 · · · qn,n


(2.119β)

Πράγματι, έστω t ≥ 0, y ∈ YR(t) και x, z ∈ Rn με |x| ≤ β(t, R) και |x−z| ≤ ξ.
Από το Θεώρημα Μέσης Τιμής και τη (2.115) εξάγουμε ότι
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F (t, x, y)− F (t, z, y) =



f1(t, y) + a1(t, y)x2

f2(t, y, x2) + a2(t, y)x3
...

fn−1(t, y, x2, ..., xn−1) + an−1(t, y)xn

fn(t, y, x2, ..., xn)



−



f1(t, y) + a1(t, y)z2

f2(t, y, z2) + a2(t, y)z3
...

fn−1(t, y, z2, ..., zn−1) + an−1(t, y)zn

fn(t, y, z2, ..., zn)



=



0 a1(t, y) 0

0 ∂f2
∂x2

(t, y, x2 + θ1(z2 − x2)) a2(t, y)
...

...
...

0 ∂fn−1

∂x2
(t, y, x2 + θn−2(z2 − x2), ..., xn−1 + θn−2(zn−1 − xn−1)) · · ·

0 ∂fn
∂x2

(t, y, x2 + θn−1(z2 − x2), ..., xn + θn−1(zn − xn)) · · ·

· · · 0
. . . ...
. . . 0

· · · an−1(t, y)

· · · ∂fn
∂xn

(t, y, x2 + θn−1(z2 − x2), ..., xn + θn−1(zn − xn))





x1 − z1

x2 − z2
...

xn−1 − zn−1

xn − zn



=A(t, q, y)(x− z), θ1, θ2, ..., θn−1 ∈ (0, 1)

με την απεικόνιση A(·, ·, ·) όπως δίνεται από τη (2.119β), όπου οι όροι qi,1, i =
1, 2, ..., n ικανοποιούν τη (2.119α), ενώ για τους υπόλοιπους ισχύει:
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qi,j =
∂fi
∂xj

(t, y, x2 + θi−1(z2 − x2), ..., xi + θi−1(zi − xi)), i = 2, 3, ..., n,

j = 2, 3, ..., i

(2.120)

Αφού y ∈ YR(t), προκύπτει από τις (1.104), (2.14) και (2.118) ότι θα ισχύει:

|y| ≤ β(t, R)

Από την ανωτέρω και το γεγονός ότι |x| ≤ β(t, R) και |x− z| ≤ ξ εξάγουμε ότι

|(y, x2 + θi−1(z2 − x2), ..., xi + θi−1(zi − xi))|

≤|(y, 0, ..., 0)|+ |(0, x2, ..., xi)|+ θi−1|(0, z2 − x2, ..., zi − xi)|

≤|y|+ |x|+ θi−1|z − x| ≤ |y|+ |x|+ |z − x| ≤ 2β(t, R) + ξ (2.121)

Λαμβάνοντας υπόψη τις (2.116), (2.117) και (2.121), συμπεραίνουμε ότι το διά-
νυσμα q ∈ Rℓ όπως δίνεται από τις (2.117), (2.119α) και (2.120), ανήκει στο
σύνολο QR(t), συνεπώς ισχύει η Α1. Ακολούθως, χρησιμοποιώντας το αποτέ-
λεσμα του Λήμματος 2.12 της προηγούμενης ενότητας και ακολουθώντας ανά-
λογη επαγωγή με εκείνη στην απόδειξη της Πρότασης 3.1 στην εργασία [71],
δείχνουμε ότι με την υπόθεση (2.114), ικανοποιείται και η Συνθήκη Α2. Ειδκό-
τερα, δείχνουμε ότι υπάρχει μια σταθερά L > 1, τέτοια ώστε για κάθε R > 0 με
BR ∩M ̸= ∅ να υπάρχει εR > 0 ούτως ώστε για κάθε t̄0 ≥ t0 ≥ 0, τ > 0, ξ > 0

και y ∈ O(t0,M), να μπορούμε να βρούμε ένα χρονικώς μεταβαλλόμενο συμμε-
τρικό πίνακα PR ∈ C1([t̄0,∞);Rn×n) και μια συνάρτηση dR ∈ C0([t̄0,∞);R),
και οι δυο απεικονίσεις τ -μη αιτιατές ως προς το σύνολοO(t0,M), που να ικανο-
ποιούν τις (2.16α), (2.16β) καθώς και τη (2.16γ), δεδομένου ότι ισχύει η (2.17),
με τις A(·, ·, ·) καιQR := QR,ξ όπως δίνονται από τις (2.119β) και (2.117), αντί-
στοιχα. Η απόδειξη του παραπάνω ισχυρισμού θα γίνει με επαγωγή. Έστω L, R
και ξ ως ανωτέρω και έστω ε μια θετική σταθερά. Για k = 2, 3, ..., n ορίζουμε:

Hk := (1, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
k

), e := (e1, e2, ..., ek)
′ ∈ Rk; (2.122α)
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Ak(t, q, y) :=


qn−k+1,n−k+1 an−k+1(t, y) 0 · · · 0

qn−k+2,n−k+1

... Ak−1(t, q, y)

qn,n−k+1


(2.122β)

όπου

A1(t, q, y) := qn,n (2.122γ)

Επίσης, ορίζουμε:

εk :=
k
n
ε, k = 1, 2, ..., n (2.123)

Ισχυρισμός 1. (Επαγωγική Υπόθεση) Έστω k ∈ N με 2 ≤ k ≤ n. Τότε για L,
R, ξ ως ανωτέρω και για κάθε t̄0 ≥ t0 ≥ 0, τ > 0 και y ∈ O(t0,M), υπάρχουν
ένας χρονικώς μεταβαλλόμενος συμμετρικός πίνακας PR,k ∈ C1([t̄0,∞);Rk×k)

και μια συνάρτηση dR,k ∈ C0([t̄0,∞);R), και οι δυο απεικονίσεις τ -μη αιτιατές
ως προς το σύνολο O(t0,M), έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι (2.16α), (2.16β)
καθώς και η (2.16γ), δεδομένου ότι ισχύει η (2.17), με τις απεικονίσεις dR :=

dR,k, H := Hk, PR := PR,k, A := Ak, QR := QR,ξ και τη σταθερά εR := εk,
δηλαδή να έχουμε:

PR,k(t) > Ik×k,∀t ≥ t̄0; |PR,k(t̄0)| ≤ L; (2.124α)∫ t

t̄

dR,k(s)ds > −εk,∀t ≥ t̄ ≥ t̄0;

∫ ∞

t̄0

dR,k(s)ds = ∞; (2.124β)

e′PR,k(t)Ak(t, q, y(t))e+
1
2
e′ṖR,k(t)e ≤ −dR,k(t)e

′PR,k(t)e, (2.124γ)

∀t ≥ t̄0, e ∈ kerHk, q ∈QR(t), δεδομένου ότι ισχύει η (2.17)

Σημειώνουμε ότι για k := n, και λαμβάνοντας υπόψη τη (2.123), ο Ισχυρισμός
1 εγγυάται ότι ικανοποιούνται όλες οι απαιτήσεις της Συνθήκης Α2 με εR := ε,
επομένως, το αποτέλεσμα της παρούσας πρότασης είναι συνέπεια της Πρότασης
2.10.
Απόδειξη του Ισχυρισμού 1 για k := 2 . Ορίζουμε:
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H2 := (1, 0), e := (e1, e2) ∈ R2; (2.125α)

A2(t, q, y) :=

(
qn−1,n−1 an−1(t, y)

qn,n−1 qn,n

)
(2.125β)

Παρατηρούμε ότι η A(·, ·, ·) όπως δίνεται από τη (2.125β), συμπίπτει με την
απεικόνιση J(·, ·, ·), όπως δίνεται από τη (2.76), με n1 = n2 = 1 και

A(q) := qn−1,n−1,B(t, y) := an−1(t, y), (2.126)

C(q) := qn,n−1 και D(t, q, y) := qn,n

Ορίζουμε:

PR,1(t) := L, t ≥ t̄0 (2.127α)

και έστω dR,1 ∈ C0([t̄0,∞);R) μια μη αρνητική συνάρτηση για την οποία ισχύει
η συνθήκη: ∫ ∞

t̄0

dR,1(s)ds = ∞ (2.127β)

Προφανώς, το ζεύγος (B,D) όπως δίνεται από τη (2.126), ικανοποιεί την Ιδιό-
τητα Η2 με την Q := QR,ξ όπως δίνεται από τη (2.117), με U :=M ,W := BR,
Ω(t0, U) := O(t0,M), ∀t0 ≥ 0, E := ε1 και με τις P := PR,1, d := dR,1 όπως
δίνονται στη (2.127). Πράγματι, από τις (2.127α) και (2.127β), προκύπτει ότι ικα-
νοποιούνται οι (2.77α) και (2.77β) της Ιδιότητας Η2. Επίσης, λόγω των (2.114)
και (2.126), ισχύει στην περίπτωσή μας kerB(t, y(t)) = {0} για σχεδόν κάθε
t ≥ t0, όπου t0 ≥ 0 και y ∈ O(t0,M), άρα και η (2.77γ) της Η2 ισχύει τετριμ-
μένα. Έπεται τότε από το Λήμμα 2.12 και λαμβάνοντας υπόψη τη (2.123), ότι
για κάθε t̄0 ≥ t0 ≥ 0, τ > 0 και y ∈ O(t0,M), υπάρχουν τ -μη αιτιατές απεικο-
νίσεις SR,1 ∈ C1([t̄0,∞);R), TR,1 ∈ C1([t̄0,∞);R) και dR,2 ∈ C0([t̄0,∞);R),
τέτοιες ώστε αν ορίσουμε:

PR,2 :=

(
TR,1 SR,1

S ′
R,1 PR,1

)
(2.128)
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με την PR,1(·) όπως δίνεται από τη (2.127α), να ισχύουν τα ακόλουθα:

PR,2(t) > I2×2, ∀t ≥ t̄0; |PR,2(t̄0)| ≤ L; (2.129α)∫ t

t̄

dR,2(s)ds > −ε2,∀t ≥ t̄ ≥ t̄0;

∫ ∞

t̄0

dR,2(s)ds = ∞; (2.129β)

(0, e2)PR,2(t)A2(t, q, y(t))

(
0

e2

)
+

1

2
(0, e2)ṖR,2(t)

(
0

e2

)

≤ −dR,2(t)(0, e2)PR,2(t)

(
0

e2

)
, (2.129γ)

∀t ≥ t̄0, e2 ∈ R, q ∈ QR(t), δεδομένου ότι ισχύει η (2.17)

Από τη (2.125α), η ανισότητα (2.129γ) γράφεται:

e′PR,2(t)A2(t, q, y(t))e+
1
2
e′ṖR,2(t)e ≤ −dR,2(t)e

′PR,2(t)e, (2.130)

∀t ≥ t̄0, e ∈ kerH2, q ∈QR(t), δεδομένου ότι ισχύει η (2.17)

Από τις (2.122), (2.124), (2.129α), (2.129β) και (2.130) συμπεραίνουμε ότι όλες
οι ιδιότητες του Ισχυρισμού 1 ισχύουν για k := 2.
Απόδειξη του Ισχυρισμού 1. (Γενικό Επαγωγικό Βήμα) Προκειμένου να ολο-
κληρώσουμε την απόδειξη, αρκεί να δείξουμε ότι αν η επαγωγική υπόθεση του
Ισχυρισμού 1 ισχύει για κάποιο k ∈ {2, 3, ..., n − 1}, τότε ισχύει και για k :=

k + 1. Ειδικότερα, θα δείξουμε ότι για κάθε t̄0 ≥ t0 ≥ 0, τ > 0, y ∈ O(t0,M)

και σταθερέςL,R, ξ ως ανωτέρω, μπορούμε να βρούμε έναν τ -μη αιτιατό χρονι-
κώς μεταβαλλόμενο συμμετρικό πίνακα PR,k+1 ∈ C1([t̄0,∞);R(k+1)×(k+1)) και
μια τ -μη αιτιατή συνάρτηση dR,k+1 ∈ C0([t̄0,∞);R), έτσι ώστε να ισχύουν οι
(2.16α), (2.16β) και περαιτέρω να ικανοποιείται η (2.16γ), δεδομένου ότι ισχύει
η (2.17), με τις απεικονίσειςH := Hk+1,A := Ak+1 καιQR := QR,ξ όπως δίνο-
νται από τις (2.122α), (2.122β) και (2.117), αντίστοιχα, τη σταθερά εR := εk+1

και κατάλληλες dR := dR,k+1, PR := PR,k+1 που πρόκειται να προσδιοριστούν.
Σημειώνουμε ότι η απεικόνιση
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Ak+1(t, q, y) :=


qn−k,n−k an−k(t, y) 0 · · · 0

qn−k+1,n−k

... Ak(t, q, y)

qn,n−k

 (2.129β)

συμπίπτει με την J(t, q, y), όπως δίνεται από τη (2.76) με n1 = 1, n2 = k και

A(q) :=qn−k,n−k,B(t, y) := an−k(t, y)(1, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
k

) (2.131)

C(q) :=


qn−k+1,n−k

...
qn,n−k

 και D(t, q, y) := Ak(t, q, y)

Στο γενικό επαγωγικό βήμα ικανοποιείται πάλι η Ιδιότητα Η2 για το ζεύγος
(B,D) όπως δίνεται τώρα από τη (2.131), με την απεικόνιση QR := QR,ξ και
με τις συναρτήσεις P := PR,k, d := dR,k όπως δίνονται στη (2.124) και με
U := M , W := BR, Ω(t0, U) := O(t0,M), ∀t0 ≥ 0, E := εk. Πράγματι,
λαμβάνοντας υπόψη τις (2.114) και (2.131), εξάγουμε ότι για κάθε t0 ≥ 0 και
y ∈ O(t0,M) ισχύει kerB(t, y(t)) = ker(1, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

k

), για σχεδόν κάθε t ≥ t0.

Το τελευταίο σε συνδυασμό με τις (2.124α)-(2.124γ), συνεπάγεται ότι ισχύουν
οι (2.77α)-(2.77γ) της Η2. Συμπεραίνουμε ότι ικανοποιούνται όλες οι υποθέσεις
του Λήμματος 2.12, επομένως λαμβάνοντας υπόψη και τη (2.123), προκύπτει ότι
για κάθε t̄0 ≥ t0 ≥ 0, τ > 0 και y ∈ O(t0,M), υπάρχουν τ -μη αιτιατές χρονικώς
μεταβαλλόμενες απεικονίσεις SR,k ∈ C1([t̄0,∞);R1×k), TR,k ∈ C1([t̄0,∞);R)
και dR,k+1 ∈ C0([t̄0,∞);R), τέτοιες ώστε αν ορίσουμε

PR,k+1 :=

(
TR,k SR,k

S ′
R,k PR,k

)
(2.132)

με την PR,k(·) όπως δίνεται στη (2.124α), να ισχύουν τα ακόλουθα:

PR,k+1(t) > I(k+1)×(k+1),∀t ≥ t̄0; |PR,k+1(t̄0)| ≤ L; (2.133α)
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t̄

dR,k+1(s)ds > −εk+1, ∀t ≥ t̄ ≥ t̄0;

∫ ∞

t̄0

dR,k+1(s)ds = ∞; (2.133β)

(0, e′2)PR,k+1(t)Ak+1(t, q, y(t))

(
0

e2

)
+

1

2
(0, e′2)ṖR,k+1(t)

(
0

e2

)

≤ −dR,k+1(t)(0, e
′
2)PR,k+1(t)

(
0

e2

)
,

∀t ≥ t̄0, e2 ∈ Rk, q ∈ QR(t), δεδομένου ότι ισχύει η (2.17)
(2.133γ)

Λαμβάνονοντας υπόψη τη (2.122α), η ανισότητα (2.133γ) γράφεται:

e′PR,k+1(t)Ak+1(t, q, y(t))e+
1
2
e′ṖR,k+1(t)e ≤ −dR,k+1(t)e

′PR,k+1(t)e,

∀t ≥ t̄0, e ∈ kerHk+1, q ∈QR(t), δεδομένου ότι ισχύει η (2.17) (2.134)

Από τις (2.133α), (2.133β) και (2.134) συμπεραίνουμε ότι η επαγωγική υπόθεση
ικανοποιείται και για k := k + 1 και ολοκληρώνεται έτσι η απόδειξη του Ισχυ-
ρισμού 1. Επομένως για κάθε R > 0 με BR ∩M ̸= ∅ ικανοποιούνται οι Α1 και
Α2, συνεπώς, σύμφωνα με την Πρόταση 2.10 το AC-SODP είναι επιλύσιμο για
το σύστημα (2.3) ως προς τοM . 2

2.5 Επιλυσιμότητα του Strong ODP

Στην παρούσα ενότητα δίνονται ικανές συνθήκες για την επιλύσιμοτητα του
S-(S)ODP για τις περιπτώσεις των συστημάτων που μελετήθηκαν στις προη-
γούμενες ενότητες, με τις ίδιες υποθέσεις λειότητας για τα δεξιά τους μέλη. Οι
διατυπώσεις και αποδείξεις της ενότητας αυτής, αποτελούν τροποποιήσεις των
αντίστοιχων αποτελεσμάτων από τις Ενότητες 2.2, 2.3 και 2.4. Θεωρούμε πάλι
το σύστημα (2.11) και υποθέτουμε ότι υπάρχει ένα κλειστό μη κενό υποσύνολο
M του Rn τέτοιο ώστε το (2.11α) να είναι M -δεξιά πλήρες, δηλαδή να ικανο-
ποιείται η (1.104) για κάποια β ∈ NN . Επίσης, υποθέτουμε ότι υπάρχουν ένας
φυσικός ℓ ∈ N, μια απεικόνισηA(·, ·, ·) όπως στη (2.12) και σταθερές L > 1 και
R > 0, έτσι ώστε να ισχύει η Α1 και αντί της Α2 να ικανοποιείται η ακόλουθη
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ισχυρότερη υπόθεση.

A2’. Η Συνθήκη Α2 ικανοποιείται με το σύνολο M ως ανωτέρω και με την
επιπλέον παραδοχή ότι για κάθε t̄0 ≥ t0 ≥ 0, ξ > 0 και y ∈ O(t0,M), οι
απεικονίσεις

[t̄0,∞)×M ∋ (t, x0) →


PR,t0,t̄0,ξ,y(·,t0,x0)(t)

ṖR,t0,t̄0,ξ,y(·,t0,x0)(t)

dR,t0,t̄0,ξ,y(·,t0,x0)(t)

(2.135)

είναι συνεχείς και αιτατές ως προς το σύνολοO(t0,M)

Ακολούθως, δείχνουμε ότι με τις Συνθήκες Α1 και Α2’, το S-ODP είναι επιλύ-
σιμο για το σύστημα (2.11). Όπως και στη δεύτερη ενότητα, αποδεικνύουμε αρ-
χικά ένα προκαταρκτικό αποτέλεσμα που αποτελεί μια ισχυρότερη παραλλαγή
του Λήμματος 2.6. Θεωρούμε πάλι το ζεύγος (H,A) των συνεχών απεικονίσεων
της (2.19) και έστω U ένα κλειστό και W ένα συμπαγές υποσύνολο του Rn με
U ∩W ̸= ∅ και για κάθε t0 ≥ 0, έστω Ω(t0, U) ένα (μη κενό) σύνολο συνεχών
συναρτήσεων y := yt0,x0 : [t0,∞) → Rk παραμετροποιημένων ως προς x0 ∈ U ,
έτσι ώστε για κάθε σταθερό t0 ∈ R≥0, να ισχύει ότι η απεικόνιση

[t0,∞)× U ∋ (t, x0) → yt0,x0(t) είναι συνεχής (2.136)

Επίσης, αντί της Η1, κάνουμε την ακόλουθη ισχυρότερη υπόθεση.

H1’. Η Συνθήκη Η1 ικανοποιείται και επιπλέον, για κάθε t̄0 ≥ t0 ≥ 0 και
y := yt0,x0 ∈ Ω(t0, U) οι απεικονίσεις

[t̄0,∞)× U ∋ (t, x0) →


Pt0,t̄0,yt0,x0

(t)

Ṗt0,t̄0,yt0,x0
(t)

dt0,t̄0,yt0,x0 (t)

(2.137)

είναι συνεχείς και αιτιατές ως προς το σύνολο Ω(t0, U)
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Το ακόλουθο αποτέλεσμα (Λήμμα 2.17), αποτελεί μια ισχυρότερη εκδοχή του
Λήμματος 2.6.

Λήμμα 2.17 Θεωρούμε το ζεύγος (H,A) των συνεχών απεικονίσεων της (2.19)
για τις οποίες υποθέτουμε ότι ισχύει η Η1’. Τότε για κάθε t̄0 ≥ t0 ≥ 0 και d̄ :=

d̄t0,t̄0,yt0,x0 ∈ C0([t̄0,∞);R) που ικανοποιεί τη (2.22) και την επιπλέον ιδιότητα,
ότι η απεικόνιση

[t̄0,∞)× U ∋ (t, x0) → d̄t0,t̄0,yt0,x0 (t) (2.138)

είναι συνεχής και αιτιατή ως προς το σύνολο Ω(t0, U)

υπάρχει μια συνάρτηση ϕ = ϕt0,t̄0 ∈ C1([t̄0,∞);R>0), ανεξάρτητη της y(·), και
συνεπώς αιτιατή ως προς το σύνολο Ω(t0, U), έτσι ώστε να ισχύει η (2.23).
Απόδειξη
(Σκιαγράφηση): Έστω (t0, x0) ∈ R≥0 × (U ∩W ), t̄0 ≥ t0, y(t; x0) := yt0,x0(t)

και d̄(t; x0) := d̄t0,t̄0,yt0,x0 (t), όπως οι yt0,x0 : [t0,∞) → Rk και d̄ := d̄t0,t̄0,yt0,x0 ∈
C0([t̄0,∞);R) δίνονται στη διατύπωση του λήμματος. Ορίζουμε τις απεικονί-
σεις D(t, q, e; x0), K(t; x0), Kc(t;x0), ω(t; x0) και ω̄(t; x0) όπως στις (2.24α),
(2.24β), (2.26), (2.28) και (2.30), αντίστοιχα. Συγκεκριμένα, ορίζουμε:

D(t, q, e;x0) := e′P (t;x0)A(t, q, y(t;x0))e+
1
2
e′Ṗ (t; x0)e+ d̄(t; x0)e

′P (t; x0)e

(2.139α)
K(t; x0) := {w ∈ Rn : |w| = 1, D(t, q, w; x0) < 0, ∀q ∈ Q(t)} (2.139β)

Kc(t;x0) := {w ∈ Rn : |w| = 1 καιD(t, q, w;x0) ≥ 0, για κάποιο q ∈ Q(t)}
(2.139γ)

ω(t; x0) :=

min{|H(t, y(t;x0))w| : w ∈ Kc(t;x0)}, ανKc(t; x0) ̸= ∅

∞, ανKc(t; x0) = ∅
(2.139δ)

ω̄(t;x0) :=

 1
ω2(t;x0)

, ανKc(t;x0) ̸= ∅

0, ανKc(t;x0) = ∅
(2.139ε)

Ακολούθως, όπως και στην απόδειξη του Λήμματος 2.6 και χρησιμοποιώντας τις
υποθέσεις συνέχειας (2.136), (2.137) και (2.138) για τις απεικονίσεις y(t; x0) :=
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yt0,x0(t), P (t; x0) := Pt0,t̄0,yt0,x0
(t), Ṗ (t;x0) := Ṗt0,t̄0,yt0,x0

(t) και d̄(t;x0) :=

d̄t0,t̄0,yt0,x0 (t), μπορούμε εύκολα να δείξουμε ότι η

D : [t̄0,∞)× Rℓ × Rn × (U ∩W ) → R είναι συνεχής (2.140)

Στη συνέχεια, χρησιμοποιώντας τα ίδια επιχειρήματα με εκείνα της απόδειξης
του Λήμματος 2.6, αποδεικνύονται οι αντίστοιχες των σχέσεων (2.25) και (2.27),
δηλαδή ότι

w ∈ kerH(t, y(t;x0)) και |w| = 1 ⇒ w ∈ K(t; x0) (2.141)

πως το σύνολο Kc(t; x0) είναι κενό, αν και μόνο αν ισχύει

D(t, q, w; x0) < 0 για κάθε q ∈ Q(t) και w ∈ Rn με |w| = 1 (2.142)

καθώς και ότι οι συναρτήσεις ω(t;x0) και ω̄(t;x0) είναι καλώς ορισμένες. Λαμ-
βάνοντας υπόψη τη συμπάγεια του συνόλου U ∩W και χρησιμοποιώντας την
υπόθεση συνέχειας (2.140) για την απεικόνιση D(t, q, e; x0) μπορούμε ακολού-
θως να δείξουμε ότι για κάθε T > t̄0 ισχύει:

inf{ω(t;x0) : (t, x0) ∈ [t̄0, T ]× (U ∩W )} > 0 (2.143)

Πράγματι, στην αντίθετη περίπτωση θα ισχύει ω(tν ;xν0) → 0 για κάποια ακο-
λουθία (tν , x

ν
0) → (t, x0) ∈ [t̄0, T ] × (U ∩ W ). Από τη (2.139δ) μπορούμε

χωρίς βλάβη της γενικότητας να υποθέσουμε ότι ισχύειKc(tν ;x
ν
0) ̸= ∅ για κάθε

ν ∈ N και επομένως υπάρχει wν ∈ Kc(tν ;x
ν
0) με |H(tν , y(tν ; x

ν
0))wν | → 0.

Αφού |wν | = 1, υποθέτουμε πάλι, ότι χωρίς βλάβη της γενικότητας ισχύει wν →
w ∈ Rn με |w| = 1. Απο τη συνέχεια της H(·, y(·, ·)) προκύπτει (χρησιμο-
ποιώντας τα ίδια επιχειρήματα με εκείνα στην απόδειξη του Λήμματος 2.6) ότι
H(t, y(t; x0))w = 0 και συνεπώς από τη (2.141) ότι ισχύει w ∈ K(t; x0). Ακο-
λούθως, από τη συνέχεια της D(·, ·, ·; ·) (ως προς t, q, w και x0) αποδεικνύεται
όπως ακριβώς και στην απόδειξη του Λήμματος 2.6 ότι w ∈ Kc(t; x0) και κα-
ταλήγουμε σε άτοπο.
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Από τη (2.143) έπεται ότι για κάθε T > t̄0, υπάρχει μια σταθερά M := M(T )

με

M ≥ sup{ω̄(t;x0) : (t, x0) ∈ [t̄0, T ]× (U ∩W )} (2.144)

Επομένως, μπορούμε να ορίσουμε την απεικόνιση:

C(t; x0) := sup{ω̄(t; x0)(|P (t;x0)||A(t, q, y(t;x0))|+ 1
2
|Ṗ (t;x0)| (2.145)

+|d̄(t;x0)||P (t; x0)|) : q ∈ Q(t)}

Ακολούθως, δείχνουμε ότι για κάθε T > t̄0 υπάρχει μια σταθερά M̄ := M̄(T ) >

0, τέτοια ώστε

sup{C(t;x0) : (t, x0) ∈ [t̄0, T ]× (U ∩W )} ≤ M̄ (2.146)

Πράγματι, όπως και στην απόδειξη τουΛήμματος 2.6 προκύπτει ότι αφού η απει-
κόνισηQ(·) ικανοποιεί την Ιδιότητα 2.1, το σύνολο∪t∈[t̄0,T ]Q(t) είναι φραγμένο.
Επιπλέον, λαμβάνοντας υπόψη τις (2.144), (2.145) και το γεγονός ότι λόγω των
(2.136), (2.137) και (2.138) οι απεικονίσειςP (·, ·), Ṗ (·, ·), d̄(·, ·) καιA(·, ·, y(·, ·)),
είναι συνεχείς ως προς (t, x0) και (t, q, x0) αντίστοιχα, εξάγουμε (όπως και στην
απόδειξη του Λήμματος 2.6) ότι

sup{C(t;x0) : t ∈ [t̄0, T ]× (U ∩W )}

= sup{ω̄(t; x0)(|P (t;x0)||A(t, q, y(t;x0))|+ 1
2
|Ṗ (t;x0)|+ |d̄(t; x0)||P (t;x0)|) :

(t, x0) ∈ [t̄0, T ]× (U ∩W ), q ∈ Q(t)}

≤ sup{ω̄(t; x0) : (t, x0) ∈ [t̄0, T ]× (U ∩W )}

× sup{(|P (t;x0)||A(t, q, y(t; x0))|+ 1
2
|Ṗ (t;x0)|+ |d̄(t; x0)||P (t;x0)|) :

(t, q, x0) ∈ [t̄0, T ]× ∪t∈[t̄0,T ]Q(t)× (U ∩W )} <∞

οπότε ικανοποιείται η (2.146). Επομένως, μπορούμε να βρούμε μια συνάρτηση
ϕ ∈ C1([t̄0,∞);R>0), ανεξάρτητη της y ∈ Ω(t0, U), έτσι ώστε αντί της (2.34)
να ισχύει:
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ϕ(t) > sup{C(t; x0), x0 ∈ U ∩W}, ∀t ≥ t̄0 (2.147)

Τέλος, χρησιμοποιώντας ανάλογα επιχειρήματα με εκείνα του πρώτου μέρους
της απόδειξης του Λήμματος 2.6, συμπεραίνουμε ότι η ϕ(·) ικανοποιεί την επι-
θυμητή (2.23). 2

Τα αποτελέσματα του Πορίσματος 2.18 και της Πρότασης 2.19 παρακάτω, απο-
τελούν τα “αιτιατά” ανάλογα του Πορίσματος 2.8 και της Πρότασης 2.9, αντί-
στοιχα. Οι αποδείξεις τους βασίζονται στο αποτέλεσμα του Λήμματος 2.17.

Πόρισμα 2.18 Θεωρούμε το ζεύγος (H,A) της (2.19) με τις H(t, y) := H(t)

και A(t, q, y) όπως ορίζονται στη (2.11β) και την Yπόθεση Α1, αντίστοιχα. Τότε,
αν ικανοποιείται η Α2’, ισχύουν όλα τα συμπεράσματα του Πορίσματος 2.8, δη-
λαδή για κάθε ε̄R > εR υπάρχουν συναρτήσεις d̄R ∈ C0([t̄0,∞);R) και ϕR ∈
C1([t̄0,∞);R>0) που ικανοποιούν τη (2.40). Επιπλέον, η ϕR(·) είναι ανεξάρτητη
του y ∈ O(t0,M) και η d̄R(·) αιτιατή ως προς το σύνολο O(t0,M).

Πρόταση 2.19 (Ικανές συνθήκες για την επιλυσιμότητα του S-ODP για συ-
στήματα της μορφής (2.11)). Θεωρούμε το σύστημα (2.11) και έστω M ένα μη
κενό κλειστό υποσύνολο του Rn, τέτοιο ώστε το (2.11α) να είναιM -δεξιά πλήρες.
Για την αρχική κατάσταση x0 ∈M του συστήματος είναι εκ των προτέρων γνωστό,
ότι |x0| ≤ R για κάποια δοσμένη σταθεράR > 0 μεBR∩M ̸= ∅ και υποθέτουμε
ότι ικανοποιούνται οι Υποθέσεις Α1 και Α2’, με το σύνολο M και τη σταθερά R
ως ανωτέρω και για συκγεκριμένο L > 1. Τότε ισχύουν τα αποτελέσματα (i) και
(ii) της Πρότασης 2.9, για έναν κατάλληλο αιτιατό χρονικώς μεταβαλλόμενο συμ-
μετρικό πίνακα PR ∈ C1([t̄0,∞);Rn×n) που ικανοποιεί τη (2.16α) και αιτιατές
συναρτήσεις d̄R ∈ C0([t̄0,∞);R) και ϕR ∈ C1([t̄0,∞);R>0), επομένως το S-
ODP είναι επιλύσιμο για το (2.11) ως προς το σύνολο BR ∩M .

Ακολούθως δίνονται ικανές συνθήκες για την επιλυσιμότητα του S-SODP. Αντί
της συνθήκης Α3 χρησιμοποιείται η ακόλουθη ισχυρότερη εκδοχή της.

A3’. Υποθέτουμε ότι υπάρχουν ένας φυσικός ℓ ∈ N, μια απεικόνιση A(·, ·, ·)
όπως στη (2.12) και μια σταθερά L > 1, έτσι ώστε για κάθεR > 0 μεBR∩M ̸=
∅ να ικανοποιούνται οι Α1 και Α2’.
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Επικαλούμενοι τα αποτελέσματα του Πορίσματος 2.18 και της Πρότασης 2.19,
μπορούμε, χρησιμοποιώντας ίδια επιχειρήματα με εκείνα της απόδειξης τηςΠρό-
τασης 2.10, να αποδείξουμε την ακόλουθη αιτιατή εκδοχή της Πρότασης 2.10.

Πρόταση 2.20 (Ικανές συνθήκες για την επιλυσιμότητα του S-SODP για συ-
στήματα της μορφής (2.11)). Υποθέτουμε ότι το σύστημα (2.11) ικανοποιεί την
Α3’ και επιπλέον οτι είναιM -δεξιά πλήρες. Τότε το S-SODP είναι επιλύσιμο για
το (2.11) ως προς τοM .

Εν συνεχεία, εξάγουμε ικανές συνθήκες για την επιλυσιμότητα του S-SODP για
σύνθετα συστήματα της μορφής (2.2). Θεωρούμε πάλι την απεικόνιση J(·, ·, ·)
όπως ορίζεται από τη (2.76) και έστω U ένα κλειστό καιW ένα συμπαγές υπο-
σύνολο του Rn με U ∩W ̸= ∅. Επιπλέον, για κάθε t0 ≥ 0, έστω Ω(t0, U) ένα μη
κενό σύνολο συνεχώς παραγωγίσιμων συναρτήσεων y := yt0,x0 : [t0,∞) → Rk

παραμετροποιημένων ως προς x0 ∈ U , έτσι ώστε για κάθε δοσμένο t0 ∈ R≥0 να
ικανοποιείται η συνθήκη (2.136) και περαιτέρω να ισχύει ότι η απεικόνιση

[t0,∞)× U ∋ (t, x0) → ẏt0,x0(t) είναι συνεχής (2.148)

(όπου ẏt0,x0(·) η παράγωγος της yt0,x0(·)). Υποθέτουμε ότι ισχύει η ακόλουθη
ισχυρότερη της Η2 συνθήκη για το ζεύγος (B,D) της (2.76).

H2’. Ικανοποιείται η Συνθήκη Η2 και επιπλέον θεωρούμε ότι για κάθε t̄0 ≥
t0 ≥ 0 και y := yt0,x0 ∈ Ω(t0, U), ισχύει η ιδιότητα (2.137), ενώ αντί της (2.77γ)
ικανοποιείται η ακόλουθη ισχυρότερη απαίτηση:

e′P (t)D(t, q, y(t))e+ 1
2
e′Ṗ (t)e ≤ −d(t)e′P (t)e, (2.149)

∀t ≥ t̄0, e ∈ kerB(t, y(t)), q ∈ Q(t), δεδομένου ότι ισχύει η (2.21)

Το Λήμμα 2.21 και τα Πορίσματα 2.22 και 2.23 παρακάτω, αποτελούν τις αιτια-
τές εκδοχές του Λημμάτος 2.12 και των Πορισμάτων 2.13 και 2.14, αντίστοιχα.

Λήμμα 2.21 Θεωρούμε την απεικόνιση J(·, ·, ·) όπως δίνεται από τη (2.76) και
υποθέτουμε ότι ικανοποιείται η Η2’. Τότε για κάθε ε > 0, t̄0 ≥ t0 ≥ 0 και
yt0,x0 ∈ Ω(t0, U), υπάρχουν απεικονίσεις
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S := St0,t̄0,yt0,x0
∈ C1([t̄0,∞);Rn1×n2), T := Tt0,t̄0,yt0,x0 ∈ C1([t̄0,∞);Rn1×n1)

και d̄ := d̄t0,t̄0,yt0,x0 ∈ C0([t̄0,∞);R)

έτσι ώστε για κάθε ε, t0 και t̄0 να ισχύει ότι οι απεικονίσεις

[t̄0,∞)× U ∋ (t, x0) →



St0,t̄0,yt0,x0
(t)

Ṡt0,t̄0,yt0,x0
(t)

Tt0,t̄0,yt0,x0 (t)

Ṫt0,t̄0,yt0,x0 (t)

d̄t0,t̄0,yt0,x0 (t)

(2.150)

είναι συνεχείς και αιτιατές ως προς το σύνολο Ω(t0, U)

και τέτοιες ώστε αν ορίσουμε

P̄ := P̄t0,t̄0,yt0,x0
=

(
T S

S ′ P

)
∈ C1([t̄0,∞);R(n1+n2)×(n1+n2)) (2.151)

με την P (·) όπως δίνεται στην Η2’, να ικανοποιείται η (2.79).
Απόδειξη
(Σκιαγράφηση): Η απόδειξη βασίζεται στο αποτέλεσμα του Λήμματος 2.17 και
αποτελεί μια απλούστερη εκδοχή της απόδειξης του Λήμματος 2.12. Θεωρούμε
πάλι το ζεύγος (H,A) με τις απεικονίσεις H(t, y) := B(t, y) και A(t, q, y) :=

D(t, q, y) όπως δίνονται από τη (2.76) και παρατηρούμε, ότι λόγω της (2.149),
ικανοποιείται η Iδιότητα Η1’ για το ζεύγος (H,A) = (B,D), όπου για κάθε
t̄0 ≥ t0 ≥ 0 και y := yt0,x0 ∈ Ω(t0, U), οι αντίστοιχες απεικονίσεις P (·)
και d(·) δίνονται στις σχέσεις (2.77α), (2.77β). Έστω ε, t0, t̄0 και yt0,x0(·) όπως
στη διατύπωση του λήμματος. Χρησιμοποιώντας το αποτέλεσμα του Λήμμα-
τος 2.17, το ίδιο στοιχειώδες επιχείρημα με εκείνο στην απόδειξη του Λήμ-
ματος 2.7 και επικαλούμενοι τη (2.137), προκύπτει ότι υπάρχουν συναρτήσεις
d1 := (d1)t0,t̄0,yt0,x0 ∈ C0([t̄0,∞);R) και ϕ ∈ C1([t̄0,∞);R>0), (η ϕ(·) ανεξάρ-
τητη της y(·) := yt0,x0(·)) αιτιατές ως προς το σύνολο Ω(t0, U), ώστε να ικα-
νοποιείται η (2.80). Τότε, όπως και στην απόδειξη του Λήμματος 2.12, προκει-
μένου να δείξουμε τη (2.79), αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχουν απεικονίσεις T (·),
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S(·) και d̄(·) που ικανοποιούν τη (2.150), τέτοιες ώστε να ισχύουν οι (2.79α),
(2.79β) και (2.82). Ορίζουμε την απεικόνιση S(·) όπως στη (2.83) (όπου η l ∈
C1([t̄0,∞);R) πρόκειται να προσδιοριστεί) και παρατηρούμε, ότι λόγω των (2.136),
(2.148) και της υπόθεσης B ∈ C1(R × Rk;Rn1×n1), αν η l(·) είναι ανεξάρτητη
της yt0,x0(·), τότε οι S(·) και Ṡ(·) θα ικανοποιούν τη (2.150). Στη συνέχεια, ακο-
λουθώντας επακριβώς τα βήματα της απόδειξης του Λήμματος 2.12, συμπεραί-
νουμε ότι αρκεί να βρούμε αιτιατές απεικονίσεις l(·), d̄(·) και T (·), έτσι ώστε
να ικανοποιούνται οι (2.79α), (2.79β), (2.84), (2.85) και (2.150) και επιπλέον να
ισχύει:

(ϕ(t)− l(t))|B(t, yt0,x0(t))w|2 ≤ d1(t)− d̄(t), (2.152)

∀t ≥ t̄0, w ∈ Rn2 :|w| = 1, δεδομένου ότι ισχύει η (2.21)

Λαμβάνοντας υπόψη τη (2.84β) και ορίζοντας

m(t) := 1 +max{|B(t, yt0,x0(t))w|2 : w ∈ Rn2 , |w| = 1, x0 ∈ U ∩W}, t ≥ t̄0

(2.153α)
αρκεί, αντί της (2.152) να δείξουμε ότι:

(ϕ(t)−l(t))m(t) ≤ d1(t)− d̄(t),∀t ≥ t̄0, (2.153β)

δεδομένου ότι ισχύει η (2.21)

Ορίζοντας τις l(·) και d̄(·) όπως στις (2.88α)-(2.88ε) (με δτ := ε
4M

) και λαμβά-
νοντας υπόψη ότι οι ϕ(·) και m(·) (όπως η τελευταία δίνεται από τη (2.153α))
είναι ανεξάρτητες της yt0,x0(·) και ότι η d1(·) είναι αιτιατή ως προς το σύνολο
Ω(t0, U), προκύπτει ότι η d̄(·) είναι αιτιατή ως προς το σύνολοΩ(t0, U) και η l(·)
ανεξάρτητη της yt0,x0(·), επομένως, σύμφωνα με την ανωτέρω ανάλυση, τόσο η
d̄(·) όσο και η S(·) θα ικανοποιούν τη (2.150). Επιπλέον, όπως ακριβώς και στην
απόδειξη του Λήμματος 2.12, εξάγουμε ότι οι l(·), d̄(·) ικανοποιούν τις (2.79β),
(2.84) και (2.85). Τέλος, κατασκευάζοντας την απεικόνιση T (·) όπως στο Λήμμα
2.12 και λαμβάνοντας υπόψη την Παρατήρηση 2.28 στο παράρτημα του κεφα-
λαίου, συμπεραίνουμε ότι η T (·) και ο πίνακας P̄ (·) όπως ο τελευταίος δίνεται
από τη (2.151), ικανοποιούν τις (2.150) και (2.79α), αντίστοιχα. 2
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2.5. Επιλυσιμότητα του Strong ODP

Πόρισμα 2.22 (Ικανές συνθήκες για την επιλυσιμότητα του S-SODP για συ-
στήματα της μορφής (2.2)). ΈστωM ένα μη κενό κλειστό υποσύνολο του Rn1 ×
Rn2 . Υποθέτουμε ότι το σύστημα (2.2α) ικανοποιεί όλες τις προϋποθέσεις του Πο-
ρίσματος 2.13 και επιπλέον, ότι για κάθε σταθερό R, t0, t̄0 και ξ οι απεικονίσεις

[t̄0,∞)×M ∋ (t, x0) →


PR,t0,t̄0,ξ,y(·,t0,x0)(t)

ṖR,t0,t̄0,ξ,y(·,t0,x0)(t)

dR,t0,t̄0,ξ,y(·,t0,x0)(t)

(2.154)

είναι συνεχείς και αιτιατές ως προς το σύνολοO(t0,M)

και ότι αντί της (2.94γ), ισχύει:

e′PR(t)D(t, q, y(t))e+ 1
2
e′ṖR(t)e ≤ −dR(t)e′PR(t)e, (2.155)

∀t ≥ t̄0, e ∈ kerB(t, y(t)), q ∈ QR(t), δεδομένου ότι ισχύει η (2.17)

Τότε το S-SODP είναι επιλύσιμο για το σύστημα (2.2) ως προς τοM .
Απόδειξη
Η απόδειξη στηρίζεται στα ίδια επιχειρήματα με εκείνα που χρησιμοποιούνται
στην απόδειξη του Πορίσματος 2.13. Η μόνη διαφορά έγκειται στο γεγονός ότι
(λόγω των ισχυρότερων υποθέσεων (2.154) και (2.155)) επικαλούμαστε τα απο-
τελέσματα της Πρότασης 2.20 και του Λήμματος 2.21, αντί της Πρότασης 2.10
και του Λήμματος 2.12, αντίστοιχα. 2

Πόρισμα 2.23 (Ικανές συνθήκες για την επιλυσιμότητα του S-SODP για αυτό-
νομα συστήματα της μορφής (2.100)). Θεωρούμε το σύστημα (2.100) και υπο-
θέτουμε ότι υπάρχει ένα μη κενό κλειστό σύνολο M ⊂ Rn1 × Rn2 και μια συ-
νάρτηση β ∈ N , ούτως ώστε να ικανοποιείται η (2.101). Επιπλέον, υποθέτουμε
ότι υπάρχουν ένα σύνολο M̄ ⊂ Rn1 × Rn2 , μια φραγμένη οικογένεια πινάκων
{PR ∈ Rn2×n2 , R > 0}, έτσι ώστε να ισχύει PR > In2×n2 για κάθε R > 0 και
μια οικογένεια θετικών σταθερών {cR, R > 0}, ούτως ώστε να ισχύει μια από τις
ακόλουθες ιδιότητες.
P1’. To M̄ είναι μη κενό και ισχύουν οι ακόλουθες συνεπαγωγές:
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x0 ∈M ⇒ x1(t, x0) /∈ M̄ για κάθε t ≥ 0; (2.156α)

e ∈ kerB(x1) ⇒ e′PRD(x1)e ≤ −cRe′PRe, (2.156β)

∀|x1| ≤ R, x1 /∈ M̄,R > 0

P2’. Η συνεπαγωγή στη (2.156β) ισχύει για κάθε R > 0 και |x1| ≤ R.
Τότε, ικανοποιούνται όλες οι υποθέσεις του Πορίσματος 2.22 και επομένως το
S-SODP είναι επιλύσιμο για το (2.100) ως προς τοM .
Απόδειξη
Η απόδειξη βασίζεται στα ίδια επιχειρήματα με εκείνα που χρησιμοποιούνται
στην απόδειξη του Πορίσματος 2.14, με τη διαφορά ότι χρησιμοποιούμε το απο-
τέλεσμα του Πορίσματος 2.22 αντί για το Πόρισμα 2.13. Για λόγους πληρότητας,
σημειώνουμε ότι οι απεικονίσεις PR(·) και dR(·) που θέλουμε να ικανοποιούν τις
απαιτήσεις του Πορίσματος 2.22 είναι σταθερές και επομένως η (2.154) ισχύει
τετριμμένα. 2

Πρόταση 2.24 (Ικανές συνθήκες για την επιλυσιμότητα του S-SODP για τρι-
γωνικά συστήματα της μορφής (2.3)). Για το σύστημα (2.3) υποθέτουμε ότι υπάρ-
χει ένα μη κενό κλειστό υποσύνολοM του Rn ούτως ώστε το (2.3α) να είναιM -
δεξιά πλήρες, δηλαδή η λύση x(·) := x(·, t0, x0) του (2.3α) να ικανοποιεί την
εκτίμηση (1.104) για δοσμένη β ∈ NN . Επίσης, υποθέτουμε ότι για κάθε t0 ≥ 0,
x0 ∈M και i = 1, 2, ..., n− 1 ισχύει:

ai(t, x1(t, t0, x0)) ̸= 0, για κάθε t ≥ t0 (2.157)

Τότε το σύστημα ικανοποιεί την Α3’ και επομένως το S-SODP είναι επιλύσιμο για
το (2.3) ως προς τοM .
Απόδειξη
Η απόδειξη βασίζεται πάλι στα ίδια επιχειρήματα με εκείνα που χρησιμοποιού-
νται στην απόδειξη της Πρότασης 2.16. Η διαφορά εδώ είναι ότι επικαλούμαστε
τα αποτελέσματα της Πρότασης 2.20 και του Λήμματος 2.21 αντί της Πρότασης
2.10 και του Λήμματος 2.12. Για λόγους σαφήνειας, σημειώνουμε ότι στο πρώτο
βήμα της επαγωγής όπου επικαλούμαστε την Πρόταση 2.21, οι συναρτήσεις
P := PR,1 και d := dR,1 είναι σταθερές και επομένως ικανοποιούν τη (2.137).
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Επιπλέον, αν θεωρήσουμε ότι στον επαγωγικό ισχυρισμό η (2.137) ισχύει για
τις συναρτήσεις P := PR,k και d := dR,k, τότε, εφαρμόζοντας το αποτέλεσμα
της Πρότασης 2.21, συμπεραίνουμε ότι και οι P := PR,k+1 και d := dR,k+1

ικανοποιούν την εν λόγω σχέση. 2

2.6 Παραδείγματα

Το ακόλουθο παράδειγμα αποτελεί εφαρμογή τωνΠορισμάτων 2.13 και 2.22.

Παράδειγμα 2.25 Θεωρούμε το σύστημα

ẋ1 = −x1 + a(x1)x2

ẋ2 = −x1a(x1) +
x2

x21 + x22 + x23 + 1
(2.158α)

ẋ3 = − x3
x21 + x22 + 1

y = x1, (x1, x2, x3) ∈ R3 (2.158β)

όπου η a(·) είναι μια μη μηδενική αναλυτική συνάρτηση. Το σύστημα (2.158)
έχει τη μορφή (2.2) με

f1 := −x1, f2 =

(
f 1
2

f 2
2

)
:=

(
−x1a(x1) + x2

x2
1+x2

2+x2
3+1

− x3

x2
1+x2

2+1

)

και τη G(·) όπως ορίζεται στη (2.89) με

B(y) := (a(y), 0), y ∈ R (2.159)

ΈστωM1 = R\{0}. Ισχυριζόμαστε ότι το (2.158) ικανοποιεί όλες τις υποθέσεις
του Πορίσματος 2.13 μεM :=M1×R2, συνεπώς το AC-SODP είναι επιλύσιμο
για το (2.158) ως προς τοM . Πράγματι, υπολογίζοντας τη χρονική παράγωγο V̇
της V := x21 + x22 + x23 κατά μήκος των τροχιών του (2.158α), εξάγουμε ότι
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V̇ = 2x1(−x1 + a(x1)x2) + 2x2

(
−x1a(x1) +

x2
x21 + x22 + x23 + 1

)
+ 2x3

(
− x3
x21 + x22 + 1

)
= −2x21 +

2x22
x21 + x22 + x23 + 1

− 2x23
x21 + x22 + 1

≤ 2

για κάθε (x1, x2, x3) ∈ R3, συνεπώς το (2.158α) είναι δεξιά πλήρες. Ειδικότερα,
η λύση του x(·) := x(·, x0) με αρχική κατάσταση x0 τη χρονική στιγμή t = 0

ικανοποιεί την εκτίμηση:

|x(t, x0)| ≤ β(t, |x0|), β(t, R) :=
√
2t+R, t, R ≥ 0 (2.160)

Πράγματι, από το ανωτέρω φράγμα για τη V̇ εξάγουμε ότι

V (x(t, x0)) ≤ 2t+ V (x0) ⇒ |x(t, x0)|2 ≤ 2t+ |x0|2

οπότε η (2.160) είναι άμεση συνέπεια της ανωτέρω. Στη συνέχεια, για κάθε
R, ξ > 0 θεωρούμε συναρτήσεις σi,j

R,ξ, σ̄
i,j
R,ξ ∈ C0(R≥0;R), i, j = 1, 2 έτσι ώστε

για κάθε 1 ≤ i, j ≤ 2 να ισχύουν τα ακόλουθα:

σ̄i,j
R,ξ(t) ≥ max

{
∂f i

2

∂xj+1

(y, x2, x3) : |(y, x2, x3)| ≤ 2β(t, R) + ξ

}
,∀t ≥ 0;

(2.161α)

σi,j
R,ξ(t) ≤ min

{
∂f i

2

∂xj+1

(y, x2, x3) : |(y, x2, x3)| ≤ 2β(t, R) + ξ

}
,∀t ≥ 0;

(2.161β)
Ειδικότερα, μπορούμε να επιλέξουμε στη (2.161α):

σ̄2,2
R,ξ(t) := − 1

32t+ 16R2 + 2ξ2 + 1
(2.162)

Πράγματι, ισχύει

∂f 2
2

∂x3
(y, x2, x3) = − 1

y2 + x22 + 1
≤ − 1

y2 + x22 + x23 + 1

≤ − 1

(2β(t, R) + ξ)2 + 1
≤ − 1

8β2(t, R) + 2ξ2 + 1
,

∀t ≥ 0, x = (y, x2, x3) ∈ R3 : |x| ≤ 2β(t, R) + ξ (2.163)
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όπου λόγω της (2.160) και του ορισμού (2.162), έχουμε

− 1

8β2(t, R) + 2ξ2 + 1
=− 1

8(
√
2t+R)2 + 2ξ2 + 1

≤− 1

32t+ 16R2 + 2ξ2 + 1
= σ̄2,2

R,ξ(t),∀t ≥ 0

Η τελευταία σε συνδυασμό με τη (2.163) συνεπάγονται, ότι η σ̄2,2
R,ξ(·) όπως δίνε-

ται από τη (2.162) ικανοποιεί τη (2.161α). Ακολούθως, ορίζουμε:

QR(t) := {q = (q1, q2, q3, q4) ∈ R4 : σi,j
R,ξ(t) ≤ qi+2(j−1) ≤ σ̄i,j

R,ξ(t), (2.164α)

1 ≤ i, j ≤ 2}, t ≥ 0;

D(q) :=

(
q1 q2

q3 q4

)
, q := (q1, q2, q3, q4) ∈ R4 (2.164β)

Από το Θεώρημα Μέσης Τιμής του διαφορικού λογισμού και με επιχειρήματα
ίδια με εκείνα στην αρχή της απόδειξης της Πρότασης 2.16 (σχέσεις (2.115)-
(2.121)), προκύπτει από τις (2.161) και (2.164), ότι για κάθε t ≥ 0 υπάρχει q ∈
QR(t) ούτως ώστε να ισχύει η (2.93) με το σύνολο YR(t) όπως δίνεται από τη
(2.14), μεH := (1 0 0) και τη β(·, ·) όπως ορίζεται στη (2.160), δηλαδή ισχύει

f2(t, y, x2)− f2(t, y, z2) = D(q)(x2 − z2),

δεδομένου ότι y ∈ YR(t), x2, z2 ∈ R2, |x2| ≤ β(t, R) και |x2 − z2| ≤ ξ

Εν συνεχεία, δείχνουμε ότι ικανοποιούνται και οι υπόλοιπες υποθέσεις του Πο-
ρίσματος 2.13. Ειδικότερα, δείχνουμε ότι για κάθε ζεύγος σταθερών L > 1

και R > 0 υπάρχει εR > 0, έτσι ώστε για κάθε t̄0 ≥ 0, ξ > 0 και y ∈
O(0,M), να υπάρχουν ένας χρονικώς μεταβαλλόμενος συμμετρικός πίνακας
PR ∈ C1([t̄0,∞);R2×2) και μια συνάρτηση dR ∈ C0([t̄0,∞);R), και οι δυο
απεικονίσεις αιτιατές ως προς το σύνολο O(0,M) που ικανοποιούν τη (2.94).
Θεωρούμε επομένως μια σταθερά L > 1 και έστω R > 0, εR > 0, t̄0 ≥ 0,
ξ > 0 και y ∈ O(0,M). Θέλουμε να προσδιορίσουμε αιτιατές ως προς το σύ-
νολο O(0,M) απεικονίσεις PR ∈ C1([t̄0,∞);R2×2) και dR ∈ C0([t̄0,∞);R)
ούτως ώστε να ικανοποιούνται οι σχέσεις:
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PR(t) > I2×2, ∀t ≥ t̄0; |PR(t̄0)| ≤ L; (2.165α)∫ t

t̄

dR(s)ds > −εR, ∀t ≥ t̄ ≥ t̄0;

∫ ∞

t̄0

dR(s)ds = ∞; (2.165β)

e′PR(t)D(q)e+ 1
2
e′ṖR(t)e ≤ −dR(t)e′PR(t)e, (2.165γ)

για σχεδόν κάθε t ≥ t̄0, ∀e ∈ kerB(y(t)), q ∈ QR(t), δεδομένου ότι ισχύει η (2.17)

με M = M1 × R2 (M1 = R \ {0}) και τις απεικονίσεις B(·), QR(·) και D(·)
όπως δίνονται από τις (2.159), (2.164α) και (2.164β), αντίστοιχα. Σημειώνεται
ότι αφού η a(·) είναι αναλυτική και μη μηδενική θα ισχύει

a(y(t)) ̸= 0, για σχεδόν κάθε t ≥ 0 (2.166)

για κάθε έξοδο y ∈ O(0,M) του (2.158). Πράγματι, αφού το σύστημα έχει ανα-
λυτικό δεξί μέλος, για κάθε x0 ∈ M , η y(·) = x1(·, x0) είναι αναλυτική συνάρ-
τηση και επομένως το ίδιο και η a(y(·)). Χρησιμοποιώντας ίδια επιχειρήματα με
εκείνα για την απόδειξη της (2.102α) στην Παρατήρηση 2.15, αν υποθέσουμε
ότι δεν ικανοποιείται η (2.166) για κάποιο x0 = (x10, x20) ∈M1 ×R2 =M , θα
πρέπει να ισχύει

a(y(t)) = 0, ∀t ≥ 0 (2.167)

και συνεπώς

dν

dtν
a(y(t)) = 0,∀ν ∈ N, t ≥ 0 (2.168)

Ακολούθως, θα δείξουμε ότι:

D(ν)a(y(0))y(0) = 0,∀ν ∈ N, (2.169)

Επομένως, αφού η a(·) είναι μη μηδενική αναλυτική συνάρτηση, θα ισχύει
D(ν)a(y(0)) ̸= 0, για κάποιο ν ∈ N και άρα από τη (2.169) προκύπτει ότι
y(0) = 0. Το τελευταίο συνεπάγεται ότι

x1(0, x0) = x1(0, (x10, x20)) = x10 = 0 (2.170)
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που είναι άτοπο, αφού x10 ∈ M1 = R \ {0}. Η απόδειξη της (2.169) βασίζεται
στην ακόλουθη επαγωγική υπόθεση:

dν

dtν
a(y(t)) = (−1)νD(ν)a(y(t))(y(t))ν , ∀ν ∈ N, t ≥ 0 (2.171)

Πράγματι, από τις (2.168) και (2.171) έπεται άμεσα η (2.169). Για ν = 1 εξά-
γουμε από τις (2.158) και (2.167) ότι

d

dt
a(y(t)) = Da(y(t))ẏ(t) = Da(y(t))(−y(t)+a(y(t))x2(t)) = (−1)Da(y(t))y(t)

οπότε η (2.171) ικανοποιείται για ν = 1. Υποθέτουμε ακολούθως ότι η (2.171)
ισχύει για ν ∈ N. Θα δείξουμε ότι ισχύει και για ν + 1 ∈ N. Πράγματι, από τις
(2.158), (2.167), (2.168) και (2.171) έχουμε:

dν+1

dtν+1
a(y(t)) =

d

dt

(
dν

dtν
a(y(t))

)
= (−1)ν

d

dt

(
D(ν)a(y(t))(y(t))ν

)
=(−1)ν

[
D(ν+1)a(y(t))(−y(t) + a(y(t))x2(t))(y(t))

ν

+ D(ν)a(y(t))ν(y(t))ν−1(−y(t) + a(y(t))x2(t))
]

=(−1)ν+1D(ν+1)a(y(t))(y(t))ν+1

+a(y(t))(−1)ν
[
D(ν+1)a(y(t))x2(t)(y(t))

ν

+ D(ν)a(y(t))ν(y(t))ν−1x2(t)
]
− ν(−1)νD(ν)a(y(t))(y(t))ν

= (−1)ν+1D(ν+1)a(y(t))(y(t))ν+1

Αποδείχτηκε επομένως η ισχύς της (2.166). Ακολούθως, λαμβάνοντας υπόψη τις
(2.159) και (2.166), παρατηρούμε ότι η επιθυμητή (2.165γ) είναι ισοδύναμη με
την:

(0, e)PR(t)D(q)

(
0

e

)
+
1

2
(0, e)ṖR(t)

(
0

e

)
≤ −dR(t)(0, e)PR(t)

(
0

e

)
για σχεδόν κάθε t ≥ t̄0,∀e ∈ R, q ∈ QR(t) (2.172)

Ορίζουμε:
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PR(t) :=

(
p1(t) p(t)

p(t) p2(t)

)
, t ≥ t̄0 (2.173)

όπου οι p1, p2, p ∈ C1([t̄0,∞);R) πρόκειται να προσδιοριστούν. Από τις (2.164)
και (2.173), έπεται ότι για να δείξουμε τη (2.172), αρκεί να δείξουμε ότι:

p(t)q2 + p2(t)q4 +
1
2
ṗ2(t) ≤ −dR(t)p2(t),∀t ≥ t̄0 (2.174)

(q2, q4) ∈ R2 : σ1,2
R,ξ(t) ≤ q2 ≤ σ̄1,2

R,ξ(t), σ
2,2
R,ξ(t) ≤ q4 ≤ σ̄2,2

R,ξ(t)

Ορίζουμε

p1(t) := L, t ≥ t̄0

p2(t) := L, t ≥ t̄0

p(t) := 0, t ≥ t̄0

και

dR(t) :=
1

32t+ 16R2 + 2ξ2 + 1
, t ≥ t̄0

και παρατηρούμε ότι λόγω της (2.162) ισχύει:

L(q4 + dR(t)) ≤ 0,∀t ≥ t̄0, q4 ∈ R : q4 ≤ σ̄2,2
R,ξ(t) (2.175)

Τότε, η επιθυμητή (2.174) είναι συνέπεια της (2.175). Επίσης, από τον ανωτέρω
ορισμό των dR(·) και PR(·), έπονται άμεσα οι (2.165α) και (2.165β). Επομένως,
το σύστημα (2.158) ικανοποιεί όλες τις υποθέσεις του Πορίσματος 2.13 και συ-
νεπώς το AC-SODP είναι επιλύσιμο για το (2.158) ως προς το M . Τέλος, αν
κάνουμε την ισχυρότερη υπόθεση ότι ισχύει a(x) ̸= 0 για κάθε x ∈ R, δια-
πιστώνουμε εύκολα ότι το σύστημα (2.158) ικανοποιεί όλες τις υποθέσεις του
Πορίσματος 2.22 μεM = R3 και άρα το S-SODP είναι επιλύσιμο για το (2.158)
ως προς τοM .

Το ακόλουθο παράδειγμα αποτελεί εφαρμογή των Προτάσεων 2.16 και 2.24.

132



2.6. Παραδείγματα

Παράδειγμα 2.26 Θεωρούμε το τρισδιάστατο σύστημα:

ẋ1 = x2

ẋ2 = a(t, x1)x3 + g(t, x1, x2)− ξxq2 (2.176α)

ẋ3 = 0

y = x1, t ∈ R≥0, (x1, x2, x3) ∈ R3 (2.176β)

(2.176αʹ)

όπου ξ είναι μια θετική σταθερά, q ένας θετικός περιττός φυσικός, και a ∈
C1(R≥0 × R;R), g ∈ C1(R≥0 × R2;R). Επιπλέον, υποθέτουμε ότι

a(t, x1) ̸= 0, ∀(t, x1) ∈ R≥0 × (R \ {0}), a(t, 0) = 0, ∀t ≥ 0 (2.177α)

g(t, 0, 0) = 0, ∀t ≥ 0 (2.177β)

και ότι υπάρχει μια σταθερά C > 0 έτσι ώστε για κάθε t ≥ 0 να ισχύει:

|a(t, x1)| ≤ C|x1|,∀(x1, x2) ∈ R2 μακριά από το μηδέν (2.178α)

|g(t, x1, x2)| ≤ C|(x1, x2)|,∀(x1, x2) ∈ R2 μακριά από το μηδέν (2.178β)

Το σύστημα (2.176) έχει τη μορφή (2.3) με a1(t, x1) := 1, a2(t, x1) := a(t, x1)

και είναι εύκολο να επαληθευτεί, ότι λόγω των (2.177) και (2.178), ικανοποιεί
όλες τις υποθέσεις της Πρότασης 2.16 μεM := {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x1 ̸= 0},
συνεπώς το AC-SODP είναι επιλύσιμο ως προς το M . Ειδικότερα, χρησιμο-
ποιώντας τη (2.178), μπορούμε να δείξουμε ότι για κάθε αρχική κατάσταση
x0 = (x10, x20, x30) ∈ R3 τη χρονική στιγμή t0 ≥ 0, οι λύσεις του (2.176α)
ορίζονται για όλους τους χρόνους t ≥ t0. Πράγματι, υπολογίζοντας τη χρο-
νική παράγωγο V̇ της V := x21 + x22 κατά μήκος των τροχιών του (2.176α)
και λαμβάνοντας υπόψη τη (2.178), καθώς και το γεγονός ότι x3(t) = x30,
∀t ≥ t0, ότι ξ > 0 και πως ο q είναι ένας περιττός φυσικός, εξάγουμε ότι για
(x1, x2) = (x1(t), x2(t)) ∈ R2 μακριά από το μηδέν ισχύει:
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V̇ = 2x1x2 + 2x2(a(t, x1)x3 + g(t, x1, x2)− ξxq2)

= 2x1x2 + 2x2a(t, x1)x3 + 2x2g(t, x1, x2)− 2ξxq+1
2

≤ x21 + x22 + 2C|x1||x2||x30|+ 2C|x2||(x1, x2)|

≤ x21 + x22 + C|x30|(x21 + x22) + C(x22 + x21 + x22)

≤ (1 + 2C + C|x30|)(x21 + x22) ≤
1 + 2C + C|x30|

2
V

Επιπλέον, χρησιμοποιώντας τη (2.177) μπορούμε να δείξουμε ότι ισχύει η (2.114).
Πράγματι, αν δεν ικανοποιείται η (2.114), θα υπάρχει t0 ≥ 0 και

x(t0) = x0 = (x10, x20, x30) ∈M ⇒ x10 ̸= 0 (2.179)

ούτως ώστε για τη λύση x(·) := x(·, t0, x0) του (2.176α) να ισχύει:

a(t, x1(t)) = 0, για κάθε t ∈ N, (2.180)

όπου N ένα κλειστό υποσύνολο του [t0,∞) με μη μηδενικό μέτρο. Από τη
(2.177α) έπεται ότι θα ισχύει x1(t) = 0 για κάθε t ∈ N και επομένως, λαμβά-
νοντας υπόψη τις ιδιότητες του N , για κάποιο t̄ ∈ N θα υπάρχει μια ακολουθία
(tν)ν∈N ⊂ N με tν → t̄. Συνεπώς, αφού x1(t̄) = x1(tν) = 0 για κάθε ν ∈ N θα
ισχύει:

x1(t̄) = ẋ1(t̄) = x2(t̄) = 0

Από την ανωτέρω, τις (2.176α), (2.177) και τη μοναδικότητα της λύσης του
(2.176α) προκύπτει:

x(t) = (0, 0, x30), ∀t ≥ t0

που έρχεται σε αντίφαση με τη (2.179). Τέλος, αν αντί της (2.177α) κάνουμε την
ισχυρότερη υπόθεση ότι a(t, x1) ̸= 0, για κάθε (t, x1) ∈ R≥0×R, προκύπτει ότι
το σύστημα (2.176) ικανοποιεί όλες τις υποθέσεις της Πρότασης 2.24 με M =

R3, επομένως το S-SODP είναι επιλύσιμο για το (2.176) ως προς τοM .
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Το ακόλουθο παράδειγμα αποτελεί εφαρμογή της Πρότασης 2.16 σε ένα μη
γραμμικό ταλαντωτή με τετραγωνικές δυνάμεις απόσβεσης, που περιγράφει ένα
μηχανικό σύστημα.

Παράδειγμα 2.27 Θεωρούμε την περιστροφική κίνηση ενός στερεού σώματος
μάζαςm γύρω από έναν οριζόντιο άξοναO, εντός ενός ρευστού. Υποθέτουμε ότι
μπορούμε να μετρήσουμε τη γωνία περιστροφής θ του σώματος, ότι οι ρευστο-
δυναμικές αντιστάσεις είναι ανάλογες του τετραγώνου της γωνιακής ταχύτητας
περιστροφής με σταθερά αναλογίας κ > 0 και επιθυμούμε να εκτιμήσουμε την
απόσταση ℓ του κέντρου μάζας του, από τον άξοναO. Αν τέλος στο σώμα ασκεί-
ται χρονικώς μεταβαλλόμενη ροπή T (·) όπου T (·) μια μη μηδενική αναλυτική
συνάρτηση, λαμβάνουμε την εξίσωση κίνησης:

Iθ̈ + κsgn(θ̇)(θ̇)2 +mgℓ sin θ = T (t)

Θεωρώντας τις μεταβλητές κατάστασης x1 = θ, x2 = θ̇ και x3 = mgℓ
I
, συμπε-

ραίνουμε ότι το σύστημα

ẋ1 = x2

ẋ2 = f(t)− csgn(x2)x22 − x3 sinx1 (2.181α)

ẋ3 = 0

y = x1, t ∈ R≥0, (x1, x2, x3) ∈ R3 (2.181β)

με f(t) = T (t)
I
, t ≥ 0 και c = κ

I
> 0 περιγράφει το εν λόγω μηχανικό σύστημα.

Επιπλέον, παρατηρούμε ότι το (2.181) έχει τη μορφή (2.3) και είναι εύκολο να
επαληθευτεί, ότι αφού η f(·) είναι μη μηδενική αναλυτική συνάρτηση και ισχύει
c > 0, ικανοποιεί τις υποθέσεις της Πρότασης 2.16, συνεπώς είναι δυνατή η
σχεδίαση μιας ακολουθίας μη αιτιατών παρατηρητών για την εκτίμηση της κα-
τάστασής του, επομένως και του μήκους ℓ = x3I

mg
.

2.7 Παράρτημα

Απόδειξη του σκέλους (i) του Λήμματος 2.11
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Αρχικά θα βρούμε μια τ -μη αιτιατή ως προς το σύνολο Ω(t0, U) συνάρτηση
d̃ ∈ C0([t̄0,∞);R) με

d̃(t) ≤ d(t), ∀t ≥ t̄0 (2.182α)∫ ∞

t̄0

(d(s)− d̃(s))ds ≤ δε :=
ε̂− ε

2
(2.182β)

και τέτοια ώστε να ισχύει η (2.71β) για κάθε t ≥ t̄0 με d̃(·) στη θέση της d(·). Για
την ανάλυση που ακολουθεί, αφού P ∈ C1([t̄0,∞);Rn×n) και για κάθε t ≥ t̄0

ο πίνακας P (t) είναι θετικά ορισμένος, μπορούμε χωρίς βλάβη της γενικότητας
να υποθέσουμε ότι ισχύει:

P (t) ≥ In×n, ∀t ≥ t̄0 (2.183)

Έστω N το υποσύνολο του [t̄0,∞) για το οποίο δεν ικανοποιείται η ανισότητα
της (2.71β). Προφανώς το μέτρο του N θα είναι μηδέν. Ορίζουμε:

δτ :=
τ − τ0

2
(2.184α)

Iκ := [t̄0 + (κ− 1)δτ, t̄0 + κδτ ] := [aκ, bκ], κ ∈ N (2.184β)

Mκ,1 := max{|d(s)| : s ∈ Iκ ∪ Iκ+1}, κ ∈ N (2.185α)

Mκ,2 := max{|P (s)||A(s, q, y(s))|+ 1
2
|Ṗ (s)| : s ∈ Iκ ∪ Iκ+1, q ∈ Q(s)}, κ ∈ N

(2.185β)

Mκ := max{Mκ,1,Mκ,2}, κ ∈ N,M0 := 0 (2.186α)

M̄κ := max{Mκ, M̄κ−1}, κ ∈ N, M̄0 :=M1 (2.186β)

Από τις (2.185α)-(2.186β) έπονται οι ακόλουθες ιδίοτητες:

−M̄κ ≤ d(t) ≤ M̄κ,∀t ∈ Iκ ∪ Iκ+1 (2.187α)

M̄κ ≥ |P (t)||A(t, q, y(t))|+ |Ṗ (t)|,∀t ∈ Iκ ∪ Iκ+1, q ∈ Q(t) (2.187β)

Πράγματι, από τις (2.185α), (2.186α) και (2.186β) έχουμε:
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|M̄κ| ≥ |Mκ| ≥ |Mκ,1| ≥ |d(t)|,∀t ∈ Iκ ∪ Iκ+1

επομένως ισχύει η (2.187α), ενώ από τις (2.185β), (2.186α) και (2.186β) προκύ-
πτει ότι:

M̄κ ≥Mκ ≥Mκ,2 ≥ |P (t)||A(t, q, y(t))|+ |Ṗ (t)|,∀t ∈ Iκ ∪ Iκ+1, q ∈ Q(t)

Εν συνεχεία, ορίζουμε:

δκ := min
{
δτ

2
,

δε

2κ+2M̄κ

}
(2.188)

Αφού για κάθε κ ∈ N το μέτρο του Iκ ∩ N είναι μηδενικό, μπορούμε για κάθε
κ ∈ N να βρούμε ένα φυσικό αριθμό νκ ∈ N∪{0} και διαστήματα {I iκ}i=1,2,...,νκ

με τις ακόλουθες ιδιότητες:

I iκ :=[aiκ, b
i
κ] (2.189α)

a1κ < b1κ < a2κ < ... < bi−1
κ < aiκ <b

i
κ < ai+1

κ < ... < bνκ−1
κ < aνκκ < bνκκ

νκ∪
i=1

I iκ ⊂ Iκ (2.189β)

νκ∑
i=1

(bik − aik) < δκ (2.189γ)

aκ(= t̄0 + (κ− 1)δτ) ∈ cl(N) αν και μόνο αν a1κ = aκ (2.189δ)

bκ(= t̄0 + κδτ) ∈ cl(N) αν και μόνο αν bνκκ = bκ (2.189ε)

όπου με cl(N) συμβολίζουμε την κλειστότητα του συνόλουN . Από τη (2.189α)
συμπεραίνουμε ότι τα διαστήματα {I iκ}i=1,2,...,νκ είναι μεταξύ τους ξένα και από
τις (2.184α), (2.189α) και (2.189β) ότι ισχύει:

aκ ≤ a1κ ≤ bνκκ ≤ bκ (2.190α)

Λαμβάνοντας υπόψη τις (2.184β) και (2.189α) ορίζουμε:
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b0κ := aκ, a
νκ+1
κ := bκ (2.190β)

ρi,Lκ := min
{
biκ − aiκ

2
,
aiκ − bi−1

κ

3

}
, i = 1, 2, ..., νκ, κ ∈ N (2.191α)

ρi,Rκ := min
{
biκ − aiκ

2
,
ai+1
κ − biκ

3

}
, i = 1, 2, ..., νκ, κ ∈ N (2.191β)

Από τις (2.189α) και (2.190α)-(2.191β) συμπεραίνουμε ότι για κάθε νκ, κ ∈ N
ισχύει:

ρi,Lκ > 0,∀i = 2, 3, ..., νκ; ρ
1,L
κ ≥ 0 (2.192α)

ρi,Rκ > 0,∀i = 1, 2, ..., νκ − 1; ρνκ,Rκ ≥ 0 (2.192β)

και επιπλέον:

ρ1,Lκ = 0 ⇐⇒ a1κ = aκ (2.193α)

ρνκ,Rκ = 0 ⇐⇒ bνκκ = bκ (2.193β)

Εδικότερα, για κάθε νκ, κ ∈ N, εξάγουμε από τις (2.189α) και (2.190α)-(2.192β)
ότι:

aκ = b0κ ≤ a1κ − ρ1,Lκ ≤ a1κ < b1κ < b1κ + ρ1,Rκ < a2κ − ρ2,Lκ < ...

< bi−1
κ + ρi−1,R

κ < aiκ − ρi,Lκ < aiκ < biκ < biκ + ρi,Rκ < ai+1
κ − ρi+1,L

κ < ...

< bνκ−1
κ + ρνκ−1,R

κ < aνκκ − ρνκ,Lκ < aνκκ < bνκκ ≤ bνκκ + ρνκ,Rκ ≤ aνκ+1
κ = bκ

(2.194)

Από τις (2.184β), (2.187α) και (2.194) μπορούμε να βρούμε μια συνάρτηση d̃(·)
με:
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d̃(t)



:= −M̄κ−1, t ∈ [aκ, b
1
κ)

∈ [−M̄κ−1, d(t)], t ∈ [b1κ, b
1
κ + ρ1,Rκ )

}
αν a1κ = aκ

:= −d(t), t ∈ [bi−1
κ + ρi−1,R

κ , aiκ − ρi,Lκ )

∈ [−M̄κ, d(t)], t ∈ [aiκ − ρi,Lκ , aiκ)

:= −M̄κ, t ∈ [aiκ, b
i
κ)

∈ [−M̄κ, d(t)], t ∈ [biκ, b
i
κ + ρi,Rκ )


για i = 2, 3, ..., νκ

αν a1κ = aκ

για i = 1, 2, ..., νκ

αν a1κ > aκ

:= d(t), t ∈ [bνκκ + ρνκ,Rκ , bκ)
(2.195)

όπου κ ∈ N και

ρ0,Rκ := 0 (2.196)

και ούτως ώστε να ισχύει ότι:

η d̃(·)είναι συνεχής στο διάστημαt ∈ (t̄0+(κ−1)δτ, t̄0+κδτ), κ ∈ N (2.197)

Ακολούθως, αποδεικνύουμε ότι η d̃(·) όπως ορίζεται από τη (2.195), είναι συνε-
χής, ικανοποιεί τις (2.182α), (2.182β) και επιπλέον η (2.71β) ισχύει με d̃(·) στη
θέση της d(·), για κάθε t ≥ t̄0.
• Η d̃(·) είναι συνεχής για κάθε t ≥ t̄0.
Έστω t ≥ t̄0. Τότε υπάρχει κ ∈ N με t̄0 + (κ− 1)δτ ≤ t < t̄0 + κδτ . Αν κ = 1,
τότε η d̃(·) είναι συνεχής στο t̄0 λόγω της (2.195). Επιπλέον, από τη (2.197) η
d̃(·) είναι συνεχής για κάθε κ ∈ N όταν ισχύει t̄0 + (κ − 1)δτ < t < t̄0 + κδτ .
Απομένει να δείξουμε ότι η d̃(·) είναι συνεχής για κάθε t = t̄0 + κδτ , κ ∈ N.
Διακρίνουμε δυο περιπτώσεις.
(α) t0 + κδτ ∈ [t0,∞)\cl(N).
Τότε από τις (2.189δ), (2.189ε), (2.193α), (2.193β), (2.194) και (2.195) προκύ-
πτει ότι:

d̃(t) = d(t), t ∈ [bνκκ + ρνκ,Rκ , t̄0 + κδτ)

d̃(t) = d(t), t ∈ [t̄0 + κδτ, a1κ+1 − ρ1,Lκ+1)
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άρα η d̃(·) είναι συνεχής στο t̄0 + κδτ .

(β) t0 + κδτ ∈ cl(N).

Τότε, πάλι από τις (2.189δ), (2.189ε), (2.193α), (2.193β), (2.194) και (2.195)
προκύπτει ότι:

d̃(t) = −M̄κ, t ∈ [aνκκ , t̄0 + κδτ)

d̃(t) = −M̄κ, t ∈ [t̄0 + κδτ, b1κ+1)

άρα η d̃(·) είναι συνεχής στο t̄0 + κδτ .

• Η d̃(·) ικανοποιεί τη (2.182α).

Από τη (2.187α) συμπεραίνουμε ότι ισχύει:

−M̄κ ≤ d(t),−M̄κ−1 ≤ d(t), ∀t ∈ Iκ

οπότε το ζητούμενο έπεται άμεσα από την ανωτέρω και τις (2.184β), (2.195).

• Η d̃(·) ικανοποιεί τη (2.182β).

Από τη (2.182α) εξάγουμε ότι η απεικόνιση t →
∫ t

t̄0
(d(s) − d̃(s))ds είναι αύ-

ξουσα, οπότε για να δείξουμε τη (2.182β) αρκεί να δείξουμε ότι:

∫ t̄0+κδτ

t̄0

(d(s)− d̃(s))ds ≤ δε, ∀κ ∈ N (2.198α)

Προκειμένου να ισχύει η (2.198α) αρκεί να δείξουμε ότι:

∫ t̄0+κδτ

t̄0+(κ−1)δτ

(d(s)− d̃(s))ds ≤ δε

2κ
, ∀κ ∈ N (2.198β)

Λαμβάνοντας υπόψη τις (2.187α), (2.188), (2.189γ), (2.189δ), (2.191α), (2.191β)
και (2.195) εξάγουμε ότι όταν aκ ∈ [t̄0,∞)\cl(N) θα ισχύει:
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∫ t̄0+κδτ

t̄0+(κ−1)δτ

(d(s)− d̃(s))ds

=
νκ∑
i=1

∫ biκ+ρi,Rκ

aiκ−ρi,Lκ

(d(s)− d̃(s))ds ≤
νκ∑
i=1

∫ biκ+ρi,Rκ

aiκ−ρi,Lκ

(d(s) + M̄κ)ds

≤
νκ∑
i=1

∫ biκ+ρi,Rκ

aiκ−ρi,Lκ

2M̄κds = 2M̄κ

νκ∑
i=1

(
ρi,Lκ + (biκ − aiκ) + ρi,Rκ

)
≤2M̄κ

νκ∑
i=1

(
biκ − aiκ

2
+ biκ − aiκ +

biκ − aiκ
2

)
=4M̄κ

νκ∑
i=1

(biκ − aiκ) ≤ 4M̄κ
δε

2κ+2M̄κ

=
δε

2κ

επομένως ικανοποιείται η (2.198β). Επικαλούμενοι τώρα τις (2.186β), (2.187α),
(2.188), (2.189γ), (2.189δ), (2.191α), (2.191β), (2.193α) και (2.195), στην περί-
πτωση όπου aκ ∈ cl(N) προκύπτει ότι:

∫ t̄0+κδτ

t̄0+(κ−1)δτ

(d(s)− d̃(s))ds

=
νκ∑
i=1

∫ biκ+ρi,Rκ

aiκ−ρi,Lκ

(d(s)− d̃(s))ds

≤
∫ b1κ+ρ1,Rκ

a1κ

(d(s) + M̄κ−1)ds+
νκ∑
i=2

∫ biκ+ρi,Rκ

aiκ−ρi,Lκ

(d(s) + M̄κ)ds

≤
νκ∑
i=1

∫ biκ+ρi,Rκ

aiκ−ρi,Lκ

(d(s) + M̄κ)ds ≤
νκ∑
i=1

∫ biκ+ρi,Rκ

aiκ−ρi,Lκ

2M̄κds

=2M̄κ

νκ∑
i=1

(
ρi,Lκ + (biκ − aiκ) + ρi,Rκ

)
≤ 2M̄κ

νκ∑
i=1

(
biκ − aiκ

2
+ biκ − aiκ +

biκ − aiκ
2

)
=4M̄κ

νκ∑
i=1

(biκ − aiκ) ≤ 4M̄κ
δε

2κ+2M̄κ

=
δε

2κ

επομένως η (2.198β) ισχύει για κάθε κ ∈ N.
•Η (2.71β) ισχύει με d̃(·) στη θέση της d(·) για κάθε t ≥ t̄0.
Διακρίνουμε δυο περιπτώσεις:
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(α) t ∈ [t̄0,∞)\cl(N).
Τότε, από τις (2.71β), (2.182α) και λαμβάνοντας υπόψη ότι ο πίνακας P (t) είναι
θετικά ορισμένος εξάγουμε ότι

e′P (t)A(t, q, y(t))e+ 1
2
e′P (t)e ≤ −d(t)e′P (t)e

≤ −d(t)e′P (t)e+ (d(t)− d̃(t))e′P (t)e = −d̃(t)e′P (t)e

∀e ∈ kerH(t), q ∈ Q(t), δεδομένου ότι ισχύει η (2.21)

(β) t ∈ cl(N).
Τότε θα υπάρχει κ ∈ N με t ∈ [t̄0 + (κ − 1)δτ, t̄0 + κδτ), δηλαδή t ∈ Iκ. Επι-
πλέον, αφού η (2.71β) είναι ισοδύναμη με την (2.75), αρκεί να δείξουμε ότι ικα-
νοποιείται η τελευταία για το συγκεκριμένο χρόνο t. Από τις (2.189α), (2.189β)
και (2.195), συμπεραίνουμε ότι θα ισχύει είτε d̃(t) = −M̄κ είτε d̃(t) = −M̄κ−1,
και αφού (λόγω της (2.186β)) M̄κ ≥ M̄κ−1 ≥ 0, αρκεί λαμβάνοντας υπόψη τη
(2.183) να δείξουμε ότι:

|P (t)||A(t, q, y(t))|+ |Ṗ (t)| ≤ M̄κ−1, ∀q ∈ Q(t)

όπου t ∈ Iκ. Η τελευταία όμως είνα άμεση συνέπεια της (2.187β).
Από την ανωτέρω ανάλυση και ειδικότερα από τις (2.184α)-(2.186β) και (2.195),
προκύπτει ότι η d̃(·) είναι τ -μη αιτιατή ως προς το σύνολοΩ(t0, U). Ακολούθως,
όπως και στην απόδειξη του Λήμματος 2.7, μπορούμε να βρούμε μια συνάρτηση
d̂ ∈ C0([t̄0,∞);R), τ -μη αιτιατή ως προς το σύνολο Ω(t0, U), με

d̂(t) < d̃(t),∀t ≥ t0 (2.199)

η οποία λόγω της (2.182α) ικανοποιεί τη (2.72), ενώ λόγω της (2.182β) ισχύει η
(2.71α) με d̂(·) και ε̂, στη θέση των d(·) και ε, αντίστοιχα. Τέλος, αφού ο P (t)
είναι θετικά ορισμένος για κάθε t ≥ t̄0, από τις (2.183), (2.199) και το γεγονός
ότι η (2.71β) ισχύει για κάθε t ≥ t̄0 με d̃(·) στη θέση της d(·), προκύπτει άμεσα
ότι η (2.71β) ισχύει για κάθε t ≥ t̄0 και με d̂(·) στη θέση της d(·). 2

Απόδειξη του ισχυρισμού της ενότητας 2.3
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Αποδεικνύουμε την ύπαρξη ενός χρονικώς μεταβαλλόμενου πίνακαT ∈ C1([t̄0,∞);

Rn1×n1), τ -μη αιτιατό ως προς το σύνολο Ω(t0, U), έτσι ώστε και οι δυο ανισό-
τητες της (2.79α) να ικανοποιούνται με την P̄ (·) όπως δίνεται από τις (2.78),
(2.83) και (2.88γ). Αρχικά ορίζουμε:

Ik :=
(
0k×(n1−k) Ik×k

)
, Sk(t) := IkS(t), k = 1, 2, ..., n1, t ≥ t̄0 (2.200)

όπου η S(·) προσδιορίζεται στις (2.83) και (2.88γ). Προφανώς, από τις (2.83),
(2.88γ) και (2.200) έχουμε:

Sk(t̄0) = 0, k = 1, 2, ..., n1 (2.201)

Επίσης ορίζουμε:

Tk(t) :=


τk,k(t) 0 · · · 0

0
. . . 0

...
... 0

. . . 0

0 · · · 0 τ1,1(t)

 , k = 1, 2, ..., n1, t ≥ t̄0 (2.202)

Pk(t) :=

(
Tk(t) Sk(t)

S ′
k(t) P (t)

)
, k = 1, 2, ..., n1, P0(t) := P (t), t ≥ t̄0 (2.203)

όπου οι τk,k ∈ C1([t̄0,∞);R) πρόκειται να προσδιοριστούν. Προχωράμε επα-
γωγικά στην κατασκευή των τk,k, k = 1, 2, ..., n1 έτσι ώστε κάθε απεικόνιση
Pk(·) να ικανοποιεί και τις δυο απαιτήσεις της (2.79α). Ειδικότερα, λαμβάνο-
ντας υπόψη τις (2.77α), (2.201)-(2.203) μπορούμε να δείξουμε (με επαγωγή) ότι
για κάθε k ∈ N με 1 ≤ k ≤ n1 και i = 1, 2, ..., k, ισχύει:

det(Pi(t)− I(n2+i)×(n2+i)) := (τi,i(t)− 1) det(Pi−1(t)− I(n2+i−1)×(n2+i−1))

+Ki(t), t ≥ t̄0;

(2.204α)

όπου
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τi,i := L− Ki(t)

det(Pi−1(t)− I(n2+i−1)×(n2+i−1))
, t ≥ t̄0, (2.204β)

κάθε συνάρτηση Ki ∈ C1([t̄0,∞);R), i = 1, 2, ..., k είναι ανεξάρτητη των
τj,j(·), i ≤ j ≤ k και επιπλέον ισχύει:

det(Pi(t)− I(n2+i)×(n2+i)) > 0, ∀t ≥ t̄0; (2.204γ)

Ki(t̄0) = 0 (2.204δ)

Από τις (2.77α) και (2.204γ) έπεται ότι κάθεPk(·), k ∈ N, 1 ≤ k ≤ n1 ικανοποιεί
την πρώτη ανισότητα της (2.79α). Επιπλέον, από τις (2.201)-(2.203) προκύπτει
ότι:

Pk(t̄0) :=


τk,k(t̄0) · · · 0

... . . . ... 0

0 · · · τ1,1(t̄0)

0 P (t̄0)


επομένως, λαμβάνοντας υπόψη τη δεύτερη ανισότητα της (2.77α) καθώς και τις
(2.204β) και (2.204δ), συμπεραίνουμε ότι για κάθε διάνυσμα x = (x1, x2, ..., xn2+k) ∈
Rn2+k με |x| = 1 ισχύει:

|Pk(t̄0)x| = |(τk,k(t̄0)x1, ..., τ1,1(t̄0)xk, P (t̄0)(xk+1, ..., xk+n2)
′)|

=

(
k∑

i=1

|τk+1−i,k+1−i(t̄0)|2|xi|2 + |P (t̄0)(xk+1, ..., xk+n2)
′|2
) 1

2

≤

(
k∑

i=1

L2|xi|2 + |L(xk+1, ..., xk+n2)
′|2
) 1

2

= L|x|

και άρα η απεικόνιση Pk(·) ικανοποιεί και τη δεύτερη ανισότητα της (2.79α).
Συνεπώς, ο χρονικώς μεταβαλλόμενος πίνακας P̄ (·) := Pn1(·) ικανοποιεί και
τις δυο ανισότητες της (2.79α). 2
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Παρατήρηση 2.28 Στην περίπτωση του SODP προκύπτει από τη (2.83) και τη
(2.150) (για τις S(·) και Ṡ(·)) ότι οι απεικονίσεις

[t̄0,∞)× U ∋ (t, x0) →

Sk,t0,t̄0,yt0,x0
(t) (= Sk(t))

Ṡk,t0,t̄0,yt0,x0
(t) (= Ṡk(t))

k = 1, 2, ..., n1

όπως δίνονται από τη (2.200) είναι συνεχείς και αιτιατές ως προς το σύνολο
Ω(t0, U). Επομένως, αφού οι συναρτήσεις

[t̄0,∞)× U ∋ (t, x0) →

Ki,t0,t̄0,yt0,x0
(t) (= Ki(t))

τi,i,t0,t̄0,yt0,x0 (t) (= τi,i(t))
i = 1, 2, ..., n1

είναι πολυωνυμικές και ρητές (αντίστοιχα) συναρτήσεις των στοιχείων των πινά-
κων Si(·), Ti−1(·) (για i ≥ 2) και P (·) (η εν λόγω ιδιότητα έπεται άμεσα από τις
(2.202), (2.203), (2.204α) και (2.204β)) αποδεικνύεται εύκολα με επαγωγή ότι
είναι συνεχείς και αιτιατές ως προς το σύνολο Ω(t0, U). Επομένως και η απεικό-
νιση T = Tn1 (όπως η τελευταία δίνεται από τη (2.202) με k = n1) ικανοποιεί
τις ιδιότητες της (2.150).
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3 Σχεδίαση Παρατηρητή για
μη Γραμμικά Τριγωνικά
Συστήματα με μη
Παρατηρήσιμη
Γραμμικοποίηση

3.1 Εισαγωγή

Στο παρόν κεφάλαιο, παρατίθενται τα αποτελέσματα της εργασίας [17], όπου
επεκτείνεται η μεθοδολογία του άρθρου [71], προκειμένου να δειχθεί ότι το πρό-
βλημα σχεδίασης παρατηρητή είναι επιλύσιμο για την ακόλουθη κλάση χρονι-
κώς μεταβαλλόμενων μη γραμμικών συστημάτων

ẋ1 = f1(t, x1) + a1(t, x1)x
m1
2

ẋ2 = f2(t, x1, x2) + a2(t, x1)x
m2
3

... (3.1α)

ẋn−1 = fn−1(t, x1, x2, ..., xn−1) + an−1(t, x1)x
mn−1
n

ẋn = fn(t, x1, x2, ..., xn)

y = x1, t ∈ R≥0, (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn (3.1β)

όπου υποθέτουμε ότι οι εκθέτες
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mi, i = 1, ..., n− 1 είναι περιττοί φυσικοί (3.1γ)

και με τις επιπλέον υποθέσεις ότι οι τιμές των συναρτήσεων |ai(·, ·)|, i = 1, 2, ...,
n − 1 είναι αυστηρά θετικές, δηλαδή ισχύει |ai(t, y)| > 0 για κάθε t ≥ 0 και
y ∈ R και ότι το σύστημα (3.1α) είναι δεξιά πλήρες. Το εν λόγω κεφάλαιο
έχει την ακόλουθη δομή. Στην παρούσα ενότητα προσδιορίζονται οι απαραίτητες
για την ανάλυσή μας έννοιες, συμπεριλαμβανομένης αυτής του διακοπτόμενου
παρατηρητή (switching observer) που υιοθετήθηκε αρχικά στην εργασία [16]
για γενικά χρονικώς μεταβαλλόμενα συστήματα

ẋ = f(t, x) (3.2α)

y = h(t, x), t ∈ R≥0, x ∈ Rn, y ∈ Rn̄ (3.2β)

όπου y(·) είναι η έξοδος του συστήματος και διατυπώνεται το κύριο αποτέλεσμα
του κεφαλαίου (Θεώρημα 3.2).
Η Ενότητα 3.2 περιλαμβάνει προκαταρκτικά αποτελέσματα που αφορούν την
επίλυση του προβλήματος σχεδίασης παρατηρητή για συστήματα της μορφής
(3.2α) με γραμμική έξοδο (Προτάσεις 3.3 και 3.5).
Στην Ενότητα 3.3 χρησιμοποιούμε το αποτέλεσμα της Ενότητας 3.2 προκειμέ-
νου να αποδείξουμε το Θεώρημα 3.2. Παραδείγματα εφαρμογής της εν λόγω
μεθοδολογίας δίνονται στην Ενότητα 3.4.
Για τις απεικονίσεις στην (3.2) υποθέτουμε ότι η f(·, ·) είναι τοπικά Lipschitz,
η h(·, ·) είναι συνεχής και επιπλέον, υποθέτουμε ότι το (3.2α) είναι δεξιά πλή-
ρες. Ειδικότερα, σύμφωνα με την Παρατήρηση 1.65, υπάρχει μια συνάρτηση
β ∈ NN τέτοια ώστε η λύση x(·) := x(·, t0, x0) του (2.1α) με αρχική κατά-
σταση x0 ∈ Rn τον αρχικό χρόνο t0 ≥ 0, να ικανοποιεί την εκτίμηση (1.104).
Επομένως, αν θεωρήσουμε ένα μη κενό υποσύνολοM τουRn, ορίζεται για κάθε
t0 ≥ 0 το σύνολο O(t0,M) όλων των εξόδων του (3.2), όπως δίνεται από την
(1.105).

Ορισμός 3.1 Έστω ∅ ̸= M ⊂ Rn. Λέμε ότι το Πρόβλημα Σχεδίασης Πα-
ρατηρητή (Observer Design Problem (ODP)) είναι επιλύσιμο για το σύστημα
(3.2) ώς προς τοM , αν για κάθε t0 ≥ 0 υπάρχει μια συνεχής απεικόνιση G :=
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Gt0(t, z, w) : [t0,∞) × Rn × Rn̄ → Rn και ένα μη κενό σύνολο M̄ ⊂ Rn

έτσι ώστε για κάθε z0 ∈ M̄ και έξοδο y ∈ O(t0,M) η αντίστοιχη λύση z(·) :=
z(·, t0, z0; y), z(t0) = z0 του παρατηρητή ż = G(t, z, y) να ορίζεται για κάθε
t ≥ t0 και το σφάλμα e(·) := x(·)−z(·) ανάμεσα στην τροχιά x(·) := x(·, t0, x0),
x0 ∈M του (3.2α) και την τροχιά z(·) := z(·, t0, z0; y) του παρατηρητή, να ικα-
νοποιεί τη συνθήκη:

lim
t→∞

e(t) = 0 (3.3)

Λέμε ότι το Διακοπτόμενο Πρόβλημα Σχεδίασης Παρατηρητή (Switching
Observer Design Problem (SODP)) είναι επιλύσιμο για το σύστημα (3.2) ως
προς τοM , αν για κάθε t0 ≥ 0 υπάρχουν:
• μια γνησίως αύξουσα ακολουθία χρόνων (tk)k∈N με

t1 = t0 και lim
k→∞

tk = ∞ (3.4)

• μια ακολουθία συνεχών απεικονίσεων

Gk := Gk,tk−1
(t, z, w) : [tk−1, tk+1]× Rn × Rn̄ → Rn, k ∈ N (3.5)

και ένα μη κενό σύνολο M̄ ⊂ Rn, ούτως ώστε η λύση zk(·) του συστήματος

żk = Gk(t, zk, y), t ∈ [tk−1, tk+1] (3.6)

με αρχική κατάσταση z(tk−1) ∈ M̄ και y ∈ O(t0,M), να ορίζεται για κάθε
t ∈ [tk−1, tk+1] και έτσι ώστε αν θεωρήσουμε την τμηματικά συνεχή απεικόνιση
Z : [t0,∞) → Rn που ορίζεται ως

Z(t) := zk(t), t ∈ [tk, tk+1), k ∈ N (3.7)

όπου zk(·) η λύση του (3.6) για κάθε k ∈ N, το σφάλμα e(·) := x(·) − Z(·)
ανάμεσα στην τροχιά x(·) := x(·, t0, x0) του (3.2α) και τη Z(·) να ικανοποιεί
την (3.3).
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.

.

.

.

.

.

|x0| ≤ 1

.

|x0| ≤ 2

.

|x0| ≤ 3

.

|x0| ≤ m

.
t0 = t1

.
t2

.
t3

.
t4

.
· · ·

.
tm−1

.
tm

.
tm+1

.
· · ·

.

· · ·

.

...

.

Z(t) = z1(t)

.

ż1 = g1(t, z, y)

.

Z(t) = z2(t)

.

ż2 = g2(t, z, y)

.

Z(t) = z3(t)

.

ż3 = g3(t, z, y)

.

Z(t) = zm(t)

.

żm = gm(t, z, y)

.

Διακοπτόμενη ακολουθία παρατηρητών των οποίων
τα δεξιά μέλη είναι ανεξάρτητα της εξόδου y(·)

Το κύριο αποτέλεσμα του παρόντος κεφαλαίου είναι το ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 3.2 Θεωρούμε το σύστημα (3.1) όπου fi ∈ C1(R≥0 × Ri;R), i =

1, 2, ..., n και ai ∈ C1(R≥0 ×R;R), i = 1, 2, ..., n− 1. Υποθέτουμε ότι το (3.1α)
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είναι δεξιά πλήρες και ειδικότερα, ότι η λύση x(·) := x(·, t0, x0) του (3.1α) ικα-
νοποιεί την εκτίμηση (1.104) για δοσμένη β ∈ NN . Επιπλέον, υποθέτουμε ότι
ισχύει:

|ai(t, y)| > 0, ∀t ≥ 0, y ∈ R, i = 1, 2, ..., n− 1 (3.8)

Τότε ισχύουν τα ακόλουθα.
(i) Το SODP είναι επιλύσιμο για το (3.1) ως προς τον Rn.
(ii) Αν επιπλέον υποθέσουμε, ότι είναι εκ των προτέρων γνωστό πως η αρχική
κατάσταση του συστήματος (3.1) ανήκει σε δοσμένη μπάλα BR με ακτίνα R > 0

και κέντρο το 0 ∈ Rn, τότε το ODP είναι επιλύσιμο για το (3.1) ως προς την BR.

3.2 Προκαταρκτικά Αποτελέσματα

Προκειμένου να αποδείξουμε το Θεώρημα 3.2, χρειάζεται αρχικά να εξά-
γουμε κάποια τεχνικά αποτελέσματα για συστήματα της μορφής (3.2) με γραμ-
μική έξοδο:

ẋ = f(t, x) := F (t, x,H(t)x) (3.9α)

y = h(t, x) := H(t)x, t ∈ R≥0, x ∈ Rn, y ∈ Rn̄ (3.9β)

όπου η H : R≥0 → Rn̄×n είναι C0 και η F : R≥0 × Rn × Rn̄ → Rn είναι C0

και (τοπικά) Lipschitz ως προς (x, y) ∈ Rn × Rn̄. Επιπλέον, υποθέτουμε ότι το
σύστημα (3.9α) είναι δεξιά πλήρες, δηλαδή ότι η λύση x(·) := x(·, t0, x0) του
(3.9α) ικανοποιεί την εκτίμηση (1.104) για κάποια β ∈ NN . Ακολούθως, για
κάθε R > 0 και t ≥ 0 ορίζουμε το σύνολο:

YR(t) := {y ∈ Rn̄ : y = H(t)x(t, t0, x0), για κάποιο t0 ∈ [0, t] και x0 ∈ BR}
(3.10)

όπου ηH(·) δίνεται στην (3.9α). Προφανώς ισχύει YR(t) ̸= ∅ για κάθε t ≥ 0, ενώ
επιπλέον, λόγω της (1.104), η πλειονότιμη απεικόνιση [0,∞) ∋ t → YR(t) ⊂
Rn̄ ικανοποιεί την Ιδιότητα 2.1 και ισχύει y(t) ∈ YR(t), για κάθε t ≥ t0 ≥ 0

151



3. Σχεδίαση Παρατηρητή για μη Γραμμικά Τριγωνικά Συστήματα με μη
Παρατηρήσιμη Γραμμικοποίηση

και y ∈ O(t0, BR) (όπου το σύνολο O(t0,M) ορίζεται από την (1.105) για το
σύστημα (3.9α)).
Οι Προτάσεις 3.3 και 3.5 που ακολουθούν, είναι κεντρικής σημασίας για την
παρακάτω ανάλυση. Μέρη των αποδείξεων τους βασίζονται σε κατάλληλες γε-
νικεύσεις της μεθοδολογίας που χρησιμοποιείται για τις αποδείξεις των κύριων
αποτελεσμάτων στις εργασίες [71] και [16] (Προτάσεις 2.9 και 2.10 στο Κεφά-
λαιο 2). Στην Πρόταση 3.3 διατυπώνονται ικανές συνθήκες για την επιλυσιμό-
τητα του ODP για συστήματα της μορφής (3.9), με την επιπλέον υπόθεση ότι οι
αρχικές καταστάσεις x0 του (3.9) ανήκουν στη συμπαγή μπάλα BR με ακτίνα
R > 0 και κέντρο το μηδέν. Προτού προχωρήσουμε στη διατύπωση της Πρότα-
σης 3.3, παραθέτουμε την ακόλουθη απαραίτητη για τη συνέχεια υπόθεση:
H1. Υπάρχει μια συνάρτηση g ∈ C1(R≥0;R) που ικανοποιεί τις σχέσεις:

0 < g(t) < 1,∀t ≥ 0; (3.11α)

ġ(t) ≥ −g(t), ∀t ≥ 0; (3.11β)

lim
t→∞

g(t) = 0 (3.11γ)

Επίσης, υποθέτουμε ότι υπάρχουν ένας φυσικός ℓ ∈ N, μια απεικόνιση A ∈
C0(R≥0×Rℓ×Rn×Rn×Rn̄;Rn×n) και σταθερές L > 1, c1, c2 > 0, R > 0 με

c1 ≥
1

2
(3.12)

έτσι ώστε να ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες:
A1. Για κάθε ξ ≥ 1, υπάρχει μια πλειονότιμη απεικόνιση

[0,∞) ∋ t→ QR(t) := QR,ξ(t) ⊂ Rℓ (3.13)

με QR(t) ̸= ∅ για κάθε t ≥ 0, που ικανοποιεί την Ιδιότητα 2.1 και τέτοια ώστε

∀t ≥ 0, y ∈ YR(t), x, z ∈Rn με |x| ≤ β(t, R) και |x− z| ≤ ξ ⇒

∆F (t, x, z, y) :=F (t, x, y)− F (t, z, y)

= A(t, q, x, x− z, y)(x− z), για κάποιο q ∈ QR(t) (3.14)

με την YR(·) όπως δίνεται από την (3.10).
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A2. Για κάθε ξ ≥ 1, υπάρχει μια πλειονότιμη απεικόνισηQR := QR,ξ όπως στην
Ιδιότητα A1, έτσι ώστε για κάθε t0 ≥ 0 να μπορούμε να βρούμε ένα χρονικώς
μεταβαλλόμενο συμμετρικό πίνακα PR := PR,ξ,t0 ∈ C1([t0,∞);Rn×n) και μια
συνάρτηση dR := dR,ξ,t0 ∈ C0([t0,∞);R) που να ικανοποιούν τις ιδιότητες:

PR(t) ≥ In×n, ∀t ≥ t0; |PR(t0)| ≤ L; (3.15α)

dR(t) > c1,∀t ≥ t0 + 1;

∫ t2

t1

dR(s)ds > −c2,∀t2 ≥ t1 ≥ t0 (3.15β)

e′PR(t)A(t, q, x, e, y)e+
1
2
e′ṖR(t)e ≤ −dR(t)e′PR(t)e,

∀t ≥ t0, q ∈ QR(t), x ∈ Rn, e ∈ kerH(t), y ∈ YR(t) : (3.15γ)

|x| ≤ β(t, R), |e| ≤ ξ, e′PR(t)e ≥ g(t)

με την YR(·) όπως δίνεται από την (3.10).

Πρόταση 3.3 (Επιλυσιμότητα του ODP για συστήματα της μορφής (3.9)) Θε-
ωρούμε το σύστημα (3.9) και υποθέτουμε ότι είναι δεξιά πλήρες, δηλαδή ισχύει η
εκτίμηση (1.104) για κάποια β ∈ NN , καθως και ότι ικανοποιείται η Υπόθεση
Η1. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:
(i)Για κάθε ξ ≥ 1 και t0 ≥ 0 υπάρχουν συναρτήσεις d̄R := d̄R,ξ,t0 ∈ C0([t0,∞);R)
με

d̄R(t) < dR(t),∀t ≥ t0; (3.16α)

d̄R(t) ≥ c1, ∀t ≥ t0 + 1;

∫ t2

t1

d̄R(s)ds > −2c2,∀t2 ≥ t1 ≥ t0; (3.16β)

και ϕR := ϕR,ξ,t0 ∈ C1([t0,∞);R>0) έτσι ώστε να ισχύει:

e′PR(t)A(t, q, x, e, y)e+
1
2
e′ṖR(t)e ≤ ϕR(t)|H(t)e|2 − d̄R(t)e

′PR(t)e,

∀t ≥ t0, q ∈ QR(t), x ∈ Rn, e ∈ Rn, y ∈ YR(t) : (3.16γ)

|x| ≤ β(t, R), |e| ≤ ξ, e′PR(t)e ≥ g(t)

(ii) Επιπλέον, ικανοποιείται η ακόλουθη ιδιότητα: Για κάθε t̄0 ≥ t0 ≥ 0 και
σταθερά ξ με:
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ξ ≥
√
L exp{2c2}β(t̄0, R̄) (3.17α)

R̄ := R + 1 (3.17β)

η λύση z(·) του συστήματος

ż = Gt̄0(t, z, y) := F (t, z, y) + ϕR(t)P
−1
R (t)H ′(t)(y −H(t)z) (3.18α)

με αρχική κατάσταση z(t̄0) = 0 (3.18β)

με την PR(·) := PR,ξ,t̄0(·) όπως δίνεται στην A2 και τη ϕR := ϕR,ξ,t̄0

∈ C1([t̄0,∞);R>0) όπως στην (3.16γ), ορίζεται για κάθε t ≥ t̄0 και το σφάλμα
e(t) := x(t) − z(t), t ≥ t̄0 ανάμεσα στην τροχιά x(·) := x(·, t0, x0) του (3.9α),
με αρχική κατάσταση x0 ∈ BR τη χρονική στιγμή t0 ≥ 0 και την τροχιά z(·) :=
z(·, t̄0, 0; y) του (3.18) ικανοποιεί τις εκτιμήσεις:

|e(t)| < ξ, ∀t ≥ t̄0; (3.19α)

|e(t)| ≤ max{ξ exp{−c1(t− (t̄0 + 1))},
√
g(t)},∀t ≥ t̄0 + 1 (3.19β)

Από τις (3.11γ) και (3.19β), έπεται ότι για t̄0 := t0 το ODP είναι επιλύσιμο για
το σύστημα (3.9) ως προς την BR. Ειδικότερα, το σφάλμα e(t) := x(t) − z(t),
t ≥ t0 ανάμεσα στην τροχιά x(·) := x(·, t0, x0), x0 ∈ BR του (3.9α) και την
τροχιά z(·) := z(·, t0, z0; y), z0 = 0 του παρατηρητή ż = Gt0(t, z, y) ικανοποιεί
την (3.3).

Παρατήρηση 3.4 (i) Σημειώνεται ότι η (3.15β) ικανοποιείται όταν για την απει-
κόνιση dR(·) ισχύει dR(t) > c1, για κάθε t ≥ t0.
(ii) Το αποτέλεσμα της Πρότασης 3.3 εξακολουθεί να ισχύει, αν θεωρήσουμε μια
αυθαίρετη σταθερά c1 > 0, που δεν ικανοποιεί κατανάγκη την (3.12) και αντί
της (3.11β), θεωρήσουμε ότι ισχύει ġ(t) ≥ −2c1g(t), για κάθε t ≥ 0.

Βασιζόμενοι στις εκτιμήσεις (3.19α) και (3.19β) της Πρότασης 3.3, μπορούμε
να αποδείξουμε το αποτέλεσμα την ακόλουθης πρότασης, που παρέχει ικανές
συνθήκες για την ύπαρξη ενός διακοπτόμενου παρατηρητή που επιτυγχάνει την
εκτίμηση της κατάστασης του (3.9), χωρίς κάποια εκ των προτέρων γνώση για
την αρχική του κατάσταση. Κάνουμε την ακόλουθη υπόθεση:
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H2. Υπάρχουν σταθερές L > 1, c1, c2 > 0 έτσι ώστε να ισχύει η (3.12), ένας
φυσικός ℓ ∈ N, μια συνάρτηση g ∈ C1(R≥0;R) που ικανοποιεί την (3.11) και
μια απεικόνιση A ∈ C0(R≥0 ×Rℓ ×Rn ×Rn ×Rn̄;Rn×n), έτσι ώστε για κάθε
R > 0 να ικανοποιείται η Η1, δηλαδή να ισχύουν ταυτόχρονα οι Α1 και Α2.

Πρόταση 3.5 (Επιλυσιμότητα του SODP για συστήματα της μορφής (3.9))
Υποθέτουμε ότι το σύστημα (3.9α) είναι δεξιά πλήρες και επιπλέον, ότι το (3.9)
ικανοποιεί την Η2. Τότε το SODP είναι επιλύσιμο για το (3.9) ως προς τον Rn.

Απόδειξη τωνΠροτάσεων 3.3 και 3.5. Προκειμένου να αποδείξουμε τις Προτά-
σεις 3.3 και 3.5, χρειαζόμαστε ένα τεχνικό προκαταρκτικό αποτέλεσμα (Λήμμα
3.6 παρακάτω). Έστω ℓ,m, n, n̄ ∈ N. Θεωρούμε ένα ζεύγος (H,A) συνεχών
απεικονίσεων με:

H := H(t) : R≥0 → Rn̄×m (3.20α)

A := A(t, q, x, e, y) : R≥0 × Rℓ × Rn × Rm × Rn̄ → Rm×m (3.20β)

και κάνουμε την ακόλουθη υπόθεση.
H3. Έστω g(·) ∈ C0(R≥0;R) που ικανοποιεί την (3.11α). Υποθέτουμε ότι για
δοσμένη σταθερά R > 0 και για κάθε ξ ≥ 1, υπάρχουν μια συνάρτηση βR :=

βR,ξ ∈ N και πλειονότιμες απεικονίσεις [0,∞) ∋ t → YR(t) := YR,ξ(t) ⊂ Rn̄

και [0,∞) ∋ t → QR(t) := QR,ξ(t) ⊂ Rℓ με YR(t) ̸= ∅ και QR(t) ̸= ∅ για
κάθε t ≥ 0, που ικανοποιούν την Ιδιότητα 2.1, τέτοιες ώστε για κάθε t0 ≥ 0, να
μπορεί να βρεθεί ένας χρονικώς μεταβαλλόμενος συμμετρικός πίνακας PR :=

PR,ξ,t0 ∈ C1([t0,∞);Rm×m) με

PR(t) ≥ Im×m,∀t ≥ t0 (3.21)

και μια συνάρτηση dR := dR,ξ,t0 ∈ C0([t0,∞);R), ούτως ώστε να ισχύει:

e′PR(t)A(t, q, x, e, y)e+
1
2
e′ṖR(t)e ≤ −dR(t)e′PR(t)e,

∀t ≥ t0, q ∈ QR(t), x ∈ Rn, e ∈ kerH(t), y ∈ YR(t) : (3.22)

|x| ≤ βR(t), |e| ≤ ξ, e′PR(t)e ≥ g(t)
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Λήμμα 3.6 Θεωρούμε το ζεύγος (H,A) των συνεχών χρονικώς μεταβαλλόμενων
απεικονίσεων της (3.20) και υποθέτουμε ότι ικανοποιείται η H3 για δοσμένο R >

0. Τότε για κάθε ξ ≥ 1, t0 ≥ 0 και d̄R := d̄R,ξ,t0 ∈ C0([t0,∞);R) με

d̄R(t) < dR(t), ∀t ≥ t0 (3.23)

υπάρχει μια συνάρτηση ϕR := ϕR,ξ,t0 ∈ C1([t0,∞);R>0) ούτως ώστε να ισχύει:

e′PR(t)A(t, q, x, e, y)e+
1
2
e′ṖR(t)e ≤ ϕR(t)|H(t)e|2 − d̄R(t)e

′PR(t)e,

∀t ≥ t0, q ∈ QR(t), x ∈ Rn, e ∈ Rm, y ∈ YR(t) : (3.24)

|x| ≤ βR(t), |e| ≤ ξ, e′PR(t)e ≥ g(t)

Απόδειξη
Θεωρούμε τη σταθερά R όπως δίνεται στη διατύπωση του λήμματος και έστω
ξ ≥ 1 και t0 ≥ 0. Επίσης, θεωρούμε τις απεικονίσεις YR, QR, PR και dR όπως
δίνονται στην H3 και μια συνάρτηση d̄R που ικανοποιεί την (3.23). Ακολούθως,
ορίζουμε τη συνεχή συνάρτηση ρR := ρR,ξ,t0 : [t0,∞)×{w ∈ Rm : |w| = 1} →
R ως:

ρR(t, w) :=

√
g(t)

w′PR(t)w
(3.25)

Λαμβάνοντας υπόψη τις (3.11α), (3.21), τον Ορισμό (3.25) και το γεγονός ότι
ξ ≥ 1, προκύπτει ότι ρR(t, w) < ξ, για κάθε t ∈ [t0,∞) και w ∈ Rm με
|w| = 1. Τότε, για κάθε (t, w) ∈ [t0,∞) × {w ∈ Rm : |w| = 1}, μπορούμε
να θεωρήσουμε το ακόλουθο μη κενό κλειστό διάστημα IR := IR,ξ,t0 ⊂ R που
ορίζεται ως:

IR(t, w) := [ρR(t, w), ξ] (3.26)

Προφανώς, η πλειονότιμη απεικόνιση [t0,∞)×{w ∈ Rm : |w| = 1} ∋ (t, w) →
IR(t, w) ικανοποιεί την Ιδιότητα 2.1. Επίσης, από τις (3.25) και (3.26), έπεται ότι
για κάθε υπόχωρο X του Rm ισχύει:
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{e ∈ X : |e| ≤ ξ και e′PR(t)e ≥ g(t)}

= {wσ : w ∈ X και |w| = 1, σ ∈ IR(t, w)} (3.27)

Χρησιμοποιώντας την (3.27) με X := kerH(t), προκύπτει ότι η (3.22) είναι
ισοδύναμη με την:

w′PR(t)A(t, q, x, wσ, y)w + 1
2
w′ṖR(t)w ≤ −dR(t)w′PR(t)w,

∀t ≥ t0, q ∈ QR(t), x ∈ Rn, w ∈ kerH(t), σ ∈ IR(t, w), y ∈ YR(t) : (3.28)

|x| ≤ βR(t), |w| = 1

Επίσης, εφαρμόζοντας την (3.27) με X := Rm, η επιθυμητή (3.24) ισοδυναμεί
με την εύρεση μιας συνάρτησης ϕR ∈ C1([t0,∞);R>0) ούτως ώστε να ισχύει η
ακόλουθη συνεπαγωγή:

w ∈ Rm : |w| = 1 ⇒ w′PR(t)A(t, q, x, wσ, y)w + 1
2
w′ṖR(t)w ≤

ϕR(t)|H(t)w|2 − d̄R(t)w
′PR(t)w, (3.29)

∀t ≥ t0, q ∈ QR(t), |x| ≤ βR(t), σ ∈ IR(t, w), y ∈ YR(t)

Προκειμένου να δείξουμε την (3.29), προχωράμε ως ακολούθως. Θεωρούμε την
απεικόνιση DR := DR,ξ,t0 : [t0,∞) × Rℓ × Rn × Rm × R × Rn̄ → R και για
κάθε t ∈ [t0,∞), το σύνολο KR(t) := KR,ξ,t0(t), που ορίζονται αντίστοιχα ως:

DR(t, q, x, e, σ, y) := e′PR(t)A(t, q, x, eσ, y)e+
1
2
e′ṖR(t)e+ d̄R(t)e

′PR(t)e;

(3.30α)

KR(t) := {|w| = 1 : DR(t, q, x, w, σ, y) < 0, για κάθε q ∈ QR(t), (3.30β)

|x| ≤ βR(t), σ ∈ IR(t, w), y ∈ YR(t)}

Σημειώνεται ότι για εκείνα τα t ≥ t0 για τα οποία ισχύει rank H(t) < m, το
σύνολο KR(t) είναι μη κενό, λόγω της συνεπαγωγής:
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w ∈ kerH(t) και |w| = 1 ⇒ w ∈ KR(t) (3.31)

Πράγματι, έστω w ∈ kerH(t) για κάποιο w ∈ Rm με |w| = 1. Τότε, χρησιμο-
ποιώντας τις (3.21), (3.23), (3.28) και (3.30), εξάγουμε ότιDR(t, q, x, w, σ, y) ≤
(d̄R(t) − dR(t))w

′PR(t)w < 0, για κάθε q ∈ QR(t), |x| ≤ βR(t), σ ∈ IR(t, w)

και y ∈ YR(t), που συνεπάγεται ότι w ∈ KR(t) και άρα ισχύει η (3.31). Επομέ-
νως, KR(t) ̸= ∅, δεδομένου ότι rankH(t) < m. Για κάθε t ≥ t0, ορίζουμε το
σύνολο Kc

R(t) := {w ∈ Rm : |w| = 1, w /∈ KR(t)}. Από την (3.30β), έπεται
ότι:

Kc
R(t) = {|w| = 1 : DR(t, q, x, w, σ, y) ≥ 0,

για κάποιο q ∈ QR(t), |x| ≤ βR(t), σ ∈ IR(t, w), y ∈ YR(t)}
(3.32)

Στη συνέχεια, αποδεικνύουμε ότι για κάθε t ≥ t0 το σύνολοKc
R(t) είναι κλειστό.

Πράγματι, έστω t ≥ t0. Χωρίς βλάβη της γενικότητα υποθέτουμε ότι Kc
R(t) ̸=

∅. Θα δείξουμε ότι για κάθε ακολουθία (wν)ν∈N ⊂ Kc
R(t) με wν → w ισχύει

w ∈ Kc
R(t). Ορίζουμε:

Q̄R(t, w) := QR(t)× {x ∈ Rn : |x| ≤ βR(t)} × IR(t, w)× YR(t),

(t, w) ∈ [t0,∞)× {w ∈ Rm : |w| = 1} (3.33)

Λαμβάνοντας υπόψη ότιwν ∈ Kc
R(t), έπεται από τις (3.32) και (3.33) ότι υπάρχει

(qν , xν , σν , yν) ∈ Q̄R(t, wν) μεDR(t, qν , xν , wν , σν , yν) ≥ 0. Επιπλέον, η πλειο-
νότιμη απεικόνιση [t0,∞)×{w ∈ Rm : |w| = 1} ∋ (t, w) → Q̄R(t, w) ⊂ Rℓ ×
Rn×R×Rn̄ ικανοποιεί την Ιδιότητα 2.1, επομένως από τη συνέχεια της απεικόνι-
σηςDR προκύπτει, χρησιμοποιώντας ίδια επιχειρήματα με εκείνα στην απόδειξη
του Λήμματος 2.6, ότι limDR(t, qν , xν , wν , σν , yν) → DR(t, q, x, w, σ, y) ≥ 0,
για κάποιο (q, x, σ, y) ∈ Q̄R(t, w). Τότε, από τις (3.32) και (3.33) εξάγουμε ότι
w ∈ Kc

R(t), συνεπώς το σύνολο Kc
R(t) είναι κλειστό. Στη συνέχεια, ορίζουμε

την απεικόνιση ωR := ωR,ξ,t0 : [t0,∞) → [0,∞] ως:
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ωR(t) :=

{
min{|H(t)w| : w ∈ Kc

R(t)}, αν Kc
R(t) ̸= ∅

∞, αν Kc
R(t) = ∅

(3.34)

Σημειώνεται ότι όταν ισχύειKc
R(t) ̸= ∅, το σύνολο {|H(t)w| : w ∈ Kc

R(t)} είναι
μη κενό και συμπαγές και επομένως ηωR(·) είναι καλώς ορισμένη. Συνεπώς, από
τις (3.31) και (3.34) έπεται ότι ωR(t) > 0, για κάθε t ≥ t0. Επιπλέον, ισχύει:

inf{ωR(t) : t ∈ [t0, T ]} > 0, ∀ T > t0 (3.35)

Πράγματι, ας υποθέσουμε στην αντίθετη περίπτωση ότι ισχύει ωR(tν) → 0

για κάποια ακολουθία (tν)ν∈N ⊂ [t0, T ] με tν → t. Τότε από την (3.34) μπο-
ρούμε να υποθέσουμε ότι χωρίς βλάβη της γενικότητας ισχύει Kc

R(tν) ̸= ∅ για
κάθε ν ∈ N, επομένως, υπάρχει wν ∈ Kc

R(tν) έτσι ώστε |H(tν)wν | → 0.
Αφού |wν | = 1, μπορούμε πάλι χωρίς βλάβη της γενικότητας να υποθέσουμε
ότι wν → w για κάποιο w ∈ Rm με |w| = 1. Επομένως, από τη συνέχεια
της H(·) συνεπάγεται ότι H(t)w = 0, και άρα από την (3.31) προκύπτει ότι
w ∈ KR(t). Από την άλλη μεριά ισχύει wν ∈ Kc

R(tν), οπότε λαμβάνοντας
υπόψη τις (3.32) και (3.33), προκύπτει ότι DR(tν , qν , xν , wν , σν , yν) ≥ 0 για
κάποιο διάνυσμα (qν , xν , σν , yν) ∈ Q̄R(tν , wν). Το τελευταίο σε συνδυασμό με
το γεγονός ότι η Q̄R(·, ·) ικανοποιεί την Ιδιότητα 2.1 και ότι ηDR είναι συνεχής,
συνεπάγεται ότι limDR(tν , qν , xν , wν , σν , yν) → DR(t, q, x, w, σ, y) ≥ 0 για κά-
ποιο (q, x, σ, y) ∈ Q̄R(t, w), επομένως απο τις (3.32) και (3.33) εξάγουμε ότι
w ∈ Kc

R(t), το οποίο είναι άτοπο. Συνεπώς, ικανοποιείται η (3.35). Θεωρούμε
ακολούθως τη συνάρτηση ω̄R := ω̄R,ξ,t0 : [t0,∞) → [0,∞) που ορίζεται ως:

ω̄R(t) :=

{
1

ω2
R(t)

, Kc
R(t) ̸= ∅

0, Kc
R(t) = ∅

(3.36)

Από τις (3.35), (3.36) και το γεγονός ότι οι απεικονίσεις QR(·) και YR(·) ικα-
νοποιούν την Ιδιότητα 2.1, μπορούμε χρησιμοποιώντας ίδια επιχειρήματα με
εκείνα στην απόδειξη τουΛήμματος 2.6, να βρούμε μια συνάρτησηϕR := ϕR,ξ,t0 ∈
C1([t0,∞);R>0) με την ιδιότητα:
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ϕR(t) > ω̄R(t) sup{|PR(t)||A(t, q, x, e, y)|+ 1
2
|ṖR(t)|+ |d̄R(t)||PR(t)| :

q ∈ QR(t), |x| ≤ βR(t), |e| ≤ ξ, y ∈ YR(t)}, ∀t ≥ t0

(3.37)

Είμαστε πλέον σε θέση να δείξουμε ότι ισχύει η (3.29) με τη ϕR(·) όπως προσ-
διορίστηκε ανωτέρω. Διακρίνουμε δυο περιπτώσεις. Αρχικά θεωρούμε εκείνα
τα t ≥ t0 για τα οποία ισχύει Kc

R(t) ̸= ∅. Τότε, αν KR(t) ̸= ∅ και w ∈ KR(t), η
συνεπαγωγή (3.29) προκύπτει άμεσα από την (3.30) και το γεγονός ότι ϕR(t) >

0.Στην άλλη περίπτωση, όπου w ∈ Kc
R(t), προκειμένου να δείξουμε τη συνεπα-

γωγή (3.29), αρκεί λαμβάνοντας υπόψη τις (3.25), (3.26) και (3.34) να αποδεί-
ξουμε ότι:

sup{|PR(t)||A(t, q, x, wσ, y)|+ 1
2
|ṖR(t)|+ |d̄R(t)||PR(t)| :

q ∈ QR(t), |x| ≤ βR(t), |w| = 1, 0 ≤ σ ≤ ξ, y ∈ YR(t)} ≤ ϕR(t)ω
2
R(t)

(3.38)

Η τελευταία προκύπτει από τις (3.36) και (3.37). Τέλος, θεωρούμε εκείνα τα
t ≥ t0 για τα οποία Kc

R(t) = ∅, ή ισοδύναμα KR(t) = {w ∈ Rm : |w| = 1}. Σε
αυτή την περίπτωση, η (3.29) είναι άμεση συνέπεια της (3.30). 2

Παρατήρηση 3.7 Στην περίπτωση όπου ισχύει 0 < rankH(t) < m, για κάθε
t ≥ 0, μπορούμε να επιτύχουμε μια αμεσότερη κατασκεύη της ϕR(·), ούτως
ώστε να ικανοποιείται η (3.24). Πράγματι, λαμβάνοντας υπόψη αυτή την επι-
πλέον υπόθεση καθώς και τις (3.21), (3.22), (3.23), (3.25) και (3.26), μπορούμε
να προσδιορίσουμε μια συνεχή συνάρτηση ΓR : R≥0×Rm → R>0, ούτως ώστε
να ισχύει:

w′PR(t)A(t, q, x, σw, y)w + 1
2
wṖR(t)w ≤ −d̄R(t)w′PR(t)w,

∀t ≥ t0, q ∈ QR(t), |x| ≤ βR(t), σ ∈ IR(t, w), y ∈ YR(t), (3.39α)

|w| = 1 : ∃e ∈ kerH(t) με |e| = 1 και |w − e| ≤ ΓR(t, e)

160



3.2. Προκαταρκτικά Αποτελέσματα

ενώ επιπλέον ισχύει {w ∈ Rm : |w| = 1 και ∀e ∈ kerH(t) με |e| = 1, |w− e| >
ΓR(t, e)} ̸= ∅. Το τελευταίο σε συνδυασμό με την (3.39α), συνεπάγεται ότι κάθε
C1([t0,∞);R>0) συνάρτηση ϕR := ϕR,ξ,t0 που ικανοποιεί τις ιδιότητες

ϕR(t) > ω̂R(t) sup{|PR(t)||A(t, q, x, e, y)|+ 1
2
|ṖR(t)|+ |d̄R(t)||PR(t)| :

q ∈QR(t), |x| ≤ βR(t), |e| ≤ ξ, y ∈ YR(t)}, ∀t ≥ t0 (3.39β)

ω̂R(t)

:=
1

inf{|H(t)w| : |w| = 1 και ∀e ∈ kerH(t) με |e| = 1, |w − e| > ΓR(t, e)}
,

t ≥ t0 (3.39γ)

ικανοποιεί και την (3.24). Ενδεικτικό για τον εν λόγω τρόπο κατασκευής της
ϕR(·) είναι το Παράδειγμα 3.10 της Ενότητας 3.3.

Είμαστε πλέον σε θέση να αποδείξουμε την Πρόταση 3.3.

Απόδειξη της Πρότασης 3.3
Η απόδειξη του σκέλους (i) βασίζεται στο αποτέλεσμα του Λήμματος 3.6. Έστω
R > 0 όπως στη διατύπωση της πρότασης και έστω ξ ≥ 1 και t0 ≥ 0. Θε-
ωρούμε μια συνάρτηση dR := dR,ξ,t0 όπως στην Υπόθεση A2 και ορίζουμε τη
σταθερά c := min{dR(t0+1)−c1, c2}, η οποία λόγω της πρώτης ανισότητας της
(3.15β), είναι αυστηρά θετική. Τότε, λαμβάνοντας υπόψη την πρώτη ανισότητα
της (3.15β), μπορούμε να βρούμε μια συνάρτηση d̄R := d̄R,ξ,t0 ∈ C0([t0,∞);R)
που να ικανοποιεί τις σχέσεις:

d̄R(t) = dR(t)− c, ∀t ∈ [t0, t0 + 1] (3.40α)

c1 ≤ d̄R(t) < dR(t), ∀t ≥ t0 + 1 (3.40β)

Τόσο η επιθυμητή (3.16α) όσο και η πρώτη ανισότητα της (3.16β) είναι άμεσες
συνέπειες της (3.40). Επιπλέον, λαμβάνοντας υπόψη τον ορισμό της σταθεράς c
ανωτέρω, τη δεύτερη ανισότητα της (3.15β) και την (3.40α), έχουμε
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∫ t2

t1

d̄R(s)ds =

∫ t2

t1

(dR(s)− c)ds =

∫ t2

t1

dR(s)ds− c(t2 − t1) > −2c2,

για κάθε t2 ≥ t1, t1, t2 ∈ [t0, t0 + 1]

που λόγω της (3.40β) και της υπόθεσης c1 > 0, συνεπάγεται ότι ισχύει η δεύ-
τερη ανισότητα της (3.16β). Προκειμένου να δείξουμε την (3.16γ), θεωρούμε το
ζεύγος (H,A) όπως δίνεται στην (3.20) με m = n, όπου οι ℓ, n, n̄, H(t) και
A(t, q, x, e, y) δίνονται στις Yποθέσεις Α1 και A2. Σημειώνεται ότι λόγω της
A2 και ειδικότερα λόγω της (3.15γ), της πρώτης ανισότητας της (3.15α) και του
γεγονότος ότι η YR(·) ικανοποιεί την Ιδιότητα 2.1, ικανοποιείται η Ιδιότητα H3
για το ζεύγος (H,A) με τις YR(·), QR(·), PR(·), dR(·), g(·) και βR(·) := β(·, R)
όπως δίνονται στις (3.10), (3.13), (3.15α), (3.15β), (3.11) και (1.104), αντίστοιχα.
Επομένως, λαμβάνοντας υπόψη ότι η συνάρτηση d̄R(·) ανωτέρω ικανοποιεί την
(3.16α), μπορούμε από το αποτέλεσμα τουΛήμματος 3.6, για τα δοσμέναR > 0,
ξ ≥ 1 και t0 ≥ 0, να βρούμε μια συνάρτηση ϕR := ϕR,ξ,t0 ∈ C1([t0,∞);R>0)

που να ικανοποιεί την (3.16γ). Ολοκληρώθηκε συνεπώς η απόδειξη του σκέλους
(i) της πρότασης. Συνεχίζουμε με την απόδειξη του σκέλους (ii). Συγκεκριμένα,
θα δείξουμε ότι ικανοποιούνται οι (3.19α) και (3.19β). Θεωρούμε τη σταθερά
R > 0 όπως δίνεται στη διατύπωση της πρότασης και έστω t̄0 ≥ t0 ≥ 0 και ξ
μια σταθερά που ικανοποιεί την (3.17). Λόγω της υπόθεσης (1.104), ισχύει

β(t, s) ≥ s, για κάθε t ≥ 0 και s ≥ 0 (3.41)

και αφού L > 1 και c2 > 0, έπεται από τις (3.17) και (3.41) ότι ξ > 1. Επι-
πλέον, από το αποτέλεσμα του σκέλους (i) με ξ ως ανωτέρω και t0 := t̄0, υπάρ-
χουν συναρτήσεις d̄R ∈ C0([t̄0,∞);R) και ϕR ∈ C1([t̄0,∞);R>0) που ικανο-
ποιούν την (3.16). Έστω e(·) := x(·, t0, x0)− z(·, t̄0, z0; y) το σφάλμα ανάμεσα
στην τροχιά του συστήματος (3.9α) και την τροχιά του (3.18α) με x0 ∈ BR και
z0 = z(t̄0) = 0. Λαμβάνοντας υπόψη την (3.9β), προκύπτει ότι το σφάλμα e(·)
ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση

ė = F (t, x, y)− F (t, z, y)− ϕR(t)P
−1
R (t)H ′(t)(y −H(t)z)

= F (t, x, y)− F (t, z, y)− ϕR(t)P
−1
R (t)H ′(t)H(t)e, t ≥ t̄0 (3.42α)
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και προφανώς (λόγω της (3.18β)) ισχύει:

e(t̄0) = x(t̄0, t0, x0)− z(t̄0, t̄0, z0; y) = x(t̄0, t0, x0) (3.42β)

Σημειώνεται ότι αφού L > 1, c2 > 0 και λαμβάνοντας υπόψη τις (1.104), (3.17)
και (3.42β), θα ισχύει:

|e(t̄0)| ≤ β(t̄0, R̄) < ξ, ∀x0 ∈ BR (3.43)

Εξαγωγή της (3.19α). Αποδεικνύουμε ότι για κάθε x0 ∈ BR ισχύει |e(t)| < ξ

για κάθε t ∈ [t̄0, Tmax), και συνεπώς Tmax = ∞, όπου [t̄0, Tmax) το μέγιστο απο
δεξιά διάστημα ύπαρξης της λύσης e(·) του συστήματος (3.42α), που αντιστοι-
χεί σε συγκεκριμένο x0 ∈ BR και ικανοποιεί την (3.42β). Υποθέτουμε στην
αντίθετη περίπτωση, λαμβάνοντας υπόψη την (3.43), ότι υπάρχει x0 ∈ BR και
t̄ ∈ (t̄0, Tmax), ούτως ώστε να ισχύει:

|e(t̄)| = ξ (3.44α)

|e(t)| < ξ, ∀t ∈ [t̄0, t̄) (3.44β)

Από την (3.10), προκύπτει ότι αφού x0 ∈ BR, η έξοδος y(·) του (3.9) θα ικανο-
ποιεί τον εγκλεισμό

y(t) ∈ YR(t),∀t ∈ [t̄0,∞) (3.45)

και η τελευταία σε συνδυασμό με τις (3.14), (1.104) και (3.44), συνεπάγεται ότι:

∆F (t, x(t), z(t), y(t)) = A(t, q, x(t), x(t)− z(t), y(t))(x(t)− z(t)), ∀t ∈ [t̄0, t̄],

για κάποιο q := q(t) ∈ QR(t) (3.46)

Ορίζουμε τη Lyapunov συνάρτηση

V (t, e) := e′PR(t)e, t ≥ t̄0, e ∈ Rn (3.47)

και υπολογίζουμε τη χρονική της παράγωγο κατά μήκος των τροχιών e(·) του
συστήματος (3.42α). Από τις (3.46) και (3.47) προκύπτει ότι:
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V̇ (t, e(t)) = e′(t)ṖR(t)e(t) + 2e′(t)PR(t)A(t, q, x(t), e(t), y(t))e(t)

−2ϕR(t)|H(t)e(t)|2,∀t ∈ [t̄0, t̄], για κάποιο q := q(t) ∈ QR(t) (3.48)

Επίσης, λαμβάνοντας υπόψη τη δεύτερη ανισότητα της (3.15α), την (3.43) και
τον Ορισμό (3.47), έχουμε:

V (t̄0, e(t̄0)) = e′(t̄0)PR(t̄0)e(t̄0) ≤ L|e(t̄0)|2 ≤ Lβ2(t̄0, R̄) (3.49)

Ισχυρισμός 1. Ισχυριζόμαστε ότι ισχύει:

V (t, e(t)) < L exp{4c2}β2(t̄0, R̄),∀t ∈ [t̄0, t̄] (3.50)

Απόδειξη του Ισχυρισμού 1. Στην αντίθετη περίπτωση, λαμβάνοντας υπόψη
την (3.49), συμπεραίνουμε ότι θα υπάρχει τ ∈ (t̄0, t̄] ούτως ώστε να ισχύει:

V (τ, e(τ)) ≥ L exp{4c2}β2(t̄0, R̄) > Lβ2(t̄0, R̄) (3.51)

όπου για την εξαγωγή της δεύτερης ανισότητας λάβαμε υπόψη ότι L > 0 και
c2 > 0. Τότε, από τις (3.11α), (3.49) και (3.51) θα υπάρχει τ̄ ∈ [t̄0, τ), έτσι ώστε
να ισχύει

V (τ̄ , e(τ̄)) = Lβ2(t̄0, R̄); V (t, e(t)) ≥ Lβ2(t̄0, R̄) ≥ 1 ≥ g(t),∀t ∈ [τ̄ , τ ]

(3.52)
όπου η δεύτερη ανισότητα προκύπτει από τις επιλογές L > 1, R̄ > 1 (βλέπε
(3.17)) και την ανισότητα (3.41). Από την υπόθεση (3.16γ), τις σχέσεις (1.104),
(3.44), (3.45), (3.47), (3.48), (3.52) καθώς και το γεγονός ότι x0 ∈ BR, εξάγουμε
ότι:

V̇ (t, e(t)) ≤ −2d̄R(t)V (t, e(t)), ∀t ∈ [τ̄ , τ ] (3.53)

Από την (3.53) συνεπάγεται ότι V (t, e(t)) ≤ V (τ̄ , e(τ̄)) exp
(
−2
∫ t

τ̄
d̄R(s)ds

)
για κάθε t ∈ [τ̄ , τ ], επομένως, από τη δεύτερη ανισότητα της (3.16β) και την
(3.52), προκύπτει ότι:
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V (τ, e(τ)) ≤ V (τ̄ , e(τ̄)) exp
(
−2

∫ τ

τ̄

d̄R(s)ds

)
< L exp{4c2}β2(t̄0, R̄)

Η τελευταία έρχεται σε αντίθεση με την (3.51), άρα ικανοποιείται η (3.50) και
ολοκληρώνεται έτσι η απόδειξη του Ισχυρισμού 1.
Από την πρώτη ανισότητα της (3.15α), τις (3.17α), (3.47) και την (3.50) προ-
κύπτει ότι |e(t)| <

√
L exp{2c2}β(t̄0, R̄) = ξ για κάθε t ∈ [t̄0, t̄], συνεπώς

|e(t̄)| < ξ, το οποίο σε συνδυασμό με την (3.44α) συνεπάγεται ότι Tmax = ∞ και
επομένως ικανοποιείται η (3.19α). Από την τελευταία και το γεγονός ότι το σύ-
στημα (3.9α) είναι δεξιά πλήρες, συμπεραίνουμε ότι η λύση z(·) := z(·, t̄0, 0; y)
του (3.18) ορίζεται για κάθε t ≥ t̄0.
Απόδειξη της (3.19β). Σημειώνουμε αρχικά ότι αφού Tmax = ∞ και ισχύει η
(3.19α), οι σχέσεις (3.48) και (3.50) ικανοποιούνται για κάθε t ≥ t̄0 και x0 ∈ BR,
δηλαδή έχουμε:

V̇ (t, e(t)) = e′(t)ṖR(t)e(t) + 2e′(t)PR(t)A(t, q, x(t), e(t), y(t))e(t)

−2ϕR(t)|H(t)e(t)|2,∀t ≥ t̄0, για κάποιο q := q(t) ∈ QR(t) (3.54α)

V (t, e(t)) < L exp{4c2}β2(t̄0, R̄), ∀t ≥ t̄0 (3.54β)

Για την απόδειξη της (3.19β), χρειαζόμαστε τον ακόλουθο ισχυρισμό:
Ισχυρισμός 2. Για κάθε x0 ∈ BR ισχύει η συνεπαγωγή:

V (t̄, e(t̄)) ≤ g(t̄), για κάποιο t̄ ≥ t̄0 + 1 ⇒ V (t, e(t)) ≤ g(t), για κάθε t > t̄

(3.55)
Απόδειξη του Ισχυρισμού 2. Πράγματι, ας υποθέσουμε στην αντίθετη περί-
πτωση ότι υπάρχει x0 ∈ BR, ούτως ώστε να ισχύει:

V (t̄, e(t̄)) ≤ g(t̄), για κάποιο t̄ ≥ t̄0+1 και V (τ, e(τ)) > g(τ), για κάποιο τ > t̄

(3.56)
Τότε από την (3.55), θα υπάρχει τ̄ ∈ [t̄, τ) ώστε να ισχύει:
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V (τ̄ , e(τ̄)) = g(τ̄);V (t, e(t)) > g(t), ∀t ∈ (τ̄ , τ ] (3.57)

Από την υπόθεση (3.16γ), τις σχέσεις (1.104), (3.19α), (3.45), (3.47), (3.54α),
(3.57) και το γεγονός ότι x0 ∈ BR, εξάγουμε ότι V̇ (t, e(t)) ≤ −2d̄R(t)V (t, e(t)),
για κάθε t ∈ [τ̄ , τ ], επομένως, αφού τ̄ ≥ t̄0 + 1, προκύπτει από την πρώτη
ανισότητα της (3.16β) ότι:

V̇ (t, e(t)) ≤ −2c1V (t, e(t)),∀t ∈ [τ̄ , τ ] (3.58)

Ορίζουμε h(t) := V (t, e(t))−g(t), t ∈ [τ̄ , τ ]. Τότε η (3.57) γράφεται ισοδύναμα

h(τ̄) = 0 και h(t) > 0, για κάθε t ∈ (τ̄ , τ ]

επομένως, θα υπάρχει T ∈ (τ̄ , τ) ούτως ώστε η παράγωγος ḣ της h να ικανοποιεί
τη συνθήκη ḣ(T ) = V̇ (T, e(T )) − ġ(T ) > 0. Η τελευταία σε συνδυασμό με
τις (3.11β) και (3.58), συνεπάγεται ότι c1V (T, e(T )) < 1

2
g(T ), επομένως απο

την (3.12) προκύπτει ότι V (T, e(T )) < g(T ). Από την (3.57) όμως, έπεται ότι
V (T, e(T )) > g(T ), το οποίο είναι άτοπο και άρα ισχύει η (3.55).
Είμαστε πλέον σε θέση να ολοκληρώσουμε την απόδειξη της (3.19β). Έστω x0 ∈
BR. Διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις:
Περίπτωση 1.

V (t̄0 + 1, e(t̄0 + 1)) ≤ g(t̄0 + 1) (3.59)

Στην περίπτωση αυτή, λαμβάνοντας υπόψη τις (3.55) και (3.59), προκύπτει ότι
V (t, e(t)) ≤ g(t) για κάθε t ≥ t̄0 + 1, επομένως από την πρώτη ανισότητα της
(3.15α) και την (3.47), εξάγουμε ότι |e(t)| ≤

√
g(t) για κάθε t ≥ t̄0+1, συνεπώς

ικανοποιείται η (3.19β).
Περίπτωση 2.

V (t̄0 + 1, e(t̄0 + 1)) > g(t̄0 + 1) και V (t, e(t)) > g(t),∀t ≥ t̄0 + 1 (3.60)

Στην περίπτωση αυτή προκύπτει από τις (1.104), (3.16γ), (3.19α), (3.45), (3.47),
(3.54α), τη δεύτερη ανισότητα της (3.60) και το γεγονός ότιx0 ∈ BR, ότι V̇ (t, e(t)) ≤
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−2d̄R(t)V (t, e(t)), για κάθε t ≥ t̄0 + 1. Επομένως, από την πρώτη ανισότητα
της (3.16β), συμπεραίνουμε ότι V̇ (t, e(t)) ≤ −2c1V (t, e(t)) για κάθε t ≥ t̄0+1,
και άρα από την (3.54β) έχουμε:

V (t, e(t)) ≤ V (t̄0 + 1, e(t̄0 + 1)) exp{−2c1(t− (t̄0 + 1))}

< L exp{4c2}β2(t̄0, R̄) exp{−2c1(t− (t̄0 + 1))},∀t ≥ t̄0 + 1

Η τελευταία σε συνδυασμό με τις (3.15α), (3.17) και (3.47) συνεπάγεται ότι
|e(t)| < ξ exp{−c1(t− (t̄0 +1))}, για κάθε t ≥ t̄0 +1, επομένως, ικανοποιείται
η (3.19β).
Περίπτωση 3.

V (t̄0 + 1, e(t̄0 + 1)) > g(t̄0 + 1)

και υπάρχει t̄ > t0 + 1, τέτοιο ώστε V (t̄, e(t̄)) ≤ g(t̄) (3.61)

Λόγω της (3.61) μπορούμε να ορίσουμε τη χρονική στιγμή:

τ := min{t > t̄0 + 1 : V (t, e(t)) = g(t))} (3.62)

Από τις (3.61) και (3.62) προκύπτει ότι V (t, e(t)) ≥ g(t), ∀t ∈ [t̄0 + 1, τ ],
επομένως επιχειρηματολογώντας όπως στην Περίπτωση 2 ανωτέρω, έχουμε:

|e(t)| < ξ exp{−c1(t− (t̄0 + 1))}, ∀t ∈ [t̄0 + 1, τ ] (3.63)

Επίσης, από την (3.62) έπεται ότι V (τ, e(τ)) = g(τ) και συνεπώς από τις (3.15α),
(3.47) και (3.55) εξάγουμε ότι:

V (t, e(t)) ≤ g(t), ∀t ∈ [τ,∞) ⇒ |e(t)| ≤
√
g(t),∀t ∈ [τ,∞) (3.64)

Από τις (3.63) και (3.64) συμπεραίνουμε ότι και σε αυτή την περίπτωση ισχύει
η (3.19β) και ολοκληρώνεται έτσι η απόδειξη της Πρότασης 3.3. 2
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Απόδειξη της Πρότασης 3.5
Θεωρούμε το σύστημα (3.9) με αρχικό χρόνο t0 ≥ 0. Προχωράμε στην κατα-
σκευή μιας ακολουθίας χρόνων (tk)k∈N και μιας κατάλληλης ακολουθίας απει-
κονίσεων (Gk)k∈N, ούτως ώστε η ακολουθία των συστημάτων (3.6) να επιτυγ-
χάνει την εκτίμηση της κατάστασης του συστήματος (3.9), σύμφωνα με τον ορι-
σμό που δόθηκε στην πρώτη ενότητα για την επιλυσιμότητα του SODP. Έστω
y ∈ O(t0,Rn) μια έξοδος του (3.9). Θεωρούμε σταθερέςL > 1 και c1, c2 > 0 τέ-
τοιες ώστε να ισχύει η (3.12) και ούτως ώστε για κάθε R > 0 να ικανοποιούνται
οι Ιδιότητες A1 και A2, σύμφωνα με την Υπόθεση Η2.
Ισχυρισμός 1. (Επαγωγική Υπόθεση) Θεωρούμε την απεικόνιση YR(·) όπως
δίνεται από την (3.10), με R := k = 1, 2, ..., και έστω β(·, ·), g(·) όπως δίνονται
στις (1.104) και (3.11), αντίστοιχα. Τότε για L, c1, c2 όπως ανωτέρω και για
κάθε k ∈ N, υπάρχουν θετικές σταθερές ξk και tk, με t1 := t0 (όπου t0 ο αρχικός
χρόνος), μια πλειονότιμη απεικόνισηQk(·) που ικανοποιεί την Ιδιότητα 2.1, ένας
χρονικώς μεταβαλλόμενος συμμετρικός πίνακας Pk ∈ C1([tk−1,∞);Rn×n) και
συναρτήσεις d̄k ∈ C0([tk−1,∞);R) και ϕk ∈ C1([tk−1,∞);R>0) ούτως ώστε
να ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες:

ξk ≥ 1 (3.65)

t1 := t0; tk+1 ≥ tk + 1, k = 1, 2, ... (3.66α)

και συνεπώς lim
k→∞

tk = ∞ (3.66β)

Pk(t) ≥ In×n,∀t ≥ tk−1; |Pk(tk−1)| ≤ L; (3.67)

d̄k(t) ≥ c1,∀t ≥ tk−1 + 1;

∫ τ2

τ1

d̄k(s)ds > −2c2,∀τ2 ≥ τ1 ≥ tk−1; (3.68)

e′Pk(t)A(t, q, x, e, y)e+
1
2
e′Ṗk(t)e− ϕk(t)|H(t)e|2 ≤ −d̄k(t)e′Pk(t)e,

∀t ≥ tk−1, q ∈ Qk(t), x ∈ Rn, e ∈ Rn, y ∈ Yk(t) : (3.69)

|x| ≤ β(t, k), |e| ≤ ξk, e
′Pk(t)e ≥ g(t)
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Ειδικότερα, για κάθε k ∈ N οι επιθυμητές σταθερές ξi και ti ανωτέρω ορίζονται
αναδρομικά ως εξής:

ξi :=
√
L exp{2c2}β(ti−1, i+ 1), i = 1, 2, ..., k (3.70)

ti := min{τ ≥ ti−1 + 1 : max{ξi exp{−c1(t− (ti−1 + 1))},
√
g(t)} ≤ 1

i
,

για κάθε t ≥ τ}, i = 2, ..., k για k ≥ 2 και t1 := t0 (3.71)

όπου ti−1|i=1 := t0.
Απόδειξη του Ισχυρισμού 1 για k := 1 . Ορίζουμε τη σταθερά ξ1 όπως στην
(3.70) με i := 1, δηλαδή:

ξ1 :=
√
L exp{2c2}β(t0, 2) (3.72)

Αφού L > 1 και c2 > 0, προκύπτει από τις (3.41) και (3.72) ότι ξ1 ≥ 1, δηλαδή
ότι ικανοποιείται η (3.65) για k = 1. Τότε, αφού σύμφωνα με την υπόθεση μας
ισχύει η A2 για R := 1, συμπεραίνουμε ότι για το δοσμένο ξ1 ανωτέρω, υπάρ-
χουν μια πλειονότιμη απεικόνιση Q1 := Q1,ξ1 που ικανοποιεί την Ιδιότητα 2.1
και ένα ζεύγος απεικονίσεων d1 ∈ C0([t0,∞);R) και P1 ∈ C1([t0,∞);Rn×n),
όπου η P1(·) ικανοποιεί την (3.67) και έτσι ώστε για R = 1 να ισχύουν οι συν-
θήκες (3.15β) και (3.15γ). Τότε, εφαρμόζοντας το αποτέλεσμα της Πρότασης
3.3(i) με R = 1 και τα δοσμένα ξ1, t0 προκύπτει ότι υπάρχουν συναρτήσεις
d̄1 ∈ C0([t0,∞);R) και ϕ1 ∈ C1([t0,∞);R>0) που ικανοποιούν τις (3.68) και
(3.69) με k = 1. Τέλος, ορίζουμε t1 := t0 και ολοκληρώνεται έτσι η απόδειξη
του Ισχυρισμού 1 για την περίπτωση k = 1.
Απόδειξη του Ισχυρισμού 1. (Γενικό επαγωγικό βήμα). Υποθέτουμε ακολού-
θως ότι ισχύουν όλες οι απαιτήσεις του Ισχυρισμού 1 για κάποιο k ∈ N και
αποδεικνύουμε ότι ισχύουν και για k := k + 1. Ορίζουμε τη σταθερά ξk+1 όπως
στην (3.70) με i := k + 1, δηλαδή:

ξk+1 :=
√
L exp{2c2}β(tk, k + 2) (3.73)

Αφού L > 1 και c2 > 0, προκύπτει από τις (3.41) και (3.73) ότι ξk+1 ≥ 1,
δηλαδή ότι ικανοποιείται η (3.65) για k = k + 1. Ακολούθως ορίζουμε τις απει-
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κονίσεις tk+1, Qk+1(·), Pk+1(·), d̄k+1(·) και ϕk+1(·) για k = k + 1. Πάλι από
την Υπόθεση Η2, προκύπτει ότι ισχύει η A2 για R := k + 1. Επομένως για τη
δοσμένη σταθερά ξk+1 όπως ορίζεται από την (3.73), υπάρχουν μια πλειονότιμη
συνάρτηση Qk+1 := Qk+1,ξk+1

που ικανοποιεί την Ιδιότητα 2.1 και ένα ζεύγος
απεικονίσεων dk+1 ∈ C0([tk,∞);R) και Pk+1 ∈ C1([tk,∞);Rn×n) όπου η τε-
λευταία ικανοποιεί την (3.67) και έτσι ώστε να ισχύουν οι (3.15β), (3.15γ) για
R = k + 1. Τότε, πάλι από το αποτέλεσμα της Πρότασης 3.3(i) με R = k + 1

και τη δοσμένη από την (3.73) σταθερά ξk+1, μπορούμε να βρούμε συναρτήσεις
d̄k+1 ∈ C0([tk,∞);R) και ϕk+1 ∈ C1([tk,∞);R>0), που ικανοποιούν τις (3.68)
και (3.69) με k = k + 1. Τέλος ορίζουμε το χρόνο tk+1 όπως στην (3.71) με
i = k + 1, δηλαδή:

tk+1 := min{τ ≥ tk + 1 : max{ξk+1 exp{−c1(t− (tk + 1))},√
g(t)} ≤ 1

k + 1
, για κάθε t ≥ τ}

Αφού c1 > 0, επαληθεύεται εύκολα με τη βοήθεια της (3.11γ), ότι η σταθερά
tk+1 είναι καλά ορισμένη και ικανοποιεί την (3.66α). Ολοκληρώθηκε επομένως
και το γενικό βημα της επαγωγικής υπόθεσης.
Κατασκευή του διακοπτόμενου παρατηρητή. Χρησιμοποιώντας τα αποτελέ-
σματα του Ισχυρισμού 1, προχωράμε στην κατασκευή του διακοπτόμενου παρα-
τηρητή για το σύστημα (3.9). Ορίζουμε την ακολουθία συστημάτων:

żk = Gk(t, zk, y(t)), t ∈ [tk−1, tk+1] (3.74α)

με αρχική κατάσταση zk(tk−1) = 0, k = 1, 2, ... (3.74β)

Gk(t, z, y)



:= F (t, z, y) + ϕk(t)P
−1
k (t)H ′(t)(y −H(t)z)

για |z| ≤ ζk, t ∈ [tk−1, tk+1], y ∈ Rn̄

:= (F (t, z, y) + ϕk(t)P
−1
k (t)H ′(t)(y −H(t)z))2ζk−|z|

ζk

για ζk ≤ |z| ≤ 2ζk, t ∈ [tk−1, tk+1], y ∈ Rn̄

:= 0, για |z| ≥ 2ζk, t ∈ [tk−1, tk+1], y ∈ Rn̄

(3.74γ)
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ζk := β(tk+1, k) + ξk (3.74δ)

με τις ακολουθίες (tk)k∈N, (ξk)k∈N, (ϕk)k∈N και (Pk)k∈N όπως προσδιορίζοναι
στον Ισχυρισμό 1. Η απεικόνιση Gk(·) είναι C0([tk−1, tk+1]×Rn ×Rn̄;Rn) και
αποδεικνύεται όπως ακριβώς και στην απόδειξη της Πρότασης 2.10, ότι είναι
και τοπικά Lipschitz ως προς (z, y) ∈ Rn × Rn̄, επομένως, για κάθε αρχική
κατάσταση zk(t0) ∈ Rn, t0 ∈ [tk−1, tk+1], το σύστημα (3.74α) έχει μοναδική
λύση σε μια γειτονιά του t0. Επιπλέον, η απεικόνιση [tk−1, tk+1]×Rn ∋ (t, z) →
Gk(t, z, y(t)) ∈ Rn είναι φραγμένη, επομένως η αντίστοιχη λύση του (3.74)
ορίζεται για κάθε t ∈ [tk−1, tk+1].
Απόδειξη της σύγκλισης του σφάλματος (3.3). Θεωρούμε την απεικόνιση Z :

[t0,∞) → Rn όπως ορίζεται από την (3.7), δηλαδή Z(t) := zk(t), t ∈ [tk, tk+1),
k ∈ N, όπου για κάθε k ∈ N, zk(·) είναι η λύση του (3.74). Έστω k0 ∈ N με
k0 ≥ 2, ούτως ώστε για την αρχική κατάσταση x0 ∈ Rn του (3.9α) να ισχύει:

k0 ≥ |x0| (3.75)

Θεωρούμε τώρα έναν οποιοδήποτε ακέραιο k ≥ k0. Από την (3.74β), θα υπάρχει
ένας μέγιστος χρόνος t̄ ∈ (tk−1, tk+1] για τον οποίο θα ισχύει |zk(t)| < ζk για
κάθε t ∈ [tk−1, t̄).
Ισχυρισμός 2. Ισχυριζόμαστε ότι ισχύει t̄ = tk+1, δηλαδή:

|zk(t)| < ζk,∀t ∈ [tk−1, tk+1) (3.76)

Απόδειξη του Ισχυρισμού 2.Υποθέτουμε ότι στην αντίθετη περίπτωση υπάρχει
t̄ ∈ (tk−1, tk+1) με

|zk(t̄)| = ζk και |zk(t)| < ζk, ∀t ∈ [tk−1, t̄) (3.77)

Από τις (3.74α), (3.74γ) και (3.77), προκύπτει ότι για το δοσμένο φυσικό k ανω-
τέρω, θα ισχύει:

żk = F (t, zk, y) + ϕk(t)P
−1
k (t)H ′(t)(y −H(t)zk),∀t ∈ [tk−1, t̄] (3.78)

Ακολούθως, επικαλούμαστε πάλι την Υπόθεση Η2, σύμφωνα με την οποία ικα-
νοποιούνται οι A1 και A2 με R := k, όπου λόγω του Ορισμού (3.70) και της
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(3.74β), η σταθερά ξk ικανοποιεί την (3.17) με R = k και t̄0 := tk−1. Αφού
|x0| ≤ k = R και λαμβάνοντας υπόψη τις (3.67), (3.68), (3.69), (3.78) και το
αποτέλεσμα του σκέλους (ii) της Πρότασης 3.3, έπεται ότι ισχύει η εκτίμηση
(3.19α), δηλαδή

|ek(t)| < ξk,∀t ∈ [tk−1, t̄] (3.79α)

όπου
ek(t) := x(t)− zk(t), t ∈ [tk−1, tk+1] (3.79β)

Από τις (1.104), (3.74δ), (3.75), (3.79) και το γεγονός ότι k ≥ k0 και t̄ ≤ tk+1,
λαμβάνουμε την εκτίμηση

|zk(t̄)| ≤ |x(t̄)|+ |ek(t̄)| < β(t̄, k0) + ξk ≤ β(tk+1, k) + ξk = ζk (3.80)

που έρχεται σε αντίθεση με την (3.77), επομένως ισχύει η (3.76) για το δοσμένο
k και ολοκληρώνεται έτσι η απόδειξη του Ισχυρισμού 2.
Από τον Ισχυρισμό 2, συμπεραίνουμε ότι η zk(·) ικανοποιεί την (3.78) για κάθε
t ∈ [tk−1, tk+1], το οποίο λόγω της (3.19β) του σκέλους (ii) της Πρότασης 3.3
και της (3.66α), συνεπάγεται ότι:

|ek(t)| ≤ max{ξk exp{−c1(t−(tk−1+1))},
√
g(t)}, ∀t ∈ [tk−1+1, tk+1] (3.81)

Από τις (3.71) και (3.81) εξάγουμε ότι:

|ek(t)| ≤
1

k
, ∀t ∈ [tk, tk+1] (3.82)

Τέλος, αποδεικνύουμε ότι το σφάλμα e(·) := x(·)−Z(·) ανάμεσα στη λύση του
συστήματος (3.9) και την απεικόνιση Z(·) όπως ορίζεται από την (3.7), ικανο-
ποιεί την εκτίμηση (3.3). Πράγματι, έστω ε > 0 και k̄ = k̄(ε) ∈ N με k̄ ≥ k0

τέτοιο ώστε να ισχύει 1
k̄
< ε. Ορίζουμε T = T (ε) := tk̄. Από την (3.66), έπεται

ότι για κάθε t > T υπάρχει ένας ακέραιος k ≥ k̄, με tk ≤ t < tk+1 και επομένως,
αφού k ≥ k0, από τις (3.7), (3.79β) και (3.82) θα ισχύει

|x(t)− Z(t)| = |x(t)− zk(t)| = |ek(t)| ≤
1

k
≤ 1

k̄
< ε
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για κάθε t > T = T (ε). Το τελευταίο συνεπάγεται την (3.3) και ολοκληρώνεται
έτσι η απόδειξη της Πρότασης 3.5. 2

3.3 Tριγωνικά Συστήματα

Σε αυτή την ενότητα χρησιμοποιούμε τα αποτελέσματα της προηγούμενης
ενότητας προκειμένου να αποδείξουμε το κύριο αποτέλεσμα του κεφαλαίου, που
αφορά την επιλυσιμότητα του SODP(ODP) για τριγωνικά συστήματα της μορ-
φής (3.1). Επιπλέον, δίνουμε ένα ακόμα παράδειγμα, ούτως ώστε να αναδειχθεί
η μεθοδολογία με την οποία σχεδιάζεται ο παρατηρητής.

Απόδειξη του Θεωρήματος 3.2
Η απόδειξη των δυο ισχυρισμών του θεωρήματος βασίζεται στα αποτελέσματα
των Προτάσεων 3.3 και 3.5. Στην ανάλυση που ακολουθεί, μπορούμε χωρίς
βλάβη της γενικότητας, να υποθέσουμε ότι αντί της συνθήκης (3.8), ισχύει:

ai(t, y) > 0, ∀t ≥ 0, y ∈ R, i = 1, 2, ..., n− 1 (3.83)

Για λόγους ευκολίας, μπορούμε επίσης να υποθέσουμε ότι ισχύει mi ≥ 3, για
κάθε i ∈ {1, 2, ..., n − 1}. (Η ίδια ανάλυση με ορισμένες στοιχειώδεις τροπο-
ποιήσεις, μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την εξαγωγή του αποτελέσματος στην
περίπτωση όπου mi = 1, για κάποιο i ∈ {1, 2, ..., n − 1}). Προκειμένου να
αποδείξουμε το πρώτο σκέλος του θεωρήματος, δείχνουμε ότι το σύστημα (3.1)
ικανοποιεί τη Συνθήκη Η2. Ειδικότερα, αποδεικνύουμε ότι υπάρχουν ένας φυσι-
κός ℓ ∈ N, μια απεικόνιση A ∈ C0(R≥0 ×Rℓ ×Rn ×Rn ×R;Rn×n), σταθερές
L > 1, c1, c2 > 0 που ικανοποιούν την (3.12) και μια συνάρτηση g(·) για την
οποία ισχύει η (3.11), ούτως ώστε για κάθε R > 0, να ικανοποιούνται οι Α1 και
A2 για το σύστημα (3.1). Έστω R > 0 και ξ ≥ 1. Ορίζουμε:
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F (t, x, y) :=



f1(t, y) + a1(t, y)x
m1
2

f2(t, y, x2) + a2(t, y)x
m2
3

...
fn−1(t, y, x2, ..., xn−1) + an−1(t, y)x

mn−1
n

fn(t, y, x2, ..., xn)


,

(t, x, y) ∈ R≥0 × Rn × R (3.84)

Θεωρούμε μια συνάρτηση σR := σR,ξ ∈ N για την οποία ισχύει:

σR(t) ≥
n∑

i=2

i∑
j=2

max
{∣∣∣∣ ∂fi∂xj

(t, y, x2, ..., xi)

∣∣∣∣ : |(y, x2, ..., xi)| ≤
2β(t, R) + ξ} , ∀t ≥ 0 (3.85)

και έστω η πλειονότιμη απεικόνιση [0,∞) ∋ t → QR(t) := QR,ξ(t) ⊂ Rℓ,
ℓ := n(n+1)

2
που ορίζεται ως

QR(t) := {q = (q1,1; q2,1, q2,2; ...; qn,1, qn,2, ..., qn,n) ∈ Rℓ : |q| ≤ σR(t)}
(3.86)

και ικανοποιεί προφανώς την Ιδιότητα 2.1. Επίσης, θεωρούμε την YR(·) όπως
δίνεται από την (3.10) με

H := (1, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n

) (3.87)

Από τις (3.84)-(3.87) και το Θεώρημα Μέσης Τιμής του διαφορικού λογισμού
προκύπτει, χρησιμοποιώντας ίδια επιχειρήματα με εκείνα στην απόδειξη της
Πρότασης 2.16, ότι για κάθε t ≥ 0, y ∈ YR(t) και x, z ∈ Rn με |x| ≤ β(t, R)

και |x− z| ≤ ξ ισχύει:

F (t, x, y)− F (t, z, y) = A(t, q, x, x− z, y)(x− z), για κάποιο q ∈ QR(t),

με qi,1 = 0, i = 1, 2, ..., n;

(3.88α)
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A(t, q, x, e, y) :=



q1,1 a1(t, y)b1(x2, e2)

q2,1 q2,2
...

...
qn−1,1 qn−1,2

qn,1 qn,2

0 · · · 0

a2(t, y)b2(x3, e3)
. . . ...

... . . . 0

qn−1,3 an−1(t, y)bn−1(xn, en)

qn,3 · · · qn,n


(3.88β)

bi(α, β) := αmi−1 + αmi−2(α− β) + ...+ α(α− β)mi−2

+ (α− β)mi−1, (α, β) ∈ R2, i = 1, 2, ..., n− 1 (3.88γ)

επομένως ισχύει η A1. Επίσης, λόγω της (3.83) και λαμβάνοντας υπόψη ότι η
απεικόνιση YR(·) όπως δίνεται από την (3.10) ικανοποιεί την Ιδιότητα 2.1, μπο-
ρούμε να βρούμε μια συνάρτηση wR ∈ C1(R≥0;R) ούτως ώστε να ισχύει:

ai(t, y) ≥ wR(t) > 0,∀t ≥ 0, y ∈ YR(t), i = 1, 2, ..., n− 1 (3.89)

Για τη συνέχεια της απόδειξης, θα χρειαστούμε την ακόλουθη στοιχειώδη ιδιό-
τητα των συναρτήσεων bi(·, ·) όπως δίνονται από την (3.88γ). Για κάθε i =

1, 2, ..., n − 1 υπάρχει μια απεικόνιση b̄i ∈ C(R2;R) και μια σταθερά ϑi > 0

έτσι ώστε να ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες:

bi(α, β) = b̄i(α, β) + ϑiβ
mi−1, ∀(α, β) ∈ R2; (3.90α)

b̄i(α, β) ≥ 0,∀(α, β) ∈ R2 (3.90β)

Πράγματι, λαμβάνοντας υπόψη ότι mi − 1 = 2γi για κάποιο φυσικό γi ∈ N,
έπεται ότι bi(α, β) > 0 για κάθε μη μηδενικό (α, β) ∈ R2 και επομένως ισχύει
ϑi := min{bi(α, β) : (α, β) ∈ R2 και |(α, β)| = 1} > 0. Επιπλέον, έχουμε
bi(λα, λβ)) = λ2γibi((α, β)) για κάθε (α, β) ∈ R2 και λ ∈ R. Συνεπώς αν
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ορίσουμε b̄i(α, β) := bi(α, β)− ϑiβ
2γi , τότε για κάθε μη μηδενικό (α, β) ∈ R2

θα ισχύει:

b̄i(α, β) = bi

((
α

|(α, β)|
,

β

|(α, β)|

)
|(α, β)|

)
− ϑiβ

2γi

= |(α, β)|2γibi
(

α

|(α, β)|
,

β

|(α, β)|

)
− ϑiβ

2γi

≥ ϑi((α
2 + β2)γi − β2γi) ≥ 0

επομένως ικανοποιείται η (3.90).
Ακολούθως, αποδεικνύουμε ότι ισχύει και η Α2 και ειδικότερα ότι υπάρχουν
σταθερές L > 1, c1, c2 > 0 έτσι ώστε να ισχύει η (3.12) και μια συνάρτηση g(·)
που ικανοποιεί την (3.11), ούτως ώστε για κάθε R > 0, ξ ≥ 1 και t0 ≥ 0 να
υπάρχουν ένας χρονικώς μεταβαλλόμενος συμμετρικός πίνακας PR := PR,ξ,t0 ∈
C1([t0,∞);Rn×n) και μια συνάρτηση dR := dR,ξ,t0 ∈ C0([t0,∞);R) που να
ικανοποιούν την (3.15), με τιςH ,A(·, ·, ·, ·, ·), YR(·) καιQR(·) όπως δίνονται από
τις (3.87), (3.88β), (3.10) και (3.86), αντίστοιχα και με τη β(·, ·) όπως δίνεται από
την (1.104) για το σύστημα (3.1). Προκειμένου να δείξουμε την Α2 προχωράμε
με επαγωγή ως ακολούθως. Επιλέγουμε σταθερές L > 1, c1 := 1, c2 := n

(η c2 είναι ίση με τη διάσταση του χώρου κατάστασης) και έστω g(·) μια C1

συνάρτηση που ικανοποιεί την (3.11) (μπορούμε για παράδειγμα να επιλέξουμε
g(t) := 1

2
e−t, t ≥ 0). Επίσης, έστω R > 0. Για k = 2, 3, ..., n ορίζουμε:

Hk := (1, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
k

), e := (en−k+1; ê
′)′ ∈ R×Rk−1, ê := (en−k+2, ..., en)

′ ∈ Rk−1;

(3.91α)

Ak(t, q, x, e, y) :=


qn−k+1,n−k+1

(
an−k+1(t, y)

×bn−k+1(xn−k+2, en−k+2)

)
0 · · · 0

qn−k+2,n−k+1

... Ak−1(t, q, x, ê, y)

qn,n−k+1


(3.91β)

όπου
A1(t, q, x, en, y) := qn,n (3.91γ)
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Ισχυρισμός 1. (ΕπαγωγικήΥπόθεση) Έστω k ∈ N με 2 ≤ k ≤ n. Τότε γιαL,R
και g(·) ως ανωτέρω και για κάθε ξ ≥ 1 και t0 ≥ 0, υπάρχουν ένας χρονικώς
μεταβαλλόμενος συμμετρικός πίνακας PR,k := PR,ξ,t0,k ∈ C1([t0,∞);Rk×k)

και μια συνάρτηση dR,k := dR,ξ,t0,k ∈ C0([t0,∞);R), έτσι ώστε να ισχύουν τα
ακόλουθα:

PR,k(t) > Ik×k, ∀t ≥ t0; |PR,k(t0)| ≤ L; (3.92α)

dR,k(t) > n−k+1, ∀t ≥ t0+1;

∫ t2

t1

dR,k(s)ds > −k, ∀t2 ≥ t1, t1, t2 ∈ [t0, t0+1];

(3.92β)

e′PR,k(t)Ak(t, q, x, e, y)e+
1
2
e′ṖR,k(t)e ≤ −dR,k(t)e

′PR,k(t)e,

∀t ≥ t0, q ∈ QR(t), x ∈ Rn, e ∈ kerHk, y ∈ YR(t) : (3.92γ)

|x| ≤ β(t, R), |e| ≤ ξ, e′PR,k(t)e ≥ g(t)

όπου οι Hk, Ak(·, ·, ·, ·, ·), YR(·) και QR(·) δίνονται στις (3.91α), (3.91β), (3.10)
και (3.86), αντίστοιχα.
Από την (3.91), προκύπτει ότι οι απεικονίσεις Hn και An(·, ·, ·, ·, ·) συμπίπτουν
με τιςH και A(·, ·, ·, ·, ·), όπως οι τελευταίες δίνονται από τις (3.87) και (3.88β),
αντίστοιχα, επομένως η Α2 είναι συνέπεια του Ισχυρισμού 1, με H := Hn,
A(·, ·, ·, ·, ·) := An(·, ·, ·, ·, ·) και με τις απεικονίσεις dR := dR,n, PR := PR,n

όπως δίνονται στις (3.92α), (3.92β). Πράγματι, οι (3.15α), (3.15γ) εξάγονται
άμεσα από τις (3.92α), (3.92γ), ενώ και οι δυο ανισότητες της (3.15β) είναι συ-
νέπεια της (3.92β) με k = n, λαμβάνοντας υπόψη ότι c1 = 1 και c2 = n.
Απόδειξη του Ισχυρισμού 1 για k := 2. Για την περίπτωση k = 2 ορίζουμε:

H2 := (1, 0), e := (en−1, en)
′ ∈ R2; (3.93α)

A2(t, q, x, e, y) :=

(
qn−1,n−1 an−1(t, y)bn−1(xn, en)

qn,n−1 qn,n

)
(3.93β)

Για L,R και g(·) ως ανωτέρω και για κάθε ξ ≥ 1 και t0 ≥ 0, αποδεικνύ-
ουμε ότι υπάρχει ένας χρονικώς μεταβαλλόμενος συμμετρικός πίνακας PR,2 :=

PR,ξ,t0,2 ∈ C1([t0,∞);R2×2) και μια συνάρτηση dR,2 := dR,ξ,t0,2 ∈ C0([t0,∞);R)

έτσι ώστε να ισχύει:
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PR,2(t) > I2×2, ∀t ≥ t0; |PR,2(t0)| ≤ L; (3.94α)

dR,2(t) > n− 1,∀t ≥ t0 + 1;

∫ t2

t1

dR,2(s)ds > −2, ∀t2 ≥ t1, t1, t2 ∈ [t0, t0 + 1];

(3.94β)

e′PR,2(t)A2(t, q, x, e, y)e+
1
2
e′ṖR,2(t)e ≤ −dR,2(t)e

′PR,2(t)e,

∀t ≥ t0, q ∈ QR(t), x ∈ Rn, e = (en−1, en) ∈ R2, y ∈ YR(t) : (3.94γ)

|x| ≤ β(t, R), e ∈ kerH2, |e| ≤ ξ, e′PR,2(t)e ≥ g(t)

όπου οι H2, A2(·, ·, ·, ·, ·), YR(·) και QR(·) δίνονται στις (3.93α), (3.93β), (3.10)
και (3.86), αντίστοιχα. Έστω ξ ≥ 1 και t0 ≥ 0. Ορίζουμε

PR,2(t) :=

(
pR,1(t) pR(t)

pR(t) L

)
(3.95)

όπου οι συναρτήσεις pR,1, pR ∈ C1([t0,∞);R) πρόκειται να προσδιοριστούν.
Επίσης, από τις (3.93α) και (3.95), έχουμε:

{e ∈ kerH2 : |e| ≤ ξ και e′PR,2(t)e ≥ g(t)}

= {e = (0, en)
′ :
√
g(t)/L ≤ |en| ≤ ξ} (3.96)

Λαμβάνοντας υπόψη τις (3.93), (3.95) και (3.96), η επιθυμητή (3.94γ) γράφεται:

(0, en)

(
pR,1(t) pR(t)

pR(t) L

)(
qn−1,n−1 an−1(t, y)bn−1(xn, en)

qn,n−1 qn,n

)(
0

en

)

+
1

2
(0, en)

˙︷ ︸︸ ︷(
pR,1(t) pR(t)

pR(t) L

)(
0

en

)
≤ −dR,2(t)(0, en)

(
pR,1(t) pR(t)

pR(t) L

)(
0

en

)
∀t ≥ t0, q ∈ QR(t), x ∈ Rn, e = (en−1, en) ∈ R2, y ∈ YR(t) :

|x| ≤ β(t, R),
√
g(t)/L ≤ |en| ≤ ξ

ή ισοδύναμα
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pR(t)an−1(t, y)bn−1(xn, en) + Lqn,n ≤ −LdR,2(t), ∀t ≥ t0, q ∈ QR(t),

x ∈ Rn, e = (en−1, en) ∈ R2, y ∈ YR(t) : |x| ≤ β(t, R),
√
g(t)/L ≤ |en| ≤ ξ

(3.97)

Στη συνέχεια, απαιτούμε η συνάρτηση pR(·) που πρόκειται να προσδιορίσουμε
να ικανοποιεί τις ιδιότητες:

pR(t) ≤ 0,∀t ≥ t0; pR(t0) = 0 (3.98)

Λαμβάνοντας υπόψη τις (3.86), (3.89), (3.90), (3.98) και την ισοδυναμία ανά-
μεσα στις (3.94γ) και (3.97), προκύπτει ότι προκειμένου να δείξουμε την (3.94γ),
αρκεί να προσδιορίσουμε συναρτήσεις pR,1, pR ∈ C1([t0,∞);R) και dR,2 ∈
C0([t0,∞);R) ούτως ώστε να ικανοποιούνται οι (3.94α), (3.94β) και (3.98) και
επιπλέον να ισχύει:

pR(t)wR(t)(b̄n−1(xn, en) + ϑn−1e
mn−1−1
n ) + LσR(t) ≤ −LdR,2(t), ∀t ≥ t0,

q ∈ QR(t), x ∈ Rn, en ∈ R : |x| ≤ β(t, R),
√
g(t)/L ≤ |en| ≤ ξ (3.99)

όπου η b̄(·) δίνεται στην (3.90). Τότε, λαμβάνοντας υπόψη τις (3.89), (3.90β),
(3.98) και (3.99), αρκεί να δείξουμε ότι:

pR(t)wR(t)ϑn−1
g

mn−1−1

2 (t)

L
mn−1−1

2

+ LσR(t) ≤ −LdR,2(t),∀t ≥ t0 (3.100)

για κατάλληλες συναρτήσεις pR,1, pR ∈ C1([t0,∞);R) και dR,2 ∈ C0([t0,∞);R)
που ικανοποιούν τις (3.94α), (3.94β) και (3.98).
Κατασκευή των pR και dR,2. Έστω

M2 := max{σR(t) : t ∈ [t0, t0 +
1
2
]} (3.101α)

τ2 := min
{

1

M2

, 1

}
(3.101β)

Ορίζουμε τις θ := θR,ξ,t0 , pR ∈ C1([t0,∞);R) και dR,2 ∈ C0([t0,∞);R) ως
εξής:
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θ(t)


:= 0, t = t0

∈ [0, 1], t ∈
[
t0, t0 +

τ2
2

]
:= 1, t ∈

[
t0 +

τ2
2
,∞
) (3.102)

pR(t) := −θ(t) L
mn−1+1

2 (n+ σR(t))

ϑn−1wR(t)g
mn−1−1

2 (t)
, t ≥ t0 (3.103)

dR,2(t)


:= −M2, t ∈

[
t0, t0 +

τ2
2

]
∈ [−M2, n], t ∈

[
t0 +

τ2
2
, t0 + τ2

]
:= n, t ∈ [t0 + τ2,∞)

(3.104)

Αποδεικνύουμε ότι ικανοποιούνται οι (3.94β), (3.98) και (3.100) με τις pR(·)
και dR,2(·) όπως δίνονται από τις (3.103) και (3.104), αντίστοιχα. Πράγματι, η
(3.98) έπεται άμεσα από τις (3.89), (3.102), (3.103) και το γεγονός ότι ϑn−1 > 0.
Η πρώτη ανισότητα της (3.94β) είναι συνέπεια των (3.101β) και (3.104). Επίσης,
από τις (3.101β) και (3.104) προκύπει ότι

∫ t2

t1

dR,2(s) ≥ −τ2M2 ≥ −1, για κάθε t2 ≥ t1, t1, t2 ∈ [t0, t0 + 1]

επομένως ικανοποιείται και η δεύτερη ανισότητα της (3.94β). Στην συνέχεια,
δείχνουμε ότι ισχύει και η (3.100), με τις pR(·) και dR,2(·) όπως ορίστηκαν προη-
γουμένως. Διακρίνουμε δυο περιπτώσεις:
Περίπτωση 1. t ∈ [t0, t0 +

τ2
2
]. Στην περίπτωση αυτή, από τις (3.89), (3.98),

(3.101), (3.104) και το γεγονός ότι ϑn−1 > 0, προκύπτει ότι:

pR(t)wR(t)ϑn−1
g

mn−1−1

2 (t)

L
mn−1−1

2

+ LσR(t) ≤ LσR(t) ≤ LM2 = −LdR,2(t)

επομένως, η (3.100) ισχύει για κάθε t ∈ [t0, t0 +
τ2
2
].

Περίπτωση 2. t ∈ [t0 +
τ2
2
,∞). Τότε, από τις (3.102)-(3.104) έχουμε:

pR(t)wR(t)ϑn−1
g

mn−1−1

2 (t)

L
mn−1−1

2

+ LσR(t) = −Ln ≤ −LdR,2(t)

συνεπώς, η (3.100) ισχύει και για κάθε t ∈ [t0 +
τ2
2
,∞).

Συμπεραίνουμε επομένως, ότι η (3.100) ισχύει για κάθε t ≥ t0.
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Κατασκευή της pR,1.Τέλος, κατασκευάζουμε μια συνάρτηση pR,1 ∈ C1([t0,∞);R)
τέτοια ώστε να ικανοποιούνται και οι δυο απαιτήσεις της (3.94α), με την PR,2(·)
όπως δίνεται από τις (3.95) και (3.103). Λαμβάνοντας υπόψη ότι L > 1, μπο-
ρούμε να ορίσουμε:

pR,1(t) :=
p2R(t)

L− 1
+ L, t ≥ t0 (3.105)

με την pR(·) όπως δίνεται από την (3.103). Από τις (3.95) και (3.105) εξάγουμε
ότι:

det(PR,2(t)− I2×2) = det

(
pR,1(t)− 1 pR(t)

pR(t) L− 1

)
= (L− 1)2 > 0, ∀t ≥ t0

(3.106)
Από την (3.106) και την υπόθεση μας ότιL > 1, προκύπτει ότιPR,2(t)−I2×2 > 0

για κάθε t ≥ t0 και επομένως ικανοποιείται η πρώτη ανισότητα της (3.94α).
Τέλος, η δεύτερη ανισότητα της (3.94α) έπεται άμεσα από τις (3.95), (3.98) και
(3.105). Ολοκληρώθηκε επομένως η απόδειξη του Ισχυρισμού 1 για k = 2.
Απόδειξη του Ισχυρισμού 1. (Γενικό βήμα της επαγωγικής διαδικασίας)Υπο-
θέτουμε ότι ο Ισχυρισμός 1 ισχύει για κάποιο φυσικό k με 2 ≤ k < n. Εδι-
κότερα, υποθέτουμε ότι για L,R και g(·) ως ανωτέρω και για κάθε ξ ≥ 1

και t0 ≥ 0, υπάρχουν ένας χρονικώς μεταβαλλόμενος συμμετρικός πίνακας
PR,k := PR,ξ,t0,k ∈ C1([t0,∞);Rk×k) και μια συνάρτηση dR,k := dR,ξ,t0,k ∈
C0([t0,∞);R) έτσι ώστε να ισχύει η (3.92) με τις απεικονίσειςHk,Ak(·, ·, ·, ·, ·),
YR(·) και QR(·) όπως δίνονται στις (3.91α), (3.91β), (3.10) και (3.86), αντί-
στοιχα. Αποδεικνύουμε ότι ο Ισχυρισμός 1 ισχύει και για k := k+1. Θεωρούμε
το ζεύγος (H,A) όπως δίνεται από την (3.20) με

H(t) := Hk, A(t, q, x, e, y) := Ak(t, q, x, e, y),

ℓ :=
n(n+ 1)

2
,m := k, n := n, και n̄ := 1

όπου οιHk καιAk ορίζονται στις (3.91α) και (3.91β), αντίστοιχα. Τότε, λόγω της
πρώτης ανισότητας της (3.92α) και της (3.92γ) ικανοποιείται η H3 της προηγού-
μενης ενότητας με τη g(·) ως ανωτέρω, τις YR(·), QR(·) και τη βR(·) := β(·, R)

181



3. Σχεδίαση Παρατηρητή για μη Γραμμικά Τριγωνικά Συστήματα με μη
Παρατηρήσιμη Γραμμικοποίηση

όπως δίνονται στις (3.10), (3.86) και (1.104), αντίστοιχα, και με τις απεικονίσεις
PR(·) := PR,k(·), dR(·) := dR,k(·) όπως δίνονται στις (3.92α), (3.92β). Τότε, αν
θεωρήσουμε τη συνάρτηση d̄R,k(·) = d̄R,ξ,t0,k(·) που ορίζεται ως:

d̄R,k(t) := dR,k(t)− 1
2
, t ≥ t0 (3.107)

έχουμε d̄R,k(t) < dR,k(t) για κάθε t ≥ t0, επομένως ικανοποιούνται όλες οι
υποθέσεις του Λήμματος 3.6 και συνεπώς μπορούμε να βρούμε μια συνάρτηση
ϕR,k := ϕR,ξ,t0,k ∈ C1([t0,∞);R>0), ούτως ώστε να ισχύει:

e′PR,k(t)Ak(t, q, x, e, y)e+
1
2
e′ṖR,k(t)e ≤ ϕR,k(t)|Hke|2 − d̄R,k(t)e

′PR,k(t)e,

∀t ≥ t0, q ∈ QR(t), x ∈ Rn, e ∈ Rk, y ∈ YR(t) : (3.108)

|x| ≤ β(t, R), |e| ≤ ξ, e′PR,k(t)e ≥ g(t)

Σημειώνεται ότι λόγω των (3.92β) και (3.107), η d̄R,k(·) ικανοποιεί τις ιδιότητες:

d̄R,k(t) > n− k + 1
2
,∀t ≥ t0 + 1;∫ t2

t1

d̄R,k(s)ds > −(k + 1
2
), ∀t2 ≥ t1, t1, t2 ∈ [t0, t0 + 1] (3.109)

Χρησιμοποιώντας τις (3.108) και (3.109), είμαστε πλέον σε θέση να αποδείξουμε
ότι ο Ισχυρισμός 1 ισχύει για k = k+ 1. Ειδικότερα, για τις ίδιες σταθερές L,R
και τη συνάρτηση g(·) ως ανωτέρω και για κάθε ξ ≥ 1 και t0 ≥ 0, δείχνουμε
ότι υπάρχουν ένας χρονικώς μεταβαλλόμενος συμμετρικός πίνακας PR,k+1 ∈
C1([t0,∞);R(k+1)×(k+1)) και μια συνάρτηση dR,k+1 ∈ C0([t0,∞);R) έτσι ώστε
να ικανοποιούνται οι (3.92α) και (3.92β) με k = k + 1 και επιπλέον να ισχύει:

e′PR,k+1(t)Ak+1(t, q, x, e, y)e+
1
2
e′ṖR,k+1(t)e ≤ −dR,k+1(t)e

′PR,k+1(t)e,

∀t ≥ t0, q ∈ QR(t), x ∈ Rn, e ∈ kerHk+1, y ∈ YR(t) : (3.110)

|x| ≤ β(t, R), |e| ≤ ξ, e′PR,k+1(t)e ≥ g(t)

όπου
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Hk := (1, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
k+1

), e := (en−k; ê
′)′ ∈ R× Rk, ê := (en−k+1, ..., en)

′ ∈ Rk;

(3.111α)

Ak+1(t, q, x, e, y) :=


qn−k,n−k

(
an−k(t, y)

×bn−k(xn−k+1, en−k+1)

)
0 · · · 0

qn−k+1,n−k

... Ak(t, q, x, ê, y)

qn,n−k


(3.111β)

PR,k+1(t) :=



pR,1(t) pR(t) 0 · · · 0

pR(t)

0 PR,k(t)
...
0


(3.111γ)

και οι YR(·), QR(·) δίνονται στις (3.10), (3.86), αντίστοιχα. Για τις δοσμένες
σταθερές ξ ≥ 1 και t0 ≥ 0 προσδιορίζουμε ακολούθως συναρτήσεις pR,1, pR ∈
C1([t0,∞);R) και dR,k+1 ∈ C0([t0,∞);R) ούτως ώστε να ικανοποιούνται οι
(3.92α), (3.92β) με k = k + 1 και επιπλέον να ισχύει η (3.110) με τις Hk+1,
Ak+1(·, ·, ·, ·, ·) και PR,k+1(·) όπως δίνονται από την (3.111), δηλαδή να ισχύει
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(0, en−k+1, · · · , en)



pR,1(t) pR(t) 0 · · · 0

pR(t)

0 PR,k(t)
...
0



×


qn−k,n−k

(
an−k(t, y)

×bn−k(xn−k+1, en−k+1)

)
0 · · · 0

qn−k+1,n−k

... Ak(t, q, x, ê, y)

qn,n−k




0

en−k+1

...
en



+
1

2
(0, en−k+1, · · · , en)

˙︷ ︸︸ ︷

pR,1(t) pR(t) 0 · · · 0

pR(t)

0 PR,k(t)
...
0



×


0

en−k+1

...
en

 ≤ −dR,k+1(t)(0, en−k+1, · · · , en)

×



pR,1(t) pR(t) 0 · · · 0

pR(t)

0 PR,k(t)
...
0




0

en−k+1

...
en


∀t ≥ t0, q ∈ QR(t), x ∈ Rn, e := (en−k; ê

′)′ ∈ R× Rk, y ∈ YR(t) :

|x| ≤ β(t, R), e ∈ kerHk+1, |e| ≤ ξ, e′PR,k+1(t)e ≥ g(t)

ή ισοδύναμα
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e2n−k+1pR(t)an−k(t, y)bn−k(xn−k+1, en−k+1) + ê′PR,k(t)Ak(t, q, x, ê, y)ê

+1
2
ê′ṖR,k(t)ê ≤− dR,k+1(t)ê

′PR,k(t)ê,

∀t ≥ t0, q ∈ QR(t), x ∈ Rn, e := (en−k; ê
′)′ ∈ R× Rk, y ∈ YR(t) :

|x| ≤ β(t, R), e ∈ kerHk+1, |e| ≤ ξ, e′PR,k+1(t)e ≥ g(t) (3.112)

Σημειώνεται ότι λόγω των (3.111α) και (3.111γ) ισχύει:

e′PR,k+1(t)e = ê′PR,k(t)ê, ∀e = (en−k; ê
′) ∈ kerHk+1

επομένως, λαμβάνοντας υπόψη την ανωτέρω και τις (3.91α), (3.108), προκειμέ-
νου να δείξουμε την (3.112), αρκεί να δείξουμε ότι:

e2n−k+1(pR(t)an−k(t, y)bn−k(xn−k+1, en−k+1) + ϕR,k(t))

≤ (d̄R,k(t)− dR,k+1(t))ê
′PR,k(t)ê, ∀t ≥ t0, x ∈ Rn, (3.113)

ê ∈ Rk, y ∈ YR(t) : |x| ≤β(t, R), |ê| ≤ ξ, ê′PR,k+1(t)ê ≥ g(t)

Στη συνέχεια, θέτουμε ορισμένες επιπλέον απαιτήσεις για τις συναρτήσεις pR(·)
και dR(·). Ειδικότερα, θέλουμε να ικανοποιούν τις συνθήκες:

pR(t) ≤ 0, ∀t ≥ t0; pR(t0) = 0; (3.114α)

dR,k+1(t) ≤ d̄R,k(t), ∀t ≥ t0 (3.114β)

Λαμβάνοντας υπόψη τις (3.89), (3.90), (3.114) και το γεγονός ότι η επιθυμητή
ανισότητα στην (3.113) πρέπει να ισχύει για εκείνα τα διανύσματα ê ∈ Rk για
τα οποία |ê| ≤ ξ και ê′PR,k(t)ê ≥ g(t), συμπεραίνουμε πως για να δείξουμε την
(3.113) καθώς και ότι οι (3.92α), (3.92β) ικανοποιούνται για k = k + 1 , αρκεί
να δείξουμε ότι

e2n−k+1((pR(t)wR(t)ϑn−ke
mn−k−1
n−k+1 + ϕR,k(t))

≤(d̄R,k(t)− dR,k+1(t))g(t),∀t ≥ t0, |en−k+1| ≤ ξ (3.115)
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για κατάλληλες συναρτήσεις pR,1, pR ∈ C1([t0,∞);R) και dR,k+1 ∈ C0([t0,∞);R)
ούτως ώστε να ισχύουν οι (3.92α), (3.92β) για k = k + 1 και επιπλέον, οι pR(·)
και dR(·) να ικανοποιούν την (3.114). Στη συνέχεια, προσδιορίζονται οι εν λόγω
απεικονίσεις.
Κατασκευή της απεικόνισης pR. Θεωρούμε το φυσικό γ := mn−k+1

2
και ορί-

ζουμε

pR(t) := −
ζ(t)ϕγ

R,k(t)

ϑn−kwR(t)
, t ≥ t0 (3.116)

για κάποια ζ(·) = ζR,ξ,t0(·) που ικανοποιεί τις ιδιότητες

ζ(t) ≥ 0,∀t ≥ t0; ζ(t0) = 0 (3.117)

και πρόκειται να προσδιοριστεί στη συνέχεια. Από την παρούσα ανάλυση, συ-
μπεραίνουμε ότι για να δείξουμε την (3.115) με τις pR(·) και dR,k+1(·) ως ανω-
τέρω, αρκεί να κατασκευαστεί ένα ζεύγος συναρτήσεων ζ ∈ C1([t0,∞);R) και
dR,k+1 ∈ C0([t0,∞);R) που ικανοποιούν τις (3.114β), (3.117) και (3.92β) για
k = k + 1, και επιπλέον να ισχύει η συνθήκη:

−ζ(t)sγ + s ≤ (d̄R,k(t)− dR,k+1(t))g(t),∀t ≥ t0, s ∈ [0, ϕR,k(t)ξ
2] (3.118)

Κατασκευή των συναρτήσεων ζ και dR,k+1. Έστω

Mk+1 :=

∣∣∣∣max{−d̄R,k(t) +
1

g(t)
s+

1

4
: t ∈

[
t0, t0 +

1

2

]
, s ∈ [0, ϕR,k(t)ξ

2]

}∣∣∣∣
(3.119α)

τk+1 := min
{

1

4Mk+1

,
1

2

}
(3.119β)

Ορίζουμε τη συνάρτηση θ := θR,ξ,t0 ∈ C1([t0,∞);R) ως ακολούθως:

θ(t)


:= 0, t = t0

∈ [0, 1], t ∈
[
t0, t0 +

τk+1

2

]
:= 1, t ∈

[
t0 +

τk+1

2
,∞
) (3.120)

Σημειώνεται ότι λόγω της (3.119) θα ισχύει:
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d̄R,k(t)−
1

4
≥ −Mk+1,∀t ∈ [t0, t0 + τk+1] (3.121)

Λαμβάνοντας υπόψη την (3.121), μπορούμε να ορίσουμε μια συνάρτηση dR,k+1 ∈
C0([t0,∞);R) ως εξής:

dR,k+1(t)


:= −Mk+1, t ∈

[
t0, t0 +

τk+1

2

]
∈
[
−Mk+1, d̄R,k(t)− 1

4

]
, t ∈

[
t0 +

τk+1

2
, t0 + τk+1

]
:= d̄R,k(t)− 1

4
, t ∈ [t0 + τk+1,∞)

(3.122)

Τέλος, ορίζουμε τη συνάρτηση:

ζ(t) :=
θ(t)

γ(1
4
g(t))γ−1

, t ≥ t0 (3.123)

η οποία είναι C1 και λόγω της (3.120), ικανοποιεί την (3.117). Ακολούθως, δεί-
χνουμε ότι οι συναρτήσεις ζ(·) και dR,k+1(·) ικανοποιούν την (3.92β) και την
ανισότητα (3.118).
Απόδειξη της (3.92β) για k = k + 1. Αρχικά, λαμβανόντας υπόψη τις (3.109),
(3.119β) και (3.122), συμπεραίνουμε ότι ισχύει dR,k+1(t) > n − k + 1

4
> n −

(k+1)+1, για κάθε t ≥ t0+1, επομένως ικανοποιείται η πρώτη ανισότητα της
(3.92β) για k = k + 1. Επίσης, από τις (3.119β) και (3.122), έχουμε

t1, t2 ∈ [t0, t0 + τk+1], t2 ≥ t1 ⇒
∫ t2

t1

dR,k+1(s)ds

≥ −
∫ t2

t1

Mk+1ds ≥ −
∫ t0+τk+1

t0

Mk+1ds ≥ −1

4

(3.124α)

ενώ επιπλέον, από τις (3.109), (3.119β) και (3.122) εξάγουμε ότι:

t1, t2 ∈ [t0 + τk+1, t0 + 1], t2 ≥ t1 ⇒
∫ t2

t1

dR,k+1(s)ds

=

∫ t2

t1

d̄R,k(s)ds+

∫ t2

t1

(dR,k+1(s)− d̄R,k(s))ds

> −
(
k +

1

2

)
−
∫ t2

t1

1

4
ds ≥ −

(
k +

1

2

)
− 1

4
= −

(
k +

3

4

)
(3.124β)
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Από την (3.124) συμπεραίνουμε ότι η δεύτερη ανισότητα της (3.92β) ικανοποιεί-
ται και για k = k + 1, δηλαδή ισχύει:

∫ t2

t1

dR,k+1(s)ds > −(k + 1),∀t2 ≥ t1, t1, t2 ∈ [t0, t0 + 1]

Απόδειξη της (3.118). Διακρίνουμε δυο περιπτώσεις.
Περίπτωση 1. t ∈ [t0, t0 +

τk+1

2
]. Αρχικά, σημειώνουμε ότι λόγω της (3.119α)

ισχύει Mk+1 ≥ −d̄R,k(t) +
ϕR,k(t)ξ

2

g(t)
για κάθε t ∈ [t0, t0 +

1
2
], το oποίο σε συν-

δυασμό με τις (3.119β) και (3.122), συνεπάγεται ότι:

dR,k+1(t) ≤ d̄R,k(t)−
ϕR,k(t)ξ

2

g(t)
,∀t ∈

[
t0, t0 +

τk+1

2

]
(3.125)

Λαμβάνοντας υπόψη τις (3.117) και (3.125), προκύπτει ότι

−ζ(t)sγ + s− (d̄R,k(t)− dR,k+1(t))g(t) ≤ s− (d̄R,k(t)− dR,k+1(t))g(t)

≤ s− ϕR,k(t)ξ
2 ≤ 0,∀s ∈ [0, ϕR,k(t)ξ

2]

από όπου έπεται η (3.118).
Περίπτωση 2. t ∈ [t0 + τk+1

2
,∞). Σημειώνεται, ότι από την (3.122) έχουμε

d̄R,k(t) − dR,k+1(t) ≥ 1
4
, για κάθε t ∈ [t0 +

τk+1

2
,∞), επομένως, λαμβάνοντας

υπόψη τις (3.120) και (3.123), θα ισχύει:

−ζ(t)sγ + s− (d̄R,k(t)− dR,k+1(t))g(t) ≤ −ζ(t)sγ + s− 1
4
g(t)

= − 1

γ(1
4
g(t))γ−1

sγ + s− 1
4
g(t),∀t ∈

[
t0 +

τk+1

2
,∞
)
, s ≥ 0

(3.126)

Επίσης, αποδεικνύεται εύκολα ότι για κάθε σταθερό t ≥ 0, οι τιμές της συνάρ-
τησης

ht(s) := − 1

γ(1
4
g(t))γ−1

sγ + s− 1
4
g(t), s ≥ 0

είναι γνήσια αρνητικές. Πράγματι, ισχύει
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ḣt(s) = − sγ−1

(1
4
g(t))γ−1

+ 1, s ≥ 0

οπότε η h(·) παρουσιάζει μέγιστο για s0 = 1
4
g(t) με τιμή

ht(s0) :=− 1

γ(1
4
g(t))γ−1

(1
4
g(t))γ + 1

4
g(t)− 1

4
g(t)

=− g(t)

4γ
< 0

Από αυτη την παρατήρηση και λαμβάνοντας υπόψη την (3.126), συμπεραίνουμε
ότι η (3.118) ικανοποιείται και για κάθε t ∈ [t0 +

τk+1

2
,∞).

Έχοντας δείξει το ζητούμενο των Περιπτώσεων 1 και 2 ανωτέρω, έπεται ότι η
(3.118) ισχύει για κάθε t ∈ [t0,∞).
Κατασκευή της απεικόνισης pR,1. Η απόδειξη του γενικού επαγωγικού βήμα-
τος, ολοκληρώνεται με την κατασκευή μιας συνάρτησης pR,1 ∈ C1([t0,∞);R)
ούτως ώστε να ικανοποιούνται και οι δυο ανισότητες της (3.92α), με την απει-
κόνιση PR,k+1(·) όπως δίνεται από τις (3.111γ) και (3.116). Λόγω της πρώτης
ανισότητας της (3.92α), μπορούμε να ορίσουμε τη συνάρτηση:

pR,1(t) :=
p2R(t) det(PR,k−1(t)− I(k−1)×(k−1))

det(PR,k(t)− Ik×k)
+ L, t ≥ t0 (3.127)

Επίσης, αφού L > 1 και λαμβάνοντας υπόψη την πρώτη ανισότητα της (3.92α),
εξάγουμε από τις (3.111γ) και (3.127) ότι:

det(PR,k+1(t)− I(k+1)×(k+1))

= det



pR,1(t)− 1 pR(t) 0 · · · 0

pR(t)

0 PR,k(t)− Ik×k

...
0


= (L− 1) det(PR,k(t)− Ik×k) (3.128)
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Από την πρώτη ανισότητα της (3.92α), την (3.128) και το κριτήριο του Sylvester
για θετικά ορισμένους πίνακες, εξάγουμε ότι PR,k+1(t) > I(k+1)×(k+1) για κάθε
t ≥ t0, επομένως ικανοποιείται η πρώτη ανισότητα της (3.92α) και για k = k+1.
Τέλος, η δεύτερη ανισότητα της (3.92α) για την απεικόνισηPR,k+1(·) είναι άμεση
συνέπεια των (3.111γ), (3.116), (3.127) και της επαγωγικής υπόθεσης (3.92α)
(από όπου γνωρίζουμε, ότι για την απεικόνιση PR,k(·) ισχύει |PR,k(t0)| ≤ L).

Δείξαμε επομένως ότι ικανοποιούνται όλες οι απαιτήσεις του Ισχυρισμού 1, το
οποίο συνεπάγεται, ότι για κάθε R > 0 ισχύει η Συνθήκη Α2. Επομένως, συ-
μπεραίνουμε ότι ικανοποιείται η Yπόθεση Η2 για το σύστημα (3.1) και συνεπώς
από το αποτέλεσμα της Πρότασης 3.5, εξάγουμε ότι το SODP είναι επιλύσιμο
για το σύστημα (3.1) ως προς τον Rn. Η απόδειξη του δεύτερου σκέλους του
Θεωρήματος 3.2, για την περίπτωση όπου είναι εκ των προτέρων γνωστό πως
οι αρχικές καταστάσεις του (3.1) ανήκουν στη μπάλα BR με ακτίνα R > 0 και
κέντρο το 0 ∈ Rn, είναι άμεση συνέπεια της Πρότασης 3.3. Για λόγους πληρότη-
τας, αναφέρουμε ότι σε αυτή την περίπτωση, επαναλαμβάνουμε επακριβώς την
ίδια ανάλυση, για να δείξουμε ότι οι Α1 και Α2 ικανοποιούνται για τη συγκεκρι-
μένη σταθερά R και στη συνέχεια επικαλούμαστε το αποτέλεσμα της Πρότασης
3.3, προκειμένου να δείξουμε ότι το ODP είναι επιλύσιμο για το σύστημα (3.1)
ώς προς την BR. 2

Παρατήρηση 3.8 Σημειώνεται, ότι η ανάλυση της απόδειξης του Θεωρήματος
3.2, οδηγεί στην κατασκευή ενός χρονικώς μεταβαλλόμενου παρατηρητή, ακόμα
και στην περίπτωση αυτόνομων συστημάτων της μορφής (3.1).

3.4 Παραδείγματα

Παράδειγμα 3.9 Θεωρούμε το τρισδιάστατο σύστημα:
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ẋ1 = f1(t, x1) + x32

ẋ2 = f2(t, x1, x2) +
1

1 + x21
x33 (3.129α)

ẋ3 = f3(t, x1, x2, x3)

y = x1, t ∈ R≥0, (x1, x2, x3) ∈ R3 (3.129β)

όπου fi ∈ C1(R≥0 × Ri;R), i = 1, 2, 3 και υποθέτουμε ότι υπάρχει μια συνάρ-
τηση C ∈ N τέτοια ώστε να ισχύει:

x1f1(t, x1) ≤ C(t)x21 (3.130α)

x2f2(t, x1, x2) ≤ C(t)x22 (3.130β)

x3f3(t, x1, x2, x3) ≤ C(t)x23 (3.130γ)

για κάθε t ≥ 0, x1, x2, x3 ∈ R

Προφανώς το ανωτέρω σύστημα έχει τη μορφή (3.1), με m1 = m2 := 3, και
a1 := 1, a2 := (1 + x21)

−1. Επιπλέον, έπεται από την υπόθεση (3.130) ότι το
(3.129α) είναι δεξιά πλήρες. Πράγματι, ας υποθέσουμε ότι για δοσμένα t0 ≥
0 και x0 ∈ R3, η λύση x(·) := (x1(·), x2(·), x3(·)) του (3.129α) ορίζεται στο
μέγιστο από δεξιά διάστημα [t0, Tmax) με Tmax <∞. Τότε θα ισχύει:

lim
t→Tmax

|x(t)| = ∞ (3.131)

Υπολογίζοντας την παράγωγο της V (x3) = x23 κατά μήκος των λύσεων του
(3.129α), εξάγουμε από την (3.130γ) και το Λήμμα Gronwall ότι ισχύει:

d

dt
(x23(t)) = 2x3(t)f(t, x1(t), x2(t), x3(t)) ≤ 2C(t)x23 ⇒

x23(t) ≤ x23(t0) + 2

∫ t

t0

C(s)x23(s)ds⇒

x23(t) ≤ x23(t0) exp
[
2

∫ t

t0

C(s)ds

]
και συνεπώς:
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lim
t→Tmax

|x3(t)| <∞ (3.132)

Εν συνεχεία, υπολογίζοντας την παράγωγο της V (x2) = x22 κατά μήκος των
λύσεων του (3.129α), και χρησιμοποιώντας τις (3.130β), (3.132) και το Λήμμα
Gronwall, προκύπτει ότι

lim
t→Tmax

|x2(t)| <∞ (3.133)

και τέλος, με αντίστοιχα επιχειρήματα, ότι ισχύει:

lim
t→Tmax

|x1(t)| <∞ (3.134)

Από τις (3.131)-(3.134) καταλήγουμε σε άτοπο, επομένως ισχύει Tmax = ∞. Συ-
νεπώς, ικανοποιούνται όλες οι υποθέσεις του Θεωρήματος 3.2 και επομένως, το
SODP είναι επιλύσιμο ως προς τον R3 για το σύστημα (3.129). Αν περαιτέρω
υποθέσουμε, πως είναι εκ των προτέρων γνωστό, ότι οι αρχικές του καταστά-
σεις ανήκουν σε δοσμένη μπάλα BR με κέντρο το 0 ∈ R3, τότε το ODP είναι
επιλύσιμο ως προς την BR.

Στο παρακάτω παράδειγμα, επιλύεται το πρόβλημα σχεδίασης παρατηρητή, χρη-
σιμοποιώντας τα επειχειρήματα της απόδειξης του πρώτου βήματος της επαγω-
γής του Θεωρήματος 3.2, ενώ παράλληλα αξιοποιούμε και την Παρατήρηση 3.7,
για να επιτύχουμε μια αμεσότερη κατασκευή των απεικονίσεων στο δεξί μέλος
του παρατηρητή.

Παράδειγμα 3.10 Θεωρούμε το σύστημα:

ẋ1 = x32

ẋ2 = x2ϕ(x1, x2) (3.135α)

y = x1, (x1, x2) ∈ R2 (3.135β)

όπου η ϕ(·) είναι C1 και ικανοποιεί τη συνθήκη:

max{|ϕ(x1, x2)|, | ∂
∂x2
ϕ(x1, x2)|} ≤ 1,∀(x1, x2) ∈ R2 (3.136)

192



3.4. Παραδείγματα

Προφανώς, το σύστημα (3.135) έχει τη μορφή (3.1) με n = 2, m1 = 3 και
a1(·, ·) ≡ 1. Επίσης, λαμβάνοντας υπόψη την (3.136), μπορούμε εύκολα να επα-
ληθεύσουμε ότι το (3.135α) είναι δεξιά πλήρες. Ειδικότερα, ικανοποιείται η εκτί-
μηση (1.104) με τη συνάρτηση

β(t, s) := 2(s+ 1)3e3t, (t, s) ∈ R2
≥0 (3.137)

Πράγματι, ας υποθέσουμε ότι για κάποια αρχική συνθήκη (x10, x20) ∈ R2 ισχύει
Tmax < ∞, όπου [0, Tmax) το μέγιστο από δεξιά διάστημα υπάρξης της λύσης
x(·) := (x1(·), x2(·)) του (3.135α). Τότε, θα ισχύει:

lim
t→Tmax

|x(t)| = ∞ (3.138)

Από τις (3.135α), (3.136) και το Λήμμα Gronwall, προκύπτει ότι για κάθε t ∈
[0, Tmax) ισχύει:

ẋ2 = x2ϕ(x1, x2) ⇒

x2(t) = x20 +

∫ t

0

x2(s)ϕ(x1(s), x2(s))ds⇒

|x2(t)| ≤ |x20|+
∫ t

0

|x2(s)||ϕ(x1(s), x2(s))|ds⇒

|x2(t)| ≤ |x20|+
∫ t

0

|x2(s)|ds⇒

|x2(t)| ≤ |x20|et (3.139α)
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ẋ1 = x32 ⇒

x1(t) = x10 +

∫ t

0

x32(s)ds⇒

|x1(t)| ≤ |x10|+
∫ t

0

|x32(s)|ds⇒

|x1(t)| ≤ |x10|+
∫ t

0

(|x20|es)3ds⇒

|x1(t)| ≤ |x10|+ |x20|3
∫ t

0

e3sds⇒

|x2(t)| ≤ |x10|+ |x20|3
(
e3t

3
− 1

3

)
(3.139β)

Απο τις (3.139α) και (3.139β) συμπεραίνουμε ότι ισχύει:

lim
t→Tmax

|x1(t)| <∞, lim
t→Tmax

|x2(t)| <∞

που έρχεται σε αντίφαση με την (3.138) και συνεπώς ισχύει Tmax = ∞. Επομέ-
νως, λαμβάνοντας υπόψη ότι οι (3.139α) και (3.139β) ισχύουν για κάθε t ≥ 0

καθώς και τη στοιχειώδη ανισότητα a + b3 ≤ (|(a, b)| + 1)3, λαμβάνουμε την
εκτίμηση:

|(x1(t), x2(t))| = (x21(t) + x22(t))
1
2 ≤ |x1(t)|+ |x2(t)|

≤ |x20|et + |x10|+ |x20|3
(
e3t

3
− 1

3

)
≤ |x20|et + |x10|+ |x20|3e3t

≤ |x20|et + (|x10|+ |x20|3)e3t

≤ |x20|et + (|(x10, x20)|+ 1)3e3t

≤ 2(|(x10, x20)|+ 1)3e3t, ∀t ≥ 0

Από την ανωτέρω προκύπτει ότι ικανοποιείται η (1.104) με τη συνάρτηση β(·, ·)
όπως δίνεται από την (3.137). Επιπλέον, όπως και στην απόδειξη του Θεωρήμα-
τος 3.2, μπορούμε να δείξουμε ότι το σύστημα (3.135) ικανοποιεί τις Yποθέσεις
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Α1 και Α2 για κάθε R > 0. Πράγματι, έστω L > 1 και έστω κάποιες σταθερές
R > 0, ξ ≥ 1 και t0 ≥ 0. Προκειμένου να κατασκευάσουμε το χρονικα μετα-
βαλλόμενο πίνακα PR(·), υιοθετούμε την προσέγγιση του πρώτου βήματος της
επαγωγής στην απόδειξη του Θεωρήματος 3.2. Ορίζουμε τη συνάρτηση:

σR(t)(= σR,ξ(t)) := 2β(t, R) + ξ + 1 (3.140)

με τη β(·, ·) όπως δίνεται από την (3.137), η οποία λόγω της (3.136), ικανοποιεί
την (3.85) για το σύστημα (3.135). Επίσης, θεωρούμε τις πλειονότιμες απεικονί-
σειςQR(= QR,ξ) και YR(·) όπως ορίζονται από τις (3.86) και (3.10), αντίστοιχα,
με τη συνάρτηση σR(·) ανωτέρω, με ℓ := 3 και H := (1, 0) και έστω:

A(q, x, e)(= A(t, q, x, e, y)) :=

(
0 b(x2, e2)

0 q2,2

)
(3.141α)

b(α, β) := α2 + α(α− β) + (α− β)2, (α, β) ∈ R2 (3.141β)

Η Ιδίοτητα Α1 είναι άμεση συνέπεια των (3.137), (3.140) και (3.141). Επίσης,
ισχύει και η σχέση (3.89) με wR(·) := 1. Προκειμένου να δείξουμε ότι ικα-
νοποιείται και η Α2, ορίζουμε τη συνάρτηση g(t) := 1

2
e−t, t ≥ 0 και προ-

χωράμε στην κατασκευή ενός χρονικώς μεταβαλλόμενου συμμετρικού πίνακα
PR(= PR,2) := PR,ξ,t0,2 ∈ C1([t0,∞);R2×2) και μιας συνάρτησης dR(= dR,2) :=

dR,ξ,t0,2 ∈ C0([t0,∞);R) ούτως ώστε να ικανοποιείται η (3.94) με τις απεικονί-
σεις H2 := H , A2 := A, την QR(·) ανωτέρω και n = 2. Θεωρούμε την PR(·)
όπως δίνεται από την (3.95). Ακολουθώντας την ανάλυση του πρώτου βήματος
της επαγωγής στην απόδειξη του Θεωρήματος 3.2, και χρησιμοποιώντας τους
παραπάνω ορισμούς, μπορούμε να επιτύχουμε το ρητό προσδιορισμό συναρτή-
σεων pR,1, pR ∈ C1([t0,∞);R) και dR ∈ C0([t0,∞);R), που ικανοποιούν τις
(3.105), (3.103) και (3.104), αντίστοιχα. Για λόγους πληρότητας, σημειώνουμε
ότι η επιθυμητή (3.100) θα γράφεται ως:

pR(t)
ϑ1

2L
e−t + LσR(t) ≤ −LdR(t) (3.142)

και μπορούμε να επιλέξουμε
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dR(t) :=2, t ≥ t0 + 1

pR(t) :=− 2

ϑ1

L2(σR(t) + 2)et, t ≥ t0 + 1

όπου η σR(·) δίνεται στην (3.140). Από τους ανωτέρω ορισμούς συμπεραίνουμε
ότι ικανοποιούνται όλες οι υποθέσεις της Α2. Επομένως ισχύει η Υπόθεση Η2,
δηλαδή ικανοποιούνται οι Α1 και Α2 για κάθε R > 0, συνεπώς από τα απο-
τελέσματα του Λήμματος 3.6 και της Πρότασης 3.3, μπορούμε να κατασκευά-
σουμε μια συνάρτηση ϕR ∈ C1([t0,∞);R>0) ούτως ώστε να ισχύει η (3.16γ)
και το σφάλμα ανάμεσα στην τροχιά του (3.135α) και του (3.18) να ικανοποιεί
την (3.19). Προκειμένου να κατασκευάσουμε τη ϕR(·), ακολουθούμε τη μεθο-
δολογία της απόδειξης του Λήμματος 3.6. Ειδικότερα, θεωρούμε για κάθε t ≥ t0

και w := (w1, w2) με |w| = 1, το σύνολο IR(t, w) όπως δίνεται από τις (3.25),
(3.26) και την απεικόνιση DR(·, ·, ·, ·, ·) όπως δίνεται από την (3.30α) με

d̄R(t) = dR(t)−
1

2
, t ≥ t0 (3.143)

και την A(·, ·, ·) όπως ορίζεται στην (3.141). Επίσης, για κάθε t ≥ t0 θεωρούμε
τα σύνολα KR(t) και Kc

R(t) όπως ακριβώς δίνονται από τις (3.30β) και (3.32),
με βR(·) := β(·, R) όπως η τελευταία ορίζεται στην (3.137) και τιςQR(·), YR(·)
ως ανωτέρω. Επιπλέον, θεωρούμε τη συνάρτηση ωR(·) όπως δίνεται από την
(3.34). Τότε, η ϕR(·) είναι οποιαδήποτε C1([t0,∞);R>0) συνάρτηση που ικανο-
ποιεί τις (3.37), (3.36). Απο το αποτέλεσμα της Πρότασης 3.5, προκύπτει ότι το
SODP είναι επιλύσιμο για το σύστημα (3.135) ως προς τον R2. Ειδικότερα, για
R := 1, 2, ..., k, ... η διακοπτόμενη ακολουθία των χρονικώς μεταβαλλόμενων
συστημάτων (3.74) με τις απεικονίσεις Pk(·) και ϕk(·) όπως δίνονται ανωτέρω,
για R = k και κατάλληλες σταθερές ξk και tk (όπως ορίζονται στις (3.70) και
(3.71), αντίστοιχα) επιτυγχάνει την εκτίμηση της κατάστασης του συστήματος
(3.135).
Μπορούμε εναλλακτικά να κατασκευάσουμε τη συνάρτησηϕR(·), χρησιμοποιώ-
ντας τη μεθοδολογία της Παρατήρησης 3.7. Στην περίπτωση αυτή, αρκεί να
βρούμε μια απεικόνιση ΓR : R≥0 × R2 → R>0 που ικανοποιεί την (3.39α)
και ταυτόχρονα τη συνθήκη:
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{w ∈ R2 : |w| = 1 και για κάθε e ∈ kerH με |e| = 1,

ισχύει |w − e| > ΓR(t, e)} ̸= ∅ (3.144)

Πράγματι, έχουμε kerH = {(w1, w2) ∈ R2 : w1 = 0} οπότε η (3.39α) γράφεται

w′PR(t)A(q, x, σw)w + 1
2
wṖR(t)w + d̄R(t)w

′PR(t)w ≤ 0; (3.145α)

∀t ≥ t0, q ∈ QR(t), |x| ≤ β(t, R), σ ∈ IR(t, w), y ∈ YR(t), (3.145β)

|w| = 1 : ∃e = (e1, e2) ∈ R2 : e1 = 0, |e| = 1, |w − e| ≤ ΓR(t, e)

όπου w := (w1, w2) και x := (x1, x2). Τότε η (3.145α) γράφεται ισοδύναμα ως:

Ω(t, q, x, σw) :=(w1, w2)

(
pR,1(t) pR(t)

pR(t) L

)(
0 b(x2, σw2)

0 q2,2

)(
w1

w2

)

+(w1, w2)

(
ṗR,1(t) ṗR(t)

ṗR(t) L

)(
w1

w2

)

+d̄R(t)(w1, w2)

(
pR,1(t) pR(t)

pR(t) L

)(
w1

w2

)

=

[
1

2
ṗR,1(t) + d̄R(t)pR,1(t)

]
w2

1

+
[
pR,1(t)b(x2, σw2) + pR(t)q2,2 + ṗR(t) + 2d̄R(t)pR(t)

]
w1w2

+
[
pR(t)b(x2, σw2) + Lq + d̄R(t)L

]
w2

2

:=K(t, q, x, σw)w2
1 + L(t, q, x, σw)w1w2 +M(t, q, x, σw)w2

2 ≤ 0

(3.146)

δεδομένου ότι ισχύει η (3.145β), όπου οιK = K(t, q, x, σw),L = L(t, q, x, σw)

και M = M(t, q, x, σw) είναι συνεχείς απεικονίσεις. Ειδικότερα, η τελευταία
δίνεται ως:

M(t, q, x, σw) := pR(t)b(x2, σw2) + Lq + Ld̄R(t)

και λόγω των (3.90), (3.96), (3.142) και (3.143) ικανοποιεί την ιδιότητα:

197



3. Σχεδίαση Παρατηρητή για μη Γραμμικά Τριγωνικά Συστήματα με μη
Παρατηρήσιμη Γραμμικοποίηση

M(t, q, x, σe) < 0,∀t ≥ t0, q ∈ QR(t), |x| ≤ β(t, R),

σ ∈ IR(t, e), |e| = 1, e1 = 0 (3.147)

Προκειμένου να δείξουμε την (3.145), αρκεί να δείξουμε ότι ισχύει η (3.146), δε-
δομένου ότι ισχύει η (3.145β) για καποια συνεχή συνάρτηση ΓR : R≥0 × R2 →
R≥0, ή ισοδύναμα, να αποδείξουμε ότι η (3.146) ικανοποιείται για κάθε t ≥ t0,
w ∈ R2 μεw2

1+w
2
2 = 1 και

√
w2

1 + (w2 ∓ 1)2 =
√
2|1∓ w2| ≤ ΓR(t; (0,±1)),

σ ∈ IR(t, w), y ∈ YR(t), q ∈ QR(t) και |x| ≤ β(t, R). Ταυτόχρονα, η συνάρ-
τηση ΓR(·, ·) πρέπει να επιλεγεί έτσι ώστε να ισχύει η (3.144), δηλαδή να ισχύει:

{w = (w1, w2) ∈ R2 : |w| = 1,
√

2|1∓ w2| > ΓR(t; (0,±1))} ≠ ∅

Από τις (3.146) και (3.147) προκύπτει ότι:

Ω(t, q, x, σw)|w1=0,w2=±1 =M(t, q, x, σw)|w1=0,w2=±1 < 0

∀t ≥ t0, q ∈ Q(t), |x| ≤β(t, R), σ ∈ IR(t, (0,±1))

Η ύπαρξη της συνάρτησης ΓR(·, ·) με τις ανωτέρω ιδιότητες είναι συνέπεια της
προηγούμενης ανισότητας. Τέλος, η επιθυμητή ϕR(·) είναι οποιαδήποτε
C1([t0,∞);R>0) συνάρτηση που ικανοποιεί την (3.39).
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