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Περίληψη

Σε αυτό το κείμενο παρουσιάζεται έρευνα επί της θεωρίας χώρων Banach,
με έμφαση στην τοπική και ασυμπτωτική συμπεριφορά βασικών ακολουθιών. Η
διατριβή αυτή απαρτίζεται από υλικό το οποίο συλλέχθηκε από τέσσερις ερευνη-
τικές εργασίες ([ArBM], [ArM1],[ArM2] και [BeanFM]), οι οποίες οικοδομούν
επί του θέματος της κατασκευής χώρων Banach με ετερογενή δομή, με σκοπό
την επίλυση προβλημάτων, κάποια εκ των οποίων εκ πρώτης όψεως φαίνονται
ασυσχέτιστα. Παρουσιάζεται μία ακολουθία χώρων τύπου Tsirelson (Xn

0,1
)n ,

κάθε ένας εκ των οποίων δέχεται μόνο `1 και c0 spreading model σε κάθε υπό-
χωρο, η σύνθεση κάθε n+ 1 το πλήθος αυστηρά ιδιαζόντων τελεστών σε κάθε
υπόχωρο του Xn

0,1
είναι συμπαγής τελεστής και σε κάθε υπόχωρο του Xn

0,1
υ-

πάρχει κάποια n-άδα αυστηρά ιδιαζόντων τελεστών, των οποίων η σύνθεση δεν
είναι συμπαγής τελεστής. Επίσης, παρουσιάζεται το πρώτο γνωστό παράδειγμα
αυτοπαθούς χώρου Banach όπου κάθε φραγμένος γραμμικός τελεστής έχει μη
τετριμμένο και κλειστό αναλλοίωτο υπόχωρο. Επιπλέον, κατασκευάζεται ένας
καθολικά αδιάσπαστος χώρος Banach του οποίου κάθε υπόχωρος δέχεται όλα
τα unconditional spreading model και τέλος, δίνονται τα πρώτα γνωστά παρα-
δείγματα χώρων Banach με μη συνεκτικό σταθεροποιημένο σύνολο Krivine.

Abstract

This text presents research on Banach space theory, with emphasis on lo-
cal and asymptotic behavior of basic sequences. This dissertation is com-
posed of material which was gathered from four research papers ([ArBM],
[ArM1],[ArM2] and [BeanFM]), each of which builds on the theme of con-
structing spaces with heterogeneous structure in order to solve various a
priori unrelated problems. A sequence of Tsirelson type spaces (Xn

0,1
)n is

presented, each one of which admits only `1 and c0 spreading models in
all of its subspaces, the composition of any (n + 1)-many strictly singular
operators defined in any subspace of Xn

0,1
is a compact operator and in each

subspace of Xn
0,1

there exist n-many strictly singular operators, whose com-
position is not a compact operator. In addition, the first know example of
a reflexive Banach space is presented, where every bounded linear operator
admits a non trivial closed invariant subspace. Furthermore, a heredita-
rily indecomposable Banach space is presented, having the property that
all of its subspaces admit all possible unconditional spreading models and
finally, the first known examples of Banach spaces are given, which have a
disconnected stabilized Krivine set.
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Εισαγωγή

Η έρευνα που παρουσιάζεται σε αυτό το κείμενο επικεντρώνεται στη θεωρία
χώρων Banach, με έμφαση στην τοπική και ασυμπτωτική συμπεριφορά βασι-
κών ακολουθιών. Πολλές από τις μεθόδους που παρουσιάζονται εδώ έχουν
τις απαρχές τους σε εργασίες των Σ. Αργυρός και Ε. Δεληγιάννη [ArD1], T.
Figiel και W. B. Johnson [FiJ], W. T. Gowers και B. Maurey [GoM] καθώς
επίσης E. Odell και Th. Schlumprecht [OS1]. Η διατριβή αυτή απαρτίζεται
από υλικό το οποίο συλλέχθηκε από τέσσερις ερευνητικές εργασίες ([ArBM],
[ArM1],[ArM2] και [BeanFM]) το κοινό θέμα των οποίων είναι η κατασκευή
χώρων Banach με χρήση της μεθόδου κορεσμού υπό περιορισμούς. Είναι μία
μέθοδος η οποία ενδείκνυται για την κατασκευή χώρων Banach με κληρονομικά
ετερογενή τοπική και ασυμπτωτική δομή. Η ισχύς της αντικατοπτρίζεται στο
κύριο αποτέλεσμα του [ArM1], όπου κατασκευάζεται το πρώτο παράδειγμα δια-
χωρίσιμου αυτοπαθούς χώρου Banach, όπου είναι γνωστό ότι κάθε φραγμένος
γραμμικός τελεστής επιδέχεται μη τετριμμένο κλειστό αναλλοίωτο υπόχωρο.
Στο [BeanFM] επίσης απαντάται αρνητικά ένα γνωστό πρόβλημα της θεωρί-
ας χώρων Banach, συγκεκριμένα το κατά πόσο ένα σταθεροποιημένο σύνολο
Krivine σε ένα χώρο X πρέπει να είναι κατ΄ ανάγκη συνεκτικό.
Η μέθοδος κορεσμού υπό περιορισμούς είναι μία μέθοδος κατασκευής τύπου

Tsirelson. Θυμίζουμε ότι ο χώρος Tsirelson [T], [FiJ] είναι το πρώτο παρά-
δειγμα απειροδιάστατου χώρου Banach που δεν περιέχει ισομορφικό αντίγραφο
κάποιου από τους κλασσικούς χώρους c0 και `p, 1 6 p 6∞. Η νόρμα Tsirelson
αποτελεί την πρώτη κορεσμένη νόρμα, ωστόσο παρά το γεγονός ότι δεν περιέχει
πλήρες αντίγραφο του `1, ο χώρος Tsirelson έχει ομογενή τοπική και ασυμπτω-
τική `1-δομή. Η τεχνική του κορεσμού υπό περιορισμούς, όπως προαναφέραμε,
χρησιμοποιείται για την κατασκευή χώρων Banach με ετερογενή τοπική και
ασυμπτωτική δομή, σε κάθε απειροδιάστατο υπόχωρο. Χρησιμοποιήθηκε για
πρώτη φορά από τους E. Odell και Th. Schlumprecht για να κατασκευάσουν
ένα χώρο Banach με βάση, ώστε κάθε unconditional βασική ακολουθία να
είναι πεπερασμένα block αναπαραστάσιμη σε κάθε block ακολουθία της βάσης
[OS1]. Σε αντίθεση με τους χώρους `p ή το χώρο Tsirelson, που έχουν κάποιο
μοναδικό `p πεπερασμένα block αναπαραστάσιμο και ως spreading model, χώ-
ροι των οποίων η νόρμα είναι κορεσμένη υπό περιορισμούς έχουν ακραία τοπική
και ασυμπτωτική συμπεριφορά. Για παράδειγμα, μπορεί να δέχονται αμφοτέρους
τους c0 και `1 ως spreading model σε κάθε υπόχωρο και κανένα άλλο ή μπορεί
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ακόμη και να δέχονται όλα τα δυνατά unconditional spreading model σε κά-
θε υπόχωρο. ΄Ισως αναπάντεχα, προκύπτει ότι η ετερογενής ασυμπτωτική δομή
μπορεί να έχει σημαντικό αντίκτυπο στις ιδιότητες των τελεστών σε κάποιο χώ-
ρο. Οι εργασίες [ArBM], [ArM1], [ArM2] και [BeanFM] που παρουσιάζονται
στο κείμενο, οικοδομούν επί του θέματος της κατασκευής χώρων με ετερογενή
δομή, με σκοπό την επίλυση προβλημάτων, κάποια εκ των οποίων εκ πρώτης
όψεως φαίνονται ασυσχέτιστα. Το κοινό σημείο σε αυτές τις κατασκευές είναι
ότι υπάρχει κάποιο προκαθορισμένο σύνολο από spreading model, τα οποία
είναι τα μόνα που δέχεται κάθε υπόχωρος του αντίστοιχου χώρου. Μάλιστα, υ-
πάρχει φυσιολογικός τρόπος για να περάσει κανείς από κάποιο spreading model
σε κάποιο διαφορετικό.

Το πρώτο κεφάλαιο της διατριβής είναι αφιερωμένο σε προκαταρκτικές έν-
νοιες της θεωρίας χώρων Banach, οι περισσότερες από τις οποίες χρησιμο-
ποιούνται στη συνέχεια, ενώ κάποιες από αυτές αναφέρονται χάριν πληρότητας.
Παρουσιάζονται κάποια στοιχεία από βάσεις Schauder, καθολικά αδιάσπαστους
χώρους, spreading model, σύνολα norming και δίδονται οι ορισμοί των οικο-
γενειών Schreier και των spreading model υψηλότερης τάξης.

Στο δεύτερο κεφάλαιο, το οποίο βασίζεται στο [ArBM], χρησιμοποιώντας
μία στοιχειώδη εκδοχή του κορεσμού υπό περιορισμούς, εισάγεται μία υπερπε-
περασμένη οικογένεια χώρων Xξ

0,1, ξ < ω1. Παρότι ο κορεσμός υπό συνθήκες

χρησιμοποιήθηκε για πρώτη φορά στο [OS1], οι χώροι Xξ
0,1 είναι τα θεμελιώδη

παραδείγματα χώρων που κτίζονται με τη μέθοδο αυτή. ΄Ολες οι κατασκευές που
εμφανίζονται σε αυτό το κείμενο χρησιμοποιούν τεχνικές που αναπτύχθηκαν
στο [ArBM]. Κάθε χώρος στην προαναφερθείσα οικογένεια δέχεται μοναχά
c0 και `1 spreading model σε κάθε υπόχωρο και κανένα άλλο. Συγκεκριμένα,
μελετώνται οι χώροι (Xn

0,1)n και αποδεικνύεται ότι για κάθε φυσικό αριθμό n
και υπόχωρο Y του Xn

0,1, η σύνθεση n+1 το πλήθος αυστηρά ιδιαζόντων τελε-
στών είναι συμπαγής, ενώ υπάρχουν n το πλήθος αυστηρά ιδιάζοντες τελεστές
των οποίων η σύνθεση δεν είναι συμπαγής.

Η ισχύς της μεθόδου καθίσταται σαφής στο τρίτο κεφάλαιο, το οποίο βα-
σίζεται στο [ArM1], όπου χρησιμοποιείται μία πιο περίπλοκη εκδοχή του κο-
ρεσμού υπό περιορισμούς, για να κατασκευαστεί το πρώτο γνωστό παράδειγμα
χώρου ώστε κάθε φραγμένος τελεστής ορισμένος στο χώρο να έχει μη τετριμ-
μένο κλειστό αναλλοίωτο υπόχωρο. Επιπλέον, όλοι του οι υπόχωροι έχουν
επίσης την ιδιότητα αυτή. Η σημασία του αποτελέσματος αυτού αντικατοπτρί-
ζεται στην κατακλείδα πρόταση του [Re2] όπου ο C. J. Read αναφέρει: «είναι
σαφές ότι δεν μπορούμε να πάμε πολύ παραπέρα ωσότου, και μόνο αν, επι-
λύσουμε το πρόβλημα του αναλλοίωτου υποχώρου σε κάποιο αυτοπαθή χώρο
Banach.» Ο χώρος που κατασκευάζεται είναι καθολικά αδιάσπαστος (ΚΑ) και
κάθε τελεστής σε αυτόν είναι αυστηρά ιδιάζουσα διαταραχή ενός βαθμωτού
τελεστή. Είναι άξιο αναφοράς ότι είναι το πρώτο παράδειγμα ΚΑ χώρου που
χρησιμοποιεί το χώρο του Tsirelson ως unconditional πλαίσιο, αντί ενόςmixed
Tsirelson χώρου. Η κρίσιμη ιδιότητα που δίνει το τελικά αποτέλεσμα είναι ότι
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η σύνθεση οποιωνδήποτε τριών αυστηρά ιδιαζόντων τελεστών είναι συμπαγής,
μία ιδιότητα που προέρχεται από τη spreading model δομή του χώρου. Ας
εξηγήσουμε περαιτέρω τη σύνδεση που υπάρχει μεταξύ των τελεστών και των
spreading model σε αυτό το χώρο. ΄Οπως και στους χώρους Xξ

0,1, ο χώρος
αυτός επίσης δέχεται αμφότερα c0 και `1 spreading model κληρονομικά και κα-
νένα άλλο. Εκμεταλλευόμαστε αυτήν την ιδιότητα ταξινομώντας τις ασθενώς
μηδενικές ακολουθίες του χώρου σε τέσσερις κατηγορίες, όπου εκείνες μηδενι-
κές τάξης είναι οι μηδενικές ως προς τη νόρμα, ενώ εκείνες τάξης ένα έως τρία
κατατάσσονται ανάλογα με τη συμπεριφορά των spreading model που δέχονται.
Αυτό είναι το σημείο όπου η ασυμπτωτική δομή του χώρου επηρεάζει τις ιδιότη-
τες των τελεστών, καθώς αυστηρά ιδιάζοντες τελεστές απεικονίζουν ασθενώς
μηδενικές ακολουθίες θετικής τάξης σε ακολουθίες με γνήσια μικρότερη τάξη.
Χρησιμοποιώντας το γεγονός αυτό εύκολα συμπεραίνεται η προαναφερθείσα ι-
διότητα τριάδων αυστηρά ιδιαζόντων τελεστών, δηλαδή ότι η σύνθεσή τους
είναι συμπαγής τελεστής.

Στο τέταρτο κεφάλαιο, το οποίο βασίζεται στο [ArM2], παρουσιάζεται μία
τροποποίηση της κατασκευής από το [ArM1]. Κατασκευάζεται ένας καθολικά
αδιάσπαστος αυτοπαθής χώρος Banach ώστε κάθε υπόχωρός του να δέχεται
όλα τα δυνατά unconditional spreading model. Ως συνέπεια της κατασκευής
αυτής, προκύπτουν δύο επιπλέον ιδιότητες. Σε κάθε block υπόχωρο υπάρχει
κάποια block ακολουθία (xn)n και αντιστρέψιμος ισομορφισμός T , που ορίζεται
σε ολόκληρο το χώρο, ώστε Tx2n−1 = x2n για κάθε φυσικό αριθμό n. Επιπλέ-
ον, είναι το πρώτο γνωστό παράδειγμα ΚΑ χώρου που έχει αυστηρά ιδιάζοντες,
μη πολυωνυμικά συμπαγείς τελεστές.

Στο πέμπτο, και τελευταίο, κεφάλαιο, το οποίο βασίζεται στο [BeanFM], ε-
πιλύεται ένα μακροχρόνιο πρόβλημα της θεωρίας χώρων Banach που σχετίζεται
με την τοπική δομή βασικών ακολουθιών, δηλαδή κατά πόσο ένα σταθεροποι-
ημένο σύνολο Krivine είναι κατ΄ ανάγκη συνεκτικό. Σύμφωνα με το θεώρημα
του J. L. Krivine, για κάθε χώρο Banach X με βάση, υπάρχει p στο διάστημα
[1,∞] ώστε ο `p να είναι πεπερασμένα block αναπαραστάσιμος στο X. Το
σύνολο όλων εκείνων των p καλείται σύνολο Krivine του X. ΄Οπως αποδεί-
χθηκε από τον H. P. Rosenthal στο [Ro], το σύνολο αυτό σταθεροποιείται σε
κάποιο block υπόχωρο Y του X, δηλαδή το σύνολο Krivine του Y και εκείνο
κάθε περαιτέρω από τους block υπόχωρούς του ταυτίζονται. Ο Rosenthal έ-
θεσε το ερώτημα κατά πόσο ένα τέτοιο σταθεροποιημένο σύνολο Krivine είναι
κατ΄ ανάγκη μονοσύνολο. Το ερώτημα αυτό απαντήθηκε αρνητικά στο [OS1],
όπου οι E. Odell και Th. Schlumprecht χρησιμοποιώντας κορεσμό υπό περιορι-
σμούς, κατασκεύασαν ένα χώρο με σταθεροποιημένο σύνολο Krivine ολόκληρο
το διάστημα [1,∞]. Το ερώτημα που ακολούθησε είναι κατά πόσο ένα σταθε-
ροποιημένο σύνολο Krivine πρέπει να είναι πάντα διάστημα, το οποίο τέθηκε
από τους P. Habala και N. Tomczak-Jaegermann στο [HaT] και αναφέρθηκε
επίσης από τον E. Odell σε ένα συνέδριο στο Toronto το 2002 ως ένα από
τα 15 ανοικτά προβλήματα στη θεωρία χώρων Banach. Εδώ δίνεται αρνητική
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απάντηση στο ερώτημα αυτό κατά τον ακόλουθο τρόπο: για κάθε υποσύνο-
λο F του [1,∞], το οποίο είναι είτε πεπερασμένο είτε αποτελείται από τους
όρους μίας γνησίως αύξουσας ακολουθία και το όριο αυτής, κατασκευάζεται
ένας αυτοπαθής χώρο Banach με unconditional βάση ο οποίος έχει το F ως
σταθεροποιημένο σύνολο Krivine. Είναι άξιο αναφοράς ότι στην περίπτωση
F = {1,∞}, ο χώρος που προκύπτει αποτελεί μικρή παραλλαγή του χώρου
X1

0,1 από το [ArBM]. Η γενική περίπτωση εμπλέκει μία νέα μέθοδο κορεσμού
όπου οι περιορισμοί εφαρμόζονται σε πολλά επίπεδα, κάθε ένα εκ των οποίων
αντιστοιχεί σε κάποια `p δομή, για όλα τα p στο F . Αυτό επιβάλει το p να είναι
στο σύνολο Krivine κάθε υποχώρου για κάθε p στο F , ενώ δεν επιτρέπει δια-
φορετικούς `p να είναι πεπερασμένα block αναπαραστάσιμοι στο χώρο. Η ίδια
εργασία επίσης απαντά και κάποια άλλα προβλήματα, που αφορούν spreading
model και τέθηκαν στο [AnOST]. Για παράδειγμα αποδεικνύεται ότι για κάθε
φυσικό αριθμό n υπάρχει χώρος Banach ο οποίος δέχεται ακριβώς n το πλήθος
spreading model σε κάθε υπόχωρο. Συγκεκριμένα, αν F είναι υποσύνολο του
[1,∞] με n το πλήθος στοιχεία, τότε ο αντίστοιχος χώρος X που έχει το F ως
σταθεροποιημένο σύνολο Krivine, έχει την ιδιότητα ότι τα spreading model
που δέχεται κάθε υπόχωρός του είναι ακριβώς οι `p, για p στο F .
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Κεφάλαιο 1

Προκαταρκτικές έννοιες

1.1 Βάσεις Schauder

΄Ολοι οι χώροι που ορίζονται και μελετώνται σε αυτό το κείμενο είναι χώροι με
βάση Schauder, έχουν δηλαδή ένα άπειρο σύστημα συντεταγμένων, το οποίο
είναι συμβατό με τη νόρμα του χώρου.

Ορισμός 1.1.1. ΄ΕστωX χώρος Banach και (xi)i ακολουθία στοX. Η (xi)i
θα ονομάζεται βάση Schauder του X, αν για κάθε x ∈ X υπάρχει μοναδική
ακολουθία πραγματικών αριθμών (ai)i, ώστε x =

∑∞
i=1 aixi.

Μία ακολουθία (yi)i, σε κάποιο χώρο Banach X, θα ονομάζεται Schauder
βασική, αν είναι βάση Schauder για το χώρο [(yi)i].

Ο παρακάτω γνωστός χαρακτηρισμός είναι εξαιρετικά χρήσιμος και προκύ-
πτει από το θεώρημα ανοικτής απεικόνισης.

Πρόταση 1.1.2. ΄Εστω (xi)i ακολουθία σε κάποιο χώρο Banach. Η (xi)i
είναι Schauder βασική, αν και μόνο αν υπάρχει σταθερά C > 1, ώστε για κάθε
φυσικούς αριθμούς n 6 m και πραγματικούς αριθμούς a1, . . . , am ισχύει∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ 6 C

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ .
Μία ακολουθία που ικανοποιεί το παραπάνω θα καλείται C-Schauder βασι-

κή. Μία ακολουθία που είναι 1-Schauder βασική ονομάζεται μονότονη.

Μία Schauder βασική ακολουθία (xi)i λέγεται διμονότονη, αν για κάθε
k 6 n 6 m και συντελεστές a1, . . . , am ισχύει ‖

∑n
i=k aixi‖ 6 ‖

∑m
i=1 aixi‖.

Με χρήση του παραπάνω, εύκολα αποδεικνύεται ότι υπάρχει ισοδύναμη νόρμα
στο χώρο, ώστε η (xi)i να είναι διμονότονη.
Αν X είναι χώρος με βάση Schauder (xi)i, για κάθε x =

∑∞
i=1 aixi στο X,

ορίζουμε το φορέα του x να είναι το σύνολο suppx = {i ∈ N : ai 6= 0} και το
εύρος του x, το οποίο συμβολίζουμε με ranx, να είναι το μικρότερο διάστημα
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των φυσικών αριθμών που περιέχει το suppx. Μία ακολουθία στοιχείων (yi)i
στο X με διαδοχικούς φορείς καλείται block ακολουθία. Εύκολα προκύπτει ότι
αν η (xi)i είναι C-Schauder βασική, τότε το ίδιο ισχύει και για την (yi)i. Ο
υπόχωρος [(yi)i] του X, καλείται block υπόχωρος.
Οι βάσεις των χώρων που παρουσιάζονται στο δεύτερο και στο πέμπτο

κεφάλαιο έχουν την επιπλέον ιδιότητα ότι είναι unconditional.

Ορισμός 1.1.3. ΄Εστω (xi)i Schauder βασική ακολουθία σε κάποιο χώρο
Banach X. Η (xi)i ονομάζεται unconditional Schauder βασική, αν για κάθε
ακολουθία πραγματικών αριθμών (ai)i ώστε η σειρά

∑
aixi να είναι συγκλί-

νουσα, και για κάθε μετάθεση των φυσικών αριθμών π, η σειρά
∑
aπ(i)xπ(i)

είναι επίσης συγκλίνουσα.

Ο παρακάτω χαρακτηρισμός είναι το ισοδύναμο της Πρότασης 1.1.2, στην
περίπτωση των unconditional Schauder βασικών ακολουθιών.

Πρόταση 1.1.4. ΄Εστω (xi)i ακολουθία σε κάποιο χώρο Banach. Η (xi)i
είναι unconditional Schauder βασική, αν και μόνο αν υπάρχει σταθερά C > 1,
ώστε για κάθε φυσικό αριθμό n, κάθε πραγματικούς αριθμούς a1, . . . , an και
πάθε επιλογή προσήμων ε1, . . . , εn ισχύει:∥∥∥∥∥

n∑
i=1

εiaixi

∥∥∥∥∥ 6 C

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ .
Αν μία ακολουθία που ικανοποιεί την παραπάνω σχέση, τότε θα αποκαλείται
C-unconditional Schauder βασική.

Με χρήση του παραπάνω αποδεικνύεται ότι αν X είναι χώρος με uncon-
ditional Schauder βάση (xi)i, τότε υπάρχει ισοδύναμη νόρμα στο X, ώστε η
(xi)i να είναι 1-unconditional ως προς τη νόρμα αυτή. Επίσης, αν μία ακολου-
θία (xi)i είναι C-unconditional Schauder βασική, τότε κάθε block ακολουθία
της (xi)i είναι επίσης C-unconditional Schauder βασική.

Ορισμός 1.1.5. Δύο Schauder βασικές ακολουθίες (xi)i και (yi)i καλούνται
C-ισοδύναμες για κάποια σταθερά C > 1 αν υπάρχουν θετικές σταθερές d, D
με D/d 6 C και να ισχύει

d

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥ 6

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aiyi

∥∥∥∥∥ 6 D

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥
για κάθε επιλογή πραγματικών αριθμών (ai)

n
i=1.

Αν δύο Schauder βασικές ακολουθίες (xi)i και (yi)i είναι ισοδύναμες, τότε
οι χώροι [(xi)i] και [(yi)i] είναι ισόμορφοι.
Αν X είναι χώρος Banach με βάση Schauder (xi)i, για κάθε j ∈ N ορίζεται

το γραμμικό συναρτησιακό x∗j : X → R ώστε αν x =
∑∞

i=1 aixi, τότε x
∗
j (x) =
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aj . Το xj είναι φραγμένο γραμμικό συναρτησιακό για κάθε j ∈ N, μάλιστα αν
η (xi)i είναι C-Schauder βασική, τότε η (x∗i )i είναι επίσης C-Schauder βασική
και 1/‖xj‖ 6 ‖x∗j‖ 6 2C‖xj‖ για κάθε j ∈ N. Η (x∗i )i καλείται η ακολουθία
διορθογωνίων της (xi)i. Επίσης η (xi)i είναι C-unconditional Schauder βασική
αν και μόνο αν η (x∗i )i είναι C-unconditional Schauder βασική.
Το παρακάτω αποτέλεσμα, γνωστό και ως sliding hump argument, είναι

εξαιρετικά χρήσιμο.

Πρόταση 1.1.6. ΄Εστω X χώρος Banach με βάση Schauder (xi)i. ΄Εστω
επίσης (yi)i ημινορμαρισμένη ακολουθία στο X ώστε limi x

∗
j (yi) = 0 για κάθε

j ∈ N. Τότε η (yi)i έχει Schauder βασική υπακολουθία, ισοδύναμη με block
ακολουθία της (xi)i.

Από το παραπάνω προκύπτει άμεσα ότι κάθε ημινορμαρισμένη ασθενώς μη-
δενική ακολουθία στο X, έχει Schauder βασική υπακολουθία, ισοδύναμη με
block ακολουθία της (xi)i. Επίσης εύκολα λαμβάνουμε το ακόλουθο.

Θεώρημα 1.1.7. Κάθε απειροδιάστατος υπόχωρος ενός χώρου BanachX με
βάση Schauder (xi)i, περιέχει κάποια Schauder βασική ακολουθία, ισοδύναμη
με block ακολουθία της (xi)i. Δηλαδή, κάθε απειροδιάστατος υπόχωρος του
X περιέχει κάποιο υπόχωρο ισόμορφο με block υπόχωρο.

Αν και η (x∗i )i είναι πάντοτε Schauder βασική ακολουθία στο χώρο X∗,
δεν αποτελεί κατ΄ ανάγκη Schauder βάση για αυτόν, δηλαδή μπορεί να ισχύει
[(x∗i )i] ( X∗. Επίσης, αν (xi)i είναι Schauder βασική ακολουθία σε κάποιο
χώρο X, δίχως να είναι βάση Schauder για αυτόν, τότε τα διορθογώνια (x∗i )i
της (xi)i είναι στοιχεία του χώρου [(xi)i]

∗.

Ορισμός 1.1.8. Μία Schauder βασική ακολουθία (xi)i καλείται συρρικνού-
σα, αν η ακολουθία (x∗i )i είναι Schauder βάση για το χώρο [(xi)i]

∗.
Μία Schauder βασική ακολουθία (xi)i καλείται φραγμένα πλήρης, αν για

οποιαδήποτε ακολουθία πραγματικών αριθμών (ai)i, η οποία ικανοποιεί τη συν-
θήκη supn ‖

∑n
i=1 aixi‖ <∞, η σειρά

∑
i aixi είναι συγκλίνουσα.

Μία Schauder βασική ακολουθία (xi)i είναι συρρικνούσα αν και μόνο αν
η (x∗i )i είναι φραγμένα πλήρης και το αντίστροφο. Επίσης η (xi)i είναι συρ-
ρικνούσα αν και μόνο αν κάθε φραγμένη block ακολουθία της είναι ασθενώς
μηδενική. Το παρακάτω θεώρημα οφείλεται στον R. C. James [J].

Θεώρημα 1.1.9. ΄Εστω X χώρος Banach με βάση Schauder (xi)i. Τα
επόμενα είναι ισοδύναμα.

(i) Ο X είναι αυτοπαθής.

(ii) Η (xi)i είναι συρρικνούσα και φραγμένα πλήρης.

7



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΠΡΟΚΑΤΑΡΚΤΙΚ�ΕΣ �ΕΝΝΟΙΕΣ

Στο [J] επίσης αποδεικνύεται ότι αν (xi)i είναι unconditional Schauder
βασική ακολουθία, τότε η (xi)i είναι συρρικνούσα αν και μόνο αν ο `1 δεν
εμφυτεύεται στο χώρο [(xi)i], ενώ η (xi)i είναι φραγμένα πλήρης αν και μόνο αν
ο c0 δεν εμφυτεύεται στο χώρο [(xi)i]. Συνεπώς συμπεραίνουμε το ακόλουθο.

Πόρισμα 1.1.10. ΄Εστω X χώρος Banach με unconditional βάση Schauder
(xi)i. Τα επόμενα είναι ισοδύναμα.

(i) Ο X είναι αυτοπαθής.

(ii) Οι χώροι `1 και c0 δεν εμφυτεύονται στο X.

1.2 Καθολικά αδιάσπαστοι χώροι Banach

Στα πλαίσια της θεωρίας χώρων Banach η κλάση των καθολικά αδιάσπαστων
χώρων θεωρείται εξαιρετικά σημαντική, υπό την έννοια ότι σύμφωνα με ένα
θεώρημα διχοτομίας τουW. T. Gowers [Go2] κάθε χώρος Banach είτε περιέχει
υπόχωρο με unconditional βάση είτε περιέχει καθολικά αδιάσπαστο υπόχωρο.
Οι δύο αυτές κλάσεις είναι ασυμβίβαστες καθώς αν κάποιος χώρος βρίσκεται σε
μία κλάση, τότε αυτός δεν περιέχει υπόχωρο που ανήκει στην άλλη κλάση. Το
πρώτο παράδειγμα καθολικά αδιάσπαστου χώρου Banach παρουσιάστηκε από
τους W. T. Gowers και B. Maurey στο [GoM].
΄Ενας χώρος Banach X καλείται διασπάσιμος, αν υπάρχουν κλειστοί κι

απειροδιάστατοι υπόχωροι Y , Z του X, με Y ∩ Z = {0} και X = Y + Z.
Σύμφωνα με το θεώρημα κλειστού γραφήματος, ο X είναι διασπάσιμος αν και
μόνο αν υπάρχει φραγμένη γραμμική προβολή P : X → X με απειροδιάστατη
εικόνα και πυρήνα.

Ορισμός 1.2.1. ΄Ενας απειροδιάστατος χώρος Banach καλείται καθολικά
αδιάσπαστος (ΚΑ), αν κανένας κλειστός κι απειροδιάστατος υπόχωρός του δεν
είναι διασπάσιμος.

Είναι σαφές ότι η ΚΑ ιδιότητα είναι κληρονομική, δηλαδή οι κλειστοί κι
απειροδιάστατοι υπόχωροι ενός ΚΑ χώρου είναι επίσης ΚΑ.

Πρόταση 1.2.2. ΄Εστω X απειροδιάστατος χώρος Banach. Τα επόμενα
είναι ισοδύναμα.

(i) Ο X είναι καθολικά αδιάσπαστος.

(ii) Για κάθε κλειστούς κι απειροδιάστατους υπόχωρους Y , Z του X ισχύει
dist(SY , SZ) = 0.

(iii) Για κάθε κλειστούς κι απειροδιάστατους υπόχωρους Y , Z του X και για
κάθε ε > 0 υπάρχουν y ∈ Y και z ∈ Z ώστε ‖x+y‖ > 1 και ‖x−y‖ < ε.
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Αν ο X έχει βάση Schauder, τότε στον παραπάνω χαρακτηρισμό μπορούμε
να αντικαταστήσουμε τους αυθαίρετους κλειστούς κι απειροδιάστατους υπόχω-
ρους Y , Z με block υπόχωρους. Επίσης, από το παραπάνω προκύπτει ότι κάθε
ΚΑ χώρος είναι quasi minimal, δηλαδή κάθε δύο κλειστοί κι απειροδιάστατοι
υπόχωροί του έχουν περαιτέρω υπόχωρους που είναι ισόμορφοι. Αφετέρου,
είναι γνωστό ότι ένας ΚΑ χώρος δεν μπορεί να είναι ισόμορφος με γνήσιο υ-
πόχωρό του. Το γεγονός αυτό προκύπτει από τα παρακάτω Θεωρήματα 1.2.3
και 1.2.4 σε συνδυασμό με χρήση θεωρίας Fredholm.
Θυμίζουμε ότι ένας φραγμένος γραμμικός τελεστής T : X → Y ονομάζε-

ται αυστηρά ιδιάζων αν ο περιορισμός του σε κανένα κλειστό κι απειροδιάστατο
υπόχωρο δεν είναι ισομορφισμός. Συμβολίζουμε με S(X,Y ) το χώρο Banach
όλων αυστηρά ιδιαζόντων τελεστών T : X → Y . Αν X = Y θα γράφουμε
S(X) αντί για S(X,X) και στην περίπτωση αυτή ο S(X) είναι δίπλευρο ιδεώδες
του L(X), της άλγεβρας των φραγμένων τελεστών στο X. Το παρακάτω απο-
δείχθηκε από τον V. Ferenczi στο [F1] και αποτελεί γενίκευση αποτελέσματος
από το [GoM].

Θεώρημα 1.2.3. ΄Εστω X μιγαδικός καθολικά αδιάσπαστος χώρος Banach
και Y κλειστός κι απειροδιάστατος υπόχωρος του X. Τότε κάθε φραγμένος
γραμμικός τελεστής T : Y → X είναι της μορφής T = λIY,X +S, όπου λ ∈ C,
IY,X είναι ο τελεστής εμφύτευσης του Y στο X και S είναι αυστηρά ιδιάζων
τελεστής.

Στην περίπτωση των πραγματικών καθολικά αδιάσπαστων χώρων το πα-
ραπάνω δεν ισχύει, ωστόσο υπάρχει κάποιο αντίστοιχο αποτέλεσμα, το οποίο
αποδείχθηκε στο [F2], επίσης από τον V. Ferenczi.

Θεώρημα 1.2.4. ΄Εστω X πραγματικός καθολικά αδιάσπαστος χώρος Ba-
nach και Y κλειστός κι απειροδιάστατος υπόχωρος του X. Τότε ο S(Y,X)
είναι υπόχωρος του L(Y,X) συνδιάστασης ένα, δύο ή τέσσερα.

1.3 Σύνολα norming

΄Ενας από τους πλέον κλασσικούς τρόπους ορισμού χώρου με νόρμα είναι με
τη χρήση συνόλων norming. Πρόκειται για ένα σύνολο συναρτησιακών, με
πεδίο ορισμού συνήθως το c00(N), κατάλληλα επιλεγμένων ώστε να ορίζεται
μία νόρμα στο c00(N) με την ιδιότητα η συνήθης Hamel βάση (ei)i να είναι
Schauder βάση για το χώρο.
Παρατηρούμε ότι αν g =

∑
aiei, x =

∑
biei είναι δύο διανύσματα στο

c00(N), μπορούμε να ορίζουμε τη δράση του g στο x να είναι η τιμή g(x) =∑
aibi. Επίσης για E υποσύνολο του N, μπορούμε να ορίσουμε τον περιορισμό

του g στο E, να είναι το διάνυσμα Eg =
∑

i∈E aiei.

Ορισμός 1.3.1. ΄Ενα υποσύνολο G του c00(N) θα καλείται σύνολο norming,
αν ικανοποιούνται τα παρακάτω:

9
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(i) για κάθε i ∈ N, ei ∈ G,

(ii) το G είναι συμμετρικό, δηλαδή αν g ∈ G, τότε −g ∈ G,

(iii) για κάθε g ∈ G ισχύει ‖g‖∞ 6 1 και

(iv) για κάθε g ∈ G και διάστημα των φυσικών αριθμών E, το Eg είναι στο
G.

Παρατήρηση 1.3.2. ΄Εστω G ένα σύνολο norming. Για x ∈ c00(N) ορί-
ζουμε την ποσότητα ‖x‖ = sup{g(x) : g ∈ G}. Τότε, συνάρτηση ‖ · ‖ :
c00(N) → R είναι νόρμα, μάλιστα η συνήθης Hamel βάση (ei)i του c00(N)
αποτελεί διμονότονη βάση Schauder για το χώρο XG = (c00(N), ‖ · ‖).

Το ακόλουθο αποτέλεσμα είναι γνωστό και αποδεικνύεται με κλασσικές
μεθόδους.

Θεώρημα. ΄Εστω X χώρος Banach με Schauder βάση (xi)i. Τότε υπάρχει
σύνολο norming G, ώστε ο X να είναι ισόμορφος με το XG. Συγκεκριμένα,
η (xi)i είναι ισοδύναμη με την (ei)i, τη συνήθη βάση του c00(N) εφοδιασμένου
με τη νόρμα ‖ · ‖G.

Ο χώρος του Tsirelson

Σε κάθε ένα από τα παρακάτω κεφάλαια παρουσιάζονται κάποιοι χώροι Banach,
οι οποίοι έχουν όλοι οριστεί με χρήση συνόλων norming, τα οποία ορίζονται με
τη χρήση μεθόδου κορεσμού. Το πρωταρχικό παράδειγμα χώρου που ορίζεται
με κορεσμένο σύνολο norming είναι ο χώρος T του Tsirelson [FiJ], [T]. Το
σύνολο norming W του χώρου T είναι το μικρότερο υποσύνολο του c00(N) το
οποίο, πέρα από της συνθήκες του Ορισμού 1.3.1, ικανοποιεί επιπλέον και το
ακόλουθο: για κάθε φυσικό αριθμό n, για κάθε στοιχεία f1, . . . , fn στο W με
διαδοχικούς φορείς και n 6 min supp f1, το διάνυσμα f = (1/2)

∑n
i=1 fi είναι

επίσης στο W .
Παίρνοντας την τομή όλων των υποσυνόλων του c00(N) που ικανοποιούν

τις παραπάνω συνθήκες, προκύπτει ότι το σύνολοW υπάρχει. Ωστόσο υπάρχει
τρόπος να κατασκευαστεί το σύνολο αυτό με χρήση αναδρομής. ΘέτουμεW0 =
{±ei : i ∈ N} και αν υποθέσουμε ότι έχουμε επιλέξει W0 ⊂ W1 ⊂ · · ·Wm

ορίζουμε

Wm+1 =

{
f =

1

2

n∑
i=1

fi : n ∈ N, n 6 f1 · · · < fn είναι στοιχεία τουWm

}
∪Wm.

Τότε W = ∪mWm.
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1.4. SPREADING MODEL ΚΑΙ ΠΕΠΕΡΑΣΜ�ΕΝΗ BLOCK
ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΙΜ�ΟΤΗΤΑ

Αν με ‖ · ‖T συμβολίσουμε τη νόρμα που επάγει το σύνολο W , σύμφωνα με
την παρατήρηση 1.3.2, τότε αποδεικνύεται ότι η ‖ · ‖T ικανοποιεί τον ακόλουθο
κλειστό τύπο: για x ∈ c00(N) ισχύει

‖x‖T = max

{
‖x‖∞,

1

2
sup

{
n∑
i=1

‖Eix‖T : n ∈ N, n 6 E1 < · · · < En

είναι υποσύνολα του N

}}
.

(1.1)

Από τον παραπάνω τύπο προκύπτει ότι για κάθε block διανύσματα n 6 x1 <
· · · < xn στον T , ισχύει ∥∥∥∥∥

n∑
i=1

xi

∥∥∥∥∥
T

>
1

2

n∑
i=1

‖xi‖T .

Προκύπτει εύκολα ότι οι χώροι `p, 1 < p <∞ και c0 δεν εμφυτεύονται στον T ,
μάλιστα, κάθε spreading model που δέχεται ο T είναι ισοδύναμο με τη συνήθη
βάση του `1. Αποδεικνύεται επίσης ότι ο `1 δεν εμφυτεύεται στον T .

1.4 Spreading model και πεπερασμένη block α-
ναπαραστασιμότητα

Η έννοια των spreading model ανακαλύφθηκε από τους A. Brunel και L. Su-
cheston στο [BrS] και έχει κεντρική θέση στη θεωρία χώρων Banach. Παρα-
κάτω δίνουμε τον ορισμό και κάποια βασικά στοιχεία που αφορούν τα spreading
model.

Ορισμός 1.4.1. ΄Εστω (X, ‖ · ‖) χώρος Banach και (E, ‖ · ‖∗) χώρος με
ημινόρμα. ΄Εστω (xn)n φραγμένη ακολουθία στο X και (en)n ακολουθία στο
E. Θα λέμε ότι η (xn)n παράγει την (en)n ως spreading model, αν υπάρχει
μηδενική ακολουθία θετικών πραγματικών αριθμών (δn)n, ώστε για κάθε n ∈
N, n 6 k1 < · · · < kn και κάθε (ai)

n
i=1 ⊂ [−1, 1] να ισχύει:∣∣∣∣∣

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aixki

∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aiei

∥∥∥∥∥
∗

∣∣∣∣∣ < δn.

Οι Brunel και Sucheston απέδειξαν ότι κάθε φραγμένη ακολουθία σε χώ-
ρο Banach έχει υπακολουθία που παράγει κάποιο spreading model. Η κύρια
ιδιότητα των spreading model είναι ότι είναι spreading ακολουθίες, δηλαδή για
κάθε n ∈ N, k1 < · · · < kn και κάθε (ai)

n
i=1 ⊂ R ισχύει∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aiei

∥∥∥∥∥
∗

=

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

aieki

∥∥∥∥∥
∗

.
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Οι spreading ακολουθίες σε χώρο με ημινόρμα κατατάσσονται σε τέσσερις
κατηγορίες, ανάλογα με τις ιδιότητές τους ως προς την ημινόρμα. Αυτές είναι οι
τετριμμένες, οι unconditional, οι ιδιάζουσες και η μη-unconditional Schauder
βασικές spreading ακολουθίες (βλέπε [ArKT1]).
Μία spreading ακολουθία (en)n καλείται τετριμμένη αν η ημινόρμα στο

γραμμικό χώρο που παράγει η ακολουθία δεν είναι όντως νόρμα. Στην περί-
πτωση αυτή η [ArKT1, Πρόταση 13] δίνει το ακόλουθο: αν E είναι ο γραμμικός
χώρος που παράγεται από την (en)n και N = {x ∈ E : ‖x‖∗ = 0}, τότε το
πηλίκο E/N έχει διάσταση το πολύ ένα. Αξίζει επίσης να αναφερθεί ότι μία
ακολουθία σε χώρο Banach παράγει τετριμμένο spreading model, αν και μόνο
αν, έχει συγκλίνουσα υπακολουθία ως προς τη νόρμα. Για περισσότερες λεπτο-
μέρειες βλέπε [ArKT1] και [BeauL]. Στο εξής θα αναφερόμαστε μόνο σε μη
τετριμμένα spreading model.
Μία spreading ακολουθία καλείται ιδιάζουσα αν δεν είναι τετριμμένη και

δεν είναι Schauder βασική. Ο ορισμός των υπολοίπων δύο κατηγοριών είναι ο
προφανής.
Στη συνέχεια, όταν θα λέμε ότι μία ακολουθία (xk)k παράγει `p spreading

model, για κάποιο 1 6 p < ∞ (αντίστοιχα c0), θα εννοούμε ότι παράγει ως
spreading model κάποια ακολουθία η οποία είναι ισοδύναμη με τη συνήθη βάση
του `p (αντίστοιχα c0).

Ορισμός 1.4.2. ΄Εστω χώρος Banach X με Schauder βάση (xi)i και έστω
επίσης (ei)i μία Schauder βασική ακολουθία σε κάποιο χώρο Banach (όχι κατ΄
ανάγκη το X). Θα λέμε ότι η (ei)i είναι πεπερασμένα block αναπαραστάσιμη
στο X, αν για κάθε n ∈ N και ε > 0 υπάρχει μία πεπερασμένη block ακολουθία
(yi)

n
i=1 της (xi)i η οποία είναι (1 + ε)-ισοδύναμη με τη (ei)

n
i=1.

Για κάποιο 1 6 p 6 ∞ θα λέμε ότι ο `p είναι πεπερασμένα block αναπα-
ραστάσιμος στο X, αν η συνήθης βάση του `p είναι πεπερασμένα block ανα-
παραστάσιμη στο X (όπου στην περίπτωση p = ∞ εννοούμε τη συνήθη βάση
του c0). Είναι γνωστό από ένα θεώρημα του J. L. Krivine, ότι για κάθε χώρο
Banach X με βάση, υπάρχει κάποιο p ∈ [1,∞] ώστε ο `p να είναι πεπερασμένα
block αναπαραστάσιμος στο X. Χρησιμοποιώντας το θεώρημα αυτό, μπορούμε
να συμπεράνουμε ότι αν ο X δέχεται κάποιο spreading model ισοδύναμο με τη
συνήθη βάση του `p, τότε ο `p να είναι πεπερασμένα block αναπαραστάσιμος
στο X. Το αντίστροφο εν γένει δεν ισχύει (βλέπε για παράδειγμα [OS1]).

1.5 Οικογένειες Schreier - special convex combi-
nation

Η ιεραρχία των οικογενειών Schreier είναι μία αύξουσα ακολουθία από οικογέ-
νειες πεπερασμένων υποσυνόλων του N. Εμφανίστηκαν για πρώτη φορά στο
[AA] και ορίζονται αναδρομικά.
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1.5. ΟΙΚΟΓ�ΕΝΕΙΕΣ SCHREIER - SPECIAL CONVEX COMBINATION

Ορισμός 1.5.1. Ορίζουμε της οικογένειες Schreier τάξης μηδέν και ένα ως
εξής:

S0 =
{
{n} : n ∈ N

}
και S1 = {F ⊂ N : #F 6 minF}.

Αν για κάποιο φυσικό αριθμό n η Sn έχει οριστεί, θέτουμε

Sn+1 =
{
F ⊂ N : F = ∪kj=1Fj , όπου F1 < · · · < Fk ∈ Sn και k 6 minF1

}
.

Παρατήρηση 1.5.2. Αν για n,m ∈ N θέσουμε

Sn ∗ Sm =
{
F ⊂ N : F = ∪kj=1Fj , όπου F1 < · · · < Fk ∈ Sm

και {minFj : j = 1, . . . , k} ∈ Sn
}
,

τότε είναι γνωστό (βλέπε [ArD1]) και αποδεικνύεται εύκολα με επαγωγή ότι
ισχύει Sn ∗ Sm = Sn+m.

Ορισμός 1.5.3. Μία ακολουθία διαδοχικών υποσυνόλων E1 < · · · < E2 των
φυσικών αριθμών θα καλείται Sn-αποδεκτή αν {minEi : i = 1, . . . , k} ∈ Sn.
Μία ακολουθία διανυσμάτων x1 < · · · < xk στο c00(N) καλείται Sn-

αποδεκτή αν η ακολουθία (supxi)
n
i=1 είναι Sn-αποδεκτή.

Special convex combination

Παρακάτω υπενθυμίζουμε, για k ∈ N και ε > 0, την έννοια των (k, ε) spe-
cial convex combination, (βλέπε [ArD2], [ArGR], [ArT]). Πρόκειται για ένα
σημαντικό εργαλείο που χρησιμοποιείται κατ΄ επανάληψη σε τούτο το κείμενο.

Ορισμός 1.5.4. ΄Εστω F ⊂ N και x =
∑

i∈F ciei διάνυσμα στο c00(N). Το
x καλείται (k, ε) basic special convex combination (ή (k, ε) basic s.c.c.) αν
ισχύουν τα παρακάτω:

(i) F ∈ Sk, ci > 0 για i ∈ F και
∑

i∈F ci = 1,

(ii) για κάθε G ⊂ F με G ∈ Sk−1 ισχύει
∑

i∈G ci < ε.

Ορισμός 1.5.5. ΄Εστω x1 < · · · < xm διανύσματα στο c00(N) και ψ(k) =
min suppxk, για k = 1, . . . ,m. Το διάνυσμα x =

∑m
k=1 ckxk θα καλείται (n, ε)

special convex combination (ή (n, ε) s.c.c.), αν το διάνυσμα
∑m

k=1 ckeψ(k) είναι
(n, ε) basic s.c.c.

Επαναληπτικοί μέσοι όροι

Για κάθε k ∈ N και μεγιστικό Sk-σύνολο F ορίζουμε αναδρομικά τον επανα-
ληπτικό μέσο όρο xF =

∑
i∈F c

F
i ei, ο οποίος είναι κυρτός συνδυασμός των

στοιχείων της συνήθους βάσης του c00(N). Για k = 1 και ένα μεγιστικό S1-
σύνολο F ορίζουμε xF = 1

#F

∑
i∈F ei.
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΄Εστω τώρα k > 1 και ας υποθέσουμε ότι για κάθε μεγιστικό Sk−1-σύνολο
F έχει οριστεί ο επαναληπτικός μέσος όρος xF . Αν F είναι ένα μεγιστικό
Sk-σύνολο, τότε υπάρχουν μεγιστικά Sk−1-σύνολα F1 < · · · < Fd ώστε F =
∪dq=1Fq. Θέτουμε xF = 1

d

∑d
q=1 xFq .

Η απόδειξη της ακόλουθης πρότασης μπορεί να βρεθεί στο [ArT, Κεφάλαιο
2, Πρόταση 2.3].

Πρόταση 1.5.6. ΄Εστω k ∈ N και F ένα μεγιστικό Sk-σύνολο. Τότε ο
επαναληπτικός μέσος όρος xF =

∑
i∈F ciei είναι (k,

3
minF ) basic s.c.c.

Η παραπάνω πρόταση υπαινίσσεται το ακόλουθο.

Πρόταση 1.5.7. Για κάθε άπειρο υποσύνολο M του N, k ∈ N και ε > 0,
υπάρχει F ⊂ M , (ci)i∈F , έτσι ώστε το x =

∑
i∈F ciei ναι είναι (k, ε) basic

s.c.c.

1.6 Spreading model υψηλότερης τάξης

Ορισμός 1.6.1. ΄Εστω X χώρος Banach, (xi)i ακολουθία στο X, k ∈ N και
1 6 p < ∞. Λέμε ότι η (xi)i παράγει `kp spreading model, αν υπάρχει ομοιό-
μορφη σταθερά C > 1, ώστε για κάθε F ∈ Sk, η (xi)i∈F είναι C-ισοδύναμη
με τη συνήθη βάση του (R#F , ‖ · ‖p). Ο ορισμός του ck0 spreading model είναι
αντίστοιχος.

Παρατήρηση 1.6.2. ΄Εστω X,Y χώροι Banach και T : X → Y φραγμένος
γραμμικός τελεστής. Αν (xm)m είναι φραγμένη ακολουθία στο X ώστε η
(Txm)m να παράγει `k1 spreading model, για κάποιο k ∈ N, τότε η (xm)m
επίσης παράγει `d1 spreading model, για κάποιο d > k.

Ορισμός 1.6.3. ΄Εστω X χώρος Banach, (xi)i ημινορμαρισμένη ακολουθία
στο X και k ∈ N. Θα λέμε ότι η (xi)i παράγει ισχυρά `k1 spreading model, αν
υπάρχει ημινορμαρισμένη ακολουθία (x∗i )i στοX

∗ η οποία παράγει ck0 spreading
model και ε > 0 έτσι ώστε x∗i (xi) > ε για κάθε i ∈ N και x∗i (xj) = 0 για
i 6= j.

Λήμμα 1.6.4. ΄ΕστωX χώρος Banach, (xi)i ημινορμαρισμένη ασθενώς μηδε-
νική ακολουθία στο X, (x∗i )i ημινορμαρισμένη ασθενώς - * μηδενική ακολουθία
στο X∗ και ε > 0 έτσι ώστε x∗i (xi) > ε για κάθε i ∈ N και x∗i (xj) = 0 για
i 6= j. Αν (yi)i είναι ακολουθία στο X ώστε

∑∞
i=1 ‖xi − yi‖ <∞, τότε υπάρ-

χει γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών (mi)i και ημινορμαρισμένη
ακολουθία (y∗i )i στο X

∗ έτσι ώστε y∗i (ymi) > ε/2 για κάθε i ∈ N, y∗i (ymj ) = 0
για i 6= j και

∑∞
i=1 ‖y∗i − x∗mi‖ <∞.

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι η (xi)i είναι ασθενώς μηδενική, η
(x∗i )i είναι w

∗-μηδενική και ότι
∑∞

i=1 ‖xi − yi‖ < ∞, μπορούμε να περάσου-
με σε κατάλληλη υπακολουθία και να επαναριθμήσουμε με τέτοιο τρόπο ώστε
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∑
i 6=j |x∗i (yj)| < ∞. Μπορούμε επιπρόσθετα να υποθέσουμε ότι η (yi)i είναι

Schauder βασική και να θέσουμε Y = [(yi)i]. Για κάθε i ∈ N, ορίζουμε φραγ-
μένο γραμμικό συναρτησιακό gi : Y → R με gi(

∑∞
j=1 cjyj) =

∑
j 6=i cjx

∗
i (yj)

και παίρνουμε επέκταση z∗i του gi στο X, η οποία διατηρεί τη νόρμα του gi.
Τότε αν y∗i = x∗i −z∗i για κάθε i ∈ N, η ακολουθία (y∗i )i είναι η ζητούμενη.

Το παραπάνω υπαινίσσεται το ακόλουθο.

Παρατήρηση 1.6.5. Αν X είναι χώρος Banach, k ∈ N, (xi)i είναι ημι-
νορμαρισμένη ασθενώς μηδενική ακολουθία στο X η οποία παράγει ισχυρά `k1
spreading model και (yi)i είναι ακολουθία στο X με

∑∞
i=1 ‖xi−yi‖ <∞, τότε

η (yi)i έχει υπακολουθία που παράγει ισχυρά `k1 spreading model.

Παρατήρηση 1.6.6. Αν μία ακολουθία παράγει ισχυρά `k1 spreading model,
τότε παράγει `k1 spreading model. Ωστόσο, η κλάση των ισχυρά `k1 spreading
model περιέχεται γνήσια σε εκείνη των `k1 spreading model.
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Κεφάλαιο 2

Αυστηρά ιδιάζοντες

τελεστές σε χώρους τύπου

Tsirelson

Εισαγωγή

΄Ενας φραγμένος γραμμικός τελεστής ορισμένος σε χώρο Banach καλείται αυ-
στηρά ιδιάζων αν ο περιορισμός του σε κάθε απειροδιάστατο υπόχωρο δεν είναι
ισομορφισμός. Οι αυστηρά ιδιάζοντες τελεστές σχηματίζουν ένα δίπλευρο ιδε-
ώδες το οποίο περιλαμβάνει εκείνο των συμπαγών τελεστών. Σε πολλές περι-
πτώσεις τα ιδεώδη ταυτίζονται. Αυτό συμβαίνει στους χώρους `p, 1 6 p <∞,
c0, όπως επίσης και στο χώρο του Tsirelson T (βλέπε [FiJ], [T]). Απεναντίας,
στην περίπτωση των χώρων Lp[0, 1], 1 6 p < ∞, p 6= 2 και C[0, 1] τα δύο
ιδεώδη είναι διαφορετικά. Ωστόσο, σύμφωνα με ένα κλασσικό αποτέλεσμα του
V. Milman [Mi], σε όλες τις παραπάνω περιπτώσεις, η σύνθεση δύο αυστη-
ρά ιδιαζόντων τελεστών είναι συμπαγής. Ο στόχος του παρόντος κεφαλαίου
είναι η παρουσίαση παραδειγμάτων χώρων Banach όπου παρόμοιες ιδιότητες
εμφανίζονται κληρονομικά. Ακριβέστερα, αποδεικνύεται το ακόλουθο.

Θεώρημα 2.0.7. Για κάθε n ∈ N υπάρχει ένας αυτοπαθής χώρος, ο οποίος
έχει 1-unconditional βάση και τον συμβολίζουμε με Xn

0,1
, έτσι ώστε για κάθε

απειροδιάστατο υπόχωρο Y του Xn
0,1
να ικανοποιούνται τα ακόλουθα.

(i) Το ιδεώδες S(Y ) των αυστηρά ιδιαζόντων τελεστών είναι μη-διαχωρίσιμο.

(ii) Για κάθε ακολουθία S1, . . . , Sn, Sn+1 στο S(Y ), η σύνθεση S1S2 · · ·Sn+1

είναι συμπαγής τελεστής.

(iii) Υπάρχουν S1, . . . , Sn ∈ S(Y ), έτσι ώστε η σύνθεση S1 · · ·Sn να μην
είναι συμπαγής τελεστής.
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Η κατασκευή των χώρων Xn
0,1
βασίζεται στην κατασκευή του χώρου Tsirel-

son από τους T. Figiel καιW. B. Johnson [FiJ], η οποία στην πραγματικότητα
αφορά το συζυγή του αρχικού χώρου του Tsirelson [T]. Συνεπώς οι χώροι
Xn

0,1
είναι χώροι τύπου Tsirelson και η νόρμα τους ορίζεται με κορεσμό υπό

συνθήκες, ο οποίος περιγράφεται από τον ακόλουθο εσωτερικό τύπο, οποίος
χρησιμοποιεί την Sn, την οικογένεια Schreier τάξης n.
Για x ∈ c00(N) ισχύει

‖x‖ = max

‖x‖0, sup


d∑
q=1

‖Eqx‖jq




όπου το supremum λαμβάνεται σε όλες τις επιλογές (Eq)
d
q=1 από Sn-αποδεκτά

διαδοχικά πεπερασμένα υποσύνολα του N, {jq}dq=1 very fast growing (δηλαδή
2 6 j1 < · · · < jq και jq > maxEq−1, για q > 1) ακολουθίες φυσικών αριθμών
και

‖x‖j = sup

1

j

d∑
q=1

‖Eqx‖


όπου το supremum λαμβάνεται σε όλα τα διαδοχικά πεπερασμένα υποσύνολα
των φυσικών αριθμών E1 < · · · < Ed, d 6 j.
Οι νόρμες κορεσμένες υπό συνθήκες εισήχθησαν από τους E. Odell και

Th. Schlumprecht [OS1], [OS2]. Συγκεκριμένα, ο χώρος που ορίστηκε στο
[OS2] έχει την ιδιότητα ότι κάθε διμονότονη βάση είναι πεπερασμένα block
αναπαραστάσιμη σε κάθε υπόχωρο.
Η ιδιότητα (ii) του Θεωρήματος 2.0.7, σε συνδυασμό με την πραγματική

εκδοχή, του θεωρήματος του V. I. Lomonosov’s [Lo], των G. Sirotkin [Si]
και N. D. Hooker [Ho] δίνει ότι οι αυστηρά ιδιάζοντες τελεστές ορισμένοι
σε υπόχωρους του Xn

0,1
επιδέχονται μη τετριμμένο κλειστό υπεραναλλοίωτο

υπόχωρο.
Σε αντίθεση με τους κλασσικούς χώρους τύπου Tsirelson, οι χώροι Xn

0,1

έχουν μη ομογενή ασυμπτωτική δομή. Συγκεκριμένα, κάθε ημινορμαρισμένη
ασθενώς μηδενική ακολουθία δέχεται είτε `1 είτε c0 spreading model και κάθε
υπόχωρός του Y περιέχει ασθενώς μηδενικές ακολουθίες που δέχονται `1 και
c0 spreading model. Ως αποτέλεσμα, οι χώροι Xn

0,1
δεν περιέχουν ασυμπτωτικά

`p υπόχωρους και, ως συνέπεια, οι χώροι Xn0,1 δεν περιέχουν υπόχωρους που
είναι boundedly distortable [MiT]. Οι ακολουθίες στο Xn

0,1
που παράγουν `1

spreading model δέχονται περαιτέρω κατηγοριοποίηση σε όρους `1 spreading
model υψηλότερης τάξης (βλέπε Ορισμό 1.6.1). Η πρόταση που ακολουθεί
παρέχει την ακριβή περιγραφή των δυνατών spreading model του Xn

0,1
.

Πρόταση 2.0.8. ΄Εστω (xi)i ημινορμαρισμένη ασθενώς μηδενική ακολουθία
στο Xn

0,1
. Τότε ισχύει ένα από τα παρακάτω.
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(i) Η (xi)i δέχεται μόνο το c0 ως spreading model.

(ii) Υπάρχει 1 6 k 6 n έτσι ώστε η (xi)i να δέχεται `k1 spreading model
αλλά να μην δέχεται `k+1

1 spreading model.

Η απόδειξη του Θεωρήματος 2.0.7 (ii) βασίζεται στην Πρόταση 2.0.8 και
τον ακόλουθο χαρακτηρισμό των μη αυστηρά ιδιαζόντων τελεστών στους υπό-
χωρους του Xn

0,1
.

Πρόταση 2.0.9. ΄Εστω Y απειροδιάστατος υπόχωρος του Xn
0,1
και T : Y →

Y φραγμένος γραμμικός τελεστής. Τα επόμενα είναι ισοδύναμα.

(i) Ο τελεστής T δεν είναι αυστηρά ιδιάζων.

(ii) Υπάρχει 1 6 k 6 n και ασθενώς μηδενική ακολουθία (xi)i έτσι ώστε οι
(xi)i και (Txi)i να παράγουν και οι δύο `k1 spreading model και να μη
δέχονται `k+1

1 spreading model.

(iii) Υπάρχει ασθενώς μηδενική ακολουθία (xi)i έτσι ώστε οι (xi)i και (Txi)i
να παράγουν και οι δύο c0 spreading model.

΄Ενα σημαντικό εμπόδιο στην απόδειξη του παραπάνω, είναι το να δειχθεί
ότι συγκεκριμένες νορμαρισμένες block ακολουθίες, που μπορούν να ευρεθούν
σε κάθε block υπόχωρο, είναι ισοδύναμες. Από αυτό επίσης προκύπτει ότι ο
χώρος Xn

0,1
είναι quasi-minimal, δηλαδή κάθε δύο απειροδιάστατοι υπόχωροί

του περιέχουν περαιτέρω υπόχωρους οι οποίοι είναι ισόμορφοι.
Οι χώροι Xn

0,1
μπορούν να επεκταθούν σε μία υπερπεπερασμένη ιεραρχία

Xξ
0,1
για 1 6 ξ < ω1. Σε γενικές γραμμές, ο χώρος Xξ0,1 ορίζεται με χρήση

της οικογένειας Schreier τάξης ξ, την Sξ, στη θέση της Sn. Στην ενότητα
2.5 διερευνάται η περίπτωση του χώρου Xω

0,1
και αποδεικνύονται αποτελέσματα

ανάλογα με εκείνα της περίπτωσης των χώρων Xn0,1. Αναφέρουμε επίσης, δίχως
λεπτομέρειες, ότι για ξ = ζ+(n−1), όπου ζ είναι οριακός διατακτικός αριθμός,
οι αυστηρά ιδιάζοντες τελεστές στο χώρο Xξ

0,1
έχουν παρόμοια συμπεριφορά

με εκείνους στο χώρο Xn
0,1
.

Το κεφάλαιο είναι χωρισμένο σε πέντε ενότητες. Η πρώτη είναι αφιερωμένη
στον ορισμό της νόρμας του χώρου Xn

0,1
, συγκεκριμένα ορίζεται το σύνολο nor-

ming W , το οποίο είναι υποσύνολο του c00(N). Η δεύτερη ενότητα περιλαμβάνει
τη μελέτη των spreading model τα οποία παράγονται από ημινορμαρισμένες α-
κολουθίες του Xn

0,1
. Η μέθοδος είναι παρόμοια με αυτή που χρησιμοποιείται

σε όλα τα κεφάλαια. Συγκεκριμένα, σε κάθε block ακολουθία (xi)i του Xn0,1 ,
ανατίθεται μία οικογένεια δεικτών αk(xi)i, k = 0, . . . , n− 1 και η συμπεριφορά
τους προσδιορίζει τα spreading model που παράγονται από τις υπακολουθίες
της (xi)i. Η τρίτη ενότητα περιέχει τη μελέτη ισοδύναμων block ακολουθιών
στο Xn

0,1
. Η απόδειξη είναι μάλλον περίπλοκη και βασίζεται στη δενδροειδή
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ανάλυση των στοιχείων του συνόλου W . Οι ισοδύναμες block ακολουθίες έ-
χουν κεντρικό ρόλο στη προσέγγισή μας και είναι κρίσιμες στην απόδειξη της
Πρότασης 2.0.9 η οποία στη συνέχεια δίδει την απόδειξη του Θεωρήματος 2.0.7.
Οι αποδείξεις των τελευταίων αποτελεσμάτων δίδονται στην τέταρτη ενότητα.
Στην πέμπτη ενότητα παρουσιάζεται η επεκτεταμένη ιεραρχία Xζ

0,1
, 1 6 ζ < ω1

και αποδεικνύονται ορισμένες από τις θεμελιώδεις ιδιότητες των χώρων.

2.1 Ο χώρος Xn
0,1

Ας σταθεροποιήσουμε ένα φυσικό αριθμό n για το υπόλοιπο του κεφαλαίου
αυτού. Ξεκινάμε με τον ορισμό του συνόλου norming του χώρου Xn

0,1
.

Συμβολισμός. ΄Εστω G ένα υποσύνολο του c00(N). Αν ένα διάνυσμα α στο
G είναι της μορφής

α =
1

`

d∑
q=1

fq

για κάποια f1 < . . . < fd στοιχεία του G, d 6 ` και 2 6 `, τότε το α θα
καλείται α-μέσος όρος μεγέθους s(α) = `.
Μία ακολουθία από a-μέσους όρους (αq)q στο G θα καλείται very fast

growing αν α1 < α2 < . . ., s(α1) < s(α2) < · · · και s(αq) > max suppαq−i
για q > 1.
Αν ένα διάνυσμα g ∈ G είναι της μορφής

g =
d∑
q=1

αq

για μία Sn-επιτρεπτή (βλέπε ορισμό 1.5.3) και very fast growing ακολουθία
a-μέσων όρων (αq)

d
q=1 του G, τότε το g θα καλείται συναρτησιακό Schreier.

Το σύνολο norming του χώρου Xn
0,1

Αναδρομικά κατασκευάζουμε ένα σύνολο W ⊂ c00(N) με τον ακόλουθο τρόπο.
Θέτουμε W0 = {±ei : i ∈ N}. Υποθέτουμε ότι τα σύνολα W0, . . . ,Wm έχουν
οριστεί. Ορίζουμε:

Wα
m+1 =

α =
1

`

d∑
q=1

fq : f1 < · · · < fd ∈Wm, ` > 2, ` > d


WS
m+1 =


d∑
q=1

αq : (αq)
d
q=1 είναι Sn-επιτρεπή και very fast growing

ακολουθία α-μέσων όρων στοWα
m+1

 .
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2.2. ΤΑ SPREADING MODEL ΤΟΥ Χ�ΩΡΟΥ Xn
0,1

Ορίζουμε Wm+1 = Wα
m+1 ∪WS

m+1 ∪Wm και W = ∪∞m=0Wm.
Για x ∈ c00(N) ορίζουμε ‖x‖ = sup{f(x) : f ∈ W} και Xn

0,1
να είναι η

πλήρωση του (c00(N), ‖·‖). Είναι σαφές ότι ο χώρος Xn
0,1
έχει 1-unconditional

βάση.
Η νόρμα του χώρου Xn

0,1
μπορεί επίσης να περιγραφεί με κλειστό τύπο. Για

j ∈ N, j > 2, x ∈ Xn
0,1
, θέτουμε

‖x‖j = sup

1

j

d∑
q=1

‖Eqx‖

 ,

όπου το supremum λαμβάνεται σε όλα τα διαδοχικά πεπερασμένα υποσύνολα
των φυσικών αριθμών E1 < · · · < Ed, d 6 j. ΄Επειτα, χρησιμοποιώντας
καθιερωμένα επιχειρήματα είναι εύκολο να δει κανείς ότι

‖x‖ = max

‖x‖0, sup


d∑
q=1

‖Eqx‖jq




όπου το supremum λαμβάνεται σε όλες τις Sn-αποδεκτές πεπερασμένες ακολου-
θίες διαδοχικών διαστημάτων των φυσικών αριθμών E1 < · · · < Ek, και γνησί-
ως αύξουσες ακολουθίες φυσικών αριθμών (jq)

d
q=1, έτσι ώστε jq > maxEq−1,

για q > 1.

2.2 Τα spreading model του χώρου Xn
0,1

Σε αυτήν την ενότητα προσδιορίζονται τα δυνατά spreading model block α-
κολουθιών. Η μέθοδος που χρησιμοποιείται βασίζεται στους δείκτες αk block
ακολουθιών, οι οποίοι ορίζονται παρακάτω και χρησιμοποιούνται με παρόμοιο
τρόπο στα επόμενα κεφάλαια. Αποδεικνύουμε ότι όλοι οι υπόχωροι του Xn

0,1

δέχονται την ίδια ποικιλία spreading model.

Τα spreading model των block ακολουθιών στο χώρο Xn
0,1
:

Ορισμός 2.2.1. ΄Εστω 0 6 k 6 n − 1, (xi)i block ακολουθία στο Xn
0,1

η οποία ικανοποιεί το ακόλουθο: για κάθε υπακολουθία (xij )j της (xi)i, για
κάθε very fast growing ακολουθία α-μέσων όρων (αq)q και κάθε ακολουθία
διαδοχικών υποσυνόλων (Fj)j των φυσικών αριθμών ώστε η (αq)q∈Fj ναι είναι
Sk-επιτρεπτή για κάθε j ∈ N, να ισχύει limj

∑
q∈Fj |αq(xij )| = 0. Τότε θα

λέμε ότι ο αk-δείκτης της (xi)i είναι μηδέν και θα γράφουμε αk(xi)i = 0.
Διαφορετικά θα γράφουμε αk(xi)i > 0.

Η επόμενη πρόταση προκύπτει εύκολα από τον παραπάνω ορισμό.

Πρόταση 2.2.2. ΄Εστω 0 6 k 6 n− 1 και (xi)i block ακολουθία στο Xn
0,1
.

Τα επόμενα είναι ισοδύναμα.
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(ι) Ο α-δείκτης της (xi)i είναι μηδέν.

(ιι) Για κάθε ε > 0 υπάρχουν j0, i0 ∈ N, έτσι ώστε για κάθε very fast
growing και Sk-επιτρεπτή ακολουθία α-μέσων όρων (αq)

d
q=1 με s(αq) >

j0 για q = 1, . . . , d και για κάθε i > i0, να ισχύει
∑d

q=1 |αq(xi)| < ε.

Λήμμα 2.2.3. ΄Εστω α ένας α-μέσος όρος στοW , (xk)mk=1 μία νορμαρισμένη
block ακολουθία και (ck)mk=1 μη αρνητικοί πραγματικοί αριθμοί ώστε

∑m
k=1 ck =

1. Τότε, αν Gα = {k : ranα ∩ ranxk 6= ∅}, ισχύει το ακόλουθο:∣∣∣∣∣α
(

m∑
k=1

ckxk

)∣∣∣∣∣ < 1

s(α)

∑
i∈Gα

ci + 2 max {ci : i ∈ Gα} .

Απόδειξη. Αν α = 1
p

∑d
j=1 fj με d ≤ p, θέτουμε

E1 = {k ∈ Gα : υπάρχει το πολύ ένα j ώστε ran fj ∩ ranxk 6= ∅}
E2 = {1, . . . ,m} \ E1

Jk = {j : ran fj ∩ ranxk 6= ∅} για k ∈ E2.

Τότε εύκολα βλέπει κανείς ότι∣∣∣∣∣∣α
∑
k∈E1

ckxk

∣∣∣∣∣∣ 6 1

p

∑
k∈Gα

ck. (2.1)

Επιπλέον ∣∣∣∣∣∣α
∑
k∈E2

ckxk

∣∣∣∣∣∣ < 2 max{ck : k ∈ Gα}. (2.2)

Επειδή #E2 ≤ 2p, προκύπτει ότι∣∣∣∣∣∣α
∑
k∈E2

ckxk

∣∣∣∣∣∣ 6 1

p

∑
k∈E2

ck

∑
j∈Jk

|fj(xk)|

 < max{ck : k ∈ Gα}
2p

p

Αθροίζοντας τις (2.1) και (2.2) λαμβάνουμε το επιθυμητό αποτέλεσμα.

Λήμμα 2.2.4. ΄Εστω 1 6 k 6 n, x =
∑m

i=1 cixi ένας (k, ε) s.c.c. με
‖xi‖ 6 1 για i = 1, . . . ,m. ΄Εστω επίσης (αq)

d
q=1 μία very fast growing και

Sk−1-αποδεκτή ακολουθία από α-μέσους όρους. Τότε ισχύει το ακόλουθο:

d∑
q=1

∣∣∣∣∣αq
(

m∑
i=1

cixi

)∣∣∣∣∣ < 1

s(α1)
+ 6ε.

22



2.2. ΤΑ SPREADING MODEL ΤΟΥ Χ�ΩΡΟΥ Xn
0,1

Απόδειξη. Θέτουμε

G1 = {i : υπάρχει το πολύ ένα q με ranαq ∩ ranxi 6= ∅},
G2 = {i : υπάρχουν τουλάχιστον δύο q με ranαq ∩ ranxi 6= ∅},
J = {q : υπάρχει i ∈ G1 με ranαq ∩ ranxi 6= ∅},
Gq = {i : ranαq ∩ ranxi 6= ∅} για q ∈ J.

Για q ∈ J , από το Λήμμα 2.2.3 προκύπτει ότι∣∣∣∣∣αq
(

m∑
i=1

cixi

)∣∣∣∣∣ < 1

s(αq)

∑
i∈Gq

ci + 2 max{ci : i ∈ Gq}. (2.3)

Επιλέγουμε iq ∈ Gq έτσι ώστε ciq = max{ci : i ∈ Gq}. Καθώς η ακολουθία
(αq)

d
q=1 είναι Sk−1-επιτρεπτή, προκύπτει ότι το σύνολο {min suppxiq : q ∈ J}

είναι η ένωση ενός Sk−1-συνόλου και ενός μονοσυνόλου. Συνεπώς, συμπεραί-
νουμε το ακόλουθο: ∑

q∈J
max{ci : i ∈ Gq} < 2ε (2.4)

Συνδυάζοντας τις (2.3) και (2.4), λαμβάνουμε τη σχέση

d∑
q=1

∣∣∣∣∣∣αq
∑
i∈G1

cixi

∣∣∣∣∣∣ < 1

s(α1)
+ 4ε. (2.5)

Επιπρόσθετα, είναι εύκολο να δει κανείς ότι το σύνολο {min suppxi : i ∈ G2}
είναι η ένωση ενός Sk−1-συνόλου και ενός μονοσυνόλου και συνεπώς προκύπτει
το ακόλουθο:

d∑
q=1

∣∣∣∣∣∣αq(
∑
i∈G2

cixi)

∣∣∣∣∣∣ 6
∥∥∥∥∥∥
∑
i∈G2

cixi

∥∥∥∥∥∥ 6
∑
i∈G2

ci < 2ε. (2.6)

Τελικά, αθροίζοντας τις (2.5) και (2.6) συμπεραίνουμε το επιθυμητό αποτέλε-
σμα.

Πρόταση 2.2.5. ΄Εστω 0 6 k 6 n−1, (xi)i φραγμένη block ακολουθία στο
Xn

0,1
. Τότε ισχύουν τα παρακάτω.

(i) Αν αk(xi)i > 0 τότε η (xi)i έχει υπακολουθία που παράγει ισχυρά `
n−k
1

spreading model.

(ii) Αν αk′(xi)i = 0 για k′ < k και (wj)j είναι block ακολουθία της (xi)i
τέτοια ώστε το διάνυσμα wj =

∑
i∈Fj cixi ναι είναι (n − k, εj) s.c.c. με

limj εj = 0, τότε αn−1(wj)j = 0.

23



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΑΥΣΤΗΡ�Α ΙΔΙ�ΑΖΟΝΤΕΣ ΤΕΛΕΣΤ�ΕΣ ΣΕ Χ�ΩΡΟΥΣ
Τ�ΥΠΟΥ TSIRELSON

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι ‖xi‖ 6 1 για κάθε i ∈ N. Αποδεικνύουμε πρώτα
το (i). Περνώντας σε υπακολουθία της (xi)i και επαναριθμώντας, μπορούμε να
βρούμε ε > 0, μία very fast growing ακολουθία α-μέσων όρων (αq)q και μία
ακολουθία (Fi)

∞
i=1 από διαδοχικά πεπερασμένα υποσύνολα του N έτσι ώστε για

κάθε i ∈ N, η ακολουθία (αq)q∈Fi να είναι Sk-αποδεκτή και∑
q∈Fi

αq(xi) > ε

για κάθε i ∈ N. Περνώντας σε περαιτέρω υπακολουθία και επαναριθμώντας
μπορούνε να υποθέσουμε ότι

max supp

∑
q∈Fi

αq

 < min suppxi+1

για κάθε i ∈ N. Θέτουμε x∗i =
∑

q∈Fi αq. Τότε x
∗
i ∈ W , x∗i (xi) > ε για κάθε

i ∈ N και x∗j (xi) = 0 για i 6= j. Συνεπώς ε < ‖x∗i ‖ 6 1 και, σύμφωνα με την
Παρατήρηση 1.6.6, το μόνο που απομένει είναι να δειχθεί ότι η ακολουθία (x∗i )i
παράγει cn−k0 spreading model.
΄Εστω F ∈ Sn−k. Παρατηρούμε ότι η ακολουθία (αq)q∈∪i∈FFi είναι Sn-

αποδεκτή. Προκύπτει ότι ‖
∑

i∈F x
∗
i ‖ 6 1. Με άλλα λόγια, η ακολουθία (x∗i )i

παράγει cn−k0 spreading model.
Αποδεικνύουμε το (ii). ΄Εστω wj =

∑
i∈Fj cixi (n − k, εj) s.c.c.. Ισχυ-

ριζόμαστε ότι αn−1(wj)j = 0. Πρώτα, περνάμε σε υπακολουθία της (wj) και
χάριν ευκολίας επαναριθμούμε. Ας σταθεροποιήσουμε μία very fast growing
ακολουθία από α-μέσους όρους (αq)q και μία ακολουθία (Lj)j από διαδοχικά
πεπερασμένα υποσύνολα του N έτσι ώστε η (αq)q∈Lj να είναιSn−1-αποδεκτή
για κάθε j ∈ N.
΄Εστω ε > 0. Θεωρούμε πρώτα την περίπτωση k > 0. Καθώς αk−1(xi)i = 0

και η (αq)q είναι very fast growing, από την Πρόταση 2.2.2 βρίσουμε q0, i0 ∈ N
έτσι ώστε για κάθε πεπερασμένο σύνολο L > q0, με (αq)q∈L να είναι Sk−1-
αποδεκτή, και i > i0, να ισχύει∑

q∈L
|αq(xi)| < ε/3.

Βρίσουμε j0 ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε j > j0 να ισχύει

minLj > q0, minFj > i0 και εj < ε/6 (2.7)

΄Εστω j > j0. Ισχυριζόμαστε ότι∑
q∈Lj

|αq(wj)| < ε.
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Από το παραπάνω, φυσικά, προκύπτει ότι αn−1(wj)j = 0. Για να απλοποι-
ήσουμε το συμβολισμό, προς στιγμήν θέτουμε L = Lj και F = Fj . Πριν
προχωρήσουμε με την απόδειξη παρατηρούμε το ακόλουθο: Για i ∈ F και
E ⊂ L έτσι ώστε (αq)q∈E να είναι Sk−1-αποδεκτή, ισχύει∑

q∈E
|αq(xi)| < ε/3. (2.8)

Διαμερίζουμε το L στα ακόλουθα σύνολα:

G1 = {i ∈ F : υπάρχει μοναδικό q ∈ L έτσι ώστε ranαq ∩ ranxi 6= ∅},
G2 = {i ∈ F : υπάρχουν τουλάχιστον δύο q ∈ L ώστε ranαq ∩ ranxi 6= ∅}

Πρώτα μελετάμε το G1. Για q ∈ L θέτουμε

Hq = {i ∈ G1 : ranαq ∩ ranxi 6= ∅}.

Αν q 6= q′ τότε Hq ∩ Hq′ = ∅· και ∪q∈LHq ⊂ F . Χρησιμοποιώντας την
(2.8) (για υποσύνολα του L με ένα στοιχείο) και την κυρτότητα της (ci)i∈F ,
λαμβάνουμε

∑
q∈L

∣∣∣∣∣∣αq
∑
i∈G1

cixi

∣∣∣∣∣∣ =
∑
q∈L

∣∣∣∣∣∣αq
∑
i∈Hq

cixi

∣∣∣∣∣∣
<

ε

3

∑
q∈L

∑
i∈Hq

ci 6
ε

3
.

Για i ∈ G2 θέτουμε

Ji = {q ∈ L : ranαq ∩ ranxi 6= ∅}
G′2 = {i ∈ G2 : {min suppαq : q ∈ Ji} 6∈ Sk−1}.

Αυτό χωρίζει την εκτίμηση ως ακολούθως:

∑
q∈L

∣∣∣∣∣∣αq
∑
i∈G2

cixi

∣∣∣∣∣∣ 6
∑
i∈G2

∣∣∣∣∣∣ci
∑
q∈Ji

αq

 (xi)

∣∣∣∣∣∣
=
∑
i∈G′2

ci

∣∣∣∣∣∣
∑
q∈Ji

αq

 (xi)

∣∣∣∣∣∣+
∑

i∈G2\G′2

ci

∣∣∣∣∣∣
∑
q∈Ji

αq

 (xi)

∣∣∣∣∣∣
Καθώς για κάθε i ∈ G2 \ G′2, η (αq)i∈Ji είναι Sk−1-αποδεκτή, μπορούμε να
εφαρμόσουμε τη (2.8) για να συμπεράνουμε ότι

∑
i∈G2\G′2

ci

∣∣∣∣∣∣
∑
q∈Ji

αq

 (xi)

∣∣∣∣∣∣ 6 ε

3

∑
i∈G2\G′2

ci 6
ε

3
.
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Για την τελευταία περίπτωση, παρατηρούμε ότι

{min suppxi : i ∈ G′2} ∈ 2Sn−k−1. (2.9)

΄Εστω G′′2 = G′2 \minG′2. Για κάθε i ∈ G′′2 είναι σαφές ότι

min suppxi > min suppαmin Ji′ για i
′ < i και i′ ∈ G′2. (2.10)

Βρίσκουμε ` ∈ N τέτοιο ώστε

{min suppαmin Ji : i ∈ G′′2} ∈ S`.

Καθώς

{min suppαq : q ∈ F} ⊃
⋃
i∈G′′2

{min suppαq : q ∈ Ji},

το δεύτερο σύνολο είναι Sn−1-αποδεκτό. Είναι σαφές ότι για i ∈ G′′2

min suppαmin Ji = min{min suppαq : q ∈ Ji}

και {min suppαq : q ∈ Ji} ∈ Sd, για κάποιο d > k.
Η ιδιότητα συνέλιξης των οικογενειών Schreier δίδει ότι ` + d 6 n − 1.

Συνεπώς ` 6 n− d− 1 6 n− k − 1. Από τη (2.10) προκύπτει ότι

{min suppxi : i ∈ G′′2} ∈ Sn−k−1.

Καθώς αποκλείουμε ένα μονοσύνολο, προκύπτει η (2.9). Συνεπώς
∑

i∈G′2
ci <

2εj < ε/3, από την επιλογή του j0 (βλέπε (2.7». Καθώς (xi)i ⊂ BXn
0,1

∑
i∈G′2

ci

∑
q∈Ji

αq

 (xi) 6
∑
i∈G′2

ci < ε/3.

Αυτό αποδεικνύει το ισχυρισμό μας στην περίπτωση k > 0.
Εξετάζουμε τώρα την περίπτωση k = 0. Βρίσκουμε q0 ∈ N έτσι ώστε

1

s(αq0)
< ε/2.

΄Εστω τώρα j0 ∈ N έτσι ώστε για όλα τα j > j0 να ισχύει

minLj > q0 και εj < ε/8.

΄Εστω j > j0 και για να απλοποιήσουμε το συμβολισμό, προς στιγμήν θέτουμε
L = Lj και F = Fj .
Χρησιμοποιώντας το Λήμμα 2.2.4 λαμβάνουμε ότι

∑
q∈L

∣∣∣∣∣αq
(∑
i∈F

cixi

)∣∣∣∣∣ < ε

2
+ 4 · ε

8
= ε

Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.
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Πρόταση 2.2.6. ΄Εστω (xi)i μία νορμαρισμένη block ακολουθία στο Xn
0,1

ώστε αn−1(xi)i = 0. Τότε η (xi)i έχει υπακολουθία που παράγει ισομετρικά
c0 spreading model.

Απόδειξη. Επιλέγουμε μία αθροίσιμη ακολουθία θετικών πραγματικών αριθ-
μών (εi)i με την ιδιότητα εi > 3

∑
j>i εj για κάθε i ∈ N. Χρησιμοποιώντας

την Πρόταση 2.2.2, αναδρομικά επιλέγουμε μία επακολουθία, την οποία επί-
σης συμβολίζουμε ως (xi)i, έτσι ώστε για κάθε i0 > 2 και i > i0, για κάθε
very fast growing και Sn−1-αποδεκτή ακολουθία α-μέσων όρων (αq)

`
q=1 με

s(αq) > min suppxi0 για q = 1, . . . , `, να ισχύει

∑̀
q=1

|αq(xi)| <
εi0

i0 max suppxi0−1
(2.11)

Θα δείξουμε ότι για κάθε t 6 i1 < . . . < it και F ⊂ {1, . . . t} ισχύει∣∣∣∣∣∣α
∑
j∈F

xij

∣∣∣∣∣∣ < 1 + 2εiminF

για κάθε α-μέσος όροι α και∣∣∣∣∣∣g
∑
j∈F

xij

∣∣∣∣∣∣ < 1 + 3εiminF

για κάθε συναρτησιακό Schreier g. Αυτό υπαινίσσεται το συμπέρασμα της
πρότασης.
Με επαγωγή στο m, θα δείξουμε ότι το παραπάνω ισχύει για κάθε συναρ-

τησιακό στο Wm (βλέπε τον ορισμό του συνόλου norming). Για συναρτησιακά
στοW0 είναι σαφές ότι το ζητούμενο αληθεύει. Ας υποθέσουμε ότι για κάποιο
m > 0 το παραπάνω ισχύει για κάθε t 6 i1 < . . . < it και κάθε συναρτησιακό
στο Wm. ΄Εστω τώρα t 6 i1 < . . . < it και α ∈ Wm+1 με α = 1

`

∑d
q=1 fq,

d 6 `. Ορίζουμε

E1 = {q : υπάρχει το πολύ ένα j 6 t ώστε ran fq ∩ ranxij 6= ∅},

και E2 = {1, . . . , `} \ E1. Για q ∈ E1 ισχύει |fq(
∑n

j=1 xij )| 6 1. Συνεπώς∑
q∈E1

|fq(
∑n

j=1 xij )| 6 #E1.
Για q ιν E2, θέτουμε jq ∈ {1, . . . , t} να είναι το ελάχιστο στοιχείο ώστε

ranxijq ∩ran fq 6= ∅. Τότε αν q < q′ βρίσκονται στο E2, προκύπτει ότι jq < jq′ .
Χρησιμοποιώντας την επαγωγική υπόθεση

∑
q∈E2

∣∣∣∣∣∣fq(
t∑

j=1

xij )

∣∣∣∣∣∣ <
∑
q∈E2

(1 + 3εijq )

< #E2 + 3εi1 + 3
∑
j>1

εij < #E2 + 4εi1 .

(2.12)
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Συνεπώς ∣∣∣∣∣∣α
 t∑
j=1

xij

∣∣∣∣∣∣ < d+ 4εi1
`

6 1 + 2εi1 .

΄Εστω g ∈Wm+1 με g =
∑d

q=1 αq ένα συναρτησιακό Schreier. Θέτουμε

j0 = min{j : ran g ∩ ranxij 6= ∅}
q0 = min{q : max suppαq > min suppxij0+1}

Διαμερίζουμε το σύνολο {q : q > q0} σε διαδοχικά διαστήματα {Jν}ν0ν=1 ώστε
να ισχύουν τα ακόλουθα:

(i) {q : q > q0} = ∪ν0ν=1Jν και

(ii) {min suppαq : q ∈ Jν} είναι μεγιστικά Sn−1-σύνολα (με πιθανή εξαίρεση
το τελευταίο που ίσως να μην είναι μεγιστικό).

Καθώς η ακολουθία (αq)
d
q=1 είναι Sn-αποδεκτή, ισχύει ν0 6 max suppxij0 .

Εξ΄ ορισμού, για q > q0 ισχύει

s(αq) > max suppαq0 > min suppxij0+1 .

Συνεπώς μπορούμε να εφαρμόσουμε την (2.11) για να συμπεράνουμε ότι

∑
q>q0

∣∣∣∣∣∣αq
 t∑
j=1

xij

∣∣∣∣∣∣ =

ν0∑
ν=1

∑
q∈Jν

∣∣∣∣∣∣αq
 t∑
j>j0

xij

∣∣∣∣∣∣ .
< ν0 ·

εij0+1

ij0+1 max suppxij0
· t

< εij0 .

(2.13)

Για το υπόλοιπο μέρος του συναρτησιακού διακρίνουμε δύο περιπτώσεις.
Περίπτωση 1: Ας υποθέσουμε ότι για q < q0, αq(

∑t
j=1 xij ) = 0. Σε αυτήν

την περίπτωση απλώς εφαρμόζουμε την επαγωγική υπόθεση για να συμπερά-
νουμε ότι αq0(

∑t
j=1 xij ) < 1 + 2εij0 . Συνδυάζοντας με την (2.13) προκύπτει

το ζητούμενο.
Περίπτωση 2: Αν η παραπάνω περίπτωση δεν ισχύει, τότε έχουμε ότι

s(αq0) > min suppxij0 . Χρησιμοποιώντας την (2.11) λαμβάνουμε ότι

∑
q<q0

∣∣∣∣∣∣αq
 t∑
j=1

xij

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣αq0
 t∑
j=1

xij

∣∣∣∣∣∣ =
∑
q<q0

∣∣∣αq (xij0)∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣αq0
 t∑
j=j0

xij

∣∣∣∣∣∣
< 1 + εij0 .

(2.14)

Συνδυάζοντας με την (2.13) προκύπτει το επιθυμητό αποτέλεσμα.
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Πρόταση 2.2.7. ΄Εστω (xi)i ημινορμαρισμένη block ακολουθία στο Xn
0,1
και

0 6 k 6 n− 1. Τα επόμενα είναι ισοδύναμα.

(i) αk′(xi)i = 0 για k′ < k.

(ii) Η (xi)i δεν έχει υπακολουθία που παράγει `
n−k+1
1 spreading model.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε πρώτα ότι ισχύει το (i). Προς απαγωγή σε άτοπο,
υποθέτουμε ότι, περνώντας σε υπακολουθία αν αυτό είναι απαραίτητο, ότι η
(xi)i παράγει `

n−k+1
1 spreading model, με κάτω σταθερά θ > 0.

Μπορούμε να επιλέξουμε μία ακολουθία από διαδοχικά Sn−k-σύνολα (Fj)j
με Fj > j για κάθε j ∈ N, θετικούς πραγματικούς αριθμούς (εj)j με limj εj = 0
και (ci)∈Fj και θετικούς αριθμούς ώστε το διάνυσμα wj =

∑
i∈Fj cixi να είναι

(n − k, εj) s.c.c. για κάθε j ∈ N. Αν θέσουμε M = sup{‖wj‖ : j ∈ N},
προκύπτει ότι θ < ‖wj‖ 6M για κάθε j ∈ N.
Για κάθε t 6 j1 < · · · < jt, το σύνολο ∪tq=1Fjq είναι στην Sn−k+1, συνεπώς∥∥∥∥∥∥

t∑
q=1

wjq

∥∥∥∥∥∥ > θ · t (2.15)

Οι Προτάσεις 2.2.5(ιι) και 2.2.6 δίδουν ότι, περνώντας αν είναι απαραίτητο σε
υπακολουθία, για κάθε t 6 j1 < · · · < jt ισχύει το ακόλουθο.∥∥∥∥∥∥

t∑
q=1

wjq

∥∥∥∥∥∥ < 2M (2.16)

Για t επαρκώς μεγάλο, οι (2.15) και (2.16) οδηγούν σε άτοπο.
Ας υποθέσουμε τώρα πως ισχύει το (ii). ΄Εστω 0 6 k′ 6 n−1 τέτοιο ώστε

αk′(xi)i > 0. Η Πρόταση 2.2.5(ι) δίδει ότι, περνώντας σε υπακολουθία αν αυτό
είναι απαραίτητο, η (xi)i παράγει `

n−k′
1 spreading model. Καθώς ισχύει το (ii),

συμπεραίνουμε ότι n − k′ < n − k + 1, συνεπώς k 6 k′ κι αυτό ολοκληρώνει
την απόδειξη.

Πρόταση 2.2.8. ΄Εστω (xi)i block ακολουθία στο Xn
0,1
και 0 6 k 6 n− 1.

Τα επόμενα είναι ισοδύναμα.

(i) αk(xi)i > 0.

(ii) Η (xi)i έχει υπακολουθία που παράγει ισχυρά `
n−k
1 spreading model.

Απόδειξη. Αν ισχύει το (i), τότε από την Πρόταση 2.2.5 θα ισχύει και το (ii).
Ας υποθέσουμε τώρα ότι ισχύει το (ii) ις ηολδς. Περνάμε σε μία υπακολου-

θία της (xi)i που παράγει `
n−k
1 spreading model και για ευκολία επαναριθμούμε.

Προς απαγωγή σε άτοπο ας υποθέσουμε ότι αk(xi)i = 0.
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Εξετάζουμε πρώτα την περίπτωση k = n − 1. Τότε, από την Πρόταση
2.2.6, η (xi)i έχει υπακολουθία που παράγει c0 spreading model, το οποίο είναι
άτοπο.
Διαφορετικά, αν k < n−1, τότε είναι σαφές ότι αk′(xi)i = 0 για k′ < k+1.

Από την Πρόταση 2.2.7 καταλήγουμε σε άτοπο.

Συνδυάζοντας τις προτάσεις 2.2.6, 2.2.7 και 2.2.8 συμπεραίνουμε το ακό-
λουθο.

Πόρισμα 2.2.9. ΄Εστω (xi)i νορμαρισμένη block ακολουθία στο Xn
0,1
. Τα

επόμενα είναι ισοδύναμα.

(i) Κάθε υπακολουθία της (xi)i έχει περαιτέρω υπακολουθία που παράγει
ισομετρικά c0 spreading model.

(ii) αn−1(xi)i = 0.

Παρατήρηση 2.2.10. Κάθε νορμαρισμένη ασθενώς μηδενική ακολουθία που
παράγει c0 spreading model ικανοποιεί τη συνθήκη αn−1(xi)i = 0. Από το πα-
ραπάνω συμπέρασμα προκύπτει ότι τα c0 spreading model τα οποία παράγονται
από νορμαρισμένες ασθενώς μηδενικές ακολουθίες είναι πάντα ισομετρικά με τη
συνήθη βάση του c0.

Πόρισμα 2.2.11. ΄Εστω (xi)i νορμαρισμένη block ακολουθία στο Xn
0,1
και

0 6 k 6 n− 1. Τα επόμενα είναι ισοδύναμα.

(i) αk(xi)i > 0 και αk′(xi)i = 0 για k′ < k.

(ii) Η (xi)i έχει υπακολουθία που παράγει ισχυρά `
n−k
1 spreading model

και καμία υπακολουθία της (xi)i δεν παράγει ισχυρά `
n−k+1
1 spreading

model.

(iii) Η (xi)i έχει υπακολουθία που παράγει `
n−k
1 spreading model και καμία

υπακολουθία της (xi)i δεν παράγει `
n−k+1
1 spreading model.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε πρώρα ότι ισχύει το (i). Από τις Προτάσεις 2.2.7
και 2.2.8 προκύπτει ότι ισχύει και το (ii).
Υποθέτουμε ότι ισχύει το (ii). Για να αποδείξουμε ότι το (iii) ισχύει επίσης,

αρκεί να δειχθεί ότι καμία υπακολουθία της (xi)i δεν παράγει `
n−k+1
1 spreading

model. Προς απαγωγή σε άτοπο ας υποθέσουμε πως αυτό δεν ισχύει. Από
την Πρόταση 2.2.7, υπάρχει k′ < k ώστε αk′(xi)i > 0. Στη συνέχεια, από την
Πρόταση 2.2.8 προκύπτει ότι η (xi)i έχει υπακολουθία η οποία παράγει ισχυρά
`n−k

′

1 spreading model. Το γεγονός ότι k′ < k και ότι καμία υπακολουθία της
(xi)i δεν παράγει ισχυρά `

n−k+1
1 spreading model οδηγεί σε άτοπο.
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Για το τελευταίο μέρος της απόδειξης, υποθέτουμε ότι ισχύει το (iii). Θα
δείξουμε ότι ισχύει και το (i). Από την Πρόταση 2.2.7 προκύπτει ότι αk′(xi)i =
0 για k′ < k. Προς απαγωγή σε άτοπο, υποθέτουμε ότι αk(xi)i = 0.
Αν k = n− 1, από το Πόρισμα 2.2.9 προκύπτει ότι κάθε υπακολουθία της

(xi)i έχει περαιτέρω υπακολουθία που παράγει c0 spreading model, το οποίο
είναι άτοπο.
Διαφορετικά, αν k < n − 1, τότε αk′(xi)i = 0 για k′ < k + 1. Για ακόμη

μία φορά, από την Πρόταση 2.2.7 συμπεραίνουμε ότι καμία υπακολουθία της
(xi)i δεν παράγει `

n−k
1 spreading model, το οποίο είναι άτοπο και η απόδειξη

ολοκληρώθηκε.

Τα Πορίσματα 2.2.9 και 2.2.11 δίνουν το παρακάτω.

Πόρισμα 2.2.12. ΄Εστω (xi)i νορμαρισμένη ασθενώς μηδενική ακολουθία
στο Xn

0,1
. Τότε, περνώντας αν αυτό είναι απαραίτητο σε υπακολουθία, ισχύει

ακριβώς ένα από τα παρακάτω.

(i) Η (xi)i παράγει ισομετρικά c0 spreading model.

(ii) Υπάρχει 0 6 k 6 n− 1 έτσι ώστε η (xi)i να παράγει ισχυρά `
n−k
1 sprea-

ding model και καμία υπακολουθία της να μην παράγει `n−k+1
1 spreading

model.

Παρατήρηση 2.2.13. Τα Συμπεράσματα 2.2.11 και 2.2.12 συνεπάγονται
ότι οποτεδήποτε μία νορμαρισμένη ασθενώς μηδενική ακολουθία παράγει `n−k1

spreading model, για κάποιο 0 6 k 6 n, τότε περνώντας αν χρειάζεται σε
υπακολουθία, παράγει επίσης ισχυρά `n−k1 spreading model.

΄Οπως θα δείξουμε στην Πρόταση 2.2.18, κάθε block υπόχωρος του Xn
0,1
,

συνεπώς και κάθε απειροδιάστατος υπόχωρος του Xn
0,1
, περιέχει κάποια νορμα-

ρισμένη ασθενώς μηδενική ακολουθία που παράγει c0 spreading model και για
κάθε 0 6 k 6 n− 1, περιέχει κάποια νορμαρισμένη ασθενώς μηδενική ακολου-
θία η οποία παράγει `n−k1 spreading model ενώ καμία υπακολουθία αυτής δεν
παράγει `n−k+1

1 spreading model.
Αν και υπό τη συνήθη έννοια των spreading modelς, κάθε υπόχωρος του

Xn
0,1
δέχεται ακριβώς δύο τύπους αυτών, υπό την έννοια υψηλότερης τάξης

spreading model, κάθε υπόχωρος του Xn
0,1
δέχεται ακριβώς n+ 1 τύπους.

Το ερώτημα του κατά πόσο για δοσμένο n ∈ N υπάρχει χώρος Banach X,
του οποίου κάθε υπόχωρος να δέχεται ακριβώς n+ 1 τύπους spreading model,
απαντάται στο κεφάλαιο 5.

Τα spreading model των υποχώρων του Xn
0,1

Πρόταση 2.2.14. ΄Εστω (xi)i μία νορμαρισμένη block ακολουθία στο Xn
0,1
η

οποία παράγει ισομετρικά c0 spreading model, (Fj)j μία ακολουθία διαδοχικών
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υποσυνόλων των φυσικών αριθμών έτσι ώστε #Fj 6 minFj , για κάθε j ∈ N
και limj #Fj = ∞. Τότε αν yj =

∑
i∈Fj xi για κάθε j ∈ N, υπάρχει μία

υπακολουθία της (yj)j η οποία παράγει `n1 spreading model.

Απόδειξη. Καθώς η (xi)i παράγει ισομετρικά c0 spreading model, προκύπτει
ότι limj ‖yj‖ = 1. Σύμφωνα με την Πρόταση 2.2.5, αρκεί να επιλέξουμε μί-
α υπακολουθία (yjm)m της (yj)j , έτσι ώστε α0(yjm)m > 0. Θέτουμε j1 =
1 και υποθέτουμε ότι έχουμε επιλέξει j1 < · · · < jm−1. Ορίζουμε d =
max{max supp yjm−1 ,#Fjm−1} και επιλέγουμε jm > jm−1 με #Fjm > d.
Για να δούμε ότι η (yjm)m παράγει `n1 spreading model, παρατηρούμε ότι

για m > 1, υπάρχει ένας α-μέσος όρος αm με ranαm ⊂ ran yjm και s(αm) =
#Fjm > max{max suppαm−1, s(αm−1)}, ώστε limm αm(yjm) = 1. Τελικά
συμπεραίνουμε ότι α0

(
{yjm}m

)
> 0.

Πόρισμα 2.2.15. Ο χώρος Xn
0,1
δεν περιέχει ημινορμαρισμένες ασθενώς μη-

δενικές ακολουθίες η οποίες παράγουν c2
0 ή `

n+1
1 spreading model.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει ημινορμαρισμένη ασθενώς μηδενική ακο-
λουθία (xi)i η οποία παράγει c2

0 spreading model. Μπορούμε αν υποθέσουμε ό-
τι είναι block ακολουθία. Σύμφωνα με την Πρόταση 2.2.14, υπάρχει μία ακολου-
θία διαδοχικών Schreier-συνόλων (Fj)j και θ > 0, ώστε ‖

∑m
q=1

∑
i∈Fjq xi‖ >

θ ·m για κάθε m 6 j1 < . . . < jm. Καθώς για κάθε τέτοια Fj1 < · · · < Fjm
ισχύει ότι ωε ηαvε τηατ ∪mq=1Fjq ∈ S2, προκύπτει ότι η (xi)i δεν παράγει c2

0

spreading model.
Το γεγονός ότι ο χώρος Xn

0,1
δεν περιέχει ημινορμαρισμένες ασθενώς μηδε-

νικές ακολουθίες η οποίες παράγουν `n+1
1 spreading model προκύπτει από το

Πόρισμα 2.2.12.

Πρόταση 2.2.16. ΄Εστω 0 6 k 6 n − 1 και (xi)i μία νορμαρισμένη block
ακολουθία στο Xn

0,1
η οποία παράγει `n−k1 spreading model και καμία υπακο-

λουθία αυτής δεν παράγει `n−k+1
1 spreading model. Τότε υπάρχει ακολουθία

διαδοχικών υποσυνόλων των φυσικών αριθμών (Fj)j και (ci)i∈Fj μη αρνητικοί
πραγματικοί αριθμοί με

∑
i∈Fj ci = 1, ώστε να ικανοποιείται το ακόλουθο: αν

θέσουμε wj =
∑

i∈Fj cixi, τότε η (wj)j είναι ημινορμαρισμένη και παράγει c0

spreading model.

Απόδειξη. Από το Πόρισμα 2.2.11 προκύπτει ότι αk(xi)i > 0 και αk′(xi)i =
0 για k′ < k. Επιλέγουμε μία ακολουθία διαδοχικών Sn−k-συνόλων (Fj)j
και μη αρνητικούς πραγματικούς αριθμούς (ci)i∈Fj ώστε τα διανύσματα wj =∑

i∈Fj cixi να είναι (n− k, εj) s.c.c. με limj εj = 0.

Καθώς η (xi)i παράγει `
n−k
1 spreading model, προκύπτει ότι η (wj)j εί-

ναι ημινορμαρισμένη. Επιπλέον, από την Πρόταση 2.2.5 (ii) καταλήγουμε ότι
αn−1(wj)j = 0. Εφαρμόζοντας την Πρόταση 2.2.6 καταλήγουμε στο επιθυμητό
αποτέλεσμα.
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Πρόταση 2.2.17. ΄Εστω (xi)i νορμαρισμένη block ακολουθία στο Xn
0,1
η

οποία παράγει `n1 spreading model και έστω επίσης 1 6 k 6 n − 1. Τότε
υπάρχει ακολουθία διαδοχικών υποσυνόλων των φυσικών αριθμών (Fj)j και μη
αρνητικοί αριθμοί (ci)i∈Fj με

∑
i∈Fj ci = 1, ώστε να ικανοποιείται το ακόλουθο:

αν θέσουμε wj =
∑

i∈Fj cixi για κάθε j ∈ N, τότε η (wj)j είναι ημινορμαρισμέ-

νη, παράγει `n−k1 spreading model και καμία υπακολουθία αυτής δεν παράγει
`n−k+1
1 spreading model.

Απόδειξη. Σύμφωνα με το Πόρισμα 2.2.11, περνώντας σε υπακολουθία της
(xi)i, υπάρχει μία very fast growing ακολουθία α-μέσων όρων (αi)i με ranαi ⊂
ranxi για κάθε i ∈ N και θ > 0 ώστε αi(xi) > θ για κάθε i ∈ N. Επιλέγουμε
ακολουθία διαδοχικών Sk- συνόλων (Fj)j και μη αρνητικούς πραγματικούς α-
ριθμούς (ci)i∈Fj έτσι ώστε το διάνυσμα wj =

∑
i∈Fj cixi να είναι (k, εj) s.c.c.

για κάθε j ∈ N, με limj εj = 0.
Καθώς η (xi)i παράγει `n1 spreading model και k < n, η ακολουθία (wj)j

είναι ημινορμαρισμένη. Για να δείξουμε ότι η (wj)j έχει υπακολουθία που παρά-
γει `n−k1 spreading model, σύμφωνα με το Πόρισμα 2.2.11, αρκεί να δειχθεί ότι
αk(wj)j > 0. Είναι άμεσο ότι οι ακολουθίες (αi)i και (Fj)j που επιλέχθηκαν
παραπάνω πιστοποιούν αυτό το γεγονός.
Απομένει να δειχθεί ότι καμία υπακολουθία της (wj)j δεν παράγει `

n−k+1
1

spreading model. Για ακόμη μία φορά, σύμφωνα με το Πόρισμα 2.2.11, αρκεί
α δειχθεί ότι αk−1(xi)i = 0.
Περνάμε σε υπακολουθία της (wj)j , επαναριθμούμε για απλότητα και έστω

(α′i)i μία very fast growing ακολουθία από α-μέσους όρους και (Gj)j μία α-
κολουθία από διαδοχικά υποσύνολα των φυσικών αριθμών ώστε η (α′i)i∈Gj να
είναι Sk−1-αποδεκτή για κάθε j ∈ N. Από το Λήμμα 2.2.4 λαμβάνουμε το
ακόλουθο:

lim
j→∞

∑
i∈Gj

∣∣α′i(wj)∣∣ 6 lim
j→∞

(
1

s(α′minGj
)

+ 6εj

)
= 0.

Εξ΄ ορισμού, αυτό σημαίνει ότι αk−1(xi)i = 0 και η απόδειξη ολοκληρώθηκε.

Πρόταση 2.2.18. ΄Εστω Y απειροδιάστατος υπόχωρος του Xn
0,1
. Τότε υπάρ-

χει κάποια νορμαρισμένη ασθενώς μηδενική ακολουθία στον Y η οποία παράγει
ισομετρικά c0 spreading model. Επιπλέον, για 0 6 k 6 n − 1 υπάρχει κά-
ποια νορμαρισμένη ασθενώς μηδενική ακολουθία στον Y η οποία παράγει `n−k1

spreading model και καμία υπακολουθία αυτής δεν παράγει `n−k+1
1 spreading

model.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι ο Y είναι block υπόχωρος. Θα δείξουμε ότι ο Y
δέχεται ισομετρικό c0 spreading model. ΄Εστω (xi)i κάποια νορμαρισμένη block
ακολουθία στον Y . Αν η (xi)i έχει υπακολουθία που παράγει c0 spreading
model, τότε από την Παρατήρηση 2.2.10 έχουμε τελειώσει.
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Αν το παραπάνω δεν ισχύει, τότε από το Πόρισμα 2.2.9 συμπεραίνουμε ότι
αn−1(xi)i > 0. Θέτουμε k0 = min{k′ : αk′(xi)i > 0}. Σύμφωνα με το Πόρισμα
2.2.11, περνώντας σε υπακολουθία, η (xi)i παράγει `

n−k0
1 spreading model

και καμία υπακολουθία αυτής δεν παράγει `n−k0+1
1 spreading model. Από την

Πρόταση 2.2.16, η (xi)i έχει περαιτέρω ημινορμαρισμένη block ακολουθία (wj)j
η οποία παράγει c0 spreading model. Θέτοντας yj = wj/‖wj‖ για κάθε j ∈ N,
από την Παρατήρηση 2.2.10 προκύπτει ότι η (yj)j είναι η επιθυμητή ακολουθία.
Θα δείξουμε τώρα ότι ο Y δέχεται `n1 spreading model. ΄Εστω (xi)i νορ-

μαρισμένη block ακολουθία στον Y η οποία παράγει c0 spreading model. Από
την Πρόταση 2.2.14, υπάρχει περαιτέρω νορμαρισμένη block ακολουθία (wj)j
της (xi)i, η οποία παράγει `n1 spreading model. Από το Πόρισμα 2.2.15, η
(wj)j είναι η επιθυμητή ακολουθία.
΄Εστω τώρα 1 6 k 6 n − 1. Θα δείξουμε ότι υπάρχει ακολουθία στον

Y η οποία παράγει `n−k1 spreading model και καμία υπακολουθία αυτής δεν
παράγει `n−k+1

1 spreading model. ΄Εστω (xi)i ακολουθία στον Y που παράγει
`n1 spreading model. Απλώς εφαρμόζουμε την Πρόταση 2.2.17 για να βρούμε
την επιθυμητή ακολουθία.
Καταλήγουμε ότι το συμπέρασμα ισχύει για block υπόχωρους. Το γεγονός

ότι κάθε απειροδιάστατος υπόχωρος του Xn
0,1
περιέχει μία ακολουθία αυθαίρετα

κοντά σε κάποια block ακολουθία ολοκληρώνει την απόδειξη.

Από το παραπάνω προκύπτει ότι ο χώρος Xn
0,1
δεν περιέχει το c0 ή τον `1,

συνεπώς από το θεώρημα του James για χώρους με unconditional βάση [J],
προκύπτει το παρακάτω αποτέλεσμα.

Πόρισμα 2.2.19. Ο χώρος Xn
0,1
είναι αυτοπαθής.

Πόρισμα 2.2.20. ΄Εστω Y απειροδιάστατος και κλειστός υπόχωρος του
Xn

0,1
. Τότε ο Y ∗ δέχεται ισομετρικό `1 spreading model. Επιπλέον, για

0 6 k 6 n − 1 υπάρχει κάποια ακολουθία στον Y ∗ η οποία παράγει cn−k0

spreading model, ώστε καμία υπακολουθία αυτής να μην παράγει cn−k+1
0 spre-

ading model.

Απόδειξη. Καθώς ο Y περιέχει κάποια ακολουθία (xi)i που παράγει ισομετρικά
c0 spreading model, η οποία μπορούμε να υποθέσουμε ότι είναι unconditional
Schauder βασική, ώστε η ακολουθία (xi)i>j να έχει unconditional σταθερά
cj → 1, καθώς j → ∞, τότε κάθε ακολουθία (x∗i )i στον Y

∗, η οποία είναι
διορθογώνια στη (xi)i και limi ‖x∗i ‖ = 1, παράγει ισομετρικά `1 spreading
model.
΄Εστω τώρα 0 6 k 6 n − 1. Χρησιμοποιούμε την Πρόταση 2.2.18 για

να επιλέξουμε μία νορμαρισμένη ασθενώς μηδενική ακολουθία (xi)i στον Y , η
οποία παράγει `n−k1 spreading model και καμία υπακολουθία της να μην παράγει
`n−k+1
1 spreading model.
Από το Πόρισμα 2.2.13, και περνώντας αν αυτό είναι απαραίτητο σε υπακο-

λουθία, υπάρχει ε > 0 και (x∗i )i μία ημινορμαρισμένη ακολουθία στο X
∗ η οποία
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παράγει cn−k0 spreading model και ικανοποιεί το ακόλουθο: x∗i (xi) > ε για κά-
θε i ∈ N και

∑
i 6=j |x∗i (xj)| < ∞. Καθώς η (xi)i δεν έχει υπακολουθία που

παράγει `n−k+1
1 spreading model, προκύπτει ότι η (x∗i )i δεν έχει υπακολουθία

που παράγει cn−k+1
0 spreading model.

΄Εστω I∗ : Xn∗
0,1
→ Y ∗ ο συζυγής τελεστής του τελεστή εμφύτευσης

I : Y → Xn
0,1
. Τότε, καθώς ‖I∗‖ = 1, για να δείξουμε ότι η ακολουθία

(I∗x∗i )i παράγει c
n−k
0 spreading model, αρκεί να δειχθεί ότι είναι κάτω φραγ-

μένη. Πράγματι, ‖I∗x∗i ‖ > (I∗x∗i )(xi) = x∗i (xi) > ε.
Απομένει να δειχθεί ότι η (I∗x∗i )i δεν έχει υπακολουθία που παράγει c

n−k+1
0

spreading model. Καθώς είναι ημινορμαρισμένη, (I∗x∗i )(xi) = x∗i (xi) > ε για
κάθε i ∈ N, και

∑
i 6=j |(I∗x∗i )(xj)| =

∑
i 6=j |x∗i (xj)| < ∞ και η (xi)i δεν

έχει υπακολουθία που παράγει `n−k+1
1 spreading model, εύκολα λαμβάνουμε

το επιθυμητό αποτέλεσμα.

2.3 Ισοδύναμες block ακολουθίες στο χώρο Xn
0,1

Σε αυτήν την ενότητα αποδεικνύουμε ότι ο χώρος Xn
0,1
είναι quasi minimal,

δείχνοντας ότι κάθε δύο block υπόχωροι έχουν περαιτέρω block ακολουθίες
οι οποίες είναι ισοδύναμες. Η μέθοδός μας βασίζεται στη δενδροειδή ανάλυση
των συναρτησιακών του συνόλου norming W και χρησιμοποιούμε ορισμένες
τεχνικές οι οποίες πρωτοεμφανίστηκαν στο [ArD1].

Στο χώρο του Tsirelson, οποτεδήποτε δύο ημινορμαρισμένες block ακολου-
θίες (xm)m, (ym)m ικανοποιούν τη συνθήκη xm < ym+1 και ym < xm+1 για
κάθε m ∈ N, τότε είναι ισοδύναμες (βλέπε [CS]). Στο χώρο Xn

0,1
αυτό δεν

ισχύει, καθώς μπορούν να επιλεχθούν ημινορμαρισμένες ακολουθίες, οι οποίες
να ικανοποιούν την παραπάνω συνθήκη, και να παράγουν διαφορετικά spreading
model και άρα δεν είναι δυνατόν να είναι ισοδύναμες.
Ακόμη και στην περίπτωση ακολουθιών που ικανοποιούν την παραπάνω

συνθήκη και επιπλέον παράγουν το ίδιο spreading model, δεν είμαστε σε θέση
να αποδείξουμε ότι έχουν ισοδύναμες υπακολουθίες, ακόμη και αν αποτελούνται
μόνο από στοιχεία της βάσης. Ο λόγος για τον οποίο συμβαίνει αυτό είναι πως
όταν κατασκευάζει κανείς συναρτησιακά Schreier στο norming σύνολο W , σε
αντίθεση με το σύνολο norming του χώρου Tsirelson, αναγκαστικά πρέπει να
ληφθούν very fast growing ακολουθίες από α-μέσους όρους.
Για να αντισταθμίσουμε αυτό το γεγονός κάνουμε το ακόλουθο: έστω

(xm)m, (ym)m νορμαρισμένες block ακολουθίες, που παράγουν και οι δύο `n1
spreading model, ώστε xm < ym+1 και ym < xm+1 για κάθε m ∈ N. Α-
ποδεικνύουμε ότι μπλοκάροντας κατάλληλα και τις δύο ακολουθίες με τον ίδιο
τρόπο, λαμβάνουμε ακολουθίες οι οποίες είναι ισοδύναμες Για την ακρίβεια,
αποδεικνύουμε το παρακάτω αποτέλεσμα.

Πρόταση 2.3.1. ΄Εστω (xm)m, (ym)m νορμαρισμένες block ακολουθίες στο
Xn

0,1
, που και οι δύο παράγουν `n1 spreading model, έτσι ώστε xm < ym+1 και
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ym < xm+1 για κάθεm ∈ N. Τότε υπάρχει ακολουθία διαδοχικών υποσυνόλων
των φυσικών αριθμών (Fm)m και μη αρνητικοί πραγματικοί αριθμοί (ci)i∈Fm ,
για κάθε m ∈ N, έτσι ώστε αν zm =

∑
i∈Fm cixi και wm =

∑
i∈Fm ciyi,για

κάθε m ∈ N, τότε οι ακολουθίες (zm)m και (wm)m είναι ημινορμαρισμένες και
ισοδύναμες.

Η μέθοδος για να δειχθεί η ισοδυναμία των (zm)m και (wm)m βασίζεται
στο ακόλουθο: για κάθε f στο W υπάρχουν g1, g2, g3 στο W έτσι ώστε
θf(zm) < g1(wm) + g2(wm) + g3(wm) + εm, για κάποια σταθερά θ και κάποια
αθροίσιμη ακολουθία θετικών πραγματικών αριθμών (εm)m. Η επιλογή των
gi χρησιμοποιεί τη δενδροειδή ανάλυση του f που δίνεται παρακάτω. Σαφώς
οι ρόλοι των (zm)m και (wm)m μπορούν να αντιστραφούν κι έτσι προκύπτει η
ισοδυναμία των ακολουθιών.

Η δενδροειδής ανάλυση ενός συναρτησιακού f ∈W

΄Εστω f ∈W . Κατασκευάζουμε ένα πεπερασμένο, με μοναδική ρίζα, δέντρο Λ
και επιλέγουμε (fλ)λ∈Λ ⊂W , το οποίο καλείται η δενδροειδής ανάλυση του f .
Ορίζουμε f∅ = f , όπου ∅ συμβολίζει τη ρίζα του δέντρου υπό κατασκευή.

Επιλέγουμε m ∈ N ώστε f ∈ Wm. Αν m = 0, τότε η δενδροειδής ανάλυση
του f είναι η {f∅}. Διαφορετικά, αν f είναι συναρτησιακό Schreier, με f =∑d

j=1 fj , όπου {f1 < · · · < fd} ⊂ Wm−1 είναι very fast growing και Sn-
αποδεκτή ακολουθία από α-μέσους όρους, ορίζουμε (fj)

d
j=1 να είναι οι αμέσως

επόμενοι του f∅. Αν f είναι α-μέσος όρος, με f = 1
n

∑d
j=1 fj , όπου {f1 <

· · · < fd} ⊂Wm−1, ορίζουμε (fj)
d
j=1 να είναι οι αμέσως επόμενοι του f∅.

Ας υποθέσουμε ότι οι κόμβοι του δέντρου και τα αντίστοιχα συναρτησιακά
έχουν επιλεγεί έως κάποιο ύψος ` < m έτσι ώστε fλ ∈ Wm−h(λ). ΄Εστω
λ ώστε h(λ) = `. Αν fλ ∈ W0, τότε δεν επεκτείνουμε παραπέρα και ο λ
είναι μεγιστικός κόμβος του δέντρου. Αν fλ είναι συναρτησιακό Schreier, με
fλ =

∑d
j=1 fj , όπου {f1 < · · · < fd} ⊂ Wm−`−1 είναι very fast growing

και Sn-αποδεκτή ακολουθία από α-μέσους όρους, ορίζουμε (fj)
d
j=1 να είναι οι

αμέσως επόμενοι του fλ.
Αν fλ είναι α-μέσος όρος, με fλ = 1

n

∑d
j=1 fj , όπου {f1 < · · · < fd} ⊂

Wm−`−1, ορίζουμε (fj)
d
j=1 να είναι οι αμέσως επόμενοι του fλ.

Παρατήρηση 2.3.2. Αν fλ− είναι συναρτησιακό Schreier, της μορφής fλ− =∑d
j=1 fj και υπάρχει j > 1 ώστε fλ = fj , τότε το fλ είναι της μορφής fλ =

1
m

∑`
j=1 gj , όπου m > max supp fj−1. Σε αυτήν την περίπτωση ορίζουμε

(gj)
`
j=1 να είναι οι αμέσως επόμενοι του fλ.

Είναι σαφές ότι η διαδικασία τελειώνει σε m+ 1 το πολύ βήματα.

Ορισμός 2.3.3. ΄Εστω x ∈ Xn
0,1
, f ∈ W έτσι ώστε supp f ∩ suppx 6= ∅

και (fλ)λ∈Λ δενδροειδής ανάλυση του f .
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(i) Θα λέμε ότι το fµ καλύπτει το x, ως προς την (fλ)λ∈Λ, για κάποιο µ ∈ Λ,
αν supp fµ ∩ suppx = supp f ∩ suppx.

(ii) Θα λέμε ότι το fµ καλύπτει το x για πρώτη φορά, ως προς την (fλ)λ∈Λ,
για κάποιο µ ∈ Λ, αν µ = max{λ ∈ Λ : fλ καλύπτει το x}.

Ορισμός 2.3.4. ΄Εστω x ∈ Xn
0,1
, f ∈ W , (fλ)λ∈Λ δενδροειδής ανάλυση

του f , λ ∈ Λ κόμβος του Λ ώστε το fλ να καλύπτει το x για πρώτη φορά,
ως προς την (fλ)λ∈Λ. Αν (µj)

d
j=1 είναι οι αμέσως επόμενοι του λ στο Λ,

j1 = min{j : ran fµj ∩ ranx 6= ∅}, j2 = max{j : ran fµj ∩ ranx 6= ∅},
ορίζουμε x1 = x|[1,...,max supp fµj1

], x
3 = x|[min supp fµj2

,+∞), x
2 = x− x1 − x3.

Τότε τα x1, x2, x3 καλούνται το αρχικό, το ενδιάμεσο και το τελικό μέρος του
x αντίστοιχα, ως προς την (fλ)λ∈Λ.

Παρατήρηση 2.3.5. Αν το σύνολο supp f ∩ suppx δεν είναι μονοσύνολο,
τότε τα διανύσματα x1 και x3 είναι μη μηδενικά και x1 < x3. Ωστόσο, το x2

μπορεί να είναι μηδενικό.

Λήμμα 2.3.6. ΄Εστω (xm)m block ακολουθία στο Xn
0,1
, f ∈ W , (fλ)λ∈Λ

δενδροειδής ανάλυση του f και G = {m ∈ N : supp f ∩ suppxm 6= ∅}. Για
m ∈ G ορίζουμε λm, λ1

m να είναι οι κόμβοι του Λ που καλύπτουν τα xm, x1
m

για πρώτη φορά αντίστοιχα και υποθέτουμε ότι # {supp fλm ∩ suppxm} > 1,
για κάθε m ∈ G. Τότε:

(i) λ1
m > λm και max supp fλ1m < max suppxm, για κάθε m ∈ G.

(ii) Για κάθε m ∈ G και λ > λ1
m τέτοιο ώστε ran fλ ∩ ranx1

m 6= ∅ και
ran fλ ∩ ranx1

` 6= ∅, για κάποιο ` 6= m, ισχύει ότι ` < m και λ1
` > λ.

(iii) Η απεικόνιση m→ λ1
m είναι ένα προς ένα.

Απόδειξη. ΄Εστω m ∈ G. Είναι σαφές ότι λ1
m > λm. Ας υποθέσουμε ότι λ1

m =
λm. Αυτό σημαίνει ότι τα x1

m και xm καλύπτονται για πρώτη φορά ταυτόχρονα,
το οποίο μπορεί να συμβεί μόνο στην περίπτωση # {supp fλm ∩ suppxm} =
1. Επιπλέον, max supp fλ1m 6 max suppx1

m και από την Παρατήρηση 2.3.5,
προκύπτει ότι max suppx1

m < max suppx3
m = max suppxm.

Για το δεύτερο συμπέρασμα, παρατηρούμε ότι καθώς λ > λ1
m, προκύπτει

ότι max supp fλ 6 max supp fλ1m < max suppxm, συνεπώς ` < m. Επιπλέον,
καθώς supp fλ ∩ suppx` 6= ∅, το λ συγκρίνεται με το λ1

` . Αν λ
1
` 6 λ, τότε

max supp fλ 6 max supp fλ1`
< max suppx`, το οποίο αντιβαίνει στο γεγονός

ότι ran fλ ∩ ranx1
m 6= ∅.

Το τρίτο συμπέρασμα προκύπτει από το δεύτερο.

Το επόμενο λήμμα αποδεικνύεται με πανομοιότυπο τρόπο.
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Λήμμα 2.3.7. ΄Εστω (xm)m block ακολουθία στο Xn
0,1
, f ∈ W , (fλ)λ∈Λ

δενδροειδής ανάλυση του f και G = {m ∈ N : supp f ∩ suppxm 6= ∅}. Για
m ∈ G ορίζουμε λm, λ3

m να είναι οι κόμβοι του Λ που καλύπτουν τα xm, x3
m

για πρώτη φορά αντίστοιχα και υποθέτουμε ότι # {supp fλm ∩ suppxm} > 1,
για κάθε m ∈ G. Τότε:

(i) λ3
m > λm και min supp fλ3m > min suppxm, για κάθε m ∈ G.

(ii) Για κάθε m ∈ G και λ > λ3
m τέτοιο ώστε ran fλ ∩ ranx3

m 6= ∅ και
ran fλ ∩ ranx3

` 6= ∅, για κάποιο ` 6= m, ισχύει ότι ` > m και λ3
` > λ.

(iii) Η απεικόνιση m→ λ3
m είναι ένα προς ένα.

Η απόδειξη του παρακάτω λήμματος είναι ακόμη πιο εύκολη και την παρα-
λείπουμε.

Λήμμα 2.3.8. ΄Εστω (xm)m block ακολουθία στο Xn
0,1
, f ∈ W , (fλ)λ∈Λ

δενδροειδής ανάλυση του f και G = {m ∈ N : supp f ∩ suppxm 6= ∅}. Για
m ∈ G ορίζουμε λm, λ2

m να είναι οι κόμβοι του Λ που καλύπτουν τα xm, x2
m

για πρώτη φορά αντίστοιχα και υποθέτουμε ότι # {supp fλm ∩ suppxm} > 1,
για κάθε m ∈ G. Τότε για κάθε m ∈ G με x2

m 6= 0, για κάθε λ 6 λ2
m τέτοιο

ώστε supp fλ ∩ suppx2
` 6= ∅, για κάποιο ` 6= m, ισχύει ότι λ 6 λ2

` .

Λήμμα 2.3.9. ΄Εστω x1, . . . , xm, y1, . . . , ym πεπερασμένες και νορμαρισμένες
block ακολουθίες ώστε xi < yi+1 και yi < xi+1 για i = 1, . . .m − 1. Ας
υποθέσουμε επιπλέον ότι οι (xi)

m
i=1 και (yi)

m
i=1 είναι και οι δύο ισοδύναμες με

τη συνήθη βάση του (Rm, ‖ · ‖1), με κάτω σταθερά θ > 0. ΄Εστω (ci)
m
i=1 μη

αρνητικοί πραγματικοί αριθμοί ώστε
∑m

i=1 ci = 1 και θέτουμε z =
∑m

i=1 cixi
και w =

∑m
i=1 ciyi. Τότε:

(i) Αν f ∈ W είναι α-μέσος όρος μεγέθους s(f) = p, τότε υπάρχει g ∈ W
τέτοιο ώστε ran g ⊂ ran f ∩ ranw και 1

pg(w) > θf(z) − 3 max{ci : i =
1, . . . ,m}.

(ii) ΄Εστω f ∈W . Τότε υπάρχει g ∈W με ran g ⊂ ran f ∩ ranw, έτσι ώστε
g(w) > θf(z)− 2 max{ci : i = 1, . . . ,m}.

Απόδειξη. Για την απόδειξη του πρώτου συμπεράσματος, ορίζουμε i1 = min{i :
ran f ∩ ranxi 6= ∅} και i2 = max{i : ran f ∩ ranxi 6= ∅}. Από το Λήμμα
2.2.3 συμπεραίνουμε ότι

f(z) <
1

p

i2∑
i=i1

ci + 2 max{ci : i = 1, . . . ,m}. (2.17)
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Καθώς ‖
∑i2−1

i=i1+1 ciyi‖ > θ
∑i2

i=i1
ci− 2 max{ci : i = 1, . . . ,m}, μπορούμε

να επιλέξουμε g ∈W τέτοιο ώστε

g

(
i2−1∑
i=i1+1

ciyi

)
> θ

i2∑
i=i1

ci − 2 max{ci : i = 1, . . . ,m}. (2.18)

Σαφώς μπορούμε να υποθέσουμε ότι ισχύει ran g ⊂ ran
{
∪i2−1
i=i1+1 ran yi

}
⊂

ran f ∩ ranw. Τελικά, συνδυάζοντας, τις (2.17) και (2.18) και κάνοντας κά-
ποιους απλούς υπολογισμούς συμπεραίνουμε ότι το g είναι το επιθυμητό συναρ-
τησιακό.
Για να αποδείξουμε ότι ισχύει το δεύτερο συμπέρασμα ορίζουμε τα i1, i2

όπως προηγουμένως. Τότε σαφώς ισχύει ότι ‖
∑i2−1

i=i1+1 ciyi‖ > θ
∑i2

i=i1
ci −

2 max{ci : i = 1, . . . ,m}, συνεπώς υπάρχει g ∈W τέτοιο ώστε

g

(
i2−1∑
i=i1+1

ciyi

)
> θ

i2∑
i=i1

ci − 2 max{ci : i = 1, . . . ,m}. (2.19)

Είναι επίσης σαφές ότι ισχύει

f(z) 6
i2∑
i=i1

ci. (2.20)

΄Οπως προηγουμένως, μπορούμε να υποθέσουμε ότι ισχύει ran g ⊂ ranf ∩
ranw. Συνδυάζοντας τις (2.19) και (2.20) συμπεραίνουμε το επιθυμητό αποτέ-
λεσμα.

Για νορμαρισμένες block ακολουθίες (xm)m, (ym)m στο Xn0,1 που παράγουν
και οι δύο `n1 spreading model, μπλοκάρουμε κατάλληλα και τις δύο ακολουθίες
με τον ίδιο τρόπο για να λάβουμε ημινορμαρισμένες block ακολουθίες (zm)m και
(wm)m. Για δοθέν συναρτησιακό f στο W , διασπάμε κάθε zm στα z1

m, z
2
m, z

3
m

το αρχικό, το ενδιάμεσο και το τελικό του μέρος, όπως περιγράφηκε παραπάνω.
΄Επειτα, προβαίνουμε στην κατασκευή συναρτησιακών g1, g2, g3 στο W , ώστε
το κάθε gi όταν δρα στα wm, να κυριαρχεί κατά σημείο το f , όταν δρα στα zim,
για i = 1, 2, 3. Η επιλογή των συναρτησιακών gi, i = 1, 2, 3 παρουσιάζεται στα
επόμενα τρία λήμματα.

Λήμμα 2.3.10. ΄Εστω (xm)m, (ym)m νορμαρισμένες block ακολουθίες στο
Xn

0,1
, που και οι δύο παράγουν `n1 spreading model, με κάτω σταθερά θ > 0,

ώστε xm < ym+1 και ym < xm+1 για κάθε m ∈ N. ΄Εστω (Fm)m ακολουθία
διαδοχικών υποσυνόλων των φυσικών αριθμών, (ci)i μη αρνητικοί πραγματικοί
αριθμοί και (εm)m, (δm)m θετικοί πραγματικοί αριθμοί ώστε να ικανοποιούνται
τα ακόλουθα:

(i) Fm ∈ Sn και zm =
∑

i∈Fm cixi, wm =
∑

i∈Fm ciyi είναι και τα δύο
(n, εm) s.c.c. για κάθε m ∈ N.
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(ii) max supp zm

(
1

min supp zm+1
+ 6εm+1

)
< δm+1

4 , για κάθε m ∈ N.

΄Εστω επίσης f ∈W , με δενδροειδή ανάλυση (fλ)λ∈Λ και z1
m το αρχικό μέρος

του zm, ως προς την (fλ)λ∈Λ, για κάθε m ∈ N. Τότε υπάρχει g1 ∈ W έτσι
ώστε να ισχύει

g1(wm) > 2θf(z1
m)− 5δm, για κάθε m ∈ N.

Απόδειξη. ΄Εστω f ∈ W . Μπορούμε να υποθέσουμε ότι f(ej) > 0, για κάθε
j ∈ N, ότι supp f ⊂ ∪m∈N supp zm και ότι e∗j (zm) > 0, e∗j (wm) > 0 για κάθε
j, k ∈ N. Ορίζουμε G = {m ∈ N : supp f ∩ suppxm 6= ∅}.
Μπορούμε να υποθέσουμε ότι για κάθεm ∈ G, το σύνολο supp f∩supp zm

δεν είναι μονοσύνολο. Σε διαφορετική περίπτωση υπάρχει f ′ ∈ W που ικανο-
ποιεί αυτή τη συνθήκη για το G′ = {m ∈ N : supp f ′ ∩ supp zm 6= ∅} και
f ′(zm) > f(zm)− εm, για κάθε m ∈ N.
΄Εστω (fλ)λ∈Λ δενδροειδής ανάλυση του f . Συμβολίζουμε με z1

m το αρχικό
μέρος του zm και με λ1

m τον κόμβο του Λ που καλύπτει το z1
m για πρώτη φορά

ως προς την (fλ)λ∈Λ, για κάθε m ∈ G.
Προβαίνουμε στην κατασκευή του g1. Ορίζουμε

C1
m =

{
λ ∈ Λ : λ > λ1

m,

min{supp fλ ∩ supp z1
m} = min{supp fλ1m ∩ supp z1

m}
}

∪ {λ ∈ Λ : λ 6 λ1
m}.

Παρατηρούμε ότι το σύνολο C1
m είναι μεγιστική αλυσίδα στο Λ. Ορίζουμε

ν1
m = max{λ ∈ C1

m : ran fλ ∩ ran z1
` 6= ∅, για κάποιο ` 6= m}

µm = min{λ ∈ C1
m : λ > λ1

m, fλ είναι α-μέσος όρος και υπάρχει β ∈ succ(λ)

έτσι ώστε ran fβ ∩ ran z1
m 6= ∅ και ran fβ ∩ ran z1

` = ∅ για ` 6= m}

όπου succ(λ) είναι οι αμέσως επόμενοι του λ στο Λ.

Ισχυρισμός. Αν για κάποιο m ∈ G ισχύει ότι λ1
m 6 ν1

m < µm, τότε ν1
m =

µ−m.

Απόδειξη ισχυρισμού. Παρατηρούμε πρώτα ότι σε αυτήν την περίπτωση το fν1m
είναι κατ΄ ανάγκη συναρτησιακό Schreier. Αν το fν1m ήταν α-μέσος όρος, τότε
αν συμβολίσουμε τον αμέσως επόμενό του στη C1

m με β, τότε ran fβ∩ran z1
m 6=

∅ και ran fβ ∩ ran z1
` = ∅ για ` 6= m, συνεπώς το µ1

m δε θα ήταν το ελάχιστο
στοιχείο που ικανοποιεί αυτή τη συνθήκη, καθώς υποθέσαμε ότι ν1

m < µm,
το οποίο είναι άτοπο. Καθώς το fν1m είναι συναρτησιακό Schreier, προκύπτει
ότι αν συμβολίσουμε τον αμέσως επόμενό του στη C1

m με β, τότε το fβ είναι
α-μέσος όρος, έτσι ώστε ran fβ ∩ ran z1

m 6= ∅ και ran fβ ∩ ran z1
` = ∅ για

` 6= m. Καθώς ν1
m < µm, προκύπτει ότι αναγκαστικά β = µm.
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Ορίζουμε

Λ1 = {λ ∈ Λ : υπάρχει m ∈ G έτσι ώστε λ 6 λ1
m}

∪{λ ∈ Λ : υπάρχει m ∈ G έτσι ώστε λ 6 µm και ν
1
m > λ1

m}

Για λ ∈ Λ1, θέτουμε

Gλ = {m ∈ G : λ 6 λ1
m} ∪ {m ∈ G : λ 6 µm και ν

1
m > λ1

m}

Για κάθε λ ∈ Λ1, θα κατασκευάσουμε αναδρομικά g1
λ ∈ W το οποίο να ικανο-

ποιεί τα ακόλουθα.

(i) g1
λ(wm) > θfλ(z1

m)− 4δm, για κάθε m ∈ Gλ.

(ii) ran g1
λ ⊂ ran fλ ∩ ran

{
∪ {ranwm : m ∈ Gλ}

}
.

(iii) Αν fλ είναι α-μέσος όρος, τότε επίσης είναι και το g1
λ και s(g

1
λ) = s(fλ).

Πριν προβούμε στην κατασκευή, θα θέλαμε να τονίσουμε ότι το Λήμμα
2.3.6 μας επιβεβαιώνει πως οποτεδήποτε ένα συναρτησιακό fλ, λ ∈ Λ1 δρα σε
περισσότερα από ένα διανύσματα z1

k, τότε όλα αυτά τα διανύσματα, με πιθανή
εξαίρεση το δεξιότερο, έχουν καλυφθεί για πρώτη φορά σε προηγούμενο βήμα.
Συνεπώς, στην περίπτωση αυτή έχουμε την ελευθερία να επικεντρώσουμε το
αναδρομικό βήμα σε ένα διάνυσμα. Συγκεκριμένα, αν λ ∈ Λ, λ > λ1

m για
κάποιο m ∈ G, έτσι ώστε ran fλ ∩ ran z1

m 6= ∅ και ran fλ ∩ ran z1
` 6= ∅ για

` 6= m, τότε πέραν του γεγονότος ότι ` < m και λ1
` > λ, επίσης ισχύει ότι

λ ∈ C1
m (καθώς επίσης ότι λ ∈ C1

` ).
΄Εστω λ ∈ Λ1. Διακρίνουμε έξι περιπτώσεις. Το πρώτο αναδρομικό βήμα

εμπίπτει σε κάποια από τις δύο πρώτες.

Περίπτωση 1: Υπάρχει m ∈ G ώστε λ = λ1
m = µm και νm < λ1

m.
Σε αυτήν την περίπτωση το fλ είναι α-αvεραγε, fλ = 1

p

∑d
j=1 fβj , όπου

(βj)
d
j=1 είναι οι αμέσως επόμενοι του λ. Από το Λήμμα 2.3.9 υπάρχει g ∈ G

ώστε ran g ⊂ ran fλ ∩ ranwm και 1
pg(wm) > θfλ(z1

m) − 3 max{ci : i ∈ Fm}.
Θέτουμε g1

λ = 1
pg. Καθώς max{ci : i ∈ Fm} < εm < δm, συμπεραίνουμε ότι

το g1
λ ικανοποιεί την επαγωγική υπόθεση.

Περίπτωση 2: Υπάρχει m ∈ G ώστε λ = λ1
m < µm και νm < λ1

m.
Τότε το fλ είναι συναρτησιακό Schreier, με fλ =

∑d
j=1 fβj . Πάλι από

το Λήμμα 2.3.9 υπάρχει g ∈ W ώστε ran g ⊂ ran fλ ∩ ranwm ανδ g(wm) >
θf(z1

m) − 3 max{ci : i ∈ Fm}. Σετ g1
λ = g. ΄Οπως και στην παραπάνω

περίπτωση, συμπεραίνουμε ότι το g1
λ ικανοποιεί την επαγωγική υπόθεση.

Περίπτωση 3: Για κάθε m ∈ G τέτοιο ώστε ran fλ ∩ ran z1
m 6= ∅, προκύπτει

ότι λ < λ1
m. Τότε, αν fλ =

∑d
j=1 fβj (ή fλ = 1

p

∑d
j=1 fβj ), για j = 1, . . . , d

υπάρχουν g1
βj
, τα οποία ήδη ικανοποιούν την επαγωγική υπόθεση. Τότε είναι

εύκολο να δει κανείς ότι g1
λ =

∑d
j=1 g

1
βj
∈ W (ή ότι g1

λ = 1
p

∑d
j=1 g

1
βj
∈ W )

και ότι είναι το επιθυμητό συναρτησιακό.
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Περίπτωση 4: Υπάρχει m ∈ G έτσι ώστε λ > µm.
Καθώς λ ∈ Λ1, υπάρχει τουλάχιστον ένα ` < m στο G, έτσι ώστε λ < λ1

` .
Αν fλ =

∑d
j=1 fβj (ή fλ = 1

p

∑d
j=1 fβj ), θέτουμε j0 = max{j : υπάρχει

` < k έτσι ώστε ran fβj ∩ ran z1
` 6= ∅}. Τότε είναι εύκολο να δει κανείς

ότι g1
λ =

∑j0
j=1 g

1
βj
∈ W (ή g1

λ = 1
p

∑j0
j=1 g

1
βj
∈ W ) και ότι ικανοποιεί την

επαγωγική υπόθεση.

Περίπτωση 5: Υπάρχει m ∈ G έτσι ώστε λ = µm και λ1
m 6 ν1

m.
Αυτή η περίπτωση καλύπτει τις περιπτώσεις όπου µm = λ1

m ή µm > λ1
m. Ο

ισχυρισμός δίνει ότι σε κάθε μία από τις δύο υποπεριπτώσεις ισχύει ν1
m > µ−m.

Αν ν1
m = µ−m, απλώς επαναλαμβάνουμε τη διαδικασία της περίπτωσης 1. Σε

διαφορετική περίπτωση, ν1
m > µm και υπάρχει τουλάχιστον ένα ` < m ιν G,

έτσι ώστε ran fλ ∩ ran z1
` 6= ∅. Αν fλ = 1

p

∑d
j=1 fβj , θέτουμε j0 = max{j :

υπάρχει ` < m έτσι ώστε ran fβj ∩ ran z1
` 6= ∅}. Καθώς λ = µm, έχουμε

ότι j0 < d. Εφαρμόζουμε το Λήμμα 2.3.9 και βρίσουμε g ∈ W , με ran g ⊂
ran fλ ∩ ranwm έτσι ώστε 1

pg(wk) > θfλ(z1
k)− 3 max{ci : i ∈ Fm}. Θέτουμε

g1
λ = 1

p

∑j0
j=1 g

1
βj

+ 1
pg. Τότε g

1
λ ∈W και ικανοποιεί την αναδρομική υπόθεση.

Συγκεκριμένα, παρατηρούμε ότι g1
λ(wm) > θfλ(z1

m)− 3δm.

Περίπτωση 6: Υπάρχει m ∈ G, έτσι ώστε λ1
m 6 λ < µm και ν1

m > λ1
m.

Θα δείξουμε με επαγωγή στο q = |λ| − |µm|, ότι υπάρχει g1
λ ∈ W το οποίο

ικανοποιεί τις υποθέσεις (i), (ii) και (iii) της αρχικής επαγωγικής υπόθεσης,
καθώς επιπρόσθετα μία ισχυρότερη εκδοχή της υπόθεσης (i). Συγκεκριμένα:

Αν το fλ είναι α-μέσος όρος, τότε g1
λ(wm) > θfλ(z1

m)− 3δm − δm
4 .

Αν το fλ είναι συναρτησιακό Schreier, τότε g1
λ(wm) > θfλ(z1

m)− 3δm − δm
2 .

Για ευκολία, ξεκινάμε την επαγωγή για q = 0, δηλαδή λ = µm. ΄Οπως
σημειώσαμε, σε αυτήν την περίπτωση g1

λ(wm) > θfλ(z1
m) − 3δm. Ας υποθέ-

σουμε τώρα ότι ισχύει για κάποιο q < |λ1
m| − |µm|. Τότε για λ τέτοιο ώστε

|λ| − |µm| = q + 1, ισχυριζόμαστε ότι ισχύει ν1
m > λ.

Αν το fλ είναι α-μέσος όρος με fλ = 1
p

∑d
j=1 fβj , τότε λ 6 ν1

m, λ < µm και

ισχύει ότι ran fβd ∩ ran z1
` 6= ∅, για κάποιο ` < m. Συνεπώς ranβj ∩ ran z1

m =
∅ για j < d και υπάρχει g1

βd
το οποίο ικανοποιεί την ισχυρότερη επαγωγική

υπόθεση. Θέτουμε g1
λ = 1

p

∑d
j=1 g

1
βj
. Ως συνήθως, g1

λ ∈ W και ικανοποιεί
την αρχική αναδρομική υπόθεση. Επίσης ικανοποιεί την ισχυρότερη. Πράγματι,
g1
λ(wm) = 1

pg
1
βd

(wm) > 1
p(θfβd(z

1
m)−3δm− δm

2 ) = 1
p

(
pθfλ(z1

m)−3δm− δm
2

)
=

θfλ(z1
m)− 3δm

p −
δm
2p > θfλ(z1

m)− 3δm − δm
4 .

Αν το fλ είναι συναρτησιακό Schreierμε fλ =
∑d

j=1 fβj , καθώς λ 6 ν1
m

ισχύει ότι ran fβj ∩ ran z1
` 6= ∅, για κάποιο ` < m και κάποιο j 6 d. Θέτουμε

j0 = min{j : ran fβj ∩ ran z1
m 6= ∅}. Συνεπώς ran fβj ∩ ran z1

m = ∅ για
j < j0 και υπάρχει ένας α-μέσος όρος g1

βj0
ο οποίος ικανοποιεί την ισχυρότερη

επαγωγική υπόθεση.
Επιλέγουμε διαδοχικά υποσύνολα των φυσικών αριθμών (Jr)

r0
r=1 τα οποία
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ικανοποιούν τα παρακάτω.

(i) ∪r0r=1Jr = {j : j0 < j 6 d}

(ii) {min supp fj : j ∈ Jr} είναι μεγιστικό Sn−1-σύνολο για r < r0 και
{min supp fj : j ∈ Jr0} ∈ Sn−1

Συμπεραίνουμε ότι r0 6 max supp zm−1. Επιπλέον, σύμφωνα με το Λήμμα
2.2.4, για r 6 r0 ισχύει∑

j∈Jr

fj(z
1
m) <

1

min supp zm
+ 6εm.

Η υπόθεση (ii) της προς απόδειξη πρότασης συνεπάγεται ότι
∑

j>j0
fβj (z

1
m) <

δm
4 .

Θέτουμε g1
λ =

∑j0
j=1 g

1
βj
. Τότε g1

λ(wm) = g1
βj0

(wm) > θfβj0 (z1
m)− 3δm −

δm
4 = θ

∑j0
j=1 fβj (z

1
m)− 3δm − δm

4 > θfλ(z1
m)− δm

4 − 3δm − δm
4 = θfλ(z1

m)−
3δm− δm

2 . Αυτό ολοκληρώνει την επαγωγική υπόθεση στην περίπτωση 6 αλλά
και στην αρχική επαγωγή.
Θέτουμε g1 = g1

∅. Τότε ισχύει

g1(wm) > θf(z1
m)− 4δm, για κάθε m ∈ G.

Αίροντας τον περιορισμό το σύνολο supp f ∩ supp zm να είναι μην μονοσύ-
νολο για κανένα m ∈ G, στη γενική περίπτωση συμπεραίνουμε ότι g1(wm) >
θf(z1

m)− 5δm, για κάθε m ∈ G.

Λήμμα 2.3.11. ΄Εστω (xm)m, (ym)m νορμαρισμένες block ακολουθίες στο
Xn

0,1
, που παράγουν και οι δύο `n1 spreading model με κάτω σταθερά θ > 0,

ώστε xm < ym+1 και ym < xm+1 για κάθε m ∈ N. ΄Εστω επίσης (Fm)m μία
ακολουθία διαδοχικών υποσυνόλων των φυσικών αριθμών, (ci)i∈N μη αρνητι-
κοί πραγματικοί αριθμοί και (εm)m, (δm)m ακολουθίες θετικών πραγματικών
αριθμών ώστε να ικανοποιούνται τα ακόλουθα:

(i) Fm ∈ Sn και zm =
∑

i∈Fm cixi, wm =
∑

i∈Fm ciyi είναι και τα δύο
(n, εm) s.c.c. για κάθε m ∈ N.

(ii) max supp zm

(
1

min supp zm+1
+ 6εm+1

)
< δm+1

4 , για κάθε m ∈ N.

΄Εστω επίσης f ∈ W , με δενδροειδή ανάλυση (fλ)λ∈Λ και z3
m το τελικό μέρος

του zm ως προς την (fλ)λ∈Λ, για κάθε m ∈ N. Τότε υπάρχει g3 ∈ W , τέτοιο
ώστε

g3(wm) >
θ

2
f(z3

m)− 3δm, για κάθε m ∈ N.
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Απόδειξη. ΄Εστω f ∈W . ΄Οπως και στην προηγούμενη απόδειξη, υποθέτουμε
ότι f(ej) > 0, για κάθε j ∈ N, ότι supp f ⊂ ∪m∈N supp zm και ότι e∗j (zm) > 0,
e∗j (wm) > 0 για κάθε j, k ∈ N. Θέτουμε G = {m ∈ N : supp f ∩ suppxm 6=
∅}.
Υποθέτουμε πάλι ότι για κάθε m ∈ G, supp f ∩ supp zm δεν είναι μονοσύ-

νολο. Διαφορετικά υπάρχει f ′ ∈W το οποίο ικανοποιεί την υπόθεση αυτή για
το σύνολο G′ = {m ∈ N : supp f ′ ∩ supp zm 6= ∅} και f ′(zm) > f(zm)− εm,
για κάθε m ∈ N.
΄Εστω (fλ)λ∈Λ δενδροειδής ανάλυση του f . Συμβολίζουμε με z3

m το τελικό
μέρος του zm και λ3

m τον κόμβο του Λ που καλύπτει το z3
m για πρώτη φορά ως

προς την (fλ)λ∈Λ, για κάθε m ∈ G.
Θέτουμε

C3
m =

{
λ ∈ Λ : λ > λ3

m,

max{supp fλ ∩ supp z3
m} = max{supp fλ3m ∩ supp z3

m}
}

∪ {λ ∈ Λ : λ 6 λ3
m}

ν3
m = max{λ ∈ C3

m : ran fλ ∩ ran z3
` 6= ∅, για κάποιο ` 6= m}.

Θέτουμε
Λ3 = {λ ∈ Λ : υπάρχει m ∈ G έτσι ώστε λ 6 λ3

m}

Για κάθε λ ∈ Λ3 θα κατασκευάσουμε αναδρομικά g3
λ ∈ W το οποίο να ικανο-

ποιεί τα παρακάτω.

(i) g3
λ(wm) > θ

2fλ(z3
m)− 2δm, για κάθε m ∈ G με λ3

m > λ.

(ii) ran g3
λ ⊂ ran fλ ∩ ran

{
∪{ranwm : λ3

m > λ}
}
.

(iii) Αν το fλ είναι α-μέσος όρος, τότε επίσης είναι και το g3
λ και ισχύει

s(g3
λ) = s(fλ).

΄Οπως και στην κατασκευή του g1, το Λήμμα 2.3.7 μας διαβεβαιώνει ότι
οποτεδήποτε ένα συναρτησιακό fλ, λ ∈ Λ2 δρα σε περισσότερα από ένα διανύ-
σματα z3

m, τότε όλα τα διανύσματα, με πιθανή εξαίρεση το αριστερότερο, έχουν
καλυφθεί για πρώτη φορά σε προηγούμενο βήμα.
΄Εστω λ ∈ Λ3. Διακρίνουμε τέσσερις περιπτώσεις, το πρώτο επαγωγικό

βήμα εμπίπτει σε στην πρώτη από αυτές.

Περίπτωση 1: Υπάρχειm ∈ G, έτσι ώστε λ = λ3
m και ν

3
m < λ3

m. Αν το fλ είναι
α-μέσος όρος με fλ = 1

p

∑d
j=1 fβj , τότε από το Λήμμα 2.3.9 υπάρχει g ∈W έτσι

ώστε ran g ⊂ ran fλ ∩ ranwm και 1
pg(wm) > θfλ(z3

m) − 3 max{ci : i ∈ Fm}.
Θέτουμε g3

λ = 1
pg.

Αν το fλ είναι συναρτησιακό Schreier, τότε από το Λήμμα 2.3.9 υπάρχει
g ∈ W έτσι ώστε ran g ⊂ ran fλ ∩ ranwm και g(wm) > fλ(z3

m) − 2 max{ci :
i ∈ Fm}. Σετ g3

λ = g.
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Περίπτωση 2: Για κάθε m ∈ G με ran fλ ∩ ran z3
m 6= ∅, ισχύει ότι λ < λ3

m.
Αν fλ =

∑d
j=1 fβj (ή fλ = 1

p

∑d
j=1 fβj ), θέτουμε g

3
λ =

∑d
j=1 g

3
βj
(ή g3

λ =
1
p

∑d
j=1 g

3
βj
).

Περίπτωση 3: Υπάρχει m ∈ G, έτσι ώστε λ > λ3
m. Καθώς λ ∈ Λ3, υπάρχει

τουλάχιστον ένα ` > m έτσι ώστε λ3
` > λ. Αν fλ =

∑d
j=1 fβj (ή fλ =

1
p

∑d
j=1 fβj ), θέτουμε j0 = min{j : ran fβj ∩ ran z3

` 6= ∅, για κάποιο ` > k}.
Θέτουμε g3

λ =
∑d

j=j0
g3
βj
(ή g3

λ = 1
p

∑d
j=j0

g3
βj
).

Περίπτωση 4: Υπάρχει m ∈ G, έτσι ώστε λ = λ3
m και ν

3
m > λ3

m.
Αν fλ είναι α-μέσος όρος με fλ = 1

p

∑d
j=1 fβj , θέτουμε j0 = min{j :

ran fβj ∩ ran z3
` 6= ∅ για κάποιο ` > m}. Τότε j0 > 1, διαφορετικά το z3

m θα
καλυπτόταν για πρώτη φορά σε προηγούμενο βήμα. Από το Λήμμα 2.3.9 υπάρχει
g ∈W έτσι ώστε ran g ⊂ ran fλ∩ ranwm και 1

pg(wm) > θfλ(z3
m)−3 max{ci :

i ∈ Fm}. Θέτουμε g3
λ = 1

pg + 1
p

∑d
j=j0

g3
βj
.

Αν το fλ είναι συναρτησιακό Schreierμε fλ =
∑d

j=1 fβj , θέτουμε πάλι
j0 = min{j : ran fβj ∩ ran z3

` 6= ∅ για κάποιο ` > m} και όπως προηγουμένως
ισχύει j0 > 1. Από το Λήμμα 2.3.9 προκύπτει ότι υπάρχει g ∈ W έτσι ώστε
ran g ⊂ ran(

∑
j<j0

fβj ) ∩ ranwm και g(wm) > θ
∑

j<j0
fβj (z

3
m) − 2 max{ci :

i ∈ Fm}. Καθώς j0 > 1, προκύπτει ότι s(fβj0 ) > min supp zm. Από το
Λήμμα 2.2.3 και την υπόθεση (ii) της προς απόδειξη πρότασης, συμπεραίνουμε
ότι ισχύει το ακόλουθο:

fβj0 (z3
m) <

1

min supp zm
+ 2 max{ci : i ∈ Fm} <

1

min supp zm
+ 2εm <

δm
4
.

Θέτουμε g3
λ = 1

2g +
∑d

j=j0
g3
βj
. Τότε gλ(wm) > θ

2fλ(z3
m) − 2δm. Αυτό ολο-

κληρώνει την επαγωγή. Θέτουμε g3 = g3
∅. Τότε ισχύει:

g3(wm) >
θ

2
f(z3

m)− 2δm, για κάθε k ∈ G

Αίροντας τον περιορισμό το σύνολο supp f ∩ supp zm να μην είναι μονο-
σύνολο για κανένα m ∈ G, στη γενική περίπτωση καταλήγουμε ότι ισχύει
g3(wm) > θ

2f(z3
m)− 3δm, για κάθε m ∈ G.

Λήμμα 2.3.12. ΄Εστω (xm)m, (ym)m ∈ N νορμαρισμένες block ακολουθίες
στο Xn

0,1
, που παράγουν και οι δύο `n1 spreading model με κάτω σταθερά

θ > 0, έτσι ώστε xm < ym+1 και ym < xm+1 για κάθε m ∈ N. ΄Εστω (Fm)m
ακολουθία διαδοχικών υποσυνόλων των φυσικών αριθμών, (ci)i μη αρνητικοί
πραγματικοί αριθμοί και (εm)m, (δm)m θετικοί πραγματικοί αριθμοί έτσι ώστε
να ικανοποιούνται τα παρακάτω:

(i) Fm ∈ Sn και zm =
∑

i∈Fm cixi, wm =
∑

i∈Fm ciyi είναι και τα δύο
(n, εm) s.c.c. για κάθε m ∈ N.
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(ii) max supp zm

(
1

min supp zm+1
+ 6εm+1

)
< δm+1

4 , για κάθε m ∈ N.

΄Εστω επίσης f ∈ W , με δενδροειδή ανάλυση (fλ)λ∈Λ και z2
m το ενδιάμεσο

μέρος του zm ως προς την (fλ)λ∈Λ, για κάθε m ∈ N. Τότε υπάρχει g2 ∈ W
έτσι ώστε

g2(wm) >
θ

2
f(z2

m)− 5δm, για κάθε m ∈ N.

Απόδειξη. ΄Εστω f ∈ W . Ως συνήθως, υποθέτουμε ότι f(ej) > 0, για κάθε
j ∈ N, ότι supp f ⊂ ∪m∈N supp zm και ότι e∗j (zm) > 0, e∗j (wm) > 0 για κάθε
j, k ∈ N. Θέτουμε G = {m ∈ N : supp f ∩ suppxm 6= ∅}.
Υποθέτουμε και πάλι ότι για κάθε m ∈ G, το σύνολο supp f ∩ supp zm

δεν είναι μονοσύνολο. Διαφορετικά υπάρχει f ′ ∈ W το οποίο ικανοποιεί την
υπόθεση αυτή για το σύνολο G′ = {m ∈ N : supp f ′ ∩ supp zm 6= ∅} και
f ′(zm) > f(zm)− εm, για κάθε m ∈ N.
΄Εστω (fλ)λ∈Λ δενδροειδής ανάλυση του f . Συμβολίζουμε με z2

m το ενδιά-
μεσο μέρος του zm και με λ2

m τον κόμβο του Λ που καλύπτει το z2
m για πρώτη

φορά ως προς την (fλ)λ∈Λ, για κάθε m ∈ G.
Θέτουμε

Λ2 = {λ ∈ Λ : υπάρχει m ∈ G έτσι ώστε z2
m 6= 0 και λ 6 λ2

m}

Για κάθε λ ∈ Λ2 θα κατασκευάσουμε αναδρομικά g2
λ ∈W έτσι ώστε:

(i) g2
λ(wm) > θ

2fλ(z2
m)− 4δm, για κάθε m ∈ G.

(ii) ran g2
λ ⊂ ran fλ.

(iii) Αν το fλ είναι α-μέσος όρος, τότε επίσης είναι και το g2
λ και ισχύει

s(g2
λ) = s(fλ).

Από το Λήμμα 2.3.8 συμπεραίνουμε ότι οποτεδήποτε λ ∈ Λ2 είναι τέτοιο
ώστε fλ ∩ ran z2

m, για κάποιο m, τότε λ 6 λ2
m. Συνεπώς, παρά το γεγονός ότι

μπορεί να συμβεί το fλ να καλύπτει πολλά z2
m για πρώτη φορά ταυτόχρονα, δεν

μπορεί να δρα σε κανένα z2
m δίχως να το καλύπτει.

Το πρώτο επαγωγικό βήμα είναι παρόμοιο με το γενικό, συνεπώς έστω
λ ∈ Λ2 και υποθέτουμε ότι η επαγωγική υπόθεση ισχύει για κάθε µ > λ.

Περίπτωση 1: το fλ είναι α-μέσος όρος. Θέτουμε

D = {m ∈ G : λ = λ2
m}, E = {m ∈ G : λ < λ2

m}

Αν fλ = 1
p

∑d
j=1 fβj , θέτουμε

H = {j : ran fβj ∩ ran z2
m 6= ∅ για κάποιο m ∈ E}

΄Οπως παρατηρήσαμε, ran fβj ∩ ran z2
m = ∅, για κάθε j ∈ H,m ∈ D.
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0,1

Για m ∈ D, καθώς λ = λ2
m, υπάρχει τουλάχιστον ένα jm, έτσι ώστε

ran fβjm ∩ ran z2
` = ∅ για κάθε ` 6= m, μάλιστα υπάρχει jm1 < jm2 έτσι ώστε

ran fβjmi
⊂ ran z2

m, για i = 1, 2. Συνεπώς #H < p−#D.
Για m ∈ D εφαρμόζουμε το Λήμμα 2.3.9 για να βρούμε gm ∈W , έτσι ώστε

να ισχύει ran gm ⊂ ran fλ ∩ ranwm και 1
pg(wm) > θfλ(zm2 ) − 3 max{ci : i ∈

Fm}. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι ran g ⊂ ran z2
m (για να το δούμε αυτό

περιορίζουμε το fλ στο εύρος του z2
m).

Θέτουμε g2
λ = 1

p

∑
m∈D gm+ 1

p

∑
j∈H g

2
βj
. Από τα παραπάνω προκύπτει ότι

g2
λ ∈W και ότι ικανοποιεί την επαγωγική υπόθεση.

Περίπτωση 2: το fλ είναι συναρτησιακό Schreier. Θέτουμε

D = {m ∈ G : λ = λ2
m}, E = {m ∈ G : λ < λ2

m}

Αν fλ =
∑d

j=1 fβj , θέτουμε

H = {j : ran fβj ∩ ran z2
m 6= ∅ για κάποιο m ∈ E}

Ξανά, ran fβj ∩ ran z2
m = ∅, για κάθε j ∈ H,m ∈ D.

Θέτουμε m1 = min{m : ran fλ ∩ ran z2
m 6= ∅}. ΄Εστω m ∈ D, m > m1.

Θέτουμε jm = min{j : ran fβj ∩ ran z2
m 6= ∅}. Τότε ran fβjm ⊂ ran z2

m.
Εφαρμόζοντας το Λήμμα 2.3.9 βρίσκουμε έναν α-μέσο όρο gm ∈ W μεγέθους
s(gm) = s(fβjm ) έτσι ώστε ran gm ⊂ ran fβjm ∩ranwm και gm > θfβjm (z2

m)−
3 max{ci : i ∈ Fm}. Από το γεγονός ότι η (fβj )

d
j=1 είναι Sn-αποδεκτή και very

fast growing, όπως στην περίπτωση 6 της απόδειξης του Λήμματος 2.3.10,
προκύπτει ότι

∑
j>jm

fβj (z
2
m) < δm

4 .
Αν minD > m1, θέτουμε g2

λ =
∑

j∈H g
2
βj

+
∑

m∈D gm. Αν minD = m1,

θέτουμε j0 = max{j : ran fβj ∩ ran z2
m1
6= ∅}. ΄Οπως στην περίπτωση 4 της

απόδειξης του Λήμματος 2.3.11, βρίσκουμε gm1 ∈ W , έτσι ώστε ran gm1 ⊂
ran(

∑
j<j0

fβj ) ∩ ranwm1 και gm1(wm1) > θ
∑

j<j0
fβj (z

2
m1

)− 2 max{ci : i ∈
Fm}. Ξανά προκύπτει ότι fβj0 (z2

m1
) < δm

4 . Θέτουμε g
2
λ = 1

2gm1 +
∑

j∈H g
2
βj

+∑
m∈D\{m1} gm.

Η αναδρομική κατασκευή ολοκληρώθηκε. Θέτουμε g2 = g2
∅. Τότε:

g2(wm) >
θ

2
f(z2

m)− 4δm, για κάθε m ∈ G.

Αίροντας τον περιορισμό το σύνολο supp f ∩ supp zm να μην είναι μονοσύ-
νολο για κανένα m ∈ G, στη γενική περίπτωση συμπεραίνουμε ότι g2(wm) >
θ
2f(z2

m)− 5δm, για κάθε m ∈ G.

Είμαστε σε θέση να αποδείξουμε τώρα το κύριο αποτέλεσμα αυτής της
ενότητας.

Απόδειξη της Πρότασης 2.3.1. ΄Εστω θ > 0 τέτοιο ώστε οι (xm)m και (ym)m
να παράγουν και οι δύο `n1 spreading model με κάτω σταθερά θ. Σταθε-
ροποιούμε μία ακολουθία θετικών πραγματικών αριθμών (δm)m τέτοια ώστε
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∑∞
m=1 δm < θ2

13 . Επαγωγικά επιλέγουμε μία ακολουθία διαδοχικών υποσυνό-
λων των φυσικών αριθμών (Fm)m και μη αρνητικούς πραγματικούς αριθμούς
(ci)i∈Fm ώστε να ικανοποιούνται τα ακόλουθα:

(i) Fm ∈ Sn και zm =
∑

i∈Fm cixi, wm =
∑

i∈Fm ciyi να είναι και τα δύο
(n, εm) s.c.c. για κάθε m ∈ N.
(ii) Αν θέσουμε

Mm = max{max supp zm,max suppwm} και
Nm = min{min supp zm,min suppwm},

τότε Mm

(
1

Nm+1
+ 6εm+1

)
< δm+1

4 , για κάθε m ∈ N.

Θα δείξουμε ότι για κάθε (rm)dm=1 ⊂ R ισχύει ότι ‖
∑d

m=1 rmwm‖ >
θ2

3 ‖
∑d

m=1 cmzm‖. ΄Εστω f ∈ W . ΄Οπως κάθε φορά, υποθέτουμε ότι 1 >
rm > 0, e∗j (zm) > 0, e∗j (wm) > 0, f(ej) > 0, για κάθε m, j ∈ N. Μπο-
ρούμε επιπρόσθετα να υποθέσουμε ότι 1 > ‖

∑n
m=1 rkzm‖ > θ, συνεπώς

μπορούμε να υποθέσουμε ότι 1 > f(
∑d

m=1 cmzm) > θ. Από τα Λήμμα-
τα 2.3.10, 2.3.11 και 2.3.12 υπάρχουν g1, g2, g3 ∈ W έτσι ώστε (g1 + g2 +
g3)(

∑d
m=1 rmwm) > 2θf(

∑d
m=1 rmzm) − 13

∑∞
m=1 δm > 2θ2 − θ2 = θ2.

Συνεπώς ‖
∑d

m=1 rmwm‖ >
θ2

3 το οποίο συνεπάγεται ότι ‖
∑d

m=1 rmwm‖ >
θ2

3 ‖
∑d

m=1 rmzm‖.
Από τη συμμετρικότητα των επιχειρημάτων συμπεραίνουμε ότι η (zm)m επί-

σης κυριαρχεί την (wm)m, ως εκ τούτου οι ακολουθίες αυτές είναι ισοδύναμες
μεταξύ τους.

Πόρισμα 2.3.13. Ο χώρος Xn
0,1
είναι quasi-minimal.

Απόδειξη. Για X, Y block υπόχωρους του Xn
0,1
επιλέγουμε νορμαρισμένες blo-

ck ακολουθίες (xk)k στο X και (yk)k στον Y , οι οποίες παράγουν και οι δύο
`n1 spreading model. Τότε προφανώς μπορούμε να περάσουμε σε υπακολουθίες
αυτών, οι οποίες να ικανοποιούν τις υποθέσεις της Πρότασης 2.3.1, συνεπώς οι
X, Y περιέχουν περαιτέρω υπόχωρους οι οποίοι είναι ισόμορφοι. Δεδομένου
ότι κάθε υπόχωρος περιέχει ισομορφικά ένα block υπόχωρο, καταλήγουμε στο
επιθυμητό συμπέρασμα.

2.4 Αυστηρά ιδιάζοντες τελεστές

Σε αυτήν την ενότητα παρέχουμε αναγκαίες και ικανές συνθήκες ώστε ένας
φραγμένος τελεστής, ο οποίος είναι ορισμένος σε κάποιο υπόχωρο του Xn

0,1
, να

μην είναι αυστηρά ιδιάζων. Η απόδειξη βασίζεται στα αποτελέσματα της προη-
γούμενης ενότητας και δίνει το ακόλουθο: για κάθε υπόχωρο Y του Xn

0,1
και

αυστηρά ιδιάζοντες τελεστές S1, S2, . . . , Sn+1 στο Y , η σύνθεση S1S2 · · ·Sn+1

είναι συμπαγής τελετής. Δείχνουμε ότι οι αυστηρά ιδιάζοντες τελεστές στους
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υπόχωρους του Xn
0,1
επιδέχονται μη τετριμμένους υπεραναλλοίωτους υπόχω-

ρους. Στη συνέχεια παρέχουμε μία μέθοδο για την κατασκευή αυστηρά ιδια-
ζόντων τελεστών στους υπόχωρους του Xn

0,1
, η οποία χρησιμοποιείται για να

δείξουμε τη μη διαχωρισιμότητα του S(Y ) και για να κατασκευάσουμε επίσης
S1, . . . , Sn στο S(Y ), έτσι ώστε η σύνθεση S1 · · ·Sn να μην είναι συμπαγής.

Θεώρημα 2.4.1. ΄Εστω Y απειροδιάστατος κλειστός υπόχωρος του Xn
0,1
και

T : Y → Xn
0,1
φραγμένος γραμμικός τελεστής. Τα επόμενα είναι ισοδύναμα.

(i) Ο T δεν είναι αυστηρά ιδιάζων.

(ii) Υπάρχει ακολουθία (xm)m στον Y η οποία παράγει c0 spreading model,
ώστε η (Txm)m να παράγει επίσης c0 spreading model.

(iii) Υπάρχει 1 6 k 6 n και ακολουθία (xm)m στον Y , έτσι ώστε και οι
δύο ακολουθίες (xm)m και (Txm)m να παράγουν `k1 spreading model
και καμία υπακολουθία αυτών να μην παράγει `k+1

1 spreading model.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει 1 6 k 6 n και ακολουθία (xm)m στον
Y , έτσι ώστε και οι δύο ακολουθίες (xm)m και (Txm)m να παράγουν `k1 spre-
ading model και καμία υπακολουθία αυτών να μην παράγει `k+1

1 spreading
model.
Αν η (xm)m συγκλίνει ασθενώς σε κάποιο μη μηδενικό στοιχείο x, τότε οι

(xm − x)m και (Txm − Tx)m παράγουν `k1 spreading model και καμία υπακο-
λουθία αυτών να δεν παράγει `k+1

1 spreading model. Ως εκ τούτου μπορούμε
να υποθέσουμε ότι οι (xm)m και (Txm)m είναι αμφότερες νορμαρισμένες blo-
ck ακολουθίες. Θέτουμε Im = ran(ranxm ∪ ranTxm) για κάθε m ∈ N και
περνώντας σε υπακολουθία της (xm)m, τα σύνολα (Im)m είναι διαδοχικά.
Το Πόρισμα 2.2.11 δίνει ότι αn−k(xm)m > 0, αn−k(Txm)m > 0 καθώς

επίσης αk′(xm)m = 0, αk′(Txm)m = 0, για k′ < n − k. Επιλέγουμε ακολου-
θία διαδοχικών υποσυνόλων των φυσικών αριθμών (Fm)m και μη αρνητικούς
πραγματικούς αριθμούς (ci)i∈Fm για κάθε m ∈ N ώστε να ικανοποιούνται τα
ακόλουθα:

(i) Τα διανύσματα
∑

i∈Fm cixi και
∑

i∈Fm ciTxi είναι και τα δύο (k, εm) s.c.c.
για κάθε m ∈ N με limm εm = 0.

(ii) Fm ∈ Sk

Δεδομένου ότι Fm ∈ Sk και οι (xm)m, (Txm)m παράγουν αμφότερες `k1 spre-
ading model, συμπεραίνουμε ότι αν zm =

∑
i∈Fm cixi για κάθε m ∈ N, τότε οι

(zm)m και (Tzm)m είναι ημινορμαρισμένες. Επιπλέον, καθώς αk′(xm)m = 0,
αk′(Txm)m = 0, για k′ < n−k, από την Πρόταση 2.2.5 (ii) συμπεραίνουμε ότι
αn−1(zm)m = 0 καθώς επίσης ότι αn−1(Tzm)m = 0. Από την Πρόταση 2.2.6
καταλήγουμε ότι περνώντας σε υπακολουθία οι (zm)m και (Tzm)m παράγουν
και οι δύο c0 spreading model.
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Ας υποθέσουμε τώρα ότι υπάρχει ακολουθία (xm)m στον Y η οποία πα-
ράγει c0 spreading model, ώστε η (Txm)m να παράγει επίσης c0 spreading
model. Συμπεραίνουμε ότι οι (xm)m και (Txm)m είναι ασθενώς μηδενικές και
ως εκ τούτου μπορούμε να υποθέσουμε ότι είναι και οι δύο νορμαρισμένες block
ακολουθίες. Εφαρμόζουμε την Πρόταση 2.2.14 και βρίσκουμε ακολουθία διαδο-
χικών υποσυνόλων των φυσικών αριθμών (Fm)m, ώστε αν ym =

∑
i∈Fm yi για

κάθε m ∈ N, τότε οι (ym)m και (Tym)m να παράγουν αμφότερες `n1 spreading
model. Θέτουμε Im = ran(ran ym ∪ ranTym) για κάθε m ∈ N και περνώντας
σε υπακολουθία της (ym)m, τα σύνολα (Im)m είναι διαδοχικά. Παρατηρούμε
ότι οι υποθέσεις της Πρότασης 2.3.1 ικανοποιούνται. ΄Αρα υπάρχει μία περαιτέ-
ρω block ακολουθία (wm)m της (ym)m, ώστε οι (wm)m και (Twm)m να είναι
ισοδύναμες. Συμπεραίνουμε ότι ο τελεστής T δεν είναι αυστηρά ιδιάζων.
Ας υποθέσουμε τέλος ότι ο τελεστής T δεν είναι αυστηρά ιδιάζων και έστω

1 6 k 6 n. Τότε υπάρχει απειροδιάστατος υπόχωρος Z του Y ώστε ο T |Z
να είναι ισομορφισμός. Από την Πρόταση 2.2.18, υπάρχει κάποια ακολουθία
στον Z που παράγει `k1 spreading model, και καμία υπακολουθία αυτής να μην
παράγει `k+1

1 spreading model. Δεδομένου ότι ο T |Z είναι ισομορφισμός, το
(iii) είναι αληθές.

Ορισμός 2.4.2. ΄Εστω X χώρος Banach και k φυσικός αριθμός. Συμ-
βολίζουμε με SSk(X) το σύνολο όλων των φραγμένων γραμμικών τελεστών
T : X → X οι οποίοι ικανοποιούν το ακόλουθο: για κάθε Schauder βασική
ακολουθία (xi)i στο X και ε > 0, υπάρχει F ∈ Sk και κάποιο διάνυσμα x στη
γραμμική θήκη των (xi)i∈F τέτοιο ώστε ‖Tx‖ < ε‖x‖.

Πρόταση 2.4.3. ΄Εστω Y απειροδιάστατος υπόχωρος του Xn
0,1
, T : Y → Y

φραγμένος γραμμικός τελεστής και 1 6 k 6 n. Τα επόμενα είναι ισοδύναμα.

(i) Ο τελεστής T είναι στο SSk(Y ).

(ii) Για κάθε ημινορμαρισμένη ακολουθία (xi)i στο Y , η (Txi)i δε δέχεται `k1
spreading model.

Απόδειξη. Η συνεπαγωγή (i)⇒(ii) είναι εύκολο επακόλουθο του γεγονότος ότι
ο T είναι φραγμένος και συνεπώς την παραλείπουμε. Ας υποθέσουμε τώρα ότι
ισχύει το (ii) και προς απαγωγή σε άτοπο ας υποθέσουμε ότι ο τελεστής T δεν
είναι στο SSk(Y ), δηλαδή υπάρχει νορμαρισμένη ασθενώς μηδενική ακολουθία
(xi)i στον Y και ε > 0 ώστε να ικανοποιείται το ακόλουθο: για κάθε F ∈ Sk
και πραγματικούς αριθμούς (ci)i∈F ισχύει ότι∥∥∥∥∥T

(∑
i∈F

cixi

)∥∥∥∥∥ > ε

∥∥∥∥∥∑
i∈F

cixi

∥∥∥∥∥ . (2.21)

Ας ξεκινήσουμε παρατηρώντας ότι ο τελεστής T είναι αυστηρά ιδιάζων.
Πράγματι, σε διαφορετική περίπτωση τότε υπάρχει απειροδιάστατος υπόχωρος
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Z του Y ώστε ο T |Z να είναι. Από την Πρόταση 2.2.18 υπάρχει νορμαρισμένη
ασθενώς μηδενική ακολουθία (zi)i στον Z η οποία παράγει `k1 spreading model.
Δοθέντος ότι ο T |Z είναι ισομορφισμός, η (Tzi)i παράγει `k1 spreading model,
το οποίο αντιβαίνει στο (ii).
Θα δείξουμε τώρα ότι η (Txi)i δεν δέχεται c0 spreading model. Αλλιώς,

περνάμε σε υπακολουθία της (xi)i ώστε η (Txi)i να παράγει c0 spreading
model. Εφαρμόζοντας το Θεώρημα 2.4.1 και το Πόρισμα 2.2.12, μπορούμε να
υποθέσουμε ότι η (xi)i παράγει `1 spreading model. Αυτό υπαινίσσεται ότι
υπάρχει F ∈ S1 έτσι ώστε ‖T ( 1

#F

∑
i∈F xi)‖ < ε‖ 1

#F

∑
i∈F xi‖, το οποίο

αντιβαίνει τη σχέση (2.21).
Το Πόρισμα 2.2.12 και η συνέχεια του T υπαινίσσονται ότι υπάρχουν φυ-

σικοί αριθμοί 1 6 d 6 m 6 n και κάποια υπακολουθία της (xi)i, την οποία
θα συμβολίσουμε επίσης ως (xi)i, ώστε η (Txi)i να παράγει `d1 spreading
model και να μην δέχεται `d+1

1 spreading model, ενώ η (xi)i να παράγει `m1
spreading model και να μην δέχεται `m+1

1 spreading model. Από το Θεώ-
ρημα 2.4.1 λαμβάνουμε ότι d + 1 6 m. Συνδυάζοντας τα παραπάνω εύκο-
λα προκύπτει ότι υπάρχει F ∈ Sd+1 και πραγματικοί αριθμοί (ci)i∈F ώστε
‖T (

∑
i∈F cixi)‖ < ε‖

∑
i∈F cixi‖. Ωστόσο, το (ii) δίνει ότι d + 1 6 k και

τελικά F ∈ Sk το οποίο αντιβαίνει τη σχέση (2.21).

Πρόταση 2.4.4. ΄Εστω Y απειροδιάστατος κλειστός υπόχωρος του Xn
0,1
,

και (xm)m ημινορμαρισμένη ασθενώς μηδενική ακολουθία στον Y . Τότε για
κάθε 1 6 k 6 n και S1, S2, · · ·Sk : Y → Y αυστηρά ιδιάζοντες τελεστές,
η (S1S2 · · ·Skxm)m δεν έχει υπακολουθία που να παράγει `

n+1−k
1 spreading

model. Συγκεκριμένα, ο τελεστής S1S2 · · ·Sk είναι στο SSn+1−k(Y ).

Απόδειξη. Το δεύτερο συμπέρασμα της πρότασης σαφώς προκύπτει από το πρώ-
το και την Πρόταση 2.4.3. Δείχνουμε το πρώτο συμπέρασμα με επαγωγή στο
k. Για k = 1 και S : Y → Y αυστηρά ιδιάζων τελεστή, υποθέτουμε ότι η
(Sxm)m παράγει `n1 spreading model. Η συνέχεια του S συνεπάγεται ότι η
(xm)m θα πρέπει επίσης να παράγει `n1 spreading model, ενώ από το Πόρισμα
2.2.15 ούτε η (xm)m ούτε η (Sxm)m παράγουν `

n+1
1 spreading model. Το

Θεώρημα 2.4.1 δίνει ότι ο τελεστής S δεν είναι αυστηρά ιδιάζων το οποίο είναι
άτοπο.
Ας υποθέσουμε τώρα ότι το συμπέρασμα ισχύει για κάποιο 1 6 k < n και

έστω S1, . . . , Sk+1 : Y → Y αυστηρά ιδιάζοντες τελεστές. Αν η ακολουθία
(S1S2 · · ·Sk+1xm)m παράγει `

n−k
1 spreading model, τότε η συνέχεια των τε-

λεστών υπαινίσσεται ότι η ακολουθία (S2 · · ·Sk+1xm)m παράγει επίσης `
n−k
1

spreading model. Από την επαγωγική υπόθεση προκύπτει ότι καμία από τις
ακολουθίες (S1S2 · · ·Sk+1xm)m, (S2 · · ·Sk+1xm)m δεν δέχεται `

n+1−k
1 spre-

ading model. Για ακόμη μία φορά, από το Θεώρημα 2.4.1 λαμβάνουμε ότι ο
τελεστής S1 δεν είναι αυστηρά ιδιάζων, το οποίο είναι άτοπο και η απόδειξη
ολοκληρώθηκε.
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Πρόταση 2.4.5. ΄Εστω Y απειροδιάστατος κλειστός υπόχωρος του Xn
0,1
και

S1, S2, . . . , Sn+1 : Y → Y αυστηρά ιδιάζοντες τελεστές. Τότε η σύνθεση
S1S2 · · ·Sn+1 είναι συμπαγής τελεστής.

Απόδειξη. Δεδομένου ότι ο χώρος Xn
0,1
είναι αυτοπαθής, αρκεί να δείξουμε ότι

για κάθε ασθενώς μηδενική ακολουθία (xm)m, η ακολουθία (S1S2 · · ·Sn+1xm
συγκλίνει στο μηδέν ως προς τη νόρμα. Από την Πρόταση 2.4.4, η ακολουθία
{S2 · · ·Sn+1xm}m δε δέχεται `1 spreading model και άρα, σύμφωνα με το
Πόρισμα 2.2.12, θα είναι είτε συγκλίνουσα στο μηδέν ως προς τη νόρμα, είτε
θα έχει υπακολουθία που παράγει c0 spreading model.
Αν ισχύει το πρώτο, τότε δεν χρειάζεται να αποδείξουμε κάτι παραπέρα. Αν

διαφορετικά η ακολουθία (S2 · · ·Sn+1xm)m παράγει c0 spreading model, τότε
το Θεώρημα 2.4.1 και το γεγονός ότι ο S1 είναι αυστηρά ιδιάζων δίνουν ότι η
ακολουθία (S1S2 · · ·Sn+1xm)m∈N συγκλίνει στο μηδέν ως προς τη νόρμα.

Πόρισμα 2.4.6. ΄Εστω Y απειροδιάστατος κλειστός υπόχωρος του Xn
0,1
και

S : Y → Y μη μηδενικός αυστηρά ιδιάζων τελεστής. Τότε ο S επιδέχεται μη
τετριμμένο κλειστό υπεραναλλοίωτο υπόχωρο.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε πρώτα ότι Sn+1 = 0. Τότε είναι άμεσο να δει κανείς
ότι ο kerS είναι μη τετριμμένος κλειστός υπεραναλλοίωτος υπόχωρος του S.
Σε διαφορετική περίπτωση, αν Sn+1 6= 0, τότε το Πόρισμα 2.4.5 δίνει ότι

ο Sn+1 είναι συμπαγής και μη μηδενικός. Δεδομένου ότι ο S μετατίθεται
με τον Sn+1, από το Θεώρημα 2.1 από το [Si] (βλέπε επίσης [Ho]), αρκεί να
πιστοποιήσουμε ότι για κάθε α, β ∈ R ώστε β 6= 0, ισχύει ότι (αI−S)2+β2I 6=
0. Καθώς ο S είναι αυστηρά ιδιάζων, είναι εύκολο να πιστοποιήσει κανείς ότι
η συνθήκη αυτή πράγματι ικανοποιείται.

Παρατήρηση 2.4.7. Ο χώρος Xn
0,1
μπορεί επίσης να οριστεί στο σώμα των

μιγαδικών αριθμών, ικανοποιώντας όλες τις παραπάνω συνθήκες. Για το μι-
γαδικό χώρο Xn

0,1
το παραπάνω πόρισμα είναι άμεση συνέπεια του κλασσικού

θεωρήματος του Lomonosov [Lo].

Παρατήρηση 2.4.8. ΄Ενα πολύ γνωστό αποτέλεσμα των M. Aronszajn και
K. T. Smith [AroS], λέει ότι οι συμπαγείς τελεστές έχουν πάντα μη τετριμμένο
κλειστό αναλλοίωτο υπόχωρο. ΄Οπως έχει δειχθεί από τον C. J. Read στο
[Re2], υπάρχουν αυστηρά ιδιάζοντες τελεστές σε κάποιους χώρους Banach
οι οποίοι δεν επιδέχονται κανένα μη τετριμμένο κλειστό αναλλοίωτο υπόχωρο.
Συνεπώς, δεν μπορεί κανείς να ελπίζει να επεκτείνει το αποτέλεσμα των M.
Aronszajn και K. T. Smith [AroS] στους αυστηρά ιδιάζοντες τελεστές. Στο
[ArH] παρουσιάζεται ένας καθολικά αδιάσπαστος χώρος Banach XK ο οποίος
έχει τη «βαθμωτό συν συμπαγής» ιδιότητα. Προκύπτει ότι κάθε τελεστής που
δρα στο χώρο αυτό επιδέχεται μη τετριμμένο κλειστό αναλλοίωτο υπόχωρο.
Επιπλέον, στο επόμενο κεφάλαιο παρουσιάζεται ένα αποτέλεσμα από το [ArM1],
συγκεκριμένα η ύπαρξη ενός καθολικά αδιάσπαστου αυτοπαθούς χώρου XISP
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όπου κάθε τελεστής που δρα σε κάθε υπόχωρο του χώρου αυτού επιδέχεται μη
τετριμμένο κλειστό αναλλοίωτο υπόχωρο.

Το επόμενο πόρισμα είναι άμεση συνέπεια του προηγούμενου.

Πόρισμα 2.4.9. ΄Εστω Y κλειστός κι απειροδιάστατος υπόχωρος του Xn
0,1

και T : Y → Y γραμμικός και φραγμένος τελεστής που μετατίθεται με κάποιο
μη μηδενικό αυστηρά ιδιάζοντα τελεστή. Τότε ο T επιδέχεται μη τετριμμένο
κλειστό αναλλοίωτο υπόχωρο.

Πριν να διατυπώσουμε το επόμενο θεώρημα χρειαζόμαστε το παρακάτω λήμ-
μα το οποίο αφορά ακολουθίες οι οποίες δεν έχουν υπακολουθίες που παράγουν
`k+1
1 spreading model.

Λήμμα 2.4.10. ΄Εστω 0 6 k 6 n − 1 και (xi)i block ακολουθία στοιχείων
με νόρμα το πολύ ένα στο Xn

0,1
ώστε καμία υπακολουθία αυτής να μην παράγει

`k+1
1 spreading model. Τότε για κάθε m ∈ N υπάρχει άπειρο υποσύνολο των
φυσικών αριθμών L ώστε για κάθε F1 < · · · < Fm μεγιστικά Sk-υποσύνολα
του L να ισχύει ∥∥∥∥∥∥

m∑
j=1

∑
i∈Fj

c
Fj
i xi

∥∥∥∥∥∥ < 2

Απόδειξη. Ας σταθεροποιήσουμε κάποιο m ∈ N και έστω G η συλλογή όλων
των πεπερασμένων υποσυνόλων F των φυσικών αριθμών τα οποία είναι της
μορφής F = ∪mj=1Fj , όπου m ≤ F1 < · · · < Fm και το Fj είναι μεγιστικό
Sk-σύνολο για j = 1, . . . ,m και ισχύει∥∥∥∥∥∥

m∑
i=1

∑
i∈Fj

c
Fj
i xi

∥∥∥∥∥∥ > 2.

Αν υποθέσουμε ότι το συμπέρασμα της προς απόδειξη πρότασης δεν ισχύει,
τότε εξ΄ ορισμού η οικογένεια G είναι large στο N. ΄Ενα θεώρημα του Nash-
Williams [N] δίνει ότι υπάρχει κάποιο L ∈ [N] ώστε η G να περιέχει κάποιο
αρχικό διάστημα οποιουδήποτε άπειρου υποσυνόλουM του L (δηλαδή η G είναι
very large στο L).
Το παραπάνω υπαινίσσεται ότι για κάθε F1 < · · · < Fm (υποθέτουμε ότι

minL > m) μεγιστικά Sk-υποσύνολα του L ισχύει ότι∥∥∥∥∥∥
m∑
i=1

∑
i∈Fj

c
Fj
i xi

∥∥∥∥∥∥ > 2 (2.22)

Θα δείξουμε ότι αυτό είναι άτοπο. ΄Εστω (Fj)j μία ακολουθία από διαδοχικά

μεγιστικά Sk υποσύνολα του L και ορίζουμε yj =
∑

i∈Fj c
Fj
i xi. Από την
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Πρόταση 2.2.7, συμπεραίνουμε ότι αn−k−1(xi)i = 0. Δεδομένου ότι κάθε (yj)j
είναι νόρμας το πολύ ένα και κάθε yj είναι (k, 3/minFj) s.c.c, η Πρόταση
2.2.5 (ii), υπαινίσσεται ότι αn−1(yj)j = 0. Από την Πρόταση 2.2.6 υπάρχει
υπακολουθία (y′j)j της (yj)j έτσι ώστε για m 6 k1 < · · · < km να ισχύει∥∥∥∥∥∥

m∑
j=1

∑
i∈Fkj

c
Fkj
i xi

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
m∑
j=1

y′kj

∥∥∥∥∥∥ < 2.

Αυτό αντιβαίνει στη σχέση (2.22).

Η επόμενη πρόταση είναι ένα ενδιάμεσο βήμα στο να δείξει κανείς για κάθε
απειροδιάστατο υπόχωρο Y του Xn

0,1
, υπάρχουν αυστηρά ιδιάζοντες τελεστές

S1, . . . , Sn : Y → Y ώστε η σύνθεση αυτών S1 · · ·Sn να μην είναι συμπαγής
τελεστής.

Πρόταση 2.4.11. ΄Εστω 0 6 k 6 n− 1 και Y κλειστός κι απειροδιάστατος
υπόχωρος του Xn

0,1
. ΄Εστω επίσης (x∗i )i ακολουθία στο X

n∗
0,1
που παράγει ck+1

0

spreading model και (xi)i ημινορμαρισμένη ασθενώς μηδενική ακολουθία στον
Y , ώστε καμία υπακολουθία της να μην παράγει `k+1

1 spreading model. Τότε
περνώντας, αν αυτό είναι απαραίτητο, σε υπακολουθίες των (x∗i )i και (xi)i, ο
τελεστής T : Y → Y με Tx =

∑∞
1=1 x

∗
i (x)xi είναι φραγμένος, αυστηρά ιδιάζων

και μη συμπαγής.

Απόδειξη. Περνώντας σε υπακολουθία, μπορούμε να υποθέσουμε ότι η (xi)i
είναι νορμαρισμένη block ακολουθία. Από το Λήμμα 2.4.10 και ένα καθιερωμένο
διαγώνιο επιχείρημα προκύπτει ότι υπάρχει ένα άπειρο υποσύνολο των φυσικών
αριθμών L έτσι ώστε για κάθε m ∈ N και m 6 F1 < · · · < Fm μεγιστικά
Sk-υποσύνολα του L να ισχύει∥∥∥∥∥∥

m∑
j=1

∑
i∈Fj

c
Fj
i xi

∥∥∥∥∥∥ < 2. (2.23)

Επιλέγουμε υπακολουθία (ij)j∈N του N ώστε ij > 2j+3 +1 για κάθε j ∈ N.
Ισχυριζόμαστε ότι ο τελεστής

Tx =
∑
j∈L

x∗ij (x)xj

είναι ο ζητούμενος.
΄Εστω x ∈ Y με ‖x‖ = 1 και x∗ ∈ Y ∗ με ‖x∗‖ = 1. Μπορούμε να

υποθέσουμε ότι x∗(xj) > 0 για κάθε j ∈ L. Διαμερίζουμε το σύνολο L με τον
ακόλουθο τρόπο: για q = 0, 1, . . . θέτουμε

Bq = {j ∈ L :
1

2q+1
< x∗(xj) 6

1

2q
}

Cq = {j ∈ Bq : j > q + 1}
Dq = {j ∈ Bq : j 6 q}
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Σαφώς ισχύει ότι ∣∣∣∣∣∣
∑
j∈Dq

x∗(xj)x
∗
ij (x)

∣∣∣∣∣∣ 6 q

2q
(2.24)

Διαμερίζουμε το Cq σε διαδοχικά υποσύνολα (C`q)
pq
`=0 του L ώστε να ικανο-

ποιούνται τα παρακάτω:

(i) Cq = ∪pq`=0C
`
q

(ii) C0
q = Cq∩{q+1, . . . , 2q+1} και για ` > 0 το C`q είναι μεγιστικό Sk-σύνολο
(με πιθανή εξαίρεση το τελευταίο το οποίο ίσως να μην είναι μεγιστικό).

Ισχυριζόμαστε ότι pq < 2q+3. ΄Εστω Iq ⊂ {1, . . . , pq} κάποιο S1-σύνολο ώστε
#Iq > pq/2. Από τη σχέση (2.23) και τον ορισμό του Bq λαμβάνουμε ότι

2 >

∥∥∥∥∥∥
∑
`∈Iq

∑
j∈C`q

c
C`q
j xj

∥∥∥∥∥∥ >
∑
`∈Iq

∑
j∈C`q

c
C`q
j x∗(xj) >

pq
2q+2

Δηλαδή pq < 2q+3.
Θέτουμε

G`q = {ij : j ∈ C`q} για ` = 0, . . . , pq.

Τότε είναι εύκολο να πιστοποιήσει κανείς ότι ισχύουν τα ακόλουθα:

(ι) G0
q ∈ S1 και minG0

q > 2q+3,

(ιι) G`q ∈ Sk για ` > 0.

Δεδομένου ότι pq < 2q+3, το σύνολο Gq = ∪pq`=0G
`
q ∈ Sk+1. Καθώς η (x∗i )i

παράγει ck+1
0 spreading model, συμπεραίνουμε το ακόλουθο:∣∣∣∣∣∣

∑
j∈Cq

x∗(xj)x
∗
ij (x)

∣∣∣∣∣∣ < 2 max{|x∗(xj)| : j ∈ Cq} (2.25)

Αθροίζοντας τις (2.24) και (2.25) καταλήγουμε ότι ‖T‖ 6 2
∑∞

q=0
1+q
2q .

Για να δείξουμε ότι ο T είναι μη συμπαγής θεωρούμε την διορθογώνια
ακολουθία (fk)k∈L της (x∗ij )j∈L. Καθώς η (fk)k∈L είναι ημινορμαρισμένη λαμ-
βάνουμε ότι

‖T (fk − fm)‖ = ‖xk − xm‖

για m 6= k στο L. Συνεπώς η (Tfk)k∈L δεν έχει συγκλίνουσα υπακολουθία ως
προς τη νόρμα.
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Για να αποδείξουμε ότι ο S είναι αυστηρά ιδιάζων, παρατηρούμε πρώτα ότι
για x ∈ Y με ‖x‖ = 1, x∗ ∈ Y ∗ με ‖x∗‖ = 1 και j0 ∈ N, λαμβάνουμε ότι

x∗
(
Tx
)

6
q0−1∑
q=0

∣∣∣∣∣∣
∑
j∈Bq

x∗ij (x)x∗(xj)

∣∣∣∣∣∣+ 2

∞∑
q=q0

(q + 1)

2q

6
q0−1∑
q=0

∣∣∣∣∣∣
∑
j∈Dq

x∗ij (x)x∗(xj)

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
∑
j∈Cq

x∗ij (x)x∗(xj)

∣∣∣∣∣∣


+
∞∑
q=q0

(q + 1)

2q−1

<

q0−1∑
q=0

(q + 2) sup{|x∗ij (x)| : j ∈ N}+

∞∑
q=q0

(q + 1)

2q−1

Συνεπώς ισχύει

‖Tx‖ 6 q2
0 + 3q0

2
sup{|x∗ij (x)| : j ∈ N}+

∞∑
q=q0

(q + 1)

2q−1
.

΄Εστω Z κλειστός κι απειροδιάστατος υπόχωρος του Y και ε > 0. Καθώς
ο Z δεν περιέχει το c0, προκύπτει ότι για κάθε δ > 0 υπάρχει x ∈ Z, με
‖x‖ = 1, ώστε sup{|x∗ij (x)| : j ∈ N} < δ. Για κατάλληλη επιλογή των q0 και
δ, προκύπτει ότι υπάρχει x ∈ X με ‖x‖ = 1 ώστε ‖Tx‖ < ε και άρα ο T είναι
αυστηρά ιδιάζων.
Η απόδειξη της συνέχειας του τελεστή βασίζεται στην απόδειξη της Πρό-

τασης 3.1 από το [ArDT] και η απόδειξη του ότι ο T είναι αυστηρά ιδιάζων
προέρχεται από ένα αδημοσίευτο αποτέλεσμα της A. Pelczar-Barwacz.

Παρατήρηση 2.4.12. Η απόδειξη της παραπάνω πρότασης στην πραγματι-
κότητα δίνει ότι για άπειρα υποσύνολα των φυσικών αριθμών L, M ο τελεστής
TL,M =

∑∞
i=1 x

∗
L(i)(x)xM(i) παραμένει φραγμένος, αυστηρά ιδιάζων και μη

συμπαγής.

Πόρισμα 2.4.13. Για κάθε κλειστό κι απειροδιάστατο υπόχωρο Y του Xn
0,1
,

το ιδεώδες S(Y ) των αυστηρά ιδιαζόντων τελεστών είναι μη διαχωρίσιμο.

Απόδειξη. Επιλέγουμε ημινορμαρισμένη ακολουθία (x∗i )i στον U
∗ που παράγει

cn0 spreading model και ημινορμαρισμένη ασθενώς μηδενική ακολουθία (xi)i
στον Y ώστε καμία υπακολουθία της να μην παράγει `n1 spreading model,
τέτοιες ώστε ο τελεστής T : Y → Y με Tx =

∑∞
i=1 x

∗
i (x)xi να είναι φραγ-

μένος, αυστηρά ιδιάζων και μη συμπαγής. Από την Παρατήρηση 2.4.12, για
κάθε άπειρο υποσύνολο των φυσικών αριθμών L, ο τελεστής TL : Y → Y με
TLx =

∑∞
i=1 xL(i)∗(x)xi είναι φραγμένος, αυστηρά ιδιάζων και μη συμπαγής.

΄Αρα ο S(Y ) περιέχει κάποιο υπεραριθμήσιμο ε-διαχωρισμένο υποσύνολο, είναι
συνεπώς μη διαχωρίσιμο.
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Πρόταση 2.4.14. ΄Εστω Y κλειστός κι απειροδιάστατος υπόχωρος του Xn
0,1
.

Τότε υπάρχουν αυστηρά ιδιάζοντες τελεστές S1, . . . , Sn : Y → Y , ώστε για
0 6 k 6 n − 2 η σύνθεση Sn−k · · ·Sn να είναι στο SSn−k(Y ) αλλά όχι στο
SSn−k−1(Y ) και η σύνθεση S1 · · ·Sn να είναι στο SS1(Y ) αλλά να μην είναι
συμπαγής τελεστής.

Απόδειξη. Χρησιμοποιούμε την Πρόταση 2.2.18, την Παρατήρηση 2.2.13, την
Πρόταση 2.4.11 και την Παρατήρηση 2.4.12, ώστε να επιλέξουμε νορμαρισμένη
ασθενώς μηδενική ακολουθία (xk,i)i στο Y και (x∗k,i)i νορμαρισμένη ασθενώς
μηδενική ακολουθία στο Y ∗ για k = 1, . . . , n ώστε να ικανοποιούνται τα παρα-
κάτω:

(i) Η (xk,i)i παράγει `
k−1
1 spreading model και καμία υπακολουθία της δεν

παράγει `k1 spreading model για k = 2, . . . , n, ενώ η (x1,i)i παράγει c0

spreading model.

(ii) Η (x∗k,i)i παράγει c
k
0 spreading model για k = 1, . . . , n.

(iii) Υπάρχει εk > 0 έτσι ώστε x∗k+1,i(xk,i) > εk για κάθε i ∈ N και
x∗k+1,i(xk,j) = 0 για i 6= j, k = 1, . . . , n− 1.

(iv) Ο τελεστής Sk : Y → Y με Sk(x) =
∑∞

i=1 x
∗
k,i(x)xk,i φραγμένος, αυ-

στηρά ιδιάζων και μη συμπαγής για k = 1, . . . , n.

Θα αποδείξουμε επαγωγικά το ακόλουθο: για k = 0, . . . , n − 1 υπάρχει
ημινορμαρισμένη ακολουθία θετικών πραγματικών αριθμών (ck,i)i τέτοια ώστε

Sn−k · · ·Sn−1Snx =

∞∑
i=1

ck,ix
∗
n,i(x)xn−k,i.

Για k = 0, το συμπέρασμα ισχύει για c0,i = 1 για κάθε i ∈ N. Ας υποθέσουμε
τώρα ότι ισχύει για κάποιο k < n − 1. Τότε, από την επαγωγική υπόθεση
παίρνουμε:

Sn−k−1 · · ·Snx =
∞∑
i=1

x∗n−k−1,i

 ∞∑
j=1

ck,jx
∗
n,j(x)xn−k,j

xk,i

=

∞∑
i=1

ck,ix
∗
n−k−1,i(xn−k,i)x

∗
n,i(x)xk,i.

Θέτουμε ck+1,i = ck,ix
∗
n−k−1,i(xn−k,i) για κάθε i ∈ N. Τότε ck+1,i > ck,iεn−k,

για κάθε i ∈ N, συνεπώς η (ck+1,i)i είναι ημινορμαρισμένη. Η επαγωγή ολο-
κληρώθηκε.
΄Εστω τώρα 0 6 k 6 n − 2. Η Πρόταση 2.4.4 δίνει ότι ο τελεστής

Sn−k · · ·Sn είναι στο SSn−k(Y ). Επιπλέον, αν θεωρήσουμε (yi)i να είναι
κάποια ημινορμαρισμένη ακολουθία στον Y , διορθογώνια στη (x∗n,i)i, τότε
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Sn−k · · ·Snyi = ck,ixn−k,i και άρα, από το (i) η (Snyi)i παράγει `
n−k−1
1 spre-

ading model. Από την Πρόταση 2.4.3 προκύπτει ότι ο τελεστής Sn−k · · ·Sn
δεν είναι στο SSn−k−1(Y ).
Το γεγονός ότι ο τελεστής S1 · · ·Sn είναι στο SS1(Y ) αλλά δεν είναι

συμπαγής αποδεικνύεται με παρόμοιο τρόπο.

Πρόταση 2.4.15. ΄Εστω Y κλειστός κι απειροδιάστατος υπόχωρος του Xn
0,1
.

Τότε K(Y ) ( SS1(Y ) ( SS2(Y ) ( · · · ( SSn(Y ) = S(Y ) και για κάθε
1 6 k 6 n, το SSk(Y ) είναι δίπλευρο ιδεώδες.

Απόδειξη. Το γεγονός ότι SSn(Y ) = S(Y ) προκύπτει από την Πρόταση 2.4.4
ενώ το γεγονός ότι K(Y ) ( SS1(Y ) ( SS2(Y ) ( · · · ( SSn(Y ) προκύπτει
από την Πρόταση 2.4.14. ΄Εστω 1 6 k 6 n. Θα δείξουμε ότι το SSk(Y ) είναι
δίπλευρο ιδεώδες. Είναι αρκετό να δείξουμε ότι οποτεδήποτε S, T είναι στο
SSk(Y ), τότε επίσης είναι και ο S + T . Θα δείξουμε ότι για κάθε ημινορμα-
ρισμένη ασθενώς μηδενική ακολουθία (xi)i στο Y , η ((S + T )xi)i δεν δέχεται
`k1 spreading model και σύμφωνα με την Πρόταση 2.4.3 θα έχουμε τελειώσει.
Μπορούμε να υποθέσουμε ότι οι (Sxi)i, (Txi)i και ((S + T )xi)i είναι όλες

ημινορμαρισμένες block ακολουθίες. Καθώς οι S και T είναι αμφότεροι στο
SSk(Y ), από την Πρόταση 2.4.3, καμία από τις ακολουθίες (Sxi)i και (Txi)i δε
δέχεται `k1 spreading model. Από την Πρόταση 2.2.7 προκύπτει ότι αk′(Sxi)i =
0 καθώς και αk′(Txi)i = 0 για k′ < n− k+ 1. Συμπεραίνουμε άμεσα, από τον
ορισμό του α-δείκτη, ότι αk′ ((S + T )xi)i = 0 για k′ < n − k + 1. Για ακόμη
μία φορά, από την Πρόταση 2.2.7 λαμβάνουμε ότι η ((S + T )xi)i δεν δέχεται
`k1 spreading model.
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2.5 Ο χώρος Xω
0,1

Θυμίζουμε τον ορισμό της οικογένειας Schreier τάξης ω:

Sω = {F ⊂ N : n 6 F και F ∈ Sn για κάπιο n ∈ N}.

Ο χώρος Xω
0,1
ορίζεται με το φυσιολογικό τρόπο, χρησιμοποιώντας Sω-επιτρεπτά

υποσύνολα του N. Σε αυτήν τη ενότητα με W συμβολίζουμε το σύνολο nor-
ming του χώρου Xω

0,1
. Για το χώρο αυτό ισχύει η ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 2.5.1. Τα παρακάτω ισχύουν για το Xω
0,1
.

(i) Κάθε νορμαρισμένη ασθενώς μηδενική ακολουθία έχει υπακολουθία η
οποία παράγει c0 ή `ω1 spreading model.

(ii) Κάθε μη τετριμμένο spreading model του Xω
0,1
είναι είτε ισομορφικό με

το c0 είτε με τον `1.

(iii) Κάθε υπόχωρος του Xω
0,1
δέχεται κάποιο spreading model ισομετρικό με

το c0 και κάποιο spreading model ισομετρικό με τον `1.

(iv) ΄Εστω Y κλειστός κι απειροδιάστατος υπόχωρος του Xω
0,1
και T : Y → Y

φραγμένος γραμμικός τελεστής. Τα επόμενα είναι ισοδύναμα.

(a) Ο τελεστής T είναι αυστηρά ιδιάζων.

(b) Υπάρχει ασθενώς μηδενική ακολουθία (xi)i στο Y έτσι ώστε οι
(xi)i και (Txi)i να παράγουν και οι δύο `ω1 spreading model.

(c) Υπάρχει ασθενώς μηδενική ακολουθία (yi)i στο Y έτσι ώστε οι
(yi)i και (Tyi)i να παράγουν και οι δύο `ω1 c0 spreading model.

Καθώς οι αποδείξεις των συμπερασμάτων (ii) και (iv) είναι σχεδόν πανο-
μοιότυπες με εκείνες της πεπερασμένης περίπτωσης, τις παραλείπουμε. Παρα-
κάτω συμπεριλαμβάνουμε μία περιγραφή των αποδείξεων των (i) και (iii). Κι
αυτές είναι παρόμοιες με εκείνες στην περίπτωση των χώρων Xn

0,1
, ωστόσο

υπάρχουν κάποιες τεχνικές διαφορές που αξίζει να αναφερθούν.
Είναι σαφές ότι για κάθε 1 ≤ ξ < ω1 ο χώρος Xξ0,1 μπορεί να οριστεί χρη-

σιμοποιώντας την οικογένεια Schreier τάξης ξ (βλέπε [AA] για τον ορισμό της
Sξ). Οποτεδήποτε ξ είναι αριθμήσιμος διατακτικός αριθμός της μορφής ξ = ωζ

ισχυριζόμαστε ότι η παραπάνω πρόταση ισχύει αν αντικαταστήσουμε το ω με
ξ. Αν ξ είναι της μορφής ξ = ωζ + n, παρατηρήσαμε ότι τα spreading model
στον αντίστοιχο χώρο συμπεριφέρονται ανάλογα με αυτά στο χώρο Xn+ 1

0,1
. Η

τεχνική δυσκολία στο να συμπεριληφθούν οι αποδείξεις στην περίπτωση αυτή,
είναι ότι εμφανίζεται η ανάγκη χρήσης επαναληπτικών μέσων όρων υψηλότερης
τάξης και τροποποίησης των αποδείξεων ώστε να αντιμετωπιστεί η πιο περίπλο-
κη φύση των οικογενειών Schreier υψηλότερης τάξης. Ωστόσο, δε φαίνεται να
υπάρχουν μη τεχνικά εμπόδια στο να προβεί κανείς σε αυτήν την κατεύθυνση.
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Ο παρακάτω ορισμός του α-δείκτη είναι παρόμοιος με εκείνον που χρησιμο-
ποιείται στα επόμενα δύο κεφάλαια (βλέπε επίσης [ArM1, Ορισμός 3.1]).

Ορισμός 2.5.2. ΄Εστω (xk)k block ακολουθία στο Xω
0,1
. Θα γράφουμε

α<ω(xi)i = 0 αν για κάθε n ∈ N, κάθε very fast growing ακολουθία (αq)q
από α-μέσους όρους στο W και για κάθε ακολουθία διαδοχικών υποσυνό-
λων των φυσικών αριθμών (Fk)k, ώστε η (αq)q∈Fk να είναι Sn-αποδεκτή,
να ισχύει το ακόλουθο: για κάθε υπακολουθία (xmk)k της (xk)k ισχύει ότι
limk

∑
q∈Fk |αq(xmk)| = 0. Αν το παραπάνω δεν ισχύει, τότε θα γράφουμε

α<ω(xi)i > 0.

Παρατηρούμε ότι για κάθε οριακό διατακτικό αριθμό ξ < ω1 είναι εύκολο
να ορίσει κανείς τον αντίστοιχο δείκτη α<ξ χρησιμοποιώντας κάποια ακολου-
θία διατακτικών που αυξάνει προς το ξ. Η επόμενη πρόταση αποδεικνύεται
στο επόμενο κεφάλαιο (Πρόταση 3.3.3, βλέπε επίσης [ArM1, Πρόταση 3.3]).
Παρατηρούμε ότι, σε αντίθεση με την πεπερασμένη περίπτωση, το επιχείρημα
δεν είναι τελείως τετριμμένο, χάριν συντομίας ωστόσο δεν το επαναλαμβάνουμε
εδώ.

Πρόταση 2.5.3. ΄Εστω (xk)k block ακολουθία στο Xω
0,1
. Τα επόμενα είναι

ισοδύναμα.

(i) α<ω(xk)k = 0

(ii) Για κάθε ε > 0 υπάρχει j0 ∈ N ώστε για κάθε j > j0 υπάρχει kj ∈ N
ώστε για κάθε k > kj και για κάθε very fast growing και Sj-αποδεκτή
ακολουθία από α-μέσους όρους (αq)

d
q=1 με s(αq) > j0 για q = 1, . . . , d,

να ισχύει ότι
∑d

q=1 |αq(xk)| < ε.

΄Οπως και στην πεπερασμένη περίπτωση, χρειαζόμαστε το δείκτη για να
εξασφαλίσουμε την ύπαρξη των ζητούμενων spreading model.

Πρόταση 2.5.4. ΄Εστω (xi)i νορμαρισμένη block ακολουθία στο Xω
0,1
. Τότε

ισχύουν τα ακόλουθα:

(i) Αν α<ω(xi)i > 0, τότε η (xi)i έχει υπακολουθία που παράγει ισχυρά `ω1
spreading model.

(ii) Αν α<ω(xi)i = 0, τότε η (xi)i έχει υπακολουθία που παράγει c0 spreading
model.

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε πρώτα το (i). Από τον ορισμό 2.5.2 υπάρχει κάποιο
d ∈ N, μία very fast growing ακολουθία α-μέσων όρων (αq)q στο W , μία
ακολουθία διαδοχικών υποσυνόλων των φυσικών αριθμών (Fi)i έτσι ώστε η
(αq)q∈Fi να είναι Sd-αποδεκτή για κάθε i ∈ N και∑

q∈Fi

|αq(xi)| > ε.
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Επαναριθμώντας ώστε να ισχύει Fi > d+ i για κάθε i ∈ N συμπεραίνουμε ότι
για G ∈ Sω, ισχύει ότι ∪i∈GFi ∈ Sω. Περνάμε σε περαιτέρω υπακολουθία της
(xi)i τέτοια ώστε να ισχύει

max supp

∑
q∈Fi

αq

 < min suppxi+1

για κάθε i ∈ N. ΄Εστω x∗i =
∑

q∈Fi αq για κάθε i ∈ N. Παρατηρούμε ότι
ε < ‖x∗i ‖ 6 1 για κάθε i ∈ N. Για G ∈ Sω, καταλήγουμε ότι

∑
i∈G x

∗
i είναι

συναρτησιακό Schreier. Συνεπώς ‖
∑

i∈G x
∗
i ‖ ≤ 1. Αυτό υπαινίσσεται ότι η

(x∗i )i παράγει c
ω
0 spreading model, το οποίο είναι το ζητούμενο.

Η απόδειξη του (ii) έχει την ίδια δομή με αυτήν της Πρότασης 2.2.6 και
συνεπώς θα σκιαγραφήσουμε απλώς κάποιες λεπτομέρειες. ΄Εστω (εi)i αθροί-
σιμη ακολουθία θετικών πραγματικών αριθμών ώστε να ισχύει εi > 3

∑
j>i εj

για κάθε i ∈ N. Χρησιμοποιώντας την Πρόταση 2.5.3, επαγωγικά επιλέγουμε
υπακολουθία, την οποία επίσης συμβολίζουμε με (xi)i, ώστε για i0 > 2 και
j0 = max suppxi0−1, αν (αq)

`
q=1 είναι very fast growing και Sj0-αποδεκτή α-

κολουθία α-μέσων όρων με s(αq) > min suppxi0 για q = 1, . . . , d, τότε για
κάθε i ≥ i0:

∑̀
q=1

|αq(xi)| <
εi0

i0 max suppxi0−1
. (2.26)

΄Οπως και πριν, θα δείξουμε ότι για κάθε t 6 i1 < . . . < it, F ⊂ {1, . . . , t}
ισχύει ότι ∣∣∣∣∣∣α

∑
j∈F

xij

∣∣∣∣∣∣ < 1 + 2εiminF .

οποτεδήποτε α είναι α-μέσος όρος και∣∣∣∣∣∣g
∑
j∈F

xij

∣∣∣∣∣∣ < 1 + 3εiminF .

οποτεδήποτε g είναι συναρτησιακό Schreier. Το παραπάνω οδηγεί στο επιθυ-
μητό συμπέρασμα.
Για συναρτησιακά στο W0 το παραπάνω σαφώς ισχύει. ΄Εστω τώρα m > 0

ώστε το παραπάνω να ισχύει για κάθε t 6 i1 < . . . < it και κάθε συναρτησιακό
στο Wm. ΄Εστω τώρα t 6 i1 < . . . < it. Στην περίπτωση που α ∈ Wm+1

είναι α-μέσος όρος, παραπέμπουμε τον αναγνώστη στη απόδειξη της Πρότασης.
2.2.6.
΄Εστω g ∈Wm+1 ένα συναρτησιακό Schreier με g =

∑d
q=1 αq. Υποθέτου-

με δίχως βλάβη της γενικότητας ότι

ran g ∩ ranxij 6= ∅ για κάθε j = 1, . . . , t. (2.27)
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Θέτουμε
q0 = min{q : max suppαq > min suppxi2}.

Από τον ορισμό της Sω, η (αq)
d
q=1 είναι Smin suppα1-αποδεκτή. Επίσης, εξόρι-

σμού, για q > q0 ισχύει

s(αq) > max suppαq0 ≥ min suppxi2 .

Χρησιμοποιώντας την (2.27) λαμβάνουμε

min suppα1 6 max suppxi1 .

Συνδυάζοντας τα παραπάνω μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τη (2.26) (για i0 =
i2) και να συμπεράνουμε ότι για j > 2∑

q>q0

|αq(xij )| <
εi2

i2 max suppxi1
. (2.28)

Χρησιμοποιώντας ότι i2 > t, καταλήγουμε ότι

∑
q>q0

|αq(
t∑

j=1

xij )| < εi1 .

΄Οπως προηγουμένως, διακρίνουμε δύο περιπτώσεις.
Περίπτωση 1: Για q < q0, αq(

∑t
j=1 xij ) = 0. Στην περίπτωση αυτή εφαρ-

μόζουμε την επαγωγική υπόθεση για το συναρτησιακό φορ αq0 .
Περίπτωση 2: Διαφορετικά, προκύπτει ότι s(αq0) > min suppxi1 . Σε αυ-

τήν την περίπτωση, καθώς το μονοσύνολο αq0 είναι S0-αποδεκτό, μπορούμε να
εφαρμόσουμε την (2.26) για να συμπεράνουμε ότι |αq0(

∑t
j=1 xij )| < εj1 . Συν-

δυάζοντας τις παραπάνω εκτιμήσεις λαμβάνουμε το επιθυμητό αποτέλεσμα.

Η παρακάτω πρόταση υπαινίσσεται το (iii) της Πρότασης 2.5.1.

Πρόταση 2.5.5. ΄Εστω (xk)k νορμαρισμένη block ακολουθία στο Xω
0,1
και

(Fk)k ακολουθία διαδοχικών υποσυνόλων των φυσικών αριθμών ώστε να ισχύει
limk #Fk =∞.

(i) Αν η (xk)k παράγει c0 spreading model, Fk ∈ S1 για k ∈ N και
yk =

∑
i∈Fk xi, τότε κάποια υπακολουθία της (yk)k παράγει `ω1 sprea-

ding model.

(ii) Αν η (xk)k παράγει `ω1 spreading model, Fk ∈ Sω και Fk είναι Sω-
μεγιστικό για κάθε k ∈ N (δηλαδή είναι SminFk -μεγιστικό) και wk =∑

j∈Fk cjxi είναι (minFk, 3/minFk) s.c.c., τότε κάποια υπακολουθία της
(wk)k παράγει c0 spreading model.
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Απόδειξη. Η απόδειξη του (i) είναι ταυτόσημη με εκείνη της Πρότασης 2.2.14.
Για να δείξουμε το (ii) αρκεί να δείξουμε ότι α<ω(wk)k = 0. Θα χρησιμο-

ποιήσουμε την Πρόταση 2.5.3. ΄Εστω ε > 0. Βρίσουμε j0 > 2/ε. ΄Εστω j ≥ j0
και έστω kj ∈ N τέτοιο ώστε 36/minFkj < ε. ΄Εστω k ≥ kj , (αq)

d
q=1 Sj-

αποδεκτή και very fast growing ακολουθία α-μέσων όρων έτσι ώστε s(αq) > j0
για q = 1, . . . , d. Είναι σαφές ότι, j < Fkj . Χρησιμοποιώντας το Λήμμα 2.2.4
λαμβάνουμε:

d∑
q=1

∣∣∣∣∣∣αq
∑
j∈Fk

cjxj

∣∣∣∣∣∣ < 1

s(α1)
+ 6

3

minFk
< ε.

Προβλήματα και ερωτήματα

Υπάρχουν ορισμένα ερωτήματα και προβλήματα τα οποία αφορούν τη δομή του
Xn

0,1
και του συζυγή του τα οποία είναι ανοικτά για εμάς.

Πρόβλημα 1: (i) Είναι ο χώρος Xn
0,1

minimal;

(ii) ΄Εχει κάθε ακολουθία που παράγει c0 spreading model κάποια υπακολουθία
ισοδύναμη με κάποια υπακολουθία της βάσης;
Αν αυτό αληθεύει, τότε η Πρόταση 2.2.18 συνεπάγεται ότι ο χώρος Xn

0,1

είναι sequentially minimal.
Συγκεκριμένα, είναι ανοικτό για εμάς κατά πόσο κάθε δύο υπακολουθίες

της βάσης (eim)m, (ejm)m, ώστε να ισχύει im < jm+1 και jm < im+1 για κάθε
m ∈ N, είναι ισοδύναμες.
Επιπλέον, είναι ανοικτό για εμάς σε ποια κατηγορία χώρων Banach, της

κατηγοριοποίησης που εμφανίζεται στο [FeR], ανήκουν οι υπόχωροι του Xn
0,1
.

Το επόμενο πρόβλημα αφορά τη δομή του χώρου Xn∗
0,1
και των αυστηρά

ιδιαζόντων τελεστών του.
Πρόβλημα 2: (i) ΄Εχει κάθε block ακολουθία στο Xn∗

0,1
κάποια υπακολουθία

που παράγει ck0, k = 1, . . . , n ή `1 spreading model;

(ii) Δέχεται κάθε υπόχωρος του Xn∗
0,1
ck0, k = 1, . . . , n και `1 spreading model;

Το τελευταίο είναι ισοδύναμο με το αντίστοιχο πρόβλημα για πηλίκα του
Xn

0,1
, συγκεκριμένα το κατά πόσο κάθε πηλίκο του Xn

0,1
δέχεται c0 και `k1,

k = 1, . . . , n spreading model. Παρατηρούμε ότι το Συμπέρασμα 2.2.20 δίνει
ότι το ίδιο ερώτημα για πηλίκα του Xn∗

0,1
έχει καταφατική απάντηση.

(iii) Ικανοποιεί ο Xn∗
0,1
τη συνθήκη ότι οποτεδήποτε S1, . . . , Sn+1 : Xn∗

0,1
→ Xn∗

0,1

είναι αυστηρά ιδιάζοντες τελεστές, τότε η σύνθεση S1 · · ·Sn+1 είναι συμπαγής,
όπως στο Xn

0,1
;

΄Ενας τρόπος να αποδειχθεί αυτό καταφατικά, θα ήταν να δείξει κανείς ότι
κάθε υπόχωρος Y του Xn

0,1
, περιέχει περαιτέρω υπόχωρο ο οποίος είναι συμ-

πληρωματικός στο Xn
0,1
, το οποίο φαίνεται να είναι πιθανό.
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΄Οπως μας κατέδειξε η A. Pelczar-Barwacz, καθώς οι c0 και `1 είναι πε-
περασμένα block αναπαραστάσιμοι στο Xn

0,1
, προκύπτει ότι ο χώρος Xn

0,1
είναι

arbitrarily distortable.
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Κεφάλαιο 3

΄Ενας αυτοπαθής καθολικά

αδιάσπαστος χώρος με την

κληρονομική ιδιότητα του

αναλλοίωτου υπόχωρου

Εισαγωγή

Το πρόβλημα του αναλλοίωτου υποχώρου ρωτά κατά πόσο κάθε φραγμένος
γραμμικός τελεστής ορισμένος σε απειροδιάστατο χώρο Banach επιδέχεται μη
τετριμμένο κλειστό αναλλοίωτο υπόχωρο. Σύμφωνα με ένα κλασσικό αποτέλε-
σμα των M. Aronszajn και K.T. Smith [AroS], το πρόβλημα έχει καταφατική
απάντηση για συμπαγείς τελεστές. Το αποτέλεσμα αυτό επεκτάθηκε από τον
V. Lomonosov [Lo] για τελεστές σε μιγαδικό χώρο Banach που μετατίθενται
με μη μηδενικό συμπαγή τελεστή. Οι N. D. Hooker [Ho] και G. Sirotkin [Si]
έχουν παρουσιάσει μία εκδοχή του θεωρήματος του Lomonosov για πραγματι-
κούς χώρους. Είναι επίσης γνωστό ότι το πρόβλημα, στην πλήρη γενικότητά
του, έχει αρνητική απάντηση. Πράγματι ο P. Enflo [E] και στη συνέχεια ο C. J.
Read [Re1],[Re2] έχουν δώσει διάφορα παραδείγματα τελεστών σε μη αυτοπα-
θείς χώρους Banach που δεν επιδέχονται μη τετριμμένο αναλλοίωτο υπόχωρο.
Συγκεκριμένα, σε μία βαθιά μελέτη που αφορά του τελεστές που δεν επιδέχον-
ται αναλλοίωτο υπόχωρο, ο C. J. Read έχει αποδείξει ότι κάθε διαχωρίσιμος
χώρος Banach που περιέχει είτε το c0 είτε ένα συμπληρωματικό υπόχωρο ισό-
μορφο με τον `1 ή τον J∞, φέρει κάποιον τελεστή χωρίς μη τετριμμένο κλειστό
αναλλοίωτο υπόχωρο [Re1]. Μία ολοκληρωμένη μελέτη των μεθόδων του Read
στην κατασκευή τελεστών χωρίς μη τετριμμένο αναλλοίωτο υπόχωρο μπορεί να
βρεθεί στα [GrR1], [GrR2]. Επίσης πρόσφατα έχει κατασκευαστεί ένας μη αυ-
τοπαθής καθολικά αδιάσπαστος (ΚΑ) χώρος Banach XK με τη «βαθμωτό συν
συμπαγής» ιδιότητα [ArH]. Πρόκειται για ένα L∞-χώρο με διαχωρίσιμο συζυ-
γή, ο οποίο προκύπτει με συνδυασμό ΚΑ τεχνικών και τη θεμελιώδη κατασκευή
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των J. Bourgain και F. Delbaen [BoD]. Ως συνέπεια, ο χώρος XK ικανοποιεί
την ιδιότητα του αναλλοίωτου υποχώρου (ΙΑΥ). Επιπλέον, πρόσφατα έχει κα-
τασκευαστεί ένας L∞-χώρος, οποίος περιέχει ισομορφικά τον `1, και έχει την
«βαθμωτό συν συμπαγής» ιδιότητα [ArHR]. Να σημειώσουμε ότι το τελευταίο
αποτέλεσμα του Read που αφορά διαχωρίσιμους χώρους που περιέχουν συμ-
πληρωματικά τον `1, δεν μπορεί να επεκταθεί σε εκείνους τους διαχωρίσιμους
χώρους που απλώς περιέχουν τον `1. ΄Ολα τα παραπάνω αποτελέσματα δεν πα-
ρέχουν πληροφορία σε καμία κατεύθυνση ως προς την κλάση των αυτοπαθών
χώρων Banach. Η σημασία ενός αποτελέσματος σε αυτήν την κλάση, το οποίο
να αφορά το πρόβλημα του αναλλοίωτου υποχώρου, ανακλάται στην καταληκτι-
κή του C. J. Read στο [Re1], όπου διατυπώνεται το παρακάτω: «Είναι σαφές
ότι δεν μπορούμε να πάμε πολύ παραπέρα ωσότου, και μόνο αν, επιλύσουμε το
πρόβλημα του αναλλοίωτου υποχώρου σε κάποιο αυτοπαθή χώρο Banach.»
Ο σκοπός του παρόντος κεφαλαίου είναι η κατασκευή του πρώτου γνωστού

παραδείγματος αυτοπαθούς χώρου Banach XISP με την ιδιότητα του αναλλοί-
ωτου υποχώρου, το οποίο είναι επίσης το πρώτο γνωστό παράδειγμα χώρου
με την κληρονομική ιδιότητα του αναλλοίωτου υποχώρου. Αυτή η ιδιότητα δεν
αποδεικνύεται για τον προαναφερθέντα χώρο XK . Είναι αξιοσημείωτο ότι κανέ-
νας υπόχωρος του XISP δεν ικανοποιεί την «βαθμωτό συν συμπαγής» ιδιότητα.
Ακριβέστερα, οι αυστηρά ιδιάζοντες μη συμπαγείς τελεστές σε κάθε υπόχωρο
Y του XISP ορίζουν μη διαχωρίσιμο υποσύνολο του L(Y ).
Ο χώρος XISP είναι καθολικά αδιάσπαστος και κάθε τελεστής T ∈ L(XISP )

είναι της μορφής T = λI + S όπου ο S είναι αυστηρά ιδιάζων. Ας θυμηθούμε
ότι υπάρχουν αυστηρά ιδιάζοντες τελεστές σε χώρους Banach χωρίς μη τετριμ-
μένο αναλλοίωτο υπόχωρο. Ακριβέστερα, όπως αποδεικνύεται στο [Re2], αν
(pi)i είναι γνησίως αύξουσα ακολουθία πραγματικών αριθμών αυστηρά μεγαλύ-
τερων του δύο, ο χώρος X = `2 ⊕

(∑
i⊕Jpi

)
2
επιδέχεται αυστηρά ιδιάζοντες

τελεστές χωρίς μη τετριμμένο αναλλοίωτο υπόχωρο. Αφετέρου, υπάρχουν χώ-
ροι όπου το ιδεώδες των αυστηρά ιδιαζόντων τελεστών δεν συμπίπτει με εκείνο
των συμπαγών τελεστών και κάθε αυστηρά ιδιάζων τελεστής επιδέχεται μη τε-
τριμμένο αναλλοίωτο υπόχωρο. Τα πιο κλασσικά παραδείγματα με την ιδιότητα
αυτή είναι οι χώροι Lp[0, 1], 1 6 p <∞ με p 6= 2 και C[0, 1]. Αυτό προκύπτει
με συνδυασμό του θεωρήματος Lomonosov-Hooker-Sirotkin και του κλασσι-
κού αποτελέσματος, που οφείλεται στον V. D. Milman [Mi], ότι η σύνθεση
TS είναι συμπαγής τελεστής, για κάθε T και S αυστηρά ιδιάζοντες τελεστές,
σε κάθε έναν από τους παραπάνω χώρους. Στο πρώτο κεφάλαιο (βλέπε επίσης
[ArBM]), παρουσιάζονται χώροι τύπου Tsirelson που ικανοποιούν παρόμοιες
ιδιότητες. Η δυνατότητα κατασκευής ενός αυτοπαθούς χώρου ο οποίος να ικα-
νοποιεί την ΙΑΥ, χωρίς να ικανοποιεί την «βαθμωτό συν συμπαγής ιδιότητα»,
προέκυψε από μία προγενέστερη εκδοχή του [ArBM].
Το παρακάτω περιγράφει τις κύριες ιδιότητες του χώρου XISP .

Θεώρημα. Υπάρχει αυτοπαθής χώρος XISP με Schauder βάση (en)n ο οποίος
ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες.
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(i) Ο χώρος XISP είναι καθολικά αδιάσπαστος.

(ii) Κάθε ημινορμαρισμένη ασθενώς μηδενική ακολουθία (xn)n έχει υπακο-
λουθία που παράγει είτε `1 είτε c0 spreading model. Επιπλέον, κάθε
απειροδιάστατος υπόχωρος Y του XISP δέχεται `1 και c0 spreading mo-
del.

(iii) Για κάθε απειροδιάστατο και κλειστό υπόχωρο Y του XISP και κάθε
φραγμένο γραμμικό τελεστή T ∈ L(Y,XISP ), ο T είναι της μορφής T =
λI

Y,X
ISP

+ S όπου ο S είναι αυστηρά ιδιάζων.

(iv) Για κάθε απειροδιάστατο και κλειστό υπόχωρο Y του XISP το ιδεώδες
S(Y ) των αυστηρά ιδιαζόντων τελεστών είναι μη διαχωρίσιμο.

(v) Για κάθε κλειστό υπόχωρο Y του XISP και κάθε Q, S, T στο S(Y ), ο
τελεστής QST είναι συμπαγής. ΄Αρα, για κάθε T ∈ S(Y ) είτε T 3 = 0 ή
ο T μετατίθεται με μη μηδενικό συμπαγή τελεστή.

(vi) Για κάθε απειροδιάστατο και κλειστό υπόχωρο Y του XISP και κάθε
T ∈ L(Y ), ο T επιδέχεται μη τετριμμένο κλειστό αναλλοίωτο υπόχω-
ρο. Συγκεκριμένα, κάθε T 6= λIY , για λ ∈ R επιδέχεται μη τετριμμένο
κλειστό υπεραναλλοίωτο υπόχωρο.

Δεν μας είναι σαφές κατά πόσο ο αριθμός των τελεστών στην ιδιότητα (v)
μπορεί να μειωθεί. Για τον ορισμό του χώρου XISP χρησιμοποιούμε κλασσι-
κά συστατικά, όπως η συνάρτηση κωδικοποίησης σ, η αλληλεπίδραση μεταξύ
conditional και unconditional δομής, καθώς και κάποια νέα τα οποία θα περι-
γράψουμε παρακάτω.
Σε όλες τις προηγούμενες ΚΑ κατασκευές, έπρεπε να χρησιμοποιηθούν

χώροι mixed Tsirelson ως unconditional πλαίσιο, στο οποίο βασιζόταν η ΚΑ
νόρμα. Οι χώροι mixed Tsirelson εμφανίστηκαν με το χώρο του Th. Sch-
lumprecht [Sch], είκοσι χρόνια μετέπειτα από την κατασκευή του Tsirelson
[T]. ΄Εγιναν αναπόφευκτο συστατικό για κάθε ΚΑ κατασκευή, ξεκινώντας με
το περίφημο παράδειγμα των W.T. Gowers και B. Maurey [GoM] και ακολου-
θήθηκε από πληθώρα άλλων [ArD2], [ArT] και τα λοιπά. Η πιο σημαντική
διαφορά της κατασκευής του XISP από τις κλασσικές, είναι ότι χρησιμοποιεί ως
unconditional πλαίσιο το χώρο του Tsirelson αυτό κάθε αυτό.
΄Οπως είναι σαφές στους ειδικούς, ΚΑ κατασκευές βασιζόμενες στο χώρο

του Tsirelson, δεν είναι δυνατές όταν έχουμε να κάνουμε με πλήρη κορεσμό
της νόρμας. ΄Ετσι το δεύτερο συστατικό αφορά τον κορεσμό υπό συνθήκες. Η
μέθοδος αυτή εισήχθηκε από τους E. Odell και Th. Schlumprecht [OS1],[OS2]
για να ορίσουν ετερογενή τοπική δομή σε χώρους Banach. Με τον όρο κο-
ρεσμό υπό περιορισμούς εννοούμε ότι οι πράξεις ( 1

2n ,Sn) (βλέπε Παρατήρηση
3.1.5) εφαρμόζονται σε very fast growing οικογένειες μέσων όρων, οι οποίες
είναι α-μέσοι όροι είτε β-μέσοι όροι. Οι α-μέσοι όροι έχουν επίσης χρησιμο-
ποιηθεί στα [OS1], [OS2], ενώ οι β-μέσοι όροι εισάγονται για να ελέγξουμε
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τη συμπεριφορά των special συναρτησιακών. Είναι αξιοσημείωτο ότι παρά το
γεγονός ότι οι α, β-μέσοι όροι δεν συμβάλουν στη νόρμα των διανυσμάτων
στο XISP , είναι σε θέση να εξουδετερώσουν τη δράση των πράξεων ( 1

2n ,Sn) σε
ορισμένες ακολουθίες και έτσι τα c0 spreading model γίνονται άφθονα. Αυτή η
σημαντική ιδιότητα δίνει τη δομή του XISP η οποία περιγράφεται στο παραπάνω
θεώρημα. Ας περιγράψουμε εν συντομία ορισμένες περαιτέρω δομικές ιδιότητες
του χώρου XISP .

Η πρώτη και πιο κρίσιμη είναι ότι για special convex combination (n, ε)
(βλέπε ορισμό 1.5.5)

∑
i∈F cixi, όπου (xi)i∈F είναι πεπερασμένη νορμαρισμένη

block ακολουθία, ισχύει ότι

∥∥∥∥∥∑
i∈F

cixi

∥∥∥∥∥ 6
6

2n
+ 12ε.

Η εκτίμηση αυτή οφείλεται στο γεγονός ότι ο χώρος είναι κτισμένος στο χώ-
ρο του Tsirelson και διαφέρει από τους κλασσικούς ασυμπτωτικά `1 ΚΑ χώ-
ρους (δηλαδή [ArD2],[ArT]) όπου ημινορμαρισμένοι special convex combina-
tion (n, ε) υπάρχουν σε κάθε block υπόχωρο. Συνέπεια του παραπάνω είναι
ότι η συχνότητα των rapidly increasing sequence (RIS) αυξάνεται σημαντικά,
το οποίο μεταξύ άλλων δίνει ότι το ακόλουθο: κάθε αυστηρά ιδιάζοντας τελε-
στής απεικονίζει ακολουθίες που παράγουν c0 spreading model σε ακολουθίες
που είναι μηδενικές ως προς τη νόρμα. Επιπλέον, κατηγοριοποιούμε τις ασθε-
νώς μηδενικές ακολουθίες σε αυτές τάξης 0, δηλαδή τις μηδενικές ως προς τη
νόρμα, εκείνες τάξης 1, δηλαδή εκείνες που παράγουν c0 spreading model και
εκείνες τάξης 2 ή 3, δηλαδή εκείνες που παράγουν `1 spreading model. Το
κύριο αποτέλεσμα που αφορά τις τάξεις αυτές είναι το ακόλουθο: αν Y είναι
κλειστός κι απειροδιάστατος υπόχωρος του XISP και T είναι αυστηρά ιδιάζων
τελεστής στον Y , τότε ο T απεικονίζει ακολουθίες τάξης μη μηδενικής τά-
ξης σε ακολουθίες με γνησίως μικρότερη τάξη. Συνδυάζοντας τις παραπάνω
ιδιότητες συμπεραίνουμε την ιδιότητα (v) του παραπάνω θεωρήματος.

Ευχαριστούμε τον Γ. Κωστάκη που έφερε στην προσοχή μας το θεώρημα
του G. Sirotkin [Si].

3.1 Το σύνολο norming του χώρου X
ISP

Σε αυτήν την ενότητα ορίζουμε το σύνολο norming W του χώρου XISP . Το
σύνολο αυτό ορίζεται με τη χρήση της ακολουθίας (Sn)n και οικογένειες Sn-
αποδεκτών συναρτησιακών, τα οποία θυμίσαμε στο κεφάλαιο 1 (Ορισμοί 1.5.1
και 1.5.3). ΄Οπως αναφέραμε και στην εισαγωγή, το σύνολο W θα είναι υπο-
σύνολο του συνόλου norming WT του χώρου Tsirelson.
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3.1. ΤΟ Σ�ΥΝΟΛΟ NORMING ΤΟΥ Χ�ΩΡΟΥ XISP

Η συνάρτηση κωδικοποίησης

Επιλέγουμε ένα άπειρο υποσύνολο των φυσικών αριθμών L = {`k : k ∈ N},
με `1 > 2 ώστε να ικανοποιούνται τα ακόλουθα:

(i) για κάθε k ∈ N ισχύει ότι `k+1 > 22`k και

(ii)
∑∞

k=1
1

2`k
< 1

1000 .

Διαμερίζουμε το L σε δύο άπειρα υποσύνολα L1, L2 και θέτουμε

Q = {((f1, n1), . . . , (fm, nm)) : m ∈ N, (nk)mk=1 ⊂ N, f1 < . . . < fm ∈ c00

με fk(i) ∈ Q, για i ∈ N, k = 1, . . . ,m}

Επιλέγουμε μία ένα προς ένα συνάρτηση σ : Q → L2, η οποία καλείται συ-
νάρτηση κωδικοποίησης, έτσι ώστε για κάθε ((f1, n1), . . . , (fm, nm)) ∈ Q, να
ισχύει

σ ((f1, n1), . . . , (fm, nm)) > 2nm ·max supp fm

Παρατήρηση 3.1.1. Για κάθε n ∈ N ισχύει ότι #L ∩ {n, . . . , 22n} 6 1.

Συμβολισμός. ΄Εστω G ένα υποσύνολο του c00(N). ΄Ενα διάνυσμα f ∈ G
θα καλείται μέσος όρος μεγέθους s(f) = n, αν υπάρχουν f1, . . . , fd στο G,
d 6 n, έτσι ώστε

f =
1

n
(f1 + · · ·+ fd).

Μία ακολουθία μέσων όρων (fj)j στο G θα καλείται very fast growing, αν
f1 < f2 < . . ., s(fj) > 2max supp fj−1 και s(fj) > s(fj−1) για κάθε j > 1.

Το σύνολο norming

Το σύνολο norming W ορίζεται να είναι το μικρότερο υποσύνολο του c00(N)
το οποίο ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες:

1. Το σύνολο {±en : n ∈ N} είναι υποσύνολο του W , για κάθε f ∈ W
ισχύει ότι −f ∈W , για κάθε f ∈W και κάθε διάστημα I των φυσικών αριθμών
ισχύει ότι If ∈ W και το W είναι κλειστό σε ρητούς κυρτούς συνδυασμούς.
Κάθε συναρτησιακό της μορφής f = ±en θα καλείται συναρτησιακό τύπου 0.
Ονομάζουμε α-μέσο όρο κάθε μέσο όρο α στοW ο οποίος είναι της μορφής

α = (1/n)
∑d

j=1 fj όπου d 6 n και f1 < · · · < fd ∈W .
2. Το σύνολο W περιέχει κάθε συναρτησιακό f το οποίο είναι της μορφής

f = (1/2n)
∑d

j=1 αj , όπου (αj)
d
j=1 είναι Sn-αποδεκτή και very fast growing

ακολουθία α-μέσων όρων στο W . Αν I είναι διάστημα των φυσικών αριθμών,
τότε κάθε συναρτησιακό της μορφής g = ±If θα καλείται συναρτησιακό τύπου
Ια βάρους w(g) = n.

3. Το σύνολο W περιέχει κάθε συναρτησιακό f το οποίο είναι της μορ-
φής f = (1/2)

∑d
j=1 fj , όπου (fj)

d
j=1 είναι S1-αποδεκτή special ακολουθί-

α συναρτησιακών τύπου Ια. Αυτό σημαίνει ότι w(f1) ∈ L1 και w(fj) =
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σ
((
f1, w(f1)

)
, . . . ,

(
fj−1, w(fj−1)

))
για j > 1. Αν I είναι διάστημα των

φυσικών αριθμών, τότε ένα συναρτησιακό της μορφής g = ±If θα καλείται
συναρτησιακό τύπου ΙΙ με βάρη ŵ(g) = {w(fj) : ran fj ∩ I 6= ∅}.
Ονομάζουμε β-μέσο όρο κάθε μέσο όρο β στοW ο οποίος είναι της μορφής

β = (1/n)
∑d

j=1 fj , όπου d 6 n και f1, . . . , fd ∈ W είναι συναρτησιακά τύπου
ΙΙ με ξένα βάρη ŵ(fj).

4. Το σύνολο W περιέχει κάθε συναρτησιακό f το οποίο είναι της μορφής
f = (1/2n)

∑d
j=1 βj , όπου (βj)

d
j=1 είναι Sn-αποδεκτή και very fast growing

ακολουθία β-μέσων όρων στο W . Αν I είναι διάστημα των φυσικών αριθμών,
τότε κάθε συναρτησιακό της μορφής g = ±If θα καλείται συναρτησιακό τύπου
Ιβ βάρους w(g) = n.

Ονομάζουμε κυρτό συνδυασμό κάθε f στο W το οποίο δεν είναι τύπου 0,
Ια, Ιβ ή ΙΙ.

Για x ∈ c00(N) ορίζουμε ‖x‖ = sup{f(x) : f ∈ W} και XISP να είναι η
πλήρωση του (c00(N), ‖ · ‖). Είναι σαφές ότι ο χώρος XISP έχει διμονότονη
βάση.
Η νόρμα του XISP μπορεί επίσης να περιγραφεί με κλειστό τύπο. Πράγματι,

για κάποιο x ∈ XISP ισχύει ότι

‖x‖ = max

‖x‖0, ‖x‖II , sup

 1

2n

d∑
j=1

‖Ejx‖αkj

 , sup

 1

2n

d∑
j=1

‖Ejx‖βkj




όπου τα εσωτερικά supremum λαμβάνονται σε όλα τα n ∈ N, όλα τα Sn-
αποδεκτά διαστήματα των φυσικών αριθμών (Ej)

d
j=1 και k1 < · · · < kd ώστε

kj > 2maxEj−1 για j > 1. Με ‖x‖II συμβολίζουμε την ποσότητα

‖x‖II = sup {f(x) : f ∈W είναι συναρτησιακού τύπου ΙΙ}

ενώ για j ∈ N, με ‖x‖αj συμβολίζουμε την ποσότητα

‖x‖αj = sup {α(x) : α ∈W είναι α-μέσος όρος μεγέθους s(α) = j} .

Παρομοίως, με ‖x‖βj συμβολίζουμε την ποσότητα

‖x‖βj = sup {β(x) : β ∈W είναι β-μέσος όρος μεγέθους s(β) = j} .

Παρατήρηση 3.1.2. Very fast growing ακολουθίες από α-μέσους όρους
έχουν χρησιμοποιηθεί από τους E. Odell και Th. Schlumprecht στα [OS1],
[OS2] καθώς και στα υπόλοιπα κεφάλαια αυτής της διατριβής. Ωστόσο οι β-
μέσοι όροι είναι νέο συστατικό, το οποίο εισάγεται εδώ (δηλαδή στο [ArM1])
και χρησιμοποιείται επίσης στο κεφάλαιο 4 ( βλέπε επίσης [ArM2]), είναι νέο
συστατικό το οποίο εισήχθηκε για ελέγξει τη συμπεριφορά των συναρτησιακών
τύπου ΙΙ σε block ακολουθίες. Οι β-μέσοι όροι μπορούν επίσης να χρησιμο-
ποιηθούν για να παρέχουν μία εναλλακτική απλούστερη προσέγγιση του κύριου
αποτελέσματος του [OS2].
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3.1. ΤΟ Σ�ΥΝΟΛΟ NORMING ΤΟΥ Χ�ΩΡΟΥ XISP

΄Οπως αναφέραμε στην εισαγωγή, οι νόρμες ‖·‖αj , ‖·‖
β
j , οι οποίες ορίζονται

από μέσους όρους, δε συμβάλουν στη νόρμα των διανυσμάτων. Αφετέρου, οι
νόρμες ‖ · ‖αj , ‖ · ‖

β
j παίζουν σημαντικό ρόλο στη δομή του χώρου XISP .

Παρατήρηση 3.1.3. Το σύνολο norming W μπορεί να οριστεί αναδρομικά
να είναι η ένωση μία αύξουσας ακολουθίας (Wm)∞m=0 υποσυνόλων του c00(N)
όπου W0 = {±en : n ∈ N} και αν το Wm έχει κατασκευαστεί, τότε θέτουμε
Wα
m+1 να είναι το κλείσιμο του Wm υπό α-μέσους όρους, W

Ια
m+1 να είναι το

κλείσιμο του Wα
m+1 υπό συναρτησιακά τύπου Ια, W

Ιβ

m+1 να είναι το κλείσιμο

του W Ια
m+1 υπό συναρτησιακά τύπου Ιβ , W

ΙΙ

m+1 να είναι το κλείσιμο W
Ιβ

m+1 υπό

συναρτησιακά τύπου ΙΙ, W β
m+1 να είναι το κλείσιμο του W

ΙΙ

m+1 υπό β-μέσους

όρους και τελικά Wm+1 να είναι το κλείσιμο του W
β
m+1 υπό ρητούς κυρτούς

συνδυασμούς.

Ο χώρος του Tsirelson

Ο αρχικός ορισμός του Tsirelson [T] του πρώτου χώρου Banach που δεν περιέ-
χει κανένα `p, 1 6 p < ∞ ή c0, αφορά τη συζυγή της αποκαλούμενης νόρμας
Tsirelson η οποία εισήχθηκε από τους T. Figiel και W. B. Johnson [FiJ] και
ικανοποιεί τον ακόλουθο κλειστό τύπο.

‖x‖T = max

‖x‖0, 1

2
sup


d∑
j=1

‖Ejx‖T




όπου x ∈ c00(N) και το εσωτερικό supremum λαμβάνεται σε όλα τα διαδοχικά
υποσύνολα των φυσικών αριθμών d 6 E1 < · · · < Ed (δηλαδή τα (Ej)

d
j=1

είναι S1-αποδεκτά). Ο χώρος του Tsirelson T ορίζεται να είναι η πλήρωση του
(c00(N), ‖ · ‖T ). Στη συνέχεια όταν λέμε νόρμα Tsirelson και χώρος Tsirelson
θα εννοούμε τη νόρμα και τον αντίστοιχο χώρο από το [FiJ].
΄Οπως είναι γνωστό (βλέπε [CS]), ένα σύνολο norming WT χώρου Tsirelson

είναι το μικρότερο υποσύνολο του c00(N) το οποίο ικανοποιεί τις παρακάτω
ιδιότητες.

1. Το σύνολο {±en : n ∈ N} είναι υποσύνολο του WT , για κάθε f ∈
WT ισχύει ότι −f ∈ WT , για κάθε f ∈ WT κάθε υποσύνολο των φυσικών
αριθμών E ισχύει ότι Ef ∈ WT και το WT είναι κλειστό σε ρητούς κυρτούς
συνδυασμούς.

2. Το σύνολοWT περιέχει κάθε συναρτησιακό f το οποίο είναι της μορφής
f = (1/2)

∑d
j=1 fj , όπου (fj)

d
j=1 είναι S1-αποδεκτή ακολουθία στο WT .

Παρατήρηση 3.1.4. Οι παρακάτω είναι γνωστές ιδιότητες του χώρου Tsi-
relson.

(i) Το σύνολο norming WT μπορεί να κατασκευαστεί αναδρομικά να είναι η
ένωση μίας αύξουσας ακολουθίας (Wm

T )∞m=0 υποσυνόλων του c00(N), με
παρόμοιο τρόπο όπως παραπάνω.
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(ii) Το σύνολο W ′T , το οποίο είναι το μικρότερο υποσύνολο του c00(N) το
οποίο ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες, είναι επίσης σύνολο norming
για το χώρο Tsirelson.

1. Το σύνολο {±en : n ∈ N} είναι υποσύνολο του W ′T , για κάθε
f ∈ W ′T ισχύει ότι −f ∈ W ′T και για κάθε f ∈ W ′T και κάθε υποσύνολο
των φυσικών αριθμών E ισχύει ότι Ef ∈W ′T .

2. Το σύνολο W ′T περιέχει κάθε συναρτησιακό f το οποίο είναι της
μορφής f = (1/2)

∑d
j=1 fj , όπου (fj)

d
j=1 είναι S1-αποδεκτή ακολουθία

στο W ′T .

Παρατήρηση 3.1.5. Είναι εύκολο να πιστοποιηθεί ότι το σύνολο norming
WT του χώρου Tsirelson είναι κλειστό υπό τις πράξεις ( 1

2n ,Sn), δηλαδή για κά-

θε Sn-αποδεκτή ακολουθία (fj)
d
j=1 στο WT , το συναρτησιακό (1/2n)

∑d
j=1 fj

είναι επίσης στο WT . Αυτό συνεπάγεται ότι σύνολο norming W του χώρου
XISP είναι υποσύνολο του WT . Συνεπώς ο χώρος Tsirelson είναι το uncondi-
tional πλαίσιο στο οποίο κτίζεται η νόρμα του XISP . ΄Οπως αναφέρθηκε στην
εισαγωγή, ο XISP αποτελεί την πρώτη ΚΑ κατασκευή η οποία χρησιμοποιεί το
χώρο Tsirelson αντί ενός mixed Tsirelson χώρου.

΄Οπως αποδεικνύεται στο [CJT] (βλέπε επίσης [CS]), μία ισοδύναμη νόρμα
στο χώρο Tsirelson ορίζεται από τον παρακάτω κλειστό τύπο. Για x ∈ c00(N)
θέτουμε

|||x||| = max

‖x‖0, 1

2
sup


2d∑
j=1

|||Ejx|||




όπου το εσωτερικό supremum λαμβάνεται σε όλα τα διαδοχικά υποσύνολα των
φυσικών αριθμών d 6 E1 < · · · < E2d. Τότε για κάθε (ck)

n
k=1 ⊂ R ισχύει το

ακόλουθο: ∥∥∥∥∥
n∑
k=1

ckek

∥∥∥∥∥
T

6

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ckek

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 6 3

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

ckek

∥∥∥∥∥
T

(3.1)

Παρατήρηση 3.1.6. ΄Ενα σύνολο norming W(T,|||·|||) για το χώρο (T, ||| · |||)
ορίζεται επίσης με παρόμοιο τρόπο όπως το WT .

3.2 Βασικές εκτιμήσεις σε special convex com-
bination

Σε αυτήν την ενότητα αποδεικνύουμε τη βασική ανισότητα για block ακολουθίες
στο XISP , με το βοηθητικό χώρο να είναι πράγματι ο χώρος Tsirelson. Αυτή θα
μας επιτρέψει να εκτιμήσουμε τη νόρμα των (n, ε) special convex combination
και είναι κρίσιμη καθ όλη τη διάρκεια του κεφαλαίου.
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3.2. ΒΑΣΙΚ�ΕΣ ΕΚΤΙΜ�ΗΣΕΙΣ ΣΕ SPECIAL CONVEX COMBINATION

Ορισμός 3.2.1. ΄Εστω f ∈ W ένα συναρτησιακό τύπου Ια ή Ιβ βάρους
w(f) = n με f = (1/2n)

∑d
j=1 fj . Τότε, εξ΄ ορισμού, υπάρχουν διαδοχικά

διαστήματα των φυσικών αριθμών F1 < · · · < Fp ώστε να ικανοποιούνται τα
ακόλουθα:

(i) ∪pi=1Fi = {1, . . . , d}

(ii) {min supp fj : j ∈ Fi} ∈ Sn−1, για i = 1, . . . , p

(iii) {min supp fminFi : i = 1, . . . , p} ∈ S1

Θέτουμε gi = (1/2n−1)
∑

j∈Fi fj , για i = 1, . . . , p. Καλούμε την (gi)
p
i=1,

ανάλυση Tsirelson του f .

Παρατήρηση 3.2.2. Αν f ∈W είναι συναρτησιακό τύπου Ια ή Ιβ και (fi)pi=1

είναι ανάλυση Tsirelson του f , τότε fi ∈ W για i = 1, . . . , p, η (fi)
p
i=1 είναι

S1-αποδεκτή και f = (1/2)
∑p

i=1 fi, παρά το γεγονός ότι (fi)
p
i=1 δεν είναι

κατ΄ ανάγκη very fast growing ακολουθία α-μέσων όρων ή β-μέσων όρων.
Επιπλέον, αν w(f) > 1, τότε τα fi είναι συναρτησιακά ίδιου τύπου με το f και
w(fi) = w(f)− 1 για i = 1, . . . , p.

Η δενδροειδής ανάλυση ενός συναρτησιακού f ∈W

΄Ενα βασικό συστατικό για την εκτίμηση των διανυσμάτων στο XISP είναι η
ανάλυση των στοιχείων f του συνόλου norming W . Αυτή είναι παρόμοια με την
αντίστοιχη έννοια που έχει εμφανιστεί σε σχεδόν όλες τις προηγούμενες ΚΑ,
και σχετικές, κατασκευές (δηλαδή [ArD1], [ArD2], [ArH], [ArT]). Παρακάτω
περιγράφουμε τη δενδροειδή ανάλυση στα πλαίσια της παρούσας κατασκευής.
Σε κάθε συναρτησιακό f ∈W θα αναθέσουμε μία οικογένεια (fλ)λ∈Λ, όπου

Λ είναι πεπερασμένο δέντρο το οποίο ορίζεται αναδρομικά ως εξής. Θέτουμε
f∅ = f , όπου ∅ συμβολίζει τη ρίζα του δέντρου υπό κατασκευή. Αν το f
είναι τύπου 0, τότε η δενδροειδής ανάλυση του f είναι η {f∅}. Διαφορετικά,
υποθέτουμε ότι οι κόμβοι του δέντρου και τα αντίστοιχα συναρτησιακά έχουν
οριστεί έως κάποιο ύψος p και έστω λ κάποιος κόμβος ύψους |λ| = p. Αν fλ
είναι τύπου 0, τότε δεν επεκτείνουμε παραπέρα και ο λ είναι μεγιστικός κόμβος
του δέντρου.
Αν το fλ είναι τύπου Ια ή Ιβ , ορίζουμε τους αμέσως επόμενους του λ να

είναι τα στοιχεία της ανάλυσης Tsirelson του fλ.
Αν fλ είναι τύπου ΙΙ με f = (1/2)

∑d
j=1 fj , θέτουμε τους αμέσως επόμενους

του λ να είναι τα (fj)
d
j=1.

Αν fλ είναι κυρτός συνδυασμός, το οποίο περιλαμβάνει τους α και β-μέσους
όρους, με fλ =

∑d
j=1 cjfj , θέτουμε τους αμέσως επόμενους του λ να είναι τα

(fj)
d
j=1.
Από την παρατήρηση 3.1.3 προκύπτει ότι η διαδικασία τερματίζεται σε πε-

περασμένα βήματα και ότι το δέντρο Λ είναι πεπερασμένο.
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Παρατήρηση 3.2.3. ΄Εστω f ∈ W και (fλ)λ∈Λ δενδροειδής ανάλυση του
f . Τότε για κάθε λ ∈ Λ μη μεγιστικό κόμβο, ώστε το fλ να μην είναι κυρτός
συνδυασμός, ισχύει ότι fλ = (1/2)

∑
µ∈succ(λ) fµ, όπου η (fµ)µ∈succ(λ) είναι

S1-αποδεκτή και με succ(λ) συμβολίζουμε τους αμέσως επόμενους του λ στο
Λ.

Παρατήρηση 3.2.4. Με παρόμοιο τρόπο, για κάθε f ∈ W ′T (βλέπε Παρα-
τήρηση 3.1.4 (ii)), ορίζεται η δενδροειδής ανάλυση του f .

Πρόταση 3.2.5. ΄Εστω x =
∑

k∈F ckek ένας (n, ε) basic s.c.c. και G ⊂ F .
Ισχύει το ακόλουθο: ∥∥∥∥∥∑

k∈G
ckek

∥∥∥∥∥
T

6
1

2n

∑
k∈G

ck + ε

Απόδειξη. ΄Εστω f ∈W ′T . Μπορούμε να υποθέσουμε ότι supp f ⊂ G. Θέτου-
με G1 = {k ∈ supp f : |f(ek)| 6 1

2n }, G2 = supp f \G1. Τότε σαφώς ισχύει
|G1f(

∑
k∈G ckek)| 6

1
2n
∑

k∈G ck.
Θα δείξουμε επαγωγικά ότι G2 ∈ Sn−1. ΄Εστω (fλ)λ∈Λ δενδροειδής ανάλυ-

ση του G2f . Τότε εύκολα βλέπει κανείς ότι h(Λ) 6 n−1. Για μεγιστικό κόμβο
λ στο Λ, ισχύει ότι supp fλ ∈ S0. Υποθέτουμε ότι για κάθε λ ∈ Λ, |λ| = k > 0
ισχύει ότι supp fλ ∈ Sn−1−k και έστω λ ∈ Λ, τέτοιο ώστε |λ| = k − 1. Τότε
fλ = (1/2)

∑d
j=1 fλj , όπου |λj | = k, supp fλj ∈ Sn−k−1 για j = 1, . . . , d

και {min supp fλj : j = 1, . . . , d} ∈ S1. Τότε supp fλ = ∪dj=1 supp fλj ∈
Sn−1−(k−1).
Η επαγωγή ολοκληρώθηκε και συμπεραίνουμε ότι G2 = suppG2f ∈ Sn−1

και συνεπώς G2f(
∑

k∈G ckek) 6
∑

k∈G2
ck < ε. ΄Αρα, |f(

∑
k∈G ckek)| <

1
2n
∑

k∈G ck + ε.

Πρόταση 3.2.6 (Βασική Ανισότητα). ΄Εστω (xk)k block ακολουθία στο
XISP έτσι ώστε ‖xk‖ 6 1, για κάθε k, και έστω f ∈ W . Θέτουμε φ(k) =
max suppxk, για κάθε k. Τότε υπάρχει g ∈ W(T,|||·|||) (βλέπε Παρατήρηση
3.1.6) έτσι ώστε 2g(eφ(k)) > f(xk), για κάθε k.

Απόδειξη. ΄Εστω (fλ)λ∈Λ μία δενδροειδής ανάλυση του f . Θα κατασκευάσουμε
επαγωγικά (gλ)λ∈Λ έτσι ώστε για κάθε λ ∈ Λ να ικανοποιούνται τα παρακάτω:

(i) gλ ∈W(T,|||·|||) και 2gλ(eφ(k)) > fλ(xk), για κάθε k,

(ii) supp gλ ⊂ {φ(k) : ran fλ ∩ ranxk 6= ∅}.

Για μεγιστικό κόμβο λ ∈ Λ, αν υπάρχει k ώστε ran fλ ∩ ranxk 6= ∅,
θέτουμε gλ = e∗φ(k). Διαφορετικά θέτουμε gλ = 0.
΄Εστω λ ∈ Λ μη μεγιστικός κόμβος και υποθέτουμε ότι τα (gµ)µ>λ έχουν

επιλεγεί. Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις.
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Περίπτωση 1: το fλ είναι κυρτός συνδυασμός (δηλαδή το fλ δεν είναι τύπου
0, Ια, Ιβ , ή ΙΙ). Αν fλ =

∑
µ∈succ(λ) cµfµ, θέτουμε gλ =

∑
µ∈succ(λ) cµgµ.

ἃσε 2: Το fλ δεν είναι κυρτός συνδυασμός. Αν fλ = (1/2)
∑d

j=1 fµj , όπου

succ(λ) = (µj)
d
j=1 έτσι ώστε fµ1 < · · · < fµd , θέτουμε

Gλ = {k : ran fλ ∩ ranxk 6= ∅}
G1 = {k ∈ Gλ : υπάρχει το πολύ ένα j με ran fµj ∩ ranxk 6= ∅}
G2 = {k ∈ Gλ : υπάρχουν τουλάχιστον δύο j με ran fµj ∩ ranxk 6= ∅}
Ij = {k ∈ G1 : ranxk ∩ ran fµj 6= ∅} για j = 1, . . . , d.

Παρατηρούμε ότι #G2 6 d− 1.
Για j = 1, . . . , d θέτουμε g′j = gµj |φ(Ij) και για k ∈ G2 θέτουμε gk = e∗φ(k).

Εύκολα πιστοποιούμε ότι αν θέσουμε gλ = (1/2)
(∑d

j=1 g
′
j +
∑

k∈G2
gk
)
, τότε

το gλ είναι το επιθυμητό συναρτησιακό.
Η επαγωγή ολοκληρώθηκε. Θέτουμε g = g∅

Παρατήρηση 3.2.7. Σε προηγούμενες κατασκευές (βλέπε [ArD1], [ArD2],
[ArH], [ArT]) η βασική ανισότητα χρησιμοποιείται για να εκτιμήσει τη νόρμα
γραμμικών συνδυασμών block διανυσμάτων τα οποία είναι RIS. Στην παρούσα
περίπτωση η βασική ανισότητα είναι ισχυρότερη, καθώς είναι σε θέση να δώσει
άνω εκτιμήσεις για οποιαδήποτε block ακολουθία Επιπλέον, οι RIS ορίζονται
με διαφορετικό τρόπο απ΄ ότι στις προηγούμενες κατασκευές κι επίσης παίζουν
διαφορετικό ρόλο, ο οποίος θα συζητηθεί στη συνέχεια.

Πόρισμα 3.2.8. ΄Εστω (xk)k block ακολουθία στο XISP ώστε ‖xk‖ 6 1,
(ck)k ⊂ R και φ(k) = max suppxk για κάθε k. Τότε:∥∥∥∥∥∑

k

ckxk

∥∥∥∥∥ 6 6

∥∥∥∥∥∑
k

ckeφ(k)

∥∥∥∥∥
T

Απόδειξη. ΄Εστω f ∈ W . Εφαρμόζουμε τη βασική ανισότητα και βρίσουμε
g ∈ W(T,|||·|||), έτσι ώστε για αν φ(k) = max suppxk και yk = sgn(ck)xk για
κάθε k, να ισχύει ότι 2g(eφ(k)) > f(yk), για κάθε k. Προκύπτει ότι

2g

(∑
k

|ck|eφ(k)

)
> f

(∑
k

ckxk

)
.

Συνεπώς, εφαρμόζοντας την (3.1), λαμβάνουμε∥∥∥∥∥∑
k

ckxk

∥∥∥∥∥ 6 2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
k

|ck|eφ(k)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∑
k

ckeφ(k)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 6 2 · 3

∥∥∥∥∥∑
k

ckeφ(k)

∥∥∥∥∥
T

.
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Πόρισμα 3.2.9. ΄Εστω x =
∑m

k=1 ckxk ένας (n, ε) s.c.c. στο XISP , ώστε
‖xk‖ 6 1, για k = 1, . . . ,m. Αν F ⊂ {1, . . . ,m} τότε:∥∥∥∥∥∑

k∈F
ckxk

∥∥∥∥∥ 6
6

2n

∑
k∈F

ck + 12ε.

Συγκεκριμένα, ισχύει ότι ‖x‖ 6 6/2n + 12ε.

Απόδειξη. Θέτουμε φ(k) = max suppxk, ψ(k) = min suppxk. Από το Πόρι-
σμα 3.2.8 προκύπτει ότι ‖

∑
k∈F ckxk‖ 6 6‖

∑
k∈F ckeφ(k)‖T .

Καθώς, σύμφωνα με την υπόθεση το
∑

k∈F ckeψ(k) είναι (n, ε) basic s.c.c.,
εύκολα προκύπτει ότι

∑
k∈F ckeφ(k) είναι (n, 2ε) basic s.c.c. Το επιθυμητό

αποτέλεσμα προκύπτει από την Πρόταση 3.2.5.

Πόρισμα 3.2.10. Η βάση του XISP είναι συρρικνούσα.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι δεν είναι. Τότε υπάρχει x∗ ∈ X∗
ISP
, ‖x∗‖ = 1,

κάποια νορμαρισμένη block ακολουθία (xk)k∈N στο XISP και δ > 0, έτσι ώστε
x∗(xk) > δ, για κάθε k ∈ N.
Επιλέγουμε n ∈ N ώστε 1/2n < δ/12 και ε > 0 ώστε ε < δ

24 . Από
την Πρόταση 1.5.7 υπάρχει F κάποιο υποσύνολο του N, τέτοιο ώστε το x =∑

k∈F ckxk να είναι (n, ε) s.c.c. Από το Πόρισμα 3.2.9 λαμβάνουμε ότι δ >
‖x‖ > x∗(x) > δ. Αυτό είναι άτοπο και η απόδειξη ολοκληρώθηκε.

Πρόταση 3.2.11. Η βάση του XISP είναι φραγμένα πλήρης.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι δεν είναι. Τότε υπάρχει ε > 0 και block α-
κολουθία (xk)k στο XISP , ώστε ‖xk‖ > ε και ‖

∑`+m
k=` xk‖ 6 1, για κάθε

`,m ∈ N. Επιλέγουμε k0 ώστε d = min suppxk0 > 2/ε. Θέτουμε F1 = {k0}
και επαγωγικά επιλέγουμε F1, . . . , Fd, διαστήματα των φυσικών αριθμών έτσι
ώστε:

(i) maxFj + 1 = minFj+1, για j < d και

(ii) #Fj > max{#Fj−1, 2
max suppxmaxFj−1}, για 1 < j 6 d.

Τότε, αν θέσουμε yj =
∑

k∈Fj xk, ισχύει ότι ‖
∑d

j=1 yj‖ 6 1. Αφετέρου,
παρατηρούμε ότι για j = 1, . . . , d υπάρχει α-μέσος όρος αj στο W ώστε:

(i) ranαj ⊂ ran yj , συνεπώς η (αj)
d
j=1 είναι S1-αποδεκτή,

(ii) s(αj) = #Fj , συνεπώς η (alj)
d
j=1 είναι very fast growing.

(iii) αj(yj) > ε.

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι το f = (1/2)
∑d

j=1 αj είναι συναρτησιακό

τύπου Ια στο W και f(
∑d

j=1 yj) > (dε)/2 > 1. Καθώς αυτό δεν μπορεί να
συμβαίνει, η απόδειξη ολοκληρώθηκε.
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Τα τελευταία δύο αποτελέσματα σε συνδυασμό με ένα γνωστό αποτέλεσμα
του R. C. James [J], μας επιτρέπει να συμπεράνουμε το ακόλουθο.

Πόρισμα 3.2.12. Ο χώρος XISP είναι αυτοπαθής.

Ορισμός 3.2.13. ΄Εστω F να είναι είτε το N είτε ένα αρχικό διάστημα αυτού.
Μία block ακολουθία (xk)k∈F ονομάζεται (C, (nk)k∈F ) α-rapidly increasing
sequence (ή (C, (nk)k∈F ) α-RIS), για κάποια θετική σταθερά C > 1 και μία
γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών (nk)k∈F , αν ‖xk‖ 6 C για κάθε
k ∈ F και πληρούνται οι παρακάτω συνθήκες:

(i) για κάθε k ∈ F , για κάθε συναρτησιακό f τύπου Ια βάρους w(f) = j <
nk ισχύει ότι |f(xk)| < C/2j ,

(ii) για κάθε k ∈ F ισχύει ότι (1/2nk+1) max suppxk < 1/2nk .

Παρατήρηση 3.2.14. ΄Εστω (xk)k νορμαρισμένη block ακολουθία στο χώ-
ρο XISP , ώστε να υπάρχει θετική σταθερά C και γνησίως αύξουσα ακολουθία
φυσικών αριθμών (nk)k∈N, ώστε ‖xk‖ 6 C για κάθε k και επιπλέον να ικανο-
ποιείται η συνθήκη (i) από τον Ορισμό 3.2.13. Τότε η (xk)k έχει υπακολουθία
η οποία είναι (C, (nk)k∈N) α-RIS.

Ορισμός 3.2.15. ΄Εστω n ∈ N, C > 1 και θ > 0. ΄Ενα διάνυσμα x ∈
XISP θα ονομάζεται (C, θ, n)-διάνυσμα αν ικανοποιείται το ακόλουθο: υπάρχει
0 < ε < 1/(36C23n) και block ακολουθία (xk)

m
k=1 στο XISP με ‖xk‖ 6 C για

k = 1, . . . ,m έτσι ώστε:

(i) min suppx1 > 8C22n,

(ii) υπάρχει (ck)mk=1 ⊂ [0, 1] ώστε το
∑m

k=1 ckxk να είναι (n, ε) s.c.c.,

(iii) x = 2n
∑m

k=1 ckxk και ‖x‖ > θ.

Αν επιπλέον υπάρχει γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών (nk)
m
k=1

με n1 > 22n έτσι ώστε η (xk)
m
k=1 ναι είναι (C, (nk)

m
k=1) α-RIS, τότε το x θα

ονομάζεται (C, θ, n)-ακριβές διάνυσμα.

Παρατήρηση 3.2.16. ΄Εστω x ένα (C, θ, n)-διάνυσμα στο XISP . Τότε,
χρησιμοποιώντας Πόρισμα 3.2.9, συμπεραίνουμε ότι ‖x‖ < 7C.

3.3 Οι δείκτες α και β

Σε κάθε block ακολουθία αναθέτουμε δύο δείκτες οι οποίοι σχετίζονται με τους
α και β-μέσους όρους. Σε αυτήν την ενότητα θα δείξουμε ότι κάθε νορμαρι-
σμένη block ακολουθία (xn)n έχει περαιτέρω νορμαρισμένη block ακολουθία
(yn)n ώστε σε αυτήν και οι δύο δείκτες α και β να ισούνται με μηδέν. ΄Οπως
θα δείξουμε στην επόμενη ενότητα, αυτό είναι επαρκές ώστε μία ακολουθία να
έχει υπακολουθία που παράγει c0 spreading model.
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Ορισμός 3.3.1. ΄Εστω (xk)k block ακολουθία στο XISP η οποία ικανοποιεί
το ακόλουθο: για κάθε n ∈ N, για κάθε very fast growing ακολουθία α-μέσων
όρων (αq)q στο W για κάθε ακολουθία διαδοχικών υποσυνόλων των φυσικών
αριθμών (Fk)k ώστε η (αq)q∈Fk να είναι Sn-αποδεκτή, για κάθε υπακολουθία
(xmk)k της (xk)k, ισχύει ότι limk

∑
q∈Fk |αq(xmk)| = 0.

Τότε θα λέμε ότι ο α-δείκτης της (xk)k είναι μηδέν και θα γράφουμε
α(xk)k = 0. Διαφορετικά θα γράφουμε α(xk)k > 0.

Ορισμός 3.3.2. ΄Εστω (xk)k block ακολουθία στο XISP η οποία ικανοποιεί
το ακόλουθο: για κάθε n ∈ N, για κάθε very fast growing ακολουθία β-μέσων
όρων (βq)q στο W για κάθε ακολουθία διαδοχικών υποσυνόλων των φυσικών
αριθμών (Fk)k ώστε η (βq)q∈Fk να είναι Sn-αποδεκτή, για κάθε υπακολουθία
(xmk)k της (xk)k, ισχύει ότι limk

∑
q∈Fk |βq(xmk)| = 0.

Τότε θα λέμε ότι ο β-δείκτης της (xk)k είναι μηδέν και θα γράφουμε
β(xk)k = 0. Διαφορετικά θα γράφουμε β(xk)k > 0.

Πρόταση 3.3.3. ΄Εστω (xk)k block ακολουθία στο XISP . Τα επόμενα είναι
ισοδύναμα.

(i) α(xk)k = 0

(ii) Για κάθε ε > 0 υπάρχει j0 ∈ N έτσι ώστε για κάθε j > j0 υπάρχει
kj ∈ N έτσι ώστε για κάθε k > kj , και για κάθε Sj-αποδεκτή και very
fast growing ακολουθία α-μέσων όρων (αq)

d
q=1, με s(αq) > j0 για q =

1, . . . , d, να ισχύει ότι
∑d

q=1 |αq(xk)| < ε.

Απόδειξη. Εύκολα αποδεικνύεται ότι το (i) προκύπτει από το (ii), συνεπώς θα
αποδείξουμε μόνο το αντίστροφο. Υποθέτουμε πως ισχύει το (i) ενώ το (ii)
όχι. Τότε υπάρχει ε > 0 έτσι ώστε για κάθε j0 ∈ N να υπάρχει j > j0, έτσι
ώστε για κάθε k0 ∈ N, να υπάρχει k > k0 και κάποια Sj-αποδεκτή και very fast
growing ακολουθία α-μέσων όρων (αq)

d
q=1, με s(αq) > j0 για q = 1, . . . , d,

ώστε
∑d

q=1 |αq(xk)| > ε.
Θα επιλέξουμε αναδρομικά μία υπακολουθία της (xmi)i και μία very fast

growing ακολουθία α-μέσων όρων (αi)i, έτσι ώστε |αi(xmi)| > ε
2 , για κάθε i.

Είναι σαφές πως αυτό οδηγεί σε άτοπο.
Για j0 = 1, υπάρχει j1 > 1, έτσι ώστε να υπάρχει κάποια υπακολουθία

(xkj )j της (xk)k, κάποια ακολουθία από α-μέσους όρους (αq)q με s(αq) > 1 για
κάθε q ∈ N και κάποια ακολουθία διαδοχικών υποσυνόλων (Fj)j των φυσικών
αριθμών έτσι ώστε:

(i) η (αq)q∈Fj είναι very fast growing και Sj1-αποδεκτή,

(ii)
∑

q∈Fj |αq(xkj )| > ε και

(iii) αν F ′j = Fj \ {minFj}, τότε η (αq)q∈∪jF ′j είναι very fast growing.
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Καθώς α(xk)k = 0, λαμβάνουμε ότι limj
∑

q∈F ′j
|αq(xkj )| = 0. Επιλέγουμε j

έτσι ώστε |αminFj (xkj )| > ε
2 και θέτουμε m1 = kj και α1 = αminFj .

Υποθέτουμε πως έχουμε επιλέξει φυσικούς αριθμούς m1 < · · · < mp και
very fast growing ακολουθία α-μέσων όρων (ai)pi=1, έτσι ώστε |αi(xmi)| >

ε
2

για i = 1, . . . , p. Θέτουμε j0 = max{s(αp), 2max suppαp} και επαναλαμβάνουμε
το πρώτο επαγωγικό βήμα για να βρούμε κάποιο α-μέσο όρο α με s(α) > j0 και
xk > xmp , xk > αp, έτσι ώστε |α(xk)| > ε

2 . Θέτουμε xmp+1 = xk και αp+1 =
α|ranxk . Η επαγωγική κατασκευή ολοκληρώθηκε όπως και η απόδειξη.

Η απόδειξη της παρακάτω απόδειξης είναι ταυτόσημη με την απόδειξη της
προηγούμενης.

Πρόταση 3.3.4. ΄Εστω (xk)k block ακολουθία στο XISP . Τα επόμενα είναι
ισοδύναμα.

(i) β(xk)k = 0

(ii) Για κάθε ε > 0 υπάρχει j0 ∈ N έτσι ώστε για κάθε j > j0 υπάρχει
kj ∈ N έτσι ώστε για κάθε k > kj , και για κάθε Sj-αποδεκτή και very
fast growing ακολουθία β-μέσων όρων (βq)

d
q=1, με s(βq) > j0 για q =

1, . . . , d, να ισχύει ότι
∑d

q=1 |βq(xk)| < ε.

Πρόταση 3.3.5. ΄Εστω (xk)k ημινορμαρισμένη block ακολουθία στο XISP

ώστε είτε α(xk)k > 0, είτε β(xk)k > 0. Τότε υπάρχει θ > 0 και κάποια
υπακολουθία (xmk)k∈N της (xk)k, η οποία παράγει `n1 spreading model, με
κάτω σταθερά θ/2n, για κάθε n ∈ N.
Ακριβέστερα, για κάθε n ∈ N και F ⊂ N με {min suppxmk : k ∈ F} ∈ Sn

και (ck)k∈F ⊂ R, ισχύει ότι ‖
∑

k∈F ckxmk‖ >
θ

2n
∑

k∈F |ck|.
Συγκεκριμένα, για κάθε k0, n ∈ N υπάρχει ένα πεπερασμένο υποσύνολο

F του N με minF > k0 και (ck)k∈F , ώστε το x = 2n
∑

k∈F ckxmk να είναι
(C, θ, n)-διάνυσμα, όπου C = supk ‖xk‖.
Αν επιπλέον η (xk)k είναι (C ′, (nk)k) α-RIS, τότε το x μπορεί να επιλεγεί

να είναι (C ′′, θ, n)-ακριβές διάνυσμα, όπου C ′′ = max{C,C ′}.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι α(xk)k > 0. Τότε υπάρχουν ` ∈ N, ε > 0,
κάποια very fast growing ακολουθία (αq)q∈N α-μέσω όρων, κάποια ακολουθία
διαδοχικών υποσυνόλων των φυσικών αριθμών (Fk)k ώστε η (αq)q∈Fk να είναι
S`-αποδεκτή για κάθε k ∈ N και (xnk)k∈N κάποια υπακολουθία της (xk)k∈N,
έτσι ώστε να ισχύει

∑
q∈Fk |αq(xnk)| > ε για κάθε αλλ k ∈ N. Περνώντας

σε περαιτέρω υπακολουθία, μπορούμε να υποθέσουμε ότι η (xnk)k∈N παράγει
κάποιο spreading model.
Αλλάζοντας τα πρόσημα και περιορίζοντας τα εύρη των αq, μπορούμε να

υποθέσουμε ότι
∑

q∈Fk αq(xnk) > ε, για κάθε k ∈ N και ότι ranαq ⊂ ranxnk
για κάθε q ∈ Fk και k ∈ N. Θέτουμε θ = ε

2`
.
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΄Εστω k0, n ∈ N και επιλέγουμε 0 < η < 1/(36C23n). Σύμφωνα με
την Πρόταση 1.5.7 υπάρχει κάποιο πεπερασμένο σύνολο F του {nk : k >
max{k0, 8C22n}} και (ck)k∈F , έτσι ώστε το x′ =

∑
k∈F ckxnk να είναι (n, η)

s.c.c.
Θέτουμε f = (1/2`+n)

∑
k∈F

∑
q∈Fnk

αq. Τότε το f είναι συναρτησιακό

τύπου Ια στο W και f(x′) > (ε/(2`+n) = θ/2n. Συνεπώς το x = 2nx′ είναι το
επιθυμητό (C, θ, n)-διάνυσμα.
Αν επιπροσθέτως η (xk)k είναι (C ′, (nk)k) α-RIS, προφανείς τροποποιήσεις

δίνουν ότι το x μπορεί να επιλεγεί να είναι (C ′′, θ, n)-ακριβές διάνυσμα.
Με παρόμοια επιχειρήματα, για κάθε n ∈ N, για κάθε F ⊂ N ώστε

{min suppxnk : k ∈ F} ∈ Sn και (ck)k ⊂ R, δείχνουμε ότι ‖
∑

k∈F ckxnk‖ >
(θ/2n)

∑
k∈F |ck|.

Η απόδειξη στην περίπτωση β(xk)k > 0 είναι πανομοιότυπη.

Block ακολουθίες με α-δείκτη μηδέν

Σε αυτήν την υποενότητα δείχνουμε ότι ακολουθίες (xk)k, όπου το κάθε xk είναι
(C, θ, nk)-διάνυσμα και η (nk)k είναι γνησίως αύξουσα, έχουν α-δείκτη μηδέν.
Επίσης αποδεικνύουμε ότι ακολουθίες με α-δείκτη μηδέν έχουν υπακολουθίες
οι οποίες είναι α-RIS.

Πρόταση 3.3.6. ΄Εστω (xk)k φραγμένη block ακολουθία στο χώρο XISP με
α(xk)k = 0. Τότε έχει υπακολουθία η οποία είναι (2C, (nk)k) α-RIS, όπου
C = supk ‖xk‖.

Απόδειξη. Εφαρμόζοντας την Πρόταση 3.3.3 παίρνουμε το ακόλουθο: υπάρχει
j0 ∈ N έτσι ώστε για κάθε j > j0 υπάρχει kj ∈ N ώστε για κάθε k > kj
και very fast growing και Sj-αποδεκτή ακολουθία (αq)

d
q=1 α-μέσων όρων με

s(αq) > j0 για q = 1, . . . , d, να ισχύει ότι
∑d

q=1 |αq(xk)| < C.
Θα δείξουμε ότι για j > j0 και k0 ∈ N, υπάρχει k > k0 ώστε για κάθε

f ∈W τύπου Ια και w(f) = n < j, να ισχύει ότι |f(xk)| < 2C/2n. Αν δειχθεί
ότι αυτό πράγματι ισχύει, τότε σύμφωνα με την Παρατήρηση 3.2.14 θα έχουμε
τελειώσει.
Σταθεροποιούμε j > j0 και k0 ∈ N. Θέτουμε k = max{j0, k0, kj0} και

έστω f ∈ W τύπου Ια με w(f) = n < j. Τότε το f είναι της μορφής f =
1

2n
∑d

q=1 αq, όπου (αq)
d
q=1 είναι very fast growing και Sn-αποδεκτή ακολουθία

α-μέσων όρων. Μπορούμε σαφώς να υποθέσουμε ότι ranα1 ∩ ranxk 6= ∅.
Τότε η (αq)

d
q=2 είναι very fast growing με s(αq) > min suppxk > j0 και είναι

επίσης Sj-αποδεκτή, αφού είναι Sn-αποδεκτή και n < j. Συμπεραίνουμε το
ακόλουθο:

|f(xk)| 6
1

2n

|α1(xk)|+
d∑
q=2

|αq(xk)|

 <
1

2n
(C + C).
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Λήμμα 3.3.7. ΄Εστω x = 2n
∑m

k=1 ckxk ένα (C, θ, n)-διάνυσμα στο XISP .
΄Εστω επιπλέον α ένας α-μέσος όρος στο W και ορίζουμε το σύνολο Gα =
{k : ranα ∩ ranxk 6= ∅}. Τότε ισχύει το ακόλουθο:

|α(x)| < min

C2n

s(α)

∑
k∈Gα

ck,
6C

s(α)

∑
k∈Gα

ck +
1

3 · 22n


+ 2C2n max {ck : k ∈ Gα} .

Απόδειξη. Αν α = (1/p)
∑d

j=1 fj θέτουμε

E1 = {k ∈ Gα : υπάρχει το πολύ ένα j με ran fj ∩ ranxk 6= ∅},
E2 = {1, . . . ,m} \ E1,

Jk = {j : ran fj ∩ ranxk 6= ∅} για k ∈ E2.

Εύκολα βλέπουμε ότι ∣∣∣∣∣∣α
∑
k∈E1

ckxk

∣∣∣∣∣∣ 6 C

p

∑
k∈Gα

ck. (3.2)

Επιπλέον ∣∣∣∣∣∣α
∑
k∈E2

ckxk

∣∣∣∣∣∣ < 2C max{ck : k ∈ Gα}. (3.3)

Για να δούμε αυτό παρατηρούμε ότι∣∣∣∣∣∣α
∑
k∈E2

ckxk

∣∣∣∣∣∣ 6 1

p

∑
k∈E2

ck

∑
j∈Jk

|fj(xk)|

 < max{ck : k ∈ Gα}
2Cp

p
.

Θέτουμε J = {j : υπάρχει k ∈ E1 έτσι ώστε ran fj ∩ ranxk 6= ∅} και για
j ∈ J θέτουμε Gj = {k ∈ E1 : ran fj ∩ ranxk 6= ∅}. Τότε τα Gj είναι ξένα
ανά δύο και ∪j∈JGj = E1.
Για j ∈ J , το Πόρισμα 3.2.9 δίνει ότι∣∣∣∣∣∣fj

∑
k∈Gj

ckxk

∣∣∣∣∣∣ 6 6C

2n

∑
k∈Gj

ck +
1

3 · 23n
.

Συνεπώς∣∣∣∣∣∣α
∑
k∈E1

ckxk

∣∣∣∣∣∣ 6 1

p

∑
j∈J

∣∣∣∣∣∣fj
∑
k∈Gj

ckxk

∣∣∣∣∣∣ 6 6C

2np

∑
k∈Gα

ck +
1

3 · 23n
. (3.4)
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Οι (3.2) και (3.4) δίνουν το ακόλουθο:∣∣∣∣∣∣α
∑
k∈E1

ckxk

∣∣∣∣∣∣ 6 min

 C

s(α)

∑
k∈Gα

ck,
6C

2ns(α)

∑
k∈Gα

ck +
1

3 · 23n

 . (3.5)

Αθροίζοντας τις (3.3) και (3.5) προκύπτει το συμπέρασμα.

Λήμμα 3.3.8. ΄Εστω x ένα (C, θ, n)-διάνυσμα στο XISP . ΄Εστω επίσης

(αq)
d
q=1 μία very fast growing και Sj-αποδεκτή ακολουθία α-μέσων όρων με

j < n. Τότε ισχύει το ακόλουθο:

d∑
q=1

|αq(x)| < 6C

s(α1)
+

1

2n
.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι το x = 2n
∑m

k=1 ckxk ικανοποιεί τις υποθέσεις του
Ορισμού 3.2.15. Θέτουμε q1 = min{q : ranαq ∩ ranx 6= ∅}. Για ευκολία
υποθέτουμε ότι q1 = 1. Τότε από το Λήμμα 3.3.7 λαμβάνουμε ότι

|α1(x)| < 6C

s(α1)
+

7

18 · 22n
. (3.6)

Θέτουμε

J1 = {q > 1 : υπάρχει το πολύ ένα k έτσι ώστε ranαq ∩ ranxk 6= ∅},
J2 = {q > 1 : q /∈ J1},
Gq = {k : ranαq ∩ ranxk 6= ∅} για q > 1,

G1 = {k : υπάρχει q ∈ J1 με ranαq ∩ ranxk 6= ∅}.

Τότε {min suppxk : k ∈ G1\{minG1}} ∈ Sj , συνεπώς ισχύει ότι
∑

k∈G1
ck <

1/(18C23n).
Εύκολα πιστοποιούμε ότι

∑
q∈J1

|αq(x)| 6 2jC2n

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈G1

ckxk

∥∥∥∥∥∥ < 2n−1C2n
1

18C23n
=

1

36 · 2n
. (3.7)

Για q ∈ J2, το Λήμμα 3.3.7 δίνει ότι

|αq(x)| <
C2n

s(αq)

∑
k∈Gq

ck + 2C2n max{ck : k ∈ Gq}

<
C2n

min suppx

∑
k∈Gq

ck + 2C2nckq

όπου kq ∈ Gq είναι τέτοιο ώστε ckq = max{ck : k ∈ Gq}.
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Τότε {min suppxkq : q ∈ J2 \ {min J2}} ∈ Sj . Από τα παραπάνω συμπε-
ραίνουμε ότι∑

q∈J2

|αq(x)| < 2C2n

min suppx
+

8

36 · 22n
<

1

4 · 2n
+

8

36 · 22n
. (3.8)

Αθροίζοντας τις (3.6), (3.7) και (3.8) λαμβάνουμε το ζητούμενο.

Πρόταση 3.3.9. ΄Εστω (xk)k block ακολουθία από (C, θ, nk) διανύσματα
στο XISP με τη (nk)k να είναι γνησίως αύξουσα. Τότε α(xk)k = 0.

Απόδειξη. Θα χρησιμοποιήσουμε την Πρόταση 3.3.3. ΄Εστω ε > 0 και επιλέ-
γουμε j0 ∈ N έτσι ώστε (6C/j0) < (ε/2). Για j > j0 επιλέγουμε kj , έτσι ώστε
(1/2

nkj ) < (ε/2). Για k > kj , το Λήμμα 3.3.8 δίνει ότι αν (αq)
d
q=1 είναι very

fast growing και Sj-αποδεκτή ακολουθία από α-μέσους όρους και s(αq) > j0
για q = 1, . . . , d, τότε ισχύει:

d∑
q=1

|αq(xk)| <
6C

j0
+

1

2nk
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Πρόταση 3.3.10. ΄Εστω x ένα (C, θ, n)-διάνυσμα στο XISP . Τότε για κάθε

συναρτησιακό f ∈W τύπου Ια, ώστε w(f) = j < n, ισχύει ότι |f(x)| < 7C
2j
.

Απόδειξη. ΄Εστω f = (1/2j)
∑d

q=1 αj συναρτησιακό τύπου Ια στοW με βάρος
w(f) = j < n. Τότε το Λήμμα 3.3.8 δίνει ότι:

|f(x)| 6 1

2j

 d∑
q=1

|αq(x)|

 <
1

2j

(
6C

s(α1)
+

1

2n

)
6

7C

2j
.

Η παρακάτω πρόταση προκύπτει άμεσα από την Πρόταση 3.3.10 και την
Παρατήρηση 3.2.14.

Πρόταση 3.3.11. ΄Εστω (xk)k block ακολουθία από (C, θ, nk) διανύσματα
στο XISP με τη (nk)k να είναι γνησίως αύξουσα. Τότε κάποια υπακολουθία της
(xk)k είναι (7C, (nk)k) α-RIS.

Block ακολουθίες με β-δείκτη μηδέν.

Σε αυτήν την υποενότητα πρώτα αποδεικνύουμε ότι κάθε block ακολουθία α-
πό (C, θ, nk) ακριβή διανύσματα, με τη (nk)k να είναι γνησίως αύξουσα, έχει
β-δείκτη μηδέν. Αυτό δίνει ότι κάθε block ακολουθία έχει περαιτέρω block
ακολουθία με τους α και β δείκτες αμφότερους ίσους με μηδέν. Ξεκινάμε με
το παρακάτω τεχνικό λήμμα. Η σημασία του γίνεται πιο ξεκάθαρη στο ακολου-
θούμενο Πόρισμα 3.3.13 και στα Λήμματα 3.3.14, 3.3.15.
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Συμβολισμός. ΄Εστω x = 2n
∑m

k=1 ckxk να είναι (C, θ, n)-ακριβές διάνυσμα,
με τη (xk)

m
k=1 να είναι (C, (nk)

m
k=1) α-RIS. ΄Εστω επίσης f = (1/2)

∑d
j=1 fj

ένα συναρτησιακό τύπου ΙΙ. Θέτουμε

I0 = {j : n 6 w(fj) < 22n}
I1 = {j : w(fj) < n}
I2 = {j : 22n 6 w(fj) < n1}
Jk = {j : nk 6 w(fj) < nk+1}, για k < m και Jm = {j : nm 6 w(fj)}

Υπό τον παραπάνω συμβολισμό ισχύει το ακόλουθο λήμμα.

Λήμμα 3.3.12. ΄Εστω x = 2n
∑m

k=1 ckxk ένα (C, θ, n)-ακριβές διάνυσμα
στο XISP με n > 2 και με τη (xk)

m
k=1 να είναι (C, (nk)

m
k=1) α-RIS. ΄Εστω

επίσης f = (1/2)
∑d

j=1 fj ένα συναρτησιακό τύπου ΙΙ. Τότε υπάρχει Ff ⊂ {k :
ran f ∩ ranxk 6= ∅} με {min suppxk : k ∈ Ff} ∈ S2 έτσι ώστε

|f(x)| < 7C#I0 +
C

2

 m∑
k=2

∑
j∈Jk

2nk

2w(fj)+nk−1
+
m−1∑
k=1

∑
j∈Jk

2n

2w(fj)

+
∑
j∈I1

7

2w(fj)
+
∑
j∈I2

2n

2w(fj)

+ C2n
∑
k∈Ff

ck.

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι τα (Jk)
m
k=1 είναι ξένα διαστήματα του {1, . . . , d}

και ότι τα gk = 1
2

∑
j∈Jk fj ∈W , για k = 1, . . . ,m.

Θέτουμε Ff = {k : ran gk ∩ ranxk 6= ∅}. Εύκολα βλέπουμε ότι το σύνολο
{min suppxk : k ∈ Ff} βρίσκεται στην S2 και ότι

2n

2

m∑
k=1

∣∣∣∣∣∣
∑
j∈Jk

fj(ckxk)

∣∣∣∣∣∣ 6 C2n
∑
k∈Ff

ck. (3.9)

΄Εστω k0 6 m, j ∈ Jk0 . Τότε

2n

∣∣∣∣∣∣fj
∑
k<k0

ckxk

∣∣∣∣∣∣ < C
2nk0

2w(fj)+nk0−1
και 2n

∣∣∣∣∣∣fj
∑
k>k0

ckxk

∣∣∣∣∣∣ < C
2n

2w(fj)
.

(3.10)
Η Πρόταση 3.3.10 δίνει ότι για j ∈ I1 ισχύει ότι |fj(x)| < (7C/2w(fj)) και

συνεπώς:
1

2

∑
j∈I1

|fj(x)| < C

2

∑
j∈I1

7

2w(fj)
. (3.11)
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Για j ∈ I2 ισχύει ότι |fj(x)| < (C2n/2w(fj)) και συνεπώς:

1

2

∑
j∈I2

|fj(x)| < C

2

∑
j∈I2

2n

2w(fj)
. (3.12)

Από το Πόρισμα 3.2.16 λαμβάνουμε ότι ‖x‖ < 7C, και καθώς το I0 είναι
διάστημα, προκύπτει ότι (1/2)

∑
j∈I0 fj ∈W . Συνεπώς:

1

2

∣∣∣∣∣∣
∑
j∈I0

fj(x)

∣∣∣∣∣∣ < 7C (3.13)

Αθροίζοντας τις (3.9) έως (3.13) προκύπτει η επιθυμητή εκτίμηση.

Το Πόρισμα που ακολουθεί θα φανεί χρήσιμο στις επόμενες ενότητες, όταν
ορίσουμε την έννοια των εξαρτημένων ακολουθιών.

Πόρισμα 3.3.13. ΄Εστω x ένα (C, θ, n)-ακριβές διάνυσμα στο XISP με n > 3.

΄Εστω επίσης f = (1/2)
∑d

j=1 fj ένα συναρτησιακό τύπου ΙΙ ώστε ŵ(f) ∩
{n, . . . , 22n} = ∅. Τότε:

|f(x)| < C

2n
+

C

22n
+

∑
{j: w(fj)<n}

4C

2w(fj)
.

Απόδειξη. ΄Εστω x = 2n
∑m

k=1 ckxk με τη (xk)
m
k=1 να είναι (C, (nk)

m
k=1) α-RIS.

Εφαρμόζουμε το Λήμμα 3.3.12. Τότε ισχύει το ακόλουθο:

|f(x)| <C
2

 m∑
k=2

∑
j∈Jk

2nk

2w(fj)+nk−1
+

m−1∑
k=1

∑
j∈Jk

2n

2w(fj)

+
∑
j∈I1

7

2w(fj)
+
∑
j∈I2

2n

2w(fj)

+
1

36 · 22n
.

(3.14)

Παρατηρούμε τα ακόλουθα:

m∑
k=2

∑
j∈Jk

2nk

2w(fj)+nk−1
6

1

2n1
<

1

22n
. (3.15)

∑
j∈I2

2n

2w(fj)
+

m−1∑
k=1

∑
j∈Jk

2n

2w(fj)
= 2n

 ∑
{j:w(fj)>22n}

1

2w(fj)

 6
2

2n
(3.16)

Εφαρμόζουμε τις (3.15) και (3.16) στη (3.14) για να προκύψει το συμπέρασμα.
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Λήμμα 3.3.14. ΄Εστω x = 2n
∑m

k=1 ckxk ένα (C, θ, n)-ακριβές διάνυσμα στο
XISP με n > 2 και με τη (xk)

m
k=1 να είναι (C, (nk)

m
k=1) α-RIS. ΄Εστω επίσης β

ένας β-μέσος όρος. Τότε υπάρχει Fβ ⊂ {k : ranβ∩ ranxk 6= ∅} με το σύνολο
{min suppxk : k ∈ Fβ} να είναι στην S2 έτσι ώστε:

|β(x)| < 8C

s(β)
+ C2n

∑
k∈Fβ

ck.

Απόδειξη. Αν β = (1/p)
∑d

q=1 gq, τότε εξ΄ ορισμού τα gq είναι συναρτησιακά
τύπου ΙΙ με ξένα βάρη ŵ(gq). Για ευκολία γράφουμε gq = (1/2)

∑
j∈Gq fj ,

όπου τα σύνολα δεικτών Gq, q = 1, . . . , d είναι ξένα ανά δύο. Παρατηρούμε ότι
για j1, j2 ∈ G με j1 6= j2 ισχύει ότι w(fj1) 6= w(fj2). Τροποποιώντας ελαφρώς
τον προηγούμενο συμβολισμό, θέτουμε G = ∪dq=1Gq και

I0 = {j ∈ G : n 6 w(fj) < 22n},
I1 = {j ∈ G : w(fj) < n},
I2 = {j ∈ G : 22n 6 w(fj) < n1},
Jk = {j ∈ G : nk 6 w(fj) < nk+1}, για k < m και

Jm = {j ∈ G : nm 6 w(fj)}

Σύμφωνα με την Παρατήρηση 3.1.1 υπάρχει το πολύ ένα q0 6 d, με ŵ(fq0) ∩
{n, . . . , 22n} 6= ∅ και αν τέτοιο q0 υπάρχει, τότε #ŵ(fq0) ∩ {n, . . . , 22n} 6 1.
Εφαρμόζουμε το Λήμμα 3.3.12. Τότε για q = 1, . . . , d υπάρχουν σύνολα

Fq ⊂ {xk : ranβ ∩ ranxk 6= ∅} ώστε {min suppxk : k ∈ Fq} ∈ S2 και

2n|β(x)| <7C

p
+
C

2p

 m∑
k=2

∑
j∈Jk

2nk

2w(fj)+nk−1
+

m−1∑
k=1

∑
j∈Jk

2n

2w(fj)

+
∑
j∈I1

7

2w(fj)
+
∑
j∈I2

2n

2w(fj)

+
1

p
C2n

d∑
q=1

∑
k∈Fq

ck.

(3.17)

΄Οπως και στην απόδειξη του Πορίσματος 3.3.13, παρατηρούμε τα ακόλουθα:

m∑
k=2

∑
j∈Jk

2nk

2w(fj)+nk−1
<

1

22n
, (3.18)

∑
j∈I2

2n

2w(fj)
+
m−1∑
k=1

∑
j∈Jk

2n

2w(fj)
6

2

2n
. (3.19)

Από τον ορισμό της συνάρτησης κωδικοποίησης σ λαμβάνουμε:∑
j∈I1

7

2w(fj)
<

7

1000
. (3.20)
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3.3. ΟΙ ΔΕ�ΙΚΤΕΣ α ΚΑΙ β

Επίσης:

1

p
C2n

d∑
q=1

∑
k∈Fq

ck 6 C2n max

∑
k∈Fq

ck : q = 1, . . . , p

 = C2n
∑
k∈Fq0

ck

(3.21)
για κάποιο 1 6 q0 6 d.
Θέτουμε Fβ = Fq0 και εφαρμόζουμε τις (3.18) έως (3.21) στην (3.17) για

να καταλήξουμε στο συμπέρασμα.

Λήμμα 3.3.15. ΄Εστω x ένα (C, θ, n)-διάνυσμα στο XISP με n > 4. ΄Εστω

επίσης (βq)
d
q=1 very fast growing και Sj-αποδεκτή ακολουθία β-μέσων όρων

με j 6 n− 3. Τότε:

d∑
q=1

|βq(x)| <
d∑
q=1

8C

s(βq)
+

1

2n
.

Απόδειξη. Θέτουμε

J1 = {q : υπάρχει το πολύ ένα k ώστε ranβq ∩ ranxk 6= ∅},
J2 = {1, . . . , d} \ J2,

G1 = {k : υπάρχει q ∈ J1 με ranβq ∩ ranxk 6= ∅}.

Τότε {min suppxk : k ∈ G1 \ {minG1}} ∈ Sj+1 και εύκολα πιστοποιούμε ότι

d∑
q∈J1

|βq(x)| 6 2j2n

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈G1

ckxk

∥∥∥∥∥∥ < 2

9 · 2n
. (3.22)

Για q ∈ J2 θέτουμε Fq ⊂ {1, . . . ,m} να είναι το σύνολο που μας παρέχει
το Λήμμα 3.3.14 και θέτουμε F = ∪q∈J2Fq. Τότε {min suppxk : k ∈ F \
{minF}} ∈ Sn−1, συνεπώς

∑
q∈J2

∑
k∈Fq ck < (1/9C23n).

Το Λήμμα 3.3.14 μας δίνει ότι

∑
q∈J2

|βq(x)| <
∑
q∈J2

8C

s(βq)
+

1

9 · 22n
. (3.23)

Συνδυάζοντας τις (3.22) και (3.23) λαμβάνουμε το συμπέρασμα.

Πρόταση 3.3.16. ΄Εστω (xk)k block ακολουθία από (C, θ, nk) ακριβή δια-
νύσματα στο XISP με τη (nk)k να είναι γνησίως αύξουσα. Τότε α(xk)k = 0
καθώς επίσης β(xk)k = 0.
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Απόδειξη. Η Πρόταση 3.3.9 δίνει ότι α(xk)k = 0. Για να αποδείξουμε ότι
β(xk)k = 0 θα χρησιμοποιήσουμε την Πρόταση 3.3.4. ΄Εστω ε > 0 και επι-
λέγουμε j0 ∈ N έτσι ώστε (8C/j0) < (ε/4). Για j > j0 επιλέγουμε kj ώστε
nkj > j + 3 και (1/2

nkj ) < (ε/4). Για k > kj το Λήμμα 3.3.15 δίνει ότι αν
(βq)

d
q=1 είναι very fast growing και Sj-αποδεκτή ακολουθία β-μέσων όρων και

s(βq) > j0 για q = 1, . . . , d, τότε ισχύει:

d∑
q=1

|βq(xk)| <
∑
q=1

8C

s(βq)
+

1

2nk
<
ε

4
+

∑
j>min suppxk

8C

2j
+
ε

4
< ε.

Πόρισμα 3.3.17. ΄Εστω (xk)k νορμαρισμένη block ακολουθία στο XISP .
Τότε υπάρχει περαιτέρω νορμαρισμένη block ακολουθία (yk)k της (xk)k∈N ώστε
α(yk)k = 0 καθώς επίσης β(yk)k = 0.

Απόδειξη. Αν α(xk)k = 0 και β(xk)k = 0 τότε έχουμε τελειώσει. Διαφο-
ρετικά, αν α(xk)k > 0 ή β(xk)k > 0, τότε εφαρμόζουμε την Πρόταση 3.3.5
για να κατασκευάσουμε μία block ακολουθία (zk)k από (1, θ, nk) διανύσματα,
με τη (nk)k να είναι γνησίως αύξουσα. Τότε σύμφωνα με την Πρόταση 3.3.9
προκύπτει ότι α(zk)k = 0 ενώ η Πρόταση 3.3.11 δίνει ότι, περνώντας ίσως σε
υπακολουθία, η (zk)k είναι (7, (nk)k) α-RIS.
Αν β(zk)k = 0, θέτουμε yk = (1/‖zk‖)zk και η (yk)k∈N είναι η επιθυμητή

ακολουθία ις τηε δεσιρεδ σεχυενςε. Διαφορετικά, αν β(zk)k > 0, εφαρμόζου-
με για ακόμη μία φορά την Πρόταση 3.3.5 για να κατασκευάσουμε μία block
ακολουθία (wk)k από (7, θ′,mk) ακριβείς μέσους όρους, με τη {mk}k να είναι
γνησίως αύξουσα. Η Πρόταση 3.3.16 δίνει ότι α(wk)k = 0 και β(wk)k = 0.
Θέτουμε yk = (1/‖wk‖)wk και τελικά η (yk)k είναι η ζητούμενη ακολουθία.

3.4 c0 spreading model

Αυτή η ενότητα είναι αφιερωμένη στις αναγκαίες συνθήκες ώστε μία ακολουθία
(xk)k να παράγει c0 spreading model. Στην αρχή αποδεικνύουμε ένα αποτέ-
λεσμα τύπου Ramsey το οποίο αφορά συναρτησιακού τύπου ΙΙ που δρουν σε
κάποια block ακολουθία (xk)k με β(xk)k = 0. Κατόπιν δίνονται συνθήκες
ώστε μία πεπερασμένη ακολουθία να είναι ισοδύναμη με τη συνήθη βάση του
`n∞. Αυτό είναι κρίσιμο ώστε να αποδειχθεί η ΚΑ ιδιότητα και οι ιδιότητες των
τελεστών στο χώρο αυτό. Επιπλέον αποδεικνύεται ότι κάθε block ακολουθία
(xk)k με α(xk)k = 0 και β(xk)k = 0 περιέχει υπακολουθία που παράγει c0

spreading model. Μία ακόμη κρίσιμη ιδιότητα που συνδέεται με ακολουθίες
που παράγουν c0 spreading model, είναι ότι διαδοχικά Schreier αθροίσματα
αυτών ορίζουν α-RIS ακολουθίες.
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Εκτίμηση συναρτησιακών τύπου ΙΙ σε (xk)k με β(xk)k = 0

Ορισμός 3.4.1. ΄Εστω x1 < x2 < x3 διανύσματα στο XISP , f ένα συναρ-

τησιακό τύπου ΙΙ με f = (1/2)
∑d

j=1 fj , έτσι ώστε supp f ∩ ranxi 6= ∅, για
i = 1, 2, 3 και j0 = min{j : ran fj ∩ ranx2 6= ∅}. Αν ran fj0 ∩ ranx3 = ∅,
τότε θα λέμε ότι το f διαχωρίζει τα x1, x2, x3.

Ορισμός 3.4.2. ΄Εστω i, j ∈ N. Αν υπάρχει f ∈W συναρτησιακό τύπου ΙΙ
ώστε i, j ∈ ŵ(f), τότε θα λέμε ότι το i είναι συμβατό με το j.

Λήμμα 3.4.3. ΄Εστω x1 < x2 < · · · < xm διανύσματα στο XISP ώστε

να υπάρχει ε > 0 και συναρτησιακά τύπου ΙΙ (fk)
m−1
k=2 που ικανοποιούν τα

ακόλουθα:

(i) το fk διαχωρίζει τα x1, xk, xm για k = 2, . . . ,m− 1,

(ii) αν fk = (1/2)
∑dk

j=1 f
k
j και jk = min{j : ran fkj ∩ ranxk 6= ∅}, τότε το

w(fkjk) δεν είναι συμβατό με το w(f `j`) για k 6= `,

(iii) |fk(xm)| > ε για k = 2, . . . ,m− 1.

Τότε υπάρχει κάποιος β-μέσος όρος β στο W μεγέθους s(β) = m − 2 ώστε
β(xm) > ε.

Απόδειξη. Θέτουμε gk = sgn(fk(xm))fk|ranxm για k = 2, . . . ,m− 1. Τότε τα
gk είναι συναρτησιακά τύπου ΙΙ στοW . Θα δείξουμε ότι τα gk έχουν ξένα βάρη
ŵ(gk).
Πράγματι, αν αυτό δε συμβαίνει τότε υπάρχουν 2 6 k < ` 6 m − 1 και

i ∈ ŵ(gk) ∩ ŵ(g`). Από την (i) και το γεγονός ότι για κάθε special ακολου-
θία (hi)

p
i=1, το βάρος του hp προσδιορίζει μοναδικά την ακολουθία (hi)

p−1
i=1 ,

προκύπτει ότι fk|[min suppx2,...,max supp f`j`
] = εf`|[min suppx2,...,max supp f`j`

], με ε ∈
{−1, 1}. Αυτό αντιβαίνει στο (ii).
Από το παραπάνω και την (iii), συμπεραίνουμε ότι αν θέσουμε β = (1/(m−

2))
∑m−1

k=2 gk, ο β είναι ο ζητούμενος β-μέσος όρος.

Λήμμα 3.4.4. ΄Εστω x1 < x2 < · · · < xm διανύσματα στο XISP , έτσι ώστε

να υπάρχει ε > 0 και συναρτησιακά τύπου ΙΙ (fk)
m−1
k=2 που ικανοποιούν τα

ακόλουθα:

(i) το fk διαχωρίζει τα x1, xk, xm για k = 2, . . . ,m− 1,

(ii) αν fk = (1/2)
∑dk

j=1 f
k
j και jk = min{j : ran fkj ∩ ranxk 6= ∅}, τότε

w(fkjk) = w(f `j`) για k 6= `,

(iii) αν j′k = min{j : ran fkj ∩ ranxm 6= ∅}, τότε w(fkj′k
) 6= w(f `j′`

) για k 6= `,

(iv) |fk(xm)| > ε για k = 2, . . . ,m− 1.
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Τότε υπάρχει κάποιος β-μέσος όρος β στο W μεγέθους s(β) = m − 2 ώστε
β(xm) > ε.

Απόδειξη. ΄Οπως προηγουμένως θέτουμε gk = sgn(fk(xm))fk|ranxm για k =
2, . . . ,m − 1. Τότε τα gk είναι συναρτησιακά τύπου ΙΙ στο W . Θα δείξουμε
ότι τα gk έχουν ξένα βάρη ŵ(gk).
Ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν 2 6 k < ` 6 m − 1 και i ∈ ŵ(gk) ∩ ŵ(g`).

Από τις (i), (ii) και το γεγονός ότι για κάθε special ακολουθία (hi)
p
i=1, το

βάρος του hp προσδιορίζει μοναδικά την ακολουθία (hi)
p−1
i=1 , προκύπτει ότι

fk|[min suppx2,...,min suppxm] = εf`|[min suppx2,...,min suppxm]

με ε ∈ {−1, 1}. Αυτό δε μας αφήνει επιλογή παρά να συμπεράνουμε ότι
w(fkj′k

) = w(f `j′`
), το οποίο αντιβαίνει στο (iii).

Από το (iv) προκύπτει ότι αν θέσουμε β = (1/(m−2))
∑m−1

k=2 gk, ο β είναι
ο ζητούμενος β-μέσος όρος.

Πρόταση 3.4.5. ΄Εστω (xk)k φραγμένη block ακολουθία στο XISP ώστε
β(xk)k = 0. Τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει ένα άπειρο υποσύνολο των φυσικών
αριθμών M έτσι ώστε για κάθε k1 < k2 < k3 ∈M και για κάθε συναρτησιακό
f ∈W τύπου ΙΙ το οποίο διαχωρίζει τα xk1 , xk2 , xk3 , να ισχύει ότι |f(xki)| < ε
για κάποιο i ∈ {1, 2, 3}.

Απόδειξη. Ας υποθέσουμε ότι το συμπέρασμα δεν ισχύει. Χρησιμοποιώντας το
θεώρημα του Ramsey [Ra], μπορούμε να υποθέσουμε ότι υπάρχει ε > 0 ώστε
για κάθε k < ` < m ∈ N, ισχύει ότι υπάρχει κάποιο συναρτησιακό τύπου ΙΙ
fk,`,m, το οποίο διαχωρίζει τα xk, x`, xm και |fk,`,m(xk)| > ε, |fk,`,m(x`)| > ε
και |fk,`,m(xm)| > ε.

Για 1 < k < m, αν f1,k,m = (1/2)
∑dk,m

j=1 fk,mj , θέτουμε

ik,m = min{j : ran fk,mj ∩ ranx1 6= ∅}

jk,m = min{j : ran fk,mj ∩ ranxk 6= ∅}

j′k,m = min{j : ran fk,mj ∩ ranxm 6= ∅}

Παρατηρούμε ότι για 1 < k < m, καθώς |f1,k,m(x1)| > ε, προκύπτει ότι

1

2
w(fk,mik,m

)
>

ε

‖x1‖max suppx1

Εφαρμόζοντας το θεώρημα του Ramsey για μία ακόμη φορά, μπορούμε να υ-
ποθέσουμε ότι υπάρχει n1 ∈ N, έτσι ώστε για κάθε 1 < k < m να ισχύει
w(fk,mik,m) = n1.
Επιχειρηματολογώντας με παρόμοιο τρόπο και διαγωνοποιώντας, μπορούμε

να υποθέσουμε ότι για κάθε k > 1 υπάρχει nk ∈ N έτσι ώστε για κάθε m > k
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να ισχύει w(fk,mjk,m) = nk. Θέτουμε

A1 =
{
{k, `} ∈ [N \ {1}]2 : nk 6= n` και το nk είναι συμβατό με το n`

}
A2 =

{
{k, `} ∈ [N \ {1}]2 : nk 6= n` και το nk δεν είναι συμβατό με το n`

}
A3 =

{
{k, `} ∈ [N \ {1}]2 : nk = n`

}
Για ακόμη μία φόρα, το θεώρημα του Ramsey δίνει ότι υπάρχει άπειρο υποσύ-
νολο των φυσικών αριθμών M ώστε [M ]2 ⊂ A1, [M ]2 ⊂ A2, ή [M ]2 ⊂ A3.
Ας υποθέσουμε ότι [M ]2 ⊂ A1, και για ευκολία επίσης υποθέσουμε ότι

M = N \ {1}. Επιλέγουμε k0 > 1 ώστε k0 > max suppx1. Καθώς το n1

είναι συμβατό με το n2 και εν γένει το nk−1 είναι συμβατό με το nk, για k > 1,
προκύπτει ότι υπάρχει συναρτησιακό τύπου ΙΙ f = (1/2)

∑d
j=1 fj στο W ώστε

ran f ∩ ranx1 6= ∅ και για k = 1, . . . , k0 υπάρχει jk, με w(fjk) = nk για
k = 1, . . . , k0. Καθώς min supp f1 6 max suppx1 προκύπτει ότι η (fj)

d
j=1 δεν

μπορεί να είναι S1-αποδεκτή, το οποίο είναι άτοπο.
Υποθέτουμε τώρα ότι [M ]2 ⊂ A2. Από το Λήμμα 3.4.3 λαμβάνουμε ότι

β(xk)k > 0 και, καθώς αυτό δεν είναι δυνατόν να συμβαίνει, καταλήγουμε ότι
[M ]2 ⊂ A3, συνεπώς υπάρχει n0 ∈ N ώστε nk = n0 για κάθε k ∈M .
Υποθέτουμε για μία ακόμη φορά ότι M = N \ {1} και θέτουμε

B =
{
{k, `,m} ∈ [N \ {1}]3 : w(f1,k,m

j′k,m
) = w(f1,`,m

j′`,m
)
}

Αν υπάρχει ένα άπειρο υποσύνολο των φυσικών αριθμών M ώστε [M ]3 ⊂ Bc,
τότε από το Λήμμα 3.4.4 λαμβάνουμε ότι β(xk)k > 0, συνεπώς χρησιμοποιώντας
για τελευταία φορά το θεώρημα του Ramsey, καταλήγουμε ότι υπάρχει ένα
άπειρο υποσύνολο των φυσικών αριθμών M ώστε [M ]3 ⊂ B.
Από τα παραπάνω, καταλήγουμε ότι για m > 4, ranxk ⊂ ran f2,m

j2,m
και

|f2,m
j2,m

(xk)| > 2ε, για k = 2, . . . ,m−2. Θέτουμε fm = f2,m
j2,m
και έστω f κάποιο

w∗ όριο κάποιας υπακολουθίας της (fm)m. Τότε |f(xk)| > 2ε για κάθε k > 2.
Αυτό αντιβαίνει στο Πόρισμα 3.2.10 και η απόδειξη ολοκληρώθηκε.

Παρατήρηση 3.4.6. Η απόδειξη της Πρότασης 3.4.5 είναι το μοναδικό ση-
μείο στο οποίο είναι απαραίτητη η συνθήκη β(xk)k = 0. Αυτό καθιστά αναγκαία
την εισαγωγή των β-μέσων όρων και τη χρήση τους στον ορισμό της νόρμας.

Πεπερασμένες ακολουθίες ισοδύναμες με τη συνήθη βάση
του `n∞

Πρόταση 3.4.7. ΄Εστω x1 < · · · < xn μία πεπερασμένη ημινορμαρισμένη
block ακολουθία στο XISP με ‖xk‖ 6 1 για k = 1, . . . , n ώστε να υπάρχει
γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών n + 3 6 j1 < · · · < jn και να
ικανοποιούνται τα παρακάτω.

(i) Για κάθε k0 ∈ {1, . . . , n}, για κάθε k > k0, k ∈ {1, . . . , n}, για κάθε
very fast growing και Sj-αποδεκτή ακολουθία α-μέσων όρων (αq)

d
q=1 με

j < jk0 και s(α1) > min suppxk0 , ισχύει ότι
∑d

q=1 |αq(xk)| < 1/(n2n).
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(ii) Για κάθε k0 ∈ {1, . . . , n}, για κάθε k > k0, k ∈ {1, . . . , n}, για κάθε
very fast growing και Sj-αποδεκτή ακολουθία β-μέσων όρων (βq)

d
q=1 με

j < jk0 και s(β1) > min suppxk0 , ισχύει ότι
∑d

q=1 |βq(xk)| < 1/(n2n).

(iii) Για k = 1, . . . , n− 1 ισχύει (1/2jk+1) max suppxk < 1/2n.

(iv) Για κάθε 1 6 k1 < k2 < k3 6 n, για κάθε συναρτησιακό f ∈W τύπου ΙΙ
που διαχωρίζει τα xk1 , xk2 , xk3 ισχύει ότι |f(xki)| < 1/(n2n) για κάποιο
i ∈ {1, 2, 3}.

Τότε η (xk)
n
k=1 είναι ισοδύναμη με τη συνήθη βάση του `

n
∞, με άνω σταθερά

3 + 3
2n . Επιπλέον, για κάθε συναρτησιακό f ∈W τύπου Ια και βάρους w(f) =

j < j1, ισχύει ότι |f(
∑n

k=1 xk)| < (3 + (4/2n))/2j .

Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας την Παρατήρηση 3.1.3 θα αποδείξουμε επαγωγικά
ότι για κάθε (ck)

n
k=1 ⊂ [−1, 1] ισχύουν τα παρακάτω.

(i) Για κάθε f ∈W ισχύει∣∣∣∣∣f
(

n∑
k=1

ckxk

)∣∣∣∣∣ <
(

3 +
3

2n

)
max{|ck| : k = 1, . . . , n}.

(ii) Αν το f είναι τύπου Ια και w(f) > 2, τότε∣∣∣∣∣f
(

n∑
k=1

ckxk

)∣∣∣∣∣ <
(

1 +
2

2n

)
max{|ck| : k = 1, . . . , n}.

(iii) Αν το f είναι τύπου Ια και w(f) = j < j1, τότε∣∣∣∣∣f
(

n∑
k=1

ckxk

)∣∣∣∣∣ < 3 + 4
2n

2j
max{|ck| : k = 1, . . . , n}.

Για κάθε συναρτησιακό f ∈ W0 η επαγωγική υπόθεση ισχύει. Ας υποθέ-
σουμε ότι ισχύει για κάθε f ∈Wm και έστω f ∈Wm+1. Αν το f είναι κυρτός
συνδυασμός τότε είμαστε εντάξει. Ας υποθέσουμε ότι το f είναι τύπου Ια, με
f = (1/2j)

∑d
q=1 αq όπου (αq)

d
q=1 είναι very fast growing και Sj-αποδεκτή α-

κολουθία α-μέσων όρων στο Wm. Θέτουμε k1 = min{k : ran f ∩ ranxk 6= ∅}
και q1 = min{q : ranαq ∩ ranxk1 6= ∅}. Διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις.
Περίπτωση 1: j < j1. Για q > q1 ισχύει ότι s(αq) > min suppxk1 , συνεπώς

συμπεραίνουμε ότι

∑
q>q1

∣∣∣∣∣αq
(

n∑
k=1

ckxk

)∣∣∣∣∣ < 1

2n
max{|ck| : k = 1, . . . , n} (3.24)
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ενώ η επαγωγική υπόθεση δίνει ότι∣∣∣∣∣αq1
(

n∑
k=1

ckxk

)∣∣∣∣∣ <
(

3 +
3

2n

)
max{|ck| : k = 1, . . . , n}. (3.25)

Συνδυάζοντας τις (3.24) και (3.25) συμπεραίνουμε ότι∣∣∣∣∣f
(

n∑
k=1

ckxk

)∣∣∣∣∣ < 3 + 4
2n

2j
max{|ck| : k = 1, . . . , n} (3.26)

άρα το (iii) της επαγωγικής υπόθεσης ικανοποιείται.

Περίπτωση 2: Υπάρχει k0 < n ώστε jk0 6 j < jk0+1. Επιχειρηματολογών-
τας όπως προηγουμένως λαμβάνουμε∣∣∣∣∣∣f

∑
k>k0

ckxk

∣∣∣∣∣∣ < 3 + 4
2n

2jk0
max{|ck| : k = 1, . . . , n} (3.27)

και ∣∣∣∣∣∣f
∑
k<k0

ckxk

∣∣∣∣∣∣ < 1

2n
max{|ck| : k = 1, . . . , n}. (3.28)

Χρησιμοποιώντας τις (3.27), (3.28), το γεγονός ότι |f(xk0)| 6 1 και jk0 > n+3,
συμπεραίνουμε ότι∣∣∣∣∣f

(
n∑
k=1

ckxk

)∣∣∣∣∣ <
(

1 +
2

2n

)
max{|ck| : k = 1, . . . , n}. (3.29)

Περίπτωση 3: j > jn. Με τα ίδια επιχειρήματα συμπεραίνουμε ότι∣∣∣∣∣f
(

n∑
k=1

ckxk

)∣∣∣∣∣ <
(

1 +
1

2n

)
max{|ck| : k = 1, . . . , n}. (3.30)

Τότε οι (3.26), (3.29) και (3.30) δίνουν ότι το (ii) της επαγωγικής υπόθεσης
ικανοποιείται.
Αν το f είναι τύπου Ιβ τότε η απόδειξη είναι ακριβώς η ίδια, συνεπώς

υποθέτουμε ότι το f είναι τύπου ΙΙ με f = (1/2)
∑d

j=1 fj , όπου (fj)
d
j=1 είναι

S1-αποδεκτή ακολουθία συναρτησιακών τύπου Ια στο Wm. Θέτουμε

E = {k : |f(xk)| > 1/(n2n)},
E1 = {k ∈ E : υπάρχουν τουλάχιστον δύο j ώστε ran fj ∩ ranxk 6= ∅}.

Τότε #E1 6 2. Πράγματι, αν k1 < k2 < k3 ∈ E1 τότε το f διαχωρίζει τα
xk1 , xk2 και xk3 το οποίο αντιβαίνει στις υποθέσεις μας. Αν επιπλέον θέσουμε
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J = {j : υπάρχει k ∈ E \ E1 ώστε ran fj ∩ ranxk 6= ∅}, τότε για τους ίδιους
λόγους ισχύει ότι #J 6 2.
Καθώς για κάθε j ισχύει ότι w(fj) ∈ L παίρνουμε ότι w(fj) > 2, συνεπώς:∣∣∣∣∣∣f

 n∑
k∈E\E1

ckxk

∣∣∣∣∣∣ <

(
1 +

2

2n

)
max{|ck| : k = 1, . . . , n}, (3.31)

∣∣∣∣∣∣f
 n∑
k∈E1

ckxk

∣∣∣∣∣∣ 6 2 max{|ck| : k = 1, . . . , n}, (3.32)

∣∣∣∣∣f
(

n∑
k/∈E

ckxk

)∣∣∣∣∣ 6 n
1

n2n
max{|ck| : k = 1, . . . , n}. (3.33)

Τελικά, οι (3.31) και (3.33) δίνουν το ακόλουθο:∣∣∣∣∣f
(

n∑
k=1

ckxk

)∣∣∣∣∣ <
(

3 +
3

2n

)
max{|ck| : k = 1, . . . , n}

το οποίο σημαίνει ότι το (i) της επαγωγικής υπόθεσης ικανοποιείται και άρα η
απόδειξη ολοκληρώθηκε.

Τα spreading model του X
ISP

Σε αυτήν την υποενότητα δείχνουμε ότι κάθε ημινορμαρισμένη block ακολουθία
έχει υπακολουθία που παράγει είτε `1 είτε c0 spreading model.

Πρόταση 3.4.8. ΄Εστω (xk)k ημινορμαρισμένη block ακολουθία στο XISP

με ‖xk‖ 6 1 για κάθε k ∈ N και α(xk)k = 0 καθώς επίσης β(xk)k = 0. Τότε
έχει κάποια υπακολουθία, την οποία επίσης θα συμβολίζουμε με (xk)k, που
ικανοποιεί τα παρακάτω.

(i) Η (xk)k παράγει c0 spreading model. Ακριβέστερα, για κάθε n 6 k1 <
· · · < kn ισχύει ότι ‖

∑n
i=1 xki‖ 6 4.

(ii) Υπάρχει γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών (jn)n ώστε για
κάθε n 6 k1 < · · · < kn και για κάθε f τύπου Ια με w(f) = j < jn να
ισχύει ∣∣∣∣∣f

(
n∑
i=1

xki

)∣∣∣∣∣ < 4

2j
.

Απόδειξη. Εφαρμόζοντας κατ΄ επανάληψη την Πρόταση 3.4.5, και διαγωνο-
ποιώντας, μπορούμε να υποθέσουμε ότι για κάθε n 6 k1 < k2 < k3, για
κάθε συναρτησιακό f τύπου ΙΙ το οποίο διαχωρίζει τα xk1 , xk2 και xk3 , ισχύει
ότι |f(xki)| < 1/(n2n), για κάποιο i ∈ {1, 2, 3}.
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Χρησιμοποιούμε τις Προτάσεις 3.3.3 και 3.3.4 για να επιλέξουμε επαγωγικά
μία υπακολουθία της (xk)k, την οποία πάλι συμβολίζουμε ως (xk)k, και μία
γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών (jk)k με jk > k + 3 για κάθε
k ∈ N, ώστε να ικανοποιούνται τα παρακάτω.

(i) Για κάθε k0 ∈ N, για κάθε k > k0, για κάθε very fast growing και
Sj-αποδεκτή ακολουθία από α-μέσους όρους (αq)

d
q=1 με j < jk0 και

s(α1) > min suppxk0 , να ισχύει ότι
∑d

q=1 |αq(xk)| <
1

k0·2k0
.

(ii) Για κάθε k0 ∈ N, για κάθε k > k0, για κάθε very fast growing και
Sj-αποδεκτή ακολουθία από β-μέσους όρους (βq)

d
q=1 με j < jk0 ανδ

s(β1) > min suppxk0 , να ισχύει ότι
∑d

q=1 |βq(xk)| <
1

k0·2k0
.

(iii) Για κάθε k ∈ N να ισχύει (1/2jk+1) max suppxk < 1/2k.

Εύκολα πιστοποιούμε ότι για n 6 k1 < · · · < kn ικανοποιούνται οι υποθέσεις
της Πρότασης 3.4.7.

Οι Προτάσεις 3.3.5 και 3.4.8 δίνουν το ακόλουθο.

Πόρισμα 3.4.9. ΄Εστω (xk)k νορμαρισμένη ασθενώς μηδενική ακολουθία
στο XISP . Τότε αυτή έχει κάποια υπακολουθία που παράγει κάποιο spreading
model το οποίο είναι ισοδύναμο είτε με το c0 είτε με τον `1.

Ορισμός 3.4.10. ΄Ενα ζεύγος {x, f}, όπου x ∈ XISP και f ∈W ονομάζεται
(n, 1)-ακριβές ζεύγος, αν ικανοποιούνται τα ακόλουθα:

(i) το f είναι συναρτησιακό τύπου Ια με w(f) = n, min suppx 6 min supp f
και max suppx 6 max supp f ,

(ii) υπάρχει (4, 1, n)-ακριβές διάνυσμα x′ ∈ XISP ώστε 28/29 < f(x′) 6 1
και x = (1/f(x′))x′.

΄Ενα ζεύγος {x, f}, όπου x ∈ XISP και f ∈ W ονομάζεται (n, 0)-ακριβές
ζεύγος, αν ικανοποιούνται τα ακόλουθα:

(i) το f είναι συναρτησιακό τύπου Ια με w(f) = n, min suppx 6 min supp f
και max suppx 6 max supp f ,

(ii) το x είναι (4, 1, n)-ακριβές διάνυσμα και f(x) = 0.

Παρατήρηση 3.4.11. Στη βιβλιογραφία η παραπάνω συνθήκηmax suppx 6
max supp f έχει συνήθως τη μορφή max supp f 6 max suppx. Στην παρούσα
εργασία, μολονότι η συνήθης προσέγγιση λειτουργεί επίσης, είναι πιο βολικό
να χρησιμοποιήσουμε την παραπάνω συνθήκη.
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Παρατήρηση 3.4.12. Αν {x, f} είναι (n, 1)-ακριβές ζεύγος τότε f(x) = 1
και από την Παρατήρηση 3.2.16 παίρνουμε ότι 1 6 ‖x‖ 6 29.

Πρόταση 3.4.13. ΄Εστω (xk)k∈N νορμαρισμένη block ακολουθία στο XISP

η οποία παράγει c0 spreading model. Τότε υπάρχει ακολουθία διαδοχικών
υποσυνόλων των φυσικών αριθμών (Fk)k, με #Fk 6 minFk για κάθε k ∈ N,
και limk #Fk =∞ έτσι ώστε, αν θέσουμε yk =

∑
i∈Fk xk, να υπάρχει κάποια

υπακολουθία της (yk)k∈N η οποία παράγει `n1 spreading model, για κάθε n ∈ N.
Επιπλέον, για κάθε k0, n ∈ N υπάρχει ένα πεπερασμένο υποσύνολο F του

N με minF > k0 και πραγματικοί αριθμοί (ck)k∈F , ώστε:

(i) το x′ = 2n
∑

k∈F ckyk να είναι (4, 1, n)-ακριβές διάνυσμα,

(ii) για κάθε η > 0 υπάρχει κάποιο συναρτησιακό fη τύπου Ια και βάρους
w(fη) = n έτσι ώστε fη(x′) > 1 − η, min suppx′ 6 min supp fη και
max supp fη > max suppx′.

Συγκεκριμένα, αν f = f1/29 και x = (1/f(x′))x′, τότε το {x, f} είναι (n, 1)-
ακριβές ζεύγος.

Απόδειξη. Καθώς η (xk)k παράγει c0 spreading model, η Πρόταση 3.3.5 δίνει
ότι α(xk)k = 0 και β(xk)k = 0, συνεπώς, περνώντας σε υπακολουθία, η (xk)k
ικανοποιεί το συμπέρασμα της Πρότασης 3.4.8.
Επιλέγουμε μία ακολουθία διαδοχικών υποσυνόλων (Fk)k των φυσικών α-

ριθμών ώστε να ικανοποιούνται τα ακόλουθα:

(i) #Fk 6 minFk για κάθε k ∈ N,

(ii) #Fk+1 > max {#Fk, 2max suppxmaxFk}, για κάθε k ∈ N.

Από την Πρόταση 3.4.5 και την Παρατήρηση 3.2.14 λαμβάνουμε ότι 1 6
‖yk‖ 6 4 για κάθε k ∈ N και, περνώντας σε υπακολουθία, η (yk)k∈N είναι
(4, (nk)k∈N) α-RIS. Επιπλέον, είναι εύκολο να δει κανείς ότι για κάθε k ∈ N
και η > 0 υπάρχει κάποιος α-μέσος όρος α μεγέθους s(α) = #Fk ώστε
α(yk) > 1 − η και ranα ⊂ yk. Αυτό δίνει ότι α(yk)k > 0 και άρα μπορούμε
να εφαρμόσουμε την Πρόταση 3.3.5 για να συμπεράνουμε ότι η (yk)k∈N έχει
κάποια υπακολουθία που παράγει `n1 spreading model, για κάθε n ∈ N.
Αποδεικνύουμε τώρα το δεύτερο μέρος της πρότασης. ΄Εστω k0, n ∈ N και

σταθεροποιούμε κάποιο 0 < ε < (36 ·4 ·23n)−1. Παίρνοντας, ίσως, μεγαλύτερο
k0, μπορούμε να υποθέσουμε ότι nk0 > 22n. Θέτουμε ε′ = ε(1− ε). Από την
Πρόταση 1.5.7 λαμβάνουμε ότι υπάρχει πεπερασμένο υποσύνολο {d1, . . . , dm}
του {k : k > k0} και (ck)

m
k=1 ώστε το x

′′ =
∑m

k=1 ckydk να είναι (n, ε′) s.c.c.
Είναι άμεσο να ελέγξει κανείς ότι το x′ = 2n

∑m−1
k=1

ck
1−cm ydk είναι (4, θ, n)-

ακριβές διάνυσμα. Αν δείξουμε ότι ισχύει και το (ii), τότε θα συμπεράνουμε
ότι θ > 1.
Για κάποιο η > 0 και για k = 1, . . . ,m, επιλέγουμε α-μέσους όρους αk

μεγέθους s(αk) = #Fdk , ώστε αk(ydk) > 1− η και ranα ⊂ yk. Θέτουμε f =
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(1/2n)(
∑m

k=1 αk), το οποίο είναι συναρτησιακό τύπου Ια και βάρους w(f) = n,
ώστε f(x′) > 1− η και max supp f > max suppx.

Πόρισμα 3.4.14. ΄Εστω Y κλειστός κι απειροδιάστατος υπόχωρος του XISP .
Τότε ο Y δέχεται κάποιο spreading model ισοδύναμο με το c0 καθώς επίσης
κάποιο spreading model ισοδύναμο με τον `1.

Απόδειξη. Υποθέτουμε πρώτα ότι ο Y παράγεται από κάποιο νορμαρισμένη
block ακολουθία (xk)k. Το Πόρισμα 3.3.17 και η Πρόταση 3.4.8 δίνουν ότι
η (xk)k έχει περαιτέρω νορμαρισμένη block ακολουθία (yk)k η οποία παράγει
spreading model ισοδύναμο με το εχυιvαλεντ το c0. Η Πρόταση 3.4.13 δίνει ότι
η (yk)k έχει περαιτέρω block ακολουθία που παράγει `1 spreading model.
Καθώς κάθε υπόχωρος περιέχει κάποια ακολουθία αυθαίρετα κοντά σε κά-

ποια block ακολουθία, συμπεραίνουμε το ζητούμενο.

Το Πόρισμα 3.4.14 και η Πρόταση 3.4.13 δίνουν το ακόλουθο:

Πόρισμα 3.4.15. ΄Εστω X block υπόχωρος XISP . Τότε για κάθε n ∈ N
υπάρχει x ∈ X και f ∈W ώστε το {x, f} να είναι (n, 1)-ακριβές διάνυσμα.

Θυμίζουμε ότι, όπως διατυπώνεται στην Πρόταση 3.3.5 και στο Πόρισμα
3.4.8, αν κάποια ακολουθία παράγει `1 spreading model, τότε κάποια υπα-
κολουθία της παράγει `k1 spreading model για κάθε k ∈ N. Ωστόσο, όπως
διατυπώνεται στην επόμενη πρόταση, ο χώρος XISP δε δέχεται c0 spreading
model υψηλότερης τάξης.

Πρόταση 3.4.16. Ο χώρος XISP δε δέχεται c
2
0 spreading model.

Απόδειξη. Προς απαγωγή σε άτοπο ας υποθέσουμε ότι υπάρχει ακολουθία
(xk)k στο XISP που παράγει c

2
0 spreading model. Τότε αυτή θα είναι ασθενώς

μηδενική και μπορούμε να υποθέσουμε ότι είναι νορμαρισμένη block ακολου-
θία. Από την Πρόταση 3.4.13 προκύπτει ότι υπάρχει ακολουθία διαδοχικών
Schreier συνόλων (Fk)k και c > 0 ώστε ‖

∑n
j=1

∑
i∈Fkj

xi‖ > nc, για κάθε

n 6 k1 < · · · < kn. Καθώς για κάθε τέτοια Fk1 < · · · < Fkn ισχύει ότι
∪nj=1Fkj ∈ S2, προκύπτει ότι (xk)k δε δέχεται c2

0 spreading model.

Πόρισμα 3.4.17. ΄Εστω Y κλειστός κι απειροδιάστατος υπόχωρος του XISP .
Τότε ο Y ∗ δέχεται κάποιο spreading model ισοδύναμο με τον `1 καθώς επίσης
κάποιο cn0 spreading model, για κάθε n ∈ N.

Απόδειξη. Καθώς ο Y περιέχει κάποια ακολουθία (xk)k που παράγει κάποιο
spreading model ισοδύναμο με το c0, η οποία μπορούμε να υποθέσουμε ότι
είναι Schauder βασική, τότε κάθε ημινορμαρισμένη ακολουθία (x∗k)k στο Y

∗,
διορθογώνια στη (xk)k, παράγει spreading model ισοδύναμο με τον `1.
Για να δείξουμε ότι ο Y ∗ δέχεται cn0 spreading model, για κάθε n ∈ N,

παίρνουμε την ακολουθία (xk)k που ορίστηκε προηγουμένως. Επιχειρηματο-
λογούμε όπως στην απόδειξη της Πρότασης 3.4.13 για να βρούμε ακολουθία
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διαδοχικών υποσυνόλων των φυσικών αριθμών (Fk)k έτσι ώστεminFk > #Fk,
για κάθε k ∈ N και αν yk =

∑
i∈Fk xi για κάθε k ∈ N, τότε η (yk)k να είναι

ημινορμαρισμένη και να υπάρχει very fast growing ακολουθία α-μέσων όρων
(αk)k ⊂W έτσι ώστε lim inf αk(

∑
i∈Fk xi) > 1.

Αν θέσουμε c = lim supk ‖yk‖ τότε είναι σαφές ότι lim infk ‖αk‖ > 1/c και
καθώς για κάθε n ∈ N και F ∈ Sn ισχύει ότι (1/2n)

∑
q∈F αq είναι συναρτη-

σιακό τύπου Ια στο W , προκύπτει ότι ‖
∑d

q∈F αq‖ 6 2n. Αυτό υπαινίσσεται
ότι η (αk)k παράγει cn0 spreading model, με άνω σταθερά 2n.
΄Εστω I∗ : X∗

ISP
→ Y ∗ ο συζυγής του τελεστή εμφύτευσης I : Y → XISP .

Τότε η (I∗(αk))k παράγει cn0 spreading model, για κάθε φορ ανψ n ∈ N. Για να
το δείξουμε αυτό, καθώς ‖I∗‖ = 1, αρκεί να δειχθεί ότι lim infk ‖I∗(αk)‖ > 0.
Πράγματι:

lim inf
k
‖I∗(αk)‖ > lim inf

k
(I∗αk)

(∑
i∈Fk xi

c

)
= lim inf

k
αk

(∑
i∈Fk xi

c

)
> 1/c.

3.5 Ιδιότητες των χώρων X
ISP
και L(X

ISP
)

Σε αυτήν την τελευταία ενότητα αποδεικνύεται ότι ο χώρος XISP είναι καθολι-
κά αδιάσπαστος και παρουσιάζονται οι ιδιότητες των τελεστών που δρουν σε
κλειστούς κι απειροδιάστατους υπόχωρους του XISP .

Εξαρτημένες ακολουθίες και η ΚΑ ιδιότητα του X
ISP

Στο πρώτο κομμάτι αυτής της υποενότητας εισάγουμε τις εξαρτημένες ακολου-
θίες, οι οποίες είναι το κύριο εργαλείο για να αποδειχθεί η ΚΑ ιδιότητα του
XISP και στη μελέτη της δομής των τελεστών.

Ορισμός 3.5.1. Μία πεπερασμένη ακολουθία ζευγών {xk, fk}nk=1 αποκαλεί-
ται 1-εξαρτημένη ακολουθία (αντίστοιχα 0-εξαρτημένη ακολουθία) αν ικανο-
ποιούνται τα ακόλουθα:

(i) το {xk, fk} είναι (mk, 1)-ακριβές ζεύγος ((mk, 0)-ακριβές ζεύγος αντί-
στοιχα) για k = 1, . . . , n, με m1 > 4n22n,

(ii) max supp fk < min suppxk+1 για k = 1, . . . , n− 1,

(iii) η (fk)
n
k=1 είναι S1-αποδεκτή special ακολουθία συναρτησιακών τύπου Ια

στο W , δηλαδή το f = (1/2)
∑n

k=1 fk είναι συναρτησιακό τύπου ΙΙ στο
W .

98



3.5. ΙΔΙ�ΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ Χ�ΩΡΩΝ XISP ΚΑΙ L(XISP )

Πρόταση 3.5.2. ΄Εστω X block υπόχωρος του XISP και n ∈ N. Τότε
υπάρχουν x1, . . . , xn στο X και f1, . . . , fn στο W , έτσι ώστε η {xk, fk}nk=1 να
είναι 1-εξαρτημένη ακολουθία.

Απόδειξη. Επιλέγουμε m1 ∈ L1 με m1 > 4n22n. Από το Πόρισμα 3.4.15
υπάρχει κάποιο (m1, 1)-ακριβές ζεύγος {x1, f1} στο X. Τότε min supp f1 >
min suppx1 > n.
΄Εστω d < n και ας υποθέσουμε ότι έχουμε επιλέξει κάποια (mk, 1)-

ακριβή ζεύγη {xk, fk}, για k = 1, . . . , d ώστε η (fk)
m
k=1 να είναι special

ακολουθία και max supp fk < min suppxk+1, για k = 1, . . . , d. Θέτουμε
md+1 = σ

(
(f1,m1), . . . , (fd,md)

)
. Εφαρμόζουμε το Πόρισμα 3.4.15 ξανά

για να βρούμε κάποιο {md+1, 1}-ακριβές ζεύγος {xd+1, fd+1} στο X, έτσι
ώστε max supp fd < min suppxd+1. Η επαγωγική κατασκευή τελείωσε και η
{xk, fk, }nk=1 είναι 1-εξαρτημένη ακολουθία.

Με εύκολη τροποποίηση του παραπάνω λαμβάνουμε το ακόλουθο.

Πόρισμα 3.5.3. ΄Εστω X, Y block υπόχωροι του XISP και n ∈ N, τότε
μπορεί να επιλεχθεί 1-εξαρτημένη ακολουθία {xk, fk, }2nk=1, έτσι ώστε x2k−1 ∈
X και x2k ∈ Y για k = 1, . . . , n.

Πρόταση 3.5.4. ΄Εστω {(xk, fk)}2nk=1 1-εξαρτημένη ακολουθία στο XISP και
θέτουμε yk = x2k−1 − x2k, για k = 1, . . . , n. Ισχύουν τα ακόλουθα:

(i) ‖
∑2n

k=1 xk‖ > n,

(ii) ‖
∑n

k=1 yk‖ 6 232.

Απόδειξη. Καθώς το (1/2)
∑2n

k=1 fk συναρτησιακό τύπου ΙΙ στο W , άμεσα
προκύπτει ότι ‖

∑2n
k=1 xk‖ >

1
2

∑2n
k=1 fk(xk) = n.

Από την Παρατήρηση 3.4.12 λαμβάνουμε ότι 1 6 ‖yk‖ 6 58, για k =
1, . . . , n. Θέτουμε y′k = (1/58)yk και jk = m2k−1 − 2 για k = 1, . . . , n.
Θα δείξουμε ότι ικανοποιούνται οι υποθέσεις της Πρότασης 3.4.7 για τα y′k.
Δοθέντος αυτού, προκύπτει ότι ‖

∑n
k=1 yk‖ 6 58·4, το οποίο είναι το επιθυμητό

αποτέλεσμα.
Η πρώτη και δεύτερη υπόθεση της Πρότασης 3.4.7 προκύπτουν από τα Λήμ-

ματα 3.3.8 και 3.3.15 αντίστοιχα, και τον ορισμό της 1-εξαρτημένης ακολου-
θίας. Η τρίτη υπόθεση προκύπτει από το γεγονός ότι, από τον ορισμό της
1-εξαρτημένης ακολουθίας, max supp fk > max suppxk, για k = 1, . . . , 2n και
τον ορισμό της συνάρτησης κωδικοποίησης σ.
Απομένει να αποδειχθεί ότι ικανοποιείται η τέταρτη υπόθεση. ΄Εστω 1 6

k1 < k2 < k3 6 n και g = (1/2)
∑d

j=1 gj ένα συναρτησιακό τύπου ΙΙ το οποίο
διαχωρίζει τα y′k1 , y

′
k2
και y′k3 . Θέτουμε j0 = min{j : ran gj ∩ ran y′k3 6= ∅}

και υποθέτουμε πρώτα ότι w(fj0) = m2k3−1. Καθώς supp g ∩ supp yk1 6= ∅,
προκύπτει ότι gj0−1 = f2k3−2 και υπάρχει κάποιο διάστημα I των φυσικών
αριθμών με ran y′k2 ⊂ I, έτσι ώστε g = I((1/2)

∑j0−1
k=1 fk). Προκύπτει ότι
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g(y′k2) = 0. Σε διαφορετική περίπτωση, αν δηλαδή w(fj0) 6= m2k3−1, θέτουμε
g′ = g|ran y′k3

και το Πόρισμα 3.3.13 δίνει το ακόλουθο:

∣∣g′ (y′k3)∣∣ < 2 · 4
58

29

28

 1

2m2k3−1
+

1

22m2k3−1
+

∑
j∈ŵ(g′):
w(gj)<n

4

2w(gj)

 .

Καθώς το g διαχωρίζει τα yk1 , yk2 και yk3 , λαμβάνουμε ότι min ŵ(g′) > p0 =
min suppx1, συνεπώς:∑

j∈ŵ(g′):
w(gj)<n

1

2w(gj)
<
∑
p>p0

1

2p
=

1

2p0
6

1

232·22m1

Από την επιλογή του m1, συμπεραίνουμε ότι |g(y′k3)| < 1/(n2n), δηλαδή ικα-
νοποιείται η τέταρτη υπόθεση.

Η επόμενη Πρόταση αποδεικνύεται με παρόμοια επιχειρήματα.

Πρόταση 3.5.5. ΄Εστω {(xk, fk)}nk=1 0-εξαρτημένη ακολουθία στο XISP .
Τότε ισχύει: ∥∥∥∥∥

n∑
k=1

xk

∥∥∥∥∥ 6 112

Περνάμε στην κύρια δομική ιδιότητα του XISP .

Θεώρημα 3.5.6. Ο χώρος XISP είναι καθολικά αδιάσπαστος.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε ότι γιαX, Y block υπόχωρους του XISP , για κάθε
ε > 0, υπάρχουν x ∈ X και y ∈ Y , έτσι ώστε ‖x + y‖ > 1 και ‖x − y‖ < ε.
΄Εστω n ∈ N ώστε 232/n < ε.
Εφαρμόζουμε το Πόρισμα 3.5.3 και λαμβάνουμε κάποια 1-εξαρτημένη ακο-

λουθία {xk, fk, }2nk=1, έτσι ώστε x2k−1 ∈ X και x2k ∈ Y για k = 1, . . . , n.
Θέτουμε x = (1/n)

∑n
k=1 x2k−1 και y = (1/n)

∑n
k=1 x2k. Το ζητούμενο προ-

κύπτει άμεσα εφαρμόζοντας την Πρόταση 3.5.4.

Η δομή του L(Y,X
ISP

)

Για κλειστό υπόχωρο Y του XISP και γραμμικό τελεστή T : Y → XISP δεί-
χνουμε ότι T = λIY,X

ISP
+ S, όπου ο S : Y → XISP είναι αυστηρά ιδιάζων.

Πρόταση 3.5.7. ΄Εστω Y υπόχωρος του XISP και T : Y → XISP ένας γραμ-
μικός τελεστής, ώστε να υπάρχει ακολουθία (xk)k στον Y η οποία παράγει c0

spreading model και lim sup dist(Txk,Rxk) > 0. Τότε ο T είναι μη φραγμέ-
νος.
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Απόδειξη. Περνώντας σε υπακολουθία, υπάρχει κάποιο 1 > δ > 0, έτσι ώστε
dist(Txk,Rxk) > δ, για κάθε k ∈ N. Καθώς η (xk)k παράγει c0 spreading
model, θα είναι ασθενώς μηδενική. Θέτουμε yk = Txk και προς απαγωγή
σε άτοπο υποθέτουμε ότι ο T είναι φραγμένος. Προκύπτει ότι, περνώντας
σε υπακολουθία της (xk)k, η (yk)k θα παράγει επίσης c0 spreading model.
Μπορούμε να υποθέσουμε ότι οι (xk)k και (yk)k είναι block ακολουθίες με
ρητούς συντελεστές και ότι limk ‖xk‖ = limk ‖yk‖ = 1.
Θέτουμε Ik = {min{ranxk ∪ ran yk}, . . . ,max{ranxk ∪ ran yk}} και περ-

νώντας σε υπακολουθία η (Ik)k θα αποτελείται από διαδοχικά διαστήματα των
φυσικών αριθμών. Θα επιλέξουμε (fk)k ⊂ W , έτσι ώστε fk(yk) > δ/5,
fk(xk) = 0 και ran fk ⊂ Ik, για κάθε k ∈ N. Σύμφωνα με το θεώρημα Hahn-
Banach, για κάθε k ∈ N υπάρχει f ′k ∈ BX∗

ISP
ώστε f ′k(yk) > δ, f ′k(xk) = 0

και ran f ′k ⊂ Ik, για κάθε k ∈ N. Από το γεγονός ότι ο XISP είναι αυτοπαθής,
προκύπτει ότι το W είναι πυκνό στο BX∗

ISP
, με την τοπολογία της νόρμας. ΄Αρα

υπάρχει f ′′k ∈ W με ‖f ′k − f ′′k ‖ < δ/4 και ran f ′′k ⊂ Ik, για κάθε k ∈ N. Προ-
κύπτει ότι f ′′k (yk) > (3δ)/4, |f ′′k (xk)| < δ/4 και ο f ′′k (xk) είναι ρητός αριθμός,
για κάθε k ∈ N. Επιπλέον, υπάρχει gk ∈ W , έτσι ώστε gk(xk) > 1 − δ/4,
ο gk(xk) είναι ρητός αριθμός και ran gk ⊂ Ik, για κάθε k ∈ N. Θέτουμε
fk = (1/2)(f ′′k − ((f ′′k (xk))/(gk(xk)))gk). Κάνοντας κάποιους απλούς υπολο-
γισμούς συμπεραίνουμε ότι τα fk είναι τα ζητούμενα συναρτησιακά.
Για το υπόλοιπο της απόδειξης θα υποθέσουμε ότι οι (xk)k και (yk)k είναι

νορμαρισμένες. Αντιγράφοντας την απόδειξη της Πρότασης 3.4.13, για κάθε
k0 ∈ N και n ∈ N υπάρχει κάποιο πεπερασμένο υποσύνολο των φυσικών αριθ-
μών F με minF > k0 και πραγματικοί αριθμοί (ck)k∈F ώστε:

(i) το z = 2n
∑

k∈F ckxk είναι (4, 1, n)-ακριβές διάνυσμα,

(ii) υπάρχει συναρτησιακό f τύπου Ια με w(f) = n έτσι ώστε f(z) = 0,
max supp f > max supp z και αν w = 2n

∑
k∈F ckyk, τότε f(w) > δ/5.

Χρησιμοποιώντας το παραπάνω γεγονός και επιχειρηματολογώντας με τον ί-
διο τρόπο όπως στην απόδειξη της Πρότασης 3.5.2, για κάποιο αυθαίρετο n ∈ N,
κατασκευάζουμε ακολουθίες (zk)

n
k=1 και (gk)

n
k=1 έτσι ώστε η {(zk, gk)}nk=1

να είναι 0-εξαρτημένη ακολουθία, και αν wk = Tzk, τότε gk(wk) > δ/5 και
ran gk ∩ ranwm = ∅, για k 6= m. Τότε το f = (1/2)

∑n
k=1 gk είναι συναρτη-

σιακό τύπου ΙΙ στο W και ‖
∑n

k=1wk‖ > (1/2)
∑n

k=1 gk(wk) > n(δ/10).
Επιπλέον, η Πρόταση 3.5.5 δίνει ότι ‖

∑n
k=1 zk‖ 6 112. Συμπεραίνουμε ότι

‖T‖ > (nδ)/1120. Καθώς το n επιλέχθηκε αυθαίρετα ο T δεν μπορεί να είναι
φραγμένος. Αυτή η αντίφαση ολοκληρώνει την απόδειξη.

Στο [F1] αποδεικνύεται ότι αν X είναι μιγαδικός καθολικά αδιάσπαστος
χώρος Banach, Y είναι υπόχωρος του X και T : Y → X είναι φραγμένος
γραμμικός τελεστής, τότε υπάρχει λ ∈ C, έτσι ώστε ο T − λIY,X : Y → X
να είναι αυστηρά ιδιάζων. Εδώ αποδεικνύουμε ένα παρόμοιο αποτέλεσμα για το
χώρο XISP .
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Θεώρημα 3.5.8. ΄Εστω Y απειροδιάστατος κλειστός υπόχωρος του XISP

και T : Y → XISP ένας φραγμένος γραμμικός τελεστής. Τότε υπάρχει λ ∈ R
ώστε ο T − λI

Y,X
ISP

: Y → XISP να είναι αυστηρά ιδιάζων.

Απόδειξη. Αν ο T είναι αυστηρά ιδιάζων, τότε σαφώς το λ = 0 είναι το ζη-
τούμενο βαθμωτό. Διαφορετικά επιλέγουμε κάποιο απειροδιάστατο κλειστό
υπόχωρο Z του Y ώστε ο T : Z → XISP να είναι ισομορφική εμφύτευση.
Επιλέγουμε κάποια νορμαρισμένη ακολουθία (xk)k στο Z που να παράγει c0

spreading model. Η Πρόταση 3.5.7 δίνει ότι limk dist(Txk,Rxk) = 0. Επιλέ-
γουμε ακολουθία βαθμωτών (λk)k ώστε limk ‖Txk − λkxk‖ = 0 και λ το όριο
κάποιας υπακολουθίας της (λk)k.
Θα δείξουμε ότι ο S = T −λI

Y,X
ISP
είναι αυστηρά ιδιάζων. Προς απαγωγή

σε άτοπο, έστω ότι δεν είναι. Τότε υπάρχει κάποια νορμαρισμένη ακολουθία
(yk)k στον Y η οποία παράγει c0 spreading model και δ > 0, ώστε ‖Syk‖ =
‖(T − λI

Y,X
ISP

)yk‖ > δ, για κάθε k ∈ N.
΄Οπως προηγουμένως, μπορούμε να υποθέσουμε ότι οι (xk)k, (yk)k και

(Syk)k είναι νορμαρισμένες block ακολουθίες οι οποίες παράγουν όλες c0 spre-
ading model. Από την Πρόταση 3.5.7 και περνώντας σε υπακολουθία, υπάρχει
µ ∈ R ώστε limk ‖Syk − µyk‖ = 0. Είναι σαφές ότι µ 6= 0, διαφορετικά θα
ίσχυε ότι limk ‖Syk‖ = 0. Περνάμε σε περαιτέρω υπακολουθία της (yk)k με∑∞

k=1 ‖Syk − µyk‖ < |µ|/232. Παρατηρούμε ότι limk ‖Sxk‖ = 0 και συνεπώς
μπορούμε να περάσουμε ξανά σε υπακολουθία της (xk)k με

∑∞
k=1 ‖Sxk‖ <

|µ|/232.
Επιχειρηματολογούμε όπως στην απόδειξη της Πρότασης 3.5.2 και για αυ-

θαίρετο n ∈ N κατασκευάζουμε (zk)
2n
k=1 και (fk)

2n
k=1 ώστε το z2k−1 να είναι

γραμμικός συνδυασμός της (yk)k, το z2k να είναι γραμμικός συνδυασμός της
(xk)k για k = 1, . . . , n και η {(zk, fk)}2nk=1 να είναι 1-εξαρτημένη ακολουθία.
Θέτουμε f = (1/2)

∑2n
k=1 fk, το οποίο είναι συναρτησιακό τύπου ΙΙ στο W ,

και θέτουμε wk = z2k−1 − z2k για k = 1, . . . , n. Η Πρόταση 3.5.4 δίνει ότι
‖
∑n

k=1wk‖ 6 232. Αφετέρου:∥∥∥∥∥
n∑
k=1

Swk

∥∥∥∥∥ >

(∥∥∥∥∥
n∑
k=1

Sz2k−1

∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥

n∑
k=1

Sz2k

∥∥∥∥∥
)

>

(∥∥∥∥∥
n∑
k=1

µz2k−1

∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥

n∑
k=1

(Sz2k−1 − µz2k−1)

∥∥∥∥∥− 29|µ|
232

)

>

(
|µ|
2

n∑
k=1

f2k−1(z2k−1)− 29|µ|
232

− 29|µ|
232

)

=
n|µ|

2
− |µ|

4
>
n|µ|

4

Προκύπτει ότι ‖S‖ > n|µ|
928 , όπου το n επιλέχθηκε αυθαίρετα. Συνεπώς ο

S δεν είναι φραγμένος, το οποίο δε μπορεί να συμβαίνει και άρα η απόδειξη
ολοκληρώθηκε.
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Αυστηρά ιδιάζοντες τελεστές

Σε αυτήν την υποενότητα μελετάμε τη δράση αυστηρά ιδιαζόντων τελεστών σε
Schauder βασικές ακολουθίες σε υπόχωρους του XISP .

Πρόταση 3.5.9. ΄Εστω Y κλειστός κι απειροδιάστατος υπόχωρος του XISP

και T : Y → XISP φραγμένος γραμμικός τελεστής. Τα επόμενα είναι ισοδύναμα.

(i) Ο T δεν είναι αυστηρά ιδιάζων.

(ii) Υπάρχει ακολουθία (xk)k στο Y που παράγει c0 spreading model, ώστε
η (Txk)k να μη συγκλίνει στο μηδέν ως προς τη νόρμα.

Απόδειξη. Υποθέτουμε πρώτα ότι ο T δεν είναι αυστηρά ιδιάζων και έστω Z
κλειστός κι απειροδιάστατος υπόχωρος του Y , ώστε ο T |Z να είναι ισομορφι-
σμός. Καθώς κάθε υπόχωρος του XISP περιέχει κάποια ακολουθία που παράγει
c0 spreading model, θα περιέχει και ο Z. Καθώς ο T |Z είναι ισομορφισμός, η
δεύτερη πρόταση είναι αληθής.
Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει κάποια ακολουθία (xk)k στον Y , η οποία πα-

ράγει c0 spreading model, ώστε η (Txk)k να μη συγκλίνει στο μηδέν, στην
τοπολογία της νόρμας. Από την Πρόταση 3.5.7, και περνώντας σε υπακολου-
θία, υπάρχει λ 6= 0 ώστε limk ‖Txk − λxk‖ = 0. Περνώντας σε περαιτέρω
υπακολουθία, θα ισχύει ότι

∑∞
k=1 ‖Txk − λxk‖ <∞. Αυτό συνεπάγεται ότι η

(xk)k είναι ισοδύναμη με την (Txk)k, συνεπώς ο T δεν μπορεί να είναι αυστηρά
ιδιάζων.

Παρακάτω εισάγουμε τέσσερις τάξεις οι οποίες παρέχουν πλήρη κατηγοριο-
ποίηση των ασθενώς μηδενικών ακολουθιών. Οι ακολουθίες μηδενικής τάξης
είναι οι μηδενικές ως προς τη νόρμα, και οι ακολουθίες πρώτης, δεύτερης και
τρίτης τάξης είναι ημινορμαρισμένες. Η κρίσιμη ιδιότητα της κατηγοριοποίησης
αυτής είναι η ακόλουθη: αυστηρά ιδιάζοντες τελεστές απεικονίζουν ακολουθίες
θετικής τάξης σε ακολουθίες γνήσια μικρότερης τάξης.

Ορισμός 3.5.10. ΄Εστω (xk)k νορμαρισμένη block ακολουθία στο XISP . Η
(xk)k θα ονομάζεται πρώτης τάξης αν α(xk)k = 0 και β(xk)k = 0.

Ορισμός 3.5.11. ΄Εστω (xk)k νορμαρισμένη block ακολουθία στο XISP . Η
(xk)k θα καλείται δεύτερης τάξης, αν ικανοποιεί κάποιο από τα παρακάτω.

(i) α(xk)k = 0 και για κάθε άπειρο υποσύνολο L των φυσικών αριθμών,
β(xk)k∈L > 0

(ii) Για κάθε άπειρο υποσύνολο L των φυσικών αριθμών α
(
(xk)k∈L

)
> 0

και για κάθε C > 1, θ > 0, (nj)j γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών
αριθμών, για κάθε ακολουθία (Fj)j διαδοχικών υποσυνόλων του L και μη
αρνητικούς αριθμούς (cjk)k∈Fj , j ∈ N, έτσι ώστε τα wj = 2nj

∑
k∈Fj c

j
kxk

να είναι (C, θ, nj)-διανύσματα για όλα τα j ∈ N, να ισχύει ότι β(wj)j = 0
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Ορισμός 3.5.12. ΄Εστω (xk)k νορμαρισμένη block ακολουθία. Η (xk)k θα
καλείται τρίτης τάξης, αν για κάθε άπειρο υποσύνολο L των φυσικών αριθμών,
α(xk)k∈L > 0 και υπάρχουν C > 1, θ > 0, γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσι-
κών αριθμών (nj)j , ακολουθία (Fj)j διαδοχικών υποσυνόλων του L και μη αρ-
νητικοί πραγματικοί αριθμοί (cjk)k∈Fj , j ∈ N έτσι ώστε τα wj = 2nj

∑
k∈Fj c

j
kxk

να είναι (C, θ, nj)-διανύσματα για όλα τα j ∈ N και β(wj)j > 0

Παρατήρηση 3.5.13. Προκύπτει εύκολα από τους παραπάνω ορισμούς ότι
κάθε νορμαρισμένη block ακολουθία έχει υπακολουθία η οποία είναι κάποιας
τάξης. Επιπλέον, αν μία block ακολουθία είναι κάποιας τάξης, τότε και όλες
της οι υπακολουθίες θα είναι της ίδιας τάξης.

Ορισμός 3.5.14. ΄Εστω (xk)k ασθενώς μηδενική ακολουθία στο XISP . Αν
είναι μηδενική ως προς τη νόρμα, τότε θα ονομάζεται τάξης μηδέν. Αν είναι
ημινορμαρισμένη, η (xk)k θα ονομάζεται τάξης i, αν υπάρχει νορμαρισμένη block
ακολουθία (x′k)k, η οποία είναι τάξης i, έτσι ώστε

∑
k ‖

xk
‖xk‖ − x

′
k‖ <∞.

Παρατήρηση 3.5.15. Κάθε ασθενώς μηδενική ακολουθία (xk)k έχει υπα-
κολουθία η οποία είναι κάποιας τάξης. Επιπλέον, οι Προτάσεις 3.3.5 και 3.4.8
δίνουν ότι η (xk)k έχει υπακολουθία πρώτης τάξης αν και μόνο αν δέχεται c0

spreading model και έχει υπακολουθία δεύτερης ή τρίτης τάξης αν και μόνο αν
δέχεται `1 spreading model.

Η Πρόταση 3.5.9 δίνει το ακόλουθο.

Πρόταση 3.5.16. ΄Εστω Y κλειστός κι απειροδιάστατος υπόχωρος του XISP

και T : Y → XISP αυστηρά ιδιάζων τελεστής. Τότε για κάθε ασθενώς μηδενική
ακολουθία (xk)k πρώτης τάξης στο Y , ισχύει ότι η (Txk)k είναι μηδενικής
τάξης.

Πρόταση 3.5.17. ΄Εστω Y κλειστός κι απειροδιάστατος υπόχωρος του XISP

και T : Y → XISP αυστηρά ιδιάζων τελεστής. Τότε για κάθε ασθενώς μηδενική
ακολουθία (xk)k δεύτερης τάξης στον Y , η (Txk)k έχει υπακολουθία μηδενικής
ή πρώτης τάξης.

Απόδειξη. Προς απαγωγή σε άτοπο ας υποθέσουμε πως, περνώντας σε υπακο-
λουθία της (xk)k, υπάρχουν νορμαρισμένες block ακολουθίες (x′k)k, (yk)k με∑

k ‖
xk
‖xk‖ − x

′
k‖ < ∞,

∑
k ‖

Txk
‖Txk‖ − yk‖ < ∞, η (x′k)k ικανοποιεί είτε το (i)

είτε το (ii) του Ορισμού 3.5.11 και η (yk)k να είναι δεύτερης ή τρίτης τάξης.
Σύμφωνα με την Παρατήρηση 3.5.15, μπορούμε να υποθέσουμε ότι οι (x′k)k και
(yk)k παράγουν και οι δύο `1 spreading model.
Θέτοντας T ′ : [(x′k)k] → XISP με T

′x′k = yk για κάθε k ∈ N, λαμβά-
νουμε ότι ο T ′ είναι φραγμένος και αυστηρά ιδιάζων. Επιχειρηματολογών-
τας με παρόμοιο τρόπο όπως στη απόδειξη της Πρότασης3.3.5, μπορούμε να
επιλέξουμε γνησίως αύξουσα ακολουθία (nj)j φυσικών αριθμών, ακολουθία
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διαδοχικών υποσυνόλων των φυσικών αριθμών (Fj)j και μη αρνητικούς πραγ-
ματικούς αριθμούς (cjk)k∈Fj , j ∈ N έτσι ώστε τα zj = 2nj

∑
k∈Fj c

j
kx
′
k και

wj = T ′zj = 2nj
∑

k∈Fj c
j
kyk ναι είναι (1, θ, nj)-διανύσματα για όλα τα j ∈ N.

Η Πρόταση 3.3.9 δίνει ότι α(zj)j = 0 καθώς επίσης ότι α(wj)j = 0.
Αν η (x′k)k ικανοποιεί το (i) του Ορισμού 3.5.11, τότε από την Πρόταση

3.3.6 μπορούμε να υποθέσουμε ότι είναι (2, {mk}k) α-RIS, συνεπώς τα zj μπο-
ρούν να έχουν επιλεγεί ώστε είναι (2, θ, nj)-ακριβή διανύσματα. Η Πρόταση
3.4.8 δίνει ότι β(zj)j = 0. ΄Εχουμε ότι η (zj)j είναι πρώτης τάξης και από την
Πρόταση 3.5.16 λαμβάνουμε ότι η (wj)j είναι μηδενική ως προς τη νόρμα, το
οποίο αντιβαίνει στο γεγονός ότι ‖wj‖ > θ, για κάθε j ∈ N.
Σε διαφορετική περίπτωση, αν η (x′k)k ικανοποιεί το (ii) του Ορισμού 3.5.11,

τότε ισχύει ότι β(zj)j = 0. Ξανά, η Πρόταση 3.5.16 δίνει ότι η (wj)j είναι
μηδενική στη νόρμα, το οποίο δε μπορεί να συμβαίνει.

Πρόταση 3.5.18. ΄Εστω Y κλειστός κι απειροδιάστατος υπόχωρος του XISP

και T : Y → XISP αυστηρά ιδιάζων τελεστής. Τότε κάθε ασθενώς μηδενική
ακολουθία (xk)k στο Y , έχει υπακολουθία (xkn)n ώστε η (Txkn)n να είναι
μηδενικής, πρώτης ή δεύτερης τάξης.

Απόδειξη. Αν η (Txk)k έχει υπακολουθία μηδενική ως προς τη νόρμα, δε χρειά-
ζεται να αποδειχθεί κάτι περαιτέρω. Σε διαφορετική περίπτωση, περνώντας
σε υπακολουθία, υπάρχουν νορμαρισμένες block ακολουθίες (x′k)k, (yk)k, ώ-
στε

∑
k ‖

xk
‖xk‖ − x

′
k‖ < ∞,

∑
k ‖

Txk
‖Txk‖ − yk‖ < ∞. Περνώντας σε περαιτέ-

ρω υπακολουθία και διαταράσσοντας τα x′k, yk, μπορούμε να υποθέσουμε ότι
min suppx′k = min supp yk για κάθε αλλ k ∈ N και ότι οι (x′k)k, (yk)k είναι
κάποιας τάξης.
Θέτουμε T ′ : [{x′k}k] → XISP με T

′x′k = yk για κάθε k ∈ N. Τότε ο T ′
είναι φραγμένος κι αυστηρά ιδιάζων. Προς απαγωγή σε άτοπο, υποθέτουμε ότι
η (yk)k ικανοποιεί τις υποθέσεις του Ορισμού 3.5.12. Από την Παρατήρηση
3.5.15, περνώντας σε περαιτέρω υπακολουθία, η (yk)k παράγει `1 spreading
model και από τη συνέχεια του T ′, μπορούμε να υποθέσουμε ότι και η (x′k)k
παράγει `1 spreading model. Περνώντας πάλι σε υπακολουθία, οι (x′k)k και
(yk)k ικανοποιούν το συμπέρασμα της Πρότασης 3.3.5.
Επιλέγουμε C > 1, θ > 0, γνησίως αύξουσα φυσικών αριθμών (nj)j , ακο-

λουθία διαδοχικών υποσυνόλων των φυσικών αριθμών (Fj)j και μη αρνητικούς
πραγματικούς αριθμούς (cjk)k∈Fj , j ∈ N έτσι ώστε τα wj = 2nj

∑
k∈Fj c

j
kyk

να είναι (C, θ, nj)-διανύσματα για όλα τα j ∈ N, και β(wj)j > 0. Καθώς
min suppx′k = min supp yk για όλα τα k ∈ N, εύκολα προκύπτει ότι τα
zj = 2nj

∑
k∈Fj c

j
kx
′
k είναι επίσης (C, θ, nj)-διανύσματα για όλα τα j ∈ N.

Η Πρόταση 3.3.9 δίνει ότι α(zj)j = 0 και α(wj)j = 0. Καθώς β(wj)j > 0,
μπορούμε να περάσουμε σε υπακολουθία της (wj)j που παράγει `1 spreading
model και αν w′j = (1/‖wj‖)wj , τότε η (w′j)j ικανοποιεί το (i) του Ορισμού
3.5.11, είναι συνεπώς δεύτερης τάξης. Ξανά, η συνέχεια του T ′ δίνει ότι αν
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z′j =
zj
‖wj‖ , τότε η (z′j)j παράγει `1 spreading model. Καθώς α(z′j)j = 0,

συμπεραίνουμε ότι β(z′j)j > 0. Μπορούμε λοιπόν να περάσουμε για τελευταία
φορά σε κάποια υπακολουθία της (z′j)j η οποία είναι δεύτερης τάξης. Καθώς
T ′z′j = w′j , σύμφωνα με την Πρόταση 3.5.17, καταλήγουμε σε αντίφαση.

Η ιδιότητα του αναλλοίωτου υπόχωρου

Θεώρημα 3.5.19. ΄Εστω Y κλειστός κι απειροδιάστατος υπόχωρος του XISP

και Q,S, T : Y → Y αυστηρά ιδιάζοντες τελεστές. Τότε ο QST είναι συμπα-
γής.

Απόδειξη. Λόγω της αυτοπάθειας του XISP , αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε
ασθενώς μηδενική ακολουθία (xk)k, η (QSTxk)k συγκλίνει στο μηδέν ως προς
τη νόρμα. Σύμφωνα με την Πρόταση 3.5.18, περνώντας σε υπακολουθία, η
(Txk)k θα είναι μηδενικής, πρώτης ή δεύτερης τάξης. Αν είναι μηδενικής τά-
ξης, τότε είναι μηδενική ως προς τη νόρμα και άρα έχουμε τελειώσει. Αν είναι
πρώτης τάξης, από την Πρόταση 3.5.16 παίρνουμε ότι η (STxk)k είναι μηδενικής
τάξης και, όπως προηγουμένως, έχουμε τελειώσει. Σε διαφορετική περίπτωση,
η (Txk)k είναι δεύτερης τάξης. Από την Πρόταση 3.5.17, περνάμε σε περαιτέ-
ρω υπακολουθία, ώστε η (STxk)k να είναι μηδενικής ή πρώτης τάξης. Αν δεν
είναι μηδενικής τάξης, τότε εφαρμόζοντας την Πρόταση 3.5.16 παίρνουμε ότι η
(QSTxk)k συγκλίνει στο μηδέν ως προς τη νόρμα και η απόδειξη ολοκληρώ-
θηκε.

Παρατήρηση 3.5.20. Επισημαίνουμε ότι δεν μπορούμε να αποδείξουμε την
ύπαρξη ή μη ακολουθιών τρίτης τάξης. Η μη ύπαρξη τέτοιων ακολουθιών θα
έδινε ότι η σύνθεση οποιονδήποτε δύο αυστηρά ιδιαζόντων τελεστών που είναι
ορισμένοι σε υπόχωρο του XISP , είναι συμπαγής τελεστής.

Πόρισμα 3.5.21. ΄Εστω Y κλειστός κι απειροδιάστατος υπόχωρος του XISP

και S : Y → Y μη μηδενικός αυστηρά ιδιάζων τελεστής. Τότε ο S επιδέχεται
μη τετριμμένο κλειστό υπεραναλλοίωτο υπόχωρο.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι S3 = 0. Τότε προκύπτει άμεσα ότι ο kerS είναι μη
τετριμμένος κλειστός υπεραναλλοίωτος υπόχωρος για τον S.
Διαφορετικά, αν S3 6= 0, τότε από το Θεώρημα 3.5.19 ο S3 είναι συμπαγής

και μη μηδενικός. Καθώς ο S μετατίθεται με τον S3, από το Θεώρημα 2.1 από
το [Si], αρκεί να πιστοποιηθεί ότι για κάθε α, β ∈ R ώστε β 6= 0, ισχύει ότι
(αI−S)2+β2I 6= 0 (βλέπε επίσης [Ho], Θεώρημα 2). Καθώς ο S είναι αυστηρά
ιδιάζων, εύκολα πιστοποιεί κανείς ότι η συνθήκη αυτή πράγματι ικανοποιείται.

Πόρισμα 3.5.22. ΄Εστω Y κλειστός κι απειροδιάστατος υπόχωρος του XISP

και T : Y → Y μη βαθμωτός τελεστής. Τότε ο T επιδέχεται μη τετριμμένο
κλειστό υπεραναλλοίωτο υπόχωρο.
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Απόδειξη. Από το Θεώρημα 3.5.8 παίρνουμε ότι υπάρχει λ ∈ R ώστε ο S =
T − λI να είναι αυστηρά ιδιάζων και δεδομένου ότι ο T δεν είναι βαθμωτός,
είναι σαφές ότι ο S δεν είναι μηδενικός. Από το Πόρισμα 3.5.21 προκύπτει
ότι ο S επιδέχεται κάποιο μη τετριμμένο κλειστό υπεραναλλοίωτο υπόχωρο Z.
΄Αμεσα πιστοποιεί κανείς ότι ο Z είναι επίσης υπεραναλλοίωτος για τον T .

Στο τελικό αποτέλεσμα, το οποίο σχετίζεται με τη Πρόταση 3.1 από το
[ArDT], δείχνουμε ότι η ιδιότητα «βαθμωτό συν συμπαγής» αποτυγχάνει σε
κάθε υπόχωρο του XISP .

Πρόταση 3.5.23. ΄Εστω Y κλειστός κι απειροδιάστατος υπόχωρος του XISP .
Τότε υπάρχει αυστηρά ιδιάζων και μη συμπαγής τελεστής S : Y → Y . Μάλι-
στα, οι αυστηρά ιδιάζοντες και μη συμπαγείς τελεστές στον Y σχηματίζουν μη
διαχωρίσιμο υποσύνολο του L(Y ).

Απόδειξη. Από το Πόρισμα 3.4.14, υπάρχει ακολουθία (xk)k στο Y που παράγει
κάποιο spreading model ισοδύναμο με τη συνήθη βάση του c0, με άνω σταθερά
c1 και από το Πόρισμα 3.4.17 υπάρχει κάποια ακολουθία (x∗k)k στον Y

∗ η
οποία επίσης παράγει κάποιο spreading model ισοδύναμο με τη συνήθη βάση
του c0, έστω με άνω σταθερά c2. Συνεπώς οι (xk)k και (x∗k)k είναι και οι δύο
ασθενώς μηδενικές και μπορούμε να υποθέσουμε ότι είναι Schauder βασικές
και ότι dim(Y/[xk]k) = ∞. Επίσης υπάρχει φραγμένη ακολουθία (zk)k στον
Y ώστε η (x∗k)k να είναι διορθογώνια στη (zk)k.
Για ε > 0, θέτουμεMε = (4c1)/ε. Επιλέγουμε γνησίως αύξουσα ακολουθία

φυσικών αριθμών (qj)j , ώστε qj >M1/2j+1 για κάθε j ∈ N. Ορίζουμε S : Y →
Y , έτσι ώστε Sx =

∑∞
k=1 x

∗
qk

(x)xk για κάθε x ∈ Y . Τότε:

(i) ο S είναι φραγμένος και μη συμπαγής,

(ii) ο S είναι αυστηρά ιδιάζων.

Αποδεικνύουμε πρώτα ότι είναι φραγμένος. ΄Εστω x ∈ Y , ‖x‖ = 1 και
x∗ ∈ Y ∗, ‖x∗‖ = 1. Για j > 0, θέτουμε Bj = {k ∈ N : 1/2j+1 < |x∗(xk)| 6
1/2j}. Καθώς η (xk)k παράγει c0 spreading model, προκύπτει ότι #Bj 6
M1/2j+1 6 qj . Θέτουμε Cj = {k ∈ Bj : k > j}, Dj = Bj \ Cj . Είναι σαφές
ότι #Dj 6 j και εύκολα βλέπουμε ότι #{qk : k ∈ Cj} 6 min{qk : k ∈ Cj},
συνεπώς, δεδομένου ότι η (x∗k)k παράγει c0 spreading model, προκύπτει ότι∣∣∣∣∣∣

∑
k∈Cj

x∗(xk)x
∗
qk

(x)

∣∣∣∣∣∣ < c2 max{|x∗(xk)| : k ∈ Cj}.

Συνεπώς |
∑

k∈Bj x
∗
qk

(x)x∗(xk)| 6 c2 max{|x∗(xk)| : k ∈ Cj} + j/2j 6

c2/2
j + j/2j . Από αυτό παίρνουμε ότι

‖Sx‖ 6
∞∑
j=0

j + c2

2j
‖x‖.
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Θα δείξουμε ότι ο S δεν είναι συμπαγής. Θεωρούμε την προαναφερθείσα
ημινορμαρισμένη ακολουθία (zk)k∈N, η οποία είναι διορθογώνια στη (x∗qk)k ∈ N.
Τότε η (Szk)k δεν έχει υπακολουθία που συγκλίνει ως προς τη νόρμα.
Θα δείξουμε τώρα ότι ο S είναι αυστηρά ιδιάζων. Ας υποθέσουμε πως αυτό

δεν ισχύει. Τότε υπάρχει λ 6= 0 ώστε ο T = S − λI να είναι αυστηρά ιδιάζων.
Καθώς ο λI είναι τελεστής Fredholm και ο T είναι αυστηρά ιδιάζων, προκύπτει
ότι ο S = T+λI είναι επίσης τελεστής Fredholm, συνεπώς dim(Y/S[Y ]) <∞.
Το γεγονός ότι S[Y ] ⊂ [xk]k και dim(Y/[xk]k) =∞ οδηγεί σε αντίφαση.
Επιπρόσθετα, για κάθε περαιτέρω υπακολουθία (x∗k)k∈L τη (x∗qk)k, αν θέ-

σουμε SLx =
∑

k∈L x
∗
k(x)xk, τότε ο SL ικανοποιεί τις ίδιες υποθέσεις. Προ-

κύπτει ότι υπάρχει ένα υπεραριθμήσιμο ε-σύνολο αυστηρά ιδιαζόντων και μη
συμπαγών τελεστών.

Τελικές παρατηρήσεις

Θα θέλαμε να αναφέρουμε ότι δε μας είναι σαφές ποια είναι η δομή του συζυγούς
του XISP . Συγκεκριμένα, δε μπορούμε να προσδιορίσουμε κατά πόσο ο X∗

ISP

συμμερίζεται παρόμοιες ιδιότητες με το XISP . Για παράδειγμα, δε γνωρίζουμε αν
ο X∗

ISP
δέχεται μόνο c0 και `1 spreading model. Ωστόσο, ισχύει το παρακάτω.

Πρόταση 3.5.24. Κάθε απειροδιάστατο πηλίκο του X∗
ISP
ικανοποιεί την ΙΑΥ.

Ακριβέστερα, κάθε μη βαθμωτός τελεστής ορισμένος σε απειροδιάστατο πηλίκο
του X∗

ISP
επιδέχεται μη τετριμμένο κλειστό υπεραναλλοίωτο υπόχωρο.

Η απόδειξη της παραπάνω πρότασης είναι άμεση συνέπεια του ακόλουθου
κλασσικού αποτελέσματος. Αν X είναι αυτοπαθής χώρος Banach τότε τα
επόμενα είναι ισοδύναμα.

(i) Ο χώρος X έχει την κληρονομική ΙΑΥ.

(ii) Κάθε απειροδιάστατο πηλίκο του X∗ ικανοποιεί την ΙΑΥ.

Αν επιπλέον, κάθε μη βαθμωτός τελεστής ορισμένος σε κλειστό και απειρο-
διάστατο υπόχωρο του X επιδέχεται μη τετριμμένο κλειστό υπεραναλλοίωτο
υπόχωρο, τότε κάθε μη βαθμωτός τελεστής ορισμένος σε απειροδιάστατο πη-
λίκο του X∗

ISP
επιδέχεται μη τετριμμένο κλειστό υπεραναλλοίωτο υπόχωρο.

Θα θέλαμε να αναφέρουμε ότι η μέθοδος κατασκευής καθολικά αδιάσπα-
στων χώρων Banach με κορεσμό υπό συνθήκες, χρησιμοποιώντας το χώρο
Tsirelson ως unconditional πλαίσιο, μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να ληφθούν
περαιτέρω αποτελέσματα. Για παράδειγμα στο επόμενο κεφάλαιο (βλέπε επίσης
[ArM2]) κατασκευάζεται ένας καθολικά αδιάσπαστος χώρος Banach Xusm με
την ακόλουθη ιδιότητα. Σε κάθε υπόχωρο Y του Xusm υπάρχει νορμαρισμένη α-
σθενώς μηδενική ακολουθία (yn)n, ώστε κάθε υποσυμμετρική ακολουθία (zn)n,
σε οποιοδήποτε χώρο Banach, παράγεται ισομορφικά ως spreading model από
κάποια υπακολουθία της (yn)n.
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Κεφάλαιο 4

΄Ενας καθολικά αδιάσπαστος

χώρος Banach με πλούσια
δομή spreading model

Εισαγωγή

Ο σκοπός του παρόντος κεφαλαίου είναι η παρουσίαση ενός αυτοπαθούς καθο-
λικά αδιάσπαστου χώρου Xusm , ο οποίος ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες. Σε
κάθε υπόχωρο Y του Xusm υπάρχει νορμαρισμένη ασθενώς μηδενική ακολουθία
(yn)n, ώστε κάθε υποσυμμετρική ακολουθία (zn)n να παράγεται ισομορφικά ως
spreading model από κάποια υπακολουθία της (yn)n. Επιπλέον, σε κάθε block
υπόχωρο Y του Xusm υπάρχει ημινορμαρισμένη block ακολουθία (zn)n και ισο-
μορφισμός T : Xusm → Xusm ώστε Tz2n−1 = z2n, για κάθε n ∈ N. Συνεπώς, ο
χώρος αυτός αποτελεί παράδειγμα ΚΑ χώρου ο οποίος δεν είναι tight by range
υπό μία ισχυρή έννοια. Το σύνολο norming W του χώρου Xusm είναι κορεσμέ-
νο υπό περιορισμούς και είναι πολύ όμοιο με το αντίστοιχο του προηγούμενου
κεφαλαίου (βλέπε επίσης [ArM1]). ΄Οπως αναφέρθηκε και στο προηγούμενο κε-
φάλαιο, η μέθοδος του κορεσμού υπό συνθήκες είναι κατάλληλη για τον ορισμό
χώρων με κληρονομικά ετερογενή δομή ([OS1], [OS2]). Τα βασικά συστατικά
του συνόλου norming W είναι τα ακόλουθα. Πρώτα, το unconditional πλαίσιο
είναι η μπάλα του T ∗, του συζυγούς του χώρου Tsirelson [FiJ],[T]. Δηλαδή
το W είναι υποσύνολο του BT ∗ , το οποίο ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες.
΄Οπως και στο προηγούμενο κεφάλαιο, είναι κλειστό στις πράξεις ( 1

2n ,Sn, α)
και ( 1

2n ,Sn, β), οι οποίες δημιουργούν τα συναρτησιακά τύπου Ια και τύπου Ιβ
αντίστοιχα. Περαιτέρω, περιέχει δύο επιπλέον τύπους special συναρτησιακών,
που ονομάζονται τύπου ΙΙ+ και τύπου ΙΙ−. Τα συναρτησιακά τύπου ΙΙ− είναι
σχεδιασμένα ώστε να επιβάλουν την πλούσια δομή spreading model στο χώ-
ρο Xusm , ενώ τα συναρτησιακά τύπου ΙΙ+ εξυπηρετούν διπλό σκοπό. Πρώτον,
αποτελούν εργαλείο για την εύρεση c0 spreading model σε κάθε υπόχωρο του
Xusm . Τα c0 spreading model είναι τα θεμελιώδη αρχικά συστατικά για την
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τελική κατασκευή. Ο δεύτερος σκοπός των συναρτησιακών τύπου ΙΙ+ είναι η
απόδειξη του γεγονότος ότι ο χώρος Xusm δεν είναι tight by range. Θυμίζουμε
ότι πρόσφατα οι V. Ferenczi και Th. Schlumprecht παρουσίασαν στο [FeS] μία
παραλλαγή του ΚΑ χώρου των Gowers-Maurey ([GoM]), ο οποίος είναι ΚΑ
και όχι tight by range.
Καθώς το σύνολο norming W είναι παρόμοιο με εκείνο του προηγούμενου

κεφαλαίου, πολλές από τις κρίσιμες εκτιμήσεις στο παρόν κεφάλαιο είναι ταυτό-
σημες με τις αντίστοιχες από εκεί. Η κύρια διαφορά της παρούσας κατασκευής
από την προηγούμενη, αφορά το «συνδυαστικό αποτέλεσμα», το οποίο είναι
ένα αποτέλεσμα τύπου Ramsey και δίνει c0 spreading model. Για την από-
δειξη αυτού του αποτελέσματος τα συναρτησιακά τύπου ΙΙ+ αποτελούν βασικό
συστατικό.
Περνάμε σε πιο ακριβή περιγραφή των ιδιοτήτων του χώρου Xusm .

Θεώρημα. Ο χώρος Xusm είναι αυτοπαθής, καθολικά αδιάσπαστος και κλη-
ρονομικά καθολικός για όλα τα unconditional spreading model.

Το τελευταίο σημαίνει ότι υπάρχει κάποια καθολική σταθερά C > 0 ώστε
να ισχύει το ακόλουθο: σε κάθε υπόχωρο Y του Xusm υπάρχει ημινορμαρι-
σμένη ασθενώς μηδενική ακολουθία (xn)n η οποία δέχεται spreading model
C-ισοδύναμα με όλες τις suppression unconditional ακολουθίες. Η θεμελιώ-
δης ιδιότητα της (xn)n, δηλαδή η spreading model καθολικότητα, σημαίνει
ότι για κάθε σύνολο Schreier F ⊂ N η πεπερασμένη ακολουθία (xn)n∈F εί-
ναι C-ισοδύναμη με τη (un)n∈F , όπου με (un)n συμβολίζουμε την καθολική
unconditional βάση του Pe lczynski [P],[LiT].
Η δεύτερη ιδιότητα του Xusm είναι ότι είναι sequentially minimal. Ας θυ-

μηθούμε, από το [FeR], ότι ένας χώρος Banach X με βάση ονομάζεται sequen-
tially minimal, αν σε κάθε απειροδιάστατο block υπόχωρο Y του X υπάρχει

block ακολουθία (x
(Y )
n )n που ικανοποιεί το ακόλουθο: σε κάθε υπόχωρο Z του

X υπάρχει Schauder βασική ακολουθία (zk)k, που είναι ισοδύναμη με κάποια

υπακολουθία της (x
(Y )
n )n. Ας θυμηθούμε ότι ένας χώρος Banach X με βάση

ονομάζεται tight by range, αν οποτεδήποτε (yk)k, (zk)k είναι block ακολου-
θίες στο X με ran yk ∩ ran zm = ∅ για κάθε k, m, τότε αν Y = [(yk)k] και
Z = [(zk)k], κανένας από τους δύο χώρους δεν εμφυτεύεται στον άλλο. Μία
διχοτομία του προγράμματος ταξινόμησης των V. Ferenczi και Ch. Rosendal
[FeR] δίνει ότι κάθε χώρος Banach X με βάση Schauder (en)n είτε περιέχει
ένα block υπόχωρο που είναι tight by range είτε ένα sequentially minimal
υπόχωρο. Ως συνέπεια της διχοτομίας αυτής, ο Xusm δεν είναι tight by range,
ωστόσο αποδεικνύουμε πως ισχύει το ακόλουθο ισχυρότερο γεγονός.

Θεώρημα. Κάθε block υπόχωρος Y του Xusm περιέχει κάποια ημινορμαρισμέ-
νη block ακολουθία (xn)n που ικανοποιεί το ακόλουθο. Υπάρχει ισομορφισμός
T : Xusm → Xusm (κατ΄ ανάγκη επί) ώστε Tx2n−1 = x2n για κάθε n ∈ N.

Το παραπάνω αποτέλεσμα είναι άμεση συνέπεια της δομής που επιβάλεται
στο σύνολο norming W και συνεπώς και στο χώρο Xusm , με σκοπό την επί-
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τευξη της πλούσιας δομής spreading model. Συγκεκριμένα αποδεικνύεται το
ακόλουθο.

Πρόταση. ΄Εστω Y block υπόχωρος του Xusm . Τότε υπάρχουν {xn, yn}n
στον Y , {fn, gn}n ώστε τα fn, gn να ανήκουν στο W , ranxn = ran fn,
ran yn = ran gn, xn < yn < xn+1, οι (xn)n, (yn)n να είναι ημινορμαρισμέ-
νες, fn(xn) = 1, gn(yn) = 1 και η (fn + gn)n να παράγει c0 spreading model
ενώ η (xn − yn)n δεν παράγει `1 spreading model.

Η παραπάνω πρόταση δίνει ότι υπάρχει αυστηρά ιδιάζων τελεστής S :
Xusm → Xusm με Sxn = xn − yn και Syn = xn − yn (βλέπε [ArDT]). ΄Ο-
πως επεξηγείται στο [FeR], οι ακολουθίες (xn)n και (yn)n είναι ισοδύναμες.
Είναι επίσης εύκολο να δει κανείς ότι ο I − S είναι ισομορφισμός, ο οποίος
ικανοποιεί το συμπέρασμα του παραπάνω θεωρήματος.
Κάθε τελεστής στο χώρο Xusm είναι της μορφής T = λI + S όπου S εί-

ναι αυστηρά ιδιάζων. Θυμίζουμε ότι μία από τις κύριες ιδιότητες του χώρου
του προηγούμενου κεφαλαίου, είναι ότι η σύνθεση οποιονδήποτε τριών αυστη-
ρά ιδιαζόντων τελεστών είναι συμπαγής τελεστής. Αποδεικνύεται ότι ο χώρος
Xusm δεν ικανοποιεί κάποια αντίστοιχη ιδιότητα, καθώς σε κάθε block υπόχωρο
υπάρχει αυστηρά ιδιάζων τελεστής, ο οποίος δεν είναι πολυωνυμικά συμπαγής.
Η απόδειξη του γεγονότος αυτού συνδέεται άμεσα με την ποικιλία των sprea-
ding model που εμφανίζονται σε κάθε block υπόχωρο του Xusm .
Το κεφάλαιο είναι οργανωμένο ως εξής. Η πρώτη ενότητα είναι αφιερω-

μένη στον ορισμό του συνόλου norming W του χώρου Xusm , περιλαμβάνεται
επίσης μία σύντομη συζήτηση που αφορά το ρόλο των συστατικών του. Η
δεύτερη ενότητα αφορά κάποιες στοιχειώδεις εκτιμήσεις της νόρμας σε special
convex combination, οι οποίες είναι ταυτόσημες με τις αντίστοιχες του τελευ-
ταίου κεφαλαίου. Η τρίτη ενότητα εισάγει τον ορισμό των δεικτών α και β,
που ορίζονται με τον ίδιο τρόπο όπως και στο προηγούμενο κεφάλαιο. Στην
τέταρτη ενότητα διατυπώνεται και αποδεικνύεται ένα συνδυαστικό αποτέλεσμα,
το οποίο χρησιμοποιείται στην πέμπτη ενότητα για να αποδειχθεί η ύπαρξη των
c0 spreading model. Στην έκτη ενότητα μελετάται η δομή των spreading mo-
del του χώρου Xusm . Στην έβδομη και τελευταία ενότητα αποδεικνύεται ότι ο
χώρος είναι sequentially minimal, δεν είναι tight by range και δέχεται αυστηρά
ιδιάζοντες τελεστές που δεν είναι πολυωνυμικά συμπαγείς.

4.1 Το σύνολο norming του χώρου Xusm

Στην ενότητα αυτή ορίζουμε το σύνολο norming W του χώρου Xusm . ΄Οπως
και στο προηγούμενο κεφάλαιο, το σύνολο αυτό ορίζεται με τη χρήση της
ακολουθίας (Sn)n και επίσης οικογένειες Sn-αποδεκτών συναρτησιακών και το
σύνολοW θα είναι υποσύνολο του συνόλου norming WT του χώρου Tsirelson.
Η κύρια διαφορά ανάμεσα στην κατασκευή του προηγούμενου κεφαλαίου και της
παρούσας, είναι ο τρόπος με τον οποίο ορίζονται τα συναρτησιακά τύπου ΙΙ, ο
οποίος δίνει τις ιδιότητες του χώρου Xusm .
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Συμβολισμός. ΄Εστω G ⊂ c00(N). ΄Ενα διάνυσμα f ∈ G θα ονομάζεται
μέσος όρος μεγέθους s(f) = n, αν υπάρχουν f1, . . . , fd ∈ G και d 6 n, ώστε

f =
1

n
(f1 + · · ·+ fd).

Μία ακολουθία μέσων όρων (fj)j στο G θα ονομάζεται very fast growing,
αν f1 < f2 < . . ., s(fj) > 2max supp fj−1 και s(fj) > s(fj−1) για j > 1.

Η συνάρτηση κωδικοποίησης

Επιλέγουμε ένα άπειρο υποσύνολο των φυσικών αριθμών L0 = {`k : k ∈ N}
με `1 > 9, έτσι ώστε:

(i) για κάθε k ∈ N ισχύει ότι `k+1 > 22`k και

(ii)
∑∞

k=1
1

2`k
< 1

1000 .

Διαμερίζουμε το L0 σε περαιτέρω άπειρα υποσύνολα L1, L2, L3. Θέτουμε

Q = {(f1, . . . , fm) : m ∈ N, f1 < · · · < fm ∈ c00

με fk(i) ∈ Q, για i ∈ N, k = 1, . . . ,m}

Επιλέγουμε μία ένα προς ένα συνάρτηση σ : Q → L2, καλούμενη συνάρτηση
κωδικοποίησης, ώστε για κάθε (f1, . . . , fm) ∈ Q, να ισχύει

σ (f1, . . . , fm) > 2
1

‖fm‖0 ·max supp fm.

Παρατήρηση 4.1.1. Αν θέσουμε L = L1 ∪ L2, τότε για κάθε n ∈ N
ισχύει ότι #L ∩ {n, . . . , 22n} 6 1. Επιπλέον, για κάθε n ∈ L3, ισχύει ότι
L ∩ {n, . . . , 22n} = ∅.

Η suppression unconditional καθολική βάση του Pe lczyński

΄Εστω (xk)k ένα πυκνό, ως προς τη νόρμα, υποσύνολο της μοναδιαίας σφαίρας
του C[0, 1]. Συμβολίζουμε με (uk)k τη συνήθη βάση του c00(N) και ορίζουμε
‖ · ‖u στο c00(N) ως εξής.∥∥∥∥∥

n∑
k=1

αkuk

∥∥∥∥∥
u

= sup

{∥∥∥∥∥∑
k∈F

αkxk

∥∥∥∥∥ : F ⊂ {1, . . . , n}

}

΄Εστω U η πλήρωση του (c00(N), ‖·‖u). Τότε η (uk)k είναι suppression uncon-
ditional Schauder βάση για το U , ώστε για κάθε suppression unconditional
Schauder βασική ακολουθία (yk)k και ε > 0, να υπάρχει υπακολουθία της (uk)k,
η οποία είναι (1 + ε)-ισοδύναμη με την (yk)k. Η ακολουθία (uk)k ονομάζεται η
unconditional βάση του Pe lczyński (βλέπε [P]).
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Το σύνολο norming

Το σύνολο norming W ορίζεται να είναι το μικρότερο υποσύνολο του c00(N)
που ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες.

1. Το σύνολο {±en : n ∈ N} είναι υποσύνολο του W , για κάθε f ∈ W
ισχύει ότι −f ∈W , για κάθε f ∈W και κάθε διάστημα I των φυσικών αριθμών
ισχύει ότι If ∈ W και το W είναι κλειστό σε ρητούς κυρτούς συνδυασμούς.
Κάθε συναρτησιακό της μορφής f = ±en θα καλείται συναρτησιακό τύπου 0.
2. Το σύνολο W περιέχει κάθε συναρτησιακό f το οποίο είναι της μορφής

f = (1/2n)
∑d

j=1 αj , όπου (αj)
d
j=1 είναι Sn-αποδεκτή και very fast growing

ακολουθία α-μέσων όρων στο W . Αν I είναι διάστημα των φυσικών αριθμών,
τότε κάθε συναρτησιακό της μορφής g = ±If θα καλείται συναρτησιακό τύπου
Ια βάρους w(g) = n.

3. Το σύνολο W περιέχει κάθε συναρτησιακό f το οποίο είναι της μορφής
f = (1/2n)

∑d
j=1 βj , όπου (βj)

d
j=1 είναι Sn-αποδεκτή και very fast growing

ακολουθία β-μέσων όρων στο W . Αν I είναι διάστημα των φυσικών αριθμών,
τότε κάθε συναρτησιακό της μορφής g = ±If θα καλείται συναρτησιακό τύπου
Ιβ βάρους w(g) = n.

4. Για κάθε special ακολουθία {fq, gq}dq=1 στο W και F ⊂ {1, . . . , d},
ώστε 2(#F ) 6 min supp fminF , το σύνολο W περιέχει το συναρτησιακό f =
(1/2)

∑
q∈F (fq + gq).

Αν E είναι διάστημα των φυσικών αριθμών, τότε ένα συναρτησιακό της
μορφής g = ±Ef ονομάζεται συναρτησιακό τύπου ΙΙ+ με βάρη ŵ(g) = {w(fq) :
q ∈ F, ran(fq + gq) ∩ E 6= ∅}.
5. Για κάθε special ακολουθία {fq, gq}dq=1 στο W , F ⊂ {1, . . . , d}, ώστε

2(#F ) 6 min supp fminF , και ρητούς αριθμούς (λq)q∈F με ‖
∑

q∈F λqu
∗
q‖u 6

1, όπου (u∗k)k είναι τα διορθογώνια της unconditional βάσης του Pe lczyński,
το σύνολο W περιέχει το f = (1/2)

∑
q∈F λq(fq − gq).

Αν E είναι διάστημα των φυσικών αριθμών, τότε ένα συναρτησιακό της
μορφής g = ±Ef ονομάζεται συναρτησιακό τύπου ΙΙ− με βάρη ŵ(g) = {w(fq) :
q ∈ F, ran(fq − gq) ∩ E 6= ∅}.
Τα συναρτησιακά f ∈ W που είναι είτε τύπου ΙΙ+ είτε τύπου ΙΙ−, θα

ονομάζονται συναρτησιακά τύπου ΙΙ.

Για d ∈ N, μία ακολουθία ζευγών συναρτησιακών τύπου Ια {fq, gq}dq=1, θα
ονομάζεται special ακολουθία αν:

f1 < g1 < f2 < g2 < · · · < fd < gd, (4.1)

w(fq) = w(gq) για q = 1, . . . , d, (4.2)

w(f1) ∈ L1 και σ(f1, g1, f2, g2 . . . , fq−1, gq−1) = w(fq) για 1 < q 6 d. (4.3)

Ονομάζουμε α-μέσο όρο κάθε μέσο όρο α στοW ο οποίος είναι της μορφής
α = (1/n)

∑d
j=1 fj όπου d 6 n και f1 < · · · < fd ∈W .
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Ονομάζουμε β-μέσο όρο κάθε μέσο όρο β στοW ο οποίος είναι της μορφής
β = (1/n)

∑d
j=1 fj , όπου d 6 n και f1, . . . , fd ∈ W είναι συναρτησιακά τύπου

ΙΙ με ξένα βάρη ŵ(fj).

Ονομάζουμε κυρτό συνδυασμό κάθε f στο W το οποίο δεν είναι τύπου 0,
Ια, Ιβ ή ΙΙ.

Μία ακολουθία ζευγών συναρτησιακών τύπου Ια, b = {fq, gq}∞q=1 θα κα-
λείται special κλαδί, αν η {fq, gq}dq=1 είναι special ακολουθία για κάθε d ∈ N.
Θα συμβολίζουμε το σύνολο όλων των special κλαδιών με B.
Αν b = {fq, gq}∞q=1 ∈ B, συμβολίζουμε με b+ = {fq + gq : q ∈ N} και

b− = {fq − gq : q ∈ N}.
Για x ∈ c00(N) ορίζουμε ‖x‖ = sup{f(x) : f ∈ W} και Xusm να είναι η

πλήρωση του (c00(N), ‖ · ‖). Είναι σαφές ότι ο Xusm έχει διμονότονη βάση.

Παρατήρηση 4.1.2. Το σύνολο norming W μπορεί να οριστεί επαγωγικά
ως η ένωση μίας αύξουσας ακολουθίας (Wm)∞m=0 υποσυνόλων του c00(N),
όπου W0 = {±en : n ∈ N} και αν το Wm έχει κατασκευαστεί τότε ορίζουμε
Wα
m+1 να είναι το κλείσιμο του Wm υπό α-μέσους όρους, W

Ια
m+1 να είναι το

κλείσιμο του Wα
m+1 υπό συναρτησιακά τύπου Ια, W

Ιβ

m+1 να είναι το κλείσιμο

του W Ια
m+1 υπό συναρτησιακά τύπου Ιβ , W

ΙΙ

m+1 να είναι το κλείσιμο του W
Ιβ

m+1

υπό συναρτησιακά τύπου ΙΙ+ και τύπου ΙΙ−, W
β
m+1 να είναι το κλείσιμο του

W ΙΙ

m+1 υπό β-μέσους όρους και τελικά Wm+1 να είναι το κλείσιμο του W
β
m+1

υπό ρητούς κυρτούς συνδυασμούς.

Χαρακτηριστικές ιδιότητες του χώρου Xusm

Πριν προχωρήσουμε στη μελέτη του χώρου Xusm , πιθανόν είναι χρήσιμο να ε-
ξηγήσουμε το ρόλο των συγκεκριμένων συστατικών στον ορισμό του συνόλου
norming W . Πρώτα, χρησιμοποιήσαμε κορεσμό υπό περιορισμούς με παρόμοιο
τρόπο όπως στο προηγούμενο κεφάλαιο (βλέπε επίσης [ArM1]). Αυτό δίνει
τα συναρτησιακά τύπου Ια, Ιβ και τους δείκτες α(xk)k, β(xk)k για block ακο-
λουθίες (xk)k στο Xusm , οι οποίοι ορίζονται όπως στο προηγούμενο κεφάλαιο.
΄Οπως θα παρατηρήσει ο εξοικειωμένος αναγνώστης, τα special συναρτησιακά
στην παρούσα κατασκευή διαφέρουν από τα αντίστοιχα στο προηγούμενο κε-
φάλαιο. Αυτό οφείλεται στην επιθυμητή ιδιότητα του χώρου Xusm , δηλαδή ότι
κάθε υπόχωρος περιέχει κάποια ακολουθία που δέχεται όλες τις unconditional
spreading ακολουθίες ως spreading model. Αυτό σχετίζεται με την πέμπτη
ιδιότητα στον παραπάνω ορισμό του συνόλου norming W .
Εκείνο που απαιτεί περαιτέρω συζήτηση είναι τα συναρτησιακά τύπου ΙΙ+.

Ο πρωταρχικός τους ρόλος είναι να επιτρέψουν την εύρεση, σε κάθε block υπό-
χωρο, κάποιας ημινορμαρισμένης block ακολουθίας που παράγει c0 spreading
model. Αυτό προκύπτει από την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση. ΄Εστω (xk)k ημινορμαρισμένη block ακολουθία στο Xusm ώστε να
ικανοποιούνται τα ακόλουθα:
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(i) α(xk)k = 0 και β(xk)k = 0,

(ii) για κάθε special κλαδί b = {fq, gq}∞q=1 ισχύει

lim
k→∞

sup
q∈N

max {|fq(xk)|, |gq(xk)|} = 0.

Τότε υπάρχει κάποια υπακολουθία (xkn)n της (xk)k που παράγει c0 spreading
model.

Σημειώνουμε ότι στο προηγούμενο κεφάλαιο (βλέπε επίσης [ArM1]), η ι-
διότητα (i) επαρκεί ώστε κάποια ακολουθία να έχει υπακολουθία που παράγει
c0 spreading model. Ωστόσο, στην παρούσα κατασκευή αυτό δεν ισχύει και
τα συναρτησιακά τύπου ΙΙ+ είναι κρίσιμα για την απόδειξη της ύπαρξης, σε κά-
θε block υπόχωρο, κάποιας block ακολουθία που να ικανοποιεί τα (i) και (ii)
της παραπάνω πρότασης. Ως συνέπεια, παίρνουμε ότι σε κάθε block υπόχωρο
υπάρχει block ακολουθία που παράγει c0 spreading model.
΄Οπως και στο προηγούμενο κεφάλαιο, από τα c0 spreading model μπορεί

κανείς να περάσει σε ακριβείς κόμβους (βλέπε Ορισμό 4.6.4) {xk, yk, fk, gk},
με την {fk, gk}∞k=1 να ορίζει special κλαδί. Οι ακολουθίες (xk)k, (yk)k και
(xk+yk)k δέχονται μόνο `1 spreading model. Η παραπάνω ιδιότητα επιβάλλεται
από τα συναρτησιακά τύπου ΙΙ+. Αφετέρου, τα συναρτησιακά τύπου ΙΙ− δίνουν
ότι η ακολουθία (xk − yk)k είναι spreading model καθολική, δηλαδή για κάθε
spreading και unconditional ακολουθία (dk)k, υπάρχει κάποια υπακολουθία της
{xk − yk}k, η οποία δέχεται κάποιο spreading model ισοδύναμο με τη (dk)k.
΄Ενας δευτερεύον ρόλος των συναρτησιακών τύπου ΙΙ+ είναι να προσδιορίσουν
πεπλεγμένες ισοδύναμες ακολουθίες {vk, wk}k. Αυτές είναι υπακολουθίες των
προαναφερθεισών ακολουθιών {xk, yk}k.
΄Οπως και στο προηγούμενο κεφάλαιο, το σύνολο norming του χώρου Xusm

είναι υποσύνολο της μοναδιαίας μπάλας του συζυγούς T ∗ του χώρου Tsirelson
(βλέπε [FiJ]). Επιπλέον, οι περισσότερες από τις κρίσιμες εκτιμήσεις της νόρμας
είναι ταυτόσημες με εκείνες από το προηγούμενο κεφάλαιο.

4.2 Βασικές εκτιμήσεις σε special convex com-
bination

Σε αυτήν την ενότητα παρουσιάζουμε κάποια αποτελέσματα που αφορούν εκτι-
μήσεις της νόρμας σε special convex combination. Οι εκτιμήσεις αυτές είναι
κρίσιμες καθ΄ όλη τη διάρκεια του κεφαλαίου καθώς, όπως στο προηγούμε-
νο κεφάλαιο, οι special convex combination είναι από τα κύρια εργαλεία που
χρησιμοποιούνται για να αποδειχτούν οι ιδιότητες του χώρου Xusm .
Η ακόλουθη πρόταση αποδεικνύεται στο προηγούμενο κεφάλαιο 3.2.5.
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Πρόταση 4.2.1. ΄Εστω x =
∑

k∈F ckek ένας (n, ε)-basic s.c.c. και G ⊂ F .
Ισχύει το ακόλουθο: ∥∥∥∥∥∑

k∈G
ckek

∥∥∥∥∥
T

6
1

2n

∑
k∈G

ck + ε

Το παρακάτω είναι ταυτόσημο με το Πόρισμα 3.2.8 του προηγούμενου κε-
φαλαίου.

Πρόταση 4.2.2. ΄Εστω (xk)k block ακολουθία στο Xusm έτσι ώστε ‖xk‖ 6
1. Αν (ck)k είναι ακολουθία στο R και θέσουμε φ(k) = max suppxk για κάθε
k. Τότε: ∥∥∥∥∥∑

k

ckxk

∥∥∥∥∥ 6 6

∥∥∥∥∥∑
k

ckeφ(k)

∥∥∥∥∥
T

(4.4)

Το παρακάτω πόρισμα προκύπτει εύκολα από τις Προτάσεις 4.2.1 και 4.2.2
και η απόδειξή του μπορεί να βρεθεί στο προηγούμενο κεφάλαιο 3.2.9.

Πόρισμα 4.2.3. ΄Εστω x =
∑m

k=1 ckxk ένας (n, ε)-s.c.c. στο Xusm , ώστε
‖xk‖ 6 1, για k = 1, . . . ,m. Αν F ⊂ {1, . . . ,m}, τότε:∥∥∥∥∥∑

k∈F
ckxk

∥∥∥∥∥ 6
6

2n

∑
k∈F

ck + 12ε.

Συγκεκριμένα, ισχύει ‖x‖ 6 (6/2n) + 12ε.

Η απόδειξη του επόμενου πορίσματος βασίζεται στο Πόρισμα 4.2.3. Η από-
δειξή του είναι ταυτόσημη με εκείνη του Πορίσματος 3.2.10 από το προηγούμενο
κεφάλαιο.

Πόρισμα 4.2.4. Η βάση του Xusm είναι συρρικνούσα.

Ο ορισμός του συνόλου norming δίνει το επόμενο αποτέλεσα η απόδειξη του
οποίου μπορεί να βρεθεί στην Πρόταση 3.2.11 του προηγούμενου κεφαλαίου.

Πρόταση 4.2.5. Η βάση του Xusm είναι φραγμένα πλήρης.

Συνδυάζοντας τα τελευταία δύο αποτελέσματα με το γνωστό αποτέλεσμα
του R. C. James [J], συμπεραίνουμε το ακόλουθο.

Πόρισμα 4.2.6. Ο χώρος Xusm είναι αυτοπαθής.

Οι rapidly increasing sequence ορίζονται με τον ίδιο ακριβώς τρόπο όπως
και στο προηγούμενο κεφάλαιο, Ορισμός 3.2.13.
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Ορισμός 4.2.7. ΄Εστω C > 1 και (nk)k γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσι-
κών αριθμών. Μία block ακολουθία (xk)k θα ονομάζεται (C, (nk)k) α-rapidly
increasing sequence (ή (C, (nk)k) α-RIS) αν ισχύουν τα ακόλουθα:

(i) ‖xk‖ 6 C, (1/2nk+1) max suppxk < 1/2nk για κάθε k.

(ii) Για κάθε συναρτησιακό f στο W τύπου Ια βάρους w(f) = n, για κάθε
k έτσι ώστε n < nk, ισχύει ότι |f(xk)| < C/2n.

Ορισμός 4.2.8. ΄Εστω n ∈ N, C > 1 και θ > 0. ΄Ενα διάνυσμα x ∈ Xusm

ονομάζεται (C, θ, n)-διάνυσμα αν ισχύουν τα ακόλουθα: υπάρχουν 0 < ε <
1

36C23n
και (xk)mk=1 με ‖xk‖ 6 C για k = 1, . . . ,m ώστε

(i) min suppx1 > 8C22n,

(ii) Υπάρχουν (ck)
m
k=1 ⊂ [0, 1] ώστε το

∑m
k=1 ckxk να είναι (n, ε)-s.c.c.,

(iii) x = 2n
∑m

k=1 ckxk και ‖x‖ > θ.

Αν επιπλέον υπάρχει γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών (nk)
m
k=1 με

n1 > 22n έτσι ώστε η (xk)
m
k=1 να είναι (C, (nk)

m
k=1) α-RIS, τότε το x καλείται

(C, θ, n)-ακριβές διάνυσμα.

Παρατήρηση 4.2.9. ΄Εστω x (C, θ, n)-διάνυσμα στο Xusm . Τότε, χρησιμο-
ποιώντας το Πόρισμα 4.2.3, συμπεραίνουμε ότι ‖x‖ < 7C.

4.3 Οι δείκτες α και β

Οι δείκτες α και β που αφορούν block ακολουθίες στο Xusm , ορίζονται με
ταυτόσημο τρόπο όπως στο προηγούμενο κεφάλαιο, Ορισμοί 3.3.1, 3.3.2. Ση-
μειώνουμε ότι στο προηγούμενο κεφάλαιο οι δείκτες α και β είναι επαρκείς για
να περιγράψουν πλήρως τα spreading model που δέχονται block ακολουθίες.
Στην παρούσα περίπτωση αυτό δε συμβαίνει. Ωστόσο οι α και β δείκτες διατη-
ρούν σημαντικό ρόλο στο να προσδιοριστεί τι spreading model παράγει κάποια
block ακολουθία.

Ορισμός 4.3.1. ΄Εστω (xk)k block ακολουθία στο Xusm η οποία ικανοποιεί
το ακόλουθο: για κάθε n ∈ N, για κάθε very fast growing ακολουθία α-μέσων
όρων (αq)q στο W για κάθε ακολουθία διαδοχικών υποσυνόλων των φυσικών
αριθμών (Fk)k ώστε η (αq)q∈Fk να είναι Sn-αποδεκτή, για κάθε υπακολουθία
(xmk)k της (xk)k, ισχύει ότι limk

∑
q∈Fk |αq(xmk)| = 0.

Τότε θα λέμε ότι ο α-δείκτης της (xk)k είναι μηδέν και θα γράφουμε
α(xk)k = 0. Διαφορετικά θα γράφουμε α(xk)k > 0.

Ορισμός 4.3.2. ΄Εστω (xk)k block ακολουθία στο Xusm η οποία ικανοποιεί
το ακόλουθο: για κάθε n ∈ N, για κάθε very fast growing ακολουθία β-μέσων
όρων (βq)q στο W για κάθε ακολουθία διαδοχικών υποσυνόλων των φυσικών
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αριθμών (Fk)k ώστε η (βq)q∈Fk να είναι Sn-αποδεκτή, για κάθε υπακολουθία
(xmk)k της (xk)k, ισχύει ότι limk

∑
q∈Fk |βq(xmk)| = 0.

Τότε θα λέμε ότι ο β-δείκτης της (xk)k είναι μηδέν και θα γράφουμε
β(xk)k = 0. Διαφορετικά θα γράφουμε β(xk)k > 0.

Παρατήρηση 4.3.3. ΄Εστω (xk)k block ακολουθία στο Xusm και (Ek)k
ακολουθία διαδοχικών διαστημάτων των φυσικών αριθμών με Ek ⊂ ranxk για
κάθε k ∈ N. Θέτουμε yk = Ekxk.

(i) Αν α(xk)k = 0, τότε α(yk)k = 0.

(ii) Αν β(xk)k = 0, τότε β(yk)k = 0.

Παρατήρηση 4.3.4. ΄Εστω (xk)k, (yk)k block ακολουθίες έτσι ώστε αν
zk = xk + yk, η (zk)k να είναι επίσης block ακολουθία.

(i) Αν α(xk)k = 0 και α(yk)k = 0, τότε α(zk)k = 0.

(ii) Αν β(xk)k = 0 και β(yk)k = 0, τότε β(zk)k = 0.

Παρατήρηση 4.3.5. ΄Εστω (xk)k block ακολουθία στο Xusm , (Fk)k ακο-
λουθία διαδοχικών διαστημάτων υποσυνόλων των φυσικών αριθμών και (ci)i∈Fk
μη αρνητικοί πραγματικοί αριθμοί με

∑
i∈Fk ci = 1 για κάθε k ∈ N. Θέτουμε

yk =
∑

i∈Fk cixi.

(i) Αν α(xk)k = 0, τότε α(yk)k = 0.

(ii) Αν β(xk)k = 0, τότε β(yk)k = 0.

Για την απόδειξη των παρακάτω δύο προτάσεων βλέπε την απόδειξη της
Πρότασης 3.3.3 από το προηγούμενο κεφάλαιο.

Πρόταση 4.3.6. ΄Εστω (xk)k block ακολουθία στο Xusm . Τα επόμενα είναι
ισοδύναμα.

(i) α(xk)k = 0

(ii) Για κάθε ε > 0 υπάρχει j0 ∈ N έτσι ώστε για κάθε j > j0 υπάρχει
kj ∈ N έτσι ώστε για κάθε k > kj , και για κάθε Sj-αποδεκτή και very
fast growing ακολουθία α-μέσων όρων (αq)

d
q=1, με s(αq) > j0 για q =

1, . . . , d, να ισχύει ότι
∑d

q=1 |αq(xk)| < ε.

Πρόταση 4.3.7. ΄Εστω (xk)k block ακολουθία στο Xusm . Τα επόμενα είναι
ισοδύναμα.

(i) β(xk)k = 0
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(ii) Για κάθε ε > 0 υπάρχει j0 ∈ N έτσι ώστε για κάθε j > j0 υπάρχει
kj ∈ N έτσι ώστε για κάθε k > kj , και για κάθε Sj-αποδεκτή και very
fast growing ακολουθία β-μέσων όρων (βq)

d
q=1, με s(βq) > j0 για q =

1, . . . , d, να ισχύει ότι
∑d

q=1 |βq(xk)| < ε.

Η επόμενη Πρόταση είναι παρόμοια με την Πρόταση 3.3.5 του προηγούμενου
κεφαλαίου.

Πρόταση 4.3.8. ΄Εστω (xk)k ημινορμαρισμένη block ακολουθία στο XISP

ώστε είτε α(xk)k > 0, είτε β(xk)k > 0. Τότε υπάρχει θ > 0 και κάποια
υπακολουθία (xmk)k∈N της (xk)k, η οποία παράγει `n1 spreading model, με
κάτω σταθερά θ/2n, για κάθε n ∈ N.
Ακριβέστερα, για κάθε n ∈ N και F ⊂ N με {min suppxmk : k ∈ F} ∈ Sn

και (ck)k∈F ⊂ R, ισχύει ότι ‖
∑

k∈F ckxmk‖ >
θ

2n
∑

k∈F |ck|.
Συγκεκριμένα, για κάθε k0, n ∈ N υπάρχει ένα πεπερασμένο υποσύνολο

F του N με minF > k0 και (ck)k∈F , ώστε το x = 2n
∑

k∈F ckxmk να είναι
(C, θ, n)-διάνυσμα, όπου C = supk ‖xk‖.
Αν επιπλέον η (xk)k είναι (C ′, (nk)k) α-RIS, τότε το x μπορεί να επιλεγεί

να είναι (C ′′, θ, n)-ακριβές διάνυσμα, όπου C ′′ = max{C,C ′}.

Η απόδειξη του ακόλουθου λήμματος είναι ταυτόσημη με εκείνη του Λήμ-
ματος 3.3.8 από το προηγούμενο κεφάλαιο.

Λήμμα 4.3.9. ΄Εστω x = 2n
∑m

k=1 ckxk ένα (C, θ, n)-διάνυσμα στο Xusm .
΄Εστω επίσης α ένας α-μέσος όρος και θέτουμε Gα = {k : ranα∩ranxk 6= ∅}.
Ισχύει το ακόλουθο:

|α(x)| < min

C2n

s(α)

∑
k∈Gα

ck,
6C

s(α)

∑
k∈Gα

ck +
1

3 · 22n


+ 2C2n max{ck : k ∈ Gα}.

Το επόμενο λήμμα αποδεικνύεται στο προηγούμενο κεφάλαιο, Λήμμα 3.3.8.

Λήμμα 4.3.10. ΄Εστω x ένα (C, θ, n)-διάνυσμα στο Xusm . ΄Εστω επίσης
(αq)

d
q=1 μία very fast growing και Sj-αποδεκτή ακολουθία α-μέσων όρων με

j < n. Ισχύει το ακόλουθο:

d∑
q=1

|αq(x)| < 6C

s(α1)
+

1

2n
. (4.5)

Το επόμενο πόρισμα είναι άμεση συνέπεια του Λήμματος 4.3.10 και είναι
παρόμοιο με την Πρόταση 3.3.10 του προηγούμενου κεφαλαίου.
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Πόρισμα 4.3.11. ΄Εστω x ένα (C, θ, n)-διάνυσμα στο Xusm . ΄Εστω επίσης
f ένα συναρτησιακό τύπου Ια στο W με w(f) = j < n. Ισχύει το ακόλουθο:

|f(x)| < 6C + 1/2n

2j
. (4.6)

Συνδυάζοντας το Λήμμα 4.3.10 με το Πόρισμα 4.3.11 συμπεραίνουμε το
ακόλουθο.

Πόρισμα 4.3.12. ΄Εστω (xk)k block ακολουθία στο Xusm , ώστε το xk να
είναι (C, θ, nk)-διάνυσμα για κάθε k ∈ N και η (nk)k να είναι γνησίως αύξου-
σα. Τότε α(xk)k = 0. Επιπλέον, περνώντας σε υπακολουθία, η (xk)k είναι
(7C, (nk)k) α-RIS.

Συμβολισμός. ΄Εστω x = 2n
∑m

k=1 ckxk ένα (C, θ, n)-ακριβές διάνυσμα στο
Xusm , όπου η (xk)

m
k=1 είναι (C, (nk)

m
k=1) α-RIS. ΄Εστω επίσης ένα συναρτησιακό

τύπου ΙΙ+ f = (1/2)
∑

q∈F (fq + gq) (ή ένα συναρτησιακό τύπου ΙΙ− f =
(1/2)

∑
q∈F λq(fq − gq)). Θέτουμε iq = w(fq) για q ∈ F και

E0 = {q : n 6 iq < 22n},
E1 = {q : iq < n},
E2 = {q : 22n 6 iq < n1},
Jk = {q : nk 6 iq < nk+1}, για k < m και Jm = {q : nm 6 iq}.

Σημειώνουμε ότι από την Παρατήρηση 4.1.1 είτε E0 = ∅ είτε #E0 =
1. Υπό τον παραπάνω συμβολισμό ισχύει το παρακάτω λήμμα, το οποίο είναι
παρόμοιο με το Λήμμα 3.3.12 του προηγούμενου κεφαλαίου και οι αποδείξεις
τους είναι σχεδόν ταυτόσημες.

Λήμμα 4.3.13. ΄Εστω x = 2n
∑m

k=1 ckxk ένα (C, θ, n)-ακριβές διάνυσμα στο
Xusm , όπου η (xk)

m
k=1 είναι (C, (nk)

m
k=1) α-RIS.

Τότε αν f = (1/2)
∑

q∈F (fq + gq) είναι συναρτησιακό τύπου ΙΙ+, υπάρχει
Ff ⊂ {k : ran f ∩ ranxk 6= ∅} με {min suppxk : k ∈ Ff} ∈ S2 ώστε:

f(x) <
1

2

∑
q∈E0

(fq + gq)(x) +
∑
q∈E1

7C

2iq
+

m∑
k=2

∑
q∈Jk

2nk

2iq+nk−1

+
m−1∑
k=1

∑
q∈Jk

C2n

2iq
+
∑
q∈E2

C2n

2iq
+ C2n

∑
k∈Ff

ck. (4.7)

Ομοίως, αν f = (1/2)
∑

q∈F λq(fq − gq) είναι συναρτησιακό τύπου ΙΙ−,
υπάρχει Ff ⊂ {k : ran f ∩ ranxk 6= ∅} με {min suppxk : k ∈ Ff} ∈ S2 ώστε:
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f(x) <
1

2

∑
q∈E0

λq(fq − gq)(x) +
∑
q∈E1

7C

2iq
+

m∑
k=2

∑
q∈Jk

2nk

2iq+nk−1

+
m−1∑
k=1

∑
q∈Jk

C2n

2iq
+
∑
q∈E2

C2n

2iq
+ C2n

∑
k∈Ff

ck. (4.8)

Το επόμενο πόρισμα είναι όμοιο με το Πόρισμα 3.3.13 του προηγούμενου
κεφαλαίου.

Πόρισμα 4.3.14. ΄Εστω x ένα (C, θ, n)-ακριβές διάνυσμα στο Xusm και f =
(1/2)

∑
q∈F (fq + gq) ένα συναρτησιακό τύπου ΙΙ+ (ή f = (1/2)

∑
q∈F λq(fq −

gq) ένα συναρτησιακό τύπου ΙΙ−), ώστε {n, . . . , 22n} ∩ ŵ(f) = ∅. Θέτουμε
iq = w(fq) για q ∈ F και E1 = {q : iq < n}. Ισχύει το ακόλουθο:

|f(x)| <
∑
q∈E1

7C

2iq
+

2C

2n
. (4.9)

Το λήμμα που ακολουθεί είναι παρόμοιο με το Λήμμα 3.3.14 από το προη-
γούμενο κεφάλαιο.

Λήμμα 4.3.15. ΄Εστω x = 2n
∑m

k=1 ckxk ένα (C, θ, n)-ακριβές διάνυσμα στο
Xusm και β ένας β-μέσος όρος στοW . Τότε υπάρχει Fβ ⊂ {k : ranβ∩ranxk 6=
∅} με {min suppxk : k ∈ Ff} ∈ S2 ώστε:

|β(x)| < 8C

s(β)
+ C2n

∑
k∈Fβ

ck. (4.10)

Το επόμενο λήμμα είναι όμοιο με το Λήμμα 3.3.15 από το προηγούμενο
κεφάλαιο.

Λήμμα 4.3.16. ΄Εστω x ένα (C, θ, n)-ακριβές διάνυσμα στο Xusm και (β)dq=1

μία very fast growing και Sj-αποδεκτή ακολουθία β-μέσων όρων με j 6 n− 3.
Ισχύει το ακόλουθο:

d∑
q=1

|βq(x)| <
d∑
q=1

8C

s(βq)
+

1

2n
. (4.11)

Αν επιπλέον s(β1) > min suppx, τότε
∑d

q=1 |βq(x)| < 2
2n .

Το επόμενο αποτέλεσμα χρησιμοποιεί το προηγούμενο λήμμα και είναι όμοιο
με την Πρόταση 3.3.16 από το προηγούμενο κεφάλαιο.

Πόρισμα 4.3.17. ΄Εστω (xk)k μία block ακολουθία στο Xusm , ώστε το xk
να είναι (C, θ, nk)-ακριβές διάνυσμα για κάθε k ∈ N και η (nk)k να είναι γνησίως
αύξουσα. Τότε β(xk)k = 0.
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4.4 ΄Ενα συνδυαστικό αποτέλεσμα

Σε αυτήν την ενότητα εισάγουμε μία νέα συνθήκη, που αφορά τη συμπεριφο-
ρά κλαδιών special συναρτησιακών σε κάποια block ακολουθία (xk)k (βλέπε
τον ορισμό παρακάτω). ΄Οταν η συνθήκη αυτή ικανοποιείται, θα γράφουμε
B ⊗ (xk)k = 0. Αποδεικνύουμε ότι μπορεί κανείς, σε κάθε block, υπόχωρο να
βρει κάποια νορμαρισμένη block ακολουθία (xk)k που ικανοποιεί B⊗(xk)k = 0,
καθώς επίσης α(xk)k = 0 και β(xk)k = 0. Μετέπειτα, προβαίνουμε στην α-
πόδειξη ενός αποτελέσματος τύπου Ramsey που αφορά block ακολουθίες με
B ⊗ (xk)k = 0 και β(xk)k = 0. Τα παραπάνω χρησιμοποιούνται στην επόμε-
νη ενότητα για να δειχθεί ότι μία block ακολουθία (xk)k με B ⊗ (xk)k = 0,
α(xk)k = 0 και β(xk)k = 0, έχει υπακολουθία που να παράγει c0 spreading
model.

Ορισμός 4.4.1. ΄Εστω (xk)k κάποια block ακολουθία στο Xusm και b =
{fq, gq}∞q=1 ∈ B (βλέπε τον ορισμό του συνόλου norming) που να ικανοποιεί
το ακόλουθο: για κάθε ε > 0 υπάρχει k0, q0 ∈ N, ώστε για κάθε k > k0,
q > q0 να ισχύει ότι |(fq ± gq)(xk)| < ε. Τότε γράφουμε b ⊗ (xk)k = 0. Αν
b⊗ (xk)k = 0 για κάθε b ∈ B, τότε γράφουμε B ⊗ (xk)k = 0.

Παρατήρηση 4.4.2. Αν b ⊗ (xk)k 6= 0, χρησιμοποιώντας την αρχή του
περιστερώνα, είναι εύκολο να δει κανείς ότι υπάρχει ένα άπειρο υποσύνολο των
φυσικών αριθμών M και ε > 0 ώστε να ισχύει ένα από τα παρακάτω.

(i) Για κάθε k ∈M , υπάρχει q ∈ N ώστε |(fq + gq)(xk)| > ε. Σε αυτήν την
περίπτωση λέμε ότι το b+ ε-νορμάρει τη (xk)k.

(ii) Για κάθε k ∈M , υπάρχει q ∈ N ώστε |(fq − gq)(xk)| > ε. Σε αυτήν την
περίπτωση λέμε ότι το b− ε-νορμάρει τη (xk)k.

Και στις δύο περιπτώσεις λέμε ότι το b ε-νορμάρει τη (xk)k.

Πρόταση 4.4.3. ΄Εστω (xk)k φραγμένη block ακολουθία και b ∈ B ώστε το
b+ να ε-νορμάρει τη (xk)k. Τότε υπάρχει υπακολουθία της (xk)k που παράγει
`1 spreading model.

Απόδειξη. Αν b = {fq, gq}∞q=1, περνώντας σε υπακολουθία, μπορούμε να υπο-
θέσουμε τα ακόλουθα:

(i) για κάθε k ∈ N υπάρχει qk ∈ N ώστε να ισχύει (fqk + gqk)(xk) > ε και
min supp fqk > 2k,

(ii) για κάθε k 6= m ∈ N, ran(fqk + gqk) ∩ ranxm = ∅.

Τότε, για φυσικούς αριθμούς n 6 k1 < · · · < kn φυσικούς αριθμούς και μη
αρνητικούς αριθμούς (ci)

n
i=1, θα ισχύει ότι f = (1/2)

∑n
i=1(fqki + gqki ) ∈ W

και f(
∑n

i=1 cixki) > (ε/2)
∑n

i=1 ci, συνεπώς

‖
n∑
i=1

cixki‖ >
ε

2

n∑
i=1

ci (4.12)
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Καθότι η (xk)k είναι ασθενώς μηδενική, κάθε spreading model το οποίο δέ-
χεται πρέπει να είναι unconditional. Συνδυάζοντας το γεγονός αυτό με τη
(4.12), συμπεραίνουμε ότι κάθε spreading model το οποίο δέχεται η (xk)k είναι
ισοδύναμη με τη συνήθη βάση του `1.

Λήμμα 4.4.4. ΄Εστω (xk)k block ακολουθία Xusm με β(xk)k = 0 και ε > 0.
Τότε υπάρχει ένα άπειρο υποσύνολο των φυσικών αριθμώνM , ώστε το σύνολο
Bε = {b ∈ B : το b ε-νορμάρει τη (xk)k∈M} να είναι πεπερασμένο.

Απόδειξη. Προς απαγωγή σε άτοπο, υποθέτουμε ότι για κάθε άπειρο υποσύνο-
λο των φυσικών αριθμών M , το σύνολο {b ∈ B : το b ε-νορμάρει τη (xk)k∈M}
είναι άπειρο. Με επαγωγή, επιλέγουμε άπειρα υποσύνολα των φυσικών αριθ-
μών M1 ⊃ M2 ⊃ · · · ⊃ Mn ⊃ · · · και {bn : n ∈ N} ⊂ B με bn 6= bm για
n 6= m, ώστε να ικανοποιείται το ακόλουθο: για κάθε n ∈ N και k ∈ Mn,
αν bn = {fnq , gnq }∞q=1 υπάρχει q ∈ N ώστε είτε |(fnq + gnq )(xk)| > ε είτε
|(fnq − gnq )(xk)| > ε. Για απλοποίηση του συμβολισμού, από εδώ και στο
εξής θα υποθέτουμε ότι |(fnq + gnq )(xk)| > ε.
Θα αποδείξουμε το ακόλουθο: για κάθε k0, m ∈ N υπάρχουν k > k0 και

κάποιος β-μέσος όρος β στο W μεγέθους s(β) = m, ώστε β(xk) > ε/2. Από
την Πρόταση 4.3.7, αυτό σημαίνει ότι β(xk)k > 0, το οποίο είναι άτοπο.
΄Εστω k0, m ∈ N. Καθώς bn 6= bl για n 6= l, υπάρχει q0 ∈ N, ώστε για

κάθε 1 6 n < l 6 m, για κάθε q1, q2 > q0, w(fnq1) 6= w(f lq2). Επιλέγουμε
k ∈ Mm με k > k0 και min suppxk ≥ max{max supp gnq0 : n = 1, . . . ,m}.
Τότε για n = 1, . . . ,m υπάρχει qn > q0 ώστε |(fnqn + gnqn)(xk)| > ε. Θέτουμε
hn = sgn((fnqn + gnqn)(xk))(1/2)(fnqn + gnqn) για n = 1, . . . ,m.
Τότε το hn είναι συναρτησιακό τύπου ΙΙ στο W με ŵ(hn) = {w(fnqn)} για

n = 1, . . . ,m και hn(xk) > ε/2. Καθώς ŵ(hn)∩ŵ(hl) = ∅ για 1 6 n < l 6 m,
έχουμε ότι β = (1/m)

∑m
n=1 hn είναι β-μέσος όρος μεγέθους s(β) = m με

β(xk) > ε/2.

Λήμμα 4.4.5. ΄Εστω (xk)k block ακολουθία στο Xusm με β(xk)k = 0. Τότε
υπάρχει ένα άπειρο υποσύνολο των φυσικών αριθμώνM , ώστε το σύνολο B =
{b ∈ B : υπάρχει ε > 0 ώστε το b ε-νορμάρει τη (xk)k∈M} να είναι αριθμήσιμο.

Απόδειξη. Εφαρμόζουμε το Λήμμα 4.4.4 και επιλέγουμε άπειρα υποσύνολα των
φυσικών αριθμών M1 ⊃ M2 ⊃ · · · ⊃ Mn ⊃ · · · ώστε το σύνολο Bn =
{b ∈ B : το b (1/2)-νορμάρει (xk)k∈Mn} είναι πεπερασμένη, για κάθε n ∈ N.
Επιλέγουμε μία διαγωνοποίησηM της (Mn)n. Θα δείξουμε ότι το B = {b ∈ B :
υπάρχει ε > 0 ώστε το b ε-νορμάρει τη (xk)k∈M} είναι υποσύνολο του ∪nBn.
΄Εστω b ∈ B. Τότε υπάρχει n ∈ N, ώστε το b να (1/n)-νορμάρει τη

(xk)k∈M . Εύκολα προκύπτει ότι b ∈ Bn.

Λήμμα 4.4.6. ΄Εστω (xk)k φραγμένη block ακολουθία Xusm με β(xk)k =
0. Τότε υπάρχει ακολουθία διαδοχικών υποσυνόλων των φυσικών αριθμών
(Fk)k με #Fk 6 minFk για κάθε k ∈ N και limk #Fk = ∞, ώστε αν yk =
(1/#Fk)

∑
i∈Fk xi για κάθε k ∈ N, να ισχύει B ⊗ (yk)k = 0.
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Απόδειξη. Χρησιμοποιώντας το Λήμμα 4.4.5 και περνώντας σε υπακολουθία,
μπορούμε να υποθέσουμε ότι το σύνολο B′ = {b ∈ B : υπάρχει ε > 0 ώστε το
b ε-νορμάρει τη (xk)k} είναι αριθμήσιμο, έστω B′ = {bn : n ∈ N}.
΄Εστω bn = {fnq , gnq }∞q=1 για κάθε n ∈ N και επιλέγουμε άπειρα υποσύνολα

των φυσικών αριθμών M1 ⊃ M2 ⊃ · · · ⊃ Mn ⊃ · · · ώστε για κάθε n, q ∈ N,
να υπάρχει το πολύ ένα k ∈ Mn, με ran(fnq + gnq ) ∩ ranxk 6= ∅. Επιλέγουμε
μία διαγωνοποίηση M της (Mn)n. Τότε για κάθε n ∈ N υπάρχει qn ∈ N ώστε
για κάθε q > qn να υπάρχει το πολύ ένα k ∈M με ran(fnq +hnq )∩ ranxk 6= ∅.
Επιλέγουμε ακολουθία (Fk)k διαδοχικών υποσυνόλων του M με #Fk 6

minFk για κάθε k ∈ N και limk #Fk = ∞. Θέτουμε yk = (1/#Fk)
∑

i∈Fk xi
για κάθε k ∈ N. Προς απαγωγή σε άτοπο, ας υποθέσουμε ότι υπάρχει ε > 0
και b = {fq, gq}∞q=1 ∈ B, ώστε το b να ε-νορμάρει την (yk)k. Για ευκολία,
υποθέτουμε ότι το b+ ε-νορμάρει την (yk)k και επιλέγουμε ένα άπειρο υποσύ-
νολο των φυσικών αριθμών N , ώστε για κάθε k ∈ N να υπάρχει qk ∈ N με
|(fqk + gqk)(yk)| > ε. Προκύπτει ότι για κάθε k ∈ N , υπάρχει ik ∈ Fk ώστε
|(fqk +gqk)(xik)| > ε. Συμπεραίνουμε ότι το b ε-νορμάρει τη (xk)k και συνεπώς
b ∈ B′, δηλαδή b = bn, για κάποιο n ∈ N.
Επιλέγουμε k ∈ N με k > max supp gnqn και #Fk > ε−1 sup{‖xk‖ : k ∈

N}. Τότε για κάθε q ∈ N, υπάρχει το πολύ ένα i ∈ Fk, ώστε ran(fnq +
gnq ) ∩ ranxi 6= ∅ και συνεπώς για κάθε q ∈ N, ισχύει ότι |(fnq + hnq )(yk)| <
(1/#Fk) sup{‖xk‖ : k ∈ N} < ε. Αυτή η αντίφαση ολοκληρώνει την απόδειξη.

Πρόταση 4.4.7. ΄Εστω (xk)k block ακολουθία στο Xusm ώστε το xk να
είναι (C, θ, nk)-ακριβές διάνυσμα με nk ∈ L3 (βλέπε τον ορισμό της συνάρτησης
κωδικοποίησης) για κάθε k ∈ N και η (nk)k να είναι γνησίως αύξουσα. Τότε
B ⊗ (xk)k = 0.

Απόδειξη. ΄Εστω b ∈ B. Παρατηρούμε ότι για q ∈ N, το hq = (1/2)(fq+−gq)
είναι συναρτησιακό τύπου ΙΙ και από το Πόρισμα 4.3.14, αν iq = w(fq) για
k ∈ N ισχύει ότι |hq(xk)| < 7C/2iq + 2C/2nk . Από αυτό εύκολα προκύπτει ότι
b⊗ (xk)k = 0.

Πρόταση 4.4.8. ΄Εστω (xk)k νορμαρισμένη block ακολουθία στο Xusm . Τό-
τε υπάρχει περαιτέρω νορμαρισμένη block ακολουθία (yk)k της (xk)k ώστε
α(yk)k = 0, β(yk)k = 0 και B ⊗ (yk)k = 0.

Απόδειξη. Καθώς ο Xusm δεν περιέχει ισομορφικά το c0, μπορούμε να επι-
λέξουμε μία νορμαρισμένη block ακολουθία (zk)k της (xk)k, ώστε αν zk =∑

i∈Gk cixi, τότε limk max{|ci| : i ∈ Gk} = 0. Αν α(zk)k = 0, β(zk)k = 0
και B ⊗ (zk)k = 0, τότε η (zk)k είναι η επιθυμητή ακολουθία. Διαφορετικά
διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις.

Περίπτωση 1: α(zk)k = 0, β(zk)k = 0 και υπάρχουν b ∈ B, ε > 0 ώστε το
b+ να ε-νορμάρει τη (zk)k. Χρησιμοποιώντας την Πρόταση 4.4.3, και περνών-
τας σε υπακολουθία, μπορούμε να υποθέσουμε ότι η (zk)k παράγει `1 spreading
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model. Εφαρμόζοντας το Λήμμα 4.4.6 βρίσουμε ακολουθία διαδοχικών υποσυ-
νόλων των φυσικών αριθμών (Fk)k με #Fk 6 minFk για κάθε k ∈ N και
limk #Fk =∞, ώστε αν yk = (1/#Fk)

∑
i∈Fk zi, τότε B ⊗ (yk)k = 0. Καθώς

η (zk)k παράγει `1 spreading model, η (yk)k θα είναι ημινορμαρισμένη. Επιπλέ-
ον, η Παρατήρηση 4.3.5 δίνει ότι α(yk)k = 0 και β(yk)k = 0. Συμπεραίνουμε
ότι νορμάροντας την (yk)k λαμβάνουμε την επιθυμητή ακολουθία.

Περίπτωση 2: α(zk)k = 0, β(zk)k = 0 και υπάρχουν b ∈ B, ε > 0 ώστε το
b− να ε-νορμάρει τη (zk)k. Αν b = {fq, gq}∞q=1, περνώντας σε υπακολουθία,
μπορούμε να υποθέσουμε ότι για κάθε k ∈ N υπάρχει qk ∈ N ώστε |(fqk −
gqk)(zk)| > ε και max{|ci| : i ∈ Fk} < ε

2 . Σταθεροποιούμε k ∈ N και θέτουμε
ik = max{i ∈ Gk : ran fqk ∩ ranxi 6= ∅}, G1

k = {i ∈ Gk : i 6 ik} και
G2
k = {i ∈ Gk : i > ik}. Θέτουμε

z′k = sgn
(
fqk(zk)

) ∑
i∈G1

k

cixi + sgn
(
gqk(zk)

) ∑
i∈G2

k

cixi.

Παρατηρούμε τα ακόλουθα:

fqk(z′k) = |fqk(zk)|

gqk(z′k) > |gqk(zk)| − |cik | > |gqk(zk)| −
ε

2
.

1

2
6 ‖z′k‖ 6 2

Συνδυάζοντας τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι θέτοντας wk = (1/‖z′k‖)z′k,
ισχύει (fqk+gqk)(wk) > ε/4, δηλαδή το b+ (ε/4)-νορμάρει τη (wk)k. Επιπλέον,
οι Παρατηρήσεις 4.3.3 και 4.3.4 δίνουν ότι α(wk)k = 0 καθώς επίσης β(wk)k =
0, συνεπώς η περίπτωση αυτή ανάγεται στην προηγούμενη.

Περίπτωση 3: α(zk)k > 0 ή β(zk)k > 0. Εφαρμόζουμε την Πρόταση
4.3.8 και κατασκευάζουμε ακολουθία (C, θ, nk)-διανυσμάτων (y′k)k, με τη (nk)k
να είναι γνησίως αύξουσα. Θέτουμε yk = (1/‖yk‖)y′k. Το Πόρισμα 4.3.12
δίνει ότι α(yk)k = 0 και, περνώντας σε περαιτέρω υπακολουθία, η (yk)k είναι
(C, (nk)k) α-RIS.
Αν υποθέσουμε ότι β(yk)k = 0, τότε είτε η (yk)k είναι η ζητούμενη ακο-

λουθία, είτε αυτή η περίπτωση ανάγεται στην περίπτωση 1, είτε ανάγεται στην
περίπτωση 2.
Σε διαφορετική περίπτωση, αν β(yk)k > 0, εφαρμόζουμε την Πρόταση 4.3.8

για να κατασκευάσουμε μία ακολουθία από (C, θ, nk)-ακριβή διανύσματα (w′k)k
με nk ∈ L3 για κάθε k ∈ N και τη (nk)k να είναι γνησίως αύξουσα. Θέτουμε
wk = (1/‖w′k‖)wk. Τα Πορίσματα 4.3.12, 4.3.17 και η Πρόταση 4.4.7 δίνουν
ότι η (wk)k είναι η ζητούμενη ακολουθία.

Ο παρακάτω ορισμός αποτελεί μικρή παραλλαγή του Ορισμού 3.4.1 από το
προηγούμενο κεφάλαιο.
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Ορισμός 4.4.9. ΄Εστω x1 < x2 < x3 διαδοχικά διανύσματα στο Xusm

και f = ±E((1/2)
∑

q∈F (fq + gq)) ένα συναρτησιακό τύπου ΙΙ+ (ή f =
±E((1/2)

∑
q∈F λq(fq − gq)) ένα συναρτησιακό τύπου ΙΙ−), ώστε supp f ∩

ranxi 6= ∅, για i = 1, 2, 3. Θέτουμε q0 = min{q ∈ F : ran(fq + gq)∩ ranx2 6=
∅}. Αν ran(fq0 + gq0) ∩ ranx3 = ∅, τότε θα λέμε ότι το f διαχωρίζει τα
x1, x2, x3.

Λήμμα 4.4.10. ΄Εστω (nk)k γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών
που ικανοποιεί το ακόλουθο: για κάθε m ∈ N υπάρχει special ακολουθία
{fmq , gmq }

dm
q=1 έτσι ώστε {nk : k = 1, . . . ,m} ⊂ {w(fmq ) : q = 1, . . . , dm}.

Τότε υπάρχει b = {fq, gq}∞q=1 ∈ B ώστε {nk : k ∈ N} ⊂ {w(fq) : q ∈ N}.

Απόδειξη. Κατασκευάζουμε το b επαγωγικά. ΄Εστω m ∈ N και υποθέτουμε
ότι έχουμε επιλέξει φυσικούς αριθμούς 1 6 p1 < · · · < pm και κάποια special
ακολουθία {fq, gq}pmq=1 έτσι ώστε να ισχύουν τα ακόλουθα για 1 6 l 6 m:

(i) {nk : k = 1, . . . , l} ⊂ {w(fq) : q = 1, . . . , pl},

(ii) σ(f1, g1, f2, g2 . . . , fpl , gpl) = nl+1.

Καθώς {nk : k = 1, . . . ,m+2} ⊂ {w(fm+2
q ) : q = 1, . . . , dm+2}, υπάρχουν

1 < q0 < q1 6 dm+2, έτσι ώστε w(fm+2
q0 ) = nm+1 και w(fm+2

q1 ) = nm+2. Τότε

σ(fm+2
1 , gm+2

1 , . . . , fm+2
q1−1 , g

m+2
q1−1) = nm+2.

Θέτουμε pm+1 = q1−1. Μένει να δειχθεί ότι pm < pm+1 και ότι {fq, gq}pmq=1 =

{fm+2
q , gm+2

q }pmq=1. Τότε η {fq, gq}
pm+1

q=1 = {fm+2
q , gm+2

q }pm+1

q=1 θα είναι η επιθυ-
μητή ακολουθία.
Καθώς

nm+1 = σ(f1, g1, . . . , fpm , gpm),

w(fm+2
q0 ) = σ(fm+2

1 , gm+2
1 , . . . , fm+2

q0−1 , g
m+2
q0−1),

αν w(fm+2
q0 ) = nm+1, από το γεγονός ότι η σ είναι ένα προς ένα, συμπεραίνουμε

ότι {fq, gq}pmq=1 = {fm+2
q , gm+2

q }q0−1
q=1 . Συνεπώς προκύπτει ότι pm = q0 − 1 <

q1 − 1 = pm+1 και {fq, gq}pmq=1 = {fm+2
q , gm+2

q }pmq=1.

Πρόταση 4.4.11. ΄Εστω (xk)k φραγμένη block ακολουθία στο Xusm , ώστε
β(xk)k = 0 και B⊗ (xk)k = 0. Τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει άπειρο υποσύνολο
των φυσικών αριθμών M , ώστε για κάθε k1 < k2 < k3 ∈ M , για κάθε
συναρτησιακό f ∈ W τύπου ΙΙ, το οποίο διαχωρίζει τα xk1 , xk2 , xk3 , να ισχύει
|f(xki)| < ε, για κάποιο i ∈ {1, 2, 3}.

Απόδειξη. Προς απαγωγή σε άτοπο, υποθέτουμε ότι αυτό δεν ισχύει. Χρησι-
μοποιώντας το θεώρημα Ramsey [Ra], μπορούμε να υποθέσουμε ότι υπάρχει
ε > 0 ώστε για κάθε k < l < m ∈ N, να υπάρχει κάποιο συναρτησιακό τύπου
ΙΙ fk,l,m, το οποίο διαχωρίζει τα xk, xl, xm και |fk,l,m(xk)| > ε, |fk,l,m(xl)| > ε,
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|fk,l,m(xm)| > ε. Μπορούμε επίσης να υποθέσουμε ότι το fk,l,m είναι τύπου
ΙΙ+, για κάθε k < l < m ∈ N, ή ότι τοfk,l,m είναι τύπου ΙΙ−, για κάθε
k < l < m ∈ N. Εφεξής θα υποθέτουμε ότι ισχύει το πρώτο.
Για 1 < k < m ∈ N, υπάρχει bk,m = {fk,mq , gk,mq }∞q=1 ∈ B και διάστημα

των φυσικών αριθμών Ek,m, με f1,k,m = Ek,m((1/2)
∑

q∈Fk,m(fk,mq + gk,mq )).
Θέτουμε

pk,m = min{q ∈ Fk,m : ran(fk,mq + gk,mq ) ∩ x1 6= ∅},
qk,m = min{q ∈ Fk,m : ran(fk,mq + gk,mq ) ∩ xk 6= ∅}.

Παρατηρούμε ότι για 1 < k < m, καθώς |f1,k,m(x1)| > ε, αν w(fk,mpk,m) = jk,m,
τότε

1

2jk,m
>

ε

‖x1‖max suppx1
.

Εφαρμόζοντας το θεώρημα Ramsey ξανά, μπορούμε να υποθέσουμε ότι υπάρχει
j1 ∈ N, ώστε για κάθε 1 < k < m να ισχύει w(fk,mpk,m) = j1.
Επιχειρηματολογώντας με τον ίδιο τρόπο και διαγωνοποιώντας, μπορούμε

να υποθέσουμε ότι για κάθε k > 1, υπάρχει jk ∈ N ώστε για κάθε m > k,
να ισχύει w(fk,mqk,m) = jk. Επιπλέον, για κάθε 1 < k < m ∈ N, ισχύει το
ακόλουθο:

2(#Fk,m) 6 min supp fk,mpk,m 6 max suppx1.

Θέτοντας ε′ = 4ε/(max suppx1), υπάρχει rk,m ∈ Fk,m ώστε∣∣∣∣Ek,m(1

2

(
fk,mrk,m + gk,mrk,m

))
(xm)

∣∣∣∣ > ε′. (4.13)

Καθώς το f1,k,m διαχωρίζει τα x1, xk, xm, προκύπτει ότι rk,m > qk,m.
Θέτουμε ik,m = w(fk,mrk,m) για κάθε 1 < k < m ∈ N και

A =
{
{k, l,m} ∈ [N \ {1}]3 : ik,m = il,m

}
Εφαρμόζοντας πάλι το θεώρημα Ramsey, μπορούμε να υποθέσουμε ότι είτε
[N \ {1}]3 ⊂ A, είτε [N \ {1}]3 ⊂ Ac. Υποθέτουμε ότι [N \ {1}]3 ⊂ Ac. Τότε,
για m > 2, ισχύει ότι τα

hk = sgn

(
Ek,m

(
1

2

(
fk,mrk,m + gk,mrk,m

))
(xm)

)
Ek,m

(
1

2

(
fk,mrk,m + gk,mrk,m

))
είναι συναρτησιακά τύπου ΙΙ με ξένα βάρη ŵ(hk), και hk(xm) > ε′ για k =
2, . . . ,m − 1. Συμπεραίνουμε ότι το β = 1

m−2

∑m−1
k=2 hk είναι β-μέσος όρος

στο W μεγέθους s(β) = m − 2 και β(xm) > ε′. Η Πρόταση 4.3.7 δίνει ότι
β(xk)k > 0, το οποίο είναι άτοπο.
Συνεπώς, μπορούμε να υποθέσουμε ότι [N \ {1}]3 ⊂ A, δηλαδή για κάθε

m > 2, υπάρχει im ∈ N, έτσι ώστε για κάθε 1 < k < m, ik,m = im. Από
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το γεγονός ότι η σ είναι ένα προς ένα, συμπεραίνουμε ότι για κάθε m > 2,
θέτοντας {fmq , gmq }

rm
q=1 = σ−1({im}), ισχύει το ακόλουθο:

{fk,mq , gk,mq }rk,m−1
q=1 = {fmq , gmq }rmq=1, για 1 < k < m. (4.14)

Θέτουμε

C =
{
{k, l} ∈ [N \ {1}]2 : jk 6= jl

}
.

Εφαρμόζοντας για μία φορά ακόμη το θεώρημα Ramsey, μπορούμε να υπο-
θέσουμε ότι είτε [N \ {1}]2 ⊂ C, είτε [N \ {1}]2 ⊂ Cc. Υποθέτουμε ότι
[N \ {1}]2 ⊂ Cc. Τότε υπάρχει j0 ∈ N, ώστε jk = j0 για κάθε k > 1. Για
1 < k < m, από τη (4.14) {fk,mqk,m , g

k,m
qk,m} ∈ {fmq , gmq : q = 1, . . . , rm}. Καθώς

για 2 < k < m, j2 = jk, συμπεραίνουμε ότι {f2,m
q2,m , g

2,m
q2,m} = {fk,mqk,m , g

k,m
qk,m}.

Θέτουμε hm = 1
2(f2,m

q2,m+g2,m
q2,m). Από το γεγονός ότι τα f2,m, fm−1,m διαχω-

ρίζουν τα x1, x2, xm και x1, xm−1, xm αντίστοιχα, συμπεραίνουμε ότι ranxk ⊂
ranhm και |hm(xk)| > ε για k = 3, . . . ,m − 2. Επιλέγουμε h ένα w∗-σημείο
συσσώρευσης της (hm)m. Τότε |h(xk)| > ε για κάθε k > 2. Αυτό αντιβαίνει
στο Πόρισμα 4.2.4.
Συνεπώς, μπορούμε να υποθέσουμε ότι [N \ {1}]2 ⊂ C, και ότι η (jk)k

είναι γνησίως αύξουσα. Το Λήμμα 4.4.10 και η (4.14) δίνουν ότι υπάρχει b =
{fq, gq}∞q=1 ∈ B, έτσι ώστε {jk : k ∈ N} ⊂ {w(fq) : q ∈ N}. Θα δείξουμε
ότι το b ε′-νορμάρει τη (xk)k, το οποίο θα ολοκληρώσει την απόδειξη. ΄Εστω
1 < k < m ∈ N. Επιχειρηματολογώντας όπως προηγουμένως, υπάρχει tk,m ∈
Fk,m, ώστε |(fk,mtk,m + gk,mtk,m)(xk)| > ε′. Είναι σαφές ότι, qk,m 6 tk,m 6 rk,m.
Θέτουμε

D = {{k,m} ∈ [N \ {1}]2 : tk,m < rk,m}.

Εφαρμόζοντας το θεώρημα Ramsey για τελευταία φορά, μπορούμε να υποθέ-
σουμε ότι είτε [N \ {1}]2 ⊂ D, είτε [N \ {1}]2 ⊂ Dc.
Αν [N\{1}]2 ⊂ Dc, τότε για m > 3, από τη (4.14) παίρνουμε ότι tm−2,m =

rm−2,m = rm + 1 και ότι η {fm1 , gm1 , . . . , fmrm , g
m
rm , f

m−2,m
tm−2,m

, gm−2,m
tm−2,m

} είναι spe-
cial ακολουθία. Παρομοίως, από τη (4.14) παίρνουμε ότι tm−1,m = rm−1,m =

rm+ 1 και ότι η {fm1 , gm1 , . . . , fmrm , g
m
rm , f

m−1,m
tm−1,m

, gm−1,m
tm−1,m

} είναι special ακολου-
θία. Καθώς qm−1,m < rm−1,m = tm−1,m, παίρνουμε ότι υπάρχει q 6 rm, έτσι
ώστε {fm−1,m

qm−1,m , g
m−1,m
qm−1,m} = {fmq , gmq }. Αυτό σημαίνει το ακόλουθο:

max suppxm−2 < min suppxm−1 6 max supp gqm−1,m

= max supp gmq < min supp fm−2,m
tm−2,m

Συμπεραίνουμε ότι ran(fm−2,m
tm−2,m

+ gm−2,m
tm−2,m

) ∩ ranxm−2 = ∅. Αυτό δε μπορεί
να συμβαίνει και συνεπώς συμπεραίνουμε ότι [N \ {1}]2 ⊂ D.
΄Εστω k ∈ N. Θα δείξουμε ότι fk,k+3

tk,k+3
+ gk,k+3

tk,k+3
∈ b+. Πρώτα, παρατηρούμε
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ότι από τη (4.14) και το γεγονός ότι tk,k+3 6 rk,k+3− 1 = rk+3, παίρνουμε ότι(
fk,k+3
tk,k+3

+ gk,k+3
tk,k+3

)
∈
{
fk+3
q + gk+3

q : q = 1, . . . , rk+3

}
,(

fk+1,k+3
qk+1,k+3

+ gk+1,k+3
qk+1,k+3

)
∈
{
fk+3
q + gk+3

q : q = 1, . . . , rk+3

}
,(

fk+2,k+3
qk+2,k+3

+ gk+2,k+3
qk+2,k+3

)
∈
{
fk+3
q + gk+3

q : q = 1, . . . , rk+3

}
.

Συνεπώς, επιπλέον παίρνουμε ότι(
fk,k+3
tk,k+3

+ gk,k+3
tk,k+3

)
6
(
fk+1,k+3
qk+1−1 + gk+1,k+3

qk+1

)
<
(
fk+2,k+3
qk+2

+ gk+2,k+3
qk+2

)
.

Από το γεγονός ότι η συνάρτηση σ είναι ένα προς ένα, τελικά συμπεραίνουμε
ότι {fk,k+3

tk,k+3
, gk,k+3
tk,k+3

} ∈ σ−1({jk+2}) ⊂
{
{fq, gq} : q ∈ N

}
.

4.5 c0 spreading model

Σε αυτήν την ενότητα αποδεικνύουμε ότι μία ακολουθία (xk)k που ικανοποιεί
B ⊗ (xk)k = 0, α(xk)k = 0 καθώς επίσης β(xk)k = 0 έχει υπακολουθία που
παράγει c0 spreading model. Αυτό είναι κρίσιμο, καθώς οι spreading model
καθολικές ακολουθίες κατασκευάζονται έχοντας ως δομικούς λίθους στοιχεία
ακολουθιών που παράγουν c0 spreading model.

Πρόταση 4.5.1. ΄Εστω x1 < · · · < xn block ακολουθία στο Xusm , ώστε
‖xk‖ 6 1 για k = 1, . . . , n, με n > 3, και υπάρχουν φυσικοί αριθμοί n + 3 6
j1 < · · · < jn, ώστε να ικανοποιούνται τα παρακάτω:

(i) για κάθε k0 ∈ {1, . . . , n}, για κάθε k > k0, k ∈ {1, . . . , n}, για κάθε very
fast growing και Sj-αποδεκτή ακολουθία α-μέσων όρων (αq)

d
q=1, με j <

jk0 και s(α1) > min suppxk0 , να ισχύει ότι
∑d

q=1 |αq(xk)| < 1/(n2n),

(ii) για κάθε k0 ∈ {1, . . . , n}, για κάθε k > k0, k ∈ {1, . . . , n}, για κάθε very
fast growing και Sj-αποδεκτή ακολουθία β-μέσων όρων (βq)

d
q=1, με j <

jk0 και s(β1) > min suppxk0 , να ισχύει ότι
∑d

q=1 |βq(xk)| < 1/(n2n),

(iii) για k = 1, . . . , n− 1 ισχύει (1/2jk+1) max suppxk < 1/2n,

(iv) για κάθε 1 6 k1 < k2 < k3 6 n, για κάθε συναρτησιακό τύπου ΙΙ f ∈W
το οποίο διαχωρίζει τα xk1 , xk2 , xk3 , να ισχύει |f(xki)| < 1/(n2n), για
κάποιο i ∈ {1, 2, 3}.

Τότε η (xk)
n
k=1 είναι ισοδύναμη με τη συνήθη βάση του `

n
∞, με άνω σταθερά

4 + 5/2n. Επιπλέον, για κάθε συναρτησιακό τύπου Ια f ∈ W βάρους w(f) =
j < j1, ισχύει |f(

∑n
k=1 xk)| < (4 + (6/2n))/2j .
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Απόδειξη. ΄Οπως στην απόδειξη της Πρότασης 3.4.7 από το προηγούμενο κε-
φάλαιο, θα αποδείξουμε επαγωγικά, ότι για κάθε (ck)

n
k=1 ⊂ [−1, 1] ισχύουν τα

ακόλουθα:

(i) για κάθε f ∈W , ισχύει ότι |f(
∑n

k=1 ckxk)| < (4 + 5/2n) max{|ck| : k =
1, . . . , n},

(ii) αν το f είναι τύπου Ια και w(f) > 3, τότε |f(
∑n

k=1 ckxk)| < (1 +
2/2n) max{|ck| : k = 1, . . . , n},

(iii) αν το f είναι τύπου Ια και w(f) = j < j1, τότε |f(
∑n

k=1 ckxk)| <
((4 + 6/2n)/2j) max{|ck| : k = 1, . . . , n}.

Για κάθε συναρτησιακό f ∈W0 η επαγωγική υπόθεση ισχύει. Υποθέτουμε
ότι ισχύει για κάθε f ∈ Wm και έστω f ∈ Wm+1. Αν το f είναι κυρτός
συνδυασμός, τότε έχουμε τελειώσει. Υποθέτουμε ότι το f είναι τύπου Ια,
f = (1/2j)

∑d
q=1 αq, όπου (αq)

d
q=1 είναι very fast growing και Sj-αποδεκτή

ακολουθία α-μέσων όρων στοWm. Θέτουμε k1 = min{k : ran f∩ranxk 6= ∅}
και q1 = min{q : ranαq ∩ ranxk1 6= ∅}. Διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις.
Περίπτωση 1: j < j1. Για q > q1, θα ισχύει s(αq) > min suppxk1 , συνεπώς

συμπεραίνουμε ότι

∑
q>q1

∣∣∣∣∣αq
(

n∑
k=1

ckxk

)∣∣∣∣∣ < 1

2n
max{|ck| : k = 1, . . . , n}, (4.15)

ενώ η επαγωγική υπόθεση δίνει ότι∣∣∣∣∣αq1
(

n∑
k=1

ckxk

)∣∣∣∣∣ <
(

4 +
5

2n

)
max{|ck| : k = 1, . . . , n}. (4.16)

Οι (4.15) και (4.16) μας επιτρέπουν τα συμπεράνουμε ότι:∣∣∣∣∣f
(

n∑
k=1

ckxk

)∣∣∣∣∣ <
(

4 + 6
2n

2j

)
max{|ck| : k = 1, . . . , n} (4.17)

Συνεπώς, η (iii) της επαγωγικής υπόθεσης ικανοποιείται.

Περίπτωση 2: Υπάρχει k0 < n, έτσι ώστε jk0 6 j < jk0+1. Επιχειρηματο-
λογώντας όπως πριν παίρνουμε ότι∣∣∣∣∣∣f

∑
k>k0

ckxk

∣∣∣∣∣∣ <
(

4 + 6
2n

2jk0
max{|ck| : k = 1, . . . , n}

)

<
1

2n
max{|ck| : k = 1, . . . , n}

(4.18)
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και ∣∣∣∣∣∣f
∑
k<k0

ckxk

∣∣∣∣∣∣ < 1

2n
max{|ck| : k = 1, . . . , n}. (4.19)

Χρησιμοποιώντας τις (4.18), (4.19) και το γεγονός ότι |f(xk0)| 6 1, συμπεραί-
νουμε ότι∣∣∣∣∣f

(
n∑
k=1

ckxk

)∣∣∣∣∣ <
(

1 +
2

2n

)
max{|ck| : k = 1, . . . , n} (4.20)

Περίπτωση 3: j > jn. Χρησιμοποιώντας τα ίδια επιχειρήματα, συμπεραίνου-
με ότι ∣∣∣∣∣f

(
n∑
k=1

ckxk

)∣∣∣∣∣ <
(

1 +
1

2n

)
max{|ck| : k = 1, . . . , n}. (4.21)

Τότε οι (4.17), (4.20) και (4.21) δίνουν ότι η (ii) από την επαγωγική υπόθεση
ικανοποιείται.
Αν το f είναι τύπου Ιβ , τότε η απόδειξη είναι πανομοιότυπη, συνεπώς υ-

ποθέτουμε ότι το f είναι τύπου ΙΙ+ με f = (1/2)
∑d

q∈F (fq + gq), όπου τα
{fq, gq}q∈F είναι συναρτησιακά τύπου Ια. Θέτουμε

E =

{
k : |f(xk)| >

1

n2n

}
,

E1 = {k ∈ E : υπάρχουν τουλάχιστον δύο q ώστε

να ισχύει ran(fq + gq) ∩ ranxk 6= ∅}.

Τότε #E1 6 2. Πράγματι, αν k1 < k2 < k3 ∈ E1, τότε το f διαχωρίζει τα
xk1 , xk2 και xk3 το οποίο αντιβαίνει τις αρχικές μας υποθέσεις. Αν επιπλέον
θέσουμε J = {q : υπάρχει k ∈ E \ E1 ώστε ran(fq + gq) ∩ ranxk 6= ∅}, τότε
για τους ίδιους λόγους παίρνουμε ότι #J 6 2.
Καθώς για κάθε j ισχύει w(fq), w(gq) ∈ L0, παίρνουμε ότι w(fj) > 9,

συνεπώς:∣∣∣∣∣∣f
 n∑
k∈E\E1

ckxk

∣∣∣∣∣∣ <

(
2 +

4

2n

)
max{|ck| : k = 1, . . . , n} (4.22)

∣∣∣∣∣∣f
 n∑
k∈E1

ckxk

∣∣∣∣∣∣ 6 2 max{|ck| : k = 1, . . . , n} (4.23)

∣∣∣∣∣f
(

n∑
k/∈E

ckxk

)∣∣∣∣∣ 6 n
1

n2n
max{|ck| : k = 1, . . . , n} (4.24)
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Τελικά, οι (4.22) έως (4.24) δίνουν το ακόλουθο:∣∣∣∣∣f
(

n∑
k=1

ckxk

)∣∣∣∣∣ <
(

4 +
5

2n

)
max{|ck| : k = 1, . . . , n}.

Αν το f είναι τύπου ΙΙ−, η απόδειξη είναι πανομοιότυπη. Αυτό σημαίνει
ότι το (i) της επαγωγικής υπόθεσης ικανοποιείται κι αυτό ολοκληρώνει την
απόδειξη.

Πρόταση 4.5.2. ΄Εστω (xk)k ημινορμαρισμένη block ακολουθία στο Xusm ,
ώστε ‖xk‖ 6 1 για κάθε k ∈ N, α(xk)k = 0, β(xk)k = 0 και B ⊗ (xk)k =
0. Τότε έχει κάποια υπακολουθία, που πάλι συμβολίζουμε με (xk)k, η οποία
ικανοποιεί τα παρακάτω.

(i) Η (xk)k παράγει c0 spreading model. Ακριβέστερα, για κάθε n 6 k1 <
· · · < kn, ισχύει ότι ‖

∑n
i=1 xki‖ 6 5.

(ii) Υπάρχει γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών (jn)n, ώστε για
κάθε n 6 k1 < · · · < kn, για κάθε συναρτησιακό f τύπου Ια με w(f) =
j < jn, να ισχύει ∣∣∣∣∣f

(
n∑
i=1

xki

)∣∣∣∣∣ < 5

2j

Απόδειξη. Εφαρμόζοντας επαγωγικά την Πρόταση 4.4.11 και διαγωνοποιώντας,
μπορούμε να υποθέσουμε ότι για κάθε n 6 k1 < k2 < k3, για κάθε συναρτη-
σιακό f τύπου ΙΙ που διαχωρίζει τα xk1 , xk2 και xk3 , ισχύει |f(xki)| < 1/(n2n),
για κάποιο i ∈ {1, 2, 3}.
Χρησιμοποιούμε τις Προτάσεις 4.3.6 και 4.3.7 για να επιλέξουμε επαγωγικά

κάποια υπακολουθία της (xk)k∈N, που πάλι συμβολίζουμε με (xk)k, και κάποια
γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών (jk)k, με jk > k + 3 για κάθε
k ∈ N, ώστε να ικανοποιούνται τα ακόλουθα:

(i) για κάθε k0 ∈ N, για κάθε k > k0, για κάθε very fast growing και
Sj-αποδεκτή ακολουθία α-μέσων όρων (αq)

d
q=1, με j < jk0 και s(α1) >

min suppxk0 , ισχύει ότι
∑d

q=1 |αq(xk)| < 1/(k02k0),

(ii) για κάθε k0 ∈ N, για κάθε k > k0, για κάθε very fast growing και
Sj-αποδεκτή ακολουθία β-μέσων όρων (βq)

d
q=1, με j < jk0 και s(β1) >

min suppxk0 , ισχύει ότι
∑d

q=1 |βq(xk)| < 1/(k02k0),

(iii) για k ∈ N ισχύει (1/2jk+1) max suppxk < 1/2k.

Εύκολα πιστοποιούμε ότι για n 6 k1 < · · · < kn, οι υποθέσεις της Πρότασης
4.5.1 ικανοποιούνται.
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4.6 Block ακολουθίες κληρονομικά καθολικές
για όλα τα spreading model

Σε αυτήν την ενότητα ορίζουμε τα ακριβή ζεύγη και τους ακριβείς κόμβους
στο Xusm . ΄Επειτα, χρησιμοποιώντας μία ακολουθία που παράγει c0 sprea-
ding model, περνάμε σε ακολουθία από ακριβή ζεύγη {xk, yk, fk, gk}, ώστε η
{fk, gk}∞k=1 να είναι special κλαδί. Θέτοντας zk = xk − yk, αποδεικνύουμε ότι
η (zk)k είναι spreading model καθολική ακολουθία. Χρησιμοποιώντας τη δο-
μή μία τέτοιας ακολουθίας, δείχνουμε επίσης ότι ο χώρος Xusm είναι καθολικά
αδιάσπαστος.

Ορισμός 4.6.1. ΄Ενα ζεύγος {x, f}, όπου x ∈ Xusm και f ∈ W ονομάζεται
n-ακριβές ζεύγος, αν ισχύουν τα ακόλουθα:

(i) το f είναι συναρτησιακό τύπου Ια με w(f) = n, min suppx 6 min supp f
και max suppx 6 max supp f ,

(ii) υπάρχει κάποιο (5, 1, n)-ακριβές διάνυσμα x′ ∈ Xusm , ώστε 1 > f(x′) >
35/36 και x = (1/f(x′))x′.

Παρατήρηση 4.6.2. Αν {x, f} είναι n-ακριβές ζεύγος, τότε f(x) = 1 και
από την Παρατήρηση 4.2.9 παίρνουμε ότι 1 6 ‖x‖ 6 36.

Πρόταση 4.6.3. ΄Εστω (xk)k block ακολουθία στο Xusm και n ∈ N. Τότε
υπάρχει κάποιο x, που φέρεται από τη (xk)k, και f ∈ W έτσι ώστε το {x, f}
να είναι n-ακριβές ζεύγος.

Απόδειξη. Από την Πρόταση 4.4.8 υπάρχει κάποια περαιτέρω νορμαρισμένη blo-
ck ακολουθία (yk)k που ικανοποιεί τις υποθέσεις της Πρότασης 4.5.2. Συνε-
πώς μπορούμε να επιλέξουμε μία γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών
(nk)k και μία ακολουθία διαδοχικών υποσυνόλων των φυσικών αριθμών (Fk)k
ώστε να ικανοποιούνται τα ακόλουθα:

(i) #Fk 6 minFk, συνεπώς 1 6 ‖
∑

i∈Fk yi‖ 6 5, για κάθε k ∈ N,

(ii) #Fk+1 > 2max supp ymaxFk , για κάθε k ∈ N,

(iii) για κάθε j, k ∈ N με j < nk και συναρτησιακό τύπου Ια f στο W με
w(f) = j, ισχύει |f(

∑
i∈Fk yi)| <

5
2j
.

Θέτοντας zk =
∑

i∈Fk yi, από τις (i) και (iii) συμπεραίνουμε ότι η (zk)k είναι
(5, (nk)k) α-RIS. Από την Πρόταση 1.5.7, για 0 < ε < 1/(36 · 5 · 23n), υπάρχει
υποσύνολο των φυσικών αριθμών G με min supp zminG > 8 · 5 · 22n, nminG >
22n και (ck)k∈G ⊂ [0, 1], ώστε το

∑
k∈G c

′
kzk να είναι (n, ε(1− ε))-s.c.c.

Θέτουμε ck =
c′k

1−cmaxG
, άμεσα να βλέπει κανείς ότι το

∑
k∈G\{maxG} ckzk

ις α (n, ε) s.c.c. Θέτουμε x′ = 2n
∑

k∈G\{maxG} ckzk. Για να είναι το x
′

(5, 1, n)-ακριβές διάνυσμα, απομένει να δειχθεί ότι ‖x′‖ > 1.
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Θα δείξουμε ότι για κάθε η > 0, υπάρχει κάποιο συναρτησιακό τύπου Ια
fη στο W με min suppx′ 6 min supp fη, max suppx′ 6 max supp fη ανδ
w(fη) = n, έτσι ώστε 1 > fη(x

′) > 1 − η. Παρατηρούμε ότι για k ∈ G,
υπάρχει α-μέσος όρος αk στο W με s(αk) = #Fk, ώστε ranαk ⊂ ran zk και
1 > αk(zk) > 1 − η. Από το (ii) συμπεραίνουμε ότι η (αk)k∈G είναι very fast
growing και καθώς ranαk ⊂ ran zk, θα είναι και Sn-αποδεκτή. Συνεπώς, το
fη = (1/2n)

∑
k∈G αk είναι τύπου Ια στο W με min suppx′ 6 min supp fη,

max suppx′ 6 max supp fη και w(fη) = n. Κάνοντας ορισμένους εύκο-
λους υπολογισμούς καταλήγουμε ότι είναι το επιθυμητό συναρτησιακό, συνεπώς
‖x′‖ > 1.
Επιπλέον, για 0 < η < 1/36, f = fη και x = (1/f(x′))x′, το {x, f} είναι

το ζητούμενο ακριβές ζεύγος.

Ορισμός 4.6.4. Μία τετράδα {x, y, f, g} ονομάζεται n-ακριβής κόμβος αν τα
{x, f} και {y, g} είναι και τα δύο n-ακριβή ζεύγη και max supp f < min supp y.
Μία ακολουθία τετράδων {xk, yk, fk, gk}∞k=1 ονομάζεται εξαρτημένη ακο-

λουθία, αν η τετράδα {xk, yk, fk, gk} είναι nk-ακριβής κόμβος για κάθε k ∈ N,
max supp gk < min suppxk+1 για κάθε k ∈ N και η {fk, gk}∞k=1 είναι special
κλαδί.

Παρατηρήσεις. Αν {x, y, f, g} είναι n-ακριβής κόμβος, τότε (f+g)(x+y) =
2, (f − g)(x− y) = 2, (f + g)(x− y) = 0, (f + g)(x) = 1, (f + g)(y) = 1 και
1 6 ‖x ± y‖ 6 72.
Αν {xk, yk, fk, gk}∞k=1 είναι εξαρτημένη ακολουθία, τότε, από τα παραπάνω

και την Πρόταση 4.4.3, συμπεραίνουμε ότι κάθε spreading model που δέχεται
οποιαδήποτε από τις ακολουθίες (xk + yk)k, (xk)k και (yk)k είναι `1.
Επιπλέον, για k0 ∈ N και k > k0 από το Λήμμα 4.3.10 και το γεγονός ότι

min suppxk0 > 8 · 5 · 22nk0 , συμπεραίνουμε ότι για κάθε very fast growing
και Sj-αποδεκτή ακολουθία α-μέσων όρων (αq)

d
q=1 με j < nk0 και s(α1) >

min suppxk0 , θα ισχύει:

d∑
q=1

|αq(xk ± yk)| <
5

2nk0
. (4.25)

Ομοίως, από το Λήμμα 4.3.15, για κάθε very fast growing και Sj-αποδεκτή
ακολουθία β-μέσων όρων (βq)

d
q=1 με j < nk0 − 2 ανδ s(β1) > min suppxk0 ,

θα ισχύει:
d∑
q=1

|βq(x ± y)| < 5

2nk0
. (4.26)

Λήμμα 4.6.5. ΄Εστω {xk, yk, fk, gk}∞k=1 εξαρτημένη ακολουθία. Τότε, για
κάθε k ∈ N, αν nk = w(fk) και nk+1 = w(fk+1), ισχύει το ακόλουθο:

1

2nk+1−3
max supp yk <

1

2nk
. (4.27)
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Απόδειξη. Από τον ορισμό της συνάρτησης κωδικοποίησης σ, ισχύει ότι nk+1 >
2nk max supp gk > 2nk max supp yk. Καθώς nk+1 ∈ L, ισχύει ότι nk+1 > 9.
Εύκολα προκύπτει ότι 2nk+1−3 > nk+1. Συνδυάζοντας αυτό με τα παραπάνω
προκύπτει το επιθυμητό αποτέλεσμα.

Πρόταση 4.6.6. ΄Εστω Y block υπόχωρος του Xusm . Τότε υπάρχουν blo-
ck ακολουθίες (xk)k, (yk)k στον Y και b = {fk, gk}∞k=1 ∈ B, έτσι ώστε η
{xk, yk, fk, gk}∞k=1 να είναι εξαρτημένη ακολουθία.

Απόδειξη. Επιλέγουμε n1 ∈ L1. Από την Πρόταση 4.6.3 υπάρχει κάποιος n1-
ακριβής κόμβος {x1, y1, f1, g1} στον Y . Υποθέτουμε ότι έχουμε επιλέξει nk-
ακριβείς κόμβους {xk, yk, fk, gk} για k = 1, . . . ,m έτσι ώστε η {fk, gk}mk=1 να
είναι special ακολουθία καιmax supp gk < min suppxk+1 για k = 1, . . . ,m−1.
Θέτουμε nm+1 = σ(f1, g1, . . . , fm, gm). ΄Επειτα εφαρμόζουμε την Πρόταση
4.6.3 για να λάβουμε κάποιον nm+1-ακριβή κόμβο {xm+1, ym+1, fm+1, gm+1}
στον Y , έτσι ώστεmax supp gm < min suppxm+1. Η επαγωγή ολοκληρώθηκε
και η {xk, yk, fk, gk}∞k=1 είναι εξαρτημένη ακολουθία.

Παραλλάσσοντας κατά προφανή την παραπάνω απόδειξη τρόπο παίρνουμε
το ακόλουθο.

Πόρισμα 4.6.7. Αν X, Y είναι block υπόχωροι του Xusm , τότε μπορεί να
επιλεχθεί μία εξαρτημένη ακολουθία {xk, yk, fk, gk}∞k=1, ώστε xk ∈ X και yk ∈
Y για κάθε k ∈ N.

Πρόταση 4.6.8. ΄Εστω {xk, yk, fk, gk}∞k=1 εξαρτημένη ακολουθία και έστω
zk = xk − yk για κάθε k ∈ N. Τότε για κάθε φυσικούς αριθμούς m 6 k1 <
· · · < km και πραγματικούς αριθμούς c1, . . . , cm ισχύει:∥∥∥∥∥

m∑
i=1

ciuki

∥∥∥∥∥
u

6

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

cizki

∥∥∥∥∥ 6 146

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ciuki

∥∥∥∥∥
u

, (4.28)

όπου με (uk)k συμβολίζουμε την unconditional βάση του Pe lczynski (βλέπε
ενότητα 4.1).

Απόδειξη. Θέτουμε nk = w(fk) για κάθε k ∈ N. Επιλέγουμε φυσικούς αριθ-
μούς m 6 k1 < · · · < km και c1, . . . , cm ⊂ [−1, 1], έτσι ώστε ‖

∑m
i=1 ciuki‖u =

1. Θα δείξουμε πρώτα ότι ‖
∑m

i=1 cizki‖ > 1.
Καθώς min supp zk1 = min suppxk1 > min suppxm > 40 · 22nm > 40 ·

2m > 2m και min supp fk1 > min suppxk1 , από τον ορισμό του συνόλου
norming W , προκύπτει ότι για κάθε ρητούς αριθμούς λ1, . . . , λm έτσι ώστε
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‖
∑m

i=1 λiu
∗
ki
‖u 6 1, το συναρτησιακό f = (1/2)

∑m
i=1 λi(fki − gki) είναι συ-

ναρτησιακό τύπου ΙΙ− στο W . Συμπεραίνουμε ότι∥∥∥∥∥
m∑
i=1

cizki

∥∥∥∥∥ > sup

{
m∑
i=1

1

2
λi (fki − gki) (cizki) : {λi}mi=1 ⊂ Q,∥∥∥∥∥

m∑
i=1

λiu
∗
ki

∥∥∥∥∥
u

6 1

}
.

Σύμφωνα με την Παρατήρηση 4.6, για λ1, . . . , λq όπως παραπάνω, ισχύει ότι∑m
i=1(1/2)λi(fki − gki)(cizki) =

∑m
i=1 λici, το οποίο δίνει το ακόλουθο:∥∥∥∥∥

m∑
i=1

cizki

∥∥∥∥∥ > sup

{
m∑
i=1

λici : {λi}mi=1 ⊂ Q,

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

λiu
∗
ki

∥∥∥∥∥
u

6 1

}

=

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ciuki

∥∥∥∥∥
u

= 1

Για να αποδείξουμε την αντίστροφη ανισότητα θα ακολουθήσουμε παρό-
μοια βήματα όπως εκείνα στην απόδειξη της Πρότασης 4.5.1. Θα αποδείξουμε
επαγωγικά το ακόλουθο:

(i) για κάθε f ∈W ισχύει |f(
∑n

k=1 ckxk)| < 146,

(ii) αν το f είναι τύπου Ια ή τύπου Ιβ και w(f) > 9, τότε |f(
∑n

k=1 ckxk)| <
72 + 1/4.

Για κάθε συναρτησιακό στο W0 η επαγωγική υπόθεση ισχύει. Υποθέτουμε
ότι ισχύει για κάθε f ∈ Wp και έστω f ∈ Wp+1. Τότε, αν το f είναι κυρ-
τός συνδυασμός έχουμε τελειώσει. Ας υποθέσουμε ότι το f είναι τύπου Ιβ ,
f = (1/2j)

∑d
q=1 βq, όπου η (βq)

d
q=1 είναι very fast growing και Sj-αποδεκτή

ακολουθία β-μέσων όρων στο Wp. Θέτουμε q1 = min
{
q : ranβq ∩ ran zki 6=

∅ για κάποιο i ∈ {1, . . . ,m}
}
και διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις.

Περίπτωση 1: j + 2 < nk1 . Για q > q1 ισχύει s(βq) > min suppxk1 ,
συνεπώς, χρησιμοποιώντας την (4.26), συμπεραίνουμε ότι∑

q>q1

∣∣∣∣∣βq
(

m∑
i=1

cizki

)∣∣∣∣∣ < m

2nk1
<

m

2m
< 1, (4.29)

ενώ η επαγωγική υπόθεση δίνει:∣∣∣∣∣βq1
(

m∑
i=1

cizki

)∣∣∣∣∣ < 146. (4.30)

Τότε, οι (4.29) και (4.30) μας επιτρέπουν να συμπεράνουμε ότι∣∣∣∣∣f
(

m∑
i=1

cizki

)∣∣∣∣∣ < 147

2j
. (4.31)
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Περίπτωση 2: υπάρχει i0 < m ώστε nki0 6 j + 2 < nki0+1. Επιχειρηματο-
λογώντας όπως προηγουμένως παίρνουμε ότι∣∣∣∣∣f

(∑
i>i0

cizki

)∣∣∣∣∣ < 147

2
nki0+1

<
147

211
<

1

8
(4.32)

και από το Λήμμα 4.6.5: ∣∣∣∣∣f
(∑
i<i0

cizki

)∣∣∣∣∣ < 1

2nk1
<

1

8
. (4.33)

Χρησιμοποιώντας τις (4.32), (4.33) και το γεγονός ότι |f(zki0 )| 6 72, συμπε-
ραίνουμε ότι ∣∣∣∣∣f

(
m∑
k=1

ckxk

)∣∣∣∣∣ < 72 +
1

4
. (4.34)

Περίπτωση 3: j + 2 > nkm . Χρησιμοποιώντας παρόμοια επιχειρήματα,
συμπεραίνουμε ότι ∣∣∣∣∣f

(
m∑
i=1

cizki

)∣∣∣∣∣ < 72 +
1

4
. (4.35)

Τότε, οι (4.31), (4.34) και (4.35) δίνουν ότι οι (i) και (ii) από την επαγωγική
υπόθεση ικανοποιούνται.
Αν το f είναι τύπου Ια, χρησιμοποιώντας την (4.25) και ακριβώς τα ίδια

επιχειρήματα μπορεί κανείς να αποδείξει ότι τα (i) και (ii) από την επαγωγική
υπόθεση ικανοποιούνται.
Υποθέτουμε τώρα ότι το f είναι συναρτησιακό τύπου ΙΙ− (ή ότι το f είναι

τύπου ΙΙ+) με f = E((1/2)
∑d

j=1 λj(f
′
qj−g

′
qj )) (ή ότι f = E((1/2)

∑d
j=1(f ′qj+

g′qj ))), όπου E είναι διάστημα των φυσικών αριθμών, {f
′
q, g
′
q}∞q=1 ∈ B, q1 <

· · · < qd και 2qd 6 min supp f ′q1 . Είναι σαφές ότι μπορούμε να υποθέσουμε ότι
ran(f ′q1 ± g

′
q1)∩ ran(

∑m
i=1 cizki) 6= ∅ και ότι minE > min supp f ′q1 . Παρομοί-

ως, μπορούμε να υποθέσουμε ότι ran(f ′qd ± g
′
qd

)∩ ran(
∑m

i=1 cizki) 6= ∅ και ότι
maxE 6 max supp g′qd . Η επαγωγική υπόθεση δίνει:∣∣∣∣∣E

(
1

2

(
f ′q1 ± g

′
q1

))( m∑
i=1

cizki

)∣∣∣∣∣ < 72 +
1

4
. (4.36)

Θέτουμε tj = w(f ′qj ) για j = 1, . . . , d και από τον ορισμό της συνάρτησης
κωδικοποίησης παίρνουμε ότι tj > 2t1 min suppxk1 > min suppxm > 40 · 2m,
για j = 2, . . . , d. Συμπεραίνουμε:∑

j>1

72m

2tj
6

144m

2t2
<

144m

240 · 2m
<

1

4
. (4.37)

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις.
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Περίπτωση 1: υπάρχει 2 6 j0 6 d και k ∈ N έτσι ώστε tj = nk. Σε αυτήν
την περίπτωση, το γεγονός ότι η σ είναι ένα προς ένα δίνει ότι f ′qj ± g′qj =
fqj ± ggj για 2 6 j < j0 και συνεπώς:∣∣∣∣∣∣E

1

2

j0−1∑
j=2

λj

(
f ′qj − g

′
qj

)( m∑
i=1

cizki

)∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣12
j0−1∑
j=2

λj

(
f ′qj − g

′
qj

)( m∑
i=1

cizki

)∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣12
j0−1∑
j=2

λj
(
fqj − gqj

)( m∑
i=1

cizki

)∣∣∣∣∣∣ 6 1,

(4.38)

αν το f είναι τύπου ΙΙ− και∣∣∣∣∣∣E
1

2

j0−1∑
j=2

(
f ′qj + g′qj

)( m∑
i=1

cizki

)∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣12
j0−1∑
j=2

(
f ′qj + g′qj

)( m∑
i=1

cizki

)∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣12
j0−1∑
j=2

(
fqj + gqj

)( m∑
i=1

cizki

)∣∣∣∣∣∣ = 0,

(4.39)

αν το f είναι τύπου ΙΙ+. Η επαγωγική υπόθεση δίνει:∣∣∣∣∣E
(

1

2

(
f ′qj0
− g′qj0

))( m∑
i=1

cizki

)∣∣∣∣∣ < 72 +
1

4
. (4.40)

Επιπλέον, χρησιμοποιώντας το Πόρισμα 4.3.14, για i = 1, . . . ,m παίρνουμε:∣∣∣∣∣∣E
1

2

d∑
j=j0+1

λj

(
f ′qj − g

′
qj

) (zki)

∣∣∣∣∣∣ <
∑
j>j0

72

2tj
+

22

2nki
.

Συνδυάζοντας το παραπάνω με την (4.37) παίρνουμε:∣∣∣∣∣∣E
1

2

d∑
j=j0+1

λj

(
f ′qj − g

′
qj

)( m∑
i=1

cizki

)∣∣∣∣∣∣ <
∑
j>1

72m

2tj
+

m∑
i=1

22

2nki

<
1

4
+

22

1000
<

1

2
. (4.41)
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Παρομοίως: ∣∣∣∣∣∣E
1

2

d∑
j=j0+1

(
f ′qj + g′qj

)( m∑
i=1

cizki

)∣∣∣∣∣∣ < 1

2
(4.42)

Αν το f είναι τύπου ΙΙ−, συνδυάζοντας τις (4.36), (4.38) και (4.41), συμπε-
ραίνουμε ότι |f(

∑m
i=1 cizki)| < 146, ενώ αν το f είναι τύπου ΙΙ+, συνδυάζοντας

τις (4.36), (4.39) και (4.42), συμπεραίνουμε ότι |f(
∑m

i=1 cizki)| < 145.

Περίπτωση 2: tj 6= nk, για κάθε j = 2, . . . , d και k ∈ N. Επιχειρηματολο-
γώντας όπως προηγουμένως, συμπεραίνουμε ότι:∣∣∣∣∣∣E

1

2

d∑
j=2

λj

(
f ′qj − g

′
qj

)( m∑
i=1

cizki

)∣∣∣∣∣∣ < 1

2
και (4.43)

∣∣∣∣∣∣E
1

2

d∑
j=2

(
f ′qj + g′qj

)( m∑
i=1

cizki

)∣∣∣∣∣∣ < 1

2
.

Συνεπώς, συνδυάζοντας τις (4.36) και (4.43) συμπεραίνουμε ότι |f(x)| < 73.
Η επαγωγή έχει ολοκληρωθεί, όπως και η απόδειξη.

Πρόταση 4.6.9. ΄Εστω Y block υπόχωρος του Xusm . Τότε υπάρχει ημινορ-
μαρισμένη block ακολουθία (zk)k στον Y και ημινορμαρισμένη block ακολουθία
(z∗k)k στο X∗usm ώστε να ικανοποιούνται τα παρακάτω.

(i) Για κάθε k, n ∈ N ισχύει z∗k(zn) = δk,n.

(ii) Για κάθε suppression unconditional και spreading ακολουθία (wn)n,
υπάρχει γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών (kn)n, ώστε η
(zkn)n να παράγει κάποιο spreading model το οποίο είναι 146-ισοδύναμο
με την (wn)n και η (z∗kn)n να παράγει κάποιο spreading model το οποίο
είναι 146-ισοδύναμο με την (w∗n)n

Απόδειξη. Σύμφωνα με την Πρόταση 4.6.6, υπάρχει κάποια εξαρτημένη ακολου-
θία {xk, yk, fk, gk}∞k=1 στον Y . Θέτουμε zk = xk−yk και z∗k = (1/2)(fk−gk).
Τότε z∗k(zn) = δk,n.
΄Εστω (wn)n κάποια suppression unconditional και spreading ακολουθία.

Τότε, υπάρχει γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών (kn)n ώστε η
(ukn)n>j να είναι (1 + εj)-ισοδύναμη με την (wn)n>j , όπου (εj)j είναι μηδενική
ακολουθία θετικών πραγματικών αριθμών. Επιπλέον, λόγω της unconditional
ιδιότητας, η (u∗kn)n>j είναι (1 + εj)-ισοδύναμη με την (w∗n)n>j .
Η Πρόταση 4.6.8 δίνει ότι για κάθε φυσικούς αριθμούς m 6 n1 < · · · < nm

και πραγματικούς αριθμούς c1, . . . , cm, ισχύει ότι:

1

1 + εm

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ciwi

∥∥∥∥∥ 6

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ciznki

∥∥∥∥∥ 6 (1 + εm)146

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ciwi

∥∥∥∥∥ . (4.44)
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Συμπεραίνουμε ότι οποιοδήποτε spreading model δέχεται η (zkn)n είναι 146-
ισοδύναμο με την (wn)n. Επιπλέον, από τον ορισμό του συνόλου norming,
για κάθε φυσικού αριθμούς m 6 n1 < · · · < nm και πραγματικούς αριθμούς
c1, . . . , cm παίρνουμε ότι:∥∥∥∥∥

m∑
i=1

ciz
∗
nki

∥∥∥∥∥ 6

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ciu
∗
nki

∥∥∥∥∥
u

6 (1 + εm)

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ciw
∗
i

∥∥∥∥∥ . (4.45)

Η ιδιότητα (i) και η (4.44) δίνουν:

1

146(1 + εm)

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ciw
∗
i

∥∥∥∥∥ 6

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ciz
∗
nki

∥∥∥∥∥ . (4.46)

Συνδυάζοντας τις (4.45) και (4.46), συμπεραίνουμε ότι κάθε spreading model
το οποίο δέχεται η (z∗kn)n είναι 146-ισοδύναμο με την (w∗n)n.

Πρόταση 4.6.10. Ο χώρος Xusm είναι καθολικά αδιάσπαστος.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε ότι για block υπόχωρους X, Y του Xusm και για
ε > 0, υπάρχουν x ∈ X και y ∈ Y έτσι ώστε ‖x + y‖ > 1 και ‖x − y‖ < ε.
Από το Πόρισμα 4.6.7, υπάρχει εξαρτημένη ακολουθία {xk, yk, fk, gk}∞k=1, με
xk ∈ X και yk ∈ Y για κάθε k ∈ N. Από την Παρατήρηση 4.6 και την Πρόταση
4.6.8, υπάρχει γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών (kn)n, έτσι ώστε
η (xkn + ykn)n να παράγει `1 spreading model και η (xkn − ykn)n να παράγει
c0 spreading model. Σταθεροποιούμε c > 0 ώστε για κάθε φυσικούς αριθμούς
m 6 n1 < · · · < nm να ισχύει:

1

m

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

(
xkni − ykni

)∥∥∥∥∥ 6
1

c ·m
και

1

m

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

(
xkni + ykni

)∥∥∥∥∥ > c.

Σταθεροποιούμε φυσικούς αριθμούς m 6 n1 < · · · < nm ώστε 1/(c2m) < ε
και θέτουμε x = 1/(cm)

∑m
i=1 xkni και y = 1/(cm)

∑m
i=1 ykni . Τότε ‖x+y‖ >

1 και ‖x− y‖ 6 1/(c2m) < ε.

4.7 Φραγμένοι τελεστές στο Xusm

Αυτή η ενότητα είναι αφιερωμένη στους τελεστές του Xusm . Αποδεικνύουμε
ότι σε κάθε block υπόχωρο του Xusm υπάρχουν ισοδύναμες πεπλεγμένες blo-
ck ακολουθίες (xk)k, (yk)k και επί ισομορφισμός T : Xusm → Xusm , ώστε
Txk = yk. Αυτό δίνει ότι ο Xusm δεν περιέχει block υπόχωρο που είναι tight
by range και συνεπώς, ο Xusm είναι κορεσμένος με sequentially minimal υπό-
χωρους (βλέπε [FeR]). ΄Επειτα, προβαίνουμε στην εύρεση block ακολουθιών
που πιστοποιούν το γεγονός αυτό και επίσης αποδεικνύουμε ότι ολόκληρος ο
χώρος Xusm είναι sequentially minimal. Επιπλέον κατασκευάζουμε έναν αυ-
στηρά ιδιάζοντα τελεστή S : Xusm → Xusm , ο οποίος δεν είναι πολυωνυμικά
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συμπαγής. ΄Ολες οι παραπάνω ιδιότητες του Xusm βασίζονται στον τρόπο με
τον οποίο κατασκευάζονται τα συναρτησιακά τύπου ΙΙ στο σύνολο norming W
και την πλούσια spreading model δομή του Xusm .
Το παρακάτω αποτέλεσμα αποδεικνύεται με παρόμοιο τρόπο όπως το Θεώ-

ρημα 3.5.8 του προηγούμενου κεφαλαίου και συνεπώς την παραλείπουμε.

Πρόταση 4.7.1. ΄Εστω Y απειροδιάστατος κλειστός υπόχωρος του Xusm και
T : Y → Xusm φραγμένος γραμμικός τελεστής. Τότε υπάρχει λ ∈ R, ώστε ο
T − λI

Y,Xusm
: Y → Xusm να είναι αυστηρά ιδιάζων.

Το παρακάτω αποτέλεσμα είναι από το [ArDT, Πρόταση 3.1], βλέπε επίσης
[ManP].

Πρόταση 4.7.2. ΄Εστω (x∗m)m block ακολουθία στο X∗usm που παράγει c0

spreading model και (xk)k block ακολουθία στο Xusm που παράγει κάποιο spre-
ading model το οποίο δεν είναι ισοδύναμο με τον `1. Τότε υπάρχει γνησίως
αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών (tj)j , ώστε να ικανοποιούνται τα παρακά-
τω: για κάθε γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών (mk)k με mk > tk
για κάθε k ∈ N, η απεικόνιση T : Xusm → Xusm με Tx =

∑∞
k=1 x

∗
mk

(x)xk είναι
φραγμένος και μη συμπαγής τελεστής.

Η απόδειξη του παρακάτω αποτελέσματος χρησιμοποιεί ένα επιχείρημα, το
οποίο εμφανίστηκε για πρώτη φορά στο [FeS], συγκεκριμένα το ακόλουθο: αν
(xk)k, (yk)k είναι βασικές ακολουθίες σε ένα χώροX, έτσι ώστε οι απεικονίσεις
xk → xk − yk και yk → xk − yk να επεκτείνονται σε φραγμένους γραμμικούς
τελεστές, τότε οι (xk)k και (yk)k είναι ισοδύναμες.

Πρόταση 4.7.3. ΄Εστω {xk, yk, fk, gk}∞k=1 εξαρτημένη ακολουθία. Τότε υ-
πάρχει γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών (kn)n ώστε η (xkn)n
να είναι ισοδύναμη με την (ykn)n. Ακριβέστερα, υπάρχει επί ισομορφισμός
T : Xusm → Xusm , με Txkn = ykn για κάθε n ∈ N.

Απόδειξη. Παρατηρούμε το ακόλουθο, για κάθε k ∈ N ισχύει:

2 > ‖fk + gk‖ > (fk + gk)

(
xk + yk
‖xk + yk‖

)
>

2

72
.

Συνεπώς, η (fk + gk)k είναι ημινορμαρισμένη και από τον ορισμό του συνόλου
norming W , κάθε spreading model που δέχεται είναι ισοδύναμο με τη συνήθη
βάση του c0.
Από την Πρόταση 4.6.8, η (xk − yk)k δέχεται c0 spreading model. Η

Πρόταση 4.7.2, δίνει ότι υπάρχει γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθμών
(kn)n, ώστε ο Τελεστής S : Xusm → Xusm με

Sx =

∞∑
n=1

(fkn + gkn)(x)(xkn − ykn)
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να είναι φραγμένος. Τότε, για κάθε n ∈ N ισχύει Sxkn = xkn − ykn . Θέτοντας
T = I − S, είναι σαφές ότι Txkn = ykn , συνεπώς η (xk)k κυριαρχείται από
την (yk)k. Παρομοίως, για κάθε n ∈ N ισχύει Sykn = xkn − ykn . Θέτοντας
Q = I + S, είναι σαφές ότι Qykn = xkn . Συνεπώς, η (yk)k κυριαρχείται από
την (xk)k, το οποίο δίνει ότι είναι πράγματι ισοδύναμες.
Θα αποδείξουμε επιπλέον ότι ο T είναι αντιστρέψιμος, μάλιστα Q = T−1.

Παρατηρούμε ότι TQ = QT = I−S2. Απομένει να δειχθεί ότι S2 = 0. Καθώς
Sxkn = xkn − ykn = Sykn για κάθε n ∈ N, είναι σαφές ότι S(xkn − ykn) = 0
για κάθε n ∈ N, δηλαδή [(xkn − ykn)n] ⊂ kerS. Είναι επίσης σαφές ότι
S[Xusm ] ⊂ [(xkn − ykn)n] και τελικά S[Xusm ] ⊂ kerS, δηλαδή S2 = 0, το οποίο
ολοκληρώνει την απόδειξη.

Πριν τη διατύπωση του επόμενου αποτελέσματος, θυμίζουμε την έννοια των
even-odd ακολουθιών και των πεπλεγμένων block ακολουθιών. Μία Schauder
βασική ακολουθία (xk)k καλείται even-odd, αν η (x2k)k είναι ισοδύναμη με την
(x2k−1)k (βλέπε [Go1]). Δύο block ακολουθίες (xk)k και (yk)k ονομάζονται
πεπλεγμένες, αν xk < yk < xk+1 για κάθε k ∈ N.
Είναι σαφές ότι δύο πεπλεγμένες block ακολουθίες (xk)k και (yk)k είναι

ισοδύναμες, αν και μόνο αν η ακολουθία (zk)k, με z2k−1 = xk και z2k = yk για
κάθε k ∈ N, είναι even-odd ακολουθία.

Πρόταση 4.7.4. Κάθε block υπόχωρος του Xusm περιέχει κάποια even-odd
block ακολουθία. Ακριβέστερα, σε κάθε block υπόχωρο Y του Xusm υπάρχει
κάποια block ακολουθία (zk)k και κάποιος επί ισομορφισμός T : Xusm → Xusm

ώστε Tz2k−1 = z2k, για κάθε k ∈ N.

Απόδειξη. Σύμφωνα με την Πρόταση 4.6.6, υπάρχει εξαρτημένη ακολουθία
{xk, yk, fk, gk}∞k=1 στον Y και από την Πρόταση 4.7.3 υπάρχει γνησίως αύξου-
σα ακολουθία φυσικών αριθμών (kn)n και επί ισομορφισμός T : Xusm → Xusm ,
ώστε Txnk = ynk για κάθε k ∈ N. Θέτοντας z2k−1 = xnk και z2k = ynk για
κάθε k ∈ N, παίρνουμε ότι η (zk)k είναι η επιθυμητή even-odd block ακολουθία
και T ο επιθυμητός τελεστής.

Πόρισμα 4.7.5. Ο χώρος Xusm δεν περιέχει block υπόχωρο που είναι tight
by range.

Από το [FeR, Θεώρημα 4.1] παίρνουμε ότι ο Xusm είναι κορεσμένος με se-
quentially minimal block υπόχωρους. Το επόμενο αποτέλεσμα προσδιορίζει
block υπόχωρους του Xusm με την προαναφερθείσα ιδιότητα και επίσης υπαινίσ-
σεται ότι ολόκληρος ο χώρος Xusm είναι sequentially minimal.

Πρόταση 4.7.6. Υπάρχει συλλογή block ακολουθιών{(
x

(Y )
k

)
k

: Y είναι block υπόχωρος του Xusm

}
,
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με (x
(Y )
k )k ⊂ Y για κάθε block υπόχωρο Y του Xusm , ώστε να ικανοποιείται

το ακόλουθο: για κάθε δύο block υπόχωρους Y , Z του Xusm , υπάρχουν γνη-

σίως αύξουσες ακολουθίες φυσικών αριθμών (kn)n, (mn)n, ώστε οι (x
(Y )
kn

)n

και (x
(Z)
mn )n να είναι πεπλεγμένες και ισοδύναμες. Ακριβέστερα, υπάρχει επί

ισομορφισμός T : Xusm → Xusm , έτσι ώστε Tx
(Y )
kn

= x
(Z)
mn για κάθε n ∈ N.

Απόδειξη. ΄Εστω Y block υπόχωρος του Xusm . Από την Πρόταση 4.6.3, μπο-
ρούμε να επιλέξουμε block ακολουθία (xk)k στον Y , που ικανοποιεί το ακό-
λουθο:

(i) υπάρχει ακολουθία συναρτησιακών τύπου Ια (fk)k στο W , ώστε το
{xk, fk} να είναι w(fk)-ακριβές ζεύγος για κάθε k ∈ N,

(ii) για κάθε n ∈ N, το σύνολο {k ∈ N : w(fk) = n} είναι άπειρο.

Για κάθε block υπόχωρο Y του Xusm , επιλέγουμε (x
(Y )
k )k η οποία να ικανοποιεί

τις ιδιότητες (i) και (ii).
΄Εστω τώρα Y , Z block υπόχωροι του Xusm . Θα επιλέξουμε αναδρομικά

γνησίως αύξουσες ακολουθίες φυσικών αριθμών (kn)n, (mn)n και ακολουθί-

ες συναρτησιακών τύπου Ια (fn)n, (gn)n, ώστε η {x(Y )
kn
, x

(Z)
mn , fn, gn}∞n=1 να

είναι εξαρτημένη ακολουθία. Επιλέγουμε p1 ∈ L1 και k1 ∈ N, f1 ∈ W συ-

ναρτησιακό τύπου Ια ώστε το {x(Y )
k1
, f1} να είναι p1-ακριβές ζεύγος. Ομοίως,

επιλέγουμε m1 ∈ N, g1 ∈ W συναρτησιακό τύπου Ια ώστε το {x(z)
m1 , f1} να

είναι p1-ακριβές ζεύγος και max supp f1 < min suppx
(z)
m1 . Ας υποθέσουμε ό-

τι έχουμε επιλέξει γνησίως αύξουσες ακολουθίες φυσικών αριθμών (kn)`n=1,
(mn)`n=1 και ακολουθίες συναρτησιακών τύπου Ια (fn)`n=1, (gn)`n=1 ώστε το

{x(Y )
kn
, x

(Z)
mn , fn, gn} να είναι pn-ακριβές ζεύγος για n = 1, . . . , `, η {fn, gn}`n=1

είναι special ακολουθία καιmax supp gn < min suppx
(Y )
n+1 για k = 1, . . . ,m−1.

Θέτουμε p`+1 = σ(f1, g1, . . . , f`, g`). Τότε, επιχειρηματολογώντας όπως προη-
γουμένως, μπορούμε να επιλέξουμε k`+1 > k`, m`+1 > m` και συναρτησιακά

τύπου Ια f`+1, g`+1, έτσι ώστε το {x
(Y )
k`+1

, x
(Z)
m`+1 , f`+1, g`+1} να είναι p`+1-

ακριβής κόμβος και max supp g` < min suppx
(Y )
m`+1 .

Η επαγωγική υπόθεση ολοκληρώθηκε και η {x(Y )
kn
, x

(Z)
mn , fn, gn}∞n=1 είναι

εξαρτημένη ακολουθία. Η Πρόταση 4.7.3 δίνει το επιθυμητό αποτέλεσμα.

΄Ενα αποτέλεσμα που σχετίζεται με το παρακάτω μπορεί να βρεθεί στο
[ManP, Πρόταση 2.1].

Πρόταση 4.7.7. ΄Εστω 1 < q <∞, q′ ο συζυγής εκθέτης του και θέτουμε
tj = d(2j+14)q

′e. ΄Εστω επίσης (mj)j γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών
αριθμών με mj > tj για κάθε j ∈ N, (x∗m)m block ακολουθία στο X∗usm και
(xk)k block ακολουθία στο Xusm ώστε να ικανοποιούνται τα παρακάτω:
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(i) η (x∗m)m είτε παράγει `p spreading model, με p > q′, είτε παράγει c0

spreading model,

(ii) η (xk)k είτε παράγει `r spreading model με r > q, είτε παράγει c0 spre-
ading model.

Τότε ο τελεστής T : Xusm → Xusm με Tx =
∑∞

k=1 x
∗
mk

(x)xk είναι φραγμένος
και μη συμπαγής. Αν επιπλέον ισχύει dim(Xusm/[(xk)k]) = ∞, τότε ο T είναι
αυστηρά ιδιάζων.

Απόδειξη. Αν η (x∗m)m παράγει c0 spreading model, σταθεροποιούμε q′ < p <
∞. Παρατηρούμε ότι από την επιλογή των tj , ισχύει ότι

t
1/p
j

2j
6

((
4 · 2j+1

)q′
+ 1
)1/p

2j
6

(
4 · 2j+1

)q′/p
2j

+
1

2j

= 8q
′/p 1

(21−q′/p)j
+

1

2j

Καθώς p > q′, συμπεραίνουμε ότι
∑∞

j=1
1

(21−q′/p)j
<∞ και άρα αν θέσουμε

α = 8q
′/p

∞∑
j=1

1(
21−q′/p

)j + 1,

τότε
∞∑
j=1

t
1/p
j

2j
6 α. (4.47)

Σταθεροποιούμε C > 0 ώστε για κάθε φυσικούς αριθμούς n 6 m1 < · · · <
mn και πραγματικούς αριθμούς c1, . . . , cm να ισχύει το ακόλουθο:∥∥∥∥∥

n∑
i=1

cix
∗
mi

∥∥∥∥∥ 6 C

(
n∑
i=1

|ci|p
)1/p

. (4.48)

Πολλαπλασιάζοντας τα xk με κατάλληλα βαθμωτά, μπορούμε να υποθέσουμε
ότι ‖xk‖ 6 1/2 για κάθε k ∈ N και ότι για κάθε φυσικούς αριθμούς n 6 m1 <
· · · < mn και πραγματικούς αριθμούς c1, . . . , cm ισχύει:∥∥∥∥∥

n∑
i=1

cixmi

∥∥∥∥∥ 6

(
n∑
i=1

|ci|q
)1/q

. (4.49)

΄Εστω x ∈ X με ‖x‖ = 1 και x∗ ∈ Y ∗ με ‖x∗‖ = 1. Για j ∈ N θέτουμε

Bj =

{
k ∈ N :

1

2j+1
< |x∗(xk)| 6

1

2j

}
.
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Τότε η (Bj)j ορίζει διαμέριση των φυσικών αριθμών και

|x∗(Tx)| 6
∞∑
j=1

∣∣∣∣∣∣
∑
k∈Bj

x∗(x)x∗mk(x)

∣∣∣∣∣∣ . (4.50)

Θα δείξουμε ότι #Bj 6 tj . Υποθέτουμε ότι αυτό δεν ισχύει. Τότε επιλέγουμε
F ⊂ Bj με #F > tj/2 και #F 6 minF . Θέτουμε

F1 = {k ∈ Bj : x∗(xk) > 0},
F2 = {k ∈ Bj : x∗(xk) < 0}.

Τότε είτε #F1 > tj/4, είτε #F2 > tj/4 και θα υποθέσουμε το πρώτο. Επιλέ-
γουμε G ⊂ F1 με #G = dtj/4e. Τότε, από την (4.49) και τον ορισμό του G
παίρνουμε το ακόλουθο:

t
1/q
j >

∥∥∥∥∥∑
k∈G

xk

∥∥∥∥∥ > x∗

(∑
k∈G

xk

)
>

tj
2j+14

.

Συμπεραίνουμε ότι tj < (4 · 2j+1)q
′
, το οποίο αντιβαίνει στην επιλογή του tj .

Θέτουμε

Cj = {k ∈ Bj : k > j} και Dj = Bj \ Cj .

Είναι σαφές ότι #Dj 6 j − 1, συνεπώς:∣∣∣∣∣∣
∑
k∈Dj

x∗(xk)x
∗
mk

(x)

∣∣∣∣∣∣ 6 j − 1

2j
. (4.51)

Επιπλέον,

#{mk : k ∈ Cj} 6 tj 6 min{tk : k ∈ Cj} 6 min{mk : k ∈ Cj}.

Συνεπώς, χρησιμοποιώντας την (4.48) και τον ορισμό του Cj :∣∣∣∣∣∣
∑
k∈Cj

x∗(xk)x
∗
mk

(x)

∣∣∣∣∣∣ 6

∥∥∥∥∥∥
∑
k∈Cj

x∗(xk)x
∗
mk

∥∥∥∥∥∥
6 C

∑
k∈Cj

|x∗(xk)|p
1/p

6
Ct

1/p
j

2j
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Τα παραπάνω, σε συνδυασμό με τις (4.47), (4.50) και (4.51) δίνουν το ακόλου-
θο:

|x∗ (Tx)| 6
∞∑
j=1

∣∣∣∣∣∣
∑
k∈Bj

x∗(x)x∗mk(x)

∣∣∣∣∣∣
6

∞∑
j=1

∣∣∣∣∣∣
∑
k∈Cj

x∗(xk)x
∗
mk

(x)

∣∣∣∣∣∣+
∞∑
j=1

∣∣∣∣∣∣
∑
k∈Dj

x∗(xk)x
∗
mk

(x)

∣∣∣∣∣∣
6 C

∞∑
j=1

t
1/p
j

2j
+
∞∑
j=1

j − 1

2j

6 C · α+ 1

Συμπεραίνουμε ότι ‖T‖ 6 C · α+ 1.
Η μη-συμπάγεια του T προκύπτει εύκολα, αν θεωρήσουμε (zk)k μία ημι-

νορμαρισμένη ακολουθία, διορθογώνια στη (x∗mk)k. Τότε (Tzk)k = (xk)k,
συνεπώς δεν έχει συγκλίνουσα υπακολουθία. Θα δείξουμε ότι ο T είναι αυστη-
ρά ιδιάζων. Ας υποθέσουμε πως όχι, τότε από την Πρόταση 4.7.1 θα υπάρχει
λ 6= 0 ώστε ο Q = T−λI να είναι αυστηρά ιδιάζων. Καθώς ο λI είναι τελεστής
Fredholm και ο Q είναι αυστηρά ιδιάζων, προκύπτει ότι ο T = Q + λI είναι
επίσης τελεστής Fredholm, συνεπώς dim(Xusm/T [Xusm ]) < ∞. Το γεγονός
ότι T [Xusm ] ⊂ [(xk)k] και dim(Xusm/[(xk)k]) =∞ οδηγεί σε αντίφαση.

Πρόταση 4.7.8. Υπάρχει S : Xusm → Xusm αυστηρά ιδιάζων τελεστής που
δεν είναι πολυωνυμικά συμπαγής.

Απόδειξη. Επιλέγουμε μία γνησίως αύξουσα ακολουθία πραγματικών αριθμών
(pn)n, με p1 > 2 και έστω p′n ο συζυγής εκθέτης του pn για κάθε n ∈ N. Από
την Πρόταση 4.6.9, για κάθε n ∈ N υπάρχει ημινορμαρισμένη block ακολουθία
(xnk)k στο Xusm , με ‖xnk‖ > 1 για κάθε k, n ∈ N και κάποια ημινορμαρισμένη
block ακολουθία στο (xn∗k )k στο X∗usm , ώστε να ικανοποιούνται τα παρακάτω.

(i) για κάθε k, n ∈ N ισχύει xn∗k (xnm) = δk,m,

(ii) η (xnk)k παράγει `pn spreading model και η (xn∗k )k παράγει `p′n spreading
model.

Αν θέσουμε Enk = ran(ranxnk ∪ ranxn∗k ), χρησιμοποιώντας ένα διαγώνιο ε-
πιχείρημα, μπορούμε να υποθέσουμε ότι τα διαστήματα (Enk )k,n είναι ανά δύο
ξένα.
Θέτουμε mk = d(4 · 2k+1)2e για κάθε k ∈ N και Sn : Xusm → Xusm με

Snx =

∞∑
k=1

xn∗mk(x)xn+1
mk

.

Η Πρόταση 4.7.7 (για q = pn+1), δίνει ότι ο Sn είναι φραγμένος και αυστηρά
ιδιάζων για κάθε n ∈ N. Επιπλέον, ισχύουν τα ακόλουθα:
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(a) για κάθε k, n ∈ N, Snxnmk = xn+1
mk
,

(b) για κάθε n 6= l ∈ N και k ∈ N, Snxlmk = 0.

Θέτουμε S =
∑∞

n=1
1

2n‖Sn‖Sn. Τότε ο S είναι αυστηρά ιδιάζων και θα
δείξουμε ότι δεν είναι πολυωνυμικά συμπαγής. Οι ιδιότητες (a) και (b) δίνουν
ότι για κάθε k, n ∈ N ισχύει ότι Sxnmk = (1/(2n‖Sn‖))xn+1

mk
. Με μία εύκολη

πεπερασμένη επαγωγή παίρνουμε το ακόλουθο:

Snx1
mk

=

 n∏
j=1

1

2j‖Sj‖

xn+1
mk

, για κάθε k, n ∈ N. (4.52)

Θέτουμε an =
∏n
j=1 1/(2j‖Sj‖) για n ∈ N και a0 = 1.

΄Εστω τώρα T =
∑d

n=0 bnS
n ένα μη μηδενικό πολυώνυμο του S. Τότε

χρησιμοποιώντας την (4.52), για κάθε k ∈ N, παίρνουμε ότι:

Tx1
mk

=
d∑

n=0

bnanx
n+1
mk

Το γεγονός ότι η βάση του Xusm είναι διμονότονη, ότι οι x1
mk
, . . . , xd+1

mk
έ-

χουν ξένα εύρη και ότι ‖xnmk‖ > 1, για κάθε k, n ∈ N, δίνει ότι ‖Tx1
mk
‖ >

max{|anbn| : n = 0, . . . , d}, για κάθε k ∈ N. Συμπεραίνουμε ότι η (Tx1
mk

)k
δεν έχει υπακολουθία που συγκλίνει, συνεπώς ο T δεν είναι συμπαγής.

Παρατήρηση 4.7.9. Μία μικρή παραλλαγή του παραπάνω δίνει ότι σε κά-
θε block υπόχωρο του Xusm υπάρχει αυστηρά ιδιάζων τελεστής που δεν είναι
πολυωνυμικά συμπαγής.

Ολοκληρώνουμε το κεφάλαιο με τα ακόλουθα δύο προβλήματα, τα οποία
είναι ανοικτά για εμάς.

Πρόβλημα 1. Υπάρχει αυτοπαθής χώρος Banach με unconditional βάση, ο
οποίος είναι κληρονομικά καθολικός για όλα τα unconditional spreading model;

Μολονότι δε φαίνεται να είναι απαραίτητη η χρήση conditional δομής για
την κατασκευή ενός κληρονομικά καθολικού χώρου για όλα τα unconditional
spreading model, στη δική μας προσέγγιση η conditional δομή των συναρτη-
σιακών τύπου ΙΙ+ δεν μπορεί να αποφευχθεί, οδηγώντας σε ΚΑ χώρο.

Πρόβλημα 2. Υπάρχει χώρος Banach κληρονομικά καθολικός για όλα τα
spreading model, δηλαδή για αμφότερες τις conditional και unconditional
spreading ακολουθίες;
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Κεφάλαιο 5

Το σταθεροποιημένο σύνολο

των p στο θεώρημα Krivine
μπορεί να είναι μη συνεκτικό

Εισαγωγή

Στο παρελθόν, πολλά από τα ερωτήματα που καθοδήγησαν τη μελέτη χώρων
Banach αφορούσαν την ύπαρξη «καλών» υποχώρων σε αυθαίρετο απειροδιάστα-
το χώρο Banach. Η εύρεση αντιπαραδειγμάτων σε αυτά τα ερωτήματα ενέπλεξε
την ανάπτυξη νέων μεθόδων για την κατασκευή χώρων Banach. Η κατασκευή
του B. Tsirelson ενός αυτοπαθούς χώρου Banach που δεν περιέχει κάποιον
`p, για 1 < p < ∞, [T] και η κατασκευή των W. T. Gowers και B. Maurey
ενός απειροδιάστατου χώρου Banach που δεν περιέχει unconditional βασική
ακολουθία [GoM] είναι δύο σημαντικά παραδείγματα. Αφετέρου, έπειτα από την
κατασκευή του Tsirelson, ο J. L. Krivine απέδειξε ότι κάθε βασική ακολουθία
περιέχει τον `p πεπερασμένα block αναπαραστάσιμο, για κάποιο 1 6 p 6 ∞
(όπου η περίπτωση p =∞ αναφέρεται στο c0) [K], και δεν είναι δύσκολο να δει
κανείς, ότι κάθε νορμαρισμένη ασθενώς μηδενική ακολουθία σε χώρο Banach
έχει υπακολουθία που παράγει 1-suppression unconditional spreading model.
Συνεπώς, παρότι δεν είναι πάντα δυνατόν να βρεθούν αυτές οι ιδιότητες σε απει-
ροδιάστατους υπόχωρους, εξακολουθούν να είναι παρούσες σε συγκεκριμένες
πεπερασμένες block ή ασυμπτωτικές δομές.
Στην εργασία του πάνω στο θεώρημα του Krivine, ο H. P. Rosenthal απέ-

δειξε ότι δοθέντος οποιουδήποτε χώρου Banach, το σύνολο των p ώστε ο `p να
είναι πεπερασμένα block αναπαραστάσιμος στο χώρο Banach σταθεροποιείται
σε κάποιο υπόχωρο [Ro] (για μία απλοποιημένη απόδειξη της σταθεροποίησης,
βλέπε επίσης [Mau, σελίδα 133]). Αυτό σημαίνει ότι δοθέντος οποιουδήποτε α-
πειροδιάστατου χώρου Banach X, υπάρχει κάποιος απειροδιάστατος υπόχωρος
Y του X με βάση και ένα μη κενό κλειστό υποσύνολο I του [1,∞] έτσι ώστε
για κάθε block υπόχωρο Z του Y , ο `p να είναι πεπερασμένα block αναπαρα-
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στάσιμος στο Z αν και μόνο αν p ∈ I. Ο Rosenthal κατέληξε την εργασία του
θέτοντας το ερώτημα κατά πόσο ένα τέτοιο σταθεροποιημένο σύνολο Krivine
I είναι κατ΄ ανάγκη μονοσύνολο. Οι E. Odell και Th. Schlumprecht απάντη-
σαν σε αυτό το ερώτημα αρνητικά κατασκευάζοντας ένα χώρο Banach X με
unconditional βάση, ο οποίος έχει την ιδιότητα ότι κάθε unconditional βασική
ακολουθία είναι πεπερασμένα block αναπαραστάσιμη σε κάθε block υπόχωρο
του X [OS1]. Συνεπώς, το σταθεροποιημένο σύνολο Krivine του χώρου είναι
το διάστημα [1,∞]. Αργότερα, οι Odell και Schlumprecht κατασκεύασαν ένα
χώρο Banach με conditional βάση, οποίος έχει την ιδιότητα ότι κάθε μονότο-
νη βασική ακολουθία είναι πεπερασμένα block αναπαραστάσιμη σε κάθε block
υπόχωρο του X [OS2]. Σε αυτό το χρονικό σημείο, τα γνωστά δυνατά στα-
θεροποιημένα σύνολα Krivine για κάποιο χώρο Banach ήταν μονοσύνολα και
ολόκληρο το διάστημα [1,∞]. Οι P. Habala και N. Tomczak-Jaegermann απέ-
δειξαν ότι αν 1 6 p < q 6∞ και X είναι απειροδιάστατος χώρος Banach ώστε
για οι `p και `q να είναι και οι δύο πεπερασμένα block αναπαραστάσιμοι σε κάθε
block υπόχωρο του X, τότε ο X έχει κάποιο πηλίκο Z ώστε κάθε r ∈ [p, q]
να είναι πεπερασμένα block αναπαραστάσιμο στο Z [HaT]. ΄Εθεσαν το ερώτη-
μα κατά πόσο το σταθεροποιημένο σύνολο Krivine ενός χώρου Banach είναι
πάντοτε συνεκτικό [HaT], το οποίο αργότερα περιλήφθηκε ως το πρόβλημα 12
στην παρουσίαση του Odell 15 ανοικτών προβλημάτων σε χώρους Banach, στο
Fields institute το 2002 [O]. Επιλύουμε το πρόβλημα του σταθεροποιημένου
συνόλου Krivine με το ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα. ΄Εστω F ⊂ [1,∞] το οποίο είναι είτε πεπερασμένο σύνολο, είτε
σύνολο που αποτελείται από τους όρους μίας αύξουσας ακολουθίας και το όριο
αυτής. Τότε υπάρχει αυτοπαθής χώρος Banach X με unconditional βάση,
ώστε για κάθε απειροδιάστατο block υπόχωρο Y του X:

(i) για κάθε 1 6 p 6 ∞, ο χώρος `p είναι πεπερασμένα block αναπαραστά-
σιμος στον Y αν και μόνο αν p ∈ F ,

(ii) αν το F είναι πεπερασμένο, τότε τα spreading model που δέχεται ο Y
είναι ακριβώς οι χώροι `p για p ∈ F ,

(iii) αν το F είναι μία αύξουσα ακολουθία με όριο pω, τότε κάθε spreading
model που δέχεται ο Y είναι ισόμορφο με τον `p για κάποιο p ∈ F και
για κάθε p ∈ F \ {pω} ο Y δέχεται τον `p ως spreading model.

Το θεώρημα αυτό είναι κάπως αναπάντεχο υπό την έννοια ότι η απάντηση
στην αντίστοιχη ερώτηση για την πεπερασμένη αναπαραστασιμότητα, αντί για
πεπερασμένη block αναπαραστασιμότητα, διαφέρει κατά πολύ. Πράγματι, αν ο
`p είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος σε κάποιο χώρο Banach X για κάποιο
1 6 p < 2 τότε ο `r είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμος στον X για κάθε
r ∈ [p, 2]. Ωστόσο, για 2 < p < ∞ ο χώρος Banach `r είναι πεπερασμένα
αναπαραστάσιμος στον `p αν και μόνο αν r = 2 ή r = p. Συνεπώς, η θέση εντός
του [1,∞], του συνόλου F των p που είναι πεπερασμένα αναπαραστάσιμα σε ένα
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χώρο X, καθορίζει το κατά πόσο το F είναι διάστημα. Τα αποτελέσματά μας
δείχνουν ότι στην περίπτωση της πεπερασμένης block αναπαραστασιμότητας, η
θέση του F στο διάστημα [1,∞] δεν έχει σημασία.
Το παραπάνω θεώρημα απαντά επίσης κάποια ανοικτά ερωτήματα που αφο-

ρούν spreading model και τέθηκαν από τους Γ. Ανδρουλάκη, E. Odell, Th.
Schlumprecht, και N. Tomczak-Jaegermann [AnOST]. Συγκεκριμένα, έθεσαν
τα παρακάτω τρία ερωτήματα: Υπάρχει χώρος Banach ώστε κάθε υπόχωρός
του να δέχεται ακριβώς n το πλήθος διαφορετικά spreading model; Υπάρχει
χώρος Banach ώστε κάθε υπόχωρός του να δέχεται ακριβώς αριθμησίμως άπει-
ρα διαφορετικά spreading model; Αν κάποιος χώρος Banach δέχεται `1 και `2
spreading model σε κάθε υπόχωρο, πρέπει να δέχεται υπεραριθμήσιμα διαφορε-
τικά spreading model; Στο προηγούμενο κεφάλαιο παρουσιάστηκε ένας χώρος
του οποίου κάθε υπόχωρος δέχεται κάθε unconditional και spreading βάση ως
spreading model. Στο πρώτο κεφάλαιο παρουσιάστηκαν χώροι Banach των ο-
ποίων κάθε απειροδιάστατος υπόχωρος δέχεται ακριβώς δύο spreading model,
δηλαδή τους `1 και c0. Το παραπάνω θεώρημα εμπεριέχει την περίπτωση στην
οποία το F είναι αύξουσα ακολουθία και το όριό της, συνεπώς είναι φυσιολογι-
κό το ερώτημα το κατά πόσο η περίπτωση φθίνουσας ακολουθίας είναι επίσης
εφικτή. Ωστόσο, ο B. Sari απέδειξε ότι αν ένας χώρος Banach δέχεται μία
αριθμήσιμη συλλογή από spreading model, τα οποία σχηματίζουν μία γνησίως
αύξουσα ακολουθία ως προς την μεταξύ τους κυριαρχία, τότε ο χώρος Bana-
ch δέχεται υπεραριθμήσιμα spreading model [Sa]. Συνεπώς, το (iii) από το
παραπάνω θεώρημα είναι αδύνατον σε περίπτωση που το F είναι μία φθίνουσα
ακολουθία και το όριό της, καθώς οι χώροι {`p : p ∈ F} θα περιείχαν μία
αύξουσα ακολουθία ως προς την κυριαρχία.
Δοθέντος ενός χώρου Banach X με βάση, κανείς μπορεί να θεωρήσει το

σύνολο όλων εκείνων των p, ώστε ο X να δέχεται τον `p ως spreading model.
Μολονότι το σύνολο αυτό είναι δυνατόν να μην ταυτίζεται με το σύνολο Kri-
vine του χώρου, ή μπορεί να είναι ακόμη και κενό [OS1], περιέχεται πάντοτε
στο σύνολο Krivine. Συνεπώς, για ένα δοθέν υποσύνολο F του [1,∞], όταν
κατασκευάζει κανείς ένα χώρο X, ένας τρόπος να εξασφαλιστεί ότι το F πε-
ριέχεται στο τυχόν σταθεροποιημένο σύνολο Krivine του X, είναι να δέχεται
κάθε υπόχωρος του χώρου τον `p ως spreading model για κάθε p ∈ F . Για
κάποιο 1 6 p < ∞, η μέθοδος του Tsirelson επιτρέπει να φτιάξει κανείς ένα
αυτοπαθή χώρο, που δεν περιέχει τον `p, και είναι ασυμπτωτικά `p. Κάθε spre-
ading model που δέχεται αυτός ο χώρος είναι ισόμορφο με τον `p και το σύνολο
Krivine κάθε απειροδιάστατου υποχώρου είναι το μονοσύνολο {p}. Σε αυτό
το κεφάλαιο, για κάθε πεπερασμένο σύνολο από p, κατασκευάζεται ένας χώρος
που δέχεται κληρονομικά ακριβώς εκείνους τους `p ως spreading model και
ακριβώς εκείνα τα p κληρονομικά ως Krivine p. Επιπλέον, για κάθε αύξουσα
ακολουθία από p επιτυγχάνουμε σχεδόν το ίδιο αποτέλεσμα. Στην περίπτωση
αυτή, παρότι η βάση του X δέχεται μόνο το οριακό p ως spreading model, δεν
είμαστε σε θέση να αποδείξουμε ότι κάθε υπόχωρος δέχεται επίσης το οριακό
p ως spreading model.
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Στην περίπτωση δύο διακριτών p, η κατασκευή μας βασίζεται στους conve-
xified χώρους Tsirelson, όπως τους όρισαν οι T. Figiel και W. B. Johnson
[FiJ], και στις εργασίες των Odell και Schlumprecht [OS1], [OS2]. Οι μέθοδοι
που ακολουθούμε κινούνται στα πλαίσια εκείνων των προηγούμενων κεφαλαί-
ων, ιδιαιτέρως του πρώτου (βλέπε επίσης [ArBM]). Συγκεκριμένα, για την
απλούστερη περίπτωση F = {1,∞}, η κατασκευή μας ανάγεται σε μία μικρή
παραλλαγή του χώρου X1

0,1
, που είναι η απλούστερη περίπτωση της κατασκευ-

ής που παρουσιάζεται στο πρώτο κεφάλαιο, και όπου αποδεικνύεται ότι ο X1
0,1

δέχεται μόνο c0 και `1 spreading model σε κάθε υπόχωρο. Στην πρόσφατη
βιβλιογραφία, οι χώροι στα [OS1], [OS2], [ArBM], [ArM1] και [ArM2] ανα-
φέρονται ως χώροι Tsirelson με περιορισμούς ή χώροι Tsirelson πολλαπλών
επιπέδων. Χάριν κατανόησης της κατασκευής μας στην απλούστερη περίπτωση
F = {1,∞}, αναφέρουμε ότι η νόρμα ικανοποιεί τον ακόλουθο κλειστό τύπο
για x ∈ c00(N):

‖x‖ = ‖x‖0 ∨ sup
1

4

n∑
i=1

‖Eix‖mi ,

όπου το supremum λαμβάνεται σε όλα τα διαδοχικά διαστήματα (Ei)
n
i=1 και

(mi)
n
i=1 με

(minEi)
n
i=1 ∈ S1,minEi > (maxEi−1)2 και mi > maxEi−1,

για κάθε m ∈ N,

‖x‖m =
1

4m
sup

m∑
i=1

‖Fix‖ ,

όπου το supremum λαμβάνεται σε όλα τα διαδοχικά διαστήματα (Fi)
m
i=1. Αυτές

οι m-νόρμες, και ο τρόπος με τον οποίο συνδυάζονται παραπάνω, αποτελούν
τους προαναφερθέντες περιορισμούς. Καθώς οι περιορισμοί βασίζονται σε μέ-
σους όρους, τοπική και ασυμπτωτική c0 δομή εμφανίζεται σε κάθε υπόχωρο.
Επιπλέον, σε αντίθεση με το χώρο Tsirelson, ο οποίος έχει ομογενή ασυμπτω-
τικά `1 δομή, η παραπάνω κατασκευή παρέχει κληρονομικά αμφότερες `1 και c0

τοπικές και ασυμπτωτικές δομές.
Στην περίπτωση F = {p1 < · · · < pn} ⊂ [1,∞] παρουσιάζουμε ένα χώ-

ρο X, ο οποίος δέχεται κληρονομικά `p1 , . . . , `pn ασυμπτωτική δομή και καμία
άλλη. Για το σκοπό αυτό ορίζουμε μία νέα νόρμα, η οποία έχει n το πλήθος επί-
πεδα, καθένα εκ των οποίων αντιστοιχεί σε κάποια `pk δομή, για k = 1, . . . , n.
Το βασικό επίπεδο αντιστοιχεί στην `pn νόρμα, ενώ για k = 1, . . . , n− 1 το k
επίπεδο αντιστοιχεί στη νόρμα `pk και ορίζεται πάνω στα προηγούμενα επίπεδα.
Για να αποφευχθεί η κυριαρχία κάποιου από τα επίπεδα επί των υπολοίπων, σε
κάθε ένα από αυτά τα επίπεδα, πλην του βασικού, εφαρμόζονται κάποιοι περιο-
ρισμοί. Οι περιορισμοί βασίζονται σε p′n-μέσους όρους, όπου p

′
n είναι ο συζυγής

εκθέτης του pn.
΄Οταν το F αποτελείται από μία αύξουσα ακολουθία (pk)k και το όριό της

pω, χρησιμοποιούνται αριθμήσιμα το πλήθος επίπεδα της νόρμας. Σε αυτήν
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5.1. Ο ΟΡΙΣΜ�ΟΣ ΤΟΥ Χ�ΩΡΟΥ X.

την περίπτωση, η νόρμα ‖ · ‖∗ του χώρου ορίζεται μέσω κάποιων τύπων τους
οποίους αναφέρουμε εδώ για να δώσουμε καλύτερη εικόνα της κατασκευής μας,
ωστόσο θα χρησιμοποιήσουμε διαφορετικό ορισμό στην Ενότητα 5.1, σε όρους
norming συναρτησιακών. Για 0 < θ 6 1/4 και x ∈ c00(N) ορίζουμε:

‖x‖ω = θ sup

 d∑
q=1

‖Eqx‖pω∗

1/pω

και ‖x‖0,m = θ sup
1

m1/p′ω

m∑
q=1

‖Eqx‖∗

όπου και τα δύο supremum λαμβάνονται σε όλα τα d ∈ N και διαδοχικά δια-
στήματα (Eq)

d
q=1 των φυσικών αριθμών. Αυτές οι ‖ · ‖0,m νόρμες είναι οι

περιορισμοί που εφαρμόζονται στη νόρμα του χώρου. Αν για κάποιο k > 0 οι
νόρμες ‖ · ‖i,m έχουν οριστεί για κάθε 0 6 i < k και m ∈ N, για x ∈ c00(N)
και m ∈ N ορίζουμε:

‖x‖k,m = θ sup

 d∑
q=1

‖Eqx‖pkiq ,mq

1/pk

όπου το supremum λαμβάνεται σε όλα τα d ∈ N, 0 6 iq < k για q = 1, . . . , d
και (Eq)dq=1, (mq)

d
q=1 που ικανοποιούν συγκεκριμένες συνθήκες ανάπτυξης που

εξαρτώνται από το m. Η νόρμα του χώρου ικανοποιεί τον ακόλουθο κλειστό
τύπο:

‖x‖∗ = max {‖x‖∞, ‖x‖ω, sup{‖x‖k,m : k,m ∈ N}} .

Χρησιμοποιώντας την παραπάνω περιγραφή της νόρμας, είναι εύκολο να δει
κανείς ότι κάθε block ακολουθία στο χώρο ικανοποιεί κάτω `pω εκτίμηση με
σταθερά θ. Παρομοίως, στην Ενότητα 5.2 αποδεικνύουμε ότι κάθε block ακο-
λουθία ικανοποιεί άνω `p1 εκτίμηση με σταθερά 2. Στην περίπτωση που το F
είναι πεπερασμένο με F = {p1 < · · · < pn}, τότε η νόρμα ικανοποιεί τον ίδιο
τύπο, όπου το pω αντικαθίσταται από το pn.
Το κεφάλαιο είναι οργανωμένο ως εξής. Η ενότητα 1 περιέχει τον ορισμό

των χώρων. Στην ενότητα 2 εισάγουμε το συμβολισμό που θα χρησιμοποιηθεί
στις ακολουθούμενες εκτιμήσεις και αποδεικνύουμε άνω και κάτω εκτιμήσεις
για νορμαρισμένες block ακολουθίες. Στις ενότητες 3 και 4 αποδεικνύουμε ότι
ο χώρος έχει την επιθυμητή δομή spreading model. Τελικά, στην ενότητα 5
δείχνουμε ότι τα μόνα Krivine p που δέχεται κάθε block υπόχωρος, είναι εκείνα
που δέχεται ως spreading model.

5.1 Ο ορισμός του χώρου X.

Σε αυτήν την ενότητα δίνουμε τον ορισμό του συνόλου norming του χώρου
X. Εφαρμόζουμε μία παραλλαγή της μεθόδου κορεσμού υπό συνθήκες, που
εισήγαγαν οι Odell και Schlumprecht στα [OS1], [OS2]. Ο τρόπος με τον οποίο
εφαρμόζεται η μέθοδος είναι παρόμοια με αυτήν στα προηγούμενα κεφάλαια
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(βλέπε επίσης [ArBM]) και επιτρέπει `p δομή να εμφανίζεται κληρονομικά στο
χώρο, για ένα προκαθορισμένο σύνολο από p, το οποίο είναι είτε πεπερασμένο,
είτε αποτελείται από μία αύξουσα ακολουθία και το όριό της.

Συμβολισμός. ΄Εστω G υποσύνολο του c00(N).

(i) Μία πεπερασμένη ακολουθία (fq)
d
q=1 από στοιχεία του G θα καλείται

αποδεκτή αν f1 < · · · < fd και d 6 min supp f1.

(ii) Υποθέτουμε ότι (fq)q είναι ακολουθία στοιχείων του G και σε κάθε
στοιχείο fq έχουμε αναθέσει ένα φυσικό αριθμό s(fq), αποκαλούμενο
το μέγεθος του fq. Τότε, η (fq)q θα καλείται very fast growing αν
(max supp fq−1)2 < min supp fq και s(fq) > max supp fq−1 για κάθε
q > 1.

΄Εστω ξ0 ∈ [2, ω] και έστω F = {pk : 1 6 k < ξ0} ∪ {pξ0} ⊂ [1,∞] όπου
η (pk)k αυξάνει γνησίως στο pξ0 , στην περίπτωση που ξ0 = ω, και p1 < p2 <
· · · < pξ0−1 < pξ0 σε διαφορετική περίπτωση.
Ορίζουμε τώρα το σύνολο norming του χώρουX. Αυτό γίνεται επαγωγικά,

ορίζοντας μία αύξουσα ακολουθία από υποσύνολα του c00(N). Σε κάποια από
τα συναρτησιακά που θα κατασκευάσουμε θα αναθέσουμε κάποια τάξη, κάποιο
μέγεθος ή και τα δύο. Σταθεροποιούμε ένα θετικό πραγματικό αριθμό 0 < θ 6
1/4. ΄Εστω W0 = {±e∗j : j ∈ N}. Στα συναρτησιακά στο W0 δεν αναθέτουμε
κάποια τάξη ή μέγεθος. Υποθέτουμε ότι για κάποιο m ∈ N ∪ {0} το σύνολο
Wm έχει οριστεί, παρακάτω περιγράφουμε πως ορίζεται το σύνολο Wm+1.

Συναρτησιακά τάξης-0 ή τάξης-ξ0.

Ορίζουμε

W 0
m+1 =

θ
d∑
q=1

cqfq : f1 < · · · < fd ∈Wm,
d∑
q=1

|cq|p
′
ξ0 6 1

 .

΄Ενα συναρτησιακό f = θ
∑d

q=1 cqfq όπως παραπάνω θα καλείται τάξης-0. Σε
ορισμένες περιπτώσεις, χάριν ευκολίας, θα αναφερόμαστε επίσης στα συναρτη-
σιακά αυτά και ως τάξης-ξ0.
Στην περίπτωση που κάποιο συναρτησιακό f τάξης-0 γράφεται στη μορφή

f = θ
∑d

q=1(1/n)
1/p′ξ0fq με d 6 n, τότε θα ορίζουμε το μέγεθος του f να είναι

s(f) = n. Αν κάποιο συναρτησιακό f τάξης-0 δεν είναι αυτής της μορφής, τότε
δεν του αναθέτουμε κανένα μέγεθος.
Αν m + 1 = 1, τότε ορίζουμε W1 = W0 ∪W 0

1 , σε διαφορετική περίπτωση
θα είναι m+ 1 > 2 και θα συμπεριλάβουμε επιπλέον συναρτησιακά στο Wm+1,
όπως αυτά περιγράφονται παρακάτω.
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5.1. Ο ΟΡΙΣΜ�ΟΣ ΤΟΥ Χ�ΩΡΟΥ X.

Συναρτησιακά τάξης-k, με 1 6 k < ξ0.

Ορίζουμε

W k
m+1 =

θ
d∑
q=1

cqfq :

d∑
q=1

|cq|p
′
k 6 1, (fq)

d
q=1 είναι αποδεκτή και very

fast growing ακολουθία από συναρτησιακά στο Wm, κάθε ένα

εκ των οποίων έχει τάξη γνήσια μικρότερη του k

 .

΄Ενα συναρτησιακό f = θ
∑d

q=1 cqfq όπως παραπάνω θα καλείται τάξης-k με
μέγεθος s(f) = min{s(fq) : q = 1, . . . , d}.
Αν k = 1 και p1 = 1, αντικαθιστούμε τη συνθήκη

∑d
q=1 |cq|p

′
1 6 1 με τη

συνθήκη max{|cq| : q = 1, . . . , d} 6 1. Σημειώνουμε ότι αν ο ξ0 είναι πεπε-
ρασμένος και ξ0 = k0 + 1, τότε very fast growing ακολουθίες συναρτησιακών
τάξης-k0 δε χρησιμοποιούνται. Παρατηρούμε επίσης ότι κάποια συναρτησια-
κά μπορεί να είναι περισσοτέρων από μίας τάξεων ή να έχουν πολλαπλά βάρη,
ωστόσο αυτό δεν προκαλεί προβλήματα.
Αν m + 1 > 2, θέτουμε Wm+1 =

(
∪06k<ξ0W

k
m+1

)
∪ Wm και W =

∪∞m=0Wm. Ο χώρος X είναι η πλήρωση του c00(N) με τη νόρμα που επάγει
το W , δηλαδή για x ∈ c00(N) η νόρμα του x ισούται με sup{|f(x)| : f ∈W}.

Παρατήρηση 5.1.1. Τα παρακάτω είναι σαφή από τον ορισμό του συνόλου
norming.

(i) Για κάθε f1 < · · · < fd στο W και πραγματικούς αριθμούς (cq)
d
q=1 με∑d

q=1 |cq0 |
p′ξ0 6 1, το συναρτησιακό f = θ

∑d
q=1 cqfq είναι επίσης στο

W .

(ii) Για κάθε 1 6 k < ξ0, κάθε αποδεκτή και very fast growing ακολουθία
f1 < · · · < fd στο W , κάθε ένα εκ των οποίων έχει τάξη γνήσια μικρό-
τερη του k και πραγματικούς αριθμούς (cq)

d
q=1 με

∑d
q=1 |cq0 |p

′
k 6 1, το

συναρτησιακό f = θ
∑d

q=1 cqfq είναι επίσης στο W .

Παρατήρηση 5.1.2. Για κάθε f ∈ W και υποσύνολο των φυσικών αριθ-
μών E, ισχύει ότι το f |E , ο περιορισμός του f οντο E, είναι επίσης στο W .
Συγκεκριμένα, αν το f είναι τάξης-k, τότε το f |E είναι επίσης τάξης-k και
s(f |E) > s(f), όποτε το s(f) έχει οριστεί. Επιπλέον, μπορεί να πιστοποιη-
θεί ότι το σύνολο norming W είναι κλειστό στην αλλαγή προσήμων, δηλαδή
αν f ∈ W και g είναι τέτοιο ώστε |f | = |g|, τότε το g είναι επίσης στο W .
Συνεπώς, η συνήθης βάση του c00(N) αποτελεί 1-unconditional βάση για το
X.

Θυμίζουμε ότι τα συναρτησιακά τάξης-0 αποκαλούνται επίσης τάξης-ξ0.

155



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΤΟ ΣΤΑΘΕΡΟΠΟΙΗΜ�ΕΝΟ Σ�ΥΝΟΛΟ ΤΩΝ p ΣΤΟ
ΘΕ�ΩΡΗΜΑ KRIVINE ΜΠΟΡΕ�Ι ΝΑ Ε�ΙΝΑΙ ΜΗ ΣΥΝΕΚΤΙΚ�Ο

Παρατήρηση 5.1.3. Για κάθε m > 0, 1 6 ζ 6 ξ0 και f ∈ Wm, το οποίο
είναι τάξης-ζ, υπάρχουν f1 < · · · < fd στο Wm−1 και πραγματικοί αριθμοί
c1, . . . , cd με

∑d
q=1 |cq|

p′ζ 6 1 έτσι ώστε f = θ
∑d

q=1 cqfq. Αν επιπλέον ζ =

k < ξ0, τότε η (fq)
d
q=1 είναι αποδεκτή και very fast growing ακολουθία από

συναρτησιακά, κάθε ένα εκ των οποίων έχει τάξη γνήσια μικρότερη του k.

Προτού προβούμε στη μελέτη των ιδιοτήτων του χώρου X, ας περιγράψου-
με εν συντομία τα συστατικά του συνόλου norming W , δίχως να μπούμε σε
υπερβολικές λεπτομέρειες. Αν 1 < ξ0 6 ω και έχουμε καθορίζει ένα σύνολο
F = {p1 < · · · < pξ0} ⊂ [1,∞], τότε κάθε στοιχείο f του συνόλου norming
υποπίπτει σε κάποια από τις παρακάτω τρεις κατηγορίες.

(i) Το συναρτησιακό f είναι στοιχείο της βάσης, δηλαδή f ∈ {±ei}i.

(ii) Το συναρτησιακό f είναι τάξης-0, δηλαδή f = θ
∑d

q=1 cqfq όπου τα
f1 < · · · < fd μπορούν να είναι οποιαδήποτε διαδοχικά συναρτησιακά
του συνόλου norming, συνδυασμένα με συντελεστές (cq)q στη μοναδιαία
μπάλα του `p′ξ0

.

(iii) Το συναρτησιακό f είναι τάξης-k με 1 6 k < ξ0, δηλαδή f = θ
∑d

q=1 cqfq
όπου η ακολουθία f1 < · · · < fd αποτελείται από διαδοχικά στοιχεία του
συνόλου norming τα οποία ικανοποιούν κάποιους περιορισμούς, ενώ οι
συντελεστές (cq)q είναι στη μοναδιαία μπάλα του `p′k .

Τα συναρτησιακά τάξης-0 παρέχουν `pξ0 δομή στο χώρο και, καθώς η `pξ0
είναι η μικρότερη από τις `p νόρμες για p ∈ F , η κατασκευή τους δεν υπόκειται
σε περιορισμούς. Αφετέρου, για 1 6 k < ξ0, τα συναρτησιακά τάξης-k παρέ-
χουν `pk δομή. Αυτά τα συναρτησιακά πρέπει να οριστούν προσεκτικά, ώστε να
μην κατεδαφιστεί η επιθυμητή `pζ δομή, για k < ζ 6 ξ0. Αυτός είναι ο ρόλος
των περιορισμών, οι οποίοι ισχυροποιούνται καθώς το k γίνεται μικρότερο.
Μπορεί να πιστοποιηθεί ότι το σύνολο norming W περιγράφεται εναλλα-

κτικά από τον κλειστό τύπο που δίνεται στην εισαγωγή του κεφαλαίου.

5.2 Βασικές εκτιμήσεις της νόρμας σε block α-
κολουθίες του X.

Σε αυτήν την ενότητα αποδεικνύουμε ένα απλό, αλλά χρήσιμο, λήμμα και επίσης
αποδεικνύουμε ότι block ακολουθίες στο X έχουν άνω `p1 εκτίμηση και κάτω
`pξ0 εκτίμηση. Ξεκινάμε με κάποιο συμβολισμό, ο οποίος σε συνδυασμό με το
ακολουθούμενο λήμμα, θα χρησιμοποιείται συχνά κατά καθ΄ όλη τη διάρκεια
του κεφαλαίου.

Συμβολισμός. ΄Εστω x1 < · · · < xm πεπερασμένη block ακολουθία στο
X και f = θ

∑d
q=1 cqfq συναρτησιακό τάξης-ζ, 1 6 ζ 6 ξ0. Ορίζουμε τα
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5.2. ΒΑΣΙΚ�ΕΣ ΕΚΤΙΜ�ΗΣΕΙΣ ΤΗΣ Ν�ΟΡΜΑΣ ΣΕ BLOCK
ΑΚΟΛΟΥΘ�ΙΕΣ ΤΟΥ X.

ακόλουθα σύνολα:

A1 = {q ∈ {1, . . . , d} : ran fq ∩ ranxj 6= ∅ για το πολύ ένα 1 6 j 6 m} ,
A2 = {1, . . . , d} \A1,

B = {j ∈ {1, . . . ,m} : υπάρχει q ∈ A1 με ran fq ∩ ranxj 6= ∅},
Aj1 = {q ∈ A1 : ran fq ∩ ranxj 6= ∅} για j ∈ B,

Cj =
∥∥∥(cq)q∈Aj1

∥∥∥
`p′
ζ

για j ∈ B,

gj = θ
∑
q∈Aj1

(cq/Cj)fq για j ∈ B και

Eq = {j ∈ {1, . . . ,m} : ran fq ∩ ranxj 6= ∅}, για q ∈ A2.

Το παρακάτω λήμμα προκύπτει άμεσα με εφαρμογή του συμβολισμού. ΄Οπως
και στην Παρατήρηση 5.1.3, εδώ χρησιμοποιούμε επίσης το γεγονός ότι τα
συναρτησιακά τάξης-0 αποκαλούνται επίσης συναρτησιακά τάξης-ξ0.

Λήμμα 5.2.1. ΄Εστω x1 < · · · < xm πεπερασμένη block ακολουθία στο
X και f = θ

∑d
q=1 cqfq συναρτησιακό τάξης-ζ για κάποιο 1 6 ζ 6 ξ0.

Τα συναρτησιακά (gj)j∈B είναι συναρτησιακά τάξης-ζ στο W , έχουμε ότι

(
∑

j∈B C
p′ζ
j )1/p′ζ 6 1, και ισχύει το παρακάτω:∣∣∣∣∣∣f

 m∑
j=1

xj

∣∣∣∣∣∣ 6
∑
j∈B

Cj |gj(xj)|

+ θ

∑
q∈A2

|cq| ·

∣∣∣∣∣∣fq
∑
j∈Eq

xj

∣∣∣∣∣∣
 . (5.1)

Επιπλέον, αν A2 = {q1 < · · · < qr} τότε maxEqi 6 minEqi+1 για i =
1, . . . , r − 1 και maxEqi < minEqi+2 για i = 1, . . . , r − 2. Συνεπώς, για κάθε
1 6 j 6 m υπάρχουν το πολύ δύο σύνολα Eq ώστε xj ∈ Eq.

Σημειώνουμε ότι εφαρμόζοντας την ανισότητα Hölder στην (5.1), λαμβά-
νουμε την ακόλουθη ανισότητα, η οποία στις περισσότερες περιπτώσεις είναι
πιο βολική από την (5.1).∣∣∣∣∣∣f

 m∑
j=1

xj

∣∣∣∣∣∣ 6
∥∥∥(gj(xj))j∈B

∥∥∥
`pζ

+ θ
∥∥∥(fq(∑

j∈Eq

xj)
)
q∈A2

∥∥∥
`pζ

. (5.2)

Πρόταση 5.2.2. ΄Εστω x1 < · · · < xm νορμαρισμένη πεπερασμένη block
ακολουθία στο X και έστω (λj)

m
j=1 βαθμωτά. Ισχύει το ακόλουθο:

θ‖(λj)j‖`pξ0 6

∥∥∥∥ m∑
j=1

λjxj

∥∥∥∥ 6 2‖(λj)j‖`p1 .
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Απόδειξη. Αποδεικνύουμε πρώτα την κάτω ανισότητα. Παρατηρούμε ότι αυ-
τή είναι προφανής στην περίπτωση που pξ0 = ∞, συνεπώς υποθέτουμε ότι
pξ0 < ∞. Για κάθε j ∈ {1, . . . ,m} επιλέγουμε fj ώστε fj(xj) = 1 και
supp fj = suppxj . Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσου-
με ότι (

∑m
i=1 |λi|

pξ0 )1/pξ0 = 1 και λi ≥ 0 για κάθε 1 6 i 6 m. Συνεπώς,

θ
∑m

j=1 |λj |
pξ0/p

′
ξ0fj ∈W . ΄Αρα:∥∥∥∥ m∑

j=1

λjxj

∥∥∥∥ > θ
m∑
j=1

|λj |pξ0/p
′
ξ0fj

( m∑
i=1

λixi

)
= θ

( m∑
i=1

|λi|p
′
ξ0

)
= θ.

Η πάνω ανισότητα σαφώς προκύπτει από τον ακόλουθο ισχυρισμό, τον οποίο
θα αποδείξουμε με επαγωγή στο n ∈ N. Για κάθε n ∈ N ∪ {0} και f ∈ Wn

(βλέπε Παρατήρηση 5.1.3) ισχύει:

f

( m∑
j=1

λjxj

)
6 2

 m∑
j=1

|λj |p1
1/p1

. (5.3)

Η περίπτωση f ∈W0 = {±e∗j} είναι τετριμμένη. Υποθέτουμε ότι το παραπάνω
ισχύει για κάποιο n > 0. ΄Εστω f ∈Wn+1. Το f = θ

∑d
q=1 cqfq είναι κάποιας

τάξης-ζ και τα f1 < · · · < fd είναι στο Wn με
∑d

q=1 |cq|
p′ζ 6 1.

Από την (5.2) μετά το Λήμμα 5.2.1 και έπειτα εφαρμόζοντας την επαγωγική
υπόθεση, παίρνουμε το ακόλουθο:∣∣∣∣∣∣f(

m∑
j=1

λjxj)

∣∣∣∣∣∣ 6

∑
j∈B
|λj |pζ

1/pζ

+ θ

∑
q∈A2

∣∣∣∣∣∣fq
∑
j∈Eq

λjxj

∣∣∣∣∣∣
pζ
1/pζ

6

∑
j∈B
|λj |pζ

1/pζ

+ 2θ

∑
q∈A2

∑
j∈Eq

|λj |p1
pζ/p1


1/pζ

.(5.4)

Από το τελευταίο μέρος του Λήμματος 5.2.1, για κάθε j υπάρχουν το πολύ δύο
διακριτά q ∈ A2 ώστε j ∈ Eq. Το γεγονός αυτό δε συνδυασμό με ότι p1 6 pζ
δίνει: ∑

q∈A2

∑
j∈Eq

|λj |p1
pζ/p1


1/pζ

< 21/p1

 m∑
j=1

|λj |p1
1/p1

. (5.5)

Συνδυάζοντας τις (5.4) και (5.5) με ότι 0 < θ 6 1/4, παίρνουμε το επιθυμητό
φράγμα στη (5.3).
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5.3. ΤΑ SPREADING MODEL ΤΟΥ X.

5.3 Τα spreading model του X.

Σε αυτήν την ενότητα ορίζουμε τους α-δείκτες με παρόμοιο τρόπο όπως αυτοί
έχουν οριστεί στα προηγούμενα κεφάλαια (βλέπε επίσης [ArBM], [ArM1] και
[ArM2]). Παρότι στο παρελθόν οι α-μέσοι όροι χρησιμοποιήθηκαν για να περι-
γράψουν τη δράση συγκεκριμένων μέσων όρων συναρτησιακών σε κάποια block
ακολουθία, στην παρούσα περίπτωση δεν είναι ακριβώς έτσι. Εδώ οι δείκτες
χρησιμοποιούνται για τη μελέτη της δράσης συναρτησιακών συγκεκριμένης τά-
ξης σε κάποια block ακολουθία. Ωστόσο, η αρχή είναι κοινή και διατηρούμε
αυτό το συμβολισμό. ΄Οπως συμβαίνει στα προηγούμενα κεφάλαια, οι δείκτες
προσδιορίζουν τα spreading model που δέχεται κάποια block ακολουθία στο
χώρο X. Ως συνέπεια, αποδεικνύουμε ότι κάθε spreading model, το οποίο
δέχεται κάποια ασθενώς μηδενική ακολουθία στο X, πρέπει να είναι ισοδύναμη
με τη συνήθη βάση του `pζ , για κάποιο ζ ∈ [1, ξ0].

Ορισμός 5.3.1. ΄Εστω (xj)j block ακολουθία στο X και έστω 1 6 k < ξ0.
Υποθέτουμε ότι για κάθε very fast growing ακολουθία συναρτησιακών (fq)q
στο W , κάθε ένα εκ των οποίων έχει τάξη γνήσια μικρότερη από k, και κάθε
υπακολουθία (xji)i της (xj)j ισχύει ότι limi |fi(xji)| = 0. Τότε λέμε ότι ο
α<k-δείκτης της (xj)j είναι μηδέν και γράφουμε α<k(xj)j = 0. Σε διαφορετική
περίπτωση γράφουμε α<k(xj)j > 0.

Παρατήρηση 5.3.2. ΄Εστω (xj)j block ακολουθία στο X και 1 6 m < k <
ξ0. Αν α<k(xj)j = 0 τότε επίσης α<m(xj)j = 0.

Ο παρακάτω χαρακτηρισμός είναι παρόμοιος με εκείνον που έχει εμφανι-
στεί στα προηγούμενα κεφάλαια (βλέπε επίσης [ArBM], [ArM1] και [ArM2]).
Παραλείπουμε την απόδειξη καθώς είναι άμεση.

Πρόταση 5.3.3. ΄Εστω 1 6 k < ξ0 και (xj)j block ακολουθία στο X. Οι
παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναμες:

(i) α<k(xj)j = 0.

(ii) Για κάθε ε > 0 υπάρχουν j0, i0 ∈ N έτσι ώστε για κάθε f ∈ W τάξης
γνησίως μικρότερης του k με s(f) > i0 και κάθε j > j0 να ισχύει ότι
|f(xj)| < ε.

Λήμμα 5.3.4. ΄Εστω 1 6 k < ξ0 και (xj)j φραγμένη block ακολουθία στο X
έτσι ώστε α<k(xj)j > 0. Τότε η (xj)j έχει κάποια υπακολουθία που παράγει
κάποιο spreading model το οποίο κυριαρχεί τη συνήθη βάση του `pk . Δηλα-
δή, υπάρχει ε > 0 και υπακολουθία (xji)i της (xj)j ώστε για κάθε φυσικούς
αριθμούς m 6 i1 < · · · < im και κάθε πραγματικούς αριθμούς λ1, . . . , λm να
ισχύει το ακόλουθο: ∥∥∥∥∥

m∑
t=1

λtxjit

∥∥∥∥∥ > ε ‖(λt)t‖`pk .
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Απόδειξη. Από τον ορισμό του α<k δείκτη, υπάρχει ε′ > 0, κάποια υπακο-
λουθία της (xj)j , την οποί επίσης συμβολίζουμε με (xj)j και κάποια very fast
growing ακολουθία (fj)j συναρτησιακών τάξης γνήσια μικρότερης του k, ώ-
στε |fj(xj)| > ε′ για κάθε j ∈ N. Μπορούμε επίσης να υποθέσουμε ότι
ran fj ⊂ ranxj για κάθε j ∈ N. Θέτουμε ε = θε′ και σημειώνουμε ότι για κά-
θε φυσικούς αριθμούς m 6 j1 < · · · < jm και πραγματικούς αριθμούς (ct)

m
t=1

με
∑m

t=1 |ct|p
′
k 6 1, το συναρτησιακό f = θ

∑m
t=1 ctfjt είναι τάξης-k. ΄Εστω

m 6 j1 < · · · < jm φυσικοί αριθμοί και λ1, . . . , λm πραγματικοί αριθμοί. Παίρ-
νουμε την ακόλουθη εκτίμηση:∥∥∥∥∥

m∑
t=1

λtxjt

∥∥∥∥∥ > sup

{
θ

m∑
t=1

ctfjt

(
m∑
t=1

λtxjt

)
:

m∑
t=1

|ct|p
′
k 6 1

}

= sup

{
θ

m∑
t=1

|ctλt| · |fjt(xjt)| :
m∑
t=1

|ct|p
′
k 6 1

}

> θε′ sup

{
m∑
t=1

|ctλt| :
m∑
t=1

|ct|p
′
k 6 1

}

= ε

(
m∑
t=1

|λt|pk
)1/pk

.

Λήμμα 5.3.5. ΄Εστω (xj)j νορμαρισμένη block ακολουθία και 2 6 ζ 6 ξ0

ώστε α<k(xj)j = 0 για κάθε 1 6 k < ζ. Τότε η (xj)j έχει υπακολουθία που
παράγει spreading model το οποίο 2-κυριαρχείται από τη συνήθη βάση του `pζ .
Συγκεκριμένα, υπάρχει υπακολουθία (xji)i της (xj)j ώστε για κάθε φυσικούς
αριθμούς m 6 i1 < · · · < im και κάθε πραγματικούς αριθμούς λ1, . . . , λm
ισχύει το ακόλουθο: ∥∥∥∥∥

m∑
t=1

λtxjit

∥∥∥∥∥ 6 3 ‖(λt)t‖`pζ .

Απόδειξη. Θεωρούμε πρώτα την περίπτωση στην οποία το ζ είναι πεπερασμένο,
δηλαδή ζ = k′ + 1 με 1 6 k′ < ξ0. Χρησιμοποιώντας την Πρόταση 5.3.3,
περνάμε σε υπακολουθία, την οποία επίσης συμβολίζουμε με (xj)j , ώστε για
κάθε j > j0 > 2 και κάθε f ∈ W τάξης γνήσια μικρότερης του k′ με s(f) >
min suppxj0 να ισχύει:

|f(xj)| < (j0 max suppxj0−1)−1 . (5.6)

Θα δείξουμε με επαγωγή στο n, όπου W = ∪nWn (βλέπε Παρατήρηση 5.1.3)
ότι για κάθε φυσικούς αριθμούς m 6 j1 < · · · < jm, κάθε πραγματικούς
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αριθμούς λ1, . . . , λm και κάθε f ∈Wn ισχύει το ακόλουθο:∣∣∣∣∣f
( m∑
t=1

λtxjt

)∣∣∣∣∣ 6 2 ‖(λt)mt=1‖`pζ . (5.7)

Για f ∈ W0 το συμπέρασμα ισχύει. ΄Εστω f = θ
∑d

q=1 cqfq ένα συναρτησιακό
στο Wn. Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις, που αφορούν την τάξη του f .
Περίπτωση 1: το συναρτησιακό f είναι τάξης-η με ζ 6 η 6 ξ0. Από την

ανισότητα (5.2) μετά το Λήμμα 5.2.1, παίρνουμε ότι

∣∣∣∣∣f
(

m∑
t=1

λtxjt

)∣∣∣∣∣ 6
(∑
t∈B
|λt|pη

)1/pη

+ θ

∑
q∈A2

∣∣∣∣∣∣fq
∑
t∈Eq

λtxjt

∣∣∣∣∣∣
pη1/pη

6

(∑
t∈B
|λt|pη

)1/pη

+ θ2

∑
q∈A2

∑
t∈Eq

|λt|pk

pη/pk


1/pη

από την (5.7).

(5.8)

Το γεγονός ότι pζ 6 pη και ότι για κάθε 1 6 t 6 m υπάρχουν το πολύ δύο
διακριτά q ∈ A2 ώστε t ∈ Eq υπαινίσσεται ότι∑

q∈A2

∑
t∈Eq

|λt|pζ

pη/pζ


1/pη

6 21/pζ

(
m∑
t=1

|λt|pζ
)1/pζ

. (5.9)

Συνδυάζοντας τις (5.8) και (5.9) με ότι 0 < θ 6 1/4, παίρνουμε ότι το
|f(
∑m

t=1 λtxjt)| φράσσεται από την επιθυμητή ποσότητα. Σημειώνουμε ότι χά-
ριν ευκολίας υποθέσαμε ότι pη < ∞, ωστόσο η περίπτωση pη = ∞ απαιτεί
μόνο τετριμμένες τροποποιήσεις.
Περίπτωση 2: Το συναρτησιακό f είναι τάξης-k′′ με 1 6 k′′ 6 k′. Θέτουμε:

t0 = min{t : ran f ∩ ranxjt 6= ∅} και
q0 = min{q : max supp fq > min suppxjt0+1}.

Θα αποδείξουμε το ακόλουθο:

θ

∣∣∣∣∣∑
q>q0

cqfq

(
m∑
t=1

λtxjt

)∣∣∣∣∣ < θmax{|λt| : t > t0}. (5.10)

Καθώς η (fq)
d
q=1 είναι αποδεκτή, θα ισχύει ότι d 6 max suppxjt0 . Επιπλέον,

η (fq)
d
q=1 είναι very fast growing και συνεπώς, για q > q0 παίρνουμε:

s(fq) > max supp fq0 > min suppxjt0+1 .
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Επιπλέον, τα συναρτησιακά fq είναι τάξης γνήσια μικρότερης του k′, συνεπώς
για q > q0 και t > t0, η (5.6) δίνει ότι |fq(xjt)| < 1/(jt0+1 max suppxjt0 )
και καθώς d 6 max suppxjt0 , για σταθερό t, παίρνουμε

∑
q>q0
|cqfq(xjt)| <

1/jt0+1. Ομοίως, αθροίζοντας για όλα τα t που είναι γνήσια μεγαλύτερα του
t0, καθώς m 6 jt0+1, παίρνουμε:∣∣∣∣∣∑

q>q0

cqfq

(
m∑
t=1

λtxjt

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∑
q>q0

cqfq

(
m∑
t>t0

λtxjt

)∣∣∣∣∣
6

∑
t>t0

|λt|
∑
q>q0

|cqfq (xjt)|

< max
t>t0
|λt|(m/jt0+1) 6 max

t>t0
|λt|.

Συνεπώς, ισχύει η (5.10). Παρατηρούμε τώρα το ακόλουθο:

θ

∣∣∣∣∣∑
q<q0

cqfq

(
m∑
t=1

λtxjt

)∣∣∣∣∣ = θ

∣∣∣∣∣∑
q<q0

cqfq
(
λt0xjt0

)∣∣∣∣∣ 6 |λt0 |. (5.11)

Επιπλέον, η επαγωγική υπόθεση δίνει:∣∣∣∣∣fq0
(

m∑
t=1

λtxjt

)∣∣∣∣∣ 6 2 ‖(λt)mt=1‖`pζ . (5.12)

Συνδυάζοντας τις (5.10), (5.11) και (5.12) με ότι 0 < θ 6 1/4 παίρνουμε ότι
το |f(

∑m
t=1 λtxjt)| φράσσεται από την επιθυμητή ποσότητα.

Η απόδειξη στην περίπτωση που το ζ είναι πεπερασμένο ολοκληρώθηκες.
Υποθέτουμε τώρα ότι ζ = ξ0 = ω και περνάμε σε υπακολουθία της (xj)j
που παράγει ως spreading model κάποια ακολουθία (zj)j . Η προηγούμενη
περίπτωση υπαινίσσεται ότι η (zj)j 2-κυριαρχείται από τη συνήθη βάση του `pk ,
για κάθε k < ξ0 και άρα, περνώντας στο όριο, θα 2-κυριαρχείται από τη συνήθη
βάση του `pξ0 , το οποίο δίνει το επιθυμητό αποτέλεσμα.

Το επόμενο αποτέλεσμα εξηγεί πως οι α<k-δείκτες μίας δοθείσης block
ακολουθίας, προσδιορίζουν τα spreading model τα οποία δέχεται.

Πρόταση 5.3.6. ΄Εστω (xj)j νορμαρισμένη block ακολουθία στο X. Τότε
η (xj)j δέχεται `pζ spreading model, για κάποιο ζ ∈ [1, ξ0]. Τα παρακάτω
περιγράφουν ακριβέστερα τα spreading model που δέχεται η (xj)j .

a. ΄Εστω 2 6 k < ξ0, τα επόμενα είναι ισοδύναμα:

(i) α<k(xj)j > 0 και α<k′(xj)j = 0 για 1 6 k′ < k.

(ii) Υπάρχει υπακολουθία της (xj)j που παράγει `pk spreading model,
ενώ καμία υπακολουθία της (xj)j δεν παράγει `pk′ spreading model
για 1 6 k′ < k.
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b. Τα επόμενα είναι ισοδύναμα:

(i) α<1(xj)j > 0.

(ii) Υπάρχει υπακολουθία της (xj)j που παράγει `p1 spreading model.

c. Τα επόμενα είναι ισοδύναμα:

(i) Για κάθε 1 6 k < ξ0 ισχύει ότι α<k(xj)j = 0.

(ii) Κάθε υπακολουθία της (xj)j έχει περαιτέρω υπακολουθία που πα-
ράγει `pξ0 spreading model.

Σημειώνουμε ότι στην περίπτωση που το ξ0 είναι πεπερασμένο και ξ0 = k0 + 1,
τότε το c.(i) είναι ισοδύναμο με α<k0(xj)j = 0.

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε μοναχά το a. καθώς τα άλλα αποδεικνύονται παρό-
μοια, με χρήση της Πρότασης 5.2.2 και των Λημμάτων 5.3.4, 5.3.5. Υποθέτουμε
ότι το (i) της a. ισχύει. Σημειώνουμε ότι σε κάθε υπακολουθία της (xj)j ο
α<k−1-δείκτης είναι μηδέν, και άρα, εφαρμόζοντας το Λήμμα 5.3.5, έχει περαιτέ-
ρω υπακολουθία η οποία δέχεται spreading model το οποίο κυριαρχείται από τη
συνήθη βάση του `pk . Αυτό συγκεκριμένα υπαινίσσεται ότι καμία υπακολουθία
της (xi)i δεν παράγει `pk′ spreading model για 1 6 k′ < k. Επιπλέον, εφαρ-
μόζοντας το Λήμμα 5.3.4, περνάμε σε υπακολουθία (xji)i, της (xj)j , η οποία
παράγει κάποιο spreading model το οποίο κυριαρχεί τη συνήθη βάση του `pk .
Καθώς α<k−1(xj)j = 0, το Λήμμα 5.3.5 δίνει ότι το spreading model αυτό
πρέπει να είναι `pk .
Υποθέτουμε ότι ισχύει το (ii) της a. Σημειώνουμε πρώτα ότι α<k(xj)j >

0. Αν αυτό δεν ίσχυε, τότε σε κάθε υπακολουθία της (xj)j ο α<k-δείκτης
θα ήταν μηδέν και άρα, από το Λήμμα 5.3.5, κάθε spreading model το οποίο
δέχεται θα κυριαρχείται από τη συνήθη βάση του `pk+1

. Αυτό σημαίνει ότι
καμία υπακολουθία της (xj)j δεν μπορεί να παράγει `pk spreading model, που
είναι άτοπο. Συνεπώς ο φυσικός αριθμός k0 = min{k ∈ [1, ξ0) : α<k(xj)j >
0} είναι καλά ορισμένος και k0 6 k. Θα δείξουμε ότι k0 = k και αυτό θα
ολοκληρώσει την απόδειξη.
Υποθέτουμε ότι k0 < k και εφαρμόζουμε το Λήμμα 5.3.4 για να περάσουμε

σε υπακολουθία (xji)i της (xj)j που παράγει κάποιο spreading model που
κυριαρχεί τη συνήθη βάση του `pk0 . Αν k0 = 1, τότε από την Πρόταση 5.2.2
συμπεραίνουμε ότι η (xji)i παράγει `p1 spreading model, όπου 1 = k0 < k,
που είναι άτοπο. Αν 1 < k0, τότε α<k0−1(xji)i = 0 και από το Λήμμα 5.3.5
συμπεραίνουμε ότι η (xji)i παράγει `pk0 spreading model, το οποίο είναι άτοπο
για τους ίδιους λόγους.

Παρατήρηση 5.3.7. Δεν είναι δύσκολο να πιστοποιήσει κανείς ότι για κάθε
1 6 k < ξ0, ο α<k-δείκτης της βάσης (ei)i είναι μηδέν και άρα δέχεται μόνο
`pξ0 spreading model.
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5.4 Τα spreading model απειροδιάστατων υπό-
χωρων του X.

Στην προηγούμενη ενότητα δείξαμε ότι κάθε spreading model που δέχεται ο X
είναι `p, για κάποιο p ∈ F . Σε αυτήν την ενότητα δείχνουμε, ξεκινώντας με μία
block ακολουθία που παράγει κάποιο spreading model, πως μπορεί κανείς να
περάσει σε μία περαιτέρω block ακολουθία που να παράγει διαφορετικό sprea-
ding model. Συμπεραίνουμε ότι, στην περίπτωση που το F είναι πεπερασμένο,
τα spreading model που δέχεται κάθε απειροδιάστατος υπόχωρος του X είναι
ακριβώς τα `p για p ∈ F . Στην περίπτωση που το F αποτελείται από μία αύ-
ξουσα ακολουθία και το όριό της pξ0 , τα spreading model που δέχεται κάποιος
απειροδιάστατος υπόχωρος του X μπορούν να είναι είτε τα `p για p ∈ F , είτε
τα `p για p ∈ F \ {pξ0}. Ξεκινάμε με δύο λήμματα που περιγράφουν τα είδη
block διανυσμάτων που πρέπει να θεωρήσει κανείς ώστε να περάσει κανείς από
κάποιο spreading model στο επόμενο.

Λήμμα 5.4.1. ΄Εστω k στο [1, ξ0), x1 < · · · < xK πεπερασμένη νορμαρισμέ-
νη block ακολουθία στο X, ο οποία 3-κυριαρχείται από τη συνήθη βάση του
`Kpk , και θέτουμε x = K−1/pk

∑K
j=1 xj . Αν f είναι συναρτησιακό τάξης-0 στο

W με s(f) = m, τότε ισχύει:

|f(x)| < K1/pξ0

K1/pk
+ 2

m1/pξ0

m1/pk
, (5.13)

όπου στην περίπτωση pξ0 =∞ θεωρούμε ότι 1/pξ0 = 0.

Απόδειξη. ΄Εστω f = θ
∑d

q=1(1/m)
1/p′ξ0fq συναρτησιακό τάξης-0 με s(f) = m

(θυμίζουμε ότι d 6 m). Χάριν ευκολίας, υποθέτουμε ότι pξ0 < ∞, καθώς η
απόδειξη για την περίπτωση ξ0 = ∞ απαιτεί μόνο τετριμμένες τροποποιήσεις.
Από το Λήμμα 5.2.1, ακολουθώντας το συμβολισμό που χρησιμοποιείται εκεί,
εφαρμόζοντας την ανισότητα Hölder για το ζεύγος (pξ0 , pξ′0), παίρνουμε το
ακόλουθο:

|f(x)| 6 K−1/pk


∑
j∈B
|gt(xj)|pξ0

1/pξ0

+θ

∑
q∈A2

(1/m)
1/p′ξ0

∣∣∣∣∣∣fq
∑
j∈Eq

xj

∣∣∣∣∣∣


6 K−1/pk

K1/pξ0 + 3θ(1/m)
1/p′ξ0

∑
q∈A2

(#Eq)
1/pk

 .(5.14)

Θυμίζουμε ότι #A2 6 d 6 m και το τελευταίο μέρος του Λήμματος 5.2.1 δίνει
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ότι
∑

q∈A2
#Eq < 2K. Συνδυάζοντας τα δύο αυτά γεγονότα παίρνουμε:

(1/m)
1/p′ξ0

∑
q∈A2

(#Eq)
1/pk

 6 (1/m)
1/p′ξ0m1/p′k

∑
q∈A2

#Eq

1/pk

<
m1/p′k

m
1/p′ξ0

21/pkK1/pk

= 21/pk
m1/pξ0

m1/pk
K1/pk . (5.15)

Συνδυάζοντας τις (5.14) και (5.15) παίρνουμε το επιθυμητό άνω φράγμα.

Λήμμα 5.4.2. ΄Εστω (xj)j νορμαρισμένη block ακολουθία στο X και 2 6
k+ 1 < ξ0 με α<k(xj)j = 0. Τότε υπάρχει υπακολουθία (xji)i της (xj)j ώστε
για κάθε K 6 ji1 < · · · < jiK και κάθε f ∈ W τάξης το πολύ k με s(f) = m,
να ισχύει ότι αν x = K−1/pk+1

∑K
t=1 xjit τότε:

|f(x)| < 3 +K1/pξ0

K1/pk+1
+ 2

m1/pξ0

m1/pk+1
, (5.16)

όπου στην περίπτωση pξ0 =∞ θεωρούμε ότι 1/pξ0 = 0.

Απόδειξη. Από το Λήμμα 5.3.5 μπορούμε να υποθέσουμε ότι για κάθε K 6
j1 < · · · < jK η (xji)

K
i=1 3-κυριαρχείται από τη συνήθη βάση του `

K
pk+1
. Χρη-

σιμοποιώντας την Πρόταση 5.3.3, περνάμε σε υπακολουθία, την οποία πάλι
συμβολίζουμε με (xj)j , ώστε για κάθε j > j0 > 2, για κάθε f ∈ W τάξης
γνήσια μικρότερης από k με s(f) > min suppxj0 να ισχύει:

|f(xj)| < (j0 max suppxj0−1)−1 . (5.17)

΄Εστω K 6 j1 < · · · < jK , x = K−1/pk+1
∑K

i=1 xji . Χρησιμοποιώντας πεπε-
ρασμένη επαγωγή στο 0 6 k′ 6 k, θα δείξουμε ότι για κάθε f = θ

∑d
q=1 cqfq

τάξης το πολύ k′ υπάρχει i ∈ N ώστε να ισχύει:

|f(x)| <
(

1− θi

1− θ

)
2

K1/pk+1
+

K1/pξ0

K1/pk+1
+ 2

m1/pξ0

m1/pk+1
. (5.18)

Το παραπάνω σε συνδυασμό με ότι 0 < θ 6 1/4 δίνει το επιθυμητό αποτέλεσμα.
Αν κάποιο συναρτησιακό f είναι τάξης-0, τότε από το Λήμμα 5.4.1 για i = 1

παίρνουμε ότι η (5.18) ισχύει. Υποθέτουμε ότι το f = θ
∑d

q=1 cqfq είναι τάξης-
k′ με 0 < k′ 6 k και ότι η (5.18) ισχύει για κάθε συναρτησιακό με τάξη γνήσια
μικρότερη του k′. Θέτουμε

t0 = min{t : ran f ∩ ranxjt 6= ∅} και
q0 = min{q : max supp fq > min suppxjt0+1}.
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Το ίδιο επιχείρημα που χρησιμοποιήθηκε για να αποδειχθούν οι (5.10) και (5.11)
στην απόδειξη του Λήμματος 5.3.5 δίνει το ακόλουθο:∣∣∣∣∣∣θ

∑
q 6=q0

cqfq(x)

∣∣∣∣∣∣ < 2/K1/pk+1 . (5.19)

Από την επαγωγική υπόθεση υπάρχει i ∈ N έτσι ώστε:

θ|fq0(x)| < θ

((
1− θi

1− θ

)
2

K1/pk+1
+

K1/pξ0

K1/pk+1
+ 2

s(fq0)1/pξ0

s(fq0)1/pk+1

)
. (5.20)

Από τον ορισμό του μεγέθους συναρτησιακών που δεν είναι τάξης-0 παίρνουμε
ότι s(fq0) > s(f) και συνεπώς συνδυάζοντας τις (5.19) και (5.20) συμπεραί-
νουμε ότι:

|f(x)| <
(

1− θi+1

1− θ

)
2

K1/pk+1
+ θ

(
K1/pξ0

K1/pk+1
+ 2

s(f)1/pξ0

s(f)1/pk+1

)
.

Η επόμενη πρόταση μας επιτρέπει να περάσουμε από μία block ακολουθία
που παράγει `pξ0 spreading model σε περαιτέρω block ακολουθία που παρά-
γει `p1 spreading model και από block ακολουθία που παράγει `pk spreading
model σε περαιτέρω block ακολουθία που παράγει `pk+1

spreading model.
Στη περίπτωση που ξ0 < ω, χρησιμοποιούμε το παραπάνω για να δείξουμε
ότι τα spreading model που δέχεται κάθε υπόχωρος είναι ακριβώς τα `p για
p ∈ {p1, p2, · · · , pξ0−1, pξ0}. Στην περίπτωση ξ0 = ω χρειαζόμαστε ένα ακόμη
επιχείρημα για να δείξουμε ότι κάθε υπόχωρος δέχεται `pk spreading model για
κάθε k < ω, καθώς δεν είμαστε σε θέση να δείξουμε ότι κάθε block υπόχωρος
δέχεται `pξ0 spreading model.

Πρόταση 5.4.3. ΄Εστω (xj)j νορμαρισμένη block ακολουθία στο X.

(i) Αν η (xj)j παράγει `pξ0 spreading model, τότε υπάρχει περαιτέρω νορ-
μαρισμένη block ακολουθία (yj)j της (xj)j που παράγει `p1 spreading
model.

(ii) Αν 1 6 k < ξ0 και η (xj)j παράγει `pk spreading model, τότε υπάρχει
περαιτέρω νορμαρισμένη block ακολουθία (yj)j της (xj)j που παράγει
`pk+1

spreading model.

Απόδειξη. ΄Εστω (xj)j νορμαρισμένη block ακολουθία στο X, η οποία παράγει
`pζ spreading model, για κάποιο 1 6 ζ 6 ξ0. Σημειώνουμε ότι από την
Πρόταση 5.2.2 και το Λήμμα 5.3.5 μπορούμε να υποθέσουμε ότι για κάθε K 6
j1 < · · · < jK ισχύει ‖xj1 + · · · + xjK‖ 6 3 · K1/pζ . Διακρίνουμε τρεις
περιπτώσεις που αφορούν το ζ, δηλαδή ζ = ξ0, ζ = 1, και 2 6 ζ < ξ0. Θα
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θεωρήσουμε μόνο τις δύο πρώτες περιπτώσεις, καθώς η τελευταία αποδεικνύεται
πανομοιότυπα με την περίπτωση ζ = 1 και χρησιμοποιεί το Λήμμα 5.4.2 αντί
του Λήμματος 5.4.1.
Περίπτωση 1: ζ = ξ0. Για κάθε j ∈ N επιλέγουμε fj ∈ W με fj(xj) = 1

και ran fj ⊂ ranxj . Επιλέγουμε αύξουσα ακολουθία πεπερασμένων υποσυ-
νόλων των φυσικών αριθμών (Ej)j με #Ej 6 minEj και limj #Ej = ∞.
Για j ∈ N ορίζουμε y′j = (#Ej)

−1/pξ0
∑

i∈Ej xi, yj = ‖y′j‖−1y′j και gj =

θ
∑

i∈Ej (#Ej)
−1/p′ξ0fi. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:

(a) Η ακολουθία (yj)j είναι νορμαρισμένη block ακολουθία της (xj)j και για
κάθε j ∈ N ισχύει ότι gj(yj) > θ/3.

(b) Το συναρτησιακό gj είναι τάξης-0 με s(gj) = #Ej για κάθε j ∈ N.

Σημειώνουμε ότι limj s(gj) = ∞ και συνεπώς, περνώντας σε υπακολουθία,
μπορούμε να υποθέσουμε ότι η (gj)j είναι very fast growing ακολουθία συναρ-
τησιακών τάξης-0. Συμπεραίνουμε ότι α<1(xj) > 0 και από την Πρόταση 5.3.6
παίρνουμε ότι η (yj)j έχει τις επιθυμητές ιδιότητες.
Περίπτωση 2: ζ = 1. Από την Πρόταση 5.3.6 παίρνουμε ότι α<1(xj)j >

0 και άρα, περνώντας σε υπακολουθία, υπάρχει ε > 0 και κάποια very fast
growing ακολουθία (fj)j συναρτησιακών τάξης-0 ώστε ran fj ⊂ ranxj και
fj(xj) > ε για κάθε j ∈ N. Επιλέγουμε αύξουσα ακολουθία πεπερασμένων
υποσυνόλων των φυσικών αριθμών (Ej)j μεminEj 6 #Ej και limj #Ej =∞.
Για j ∈ N ορίζουμε y′j = (#Ej)

−1/p1
∑

i∈Ej xi, yj = ‖y′j‖−1y′j και gj =

θ
∑

i∈Ej (#Ej)
−1/p′1fj (αν p1 = 1, θέτουμε αντ΄ αυτού gj = θ

∑
i∈Ej fj). Τότε

ισχύουν τα ακόλουθα:

(a΄) Η ακολουθία (yj)j είναι νορμαρισμένη block ακολουθία της (xj)j και για
κάθε j ∈ N ισχύει ότι gj(yj) > εθ/3.

(b΄) Το συναρτησιακό gj είναι τάξης-1 με s(gj) > max{s(fi) : i ∈ Ej} για
κάθε j ∈ N.

Ξανά, limj s(gj) =∞ και όπως πριν συμπεραίνουμε ότι α<2(xj) > 0. Σύμφωνα
με την Πρόταση 5.3.6, απομένει να παρατηρήσουμε ότι α<1(yj)j = 0, το οποίο
είναι εύκολη συνέπεια του ορισμού των yj και του Λήμματος 5.4.1.

Παρατήρηση 5.4.4. Η απόδειξη της Πρότασης 5.4.3 υπαινίσσεται ότι ο χώ-
ρος X δεν δέχεται `2pζ spreading model για κανένα 1 6 ζ 6 ξ0.

Πόρισμα 5.4.5. Ο χώρος X είναι αυτοπαθής.

Απόδειξη. Η Πρόταση 5.4.3 υπαινίσσεται ότι οι c0 και `1 δεν εμφυτεύονται στο
X. Από το γνωστό θεώρημα του James για χώρους με unconditional βάση,
συμπεραίνουμε ότι ο X είναι αυτοπαθής.
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Παρατήρηση 5.4.6. Αν η (zj)j παράγεται ως spreading model από κάποια
μη συγκλίνουσα, ως προς τη νόρμα, (όχι κατ΄ ανάγκη Schauder βασική) ακο-
λουθία στο X, τότε η [ArKT2, Παρατήρηση 5, σελίδα 581], η αυτοπάθεια του
χώρου και η Πρόταση 5.3.6 υπαινίσσονται ότι, παρότι η ακολουθία (zj)j δε θα
είναι κατ΄ ανάγκη Schauder βάση για το χώρο Z = 〈{zj : j ∈ N}〉, ο χώρος Z
πρέπει να είναι ισόμορφος με τον `p, για κάποιο p ∈ F .

Λήμμα 5.4.7. ΄Εστω 1 6 k < ξ0, K ∈ N και (xj)j ακολουθία στο X που
παράγει `pk spreading model. Τότε για κάθε j0 ∈ N υπάρχει νορμαρισμένο
διάνυσμα x ∈ span(xj)j>j0 και συναρτησιακό f τάξης-0 με s(f) = K ώστε:

f(x) >
θ

3
K1/pξ0−1/pk , (5.21)

όπου στην περίπτωση pξ0 =∞ θεωρούμε ότι 1/pξ0 = 0.

Απόδειξη. Είναι σαφές ότι μπορούμε να υποθέσουμε ότι η (xj)j είναι νορμαρι-
σμένη. Η Πρόταση 5.3.6 σε συνδυασμό με το Λήμμα 5.3.5 δίνουν ότι μπορούμε
να επιλέξουμε j0 6 j1 < · · · < jK έτσι ώστε αν y = K−1/pk

∑K
i=1 xji , τό-

τε ‖y‖ 6 3. Επιλέγουμε f1, . . . , fK με ran fi ⊂ ranxji και fi(xji) = 1 για

i = 1, . . . ,K και ορίζουμε f = θ
∑K

i=1(1/K)
−1/p′ξ0fi και x = y/‖y‖.

Θεώρημα 5.4.8. ΄Εστω F = {pζ : 1 6 ζ 6 ξ0} και έστω Y απειροδιάστατος
υπόχωρος του X. Τότε υπάρχει πυκνό υποσύνολο G του F ώστε τα spreading
model που δέχεται ο Y να είναι ακριβώς τα `p, για p ∈ G. Συγκεκριμένα, ο `p
είναι πεπερασμένα block αναπαραστάσιμος σε κάθε block υπόχωρο του X για
κάθε p ∈ F .

Απόδειξη. ΄Εστω Y block υπόχωρος του X. Παρατηρούμε τα ακόλουθα:

(i) Κάθε spreading model που δέχεται ο Y είναι ισοδύναμο με τη συνήθη
βάση του `pζ για κάποιο 1 6 ζ 6 ξ0. Συγκεκριμένα, υπάρχει 1 6 ζ0 6 ξ0

έτσι ώστε ο Y να δέχεται `pζ0 spreading model.

(ii) Αν 1 6 k < ξ0 και ο Y δέχεται `pk spreading model, τότε ο Y δέχεται
επίσης `pk+1

spreading model.

(iii) Αν ο Y δέχεται `pξ0 spreading model, τότε ο Y δέχεται επίσης `p1 spre-
ading model.

(iv) Υπάρχει 1 6 k0 < ξ0 ώστε ο Y να δέχεται `pk0 spreading model.

Το (i) προκύπτει από την Πρόταση 5.3.6. Τα (ii) και (iii) προκύπτουν από
την Πρόταση 5.4.3, ενώ το (iv) προκύπτει από το πρώτο και το τρίτο. Θα
διακρίνουμε τώρα δύο περιπτώσεις, ανάλογα με το αν το ξ0 είναι πεπερασμένο
ή όχι.
Περίπτωση 1: Αν το ξ0 είναι πεπερασμένο, τα (i), (ii) και ένα πεπερασμένο

επαγωγικό επιχείρημα δίνουν ότι ο Y δέχεται `pξ0 spreading model. Από το (iii)
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ο Y δέχεται `p1 spreading model. Ξανά, με πεπερασμένη επαγωγή λαμβάνουμε
ότι το G = F είναι το επιθυμητό σύνολο.
ἃσε 2: Αν ξ0 = ω θα δείξουμε ότι για κάθε 1 6 k < ξ0, ο Y δέχεται

`pk spreading model. Αυτό συγκεκριμένα υπαινίσσεται ότι το G = F ή το
G = F \ {pξ0} είναι το επιθυμητό σύνολο. Από το (ii) αρκεί να δείξουμε ότι
ο Y δέχεται `p1 spreading model. Από την Πρόταση 5.3.6 αρκεί να βρού-
με κάποια νορμαρισμένη block ακολουθία (xj)j στο Y και κάποια very fast
growing ακολουθία συναρτησιακών (fj)j τάξης-0 με fj(xj) > θ/4, δηλαδή
α<1(xj)j > 0.
Επιλέγουμε κάποιο νορμαρισμένο διάνυσμα x1 στο Y και κάποιο συναρτη-

σιακό f ∈ W με f(x1) = 1 και θέτουμε f1 = θf . Τότε το f1 είναι τάξης-0
με s(f) = 1 και f1(x1) > θ/4. Υποθέτουμε ότι έχουμε επιλέξει νορμαρισμένα
διανύσματα x1 < · · · < xj και very fast growing ακολουθία συναρτησιακών
f1, . . . , fj τάξης-0 με fi(xi) > θ/4 για i = 1, . . . , j. Από το (iv), υπάρχει
1 6 k0 < ξ0 ώστε ο Y να δέχεται `pk0 spreading model. Σταθεροποιούμε

K > max supp fj και επιλέγουμε k0 6 k < ξ0, ώστε K1/pξ0−1/pk > 3/4
(θυμίζουμε ότι limk pk = pξ0). Από το (ii) μπορούμε να επιλέξουμε ακολου-
θία (yi)i στο Y που παράγει `pk spreading model. Επιλέγουμε i0 ∈ N με
min supp yi0 > (max suppxj)

2 και εφαρμόζουμε το Λήμμα 5.4.7 για να βρούμε
το επιθυμητό ζεύγος xj+1, fj+1.

Παρατήρηση 5.4.9. Στην περίπτωση που το F είναι πεπερασμένο, τότε
είναι σαφές ότι τα spreading model που δέχεται κάθε block υπόχωρος του X
είναι ακριβώς τα `p, για p ∈ F . Στην περίπτωση που το F αποτελείται από μία
αύξουσα ακολουθία και το όριό της pξ0 , τότε εύκολα πιστοποιείται ότι ισχύει
ένα από τα ακόλουθα:

(i) Τα spreading model που δέχεται κάθε block υπόχωρος του X είναι α-
κριβώς τα `p, για p ∈ F .

(ii) Υπάρχει block υπόχωρος Y του X ώστε τα spreading model που δέχεται
κάθε περαιτέρω block υπόχωρος του Y να είναι ακριβώς τα `p, για p ∈
F \ {pξ0}.

Δεν είμαστε σε θέση να προσδιορίσουμε ποιο από τα παραπάνω ισχύει, σε κάθε
περίπτωση ωστόσο, σε κάποιο υπόχωρο Y του X, το σύνολο των spreading
model που δέχεται κάθε περαιτέρω υπόχωρος του Y σταθεροποιείται.

5.5 Το σύνολο των Krivine p του χώρου X.

Σε αυτήν την ενότητα αποδεικνύουμε ότι για κάθε p /∈ F = {pζ : 1 6 ζ 6 ξ0},
ο `p δεν είναι πεπερασμένα block αναπαραστάσιμος στο χώρο X. Συμπεραίνου-
με ότι το σύνολο των p που είναι πεπερασμένα block αναπαραστάσιμα σε κάθε
block υπόχωρο του X είναι ακριβώς το σύνολο F , το οποίο είναι μη συνεκτικό.
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Ξεκινάμε με το ακόλουθο Λήμμα, του οποίου την απόδειξη παραλείπουμε,
καθώς ακολουθεί παρόμοια βήματα με εκείνα της απόδειξης του Λήμματος 5.4.1.

Λήμμα 5.5.1. ΄Εστω p ∈ [p1, pξ0 ]\F . ΄Εστω ε > 0 και (xj)Nj=1 πεπερασμένη
block ακολουθία στο X που είναι (1 + ε)-ισοδύναμη με τη συνήθη βάση του
`Np . Αν 1 6 ζ 6 ξ0 είναι τέτοιο ώστε p < pζ και f είναι συναρτησιακό τάξης-ζ,
τότε ισχύει το ακόλουθο:∣∣∣∣∣∣f

 1

N1/p

N∑
j=1

xj

∣∣∣∣∣∣ < (1 + ε)

(
N1/pζ

N1/p
+ 2θ

)
. (5.22)

Το επόμενο λήμμα προκύπτει άμεσα από το προηγούμενο.

Λήμμα 5.5.2. ΄Εστω p ∈ [p1, pξ0 ] \ F , 1/
√

2θ − 1 > ε > 0 και 1 6 k < ξ0

με p < pk+1. ΄Εστω N ∈ N ώστε να ικανοποιείται:

N1/pk+1−1/p + 2θ < (1 + ε)−2.

΄Εστω (xj)
N
j=1 πεπερασμένη block ακολουθία στοX που είναι (1+ε)-ισοδύναμη

με τη συνήθη βάση `Np και f ∈W ώστε να ισχύει f(N−1/p
∑N

j=1 xj) > 1/(1 +
ε). Τότε το f έχει μη μηδενική τάξη μικρότερη ή ίση του k.

Είμαστε σε θέση να αποδείξουμε το κύριο θεώρημα αυτής της ενότητας.

Θεώρημα 5.5.3. Για κάθε p ∈ [1,∞] \F υπάρχουν K ∈ N και ε > 0, ώστε
καμία block ακολουθία (xj)

K
j=1 στο X να μην είναι (1 + ε)-ισοδύναμη με τη

συνήθη βάση του `Kp .

Απόδειξη. ΄Εστω p ∈ [1,∞] \ F . Αν p /∈ [p1, pξ0 ], τότε είναι σαφές ότι το
αποτέλεσμα προκύπτει από την Πρόταση 5.2.2. Σε διαφορετική περίπτωση, θα
ισχύει p ∈ [p1, pξ0 ] \ F . Επιλέγουμε k ∈ N ώστε pk < p < pk+1. Επιλέγουμε
N , M ∈ N και ε > 0 ως εξής: έστω N ∈ N έτσι ώστε

N1/p > 2 + θ(N − 2)1/p και (5.23)

N1/pk+1

N1/p
< 1− 2θ. (5.24)

Τώρα που επιλέξαμε το N , επιλέγουμε ε > 0 ώστε:

1

1 + ε
N1/p > 2 + (1 + ε)θ(N − 2)1/p, (5.25)

N1/p > (1 + ε)2(N − 1)1/p και (5.26)

N1/pk+1

N1/p
<

1

(1 + ε)2
− 2θ. (5.27)

Θέτουμε

Θ =
1

1 + ε
N1/p − (1 + ε)(N − 1)1/p. (5.28)
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Σημειώνουμε ότι η (5.26) δίνει ότι Θ > 0. Τελικά, επιλέγουμε M ∈ N ώστε

M1/pkΘ > (1 + ε)M1/p. (5.29)

΄Εστω K = (N−1)M+1 και θεωρούμε την ακόλουθη νορμαρισμένη block
ακολουθία η οποία, προς απαγωγή σε άτοπο, υποθέτουμε ότι είναι (1 + ε)-
ισοδύναμη με τη συνήθη βάση του `Kp και ότι M < min suppx1.

x1 < x1
2 < x1

3 < · · · < x1
N < x2

2 < x2
3 < · · · < xM−1

N < xM2 < · · · < xMN .

(δηλαδή xmj < xmi για i < j και xmN < xm+1
2 ). Σημειώνουμε το ακόλουθο, το

οποίο σαφώς ισχύει.

(a) Για κάθε m με 1 6 m 6 M η block ακολουθία x1 < xm2 < · · · < xmN
είναι (1 + ε)-ισοδύναμη με τη συνήθη βάση του `Np .

Σταθεροποιούμε m με 1 6 m 6 M . Για λόγους συμβολισμού θέτουμε

xm1 = x1. Επιλέγουμε gm ∈W με gm(
∑N

i=1 x
m
i ) > N1/p

(1+ε) . Από το Λήμμα 5.5.2
και την (5.27) συμπεραίνουμε ότι το gm έχει μη μηδενική τάξη, το πολύ ίση με
k. ΄Εστω

gm = θ

dm∑
q=1

cm,qfm,q.

η γραφή του συναρτησιακού, σύμφωνα με την Παρατήρηση 5.1.3, δηλαδή:

(b) οι συντελεστές (cm,q)
dm
q=1 είναι στη μοναδιαία μπάλα του `p′k για m =

1, . . . ,M και

(c) η ακολουθία (fm,q)
dm
q=1 είναι αποδεκτή και very fast growing ακολουθία

συναρτησιακών, κάθε ένα εκ των οποίων έχει τάξη γνήσια μικρότερη του
k.

Ορίζουμε
qm = min{q : min suppxm2 6 max supp fm,q}.

Θα αποδείξουμε τους ακόλουθους τρεις ισχυρισμούς:

(i) gm(x1) > Θ, gm(xmN ) > Θ και dm 6 max suppx1.

(ii) Ο αριθμός qm είναι καλά ορισμένος, max supp fm,qm < min suppxmN και
qm < dm.

(iii) (min suppxm2 )2 < min supp fm,qm+1 και min suppxm2 < s(fm,qm+1).

Ισχυρισμός (i): Χρησιμοποιώντας ότι gm(
∑N

i=1 x
m
i ) > N1/p

(1+ε) , το (a) και την
(5.28) παίρνουμε:

gm(x1) = gm

 N∑
j=1

xmj

− gm
 N∑
j=2

xmj


>

1

1 + ε
N1/p − (1 + ε)(N − 1)1/p = Θ > 0.

(5.30)
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Το ίδιον επιχείρημα λειτουργεί για να δείξει κανείς ότι gm(xmN ) > Θ. Αν
dm > max suppx1 τότε max suppx1 < min supp gm το οποίο υπαινίσσεται ότι
gm(x1) = 0. Αυτό το άτοπο δίνει ότι dm 6 max suppx1.
Ισχυρισμός (ii): Αν το qm δεν ήταν καλά ορισμένο, τότε min suppxm2 >

max supp fm,q για κάθε q και άρα gm(
∑N

j=1 x
m
j ) = gm(x1) 6 1. Αφετέρου,

είναι σαφές ότι gm(
∑N

j=1 x
m
j ) > 2 και άρα το qm είναι καλά ορισμένο.

Αν υποθέσουμε ότι max supp fm,qm > min suppxmN τότε παίρνουμε:

gm

 N∑
j=1

xmj

 = gm(x1) + θcm,qmfm,qm

N−1∑
j=2

xmj

+ gm(xmN )

6 2 + (1 + ε)θ(N − 2)1/p <
N1/p

(1 + ε)
.

(5.31)

Η τελευταία ανισότητα χρησιμοποιεί την (5.25). Αυτό αντιβαίνει στο γεγονός

ότι gm(
∑N

j=1 x
m
j ) > N1/p

(1+ε) .
Χρησιμοποιώντας τον ισχυρισμό (i) παίρνουμε ότι gm(xmN ) > Θ. Το γεγο-

νός αυτό σε συνδυασμό με max supp fm,qm < min suppxmN δίνει ότι qm < dm.
Ισχυρισμός (iii): από τον ορισμό των qm και το γεγονός ότι η (fm,q)

dm
q=1

είναι very fast growing:

(min suppxm2 )2 6 (max supp fm,qm)2 < min supp fm,qm+1 και

min suppxm2 < s(fm,qm+1).

Αυτό αποδεικνύει το (iii).
Σημειώνουμε ότι, από τον ισχυρισμό (ii), qm + 1 6 dm. Ορίζουμε

fm := gm
∣∣
ranxmN

= θ

dm∑
q=qm+1

cm,qfm,q
∣∣
ranxmN

.

Ισχυριζόμαστε ότι

1

M1/p′k

M∑
m=1

fm ∈W. (5.32)

Υποθέτουμε πρώτα ότι η (5.32) ισχύει ώστε να ολοκληρώσουμε την απόδειξη
του θεωρήματος ως εξής:

M1/p(1 + ε) >
1

M1/p′k

M∑
m=1

fm

(
M∑
m=1

xmN

)
=

1

M1/p′k

M∑
m=1

fm(xmN ) >M1/pkΘ,

το οποίο αντιβαίνει στην (5.29).
Απομένει να αποδειχθεί η (5.32). Σημειώνουμε ότι

1

M1/p′k

M∑
m=1

fm = θ
M∑
m=1

dm∑
q=qm+1

(
cm,q/M

1/p′k

)
fm,q

∣∣
ranxmN

.
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Χρησιμοποιώντας το (b) λαμβάνουμε ότι
∑M

m=1

∑dm
q=qm+1(cm,q/M

1/p′k)p
′
k 6 1

και συνεπώς αρκεί να δείξουμε ότι η ((fm,q)
dm
q=qm+1)16m6M είναι αποδεκτή και

very fast growing ακολουθία συναρτησιακών, κάθε ένα εκ των οποίων έχει τάξη
γνήσια μικρότερη του k, το οποίο θα υπαινιχθεί ότι το f είναι συναρτησιακό
στο W τάξης-k. Πρώτα πιστοποιούμε ότι η ακολουθία είναι αποδεκτή:

M∑
m=1

dm 6M max suppx1

6 min suppx1
2 ·min suppx1

2

6 min supp f1,q1+1.

(5.33)

Η πρώτη ανισότητα προκύπτει από τον ισχυρισμό (i), η δεύτερη από το γεγονός
ότι M < max suppx1 < min suppx1

2 και η τρίτη από τον ισχυρισμό (iii) (για
m = 1).
Σημειώνουμε ότι από το (b) τα συναρτησιακά υπό μελέτη έχουν τάξη γνήσια

μικρότερη του k και για κάθε m με 1 6 m 6 M , συλλογή (fm,q)
dm
q=qm+1

είναι very fast growing. Τελικά, αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε m ∈ N με
2 6 m 6M ισχύει:

(max supp fm−1,dm−1)2 < min supp fm,qm+1 και

max supp fm−1,dm−1 < s(fm,qm+1).

Αυτό ωστόσο προκύπτει από τον ισχυρισμό (iii), καθώς

max supp fm−1,dm−1 < min suppxm2 .

Αυτό αποδεικνύει τον ισχυρισμό και ολοκληρώνει την απόδειξη του θεωρήμα-
τος.

Ενδιαφερόμαστε στα ακόλουθα προβλήματα που σχετίζονται με την παρού-
σα εργασία.

Πρόταση 1. ΄Εστω 1 < p1 < p2 < ∞. Είναι ο Xp1,p2 , που κατασκευάζεται
σε αυτό το κεφάλαιο, υπέρ-αυτοπαθής;

Πρόταση 2. ΄Εστω 1 6 p1 < p2 6 ∞. Υπάρχει χώρος ώστε σε κάθε
block υπόχωρο το σύνολο Krivine να είναι το [p1, p2]; Γενικότερα, ποιοι τύποι
κλειστών συνόλων μπορούν να είναι σταθεροποιημένα σύνολα Krivine;

Πρόταση 3. ΄Εστω F ⊂ [2,∞) πεπερασμένο. Υπάρχει χώρος Banach X
ώστε για κάθε απειροδιάστατο υπόχωρο Y του X, ο `p να είναι πεπερασμένα
αναπαραστάσιμος στον Y αν και μόνο αν p ∈ {2}∪F ; Συγκεκριμένα, ικανοποιεί
η κατασκευή μας αυτήν την ιδιότητα;
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[P] A. Pe lczyński, Universal bases, Studia Math. 32 (1969), 247-268.

[Ra] F. P. Ramsey, On a problem of formal logic, Proc. London Math. Soc.
Series 2, 30 (1930), 264-286.

[Re1] C. J. Read, The invariant subspace problem on some Banach spaces
with separable dual, Proc. London Math. Soc. Series 3, 58, no. 3 (1989),
583-607.

[Re2] C. J. Read, Strictly singular operators and the invariant subspace pro-
blem, Studia Math. 132, no. 3 (1999), 203-226.

[Ro] H. P. Rosenthal, On a theorem of Krivine concerning block finite re-
presentability of `p in general Banach spaces, J. Func. Anal. 28 (1978),
197-225.

[Sa] B. Sari, On Banach spaces with few spreading models, Proceedings A-
mer. Math. Soc. 134, no. 5 (2005), 1339-1345.

[Si] G. Sirotkin, A version of the Lomonosov invariant subspace theorem for
real Banach spaces, Indiana Univ. Math. J. 54, no. 1 (2005), 257-262.

[Sch] Th. Schlumprecht, An arbitrarily distortable Banach space, Israel J.
Math. 76, no. 1-2 (1991), 81-95.

178



ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ

[T] B. S. Tsirelson, Not every Banach space contains `p or c0, Functional
Anal. Appl. 8 (1974), 138-141.

179


	Εισαγωγή
	Προκαταρκτικές Έννοιες
	Βάσεις Schauder
	Καθολικά αδιάσπαστοι χώροι Banach
	Σύνολα norming
	Spreading model και πεπερασμένη block αναπαραστασιμότητα
	Οικογένειες Schreier - special convex combination
	Spreading model υψηλότερης τάξης

	Αυστηρά ιδιάζοντες τελεστές σε χώρους τύπου Tsirelson
	ο χώρος X0,1n
	Τα spreading model του χώρου X0,1n
	Ισοδύναμες block ακολουθίες στο χώρο X0,1n
	Αυστηρά ιδιάζοντες τελεστές
	Ο χώρος X0,1

	Ένας αυτοπαθής καθολικά αδιάσπαστος χώρος με την κληρονομική ιδιότητα του αναλλοίωτου υπόχωρου
	Το σύνολο norming του χώρου XISP
	Βασικές εκτιμήσεις σε special convex combination
	Οι δείκτες α και β
	c0 spreading model
	Ιδιότητες των χώρων XISP και L(XISP)

	'Ενας καθολικά αδιάσπαστος χώρος Banach με πλούσια δομή spreading model
	Το σύνολο norming του χώρου Xusm
	Βασικές εκτιμήσεις σε special convex combination
	Οι δείκτες α και β
	Ένα συνδυαστικό αποτέλεσμα
	c0 spreading model
	Block ακολουθίες κληρονομικά καθολικές για όλα τα spreading model
	Φραγμένοι τελεστές στο Xusm

	Το σταθεροποιημένο σύνολο των p στο θεώρημα Krivine μπορεί να είναι μη συνεκτικό
	Ο ορισμός του χώρου X
	Βασικές εκτιμήσεις της νόρμας σε block ακολουθίες του X
	Τα spreading model του X.
	Τα spreading model απειροδιάστατων υποχώρων του X
	Το σύνολο των Krivine p του χώρου X

	Βιβλιογραφία

