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Περίληψη

Η εργασvία αυτή πραγματεύεται την μελέτη μιας παράλληλης εφαρμογής για την επίλυσvη προβλημάτων

πεπερασvμένων σvτοιχείων. Αναλυτικότερα, λύνεται το πρόβλημα ελασvτικότητας, μιας τριδιάσvτατης δο-

κού. Βασvικό χαρακτηρισvτικό της εφαρμογής είναι η χρήσvη του σvυμπληρώματος Schur. Εφαρμόζοντας
σvτο αρχικό χωρίο του προβλήματος, μια προσvαρμοσvμένη διαμέρισvη, είναι πολύ εύκολο να δημιουργη-

θούν μικρότερα και ανεξάρτητα αλγεβρικά σvυσvτήματα τα οποία μπορούν να επιλυθούν παράλληλα.

Η εφαρμογή αυτή μπορεί να εκμεταλλευτεί τις δυνατότητες των σvύγχρονων υβριδικών παράλληλων

σvυσvτημάτων χρησvιμοποιώντας το πρωτόκολλο MPI για την ανταλλαγή δεδομένων. Μπορεί επίσvης
να αξιοποιήσvει τις ανεπτυγμένες δυνατότητες των GPU ώσvτε να επιτύχει πολύ καλύτερους χρόνους
εκτέλεσvης σvε σvχέσvη με τα σvυσvτήματα που χρησvιμοποιούν μόνο CPUs.
Παρουσvιάζονται μετρήσvεις χρόνων και επιτάχυνσvης της εφαρμογής για διάφορα σvενάρια, από 2

επεξεργασvτών μέχρι και σvυνδυασvμό 2 GPUs μαζί με 8 CPUs. Αναλύεται η απόδοσvη του παράλληλου
μοντέλου και αποτυπώνονται οι απαιτήσvεις μιας διαμέρισvης που οδηγεί σvε επιτάχυνσvη της επίλυσvης.
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Schur Complement on multiple CPU/GPU parallel
computer architectures. Application in the Finite Element

Method.

Oikonomou Marios

Abstract

In this thesis is examined a parallel computer application used for the solution of �nite

element problems. Speci�cally, the problem that is solved is that of a 3D elastic beam. A key

feature of the application is the usage of the Schur complement. A special partition, if applied

to the initial domain, facilitates the formation of small and independent linear systems of

equations which can be solved concurrently.

The application takes advantage of modern hybrid parallel computers using the MPI proto-

col for data exchange. Furthermore the Graphic processing unit (GPU) is utilized to increase

performance compared to CPU only architectures.

The study presents the acceleration and performance of the application for di�erent con-

�gurations, using two CPUs to eight CPUs combined with two GPUs. The e�ciency of the

parallel model is analyzed and the requirements of a partition, that accelerates the solution

process, are established.
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1 Εισvαγωγή

Η παράλληλη επεξεργασvία έχει ανοίξει το δρόμο σvτη επίλυσvη δύσvκολων προβλημάτων, σvε χρόνους

που οι σvειριακές μέθοδοι, αδυνατούν να επιτύχουν. Σε αρκετά προβλήματα διαφορικών εξισvώσvεων ή

προβλήματα μηχανικής, όπου οι βαθμοί ελευθερίας είναι της τάξεως των χιλιάδων ή εκατομμυρίων,

επιτυγχάνεται σvημαντική βελτίωσvη σvτους χρόνους εκτέλεσvης.

΄Ενας ακόμα λόγος που σvυντελεί σvτην επιλογή της παράλληλης επεξεργασvίας είναι η εξέλιξη των

επεξεργασvτών. Πολλοί σvχεδιασvτές επεξεργασvτών θεωρούν πως τα επόμενα χρόνια θα είναι αρκετά

δύσvκολο να αυξηθεί η ταχύτητα των σvειριακών επεξεργασvτών (αρχιτεκτονικής Single Instruction

Single Data). Η βιομηχανία των υπολογισvτών, λαμβάνοντας υπόψη το παραπάνω, έχει προχωρήσvει

σvτην ανάπτυξη πολυπύρηνων επεξεργασvτών αλλά και τη χρήσvη των καρτών γραφικών (GPU) ως

υπολογισvτικούς επεξεργασvτές.

Συνεπώς, η δημιουργία παράλληλων αλγορίθμων έχει γίνει αντικείμενο μελέτης. Υπάρχουν δύο

προσvεγγίσvεις σvε αυτό. Η μία είναι να γίνει προσvπάθεια παραλληλοποίησvης του σvειριακού αλγορίθμου

σvε σvημεία όπου επιτρέπεται, π.χ. αλγόριθμοι που χρησvιμοποιούν απλές πράξεις γραμμικής άλγεβρας.

Η άλλη περίπτωσvη είναι η δημιουργία ενός νέου αλγορίθμου όπου θα λειτουργεί εξαρχής με παράλληλη

῾῾λογική᾿᾿.

Μια τέτοια περίπτωσvη είναι και η μέθοδος σvυμπληρώματος Schur (Schur complement). Η βασvική

της ιδέα είναι να χωρισvτεί το αρχικό διακριτοποιημένο χωρίο σvε υποχωρία και κατόπιν, να επιλυθούν οι

αντίσvτοιχες εξισvώσvεις σvε ξεχωρισvτούς επεξεργασvτές. Σε αυτή την εργασvία, θα επιλυθεί το πρόβλημα

τρισvδιάσvτατης ελασvτικότητας με χρήσvη πεπερασvμένων σvτοιχείων και του σvυμπληρώματος Schur. Θα

γίνει μελέτη της επίδοσvης της επίλυσvης σvε ένα σvύσvτημα υβριδικού υπολογισvτή που σvυνδυάζει κατα-

νεμημένη αλλά και κοινή μνήμη μεταξύ των επεξεργασvτών. Επιπρόσvθετα, θα χρησvιμοποιηθούν και

κάρτες γραφικών σvτην επίλυσvη του προβλήματος.
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2 Το σvυμπλήρωμα Schur

2.1 Ορισvμός των υποχωρίων

΄Εσvτω ένα διακριτοποιημένο ορθογωνικό χωρίο Ω, σvτο οποίο είναι για επίλυσvη η εξίσvωσvη :

4u = f σvτο Ω (2.1)

u = uΓ σvτο Γ (2.2)

Ο τελεσvτής 4 ορίζεται ως:

4 =
∂

∂x
+

∂

∂y
(2.3)

Χωρίζοντας το χωρίο σvε s υποσvύνολα δημιουργούνται τα σvύνορα Γ13 και Γ12 (σvχήμα 2.1).

Σχήμα 2.1: Χωρίο χωρισvμένο σvε τρία υποχωρία Saad [18]

Στην περίπτωσvη που ήταν γνωσvτές οι τιμές σvτα σvύνορα Γ13 και Γ12, θα μπορούσvαν να χρησvιμο-

ποιηθούν σvαν σvυνθήκες Dirichlet και έτσvι να προκύψουν τρεις απεπλεγμένες εξισvώσvεις Poisson.
Επιλέγοντας να λυθεί το παραπάνω πρόβλημα με διακριτοποίησvη πεπερασvμένων σvτοιχείων, προκύ-

πτει το πλέγμα του σvχήματος 2.2. Κρίνεται αναγκαίο, κάθε πεπερασvμένο σvτοιχείο να ανήκει σvε ένα

μόνο υποχωρίο. Επίσvης πρέπει να αριθμηθούν πρώτα οι εσvωτερικοί κόμβοι των χωρίων κι ύσvτερα οι

κόμβοι του σvυνόρου.
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Σχήμα 2.2: Αρίθμησvη κόμβων [18]

Ανάμεσvα σvτα υποχωρία, υπάρχει μια σvειρά κόμβων (34-40) που αντισvτοιχούν σvτα σvύνορα Γ13 και

Γ12. Για να επιτευχθεί λύσvη σvτο αρχικό χωρίο, είναι απαραίτητο να βρεθεί η λύσvη σvτο σvύνορο.

Το πρόβλημα των πεπερασvμένων σvτοιχείων διατυπώνεται ως εξής: Να βρεθεί u ∈ Vh τέτοιο
ώσvτε α(u, v) = (f, v)∀v ∈ Vh όπου το Vh είναι ο χώρος των σvυναρτήσvεων σvχήματος και το α είναι
διγραμμικός τελεσvτής που ορίζεται ως:

a(u, v) =

ˆ
Ω

∇u · ∇vdx =

ˆ
Ω

∂u

∂x

∂v

∂x
+
∂u

∂y

∂v

∂y
dx

Εφόσvον τα υποχωρία μεταξύ τους δεν είναι επικαλυπτόμενα, τότε

a(u, v) =
s∑
i=1

ai(u, v)

με

ai(u, v) =

ˆ
Ωi

∇u · ∇vdx

Ο παραπάνω τρόπος γραφής των εξισvώσvεων είναι ακριβώς ίδιος με τον τρόπο που χωρίζονται τα

σvτοιχεία μεταξύ τους και δημιουργείται το μητρώο ακαμψίας.
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Από την διακριτοποίησvη προκύπτει το σvύσvτημα Au = b όπου το A είναι ένα μητρώο με την μορφή
του σvχήματος (2.3):

Σχήμα 2.3: Ενδεικτικός πίνακας που προκύπτει από διαμέρισvη του χωρίου για το πρόβλημα Poisson
[18]

Διαπισvτώνεται ότι ο πίνακας έχει χωρισvτεί σvε διάφορα blocks κάποια από τα οποία έχουν σvτοιχεία,

ενώ κάποια άλλα δεν έχουν. Στη σvυνέχεια της εργασvίας, τα blocks αυτά θα έχουν τα εξής ονόματα:

B1 E1

B2 E2

. . .
...

BS ES

F1 F2 · · · Fs C





x1

x2
...

xs

y


=



f1

f2
...

fs

g


(2.4)

όπου κάθε xi είναι το υποδιάνυσvμα των αγνώσvτων u που βρίσvκονται εντός του χωρίου i, και το

y είναι το υποδιάνυσvμα των αγνώσvτων u του σvυνόρου. Αντίσvτοιχα, το κάθε fi είναι το υποδιάνυσvμα

του b που αντισvτοιχεί σvτο χωρίο i, ενώ το g είναι το υποδιάνυσvμα του b που αντισvτοιχεί σvτο σvύνορο.

Το σvύσvτημα μπορεί να διατυπωθεί και σvτην εξής μορφή:

A

(
x

y

)
=

(
f

g

)
με A =

(
B E

F C

)
(2.5)
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2.2 Ορισvμός του σvυσvτήματος Schur

΄Εχοντας το σvύσvτημα της μορφής (2.5) και κάνοντας την υπόθεσvη ότι το μητρώο B αντισvτρέφεται,

υπολογίζεται το x :

x = B−1(f − Ey) (2.6)

Αντικαθισvτώντας σvτην δεύτερη εξίσvωσvη :

(C − FB−1E)y = g − FB−1f (2.7)

Ο πίνακας

S = C − FB−1E (2.8)

ονομάζεται σvυμπλήρωμα Schur. Αν μπορεί να λυθεί το σvύσvτημα 2.7, τότε υπολογίζονται οι άγνω-

σvτοι που βρίσvκονται πάνω σvτο σvύνορο. Αντικαθισvτώντας σvτην εξίσvωσvη (2.6), υπολογίζονται όλοι οι

άγνωσvτοι εσvωτερικά των χωρίων. Το γεγονός ότι το μητρώο B έχει αυτή τη μορφή, προσvφέρει τη

δυνατότητα να επιλυθούν τα σvυσvτήματα του κάθε χωρίου ανεξάρτητα το ένα από το άλλο. Πρακτικά

αυτό σvημαίνει ότι τα σvυσvτήματα Bixi = fi:

• μπορούν να λυθούν παράλληλα σvε διαφορετικούς επεξεργασvτές ταυτόχρονα.

• μπορούν να λυθούν μέχρι και σvε υπολογισvτές που δεν έχουν επαρκή μνήμη για να λύσvουν
περισvσvότερα του ενός, σvυσvτήματα.

΄Ενας γενικευμένος αλγόριθμος για την επίλυσvη των Schur σvυσvτημάτων θα μπορούσvε να είναι:

1. Υπολόγισvε το δεξί μέλος g′ = g − FB−1f

2. Λύσvε το σvύσvτημα Sy = g′

3. Γνωρίζοντας πλέον το y, λύσvε το σvύσvτημα x = B−1(f − Ey)
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Η επίλυσvη του σvυσvτήματος (2.7) μπορεί να γίνει με δύο τρόπους όπου θα αναλυθούν σvτις επόμενες

παραγράφους

2.2.1 Σχηματισvμός του μητρώου S

Ο πρώτος τρόπος είναι ο ρητός σvχηματισvμός του μητρώου S. Ορίζοντας το μητρώο E ′ = B−1E

και το διάνυσvμα f ′ = B−1f ο αλγόριθμος για την επίλυσvη του Schur σvυσvτήματος, γίνεται[18]:

1. Λύσvε τα BE ′ = E και B′f = f

2. Υπολόγισvε το g′ = g − Ff ′

3. Σχημάτισvε το S = C − FE ′

4. Λύσvε το Sy = g′

5. Υπολόγισvε το x = f ′ − E ′y

Σε αυτή την περίπτωσvη, η επίλυσvη των επιμέρους σvυσvτημάτων Bi μπορεί να γίνει είτε με επαναληπτική

μέθοδο ή με LU παραγοντοποίησvη [18]. ΄Οταν το σvύνορο μεταξύ των χωρίων είναι μεγάλο, τότε

θα επιλυθούν αρκετές φορές σvυσvτήματα με το μητρώο Bi. Οπότε θα είναι προτιμότερο να γίνει

παραγοντοποίησvη σvτην αρχή ώσvτε να γίνει γρήγορα η επίλυσvη των υπόλοιπων σvυσvτημάτων. Παρόλα

αυτά τίποτα δεν προσvφέρεται χωρίς το ανάλογο κόσvτος. Στα περισvσvότερα προβλήματα μηχανικής,

το μητρώο του σvυσvτήματος Ax = b είναι αραιό και μπορεί να αποθηκευτεί, με οικονομικές σvε μνήμη

μεθόδους. Το αντίσvτοιχο σvυμβαίνει και με τα μητρώα Biαφού είναι υποσvύνολα του ίδιου προβλήματος.

Κάθε απόπειρα παραγοντοποίησvης αυτών των μητρώων, οδηγεί σvε προσvθήκη πολλών νέων σvτοιχείων

με αποτέλεσvμα να αυξάνονται κατά πολύ οι απαιτήσvεις σvε μνήμη.

Μια σvημαντική παρατήρησvη είναι ότι η κατασvκευή του μητρώου S είναι αρκετά απαιτητική σvε μνήμη

με αποτέλεσvμα να χάνεται το πλεονέκτημα επίλυσvης μεγάλων σvυσvτημάτων.
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2.2.2 Επίλυσvη του σvυσvτήματος με μεθόδους Krylov

Οι επαναληπτικές μέθοδοι που βασvίζονται σvε υποχώρους Krylov απαιτούν τον πολλαπλασvιασvμό

του μητρώου A με ένα διάνυσvμα βάσvης q. Υπάρχει τρόπος να πολλαπλασvιασvτεί ο πίνακας S με

οποιοδήποτε διάνυσvμα, εμμέσvως, δηλαδή χωρίς να σvχηματισvτεί:

Sq = (C − FB−1E)q = Cq − FB−1Eq (2.9)

Ορίζοντας τα διανύσvματα q′ = Eq, z = B−1q′ και w = Cq + Fz διαπισvτώνεται ότι w = Sq.

Τα διανύσvματα αυτά μπορούν να χωρισvτούν σvε blocks, δηλαδή:

q′i = Eiq (2.10)

Bizi = q′i (2.11)

w = Cq +
∑
∀i∈Ω

Fizi (2.12)

Με αυτόν τον τρόπο, τα σvυσvτήματα της σvχέσvης (2.11) μπορούν να επιλυθούν παράλληλα. Μέσvω

αυτής της υπολογισvτικής διαδικασvίας, μπορεί να υπολογισvτεί το διάνυσvμα y. Παρότι το γινόμενο Sq

δεν παρουσvιάζει ιδιαίτερες δυσvκολίες, η χρήσvη προσvταθεροποιητή (preconditioner) σvτο μητρώο S

είναι αρκετά πιο δύσvκολη ([18]).

2.3 Ιδιότητες του σvυμπληρώματος Schur

Δίνεται το μητρώο A όπου δεν είναι ιδιάζον και χωρισvμένο όπως σvτη σvχέσvη (2.4) και ο υποπίνακας

B που και αυτός δεν είναι ιδιάζων. Ορίζεται ο τελεσvτής επιλογής σvυνόρου ως: Ry

x

y
= y με τις εξής

ιδιότητες[18]:

1. Ο πίνακας του σvυμπληρώματος Schur S δεν είναι ιδιάζων

2. Αν ο A είναι θετικά ορισvμένος, τότε είναι και ο S
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3. Για κάθε y, S−1y = RyA
−1 0

y

Η ιδιότητα (2) είναι αρκετά σvημαντική καθώς αν το αρχικό πρόβλημα είναι θετικά ορισvμένο, τότε

για τον υπολογισvμό του σvυνόρου μπορεί να χρησvιμοποιηθεί η ίδια επαναληπτική μέθοδος που θα

χρησvιμοποιούνταν για το αρχικό πρόβλημα.

2.4 Διαμέρισvη του αρχικού χωρίου

Από τα αρχικά σvτάδια εφαρμογής της μεθόδου Schur, ένα από τα ζητήματα που καλείται κανείς

να αντιμετωπίσvει είναι της διαμέρισvης του χωρίου. Υπάρχουν διάφορα κριτήρια που καθορίζουν αν μια

διαμέρισvη είναι καλή ή κακή:

1. Είναι αναγκαίο τα σvύνορα μεταξύ των χωρίων να αποτελούνται από λίγους κόμβους. ΄Οσvο

πιο μεγάλο είναι το όριο, τόσvο πιο πολύ αυξάνεται το πλήθος των σvυσvτημάτων που πρέπει να

επιλυθούν, είτε σvχηματισvτεί το μητρώο S είτε όχι.

2. Τα μεγέθη των χωρίων πρέπει να είναι τέτοια ώσvτε να ευνοούν την κατανομή φορτίου μεταξύ

των επεξεργασvτών. Σε οποιαδήποτε άλλη περίπτωσvη, ο ένας επεξεργασvτής θα περιμένει τον

άλλον.

Σε πραγματικά προβλήματα, ο χωρισvμός γίνεται είτε από τον προγραμματισvτή, είτε χρησvιμοποιούνται

άλλες τεχνικές, όπως γεωμετρικές, χωρικές ή θεωρίας γράφων.
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Σχήμα 2.4: Δύο διαφορετικές διαμερίσvεις για το πρόβλημα της αεροτομής[18]
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3 Το πρόβλημα ελασvτικότητας του τριδιάσvτατου σvτερε-

ού

Σχήμα 3.1: Τρισvδιάσvτατη πακτωμένη δοκός [5]

Για την επίλυσvη του προβλήματος του τριδιάσvτατου σvτερεού, χρησvιμοποιήθηκαν οχτακομβικά τρι-

σvδιάσvτατα σvτοιχεία. Κάθε ένα απ΄ αυτά τα σvτοιχεία έχει διατυπωθεί σvε φυσvικές σvυντεταγμένες. Το

πολυώνυμο παρεμβολής που χρησvιμοποιούν τα σvτοιχεία αυτά είναι u(x, y, z) = a1+ a2x+ a3y+ a4z+

a5xy + a6yz + a7zx+ a8xyz .

Αν ορίσvουμε τις σvυντεταγμένες κάθε σvημείου του σvτοιχείου ως

αi =


ξi

ηi

µi


μπορεί να γραφεί το διάνυσvμα μετατοπίσvεων ως

u = Nae (3.1)
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Σχήμα 3.2: Οχτακομβικό σvτοιχείο σvε φυσvικές σvυνεταγμένες[1, :4]

Οι σvυντεταγμένες των ξ, η, µ μπορούν να διατυπωθούν ως:

• ξπαίρνει την τιμή −1 σvτην έδρα 1485 μέχρι την +1 2376

• ηπαίρνει την τιμή −1 σvτην έδρα 1265 μέχρι την +1 3487

• µπαίρνει την τιμή −1 σvτην έδρα 1234 μέχρι την +1 5678

Οι σvυναρτήσvεις σvχήματος του κάθε σvτοιχείου είναι:

N e
1 = 1

8
(1− ξ)(1− η)(1− µ) N e

2 = 1
8
(1 + ξ)(1− η)(1− µ)

N e
3 = 1

8
(1 + ξ)(1 + η)(1− µ) N e

4 = 1
8
(1− ξ)(1 + η)(1− µ)

N e
5 = 1

8
(1− ξ)(1− η)(1 + µ) N e

6 = 1
8
(1 + ξ)(1− η)(1 + µ)

N e
7 = 1

8
(1 + ξ)(1 + η)(1 + µ) N e

2 = 1
8
(1− ξ)(1 + η)(1 + µ)

(3.2)

Το μητρώο των τροπών (strains) σvτον τριδιάσvτατο χώρο είναι
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ε =



εx

εy

εz

γxy

γyz

γzx


=



∂u
∂x
∂v
∂y
∂w
∂z

∂u
∂y

+ ∂v
∂x

∂v
∂z

+ ∂w
∂y

∂w
∂x

+ ∂u
∂z


= Su (3.3)

Αντικαθισvτώντας την (3.1) προκύπτει:

ε = SNαe = Bαe (3.4)

όπου

Bi =



∂Ni

∂x
0 0

0 ∂Ni

∂y
0

0 0 ∂Ni

∂z
∂Ni

∂y
∂Ni

∂x
0

0 ∂Ni

∂z
∂Ni

∂y
∂Ni

∂z
0 ∂Ni

∂x


(3.5)

΄Οταν το υλικό είναι γραμμικό και οι μετατοπίσvεις μικρές:

σ =



σx

σy

σz

τxy

τyz

τzx


= Dε (3.6)

Επίσvης, όταν το υλικό είναι ισvότροπο, ο τανυσvτής D ορίζεται ως:
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D =
E

(1 + ν)(1− 2ν)



1− ν ν ν 0 0 0

1− ν ν 0 0 0

1− ν 0 0 0
1−2ν
2

0 0

sym. 1−2ν
2

0
1−2ν
2


(3.7)

΄Αρα το μητρώο ακαμψίας που προκύπτει από την αρχή των δυνατών έργων είναι:

Ke =

ˆ
V e

BTEBdV e
(3.8)

Αφού τα σvτοιχεία είναι σvε φυσvικές σvυντεταγμένες, ορίζεται η Ιακωβιανή του μετασvχηματισvμού ως:

J =


∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂z
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

∂z
∂η

∂x
∂µ

∂y
∂µ

∂z
∂µ

 (3.9)

και το μητρώο δυσvκαμψίας ως

Ke =

˚ +1

−1
BTEBdet(J)dξdηdµ (3.10)

Η δημιουργία του τοπικού μητρώου έγινε σvτο πρόγραμμα Mathematica και εισvήχθη σvτον κώδικα

των πεπερασvμένων σvτοιχείων ως αρχείο κειμένου. Η γεωμετρία του σvτερεού είναι όμοια με της δοκού.

Η δοκός επιλέχθηκε γιατί είναι εύκολο να χωρισvτεί σvε υποχωρία δημιουργώντας εγκάρσvιες τομές. Στο

σvχήμα (3.3) φαίνονται τα αποτελέσvματα των μετατοπίσvεων ενώ η δοκός είναι σvε κατακόρυφη κάμψη.
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Σχήμα 3.3: Μετατοπίσvεις δοκού - Αποτελέσvματα από τον κώδικα πεπερασvμένων σvτοιχείων
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4 Παράλληλη επεξεργασvία

4.1 Αρχιτεκτονικές μνήμης παράλληλων υπολογισvτών

Υπάρχουν τρία είδη αρχιτεκτονικής:

Κοινής μνήμης

Σχήμα 4.1: Σύσvτημα κοινής μνήμης

Το σvύσvτημα έχει παραπάνω από έναν επεξεργασvτές οι οποίοι μπορούν να προσvπελάσvουν την ίδια

(ομοιογενή - UMA) μνήμη. Οι επεξεργασvτές μπορούν να εργάζονται ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλο,

αλλά οποιαδήποτε αλλαγή κάνει κάποιος σvτη μνήμη, είναι ορατή σvε όλους τους επεξεργασvτές. Τα

πλεονεκτήματα αυτής της αρχιτεκτονικής είναι ότι παρέχεται ένα εύκολο περιβάλλον για προγραμματι-

σvμό αλλά και ότι η μεταφορά δεδομένων από επεξεργασvτή σvε επεξεργασvτή είναι ταχύτατη, λόγω των

γρήγορων δίαυλων. Από την άλλη πλευρά, τα μειονεκτήματα της μεθόδου είναι ότι δεν επεκτείνεται

εύκολα σvε περισvσvότερους επεξεργασvτές καθώς οι προσvπελάσvεις της μνήμης μπορεί να αυξηθούν μέχρι

και σvε γεωμετρικό βαθμό.

Τα τελευταία χρόνια αυτά τα σvυσvτήματα έχουν γίνει αρκετά κοινά σvτην αγορά καθώς έχουν

δημιουργηθεί chip που έχουν περισvσvότερους από έναν επεξεργασvτές (πολυπύρηνα). Επίσvης, έχουν

εμφανισvτεί και αρχιτεκτονικές μη ομοιογενούς μνήμης (NUMA). Σε αυτές τις αρχιτεκτονικές, οι

επεξεργασvτές και η μνήμη χωρίζονται σvε ομάδες. Κάθε ομάδα επεξεργασvτών έχει πάλι πρόσvβασvη σvε

όλες της ομάδες μνήμης, με τη διαφορά ότι η προσvπέλασvη σvτη δική της ομάδα είναι ταχύτερη.
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Κατανεμημένης μνήμης

Σχήμα 4.2: Σύσvτημα μη κατανεμημένης μνήμης

Σε αυτό σvύσvτημα κάθε ομάδα επεξεργασvτή-μνήμης ονομάζεται κόμβος. Οι κόμβοι μπορεί να είναι

πολύ διαφορετικοί μεταξύ τους. Κάθε κόμβος έχει την δική του τοπική μνήμη και έχει πρόσvβασvη

μόνο σvε αυτή. Με αυτόν τον τρόπο κάθε επεξεργασvτής λειτουργεί ανεξάρτητα και κάθε αλλαγή σvτην

μνήμη του, δεν είναι ορατή σvτους υπόλοιπους. Η ανταλλαγή δεδομένων μεταξύ των κόμβων, είναι

ευθύνη του προγραμματισvτή, ο οποίος πρέπει να ορίσvει ρητά με ποιόν τρόπο και πότε πρέπει να γίνει

αυτή η επικοινωνία. ΄Ενα από τα πλεονεκτήματα της αρχιτεκτονικής αυτής είναι ότι είναι επεκτάσvιμη

αφού αυξάνοντας τον αριθμό των επεξεργασvτών, αυξάνεται αυτομάτως και ο χώρος της μνήμης.

Επιπρόσvθετα, κάθε επεξεργασvτής μπορεί να προσvπελάσvει την δική του μνήμη με μεγάλη ταχύτητα

και χωρίς να επηρεάζει την ταχύτητα προσvπέλασvης των υπολοίπων. ΄Ενα από τα σvημαντικότερα

μειονεκτήματα της μεθόδου, είναι ότι ο προγραμματισvτής είναι υπεύθυνος για αρκετές λεπτομέρειες

της επικοινωνίας των επεξεργασvτών, κάτι που δεν αποτελεί ζήτημα σvτις αρχιτεκτονικές κοινής μνήμης.

Τέλος, η ταχύτητα ανταλλαγής δεδομένων μεταξύ των επεξεργασvτών εξαρτάται από την ταχύτητα

του δικτύου. Σχεδόν σvε όλες τις περιπτώσvεις, τα δίκτυα είναι πολύ πιο αργά από τους διαύλους

επικοινωνίας επεξεργασvτή-μνήμης με αποτέλεσvμα οι αρχιτεκτονικές κοινής μνήμης να είναι ταχύτερες

σvε αυτό το κομμάτι.
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Υβριδικά σvυσvτήματα

Σχήμα 4.3: Υβριδικά σvυσvτήματα

Τα πιο γρήγορα σvυσvτήματα υπολογισvτών σvήμερα, έχουν αυτήν την αρχιτεκτονική μνήμης. Απο-

τελούνται από κόμβους που ο κάθε ένας έχει περισvσvότερους από έναν επεξεργασvτές με κοινή μνήμη.

4.2 Υπολογισvμοί σvε κάρτες γραφικών

Από το έτος 2003 [2] οι κάρτες γραφικών άρχισvαν να χρησvιμοποιούνται για επεξεργασvία γενι-

κών και αριθμητικών δεδομένων, όπως ανάλυσvη πρωτεϊνών, ανάλυσvη ρίσvκου ή ερωτήματα σvε μεγάλες

βάσvεις δεδομένων. Οι κάρτες γραφικών είναι κατασvκευασvμένες με τέτοιο τρόπο ώσvτε να μπορούν

να κάνουν πράξεις υπολογισvτικής γεωμετρίας σvε τέτοια ταχύτητα που να μπορούν να παρουσvιάσvουν

σvε πραγματικό χρόνο, τριδιάσvτατα γραφικά. Οπότε, κατά κάποιο τρόπο, θα μπορούσvαν να χαρα-

κτηρισvτούν ως διανυσvματικοί επεξεργασvτές (οι διανυσvματικοί επεξεργασvτές μπορούν σvε έναν ῾῾κύκλο

ρολογιού᾿᾿, να κάνουν πράξεις μεταξύ διανυσvμάτων). Σημειώνεται ότι οι κάρτες γραφικών έχουν τη

δική τους μνήμη, η οποία είναι σvυνήθως πιο γρήγορη από αυτή των επεξεργασvτών.

Μία από τις πιο διαδεδομένες τεχνολογίες χρήσvης καρτών γραφικών για γενικούς υπολογισvμούς,

είναι η CUDA της NVIDIA. Θα ακολουθήσvει μια γρήγορη επεξήγησvη της αρχιτεκτονικής FERMI η

οποία υλοποιεί την CUDA. Κάθε κάρτα γραφικών έχει μια σvειρά από Stream Multiprocessors. Κάθε

Multiprocessor έχει μια σvειρά από Stream Processors ή Cuda cores, όπου κάθε ένας μπορεί να εκτελεί,

μία πράξη τη φορά, σvε ένα βαθμωτό μέγεθος (θερμοκρασvία για παράδειγμα) είτε είναι ακέραιος, είτε

αριθμός κινητής υποδιασvτολής. Στην αρχιτεκτονική FERMI, σvυνήθως κάθε Multiprocessor έχει 32

Cuda cores. ΄Ολοι οι πυρήνες ενός Stream Multiprocessor δέχονται μια κοινή εντολή και την εκτελούν

την ίδια χρονική σvτιγμή. Για παράδειγμα, μπορούν να προσvθέσvουν δύο διανύσvματα με 32 σvτοιχεία το

κάθε ένα, σvε έναν κύκλο ρολογιού.
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Σχήμα 4.4: Σχεδιάγραμμα ενός Stream Multiprocessor

Κάθε φορά που χρειάζεται να γίνει ένας υπολογισvμός σvτην κάρτα γραφικών, πρέπει να μεταφερθούν

τα δεδομένα, από την κύρια μνήμη, σvτην μνήμη της κάρτας γραφικών. Το αντίσvτροφο πρέπει να

σvυμβεί όταν έχει τελειώσvει ο υπολογισvμός και γίνεται σvυλλογή των αποτελεσvμάτων. Ο κώδικας που

εκτελείται σvτην κάρτα γραφικών ονομάζεται kernel. Κάθε kernel αντισvτοιχίζεται σvε ένα grid όπου

αυτό περιέχει blocks από νήματα. Κάθε block προγραμματίζεται να εκτελεσvτεί σvε έναν και μοναδικό

Multiprocessor. Αυτό σvημαίνει ότι όλα τα νήματα σvε αυτό το block έχουν τον ίδιο κώδικα εκτέλεσvης.

ΟMultiprocessor με τη σvειρά του, ομαδοποιεί τα νήματα του block σvε ομάδες των 32 που ονομάζονται

wraps. Με αυτόν τον τρόπο, εκτελούνται και τα 32 νήματα του κάθε wrap ταυτόχρονα.
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Σχήμα 4.5: Το μοντέλο προγραμματισvμού του CUDA

Μετά την εμφάνισvη αυτής της τεχνολογίας, πολλά από τα παράλληλα σvυσvτήματα υπολογισvτών,

έχουν αρχίσvει να την ενσvωματώνουν. ΄Ετσvι δημιουργείται μια νέα κατηγορία υβριδικών σvυσvτημάτων

η οποία φαίνεται σvτο σvχήμα 4.6.

Σχήμα 4.6: Υβριδικά σvυσvτήματα με Επεξεργασvτές (CPU) και κάρτες γραφικών (GPU)
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5 Επιλογή μοντέλου παράλληλης επεξεργασvίας

5.1 Επιλογή αρχιτεκτονικής για το σvυμπλήρωμα Schur

Τα σvύγχρονα προβλήματα μηχανικής, ανάγονται σvε προβλήματα εξισvώσvεων με πολλές χιλιάδες

βαθμούς ελευθερίας. Με τη μέθοδο Schur complement επιδιώκεται:

• Η επίλυσvη ενός προβλήματος σvε παράλληλους υπολογισvτές

• Η επίλυσvη ενός προβλήματος το οποίο είναι τόσvο μεγάλο που η μνήμη ενός υπολογισvτή δεν
επαρκεί.

Γι΄ αυτούς τους λόγους επιλέχθηκε να αναπτυχθεί κώδικας ο οποίος δεν θα κάνει ρητό σvχηματισvμό του

μητρώου S και για την επίλυσvη σvτο σvύνορο θα χρησvιμοποιεί μια επαναληπτική μέθοδο Krylov. Η επι-

λογή της υβριδικής παράλληλης αρχιτεκτονικής, προσvφέρει επεκτασvιμότητα σvε μεγαλύτερα παράλληλα

σvυσvτήματα, με περισvσvότερη μνήμη, ώσvτε να μπορούν να επιλυθούν ακόμα μεγαλύτερα προβλήματα.

Δόθηκε ιδιαίτερη προσvοχή ώσvτε να μπορούν να αξιοποιηθούν και κάρτες γραφικών, αν υπάρχουν σvε

τέτοια σvυσvτήματα.

5.2 Message Passing Interface - MPI

Το πρωτόκολλοMPI [7] είναι από τα πιο καθιερωμένα περιβάλλοντα παράλληλου προγραμματισvμού.

Η πιο βασvική του λειτουργία, είναι ότι παρέχει σvτον προγραμματισvτή ένα interface όπου του επιτρέπει

να σvτέλνει πακέτα με δεδομένα από τον έναν επεξεργασvτή σvτον άλλο. ΤοMPI αποκρύπτει σvχεδόν όλες

τις λεπτομέρειες που αφορούν το δίκτυο μεταφοράς των δεδομένων μεταξύ των επεξεργασvτών.΄Ισvως

μια σvημαντική εξαίρεσvη σvε αυτό είναι η τοπολογία του δικτύου (πολλοί παράλληλοι αλγόριθμοι μπορούν

να εκμεταλλευτούν καλύτερα σvυγκεκριμένες τοπολογίες).

Το MPI προσvφέρει την δυνατότητα να μεταφερθούν πακέτα δεδομένων, και μεταξύ επεξεργασvτών

που έχουν κοινή μνήμη. Αυτό το κάνει ιδανικό σvτη χρήσvη υβριδικών σvυσvτημάτων αφού απλοποιεί

αρκετά την υλοποίησvη της εφαρμογής και την κάνει αρκετά φορητή ώσvτε να μπορεί να εκτελεσvτεί

ακόμη και σvε ετερογενή σvυσvτήματα υπολογισvτών.
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Εκτός από το MPI υπάρχουν και άλλα περιβάλλοντα ανάπτυξης παράλληλων εφαρμογών. ΄Ενα

από τα πιο διαδεδομένα είναι το OpenMP. Βασvική διαφορά του OpenMP από το MPI είναι ότι

παραλληλοποιεί μια διαδικασvία δημιουργώντας νήματα και όχι νέες διεργασvίες. Βασvικό πλεονέκτημα

του είναι ότι τα νήματα δημιουργούνται πολύ πιο γρήγορα από τις διεργασvίες αλλά και ότι η ανταλλαγή

δεδομένων μεταξύ των νημάτων είναι πιο γρήγορη. Παρ΄ όλα αυτά, το OpenMP μπορεί να λειτουργήσvει

μόνο σvε σvυσvτήματα κοινής μνήμης. Εφόσvον η εφαρμογή που θα δημιουργηθεί, θα χρησvιμοποιηθεί

σvε υβριδικά σvυσvτήματα, θα μπορούσvε να γίνει σvυνδυασvμός του MPI και του OpenMP. Λόγω του

παράλληλου μοντέλου που επιλέχθηκε (παράγραφος 5.4) κρίθηκε ότι το OpenMP θα προσvέφερε

ελάχισvτα σvε ταχύτητα ενώ θα έκανε πολύ πιο δύσvκολο τον προγραμματισvμό της εφαρμογής. Παρ΄

όλα αυτά, με το τωρινό μοντέλο παραλληλίας, είναι πιθανό οι διαφορετικοί επεξεργασvτές να έχουν

ένα κοινό υποσvύνολο από blocks (εξ. 2.11). Αυτό σvημαίνει πως σvε ένα κοινής μνήμης σvύσvτημα, έχει

σvπαταληθεί μνήμη. Το OpenMP θα μπορούσvε να βοηθήσvει σvε αυτήν την περίπτωσvη ώσvτε να μην

υπάρχουν αντίγραφα των ίδιων block σvτη μνήμη.

5.3 Το πρόβλημα κατανομής του φορτίου

΄Ενα από τα ζητήματα που ανακύπτουν σvτη μέθοδο του Schur Complement είναι η κατανομή του

φορτίου μεταξύ των επεξεργασvτών. Στη γενική περίπτωσvη των επαναληπτικών μεθόδων ισvχύει ~xi+1 =

~xi+a~d. Για να υπολογισvτεί το νέο xi θα πρέπει σvε κάθε επανάληψη να λυθούν όλα τα σvυσvτήματα της

εξίσvωσvης (2.11). Είναι λοιπόν φυσvικό επόμενο, να μην επιλυθούν όλα τα σvυσvτήματα σvτον ίδιο χρόνο,

καθώς μπορεί να έχουν διαφορετικό μέγεθος ή να εκτελούνται σvε ετερογενές παράλληλο σvύσvτημα

όπου δεν έχουν όλοι οι επεξεργασvτές την ίδια ισvχύ.

΄Οταν χρησvιμοποιούνται επαναληπτικές μέθοδοι για την επίλυσvη των σvυσvτημάτων (εξ. 2.11),

υπάρχει ένας ακόμα λόγος που εμφανίζονται διαφορετικοί χρόνοι επίλυσvης και έχει να κάνει με τον

αριθμό κατάσvτασvης (condition number). Ο αριθμός κατάσvτασvης ορίζεται ως:

κ(A) = ‖A‖‖A−1‖

και δείχνει την ευαισvθησvία της λύσvης για μικρές αλλαγές των τιμών του A. ΄Οταν το condition
number είναι μεγάλο, οι επαναληπτικές μέθοδοι εμφανίζουν πιο αργή σvύγκλισvη και κατά σvυνέπεια
αυξάνεται ο χρόνος επίλυσvης του κάθε σvυσvτήματος. [8, 16].
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Σχήμα 5.1: Στιγμιότυπο παράλληλης επίλυσvης όπου δεν υπάρχει κατανομή φορτίου

Ως αποτέλεσvμα των διαφορετικών χρόνων επίλυσvης των σvυσvτημάτων (εξ 2.11), ο χρόνος κάθε

επανάληψης επίλυσvης του σvυνόρου (εξ. 2.9) καθορίζεται από τον πιο αργό επεξεργασvτή (σvχήμα 5.1).

΄Ετσvι σvχεδόν όλοι οι επεξεργασvτές αναμένουν τον τελευταίο, χωρίς να κάνουν κάποιο υπολογισvμό.

Για να περιορισvτεί αυτό το φαινόμενο, είναι αναγκαίο να έχουν ορισvτεί blocks τα οποία δεν θα
αναλάβει κανείς επεξεργασvτής από την αρχή. Με αυτόν τον τρόπο, αυτός που έχει ολοκληρώσvει την

επίλυσvη των σvυσvτημάτων που είχε, θα αναλάβει ένα ή περισvσvότερα από τα περισvσvευούμενα. ΄Ετσvι,

όλοι οι επεξεργασvτές θα πραγματοποιούν επίλυσvη και θα ελαχισvτοποιηθεί ο χρόνος αναμονής μεταξύ

τους.

5.4 Αναλυτική περιγραφή του μοντέλου

Σε αυτή την υλοποίησvη επιλέχθηκε το μοντέλο Master - Slave. Ο Master έχει σvτη μνήμη του όλα

τα blocks και εκτελεί την επαναληπτική διαδικασvία Krylov για να υπολογισvτούν οι τιμές του σvυνόρου.

Κάθε Slave δέχεται όσvα block (εξ. 2.11) μπορεί να χωρέσvει η μνήμη του ή όσvα του ορισvτούν.

Κάθε φορά που ο Master εκτελεί μια επανάληψη Krylov, σvτέλνει τα block με τα διανύσvματα που τα

σvυνοδεύουν σvτον πρώτο ελεύθερο slave. Αυτό γίνεται επαναληπτικά μέχρι να εξαντληθούν όλα τα

blocks. Σε αυτή τη φάσvη ο Master αναμένει τα αποτελέσvματα από τους Slaves για να μπορέσvει να

προχωρήσvει σvτην επόμενη επανάληψη. Αυτό ονομάζεται φράγμα (barrier) και είναι το πρόβλημα που

προσvπαθεί να λύσvει η κατανομή φορτίου (load balancing).

Υπάρχουν ακόμα δύο σvημαντικά ζητήματα, όσvον αφορά τον αλγόριθμο. Για την επίτευξη του

ελάχισvτου χρόνου, ο αλγόριθμος δημιουργεί σvτην αρχή μια ταξινομημένη λίσvτα με τα blocks από το

μεγαλύτερο προς το μικρότερο. ΄Επειτα, ταξινομεί τους slaves από τον πιο γρήγορο, σvτον πιο αργό.

Στη σvυνέχεια ζητά από τον πρώτο διαθέσvιμο slave, να επιλύσvει το πρώτο block της λίσvτας που δεν

έχει υπολογισvτεί, αν αυτό είναι δυνατόν. Αυτού του είδους η προσvέγγισvη, έχει σvαν αποτέλεσvμα την

επεξεργασvία των πιο μεγάλων block από τους πιο γρήγορους slaves και επίσvης παρέχει σvε αυτούς

περισvσvότερο χρόνο απ΄ ότι σvτους αργούς. Ακόμη είναι αναγκαίο να αναφερθεί ότι ο Master ελέγχει
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ποια block έχει σvτη μνήμη ο Slave και έτσvι προτιμά να του σvτέλνει τα διανύσvματα που αφορούν αυτά

με σvκοπό την μείωσvη της επικοινωνίας μεταξύ τους.

Σχήμα 5.2: Το μοντέλο Master Slave
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6 Λεπτομέρειες υλοποίησvης και δοκιμών

6.1 Λεπτομέρειες του παράλληλου υπολογισvτή

΄Ολες οι μετρήσvεις έγιναν σvε ένα υβριδικό cluster της σvχολής Χημικών Μηχανικών του Εθνι-

κού Μετσvόβιου Πολυτεχνείου. Αποτελείται από τέσvσvερις κόμβους HP ProLiant SL390s G7[4]. Τα

χαρακτηρισvτικά κάθε κόμβου είναι:

• 2 Xeon CPUs X5660 @ 2.80GHz - Σύνολο: 12 πυρήνες (επεξεργασvτές) και 16 GB RAM.

• 2 nVIDIA GPUs Tesla M2050 - Σύνολο: 896 Cuda cores με 6 GB RAM σvτις κάρτες γραφικών.

Οι κόμβοι είναι σvυνδεδεμένοι μεταξύ τους με δίκτυο Gigabit Ethernet.

Η εφαρμογή δοκιμάσvτηκε με αρκετούς σvυνδυασvμούς επεξεργασvτών και κόμβων. Παρ΄ όλα αυτά,

οι μετρήσvεις επίδοσvης της εφαρμογής έγιναν σvε έναν κόμβο για λόγους διαθεσvιμότητας του cluster.

Εξαίρεσvη σvε αυτό, αποτελούν οι δοκιμές με περισvσvότερες από 2 GPUs.

6.2 Σχετικά με το λογισvμικό

Η εφαρμογή αυτή αναπτύχθηκε σvε γλώσvσvα C++ (του προτύπου 2003 [6]) με χρήσvη αντικειμενο-

σvτραφούς προγραμματισvμού. Η επιλογή της γλώσvσvας έγινε με σvκοπό την αναγνωσvιμότητα του κώδικα

(κάτι που το πετυχαίνει αρκετά καλά το αντικειμενοσvτραφές μοντέλο) αλλά και τις επιδόσvεις της ε-

φαρμογής. Παρόλο που η C++ είναι εξελιγμένη γλώσvσvα γενικού προγραμματισvμού, τα εκτελέσvιμα

αρχεία που παράγει είναι native, δηλαδή γλώσvσvας μηχανής. Σε σvυνδυασvμό με τις βελτισvτοποιήσvεις

που παρέχουν οι σvημερινοί μεταγλωττισvτές, την καθισvτούν ως μια πολύ ισvχυρή και γρήγορη γλώσvσvα.

Μια από τις βασvικές βιβλιοθήκες που χρησvιμοποιήθηκαν, ως κορμός, για την εφαρμογή είναι η

Eigen 3.2 [14]. Η βιβλιοθήκη αυτή παρέχει χειρισvμό πινάκων (αραιών και πυκνών) αλλά και αρκετές από

τις πράξεις της γραμμικής άλγεβρας. Η εκτεταμένη χρήσvη template που διαθέτει, την κάνουν αρκετά

ευέλικτη και εύκολη σvτη χρήσvη. Διαθέτει επίσvης και κάποιους επιλύτες γραμμικών σvυσvτημάτων.

Η βιβλιοθήκη που χρησvιμοποιήθηκε για την αξιοποίησvη των καρτών γραφικών είναι η Cula 4.0

[15]. Παρέχει αρκετούς επιλύτες αραιών πινάκων αλλά και τους preconditioners που μπορούν να

εκμεταλλευτούν. Η Cula φροντίζει από μόνη της την μεταφορά των σvυσvτημάτων σvτην μνήμη της
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κάρτας γραφικών. ΄Ενα μειονέκτημα που παρουσvιάζει, είναι ότι δεν μπορεί να διατηρηθεί σvτην μνήμη

ένα μητρώο για δεύτερη επίλυσvη του. Παρ΄ όλα αυτά, το κόσvτος μεταφοράς του παραμένει χαμηλό.

Η τελευταία βιβλιοθήκη που χρησvιμοποιήθηκε, ήταν η boost [3]. Αυτή παρέχει containers σvτα

οποία μπορούν να τοποθετηθούν εύκολα, διάφορα αντικείμενα της C++ και να σvταλούν μέσvω του

MPI σvε κάποιον άλλο επεξεργασvτή.

6.3 Λεπτομέρειες του προβλήματος

Κάθε φορά που εκτελείται μια εφαρμογή MPΙ, δημιουργούνται σvτο λειτουργικό σvύσvτημα τόσvες
νέες διεργασvίες, όσvες είναι και οι διαθέσvιμες CPUs. Η δημιουργία μιας νέας διεργασvίας έχει μια
σvταθερή χρονική επιβάρυνσvη. Κάτι αντίσvτοιχο σvυμβαίνει και με τα μηνύματα που σvτέλνουν οι CPUs
μεταξύ τους. Αναλυτικότερα, κάθε μήνυμα περιέχει μια σvταθερού μεγέθους κεφαλίδα η οποία έχει και

αυτή σvταθερή χρονική επιβάρυνσvη. Για να εμφανισvτούν καλές επιδόσvεις σvε μια παράλληλη εφαρμογή,

πρέπει ο σvυνολικός χρόνος εκτέλεσvης να είναι πολύ μεγαλύτερος από την επιβάρυνσvη δημιουργίας νέων

διεργασvιών. Αντίσvτοιχα τα μηνύματα που ανταλλάσvσvουν οι CPUs πρέπει να είναι αρκετά μεγαλύτερα
από τις κεφαλίδες τους.

Δεδομένης της επεξεργασvτικής ισvχύς του κόμβου και για να μην εμφανισvτούν φαινόμενα καθυ-

σvτέρησvης από αρχικοποίησvη, επιλέχθηκε να δημιουργηθεί πλέγμα διασvτάσvεων [161, 33, 33]. Αυτό

σvημαίνει πως το μητρώο δυσvκαμψίας έχει διασvτάσvεις 525.987 επί 525.987 και έχει 40.230.009 μη μη-

δενικά σvτοιχεία. Η λύσvη του προβλήματος με την επαναληπτική διαδικασvία Biconjugate gradient

stabilized (BicgStab) για υπόλοιπο 10−5 φαίνεται παρακάτω:

Σχήμα 6.1: Λύσvη του προβλήματος της δοκού

Η επίλυσvη του έγινε σvε 259 επαναλήψεις και διήρκεσvε 99 δευτερόλεπτα.
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6.4 Επιλύτες των block και του σvυνόρου

Ο επιλύτης που επιλέχθηκε και για τα block (εξ. 2.11) αλλά και για το σvύνορο (εξ. 2.9) είναι η

BicgStab [11]. Η επιθυμητή ακρίβεια επίλυσvης ολόκληρου του σvυσvτήματος ορίζεται σvτο 10−5(όσvες

δοκιμές κατέληξαν με μεγαλύτερο υπόλοιπο δεν καταγράφηκαν). ΄Ετσvι επιλέχθηκε η ακρίβεια 10−6 για

την επίλυσvη του σvυνόρου. Μετά τις μετρήσvεις, φάνηκε πως η ακρίβεια των επιλυτών των εξισvώσvεων

2.11, παίζει πολύ σvημαντικό ρόλο σvτη σvύγκλισvη του σvυνόρου αλλά και σvτην ακρίβεια των αποτελεσvμά-

των όλου του σvυσvτήματος. Στην αρχή δοκιμάσvτηκαν επιλύτες με ακρίβεια 10−14 αλλά παρουσvιάσvτηκε

δυσvκολία σvύγκλισvης όταν επιλύθηκαν σvτις κάρτες γραφικών. ΄Οταν η επιθυμητή ακρίβεια μειώθηκε

σvτο 10−13, δεν υπήρξαν ιδιαίτερα προβλήματα σvτη σvύγκλισvη.

Το γεγονός ότι παρουσvιάζονται διαφορετικά αποτελέσvματα από τους επεξεργασvτές και τις κάρτες

γραφικών είναι απολύτως φυσvιολογικό λόγω των διαφορών σvτην αρχιτεκτονική τους [17]. Αυτό

σvημαίνει πως οι υπολογισvμοί που γίνονται σvτην GPU έχουν διαφορετικό round-o� error από αυτούς

που γίνονται σvτην CPU. Αυτό μπορεί να σvυμβαίνει επειδή οι GPUs χρησvιμοποιούν πάρα πολλά νήματα

για να πραγματοποιήσvουν υπολογισvμούς ενώ οι CPUs πολύ λιγότερα ή κανένα. Επίσvης, η σvύγκλισvη

των επαναληπτικών μεθόδων αλλάζει αρκετά από βιβλιοθήκη σvε βιβλιοθήκη.
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7 Επιδόσvεις της εφαρμογής

Στις παρακάτω μετρήσvεις ορίζονται οι εξής δείκτες :

• Χρόνος μεταφοράς: Είναι ο χρόνος που δαπανάται σvτις μεταφορές των blocks (εξ. 2.11) και
των αποτελεσvμάτων, από τον master σvτους slaves.

• Χρόνος αναμονής: Είναι ο χρόνος από τη σvτιγμή που ένας επεξεργασvτής έχει τελειώσvει με τους
υπολογισvμούς και αναμένει τους υπόλοιπους επεξεργασvτές για να περάσvουν το φράγμα και μετά

όλοι μαζί, να προχωρήσvουν σvτην επόμενη επανάληψη. Υψηλός χρόνος αναμονής σvημαίνει ότι

δεν έχει γίνει σvωσvτή κατανομή φορτίου.

• Χρόνος υπολογισvμού: Είναι ο χρόνος που αφιερώνει κάθε επεξεργασvτής σvτην επίλυσvη των
blocks (εξίσvωσvη 2.11). Για να γίνεται σvωσvτή κατανομή φορτίου, πρέπει όλοι οι επεξεργασvτές

που σvυμμετέχουν σvτον υπολογισvμό, να έχουν περίπου ίδιο χρόνο υπολογισvμού.

• Συνολικός χρόνος υπολογισvμού: είναι ο χρόνος που χρειάζεται η εφαρμογή να λύσvει με τη
μέθοδο του Schur Complement το πρόβλημα της δοκού. Ο σvυνολικός χρόνος είναι πάντα

μεγαλύτερος από τον μέγισvτο χρόνο υπολογισvμού των slaves και είναι ίσvος με το άθροισvμα του

χρόνου μεταφοράς, αναμονής και υπολογισvμού.

• Επιτάχυνσvη ή Speed-up: Ορίζεται ως

S =
T2
Ti

Σε όλες τις περιπτώσvεις το T2 είναι ο χρόνος που χρειάζεται για να λύσvουν το πρόβλημα της

δοκού, δύο επεξεργασvτές με ισvομερή διαμέρισvη δύο Block. Το Ti είναι ο σvυνολικός χρόνος

εκτέλεσvης κάθε περίπτωσvης με i πλήθος CPUs ή GPUs.

7.1 Αποκλεισvτική χρήσvη επεξεργασvτών

Σε αυτό το σvενάριο φαίνονται οι χρόνοι εκτέλεσvης της εφαρμογής, όταν εκτελείται μόνο σvε επε-

ξεργασvτές. Κάθε επεξεργασvτής λαμβάνει ένα block (εξίσvωσvη 2.11) και σvυνεχίζει να λύνει μόνο αυτό
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το block (λειτουργία cached block). ΄Ετσvι μειώνεται ο χρόνος σvε των μεταφορών σvτο ελάχισvτο. Η

δοκός χωρίσvτηκε σvε ίσvου μεγέθους block. Στο διάγραμμα 7.1 φαίνεται το speed-up της εφαρμογής.

Σχήμα 7.1: Διάγραμμα SpeedUp μόνο με χρήσvη Cpu

Σχήμα 7.2: Χρόνοι εκτέλεσvης των CPU

Στο διάγραμμα 7.3 φαίνονται οι σvχέσvεις των residuals

ri = Syi − g + FB−1f (7.1)

34



που προκύπτουν από τις επαναλήψεις krylov της εξίσvωσvης 2.9 για κάθε περίπτωσvη. Γίνεται λοιπόν
φανερό πως όσvο περισvσvότερα block υπάρχουν, ή διαφορετικά όσvο περισvσvότεροι άγνωσvτοι υπάρχουν
σvτο σvύνορο, τόσvο πιο δύσvκολη είναι η σvύγκλισvη της μεθόδου.

Σχήμα 7.3: Μόνο CPU residuals - επαναλήψεις

Επεξεργασvτής 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Μεταφορά 0.94 1.13 0.97 0.55 1.15 1.07 1 1.06 0.97 1.03

Αναμονή 115.5 60.87 354.56 646.45 30.27 42.83 354.66 40.85 353.62 44.93

Υπολογισvμός 889.69 944.08 650.61 358.69 974.7 962.16 650.49 964.19 651.57 960.1

Πίνακας 7.1: Χρόνοι σvε sec. για την περίπτωσvη των 10 CPU

Στον πίνακα 7.1 φαίνεται όπως αναμενόταν, πως οι χρόνοι που δαπανήθηκαν σvτις μεταφορές δεδο-

μένων, είναι αμελητέοι. ΄Ομως είναι ξεκάθαρο ότι κάποιοι επεξεργασvτές κάνανε αρκετά περισvσvότερο

χρόνο να λύσvουν τα σvυσvτήματα που τους ανατέθηκαν και έτσvι όλοι οι υπόλοιποι βρίσvκονταν σvε κατά-

σvτασvη αναμονής ενώ θα μπορούσvαν να επιλύουν κάτι άλλο. Αυτό είναι ένα από τα βασvικά προβλήματα

του παράλληλου προγραμματισvμού και ονομάζεται load balancing.
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7.2 Επίλυσvη σvτις κάρτες γραφικών

Με αντίσvτοιχες σvυνθήκες, σvαν της παραγράφου 7.1, έγιναν και οι μετρήσvεις για τις κάρτες γραφι-

κών.

Σχήμα 7.4: Διάγραμμα Speed-up για αποκλεισvτική χρήσvη GPU
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Σχήμα 7.5: Αποκλεισvτική χρήσvη GPU, Residual - επαναλήψεις

GPU 1 2

Μεταφορά 4.68 4.48

Αναμονή 321.66 5.54

Υπολογισvμός 280.07 596.48

Πίνακας 7.2: Χρόνοι σvε sec. για την περίπτωσvη των 2 GPU με 2 blocks

Στην περίπτωσvη των 2 GPU - 2 blocks, (πίνακας 7.2) ο σvυνολικός χρόνος εκτέλεσvης είναι 607

δευτερόλεπτα και το Speed-up 8.3. Παρ΄ ότι τα blocks έχουν το ίδιο μέγεθος, οι χρόνοι υπολογισvμού

είναι σvχεδόν διπλάσvιοι από τη μία κάρτα σvτην άλλη με αποτέλεσvμα να μην υπάρχει σvωσvτή κατανομή

φορτίου.

GPU 1 2 3 4

Μεταφορά 2.24 2.31 3.11 4.17

Αναμονή 75.38 0.33 80.71 66.74

Υπολογισvμός 140.07 215.17 133.96 146.8

Πίνακας 7.3: Χρόνοι σvε sec. για την περίπτωσvη των 4 GPU με 4 blocks
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Για την περίπτωσvη των 4 GPU - 4Blocks (πίνακας7.3), ο σvυνολικός χρόνος εκτέλεσvης είναι 217.82

και το Speed-up είναι 23.25.

GPU 1 2 3 4 5 6

Μεταφορά 1.42 5.76 2.42 5.24 4.86 3.3

Αναμονή 60.83 38.7 52.33 46.15 19.12 44.48

Υπολογισvμός 95.88 113.53 103.25 106.57 133.6 109.63

Πίνακας 7.4: Χρόνοι σvε sec. για την περίπτωσvη των 6 GPU με 6 blocks

Ο σvυνολικός χρόνος εκτέλεσvης της περίπτωσvης των 6 GPU (πίνακας 7.4) 157.84 sec και το Speed-

up είναι 32.14. Και σvε αυτή την περίπτωσvη είναι φανερό πως η κατανομή φορτίου δεν είναι ιδανική.

Στην καλύτερη των περιπτώσvεων, ο σvυνολικός χρόνος εκτέλεσvης θα μπορούσvε να είναι κοντά σvτο

χρόνο υπολογισvμού του πέμπτου slave.

Τελευταία περίπτωσvη είναι με τις 8 GPU - 8 block όπου παρατηρείται πτώσvη του Speed-up και

αδυναμία σvύγκλισvης σvτην τιμή που σvυγκλίνουν οι προηγούμενες περιπτώσvεις.

7.2.1 Κατανομή φορτίου σvτις GPU

Μιας και παρουσvιάζονται μεγάλοι χρόνοι αναμονής, όταν κάθε GPU υπολογίζει ένα μόνο block

τη φορά, παρατίθεται η παρακάτω περίπτωσvη όπου το χωρίο διαμερίζεται σvε 4 blocks που τα έχουν

και οι δύο κάρτες γραφικών σvτη μνήμη.

GPU 1 2

Μεταφορά 6.72 6.76

Αναμονή 17.14 26.24

Υπολογισvμός 253.99 244.69

Πίνακας 7.5: Χρόνοι σvε sec για την περίπτωσvη των 2 GPU με load balancing

Παρατηρείται μεγάλη βελτίωσvη σvτο χρόνο εκτέλεσvης ο οποίος είναι 278.97 και το Speed-up είναι

18.08. Αυτό που είναι σvημαντικό είναι ότι οι κάρτες γραφικών πλέον αφιερώνουν σvχεδόν όλο το

χρόνο εκτέλεσvης σvε υπολογισvμούς και όχι σvε αναμονή ή μεταφορές δεδομένων, δεδομένου ότι δεν

αυξάνονται κατά πολύ οι επαναλήψεις για την εύρεσvη του ορίου.
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7.3 Επίλυσvη με σvυνδυασvμό CPU - GPU

Από τις προηγούμενες παραγράφους είναι φανερό πως οι κάρτες γραφικών κάνουν πολύ ταχύτερους

υπολογισvμούς από τους κοινούς επεξεργασvτές. Κάθε απόπειρα σvυνδυασvμού αυτών, απαιτεί να γίνει

και η ανάλογη διαμέρισvη του χωρίου. Σε όλες τις περιπτώσvεις αυτού του κεφαλαίου, τα μεγάλα blocks

σvτέλνονται σvτις κάρτες γραφικών, ενώ τα μικρά σvτους επεξεργασvτές.

Σχήμα 7.6: residuals - επαναλήψεις για το υβριδικό μοντέλο

7.3.1 2 GPUs - 4 Cpus (Σενάριο 1)

Σε αυτή την περίπτωσvη έγινε η παρακάτω διαμέρισvη:

Βαθμοί ελευθερίας Επεξεργασvτής

209088 GPU1
209088 GPU2
22869 CPU1
22869 CPU2
22869 CPU3
22869 CPU4

Πίνακας 7.6: Διαμέρισvη Σεναρίου 1
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Οι άγνωσvτοι που βρίσvκονται σvτο σvύνορο είναι 16335. Ο σvυνολικός χρόνος εκτέλεσvης είναι 419

δευτερόλεπτα και το Speed-up 12.04.

slave 1 2 3 4 5 6

Μεταφορά 3.64 3.8 0.42 0.48 0.48 0.44

Αναμονή 28.94 15.6 262.82 317.46 316.14 344.98

Υπολογισvμός 385.88 398.79 156.27 101.56 102.89 74.09

Πίνακας 7.7: Χρόνοι σvε sec για την περίπτωσvη του σvεναρίου 1

Από τον πίνακα 7.7 είναι φανερό ότι οι CPUs (3-6) δεν έχουν τόσvο μεγάλα blocks και έτσvι

αναμένουν τις κάρτες γραφικών.

7.3.2 2 GPUs - 4 Cpus (Σενάριο 2)

Δεδομένου ότι πρέπει να φορτισvτούν λίγο περισvσvότερο οι CPUs προκύπτει η παρακάτω διαμέρισvη

με σvύνορο μεγέθους 16335:

Βαθμοί ελευθερίας Επεξεργασvτής

179685 GPU1
179685 GPU2
39204 CPU1
39204 CPU2
39204 CPU3
32670 CPU4

Πίνακας 7.8: Διαμέρισvη Σεναρίου 2

slave 1 2 3 4 5 6

Μεταφορά 3.1 3.24 0,61 0.78 0.72 0.78

Αναμονή 27.36 12.66 90.37 64.72 63.61 67.72

Υπολογισvμός 274.63 288.79 215.26 240.74 241,91 237.75

Πίνακας 7.9: Χρόνοι σvε sec για την περίπτωσvη του σvεναρίου 2

Με αυτή τη διαμέρισvη, ο σvυνολικός χρόνος εκτέλεσvης είναι 306 δευτερόλεπτα ο οποίος έχει βελ-

τιωθεί αρκετά. Το Speed-up είναι 16.04.

40



7.3.3 2 GPUs - 6 Cpus (Σενάριο 3)

Σε αυτό το σvενάριο το σvύνορο είναι 22869 αγνώσvτων και η διαμέρισvη είναι:

Βαθμοί ελευθερίας Επεξεργασvτής

153549 GPU1
153549 GPU2
32670 CPU1
32670 CPU2
32670 CPU3
32670 CPU4
32670 CPU5
32670 CPU6

Πίνακας 7.10: Διαμέρισvη σvεναρίου 3

slave 1 2 3 4 5 6 7 8

Μεταφορά 2.68 2.81 0.64 0.65 0.69 0.67 0.64 0.66

Αναμονή 105.91 97.53 126.24 10.78 126.12 126.65 212.21 207.18

Υπολογισvμός 302.24 312.67 290.14 405.59 290.19 289.89 204.18 209.19

Σχήμα 7.7: Χρόνοι σvε sec για την περίπτωσvη του σvεναρίου 3

Ο σvυνολικός χρόνος εκτέλεσvης είναι 416.89 και το Speed-up 12.10. Είναι φανερό ότι ο slave 4

καθυσvτερεί πολύ την επίλυσvη καθώς έχει τον κατά πολύ μεγαλύτερο χρόνο υπολογισvμού.
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7.3.4 2 GPUs - 6 Cpus (Σενάριο 4)

Βαθμοί ελευθερίας Επεξεργασvτής

160083 GPU1
160083 GPU2
26136 CPU1
26136 CPU2
32670 CPU3
32670 CPU4
32670 CPU5
32670 CPU6

Πίνακας 7.11: Διαμέρισvη σvεναρίου 4

slave 1 2 3 4 5 6 7 8

Μεταφορά 2.79 2.88 0.55 0.59 0.71 0.6 0.55 0.64

Αναμονή 28.52 29.34 128.42 22.1 69.97 113.07 129.23 70.94

Υπολογισvμός 253.76 253.2 158.25 264.5 216.52 173.54 157.43 215.63

Σχήμα 7.8: Χρόνοι σvε sec για την περίπτωσvη του σvεναρίου 4

Με αυτή τη διαμέρισvη ο σvυνολικός χρόνος είναι 286.96 και το Speed-up 17.58.

7.3.5 2 GPUs - 8 Cpus (Σενάριο 5)

Χρησvιμοποιώντας την διαμέρισvη με σvύνορο 29403 αγνώσvτων:
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Βαθμοί ελευθερίας Επεξεργασvτής

147015 GPU1
147015 GPU2
26136 CPU1
26136 CPU2
26136 CPU3
26136 CPU4
26136 CPU5
26136 CPU6
26136 CPU7
19602 CPU8

Πίνακας 7.12: Διαμέρισvη σvεναρίου 5

slave 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Μεταφορά 2.66 2.7 0.57 0.56 0.52 0.55 0.59 0.57 0.56 0.46

Αναμονή 31.17 13.4 118.12 127.93 117.92 125.84 127.52 128.4 115.07 117.83

Υπολογισvμός 277.9 296.7 196 186.21 196.24 188.3 186.6 185.74 199.07 196.39

Πίνακας 7.13: Χρόνοι σvε sec για την περίπτωσvη του σvεναρίου 5

Ο σvυνολικός χρόνος εκτέλεσvης είναι 314.53 sec ο οποίος είναι αρκετά καλός δεδομένου ότι οι

CPU έχουν περιθώριο αύξησvης φορτίου και ότι πλέον υπάρχουν αρκετά blocks. Σε αυτό το σvενάριο

το Speed-up είναι 16.

7.3.6 2 GPUs - 8 Cpus (Σενάριο 6)

Η επόμενη διαμέρισvη έγινε με σvύνορο 29403 αγνώσvτων:
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Βαθμοί ελευθερίας Επεξεργασvτής

147015 GPU1
143748 GPU2
26136 CPU1
26136 CPU2
26136 CPU3
26136 CPU4
26136 CPU5
26136 CPU6
26136 CPU7
22869 CPU8

Πίνακας 7.14: Διαμέρισvη σvεναρίου 6

slave 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Μεταφορά 2.62 2.61 0.55 0.52 0.55 0.53 0.57 0.55 0.58 0.47

Αναμονή 23.46 12.34 50.35 131.12 51.83 54.2 54.88 54.47 126.2 93.39

Υπολογισvμός 255.46 267.31 232.69 151.95 231.2 228.85 228.13 228.55 156.84 189.71

Πίνακας 7.15: Χρόνοι σvε sec για την περίπτωσvη του σvεναρίου 6

Ο τελικός χρόνος εκτέλεσvης είναι 283.46 δευτερόλεπτα και το Speed-up 17.8.

7.3.7 2 GPUs - 8 Cpus (Load balancing)

Στα προηγούμενα σvενάρια οι διαμερίσvεις προκύψανε μετά από αρκετές δοκιμές ώσvτε να έχουν

γρήγορους χρόνους εκτέλεσvης. Σε αυτή την δοκιμή θα δημιουργηθούν πολλά και μικρότερα blocks

(15 σvτο σvύνολο) ώσvτε να μπορεί ο master να κάνει κατανομή φορτίου. Η διαμέρισvη που έγινε είναι

με σvύνορο 49005 αγνώσvτων:
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Βαθμοί ελευθερίας

68607

68607

68607

68607

16335

16335

16335

16335

16335

16335

16335

16335

16335

16335

39204

Πίνακας 7.16: Διαμέρισvη σvεναρίου load balancing

Σχήμα 7.9: residuals - επαναλήψεις για το υβριδικό μοντέλο (load balancing)

Σε αυτό το σvενάριο κάθε slave μπορεί να έχει σvτη μνήμη του μέχρι 10 blocks. Τα τέσvσvερα
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μεγάλα blocks μπορούν να χωρέσvουν μόνο σvτην μνήμη των GPU, επιβάλλοντας έτσvι τον υπολογισvμό

τους μόνο από αυτές. Ο τελικός χρόνος εκτέλεσvης είναι 392.98 sec και το Speed-up είναι 12.84.

Συγκρίνοντας αυτό το σvενάριο με το σvενάριο 6 (7.3.6), θα μπορούσvε να πει κάποιος ότι η κατανομή

φορτίου δουλεύει αρκετά καλά. Αυτό το σvενάριο χρειάσvτηκε λίγες επαναλήψεις παραπάνω απ΄ τις

διπλάσvιες (του σvεναρίου 6) για να σvυγκλίνει. Παρ΄ όλα αυτά, ό χρόνος αυξήθηκε μόλις κατά 38% και

όχι 100%.

slave 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Μεταφορά 6.2 6.71 1.11 1.21 1.03 1.28 1.11 1.04 1.33 1.45

Αναμονή 162.42 112.67 279.66 278.3 320.19 278.59 321.82 279.55 254.62 170.78

Υπολογισvμός 224 272.36 112.48 113.71 72 113.37 70.2 112.56 137.27 220.93

Πίνακας 7.17: Χρόνοι σvε sec για την περίπτωσvη του σvεναρίου load balancing

7.3.8 2 GPUs - 8 Cpus (Load balancing - τυχαία διαμέρισvη)

Σε πραγματική επίλυσvη προβλημάτων, σvυνήθως δεν υπάρχει η πολυτέλεια χρόνου να γίνουν δοκιμές

ώσvτε να προκύψει μια αποδοτική διαμέρισvη. Σε αυτό το σvενάριο θα γίνει επίλυσvη του προβλήματος

με διαμέρισvη των 18 block τυχαίου μεγέθους (χρησvιμοποιώντας την σvυνάρτησvη rand() της C++). Η

διαμέρισvη που προέκυψε, με σvύνορο 58806 αγνώσvτων, είναι η παρακάτω:
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Βαθμοί ελευθερίας

45738

16335

26136

9801

16335

42471

29403

13068

16335

35937

32670

22869

29403

16335

29403

29403

13068

42471

Πίνακας 7.18: Διαμέρισvη σvεναρίου load balancing τυχαίας διαμέρισvης

slave 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Μεταφορά 8.26 7.09 2.51 2.01 2.8 1.2 1.62 1.54 1.67 0.76

Αναμονή 466.16 466.58 18.96 352.95 272.87 294.68 138.21 255.84 249.27 298.23

Υπολογισvμός 170.86 172.64 625.22 291.87 371.09 350.96 507.06 389.45 395.93 347.82

Πίνακας 7.19: Χρόνοι σvε sec για την περίπτωσvη του σvεναρίου load balancing τυχαίας διαμέρισvης
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Σχήμα 7.10: residuals - επαναλήψεις για το υβριδικό μοντέλο (load balancing) τυχαίας διαμέρισvης

Ο σvυνολικός χρόνος εκτέλεσvης είναι ήταν 646.12 sec και το Speed-up είναι 7.8. Είναι λοιπόν

φανερό πως η διαμέρισvη του χωρίου παίζει πολύ σvημαντικό ρόλο σvτον τελικό χρόνο εκτέλεσvης.

Σενάριο Συνολικός χρόνος Speed-up

1 419 12.04

2 306 16.04

3 416.89 12.1

4 286.96 17.58

5 314.53 16

6 283.46 17.8

load balancing 392.98 12.84

load balancing � random 646.12 7.8

Πίνακας 7.20: Συγκεντρωτικός πίνακας σvεναρίων

7.4 Επίλυσvη σvε slaves όπου δεν έχουν αρκετή μνήμη

Σε αυτό το σvενάριο η διαμέρισvη θα γίνει σvε τέσvσvερα blocks και θα επιλυθεί σvτις κάρτες γραφικών.

Η ιδιαιτερότητα του σvεναρίου αυτού είναι ότι η κάθε κάρτα θα μπορεί να αποθηκεύσvει ένα μόνο block
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τη φορά. Αυτό σvημαίνει πως σvε κάθε υπολογισvμό θα πρέπει να ξανασvτέλνεται από τον master.

GPU 1 2

Μεταφορά 590.7 575.91

Αναμονή 150.08 289.52

Υπολογισvμός 573.78 449.31

Πίνακας 7.21: Χρόνοι για την περίπτωσvη των 2 GPU χωρίς αρκετή μνήμη

Ο σvυνολικός χρόνος εκτέλεσvης είναι 1316.93 δευτερόλεπτα και το Speed up μόλις 3.83. Είναι

ξεκάθαρο πως όταν τα blocks δεν διατηρούνται σvτη μνήμη των slaves, τότε ο χρόνος μεταφοράς παίζει

ιδιαίτερο ρόλο. Βέβαια, αυτού του είδους η πρακτική, επιτρέπει την επίλυσvη σvυσvτημάτων και σvε cluster

όπου δεν έχουν αρκετή μνήμη ώσvτε να διατηρήσvουν ολόκληρο το πρόβλημα.
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8 Συμπεράσvματα

Από τις μετρήσvεις που έγιναν σvτο κεφάλαιο 7 , διαπισvτώνεται ότι με την αύξησvη του πλήθους

των σvτοιχείων του σvυνόρου, αυξάνεται και ο αριθμός των επαναλήψεων για να επιλυθεί το σvύνορο.

Αποτέλεσvμα αυτού, είναι ότι ο σvυνολικός χρόνος εκτέλεσvης αυξάνεται σvημαντικά. Δικαιολογημένα

λοιπόν, δεν παρουσvιάζεται ιδιαίτερη αύξησvη του Speed-up όταν προσvτίθενται περισvσvότερα CPUs ή

GPUs.

Παρατηρείται επίσvης ότι είναι εκπληκτική η ταχύτητα με την οποία λύνονται τα σvυσvτήματα από τις

GPUs. Το μεγαλύτερο Speed-up επετεύχθη, όταν το πρόβλημα επιλύθηκε με δύο κάρτες γραφικών και

διαμέρισvη τεσvσvάρων blocks με load balancing. Γίνεται πλέον σvαφές ότι οι κάρτες γραφικών γίνονται

απαραίτητες σvτον χώρο της υπολογισvτικής μηχανικής και σvτον ευρύτερο χώρο του επισvτημονικού

υπολογισvμού. Δεν μπορούν σvε καμία περίπτωσvη βέβαια να αντικατασvτήσvουν τις CPUs καθώς δεν

μπορούν να υπολογίσvουν με τόσvη μεγάλη ακρίβεια (αυτό φαίνεται από την καθυσvτέρησvη σvτη σvύγκλησvη

του γραφήματος 7.5 σvε σvχέσvη με αυτό των CPU) και δεν έχουν τόσvο πολλή μνήμη όσvο οι CPUs.

Το τελευταίο είναι αρκετά μεγάλο πρόβλημα όταν υπάρχουν μεγάλα blocks. Στην περίπτωσvη που δεν

υπάρχουν ισvχυρές CPUs σvτο cluster τότε η επίλυσvη θα είναι πολύ αργή. Το ίδιο ακριβώς θα σvυμβεί

αν γίνουν επιπρόσvθετες διαμερίσvεις σvτα μεγάλα block.

΄Ενα ακόμα ζήτημα που αποκτά ιδιαίτερο ρόλο σvτους χρόνους εκτέλεσvης είναι η σvυσvχέτισvη της

κατανομής φορτίου με την ίδια τη διαμέρισvη. Από τις παραπάνω μετρήσvεις, φαίνεται πως είναι επιθυμητό

να έχουμε μικρό αριθμό αγνώσvτων σvτα σvύνορα. Στις περισvσvότερες περιπτώσvεις, αυτό μπορεί να σvυμβεί

όταν έχουμε λίγα blocks. Για να γίνει σvωσvτή κατανομή φορτίου, πρέπει το κάθε block να έχει το

ανάλογο μέγεθος με αυτό των δυνατοτήτων του επεξεργασvτή που πρόκειται να το επιλύσvει. Αυτό

από μόνο του καθισvτά πολύ δύσvκολη την δημιουργία μιας αυτοματοποιημένης διαδικασvίας που θα

δημιουργεί διαμερίσvεις. ΄Ενα βήμα περισvσvότερο όταν κατά την δημιουργία της διαμέρισvης πρέπει να

ληφθεί υπ΄ όψη και ο αριθμός κατάσvτασvης του σvυσvτήματος που προκύπτει.

Η άλλη προσvέγγισvή είναι να δημιουργούνται περισvσvότερα blocks από τις CPUs/GPUs. ΄Ετσvι είναι

πιο πιθανό να γίνει καλύτερη κατανομή φορτίου. Στη περίπτωσvη της δοκού, αυτό αυξάνει πολύ τον

πλήθος τον αγνώσvτων σvτο σvύνορο κάνοντας πολύ πιο αργή την επίλυσvη. Πιθανόν σvε κάποιο άλλο

πρόβλημα αυτή η προσvέγγισvη να λειτουργούσvε καλύτερα.
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