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Η παρούσα διπλωµατική εργασία, «το Μεγαλοενοποιηµένο µοντέλο SU(5)
και η υπερσυµµετρική επέκτασή του», αποτελείται ουσιαστικά από τέσσερα µέ-
ϱη. Το πρώτο µέρος αϕορά στο Μεγαλοενοποιηµένο Μοντέλο SU(5) το οποίο
αποτελεί την πρώτη απόπειρα πραγµατικής ενοποίησης των αλληλεπιδράσεων
της φύσης (εκτός της ϐαρύτητας). Γίνεται περιγραϕή της µαθηµατικής δοµής
του, των φαινοµενολογικών συνεπειών του και τέλος ασκείται κριτική σε αυτές.
Το δεύτερο µέρος είναι αϕιερωµένο στην υπερσυµµετρία. Στο κοµµάτι αυτό
εµβαθύναµε στα τεχνικά Ϲητήµατα και ταυτόχρονα αναλύσαµε τις τροποποιή-
σεις που επάγει στο Καθιερωµένο Πρότυπο της φυσικής, αναβαθµίζοντάς το σε
Ελάχιστο Υπερσυµµετρικό Καθιερωµένο Πρότυπο. Στο τρίτο µέρος ταιριάξα-
µε τα δύο προηγούµενα σε µία προσπάθεια να ϐελτιώσουµε το SU(5) µοντέλο
παίρνοντας την υπερσυµµετρική επέκτασή του µε αποτέλεσµα να προκύψει
ένα ϐιώσιµο µοντέλο ενοποίησης. Τέλος, το τελευταίο κοµµάτι αποτελεί ένα
µαθηµατικό παράρτηµα που αϕορά κυρίως τη Θεωρία Οµάδων και τη Θεωρία
Αναπαραστάσεων. Η ύπαρξή του κρίθηκε απαραίτητη καθώς σε αυτό περιγρά-
φονται σηµαντικές διαδικασίες που παραλείπονται από το κυρίως σώµα της
εργασίας για λόγους συνοχής.

This thesis, "The Grand Unified Theory of SU(5) and its supersymmetric
version" consists of four parts. The first one describes the Grand Unified
Theory of SU(5), wich is considered as the fisrt attempt of true unification
of the nature’s interactions (except for gravity). It mainly concerns its math-
ematical structure and its phenomenological consequences. In the end of
the section we tried to set the final score by stating the pros and cons of
the model. The second part is totally dedicated to supersymmetry. In this
part we made a profound analysis on the technical issues and afterwards
we examined the modifications that are induced on the Standard Model,
due to upgrading it to the Minimal Supersymmetric Standard Model. In
the third part we inserted Supersymmetry into the SU(5) model in order to
upgrade it to the Supersymmetric SU(5), overcoming the weaknesses of the
non-supersymmetric version and resulting to a very promising candidate
for the unification. Finally, the last part is a mathematical appendix on the
Group Theory and the Representation Theory. Its presence is obligatory be-
cause there are many important explanations that are omitted in the main
body of the thesis in order not to lack coherence.
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ

Η παρούσα διπλωµατική εργασία έχει τίτλο «Το Μεγαλοενοποιηµένο Μοντέλο
SU(5) και η υπερσυµµετρική επέκτασή του». Στο πρώτο µέρος, στην αρχή
δίνουµε µία γενική περιγραϕή των µεγαλοενοποιηµένων ϑεωριών (GUTs) κι
έπειτα εξειδικεύουµε στο µοντέλο SU(5), το οποίο ήταν η πρώτη πραγµάτωση
ενοποίησης των τριών αλληλεπιδράσεων της φύσης (εξαιρείται η ϐαρυτική).
Πιο συγκεκριµένα, αρχικά παρατίθεται η δοµή της άλγεβρας που κρύβεται
πίσω από την SU(5) οµάδα κι έπειτα ξεκινάει το χτίσιµο του µοντέλου. Εξη-
γείται ο τρόπος µε τον οποίον τα φερµιόνια και τα µποζόνια τοποθετούνται σε
συγκεκριµένες αναπαραστάσεις της οµάδας κι έπειτα εξηγείται πώς συµβαίνει
το αυθόρµητο σπάσιµο της συµµετρίας, ούτως ώστε να ανακτούµε τη φυσι-
κή που γνωρίζουµε από το Καθιερωµένο Πρότυπο αναπαράγοντας ουσιαστικά
τις φαινοµενολογικές του επιτυχίες. Στη συνέχεια εξηγείται επίσης η ιδιότητα
της κβάντωσης του ηλεκτρικού φορτίου καθώς και η συσχέτιση του φορτίου
των λεπτονίων µε αυτό των κουάρκ. Επίσης, περιγράϕεται το πώς επάγεται
η διάσπαση του πρωτονίου και δίνεται η ϑεωρητική πρόβλεψη για τον χρόνο
Ϲωής του η οποία όµως είναι µικρότερη από το πειραµατικό όριο. ΄Επειτα,
δουλεύουµε µε τις σταθερές σύζευξης και τις εξισώσεις οµάδας επανακανονι-
κοποίησης και ϐλέπουµε ότι δε συµβαίνει πραγµατική ενοποίηση των τριών
σταθερών σύζευξης. Από το µοντέλο αυτό παίρνουµε από τον τοµέα των φερ-
µιονίων ένα καλό αποτέλεσµα που προβλέπει τον λόγο δύο φερµιονίων στις
χαµηλές ενέργειες σε συµϕωνία µε το πείραµα αλλά και µία κακή, η οποία
προβλέπει δύο τέτοιους λόγους για τις άλλες δύο γενιές να είναι ίσοι, πράγµα
που δε συµβαίνει. Ωστόσο, η αρτιότητα του µοντέλου µας παρακινεί να ϐρούµε
έναν τρόπο να περισώσουµε τις αποτυχίες. Ο τρόπος αυτός λέγεται υπερσυµ-
µετρία και η ϑεµελίωση και περιγραϕή της αποτελεί το δεύτερο κοµµάτι της
διπλωµατικής εργασίας.

Στο κοµµάτι αυτό περιγράϕεται αρχικά το πώς αναδύεται η ανάγκη για
την εισχώρησή της στη φυσική (µέσα από το πρόβληµα ότι συνεισϕορές στη
µάζα των ϐαθµωτών πεδίων αποκλίνουν τετραγωνικά και οδηγούν στο σοβαρό
πρόβληµα της λεπτής ϱύθµισης) κι έπειτα ακολουθείται µία µέθοδος κατά την
οποία τα αδιέξοδα και οι ανάγκες προσδιορίζουν την άλγεβρα της υπερσυµ-
µετρίας χωρίς αυτή να επιβάλλεται αυταρχικά. Στην αρχή περιγράϕεται το
πιο απλό υπερσυµµετρικό µοντέλο στο οποίο περιλαµβάνεται µόνο µία left
chiral supermultiplet και αποτελεί το πιλοτικό µας πρόγραµµα για να πε-
ϱάσουµε αργότερα στο MSSM. ΄Επειτα, στο απλό υπερσυµµετρικό µοντέλο
ϐάζουµε και τις αλληλεπιδράσεις που λαµβάνουν χώρα παράγοντας τελικά
το µοντέλο των Wess - Zumino. Για το µοντέλο αυτό αποδεικνύουµε ανα-
λυτικά, συµπεριλαµβάνοντας όλα τα διαγράµµατα ενός ϐρόχου, ότι όλες οι
τετραγωνικές αποκλίσεις που προκύπτουν (και αναγκάζουν την εισαγωγή της
λεπτής ϱύθµισης εξαρχής) αλληλοακυρώνονται επακριβώς και οι αποκλίνου-
σες συνεισϕορές απλά σβήνουν. ΄Επειτα, ϑεµελιώνουµε ένα υπερσυµµετρικό
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µοντέλο στο οποίο συµµετέχει µόνο µία gauge supermultiplet ακολουθώντας
τις ίδιες τεχνικές µε αυτές του απλού υπερσυµµετρικού µοντέλου για την chi-
ral supermultiplet. Στη συνέχεια εισάγουµε το φορµαλισµό των superfields ο
οποίος αποτελεί την περιεκτική περιγραϕή της υπερσυµµετρίας και αποτελεί
το κατάλληλο εργαλείο για τη µελέτη και την ανάλυση του MSSM, το οποίο
αποτελεί το αντικείµενο µελέτης του αµέσως επόµενου µέρους της εργασίας.

Στο µοντέλο αυτό αρχικά εξετάζεται η τροποποίηση στο σωµατιδιακό φά-
σµα του SM και πώς η συµπερίληψη υπερσυµµετρικών ταιριών επηρεάζει το
φάσµα αυτό. ΄Επειτα στο µοντέλο αυτό, δίνεται το κατάλληλο superpotential,
το οποίο αποτελεί τη συνάρτηση που εµπεριέχει όλες τις Higgs αλληλεπιδρά-
σεις του µοντέλου και η µορϕή του γενικά προσδιορίζει το εκάστοτε υπερσυµ-
µετρικό µοντέλο. Στο MSSM εξετάζουµε τις επιτρεπόµενες αλληλεπιδράσεις
κι έπειτα µελετούµε το σπάσιµο της υπερσυµµετρίας µε δύο τρόπους και πώς
αυτό προηγείται και επάγει το σπάσιµο της ηλεκτρασθενούς συµµετρίας. Τέ-
λος, όσον αϕορά το MSSM, εξετάζουµε αναλυτικά τον τοµέα Higgs και πώς από
αυτόν αναδύεται ένας προβλεπτικός περιορισµός για τη µάζα του ελαϕρύτερου
πεδίου Higgs της ϑεωρίας.

Στο τελευταίο κοµµάτι του κυρίου σώµατος της διπλωµατικής περνάµε
στην εισαγωγή της υπερσυµµετρίας στο µεγαλοενοποιηµένο µοντέλο SU(5)
παίρνοντας την υπερσυµµετρική εκδοχή του. Σε αυτήν εξετάζουµε τις τρο-
ποποιήσεις από το µη υπερσυµµετρικό µοντέλο και πώς αυτές αίρουν τις α-
ποτυχηµένες προβλέψεις του καταλήγοντας σε ένα ϐιώσιµο -προς το παρόν-
µοντέλο, όπου η ενοποίηση των σταθερών σύζευξης είναι πραγµατική και ο
χρόνος Ϲωής του πρωτονίου αυξάνεται σηµαντικά µε αποτέλεσµα το πειραµα-
τικό όριο να είναι πλέον χαµηλότερα.

Τέλος, παρατίθεται στην εργασία ένα µαθηµατικό παράρτηµα στο οποίο
περιγράϕονται µε αναλυτικό τρόπο στοιχεία από τη Θεωρία Οµάδων και τη
Θεωρία Αναπαραστάσεων ούτως ώστε να µην παρεµβάλλονται στη ϱοή της
εργασίας και χαλάνε τη συνοχή της.
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Κεϕάλαιο 1

Μεγαλοενοποιηµένες ϑεωρίες
-Το µοντέλο SU(5)
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1.1 Ανάγκη για µεγαλοενοποιηµένες ϑεωρίες

1.1.1 Επιτυχίες και αποτυχίες του SM

Η αναζήτηση για µια ενιαία ϑεωρία που να περιλαµβάνει όλες τις αλληλε-
πιδράσεις της φύσης οδήγησε στην ανοικοδόµηση ενός µοντέλου γνωστό ως
Καθιερωµένο Πρότυπο (SM). Παρ’ολο που δεν επιτεύχηκε η περιγραϕή της ϐα-
ϱύτητας σαν ένα gauge group - και εποµένως η συµπερίληψή της στο πρότυπο
αυτό - το µοντέλο στέϕθηκε µε επιτυχία µέσω των πανηγυρικών πειραµατικών
επιβεβαιώσεων των τελευταίων δεκαετιών. Πέρα από τις πειραµατικές επιτυχί-
ες, σε ϑεωρητική ϐάση, οι κυριότεροι λόγοι που το καθιστούν ικανοποιητικό
µοντέλο περιγραϕής της φύσης του µικρόκοσµου, είναι οι εξής :

� Το SM είναι µια ϑεωρία ϐαθµίδας που σηµαίνει ότι άπαξ και πραγµα-
τοποιηθεί η φερµιονική ανάθεση, όλες οι αλληλεπιδράσεις είναι καλά
ορισµένες.

� Το SM είναι µια επανακανονικοποιήσιµη ϑεωρία, γεγονός το οποίο του
προσδίδει προβλεπτική ισχύ.

� Τα πειραµατικά δεδοµένα φορτισµένων και ουδέτερων ϱευµάτων ϐρί-
σκονται σε εξαιρετική συµϕωνία µε τις ϑεωρητικές προβλέψεις.

� Στο SM έχουµε ανάµιξη δύο διαϕορετικών αλληλεπιδράσεων, της ασθε-
νούς µε την ηλεκτροµαγνητική, γεγονός που δείχνει µια πορεία προς
την πολυπόθητη ενοποίηση.

� Ο τοµέας του Higgs περιορίζεται στην οικονοµική επιλογή µόλις της
µίας διπλέτας µε την οποία πραγµατοποιείται το αυθόρµητο σπάσιµο
συµµετρίας της οµάδας SU(2)L × U(1)Y στην U(1)em και µας παρέχει
όλες τις φερµιονικές µάζες.

� Στο επίπεδο χαµηλότερης τάξης της ϑεωρίας διαταραχών (tree level) δεν
παρατηρείται ουδέτερο ϱεύµα αλλαγής της γεύσης σύµϕωνα µε τον GIM
µηχανισµό. Με τουλάχιστον τρεις γενιές προβλέπεται η παραβίαση της
CP συµµετρίας.

� Ο ϐαρυονικός και ο λεπτονικός αριθµός αποτελούν αυτοµάτως εκτετα-
µένες συµµετρίες, µε τα νετρίνα να παραµένουν άµαζα.

Αυτοµάτως εγείρεται το ερώτηµα ότι αϕού το SM προσπερνάει µε επιτυχία
αυτά τα λεπτά σηµεία τότε ποιος ο λόγος να ψάξουµε πέρα από αυτό ; Ο λόγος
είναι ότι οι επιτυχίες δυστυχώς συνοδεύονται και από αποτυχίες - ελλείψεις
τις οποίες δεν µπορούµε να παραβλέψουµε:

� Η κβάντωση του ηλεκτρικού φορτίου δεν προβλέπεται από πουθενά αϕού
το υπερϕορτίο είναι εντελώς αυθαίρετο. Αποτελεί ιδιότητα ϑεµελιώδους
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σηµασίας, παρ’ολα αυτά το SM αδυνατεί να δώσει εξήγηση για την προέ-
λευσή της. Επίσης η σχέση των λεπτονικών φορτίων µε αυτά των κουάρκ
δεν εξηγείται.

� Το SM δεν αποτελεί ενοποιηµένη ϑεώρια αϕού όπως προαναϕέραµε η
ϐαρύτητα µένει εκτός. Ωστόσο ακόµα κι αν εµµείνουµε στις υπόλοιπες
τρεις αλληλεπιδράσεις, η ισχυρή αλληλεπίδραση δεν αναµιγνύεται ούτε
µε την ασθενή ούτε µε την ηλεκτροµαγνητική µε κανέναν τρόπο. ΄Οµως,
παρά την ανάµιξη που επιτυγχάνεται των δύο τελευταίων (ηλεκτρασθενής
αλληλεπίδραση), είναι λάθος να µιλάµε για ενοποίηση, αϕού η κάθε µία
χαρακτηρίζεται από διαϕορετική σταθερά σύζευξης ακόµα και µετά την
ανάµιξή τους.

� Οι σταθερές σύζευξης των τριών αλληλεπιδράσεων διαϕέρουν κατά πολύ
ενώ αν επρόκειτο για µια ενοποιηµένη εικόνα ϑα περιµέναµε την εξίσωσή
τους.

� Η φερµιονική ανάθεση έγινε ad hoc. Ποιος είναι ο λόγος που τα λεπτόνια
τοποθετούνται στην ίδια αναπαράσταση µε τα κουάρκ ως προς το ασθενές
ισοσπιν ;

� Το πρόβληµα των µαζών των νετρίνων λύνεται µε έναν «brute force» τρό-
πο. ΄Ετσι, το (vc)L παραλείπεται από το φερµιονικό φάσµα κι έτσι αναγ-
κάζει το νετρίνο να παραµείνει άµαζο.

� Μεγάλο µυστήριο για το SM είναι το πρόβληµα των φερµιονικών µαζών,
τα τρία χαρακτηριστικά του οποίου είναι :

1. ∆ιαοικογενειακό πρόβληµα: Γιατί υπάρχουν «αντίγραϕα»οικογενειών
τουλάχιστον τρεις φορές ;

2. Ενδοοικογενειακό πρόβληµα: Οι φερµιονικές µάζες εντός των ίδιων
οικογενειών είναι εντελώς απρόβλεπτες.

3. Οι παράµετροι του KM πίνακα, δηλαδή οι γωνίες ανάµιξης και η
φάση της CP παραβίασης, εισάγονται στη ϑεωρία αντί να προβλέ-
πονται αυτήν.

� Η τάξη του GF καθορίζεται «µε το χέρι». Πρέπει να ϱυθµίσουµε τις
παραµέτρους στο δυναµικό του Higgs ώστε η αναµενόµενη τιµή του
κενού (VEV) να αναπαράγει τη σωστή τιµή του GF .

� ΄Οπως σε όλα τα µοντέλα που κάνουν χρήση του µηχανισµού Higgs,
έτσι και στο SM επικρατεί κάποια αυθαιρεσία. Ο αριθµός και οι ανα-
παραστάσεις των πεδίων Higgs αποτελούν αυθαίρετες επιλογές. Το ίδιο
ισχύει και για τις µεταξύ τους αλληλεπιδράσεις αλλά και για αυτές µε
τα φερµιόνια.
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� ∆εν παρέχεται καµία εξήγηση, έστω ποιοτική, γιατί οι µάζες των κουάρκ
και των λεπτονίων είναι τόσο ελαϕρύτερες από αυτές των πεδίων ϐαθµί-
δας. Επίσης, τα νετρίνα είναι άµαζα λόγω της απουσίας δεξιόστροϕων
νετρίνων, αλλά ποιός είναι ο λόγος που εξαιρούνται του γενικού κανόνα ;

� Το σηµαντικό πρόβληµα της ιεραρχίας. Το απλούστερο µοντέλο του
σπασίµατος της ηλεκτρασθενούς συµµετρίας εµπλέκει ένα ϐαθµωτό σω-
µατίδιο Higgs µε µάζα µίκροτερη της τάξης του TeV . Παρ΄ όλα αυτά, οι
διορθώσεις από τα διαγράµµατα ϐρόχων τείνουν να εκτινάξουν τη µάζα
του Higgs στην πολύ ψηλότερη φυσική κλίµακα Planck ∼ 1019GeV ,
εκτός κι αν συµβεί κάποια εξαιρετικά λεπτή ϱύθµιση αλληλοαναίρεσης
των διορθώσεων µε την tree-level τιµή. Το πρόβληµα αυτό ϐέβαια συµ-
περιλαµβάνεται στο σηµείο αυτό στα πλαίσια µίας γενικότερης κριτικής
πάνω στο SM αϕού αποτελεί ένα σοβαρό πρόβληµα που όχι µόνο δεν λύ-
νουν οι GUTs αλλά το επιδεινώνουν. Μια πολύ κοµψή λύση παρέχεται,
όπως ϑα δούµε παρακάτω, όταν επικαλεστούµε την υπερσυµµετρία1.

Η ανεπάρκεια λοιπόν του SM να εδραιωθεί σαν µία ϑεωρία ενοποίησης
ανάγκασε τους επιστήµονες να κινηθούν πέρα από το SM και να το ϑεωρήσουν
-λόγω των επιτυχιών του- ένα ϐήµα προς µία πιο ϑεµελιώδη ϑεωρία, η οποία
να µπορεί να ανταποκριθεί στις παραπάνω προσδοκίες.

Ο Einstein πέρασε τα τελευταία του χρόνια προσπαθώντας απελπισµένα
να φτάσει σε µια ενοιποιηµένη ϑεωρία της ϐαρύτητας και του ηλεκτροµα-
γνητισµού. Η προσπάθεια αυτή µοιάζει πλέον πρώιµη, όµως επηρέασε τόσο
φιλοσοϕικά όσο και ιδεολογικά τους σύγχρονούς του. Εκϕράζει µια ισχυ-
ϱή πεποίθηση της πλειοψηϕίας των φυσικών ότι η επικρατούσα ποικιλία των
αλληλεπιδράσεων κάποια στιγµή σταµατάει να υπάρχει και η φύση τελικά πε-
ϱιγράϕεται από µία ενιαία ϑεωρία. Με άλλα λόγια, όλες οι αλληλεπιδράσεις
αποκτούν την ίδια ισχύ αλληλεπίδρασης κι έτσι αρκεί για την περιγραϕή τους
µόνο µία σταθερά σύζευξης αίροντας το διαχωρισµό ισχυρών, ηλεκτροµαγνη-
τικών και λοιπών αλληλεπιδράσεων, καταλήγοντας σε µία ενιαία και αδιαίρετη
αλληλεπίδραση.

΄Οµως υπάρχουν και λογικές ενστάσεις σε αυτόν τον υπερβατικό ισχυρι-
σµό. Πώς γίνεται οι ϑεµελιώδεις αλληλεπιδράσεις που στο επίπεδο του SM
διαϕέρουν τόσο σηµαντικά, να συγχωνεύονται τελικά σε µία ενιαία. Η απάντη-
ση που δίνεται αποτελεί τη ϐάση οποιασδήποτε µεγαλοενοποιηµένης ϑεωρίας
και επιτρέπει την ενοποίηση των σταθερών σύζευξης σε µία ενιαία σε κάποιο
υψηλότερο ενεργειακό επίπεδο: η ισχύς των διαϕορετικών αλληλεπιδράσεων
δεν είναι µία απόλυτη έννοια. Οι σταθερές σύζευξης άπαξ και υπολογιστούν
στο ενεργειακό επίπεδο του SM δεν παγιώνονται αλλά µεταβάλλονται αργότερα
λόγω της εξάρτησής τους από την ενεργειακή κλίµακα. Το επιχείρηµα αυτό
ήταν αρκετό για να εκτινάξει τη ϑεωρητική έρευνα σε ασύλληπτες ενεργειακές

1Βλέπε (2.1)
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κλίµακες και να ανοίξει το δρόµο για τη δόµηση των µεγαλοενοποιηµένων
ϑεωριών.

1.1.2 Γενικά στοιχεία - Προσδοκίες από GUTs

Πριν εξειδικεύσουµε σε κάποιο συγκεκριµένο µοντέλο ενοποίησης είναι φρό-
νιµο να αναϕέρουµε αρχικά τις σηµαντικές προσθήκες και ϐελτιώσεις που
προσϕέρουν γενικά οι µεγαλοενοποιηµένες ϑεωρίες (GUTs) πέρα από το SM.
΄Επειτα, ϑα αναϕέρουµε το - ανεξάρτητο από το µοντέλο - πρόγραµµα που
ακολουθείται (συµβαδίζοντας µε το SM) και ϑα γίνει σαϕής η συνταγή δόµη-
σης η οποία δεν παρεκλίνει από αυτήν που ακολουθήθηκε για το χτίσιµο του
καθιερωµένου προτύπου.

Αρχικά, λοιπόν, παραθέτουµε τις γενικές συνέπειες της αρχής της µεγάλης
ενοποίησης και την παρουσία µίας ενιαίας σταθεράς σύζευξης χωρίς να γίνεται
αναϕορά σε κάποιο συγκεκριµένο µοντέλο :

� Κβάντωση του ηλεκτρικού φορτίου και συσχέτιση των φορτίων των λε-
πτονίων µε αυτό των κουάρκ.

� Πρόβλεψη του sin2 θW . Πρόκειται για µια ελεύθερη παράµετρο του SM,
η τιµή της οποίας φιξάρεται πειραµατικά. Στις GUTs η παράµετρος αυτή
γίνεται µία υπολογίσιµη ποσότητα.

� Σχέση µεταξύ των φερµιονικών µαζών. Προκύπτει από τη φερµιονική
ανάθεση και σε κάποιες περιπτώσεις η συσχέτιση αυτή ϐρίσκεται σε
καλή συµϕωνία µε το πείραµα.

� Μη διατήρηση των B,L. Γενικά, µια τέτοια παραβίαση των B, και L
συµµετριών είναι αναµενόµενη αϕού όπως ϑα δούµε στις GUTs λεπτόνια
και κουάρκ «κάθονται» στην ίδια gauge multiplet µε αποτέλεσµα να
υπάρχουν πεδία ϐαθµίδας τα οποία να µεσολαβούν µεταβάσεις µεταξύ
τους.

Προϕανώς εξειδικεύοντας στο εκάστοτε µοντέλο οι προσθήκες και τα πλεονε-
κτήµατα που παρέχονται από τις GUTs πληθύνονται. Τώρα ϑα αναϕέρουµε
επιγραµµατικά το πρόγραµµα που ϑα ακολουθήσουµε για το χτίσιµο του µο-
ντέλου µας:

� ∆ιαλέγουµε µια κατάλληλη οµάδα ϐαθµίδας G. Αυτή µέσω της απαίτη-
σης της τοπικής αναλλοιώτητας µας παρέχει τα σπιν−1 µποζόνια ϐαθ-
µίδας του µοντέλου.

� ∆ιαλέγουµε την αναπαράσταση των φερµιονίων έτσι ώστε να αναδύεται η
δοµή του SM στο επίπεδο χαµηλών ενεργειών. Η σύζευξη των φερµιονίων
µε τα πεδία ϐαθµίδας δίνεται από την απαίτηση της τοπικά αναλλοίωτης
ϐαθµίδας.
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� ∆ιαλέγουµε την αναπαράσταση των ϐαθµωτών πεδίων έτσι ώστε να δίνει
φαινοµενολογικά αποδεκτό πρόγραµµα σπασίµατος της συµµετρίας της
G στο SU(3)× SU(2)× U(1).

� Προσδιορίζουµε τις συζεύξεις Yukawa στη ϑεωρία εξασϕαλίζοντας τις
αποδεκτές φερµιονικές µάζες µετά το αυθόρµητο σπάσιµο συµµετρίας.

Μία επιλογή -υπακούοντας στους παραπάνω κανόνες- είναι το minimal
SU(5) µοντέλο το οποίο αρχικά αναπτύχθηκε από τους Glashow και Georgi
(1974). Θα µελετήσουµε λεπτοµερώς το µοντέλο αυτό αϕενός επειδή εµπεριέ-
χει τη γενική δοµή που συναντάται στα διάϕορα µεγαλοενοποιηµένα µοντέλα
κι αϕετέρου επειδή οι φαινοµενολογικές του συνέπειες έχουν µελετηθεί εκτε-
ταµένα. Είναι γεγονός ότι µόνο στη minimal εκδοχή οι προβλέψεις µπορούν
να είναι ακριβείς και παρ΄ όλο που δεν υπάρχει κάποιος a priori λόγος ώστε
το απλούστερο µοντέλο να είναι και ϱεαλιστικό, η επιτυχία του απλού µοντέ-
λου του SM µας ενθαρρύνει να εξετάσουµε τις minimal µεγαλοενοποιηµένες
επεκτάσεις του. Στο υποκεϕάλαιο λοιπόν που ακολουθεί, ϑα εξέτασουµε τα
επιχειρήµατα µε τα οποία αναπτύχθηκε το πρώτο αυτό µοντέλο µεγαλοενο-
ποιηµένης ϑεωρίας όπου το SM υπεισέρχεται σε µια απλή οµάδα, την SU(5).

1.1.3 Επιλογή του gauge group. Γιατί SU(5);

Ποιές είναι όµως οι απαιτήσεις τις οποίες ϑα πρέπει να πληροί µια οµά-
δα G ώστε να αποτελεί έναν ϐιώσιµο υποψήϕιο για ένα µεγαλοενοποιηµέ-
νο µοντέλο· Με ϐάση ποιά επιχειρήµατα καταλήγουµε στην οµάδα SU(5)·
Καταρχήν, επειδή η οµάδα του SM έχει 4 διαγώνιους γεννήτορες και πρέ-
πει να εµβαπτίζεται στην G, καταλήγουµε ότι η G είναι τουλάχιστον τάξης
4. Γνωρίζουµε ότι υπάρχει πεπερασµένος αριθµός οµάδων τάξης ίση µε 4
οι οποίες να είναι είτε απλές (περιγραϕή από µια σταθερά σύζευξης) είτε
γινόµενο ταυτοτικών απλών οµάδων των οποίων οι σταθερές σύζευξης µπο-
ϱούν να εξισωθούν µέσω µίας διακριτής συµµετρίας. Οι υποψήϕιες είναι :
[SU(2)]4, [O(5)]2, [SU(3)]2, [G2]

2, O(8), O(9), Sp(8), F4 και SU(5).
Οι πρώτες δύο ϑεωρούνται ακατάλληλες διότι δεν περιέχεουν την SU(3) σαν
υποοµάδα τους. Η [SU(3)]2 παρ΄ όλο που περιέχει την SU(3) είναι επί-
σης ακατάλληλη αϕού αν εµβαπτίσουµε στη δεύτερη SU(3) την υποοµάδα
SU(2) × U(1) ϑα σηµαίνει ότι ο τελεστής του φορτίου ϑα είναι ένας άιχνος
γεννήτορας της SU(3) που σηµαίνει ότι το άθροισµα των φορτίων όλων των
κουάρκ ϑα είναι µηδέν, κάτι που δεν προβλέπεται από τη δοµή των γενιών
του σωµατιδιακού φάσµατος. Από τις οµάδες που αποµένουν, µόνο η SU(5)
κατέχει συζυγείς αναπαραστάσεις. Αν η οµάδα του µοντέλου µας είχε µόνο
πραγµατικές αναπαραστάσεις, τότε ϑα ήταν αδύνατη η εισαγωγή φερµιονι-
κών όρων µάζας στη λαγκρατζιανή χωρίς να παραβιάζεται η gauge invariance.
Καταλήγουµε λοιπόν ότι η µόνη υποψήϕια οµάδα που περνάει όλα τα τεστ
είναι η SU(5). Είναι λογικό λοιπόν, πριν το χτίσιµο του µεγαλοενοποιηµένου
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µοντέλου SU(5) να εξετάσουµε τη δοµή και τις ιδιότητες της οµάδας που ϑα
χρησιµοποιήσουµε.

1.2 Η οµάδα SU(5) - ΄Αλγεβρα A4

Η SU(5) (Special Unitary) είναι η οµάδα που αποτελείται από το σύνολο των
µοναδιακών 5 × 5 πινάκων (U † = U−1), οι οποίοι έχουν ορίζουσα ίση µε τη
µονάδα, εϕοδιασµένο µε την πράξη του πολλαπλασιασµού πινάκων. Ανήκει
στην κατηγορία των Οµάδων Lie που σηµαίνει ότι οι γεννήτορές της σχηµα-
τίζουν µια µεταθετική άλγεβρα, (Α΄.40). Η άλγεβρα Lie της οµάδας SU(5)
ονοµάζεται άλγεβρα A4. Η SU(5) έχει 52 − 1 = 24 γεννήτορες από τους οποί-
ους 4 είναι οι γεννήτορες Cartan (διαγώνιοι, ερµιτιανοί) οι οποίοι σχηµατίζουν
µιαν αβελιανή υποάλγεβρα. Από την (Α΄.159) υπολογίζουµε τα στοιχεία πίνακα
από τα οποία αποτελούνται οι τέσσερις γεννήτορες. Η παραπάνω φόρµουλα,
(Α΄.159),για τον πρώτο γεννήτορα Cartan (m = 1), δουλεύει ως εξής :

[H1]11 =
1

2
(δ11δ11 − δ12δ12) =

1

2
,

[H1]12 =
1

2
(δ11δ21 − δ12δ22) = 0 ,

...

[H1]22 =
1

2
(δ21δ21 − δ22δ22) = −1

2
.

...

Ολοκληρώνοντας τη διαδικασία για τον πρώτο γεννήτορα και επαναλαµβάνον-
τάς την για τους υπόλοιπους τρεις, παίρνουµε:

H1 =
1

2


1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , H2 =
1√
12


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 −2 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ,

H3 =
1√
24


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 −3 0
0 0 0 0 0

 , H4 =
1√
40


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 −4

 .

(1.1)

Αυτοί είναι οι τέσσερις ερµιτιανοί πίνακες των γεννητόρων στη ϑεµελιώδη α-
ναπαράσταση πέµπτης τάξης. Επίσης, φέρουν την πολύτιµη ιδιότητα ότι είναι
άιχνοι σύµϕωνα µε το ϑεώρηµα Α΄.5.1. Φυσικά, εϕόσον οι γεννήτορες Cartan
µετατίθενται, αυτό σηµαίνει ότι έχουν κοινό σύστηµα ιδιοσυναρτήσεων. Αν οι
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Hi δράσουν πάνω σε µία ιδιοκατάστασή τους |µ⟩, τότε παίρνουµε τις ιδιοτιµές
τους, δηλαδή τα ϐάρη τους :

Hi|µ⟩ = µi|µ⟩ , (1.2)

Οι ιδιοτιµές αυτές τωνHi είναι πραγµατικές, ως οϕείλουν άλλωστε ως ιδιοτιµές
ερµιτιανών τελεστών. Αϕού οι πίνακες είναι ήδη διαγώνιοι είναι προϕανές ότι
οι ιδιοτιµές τους (τα ϐάρη τους) ϑα είναι :

µ1 =
1

2
,−1

2
, 0, 0, 0 ,

µ2 =
1√
12
,

1√
12
,− 2√

12
, 0, 0 ,

µ3 =
1√
24
,

1√
24
,

1√
24
,− 3√

24
, 0 ,

µ4 =
1√
40
,

1√
40
,

1√
40
,

1√
40
,− 4√

40
, 0 ,

(1.3)

όπου οι εκϕυλισµένες τιµές είναι ϱητά εκπεϕρασµένες. Σχηµατίζονται λοιπόν
τα πέντε τετραδιάστατα διανύσµατα ϐάρους µε συνιστώσες τα µi:

µ⃗1 =

(
1

2
,

1√
12
,

1√
24
,

1√
40

)
,

µ⃗2 =

(
−1

2
,

1√
12
,

1√
24
,

1√
40

)
,

µ⃗3 =

(
0,− 2√

12
,

1√
24
,

1√
40

)
,

µ⃗4 =

(
0, 0,− 3√

24
,

1√
40

)
,

µ⃗5 =

(
0, 0, 0,− 4√

40

)
.

(1.4)

Για να συνεχίσουµε την ανάλυσή µας πρέπει να πραγµατοποιήσουµε έναν
διαχωρισµό των ϐαρών ως προς τη ϑετικότητά τους. Αυτό επιτυγχάνεται παίρ-
νοντας τη σύµβαση ένα ϐάρος να είναι ϑετικό, όταν η τελευταία µη µηδενική
συνιστώσα του είναι ϑετική2. Με ϐάση τον ορισµό αυτόν, µπορούµε να ορί-
σουµε τη διάταξη των διανυσµάτων ϐάρους κατά τον προϕανή τρόπο

µi > µj , αν µi − µj > 0 . (1.5)

Συµπεραίνουµε άµεσα ότι για τα ϐάρη της (1.4) ϑα ισχύει :

µ⃗1 > µ⃗2 > µ⃗3 > µ⃗4 > µ⃗5 , (1.6)
2Στο παράρτηµα ϑεωρήσαµε την αντίστροϕη σύµβαση περί ϑετικότητας, ωστόσο αυτό δεν

αλλοιώνει τα αποτελέσµατά µας.
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από όπου συµπεραίνουµε ότι το µ1 είναι το µέγιστο ϐάρος της αναπαράστασης.
΄Επειτα, πρέπει να ϐρούµε τα διανύσµατα των απλών ϱιζών της άλγεβρας

A4 οι οποίες υπολογίζονται από την (Α΄.165). Συνεπώς, ϑα έχουµε:

α1 = µ1 − µ2 = (1, 0, 0, 0) , α2 = µ2 − µ3 =

(
−1

2
,

3√
12
, 0, 0

)
,

α3 = µ3 − µ4 =

(
0,− 2√

12
,
4

24
, 0

)
, α4 = µ4 − µ5 =

(
0, 0,− 3√

24
,

5√
40

)
.

(1.7)

Πλέον, µέσω των απλών ϱιζών ϑα µπορούµε να εκϕράζουµε τις αναπαραστά-
σεις της SU(5) σε όρους συντελεστών Dynkin . Αυτό σηµαίνει ότι χρησιµο-
ποιώντας την (Α΄.109), ϐρίσκουµε τους συντελεστές Dynkin

j = 1 :
2α1µ1
α2
1

= 1 , j = 2 :
2α2µ1
α2
2

= 0 ,

j = 3 :
2α3µ1
α2
3

= 0 , j = 4 :
2α4µ1
α2
4

= 0 , (1.8)

όπου αi και µi είναι τα διανύσµατα που υπολογίσαµε στις σχέσεις (1.7) και
(1.4) αντίστοιχα. ΄Αρα η ϑεµελιώδης αναπαράσταση (µε µέγιστο ϐάρος (µ1 =
(1, 0, 0, 0)) ϑα γράϕεται σε όρους συντελεστών Dynkin σαν (1, 0, 0, 0) (η ταύτιση
τους είναι συµπτωµατική).

Η εύρεση των απλών ϱιζών της άλγεβρας A4 πέρα από τη δυνατότητα που
µας έδωσε να εκϕράσουµε τις αναπαραστάσεις µε τη ϐολική γραϕή των συν-
τελεστών Dynkin , µας προσδίδει τη δυνατότητα να υπολογίσουµε τον πίνακα
Cartan της A4 µέσω της (Α΄.105):

A11 =
2α1α1

α2
1

= 2 , A12 =
2α1α2

α2
2

= −1 ,

...

A33 =
2α3α3

α2
3

= 2 , A34 =
2α3α4

α2
4

= −1 ,

...

A43 =
2α4α3

α2
3

= −1 , A44 =
2α4α4

α2
4

= 2 . (1.9)

Εποµένως, ο πίνακας Cartan της οµάδας SU(5) είναι ένας πίνακας 4 × 4
(όπως ήταν αναµενόµενο) και διαµορϕώνεται τελικά ως εξής :

A =


2 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2

 . (1.10)
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Σύµϕωνα λοιπόν τώρα µε τους κανόνες πάνω που ϐρίσκονται από την (Α΄.106),
µπορούµε να παραγάγουµε από τον πίνακα Cartan το αντίστοιχο διάγραµµα
Dynkin της απλής άλγεβρας Lie A4. Το διάγραµµα αυτό ϑα αποτελείται από
4 κύκλους -αϕού έχουµε ισάριθµες απλές ϱίζες- οι οποίοι ϑα σνδέονται µε
µονές γραµµές αϕού όλα τα γινόµενα AijAji του πίνακα (1.10) είναι ίσα µε
τη µονάδα. Επίσης δε χρειάζεται να ϑέσουµε κάποιον προσανατολισµό επειδή
τα µη µηδενικά στοιχεία Aij είναι ίσα µε τα συµµετρικά τους. Το διάγραµµα
Dynkin που κατασκευάζεται εν τέλει είναι :

α3
α4α1 α2

Εικόνα 1.1: Οι απλές ϱίζες της SU(5) στο διάγραµµα Dynkin.

Φυσικά, ϑα µπορούσαµε να είχαµε εκτελέσει την αντίστροϕη διαδικασία,
δηλαδή, µέσω του διαγράµµατος Dynkin να πάρουµε τον αντίστοιχο πίνακα
Cartan.

Συνεχίζοντας, γενικά ισχύει -εξ΄ ορισµού- ότι από τον πίνακα Cartan η κάθε
γραµµή j αποτελείται ουσιαστικά από τις qi−pi τιµές της απλής ϱίζας αj , όπως
υποδηλώνει η (Α΄.104). Αυτό σηµαίνει ότι µπορούµε να εκϕράσουµε τις απλές
ϱίζες σε συµβολισµό των συντελεστών Dynkin , όπως φαίνεται παρακάτω3:

α1 = 2 -1 0 0 , α2 = -1 2 -1 0 ,

α3 = 0 -1 2 -1 , α4 = 0 0 -1 2 . (1.11)

Η αλλαγή του συµβολισµού αποσκοπεί στην ευκολότερη εύρεση των υπόλοι-
πων ϱιζών της άλγεβρας µέσω της διαδικασίας που ακολουθήσαµε και για την
περίπτωση της SU(3), όπως φαίνεται στην εικόνα (Α΄.6). Ο συνολικός αριθµός
των ϱιζών είναι n(n−1), που σηµαίνει ότι στην περίπωσή µας, όπου n = 5, ϑα
έχουµε συνολικά (συµπεριλαµβανοµένων και των απλών ϱιζών) 20 ϱίζες. Τις
ϱίζες αυτές ϑα τις υπολογίσουµε δρώντας ουσιαστικά µε τους τελεστές αναβίβα-
σης Eαi «κλείνοντας» κάθε φορά τις SU(2) αναπαραστάσεις που προκύπτουν4:

Από το παραπάνω οικοδόµηµα κατασκευάζουµε τη λίστα των ϱιζών της άλγε-
3Οι ϱίζες σε συµβολισµό Dynkin είναι τοποθετηµένες σε πλαίσια για να προοικονοµήσουν

τη διαδικασία εύρεσης ϱιζών που αναλύσαµε σε ϐάθος στο τέλος του υποκεϕαλαίου 4.8 του
παραρτήµατος.

4Για αναλυτική επεξήγηση της διαδικασίας ϐλέπε παράρτηµα στο τέλος του 1.8
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0 0 0 0

1 1 1 2 1 1 1 1 0 1 1 1

1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 0 1

1 0 0 1

21 0 0

1 0 1 1

1 2 1 0 0 0 1 20 1 0 1

+α4
+
α3

+
α
2

+
α
2

+α
1

+
α
1 +

α
3

+
α
2 +

α
4 +

α
3

+α
1 +α3 +α4+α

2

+α4 +α
4+α1

+
α
1

1 0 0 1

Εικόνα 1.2: Εύρεση των ϱιζών της SU(5).

ϐρας :

α5 = α1 + α2 =

(
1

2
,

3√
12
, 0, 0

)
,

α6 = α2 + α3 =

(
−1

2
,

1√
12
,

4√
24
, 0

)
,

α7 = α3 + α4 =

(
0,− 2√

12
,

1√
24
,

5√
40

)
,

α8 = α1 + α2 + α3 =

(
1

2
,

1√
12
,

4√
24
, 0

)
,

α9 = α2 + α3 + α4 =

(
−1

2
,

1√
12
,

1√
24
,

5√
40

)
,

α10 = α1 + α2 + α3 + α4 =

(
1

2
,

1√
12
,

1√
24
,

5√
40

)
,

α11 = −α1 = (−1, 0, 0, 0) ,

α12 = −α2 =

(
1

2
,− 3√

12
, 0, 0

)
,

α13 = −α3 =

(
0,

2√
12
,− 4√

24
, 0

)
,

α14 = −α4 =

(
0, 0,

3√
24
,− 5√

40

)
,

α15 = −α5 =

(
−1

2
,− 3√

12
, 0, 0

)
,

α16 = −α6 =

(
1

2
,− 1√

12
,− 4√

24
, 0

)
,

α17 = −α7 =

(
0,

2√
12
,− 1√

24
,− 5√

40

)
,

α18 = −α8 =

(
−1

2
,− 1√

12
,− 4√

24
, 0

)
,
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α19 = −α9 =

(
1

2
,− 1√

12
,− 1√

24
,− 5√

40

)
,

α20 = −α10 =

(
−1

2
,− 1√

12
,− 1√

24
,− 5√

40

)
,

(1.12)

Οι πρώτες 4 ϱίζες παραλείπονται από τη λίστα γιατί είναι οι απλές ϱίζες οι
οποίες έχουν ήδη ϐρεθεί στην (1.7). Επίσης, αποδεικνύεται ότι οι ϱίζες µε
τους ίδιους συντελεστές, ενώ έχουν διαϕορετικό παρελθόν δεν είναι γραµµικώς
ανεξάρτητες εποµένως δεν τις διπλοµετρούµε.

΄Εχοντας λοιπόν υπολογίσει όλες τις ϱίζες της άλγεβρας µπορούµε πλέον
να περάσουµε στην εύρεση των ϑεµελιωδών ϐαρών πάνω στα οποία µπορούµε
να «απλώσουµε» τα υπόλοιπα ϐάρη, δηλαδή να χρησιµοποιήσουµε τα ϑεµε-
λιώδη ϐάρη σαν µία πλήρη ϐάση. Επίσης, παίρνοντας σαν µέγιστα ϐάρη τα
ϑεµελιώδη ϐάρη, ϑα µπορέσουµε να εξάγουµε τις ϑεµελιώδεις αναπαραστά-
σεις της οµάδας. Τα ϑεµελιώδη ϐάρη για µία τυχαία οµάδα SU(N) δίνονται
από την (Α΄.167), εποµένως στην περίπτωσή µας, (N = 5), έχουµε:

µf1 = µ1 =

(
1

2
,

1√
12
,

1√
24
,

1√
40

)
,

µf2 = µ1 + µ2 = 2

(
0,

1√
12
,

1√
24
,

1√
40

)
,

µf3 = µ1 + µ2 = 3

(
0, 0,

1√
24
,

1√
40

)
,

µf4 = µ1 + µ2 + µ4 = 4

(
0, 0, 0,

1√
40

)
,

µf5 = µ1 + µ2 + µ4 + µ5 = (0, 0, 0, 0) . (1.13)

Μεταϕράζουµε λοιπόν τα παραπάνω διανύσµατα των ϑεµελιωδών ϐαρών σε
όρους των συντελεστών Dynkin κάνοντας χρήση της (Α΄.110):

µf1 = (1, 0, 0, 0) , µf2 = (0, 1, 0, 0) ,

µf3 = (0, 0, 1, 0) , µf4 = (0, 0, 0, 1) . (1.14)

Οι αναπαραστάσεις λοιπόν που έχουν για µέγιστα ϐάρη τα ϑεµελιώδη ϐάρη
µεταϕράζονται σε Young tableaux ως εξής :

, , , (1.15)

και χρησιµοποιώντας τη µέθοδο factors over hooks, ϐρίσκουµε ότι οι διαστά-
σεις τους είναι 5, 10, 1̄0, 5̄, αντίστοιχα.
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Πλέον µπορούµε να υπολογίσουµε όλα τα ϐάρη των ϑεµελιωδών αναπα-
ϱαστάσεων (κι έπειτα και όποιων άλλων χρειάζεται):

1 0 0 0
−α1

−

α2

−

α3

−

α4

-1 1 0 0

0 -1 1 0

0 0 -1 1

0 0 0 1

(α΄) Τα ϐάρη της A4 αναπαράστασης µε
µέγιστο ϐάρος το (1, 0, 0, 0).

−α4

−

α
3

−

α
2

−

α
1

0 0 0 1

0 0 1 -1

0 1 -1 0

1 -1 0 0

-1 0 0 0

(ϐ΄) Τα ϐάρη της A4 αναπαράστασης µε
µέγιστο ϐάρος το (0, 0, 0, 1).

1 -1 1 0

-1 0 1 01 0 -1 1

-1 1 -1 11 0 0-1

-1 1 0 -1 0 -1 0 1

0 -1 1 -1

0 0 -1 0

−α
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−
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(γ΄) Τα ϐάρη της A4 αναπαράστασης µε
µέγιστο ϐάρος το (0, 1, 0, 0).

0 -1 0 0

0 0 1 0

0 1 -1 1

0 1 0 -1 1 -1 0 1

-1 0 0 11 -1 1 -1

1 0 -1 0 -1 0 1 -1
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1
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1
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α
1

−α2

−
α4

−
α4

−
α4

−α3

−
α3

(δ΄) Τα ϐάρη της A4 αναπαράστασης µε
µέγιστο ϐάρος το (0, 0, 1, 0).

Εικόνα 1.3: Εύρεση των ϐαρών των ϑεµελιωδών αναπαραστάσεων της A4.

Η αµέσως επόµενη -ως προς τη σηµασία της- αναπαράσταση της SU(5)
για το χτίσιµο του οµώνυµου µεγαλοενοποιηµένου µοντέλου είναι η adjoint
αναπαράσταση. Η πραγµατική αυτή αναπαράσταση δίνεται, σύµϕωνα µε τις
παρατηρήσεις του παραρτήµατος (στο τέλος του 4.9), σε όρους συντελεστών
Dynkin σαν (1, 0, 0, 1). Βάσει του γενικού κανόνα που µας υπαγορεύει η
εικόνα (Α΄.12), η adjoint αναπαράσταση µεταϕράζεται πολύ εύκολα στο Young
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ταµπλώ που της αντιστοιχεί, δηλαδή:

→
5 6
4
3
2

, (1.16)

όπου αριθµήσαµε κατάλληλα τα κουτάκια έτσι ώστε µέσω της µεθόδου factors
over hooks να ϐρούµε τη διάστασή της. Πιο συγκεκριµένα: d = F/H =
(5 ·6 ·4 ·3 ·2)/(2 ·3 ·5) = 24. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι η διάσταση της adjoint
αναπαράστασης είναι ίση µε 24, ίση δηλαδή µε τον αριθµό των γεννητόρων της
οµάδας όπως ήταν αναµενόµενο.

Τώρα, µπορούµε να στήσουµε ένα ανάλογο οικοδόµηµα µε αυτά των ϑε-
µελιωδών αναπαραστάσεων για να ϐρούµε όλα τα ϐάρη της adjoint αναπαρά-
στασης. ∆ηλαδή,

1 0 0 1
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1 1 -1 0-1 1 1 -10 -1 1 1

0 0 -1 2 0 -1 2 -1 -1 2 -1 0 2 -1 0 0
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α
2

−
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α
2

−α4 −α3

−α
3

−
α
3

−α
4

−
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Εικόνα 1.4: Εύρεση των ϐαρών της 24 αναπαράστασης της SU(5).

Αναλόγως επεξεργαζόµαστε και τις υπόλοιπες µη αναγωγίσιµες αναπαρα-
στάσεις της οµάδας.
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Συνεχίζοντας, πρέπει να αναπτύξουµε τις αναπαραστάσεις της SU(5) σε
ευθύ άθροισµα των αναπαραστάσεων των υποοµάδων της5. Αυτό αρχικά επι-
τυγχάνεται µε τη ϐοήθεια των Young tableaux µέσω του µηχανισµού SU(N)⊗
SU(M)⊗U(1) ϵ SU(N +M) τον οποίο αναλύσαµε εκτενώς στο υποκεϕάλαιο
4.10 του παραρτήµατος. Εκεί παρατίθενται σαν παραδείγµατα τα αναπτύγµα-
τα των αναπαραστάσεων 5, 5̄, 24 στις (Α΄.191), (Α΄.192) και (Α΄.195) αντίστοιχα.
Εποµένως, ϑα συνεχίσουµε µε την εύρεση των αναπτυγµάτων ακόµα δύο ανα-
παραστάσεων, των 10, 1̄0, που ϑα µας χρησιµεύσουν αργότερα.

� Για την αναπαράσταση (0, 1, 0, 0) ή αλλιώς 10 έχουµε:

=

(
•

)
⊕

( )
⊕

(
•

)
. (1.17)

΄Αρα ο κανόνας διακλάδωσης για την 10 ϑα είναι :

10 = (3̄, 1) ⊕ (3, 2) ⊕ (1, 1) . (1.18)

� Επίσης για τη συζυγή της αναπαράσταση 1̄0 (ή σε όρους Dynkin συντε-
λεστών (0, 0, 1, 0)) ϑα ισχύει απλά:

=

(
•

)
⊕

( )
⊕

(
•

)
(1.19)

΄Αρα, ο κανόνας διακλάδωσης της 1̄0 ϑα είναι :

1̄0 = (3, 1) ⊕ (3̄, 2) ⊕ (1, 1) . (1.20)

Γενικά, τους κανόνες αυτούς µπορούµε να τους εξαγάγουµε µέσω των
διαγραµµάτων Dynkin . ΄Οπως έχουµε αναλύσει στο τέλος του παραρτήµατος,
αν αποκόψουµε κάποιον κύκλο - δηλαδή κάποια ϱίζα - τότε από την αρχική
µας άλγεβρα παίρνουµε µια maximal υποάλγεβρα αρκεί να αποζηµιώσουµε
την απωλεσθείσα ϱίζα µε µια U(1) άλγεβρα για την αποκατάσταση του rank.
Πιο συγκεκριµένα, για την περίπτωση της A4 που µας ενδιαϕέρει, ξεκινώντας
από την εικόνα (1.1), ϑα έχουµε:

� Αν διαγράψουµε την τελευταία ϱίζα από το διάγραµµα της εικόνας (1.1),
τότε παίρνουµε:

α1 α2 α3 α4 α1 α2 α3

SU(5)

× U(1)

SU(4)

Εικόνα 1.5: Εύρεση maximal υποάλγεβρας της SU(5) µε τη ϐοήθεια του
διαγράµµατος Dynkin.

5Η διαδικασία αυτή είναι γνωστή σαν branching rule (κανόνας διακλάδωσης).

25



� Ενώ αν διαγράψουµε την τρίτη ϱίζα της ίδιας εικόνας, ϑα προκύψει :

α1 α2 α3 α4 α1 α2 α4

SU(5)

× U(1)

SU(3) × SU(2)

Εικόνα 1.6: Εύρεση maximal υποάλγεβρας της SU(5) µε τη ϐοήθεια του
διαγράµµατος Dynkin.

� Η διαγραϕή των ϱιζών α1 ή α2 δεν παράγει κανένα καινούριο διάγραµµα
Dynkin (λόγω συµµετρίας) και για το λόγο αυτό παραλείπονται.

Είδαµε λοιπόν, σε επίπεδο αλγεβρών, ότι πήραµε δύο διαϕορετικές maximal
υποάλγεβρες :

SU(5) ⊃ SU(4)× U(1) (1.21)
SU(5) ⊃ SU(3)× SU(2)× U(1) (1.22)

Από αυτές τις δύο ϑα δουλέψουµε µε τη δεύτερη, (1.22), καθώς η υποοµάδα
SU(3)×SU(2)×U(1) παραπέµπει αυτοµάτως στην οµάδα του Καθιερωµένου
Προτύπου.

Συνεπώς, περνούµε τώρα στο επίπεδο των αναπαραστάσεων να δούµε πώς
αυτές διαµορϕώνονται µετά από τη διαγραϕή της α3 ϱίζας. Χρησιµοποιών-
τας τα διαγράµµατα ϐαρών των αναπαραστάσεων της SU(5), διαγράϕουµε το
τρίτο στοιχείο και από τα υπόλοιπα προσπαθούµε να αναγνωρίσουµε τα ϐάρη
των αναπαραστάσεων των υποοµάδων της µέσω των αντίστοιχων διαγραµµάτων
τους. ∆ηλαδή:

� Ξεκινάµε από την 5 αναπαράσταση. Στην πρώτη στήλη της εικόνας
δίνονται τα ϐάρη της, στη δεύτερη πως αυτά διαµορϕώνονται κατά τη
διαγραϕή και στην τρίτη οι αναπαραστάσεις των υποοµάδων της SU(5)
τις οποίες ταυτοποιούµε από τη δεύτερη στήλη:
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(1 0 �
�0 0) (1 0)

(-1 1)

(0 -1)

(0 0)

(0 0)

(-1 1 �
�0 0)

(0 -1 �
�1 0)

(0 0 �
�-1 1)

(0 0 �
�0 -1)

SU(3) triplet &
SU(2) singlet

SU(3) singlet &
SU(2) doublet

(0)

(0)

(0)

(1)

(-1)

Εικόνα 1.7: Εύρεση των αναπαραστάσεων των υποοµάδων µε της 5.

Παρατηρούµε ότι η ταυτοποίηση έγινε αβίαστα µε απλή εποπτεία των
διαγραµµάτων των ϐαρών των SU(3) και SU(2), από τις εικόνες (Α΄.9α΄)
και (Α΄.1) (για τις ειδικές περιπτώσεις όπου j = 0 και j = 1 αντίστοιχα).
Συνεπώς:

5 = (3, 1) ⊕ (1, 2) (1.23)

� Αναλόγως πορευόµαστε και για την 5̄:

(0 0 �
�0 1) (0 0)

(0 0)

(0 1)

(1 -1)

(-1 0)

(0 0 �
�1 -1)

(0 1 �
�-1 0)

(1 -1 �
�0 0)

(-1 0 �
�0 0)

SU(3) triplet &
SU(2) singlet

SU(3) singlet &
SU(2) doublet

(1)

(0)

(-1)

(0)

(0)

Εικόνα 1.8: Εύρεση των αναπαραστάσεων των υποοµάδων µε αρχική την 5̄.

Ξανά, ταυτοποιήσαµε τα ϐάρη που προέκυψαν µε τα ϐάρη αναπαραστά-
σεων των υποοµάδων απλά συγκρίνοντας µε τα κατάλληλα διαγράµµατα,
(Α΄.9β΄) και (Α΄.1) (για τις περιπτώσεις όπου j = 1 και j = 0 αντίστοιχα).
Συνεπώς:

5̄ = (3̄, 1) ⊕ (1, 2) (1.24)

� Συνεχίζουµε µε την ίδια διαδικασία για την 10 αναπαράσταση:
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SU(3) triplet &
SU(2) singlet

(-1 1 �
�-1 1) (-1 1)

(-1 1)

(0 -1)

(0 0)

(-1 1 �
�0 -1)

(0 -1 �
�1 -1)

(0 0 �
�-1 0)

(0 1 �
�0 0) (0 1)

(1 -1)(1 -1 �
�1 0)

(1)

(-1)

(-1)

(0)

(0)

(0)

(-1 0)(-1 0 �
�1 0) (0)

(1 0)(1 0 �
�-1 1) (1)

(0 -1)(0 -1 �
�0 1) (1)

(1 0)(1 0 �
�0 -1) (-1)

SU(3) triplet &
SU(2) doublet

SU(3) singlet &
SU(2) singlet

Εικόνα 1.9: Εύρεση των αναπαραστάσεων των υποοµάδων µε αρχική την 5̄.

Παροµοίως, οι αναπαραστάσεις των υποοµάδων ϐρέθηκαν από τα δια-
γράµµατα ϐαρών (Α΄.9α΄), (Α΄.9β΄) και (Α΄.1) (για τις περιπτώσεις όπου
j = 1 και j = 0 αντίστοιχα). Συνεπώς:

10 = (3̄, 1) ⊕ (3, 2) ⊕ (1, 1) (1.25)

� Για την 1̄0 δεν επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία αλλά χρησιµοποιούµε
την ιδιότητα της µιγαδικής συζυγίας των αναπαραστάσεων, που σηµαίνει
ότι από την (1.25) προκύπτει ότι :

1̄0 = (3, 1) ⊕ (3̄, 2) ⊕ (1, 1) (1.26)

� Τέλος, επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία για την 24 αναπαράσταση της
SU(5).
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(0)

(-1)

(0 0)

(0 0)

(0 0 �
�-1 2)

(0 0 �
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(2)

(-2)
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(1 1)(1 1 �
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(-1 2)(-1 2 �
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(2 -1)(2 -1 �
�0 0) (0)

(0 0)

(1 -2)

(-1 -1)

(0 0 �
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SU(3) octaplet &
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(0 0)(0 0 �
�0 0) (0) SU(3) singlet &

SU(2) triplet

SU(3) singlet &

Εικόνα 1.10: Εύρεση των αναπαραστάσεων των υποοµάδων της 24.
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24 = (8, 1) ⊕ (3̄, 2) ⊕ (3, 2) ⊕ (1, 3)⊕ (1, 1) (1.27)

Παρατηρούµε ότι επαληθεύεται ο κανόνας ότι όταν εκτελούµε τον κανό-
να διακλάδωσης στην adjoint αναπαράσταση µίας οµάδας, στο ανάπτυγ-
µα περιέχονται οι adjoint αναπαραστάσεις των υποοµάδων της. Συγκε-
κριµένα, στο ανάπτυγµα της 24 της SU(5) παίρνουµε την (8, 1) και
(1, 3), στις οποίες περιέχονται οι adjoint των SU(3) και SU(2) αντίστοι-
χα. Με άλλα λόγια, ϐλέπουµε ότι οι γεννήτορες των SU(3) και SU(2)
εµπεριέχονται σε αυτούς της SU(5).

1.2.1 Καταστρώνοντας την GUT SU(5)

Η οµάδα ϐαθµίδας SU(5), όπως είδαµε, έχει 24 ερµιτιανούς και άιχνους
γεννήτορες, L1 . . . L24, που σηµαίνει ότι ένα οποιοδήποτε στοιχείο της οµάδας
µπορεί να γραϕτεί µε τη µορϕή:

U = exp{−i
24∑
i=1

βiLi} , (1.28)

όπου

Li =
λi

2
, (1.29)

όπου λj είναι το σύνολο των 5 × 5 γενικευµένων πινάκων Gell - Mann, οι
οποίοι είναι κανονικοποιηµένοι σύµϕωνα µε τη σχέση:

Tr(λiλj) = 2δij , (1.30)

το οποίο σηµαίνει ότι οι γεννήτορες της SU(5) σύµϕωνα µε τη σχέση (1.29)
είναι κανονικοποιηµένοι ως εξής :

Tr(LiLj) =
1

2
δij . (1.31)

Οι πίνακες των γεννητόρων επιλέγονται έτσι ώστε η οµάδα SU(3)c να δρα
στις τρεις πρώτες γραµµές και στήλες ενώ η οµάδα SU(2)L να δρα στις δύο
τελευταίες. Συνεπώς, αν ϑεωρήσουµε µία τυχαία αναπαράσταση της SU(5) η
οποία µπορεί να εκϕραστεί σε τανυστικό συµβολισµό σαν:

ψij...kl... = U imU
j
nU

s
kU

t
l · · ·ψmn...st... , (1.32)

τότε για να τονιστεί η SU(3) × SU(2) υποοµάδα της SU(5) µπορούµε να
ϑεωρήσουµε για τους δείκτες ότι :

i = (α, r) , (1.33)
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όπου α είναι ένας δείκτης χρώµατος και r ένας δείκτης ισοσπίν. Η διαµέ-
ϱιση αυτή των δεικτών είναι κατά κάποιο τρόπο διαισθητική - ίσως φαντάζει
και λίγο αυθαίρετη - αλλά ουσιαστικά πρόκειται για µία λογική σκέψη αν
εξετάσουµε το ανάπτυγµα της 5 αναπαράστασης στην (1.23), η οποία «πηγαί-
νει» στις ϑεµελιώδεις αναπαραστάσεις των υποοµάδων της. ΄Ετσι, επιλέγουµε
να εκϕράσουµε τους γεννήτορες µε ένα µέρος αυτών (οι δώδεκα πρώτοι) να
αντιστοιχούν στους γεννήτορες των υποοµάδων τους.

Αρχικά για τους γεννήτορες της SU(3), έχουµε:

Lα =


0 0

Tα =
λα

2
0 0

0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , α = 1 . . . 8 , (1.34)

όπου λα οι πίνακες Gell - Mann και Tα οι γεννήτορες τις SU(3).
΄Επειτα για τους γεννήτορες της SU(2), έχουµε:

Lr =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 Rk =
σk

2
0 0 0

 , k = 1 . . . 3 & r = 9 . . . 11 , (1.35)

όπου σk οι πίνακες του Pauli και Rk οι γεννήτορες της SU(2).
Επίσης, ο γεννήτορας της U(1)6 ϑα είναι :

L12 =
1√
15


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 −3/2 0
0 0 0 0 −3/2

 . (1.36)

Ο L12 είναι ένας διαγώνιος πίνακας ο οποίος µετατίθεται µε τους πίνακες των
άλλων δύο υποοµάδων.

Τέλος, υπάρχουν ακόµα 12 ερµιτιανοί γεννήτορες της SU(5) οι οποίοι δεν
αντιστοιχούν σε κανέναν από τους γεννήτορες των υποοµάδων της :

L13 =
1

2


0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , L14 =
1

2


0 0 0 −i 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
i 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 (1.37)

6Γενικά ο γεννήτορας της U(1), δηλαδή ο τελεστής του υπερϕορτίου, καθορίζεται απαιτών-

τας : Ŷ ≡ diag(a, a, a, b, b) ·
√

1

2(3α2 + 2b2)
, µε 3a = −2b η συνθήκη αιχνότητας. Κάνοντας

την επιλογή a = −1 ϐρίσκουµε την έκϕραση του L12.
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L15 =
1

2


0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0

 , L16 =
1

2


0 0 0 0 0
0 0 0 −i 0
0 0 0 0 0
0 i 0 0 0
0 0 0 0 0

 (1.38)

L17 =
1

2


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0

 , L18 =
1

2


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 −i 0
0 0 i 0 0
0 0 0 0 0

 (1.39)

L19 =
1

2


0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0

 , L20 =
1

2


0 0 0 0 −i
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
i 0 0 0 0

 (1.40)

L21 =
1

2


0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 1 0 0 0

 , L22 =
1

2


0 0 0 0 0
0 0 0 0 −i
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 i 0 0 0

 (1.41)

L23 =
1

2


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0

 , L24 =
1

2


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 −i
0 0 0 0 0
0 0 i 0 0

 (1.42)

΄Εχοντας λοιπόν αναλύσει τα απαραίτηα στοιχεία της οµάδας SU(5) και των
αναπαραστάσεών της, πρέπει τώρα να ϐρούµε τις κατάλληλες αναπαραστάσεις,
οι οποίες ϑα φιλοξενήσουν τα φερµιόνια της ϑεωρίας µας.

1.2.2 Φερµιονική ανάθεση

Για να ξεκινήσουµε τη διαδικασία ανάθεσης των φερµιονίων στις διάϕορες ανα-
παραστάσεις της SU(5), πρέπει να επανεξετάσουµε ποιο είναι το σωµατιδιακό
φάσµα του SM και ποιοί κβαντικοί αριθµοί αντιστοιχούν στο κάθε σωµατίδιο,
δηλαδή τις αναπαραστάσεις στις οποίες αυτά έχουν ήδη ανατεθεί. Τα στοιχεία
αυτά µαζεµένα σε ένα πίνακα έχουν ως εξής :
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τR ≡ τ̄LeR ≡ ēL µR ≡ µ̄L ≡ ℓ
(i)
R

Fermion Content

1 2 -1

1 1 -2

3 2 1/3

3̄ 1 4/3

3̄ 1 -2/3bαR ≡ b̄αLdαR ≡ d̄L sαR ≡ s̄αL ≡ D
(i)
R

tαR ≡ t̄αLuαR ≡ ūL cαR ≡ c̄αL ≡ U
(i)
R

Εικόνα 1.11: Το φερµιονικό φάσµα του Καθιερωµένου Προτύπου.

Παρατηρήσεις στο φερµιονικό φάσµα:

� ΄Εχουµε 3 γενιές κουάρκ οι οποίες περιγράϕονται από αναπαραστάσεις
µίας SU(3) οµάδας για την ακρίβεια, της SU(3)c. Τα κουάρκ αριστερής
χειραλικότητας (αριστερόστροϕα (LH) 7) µετασχηµατίζονται κάτω από τη
ϑεµελιώδη αναπαράσταση της SU(3)c, την 3, ενώ τα δεξιόστροϕα (RH)
σωµατίδια µετασχηµατίζονται κάτω από τη συζυγή ϑεµελιώδη αναπαρά-
σταση, 3̄. Τα λεπτόνια, αριστερόστροϕα και δεξιόστροϕα, ϐλέπουµε ότι
είναι singlets κάτω από την SU(3)c -µετασχηµατίζονται κάτω από την
τετριµµένη αναπαράσταση-, δηλαδή δε «νιώθουν» την ισχυρή αλληλεπί-
δραση ως σωµατίδια µη φέροντα το φορτίο του χρώµατος.

� Ο διαχωρισµός των σωµατιδίων που κάναµε παραπάνω σε αριστερόστρο-
φα και δεξιόστροϕα συµβαίνει σε όλα τα φερµιόνια (κουάρκ και λε-
πτόνια) και προκύπτει από το γεγονός ότι µετασχηµατίζονται κάτω από
διαϕορετικές αναπαραστάσεις της οµάδας του ισοσπίν SU(2)L. Τα LH
φερµιόνια µετασχηµατίζονται σύµϕωνα µε τη ϑεµελιώδη αναπαράσταση
της SU(2)L, την 2 (ισοσπίν 1/2) - γι΄ αυτό είναι τοποθετηµένα σε διπλέ-
τες - , ενώ τα RH µετασχηµατίζονται κάτω από την τετριµµένη (ισοσπίν
0-singlets-) της SU(2)L.

7Ενώ ο όρος αριστερόστροϕα (ή δεξιόστροϕα) αναϕέρεται στην ελικότητα, στην περίπτωσή
µας όπου τα σωµατίδια είναι άµαζα η χειραλικότητα και η ελικότητα ταυτίζονται. ∆ιάκριση στις
δύο έννοιες δίνει η µάζα του φερµιονίου.
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� Το υπερϕορτίο U(1)Y που παρατίθεται στην τελευταία στήλη, παίρνει
«µε το χέρι» τις τιµές αυτές έτσι ώστε να αναπαράγεται η σχέση:

Q = T3 +
Y

2
, (1.43)

η οποία δίνει τις σωστές τιµές του ηλεκτρικού φορτίου για κάθε φερµιό-
νιο. Αν δε ϑέταµε τον σύνδεσµο αυτόν, τότε το υπερϕορτίο ϑα έπαιρνε
αυθαίρετες τιµές εξ΄ αιτίας του αβελιανού χαρακτήρα της U(1) οµάδας.

Στην προσπάθειά µας να αντιστοιχίσουµε τα φερµιόνια σε αναπαραστάσεις της
SU(5) χρησιµοποιούµε µόνο αριστερόστροϕα σωµατίδια. Η σύµβαση αυτή
προκύπτει από το γεγονός ότι τα φερµιόνια σε µία αναπαράσταση ϑα πρέπει
να έχουν όλα την ίδια ελικότητα, οπότε είναι χρήσιµο να δουλεύουµε σε µία
ϐάση συγκεκριµένης ελικότητας.

΄Οπως φαίνεται από την εικόνα (1.11), κάθε οικογένεια αποτελείται συνο-
λικά από 15 LH σωµατίδια και αντισωµατίδια. Για παράδειγµα, ας εξετάσουµε
αναλυτικά την πρώτη οικογένεια :(

ve
e

)
L

: (1, 2) ,

(
uα
dα

)
L

: (3, 2) , ūL : (3̄, 1) ,

ēL : (1, 1) , d̄αL : (3̄, 1) , (1.44)

όπου ο πρώτος αριθµός αναϕέρεται στις SU(3) αναπραστάσεις και ο δεύτε-
ϱος στις SU(2). Οπότε συνολικά έχουµε 2 + 6 + 3 + 1 + 3 = 15 LH σω-
µατίδια8. Το ίδιο ϑα ισχύει και για τις άλλες δύο οικογένειες. Συνεπώς,
σύµϕωνα µε την (1.44), περιµένουµε ότι τα LH φερµιόνια ϑα φιλοξενηθούν σε
κάποια 15−διάστατη αναπαράσταση που ϑα αναπτύσσεται σε αναπαραστάσεις
των SU(3), SU(2) υποοµάδων της ως εξής :

(1, 2)⊕ (3, 2)⊕ (3̄, 1)⊕ (3̄, 1)⊕ (1, 1) . (1.45)

Η πρώτη (και προϕανής) υποψήϕια αναπαράσταση της SU(5) που ϑα υ-
ποδεχτεί τα 15 LH φερµιόνια είναι η 15 (ή η συζυγής της, 1̄5). Αν το ανάπτυγµά
της ως προς την SU(3) × SU(2) ταυτίζεται µε το επιθυµητό (1.45), τότε η 15
ϑα είναι η αναπαράσταση που αναζητούµε.

15 : →
(
•

)
( )
(

•
)

(1.46)

8Για να συµπεριλάβουµε και το RH νετρίνο, v̄L, ϑα πρέπει να εισαγάγουµε µία singlet
αναπαράσταση που ϑα το φιλοξενήσει.
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Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι τα αναπτύγµατα των 15, 1̄5 ϑα είναι :

15 = (1, 3)⊕ (3, 2)⊕ (6, 1)

1̄5 = (1, 3)⊕ (3̄, 2)⊕ (6̄, 1) (1.47)

Συγκρίνοντάς τα όµως µε το επιθυµητό ανάπτυγµα, (1.45), ϐλέπουµε ασυµ-
φωνία και αναγκαζόµαστε να στραϕούµε σε άλλες αναπαραστάσεις. Ξεκινάµε
λοιπόν από τις απλούστερες µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις της SU(5), τις
ϑεµελιώδεις :

Ψi : 5 = (3, 1)⊕ (1, 2) (1.48)
Ψi : 5̄ = (3̄, 1)⊕ (1, 2) (1.49)

Παίρνουµε τώρα το αντισυµµετρικό τανυστικό γινόµενο9 της ϑεµελιώδους α-
ναπαράστασης µε τον εαυτό της :

⊗A = , (1.50)

δηλαδή, 5⊗A 5 = 10. Για το λόγο αυτό -ότι προκύπτει από το αντισυµµετρικό
γινόµενο της 5 µε τον εαυτό της- η 10 αναπαράσταση ονοµάζεται αντισυµµε-
τρική. Το ανάπτυγµά της σε αναπαραστάσεις της υποοµάδας SU(3)× SU(2)
ϐρίσκεται εύκολα µε τη ϐοήθεια των Young tableaux καθώς επίσης και µε τη
χρήση των αναπτυγµάτων της 5 παίρνοντας το αντισυµµετρικό γινόµενο :

5⊗A 5 = [(3, 1)⊕ (1, 2)]⊗A [(3, 1)⊕ (1, 2)]

= (3, 1)⊗A (3, 1)⊕ (3, 1)⊗A (1, 2)⊕ (1, 2)⊗A (3, 1)⊕ (1, 2)⊗A (1, 2)

= (3⊗A 3, 1⊗A 1)⊕ (3⊗A 1, 1⊗A 2)⊕((((((((
(1⊗A 3, 2⊗A 1)⊕ (1⊗A 1, 2⊗A 2)

= (3̄, 1)⊕ (3, 2)⊕ (1, 1) (1.51)

΄Ετσι λοιπόν συµπεραίνουµε ότι αντισυµµετρική (χij = −χji) αναπαράσταση
10 αναπτύσσεται10 ως εξής :

10 = (3̄, 1)⊕ (3, 2)⊕ (1, 1) (1.52)

Το φάσµα λοιπόν όλων των LH φερµιονίων µίας γενιάς, που περιγράϕεται
από το ευθύ άθροισµα (1.45), ϐλέπουµε µέσω των (1.49), (1.52) ότι συµπίπτει
µε το αντίστοιχο άθροισµα των µη αναγωγίσιµων αναπαραστάσεων 5̄, 10 της

9Το τανυστικό γινόµενο 5 ⊗ 5 δίνει : ⊗ = ⊕ , όπου όπως έχουµε δει στο 1.4

του παραρτήµατος το αντιστοιχεί σε αντισυµµετρική αναπαράσταση ενώ το αντιστοιχεί

σε συµµετρική.
10Βέβαια, το ανάπτυγµα της 10 έχει προϋπολογιστεί µε τη ϐοήθεια των Young tableaux ,

όπως φαίνεται στην (1.17).

35



SU(5). Η αναπαράσταση λοιπόν που φιλοξενεί τα φερµιόνια µίας γενιάς είναι
η αναγωγίσιµη 5̄⊕ 10 και η ανάθεσή τους γίνεται µε τον παρακάτω τρόπο.

5̄ :
(
Ψi
)
L
=
(
d̄1 d̄2 d̄3 e − ve

)
L

10 : (χij)L =
1√
2


0 ū3 −u2 u1 d1

−ū3 0 ū1 u2 d2
ū2 −ū1 0 u3 d3
−u1 −u2 −u3 0 ē
−d1 −d2 −d3 −ē 0


L

(1.53)

Θα µπορούσαµε αντίστοιχα αντί για την 5̄ να είχαµε διαλέξει την 5, όµως σε
αυτή την περίπτωση ϑα έπρεπε να είχαµε «απλώσει» τα RH φερµιόνια. Εµείς
πήραµε τη σύµβαση καθορισµένης ελικότητας οπότε ϑα πέϕταµε σε αντίϕαση.
Ακριβώς µε τον ίδιο τρόπο, δηλαδή στην 5̄ ⊕ 10 αναπαράσταση, γίνεται η
ανάθεση των φερµιονίων των υπολοίπων γενιών του SM.

Στο µοντέλο αυτό λοιπόν ϐλέπουµε ότι τα κουάρκ και τα λεπτόνια συγκα-
τοικούν σε µία και µόνο αναπαράσταση. Αυτό σηµαίνει ότι ίσως συµµετέχουν
σε αλληλεπιδράσεις οι οποίες να µη διατηρούν το ϐαρυονικό ή λεπτονικό αριθ-
µό, αλλά να διατηρούν τη διαϕορά B−L. Αυτός είναι και ο λόγος που ανοίγει
ο δρόµος στη διάσπαση του πρωτονίου, του οποίου ο χρόνος Ϲωής µπορεί να
προβλεϕθεί από τη δυναµική του µοντέλου SU(5)11.

Αξίζει να τονίσουµε ότι στην προσέγγιση της µίας γενιάς οι ιδιοκαταστάσεις
ϐαθµίδας συµπίπτουν µε αυτές των ιδιοκαταστάσεων µάζας. ΄Οταν πάρουµε
το πλήρες µοντέλο µε τις τρεις γενιές, όπως αναµένεται, οι ιδιοκαταστάσεις
ϐαθµίδας ϑα είναι γραµµικός συνδυασµός των ιδιοκαταστάσεων µάζας.

Μία αρνητική συνέπεια της φερµιονικής ανάθεσης που προηγήθηκε είναι
ότι η φιλοξενία όλων των φερµιονίων ακριβώς σε µία αναγωγίσιµη αναπαρά-
σταση της οποίας η διάσταση ταυτίζεται µε τον αριθµό των φερµιονίων, δεν
αϕήνει χώρο για την πρόβλεψη φερµιονίων πέρα από το SM. Θα δούµε ότι για
τα µποζόνια ϐαθµίδας δεν ισχύει κάτι παρόµοιο.

Επίσης πρέπει να αναϕερθεί ότι ισοδύναµα ϑα µπορούσαµε να είχαµε
δουλέψει µε RH σωµατίδια. Σύµϕωνα µε τις (1.48) και (1.53), τα φερµιόνια
που ϑα «φώλιαζαν» στη ϑεµελιώδη αναπαράσταση ϑα ήταν :

5 : (Ψi)R = (d1 d2 d3 e
+ − vce)R (1.54)

Τέλος, επισηµαίνουµε ότι έχουµε επιλέξει τη σύµβαση ότι το νετρίνο συνο-
δεύεται από αρνητικό πρόσηµο. Αυτό συνάδει µε την προηγούµενη επιλογή
µας ότι η ℓα = (v, e)L µετασχηµατίζεται κάτω από την 2 αναπαράσταση της
SU(2) η οποία σχετίζεται µε το συζυγές της (e,−v)L µέσω του αντισυµµετρι-
κού τανυστή ℓb = ϵαbℓα. Ως τώρα έχουµε ϑεωρήσει την ανάθεση µε γνώµονα
την SU(3) × SU(2) υποοµάδα. Η ανάθεση ϑα ολοκληρωθεί αϕού συµπερι-
λάβουµε το U(1) φορτίο, πράγµα το οποίο ϑα συµβεί έπειτα από την ανάλυση

11Θα δούµε αναλυτικά την πρόβλεψη παρακάτω στο κεϕάλαιο 1.4
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µίας σηµαντικής συνεισϕοράς του SU(5) µοντέλου, την κβάντωση του ηλε-
κτρικού φορτίου.

1.2.3 Κβάντωση του φορτίου

Μια πολύτιµη συνεισϕορά του SU(5) µοντέλου (αλλά και οποιουδήποτε άλ-
λου µεγαλοενοποιηµένου µοντέλου όπου η ενοποίηση συµβαίνει µέσω µίας
απλής οµάδας Lie) είναι η ξεκάθαρη πρόβλεψη της κβάντωσης του ηλεκτρικού
φορτίου (γεγονός το οποίο εξηγεί και την ουδετερότητα του ατόµου σε πολύ
µεγάλη ακρίβεια). Το «δωράκι» αυτό µας χαρίζεται από τον µη αβελιανό χα-
ϱακτήρα της SU(5) οµάδας. Γενικά ισχύει ότι οι ιδιοτιµές ενός γεννήτορα µη
αβελιανής απλής άλγεβρας Lie είναι διακριτές, ενώ οι ιδιοτιµές του γεννήτο-
ϱα της αβελιανής οµάδας U(1) είναι συνεχείς. Αυτός είναι και ο λόγος που
το SM αδυνατούσε να προβλέψει την κβάντωση του φορτίου: το υπερϕορτίο
παίρνει αυθαίρετες τιµές. Η σύνδεση λοιπόν του ηλεκτρικού φορτίου µε το
αυθαίρετο υπερϕορτίο, µας εµπόδιζε να ϑεωρήσουµε ότι το ηλεκτρικό φορτίο
είναι κβαντισµένο.

΄Οµως σε αντιδιαστολή µε το SM, ο τελεστής του φορτίου είναι πλέον ένας
από τους άιχνους γεννήτορες της µη αβελιανής απλής οµάδας Lie, SU(5). Αυ-
τό σηµαίνει ότι το φάσµα ιδιοτιµών του ϑα είναι διακριτό, δηλαδή οι ιδιοτιµές
του ϑα είναι κβαντισµένες.

Εϕ’οσον το ηλεκτρικό φορτίο είναι ένας προσθετικός αριθµός, ο τελεστήςQ
ϑα είναι ένας γραµµικός συνδυασµός των διαγωνίων γεννητόρων της οµάδας.
΄Οπως έχουµε ξαναναϕέρει υπάρχουν µόνο 4 - οι πίνακες Cartan - και αϕού
ο Q µετατίθεται µε τους SU(3)c γεννήτορες, υπό την έννοια ότι ταυτόσηµα
κουάρκ διαϕορετικού χρώµατος φέρουν το ίδιο ηλεκτρικό φορτίο, η συνθήκη
εξάρτησης του ηλεκτρικού φορτίου από το υπερϕορτίο που δίνεται από τη
σχέση (1.43) ϑα γίνει :

Q = T3 + cT0, (1.55)

όπου T3 και T0 είναι οι διαγώνιοι γεννήτορες που αντιστοιχούν στις υποοµάδες
των SU(2) και U(1), δηλαδή οι L11 και L12 αντίστοιχα, όπως τους ορίσαµε
στο προηγούµενο υποκεϕάλαιο. Από τη (1.55) ϐλέπουµε ότι για την SU(5)
περίπτωση η αντίστοιχη σχέση του SM (1.43) δεν επεκτείνεται από όρους πέρα
από τους ήδη παρόντες στο Weinberg - Salam µοντέλο. Ο συντελεστής c
που συσχετίζει τους τελεστές Y και T0, µπορεί να αποκτηθεί συγκρίνοντας τις
τιµές του T0 στη ϑεµελιώδη αναπαράσταση, 5, όπως αυτές δίνονται από τον
L12, µε τις τιµές του υπερϕορτίου των σωµατιδίων που ανατέθηκαν στην ίδια
αναπαράσταση όπως δίνονται από την (1.54). ∆ηλαδή, παίρνοντας τις τιµές
των υπερϕορτίων από την τελευταία στήλη της εικόνας (1.11), καταλήγουµε
ότι :

Y (5)

2
=

(
−2

3
,−2

3
,−2

3
, 1, 1

)
(1.56)
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και συγκρίνοντας µε το γεννήτορα T0:

T0 = L12 = diag

(
2√
15
,

2√
15
,

2√
15
,
−3√
15
,
−3√
15

)
. (1.57)

Συνεπώς, ταυτοποιώντας :
Y

2
= cT0 , (1.58)

παίρνουµε:

−2

3
= cT0 ⇒ −2

3
= c

2√
15

⇒ c = −
√

5

3
, (1.59)

που σηµαίνει ότι η (1.55) γίνεται :

Q = T3 −
√

5

3
T0 (1.60)

Γιατί όµως η παρουσία του συντελεστή c κρίνεται απαραίτητη ; Αυτό συµ-
ϐαίνει διότι ο τελεστής Y/2 είναι ο γεννήτορας της U(1) του SM, για τον οποίο
δεν υπάρχει κανένας περιορισµός. ΄Οµως ο L12, επειδή είναι γεννήτορας της
µη αβελιανής οµάδας SU(5), πρέπει να υπακούει και αυτός στη συνθήκη κα-
νονικοποίησης (1.31) - όπως ακριβώς υπακούουν σε αυτήν και οι γεννήτορες
των SU(3) και SU(2) στην περίπτωση του SM - η οποία, ως γνωστό, οϕείλεται
στο µη µεταθετικό χαρακτήρα της άλγεβρας.

Για να ελέγξουµε το αποτέλεσµα (1.59), εξετάζουµε τη σχέση (1.60) για τη
ϑεµελιώδη αναπαράσταση:

Q(Ψi) =

(
T3 −

√
5

3
T0

)
=

(
L11 −

√
5

3
L12

)

=
1

2




0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 −1

−
√

5

3

1√
15


2 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 −3 0
0 0 0 0 −3




= diag(−1

3
,−1

3
,−1

3
, 1, 0) ≡ Qiδij . (1.61)

Για τα φορτία των φερµιονίων που «φωλιάζουν» στην 5 ϑα ισχύει :

Q(d1) = [Q(Ψi)]11 = −1

3
Q(e+) = [Q(Ψi)]44 = 1

Q(v̄e) = [Q(Ψi)]55 = 0 (1.62)

Επαναλαµβάνοντας την ίδια διαδικασία για την 5̄, ϐρίσκουµε ότι έχει φορτίο
Q(ψi) = −Qiδij . Επίσης, από την (1.32) ϐλέπουµε ότι ένας γενικός τελεστής
ψij...k... έχει τους ίδιους κβαντικούς αριθµούς µε τον ψiψjψk . . .. Εποµένως :

Q(ψij) = Qi +Qj , Q(ψji ) = Qi −Qj (1.63)
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Οι ποσότητες αυτές είναι τα διαγώνια στοιχεία του Q για τις αναπαραστάσεις
10 και 24 αντίστοιχα.

Πέρα όµως από την κβάντωση του ηλεκτρικού φορτίου, µας δίνεται µια
ακόµη πολύ σηµαντική πρόβλεψη: η σχέση ανάµεσα στο χρώµα και το ηλε-
κτρικό φορτίο. Αυτό γίνεται εµϕανές αν σκεϕτούµε ότι ο Q είναι ένας άιχνος
πίνακας. ΄Ετσι, µέσω της (1.61) αποκτούµε:

TrQ = 0 ⇒ 3Qd +Qē = 0 ⇒ Qd = −1

3
Qē . (1.64)

∆ιαπιστώνουµε λοιπόν ότι τα d κουάρκ κουβαλάνε το 1/3 του λεπτονικού φορ-
τίου e, και ο λόγος είναι ότι τα κουάρκ συναντώνται σε 3 χρώµατα.

Από την όλη ιστορία της κβάντωσης του φορτίου στο µοντέλο SU(5), παίρ-
νουµε µία µπόνους πληροϕορία : οι LH SU(2) διπλέτες λεπτονίων µπορούν
να ταιριαστούν αποκλειστικά µε RH SU(2) singlets από κουάρκ. Αν είχα-
µε προσπαθήσει να χωρέσουµε στη ϑεµελιώδη αναπαράσταση µία RH SU(2)
διπλέτα λεπτονίων, ο πίνακας Q ϑα κατέληγε να έχει µη µηδενικό ίχνος κι
οπότε ϑα ήταν αδύνατο να ικανοποιείται η απαιτούµενη συνθήκη αϊχνότητας
µε κουάρκ και όχι αντικουάρκ. Αυτό σηµαίνει ότι η SU(5) προβλέπει ότι τα
RH κουάρκ είναι SU(2) singlets.

Συνοψίζοντας λοιπόν, η SU(5) ϑεωρία µας παρέχει µία λογική εξήγηση
για την κβάντωση του ηλετρικού φορτίου, για την κατανόηση των φορτίων των
σωµατιδίων και την ανάθεση του συγεκριµένου υπερϕορτίου στα σωµατίδια
στο µοντέλο του SM. Τέλος, εξηγεί το λόγο που τα RH κουάρκ είναι singlets
ως προς την SU(2)L.

1.2.4 Ακύρωση των ανωµαλιών

Ανωµαλίες είναι το σπάσιµο των κλασικών συµµετριών από κβαντοµηχανικές
διορθώσεις ακτινοβολίας (radiative corrections), δηλαδή από διορθώσεις που
προκύπτουν από τη ϑεωρία διαταραχών. Οι διορθώσεις αυτές προκύπτουν
όταν οι οµαλοποιήσεις που απαιτούνται για να υπολογίσουµε µικρούς φερ-
µιονικούς ϐρόχους διαγραµµάτων Feynman συγκρούονται µε τις κλασικές
συµµετρίες της ϑεωρίας. Ξεκινάµε µε τις chiral ανωµαλίες :

Ας ϑεωρήσουµε τη λαγκρατζιανή Lqed:

Lqed = ψ̄(iγµ∂µ − e0γ
µBµ −m0)ψ, (1.65)

όπου ψ̄ = ψ†γ0, e0,m0 είναι το γυµνό φορτίο και η γυµνή µάζα αντίστοιχα
και Bµ είναι το ηλεκτροµαγνητικό δυναµικό.

Κάτω από έναν chiral µετασχηµατισµό

ψ → ψ′ = eiλγ5ψ, λ : constant (1.66)

ο κινητικός όρος της (1.65) παραµένει αναλλοίωτος, καθώς ο γ5 µετατίθεται
µε το γ0γµ, ενώ ο όρος µάζας δεν παραµένει. Συνεπώς, απλή εϕαρµογή του
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ϑεωρήµατος της Noether ϑα οδηγούσε κάποιον στο να περιµένει ότι το axial -
vector ϱεύµα:

j5µ = ψ̄γµγ5ψ (1.67)

που αποκτάται από τη λαγκρατζιανή πυκνότητα εϕαρµόζοντας έναν τοπικό
chiral µετασχηµατισµό, ϑα έπρεπε να έχει κάποια απόκλιση που να δίνε-
ται από τη µεταβολή κάτω από chiral µετασχηµατισµό του όρου µάζας της
(1.65). Στην προσέγγιση επιπέδου µιας κορυϕής (tree-level approximation),
αυτό είναι όντως έγκυρο. ΄Οµως όταν κάποιος υπολογίσει το AVV διάγραµµα
Feynman µε ένα axial - vector και δύο vector κορυϕές και επιµείνει στη δια-
τήρηση του vector - current jµ = ψ̄γµψ, ϐρίσκει σε τάξη e20 ότι το κλασικό
ϑεώρηµα της Noether τροποποιείται ώστε να δώσει :

∂µj5µ(x) = 2im0j
5(x) +

e20
16π2

F ξσ(x)F τρ(x)ϵξστρ, (1.68)

όπου F ξσ(x) = ∂σBξ(x)−∂ξBσ(x) ο τανυστής δύναµης του ηλοεκτροµαγνη-
τικού πεδίου. Ο δεύτερος όρος της εξίσωσης (1.68), ο οποίος δεν αναµένεται
από την εϕαρµογή του ϑεωρήµατος Noether είναι η αβελιανή axial - vector
ανωµαλία, η οποία συχνά ονοµάζεται Adler - Bell - Jackiw (ABJ) ανωµαλία.
Επειδή η διατήρηση του vector ϱεύµατος µαζί µε την axial - vector current
ανωµαλία, υποννοεί ότι τα αριστερόστροϕα και δεξιόστροϕα ϱεύµατα jµ ± j5µ
ακολουθούν την ίδια ανωµαλία, η axial vector ανωµαλία ονοµάζεται συχνά
και chiral ανωµαλία.

Στην QED το µποζόνιο ϐαθµίδας (φωτόνιο) συζεύγνυται µε το vector ϱεύ-
µα κι εποµένως οι ιδιότητες ανώµαλης διατήρησης δεν έχουν καµία επίδρα-
ση. Η ίδια δήλωση ισχύει και για τα γκλουόνια στην QCD, όταν µελετώνται
αποµωνοµένα από τις άλλες αλληλεπιδράσεις. ΄Οµως, στην ηλεκτρασθενή ϑε-
ωρία που εµπεριέχει την QED σε µία ϑεωρία της ασθενούς αλληλεπίδρασης,
τα πεδία ϐαθµίδας (W±, Z0) συζεύγνυνται µε chiral vectors που είναι LH
ή RH γραµµικοί συνδυασµοί των vector και axial - vector ϱευµάτων. Στην
περίπτωση αυτή η chiral anomaly οδηγεί σε προβλήµατα µε την επανακανο-
νικοποιησιµότητα της ϑεωρίας εκτός αν οι ανωµαλίες ακυρώνονται µεταξύ των
φερµιονικών ειδών. Γράϕοντας πάλι όλα τα φερµιόνια σαν LH η συνθήκη για
την ακύρωση των ανωµαλιών είναι :

Tr ({Ta, Tb}Tc) = Tr(TaTb + TbTa)Tc = 0, (1.69)

όπου Ta είναι οι πίνακες σύζευξης των µποζονίων ϐαθµίδας µε τα LH φερµιό-
νια. ΄Οπως ϑα δούµε παρακάτω, οι συνθήκες αυτές ικανοποιούνται στο SM
χάρη στο γεγονός ότι ικανοποιούνται τρεις µη τετριµµένοι κανόνες άθροισης
στα φερµιονικά gauge couplings. Η ακύρωση των ανωµαλιών ϑέτει σηµαντι-
κούς περιορισµούς στην κατασκευή των GUTs που συνδυάζουν την ηλεκτρα-
σθενή µε την κβαντική χρωµοδυναµική. Για παράδειγµα, στην SU(5), όλα τα
φερµιόνια ανατίθενται σε µία 5⊕ 10 αναπαράσταση τα οποία συνολικά - αλλά
όχι ξεχωριστά - είναι ελευθερά από ανωµαλίες.

40



Στην περίπτωση του SU(2)× U(1) µοντέλου τα φερµιόνια ϐρίσκονται είτε
σε διπλέτες είτε σε singlets κάτω από την SU(2). Συνεπώς οι πίνακες Ta της
(1.69) ϑα είναι είτε οι Pauli πίνακες τ i ή το U(1) υπερϕορτίο. Μιας και, όπως
φαίνεται παρακάτω, η SU(2) οµάδα είναι ελεύθερη από ανωµαλίες :

Tr
(
{τ i, τ j}tk

)
= 2δijTrτk = 0 , (1.70)

ϑα ϑεωρήσουµε περιπτώσεις όπου τουλάχιστον ένας από τους Ta της (1.69) εί-
ναι το υπερϕορτίο Y . Επειδή κάθε µέλος µίας δεδοµένης SU(2) πολλαπλέτας
έχει το ίδιο υπερϕορτίο, στην περίπτωση που δύο Ta είναι Y , ϑα ισχύει :

Tr
(
τ iY Y

)
∼ Trτ i = 0 (1.71)

ενώ στην περίπτωση ενός Ta να είναι το Y , έχουµε:

Tr
(
{τ i, τ j}Y

)
= δijTrY (1.72)

Εποµένως, αυτή η συνεισϕορά ανωµαλίας είναι ανάλογη του ίχνους του Y , το
άθροισµα δηλαδή όλων των φερµιονικών τιµών του υπερϕορτίου:

TrY =
∑
i

Yi =
∑
lept

Y +
∑
quar

Y (1.73)

΄Οµως αυτό εξαϕανίζεται µετά από ακριβή υπολογισµό σε κάθε γενιά :∑
lept

Y = −1 · 2− 2 = −4

∑
quar

Y = 3

(
1

3
· 2 + 4

3
− 2

3

)
= 4, (1.74)

όπου ο συντελεστής 3 οϕείλεται στο ϐαθµό ελευθερίας του χρώµατος. Τέλος,
για την περίπτωση που όλα τα Ta της (1.69) είναι το υπερϕορτίο Y , έχουµε:

Tr (Y Y Y ) = 8Tr
(
Q3 − 3Q2T3 + 3QT 2

3 − T 2
3

)
∼ Tr

(
Q2T3 −QT 2

3

)
(1.75)

επειδή TrT 3
3 = 0 και επειδή µπορούµε να αγνοιήσουµε τον Q3 όρο αϕού το

ηλεκτροµαγνητικό ϱεύµα είναι vector (V) και το V V V είδος των τριγωνικών
φερµιονικών ϐρόχων δεν έχουν ανωµαλία.

Υπολογίζουµε το δεξί µέλος της παραπάνω εξίσωσης (1.75):∑
lept

(
Q2T3 −QT 2

3

)
= −1

2
+

1

4
= −1

4∑
quar

(
Q2T3 −QT 2

3

)
=

2

3
− 1

6
− 1

2
+

1

4
=

1

4
, (1.76)

οπότε οι ανωµαλίες αλληλοεξουδετερώνονται και µπορούµε ν συµπεράνουµε
ότι οι αναθέσεις των φερµιονίων στις αναπαραστάσεις για την SU(2) × U(1)
είναι ελεύθερο από την ανωµαλία ABJ.
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Βασικά, υπάρχει πιο εύκολος τρόπος να εξάγουµε την ακύρωση των ανω-
µαλιών στην περίπτωση όπου ένα Ta και έπειτα τρία Ta της (1.69) είναι Y , µε
τη ϐοήθεια της σχέσης (1.43). Συνεπώς, ϑα έχουµε:

� Αν ένας Ta είναι το Y , από την (1.72) ϑα έχουµε:

TrY ∼ TrQ (1.77)

� Αν τρεις Ta είναι Y , από την (1.75) ϑα έχουµε:

Tr
(
Q2T3 −QT 2

3

)
= Tr (QT3(Q− T3)) ∼ Tr(QT3Y ) (1.78)

Χρησιµοποιώντας ξανά την (1.43), το τελευταίο ίχνος ϑα γίνει :

Tr(QT3Y ) = Tr
((

T3 +
Y

2

)
T3Y

)
= Tr (T3T3Y ) + Tr(Y T3Y )

= Tr(T 2
3 Y ) + Tr(T3Y 2) =����:0

Tr(T 3
3 ) + Tr(T3Y 2) ∼ TrQ

(1.79)

Συνεπώς ϐλέπουµε και στις δύο περιπτώσεις ότι η µη τετριµµένη συνει-
σϕορά στην ABJ ανωµαλία στο SU(2)×U(1) µοντέλο είναι ανάλογη του
TrQ για το οποίο ισχύει ότι TrQ =

∑
iQi = 0.

∆εδοµένης της τελευταίας σχέσης, TrQ = 0, αποδεικνύεται ότι ολόκληρο το
SM , SU(3) × SU(2) × U(1) είναι ελεύθερο ανωµαλιών. Αυτό σηµαίνει ότι
οι συνεισϕορές των πρόσθετων τριγωνικών διαγραµµάτων που εµπλέκουν τα
γκλουόνια και τα µποζόνια της ηλεκτρασθενούς ϑεωρίας αλληλοαναιρούνται
και καταλήγουµε τελικά σε µία ϑεωρία χωρίς ανωµαλίες.

Γενικά, οι οµάδες που περιέχουν µόνο πραγµατικές αναπαραστάσεις εί-
ναι ασϕαλείς και αυτοµάτως ελεύθερες ανωµαλιών12. ΄Οµως, κριτήριο για
την επιλογή της αναπαράστασης της ανάθεσης των φερµιονίων ήταν η πα-
ϱουσία συζυγών αναπαραστάσεων. Συνεπώς, ο µόνος τρόπος να αναθέσουµε
τα φερµιόνια σε µία µη πραγµατική αναπαράσταση της SU(5) που να είναι
ταυτόχρονα και ελεύθερη ανωµαλιών είναι να ϐάλουµε δύο ή περισσότερες
αναπαραστάσεις που δεν είναι ελεύθερες ανωµαλιών αλλά το άθροισµά τους
τελικά να αλληλοακυρώνει τις ανωµαλίες.

Μπορούµε λοιπόν να επαληθεύσουµε ότι στο SU(5) µοντέλο η LH φερµιο-
νική ανάθεση στην αναπαράσταση 5̄ ⊕ 10 είναι ελεύθερη ανωµαλιών. Βέβαια
έχουµε ήδη δείξει µέσω της εξίσωσης TrQ = 0 ότι κάθε γενιά σωµατιδίων
είναι ελεύθερη ανωµαλιών ως προς τα SU(3)× SU(2)× U(1) µποζόνια ϐαθ-
µίδας. Επιπλέον πρέπει να εξασϕαλίσουµε ότι οι φερµιονικές συζεύξεις των
υπολοίπων SU(5) µποζονίων ϐαθµίδας δεν εισάγουν κάποια ανωµαλία.

12Γενικά ισχύει ότι από τις οµάδες που περιέχουν συζυγείς αναπαραστάσεις, µόνο οι SU(N)
για N > 2 έχουν αναπαραστάσεις µε µη εξαϕανιζόµενη ανωµαλία.
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Στην περίπτωση του SM χρησιµοποιήσαµε τη σχέση (1.69) η οποία απο-
τελεί τη συνθήκη για την απουσία ανωµαλιών και προκύπτει από τη γενική
σχέση:

Tr
(
{Tα(R), T b(R)}T c(R)

)
=

1

2
A(R)dαbc , (1.80)

όταν η ποσότητα A(R) που χαρακτηρίζει την ανωµαλία για κάθε αναπαρά-
σταση γίνει µηδέν. Τονίζουµε ότι το A(R) είναι ανεξάρτητο από τους γεν-
νήτορες και είναι νορµαλισµένο ως προς µία από τις ϑεµελιώδεις αναπαρα-
στάσεις. Επίσης, στην (1.80), Tα(R) είναι ο πίνακας της R αναπαράστασης
και dabc οι πλήρως συµµετρικές σταθερές που εµϕανίζονται στον αντιµεταθέτη
{λα, λb} = 2dabcλc.

Εποµένως αυτό που πρέπει να κάνουµε είναι να χρησιµοποιήσουµε έναν
απλό γεννήτορα ώστε να υπολογίσουµε το A(R) και να δείξουµε ότι οι ανωµα-
λίες αλληλοακυρώνονται ανάµεσα στις αναπαραστάσεις 5̄ και 10. Ας πάρουµε
λοιπόν Tα = T b = T c = Q, οπότε :

A(5̄)

2
= Tr

(
Q3(ψi)

)
= 3

(
1

3

)3

+ (−1)3 + 03 = −8

9
⇒ A(5̄) = −16

9
(1.81)

A(10)

2
= Tr

(
Q3(ψij)

)
= Tr

[
(Qi +Qj)

3
]

= 3

(
−2

3

)3

+ 3

(
2

3

)3

+ 3

(
−1

3

)3

+ 13 =
8

9
⇒ A(10) =

16

9
,

(1.82)

όπου για την εύρεση των γεννητόρων του φορτίου Q3(ψi), Q3(ψij) για τις
αναπαραστάσεις 5̄ και 10 αντίστοιχα χρησιµοποιήσαµε τις σχέσεις

Q(ψi) = −Qiδij , Q(ψij) = Qi +Qj (1.83)

του προηγούµενου υποκεϕαλαίου.
Συµπεραίνουµε λοιπόν από τις (1.81) και (1.82) ότι A(5̄) + A(10) = 0.

Αυτό σηµαίνει ότι η αναγωγίσιµη αναπαραστάση 10⊕ 5̄ στην οποία διαµένουν
τα φερµιόνια είναι ελεύθερη ανωµαλιών.

1.2.5 Τα µποζόνια ϐαθµίδας

Αϕού λοιπόν αναθέσαµε τα φερµιόνια της ϑεωρίας µας σε µία αναπαράσταση,
το ίδιο πρέπει να πράξουµε και για τα διανυσµατικά µποζόνια.

Αϕενός, λόγω του γεγονότος ότι στο SM τα µποζόνια ϐαθµίδας των SU(3)c
και SU(2)L είναι τοποθετηµένα στις αντίστοιχες adjoint αναπαραστάσεις (τα
γκλουόνια στην 8 της SU(3) και τα W±,W 0 στην 3 της SU(2)), αν ακολου-
ϑήσουµε το µοτίβο αυτό, συνάγουµε ότι τα µποζόνια της SU(5) ϑεωρίας ϑα
πρέπει να ανατεθούν στην adjoint της, την 24.
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Αϕετέρου, για την επιλογή της κατάλληλης αναπαράστασης µας αρκεί να
εξετάσουµε τον τρόπο µε τον οποίον αναπτύσσεται η adjoint, 24, αναπαράστα-
ση σε ευθύ άθροισµα µη αναγωγίσιµων αναπαραστάσεων των SU(3), SU(2)
υποοµάδων της, όπως αυτό δίνεται από την (1.27):

24 = (8, 1)︸ ︷︷ ︸
gluons Gα

β

⊕ (3, 2)︸ ︷︷ ︸
Ar

α

⊕ (3̄, 2)︸ ︷︷ ︸
Aα

r

⊕ (1, 3)︸ ︷︷ ︸
W±,W3

⊕ (1, 1)︸ ︷︷ ︸
B−field

, (1.84)

όπου έχουµε ταυτοποιήσει τρεις από τις αναπαραστάσεις που προκύπτουν
µε τα διανυσµατικά µποζόνια που προέρχονται από το SM. Αυτό συµβαίνει
λόγω της ιδιότητας του αναπτύγµατος της adjoint να περιέχει τις adjoint α-
ναπαραστάσεις των υποοµάδων τους. Πέρα όµως από τα 12 προβλεπόµενα
διανυσµατικά µποζόνια, ϐλέπουµε ότι η ανάθεση της 24 αναπαράστασης ως
«οικοδέσποινα» των µποζονίων προβλέπει την ύπαρξη άλλων τόσων διανυσµα-
τικών µποζονίων. Συνεπώς, το µποζονικό φάσµα της ϑεωρίας µας ϑα είναι 24
πεδία Aij :

� Aαβ : (8, 1) → Πρόκειται για τα 8 γκλουόνια της SU(3)c, µε α, β =
1, 2, 3.

� Ars : (1, 3) → Πρόκειται για τα 3 διανυσµατικά πεδία της SU(2)L µε
r, s = 4, 5.

� − 1√
15
Aαα + 3√

20
Arr : (1, 1) → Πρόκειται για το B−πεδίο της U(1)Y και

αντιστοιχεί στο διαγώνιο στοιχείο του Aij το οποίο δεν ανήκει ούτε στην
SU(3) ούτε στην SU(2).

� Arα : (3, 2) και Aαr : (3̄, 2) → Πρόκειται για τα υπόλοιπα 12 πεδία
ϐαθµίδας τα οποία ονοµάζονται X,Y µποζόνια :

Arα ≡ (Xα, Yα), Aαr ≡
(
Xα

Y α

)
(1.85)

Συνεπώς, τα 24 διανυσµατικά µποζόνια της ϑεωρίας φιλοξενούνται από την
adjoint αναπαράσταση σε έναν 5× 5 πίνακα ο οποίος ορίζεται ως εξής :

24∑
i=1

AiLi =
1

2

24∑
i=1

Aiλi ⇒ (1.86)

A =
1√
2



G1
1 − 2B√

30
G1

2 G1
3 X1 Y 1

G2
1 G2

2 − 2B√
30

G2
3 X2 Y 2

G3
1 G3

2 G3
3 − 2B√

30
X3 Y 3

X1 X2 X3
W 3
√
2
+ 3B√

30
W+

Y1 Y2 Y3 W− −W 3
√
2
+ 3B√

30


(1.87)

Στον πίνακα λοιπόν αναλυτικά έχουµε:
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� Τα κάτω δεξιά στοιχεία είναι τα µποζόνια ϐαθµίδας της SU(2)L×U(1)Y
ϑεωρίας.

� Τα πάνω αριστερά στοιχεία είναι τα µποζόνια της SU(3)c, όπου Gαb
(γκλουόνια), για τα οποία ισχύει επίσης ότι

∑3
α=1G

α
α = 0.

� Τα υπόλοιπα είναι τα νέα µποζόνια ϐαθµίδας της ϑεωρίας και από τη
σχέση (1.85) συµπεραίνουµε ότι :

A4
α ≡ Xα : (3, 2), Aα4 ≡ Xα : (3̄, 2)

A5
α ≡ Yα : (3, 2), Aα5 ≡ Y α : (3̄, 2) (1.88)

Παρατηρούµε ότι τα πεδία αυτά κουβαλάνε SU(3) και SU(2) δείκτες13.
Τα διανυσµατικά αυτά πεδία κουβαλούν κλασµατικό φορτίο το οποίο
υπολογίζεται µε τη ϐοήθεια της (1.63):

Q(ψji ) = Qi −Qj ⇒ Q(Arα) = Qα −Qr (1.89)

Εποµένως το φορτίο των µποζονίων ϑα είναι :

Q(Xα) = Q(A4
α) = Qα −Q4 = −1

3
− 1 = −4

3

Q(Xα) = Q(Aα4 ) = Q4 −Qα = 1−
(
−1

3

)
=

4

3

Q(Yα) = Q(A5
α) = Qα −Q5 = −1

3
+ 0 = −1

3

Q(Y α) = Q(Aα5 ) = Q5 −Qα =
1

3
(1.90)

Θεωρώντας λοιπόν τα Xα, Yα ως αντιπροσωπευτικά του κάθε είδους ι-
σχύει ότι :

QX = −4

3
, QY = −1

3
(1.91)

΄Οπως αναϕέραµε και στο προηγούµενο υποκεϕάλαιο, σύµϕωνα µε τη φερ-
µιονική ανάθεση της ϑεωρίας, το γεγονός ότι στην ίδια αναπαράσταση φιλοξε-
νούνται τόσο κουάρκ όσο και λεπτόνια σηµαίνει ότι ϑα υπάρχουν κάποια δια-
νυσµατικά µποζόνια τα οποία ϑα διαµεσολαβούν αλληλεπιδράσεις στις οποίες
από κουάρκ ϑα παίρνουµε λεπτόνια. Τα διανυσµατικά πεδία που επιτρέπουν
τις αλληλεπιδράσεις αυτές είναι τα καινούρια µποζόνια της ϑεωρίας και γιάυτό
το λόγο ονοµάζονται leptoquarks.

13Γενικά, το αb στοιχείο του πίνακα A, Aαb, γράϕεται σε τανυστικό συµβολισµό σαν Aα
b

(ένας δείκτης πάνω και ένας κάτω συµβολίζουν την adjoint) το οποίο ισούται µε το (Ab
α)

†.
Για το SU(3) κοµµάτι -όπως αναϕέρεται και στο παράρτηµα-, ένας κάτω δείτης υποννοεί τη
ϑεµελιώδη αναπαράσταση, 3, ενώ ένας πάνω δείκτης αναϕέρεται στη συζυγή της ϑεµελιώδους,
3̄.
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1.3 Σπάσιµο της SU(5)

Ως εδώ λοιπόν έχουµε αναθέσει όλα τα στοιχειώδη σωµατίδια σε αναπαραστά-
σεις της SU(5). Η λαγκρατζιανή που περιγράϕει τη ϑεωρία µας δεν περιέχει
ϱητά όρους µάζας καθώς κάτι τέτοιο ϑα την καθιστούσε µη επανακανονικο-
ποιήσιµη. ΄Οπως έχουµε δει και στο SM ο ενδεδειγµένος µηχανισµός µε τον
οποίο αποκτούν µάζα τα σωµατίδια της εκάστοτε ϑεωρίας είναι µε το αυθόρµη-
το σπάσιµο της gauge συµµετρίας, ή αλλιώς ο µηχανισµός Higgs. Στο SU(5)
µοντέλο πρέπει να συµβαίνουν δύο σπασίµατα συµµετρίας σε δύο διαϕορε-
τικές ενεργειακές κλίµακες, στη MX και στη MW . Εποµένως, χρειαζόµαστε
δύο σπασίµατα συµµετρίας : Στο πρώτο η SU(5) συµµετρία σπάει σε αυτήν
του SM, ενώ στο δεύτερο η οµάδα του SM σπάει στην οµάδα SU(3)c×U(1)em.

SU(5)
<ϕ>−→ SU(3)× SU(2)× U(1)

<H>−→ SU(3)× U(1) (1.92)

Αρχικά ϑα αναδείξουµε την καθολικότητα του µηχανισµού αυθόρµητου σπα-
σίµατος συµµετρίας κι έπειτα ϑα εξειδικεύσουµε.

Γενικά, είναι ξεκάθαρο ότι το σπάσιµο της συµµετρίας καθορίζεται από το
δυναµικό που εξαρτάται από τα ϐαθµωτά µποζόνια της ϑεωρίας. Εποµένως,
για να ϐρούµε τον τρόπο µε τον οποίο σπάει κάποια συµµετρία µίας τυχαίας
οµάδας ακολουθούµε τη διαδικασία της οποίας τα ϐήµατα είναι :

� ∆ιαλέγουµε µία συγκεκριµένη αναπαράσταση για τα ϐαθµωτά πεδία και
καταγράϕουµε το γενικότερο αναλλοίωτο δυναµικό που µπορούµε να
πάρουµε, V (ϕ), το οποίο είναι το πολυώνυµο τετάρτης τάξης ως προς τα
ϐαθµωτά πεδία.

� Βρίσκουµε το σηµείο στο οποίο ελαχιστοποιείται το δυναµικό λύνοντας
την εξίσωση ∂V/∂ϕ = 0.

� Υπολογίζουµε τον αριθµό των άµαζων µποζονίων ϐαθµίδας τα οποία κα-
ϑορίζουν την άσπαστη συµµετρία.

Ξεκινάµε λοιπόν τη διαδικασία για την adjoint αναπαράσταση µίας τυ-
χαίας SU(n) οµάδας. Αϕού επιβάλλουµε µία επιπλέον διακριτή συµµετρία
ψ → −ψ, το γενικότερο αναλλοίωτο δυναµικό είναι :

V = −1

2
µ2ψjiψ

i
j +

1

4
λ1(ψ

i
jψ

i
j)

2 +
1

4
λ2(ψ

j
iψ

k
jψ

l
kψ

i
l) , (1.93)

µε ψii = 0. Μπορούµε όµως να το πάρουµε στη διαγώνια µορϕή του ψji =

δjiϕj , ϕi πραγµατικό, αϕού οι ψji είναι ερµιτιανοί και µπορούν να διαγωνοποι-
ηθούν από έναν µοναδιακό πίνακα. Επίσης, µε την εισαγωγή του συνδέσµου∑n

i=1 ϕi = 0 µέσω ενός πολλαπλασιαστή Langrange, g, στη λαγκρατζιανή της
ϑεωρίας, το παραπάνω δυναµικό (1.93) γίνεται :

V (ϕj) =
1

2
µ2

n∑
j=1

ϕ2j +
1

4
λ1

 n∑
j=1

ϕ2j

2

+
1

4
λ2

n∑
j=1

ϕ4j − g

n∑
j=1

ϕj . (1.94)
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Αϕού λοιπόν ϐρήκαµε το αναλλοίωτο δυναµικό, σειρά έχει η ελαχιστοποίησή
του. ΄Ετσι, έχουµε:

∂V (ϕj)

∂ϕi
=− 1

2
µ2

∂

∂ϕi

 n∑
j=1

ϕ2j

+
1

4
λ1

∂

∂ϕi

 n∑
j=1

ϕ2j

2+
1

4
λ2

∂

∂ϕi

 n∑
j=1

ϕ4j


− g

∂

ϕi

 n∑
j=1

ϕj

 . (1.95)

Εκτελώντας τις παραγωγίσεις παίρνουµε:

∂V (ϕj)

∂ϕi
= −1

2
µ2(2ϕjδij) +

1

4
λ12

n∑
j=1

ϕ2j2ϕjδij +
1

4
λ24ϕ

3
jδij − gδij

= −µ2ϕi + λ1

 n∑
j=1

ϕ2j

ϕi + λ2ϕ
3
i − g = 0, i = 1, . . . , n, (1.96)

µε
∑n

i=1 ϕi = 0. Η εξίσωση (1.96) στην οποία καταλήξαµε µετά την ελαχιστο-
ποίηση του δυναµικού (1.94), είναι µία εξίσωση τρίτου ϐαθµού που σηµαίνει
ότι ϑα έχει το πολύ τρεις λύσεις ϕ1, ϕ2, ϕ3. ΄Εστω λοιπόν ότι έχουµε τρεις
διαϕορετικές λύσεις. Σε αυτή, τη γενικότερη περίπτωση, η (1.96) ϑα γίνει :

− µ2ϕ1 + λ1

 n∑
j=1

ϕ2j

ϕ1 + λ2ϕ
3
1 − g = 0 , (1.97)

− µ2ϕ2 + λ1

 n∑
j=1

ϕ2j

ϕ2 + λ2ϕ
3
2 − g = 0 , (1.98)

− µ2ϕ3 + λ1

 n∑
j=1

ϕ2j

ϕ3 + λ2ϕ
3
3 − g = 0 . (1.99)

Παίρνοντας (1.97)-(1.98), έχουµε:

− µ2ϕ1 + λ1

 n∑
j=1

ϕ2j

ϕ1 + λ2ϕ
3
1 − g + µ2ϕ2 − λ1

 n∑
j=1

ϕ2j

ϕ2 − λ2ϕ
3
2 + g = 0

− µ2(ϕ1 − ϕ2) + λ1

 n∑
j=1

ϕ2j

 (ϕ1 − ϕ2) + λ2(ϕ1 − ϕ2)
(
ϕ21 + ϕ1ϕ2 + ϕ22

)
= 0

(ϕ1 − ϕ2)

−µ2 + λ1

 n∑
j=1

ϕ2j

+ λ2
(
ϕ21 + ϕ1ϕ2 + ϕ22

) = 0 . (1.100)
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Αϕού έχουµε υποθέσει ϕ1 ̸= ϕ2 ̸= ϕ3, τότε αναγκαστικά η δεύτερη παρένθεση
ϑα πρέπει να είναι µηδέν :

−µ2 + λ1

 n∑
j=1

ϕ2j

+ λ2
(
ϕ21 + ϕ1ϕ2 + ϕ22

)
= 0 . (1.101)

Παροµοίως, παίρνοντας (1.97)-(1.99) παίρνουµε:

−µ2 + λ1

 n∑
j=1

ϕ2j

+ λ2
(
ϕ21 + ϕ1ϕ3 + ϕ23

)
= 0 . (1.102)

Συνεχίζοντας, η διαϕορά (1.101)-(1.102) ϑα µας δώσει :

λ2
(
ϕ1ϕ2 + ϕ22 − ϕ1ϕ3 − ϕ23

)
= 0

ϕ1(ϕ2 − ϕ3) + (ϕ2 − ϕ3)(ϕ2 + ϕ3) = 0

(ϕ2 − ϕ3)(ϕ1 + ϕ2 + ϕ3) = 0

ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 = 0 . (1.103)

Αν είχαµε κι άλλη λύση, ϕ4, ακολουθώντας την ίδια διαδικασία, ϑα παίρναµε
ϕ2 + ϕ3 + ϕ4 = 0. Αυτό σηµαίνει ϕ1 = ϕ4 το οποίο είναι αντιϕατικό µε την
υπόθεσή µας ότι όλες οι λύσεις είναι διαϕορετικές. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι
υπάρχουν µόλις τρεις διαϕορετικές λύσεις που το άθροισµά τους µηδενίζεται.
Ας γράψουµε τώρα τον πίνακα ϕ ο οποίος ϑα έχει τη µορϕή:

ϕ =



ϕ1
. . .

ϕ1 O
ϕ2

. . .
ϕ2

O ϕ3
. . .

ϕ3


, (1.104)

όπου n1, n2, n3 ο αριθµός των ϕ1, ϕ2, ϕ3 αντίστοιχα. Συνεπώς, είναι προϕανές
ότι ϑα ισχύει η σχέση:

n1 + n2 + n3 = n . (1.105)

Φυσικά, ισχύει και η συνθήκη αϊχνότητας :

Trϕ = 0 ⇒ n1ϕ1 + n2ϕ2 + n3ϕ3 = 0 . (1.106)
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Τώρα, από τις (1.103) και (1.106), µπορούµε να εκϕράσουµε τις λύσεις ϕ2, ϕ3
σε όρους της ϕ1:

ϕ2 =
n3 − n1
n2 − n3

ϕ1 , (1.107)

ϕ3 =
n2 − n1
n3 − n2

ϕ1 . (1.108)

Τώρα, είµαστε σε ϑέση να επιστρέψουµε στη σχέση (1.94)του δυναµικού και
να εκϕράσουµε τους όρους του συναρτήσει του ϕ1:

V (ϕ1, ϕ2, ϕ3) =− 1

2
(n1ϕ

2
1 + n2ϕ

2
2 + n3ϕ

2
3) +

1

4
λ1(n1ϕ

2
1 + n2ϕ

2
2 + n3ϕ

2
3)

2

+
1

4
λ2(n1ϕ

4
1 + n2ϕ

4
2 + n3ϕ

4
3)− g

�����������:0

(n1ϕ1 + n2ϕ2 + n3ϕ3)
(1.107)
=⇒

(1.108)

V (ϕ1) =− 1

2
µ2

[
n1ϕ

2
1 + n2

(
n3 − n1
n2 − n3

)2

ϕ21 + n3

(
n2 − n1
n3 − n2

)2

ϕ21

]

+
1

4
λ1

[
n1ϕ

2
1 + n2

(
n3 − n1
n2 − n3

)2

ϕ21 + n3

(
n2 − n1
n3 − n2

)2

ϕ21

]2

+
1

4
λ2

[
n1ϕ

4
1 + n2

(
n3 − n1
n2 − n3

)4

ϕ41 + n3

(
n2 − n1
n3 − n2

)4

ϕ41

]
=⇒

V (ϕ1) =− 1

2
µ2

[
n1 + n2

(
n3 − n1
n2 − n3

)2

+ n3

(
n2 − n1
n3 − n2

)2
]
ϕ21

+
1

4
λ1

[
n1 + n2

(
n3 − n1
n2 − n3

)2

+ n3

(
n2 − n1
n3 − n2

)2
]2
ϕ41

+
1

4
λ2

[
n1 + n2

(
n3 − n1
n2 − n3

)4

+ n3

(
n2 − n1
n3 − n2

)4
]
ϕ41 =⇒

V (ϕ1) =− 1

2
µ2

1

(n2 − n3)2
[
n1(n2 − n3)

2 + n2(n1 − n3)
2 + n3(n1 − n2)

2
]

+
1

4(n2 − n3)4

{
λ1
[
n1(n2 − n3)

2 + n2(n1 − n3)
2 + n3(n1 − n2)

2
]2

+λ2
[
n1(n2 − n3)

4 + n2(n1 − n3)
4 + n3(n1 − n2)

4
]}

(1.109)

Εποµένως, το δυναµικό καταλήγει να έχει τη µορϕή:

V (ϕ1) = −αϕ2 + bϕ41 , (1.110)
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όπου για τα α, b ισχύει :

α =
µ2

2

1

(n2 − n3)2
[
n1(n2 − n3)

2 + n2(n1 − n3)
2 + n3(n1 − n2)

2
]

b =
1

4(n2 − n3)4

{
λ1
[
n1(n2 − n3)

2 + n2(n1 − n3)
2 + n3(n1 − n2)

2
]2

+λ2
[
n1(n2 − n3)

4 + n2(n1 − n3)
4 + n3(n1 − n2)

4
]}

.

(1.111)

Τώρα πρέπει να ϐρούµε το σηµείο στο οποίο ελαχιστοποείται το δυναµικό
(1.110):

∂V (ϕ1)

∂ϕ1
= −2αϕ1 + 4bϕ31 = 0 ⇒ ϕ1(−2α+ 4bϕ21) = 0 ⇒

ϕ1 = 0 ή ϕ1 = ±υ1, (1.112)

όπου ταυτοποιήσαµε:

υ1 =

√
α

2b
. (1.113)

Συνεπώς, η τιµή του δυναµικού στο ελάχιστο ϑα είναι :

Vm = −α α
2b

+ b
α2

4b2
= −α

2

4b

(1.111)
=⇒

Vm = −
µ4

4(n2−n3)4
[n1(n2 − n3)

2 + n2(n1 − n3)
2 + n3(n1 − n2)

2]2

1
(n2−n3)4

{
λ1 [n1(n2 − n3)2 + n2(n1 − n3)2 + n3(n1 − n2)2]

2

+λ2
[
n1(n2 − n3)

4 + n2(n1 − n3)
4 + n3(n1 − n2)

4
]}

(1.114)

= −µ
2

4

1

λ1[n1(n2−n3)2+n2(n1−n3)2+n3(n1−n2)2]
2+λ2[n1(n2−n3)4+n2(n1−n3)4+n3(n1−n2)4]

[n1(n2−n3)2+n2(n1−n3)2+n3(n1−n2)2]2

= − 1

λ1 + λ2f(n1, n2, n3)
, (1.115)

όπου ορίσαµε ως f(n1, n2, n3) τη συνάρτηση:

f(n1, n2, n3) =
n1(n2 − n3)

4 + n2(n1 − n3)
4 + n3(n1 − n2)

4

[n1(n2 − n3)2 + n2(n1 − n3)2 + n3(n1 − n2)2]2
. (1.116)

Το πρόβληµα πλέον έχει αναχθεί στην εύρεση των τιµών n1, n2, n3 οι οποίες
ϑα δίνουν το µικρότερο ελάχιστο, δηλαδή τη ϑεµελιώδη κατάσταση του συστή-
µατος. Από τις (1.111) παρατηρούµε ότι αν λ1 > 0 , λ2 > 0, το µικρότερο Vm
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αντιστοιχεί στο ελάχιστο της f(n1, n2, n3), ενώ αν λ1 > 0, λ2 < 0 το µικρότερο
Vm αντιστοιχεί στο µέγιστο του f(n1, n2, n3). Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα:

n1(n2 − n3)
4 + n2(n1 − n3)

4 + n3(n1 − n2)
4 =

1

2
[n1(n2 − n3)

2 + n2(n1 − n3)
2 + n3(n1 − n2)

2]

× [(n2 − n3)
2 + (n1 − n3)

2 + (n1 − n2)
2] ,

η f(n1, n2, n3) ανάγεται στην απλούστερη µορϕή:

f(n1, n2, n3) =

=
[n1(n2 − n3)

2 + n2(n1 − n3)
2 + n3(n1 − n2)

2][(n2 − n3)
2 + (n1 − n3)

2 + (n1 − n2)
2]

2[n1(n2 − n3)2 + n2(n1 − n3)2 + n3(n1 − n2)2]2

=
1

2

(n2 − n3)
2 + (n1 − n3)

2 + (n1 − n2)
2

n1(n2 − n3)2 + n2(n1 − n3)2 + n3(n1 − n2)2
. (1.117)

Εκτελώντας µία αλλαγή µεταβλητών :

x ≡ n1 + n2, y ≡ n1 − n2 , (1.118)

η συνάρτηση f(n1, n2, n3) µπορεί να γραϕτεί σαν14:

f(n1, n2, n3) = f(x, y) =
3y2 + (3x− 2n)2

(8n− 9x)y2 + x(3x− 2n)2
(1.119)

Πρόκειται λοιπόν για µία συνάρτηση η οποία είναι άρτια ως προς y. Αυ-
τό σηµαίνει ότι µπορούµε να ϑεωρήσουµε µόνο ϑετικά y. Οι επιτρεπόµενες
περιοχές για τις µεταβλητές x, y είναι :

0 < x ≤ n, 0 < y ≤ n, 0 < x− y ≤ n (1.120)

Για την παράγωγο της συνάρτησης f(x, y) ως προς y παίρνουµε την έκϕραση:

∂f

∂y
=

8y(3x− 2n)3

[(8n− 9x)y2 + x(3x− 2n)2]2
(1.121)

Εποµένως, για x ̸= 2
3n, η f είναι µία γνησίως αύξουσα ή φθίνουσα συνάρτηση,

πράγµα που σηµαίνει ότι τα ακρότατα ϑα πρέπει να είναι το όρια, δηλαδή,
y = 0 ή y = x. Αϕού η παράγωγος της f έχει το ίδιο πρόσηµο µε µε την
(3x− 2n), το ελάχιστο ϑα πρέπει να είναι στις γραµµές y = x για x < 2

3n και
y = 0 για 2

3 < x < n. Κατά µήκος της γραµµής y = x, η f δίνεται ϑα είναι :

f(x) =
3x2 − 3nx+ n2

xn(n− x)
(1.122)

14Οι ενδιάµεσες πράξεις παραλείπονται ως -αν και κουραστικές- τετριµµένες.
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και έχει ελάχιστο στπ x = 1
2n µε τιµή f = 1

n . Πάνω στην άλλη γραµµή, y = 0,
έχουµε f = 1/x µε ελάχιστο στο x = n, µε την ίδια τιµή f = 1/n. Βασικά, τα
δύο αυτά σηµεία, x = y = 0.5n και x = n, y = 0, που αντιστοιχούν στα

n1 =
1

2
n , n2 = 0 , n3 =

1

2
n και n1 =

1

2
n , n2 =

1

2
n , n3 = 0 (1.123)

αντίστοιχα, είναι ισοδύναµα αϕού η συνάρτηση f(n1, n2, n3) είναι συµµετρική
ως προς τα n1, n2, n3. Εποµένως, στην περίπτωση που ο n είναι περιττός,
πρέπει να κοιτάξουµε στα γύρω σηµεία, αϕού n1 = n2 = 0.5n. Προκύπτει ότι
το ελάχιστο είναι στα

n1 =
1

2
(n+ 1) , n2 =

1

2
(n− 1) , n3 = 0 . (1.124)

Οπότε επιστρέϕοντας στην περίπτωση µας, όπου n = 5, σύµϕωνα µε τα
αποτελέσµατα (1.124), ϑα ισχύει

n1 = 3 , n2 = 2 , n3 = 0 . (1.125)

Εποµένως, τα ϐαθµωτά πεδία γραµµένα στη µορϕή ενός 5× 5 πίνακα είναι :

ϕ =


ϕ1

ϕ1 O
ϕ1

O ϕ2
ϕ2

 (1.126)

Το δυναµικό λοιπόν (1.110) ϐρίσκεται αν χρησιµοποιήσουµε τη σχέση (1.111)
και υπολογίσουµε τους συντελεστές α, b για τα ni όπως αυτά δίνονται στην
(1.125):

α =
µ2

2

1

4
(3 · 22 + 2 · 32) = 30

8
µ2

b =
1

4 · 16
[
λ1(3 · 22 + 2 · 32)2 + λ2(3 · 24 + 2 · 34)

]
=

1

64
(900λ1 + 210λ2) .

(1.127)

΄Οπως φαίνεται στην (1.112), το δυναµικό γίνεται ελάχιστο όταν ϕ1 = υ1, το
οποίο έχουµε ταυτοποιήσει στην (1.113) και µπορούµε να το υπολογίσουµε
για την περίπτωση αυτή:

υ21 =

30

8
µ2

900λ1 + 210λ2
32

=
4µ2

30λ1 + 7λ2
. (1.128)

Επίσης, λόγω του ότι ισχύει η συνθήκη αϊχνότητας στον πίνακα (1.126),
έχουµε

ϕ2 = −3

2
ϕ1 , (1.129)
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από όπου συµπεραίνουµε ότι

ϕ1 = υ1, ϕ2 = −3

2
υ1 (1.130)

Καταλήγουµε λοιπόν στο συµπέρασµα ότι η αναµενόµενη τιµή του κενού ϑα
είναι :

< ϕ > = υ1



1
1 O

1

O −3

2

−3

2


=

√
4µ2

30λ1 + 7λ2



1
1 O

1

O −3

2

−3

2



=

√
4µ2

30λ1 + 7λ2

√
15

2

1√
15


2

2 O
2

O −3
−3

 =

√
15

2
υ1L

12

(1.131)

Από την τελευταία σχέση, (1.131), καταϕαίνεται ότι το αυθόρµητο σπάσιµο της
SU(5) συµµετρίας συµβαίνει στην κατεύθυνση του L12.

΄Οπως προαναϕέρθηκε, το ϐαθµωτό πεδίο Higgs ϐρίσκεται στην adjoint
αναπαράσταση κι εποµένως οι συνιστώσες του πεδίου Higgs κατοικούν σε έναν
πίνακα της µορϕής:

ϕ =

24∑
i=1

ϕiLi =

24∑
i=1

ϕiλi

2
(1.132)

Επίσης, αϕού το ελάχιστο δε ϐρίσκεται στην αρχή των αξόνων, πρέπει να
µετατοπίσουµε τα πεδία ϕ ορίζοντας ένα νέο σύνολο ϐαθµωτών πεδίων ϕ′, τα
οποία ϑα είναι :

ϕ′ = ϕ− < ϕ >=



ϕX1 ϕY1

[ϕ8]
α
b − 2ϕ0√

30
ϕX2 ϕY2

ϕX3 ϕY3

ϕ†X1
ϕ†X2

ϕ†X3
[ϕ3]

r
s +

3ϕ0√
30

ϕ†Y1 ϕ†Y2 ϕ†Y3


(1.133)

Παίρνοντας τη δεύτερη παράγωγο του δυναµικού στο ϕ =< ϕ > υπολογί-
Ϲουµε το φάσµα των µαζών των σωµατιδίων Higgs. Τα σωµατίδια (ϕXα , ϕYα)

και (ϕ†Xα
, ϕ†Yα) παραµένουν άµαζα και αποτελούν τα would - be - Goldstone
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µποζόνια της ϑεωρίας τα οποία «τρώγονται» από τα (Xα, Yα) και Xα, Y α αν-
τίστοιχα προσδίδοντάς τους την τρίτη, διαµήκη, συνιστώσα τους αποκτώντας
τελικά τους απαραίτητους ϐαθµούς ελευθερίας. Παρατηρούµε, όπως ήταν α-
ναµενόµενο, ότι ο αριθµός των would - be - Goldstone µποζονίων είναι ίσος
µε τον αριθµό των µποζονίων που τελικά αποκτούν µάζα µετά το σπάσιµο της
συµµετρίας.

Επειδή τα πεδία Higgs φιλοξενούνται στην adjoint αναπαράσταση η συ-
ναλλοίωτη παράγωγος ϑα γράϕεται :

Dµϕ = ∂µϕ+ ig[Aµ, ϕ]
(1.133)
=⇒

Dµϕ = Dµ(ϕ
′+ < ϕ >) = Dµϕ

′ +Dµ < ϕ >= Dµϕ
′ + ig[Aµ, < ϕ >],

(1.134)

όπου Aµ είναι ο πίνακας που φιλοξενεί τα διανυσµατικά µποζόνια στην (1.87).
Συνεπώς, κινητικός όρος της λαγκρατζιανής ϑα περιέχει την ποσότητα g2|[Aµ, <
ϕ > |2 η οποία παράγει τους όρους µάζας για τα µποζόνια ϐαθµίδας.

Είναι προϕανές από την (1.131) ότι η < ϕ > µετατίθεται µε τους γεννήτο-
ϱες της SM υποοµάδας. Αυτό φαίνεται από το γεγονός ότι το < ϕ > ϐρίσκεται
στην ίδια κατεύθυνση µε τον γεννήτορα του υπερϕορτίου L12 για τον οποίο
γνωρίζουµε ότι µετατίθεται µε όλα τα στοιχεία των SU(3), SU(2). Συνεπώς,
καταλαβαίνουµε ότι ο όρος g2|[Aµ, < ϕ > |2 δε ϑα παράγει όρους µάζας για
τα µποζόνια της οµάδας του SM. Αντιθέτως, τα X,Y µποζόνια αποκτούν µάζα,
την οποία και υπολογίζουµε :

g2|[Aµ, < ϕ >]|2 = g2|Aµϕ− ϕAµ|2

=
g2υ21
4

∣∣∣∣∣


X1 Y 1

X2 Y 2

X3 Y 3

X1 X2 X3

Y1 Y2 Y3




2
2

2
−3

−3



−


2

2
2

−3
−3




X1 Y 1

X2 Y 2

X3 Y 3

X1 X2 X3

Y1 Y2 Y3


∣∣∣∣∣
2
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=
g2υ21
4

∣∣∣∣∣


−3X1 −3Y 1

−3X2 −3Y 2

−3X3 −3Y 3

2X1 2X2 2X3

2Y1 2Y2 2Y3

−


2X1 2Y 1

2X2 2Y 2

2X3 2Y 3

−3X1 −3X2 −3X3

−3Y1 −3Y2 −3Y3


∣∣∣∣∣
2

=
g2υ2

4

∣∣∣∣∣


−5X1 −5Y 1

−5X2 −5Y 2

−5X3 −5Y 3

5X1 5X2 5X3

5Y1 5Y2 5Y3


∣∣∣∣∣
2

. (1.135)

Βρίσκουµε λοιπόν τον πίνακα και καταγράϕουµε µόνο τα διαγώνια στοιχεία
αϕού έτσι κι αλλιώς αυτά αϕορούν τους όρους µάζας (τα υπόλοιπα στοιχεία
είναι µεταξύ τους αλληλεπιδράσεις) οι οποίοι εισάγονται στη λαγκρατζιανή
µέσω του όρου

Lmass = −g2Tr(|[Aµ, ϕ]|2) . (1.136)

Συνεπώς, παίρνοντας το ίχνος του πίνακα που προκύπτει στην (1.135) και
καταλήγουµε:

g2|[Aµ, < ϕ >]|2 = 25g2υ21
4

[
(X1X1 + Y 1Y1) + (X2X2 + Y 2Y2) + (X3X3 + Y 3Y3)

+(X1X1 +X2X2 +X3X3) + (Y 1Y1 + Y 2Y2 + Y 3Y3)
]

=
25g2υ21

2

[
X1X1 +X2X2 +X3X3 + Y 1Y1 + Y 2Y2 + Y 3Y3

]
.

(1.137)

Συµπεραίνουµε λοιπόν για τις µάζες των X,Y ότι ϑα είναι :

MX =MY =

√
25

2
gυ1 . (1.138)

Ως εδώ λοιπόν, έχουµε περιγράψει τον τρόπο µε τον οποίο το πεδίο ϕ α-
ναπτύσσει VEV και σπάει την SU(5) συµµετρία µε τη φυσική πλέον από εκεί
και κάτω, να περιγράϕεται από την οµάδα του SM.

Για να πραγµατοποιήσουµε τώρα το δεύτερο σπάσιµο συµµετρίας, δηλα-
δή το σπάσιµο της ηλεκτρασθενούς συµµετρίας, επιλέγουµε τη ϑεµελιώδη
αναπαράσταση να είναι εκείνη που ϑα φιλοξενήσει τα ϐαθµωτά Higgs πεδία.
Η αναπαράσταση αυτή ϑα περιέχει µία τριπλέτα χρώµατος Hα, α = 1, 2, 3
την οποία η SU(2)L την ϐλέπει σαν singlet και µία άχρωµη διπλέτα ισοσπίν
h ≡ Hr, r = 1, 2 η οποία έχει τον ίδιο ϱόλο µε τη Higgs διπλέτα στην περί-
πτωση της ϑεωρίας του SM15. Η τριπλέτα του χρώµατος ϑα συµβολίζεται σαν

15Μανωλάκος Γιώργος : ∆ιπλωµατική εργασία : Το καθιερωµένο πρότυπο της φυσικής και
επανακανονικοποίηση της QED, σελ.79,87
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Ht : (3, 1) ενώ η διπλέτα του ισοσπίν σαν Hd : (1, 2), µε αποτέλεσµα οι δύο
αυτές αναπαραστάσεις των δύο οµάδων να συνδιαµορϕώνουν την 5 αναπαρά-
σταση της SU(5) στην οποία συγκατοικούν : H = (Ht,Hd).

Πριν περάσουµε στην ανάλυση του δεύτερου αυθόρµητου σπασίµατος
συµµετρίας (SSB2), πρέπει να τονίσουµε ότι κατά το πρώτο αυθόρµητο σπάσι-
µο συµµετρίας (SSB1), το γεγονός ότι το ϕ αναπτύσσει VEV επηρεάζει το H−
σύστηµα µέσω των όρων διασταύρωσης του δυναµικού. Ως τώρα, στο SSB1,
µελετήσαµε το σπάσιµο της SU(5) µέσω ενός δυναµικού το οποίο δεν περιέ-
χει καµία πληροϕορία για κάποιο δεύτερο σπάσιµο. Εποµένως, το γενικότερο
SU(5) αναλλοίωτο δυναµικό 4ης τάξης που να περιέχει δύο ειδών ϐαθµωτά
πεδία είναι :

V (ϕ,H) = V (ϕ) + V (H) + λ4(Trϕ2)(H†H) + λ5(H
†ϕ2H) , (1.139)

όπου

V (ϕ) = −µ
2

2
(Trϕ2) +

1

4
λ1(Trϕ2)2 +

1

4
λ2(Trϕ4) ,

V (H) = −ν
2

2
(H†H) +

1

4
λ3(H

†H)2 . (1.140)

Συνεπώς, το γεγονός ότι το δυναµικό περιέχει όρους διασταύρωσης, σηµαίνει
ότι οι συνιστώσες του H = (Ht,Hd) ϑα αποκτούν επίσης µάζα εξαρτώµενη
από το υ1(∼MX)

16:

V = −ν
2

2
H†H + λ4(Trϕ2)(H†H) + λ5(H

†ϕ2H)

= −ν
2

2
H†H +

λ4
4

Tr(υ21diag(4, 4, 4, 9, 9))H
†H +

λ5
4
H†υ21diag(4, 4, 4, 9, 9)H

= −ν
2

2

(
H†
t H

†
d

)( Ht

Hd

)
+

30λ4υ
2
1

4

(
H†
t H

†
d

)( Ht

Hd

)
+
λ5υ

2
1

4

(
H†
t H

†
d

)( 4I3 0
0 9I2

)(
Ht

Hd

)
= −ν

2

2
H†
tHt −

ν2

2
H†
dHd +

15λ4υ
2
1

2
H†
tHt +

15λ4υ
2
1

2
H†
dHd

+ λ5υ
2
1H

†
tHt +

9λ5υ
2
1

4
H†
dHd . (1.141)

Συµπεραίνουµε λοιπόν από την (1.141), ότι οι συνιστώσες του H αποκτούν
16Από το συνολικό δυναµικό (1.139), παίρνουµε µόνο τους τετραγωνικούς όρους ως προς H,

καθώς γνωρίζουµε ότι µόνο αυτοί συνεισϕέρουν σαν όροι µάζας.
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µάζες :

m2
t = −ν

2

2
+

15

2
λ4υ

2
1 + λ5υ

2
1 ,

m2
d = −ν

2

2
+

15

2
λ4υ

2
1 +

9

4
λ5υ

2
1 .

(1.142)

Συνάγεται λοιπόν ότι µετά το πρώτο SSB, όλες οι µη µηδενικές τιµές µαζών
ϑα είναι ανάλογες του υ1, δηλαδή της τάξης του MX , που σηµαίνει ότι όλα τα
σωµατίδια ϑα είναι πάρα πολύ ϐαριά !

Ας επανελθουµε λοιπόν στο SSB2, το οποίο συµβαίνει στα ∼ 250GeV .
Χρειαζόµαστε λοιπόν µία SU(2) διπλέτα την οποία ήδη έχουµε εµβαπτίσει στη
ϑεµελιώδη αναπαράσταση, 5. ΄Ετσι λοιπόν, υποθέτουµε ότι «κάπως17» το m2

d

που ϐρήκαµε στην (1.142), ϑα είναι πολύ µικρό, ώστε να καταϕέρνει να επιζεί
στις χαµηλές ενέργειες. Αντίθετα, τα υπόλοιπα υπερ-ϐαριά σωµατίδια που
απέκτησαν µάζα από το SSB1 ϑα αποσυζεύγνυνται χωρίς τελικά να επιβιώνουν
µε αποτέλεσµα να µη συνεισϕέρουν στο SSB2. Η αντίστοιχη φυσική των
«ελαϕρών» σωµατιδίων ϑα περιγράϕεται από την οµάδα SU(3)×SU(2)×U(1).

Το αναλλοίωτο δυναµικό που αντιστοιχεί στην 5 αναπαράσταση είναι :

V (H) = −1

2
µ2HiH

i +
1

4
λ3(HiH

i)2 , (1.143)

όµως λόγω του ότι το χρώµα παραµένει άσπαστο, η εµβαπτισµένη διπλέτα ϑα
αναλάβει το σπάσιµο µε αποτέλεσµα να παίρνουµε το ενεργό δυναµικό που
είναι :

Veff (Hd) = −ν
2

2
H†
dHd +

λ

4
(H†

dHd)
2 . (1.144)

Είναι εύκολο να αναγνωρίσουµε ότι το δυναµικό (1.144) είναι το δυναµικό του
µοντέλου Weinberg-Salam. Για να ϐρούµε το νέο κενό µετά το σπάσιµο της
συµµετρίας, κατά τα γνωστά ελαχιστοποιούµε το ενεργό δυναµικό της (1.144).

∂V

∂Hd
= −ν

2

2
H†
d +

λ

2
(H†

dHd)H
†
d = 0 ⇒

H†
d = 0 ή H†

dHd = υ22 , (1.145)

όπου

υ22 ≡ ν2

λ
. (1.146)

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι η αναµενόµενη τιµή του κενού ϑα είναι :

< Hd >=

(
0
υ2

)
. (1.147)

17Αυτό είναι το πρόβληµα του doublet-triplet splitting το οποίο ϑα αναϕέρουµε αργότερα στο
υποκεϕάλαιο 3.1.3.
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Εποµένως, κατά τα γνωστά18, µπορούµε µέσω του κινητικού όρου του
ϐαθµωτού πεδίου να υπολογίσουµε από τις µάζες των µποζονίων και από το
δυναµικό της ϑεωρίας να υπολογίσουµε και τη µάζα του ϐαθµωτού µποζονίου.

Πρέπει να σηµειώσουµε ότι στην παραπάνω ανάλυση έχουµε παραµερί-
σει σιωπηρά το πώς οι όροι διασταύρωσης συνεισϕέρουν στην αναµενόµενη
τιµή του κενού < ϕ > όταν συµβαίνει το πρώτο SSB, παρά µόνο µελετήσαµε
τις συνέπειες που έχει η ανάπτυξη του V EV στο H− σύστηµα, δηλαδή πώς
ουσιαστικά επηρεάζεται το δεύτερο SSB από το πρώτο. ∆ηλαδή, κατ΄ ούσιαν
δουλέψαµε ως τώρα προσεγγιστικά, ϑεωρώντας ότι τα δύο σπασίµατα συµµε-
τρίας ϐαθµίδας είναι διαχωρισµένα και συµβαίνουν ανεξάρτητα.

Αν ϑέλουµε να είµαστε συνεπείς ϑα πρέπει να συµπεριλάβουµε τη συνει-
σϕορά των όρων διασταύρωσης και στο πρώτο SSB. Η σωστή ελαχιστοποίηση
του συνδυασµένου συστήµατος (1.139), δίνει µία αναµενόµενη τιµή που είναι
ελαϕρώς µετατοπισµένη από την < ϕ >=

υ1
2
diag(2, 2, 2,−3,−3). Αυτό ϑα

επάγει την άρση κάποιων από τους εκϕυλισµούς των µαζών των µποζονίων
Higgs, ωστόσο οι διορθώσεις που ϑα προκύψουν είναι πολύ µικρές, της τάξης
του υ2/υ1. Επίσης, τα διανυσµατικά µποζόνια X,Y ϑα πάρουν και αυτά µία
O(υ2) διόρθωση.

΄Οµως, η εισαγωγή των όρων διασταύρωσης δε συµβαίνει µόνο λόγω συνέ-
πειας (επανακανονικοποιησιµότητας) αλλά υπάρχουν δύο ϐασικές απαιτήσεις
που την καθιστούν απαραίτητη.

� Αρχικά, διαπιστώνουµε ότι το δυναµικό V = V (ϕ) + V (H) δεν µπο-
ϱεί να προσϕέρει ένα ϐιώσιµο µοντέλο. ΄Οντως, όπως φαίνεται από την
(1.144), η τριπλέτα του χρώµατος Hα ϑα παραµείνει στην ίδια µάζα
µε τη διπλέτα Hr. Κάτι τέτοιο δεν είναι απλά ανεπιθύµητο, είναι κα-
ταστροϕικό ! ΄Οπως ϑα δούµε στο αντίστοιχο κεϕάλαιο, η τριπλέτα Hα

κατέχει τους κατάλληλους κβαντικούς αριθµούς ώστε να µεσολαβήσει
µία διάσπαση πρωτονίου η οποία είναι µία πολυπόθητη πρόβλεψη για
το µοντέλο µας (και γενικότερα για όλα τα µεγαλοενοποιηµένα µοντέ-
λα). Εποµένως το Hα ϑα πρέπει να παραµένει ουσιαστικά κατά πολύ
ϐαρύτερο από το MW . Η πρόσληψη µεγάλης µάζας από το Hα δε ϑα
µπορούσε να συµβεί χωρίς την παρουσία όρων διασταύρωσης.

� Επίσης, αν δεν λαµβάναµε υπόψη τους SU(5) αναλλοίωτους όρους δια-
σταύρωσης και ϑεωρούσαµε τα δύο δυναµικά γραµµικώς ανεξάρτητα,
V (ϕ,H) = V (ϕ) + V (H), παρατηρούµε ότι και πάλι ϑα επάγονταν τέ-
τοιοι όροι µέσω των διαγραµµάτων σαν διορθώσεις ακτινοβολίας. Αυτό
φαίνεται στα παρακάτω διαγράµµατα.

18Οι απαιτούµενες πράξεις παρατίθενται αναλυτικά στη ∆ιπλωµατική εργασία : Μανωλάκος
Γιώργος, «Το καθιερωµένο πρότυπο της φυσικής και επανακανονικοποίηση της QED. », σελίδες
87-93.
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Εικόνα 1.12: Αλληλεπιδράσεις από τις οποίες οι όροι διασταύρωσης προκύ-
πτουν σαν διαρθώσεις ακτινοβολίας

Το δυσάρεστο είναι ότι, παραδείγµατος χάρη, το πρώτο διάγραµµα είναι
αποκλίνον. Αυτό σηµαίνει ότι εν απουσία των όρων διασταύρωσης εξ
αρχής στη λαγκρατζιανή, οι επαγόµενοι όροι διασταύρωσης δεν εξουδε-
τερώνονται από κανέναν. Το ϱόλο του «εξολοθρευτή» ϑα πρέπει να α-
ναλάβουν οι όροι διασταύρωσης που συµπεριλαµβάνονται, τελικά αναγ-
καστικά στην αρχική λαγκρατζιανή, για να λειτουργήσουν σαν counter
terms και να άρουν τις ανώµαλες αποκλίσεις που ϑα µας καθιστούσαν
τη ϑεωρία µη επανακανονικοποιήσιµη.

Πλέον, εϕόσον ϑεωρούµε το πλήρες, µικτό, δυναµικό (1.139), τα πεδία ϕ
και H συζεύγνυνται, η αναµενόµενη τιµή του κενού < ϕ > µπορεί κάλλι-
στα να σπάσει την SU(2)L ενόσω η SU(3)c ϑα παραµένει αυστηρά άσπαστη.
Συνεπώς, ψάχνουµε λύσεις της µορϕής:

< ϕ >= υ1



1
1 O

1

−3

2
− ϵ

2

O −3

2
+
ϵ

2


. (1.148)

Στην περίπτωση µηδενισµού των συντελεστών των όρων διασταύρωσης στη λαγ-
κρατζιανή, το ϵ ϑα πρέπει να εξαϕανίζεται. Αν δηλαδή στο δυναµικό (1.139)
ισχύει ότι λ4, λ5 → 0, ϑα πρέπει να ϐρίσκουµε ένα ακρότατο του συνολι-
κού δυναµικού που να συνδέεται µε τις µερικές λύσεις που ϐρήκαµε πριν τη
συµµετοχή των όρων διασταύρωσης. Η λύση µε τις ιδιότητες αυτές είναι :

ϵ =
3

20

λ5υ
2
2

λ2υ21
+O

(
υ42
υ41

)
. (1.149)

Η παρουσία λοιπόν του ϵ στην αναµενόµενη τιµή του κενού ϑα πρέπει
να παραβιάζει τα επιτυχηµένα αποτελέσµατα που παίρνουµε από το κενό της
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(1.147), το οποίο δίνει τις πειραµατικά αποδεδειγµένες µάζες των µποζονίων
της ηλεκτρασθενούς αλληλεπίδρασης. ΄Οµως, όσο το ϵ είναι πολύ µικρό, η
διαϕοροποίηση από τα επιτυχηµένα αποτελέσµατα µπορεί να ϑεωρείται αµε-
λητέα. ΄Οντως, αϕού απαιτούµε υ1 ∼ O(MX) και υ2 ∼ O(MW ) παίρνουµε
µέσω της (1.149) την πληροϕορία ότι ϵυ1 << υ2. Το γεγονός αυτό είναι σίγου-
ϱα ευπρόσδεκτο, αϕού ουσιαστικά υποννοεί ότι το σπάσιµο της SU(2) λόγω
του < ϕ > είναι πολύ µικρότερο από αυτό λόγω του < H >.

Πώς όµως προκύπτει η σχέση (1.149); Στο εν λόγω µοντέλο έχουµε διατυ-
πώσει ήδη ότι τα δύο αυθόρµητα σπασίµατα της συµµετρίας που συµβαίνουν
έχουν µεγάλη (ενεργειακή) απόσταση, δηλαδή υ1 >> υ2. Η τεράστια διαϕορά
στην ενεργειακή κλίµακα αποτελεί το πρόβληµα της ιεραρχίας19. Αντικαθι-
στώντας λοιπόν στο συνολικό δυναµικό (1.139) τις αναµενόµενες τιµές του
κενού (1.147), (1.148), τότε σε όρους των ϵ, υ1, υ2 ϑα γράϕεται :

V (ϵ, υ1, υ2) = −1
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Οι stationary point εξισώσεις για το V (υ1, υ2, ϵ) είναι :

υ1 = 0 ή µ2 =
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(1.151)
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(1.152)

υ1 = 0 ή ϵ = υ2 = 0 ή µ2 =
1
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(1.153)

Οι εξισώσεις αυτές µας δίνουν το πολύ εϕτά διαϕορετικού τύπου λύσεις. Αυτή
που µας αϕορά είναι η γενικότερη περίπτωση, δηλαδή υ1 ̸= 0, υ2 ̸= 0, ϵ ̸= 0.

19Το πρόβληµα αυτό παίζει σηµαντικό ϱόλο στη ϑεωρία των στοιχειωδών σωµατιδίων και
ϑα αναϕερθούµε πολλές φορές σε αυτό, σε όλη την έκταση της εργασίας. Το πρόβληµα της
ιεραρχίας είναι τόσο δυνατό που πυροδότησε την εισαγωγή της υπερσυµµετρίας στη φυσική.
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Στην περίπτωση αυτή οι παραπάνω εξισώσεις είναι ισοδύναµες µε δύο συζευγ-
µένες κυβικές αλγεβρικές εξισώσεις. ΄Οµως, ίσως και να µη χρειαστεί να τις
λύσουµε επακριβώς, αν τα λ4, λ5 είναι αρκετά µικρά. Στην περίπτωση αυτή
µπορούµε να αναζητήσουµε διαταρακτικές λύσεις των stationary point equa-
tions, όπου το µέγεθος της διαταραχής ϵ είναι πάρα πολύ µικρό. Αν, πράγµατι
πάµε στο όριο όπου ϵ2υ22 << 1, ϵ4υ21 << 1, ϵ << 1, ϵυ22 << 1, ϵ2υ22 << 1 αλλά
ϵ2υ22 πεπερασµένο, οι stationary point equations απλοποιούνται στις :
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ν2 =
1

2
λ3υ

2
2 + 15

(
λ4 +

3

10
λ5

)
υ21 − 3λ5ϵυ

2
1 (1.155)

3

2
λ5υ

2
2 = ϵ

(
10λ5υ

2
1 +

1

5
λ5υ

2
2

)
(1.156)

Η σχέση (1.156) είναι εκείνη που µας δίνει το ϵ, δηλαδή τη σχέση (1.149)20.
Από τις (1.154), (1.155) κρίνουµε το πώς σχετίζονται οι παράµετροι µ, ν

µε τα υ1, υ2.
Η (1.154) διαϕοροποιείται ελάχιστα από την αντίστοιχη σχέση που πήραµε

προ ϑεώρησης των όρων διασταύρωσης, την (1.128). Παραθέτουµε και τις δύο
για να φανεί η διαϕοροποίηση αυτή.
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Η διαϕοροποίηση έγκειται στην παρουσία των δύο τελευταίων όρων της (1.154),
ο οποίοι όµως είναι αµελητέοι εϕόσον όπως έχουµε ήδη τονίσει υ2 << υ1. Α-
νησυχητική είναι ωστόσο η ερµηνεία του αποτελέσµατος της (1.155). Αϕού
το ν2 είναι της τάξης του M2

W , ή αλλιώς ν2 << υ1, αυτό που ϑα έπρεπε να
συµβαίνει για το υ1 ϑα ήταν να πάρει µία τιµή συγκρίσιµη µε το υ2 ούτως ώστε
το δεξί µέλος της (1.155) να παίρνει τιµή της τάξης του M2

W . Με άλλα λόγια,
χωρίς να ϑέσουµε κάποιον συγκεκριµένο περιορισµό στα λ4, λ5, αναµένουµε
ότι υ2 ∼ O(υ1). Προϕανώς κάτι τέτοιο ϑα κατέστρεϕε την προαπαιτούµενη
ιεραρχία ανάµεσα στα MW και MX µε αποτέλεσµα η κλίµακα του Fermi να
συµπίπτει µε την κλίµακα της ενοποίησης. Λόγω του ότι ϑέλουµε να αποϕύ-
γουµε µια τέτοια καταστροϕή, πρέπει να παραµερίσουµε τη διαίσθησή µας
και να εκτέλεσουµε µία «λεπτή ϱύθµιση» (fine tuning) στα λ4, λ5 έτσι ώστε να
παίρνουµε το Ϲητούµενο υ21/υ

2
2 ∼ 1024. Ακόµα χειρότερο είναι το γεγονός ότι

αυτή η ϱύθµιση ϑα πρέπει να επαναλαµβάνεται σε όλες τις τάξεις της ϑεωρίας
διαταραχών, εϕόσον οι διορθώσεις ακτινοβολίας πρόκειται να µετατοπίσουν τα
λ4, λ5 από τις αρχικές τους τιµές.

20Η ανάλυση για την εξαγωγή του ϵ ϐρίσκεται στο άρθρο: T.N.Sherry, Higgs potential in the
SU(5) model, 1979
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Τελικά µε την εισαγωγή των όρων διασταύρωσης στο δυναµικό της ϑεωρίας
µας καταϕέραµε να λύσουµε και τα δύο προβλήµατα που ανέκυψαν. Οι όροι
διασταύρωσης ϑα λειτουργήσουν σαν counter terms διατηρώντας την επανα-
κανονικοποιησιµότητα της ϑεωρίας ακυρώνοντας τις διορθώσεις ακτινοβολίες
καθώς και η τριπλέτα Hα ϑα αποκτήσει µάζα

mHα ∼ λ5υ1, (1.157)

της τάξης δηλαδή του MX , όπως ακριβώς ϑέλαµε για τη µεσολάβηση της διά-
σπασης του πρωτονίου. Γενικά, µπορεί να γίνει λεπτοµερής συζήτηση για την
απόκτηση µάζας των διανυσµατικών και ϐαθµωτών πεδίων της SU(5) ϑεωρίας
µε δυναµικό το V = V (ϕ) + V (H) + V (ϕ,H) αλλά δε ϑα µας απασχολήσει
στην εργασία αυτή.

Κλείνοντας, η ανάλυση που προηγήθηκε είχε σκοπό αϕενός τη µελέτη
της ελαχιστοποίησης του δυναµικού και την εύρεση των µποζονίων και των
ϐαθµωτών πεδίων και αϕετέρου την ανάδειξη του προβλήµατος της ιεραρχίας
µέσα από αυτό το στγκεκριµένο παράδειγµα. Το πρόβληµα αυτό προβάλλεται
σε δύο όψεις :

� Πρώτον, στη δυσκολία επεξήγησης της προέλευσης του µεγάλου ενερ-
γειακού διαστήµατος ανάµεσα στοMW καιMP . Αυτό πραγµατοποιείται
µε µία ϑαυµατουργό «λεπτή ϱύθµιση»στη µηδενικής τάξης ϑεωρία διατα-
ϱαχών στο δυναµικό του Higgs, παρ’ολα αυτά στις µεγαλοενοποιηµένες
ϑεωρίες στερούµαστε πλήρως αιτίας του MW /MP λόγου. Η ϑεωρία της
N = 1 τοπικής υπερσυµµετρίας µπορεί να ϱίξει φως στο πρόβληµα αυτό.

� ∆εύτερον, στο τεχνικό κοµµάτι του προβλήµατος της ιεραρχίας. Η «λεπτή
ϱύθµιση» που συµβαίνει στη µηδενικής τάξης ϑεωρία διαταραχών είναι
ασταθής, µε αποτέλεσµα να τη χαλάνε οι διορθώσεις ακτινοβολίας. Και
πάλι, η υπερσυµµετρία δίνει τη λύση και σε αυτό το πρόβληµα, όπως ϑα
δούµε στο επόµενο κοµµάτι.

1.4 Ενοποίηση των σταθερών σύζευξης

Το καθιερωµένο πρότυπο περιγράϕει, όπως ήδη γνωρίζουµε, τις ισχυρές, α-
σθενείς και ηλεκτροµαγνητικές αλληλεπιδράσεις στην ενεργειακή κλίµακα των
∼ 102GeV . Οι αλληλεπιδράσεις αυτές των στοιχειωδών σωµατιδίων περιγρά-
φονται από τρεις διαϕορετικές οµάδες ϐαθµίδας, SU(3), SU(2), U(1) αντίστοι-
χα. Αυτό σηµαίνει ότι οι αλληλεπιδράσεις δεν εκδηλώνονται µε την ίδια ισχύ,
γεγονός το οποίο αποτυπώνεται µέσω των σταθερών σύζευξης gs, g, g′ αντίστοι-
χα. ΄Οµως δεν υπάρχει κάποια εξήγηση για τη διαϕορά αυτή που εµϕανίζεται
στην ισχύ των τριών αλληλεπιδράσεων. Μία από τις αρετές των µεγαλοενοποι-
ηµένων ϑεωριών (το αρχικό κίνητρο για την ακρίβεια) είναι ότι παρέχουν µία
τέτοια εξήγηση (Georgi, Quinn, Weinberg ).
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Η φιλοσοϕία λοιπόν των GUTs είναι ότι όλες οι αλληλεπιδράσεις περιγρά-
φονται από µία ενιαία σταθερά σύζευξης. Η παρατήρηση των τριών επιστηµό-
νων ήταν ότι οι σταθερές σύζευξης πρέπει να µεταβάλλονται µε την ενέργεια
και αν τελικά ισχύει η υπόθεση των GUT, ϑα πρέπει να εξισώνονται σε µία σύ-
Ϲευξη σε κάποια µεγάλη µάζα MU , όπου MU εννοούµε την κλίµακα µεγάλης
ενοποίησης.

Η µεγαλοενοποιηµένη ϑεωρία έχει εξ΄ ορισµού µία µόνο σταθερά σύζευξης
που σχετίζεται µε την οµάδα ενοποίησης, εδώ την SU(5). Αυτή η µία σταθε-
ϱά, g5, ϑα πρέπει να εϕαρµόζεται κάλλιστα και στις υποοµάδες της SU(5).
Η δυνατότητα διαϕορετικών σταθερών σύζευξης για τις διάϕορες υποοµάδες
στις χαµηλές ενέργειες είναι απόρροια του πρώτου αυθόρµητου σπασίµατος
συµµετρίας. Τα λεπτοκουάρκ (X,Y µποζόνια) της SU(5) αποκτούν µάζες και
αποσυζεύγνυνται από τις εξισώσεις της οµάδας επανακανονικοποίησης των
σταθερών σύζευξης. Η αποσύζευξη αυτή προϕανώς ϑα έχει διαϕορετικές ε-
πιδράσεις στις διορθώσεις ακτινοβολίας των διαϕορετικών σταθερών σύζευξης
των υποοµάδων, επάγοντας τις διαϕορετικές ενεργούς συζεύξεις στις χαµηλές
ενέργειες µέσω της ενεργειακής εξάρτησης που δίνει η εξίσωση της οµάδας
επανακανονικοποίησης. Η αποσύζευξη των ϐαρέων X µποζονίων αντικατο-
πτρίζεται στην ανισότητα των συντελεστών της οµάδας επανακανονικοποποίη-
σης για τις σταθερές των υποοµάδων. Κάτω από την κλίµακα ενοποίησης, MU ,
(για την περίπτωση της SU(5), MU =MX ) οι σταθερές «τρέχουν» διαϕορετικά,
αναδεικνύοντας τις παρατηρούµενες διαϕορές στην ισχύ των αλληλεπιδράσε-
ων στο MW . Συνοψίζοντας, η παρουσία των ϐαρέων µποζονίων µετά το πρώτο
σπάσιµο συµµετρίας ευθύνεται για τη διαϕοροποίηση των σταθερών σύζευξης.

΄Οπως είπαµε, µετά το πρώτο SSB, SU(5) → SU(3) × SU(2) × U(1), οι
διαϕορετικές σταθερές συµπεριϕέρονται διαϕορετικά. Για να µελετήσουµε τη
συµπεριϕορά αυτή, είναι αναγκαίο να γνωρίζουµε τον τρόπο µε τον οποίο οι
σταθερές σύζευξης αλλάζουν µε την ενέργεια. Τη γνώση αυτή µας παρέχει ένα
δυνατό ϑεώρηµα που πρωτοαποδείχθηκε από τους Appelquist και Carazone:

Το ϑεώρηµα της αποσύζευξης (Decoupling Theorem)
Αν µία gauge αναλλοίωτη (κάτω από µία οµάδα G) λαγκρατζιανή ϑεωρία

πεδίου εµπεριέχει σωµατίδια µε δύο πολύ διαϕορετικές µάζες, m και M , µε
m << M , και περιγράϕεται από µία επανακανονικοποιήσιµη λαγκρατζιανή,
η συµπεριϕορά των ελαϕρών σωµατιδίων της ϑεωρίας για ενέργεια E << M ,
µπορεί να περιγραϕεί πλήρως από µία επανακανονικοποιήσιµη λαγκρατζιανή
που να εµπλέκει µόνο τα ελαϕριά σωµατίδια. Η επίδραση των ϐαρέων σωµατι-
δίων περιορίζεται απλά στο να κάνουν rescale στις σταθερές σύζευξης και στις
παραµέτρους επανακανονικοποίησης της ϑεωρίας.

΄Οσον αϕορά στην SU(5) ϑεωρία, αυτό σηµαίνει ότι αν σε κλίµακα M ≈
MX , η SU(5) συµµετρία σπάει στην οµάδα του SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y ,
τότε η συµπεριϕορά των σταθερών σύζευξης g1, g2, g3 που αντιστοιχούν στις
συµµετρίες αυτές, ϑα πρέπει να εξελίσσονται σύµϕωνα µε τις β− συναρτήσεις
που αντιστοιχούν στις SU(3), SU(2), U(1) αντίστοιχα, χωρίς µνήµη σε ό,τι
αϕορά την SU(5).
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Πριν όµως περάσουµε σε λεπτοµερή ποσοτική ανάλυση, είναι φρόνιµο
να προηγηθούν πρώτα κάποιες ποιοτικές δηλώσεις περί την ενοποίηση των
σταθερών σύζευξης, η οποία απεικονίζεται στο σχήµα:

µMX

g

g2

g1

g3

g5

Εικόνα 1.13: Για µ > MX , όπου η µάζα του µποζονίου X µπορεί να αµελη-
ϑεί, οι σταθερές σύζευξης που αντιστοιχούν σε διαϕορετική οµάδα παραµένουν
ενοποιηµένες. Για την κλίµακα µ < MX , οι σταθερές σύζευξης εξελίσσονται
µε έναν τρόπο που εξαρτάται από την οµάδα ϐαθµίδας.

� Αϕού η ενεργειακή εξάρτηση των σταθερών σύζευξης είναι αποκλειστικά
λογαριθµική, και αϕού στην ενεργειακή περιοχή O(102)GeV , οι gs, g, g′

διαϕέρουν σηµαντικά συµπεραίνουµε ότι η κλίµακα της ενοποίησηςMX

ϑα πρέπει να είναι πολλές τάξεις µεγέθους µεγαλύτερη από το MW .

� Από τις εξισώσεις οµάδας επανακανονικοποίησης (RGE), γνωρίζουµε ότι
για τις µη αβελιανές οµάδες ϐαθµίδας η σταθερά σύζευξης µειώνεται µε
την αύξηση της ενέργειας, ενώ για τις αβελιανές οµάδες συµβαίνει το
αντίστροϕο. Εποµένως, για ενέργειες χαµηλότερες του MX , η διάταξη
των σταθερών σύζευξης ϑα είναι gs > g > g′, γεγονός που είναι συµβατό
µε τις πειραµατικές παρατηρήσεις.

� Επιπλέον, κάτω από το MX οι τρεις τροχιές των σταθερών σύζευξης, ό-
πως φαίνονται στην εικόνα (1.13), πρέπει να έχουν τη σωστή σχετική
ισχύ, ώστε να ενώνονται όλες σε ένα σηµείο όταν φτάνουν στο MX . Αυτό
υποννοεί µία µη τετριµµένη συνεπή συνθήκη ανάµεσα στα gs, g, g

′. Η
σχέση αυτή προβλέπει τη γωνία Weinberg, η οποία δίνει τη σχέση ανά-
µεσα στα g, g′, σε όρους της σταθεράς λεπτής υϕής α και της αντίστοιχης
σταθεράς ισχυρών αλληλεπιδράσεων αs, όπως ϑα δούµε παρακάτω.

Ας προχωρήσουµε τώρα στην ποσοτική ανάλυση. Πρώτα από όλα πρέ-
πει να εξετάσουµε τη σχέση ανάµεσα στις σταθερές σύζευξης των SU(3)c ×
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SU(2)L × U(1)Y και SU(5) στην κλίµακα της ενοποίησης MX
21. Οι συναλ-

λοίωτες παράγωγοι για αυτές τις δύο οµάδες είναι :

Dµ = ∂µ + igs

8∑
α=1

Gαµ
λα

2
+ ig

3∑
r=1

W r
µ

τ r

2
+ ig′Bµ

Y

2
, (1.158)

Dµ = ∂µ + ig5

24∑
i=1

Aiµ
λi

2
. (1.159)

Ο ορισµός των σταθερών σύζευξης εξαρτάται από τη συνθήκη κανονικοποίησης
των γεννητόρων των οµάδων. Για τις µη αβελιανές οµάδες, όπως έχουµε ήδη
δει (1.30), η κανονικοποίηση αυτή καθορίζεται από τις µεταθετικές σχέσεις
των αλγεβρών Lie. Εποµένως, οι Gell-Mann πίνακες λα, η SU(5) γενικευµένη
εκδοχή τους λi καθώς και οι πίνακες του Pauli τ r, όλοι κανονικοποιούνται µε
τον ίδιο τρόπο, Tr{λiλj} = 2δij . ΄Εχουµε λοιπόν στην περιοχή της ενοποίησης

g5 = g3 = g2 = g1, (1.160)

µε g3 ≡ gs και g2 ≡ g λόγω του ότι, όπως είπαµε, υπακούουν στην ίδια
συνθήκη κανονικοποίησης. Η σταθερά g1 είναι αυτή της αβελιανής υποοµάδας
της SU(5). Εποµένως ϑα πρέπει να ισχύει :

ig1λ
12A12

µ = ig′Y Bµ, (1.161)

όπου, κατά τα γνωστά, το A12
µ ταυτοποιείται µε το Bµ πεδίο ϐαθµίδας. Γνωρί-

Ϲουµε ότι γενικά η U(1) αβελιανή οµάδα δεν υπόκειται σε κανέναν µη γραµ-
µικό περιορισµό όσον αϕορά στους γεννήτορές της, πράγµα που σηµαίνει ότι
οι Y και λ12 είναι δυνατό να κανονικοποιούνται διαϕορετικά. Ο συντελεστής
αναλογίας που συνδέει τους δύο γεννήτορες ϐρίσκεται εάν παρατηρήσουµε ότι
για τη σωµατιδιακή ανάθεση της 5, (1.54), πρέπει να έχουµε ασθενές υπερ-
φορτίο :

Y = diag

(
−2

3
,−2

3
,−2

3
, 1, 1

)
(1.162)

και συγκρίνοντάς το µε το γεννήτορα L12 = λ12/2:

λ12 =
1√
15
diag(2, 2, 2,−3,−3) , (1.163)

παίρνουµε µέσω της (1.161) (και κατά αντιστοιχία µε το αποτέλεσµα της
(1.59)), ότι :

g1λ
12 = g′Y ⇒ g1

2√
15

= g′
(
−2

3

)
⇒ g′ = −

√
3

5
g1 . (1.164)

21Αν και πρέπει ήδη να είναι προϕανές στον αναγνώστη, οι διαϕορετικού είδους συµβολισµοί
για τις σταθερές σύζευξης gs, g, g′ και g3, g2, g1 δεν είναι συγγραϕικό λάθος αλλά, η πρώτη
τριάδα αϕορά στις σταθερές σύζευξης της οµάδας του SM, ενώ η δεύτερη αναϕέρεται στις
υποοµάδες της οµάδας ενοποίησης SU(5). Αυτό που έπεται είναι να ϐρούµε το πώς συνδέονται
µεταξύ τους οι αντίστοιχες σταθερές σύζευξης από τις δύο τριάδες.
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Συνεπώς, αν λάβουµε υπόψη µας την (1.160) και το αποτέλεσµα (1.164) σε
συνδυασµό µε το αποτέλεσµα για τη γωνία Weinberg που παίρνουµε από
µοντέλο Weinberg - Salam των ηλεκτρασθενών αλληλεπιδράσεων22 τότε παίρ-
νουµε για την θW το αριθµητικό αποτέλεσµα:

sin2 θW =
g′2

g2 + g′2
=

3

5
g25

g25 +
3

5
g25

=
3

8
(1.165)

Η τιµή του sin θW , (1.165), καθώς και η εξίσωση των σταθερών σύζευξης είναι
και τα δύο έγκυρα αποτελέσµατα στο όριο του MX , δηλαδή ισχύουν για µ >
MX . Τώρα πρέπει να µελετήσουµε τί συµβαίνει στο ενεργειακό καθεστώς
µ < MX . Η εξέλιξη µίας SU(n) σταθεράς σύζευξης ελέγχεται από την RGE:

dgn
dt

= β(gn) = −bng3n, n = 1, 2, 3 και t = lnµ, (1.166)

όπου για n ≥ 223:

bn =
11n− 2NF

48π2
, (1.168)

όπου NF ο αριθµός των γεύσεων. Από την άλλη, ο συντελεστής της β1, b1 ϑα
είναι :

b1 = − NF

24π2
(1.169)

Είναι χρήσιµο να υπολογίσουµε τη διαϕορά των (1.168), (1.169), η οποία ϑα
είναι :

bn − b1 =
11n

48π2
(1.170)

Γενικά, σε πρώτο επίπεδο, στην καταγραϕή των ϐ-συναρτήσεων έχουµε παρα-
λείψει τη συµµετοχή ϐαθµωτών µποζονίων. NF είναι λοιπόν ο αριθµός των
γεύσεων των κουάρκ και ισχύει ότι NF = 6 για µία ϑεωρία τριών οικογενειών.
Σε όλες επανακανονικοποιήσεις των σταθερών σύζευξης οι φερµιονικές συ-
νεισϕορές είναι ίσες, πράγµα που µας προκαλεί έκπληξη αν αναλογιστούµε
ότι µόνο τα κουάρκ συζεύγνυνται µε µε τα SU(3) γκλουόνια και ότι τόσο τα
κουάρκ όσο και τα λεπτόνια συζεύγνυνται µε τα SU(2) και U(1) µποζόνια. Ας
εξετάσουµε το φαινόµενο αυτό αναλυτικά.

Τα φερµιόνια δίνουν µία συνεισϕορά µέσω του διαγράµµατος ϐρόχου:
22Μανωλάκος Γιώργος : ∆ιπλωµατική εργασία : Το καθιερωµένο πρότυπο της φυσικής και

επανακανονικοποίηση της QED, σελ.92, εξίσωση (3.109)
23Η γενική σχέση των ϐ-συναρτήσεων για G = SU(n), n ≥ 2 είναι :

β(g) = −
(
11

3
C2(G)− 4

3
nfC(R)

)
g3

16π3
, (1.167)

όπου C2(g) είναι η ιδιοτιµή του τετραγωνικού Casimir και C(R) ο συντελεστής κανονικο-
ποίησης των γεννητόρων. Για τα πεδία ϐαθµίδας που ϐρίσκονται στην adjoint αναπαράσταση
C2(G) = n ενώ για τα φερµιόνια C(R) = 1

2
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Εικόνα 1.14: Επανακανονικοποίηση των σταθερών σύζευξης λόγω φερµιονι-
κού ϐρόχου.

η οποία είναι ανάλογη του Fn = Nmg
2
nTr(TiTj), όπου Nm είναι ο αριθ-

µός των multiplets των φερµιονίων δύο συνιστωσών που συζεύγνυνται µε τα
µποζόνια ϐαθµίδας και όλοι οι γεννήτορες είναι παροµοίως νορµαλισµένοι µε
Tr(TiTj) = 1

2δij . Θα ϐρούµε ξεχωριστά τον Fn παράγοντα για κάθε οµάδα
ϐαθµίδας.

� Για την SU(3), Nm είναι ο αριθµός των τριπλέτων χρώµατος. Αϕού
τα κουάρκ και τα αντικουάρκ συζεύγνυνται µε τα γκλουόνια, έχουµε
Nm = 2NF , κι εποµένως F3 = NF g

2
3δαβ.

� Για την SU(2), Nm είναι ο αριθµός των διπλέτων. Εϕόσον για κάθε
λεπτονική διπλέτα υπάρχουν τρεις διπλέτες χρώµατος κουάρκ, έχουµε
Nm = 1

2(1 + 3)NF , που σηµαίνει ότι F2 = NF g
2
2δab.

� Για την U(1), F1 = Nmg
′TrY 2. Χρησιµοποιώντας τις (1.59), (1.161)

και παίρνοντας Nm = 2NF (για τον ίδιο λόγο που το πήραµε και στην
περίπτωση της SU(2)) τότε έχουµε διαδοχικά:

F1 = Nmg
′TrY 2 = 2NF

3

5
g21

5

3
TrL2

12

= 2NF
3

5
g21

5

3

1

4

1

15
30 = NF g

2
1 (1.171)

Από τη σκοπιά της SU(5), το γεγονός ότι F3 = F2 = F1 δε φαντάζει συπτωµα-
τικό -µία ευχάριστη έκπληξη, αλλά συνδέεται µε το γεγονός ότι τα φερµιόνια
στην SU(5) ϑεωρία γεµίζουν µίαν (αναγωγίσιµη) αναπαράστασή της. Αυτό
σηµαίνει ότι όλοι οι πίνακες της αναπαράστασης για κάθε υποοµάδα είναι
κανονικοποιηµένοι µε τον ίδιο τρόπο. Επιπροσθέτως, υπάρχει η απαίτηση ότι
όλα τα µέλη της αναπαράστασης αποκτούν συγκρίσιµες µάζες << MX . Αυτό
αντιδιαστέλλεται µε την περίπτωση των µποζονίων ϐαθµίδας τα οποία κατα-
λήγουν να αποκτούν µάζες σε δύο πολύ διαϕορετικές ενεργειακές κλίµακες
MW << MX παρόλο που σχηµατίζουν µία πλήρη αναπαράσταση της SU(5),
την adjoint. Αυτός ο διαχωρισµός στις µάζες των µποζονίων είναι που παράγει
διαϕορετικές επιδράσεις στην επανακανονικοποίηση των σταθερών σύζευξης
των υποοµάδων.
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Επιστρέϕουµε τώρα στην εύρεση των λύσεων των τριών εξισώσεων (1.166).
Ξεκινούµε µε την g1:

dg1
d lnµ

= −b1g31 ⇒ dg1(t)

dt
= −b1g31(t) ⇒

dg1(t) = −b1g31(t) = −b1g31(t)dt ⇒ dg1
g31(t)

= −b1dt ⇒∫ t

t0

g−3
1 dg1(t) = −

∫ t

t0

b1dt ⇒ −1

2
g−2
1 (t)

∣∣∣t
t0
= −b1(t− t0) ⇒

−1

2

(
g−2
1 (t)− g−2

1 (t0)
)
= −b1t+ b1t0 ⇒ g−2

1 (t)− g−2(t0) = 2 (b1t− b1t0) ⇒

g−2
1 (µ) = g−2

1 (µ0) + 2b1 (lnµ− lnµ0) ⇒

g−2
1 (µ) = g−2

1 (µ0) + 2b1 ln
µ

µ0
. (1.172)

Παροµοίως, παίρνουµε τα αποτελέσµατα και για τις άλλες δύο σταθερές :

g−2
2 (µ) = g−2

2 (µ0) + 2b2 ln
µ

µ0
, (1.173)

g−2
3 (µ) = g−2

3 (µ0) + 2b3 ln
µ

µ0
. (1.174)

Σε αυτό το σηµείο µπορούµε να εκϕράσουµε τις σταθερές σύζευξης χαµηλής
ενέργειας σε όρους των πιο οικείων παραµέτρων χρησιµοποιώντας τις σχέ-
σεις24:

tan θW =
g′

g
, e = g sin θW ,

g′ = −
√

3

5
g1 , α(µ) ≡ e2(µ)

4π
. (1.175)

Οπότε έχουµε για την g1(µ):

tan2 θW =
g
′2

g2
⇒ sin2 θW g

2 = cos2 θW g
′2 ⇒

3

5
g21 cos

2 θW = (g sin θW )2
3

5

g21
4π

cos2 θW =
e2

4π
⇒

g21(µ)

4π
=

5

3

α(µ)

cos2 θW
. (1.176)

24Οι δύο πρώτες δίνονται στη ∆ιπλωµατική «Το καθιερωµένο πρότυπο της φυσικής και επα-
νακανονικοποίηση της QED)) σελίδες 92,97, εξισώσεις (3.105), (3.140) αντίστοιχα, ενώ η τρίτη
είναι το αποτέλεσµα που δίνεται στην (1.161) και η τέταρτη ο ορισµός της σταθεράς λεπτής
υϕής α(µ).
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Παροµοίως, για την g2(µ):

e = g sin θW
g≡g2⇒ g22 =

e2

sin2 θW
⇒ g22

4π
=
e2

4π

1

sin2 θW
⇒

g22(µ)

4π
=

α(µ)

sin2 θW
, (1.177)

ενώ για την g3(µ):
g23(µ)

4π
=
g2s(µ)

4π
≡ αs(µ) . (1.178)

Συνδυάζοντας λοιπόν ανά Ϲεύγη τις (1.172) µε (1.176), (1.173) µε (1.177) και
(1.174) µε (1.178), έχουµε διαδοχικά:

� Από το πρώτο Ϲεύγος εξισώσεων έχουµε:(
5

3

α(µ)

cos2 θW
4π

)−1

= g−2
1 (MX) + 2b1 ln

(
µ

MX

)
⇒

3

5
α−1(µ)

cos2 θW
4π

=
1

g21(MX)
+ 2b1 ln

(
µ

MX

)
⇒

3

5
α−1(µ) cos2 θW =

4π

g25
+ 8πb1 ln

(
µ

MX

)
⇒

3

5
α−1(µ) cos2 θW = α−1

5 + 8πb1 ln

(
µ

MX

)
. (1.179)

� Από το δεύτερο Ϲεύγος εξισώσεων παίρνουµε:(
α(µ)

sin2 θW
4π

)−1

= g−2
2 (MX) + 2b2 ln

(
µ

MX

)
⇒

α−1(µ)
sin2 θW

4π
=

1

g22(MX)
+ 2b2 ln

(
µ

MX

)
⇒

α−1(µ) sin2 θW =
4π

g25
+ 8πb2 ln

(
µ

MX

)
⇒

α−1(µ) sin2 θW = α−1
5 + 8πb2 ln

(
µ

MX

)
. (1.180)

� Τέλος, από το τρίτο Ϲεύγος εξισώσεων παίρνουµε:(
αs(µ)

4π

)−1

= g−2
3 (MX) + 2b3 ln

(
µ

MX

)
⇒

α−1
s (µ) =

4π

g23(MX)
+ 8πb3 ln

(
µ

MX

)
⇒

α−1
s (µ) =

4π

g25
+ 8πb3 ln

(
µ

MX

)
⇒

α−1
s (µ) = α−1

5 + 8πb3 ln

(
µ

MX

)
. (1.181)
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Στους παραπάνω υπολογισµούς ϑεωρήσαµε σαν αρχική τιµή την κλίµακα της
ενοποίησης, µ0 =MX αλλά επίσης χρησιµοποιήσαµε την οριακή συνθήκη:

g1(MX) = g2(MX) = g3(MX) = g5 (1.182)

και τον ορισµό
g25
4π

≡ α5.
Παίρνοντας τώρα το συνδυασµό [2 · (1.181) − 3 · (1.180) + (1.179)] υπολογί-
Ϲουµε:

2α−1
s (µ)− 3α−1(µ) sin2 θW +

3

5
α−1(µ) cos2 θW =

2α−1
5 + 16πb3 ln

(
µ

MX

)
− 3α−1

5 − 24πb2 ln

(
µ

MX

)
+ α−1

5 + 8πb1 ln

(
µ

MX

)

⇒ 2α−1
s (µ)− 3α−1(µ) sin2 θW +

3

5
α−1(µ) cos2 θW =

(16πb3 − 24πb2 + 8πb1) ln

(
µ

MX

)

= 8π (2b3 − 3b2 + b1) ln

(
µ

MX

)
= 8π [2(b3 − b1)− 3(b2 − b1)] ln

(
µ

MX

)
(1.170)
= 8π

(
2

33

48π2
− 3

22

48π2

)
ln

(
µ

MX

)
= 0 .

Οπότε, έχουµε εν συνεχεία :

2α−1
s (µ)− 3α−1(µ) sin2 θW +

3

5
α−1(µ) cos2 θW = 0

10α−1
s (µ)− 15α−1(µ) sin2 θW + 3α−1(µ) cos2 θW = 0

10α−1
s (µ)− 15α−1(µ) sin2 θW + 3α−1(µ)− 3α−1(µ) sin2 θW = 0

10α−1
s (µ)− 18α−1(µ) sin2 θW + 3α−1(µ) = 0 ⇒

sin2 θW =
3α−1(µ)

18α−1(µ)
+ 10

10α−1
s (µ)

18α−1(µ)
⇒

sin2 θW =
1

6
+

5α(µ)

9αs(µ)
. (1.183)

Αυτή είναι η µη τετριµµένη σχέση συνέπειας που αναϕέραµε στη τρίτη δήλωση
κάτω από την εικόνα (1.13). Οι τιµές των σταθερών σύζευξης στο µ = MW ,
όπου η γωνία Weinberg συνάγεται από πειράµατα ουδέτερων ϱευµάτων, είναι
συµβατές µε την πρόβλεψη της (1.183).
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Παίρνοντας αυτή τη φορά το γραµµικό συνδυασµό
[
8

3
(1.181) − (1.180) − 5

3
(1.179)

]
,

αντικαθιστώντας τους συντελεστές b1, b2, b325 και κάνοντας χρήση των (1.179),
(1.180) και (1.181) έχουµε:

8

3
α−1
s (µ)− α−1(µ) sin2 θW − 5

3

3

5
α−1(µ) cos2 θW =

8

3
α−1
5 +

8

3
8πb3 ln

(
µ

MX

)
− α−1

5 − 8πb2 ln

(
µ

MX

)
− 5

3
α−1
5 − 5

3
8πb1 ln

(
µ

MX

)
⇒

8

3
α−1
s (µ)− α−1(µ) =

64

3
πb3 ln

(
µ

MX

)
− 8πb2 ln

(
µ

MX

)
− 40

3
πb1 ln

(
µ

MX

)
=

8π

3
(8b3 − 5b1 − 3b2) ln

(
µ

MX

)
=

8π

3

(
8

7

16π2
+ 5

1

4π2
− 3

5

24π2

)
ln

(
µ

MX

)
=

11

π
ln

(
µ

MX

)
⇒

[
8

3αs(µ)
− 1

α(µ)

]
π

11
= ln

(
µ

MX

)
⇒

ln

(
MX

µ

)
=

π

11

(
1

α(µ)
− 8

3αs(µ)

)
. (1.184)

Η εξίσωση αυτή, (1.184), καθορίζει όπως φαίνεται την κλίµακα της ενοποίη-
σης, MX . Επίσης, τροποποιώντας την λίγο :

ln

(
MX

µ

)
=

π

11

(
1

α(µ)
− 8

3αs(µ)

)
⇒

1

αs(µ)
= − 33

8π
ln

(
MX

µ

)
+

3

8α(µ)
(1.185)

και συνδυάζοντας το αποτέλεσµα (1.185) µε την (1.183), αποκτούµε:

sin2 θW =
1

6
+

5α(µ)

9αs(µ)
⇒

sin2 θW =
1

6
+

5α(µ)

9

[
− 33

8π
ln

(
MX

µ

)
+

3

8

1

α(µ)

]
⇒

25Οι συντελεστές αυτοί για την περίπτωσή µας υπολογίζονται µέσω των (1.168) και (1.169):

b3 =
11n− 2NF

48π2

n=3
=

NF=6

7

16π2

b2 =
11n− 2NF

48π2

n=2
=

NF=6

5

24π2

b1 = −NF = 6

24π2

NF=6
= − 1

4π2
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sin2 θW =
1

6
− 5α(µ)

9

33

8π
ln

(
MX

µ

)
+

5α(µ)

9

3

8α(µ)
⇒

sin2 θW =
1

6
+

5

24
− 55α(µ)

24π
ln

(
MX

µ

)
⇒

sin2 θW =
3

8
− 55α(µ)

24π
ln

(
MX

µ

)
(1.186)

Το αποτέλεσµα αυτό µας δίνει τη γωνία Weinberg όπως αυτή «τρέχει» συναρ-
τήσει της ενέργειας. Παρατηρούµε ότι στο όριο µ → MX , αναπαράγεται η
αρχική συνθήκη (1.165). Επίσης, αν ϑεωρήσουµε µ = MW τότε παίρνουµε
µία σχέση που συνδέει τις δύο ενεργειακές κλίµακες που µας απασχολούν στο
εν λόγω µοντέλο :

sin2 θW (mW ) =
3

8
− 55α(mW )

24π
ln

(
MX

mW

)
(1.187)

Επίσης, πρέπει να τονιστεί ότι κατά τον υπολογισµό των bn έχουµε πά-
ϱει την πιο απλή κατωϕλική συµπεριϕορά: Για ένα ενδιάµεσο σωµατίδιο µε
m < µ, η µάζα ϑεωρείται µηδενική, ενώ για m > µ, η µάζα ϑεωρείται άπει-
ϱη και το σωµατίδιο αποσυζεύγνυται. Συγκεκριµένα για µ > MX , τα X,Y
µποζόνια συνεισϕέρουν και η ισότητα των σταθερών σύζευξης, (1.160), διατη-
ϱείται σε όλες τις τάξεις της ϑεωρίας διαταραχών. Για µ < MX , τα πεδία X,Y
αποσυζεύγνυνται και οι συντελεστές bn διαϕοροποιούνται για τις υποοµάδες
της SU(5), SU(3), SU(2), U(1). Με µία πιο προσεχτική µεταχείριση των κα-
τωϕλίων µπορούµε ουσιαστικά να ταυτοποιήσουµε το MX σαν τη µάζα του X
µποζονίου.

Επίσης, κατά τον υπολογισµό των bn, (1.168) και (1.169), έχουµε αµελήσει
τη συνεισϕορά που προκύπτει από τα ϐαθµωτά πεδία της ϑεωρίας. Συµπερι-
λαµβάνοντας το ϐαθµωτό Higgs της Weinberg - Salam ϑεωρίας, δηλαδή µία
Higgs διπλέτα, και µε πιο προσεχτικό χειρισµό των επιδράσεων µεγαλύτερης
τάξης, αποκτούµε τα αποτελέσµατα26:

MX ≈ 4 · 1014GeV , (1.188)

sin2 θW (mW ) ≈ 0.21 . (1.189)

Η πρόβλεψη αυτή για τη γωνία Weinberg, (1.189), ϐρίσκεται σε ασυµϕωνία
µε τη µέση τιµή των πειραµάτων ουδέτερων ϱευµάτων παγκοσµίως αλλά και
από πιο σύγχρονα πειράµατα µετρήσεων των µαζών των µποζονίων W,Z:

sin2 θW (mW ) = 0.23161± 0.00018 . (1.190)

Η ασυµϕωνία αυτή αποτυπώνεται στην εικόνα (1.15), η οποία δίνει την εξέλιξη
26Για ένα εύρος της QCD παραµέτρου κλίµακας Λ ≈ 300MeV .
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των σταθερών σύζευξης στο SU(5) µοντέλο27:

Εικόνα 1.15: ∆ιαγραµµατική απεικόνιση της αδυναµίας του µοντέλου να δώ-
σει την ενοποίηση των σταθερών σύζευξης µε αναϕορά το σωµατιδιακό φάσµα
του SM.

Η όλη ιδέα της ενοποίησης φαίνεται να δέχεται ένα αρκετά γερό χτύπηµα
µη µπορώντας να δώσει ένα σηµείο συνάντησης των σταθερών σύζευξης, γεγο-
νός το οποίο δηµιουργεί την αµϕισβήτηση περί της ϱεαλιστικότητάς του. Την
κατάσταση σώζει η εισαγωγή της υπερσυµµετρίας, όπου εξετάζοντας την ενο-
ποίηση σαν επέκταση του Ελάχιστου Υπερσυµµετρικού Καθιερωµένου Προ-
τύπου (MSSM)- και όχι του SM - ϑα δούµε ότι οι σταθερές σύζευξης όντως
συναντώνται κάποιο σηµείο στο «ενεργειακό µέλλον».

27Για την εικόνα αυτή χρησιµοποιήθηκαν οι τιµές των τριών παραµέτρων των σταθερών σύ-
Ϲευξης όπως αυτές δίνονται από τον LEP στην κλίµακα του MZ :

α−1
1 (MZ) = 58.97± 0.05

α−1
2 (MZ) = 29.61± 0.05

α−1
3 (MZ) = 8.47± 0.22
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1.5 ∆ιάσπαση του πρωτονίου

Γενικά οι µεγαλοενοποιηµένες ϑεωρίες ϑεωρείται ότι ϐρίσκονται ανάµεσα στα
πιο ελκυστικά σενάρια περί φυσικής µετά το SM. Ποιοτικά προβλέπουν πάντα
δύο πράγµατα

� Την ενοποίηση των σταθερών σύζευξης του SM.

� Τη διάσπαση του πρωτονίου.

Το πρώτο δεν µπορεί να δοκιµαστεί απευθείας αϕού η ενοποίηση συµβαίνει σε
πολύ µεγάλη ενεργειακή κλίµακα. Από την άλλη µεριά, το δεύτερο µπορεί να
δοκιµαστεί και ουσιαστικά προσϕέρεται σαν ο µοναδικός τρόπος να τεστάρου-
µε τη µεγάλη ενοποίηση. Είναι εποµένως εύκολο να απορρίψουµε ϑεωρίες
ή να ψάξουµε για ϐιώσιµα µοντέλα µεγάλης ενοποίησης, όπου η διάσπαση
του πρωτονίου όχι απλά προβλέπεται αλλά είναι και πειραµατικά προσβάσιµη
τόσο σε τρέχοντα όσο και σε µελλοντικά πειράµατα.

Από όλες τις εκδοχές µεγαλοενοποιηµένων ϑεωριών, αυτές που ϐασίζονται
στην SU(5) συµµετρία ϐαθµίδας είναι οι πιο ανταγωνιστικές ως προς την πρό-
ϐλεψη της διάσπασης του πρωτονίου. Από όλες τις απλές οµάδες ϐαθµίδας
που επιτρέπουν την εµβάπτιση της οµάδας του SM, µόνο η SU(5) έχει τρόπο
σπασίµατος συµµετρίας στο SM που να συµβαίνει σε ένα ϐήµα. Αυτό επιτρέ-
πει έναν µάλλον ακριβή καθορισµό των µεγάλων ενεργειακών κλιµάκων στις
οποίες συµβαίνει η διάσπαση πρωτονίου.

΄Οπως είδαµε στο κεϕάλαιο της φερµιονικής ανάθεσης, κουάρκ και λε-
πτόνια συγκατοικούν στην ίδια αναπαράσταση. Λόγω αυτού, κάποιες από τις
SU(5) αλληλεπιδράσεις δε διατηρούν το ϐαρυονικό αριθµό. Σε αυτήν την πα-
ϱαβίαση ϐασίζεται το γεγονός ότι η SU(5) έχει την προβλεπτική ικανότητα της
διάσπασης του πρωτονίου. Είναι γνωστό ότι το πρωτόνιο είναι ένα «µακρόβιο»
σωµατίδιο, όµως αν η αναµενόµενη τιµή του κενού της 24 αναπαράστασης που
φιλοξενεί τα ϐαθµωτά µποζόνια είναι πολύ µεγάλη, τότε οι αλληλεπιδράσεις
που προκαλούν την πρωτονιακή διάσπαση είναι αρκετά µικρής εµβέλειας και
συνεπώς η πιθανότητα δύο κουάρκ εντός του πρωτονίου να αλληλεπιδράσουν
ώστε να επαχθεί η διάσπασή του είναι πολύ µικρή. Γνωρίζοντας όµως περί-
που την αναµενόµενη τιµή του κενού της 24, η πρωτονιακή διάσπαση µπορεί
τελικά να προβλεϕθεί από το SU(5) µοντέλο.

΄Οπως έχουµε ήδη αναϕέρει, η πρωτονιακή διάσπαση πραγµατοποιείται
λόγω του ότι στην ίδια αναπαράσταση φιλοξενούνται τόσο κουάρκ όσο και
λεπτόνια, που σηµαίνει ότι πλέον υπάρχουν αλληλεπιδράσεις στις οποίες δε
διατηρείται ο ϐαρυονικός αριθµός. Οι αλληλεπιδράσεις τέτοιου είδους ευθύ-
νονται για τη διάσπαση του πρωτονίου. Εποµένως, πρέπει πρώτα να φτιάξουµε
τις συναλλοίωτες παραγώγους για τα φερµιόνια στις αναπαραστάσεις 5, 5̄, 10
κι έπειτα να ϐρούµε το κοµµάτι της λαγκρατζιανής που περιγράϕει τις αλλη-
λεπιδράσεις κουάρκ - λεπτονίων.
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Αρχικά, οι συναλλοίωτες παράγωγοι των 5, 5̄, 10 αναπαραστάσεων28 της
SU(5) οµάδας ϑα είναι :

� Η αναλλοίωτη παράγωγος της 5:

(Dµψ)i =

(
∂µδ

j
i + i

g√
2
(Aµ)

j
i

)
ψj . (1.191)

� Η αναλλοίωτη παράγωγος της 5̄:

(Dµψ)
i =

(
∂µδ

i
j − i

g√
2
(Aµ)

i
j

)
ψj . (1.192)

� Η αναλλοίωτη παράγωγος της 10:

(Dµχ)ij = ∂µχij + i
g√
2
(Aµ)

k
i χkj + i

g√
2
(Aµ)

ℓ
jχiℓ , (1.193)

µε i, j, k, ℓ = 1 . . . 5. Ως γνωστό, οι κινητικοί όροι των φερµιονίων εκϕράζονται
µέσω των συναλλοίωτων παραγώγων, από τις οποίες παίρνουµε τις αλληλεπι-
δράσεις τους µε τα µποζόνια ϐαθµίδας :

Lmatkin = iψ̄iγ
µ(Dµψ)

i + iχ̄ijγµ(Dµχ)ij (1.194)

Η (1.194) περιέχει όλες τις φερµιονικές αλληλεπιδράσεις του SM µε τον ε-
πιπρόσθετο περιορισµό g = g1 = g2 = g3. ΄Οπως έχουµε ξαναναϕέρει, οι
σταθερές σύζευξης αναµένεται να ενοποιούνται σε µία κλίµακα MX , πάνω
από την οποία το αυθόρµητο σπάσιµο της SU(5) δεν επηρεάζει καθόλου τη
φυσική µας. Αναπτύσσοντας λοιπόν την (1.194), παίρνουµε πέρα από τις
αλληλεπιδράσεις του SM, τις επιπλέον αλληλεπιδράσεις που εµπλέκουν τα
µποζόνια X,Y . Κρατώντας για οικονοµία29 µόνο τους όρους αλληλεπίδρασης
µε τα µποζόνια αυτά, παίρνουµε:

� Από τον πρώτο όρο της (1.194) κρατώντας µόνο όρους αλληλεπίδρασης
(πετώντας δηλαδή όρους που περιέχουν παράγωγο):

iψ̄iγ
µ(Dµψ)

i = iψ̄iγ
µ

(
−i g√

2
(Aµ)

i
jψ

j

)
=

√
g

2
ψ̄iγ

µ(Aµ)
i
jψ

j

=
g√
2
{ψ̄1γ

µ(Aµ)
1
1ψ

1 + ψ̄1γ
µ(Aµ)

1
2ψ

2 + . . .

+ ψ̄1γ
µ(Aµ)

1
5ψ

5 + ψ̄2γ
µ(Aµ)

2
1ψ

1 + ψ̄2γ
µ(Aµ)

2
2ψ

2 + . . .} .
28Αλλά και γενικότερα των N, N̄,N(N − 1)/2 αναπαραστάσεων της οµάδας SU(N) µε τη

διαϕορά οτι οι δείκτες ϑα τρέχουν 1 . . . N .
29Στο τέλος των υπολογισµών ϑα δοθεί η συνολική λαγκρατζιανή µε όλους τους όρους αλλη-

λεπίδρασης.
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Κρατώντας πλέον µόνο τους όρους των αλληλεπιδράσεων που εµπλέκον-
ται τα X,Y , παίρνουµε:

iψ̄iγ
µ(Dµψ)

i =
g√
2
{ψ̄1γ

µ(Aµ)
1
4ψ

4 + ψ̄1γ
µ(Aµ)

1
5ψ

5 + ψ̄2γ
µ(Aµ)

2
4ψ

4

+ ψ̄2γ
µ(Aµ)

2
5ψ

5 + ψ̄3γ
µ(Aµ)

3
4ψ

4 + ψ̄3γ
µ(Aµ)

3
5ψ

5

+ ψ̄4γ
µ(Aµ)

4
1ψ

1 + ψ̄4γ
µ(Aµ)

4
2ψ

2 + ψ̄4γ
µ(Aµ)

4
3ψ

3

+ ψ̄5γ
µ(Aµ)

5
1ψ

1 + ψ̄5γ
µ(Aµ)

5
2ψ

2 + ψ̄5γ
µ(Aµ)

5
3ψ

3}

=
g√
2
{d̄cL1

γµX1
µeL + d̄cL1

γµY 1
µ (−νeL) + d̄cL2

γµX2
µeL

+ d̄cL2
γµY 2

µ (−νeL) + d̄cL3
γµX3

µeL + d̄cL3
γµY 3

µ (−νeL)

+ ēLγ
µXµ1d

c1

L + ēLγ
µXµ2d

c2

L + ēLγ
µXµ3d

c3

L

+ (−ν̄eL)γ
µYµ1d

c1

L + (−ν̄eL)γ
µYµ2d

c2

L + (−ν̄eL)γ
µYµ3d

c3

L }

=
g√
2
{d̄cLα

γµXα
µ eL − d̄cLα

γµY α
µ νeL + ēLγ

µXµαd
cα

L − ν̄Lγ
µYµαd

cα

L }

=
g√
2
{ēLγµXµαd

cα

L − ν̄eLγ
µYµαd

cα

L + h.c.} . (1.195)

� Από το δεύτερο όρο της (1.194) κρατώντας πάλι µόνο τους όρους αλλη-
λεπίδρασης :

iχ̄ijγµ(Dµχ)ij = iχ̄ijγµi
g√
2
(Aµ)

k
i χkj + iχ̄ijγµi

g√
2
(Aµ)

ℓ
jχiℓ

= − g√
2

(
χ̄ijγµ(Aµ)

k
i χkj + χ̄ijγµ(Aµ)

ℓ
jχiℓ

)
= − g√

2
{
(
χ̄11γµ(Aµ)

1
1χ11 + χ̄11γµ(Aµ)

2
1χ21 + . . .

)
+
(
χ̄11γµ(Aµ)

1
1χ11 + χ̄11γµ(Aµ)

2
1χ12 + . . .

)
} .

Κρατώντας πλέον µόνο τους όρους των αλληλεπιδράσεων που εµπλέκον-
ται τα X,Y , καταλήγουµε:

iχ̄ijγµ(Dµχ)ij =
g√
2
{d̄Lαγ

µXα
µ e

c
L + ϵαβγ ū

cγ

L γ
µX̄α

µu
β
L

− ūLαγ
µY α

µ e
c
L + ϵαβγ ū

cγ

L γ
µȲ α

µ d
β
L + h.c.} . (1.196)

Οπότε, από τις (1.195), (1.196), η συνολική λαγκρατζιανή αλληλεπιδράσεων
των φερµιονίων µε τα X,Y ϑα είναι :

LX,Yint = − g√
2

leptoquark vertices︷ ︸︸ ︷(
ēLγ

µXµαd
cα

L + d̄Lαγ
µXα

µ e
c
L − ν̄Lγ

µYµαd
cα

L − ēcLγ
µY α

µ uLα + h.c.
)

− g√
2

(
ϵαβγ ū

cγ

L γ
µX̄α

µu
β
L + ϵαβγ ū

cγ

L γ
µȲ α

µ d
β
L + h.c.

)
︸ ︷︷ ︸

diquark vertices

. (1.197)
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Αξίζει να παρεµβάλλουµε µία µικρή παρένθεση στην ανάλυσή µας στην οποία
καταγράϕουµε τις λαγκρατζιανές πυκνότητες αλληλεπίδρασης των αναπαρα-
στάσεων 5̄ και 10 οι οποίες όµως δεν περιέχουν µόνο τους όρους αλληλεπί-
δρασης µε τα X,Y αλλά και αυτούς του SM.

L5̄
int =g


SU(3) interactions︷ ︸︸ ︷(
d̄Lγ

µGαµ
λα

2
dcL

)
+

SU(2) interactions︷ ︸︸ ︷[(
ν̄e ē

)
L
γµW i

µ

τ i

2

(
νe
e

)
L

]

+

U(1) interactions︷ ︸︸ ︷√
3

5

[
−1

2
ν̄Lγ

µBµνL − 1

2
ēLγ

µBµeL +
1

3
d̄cLγ

µBµd
c
L

]

+

new interactions︷ ︸︸ ︷[
1√
2

(
−ēLγµX̄α

µd
c
Lα

)
+

1√
2

(
ν̄Lγ

µȲ α
µ d

c
Lα

)]
+h.c.

 ,

L10
int = g


SU(3) interactions︷ ︸︸ ︷(

ūLγ
µGαµ

λα

2
uL + d̄Lγ

µGαµ
λα

2
dL

)
+

SU(2) interactions︷ ︸︸ ︷[(
ν̄e ē

)
L
γµW i

µ

τ i

2

(
νe
e

)
L

]

+

U(1) interactions︷ ︸︸ ︷√
3

5

(
1

6
ūLγ

µBµuL +
1

6
d̄Lγ

µBµdL − 2

3
ūcLγ

µBµu
c
L + ēcLγ

µBµe
c
L

)

+

new interactions︷ ︸︸ ︷
1√
2

[(
d̄Lαγ

µX̄α
µ e

c
L + ϵαβγ ū

cγ
L γ

µX̄α
µu

β
L

)
+
(
−ūLαγ

µȲ α
µ e

c
L + ϵαβγ ū

cγ
L γ

µȲ α
µ d

β
L

)]
+h.c.

 .

Κλείνοντας λοιπόν την παρένθεση και συνεχίζοντας, πρέπει να υπενθυµίσουµε
ότι προς το παρόν δουλεύουµε σε προσέγγιση µίας οικογένειας. Αυτό σηµαίνει
ότι όταν εισέρχονται και οι δύο άλλες 5̄ + 10 οικογένειες, τα φερµιονικά πεδία
στις παραπάνω λαγκρατζιανές αντικαθιστώνται από κατάλληλους γραµµικούς
συνδυασµούς φερµιονίων που φέρουν τα ίδια SU(3)× SU(2)× U(1) φορτία.

Παρατηρούµε λοιπόν ότι τα X µποζόνια συζεύγνυνται σε δύο διαϕορε-
τικά κανάλια µε διαϕορετικούς ϐαρυονικούς αριθµούς, όπως φαίνεται στην
παρακάτω εικόνα (1.16):
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B1 = −

1

3

ℓc

q qc

q

B2 =
2

3

X X

Εικόνα 1.16: X µποζόνια σαν «λεπτοκουάρκ» και «δικουάρκ».

Στη µία περίπτωση, B1 = −1/3, συζεύγνυνται µε κουάρκ και λεπτόνια -
εξ ού και η ονοµασία λεπτοκουάρκ. Στη δεύτερη περίπτωση, B2 = 2/3, µετα-
τρέπουν κουάρκ σε αντικουάρκ - εξ ού και η ονοµασία δικουάρκ. Συνεπώς,
µε τη διαµεσολάβηση ενός X µποζονίου, ένα B1 = −1/3 κανάλι µπορεί να
µετατραπεί σε ένα B2 = 2/3 κανάλι. Με άλλα λόγια, συµβαίνει µία αλληλε-
πίδραση που δε διατηρεί το ϐαρυονικό αριθµό σε επίπεδο µηδενικής τάξης
ϑεωρίας διαταραχών (tree-level), όπως φαίνεται και στην παρακάτω εικόνα:

X Y Y

u

u d
c

e
+

e
+

d
c

u

d

ν
c u

d u
c

Εικόνα 1.17: ∆ιαδικασίες που παραβιάζουν το ϐαρυονικό αριθµό σε tree-
level διαγράµµατα ανταλλαγής X,Y µποζονίων.

Από τη γενικότερη λαγκρατζιανή (1.194), λόγω του ότι το MX είναι πο-
λύ µεγάλο (πολλές τάξεις µεγέθους µεγαλύτερο από τα υπόλοιπα φερµιόνια),
παίρνουµε τις αλληλεπιδράσεις τεσσάρων φερµιονίων στις οποίες διαµεσολα-
ϐούν τα µποζόνια X,Y και ισχύει ότι ο ϐαρυονικός αριθµός δε διατηρείται
(∆B ̸= 0), όπως αυτές φαίνονται στην εικόνα (1.17):

L∆B=1
eff =

g2

8M2
X

(ϵαβγ ū
cγ

L γµu
β
L)(ē

c
Lγ

µdαL) + h.c.

+
g2

8M2
Y

(ϵαβγ ū
cγ

L γµd
β
L)(−ē

c
Lγ

µuαL − ν̄Lγ
µdc

α

L ) + h.c. (1.198)

Η λαγκρατζιανή (1.198) έχει τα εξής χαρακτηριστικά:

� ∆(B − L) = 0. ∆ιατηρείται η διαϕορά ϐαρυονικού πλήν λεπτονικού
αριθµού µε αποτέλεσµα η αλληλεπίδραση p → e+ π0 να επιτρέπεται
ενώ αντίθετα, η αλληλεπίδραση n → e− π+ να µην επιτρέπεται.
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� Αναλλοιώτητα SU(3) × SU(2) × U(1). ΄Ολοι οι δείκτες χρώµατος και
γεύσης «κλείνουν» καθώς και το ηλεκτρικό φορτίο διατηρείται.

Συνεχίζοντας, για να αποκτήσουµε το χρόνο Ϲωής του πρωτονίου και τους ϱυθ-
µούς διάσπασης από την (1.198), ϑα πρέπει να ακολουθήσουµε τα παρακάτω
ϐήµατα:

� Η L∆B ̸=0
eff ορίζεται στην κλίµακα µεγάλης ενοποίησης, MX . Αυτό σηµαί-

νει ότι πρέπει να προεκβληθεί (extrapolate) µέχρι την τυπική ενεργειακή
κλίµακα, O(1GeV ), κάνοντας χρήση των εξισώσεων επανακανονικοποί-
ησης οµάδας, συµπεριλαµβάνοντας ασθενείς και ισχυρές QCD διορθώ-
σεις στην κορυϕή της αλληλεπίδρασης. Η διαδικασία αυτή καταλήγει
στο να αυξήσει το πλάτος της αλληλεπίδρασης κατά έναν παράγοντα ∼ 4,
ελαττώνοντας το χρόνο Ϲωής του πρωτονίου κατά έναν παράγοντα ∼ 15.

� Το επόµενο ϐήµα είναι να περάσουµε από την κουάρκ-λεπτονική µορ-
φή της λαγκρατζιανής (1.198) στον υπολογισµό των στοιχείων πίνακα
της διάσπασης του πρωτονίου. Ο υπολογισµός αυτός µπορεί να γίνει
χρησιµοποιώντας ποικίλες φαινοµενολογικές hadron-physics τεχνικές.
Οι υπολογισµοί αυτοί δίνουν :

τp = 2.5 · 1028 − 1, 6 · 1030yr . (1.199)

Η δεσπόζουσα αλληλεπίδραση στη διάσπαση πρωτονίου στα περισσότερα
µοντέλα είναι η p → e+ π0 (η οποία ϐασίζεται στο τρίτο διάγραµµα της
εικόνας (1.17)):

u
p

uc

u u

d e+

X

π0

Εικόνα 1.18: Η κύρια αλληλεπίδραση διάσπασης πρωτονίου.

η οποία προκύπτει ότι συµβαίνει µε ένα ϱυθµό 40− 60%. Οι υπόλοιπες
αλληλεπιδράσεις είναι οι :

p → e+ ω, e+ ρ0, ν̄e π
+ ,

µε ϱυθµούς διάσπασης 5−20%, 1−10% και 16−24% αντίστοιχα. Αυτό
δίνει µία µέγιστη τιµή στο χρόνο Ϲωής του πρωτονίου λόγω της διάσπασης
p → e+ π0:

τ thp→e+π0 ≈ 3 · 1030yr. (1.200)
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Το πιο πρόσϕατο πειραµατικό όριο30 είναι αρκετά ψηλότερο από το
ϑεωρητικά αναµενόµενο (1.200):

τ exp
p→e+π0 ≥ 6.1 · 1033yr . (1.201)

Το αποτέλεσµα αυτό λοιπόν ϑέτει εκτός ανταγωνισµού την υποψηϕιό-
τητα του ελάχιστου SU(5) µοντέλου31 σαν τη συµµετρία της µεγάλης
ενοποίησης.

� ΄Επειτα πρέπει να συνυπολογίσουµε την επίδραση της ανάµιξης γενιών32

στη διάσπαση του πρωτονίου. Το ϐασικό πρόβληµα είναι ότι κατά την
παρουσία των φαινοµένων ανάµιξης γενιών στα SU(5) µοντέλα µε πολ-
λές γενιές, είναι a priori πιθανό ο πίνακας ανάµιξης που εµϕανίζεται
στα ασθενή φορτισµένα ϱεύµατα που διατηρούν το ϐαρυονικό αριθµό -
ο Cabbibo-Kobayashi-Maskawa πίνακας - να µην είναι απαραίτητα ο
ίδιος µε αυτόν των αλληλεπιδράσεων αλλαγής του ϐαρυονικού αριθµού.
Αυτό ϑα µπορούσε να έχει ϐαθιές επιπτώσεις στις προβλέψεις του χρό-
νου Ϲωής του πρωτονίου στο µοντέλο SU(5). Για παράδειγµα, αν οι δύο
πίνακες ανάµιξης είναι διαϕορετικοί, ϑα µπορούσαµε να ϱυθµίσουµε
τις γωνίες ανάµιξης στον ∆B ̸= 0 τοµέα έτσι ώστε να επεκτείνουµε το
χρόνο διάσπασης του πρωτονίου. ΄Οµως, οι δύο πίνακες ανάµιξης των
αλληλεπιδράσεων ϐαθµίδας για ∆B = 0 και ∆B ̸= 0 είναι ίδιοι33. ∆εν
παραθέτουµε τη λεπτοµερή απόδειξη εδώ, απλά σηµειώνουµε την πα-
ϱατήρηση κλειδί που οδηγεί στο παραπάνω συµπέρασµα, η οποία είναι
η συµµετρία του πίνακα µαζών των up κουάρκ στο ελάχιστο µοντέλο.
Το αποτέλεσµα αυτό κάνει ξεκάθαρο το γεγονός ότι στον υπολογισµό
της πρόβλεψης του χρόνου διάσπασης του πρωτονίου είναι ασϕαλές να
αγνοήσουµε πλήρως την ανάµιξη γενιών.

Κλείνοντας, είναι σηµαντικό να τονίσουµε ότι ενώ το ελάχιστο SU(5) µοντέλο
φαίνεται να αδυνατεί να αναλάβει το ϱόλο της συµµετρίας µεγάλης ενοποίη-
σης, αυτό δεν είναι απόλυτο. Ο συνυπολογισµός επιπλέον µποζονίων Higgs
στο µοντέλο ή η εισαγωγή της υπερσυµµετρίας καθιστούν το µοντέλο ϐιώσιµο
ακόµα και σήµερα. Θα δούµε αργότερα στο αντίστοιχο κεϕάλαιο πως η υπερ-
συµµετρία καταϕέρνει να ανεβάσει τη ϑεωρητική πρόβλεψη του χρόνου Ϲωής
του πρωτονίου, σε τιµή τέτοια που να είναι εντός του πειραµατικού ορίου.

30Το δεδοµένο προέρχεται από πειράµατα στον Sups-Kamiokande
31Ελάχιστο µοντέλο SU(5) είναι το µοντέλο στο οποίο γίνεται εισαγωγή των ελάχιστων µπο-

Ϲονίων Higgs που απαιτούνται.
32Θα µιλήσουµε εκτενώς για την ανάµιξη γενιών ακριβώς στο επόµενο υποκεϕάλαιο.
33R.N.Mohapatra, Phys. Rev. Lett. 43, 893 (1979)
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1.6 Φερµιονικές µάζες και γωνίες ανάµιξης στο ελά-
χιστο SU(5) µοντέλο

Από τη µελέτη του Weinberg-Salam µοντέλου, έχουµε µάθει ότι όταν υπάρ-
χουν διάϕορα σωµατίδια του ίδιου φορτίου, οι ιδιοκαταστάσεις του πίνακα
µαζών τους είναι γενικά διαϕορετικές από αυτές των πεδίων που έχουν καθο-
ϱισµένους κβαντικούς αριθµούς των αλληλεπιδράσεων ϐαθµίδας. Οι ιδιοκατα-
στάσεις µάζας σχετίζονται µε τις ιδιοκαταστάσεις των αλληλεπιδράσεων µέσω
κάποιου µοναδιακού µετασχηµατισµού. Στην προσέγγιση µίας οικογένειας
που δουλεύαµε ως τώρα οι διαϕορετικές αυτές ϐάσεις ταυτίζονταν.

Στο κοµµάτι αυτό ϑα συµπεριληϕθούν στη ϑεωρία και οι τρεις 5̄ + 10
φερµιονικές οικογένειες. Τα φερµιονικά πεδία που χρησιµοποιήθηκαν ως
τώρα ϑα πρέπει να αντικατασταθούν από τις ιδιοκαταστάσεις ϐαθµίδας, οι
οποίες είναι διανύσµατα σε έναν 3 − D χώρο, το χώρο των οικογενειών, µε
τους δείκτες των διανυσµάτων να είναι A = e, µ, τ .

e → e′A = δABeB, eB = (e, µ, τ)

νe → ν ′A = T †
ABνB, νB = (ν1, ν2, ν3)

u → p′A = U †
ABpB, pB = (u, c, t)

d → n′A = V †
ABnB, nB = (d, s, b) (1.202)

΄Εχουµε επιλέξει τη ϐάση έτσι ώστε οι φορτισµένες ιδιοκαταστάσεις ϐαθµίδας
των φορτισµένων λεπτονίων να συµπίπτει µε τις ιδιοκαταστάσεις µάζας τους,
eA. Για τα άµαζα νετρίνα, οποιοσδήποτε γραµµικός συνδυασµός των εκϕυ-
λισµένων πεδίων µπορεί να ϑεωρηθεί η ιδιοκατάσταση µάζας τους, πράγµα
που σηµαίνει ότι µπορούµε να ϑέσουµε το µοναδιακό πίνακα TAB να είναι,
επίσης, ο δAB. Εϕόσον οι πίνακες µαζών δεν είναι απαραίτητα συµµετρικοί,
οι µοναδιακοί µετασχηµατισµοί UAB και VAB µπορούν και να διαϕέρουν α-
νάµεσα στα LH και RH πεδία. Με τη σύµβαση που έχουµε ακολουθήσει, να
εργαζόµαστε αποκλειστικά µε LH φερµιόνια, σηµαίνει ότι ϑα έπρεπε να δια-
κρίνουµε τους µετασχηµατισµούς για σωµατίδια και αντισωµατίδια. Συνεπώς,
στην (1.202) ϑα έπρεπε να προσθέσουµε:

uc → p′cA = U c†ABp
c
B, pcB = (uc, cc, tc)

dc → n′cA = V c†
ABn

c
B, ncB = (dc, sc, bc), (1.203)

όπου γενικά UAB ̸= U cAB και VAB ̸= V c
AB.

Kinship Hypothesis

Ενώ η οικογένεια είναι µία κάλα ορισµένη έννοια σε όρους των ιδιοκατα-
στάσεων ϐαθµίδας, ιστορικά έχουµε επίσης µία διαισθητική οµαδοποίηση των
φερµιονικών ιδιοκαταστάσεων µάζας :
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� e-family : (e, ν1, d, u)

� µ-family : (µ, ν2, s, c)

� τ -family : (τ, ν3, b, t)

µε κάθε οικογένεια να ϐρίσκεται ψηλότερα στην κλίµακα της µάζας. Επιπλέ-
ον αυτό το σχήµα οµαδοποίησης συνάδει µε την εµπειρία µας σχετικά µε την
ασθενή αλληλεπίδραση µε την έννοια ότι µεταβάσεις φορτισµένων ϱευµάτων α-
νάµεσα σε δύο διαϕορετικές οικογένειες καταπιέζονται από µικρές γωνίες ανά-
µιξης. Το ερώτηµα λοιπόν είναι αν µπορεί το παραπάνω κοµµάτι να γενικευτεί
σε µία µεγαλοενοποιηµένη ϑεωρία στην οποία υπάρχουν καινούρια ϱεύµατα
που αλλάζουν τη γεύση και συζεύγνυνται µε τα X µποζόνια. Η παραπάνω δο-
µή οικογενειών που παρατηρείται στις χαµηλές ενέργειες παραµένει έγκυρη
στα SU(5) µοντέλα ; Η γενίκευση αυτή ονόµαζεται kinship hypothesis. Με
άλλα λόγια, υποτίθεται ότι όλες οι διοικογενειακές µεταβάσεις καταπιέζονται
από κατάλληλες µικρές γωνίες. Για παράδειγµα, η kinship hypothesis λέει ότι
οι αλληλεπιδράσεις που αλλάζουν το ϐαρυονικό αριθµό u → τ+, bc καταπιέ-
Ϲονται σε σχέση µε τις u → e+, dc. Αυτό φυσικά ϑα είχε τεράστιες επιπτώσεις
στην ανάλυση της διάσπασης του πρωτονίου. Μία ισχυρή παραβίαση της υπό-
ϑεσης αυτής ϑα καταπίεζε σοβαρά το ϱυθµό διάσπασης και ϑα άλλαζε έντονα
το µοτίβο των branching ratio. Αν ϑεωρήσουµε πάλι τη γενική λαγκρατζιανή
(1.194) συµπεριλαµβάνοντας και τους flavour δείκτες, εκτός από αυτούς του
χρώµατος, (κρατώντας συγκεκριµένους όρους) τότε αυτή µπορεί να γραϕτεί :

Lmatkin = − g√
2
W+
µ (ν̄γµe+ ūαγ

µdα)

+
g√
2
Xa
µα[ϵ

αβγ ūcγγ
µqβa + ϵab(q̄αbγ

µe+ − ℓ̄bγ
µdcα)] + . . .

(1.204)

Οι αλληλεπιδράσεις ϐαθµίδας που εµπεριέχονται στην παραπάνω λαγκρα-
τζιανή (1.204) µπορούν να γραϕτούν σε όρους των ιδιοκαταστάσεων ϐαθµίδας
σύµϕωνα µε όσα ορίσαµε παραπάνω:

W (ν̄ ′Ae
′
A + p̄′An

′
A) +X(p̄c

′
Ap

′
A + n̄′Ae

′+
A ē

′
An

′c
A) + Y (p̄c

′
An

′
A + p̄′Ae

′+
A + ν̄ ′An

′c
A) ,

(1.205)
όπου έχουµε «πετάξει» όλους τους δείκτες εκτός από αυτόν της οικογένειας
A, µίας και πλέον µιλάµε και για τις τρεις οικογένειες, σε αντίθεση µε τη
λαγκρατζιανή (1.204) που αναϕέρεται στην προσέγγιση της µίας οικογένειας.
Εκϕράζοντας τις παραπάνω συζεύξεις της (1.205) σε όρους των ιδιοκαταστάεων
µάζας, παίρνουµε:

=W [ν̄AeA + (U †
ABpB)

†V †
ABnB] +X

[
(U c†ABp

c
B)

†U †
ABpB + (V c†

ABn
c
B)

†δABe
c
B

+ (δABeB)
†V c†
ABn

c
B

]
+ Y

[
(U c†ABp

c
B)

†V †
ABnB + (U †

ABpB)
†δABe

c
B

+(δABνB)
†V c†
ABn

c
B

]
82



=W
[
ν̄AeA + p̄A(UV

†)ABnB

]
+X

[
p̄cA(U

cU †)ABpB + n̄AVABe
c
B + ēA(V

c†
ABn

c
B)
]

+ Y
[
p̄cA(U

cV †)ABnB + p̄(U)ABe
c
B + ν̄A(V

c†
ABn

c
B)
]
. (1.206)

Οι πίνακες στροϕής KM είναι απλά ο συνδυασµός UV †. Είναι ξεκάθαρο ότι οι
υπόλοιποι έξι πίνακες στροϕής στις συζεύξεις µε ταX,Y µποζόνια δεν είναι της
µορϕής αυτής. Εποµένως, αναµένεται να συναντήσουµε αρκετά διαϕορετικές
γωνίες ανάµιξης σε αυτές τις νέες αλληλεπιδράσεις, η υπόθεση kinship ίσως
και να µην είναι σωστή. Παρ΄ όλα αυτά, ϑα δείξουµε παρακάτω ότι στην
εκδοχή του SU(5) µε την απλούστερη Higgs δοµή, το ελάχιστο SU(5) µοντέλο
(minimal SU(5) model), όλες οι νέες αναµίξεις ουσιαστικά καταρρέουν στον
οικείο KM πίνακα στροϕής.

Είναι σηµαντικό στο σηµείο αυτό να τονίσουµε τις δύο συνθήκες που πρέ-
πει να ικανοποιούνται έτσι ώστε ένα πεδίο Higgs να δίνει κατευθείαν µάζα στα
φερµιόνια σε µία SU(5) ϑεωρία :

� Πρώτον, η αναπαράσταση στην οποία φιλοξενούνται τα πεδία Higgs (ή η
µιγαδική συζυγή της) ϑα πρέπει να εµϕανίζεται στο τανυστικό γινόµενο
της αναπαράστασης της SU(5) στην οποία τα φερµιόνια και αντιϕερµιό-
νια κατοικούν.

� ∆εύτερον, η Higgs αναπαράσταση πρέπει να έχει µία συνιστώσα η οποία
να µετασχηµατίζεται κάτω από την SU(3)×SU(2)×U(1) οµάδα µε τον
ίδιο τρόπο όπως το πεδίο Higgs του SM (ή όπως το µιγαδικό συζυγές
του).

Συνεπώς, αϕού τα φερµιόνια ανήκουν στην αναπαράσταση 5̄ + 10, τα ϐαθµω-
τά πεδία µε τα οποία να µπορούν να σχηµατίσουν συζεύξεις Yukawa (δηλαδή
φερµιονικούς όρους µάζας στη λαγκρατζιανή) ϑα ϐρίσκονται σε αναπαραστά-
σεις οι οποίες εµϕανίζονται, όπως προαναϕέραµε, στο τανυστικό γινόµενο της
αναπαράστασης των φερµιονίων :

(5̄⊕ 10)⊗ (5̄⊕ 10) = 5̄⊗ 5̄ + 5̄⊗ 10 + 10⊗ 5̄ + 10⊗ 10 (1.207)

Με τη ϐοήθεια των Young Tableaux υπολογίζουµε τα γινόµενα που προέκυ-
ψαν:

5̄⊗ 5̄ → ⊗
a
b
c
d

→
a

⊕

a

→
a
b
c
d

⊕
a
b
c

5̄⊗ 5̄ = 15⊕ 1̄0 (1.208)

10⊗ 10 → ⊗ a
b

→ a ⊕
a

→ a
b
⊕

a

b
⊕
a
b
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10⊗ 10 = 5̄0 + 4̄5 + 5̄ (1.209)

5̄⊗ 10 → ⊗ a
b

→
a

⊕

a

→
a
b ⊕ a

5̄⊗ 10 = 45⊕ 5 (1.210)

10⊗ 5̄ → ⊗
a
b
c
d

→ a ⊕
a

→ a
b
⊕

a

b
⊕
a
b

→
a
b

c
d

⊕ a

10⊗ 5̄ = 45⊕ 5 (1.211)

Λαµβάνοντας υπόψη ότι στοχεύουµε σε ένα σωστό σπάσιµο της συµµετρίας
SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y → SU(3)c × U(1)em, ϑα επιλέγαµε την αναπα-
ϱάσταση 5 να φιλοξενήσει τα πεδία Higgs µας, αϕού όντως αυτή εµϕανίζεται
στο τανυστικό γινόµενο των φερµιονικών αναπαραστάσεων κι επίσης έχει µία
συνιστώσα η οποία µετασχηµατίζεται κάτω από την SU(3) × SU(2) × U(1),
όπως το πεδίο Higgs στο SM.

Ας ελέγξουµε όµως και τις άλλες µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις που
εµϕανίζονται στα παραπάνω τανυστικά γινόµενα, µήπως υπάρχει κάποια που
να πληροί τις προϋποθέσεις :

1̄0 = (3, 1)⊕ (3̄, 2)⊕ (1, 1)

1̄5 = (1, 3)⊕ (3̄, 2)⊕ (6̄, 1)

4̄5 = (1, 2)⊕ (3̄, 1)⊕ (3, 2)⊕ (6, 1)⊕ (8, 2)⊕ (3, 1)⊕ (3̄, 3)

45 = (1, 2)⊕ (3, 1)⊕ (3̄, 2)⊕ (6̄, 1)⊕ (8, 2)⊕ (3̄, 1)⊕ (3, 3)

5̄0 = (6̄, 1)⊕ (8, 2)⊕ (6, 3)⊕ (3, 2)⊕ (1, 1)⊕ (3̄, 1)

50 = (6, 1)⊕ (8, 2)⊕ (6̄, 3)⊕ (3̄, 2)⊕ (1, 1)⊕ (3, 1)

Από τα παραπάνω αναπτύγµατα, το πρώτο έχει υπολογιστεί στο παράρτηµα,
ενώ τα υπόλοιπα υπολογίστηκαν κατά τα γνωστά µε τη ϐοήθεια των Young
tableaux , όπως φαίνεται παρακάτω:

1̄5 = =



, (1, 3)

, (3̄, 2)

, (6̄, 1)

(1.212)
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4̄5 = =



, (1, 2)

, (3̄, 1)

, (3, 2)

, (6, 1)

, (8, 2)

, • (3, 1)

, (3̄, 3)

(1.213)

5̄0 = =



, • (6̄, 1)

• , (1, 1)

, (8, 2)

, (6, 3)

, (3̄, 1)

, (3, 2)

(1.214)

Παρατηρούµε ότι το τανυστικό γινόµενο δίνει διάϕορες αναπαραστάσεις από
τις οποίες µόνο η 45 (και η 4̄5) έχει συνιστώσα (1, 2) η οποία είναι αυτή που
φιλοξενεί το Higgs πεδίο στο SM από το οποίο προκαλείται το σπάσιµο της
συµµετρίας. Το minimal SU(5) µοντέλο έχει ϐαθµωτά Higgs µόνο στις 24 και
5 αναπαραστάσεις, µε την 5 να είναι αυτή που προκαλεί το αυθόρµητο σπάσιµο
SU(3)× SU(2)× U(1) → SU(3)× U(1) και δίνει µάζες στα φερµιόνια.

Επίσης, παρατηρούµε ότι η 24 δεν περιέχεται καν παραπάνω στο τανυστικό
γινόµενο και άρα τα ϐαθµωτά πεδία ϕ δε συζεύγνυνται µε τα φερµιόνια και
αυτός είναι ο λόγος που η ϑεωρία δεν προβλέπει κάποιο από τα φερµιόνια να
παίρνει πολύ µεγάλη µάζα O(MX).
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Μπορούµε λοιπόν τώρα να κατασκευάσουµε τους SU(5) singlet όρους,
δηλαδή τους όρους αλληλεπίδρασης των φερµιονίων µε τα Higgs της 5, 5H .
Οι όροι αυτοί αποτελούν τους όρους που δίνουν µάζα στα φερµιόνια :

f110f10f5H︸ ︷︷ ︸
10⊗10

+ f210f 5̄f 5̄H︸ ︷︷ ︸
10⊗5̄︸ ︷︷ ︸

Οι συνδυασµοί στους οποίους προέκυψε η 5

(1.215)

Αναλυτικά, οι όροι αυτοί της λαγκρατζιανής ϑα είναι :

Ly = f
(1)
AB(χAij )

TC(χBkℓ
)Hmϵ

ijkℓm + f
(2)
AB(χAij )

TCψiBH
j† + h.c., (1.216)

όπουC είναι ο πίνακας συζυγίας φορτίου που ικανοποιεί την εξίσωσηCγµC−1 =
−γTµ 34. Λόγω της αντιµεταθετικότητας των φερµιονικών πεδίων και της αντι-
συµµετρικότητας του C ≡ iγ2γ0, οι πίνακες των Yukawa συζεύξεων είναι
συµµετρικοί. Ο ϵijkℓm είναι ο πλήρως αντισυµµετρικός τανυστής και A,B
είναι οι δείκτες που έχουν να κάνουν µε το χώρο των οικογενειών, Hj† είναι η
5̄ αναπαράσταση, που είναι το ερµιτιανό συζυγές της Hj .

΄Οταν λοιπόν το ϐαθµωτό πεδίο της 5 αναπτύσσει VEV

⟨H⟩ = υ2√
2
(0, 0, 0, 0, 1), (1.217)

οι συζεύξεις της λαγκρατζιανής ϑα δώσουν όρους τετραγωνικούς ως προςτα
φερµιονικά πεδία :

υ2f
(1)
AB(p̄ApB) + υ2f

(2)
AB(n̄AnB + ēAeB). (1.218)

Συνεπώς, οι πίνακες µάζας των p, n, e καταστάσεων, έχουν τις ιδιότητες :

υ2f
(1)
AB =M

(p)
AB =M

(p)
BA ,

υ2f
(2)
AB =M

(n)
AB =M

(e)
AB .

Το γεγονός ότι ο p-quark πίνακας µάζας είναι συµµετρικός, υποννοεί ότι ο
U †U c είναι ένας διαγώνιος µοναδιακός πίνακας. Η ισότητα M (n) = M (e)

είναι απόρροια της SU(4) συµµετρίας του παραπάνω VEV. Αυτό σηµαίνει ότι
οι ίδιοι biunitary µετασχηµατισµοί διαγωνοποιούν τους M (n),M (e). Αϕού
λοιπόν διαλέξαµε για τα φορτισµένα λεπτόνια οι ιδιοκαταστάσεις ϐαθµίδας να
είναι ίδιες µε τις ιδιοκαταστάσεις µάζας, ϑεωρούµε ότι V και V c είναι επίσης
ο ταυτοτικός µετασχηµατισµός. Εποµένως, µε απροσδιοριστία ενός µιγαδικού
µοναδιαίου πίνακα, όλες οι γωνίες ανάµιξης της (1.206) είναι της µορϕήςUV †,
που είναι απλά οι KM στροϕές των ασθενών αλληλεπιδράσεων. Συνεπώς, για
το ελάχιστο SU(5) µοντέλο η υπόθεση kinship επαληθεύεται πλήρως.

34Θα ασχοληθούµε αρκετά µε τον τελεστή αυτόν στο κεϕάλαιο της υπερσυµµετρίας.
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Σχέσεις µαζών λεπτονίων-κουάρκ

Μετά από όλη την παραπάνω ανάλυση, εγείρεται λοιπόν το ερώτηµα: Υπάρχει
κάποια ένδειξη που να υποστηρίζει το ελάχιστο SU(5) µοντέλο ; Η ισότητα
M (n) = M (e) που προαναϕέραµε στη δεύτερη ιδιότητα παραπάνω, δεν υπον-
νοεί µόνο την εξίσωση των πινάκων διαγωνοποίησης αλλά και των ιδιοτιµών
τους. Εποµένως, ϑα ισχύει :

me = md, mµ = ms, mτ = mb (1.219)

Παρατηρούµε λοιπόν αναλογικά µε την εξίσωση των σταθερών σύζευξης πάνω
από την κλίµακα µεγάλης ενοποίησης, (1.160), επικρατεί και εξίσωση µαζών,
(1.219), η οποία, παροµοίως µε τις σταθερές σύζευξης, ϑα αίρεται κατά την
προεκβολή στις χαµηλές ενέργειες O(MW ), αϕού υπάρχει και στις µάζες έν-
τονη ενεργειακή εξάρτηση. ΄Ετσι λοιπόν, από διαταρακτικούς υπολογισµούς
σε διαγράµµατα φερµιονικής ιδιενέργειας (self-energy) παίρνουµε:

m(µ) = m−mg2nb
(n)
m ln

(
Λ

µ

)
. (1.220)

Εποµένως, η εξίσωση της οµάδας επανακανονικοποίησης για την ενεργό µάζα
ϑα είναι :

d lnm(µ)

d lnµ
= b(n)m g2n(µ) . (1.221)

Αυτή η διαϕορική εξίσωση µπορεί να ολοκληρωθεί εϕόσον γνωρίζουµε ήδη
την ενεργειακή εξάρτηση της σταθεράς σύζευξης :

g2n(µ) =
g2n(µ0)

1 + 2bng2n(µ0) ln
(
µ
µ0

) , (1.222)

η οποία προκύπτει λύνοντας την (1.166). Παραγωγίζοντας την (1.222) ως προς
lnµ παίρνουµε εύκολα:

dg2n(µ)

d lnµ
= −2bng

4
n(µ) (1.223)

Συνδυάζοντας τις παραπάνω εξισώσεις αποκτούµε το αποτέλεσµα:

m(µ)

m(µ0)
=

[
gn(µ)

gn(µ0)

]−b(n)m

bn , (1.224)

όπου τα bn δίνονται από τη σχέση (1.168).
Πιο πάνω, στην (1.220), αναϕέραµε ότι το διάγραµµα ιδιοενέργειας φερµιονί-
ων διαϕοροποιεί τις τιµές των µαζών κατά την προεκβολή στις χαµηλές ενέρ-
γειες. Προχωράµε λοιπόν στον υπολογισµό των b(n)m που εµϕανίζονται στην
(1.220) χρησιµοποιώντας το διάγραµµα ιδιοενέργειας :
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R RL L

Εικόνα 1.19: ∆ιάγραµµα ιδιοενέργειας φερµιονίου.

b(n)m = − 3

8π2

∑
α

(TαTα)ij , (1.225)

όπου Tα είναι οι κατάλληλοι πίνακες αναπαράστασης για τα φερµιόνια. Για
SU(n) µε n ≥ 2, ισχύει :

∑
α

(TαTα)ij =
n2 − 1

2n
δij , (1.226)

ενώ για την περίπτωση της U(1):

(T 0)2 =
3

5

(
Y

2

)2

(1.227)

Χρησιµοποιώντας τώρα τις (1.169), (1.168), η σχέση (1.224) µας δίνει για τις
µάζες των φερµιονίων :

mp(µ)

mp(µ0)
=

[
g3(µ)

g3(µ0)

] 8

11− 2NF /3
[
g1(µ)

g1(µ0)

] −6

10NF (1.228)

mn(µ)

mn(µ0)
=

[
g3(µ)

g3(µ0)

] 8

11− 2NF /3
[
g1(µ)

g1(µ0)

] 3

10NF (1.229)

me(µ)

me(µ0)
=

[
g1(µ)

g1(µ0)

] −27

10NF , (1.230)

όπου NF είναι κατά τα γνωστά ο αριθµός των γεύσεων των κουάρκ. Τονίζουµε
ότι δεν υπάρχει συνεισϕορά από τα SU(2) µποζόνια ϐαθµίδας επειδή τα RH
φερµιόνια είναι όλα singlet κάτω από την SU(2) και η παραπάνω εικόνα (1.19)
περιέχει µόνο ένα αναποδογύρισµα της ελικότητας. ∆ιαιρώντας λοιπόν την
(1.229) µε την (1.230) και χρησιµοποιώντας την (1.219) σαν αρχική συνθήκη,
δηλαδή mn(MX) = me(MX), καθώς και την (1.160), δηλαδή g3(MX) =
g1(MX) = g5(MX), παίρνουµε:

mn(µ)

me(µ)
=

[
g3(µ)

g5(MX)

] 8

11− 2NF /3
[
g1(µ)

g5(MX)

] 3

NF (1.231)
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Αν πάρουµε την την ενεργό τωρινή µάζα στο qq̄ κατώϕλι :

µ = µth ≡ 2mq(µth) , (1.232)

τότε αποκτούµε για n3 = b, e3 = τ και µ ≈ 10GeV :

mb

mτ
≈ 3, (1.233)

αποτέλεσµα το οποίο ϑα πρέπει να ϑεωρείται σαν επιτυχής πρόβλεψη της ϑε-
ωρίας. Παρ’ολα αυτά, δεν είναι ξεκάθαρο το πως να υπολογίσουµε κατάλ-
ληλα τα φαινόµενα επανακανονικοποίησης για ελαϕρύτερα φερµιόνια αϕού
µία µικρότερη τιµή της παραµέτρου κλίµακας, µ, πρέπει να συµπεριληϕθεί.
Παρ’ολα αυτά, εάν απλώς εξετάσουµε τον RG αναλλοίωτο λόγο35 που δίνει η
(1.219) για τις δύο πρώτες γενιές :

mµ

me
=
ms

md
, (1.234)

ϐλέπουµε ότι τα δύο µέλη διαϕέρουν κατά περίπου έναν παράγοντα 10, αϕού
τωρινοί αλγεβρικοί υπολογισµοί δίνουν md/ms ≈ 1/24 ενώ me/mµ ≈ 1/207.
Η αποτυχία αυτή είναι αρκετή για να αποκλείσει το ελάχιστο SU(5) µοντέλο α-
πό το να είναι µία ϐιώσιµη ϑεωρία ; Αυτό είναι ένα πολύ ϐιαστικό συµπέρασµα
καθώς για το πολύ ελαϕρύ d κουάρκ (md ≈ 7MeV ) ο RGE διαταρακτικός
υπολογισµός δεν αναµένεται να ισχύει. Εποµένως, η ορθότητα του ελάχιστου
SU(5) µοντέλου είναι ακόµα ένα ανοιχτό Ϲήτηµα.

Εποµένως, προκειµένου να ξεπεράσουµε τον παραπάνω «σκόπελο», (1.234)
και να τροποποιήσουµε το αποτέλεσµα αυτό, αλλά ταυτόχρονα να κρατήσουµε
την καλή πρόβλεψη (1.233), υπάρχουν δύο πιθανοί τρόποι :

� Μεγέθυνση του Higgs φάσµατος µε την προσθήκη µίας 45 Higgs αναπα-
ϱάστασης (όπως έχουµε δει πληροί τις προϋποθέσεις καθώς εµϕανίζεται
στο τανυστικό γινόµενο της αναπαράστασης των φερµιονίων).

� Εισαγωγή µη επανακανονικοποιήσιµων ενεργών αλληλεπιδράσεων που
να δίνουν την ανάδυση συνεισϕορών µάζας στο εύρος των MeV .

Ας αναλύσουµε τις δύο παραπάνω προτάσεις :

� Από τα αναπτύγµατα (1.211), παρατηρούµε ότι πέρα από την 5 και η 45
είναι κατάλληλη για να δώσει µάζα στα φερµιόνια. Η Higgs 45−πλέτα
Hab
c (Hab

c = −Hba
c ,
∑

aH
ab
a = 0) εµπλέκεται στις παρακάτω αλληλεπι-

δράσεις :

L(45)
Y uk = f (1)mnψ

T
Lam

CχbcLn
H†a
bc + f (2)mnχ

Tab
Ln

CχcdLn
Hef
d ϵabcdef + h.c. (1.235)

35RG αναλλοίωτος επειδή τα d, s ή e, µ εµπλέκονται στις ίδιες αλληλεπιδράσεις, άρα και
επανακανονικοποιούνται κατά τον ίδιο τρόπο µε συνέπεια η ισότητα των λόγων να ισχύει για
κάθε ενέργεια.
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Για να υπολογίσουµε τις συνεισϕορές στη µάζα από την (1.235), πρέ-
πει να γνωρίζουµε τα άχρωµα ουδέτερα στοιχεία της Hbc

a . Στο γινόµενο
5̄ ⊗ 10, ή αλλιώς ψaχbc, η 5̄ αναπαράσταση αποκτιέται ϑέτοντας a = b
και αθροίζοντας πάνω στα a ενώ ταυτόχρονα ο δείκτης c παραµένει ελεύ-
ϑερος. Τα υπόλοιπα στοιχεία της Hbc

a µε
∑

aH
ac
a = 0, ∀ c, δίνουν την

4̄5 αναπαράσταση. ∆εδοµένου του περιεχοµένου ως προς το χρώµα και
ηλεκτρικού φορτίου της 5̄, µπορούµε να σχηµατίσουµε ένα άχρωµο και
ηλεκτρικά ουδέτερο αντικείµενο, απλώς µε το να πάρουµε την πέµπτη
στήλη και σειρά της ψbc , δηλαδή c = 5 και το b συµπίπτει µε το a. Στο
τέλος, όλα τα Ha5

a , (a = 1 . . . 4) ϑα είναι ουδέτερα. Το H55
a εξαϕανίζεται

καθώς ψbc = −ψcb. Η προηγούµενη συνθήκη
∑5

a=‘1H
ac
a = 0 γίνεται

στην περίπτωσή µας
∑4

a=1H
a5
a = 0.

Για να διατηρήσουµε το χρώµα, τα τρία πρώτα στοιχεία, a = 1, 2, 3,
πρέπει να αναπτύσσουν το ίδιο VEV, ας το πούµε υ45. ΄Ετσι, η συνθήκη∑4

a=1H
a5
a = 0 µας λέει ότι το SU(3)c × U(1)em διατηρούµενο VEV της

45 είναι της µορϕής:

⟨Hbc
a ⟩ = υ45(δ

b
a − 4δa4δ

b4)δc5. (1.236)

Εισάγοντας το VEV αυτό στον πρώτο όρο της (1.235), παίρνουµε:

f (1)mnψ
T
Lam

CψbcLn
υ45(δ

a
b − 4δa4δc5), (1.237)

έτσι ώστε :

a = 1, 2, 3 →Md(45)
mn = f (1)mnυ45 ,

a = 4 →M e(45)
mn = f (1)mn(−3)υ45 .

Συµπερασµατικά, αν πούµε M45 τη συνεισϕορά της 45−πλέτας του
Higgs, στους Q = −1 και Q = −1/3 φερµιονικούς πίνακες µάζας, η
(1.237) δίνει :

M e
45 = −3Md

45
45−→


me = 3md

mµ = 3ms

mτ = 3mb

(1.238)

Αν και οι δύο Higgs αναπαραστάσεις είναι παρούσες και αναπτύσσουν
VEV, τότε παίρνουµε:

M e =M e
5 +M e

45 =Md
5 − 3Md

45, (1.239)

δηλαδή τα M e και Md δεν είναι είναι πια συσχετισµένα. ΄Οχι µόνο λοι-
πόν απαλλασσόµαστε από την αµήχανη md/ms = me/mµ σχέση, αλλά,

δυστυχώς χαλάµε την πολυπόθητη πρόβλεψη mb = mτ

∣∣∣
MX

. Αυτό ση-

µαίνει ότι δεν µπορούµε να λύσουµε και τα δύο προβλήµατα ϑεωρητικά
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ϐάσει µόνο της ϑεωρίας οµάδων, δηλαδή γράϕοντας απλά την πιο γενική
LY uk µε 5 και 45 πεδία Higgs. Μία λύση ίσως να είναι να επιβάλλουµε
«ad hoc» διακριτές συµµετρίες µε σκοπό να περιορίσουµε ϐολικά τους
όρους Yukawa κι εποµένως να παίρνουµε κάποια συγκεκριµένη µορϕή
των Md και Me. ΄Ενα παράδειγµα µίας τέτοιας φιλοσοϕίας είναι µία
εκδοχή του µοντέλου που δίνεται από τους Georgi και Jarlskog36, στο
οποίο χρησιµοποιούν πεδία Higgs στις αναπαραστάσεις 5 και 45 και
επιβάλλουν µία διακριτή συµµετρία στην LY uk, καταλήγοντας στις σχέ-
σεις mb = mτ , ms = 1/3mµ και md = 3me στο MX , υποννοώντας ότι
mb ≈ 3mτ και md/ms = 9me/mµ στο MW . Πέρα από τη στοχευµένη
κατασκευή της LY uk η µορϕή των Md και M e είναι τέτοια ώστε τα b και
τ να µην αναµιγνύονται µε άλλα φερµιόνια. Εποµένως, το µοντέλο αυτό
ϑα έπρεπε να ϑεωρηθεί απλώς σαν ένα παράδειγµα του πως η επιβολή
διακριτών συµµετριών µπορεί να οδηγήσει σε µία ελάττωση των ελέυ-
ϑερων παραµέτρων της LY uk κι εποµένως σε συγκεκριµένους πίνακες
µαζών. Η στρατηγική αυτή έχει τραβήξει αρκετό ενδιαϕέρον στις αρχές
της δεκαετίας του ′80 ώστε να συνδεθεί η γωνία Cabibbo µε τους λόγους
των µαζών των κουάρκ.

� Μία εναλλακτική στρατηγική για να αποϕευχθεί η εξίσωση των δύο λό-
γων των µαζών ενώ ταυτόχρονα να διατηρήσουµε το mb = mτ στο MX ,
προκύπτει από την παρατήρηση ότι οι συνεισϕορές στη µάζα της τάξης
των δύο ελαϕρύτερων γενιών µπορεί να επηρεάσει δραστικά του λόγους
md/ms και me/mτ αλλά ταυτόχρονα να αποτελούν µόνο µικρές διατα-
ϱαχές στις mb και mτ . Η προέλευση τέτοιων συνεισϕορών είναι ακόµα
αρκετά υποθετική. Ας υποθέσουµε ότι σε κάποια κλίµακα πάνω από
την MX µία πραγµατική ϑεωρία ενοποίησης συνδυάζει την SU(5) µε τη
ϐαρύτητα. Τότε, µπορεί στο MX να αποµένει κάποια SU(5) αναλλοίωτη
µη επανακανονικοποιήσιµη αλληλεπίδραση. Ας δούµε ένα παράδειγ-
µα ενός τέτοιου µη επανακανονικοποιήσιµου όρου Yukawa (µία τέτοια
επιλογή δίνεται στο περιεχόµενο της ϑεωρίας της supergravity).

cψLab
CψdLϕ

b
dH

a, (1.240)

όπου c ∼ 1/Mp = 10−19GeV −1, ϑεωρώντας το Mp να είναι η καινούρια
κλίµακα της ενοποίησης SU(5)×gravity. Το γινόµενο ϕH εµπλέκει
έναν γραµµικό συνδυασµό των 5 και 45 οδηγώντας στον όρο µάζας :

c⟨ψ⟩⟨H⟩(d̄d− 3

2
ēe), (1.241)

όπου d, e εκπροσωπούν εδώ γενικά τα φερµιόνια µε φορτία Q = −1/3
και Q = −1, αντίστοιχα. Ο παραπάνω όρος µπορεί να συνεισϕέρει
έναν όρο µάζας O(10MeV ), ο οποίος είναι ικανός να τροποποιήσει τις

36H.Geirgi anf C.Jarlskog, Phys.Lett.868 (1979) 297
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προβλέψεις που έχουν να κάνουν µε τα md και me, χωρίς όµως να
επηρεάζουν αρκετά τα mµ και ms και ειδικά τα mb και mτ .

Συνοψίζοντας λοιπον, στο κεϕάλαιο αυτό είδαµε ότι η kinship υπόθεση εί-
ναι έγκυρη, ότι στην κλίµακα της ενοποίησης του µοντέλου SU(5) παίρνουµε
σχέσεις που συνδέουν τις µάζες των κουάρκ µε αυτές των λεπτονίων, µε α-
ποτέλεσµα για τα ϐαρύτερα φερµιόνια να παίρνουµε στις χαµηλές ενέργειες
µία σωστή πρόβλεψη, λόγω της εξάρτησης των µαζών τους από την ενεργειακή
κλίµακα, ενώ ότι για τις δύο ελαϕρύτερες γενιές να µην παίρνουµε έγκυρα
αποτελέσµατα. Υπάρχουν σενάρια για να σώσουµε την καλή πρόβλεψη και
ταυτόχρονα να ξεπεράσουµε την κακή, τα οποία αναθέραµε εν συντοµία. Πε-
ϱεταίρω µελέτη τους ξεϕεύγει από το στόχο µας.

1.7 ∆ιατήρηση της B − L και µάζες νετρίνων

B − L συµµετρία
Θα κλείσουµε τη µελέτη του SU(5) µοντέλου µε µία παρατήρηση που

αϕορά το ελάχιστο SU(5) µοντέλο, ότι κατέχει ακόµα µία εκτεταµένη U(1)
συµµετρία. Αν ϑεωρήσουµε τους εκτεταµένους µετασχηµατισµούς :

5f → 5′f = e3ia5f ⇒ F (5f ) = 3 ,

5̄f → 5̄′f = e−3ia5̄f ⇒ F (5̄f ) = −3 ,

10f → 10′f = eia10f ⇒ F (10f ) = 1 ,

5H → 5′H = e−2ia5H ⇒ F (5H) = −2 ,

5̄H → 5̄′H = e2ia5̄H ⇒ F (5̄H) = 2 ,

24ϕ → 24′ϕ = 24ϕ ⇒ F (24ϕ) = 0 ,

αυτό σηµαίνει ότι η (γραµµένη συµβολικά) λαγκρατζιανή (1.216), ϑα γίνει :

L′
Y uk = f (1)(10′f )(10

′
f )(5

′
H) + f (2)(10f )

′(5̄′f )(5̄
′
H)

= f (1)eia(10f )e
ia(10f )e

−2ia(5H) + f (2)eia(10f )e
−3ia(5̄f )e

2ia(5̄H)

= f (1)(10f )(10f )(5H) + f (2)(10f )(5̄f )(5̄H) = LY uk. (1.242)

Βλέπουµε λοιπόν ότι η LY uk παρέµεινε αναλλοίωτη κάτω από το µετασχηµα-
τισµό που επιβάλλαµε, πράγµα που σηµαίνει ότι η ϑεωρία µας διέπεται από
µία εκτεταµένη (global) συµµετρία U(1), η οποία σπάει αυθόρµητα από το
VEV της 5H . ΄Οµως, όπως γνωρίζουµε, από το αυθόρµητο σπάσιµο συνεχούς
συµµετρίας αναδύεται ένα άµαζο σωµατίδιο, το Goldstone µποζόνιο (ϑεώρηµα
Goldstone). Υπάρχει λοιπόν, και αν ναι, ποιο είναι το µποζόνιο Goldstone της
U(1)F που να συνδέεται µε το αυθόρµητο σπάσιµο της συµµετρίας ;

Για να απαντήσουµε στο ερώτηµα αυτό, ϑα πρέπει πρώτα να ανακαλέ-
σουµε ότι κατά το SSB, πέρα από την U(1)F συµµετρία σπάει και η U(1)Y
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συµµετρία. Είναι προϕανές ότι το ⟨H⟩ δεν είναι αναλλοίωτο ούε κάτω από την
U(1)F αλλά ούτε και κάτω από την U(1)Y . Αυτό γιατί ούτε το

F (5H) =
1

5


−2 0

−2
−2

−2
0 −2

 , (1.243)

37 αλλά ούτε το

F (5H) =
1

5



−2

3
0

−2

3

−2

3
1

0 1


, (1.244)

εξοντώνουν το διάνυσµα ⟨H⟩ =
1√
2
(0, 0, 0, 0, υ2). Είναι λοιπόν εύκολο να

διαπιστώσουµε ότι υπάρχει γραµµικός συνδυασµός των U(1)F και U(1)Y ο
οποίος δε σπάει από το VEV της 5H . Παρ’ολα αυτά, ο γραµµικός συνδυασµός

R = F+
2

5
Y των γεννητόρων F, Y , παρουσιάζει µία εξαϕανιζόµενη καταχώρη-

ση στην πέµπτη ϑέση -προσδίδοντας την ιδιότητα R(5H)⟨H⟩ = 0- κι εποµένως
το ⟨H⟩ δε σπάει την R−συµµετρία. Αυτό είναι ανάλογο µε το ταυτόχρονο σπά-
σιµο του Y και T3 στο SM, όπου ένας γραµµικός τους συνδυασµός, το φορτίο
Q, παραµένει άσπαστος. Εποµένως, δεν υπάρχει κάποιο Goldstone µποζό-
νιο, αϕού έπειτα από το σπάσιµο των U(1)F και U(1)Y , παίρνουµε µία νέα
άσπαστη εκτεταµένη συµµετρία, την U(1)R.

Εν συνεχεία, ϑέλουµε να διερευνήσουµε τη φυσική σηµασία αυτής της
συµµετρίας, σε αναλογία µε το Q το οποίο ταυτοποιήθηκε σαν το ηλεκτρικό
φορτίο. Στοχεύοντας σε αυτό, υπολογίζουµε τους U(1)R κβαντικούς αριθµούς
των φερµιονίων που φιλοξενούνται στην αναγωγίσιµη αναπαράσταση 5̄ ⊕ 10
(στην πραγµατικότητα ϑα εξετάσουµε µόνο για την 5̄ αϕού αρκεί για να ε-

ξάγουµε τα συµπεράσµατά µας). Αϕού R = F +
2

5
Y , και αϕού ξέρουµε το

υπερϕορτίο και τον F−αριθµό των φερµιονίων, µπορούµε να υπολογίσουµε:

R5f = diag

[
3

5
+

2

5

(
−2

3

)
,
3

5
+

2

5

(
−2

3

)
,
3

5
+

2

5

(
−2

3

)
,
3

5
+

2

5
1,

3

5
+

2

5
1

]
⇒

R5f = diag

(
1

3
,
1

3
,
1

3
, 1, 1

)
. (1.245)

37Ο συντελεστής 1/5 µπάινει συµβατικά επειδή έχουµε πάρει F (5H) = −2.
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Πρέπει να σηµειώσουµε ότι ο U(1)Y γεννήτορας πρέπει να είναι άιχνος, ενώ ο
U(1)F και συνεπώς και ο U(1)R, όχι αϕού δεν είναι γεννήτορες της SU(5).

Από την (1.245) ϐλέπουµε ότι R = 1/3 για τα κουάρκ και R = 1 για
τα αντιλεπτόνια. Επαναλαµβάνοντας τη διαδικασία για τη 10 προκύπτει ότι
R = −1 για τα λεπτόνια και R = −1/3 για τα αντικουάρκ38. Συνεπώς,
ανακαλύπτουµε ότι η R δεν είναι τίποτα παραπάνω από την B−L συµµετρία.

Αποδεικνύεται ότι η U(1)F µπορεί να οριστεί επίσης και κατά την παρου-
σία των πεδίων Higgs της 45 αναπαράστασης:

45H → 45′H = e−2ia45H ⇒ F (45H) = −2 (1.246)

και συνεπώς, πάλι µέσω του ίδιου γραµµικού συνδυασµούη R παραµένει
άσπαστη όταν τα ϐαθµωτά πεδία των 5H και 45H αναπτύσσουν VEV. Συµπε-
ϱασµατικά, SU(5) µοντέλα µε ϐαθµωτά πεδία στην 5 και/ή στην 45 διατηρούν
την B − L συµµετρία.

Μάζες Νετρίνων
Με την B − L να διατηρείται, τα νετρίνα δεν µπορούν να πάρουν µάζα.

΄Οντως στην 5̄ ⊕ 10 αναπαράσταση υπάρχει χώρος µόνο για το LH νετρίνο κι
εποµένως σαν όρος µάζας ϑα λειτουργούσε αναγκαστικά ένας Majorana όρος
µάζας µε την παραβίαση της B − L κατά δύο µονάδες. Υπάρχουν λοιπόν δύο
δυνατοί τρόποι ώστε να πάρουµε νετρίνα µε µάζα στο SU(5) µοντέλο.

� Εισάγουµε κάποιο πεδίο Higgs που να φέρει B − L αριθµό κι έπειτα
αναπτύσσει VEV

� Μεγενθύνουµε το φερµιονικό φάσµα της ϑεωρίας µε την εισαγωγή µίας
SU(5) singlet, ετσί ώστε η αναπαράσταση που φιλοξενεί τα φερµιόνια
να είναι πλέον η αναγωγίσµη 5̄⊕ 10⊕ 1.

Η δεύτερη επιλογή είναι πολύ απλή. ΄Οντως, απλά και µόνο χρησιµοποιών-
τας το ήδη υπάρχον Higgs της αναπαράστασης 5H στη ϑεωρία, µπορούµε να
πάρουµε µία σύζευξη Yukawa:

5̄f1f5H (1.247)

κι εποµένως ένας όρος µάζας νLνR ανακύπτει όταν το H αναπτύσσει VEV.
Παίρνοντας µάζα µε αυτόν τον τρόπο το νετρίνο καθίσταται ως ένα σωµατίδιο
Dirac, µε αποτέλεσµανα µην υπάρχει παραβίαση της B − L συµµετρίας.

Η πιο απλή πραγµάτωση της πρώτης επιλογής αποτελείται από την ει-
σαγωγή µίας 15−πλέτας ϐαθµωτών πεδίων Higgs. ΄Ετσι, η σύζευξη 5̄f 5̄f15H
αναδύει ένα Majorana όρο µάζας για τα νετρίνα :

νTLCνL , (1.248)
38 ΄Εχουµε πάρει τις κανονικοποιήσεις έτσι ώστε να µην προκύπτει κάποιος συντελεστής µπρο-

στά από το R5. Γενικά, το αποτέλεσµα δεν εξαρτάται από την επιλογή των συντελεστών

94



µετά το αυθόρµητο σπάσιµο της συµµετρίας. ΄Οντως, η 15 αναπαράσταση
διαθέτει µία άχρωµη, ουδέτερη συνιστώσα που συζεύγνυται µε το νTLCνL. Η
συνιστώσα αυτή ανήκει προϕανώς σε µία SU(2)L τριπλέτα κι εποµένως το
VEV της πρέπει να είναι µικρότερο του MW (ώστε να επαληθεύεται το ρ ≈ 1).
Αυτό είναι ένα ευπρόσδεκτο συµπέρασµα καθώς ϑέλουµε να έχουµε µικρές
µάζες νετρίνων.

1.8 SU(5), το τελικό σκορ

Κλείνοντας λοιπόν το χτίσιµο και τις εϕαρµογές του µοντέλου SU(5) είναι
απαραίτητο να µετρήσουµε το τελικό σκορ. ΄Οπως και το SM πέρασε τη διαδι-
κασία της κριτικής στην αρχή του κεϕαλαίου, την ίδια αντιµετώπιση πρέπει να
έχει και το SU(5) µοντέλο. Η κριτική στην οποία ϑα υποβάλλουµε το µοντέλο
ϑα είναι όσο το δυνατό πιο αντικειµενική, µε «πινελιές» της υποκειµενικής µας
άποψης για τα υπέρ και τα κατά του. Ξεκινάµε τον απολογισµό, ως είθισται,
µε τα καλά αποτελέσµατα της ϑεωρίας :

� Η SU(5) ϑεωρία είναι η µόνη µεγαλοενοποιηµένη ϑεωρία που να εν-
σωµατώνει την οµάδα SU(3) × SU(2) × U(1) σαν µέγιστη υποοµάδα
της. Λόγω του ότι άλλα ϐιώσιµα µεγαλοενοποιηµένα µοντέλα έχουν τά-
ξη µεγαλύτερη από 4, υπάρχει µία µεγαλύτερη ελευθερία στους τρόπους
σπασίµατος της συµµετρίας και άρα λιγότερη προβλεψιµότητα.

� Εξηγεί την προέλευση της κβάντωσης του ηλεκτρικού φορτίου και δεν
τη ϑεωρεί a priori ιδιότητα του µοντέλου καθώς και το ότι Q(d) =
−1/3Q(e−), µε τον αριθµό 3 να προκύπτει από τον αριθµό των χρω-
µάτων.

� Η ανάθεση ως προς το ισοσπίν των κουάρκ και λεπτονίων είναι συσχε-
τισµένη. ΄Οντως, η 10 περιέχει στο ανάπτυγµά της την (3, 2), ενώ η 5̄
περιέχει την (1, 2) συνιστώσα, σεβόµενη το SU(3)c × SU(2)L.

� Η πρόβλεψη του sin2 θW συµϕωνούσε µε τα πειραµατικά δεδοµένα του
1984 και αρχικά ϑεωρήθηκε επιτυχία.

� Το ελάχιστο SU(5) µοντέλο προβλέπει mb/mτ = 3 στις χαµηλές ενέρ-
γειες, το οποίο έρχεται σε καλή συµϕωνία µε το πείραµα.

� Η δοµή των ασθενών φορτισµένων ϱευµάτων αναπαράγει τα εξαιρετικά
αποτελέσµατα του SM.

� Το ελάχιστο SU(5) µοντέλο, δηλαδή παρουσία µίας µόνο 5-πλέτας Higgs,
δεν έχει ουδέτερα ϱεύµατα αλλαγής γεύσης σε επίπεδο tree-level, σε
συµϕωνία µε το ό,τι συµβαίνει στο SM, µε µόνο µία διπλέτα Higgs.

� Η συµµτρία B − L διατηρείται κι εποµένως τα νετρίνα προκύπτουν αυ-
τοµάτως άµαζα.

95



� Οι ανωµαλίες των 5̄ και 10 είναι ίσες και αντίθετες, συνεπώς το µοντέλο
στερείται ανωµαλιών.

� Το ελάχιστο SU(5) µοντέλο είναι εξετάσιµο καθώς τίθεται υπό πειραµα-
τικά εξέταση όσον αϕορά το sin2 θW και τη Ϲωή του πρωτονίου.

Μετά τα ϑετικά όµως πρέπει να καταχωρηθούν και τα αρνητικά στοιχεία του
µοντέλου. Η «µαύρη λίστα» έχει λοιπόν ως εξής :

� Πρώτο και ισχυρότερο είναι ότι το µοντέλο δέχεται µία πιθανή χαριστική
ϐολή από τελευταία πειραµατικά όρια που τίθενται στο p → e+π0 κα-
νάλι διάσπασης του πρωτονίου. Με την επιβεβαίωση του ορίου των 1032

ετών, το SU(5) µοντέλο είναι δυνατό να επιζήσει µόνο σε µη - ελάχιστες
εκδοχές του, όπου δυστυχώς έχουµε απώλεια της προβλεψιµότητας του
µοντέλου.

� Στο ελάχιστο SU(5) µοντέλο προβλέπεται me/mµ = md/ms. Τρόποι να
υπερνικηθεί η κακή αυτή πρόβλεψη χαλάει την καλή πρόβλεψη mb =
mτ στο MX .

� Τα φερµιόνια της κάθε οικογένειας τοποθετούνται σε µία αναγωγίσιµη
αναπαράσταση.

� ∆εν υπάρχει καµία εξήγηση για την επανάληψη της δοµής των οικογε-
νειών. Επίσης, το φάσµα των µαζών των φερµιονίων, αν εξαιρέσουµε το
mb ≈ 3mτ , παραµένει ένα µυστήριο.

� Παρά την εγγύτητα τουMX στοMP , η ϐαρύτητα δεν έχει συµπεριληϕθεί
σε αυτή την εικόνα ενοποίησης.

� Μία τεράστια «έρηµος» απλώνεται ανάµεσα στις δύο ενεργειακές κλί-
µακες MX , MW . Κανένα ενδιάµεσο σπάσιµο συµµετρίας δε λαµβάνει
χώρα.

� Η µεγάλη αυθαιρεσία που συνδέεται µε την παρουσία των πεδίων Higgs
(παράµετροι στο δυναµικό και στη λαγκρατζιανή Yukawa) δεν είναι λι-
γότερη από ότι ήταν ήδη στο SM.

� Και τελευταίο αλλά όχι λιγότερο σηµαντικό, το πολύ σοβαρό πρόβληµα
της ιεραρχίας που κάνει αισθητή την παρουσία του.

΄Οπως φαίνεται, τα χτυπήµατα κατά του SU(5) µοντέλου είναι πολλά και
µάλιστα µοιραία. ΄Οµως, δεν είναι διατεθειµένο να εγκαταλείψει αϕού η ανα-
ϐάθµισή του σε υπερσυµµετρική ϑεωρία µεγάλης ενοποίησης ϑα καταϕέρει
να «επουλώσει» κάποιες από τις πληγές του. Το πώς ϑα συµβεί αυτό ϑα το
αναλύσουµε στο µεθεπόµενο κεϕάλαιο, καθώς το επόµενο είναι αϕιερωµένο
στην υπερσυµµετρία - και την εισαγωγή της στη σωµατιδιακή φυσική -, τη ϑε-
ωρία η οποία αποτελεί το ιερό δισκοπότηρο της πλειοψηϕίας των ϑεωρητικών
φυσικών σήµερα.
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Κεϕάλαιο 2

Υπερσυµµετρία
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2.1 Εισαγωγή και Κίνητρα

Η υπερσυµµετρία (SUSY) είναι µία συµµετρία η οποία συνδέει τους µποζονι-
κούς και φερµιονικούς ϐαθµούς ελευθερίας και είναι το µέσο για να «κάνουµε»
φυσική πέρα από το SM. Ποιός είναι όµως ο λόγος να πάµε πέρα από το SM ;

Το πρόβληµα της λεπτής ϱύθµισης (fine-tuning) του SM .

Ο τοµέας των ηλεκτρασθενών αλληλεπιδράσεων εµπεριέχει µία παράµετρο
µε διαστάσεις ενέργειας :

υ ≈ 246GeV, (2.1)

όπου υ/
√
2 είναι η αναµενόµενη τιµή του κενού του Higgs πεδίου µετά το

αυθόρµητο σπάσιµο της ηλεκτρασθενούς συµµετρίας. Η συσχετιζόµενη λοιπόν
παράµετρος (2.1) ϑέτει γενικά την κλίµακα όλων των µαζών της ϑεωρίας. Για
παράδειγµα, η µάζα των µποζονίων W± είναι MW = gυ/2 ∼ 80GeV και η
µάζα του ϐαθµωτού πεδίου Higgs είναι MH = υ

√
λ/2, όπου g είναι η SU(2)

σταθερά σύζευξης και λ η ισχύς της αλληλεπίδρασης του Higgs µε τον εαυτό
του που συναντάται στο Higgs δυναµικό

V = −µ2ϕ†ϕ+
λ

4
(ϕ†ϕ)2, (2.2)

όπου λ > 0 και µ2 > 0. Εδώ, ϕ είναι το SU(2) πεδίο που κατοικεί στη
ϑεµελιώδη αναπαράσταση της SU(2), τη 2:

ϕ =

(
ϕ+

ϕ0

)
. (2.3)

Είναι σηµαντικό να τονίσουµε ότι το αρνητικό πρόσηµο του µ2 είναι απαραί-
τητο ώστε να δουλέψει ο µηχανισµός του αυθόρµητου σπασίµατος συµµετρίας
και να δώσει µη µηδενική τιµή του κενού:

|ϕ| =
√
2
µ√
λ
≡ υ√

2
. (2.4)

Στην περίπτωση που το µ2 είχε ϑετικό πρόσηµο, αυτό ϑα σήµαινε ότι η τιµή του
κενού ϑα ήταν στο µηδέν στο χώρο των πεδίων, δηλαδή υ = 0, µε αποτέλεσµα
όλα τα σωµατίδια της ϑεωρίας να παρέµεναν άµαζα.

Προς το παρόν, η συζήτηση έχει παραµείνει σε tree-level αλληλεπιδράσεις,
δηλαδή απουσία ϐρόχων. Τι συµβαίνει όµως αν συµπεριλάβουµε τους ϐρό-
χους αυτούς ; Το SM είναι µία επανακανονικοποιήσιµη ϑεωρία, που σηµαίνει
ότι συνυπολογίζοντας διορθώσεις µεγαλύτερης τάξης της ϑεωρίας διαταραχών
(διαγράµµατα µε ϐρόχους), παίρνουµε πεπερασµένα αποτελέσµατα ακόµα και
αν επεκτείνουµε την εικονική ορµή στα ολοκληρώµατα ϐρόχων µέχρι το ά-
πειρο. Παρ’ολο που αυτό υποννοεί πως η ϑεωρία είναι καλά ορισµένη και
υπολογίσιµη µέχρι άπειρη ενέργεια, στην πράξη κανείς δεν αρκείται στο να
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πιστεύει ότι το SM είναι ό,τι πραγµατικά υπάρχει ανεβαίνοντας στην ενεργεια-
κή κλίµακα. Παρ’ολο λοιπόν που η ϑεωρία εγγυάται ότι στα ολοκληρώµατα
ϐρόχων της µορϕής ∫ Λ

d4kf(k, . . . ) (2.5)

ακόµα και αν η σταθερά Λ εκτοξευθεί στο άπειρο δεν επέρχεται καµία ασυνέ-
πεια, ωστόσο, κανείς δεν πιστεύει ότι ϑα έπρεπε να πάει σε τέτοια ενεργειακά
ύψη. Πιο λογικά, ϑεωρείται ότι το SM αποτελεί ένα µέρος µίας ευρύτερης
ϑεωρίας στην οποία εµπεριέχεται, η «νέα φυσική» στις υψηλές ενέργειες, µε
τη σταθερά Λ να αποτελεί το ενεργειακό σηµείο στο οποίο εισέρχεται η νέα
φυσική και η τροποποίηση του SM κρίνεται απαραίτητη. Με την ίδια λογική,
ϑεωρείται ότι υπάρχει ένα σηµείο, το σηµείο Planck

MP ≈ 1.2 · 1019GeV, (2.6)

από το οποίο και πάνω η κβαντική ϐαρύτητα γίνεται σηµαντική και πάλι «νέα
φυσική» µπαίνει στο παιχνίδι. Αν λοιπόν υπάρχει νέα φυσική πέρα από το SM
ακόµα και αν αυτή υπεισέρχεται πολλές τάξεις µεγέθους πάνω από το υ, τότε
ϐλέπουµε ότι ανακύπτει κάποιο πρόβληµα µε στο SM µετά το tree-level.

Η τετραµποζονική ιδιο-αλληλεπίδραση, (2.2), παράγει σε τάξη ενός ϐρόχου
µία συνεισϕορά στον ϕ†ϕ όρο, που αντιστοιχεί στο διάγραµµα ιδιοενέργειας
του ϐαθµωτού πεδίου:

Εικόνα 2.1: ∆ιάγραµµα ιδιοενέργειας ενός ϐρόχου στη ϑεωρία ϕ4

η οποία είναι ανάλογη του

λ

∫ Λ

d4k
1

k2 −M2
H

. (2.7)

Το ολοκλήρωµα αυτό είναι προϕανές ότι αποκλίνει τετραγωνικά και τελικά
υπολογίζεται1 να είναι ϑετικό, µε τη συνεισϕορά να είναι

∼ λΛ2ϕ†ϕ (2.8)
1Σηµειώνουµε ότι εδώ δε µας ενδιαϕέρουν οι σταθερές που εµπεριέχονται στα αποτελέσµατα,

τη δουλειά αυτή ϑα την κάνουµε αργότερα που ϑα υπολογίσουµε µε ακρίβεια τα ολοκληρώµατα
των ϐρόχων.
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στο «γυµνό» −µ2ϕ†ϕ όρο του δυναµικού (2.2). ΄Ετσι, ο συντελεστής −µ2 του
ϕ†ϕ αντικαθίσταται από τη διορθωµένη σε πρώτη τάξη «φυσική» τιµή −µ2phys,
η οποία είναι :

−µ2phys = −µ2 + λΛ2 ⇒ µ2phys = µ2 − λΛ2 (2.9)

Ξαναελαχιστοποιώντας το δυναµικό (2.2), αλλά µε το µphys να έχει πάρει τη
ϑέση του µ, ϐρίσκουµε πάλι το αποτέλεσµα της (2.4). Με το υ να είναι καρ-
φωµένο φαινοµενολογικά στα 246GeV , η (2.4), διορθωµένη εµπλέκοντας το
µphys, αποτελεί µία σχέση ανάµεσα στις δύο άγνωστες παραµέτρους µphys και
λ:

µphys ≈
√
λ123GeV. (2.10)

Παίρνουµε σα δεδοµένο (αν και το αντίθετο δεν είναι λογικά απαράδεκτο) ότι το
λ πρέπει να είναι κοντά στη µονάδα, ώστε ο δεύτερος όρος του δυναµικού (2.2)
να µπορεί να µεταχειριστεί διαταρακτικά. Εποµένως, από την (2.10) συνάγεται
ότι το µphys δεν µπορεί να είναι πολύ µεγαλύτερο από κάποιες εκατοντάδες
GeV . Από την άλλη όµως, έχοντας ϑεωρήσει Λ ∼MP ∼ 1019GeV , παίρνουµε
ότι η διόρθωση στην (2.9) είναι πολύ µεγαλύτερή από ∼ (100GeV )2:

µ2phys = µ2 − λ(1019GeV )2
(2.10)⇒ λ(123GeV )2 = µ2 − λ(1019GeV )2 (2.11)

Με απλή εποπτεία των δύο µελών της παραπάνω εξίσωσης, (2.11), συµπεραί-
νουµε ότι για να ϐρεθούµε σε µία τιµή ∼ (100GeV )2 µετά το συνυπολογισµό
της διόρθωσης ϑα απαιτούσε το µ2 να είναι εξ΄ αρχής εξίσου τεράστιο µε τη
διόρθωση, ούτως ώστε, ϐασιζόµενοι σε µία αξιόπιστη ακύρωση, ή αλλιώς λεπτή
ϱύθµιση (fine-tuning), να κατεβούµε από το ∼ (1019GeV ) στο ∼ (102GeV ).

Στο SM, το πρόβληµα του fine-tuning δεν επηρεάζει µόνο τη µάζα του
σωµατιδίου Higgs (MH =

√
2µphys), αλλά και τις µάζες των W (MW =

gµphys/
√
λ) και τελικά όλες τις µάζες στο SM, αϕού προκύπτουν από το υ

και κατ΄ επέκταση από το µphys. Αυτό το πολύ σοβαρό πρόβληµα που ξεπρο-
ϐάλλει στο SM, µέσω της µη φυσικής επιλογής της κλίµακας του µ2, το οποίο
οϕείλεται από τις τετραγωνικές αποκλίσεις στη µάζα στον ϐαθµωτό τοµέα, ε-
πισηµάνθηκε πρώτα από τον K.G.Wilson.

Το πρόβληµα του fine-tuning ϑα ήταν λιγότερο σοβαρό αν για την κλίµακα
Λ ίσχυε ότι Λ << MP και συνεπώς αυτή η νέα φυσική ξεκίναγε νωρίτερα. Το
πόσο νωρίτερα ϑα έπρεπε να εµϕανίζεται, δηλαδή ποια είναι η αποδεκτή τάξη
να γίνει το fine-tuning ώστε να µη ϑεωρείται πια πρόβληµα είναι κάτι σχετικό.
Για την πλειοψηϕία των φυσικών, η µόνη φυσική επιλογή ϑα ήταν η κλίµακα
της νέας φυσικής να είναι στην τάξη µεγέθους της κλίµακας της ασθενούς
αλληλεπίδρασης, όπως αυτή ορίζεται από την τιµή του υ, δηλαδή όχι πάνω
από µερικά TeV . Το προϕανές ερώτηµα που πρέπει να απαντηθεί είναι ποια
ϑα µπορούσε να είναι αυτή η νέα φυσική.

Ο στόχος για να καταλήξουµε σε µία ϐελτιωµένη ϑεωρία είναι να καταϕέ-
ϱουµε να εξαλείψουµε την τεραγωνική εξάρτηση από το Λ, η οποία εµϕανίζεται

100



στις ϑεωρίες όπου τα ϐαθµωτά πεδία που προκαλούν το SSB είναι στοιχειώδη.
Η πρώτη (ιστορικά) απόκριση στο πρόβληµα του fine-tuning ήταν η υπόθεση
ότι το αυθόρµητο σπάσιµο της συµµετρίας συµβαίνει δυναµικά, δηλαδή είναι
αποτέλεσµα ενός νέου ισχυρά αλληλεπιδρώντος τοµέα στην περιοχή των TeV .
Στις ϑεωρίες αυτές, που ονοµάζονται technicolour, οι ϐαθµωτές καταστάσεις
δεν είναι στοιχειώδεις, αλλά δέσµιες καταστάσεις φερµιονίων-αντιϕερµιονίων.
Στην περίπτωση αυτή η λαγκρατζιανή του τοµέα Higgs, είναι απλά µία ενεργός
ϑεωρία, έγκυρη µόνο για ενέργειες στις οποίες η δοµή της δέσµιας κατάστασης
δεν εµϕανίζεται, ∼ 1−10TeV . Η τιµή της Λ ϑα ϐρίσκεται λοιπόν σε αυτήν την
ενεργειακή περιοχή η οποία απέχει πολλές τάξεις µεγέθους από το MP , ή την
κλίµακα της ενοποίησης. Το µοντέλο αυτό δουλεύει αρκετά καλά όσον αϕορά
στην παραγωγή των µαζών των διανυσµατικών πεδίων της ασθενούς αλληλε-
πίδρασης, όµως είναι προβληµατικό όταν πρόκειται για τον υπολογισµό των
φερµιονικών µαζών, όπου εµϕανίζονται σύνθετες δυναµικές µορϕές. Γενικά,
οι technicolour ϑεωρίες είναι αρκετά ελκυστικές και παρά τα προβλήµατα που
εµϕανίζουν δεν έχουν αποκλειστεί.

Αν, από την άλλη µεριά, συµπεριλάβουµε ϐαθµωτά πεδία στη ϑεωρία µας,
τότε πώς ϑα καταϕέρουµε να εξαϕανίσουµε τις τετραγωνικές αποκλίσεις ; ΄Ενα
ϐασικό στοιχείο για την επίλυση του προβλήµατος δίνεται αν κατανοήσουµε
το γιατί οι αποκλίσεις αυτές φαίνεται να επηρεάζουν µόνο το ϐαθµωτό τοµέα.
Στην QED το διάγραµµα της ιδιοενέργειας του φωτονίου:

γ γ

e
−

e
+

Εικόνα 2.2: ∆ιάγραµµα ιδιοενέργειας ενός ϐρόχου στη QED ϑεωρία.

είναι και αυτό τετραγωνικά αποκλίνον (υπάρχουν δύο φερµιονικοί διαδότες ο
καθένας από τους οποίους εξαρτάται γραµµικά από την 4-ορµή ολοκλήρω-
σης). ΄Οπως και στην προηγούµενη περίπτωση των ϐαθµωτών πεδίων, έτσι και
σε αυτήν, η τετραγωνική απόκλιση ϑα έπρεπε να επάγει µία τεράστια κβαντι-
κή διόρθωση στη µάζα του φωτονίου. Στην πραγµατικότητα όµως η διόρθωση
αυτή απουσιάζει, δεδοµένου ότι η ϑεωρία είναι οµαλοποιηµένη κατά έναν
gauge-invariant τρόπο. Με άλλα λόγια, η συµµετρία της αναλλοιώτητας ϐαθ-
µίδας εγγυάται ότι δεν µπορεί να παραχθεί διαταρακτικά κάποιος όρος της
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µορϕής:
m2
γA

µAµ (2.12)

σε µία άσπαστη ϑεωρία ϐαθµίδας. Συνεπώς, το φωτόνιο παραµένει άµαζο,
όπως ϑα έπρεπε. Το παραπάνω διάγραµµα τελικά δίνει µία λογαριθµική
απόκλιση, η οποία απορροϕάται από την σταθερά αλληλεπίδρασης (δηλαδή
το ηλεκτρικό φορτίο) επανακανονικοποιώντας την.

Μπορούµε επίσης να ϑεωρήσουµε το διάγραµµα της ιδιοενέργειας του η-
λεκτρονίου στην QED:

Εικόνα 2.3: ∆ιάγραµµα ιδιοενέργειας ηλεκτρονίου στη QED ϑεωρία.

στο οποίο ένα ηλεκτρόνιο εκπέµπει και επαναπορροϕά ένα φώτονιο. Η διαδι-
κασία αυτή δίνει µία διόρθωση δm στη φερµιονική µάζαm της λαγκρατζιανής,
η οποία δίνει µία γραµµική εξάρτηση από τη σταθερά Λ:

δm ∼ α

∫ Λ d4k

̸kk2
∼ αΛ , (2.13)

Παρ΄ όλο που δεν είναι τόσο τραγική όσο η τετραγωνική, η γραµµική απόκλιση
οδηγεί και αυτή στο ανεπιθύµητο fine-tuning, προκειµένου να αποκτήσουµε
τη φυσική µάζα του ηλεκτρονίου. Παρ΄ όλα αυτά, όταν ο υπολογισµός γίνει
λεπτοµερώς, ϐρίσκουµε:

δm ∼ αm lnΛ, (2.14)

που σηµαίνει ότι ακόµα και αν Λ ∼ 1019GeV , παίρνουµε δm ∼ m µε αποτέ-
λεσµα να µη χρειάζεται κάποιο fine-tuning.

Είναι περίεργο ωστόσο το γεγονός ότι ισχύει δm ∼ m, δηλαδή η διόρθωση
είναι της τάξης της τιµής της µάζας και όχι αρκετές τάξεις µεγαλύτερη όπως ϑα
περιµέναµε σε αναλογία µε την περίπτωση των ϐαθµωτών πεδίων. Το γεγονός
αυτό οϕείλεται στο ότι η λαγκρατζιανή της QED (και κατ΄ επέκταση του SM )
έχει µία ειδική συµµετρία όταν οι µάζες των φερµιονίων τείνουν στο µηδέν, τη
χειραλική συµµετρία (chiral symmetry). Αυτή είναι µία συµµετρία κάτω από
µετασχηµατισµό της µορϕής:

ψ → ψ′ = eiαγ5ψ , (2.15)

για την περίπτωση της U(1) και

ψ → ψ′ = eiα⃗·
τ⃗
2
γ5ψ , (2.16)
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για την περίπτωση της SU(2). Η συµµετρία αυτή εγγυάται ότι όλες οι διορ-
ϑώσεις ακτινοβολίας από τη ϑεωρία διαταραχών ϑα εξαϕανίζονται για m → 0.
Εποµένως, αϕού η διόρθωση δm πρέπει να είναι ανάλογη της m και η εξάρ-
τηση από το Λ µόνο λογαριθµική.

Στα δύο παραπάνω παραδείγµατα της QED, δείξαµε το πως η άσπαστη
συµµετρία ϐαθµίδας του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου και η άσπαστη χειραλική
συµµετρία κρατούν τα διανυσµατικά µποζόνια και τα φερµιόνια αντίστοιχα
άµαζα και εκδιώχνουν την ανεπιθύµητη τετραγωνική (ή γραµµική) απόκλιση
από τη ϑεωρία. Αν λοιπόν, µπορούσαµε να ϐρούµε κάποια συµµετρία η οποία
να µπορούσε να γκρουπάρει τα ϐαθµωτά πεδία µε τα άµαζα φερµιόνια ή
τα άµαζα διανυσµατικά µποζόνια, τότε τα ϐαθµωτά πεδία ϑα απολάµβαναν
την ίδια προστασία από τις επικίνδυνες αποκλίσεις όπως τα συµµετρικά τους
ταίρια. Η υπερσυµµετρία είναι ακριβώς αυτή η συµµετρία. Η ιδέα ότι η
υπερσυµµετρία µπορεί να δώσει λύση στο πρόβληµα του fine-tuning του SM,
προτάθηκε από τους Witten, Veltman, Kaul.

Μπορούµε να κατανοήσουµε ποιοτικά το πως η υπερσυµµετρία ϑα µπο-
ϱούσε να απαλείψει τις τετραγωνικές αποκλίσεις του διαγράµµατος ιδιοενέρ-
γειας του ϐαθµωτού πεδίου, ϑεωρώντας µία πιθανή διόρθωση στον −µ2ϕ†ϕ
όρο, προερχόµενη από φερµιονικό ϐρόχο:

f

f̄

Εικόνα 2.4: ∆ιάγραµµα συνεισϕοράς φερµιονικού ϐρόχου στην ιδιοενέργεια
του Higgs.

Για µηδενική εξωτερική ορµή, µία τέτοια συνεισϕορά συµπεριϕέρεται σαν :(
−g2f

∫ Λ

d4kTr
[

1

( ̸k −mf )2

])
ϕ†ϕ =

(
−4g4f

∫ Λ

d4k
k2 +m2

f

(k2 −m2
f )

2

)
ϕ†ϕ

(2.17)
Το αρνητικό πρόσηµο εδώ είναι µεγάλης σηµασίας και προκύπτει λόγω περιτ-
τού αριθµού (ενός) ϐρόχων. Στην (2.17), ο όρος µε το k2 στον αριθµητή, απο-
κλίνει τετραγωνικά και µε ανάποδο πρόσηµο από την τετραγωνική απόκλιση
(2.7) λόγω του ϐαθµωτού ϐρόχου. Αγνοώντας προς το παρόν τους αριθµητι-
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κούς παράγοντες, αυτές οι δύο συνεισϕορές µαζί έχουν τη µορϕή:

(λ− g2f )Λ
2ϕ†ϕ . (2.18)

Αν λοιπόν υπάρχει η πιθανότητα για κάποιο λόγο να υπάρχει µία σύζευξη
µποζονίου-φερµιονίου gf που να συνδέεται µε τη σταθερά σύζευξης λ του
Higgs, µέσω της σχέσης

g2f = λ , (2.19)

τότε αυτή η τετραγωνική εξάρτηση από το Λ δε ϑα υπήρχε καν.
Μία σχέση ανάµεσα σε σταθερές σύζευξης όπως η (2.19), είναι χαρα-

κτηριστικό µίας συµµετρίας, αλλά στην περίπτωση αυτή πρόκειται για µία
συµµετρία που συνδέει µία καθαρά µποζονική κορυϕή µε µία µποζονική-
φερµιονική (Yukawa). Σχέσεις όπως η (2.19) είναι ακριβώς αυτές που συ-
ναντώνται στην υπερσυµµετρική ϑεωρία. ΄Οπως είναι λογικό τα µποζόνια και
φερµιόνια που ϑα ανήκουν στην ίδια multiplet ϑα έχουν την ίδια µάζα, όταν
η υπερσυµµετρία είναι άσπαστη. Οπότε, στο απλό µοντέλο που εξετάζουµε
προς το παρόν, ϑα ισχύει MH = mf . Αξίζει ωστόσο να αναϕέρουµε ότι η α-
κύρωση των τετραγωνικών αποκλίσεων συµβαίνει ανεξάρτητα από τη µάζα των
σωµατιδίων, καθώς δεν υπεισέρχεται καθόλου στην (2.18). Είναι ένα γενικό
αποτέλεσµα σε κάθε υπερσυµµετρική ϑεωρία και έχει σα συνέπεια ότι οι ό-
ϱοι µάζας που σπάνε την υπερσυµµετρία (όπως απαιτούνται φαινοµενολογικά)
µπορούν να µπουν µε το χέρι χωρίς να χαλάσουν την υπέροχη αλληλοακύρω-
ση των αποκλίσεων.

Για να εϕαρµόσουµε λοιπόν την παραπάνω ιδέα, ϑα πρέπει αναγκαστικά
να υποθέσουµε την ύπαρξη φερµιονικών υπερσυµµετρικών εταίρων (super-
partners) του πεδίου Higgs, τα Higgsino. ∆υστυχώς, αυτό δεν αρκεί ώστε να
απαλλαγούµε από όλες τις τετραγωνικές αποκλίσεις παρούσες στον −µ2ϕ†ϕ
όρο. Προϕανώς, οποιοδήποτε φερµιόνιο του SM µπορεί να παίξει το ϱόλο του
f του διαγράµµατος (2.4), αϕού όλα συζεύγνυνται (αλληλεπιδράσεις Yukawa)
µε το πεδίο Higgs. Για να ακυρωθούν όλες αυτές οι τετραγωνικές αποκλίσεις
απαιτείται η εισαγωγή ϐαθµωτών superpartner για όλα τα φερµιόνια του SM,
ένα κατάλληλο σύνολο από squark και slepton. Υπάρχουν επίσης τετραγω-
νικές αποκλίσεις που σχετίζονται µε τις συνεισϕορές των ϐρόχων των πεδίων
ϐαθµίδας στον −µ2 όρο, οι οποίοι µε τη σειρά τους ϑα πρέπει να ακυρω-
ϑούν από φερµιονικούς superpartner, τα gaugino. Κατά αυτό τον τρόπο ϑα
χτίσουµε αργότερα την υπερσυµµετρική εκδοχή του SM.

΄Επειτα λοιπόν από την ακύρωση των Λ2 όρων µέσω της (2.19), η αµέσως
επόµενη πιο αποκλίνουσα συνεισϕορά στον όρο −µ2, µεγαλώνει λογαριθµικά
ωε προς Λ, αλλά ακόµα και λογαριθµικοί όροι µπορούν να είναι απαράδε-
κτα µεγάλοι. Ας ϑεωρήσουµε ένα απλό µοντέλο ενός πεδίου Higgs και ενός
φερµιονίου. Η λογαριθµική συνεισϕορά στον όρο −µ2 έχει τη µορϕή, (ϐλέπε
(2.14)):

∼ λ(αM2
H − bm2

f ) lnΛ, (2.20)
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α, b αριθµητικοί παράγοντες. Παρ΄ όλο που η εξάρτηση από το Λ είναι τιθα-
σευµένη, fine-tuning πρόβληµα ϑα εµϕανιστεί στην περίπτωση όποιουδήποτε
φερµιονίου µε µάζα mf πολύ µεγαλύτερη από την ασθενή κλίµακα. Γενικότε-
ϱα, εάν ο τοµέας Higgs συζεύγνυται -έστω έµµεσα µέσω ϐρόχων- µε καταστά-
σεις πολύ µεγάλης µάζας (όπως συµβαίνει στις µεγαλοενοποιηµένες ϑεωρίες),
οι µάζες των καταστάσεων αυτών ϑα κυριαρχούν στις διορθώσεις ακτινοβολίας
του όρου −µ2, απαιτώντας µεγάλες ακυρώσεις για ακόµα µία φορά.

Η κατάσταση αυτή ϐελτιώνεται δραµατικά από την υπερσυµµετρία. Χον-
δρικά µιλώντας, σε µία υπερσυµµετρική εκδοχή του απλού µοντέλου ένα
Higgs - ένα φερµιόνιο, η φερµιονική και µποζονική µάζα ϑα είναι ίσες MH =
mf κι εποµένως οι συντελεστές α, b της (2.20) ϑα είναι ίσοι µε αποτέλεσµα η
συνεισϕορά (2.20) να εξαϕανίζεται. Παροµοίως, αλλες συνεισϕορές στην ιδιο-
ενέργεια από σωµατίδια του SM και των superpartner τους ϑα αλληλοαναι-
ϱούνταν αν η SUSY ήταν ακριβής. Γενικότερα, σε υπερσυµµετρικές ϑεωρίες
µόνο οι επανακανονικοποιήσεις των κυµατοσυναρτήσεων είναι άπειρες όταν
Λ → ∞ οι οποίες ϑα επάγουν αντίστοιχες λογαριθµικές αποκλίσεις στις τιµές
των φυσικών (επανακανονικοποιηµένων) µαζών. Βέβαια, παρ΄ όλα αυτά, δεν
έχουν ϐρεθεί superpartner των SM σωµατιδίων, εποµένως συµπεραίνουµε ότι
πρόκειται για µία σπασµένη συµµετρία µε τις µάζες των superpartner να ϐρί-
σκονται σε ψηλότερες ενέργειες όπου δεν έχει φτάσει ακόµα το πείραµα. Στο
απλό µοντέλο µας αυτό σηµαίνει ότι M2

H ̸= m2
f . Στην περίπτωση αυτή οι τε-

τραγωνικές αποκλίσεις συνεχίζουν να ακυρώνονται και η µόνη διόρθωση στον
φυσικό −µ2 όρο ϑα είναι της τάξης του λ(M2

H − m2
f ) lnΛ. Συµπεραίνουµε

λοιπόν ότι η σπασµένη υπερσυµµετρία ίσως λύνει το fine-tuning πρόβληµα,
δεδοµένου ότι οι νέοι υπερσυµµετρικοί εταίροι δεν είναι πολύ ϐαρύτεροι από
την κλίµακα υ (ή MH ), αλλιώς επιστρέϕουµε πάλι σε ένα είδος fine-tuning.
Φυσικά, το πόσο fine-tuning µπορεί να ανεχτεί κάποιος είναι υποκειµενικό
αλλά το παραπάνω επιχείρηµα προτείνει ότι η ανακάλυψη της SUSY ϐρίσκεται
στην (µελλοντική) εµβέλεια του LHC.

Συνοψίζοντας, η SUSY µπορεί να σταθεροποιήσει την ιεραρχία MH,W <<
MP µε την έννοια ότι οι διορθώσεις ακτινοβολίας δεν πρόκειται να συµπαρα-
σύρουν τη MH,W ως την κλίµακα του Λ, µε το επιχείρηµα αυτό να υποννοεί
ότι, για να συµβεί η σταθεροποίηση, ϑα πρέπει η SUSY να γίνει ορατή σε κλί-
µακα όχι πολύ µεγαλύτερη από λίγα TeV . Αξίζει να τονίσουµε ότι µία ϑεωρία
σαν την υπερσυµµετρική εκδοχή του SM, είναι µία συνεπής ενεργή ϑεωρί-
α πεδίου η οποία είναι διαταρακτικά υπολογίσιµη για οποιαδήποτε ενέργεια
(MP ,MX), χωρίς να απειτείται fine-tuning. Αξίζει να σηµειώσουµε επίσης ότι
η πρώτη επαϕή της υπερσυµµετρίας µε τη φυσική δεν έγινε για να δοθεί λύση
στο fine-tuning πρόβληµα του SM, αλλά στις αρχές του 1970 στη ϑεωρία των
χορδών. Τέλος, δε ϑα ήταν υπερβολή να πούµε ότι, ανεξάρτητα από τον αν
αποδειχθεί ή όχι, προς το παρόν η SUSY αποτελεί το πιο ανεπτυγµένο πλαίσιο
για οδηγός για την έρευνα νέας φυσικής πέρα από το SM.
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Τρεις ποσοτικές ενδείξεις

Εδώ ϑα παραθέσουµε συνοπτικά τρία ποσοτικά αποτελέσµατα από το ελά-
χιστο υπερσυµµετρικό καθιερωµένο πρότυπο (MSSM), τα οποία έχουν τραβή-
ξει την προσοχή των φυσικών ώστε να αντιµετωπίσουν το µοντέλο µε σοβαρό-
τητα.

� Τα πειραµατικά στοιχεία σχετικά µε την ηλεκτρασθενή ϑεωρία δείχνουν
ότι το MH είναι κάτω από 200GeV . Το MSSM, το οποίο περιέχει δύο
διπλέτες Higgs, προβλέπει ότι το ελαϕρύτερο σωµατίδιο Higgs δεν ξε-
περνά τα περίπου 140GeV . Στο SM αντιθέτως δεν υπάρχει κανένας
περιορισµός για το MH .

� Σε τάξη ενός ϐρόχου, οι αντίστροϕες σταθερές σύζευξης α−1
i (Q2), i =

1, 2, 3 του SM τρέχουν γραµµικά ως προς το lnQ2. Παρ’ολο που η
α−1
1 (Q2) µειώνεται ως προς το Q2, ενώ οι α−1

2 και α−1
3 αυξάνονται,

οι τρεις τείνουν να συναντηθούν αλλά ποτέ δε συναντιούνται (εικόνα
(1.15)). Αντιθέτως (δεδοµένου ότι οι µάζες των superpartner ϐρίσκονται
στο εύρος 100GeV − 10TeV ), στο MSSM όντως συναντιούνται και οι
τρεις. Κάτι τέτοιο ενθαρρύνει σηµαντικά τα σενάρια περί ενοποίσης.

� Σε οποιαδήποτε επανακανονικοποιήσιµη ϑεωρία, οι παράµετροι µάζας
σε µία λαγκρατζιανή εξαρτώνται από την ενεργειακή κλίµακα (τρέχουν),
όπως οι σταθερές σύζευξης. Στο MSSM, η εξέλιξη της παραµέτρου µάζας
(στη δευτέρα) του Higgs από µία τυπική τιµή της τάξης τους υ2 έως
µία κλίµακα της τάξης του 1016GeV την πάει σε µία αρνητική τιµή
στη σωστή τάξη µεγέθους σε κλίµακες της τάξης του 100GeV , δίνοντας
µία πιθανή εξήγηση για την προέλευση του αυθόρµητου σπασίµατος
της ηλεκτρασθενούς συµµετρίας σε αυτή τη χαµηλή κλίµακα. Βασικά,
αυτό συµβαίνει λόγω του ότι η σύζευξη Yukawa του top κουάρκ είναι
αρκετά µεγάλη (είναι λογικό αϕού είναι ανάλογη της µάζας του) και έχει
κυρίαρχη επίδραση στην εξέλιξη. Αυτό το αποτέλεσµα ϑα µπορούσε να
αποκτηθεί και χωρίς την υπερσυµµετρία αλλά οι αρχικές συνθήκες του
MSSM για την εξέλιξη είναι εκείνες που δίνουν ένα πιο φυσιολογικό
κίνητρο. Πάλι, το αποτέλεσµα αυτό απαιτεί οι µάζες των superpartner
να µην είναι πάνω από λίγα TeV . Υπάρχει εποµένως µία αξιοσηµείωτη
συνέπεια ανάµεσα στους διαϕορετικούς δρόµους που οδηγούν στην ίδια
εκτίµηση της κλίµακας της SUSY.

Θεωρητικές παρατηρήσεις

Είναι κοινώς αποδεκτό ότι τον 20ο αιώνα η έννοια που έπαιξε κεντρικό
ϱόλο στη φυσική είναι αυτή της συµµετρίας. Είναι φυσικό να ϱωτήσουµε αν
οι τρέχουσες ϑεωρίες πεδίου εκµεταλλεύονται όλα τα είδη συµµετριών που
µπορεί να υπάρχουν, πάντα σε συνέπεια µε τη Lorentz αναλλοιώτητα. Από
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το ϑεώρηµα Noether γνωρίζουµε ότι όταν ένα σύστηµα διέπεται από κάποια
συµµετρία, αυτό συνεπάγεται ένα διατηρούµενο φορτίο, µία ποσότητα δηλαδή
που δεν αλλάζει µε το χρόνο. Ας ϑεωρήσουµε για παράδειγµα ένα ηλεκτρο-
µαγνητικό φορτίο της µορϕής:

Q = e

∫
d3xψ†ψ , (2.21)

ή ένα SU(2) φορτίο (τελεστής του ισοσπίν) της µορϕής:

T = g

∫
d3xψ†τ

2
ψ , (2.22)

όπου στην (2.22) το ψ είναι µία SU(2) διπλέτα και τόσο στην (2.21) όσο και
στην (2.22) το ψ είναι ένα φερµιονικό πεδίο. ΄Ολοι αυτοί οι τελεστές συµµετρίας
είναι ϐαθµωτές ποσότητες ως προς το µετασχηµατισµό Lorentz (δε φέρουν
δείκτες Lorentz που να µην κλείνουν). Αυτό υποννοεί ότι όταν δρουν σε κάποια
κατάσταση δεδοµένου σπιν, δεν µπορούν να αλλάξουν την κατάσταση αυτήν.

Ασϕαλώς γνωρίζουµε ένα διανυσµατικό φορτίο, τους τελεστές της 4−ορµής.
Αυτοί παράγουν χωροχρονικές µετατοπίσεις των οποίων οι ιδιοτιµές συναπο-
τελούν τη διατηρούµενη 4−ορµή. Υπάρχουν επίσης τελεστές στροϕορµής, οι
οποίοι ϐρίσκονται µέσα σε έναν αντισυµµετρικό τανυστή Mµν . Θα µπορού-
σαµε να έχουµε ένα διατηρούµενο φορτίο (τελεστή) σε µορϕή συµµετρικού
τανυστή, έστω Qµν ; Οι Coleman και Mandula έχουν αποδείξει ότι δε γίνεται.
Θα παραθέσουµε (σε απλοποιηµένη µορϕή) το επιχείρηµά τους.

Ας ϑεωρήσουµε ότι ένα τέτοιο φορτίο δρα πάνω στην κατάσταση ενός σω-
µατιδίου 4−ορµής p:

Qµν |p⟩ = (αpµpν + βgµν)|p⟩ , (2.23)

όπου το δεξί µέλος καταγράϕηκε µε επιχειρήµατα συναλλοιώτητας (η πιο γε-
νική έκϕραση µε τον ενδεδειγµένο από το αριστερό µέλος χαρακτήρα τανυ-
στικού µετασχηµατισµού που χτίζεται από τους διαθέσιµους τανυστές). Τώρα
ας ϑεωρήσουµε µία κατάσταση δύο σωµατιδίων |p(1), p(2)⟩ και ας ϑεωρήσουµε
επίσης τις τιµές Qµν να είναι προσθετικές, διατηρούµενες και ότι δρουν σε ένα
σωµατίδιο τη φορά (όπως δηλαδή και όλα τα άλλα γνωστά φορτία). Τότε :

Qµν |p(1), p(2)⟩ = (α(p(1)µ p(1)ν + p(2)µ p(2)ν ) + 2βgµν)|p(1), p(2)⟩ . (2.24)

Σε µία αλληλεπίδραση ελαστικής σκέδασης της µορϕής 1 + 2 → 3 + 4 από τη
διατήρηση των Qµν ιδιοτιµών παίρνουµε:

p(1)µ p(1)ν + p(2)µ p(2)ν = p(3)µ p(3)ν + p(4)µ p(4)ν . (2.25)

΄Οµως επίσης, από τη διατήρηση της 4− ορµής ϑα έχουµε:

p(1)µ + p(2)µ = p(3)µ + p(4)µ . (2.26)
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Η µόνη λύση που ικανοποιεί ταυτόχρονα τις (2.25) και (2.26) είναι η :

p(1)µ = p(3)µ , p(2)µ = p(4)µ , ή p(1)µ = p(4)µ , p(2)µ = p(3)µ , (2.27)

η οποία µεταϕράζεται στο ότι επιτρέπονται µόνο οι εµπρός ή όπισθεν σκεδά-
σεις, το οποίο είναι προϕανώς µη αποδεκτό.

Το γενικό µήνυµα που πρέπει να µας µείνει είναι ότι δεν υπάρχει χώρος
για περεταίρω διατηρούµενους τελεστές µε µη τετριµµένο λορεντζιανό χαρα-
κτήρα µετασχηµατιµού. ΄Οπως είδαµε οι ήδη υπάρχοντες τελεστές Pµ και
Mµν επιτρέπουν να συµβούν κατάλληλες σκεδάσεις, αλλά µε την επιβολή πε-
ϱισσότερων νόµων διατήρησης (συµµετριών), τα πιθανά σενάρια περιορίζονται.
Σε αυτό το συµπέρασµα καταλήγει το ϑεώρηµα των Coleman-Mandula. ΄Ο-
µως, το ϑεώρηµα αυτό φαίνεται ότι δεν αποκλείει φορτία τα οποία κάτω από
µετασχηµατισµούς Lorentz µετασχηµατίζονται σαν σπίνορες (αντικείµενα που
µετασχηµατίζονται όπως τα φερµιονικά πεδία ψ). Τέτοια φορτία ϑα συµβολί-
Ϲονται σαν Qa, µε τον a να είναι σπινοριακός δείκτης ο οποίος ϑα παίρνει τιµές
a = 1, 2, αϕού, όπως ϑα δούµε, ϑα ασχοληθούµε µε σπίνορες δύο συνιστωσών.
Για ένα τέτοιο φερτίο, ϑα ισχύει ότι όταν δράσει πάνω σε κάποια κατάσταση
συγκεκριµένου σπιν, η κατάσταση αυτή έπειτα ϑα αλλάζει : Qα|j⟩ = |j±1/2⟩.
΄Ενας τέτοιος τελεστής δε συνεισϕέρει σε στοιχείο πίνακα µίας αλληλεπίδρασης
1 + 2 → 3 + 4 σαν αυτή που είδαµε νωρίτερα, διότι τα σπιν των σωµατιδίων
δεν αλλάζουν. Οπότε το παραπάνω ϑεώρηµα δεν αϕορά την περίπτωση αυτή
και δεν αποκλείει την ύπαρξη ενός τέτοιου φορτίου µε σπινοριακό δείκτη.

Είναι λοιπόν δυνατό να συµπεριληϕθούν τέτοιοι σπινοριακοί τελεστές µαζί
µε τους ήδη γνωστούς διατηρούµενους τελεστές Pµ και Mµν σε ένα ενιαίο και
συνεπές αλγεβρικό σχήµα ; Η απάντηση είναι καταϕατική και δόθηκε αρχικά
από τους Gol’ fand - Likhtman. Με τον όρο άλγεβρα εννοούµε σαϕώς τις
µεταθετικές σχέσεις ανάµεσα στα φορτία -τους γεννήτορες- των οµάδων των
συµµετριών (π.χ. οι µεταθετικές σχέσεις των τελεστών στροϕορµής της SU(2)
αποτελούν µία άλγεβρα). Το διαϕορετικό στην περίπτωσή µας είναι ότι πέρα
από τις µεταθετικές σχέσεις που ϑα απαρτίζουν την άλγεβρα ϑα υπεισέρχονται
και αντιµεταθετικές σχέσεις εϕόσον, όπως προαναϕέραµε, φορτία τύπου Qa
έχουν σπινοριακό (φερµιονικό) χαρακτήρα.

Ενώ στα επόµενα κεϕάλαια ϑα δώσουµε αναλυτική περιγραϕή της άλγε-
ϐρας αυτής, είναι φρόνιµο να δοθούν κάποια γενικά στοιχεία από τώρα για
διαισθητικούς λόγους. Λόγω του ότι φορτίο τύπου Qa είναι ένας τελεστής συµ-
µετρίας, αυτό σηµαίνει ότι ϑα µετατίθεται µε τη χαµιλτονιανή του συστήµατος,
όποια και να είναι αυτή:

[Qa, H] = 0 (2.28)

και κατ΄ επέκταση ϑα πρέπει να µετατίθεται και ο αντιµεταθέτης δύο τελεστών
Qa µε τη χαµιλτονιανή:

[{Qa, Qb},H] = 0 . (2.29)
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΄Οπως προαναϕέραµε, οι σπινοριακοί τελεστές Qa έχουν δύο συνιστώσες, επο-
µένως το συµµετρικό αντικείµενο

{Qa, Qb} = QaQb +QbQa , (2.30)

έχει τρεις ανεξάρτητες συνιστώσες και περιµένουµε ότι ϑα πρέπει να µετα-
σχηµατίζεται σαν ένα αντικέιµενο µε σπιν ίσο µε 1 (σε πλήρη αντιστοιχία µε
το συµµετρικό συνδυασµό δύο κυµατοσυναρτήσεων µε σπιν 1/2). Παρ΄ όλα
αυτά, ως είθισται, σε µία σχετικιστική ϑεωρία αυτό το σπιν-1 αντικείµενο ϑα
πρέπει να περιγράϕεται από κάποιο 4−διάνυσµα το οποίο κιόλας ϑα διατη-
ϱείται λόγω της (2.29). Υπάρχει µόνο ένας διατηρούµενος 4−διανυσµατικός
τελεστής, ο Pµ. Εποµένως, καταλαβαίνουµε ότι τα σπινοριακά φορτία Qa ϑα
πρέπει να ικανοποιούν µία άλγεβρα της µορϕής:

{Qa, Qb} ∼ Pµ . (2.31)

Προϕανώς, η παραπάνω σχέση (2.31), είναι ενδεικτική και όχι συνεπής αϕού
όπως είναι προϕανές δεν υπάρχει ισορροπία στους δείκτες των δύο µελών.
Ωστόσο, µπορούµε ακόµα και από αυτήν την πρώιµη µορϕή να εξαγάγουµε
σηµαντικά συµπεράσµατα για το φυσικό νόηµα των τελεστών Qa και γενικό-
τερα της υπερσυµµετρίας. Η (2.31) µας λέει ουσιαστικά ότι αν κάνουµε δύο
SUSY µετασχηµατισµούς, δηλαδή εάν δράσουµε δύο φορές µε τον τελεστή
Qa εκ περιτροπής, παίρνουµε τον τελσεστή ενέργειας-ορµής, ή αλλιώς, παίρ-
νουµε τον τελεστή των χωροχρονικών µεταθέσεων (την παράγωγο ως προς την
4−ϑέση). Με άλλα λόγια, ο σπινοριακός τελεστής Qa είναι κάτι σαν η τετρα-
γωνική ϱίζα του τελεστή της παραγώγου (κάτι ανάλογο µε τον τελεστή Dirac
που είναι ουσιαστικά η τετραγωνική ϱίζα του τελεστή Klein-Gordon).

Πριν κλείσουµε την εισαγωγή, αξίζει να σταθούµε λίγο και να επιµείνουµε
στα παραπάνω. Γενικά, στον ανθρώπινο νου, οι 4−διάστατες παράγωγοι είναι
συνδεδεµένες µε το χωρόχρονο. Το γεγονός ότι παίρνουµε τις τετραγωνικές
ϱίζες τους είναι κατά κάποιον τρόπο µία εννοιολογική επέκταση του χωρό-
χρονου αυτού καθ΄ αυτού (σε αναλογία µε την επέκταση που συµβαίνει στον
άξονα των πραγµατικών αριθµών, αϕού εισάγουµε την τετραγωνική ϱίζα του
−1, σε µιγαδικό επίπεδο). Η άλγεβρα λοιπόν η οποία περιέχει Pµ και Qa
µας οδηγεί να ϑεωρήσουµε ότι οι χωροχρονικές συντεταγµένες επεκτείνονται
ώστε να µπορέσουν να συµπεριληϕθούν και οι περαιτέρω ϐαθµοί ελευθερίας,
οι οποίοι εισέρχονται µε τους Qa και συνδέονται µε τους χωροχρονικούς µέσω
µετασχηµατισµών που παράγονται από τους Qa. Οι έξτρα αυτοί ϐαθµοί ελευ-
ϑερίας είναι φερµιονικοί και για αυτό το λόγο µπορούµε να πούµε ότι η SUSY
µας προκαλεί να ϑεωήσουµε φερµιονικές διαστάσεις και να επεκτείνουµε το
χωρόχρονο στον υπερχώρο (superspace). Πέρα λοιπόν από τη ϑεώρηση της
υπερσυµµετρίας σαν εκϕυλισµένες multiplets φερµιονίων-µποζονίων (η οποία
είναι και φαινοµενολογικά σηµαντική) είναι σηµαντικό να µην ξεχνάµε ότι η
υπερσυµµετρία µέσω της φερµιονικής µεγέθυνσης σηµαίνει την επέκταση του
χωρόχρονου.
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2.2 Σπίνορες Weyl, Dirac και Majorana

Ας ϑυµηθούµε σύντοµα το πως περιγράϕονται οι συµµετρίες στην κβαντική
ϑεωρία πεδίου. Η εκάστοτε λαγκρατζιανή περιέχει ένα σύνολο πεδίων ψr τα
οποία είναι είτε φερµιόνια είτε µποζόνια. Αν για παράδειγµα το σύστηµα που
περιγράϕει η λαγκρατζιανή διέπεται από µία συµµετρία, όπως η SU(2), αυτό
σηµαίνει ότι ϑα πρέπει να είναι αναλλοίωτη κάτω από απειροστό µετασχηµα-
τισµό των πεδίων της µορϕής:

δϵψr = −iϵλrsψs, (2.32)

όπου υποννοείται άθροιση στους επαναλαµβανόµενους δείκτες, λrs είναι κά-
ποιοι σταθεροί συντελεστές (όπως για παράδειγµα στοιχεία των πινάκων Pauli)
και ϵ είναι µία απειροστή παράµετρος. Σε πλήρη αναλογία, οι υπερσυµµε-
τρικοί µετασχηµατισµοί αναµένεται να είναι αυτής της µορϕής, αλλά µε την
παραπάνω πληροϕορία ότι µετασχηµατίζουν µποζόνικά πεδία σε φερµιονικά
και αντίστροϕα. Για παράδειγµα:

δξϕ ∼ ξψ, (2.33)

όπου ϕ είναι ένα ϐαθµωτό πεδίο (σπιν 0), ψ είναι ένα φερµιονικό πεδίο (σπιν
1/2) και ξ είναι µία απειροστή παράµετρος. ΄Οµως η (2.33), για να κρίνουµε
τι πρέπει να ϐάλουµε για να γίνει ισότητα, ϑα πρέπει να έχουµε στο µυαλό
µας ότι οι ϐαθµοί ελευθερίας στα δύο µέλη ϑα πρέπει να είναι ίσοι. Το απλού-
στερο είδος µποζονικού πεδίου είναι το (ουδέτερο) ϐαθµωτό πεδίο το οποίο
έχει µόνο µία συνιστώσα και είναι πραγµατικό ϕ† = ϕ, δηλαδή έχει µόνο ένα
ϐαθµό ελευθερίας. Από την άλλη µεριά, δεν υπάρχει φερµιονικό πεδίο µε
µόνο ένα ϐαθµό ελευθερίας, αλλά µε τουλάχιστον δύο (σπιν πάνω, σπιν κάτω).
΄Ετσι λοιπόν εµείς πρέπει να ϑεωρήσουµε ένα ϐαθµωτό πεδίο µε δύο ϐαθµούς
ελευθερίας για να ταιριάξει µε το σπινοριακό πεδίο, και καταλήγουµε σε ένα
µιγαδικό (φορτισµένο) ϐαθµωτό πεδίο.

΄Οµως ποιο είδος φερµιονικού πεδίου ϑα ταιριάξει µε το µιγαδικό ϐαθµωτό
πεδίο ; Από την εξίσωση Dirac γνωρίζουµε ότι οι κυµατοσυναρτήσεις έχουν 4
ϐαθµούς ελευθερίας, όχι 2: σπιν πάνω, σπιν κάτω σωµατίδιο και σπιν πάνω
σπιν κάτω αντισωµατίδιο. Πρέπει λοιπόν κάπως να κόψουµε στη µέση τους
ϐαθµούς ελευθερίας. ΄Ενας τρόπος είναι να γίνει χρήση των σπινόρων Weyl ή
των σπινόρων Majorana.

Πρέπει στο σηµείο αυτό να διαϕοροποιήσουµε σαϕώς τις συνιστώσες από
τους ϐαθµούς ελευθερίας. Κάθε συνιστώσα ενός σπίνορα Weyl (που έχει δύο
συνιστώσες) είναι µιγαδική και άρα έχει 2 ϐαθµούς ελευθερίας, άρα συνολικά
ο σπίνορας Weyl έχει συνολικά 4 ϐαθµούς ελευθερίας. 4 ϐαθµούς ελευθερίας
έχει και ο Majorana σπίνορας. Αν ο σπίνορας ϐρίσκεται on-shell (δηλαδή
υπακούει στις εξισώσεις κίνησης) τότε ο αριθµός των ϐαθµών ελευθερίας µειώ-
νεται στους 2, όσους δηλαδή έχει και το µιγαδικό ϐαθµωτό πεδίο. Γενικά,
στην κβαντική ϑεωρία πεδίου πρέπει να ϑεωρήσουµε τις off-shell καταστάσεις
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και άρα οι 4 ϐαθµοί ελευθερίας δεν µειώνονται. Αυτό σηµαίνει ότι απαιτούν-
ται δύο παραπάνω µποζονικοί ϐαθµοί ελευθερίας. Θα δούµε αργότερα πως
αντιµετωπίζεται το πρόβληµα αυτό.

Ο γνωστός σπίνορας Dirac αποτελείται από δύο πεδία δύο συνιστωσών.
Αυτό σηµαίνει ότι πρέπει να αποδοµήσουµε το πεδίο Dirac και να κατανοή-
σουµε τη φύση των δύο διαϕορετικών σπινόρων Weyl που τον συναποτελούν.
Η διαϕοροποίηση των δύο «µισών» του σπίνορα Dirac έγκειται στο γεγονός ότι
κάτω από τους µετασχηµατισµούς Lorentz µετασχηµατίζονται διαϕορετικά2.
Η διαπίστωση αυτή ϑα µας ϐοηθήσει να µπορέσουµε να γράψουµε τους υπερ-
συµµετρικούς µετασχηµατισµούς έτσι ώστε να είναι συνεπείς µε την Lorentz
αναλλοιώτητα.

2.2.1 Σπίνορες και µετασχηµατισµοί Lorentz

Στο φυσικό σύστηµα µονάδων, στο χώρο των ορµών η εξίσωση Dirac είναι :

(α · p+ βm)Ψ = EΨ (2.34)

Θα χρησιµοποιήσουµε την αναπαράσταση που συνήθως χρησιµοποιείται στο
όριο υψηλών ενεργειών (chiral αναπαράσταση) µιας και ο «µεγάλος όρος» της
ορµής είναι σε block διαγώνια µορϕή:

α =

(
σ 0
0 −σ

)
, β =

(
0 12×2

12×2 0

)
, (2.35)

το οποίο υποννοεί ότι :

γ =

(
0 −σ
σ 0

)
, γ5 =

(
12×2 0
0 −12×2

)
. (2.36)

Υπενθυµίζουµε ότι σ ≡ (σ1, σ2, σ3) είναι οι πίνακες Pauli:

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(2.37)

και ότι :
{γ5, β} = {γ5,γ} = 0 . (2.38)

2Οι σπίνορες Weyl είναι οι καταστάσεις (διανύσµατα) που Ϲουν στους χώρους που ορίζον-

ται από τις δύο διδιάστατες µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις
(
0,

1

2

)
,

(
1

2
, 0

)
(RH και LH

αντίστοιχα) της οµάδας Lorentz, SO(1, 3). Η τετραδιάστατη αναγωγίσιµη αναπαράσταση της
οµάδας Lorentz που προκύπτει σαν το ευθύ άθροισµα των δύο παραπάνω διδιάστατων ανα-

παραστάσεων
(
0,

1

2

)
⊕

(
1

2
, 0

)
είναι η σπινοριακή αναπαράσταση Dirac της οµάδας και οι

οµώνυµοι σπίνορες είναι οι καταστάσεις (διανύσµατα) του χώρου που ορίζει. Τέλος αξίζει να
σηµειώσουµε ότι η τετριµµένη αναπαράσταση της οµάδας είναι αυτή που απαρτίζεται από
αντικείµενα µίας διάστασης, δηλαδή, τα ϐαθµωτά πεδία.
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Σύµϕωνα µε όσα είπαµε παραπάνω, ϑεωρούµε ότι ο σπίνορας Dirac αποτελεί-
ται από δύο σπίνορες Weyl, δηλαδή γράϕεται :

Ψ =

(
ψ
χ

)
. (2.39)

Αν λοιπόν αντικαταστήσουµε την (2.39) στην εξίσωση Dirac, (2.34), ϑα έχουµε:

(E − σ · p)ψ = mχ , (2.40)
(E + σ · p)χ = mψ . (2.41)

Στο όριο όπου τα πεδία ϑεωρούνται άµαζα, m→ 0, ισχύει :

{
σ · pψ0 = Eψ0

σ · pχ0 = −Eχ0

E→|p|
=⇒


σ · p
|p|

ψ0 = ψ0

σ · p
|p|

χ0 = −χ0

(2.42)

Από το πρώτο αποτέλεσµα της (2.42) συµπεραίνουµε ότι η ψ0 είναι ιδιοσυνάρ-
τηση του τελεστή ελικότητας

σ · p
|p|

µε ιδιοτιµή ϑετική και ίση µε 1, ενώ από το

δεύετερο αποτέλεσµα συµπεραίνουµε ότι η χ0 είναι πάλι ιδιοσυνάρτηση του
τελεστή ελικότητας αλλά µε αρνητική ιδιοτιµή και ίση µε −1.
Για m ̸= 0, οι ψ, χ των εξισώσεων (2.40) και (2.41) δεν είναι ιδιοκαταστάσεις
της ελικότητας, αϕού η παρουσία της µάζας µπλέκει τα πεδία. Τα πεδία αυ-
τά είναι αυτά τα αντικείµενα δύο συνιστωσών που αναϕέραµε νωρίτερα (Weyl
σπίνορες) τα οποία µετασχηµατίζονται διαϕορετικά κάτω από τους µετασχη-
µατισµούς Lorentz και είναι εκείνα µε τα οποία ϑα δουλέψουµε στο εξής.

Ωστόσο, παρά το γεγονός ότι τα πεδία ψ, χ δεν είναι ιδιοκαταστάσεις της
ελικότητας, είναι ιδιοκαταστάσεις του γ5, αϕού:

γ5

(
ψ
0

)
=

(
ψ
0

)
, γ5

(
0
χ

)
= −

(
0
χ

)
. (2.43)

Οι δύο αυτές ιδιοκαταστάσεις του γ5 κατασκευάζονται επίσης αν δράσουµε µε
τους προβολικούς τελεστές3:

PR =
1 + γ5

2
=

(
1 0
0 0

)
, PL =

1− γ5
2

=

(
0 0
0 1

)
, (2.44)

πάνω στον σπίνορα Dirac:

PRΨ =

(
1 0
0 0

)(
ψ
χ

)
=

(
ψ
0

)
, PLΨ =

(
0 0
0 1

)(
ψ
χ

)
=

(
0
χ

)
.

(2.45)
3Οι προβολικοί τελεστές είναι ιδιαίτερα σηµαντικοί λόγω των ιδιοτήτων τους PRPL = 0, P 2

R =
PR, P

2
L = PL
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Η ιδιοτιµή του γ5 ονοµάζεται χειραλικότητα (chirality ). Το πεδίο ψ έχει chiral-
ity +1 ενώ το πεδίο χ έχει −1. Παρ΄ όλο που η ελικότητα και η χειραλικότητα
δεν ταυτίζονται γενικά (οι δύο έννοιες συµπίπτουν µόνο στην περίπτωση όπου
m = 04), έχει επικρατήσει τα πεδία µε ϑετική ελικότητα να ονοµάζονται δεξιό-
στροϕα ενώ αυτά µε αρνητική, αριστερόστροϕα. ΄Ετσι, ένας σπίνορας ψ τύπου
(ϑετικής chirality) ϑα συµβολίζεται ψR ενώ ο σπίνορας χ τύπου (αρνητικής
chirality) ϑα συµβολίζεται χL.

Περνάµε τώρα να εξετάσουµε πως µετασχηµατίζονται τα πεδία ψ, χ κάτω
από τους µετασχηµατισµούς Lorentz. Οι µετασχηµατισµοί αυτοί έχουν να
κάνουν µε τη δοµή της οµάδας από την οποία παράγονται, συνεπώς πρέπει
πρώτα να πούµε δύο λόγια για την οµάδα Lorentz.

Η οµάδα Lorentz, ή αλλιώς SO(1, 3) έχει στοιχεία όλες τις στερεές στροϕές
και όλα τα boosts (µετασχηµατισµοί της ταχύτητας). ΄Ολα αυτά τα στοιχεία
µπορούν να παραχθούν από µόνο 6 γεννήτορες.

� Οι 3 γεννήτορες των στερεών στροϕών, ή αλλιώς οι γεννήτορες της SO(3),
Si

� Οι 3 γεννήτορες των boost, Ki

οι οποίοι συνδέονται µέσω των µεταθετικών σχέσεων:

[Si, Sj ] = iϵijkSk, [Si,Kj ] = iϵijkKk, [Ki,Kj ] = −iϵijkSk . (2.46)

Υπάρχει µία ϐάση στην οποία η παραπάνω άλγεβρα απλοποιείται. Θεωρούµε
λοιπόν :

Ai =
1

2
(Si + iKi), Bi =

1

2
(Si − iKi) (2.47)

και οι παραπάνω µεταθετικές σχέσεις γίνονται :

[Ai, Aj ] = iϵijkAk, [Bi, Bj ] = iϵijkBk, [Ai, Bj ] = 0 . (2.48)

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι η άλγεβρα της οµάδας Lorentz ανάγεται σε δύο
ανεξάρτητες (µετατίθενται µεταξύ τους) SU(2) άλγεβρες για τα Ai και Bi. Συ-
νεπώς, έχοντας αναλύσει επαρκώς την οµάδα SU(2) παράρτηµα, είναι ευτυ-
χές το γεγονός ότι η άλγεβρα της οµάδας Lorentz ισοδυναµεί µε δύο άλγεβρες

4Ο λόγος είναι ότι ένα σωµατίδιο µε µάζα δεν µπορεί κινείται µε ταχύτητα µικρότερη του
φωτός. Αυτό σηµαίνει ότι µπορώ να πάω σε ένα σύστηµα αναϕοράς που πηγαίνει πιο γρήγορα
απο αυτό µε συµπέρασµα να ϐλέπω το σωµατίδιο να κινείται προς την ανάποδη µεριά, το
διάνυσµα της ορµής αντιστρέϕεται. ΄Οµως, επειδή δεν υπάρχει λόγος να αλλάξει η φορά του
σπιν η ελικότητα αναγκαστικά αλλάζει. Συνεπώς η παρουσία της µάζας καθιστά την ελικότητα
µία «εσωτερική» ιδιότητα του σωµατιδίου. Μόνο αν ένα σωµατίδιο είναι άµαζο η ελικότητα
του σωµατιδίου είναι φιξαρισµένη σε όλα τα συστήµατα αναϕοράς αϕού δεν µπορεί να ϐρεθεί
σύστηµα που να πηγαίνει γρηγορότερα από την ταχύτητα του φωτός. Αντίθετα, η chirality είναι
µία ιδιότητα η οποία δεν εξαρτάται από το σύστηµα αναϕοράς του παρατηρητή και στην ουσία
σχετίζεται µε το πως µετασχηµατίζονται τα πεδία κάτω από τους µετασχηµατισµούς Lorentz.
Είναι σηµαντικό να γίνει κατανοητό ότι σωµατίδια µε διαϕορετική chirality είναι πραγµατικά
διαϕορετικά σωµατίδια. ΄Οταν έχουµε σωµατίδιο µε ϑετική ελικότητα γνωρίζουµε ότι ϑα πρέπει
να υπάρχει και ένα ταίρι του το οποίο ϑα έχει αρνητική. Αντίθετα, σωµατίδιο µε συγκεκριµένη
χειραλικότητα δε χρειάζεται ταίρι µε την αντίθετη.
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SU(2) της οποίας οι γεννήτορες είναι οι πίνακες Pauli.Αυτή η ισοδυναµία
µας επιτρέπει να ϐρούµε τις διάϕορες αναπαραστάσεις της SO(1, 3), οι οποίες
περιγράϕονται σαν (j1, j2) και το πρόβληµά εύρεσης των µη αναγωγίσιµων
αναπαραστάσεων ανάγεται σε γνωστό, ήδη λυµένο πρόβληµα.

� (0, 0): Ai = 0, Bi = 0
(2.47)
=⇒ Si = 0,Ki = 0. Αυτή είναι η τετριµµένη

αναπαράσταση διάστασης 1 στην οποία αντιστοιχούν τα ϐαθµωτά πεδία.

�

(
0,

1

2

)
:

Ai = 0, Bi =
1

2
σi

(2.47)
=⇒ Si =

1

2
σi,Ki =

i

2
σi . (2.49)

Η αναπαράσταση αυτή είναι διάστασης 2 και σε αυτήν αντιστοιχούν οι
LH σπίνορες Weyl.

�

(
1

2
, 0

)
:

Ai =
1

2
σi, Bi = 0

(2.47)
=⇒ Si =

1

2
σi,Ki = − i

2
σi . (2.50)

Η αναπαράσταση αυτή είναι διάστασης 2 και σε αυτήν αντιστοιχούν οι
RH σπίνορες Weyl.

�

(
1

2
, 0

)
⊕
(
0,

1

2

)
: Αυτή είναι η spinorial αναπαράσταση. Πρόκειται για

µία αναγωγίσιµη αναπαράσταση αϕού γράϕεται σαν ευθύ άθροισµα των
δύο προηγούµενων µη αναγωγίσιµων αναπαραστάσεων:

Si =

(
1
2σi 0
0 1

2σi

)
=

1

2

(
σi 0
0 σi

)
, (2.51)

Ki =

(
− i

2σi 0
0 i

2σi

)
= − i

2

(
σi 0
0 σi

)
. (2.52)

Σύµϕωνα µε τα παραπάνω, ένα τυχαίο πεδίο ξ µετασχηµατίζεται κατά Lorentz,
ως εξής5:

ξ → ξ′ =
3∑
i=1

ei(ϵiSi−ηiKi)ξ, (2.53)

όπου ϵi = (ϵ1, ϵ2, ϵ3) είναι οι τρεις παράµετροι της οµάδας που συνδέονται
µε τις στροϕές και ηi = (η1, η2, η3) είναι οι τρεις παράµετροι της οµάδας που
συνδέονται µε τις τρεις συνιστώσες της ταχύτητας. Ανάλογα µε την αναπαρά-
σταση στην οποία ανήκει το πεδίο, ο παραπάνω µετασχηµατισµός ϑα λάβει την

5Aitchison & Hey: Gauge theories in particle physics vol.2, appendix M
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ανάλογη µορϕή. Συνεπώς, για τα πεδία ψ, χ που ανήκουν στις
(
1
2 , 0
)
,
(
0, 12
)
,

µέσω των (2.49), (2.50), ϑα έχουµε διαδοχικά:

ψ′ = eiϵiSi−iηiKiψ
Ki=

i
2
σi

=
Si=

1
2
σi

eiϵiσi/2−ηiσi/2ψ , (2.54)

χ′ = eiϵiSi−iηiKiχ
Ki=

i
2
σi

=
Si=

1
2
σi

eiϵiσi/2+ηiσi/2χ . (2.55)

Οι παραπάνω µετασχηµατισµοί όταν πρόκειται για απειροστή τρισδιάστατη
στροϕή και απειροστές ταχύτητες παίρνουν τη µορϕή:

ψ → ψ′ = 1 + iϵi
σi
2

− iηi
σi
2
ψ , (2.56)

χ → χ′ = 1 + iϵi
σi
2

+ iηi
σi
2
χ . (2.57)

Συνεπώς, ϐρήκαµε πως µετασχηµατίζονται τα R−τύπου και L−τύπου πεδί-
α, (2.56) και (2.57) αντίστοιχα, κάτω από (απειροστούς) µετασχηµατισµούς
Lorentz.

Επίσης, το διάνµυσµα της 4−ορµής, pµ = (E,p), προϕανώς δε µένει
αναλλοίωτο κάτω από τις στροϕές και τα boosts αλλά µετασχηµατίζεται ως
εξής :

� Μετασχηµατισµός κάτω από απειροστές στροϕές :

E → E′ = E, p → p′ = p− ϵ× p (2.58)

� Μετασχηµατισµός κάτω από απειροστές ταχύτητες :

E → E′ = E − η · p, p → p′ = p− ηE (2.59)

Οι εξισώσεις Weyl, (2.40), (2.41), για το τονούµενο σύστηµα ϑα γίνουν :

(E′ − σ · p′)ψ′ = mχ′ , (2.60)
(E′ + σ · p′)χ′ = mψ′ . (2.61)

Ας εξετάσουµε αρχικά την ειδική περίπτωση όπου έχουµε µόνο boost µετα-
σχηµατισµό:

Vη =
(
1− η · σ

2

)
. (2.62)

Λόγω του ότι ο µετασχηµατισµός είναι απειροστός, ϑα ισχύει :

V −1
η =

(
1 + η · σ

2

)
. (2.63)

Από τους δύο παραπάνω ορισµούς συνεπάγεται ότι οι µετασχηµατισµοί των
πεδίων ψ, χ, (2.56) και (2.57) -όταν δεν συµπεριλαµβάνονται στροϕές- ϑα εί-
ναι :

ψ → ψ′ =
(
1− η · σ

2

)
ψ, χ → χ′ =

(
1 + η · σ

2

)
χ . (2.64)
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Παίρνουµε λοιπόν την πρώτη εξίσωση Weyl (2.40), την πολλαπλασιάζουµε από
αριστερά µε το V −1

η και εισάγουµε το µοναδιαίο πίνακα VηV −1
η :

(E − σ · p)ψ = mχ ⇒
[
V −1
η (E − σ · p)V −1

η

]
Vηψ = mV −1

η χ . (2.65)

Από την (2.64), η τελευταία εξίσωση γράϕεται :[
V −1
η (E − σ · p)V −1

η

]
ψ′ = mχ′ . (2.66)

Συγκρίνοντας τώρα την (2.66) µε την τονούµενη εξίσωση Weyl, (2.60), ϑα
πρέπει

E′ − σ · p′ = V −1
η (E − σ · p)V −1

η . (2.67)

Ας το επαληθεύσουµε ξεκινώντας από το δεύτερο µέλος και καταλήγοντας στο
δεύτερο:

V −1
η (E − σ · p)V −1

η =
(
1 +

η · p
2

)
(E − σ · p)

(
1 +

η · p
2

)
=

(
E − σ · p+

η · p
2

E − (η · σ)(p · σ)
2

)(
1 +

η · p
2

)
= E − σ · p+

η · σ
2

E − η · p
2

+E
η · σ
2

− (η · σ)(σ · p)
2

+
η · σ
2

E
η · σ
2

− (η · σ)(σ · p)(η · σ)
4

= E − σ · p+
η · σ
2

E − η · p
2

+E
η · σ
2

− η · p
2

= E − σ · p+ Eη · σ − η · p
= (E − η · p)− σ(p− Eη) = E′ − σ · p′, (2.68)

όπου έγινε χρήση της ταυτότητας

(a · σ)(b · σ) = (a · b)12×2 + i(a× b) · σ (2.69)

και κρατήσαµε όρους πρώτης τάξης ως προς η αϕού είναι απειροστό.
΄Οσον αϕορά την άλλη ειδική περίπτωση όπου έχουµε µόνο στροϕές και

καθόλου boost, φαίνεται από τις (2.56), (2.57) ότι οι δύο σπίνορες ψ, χ µετα-
σχηµατίζονται το ίδιο. Συνεπώς, υπάρχουν δύο είδη σπινόρων δύο συνιστωσών
οι οποίοι διακρίνονται τελικά από τον διαϕορετικό τρόπο µε τον οποίο µετα-
σχηµατίζονται κάτω από τα boost. Οι σπίνορες Weyl ψ, χ (οι οποίοι διαχωρί-
Ϲονται και από τους δείκτες R,L αντίστοιχα) είναι αυτοί µε τους οποίους ϑα
δουλέψουµε στο πλαίσιο της υπερσυµµετρίας. Αργότερα ϑα ασχοληθούµε και
µε Majorana σπίνορες που είναι 4−συνιστωσών.

Πριν συνεχίσουµε, είναι απαραίτητο να δώσουµε κάποια ονοµασία στους
µετασχηµατισµούς µας, ώστε να µπορούµε να δουλέψουµε πιο άνετα. ΄Εστω
V ο πίνακας µετασχηµατισµού του σπίνορα ψ της (2.56):

V =

(
1 +

iϵ · σ
2

− η · σ
2

)
. (2.70)
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Ο αντίθετος µετασχηµατισµός ϑα είναι :

V −1 =

(
1− iϵ · σ

2
+

η · σ
2

)
, (2.71)

ο ερµιτιανός συζυγής του ϑα είναι :

V † =

(
1− iϵ · σ

2
− η · σ

2

)
(2.72)

και τέλος ο αντίθετος του ερµιτιανού συζυγή ϑα είναι :

V †−1

= V −1† =

(
1 +

iϵ · σ
2

+
η · σ
2

)
, (2.73)

ο οποίος είναι ο πίνακας µετασχηµατισµού που εµϕανίζεται στο µετασχηµα-
τισµό του πεδίου χ της (2.57).

Συνοψίζοντας, ο σπίνορας R−τύπου, ψ, µετασχηµατίζεται κάτω από τον
πίνακα V , ενώ ο σπίνορας L−τύπου, χ, µετασχηµατίζεται κάτω από τον V −1† .
Το συµπέρασµα αυτό γράϕεται συνοπτικά:

ψ → ψ′ = V ψ, χ → χ′ = V −1†χ (2.74)

2.2.2 Κατασκευή αναλλοίωτων αντικειµένων και 4−διανυσµάτων
από σπίνορες Weyl

Ας ϑυµηθούµε πρώτα δύο πράγµατα για τους σπίνορες Dirac. Από αυτούς
τους σπίνορες 4−συνιστωσών, µπορούµε να φτιάξουµε :

� ΄Ενα ϐαθµωτό αντικείµενο, δηλαδή µία ποσότητα που είναι αναλλοίωτη
κάτω από τους µετασχηµατισµούς Lorentz:

Ψ̄Ψ = Ψ†βΨ (2.75)

� ΄Ενα αντικείµενο που µετασχηµατίζεται σαν τετραδιάνυσµα κάτω από
τους µετασχηµατισµούς Lorentz:

Ψ̄γµΨ = Ψ†β(β, βα)Ψ = Ψ†(1,α)Ψ (2.76)

Εκϕράζοντας τώρα τον σπίνορα Dirac, Ψ, σε όρους των πεδίων δύο συνιστωσών
ψ, χ:

� Η ϐαθµωτή ποσότητα (2.75) ϑα γίνει :

Ψ̄Ψ = Ψ†βΨ =
(
ψ† χ† )( 0 1

1 0

)(
ψ
χ

)
=
(
ψ† χ† )( χ

ψ

)
= ψ†χ+ χ†ψ . (2.77)
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Παρατηρούµε ότι το αναλλοίωτο αντικείµενο µπλέκει τα πεδία. Επα-
ληθεύουµε ότι το αποτέλεσµα (2.77) είναι αναλλοίωτο κάτω από του
Lorentz µετασχηµατισµούς :

ψ†χ+ ψχ† → ψ†′χ′ + χ†′ψ′ (2.74)
= (V ψ)†(V −1†χ) + (V −1†χ)†V ψ

= ψ†V †V †−1

χ+ χ†V −1V ψ = ψ†χ+ χ†ψ .
(2.78)

� Το τετραδιάνυσµα (2.76) ϑα γίνει :

Ψ̄γµΨ = Ψ†(1,α)Ψ =
(
ψ† χ† ) (1,α)

(
ψ
χ

)
=
(
ψ† χ† ) [( 1 0

0 1

)
,

(
σ 0
0 −σ

)](
ψ
χ

)
=
(
ψ† χ† ) [( ψ

χ

)
,

(
σψ
−σχ

)]
= (ψ†ψ + χ†χ, ψ†σψ − χ†σχ)

= (ψ†ψ,ψ†σψ) + (χ†χ, χ†(−σ)χ)

= ψ† (1,σ)︸ ︷︷ ︸
σµ

ψ + χ† (1,−σ)︸ ︷︷ ︸
σ̄µ

χ = ψ†σµψ + χ†σ̄µχ . (2.79)

Παρατηρούµε ότι στην περίπτωση του 4−διανύσµατος τα πεδία δεν µπλέ-
κονται. Επίσης, αϕού ορίσαµε τις ποσότητες

σµ ≡ (1,σ), σ̄µ ≡ (1,−σ) , (2.80)

µπορούµε να γράψουµε το γµ σε όρους αυτών των ποσοτήτων. ΄Οπως
κάναµε και στην περίπτωση του ϐαθµωτού, ϑα επαληθεύσουµε ότι το
αποτέλεσµα (2.79) µετασχηµατίζεται όντως σαν 4−διάνυσµα κάτω από
τους LT. Για να µετασχηµατίζεται µία ποσότητα σαν 4−διάνυσµα κάτω
από τους LT, ϑα πρέπει :

Aµ → Aµ′ = U(Λ)Aµ . (2.81)

Συνεπώς, για το υπό εξέταση αποτέλεσµα (για τον πρώτο όρο) (2.79),
έχουµε:

(ψ†ψ,ψ†σψ) → (ψ†ψ,ψ†σψ)′ = (ψ†′ψ′, ψ†′σψ′) . (2.82)

Για ευκολία, υπολογίζουµε πρώτα την πρώτη συνιστώσα του υποψήϕιου
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4−διανύσµατος και µετά τις υπόλοιπες τρεις :

ψ†′ψ′ (2.74)
= ψ†V †V ψ = ψ†

(
1− i

ϵ · σ
2

− η · σ
2

)(
1 + i

ϵ · σ
2

− η · σ
2

)
ψ

= ψ†
(
1 + i

ϵ · σ
2

− η · σ
2

− i
ϵ · σ
2

+
(ϵ · σ)(ϵ · σ)

4
+ i

(ϵ · σ)(η · σ)
4

−i(η · σ)(ϵ · σ)
4

− η · σ
2

+ i
(η · σ)(η · σ)

4

)
ψ

= ψ†(1− η · σ)ψ = (1− η · σ)︸ ︷︷ ︸
U

ψ†ψ . (2.83)

ψ†′σψ′ (2.74)
= ψ†V †σV ψ = ψ†

(
1− i

ϵ · σ
2

− η · σ
2

)
σ
(
1 + i

ϵ · σ
2

− η · σ
2

)
ψ

= ψ†
(
1− i

ϵ · σ
2

− η · σ
2

)(
σ + iσ

ϵ · σ
2

− σ
η · σ
2

)
ψ

= ψ†
(
σ + iσ

ϵ · σ
2

− σ
η · σ
2

− iσ
ϵ · σ
2

+ iσ
(ϵ · σ)(η · σ)

4
+ σ

(ϵ · σ)(ϵ · σ)
4

−σ
η · σ
2

− iσ
(η · σ)(ϵ · σ)

4
+ σ

(η · σ)(η · σ)
4

)
ψ

ψ†[σ − σ(η · σ)]ψ = (1− η · σ)︸ ︷︷ ︸
U

ψ†σψ . (2.84)

΄Αρα:

(ψ†ψ,ψ†σψ) → (ψ†ψ,ψ†σψ)′ = (1− η · σ)(ψ†ψ,ψ†σψ) . (2.85)

Με τον ίδιο τρόπο επαληθεύεται ότι και ο δεύτερος όρος (2.79) µετασχη-
µατίζεται σαν 4−διάνυσµα κάτω από τους LT. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι
το αποτέλεσµα (2.79) µετασχηµατίζεται όλο σαν 4−διάνυσµα κάτω από
τους LT.

Σε όρους των σµ, σ̄µ, οι εξισώσεις Weyl, (2.40) και (2.41), γίνονται :

σµpµψ = mχ ,
σ̄µpµχ = mψ .

(2.86)

Τα ευχάριστα νέα που µπορούµε να αναγνώσουµε από τη µορϕή αυτή των εξι-
σώσεων Weyl, είναι ότι το σµpµ µετατρέπει ένα ψ−τύπου πεδίο σε ένα χ−τύπου
και το σ̄µpµ το αντιστρόϕο. Αλλιώς, µπορούµε να πούµε ότι το σµpµψ µετα-
σχηµατίζεται κάτω από τους LT όπως το χ, ενώ το σ̄µpµχ µετατρέπεται σαν το
ψ.
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Επίσης, η λαγκρατζιανή σωµατιδίου Dirac, µπορεί να γραϕτεί σε όρους
των ψ, χ ως εξής :

LD = Ψ̄(iγµ∂µ −m)Ψ = Ψ†γ0(iγµ∂µ −m)Ψ

=
(
ψ† χ† )( 0 1

1 0

)
(iγµ∂µ −m)

(
ψ
χ

)
=
(
χ† ψ† ) iγµ∂µ( ψ

χ

)
−
(
mχ† mψ† )( ψ

χ

)
= i
(
χ† ψ† ) γ0(1,α)∂µ

(
ψ
χ

)
−m(χ†ψ − ψ†χ)

=
(
ψ† χ† ) [( 1 0

0 1

)
,

(
σ 0
0 −σ

)]
∂µ

(
ψ
χ

)
−m(ψ†χ− χ†ψ)

=
[
i
(
ψ† χ† ) , ( iψ†σ −iχ†σ

)]( ∂µψ
∂µχ

)
−m(ψ†χ+ χ†ψ)

=
(
iψ†∂µψ + iχ†∂µχ, iψ

†σ∂µψ + iχ†(−σ)∂µχ
)
−m(ψ†χ+ χ†ψ)

= (iψ†∂µψ, iψ
†σ∂µψ) + (iχ†∂µχ+ iχ†(−σ)∂µχ)−m(ψ†χ+ χ†ψ)

= iψ†(1,σ)∂µψ + iχ†(1,−σ)∂µχ−m

= iψ†σµ∂µψ + iχ†σ̄µ∂µχ−m(ψ†χ+ χ†ψ) . (2.87)

Παρατηρούµε ότι το σµ πηγαίνει µε το ψ, ενώ το σ̄µ πηγαίνει µε το χ.
Συνοψίζοντας ως εδώ, είδαµε ότι είναι δυνατό να σχηµατίσουµε 4−διανύσµατα

µόνο από το ψ ή µόνο από το χ, (ψ†σµψ), (χ†σ̄µχ) αντίστοιχα. ΄Οµως, κατα-
σκευάζοντας τη ϐαθµωτή ποσότητα είδαµε ότι απαιτούνται και τα δύο πεδί-
α, (ψ†χ + χ†ψ). Εγείρεται το ερώτηµα αν µπορούµε να φτιάξουµε κάποια
Lorentz αναλλοίωτη ποσότητα µόνο από ψ−τύπου ή χ−τύπου σπίνορες. Αυτό
είναι σηµαντικό (για λόγους που εξηγήσαµε στο προηγούµενο κεϕάλαιο, πε-
ϱί ισοβάθµισης των ϐαθµών ελευθερίας) καθώς ϑέλουµε να κατασκευάσουµε
ϑεωρίες που να περιλαµβάνουν τον αριθµό των ϐαθµών ελευθερίας ενός Weyl
σπίνορα δύο συνιστωσών (και όχι ενός σπίνορα Dirac ). Επαναδιατυπώνον-
τας το ερώτηµα: Είναι δυνατό να κατασκευάσουµε κάποιο σπίνορα από τις
συνιστώσες, έστω του χ, που να έχει το µετασχηµατιστικό χαρακτήρα του ψ;
Με αυτή τη δυνατότητα µπορούµε να επιτύχουµε την κατασκευή ενός σπίνορα
Dirac µε τους µισούς ϐαθµούς ελευθερίας (από 8 σε 4). Επίσης, ϑα µπορούσα-
µε να αντικαταστήσουµε τον ψ−τύπου σπίνορα στο αποτέλεσµα του ϐαθµωτού
(2.77) µε τον χ−τύπου που έχει τον κατάλληλο χαρακτήρα µετασχηµατισµού.
Η απάντηση είναι ότι όντως είναι δυνατή µία τέτοια κατασκευή.

Ας ϑεωρήσουµε τώρα τον LT του µιγαδικού συζυγή του χ, τον χ∗:

χ∗ → χ∗′ = (V −1†χ)∗ =
(
1 + i

ϵ · σ
2

+
η · σ
2

)∗
χ∗ ⇒

χ∗′ =
(
1− i

ϵ · σ
2

+
η · σ
2

)
χ∗ . (2.88)
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Λαµβάνοντας υπόψη τις αντιµεταθετικές σχέσεις των πινάκων Pauli:

{σa, σb} = 2δab12×2 ⇒


σ1σ2 = −σ2σ1
σ2σ3 = −σ3σ2
σ1σ3 = −σ3σ1

(2.89)

και το γεγονός ότι οι σ1, σ3 είναι πραγµατικοί ενώ ο σ2 φανταστικός :

σ∗1 = σ1, σ∗2 = −σ2, σ∗3 = σ3 , (2.90)

υπολογίζουµε το πως µετασχηµατίζεται η ποσότητα σ2χ∗ κάτω από τους LT:

σ2χ
∗ = σ2

(
1− i

ϵ · σ∗

2
+

η · σ∗

2

)
χ∗

= σ2

[
1− i

ϵ

2
· (σ1,−σ2, σ3) +

η

2
· (σ1,−σ2, σ3)

]
χ∗

=
[
σ2 − i

η

2
(σ2σ1,−σ2σ2, σ2σ3) +

η

2
(σ2σ1,−σ2σ2, σ2σ3)

]
χ∗

=
[
σ2 − i

η

2
(−σ1σ2,−σ2σ2,−σ3σ2) +

η

2
(−σ1σ2,−σ2σ2,−σ3σ2)

]
χ∗

=
[
σ2 + i

η

2
(σ1, σ2, σ3)σ2 −

η

2
(σ1, σ2, σ3)σ2

]
χ∗

=
(
1 + i

ϵ · σ
2

− η · σ
2

)
σ2χ

∗ = V σ2χ
∗ . (2.91)

Καταλήξαµε λοιπόν στο ότι το σ2χ∗ µετασχηµατίζεται κάτω από τους LT µε τον
ίδιο τρόπο που µετασχηµατίζεται ο R−τύπου σπίνορας ψ. Εισάγουµε λοιπόν
το ψ−τύπου αντικείµενο που κατασκευάσαµε από το χ ορίζοντας :

ψχ ≡ iσ2χ
∗, (2.92)

όπου το i τοποθετήθηκε για χάρη ευκολίας (ο σ2 είναι φανταστικός). Επο-
µένως, η (2.77) µας εγγυάται ότι η ποσότητα ψ†

χ(1)χ
(2) είναι µία αναλλοίωτη

ποσότητα κάτω από τους LT µετασχηµατισµούς :

ψ†
χ(1)χ

(2) = (iσ2χ
(1)∗)†χ(2) σ

†
2=σ2= χ(1)T (−iσ2)χ(2), (2.93)

όπως ακριβώς και η ψ†χ. Προϕανώς, το ίδιο ισχύει και για την ποσότητα
χ(2)†ψχ(1) . Η παραπάνω εξίσωση, (2.93), είναι πολύ σηµαντική διότι µας υπο-
δεικνύει πως να κατασκευάζουµε ϐαθµωτά γινόµενα από δύο χ, το οποίο ήταν
το Ϲητούµενο εξ΄ αρχής. Αυτό είναι το είδος του γινοµένου που ϑα χρειαστούµε
για τον υπερσυµµετρικό µετασχηµατισµό (2.33).

Πριν συνεχίσουµε, ας εξετάσουµε λίγο ακόµα την ποσότητα χ(1)T (−iσ2)χ(2).
Παρατηρούµε ότι είναι µία ποσότητα οικεία. Οι σπίνορες Weyl, χ(1), χ(2), α-
ποτελούνται από δύο πεδία µε διαϕορετικά σπιν :

χ(1) =

(
χ
(1)
↑
χ
(1)
↓

)
, χ(2) =

(
χ
(2)
↑
χ
(2)
↓

)
. (2.94)
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Εποµένως, αϕού

iσ2 =

(
0 1
−1 0

)
, (2.95)

ϐρίσκουµε εύκολα ότι η αναλλοίωτη ποσότητα

χ(1)T (−iσ2)χ(2) = −χ(1)
↑ χ

(2)
↓ + χ

(1)
↓ χ

(2)
↑ (2.96)

ταυτοποιείται µε τον σπιν-0 συνδυασµό δύο καταστάσεων µε σπιν-1/2. Αυτό
µας δίνει αυτοµάτως την πληροϕορία ότι είναι αναλλοίωτη κάτω από στροϕές.
Αυτό που δείξαµε πιο πριν είναι ότι ουσιαστικά η ποσότητα χ(1)T (−iσ2)χ(2)

είναι αναλλοίωτη και κάτω απο τα boosts.
Στην περίπτωση τώρα όπου χ(1) = χ(2) = χ, η ποσότητα ψ†

χ είναι επίσης
Lorentz αναλλοίωτη:

ψ†
χχ = (iσ2χ

∗)†χ = χT (−iσ2)χ = (iσ2χ)
Tχ . (2.97)

∆εδοµένου λοιπόν ότι το χ είναι σπίνορας δύο συνιστωσών και ότι το iσ2 δίνεται
από τη σχέση (2.95), η (2.97) ϑα γίνει :

ψ†
χχ = (iσ2χ)

Tχ =

[(
0 1
−1 0

)(
χ1

χ2

)]T (
χ1

χ2

)
=
(
χ2 −χ1

)( χ1

χ2

)
= χ2χ1 − χ1χ2 . (2.98)

Αν τα χ1, χ2 είναι συνηθισµένες συναρτήσεις, τότε η ποσότητα χ2χ1 − χ1χ2

µηδενίζεται. Λόγω του ότι όµως τα χ1, χ2 είναι (κβαντισµένα) φερµιονικά πεδία
(αλλιώς αριθµοί Grassmann), σηµαίνει ότι ϑα είναι αντιµετατιθέµενες ποσό-
τητες και η ποσότητα χ2χ1 − χ1χ2 κρίνεται κατάλληλη για αναλλοίωτο κατά
Lorentz6.

Είναι λογικό να αναρρωτηθούµε τι συµβαίνει µε το ψ∗. Επαναλαµβάνοντας
τη διαδικασία που ακολουθήσαµε για την περίπτωση του χ∗, ϐρίσκουµε ότι το
σ2ψ µετασχηµατίζεται όπως το χ:

ψ → = V ψ =
(
1 + i

ϵ · σ
2

− η · σ
2

)
ψ

ψ∗ → = (V ψ)∗ = V ∗ψ∗ =
(
1− i

ϵ · σ
2

− η · σ
2

)
ψ∗ . (2.99)

Κατά τα γνωστά, υπολογίζουµε τώρα την ποσότητα σ2ψ∗:

(σ2ψ
∗)′ = σ(V ψ)∗ = σ2V

∗ψ∗ = σ2

(
1− i

ϵ · σ∗

2
− η · σ∗

2

)
ψ∗

=

(
1 + i

ϵ · σ∗

2
+

η · σ∗

2

)
σ2ψ

∗ = V †−1σ2ψ
∗ . (2.100)

6Από το σηµείο αυτό και πέρα ϑα εννοείται ότι οι σπίνορες είναι κβαντικά φερµιονικά πεδία.
Αυτό σηµαίνει ότι η µιγαδική συζυγία ∗ πεδίων δεν είναι κατάλληλος συµβολισµός, οπότε ϑα
την δηλώνουµε συνδυαστικά †T . ΄Οταν δεν υπάρχει περίπτωση σύγχυσης, ϑα χρησιµοποιείται
καταχρηστικά ο συµβολισµός ∗.
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Βρήκαµε λοιπόν, ότι η ποσότητα σ2ψ∗ µετασχηµατίζεται όπως ο σπίνορας χ.
Ανάλογα λοιπόν, αυτό µας δίνει το δικαίωµα να εισαγάγουµε τα χ−τύπου
αντικείµενα από ψ σπίνορες :

χψ ≡ −iσ2ψ∗ . (2.101)

Αντίστοιχα λοιπόν, για δύο τυχαία ψ πεδία, ψ(1), ψ(2) παίρνουµε για την πο-
σότητα χ†

ψψ ότι :

χ†
ψ(1)ψ

(2) = (−iσ2ψ(1)∗)†ψ(2) = ψ(1)T (iσ2)ψ
(2), (2.102)

το οποίο σηµαίνει είναι Lorentz αναλλοίωτη. Τέλος, για την περίπτωση ψ(1) =
ψ(2) = ψ, η παραπάνω ποσότητα ϑα είναι :

χ†
ψψ = (−iσ2ψ∗)†ψ = (−iσ2ψ)Tψ, (2.103)

η οποία προϕανώς είναι επίσης Lorentz αναλλοίωτη.

Grassmann αριθµοί

Πριν συνεχίσουµε την πορεία προς τη ϑεµελίωση των SUSY µετασχηµατι-
σµών, είναι φρόνιµο να δώσουµε λίγες πληροϕορίες για τους αριθµούς Grass-
mann.

Στην κβαντική ϑεωρία πεδίου, υπολογίζοντας τα πλάτη µετάβασης, τα πεδί-
α ϑεωρούνται απλές συναρτήσεις πράγµα το οποίο µας ικανοποιεί στα χρονο-
λογικά γινόµενα των µποζονικών τελεστών. ΄Οταν οµως έχουµε φερµιονικούς
τελεστές, υπάρχει η διαϕορά ενός πλην ανάµεσα στις δύο διατάξεις, αϕού οι
φερµιονικοί τελεστές αντιµετατίθενται. ΄Ετσι, πρέπει να σκεϕτούµε σε όρους
αντιµετατιθέµενων µεταβλητών.

∆ύο αριθµοί Grassmann, θ1, θ2, ικανοποιούν τις σχέσεις :

θ1θ2 + θ2θ1 = 0, θ21 = θ22 = 0 . (2.104)

Γενικά, οι αριθµοί Grassmann προστίθενται, αϕαιρούνται και πολλαπλασιά-
Ϲονται κανονικά. Αυτό όµως που εµείς ϑέλουµε να κάνουµε µε τους αριθµούς
αυτούς είναι να τους ολοκληρώσουµε. Εκεί τα πράγµατα είναι διαϕορετικά
από ότι στους συµβατικούς αριθµούς. Ως γνωστό, σε απλούς αριθµούς αλλά
και συναρτήσεις η ολοκλήρωση είναι η αντίστροϕη διαδικασία της παραγώγι-
σης. Ξεκινάµε, λοιπόν πρώτα από την παραγώγιση και µετά ϑα περάσουµε
στην ολοκλήρωση των Grassmann αριθµών. Ισχύει λοιπόν ότι :

∂(aθ)

∂θ
= a, (2.105)

όπου a κανονικός αριθµός. Από την άλλη ισχύει :

∂

∂θ1
(θ1θ2) = θ2 (2.106)
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και αναγκαστικά:
∂

∂θ2
(θ1θ2) = −θ1 . (2.107)

΄Εστω τώρα µία συνάρτηση ενός τέτοιου αριθµού Grassmann. Το ανάπτυγµα
της f(θ) σε δυνάµεις του θ σταµατάει µετά από δύο όρους, αϕού σύµϕωνα µε
την (2.104), θ2 = 0:

f(θ) = a+ bθ . (2.108)

Οπότε παραγωγίζοντας, παίρνουµε:

∂f(θ)

∂θ
=

∂

∂θ
(a+ bθ) = b, και

∂2f(θ)

∂θ2
=
∂b

∂θ
= 0, ∀f . (2.109)

Εποµένως, ο τελεστής
∂

∂θ
δεν έχει αντίστροϕο. Αυτό µπορούµε να το κα-

τανοήσουµε µέσω µίας αναλογίας µε ό,τι συµβαίνει στην άλγεβρα των πι-
νάκων. Είναι λοιπόν, σαν να έχουµε A2 = 0. Αν το A−1 υπήρχε τότε :
A−1A2 = 0 → (A−1A)A = 0 → A = 0, ∀A. Αυτό σηµαίνει ότι ϑα πρέ-
πει να προσεγγίσουµε την ολοκλήρψση Grassmann µε άλλο τρόπο.

Χρειάζεται να ϑεωρήσουµε ολοκληρώµατα πάνω στο πλήρες εύρος του θ,
της µορϕής: ∫

dθf(θ)
(2.108)
=

∫
dθ(a+ bθ) . (2.110)

΄Ενα τέτοιο ολόκλήρωµα ϑα πρέπει να είναι γραµµικό στην f , δηλαδή, ϑα
πρέπει να είναι γραµµική συνάρτηση των a, b. Υπάρχει ακόµα µία ιδιότητα
που φιξάρει την τιµή του ολοκληρώµατος : απαιτούµε αναλλοιώτητα κάτω από
τις µετατοπίσεις του θ: θ → θ + η, όπου η είναι ένας αριθµός Grassmann.
Οπότε, έχουµε διαδοχικά:∫

dθ(a+ bθ) =

∫
dθ [(a+ bη) + bθ] (2.111)

Αυτή η µετατόπιση άλλαξε το σταθερό όρο (ανεξάρτητο του θ) αλλά άϕησε το
γραµµικό όρο αναλλοίωτο. Η µόνη γραµµική συνάρτηση που συµπεριϕέρε-
ται µε τον τρόπο αυτόν είναι ένα πολλαπλάσιο του b, την οποία συµβατικά
παίρνουµε να είναι η b. Οπότε ορίζουµε :∫

dθ(a+ bθ) = b , (2.112)

που σηµαίνει ότι η ολοκλήρωση είναι κατά κάποιο τρόπο το ίδιο µε την παρα-
γώγιση !

΄Οταν τώρα ϑέλουµε να ολοκληρώσουµε πάνω σε γινόµενα διαϕορετικών θ
πρέπει να ορίσουµε κάποια σύµβαση για τη σειρά των ολοκληρώσεων. Υιοθε-
τούµε λοιπόν τη σύµβαση: ∫

dθ1

∫
dθ2θ2θ1 = 1 , (2.113)
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δηλαδή από µέσα προς τα έξω.
Αϕού ϑα εϕαρµόσουµε τα παραπάνω στα φερµιονικά πεδία, πρέπει να

εισάγουµε µιγαδικούς Grassmann αριθµούς, που ως συνήθως αποτελούνται
από πραγµατικό και φανταστικό µέρος :

ψ =
1√
2
(θ1 + iθ2), ψ∗ =

1√
2
(θ1 − iθ2) , (2.114)

οπού τονίζουµε ότι εδώ το ψ δεν είναι ο R−τύπου Weyl σπίνορας αλλά κάποιο
τυχαίο µιγαδικό φερµιονικό πεδίο (2 ϐαθµοί ελευθερίας), δηλαδή η µία εκ των
δύο συνιστωσών του σπίνορα Weyl. Εποµένως:

idψdψ∗ =
i

2
(dθ1 + idθ2)(dθ1 − idθ2) =

i

2
(�

�>
0

dθ21 +�
�>
0

dθ22 − idθ1dθ2 + idθ2dθ1)

=
i

2
(−idθ1dθ2 − idθ2dθ1) = i(−idθ1dθ2) = dθ1dθ2 . (2.115)

΄Ετσι µας δίνεται η δυνατότητα να υπολογίσουµε γκαουσιανά ολοκληρωµάτα
ως προς µεταβλητές Grassmann, τα οποία είναι πολύ χρήσιµα σε µία κβαν-
τική ϑεωρία πεδίου όπως είναι τα υπερσυµµετρικά µοντέλα µε τα οποία ϑα
ασχοληθούµε. Επί παραδείγµατι :∫ ∫

dψ∗dψe−bψ
∗ψ =

∫ ∫
dψ∗dψ(1− bψ∗ψ) =

∫ ∫
dψ∗dψ(1 + bψ∗ψ))

(2.112)
= b .

(2.116)

Υπενθυµίζουµε ότι µε κανονικές µεταβλητές το ολοκλήρωµα αυτό δίνει :∫ ∫
dxdye−b(x

2+y2)/2 =
2π

b
. (2.117)

Σταµατάµε λοιπόν εδώ τα χρήσιµα αποτελέσµατα για τις πράξεις µε τους α-
ϱιθµούς Grassmann, (τα οποία ϑα φανούν πολύ χρήσιµα στη συνέχεια της
εργασίας) και συνεχίζουµε µε την επεξεργασία των Weyl σπινόρων.

2.2.3 Συµβολισµός των Weyl σπινορών

∆ιαϕαίνεται ότι πρόκειται να γίνει αρκετά πληκτικός ο συµβολισµός για να
διαϕοροποιούµε το ποιος 2−συνιστωσών σπίνορας είναι χ−τύπου και ποιος
ψ−τύπου γράϕοντας αντικείµενα όπως χ(1), χ(2), . . . , ψ(1), ψ(2), . . . ή ακόµη
χειρότερα ψ†

χ(1) , . . .. ΄Ενα πρώτο ϐήµα προς την κατεύθυνση ενός αρκετά ι-
σχυρού συµβολισµού είναι να συµϕωνήσουµε ότι οι συνιστώσες των χ−τύπου
σπινόρων έχουν µόνο κάτω δείκτες. ∆ηλαδή, οτιδήποτε είναι γραµµένο µε
κάτω δείκτες είναι ένας χ−τύπου σπίνορας. Πλέον µπορούµε να τους ονοµά-
σουµε µε όποιο γράµµα ϑέλουµε: χa, ξa, . . . ακόµα και ψa.

Μπορούµε λοιπόν να ϐελτιώσουµε/απλοποιήσουµε το συµβολισµό του α-
ναλλοίωτου ψ†

χ(1)χ
(2), δηλαδή του αναλλοίωτου που αποτελείται από χ−τύπου
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σπίνορες. Στην (2.93) έχουµε δείξει ήδη πως γίνεται αυτό : Παίρνουµε τον ένα
σπίνορα, έστω τον χ(1), και σχηµατίζουµε την ποσότητα iσ2χ(1). ΄Επειτα παίρ-
νουµε το ϐαθµωτό γινόµενο πινάκων, u · v = uT v, µε τον άλλον σπίνορα, χ(2).
΄Ετσι, ξεκινώντας από έναν σπίνορα χ−τύπου µε κάτω δείκτες, χa, ορίζουµε
ένα έναν χ σπίνορα µε πάνω δείκτες :(

χ1

χ2

)
≡ iσ2χ =

(
χ2

−χ1

)
⇒ χ1 ≡ χ2 και χ2 ≡ −χ1 (2.118)

΄Εστω λοιπόν τώρα ότι ξ είναι ένας δεύτερος χ−τύπου σπίνορας µε ξ =
(
ξ1
ξ2

)
.

Τότε σχηµατίζουµε την ποσότητα (iσ2χ)
T ξ, η οποία γνωρίζουµε ότι Lorentz

αναλλοίωτη από την (2.93):

(iσ2χ)
T ξ =

(
χ1

χ2

)T (
ξ1
ξ2

)
=
(
χ1 χ2

)( ξ1
ξ2

)
= χ1ξ1 + χ2ξ2 = χaξa,

(2.119)
όπου προϕανώς για τον δείκτη a ισχύει ότι a = 1, 2. Η (2.119) είναι ένας
συµπαγής συµβολισµός για αυτό το ϐαθµωτό γινόµενο, ένα σπινοριακό εσωτε-
ϱικό γινόµενο (spinor dot product), σε αναλογία µε το εσωτερικό γινόµενο της
σχετικότητας, AµBµ. Μπορούµε να συµµαζέψουµε κι άλλο το συµβολισµό σε
χ · ξ ή ακόµα και σε χξ. Στην περίπτωση που τα πεδία χ, ξ ήταν µποζονικά
και άρα µετατιθέµενα, δε ϑα είχε σηµασία η διάταξη στο εσωτερικό γινόµε-
νο, χaξa = ξa · χa. ΄Οµως, τα πεδία είναι φερµιονικά, δηλαδή οι συνιστώσες
των σπινόρων αντιµετατίθενται. Συνεπώς, στο σπινοριακό εσωτερικό γινόµενο,
η σειρά των πεδίων έχει σηµασία και διαϕέρει κατά ένα αρνητικό πρόσηµο.
Συνεπώς, χρειαζόµαστε µία σύµβαση για το ποιο είναι το «ϑετικό» εσωτερι-
κό γινόµενο. Παίρνουµε λοιπόν συµβατικά το ϑετικό εσωτερικό γινόµενο της
µορϕής που δίνεται στην (2.119), µε το µνηµονικό κανόνα, οι αθροιζόµενοι
χ−τύπου δείκτες εµϕανίζονται διαγώνια προς τα κάτω, πάνω αριστερά προς
κάτω δεξιά.

΄Οπως και στη ϑεωρία της σχετικότητας το εσωτερικό γινόµενο AµBµ µπο-
ϱεί να γραϕτεί µε τη ϐοήθεια του µετρικού τανυστή του χώρου Minkowski,
gµν :

AµBµ = gµνAνBµ. , (2.120)

κατά παρόµοιο τρόπο, µπορούµε να εισαγάγουµε έναν µετρικό τανυστή ϵab

προς σχηµατισµό του Lorentz αναλλοίωτου σπινοριακού εσωτερικού γινοµέ-
νου δύο L−τύπου σπινόρων, γράϕοντας :

χa = ϵabχb, δηλαδή χaξa = ϵabχbξa . (2.121)

Για να είναι συνεπής η (2.121) µε την (2.118), πρέπει να ισχύει :

ϵ12 = +1, ϵ21 = −1, ϵ11 = ϵ22 = 0 . (2.122)
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Προϕανώς, ϑεωρώντας τη µετρική ϵab έναν 2× 2 πίνακα, παρατηρούµε ότι δεν
είναι άλλος από τον iσ2. Μπορούµε επίσης να εισαγάγουµε τη σπινοριακή
µετρική µε κάτω δείκτες, ϵab:

χα = ϵabχ
b, (2.123)

µε τα στοιχεία του πίνακα να είναι :

ϵ12 = −1, ϵ21 = +1, ϵ11 = ϵ22 = 0 . (2.124)

Επίσης για τις µετρικές ϵab, ϵab, ισχύει ότι :

ϵabϵ
bc = δca . (2.125)

Είναι επίσης σηµαντικό να σηµειωθεί ότι οι ϵ πίνακες είναι αντισυµµετρικοί
κάτω από την εναλλαγή των δεικτών a, b, ενώ η µετρική του χώρου Minkowski
είναι συµµετρική ως προς την εναλλαγή µ↔ ν.

Εν συνεχεία, ϑα δούµε αρχικά πως γράϕεται το εσωτερικό γινόµενο ξ · χ
σε όρους του εσωτερικού γινοµένου χ · ξ κι έπειτα το χaξa σε όρους χaξa.

� Το ξ · χ σε όρους του χ · ξ:

ξ · χ = ξaχa = ϵabξbϵacχ
c = ϵabϵacξbχ

c = −ϵbaϵacξbχc

(2.125)
= −δbcξbχc = −ξcχc

(2.104)
= −(−χcξc) = χ · ξ . (2.126)

� Το χaξα σε όρους χaξa:

χaξ
a = ϵabχ

bϵacξc = −ϵbaϵacχbξc = −δcbχbξc = −χaξa . (2.127)

∆εδοµένου ότι το χ µετασχηµατίζεται µε τον V −1†, είναι ενδιαϕέρον να
ϐρούµε πως µετασχηµατίζεται το iσ2χ, δηλαδή η εκδοχή του χ µε πάνω
δείκτη:

iσ2χ → (iσ2χ)
′ = iσ2χ

′ = iσ2V
−1†χ = σ

(
1 + i

ϵ · σ
2

+
η · σ
2

)
iχ

=
[
σ2 + i

ϵ

2
(σ2σ1, σ2σ2, σ2σ3) +

η

2
(σ2σ1, σ2σ2, σ2σ3)

]
iχ

=
[
σ2 + i

ϵ

2
(−σ1σ2, σ2σ2,−σ3σ2) +

η

2
(−σ1σ2, σ2σ2,−σ3σ2)

]
iχ

=
[
σ2 − i

ϵ

2
(σ1σ2,−σ2σ2, σ3σ2)−

η

2
(σ1σ2,−σ2σ2, σ3σ2)

]
iχ

=
[
σ2 − i

ϵ

2
(σ∗1, σ

∗
2, σ

∗
3)σ2 −

η

2
(σ∗1, σ

∗
2, σ

∗
3)σ2

]
iχ

=

(
1− i

ϵ · σ∗

2
− η · σ∗

2

)
iσ2χ =

(
1 + i

ϵ · σ
2

− η · σ
2

)∗
iσ2χ

= V ∗(iσ2χ) . (2.128)

΄Αρα, αποδείξαµε ότι το iσ2χ µετασχηµατίζεται µε τον συζυγή του µετα-
σχηµατισµού του ψ, τον V ∗.
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Μπορούµε τώρα να χρησιµοποιήσουµε το αποτέλεσµα (2.95) έτσι ώστε να ε-
παληθεύσουµε εκ νέου την αναλλοιώτητα του (iσ2χ)

T ξ:

(iσ2χ)
T ξ → (iσ2χ)

T ′ξ′ = [V ∗(iσ2χ)]
T V −1†ξ = (iσ2χ)

TV ∗TV −1†ξ

= (iσ2χ)
TV †V †−1ξ = (iσ2χ)

T ξ . (2.129)

Συνοψίζοντας τις διεργασίες ως τώρα, µπορούµε να πούµε ότι ένας χ−τύπου
σπίνορας µε κάτω δείκτη µετασχηµατίζεται µε τον V −1† ενώ ένας χ−τύπου
σπίνορας µε πάνω δείκτη µετασχηµατίζεται µε τον V ∗, όπου χ−τύπου σπίνο-
ϱας µε πάνω δείκτη είναι µία συντοµογραϕία του iσ2χ.

Προϕανώς, ϑέλουµε έναν παρόµοιο συµβολισµό και για τους ψ−τύπου
σπίνορες. Ο γενικός κανόνας είναι ότι σε αυτούς τους σπίνορες ϑέτουµε το-
νούµενους δείκτες (dotted), για παράδειγµα ψȧ. Συµβατικά, σε αντίθεση µε
τους χ−τύπου σπίνορες, στους ψ−τύπου µπαίνουν πάνω δείκτες. Βαθµω-
τό γινόµενο σχηµατίζεται µε περόµοιο τρόπο, αϕού πρώτα ορίσουµε για δύο
ψ−τύπου σπίνορες, ψ(1), ψ(2), τους ψ−τύπου σπίνορες µε κάτω δείκτη:(

ψ1̇

ψ2̇

)
≡ −iσ2ψ =

(
0 −1
1 0

)(
ψ1̇

ψ2̇

)
=

(
−ψ2̇

ψ1̇

)
⇒

{
ψ1̇ = −ψ2̇

ψ2̇ = ψ1̇

(2.130)

Εποµένως, αν ζ είναι ένας δεύτερος ψ−τύπου σπίνορας ζ =

(
ζ 1̇

ζ 2̇

)
, γνωρί-

Ϲουµε ότι η ποσότητα (−iσ2ψ)T ζ = ψT iσ2ζ είναι Lorentz αναλλοίωτη:

(−iσ2ψ)T ζ =

(
ψ1̇

ψ2̇

)T (
ζ 1̇

ζ 2̇

)
=
(
ψ1̇ ψ2̇

)( ζ 1̇

ζ 2̇

)
= ψȧζ

ȧ . (2.131)

Ανάλογα µε την περίπτωση των χ−τύπου σπινόρων, το ϑετικό ϐαθµωτό γι-
νόµενο ορίζεται συµβατικά έτσι ώστε οι αθροιζόµενοι τονούµενοι δείκτες να
εµϕανίζονται διαγώνια προς τα πάνω, από κάτω αριστερά προς τα πάνω δεξιά.

Και στην περίπτωση αυτή, ϑα δείξουµε ότι το −iσ2ψ µετασχηµατίζεται
µε το V −1T κι έπειτα ϑα επαληθεύσουµε µία φορά ακόµη ότι η ποσότητα
(−iσ2ψ)T ζ είναι Lorentz αναλλοίωτη.

−iσ2ψ → (−iσ2ψ)′ = −iσ2V ψ = −iσ2
(
1 + i

ϵ · σ
2

− η · σ
2

)
= −i

(
σ2 + i

ϵ

2
(σ2σ1, σ2σ2, σ2σ3)−

η

2
(σ2σ1, σ2σ2, σ2σ3)

)
ψ

= −i
(
σ2 + i

ϵ

2
(−σ1, σ2,−σ3)σ2 −

η

2
(−σ1, σ2,−σ3)σ2

)
ψ

=
(
1 + i

ϵ

2
(−σ∗1,−σ∗2,−σ∗3)−

η

2
(−σ∗1,−σ∗2,−σ∗3)

)
(−iσ2ψ)

=

(
1− ϵ · σ∗

2
+

η · σ∗

2

)
(−iσ2ψ) =

(
1 +

ϵ · σ
2

+
η · σ
2

)∗
(−iσ2ψ)

=
(
V −1†

)∗
(−iσ2ψ) = V −1T (−iσ2ψ) . (2.132)

128



Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι οι σπίνορες που έχουν ανάποδους δείκτες από τους
ορισµούς (2.118) και (2.130), δηλαδή, οι χ−τύπου µε πάνω δείκτες και οι
ψ−τύπου µε κάτω δείκτες µετασχηµατίζονται µε το συζυγή µετασχηµατισµό
των έτερων σπινόρων. ∆ηλαδή:

� Ο χ−τύπου σπίνορας µε πάνω δείκτη µετασχηµατίζεται µε τον συζυγή
του πίνακα µετασχηµατισµού του ψ−τύπου σπίνορα µε πάνω (τονού-
µενο) δείκτη (ψ−τύπου πάνω δείκτης µε V , χ−τύπου πάνω δείκτης µε
V ∗).

� Ο ψ−τύπου σπίνορας µε κάτω δείκτη µετασχηµατίζεται µε τον συζυ-
γή του πίνακα µετασχηµατισµού του χ−τύπου σπίνορα µε κάτω δείκτη
(χ−τύπου κάτω δείκτης µε V −1†, ψ−τύπου κάτω δείκτης µε V −1†∗V −1T ).

Αποµένει να επαληθεύσουµε µία φορά ακόµη ότι η ποσότητα (−iσ2ψ)T ζ είναι
Lorentz αναλλοίωτη:

(−iσ2ψ)T ζ →
(
(−iσ2ψ)T ζ

)′
= (−iσ2ψ)′T ζ ′ =

(
V −1T (−iσ2ψ)

)T
V ζ

= (−iσ2ψ)TV −1V ζ = (−iσ2ψ)T ζ . (2.133)

Κατά τα γνωστά, µπορούµε να εισαγάγουµε ένα µετρικό τανυστή για το
Lorentz αναλλοίωτο ϐαθµωτό γινόµενο δύο R−τύπου (τονούµενων) σπινόρων.
Γράϕουµε λοιπόν :

ψȧ = ϵȧḃψ
ḃ, δηλαδή ψȧζ

ȧ = ϵȧḃψ
ḃζ ȧ . (2.134)

Για να είναι συνεπής η (2.134) µε την (2.130), πρέπει να ισχύει :

ϵ1̇2̇ = −1, ϵ2̇1 = +1, ϵ1̇1̇ = ϵ2̇2̇ = 0 . (2.135)

Ορίζουµε επίσης :

ϵ1̇2̇ = +1, ϵ2̇1̇ = −1, ϵ1̇1̇ = ϵ2̇2̇ = 0, µε ϵȧḃϵ
ḃċ = δċȧ . (2.136)

Ο τανυστής µε τονούµενους δείκτες είναι επίσης αντισυµµετρικός στην εναλ-
λαγή ȧ↔ ḃ.

Μπορούµε να συµµαζέψουµε κι άλλο το συµβολισµό του ϐαθµωτού γι-
νοµένου ψȧζ

ȧ σε ψ · ζ ή ψζ. ΄Οµως, χωρίς την παρουσία των τονούµενων
δεικτών δεν µπορούµε να ξεχωρίσουµε αν στο γινόµενο εµπλέκονται ψ−τύπου
ή χ−τύπου σπίνορες. Για το λόγο αυτό, ϐάζουµε µία µπάρα πάνω από τους
ψ−τύπου σπίνορες ώστε να µην υπάρχει σύγχυση:

ψ1̇ ≡ ψ̄1̇, και ψ2̇ ≡ ψ̄2̇ . (2.137)

Συνεπώς, το σπινοριακό ϐαθµωτό γινόµενο ϑα είναι απλά ψ̄ · ζ̄.
΄Οπως και στην προηγούµενη περίπτωση των χ−τύπου σπινόρων , ϑα δού-

µε πρώτα πως γράϕεται το εσωτερικό γινόµενο ψ̄ · ζ̄ σε όρους του εσωτερικού
γινοµένου ζ̄ · ψ̄ κι έπειτα το ψ̄ȧζ̄ ȧ σε όρους ψ̄ȧζ̄ȧ.
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� Το ψ̄ · ζ̄ σε όρους του ζ̄ · ψ̄ γράϕεται :

ψ̄ · ζ̄ = ψ̄ȧζ̄
ȧ = ϵȧḃψ̄

ḃϵȧċζ̄ċ = ϵȧḃϵ
ȧċψ̄ḃζ̄ċ = −ϵḃȧϵ

ȧċψ̄ḃζ̄ċ
(2.136)
= −δċ

ḃ
ψ̄ḃζ̄ċ = −ψ̄ċζ̄ċ

(2.104)
= −(−ζ̄ċψ̄ċ) = ζ̄ · ψ̄ . (2.138)

� Το ψ̄ȧζ̄ ȧ σε όρους ψ̄ȧζ̄ȧ γράϕεται :

ψ̄ȧζ̄
ȧ = ϵȧḃψ̄

ḃϵȧċζ̄ċ = −ϵḃȧϵ
ȧċψ̄ḃζ̄ċ = −δċ

ḃ
ψ̄ḃζ̄ċ = −ψ̄ċζ̄ċ = −ψ̄ȧζ̄ȧ .

(2.139)

Συνοψίζοντας, ως τώρα έχουµε καταλήξει σε 4 είδη Weyl σπινόρων 2−συνιστωσών.

� Στον χa, ο οποίος µετασχηµατίζεται µε τον πίνακα V −1† .

� Στον χa, ο οποίος µετασχηµατίζεται µε τον πίνακα V ∗ .

� Στον ψ̄ȧ, ο οποίος µετασχηµατίζεται µε τον πίνακα V .

� Στον ψ̄ȧ, ο οποίος µετασχηµατίζεται µε τον πίνακα V −1T .

Το σηµαντικό είναι ότι και στις δύο περιπτώσεις σχηµατισµού ϐαθµωτών πο-
σοτήτων, αυτά σχηµατίζονται παίρνοντας γινόµενο πινάκων ποσοτήτων που
µετασχηµατίζονται µε M και M−1T .

Ας ϑεωρήσουµε λοιπόν τώρα τον σπίνορα χ∗
a. Αϕού ο χa µετασχηµατίζεται

µε τον V −1†, ο χ∗
a ϑα µετασχηµατίζεται µε τον V −1T . ΄Οµως, αυτός ακριβώς

είναι ο πίνακας µε τον οποίον µετασχηµατίζεται ο σπίνορας ψ̄ȧ. Εποµένως,
είναι συνεπές να γράψουµε ότι :

χ∗
a ≡ χ̄ȧ . (2.140)

Μπορούµε λοιπόν, να ανεβάσουµε τον τονούµενο δείκτη µε τον πίνακα iσ2
-απ΄τη στιγµή που έχουµε υιοθετήσει το συµβολισµό µε τις µπάρες, το γράµ-
µα του σπίνορα δεν καθορίζει το είδος του- χρησιµοποιώντας την αντίστροϕη
σχέση της (2.130):

ψ̄ȧ = −iσ2ψ̄ȧ ⇔ ψ̄ȧ = iσ2ψ̄ȧ . (2.141)

Με το ίδιο σκεπτικό, αν ϑεωρήσουµε το ψ̄ȧ∗, τότε αυτό ϑα µετασχηµατίζεται
µε τον πίνακα V ∗, αϕού ο ψ̄ȧ µετασχηµατίζεται µε τον πίνακα V . ΄Οµως, µε
τον πίνακα V ∗ µετασχηµατίζεται ο χa, οπότε µπορούµε να γράψουµε:

ψa = ψ̄ȧ∗ . (2.142)

Οπότε, η µιγαδική συζυγία πάνω σε κάθε σπίνορα του αλλάζει ουσιαστικά το
chirality, από L−τύπου τον µετατρέπει σε R−τύπου, και αντίστροϕα.

Με ϐάση λοιπόν τους τελευταίους δύο ορισµούς, µπορούµε να γράψουµε
τα 4−διανύσµατα της (2.79) σε συµβολισµό µε τις µπάρες :
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� χ†σ̄µχ = χ∗
aσ̄

µabχb = χ̄ȧσ̄
µȧbχb = χ̄σ̄µχ

� ψ†σµψ = ψ̄ȧ∗σµ
ȧḃ
ψ̄ḃ = ψaσµ

aḃ
ψ̄ḃ = ψσµψ̄,

µε τη σύµβαση ότι οι δείκτες του σ̄µ είναι πάνω, ο πρώτος τονούµενος, ενώ ο
δεύτερος όχι, ενώ οι δείκτες του σµ είναι κάτω, ο πρώτος µη τονούµενος, ενώ
ο δεύτερος τονούµενος.

Παραθέτουµε την απόδειξη της χρήσιµης σχέσης :

ξ̄σ̄χ = −χσµξ̄ , (2.143)

σαν επίδειξη διαχείρισης πιο δύσκολων υπολογισµών. Ξεκινάµε από το αρι-
στερό µέλος και καταλήγουµε στο δεξί :

ξ̄σ̄µχ = ξ̄ȧσ̄
µȧbχb = ϵȧċξ̄

ċσ̄µȧbϵbdχ
d = −ξ̄ċϵċȧσ̄µȧbϵbdχd

= ξ̄(−iσ2)σ̄µ(−iσ2)χ = ξ̄ċ σ2σ̄
µσ2︸ ︷︷ ︸χd (2.144)

Αποµονώνουµε τον όρο σ2σ̄µσ2 για να κάνουµε πιο εύκολα υπολογισµούς και
επιστρέϕουµε µετά µε το αποτέλεσµα:

σ2σ̄
µσ2 = σ2(1, σ̄)σ2 = σ2(1,−σ)σ2 = (σ21σ2, σ2(−σ)σ2)

= (σ2σ2,−σ2σ1σ2,−σ2σ2σ2,−σ2σ3σ2)
=
(
σ22,−σ1σ2σ2,−σ2σ2σ2, σ3σ2σ2

)
=
(
σ22, σ1σ

2
2, σ3σ

2
2

)
= (1, σ1,−σ2, σ3)

=
(
(1T , σT1 , σ

T
2 , σ

T
3

)
= (1T , σ̄T ) = (1, σ̄)T = σµT . (2.145)

Συνεχίζουµε την απόδειξη αντικαθιστώντας το τελευταίο αποτέλεσµα, (2.145),
στην παραπάνω σχέση (2.144):

ξ̄σ̄µχ = ξ̄ċσ2σ̄
µσ2χ

d = ξ̄ċσµTχd = ξ̄ċ(σµċd)
Tχd

= ξ̄ċσµdċχ
d = −χdσµdċξ̄

ċ = −χσµξ̄ . (2.146)

Κλείνουµε λοιπόν, παραθέτοντας τη νέα µορϕή που παίρνει ο σπίνορας
Dirac, µετά τους ορισµούς που δώσαµε για τους σπίνορες Weyl, η οποία ϑα
φανεί εξαιρετικά χρήσιµη στα επόµενα κεϕάλαια :

Ψ =

(
ψ
χ

)
−→ Ψ =

(
ψ̄ȧ

χa

)
. (2.147)

2.2.4 Dirac σπίνορες χρησιµοποιώντας µόνο L−τύπου σπίνορες

Στην προσέγγιση της SUSY που ακολουθούµε, µέσω των σπινόρων Weyl, συµ-
περιλαµβάνονται ένα µιγαδικό ϐαθµωτό πεδίο και ένα σπινοριακό πεδίο δύο
συνιστωσών, όπως έχουµε δει στην (2.33). Συµβατικά χρησιµοποιούνται µόνο
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L−τύπου σπίνορες (ίσως και λίγο µεροληπτικά, αϕού η V − A δοµή του η-
λεκτρασθενούς τοµέα διαχωρίζει τα L−µέρη των πεδίων), δηλαδή σπίνορες µε
κάτω µη τονούµενους δείκτες, αλλά ωστόσο R−τύπου πεδία, δηλαδή σπίνο-
ϱες µε πάνω τονούµενους δείκτες, συνεχίζουν να υπάρχουν. ΄Οσον αϕορά τη
SUSY είναι ϐολικό να µπορούµε να χρησιµοποιούµε µόνο ένα είδος σπινόρων
(στο MSSM πρόκειται να είναι τα L−τύπου), όµως στην περίπτωση αυτή πώς
διαχειριζόµαστε τα R−τύπου µέρη των πεδίων του SM?

Ας ϑεωρήσουµε για παράδειγµα το πεδίο του e− το οποίο είναι :

Ψ(e) =

(
ψe
χe

)
. (2.148)

Αντί να χρησιµοποιήσουµε τον R−τύπου σπίνορα του ηλεκτρονίου, µπορού-
µε ισοδύναµα να χρησιµοποιήσουµε το συζυγές φορτίο (Charge Conjugate
(CC))του L−τύπου πεδίου του ποζιτρονίου (δηλαδή του αντισωµατιδίου του) το
οποίο είναι στην ουσία R−τύπου όπως ϑα δούµε. Εδώ ϑα κάνουµε µία παύση
για να αναϕέρουµε κάποια ϐασικά στοιχεία για τη συζυγία φορτίου:

Συζυγία φορτίου

Θεωρούµε την εξίσωση του Dirac για σωµατίδιο φορτίου −e εντός ηλεκτρο-
µαγνητικού πεδίου Aµ:

(i ̸∂ + e ̸A−m)Ψ = 0 . (2.149)

Η εξίσωση που ικανοποιείται από σωµατίδιο ίδιας µάζας αλλά αντίθετου φορ-
τίου +e, ϑα είναι :

(i ̸∂ − e ̸A−m)Ψc = 0 . (2.150)

Μπορούµε λοιπόν να συσχετίσουµε το Ψc µε το Ψ µε τέτοιο τρόπο ώστε η
(2.150) να προκύπτει από την (2.149). Παίρνοντας λοιπόν το µιγαδικό συζυγές
της (2.150), έχουµε:

(−iγµ∗∂µ − eγµ∗Aµ −m)Ψ∗
c = 0 (2.151)

Πολλαπλασιάζοντας από αριστερά µε έναν πίνακα C0, παίρνουµε:

(iC0γ
µ∗∂µ + eC0γ

µ∗Aµ + C0m)Ψ∗
c = 0

[C0γ
µ∗(i∂µ + eAµ) + C0m] Ψ∗

c = 0[
C0γ

µ∗C−1
0 (i∂µ + eAµ) +m

]
C0Ψ

∗ = 0 . (2.152)

Εποµένως, αν, συγκρίνοντας τις (2.150) και (2.152), µπορούµε να ϐρούµε
έναν πίνακα C0 τέτοιον ώστε να ταυτοποιήσουµε ότι C0γ

µ∗C−1
0 = −γµ, ϑα

µπορέσουµε να ταυτοποιήσουµε έπειτα ότι C0Ψ
∗
c = Ψ. Μιας και µόνο ο γ2
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είναι φανταστικός, µία πιθανή επιλογή του C0 είναι ο iγ2. ΄Αρα για τους
σπίνορες Dirac, Ψc,Ψ

∗, ϑα ισχύει7:

Ψ = C0Ψ
∗
c ⇒ Ψ = iγ2Ψc ⇒ Ψc = iγ2Ψ∗ . (2.153)

Ας ϑεωρήσουµε τώρα το Ψ να είναι η λύση αρνητικής 4−ορµής της εξίσω-
σης Dirac ελεύθερου σωµατιδίου µε ελικότητα λ = +1:

Ψ = υ(p, λ = 1)eipx =

 −
√
E − |p|χ−√
E + |p|χ−

 eipx . (2.154)

Εποµένως, µπορούµε να υπολογίσουµε το σπίνορα Ψc:

Ψc = iγ2Ψ∗ =

(
0 −iσ2
iσ2 0

) −
√
E − |p|χ∗

−√
E + |p|χ∗

−

 e−ipx . (2.155)

΄Οµως, ο χ− ικανοποιεί την (2.42), σ · pχ− = −|p |χ−, για την οποία το
µιγαδικό συζυγές δίνει :

σ∗ · pχ∗
− = −|p |χ∗

−

(σ∗1p1 + σ∗2p2 + σ∗3p3)χ
∗
− = −|p |χ∗

−

(σ1p1 − σ2p2 + σ3p3)χ
∗
− = −|p |χ∗

− . (2.156)

Πολλαπλασιάζοντας από αριστερά µε το σ2, έχουµε:

σ · p (−iσ2χ∗
−) = |p |(−iσ2χ∗

−) . (2.157)

Φαίνεται ότι ο (−iσ2χ∗
−) είναι σπίνορας µε ϑετική ελικότητα, ας τον πούµε

ϕ+. Εποµένως, για αυτήν την περίπτωση ϐρίσκουµε:

ψc = iγ2υ∗(p, λ = 1)e−ipx =


√
E + |p|ϕ+√
E − |p|ϕ+

 e−ipx = u(p, λ = 1)e−ipx .

(2.158)
Εποµένως, η µετασχηµατισµένη κυµατοσυνάρτηση Ψc είναι ακριβώς η λύση
ϑετικής 4−ορµής µε ϑετική ελικότητα. Παροµοίως, ορίζοντας το iσ2χ∗ ως ϕ−,
ϐρίσκουµε ότι

iγ2υ∗(p, λ = −1) = u(p, λ = −1) . (2.159)

∆ηλαδή, ο µετασχηµατισµός παίρνει τις λύσεις αρνητικής 4−ορµής µε ελικό-
τητα λ και τις πηγαίνει σε λύσεις ϑετικής 4−ορµής µε ίδια ελικότητα λ.

Ο µετασχηµατισµός αυτός είναι ό,τι πλησιέστερο µπορούµε να πάρουµε (σε
µία ϑεωρία κυµατοσυναρτήσεων) για µετατροπή σωµατιδίου σε αντισωµατίδιο

7Κάνοντας χρήση της ιδιότητας (iγ2)2 = 12×2
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(και αντίστροϕα). Θέλουµε λοιπόν έναν τελεστή ο οποίος απλά να αλλάζει
ένα σωµατίδιο συγκεκριµένης 4−ορµής και ελικότητας σε αντισωµατίδιο µε
την ίδια 4−ορµή και ελικότητα. Αυτό µπορεί να επιτευχθεί στο φορµαλισµό
κβαντικής ϑεωρίας πεδιου, όπου ο απαιτούµενος τελεστής είναι ο C, µε την
ιδιότητα:

Ψc = CΨC−1 = C0Ψ
†T = iγ2Ψ†T . (2.160)

Η επίδραση του µετασχηµατισµού στο ανάπτυγµα του πεδίου Dirac είναι :

Ψ(x) =

∫
d3k

(2π)3
1

2
√
E

∑
λ

cλ(k)u(k, λ)e
−ikx + d†λ(k)υ(k, λ)e

ikx . (2.161)

Χρησιµοποιώντας το iγ2u(k, λ) = υ(k, λ) και την αντίστοιχη έκϕραση για
λ = −1, ϐρίσκουµε ότι :

Ψc(x) =

∫
d3k

(2π)3
1

2
√
E

∑
λ

cλ(k)
†υ(k, λ)eikx + dλ(k)u(k, λ)e

−ikx (2.162)

Από την έκϕραση αυτή είναι προϕανές ότι το πεδίο Ψc(x) είναι το ίδιο µε το
Ψ(x) µόνο που έχει αντικατασταθεί το cλ(k) µε dλ(k) και το d†λ(k) µε το c†λ(k),
δηλαδή οι τελεστές σωµατιδίων από τελεστές αντισωµατιδίων.

΄Εχουµε λοιπόν εισαγάγει την ιδέα συζυγίας σωµατιδίου-αντισωµατιδίου
εντός του πλαισίου της ηλεκτροµαγνητικής αλληλεπίδρασης, η οποία είναι
µία «καλή» συµµετρία. Ισχύουν όµως τα παραπάνω και για τις ασθενείς αλλη-
λεπιδράσεις ; Η απάντηση είναι αρνητική. Γνωρίζουµε ότι το ηλεκτρόνιο που
εκπέµπεται στη διάσπαση του µιονίου ϐρίσκεται κυρίως στην λ = −1 κατά-
σταση ελικότητας. Η συµµετρία σωµατιδίου-αντισωµατιδίου, ϑα προέβλεπε ότι
ένα ποζιτρόνιο που εκπέµπεται κατά την C−συζυγή διαδικασία ϑα έπρεπε να
έχει επίσης ελικότητα λ = −1, κάτι το οποίο όµως δε συµβαίνει.

Παρ΄ όλα αυτά, είναι προϕανές ότι ο τελεστής της ελικότητας είναι περιττός
κάτω από τον µετασχηµατισµό αναστροϕής χώρου, parity. Αυτό σηµαίνει
ότι ο µετασχηµατισµός CP ενός e− µε λ = −1 δίνει ένα e+ µε λ = +1 κι
εποµένως µπορούµε να πούµε ότι στις ασθενείς αλληλεπιδράσεις διατηρείται
η συνδυαστική συµµετρία CP .

Συνεχίζοντας την ανάλυση, για έναν 4−συνιστωσών σπίνορα Dirac η συζυ-
γία φορτίου ορίζεται ως εξής :

Ψc = CΨ̄T = C0Ψ
∗, (2.163)

όπου

C = −iγ2β =

(
iσ2 0
0 −iσ2

)
, C0 = −iγ2 =

(
0 iσ2

−iσ2

)
. (2.164)

΄Οµως, έχουµε γενικά ότι Ψ =

(
ψ
χ

)
, που σηµαίνει ότι :

Ψc = C0Ψ
∗ = −iγ2

(
ψ∗

χ∗

)
=

(
0 iσ2

−iσ2 0

)(
ψ∗

χ∗

)
=

(
iσ2χ

∗

−iσ2ψ∗

)
.

(2.165)

134



Οι δύο πάνω συνιστώσες του σπίνορα Dirac είναι ακριβώς αυτό που ονοµά-
σαµε σε προηγούµενο κεϕάλαιο ψχ, (2.92), ενώ οι δύο κάτω συνιστώσες είναι
ακριβώς αυτό που ονοµάσαµε χψ, (2.101). Μπορούµε λοιπόν να ορίσουµε τη
συζυγία φορτίου σε επίπεδο σπινόρων 2 συνιστωσών:

χc ≡ iσ2χ
∗, ψc ≡ −iσ2ψ∗ . (2.166)

΄Οπως αναλύσαµε στο παραπάνω παράρτηµα, στην Ψc, οι τελεστές σωµατιδίων
αντικαθιστώνται από τελεστές αντισωµατιδίων και αντίστροϕα. Κατά τον ίδιο
τρόπο, οι χ, χc κουβαλούν αντίθετες τιµές διατηρούµενων φορτίων (δηλαδή
των προσθετικών κβαντικών αριθµών), εποµένως µπορούµε να γράψουµε το
γενικό σπίνορα Dirac, (2.148), σαν :

Ψ(e) =

(
χcē
χe

)
, όπου χcē ≡ iσ2χ

∗
ē . (2.167)

Το γεγονός ότι γενικά ο σπίνορας iσ2χ∗ µετασχηµατίζεται κάτω από τους LT
σαν R−τύπου σπίνορας, (2.91), µας εγγυάται ότι και στην περίπτωσή µας, ο
χcē σπίνορας είναι όντως ένας ψ̄ȧ−τύπου σπίνορας. Σε όρους των συνιστωσών
του Ψ(e), (2.167), ένας όρος µάζας φερµιονίου Dirac ϑα γράϕεται :

mΨ̄(e)Ψ(e) = m
(
χc†ē χ†

e

)
γ0
(
χcē
χe

)
= m

(
(iσ2χ

∗
ē)

† χ†
e

)( 0 1
1 0

)(
iσ2χ

∗
ē

χe

)
= m

(
(iσ2χē)

T χ†
e

)( χe
iσ2χ

∗
ē

)
= m

(
(iσ2χē)

Tχe + χ†
e(iσ2χ

∗
ē)
)
= m

(
χē · χe + χ∗T

e iσ2χ
∗
ē

)
= m

(
χē · χe + χ̄ȧTe iσ2χ̄

ȧ
ē

)
= m

(
χē · χe + (−iσ2χ̄ȧe)T χ̄ȧē

)
= m

(
χē · χe + χ̄eȧχ̄

ȧ
ē

)
= m (χē · χe + χ̄e · χ̄ē) . (2.168)

Εποµένως, ο όρος µάζας Dirac έχει επαναδιατυπωθεί εξ΄ ολοκλήρου σε όρους
δύο L−τύπου σπινόρων, έναν που σχετίζεται µε την e κατάσταση και έναν µε
την ē κατάσταση.

2.2.5 Majorana σπίνορες

Στο υποκεϕάλαιο αυτό ϑα δούµε τι µορϕή παίρνουν τα παραπάνω αποτελέ-
σµατα αν ϑεωρήσουµε τους (4−συνιστωσών) σπίνορες Majorana.

΄Οπως υποδεικνύει η (2.101), ο χψ είναι ένας χ−τύπου σπίνορας ο οποίος
αποτελείται από τον σπίνορα ψ. ΄Αρα, µπορεί κάλλιστα να καταλαµβάνει τη
ϑέση του 2−συνιστωσών L−τύπου σπίνορα στον σπίνορα Dirac:

Ψψ
M =

(
ψ
χψ

)
=

(
ψ

−iσψ∗

)
. (2.169)
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Ο παραπάνω 4−συνιστωσών σπίνορας που κατασκευάσαµε ϑα πρέπει κάτω
από τους LT να συµπεριϕέρεται σαν ένα συνηθισµένο Dirac αντικείµενο χτι-
σµένο από ψ και χ. Παρ΄ όλα αυτά, ο Ψψ

M έχει λιγότερους ϐαθµούς ελευθε-
ϱίας από έναν κλασικό σπίνορα Dirac αϕού είναι πλήρως ορισµένος από το
2−συνιστωσών αντικείµενο ψ. Σε έναν σπίνορα Dirac Ψ, που περιέχει τους
ψ, χ σπίνορες, ο καθένας προσδιορίζεται από 4 πραγµατικές ποσότητες, που
σηµαίνει ότι έχει 8 συνολικά ϐαθµούς ελευθερίας. Στον Ψψ

M , αντίθετα, υπάρ-
χουν 4 πραγµατικές ποσότητες (άρα οι µισοί ϐαθµοί ελευθερίας), αυτές που
περιέχονται στον 2−συνιστωσών (τονούµενο) σπίνορα ψ:

Ψψ
M =


ψ1̇

ψ2̇

−ψ2̇∗

ψ1̇∗

 . (2.170)

Αυτό που πραγµατικά συµβαίνει φανερώνεται όταν ϑεωρήσουµε τη δράση του
τελεστή συζυγίας φορτίου όπως τον ορίσαµε στην (2.164):

Ψψ
M,c = C0Ψ

ψ∗
M =

(
0 −iσ2

−iσ2 0

)(
ψ∗

−iσ2ψ

)
=

(
ψ

−iσψ∗

)
= Ψψ

M .

(2.171)

Συνεπώς, συµπεραίνουµε ότι ο Ψψ
M περιγράϕει ένα σωµατίδιο µε σπιν

1

2
το

οποίο είναι αναλλοίωτο κάτω από το µετασχηµατισµό συζυγίας φορτίου -η ο-
ποία µας πηγαίνει από το σωµατίδιο στο αντισωµατίδιο και αντίστροϕα- που
σηµαίνει ότι συµπίπτει µε το αντισωµατίδιό του. ΄Ενα τέτοιο σωµατίδιο ονοµά-
Ϲεται φερµιόνιο Majorana και το Ψψ

M λέµε ότι είναι ένα Majorana σπινοριακό
πεδίο.

Αυτή η αυτοσυζυγής ιδιότητα ως προς το φορτίο, Ψψ
M , είναι προϕανώς

η φυσική ερµηνεία για τη διαϕορά στους ϐαθµούς ελευεθερίας συγκριτικά
µε την Ψ. Υπάρχουν τέσσερις φυσικά διακριτοί «τρόποι» σε ένα πεδίο Dirac,
π.χ. οι e−L , e

−
R, e

+
L , e

+
R, ενώ σε ένα πεδίο Majorana υπάρχουν µόνο δύο (το

αντισωµατίδιο συµπίπτει µε το σωµατίδιο), π.χ. οι νL, νR, υποθέτοντας ότι τα
νετρίνα είναι Majorana φερµιόνια.

Μπορούµε επίσης να κατασκευάσουµε τον σπίνορα Majorana ο οποίος
αποτελείται µόνο από το χ:

Ψχ
M =

(
ψχ
χ

)
=

(
iσ2χ

∗

χ

)
, (2.172)

ο οποίος επίσης είναι αναλλοίωτος κάτω από τη συζυγία φορτίου, Ψχ
M,c = Ψχ

M .
Στην περίπτωση αυτή ο 4−συνιστωσών Majorana σπίνορας ϑα είναι :

Ψχ
M =


χ∗
2

−χ∗
1

χ1

χ2

 . (2.173)
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΄Ενας φορµαλισµός που κάνει χρήση µόνο χ−τύπου σπινόρων πρέπει να είναι
ισοδύναµος µε έναν που χρησιµοποιεί µόνο Ψχ

M και παροµοίως για έναν που
χρησιµοποιεί µόνο ψ−τύπου σπίνορες να είναι ισοδύναµος µε έναν που χρησι-
µοποιεί µόνο Ψχ

M . Σαν παράδειγµα, υπολογίζουµε την αναλλοίωτη ποσότητα
Ψ̄Ψ έτσι ώστε να κατασκευάζεται µόνο από Ψχ

M :

Ψ̄χ
MΨχ

M = Ψ̄χ†
MβΨ

χ
M =

(
iσ2χ

∗

χ

)†(
0 1
1 0

)(
iσ2χ

∗

χ

)
=
(
(iσ2χ)

T χ† )( χ
iσ2χ

∗

)
= (iσ2χ)

Tχ+ χ†iσ2χ
∗

= χaχa + χ̄T (−iσ2)T χ̄ = χaχa + (−iσ2χ̄)T χ̄
= χaχa + χ̄ȧχ̄

ȧ = χ · χ+ χ̄ · χ̄ . (2.174)

΄Εχουµε λοιπόν µία πρώτη ισοδυναµία ανάµεσα σε διγραµµικές ποσότητες που
περιλαµβάνουν σπίνορες Weyl και ένα διγραµµικό Majorana. Το αποτέλεσµα
(2.174) αναπαριστά έναν πιθανό όρο µάζας σε µία λαγκρατζιανή ενός Majo-
rana φερµιονίου. Γενικότερα, αν ξ είναι ένας L−τύπου σπίνορας, παίρνουµε:

Ψ̄χ
MΨχ

M = ξ · χ+ ξ̄ · χ̄ . (2.175)

Παροµοίως, η αναλλοίωτη ποσότητα φτιαγµένη από το Ψψ
M πρέπει να είναι :

Ψ̄ψ
MΨψ

M = Ψψ†
M βΨ

ψ
M =

(
ψ† −iσ2ψT

)( 0 1
1 0

)(
ψ

−iσ2ψ∗

)
=
(
ψ† −iσ2ψT

)( −iσ2ψ∗

ψ

)
= ψ†(−iσ2)ψ∗ + (−iσ2ψT )ψ

= (iσ2ψ̄
∗)T ψ̄∗ + ψ̄ȧψ̄

ȧ = (iσ2ψ)
Tψ + ψ̄ȧψ̄

ȧ

= ψaψa + ψ̄ȧψ
ȧ = ψ · ψ + ψ̄ · ψ̄ . (2.176)

Η έκϕραση αυτή µπορεί επίσης να λειτουργήσει σαν όρος µάζας. Επίσης,
γενικεύοντας, αν η είναι ένας R−τύπου σπίνορας, η (2.176) γίνεται :

Ψ̄η
MΨψ

M = η · ψ + η̄ · ψ̄ . (2.177)

Παρατηρούµε ότι οι εκϕράσεις (2.174), (2.176), ϑα µηδενίζονταν αν τα πεδία
δεν ήταν αντιµετατιθέµενα. Ενδεικτικά, για την (2.174) παίρνουµε:

χ · χ+ χ̄ · χ̄ = χaχa + χ̄ȧχ̄
ȧ = χ1χ1 + χ2χ2 + χ̄1̇χ̄

1̇ + χ̄2̇χ̄
2̇

= ϵ12χ2χ
1 + ϵ21χ1χ2 + ϵ1̇2̇χ̄

2̇χ̄1̇ + ϵ2̇1̇χ̄
1̇χ̄2̇

= χ2χ1 − χ1χ2 − χ̄2̇χ̄1̇ + χ̄1̇χ̄2̇ (2.178)

Βλέπουµε λοιπόν πως η αντιµετάθεση των φερµιονικών πεδίων αποτρέπει το
µηδενισµό της έκϕρασης.
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Συνεχίζοντας, ενδιαϕέρον παρουσιάζει το Lorentz αναλλοίωτο γινόµενο δύο
σπινόρων Majorana, Ψ1M ,Ψ2M . Ας ϑεωρήσουµε λοιπόν :

Ψ̄1MΨ2M = Ψ†
1MβΨ2M (2.179)

Από το γεγονός ότι το σωµατίδιο είναι ταυτόσηµο µε το αντισωµατίδιό του
παίρνουµε:

Ψc
1M = C0Ψ

∗
1M = −iγ2Ψ∗

1M

Ψc
1M = Ψ1M

}
⇒ Ψ1M = −iγ2Ψ∗

1M

⇒ Ψ†
1M

γ2†=−γ2
= ΨT

1M (−iγ2) (2.180)

Συνεπάγεται λοιπόν, ότι η (2.179) ϑα γίνει :

Ψ†
1MβΨ2M = ΨT

1M (−iγ2)βΨ2M = ΨT
1MCΨ2M (2.181)

∆ιαπιστώνουµε ότι ο πίνακας συζυγίας φορτίου C που έχουµε ορίσει στην
(2.164), λειτουργεί σαν µετρική στο σχηµατισµό του εσωτερικού γινοµένου
δύο ΨM σπινόρων.

Πέρα από το ϐαθµωτό γινόµενο δύο Majorana σπινόρων, είναι επίσης ση-
µαντικό να υπολογίσουµε τις εξής ποσότητες :

(α) Ψ̄ξ
Mγ5Ψ

χ
M = −ξ · χ+ ξ̄ · χ̄

(β) Ψ̄ξ
Mγ

µΨχ
M = ξ†σ̄µχ− χ†σ̄µξ = ξ̄σ̄µχ− χ̄σ̄µξ

(γ) Ψ̄ξ
Mγ5γ

µΨχ
M = ξ†σ̄µχ+ χ†σ̄µξ = ξ̄σ̄µχ+ χ̄σ̄µξ

Υπολογίζουµε λοιπόν :

(α) Ψ̄ξ
Mγ5Ψ

χ
M = Ψξ†

Mβγ5Ψ
χ
M =

(
iσ2ξ

∗ ξ
)†( 0 1

1 0

)(
1 0
0 −1

)(
iσ2χ

∗

χ

)
=
(
iσ2ξ

∗ ξ
)†( 0 1

1 0

)(
iσ2χ

∗

−χ

)
=
(
(iσ2ξ)

T ξ†
)( −χ

iσ2χ
∗

)
= −(iσ2ξ)

Tχ+ ξ†(iσ2χ
∗) = −ξ · χ+ (−iσ2ξ̄)T χ̄ = −ξχ+ ξ̄χ̄ •

(2.182)

(β) Ψ̄ξ
Mγ

µΨχ
M = Ψξ†

Mβγ
µΨχ =

(
(iσ2ξ

∗)† ξ†
)
(1,α)

(
iσ2ξ

∗

χ

)
=
(
(iσ2ξ)

T ξ†
)
(1,α)

(
iσ2χ

∗

χ

)
=
(
(iσ2ξ)

T ξ†
)(( 1 0

0 1

)
,

(
σ 0
0 −σ

))(
iσ2χ

∗

χ

)
=
(
(iσ2ξ)

T ξ†
)(( iσ2χ

∗

χ

)
,

(
iσσ2χ

∗

−σχ

))
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=
[
(iσ2ξ)

T iσ2χ
∗ + ξ†χ, (iσ2ξ)

T iσσ2χ
∗ + ξ†(−σχ)

]
=
[
ξT (−iσ2)iσ2χ∗ + ξ†χ, ξT (−iσ2iσσ2)χ∗ + ξ†(−σχ)

]
=
(
ξTχ∗ + ξ†χ, ξTσ2σσ2χ

∗ − ξ†σχ
)

�
=
(
ξTχ∗ + ξ†χ, ξT (−σT )χ∗ − ξ†σχ

)
=
(
ξTχ∗, ξT (−σT )χ∗)+ (ξ†χ− ξ†σχ

)
=
(
ξTχ∗, ξT (−σT )χ∗)+ ξ†(1,−σ)χ

△
=
(
−χ†ξ, ξT (−σT )χ∗

)
+ ξ†σ̄µχ = −

(
χ†ξ, ξTσTχ†T

)
+ ξ†σ̄µχ

= −
(
χ†ξ, (χ†σξ)T

)
+ ξ†σ̄µχ

△
= −

(
χ†ξ,−χ†σξ

)
+ ξ†σ̄µχ

= −χ†(1,−σ)ξ + ξ†σ̄µχ = −χ†σ̄µξ + ξ†σ̄µχ •
= −χ†

aσ̄
µabξb + ξ†aσ̄

µabχb = −χ∗T
a σ̄µabξb + ξ∗Ta σ̄µabχb

= −χ̄Tȧ σ̄µȧbξb + ξ̄Tȧ σ̄
µȧbχb = −χ̄σ̄µξ + ξ̄σ̄µχ • (2.183)

(γ) Ψ̄ξ
Mγ5γ

µΨχ
M = Ψ̄ξ†

Mβγ5β(1,α)Ψχ
M = −Ψξ†

M�
�7
1

β2γ5(1,α)Ψχ
M = −Ψξ†

Mγ5(1,α)Ψχ
M

= −
(
(iσ2ξ

∗)† ξ†
)( 1 0

0 −1

)
(1,α)

(
iσ2χ

∗

χ

)
=
(
(iσ2ξ)

T ξ†
)( −1 0

0 1

)((
1 0
0 1

)
,

(
σ 0
0 −σ

))(
iσ2χ

∗

χ

)
=
(
(iσ2ξ)

T ξ†
)(( −1 0

0 1

)
,

(
−σ 0
0 −σ

))(
iσ2χ

∗

χ

)
=
(
(iσ2ξ)

T ξ†
)(( −iσ2χ∗

χ

)
,

(
−iσσ2χ∗

−σχ

))
=
(
ξT (−iσ2)(−iσ2)χ∗) + ξ†χ, ξT (−iσ2)(−iσ)σ2χ∗ + ξ†(−σ)χ

)
=
(
−ξTχ∗ + ξ†χ,−ξTσ2σσ2χ∗ − ξ†σχ

)
△
=
(
χ†ξ + ξ†χ, ξTσTχ†T − ξ†σχ

)
=
(
χ†ξ,−χ†σξ

)
+
(
ξ†χ,−ξ†σχ

)
= χ†(1,−σ)ξ + ξ†(1,−σ)χ = χ†σ̄µξ + ξ†σ̄µχ

= χ∗T
a σ̄µabξb + ξ∗Ta σ̄µabχb = χ̄Tȧ σ̄

µȧbξb + ξ̄Tȧ σ̄
µȧbχb

= χ̄σ̄µξ + ξ̄σ̄µχ , • (2.184)

όπου τα σύµβολα που σηµειώνονται στους παραπάνω υπολογισµούς :

•: είναι τα Ϲητούµενα αποτελέσµατα

�: έγινε χρήση της ισότητας σ2σσ2 = −σT
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△: εκµεταλλευτήκαµε το γεγονός ότι η ποσότητα ξTχ∗ είναι αντικείµενο
ϐαθµωτό (µίας συνιστώσας) και άρα ισούται µε το ανάστροϕό του µε
τίµηµα ένα αρνητικό πρόσηµο λόγω αντιµετάθεσης φερµιονικών πεδίων.

Προϕανώς, ανάλογα αποτελέσµατα παίρνουµε για γινόµενα που χτίζονται από
ψ−τύπου σπίνορες Majorana. Επιπλέον, πέρα από τα παραπάνω γινόµενα
που υπολογίσαµε, αποδεικνύουµε τις εξής σχέσεις :

(δ) ξ · χ = Ψ̄ξ
MPLΨ

χ
M

(ϵ) ξ̄ · χ̄ = Ψ̄ξ
MPRΨ

χ
M

(στ) ξ̄σ̄µχ = Ψ̄ξ
Mγ

µPLΨ
χ
M

(ζ) χ̄σ̄µξ = −Ψξ
Mγ

µPRΨ
χ
M

Αποδεικνύουµε λοιπόν :

(δ) Ψ̄ξ
MPLΨ

χ
M = Ψξ†

Mβ
1− γ5

2
Ψχ
M =

Ψ̄ξ†Ψχ

2
−

Ψ̄ξ
Mγ5Ψ

χ
M

2

=
ξ · χ
2

+
ξ̄ · χ̄
2

−
(
−ξ · χ

2
+
ξ̄ · χ̄
2

)
= ξ · χ .

(ϵ) Ψ̄ξ
MPRΨ

χ
M = Ψ̄ξ

M

1 + γ5
2

Ψχ
M =

Ψ̄ξ†Ψχ

2
+

Ψ̄ξ
Mγ5Ψ

χ
M

2

=
ξ · χ
2

+
ξ̄ · χ̄
2

− ξ · χ
2

+
ξ̄ · χ̄
2

= ξ̄ · χ̄ .

(στ) Ψ̄ξ
Mγ

µPLΨ
χ
M = Ψ̄ξ

Mγ
µ 1− γ5

2
Ψχ
M =

Ψ̄ξ
Mγ

µΨχ
M

2
−

Ψ̄ξ
Mγ

µγ5Ψ
χ
M

2

=
ξ̄σ̄µχ

2
− χ̄σ̄ξ

2
+

Ψ̄ξ
Mγ5γ

µΨχ
M

2

=
ξ̄σ̄µχ

2
− χ̄σ̄µξ

2
+
ξ̄σ̄µχ

2
+
χ̄σ̄µξ

2
= ξ̄σ̄µχ .

(ζ) Ψ̄ξ
Mγ

µPRΨ
χ
M = Ψ̄ξ

Mγ
µ 1 + γ5

2
Ψχ
M =

Ψ̄ξ
Mγ

µΨχ
M

2
+

Ψ̄ξ
Mγ

µγ5Ψ
χ
M

2

=
ξ̄σ̄µχ

2
− χ̄σ̄ξ

2
−

Ψ̄ξ
Mγ5γ

µΨχ
M

2

=
ξ̄σ̄µχ

2
− χ̄σ̄µξ

2
− ξ̄σ̄µχ

2
− χ̄σ̄µξ

2
= −ξ̄σ̄µχ .

Η (ζ) σχέση που αποδείξαµε ακριβώς παραπάνω, µέσω της (2.146), ξ̄σ̄µχ =
−χσµξ̄, που έχουµε αποδείξει νωρίτερα, µπορεί να γίνει :

Ψ̄ξ
Mγ

µPRΨ
χ
M = −χ̄σ̄µξ = ξ̄σµχ (2.185)
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Από τη σχέση (β) που αποδείξαµε παραπάνω, µας επιτρέπεται να συσχετίσου-
µε κινητικούς όρους στους Weyl και Majorana φορµαλισµούς. Ξεκινώντας µε
τη µορϕή Majorana, παίρνουµε:∫

d4xΨ̄χ
Mγ

µ∂µΨ
χ
M =

∫
d4x

(
χ†σ̄µ∂µχ− ∂µχ

†σ̄µχ
)

=

∫
d4xχ†σ̄µ∂µχ−

∫
d4xχ†σ̄µχ+

∫
d4xχ†σ̄µ∂µχ

= 2

∫
d4xχ†σ̄µ∂µχ , (2.186)

όπου µετά το ϐήµα της παραγοντικής ολοκλήρωσης διώξαµε τον επιϕανειακό
όρο. Εποµένως, σε µία λαγκρατζιανή, ένας κινητικός όρος Weyl χ†iσ̄µ∂µχ

αντιστοιχεί στη µορϕή Majorana
1

2
Ψ̄χ
M iγ

µ∂µΨ
χ
µ.

΄Εχουµε πλέον συζητήσει τόσο για κινητικό όρο και για όρο µάζας για τα
πεδία Majorana. Πώς όµως αυτά σχετίζονται µε τους αντίστοιχους όρους για
πεδία Dirac που έχουµε ϐρει στην (2.87); Στην περίπτωση των πεδίων Dirac
ο όρος µάζας µπλέκει τα R−τύπου µε τα L−τύπου πεδία, δηλαδή δεν µπορεί
να κατασκευαστεί αποκλειστικά από ένα από τα δύο πεδία. Αυτό σηµαίνει ότι
δεν µπορούµε να τον αναπαραστήσουµε σε όρους µόνο ενός πεδίου Majorana,
αλλά χρειαζόµαστε δύο, έναν για τους χ ϐαθµούς ελευθερίας και έναν για τους
ψ. Το ίδιο επιχείρηµα ισχύει και για τον κινητικό όρο. Αν λοιπόν ϑέλουµε
να εκϕράσουµε τον κινητικό όρο και τον όρο µάζας ενός Dirac ηλεκτρονιακού
πεδίου σε όρους Majorana πεδίων, ϑα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε δύο από
τα Majorana πεδία :

Ψψe

M =

(
ψe

−iσ2ψ∗
e

)
=

(
ψe
ψce

)
,

Ψχe

M =

(
iσ2χ

∗
e

χe

)
=

(
χce
χe

)
. (2.187)

Παρατηρούµε ότι το L−κοµµάτι της Ψψe

M αποτελείται από το charge conjugate
του R−πεδίου της Ψc

e, ενώ αντίστοιχα, το R−κοµµάτι της Ψχe

M αποτελείται από
το charge conjugate του L−πεδίου χce. Προϕανώς, ο ηλεκτρονιακός σπίνορας
Dirac ϑα δίνεται από τη σχέση:

Ψe = PRΨ
ψe

M + PLΨ
χe

M . (2.188)

Επιστρέϕουµε να αποδείξουµε τα Ϲητούµενα:

(η) ΄Ορος µάζας Dirac σε όρους Majorana σπινόρων:

Ψ̄eΨe = Ψ̄e†βΨe =
1

2

[
Ψ̄ψe

MΨχe

M + Ψ̄χe

MΨψe

M

]
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(θ) Κινητικός όρος Dirac σε όρους Majorana σπινόρων:

Ψ̄e ̸∂Ψe =
1

2

[
Ψ̄ψe

M ̸∂ψψe

M + Ψ̄χe

M ̸∂Ψχe

M

]
,

τα οποία και αποδεικνύουµε δουλεύοντας και τα δύο µέλη ταυτόχρονα, κατα-
λήγοντας στην ίδια έκϕραση:
(η) ∆ουλεύουµε µε το αριστερό µέλος :

Ψ̄eΨe = Ψ̄e†βΨe =
(
Ψψe†
M PR +Ψχe†

M PL

)
β
(
PRΨ

ψe

M + PLΨ
χe

M

)
= Ψψe†

M PRβPRΨ
ψe

M +Ψψe†
M PRβPLΨ

χe

M +Ψχe†
M PLβPRΨ

ψe

M +Ψχe†
M PLβPLΨ

χe

M

= Ψψe†
M PRβPLΨ

χe

M +Ψχe†
M PLβPRΨ

ψe

M = Ψψe†
M βP 2

LΨ
χe

M +Ψχe†
M βP 2

RΨ
ψe

M

= Ψψe†
M βPLΨ

χe

M +Ψχe†
M βPRΨ

ψe

M

=
(
ψ†
e ψc†e

)( 0 1
1 0

)(
0
χe

)
+
(
χc†e χ†

e

)( 0 1
1 0

)(
ψe
0

)
=
(
ψ†
e ψc†e

)( χe
0

)
+
(
χc†e χ†

e

)( 0
ψe

)
= ψ†

eχe + χ†
eψe

(2.189)

και τώρα µε το δεξί :

1

2

[
Ψ̄ψe

MΨχe

M + Ψ̄χe

MΨψe

M

]
=

1

2

[(
ψ†
e ψc†e

)
β

(
χce
χe

)
+
(
χc†e χ†

e

)
β

(
ψe
ψce

)]
=

1

2

[(
ψ†
e ψc†e

)( χe
χce

)
+
(
χc†e χ†

)( ψce
ψe

)]
=

1

2

(
ψ†
eχe + ψc†e χ

c
e + χc†e ψ

c
e + χ†

eψe

)
=

1

2

(
ψ†
eχe + χ†

eψe + (−iσ2ψ∗
e)

†iσ2χ
∗
e + (iσ2χ

∗
e)

†(−iσ2ψ∗
e)
)

=
1

2

(
ψ†
eχe + χ†

eψe + (−ψTe χ∗
e) + (−χTe ψ∗

e)
)

=
1

2

(
ψ†
eχe + χ†

eψe + χ†
eψe + ψ†

eχe

)
= ψ†

eχe + χ†
eψe .

(2.190)

Από (2.189) και (2.190) παίρνουµε την αποδεικτέα (η).
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(θ) ∆ουλεύουµε πάλι πρώτα µε το αριστερό µέλος :

Ψ̄e ̸∂Ψe = Ψ̄e†β ̸∂Ψe =
(
Ψψe†
M PR +Ψχe†

M PL

)
β ̸∂

(
PRΨ

ψe

M + PLΨ
χe

M

)
= Ψψe†

M PRβ ̸∂PRΨψe

M +Ψψe†
M PRβ ̸∂PLΨχe

M +Ψχe†
M PLβ ̸∂PRΨψe

M +Ψχe†
M PLβ ̸∂PLΨχe

M

= Ψψe†
M P 2

Rβγ
µ∂µΨ

ψe

M +Ψχe†
M P 2

Lβγ
µ∂µΨ

χe

M

= Ψψe†
M PR

(
0 1
1 0

)
̸∂Ψψe

M +Ψχe†
M PL

(
0 1
1 0

)
̸∂Ψχe

M

=
(
ψ†
e ψc†e

)( 1 0
0 0

)(
0 1
1 0

)(
̸∂ψe
̸∂ψce

)
+
(
χc†e χ†

e

)( 0 0
0 1

)(
0 1
1 0

)(
̸∂χce
̸∂χe

)
=
(
ψ†
e ψc†e

)( ̸∂ψce
0

)
+
(
χc†e χ†

e

)( 0
̸∂χce

)
= ψ†

e ̸∂ψce + χ†
e ̸∂χce (2.191)

και τώρα δουλεύουµε µε το δεξί µέλος :

1

2

[
Ψ̄ψe

M ̸∂ψψe

M + Ψ̄χe

M ̸∂Ψχe

M

]
=

1

2

(
Ψψe†
M βΨψe

M +Ψχe†
M β ̸∂Ψχe

M

)
=

1

2

((
ψ†
e ψc†e

)( 0 ̸∂
̸∂ 0

)(
ψe
ψce

)
+
(
χc†e χ†

e

)( 0 ̸∂
̸∂ 0

)(
χce
χe

))
=

1

2

((
ψc†e ̸∂ ψ†

e ̸∂
)( ψe

ψce

)
+
(
χ†
e ̸∂ ψc†e ̸∂

)( χce
χe

))
=

1

2

(
ψc†e ̸∂ψe + ψ†

e ̸∂ψce + χ†
e ̸∂χce + χc†e ̸∂χe

)
= ψ†

e ̸∂ψce + χ†
e ̸∂χce , (2.192)

όπου στο τελευταίο ϐήµα χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι οι δύο πρώτοι ό-
ϱοι και οι δύο τελευταίοι είναι ίσοι. Συνεπώς, καταλήξαµε να πάρουµε την
αποδεικτέα (θ).

Είδαµε λοιπόν πολλές διγραµµικές ποσότητες οι οποίες εµπλέκουν τους
σπίνορες Majorana. Αυτές ϑα φανούν αρκετά χρήσιµες στους υπολογισµούς
που ϑα γίνουν αργότερα στο πλάισιο του MSSM.

2.2.6 Κβάντωση των πεδίων Majorana.

Προς το παρόν δεν είχε χρειαστεί να εξετάσουµε τον τρόπο µε τον οποίο κβαν-
τώνεται ένα πεδίο Majorana, όµως αργότερα ϑα το χρειαστούµε για να κατα-
νοήσουµε, για παράδειγµα, τη µορϕή των διαδοτών για ελεύθερα σωµατίδιο
Majorana.
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Θεωρούµε αρχικά τους συνήθεις σπίνορες 4−συνιστωσών Ψa(x, t). Η
κβάντωσή τους (για ίδιο χρόνο) δίνεται από τις αντιµεταθετικές σχέσεις :{

Ψa(x, t),Ψ
†
b(y, t)

}
= δ(x− y)δab ,

{Ψa(x, t),Ψb(y, t)} =
{
Ψ†
a(x, t),Ψb(y, t)

†
}
= 0 . (2.193)

΄Οπως έχουµε δει στην (2.161), το πεδίο Ψ αναπτύσσεται σε όρους τελεστών
δηµιουργίας και καταστροϕής, µε αποτέλεσµα οι παραπάνω αντιµεταθετικές
σχέσεις να ικανοποιούνται αν ισχύει :{

cλ1(k1), c
†
λ2
(k2)

}
= (2π)3δ(k1 − k2)δλ1λ2 ,

{cλ1(k1), cλ2(k2)} =
{
c†λ1(k1), c

†
λ2
(k2)

}
= 0 (2.194)

και αντίστοιχα για τα d, d†.
Από την έκϕραση (2.162), έχουµε δει ότι το πεδίο Majorana ϑα αναπτύσ-

σεται ως εξής :

ΨM (x) =

∫
d3k

(2π)3
1

2
√
E

∑
λ

cλ(k)
†υ(k, λ)eikx + dλ(k)u(k, λ)e

−ikx, (2.195)

το οποίο φυσικά ικανοποιεί τη συνθήκη

ΨM, c = CΨ̄T
M = ψM . (2.196)

Τώρα πρέπει να εξετάσουµε τι συµβαίνει µε το διαδότη. Γενικά8, στην κβαν-
τική ϑεωρία πεδίου, όλοι οι διαδότες είναι της µορϕής: αναµενόµενη τιµή
του κενού του χρονολογικού γινοµένου δύο πεδίων (αυτός είναι κιόλας ο ο-
ϱισµός της σύναψης (contraction) ). Για ένα πραγµατικό πεδίο λοιπόν ο δια-
δότης είναι ⟨0|T [ϕ(x1)ϕ(x2)] |0⟩ ενώ για ένα σπινοριακό πεδίο Dirac ϑα είναι
⟨0|T [Ψa(x1)Ψb(x2)] |0⟩. Χρονολογικό γινόµενο (time-ordered product) δύο
τελεστών ορίζεται το γινόµενο τους µε τέτοια σειρά που ο τελεστής που έχει το
µεγαλύτερο χρόνο να ϐρίσκεται στην άκρη αριστερά, ο τελεστής µε τον αµέσως
µικρότερο χρόνο να ϐρίσκεται δεξιά του κ.ο.κ. µε τελευταίο δεξιά τον τελεστή
µε το µικρότερο χρόνο9. Θα δώσουµε δύο παραδείγµατα, ένα για ϐαθµωτά
πεδία και ένα για φερµιονικά πεδία :

� Για ϐαθµωτά πεδία, αν t1 > t2 > t3:

T [ϕ(t3)ϕ(t1)ϕ(t2)] = ϕ(t1)ϕ(t2)ϕ(t3) (2.197)

8Θα αναλύσουµε παρακάτω µε περισσότερη λεπτοµέρεια.
9Κουτσούµπας Γ.: Σηµειώσεις ϑεωρητικής φυσικής, 2012, σελ.29
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� Για φερµιονικά πεδία :

T
[
Ψa(x)Ψ̄b(x

′)
]
=

{
Ψa(x)Ψ̄b(x

′), t > t′

−Ψ̄b(x
′)Ψa(x), t < t′

(2.198)

Στην περίπτωση των φερµιονίων παρατηρούµε την εµϕάνιση ενός αρ-
νητικού προσήµου, γεγονός που οϕείλεται στη φερµιονική φύση των
πεδίων (αντιµεταθετικότητα).

Πριν περάσουµε στην εύρεση του διαδότη ενός Majorana πεδίου, ϑα δούµε
αναλυτικά την εύρεση του διαδότη πραγµατικού (κι έπειτα µιγαδικού) ϐαθ-
µωτού πεδίου, αλλά και σπινοριακού πεδίου Dirac κι επίσης ϑα δούµε πως
αναδύεται η ανάγκη για τον ορισµό του χρονολογικού γινοµένου.

∆ιαδότες πεδίων

Καταρχήν ως διαδότης ορίζεται το πλάτος µετάβασης από ένα χωροχρονικό
σηµείο σε ένα άλλο.

Ας ϑεωρήσουµε αρχικά το πλάτος µετάβασης ενός πραγµατικού ϐαθµωτού
πεδίου ϕ(x) από το σηµείο x′ ≡ (t′,x′) στο σηµείο x ≡ (t,x), όπου t < t′.

� Η κυµατοσυνάρτηση στο σηµείο x′ είναι :

⟨0|ϕ(x′) =
∫

d3p′√
(2π)32Ep′

e−ip
′x′⟨0|α(p′) (2.199)

� Η κυµατοσυνάρτηση στο σηµείο x είναι :

ϕ(x)|0⟩ =
∫

d3p√
(2π)32Ep

eipxα†(p)|0⟩ (2.200)

Αυτό που πρέπει να υπολογίσουµε είναι το πλάτος µετάβασης από το ένα
σηµείο στο άλλο, δηλαδή, την προβολή της µίας κυµατοσυνάρτησης πάνω
στην άλλη, µε άλλα λόγια, το εσωτερικό τους γινόµενο :

⟨0|ϕ(x′)ϕ(x)|0⟩ =
∫

d3p′√
(2π)32Ep′

∫
d3p√

(2π)32Ep
eipxe−ip

′x⟨0|α(p′)α†(p)|0⟩

=

∫
d3p′√

(2π)32Ep′

∫
d3p√

(2π)32Ep
eipxe−ip

′x

(
���������:0
⟨0|α†(p)α(p′)|0⟩+ δ(3)(p′ − p)

)

=

∫
d3p

(2π)32Ep
e−ip(x

′−x) . (2.201)

Στην περίπτωση αυτή όπου t < t′, το γινόµενο ⟨0|ϕ(x′)ϕ(x)|0⟩ σηµαίνει ότι ο
τελεστής ϕ(x) δρα πρώτος στο κενό, δηµιουργεί ένα σωµατίδιο στη ϑέση x και
στη συνέχεια δρα ο τελεστής ϕ′(x) και καταστρέϕει το σωµατίδιο αυτό µόλις
φτάσει στο σηµείο x′.

Παροµοίως, για t > t′:
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� Η κυµατοσυνάρτηση στο σηµείο x είναι :

⟨0|ϕ(x) =
∫

d3p√
(2π)32Ep

e−ipx⟨0|α(p) (2.202)

� Η κυµατοσυνάρτηση στο σηµείο x′ είναι :

ϕ(x′)|0⟩ =
∫

d3p′√
(2π)32Ep′

eip
′x′α†(p′)|0⟩ (2.203)

΄Αρα το εσωτερικό τους γινόµενο ϑα είναι :

⟨0|ϕ(x′)ϕ(x)|0⟩ =
∫

d3p

(2π)32Ep
e−ip(x−x

′), (2.204)

όπου στην περίπτωση αυτή το ⟨0|ϕ(x)ϕ(x′)|0⟩ ερµηνεύεται σαν το αντίστροϕο
από το προηγούµενο γινόµενο.

Το ενδιαϕέρον µας είναι στραµµένο στο πλάτος µετάβασης µεταξύ δύο
σηµείων σε χρόνο |t′ − t|, ανεξάρτητα από το ποια στιγµή προηγείται. Το
µέγεθος αυτό είναι ο διαδότης Feynman, που ορίζεται µέσω της σχέσης :

i∆F (x− x′) ≡ Θ(t′ − t)⟨0|ϕ(x′)ϕ(x)|0⟩+Θ(t− t′)⟨0|ϕ(x)ϕ(x′)|0⟩ , (2.205)

το οποίο µε τη ϐοήθεια του χρονολογικού γινοµένου µπορεί να γραϕτεί σαν :

i∆F (x− x′) = ⟨0|T
[
ϕ(x)ϕ(x′)

]
|0⟩ . (2.206)

Αντικαθιστούµε λοιπόν στην (2.205), τις αναµενόµενες τιµές του κενού που
έχουµε ϐρει παραπάνω:

i∆F (x− x′) = Θ(t′ − t)

∫
d3p

(2π)32Ep
eip(x−x

′) +Θ(t− t′)

∫
d3p

(2π)32Ep
e−ip(x−x

′)

=

∫
d3p

(2π)32Ep
Θ(t′ − t)eiEp(t−t′)+ip(x−x′) +

∫
d3p

(2π)32Ep
Θ(t− t′)e−iEp(t−t′)+ip(x−x′)

(2.207)

στο πρώτο ολοκλήρωµα, λόγω του ότι η p είναι ϐουβή µεταβλητή, την αλλάξαµε
από p σε −p. ΄Αρα:

i∆F (x−x′) =
∫

d3p

(2π)32Ep
eip(x−x′)

[
Θ(t′ − t)eiEp(t−t′) +Θ(t− t′)e−iEp(t−t′)

]
.

(2.208)
Θα χρησιµοποιήσουµε την έκϕραση της ϐηµατικής συνάρτησης10 Θ(τ):

Θ(τ) = i lim
ϵ→0

∫ ∞

−∞

dρ

2π

e−iρτ

ρ+ iϵ
(2.209)

10Η απόδειξή της υπάρχει στο : Gauge theories in particle physics vol.1, appendix Fτων
Aitchison and Hey.
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αντικαθιστώντας την στην τελευταία έκϕραση του διαδότη. ΄Εχουµε λοιπόν :

i∆F (x− x′) =

∫
d3p

(2π)32Ep
eip(x−x′)

[
−i lim

ϵ→0

∫ ∞

−∞

dp′0
2π

e−ip
′
0(t

′−t)

−p′0 − iϵ
eiEp(t−t′)

+i lim
ϵ→0

∫ ∞

−∞

dp′0
2π

e−ip
′
0(t−t′)

p′0 + iϵ
eiEp(t−t′)

]

=

∫
d3p

(2π)32Ep
eip(x−x′)

[
−i lim

ϵ→0

∫ ∞

−∞

dp′0
2π

e−i(−p
′
0−Ep)(t−t′)

−p′0 − iϵ

+i lim
ϵ→0

∫ ∞

−∞

dp′0
2π

e−i(p
′
0+Ep)(t−t′)

p′0 + iϵ

]
.

(2.210)

Κάνουµε αλλαγή µεταβλητής :

� Στον πρώτο όρο: −p0 − Ep = p0

� Στον δεύτερο όρο: p′0 + Ep = p0 ,

οπότε παίρνουµε:

i∆F (x− x′) =

∫
d3p

(2π)3

∫ ∞

−∞

dp0
2π

e−ip0(t−t
′)+ip(x−x′)

· 1

2Ep
lim
ϵ→0

[
− i

p0 + Ep − iϵ
+

i

p0 − Ep + iϵ

]
. (2.211)

Παρατηρούµε ότι έχουµε αναπαράγει την 4−διάστατη εκδοχή του µετασχη-
µατισµού Fourier:

∆F (x− x′) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−x

′)∆̃F (p), (2.212)

µε

∆̃F (p) =
1

2Ep
lim
ϵ→0

[
1

p0 − (Ep − iϵ)
− 1

p0 + (Ep − iϵ)

]
= lim

ϵ→0

1

p20 − (Ep − iϵ)2
≈ lim

ϵ→0

1

p20 − E2
p + i(2ϵEp)

= lim
ϵ→0

1

p2 −m2 + iϵ
. (2.213)

∆ρώντας µε τον τελεστή Klein-Gordon πάνω στο διαδότη που υπολογίσαµε
παίρνουµε τη συνάρτηση δ(x). Συνεπώς, µπορούµε να πούµε ότι ο διαδότης
του Feynman είναι µία συνάρτηση Green για τον τελεστή Klein-Gordon.

Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε να περιγράψουµε το διαδότη Feynman ενός
µιγαδικού (φορτισµένου) ϐαθµωτού πεδίου. Θεωρούµε λοιπόν :
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� Η κυµατοσυνάρτηση στο σηµείο x είναι :

ϕ(x) =

∫
d3p√

(2π)32Ep

[
a(p)e−ipx + b†(p)eipx

]

⇒


⟨0|ϕ(x) =

∫ d3p√
(2π)32Ep

e−ipx⟨0|α(p)

ϕ(x)0⟩(x) =
∫ d3p√

(2π)32Ep
eipxb†(p)|0⟩

(2.214)

� Η κυµατοσυνάρτηση στο σηµείο x′ είναι :

ϕ†(x′) =

∫
d3p′√

(2π)32Ep′

[
a†(p)eip

′x′ + b(p′)e−ip
′x′
]

⇒


⟨0|ϕ†(x′) =

∫ d3p′√
(2π)32Ep′

e−ip
′x′⟨0|β(p′)

ϕ†(x′)|0⟩ =
∫ d3p′√

(2π)32Ep′
eip

′x′a†(p′)|0⟩
(2.215)

΄Οπως είδαµε στην (2.206), ο διαδότης δίνεται υπολογίζοντας το χρονολογικό
γινόµενο :

⟨0|T
[
ϕ(x)ϕ†(x′)

]
|0⟩ ⇒


⟨0|ϕ(x)ϕ†(x′)|0⟩ =

∫ d3p
(2π)32Ep

e−ip(x−x
′), t > t′

⟨0|ϕ†(x′)ϕ(x)|0⟩ =
∫ d3p

(2π)32Ep
e+ip(x−x

′), t < t′

(2.216)
∆ιαπιστώνουµε ότι η έκϕραση που ϑα µας οδηγήσει στον υπολογισµό του
διαδότη είναι :

Θ(t− t′)

∫
d3p

(2π)32Ep
e−ip(x−x

′) +Θ(t′ − t)

∫
d3p

(2π)32Ep
eip(x−x

′) = i∆F (x− x′) .

(2.217)

Συγκρίνοντας απλά µε το διαδότη του πραγµατικού ϐαθµωτού πεδίου που
υπολογίσαµε νωρίτερα, (2.207), συµπεραίνουµε ότι έχουν την ίδια µορϕή, που
σηµαίνει ότι ο διαδότης στην περίπτωση του µιγαδικού ϐαθµωτού πεδίου είναι
ο ίδιος µε αυτόν του πραγµατικού. Η ερµηνεία που µπορούµε να δώσουµε
στον διαδότη αυτόν είναι η εξής : Για τον πρώτο όρο, όταν t > t′, το πεδίο
δρα µε τον τελεστή a† στην κατάσταση του κενού και δηµιουργεί σωµατίδια
στη ϑέση x′, το οποίο διαδίδεται µέχρι το σηµείο x, όπου το πεδίο δρα µε τον
τελεστή a και το καταστρέϕει. ∆ηλαδή, για t > t′, διαδίδονται σωµατίδια από
το x′ στο x. ΄Οταν t < t′, το πεδίο δηµιουργεί σωµατίδια µε τον b† στο σηµείο
x κι έπειτα διαδίδεται µέχρι το σηµείο x′, όπου το πεδίο το καταστρέϕει µε
τον τελεστή b. Με άλλα λόγια, όταν t < t′, διαδίδονται αντισωµατίδια από το x
µέχρι το x′.
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Εντελώς αντίστοιχα, ακολουθώντας την ίδια διαδικασία µπορούµε να ϐρού-
µε την έκϕραση του φερµιονικού διαδότη SF . Αρχικά, πρέπει να δώσουµε τις
κυµατοσυναρτήσεις στα δύο χωροχρονικά σηµεία x, x′:

� Η κυµατοσυνάρτηση στο σηµείο x είναι :

ψ(x) =

∫
d3p√

(2π)32Ep

∑
s=1,2

[
as(p)us(p)e

−ipx + b†s(p)υs(p)e
ipx
]

⇒


⟨0|ψa(x) =

∫ d3p√
(2π)32Ep

∑
a ua(p)e

−ipx⟨0|αa(p)

ψ(x)|0⟩(x) =
∫ d3p√

(2π)32Ep

∑
a υa(p)e

ipxb†a(p)|0⟩
(2.218)

� Η κυµατοσυνάρτηση στο σηµείο x′ είναι :

ψ̄(x′) =

∫
d3p′√

(2π)32Ep′

[
a†s(p

′)ūs(p
′)eip

′x′ + bs(p
′)ῡ(p′)e−ip

′x′
]

⇒


ψ̄b(x

′)|0⟩ =
∫ d3p′√

(2π)32Ep′

∑
b ūb(p

′)eip
′x′a†b(p

′)|0⟩

⟨0|ψ̄b(x′) =
∫ d3p′√

(2π)32Ep′

∑
b ῡb(p

′)e−ip
′x′⟨0|bβ(p′)

(2.219)

Κατά τα γνωστά λοιπόν, για να υπολογίσουµε το φερµιονικό διαδότη, ο οποίος
ισούται µε :

iSFab(x− x′) = ⟨0|T
[
ψa(x)ψ̄b(x

′)
]
|0⟩ , (2.220)

πρέπει να υπολογίσουµε το παραπάνω χρονολογικό γιµόµενο :

⟨0|T
[
ψa(x)ψ̄b(x

′)
]
|0⟩ ⇒


⟨0|ψa(x)ψ̄b(x′)|0⟩ =

∫ d3p
(2π)32Ep

∑
a uaūae

−ip(x−x′), t > t′

−⟨0|ψ̄b(x′)ψa(x)|0⟩ =
∫ d3p

(2π)32Ep

∑
a υaῡbe

+ip(x−x′), t < t′

⇒


⟨0|ψa(x)ψ̄b(x′)|0⟩ =

∫ d3p
(2π)32Ep

(̸p+m)e−ip(x−x
′), t > t′

−⟨0|ψ̄b(x′)ψa(x)|0⟩ =
∫ d3p

(2π)32Ep
(̸p−m)e+ip(x−x

′), t < t′

(2.221)

όπου, στο τελευταίο ϐήµα χρησιµοποιήσαµε τις σχέσεις πληρότητας των σπι-
νόρων: ∑

s

us(p)ūs(p) = ̸p+m,
∑
s

υs(p)ῡs(p) ≠p−m. (2.222)
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Από την (2.221), προκύπτει ότι ο φερµιονικός διαδότης ϑα ϐρίσκεται από τη
σχέση:

iSF (x−x′) =
∫

d3p

(2π)32Ep

[
Θ(t− t′)( ̸p+m)e−ip(x−x

′) −Θ(t′ − t)( ̸p−m)eip(x−x
′)
]
.

(2.223)
Επαναλαµβάνοντας τη διαδικασία που ακολουθήσαµε στην περίπτωση του
πραγµατικού ϐαθµωτού πεδίου, δουλεύοντας µε τη Θ−συνάρτηση, καταλή-
γουµε στο αποτέλεσµα:

iSF (x− x′) =

∫
d4p

(2π)4
eip(x−x

′)iS̃(p) , (2.224)

µε

iS̃F (p) = lim
ϵ→0

i
̸p+m

p2 −m2 + iϵ
= lim

ϵ→0

i

̸p−m+ iϵ
. (2.225)

Και στην περίπτωση αυτή, δρώντας µε τον τελεστή Dirac πάνω στο διαδότη που
υπολογίσαµε µας δίνει τη συνάρτηση δ(x). Συνεπώς, µπορούµε να πούµε ότι
ο διαδότης του Feynman είναι µία συνάρτηση Green για τον τελεστή Dirac.

Κλείνοντας, σε αντιστοιχία µε το µιγαδικό ϐαθµωτό πεδίο, ο διαδότης
SF (x − x′) παριστάνει είτε σωµατίδιο που διαδίδεται κατά την ορθή φορά
του χρόνου, είτε αντισωµατίδιο που διαδίδεται κατά την αντίστροϕη φορά.

Συνεχίζουµε τώρα στην εύρεση του διαδότη ενός Majorana πεδίου. Η
περίπτωση αυτή είναι ιδιάζουσα, καθώς κατά κάποιον τρόπο είναι σαν την
περίπτωση του πεδίου Dirac λόγω του σπιµοριακού του χαρακτήρα, αλλά
κατά έναν άλλο τρόπο είναι σαν την περίπτωση του πραγµατικού ϐαθµωτού
πεδίου, αϕού δεν υπάρχει διάκριση ανάµεσα σε σωµατίδιο και αντισωµατίδιο.
Συνέπεια αυτού είναι ότι για Majorana πεδία, παίρνουµε τελικά τρία είδη µη
εξαϕανιζοµένων συνάψεων:

1. ⟨0|T
[
ΨMa(x1)Ψ̄Mb(x2)

]
|0⟩

2. ⟨0|T [ΨMa(x1)ΨMb(x2)] |0⟩

3. ⟨0|T
[
Ψ̄Ma(x1)Ψ̄Mb(x2)

]
|0⟩

µε την πρώτη να είναι τύπου ∆ιρας kai tic d’uo ep’omenec na e’inai t’upou
bajmwto’u ped’iou. Sunep’wc, o pr’wtoc diad’othc ja e’inai aut’oc pou up-
olog’isame gia ta Dirac φερµιόνια, (2.220):

⟨0|T
[
ΨMa(x1)Ψ̄Mb(x2)

]
|0⟩ = SFab(x1 − x2) , (2.226)

όπου όπως έχουµε δει, (2.224), SF (x1 − x2) είναι η συνάρτηση της οποίας ο
µετασχηµατισµός Fourier δίνει την (2.225).
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Ας ϑεωρήσουµε τώρα τη δεύτερη σύναψη, ⟨0|T [ΨMa(x1)ΨMb(x2)] |0⟩. Α-
πό τη συνθήκη (2.196), έχουµε:

ΨM (x2) = CΨT
M = CβΨ†T

M (x2) ⇒

ΨMb(x2) = CbcβcdΨ
†
Md(x2)

= Ψ†
Md(x2)βdcC

T
cb

= Ψ̄Mc(x2)C
T
cb . (2.227)

Εποµένως, παίρνουµε για το δεύτερο διαδότη:

⟨0|T [ΨMa(x1)ΨMb(x2)] |0⟩ = ⟨0|T
[
ΨMa(x1)Ψ̄Mc(x2)

]
|0⟩CTcb

= SFac(x1 − x2)C
T
cb . (2.228)

Καταϕέραµε λοιπόν να γράψουµε τον πρώτο ϐαθµωτού-τύπου διαδότη συναρ-
τήσει του Dirac-τύπου. Το ίδιο ϑα κάνουµε και για τον δεύτερο ϐαθµωτού-
τύπου.

Αρχικά πρέπει να δείξουµε ότι

(i) CT = −C = C−1, C = −iγ2β ,

(ιι) Ψ̄M = ΨT
MC, C = −iγ2β .

΄Εχουµε λοιπόν διαδοχικά:

(i)

CT = (−iγ2β)T = −iβγ2T = −iβγ2 = iγ2β

C−1 = (−iγ2β)−1 =

[
−i
(

0 −σ2
σ2 0

)(
0 1
1 0

)]−1

= iβ−1(γ2)−1 = iβ(−γ2) = −iβγ2 = iγ2β . (2.229)

(ii)

ΨM,c = ΨM = CΨ̄T
M ⇒ CΨ̄T

M = ΨM

⇒ C−1CΨ̄T
M = C−1ΨM

⇒ Ψ̄T
M = C−1ΨM

⇒ Ψ̄T
M = −CΨM

⇒ Ψ̄M = −ΨT
MC

T

⇒ Ψ̄M = −ΨT
M (−C)

⇒ Ψ̄M = ΨT
MC . (2.230)
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΄Αρα, δείξαµε τα Ϲητούµενα και τώρα είµαστε σε ϑέση να περάσουµε στον υπο-
λογισµό του τρίτου διαδότη, ⟨0|T

[
Ψ̄Ma(x1)Ψ̄Mb(x2)

]
|0⟩:

⟨0|T
[
Ψ̄Ma(x1)Ψ̄Mb(x2)

]
|0⟩ (2.230)

= ⟨0|T
[
Ψ̄T
Mc(x1)CcaΨ̄Mb(x2)

]
|0⟩

= ⟨0|T
[
CTacΨMc(x1)Ψ̄Mb(x2)

]
|0⟩

= CTac⟨0|T
[
ΨMc(x1)Ψ̄Mb(x2)

]
|0⟩

= CTacSFcb(x1 − x2) . (2.231)

Συνεπώς, όταν χρειαστεί να ϐρούµε διαδότη ενός φερµιονίου Majorana, παρ΄
όλο που είναι σπινοριακό το πεδίο, δεν πρέπει να ξεχάσουµε τις δύο ϐαθµωτού-
τύπου συνεισϕορές που υπολογίσαµε παραπάνω και τις εκϕράσαµε συναρτή-
σει του διαδότη Dirac.

Πλέον, έχουµε συνθέσει ένα πολύ ισχυρό εργαλειακό υπόβαθρο ώστε να
περάσουµε στην υπερσυµµετρία. Η πλειοψηϕία των αποτελεσµάτων που υ-
πολογίσαµε µέχρι τώρα ϑα ϐοηθήσει να γίνει «ανώδυνα» το πέρασµα αυτό,
γλιτώνοντας από υπολογισµούς που πιθανόν να χαλάγανε τη ϱοή.

2.3 Εισαγωγή στην υπερσυµµετρία και στο MSSM

2.3.1 ΄Ενα απλό υπερσυµµετρικό µοντέλο

Στο κεϕάλαιο αυτό ϑα ϑεωρήσουµε ένα από τα απλούστερα υπερσυµµετρι-
κά µοντέλα, το οποίο περιλαµβάνει ένα µιγαδικό σπιν−0 πεδίο ϕ και ένα
L−τύπου σπινοριακό πεδίο χ, και τα δύο προϕανώς άµαζα. Η λαγκρατζιανή
πυκνότητα για το σύστηµα αυτό είναι :

L = ∂µϕ
†∂µϕ+ χ†iσ̄µ∂µχ . (2.232)

Ο πρώτος όρος είναι ο κινητικός όρος του ϐαθµωτού πεδίου, του οποίου η
εξίσωση κίνησης είναι �ϕ = 0. Ο δεύτερος όρος είναι ο δεύτερος όρος της
λαγκρατζιανής Dirac γραµµένη σε όρους Weyl σπινόρων, (2.87), και η εξίσωση
κίνησης για αυτό το πεδίο είναι iσ̄µ∂µχ = 0. Θα ϐρούµε λοιπόν µετασχηµατι-
σµούς στους οποίους η µεταβολή του ϕ ϑα είναι ανάλογη του χ και αντίστροϕα,
έτσι ώστε η λαγκρατζιανή -ή καλύτερα η δράση- να παραµένει αναλλοίωτη. Για
να παραµείνει η δράση αναλλοίωτη αρκεί η λαγκρατζιανή να παραµένει αναλ-
λοίωτη ή να µεταβάλλεται το πολύ κατά µία ολική παράγωγο, το ολοκήρωµα
της οποίας ϑεωρείται ότι εξαϕανίζεται στο άπειρο.

Για αρχή είναι χρήσιµο να ξεκαθαρίσουµε τις διαστάσεις όλων των µεγε-
ϑών που εµπλέκονται. Η δράση, που είναι το ολοκλήρωµα της λαγκρατζιανής
πυκνότητας στο 4−διάστατο χώρο, είναι αδιάστατη στο σύστηµα φυσικών µο-
νάδων ~ = c = 1. Στο σύστηµα αυτό υπάρχει µόνο µία ανεξάρτητη διάσταση,
την οποία παίρνουµε να είναι η µάζα (ή ισοδύναµα η ενέργεια), M . Το µήκος
έχει προϕανώς τις ίδιες διαστάσεις µε το χρόνο (αϕού c = 1), δηλαδή M−1, α-
φού ~ = 1. ΄Επεται ότι για να είναι η δράση αδιάστατη, η L έχει διάσταση M4.
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Αϕού [∂µ] =M , µπορούµε από διαστατική ανάλυση να ϐρούµε τις διαστάσεις
των ϕ, χ:

[ϕ] =M, [χ] =M3/2 (2.233)

Συνεχίζουµε λοιπόν να ϐρίσκοντας τους υπερσυµµετρικούς µετασχηµατι-
σµούς που συνδέεουν τα ϕ, χ. Θεωρούµε αρχικά τη µεταβολή του χ, δξϕ, που
έχει τη µορϕή:

δξϕ = ξ × χ, (2.234)

όπου ξ είναι µία παράµετρος ανεξάρτητη του x. Με άλλα λόγια ϑεωρούµε έναν
εκτεταµένο υπερσυµµετρικό µετασχηµατισµό. Αν η παράµετρος ξ εξαρτιόταν
από το x, δηλαδή στην περίπτωση τοπικού µετασχηµατισµού, ϑα οδηγούµα-
σταν στην supergravity, στην οποία όµως δε ϑα επεκταθούµε. Στο αριστερό
µέλος έχουµε ένα σπιν−0 πεδίο το οποίο είναι αναλλοίωτο κάτω από τους LT.
Αυτό σηµαίνει ότι επειδή και η ποσότητα του δεξιού µέλους ϑα πρέπει να
µετασχηµατίζεται το ίδιο κάτω από τους LT, αυτό σηµαίνει ότι πρέπει να φτιά-
ξουµε µία ϐαθµωτή ποσότητα που να αποτελείται από τα ξ και χ. ΄Ενας απλός
τρόπος για να το κάνουµε αυτό είναι να δηλώσουµε ότι το ξ είναι επίσης ένας
L−τύπου σπίνορας και να χρησιµοποιήσουµε το Lorentz αναλλοίωτο γινόµενο
της (2.119), δηλαδή:

δξϕ = ξT (−iσ2)χ = ξaχa = ξ · χ . (2.235)

Αξίζει να κάνουµε µία παύση για να κάνουµε κάποιες παρατηρήσεις όσον α-
φορά την παράµετρο ξ. Πρώτον, επαναλαµβάνουµε ότι πρόκειται για σπίνορα
ο οποίος (όπως έχουµε προαναϕέρει) δεν εξαρτάται από το x. Ωστόσο, δεν είναι
αναλλοίωτος κάτω από τους LT, αϕού µετασχηµατίζεται σαν L−τύπου σπίνο-
ϱας, δηλαδή µε τον πίνακα V −1†. ΄Εχει δύο συνιστώσες, η καθεµία από τις
οποίες είναι µιγαδική, εποµένως 4 ϐαθµούς ελευθερίας. ∆εύτερον, παρ΄ όλο
που το ξ δεν εξαρτάται από το x και δεν είναι δηλαδή ένας πεδιακός τελεστής,
ϑα υποθέσουµε ότι οι συνιστώσες του αντιµετατίθενται µε αυτές των σπινορια-
κών πεδίων, δηλαδή υποθέτουµε ότι είναι αριθµοί Grassmann. Τρίτον, αϕού
[ϕ] =M και [χ] =M3/2, συµπεραίνουµε ότι για το ξ ισχύει ότι [ξ] =M−1/2.

Ας περάσουµε τώρα στο ποιά µπορεί να είναι η αντίστοιχη µεταβολή του
χ, δξχ. Θα πρέπει να είναι της µορϕής:

δξχ ∼ ξ × ϕ . (2.236)

Στο αριστερό µέλος έχουµε µία ποσότητα µε διαστάσεις M3/2, ενώ στο δεξί
µέλος, το απλό αλγεβρικό γινόµενο των ξ, ϕ δίνει διάσταση M−1/2+1 =M1/2.
Εποµένως, στο δεξί µέλος, πρέπει να εισαγάγουµε µία ποσότητα µε διαστάσεις
M1. Σε αυτήν την άµαζη ϑεωρία, υπάρχει µόνο ένας υποψήϕιος, ο οποίος
είναι ο τελεστής ∂µ, η ακόµα καλύτερα ο τελεστής i∂µ, που ταυτίζεται µε
αυτόν της ορµής. ΄Οµως, τώρα «κρέµεται» ένας δείκτης µ στο δεξί µέλος.
Επικαλούµενοι λοιπόν την Lorentz covariance, για να κλείσουν δηλαδή οι
δείκτες, δοκιµάζουµε:

δξχ = (iσµ∂µ)ϕ, (2.237)
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όπου σµ = (1,σ). Σηµειώνουµε ότι οι 2 × 2 πίνακες που εµπεριέχονται στο
σµ, δρουν στο διάνυσµα στήλη 2−συνιστωσών ξ, για να δώσουν σωστά µία
2−συνιστωσών στήλη έτσι ώστε να ταιριάξει µε το αριστερό µέλος. Παρ΄ όλο
που πετύχαµε την ισοστάθµιση των συνιστωσών στα δύο µέλη, το δεξί µέλος δε
µετασχηµατίζεται σαν χ−τύπου σπίνορας. Αν ϑυµηθούµε τις εξισώσεις Dirac
στον σµ συµβολισµό, (2.86), ϐλέπουµε ότι ο συνδυασµός σµpµ που δρα σε
έναν R−τύπου σπίνορα µετασχηµατίζεται σαν χ−τύπου σπίνορας, ενώ ο συν-
δυασµός σ̄µpµ που δρα σε έναν L−τύπου σπίνορα µετασχηµατίζεται σαν ένας
ψ−τύπου σπίνορας. Αυτό προτείνει ότι ϑα έπρεπε να αϕήσουµε το σµpµ να
δράσει πάνω σε ένα αντικείµενο ψ−τύπου -και όχι στο ξ που είναι L−τύπου-
έτσι ώστε να πάρουµε ένα αποτέλεσµα που να µετασχηµατίζεται σαν το χ. Αυ-
τό δε µας δυσκολεύει καθώς γνωρίζουµε από την (2.92) πως να φτιάξουµε ένα
R−τύπου αντικείµενο από έναν L−τύπου σπίνορα, εν προκειµένω από τον ξ.
Απλώς παίρνουµε την ποσότητα iσ2ξ∗ κι εποµένως φτάνουµε για τη µεταβολή
του χ να έχουµε την έκϕραση:

δξχa = A [iσµ(iσ2ξ
∗)]a ∂µϕ, (2.238)

όπου A είναι κάποια σταθερά, η οποία ϑα υπολογιστεί από την απαίτηση η L
της (2.232) να είναι αναλλοίωτη κάτω από τις µεταβολές (2.235) και (2.238).
Παρατηρούµε ότι η ποσότητα ∂µϕ δεν έχει δοµή πίνακα και γι΄ αυτό έχει µετα-
φερθεί στο τέλος. Επίσης, ϐλέπουµε ότι αν περάσουµε στον dotted-undotted
συµβολισµό, ο δείκτης a στην (2.238) φεύγει :

ξ∗b = ξ̄ḃ ⇒ iσ2ξ̄ḃ = ξ̄ḃ

δξχa = A [iσµ(iσ2ξ
∗)] ∂µϕ

}
⇒ δξχa = A

[
iσµ
aḃ
ξ̄ḃ
]
∂µϕ⇒ δξχ = A

[
iσµξ̄

]
∂µϕ .

(2.239)
΄Εχουµε λοιπόν υπολογίσει τις µεταβολές των ϕ, χ, ωστόσο, αϕού και τα πεδία
είναι µιγαδικά, πρέπει να ϐρούµε και τις µεταβολές των ϕ†, χ†11. Συνεπώς,
παίρνουµε την (2.235) σε όρους των συνιστωσών κι εποµένως γίνεται :

δξϕ =
(
ξ1 ξ2

)( 0 −1
1 0

)(
χ1

χ2

)
= −ξ1χ2 + ξ2χ1 (2.240)

και τώρα ϑέλουµε να πάρουµε το ερµιτιανό συζυγές της εξίσωσης αυτής. Προ-
σοχή, το ερµιτιανό συζυγές γινοµένου σπινοριακών πεδίων συµβαίνει όπως
αυτό δύο πινάκων, δηλαδή, δεν πρέπει να ξεχάσουµε να αντιστρέψουµε τη
σειρά τους. Η αντιστροϕή αυτή λόγω του ερµιτιανού συζυγούς δεν επάγει την
εµϕάνιση του αρνητικού προσήµου στην περίπτωση της αντιµετάθεσης δύο
φερµιονικών πεδίων. Συνεπώς, έχουµε:

δξϕ
† = (−ξ1χ2 + ξ2χ1)

† = −χ†
2ξ

∗
1 + χ†

1ξ
∗
2 (2.241)

11Παρ΄ όλο που λέµε ότι τα πεδία είναι µιγαδικά, δεν ξεχνάµε ότι τα ϕ, χ είναι κβαντικά πεδία,
δηλαδή τελεστές και άρα όπου µιγαδική συζυγία εννοούµε το ερµιτιανό συζυγές. Ωστόσο, όσον
αϕορά το ξ που δεν είναι τελεστής, το σύµβολο του ∗ είναι έγκυρο.
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την οποία µπορούµε να γράψουµε σε πιο συµπαγή µορϕή:

δξϕ
† = −χ†

2ξ
∗
1 + χ†

1ξ
∗
2 =

(
χ†
1 χ†

2

)( 0 1
−1 0

)(
ξ∗1
ξ∗2

)
= χ†(iσ2)ξ

∗ .

(2.242)
Το αποτέλεσµα αυτό για τη µεταβολή του ϕ† είναι αρκετά ευπρόπσδεκτο, κα-
ϑώς την έκϕραση αυτή την έχουµε ξανασυναντήσει στην (2.168), στην οποία
υπολογίσαµε τον όρο µάζας του σπίνορα Dirac σε όρους των σπινόρων Weyl,
ο οποίος όπως ξέρουµε από την (2.77), είναι αναλλοίωτος κάτω από τους LT.
Το αποτέλεσµα (2.242) µπορούµε να το δουλέψουµε κι άλλο:

δξϕ
† = χ†(iσ2)ξ

∗ = χ†
a(iσ2)ξ

∗
a = [−iσ2χ∗

a]
T ξ∗a

= (−iσ2χ̄ȧ)T ξ̄ȧ =
(
−iσ2(−iσ2χ̄ȧ)

)T
(−iσ2ξ̄ȧ)

= −(χ̄ȧ)T (−iσ2)ξ̄ȧ = (−iσ2χ̄ȧ)T ξ̄ȧ = χ̄ȧξ̄
ȧ = χ̄ · ξ̄ . (2.243)

Από τις (2.235) και (2.243) διαπιστώνουµε ότι :

(ξ · χ)† = (χ · ξ)† = ξ̄ · χ̄ = χ̄ · ξ̄ , (2.244)

κι εποµένως, έχουµε καταλήξει ότι :

δξϕ = ξ · χ = χ · ξ, δξϕ
† = ξ̄ · χ̄ = χ̄ · ξ̄ . (2.245)

Συνεχίζουµε µε την ίδια λογική για την εύρεση του δξχ†, δηλαδή παίρνου-
µε το ερµιτιανό συζυγές της (2.238) και υπολογίζουµε :

δξχ
† = [Aiσµ(iσ2ξ

∗)∂µϕ]
† = A∂µϕ

†ξT (iσµ)(iσ2) , (2.246)

όπου υποθέσαµε ότι το A είναι πραγµατικό και αργότερα ϑα το επαληθεύσου-
µε. Τώρα, ϑα δώσουµε µία ισοδύναµη έκϕραση για το (2.246):

δξχ
† = A∂µϕ

†ξT (iσµ)(iσ2) ⇒ δξχ̄
T
ȧ = A∂µϕ

†[ξT iσ2iσ
µ] ⇒

δξχ̄ȧ = A∂µϕ
†[ξT iσ2iσ

µ]Ta ⇒ δξχ̄ȧ = A∂µϕ
†[iσµT (−iσ2)ξ]ȧ ⇒

δξ(−iσ2χ̄ȧ) = A∂µϕ
†[iσµT (−iσ2)ξ]ȧ ⇒ δξχ̄

ȧ = A∂µψ
†[(iσ2(iσ

µT )(−iσ2)ξ)]ȧ

δξχ̄ = iA∂µϕ
†σ̄µξ . (2.247)

Είµαστε πλέον σε ϑέση να επιλέξουµε το A, έτσι ώστε η λαγκρατζιανή
(2.232) να είναι αναλλοίωτη κάτω από τις µεταβολές (2.235), (2.238), (2.243),
(2.246). ΄Εχουµε λοιπόν :

δξL = ∂µ(δξϕ
†)∂µϕ+ ∂µϕ

†∂µ(δξϕ) + (δξχ
†)iσ̄µ∂µχ+ χ†iσ̄µ∂µ(δξχ)

= ∂µ(χ
†(iσ2)ξ

∗)∂µϕ+ ∂µϕ
†∂µ(ξT (−iσ2)χ)+

+A(∂µϕ
†ξT iσ2iσ

µ)iσ̄ν∂νχ+Aχ†iσ̄ν∂ν(iσ
µiσ2ξ

∗)∂µϕ (2.248)
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Παρατηρώντας την εξίσωση (2.248), ϐλέπουµε ότι υπάρχουν δύο είδη όρων.
Το ένα είδος περιέχει την παράµετρο ξ∗ και ο άλλος την παράµετρο ξT . Ας
ϑεωρήσουµε αρχικά τον όρο που εµπεριέχει τον παράγοντα Aξ∗. Σ΄ αυτόν
εµϕανίζεται ο συνδυασµός :

σ̄ν∂νσ
µ∂µ = (1,−σ)(∂0,∇)(1,σ)(∂0,∇) = (∂0 − σ̄ ·∇)(∂0 + σ ·∇)

= ∂20 − σ2∇2 = ∂20 −∇2 = ∂µ∂
µ . (2.249)

Οπότε ο όρος µε Aξ∗ της (2.248), σε συνδυασµό µε την (2.249) ϑα δώσει :

δξL|Aξ∗ = Aχ†iσ̄ν∂ν(iσ
µiσ2ξ

∗)∂µϕ = −iAχ†σ̄ν∂νσ
µ∂µϕiσ2ξ

∗

= −iAχ†∂µ∂
µϕσ2ξ

∗ = −iAχ†∂µ∂
µσ2ξ

∗ϕ . (2.250)

Οπότε, το κοµµάτι της δξL, (2.248) που περιέχει το ξ∗ ϑα είναι :

δξL|ξ∗ = ∂µχ
†iσ2ξ

∗∂µϕ− iAχ†∂µ∂
µσ2ξ

∗ϕ (2.251)

Η εξίσωση αυτή είναι (εν µέρει) η µεταβολή της λαγκρατζιανής κάτω από
τους υπερσυµµετρικούς µετασχηµατισµούς και ϐλέπουµε ότι δεν καταϕέραµε
να πετύχουµε την αναλλοιώτητά της, αϕού δεν υπάρχει ελπίδα η µεταβολή
(2.251) να ακυρώσει τον όρο που περιέχει το ξT , ο οποίος περιλαµβάνει τε-
λείως διαϕορετικές παραµέτρους. ΄Οµως η δράση παραµένει αναλλοίωτη αν
µπορέσουµε να κανονίσουµε τη µεταβολή της L να είναι µία ολική παράγω-
γος. Αϕού το ξ δεν εξαρτάται από τη ϑέση, µπορούµε όντως να γράψουµε την
(2.251) σαν µία ολική παράγωγο:

δξL|ξ∗ = ∂µ(χ
†iσ2ξ

∗∂µϕ) , (2.252)

δεδοµένου ότι A = −1. Παροµοίως, αν A = −1, οι όροι στο κοµµάτι της
(2.248) που είναι ανάλογοι του ξT συνδυάζονται έτσι ώστε να δώσουν:

δξL|ξT = ∂µϕ
†∂µ(ξT (−iσ2)χ) +A(∂µϕ

†ξT iσ2iσ
µ)iσ̄ν∂νχ

= ∂µϕ
†∂µ(ξT (−iσ2)χ) + ∂µϕ

†ξT iσ2σ
µσ̄ν∂νχ . (2.253)

Ο δεύτερος όρος της (2.253) µπορεί να γραϕτεί σαν :

∂µ

(
ϕ†ξT iσ2σ

µσ̄ν∂νχ
)
− ϕ†∂µξ

T iσ2σ
µσ̄ν∂νχ

=∂µ

(
ϕ†ξT iσ2σ

µσ̄ν∂νχ
)
+ ϕ†ξT (−iσ2)∂µσµσ̄ν∂νχ

=∂µ

(
ϕ†ξT iσ2σ

µσ̄ν∂νχ
)
+ ϕ†ξT (−iσ2)σ̄ν∂νσµ∂µχ

=∂µ

(
ϕ†ξT iσ2σ

µσ̄ν∂νχ
)
+ ϕ†ξT (−iσ2)∂µ∂µχ . (2.254)

Αντικαθιστώντας την (2.254) στην (2.253), παίρνουµε:

δξL|ξT = ∂µϕ
†∂µ(ξT (−iσ2)χ) + ∂µ(ϕ

†ξT iσ2σ
µσ̄ν∂νχ) + ϕ†ξT (−iσ2∂µ∂µχ)

= ∂µ(ϕ
†ξT (−iσ2)∂µχ) + ∂µ(ϕ

†ξT (iσ2)σ
µσ̄ν∂νχ) , (2.255)
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όπου ο πρώτος και ο τρίτος όρος της (2.255) συνδυάστηκαν έτσι ώστε, όπως
φαίνεται, να δώσουν µία ολική παράγωγο, µε αποτέλεσµα όλο το κοµµάτι
της δξL|ξT να είναι µία ολική παράγωγος. Επόµένως, ως τώρα έχουµε δει
ότι κάτω από τους υπερσυµµετρικούς µετασχηµατισµούς, για A = −1, η L
µεταβάλλεται συνολικά κάτω από µία ολική παράγωγο:

δξL = ∂µ

(
χ†iσ2ξ

∗∂µϕ+ ϕ†ξT (−iσ2)∂µχ+ ϕ†ξT iσ2σ
µσ̄ν∂νχ

)
, (2.256)

µε αποτέλεσµα η δράση να παραµένει τελικά αναλλοίωτη - καταλήγοντας λοι-
πόν σε µία υπερσυµµετρική ϑεωρία. ΄Οπως ϑα δούµε αργότερα, το Ϲευγάρι
ϐαθµωτό πεδίο-L−τύπου σπινοριακό πεδίο, συνιστούν µία left chiral super-
multiplet.

Κλείνοντας, ϑα δείξουµε ότι η (2.256) µπορεί να γραϕτεί επίσης µε τη
µορϕή:

δξL = ∂µ

(
χ†iσ2ξ

∗∂µϕ+ ξT iσ2σ
ν σ̄µχ∂νϕ

† + ξT (−iσ2)χ∂µϕ†
)
. (2.257)

Συγκρίνοντας την (2.256) µε την αποδεικτέα (2.257), παρατηρούµε ότι ο πρώ-
τος όρος τους είναι κοινός αλλά διαϕέρουν στον δεύτερο και τρίτο όρο. ΄Αρα,
αυτό που πρέπει να δείξουµε ουσιαστικά είναι ότι

∂µ

(
ϕ†ξT (−iσ2)∂µχ+ ϕ†ξT iσ2σ

µσ̄ν∂νχ
)
= ∂µ

(
ξT iσ2σ

ν σ̄νχ∂νϕ
† + ξT (−iσ2χ∂µϕ†)

)
.

(2.258)
Από τον πρώτο όρο του αριστερού µέλους της (2.258), έχουµε:

∂µ

(
ϕ†ξT (−iσ2)∂µχ

)
= ∂µ

(
ξT iσ2(σ

µσ̄ν∂νχ)ϕ
†
)

= ξT iσ2∂µσ
µσ̄ν∂νχϕ

† + ξT iσ2σ
µσ̄ν∂νχ∂µϕ

†

= ξT iσ2∂νσ
ν σ̄µ∂µχϕ

† + ξT iσ2σ
µσ̄ν∂µχ∂νϕ

†

= ξT iσ2∂µ∂
µχϕ† + ξT iσ2σ

ν σ̄µ∂µχ∂νϕ
† . (2.259)

Από τον δεύτερο όρο του αριστερού µέλους της (2.258), έχουµε:

∂µ

(
ϕ†ξT iσ2σ

µσ̄ν∂νχ
)
= ξT (−iσ2)∂µ(∂µχϕ†)

= ξT (−iσ2)∂µ∂µχϕ† + ξT (−iσ2)∂µχ∂µϕ† . (2.260)

Συνθέτοντας τα δύο κοµµάτια παίρνουµε:

∂µ

(
ϕ†ξT (−iσ2)∂µχ+ ϕ†ξT (iσ2)σ

µσ̄ν∂νχ
)
=

=ξT iσ2∂µ∂
µχϕ† + ξT iσ2σ

ν σ̄µ∂µχ∂νϕ
† + ξT (−iσ2)∂µ∂µχϕ† + ξT (−iσ2)∂µχ∂µϕ†

=ξT iσ2σ
ν σ̄µ∂µχ∂νϕ

† + ξT (−iσ2)∂µχ∂µϕ†

=∂µ

(
ξT iσ2σ

ν σ̄µχ∂νϕ
† + ξT (−iσ2)χ∂µϕ†

)
. (2.261)

Καταλήγουµε λοιπόν ότι η µεταβολή στη λαγκρατζιανή µπορεί να γραϕτεί µε
τη µορϕή:

δξL = ∂µ

(
χ†iσ2ξ

∗∂µϕ+ ξT iσ2σ
ν σ̄µχ∂νϕ

† + ξT (−iσ2)χ∂µϕ†
)
. (2.262)
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2.3.2 Μία πρώτη µατιά στο MSSM

Προς το παρόν, την υπερσυµµετρία την έχουµε συναντήσει σε ένα απλό µο-
ντέλο που περιγράϕει µόνο το Ϲευγάρι µιγαδικό ϐαθµωτό πεδίο και L−τύπου
Weyl φερµιονικό πεδίο. Τέτοιου είδους πεδία σχηµατίζουν µία supermultiplet
η οποία ονοµάζεται chiral. Επίσης, υπάρχει άλλο ένα είδος supermultiplet
που ϑα µας απασχολήσει, η vector, ή αλλιώς gauge supermultiplet. Σε αυτή
φιλοξενούνται τα διανυσµατικά µποζόνια (που έχουν δύο on-shell ) ϐαθµούς
ελευθερίας µαζί µε Weyl φερµιονικά πεδία. Στην ουσία, µόνο αυτά τα δύο
είδη supermultiplet χρησιµοποιούνται στο MSSM, όπως ϑα δούµε αργότερα.
Πρέπει λοιπόν να δούµε πως ϐαθµωτά, φερµιονικά και διανυσµατικά πεδία
ανατίθενται στις chiral και gauge supermultiplets. Σηµειώνουµε ότι όλα αυτά
τα πεδία είναι άµαζα αρχικά, αλλά ϑα πάρουν µάζα µέσω του µηχανισµού
Higgs ή/και από SUSY-breaking soft όρους.

΄Ενα κρίσιµο σηµείο είναι να διαπιστώσουµε ότι οι υπερσυµµετρικοί µετα-
σχηµατισµοί δεν αλλάζουν τους SU(3)c, SU(2)L, U(1)Y κβαντικούς αριθµούς.
Αυτό σηµαίνει ότι όλα τα σωµατίδια που ανήκουν στην ίδια supermultiplet
πρέπει να έχουν τους ίδιους SU(3)c×SU(2)L×U(1)Y κβαντικούς ατιθµούς.

Ας ξεκινήσουµε µε τα γκλουόνια, τα οποία είναι τα διανυσµατικά µποζόνια
που σχετίζονται µε την SU(3)c συµµετρία. Αυτά, αναγκαστικά ανήκουν στην
8−διάστατη adjoint αναπαράσταση και δε «ϐλέπουν» τη γεύση, δηλαδή είναι
flavour-singlets. Λόγω του ότι κανένα φερµιόνιο του Καθιερωµένου Προτύ-
που δεν φέρει αυτούς τους κβαντικούς αριθµούς, για να κατασκευάσουµε την
υπερσυµµετρική εκδοχή του SM ϑα πρέπει να εισαγάγουµε µία νέα SU(3)
8−πλέτα από Weyl φερµιόνια που ονοµάζονται gluinos G̃, και αποτελούν τα
υπερσυµµετρικά ταίρια των γκλουονίων. Ακριβώς µε την ίδια ϑεώρηση κατα-
λήγουµε στο ότι είµαστε αναγκασµένοι να εισαγάγουµε µία SU(2)L τριπλέτα
από Weyl φερµιόνια, τα winos (W̃±, W̃ 0), για να ταιριάξουν µε τα διανυσµ-
τικά µποζόνια της ασθενούς αλληλεπίδρασης. Παροµοίως, πρέπει να γίνει η
προσθήκη ενός U(1)Y φερµιονίου, του bino (B̃), ώστε να ταιριάξει µε το B
διανυσµατικό πεδίο. ΄Ετσι λοιπόν έχουµε καταϕέρει να στήσουµε την gauge
supermultipletτου MSSM.

Ανάλογες προσθήκες πρέπει να γίνουν και για τα SM φερµιόνια στα ο-
ποία πρέπει να ταιριάξουµε ϐαθµωτά πεδία για να συγκατοικήσουν όλα µαζί
στην chiral supermultiplet. Αρχικά για τα λεπτόνια, απαγορεύεται να τα
ταιριάξουµε µε διανυσµατικά πεδία αϕού ανήκουν στη ϑεµελιώδη (2−πλέτα)
αναπαράσταση της SU(2)L, ενώ τα διανυσµατικά µποζόνια στην (3−πλέτα)
adjoint αναπαράσταση της SU(2)L. Συνεπώς, αυτό που πρέπει να κάνουµε
είναι να σχηµατίσουµε διπλέτες από ϐαθµωτά πεδία τα οποία ϑα έχουν τους
ίδιους κβαντικούς αριθµούς µε τα SM λεπτόνια. ∆ηλαδή:(

νe
e

)
L

=

(
ν̃e
ẽ

)
L

, (2.263)

όπου ν̃e είναι το ϐαθµωτό ταίρι του νετρίνο, το sneutrino, και ẽ είναι το ϐαθ-
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µωτό ταίρι του ηλεκτρονίου, το selectron.
Επίσης για τα κουάρκ ισχύει το ίδιο πράγµα. Αυτά ανήκουν στη ϑεµελιώδη

αναπαράσταση (3−πλέτα) της οµάδας SU(3)c, ενώ τα διανυσµατικά µποζόνια
ανήκουν στην adjoint (8−πλέτα) αναπαράσταση. Αυτό σηµαίνει ότι δεν µπο-
ϱούµε να τα ϐάλουµε σε µία supermultiplet, αϕού διαϕέρουν οι κβαντικοί
αριθµοί τους. ΄Ετσι, εισάγουµε µία τριπλέτα η οποία περιέχει τα ϐαθµωτά
ταίρια των κουάρκ, τα squark, τα οποία µαζί µε τα κουάρκ κατοικούν σε µία
chiral supermultiplet. Επίσης, πέρα από το γεγονός ότι έχουν τους ίδιους
ϐρυονικούς αριθµούς, τα κουάρκ και τα squark πρέπει να έχουν και τους
ίδιους ηλεκτρασθενείς κβαντικούς αριθµούς.

Οι ηλεκτρασθενείς αλληλεπιδράσεις, τόσο για τα λεπτόνια όσο και για τα
κουάρκ, είναι chiral, που σηµαίνει ότι τα L−µέρη αλληλεπιδρούν διαϕορετι-
κά από τα R−µέρη τους. Αυτό φαίνεται από το γεγονός ότι τα qR, ℓR ανήκουν
σε διαϕορετική αναπαράσταση από τα qL, ℓL, συγκεκριµένα στην τετριµµένη
αναπαράσταση. Είναι δηλαδή, SU(2) singlets. ΄Ετσι, πρέπει να εισαγάγουµε
τα υπερσυµµετρικά ϐαθµωτά ταίρια για τα RH σωµατίδια ξεχωριστά. Για πα-
ϱάδειγµα, το uR το ταιριάζουµε µε το ũR και το dR µε το d̃R, ενώ για τα LH ,

τα
(
uL
dL

)
ταιριάζονται µε τα

(
ũL
d̃L

)
.

Τέλος, πρέπει να συζητήσουµε τι συµβαίνει και στον Higgs τοµέα. Τα ϐαθ-
µωτά πεδία Higgs ϑα χρειαστούν τα δικά τους φερµιονικά ταίρια, έτσι ώστε
να φιλοξενηθούν όλα µαζί σε µία chiral supermultiplet. Μία πολύ σηµαντι-
κή συνέπεια στην υπερσυµµετρικοποίηση του SM είναι ότι απαιτούνται δύο
διαϕορετικές Higgs διπλέτες. Στο SM γνωρίζουµε ότι οι φερµιονικές αλληλεπι-

δράσεις (Yukawa) µε το πεδίο Higgs ϕ =

(
ϕ+

ϕ0

)
, δίνουν µάζα στα φερµιόνια

µε αρνητική συνιστώσα ισοσπίν της διπλέτας, T = −1/2. Για να πάρουµε
όρους µάζας για τα φερµιόνια ϑετικού ισοσπίν, έπρεπε να πάρουµε µία άλλη

διπλέτα Higgs, την charge conjugate της ϕ, την ϕc = iσ2ϕ
†T =

(
ϕ̄0

−ϕ̄−
)

.

΄Οµως, ϑα δούµε αργότερα ότι στην υπερσυµµετρική εκδοχή, δεν µπορούµε
να συµπεριλάβουµε ένα ϐαθµωτό πεδίο, ϕ, και το ερµιτιανό συζυγές του, ϕ†.
Εποµένως, η χρήση της συζυγίας φορτίου στο µιγαδικό ϐαθµωτό πεδίο ϕ α-
παγορεύεται και για τον λόγο αυτόν πρέπει να έχουµε δύο ανεξάρτητες Higgs
chiral supermultiplets:

Hu :

(
H+
u

H0
u

)
,

(
H̃+
u

H̃0
u

)
, (2.264)

(2.265)

Hd :

(
H0
d

H−
d

)
,

(
H̃0
d

H̃−
d

)
. (2.266)

Συνοψίζοντας, είδαµε ότι οι chiral και gauge supermultiplets απαρτίζουν
το MSSM. Τώρα ϑα κάνουµε µία (µακρά) παύση για την περεταίρω ανάλυ-
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ση του MSSM (υπερσυµµετρικές αλληλεπιδράσεις soft SUSY-breaking όρους
κ.ά.) για τη ϑεµελίωση των τεχνικών Ϲητηµάτων. Ωστόσο, είµαστε ήδη σε ϑέση
να κάνουµε δύο σηµαντικές παρατηρήσεις :

(α) Κανένα από τα υπερσυµµετρικά ταίρια δεν έχει φανεί ακόµα στο πεί-
ϱαµα, που σηµαίνει ότι δεν µπορούν να έχουν την ίδια µάζα µε τα SM
ταίρια τους.

(β) Από την πρώτη παρατήρηση, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι η υπερ-
συµµετρία είναι µία σπασµένη συµµετρία.

2.4 Η υπερσυµµετρική άλγεβρα και οι supermulti-
plets

Γενικά γνωρίζουµε ότι πίσω από τη συµµετρία κρύβεται µία οµάδα, δηλαδή
µία αντίστοιχη άλγεβρα η οποία περιγράϕεται από σχέσεις ανάµεσα στους γεν-
νήτορες. ΄Εχουµε δει, για παράδειγµα, ότι η SU(2) άλγεβρα ικανοποιεί µία
µεταθετική σχέση των γεννητόρων της και αποτελεί την άλγεβρα από την οποία
προσδιορίζεται η ϑεωρία των στροϕορµών στην κβαντοµηχανική. Η δοµή των
multiplets (των καταστάσεων σε κάθε αναπαράσταση) µπορεί να αναπτυχθεί
µέσω αυτών των µεταθετικών σχέσεων. Για τον λόγο αυτόν κρίνεται απαραίτητο
να ϐρούµε την υπερσυµµετρική άλγεβρα -δηλαδή τις σχέσεις που ικανοποιούν
οι γεννήτορές της- έτσι ώστε να µπορέσουµε να εξγαάγουµε συµπεράσµατα για
τις multiplets της, τις supermultiplets. Θα περιγράψουµε αρχικά µία µέθο-
δο από την οποία ϑα εξαγάγουµε τα ήδη γνωστά αποτελέσµατα της SU(2)
άλγεβρας κι έπειτα ϑα την προσαρµόσουµε έτσι ώστε να ϐρούµε την υπερσυµ-
µετρική άλγεβρα.

2.4.1 ΄Ενας τρόπος να αποκτήσουµε την SU(2) άλγεβρα

Στο προηγούµενο κεϕάλαιο, ϐρήκαµε τους υπερσυµµετρικούς µετασχηµατι-
σµούς για τα πεδία ϕ, ϕ† και χ, χ†. Από τους µετασχηµατισµούς αυτούς ϑα
εξαγάγουµε την άλγεβρα των SUSY γεννητόρων, όµως πριν από αυτό ϑα δούµε
τη µέθοδο στην πράξη στο πιο οικείο περιεχόµενο της SU(2).

Θεωρούµε αρχικά την SU(2) διπλέτα των πεδίων q =

(
u
d

)
, όπου τα

πεδία u, d έχουν την ίδια µάζα και ταυτοτικές αλληλεπιδράσεις, έτσι ώστε η
αντίστοιχη λαγκρατζιανή να είναι αναλλοίωτη κάτω από τους (απειροστούς)
µετασχηµατισµούς των συνιστωσών του q, της µορϕής:

q → q′ =
(
1− ϵ · τ

2

)
q ≡ q + δϵq, (2.267)

όπου
δϵq = −iϵ · τ

2
q . (2.268)
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Εδώ, τ = (τ1, τ2, τ3) είναι οι πίνακες του Pauli και ϵ = (ϵ1, ϵ2, ϵ3) είναι τρεις
πραγµατικές παράµετροι της οµάδας οι οποίες καθορίζουν τον µετασχηµατι-
µό. Τα µετασχηµατισµένα πεδία, q′, πρέπει να ικανοποιούν τις ίδιες αντιµε-
ταθετικές σχέσεις µε τα αρχικά πεδία, q, πράγµα που σηµαίνει ότι συνδέονται
µεταξύ τους µέσω ενός µοναδιακού µετασχηµατισµού:

q′ = UqU † . (2.269)

Για απειροστούς µετασχηµατισµούς, ο U έχει τη γενική µορϕή:

Uinf/mal = (1 + iϵ · T ), (2.270)

όπου T είναι οι τρεις (ερµιτιανοί) γεννήτορες της SU(2). Από τις (2.269) και
(2.270), έχουµε:

q′ = (1 + iϵ · T )q(1− iϵ · T )

= q + iϵ · T q − iϵ · qT = q + iϵ[T , q] . (2.271)

Συγκρίνοντας το αποτέλεσµα αυτό µε την (2.267), συνάγεται ότι :

δϵq = iϵ · [T , q] = −iϵ · τ
2
q . (2.272)

∆εν ξεχνάµε ότι, όπως φαίνεται και από την (2.22), οι T είναι κβαντικοί πε-
διακοί τελεστές οι οποίοι κατασκευάζονται από τα πεδία της λαγκρατζιανής.
Συνεχίζουµε στον υπολογισµό των µεταθετικών τους σχέσεων. Παίρνουµε δύ-
ο διαϕορετικές απειροστές µεταβολές των πεδίων, οι οποίες σύµϕωνα µε την
(2.272) ϑα είναι :

δϵ1q = iϵ1[T1, q] = i
ϵ1τ1
2
q , (2.273)

δϵ2q = iϵ2[T2, q] = i
ϵ2τ2
2
q . (2.274)

Θα υπολογίσουµε λοιπόν τη διαϕορά δϵ1δϵ2 − δϵ2δϵ1 µε δύο διαϕορετικούς
τρόπους, ο ένας µε την πρώτη ισότητα και ο άλλος µε τη δεύτερη ισότητα των
(2.273), (2.274). Εξισώνοντας τα αποτελέσµατα που ϑα ϐρούµε ϑα καταλή-
ξουµε στην αναµενόµενη µεταθετική σχέση των γεννητόρων. Πρώτα, χρησιµο-
ποιούµε τη δεύτερη ισότητα των (2.273), (2.274) και υπολογίζουµε τους δύο
όρους της διαϕοράς. Για τον πρώτο έχουµε:

δϵ1δϵ2q = δϵ1

(
−iϵ2τ2

2

)
q

= −iϵ2τ2
2
δϵ1q

= −iϵ2τ2
2

(
−iϵ1τ1

2

)
q

= −1

4
ϵ1ϵ2τ2τ1q . (2.275)
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Παροµοίως, για τον δεύτερο ισχύει ότι :

δϵ2δϵ1q = δϵ2

(
−iϵ1τ1

2

)
q

= −iϵ1τ1
2
δϵ2q

= −iϵ1τ1
2

(
−iϵ2τ2

2

)
q

= −1

4
ϵ1ϵ2τ1τ2q . (2.276)

Και στις δύο παραπάνω περιπτώσεις, µπορούµε να αλλάζουµε τη ϑέση των
ϵ1, ϵ2, αϕού είναι απλοί αριθµοί, αλλά δεν µπορούµε να κάνουµε το ίδιο για
τους τ1, τ2 καθώς είναι πίνακες οι οποίοι δεν µετατίθενται. Εποµένως, παίρ-
νουµε τη Ϲητούµενη διαϕορά που προέκυψε από τις δεύτερες ισότητες των
(2.273), (2.274) και ϐρίσκουµε:

(δϵ1δϵ2 − δϵ2δϵ1)q = ϵ1ϵ2

[τ1
2
,
τ2
2

]
q

= ϵ1ϵ2i
τ3
2
q = −iϵ1ϵ2 [T3, q] , (2.277)

όπου στο τελευταίο ϐήµα, χρησιµοποιήσαµε το ανάλογο των (2.273), (2.274)
για την τρίτη συνιστώσα, δϵ3 = iϵ3 [T3, q] = −iϵ3

τ3
2
q.

Κατά παρόµοιο τρόπο υπολογίζουµε τη διαϕορά (δϵ1δϵ2 − δϵ2δϵ1)q από τις
πρώτες ισότητες των (2.273), (2.274). Για τον πρώτο όρο της διαϕοράς έχουµε:

δϵ1δϵ2q = δϵ1 (iϵ2[T2, q])

= iϵ2δϵ1 ([T2, q])

= iϵ1ϵ2 [T1, [T2, q]] . (2.278)

Παροµοίως και για τον δεύτερο όρο της διαϕοράς παίρνουµε:

δϵ2δϵ1q = δϵ2 (iϵ1[T1, q])

= iϵ1δϵ2 ([T1, q])

= iϵ1ϵ2 [T2, [T1, q]] . (2.279)

Εποµένως, παίρνουµε τη Ϲητούµενη διαϕορά που προέκυψε από τις πρώτες
ισότητες των (2.273), (2.274) και ϐρίσκουµε ότι :

(δϵ1δϵ2 − δϵ2δϵ1)q = −ϵ1ϵ2 {[T1, [T2, q]]− [T2, [T1, q]]}
= −ϵ1ϵ2 {[T1, [T2, q]] + [T2, [q, T1]]} . (2.280)

Τώρα, µπορούµε να ανασχηµατίσουµε το δεξί µέλος της (2.280) χρησιµο-
ποιώντας την ταυτότητα Jacobi:

[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0 . (2.281)
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Εποµένως, η (2.280) µε τη ϐοήθεια της (2.281) ϑα γίνει :

(δϵ1δϵ2 − δϵ2δϵ1)q = −ϵ1ϵ2 [[T1, T2], q]] . (2.282)

Εξισώνοντας τις (2.277) και (2.282), όπως είχαµε αναϕέρει αρχικά, παίρνου-
µε :

[T1, T2] = iT3, (2.283)

το οποίο είναι ένα αναµενόµενο αποτέλεσµα καθώς γνωρίζαµε ήδη πολύ καλά
τη µεταθετική σχέση της άλγεβρας A1, της SU(2) όµάδας, την οποία έχουµε
αναλύσει εκτενώς στο παράρτηµα. Αυτή τη µέθοδο ϑα ακολουθήσουµε για να
ϐρούµε την υπερσυµµετρική άλγεβρα, δεδοµένου ότι το µοντέλο µας (αυτό που
µελετήσαµε στο προηγούµενο κεϕάλαιο) έχει µόνο ϐαθµωτά και σπινοριακά
πεδία.

2.4.2 Οι γεννήτορες της υπερσυµµετρίας και η άλγεβρά τους

Για να προσαρµόσουµε την προηγούµενη µέθοδο στην περίπτωση της υπερ-
συµµετρίας, χρειαζόµαστε το υπερσυµµετρικό ανάλογο της (2.272), δηλαδή
τη µεταβολή των πεδίων που υπεισέρχονται στη ϑεωρία. Οι µεταβολές των πε-
δίων, δξϕ, δξχ, έχουν ϐρεθεί στο προηγούµενο κεϕάλαιο και δίνονται από τις
σχέσεις (2.235) και (2.238) για A = −1, αντίστοιχα:

δξϕ = ξT (−iσ2)χ, δξχa = − [iσµ(iσ2ξ
∗)]a ∂µϕ . (2.284)

Οι µεταβολές αυτές µας δίνουν το ανάλογο των δεύτερων εξισώσεων της (2.272),
όµως εµείς ϑέλουµε και µία µορϕή των µεταβολών που να συνάδει µε την
πρώτη εξίσωση της (2.272), δηλαδή κάτι της µορϕής:

δξϕ ∼ i[ξQ, ϕ] = ξT (−iσ2)χ, (2.285)

όπου Q είναι ένας γεννήτορας της SUSY. ∆εν ξεχνάµε ότι ο ξ είναι σπίνορας
κι εποµένως και το Q πρέπει να έχει σπινοριακή µορϕή, αλλιώς το ένα µέλος
της (2.285) ϑα είναι µποζονικό, ενώ το άλλο φερµιονικό. ΄Ετσι, αϕού το ϕ
είναι ϐαθµωτό κάτω από τους LT, ϑα πρέπει να συνδυάσουµε τα ξ,Q έτσι
ώστε να δίνουν ένα Lorentz αναλλοίωτο γινόµενο. Ας υποθέσουµε ότι ο Q
µετασχηµατίζεται όπως ένας L−τύπου σπίνορας, όπως και ο ξ. Αυτό σηµαίνει
ότι η ποσότητα ξT (−iσ2)Q είναι Lorentz αναλλοίωτη, όπως έχουµε δείξει στην
(2.119). Εποµένως, γράϕουµε:

δξϕ = i
[
ξT (−iσ2)Q,ϕ

]
= ξT (−iσ2)χ , (2.286)

ή ισοδύναµα σε πιο περιεκτική γραϕή:

δξϕ = i[ξ ·Q,ϕ] = ξ · χ . (2.287)

Πρόκειται όµως να υπολογίσουµε τη διαϕορά (δηδξ−δξδη)ϕ, άρα, αϕού δξϕ ∼
χ, ϑα χρειαστούµε και την (2.238). Αυτή εµπεριέχει το ξ∗, οπότε για να
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πάρουµε το πλήρες ανάλογο του iϵ ·T , ϑα χρειαστεί να επεκτείνουµε το iξ ·Q
στο :

i
(
ξT (−iσ2)Q+ ξ†(iσ2)Q

∗
)
= i(ξ ·Q+ ξ̄ · Q̄) . (2.288)

Πρώτα υπολογίζουµε τη διαϕορά (δηδξ−δξδη)ϕ χρησιµοποιώντας τις (2.235)
και (2.238) (για A = −1), παίρνοντας τη δεύτερη εξίσωση της (2.287):

(δηδξ − δξδη)ϕ = δη
(
ξT (−iσ2χ)

)
− δξ

(
ηT (−iσ2χ)

)
= ξT (−iσ2)iσµ(−iσ2)η∗∂µϕ− ηT (−iσ2)iσµ(−iσ2)ξ∗∂µϕ
=
(
ξT cσµcη∗ − ηT cσµcξ∗

)
i∂µϕ , (2.289)

όπου

c ≡ iσ2 =

(
0 −1
1 0

)
. (2.290)

Χρησιµοποιώντας την (2.145), cσµc = −σ̄µT , και λαµβάνοντας υπόψη ότι η
ποσότητα ξT σ̄µT η∗ είναι µία ποσότητα µίας συνιστώσας (και άρα ϑα ισούται
µε τον ανάστροϕό της πέρα από ένα πλην λόγω αντιµετάθεσης φερµιονικών
πεδίων), η παραπάνω εξίσωση απλοποιείται και γίνεται12:

(δηδξ − δξδη)ϕ =
(
ξT (−σµT )η∗ − ηT (−σµT )ξ∗

)
i∂µϕ

=
(
η†σ̄µξ − ξ†σ̄µη

)
i∂µϕ . (2.291)

Τώρα, περνάµε στον υπολογισµό της διαϕοράς (δηδξ−δξδη)ϕ δουλεύοντας
µε την πρώτη εξίσωση της (2.287):

(δηδξ − δξδη)ϕ = δη(δξϕ)− δξ(δηϕ)

= δη
(
i[ξ ·Q+ ξ̄ · Q̄, ϕ]

)
− δξ

(
i[η ·Q+ η̄ · Q̄, ϕ]

)
=
(
i[ξ ·Q+ ξ̄ · Q̄, δηϕ]

)
−
(
i[η ·Q+ η̄ · Q̄, δξϕ]

)
= −

{[
η ·Q+ η̄ · Q̄, [ξ ·Q+ ξ̄ · Q̄, ϕ]

]
−
[
ξ ·Q+ ξ̄ · Q̄, [η ·Q+ η̄ · Q̄, ϕ]

]}
. (2.292)

Ακολουθώντας κατά γράµµα τη µέθοδο που αναπτύξαµε για την SU(2), χρη-
σιµοποιούµε την ταυτότητα Jacobi, (2.281):

12Για να κρατήσουµε επαϕή µε το Majorana συµβολισµό, η παραπάνω διαϕορά ϑα είναι :

(δηδξ − δξδη)ϕ = Ψ̄η
Mγ

µΨξ
M i∂µϕ
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−

η ·Q+ η̄ · Q̄︸ ︷︷ ︸
A

, [ξ ·Q+ ξ̄ · Q̄︸ ︷︷ ︸
B

, ϕ︸︷︷︸
C

]

+

ξ ·Q+ ξ̄ · Q̄︸ ︷︷ ︸
B

, [η ·Q+ η̄ · Q̄︸ ︷︷ ︸
A

, ϕ︸︷︷︸
C

]


=−

η ·Q+ η̄ · Q̄︸ ︷︷ ︸
A

, [ξ ·Q+ ξ̄ · Q̄︸ ︷︷ ︸
B

, ϕ︸︷︷︸
C

]

−

ξ ·Q+ ξ̄ · Q̄︸ ︷︷ ︸
B

, [ ϕ︸︷︷︸
C

, η ·Q+ η̄ · Q̄︸ ︷︷ ︸
A

]


=+

 ϕ︸︷︷︸
C

, [η ·Q+ η̄ · Q̄︸ ︷︷ ︸
A

, ξ ·Q+ ξ̄ · Q̄︸ ︷︷ ︸
B

]


=−

[[
η ·Q+ η̄ · Q̄, ξ ·Q+ ξ̄ · Q̄

]
, ϕ
]
. (2.293)

΄Οπως είχαµε σχεδιάσει, εξισώνουµε τα δύο αποτελέσµατα (2.289), (2.293) κι
έχουµε13:[[

η ·Q+ η̄ · Q̄, ξ ·Q+ ξ̄ · Q̄
]
, ϕ
]
= −

(
ξT cσµcη∗ − ηT c σµcξ∗

)
i∂µϕ

=
(
ξT c σµcη∗ − ηT c σµcξ∗

)
[Pµ, ϕ]

= −
(
ηT c σµc ξ∗ − ξT c σµc η∗

)
[Pµ, ϕ] .

(2.295)

΄Αρα καταλήγουµε ότι :[
η ·Q+ η̄ · Q̄, ξ ·Q+ ξ̄ · Q̄

]
= −

(
ηT c σµcξ∗ − ξT c σµcη∗

)
Pµ . (2.296)

Παρ΄ όλα αυτά, για να είναι η (2.296) µία εξίσωση τελεστών, ϑα πρέπει να ισχύει
όταν δρα πάνω σε όλα τα πεδία µίας supermultiplet. ΄Οµως σε µία supermul-
tiplet που περιέχονται ϐαθµωτά πεδία ϕ, περιέχονται επίσης και L−τύπου
σπίνορες, δηλαδή αναϕερόµαστε σε µία chiral supermultiplet. Συνεπώς, ϑα
πρέπει πέρα από το δηδξ − δξδη που δρα πάνω στο ϕ, να υπολογίσουµε και το
(δηδξ − δξδη)χ. Η αϕελής αντιµετώπιση είναι να ϐάλουµε στη ϑέση του ϕ το
πεδίο χ, στο αποτέλεσµα (2.289):

(δηδξ − δξδη)χ =
(
ξT cσµcη∗ − ηT cσµcξ∗

)
i∂µχ . (2.297)

∆υστυχώς όµως, κάτι τέτοιο δεν ισχύει γιατί όπως ϑα δούµε η κατάσταση περι-
πλέκεται. Ωστόσο, ϑα ϐρούµε κάποιον τρόπο να «επιδιορθώσουµε» τη ϐλάβη.

Για να αποκτήσουµε τελικά τις (αντι-)µεταθετικές σχέσεις των Q από το
αποτέλεσµά µας (2.296), πρέπει καταρχήν να απαλλαγούµε από τις παραµέ-
τρους η, ξ και στα δύο µέλη της εξίσωσης. Καταρχήν παρατηρούµε ότι εϕόσον

13Εισάγοντας τον τελεστή της 4−ορµής Pµ, ο οποίος είναι ο γεννήτορας των χωροχρονικών
µεταθέσεων και λαµβάνοντας υπόψη το γεγονός ότι

[Pµ, ϕ]Ψ = −i∂µ(ϕψ) + i∂µΨϕ = −∂µϕ− i∂µΨϕ+ i∂µΨϕ = −i∂µϕ . (2.294)
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στο δεξί µέλος δεν υπάρχουν όροι ανάλογοι των ηξ και η∗ξ∗ µπορούµε να
ϑεωρήσουµε:

[η ·Q, ξ ·Q] = [η̄ · Q̄, ξ̄ · Q̄] = 0 . (2.298)

΄Αρα, από τον πρώτο µεταθέτη της (2.298) έχουµε:

0 =
(
η1Q1 + η2Q2

) (
ξ1Q1 + ξ2Q2

)
−
(
ξ1Q1 + ξ2Q2

) (
η1Q1 + η2Q2

)
= −η1ξ1(2Q1Q1)− η1ξ2(Q1Q2 +Q2Q1)− η2ξ1(Q2Q1 +Q1Q2)− η2ξ2(2Q2Q2) .

(2.299)

Αϕού όλοι οι συνδυασµοί των παραµέτρων που προέκυψαν στην (2.299) είναι
ανεξάρτητοι, συµπεραίνουµε ότι :

{Qa, Qb} = 0 , (2.300)

και παροµοίως από το δεύτερο µεταθέτη της (2.298), παίρνουµε:

{Q∗
a, Q

∗
b} = 0 . (2.301)

Παρατηρούµε λοιπόν ότι οι παράµετροι η, ξ απαλείϕονται και οι µεταθέτες της
(2.298) γίνονται τελικά αντιµεταθέτες.

Τώρα, ας εξετάσουµε τον
[
η ·Q, ξ̄ · Q̄

]
όρο της (2.296).

� Για το ξ̄ · Q̄ έχουµε:

ξ̄ · Q̄ = ξ̄ȧQ̄
ȧ = ξ∗aQ

a∗ = (ξaQ
a)∗ = (ξaϵ

abQb)
∗

= (�����:0
ξ1ϵ

11Q1 + ξ1ϵ
12Q2 + ξ2ϵ

21Q1 +�����:0
ξ2ϵ

22Q2)
∗

= (ξ1Q2 − ξ2Q1)
∗ = ξ∗1Q

∗
2 − ξ∗2Q

∗
1 . (2.302)

� Για το η ·Q έχουµε:

η ·Q = ηaQa = ϵabηbQa = −ηbϵbaQa = −η1ϵ1aQa

= −�����:0
η1ϵ

11Q1 − η1ϵ
12Q2 − η2ϵ

21Q1 −�����:0
η2ϵ

22Q2

= −η1Q2 + η2Q1 . (2.303)

Εποµένως, έχουµε διαδοχικά:[
η ·Q, ξ̄ · Q̄

]
= η ·Qξ̄ · Q̄− ξ̄ · Q̄η ·Q
= (−η1Q2 + η2Q1)(ξ

∗
1Q

∗
2 − ξ∗2Q

∗
1)− (ξ∗Q∗

2 − ξ∗2Q
∗
1)(−η1Q2 + η2Q1)

= −η1Q2ξ
∗
1Q

∗
2 + η2Q1ξ

∗
1Q

∗
2 − η1Q2ξ

∗
1Q

∗
2 − η2Q1ξ

∗
2Q

∗
1

+ ξ∗1Q
∗
2η1Q2 − ξ∗1Q

∗
2η2Q1 − ξ∗2Q

∗
1η1Q2 + ξ∗2Q

∗
1η2Q1

= η1ξ
∗
1Q2Q

∗
2 − η2ξ

∗
1Q1Q

∗
2 − η1ξ

∗
2Q2Q

∗
1 + η2ξ

∗
2Q1Q

∗
1

η1ξ
∗
1Q

∗
2Q2 − η2ξ

∗
1Q

∗
2Q1 − η1ξ

∗
2Q

∗
1Q2 + η2ξ

∗
2Q

∗
1Q1

= η1ξ
∗
1(Q2Q

∗
2 +Q∗

2Q2)− η2ξ
∗
1(Q1Q

∗
2 +Q∗

2Q1)

− η1ξ
∗
2(Q2Q

∗
1 +Q∗

1Q2) + η2ξ
∗
2(Q1Q

∗
1 +Q∗

1Q1) .
(2.304)
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Εποµένως, δουλεύοντας µε τον πρώτο όρο της (2.296) που είναι ανάλογος του
ηξ∗, παίρνουµε:

−(ηT cσµcξ∗)Pµ = −
[(

η1 η2
)( 0 −1

1 0

)
σµ
(

0 −1
1 0

)(
ξ∗1
ξ∗2

)]
Pµ

= −
(
η2 −η1

)
σµ
(

−ξ∗2
ξ∗1

)
Pµ

=
(
−η2 η1

)( σµ11 σµ12
σµ21 σµ22

)(
−ξ∗2
ξ∗1

)
Pµ

= [(−η2σµ11 + η1σ
µ
21) (−ξ

∗
2) + (−η2σµ12 + η1σ

µ
22) ξ

∗
1 ]Pµ .

(2.305)

Εποµένως, αϕού δουλέψαµε και τα δύο µέλη της (2.296), αντικαθιστούµε σε
αυτήν τα αποτελέσµατα στα οποία καταλήξαµε στις (2.304) και (2.305) και
καταλήγουµε στις Ϲητούµενες αντιµεταθετικές σχέσεις των υπερσυµµετρικών
τελεστών :

Q2Q
∗
2 +Q∗

2Q2 = σµ22Pµ , Q1Q
∗
2 +Q∗

2Q1 = σµ12Pµ ,

Q2Q
∗
1 +Q∗

1Q2 = σµ21Pµ , Q1Q
∗
1 +Q∗

1Q1 = σµ11Pµ . (2.306)

Ο Q είναι κβαντικός πεδιακός τελεστής άρα ενώ ως τώρα χρησιµοποιούσαµε
καταχρηστικά το σύµβολο αυτό, πρέπει τώρα να αποκαταστήσουµε την τάξη.
΄Ετσι, µε αυτή την αλλαγή, οι 4 παραπάνω αντιµεταθετικές σχέσεις γράϕονται
σε µία περιεκτική σχέση: {

Qa, Q
†
b

}
= σµabPµ . (2.307)

Αυτή είναι η πολύ σηµαντική σχέση που δίνει τη σωστή έκϕραση της (2.31)
που είχαµε υποθέσει στο πρώτο κεϕάλαιο. Επιβεβαιώνουµε ότι οι τελεστές της
υπερσυµµετρίας, συνδέονται µε τον τελεστή των χωροχρονικών µεταθέσεων.
∆ικαιολογείται λοιπόν το γιατί ϑεωρούµε τη SUSY σαν κάποιο είδος επέκτασης
του χωρόχρονου, µε τον Q να παράγει τις υπερσυµµετρικές µεταθέσεις.

Σε συµϕωνία µε την (2.140), µπορούµε να ορίσουµε:

Q̄ȧ ≡ Q†
a , (2.308)

µε τις αντιµεταθετικές σχέσεις (2.300) και (2.307) να γίνονται :{
Q̄ȧ, Q̄ḃ

}
= 0 ,

{
Qa, Q̄ḃ

}
= (σµ)aḃPµ . (2.309)

Η υπερσυµµετρική άλγεβρα µπορεί επίσης να γραϕτεί σε µορϕή Majorana.
΄Οπως µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα Majorana σπίνορα από ένα 2−συνιστωσών
σπίνορα χ (ή ψ), µε την ίδια λογική µπορούµε να φτιάξουµε ένα 4−συνιστωσών
Majorana σπινοριακό φορτίο QM , από το L−τύπου σπινοριακό φορτίο Q:

QM =

(
iσ2Q

†T

Q

)
=


Q†

2

−Q†
1

Q1

Q2

 . (2.310)
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΄Εστω QMα οι συνιστώσες του παραπάνω Majorana σπίνορα, µε α = 1 . . . 4.
Οι αντιµεταθετικές σχέσεις παίρνουν λοιπόν τη µορϕή:

{QMα, QMβ} = (γµ(iγ2γ0))αβPµ ⇒
{
QMα, Q̄Mβ

}
= (γµ)αβPµ . (2.311)

Τέλος, σηµειώνουµε ότι ο µεταθέτης δύο µεταθέσεων είναι µηδέν (οι µε-
ταθέσεις µετατίθενται) και ότι ο µεταθέτης των Q και P επίσης είναι µηδέν,
πράγµα σχετικά προϕανές, αϕού ο Q δεν εξαρτάται από τις χωροχρονικές
συντεταγµένες. Εποµένως, όλες οι µεταθετικές και αντιµεταθετικές σχέσεις
ανάµεσα στους τελεστές Q,Q†, P είναι καλά ορισµένες, οπότε λέµε ότι η άλ-
γεβρα των υπερµεταθέσεων (supertranslation) κλείνει.

2.4.3 Το υπερσυµµετρικό ϱεύµα

Στην περίπτωση των συνηθισµένων συµµετριών, η αναλλοιώτητα της L κάτω
από µετασχηµατισµούς των πεδίων υποννοεί την ύπαρξη ενός 4−διανύσµατος
jµ (το ϱεύµα συµµετρίας), το οποίο διατηρείται : ∂µjµ = 0. Ο γεννήτορας της
εκάστοτε συµµετρίας είναι το φορτίο που σχετίζεται µε το ϱεύµα, δηλαδή το
χωρικό ολοκλήρωµα του j0. Το διατηρούµενο αυτό ϱεύµα ϐρίσκεται εύκολα,
ας ϑυµηθούµε τη διαδικασία. ΄Εστω ότι η L είναι αναλλοίωτη κάτω από το
µετασχηµατισµό

ϕr → ϕr + δϕr , (2.312)

όπου το ϕr είναι ένα πεδίο r συνιστωσών µίας λαγκρατζιανής. Εποµένως,

0 = δL =
∂L
∂ϕr

δϕr +
∂L

∂(∂µϕr)
∂µ(δϕr) + h.c. (2.313)

΄Οµως, από την εξίσωση κίνησης του ϕr:

∂L
∂ϕr

= ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕr)

)
, (2.314)

η (2.313) ϑα γίνει :

∂µj
µ = 0, όπου jµ =

∂L
∂(∂µϕr)

δϕr + h.c. (2.315)

Ας πάρουµε ένα απλό παράδειγµα, αυτό της λαγκρατζιανής πυκνότητας :

L = q̄(i ̸∂ −m)q , όπου q =

(
u
d

)
, (2.316)

η οποία είναι αναλλοίωτη κάτω από τον SU(2) απειροστό µετασχηµατισµό
(2.267), ο οποίος χαρακτηρίζεται από τρεις απειροστές παραµέτρους. ∆ηλαδή
ϑα υπάρχουν τρεις ανεξάρτητες συµµετρίες, τρία ϱεύµατα και τρία φορτία. Ας
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πάρουµε το µετασχηµατισµό που εµπλέκει µόνο το ϵ1. ΄Ετσι ο µετασχηµατι-
σµός ϑα είναι ο δq = −iϵ1(τ1/2)q και το ϱεύµα ϑα είναι :

jµ =
∂L

∂(∂µϕr)
δϕr =

∂L
∂(∂µq)

δqϵ1 = q̄iγµ(−iϵ1(τ1/2))q = ϵ1q̄γ
µ(τ1/2)q .

(2.317)
Λαµβάνοντας υπόψη και τις τρεις απειροστές παραµέτρους καταλήγουµε στην
ύπαρξη του ισοσπίν ϱεύµατος :

jµ = q̄γµ(τ/2)q , (2.318)

µε τα φορτία να δίνονται :

T =

∫
q†(τ/2)qd3x . (2.319)

Εϕαρµόζοντας τη διαδικασία αυτή στην περίπτωση της λαγκρατζιανής (2.232),
L = ∂µϕ

†∂µϕ + χ†iσ̄µ∂µχ, του απλού υπερσυµµετρικού µοντέλου µας µπο-
ϱούµενα ϐρούµε το υπερσυµµετρικό ϱεύµα. Υπάρχει ωστόσο µία διαϕορά
ανάµεσα στην περίπτωση του SU(2) µοντέλου και του υπερσυµµετρικού. Στο
πρώτο, η λαγκρατζινή είναι πραγµατικά αναλλοίωτη κάτω από τους πεδιακούς
µετασχηµατισµούς, ενώ στη δεύτερη περίπτωση η λαγκρατζιανή δεν είναι µη-
δέν αλλά µία ολική παράγωγος, ας την ονοµάσουµε ∂µKµ, µε αποτέλεσµα
να µένει τελικά η δράση αναλλοίωτη. Αυτό σηµαίνει ότι το ϱεύµα ϑα δίνεται
πλέον από τη σχέση14:

jµ =
∂L

∂(∂µϕ)
δϕ+ h.c.−Kµ . (2.320)

΄Οµως, αϕού τα φορτία της υπερσυµµετρίας είναι οι σπίνορες Qa, αναµέ-
νουµε τα συσχετιζόµενα ϱεύµατα να φέρουν και αυτά σπινοριακούς δείκτες,
συνεπώς ϑα είναι jµa . Τα υπερσυµµετρικά ϱεύµατα ϑα σχετίζονται µε µετα-
σχηµατισµούς που χαρακτηρίζονται από τις σπινοριακές παραµέτρους ξ, ξ∗.
Εποµένως έχουµε:

ξT (−iσ2)jµ + ξ†iσ2j
µ∗ =

∂L
∂(∂µϕ)

δϕ+ δϕ†
∂L

∂(∂µϕ†)
+

∂L
∂(∂µχ)

δχ−Kµ

= ∂µϕ†δϕ+ δϕ†∂µϕ+ χ†iσ̄µδχ−Kµ

= ∂µϕ†ξT (−iσ2)χ+ χ†(iσ2)ξ
∗∂µϕ+ χ†iσ̄µ(−iσν ξ̄∂νϕ)

− χ†iσ2ξ
∗∂µϕ− ξT (iσ2)σ

ν σ̄µ∂νϕ
† − ξT (−iσ2)χ∂µϕ†

= χ†iσ̄(−iσν)(iσ2ξ∗)∂νϕ− ξT iσ2σ
ν σ̄µχ∂νϕ

†

= χ†σ̄µσνiσ2ξ
∗∂νϕ+ ξT (−iσ2)σν σ̄µχ∂νϕ† . (2.321)

14Μανωλάκος Γιώργος, ∆ιπλωµατική εργασία : Το καθιερωµένο πρότυπο της φυσικής και
επανακανονικοποίηση της QED, 2012
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Συνεπώς, καταλήγουµε ότι το ϱεύµα είναι :

jµ = σν σ̄µχ∂νϕ
† . (2.322)

΄Οπως ήταν αναµενόµενο, το ϱεύµα αυτό έχει δύο σπινοριακές συνιστώσες.
Τα υπερσυµµετρικά φορτία (γεννήτορες) δίνονται, όπως προαναϕέραµε,

από το χωρικό ολοκλήρωµα της µ = 0 συνιστώσας του υπερσυµµετρικού ϱεύ-
µατος, (2.322), έτσι ώστε :

Qa =

∫
(σνχ(y))a∂νϕ

†(y)d3y . (2.323)

Θα επαληθεύσουµε ότι αυτά τα φορτία όντως παράγουν τους απαιτούµενους
µετασχηµατισµούς των πεδίων, δηλαδή ότι :

(α) i [ξ ·Q,ϕ(x)] = ξ · χ(x) = δξϕ

(β) i
[
ξ ·Q+ ξ̄ · Q̄, χ(x)

]
= −iσµ(iσ2ξ∗)∂µϕ(x) = δξχ

(α) ϑα ξεκινήσουµε από το πρώτο µέλος και ϑα καταλήξουµε στο δεύτερο :

i [ξ ·Q,ϕ(x)] = i [ξaQa, ϕ(x)] = i

[
ξa
∫

(σνχ(y))a∂νϕ
†(y)d3y, ϕ(x)

]
= i

∫
ξa(σνχ(y))a∂νϕ

†(y)ϕ(x)d3y − i

∫
ξa(σνχ(y))aϕ(x)∂νϕ

†(y)d3y

= i

∫
ξa(σ0χ(y))a∂0ϕ

†(y)ϕ(x)− i

∫
ξa(σ0χ(y))aϕ(x)∂0ϕ

†(y)d3y

+ i

∫
ξa(σχ(y))a∇ϕ†(y)ϕ(x)− i

∫
ξa(σχ(y))aϕ(x)∇ϕ†(y)d3y

= i

∫
ξa(σ0χ(y))a

(
ϕ̇†(y)ϕ(x)− ϕ(x)ϕ̇†(y)

)
d3y

+ i

∫
ξa(σχ(y))a


��������������:0

∇ϕ†(y)ϕ(x)− ϕ(x)∇ϕ†(y)

 d3y

(2.325)
= i

∫
ξaχ(y)δ(3)(x− y)d3y = iξa

∫
χa(y)δ

(3)(x− y)d3y

= iξaχa(x) = iξ · χ(x) . (2.324)

Αποδείχθηκε το Ϲητούµενο, κάνοντας χρήση και των µποζονικών (ίδιου
χρόνου) σχέσεων µετάθεσης :[

ϕ(x, t), ϕ̇†(y, t)
]
= iδ(3)(x− y) . (2.325)
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(β) ϑα ξεκινήσουµε από το πρώτο µέλος και ϑα καταλήξουµε στο δεύτερο :

i
[
ξ ·Q+ ξ̄ · Q̄, χ(x)

]
= i
[
ξaQa + ξ̄ȧQ̄

ȧ, χ(x)
]
= i
[
ξaQa + ξ∗aQ

†a, χ(x)
]

= i
[
ξaQa − ξa∗Q†

a, χ(x)
]
= +i [ξaQa, χ(x)]︸ ︷︷ ︸

(1)

−i
[
ξa∗Q†

a, χ(x)
]

︸ ︷︷ ︸
(2)

.

(2.326)

• Για τον όρο (1) της (2.326):

i [ξaQa, χ(x)] = i

[
ξa
∫

(σνχ(y))a ∂νϕ
†(y)d3y, χb(x)

]
= i

∫
ξa (σνχ(y))a ∂νϕ

†(y)χb(x)d
3y − i

∫
χb(x)ξ

a (σνχ(y))a ∂νϕ
†(y)d3y

= i

∫
ξaσ0χ(y)∂0ϕ

†(y)χb(x)d
3y + i

∫
ξaσχa(y)∇ϕ†χb(x)d

3y

− i

∫
χb(x)ξ

aσ0χ(y)∂0ϕ
†(y)d3y − i

∫
χb(x)ξ

aσχa(y)∇ϕ†(y)d3y

= i

∫
ξa


�������������:0

χa(y)χb(x) + χb(x)χa(y)

 ∂0ϕ
†(y)d3y

+ i

∫
ξaσ


�������������:0

χa(y)χb(x) + χb(x)χa(y)

∇ϕ†(y)d3y = 0 .
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• Για τον όρο (2) της (2.326):

−i
[
ξa∗Q†

a, χb(x)
]
= −i

(∫
ξa∗∂νϕ(y)(χ

†(y)σν)aχb(x)d
3

−
∫
χb(x)ξ

a∗∂νϕ(y)(χ
†σν)ad

3y

)
= −i

(∫
ξa∗∂0ϕ(y)(χ

†(y)σ0)aχb(x)d
3y +

∫
ξa∗∇ϕ(y)(χ†(y)σ)aχb(x)d

3y

+

∫
ξa∗χb(x)∂0ϕ(y)(χ

†(y)σ0)ad
3y +

∫
ξa∗χb(x)∇ϕ(y)(χ†(y)σ)ad

3y

)
= −i

∫
ξa∗∂0ϕ(y)χ

†
a(y)χb(x)d

3y − i

∫
ξa∗∇ϕ(y)χ†

a(y)σ̄χb(x)d
3y

+

∫
ξa∗χb(x)∂0ϕ(y)χ

†
a(y)d

3y + i

∫
ξa∗χb(x)∇ϕ(y)χ†

a(y)σd
3y

= −i
∫
ξa∗∂0ϕ(y)

(
χ†
a(y)χb(x) + χb(x)χ

†
a(y)

)
d3y

− i

∫
ξa∗∇ϕ(y)σ

(
χ†
aχb(x) + χb(x)χ

†
a(y)

)
d3y

(2.327)
= −i

∫
ξa∗∂0ϕ(y)δabδ

(3)(x− y)d3y − i

∫
ξa∗∇ϕ(y)σδabδ

(3)(x− y)d3y

= −
∫
ξa∗(∂0,∇)ϕ(y)(1,σ)δ(3)(x− y)d3y

= −i
∫
ξa∗∂µϕ(y)σ

µδ(3)(x− y)d3y = −iξa∗∂µϕ(x)σµ

= −iξa∗σµ∂µϕ(x) = −iξ∗a(−iσ2)σµ∂µϕ(x) = −iσµ(iσ2ξ∗)∂µϕ(x),

όπου κάναµε χρήση των φερµιονικών (ίδιου χρόνου) σχέσεων αντι-
µετάθεσης [

χa(x, t), χ
†
b(y, t)

]
= δabδ

(3)(x− y) . (2.327)

Συνεπώς, ϐλέπουµε ότι µόνο ο δεύτερος όρος δίνει µη µηδενικό αποτέ-
λεσµα, οπότε, αντικαθιστώντας στην (2.326), παίρνουµε:

i
[
ξ ·Q+ ξ̄ · Q̄, χ(x)

]
= −iσµ(iσ2ξ∗)∂µϕ(x) , (2.328)

που είναι το Ϲητούµενο.

Κλείνοντας, συνοψίζουµε όλες τις (αντι-)µεταθετικές σχέσεις που ϐρήκαµε:

[Qa, Pµ] = 0 , (2.329)[
Q̄ȧ, Pµ

]
= 0 , (2.330)

{Qa, Qb} = 0 , (2.331){
Q̄ȧ, Q̄ḃ

}
= 0 , (2.332){

Qa, Q̄ḃ
}
= (σµ)aḃPµ . (2.333)
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Στο υποκεϕάλαιο που ακολουθεί ϑα αναλύσουµε τις φυσικές συνέπειες που
απορρέουν από τις σχέσεις αυτές.

2.4.4 Supermultiplets

Καταρχήν, σηµειώνουµε ότι από τις (2.329), (2.330) καταλαβαίνουµε ότι ο τε-
λεστής P 2 µετατίθεται µε όλους τους υπερσυµµνετρικούς γεννήτορες Q. Αυτό
σηµαίνει ότι οι καταστάσεις µιας supermultiplet (οι οποίες συνδέονται µετα-
ξύ τους µε τη δράση των γεννητόρων) πρέπει να έχουν όλες την ίδια µάζα.
Παρ’ολα αυτά, αϕού οι Qa, Q

†
a είναι σπινοριακοί τελεστές, αυτό σηµαίνει ότι

η δράση πάνω σε µία κατάσταση µε σπιν j, ϑα παράγει µία άλλη κατάσταση
που ϑα διαϕέρει από την αρχική, j, κατά 1/2. Σε αναλογία µε την (2.272),
γνωρίζουµε ότι κάτω από στροϕές ισχύει ότι :

δQ = −(iϵ · σ/2)Q = iϵ[J , Q] , (2.334)

όπου J είναι οι γεννήτορες των στροϕών, ή αλλιώς οι γεννήτορες της οµάδας
στροϕορµών. Εποµένως, για παράδειγµα, για µία στροϕή γύρω από τον 3-
άξονα έχουµε:

−1

2
σ3Q = [J3, Q] , (2.335)

το οποίο υποννοεί ότι :

[J3, Q1] = −1

2
Q1, [J3, Q2] =

1

2
Q2 . (2.336)

΄Επεται λοιπόν ότι για µία κατάσταση σπιν-j µε J3 = m, |j m⟩, ϑα έχουµε:

(J3Q1 −Q1J3)|j m⟩ = −1

2
Q1|j m⟩ ⇔

J3Q1|j m⟩ −Q1J3|j m⟩ = 1

2
Q1|j m⟩ ⇔

J3Q1|j m⟩ −Q1 (m|j m⟩) = 1

2
Q1|j m⟩ ⇔

J3Q1|j m⟩ = mQ1|j m⟩1
2
Q1|j m⟩ ⇔

J3 (Q1|j m⟩) =
(
m− 1

2

)
Q|j m⟩ , (2.337)

το οποίο σηµαίνει ότι η κατάσταση Q1|j m⟩ είναι ιδιοσυνάρτηση του τελεστή

µε ιδιοτιµή m − 1

2
. Αυτό σηµαίνει ότι ο τελεστής Q1 κατεβάζει την m−τιµή

κατά 1/2. Ανάλογα, ο τελεστής Q2, ανεβάζει την προβολή της στροϕορµής m

κατά 1/2. Επίσης, καταλαβαίνουµε ότι αϕού [J3, Q
†
1] =

1

2
Q†

1, ϐρίσκουµε ότι

ο Q†
1 ανεβάζει την τιµή m κατά 1/2, ενώ ο Q†

2 την κατεβάζει.
Αυτό που ϑέλουµε να κάνουµε τώρα, είναι να ϐρούµε τη φύση των κατα-

στάσεων που συνδέονται µεταξύ τους µε την εϕαρµογή των Qa, Q
†
a, δηλαδή

173



ϑέλουµε να πάρουµε το φάσµα των ιδιοκαταστάσεων των υπερσυµµετρικών
τελεστών. Η εργασία αυτή είναι η ανάλογη εργασία που έχουµε ήδη κάνει
για την περίπτωση των J γεννητόρων, για την άλγεβρα των περιστροϕών (για
την οποία έχουµε ϐρει 2j + 1 τον αριθµό ιδιοκαταστάσεις) και ϐρίσκεται ανα-
λυτικά γραµµένη στο παράρτηµα της εργασίας. Με την ίδια λογική λοιπόν,
όπως στην περίπτωση της SU(2) ονοµάσαµε τις καταστάσεις |j m⟩, έτσι και
εδώ ϑα τις ονοµάσουµε |p λ⟩, όπου (χωρίς ϐλάβη της γενικότητας) ϑα πάρουµε
την 4−ορµή να είναι pµ = (E, 0, 0, E) -µιας και τα πεδία είναι άµαζα- και
λ είναι ελικότητα που εδώ είναι ισοδύναµη µε την ιδιοτιµή του J3, m. Θεω-
ϱούµε την κατάσταση |p,−j⟩ να είναι η κανονικοποιηµένη ιδιοκατάσταση του
J3 µε ιδιοτιµή λ = m = −j, δηλαδή την ελάχιστη τιµή που µπορεί να πάρει
το λ για ένα δοσµένο j. Εποµένως, αϕού όπως προαναϕέραµε οι τελεστές
Q1, Q

†
2 κατεβάζουν την m− τιµή κατά 1/2, αυτό σηµαίνει ότι όταν δράσουν

στην κατάσταση χαµηλότερου λ = −j, ϑα δίνουν αυτοµάτως µηδέν.

Q1|p,−j⟩ = Q†
2|p,−j⟩ = 0 . (2.338)

Αυτό επιτρέπει µόνο δύο καταστάσεις που συνδέονται µε την |p,−j⟩ µέσω
υπερσυµµετρικών τελεστών, τις :

Q†
1|p,−j⟩, Q2|p,−j⟩. (2.339)

Η πρώτη πρέπει να εξαϕανίζεται. Αυτό έπεται αν πάρουµε την αντιµεταθετική
σχέση (2.307) για a = b = 1:

Q†
1Q1 +Q1Q

†
1 = (σµ)11Pµ . (2.340)

Οι µόνες συνιστώσες του σµ που έχουν µη µηδενικό το 11 στοιχείο είναι οι
(σ0)11 = 1, σ311 = 1, εποµένως η τελευταία σχέση γίνεται :

Q†
1Q1 +Q1Q

†
1 = P0 + P3 = P 0 − P 3 . (2.341)

Εποµένως, αν πάρουµε την αναµενόµενη τιµή της κατάστασης |p,−j⟩, ϐρί-
σκουµε ότι :

⟨p,−j|Q†
1Q1 +Q1Q

†
1|p,−j⟩ = 0 , (2.342)

αϕού στην περίπτωσή µας, pµ = (E, 0, 0, E), η διαϕορά P 0−P 3 εξαϕανίζεται.
΄Οµως, από την (2.338) έχουµε ότι ⟨p,−j|Q†

1 = 0, κι εποµένως συνάγεται ότι :

⟨p,−j|Q1Q
†
1|p,−j⟩ = 0 , (2.343)

πράγµα που σηµαίνει είτε ότι η κατάσταση Q†
1|p,−j⟩ έχει µηδενική νόρµα

(που είναι έτσι κι αλλιώς µία µη αποδεκτή κατάσταση), είτε ότι :

Q†
1|p,−j⟩ = 0 . (2.344)

Συνεπώς, το συµπέρασµα αυτό µας αϕήνει µε µία µόνο κατάσταση να παρά-
γεται από τη χαµηλότερη κατάσταση |p,−j⟩, την Q2|p,−j⟩. ΄Εχουµε ϐρει ότι
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όταν ο Q2 δράσει πάνω σε µία κατάσταση ανεβάζει την τιµή της προβολής της
στροϕορµής (εδώ της ελικότητας) κατά 1/2. Συνεπώς:

Q2|p,−j⟩ ∼
∣∣∣p,−j + 1

2

⟩
. (2.345)

Ας περάσουµε τώρα να δούµε τη δράση των 4 υπερσυµµετρικών γεννητό-
ϱων πάνω σε αυτήν τη νέα κατάσταση |p,−j + 1

2⟩:

1. ∆ράση µε τον τελεστή Q1:

Q1

∣∣∣p,−j + 1

2

⟩
(2.345)∼ Q1Q2|p,−j⟩

(2.331)
= −Q2Q1|p,−j⟩ = 0 .

2. ∆ράση µε τον τελεστή Q2:

Q2

∣∣∣p,−j + 1

2

⟩
(2.345)∼ Q2Q2|p,−j⟩

(2.331)
= 0 .

3. ∆ράση µε τον τελεστή Q†
1:

Q†
1

∣∣∣p,−j + 1

2

⟩
(2.345)∼ Q†

1Q2|p,−j⟩

(2.333)
=

(
����*0
(σ0)12P0 +����*0

(σ3)12P3 −Q†
2Q1

)
|p,−j⟩ = 0 .

4. ∆ράση µε τον τελεστή Q†
2:

Q†
2

∣∣∣p,−j + 1

2

⟩
(2.345)∼ Q†

2Q2|p,−j⟩
(2.333)
=

(
����*1
(σ0)22P0 +����*1

(σ3)22P3 −Q2Q
†
2

)
|p,−j⟩

= (2E −Q2Q
†
2)|p,−j⟩ ∼ |p,−j⟩ .

Παρατηρούµε, ότι η δράση του τελεστή Q†
2 στην κατάσταση

∣∣∣p,−j + 1
2

⟩
, µας

γυρνάει πίσω στην κατάσταση |p,−j⟩ από την οποία ξεκινήσαµε. Εποµένως,
ϐλέπουµε πως υπάρχουν µόνο δύο καταστάσεις εντός µίας supermultiplet
άµαζων σωµατιδίων, µία µε ελικότητα −j και µία µε ελικότητα −j+1/2. Παρ΄
όλα αυτά, κάθε Lorentz (τοπικά) αναλλοίωτη κβαντική ϑεωρία πεδίου πρέπει
να είναι αναλλοίωτη κάτω από τη συνδυασµένη δράση TCP. Αυτό σηµαίνει
ότι για κάθε supermultiplet άµαζων σωµατιδίων µε ελικότητες −j,−j + 1/2
πρέπει να υπάρχει µία αντίστοιχη supermultiplet άµαζων αντισωµατιδίων µε
ελικότητες j, j+1/2. Αξίζει να σηµειώσουµε ότι εξίσου ορθό ϑα ήταν να είχαµε
ξεκίνησει από την κατάσταση µέγιστης ελικότητας j και να καταλήγαµε τελικά
µε τις supermultiplets |p, λ = j⟩, |p, λ = j − 1/2⟩ και τις TCP συζυγείς τους.

Ας ϑεωρήσουµε την περίπτωση j = 1/2. Σε αυτήν ϑα έχουµε µία su-
permultiplet, η οποία αποτελείται από δύο καταστάσεις |p, λ = −1/2⟩ και
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p, λ = 0⟩. Η δεύτερη δεν µπορεί να συνδεθεί µε κάποιο διανυσµατικό µπο-
Ϲόνιο µε σπιν-1, αϕού δεν υπάρχει ιδιοκατάσταση της ελικότητας µε ιδιοτιµή
λ = 0. Εποµένως, ϑα πρέπει να είναι µία σπιν-0 κατάσταση. Αυτή είναι
λοιπόν η left chiral supermultiplet η οποία αποτελείται από µία άµαζη LH
σπιν-1/2 κατάσταση και µία άµαζη, ϐαθµωτή κατάσταση. Τα πεδία στα ο-
ποία αντιστοιχούν οι καταστάσεις είναι L−τύπου Weyl φερµιόνιο χ και ένα
ϐαθµωτό ϕ, όπως αυτά που µελετήσαµε στο απλό υπερσυµµετρικό µοντέλο
νωρίτερα.

΄Οπως έχουµε ήδη αναϕέρει, ϑα τοποθετήσουµε τα φερµιόνια του SM σε
chiral supermultiplets ταιριασµένα µε κατάλληλα squarks και sleptons. Ας
πάρουµε για παράδειγµα τις καταστάσεις του ηλεκτρονίου και του νετρίνου.
Οι αριστερόστροϕες συνιστώσες τους σχηµατίζουν µία SU(2)L διπλέτα η οποία
ταιριάζεται από µία διπλέτα ϐαθµωτών πεδίων σε µία left-chiral supermulti-
plet: (

νeL
eL

)
,

(
ν̃eL
ẽL

)
. (2.346)

Η TCP συµµετρία εγγυάται την παρουσία των καταστάσεων των αντισωµατιδί-
ων15: (

ēL
ν̄eL

)
,

(
˜̄eL
˜̄νeL

)
. (2.347)

΄Οµως, όπως γνωρίζουµε, η RH συνιστώσα eR είναι singlet κάτω από την
SU(2)L κι εποµένως δεν µπορεί να ταιριάξει µε την selectron κατάσταση που
εισγαάγαµε παραπάνω. Αντίθετα, ταιριάζεται µε µία νέα selectron κατάστα-
ση, την ẽR µε την οποία σχηµατίζουν µία right-chiral supermultiplet, eR, ẽR.
Οι αντίστοιχες καταστάσεις αντισωµατιδίων ēL, ˜̄eL σχηµατίζουν µία left-chiral
supermultiplet.

Στην περίπτωση όπου j = 1, η supermultiplet αποτελείται από δύο κα-
ταστάσεις, |p, λ = −1⟩, |p, λ = −1/2⟩, η οποία συνταιριάζει µία άµαζη σπιν-1
κατάσταση µε µία LH σπιν−1/2 κατάσταση. Αυτή είναι η διανυσµνατική ή
(gauge) supermultiplet. Σε όρους πεδίων, η supermultiplet περιέχει ένα ά-
µαζο διανυσµατικό πεδίο και έναν άµαζο σπίνορα Weyl. Τα διανυσµατικά
πεδία του SM ανατίθενται στις διανυσµατικές supermultiplets. Στην περίπτω-
ση αυτή, η TCP συµµετρία εγγυάται την εµϕάνιση και των δύο ελικοτήτων,
µε τις αντισωµατιδιακές καταστάσεις να περιέχονται στην ίδια (adjoint ) ανα-
παράσταση της gauge οµάδας µε τα αντίστοιχα σωµατίδια (δύο τέτοια είναι τα
W+,W−). Στο MSSM τα διανυσµατικπά πεδία ταιριάζονται µε Weyl σπίνορες,
οι οποίοι ανήκουν επίσης στην adjoint αναπαράσταση της οµάδας.

2.4.5 Μία σηµαντική επιπλοκή και η λύση της

Νωρίτερα, καταλήξαµε στην υπερσυµµετρική άλγεβρα υπολογίζοντας τη δια-
φορά δηδξ − δξδη µε δύο διαϕορετικούς τρόπους και εϕαρµόζοντάς την πάνω

15Οι δείκτες στα υπερσυµµετρικά ταίρια δεν αϕορούν τα πεδία αυτά αϕού είναι ϐαθµωτά και
δεν έχουν χειραλικότητα. Αϕορούν τα SM ταίρια τους στα οποία και αντιστοιχούν.
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στο πεδίο ϕ. Είναι σηµαντικό ένα συνεπές αποτέλεσµα να προκύπτει και αν
εϕαρµόσουµε τη διαϕορά πάνω στο χ. ΄Οµως η αϕελής αντιµετώπιση να αν-
τικαταστήσουµε µε το πεδίο χ το πεδίο ϕ στο αποτέλεσµα, (2.297), δεν µας
ικανοποιησε και τώρα ϑα δούµε το λόγο.

Θεωρούµε αρχικά το δηδξ:

δηδξχa
(2.284)
= δη(−iσµ(iσ2ξ∗))a∂µϕ

= (iσµ(−iσ2ξ∗))a∂µδηϕ
= (iσµ(−iσ2ξ∗))a(ηT (−iσ2)∂µχ) . (2.348)

Υπάρχει µία σηµαντική ταυτότητα που εµπλέκει γινόµενα τριών σπινόρων, την
οποία µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε για να απλοποιήσουµε την (2.348):

λa(ζ
T (−iσ2)ρ) + ζa(ρ

T (−iσ2)λ) + ρa(λ
T (−iσ2)ζ) = 0 , (2.349)

την οποία και εξακριβώνουµε:

λa(ζ
T (−iσ2)ρ) + ζa(ρ

T (−iσ2)λ) + ρa(λ
T (−iσ2)ζ) =(

λ1
λ2

)(
ζ1
ζ2

)T (
0 −1
1 0

)(
ρ1
ρ2

)
+

(
ζ1
ζ2

)(
ρ1
ρ2

)T (
0 −1
1 0

)(
λ1
λ2

)
+

(
ρ1
ρ2

)(
λ1
λ2

)T (
0 −1
1 0

)(
ζ1
ζ2

)
=(

−λ1ζ1ρ2 + λ1ζ2ρ1
−λ2ζ1ρ2 + λ2ζ2ρ1

)
+

(
−ζ1ρ1λ2 + ζ1ρ2λ1
−ζ2ρ1λ2 + ζ2ρ2λ1

)
+

(
−ρ1λ1ζ2 + ρ1λ2ζ1
−ρ2λ1ζ2 + ρ2λ2ζ1

)
= 0 .

΄Οποτε, στην (2.348) εϕαρµόζουµε την ταυτότητα (2.349) για :

λa = (σµ(−iσ2)ξ∗)a, ζa = ηa, ρa = ∂µχa ,

κι έτσι για την (2.348) έχουµε:

δηδξχa = (iσµ(−iσ2ξ∗))a︸ ︷︷ ︸
λa

( ηT︸︷︷︸
ζTa

(−iσ2)︸ ︷︷ ︸
(−iσ2)

∂µχ︸︷︷︸
ρa

)

= −i(η∂µχT (−iσ2)σµ(−iσ2)ξ∗)a − i∂µχa(σ
µ(−iσ2)ξ∗)T (−iσ2)η

= −i(ηa∂µχT σ̄µT ξ∗︸ ︷︷ ︸
(a)

+ ∂µχa(σ
µ(−iσ2)ξ∗)T (−iσ2)η)︸ ︷︷ ︸

b

. (2.350)

� Για τον (a) όρο έχουµε:

iηa(∂µχ
T σ̄µT ξ∗) = −iηa(ξ†σ̄µ∂µχ) . (2.351)

� Για τον (b) όρο έχουµε:[
(σµ(−iσ2)ξ∗)T (−iσ2)η

]T
= −

(
−ηT ξ∗(−iσ2)σµ(−iσ2)

)
. (2.352)
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Εποµένως, αντικαθιστούµε στην (2.350) η οποία γίνεται :

δηδξχa = −iηaξ†σ̄µ∂µχ− iηT (−iσ2)(−iσ2)ξ∗∂µχa . (2.353)

Συνεπώς, η συνολική διαϕορά (δηδξ − δξδη)χ που µας ενδιαϕέρει ϑα είναι :

(δηδξ − δξδη)χ = (ξT c σµc η∗ − ηT c σµc ξ∗)i∂µχa

+ iξa(η
†σ̄µ∂µχ)− iηa(ξ

†σ̄µ∂µχ) . (2.354)

Τώρα η δυσκολία γίνεται ορατή. Ο πρώτος όρος στο δεξί µέλος της (2.354)
είναι όντως ο ίδιος µε την (2.297), δηλαδή µε την αϕελή αντικατάσταση του
πεδίου χ στο ϕ της (2.291). Ο λόγος λοιπόν που η αϕελής αντικατάσταση δεν
είναι σωστή, είναι ότι εµϕανίζονται δύο πλεονάζοντες όροι στην (2.354). Αυτό
ϐέβαια δε µας εκπλήσσει, καθώς υπάρχει η ειδοποιός διαϕορά στα δύο πεδία :
ο αριθµός των ϐαθµών ελευθερίας τους.

Οι δύο ανεπιθύµητοι όροι εξαϕανίζονται όταν για ένα άµαζο πεδίο ικα-
νοποιείται η εξίσωση κίνησης σ̄µ∂µχ = 0 , δηλαδή όταν το σωµατίδιο είναι
on-shell. ΄Οµως αυτό δεν είναι αρκετό καθώς ϑέλουµε µία συµµετρία να
εϕαρµόζεται τόσο για τις on-shell εξωτερικές γραµµές, όσο και για τις εσω-
τερικές γραµµές (off-shell) των διαγραµµάτων Feynman. Η διαϕορά στους
ϐαθµούς ελευθερίας (δύο το ϕ πεδίο, τέσσερις το χ) προτείνει ότι πρέπει να
εισαγάγουµε δύο ϐαθµούς ελευθερίας για να συµπληρώσουν τους δύο του ϕ
πεδίου, για παράδειγµα, µε την εισαγωγή ενός δεύτερου ϐαθµωτού µιγαδικού
πεδίου, F . Η εισαγωγή αυτή του έξτρα πεδίου γίνεται µε τον «φθηνότερο τρό-
πο» (αρκεί να δουλεύει !), ο οποίος είναι απλά να προσθέσουµε έναν όρο F †F
στην λαγκρατζιανή (2.232), έτσι ώστε το F να µην έχει κινητικό όρο:

LF = ∂µϕ
†∂µϕ+ χ†iσ̄µ∂µχ+ F †F . (2.355)

Σύµϕωνα µε τη στρατηγική που ακολουθούµε γενικά, πρέπει να εϕεύρουµε
έναν SUSY µετασχηµατισµό για το νέο ϐοηθητικό πεδίο F και τα ήδη υπάρ-
χοντα πεδία ϕ, χ, τέτοιους ώστε πρώτον, η LF να παραµένει αναλλοίωτη (ή να
είναι µία ολική παράγωγος) και δεύτερον οι ανεπιθύµητοι όροι της (2.354) να
απαλείϕονται.

Παρατηρούµε ότι το πεδίο F έχει διάσταση M2, προτείνοντας (διαστατικά)
ότι το δξF πρέπει να είναι της µορϕής:

δξF ∼ ξ∂µχ . (2.356)

΄Οµως, προκειµένου να εξασϕαλίσουµε τη Lorentz covariance, ϑα πρέπει να
κάνουµε και το δεξί µέλος της (2.356) Lorentz αναλλοίωτο, όπως είναι και το
αριστερό µέλος. Από την (2.86), γνωρίζουµε ότι το σ̄µ∂µχ µετασχηµατίζεται
όπως ένας ψ−τύπου σπίνορας καθώς επίσης και από την (2.77), ότι το αντι-
κείµενο της µορϕής ξ†ψ είναι Lorentz αναλλοίωτο. Εποµένως, έπεται ότι η
προσεγγιστική σχέση (2.356), γίνεται :

δξF = −iξ†σ̄µ∂µχ (2.357)
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και αντίστοιχα:
δξF

† = i∂µχ
†σ̄µξ . (2.358)

Παρατηρούµε ότι, αϕού η παράµετρος ξ είναι ανεξάρτητη από το x, οι µετα-
ϐολές των F, F †, (2.357), (2.358), είναι ολικές παράγωγοι.

Το γεγονός λοιπόν ότι οι µεταβολές αυτές εξαϕανίζονται στην περίπτωση
που το σωµατίδιο είναι on-shell, προτείνει ότι ίσως να είναι ικανές να ακυρώ-
σουν τους ανεπιθύµητους όρους της (2.354).

Πρώτα πρέπει να εξασϕαλίσουµε την αναλλοιώτητα της LF (ή της αντίστοι-
χης δράσης). Κάτω λοιπόν από τις µεταβολές (2.357), (2.358), ο F †F όρος της
(2.355) γίνεται :

(δξF
†)F + F †(δξF ) = (i∂µχ

†σ̄µξ)F − F †(iξ†σ̄µ∂µχ) . (2.359)

Οι όροι αυτοί έχουν δοµή παρόµοια µε αυτή που έχει η µεταβολή του χ−όρου
της LF :

δξ(χ
†iσ̄µ∂µχ) = (δξχ

†)iσ̄µ∂µχ+ χ†iσ̄µ∂µ(δξχ) . (2.360)

Βλέπουµε λοιπόν ότι αν επιλέξουµε :

(δξχ
†)′ = προηγούµενη µεταβολή του χ† + F †ξ†

= −∂µϕ†ξT iσ2iσµ + F †ξ† , (2.361)
(δξχ)

′ = προηγούµενη µεταβολή του χ+ ξF

= −iσµ(iσ2)ξ∗∂µϕ+ ξF , (2.362)

τότε ο πρώτος όρος της (2.360) ϑα γίνει :

δξχ
†iσ̄µ∂µχ→ (δξχ

†)′iσ̄µ∂µχ = δξχ
†iσ̄µ∂µχ+ iF †ξ†σ̄µ∂µχ , (2.363)

όπου ϐλέπουµε ότι ο τελευταίος όρος της (Α΄.37) ακυρώνεται τέλεια από τον
δεύτερο όρο της (2.359).

Παροµοίως, ο δεύτερος όρος της (2.360) ϑα γίνει :

χ†iσ̄µ∂µ(δξχ) → χ†iσ̄µ∂µ(δξχ)
′ = χ†iσ̄µ∂µ(δξχ) + χ†iσ̄µ∂µ(ξF )

= χ†iσ̄µ∂µ(δξχ) + ∂µ(χ
†iσ̄µξF )− ∂µχ

†iσ̄µξF .
(2.364)

Παρατηρούµε ότι ο δεύτερος όρος της (2.364) είναι µία ολική παράγωγος, που
σηµαίνει ότι δε µεταβάλλει τη δράση, ενώ ο τρίτος ακυρώνεται από τον πρώτο
όρο της (2.359).

Το τελικό αποτέλεσµα είναι ότι η συνολική µεταβολή των δύο τελευταίων
όρων της LF είναι, πέρα από τις ήδη υπάρχουσες µεταβολές πριν την εισαγωγή
του F †F όρου, µία αβλαβής ολική παράγωγος. Αϕού, ο µετασχηµατισµός του
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ϕ δεν έχει αλλάξει, αυτό συνεπάγεται την αναλλοιώτητα της LF «up to » µίας
ολικής παραγώγου:

δξLF = ∂µ(δξϕ
†)∂µϕ+ ∂µϕ

†∂µ(δξϕ) + (δξχ
†)iσ̄µ∂µχ+ χ†iσ̄µ∂µ(δξχ) + δξF

†F + F †δξF

= ∂µ(χ
†(iσ2)ξ

∗)∂µϕ+ ∂µϕ
†∂µ(ξT (−iσ2)χ)

+ δξχ
†iσ̄µ∂µχ+������

iF †ξ†σ̄µ∂µχ+ χ†iσ̄µ∂µ(δξχ) + ∂µ(χ
†iσ̄µξF )− ∂µχ

†iσ̄µξF

+ i∂µχ
†σ̄µξF −������

F †iξ†σ̄µ∂µχ

(2.256)
= ∂µ

(
χ†iσ2ξ

∗∂µϕ+ ϕ†ξT (−iσ2)∂µχ+ ϕ†ξT iσ2σ
µσ̄ν∂νχ

)
+ ∂µ(χ

†iσ̄µξF )

= ∂µ

(
χ†iσ2ξ

∗∂µϕ+ ϕ†ξT (−iσ2)∂µχ+ ϕ†ξT iσ2σ
µσ̄ν∂νχ+ χ†iσ̄µξF

)
.

(2.365)

΄Οπως φαίνεται στην (2.365), καταλήξαµε στο ότι η µεταβολή της λαγκρατζια-
νής LF µπορεί να γραϕτεί σαν µία ολική παράγωγος, το οποίο οδηγεί στο
ευτυχές συµπέρασµα ότι η δράση παραµένει SUSY -αναλλοίωτη µετά την ει-
σαγωγή του όρου F †F .

Ας περάσουµε τώρα στον (επαν-)υπολογισµό του (δηδξ − δξδη)χ συµπε-
ϱιλαµβάνοντας τους νέους όρους που εµπλέκουν το ϐοηθητικό πεδίο F . Α-
ναµένουµε ότι ϑα προκύψουν έξτρα όροι, οι οποίοι ϑα διώξουν τελικά τους
ανεπιθύµητους της (2.354). Αϕού η µεταβολή του χ δεν έχει αλλάξει,

δηδξχ
(2.362)
= δη(−iσµ(iσ2)ξ∗)a∂µϕ+ ξF

= (iσµ(−iσ2ξ∗))a∂µδηϕ+ ξδηF

= (iσµ(−iσ2ξ∗))a(ηT (−iσ2)∂µχ)− iξaη
†σ̄µ∂µχ

(2.353)
= −iηa(ξ†σ̄µ∂µχ)− iηT c σµc ξ∗∂µχa − iξaη

†σ̄µ∂µχ (2.366)

και αντίστοιχα, κάνοντας την εναλλαγή ξ ↔ η:

δξδηχ = (iσµ(−iσ2η∗))a(ξT (−iσ2)∂µχ)− iηaξ
†σ̄µ∂µχ

= −iξa(η†σ̄µ∂µχ)− iξT c σµc η∗∂µχa − iηaξ
†σ̄µ∂µχ , (2.367)

παίρνοντας λοιπόν τη διαϕορά (δηδξ − δξδη)χ ϐρίσκουµε:

(δηδξ − δξδη)χa =((((((((−iηa(ξ†σ̄µ∂µχ)− iηT c σµc ξ∗∂µχa − iξaη
†σ̄µ∂µχ

+ iξa(η
†σ̄µ∂µχ) + iξT c σµc η∗∂µχa +������

iηaξ
†σ̄µ∂µχ

= −iηT c σµc ξ∗∂µχa + iξT c σµc η∗∂µχa . (2.368)

Παρατηρούµε ότι το αποτέλεσµα που ϐρήκαµε για τη διαϕορά (δηδξ − δξδη)χ
είναι αυτό της (2.354) χωρίς τους ανεπιθύµητους όρους, όπως ϑέλαµε. Παρό-
µοια αποτελέσµατα ισχύουν για τη δράση της δηδξ− δξδη πάνω στα πεδία ϕ, F
(για το πεδίο ϕ δεν έχει αλλάξει κάτι, ισχύει η (2.291)) κι εποµένως µπορούµε
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να υποστηρίξουµε επιτέλους ότι η (2.296) αποτελεί µία σχέση τελεστών που
ισχύει όταν δρα σε οποιοδήποτε πεδίο της ϑεωρίας.

Για ευκολία στην παραποµπή τους, συνοψίζουµε τους SUSY µετασχηµα-
τισµούς των πεδίων ϕ, χ, F στους οποίους έχουµε καταλήξει :

δξϕ = ξ · χ, δξϕ
† = ξ̄ · χ̄ , (2.369)

δξF = −iξ†σ̄µ∂µχ, δξF
† = i∂µχ

†σ̄µξ , (2.370)

δξχ = −iσµ(iσ2ξ∗)∂µϕ+ ξF , δξχ
† = i∂µϕ

†ξT (−iσ2)σµ + F †ξ† . (2.371)

Θα δείξουµε τώρα ότι οι µεταβολές των χ, χ†, µπορούν να γραϕτούν εναλ-
λακτικά στη µορϕή:

(α) δξχ = −iσµξ̄∂µϕ+ ξF, (β) δξχ̄ = −i∂µϕ†σ̄µξ + F †ξ̄ . (2.372)

΄Εχουµε λοιπόν :

(α)

δξχ = −iσµξ̄∂µϕ+ ξF = −iσµξ̄ȧ∂µϕ+ ξF

= −iσµ(iσ2ξ∗a)∂µϕ+ ξaF = −iσµ
aḃ
(iσ2ξ̄)

ḃ∂µϕ+ ξaF

= −iσµ
aḃ
ξ̄ḃ∂µϕ+ ξaF = −iσµξ̄∂µϕ+ ξF . (2.373)

(β) Στο ερώτηµα αυτό η διαδικασία που ϑα ακολουθήσουµε είναι η ίδια µε
αυτήν που ακολουθήσαµε για να καταλήξουµε στην αντίστοιχη έκϕραση
χωρίς τον F όρο, (2.247). ΄Εχουµε λοιπόν :

δξχ
† = i∂µϕ

†ξT (−iσ2)σµ + F †ξ†

= i∂µϕ
†ξTa (−iσ2)σµ + F †ξ†a ⇒

δξχ̄
T
ȧ = i∂µϕ

†(iσ2ξa)
Tσµ + F †ξ†a ⇒

δξχ̄ȧ = i∂µϕ
†(σµT iσ2ξ)ȧ + F †ξ†Ta ⇒

δξ(−iσ2χ̄ȧ) = i∂µϕ
†(σµT iσ2ξ)

ȧ + F †ξ̄ȧ

δξχ̄
ȧ = i∂µϕ

†((iσ2)σ
µT (−iσ2)ξ)ȧ + F †(iσ2ξ̄ȧ)

= −i∂µϕ†σ̄µȧbξb + F †ξ̄ȧ ⇒
δξχ̄ = −i∂µϕ†σ̄µξ + F †ξ̄ . (2.374)

Τώρα, ϑα επαληθεύσουµε ότι το supercurrent jµ = σν σ̄µχ∂νϕ
†, που υπο-

λογίσαµε στην (2.322) για τη λαγκρατζιανή (2.232), είναι το ίδιο και για την
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«ενισχυµένη» λαγκρατζιανή µε τον F−όρο, (2.355). ΄Εχουµε λοιπόν :

ξT (−iσ2)jµ + ξ†(iσ2)j
µ∗ =

∂LF
∂(∂µϕ)

δϕ+ δϕ†
∂LF

∂(∂µϕ†)
+

�
�
�

��>
0

∂LF
∂(∂µF )

δF

+ δF †

�
�
�

��>
0

∂LF
∂(∂µF )

+
∂LF
∂(∂µχ)

δχ−Kµ

= ∂µϕ
†ξ · χ+ ξ̄ · χ̄∂µϕ+ χ†iσ̄µ

(
(−iσν ξ̄∂νϕ) + ξF

)
− (χ†iσ2ξ

∗∂µϕ)− ξT iσ2σ
ν σ̄µχ∂νϕ

† − ξT (−iσ2)χ∂µϕ†︸ ︷︷ ︸
simplemodel tot. der.(2.262)

− χ†iσ̄µξF︸ ︷︷ ︸
F−field tot. der.

=
��������: (1)

∂µϕ†ξT (−iσ2)χ+�������: (2)
χ†iσ2ξ

∗∂µϕ+ χ†iσ̄µ(−iσν)iσ2ξ∗∂νϕ

+�����: (3)
χ†iσ̄µξF −�������: (2)

χ†iσ2ξ
∗∂µϕ− ξT iσ2σ

ν σ̄µχ∂νϕ
†

−
��������: (1)

ξT (−iσ2)χ∂µϕ† −�����: (3)
χ†iσ̄µξF

= χ†iσ̄µ(−iσν)iσ2ξ∗∂νϕ︸ ︷︷ ︸
=ξT iσ2jµ∗

+ ξ†(−iσ2)σν σ̄µχ∂νϕ†︸ ︷︷ ︸
=ξT (−iσ2)jµ

. (2.375)

Εποµένως, συµπεραίνουµε για το supercurrent ισχύει :

jµ = σν σ̄µχ∂νϕ
† . (2.376)

Συγκρίνοντας τις (2.322), (2.376), παρατηρούµε το αναµενόµενο : το ϱεύµα
µετά την εισαγωγή του F−πεδίου στη λαγκρατζιανή δεν έχει µεταβληθεί.

Αυτό που αποµένει να κάνουµε πριν κλείσουµε το κεϕάλαιο, είναι να µετα-
φράσουµε την LF αλλά και τους µετασχηµατισµούς (2.369), (2.370), (2.371)
στη Majorana «διάλεκτο».

Θεωρούµε λοιπόν το µιγαδικό ϐαθµωτό πεδίο ϕ ότι αποτελείται από δύο
πραγµατικά ϐαθµωτά πεδία A,B:

ϕ =
1√
2
(A− iB) (2.377)

και παροµοίως, το µιγαδικό ϐαθµωτό πεδίο ότι αποτελείται από δύο πραγµα-
τικά ϐαθµωτά πεδία F,G:

F = F − iG . (2.378)

Εποµένως, η λαγκρατζιανη LF της (2.355) ϑα γίνει :

LF,M =
1√
2
∂µ(A− iB)†

1√
2
∂µ(A− iB) +

1

2
Ψ̄χ
M iγ

µ∂µΨ
χ
M︸ ︷︷ ︸

(2.186)

+(F − iG)†(F − iG)

=
1

2
∂µA∂

µA+
1

2
∂µB∂

µB +
1

2
Ψ̄χ
M iγ

µ∂µΨ
χ
M + F 2 +G2 . (2.379)
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Αντίστοιχα, ϑα δούµε τι µορϕή παίρνουν οι µετασχηµατισµοί των πεδίων.
Πρώτα για τους δξϕ, δξϕ† έχουµε:

δξϕ = ξ · χ

δξϕ
† = ξ̄ · χ̄

 =⇒

1√
2
δξ(A− iB) = ξ · χ

1√
2
δξ(A+ iB) = ξ̄ · χ̄


(+)
=⇒
(−)

δξA =
1√
2
(ξ · χ+ ξ̄ · χ̄)

δξB = − i√
2
(−ξ · χ+ ξ̄ · χ̄)



(2.175)
=⇒

(2.182)


δξA =

1√
2
Ψ̄ξ
MΨχ

M

δξB = − i√
2
Ψ̄ξ
Mγ5Ψ

χ
M

(2.380)

΄Επειτα για τους δξF, δξF †, έχουµε:

δξF = −iξ†σ̄µ∂µχ

δξF
† = i∂µχ

†σ̄µξ

 =⇒
δξ(F − iG) = ξ · χ

δξ(F + iG) = ξ̄ · χ̄

 (+)
=⇒
(−)

δξF =
1

2
(−iξ†σ̄µ∂µχ+ i∂µχ

†σ̄µξ)

δξG = − i

2
(iξ†σ̄µ∂µχ+ i∂µχ

†σ̄µξ)



(2.183)
=⇒

(2.184)


δξF = − i

2
Ψ̄ξ
Mγ

µ∂µΨ
χ
M

δξG =
1

2
Ψ̄ξ
Mγ5γ

µ∂µΨ
χ
M

(2.381)

Τέλος, ϑα υπολογίσουµε το δξΨ
χ
M . Για να συµβεί αυτό, πρέπει πρώτα να

υπολογίσουµε τις µεταβολές :

� Για την δξχ, έχουυµε:

δξχ = −iσµ(iσ2ξ∗)∂µϕ+ ξF = −iσµ∂µϕ(iσ2ξ∗) + (F − iG)ξ .
(2.382)

� Για την δξ(iσ2χ∗), έχουµε:

(δξχ
†)T =

(
i∂µϕ

†ξT (−iσ2)σµ
)T

+ (F †ξ†)T = i∂µϕ
†σµT (iσ2)ξ + F ∗ξ∗ ⇒

δξ(iσ2)χ
∗ = i∂µϕ

†iσ2σ
µT iσ2ξ + iσ2ξ

∗(F + iG) = −iσ̄µ∂µϕ†ξ + (F + iG)iσ2ξ
∗ .

(2.383)
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Από τις µεταβολές αυτές παίρνουµε:

δξΨ
χ
M =

(
δξ(iσ2χ

∗)
δξχ

)
=

(
−iσ̄µ∂µϕ†ξ + (F + iG)iσ2ξ

∗

−iσµ∂µϕ(iσ2ξ∗) + (F − iG)ξ

)

=

(
F + iG −iσ̄µ∂µϕ†
−iσµ∂µϕ F − iG

)(
iσ2ξ

∗

ξ

)
︸ ︷︷ ︸

=Ψξ
M

=

( F 0
0 F

)
+

(
iG 0
0 −iG

)
+

 0 −iσ̄µ∂µ
A+ iB√

2

−iσµ∂µ
A− iB√

2
0


Ψξ

M

=

F ( 1 0
0 1

)
+ iG

(
1 0
0 −1

)
+

 0 − i√
2
σµ∂µA

− i√
2
σµ∂µA 0



+

 0
1√
2
σ̄µ∂µB

− 1√
2
σ̄µ∂µB 0


Ψξ

M

=

[
F

(
1 0
0 1

)
+ iG

(
1 0
0 −1

)
i√
2

(
0 σµ

σµ 0

)
∂µA

+
1√
2

(
0 σ̄µ

−σ̄µ 0

)
∂µB

]
Ψξ
M

= FΨξ
M + iGγ5Ψ

ξ
M − i√

2
γµ∂µAΨ

ξ
M +

1√
2

(
1 0
0 −1

)(
0 σ̄µ

σµ 0

)
∂µBΨξ

M

= FΨξ
M + iGγ5Ψ

ξ
M − i√

2
γµ∂µAΨ

ξ
M +

1√
2
γ5γ

µ∂µBΨξ
M . (2.384)

Εποµένως, πριν κλείσουµε το κεϕάλαιο, συνοψίζουµε για ευκολία -ως συνήθως-
τα αποτελέσµατα που ϐρήκαµε για τις µεταβολές των πεδίων στη Majorana
«διάλεκτο»:

δξA =
1√
2
Ψ̄ξ
MΨχ

M , δξB = − i√
2
Ψ̄ξ
Mγ5Ψ

χ
M , (2.385)

δξF = − i

2
Ψ̄ξ
Mγ

µ∂µΨ
χ
M , δξG =

1

2
Ψ̄ξ
Mγ5γ

µ∂µΨ
χ
M , (2.386)

δξΨ
χ
M = FΨξ

M + iGγ5Ψ
ξ
M − i√

2
γµ∂µAΨ

ξ
M +

1√
2
γ5γ

µ∂µBΨξ
M . (2.387)
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2.5 Το µοντέλο Wess-Zumino

2.5.1 Αλληλεπιδράσεις και το superpotential

Η λαγκρατζιανή (2.355) περιγράϕει µία ελεύθερη left-chiral supermultiplet
η οποία περιλαµβάνει ένα ϐαθµωτό πεδίο ϕ, ένα L−τύπου σπινοριακό πεδίο
χ και ένα µη διαδιδόµενο (αϕού λείπει ο κινητικός όρος) µιγαδικό ϐαθµω-
τό πεδίο F . ΄Οπως έχουµε ήδη αναϕέρει, το MSSM τοποθετεί τα κουάρκ,
λεπτόνια και µποζόνια Higgs του SM σε chiral supermultiplets, ταιριασµέ-
να από κατάλληλα υπερσυµµετρικά ταίρια. Οπότε, προσεγγίζοντας το MSSM
γενικεύουµε τη λαγκρατζιανή (2.355) σε :

LWZ
free = ∂µϕ

†
i∂
µϕi + χ†

i iσ̄
µ∂µχi + F †

i Fi , (2.388)

όπου ο αθροιζόµενος δείκτης i τρέχει σε όλους τους εσωτερικούς ϐαθµούς
ελευθερίας (γεύση, ϐαθµίδα).

Αυτό που έπεται είναι επιτέλους να εισαχθούν αλληλεπιδράσεις, τέτοιες
ώστε απαραίτητα να διατηρούν την υπερσυµµετρία, δηλαδή να παραµένει η
δράση αναλλοίωτη. Αυτό συνέβη πρώτα από τους Wess και Zumino και απο-
τελεί µία σηµαντική συνιστώσα του MSSM.

Για να ξεκινήσουµε την εύρεση των όρων αλληλεπίδρασης είναι απαραίτητο
να επιβάλλουµε τη συνθήκη ότι οι όροι αυτοί πρέπει να είναι επανακανονι-
κοποιήσιµοι. Αυτό σηµαίνει ότι η διάσταση όλων αυτών των όρων πρέπει να
είναι το πολύ M4, ή ισοδύναµα, οι σταθερές αλληλεπίδρασης των όρων αυτών
ϑα πρέπει να είναι αδιάστατες ή να έχουν ϑετική διάσταση. Υπό αυτήν την
απαίτηση, το σύνολο των αλληλεπιδράσεων που εµπλέκουν τα πεδία ϕ, χ, F
είναι :

Lint =Wi(ϕ, ϕ
†)Fi −

1

2
Wij(ϕ, ϕ

†)χi · χj + h.c. . (2.389)

Προς το παρόν, οι Wi,Wij , είναι τυχαίες συναρτήσεις των µποζονικών πεδίων.
Παρατηρούµε ότι δεν υπάρχουν όροι που να περιέχουν µόνο τα ϕ, ϕ† πεδί-
α. Ο λόγος είναι ότι κάτω από τους υπερσυµµετρικούς µετασχηµατισµούς
(2.369), (2.370), (2.371), οι όροι µόνο µε µποζονικά πεδία δε ϑα περιέχουν
παράγωγο (ή F−πεδία) κι εποµένως δε ϑα µπορούσαν να ακυρωθούν από
τους µετασχηµατισµούς οποιουδήποτε άλλου όρου.

Για το Wi, µπορούµε να πούµε ότι εϕόσον το Fi έχει διάσταση 2, δεν
µπορεί να εξαρτάται από το χi, το οποίο έχει διάσταση 3/2, ούτε από κάποια
δύναµη του Fi εκτός της πρώτης, η οποία περιέχεται ήδη στην (2.388). ΄Οντως,
ηWi δεν µπορεί να περιέχει δυνάµεις των ϕi, ϕ

†
i µεγαλύτερες από την δεύτερη.

Παροµοίως, αϕού το χi · χj έχει διάσταση 3, το Wij , αποκλειστικά εξαρτάται
από τα ϕi, ϕ

†
i και να περιέχει πρώτες δυνάµεις τους. Επιπλέον, αϕού χi ·

χj = χj · χi, η συνάρτηση Wij πρέπει να είναι αναγκαστικά συµµετρική στην
εναλλαγή των δεικτών.

Εϕόσον έχουµε αποδείξει ήδη ότι η δράση είναι αναλλοίωτη κάτω από
τους υπερσυµµετρικούς µετασχηµατισµούς, ϑα αποµονώσουµε την Lint και
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ϑα εξετάσουµε τη µεταβολή της, δξLint, ξεχωριστά. Πρώτα ασχολούµαστε µε
το κοµµάτι που περιλαµβάνει 4 σπίνορες :

δξLfour spin.int = −1

2

∂Wij

∂ϕk
δξϕk(χi · χj)−

1

2

∂Wij

∂ϕ†k
δξϕ

†
k(χi · χj)

= −1

2

∂Wij

∂ϕk
(ξ · χk)(χi · χj)−

1

2

∂Wij

∂ϕ†k
(ξ̄ · χ̄k)(χi · χj) + h.c. .

(2.390)

Κανένας από αυτούς τους όρους δεν µπορεί να ακυρωθεί από τη µεταβολή
οποιουδήποτε άλλου όρου. Παρ΄ όλα αυτά, ο πρώτος όρος µηδενίζεται, δεδο-

µένου ότι το
∂Wij

∂ϕk
είναι συµµετρικό ως προς i, j, k. Ο λόγος είαναι η ταυτότητα

που συνδέει 3 σπίνορες, (2.349), µε λ = χk, ζ = χi, ρ = χj :

(ξ · χk)(χi · χj) + (ξ · χi)(χj · χk) + (ξ · χj)(χk · χi) = 0 , (2.391)

από την οποία το
∂Wij

∂ϕk
προκύπτει συµµετρικό και άρα ο πρώτος όρος της

(2.390) µηδενίζεται. ∆υστυχώς, δεν υπάρχει κάποια αντίστοιχη ταυτότητα για
το γινόµενο 4 σπινόρων που να µας απαλλάσει και από τον δεύτερο όρο της.
Εποµένως, για να διατηρείται η υπερσυµµετρία για τέτοιες αλληλεπιδράσεις,
απλά δεν πρέπει το Wij να εξαρτάται καθόλου από ϕ†k, παρά µόνο από το
ϕk. Αυτό κρύβει µεγάλες φαινοµενολογικές συνέπειες για το MSSM αϕού
είναι ο λόγος που απαιτείται δεύτερη ξεχωριστή διπλέτα για το Higgs πεδίο.
Εποµένως, συµπεραίνουµε ότι το Wij πρέπει να έχει τη µορϕή:

Wij =Mij + yijkϕk, (2.392)

όπου ο πίνακας Mij , ο οποίος έχει διαστάσεις και έννοια µάζας, είναι συµµε-
τρικός ως προς τους δείκτες i, j και όπου οι συζεύξεις Yukawa είναι επίσης
συµµετρικές στην εναλλαγή i, j, k. Είναι ϐολικό να γράψουµε την παραπάνω
έκϕραση για το Wij µε τη µορϕή16:

Wij =
∂2W

∂ϕi∂ϕj
, (2.393)

η οποία είναι αυτοµάτως συµµετρική στους δείκτες i, j και όπου:

W =
1

2
Mijϕiϕj +

1

6
yijkϕiϕjϕk . (2.394)

Το γεγονός ότι η έκϕραση (2.393) είναι συνεπής ώστε να παραγάγει την (2.392)
16Θα µπορούσαµε να είχαµε προσθέσει και έναν γραµµικό όρο της µορϕής Alϕl, ο οποίος

δε ϑα άλλαζε το Wij . Κάτι τέτοιο ϑα δούµε όταν ϑα πρέπει να σπάσουµε την SUSY .
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φαίνεται παρακάτω:

Wij =
∂2W

∂ϕi∂ϕj
=

∂2

∂ϕi∂ϕj

(
1

2
Mijϕiϕj +

1

6
yijkϕiϕjϕk

)
=

1

2
Mij

∂

∂ϕi

(
∂(ϕiϕj)

∂ϕj

)
+

1

6
yijk

∂

∂ϕi

(
∂(ϕiϕjϕk)

∂ϕj

)
=

1

2
Mij

∂

∂ϕi
(δijϕj + ϕi) +

1

6
yijk

∂

∂ϕi
(δijϕjϕk + ϕiϕk + ϕiϕjδkj)

=
1

2
Mij

∂

∂ϕi
(ϕi + ϕi) +

1

6
yijk

∂

∂ϕi
(ϕiϕk + ϕiϕk + ϕiϕk)

=
1

2
Mij

∂

∂ϕi
(2ϕ) +

1

6
yijk

∂

∂ϕi
(3ϕiϕk)

=Mij +
1

2
yijk(ϕk + δikϕi) =Mij +

1

2
yijk(2ϕk)

=Mij + yijkϕk . (2.395)

΄Ετσι, καταλήγουµε στο γεγονός ότι η µεταβολή της λαγκρατζιανής που πε-
ϱιέχει τους 4 σπίνορες είναι µηδέν, προϋποθέτοντας ότι ο ∂Wij/∂ϕk είναι
συµµετρικός στην εναλλαγή των τριών δεικτών και έχει τη µορϕή (2.392).

Πριν περάσουµε να εξετάσουµε ένα άλλο κοµµάτι της µεταβολής της λαγ-
κρατζιανής, είναι καλό να δώσουµε πρώτα τη συνολική µεταβολή της Lint:

δξLint =
∂Wi

∂ϕk
δξϕkFi +

∂Wi

∂ϕ†k
δξϕ

†
kFi +WiδξFi

− 1

2
Wijδξχiχj −

1

2
Wijχiδξχj + h.c.+ four spinor terms

=
∂Wi

∂ϕk
ξ · χkFi +

∂Wi

∂ϕ†k
ξ̄ · χ̄kFi +Wi(−iξ†σ̄µ∂µχi)

− 1

2
Wij(iσ

µ(iσ2ξ
∗)∂µϕi + ξFi)χj −

1

2
Wijχi(iσ

µ(iσ2ξ
∗)∂µϕj + ξFj)

+ h.c.+ four spinor terms , (2.396)

όπου τους όρους 4 σπινόρων τους µελετήσαµε παραπάνω. Τώρα µπορούµε να
περάσουµε στο επόµενο κοµµάτι της µεταβολής της λαγκρατζιανής που είναι

187



το σύνολο των όρων που περιέχουν µία παράγωγο ∂µ:

δξL
∂µ
int =Wi(−iξ†σ̄µ∂µχi)−

1

2
Wij(iσ

µ(iσ2ξ
∗)∂µϕiχj)

− 1

2
Wijχi(iσ

µ(iσ2ξ
∗)∂µϕj) + h.c.

=Wi(−iξ†σ̄µ∂µχi)−
1

2
Wij(iσ

µ(iσ2ξ
∗)∂µϕiχj)

+
1

2
Wij

[
χTi (iσ2)iσ

µ(iσ2)ξ
∗] ∂µϕj + h.c.

=Wi(−iξ†σ̄µ∂µχi) +
1

2
Wij(ξ

†(iσ2)iσ
µT (iσ2)∂µϕiχj)

− 1

2
Wij

[
χTi (iσ2)iσ

µ(iσ2)ξ
∗] ∂µϕj + h.c.

=Wi(−iξ†σ̄µ∂µχi)−
1

2
Wijiξ

†σ̄µχj∂µϕi −
1

2
Wijiξ

†σ̄µχi∂µϕj + h.c.

=Wi(−iξ†σ̄µ∂µχi)−Wijiξ
†σ̄µχi∂µϕj

=Wi(−iξ†σ̄µ∂µχi)− iξ†σ̄µχi∂µ

(
∂W

∂ϕi

)
, (2.397)

όπου κατά τους υπολογισµούς χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι το ανάστρο-
φο µίας 1 × 1 ποσότητας ισούται µε τον εαυτό του, καθώς και την ταυτότητα
(2.145), (−iσ2)σµT (−iσ2) = −σ̄µ. Επίσης στο τελευταίο ϐήµα χρησιµοποιή-
σαµε το γεγονός ότι :

Wij∂µϕj
(2.393)
=

∂2W

∂ϕi∂ϕj
∂µϕj =

∂2W

∂ϕi∂ϕj

∂ϕj
∂xµ

=
∂2W

∂xµ∂ϕi
= ∂µ

(
∂W

∂ϕi

)
.

(2.398)
Εποµένως, η µεταβολή της λαγκρατζιανής που περιέχει τους όρους αλληλεπί-
δρασης που εµπλέκουν την πρώτη παράγωγο δίνεται στην (2.397). Η µεταβολή
αυτή δε γίνεται να ακυρωθεί από κάποιον άλλο όρο, συνεπώς, ο µόνος τρόπος
να διατηρήσουµε τη SUSY είναι να τη ϐγάλουµε ίση µε µία ολική παράγω-
γο, δίνοντας τελικά αναλλοίωτη τη δράση. Για να είναι ολική παράγωγος η
(2.397), ϑα πρέπει το Wi να έχει τη µορϕή:

Wi =
∂W

∂ϕi
. (2.399)

Αυτό σηµαινει ότι η µεταβολή της λαγκρατζιανής (2.397), ϑα γίνει µέσω της
(2.399):

δξL
(∂µ)
int = ∂µ

(
∂W

∂ϕi
(−iξ†σ̄µχi)

)
. (2.400)
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Λαµβάνοντας υπόψη την (2.394), η έκϕραση που δίνει το Wi είναι17:

Wi =
∂W

∂ϕi
=

∂

∂ϕi

(
1

2
Mijϕiϕj +

1

6
yijkϕiϕjϕk

)
=

1

2
Mij (ϕj + ϕiδij) +

1

6
yijk (ϕjϕk + ϕiδijϕk + ϕiϕjδik)

=Mijϕj +
1

2
yijkϕjϕk . (2.401)

΄Οµως, πέρα από τα µέρη της µεταβολής της Lint που αναλύσαµε ως τώρα,
δξLfour spin.int , δξL

∂µ
int (µηδενίσµός των όρων, ολική παράγωγος αντίστοιχα), από

τη συνολική µεταβολή της λαγκρατζιανής των αλληλεπιδράσεων, αποµένουν
οι παρακάτω όροι οι οποίοι ϑα δείξουµε ότι δίνουν µηδενική συνεισϕορά:

δξLrestint =
∂Wi

∂ϕk
ξ · χkFi +

�
�
��7
0

∂Wi

∂ϕ†k
ξ̄ · χ̄kFi −

1

2
WijξFiχj −

1

2
WijχiξFj

=
∂Wi

∂ϕk
ξ · χkFi −

1

2
WijξFiχj −

1

2
WijχiξFj

=
∂Wi

∂ϕk
Fi

(
ξ · χj −

1

2
ξ · χj −

1

2
χj · ξ

)
=
∂Wi

∂ϕk
Fi

(
ξ · χj −

1

2
ξ · χj −

1

2
ξ · χj

)
= 0 . (2.402)

Περιληπτικά, ως τώρα στο κεϕάλαιο αυτό, έχουµε ϐρει τις κατάλληλες συν-
ϑήκες για τα Wi,Wij , τέτοιες ώστε οι αλληλεπιδράσεις της Lint, (2.389), να
αϕήνουν τη δράση αναλλοίωτη κάτω από τους υπερσυµµετρικούς µετασχηµα-
τισµούς. Η ποσότητα W , από την οποία προκύπτουν τα Wi,Wij , κωδικοποιεί
όλες τις επιτρεπόµενες αλληλεπιδράσεις και προϕανώς παίζει πολύ σηµαντικό
ϱόλο στο µοντέλο αυτό. Για λόγους που ϑα γίνουν ξεκάθαροι αργότερα, η
ποσότητα W ονοµάζεται superpotential.

Είναι καλή στιγµή να ϐρούµε το υπερσυµµετρικό ϱεύµα της συνολικής
λαγκρατζιανής LWZ = LfreeWZ + Lint. ΄Οσον αϕορά το κοµµάτι της LfreeWZ , η
διαδικασία έχει ήδη πραγµατοποιηθεί στο προηγούµενο κεϕάλαιο, (2.376),
δίνοντας το αποτέλεσµα jµ = σν σ̄µχ∂νϕ

†. Αυτό που πρέπει ουσιαστικά να
ϐρούµε είναι τη συνεισϕορά της Lint στο υπερσυµµετρικό ϱεύµα διατήρησης.
Εποµένως, κατά τα γνωστά, έχουµε:

ξT (−iσ2)jµint + ξ†iσ2j
µ∗
int =

∂Lint
∂(∂µϕi)

δϕi + δϕ†i
∂Lint
∂(∂µϕ

†
i )

+
�

�
�
��>

0
∂Lint
∂(∂µFi)

δF

+ δF †
i
�
�

�
��>

0
∂Lint
∂(∂µFi)

+
∂Lint
∂(∂µχi)

δχi −Kµ, (2.403)

17Πέρα από έναν πιθανό επιπλέον σταθερό όρο Al.
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όπου όλες οι παραπάνω παράγωγοι δίνουν µηδέν, αϕού η Lint δεν περιέχει
κάποια παράγωγο πεδίου και στο Kµ αντικαθιστούµε την ολική παράγωγο
κατά την οποία ϐρήκαµε ότι µεταβάλλεται η Lint, (2.400) (χωρίς να ξεχνάµε
την ερµιτιανή συζυγή ποσότητά της):

ξT (−iσ2)jµint+ξ
†iσ2j

µ∗
int = −∂W

∂ϕ
(−iξ†σ̄µχi)−

(
∂W

∂ϕ
(−iξ†σ̄µχi)

)†
. (2.404)

Για τον δεύτερο όρο, έχουµε:

−
(
∂W

∂ϕ
(−iξ†σ̄µχi)

)†
= −(−iξ†σ̄µχi)†

(
∂W

∂ϕ

)†
= −(−iξ†σ̄µχi)∗W †

i

= −W †
i iξ

T σ̄µ∗χ∗
i = −W †

i iξ
T (iσ2)(−iσ2)σ̄µT (−iσ2)iσ2χ∗

i

= −W †
i iξ

T (iσ2)(−σµ)(iσ2χ∗
i ) = −W †

i iξ
T (−iσ2)σµiσ2χ∗

i ,
(2.405)

εποµένως, καταλήγουµε ότι :

ξT (−iσ2)jµint = −W †
i iξ

T (−iσ2)σµiσ2χ∗
i ⇒ jµint = −iW †

i σ
µiσ2χ

∗
i . (2.406)

Προσθέτοντας λοιπόν το αποτέλεσµα αυτό στο υπόλοιπο ϱεύµα που έχουµε
ϐρει για την LfreeWZ , (2.376), παίρνουµε το διατηρούµενο υπερσυµµετρικό ϱεύ-
µα της συνολικής LWZ :

jµ = σν σ̄µχ∂νϕ
† − iW †

i σ
µiσ2χ

∗
i ,

jµ = σν σ̄µχ∂νϕ
† + iFiσ

µiσ2χ
∗
i , (2.407)

όπου στο τελευταίο στάδιο χρησιµοποιήσαµε την (2.409) που ϐρίκουµε ακρι-
ϐώς παρακάτω.

Θεωρούµε τώρα το κοµµάτι της συνολικής λαγκρατζιανής του µοντέλου
Wess-Zumino, LWZ = LfreeWZ +Lint, που να περιέχει µόνο τα πεδία F, F †, δη-
λαδή µόνο τους όρους FiF

†
i +WiFi+W

†F †
i (ας την ονοµάσουµε LF,F † ). Αϕού

οι όροι αυτοί δεν περιέχουν καµία παράγωγο, οι εξισώσεις Euler-Langrange
για τα Fi, F

†
i είναι απλά:

∂LF,F †

∂Fi
= 0 ⇒ F †

i +Wi = 0 ⇒ F †
i = −Wi , (2.408)

∂LF,F †

∂F †
i

= 0 ⇒ Fi +W †
i = 0 ⇒ Fi = −W †

i . (2.409)

Μπορούµε λοιπόν, να αντικαταστήσουµε στην LWZ τα ϐοηθητικά πεδία F, F †

µε τα παραπάνω αποτελέσµατα (2.408), (2.409)18, µε αποτέλεσµα να παίρ-
18Η αντικατάσταση αυτή µας επιτρέπεται για το λόγο ότι οι σχέσεις που προέρχονται από τις

εξισώσεις Euler-Langrange δεν περιέχουν παραγώγους και άρα δεν αλλοιώνουν τις κανονικές
σχέσεις µετάθεσης.
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νουµε τη συνολική λαγκρατζιανή του µοντέλου Wess-Zumino:

LWZ = ∂µϕ
†
i∂
µϕi + χ†

i iσ̄
µ∂µχi + |Wi|2 − |Wi|2 −

1

2
Wijχi · χj − |Wi|2 −

1

2
W †
ijχ̄i · χ̄j

= ∂µϕ
†
i∂
µϕi + χ†

i iσ̄
µ∂µχi − |Wi|2 −

1

2
(Wijχi · χj + h.c.) . (2.410)

Ας εξετάσουµε λεπτοµερώς το µοντέλο Wess-Zumino, (2.410), στην απλού-
στερη µορϕή του, όπου ασχολούµαστε µόνο για µία supermultiplet, «πετών-
τας» δηλαδή τους δείκτες των πεδίων. Καταρχήν, το superfield στην περίπτωση
αυτή ανάγεται στο :

W =
1

2
Mϕ2 +

1

6
yϕ3, (2.411)

µε αποτέλεσµα τα Wi,Wij να είναι :

Wi =
∂W

∂ϕ
=Mϕ+

1

2
yϕ2 , (2.412)

Wij =
∂2W

∂ϕ2
=M + yϕ . (2.413)

Ξεκινάµε λοιπόν ϑεωρώντας τους όρους που είναι τετραγωνικοί ως προς
τα πεδία ϕ, χ, που έχουν να κάνουν µε κινητικούς όρους και όρους µάζας.
Εποµένως, οι τετραγωνικοί όροι για µία µόνο supermultiplet είναι :

LquadWZ = ∂µϕ
†∂µϕ+ χ†iσ̄µ∂µχ−MM∗ϕ†ϕ− 1

2
MχT (−iσ2)χ− 1

2
M∗χ†(iσ2)χ

†T .

(2.414)

Παίρνοντας την εξίσωση Euler-Langrange για το πεδίο ϕ† της (2.414):

∂µ

(
∂LquadWZ

∂(∂µϕ†)

)
−
∂LquadWZ

∂ϕ†
= 0 , (2.415)

ϐρίσκουµε εύκολα ότι :
∂µ∂

µϕ+ |M |2ϕ = 0 , (2.416)

η οποία είναι η Klein-Gordon εξίσωση για ένα ϐαθµωτό πεδίο µάζας M .
Παίρνουµε τώρα την ανάλογη εξίσωση Euler-Langrange για το πεδίο χ†.

Κάνουµε αναλυτικά τις πράξεις, διότι αυτή τη φορά παραγωγίζουµε ως προς
φερµιονικά πεδία (αριθµούς Grassmann) τα οποία αντιµετατίθενται. Υπολο-

γίζουµε λοιπόν πρώτα τον όρο −1

2
Mχ · χ της (2.414):

−1

2
Mχ · χ = −1

2
χT (−iσ2)χ = −1

2
M
(
χ1 χ2

)( 0 −1
1 0

)(
χ1

χ2

)
= −1

2
M(χ2χ1 − χ1χ2) = −1

2
M(−χ1χ2 − χ1χ2) =Mχ1χ2 ,

(2.417)
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κι έπειτα τις παραγώγους ως προς χ1, χ2:

∂

∂χ1

(
−1

2
Mχ · χ

)
=

∂

∂χ1
(Mχ1χ2)

(2.106)
= Mχ2

∂

∂χ2

(
−1

2
Mχ · χ

)
=

∂

∂χ2
(Mχ1χ2)

(2.107)
= −Mχ1

⇒

∂

∂χa

(
−1

2
Mχ · χ

)
=M(−iσ2χ)a , (2.418)

Υπολογίζουµε τώρα τον όρο −1

2
M∗χ†(iσ2)χ

†T της (2.414):

−1

2
M∗χ∗ · χ∗ = −1

2
M∗χ∗T (−iσ2)χ∗ = −1

2
M
(
χ∗
1 χ∗

2

)( 0 1
−1 0

)(
χ∗
1

χ∗
2

)
= −1

2
M∗(χ†

1χ
†
2 − χ†

2χ
†
1) = −1

2
M∗(−χ†

2χ
†
1 − χ†

2χ
†
1) =M∗χ†

2χ
†
1

(2.419)

∂

∂χ†
1

(
−1

2
M∗χ†(iσ2)χ

†T
)

=
∂

∂χ†
1

(M∗χ†
2χ

†
1)

(2.106)
= −M∗χ†

2

∂

∂χ†
2

(
−1

2
M∗χ†(iσ2)χ

†T
)

=
∂

∂χ†
2

(M∗χ†
2χ

†
1)

(2.107)
= M∗χ†

1

⇒

∂

∂χ†
a

(
−1

2
M∗χ†(iσ2) · χ†T

)
=M∗

(
0 −1
1 0

)(
χ†
1

χ†
2

)
=M∗(−iσ2)χ†T

a . (2.420)

Θεωρούµε λοιπόν τώρα την εξίσωση E-L για το πεδίο χ† της (2.414):

∂µ

(
∂LquadWZ

∂(∂µχ
†
a)

)
− ∂L
∂χ†

a

= 0 , (2.421)

και ϐρίσκουµε την εξίσωση κίνησης :

iσ̄µ∂µχ =M∗iσ2χ
†T . (2.422)

Γνωρίζουµε από τη λίστα κάτω από την (2.139), ότι το χa µετασχηµατίζεται
κάτω από τους LT µε τον πίνακα V −1†. Αυτό σηµαίνει ότι το χ†T

a του δεύτερου
µέλους µετασχηµατίζεται µε τον V −1T µε τον οποίον όµως µετασχηµατίζεται
ένας σπίνορας τύπου ψ̄ȧ. Ο κάτω τονούµενος δείκτης «σηκώνεται» µε τον
πίνακα iσ2 (στην ουσία µε τη σπινοριακή µετρική), δηλαδή, όλο το δεξί µέλος
µετασχηµατίζεται σαν ένας ψ̄ȧ σπίνορας, δηλαδή µε τον πίνακα V . Αυτό
έρχεται σε συµϕωνία µε το πως µετασχηµατίζεται το αριστερό µέλος το οποίο
µετασχηµατίζεται όπως ένας R−τύπου σπίνορας, δηλαδή µε τον πίνακα V ,
γεγονός το οποίο είναι ξεκάθαρο από τη δεύτερη εξίσωση Weyl της (2.86).
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Θεωρούµε τώρα την εξίσωση E-L για το πεδίο χ της (2.414):

∂µ

(
∂LquadWZ

∂(∂µχa)

)
− ∂L
∂χa

= 0 , (2.423)

και ϐρίσκουµε την εξίσωση κίνησης :

∂µ(χ
†iσ̄µ) =M(iσ2χ) ⇒ iσµ∂µ(iσ2χ

†T ) =Mχ . (2.424)

Από τις (2.422), (2.424), προκύπτει ότι :

iσµ∂µ

(
iσ̄ν∂νχ

M∗

)
=Mχ⇒ iσµ∂µ(iσ̄

ν∂νχ) = |M |2χ

⇒ ∂µ∂
µχ+ |M |2χ = 0 , (2.425)

από την οποία καταλαβαίνουµε ότι το πεδίο χ έχει επίσης µάζα |M |. Ουσιαστι-
κά, έχουµε επαληθεύσει ότι οι τετραγωνικοί όροι περιγράϕουν δύο ελεύθερα
πεδία µε σπν-0 και σπιν-1/2 τα οποία είναι εκϕυλισµένα µε (ίδια) µάζα |M |.
Με άλλα λόγια, ενώ ξεκινήσαµε τη ϑεωρία µε άµαζα πεδία, ϐλέπουµε ότι µπο-
ϱεί να στηθεί υπερσυµµετρικό µοντέλο το οποίο να εµπλέκει σωµατίδια µε
µάζα, µε τους superpartners να έχουν την ίδια µάζα.

Συνολικά οι όροι των αλληλεπιδράσεων της λαγκρατζιανής (2.410) (πάλι
στην περίπτωση µίας supermultiplet) είναι :

−
∣∣Mϕ+

1

2
yϕ2
∣∣2 − 1

2
[(M + yϕ)χ · χ+ h.c.] , (2.426)

όπου σε αυτούς, πέρα από τους τετραγωνικούς όρους που δίνουν τη µάζα,
εµπεριέχονται τρεις διαϕορετικές πραγµατικές αλληλεπιδράσεις :

1. Μία κυβική αλληλεπίδραση, cubic, ανάµεσα στα ϕ πεδία :

−1

2

(
My∗ϕϕ†2 +M∗yϕ2ϕ

)
. (2.427)

2. Μία αλληλεπίδραση τέταρτης δύναµης, quartic, ανάµεσα στα ϕ πεδία :

−1

4
|y|2ϕ2ϕ†2 . (2.428)

3. Μία Yukawa- τύπου σύζευξη ανάµεσα στα ϕ, χ πεδία :

−1

2
[yϕχ · χ+ h.c.] . (2.429)

Παρατηρούµε ότι η σταθερά σύζευξης της quartic αλληλεπίδρασης είναι το
τετράγωνο της σταθεράς σύζευξης της Yukawa-τύπου αλληλεπίδρασης. Αυτό
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συνδέεται µε τη σχέση (2.19) που καταλήξαµε στην εισαγωγή όταν επιζητού-
σαµε µία τέτοια σχέση ώστε να αλληλοαναιρεθούν οι τετραγωνικές αποκλίσεις
που προέκυπταν από τις συνεισϕορές δεύτερης τάξης των διαγραµµάτων της ι-
διοενέργειας µποζονίου. Αυτήν την αλληλοαναίρεση, η οποία µας απαλλάσσει
από τις τετραγωνικές αποκλίσεις και λύνει το πρόβληµα της λεπτής ϱύθµισης,
για το µοντέλο Wess-Zumino ϑα τη δούµε µε λεπτοµέρεια στο επόµενο υπο-
κεϕάλαιο. Πριν από αυτό, όµως, είναι ϐολικό να εκϕράσουµε την LWZ σε
Majorana µορϕή (επεκτείνοντας την (2.379)):

� Πρώτα το τετραγωνικό κοµµάτι (2.414):

LMWZ =
1

2
∂µA∂

µA− 1

2
M2A+

1

2
∂µB∂

µB − 1

2
M2M2 +

1

2
Ψ̄χ
M .(iγµ∂µ −M)Ψχ

M

(2.430)

� ∆εύτερον, οι αλληλεπιδράσεις :

(α) : Η cubic αλληλεπίδραση:

Lc = −MgA(A2 −B2) . (2.431)

(β) : Η quartic αλληλεπίδραση:

Lq = −1

2
g2(A2 +B2)2 . (2.432)

(γ) : Η Yukawa-τύπου αλληλεπίδρση:

Ly = −1

2

[
y

1√
2
(A− iB)χ · χ+ h.c.

]
= −1

2

[
y√
2
(A− iB)χ · χ+

y√
2
(A+ iB)(χ · χ)†

]
= − y

2
√
2

[
(A− iB)χ · χ+ (A+ iB)(χ · χ)†

]
= −g [A(χ · χ+ χ̄ · χ̄) + iB(χ̄ · χ̄− χ · χ)]
= −g

(
AΨ̄χ

MΨχ
M + iBΨ̄χ

Mγ5Ψ
χ
M

)
. (2.433)

Η παρουσία του γ5 στον δεύτερο όρο δείχνει ότι το B είναι ψευδο-
ϐαθµωτό, ενώ το A είναι ϐαθµωτό πεδίο. Επίσης, η σταθερά g που
εµϕανίζεται παραπάνω είναι g = y/2

√
2.

2.5.2 Ακύρωση των τετραγωνικών αποκλίσεων στο µοντέλο W-Z

Θα ϑεωρήσουµε τις συνεισϕορές ενός ϐρόχου O(g2)19 του A−σωµατιδιακού
διαδότη, που ορίζεται κατά τα γνωστά ως το χρονολογικό γινόµενο της ανα-
µενόµενης τιµής του κενού. Ως κενό της αλληλεπιδρώσας ϑεωρίας µας, είναι

19Η συνεισϕορά O(g0) είναι ο ελεύθερος διαδότης DF (x − y), αϕού δεν έχουµε καθόλου
αλληλεπίδραση (L′ = 0). Επίσης η συνεισϕορά O(g) είναι µηδέν λόγω της παρουσίας µόνο
περιττού αριθµού πεδίων.
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η ϑεµελιώδης κατάσταση |Ω⟩. Η γενική έκϕραση για το διαδότη (προϕανώς
στην εικόνα αλληλεπίδρασης) είναι :

⟨Ω|T [A(x)A(y)] |Ω⟩ =
⟨0|T

[
A(x)A(y) exp(i

∫
d4zL′(z))

]
|0⟩

⟨0|T
[
exp[i

∫
d4zL′(z)]

]
|Ω⟩

, (2.434)

όπου L′ είναι η λαγκρατζιανή πυκνότητα αλληλεπίδρασης, η οποία στην πε-
ϱίπτωσή µας είναι το άθροισµα:

L′ = Lc + Lq + Ly, (2.435)

όπου οι Lc,Lq,Ly δίνονται από τις σχέσεις (2.431), (2.432), (2.433). Συνε-
πώς, συνεχίζοντας µε τη ϑεωρία διαταραχών, ϑα αναπτύξουµε το εκθετικό στον
αριθµητή της (2.434) σε δυνάµεις της σταθεράς σύζευξης g και ϑα υπολογί-
σουµε µετά όλα τα χρονολογικά γινόµενα. ΄Οσον αϕορά τον παρονοµαστή, ο
ϱόλος του είναι να αποκόψει τις συνεισϕορές που προκύπτουν στον αριθµη-
τή από όλες τις διαδικασίες που είναι αποσυνδεδεµένες από τα σηµεία x, y.
Πλέον είµαστε έτοιµοι να ξεκινήσουµε τη διαδικασία. Πρώτα ϑα εξετάσουµε
loop συνεισϕορές, έπειτα τις tadpole κι τέλος τις υπόλοιπες συνεισϕορές από
τα non-tadpole συνδεδεµένα διαγράµµατα.

1−loop διαγράµµατα

Η λαγκρατζιανή (2.428) είναι ανάλογη του g2 όπότε παίρνοντας τον πρώτο
όρο του αναπτύγµατος της (2.434), ϑα έχουµε ήδη µία συνεισϕορά O(g2) που
Ϲητάµε. Η συνεισϕορά λοιπόν της quartic λαγκρατζιανής, (2.428), είναι :

⟨0|T
{
A(x)A(y)i

∫
d4Lq(z)

}
|0⟩ =

− i
g2

2
⟨0|T

{∫
dzA(x)A(y)(A4(z) +B4(z) + 2A2(z)B2(z))

}
|0⟩ .

(2.436)

Από τα παραπάνω χρονολογικά γινόµενα που προκύπτουν, ο όρος µε το
T
{
A(x)A(y)B4(z)

}
δίνει µόνο αποσυνδεδεµένα διαγράµµατα (διαγράµµα-

τα χωρίς εξωτερικές γραµµές), αϕού στην περίπτωση αυτή ένα B(z) µπορεί να
συνδεθεί µόνο µε ένα ένα δεύτερο B(z)20, άρα δε ϑα ασχοληθούµε περεταίρω.
Οι υπόλοιποι όροι δίνουν συνεισϕορά της µορϕής:

− i
g2

2
⟨0|T

{∫
d4zA(x)A(y)A4(z) + 2A(x)A(y)A2(z)B2(z)

}
|0⟩ . (2.437)

20 ΄Ενα τέτοιο διάγραµµα ϑα είχε τη µορϕή
B

y

z

Ax

B
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Από τον πρώτο όρο της (2.437), προκύπτει ένα είδος σύναψης, κατά το οποίο
συνάπτουµε το A(x) µε ένα από τα A(z), το A(y) µε ένα από τα τρία εναπο-
µείναντα A(z) και τα δύο A(z) που αποµένουν µεταξύ τους.

−ig
2

2
〈0|T

{

∫

d4zA(x)A(y)A(z)A(z)A(z)A(z)
}

|0〉

Με απλή καταµέτρηση ϐλέπουµε ότι προκύπτουν 12 ταυτοτικοί συνδυασµοί :
Συνεπώς, η συνολική συνεισϕορά του A−loop στην ιδιοενέργεια του A ϑα
είναι :

− 6ig2
∫
d4zDA(x− z)DA(y − z)DA(z − z) , (2.438)

η οποία αντιστοιχίζεται στο διάγραµµα Feynman:

x yz

A

Εικόνα 2.5: ∆ιάγραµµα A−ϐρόχου της ιδιοενέργειας του A.

Από τον δεύτερο όρο της (2.437), προκύπτει πάλι ένα είδος σύναψης, κατά το
οποίο συνάπτουµε το A(x) µε ένα από τα A(z), το A(y) µε το άλλο A(z) και
τα δύο B(z) που αποµένουν µεταξύ τους.

−ig
2

2
〈0|T

{

∫

d4z2A(x)A(y)A(z)A(z)B(z)B(z)
}

|0〉

Με απλή καταµέτρηση ϐλέπουµε ότι προκύπτουν 2 ταυτοτικοί συνδυασµοί.
Συνεπώς, η συνολική συνεισϕορά του B−loop στην ιδιοενέργεια του A ϑα
είναι :

− 2ig2
∫
d4zDA(x− z)DA(y − z)DB(z − z) , (2.439)

η οποία αντιστοιχίζεται στο διάγραµµα Feynman:
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x yz

B

Εικόνα 2.6: ∆ιάγραµµα B−ϐρόχου της ιδιοενέργειας του A.

Θα υπολογίσουµε τις δύο διαϕορετικές συνεισϕορές (2.438), (2.439) στην ι-
διοενέργεια του A−µποζονίου ξεχωριστά.

A−loop συνεισϕορά

Πρώτα ξεκινάµε µε την (2.438), δηλαδή µε τη συνεισϕορά του διαγράµµα-
τος ενός A−µποζονικού ϐρόχου στην ιδιοενέργρεια του A−µποζονίου:

− 6ig2
∫
d4zDA(x− z)DA(y − z)DA(z − z)

= −6ig2
∫
d4z

∫
d4p

(2π)4
ie−ip(x−z)

p2 −m2

∫
d4q

(2π)4
ie−iq(y−z)

q2 −m2

∫
d4k

(2π)4
ie−ik(z−z)

k2 −m2

= −6ig2
∫
d4z

∫
d4p

(2π)4

∫
d4q

(2π)4

∫
d4k

(2π)4
ie−ipx

p2 −m2

ie−iqy

q2 −m2

i

k2 −m2
ei(p+q)z .

(2.440)

Ολοκλήρωση πάνω στο z ϑα δώσει (2π)4δ(4)(p+ q). Συνεπώς:

= −6ig2
∫

d4p

(2π)4

∫
d4q

(2π)4

∫
d4k

(2π)4
(2π)4δ(4)(p+ q)

ie−ipx

p2 −m2

ie−iqy

q2 −m2

i

k2 −m2

= −6ig2
∫

d4p

(2π)4

∫
d4k

(2π)4
ie−ipx

p2 −m2

ieipy

p2 −m2

i

k2 −m2

= −6ig2
∫

d4p

(2π)4

∫
d4k

(2π)4
e−ip(x−y)

i

p2 −m2

i

k2 −m2

i

p2 −m2

=

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−y)

i

p2 −m2
(−iΠ(A)

A )
i

p2 −m2
,

(2.441)

όπου

−iΠ(A)
A = −6ig2

∫
d4k

(2π)4
i

k2 −m2
= 6g2

∫
d4k

(2π)4
1

k2 −m2
. (2.442)

Υπολογίζουµε λοιπόν το ολοκλήρωµα:∫
d4k

(2π)4
i

k2 −m2 + iϵ
=

∫
d3k

(2π)4

∫
dk0

1

(k0)2 − k2 −m2 + iϵ
.

(2.443)
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Αποµονώνουµε το ολοκλήρωµα ως προς dk0 και υπολογίζουµε :∫
dk0

1

(k0)2 − (k +m2 + iϵ︸ ︷︷ ︸
≡A

)
=

∫
dk0

1

(k0)2 −A
=

∫
dk0

1

(k0 −
√
A)(k0 +

√
A)

.

(2.444)

Η ολοκληρωτέα συνάρτηση δεν είναι αναλυτική21 στα σηµεία z = ±
√
A, που

λέγονται πόλοι. Αυτό σηµαίνει ότι πρέπει να χρησιµοποιήσουµε τη φόρµουλα
των ολοκληρωτικών υπολοίπων του Cauchy, η οποία λέει ότι όταν µία συνάρ-
τηση f είναι αναλυτική µέσα και πάνω σε µία κλειστή διαδροµή, C, η οποία
εµπεριέχει έναν πόλο z = a, τότε το ολοκλήρωµα είναι :∮

C

f(z)

z − a
dz = 2πif(a) . (2.445)

΄Ετσι λοιπόν και στην περίπτωσή µας, ϑα χρησιµοποιήσουµε τη φόρµουλα
αυτή, χρησιµοποιώντας τη συνταγή του iϵ µετατοπίζοντας απειροστά τους πό-
λους από τον πραγµατικό άξονα στον οποίο ϐρίσκονται και παίρνοντας σαν
διαδροµή µία ηµικυκλική καµπύλη (µε ακτίνα που πάει στο άπειρο και δεν
επηρεάζει τοι αποτέλεσµα) µε διάµετρο πάνω στον πραγµατικό άξονα, όπως
φαίνεται παρακάτω, στο σχήµα (2.7).

Συνεπώς, µπορούµε να γράψουµε το ολοκλήρωµα (2.444) σαν :∫
dk0

1

(k0 −
√
A)(k0 +

√
A)

=

∫
dk0

1

[k0 − (−
√
A+ iϵ)][k0 − (

√
A− iϵ)]

=

∮
dk0

1

k0 − (
√
A− iϵ)

k0 − (−
√
A+ iϵ)

, (2.446)

και ϑεωρώντας f(z) =
1

k0 − (
√
A− iϵ)

και τον περιεχόµενο πόλο a = −
√
A+

iϵ, να πάρουµε από την (2.445) το ολοκληρωτικό υπόλοιπο:

∮
dk0

1

k0 − (
√
A− iϵ)

k0 − (−
√
A+ iϵ)

=
2πi

−
√
A−

√
A

= − πi√
A

= − πi

(k2 +m2 + iϵ)1/2
.

(2.447)

Εποµένως, αντικαθιστώντας το αποτέλεσµα (2.447) στην (2.442), παίρνουµε:

−iΠ(A)
A = 6g2(−πi)

∫
d3k

(2π)4
1

(k2 +m2 + iϵ)1/2
. (2.448)

21Αν ήταν αναλυτική τα πράγµατα ϑα ήταν απλά εϕαρµόζοντας το ϑεώρηµα του Cauchy για
µία κλειστή διαδροµή:

∮
C
f(z)dz = 0.
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Re(k0)

Im(k0)

−

√

A+ iǫ

√

A− iǫ

−

√

A

√

A

C

Εικόνα 2.7: Μετατόπιση των πόλων και επιλογή διαδροµής για τον υπολογι-
σµό του ολοκληρώµατος (2.444)

Είναι προϕανές ότι η ολοκληρωτέα συνάρτηση εξαρτάται µόνο από το µέτρο
της ορµής και όχι τις γωνίες, οπότε η ολοκλήρωση ανάγεται σε µία διάσταση,
παίρνοντας έναν παράγοντα 4π από την ολοκλήρωση τπυ γωνιακου µέρους.
Εποµένως, η συνεισϕορά, (2.448), ϑα γίνει :

−iΠ(A)
A = −3g2i

2π2

∫ Λ

0
du

u2

(u2 +m2)1/2
. (2.449)

Εποµένως, αυτό που αποµένει είναι να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα:∫ Λ

0
du

u2

(u2 +m2)1/2
. (2.450)
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Θέτουµε x =
√
u2 +m2 µε du =

x√
x2 −m2

dx και αντικαθιστώντας στο Ϲη-

τούµενο (2.450) παίρνουµε:∫ Λ

0
du

u2

(u2 +m2)1/2
=

∫ Λ

m

√
x2 −m2dx︸ ︷︷ ︸
≡I

. (2.451)

Υπολογίζουµε λοιπόν το I:

I =

∫ Λ

m

√
x2 −m2 · x′dx

I =
[
x
√
x2 −m2

]Λ
m
−
∫ Λ

m

x2√
x2 −m2

dx

I =
[
x
√
x2 −m2

]Λ
m
−
∫ Λ

m

x2 −m2 +m2

√
x2 −m2

dx

I =
[
x
√
x2 −m2

]Λ
m
−

∫ √x2 −m2dx︸ ︷︷ ︸
I

−
∫

m2

√
x2 −m2

dx


2I =

[
x
√
x2 −m2

]Λ
m
−
[
m2 ln(x+

√
x2 −m2)

]
I =

[x
2

√
x2 −m2

]Λ
m
−
[
m2

2
ln(x+

√
x2 −m2)

]Λ
m

I =
Λ

2

√
Λ2 −m2 − m2

2

[
ln

(Λ +
√
Λ2 −m2)

m

]
. (2.452)

Αντικαθιστώντας το αποτέλεσµα (2.452) στην (2.449), το Ϲητούµενο −iΠ(A)
A ϑα

είναι :

−iΠ(A)
A = −3g2i

2π2

[
Λ

2

√
Λ2 −m2 − m2

2
ln

(Λ +
√
Λ2 −m2)

m

]
. (2.453)

΄Οµως επειδή η σταθερά Λ είναι πολύ µεγάλη, φέρνουµε την (2.453) στη ϐο-
λική µορϕή:

−iΠ(A)
A = −3g2i

4π2

Λ2

(
1− m2

2Λ2

)
−m2 ln

Λ + Λ

(
1− m2

2Λ2

)
m

 , (2.454)

200



και παίρνοντας την προσέγγιση Λ >> m έχουµε τελικά:

−iΠ(A)
A = −6g2i

8π2

Λ2 − m2

2
−m2 ln

2Λ−
�
�
��7
0

m2

2Λ
m

⇒

−iΠ(A)
A = −6g2i

8π2

[
Λ2 −m2 ln

Λ

m
+ πεπερασµένοι όροι

]
. (2.455)

Εποµένως, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η κυρίαρχη απόκλιση είναι τε-
τραγωνική, δηλαδή, ότι η συνεισϕορά του διαγράµµατος A−ϐρόχου της ιδιο-
ενέργειας του A µποζονίου είναι

Π
(A)
A =

6g2

8π2
Λ2 . (2.456)

B−loop συνεισϕορά

΄Επειτα συνεχίζουµε µε την (2.439), δηλαδή µε τη συνεισϕορά του διαγράµ-
µατος ενός B−µποζονικού ϐρόχου στην ιδιοενέργρεια του A−µποζονίου:

− 2ig2
∫
d4zDA(x− z)DA(y − z)DB(z − z)

= −2ig2
∫
d4z

∫
d4p

(2π)4
ie−ip(x−z)

p2 −m2

∫
d4q

(2π)4
ie−iq(y−z)

q2 −m2

∫
d4k

(2π)4
ie−ik(z−z)

k2 −m2

= −2ig2
∫
d4z

∫
d4p

(2π)4

∫
d4q

(2π)4

∫
d4k

(2π)4
ie−ipx

p2 −m2

ie−iqy

q2 −m2

i

k2 −m2
ei(p+q)z .

(2.457)

Ολοκλήρωση πάνω στο z ϑα δώσει (2π)4δ(4)(p+ q). Συνεπώς:

= −2ig2
∫

d4p

(2π)4

∫
d4q

(2π)4

∫
d4k

(2π)4
(2π)4δ(4)(p+ q)

ie−ipx

p2 −m2

ie−iqy

q2 −m2

i

k2 −m2

= −2ig2
∫

d4p

(2π)4

∫
d4k

(2π)4
ie−ipx

p2 −m2

ieipy

p2 −m2

i

k2 −m2

= −2ig2
∫

d4p

(2π)4

∫
d4k

(2π)4
e−ip(x−y)

i

p2 −m2

i

k2 −m2

i

p2 −m2

=

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−y)

i

p2 −m2
(−iΠ(A)

A )
i

p2 −m2
,

(2.458)

όπου

−iΠ(B)
A = −2ig2

∫
d4k

(2π)4
i

k2 −m2
= 2g2

∫
d4k

(2π)4
1

k2 −m2
. (2.459)
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Παρατηρούµε ότι το τελευταίο αποτέλεσµα (2.459) της συνεισϕοράς τουB−ϐρόχου
στην ιδιοενέργεια του A µποζονίου είναι το ίδιο ακριβώς µε αυτό της (2.442),
απλώς µε διαϕορετικό συντελεστή. Συνεπώς, δεν υπάρχει λόγος να επανα-
λάβουµε τον υπολογισµό του ολοκλήρωµατος της (2.459), καθώς παραπάνω
έχουµε καταγράψει αναλυτικά τη διαδικασία. ΄Ετσι λοιπόν, συγκρίνοντας µε
την (2.453) διαπιστώνουµε ότι η Ϲητούµενη συνεισϕορά −iΠ(B)

A , ϑα είναι :

−iΠ(B)
A = − g2i

4π2

[
Λ

2

√
Λ2 −m2 − m2

2
ln

(Λ +
√
Λ2 −m2)

m

]
. (2.460)

Θέτοντας σε ισχύ το γεγονός ότι Λ >> m, η παραπάνω εξίσωση γίνεται :

−iΠ(B)
A = −2g2i

8π2

[
Λ2 −m2 ln

Λ

m
+ πεπερασµένοι όροι

]
. (2.461)

Εποµένως, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η κυρίαρχη απόκλιση είναι τε-
τραγωνική, δηλαδή, ότι η συνεισϕορά του διαγράµµατος B−ϐρόχου της ιδιο-
ενέργειας του A µποζονίου είναι :

Π
(B)
A =

2g2

8π2
Λ2 . (2.462)

Συµπεραίνουµε λοιπόν, από τις (2.456), (2.462), ότι η συνολική απόκλιση
λόγω των 1−ϐρόχου διαγραµµάτων είναι (από την Lq):

Πbos, quadA = Π
(A)
A +Π

(B)
A =

6g2

8π2
Λ2 +

2g2

8π2
Λ2 =

8g2

8π2
Λ2 . (2.463)

Συνεχίζουµε τώρα µε άλλου είδους συνεισϕορές. Οι λαγκρατζιανές Lc,Ly
είναι ανάλογες του g, που σηµαίνει ότι στο ανάπτυγµα του εκθετικού, (2.434),
ο όρος δεύτερης τάξης ϑα περιέχει έναν όρο της µορϕής:

i2

2
⟨0|T

[
A(x)A(y)

∫
d4zd4z′(Lc(z) + Ly(z))(Lc(z′) + Ly(z′)

]
|0⟩

−1

2
⟨0|T

{
A(x)A(y)

∫
d4zd4z′

(
Lc(z)Lc(z′) + Lc(z)Ly(z′) + Ly(z)Lc(z′) + Ly(z)Ly(z′)

)}
|0⟩ .

(2.464)

Εϕόσον οι Lc,Ly περιέχουν από δύο όρους η καθεµία, στο παραπάνω ολο-
κλήρωµα προκύπτουν συνολικά 16 γινόµενα:

= −1

2
⟨0|T

{∫
d4zd4z′A(x)A(y) [

+(−Mg) (A(z)A(z)A(z) +A(z)B(z)B(z)) (−Mg)
(
A(z′)A(z′)A(z′) +A(z′)B(z′)B(z′)

)
+(−Mg)(A(z)A(z)A(z) +A(z)B(z)B(z))(−g)(A(z′)Ψ̄χ

M (z′)Ψχ
M (z′) + iB(z′)Ψ̄(z′)γ5Ψ

χ
M (z′))

+(−g)
(
A(z)Ψ̄χ

M (z)Ψχ
M (z) + iB(z)Ψ̄χ

M (z)γ5Ψ
χ
M (z)

)
(−Mg)

(
A(z′)A(z′)A(z′) +A(z′)B(z′)B(z′)

)
+(−g)(A(z)Ψ̄χ

M (z)Ψχ
M (z) + iB(z)Ψ̄χ

M (z)γ5Ψ
χ
M (z))(−g)(A(z′)Ψ̄χ

M (z′)Ψχ
M (z′)

+ iB(z′)Ψ̄χ
M (z′)γ5Ψ

χ
M (z′)) ]} |0⟩ ,

(2.465)
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από τα οποία πρέπει να πάρουµε τα χρονολογικά γινόµενά τους. ΄Ετσι, πε-
ϱιπλέκεται πολύ ο υπολογισµός, όµως, αϕού φιλτράρουµε τα γινόµενα και
απορρίψουµε τα disconnected διαγράµµατα, τα πράγµατα απλοποιούνται ση-
µαντικά.

Tadpole διαγράµµατα

Στη συνέχεια ακολουθεί ο υπολογισµός των συνεισϕορών στην απόκλιση λό-
γω άλλων διαγραµµάτων, των tadpole, δηλαδή 1−loop διαγραµµάτων µε ένα
εξωτερικό «πόδι» (διαδότη).

A−tadpole συνεισϕορά

Αρχικά προκύπτει η συνεισϕορά:

−1

2
M2g2

∫
d4zd4z′⟨0|T

[
A(x)A(y)A3(z)A3(z′)

]
|0⟩ , (2.466)

η οποία προκύπτει από την πρώτη γραµµή της (2.465), αν συνάψουµε το
A(x) µε οποιοδήποτε από τα A(z), το A(y) µε οποιοδήποτε από τα δύο ενα-
ποµείναντα A(z) και το τελευταίο A(z) µε ένα από τα A(z′) αϕήνοντας ένα
A(z′)A(z′) Ϲευγάρι µόνο του, όπως φαίνεται παρακάτω:

∫
d4zd4z′T {A(x)A(y)[(A(z)A(z)A(z) + A(z)B(z)B(z)][A(z′)A(z′)A(z′) + A(z′)B(z′)B(z′)]}

Με απλή καταµέτρηση, προκύπτει ότι από τη σύναψη αυτή παίρνουµε 36
ταυτοτικούς συνδυασµούς. Η σύναψη αυτή αντιστοιχίζεται σε ένα tadpole διά-
γραµµα Feynman:

A

A
A A

x z y

z′

Εικόνα 2.8: Το A−loop tadpole διάγραµµα του A σωµατιδίου
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του οποίου η συνεισϕορά είναι :

−1

2

∫
d4zd4z′(−Mg)(−Mg)36DA(x− z)DA(y − z)DA(z − z′)DA(z

′ − z′)

= −18M2g2
∫
d4zd4z′DA(x− z)DA(y − z)DA(z − z′)DA(z

′ − z′) ,

(2.467)

την οποία και υπολογίζουµε :

−18M2g2
∫
d4zd4z′DA(x− z)DA(y − z)DA(z − z′)DA(z

′ − z′)

=− 18M2g2
∫
d4z

∫
d4z′

∫
d4k

(2π)4
e−ik(x−z)

k2 −m2

d4p

(2π)4
e−ip(y−z)

p2 −m2

d4q

(2π)4
e−iq(z−z

′)

q2 −m2

d4ℓ

(2π)4
e−iℓ(z

′−z′)

ℓ2 −m2
.

(2.468)

Ολοκλήρωση πάνω στα z′ ϑα δώσει (2π)4δ(4)(q), ενώ η ολοκλήρωση πάνω στο
z ϑα δώσει (2π)4δ(4)(k + p− q). Συνεπώς παίρνουµε:

= −18M2g2
∫

d4k

(2π)4
e−ikx

k2 −m2

d4p

(2π)4
e−ipy

p2 −m2

d4q

(2π)4
1

q2 −m2

d4ℓ

(2π)4
1

ℓ2 −m2

(2π)4δ(4)(q)(2π)4δ(4)(k + p− q)

= −18M2g2
(
− 1

M2

)∫
d4k

(2π)4
e−ikx

k2 −m2

d4p

(2π)4
e−ipy

p2 −m2

d4ℓ

(2π)4
1

ℓ2 −m2
δ(4)(k + p)(2π)4

= 18g2
∫

d4k

(2π)4
e−ikx

k2 −M2
d4ℓ

1

ℓ2 −M2

eiky

k2 −M2

=

∫
d4k

(2π)4
e−ik(x−y)

i

k2 −M2
(−iΠ(t,A)

A )
i

k2 −M2
, (2.469)

όπου

−iΠ(t,A)
A = −18g2

∫
d4ℓ

(2π)4
1

ℓ2 −M2
, (2.470)

η οποία αποκλίνει τετραγωνικά.

B− tadpole συνεισϕορά

Περνάµε τώρα στη συνεισϕορά:

−1

2
M2g2

∫
d4zd4z′⟨0|T

[
A(x)A(y)A3(z)A(z′)B2(z′)

]
|0⟩ , (2.471)

η οποία προκύπτει από την πρώτη γραµµή της (2.465), αν συνάψουµε το A(x)
µε οποιοδήποτε από τα A(z), το A(y) µε οποιοδήποτε από τα δύο εναποµεί-
ναντα A(z) και το τελευταίο A(z) µε το ένα A(z′) αϕήνοντας ένα B(z′)B(z′)
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∫
d4zd4z′T {A(x)A(y)[(A(z)A(z)A(z) + A(z)B(z)B(z)][A(z′)A(z′)A(z′) + A(z′)B(z′)B(z′)]}

Ϲευγάρι µόνο του, όπως φαίνεται παραπάνω.

Με απλή καταµέτρηση, προκύπτει ότι από τη σύναψη αυτή παίρνουµε 12
ταυτοτικούς συνδυασµούς. Η σύναψη αυτή αντιστοιχίζεται σε ένα tadpole
διάγραµµα Feynman:

B

A
A A

x z y

z′

Εικόνα 2.9: Το B−loop tadpole διάγραµµα του A σωµατιδίου

του οποίου η συνεισϕορά είναι

−1

2

∫
d4zd4z′(−Mg)(−Mg)12DA(x− z)DA(y − z)DA(z − z′)DB(z

′ − z′)

= −6M2g2
∫
d4zd4z′DA(x− z)DA(y − z)DA(z − z′)DB(z

′ − z′) , (2.472)

την οποία και υπολογίζουµε :

−6M2g2
∫
d4zd4z′DA(x− z)DA(y − z)DA(z − z′)DB(z

′ − z′)

=− 6M2g2
∫
d4z

∫
d4z′

∫
d4k

(2π)4
e−ik(x−z)

k2 −m2

d4p

(2π)4
e−ip(y−z)

p2 −m2

d4q

(2π)4
e−iq(z−z

′)

q2 −m2

d4ℓ

(2π)4
e−iℓ(z

′−z′)

ℓ2 −m2
.

(2.473)

Ολοκλήρωση πάνω στα z′ ϑα δώσει (2π)4δ(4)(q), ενώ η ολοκλήρωση πάνω στο
z ϑα δώσει (2π)4δ(4)(k + p− q).
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Συνεπώς:

= −6M2g2
∫

d4k

(2π)4
e−ikx

k2 −m2

d4p

(2π)4
e−ipy

p2 −m2

d4q

(2π)4
1

q2 −m2

d4ℓ

(2π)4
1

ℓ2 −m2

(2π)4δ(4)(q)(2π)4δ(4)(k + p− q)

= −6M2g2
(
− 1

M2

)∫
d4k

(2π)4
e−ikx

k2 −m2

d4p

(2π)4
e−ipy

p2 −m2

d4ℓ

(2π)4
1

ℓ2 −m2
δ(4)(k + p)(2π)4

= 6g2
∫

d4k

(2π)4
e−ikx

k2 −M2
d4ℓ

1

ℓ2 −M2

eiky

k2 −M2

=

∫
d4k

(2π)4
e−ik(x−y)

i

k2 −M2
(−iΠ(t,B)

A )
i

k2 −M2
, (2.474)

όπου

−iΠ(t,A)
A = −6g2

∫
d4ℓ

(2π)4
1

ℓ2 −M2
, (2.475)

η οποία επίσης αποκλίνει τετραγωνικά.

χ− tadpole συνεισϕορά

Περνάµε τώρα στην τελευταία tadpole συνεισϕορά:

−1

2
2Mg2

∫
d4zd4z′⟨0|T

[
A(x)A(y)A3(z)Ψ̄χ

M (z′)Ψχ
M (z′)

]
|0⟩ , (2.476)

η οποία προκύπτει από την πρώτη και δεύτερη γραµµή της (2.465), αν συνά-
ψουµε το A(x) µε οποιοδήποτε από τα A(z), το A(y) µε οποιοδήποτε από τα
δύο εναποµείναντα A(z) και το τελευταίο A(z) µε το ένα A(z′) αϕήνοντας ένα
Ψ̄χ
M (z′)Ψχ

M (z′) Ϲευγάρι µόνο του, όπως φαίνεται παρακάτω:

∫

d4zd4z′T
{

A(x)A(y)[(A(z)A(z)A(z) + A(z)B(z)B(z)][A(z′)Ψ̄χ
M(z′)Ψχ

M(z′) + iB(z′)Ψ̄χ
M(z′)γ5Ψ

χ
M(z′)]

}

Με απλή καταµέτρηση, προκύπτει ότι από τη σύναψη αυτή παίρνουµε 12 ταυ-
τοτικούς συνδυασµούς (στην ουσία 6 συνδυασµούς πολλαπλασιασµένους µε
το δύο λόγω εναλλαγής των συντεταγµένων z, z′). Η σύναψη αυτή αντιστοιχί-
Ϲεται σε ένα tadpole διάγραµµα Feynman:
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χ

A
A A

x z y

z′

Εικόνα 2.10: Το χ−loop tadpole διάγραµµα του A σωµατιδίου

του οποίου η συνεισϕορά είναι22

1

2

∫
d4zd4z′(−Mg)(−g)12DA(x− z)DA(y − z)DA(z − z′)Sχ(z

′ − z′)

=6Mg2
∫
d4zd4z′DA(x− z)DA(y − z)DA(z − z′)Sχ(z

′ − z′) , (2.477)

την οποία και υπολογίζουµε :

6Mg2
∫
d4zd4z′DA(x− z)DA(y − z)DA(z − z′)Sχ(z

′ − z′)

=6Mg2
∫
d4z

∫
d4z′

∫
d4k

(2π)4
e−ik(x−z)

k2 −m2

d4p

(2π)4
e−ip(y−z)

p2 −m2

d4q

(2π)4
e−iq(z−z

′)

q2 −m2

d4ℓ

(2π)4
(̸ ℓ+M)e−iℓ(z

′−z′)

ℓ2 −m2
.

Ολοκλήρωση πάνω στα z′ ϑα δώσει (2π)4δ(4)(q). Συνεπώς:

=6Mg2
∫
d4z

∫
d4k

(2π)4
e−ik(x−z)

k2 −m2

d4p

(2π)4
e−ip(y−z)

p2 −m2

d4q

(2π)4
e−iqz

q2 −m2

d4ℓ

(2π)4
( ̸ ℓ+M)

ℓ2 −m2
(2π)4δ(4)(q)

=6Mg2
∫
d4z

∫
d4k

(2π)4
e−ik(x−z)

k2 −m2

d4p

(2π)4
e−ip(y−z)

p2 −m2

(
− 1

m2

)
d4ℓ

(2π)4
(̸ ℓ+M)

ℓ2 −M2

=− 6g2

M

∫
d4z

∫
d4k

(2π)4
e−ikx

k2 −M2

d4p

(2π)4
e−ipy

p2 −M2
ei(k+p)z

d4ℓ

(2π)4
(̸ ℓ+M)

ℓ2 −M2
.

Ολοκλήρωση πάνω στα z ϑα δώσει (2π)4δ(4)(k + p). Συνεπώς:

=− 6g2

M

∫
d4k

(2π)4
e−ikx

k2 −M2

d4p

(2π)4
e−ipy

p2 −M2

d4ℓ

(2π)4
(̸ ℓ+M)

ℓ2 −M2
(2π)4δ(4)(k + p)

=− 6g2

M

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−y)

p2 −M2

1

p2 −M2

d4ℓ

(2π)4
( ̸ ℓ+M)

ℓ2 −M2

=

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−y)

i

p2 −M2
(−iΠt,χA )

i

p2 −M2
, (2.478)

22Στην περίπτωση αυτή παίρνουµε ένα χαρακτηριστικό αρνητικό πρόσηµο το οποίο προκύ-
πτει από αναδιάταξη φερµιονικών (αντιµετατιθέµενων) πεδίων.
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όπου23:

−iΠt,χA =
6g2

M

∫
d4ℓ

(2π)4
(̸ ℓ+M)aa
ℓ2 −M2

=
6g2

M
4M

∫
d4ℓ

(2π)4
1

ℓ2 −M2

= 24g2
∫

d4ℓ

(2π)4
1

ℓ2 −M2
, (2.479)

το οποίο µε τη σειρά του αποκλίνει τετραγωνικά. Παρατηρούµε ότι ενώ και τα
τρία ολοκληρώµατα που υπολογίσαµε (2.470), (2.475), (2.479), είναι αποκλί-
νοντα, οι αποκλίσεις τους είναι τέτοιες ώστε να µη συνεισϕέρουν τελικά στη
διόρθωση (το φερµιονικό tadpole εξουδετερώνει τα µποζονικά). Οι αποκλίσεις
αλληλοαναιρούνται χωρίς να ϑέσουµε κανέναν ad hoc περιορισµό. Αυτό ση-
µαίνει ότι αν καταϕέρουµε να ϐρούµε (συνδεδεµένα) διαγράµµατα τα οποία
να δίνουν αποκλίσεις τέτοιες ώστε να ακυρώνουν αυτή λόγω των 1−ϐρόχου
διαγραµµάτων, (2.463), (µε αποτέλεσµα η συνολική απόκλιση να είναι µη-
δέν), ϑα µπορούµε επιτέλους να συµπεράνουµε ότι η υπερσυµµετρία λύνει το
πρόβληµα της λεπτής ϱύθµισης !

Non-tadpole διαγράµµατα

Στη συνέχεια ακολουθεί ο υπολογισµός των συνεισϕορών στην απόκλιση λό-
γω των υπόλοιπων διαγραµµάτων, non-tadpole (κυρίως διαγράµµατα ϐρόχων).

A non-tadpole

Από την (2.465), παίρνουµε πάλι τη συνεισϕορά

−1

2
M2g2

∫
d4zd4z′⟨0|T

[
A(x)A(y)A3(z)A3(z′)

]
|0⟩ , (2.480)

αλλά συνάπτουµε τα πεδία µε διαϕορετικό τρόπο από αυτόν της (2.466). ∆η-
λαδή, συνάπτουµε το A(x) µε ένα A(z), το A(y) µε ένα A(z′) και τα δύο A(z)
µε τα δύο A(z′), όπως φαίνεται παρακάτω:

∫
d4zd4z′T {A(x)A(y)[(A(z)A(z)A(z) + A(z)B(z)B(z)][A(z′)A(z′)A(z′) + A(z′)B(z′)B(z′)]}

Με απλή καταµέτρηση ϐλέπουµε ότι υπάρχουν συνολικά 18 ταυτοτικούς συν-
δυασµούς, που αντιστοιχίζονται στο παρακάτω διάγραµµα Feynman: από το

23Λόγω του ότι οι σπίνορες Ψ̄χ
M ,Ψ

χ
M ϐρίσκονται στο ίδιο σηµείο και αναγκαστικά πρέπει να

έχουν τον ίδιο σπινοριακό δείκτη. Επίσης, κάνουµε χρήση της ιδιότητας ότι το ίχνος ποιουδή-
ποτε γινοµένου µε περιττό αριθµό γάµµα πινάκων είναι µηδέν.
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x z z′ y

A

A

A

A

Εικόνα 2.11: Το A−loop non-tadpole διάγραµµα του A σωµατιδίου

οποίο παίρνουµε τη συνεισϕορά:

−1

2

∫
d4zd4z′(−Mg)(−Mg)18DA(x− z)DA(z − z′)DA(z − z′)DA(z

′ − y)

= −9M2g2
∫
d4zd4z′DA(x− z)DA(z − z′)DA(z − z′)DA(z

′ − y) , (2.481)

την οποία και υπολογίζουµε :

−9M2g2
∫
d4zd4z′DA(x− z)DA(z − z′)DA(z − z′)DA(z

′ − y)

=− 9M2g2
∫
d4z

∫
d4z′

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−z)

p2 −m2

d4q

(2π)4
e−iq(z−z

′)

q2 −m2

d4k

(2π)4
e−ik(z−z

′)

k2 −m2

d4ℓ

(2π)4
e−iℓ(z

′−y)

ℓ2 −m2

=− 9M2g2
∫
d4z

∫
d4z′

∫
d4p

(2π)4
d4q

(2π)4
d4k

(2π)4
d4ℓ

(2π)4
e−ipx

p2 −m2

eiℓy

q2 −m2

eiz(−q−k+p)

k2 −m2

eq+k−ℓ

ℓ2 −m2

=− 9M2g2
∫

d4p

(2π)4
d4q

(2π)4
d4k

(2π)4
d4ℓ

(2π)4
e−ipx

p2 −m2

eiℓy

q2 −m2

(2π)4δ(4)(q + k − p)

k2 −m2

(2π)4δ(4)(ℓ− q − k)

ℓ2 −m2

=− 9M2g2
∫

d4p

(2π)4
e−ip(x−y)

1

p2 −m2

(∫
d4k

(2π)4
1

k2 −m2

1

(k − p)2 −m2

1

p2 −m2

)
.

(2.482)

Παρατηρούµε ότι το ολοκλήρωµα µέσα στην παρένθεση που δίνει τη συνεισϕο-
ϱά στην απόκλιση είναι λογαριθµικά αποκλίνον (4 δυνάµεις στον αριθµητή και
4 στον παρονοµαστή) και όχι τετραγωνικά. Συνεπώς, δε ϑα προχωρήσουµε σε
περεταίρω υπο9λογισµό, αϕού δε ϑα το λάβουµε υπόψη µας. Αναµένουµε
να πάρουµε το ίδιο πράγµα ακριβώς και στην περίπτωση που ο ϐρόχος είναι
σωµατίδιο B.

B non-tadpole

Από την (2.465), παίρνουµε τη συνεισϕορά

−1

2
M2g2

∫
d4zd4z′⟨0|T

[
A(x)A(y)A(z)A(z′)B2(z)B2(z′)

]
|0⟩, (2.483)
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όπου συνάπτουµε το A(x) µε ένα A(z), το A(y) µε ένα A(z′) και τα δύο B(z)
µε τα δύο B(z′), όπως φαίνεται παρακάτω:

∫
d4zd4z′T {A(x)A(y)[(A(z)A(z)A(z) + A(z)B(z)B(z)][A(z′)A(z′)A(z′) + A(z′)B(z′)B(z′)]}

Στην περίπτωση αυτή ϐλέπουµε ότι δεν υπάρχουν άλλοι ταυτοτικοί συνδυα-
σµοί, δηλαδή, στο παρακάτω διάγραµµα Feynman αντιστοιχίζεται µόνο ο πα-
ϱαπάνω.

x z z′ y

B

B

AA

Εικόνα 2.12: Το B−loop non-tadpole διάγραµµα του A σωµατιδίου

από το οποίο παίρνουµε τη συνεισϕορά:

−1

2

∫
d4zd4z′(−Mg)(−Mg)DA(x− z)DB(z − z′)DB(z − z′)DA(z

′ − y)

= −1

2
M2g2

∫
d4zd4z′DA(x− z)DB(z − z′)DB(z − z′)DA(z

′ − y) , (2.484)

την οποία και υπολογίζουµε :

−M
2g2

2

∫
d4zd4z′DA(x− z)DB(z − z′)DB(z − z′)DA(z

′ − y)

=− M2g2

2

∫
d4z

∫
d4z′

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−z)

p2 −m2

d4q

(2π)4
e−iq(z−z

′)

q2 −m2

d4k

(2π)4
e−ik(z−z

′)

k2 −m2

d4ℓ

(2π)4
e−iℓ(z

′−y)

ℓ2 −m2
.

(2.485)

Ο υπολογισµός αυτός έχει ήδη γίνει για το προηγούµενο διάγραµµα, (2.482),
κι έτσι αντιστοιχίζουµε το αποτέλεσµα στην περίπτωση αυτή (ουσιαστικά αλ-
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λάζει ο συντελεστής)

=− M2g2

2

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x−y)

1

p2 −m2

(∫
d4k

(2π)4
1

k2 −m2

1

(k − p)2 −m2

1

p2 −m2

)
.

(2.486)

Παρατηρούµε λοιπόν, όπως στο προηγούµενο διάγραµµα, ότι το ολοκλήρωµα
µέσα στην παρένθεση που δίνει τη συνεισϕορά στην απόκλιση είναι λογαριθ-
µικά αποκλίνον (4 δυνάµεις στον αριθµητή και 4 στον παρονοµαστή) και όχι
τετραγωνικά. Συνεπώς, δε ϑα προχωρήσουµε σε περεταίρω υπολογισµό, αϕού
δε ϑα το λάβουµε υπόψη µας. Καταλήγουµε λοιπόν ότι το µποζονικού ϐρόχου
non-tadpole διάγραµµα δε συνεισϕέρει καθόλου στη συνολική τετραγωνική
απόκλιση. Το τελευταίο συνδεδεµένο διάγραµµα που παίρνουµε είναι το φερ-
µιονικού ϐρόχου non-tadpole διάγραµµα, το οποίο και µελετούµε αναλυτικά
παρακάτω.

χ non-tadpole

Από την τελευταία γραµµή της (2.465) παίρνουµε άλλον έναν όρο που δί-
νει ένα (το τελευταίο) συνδεδεµένο διάγραµµα. Ο όρος αυτός αποτελείται από
το ακόλουθο χρονολογικό γινόµενο :

1

2

∫
d4zd4z′⟨0|T

{
A(x)A(y)(−igA(z)Ψ̄χ

M (z)Ψχ
M (z))(−igA(z′)Ψ̄χ

M (z′)Ψχ
M (z′))

}
|0⟩ .

(2.487)

Το A(x) συνάπτεται µε το A(z) και το A(y) µε το A(z′) ή και αντίστροϕα. Οι
δύο αυτές συνεισϕορές είναι ίσες, εποµένως η παραπάνω έκϕραση γίνεται :

−g2
∫ ∫

d4zd4z′DA(x− z)DA(y − z′)⟨0|T
{
Ψ̄χ
Ma(z)Ψ

χ
MaΨ̄

χ
Mb(z

′)Ψχ
Mb(z

′)
}
|0⟩,

(2.488)

όπου ϐλέπουµε ότι οι σπίνορες που είναι στο ίδιο σηµείο έχουν τους ίδιους
δείκτες σπιν. Τώρα πρέπει να προχωρήσουµε µε προσοχή, καθώς έχουµε να
αντιµετωπίσουµε Majorana πεδία, τα οποία όπως έχουµε ήδη δει είναι µία ει-
δική περιπτωση διαδότη (2.226), (2.228), (2.231). Εποµένως, το χρονολογικό
γινόµενο της (2.488) ϑα δώσει δύο διαϕορετικές συνάψεις :

⟨0|T
{
Ψ̄χ
Ma(z)Ψ

χ
MaΨ̄

χ
Mb(z

′)Ψχ
Mb(z

′)
}
|0⟩ =

− ⟨0|T
{
Ψχ
Ma(z)Ψ̄

χ
Mb(z

′)
}
|0⟩⟨0|T

{
Ψχ
mb(z

′)Ψ̄χ
Ma(z)

}
|0⟩

+ ⟨0|T
{
Ψ̄χ
Ma(z)Ψ̄

χ
Mb(z

′)
}
|0⟩⟨0|T

{
Ψχ
mb(z

′)Ψχ
Ma(z)

}
|0⟩ , (2.489)

όπου για τα πρόσηµα έχουµε να πούµε ότι στον πρώτο όρο είχαµε τρεις «µετα-
κινήσεις» (αντιµεταθέσεις) φερµιονικών πεδίων, εξ΄ ου και το πλην, ενώ για τον
δεύτερο όρο είχαµε δύο φερµιονικές «µετακινήσεις», για αυτό και το πρόσηµο
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ϐγήκε ϑετικό. Για τον πρώτο όρο λοιπόν της (2.489), µέσω της (2.226) ϑα
έχουµε:

−⟨0|T
{
Ψχ
Ma(z)Ψ̄

χ
Mb(z

′)
}
|0⟩⟨0|T

{
Ψχ
mb(z

′)Ψ̄χ
Ma(z)

}
|0⟩

= −SFab(z − z′)SFba(z
′ − z) = −Tr(SF (z − z′)SF (z

′ − z)) , (2.490)

όπου το ίχνος εννοεί άθροιση σε όλα τα διαγώνια στοιχεία του γινοµένου πι-
νάκων SFSF . Για τον δεύτερο όρο της (2.489), έχουµε µέσω των (2.228),
(2.231):

⟨0|T
{
Ψ̄χ
Ma(z)Ψ̄

χ
Mb(z

′)
}
|0⟩⟨0|T

{
Ψχ
mb(z

′)Ψχ
Ma(z)

}
|0⟩

= CTacSFcb(z − z′)SFbd(z
′ − z)CTda = Tr(CTSF (z − z′)SF (z

′ − z)CT )

= Tr(CTCTSF (z − z′)SF (z
′ − z)) = −Tr(SF (z − z′)SF (z

′ − z)) , (2.491)

όπου στο τελευταίο ϐήµα κάναµε χρήση των ιδιοτήτων για τον C που δίνονται
κάτω από την (2.228). Από τις (2.490), (2.491) διαπιστώνουµε ότι είναι ίδιοι
συνεπώς το χρονολογικό γινόµενο της (2.489) ϑα γίνει :

⟨0|T
{
Ψ̄χ
Ma(z)Ψ

χ
MaΨ̄

χ
Mb(z

′)Ψχ
Mb(z

′)
}
|0⟩ =

− ⟨0|T
{
Ψχ
Ma(z)Ψ̄

χ
Mb(z

′)
}
|0⟩⟨0|T

{
Ψχ
mb(z

′)Ψ̄χ
Ma(z)

}
|0⟩

+ ⟨0|T
{
Ψ̄χ
Ma(z)Ψ̄

χ
Mb(z

′)
}
|0⟩⟨0|T

{
Ψχ
mb(z

′)Ψχ
Ma(z)

}
|0⟩

= −Tr(SF (z − z′)SF (z
′ − z))− Tr(SF (z − z′)SF (z

′ − z)) = −2Tr(SF (z − z′)SF (z
′ − z)) .

(2.492)

Εποµένως, µέσω της (2.492), η (2.488) ϑα γίνει :

+2g2
∫
d4zd4z′DA(x− z)DA(y − z′)Tr(SF (z − z′)SF (z

′ − z)) . (2.493)

Το διάγραµµα Feynman που αντιστοιχεί στην παραπάνω σύναψη είναι :

A

z′ yx

χ

z

χ
A

Εικόνα 2.13: Το χ−loop non-tadpole διάγραµµα του A σωµατιδίου

Συνεχίζουµε τώρα στον υπολογισµό του ολοκληρώµατος (2.493), προκειµένου
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να ϐρούµε τη συνεισϕορά στην τετραγωνική απόκλιση του παραπάνω διαγράµ-
µατος :

+ 2g2
∫
d4zd4z′DA(x− z)DA(y − z′)Tr(SF (z − z′)SF (z

′ − z))

= 2g2
∫
d4zd4z′

∫
d4p

(2π)4
ie−ip(x−z)

p2 −m2

d4q

(2π)4
ie−iq(y−z

′)

q2 −m2

· Tr

[
d4k

(2π)4
ie−ik(x−z)(̸k +m)

k2 −m2

d4ℓ

(2π)4
ie−iℓ(z

′−z)(̸ ℓ+m)

ℓ2 −m2

]

+ 2g2
∫
d4zd4z′

∫
d4p

(2π)4
d4q

(2π)4
d4k

(2π)4
d4ℓ

(2π)4
e−ipxeipze−iqye−ikzeiℓzei(q+k−ℓ)z

′

(p2 −m2)(q2 −m2)(k2 −m2)(ℓ2 −m2)

· Tr ((̸k +m)(̸ ℓ+m))

= +2g2
∫
d4z

∫
d4p

(2π)4
d4q

(2π)4
d4k

(2π)4
d4ℓ

(2π)4
e−ipxeipze−iqye−ikzeiℓz(2π)4δ(4)(q + k − ℓ)

(p2 −m2)(q2 −m2)(k2 −m2)(ℓ2 −m2)

· Tr ((̸k +m)(̸ ℓ+m))

= +2g2
∫
d4z

∫
d4p

(2π)4
d4k

(2π)4
d4ℓ

(2π)4
e−ipxeipze−iℓyeikye−ikzeiℓz

(p2 −m2)((ℓ− k)2 −m2)(k2 −m2)(ℓ2 −m2)

· Tr ((̸k +m)(̸ ℓ+m))

= +2g2
∫

d4p

(2π)4
d4k

(2π)4
d4ℓ

(2π)4
e−ipxe−iℓyeiky(2π)4δ(4)(−k + ℓ+ p)

(p2 −m2)((ℓ− k)2 −m2)(k2 −m2)(ℓ2 −m2)

· Tr ((̸k +m)(̸ ℓ+m))

= +2g2
∫

d4p

(2π)4
d4k

(2π)4
e−ipxe−ikyeikyeipyTr (( ̸k +m)( ̸k− ̸p+m))

(p2 −m2)(p2 −m2)((k − p)2 −m2)(k2 −m2)

= +2g2
∫

d4p

(2π)4
e−ip(x−y)

i

p2 −m2
(−iΠ(χ)

A )
i

p2 −m2
, (2.494)

όπου

−iΠ(χ)
A = −2g2

∫
d4k

(2π)4
Tr [(̸k +m)(̸k− ̸p+m)]

(k2 −m2)((k − p)2 −m2)
. (2.495)

Υπολογίζουµε το ίχνος :

Tr [(̸k +m)( ̸k− ̸p+m)] = Tr
(
̸k ̸k− ̸k ̸p+m ̸k −m ̸p+m2

)
. (2.496)

Λόγω του ότι το ίχνος περιττού αριθµού γάµµα πινάκων κάνει µηδέν, η παρα-
πάνω έκϕραση απλοποιείται και γίνεται :

Tr
(
̸k ̸k− ̸k ̸p+m2

)
= Tr(̸k ̸k)− Tr( ̸k ̸p) + Trm2

= 4k2 − 4kp+ 4m2 = 4(k2 − kp+m2) , (2.497)
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όπου χρησιµοποιήθηκε η ιδιότητα Tr(̸a ̸ b) = 4ab. Αντικαθιστούµε το αποτέ-
λεσµα του ίχνους (2.497) πίσω στην (2.495) και παίρνουµε:

−iΠ(χ)
A = −8g2

∫
d4k

(2π)4
k2 − kp+m2

(k2 −m2)((k − p)2 −m2)

= −4g2
∫

d4k

(2π)4
2k2 − 2kp+ 2m2

(k2 −m2)((k − p)2 −m2)

= −4g2
∫

d4k

(2π)4
k2 + k2 − 2kp+ p2 − p2 −m2 −m2 + 4m2

(k2 −m2)((k − p)2 −m2)

= −4g2
∫

d4k

(2π)4

[
(k − p)2 −m2

]
+ (k2 −m2)− p2 + 4m2

(k2 −m2)((k − p)2 −m2)
(2.498)

= −4g2
∫

d4k

(2π)4

[
(k − p)2 −m2

]
+ (k2 −m2)

(k2 −m2)((k − p)2 −m2)
+
�������������: log. diverg.

−p2 + 4m2

(k2 −m2)((k − p)2 −m2)

− 4g2
∫

d4k

(2π)4

(
1

k2 −m2
+

1

(k − p)2 −m2

)
= −4g2

∫
d4k

(2π)4
1

k2 −m2
− 4g2

∫
d4k′

(2π)4
1

k′2 −m2
, (2.499)

όπου στο τελευταίο ϐήµα ϑέσαµε k′ = k − p. Ακολουθώντας λοιπόν ακριβώς
τη διαδικασία (2.442)-(2.456), καταλήγουµε ότι τα δύο ολοκληρώµατα της
(2.499) ϑα δώσουν:

−iΠ(χ)
A =

4gi

8π2
Λ2 +

4gi

8π2
Λ2 =

8gi

8π2
⇒

Π
(χ)
A = − 8g2

8π2
Λ2 . (2.500)

Συγκρίνοντας τώρα την (2.463) µε την (2.500) παρατηρούµε ότι είναι ακρι-
ϐώς ίσες και αντίθετες. ∆ηλαδή, η φερµιονική συνεισϕορά του διαγράµµατος
1−loop non-tadpole του χ σωµατιδίου ακυρώνει τέλεια την τετραγωνική από-
κλιση που προέκυψε από τα 1−loop µποζονικά διαγράµµατα. Αυτό σηµαίνει
πως µε έναν αξιοθαύµαστο -αλλά καθόλου «µε το χέρι»- τρόπο οι δύο συνει-
σϕορές στην τετραγωνική απόκλιση αλληλοαναιρούνται24!

Καταλήξαµε λοιπόν, στο γεγονός ότι από όλα τα συνδεδεµένα διαγράµµατα
της ϑεωρίας, είτε δε συνεισϕέρουν στην επικίνδυνη τετραγωνική απόκλιση, είτε
η συνεισϕορά τους ακυρώνεται από κάποια άλλη, έτσι ώστε συνδυαστικά να
παίρνουµε µία ϑεωρία χωρίας τετραγωνικές αποκλίσεις. Αυτός ήταν ο λόγος εξ΄
αρχής που ϑέλαµε την υπερσυµµετρία. Να καταστήσει το SM µία ϑεωρία όπου
δε ϑα υπάρχει το fine-tuning λόγω των τεράστιων αποκλίσεων. Συµπεραίνουµε

24Τα ίδια ακριβώς ισχύουν και αν µελετήσουµε τις διορθώσεις στην ιδιοενέργεια του B µπο-
Ϲονίουµ αλλά η δουλειά είναι ακριβώς η ίδια, οπότε δεν υπάρχει λόγος να την επαναλάβουµε.
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λοιπόν ότι η υπερσυµµετρία «εκτέλεσε την αποστολή της» και απάλλαξε το SM
από το σοβαρό πρόβληµα της λεπτής ϱύθµισης.

Στο αρχικό τους άρθρο, οι Wess-Zumino παρατήρησαν ότι το µοντέλο
τους έχει λιγότερες αποκλίσεις από µία συµβατική επανακανονικοποιήσιµη
ϑεωρία. Επαλήθευσαν τις δηλώσεις τους στην προσέγγιση του ενός ϐρόχου,
χρησιµοποιώντας τη ϑεωρία τους µετά την απαλοιϕή των ϐοηθητικών πεδίων.
΄Οµως, επανέλαβαν την ίδια εργασία, τη µελέτη δηλαδή των αποκλίσεων σε
επίπεδο ενός ϐρόχου, για τη ϑεωρία τους, χωρίς όµως να αντικαταστήσουν τα
ϐοηθητικά πεδία µε τις συναρτησεις του superpotential. Για την περίπτωση
αυτήν ϐρήκαν ακόµα περισσότερες ακυρώσεις των αποκλίσεων, καταλήγοντας
να χρειάζεται µόνο µία σταθερά επανακανονικοποίησης, µία λογαριθµική ε-
πανακανονικοποίηση της κυµατοσυνάρτησης, την ίδια για όλα τα πεδία της
ϑεωρίας.

Αυτά τα αποτελέσµατα στο επίπεδο ενός ϐρόχου, επεκτάθηκαν από τη δου-
λειά των Zumino - Ηλιόπουλου σε επίπεδο δύο ϐρόχων κι έπειτα έδωσαν και
µία γενική απόδειξη για όλες τις τάξεις της ϑεωρίας διαταραχών, ότι όταν δεν έ-
χουν αντικατασταθεί τα ϐοηθητικά πεδία µία σταθερά επανακανονικοποίησης
στην κυµατοσυνάρτηση είναι αρκετή για να επανακανονικοποιηθεί όλη η ϑεω-
ϱία. Αυτό σηµαίνει ότι µόνο οι κινητικοί όροι επανακανονικοποιούνται, χωρίς
να επανακανονικοποιούνται καθόλου οι υπόλοιποι, δηλαδή, το superpotential
δε χρειάζεται επανακανονικοποίηση. Αυτό είναι µία µορϕή του SUSY non-
renormalization theorem, το οποίο ισχύει γενικά για κάθε τάξη της ϑεωρίας
διαταραχών για κάθε SUSY- αναλλοίωτη ϑεωρία.

Στο επόµενο κεϕάλαιο ϑα ασχοληθούµε µε τα superfields τα οποία οµα-
δοποιούν τις συνιστώσες των supermultiplet σε ένα αντικείµενο.

2.6 Superfields

Προς το παρόν, έχουµε ακολουθήσει µία «brute force» µέθοδο, µε την οποί-
α φτάσαµε στις SUSY- αναλλοίωτες λαγκρατζιανές µε απευθείας κατασκευή
τους. Ωστόσο υπάρχει µία πιο άµεση διαδικασία από την οποία παράγονται
αυτοµάτως οι υπερσυµµετρικοί µετασχηµατισµοί. Μία τέτοια διαδικασία είναι
όντως διαθέσιµη στο πλαίσιο των superfields. Στο πλαίσιο αυτό, ϑα εµβαθύ-
νουµε στους υπερσυµµετρικούς µετασχηµατισµούς και στη σύνδεσή τους µε
τις χωροχρονικές µεταθέσεις. Επίσης, η εµϕάνιση του ϐοηθητικού πεδίου F
στη ϑεωρία γίνεται µε έναν αρκετά πιο συνεπή τρόπο. Τέλος, τα superfields
χρησιµοποιούνται στους υπολογισµούς στο πλαίσιο του MSSM.

2.6.1 Υπερσυµµετρικοί µετασχηµατισµοί πάνω σε πεδία

Ας ϑυµηθούµε αρχικά κάποια στοιχεία για τις χωροχρονικές µεταθέσεις. Μία
µετάθεση στις συντεταγµένες γράϕεται :

xµ → x
′µ = xµ + aµ, (2.501)
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όπου aµ είναι ένα σταθερό 4−διάνυσµα. Στο αρχικό (µη τονούµενο σύστηµα)
οι παρατηρητές χρησιµοποιούν καταστάσεις |a⟩, |b⟩ . . . και έχουν να κάνουν µε
πλάτη µετάβασης της µορϕής ⟨b|ϕ(x)|a⟩, όπου ϕ(x) είναι ένα ϐαθµωτό πεδίο.
Στο τονούµενο σύστηµα οι παρατηρητές µετρούν το ϕ στο x′ και χρησιµο-
ποιούν καταστάσεις τη µορϕής |a⟩′ = U |a⟩ . . ., όπου U είναι ένας µοναδιακός
µετασχηµατισµός τέτοιες ώστε τα πλάτη µετάβασης να είναι ίσα µε αυτά που
υπολογίζονται στο µη τονούµενο σύστηµα:

U−1ϕ(x′)U = ϕ(x) ⇔ Uϕ(x)U−1 = ϕ(x′) = ϕ(x+ a) . (2.502)

Για µία απειροστή µετάθεση x
′µ = xµ + ϵµ, µπορούµε να γράψουµε:

U = 1 + iϵµPµ, (2.503)

όπου οι 4 τελεστές Pµ είναι οι γεννήτορες του παραπάνω µετασχηµατισµού.
Εποµένως η (2.502) γίνεται :

ϕ(x
′µ) = (1 + iϵµP

µ)ϕ(x)(1− iϵµP
µ) = ϕ(xµ + ϵµ) = ϕ(xµ) + ϵµ

∂ϕ

∂xµ
,

(2.504)

δηλαδή,
ϕ(x′) = ϕ(x) + δϕ(x) = ϕ(x) + ϵµ∂µϕ(x), (2.505)

όπου
δϕ(x) = iϵµ[P

µ, ϕ(x)] = ϵµ∂
µϕ(x), (2.506)

από όπου παίρνουµε τη ϑεµελιώδη µεταθετική σχέση:

i[Pµ, ϕ(x)] = ∂µϕ. (2.507)

Μπορούµε να δούµε και αλλιώς την (2.506), δηλαδή:

δϕ = ϵµ∂
µϕ = −iϵµPµϕ, (2.508)

όπου Pµ είναι ένας διαϕορικός τελεστής που δρα στο ϕ και έχει τη µορϕή
Pµ = i∂µ.

Τώρα, ϑα κάνουµε την ίδια δουλειά µε ανάλογα ϐήµατα χρησιµοποιώντας
τους υπερσυµµετρικούς µετασχηµατισµούς. Αυτό ϑα συνεπιϕέρει τη µεγέ-
ϑυνση του χώρου των συντεταγµένων xµ από τις οποίες τα πεδία µπορούν να
εξαρτώνται ώστε να συµπεριλαµβάνονται και οι φερµιονικοί ϐαθµοί ελευθερί-
ας, πιο συγκεκριµένα, οι σπινοριακοί ϐαθµοί ελευθερίας θ, θ∗. Τα πεδία τα
οποία ϑα εξαρτώνται τόσο από τις χωροχρονικές συντεταγµένες, xµ, όσο και
από τις σπινοριακές, θ, θ∗ ονοµάζονται superfields. ΄Οπως λοιπόν οι τελεστές
Pµ παράγουν (µέσω του µοναδιακού µετασχηµατισµού U ) µία µετατόπιση στο
χωροχρονικό όρισµα του ϕ, έτσι αναµένουµε να µπορούµε να κατασκευάσου-
µε ανάλογους µοναδιακούς τελεστές από τους Q,Q†, οι οποίοι κατά παρόµοιο
τρόπο παράγουν µετατοπίσεις στο σπινοριακό όρισµα του πεδίου. Η αλήθεια
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είναι ότι τα πράγµατα δεν είναι τόσο απλά και διακριτά αλλά έχουν αρκετό
ενδιαϕέρον καθώς, µε τη σπινοριακή µετατόπιση επάγεται και χωροχρονική,
κάτι ϐέβαια που το περιµέναµε από την αντιµεταθετική σχέση της υπερσυµµε-
τρικής άλγεβρας (2.307). Αϕού λοιπόν ϑα έχουµε κατασκευάσει τους τελεστές
και έχουµε δει τις µετατοπίσεις που επάγουν, ϑα καταλήξουµε σε µία σχέση
ανάλογη της (2.508), δηλαδή ϑα αποκτήσουµε µία διαϕορική αναπαράσταση
των τελεστώνQ,Q†, η διαϕόριση στην περίπτωση αυτή ϑα γίνεται ως προς τους
σπινοριακούς ϐαθµούς ελευθερίας. Τέλος, ϑα ελέγξουµε αν οι τελεστές που
ϑα ϐρούµε ικανοποιούν την υπερσυµµετρική άλγεβρα.

Αν ϑεωρήσουµε για µοναδιακό µετσχηµατισµό των µεταθέσεων eix·P , η
(2.502) γράϕεται :

eix·Pϕ(0)e−ix·P = ϕ(x) . (2.509)

Ανάλογα, ϑέλουµε έναν υπερσυµµετρικό µοναδιακό µετασχηµατισµό, U , ο
οποίος έχει τη µορϕή25:

U(x, θ, θ∗) = eix·P eiθ·Qeiθ̄
∗Q̄ . (2.510)

Εδώ Q, Q̄∗(Q†T ) είναι οι γεννήτορες της υπερσυµµετρίας που έχουµε ήδη
συναντήσει και θ, θ∗ είναι οι σπινοριακοί ϐαθµοί ελευθερίας που σχετίζονται
µε τις υπερσυµµετρικές µεταθέσεις. Σηµειώνουµε επίσης πως το dot γινόµενο
στους εκθέτες είναι το συνηθισµένο :

θ ·Q ≡ θT (−iσ2)Q ,
θ̄ · Q̄ ≡ θ†(iσ2)Q†T . (2.511)

΄Οταν το ϕ(0) µετασχηµατίζεται µέσω του U(x, θ, θ∗)ϕ(0)U−1(x, θ, θ∗), περιµέ-
νουµε ότι να αποκτήσουµε ένα ϕ το οποίο ϑα είναι µία συνάρτηση των x, θ, θ∗,
συνεπώς, ϑα το γράψουµε σαν ένα superfield, Φ:

U(x, θ, θ∗)Φ(0)U−1(x, θ, θ∗) = Φ(x, θ, θ∗) . (2.512)

Ας ϑεωρήσουµε τώρα το γινόµενο δύο τυχαίων συνηθισµένων τελεστών χω-
ϱοχρονικών µεταθέσεων:

eixP eiaP = ei(x+a)P , (2.513)

αϕού όλες οι συνιστώσες του P µετατίθενται. Το γινόµενο αυτό επάγει τον
µετασχηµατισµό x → x+ a στον χώρο των παραµέτρων (συντεταγµένων). Θα
γενικεύσουµε λοιπόν τώρα πολλαπλασιάζοντας δύο U της µορϕής (2.512) και
ϑα ελέγξουµε τους µετασχηµατισµούς που επάγονται στις χωροχρονικές αλλά
και σπινοριακές συντεταγµένες.

΄Ενα τέτοιο γινόµενο ϑα είναι :

U(a, ξ, ξ∗)U(x, θ, θ∗) = eiaP eiξ·Qeiξ̄Q̄eixP eiθ·Qeiθ̄·Q̄ . (2.514)
25 ΄Οπως αντίστοιχα στην άλγεβρα των στερεών στροϕών παίρνουµε: A(α, β, γ) =

eiγτ3eiβτ2eiατ3 .
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Αντίθετα µε την περίπτωση γινοµένου µόνο των τελεστών χωροχρονικών µε-
ταθέσεων που είδαµε νωρίτερα στην (2.513), στην περίπτωση αυτή δεν είναι
δυνατό να συνδυάσουµε όλα τα εκθετικά, αϕού οι τελεστές Q,Q† δεν µετατί-
ϑενται, αλλά ικανοποιούν την άλγεβρα (2.307). Βέβαια, οι συνιστώσες του P
µετατίθενται και µε τους δύο υπερσυµµετρικούς τελεστές Q,Q†, όπως έχουµε
ήδη αναϕέρει (κάτω από την (2.311)). Εποµένως, µπορούµε να µεταϕέρουµε
τον τελεστή eixP ανάµεσα από τους τελεστές στο αριστερό άκρο της (2.514),
ώστε να πάρουµε:

U(a, ξ, ξ∗)U(x, θ, θ∗) = ei(x+a)P eiξ·Qeiξ̄Q̄eiθ·Qeiθ̄·Q̄ . (2.515)

Θα αποµονώσουµε και ϑα δουλέψουµε µε το µη τετριµµένο κοµµάτι του γινο-
µένου, το eiξ·Qeiξ̄Q̄eiθ·Qeiθ̄·Q̄. Για να το απλοποιήσουµε ϑα χρησιµοποιήσουµε
την ταυτότητα Baker-Campbell-Haussdorf (B-C-H):

eAeB = eA+B+ 1
2
[A,B]+ 1

6
[[A,B],B]+... . (2.516)

Οπότε, εϕαρµόζοντας την (2.516) στο γινόµενό µας για A = iξ ·Q,B = iξ̄ · Q̄,
παίρνουµε:

eiξ·Qeiξ̄·Q̄ = eiξQ+iξ̄Q̄− 1
2
[ξ·Q,ξ̄·Q̄]+... . (2.517)

Υπολογίζουµε λεπτοµερώς το µεταθέτη ξεχωριστά :

[ξ ·Q, ξ̄ · Q̄] = [ξaQa + ξ̄ḃQ̄
ḃ] = [ξaQa,−ξ̄ḃQ̄ḃ] = [ξaQa,−ξ∗bQ†

b]

= −ξaQaξ∗bQ†
b + ξ∗bQ†

bξ
aQa

= ξaξ∗b(QaQ
†
b +Q†

bQa) = ξaξ∗b(σµ)abPµ . (2.518)

Αυτό είναι ένα αρκετά χαρµόσυνο αποτέλεσµα, αϕού το P µετατίθεται µε τα
Q,Q† και αυτό σηµαίνει ότι δεν υπάρχουν παραπέρα όροι στην B-C-H για να
υπολογίσουµε, οπότε η (2.517) ϑα γίνει :

eiξ·Qeiξ̄·Q̄ = eiAP eξ·Q+ξ̄·Q̄, όπου Aµ =
1

2
iξa(σµ)abξ

∗b, (2.519)

όπου µεταϕέραµε τον όρο eiAP µπροστά εκµεταλλευόµενοι το γεγονός ότι
µετατίθεται µε τους Q,Q†. Θα κάνουµε µία µικρή παύση στο σηµείο αυτό να
συζητήσουµε το αποτέλεσµα (2.519). Κάτω από αυτόν τον µεταχηµατισµό, οι
χωροχρονικές συντεταγµένες αποκτούν µία επιπλέον µετατόπιση, την Aµ, η
οποία έχει χτιστεί από τις σπινοριακές παραµέτρους. Ωστόσο, φαίνεται σα να
ϑεωρήσαµε a priori το γεγονός ότι τοAµ είναι 4−διάνυσµα. Η απόδειξη γίνεται
έµµεσα. ΄Εχουµε ήδη δει, (2.85), ότι η ποσότητα ξ†σ̄µξ µετασχηµατίζεται σαν
τετραδιάνυσµα κάτω από τους LT. Εποµένως, αν µπορέσουµε να δείξουµε ότι
η ποσότητα που ορίσαµε Aµ, ξa(σµ)abξ∗b είναι η ίδια µε την −ξ̄σ̄µξ ή την
−ξ†σ̄µξ, ϑα έχουµε ουσιαστικά αποδείξει το Ϲητούµενο :

ξa(σµ)abξ
∗b = ξa(σµ)aḃξ̄

ḃ = −ξ̄ḃ(σµ)aḃξ
a = −ϵḃċξ̄ċ(σµ)aḃϵ

adξd

= ξ̄ċϵ
ċḃ(σµ)T

ḃa
ϵadξd = ξ̄c(iσ2)σ

µT (iσ2)ξd

= −ξ̄ċσ̄µξd = −ξ̄σ̄µξ . (2.520)
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Καταλήξαµε λοιπόν ότι το Aµ γράϕεται σαν µία ποσότητα που έχουµε αποδεί-
ξει ήδη ότι είναι 4−διάνυσµα, άρα ϑα είναι και το Aµ.

Συνεχίζουµε στον υπολογισµό του eiξ·Qeiξ̄Q̄eiθ·Qeiθ̄·Q̄:

eiξ·Qeiξ̄Q̄eiθ·Qeiθ̄·Q̄ = eiAP ei(ξ·Q+ξ̄·Q̄)eiθQeiθ̄Q̄ . (2.521)

Εϕαρµόζουµε πάλι την ταυτότητα B-C-H στον δεύτερο και τρίτο παράγοντα
του δεξιού µέλους της παραπάνω εξίσωσης. Οπότε έχουµε:

ei(ξ·Q+ξ̄·Q̄)eiθQ = ei(ξ·Q+ξ̄·Q̄+θQ)− 1
2
[ξ·Q+ξ̄·Q̄,θQ]+...

= ei(ξ·Q+ξ̄·Q̄+θQ)− 1
2����: 0
[ξ·Q,θQ]+[ξ̄·Q̄,θQ]...

= ei(ξ·Q+ξ̄·Q̄+θQ)+ 1
2
θa(σµ)abξ

∗bPµ . (2.522)

Οπότε µέχρι τώρα έχουµε:

eiξ·Qeiξ̄Q̄eiθ·Qeiθ̄·Q̄ = e−
1
2
ξa(σµ)abξ

∗bPµ+
1
2
θa(σµ)abξ

∗bPµei(ξ·Q+ξ̄·Q̄+θ·Q)eiθ̄·Q̄ .
(2.523)

Τώρα εϕαρµόζουµε πάλι την ταυτότητα B-C-H (αντίστροϕα) στον προτελευταίο
όρο της τελευταίας εξίσωσης.

ei(ξ·Q+ξ̄·Q̄+θ·Q) = ei(ξ+θ)Qeiξ̄·Q̄e
1
2
[(ξ+θ)Q,ξ̄·Q̄] . (2.524)

Υπολογίζουµε το µεταθέτη :
1

2
[(ξ + θ) ·Q, ξ̄ · Q̄] =

1

2
[ξ ·Q+ θ ·Q, ξ̄ · Q̄] =

1

2
[ξ ·Q, ξ̄ · Q̄] +

1

2
[θ ·Q, ξ̄ · Q̄]

=
1

2
ξaξ∗b(σµ)abPµ +

1

2
[θaQa,−ξ∗bQ†

b]

=
1

2
ξaξ∗b(σµ)abPµ +

1

2
θaξ∗bQaQ

†
b + θaξ∗bQ†

bQa

=
1

2
ξaξ∗b(σµ)abPµ +

1

2
θaξ∗b(QaQ

†
b +Q†

bQa)

=
1

2
ξaξ∗b(σµ)abPµ +

1

2
θaξ∗b(σµ)abPµ . (2.525)

Συνεπώς, συνδυάζοντας την τελευταία εξίσωση µε το Ϲητούµενο γινόµενο (2.523),
παίρνουµε:

eiξ·Qeiξ̄Q̄eiθ·Qeiθ̄·Q̄ = ei(−θ
a(σµ))abξ

∗bPµei(ξ+θ)·Qei(ξ̄+θ̄)·Q̄ . (2.526)

Καταλήγουµε λοιπόν ότι το γινόµενο U(a, ξ, ξ∗)U(x, θ, θ∗) ϑα είναι :

U(a, ξ, ξ∗)U(x, θ, θ∗) = ei(x+a)P ei(ξ+θ)·Qei(ξ̄+θ̄)·Q̄ei(−iθ
a(σµ)abξ

∗bPµ) , (2.527)

και ϑα επάγει µετασχηµατισµούς της µορϕής:

0 → θ → θ + ξ

0 → θ∗ → θ∗ + ξ∗

0 → xµ → xµ + aµ − iθa(σµ)abξ
∗b .

(2.528)
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∆ηλαδή, ο µετασχηµατισµός ϑα γίνει :

U(a, ξ, ξ∗)U(x, θ, θ∗)Φ(0)U−1(x, θ, θ∗)U−1(a, ξ, ξ∗)

= U(a, ξ, ξ∗)Φ(x, θ, θ∗)U−1(a, ξ, ξ∗)

= Φ(xµ + aµ − iθa(σµ)abξ
∗b, θ + ξ, θ∗ + ξ∗) . (2.529)

Συνεχίζουµε τώρα στο δεύτερο µέρος της υπερσυµµετρικής επέκτασης των συ-
νηθισµένων µεταθέσεων, δηλαδή στην εύρεση του υπερσυµµετρικού ανάλογου
του δϕ = ϵµ∂

µϕ = −iϵµPµϕ.

2.6.2 Οι υπερσυµµετρικοί γεννήτορες σε αναπαράσταση διαϕο-
ϱικών τελεστών

Στο πρηγούµενο υποκεϕάλαιο, ϑεωρήσαµε απειροστές χωροχρονικές µεταθέ-
σεις και καταλήξαµε στην (2.508), η οποία µας παρέχει µία αναπαράσταση
των µεταθέσεων σε µορϕή διαϕορικού τελεστή. Με τα ίδια ϐήµατα ϑα καταλή-
ξουµε σε µία τέτοια αναπαράσταση για τους υπερσυµµετρικούς µετασχηµατι-
σµούς και ϑα επαληθεύσουµε στο τέλος ότι ικανοποιούν την υπερσυµµετρική
άλγεβρα.

Παίρνουµε λοιπόν την (2.529), το αποτέλεσµα δηλαδή της εϕαρµογής του
µετασχηµατισµού που παραµετροποιείται από τα a, ξ, ξ∗ στο πεδίο Φ(x, θ, θ∗).
Για απειροστούς τέτοιους µετασχηµατισµούς ως προς τα ξ, ξ∗, η µεταβολή του
Φ ϑα είναι :

δΦ = −iθa(σµ)abξb∗∂µΦ+ ξa
∂Φ

∂θa
+ ξ∗a

∂Φ

∂θ∗a
. (2.530)

Για να υπάρχει συνέπεια στους σπινοριακούς δείκτες, επειδή ένα γινόµε-
νο L−τύπου σπινόρων γνωρίζουµε ότι είναι «διαγώνια από πάνω αριστερά
προς κάτω δεξιά», ϑα πρέπει η παράγωγος ∂/∂θa να συµπεριϕέρεται σαν ένα

L−τύπου αντικείµενο, ∂a ≡ ∂

∂θa
. Ας το επαληθεύσουµε. ΄Ενας γρήγορος

τρόπος είναι να υπολογίσουµε την παράγωγο είναι ο εξής :

∂a(θ · θ) =
∂

∂θa
(θbθb) =

∂

∂θa
(ϵbcθ

bθc) =
∂

∂θa
(ϵ12θ

1θ2 + ϵ21θ
2θ1)

=
∂

∂θa
(−θ1θ2 + θ2θ1) =

∂

∂θa
(−2θ1θ2) . (2.531)

Εποµένως, για a = 1 και a = 2, η παραπάνω παραγώγιση ϑα γίνει :
∂

∂θ1
(−2θ1θ2) = −2θ2 = −2ϵ21θ1 = 2θ1 .

∂

∂θ2
(−2θ1θ2) =

∂

∂θ2
(2θ2θ1) = 2θ1 = 2ϵ12θ2 = 2θ2 .

(2.532)

Εποµένως, συµπεραίνουµε ότι :

∂a(θ · θ) =
∂

∂θa
(θ · θ) = 2θa . (2.533)
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Με το ίδιο επιχείρηµα, καταλήγουµε ότι το ∂/∂θ∗a ϑα πρέπει να συµπεριϕέρε-

ται σαν ένα R−τύπου αντικείµενο, ∂̄ȧ ≡ ∂

∂θ∗a
=

∂

∂θ̄ȧ
. Επαναλαµβάνουµε τη

διαδικασία για να επαληθεύσουµε την υπόθεση:

∂̄ȧ(θ̄ · θ̄) =
∂

∂θ∗a
(θ∗bθ

b∗) =
∂

∂θ∗a
(ϵbcθ∗bθ

∗
c ) =

∂

∂θ∗a
(ϵ12θ∗1θ

∗
2 + ϵ21θ∗2θ

∗
1)

=
∂

∂θ∗a
(θ∗1θ

∗
2 − θ∗2θ

∗
1) =

∂

∂θ∗a
(2θ∗1θ

∗
2) . (2.534)

Εποµένως, για a = 1 και a = 2, η παραπάνω παραγώγιση ϑα γίνει :
∂

∂θ∗1
(2θ∗1θ

∗
2) = 2θ∗2 = 2ϵ21θ

∗
1 = 2θ1∗ = 2θ̄1̇ .

∂

∂θ∗2
(2θ∗1θ

∗
2) =

∂

∂θ∗2
(−2θ∗2θ

∗
1) = −2θ∗1 = −2ϵ12θ

2∗ = 2θ2∗ = 2θ̄2̇ .

(2.535)
Εποµένως, συµπεραίνουµε ότι :

∂̄ȧ(θ̄ · θ̄) = ∂

∂θ∗a
(θ̄ · θ̄) = 2θa∗ = 2θ̄ȧ . (2.536)

Συνεχίζοντας λοιπόν την ανάλυση, ϑέλουµε αναλογικά µε την (2.508), να
εκϕράσουµε τη µεταβολή του Φ, (2.530), µε τη µορϕή:

δΦ = (−iξ ·Q− iξ̄Q̄)Φ = (−iξaQa − iξ∗aQ
†a)Φ , (2.537)

µε άλλα λόγια,

δΦ = (παράµετρος) × (γεννήτορας) × (πεδίο) .

Συγκρίνοντας λοιπόν απλώς τις (2.530), (2.537), παίρνουµε:

Qa = i
∂

∂θa
και Q†a = i

∂

∂θ∗a
, (2.538)

καθώς και µία ακόµα συνεισϕορά:

−iξ∗aQ†aΦ = −iθa(σµ)abξb∗∂µΦ . (2.539)

Ο στόχος µας είναι να ελέγξουµε αν ικανοποιούνται οι αντιµεταθετικές σχέσεις
των Qa, Q

†
a. Για να το κάνουµε αυτό ϑα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε τον

τελεστή µε κάτω δείκτη Q†
a αντί του Q†a που ϐρήκαµε. Ας δούµε πως από τον

Q†a παίρνουµε τον Ϲητούµενο µε κάτω δείκτη Q†
a:

Ισχύει ότι :
ϵab∂b = −∂a, (2.540)
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το οποίο και αποδεικνύουµε:

ϵab∂bθ
c = ϵabδcb = ϵac

−∂aθc = −∂a(ϵcdθd) = −ϵcd∂aθd = −ϵcdδad = −ϵca = ϵac

 =⇒

ϵab∂bθ
c = −∂aθc ⇒ ϵab∂b = −∂a και ∂a = −ϵab∂b . (2.541)

Παροµοίως αποδεικνύεται και για την περίπτωση µε τους τονούµενους δείκτες :

ϵȧḃ∂̄ḃ = −∂̄ȧ ,
∂̄ȧ = −ϵȧḃ∂̄

ḃ
(2.542)

Το «ανεβοκατέβασµα» δεικτών σε σπινοριακές παραγώγους συνεπάγεται την
εµϕάνιση ενός χαρακτηριστικού πλήν.

Εποµένως τώρα µπορούµε να ϐρούµε την έκϕραση Q† µε κάτω δείκτη:

Q†a = i
∂

∂θ∗a
⇒ Q̄ȧ = i

∂

∂θ̄ȧ
⇒ Q̄ȧ = i∂̄ȧ

(2.542)⇒ ϵȧḃQ̄ḃ = −iϵȧḃ∂̄ḃ ⇒

Q̄ḃ = −i∂̄ḃ ⇒ Q̄b = −i ∂
∂θ̄ḃ

⇒ Q†
b = −i ∂

∂θb∗
. (2.543)

΄Οσον αϕορά τη επιπλέον συνεισϕορά που ϐρήκαµε για το Q†a, (2.539),
λαµβάνοντας υπόψη ότι ξ∗aQ†a = −ξa∗Q†

a (από την (2.139)), έχουµε:

−iξ∗aQ†aΦ = −iθa(σµ)abξb∗∂µΦ
(2.139)⇒

iξ∗aQ†
aΦ = −iθaξb∗(σµ)ab∂µΦ ⇒

iξ∗aQ†
aΦ = iξb∗θa(σµ)ab∂µΦ

a↔b⇒
iξ∗aQ†

aΦ = iξa∗θb(σµ)ba∂µΦ ⇒
Q†
a = θb(σµ)ba∂µ . (2.544)

Εποµένως, συνολικά η έκϕραση του Q†
a που παίρνουµε από τις δύο συνεισϕο-

ϱές (2.543), (2.544) είναι :

Q†
a = −i ∂

∂θa∗
+ θb(σµ)ba∂µ . (2.545)

Ξαναγράϕουµε και την έκϕραση του Qa, για χάρη ευκολίας :

Qa = i
∂

∂θa
. (2.546)

Αποµένει να ελέγξουµε αν οι εκϕράσεις των Q,Q† στην αναπαράσταση των
διαϕορικών τελεστών στην οποία καταλήξαµε, ικανοποιεί την υπερσυµµετρική
άλγεβρα. Με άλλα λόγια ϑα εξετάσουµε αν ισχύουν οι αλγεβρικές σχέσεις :

1.
{
Qa, Q

†
b

}
= i(σµ)ab∂µ
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2. {Qa, Qb} = 0

3.
{
Q†
a, Q

†
b

}
= 0

΄Εχουµε λοιπόν διαδοχικά:

1. {
Qa, Q

†
b

}
θc = QaQ

†
bθ
c +Q†

bQaθ
c

= Qa

(
−i ∂

∂θa∗
+ θb(σµ)ba∂µ

)
θc +Q†

b

(
i
∂

∂θa

)
θc

= Qa

−i
�
�
��
0

∂θc

∂θa∗
+ θa(σµ)ab∂µθ

c

+ iQ†
bδ
c
a

= i
∂

∂θa
(θa(σµ)ab∂µθ

c) +
��������������:0(
− ∂

∂θa∗
+ θa(σµ)ab∂µ

)
iδca

= i(σµ)ab∂µθ
c ⇒{

Qa, Q
†
b

}
= i(σµ)ab∂µ . (2.547)

2.

{Qa, Qb} θc = QaQbθ
c +QbQaθ

c

= i
∂

∂θa

(
i
∂θc

∂θb

)
+ i

∂

∂θc

(
i
∂θc

∂θa

)
= i

∂

∂θa
(iδcb) + i

∂

∂θb
(iδca)

= − ∂

∂θa
δcb −

∂

∂θb
δca = 0 . (2.548)

3. {
Q†
a, Q

†
b

}
θc = Q†

aQ
†
b +Q†

bQ
†
a

= Q†
a

(
−i ∂

∂θb∗
+ θa(σµ)ab∂µ

)
θc +Q†

b

(
−i ∂

∂θa∗
+ θb(σµ)ba∂µ

)
θc

= Q†
aθ
a(σµ)ab∂µθ

c +Q†
bθ
b(σµ)ba∂µθ

c

=

(
−i ∂

∂θa∗
+ θb(σµ)ba∂µ

)
(θa(σµ)ab∂µθ

c) +

(
−i ∂

∂ θb∗
+ θa(σµ)ab∂µ

)(
θb(σµ)ba∂µθ

c
)

= θb(σµ)ba∂µ (θ
a(σµ)ab∂µθ

c) + (θa(σµ)ab∂µ) θ
b(σµ)ba∂µθ

c

= θb(σµ)ba∂µθ
a(σµ)ab∂µθ

c + θb(σµ)baθ
a(σµ)ab∂µ∂

µθc + θa(σµ)ab∂µθ
b(σµ)ba∂µθ

c

+ θa(σµ)abθ
b(σµ)ba∂µ∂

µθc = 0, (2.549)
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αϕού ισχύει ότι :

(σµ)Tσµ = (1, σ̄T )(1,−σ̄) = 1−σ̄T σ̄ = 1−σ21+σ22−σ23 = 1−1+1−1 = 0 .

΄Εχουµε λοιπόν παραγάγει µία αναπαράσταση διαϕορικών τελεστών για τους
γεννήτορες της υπερσυµµετρίας σε όρους των φερµιονικών παραµέτρων και
παραγώγους ως προς αυτές, η οποία ικανοποιεί την υπερσυµµετρική άλγεβρα.

2.6.3 Chiral Superfields

Ας υποθέσουµε τώρα ότι ένα superfield δεν εξαρτάται κάθολου από το θ∗, παρά
µόνο από τα x, θ. ΄Ενα τέτοιο πεδίο συνήθως ονοµάζεται left-chiral superfield,
καθώς όπως ϑα δούµε περιέχει µόνο L−τύπου σπίνορες. Αναποτύσσουµε το
superfield, Φ, σε δυνάµεις του θ. Λόγω της φερµιονικής φύσης των παραµέ-
τρων θ, που σηµαίνει ότι θ1 = θ2 = 0, το ανάπτυγµα ϑα φτάνει µέχρι τον τρίτο
όρο, δηλαδή ϑα περιέχει έναν ανεξάρτητο όρο από το θ, έναν γραµµικό ως
προς θ και έναν όρο που ϑα εµπλέκει το γινόµενο θ · θ = −2θ1θ2:

Φ(x, θ) = ϕ(x) + θ · χ(x) + 1

2
θ · θF (x) . (2.550)

Αυτή είναι η πιο γενική µορϕή ενός τέτοιου superfield (που εξαρτάται δηλα-
δή µόνο από τα x, θ) και εξαρτάται από τρεις συνιστώσεις-πεδία, ϕ, χ, F . Ο
συµβολισµός που τους δώσαµε είναι προϕανώς στοχευµένος και συµπίπτει µε
την ονοµατολογίά που δώσµαµε στο µοντέλο Wess-Zumino στα πεδία της su-
permultiplet που µελετήσαµε. Θα δούµε ότι αν εϕαρµόσουµε τους υπερσυµ-
µετρικούς µετασχηµατισµούς που ϐρήκαµε στο προηγούµενο υποκεϕάλαιο,
(2.545), πάνω στο παραπάνω superfield, ϑα πάρουµε τους υπερσυµµετρι-
κούς µετασχηµατισµούς των πεδίων ϕ, χ, F που είδαµε στις (2.369), (2.370),
(2.371). ΄Εχουµε λοιπόν :

δΦ =
(
−iξaQa − iξ∗aQ

†a
)
Φ = (−iξaQa + iξa∗Q†

a)Φ

=

(
ξa

∂

∂θa
+ ξa∗

∂

∂θa∗
+ iξa∗θb(σµ)ba∂µ

)(
ϕ(x) + θcχc +

1

2
θ · θF

)
≡ δξϕ+ θaδξχa +

1

2
θ · θδξF . (2.551)

Υπολογίζουµε τον πρώτο όρο της δεύτερης γραµµής της παραπάνω εξίσωσης :

ξa
∂

∂θa

(
θcχc +

1

2
θ · θF

)
= ξa

∂

∂θa
(θcχc) + ξa

1

2

∂

∂θa
(θaθa)F

(2.533)
= ξaδcaχc + ξa

1

2
2θaF = ξaχa + ξaθaF .

(2.552)
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Προϕανώς, ο δεύτερος όρος, ∂/∂θa∗, εξαϕανίζεται αϕού το Φ δεν εξαρτάται
από το θa∗. Ο όρος που αποµένει ϑα είναι :

iξa∗θb(σµ)ba∂µϕ(x) + iξa∗θb(σµ)baθ
c∂µχc +

�����������:0

iξa∗θb(σµ)ba
1

2
θ · θ∂µF , (2.553)

όπου ο τελευταίος όρος είναι µηδέν, καθώς η φύση των θ αποκλείει οποιον-
δήποτε κυβικό όρο ως προς θ. Οπότε, συµµαζεύοντας τα παραπάνω αποτελέ-
σµατα, η µεταβολή του Φ, (2.551), ϑα γίνει :

δΦ = ξaχa + θaξaF − iθb(σµ)baξ
a∗∂µϕ+ iξa∗θb(σµ)baθ

c∂µχc

≡ δξϕ+ θaδξχa +
1

2
θ · θδξF . (2.554)

Εποµένως ο ανεξάρτητος από το θ όρος ϑα είναι :

δξϕ = ξaχa , (2.555)

το γραµµικό κοµµάτι ως προς θ ϑα είναι :

θaδξχa = θa(ξaF − i(σµ)abξ
b∗∂µϕ) , (2.556)

και αϕού η ισότητα αυτή ϑα πρέπει να αληθεύει για κάθε θ, συµπεραίνουµε
ότι :

δξχ = ξaF − i(σµ)abξ
b∗∂µϕ . (2.557)

΄Εχουµε λοιπόν, προς το παρόν, αναπαραγάγει τους µετασχηµατισµούς των
ϕ, χ πεδίων, (2.369), (2.371). Αποµένει µόνο ο διγραµµικός όρος ο οποίος
όπως ϑα δούµε ϑα δώσει τη µεταβολή του F−πεδίου, δξF . Για να φτάσουµε
εκεί, γράϕουµε πρώτα το γινόµενο θaθb σε όρους του σπινοριακού γινοµένου
θ · θ:

θ · θ = θ1θ1 + θ2θ2 = θ1ϵ12θ
2 + θ2ϵ21θ

1 = −θ1θ2 + θ2θ1 =

{
+2θ2θ1

−2θ1θ2

⇒
{
θ2θ1 = 1

2θ · θ
θ1θ2 = −1

2θ · θ
⇒

 θ2θ1 = −1
2�

�>
−1

ϵ21θ · θ

θ1θ2 = −1
2�

�>
+1

ϵ12θ · θ
⇒ θaθb = −1

2
ϵabθ · θ .

(2.558)

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία, ϐρίσκουµε ότι :

θa∗θb∗ =
1

2
ϵabθ̄ · θ̄ . (2.559)

Εποµένως, για το διγραµµικό όρο της (2.554), έχουµε σύµϕωνα µε τα παρα-
πάνω:

iξa∗θb(σµ)baθ
c∂µχc = iξa∗(σµ)baθ

bθc∂µχc
(2.558)
= iξa∗(σµ)ba

(
−1

2
ϵbcθ · θ

)
∂µχc

= −ξa∗(σµ)baϵbc∂µχc
1

2
θ · θ = −iξa∗(σµ)Tabϵbc∂µχc

1

2
θ · θ .

(2.560)
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Ταυτοποιώντας λοιπόν την τελική µορϕή του διγραµµικού όρου (2.560) µε το
1/2θ · θδξF , παίρνουµε:

δξF = −iξa∗(σµ)Tabϵbc∂µχc . (2.561)

Τροποποιώντας την παραπάνω έκϕραση, ϐρίσκουµε ότι η µεταβολή του F
ταυτίζεται µε αυτήν που είχαµε ϐρει στην (2.369):

δξF = −iξa∗(σµ)Tabϵbc∂µχc
= −iξ∗T (−iσ2)(σµ)T (iσ2)∂µχ
= −iξ†σ̄µ∂µχ . (2.562)

΄Αρα, το left chiral superfield, Φ(x, θ), περιέχει τα πεδία-συνιστώσες ϕ, χ, F
τα οποία µετασχηµατίζονται σωστά κάτω από τους υπερσυµµετρικούς µετα-
σχηµατισµούς. Μπορούµε να πούµε ότι το chiral superfield παρέχει µία
γραµµική αναπαράσταση της υπερσυµµετρικής άλγεβρας. Παρατηρούµε ότι
τρία πεδία συνιστώσες είναι απαραίτητα για το αποτέλεσµα αυτό, γεγονός το
οποίο δικαιολογεί καλύτερα την εισαγωγή του ϐοηθητικού πεδίου στη ϑεωρία.

Κλείνουµε το κοµµάτι αυτό µε µία πολύ σηµαντική παρατήρηση: η µε-
ταβολή του πεδίου F , είναι στην πραγµατικότητα µία ολική παράγωγος, α-
φού οι παράµετροι ξ είναι ανεξάρτητες του x. Αυτό σηµαίνει ότι, γενικά, η
F−συνιστώσα ενός chiral superfield, όσον αϕορά το ανάπτυγµά του σε δυνά-
µεις του θ, ϑα µετασχηµατίζεται πάντα σαν µία ολική παράγωγος κι εποµένως,
αυτοµάτα, ϑα αϕήνει SUSY-αναλλοίωτη τη δράση.

Τώρα ϑα ϑεωρήσουµε γινόµενα από chiral superfields και ϑα δούµε τον
τρόπο µε τον οποίο αξιοποιούµε την παραπάνω παρατήρηση για να πάρου-
µε SUSY-αναλλοίωτες αλληλεπιδράσεις, ειδικά αυτές του µοντέλου Wess-
Zumino.

2.6.4 Γινόµενα από chiral superfields

Ας ϑεωρήσουµε τώρα ένα left-chiral superfield, Φi, όπου ο δείκτης i κατά
τα γνωστά αϕορά τους gauge και flavour ϐαθµούς ελευθερίας των πεδίων-
συνιστωσών. Το Φi αναπτύσσεται κατά τα γνωστά ως προς το θ:

Φi(x, θ) = ϕi(x) + θ · χi(x) +
1

2
θ · θFi(x). (2.563)

Ας πάρουµε τώρα το γινόµενο δύο τέτοιων πεδίων :

ΦiΦj =

(
ϕi + θ · χi +

1

2
θ · θFi

)(
ϕj + θ · χj +

1

2
θ · θFj

)
. (2.564)

Στο δεξί µέλος της (2.564) υπάρχουν όροι :

� Ανεξάρτητοι του θ:
ϕiϕj (2.565)
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� Γραµµικοί ως προς το θ:

θ · (χiϕj + χjϕi) (2.566)

� ∆ιγραµµικοί ως προς το θ:

1

2
θ · θ(ϕiFj + ϕjFi) + θ · χiθ · χj (2.567)

Ο δέυτερος όρος της (2.567) γράϕεται σαν :

θ · χiθ · χj = θaχiaθ
bχjb = −θaθbχiaχjb

(2.558)
=

1

2
ϵabθ · θχiaχjb

= −1

2
θ · θϵbaχiaχjb = −1

2
θ · θχbiχjb = −1

2
θ · θχi · χj .

(2.568)

Εποµένως, αντικαθιστώντας το παραπάνω αποτέλεσµα στην (2.567), παίρ-
νουµε για τον διγραµµικό όρο:

1

2
θ ·θ(ϕiFj+ϕjFi)−

1

2
θ ·θχi ·χj =

1

2
(ϕiFj + ϕjFi − χi · χj) . (2.569)

Θα αποδείξουµε επίσης (για επαλήθευση αϕού ήδη είναι γνωστό) ότι οι κυβικοί
και τετάρτης δύναµης όροι του γινοµένου (2.564) εξαϕανίζονται :

� Πρώτα για τους κυβικούς όρους :

1

2
θ · χiθ · θFj +

1

2
θ · θFiθ · χj =

1

2
θaχiaθ

bθbFj +
1

2
θbθbFiθ

aχja

= −1

2
χiaθ

aθbθbFj +
1

2
θbθbθ

aχjaFi

= −1

2

(
χi1θ

1 + χi2θ
2
) (
θ1θ1 + θ2θ2

)
Fj +

1

2

(
θ1θ1 + θ2θ2

) (
θ1χj1 + θ2χj2

)
Fi

= −1

2
Fj
(
χi1θ

1θ1θ1 + χi1θ
1θ2θ2 + χi2θ

2θ1θ1 + χi2θ
2θ2θ2

)
+

1

2
Fi
(
θ1θ1θ

1χj1 + θ1θ1θ
2χj2 + θ2θ2θ

1χj1 + θ2θ2θ
2χj2

)
= −1

2
Fj

(
χi1���*0

(θ1)2θ1 + χi1θ
1θ2ϵ21θ

1 + χi2θ
2θ1ϵ12θ

2 + χi2���*0
(θ2)2θ2

)
+

1

2

(
θ1ϵ12θ

2θ1χj1 + θ1ϵ12θ
2θ2χj2 + θ2ϵ21θ

1θ1χj1 + θ2ϵ21θ
1θ2χj2

)
= −1

2

(
−χi1θ1θ1θ2Fj + χi2θ

2θ2θ1Fj
)

+
1

2

(
θ1θ1θ2χj1Fi − θ1���*0

(θ2)2χj2Fi + θ2���*0
(θ1)2 − θ2θ2θ1Fiχj2

)
= −1

2

(
−χi1���*0

(θ1)2θ2Fj + χi2���*0
(θ2)2θ1Fj

)
+

1

2

(
���*0
(θ1)2θ2χjFi −������:0

(θ2)2θ1Fi

)
= 0 .

(2.570)
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� Και τώρα για τους όρους τέταρτης δύναµης:

1

2
θ · θFi

1

2
θ · θFj =

1

4
FiFjθ · θθ · θ =

1

4
θaθaθ

bθbFiFj

=
1

4
FiFj

(
θ1θ1θ

1θ1 + θ1θ1θ
2θ2 + θ2θ2θ

1θ1 + θ2θ2θ
2θ2
)

=
1

4
FiFj

(
θ1ϵ12θ

2θ1ϵ12θ
2 + θ1ϵ12θ

2θ2θ2 + θ2ϵ21θ
1θ1θ1 + θ2ϵ21θ

1θ2ϵ21θ
1
)

=
1

4
FiFj

(
−���*0
(θ1)2���*0

(θ2)2 − θ1���*0
(θ2)2θ2 + θ2���*0

(θ1)2θ1 −���*0
(θ2)2���*0

(θ1)2
)

= 0 .

(2.571)

Συνεχίζοντας, αναπτύσσουµε το γινόµενο ΦiΦj σε δυνάµεις του θ, δηλαδή,
στα πεδία συνιστώσες :

ΦiΦj = ϕij + θ · χij +
1

2
θ · θFij . (2.572)

Αϕού κάνουµε τις επιµεριστικές, συγκρίνοντας µε το γινόµενο (2.564), παίρ-
νουµε:

ΦiΦj = ϕiϕj + θ · (χiϕj + χjϕi) +
1

2
θ · θ (ϕiFj + ϕjFi − χi · χj) , (2.573)

όπου:

ϕij = ϕiϕj , χij = χiϕj + ϕjχi, Fij = ϕiFj + ϕjFi − χi · χj . (2.574)

Εισάγουµε τώρα µία ποσότητα Wquad, η οποία ορίζεται σαν :

Wquad =
1

2
MijΦiΦj

∣∣∣∣
F

, (2.575)

όπου
∣∣∣∣
F

εννοούµε την F−συνιστώσα, δηλαδή τον παράγοντα ανάλογο του

1/2θ · θ στο γινόµενο των superfields. Επίσης, παίρνουµε το Mij να είναι
συµµετρικό στην εναλλαγή των δεικτών. Τότε :

Wquad =
1

2
Mij(ϕiFj + ϕjFi − χi · χj)

=MijϕiFj −
1

2
Mijχi · χj . (2.576)

Ανακαλώντας την παρατήρηση στο τέλος του προηγούµενου υποκεϕαλαίου,
το γεγονός ότι η (2.576) είναι η F−συνιστώσα ενός chiral superfield (το οποίο
είναι το γινόµενο δύο άλλων στην περίπτωση αυτή), εγγυάται ότι οι όροι της
(2.576) ϑα δίνουν µία SUSY-αναλλοίωτη δράση. Για την ακρίβεια, πρόκειται
για τους όρους που εµπλέκουν το Mij της (2.389) του W-Z µοντέλου µε το
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Wi να δίνεται από τον πρώτο όρο της (2.401) και το Wij από τον πρώτο όρο
της (2.392). Τονίζουµε επίσης ότι το Wquad έχει ακριβώς την ίδια µορϕή, σαν
συνάρτηση των Φi,Φj , µε το Mij κοµµάτι του W στην (2.394) ως συνάρτηση
των ϕi, ϕj .

΄Εχοντας πάρει πλέον ϑάρρος, ας ϑεωρήσουµε το γινόµενο τριών super-
fields:

ΦiΦjΦk =

[
ϕiϕj + θ · (χiϕj + χjϕi) +

1

2
θ · θ(ϕiFj + ϕjFi − χi · χj)

]
×
[
ϕk + θ · χk +

1

2
θ · θFk

]
. (2.577)

Εϕόσον ενδιαϕερόµαστε για την απόκτηση υποψηϕίων για αναλλοίωτη δράση,
ϑα επικεντρωθούµε µόνο στην F−συνιστώσα, δηλαδή στους όρους που είναι
ανάλογοι του 1/2θ · θ, για τους οποίους γνωρίζουµε ήδη ότι η µεταβολή τους
είναι ολική παράγωγος. Εύκολα διακρίνουµε τους προϕανείς όρους από το
παραπάνω τριπλό γινόµενο :

ϕiϕjFk + ϕjϕkFi + ϕkϕiFj − χi · χjϕk , (2.578)

αλλά και έναν επιπλέον όρο:

θ · (χiϕj + χjϕi)θ · χk , (2.579)

ο οποίος, σύµϕωνα µε την (2.569), µπορεί να γραϕτεί σαν :

−1

2
θ · θ(χiϕj + χjϕi)χk . (2.580)

Οπότε, όλη µαζί η F−συνιστώσα του ΦiΦjΦk ϑα γράϕεται σαν :

ΦiΦjΦk

∣∣∣∣
F

= ϕiϕjFk + ϕjϕkFi + ϕkϕiFj − χi · χjϕk − χj · χkϕi − χi · χkϕj .

(2.581)

Οπότε, αν ϑεωρήσουµε το κυβικό ανάλογο του Wquad, Wcubic, δηλαδή:

Wcubic =
1

6
yijkΦiΦjΦk

∣∣∣∣
F

, (2.582)

µε τους συντελεστές yijk να είναι πλήρως συµµετρικοί ως προς τους i, j, k, τότε
από την (2.581) παίρνουµε άµεσα ότι :

Wcubic =
1

2
yijkϕiϕjFk −

1

2
yijkχi · χjϕk . (2.583)

Εδώ, ο πρώτος όρος είναι ακριβώς ο πρώτος όρος της (2.389) µε το Wi να
δίνεται από τον δεύτερο όρο της (2.401), ενώ ο δεύτερος όρος της (2.583) είναι
ο δεύτερος όρος της (2.389), µε το Wij να δίνεται από τον yijk όρο της (2.392).
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Σηµειώνουµε και εδώ ότι τοWcubic έχει την ίδια µορϕή ακριβώς, σα συνάρτηση
των Φ, µε το W στην (2.394), ως συνάρτηση των ϕ.

Εποµένως, έχουµε δείξει ότι όλες οι αλληλεπιδράσεις του προηγούµενου
κεϕαλαίου µπορούν να εκϕραστούν σαν F−συνιστώσες γινοµένων των super-
fields, γεγονός το οποίο εξασϕαλίζει την αναλλοιώτητα της δράσης. Φυσικά,
πρέπει να συµπεριλάβουµε και τους ερµιτιανούς συζυγείς των όρων που ϑεω-
ϱήσαµε εδώ. Επίσης, το γεγονός ότι όλες οι αλληλεπιδράσεις προκύπτουν από
τα γινόµενα των superfields Wquad,Wcubic, τους προσδίδει το όνοµα superpo-
tentials. Εποµένως, το πλήρες superpotential για το W-Z µοντέλο είναι :

W =
1

2
MijΦiΦj +

1

2
yijkΦiΦjΦk, (2.584)

όπου είναι κατανοητό το ότι αναϕερόµαστε µόνο στην F−συνιστώσα.
Για µεγαλύτερη ακρίβεια, οι παραπάνω πληροϕορίες, ουσιαστικά, εξάγον-

ται µέσω ολοκλήρωσης ως προς θ1, θ2. Τέτοιου τύπου ολοκληρώµατα γνωρί-
Ϲουµε πως να τα µεταχειριστούµε, από την (2.112). Επίσης, ισχύει ότι :

dθ1dθ2 = −dθ2dθ1 = −1

2
dθ · dθ ≡ d2θ , (2.585)

το οποίο σηµαίνει ότι :∫
d2θW = συντελεστής του

1

2
θ · θ του W . (2.586)

Τέτοια ολοκληρώµατα χρησιµοποιούνται για την ανάδειξη των επιθυµητών µε-
ϱών των superfields σε κάθε περίπτωση.

2.6.5 ΄Αλλες µορϕές chiral superfield

΄Ολη η ανάλυση που προηγήθηκε στο κεϕάλαιο αυτό, ϐασίστηκε στο γεγονός
ότι ο µοναδιακός τελεστής που σχετίζεται µε πεπερασµένους υπερσυµµετρι-
κούς µετασχηµατισµούς είναι της µορϕής της (2.510). Θα µπορούσαµε παρ΄
όλα αυτά να είχαµε ξεκινήσει από τον

Ureal(x, θ, θ
∗) = eixP ei[θ·Q+θ̄·Q̄] . (2.587)

Αϕού οι Q,Q† δεν µετατίθενται, η (2.587), είναι διαϕορετική από την (2.510).
Είναι αλήθεια ότι ο µετασχηµατισµός της (2.587) µπορεί να ϑεωρηθεί ως πιο
«φυσικός» και πιο συµβατός µε τον αντίστοιχο µοναδιακό µετασχηµατισµό στην
περίπτωση της στροϕορµής, eia·J . Στην περίπτωση αυτή λοιπόν, το superfield
ϑα γραϕτεί (σύµϕωνα µε την (2.512)) σαν :

Φreal(x, θ, θ
∗) = ei[θ·Q+θ̄·Q̄]Φ(x, 0, 0)e−i[θ·Q+θ̄·Q̄] . (2.588)

Αν υποθέσουµε ότι Φ†(x, 0, 0) = Φ(x, 0, 0), τότε, Φ†
real(x, θ, θ

∗) = Φreal(x, θ, θ
∗).

Αυτός είναι ο λόγος που ένα superfield που παράγεται µε αυτόν τον τρόπο το
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αποκαλούµε πραγµατικό. Το superfield που παράγεται όπως στην (2.512) δεν
είναι ένα τέτοιο. Αυτό το αποκαλούµε type-I superfield και το συµβολίζουµε
σαν ΦI(x, θ, θ

∗) µε τον αντίστοιχο µετασχηµατισµό, UI(x, θ, θ∗).
Στην περίπτωση τώρα της (2.587), οι επαγόµενοι µετασχηµατισµοί (αντί-

στοιχοι µε αυτούς πάνω από την (2.529)) ϑα είναι :

� 0 → θ → θ + ξ

� 0 → θ∗ → θ∗ + ξ∗

� 0 → xµ → xµ + aµ +?

Για να ϐρούµε πως µετασχηµατίζεται το xµ ϑα πρέπει να ϑεωρήσουµε το :

Ureal(a, ξ, ξ
∗)Ureal(x, θ, θ

∗)Φreal(0)U
−1
real(x, θ, θ

∗)U−1
real(a, ξ, ξ

∗)

= Ureal(a, ξ, ξ
∗)Φreal(x, θ, θ

∗)U−1
real(a, ξ, ξ

∗) . (2.589)

Εποµένως, έχουµε:

Ureal(a, ξ, ξ
∗)Ureal(x, θ, θ

∗) = eiaP ei(ξ·Q+ξ̄·Q̄)eixP ei(θ·Q+θ̄·Q̄)

= ei(x+a)P ei(θ+ξ)·Q+i(θ̄+ξ̄)·Q̄− 1
2
[θ·Q+ξ·Q,θ̄·Q̄+ξ̄·Q̄] .

(2.590)

Υπολογίζουµε τους (µη µηδενικούς) µεταθέτες κι έπειτα αντικαθιστούµε τα
αποτελέσµατα στην παραπάνω έκϕραση:

[ξ ·Q, θ̄ · Q̄] = [ξaQa, Q̄ȧQ̄
ȧ] = [ξaQa, θ

∗
bQ

†b]

= [ξaQa,−θb∗] = −ξaQaθb∗Q†
b + θb∗Q†

bξ
aQa

= ξaθb∗QaQ
†
b − θb∗ξaQ†

bQa = ξaθb∗(QaQ
†
b +Q†

bQa)

= ξaθb∗(σµ)abPµ (2.591)

[ξ̄ · Q̄, θ ·Q] = −[θ ·Q, ξ̄ · Q̄] = −θaξ∗b(σµ)abPµ . (2.592)

Οπότε, αϕού οι Qa, Q
†
a µετατίθενται µε τον P , η (2.590) ϑα γίνει :

U(a, ξ, ξ∗)U(x, θ, θ∗) = ei(x+a+
1
2
iξaθb∗(σµ)ab− 1

2
iθaξ∗b(σµ)ab)P ei(θ+ξ)·Q+i(θ∗+ξ∗)Q†

(2.520)
= ei(x+a+

1
2
iξ†σ̄µθ− 1

2
iθ†σ̄µξ)P e(θ+ξ)·Q+(θ̄+ξ̄)·Q̄ .

(2.593)

Συνεπώς, οι επαγόµενοι µετασχηµατισµοί ϑα είναι :

� 0 → θ → θ + ξ

� 0 → θ∗ → θ∗ + ξ∗
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� 0 → xµ → xµ + aµ + 1
2 iξ

†σ̄µθ − 1
2 iθ

†σ̄µξ

Μπορούµε λοιπόν να ϐρούµε πάλι διαϕορικούς τελεστές που να αναπαρι-
στούν τους υπερσυµµετρικούς γεννήτορες αναπτύσσοντας τη µεταβολή του
superfield ως προς τα ξ, ξ∗. Αυτό ϑα δώσει διαϕορετικές εκϕράσεις για τους
υπερσυµµετρικούς τελεστές, οι οποίοι όµως ϑα ικανοποιούν σίγουρα την υ-
περσυµµετρικη άλγεβρα.

Θα µπορούσαµε επίσης να χρησιµοποιήσουµε τον µετασχηµατισµό:

UII(x, θ, θ
∗) = eixP eiθ̄·Q̄eiθ·Q , (2.594)

από τον οποίο πάλι ϑα επάγονται διαϕορετικοί µετασχηµατισµοί των πεδίων :

� 0 → θ → θ + ξ

� 0 → θ∗ → θ∗ + ξ∗

� 0 → xµ → xµ + aµ + iξa(σµ)abθ
b∗

Το αντίστοιχο superfield ονοµάζεται type-II και συµβολίζεται σαν ΦII(x, θ, θ∗).
Κατά τα γνωστά, αναµένουµε ένα τρίτο σετ διαϕορικών τελεστών για τους υ-
περσυµµετρικούς γεννήτορες οι οποίοι ϑα ικανοποιούν και αυτοί µε τη σειρά
τους την υπερσυµµετρική άλγεβρα.

Τα τρία είδη των suprfields που έχουµε δει ως τώρα συνδέονται µεταξύ
τους µε έναν απλό τρόπο. ΄Εχουµε:

Φreal(x, θ, θ
∗) = ei(θ·Q+θ̄·Q̄)Φ(x, 0, 0)e−i(θ·Q+θ̄·Q̄)

= e−iBP eiθ·Qeiθ̄·Q̄Φ(x, 0, 0)e−iθ̄·Q̄e−iθ·Q︸ ︷︷ ︸
ΦI(x,θ,θ∗)

eiBP , (2.595)

όπου το Bµ ορίζεται όπως το Aµ της (2.519) µε ξ → θ, έτσι ώστε :

Bµ =
1

2
iθa(σµ)ab . (2.596)

Εποµένως, η (2.595) γίνεται :

Φreal(x, θ, θ
∗) = e−iBPΦI(x, θ, θ

∗)eiBP = ΦI(x−B, θ, θ∗)

= ΦI

(
xµ − 1

2
iθa(σµ)abθ

b∗, θ, θ∗
)
. (2.597)

Ακολουθώντας ίδια ϐήµατα και για την περίπτωση του ΦII , παίρνουµε:

Φreal(x, θ, θ
∗) = ΦI

(
xµ − 1

2
iθa(σµ)abθ

b∗, θ, θ∗
)

= ΦII(x
µ +

1

2
iθa(σµ)abθ

b∗, θ, θ∗) . (2.598)
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Οποιοδήποτε από τα τρία superfields που είδαµε µπορεί να ανπτυχθεί σε
δυναµοσειρά ως προς θ, θ∗, όπως κάναµε για το Φ(x, θ). ΄Οµως, τέτοια α-
ναπτύγµατα ϑα περιέχουν πολύ περισσότερα πεδία-συνιστώσες πέρα από τα
ϕ, χ, F . Αυτά τα γενικά πεδία (εξαρτώµενα από θ, θ∗) ϑα δίνουν µία αναπα-
ϱάσταση της υπερσυµµετρικής άλγεβρας, αλλά ϑα πρόκειται για µία αναγω-
γίσιµη αναπαράσταση, αϕού ϑα µπορούσαµε να ϐρούµε κάποιο υποσύνολο
των πεδίων που να µετασχηµατίζονται µεταξύ τους, όπως αυτά σε µία chiral
supermultiplet. Αυτό το µη αναγωγίσιµο σύνολο ϑα µπορούσε να επιλεχθεί
εξ΄ αρχής εϕαρµόζοντας κάποιον κατάλληλο σύνδεσµο. Για παράδειγµα, πή-
ϱαµε κατευθείαν την µη αναγωγίσµη left-chiral supermultiplet ξεικινώντας
από την ΦI(x, θ, θ

∗) και επιβάλλοντας τον σύνδεσµο, να µην εξαρτάται από το
θ∗, δηλαδή απαιτήσαµε:

∂

∂θ∗a
ΦI(x, θ, θ

∗) = 0 . (2.599)

Ο λόγος για τον οποίο αυτό δουλεύει είναι επειδή ο τελεστής ∂/∂θ∗a µετατίθεται
µε τον υπερσυµµετρικό µετασχηµατισµό (2.530), δηλαδή:

∂

∂θ∗a
(δΦI) = δ

(
∂

∂θ∗a
ΦI

)
. (2.600)

Εποµένως, αν το ΦI δεν εξαρτάται από το θ∗ δε ϑα εξαρτάται ούτε το δΦI , που
σηµαίνει ότι οι συνιστώσες που επιζούν ϑα σχηµατίζουν µία αναπαράσταση
από µόνες τους.

Γνωρίζουµε ότι οι συνιστώσες του ΦI(x, θ) είναι αυτές µίας αριστερόστρο-
φης supermultiplet. Είναι λογικό να αναρρωτηθούµε πώς µία αριστερόστροϕη
supermultiplet περιγράϕεται από ένα πραγµατικό superfield, Φreal(x, θ, θ∗).
Η απάντηση δίνεται από τον τρόπο µε τον οποίο η Φreal συνδέεται µε την
(αριστερόστροϕη) ΦI , όπως φαίνεται στην (2.598):

ΦLreal(x, θ, θ
∗) = ΦI(x

µ − 1

2
iθa(σµ)abθ

b∗, θ) , (2.601)

όπου κατά τα γνωστά,

ΦI(x, θ) = ϕ(x) + θ · χ(x) + 1

2
θ · θF (x) . (2.602)

Συνεπώς, έχουµε:

ΦLreal(x, θ, θ
∗) = ϕ(xµ − 1

2
iθa(σµ)abθ

b∗) + θ · χ(xµ − 1

2
iθa(σµ)abθ

b∗)

+
1

2
θ · θF (xµ − 1

2
iθa(σµ)abθ

b∗) . (2.603)
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Τα πεδία του δεξιού µέλους αναπτύσσονται κατά Taylor γύρω από το σηµείο
x κι έτσι έχουµε:

ΦLreal(x, θ, θ
∗) = ϕ(x) + θ · χ(x) + 1

2
θ · θF (x)− 1

2
iθa(σµ)abθ

b∗∂µΦ

− 1

2
iθ · ∂µχθa(σµ)abθb∗ −

1

8
θa(σµ)abθ

b∗θc(σν)cdθ
d∗∂µ∂νϕ .

(2.604)

Η σειρά σταµατάει εδώ, αϕού όροι µε θ, θ∗ µεγαλύτερης τάξης από τη δεύτερη
εξαϕανίζονται. Για τον προτελευταίο όρο της (2.604), έχουµε:

−1

2
iθ · ∂µχθa(σµ)abθb∗ = −1

2
iθc∂µχcθ

a(σµ)abθ
b∗

=
1

2
iθcθa∂µχc(σ

µ)abθ
b∗

(2.558)
=

1

2
i

(
−1

2
ϵcaθ · θ

)
∂µχc(σ

µ)abθ
b∗

=
1

4
iθ · θϵac∂µχc(σµ)abθb∗

=
1

4
iθ · θ∂µχa(σµ)abθb∗ , (2.605)

ενώ για τον τελευταίο όρο της (2.604), παίρνουµε:

θa(σµ)abθ
b∗θc(σν)cdθ

d∗∂µ∂νϕ = θaθb∗θcθd∗(σµ)ab(σ
ν)cd

= −θaθcθb∗θd∗(σµ)ab(σν)cd
(2.558)
= −

(
−1

2
ϵacθ · θ

)(
−1

2
ϵbdθ̄ · θ̄

)
(σµ)ab(σ

ν)cd

= −1

4
θ · θθ̄ · θ̄ ϵca(σµ)abϵbd︸ ︷︷ ︸

=(−σ̄µ)T

(σν)cd

= −1

4
θ · θθ̄ · θ̄(−σ̄µcd)T (σν)cd

=
1

4
θ · θθ̄ · θ̄(σ̄µTσν) . (2.606)

΄Οµως, η παρένθεση δίνει :

σ̄µTσν = gµν σ̄µTσµ = gµν
(
1 −σ1 σ2 −σ3

)
1

−σ1
−σ2
−σ3

 = 2gµν .

(2.607)

Εποµένως, συνεχίζοντας, ο τελευταίος όρος της (2.604) ϑα γίνει :

−1

8
θa(σµ)abθ

b∗θc(σν)cdθ
d∗∂µ∂νϕ =

1

4
θ · θθ̄ · θ̄2gµν =

1

2
θ · θθ̄ · θ̄gµν . (2.608)
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Εποµένως, η (2.604) ϑα γίνει τελικά:

ΦLreal(x, θ, θ
∗) = ϕ(x) + θ · χ(x) + 1

2
θ · θF (x)− 1

2
iθa(σµ)abθ

b∗∂µϕ

+
1

4
iθ · θ∂µχa(σµ)abθb∗ −

1

16
θ · θθ̄ · θ̄gµν∂µ∂νϕ⇒

ΦLreal(x, θ, θ
∗) = ϕ(x) + θ · χ(x) + 1

2
θ · θF (x)− 1

2
iθa(σµ)abθ

b∗∂µϕ

+
1

4
iθ · θ∂µχa(σµ)abθb∗ −

1

16
θ · θθ̄ · θ̄∂2ϕ . (2.609)

Ανάλογα αποτελέσµατα προκύπτουν κι αν ϑεωρήσουµε ένα δεξιόστροϕο
superfield, χρησιµοποιώντας το Φ(x, θ, θ∗) και επιβάλλοντας τον σύνδεσµο να
είναι ανεξάρτητο του θ. ΄Ετσι παίρνουµε:

Φ†
II(x, θ, θ

∗) =
(
eiθ̄·Q̄eiθQΦ(x, 0, 0)e−iθ·Qe−iθ̄·Q̄

)†
= eiθ·Qeiθ̄·Q̄Φ†(x, 0, 0)e−iθ̄·Q̄e−iθQ, (2.610)

το οποίο είναι ένα τύπου−I superfield χτισµένο πάνω στο Φ†(x, 0, 0), ενώ
το ΦI(x, θ, θ

∗) είχε χτιστεί πάνω στο Φ(x, 0, 0). Κατά µία έννοια λοιπόν τα
τύπου−I και τύπου−II superfields είναι συζυγή µεταξύ τους. Εποµένως, η
πιο απλή περιγραϕή ενός δεξιόστροϕου superfield γίνεται µέσω του συζυγούς
του ΦLI (x, θ):

ΦRII(x, θ
∗) = ϕ†(x) + θ̄ · χ̄(x) + 1

2
θ̄ · θ̄F †(x), (2.611)

όπου το χ̄ είναι φυσικά ένας R−τύπου σπίνορας.
Μετά την παρεµβολή των τεχνικών Ϲητηµάτων, επιστρέϕουµε στο αρχικό

µας ερώτηµα, δηλαδή, πώς αναπαριστούµε την ελεύθερη λαγκρατζιανή σε
όρους των superfields. Απλή εποπτεία της (2.609) προτείνει ότι οι επιθυµητοί
όροι ϑα περιέχονται στο γινόµενο :(

ΦLreal(x, θ, θ
∗)
)†

ΦLreal(x, θ, θ
∗) . (2.612)

Το καίριο σηµείο είναι ότι το πεδίο µε τη µεγαλύτερη διάσταση πρέπει αναγ-
καστικά να µετασχηµατίζεται σαν ολική παράγωγος κάτω από τους υπερσυµ-
µετρικούς µετασχηµατισµούς, αϕήνοντας τη δράση αναλλοίωτη. Στην περί-
πτωση του αναπτύγµατος όπου ΦI(x, θ) ≡ Φ(x, θ), είδαµε ότι τον ϱόλο αυτόν
τον έπαιξε ο συντελεστής του θ · θ, δηλαδή, το πεδίο F . Στην περίπτωση του
superfield ΦiΦj , τον ϱόλο αυτόν τον ανέλαβε η F−συνιστώσα. Στην περί-
πτωση του τελευταίου γινοµένου, (2.612), το ϱόλο αναλαµβάνει ο συντελεστής
του θ · θθ̄ · θ̄, ο οποίος ονοµάζεται D−συνιστώσα. Θα γράψουµε αναλυτικά
το γινόµενο (2.612), ώστε να ϐρούµε την D−συνιστώσα, όµως πρώτα πρέπει
να υπολογίσουµε την έκϕραση του (ΦLreal(x, θ, θ

∗))† από την έκϕραση του
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ΦLreal(x, θ, θ
∗) της (2.609):

(ΦLreal(x, θ, θ
∗))† =

(
ϕ(x) + θ · χ(x) + 1

2
θ · θF (x)− 1

2
iθa(σµ)abθ

b∗∂µϕ

+
1

4
iθ · θ∂µχa(σµ)abθb∗ −

1

16
θ · θθ̄ · θ̄∂2ϕ

)†

= ϕ†(x) + θ̄χ̄(x) +
1

2
θ̄ · θ̄F †(x) +

1

2
i∂µϕ

†θb∗†(σµ)†abθ
a†

− 1

4
iθb†(σµ)†ab∂µχ

a†θ̄ · θ̄ − 1

16
∂2ϕ†θ̄† · θ̄†θ† · θ†

= ϕ† + θ̄ · χ̄+
1

2
θ̄ · θ̄F †(x) +

1

2
i∂µϕ

†θb(σµ)baθ
a∗

− 1

4
iθb(σµ)ba∂µχ

a†θ̄ · θ̄ − 1

16
∂2ϕ†θ · θθ̄ · θ̄ . (2.613)

Πλέον, από τις (2.609) και (2.613), είµαστε σε ϑέση να υπολογίσουµε το γινό-
µενο (2.612):(

ΦLreal(x, θ, θ
∗)
)†

ΦLreal(x, θ, θ
∗) =

=

(
ϕ†(x) + θ̄ · χ̄(x) + 1

2
θ̄ · θ̄F †(x) +

1

2
i∂µϕ

†(x)θb(σµ)baθ
a∗

−1

4
iθb(σµ)ba∂µχ

a†(x)θ̄ · θ̄ − 1

16
∂2ϕ†(x)θ · θθ̄ · θ̄

)
·
(
ϕ(x) + θ · χ(x) + 1

2
θ · θF (x)− 1

2
iθa(σµ)abθ

b∗∂µϕ

+
1

4
iθ · θ∂µχa(σµ)abθb∗ −

1

16
θ · θθ̄ · θ̄∂2ϕ

)
(2.614)

Συνεπώς, όπως ϐλέπουµε παίρνουµε έξι Ϲευγάρια (γινόµενα του ίδιου χρώµα-
τος) τα οποία αποτελούν τηνD−συνιστώσα του γινοµένου

(
ΦLreal(x, θ, θ

∗)
)†

ΦLreal(x, θ, θ
∗):

(
ΦLreal(x, θ, θ

∗)
)†

ΦLreal(x, θ, θ
∗)

∣∣∣∣
D

=

=

(
− 1

16
ϕ(x)∂2ϕ†(x)− 1

16
ϕ†(x)∂2ϕ(x) +

1

4
F †(x)F (x)

)
θ̄ · θ̄θ · θ (2.615)

+
1

4
iχ̄ · θ̄θ · θ∂µχa(x)(σµ)abθb∗ −

1

4
iθb(σµ)ba∂µχ

a†(x)θχ(x) (2.616)

− 1

4
∂µϕ

†(x)θb(σµ)baθ
a∗θc(σν)cdθ

d∗∂νϕ(x) . (2.617)

Στους δύο πρώτους όρους της πρώτης γραµµής, (2.615), (µαύρος και κόκκι-
νος) εµπλέκονται δεύτερες παράγωγοι. Παίρνοντας όµως τα αντίστοιχα ολο-

236



κληρώµατα:

∫
ϕ†∂2ϕdx =

������*0∫
ϕ†∂µϕdx−

∫
∂µϕ†∂µϕdx ,

∫
ϕ∂2ϕ†ϕdx =

������*0∫
ϕ∂µϕ

†dx−
∫
∂µϕ†∂µϕdx ,

ϐλέπουµε ότι µετά από την παραγοντική ολοκλήρωση, απαλλασσόµαστε από
τους επιϕανειακούς όρους που προκύπτουν και οι όροι αυτοί (µαύρος και
κόκκινος) γίνονται :(

− 1

16
ϕ†∂2ϕ− 1

16
∂2ϕ†ϕ

)
θ · θθ̄ · θ̄ = − 1

16

(
∂µϕ†∂µϕ+ ∂µϕ†∂µϕ

)
θ · θθ̄ · θ̄

=
1

8
∂µϕ†∂µϕθ · θθ̄ · θ̄ . (2.618)

Επίσης, ο πρώτος όρος της δεύτερης γραµµής, (2.616), της παραπάνω
D−συνιστώσας µπορεί να γραϕτεί σαν :

1

4
iχ̄ · θ̄θ · θ∂µχa(σµ)abθb∗ =

1

4
iχ̄ · θ̄θ · θ

(
−θb∗(σµ)ab∂µχa

)
=

1

4
iχ̄ · θ̄θ · θ

(
−ϵḃċθ̄ċ(σµ)aḃϵ

ad∂µχd

)
=

1

4
iχ̄ · θ̄θ · θ

(
θ̄ċϵ

ċḃ(σµ)T
ḃa
ϵad∂µχd

)
= −1

4
iχ̄ · θ̄θ · θ

(
θ̄ċ(σ̄

µ)ċd∂µχd

)
= −1

4
iχ̄ · θ̄θ · θ

(
θ̄σ̄µ∂µχ

)
(2.568)
=

1

8
iχ̄σ̄µ∂µχθ · θθ̄ · θ̄ . (2.619)

Παροµοίως, ο δεύτερος όρος της δεύτερης γραµµής, (2.616), της παραπάνω
D−συνιστώσας γίνεται :

−1

4
iθb(σµ)ba∂µχ

a†θχ = −1

8
i∂µχ̄σ̄

µχθ · θθ̄ · θ̄, (2.620)

ο οποίος, µετά από µία παραγοντική ολοκλήρωση, είναι ίδιος µε τον (2.619).
Τέλος, για τον όρο της τρίτης γραµµής, (2.617), έχουµε:

−1

4
∂µϕ

†θb(σµ)baθ
a∗θc(σν)cdθ

d∗∂νϕ
(2.608)
=

1

8
∂µϕ

†∂µϕθ · θθ̄ · θ̄ . (2.621)

Συµµαζεύοντας όλα τα παραπάνω αποτελέσµατα, η έκϕραση τηςD−συνιστώσας
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του γινοµένου
(
ΦLreal(x, θ, θ

∗)
)†

ΦLreal(x, θ, θ
∗) ϑα γίνει :

ΦL†realΦ
L
real

∣∣∣∣
D

=
1

8
∂µϕ†∂µϕθ · θθ̄ · θ̄ +

1

4
F †Fθ · θθ̄ · θ̄ + 1

8
iχ̄σ̄µ∂µχθ · θθ̄ · θ̄

− 1

8
i∂µχ̄σ̄

µθ · θθ̄ · θ̄ + 1

8
∂µϕ

†∂µϕθ · θθ̄ · θ̄

=
1

4
∂µϕ†∂µϕθ · θθ̄ · θ̄ +

1

4
iχ̄σ̄µ∂µχθ · θθ̄ · θ̄ +

1

4
F †Fθ · θθ̄ · θ̄ .

(2.622)

΄Οπως γνωρίζουµε ήδη από την (2.388) η ελεύθερη λαγκρατζιανή του µοντέλου
Wess-Zumino είναι η :

LWZ
free = ∂µϕ

†∂µϕ+ χ†iσ̄µ∂µχ+ F †F . (2.623)

Οπότε, συµπεραίνουµε από την (2.622) ότι σε όρους των superfields, η LWZ
free

γράϕεται :

LWZ
free = 4ΦL†realΦ

L
real

∣∣∣∣
D

. (2.624)

Η D−συνιστώσα ενός superfield αποκτάται από µία Grassmann ολοκλή-
ϱωση ανάλογη µε αυτήν της (2.586) για την περίπτωση της F−συνιστώσας.
΄Ετσι λοιπόν σε αναλογία µε την (2.585) ορίζουµε :

−dθ̄1̇dθ̄2̇ = dθ̄2̇dθ̄1̇ =
1

2
ϵ2̇1̇dθ̄dθ̄ = −1

2
dθ̄dθ̄ ≡ d2θ̄ , (2.625)

από το οποίο έπεται ότι ∫
d2θ̄

1

2
θ̄ · θ̄ = 1 . (2.626)

Εποµένως, µπορούµε να γράψουµε ότι

d4θ ≡ d2θ̄d2θ , (2.627)

που σηµαίνει ότι τελικά το ελεύθερο κοµµάτι της λαγκρατζιανής του µοντέλου
Wess-Zumino µπορεί να γραϕτεί σαν :∫

d4θΦL†realΦ
L
real . (2.628)

Συνοψίζοντας, στο κεϕάλαιο αυτό είδαµε πως ορίζονται τα superfields και
πόσο χρήσιµα είναι στην υπερσυµµετρική ϑεωρία. Αυτό διότι, από γινόµε-
να διάϕορων (chiral) superfields προκύπτουν τόσο το superpotential, δηλα-
δή όλες οι αλληλεπιδράσεις του µοντέλου Wess-Zumino (F−συνιστώσα), όσο
και οι κινητικοί όροι του ίδιου µοντέλου, δηλαδή η ελεύθερη λαγκρατζιανή
(D−συνιστώσα). Στο επόµενο κεϕάλαιο ϑα ϑεωρήσουµε κι άλλες supermulti-
plets, συγκεκριµένα αυτές που περιέχουν τα πεδία ϐαθµίδας, αποβλέποντας
στην υπερσυµµετρικοποίηση του SM.
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2.7 ∆ιανυσµατικές (ή gauge) supermultiplets

΄Εχουµε ήδη συζητήσει για τις chiral supermultiplets, οι οποίες φιλοξενούν τα
φερµιονικά πεδία. ΄Εχοντας πλέον αναπτύξει το ισχυρό φορµαλιστικό εργαλεί-
ο των superfields, ϑα ασχοληθούµε και µε το δεύτερο είδος supermultiplet,
τις διανυσµατικές. ΄Οπως έχουµε ήδη αναϕέρει, η supermultiplet αυτή απο-
τελείται από άµαζα σπινοριακά πεδία (σπιν-1/2) και από άµαζα διανυσµατικά
πεδία (σπιν-1). Αρχικά ϑα ακολουθήσουµε τη διαισθητική προσέγγιση των
δοκιµών, όπως κάναµε και για τις chiral supermultiplets. Εποµένως, ξεκι-
νάµε µε το διανυσµατικό ανάλογο του απλού υπερσυµµετρικού µοντέλου που
είδαµε στο τρίτο κεϕάλαιο.

2.7.1 Η ελεύθερη αβελιανή gauge supermultiplet

΄Εστω ένα απλό, άµαζο U(1) πεδίο ϐαθµίδας Aµ(x), όπως είναι το φωτόνιο.
΄Οπως ξέρουµε, στο σπιν ενός τέτοιου πεδίου είναι ίσο µε ένα, αλλά περιέχει
µόνο δύο (και όχι τρεις) ϐαθµούς ελευθερίας - και οι δύο κάθετοι στην διεύ-
ϑυνση διάδοσης. Σύµϕωνα µε όσα είπαµε και στον πρόλογο του κεϕαλαίου,
περιµένουµε η υπερσυµµετρία να «παντρέψει» το διανυσµατικό πεδίο µε ένα
άλλο σπινοριακό πεδίο επίσης µε δύο on-shell ϐαθµούς ελευθερίας. ΄Ενα τέ-
τοιο φερµιονικό ταίρι ενός διανυσµατικού πεδίου ονοµάζεται gaugino και στη
συγκεκριµένη περίπτωση, photino. Το photino ϑα το συµβολίζουµε µε λ και
ϑα επιλέξουµε να είναι L−τύπου. Επίσης, αϕού ϐρίσκεται στην ίδια super-
multiplet µε το φωτόνιο, πρέπει να έχει τους ίδιους «εσωτερικούς» κβαντικούς
αριθµούς, συγκεκριµένα, πρέπει να έχει µηδενικό ηλεκτρικό φορτίο. Συνε-
πώς, δε συζεύγνυται µε αυτό. Το photino πρέπει να έχει και την ίδια µάζα µε
το φωτόνιο, δηλαδή να είναι µηδέν. Συµπεραίνουµε λοιπόν, ότι η λαγκρατζια-
νή που ϑα περιγράϕει το σύστηµα ϑα είναι απλά το άθροισµα ενός Maxwell
όρου για το φωτόνιο και ενός κατάλληλου κινητικού όρου σπινοριακού πεδίου
για το photino:

Lγλ = −1

4
FµνF

µν + iλ†σ̄µ∂µλ, (2.629)

όπου, Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. Κατά τα γνωστά, ϑα προσπαθήσουµε να ϐρούµε
τους υπερσυµµετρικούς µετασχηµατισµούς των γ, λ, έτσι ώστε η δράση να
παραµένει αναλλοίωτη.

΄Οπως έγινε και στην περίπτωση της chiral supermultiplet, δε ϑα µπορέ-
σουµε να αµελήσουµε τον off-shell ϐαθµό ελευθερίας του πεδίου ϐαθµίδας,
αλλά ϑα ξεκινήσουµε τη µελέτη κάνοντάς το. Ας ϑεωρήσουµε αρχικά τη µετα-
ϐολή του πεδίου του φωτονίου, δξAµ. Αυτή πρέπει να είναι ένα 4−διάνυσµα
καθώς και µία πραγµατική ποσότητα, γραµµική ως προς ξ, ξ∗. Επικαλούµα-
στε το αποτέλεσµα της (2.79), ψ†σµψ + χ†σ̄µχ και δοκιµάζουµε:

δξA
µ = ξ†σ̄µλ+ λ†σ̄µξ, (2.630)
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όπου το ξ είναι ένας L−τύπου σπίνορας µε διαστάσεις M−1/2. Το σπινοριακό
πεδίο λ έχει διαστάσεις M3/2, εποµένως, η (2.630) είναι διαστατικά συνεπής,
εϕόσον το Aµ έχει διαστάσεις M .

Τι συµβαίνει όµως µε το δξλ; Αυτό µε τη σειρά του ϑα είναι ανάλογο του
Aµ, ή ακόµα καλύτερα (αϕού το λ είναι gauge-αναλλοίωτο) ανάλογο του Fµν .
Εποµένως δοκιµάζουµε:

δξλ ∼ ξFµν . (2.631)

Το καλό νέο είναι ότι έχουµε διαστατική ισορροπία στα δύο µέλη (το Fµν έ-
χει διάστασεις M2), οπότε αποϕεύγεται η εισαγωγή παραγώγου. Το κακό νέο
είναι ότι πρέπει να πειράξουµε τους λορετζιανούς δείκτες. Για την ακρίβεια
πρέπει κλείσουµε τους δύο «κρεµάµενους» δείκτες µ, ν στο δεξί µέλος και να
αποµείνουµε µε µία ποσότητα που µετασχηµατίζεται σωστά σαν ένας L−τύπου
σπίνορας. Από την (2.86) καταλαβαίνουµε ότι η ποσότητα σ̄νξ µετασχηµατίζε-
ται σαν ένας R−τύπου σπίνορας, ενώ η ποσότητα σµψ µετασχηµατίζεται σαν
R−τύπου σπίνορας. Εποµένως, δοκιµάζουµε:

δξλ = C

L−type︷ ︸︸ ︷
σµ σ̄νξ︸︷︷︸

R−type

Fµν , (2.632)

όπου C είναι µία σταθερά που ϑα την υπλογίσουµε πιο κάτω, κι επίσης

δξλ
† = C∗ξ†σ̄νσµFµν . (2.633)

Συνεχίζουµε λοιπόν παίρνοντας την υπερσυµµετρική µεταβολή του όρου
Maxwell της (2.629). Εκµεταλλευόµενοι το γεγονός ότι ο Fµν είναι αντισυµ-
µετρικός τανυστής, έχουµε:

δξ

(
−1

4
FµνF

µν

)
= −1

4
δξFµνF

µν − 1

4
FµνδξF

µν

= −1

4
(δξF

µνFµν + FµνδξF
µν)

= −1

2
FµνδξF

µν = −1

2
(Fµν∂

µδξA
ν − Fµν∂

νδξA
µ)

= −1

2
(Fµν∂

µδξA
ν − Fνµ∂

µδξA
ν)

= −1

2
(Fµν∂

µδξA
ν + Fµν∂

µδξA
ν)

= −Fµν∂µδξAν

(2.630)
= −Fµν∂µ(ξ†σ̄νλ+ λ†σ̄νξ) . (2.634)

Παίρνοντας τώρα τη µεταβολή του σπινοριακού όρου της λαγκρατζιανής
(2.629), έχουµε:

δξ(iλ
†σ̄µ∂µλ) = i(δξλ

†)σ̄µ∂µλ+ iλ†σ̄µ∂µ(δξλ)

= i(C∗ξ†σ̄νσµFµν)σ̄
ρ∂ρλ+ iλ†σ̄ρ∂ρ(σ

µσ̄νξFµν) . (2.635)
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Ο ξ−όρος της (2.634) πρέπει να ακυρώνει τον ξ−όρο της (2.635) ή αλλιώς το
άθροισµά τους ϑα πρέπει να ισούται µε µία ολική παράγωγο. Παροµοίως, το
ίδιο πρέπει να ισχύει και για τους ξ†−όρους. Ας ξεκινήσουµε µε το ξ−µέρος
της σπινοριακής µεταβολής, (2.635):

iC∗ξ†σ̄νσµFµν σ̄
ρ∂ρλ

µ↔ν
= iC∗ξ†σ̄µσν σ̄ρFνµ∂ρλ

= −iC∗ξ†σ̄µσν σ̄ρFµν∂ρλ . (2.636)

Τα σ είναι απλά πίνακες Pauli µαζί µε το µοναδιαίο πίνακα και ξέρουµε ότι
το γινόµενο δύο πινάκων Pauli ϑα δίνει έναν τρίτο πίνακα ή τον µοναδιαίο.
Εποµένως, γινόµενα τριών σ ϑα πρέπει να µπορεί να εκϕραστεί σαν γραµµικός
συνδυασµός των σ. Η ταυτότητα που χρειαζόµαστε είναι η :

σ̄µσν σ̄ρ = gµν σ̄ρ − gµρσ̄ν + gνρσ̄µ − iϵµνρδσ̄δ . (2.637)

΄Οταν εισάγουµε την (2.637) στην (2.636) συµβαίνουν κάποιες απλοποιήσεις :

− iC∗ξ†(gµν σ̄ρ − gµρσ̄ν + gνρσ̄µ − iϵµνρδσ̄δ)Fµν∂ρλ

= iC∗ξ†gµν σ̄ρFµν∂ρλ+ iC∗ξ†gµρσ̄νFµν∂ρλ

− iC∗ξ†gνρσ̄µFµν∂ρλ− iC∗ξ†ϵµνρδσ̄δFµν∂ρλ . (2.638)

Για τον πρώτο όρο:

gµνF
µν µ↔ν

= gνµF
νµ = −gµνFµν ⇒ gµνF

µν = 0 . (2.639)

΄Αρα, µηδενίζεται όλος ο πρώτος όρος της (2.638). Για τον τελευταίο όρο έχου-
µε :

Fµν∂ρλ
παραγ.
=

ολοκλ.
−∂ρFµνλ = −(∂ρ∂µAν − ∂ρ∂νAµ)

a′:ρ↔µ
=

b′:ρ↔ν
−(∂µ∂ρAν − ∂ν∂ρAµ)λ = −(∂ρ∂µAν − ∂ρAνAµ)λ , (2.640)

που σηµαίνει ότι ο πρώτος όρος (a′) είναι συµµετρικός ως προς την εναλλαγή
ρ↔ ν και ο δεύτερος όρος (b′) είναι συµµετρικός ως προς την εναλλαγή ρ↔ µ.
΄Οµως για τον τανυστή ϵµνρδ κάτω από αυτές τις εναλλαγές έχουµε:

ϵµνρδ
ρ↔ν
= ϵµρνδ = −ϵµνρδ, αντισυµµετρικό ,

ϵµνρδ
ρ↔µ
= ϵρνµδ = −ϵµνρδ, αντισυµµετρικό . (2.641)

Συνεπώς, στον τελευταίο όρο της (2.638) συναντώνται γινόµενα του Fµν∂ρλ
που είδαµε ότι είναι συµµετρικό στην εναλλαγή δεικτών, (2.640) και του ϵµνρδ

ο οποίος είναι αντισυµµετρικός στην ίδια εναλλαγή, (2.641). Αυτό σηµαίνει
ότι τα γινόµενα αυτά ϑα είναι µηδέν.
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Εποµένως, καταλήξαµε στο ότι επιζούν µόνο ο δεύτερος κι ο τρίτος όρος της
(2.638). Συνεχίζοντας λοιπόν τον υπολογισµό του ξ†−µέρους της µεταβολής
των σπινοριακών όρων παίρνουµε:

i(δξλ
†)σ̄µ∂µλ = iC∗ξ†gµρσ̄ν σ̄νFµν∂ρλ− iC∗ξ†gνρσ̄µFµν∂ρλ

= −iC∗ξ†(−gµρσ̄νFµν∂ρλ+ gνρσ̄µFµν∂ρλ)

= −iC∗ξ†(−Fµν σ̄ν∂µλ+ Fµν σ̄
µ∂νλ)

= −iC∗ξ†(−Fµν σ̄ν∂µλ+ Fνµσ̄
ν∂µλ)

= −iC∗ξ†(−Fµν σ̄ν∂µλ− Fµν σ̄
ν∂µλ)

= 2iC∗ξ†σ̄νFµν∂
µλ . (2.642)

Η τελευταία έκϕραση, (2.642), ακυρώνει ακριβώς το ξ†−κοµµάτι της (2.634)
αν C = i/2. Με αυτήν την επιλογή, ακυρώνονται ακριβώς και τα ξ−κοµµάτια
των µεταβολών των δύο πεδίων. Συνεπώς, καταλήγουµε ότι οι απαιτούµενοι
υπερσυµµετρικοί µετασχηµατισµοί είναι οι :

δξλ =
1

2
iσµσ̄νξFµν , (2.643)

δξλ
† = −1

2
iξ†σ̄νσµFµν . (2.644)

Παρ΄ όλα αυτά, αν δοκιµάσουµε να υπολογίσουµε το δηδξ − δξδη όπως αυτό
εϕαρµόζεται πάνω στα πεδία λ,Aµ, ϑα διαπιστώσουµε ότι προκύπτουν έξτρα
ανεπιθύµητοι όροι που δίνουν µη συνεπή αποτελέσµατα (όπως στην περίπτω-
ση των ϕ, χ, (2.297)), εκτός εάν ικανοποιούνται οι εξισώσεις κίνησης (on-shell
περίπτωση). Κάτι τέτοιο όµως δεν είναι ικανοποιητικό καθώς ϑέλουµε τα α-
ποτελέσµατα µας να ισχύουν και για τις off-shell καταστάσεις. Το Aµ στην
off-shell κατάσταση έχει και έναν τρίτο ϐαθµό ελευθερίας, οπότε, χρησιµο-
ποιώντας την πετυχηµένη συνταγή, πρέπει να εισαγάγουµε ένα ϐοηθητικό µη
διαδιδόµενο πεδίο που να έχει έναν ϐαθµό ελευθερίας, δηλαδή, ένα πραγµα-
τικό ϐαθµωτό πεδίο. Το πεδίο αυτό το ονοµάζουµε D και το εισάγουµε στη
λαγκρατζιανή (2.629) µέσω του όρου:

LD =
1

2
D2 . (2.645)

Συνεπώς, η ελεύθερη λαγκρατζιανή (2.629) ϑα γίνει :

Lγλ = −1

4
FµνF

µν + iλ†σ̄µ∂µλ+
1

2
D2 . (2.646)

Πρέπει τώρα να ϑεωρήσουµε τους υπερσυµµετρικούς µετασχηµατισµούς συµ-
περιλαµβανοµένου του D. Αρχικά σηµειώνουµε ότι η διάσταση του D είναι
M2, όπως ήταν και του F . Αυτό προτείνει ότι το D ϑα µετασχηµατίζεται κατά
παρόµοιο τρόπο µε το F , (2.357). ΄Οµως, το D είναι πραγµατικό οπότε τρο-
ποποιούµε την (2.357) προσθέτοντας τον ερµιτιανό συζυγή όρο, καταλήγοντας
στη µεταβολή:

δξD = −i(ξ†σ̄µ∂µλ− (∂µλ)
†σ̄µξ) . (2.647)
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΄Οπως και στην περίπτωση του F , η µεταβολή δξD είναι µία ολική παράγωγος.
Ανάλογα µε την τροποποίηση που επήλθε για τα χ, χ† στην (2.371) µε την
εισαγωγή του F , κατά παρόµοιο τρόπο τροποποιούµε τις µεταβολές δξλ, δξλ†

µέσω των πρόσθετων όρων:

δξλ = ξD , δξλ
† = ξ†D . (2.648)

Η µεταβολή της LD ϑα είναι λοιπόν :

δξ

(
1

2
D2

)
= DδξD = −iD

(
ξ†σ̄µ∂µλ− (∂µλ)

†σ̄µξ
)
. (2.649)

Η µεταβολή του σπινοριακού όρου της Lγλ ϑα παίρνει πλέον µία επιπλέον
συνεισϕορά:

iξ†σ̄µ∂µλD + iλ†σ̄µ∂µξD (2.650)

Ο πρώτος όρος της (2.650) ακυρώνει τον πρώτο όρο της (2.649) και το ίδιο
συµβαίνει και µε τους δεύτερους όρους, αϕού πρώτα ολοκληρωθούν κατά
παράγοντες.

Για ευκολία, συνοψίζουµε τις µεταβολές των πεδίων :

δξA
µ = ξ†σ̄µλ+ λ†σ̄µξ , (2.651)

δξλ =
1

2
iσµσ̄νξFµν + ξD , δξλ

† = −1

2
iξ†σ̄νσµFµν + ξ†D , (2.652)

δξD = −i(ξ†σ̄µ∂µλ− (∂µλ)
†σ̄µξ) . (2.653)

2.7.2 Μη-αβελιανές gauge supermultiplets

Βάσει του προηγούµενου παραδείγµατος ϑα πορευτούµε για να ϐρούµε τους
υπερσυµµετρικούς µετασχηµατισµούς στη µη-αβελιανή περίπτωση. Θα ϑεω-
ϱήσουµε µία SU(2) ϑεωρία ϐαθµίδας, σαν αυτή που περιγράϕει τον ηλετκτρα-
σθενή τοµέα του SM . Ας ϑυµηθούµε πρώτα κάποια απαραίτητα στοιχεία για
τις µη-αβελιανές ϑεωρίες.

Για µία SU(2) ϑεωρία ϐαθµίδας, ο τανυστής δύναµης πεδίου Fµν γενικεύ-
εται στον26:

F iµν = ∂µW
i
ν − ∂νW

i
µ − gϵijkW j

µW
k
ν , (2.654)

όπου i, j, k = 1, 2, 3, W µ = (W 1
µ ,W

2
µ ,W

3
µ) τα διανυσµατικά πεδία (κατοικούν

στην 3 (adjoint) αναπαράσταση της SU(2)) και g η σταθερά σύζευξης. Σε
διανυσµατική γραϕή, η παραπάνω εξίσωση γίνεται :

F µν = ∂µW ν − ∂νWµ − gW µ ×W ν . (2.655)

Αν είχαµε επιλέξει να ασχοληθούµε µε την SU(3) ϑεωρία ϐαθµίδας, ϑα είχαµε
8 πεδία ϐαθµίδας, τα γκλουόνια, τα οποία ως διανυσµατικά πεδία ϐαθµίδας
κατοικούν και αυτά στην adjoint αναπαράσταση της SU(3).

26Η απόδειξη για το πως ϐγαίνει η σχέση αυτή υπάρχει στη διπλωµατική: Μανωλάκος Γιώρ-
γος : Το καθιερωµένο Πρότυπο της φυσικής και επανακανονικοποίηση της QED, 2012, σελ.57
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Παίρνοντας τώρα έναν απειροστό (τοπικό) µετασχηµατισµό στα πεδία ϐαθ-
µίδας W i

µ, έχουµε27:

W i′
µ (x) =W i

µ(x)− ∂µϵ
i(x)− gϵijkϵj(x)W k

µ (x) . (2.656)

Στην αβελιανή περίπτωση ο τελευταίος όρος λείπει (αϕού έχουµε ένα ϵ(x)) και
ο τανυστής δύναµης πεδίου Fµν , όπως έχουµε πει είναι gauge-αναλλοίωτος.
Στην SU(2) ο αντίστοιχος τανυστής πεδίου δύναµης F µν µετασχηµατίζεται
σαν :

F i
′
µν(x) = F iµν(x)− gϵijkϵj(x)F kµν(x) . (2.657)

Στην τελευταία εξίσωση ϐλέπουµε ότι δεν υπάρχει παράγωγος της παραµέτρου
ϵ(x), παρά το γεγονός ότι έχουµε πάρει τοπικούς µετασχηµατισµούς. Το
γεγονός αυτό δείχνει ότι η γενίκευση της Maxwell λαγκρατζιανής σε όρους των
F µν :

−1

4
F µνF

µν = −1

4
F iµνF

µνi , (2.658)

είναι επίσης gauge-αναλλοίωτη, δηλαδή αναλλοίωτη κάτω από τους τοπικούς
SU(2) µετασχηµατισµούς28.

Αυτό που ϑέλουµε να κάνουµε είναι να γενικεύσουµε το απλό U(1) υ-
περσυµµετρικό µοντέλο που εξετάσαµε νωρίτερα. Το πρώτο ϐήµα είναι το
προϕανές : να εισαγάγουµε µία SU(2) τριπλέτα από gauginos, για να ται-
ϱιάξουµε την τριπλέτα των διανυσµατικών πεδίων. Κάτω από έναν απειροστό
SU(2) µετασχηµατισµό ϐαθµίδς, τα πεδία λi ϑα µετασχηµατίζονται ως (κατ΄
αντιστοιχία µε την (2.656)):

λi
′
(x) = λi(x)− gϵijkϵj(x)λk(x) . (2.659)

΄Οµως τα gauginos δεν είναι πεδία ϐαθµίδας, γιάυτό και ο µετασχηµατισµός
τους δεν περιέχει παράγωγο της παραµέτρου ϵ(x). Εποµένως, η γενίκευση
της (2.629) είναι άµεση:

LW,λ = −1

4
F iµνF

µνi + iλi†σ̄µ∂µλ
i . (2.660)

Παρ΄ όλο που ο πρώτος όρος είναι αναλλοίωτος, ο δεύτερος δεν είναι καθώς η
παράγωγος ϑα δράσει πάνω στις ϵj(x) παραµέτρους µε αποτέλεσµα να µείνουν
όροι ∂µϵj(x) που δεν ακυρώνονται µετά τον gauge µετασχηµατισµό. Για να
απαλλαγούµε από τους όρους αυτούς, αντικαθιστούµε την απλή παράγωγο µε
τη συναλλοίωτη, η οποία είναι gauge-αναλλοίωτη:

∂µ → Dµ = ∂µ + igT ·W µ , (2.661)
27Το ίδιο και για τη µεταβολή των διανυσµατικών πεδίων, σελ.54-55 της προηγούµενης ανα-

φοράς
28Το ίδιο και για την αναλλοιώτητα του τανυστή δύναµης πεδίου F i

µν , σελ.56 της προηγού-
µενης αναϕοράς
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όπου οι πίνακες T είναι οι τρεις γεννήτορες της SU(2) οµάδας, διάστασης
2t + 1 × 2t + 1 όταν δρουν στο 2t + 1-συνιστωσών πεδίο (t είναι το ισοσπίν).
Στην περίπτωσή µας t = 1, δηλαδή τα gauginos όπως έχουµε πει ανήκουν
σε µία τριπλέτα -στην adjoint29 αναπαράσταση της οµάδας. Εποµένως, στην
(2.660) ϑα χρειαστεί η αντικατάσταση:

∂µλ
i → (Dµλ)

i = ∂µλ
i + ig(T ·W µ)ijλ

j

= ∂µλ
i + ig(−iϵkijW k

µ )λ
j

= ∂µλ
i + gϵkijW k

µλ
j

= ∂µλ
i − gϵijkW j

µλ
k . (2.662)

Μετά την αντικατάσταση του ∂µλ
i µε το παραπάνω αποτέλεσµα στη λαγκρα-

τζιανή (2.660), η LWλ καταλήγει να είναι αναλλοίωτη κάτω από τους SU(2)
µετασχηµατισµούς ϐαθµίδας.

Πρέπει όµως να την κάνουµε και αναλλοίωτη κάτω από τους υπερσυµµε-
τρικούς µετασχηµατισµούς. Από την εµπειρία µας µε τη µη αβελιανή περίπτω-
ση, αναµένουµε ότι ϑα χρειαστεί να εισαγάγουµε ένα ανάλογο του ϐοηθητικού
πεδίου D. Στην περιπτωση αυτή χρειαζόµαστε µία τριπλέτα ϐοηθητικών πεδί-
ων, Di για να εξισσοροπήσουµε τους off-shell ϐαθµούς ελευθερίας του κάθε
W i
µ. Οπότε, η η Ϲητούµενη SU(2)− και SUSY-αναλλοίωτη λαγκρατζιανή µίας

SU(2) gauge supermultiplet είναι :

Lgauge = −1

4
F iµνF

µνi + iλi†σ̄µ(Dµλ)
i +

1

2
DiDi (2.663)

Πρέπει τώρα να δούµε πως µετασχηµατίζονται τα πεδία της λαγκρατζιανής
κάτω από τους υπερσυµµετρικούς µετασχηµατισµούς. ∆οκιµάζουµε αρχικά
την προϕανή γενίκευση των µεταβολών που ϐρήκαµε στην U(1) περίπτωση,
(2.651)-(2.653):

δξW
µi = ξ†σ̄µλi + λi†σ̄µξ (2.664)

δξλ
i =

1

2
iσµσ̄νξF iµν + ξDi, δξλ

† = −1

2
iξ†σ̄νσµF iµν + ξ†Di , (2.665)

δξD
i = −i(ξ†σ̄µ(Dµλ)

i)− (Dµλ)
i†σ̄µξ) . (2.666)

Το σύνολο των µετασχηµατισµών αυτών όντως δουλεύει, χωρίς να χρειάζεται
να συµπληρώσουµε τίποτα. Αυτό σηµαίνει ότι οι παραπάνω µετασχηµατισµοί
των πεδίων αϕήνουν τη δράση της (2.663) αναλλοίωτη. Επίσης, η διαϕορά
δηδξ − δξδη µπορεί να εϕαρµοστεί συνεπώς σε όλα τα πεδία W i

µ, λ
i, Di για

αυτήν την gauge supermultiplet. Αυτή η υπερσυµµετρική ϑεωρία ϐαθµίδας
έχει δύο είδη αλληλεπιδράσεων.

� Τις ιδιο-αλληλεπιδράσεις ανάµεσα σταW πεδία όπως αυτές προκύπτουν
από τον όρο F iµνFµνi.

29Τα στοιχεία της οποίας είναι : (T i)bc = −iϵijk.
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� Τις αλληλεπιδράσεις ανάµεσα στα W και λ που παράγονται από τον όρο
iλi†σ̄µ∂µλ

i µέσω της συναλλοίωτης παραγώγου.

Το τελευταίο ϐήµα πριν το MSSM είναι να χτίσουµε λαγκρατζιανές οι οποί-
ες να περιέχουν τόσο chiral όσο και gauge supermultiplets µε τέτοιο τρόπο
ώστε να παραµένει αναλλοίωτη η λαγκρατζιανή (ή καλύτερα η δράση) κάτω
από υπερσυµµετρικούς και gauge µετασχηµατισµούς.

2.7.3 Συνδυάζοντας chiral και gauge supermultiplets

Στο υποκεϕάλαιο αυτό ϑα κάνουµε το µεγάλο ϐήµα να συνδυάσουµε τις chi-
ral µε τις gauge supermultiplets. Πρώτα, εισάγουµε τις συζεύξεις των πεδίων
ϐαθµίδας µε τα ϐαθµωτά πεδία και τα φερµιόνια στις chiral supermultiplets.
Αυτό, όπως ήδη γνωρίζουµε συµβαίνει µέσω των συναλλοίωτων παραγώγων.
Αυτό ϑα είναι υπεύθυνο για τις αλληλεπιδράσεις ανάµεσα στα πεδία ϐαθµί-
δας της gauge supermultiplet και των πεδίων ύλης της chiral supermultiplet.
΄Επειτα, λόγω του ότι στις gauge supermultiplets εµπεριέχονται, εκτός των πε-
δίων ϐαθµίδας, και τα υπερσυµµετρικά τους ταίρια (gaugino) και τα D πεδία,
ϑα πρέπει ϑεωρήσουµε και όλους τους πιθανούς επανακανονικοποιήσιµους
όρους, δηλαδή αλληλεπιδράσεις ανάµεσα στα gaugino και D πεδία µε τα πε-
δία ύλης, που να είναι αναλλοίωτοι τόσο κάτω από τους µετασχηµατισµούς
ϐαθµίδας όσο και κάτω από τους υπερσυµµετρικούς µετασχηµατισµούς.

Τα σηµαντικά στοιχεία για µία τέτοια κατασκευή περιέχονται στην απλού-
στερη περίπτωση, που είναι µία µονή U(1) διανυσµατική supermultiplet και
µία µονή ελεύθερη χειραλική supermultiplet.

Συνδυάζοντας µία U(1) διανυσµατική supermultiplet και µία ελεύθερη
chiral supermultiplet

Αρχικά πρέπει να «επιδιορθώσουµε» τη λαγκρατζιανή (2.388), έτσι ώστε να εξα-
σϕαλίζεται η gauge-αναλλοιώτητα. Αυτό επιτυγχάνεται κατά τον ενδεδειγµένο
τρόπο, να αναβαθµίσουµε δηλαδή την απλή παράγωγο µε τη συναλλοίωτη που
αντιστοιχεί στην U(1) περίπτωση:

∂µ → Dµ = ∂µ + iqAµ , (2.667)

όπου q είναι η U(1) σταθερά σύζευξης (ηλεκτρικό φορτίο). Κάνοντας λοιπόν
την αντικατάσταση της παραγώγου στην (2.388) και προσθέτοντάς την µε την
U(1) gauge supermultiplet, (2.646), παίρνουµε τη λαγκρατζιανή:

L = (Dµϕ)
†(Dµϕ) + iχ†σ̄µDµχ+ F †F − 1

4
FµνF

µν + iλ†σ̄µ∂µλ+
1

2
D2] .

(2.668)
Πρέπει λοιπόν τώρα να ϑεωρήσουµε πιθανές αλληλεπιδράσεις ανάµεσα στα
πεδία ύλης ϕ, χ και στα άλλα πεδία λ,D της gauge supermultiplet. Τέτοιες
αλληλεπιδράσεις για να είναι αποδεκτές ϑα πρέπει να πληρούν 4 προϋποθέ-
σεις :
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1. Lorentz αναλλοιώτητα

2. επανακανονικοποιησιµότητα30

3. gauge αναλλοιώτητα

4. SUSY αναλλοιώτητα

Αϕού τα πεδία λ,D είναι ουδέτερα, όλες οι gauge αναλλοίωτες συζεύξεις ανά-
µεσα σε αυτά και τα φορτισµένα πεδία ϕ, χ, ϑα πρέπει να εµπλέκουν ουδέτε-
ϱους διγραµµικούς συνδυασµούς των ϕ, χ. Τέτοιοι είναι οι ϕ†ϕ, ϕ†χ, χ†ϕ, χ†χ,
οι οποίοι έχουν διάσταση 2, 5/2, 5/2, 3, αντίστοιχα. Τα πεδία λ,D έχουν διά-
σταση 3/2, 2, αντίστοιχα, συνεπώς, απαιτώντας οι συζεύξεις να έχουν διάσταση
κάτω από 4, επιζούν µόνο τρεις συνδυασµοί οι οποίοι είναι επίσης gauge και
Lorentz αναλλοίωτοι. Αυτοί είναι οι (ϕ†χ) ·λ, λ† · (χ†ϕ), ϕ†ϕD. Οµαδοποιούµε
τις δύο πρώτες συζεύξεις ώστε να πάρουµε µία ερµιτιανή αλληλεπίδραση και
φτάνουµε λοιπόν στους τελικούς υποψήϕιους όρους αλληλεπίδρασης :

Aq[(ϕ†χ) · λ+ λ† · (χ†ϕ)] +Bqϕ†ϕD . (2.669)

Οι συντελεστές31 A,B ϑα υπολογιστούν από την τελευταία απαίτηση, η (2.669)
να είναι αναλλοίωτη κάτω από τους υπερσυµµετρικούς µετασχηµατισµούς.

Για να εκτελέσουµε τη διαδικασία αυτή πρέπει να προσδιορίσουµε τους
υπερσυµµετρικούς µετασχηµατισµούς των πεδίων. Εκ πρώτης όψεως, αυ-
τό φαίνεται απλό, καθώς οι µεταβολές των πεδίων της gauge supermultiplet
δίνοται από τις (2.651)-(2.653) και οι µετασχηµατισµοί των πεδίων της chi-
ral supermultiplet (2.369)-(2.371) µε αντικατάσταση της παραγώγου από τη
συναλλοίωτη.

΄Οπως ϑα δούµε, δεν υπάρχει επιλογή που να µπορούµε να κάνουµε ώ-
στε η πλήρης λαγκρατζιανή να παραµένει αναλλοίωτη κάτω από αυτούς τους
µετασχηµατισµούς. Βέβαια αυτό δεν µας εκπλήσσει, καθώς οι µετασχηµα-
τισµοί για τα πεδία της chiral supermultiplet ϐρεθήκαν για την περίπτωση
q = 0 και είναι πιθανό να πρέπει ένας ή περισσότεροι µετασχηµατισµοί να
τροποποιηθούν ώστε να συµπεριλαµβάνουν το q (όντως, ϑα δούµε ότι το F δεν
επηρεάζεται). Υπάρχει επίσης και ένας άλλος λόγος για την αστοχία εύρεσης
κατάλληλων συντελεστών. ΄Οντως, οι µεταβολές των πεδίων της gauge super-
multiplet και αυτές των πεδίων της chiral supermultiplet, εξασϕαλίζουν την
SUSY-αναλλοιώτητα των chiral και gauge κοµµατιών της (2.668) αντίστοιχα

30Υπενθυµίζουµε ότι για να είναι επανακανονικοποιήσιµος ένας όρος στη λαγκρατζιανή, πρέ-
πει να έχει διάσταση το πολύ M4. Παραθέτουµε τις διαστάσεις όλων των εµπλεκόµενων πεδίων
για ευκολία :

[ϕ] =M, [χ] =M3/2 [F ] =M2 [λ] =M3/2 [D] =M2 [Fµν ] =M2

31Παρατηρούµε ότι για ευκολία έχουµε αποτραβήξει έναν παράγοντα q από τους δύο συντε-
λεστές.
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στο όριο q → 0. ΄Οµως δεν υπάρχει κάποιος a priori λόγος, η σπινοριακή πα-
ϱάµετρος ξ που χρησιµοποιήθηκε να είναι η ίδια στις δύο περιπτώσεις. Οποιο-
δήποτε από τα δύο ξ µπορεί να αναβαθµιστεί από έναν σταθερό παράγοντα,
χωρίς να χαλάσει η αναλλοιώτητα σε καµία από τις «υπολαγκρατζιανές». ΄Ετσι
λοιπόν, όταν συνδυάσουµε τις λαγκρατζιανές και συµπεριλάβουµε και τους
όρους της (2.669), για την περίπτωση της q ̸= 0, ϑα δούµε ότι η απαίτηση
της αναλλοιώτητας της συνολικής λαγκρατζιανής, φιξάρει τη σχετική κλίµακα
των δύο ξ (µε αβεβαιότητα ενός προσήµου) και ότι χωρίς την αναβάθµιση δεν
µπορούµε να πάρουµε SUSY-αναλλοίωτη ϑεωρία. ΄Ετσι λοιπόν, διατηρούµε
την ξ παράµετρο στις µεταβολές των πεδίων της chiral supermultiplet, και
αναβαθµίζουµε την ξ της gauge supermultiplet κατά έναν σταθερό παράγον-
τα a. Συνεπώς, οι µετασχηµατισµοί των πεδίων της gauge supermultiplet ϑα
γίνουν :

δξA
µ = a(ξ†σ̄µλ+ λ†σ̄µξ) , (2.670)

δξλ =
ai

2
σµσ̄νξFµν + aξD , δξλ

† = − ia
2
ξ†σ̄νσµFµν + aξ†D , (2.671)

δξD = −ai(ξ†σ̄µ∂µλ− (∂µλ)
†σ̄µξ) . (2.672)

∆ουλεύουµε πρώτα µε το A κοµµάτι της (2.669). Η µεταβολή του ϑα είναι :

Aqδξ[(ϕ
†χ)λ+ λ†(χ†ϕ)] = Aq

[
(δξϕ

†)χ · λ+ ϕ†(δξχ) · λ

+ ϕ†χ(δξλ) + (δξλ
†)χ†ϕ+ λ†(δξχ

†)ϕ+ λ† · χ†(δξϕ)
]
.

(2.673)

Ανάµεσα στους παραπάνω όρους, υπάρχουν δύο οι οποίοι είναι γραµµικοί ως
προς τα q,D και προκύπτουν από τον ϕ†χ · (δξλ) και τον ερµιτιανό συζυγή
του, δηλαδή:

Aq
(
ϕ†χ(δξλ) + (δξλ

†)χ†ϕ
) ∣∣∣∣

D−terms
= Aq

(
ϕ†χ

(
ai

2
(σµσ̄νξ)Fµν + aξD

)
+

(
−ai

2
(ξ†σ̄νσµ)Fµν + aξ†D

)
χ†ϕ

∣∣∣∣
D−terms

= Aq
(
aϕ†χ · ξD + aξ† · χ†ϕ

)
= Aqa

(
ϕ†χ · ξD + ξ† · χ†Dϕ

)
.

(2.674)

Παροµοίως, η µεταβολή του B µέρους της (2.669) είναι :

δξ(Bqϕ
†ϕD)

∣∣∣∣
D−terms

= Bq(δξϕ
†)ϕD +Bqϕ†(δξϕ)D +Bqϕ†ϕ(δξD)

∣∣∣∣
D−terms

= Bq
(
χ† · ξ†ϕD + ϕ†ξ · χD + ϕ†ϕ(−ai)(ξ†σ̄µ∂µλ− (∂µλ

†)σ̄µξ)
) ∣∣∣∣

D−terms

= Bq(χ† · ξ†ϕD + ϕ†ξ · χD) . (2.675)
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Συγκρίνοντας την (2.674) µε την (2.675), διαπιστώνουµε ότι τοD−κοµµάτι της
µεταβολής του B−όρου ακυρώνει το D−κοµµάτι της µεταβολής του A−όρου
αν ισχύει ότι :

aA = −B . (2.676)

Επιπλέον, από τη µεταβολή του A−µέρους, (2.673), παίρνουµε τον πρώτο
και τον τελευταίο όρο:

δξ

(
Aqδξ[(ϕ

†χ)λ+ λ†(χ†ϕ)]
) ∣∣∣∣first

last

= Aq
[
(δξϕ

†)χ · λ+ λ† · χ†(δξϕ)
]

= Aq
[
χ† · ξ†χ · λ+ λ† · χ†ξ · χ

]
.

(2.677)

΄Οµως από τον δεύτερο όρο της λαγκρατζιανής (2.668),

iχ†σ̄µDµχ = iχ†σ̄µ(∂µ + iqAµ)χ = iχ†σ̄µ∂µχ− qχ†σ̄µAµχ , (2.678)

αν πάρουµε τη µεταβολή του δεύτερου όρου, −qχ†σ̄µAµχ και κρατήσουµε
µόνο τον όρο ανάλογο του a:

δξ(−qχ†σ̄µAµχ)

∣∣∣∣
∼a

= −qχ†σ̄µχ(δξAµ) = −qaχ†σ̄µχ(ξ†σ̄µλ+ λ†σ̄µξ)

(2.679)

και τον απλοποιήσουµε χρησιµοποιώντας τη σχέση

(χ†σ̄µχ)(λ†σ̄µξ) = 2χ† · λ†χ · ξ , (2.680)

την οποία και αποδεικνύουµε:

(χ†σ̄µχ)(λ†σ̄µξ) = −χ†σ̄µλ†χσ̄µξ = −χ†λ†σ̄µσ̄µχξ

= −χ†λ†(−2)χξ = 2(χ† · λ)(χ · ξ)), (2.681)

αϕού
σ̄µσ̄µ = 1− σ2 = 1− σ21 − σ22 − σ23 = −2 , (2.682)

τότε (ο όρος της (2.679)) ϑα γίνει :

−qaχ†σ̄µχ(ξ†σ̄µλ+ λ†σ̄µξ) = −2qa(χ† · ξ†χ · λ+ χ† · λ†χ · ξ) . (2.683)

Αυτός ο όρος λοιπόν ϐλέπουµε ότι ακυρώνει ακριβώς τον (2.677), αν ισχύει
ότι :

A = 2a . (2.684)

Προς το παρόν, από τις (2.676), (2.684) δεν υπάρχει κάποιος λόγος που να
µας απαγορεύει να ϑεωρήσουµε το a = 1, δηλαδή οι ξ παράµετροι στις δύο

249



περιπτώσεις να είναι ίσες. ΄Οµως, αναδύεται ένας περιορισµός όταν ϑεωρήσου-
µε τη µεταβολή του πρώτου όρου της (2.668), δηλαδή τον όρο αλληλεπίδρασης
του Aµ µε το ϕ και κρατήσουµε πάλι τους όρους ανάλογους του a, δηλαδή:

δξ

[
(Dµϕ)

†(Dµϕ)
] ∣∣∣∣

∼a
= δξ

[
(∂µ − iqAµ)ϕ†(∂µ + iqAµ)ϕ

] ∣∣∣∣
∼a

= −iqδξ(Aµϕ†∂µϕ− (∂µϕ)†Aµϕ)

= iqa[∂µϕ
†(ξ†σ̄µλ+ λ†σ̄µξ)ϕ− (ξ†σ̄µλ+ λ†σ̄µξ)ϕ†∂µϕ] .

(2.685)

΄Οµως, παρόµοιοι όροι προκύπτουν, αν δουλέψουµε µε τους όρουςAq[ϕ†(δξχ)·
λ+ λ† · (δξχ†)ϕ] της (2.673):

Aq[ϕ†(δξχ) · λ+ λ† · (δξχ†)ϕ] = Aq[ϕ†(−iσµiσ2ξ†T∂µϕ) · λ+ λ† · ∂µϕ†ξT (−iσ2iσµϕ)] .
(2.686)

Το πρώτο σπινοριακό γινόµενο της (2.686) ϑα γίνει :

ϕ†(−iσµiσ2ξ†T∂µϕ) · λ = iϕ†(−iσ2)
[
(σµ)(−iσ2)ξ†T∂µϕ

]T
λ

= iϕ†∂µϕ(−iσ2)ξ†(iσ2)σµTλ
= −iϕ†∂µϕξ†λ (−iσ2)σµT (−iσ2)︸ ︷︷ ︸

−σ̄µ

= iϕ†∂µϕξ
†σ̄µλ (2.687)

και επαναλαµβάνοντας τη διαδικασία, το δεύτερο σπινοριακό γινόµενο της
(2.686) δίνει τον ερµιτιανό συζυγή του (2.687). Εποµένως, η (2.686) γίνεται :

Aqi
[
ϕ†(∂µϕ)ξ

†σ̄µλ− (∂µϕ
†)ϕλ†σ̄µξ

]
. (2.688)

Μαζί µε τις (2.685), (2.688) πρέπει να πάρουµε και τους δύο τελευταίους
όρους του (πλήρους) B−µέρους της (2.675):

Bq
[
ϕ†ϕ(−ai)(ξ†σ̄µ∂µλ− (∂µλ

†)σ̄µξ)
]
, (2.689)

από τους οποίους, ολοκληρώνοντας κατά παράγοντες, παίρνουµε:

aiBq
{
[(∂µϕ

†)ϕ+ ϕ†∂µϕ](ξ
†σ̄µλ)− [(∂µϕ

†)ϕ+ ϕ†∂µϕ](λ
†σ̄µξ)

}
. (2.690)

Αν ϑεωρήσουµε λοιπόν όλους µαζί τους όρους που εµπλέκουν την ποσότητα
ξ†σ̄µλ στις (2.685), (2.688), (2.690), δηλαδή:

iqa[(∂µϕ
†)ϕ− ϕ†∂µϕ] +Aqiϕ†∂µϕ+ aiBq

[
(∂µϕ

†)ϕ+ ϕ†∂µϕ
]
, (2.691)
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τότε ϐλέπουµε ότι όλοι αυτοί αλληλοαναιρούνται αν η (2.684), A = 2a. Ταυ-
τόχρονα ισχύει και η συνθήκη:

B = −1 . (2.692)

Από τις (2.676), (2.684), (2.692) ισχύει ότι

a2 =
1

2
. (2.693)

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι η συνδυασµένη λαγκρατζιανή δε ϑα είναι SUSY
αναλλοίωτη εκτός αν τροποποιήσουµε τη σχετική κλίµακα των σπινοριακών
παραµέτρων των chiral και gauge supermultiplet κατά έναν µη τετριµµένο
παράγοντα, ο οποίος επιλέγουµε (συµβατικά) να είναι ο :

a = − 1√
2
. (2.694)

Με την επιλογή αυτή, ο συντελεστής A είναι :

A = −
√
2 , (2.695)

και η συνδυασµένη λαγκρατζιανή µας φιξάρεται.
Βέβαια, δεν έχουµε αναλύσει όλους τους όρους αναλυτικά της µεταβολής

της πλήρους λαγκρατζιανής, αντιθέτως κινηθήκαµε αρκετά στοχευµένα για
λόγους οικονοµίας. Η αλήθεια είναι ότι αν παίρναµε αναλυτικά τη µεταβολή
της πλήρους λαγκρατζιανής και υπολογίζαµε όλους του όρους αναλυτικά (µετά
από κάποιες παραγοντικές ολοκληρώσεις) ϑα ϐρίσκαµε ότι δε ϑα επιζούσε
κανένας από τους όρους αυτούς µε µόνη εξαίρεση τους όρους που σχετίζονται
µε τη µεταβολή των όρων:

Aq
[
ϕ†(δξχ) · λ+ λ† · (δ†ξ)ϕ

]
(2.696)

της (2.673), οι οποίοι περιέχουν τον όρο:

Aq(ϕ†ξ · λF + λ† · ξ†F †ϕ) . (2.697)

Η συνεισϕορά αυτή δεν µπορεί να ακυρωθεί από κανέναν άλλον όρο, κι ε-
ποµένως, αναγκαζόµαστε να τροποποιήσουµε το µετασχηµατισµό των πεδίων
F, F †, έτσι ώστε να παραχθεί ένας όρος ακύρωσης από τη µεταβολή του όρου
FF † της λαγκρατζιανής. Αυτό απαιτεί λοιπόν :

δξF = −
√
2qλ† · ξ†ϕ+ (−iξ†σ̄µ∂µχ) ,

δξF
† = −

√
2qξ · λϕ† + (i∂µχ

†σ̄µξ) , (2.698)

όπου οι όροι στις παρενθέσεις είναι οι προηγούµενες εκϕράσεις για τις µετα-
ϐολές των πεδίων.
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Εποµένως, συνοψίζοντας, η συνδυασµένη λαγκρατζιανή για την chiral και
U(1) gauge supermultiplet ϑα είναι :

L = (Dµϕ)
†(Dµϕ) + iχ†σ̄µDµχ+ F †F − 1

4
FµνF

µν + iλ†σ̄µ∂µλ+
1

2
D2

−
√
2q
[
(ϕ†χ) · λ+ λ† · (χ†ϕ)

]
− qϕ†ϕD (2.699)

Σηµειώνουµε ότι στη δεύτερη γραµµή της (2.699), οι σταθερές σύζευξης
των αλληλεπιδράσεων είναι φιξαρισµένες από την υπερσυµµετρία έτσι ώστε να
είναι ανάλογες της σταθεράς σύζευξης q, ακόµα και αν δεν έχουν τη µορϕή
των συνηθισµένων gauge αλληλεπιδράσεων. Οι όροι που µπλέκουν το photino
µε τα πεδία της ύλης µπορούν να ϑεωρηθούν ότι ανακύπτουν από την υπερ-
συµµετρικοποίηση των συνηθισµένων συζεύξεων των πεδίων ϐαθµίδας µε τα
πεδία της ύλης.

Επίσης, παρατηρούµε ότι η εξίσωση κίνησης της του πεδίου D είναι :

D = qϕ†ϕ (2.700)

Αυτό σηµαίνει ότι, αϕού δεν υπεισέρχονται παράγωγοι του D (όπως στην πε-
ϱίπτωση του µοντέλου W-Z για τα πεδία F, F † (2.408), (2.409)), µπορούµε να
εξαλείψουµε το ϐοηθητικό πεδίο D από τη λαγκρατζιανή, χρησιµοποιώντας
την (2.700). Αυτή η αντικατάσταση έχει ως αποτέλεσµα να αντικαταστήσει
τους δύο όρους της που περιέχουν το D στην (2.699):

L
∣∣
D
=

1

2
D2 − qϕ†ϕD

(2.700)
=

1

2
(qϕ†ϕ)2 − qϕ†ϕ(qϕ†ϕ)

= −1

2
q(ϕ†ϕ)2 (2.701)

Αυτή είναι µία (ϕ†ϕ)2 τύπου αλληλεπίδραση, όπως στο δυναµικό Higgs του
SM, (2.2), µε τη διαϕορά ότι εδώ εµϕανίζεται µε µία σταθερά σύζευξης η οποία
δεν είναι άγνωστη αλλά ορισµένη από τη σταθερά σύζευξης q. Στο επόµενο
υποκεϕάλαιο ϑα δούµε ότι το ίδιο χαρακτηριστικό µεταϕέρεται και στην πιο
ϱεαλιστική µη αβελιανή περίπτωση. Αϕού όπως είναι γνωστό η µάζα του Higgs
(για ένα καθορισµένο VEV) καθορίζεται από τη σταθερά σύζευξης (λ στο SM),
έπεται ότι ϑα υπάρχει λιγότερη αυθαιρεσία στη µάζα του Higgs στο MSSM
από ότι στο SM. ΄Οταν ϑα εξετάσουµε τον τοµέα Higgs σε επόµενο κεϕάλαιο
ϑα επαληθεύσουµε την παρατήρηση αυτή.

Η µη αβελιανή περίπτωση

Ξεκινάµε από τη λαγκρατζιανή του µοντέλου Wess-Zumino, για µία συλλογή
από chiral supermultiplets που συµβολίζονται µε τον δείκτη i, συµπεριλαµ-
ϐάνοντας τους όρους του superpotential.

L = ∂µϕ
†
i+χ

†iσ̄µ∂µχi+F
†
i Fi+

[
∂W

∂ϕi
Fi −

1

2

∂2W

∂ϕi∂ϕj
χi · χj + h.c.

]
, (2.702)
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στην οποία, κατά τα γνωστά, εισάγουµε τις gauge συζεύξεις µέσω των συναλ-
λοίωτων παραγώγων:

∂µϕi → Dµϕi + igAαµ(T
αϕ)i , (2.703)

∂µχi → Dµχi + igAαµ(T
αχ)i , (2.704)

όπου g,Aαµ είναι οι σταθερές σύζευξης και τα µποζόνια ϐαθµίδας αντίστοιχα
και Tα είναι οι ερµιτιανοί πίνακες που αναπαριστούν τους γεννήτορες της
κάθε οµάδας ϐαθµίδας, ανάλογα µε την αναπαράσταση στην οποία ϐρίσκον-
ται. Για παράδειγµα, αν ϕi, χi είναι SU(2) διπλέτες, τα Tα είναι προϕανώς οι
τα/2, α = 1, 2, 3. Υπενθυµίζουµε ότι η υπερσυµµετρία απαιτεί όλα τα πεδία,
ϕ, χ, F , να ανήκουν στην ίδια αναπαράσταση της αντίστοιχης οµάδας ϐαθµί-
δας. Εννοείται ότι, όπως και στην περίπτωση του SM, κάποια πεδία αλληλεπι-
δρούν µε πάνω από ένα πεδίο ϐαθµίδας, ϑα πρέπει όλες οι σταθερές σύζευξης
να συµπεριληϕθούν στις συναλλοίωτες παραγώγους. Είναι προϕανές ότι δεν
υπάρχουν συναλλοίωτες παράγωγοι για τα F, F † καθώς η απλή παράγωγός
τους δεν εµϕανίζεται καν στη λαγκρατζιανή (2.702). ΄Επιετα, ϑα πρέπει στην
(2.702) να εισαγάγουµε τη λαγκρατζιανη των gauge supermultiplets, (2.663),
και τέλος να συµπεριλάβουµε και τους επιπλέον επανακανονικοποιήσιµους
όρους που ϑα δίνουν τις «µικτές» αλληλεπιδράσεις, όπως αυτές της (2.669).

Πρέπει λοιπόν να κατασκευάσουµε όλους αυτούς τους Lorentz και gauge
αναλλοίωτους (επανακανονικοποιήσιµους) όρους ανάµεσα στα πεδία της ύλης
µε τα gaugino (λa) και µε τα (Da) πεδία, όπως κάναµε στην αβελιανή περί-
πτωση. Λόγω του ότι έχουµε ένα συγκεκριµένο σωµατιδιακό φάσµα του SM,
ϑα ϑεωρήσουµε µόνο περιπτώσεις στις οποίες τα πεδία ύλης είτε είναι singlets
κάτω από την οµάδα ϐαθµίδας (για παράδειγµα τα R−µέρη των κουάρκ και
λεπτονίων) είτε ανήκουν στη ϑεµελιώδη αναπαράσταση των οµάδων ϐαθµίδας
(για παράγειγµα, οι τριπλέτες για την SU(3) και οι διπλέτες για την SU(2)).
Λόγω του ότι τα λa, Da ανήκουν (όπως τα µποζονικά τους ταίρια) στην adjoint
αναπαράσταση, διαπιστώνουµε ότι δεν µπορούµε να κατασκευάσουµε gauge
αναλλοίωτους όρους ανάµεσα σε αυτά και τα πεδία ύλης που ανήκουν στην
τετριµµένη (singlet)αναπαράσταση. Από τα πεδία, όµως, που ανήκουν στις
ϑεµελιώδεις αναπαραστάσεις, µπορούµε να φτιάξουµε διγραµµικούς συνδυα-
σµούς από αυτά οι οποίοι να µετασχηµατίζονται σύµϕωνα µε την adjoint ανα-
παράσταση32 κι έπειτα να τα «κουµπώσουµε» µε τα λa, Da, ώστε να παίρνουµε
τελικά gauge singlets, δηλαδή, gauge αναλοίωτες33 συζεύξεις. Προϕανώς και
πρέπει να κανονίσουµε οι συζεύξεις αυτές να είναι και Lorentz αναλλοίωτες.

32Ο τρόπος µε τον οποίο χτίζουµε την adjoint αναπαράσταση µέσω των ϑεµελιωδών µε τη
ϐήθεια της τεχνολογίας των Young tableaux για την, SU(3) φαίνεται (Α΄.155). Παροµοίως, το

ίδιο ισχύει και για την SU(2): ⊗ α =
α

⊕ α = 1 ⊕ 3. Περισσότερες λεπτοµέρειες

στο παράρτηµα.
33Για περισσότερες λεπτοµέρειες : Gauge theories in particle physics Volume 2 Non-

Abelian Gauge Theories: QCD and the Electroweak Theory Ian J R Aitchison, Anthony
J G Hey,σελ.29
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Εποµένως, οι διγραµµικοί συνδυασµοί που µετασχηµατίζονται σύµϕωνα
µε την adjoint αναπαράσταση είναι :

ϕ†iT
aϕi, ϕ†iT

aχi, χ†
iT

aϕi, χ†
iT

aχi, (2.705)

όπου, για παράδειγµα στην SU(2), T a = τa/2. Οι διγραµµικές αυτές ποσό-
τητες είναι το προϕανές ανάλογο αυτών που ϐγάλαµε στην U(1) περίπτωση,
πιο συγκεκριµένα, έχουν την ίδια διάσταση. Ακολουθώντας λοιπόν ακριβώς
την ίδια τακτική, οι επιτρεπόµενοι επιπλέον όροι αλληλεπίδρασης είναι οι :

Ag
[
(ϕ†iT

aχi) · λa + λa† · (χ†
iT

aϕi)
]
+Bg(ϕ†iT

aϕi)D
a . (2.706)

Οι συντελεστές A,B υπολογίζονται µε την απαίτηση οι όροι αυτοί να είναι
SUSY αναλλοίωτοι.

Οι υπερσυµµετρικοί µετασχηµατισµοί σε αυτήν τη µη αβελιανή περίπτω-
ση είναι ουσιαστικά οι ίδιοι µε αυτούς της αβελιανής περίπτωσης. ΄Οπως στην
U(1) περίπτωση, πρέπει να αλλάξουµε τους υπερσυµµετρικούς µετασχηµατι-
σµούς (2.664)-(2.666), αντικαθιστώντας την παράµετρο ξ µε την −ξ/

√
2 και

τροποποιώντας τη µεταβολή των πεδίων Fi, F
†
i στις :

δξFi = −
√
2gλa† · ξ†T aϕ+ (−iξ†σ̄µ∂µχ) ,

δξF
†
i = −

√
2gϕ†iT

aξ · λa + (i∂µχ
†σ̄µξ) , (2.707)

όπου οι όροι στις παρενθέσεις είναι οι προηγούµενες µεταβολές των πεδίων
F, F †. Οι συντελεστές A,B της (2.706) είναι και σε αυτήν την περίπτωση
−
√
2,−1, αντίστοιχα. Η συνδυασµένη λαγκρατζιανή που αποκτούµε τελικά

είναι η :

Lchiralgauge =

(2.663)︷ ︸︸ ︷
Lgauge+

(2.702),∂µ→Dµ︷ ︸︸ ︷
LcovarW−Z +(2.706)

∣∣A=−
√
2

B=−1

= −1

4
F aµνF

µν + iλa†σ̄µ(Dµλ)
a +

1

2
DaDa

+Dµϕ
†
i + χ†iσ̄µ∂µχi + F †

i Fi +

[
∂W

∂ϕi
Fi −

1

2

∂2W

∂ϕi∂ϕj
χi · χj + h.c.

]
−
√
2g
[
(ϕ†iT

aχi) · λ+ λa† · (χ†
iT

aϕi)
]
− g(ϕ†iT

aϕi)D
a . (2.708)

Την προσοχή µας τραβά η τελευταία γραµµή της (2.708), για την περί-
πτωση που οι chiral multipetls, ϕi, χi, είναι οι δύο Higgs supermultiplets,
(Hu,Hd), οι οποίες περιέχουν πεδία Higgs και Higgsino. ΄Οταν τα ϐαθµωτά
Higgs H0

u,H
0
d αποκτήσουν VEV, οι όροι αυτοί ϑα είναι διγραµµικοί ως προς

τα Higgsino και gaugino πεδία, που σηµαίνει ότι η ανάµιξη ανάµεσα στα πε-
δία αυτά ϑα είναι συνέπεια του αυθόρµητου σπασίµατος της ηλεκτρασθενούς
συµµετρίας.
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Η εξίσωση κίνησης του πεδίου Da είναι :

Da = g
∑
i

(ϕ†iT
aϕi) . (2.709)

΄Οπως συνηθίζουµε, µέσω της τελευταίας εξίσωσης, ϑα εξαλείψουµε αυτά τα
ϐοηθητικά πεδία από την λαγκρατζιανή. Αυτό σηµαίνει ότι παίρνουµε την
πλήρη µορϕή του -εξαρτώµενου από τα ϐαθµωτά πεδία- δυναµικού (το V αν
υποθέσουµε ότι η λαγκρατζιανή µας γράϕεται στη γενική µορϕή L = T − V ):

V (ϕi, ϕ
†
i ) = |Wi|2 +

1

2

∑
G

∑
a

∑
i,j

g2G(ϕ
†
iT

a
Gϕi)(ϕ

†
jT

a
Gϕj) , (2.710)

όπου στο άθροισµα πάνω στις οµάδες υπεισέρχεται το γεγονός ότι εµπλέ-
κεται πάνω από µία οµάδα ϐαθµίδας, δεδοµένου ότι η δοµή του SM είναι
SU(3) × SU(2) × U(1), φυσικά, µε διαϕορετικές σταθερές αλληλεπίδρασης
gG και γεννήτορες T aG. Ο πρώτος όρος της (2.710) ονοµάζεται F−όρος και
καθορίζεται από τους φερµιονικούς όρους µάζας και τις Yukawa couplings,
ενώ ο δεύτερος ονοµάζεται D−όρος και καθορίζεται από τις αλληλεπιδράσεις
ϐαθµίδας. ∆εν υπάρχει χώρος για για κανένα άλλο ϐαθµωτό δυναµικό, ανε-
ξάρτητο από τις παραµέτρους αυτές που να εµϕανίζεται σε κάποιον άλλον όρο
της λαγκρατζιανής. Πρέπει να τονίσουµε ότι το V είναι άθροισµα τετραγω-
νικών όρων, που σηµαίνει ότι είναι πάντα µεγαλύτερο ή ίσο του µηδέν. Θα
δούµε αργότερα πως η µορϕή του D−όρου ϑέτει ένα σηµαντικό όριο στη µάζα
του ελαϕρύτερου Higgs µποζονίου στο MSSM.

2.8 Το MSSM

2.8.1 Εξειδίκευση του superpotential

΄Εχουµε λοιπόν πλέον εισαγάγει όλες τις αλληλεπιδράσεις που συµβαίνουν στο
MSSM. Ενώ έχουµε ήδη αναϕερθεί στο πως ανατίθενται τα σωµατίδια του SM
σε supermultiplets , ϑα τα ταξινοµήσουµε για να γίνει πιο σαϕής η ανάθεση
αυτή.

Λόγω της ιδιότητας των SM φερµιονίων, οι αριστερόστροϕες συνιστώσες
τους να είναι doublets κάτω από την SU(2)L, ενώ οι δεξιόστροϕες συνιστώσες
τους να είναι singlets κάτω από την SU(2)L, οδηγούµαστε στο συµπέρασµα
ότι πρέπει να τις µεταχειριστούµε ξεχωριστά και συνεπώς ο σπίνορας Dirac δεν
ενδείκνυται. Εποµένως, ο ϐασικός µας «ϑεµέλιος λίθος» είναι µία chiral su-
permultiplet, και µάλιστα, left. Ως τώρα έχουµε δουλέψει µόνο µε left-chiral
supermultiplets, και έτσι ϑα συνεχίσουµε. Η επιλογή αυτή είναι καλή για
τα αριστερόστροϕα σωµατίδια e−L , µ

−
L , uL, dL, . . ., ωστόσο, πώς ϑα συµπεριλά-

ϐουµε και τα δεξιόστροϕα e−R, µ
−
R, . . .; Τα R−τύπου αυτά σωµατίδια µπορούν

να φιλοξενηθούν από τις left chiral supermultiplets, αρκεί να τα ϑεωρήσουµε
σαν τα charge conjugate των L−τύπου αντισωµατιδιακών πεδίων. Τα σωµατί-
δια τα συµβολίζουµε επίσης µε χ, ψ, ώστε να φαίνεται αµέσως η χειραλικότητά
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τους, δηλαδή, e−R ≡ ψe− , e+L ≡ χe+ . ∆ίνουµε ένα παράδειγµα για τον τρόπο
χειρισµού των δεξιόστροϕων σωµατιδίων :

e−R ≡ ψe− = (e+L )
c ≡ iσ2χ

†T
e+

(2.711)

Για να ϑυµηθούµε πως δουλεύει αυτή η σύµβαση, ϑεωρούµε έναν όρο µάζας
Dirac του ηλεκτρονίου και υπολογίζουµε :

Ψ̄(e−)Ψ(e−) (2.77)
= ψ†

e−χe− + χ†
e−ψe−

(2.711)
=

(
iσ2χ

†T
e+

)†
χe− + χ†

e−iσ2χ
†T
e+

= χTe+(−iσ2)χe− + χ†
e−iσ2χ

†T
e+

= χe+ · χe− + χ†
e− · χ†

e+
. (2.712)

Παρατηρούµε λοιπόν ότι η παραπάνω έκϕραση περιέχει µόνο αριστερόστρο-
φους σπίνορες Weyl, όπως και επιθυµούσαµε. Με παρόµοιο τρόπο ϐρίσκου-
µε :

Ψ̄(e−)γ5Ψ
(e−) = −χe+ · χe− + χ†

e−χ
†
e+
. (2.713)

Ακολουθούν λοιπόν δύο πίνακες στους οποίους κατατάσσουµε όλες τις chiral
και gauge supermultiplets που απαρτίζουν το MSSM.

squarks, quarks (x 3)

sleptons, leptons (x 3)

Higgs, Higgsinos

Names

Q

ū

d̄

ē

L

Hu

Hd

spin 0 spin 1/2 SU(3)c SU(2)L U(1)Y

(χu, χd)

(ν̃eL, ẽL)

˜̄uL = ũ†R

˜̄dL = d̃†R

or(uL, dL)

ūL = (ūR)
c or

χū = ψc
u

d̄L = (d̄R)
c or

χd̄ = ψc
d

(ũL, d̃L)

(νeL, eL) or

(χνe
, χe)

˜̄eL = ẽ†R ēL = (ēR)
c or

χē = ψc
e

(H̃+
u , H̃

0
u)

(H̃0
d , H̃

−
d
)

(H+
u , H

0
u)

(H0
d , H

−
d
)

3 2 1/3

−4/3

2/3

3̄ 1

3̄ 1

1 2

1 1

1

1

2

2

−1

2

−1

1

Εικόνα 2.14: Chiral supermultiplet πεδία στο MSSM.
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Names spin 1/2 spin 1 SU(3)c SU(2)L U(1)Y

gluinos, gluons

winos, W bosons

bino, B boson

g̃ g

W±,W 0W̃±, W̃ 0

B̃ B

8 1 0

1 3 0

1 1 0

Εικόνα 2.15: Chiral supermultiplet πεδία στο MSSM.

Γνωρίζοντας λοιπόν τις οµάδες ϐαθµίδας, το σωµατιδιακό φάσµα και τις
ιδιότητες των µετασχηµατισµών ϐαθµίδας, το µόνο που αποµένει να κάνουµε
για να προσδιορίσουµε ένα οποιοδήποτε µοντέλο είναι να δώσουµε το super-
potential. Το MSSM προσδιορίζεται από την επιλογή:

W = yiju ūiQj ·Hu − yijd d̄iQj ·Hd − yije ēiLj ·Hd + µHu ·Hd . (2.714)

Τα πεδία που εµϕανίζονται στην παραπάνω έκϕραση, (2.714), είναι τα chiral
superfields που περιέχονται στην εικόνα (2.14). Σε αυτόν τον φορµαλισµό,
ανακαλούµε ότι µόνο η F−συνιστώσα του W , (2.584), είναι αυτή που εµ-
περιέχεται στη λαγκρατζιανή. Στο MSSM, περιγράϕει όλες τις non-gauge
αλληλεπιδράσεις, δηλαδή, τις αλληλεπιδράσεις που περιέχουν τις Higgs su-
permultiplets34. Μπορούµε εναλλακτικά να ϑεωρήσουµε ότι τοW είναι η ίδια
συνάρτηση αλλά µόνο των ϐαθµωτών πεδίων για κάθε chiral supermultiplet
(και όχι συνάρτηση των superfields). Αυτό έχει ως αποτέλεσµα να παίρνουµε
τους όρους αλληλεπίδρασης της λαγκρατζιανής µέσω της Lint, (2.389), αντι-
καθιστώντας τα Wi και Wij από τις (2.399) και (2.393) αντίστοιχα. Εν πάση
περιπτώσει, τα y είναι 3× 3 πίνακες στο χώρο των γενιών και είναι ακριβώς οι
ίδιες µε αυτές του SM. Το «·» σύµβολο υποννοεί το SU(2) αναλλοίωτο γινόµε-
νο δύο διπλέτων. Επίσης, οι δείκτες του χρώµατος παραλείπονται, έτσι ώστε,
για παράδειγµα, το ūiQj να σηµαίνει ουσιαστικά ūaiQaj , όπου a = 1, 2, 3 και
ο πάνω δείκτης είναι ένας δείκτης τριπλέτας, ενώ ο κάτω είναι ένας δείκτης
αντιτριπλέτας. Οι συζεύξεις αυτές δίνουν µάζα στα φερµιόνια, όταν τα πεδία
Higgs αναπτύσσουν VEV. ∆εν υπάρχουν όροι µάζας στη λαγκρατζιανή καθώς
αν υπήρχαν ϑα έσπαγαν την SU(2)L συµµετρία ϐαθµίδας.

Συνοψίζοντας, µε τίµηµα την εισαγωγή µόνο µίας παραµέτρου, µ, έχουµε
µία υπερσυµµετρική επέκταση του SM. Η παράµετρος αυτή δεν είναι η ίδια
µε αυτήν που εµϕανίζεται στην (2.2).

34Τα τετραγωνικά και κυβικά γινόµενα των Φ φτιάχνονται έτσι ώστε να είναι singlets κάτω
από τις οµάδες ϐαθµίδας, έτσι όλοι οι όροι του (2.714) είναι gauge αναλλοίωτοι.
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Στο σηµείο αυτό ανοίγουµε µία παρένθεση που έχει να κάνει µε την ονοµασία
που υιοθετήθηκε για τα πεδία Higgs. Στο συµβατικό φορµαλισµό του SM,

το πεδίο Higgs , ϕ =

(
ϕ+

ϕ0

)
, δίνει µάζα στα d−τύπου κουάρκ, µέσω µίας

Yukawa αλληλεπίδρασης της µορϕής (πετώντας τους δείκτες της γενιάς):

gdq̄LϕdR + h.c., (2.715)

όπου qL =

(
uL
dL

)
. Στην περίπτωση αυτή το SU(2) εσωτερικό γινόµενο

είναι απλά qTLϕ, το οποίο είναι αναλλοίωτο κάτω από τους µετασχηµατισµούς
q′L = UqL, ϕ

′ = Uϕ. Τώρα q†Lϕ = u†Lϕ
+ + d†Lϕ

0, οπότε, όταν το ϕ0 αναπτύσσει
VEV, η (2.715) δίνει :

gd⟨ϕ0⟩d̄LdR + h.c., (2.716)

η οποία είναι η d−κουαρκ µάζα. Γιατί όµως στο MSSM συµβολίζουµε το πεδίο

Higgs µε δείκτη u,
(
H+
u

H0
u

)
αντί µε δείκτη d; Ο λόγος είναι ότι στην υπερ-

συµµετρική εκδοχή της (2.714) το SU(2) εσωτερικό γινόµενο που εµπλέκει το
Hu το παίρνουµε µε το superfield Q το οποίο έχει ίδιους κβαντικούς αριθµούς
µε την κουάρκ διπλέτα qL και όχι µε την q†L αντικουάρκ διπλέτα. Γράϕοντας
την (2.714) σε όρους των αντίστοιχων ϐαθµωτών πεδίων, ο πρώτος όρος της ϑα
γίνει :

yiju ˜̄uLiũLj ·Hu = yiju ˜̄uLiũLj(iτ2)Hu = yiju ˜̄uLi(ũLjH
0
u − d̃LjH

+
u ) . (2.717)

Ο πρώτος όρος, µέσω των (2.389) και (2.393), ϑα δώσει έναν όρο στη λαγκρα-
τζιανή:

−1

2
yiju (χūLi ·χuLj +χuLi ·χūLi)H

0
u+h.c = −yiju (χūLi ·χuLj )H

0
u+h.c. (2.718)

΄Οταν λοιπόν το H0
u αναπτύξει VEV, υu, ο παραπάνω όρος ϑα γίνει ένας όρος

µάζας Dirac για το u−κουάρκ:

−(muijχūLi · χuLj + h.c.), (2.719)

όπου muij = υuy
ij
u . Μετασχηµατίζοντας στη ϐάση που διαγωνοποιεί τους πί-

νακες µαζών, οδηγεί στην ανάµιξη γεύσεων, ακριβώς όπως στο SM.

Κλείσαµε λοιπόν την παρένθεση και συνεχίζουµε. Οι φερµιονικές µάζες
είναι προϕανώς ανάλογες στην αντίστοιχη y παράµετρο, εποµένως, από την
στιγµή που τα top, bottom και tau είναι τα ϐαρύτερα φερµιόνια στο SM,
είναι πολλές φορές χρήσιµο να ϑεωρήσουµε την προσέγγιση κατά την οποία
οι µόνες µη µηδενικές y τιµές είναι :

y33u = yt, y33d = yd, y33e = yτ (2.720)
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Γράϕοντας τώρα το W σε όρους των ϐαθµωτών πεδίων (δηλαδή των ϐαθµω-
τών υπερσυµµετρικών ταιριών από κάθε supermultiplet) και αµελώντας τον
µ−όρο, η (2.714) ϑα γίνει :

W = yiju ūiQj ·Hu − yijd d̄iQj ·Hd − yije ēiLj ·Hd

= y33u ˜̄u3Q3 ·Hu − y33d
˜̄d3Q3 ·Hd − y33e ˜̄e3L3 ·Hd

= yt˜̄tLQ
T
3 (iσ2)Hu − yb

˜̄bLQ
T
3 (iσ2)Hu − yτ ˜̄τLL

T
3 (iσ2)Hd

= yt˜̄tL
(
t̃L b̃L

)( 0 1
−1 0

)(
H+
u

H0
u

)
− yb

˜̄bL
(
t̃L b̃L

)( 0 1
−1 0

)(
H0
d

H−
d

)
− yτ ˜̄τL

(
ν̃τL τ̃L

)( 0 1
−1 0

)(
H0
d

H−
d

)
= yτ ˜̄tL(t̃LH

0
u − b̃LH

+
u )− yb

˜̄bL(t̃LH
−
d − b̃LH

0
d)− yτ ˜̄τL(ν̃τL − τ̃LH

0
d) .
(2.721)

Τα πλην στο W έχουν επιλεχθεί έτσι ώστε οι όροι yt˜̄tLt̃L, yb˜̄bLb̃L, yτ ˜̄τLτ̃L να
έχουν το σωστό πρόσηµο για να παραγάγουν όρους µάζας για τα t, b, τ σωµα-
τίδια όταν ⟨H0

u⟩ ̸= 0 και ⟨H0
d⟩ ̸= 0.

∆εν ξεχνάµε ότι σε µία τέτοια υπερσυµµετρική ϑεωρία, πέρα από τις Yukawa
συζεύξεις του SM (στις οποίες συζεύγνυνται πεδια Higgs µε κουαρκ ή λεπτό-
νια), υπάρχουν επίσης παρόµοιες συζεύξεις στις οποίες τα Higgsinos µπλέ-
κονται µε squarks και κουάρκ ή µε sleptons και λεπτόνια, µε άλλα λόγια
αλλάζουµε δύο συνηθισµένα σωµατίδια µε τα υπερσυµµετρικά τους ταίρια.
Υπάρχουν επίσης αλληλεπιδράσεις ϐαθµωτών παδίων τέταρτης δύναµης, µε
σταθερά σύζευξης ανάλογη του y2t οι οποίες προκύπτουν από τον |Wi|2 όρο
του ϐαθµωτού δυναµικού, (2.710). Επιπλέον, υπάρχουν κι άλλες συζεύξεις
ϐαθµωτού πεδίου τέταρτης δύναµης, ανάλογες των τετραγώνων των g, g′, οι
οποίες προέρχονται από τον D−όρο της (2.710). Οι συζεύξεις αυτές συµπερι-
λαµβάνουν και Higgs συζεύξεις τέταρτης τάξης σαν αυτές που υπάρχουν από
το SM, όµως τώρα µε συντελεστές οι οποίοι είναι καθορισµένοι σε όρους των
παραµέτρων g, g′ ήδη παρούσες στο µοντέλο. Αυτό έχει πολύ σηµαντική φαι-
νοµενολογική σηµασία την οποία ϑα συζητήσουµε στο µεθεπόµενο κεϕάλαιο.

Παρ’ολο που, όπως είπαµε, στο W της (2.714) δεν υπάρχει κάποιος συµ-
ϐατικός όρος µάζας, υπάρχει ένας όρος ο οποίος είναι τετραγωνικός ως προς τα
πεδία, ο επονοµαζόµενος µ−όρος, ο οποίος εκϕράζει την SU(2)−αναλλοίωτη
σύζευξη των δύο διαϕορετικών Higgs superfield doublets:

W (µ− term) = µHu ·Hd = µHT
u (iσ2)Hd = µ

(
H+
u H0

u

)( H−
d

H0
d

)
= µ(H+

u H
−
d −H0

uH
0
d) ≡ µ(Hu1Hd2 −Hu2Hd1), (2.722)

όπου οι δείκτες 1, 2 δηλώνουν προϕανώς τη συνιστώσα του ισοσπίνορα. Αυτή
είναι η µόνη διγραµµική σύζευξη των πεδίων Higgs που επιτρέπεται στο W
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επειδή οι υπόλοιποι πιθανοί διγραµµικοί συνδυασµοί H†
u · Hu και H†

d · Hd

εµπλέκουν ερµιτιανά συζυγή πεδία, τα οποία ϑα παραβίαζαν την υπερσυµ-
µετρία. Ως συνήθως, παίρνουµε την F−συνιστώσα της (2.722) (δηλαδή του
γινοµένου δύο superfield, ϐλέπε (2.574)), η οποία είναι :

µHu ·Hd =

[(
H+
u H0

u

)( 0 1
−1 0

)(
F 0
d

F−
d

)
+
(
H0
d H−

d

)( 0 1
−1 0

)(
F+
u

F 0
u

)
−
(
H̃+
u H̃0

u

)( 0 1
−1 0

)(
H̃0
d

H̃−
d

)]
= µ

[(
H+
u F

−
d −H0

uF
0
d +H0

dF
0
u −H−

d F
+
u

)
−
(
H̃+
u · H̃−

d − H̃0
u · H̃0

d

)]
,

(2.723)

στην οποία πρέπει να προσθέσουµε και την ερµιτιανή συζυγή της. Ο δέυτερος
όρος ϑα συνεισϕέρει στους (µη διαγώνιους) όρους µάζας του Higgsino. Ο
πρώτος όρος είναι της µορϕής WiFi της Lint, (2.389), κι εποµένως (όπως
έχουµε δει από τις εξισώσεις κίνησης των Fi, F

†
i , ισχύει οτι Fi = −W †

i και
F †
i = −Wi) η έκϕραση για τον µ−όρο, (2.723), ϑα γίνει :

µHu ·Hd = |µ|2
(
|Hu|2 + |H−

d |
2 + |H0

u|2 + |H0
d |2
)
. (2.724)

Παρατηρούµε ωστόσο ότι όλοι οι όροι της (2.724) έχουν ϑετικό πρόσηµο, κα-
τάλληλο για έναν καθιερωµένο µποζονικό όρο µάζας, m2ϕ†ϕ, όµως ακατάλ-
ληλο για το σπάσιµο της ηλεκτρασθενούς συµµετρίας µέσω του Higgs µη-
χανισµού, όπου το πρόσηµο πρέπει να είναι αρνητικό. Αυτό σηµαίνει ότι
η SUSY-αναλλοίωτηλαγκρατζιανή δεν µπορεί να φιλοξενήσει το σπάσιµο της
ηλεκτρασθενούς συµµετρίας.

Φυσικά, η υπερσυµµετρία -στο πλαίσιο του MSSM που δουλεύουµε- δεν
µπορεί να είναι ακριβής (δηλαδή, δεν είναι συµµετρία του µοντέλου που πα-
ϱαµένει άσπαστη) µιας και δεν έχουν παρατηρηθεί ακόµα τα υπερσυµµετρικά
ταίρια των σωµατιδίων του SM. Αν και ϑα συζητήσουµε εκτενώς στο επόµε-
νο κεϕάλαιο το σπάσιµο της υπερσυµµετρίας, είναι ήδη προϕανές ότι είναι
απαραίτητη η εισαγωγή όρων που να σπάνε την υπερσυµµετρία στη λαγκρα-
τζιανή, έτσι ώστε να επιτραπεί το σπάσιµο της ηλεκτρασθενούς συµµετρίας.
Το γεγονός ότι µέσω του ενός σπασίµατος επάγεται το άλλο προτείνει ότι πρέ-
πει να υπάρχει ένας κοινός µηχανισµός που να είναι υπεύθυνος για τα δύο
σπασίµατα συµµετρίας.

Πριν όµως περάσουµε στο σπάσιµο της υπερσυµµετρίας, είναι λογικό να
δούµε πως στο MSSM περιέχονται οι SM αλληλεπιδράσεις.

2.8.2 Οι SM αλληλεπιδράσεις στο MSSM

Αν και έχουµε φτάσει αρκετά πέρα από το MSSM, πριν πάµε παρακάτω πρέπει
να εξασϕαλίσουµε ότι οι αλληλεπιδράσεις του SM αναπαράγονται εντός του
πλαισίου του MSSM .
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Ξεκινάµε λοιπόν µε τις QCD αλληλεπιδράσεις των κουάρκ και γκλουονί-
ων του SM . Πρώτα απ΄ όλα, οι 3− και 4−αλληλεπιδράσεις των γκλουονίων
εµπεριέχονται στον τανυστή πεδίου δύναµης της SU(3)c, −1

4FaµνF
aµν . ΄Επει-

τα ϑεωρούµε ότι µία SU(3)c τριπλέτα από u−κουάρκ περιγράϕεται από έναν
σπίνορα Dirac:

Ψu =

(
ψu
χu

)
. (2.725)

Η συναλλοίωτη παράγωγος, (2.704), ϑα είναι :

Dµ = ∂µ +
1

2
igsλ ·Aµ , (2.726)

όπου Aµ είναι τα 8 γκλουονικά πεδία. ΄Ετσι ο gauge-κινητικός όρος για το
πεδία χu δίνει την αλληλεπίδραση:

−1

2
gsχ

†
uσ̄

µλ ·Aµχu . (2.727)

Στη σύζευξη αυτή, οι 8, 3× 3, πίνακες λ, δρουν πάνω στους δείκτες χρώµατος
του χu, ενώ οι 2× 2 σ̄µ πίνακες δρουν πάνω στους σπινοριακούς δείκτες του.
΄Οσον αϕορά το R−µέρος του σπίνορα Dirac, το γράϕουµε σαν το συζυγές
φορτίο του L−τύπου σπίνορα, του ū:

ψu = χcū = iσ2χ
∗
ū . (2.728)

Πρέπει λοιπόν τώρα να ϐρούµε τον όρο αλληλεπίδρασης για το πεδίο χū. Λόγω
του ότι τα αντι-κουάρκ ανήκουν στη 3̄ αναπαράσταση της SU(3), οι πίνακες
που αναπαριστούν τους γεννήτορες σε αυτήν ϑα είναι −λ∗/2. Εποµένως, ο
QCD όρος αλληλεπίδρασης για την left chiral multiplet που περιέχει το χū ϑα
είναι :

−1

2
gsχ

†
ūσ̄

µ(−λ∗) ·Aµχū . (2.729)

Τη σχέση αυτή ϑα την ξαναγράψουµε σε όρους του πεδίου χū, το οποίο εµϕα-
νίζεται στην Ψu:

−1

2
gs(−iσ2χc∗ū )†(−λ∗) ·Aµ(−iσ2χc∗ū ) =

1

2
gsχ

cT
ū σ2σ̄

µσ2λ
∗ ·Aµχ

c∗
ū . (2.730)

Παίρνουµε τον ανάστροϕο του παραπάνω όρου (αλλάζοντας πρόσηµο λόγω
φερµιονικής εναλλαγής) και χρησιµοποιώντας τη σχέση σ2σµσ2 = σµT , αυτός
γίνεται :

−1

2
gsχ

c†
ū σ

µλ ·Aµχ
c
ū . (2.731)

Από την άλλη µεριά, η QCD αλληλεπίδραση για το Dirac πεδίο, Ψu =(
χcū
χu

)
, ϑα είναι :

−1

2
gsΨ̄uγ

µλ ·AµΨu = −1

2
gs

[
χc†ū σ

µλ ·Aµχ
c
ū + χ†

uσ̄
µλ ·Aµχu

]
. (2.732)
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Παρατηρούµε ότι από το άθροισµα των (2.727) και (2.731) ανακτούµε το απο-
τέλεσµα της (2.732).

Είναι χρήσιµο να δούµε τα ανάλογα ϐήµατα στο Majorana φορµαλισµό.
΄Οπως έχουµε ξαναδεί, χρειάζονται δύο Majorana πεδία ώστε να ισοϕαρίσουµε
τους ϐαθµούς ελευθερίας του σπίνορα Ψu:

Ψχu

M =

(
χcu
χu

)
=

(
iσ2χ

∗
u

χu

)
, και Ψχu

M =

(
ψu
ψcu

)
=

(
ψu

−iσ2ψ∗
u

)
,

(2.733)
έτσι ώστε να αναπαράγεται ο Ψu µέσω της σχέσης :

Ψu = PRψ
ψu

M + PLψ
χu

M . (2.734)

΄Οπως έχουµε αναϕέρει ήδη, (2.186), οι κινητικοί όροι Weyl, χ†iσ̄µ∂µχ, είναι
ισοδύναµοι µε την Majorana έκϕραση 1

2Ψ
χ
M iγ

µ∂µΨ
χ
M και παροµοίως για τον

R−τύπου Weyl σπίνορα ψ†iσµ∂µψ, η αντίστοιχη έκϕραση Majorana ϑα είναι
1
2Ψ

ψ
M iγ

µ∂µΨ
ψ
M . Εποµένως, οι QCD αλληλεπιδράσεις για τα Ψχu

M και Ψψu

M ϑα
είναι :

1

2
Ψ̄χu

M iγµDµΨ
χu

M +
1

2
Ψ̄ψu

M iγµDµΨ
ψu

M . (2.735)

Αξιολογώντας την εξίσωση αυτή, πρέπει να έχουµε στο µυαλό µας ότι παρ΄
όλο που το R−µέρος της Ψψu

M και το L−µέρος της Ψχu

M µετασχηµατίζονται
σύµϕωνα µε την 3 αναπαράσταση της SU(3), το L−µέρος της Ψψu

M και το
R−µέρος της Ψχu

M µετασχηµατίζονται κάτω από την 3̄ της SU(3). Επόµενως,
το κοµµάτι της αλληλεπίδρασης του πρώτου όρου της (2.735) ϑα είναι :

− 1

4
Ψ̄χu

M γµ [λ ·AµPL − λ∗ ·AµPR] Ψ
χu

M

=− 1

4
Ψχu†
M

(
0 1
1 0

)(
0 σ̄µ

σµ 0

)[
λ ·Aµ

(
0 0
0 1

)
− λ∗ ·Aµ

(
1 0
0 0

)]
Ψχu

M

=− 1

4
Ψχu†
M

(
σ̄µ 0
0 σµ

)(
−λ∗ ·Aµ 0

0 λ ·Aµ

)
Ψχu

M

=− 1

4

(
(iσ2χ

∗
u)

† χ†
u

)( −σµλ∗ ·Aµ 0
0 σ̄µλ ·Aµ

)(
iσ2χ

∗
u

χu

)
=− 1

4

(
χTu (−iσ2) · (−σµλ∗ ·Aµ)iσ2χ

∗
u + χ†

uσ̄
µλ ·Aµχu

)
=− 1

4

(
χTu (−iσ2)σµ(−iσ2)λ∗ ·Aµχ

∗
u + χ†

uσ̄
µλ ·Aµχu

)
=− 1

4

(
−χTu σ̄µTλ∗ ·Aµχ

∗
u + χ†

uσ̄
µλ ·Aµχu

)
=− 1

4

(
(−χTu σ̄µTλ∗ ·Aµχ

∗
u)
T + χ†

uσ̄
µλ ·Aµχu

)
=− 1

4

(
χ†
uσ̄

µλ ·Aµχu + χ†
uσ̄

µλ ·Aµχu

)
=− 1

2
χ†
uσ̄

µλ ·Aµχu . (2.736)
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Καταλήξαµε λοιπόν στο ίδιο αποτέλεσµα που είχαµε καταλήξει δουλεύοντας
µε τους σπίνορες Weyl, (2.727). Το αντίστοιχο αποτέλεσµα παίρνουµε και στην
περίπτωση του δεύτερου όρου της (2.735) και αν έπειτα προσθέσουµε τα δύο
αποτελέσµατα αυτά αναπαράγεται προϕανώς το αποτέλεσµα που παίρνουµε
δουλεύοντας µε τον σπίνορα Dirac, (2.732).

Οι ηλεκτρασθενείς αλληλεπιδράσεις του SM προκύπτουν κατά παρόµοιο
τρόπο. Κατ΄ αρχήν, οι τριγραµµικές και τετραγραµµικές ιδιο-αλληλεπιδράσεις
των ασθενών µποζονίων ϐαθµίδας περιέχονται στους αντίστοιχους SU(2)L ×
U(1)Y τανυστές δύναµης πεδίου.

Ας ϑεωρήσουµε τώρα την αλληλεπίδραση µίας e−τύπου διπλέτας
(
χνe
χe

)
µε τα SU(2)L πεδία ϐαθµίδας W µ, η οποία δίνεται :

−1

2
g
(
χ†
νe χ†

e

)
σ̄µτ ·W µ

(
χνe
χe

)
, (2.737)

όπου οι τ δρουν πάνω στον διδιάστατο χώρο των νe−e και ο σ̄µ δρα πάνω στις
σπινοριακές συνιστώσες των χνe , χe.

Σε όρους σπίνορα Dirac, η αλληλεπίδραση είναι :

−1

2
g
(
Ψ̄νeL Ψ̄eL

)
γµτ ·W µ

(
ΨνeL

ΨeL

)
, (2.738)

όπου ΨeL =

(
1− γ5

2

)
Ψe =

(
0
χe

)
και παροµοίως και για τον Ψνe . Για δύο

οποιουσδήποτε σπίνορες Dirac, Ψ1,Ψ2, ισχύει :

Ψ̄2Lγ
µΨ1L =

(
0 χ†

2

)( 0 1
1 0

)(
0 σ̄µ

σµ 0

)(
0
χ1

)
= χ†

2σ̄
µχ1 .

(2.739)
∆ιαπιστώνουµε λοιπόν ότι η (2.737) είναι η ίδια µε την (2.738).

Η U(1)Y συναλλοιώτη παράγωγος παίρνει τη µορϕή:
∂µ +

1

2
ig′YLfBµ, Για τις SU(2)-L διπλέτες .

∂µ +
1

2
ig′YRfBµ, Για τις SU(2)-R διπλέτες .

, (2.740)

όπου, για παράδειγµα, YLe = −1, YRe = −2. Για τη διπλέτα
(
χνe
χe

)
, η

U(1)Y αλληλεπίδραση ϑα είναι :

−1

2
g′YLe

(
χ†
νe χ†

e

)
σ̄µBµ

(
χνe
χe

)
, (2.741)

η οποία είναι η ίδια µε την 4−συνιστωσών εκδοχή:

−1

2
g′YLe

(
Ψ̄νeL Ψ̄eL

)
γµBµ

(
ΨνeL

ΨeL

)
. (2.742)
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Αν αντικαταστήσουµε τη singlet ψe µε την χcē, όπως συνηθίζουµε, τότε το
υπερϕορτίο ϑα είναι Yē = −YRe. Εποµένως, η U(1)Y αλληλεπίδραση για το
χē ϑα είναι :

−1

2
g′(−YRe)χ†

ēσ̄
µBµχē . (2.743)

Εκµεταλλευµενοι πάλι τη συζυγία φορτίου, η τελευταία έκϕραση γράϕεται :

−1

2
g′YReχ

c
ēσ
µBµχ

c
ē, (2.744)

η οποία είναι η σωστή αλληλεπίδραση για το δεξιόστροϕο ηλεκτρονιακό πεδίο.
Στον τοµέα των κουάρκ, οι αλληλεπιδράσεις περιπλέκονται λόγω της α-

νάµιξης γενιών, όµως δεν παρουσιάζεται κάτι διαϕορετικό από ότι παίρνουµε
από το SM. Τα παραδείγµατα των αλληλεπιδράσεων που ϑεωρήσαµε παραπά-
νω είναι αρκετά για τον σκοπό µας.

2.8.3 R-parity

΄Οπως δηλώσαµε στην αρχή του κεϕαλαίου, η ελάχιστη υπερσυµµετρική εκδο-
χή του SM καθορίζεται πλήρως από την επιλογή του superpotential, (2.714).
Παρ΄ όλα αυτά, υπάρχουν κι άλλοι επανακανονικοποιήσιµοι όροι που είναι
gauge- αναλλοίωτοι αλλά ωστόσο δεν συµπεριλήϕθηκαν στο superpotential
της (2.714). Τέτοιοι είναι οι :

W∆L=1 = λijke Li · Lj ēk + λijkL Li ·Qj d̄k + µiLLi ·Hu , (2.745)

W∆B=1 = λijkB ūid̄j d̄k . (2.746)

Το superfield Qi φέρει ϐαρυονικό αριθµό B = 1/3, ενώ τα ū , d̄ φέρουν
B = −1/3. Το Li φέρει λεπτονικό αριθµό L = 1, ενώ το ē φέρει L = −1.
Εποµένως, διαπιστώνουµε ότι οι όροι της (2.745) παραβιάζουν τη διατήρη-
ση λεπτονιακού αριθµού κατά ένα, ενώ οι όροι της (2.746) παραβιάζουν τη
διατήρηση ϐαρυονικού αριθµού πάλι κατά ένα. ΄Οµως, αλληλεπιδράσεις που
να παραβιάζουν τις δύο αυτές αρχές δεν έχουν παρατηρηθεί. Αν οι στεθε-
ϱές σύζευξης λL, λB ήταν µη µηδενικές, τότε ϑα επιτρεπόταν η διάσπαση
του πρωτονίου. Στο SM δεν υπάρχουν επανακανονικοποιήσιµοι όροι που να
παραβιάζουν τις παραπάνω αρχές (ένα ωραίο µπόνους) και γι αυτό δεν προ-
ϐλέπεται η διάσπαση του πρωτονίου. ΄Ενας τρόπος να απαλλαγούµε από τους
παραπάνω όρους που παραβιάζουν τις B,L ϑα ήταν απλά να επιβάλλουµε
τις συµµετρίες αυτές στη λαγκρατζιανή µας. ΄Οµως οι δύο αυτές αρχές είναι
γνωστό ότι παραβιάζονται από µη διαταρακτικές ηλεκτρασθενείς επιδράσεις (οι
οποίες είναι αµελητέες στις συνηθισµένες ενεργειακές κλίµακες αλλά µπορεί
να σχετίζονται µε τη ϐρεϕική φάση του σύµπαντος) εποµένως δεν µπορούµε
να τις ϑεωρήσουµε σαν ϑεµελιώδεις και απλώς να τις επιβάλλουµε. Πρέπει
λοιπόν να ϐρούµε µία συµµετρία που να απαγορεύει τους όρους των (2.745),
(2.746), αλλά ταυτόχρονα να επιτρέπει όλες τις αλληλεπιδράσεις του MSSM.
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Η συµµετρία αυτή είναι η R−parity, η οποία διατηρείται πολλαπλασιαστι-
κά και ορίζεται σαν :

(−1)3B+L+2s, (2.747)

όπου s είναι το σπιν του σωµατιδίου. Αµέσως, φαίνεται ότι R = +1 για όλα
τα συµβατικά πεδία ύλης και R = −1 για όλα τα ϐαθµωτά υπερσυµµετρικά
ταίρια τους. Αϕού λοιπόν, οι όροι των (2.745), (2.746) παραβιάζουν τους L,B
κατά ένα, ενώ το σπιν διατηρείται σε όλες τις αλληλεπιδράσεις, συµπεραίνουµε
ότι σε καµία από τις δύο περιπτώσεις δεν διατηρείται η R-parity. Αντιθέτως, σε
όλους τους όρους της (2.714), η R-parity διατηρείται, αϕού περιέχουν περιττό
αριθµό από R = −1 ϐαθµωτά υπερσυµµετρικά σωµατίδια. Συνέπειες της
διατήρησης αυτή είναι :

� Το ελαϕρύτερο ϐαθµωτό υπερσυµµετρικό σωµατίδιο LSP είναι απολύτως
σταθερό και αν είναι ηλεκτρικά ουδέτερο, τότε είναι ένας καλός υποψή-
φιος για τη µη-ϐαρυονική σκοτεινή ύλη.

� Τα παράγωγα των διασπάσεων των άλλων ϐαθµωτών υπερσυµµετρικών
σωµατιδίων πρέπει να είναι σε περιττό αριθµό,

� Σε πειράµατα επιταχυντών, τα ϐαθµωτά υπερσυµµετρικά σωµατίδια µπο-
ϱούν να παράγονται µόνο κατά Ϲεύγη.

΄Οπως είπαµε και νωρίτερα, κρίνουµε φαινοµενολογικά ότι η υπερσυµ-
µετρία δε ϑα µπορούσε να είναι µία ακριβής συµµετρία καθώς δεν έχουµε
παρατηρήσει κανένα υπερσυµµετρικό σωµατίδιο. Περνάµε λοιπόν τώρα να
δούµε µε ποιον τρόπο συµβαίνει το σπάσιµο αυτό.

2.9 Το σπάσιµο της υπερσυµµετρίας

Εϕόσον η υπερσυµµετρία είναι µία σπασµένη συµµετρία των γνωστών ήδη
σωµατιδίων, αυτό σηµαίνει ότι το σπάσιµο της συµµετρίας αυτής πρέπει να
αντιµετωπιστεί πριν τη φαινοµενολογική εϕαρµογή του MSSM . Γενικά γνω-
ϱίζουµε δύο τρόπους µε τους οποίους µπορεί να σπάσει µία συµµετρία. Ο
πρώτος είναι µε την απευθείας εισαγωγή όρων που σπάνε τη συµµετρία στη
λαγκρατζιανή και ο δεύτερος είναι µε το αυθόρµητο σπάσιµο της συµµετρίας,
σαν αυτό που συµβαίνει στο σπάσιµο της ηλεκτρασθενούς συµµετρίας µέσω
του µηχανισµού Higgs . Στην περίπτωση του ηλεκτρασθενούς σπασίµατος, η
απαίτηση ότι οι όροι της λαγκρατζιανής πρέπει να είναι επανακανονικοποιή-
σιµοι, απαγορεύει την απευθείας εισαγωγή όρων µάζας που ϑα έσπαγαν την
ηλεκτρασθενή συµµετρία. Για το λόγο αυτό υπάρχει προτίµηση στο σπάσι-
µο της συµµετρίας αυτής µέσω του µηχανισµού Higgs . Για την περίπτωση
της υπερσυµµετρίας, αρχικά ϑα εξετάσουµε το αυθόρµητο σπάσιµο συµµε-
τρίας και µετά ϑα δούµε πώς σπάει η υπερσυµµετρία και µε την εισαγωγή
gauge- αναλλοίωτων και υπερσυµµετρικα επανακανονικοποιήσιµων όρων στη
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λαγκρατζιανή οι οποίοι επίσης περιορίζονται από την απαίτηση να µην επα-
νεισάγουν τετραγωνικές αποκλίσεις που ϑα χάλαγαν τη λύση που προσϕέρει
η υπερσυµµετρία στο πρόβληµα της λεπτής ϱύθµισης του SM .

2.9.1 Αυθόρµητο σπάσιµο της υπερσυµµετρίας

Η ϑεµελιώδης απαίτηση για µία συµµετρία σε µία ϑεωρία πεδίου να µπορεί
σπάσει αυθόρµητα είναι ένα πεδίο, του οποίου η µεταβολή κάτω από αυτήν τη
συµµετρία δεν είναι µηδέν, να µπορεί να αποκτήσει µη µηδενική αναµενόµενη
τιµή του κενού. ∆ηλαδή, αν το πεδίο αυτό συµβολίζεται σαν ϕ′, τότε η απαίτησή
µας είναι :

⟨0|ϕ′(x)|0⟩ ̸= 0 . (2.748)

Αϕού το ϕ′ δεν είναι αναλλοίωτο κάτω από τους µετασχηµατισµούς της συµ-
µετρίας, αυτό σηµαίνει ότι ϑα πρέπει να ανήκει σε κάποια multiplet µαζί µε
άλλα πεδία και ότι ϑα πρέπει να µπορεί να εκϕραστεί σαν (ϐλέπε (2.272)):

ϕ′(x) = i[Q,ϕ(x)], (2.749)

όπου Q είναι ένας ερµιτιανός γεννήτορας της οµάδας συµµετρίας και ϕ(x)
ένα κατάλληλο πεδίο που ανήκει στην ίδια multiplet. Με άλλα λόγια, µε έναν
µετασχηµατισµό της συµµετρίας, η µία κατάσταση περιστρέϕεται στην άλλη.
Εποµένως, για την παραπάνω αναµενόµενη τιµή του κενού του ϕ′(x), έχουµε:

⟨0|ϕ′|0⟩ = ⟨0|i[Q,ϕ]|0⟩ = ⟨0|iQϕ− iϕQ|0⟩ ̸= 0 (2.750)

Γενικά, για τη ϑεµελιώδη κατάσταση |0⟩ ϑεωρούµε ότι είναι τέτοια ώστεQ|0⟩ =
0, αϕού αυτό υποννοεί ότι η |0⟩ είναι αναλλοίωτη κάτω από τους µετασχη-
µατισµούς που παράγει ο Q. ΄Οµως αν ϑεωρήσουµε Q|0⟩ = 0, αυτοµάτως
παραβιάζουµε την απαίτηση (2.750) κι εποµένως, για το αυθόρµητο σπάσιµο
της συµµετρίας πρέπει να ϑεωρήσουµε ότι Q|0⟩ ̸= 0. Συνεπώς, µπορούµε να
πούµε ότι η δράση του τελεστή Q στο κενό δίνει, όχι µηδέν, αλλά ένα άλλο
πιθανό κενό |0⟩′. Εποµένως, µε αυτόν τον τρόπο, φυσικά, προτείνεται η ιδέα
των εκϕυλισµένων κενών (εκϕυλισµένα αϕού [Q,H] = 0). ΄Οµως, η παραπάνω
υπόθεση δεν είναι µαθηµατικά συνεπής. Για να καταλάβουµε τι συµβαίνει µε
το κενό µε µαθηµατική αυστηρότητα ϑα πρέπει να επικαλεστούµε το ϑεώρηµα
των Fabri, Picasso, οι οποίοι απέδειξαν ότι για το κενό ισχύουν ένα από τα
δύο παρακάτω:

(α) Είτε η Q|0⟩ = 0 είναι µία κατάσταση του τελεστή Q, µε µηδενική ι-
διοτιµή, έτσι ώστε η κατάσταση |0⟩ είναι αναλλοίωτη κάτω από έναν
µετασχηµατισµό της οµάδας συµµετρίας,

(β) Είτε η Q|0⟩ κατάσταση δεν υπάρχει στον χώρο αυτόν, ή αλλιώς, η νόρµα
της είναι άπειρη.
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Εποµένως, στην περίπτωσή µας, αποκλείσαµε την πρώτη περίπτωση οπότε
ουσιαστικά ϐρισκόµαστε στη δεύτερη (πιο αυστηρή µαθηµατικά δήλωση από
αυτή της ύπαρξης ενός δεύτερου κενού).

Συγκεκριµένα στην περίπτωσή µας, στην υπερσυµµετρία, υπάρχει µία ση-
µαντική σύνδεση των γεννητόρων της Q,Q† µε τη χαµιλτονιανή. Από την
αντιµεταθετική σχέση της υπερσυµµετρικής άλγεβρας (2.307), έχουµε:

{
Qa, Q

†
b

}
= σµabPµ =⇒


Q1Q

†
1 +Q†

1Q1 = (σµ)11P
µ = P0 + P3

Q2Q
†
2 +Q†

2Q2 = (σµ)22P
µ = P0 − P3

(2.751)

Που σηµαίνει ότι :

H ≡ P0 =
1

2

(
Q1Q

†
1 +Q†

1Q1 +Q2Q
†
2 +Q†

2Q2

)
, (2.752)

όπου H είναι προϕανώς η χαµιλτονιανή της ϑεωρίας. Αν πάρουµε την ανα-
µενόµενη τιµή του τελεστή της χαµιλτονιανής, όπως αυτή ορίστηκε ακριβώς
παραπάνω, ϐρίσκουµε:

⟨0|H|0⟩ = 1

2

(
⟨0|Q1Q

†
1|0⟩+ ⟨0|Q†

1Q1|0⟩+ ⟨0|Q2Q
†
2|0⟩+ ⟨0|Q†

2Q2|0⟩
)

=
1

2

(
|(Q†

1|0⟩)|
2 + |(Q1|0⟩)|2 + |(Q†

2|0⟩)|
2 + |(Q2|0⟩)|2

)
(2.753)

Αν ϑεωρούσαµε SUSY-αναλλοίωτη ϑεωρία, τότε οι γεννήτορες της Q,Q† ϑα
έπρεπε να έχουν µηδενική ιδιοτιµή δρώντας πάνω στην κατάσταση |0⟩ και
ϑα καταλήγαµε ότι η ενέργεια του κενού (χαµηλότερης κατάστασης) ϑα ήταν
µηδέν.

Ας υποθέσουµε τώρα ότι οι κινητικοί όροι της χαµιλτονιανής πυκνότητας
δε συνεισϕέρουν στην ενέργεια του κενού. Από την άλλη µεριά, η SUSY-
αναλλοίωτη πυκνότητα της δυναµικής ενέργειας δίνεται από την (2.710), η
οποία ϑα µπορούσε να ήταν σε µορϕή στην οποία να µην έχουµε απαλείψει
τα ϐοηθητικά πεδία. ΄Οπως ήδη έχουµε τονίσει (κάτω από την (2.710)), η
V είναι πάντα µεγαλύτερη ή ίση του µηδέν και καταλαβαίνουµε πλέον ότι η
περίπτωση όπου V = 0 αντιστοιχεί στην SUSY-αναλλοίωτη περίπτωση.

Για να µπορεί λοιπόν να σπάσει αυθόρµητα η υπερσυµµετρία, ϑα πρέπει
η V να µην έχει SUSY-αναλλοίωτο ελάχιστο, αϕού, αν είχε, το σύστηµα ϑα
είχε αναγκαστικά µηδενική ενέργεια (αϕού αυτό είναι το ελάχιστο της V ),
συνεπώς το αυθόρµητο σπάσιµο της συµµετρίας, απλά δε ϑα συνέβαινε. Στην
περίπτωση στην οποία το αυθόρµητο σπάσιµο συµβαίνει όταν κάποιο πεδίο
αναπτύσσει µη µηδενικό VEV, η ελάχιστη τιµή της V ϑα είναι µία µη µηδενική
σταθερά και η ενέργεια του κενού ϑα αποκλίνει. Αυτή η περίπτωση είναι
συνεπής µε την (2.753) και τη δεύτερη περίπτωση του ϑεωρήµατος Fabri-
Picasso, δηλαδή της άπειρης νόρµας της κατάστασης Qa|0⟩.

΄Οµως, στην περίπτωση της υπερσυµµετρίας, τι είδους πεδία ϕ′ µπορούν
να έχουν µη µηδενική τιµή ; Επιστρέϕοντας στην (2.749), µε Q πλέον να
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είναι ο υπερσυµµετρικός γεννήτορας, ϑεωρούµε όλες τις πιθανές µεταθετι-
κές σχέσεις, ξεκινώντας από αυτές της chiral supermultiplet. Οι µεταθετικές
σχέσεις των γεννητόρων µε τα πεδία καθορίζεται από τους υπερσυµµετρικούς
µετασχηµατισµούς των πεδίων, οι οποίοι είναι :

δξϕ = i[ξ ·Q,ϕ] = ξ · χ ,
δξχ = i[ξ ·Q,χ] = −iσµiσ2ξ∗∂µϕ+ ξ , F

δξF = i[ξ ·Q,F ] = −iξ†σ̄µ∂µχ . (2.754)

Η Lorentz αναλλοιώτητα υποννοεί ότι µόνο ϐαθµωτά πεδία µπορούν να ανα-
πτύξουν VEV, αϕού µόνο τέτοια VEVs είναι αναλλοίωτα κάτω από τους LT.
Εποµένως, παρατηρώντας τα δεξιά µέλη των παραπάνω µετασχηµατισµών,
καταλαβαίνουµε ότι η µόνη πιθανότητα για ένα SUSY-breaking VEV είναι :

⟨0|F |0⟩ ̸= 0 . (2.755)

Αυτό το είδος σπασίµατος της συµµετρίας ονοµάζεται F−τύπου, αϕού είναι το
ϐοηθητικό πεδίο F αυτό που αναπτύσσει VEV.

Ας ϑυµηθούµε τώρα ότι στο Wess-Zumino µοντέλο µε superpotential της
µορϕής

W =
1

2
Mijϕiϕj +

1

6
yijkϕiϕjϕk (2.756)

(σαν αυτό που χρησιµοποιείται στο MSSM ), είχαµε ότι :

Fi = −
(
∂W

∂ϕi

)†
= −

(
Mijϕj +

1

2
yijkϕjϕk

)†
, (2.757)

και V (ϕ) = |Fi|2, το οποίο έχει ένα προϕανές ελάχιστο όταν όλα τα πεδία
ϕ είναι µηδέν. Εποµένως, µε αυτήν τη µορϕή του W , η υπερσυµµετρία
δεν µπορεί να σπάσει αυθόρµητα. Για να πάρουµε το αυθόρµητο σπάσιµο
συµµετρίας πρέπει να προσθέσουµε µία σταθερά στο Fi, η οποία είναι ένας
γραµµικός όρος στο W (ϐλέπε την αναϕορά που δίνεται στη σχέση (2.401))
και αϕήνει το Wij απαράλλαχτο. Βέβαια, δεν είναι τόσο απλό όσο φαίνεται
να παραχθεί ένα µοντέλο που να δουλεύει. ΄Ενα τέτοιο, που παρήγαγε ο
O’Raifeartaigh, εµπλέκει τρία chiral supermultiplets και χρησιµοποιεί σαν
W το :

W = mϕ1ϕ3 + gϕ2(ϕ
2
3 −M2) , (2.758)

όπου τα m, g είναι πραγµατικές και ϑετικές παράµετροι, ενώ το M είναι πραγ-
µατικό. Αυτό δίνει :

−F †
1 = mϕ3, −F †

2 = g(ϕ23 −M2), −F †
3 = mϕ1 + 2gϕ2ϕ3 . (2.759)

Εποµένως,

V = |F1|2+|F2|2+|F3|2 = m2|ϕ3|2+g2|ϕ23−M2|2+|mϕ1+2gϕ2ϕ3|2 . (2.760)
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Οι δύο πρώτοι όροι δεν µπορούν να εξαϕανιστούν ταυτόχρονα, κι εποµένως,
δεν υπάρχει καµία πεδιακή διαµόρϕωση που να δίνει την SUSY-διατηρούµενη
περίπτωση, V = 0. Από την άλλη µεριά, για τον τρίτο όρο µπορούµε πάντα να
τον κάνουµε να εξαϕανίζεται από µία κατάλληλη επιλογή του ϕ1 δεδοµένων
των ϕ2, ϕ3. Εποµένως, για να ϐρούµε το SUSY-breaking ελάχιστο της V , αρκεί
να εξετάσουµε µόνο τους δύο πρώτους όρους της (2.760), οι οποίοι εξαρτώνται
µόνο από το ϕ3. Εισάγοντας λοιπόν το πραγµατικό και φανταστικό κοµµάτι
του ϕ3,

ϕ3 =
A+ iB√

2
, (2.761)

οι δύο πρώτοι όροι της (2.760) ϑα δώσουν:

V3 =
1

2
(m2−2g2M2)A2+

1

2
(m2+2g2M2)B2+

g2

4
(A2+B2)2+g2M4 . (2.762)

Η συνέχεια της ανάλυσης εξαρτάται από το πρόσηµο του συντελεστή του A2,
(m2 − 2g2M2). Θα ϑεωρήσουµε την περίπτωση

m2 > 2g2M2 , (2.763)

στην οποία ϐλέπουµε ότι το V3 έχει ένα προϕανές SUSY-breaking ελάχιστο
στο

A = B = 0, δηλαδή, ϕ3 = 0 , (2.764)

η οποία υποννοεί µέσω της (2.760) ότι

ϕ1 = 0 . (2.765)

Οι συνθήκες (2.764), (2.765) ερµηνεύονται σαν τα αντίστοιχα VEVs. Παρα-
τηρούµε ωστόσο ότι το ϕ2 παραµένει ακαθόριστο (η επονοµαζόµενη επίπεδη
συνιστώσα στον χώρο των πεδίων). Εποµένως, η λύση αυτή έχει ως αποτέλε-
σµα, µέσω των (2.759):

⟨0|F †
1 |0⟩ = ⟨0|F †

3 |0⟩ = 0 , (2.766)

αλλά
⟨0|F †

2 |0⟩ = gM2 , (2.767)

δηλαδή, µη µηδενικό VEV. Η ελάχιστη τιµή της V είναι g2M4, η οποία είναι
πάντα ϑετική, όπως περιµέναµε. Η παράµετρος M έχει διαστάσεις µάζας και
µπορεί να ϑεωρηθεί ότι δηλώνει την κλίµακα του αυθόρµητου σπασίµατος της
υπερσυµµετρίας, µέσω του ⟨0|F †

2 |0⟩ ̸= 0, όπως ακριβώς το ίδιο συµβαίνει και
µε το σπάσιµο της ηλετκρασθενούς συµµετρίας, όπου το VEV του Higgs ϑέτει
την αντίστοιχη κλίµακα.

Επίσης, πρέπει όλοι οι όροι στο superpotential του µοντέλου O’Raifeartaigh,
(2.758), να είναι απαραίτητα gauge-αναλλοίωτοι, ειδικά ο γραµµικός ως προς
το ϕ2. ΄Οµως, δεν υπάρχει κανένα πεδίο στο SM που να είναι gauge-αναλλοίωτο
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καθ΄ αυτό, δηλαδή, που να έχει όλους τους κβαντικούς αριθµούς ϐαθµίδας
µηδέν (ένα τέτοιο πεδίο ονοµάζεται gauge singlet). Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι
στο MSSM δεν µπορούµε να έχουµε κάποιον γραµµικό όρο στο αντίστοιχο
W , πράγµα που καθιστά το παρόν µοντέλο µη ϱεαλιστικό για το σπάσιµο της
υπερσυµµετρίας.

Παρ΄ όλα αυτά αξίζει να συνεχίσουµε λίγο τη µελέτη του F−τύπου σπασί-
µατος της υπερσυµµετρίας. Ας ϑεωρήσουµε τη δεύτερη περίπτωση του ϑεωρή-
µατος Fabri-Picasso. Θα δούµε ότι στην περίπτωση αυτή είναι απαραίτητη η
παρουσία κάποιων άµαζων σωµατιδίων. Το αν τα σωµατίδια αυτά είναι τελικά
παρατηρήσιµα εξαρτάται από το αν η ϑεωρία περιέχει διανυσµατικά πεδία.
Στην περίπτωσή µας, η υπερσυµµετρία είναι µία εκτεταµένη ϑεωρία, συνεπώς
δεν έχουµε καθόλου διανυσµατικά πεδία. ΄Εχουµε λοιπόν τον γεννήτορα Q
της υπερσυµµετρίας και, όπως είπαµε, ϑεωρούµε την περίπτωση στην οποία
το κενό της ϑεωρίας δεν είναι αναλλοίωτο, δηλαδή, η δράση του Q πάνω στην
κατάσταση του κενού δε δίνει µηδέν.

΄Εστω λοιπόν το πεδίο χ(x), το οποίο δεν είναι αναλλοίωτο κάτω από τον υ-
περσυµµετρικό µετασχηµατισµό, (2.754). Θεωρούµε λοιπόν την αναµενόµενη
τιµή του κενού ⟨0|[Q,χ(x)]|0⟩ για την οποία έχουµε:

0 ̸= ⟨0|[Q,χ(x)]|0⟩ =
∑
n

⟨0|Q|n⟩⟨n|χ(x)|0⟩ − ⟨0|χ(x)|n⟩⟨n|Q|0⟩ , (2.768)

όπου εισηγάγαµε ένα πλήρες σύνολο καταστάσεων. Αποδεικνύεται35 ότι η τε-
λευταία σχέση υποννοεί ότι ανάµεσα στις καταστάσεις |n⟩ πρέπει να υπάρχει
µία άµαζη κατάσταση, |g̃⟩, η οποία να συζεύγνυται µε το κενό, µέσω του γεν-
νήτοραQ, ⟨0|Q|g̃⟩ ̸= 0. Αυτή είναι η υπερσυµµετρική εκδοχή του ϑεωρήµατος
Goldstone. Το ϑεώρηµα δηλώνει ότι όταν µία συµµετρία σπάει αυθόρµητα,
συνεπάγεται την παρουσία ενός ή περισσότερων άµαζων σωµατιδιών, τα οποία
συζεύγνυνται µε το κενό µέσω ενός γεννήτορα της συµµετρίας. ΄Εχουµε ήδη
συναντήσει -στη µη-υπερσυµµετρική εκδοχή του SM - τα Goldstone µποζόνια
τα οποία όµως λόγω του ότι οι συµµετρίες ϐαθµίδας ϑεωρήθηκαν τοπικές -και
όχι εκτεταµένες- απορροϕήθηκαν από τα αντίστοιχα διανυσµατικά πεδία ϐαθ-
µίδας αποκτώντας έτσι µάζα (οι ϐαθµοί ελευθερίας των would-be Goldstone
bosons υπάρχουν πλέον σαν την τρίτη (διαµήκη) συνιστώσα των µποζονίων
ϐαθµίδας). Στην περίπτωση που η συµµετρία µας είναι η υπερσυµµετρία,
αϕού οι γεννήτορες είναι φερµιονικοί, τα Goldstone σωµατίδια είναι φερµιό-
νια και ονοµάζονται Goldstinos. Η κατάληξη -ino δεν υποννοεί ότι πρόκειται
για το υπερσυµµετρικό ταίρι του Goldstone µποζονίου, αλλά είναι από µό-
νο του ένα φερµιονικό Goldstone mode36. Μπορούµε να ελέγξουµε (και ϑα
το κάνουµε παρακάτω) ότι το φερµιονικό φάσµα του µοντέλου O’Raifeartaigh,
εµπεριέχει ένα άµαζο πεδίο χ2, το οποίο ϐρίσκεται σε µία supermultiplet µαζί

35Aitchison, Hey: Gauge theories in particle physics Volume II, section 17.4
36Γενικά, το Goldstino είναι η φερµιονική συνιστώσα της supermultiplet, της οποίας το

ϐοηθητικό πεδίο αναπτύσσει VEV.
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µε το ϐοηθητικό πεδίο F2 που όπως είδαµε ανέπτυξε το VEV και το ϐαθµωτό
πεδίο ϕ2, στου οποίου την κατεύθυνση το δυναµικό είναι «επίπεδο». Αυτή είναι
µία ανάλογη κατάσταση της ήδη γνωστής περίπτωσης του δυναµικού ((wine-
bottle)), στο οποίο το άµαζο σωµατίδιο σχετίζεται µε διακυµάνσεις γύρω από
τον επίπεδο «δακτύλιο» στη ϐάση του «µπουκαλιού».

Θα δείξουµε τώρα ότι το φάσµα των µαζών των σωµατιδίων του µοντέλου
O’Raifeartaigh αποτελείται από:

� ΄Εξι πραγµατικά πεδία µε τετραγωνικές µάζες 0, 0 για το πραγµατικό
και φανταστικό µέρος του ϕ2, αντίστοιχα, m2,m2 για το πραγµατικό και
φανταστικό µέρος του ϕ1 και m2 − 2g2M2,m2 + 2g2M2 για τα -όχι πια
εκϕυλισµένα- πραγµατικό και φανταστικό µέρος του ϕ3.

� Τρία L−τύπου φερµιόνια µε µάζες 0,m,m. Η πρώτη τιµή, 0, αϕορά το
Goldstino, χ2 το οποίο είναι εξ΄ ορισµού άµαζο, και η δεύτερη και τρίτη
τιµή m, αϕορά γραµµικούς συνδυασµούς των χ1, χ3.

Για τα ϐαθµωτά πεδία ϑα ϑεωρήσουµε για ευκολία ότι ⟨ϕ2⟩ = 0, έπειτα ϑα
αναπτύξουµε το δυναµικό γύρω από το σηµείο ϕ1 = ϕ2 = ϕ3 = 0 και ϑα
εξετάσουµε τους τετραγωνικούς όρους. Για τα φερµιόνια ϑα ϐρούµε τον πίνακα
µαζών Wij της (2.410) και ϑα διαγωνοποιήσουµε τον όρο µάζας εισάγοντας
τους γραµµικούς συνδυασµούς χ− = (χ1 − χ3)/

√
2, χ+ = (χ1 + χ3)/

√
2.

΄Εχουµε λοιπόν πρώτα για τα ϐαθµωτά πεδία :

V = m2|ϕ3|2 + g2|ϕ23 −M2|2 + |mϕ1 + 2gϕ2ϕ3|2

= m2|ϕ3|2 + g2(ϕ23 −M2)(ϕ†23 −M2) + (mϕ1 + 2gϕ2ϕ3)(mϕ
†
1 + 2gϕ†2ϕ

†
3)

= m2|ϕ3|2 + g2|ϕ3|4 + g2M4 − g2M2ϕ23 − g2M2ϕ†23 +m2|ϕ1|2 + 2gmϕ1ϕ
†
2ϕ

†
3

+ 2mgϕ†1ϕ2ϕ3 + 4g2|ϕ2|2|ϕ3|2

= m2|ϕ3|2 + g2|ϕ3|4 + g2M4 − g2M2
������:2Re(ϕ23)(
ϕ23 + ϕ†23

)
+m2|ϕ1|2

+ 2gm
�����������:2Re(ϕ†1ϕ2ϕ3)(
ϕ1ϕ

†
2ϕ

†
3 + ϕ†1ϕ2ϕ3

)
+ 4g2|ϕ2|2|ϕ3|2

= m2|ϕ1|2 +m2|ϕ3|2 + g2|ϕ3|4 + g2M4 + 4g2|ϕ2|2|ϕ3|2 − 2g2M2Re(ϕ23)

− 2gmRe(ϕ†1ϕ2ϕ3) +O
(
|ϕ2|2

)
= m2|A1 + iB1|2 +m2|A3 + iB3|2 + g2|ϕ3|4 + g2M4 + 4g2|ϕ2|2|ϕ3|2

− 2g2M2Re [(A3 + iB3)(A3 + iB3)]− 2gmRe(ϕ†1ϕ2ϕ3) +O
(
|A2 + iB2|2

)
mass
=

terms
m2A2

1 +m2B2
1 +m2A2

3 +m2B2
3 + 0A2

2 + 0B2
2 − 2g2M2Re

(
A2

3 −B2
3 + 2iA3B3

)
= m2A2

1 +m2B2
1 + 0A2

2 + 0B2
2 + (m2 − 2g2M2)A2

3 + (m2 + 2g2M2)B2
3 .

(2.769)

Εξετάζοντας λοιπόν µόνο τους τετραγωνικούς όρους, καταλήξαµε στο ότι υ-
πάρχουν δύο ϐαθµωτά πραγµατικά σωµατίδια, A1, B1, µε µάζα m2 και δύο
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ϐαθµωτά πραγµατικά σωµατίδια, A2, B2, µε µηδενική µάζα. Επίσης, ϐρή-
καµε ακόµα ένα ϐαθµωτό πραγµατικό πεδίο, B3, µε µάζα m2 + 2g2M2 και
εϕόσον ο συντελεστής του A2

3 είναι πάντα ϑετικός, (2.763), άλλο ένα ϐαθµωτό
πραγµατικό σωµατίδιο, A3, µε µάζα m2 − 2g2M2.

Περνάµε τώρα στον υπολογισµό για τα φερµιονικά πεδία. Για τον πίνακα
µαζών Wij , ϐρίσκουµε µέσω της (2.758) ότι αποτελείται από τα στοιχεία :

Wij =
∂2W

∂ϕi∂ϕj
⇒Wij =

∂2

∂ϕiϕj

(
mϕ1ϕ3 + gϕ2(ϕ

2
3 −M2)

)
⇒Wij =

 0 0 m
0 0 0
m 0 0

 . (2.770)

΄Αρα, για την περίπτωση των φερµιονίων ϑα ασχοληθούµε µε τον όρο Wijχi ·
χj + h.c. της λακρατζιανής αλληλεπίδρασης της (2.410). Ο όρος αυτός στην
περίπτωσή µας γίνεται :

W13χ1 · χ3 + h.c. (2.771)

και ψάχνουµε, κατά τα γνωστά, για όρους µάζας. Για να το καταϕέρουµε
πρέπει να εισάγουµε τους γραµµικούς συνδυασµούς :

χ− =
χ1 − χ3√

2

χ+ =
χ1 + χ3√

2

=⇒


χ1 =

χ+ + χ−√
2

χ3 =
χ+ − χ−√

2

(2.772)

Συνεπώς, αντικαθιστώντας, παίρνουµε:

{mχ1 · χ3 + h.c.} =

{
m
χ+ + χ−√

2

χ+ − χ−√
2

+ h.c.

}
=

1

2
{mχ+ · χ+ −mχ− · χ− + 0χ2 · χ2 + h.c.}

=
1

2

(
χ+ χ− χ2

) m 0 0
0 m 0
0 0 0

 χ+

χ−
χ2

 (2.773)

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι έχουµε δύο φερµιόνια µε µάζαm και ένα φερµιόνιο
µε µηδενική µάζα που αντιστοιχεί στο Goldstino. Απουσία του αυθόρµητου
σπασίµατος της συµµετρίας, όπως δηλώνει η (2.414), στο µοντέλο W-Z, µία
«µαζική» supermultiplet αποτελείται από ένα µιγαδικο ϐαθµωτό πεδίο (δύο
πραγµατικά) και από ένα L−τύπου σπινοριακό πεδίο, εκϕυλισµένα ως προς
τη µάζα. Είναι ενδιαϕέρον ότι στο µοντέλο του O’Raifeartaigh, που είναι η «3»
supermultiplet, µετά το σπάσιµο της συµµετρίας, υπακούει στη σχέση:

(m2 − 2g2M2) + (m2 + 2g2M2) = 2m2 = 2m2
χ3
, (2.774)
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η οποία ουσιαστικά είναι µία γενίκευση της σχέσης που ϑα ίσχυε στην SUSY-
διατηρούµενη περίπτωση, όπου g = 0 (οι µάζες ϑα ϐγαίναν ίσες). Βασικά,
υπάρχει ένας γενικός κανόνας για τις (tree-level) τιµές του m2 των ϐαθµωτών
πεδίων και chiral φερµιονίων στις ϑεωρίες µε αυθόρµητο σπάσιµο της συµµε-
τρίας : ∑

m2
real scal. = 2

∑
m2
chir.ferm., (2.775)

όπου είναι κατανοητό ότι η άθροιση γίνεται πάνω στους τοµείς µε ίδιους κβαν-
τικούς αριθµούς. ∆υστυχώς ο παραπάνω αθροιστικός κανόνας ουσιαστικά υ-
ποννοεί αυτό το είδος του σπασίµατος της συµµετρίας δεν µπορεί να είναι φαι-
νοµενολογικά ϐιώσιµο, αϕού απαιτεί την ύπαρξη, για παράδειγµα, ελαϕρών
ϐαθµωτών ταιριών των ελαϕρών SM φερµιονίων, κάτι που έχει αποκλειστεί
πειραµατικά.

Τώρα, ϑα ϑεωρήσουµε ένα αυθόρµητο σπάσιµο της υπερσυµµετρίας µέσω
όρων που ανήκουν σε µία gauge supermultiplet. Προχωρούµε κατά παρόµοιο
τρόπο, παραθέτοντας τους µετασχηµατισµούς των πεδίων που εµπλέκονται σε
µία gauge supermultiplet:

δξW
µa = i[ξ ·Q,Wµa] = − 1√

2
(ξ†σ̄µλa + λa†σ̄µξ) ,

δξλ
a = i[ξ ·Q,λa] = − i

2
√
2
σµσ̄νξF aµν +

1√
2
ξDa ,

δξD
a = i[ξ ·Q,Da] =

i√
2

(
ξ†σ̄µ(Dµλ)

a − (Dµλ)
a†σ̄µξ

)
. (2.776)

΄Οπως και στην περίπτωση της chiral supermultiplet, µόνο τα ϐοηθητικά πεδία
µπορούν να αναπτύξουν µη µηδενικά VEVs:

⟨0|Da|0⟩ ̸= 0, (2.777)

και για αυτό το λόγο αυτού του είδους τα αυθόρµητα σπασίµατα συµµετρίας
ονοµάζονται D−τύπου. Εκ πρώτης όψεως, φαίνεται ότι ένας τέτοιος µηχανι-
σµός δεν µπορεί να δουλέψει στο MSSM , του οποίου το ϐαθµωτό δυναµικό
δίνεται από τη σχέση (2.710). Το F−τύπου σπάσιµο της υπερσυµµετρίας
συνέβη µέσω του πρώτου όρου της, έτσι αντίστοιχα, το D−τύπου σπάσιµο
ϑα συµβαίνει µέσω του δεύτερου όρου της, που περιλαµβάνει τις gauge συ-
νεισϕορές. Προϕανώς, ο δεύτερος όρος έχει ένα SUSY-preserving ελάχιστο,
V = 0, όταν όλα τα πεδία εξαϕανίζονται. ΄Οµως, υπάρχει κι άλλος τρόπος.
΄Οπως στην περίπτωση του F−τύπου όπου εισηγάγαµε έναν γραµµικό όρο
στην W , ένας ανάλογος µηχανισµός έχει ανακαλυϕθεί από τους Fayet και
Ηλιόπουλο, για την U(1) συµµετρία ϐαθµίδας. Το ϐοηθητικό πεδίο µίας U(1)
gauge supermultiplet είναι gauge-αναλλοίωτο κι ένας όρος ανάλογος του D
στη λαγκρατζιανή ϑα είναι επίσης και SUSY-αναλλοίωτος, αϕού το D µετα-
σχηµατίζεται κατά µία ολική παράγωγο. Υποθέτουµε λοιπόν ότι προσθέτουµε
έναν όρο M2D, τον όρο Fayet-Ηλιόπουλος, στη λαγκρατζιανή (2.708). Το
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κοµµάτι που περιλαµβάνει τον D−όρο ϑα είναι πλέον :

LD =M2D +
1

2
D2 − g1D

∑
i

eiϕ
†
iϕi, (2.778)

όπου ei είναι τα U(1) φορτία των ϐαθµωτών πεδίων ϕi σε µονάδες g1, της
σταθεράς σύζευξης της U(1). Η εξίσωση κίνησης για το D είναι :

D = −M2 + g1
∑
i

eiϕ
†
iϕi . (2.779)

Το αντίστοιχο δυναµικό είναι πλέον :

VD =
1

2

(
−M2 + g1

∑
i

eiϕ
†
iϕi

)2

. (2.780)

Ας ϑεωρήσουµε για λόγους απλότητας µόνο ένα ϐαθµωτό πεδίο, ϕ, µε φορτίο
eg1. Για eg1 > 0, αν ελαχιστοποιήσουµε το δυναµικό ως προς ϕ, ϑα πάρουµε
µία SUSY-διατηρούµενη λύση µε VD = 0 και ⟨0|D|0⟩ = 0 και ταυτόχρονα,
παίρνουµε µη µηδενική τιµή του ϕ, δηλαδή αναπτύσσει VEV, |⟨0|ϕ|0⟩| =
(M2/eg1)

1/2, το οποίο σπάει την U(1) συµµετρία και επίσης παράγεται µάζα
για το διανυσµατικό µποζόνιο.

Αν από την άλλη αν ϑεωρήσουµε eg1 < 0, ϐρίσκουµε µία SUSY-breaking
λύση, VD = 1

2M
4, όταν ⟨0|D|0⟩ = −M2. Επίσης, παίρνουµε ότι ⟨0|ϕ|0⟩ = 0,

δηλαδή ένα U(1)−διατηρούµενο σπάσιµο, όπως και επιζητούσαµε. Αντικαθι-
στώντας την τιµή του VEV του D στην παραπάνω λαγκρατζιανή LD, παίρνου-
µε :

LD = −1

2
M4 − |eg1|M2ϕ†ϕ+ . . . , (2.781)

δείχνοντας ότι το πεδίο ϕ αποκτά µάζα M(|eg1|)1/2, ενώ το gaugino, λ, και το
Aµ παραµένουν άµαζα, µε το λ να αναλαµβάνει το ϱόλο του άµαζου Goldstino.

∆υστυχώς, ο µηχανισµός αυτός δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί στη µη αβε-
λιανή περίπτωση, διότι δεν υπάρχει όρος της µορϕής Da που να είναι gauge-
αναλλοίωτος (δεν είναι singlet, αλλά ϐρίσκεται στην adjoint ). Θα µπορούσαµε
τουλάχιστον να µεταϕέρουµε το D−τύπου σπάσιµο της υπερσυµµετρίας στην
αβελιανή περίπτωση U(1)Y του MSSM ; Η απάντηση είναι όχι. Αυτό που ε-
µείς ϑέλουµε είναι µία κατάσταση στην οποία τα ϐαθµωτά πεδία της (2.780)
να µην αποκτούν VEVs (για παράδειγµα λόγω του ότι έχουν πολύ µεγάλη
µάζα στο superpotential) έτσι ώστε το ελάχιστο της (2.780) να αναγκάζει το
D να έχει µη µηδενική αναµενόµενη τιµή στο κενό µε αποτέλεσµα να σπάσει
την υπερσυµµετρία. Στο MSSM όµως, τα πεδία των squark και slepton δεν
έχουν όρους µάζας στο superpotential κι έτσι δεν τα εµποδίζει τίποτα να α-
ποκτήσουν και αυτά VEV κατά την ελαχιστοποίηση του VD. ΄Οµως κάτι τέτοιο
ϑα υποννοούσε το σπάσιµο οποιασδήποτε συµµετρίας που σχετίζεται µε τους
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κβαντικούς αριθµούς που φέρουν τα πεδία αυτά. όπως το χρώµα. Κάτι τέτοια
είναι προϕανώς µη αποδεκτό.

Γενικά, επικρατεί η άποψη ότι το αυθόρµητο σπάσιµο της υπερσυµµε-
τρίας ϑα µπορούσε να συµβεί σε έναν τοµέα που είναι ασθενώς συζευγµένος
µε τις chiral supermultiplets του MSSM. Για παράδειγµα, ϑα µπορούσε να
συµβεί µέσω ϐαρυτικών αλληλεπιδράσεων (στην κλίµακα του Planck) ή µέσω
ηλεκτρασθενών αλληλεπιδράσεων ϐαθµίδας. Παρακάτω ϑα δούµε έναν άλ-
λο πιθανό τρόπο σπασίµατος της υπερσυµµετρίας, µε την εισαγωγή των soft
SUSY-breaking όρων στη λαγκρατζιανή.

2.9.2 Soft SUSY-breaking όροι

Πέρα από την προσπάθεια εύρεσης ενός µοντέλου που να σπάει αυθόρµητα
την υπερσυµµετρία, µπορούµε ανεξαρτήτως να ψάξουµε για κάποια παραµε-
τροποίηση των SUSY-breaking όρων που ϑα έπρεπε να είναι παρόντες στις
«χαµηλές ενέργειες» και να κάνουµε φαινοµενολογία µε αυτούς. Είναι µεγά-
λης σηµασίας, οι όροι αυτοί να είναι soft, δηλαδή, να έχουν διάσταση ϑετικής
µάζας, για παράδειγµαM2ϕ2,Mϕ3,Mχ ·χ κ.ά.. Ο λόγος είναι ότι τέτοιοι όροι
(οι οποίοι είναι super-renormalizable) δε ϑα εισαγάγουν καινούριες αποκλί-
σεις στις µάζες των ϐαθµωτών πεδίων και δε ϑα επαναϕέρουν το πρόβληµα της
ιεραρχίας των µαζών που έλυσε η υπερσυµµετρία. ΄Οπως είδαµε στην εισαγω-
γή, µία τυπική ενός-ϐρόχου διόρθωση ακτινοβολίας για τη µάζα του ϐαθµωτού
πεδίου είναι :

δm2 ∼ (λscalar − g2fermion)Λ
2. (2.782)

Με την εισαγωγή της υπερσυµµετρίας έχουµε ουσιαστικά λscalar = g2fermion
κι έτσι η εξάρτηση από το Λ γίνεται -ακίνδυνη- λογαριθµική. Ας υποθέσουµε
τώρα ότι οι αδιάστατες σταθερές λαµβάνουν οι ίδιες αποκλίνουσες διορθώσεις
ενός ϐρόχου από τη στιγµή που εµπλέκονται soft SUSY-breaking αλληλεπι-
δράσεις. ΄Οµως -µετά την εισαγωγή τους- οι όροι αυτοί δε χαλάνε την ακύρωση
των τετραγωνικών αποκλίσεων στη µάζα των ϐαθµωτών πεδίων, αλλά αρκούν-
ται στο να κάνουν τις δύο σταθερές να διαϕέρουν σε τάξη ln Λ. Αυτό σηµαίνει
ότι το δm2 ϑα πηγαίνει περίπου m2

soft ln(Λ/msoft), όπου msoft είναι η τυ-
πική κλίµακα µάζας των soft SUSY-breaking όρων. Αυτή είναι µία ασϕαλής
µετατόπιση υπό την έννοια του fine-tuning του SM , δεδοµένου φυσικά ότι
η νέα αυτή msoft κλίµακα δεν είναι πολύ πάνω από -ας πούµε- 1TeV . Η
προέλευση της κλίµακας αυτής είναι άγνωστη. Ο αριθµός των διαϕορετικών
πιθανών soft SUSY-breaking όρων είναι αρκετά περιορισµένος και για αυτό
τους απαριθµούµε:

(α) Μάζες των gaugino για κάθε οµάδα ϐαθµίδας :

−1

2
(M3g̃

a · g̃a +M2W̃
a · W̃ a +M1B̃ · B̃ + h.c.), (2.783)

όπου προϕανώς, ο πρώτος δείκτης παίρνει τιµές 1 . . . 8, ο δεύτερος 1 . . . 3
και το «·» γινόµενο αϕορά το ϐαθµωτό σπινοριακό γινόµενο. Τα σωµα-
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τίδια που εµπλέκονται είναι τα υπερσυµµετρικά φερµιονικά ταίρια των
διανυσµατικών µποζονίων του SM και είναι όλα L−τύπου σπίνορες. Πα-
ϱοµοίως µε ό,τι είδαµε στο µοντέλο W-Z για τη µάζα του L−τύπου σπί-
νορα χ, (2.425), οι µάζες των gaugino δίνονται από τις απόλυτες τιµές
Mi. Για ευκολία ϑα ϑεωρήσουµε ότι οι παράµετροι αυτές είναι πραγµα-
τικές (για να µην εισαγάγουµε καµία CP−παραβίαση) αλλά δεν είναι
υποχρεωτικό να είναι ϑετικές. Θα δούµε παρακάτω πως δουλεύουµε
στην περίπτωση των αρνητικών Mi.

(β) Squark (mass)2 όροι :

−m2
Q̃ij
Q̃†
i · Q̃j −m2

˜̄uij
˜̄u†Li ˜̄uLj −m2

˜̄dij

˜̄d†Li
˜̄dLj , (2.784)

όπου i, j είναι οικογενειακοί δείκτες και το «·» γινόµενο αϕορά το SU(2)L−αναλλοίωτο
ϐαθµωτό γινόµενο των 2, 2̄ αναπαραστάσεων.

(γ) Slepton (mass)2 όροι :

−m2
L̃ij
L̃†
i · Lj −m2

˜̄eij
˜̄e†Li ˜̄eLj . (2.785)

(δ) Higgs (mass)2 όροι :

−m2
Hu
H†
u ·Hu −m2

Hd
H†
d ·Hd − (bHu ·Hd + h.c.), (2.786)

όπου το SU(2)L αναλλοίωτο γινόµενο είναι :

H†
u ·Hu = H†

uHu =
(
H+†
u H0†

u

)( H+
u

H0
u

)
= H+†

u H+
u +H0†

u H
0
u

= |H+
u |2 + |H0

u|2 (2.787)

και αντίστοιχα για το H†
d ·Hd, ενώ για το Hu ·Hd έχουµε:

Hu ·Hd = HT
u (iσ2)Hd =

(
H+
u H0

u

)( 0 1
−1 0

)(
H0
d

H−
d

)
=
(
H+
u H0

u

)( H−
d

−H0
d

)
= H+

u H
−
d −H0

uH
0
d . (2.788)

(ϵ) Τριπλές ϐαθµωτές συζεύξεις

−aiju ˜̄uLiQ̃j ·Hu + aijd
˜̄dLiQ̃j ·Hd + aije ˜̄eLiL̃j ·Hd + h.c.. (2.789)

Οι πέντε (mass)2 πίνακες είναι µιγαδικοί γενικά, αλλά πρέπει να είναι ερµιτια-
νοί ώστε η λαγκρατζιανή να είναι πραγµατική. ΄Ολες οι παραπάνω περιπτώσεις
που απαριθµήσαµε σαϕώς σπάνε την υπερσυµµετρία, αϕού εµπλέκουν µόνο
ϐαθµωτά και gauginos χωρίς τα αντίστοιχα υπερσυµετρικά τους ταίρια.
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Είναι σηµαντικό από την άλλη να τονίσουµε ότι οι πέντε πάνω περιπτώσεις
εµπεριέχουν όρους οι οποίοι σέβονται τις SM gauge συµµετρίες. Ο b−όρος της
(2.786) και οι τριπλές ϐαθµωτές συζεύξεις, (2.789), έχουν την ίδια µορϕή µε
τις µ και Yukawa συζεύξεις στο gauge-αναλλοίωτο superpotential της (2.714),
αλλά προϕανώς εδώ έχουµε ϐαθµωτά πεδία και όχι superfields. Επίσης, µία
τρανταχτή παρατήρηση είναι ότι σε αντίθεση µε τους όρους µάζας των σωµα-
τιδίων του SM , gauge-αναλλοίωτοι όροι µάζας των υπερσυµµετρικών ταιριών
τους είναι πιθανοί. Ας πάρουµε την (2.783) σαν παράδειγµα. Τα gauginos
γενικά είναι στην adjoint αναπαράσταση της οµάδας ϐαθµίδας, π.χ. τα Winos
ϐρίσκονται στην t = 1 αναπαράσταση της SU(2). Στην αναπαράσταση αυτή, οι
πίνακες µετασχηµατισµού επιλέγονται να είναι πραγµατικοί (οι γεννήτορες εί-
ναι καθαρά φανταστικοί) που σηµαίνει ότι είναι ορθογώνιοι (αντί για µοναδια-
κοί), όπως οι πίνακες στροϕής στον τρισδιάστατο σώρο. Εποµένως, ποσότητες
του τύπου W̃ · W̃ είναι αναλλοίωτες κάτω από τους SU(2) µετασχηµατισµούς,
συµπεριλαµβάνοµένων και των τοπικών, αϕού δεν περιέχονται καθόλου πα-
ϱάγωγοι. Το ίδιο ισχύει για τα gluino και το bino. Περνώντας στις (2.784) και
(2.785), οι όροι µαζών των squarks και sleptons επιτρέπονται αν τα i, j είναι
οικογενειακοί δείκτες και ταm2

ij είναι ερµιτιανοί πίνακες στο χώρο των γενιών,
αϕού κάτω από έναν gauge µετασχηµατισµό ισχύει ϕi → Uϕi, ϕj → Uϕj , ό-
που UU † = 1 και τα ϕ είναι squark και slepton multiplets γεύσεων. ΄Οροι
µάζας Higgs του τύπου −m2

Hu
H†
uHu είναι φυσικά παρόντες ήδη στο SM ,

(ϑετικό −m2
Hu

αϕορά όρο µάζας αλλά αρνητικό −m2
Hu

επάγει το αυθόρµητο
σπάσιµο της ηλεκτρασθενούς συµµετρίας µέσω τουν µηχανισµοή Higgs ) και,
από τη σκοπιά του MSSM πρέπει να συµπεριληϕθούν τέτοιοι SUSY-violating
όροι ώστε να υπάρχει κάποια πιθανότητα να σπάσει αυθόρµητα η ηλεκτρα-
σθενής συµµετρία. Ο b−όρος της (2.786) είναι σαν τον µ−όρο της (2.722),
αλλά περιέχει µόνο τα πεδία Higgs και όχι τα Higgsinos, που σηµαίνει ό-
τι σπάει την υπερσυµµετρία. SUSY-breaking όροι µάζας µόνο µε Higgsinos
απαγορεύονται λόγω της gauge-αναλλοιώτητας, αλλά ο µ−όρος της (2.722)
είναι gauge-αναλλοίωτος και συνεισϕέρει στους µη διαγώνιους όρους µάζας
του Higgsino. Το γενικό συµπέρασµα λοιπόν των παραπάνω ϑεωρήσεων εί-
ναι ότι όροι µάζας που διατηρούν την ηλεκτρασθενή συµµετρία µπορούν να
γραϕτούν απευθείας για όλα τα -ως τώρα- µη παρατηρηµένα σωµατίδια του
MSSM .

Αντίθετα, παρόµοιοι όροι αποτελούµενοι από τα σωµατίδια του SM όλοι
σπάνε την ηλεκτρασθενή συµµετρία, το οποίο είναι µη αποδεκτό, γεγονός που
σηµαίνει ότι οι όροι µάζας πρέπει να αναδυθούν µέσω αυθόρµητου σπασί-
µατος της συµµετρίας. Εποµένως, στο πλαίσιο του MSSM, είναι λογικό τα
γνωστά σωµατίδια να έχουν ανακαλυϕθεί αϕού είναι «ελαϕριά», µε την κλί-
µακα να σχετίζεται µε το σπάσιµο της ηλεκτρασθενούς συµµετρίας η οποία
πρέπει να έπεται αυτό της υπερσυµµετρίας. Υπενθυµίζουµε ότι δεν υπήρ-
χε όρος µε το σωστό (αρνητικό) πρόσηµο ο οποίος να επάγει το σπάσιµο της
ηλεκτρασθενούς ϑεωρίας στη SUSY-αναλλοίωτη περίπτωση, αϕού οι Yukawa-
τύπου όροι της (2.714) όντως σέβονται την υπερσυµµετρία αλλά δεν µπορούν
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να παράγουν φερµιονικές µάζες, εκτός και αν κάποιο πεδίο Higgs αναπτύξει
VEV, κάτι το οποίο δεν είναι δυνατό να συµβεί µε το δυναµικό της (2.710).
Επίσης, οι gauge-αναλλοίωτες συζεύξεις είναι µέρος µίας SUSY-αναλλοίωτης
ϑεωρίας όµως οι όροι µάζας των διανυσµατικών πεδίων της ηλεκτρασθενούς
ϑεωρίας απαιτούν το Higgs VEV. ΄Ετσι οι µάζες των µη ανακαλυϕθέντων υ-
περσυµµετρικών ταιριών (και γενικότερα των παραµέτρων) µπορεί να είναι
αρκετά µεγαλύτερες, αλλά όχι τόσο ώστε να δηµιουργείται πάλι πρόβληµα λε-
πτής ϱύθµισης. Από αυτήν την οπτική γωνία, δεν υπάρχει ξεκάθαρη διάκριση
ανάµεσα στην ηλεκτρασθενή και την SUSY-breaking κλίµακα.

∆υστυχώς, παρ΄ όλο που είδαµε πως ο αριθµός των µορϕών των «soft» όρων
που σπάνε την υπερσυµµετρία είναι περιορισµένος, όταν ϑεωρήσουµε όλα τα
πεδία του MSSM παίρνουµε αρκετούς όρους τελικά. Αυτό οδηγεί στην εισα-
γωγή πολλών νέων παραµέτρων (οι ∆ηµόπουλος και Sutter τις µετρήσανε και
ϐρήκαν ότι είναι 105 συνολικά), δηλαδή, µαζών, γωνιών ανάµιξης και φάσεις.
Αξίζει να τονίσουµε ότι η απότοµη αυτή αύξηση στον αριθµό των παραµέτρων
σχετίζεται αποκλειστικά µε το σπάσιµο της υπερσυµµετρίας, αϕού η SUSY-
αναλλοίωτη ϑεωρία έχει µόλις µία καινούρια παράµετρο σε σχέση µε το SM
, το µ. Ξαϕνικά λοιπόν ερχόµαστε αντιµέτωποι µε µία πολύ µεγάλη αυθαι-
ϱεσία στη ϑεωρία µας, κάτι το οποίο όµως είναι τελικά πλασµατικό. Αυτό
γιατί εκτενείς περιοχές του χώρου των παραµέτρων αποκλείονται φαινοµενο-
λογικά. Αυτό συµβαίνει γιατί οι περισσότερες χαρακτηριστικές τιµές των νέων
παραµέτρων επιτρέπουν τα ουδέτερα ϱεύµατα αλλαγής γεύσης, ή νέες πηγές
παραβίασης της CP , σε επίπεδα τέτοια τα οποία αποκλείονται πειραµατικά. Η
ύπαρξη τέτοιων ισχυρών περιορισµών στις SUSY-breaking παραµέτρους στην
κλίµακα του SM, προτείνει ότι οποιοσδήποτε και να είναι τελικά ο µηχανι-
σµός του σπασίµατος της υπερσυµµετρίας, ϑα πρέπει να είναι τέτοιος ώστε να
οδηγεί στην καταπίεση επικίνδυνων µη διαγώνιων όρων.

Στο επόµενο κεϕάλαιο ϑα συζητήσουµε τον τοµέα Higgs του MSSM στον
οποίο εισέρχονται µόνο λίγες νέες παράµετροι και µπορεί να γίνει και µί-
α πολύ σηµαντική πρόβλεψη, δηλαδή να δοθεί ένα άνω όριο στη µάζα του
ελαϕρύτερου Higgs µποζονίου.

2.10 Ο Higgs τοµέας και το σπάσιµο τη ηλεκτρασθε-
νούς συµµετρίας στο MSSM

2.10.1 Το ϐαθµωτό δυναµικό και οι συνθήκες για το σπάσιµο
της ηλεκτρασθενούς συµµετρίας

Το πρώτο πράγµα που πρέπει να κάνουµε είναι να ϐρούµε το δυναµικό για τα
ϐαθµωτά πεδία Higgs στο MSSM . Στο µοντέλο αυτό, υπάρχουν δύο SU(2)L
διπλέτες Hu,Hd µε ασθενές υπερϕορτίο Y = 1,−1, αντίστοιχα. Το κλασικό
tree-level δυναµικό για τα ϐαθµωτά αυτά πεδία συνίσταται από διάϕορους
όρους. Πρώτον, όπως έχουµε ήδη δει, έχουµε τετραγωνικούς όρους από τη
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SUSY-αναλλοίωτη συνεισϕορά της (2.724) (F−όρος), η οποία συµπεριλαµ-
ϐάνει την παράµετρο µ από το superpotential, (2.714). ∆εύτερον, έχουµε
επίσης συνεισϕορά από τον Higgs SUSY-breaking όρο, (2.786), από τον οποίο
παίρνουµε:

m2
Hu
H†
u·Hu+m

2
Hd
H†
d·Hd

(2.787)
= m2

Hu

(
|H+

u |2 + |H0
u|2
)
+m2

Hd

(
|H0

d |2 + |H−
d |

2
)
,

(2.790)
όπου οι παράµετροι m2

Hu
,m2

Hd
έχουν είτε ϑετικό είτε αρνητικό πρόσηµο. Ε-

πίσης, από τον Higgs SUSY-breaking όρο, (2.786), παίρνουµε:

bHu ·Hd + h.c.
(2.788)
= b

(
H+
u H

−
d −H0

uH
0
d

)
+ h.c. . (2.791)

Τρίτον πρέπει να συµπεριλάβουµε τους SUSY-αναλλοίωτους όρους τέταρτης
τάξης, της µορϕής (Higgs )2(Higgs )2, τους οποίους ϑα υπολογίσουµε για τον
ηλεκτρασθενή τοµέα του MSSM , δηλαδή τους D−όρους της σχέσης (2.710).
΄Εχουµε λοιπόν δύο οµάδες, G, την SU(2)L, µε σταθερά g και την U(1)Y , µε
σταθερά g′/2, ϕi = Hu, ϕj = Hd κι εποµένως :

1

2

∑
G

∑
a

∑
i,j

g2G(ϕ
†
iT

a
Gϕi)(ϕ

†
jT

a
Gϕj) =

=
1

2
g2
(
H†
u

τa

2
Hu +H†

d

τa

2
Hd

)(
H†
u

τa

2
Hu +H†

d

τa

2
Hd

)
+
1

2

(
g′

2

)2 (
H†
uYHuHu +H†

dYHd
Hd

)(
H†
uYHuHu +H†

dYHd
Hd

)
=

1

2

[(
H†
u

τ

2
Hu

)
·
(
H†
u

τ

2
Hu

)
+
(
H†
u

τ

2
Hu) · (H†

d

τ

2
Hd

)
+
(
H†
d

τ

2
Hd

)
·
(
H†
u

τ

2
Hu

)
+
(
H†
d

τ

2
Hd

)
·
(
H†
d

τ

2
Hd

)]
+

1

8
g
′2
(
H†
uHu −H†

dHd

)(
H†
uHu −H†

dHd

)
=

1

8
g2

[∣∣∣∣ (H†
uτ1Hu,H

†
uτ2Hu,H

†
uτ3Hu

) ∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣ (H†
dτ1Hd,H

†
dτ2Hd,H

†
dτ3Hd

) ∣∣∣∣2
+ 2

(
H†
uτ1Hu, H

†
uτ2Hu,H

†
uτ3Hu

)(
H†
dτ1Hd,H

†
dτ2Hd,H

†
dτ3Hd
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+

1

8
g
′2
(
H†
uHu −H†

dHd

)2
=

1

8
g2
{[(

|H+
u |2 + |H0

u|2
)
−
(
|H0

d |2 + |H−
d |

2
)]2

+4
(
H+
u H

0†
d +H0

uH
−†
d

)(
H+†
u H0

d +H0†
u H

−
d

)}
+

1

8
g
′2
[(
|H+

u |2 + |H+
0 |2
)
−
(
|H0

d |2 + |H−
d |

2
)]2

. (2.792)

Εποµένως, αν ϐάλουµε όλες µαζί τις συνεισϕορές, δηλαδή, τους τετραγωνικούς
όρους από (i) τη SUSY-αναλλοίωτη (F−όρο) συνεισϕορά (2.724) και (ii) τους
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SUSY-breaking όρους της (2.786) και (iii) τους όρους τέταρτης δύναµης που
υπολογίσαµε στην (2.792), παίρνουµε το συνολικό ϐαθµωτό δυναµικό του
MSSM:

V =
(
|µ|2 +m2

Hu

) (
|H+

u |2 + |H0
u|2
)
+
(
|µ|2 +m2

Hd

) (
|H0

d |2 + |H−
d |

2
)

+
[
b
(
H+
u H

−
d −H0

uH
0
d

)
+ h.c.

]
+
g2 + g

′2

8
×

×
(
|H+

u |2 + |H0
u|2 − |H0

d |2 − |H−
d |

2
)2

+
g2

2

∣∣H+
u H

0†
d +H0

uH
−†
d

∣∣2 .
(2.793)

Προτιµήσαµε να µη γράψουµε τα
(
|µ|2 +m2

Hu

)
και

(
|µ|2 +m2

Hd

)
σανm2

1,m
2
2,

αντίστοιχα ώστε να τονίζεται το γεγονός ότι το |µ|2 προκύπτει από έναν SUSY-
αναλλοίωτο όρο και είναι υποχρεωτικά ϑετικό, ενώ τα m2

Hu
,m2

Hd
προκύπτουν

από SUSY-breaking όρους κι έτσι είναι απροσδιόριστου προσήµου.
Πρέπει λοιπόν τώρα να εξετάσουµε αν το δυναµικό (2.793) µπορεί να απο-

κτήσει ελάχιστο το οποίο να σπάει την ηλεκτρασθενή συµµετρία στην U(1)em
και αν ναι, κάτω από ποιες συνθήκες.

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τη συµµετρία ϐαθµίδας, για να απλοποι-
ήσουµε κάπως τις πράξεις. ΄Οπως στην περίπτωση του SM, µπορούµε να ελατ-
τώσουµε ένα πιθανό VEV µίας συνιστώσας είτε τουHu ή τουHd στο µηδέν µέσω
ενός SU(2)L µετασχηµατισµού (unitary gauge). ΄Ετσι επιλέγουµε H+

u = 0 στο
ελάχιστο του V κι εποµένως οι συνθήκες H+

u = 0 και ∂V/∂H+
u = 0 ϑα µας

δώσουν:

∂V
∂H+

u
=
(
|µ|2 +mHu

)
H+†
u + bH−

d +
g2 + g

′2

2
×

× 2
(
|H+

u |2 + |H0
u|2 − |H0

d |2 − |H−
d

)
H+†
u

+
g2

2
H0†
d

(
H0
dH

+†
u +H−

d H
0†
u

)
0

H+
u =0
= bH−

d +
g2

2
H0†
d H

−
d H

0†
u = H0

d

(
b+

g2

2
H0†
d H

0†
u

)
= 0

=⇒ H−
d = 0 ή b+

g2

2
H0†
d H

0†
u = 0 . (2.794)

Το δεύτερο αποτέλεσµα της (2.794) ϑα µετατρέψει τον b−όρο της (2.793) σε :

b
(
H+
u H

−
d −H0

uH
0
d

)
+ h.c. = b

(
�
��>

0
H+
u H

−
d −H0

uH
0
d

)
+ b†

(
H−†
d �

��>
0

H+†
u −H0†

d H
0†
u

)

= −g
2

2
H0†
d H

0†
u

(
−H0

uH
0
d

)
− g2

2
H0
uH

0
d

(
−H0†

d H
0†
u

)
= g2|H0

d |2|H0
u|2 , (2.795)
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το οποίο είναι πάντα ϑετικό και ασύµβατο µε το σπάσιµο της συµµετρίας.
΄Οπως ϑα δούµε, το πρώτο αποτέλεσµα της (2.794), H−

d = 0, οδηγεί σε µίαν
αρνητική b−συνεισϕορά.

∆εχόµενοι λοιπόν εναλλακτικά τη λύση H−
d = 0, σηµαίνει ότι ούτε το

H+
u αλλά ούτε το H−

d αναπτύσσουν VEV, µε (ικανοποιητικό) αποτέλεσµα, ο
ηλεκτροµανγνητισµός να µην σπάει αυθόρµητα. Αµελώντας πλέον τις φορ-
τισµένες Higgs συνιστώσες, συγκεντρωνόµαστε στο δυναµικό για τα ουδέτερα
πεδία που είναι :

Vn =
(
|µ|2 +m2

Hu

)
|H0

u|2 +
(
|µ|2 +m2

Hd

)
|H0

d |2

−
(
bH0

uH
0
d + h.c.

)
+
g2 + g

′2

8

(
|H0

u|2 − |H0
d |2
)2
. (2.796)

Εδώ είναι ένα καλό σηµείο να τονίσουµε το γεγονός ότι ο συντελεστής του
όρου τέταρτης δύναµης δεν είναι µία ελεύθερη παράµετρος του µοντέλου,
αλλά καθορίζεται από τις καλά ορισµένες σταθερές σύζευξης ηλεκτρασθενών
αληλεπιδράσεων,

(
g2 + g

′2
)
/8 ≈ 0.065. Αυτό έρχεται σε αντιδιαστολή µε την

περίπτωση του SM καθώς σε αυτό ο αντίστοιχος όρος έχει συντελεστή λ/4,
µε το λ να είναι µία ελεύθερη παράµετρος. Από το εισαγωγικό κεϕάλαιο,
ϑυµόµαστε ότι η µάζα του µποζονίου Higgs για ένα συγκεκριµένο VEV, είναι
ανάλογη του

√
λ, γεγονός το οποίο προτείνει ότι στο MSSM πρέπει να υπάρχει

ένα σχετικά ελαϕρύ Higgs σωµατίδιο.
Ας ϑεωρήσουµε τώρα τον b−όρο της (2.796), ο οποίος είναι ο µόνος όρος

που εξαρτάται από τις φάσεις των πεδίων (και όχι µόνο από τα µέτρα). Χωρίς
ϐλάβη της γενικότητας, επιλέγουµε ο b να είναι πραγµατικός και ϑετικός,
µε την τυχαία φάση του b, να απορροϕάται στη σχετική φάση των H0

u,H
0
d .

Για ένα ελάχιστο του Vn το γινόµενο H0
uH

0
d πρέπει να είναι πραγµατικό και

ϑετικό, το οποίο σηµαίνει ότι (στο ελάχιστο) τα VEV των H0
u,H

0
d ϑα πρέπει να

έχουν ίσες και αντίθετες φάσεις. Εϕόσον τα πεδία αυτά έχουν ίσα και αντίθετα
υπερϕορτία, µπορούµε να κάνουµε έναν U(1) µετασχηµατισµό για να γίνουν
και οι φάσεις και των δύο µηδέν. ΄Ολα τα VEV και οι συζεύξεις µπορούν να
επιλεχθούν πραγµατικές, το οποίο σηµαίνει ότι η CP−συµµετρία δε σπάει
αυθόρµητα από το ϐαθµωτό δυναµικό του MSSM.

Εποµένως, τώρα το ϐαθµωτό ουδέτερο δυναµικό παίρνει την πιο εύχρηστη
µορϕή:

V =
(
|µ|2 +m2

Hu

)
x2+

(
|µ|2 +m2

Hd

)
y2−2bxy+

g2 + g
′2

8
(x2−y2)2, (2.797)

όπου x = |H0
u| και y = |H0

d |, και εξαρτάται µόνο από τις τρεις παραµέτρους
|µ|2+m2

Hu
, |µ|2+m2

Hd
και b. Θέλουµε να ϐρούµε τις απαιτούµενες συνθήκες

ώστε να παίρνουµε ένα σταθερό ελάχιστο του Vn για µη µηδενικές τιµές των
x, y.

Κατ΄ αρχήν σηµειώνουµε ότι κατά µήκος της «επίπεδης» διεύθυνσης x = y
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το δυναµικό ϑα είναι :

Vn(x = y) =
(
|µ|2 +m2

Hu

)2
x2 +

(
|µ|2 +m2

Hd

)2
x2 − 2bxx+

g2 + g
′2

8
(x2 − x2)2

=
(
2|µ|2 +m2

Hu
+m2

Hd
− 2b

)
x2 (2.798)

και δε ϑα έχει ελάχιστο, εκτός αν η δεύτερη παράγωγος του δυναµικού είναι
ϑετική, δηλαδή:

V ′′ = 2|µ|2 +m2
Hu

+m2
Hd

− 2b > 0 ⇒ 2|µ|2 +m2
Hu

+m2
Hd

> 2b > 0 (2.799)

Η συνθήκη αυτή µας υποδεικνύει ότι δε γίνεται τα |µ|2+m2
Hu

και |µ|2+m2
Hu

να είναι ταυτόχρονα αρνητικά. Αυτό υποννοεί ότι το σηµείο x = y = 0 δεν
µπορεί να είναι ένα µέγιστο του Vn. Στην περίπτωση που τα |µ|2 + m2

Hu

και |µ|2 + m2
Hu

είναι και τα δύο ϑετικά, τότε η αρχή είναι ένα ελάχιστο -
γεγονός που δεν επιτρέπει το σπάσιµο της συµµετρίας- εκτός αν είναι ένα
σαγµατικό σηµείο37 (saddle point). Για να είναι ένα σηµείο σαγµατικό ϑα
πρέπει η ορίζουσα του Hessian πίνακα στο σηµείο αυτό να είναι αρνητική (αν
η ορίζουσα είναι ϑετική και η δεύτερη παράγωγος ϑετική τότε έχουµε τοπικό
ελάχιστο, ενώ αν η ορίζουσα είναι ϑετική αλλά η δεύτερη παράγωγος αρνητική,
τότε ειναι τοπικό µέγιστο). Εποµένως ϐρίσκουµε τον H(0, 0):

H(x, y) =

(
Vxx Vxy
Vyx Vyy

)

=

(
2(|µ|2 +m2

Hu
) + g2+g

′2

2 (3x2 − y2) −2b− (g2 + g
′2)xy

−2b− (g2 + g
′2)xy 2(|µ|2 +m2

Hd
) + g2+g

′2

2 (3y2 − x2)

)

=⇒ H(x = 0, y = 0) =

(
2(|µ|2 +m2

Hu
) −2b

−2b 2(|µ|2 +m2
Hd

)

)
(2.800)

και υπολογίζουµε την ορίζουσά του, D(0, 0):

D(0, 0) = 2(|µ|2 +m2
Hu

)2(|µ|2 +m2
Hd

)− 4b2 . (2.801)

΄Οπως είπαµε για να είναι το σηµείο σαγµατικό ϑα πρέπει η D(0, 0) να είναι
αρνητική:

D(0, 0) < 0 ⇒ 4(|µ|2 +m2
Hu

)(|µ|2 +m2
Hd

)− 4b2 < 0

⇒ (|µ|2 +m2
Hu

)(|µ|2 +m2
Hd

) < b2 . (2.802)

Εποµένως, καταλήξαµε στο ότι για να µην είναι το σηµείο (0, 0) ελάχιστο του
ϐαθµωτού δυναµικού, ϑα πρέπει να είναι σαγµατικό σηµείο, γεγονός το οποίο

37Σηµείο εντός του πεδίου ορισµού µίας συνάρτησης όπου η πρώτη παράγωγος είναι µηδέν
αλλά δεν είναι τοπικό ακρότατο.
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ισχύει αν ικανοποιείται η (2.802). Η συνθήκη αυτή ικανοποιείται αυτοµάτως
όταν ένας από τους δύο παράγοντες είναι αρνητικός.

Η πρώτη συνθήκη, (2.799) µας πληροϕορεί ότι τα |µ|2+m2
Hu

και |µ|2+m2
Hd

δεν µπορούν να είναι ταυτόχρονα αρνητικά αλλά η δεύτερη συνθήκη, (2.802),
επιβάλλει το ένα από τα δύο να είναι αρνητικό. Εποµένως, ϑέλουµε τον έναν
παράγοντα ϑετικό και τον άλλον αρνητικό.

Ο b−όρος λοιπόν ευνοεί το σπάσιµο της ηλεκτρασθενούς συµµετρίας, αλλά
δεν απαιτείται (το b) να είναι µη µηδενικό. Τι µπορούµε όµως να πούµε για
τα m2

Hu
,m2

Hd
; Καταρχήν, για να ικανοποιούνται οι δύο συνθήκες, (2.799),

(2.802), που ϐρήκαµε ταυτόχρονα, δεν µπορεί να ισχύει m2
Hu

= m2
Hd

(η
ισότητα υπουίθεται ότι ϑα ισχύει σε κάποιο σηµείο ενοποίησης). Αν ϐρούµε
τις β−συναρτήσεις των ϐαθµωτών σωµατιδίων στο softly σπασµένο MSSM ,
ισχύει ότι η RGE οδηγεί την παράµετρο m2

Hu
σε αρνητικές τιµές στην κλίµακα

των ηλεκτρασθενών αλληλεπιδράσεων. Είναι γεγονός ότι µία αρνητική τιµή
του m2

Hu
αποτελεί καλή είδηση γιατί τείνει να ικανοποιήσει το γεγονός ότι

ένας από τους δύο |µ|2 + m2
Hu

και |µ|2 + m2
Hd

πρέπει να είναι αρνητικός.
΄Οµως, ακόµα και αν m2

Hu
< 0 δε σηµαίνει αναγκαστικά ότι ο |µ|2 + m2

Hu

ϑα είναι αρνητικός, αϕού µπορεί το µ2 να είναι µεγαλύτερο από το |m2
Hu

|.
Μία µεγάλη αρνητική τιµή του m2

Hu
δεν είναι κάτι παρατραβηγµένο, όµως

δε µας επιτρέπεται να πούµε µε σιγουριά ότι το σπάσιµο της ηλεκτρασθενούς
συµµετρίας ΘΑ συµβεί µε αυτόν τον µηχανισµό.

΄Εχοντας λοιπόν ϑεµελιώσει τις συνθήκες, (2.799), (2.802), που απαιτούν-
ται για να αποκτήσουν τα |H0

u|, |H0
d | µη µηδενικό VEV, ας πούµε υu, υd, αν-

τίστοιχα, µπορούµε να προχωρήσουµε ϐρίσκοντας τις εξισώσεις που ϑα µας
καθορίσουν τα VEVs, οι οποίες ϐρίσκονται επιβάλλοντας τις συνθήκες :

∂V
∂x

∣∣∣∣
υu

=
∂V
∂y

∣∣∣∣
υd

= 0 . (2.803)
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Εκτελούµε τις παραγωγίσεις κι έπειτα αντικαθιστούµε x = υu και y = υd:
∂V
∂x

= 2
(
|µ|2 +m2

Hu

)
x− 2by +

g2 + g
′2

2
(x2 − y2)x

∂V
∂y

= 2
(
|µ|2 +m2

Hd

)
y − 2bx− g2 + g

′2

2
(x2 − y2)y

⇒



∂V
∂x

∣∣∣∣
υu

= 2
(
|µ|2 +m2

Hu

)
υu − 2bυd +

g2 + g
′2

2
(υ2u − υ2d)υu = 0

∂V
∂y

∣∣∣∣
υd

= 2
(
|µ|2 +m2

Hd

)
υd − 2bυu −

g2 + g
′2

2
(υ2u − υ2d)υd = 0

⇒


(
|µ|2 +m2

Hu

)
υu − bυd +

g2 + g
′2

4
(υ2u − υ2d)υu = 0

(
|µ|2 +m2

Hd

)
υd − bυu −

g2 + g
′2

4
(υ2u − υ2d)υd = 0

(2.804)

΄Ενας συνδυασµός των υu, υd δίνεται από το πείραµα αϕού καθορίζει τη µάζα
των W και Z µποζονίων. Οι σχετικοί όροι στον ηλεκτρασθενή τοµέα είναι :

(DµHu)
†(DµHu) + (DµHd)

†(DµHd), (2.805)

όπου η συναλλοίωτη παράγωγος είναι :

Dµ = ∂µ + ig
τ

2
W µ + i

g′

2
Y Bµ . (2.806)
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Θα ϐρούµε λοιπόν ποιος είναι ο συνδυσµός αυτός µέσω της (2.805):

(DµHu)
†(DµHu) + (DµHd)

†(DµHd) =

=

[(
∂µ + ig

τ

2
W µ + i

g′

2
Bµ

)(
0

υu + η

)]† [(
∂µ + ig

τ

2
W µ + i

g′

2
Bµ

)(
0

υu + η

)]
+

[(
∂µ + ig

τ

2
W µ − i

g′

2
Bµ

)(
υd + ξ

0

)]† [(
∂µ + ig

τ

2
W µ − i

g′

2
Bµ

)(
υd + ξ

0

)]
=
(
0 υu + η

)(
∂µ − ig

τ

2
W µ − i

g′

2
Bµ

)(
∂µ + ig

τ

2
W µ + i

g′

2
Bµ

)(
0

υu + η

)
+
(
υd + ξ 0

)(
∂µ − ig

τ

2
W µ + i

g′

2
Bµ

)(
∂µ + ig

τ

2
W µ − i

g′

2
Bµ

)(
υd + ξ

0

)
=
(
0 υu + η

) ∣∣∂µ + ig
τ

2
W µ + i

g′

2
Bµ
∣∣2( 0

υu + η

)
+
(
υd + ξ 0

) ∣∣∂µ + ig
τ

2
W µ − i

g′

2
Bµ
∣∣2( υd + ξ

0

)
no
=

deriv.

(
0 υu + η

) ∣∣igτ
2
W µ + i

g′

2
Bµ
∣∣2( 0

υu + η

)
+
(
υd + ξ 0

) ∣∣igτ
2
W µ − i

g′

2
Bµ
∣∣2( υd + ξ

0

)
quad. terms

=
gauge fields

υ2u
(
0 1

) g

2
W 3
µ +

g′

2
Bµ

g

2
(W 1

µ − iW 2
µ)

g

2
(W 1

µ + iW 2
µ) −g

2
W 3
µ +

g′

2
Bµ

( 0
1

)

+ υ2d
(
0 1

) g

2
W 3
µ − g′

2
Bµ

g

2
(W 1

µ − iW 2
µ)

g

2
(W 1

µ + iW 2
µ) −g

2
W 3
µ − g′

2
Bµ

( 0
1

)

= υ2u

(
g

2
(W 1

µ + iW 2
µ) −g

2
W 3
µ +

g′

2
Bµ

) g

2
(W 1

µ − iW 2
µ)

−g
2
W 3
µ +

g′

2
Bµ


+ υ2d

(
g

2
(W 1

µ + iW 2
µ) −g

2
W 3
µ − g′

2
Bµ

) g

2
(W 1

µ − iW 2
µ)

−g
2
W 3
µ − g′

2
Bµ

 (2.807)

Από την έκϕραση αυτή ϑα πρέπει να πάρουµε τους όρους µάζας των διανυ-
σµατικών µποζονίων. ∆ηλαδή, ϑα ταυτοποιήσουµε τους όρους της µε τους

M2
WW

+
µ W

µ− +
1

2
M2
ZZµZ

µ (2.808)
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Εποµένως, ϑα έχουµε:

M2
WW

+
µ W

µ− = υ2u

(
g2

4
W 12

µ +
g2

4
W 22

µ

)
+ υ2d

(
g2

4
W 12

µ +
g2

4
W 22

µ

)
=
g2

4

(
υ2u + υ2d

) (
W 12

µ +W 22

µ

)
. (2.809)

Ορίζοντας W±
µ =

1√
2

(
W 12
µ ∓ iW 22

µ

)
, αποκτούµε:

M2
WW

+
µ W

µ− =
g2

2

(
υ2u + υ2d

)
W+
µ W

µ− ⇒M2
W =

g2

2

(
υ2u + υ2d

)
. (2.810)

Επίσης παίρνουµε:

1

2
M2
zZµZ

µ = υ2u

(
g

2
W 3
µ − g′

2
Bµ

)2

+ υ2d

(
g

2
W 3
µ +

g′

2
Bµ

)2

=
υ2u
4

(
W 3
µ Bµ

)( g2 −gg′
−gg′ g

′2

)(
Wµ3

Bµ

)
+
υ2d
4

(
W 3
µ Bµ

)( g2 gg′

gg′ g
′2

)(
Wµ3

Bµ

)
. (2.811)

∆ιαγωνοποιώντας τους δύο πίνακες ϑα καταλήξουµε µε τις µάζες των φυσικών
πεδίων Aµ, Zµ. Οι δύο πίνακες, έστω A,B αντίστοιχα, έχουν το ίδιο χαρα-
κτηριστικό πολυώνυµο αϕού η ορίζουσα τους είναι µηδέν και το ίχνος τους
(g2+ g

′2). Οι ϱίζες του πολυωνύµου ϑα είναι οι ιδιοτιµές του πίνακα δηλαδή:

∆(t) = t2 − Tr(A) + det(A) = t2 − (g21 + g22)t+ (g21g
2
2 − g21g

2
2) = 0 ⇒

∆(t) = t
[
t− (g21 + g22)

]
= 0 ⇒ t = 0 ή t = g2 + g

′2 . (2.812)

Εποµένως, ο διαγώνιος πίνακας που προκύπτει είναι :

M =

(
g2 + g

′2 0
0 0

)
. (2.813)

∆ιαγωνοποίηση του πίνακαA σηµαίνει ότι µπορεί να γραϕτεί σανA = PMP−1,
όπου P είναι ο πίνακας που έχει στήλες τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα. Επο-
µένως, σε κάθε ιδιοτιµή ti αντιστοιχεί και από ένα ιδιοδιάνυσµα vi, οπότε τα
υπολογίζουµε µέσω της σχέσης :

(A−tiI)vi = 0 ⇒


Av1 = t1Iv1

Av2 = t2Iv2

⇒



(
g2 −gg′

−gg′ g
′2

)(
x
y

)
=

(
(g2 + g

′2)x

(g2 + g
′2)y

)
(

g2 −gg′
−gg′ g

′2

)(
w
z

)
=

(
0
0

)
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Συνεπώς, τα κανονικοποιηµένα ιδιοδιανύσµατα ϑα είναι :

v1 =
1√

g2 + g′2

(
g

−g′
)
, v2 =

1√
g2 + g′2

(
g′

g

)
, (2.814)

ο πίνακας P ϑα είναι :

P = (v1 v2) =
1√

g2 + g′2

(
g g′

−g′ g

)
(2.815)

και αντίστοιχα ο αντίστροϕος του P ϑα είναι :

P−1 =
1√

g2 + g′2

(
g −g′
g′ g

)
. (2.816)

Εποµένως, η (2.811) ϑα γίνει :

1

2
M2
zZµZ

µ =
1

2

(
Zµ Aµ

)( M2
z 0
0 0

)(
Zµ

Aµ

)
=
υ2u
4

(
W 3
µ Bµ

)
PMP−1

(
Wµ3

Bµ

)
+
υ2d
4

(
W 3
µ Bµ

)
PMP−1

(
Wµ3

Bµ

)
=

(
υ2u
4

+
υ2d
4

)(
W 3
µ Bµ

)
PMP−1

(
Wµ3

Bµ

)
. (2.817)

΄Ετσι λοιπόν, καταλήξαµε στην :

1

2
M2
zZµZ

µ =

(
υ2u
4

+
υ2d
4

)(
W 3
µ Bµ

)
P

(
g2 + g

′2 0
0 0

)
P−1

(
Wµ3

Bµ

)
,

από την οποία παίρνουµε τη µάζα του φυσικού µποζονίου Zµ (στη τη µάζα του
φωτονίου αντιστοιχεί η µηδενική ιδιοτιµή) και την έκϕραση των δύο φυσικών
µποζονίων σαν συνδυασµό των Wµ3, Bµ:

1

2
M2
z =

υ2u + υ2d
4

(g2 + g
′2) ⇒M2

z =
υ2u + υ2d

2
(g2 + g

′2)(
Zµ

Aµ

)
= P−1

(
Wµ3

Bµ

)
=

1√
g2 + g′2

(
g −g′
g′ g

)(
Wµ3

Bµ

)
⇒

Zµ =
gWµ3 − g′Bµ√

g2 + g′2
και Aµ =

gWµ3 + g′Bµ√
g2 + g′2

. (2.818)

Από την έκϕραση της µάζας των W±, (2.810), παίρνουµε:

M2
W =

g2

2

(
υ2u + υ2d

)
⇒ υ2u + υ2d =

(
2M2

W

g2

)1/2

(= 174GeV ) . (2.819)
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Ορίζοντας λοιπόν :
tanβ =

υu
υd

(2.820)

και έχοντας έναν συνδυασµό των VEV συναρτήσει της µάζας των W που γνω-
ϱίζουµε από τη φαινοµενολογία, ϑα γράψουµε τώρα τις εκϕράσεις που δίνουν
τα VEVs, (2.804) σαν :(

|µ|2 +m2
Hu

)
υu = bυd +

g2 + g
′2

4
(υ2d − υ2u)υu(

|µ|2 +m2
Hu

)
υu = bυd +

g2 + g
′2

4

υ2u + υ2d
υ2u + υ2d

(υ2d − υ2u)υu

(
|µ|2 +m2

Hu

)
= b

υd
υu

+
1

2

g2 + g
′2

2

υ2d − υ2u
υ2u + υ2d

(υ2d + υ2u)

(
|µ|2 +m2

Hu

)
= b cotβ +

1

2
M2
z

υ2d − υ2u
υ2d

υ2d + υ2u
υ2d(

|µ|2 +m2
Hu

)
= b cotβ +

M2
z

2

1− tan2 β

1 + tan2 β(
|µ|2 +m2

Hu

)
= b cotβ +

M2
z

2
cos 2β . (2.821)

Παροµοίως : (
|µ|2 +m2

Hd

)
= b tanβ − M2

z

2
cos 2β . (2.822)

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις δύο τελευταίες εξισώσεις για να απαλεί-
ψουµε τα |µ|, b, όµως η φάση του µ παραµένει αδιευκρίνιστη. Επίσης, αϕού
τα υu, υd είναι πραγµατικά και ϑετικά, η γωνία β ϐρίσκεται στο διάστηµα
[0, π/2). Παρακάτω ϑα ϐρούµε το φάσµα των µαζών των σωµατιδίων Higgs.

2.10.2 Οι tree-level µάζες των Higgs καταστάσεων στο MSSM

Στο SM υπάρχουν τέσσερα πραγµατικά πεδία, ή αλλιώς, τέσσερις ϐαθµοί ελευ-
ϑερίας. Μετά το σπάσιµο της ηλεκτρασθενούς συµµετρίας, οι τρεις από αυτούς
γίνονται οι διαµήκεις ϐαθµοί ελευθερίας των τριών διανυσµατικών µποζονί-
ων, ενώ ο τέταρτος είναι το ουδέτερο σωµατίδιο Higgs. Η µάζα του φυσικού
µποζονίου Higgs ϐρίσκεται αν ϑεωρήσουµε τετραγωνικές αποκλίσεις από την
κατάσταση του κενού. Στο MSSM υπάρχουν οχτώ πραγµατικά πεδία -ϐαθµοί
ελευθερίας- τρία από τα οποία είναι άµαζα, και όπως στην περίπτωση του SM
, «καταπίνονται» από τα W±, Z0. Οι µάζες των υπόλοιπων πέντε ϐρίσκονται
πάλι αναπτύσσοντας το δυναµικό σε δεύτερη τάξη ως προς τα πεδία. Παρ΄
όλο που φαίνεται σαν µία επανάληψη της διαδικασίας του SM , δεν είναι τόσο
απλή, λόγω του ότι οι τετραγωνικές αποκλίσεις δεν είναι διαγώνιες ως προς τα
πεδία, έτσι ώστε να χρειάζεται κάποια διαγωνοποίηση για να ϐρούµε τις µάζες.
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Πιλοτικά, ϑα δείξουµε τη διαδικασία, ϑεωρώντας τη λαγκρατζιανή:

L12 = ∂µϕ1∂
µϕ1 + ∂µϕ2∂

µϕ2 − V (ϕ1, ϕ2), (2.823)

όπου το V (ϕ1, ϕ2) έχει ελάχιστο στο ϕ1 = υ1, ϕ2 = υ2. Αναπτύσσουµε το V
γύρω από το ελάχιστο, κρατώντας µόνο τετραγωνικούς όρους :

Lquad12 = ∂µϕ1∂
µϕ1 + ∂µϕ2∂

µϕ2 −
1

2

∂2V

∂ϕ21
(ϕ1 − υ1)

2

− 1

2

∂2V

∂ϕ22
(ϕ2 − υ2)

2 − ∂2V

∂ϕ1∂ϕ2
(ϕ1 − υ1)(ϕ2 − υ2), (2.824)

όπου οι παράγωγοι υπολογίζονται προϕανώς στα ϕ1 = υ1, ϕ2 = υ2. Ορίζοντας
τώρα:

ϕ̃1 =
1√
2
(ϕ1 − υ1), ϕ̃2 =

1√
2
(ϕ2 − υ2) , (2.825)

η (2.824) γίνεται :

Lquad12 = ∂µϕ̃1∂
µϕ̃1 + ∂µϕ̃2∂

µϕ̃2 −
1

2

(
ϕ̃1 ϕ̃2

)
M sq

(
ϕ̃1
ϕ̃2

)
, (2.826)

όπου ο πίνακας των τετραγωνικών µαζών M sq είναι :

M sq =
1

2

(
V

′′
11 V

′′
12

V
′′
21 V

′′
22

)
, όπου V

′′
ij =

∂2V

∂ϕi∂ϕj
(υ1, υ2) . (2.827)

Ο πίνακας M sq είναι πραγµατικός και συµµετρικός, συνεπώς µπορεί να δια-
γωνοποιηθεί µέσω ενός ορθογώνιου µετασχηµατισµού της µορϕής:(

ϕ+
ϕ−

)
=

(
cos a − sin a
sin a cos a

)(
ϕ̃1
ϕ̃2

)
. (2.828)

Εποµένως, αν οι ιδιοτιµές του M sq είναι m1,m2, η (2.826) γίνεται στη νέα
ϐάση:

Lquad12 =
1

2
∂µϕ+∂

µϕ+ +
1

2
∂µϕ−∂

µϕ− − 1

2
ϕ2+m

2
+ − 1

2
ϕ2−m

2
−, (2.829)

από την οποία έπεται ότι m2
+,m

2
− είναι οι µάζες των πεδίων ϕ+, ϕ−.

Θα εϕαρµόσουµε την παραπάνω διαδικασία στο Ϲευγάρι των πεδίων ImH0
u, ImH

0
d .

Το κοµµάτι του ϐαθµωτού δυναµικού της (2.796) που εµπλέκει το Ϲευγάρι αυ-
τό των πεδίων είναι :

VA =
(
|µ|2 +m2

Hu

) (
ImH0

u

)2
+
(
|µ|2 +m2

Hd

) (
ImH0

d

)2
+ 2b

(
ImH0

u

) (
ImH0

d

)
+
g2 + g

′2

8

[(
ReH0

u

)2
+
(
ImH0

u

)2 − (ReH0
d

)2 − (ImH0
d

)2]2
. (2.830)
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Υπολογίζουµε τις δεύτερες παραγώγους του παραπάνω δυναµικού για να
ϐρούµε τα στοιχεία πίνακα του M sq:

M sq
11 =

1

2
V

′′
A11 =

∂2VA11
∂(ImH0

u)
2

∣∣∣∣∣
|H0

d |=υd

|H0
u|=υu

= |µ|2 +m2
Hu

+
g2 + g

′2

4

(
υ2u − υ2d

) (2.804)
= b cotβ

M sq
22 =

1

2
V

′′
22 =

∂2VA22
∂(ImH0

u)
2

∣∣∣∣∣
|H0

d |=υd

|H0
u|=υu

= |µ|2 +m2
Hd

+
g2 − g

′2

4

(
υ2u − υ2d

) (2.804)
= b tanβ

M sq
12 =M sq

21 =
1

2
V

′′
12 ==

∂2VA12
∂(ImH0

u)(ImH
0
d)

∣∣∣∣∣
|H0

d |=υd

|H0
u|=υu

= b . (2.831)

Εποµένως, ο M sq ϑα είναι ο :

M sq =

(
b cotβ b
b b tanβ

)
, (2.832)

και ϑα πρέπει να διαγωνοποιηθεί. Για να γίνει αυτό, είτε µπορούµε να ϐρούµε
έναν ορθογώνιο πίνακα όπως υπαγορεύει η πιλοτική διαδικασία, είτε κατά τα
γνωστά, να ϐρούµε τις ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου. Για συντοµία
ϑα επιλέξουµε τον δεύτερο τρόπο:

∆(t) = t2 − Tr(M sq) + |M sq|

= t2 − b(cotβ + tanβ)t+
����������:0

(b cotβb tanβ − b2) = 0

⇒t1 ≡ m2
+ = 0 ή t2 ≡ m2

− =
2b

sin 2β
. (2.833)

Κατά τα γνωστά, για να ϐρούµε τις καταστάσεις (ιδιοδιανύσµατα), έχουµε:

(M sq−tiI)vi = 0 ⇒


M sqv1 = t1Iv1

M sqv2 = t2Iv2

⇒



(
b cotβ b
b b tanβ

)(
x
y

)
=

(
0x
0y

)

(
b cotβ b
b b tanβ

)(
w
z

)
=


2b

sin 2β
w

2b

sin 2β
z


Συνεπώς, τα κανονικοποιηµένα ιδιοδιανύσµατα ϑα είναι τα :

v1 =

(
sinβ

− cosβ

)
, v2 =

(
cosβ
sinβ

)
, (2.834)

ο πίνακας οµοιότητας P ϑα είναι ο :

P = (v1 v2) =

(
sinβ cosβ

− cosβ sinβ

)
, (2.835)
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και αντίστοιχα ο αντίστροϕος του P ϑα είναι :

P−1 =

(
sinβ − cosβ
cosβ sinβ

)
. (2.836)

Εποµένως, σύµϕωνα µε τις (2.826), (2.825) (ή απλά από το γεγονός ότι ο M sq

γράϕεται σαν PMP−1) παίρνουµε τις καταστάσεις :

P−1

(
ImH0

u

ImH0
d

)
=

(
sinβ − cosβ
cosβ sinβ

)(
ImH0

u

ImH0
d

)
=

√
2
[
sinβ(ImH0

u)− cosβ(ImH0
d)
]

√
2
[
cosβ(ImH0

u) + sinβ(ImH0
d)
] (2.837)

Η πρώτη είναι η ιδιοκατάσταση που αντιστοιχεί στην άµαζη κατάσταση και
µετατρέπεται στη διαµήκη συνιστώσα του Z0 και η δεύτερη αντιστοιχεί σε ένα
ϐαθµωτό σωµατίδιο A0 µε µάζα

mA0 =

(
2b

sin 2β

)
. (2.838)

Λόγω των παραπάνω αποτελεσµάτων, στον παραµετρικό χώρο του τοµέα Higgs,
το Ϲευγάρι των παραµέτρων (b, tanβ) αντικαθίσταται από το Ϲευγάρι (mA0 , tanβ).

Ας περάσουµε τώρα να ϐρούµε τις φυσικές µάζες του φορτισµένου Ϲεύγους
H+
u ,H

−†
d . Στην περίπτωση αυτή το δυναµικό είναι το κοµµάτι που αϕορά το

φορτισµένο Ϲεύγος της (2.793) και αντίστοιχα η λαγκρατζιανή είναι :

Lquadch =
(
∂µH

+
u

)† (
∂µH+

u

)
+
(
∂µH

−
d

)† (
∂µH−

d

)
− ∂2V
∂H+†

u ∂H+
u

H+†
u H+

u

− ∂2V
∂H−†

d ∂H−
d

H−†
d H−

d − ∂2V
∂H+

u ∂H
−
d

H+
u H

−
d − ∂2V

∂H+†
u ∂H−†

d

H+†
u H−†

d ,

(2.839)

όπου προϕανώς, οι παράγωγοι υπολογίζονται στα H0
u = υu,H

0
d = υd,H

+
u =

H−
d = 0. Μετονοµάζουµε για ευκολία τα πεδία H+

u ≡ A,H−†
d ≡ B.

Οι όροι του δυναµικού της Lquadch γράϕονται κατά τα γνωστά:(
H+†
u H−

d

)
M sq
ch

(
H+
u

H−†
d

)
ή

(
A† B† )M sq

ch

(
A
B

)
, (2.840)

όπου

M sq
ch =

(
M sq

++ M sq
+−

M sq
−+ M sq

−−

)
. (2.841)
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Υπολογίζουµε λοιπόν τα στοιχεία του πίνακα M sq
ch :

∂2V
∂A∂A† =

∂

∂A†
∂V
∂A

= |µ|2 +m2
Hu

+
g2 + g

′2

4

∂

∂A†
(
|A|2 + |H0

u|2 − |H0
d |2 − |B|2

)
A†

+
g2

2

∂

∂A† (H
0
dA

† +B†H0
u)H

0†
d

= |µ|2 +m2
Hu

+
g2 + g

′2

4

∂

∂A†
(
|A|2 + |H0

u|2 − |H0
d |2 − |B|2

)
+
g2 + g

′2

4
A†A+

g2

2
H0†
d H

0
d

∣∣∣H+
u =H−

d =0

H0
u,d=υu,d

= |µ|2 +m2
Hu

+
g2 + g

′2

4

(
υ2u − υ2d

)
+
g2υ2d
2

= b cotβ +
g2υ2d
2

.

(2.842)

Ανάλογα προκύπτουν και τα υπόλοιπα στοιχεία πίνακα:

∂2V
∂B∂B† = b tanβ +

gυ2u
2
,

∂2V
∂A∂B† =

∂2V
∂A†∂B

= b+
g2

2
υuυd . (2.843)

Εποµένως, ο πίνακας M sq
ch ϑα είναι ο :

M ch
sq =

 b cotβ +
g2υ2d
2

b+
g2υuυd

2

b+
g2υuυd

2
b tanβ +

g2υ2u
2

 . (2.844)

Βρίσκοντας τις ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου του παραπάνω πίνακα
παίρνουµε τις ιδιοτιµές του, που είναι οι :

t1 = 0 και t2 = m2
W +m2

A0 . (2.845)

΄Επειτα ϐρίσκουµε τα ιδιοδιανύσµατα και από αυτά τις ιδιοσυναρτήσεις, που
συνθέτουν τον πίνακα οµοιότητας, µε τη ϐοήθεια του οποίου ϐρίσκουµε τις
ιδιοκαταστάσεις :

G+ = sinβH+
u − cosβH−†

d , και H+ = cosβH+
u + sinβH−†

d . (2.846)

Η ιδιοκατάσταση G+ αντιστοιχεί στη µηδενική ιδιοτιµή, άρα πρόκειται για
την άµαζη κατάσταση και δίνει τη διαµήκη συνιστώσα στο W+ µποζόνιο. Η
ιδιοκατάσταση H+ αντιστοιχεί στη µη µηδενική ιδιοτιµή, mH+ = (m2

W +
m2
A0)

1/2. Η λαγκρατζιανή της (2.839) µετά τη διαγωνοποίση ϑα γίνει :

(∂µG
+)†(∂µG+) + (∂µH

+)†(∂µH+)−m2
H+H

+†H+. (2.847)
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Παρατηρούµε (αν πάρουµε τις εξισώσεις κίνησης του H+) ότι το m2
H+ ταυ-

τοποιείται σωστά µε τη φυσική τετραγωνική µάζα χωρίς τους παράγοντες 1/2
που παρουσιάστηκαν στην πιλοτική περίπτωση.

Επίσης παίρνοντας το Ϲευγάρι (H†
u,H

−
d ) ϐρίσκουµε παρόµοιες καταστά-

σεις µε τις παραπάνω:

G− ≡ (G+)† και H− ≡ (H+)† . (2.848)

Η πρώτη είναι άµαζη και απορροϕάται από το W− ενώ η δεύτερη έχει ίδια
µάζα µε την H+.

Προς το παρόν έχουµε δει τι συµβαίνει µε τα έξι από τα οχτώ πεδία Higgs
του MSSM. Τα τρία άµαζα απορροϕήθηκαν από τα διανυσµατικά µποζόνια
W±, Z0 ενώ τα υπόλοιπα τρία απέκτησαν µάζα και είναι φυσικά ϐαθµωτά
πεδία.

Τέλος, πρέπει να ϑεωρήσουµε το τελευταίο Ϲευγάρι, (ReH0
u − υu, ReH

0
d −

υd), το οποίο είναι παρόµοιο µε το ImH0
u, ImH

0
d που είδαµε πρώτο. Κατά τα

γνωστά, ο πίνακας τετραγωνικών µαζών είναι ο :

M sq
h,H =

(
b cotβ +m2

Z sin2 β −b− (m2
Z sin 2β)/2

−b− (m2
Z sin 2β)/2 b tanβ +m2

Z cos2 β

)
, (2.849)

ο οποίος έχει ιδιοτιµές :

m2
h0 =

1

2

{
m2
A0 +m2

Z −
[
(m2

A0 +m2
Z)

2 − 4m2
A0m

2
Z cos2 2β

]1/2}
, (2.850)

m2
H0 =

1

2

{
m2
A0 +m2

Z +
[
(m2

A0 +m2
Z)

2 − 4m2
A0m

2
Z cos2 2β

]1/2}
. (2.851)

Στις ιδιοτιµές αυτές φαίνεται η εξάρτηση των mh0 ,mH0 από τις παραµέτρους
mA0 , β. Οι αντίστοιχες ιδιοκαταστάσεις ϑα ϐρεθούν στο τελευταίο κοµµάτι του
κεϕαλαίου.

Το κρίσιµο σηµείο στο οποίο πρέπει να εστιάσουµε είναι ότι παρ΄ όλο που
στις µάζες mA0 ,mH0 ,mH± δεν έχουµε κάποιον περιορισµό (όλες εξαρτώνται
από το b/ sinβ το οποίο µπορεί να πάρει πολύ µεγάλες τιµές), η µάζα mh0

είναι περιορισµένη από πάνω. Γράϕουµε για ευκολία x = m2
A0 , a = m2

Z ,
εποµένως η (2.850) γίνεται :

m2
h0 =

1

2

{
x+ a− [(x+ a)2 − 4ax cos2 2β]1/2

}
. (2.852)

Βλέπουµε ότι για πεπερασµένες τιµές του x, η συνάρτηση αυτή δεν έχει στά-
σιµα σηµεία. ΄Οµως, για µικρά x, ϐρίσκουµε ότι :

m2
h0 =

1

2

[
(x+ a)− (x+ a)

√
1− 4ax cos2 2β

(x+ a)2

]

≈ 1

2

[
(x+ a)− (x+ a)

(
1− 2ax cos2 2β

(x+ a)2

)]
=

1

2

2ax cos2 2β

x+ a
≈ ax cos2 β

a
= x cos2 2β , (2.853)
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και για µεγάλα x ϐρίσκουµε ότι :

m2
h0 → a cos2 2β − a2

4x
sin2 4β . (2.854)

Εποµένως, η µέγιστη τιµή του m2
h0 , για x = m2

A0 είναι το cos2 2β, συνεπώς:

mh0 ≤ mz| cos 2β| ≤ mZ . (2.855)

Παρατηρούµε ότι το | cos 2β| εξαϕανίζεται όταν tanβ = 1 (β = π/4), και
µεγιστοποιείται για µικρό ή µεγάλο tanβ, (β ≈ 0, π/2).

Στην (2.855) δίνεται λοιπόν το πολυπόθητο άνω όριο για ένα ουδέτερο
πεδίο Higgs, ότι δηλαδή δεν µπορεί να ξεπεράσει τη µάζα του µποζονίου Z0.
Βέβαια, το όριο αυτό που δίνει το MSSM δεν αποτελεί µία εύστοχη πρόβλεψη,
συγκρίνοντας µε τα πειραµατικά δεδοµένα.

Ευτυχώς -για την επιβίωση του MSSM - η tree-level φόρµουλα που α-
ναπτύξαµε παραπάνω για τον υπολογισµό των µαζών επιδέχεται σηµαντικές
διορθώσεις ενός ϐρόχου, ειδικά στην περίπτωση του h0 όπου η µάζα µετατοπί-
Ϲεται προς τα πάνω κατά ένα σηµαντικό ποσό. Μία σηµαντική συνεισϕορά στο
m2
h0 προκύπτει από την ατελή ακύρωση των ϐρόχων του top κουάρκ και των

stop κουάρκ (η ακύρωση είναι τέλεια στην περίπτωση της άσπαστης υπερσυµ-
µετρίας). Αν για λόγους απλότητας αµελήσουµε τους όρους ανάµιξης (δηλαδή
µηδενίσουµε τα µη διαγώνια στοιχεία του αντίστοιχου πίνακα τετραγωνικών
µαζών), τότε, η συνεισϕορά αυτή και µόνο τροποποιεί το (2.855):

m2
h0 ≤ m2

Z +
3m4

t

2π2(υ2u + υ2d)
ln

(
mS

mt

)
, (2.856)

όπου mt είναι η µάζα του top κουάρκ και mS είναι η µέση τιµή των τετρα-
γώνων των µαζών των δύο top squarks. Για να πάρουµε µία ιδέα για το πόσο
µετατοπίζεται το όριο, ϑέτουµε mS = 500GeV,mt = 174GeV = (υ2u + υ2d).
΄Ετσι, το τροποποιηµένο όριο δίνει :

m2
h0 ≤ m2

Z + (70GeV )2 = (115GeV )2 . (2.857)

Βλέπουµε ότι για αυτή την a priori µεγάλη τιµή των µαζών των top squarks,
το άνω όριο για τη µάζα του h0 αυξήθηκε αρκετά.

Είναι φυσικό να αναρρωτηθούµε πόσο µεγάλο µπορεί να γίνει το m2
h0 στο

MSSM ϑέτοντας τον περιορισµό mS ≤ 2Tev. Συµπεριλαµβανοµένων λοιπόν
ακόµα και 2−ϐρόχων (leading) συνεισϕορών παίρνοντας mS = 2TeV και
mt = 179.4GeV , ϐρίσκεται το σενάριο της µέγιστης τιµήςmh0 και προβλέπεται
ότι :

mh0 ≤ 140GeV . (2.858)

Αυτό είναι αρκετά σηµαντικό αποτέλεσµα και σύµϕωνα µε τον Drees αν το
πείραµα αποτύχει να ϐρει έστω ένα πεδίο Higgs στην περιοχή αυτή, τότε το
MSSM µπορεί να αποκλειστεί πλήρως.
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2.10.3 Tree-level συζεύξεις των ουδέτερων Higgs µποζονίων µε
τα σωµατίδια του SM

Η συζήτηση που προηγήθηκε αϕορούσε αποκλειστικά τις παραµέτρους των
µαζών των σωµατιδίων Higgs του MSSM. Η φαινοµενολογία όµως του τοµέα
Higgs εξαρτάται και από τις συζεύξεις τους σε διαδικασίες παραγωγής και
διάσπασης. Στο κοµµάτι αυτό ϑα εξαγάγουµε τις πιο σηµαντικές συζεύξεις
των ουδέτερων Higgs καταστάσεων h0,H0, A0.

Πρωτίστως, σηµειώνουµε ότι µετά τη µετατροπή στη ϐάση όπου οι πίνα-
κες µάζας είναι διαγώνιοι, η σχέση (2.719) (και παροµοίως για τα mdij ,meij )
γίνεται :

mu,c,t = υuyu,c,t, md,s,b = υdyd,s,b, me,µ,τ = υdye,µ,τ . (2.859)

Στη ϐάση αυτή, οι συζεύξεις Yukawa στο superpotential είναι (κάνοντας χρήση
της (2.810)38):

yu,c,t =
mu,c,t

υu
=

gmu,c,t√
2mW sinβ

,

yd,s,b =
md,s,b

υd
=

gmd,s,b√
2mW cosβ

,

ye,µ,τ =
me,µ,τ

υd
=

gme,µ,τ√
2mW cosβ

. (2.860)

Για να ϐρούµε λοιπόν τις συζεύξεις των ουδέτερων πεδίων Higgs του MSSM µε
τα φερµιόνια, επιστρέϕουµε στην (2.718) (µαζί µε τις ανάλογες για τις yijd , y

ij
e )

και αναπτύσσουµε κατά τα γνωστά ταH0
u,H

0
d γύρω από τις αναµενόµενες τιµές

τους. Για να πάρουµε το αποτέλεσµα σε όρους των φυσικών πεδίων h0,H0,
ϑα πρέπει να ξέρουµε πως αυτά σχετίζονται µε τα ReH0

u, ReH
0
d , δηλαδή, ϑα

χρησιµοποιοήσουµε τις εκϕράσεις των ιδιοκαταστάσεων που ϐρήκαµε από τον
πίνακα τετραγωνικών µαζών M sq

h,H της (2.849), που αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές
m2
h0 ,m

2
H0 των (2.850), (2.851):

M sq
h,H =

1

2

(
A+Bc −As
−As A−Bc

)
, (2.861)

όπου έχουµε αντικαταστήσει για ευκολία A = (m2
A0 + m2

Z), B = (m2
A0 −

m2
Z), c = cos 2β, s = sin 2β και χρησιµοποιήσαµε επίσης την (2.838). Τα

κανονικοποιηµένα ιδιοδιανύσµατα του πίακα M sq
h,H είναι τα :

38Την οποία επιλύουµε ως προς υu:

m2
W =

g2

2
(υ2

u + υ2
d) ⇒

2mW

g2
= υ2

u +
υu

tanβ
⇒

υ2
u
1 + tan2 β

tan2 β
=

2m2
W

g2
⇒ υ2 1

sin2 β
=

2m2
W

g2
⇒ υu =

√
2
mW sinβ

g
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(M sq−tiI)vi = 0 ⇒


M sqv1 = t1Iv1

M sqv2 = t2Iv2

⇒



(
b cotβ b
b b tanβ

)(
x
y

)
=

(
0x
0y

)

(
b cotβ b
b b tanβ

)(
w
z

)
=


2b

sin 2β
w

2b

sin 2β
z


Συνεπώς, τα κανονικοποιηµένα ιδιοδιανύσµατα ϑα είναι :

vh =

(
sin a

− cos a

)
, vH =

(
cos a
sin a

)
, (2.862)

µε ιδιοτιµές m2
h0 ,m

2
H0 αντίστοιχα, οι οποίες είναι :

m2
h0 =

1

2
(A− C), m2

H0 =
1

2
(A+ C), (2.863)

µε [A2 − (A2 −B2)c2]1/2. Η εξίσωση ιδιοτιµών που καθορίζει το vh είναι :(
A+Bc −As
−As A−Bc

)(
sin a

− cos a

)
= (A− C)

(
sin a

− cos a

)
. (2.864)

Από αυτήν παίρνουµε δύο εξισώσεις :

(C +Bc) cos a = −As sin a , (2.865)
(−C +Bc) sin a = As cos a . (2.866)

Μπορούµε να γράψουµε τις εξισώσεις αυτές σε πιο ϐολική µορϕή. Πολλα-
πλασιάζοντας την (2.865) µε το sin a και την (2.866) µε το cos a, κι έπειτα
αϕαιρώντας τα αποτελέσµατα, παίρνουµε:

(C +Bc) cos a sin a = −As sin2 a

(−C +Bc) sin a cos a = As cos2 a

(−)
=⇒ sin 2a = −As

C
= −

m2
A0 +m2

Z

m2
H0 −m2

h0
sin 2β .

(2.867)

Επίσης, πολλαπλασιάζοντας την (2.865) µε το cos a και την (2.866) µε το sin a,
κι έπειτα προσθέτοντας τα αποτελέσµατα, παίρνουµε:

(C +Bc) cos2 a = −As sin a cos a

(−C +Bc) sin2 a = As sin a cos a

(−)
=⇒ cos 2a = −Bc

C
= −

m2
A0 −m2

Z

m2
H0 −m2

h0
cos 2β .

(2.868)

Από τις (2.867), (2.868) καταλαβαίνουµε ότι για τη γωνία ανάµιξης a ισχύει
−π/2 ≤ a ≤ 0.
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Οι φυσικές καταστάσεις ϑα είναι :(
h0

H0

)
=

√
2

(
cos a − sin a
sin a cos a

)(
ReH0

u − υu
ReH0

d − υd

)
, (2.869)

ή αλλιώς

ReH0
u =

[
υu +

1√
2
(cos ah0 + sin aH0)

]
(2.870)

ReH0
d =

[
υd +

1√
2
(− sin ah0 + cos aH0)

]
. (2.871)

Καταλήγουµε λοιπόν σε αυτό που Ϲητούσαµε από την αρχή, να γράψουµε
τα ReH0

u, ReH
0
d σε όρους των φυσικών πεδίων h0,H0, µε σκοπό να ϐρούµε

τις Yukawa αλληλεπιδράσεις, δηλαδή τις συζεύξεις των ουδέτερων µποζονίων
Higgs µε τα φερµιόνια του µοντέλου µας.

Παροµοίως, για το Ϲευγάρι (ImH0
u, ImH

0
d), µέσω των (2.837), έχουµε:

ImH0
u =

1√
2
(sinβHZ + cosβA0) , (2.872)

ImH0
d =

1√
2
(− cosβHZ + sinβA0) , (2.873)

όπου HZ είναι το άµαζο πεδίο που απορροϕάται από το µποζόνιο Z0.
Είµαστε λοιπόν σε ϑέση να πάρουµε τις συζεύξεις Yukawa. Για παράδειγ-

µα, η σύζευξη Yukawa της (2.718):

−yijt (χūLi · χuLj)H0
u + h.c. (2.874)

για την περίπτωση της τρίτης γενιάς λεπτονίων ϑα είναι :

−yt
[
χt̄L · χtL(ReH0

u + iImH0
u) + χ†

t̄L
· χ†

tL(ReH
0
u − iImH0

u)
]
. (2.875)

Αντικαθιστούµε τώρα την έκϕραση (2.870) για το ReH0
u και παίρνουµε έναν

όρο ανάλογο του υu, ο οποίος προϕανώς είναι ένας όρος µάζας Dirac -όπως
αυτός της (2.719)- και

− mt√
2

(
χt̄L · χtL + χ†

t̄L
· χ†

tL

) (
cos ah0 + sin aH0

)
= −

(
gmt

2mW

)
Ψ̄tΨt

(
cos a

sinβ
h0 +

sin a

sinβ
H0

)
, (2.876)

όπου, από την (2.168), Ψ̄tΨt είναι το 4−συνιστωσών διγραµµικό Dirac. Η
αντίστοιχη έκϕραση στο SM ϑα ήταν απλά:

− gmt

2mW
Ψ̄tΨtHSM , (2.877)
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όπουHSM είναι το µποζόνιο Higgs του SM. Η (2.876) δείχνει λοιπόν τον τρόπο
µε τον οποίο η σύζευξη Yukawa του SM τροποποιείται στο MSSM . Παροµοίως
λοιπόν η αντίστοιχη σύζευξη για το b−κουάρκ είναι :

−
(
gmb

2mW

)
Ψ̄bΨb

(
− sin a

cosβ
h0 +

cos a

cosβ
H0

)
, (2.878)

ενώ η ίδια σύζευξη στο SM είναι :

−
(
gmb

2mW

)
Ψ̄bΨbHSM . (2.879)

Επίσης, η σύζευξη του τ−λεπτονίου έχει την ίδια µορϕή µε αυτήν του b−κουάρκ,
µε την προϕανή αντικατάσταση του mb µε το mτ .

Τέλος, µπορούµε να πάρουµε την t − A0 σύζευξη η οποία προκύπτει αν-
τικαθιστώντας την (2.872) στην (2.875) -και χρησιµοποιώντας την (2.713)- µε
αποτέλεσµα:

−imt

υu

(
χt̄L · χtL − χ†

t̄L
· χ†

tL

) 1√
2
cosβA0 = i

(
gmt

2mW

)
cotβΨ̄tγ5ΨtA

0

(2.880)

και παροµοίως για την b−A0 σύζευξη:

i

(
gmb

2mW

)
tanβΨ̄bγ5ΨbA

0 . (2.881)

Επίσης, η σύζευξη τ − A0 είναι η ίδια µε την (2.881), µε αντικατάσταση του
mb µε το mτ .

Η γ5 σύζευξη δείχνει ότι το A0 είναι ψευδοβαθµωτή ποσότητα ενώ οι προη-
γούµενες συζεύξεις δείχνουν ότι τα h0,H0 είναι ϐαθµωτά.

∆είξαµε λοιπόν πως διαµορϕώνονται οι συζεύξεις των ϐαθµωτών πεδίων µε
τα φερµιόνια στο πλαίσιο του MSSM . Τώρα ϑα περάσουµε να εξετάσουµε
ποιες είναι οι συζεύξεις των ουδέτερων ϐαθµωτών Higgs µε τα διανυσµατικά
µποζόνια του SM . Οι συζεύξεις αυτές καθορίζονται από την SU(2)L × U(1)Y
αναλλοιώτητα ϐαθµίδας, δηλαδή από τους όρους της (2.805) µε τη συναλ-
λοίωτη παράγωγο να δίνεται από την (2.806). Οι όροι που εµπεριέχουν τα
W 1
µ ,W

2
µ , ReH

0
u, ReH

0
d είναι οι :

g2

4

(
W 1
µW

1µ +W 2
µW

2µ
) [

(ReH0
u)

2 + (ReH0
d)

2
]
. (2.882)

Αντικαθιστώντας τις (2.870), (2.871), τα υu, υd µέρη παράγουν τη µάζα του
W−µποζονίου, (2.810). Οι τρι-γραµµικές συζεύξεις W −W − (h0, H0) προ-
κύπτουν αν ένα από τα ουδέτερα πεδία Higgs αντικατασταθεί από το VEV του:
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g2

4

(
W 1
µW

1µ +W 2
µW

2µ
)√

2
[
υu(cos ah

0 + sin aH0) + υd(− sin ah0 + cos aH0)
]

=
gmW

2

(
W 1
µW

1µ +W 2
µW

2µ
) [

sin(β − a)h0 + cos(β − a)H0
]
. (2.883)

Παροµοίως, οι τριγραµµικές Z − Z − (h0,H0) συζεύξεις ϑα είναι :

gmZ

2 cos θW
Z − µZµ

[
sin(β − α)h0 + cos(β − α)H0

]
. (2.884)

Υπάρχουν επίσης και τέτρα-γραµµικές συζεύξεις οι οποίες παράγονται όταν
και τα δύο ουδέτερα πεδία Higgs ποικίλουν.

1

8

[
g2
(
W 1
µW

1µ +W 2
µW

2µ
)
+ (g cos θW + g′ sin θW )2ZµZ

µ
] (
h02 +H02 +A02

)
.

(2.885)
Τέλος, υπάρχουν και τρι-γραµµικές συζεύξεις ανάµεσα στο Z0 και τα ουδέτερα
Higgs πεδία, όπου συµπεριλαµβάνονται και παράγωγοι των τελευταίων :

1

2
(g cos θW + g′ sin θW )×[
cos(a− β)

(
A0∂µh0 − h0∂µA0

)
− sin(a− β)

(
H0∂µA0 −A0∂µH0

)]
.

(2.886)

Βλέπουµε ότι συζεύξεις του Z0 µε τα h0h0, H0H0 και h0H0 απουσιάζουν
λόγω της CP−αναλλοιώτητας του τοµέα Higgs . Η CP επιτρέπει στο Z0 να
συζευχθεί µε ένα ϐαθµωτό και ένα ψευδοβαθµωτό µποζόνιο.

Καταλήξαµε λοιπόν να έχουµε τις αλληλεπιδράσεις των ουδέτερων µπο-
Ϲονίων Higgs µε τα φερµιόνια του SM και µε τα διανυσµατικά πεδία της
SU(2)×U(1). ΄Ετσι, έχουµε αποκτήσει µία πλήρη εικόνα για τις αλληλεπιδρά-
σεις των ουδέτερων ϐαθµωτών µε τα σωµατίδια του SM . Για να ολοκληρωθεί η
διερεύνηση του τοµέα Higgs αποµένει να δοθούν οι συζεύξεις των ουδέτερων
µποζονίων µε τα υπερσυµµετρικά ταίρια των SM σωµατιδίων, στις οποίες όµως
δε ϑα επεκταθούµε.

Είδαµε στο πρώτο µέρος της εργασίας ότι στο πλαίσιο του SM προβλέπεται
ενοποίηση των αλληλεπιδράσεων, δηλαδή, µία µεγαλύτερη συµµετρία ϐαθµί-
δας η οποία µετά από αυθόρµητο σπάσιµο της συµµετρίας αναπαράγει το SM
. Τώρα ϑα δούµε πως η υπερσυµµετρία επηρεάζει το µεγαλοενοποιηµένο αυτό
µοντέλο και πως µετά το αυθόρµητο σπάσιµο της συµµετρίας αναπαράγεται
αυτή τη φορά το MSSM . Επίσης, ϑα δούµε πώς η εισαγωγή της υπερσυµ-
µετρίας δίνει πολύ ευχάριστα αποτελέσµατα-ϐελτιώσεις και καθιστά το SU(5)
µοντέλο ϐιώσιµο.
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Κεϕάλαιο 3

Υπερσυµµετρικό SU(5)

3.1 Εσαγωγή

Ο κύριος λόγος για την υπερσυµµετρικοποίηση των µεγαλοενοποιηµένων ϑε-
ωριών είναι η λύση του gauge hierarchy προβλήµατος. ΄Εχουµε δει ότι συµ-
ϐαίνει µία «µίτωση» στο σωµατιδιακό φάσµα στις χαµηλές ενέργειες, µε κάθε
«γνωστό» σωµατίδιο να έχει ένα υπερσυµµετρικό ταίρι µε διαϕορά στη µάζα
O(MW ). Η παρουσία των σωµατιδίων αυτών ϑα επηρεάσει το καθιερωµένο
πρόγραµµα της µεγάλης ενοποίησης και υπάρχει κίνδυνος να το χαλάσει.
Είναι αξιοσηµείωτο ότι οι επιτυχίες των µη υπερσυµµετρικών µοντέλων παρα-
µένουν λίγο-πολύ άθικτες. Θα δούµε λοιπόν παρακάτω πως το πρόγραµµα
της ενοποίησης τροποποιείται στην περίπτωση του SU(5). Η προϕανής αλλα-
γή είναι ότι το υπερσυµµετρικό SU(5) ϑα πρέπει να περιέχει τουλάχιστον το
υπερσυµµετρικό SU(3)× SU(2)× U(1) µοντέλο, δηλαδή, το MSSM.

3.1.1 Σωµατιδιακή ανάθεση

Για την κατασκευή της ελάχιστης υπερσυµµετρικής επέκτασης του SU(5), το
πρώτο πράγµα που πρέπει να κάνουµε είναι είναι η σωµατιδιακή ανάθεση,
δηλαδή η αναβάθµιση των SU(5) multiplets σε supermultiplets. Τα πεδία
ϐαθµίδας πρέπει να ανατεθούν στην adjoint, 24, supermultiplet, καθώς επί-
σης και τα υπερσυµµετρικά τους ταίρια, gaugino. Τα κουάρκ και λεπτόνια
επίσης ανατίθενται σε left-handed chiral supermultiplet και µετασχηµατί-
Ϲονται κάτω από την (5̄ ⊕ 10) αναγωγίσιµη αναπαράσταση. ΄Οπως και στην
υπερσυµµετρική εκδοχή του SM -για το αυθόρµητο σπάσιµο της ηλεκτρασθε-
νούς συµµετρίας- ϑα χρειαστούµε δύο διαϕορετικά Higgs superields. Οι δύο
αυτές chiral supermultiplets µετασχηµατίζονται κάτω από τις 5, 5̄ αναπαρα-
στάσεις της SU(5). Τέλος, απαραίτητη είναι η εισαγωγή µίας adjoint chiral
supermultiplet, ϕ, για να φιλοξενήσει τα ϐαθµωτά πεδία Higgs που σπάνε την
SU(5) στην οµάδα του SM. Εκτός λοιπόν από το επιπρόσθετο Higgs super-
field, όλα τα άλλα πεδία είναι απλά υπερσυµµετρικές επεκτάσεις των πεδίων
που είναι ήδη παρόντα στο µη υπερσυµµετρικό SU(5) µοντέλο.
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3.1.2 Σπάσιµο της συµµετρίας

Το επόµενο ϐήµα για την κατασκευή του µοντέλου είναι να δώσουµε το su-
perpotential W (Hu,Hd, ϕ,Ψ, χ). Το superpotential ϑα πρέπει να πληροί δύο
προϋποθέσεις :

� Να δίνει ϱεαλιστικό σπάσιµο της SU(5) συµµετρίας στο MSSM και µε-
τέπειτα στο SU(3)c × U(1)em

� Να δίνει µάζα στα κουάρκ και λεπτόνια

Συνεπώς καταλαβαίνουµε ότι ϑα είναι της µορϕής:

W =WY +WG +Wu +W ′, (3.1)

όπου:

� WY = habu ϵαβγδσχ
αβ
a χγδb H

σ + habd χ
αβ
a Ψ̄αbH̄β,

όπου a, b είναι δείκτες γενιάς. Το κοµµάτι αυτό του superpotential είναι
υπεύθυνο για την απόκτηση µάζας των φερµιονίων.

� WG = zTrϕ+ xTrϕ2 + yTrϕ3 + λ1(HϕH̄ +MHH̄) .
Το κοµµάτι αυτό ευθύνεται για το σπάσιµο της συµµετρίας για την α-
πόκτηση των ελαϕρών Higgs διπλέτων κάτω από το MU . Παρ’ολο που
(όπως στη µη υπερσυµµετρική εκδοχή του µοντέλου) Trϕ = 0, ο z−όρος
προστέθηκε σαν ένας πολλαπλασιαστής Langrange για να αναδείξει τον
περιορισµό αυτόν κατά την ελαχιστοποίηση του δυναµικού.

� Wh είναι ο κρυϕός τοµέας του superpotential, ο οποίος ευθύνεται για
το σπάσιµο της υπερσυµµετρίας.

� W ′ είναι το κοµµάτι που περιέχει τους όρους που σπάνε τηνR−οµοτιµία.

Ψάχνουµε λοιπόν για την ακόλουθη αλυσίδα σπασίµατος συµµετρίας :

SU(5)× SUSY
<ϕ> ̸=0−→ SU(3)× SU(2)× U(1)× SUSY (3.2)

Αϕού ο στόχος µας είναι να κάνουµε τις παραµέτρους της λεπτής ϱύθµι-
σης φυσικές, αυτό σηµαίνει ότι ϑα ϑέλαµε η υπερσυµµετρία να παραµένει
άσπαστη ως την κλίµακα των ασθενών αλληλεπιδράσεων ∼ mW /g. Οπότε ϑα
χρησιµοποιήσουµε τους αντίστοιχους F−όρους και ϑα τους ϑέσουµε µηδέν.
Συνεπώς:

⟨Fαϕ,β⟩ = zδαβ + 2xϕαβ + 3yϕαγϕ
γ
β . (3.3)

Εϕόσον Tr⟨Fϕ⟩ = 0, συνάγεται ότι :

Tr⟨Fϕ⟩ = Tr(zδαβ ) + Tr
(
2x⟨ϕαβ⟩

)
+ Tr

(
3y⟨ϕαγϕ

γ
β⟩
)
= 0

5z + 2x0 + 3yTr⟨ϕ2⟩ = 0

z = −3

5
yTr⟨ϕ2⟩ . (3.4)
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Αν υποθέσουµε ότι diag⟨ϕ⟩ = (a1, a2, a3, s4, a5), τότε παίρνουµε τις ακόλουθες
εξισώσεις :∑

i

ai = 0 και z + 2xai + 3ya2i = 0, µε i = 1 . . . 5 . (3.5)

Εποµένως, έχουµε πέντε εξισώσεις και δύο παραµέτρους. Εποµένως, υπάρ-
χουν τρεις διαϕοετικές επιλογές για τα ai που µπορούν να λύσουν τις παρα-
πάνω εξισώσεις. Αυτές είναι :

Case A: ⟨ϕ⟩ = 0. Πρόκειται για την τετριµµένη λύση. Στην περίπτωση αυτή
η συµµετρία παραµένει άσπαστη καθώς το ϕ δεν αποκτά µη µηδενικό
VEV.

Case B: diag⟨ϕ⟩ = (a, a, a, a,−4a). Στην περίπτωση αυτή η SU(5) σπάει
στην SU(4) × U(1). Εποµένως, ϐρίσκουµε για το a (αϕού Tr⟨ϕ2⟩ =
20a2):

z + 2xa2 + 3ya2 = 0 ⇒ −3

5
yTr⟨ϕ2⟩+ 2xa+ 3ya2 = 0

⇒ −3

5
y20a2 + 2xa+ 3ya2 = 0 ⇒ −12ya2 + 2xa+ 3ya2

a ̸=0⇒ a =
2x

9y
. (3.6)

Case C: diag⟨ϕ⟩ =
(
b, b, b,−3

2
b,−3

2
b

)
. Στην περίπτωση αυτή η SU(5) σπάει

στην οµάδα του SM και άρα αυτό είναι το επιθυµητό κενό. Εποµένως,

ϐρίσκουµε για το a (αϕού Tr⟨ϕ2⟩ = 15

2
a2 ):

z + 2xb2 = 3yb2 = 0 ⇒ −3

5
yTr⟨ϕ2⟩+ 2xb+ 3yb2 = 0

⇒ −9

2
yb2 + 2xb+ 3yb2 = 0 ⇒ b =

4x

3y
. (3.7)

και επιλέγουµε τις παραµέτρους x να είναι της τάξης του MU .

∆ιαπιστώνουµε λοιπόν ότι το W οδηγεί σε έναν τριπλό εκϕυλισµό. ΄Εναν που
αντιστοιχεί στην (τετριµµένη) άσπαστη περίπτωση, έναν που αντιστοιχεί στην
SU(4)×U(1) και έναν που αντιστοιχεί στην SU(3)×SU(2)×U(1). Το γεγο-
νός αυτό του εκϕυλισµού δηµιουργεί κοσµολογικά προβλήµατα, αϕού κατά
την ψύξη του σύµπαντος κάτω από ϑερµοκρασία T ∼ MX/g, ϐρίσκει τρία
εκϕυλισµένα ελάχιστα συµπεριλαµβανοµένου και του ενός στο οποίο ϐρίσκε-
ται ήδη (το SU(5)). Εποµένως, αποτυγχάνουµε να καταναοήσουµε το γιατί
κάτω από την SU(5) κλίµακα, η SU(3)×SU(2)×U(1) είναι η συµµετρία της
ηλεκτρασθενούς φυσικής στο µοντέλο αυτό. Πάλι, οι διορθώσεις ακτινοβολίας
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δεν µπορούν να αλλάξουν την εικόνα αυτή λόγω του non-renormalization ϑε-
ωρήµατος. Αυτό είναι ένα πρώτο τίµηµα που πληρώνουµε για την εισαγωγή
της υπερσυµµετρίας στο µεγαλοενοποιηµένο µοντέλο του SU(5). Το πρώ-
το ελάχιστο αποβάλλεται εύκολα µε την εισαγωγή ενός singlet πεδίου X και
ξαναγράϕοντας το κοµµάτι του superpotential WG σαν:

W (ϕ) = λ2X(Trϕ2 − µ2). (3.8)

Παρ΄ όλα αυτά, δεν υπάρχει τρόπος να διαχωρίσουµε τις άλλες δύο περιπτώσεις
των ελαχίστων. Αυτό που τελικά δίνει τη λύση είναι η εισαγωγή supergravita-
tional αλληλεπιδράσεων. Επίσης, σηµαντική συνεισϕορά ενδέχεται να προσ-
δίδουν όροι που εξαρτώνται από τη ϑερµοκρασία και µπορεί να µεροληπτούν
υπέρ κάποιου συγκεκριµένου ελάχιστου στα πρώτα στάδια µετά το big bang.
΄Οπως και να χει, «κάπως», η συµµετρία του κενού είναι µοναδικά επιλεγµένη
να είναι η SU(3)× SU(2)× U(1) κάτω από την κλίµακα ενοποίησης.

3.1.3 Το φάσµα των χαµηλών ενεργειών και doublet-triplet split-
ting

Κατά πόσο όµως το MSSM αναδύεται κάτω από την κλίµακα ενοποίησης στο
µοντέλο αυτό ; Τα σωµατίδια ύλης του MSSM ϐρίσκονται σε multiplets των
Ψ(5̄) και χ(10). Το ερώτηµα που παραµένει είναι αυτό των δύο Higgs super-
fieldsHu,Hd. Αυτά πρέπει να αναδυθούν από τιςH, H̄ multiplets. Γράϕοντας

H ≡
(

ζu
Hu

)
και H̄ ≡

(
ζ̄d
Hd

)
και αντικαθιστώντας στοWG το ⟨ϕ⟩ της τρίτης

περίπτωσης, παίρνουµε:

WG = zTrϕ+ xTrϕ2 + yTrϕ3 + λ1(HϕH̄ +MHH̄) ⇒
Weff = λ1HϕH̄ +MHH̄ = λ1H⟨ϕ⟩H̄ +MHH̄

= λ1
(
ζu Hu

)( b13×3 0

0 −3

2
b12×2

)(
ζ̄d
Hd

)
+M

(
ζu Hu

)( ζ̄d
Hd

)
⇒

= λ1bζuζ̄d +Mζuζ̄d − λ1
3

2
bHuHd +MHuHd

= λ1(b+M)ζuζ̄d + λ1

(
−3

2
b+M

)
HuHd . (3.9)

Αν επιλέξουµε
3

2
b = M , τότε οι άµαζες διπλέτες του SM ϑα παραµένουν και

κάθε άλλο σωµατίδιο του SU(5) µοντέλου ϑα παίρνει µεγάλη µάζα. Προκαλεί
αµηχανία το γεγονός ότι η προσαρµογή των παραµέτρων γίνεται µε το χέρι
και δεν προκύπτει µε κάποιο φυσικό τρόπο. Η διαδικασία αυτή του διαχωρι-
σµού των τριπλέτων χρώµατος ζu,d από τις SU(2)L διπλέτεςHu,Hd ονοµάζεται
doublet-triplet splitting και είναι ένα χαρακτηριστικό πρόβληµα σε όλες τις
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µεγαλοενοποιηµένες ϑεωρίες. ΄Ενα πλεονέκτηµα των υπερσυµµετρικών µεγα-
λοενοποιηµένων ϑεωριών είναι ότι άπαξ και γίνει η λεπτή ϱύθµιση στο tree-
level, αυτό διατηρείται σε όλες τις τάξεις της ϑεωρίας διαταραχών, λόγω του
non-renormalization theorem. Αυτό λύνει µερικώς το gauge hierarchy πρό-
ϐληµα. Αυτό είναι ένα ϐήµα εµπρός συγκριτικά µε τις µη υπερσυµµετρικές
µεγαλοενοποιηµένες ϑεωρίες καθώς η ακύρωση ανάµεσα στα b,M ϑα πρέπει
να γίνεται σε κάθε τάξη της ϑεωρίας διαταραχών. Μια πλήρως ικανοποιητική
κατάσταση ϑα ήταν να προκύπτει φυσικά το doublet-triplet splitting λόγω της
ϑεωρίας οµάδων ή της υποβόσκουσας δυναµικής. Τέλος, πρέπει να τονίσουµε
ότι οι SUSY-breaking όροι που εισάγονται στο superpotential, για να κάνουν
το µοντέλο φαινοµενολογικά αποδεκτό, πρέπει οπωσδήποτε να σέβονται τη
συµµετρία της SU(5).

3.1.4 Ενοποίηση των σταθερών σύζευξης

Είναι πράγµατι αξιοσηµείωτο ότι στις υπερσυµµετρικές µεγαλοενοποιηµένες
ϑεωρίες η γενική επιτυχία των µη υπερσυµµετρικών µεγαλοενοποιηµένων ϑε-
ωριών παραµένει λίγο-πολύ αλώβητη. Ας δούµε λοιπόν τώρα πως αλλάζει το
πρόγραµµα της ενοποίησης.

΄Οπως είπαµε και στην εισαγωγή του κεϕαλαίου, η υπερσυµµετρική µε-
γαλοενοποιηµένη ϑεωρία ϑα πρέπει να περιέχει τουλάχιστον το MSSM . Η
πληροϕορία αυτή από µόνη της είναι αρκετή για να δώσει ένα είδος γενικής
ανάλυσης. Είναι προϕανές εξ αρχής ότι το σηµείο της ενοποίησης ϑα πρέπει
να ανέβει. Οι νέοι ελαϕρείς ϐαθµοί ελευθερίας εµπλέκουν φερµιόνια και ϐαθ-
µωτά, εποµένως η συνεισϕορά τους στις β−συναρτήσεις επιδρά έτσι ώστε να
καθυστερεί η µεταβολή των διάϕορων σταθερών σύζευξης ως προς την ενέρ-
γεια. Αξιοσηµείωτα, η σταθερά σύζευξης της ισχυρής αλληλεπίδρασης πέϕτει
πιο «απαλά», µε αποτέλεσµα κι εποµένως ϑα αργήσει ενεργειακά η συνάντηση
όλων των σταθερών σύζευξης.

Πιο συγκεκριµµένα, είχαµε δει στην περίπτωση του µη υπερσυµµετρικού
SU(5), ότι η β−συναρτήσεις για µία SU(N) οµάδα είναι :

bSMN =
11

3
N − 1

3
nf −

1

6
ns . (3.10)

΄Οµως στο MSSM, η εξίσωση αυτή πρέπει να τροποποιηθεί έτσι ώστε για κάθε
SU(N) τα πεδία ϐαθµίδας να συνοδεύονται από τα gauginos στην adjoint

αναπαράσταση της οµάδας. Οι συνεισϕορές στο bn είναι −2N

3
. Επιπροσθέτως,

πρέπει να συµπεριλάβουµε τα ϐαθµωτά ταίρια των κουάρκ και λεπτονίων, τα
sfermions, τα οποία ϐρίσκονται στις ϑεµελιώδεις αναπαραστάσεις των οµάδων
SU(2), SU(3). Τέλος, δεν πρέπει να ξεχάσουµε ότι έχουµε δύο Higgs διπλέτες
οι οποίες συνοδεύονται από δύο Higgsinos διπλέτες. Οι αλλαγές αυτές ϑα
δώσουν λοιπόν :

bMSSM
N =

11

3
N − 2

3
N − 1

3
nf −

1

6
ns, (3.11)
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όπου nf είναι ο αριθµός των φερµιονικών multiplets (µετρώντας τις δύο κα-
ταστάσεις χειραλικότητας ξεχωριστά), ns είναι ο αριθµός των ϐαθµωτών µιγα-
δικών multiplets που συζεύγνυνται µε τα διανυσµατικά µποζόνια. Συνεπώς,
εϕαρµόζουµε και ϐρίσκουµε τα b3, b2:

b3 : Για N = 3 δε συνεισϕέρουν τα Higgs και Higgsinos, οπότε έχουµε:

bN = 3N − 1

3
nf −

1

6
ns ⇒

b3 = 3 · 3− 1

3
12− 1

6
12 = 3 . (3.12)

b2 : Για N = 2 τα Higgs και Higgsinos συνεισϕέρουν κανονικά µε δύο δι-
πλέτες έκαστα. Αυτό σηµαίνει ότι :

bN = 3N − 1

3
nf −

1

6
ns ⇒

b2 = 3 · 2− 1

3
14− 1

6
14 = −1 . (3.13)

Για το b1, λόγω του ότι η U(1) είναι αβελιανή δεν υπακούει στην παραπάνω
φόρµουλα. Στην περίπτωση του SM η b1 είναι :

bSM1 = −2

3

∑
f

Y 2
f − 1

3

∑
s

Y 2
s = −2

3

3

5

∑
f

y2f −
1

3

3

5

∑
s

y2s . (3.14)

Για το bMSSM
1 δεν έχουµε συνεισϕορά από διανυσµατικά πεδία και από τα

φερµιονικά τους ταίρια. Εποµένως, η µορϕή του bMSSM
1 είναι η ίδια µε του

bSM1 µόνο που τώρα εκτός από φερµιόνια και τα ϐαθµωτά της ϑεωρίας, έχουµε
συνεισϕορά και από τα sfermions:

bMSSM
1 (f, sf) = −6

bMSSM
1 (H, H̄) = −3

5

⇒ bMSSM
1 = −33

5
. (3.15)

Εποµένως, οι διαϕορικές εξισώσεις των running coupling constants ϑα είναι :

1

a3(µ)
=

1

aSG
− 1

2π
bMSSM
3 ln

(
MSX

µ

)
=

1

aSG
− 3

2π
ln

(
MSX

µ

)
,

1

a2(µ)
=

1

aSG
− 1

2π
bMSSM
2 ln

(
MSX

µ

)
=

1

aSG
+

1

2π
ln

(
MSX

µ

)
,

1

a1(µ)
=

1

aSG
− 1

2π
bMSSM
1 ln

(
MSX

µ

)
=

1

aSG
− 33

10π
ln

(
MSX

µ

)
,

(3.16)
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όπου, µ ∼ O(MW ), aSG είναι η σταθερά λεπτής υϕής στην κλίµακα της
ενοποίησης και, κατά τα γνωστά, ai =

gi
4π
, i = 1, 2, 3. Εξαϕανίζοντας από τις

εξισώσεις αυτές τα aSG, ln
(
MSX

µ

)
, παίρνουµε µία συνθήκη που συνδέει τις

µετρούµενες ποσότητες a−1
i (µ) µε τους υπολογισµένους ϑεωρητικά bi:

a−1
3 (µ)− a−1

2 (µ)

a−1
2 (µ)− a−1

1 (µ)
=
b2 − b3
b1 − b2

. (3.17)

Ας ονοµάσουµε την ποσότητα του αριστερού µέλους Bexp. Χρησιµοποιώντας
τα πειραµατικά δεδοµένα

sin2 θW (mz) = 0.231 , a−1
3 (mZ) = 8.40 , a−1

em(mZ) = 128 ,

a−1
2 = a−1

em(mZ) , sin2 θW (mZ) = 29.6 , a−1
1 = 59.12 , (3.18)

ϐρίσκουµε ότι Bexp = 0.72. Τώρα, ονοµάζουµε το δεξί µέλος της (3.17) Bth
και ϐρίσκουµε ότι :

Bth =
5

7
= 0.714 . (3.19)

Συγκρίνοντας το ϑεωρητικό µε το πειραµατικό αποτέλεσµα, ϐλέπουµε ότι έ-
χουµε πολύ καλή συµϕωνία. Η ίδια διαδικασία για τα bi του SM δίνει
BSM
th = 0.528, το οποίο ϐρίσκεται σε κακή συµϕωνία µε το πείραµα.

Για ακόµη ακριβέστερους υπολογισµούς ϑα έπρεπε να είχαµε συνυπολογί-
σει στις β−συναρτήσεις µε τις διορθώσεις δύο ϐρόχων. Επίσης, η υπερσυµµε-
τρία πρέπει να είναι σπασµένη σε τάξη ∼ 1TeV ή πιο κάτω, οπότε οι διαϕορές
στη µάζα ανάµεσα στα σωµατίδια και τα υπερσυµµετρικά τους ταίρια ϑα οδη-
γούσαν σε διορθώσεις κατωϕλίου. Ο Pokorski στην ανάλυσή του, καταλήγει
ότι τα πειραµατικά αποτελέσµατα ϐρίσκονται σε πολύ καλή συµϕωνία µε τις
προβλέψεις του υπερσυµµετρικού SU(5).

Φυσικά, κάποιος µπορεί να φτιάξει οσαδήποτε µοντέλα που να δίνουν το
Bexp, αλλά δεν υπάρχει καµία αµϕιβολία ότι η πρόβλεψη BMSSM

th είναι µία
απλή συνέπεια του περιεχοµένου των πεδίων του MSSM . Η συµϕωνία µε
το πείραµα δεν ήταν εξασϕαλισµένο ότι ϑα συµβεί, γεγονός που ενισχύει το
σενάριο του υπερσυµµετρικοποιηµένου καθιερωµένου προτύπου.

Επιστρέϕοντας στις διαϕορικές εξισώσεις (3.16), αν επαναλάβουµε τη δια-
δικασία που προηγήθηκε στο µη υπερσυµµετρικό SU(5) καταλήγουµε σε µία
εξίσωση ανάλογη της (1.184), από την οποία παίρνουµε την κλίµακα ενοποί-
ησης :

ln

(
MSX

MZ

)
=

10π

28

[
a−1
1 (MZ)− a−1

2 (MZ)
]
≈ 33.1 ⇒

MSX = 2.2 · 1016GeV . (3.20)

Παρατηρούµε ότι το σηµείο ενοποίησης έχει ανέβει όπως περιµέναµε συγκρι-
τικά µε την αντίστοιχη πρόβλεψη στο µη υπερσυµµετρικό µοντέλο, MX =
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4 · 1014GeV , (1.189). Επίσης, για τη γωνία Weinberg έχουµε:

sin2 θW ≈ 0.236 , (3.21)

η οποία σε αντίθεση µε την τιµή του µη υπερσυµµετρικού SU(5), (1.189),
είναι επίσης σε καλή συµϕωνία µε την πειραµατική τιµή. Οι εύστοχες προ-
ϐλέψεις του υπερσυµµετρικού SU(5) -ουσιαστικά η πραγµατική ενοποίηση
των σταθερών σύζευξης- φαίνονται στην παρακάτω εικόνα, στην οποία αντι-
διαστέλλουµε την αποτυχία του µη υπερσυµµετρικού µοντέλου να ενοποιήσει
πραγµατικά τις σταθερές σύζευξης :

Εικόνα 3.1: Η ενοποίηση των σταθερών σύζευξης στο υπερσυµµετρικό SU(5)
και η αποτυχία του µη υπερσυµµετρικού µοντέλου.

Η επίτευξη της ενοποίησης των σταθερών σύζευξης είναι µία πρόβλεψη η
οποία περισώζει τη γενικότερη ιδέα της ενοποίησης αλλά και ενθαρρύνει την
υποστήριξη της υπερσυµµετρίας.

3.1.5 Ο Yukawa τοµέας του υπερσυµµετρικού SU(5)

΄Οπως είδαµε στο υποκεϕάλαιο του σπασίµατος της συµµετρίας, χτίσαµε το
superpotential έτσι ώστε να ικανοποιεί δύο λειτουργίες. Η µία που µας αϕορά
στο σηµείο αυτό είναι να δίνει µάζα στα κουάρκ και τα φορτισµένα λεπτόνια.
Η διαδικασία αυτή επιτυγχάνεται µέσω του όρου WY της (3.1), όταν τα πεδία
Higgs που ανήκουν στις chiral supermultiplets 5, 5̄, αναπτύσσουν VEV (για
την ακρίβεια η SU(2) συνιστώσα τους). Η 5̄H δίνει µάζα στα φορτισµένα
λεπτόνια και στα d−τύπου κουάρκ, ενώ η 5H στα up−τύπου κουάρκ. Το
αντίστοιχο superpotential είναι :

WY = Y ij
5̄
5̄iF 10

j
F 5̄H + Y ij

5 10iF 10
j
F 5H . (3.22)
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Αϕού τα πεδία Higgs αναπτύξουν VEV, παίρνουµε:

Md =MT
e = Y5̄⟨5̄H⟩, Mu = Y5⟨5H⟩ . (3.23)

Σηµειώνουµε ότι λόγω των ιδιοτήτων συµµετρίας του διγραµµικού 10iF 10
j
F , οι

up−τύπου κουάρκ συζεύξεις Yukawa είναι συµµετρικές ως προς την εναλλαγή
των δεικτών γενιάς, δηλαδή

Mu =MT
u . (3.24)

Κανένας από τους δύο περιορισµούς, (3.23), (3.24) δεν είναι παρών στο MSSM
. Εποµένως, υπάρχουν δύο ανεξάρτητοι Yukawa πίνακες (ο ένας συµµετρι-
κός). Από τη σχέση Yd = Y T

e παίρνουµε µία µη τετριµµένη πρόβλεψη, ότι οι
d−τύπου µάζες είναι ίδιες µε αυτές των φορτισµένων λεπτονίων. Στην περίπτω-
ση της τρίτης γενιάς παίρνουµε ότιmb = mτ στην κλίµακα των ηλεκτρασθενών
αλληλεπιδράσεων. Αυτό σηµαίνει ότι(

mb

mτ

)
SUSY(

mb

mτ

)
ORD

= 1 . (3.25)

Με άλλα λόγια ϐρήκαµε ότι το mb/mτ ϐρίσκεται σε συµϕωνία µε το πείρα-
µα αλλά και µε την πρόβλεψη του µη υπερσυµµετρικού SU(5) - µία αρκετά
ενδιαϕέρουσα σύµπτωση. Η ισότητα λοιπόν mb = mτ στην κλίµακα της ε-
νοποίησης είναι ένα καλό αποτέλεσµα, σε αντίθεση µε αυτά που παίρνουµε
για τις δύο ελαϕρύτερες γενιές. Αν ϑεωρήσουµε τις πειραµατικές τιµές (ηλε-
κτρασθενή κλίµακα) σαν αρχικές συνθήκες στις RGE, τότε στην κλίµακα της
ενοποίησης ϐρίσκουµε χονδρικά ότι md ≈ 3me και mµ ≈ 3ms, πράγµα που
σηµαίνει ότι η πρόβλεψη του υπερσυµµετρικού SU(5) md = me είναι αρκετά
αυστηρή.

Επίσης, η σχέση ανάµεσα στις Yukawa couplings ισχύει για κάθε γενιά µε
αποτέλεσµα να παίρνουµε σχέσεις ανάµεσα στις φερµιονικές µάζες του τύπου

md

ms
=
me

mµ
. (3.26)

Η σχέση αυτή δεν εξαρτάται από την ενεργειακή κλίµακα κι εποµένως ισχύει
και στην κλίµακα των ηλεκτρασθενών αλληλεπιδράσεων, όµως ϐρίσκεται σε
ασυµϕωνία µε τα πειραµατικά δεδοµένα κατά έναν παράγοντα ∼ 15. Αυτό
είναι γενικά ένα µεγάλο πλήγµα για το SU(5) µοντέλο. Το πρόβληµα αυτό
δεν αποτελεί κάποια ϑεµελιώδη δυσκολία ως προς την ευρύτερη ιδέα της µε-
γάλης ενοποίησης αλλά κυρίως µε την πραγµατοποίησή της. ΄Ενας τρόπος να
υπερπηδήσουµε το εµπόδιο αυτό είναι να εισαγάγουµε παραπάνω multiplets
στη ϑεωρία, όπως την 45. ΄Αλλος τρόπος είναι να συµπεριλάβουµε τελεστές
µεγαλύτερης διάστασης στη ϑεωρία όπως ο χΨ̄ϕH̄/MPl ο οποίος µπορεί να
είναι της τάξης του 0.1GeV και ϑα µπορούσε να φτιάξει, για παράδειγµα, την
πρόβλεψη της µάζας του µιονίου από το SU(5).
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3.1.6 ∆ιάσπαση πρωτονίου

Στην υπερσυµµετρική εκδοχή των µεγαλοενοποιηµένων ϑεωριών η διάσπαση
του πρωτονίου επιτυγχάνεται και µε νέες υπερσυµµετρικές συνεισϕορές πέρα
από το συµβατικό τρόπο ανταλλαγής των X,Y µποζονίων. Η διάσπαση του
πρωτονίου επάγεται από τελεστές διάστασης 4, 5, 6.

� Για τους d = 6 τελεστές :
΄Εχουµε δει από την µη υπερσυµµετρική εκδοχή του SU(5) ότι οι συνει-
σϕορές από την ανταλλαγή των διανυσµατικών µποζονίων εξαρτώνται α-
πό την κλίµακα ενοποίησης. Αϕού η κλίµακα αυτή αυξάνεται κατά έναν
παράγοντα ∼ O(10), διάσπαση του πρωτονίου κατά τον συµβατικό τρόπο
ανταλλαγής διανυσµατικών µποζονίων µέσω του καναλιού p → e+π0,
καταπιέζεται κατά έναν παράγονται O(104), το οποίο µεταϕράζεται σε
τp ≈ 4.5 · 1037yrs. ΄Ετσι, αποϕεύγεται η οποιαδήποτε σύγκρουση µε
το τωρινό χαµηλότερο πειραµατικό όριο τ exp

p→e+π0 ≥ 1034yrs, κι έτσι η
υπερσυµµετρική SU(5) ϑεωρία δεν καταρρίπτεται από την πρόβλεψη
αυτή όπως η µη υπερσυµµετρική εκδοχή της.

� Για τους d = 4 τελεστές :
Οι τελεστές διάστασης 4 αποτελούν έναν πραγµατικό κίνδυνο για την
SUSY SU(5). Ευτυχώς, η R−οµοτιµία απαγορεύει όλους τους τελεστές
d = 4 (και d = 3) οι οποίοι παραβιάζουν ϐαρυονικό ή λεπτονικό αριθµό.
Είναι εποµένως ένα απαραίτητο συστατικό για οποιαδήποτε «φυσική»
SUSY-GUT.

� Για τους d = 5 τελεστές : Οι τελεστές αυτοί είναι της µορϕής QQQL +
U cU cDcEc, ή όπως συµβολίζονται χαρακτηριστικά LLLL+RRRR.

Συνοψίζοντας λοιπόν τα παραπάνω, στη διάσπαση του πρωτονίου µπορούν να
συνεισϕέρουν τελεστές d = 4, 5, 6. Η Ϲωή του πρωτονίου µέσω των d = 6
είναι πολύ µεγάλη, λόγω της µεγάλης τιµής της κλίµακας ενοποίησης και
καταϕέρνει να προσπεράσει το υψηλό πειραµατικό όριο. Οι d = 4 τελεστές
είναι απαραιτήτως απαγορευµένοι ενσωµατώνοντας την R−οµοτιµία. Εποµέ-
νως, οδηγούµαστε να ϑεωρήσουµε τελεστές d = 5, οι οποίοι αποτελούν τη
δεσπόζουσα συνεισϕορά στη διάσπαση πρωτονίου στη SUSY SU(5) ϑεωρία.

΄Οπως είπαµε παραπάνω υπάρχουν δύο είδη d = 5 τελεστών, RRRR και
LLLL:

O
(R)
A = ϵαβγu

α
Rau

β
Rbu

γ
RceRd ,

O
(L)
B = ϵαβγεijϵklq

αi
Laq

βj
Lbq

γk
Lcℓ

ℓ
Ld , (3.27)

όπου α, β, γ είναι δείκτες χρώµατος, i, j, k, ℓ είναι ισοσπινοριακοί δείκτες και
a, b, c, d είναι δείκτες γενιάς. Οι d = 5 τελεστές που παραβιάζουν τη διατήρηση
του ϐαρυονικού αριθµού είναι απαγορευµένοι σε tre-level από συµµετρίες της
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SU(5). ΄Οµως στην ουσία οι συµµετρίες αυτές σπάνε από το VEV που είναι υ-
πεύθυνο για τις µάζες των Higgs τριπλέτων χρώµατος ζu, ζ̄d. ΄Οπως αναϕέραµε
ήδη στο doublet-triplet splitting, οι Higgs τριπλέτες παίρνουν µάζα ∼ MSX .
Συνεπώς,αυτοί οι d = 5 τελεστές γενικά παράγονται µέσω της ανταλλαγής των
color triplet higgsino, ζ̄d. Το κυρίαρχο κανάλι διάσπασης του πρωτονίου από
d = 5 τελεστές είναι το :

p → K+ν̄ , (3.28)

και οϕείλεται σε επιχειρήµατα συµµετρίας. Οι τελεστές (qa, qb, qc, ℓd), (uca, ucb, u
c
c, e

c
d),

όπου οι δείκτες a, b, c, d είναι δείκτες γενιάς, πρέπει να είναι αναλλοίωτοι κάτω
από την SU(3)c και SU(2)L. Σαν αποτέλεσµα, οι δείκτες χρώµατος και ισο-
σπίν πρέπει να είναι αντισυµµετρικοί. Παρ΄ όλα αυτά, αϕού οι τελεστές αυτοί
δίνονται από µποζονικά superfields, πρέπει να είναι πλήρως συµµετρικοί κά-
τω από την εναλλαγή των δεικτών. Εποµένως, ο πρώτος τελεστής εξαϕανίζεται
για a = b = c και ο δεύτερος εξαϕανίζεται για a = b. Συµπεραίνουµε λοι-
πόν ότι ένα µέλος δεύτερης ή τρίτης γενιάς πρέπει να εµϕανίζεται στην τελική
κατάσταση µετά τη διάσπαση.

Η συνεισϕορά λοιπόν από τους d = 5 τελεστές στη διάσπαση του πρωτονί-
ου απαιτεί διαγράµµατα της µορϕής:

≈

H̄SX

sf

f

sf

f

sf

f

sf

f

×
1

MSX

Εικόνα 3.2: ∆ιάσπαση πρωτονίου µε ανταλλαγή Higgsino.

στα οποία απαιτείται ένα «ντύσιµο»:

f f

ff

sf sf

W̃

≈

f f

ff

×
1

MSXMW

Εικόνα 3.3: «Ντυµένο» διάγραµµα διάσπασης πρωτονίου µε ϐρόχο.

Χρειάστηκε λοιπόν το «ντύσιµο» στο πρώτο διάγραµµα επειδή ο αντίστοιχος
τελεστής εµπλέκει squark και slepton πεδία κι εποµένως δεν µπορεί να επά-
γει τη διάσπαση του πρωτονίου σε χαµηλότερη τάξη. Το «ντύσιµο» επιτρέπει
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στα πεδία squarks και sleptons να µετατραπούν σε κουάρκ και λεπτόνια αν-
τίστοιχα µε την εκποµπή ενός weak gaugino. Συνεισϕορές στη διάσπαση του
πρωτονίου στο συγκεκριµένο κανάλι παίρνουµε και από το διάγραµµα όπου
ένα gluino εκπέµπεται κατά την εναλλαγή των squark σε κουάρκ. Παροµοίως,
συνεισϕορά παίρνουµε και µε ανταλλαγή higgsino διπλέτων, H̄±.

Το ϑεωρητικό όριο που προκύπτει από τις παραπάνω συνεισϕορές είναι :

τp→K+ν̄ ≤
(
1

3
− 3

)
· 1034yrs . (3.29)

΄Ενα σηµαντικό αποτέλεσµα που παίρνουµε λοιπόν από την εισαγωγή της
SUSY στο µοντέλο SU(5) είναι ότι το κυρίαρχο κανάλι διάσπασης του πρωτο-
νίου δεν είναι το ίδιο µε αυτό του SU(5) πριν την εισαγωγή της. Εποµένως,
ϑεωρούµε ότι η παρουσία του νέου καναλιού είναι µία ένδειξη της υπερσυµµε-
τρικής φύσης ή τουλάχιστον του γεγονότος ότι τα Higgs πεδία διαδραµατίζουν
σηµαντικό ϱόλο στη διάσπαση του πρωτονίου.

3.1.7 Μέτρηµα των παραµέτρων στο ελάχιστο υπερσυµµετρικό
SU(5) µοντέλο

Για να µπορέσουµε να συγκρίνουµε το µοντέλο µε άλλα υπερσυµµετρικά µε-
γαλοενοποιηµένα µοντέλα, ϑα πρέπει να µετρήσουµε τις αυθαίρετες παραµέ-
τρους του. ΄Εχουµε λοιπόν :

� Υπάρχουν 4 µιγαδικές συζεύξεις στο Higgs superpotential, όπου έπει-
τα από επαναορισµό των δύο Higgs πεδίων, αποµένουν 6 πραγµατικές
παράµετροι.

� Στον τοµέα Yukawa υπάρχουν 6 µιγαδικά στοιχεία του συµµετρικού
Yu και 9 µιγαδικά στοιχεία στο Yd = Y T

e . Προϕανώς, δεν είναι όλες
φυσικές κι έπειτα από διαγωνοποίηση του Yd αποµένουν τρεις πραγµα-
τικές παράµετροι στον τοµέα Yukawa των d−κουάρκ και φορτισµένων
λεπτονίων. ΄Επειτα από αυτό, δεν υπάρχει περαταίρω ελευθερία στην
up−κουάρκ σύζευξη, «up to» έναν επαναορισµό φάσης.

� Μία ενιαία σταθερά σύζευξης, g.

Συνολικά παίρνουµε 21 ανεξάρτητες πραγµατικές παραµέτρους στο ελάχιστο
υπερσυµµετρικό SU(5) µοντέλο. Οι soft susy όροι δεν έχουν ληϕθεί υπόψη,
καιώς ϐρίσκοντα σε όλα τα πιθανά ϱεαλιστικά µοντέλα.

3.1.8 Πλεονεκτήµατα-Μειονεκτήµατα

Ας κάνουµε έναν τελικό απολογισµό για το αν η εισαγωγή της υπερσυµµετρίας
στο SU(5) µοντέλο ϐελτιώνει ή όχι τη µη υπερσυµµετρική εκδοχή.
Πλεονεκτήµατα:
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� ∆ε χαλάει τις επιτυχηµένες προβλέψεις του SU(5).

� Προβλέπει την πραγµατική ενοποίηση των τριών σταθερών σύζευξης.

� Λόγω της αύξησης της κλίµακας ενοποίησης και του γεγονότος ότι υ-
πάρχει καινούριο κανάλι διάσπασης του πρωτονίου, ο χρόνος Ϲωής του
αυξάνεται και ϐρίσκεται πάνω από το ελάχιστο όριο που δίνει το πείραµα
µε αποτέλεσµα να καθίσταται το µοντέλο ϐιώσιµο.

� Η προβλεπόµενη τιµή για τη γωνία Weinberg, sin2 θW ≈ 0.236, είναι σε
σχετικά καλή συµϕωνία µε την πειραµατική (sin2 θW ≈ 0.232), σίγουρα
καλύτερη από την πρόβλεψη που δίνει το µη υπερσυµµετρικό µοντέλο,
sin2 θ ≈ 0.210.

Μειονεκτήµατα:

� Σπάσιµο της R−οµοτιµίας :
Υπάρχουν εεπανακανονικοποιήσιµοι όροι στο superpotential οι οποίοι
δε διατηρούν το ϐαρυονικό και λεπτονικό αριθµό, για παράδειγµα:

W ′ = λabcχaΨ̄bΨ̄c , (3.30)

οι οποίοι όταν γράϕονται σε όρους των πεδίων συνιστωσών τους οδηγού-
µαστε σε όρους που σπάνε την R−οµοτιµία του MSSM, όπως LaLbecc,
QLDc, ucdcdc, κά. Αυτό που προκύπτει από τη µεγάλη ενοποίηση είναι
ότι οι τρεις αυτοί όροι περιγράϕονται από µία παράµετρο σύζευξης κι
επίσης η σταθερά λ ικανοποιεί την αντισυµµετρικότητα στην εναλλαγή
δύο δεικτών γενιάς. Ο συνολικός αριθµός των παραµέτρων που σπάνε
την R−οµοτιµία είναι 9 αντί για 45 που είναι στο MSSM . Συνεπώς, η
SUSY SU(5) δεν οδηγεί σε ένα LSP που να είναι σταθερό και να ταιριάζει
για υποψήϕιος για τη σκοτεινή ύλη.

� Doublet-Triplet splitting problem:
Είδαµε νωρίτερα ότι για να παραχθούν οι ελαϕριές διπλέτες του MSSM
, ϑα πρέπει να ϱυθµίσουµε τις δύο παραµέτρους 3/2b και M στο su-
perpotential. ΄Οµως, άπαξ και συµβεί το σπάσιµο της υπερσυµµετρίας
µέσω του µηχανισµού του κρυϕού τοµέα, παίρνουµε τη λαγκρατζιανή
της µορϕής:

LSB = AλH̄ϕH +BMH̄H + h.c. , (3.31)

όπου τα σύµβολα εδώ αϕορούν µόνο τις ϐαθµωτές συνιστώσες των super-
fields. ΄Επεται λοιπόν ότι όταν τα Higgsinos ϱυθµιστούν να έχουν µάζα
στην κλίµακα των ασθενών αλληλεπιδράσεων, η ίδια λεπτή ϱύθµιση δεν
αϕήνει τα ϐαθµωτά Higgs στην ίδια κλίµακα. Υπάρχουν δύο τρόποι να
λυθεί το πρόβληµα αυτό :
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� Ο πρώτος τρόπος είναι να εισαγάγουµε ένα singlet πεδίο και να
διαλέξουµε το superpotential της µορϕής

WDT = 2H̄ϕH + SH̄H . (3.32)

Το υπερσυµµετρικό ελάχιστο της ϑεωρίας αυτής είναι :

FH = Hu(−3b+ ⟨S⟩) = 0 . (3.33)

Η Fζ εξίσωση ικανοποιείται αυτοµάτως όταν το χρώµα παραµένει
άσπαστο, κάτι το οποίο απαιτείται για τη φυσικότητα της ϑεωρίας.
΄Ετσι αυτοµάτως παίρνουµε ⟨S⟩ = 3b, η οποία είναι η συνθήκη που
κρατά τις διπλέτες ελαϕριές. Εποµένως, οι διπλέτες παραµένουν
φυσικά στην ηλεκτρασθενή κλίµακα χωρίς να χρειάζεται κάποια
λεπτή ϱύθµιση. Αυτός ο µηχανισµός ονοµάζεται sliding singlet
mechanism. Στην περίπτωση αυτή το σπάσιµο της υπερσυµµετρί-
ας στο tree-level διατηρεί άµαζες τις διπλέτες τόσο για τα φερµιόνια
όσο και για τις µποζονικές συνιστώσες. ΄Οµως, όταν συµπεριλη-
φθούν διορθώσεις ενός ϐρόχου, αναδύεται ένα πρόβληµα, ότι οι
διορθώσεις του ⟨S⟩ παράγουν µία απόκλιση από την ακύρωση των
µποζονικών Higgs µαζών.

� Ο δεύτερος µηχανισµός που δουλεύει καλύτερα από τον προηγού-
µενο είναι ο missing partner mechanism. Στον µηχανισµό αυ-
τόν, διαλέγουµε να σπάσουµε τη συµµετρία της ενοποίησης µε µία
multiplet η οποία συζεύγνυται µε τα H, H̄ και άλλες multiplets µε
τέτοιο τρόπο ώστε άπαξ και η SU(5) συµµετρία σπάσει, µόνο οι
τριπλέτες χρώµατός τους να έχουν πολλαπλέτες στο πεδίο το οποίο
συζεύγνυται µαζί τους, αλλά όχι ασθενείς διπλέτες.

� ∆εν υπάρχει κάποιος φυσικός µηχανισµός παραγωγής των µαζών των
νετρίνων, παρ΄ όλο που πολλές φορές έχουν προταθεί όροι που παρα-
ϐιάζουν την R−οµοτιµία. Θα πρέπει να δεχτούµε προς το παρόν ότι η
απαιτούµενες µικρές παράµετροι σύζευξης ϑα πρέπει να µπουν µε το
χέρι.

� Το κενό είναι τριπλά εκϕυλισµένο και η επιλογή εκείνου που οδηγεί
στο SM γίνεται χωρίς κάποια φυσική αιτία. ΄Οταν αναβαθµίζεται όµως
η SUSY σε τοπική συµµετρία (supergravity), αίρεται ο εκϕυλισµός των
τριών κενών από ϐαρυτικές συνεισϕορές.

313



Παράρτηµα Α΄

Οµάδες και αναπαραστάσεις

Πριν την έναρξη συγγραϕής της εργασίας η ύπαρξη ενός τέτοιου παραρτήµα-
τος ήταν αµϕίβολη. Η εναλλακτική λύση ήταν οι απαραίτητες µαθηµατικές
επεξηγήσεις και η προέλευση των µεθόδων που χρησιµοποιούµε να παρεµβάλ-
λονται µέσα στο χτίσιµο του µοντέλου SU(5). ΄Επειτα από σκέψη ϑεωρήσαµε
ότι η εκδοχή αυτή έχει δύο πολύ σοβαρά µειονεκτήµατα. Πρώτο και σηµαν-
τικότερο είναι ότι η ϱοή ϑα κοβόταν από εκτενείς παρεµβολές, πράγµα πολύ
κουραστικό για τον αναγνώστη. ∆εύτερον, η πορεία προς τις προβλέψεις και
γενικότερα όλη η φυσική που ουσιαστικά µας ενδιαϕέρει ϑα χάνονταν µέσα
στα ποικίλα (για κάποιους δευτερεύοντα) τεχνικά Ϲητήµατα. ΄Ετσι λοιπόν η
επίκληση στο παράρτηµα ϑα είναι συχνή και ταυτόχρονα η ανάγνωση του κυ-
ϱίως σώµατος της διπλωµατικής πιο ευχάριστη.

Στο παράρτηµα λοιπόν αυτό, παραθέτουµε στοιχεία από τη Θεωρία Ο-
µάδων και τη Θεωρία Αναπαραστάσεων. Παρ’ολο που - προς διατήρηση της
γενικότητας - µελετάµε τις ϑεωρίες αυτές από καθαρά µαθηµατική σκοπιά, η
ακόλουθη ανάλυση απλώνεται γύρω από τη φυσική στην οποία εϕαρµόζονται,
δηλαδή τα µοντέλα µεγαλοενοποιηµένων ϑεωριών.

Πιο συγκεκριµένα, αρχικά ϑα αναϕερθούµε σε κάποια ϐασικά στοιχεία
για τις οµάδες και τις αναπαραστάσεις τους. ΄Επειτα ϑα αναλύσουµε την πολύ
σηµαντική adjoint αναπαράσταση καθώς και άλλες µη αναγωγίσιµες αναπα-
ϱαστάσεις οµάδων Lie. Μετά, ϑα περιγράψουµε τον τρόπο εύρεσης όλων των
ϱιζών µιας άλγεβρας ϐρίσκοντας υποβόσκουσες SU(2) αναπαραστάσεις µέσα
στο όλο οικοδόµηµα. Επίσης, µε την ίδια διαδικασία, δηλαδή µε τη µέθοδο
της καταβίβασης ξεκινώντας από το µέγιστο ϐάρος ϐρίσκοντας SU(2) ανα-
παραστάσεις, ϑα εξηγήσουµε πως ϐρίσκουµε όλα τα ϐάρη (καταστάσεις) µιας
τυχαίας αναπαράστασης. ∆ε ϑα µπορούσαµε να παραλείψουµε την περιγραϕή
των διαγραµµάτων Dynkin, δηλαδή τη γεωµετρική αναπαράσταση των απλών
ϱιζών για κάθε άλγεβρα. ΄Επειτα ακολουθεί η περιγραϕή της τανυστικής µε-
ϑόδου µέσω της οποίας καταϕέρνουµε να κάνουµε χρήση της τεχνολογίας
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των Young tableaux που ορίζονται µέσω των οµάδων µεταθέσεων. Τέλος, το
παράρτηµα κλείνει µε την περιγραϕή δύο πολύ σηµαντικών διαδικασιών : 1)
τον υπολογισµό τανυστικών γινοµένων και εύρεση του αναπτύγµατος Clebsch
Gordan και 2) την εύρεση του αναπτύγµατος µιας τυχαίας αναπαράστασης
µιας οµάδας σε µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις των υποοµάδων της. Τα
όπλα µας για τις παραπάνω διαδικασίες είναι τα Young tableaux και τα δια-
γράµµατα Dynkin γι΄ αυτό και παραθέτουµε και κάποια παραδείγµατα, ώστε
να γίνει σαϕής ο τρόπος µε τον οποίον τα χρησιµοποιούµε.
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Α΄.1 Βασικά στοιχεία

Η Θεωρία Οµάδων αϕορά τη µελέτη συµµετριών. Συνεπώς αποτελεί ένα πο-
λύτιµο εργαλείο στα χέρια του φυσικού για την εξήγηση φυσικών συστηµάτων.
Η απόσταξη των πληροϕοριών για τα φυσικά συστήµατα δε γίνεται µέσω των
οµάδων αυτών καθ΄ αυτών, αλλά µέσω των αναπαραστάσεών τους. Θα ξεκι-
νήσουµε δίνοντας µια διαισθητική προσέγγιση για το τί είναι αναπαράστασεις
πριν αποδώσουµε τον αυστηρό µαθηµατικό ορισµό τους.

΄Εννοιες όπως η οµάδα, ο διανυσµατικός χώρος κ.ά. αποτελούν αϕηρηµέ-
νες µαθηµατικές δοµές. Οποιοδήποτε µαθηµατικό σύστηµα (µε κατάλληλες
ιδιότητες και πράξεις) λέµε ότι αποτελεί µια πραγµάτωση (realization) µίας
αϕηρηµένης µαθηµατικής δοµής (π.χ. της οµάδας) αν είναι δυνατό να ορί-
σουµε µιαν απεικόνιση ανάµεσα στην αϕηρηµένη µαθηµατική δοµή και το
συγκεκριµένο µαθηµατικό σύστηµα. Με την έννοια απεικόνιση εννοούµε οι
πράξεις της αϕηρηµένης δοµής να αντανακλώνται πάνω στις πράξεις που έ-
χουν οριστεί στο µαθηµατικό µας σύστηµα.

Ας ορίσουµε λοιπόν την πραγµάτωση µιας οµάδας. ΄Εστω οµάδα G µε
σύνολο G = {A,B,C, . . .}, σύνολο S = {x, y, z, . . .} και M(S) το σύνολο των
µετασχηµατισµών του S:

M(S) = {f |f : S → S}, όπου f : 1-1 και επί. (Α΄.1)

Εάν µπορούµε να ϐρούµε µιαν απεικόνιση Τ:

T : AϵG→ T (A) = TA ϵM(S),

µε την ιδιότητα σε κάθε στοιχείο AϵG, αντιστοιχεί ένας µετασχηµατισµός TA
του S, δηλαδή:

TA : S → S, (Α΄.2)

ο οποίος είναι αµϕιµονοσήµαντος και επί, έτσι ώστε η σύνθεση δύο τέτοιων
µετασχηµατισµών TATB να υπάρχει και να είναι ο µετασχηµατισµός TAB,
δηλαδή:

TATB = TAB, (Α΄.3)

τότε λέµε ότι έχουµε µια πραγµάτωση της οµάδας G µέσα από τους µετασχη-
µατισµούς του S.

Η αναπαράσταση (representation) (ή ορθότερα γραµµική αναπαράσταση)
είναι η κατηγορία πραγµάτωσης της οµάδας που ϑα µας απασχολήσει. Η κα-
τηγορία αυτή προκύπτει εάν στο σύνολο S αντιστοιχίσουµε έναν (πραγµατικό
ή µιγαδικό) διανυσµατικό χώρο V και οι µετασχηµατισµοί TA, TB, . . . είναι
µη ιδιάζοντες γραµµικοί µετασχηµατισµοί (τελεστές) στο χώρο αυτόν. Είναι
γνωστό από τη ϑεωρία τελεστών ότι σε κάθε τελεστή που επενεργεί στο χώρο
αυτό αντιστοιχεί ένας τετραγωνικός πίνακας τάξης n ως προς κάποια ϐάση,
όπου n = dimV , η διάσταση του διανυσµατικού χώρου. Η έννοια λοιπόν της
αναπαράστασης συνδυάζει δύο αλγεβρικές δοµές : το διανυσµατικό χώρο και
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την οµάδα. Από το συνδυασµό αυτό προκύπτουν πίνακες που αναπαριστούν
τα στοιχεία της οµάδας. Η µελέτη των πινάκων αυτών γίνεται µέσω της ϑεωρίας
αναπαραστάσεων1.

΄Εϕτασε η στιγµή να ορίσουµε τι είναι αναπαράσταση. Αναπαράσταση της
οµάδας G είναι η απεικόνιση D των στοιχείων της G πάνω σε ένα σύνολο
γραµµικών τελεστών µε τις ακόλουθες ιδιότητες.

� D(e) = 1, όπου 1 είναι ο ταυτοτικός τελεστής στο διανυσµατικό χώρο
στον οποίο δρουν οι γραµµικοι τελεστές,

� D(g1)D(g2) = D(g1g2), δηλαδή ο πολλαπλασιαστικός κανόνας της οµά-
δας απεικονίζεται στον απλό πολλαπλασιασµό στο γραµµικό χώρο στον
οποίο δρουν οι γραµµικοί τελεστές.

∆ιάσταση µιας αναπαράστασης είναι η διάσταση του χώρου στον οποίο δρα.
΄Οπως προαναϕέραµε, ένας τελεστής T : V → V ως προς µια ϐάση
{e1, e2, . . . en} µπορεί να λάβει τη µορϕή τετραγωνικού πίνακα τάξης n µε
στοιχεία Dij :

[D(g)]ij = ⟨ei|D(g)|ej⟩. (Α΄.4)

Οι πίνακες λοιπόν αποτελούνται από τα στοιχεία πίνακα των γραµµικών τελε-
στών.

Η απλούστερη αναπαράσταση είναι εκείνη που σε κάθε στοιχείο της οµά-
δαςG αντιστοιχίζεται ο ταυτοτικός πίνακας οποιασδήποτε τάξης και ονοµάζεται
τετριµµένη αναπαράσταση.

Παρακάτω ϑα αναλύσουµε κάποιες σηµαντικές αναπαραστάσεις οι οποίες
αποτελούν τα «καλούπια» στα οποία και ϑα χτίσουµε τα διάϕορα µοντέλα της
φυσικής.

Α΄.2 Κανονική αναπαράσταση

Θα δώσουµε την κανονική αναπαράσταση µιας πεπερασµένης οµάδας2 µέσα
από ένα παράδειγµα µε τη ϐοήθεια της κυκλικής οµάδας3 ⟨Z3, ∗⟩ µε στοιχεία
το σύνολο Z3 = {e, a, b}. Η οµάδα αυτή είναι τάξης 3, αβελιανή (η διµελής
πράξη της είναι αντιµεταθετική) και έχει τον εξής πολλαπλασιαστικό πίνακα:

e a b

e e a b

a a b e

b b e a

1Θεωρία Οµάδων και Θεωρία Τελεστών, ∆ηµήτρης Σούρλας, 2008
2Πεπερασµένη είναι η οµάδα που έχει πεπερασµένο αριθµό στοιχείων. Ο αριθµός αυτός

λέγεται τάξη. Αν δεν είναι πεπερασµένη, είναι άπειρη.
3Κυκλική ονοµάζεται µία οµάδα, αν υπάρχει κάποιο στοιχείο που ανήκει στην οµάδα και

παράγει όλη την οµάδα.
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Κανονική αναπαράσταση είναι εκείνη που προκύπτει εάν πάρουµε τα στοι-
χεία της οµάδας και σχηµατίσουµε µε αυτά µια ορθοκανονική ϐάση σε ένα
διανυσµατικό χώρο. Συνεπώς, στην περίπτωση της Z3, η ορθοκανονική ϐάση
αποτελείται από τα διανύσµατα |e⟩, |a⟩, |b⟩. Εποµένως συµπεραίνουµε ότι η
διάσταση της αναπαράστασης ϑα είναι όσα και τα διανύσµατα ϐάσης, δηλαδή,
ίση µε την τάξη της οµάδας.

Τώρα αν ορίσουµε:
D(g1)|g2⟩ = |g1g2⟩, (Α΄.5)

έπειτα µετονοµάσουµε τα διανύσµατα της ϐάσης :

|e1⟩ ≡ |e⟩, |e2⟩ ≡ |a⟩, |e3⟩ ≡ |b⟩, (Α΄.6)

και τέλος επικαλεστούµε τη σχέση (Α΄.4) που µας επιτρέπει να πηγαίνουµε
από τους τελεστές στους πίνακες και αντίστροϕα, τότε µπορούµε να πάρουµε
τους πίνακες που αποτελούν την κανονική αναπαράσταση της Z3:

D(e) =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , D(a) =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 , D(b) =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0


Τέλος, σηµειώνουµε ότι η παραπάνω κατασκευή της κανονικής αναπαρά-

στασης γενικεύεται σε όλες τις πεπερασµένες οµάδες. Συνοψίζοντας, ορίσαµε
έναν διανυσµατικό χώρο στον οποίο τα διανύσµατα ϐάσης είναι τα στοιχεί-
α της οµάδας κι έπειτα µέσω της (Α΄.5) (που ουσιαστικά ορίζει την κανονική
αναπαράσταση) πήραµε τους πίνακες της αναπαράστασης.

Α΄.3 Μη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις

Αυτό που καθιστά τις αναπαραστάσεις τόσο ισχυρές και χρήσιµες είναι το
γεγονός ότι Ϲουν σε γραµµικούς χώρους. Το αξιοθαύµαστο δώρο που µας
προσϕέρουν οι γραµµικοί χώροι είναι ότι µας δίνουν την ελευθερία να ανα-
παραστήσουµε τις καταστάσεις µε έναν πιο ϐολικό τρόπο, κάνοντας απλά ένα
γραµµικό µετασχηµατισµό. Εϕόσον ο µετασχηµατισµός είναι αντιστρεπτός,
οι νέες καταστάσεις κάνουν τη δουλειά τους εξίσου καλά µε τις παλιές. ΄Ε-
νας τέτοιος µετασχηµατισµός στις καταστάσεις παράγει ένα µετασχηµατισµό
οµοιότητας στους γραµµικούς τελεστές, έτσι ώστε να µπορούµε να σχηµατί-
σουµε µια νέα αναπαράσταση της µορϕής:

D(g) → D′(g) = S−1D(g)S (Α΄.7)

Εξ΄ αιτίας της δοµής του µετασχηµατισµού οµοιότητας το νέο σύνολο των τελε-
στών έχουν τον ίδιο πολλαπλασιαστικό κανόνα µε τον παλιό κι εποµένως η D′

είναι µια ισοδύναµη αναπαράσταση, αϕού διαϕέρει από την παλιά µόνο κατά
µια τετριµµένη αλλαγή ϐάσης.
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Οι µοναδιακοί τελεστές (U−1 = U †) είναι ιδιαιτέρως χρήσιµοι. Εάν όλοι οι
πίνακες µιας αναπαράστασης, D(g), είναι µοναδιακοί, τότε η αναπαράσταση
ονοµάζεται µοναδιακή (unitary). Αποδεικνύεται ότι όλες οι αναπαραστάσεις
των πεπερασµένων οµάδων είναι ισοδύναµες µε µοναδιακές αναπαραστάσεις.

Μια αναπαράσταση είναι αναγωγίσιµη εάν εµπεριέχει έναν αναλλοίωτο υ-
πόχωρο, που πρακτικά σηµαίνει ότι η δράση ενός D(g) πάνω σε ένα διάνυ-
σµα του υπόχωρου, δίνει διάνυσµα που ανήκει στον υπόχωρο αυτόν. Μια
αναπαράσταση ονοµάζεται µη αναγωγίσιµη όταν δεν είναι αναγωγίσιµη. Μια
αναπαράσταση ονοµάζεται πλήρως αναγωγίσιµη όταν είναι ισοδύναµη µε µια
αναπαράσταση της οποίας τα στοιχεία πίνακα έχουν τη µορϕή:

D(g) =

 D1(g) 0 . . .
0 D2(g) . . .
...

...
. . .

 , (Α΄.8)

όπου οι αναπαραστάσεις Dj(g) είναι µη αναγωγίσιµες ∀j. Αυτή η µορϕή
ονοµάζεται block διαγώνια µορϕή. Αυτό σηµαίνει ότι η αναπαράσταση D(g)
αποτελείται από το ευθύ άθροισµα των Dj(g):

D(g) = D1(g)⊕D2(g)⊕ . . . (Α΄.9)

Αν λοιπόν µετασχηµατίσουµε µια αναπαράσταση σε block διαγώνια µορ-
φή, ουσιαστικά αποσυνθέτουµε την αρχική αναπαράσταση σε ευθύ άθροισµα
των µη αναγωγίσιµων συνιστωσών της. Αυτό µας παρέχει έναν άλλο τρόπο να
ορίσουµε τις πλήρως αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις : είναι οι αναπαραστάσεις
εκείνες που αποσυντίθενται σε ευθύ άθροισµα µη αναγωγίσιµων αναπαραστά-
σεων.

Α΄.4 Οµάδες µεταθέσεων - Young Tableux

Ορισµός Α΄.4.1 (Μετάθεση) Μετάθεση ενός συνόλουA λέγεται µια συνάρτηση
από το A στο A που είναι ταυτόχρονα ένα-προς-ένα και επί. Με άλλα λόγια,
µια µετάθεση του A είναι µια ένα-προς-ένα απεικόνιση του A επί του A.

Θεώρηµα Α΄.4.1 ΄Εστω A ένα µη κενό σύνολο, και έστω SA η συλλογή όλων
των µεταθέσεων του A. Τότε το SA είναι οµάδα µε πράξη τον πολλαπλασιασµό
µεταθέσεων (σύνθεση συναρτήσεων).

Οι οµάδες µεταθέσεων είναι µη αβελιανές οµάδες (η διµελής τους πράξη είναι
µη αντιµεταθετική) και αυτό τους προσδίδει ιδιαίτερο ενδιαϕέρον. Ακολουθεί
παράδειγµα µεταθετικής οµάδας για να αναδείξουµε τη σηµασία της.
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Παράδειγµα:

΄Ενα αρκετά ενδιαϕέρον παράδειγµα είναι η οµάδα S3 µε 3! = 6 στοιχεία.
Στην περίπτωση αυτή το µή κενό µας σύνολο είναι το A = {1, 2, 3}. Γράϕουµε
όλες τις µεταθέσεις τουA και ϐαϕτίζουµε την καθεµία µε ένα ελληνικό γράµµα
µε δείκτη (η σηµασία του συµβολισµού ϑα φανεί αργότερα). Θέτουµε λοιπόν :

ρ0 =

(
1 2 3
1 2 3

)
, ρ1 =

(
1 2 3
2 3 1

)
, ρ2 =

(
1 2 3
3 1 2

)
µ1 =

(
1 2 3
1 3 2

)
, µ2 =

(
1 2 3
3 2 1

)
, µ3 =

(
1 2 3
2 1 3

)
Αυτά τα έξι στοιχεία της οµάδας SA δίνουν τον παρακάτω πολλαπλασιατικό

πίνακα από όπου γίνεται προϕανής η µη αβελιανότητα της οµάδας.

ρ0 ρ1 ρ2 µ1 µ2 µ3

ρ0 ρ0 ρ1 ρ2 µ1 µ2 µ3
ρ1 ρ1 ρ2 ρ0 µ3 µ1 µ2
ρ2 ρ2 ρ0 ρ1 µ2 µ3 µ1
µ1 µ1 µ2 µ3 ρ0 ρ1 ρ2
µ2 µ2 µ3 µ1 ρ2 ρ0 ρ1
µ3 µ3 µ1 µ2 ρ1 ρ2 ρ0

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι υπάρχει µια φυσική αντιστοιχία ανάµεσα στα
στοιχεία της S3 και τους τρόπους µε τους οποίους δύο αντίγραϕα ενός ισό-
πλευρου τριγώνου µε κορυϕές ονόµατι 1, 2, 3 µπορούν να τοποθετηθούν έτσι
ώστε το ένα να καλύπτει το άλλο. Αυτή είναι και η αιτία που η οµάδα S3 λέ-
γεται και οµάδα D3 των συµµετριών ενός ισόπλευρου τριγώνου4. Τα στοιχεία
ρi της S3 αντιστοιχούν στις στροϕές ενώ τα µi αντιστοιχούν στις ανακλάσεις
ως προς τις διχοτόµους των γωνιών. Η οµάδα αυτή ονοµάζεται τρίτη διεδρική
οµάδα.

Οποιοδήποτε στοιχείο της οµάδας µεταθέσεων πάνω σε n στοιχεία µπορεί
να γραϕτεί σε όρους κύκλων, όπου κύκλος είναι µία κυκλική µετάθεση ένος
υποσυνόλου. Ο συµβολισµός που χρησιµοποιούµε φαίνεται στα παρακάτω
παραδείγµατα:

� (1) σηµαίνει x1 → x1

� (1372) σηµαίνει x1 → x3 → x7 → x2 → x2 → x1

Κάθε στοιχείο της Sn εµπεριέχει κάθε ακέραιο από το 1 έως το n σε ακριβώς
έναν κύκλο.

4John B. Fraleigh: Εισαγωγή στην άλγεβρα, ΠΕΚ, 2010 σελ.79.
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Παραδείγµατα:

� Το ταυτοτικό στοιχείο µπορεί να είναι e = (1)(2) · · · (n), δηλαδή n τον
αριθµό 1-κύκλοι.

� Μια εναλλαγή δύο στοιχείων µπορεί να είναι (12)(3) · · · (n), δηλαδή ένας
2-κύκλος και n− 2 1-κύκλοι.

΄Ενα τυχαίο στοιχείο έχει kj τον αριθµό j-κύκλους, όπου:

n∑
j=1

jkj = n (Α΄.10)

Για παράδειγµα, η µετάθεση (123)(456)(78)(9) έχει δύο 3-κύκλους, έναν 2-
κύκλο και έναν 1-κύκλο που σηµαίνει ότι k1 = k2 = 1 και k3 = 2. Βλέπουµε
επίσης ότι επαληθεύεται και η (Α΄.10):

n∑
j=1

jkj = 1 · k1 + 2 · k2 + 3 · k3 = 1 · 1 + 2 · 1 + 3 · 2 = 9 (Α΄.11)

Ορισµός Α΄.4.2 (Κλάσεις συζυγίας) Κλάσεις συζυγίας ονοµάζονται τα σύνολα
S τα οποία για κάθε στοιχείο g µιας οµάδας G ικανοποιούν τη συνθήκη:

g−1 S g = S, ∀ g ϵG 5 (Α΄.12)

Επίσης, η απεικόνιση
G → gGg−1 (Α΄.13)

για ένα συγκεκριµένο g είναι επίσης σηµαντική και ονοµάζεται εσωτερικός
αυτοµορϕισµός.

Για παράδειγµα, σύµϕωνα µε τον παραπάνω ορισµό, ϐρίσκουµε ότι οι
κλάσεις συζυγίας της οµάδας µεταθέσεων (η οµάδα που όπως είδαµε στο πα-
ϱαπάνω παράδειγµα έχει για στοιχεία όλες τις πιθανές µεταθέσεις τριών δια-
φορετικών αντικειµένων) S3 = {e, a1, a2, a3, a4, a5}6 είναι τα σύνολα:

{e}, {a1, a2}, {a3, a4, a5.} (Α΄.14)

Για τις οµάδες µεταθέσεων, κλάσεις συζυγίας είναι απλά η δοµή των κύκλων,
που σηµαίνει ότι µπορούν να παρασταθούν από τους ακεραίους kj . Για παρά-
δειγµα, όλες οι εναλλαγές ανήκουν στην ίδια κλάση συζυγίας. Είναι αρκετό να

5Αν στη ϑέση των συνόλων S έχουµε κάποια υποοµάδα της G, H, τότε η σχέση αυτή δίνει
τον ορισµό της αναλλοίωτης (ή κανονικής) υποοµάδας

6Για χάρη ευκολίας εδώ µετονοµάζουµε τα στοιχεία της S3 σε σχεσή µε τα ονόµατα που
δώσαµε στο παραπάνω παράδειγµα. ΄Ετσι ορίζουµε a1 την κυκλική µετάθεση των αντικειµένων,
a2 την αντικυκλική και a3, a4, a5 τις τρεις πιθανές εναλλαγές των αντικειµένων.
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ελέγξουµε ότι ο εσωτερικός αυτοµορϕισµός gg1g−1 δεν αλλάζει την κυκλική
δοµή του g1 όταν το g είναι κάποια εναλλαγή. ∆ηλαδή:

g︷ ︸︸ ︷
(12)(3)(4) ·

g1︷ ︸︸ ︷
(1)(23)(4) ·

g−1︷ ︸︸ ︷
(12)(3)(4) 7 =

(
1 2 3 4
2 1 3 4

)(
1 2 3 4
1 3 2 4

)(
1 2 3 4
2 1 3 4

)
=

(
1 2 3 4
2 1 3 4

)(
1 2 3 4
3 1 2 4

)
=

(
1 2 3 4
3 2 1 4

)
= (2)(13)(4). (Α΄.15)

΄Οπως φαίνεται, η δοµή ως προς τους κύκλους δεν άλλαξε, απλά εναλλάχθηκαν
το 1 µε το 2.

Αν υποθέσουµε τώρα ότι µια κλάση συζυγίας αποτελείται από τις µεταθέ-
σεις της µορϕής k1 1-κύκλοι, k2 2-κύκλοι, κ.ο.κ, ικανοποιώντας την (Α΄.10),
ο αριθµός των διαϕορετικών µεταθέσεων εντός µιας κλάσης συζυγίας είναι

n!∏
j j

kjkj !
, (Α΄.16)

επειδή κάθε µετάθεση των αριθµών 1 ως n δίνει µετάθεση µέσα στην κλάση,
αλλά εντός ενός κύκλου η σειρά δεν έχει σηµασία : ο κύκλος (1 2 3) είναι ο
ίδιος µε τον (2 1 3) και επίσης η διάταξη ανάµεσα σε κύκλους ίσου µήκους
δεν παίζει κάποιο ϱόλο: (1 2)(3 4) είναι το ίδιο µε το (3 4)(1 2).

Είναι χρήσιµο να αναπαριστούµε κάθε j−κύκλο µε µια στήλη από κου-
τάκια µήκους j, σε αύξουσα σειρά από πάνω προς τα κάτω και διατεταγµένα
έτσι ώστε το j να φθίνει προς τα δεξιά. Ο συνολικός αριθµός των κουτιών,
όπως είναι αναµενόµενο, είναι n. Οι συλλογές των κουτιών που προκύπτουν
ονοµάζονται πινάκια Young (Young Tableaux). Κάθε διαϕορετικό πινάκιο
αναπαριστά µια διαϕορετική κλάση συζυγίας και εποµένως τα πινάκια ϐρί-
σκονται σε ένα προς ένα αντιστοιχία µε τις µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις.
Για παράδειγµα, οι κλάσεις συζυγίας της S3, (Α΄.14), αναπαρίστανται από τα
εξής πινάκια Young:

(Α΄.17)

Το πρώτο αποτελείται από τρεις 1−κύκλους (ταυτοτικό στοιχείο), το δεύτερο
από έναν 2−κύκλο και έναν 1−κύκλο και το τρίτο έναν 3−κύκλο.

΄Οπως είπαµε ένα Young Tableau µε n κουτάκια σχετίζεται µε µια µη
αναγωγίσιµη αναπαράσταση της οµάδας Sn. Μπορούµε πράγµατι να χρησι-
µοποιήσουµε τα Young Tableaux για να κατασκευάσουµε τη µη αναγωγίσιµη
αναπαράσταση, ταυτοποιώντας έναν κατάλληλο υπόχωρο της κανονικής ανα-
παράστασης της Sn.

Για να ϐρούµε ποια είναι η µη αναγωγίσιµη αναπαράσταση, ξεκινούµε
ϐάζοντας ακέραιους αριθµούς από το 1 έως το n στα κουτάκια µε όλους τους
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δυνατούς τρόπους. Προϕανώς, το σύνολο των διαϕορετικών τρόπων ϑα είναι n!.
΄Επειτα, ταυτοποιούµε τον κάθε διαϕορετικό τρόπο ανάθεσης των ακεραίων µε
µια κατάσταση στην κανονική αναπαράσταση της Sn, ορίζοντας µια διάταξη,
από τα αριστερά στα δεξιά και απο πάνω προς τα κάτω (όπως διαβάζουµε ένα
κείµενο):

6 5 3 2
1 7
4

→ |6532174⟩ (Α΄.18)

όπου |6532174⟩ είναι η κατάσταση που αντιστοιχεί στη µετάθεση 1234567 →
6532174. Οπότε, κάθε µία από τις n! αναθέσεις των ακεραίων περιγράϕει
µια από τις n! καταστάσεις της κανονικής αναπαράστασης. ΄Επειτα, για ένα
συγκεκριµένο Young tableau, συµµετρικοποιούµε την αντίστοιχη κατάσταση
ως προς τους αριθµούς κάθε γραµµής και αντισυµµετρικοποιούµε ως προς
τους αριθµούς κάθε στήλης. Για παράδειγµα:

1 2 → |1 2⟩+ |2 1⟩ (Α΄.19)
1 2
3 → |1 2 3⟩+ |2 1 3⟩ − |3 2 1⟩ − |2 3 1⟩ (Α΄.20)

Το σύνολο των καταστάσεων που κατασκευάζεται µε αυτόν τον τρόπο, καλύπτει
κάποιον υπόχωρο της κανονικής αναπαράστασης. Μπορούµε να κατασκευά-
σουµε τις καταστάσεις και ξέρουµε τον τρόπο µε τον οποίο οι µεταθέσεις δρουν
στις καταστάσεις αυτές. Ο υπόχωρος που κατασκευάζεται µε τον τρόπο αυτό
είναι αναπαράσταση της Sn, αϕού µια µετάθεση απλώς αντιστοιχεί στο ξεκίνη-
µα µε µια διαϕορετική αριθµητική ανάθεση στο Young tableaux , εποµένως
δρώντας µία µετάθεση σε οποιαδήποτε κατάσταση του υπόχωρου, παράγει µία
κατάσταση η οποία ϐρίσκεται επίσης στον ίδιο υπόχωρο. ΄Οντως, η αναπαρά-
σταση αυτή είναι µη αναγωγίσιµη και είναι η µη αναγωγίσιµη αναπαράσταση
που σχετίζεται µε τα Young tableaux .

Ας πάρουµε το παράδειγµα της S3:

� Το πρώτο ταµπλό της (Α΄.17) δίνει πλήρως συµµετρικές καταστάσεις :

1 2 3 → |1 2 3⟩+ |3 2 1⟩ 1 3 2 → |1 3 2⟩+ |2 3 1⟩
2 1 3 → |2 1 3⟩+ |3 1 2⟩ 2 3 1 → |2 3 1⟩+ |1 3 2⟩
3 1 2 → |3 1 2⟩+ |2 1 3⟩ 3 2 1 → |3 2 1⟩+ |1 2 3⟩,

(Α΄.21)

που σηµαίνει ότι σχετίζεται µε έναν µονοδιάστατο υπόχωρο ο οποίος
µετασχηµατίζεται κάτω από την τετριµµένη αναπαράσταση.

� Το δεύτερο ταµπλό της (Α΄.17) δίνει πλήρως αντισυµµετρικές καταστά-
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σεις :

1
2
3

→ |1 2 3⟩ − |3 2 1⟩
1
3
2

→ |1 3 2⟩ − |2 3 1⟩

2
1
3

→ |2 1 3⟩ − |3 1 2⟩
2
3
1

→ |2 3 1⟩ − |1 3 2⟩

3
1
2

→ |3 1 2⟩ − |2 1 3⟩
3
2
1

→ |3 2 1⟩ − |1 2 3⟩

(Α΄.22)

και συµπεραίνουµε ότι σχετίζεται µε έναν µονοδιάστατο υπόχωρο αυτή
τη φορά µετασχηµατιζόµενο κάτω από την αναπαράσταση στην οποία οι
εναλλαγές αναπαρίστανται από το -1 (αναπαράσταση προσήµου).

� Το τρίτο ταµπλό της (Α΄.17) δίνει τις ακόλουθες καταστάσεις.

1 2
3

→ |1 2 3⟩+ |2 1 3⟩ − |3 2 1⟩ − |2 3 1⟩

3 2
1

→ |3 2 1⟩+ |2 3 1⟩ − |1 2 3⟩ − |2 1 3⟩

2 3
1

→ |2 3 1⟩+ |3 2 1⟩ − |1 3 2⟩ − |3 1 2⟩

1 3
2

→ |1 3 2⟩+ |3 1 2⟩ − |2 3 1⟩ − |3 2 1⟩

3 1
2

→ |3 1 2⟩+ |1 3 2⟩ − |2 1 3⟩ − |1 2 3⟩

2 1
3

→ |2 1 3⟩+ |1 2 3⟩ − |3 1 2⟩ − |1 3 2⟩

(Α΄.23)

Παρατηρούµε ότι εναλλάσσοντας δύο στοιχεία σε µία στήλη ενός ταµπλό α-
πλά αλλάζει το πρόσηµο της κατάστασης. Αυτό είναι µία ιδιότητα που ισχύει
γενικά. Επιπλέον, µπορούµε να δούµε ότι το άθροισµα τριών καταστάσεων
που σχετίζεται µε κυκλικές µεταθέσεις εξαϕανίζεται. Εποµένως, ο υπόχωρος
είναι δύο διαστάσεων και µετασχηµατίζεται κάτω από τη διδιάστατη µη ανα-
γωγίσιµη αναπαράσταση της S3 που ονοµάζεται standard representation.
Γενικότερα, µπορούµε να περιγράψουµε µια ϐάση κάθε µη αναγωγίσιµης
αναπαράστασης των Sn, χρησιµοποιώντας τα standard Young tableaux, τα
οποία είναι ίδια µε τα απλά Young tableaux µε τη διαϕορά ότι τα νούµερα
δεν τοποθετούνται µες στα κουτάκια µε όλους τους δυνατούς τρόπους αλλά σε
αύξουσα σειρά ως προς τις γραµµές και τις στήλες. Για παράδειγµα, η ϐά-
ση της standard αναπαράστασης της S3 αντιστοιχεί στα δύο standard Young
Tableaux:

1 2
3

1 3
2

(Α΄.24)
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Η διάσταση της µη αναγωγίσιµης αναπαράστασης µπορεί να υπολογιστεί εύ-
κολα από το Young tableau µε τη ϐοήθεια της φόρµουλας των «γάντζων», για
την οποία ϑα συζητήσουµε παρακάτω στο δεύτερο µέρος των Young tableaux.

Είναι αλήθεια ότι µπορούµε να συζητήσουµε εκτενέστερα για τις αναπα-
ϱαστάσεις των πεπερασµένων οµάδων γενικότερα, όµως το κύριο µέληµα µας
είναι οι συνεχείς. Παρακάτω ϑα διαπιστώσουµε ότι οι αναπαραστάσεις της
οµάδας µεταθέσεων παίζουν πολύ σηµαντικό ϱόλο στις συνεχείς οµάδες.

Α΄.5 Οµάδες και άλγεβρες Lie

Αλλάζοντας κάπως το σκηνικό, περνάµε στην περιγραϕή µιας κατηγορίας ά-
πειρων συνεχών οµάδων, τις οµάδες Lie, οι οποίες εµϕανίζουν τεράστιο εν-
διαϕέρον και αξίζει να µελετηθούν εις ϐάθος. Εδώ, ϑα αναϕέρουµε κάποια
ϐασικά στοιχεία και έπειτα ϑα περάσουµε κατευθείαν στο κοµµάτι που µας
ενδιαϕέρει, δηλαδή στη µελέτη των αναπαραστάσεων των οµάδων αυτών.

Ας υποθέσουµε ότι τα στοιχεία της οµάδας, g ϵG, εξαρτώνται «οµαλά» από
ένα σύνολο συνεχών παραµέτρων, δηλαδή g = g(α). Αυτό που εννοούµε µε
τη λέξη «οµαλά» είναι µια έννοια κλειστότητας της οµάδας τέτοια ώστε αν δύο
στοιχεία είναι «αρκετά κοντά» τότε και οι παράµετροι, α, που τα περιγράϕουν
να είναι επίσης.

Καθώς γνωρίζουµε ότι το ταυτοτικό στοιχείο είναι ένα πολύ σηµαντικό στοι-
χείο των οµάδων γενικά, παραµετροποιούµε τα στοιχεία µε τέτοιο τρόπο ώστε
για α = 0 να παίρνουµε το ταυτοτικό στοιχείο.

g(α)|α=0 = e. (Α΄.25)

Υποθέτουµε λοιπόν ότι σε κάποια γειτονιά του ταυτοτικού στοιχείου, τα στοι-
χεία της οµάδας µπορούν να περιγραϕούν σαν µια συνάρτησηN πραγµατικών
παραµέτρων, αa, µε a = 1 . . . N .

Εποµένως, ϐρίσκοντας κάποια αναπαράσταση της οµάδας, οι γραµµικοί
τελεστές της ϑα παραµετροποιούνται κατά τον ίδιο τρόπο:

D(α)|α=0 = 1. (Α΄.26)

΄Ετσι, σε κάποια γειτονιά του ταυτοτικού στοιχείου µπορούµε να αναπτύξου-
µε το D(α) κατά Taylor, και δεδοµένου ότι δεν αποµακρυνόµαστε αρκετά,
κρατάµε µόνο τον πρώτο όρο:

D(α) = 1 + iαaXa + . . . , (Α΄.27)

όπου ορίσαµε :

Xa ≡ −i ∂

∂αa
D(α)|α=0. (Α΄.28)

Τα Xa για a = 1 . . . N ονοµάζονται γεννήτορες της οµάδας. Αν η παρα-
µετροποίηση είναι ϐηµατική (δηλαδή όλες οι παράµετροι χρειάζονται για να
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διακρίνουµε τα διαϕορετικά στοιχεία της οµάδας) τότε οι γεννήτορες είναι α-
νεξάρτητοι. Σηµειώνουµε επίσης ότι στον ορισµό των γεννητόρων έχουµε συµ-
περιλάβει το i έτσι ώστε αν η αναπαράσταση είναι µοναδιακή, οι γεννήτορες να
είναι ερµιτιανοί τελεστές. ΄Οπως έδειξε ο Sophus Lie, οι γεννήτορες µπορούν
να ορισθούν χωρίς να εµπλέξουµε την έννοια των αναπαραστάσεων. Αυτός
είναι και ο λόγος που οι οµάδες αυτές φέρουν το όνοµά του.

Αν τώρα προσπαθήσουµε να αποµακρυνθούµε από το ταυτοτικό στοιχεί-
ο, για παράδειγµα υψώνοντας ένα απειροστό στοιχείο της οµάδας D(α) =
1 + iαaXa σε κάποια µεγάλη δύναµη, λόγω της ιδιότητας της κλειστότητας
των οµάδων, ϑα παίρνουµε πάντα σαν αποτέλεσµα πάλι κάποιο στοιχείο της
οµάδας. Η ιδιότητα αυτή οδηγεί σε έναν νέο ορισµό της αναπαράστασης των
στοιχείων της οµάδας για πεπερασµένο πια α σαν:

D(α) = lim
k→∞

(1 + iαaXa/k)
k = eiαaXa . (Α΄.29)

΄Ετσι ορίζεται µια συγκεκριµένη παραµετροποίηση των αναπαραστάσεων (εκ-
ϑετική αναπαράσταση) κι εποµένως και του πολλαπλασιαστικού κανόνα. Πιο
συγκεκριµένα, αυτό σηµαίνει ότι µπορούµε να γράψουµε τα στοιχεία της ο-
µάδας (τουλαχιστον σε µια γειτονιά κοντά στο ταυτοτικό στοιχείο) σε όρους των
γεννητόρων. Αυτό είναι ιδιαίτερα ευχάριστο καθώς, αντιθέτως µε τα στοιχεία
της οµάδας, οι γεννήτορες σχηµατίζουν έναν διανυσµατικό χώρο. Μπορούν
δηλαδή να προστεθούν µεταξύ τους και να πολλαπλασιαστούν από πραγµατι-
κούς αριθµούς.

Πλέον, σε κάθε συγκεκριµένη κατεύθυνση, ο πολλαπλασιαστικός κανό-
νας της οµάδας παύει να είναι πολύπλοκος. Υπάρχει µια µονοπαραµετρική
οικογένεια των στοιχείων οµάδας της µορϕής

U(λ) = eiλαaXa , (Α΄.30)

κι εποµένως ο πολλαπλασιαστικός κανόνας είναι :

U(λ1)U(λ2) = U(λ1 + λ2). (Α΄.31)

Παρ’ολα αυτά, αν πολλαπλασιάσουµε στοιχεία οµάδας που παράγονται από
δύο διαϕορετικούς γραµµικούς συνδυασµούς των γεννητόρων τα πράγµατα
δεν είναι και τόσο απλά. Γενικά:

eiαaXaeiβbXb ̸= ei(αa+βa)Xa . (Α΄.32)

Από την άλλη µεριά λόγω του ότι τα εκθετικά σχηµατίζουν µιαν αναπαρά-
σταση της οµάδας (τουλάχιστον κοντά στο ταυτοτικό), πρέπει να αληθεύει ότι
το γινόµενο είναι κάποιο εκθετικό κάποιου γεννήτορα λόγω κλειστότητας της
οµάδας, δηλαδή:

eiαaXaeiβbXb = eiδaXa . (Α΄.33)

για κάποιο δ. Λόγω του ότι τα πάντα είναι «οµαλά», µπορούµε να ϐρούµε τα
δa αναπτύσσοντας και τα δύο µέλη της εξίσωσης (Α΄.33) και εξισώνοντας κα-
τάλληλες δυνάµεις των α, β. Κάνοντας αυτό προκύπτει ένα πολύ ενδιαϕέρον
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αποτέλεσµα. Βρίσκουµε ότι αυτό δουλεύει µόνο εάν οι γεννήτορες σχηµατί-
Ϲουν µια µεταθετική άλγεβρα. Για να το δούµε αυτό, παίρνουµε την (Α΄.33),
προσθαϕαιρούµε τη µονάδα στο δεξί µέλος, έπειτα λογαριθµούµε και έχουµε:

ln
(
1 + eαaXaeiβbXb − 1

)
= iδaXa (Α΄.34)

Αναπτύσσουµε τώρα κατά Taylor κρατώντας όρους µέχερι δεύτερης τάξης ως
προς α, β χρησιµοποιώντας το γνωστό ανάπτυγµα της συνάρτησης ln(1 +K),
όπου:

K = eαaXaeiβbXb − 1

=

(
1 + iαaXa −

1

2
(αaXa)

2 + . . .

)(
1 + iβbXb −

1

2
(βbXb)

2 + . . .

)
− 1

= iαaXa + iβαXα − αaXaβbXb −
1

2
(αaXa)

2 − 1

2
(βaXa)

2 + . . .

(Α΄.35)

Συνεπώς η (Α΄.34) ϑα δίνει :

iδaXa = K − 1

2
K2 + . . .

= iαaXa + iβαXα − αaXaβbXb −
1

2
(αaXa)

2 − 1

2
(βaXa)

2

+
1

2
(αaXa + βaXa)

2 + . . . (Α΄.36)

Οι όροι µεγαλύτερης τάξης τείνουν να αλληλοακυρωθούν. Αν τα X ήταν αριθ-
µοί τότε όντως ϑα συνέβαινε, σκεπτόµενοι επίσης ότι το γινόµενο των εκθετικών
είναι ίσο µε το εκθετικό του αθροίσµατος. ΄Οµως αποτυγχάνουν να αλλη-
λοακυρωθούν αϕού οι X είναι γραµµικοί τελεστές και άρα δε µετατίθενται.
Εποµένως, η (Α΄.36) ϑα γίνει :

iδaXa = K − 1

2
K2 + . . .

= iαaXa + iβaXa−
1

2
[αaXa, βbXb] + . . . (Α΄.37)

Βλέπουµε λοιπόν ότι χρησιµοποιώντας µόνο την ιδιότητα της κλειστότητας των
οµάδων και την «οµαλότητα», η οποία µας επέτρεψε να αναπτύξουµε κατά
Taylor, καταλήξαµε στη σχέση (Α΄.37). Για τον µεταθέτη συµπεραίνουµε ότι :

[αaXa, βbXb] = −2i(δc − αc − βc)Xc + . . . ≡ iγcXc, (Α΄.38)

όπου το i το ϐάζουµε για να κάνουµε το γ πραγµατικό, ενώ οι κάτω τελείες
αναπαριστούν τους όρους που έχουν πάνω από δύο παράγοντες των α ή β.
Επειδή η (Α΄.38) πρέπει να ισχύει για όλα τα α και β, πρέπει να έχουµε:

γc = αaβbfabc (Α΄.39)
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για κάποιες σταθερές fabc. Εποµένως :

[Xa, Xb] = ifabcXc, (Α΄.40)

όπου
fabc = −fbac, επειδή [A,B] = −[B,A] (Α΄.41)

Επίσης µπορούµε να γράψουµε:

δa − αa + βa −
1

2
γa + . . . (Α΄.42)

έτσι ώστε εάν το γ και οι ανώτεροι όροι εξαϕανιστούν, να ανακτούµε την ισότητα
της (Α΄.32).

Η µορϕή της (Α΄.40) είναι αυτό που ονοµάζουµε: «οι γεννήτορες σχηµα-
τίζουν µια µεταθετική άλγεβρα». ∆είξαµε λοιπόν ότι αυτό προέκυψε από τις
ιδιότητες των οµάδων Lie, ότι δηλαδή τα στοιχεία των οµάδων εξαρτώνται «οµα-
λά» από τις παραµέτρους. Η µεταθετική άλγεβρα, (Α΄.40), παίζει στις συνεχείς
οµάδες ανάλογο ϱόλο µε αυτόν που παίζει ο πολλαπλασιαστικός πίνακας στις
διακριτές.

Είναι λογικό να σκεϕτούµε ότι αν κρατούσαµε όρους µεγαλύτερους από
δεύτερης τάξης στο ανάπτυγµα της (Α΄.34), ϑα χρειαζόµασταν κι άλλες συν-
ϑήκες για να εξασϕαλίσουµε ότι διατηρείται ο πολλαπλασιαστικός κανόνας.
Το αξιοσηµείωτο είναι ότι δε χρειαζόµαστε. Η µεταθετική σχέση (Α΄.40) εί-
ναι αρκετή. Πράγµατι, αν γνωρίζουµε τις σταθερές fabc τότε µπορούµε να
ανακατασκευάσουµε το δ µε όση ακρίβεια ϑέλουµε για κάθε α, β σε κάποια
πεπερασµένη γειτονιά της αρχής. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι τα fabc είναι ε-
ξαιρετικά σηµαντικά: συνοψίζουν εικονικά ολόκληρο τον πολλαπλασιαστικό
κανόνα της οµάδας. Για το λόγο αυτό ονοµάζονται σταθερές δοµής της οµάδας
και µπορούν να υπολογιστούν σε οποιαδήποτε (µη τετριµµένη) αναπαράστα-
ση. Συνοψίζοντας λοιπόν, η µεταθετική σχέση (Α΄.40) καλείται άλγεβρα Lie
της οµάδας και ορίζεται ολοκληρωτικά από τις σταθερές δοµής της οµάδας,
οι οποίες είναι ίδιες για όλες τις αναπαραστάσεις αϕού προσδιορίζονται απο-
κλειστικά από τον πολλαπλασιαστικό κανόνα της οµάδας και την «οµαλότητα».
Αξίζει να σηµειωθεί ότι αν υπάρχει κάποια µοναδιακή αναπαράσταση της άλ-
γεβρας, τότε οι σταθερές δοµής είναι πραγµατικές. Πράγµατι, αν πάρουµε το
αναστροϕοσυζυγές της µεταθετικής σχέσης για τους ερµιτιανούς Χ, αποκτού-
µε :

[Xa, Xb]
† = −if⋆abcXc ⇒ [Xb, Xa] = −if⋆abcXc. (Α΄.43)

΄Οµως επειδή:
[Xb, Xa] = ifbacXc = −ifabcXc, (Α΄.44)

ϑα ισχύει :
f⋆abc = fabc. (Α΄.45)
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Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι οι σταθερές δοµής είναι πραγµατικές. Συνεπώς,
αϕού ενδιαϕερόµαστε για οµάδες που έχουν µοναδιακές αναπαραστάσεις, ϑα
υποθέσουµε ότι οι σταθερές δοµής είναι πραγµατικές8.

Κλείνουµε µε ένα πολύ σηµαντικό ϑεώρηµα, το οποίο παραθέτουµε χωρίς
απόδειξη :

Θεώρηµα Α΄.5.1 Το ίχνος οποιουδήποτε γεννήτορα σε οποιαδήποτε αναπαρά-
σταση µιας συµπαγούς9 απλής άλγεβρας Lie είναι µηδέν10.

Περνάµε λοιπόν τώρα στη µελέτη των οµάδων Lie εξετάζοντας τη δοµή των
αλγεβρών τους αλλά και τις αναπαραστάσεις τους.

Α΄.6 Η άλγεβρα SU(2)

Καταρχήν, SU(2) είναι η οµάδα όλων των 2× 2 µοναδιακών πινάκων µε ορί-
Ϲουσα ίση µε τη µονάδα. Χτίζεται εξ΄ ολοκλήρου από τρεις γεννήτορες, Ji, οι
οποίοι είναι ερµιτιανοί πίνακες (πίνακες Pauli ). Η άλγεβρα Lie A2 της οµάδας
SU(2) περιγράϕεται από τη µεταθετική σχέση των γεννητόρων:

[Ji, Jj ] = iϵijkJk, (Α΄.46)

και αποτελεί την απλούστερη συµπαγή άλγεβρα Lie καθώς έχει σταθερές δο-
µής που δίνονται από τον πλήρως αντισυµµετρικό τανυστή µε 3 δείκτες. Από
την κβαντοµηχανική γνωρίζουµε ότι η (Α΄.46) είναι ισοδύναµη µε τη σχέση των
στροϕορµών (σπιν). ΄Ετσι λοιπόν, ϑα ορίσουµε τον τελεστή J2 11 ως εξής :

J2 := J2
1 + J2

2 + J2
3 .. (Α΄.47)

Παρατηρούµε ότι µετατίθεται µε όλα τα Ji:[
J2, Ji

]
= 0, ∀ i = 1, 2, 3 (Α΄.48)

Οπότε, εϕόσον µετατίθενται (διαγωνοποιούνται ταυτόχρονα), έχει πλέον νόηµα
να ϑεωρήσουµε το κοινό πρόβληµα ιδιοτιµών - ιδιοσυναρτήσεων των τελεστών
J2 και ενός εκ των Ji, έστω του J3:

J2Ψ = ΛΨ και J3Ψ = mΨ (Α΄.49)

Παραµετροποιούµε λοιπόν Λ = j(j + 1) και αλλάζουµε το συµβολισµό των
ιδιοσυναρτήσεων στο συµβολισµό του Dirac: Ψ = |j m⟩. Εποµένως η πρώτη
εξίσωση της (Α΄.49) γίνεται :

J2|j m⟩ = j(j + 1)|j m⟩ (Α΄.50)
J3|j m⟩ = m|j m⟩. (Α΄.51)

8Georgi Howard: Lie algebras in particle physics, from isospin to Unified theories,
1999,σελ.123

9Για τον ορισµό της συµπαγούς οµάδας Lie ϐλ. σελ.22
10Georgi Howard: Lie algebras in particle physics, from isospin to Unified theories,

1999,σελ.123
11Το τετράγωνο του τελεστή της στροϕορµής αποτελεί τον τελεστή Casimir της άλγεβρας A1.
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Στη συνέχεια (εµπνευσµένοι από την κβαντοµηχανική), ορίζουµε τους τελεστές
αναβίβασης και καταβίβασης (ϑα φανεί στο τέλος γιατί ονοµάζονται έτσι):

J± = J1 ± iJ2, (Α΄.52)

οπότε οι τρεις µεταθετικές σχέσεις (Α΄.46) παίρνουν τη µορϕή:[
J+, J−] = 2J3 (Α΄.53)[
J3, J

±] = ±J±. (Α΄.54)

Αυτή η µορϕή των µεταθετικών σχέσεων αποτελεί µια ϐολική περιγραϕή για
την επίτευξη του στόχου µας, τη συστηµατική µελέτη των αναπαραστάσεων της
άλγεβρας. Στην καινούρια µας ϐάση για τον τελεστή J2 ϑα έχουµε µέσω της
(Α΄.47):

J2 =

J2
1+J

2
2︷ ︸︸ ︷

[(J1 + iJ2)(J1 − iJ2) + iJ1J2 − iJ2J1] +J
2
3 = J+J− + i[J1, J2] + J2

3

= J+J− − J3 + J2
3 . (Α΄.55)

Αν ϑεωρήσουµε τώρα τη δράση των τελεστών J± στην κατάσταση |j m⟩, η οποία
δεν είναι ιδιοκατάστασή τους, τότε προκύπτει η κατάσταση J±|j m⟩. ∆ρούµε
αρχικά τον τελεστή J2 πάνω στην κατάσταση αυτή και παίρνουµε:

J2
(
J±|j m⟩

)
= J2J±|j m⟩ (Α΄.48)

= J±J2|j m⟩ = J± (J2|j m⟩
)

(Α΄.50)
= j(j + 1)J±|j m⟩. (Α΄.56)

΄Αρα δείξαµε ότι αϕού η |j m⟩ είναι ιδιοκατάσταση του τελεστή J2 µε ιδιοτιµή
j(j+1), τότε η κατάσταση J±|j m⟩ είναι επίσης ιδιοκατάσταση του J2 µε ίδια
ιδιοτιµή j(j + 1).

∆ρούµε τώρα µε τον τελεστή J3 πάνω στην κατάσταση J±|j m⟩ και υπολο-
γίζουµε:

J3
(
J±|j m⟩

)
= J3J

±|j m⟩ = J± (J3|j m⟩)± [J3, J
±]|j m⟩

(Α΄.51)
= mJ±|j m⟩ ± [J3, J

±]|j m⟩ (Α΄.54)
= mJ±|j m⟩ ± J±|j m⟩

= (m± 1)
(
J±|j m⟩

)
. (Α΄.57)

Εποµένως, καταλαβαίνουµε ότι αϕού |j m⟩ είναι ιδιοκατάσταση του J3, µε
ιδιοτιµή m, τότε η κατάσταση J±|j m⟩ είναι επίσης ιδιοκατάσταση του J3 µε
ιδιοτιµή m ± 1. Με ϐάση λοιπόν τις παραπάνω παρατηρήσεις µπορούµε να
γράψουµε:

J±|j m⟩ = C±(j,m)|j m± 1⟩. (Α΄.58)

Το αποτέλεσµα αυτό είναι πολύ σηµαντικό καθώς µας πληροϕορεί ότι όταν
ένας τελεστής αναβίβασης (καταβίβασης) δράσει πάνω σε µια ιδιοκατάσταση
|j m⟩, τότε µας πηγαίνει σε µια νέα κατάσταση, την |j m ± 1⟩. Το µόνο που
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αποµένει να κάνουµε προτού ϐγάλουµε τα τελικά µας συµπεράσµατα είναι να
υπολογίσουµε τις σταθερες C±(j,m):

Καταρχήν, αϕού οι γεννήτορες Ji είναι ερµιτιανοί αυτό σηµαίνει ότι για
τους γεννήτορες J± της νέας ϐάσης ϑα ισχύει :

(
J±)† = (J1 ± iJ2)

† = J†
1 ∓ iJ†

2

J†
i =Ji= J1 ∓ iJ2 ⇒

(
J±)† = J∓. (Α΄.59)

Υποθέτοντας ότι το πλήρες σύστηµα των ιδιοκαταστάσεων είναι ορθοκανονικο-
ποιηµένο:

⟨j m|j m′⟩ = δmm′ , ∀j, (Α΄.60)

υπολογίζουµε το µέτρο της κατάστασης J±|j m⟩:

⟨j m|J±†J±|j m⟩ = |C±(j,m)|2⟨j m± 1|j m± 1⟩
(Α΄.60)⇒ ⟨j m|J∓J±|j m⟩ = |C±(j,m)|2
(Α΄.55)⇒ |C±(j,m)|2 = ⟨j m|J2|j m⟩ − ⟨j m|J2

3 |j m⟩ ∓ ⟨j m|J3|j m⟩
⇒ |C±(j,m)|2 = j(j + 1)−m2 ∓m = (j ∓m)(j ±m+ 1)

⇒ |C±(j,m)| =
√

(j ∓m)(j ±m+ 1). (Α΄.61)

Συνεπώς, συνοψίζοντας :

J±|j m⟩ =
√

(j ∓m)(j ±m+ 1)|j m+ 1⟩. (Α΄.62)

Παρατητούµε λοιπόν ότι :

� Για m = j, τότε
J+|j j⟩ = 0 (Α΄.63)

� Για m = −j, τότε
J−|j − j⟩ = 0 (Α΄.64)

Καταλαβαίνουµε λοιπόν ότι έχουµε µοναδιακές αναπαραστάσεις πεπερασµέ-
νης διάστασης 2j+1, που σηµαίνει ότι το j παίρνει τιµές j = 0, 1/2, 1, 3/2 . . .
και για κάθε διαϕορετικό j, m = −j, . . . , 0, . . . j. ΄Ολες οι καταστάσεις των α-
ναπαραστάσεων (για δεδοµένο j παίρνουµε και διαϕορετική αναπαράσταση),
µπορούν να προκύψουν ξεκινώντας από την κατάσταση |j m⟩ = |j j⟩ δρώντας
διαδοχικά µε τον τελεστή καταβίβασης µέχρι να σταµατήσει η διαδικασία λόγω
της (Α΄.64). Φυσικά, ισοδύναµη είναι και η αντίστροϕη διαδικασία, δηλαδή
µπορούµε να ξεκινήσουµε από την κατάσταση |j m⟩ = |j − j⟩ και δρώντας
διαδοχικά µε τον τελεστή αναβίβασης να πάρουµε όλες τις καταστάσεις µε την
(Α΄.63) να αποτελεί αυτή τη φορά τη συνθήκη τερµατισµού. Με αυτόν τον τρό-
πο καταλήγουµε να αποκτήσουµε έναν πλήρη κατάλογο των µη αναγωγίσιµων
µοναδιακών αναπαραστάσεων της άλγεβρας A1.
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Εικόνα A.1: Εύρεση των καταστάσεων της j−σπιν αναπαραστάσης της οµάδας
SU(2) µε τη δράση των τελεστών αναβίβασης - καταβίβασης.

Για κάθε αναπαράσταση (διαϕορετικό j), οι γεννήτορες Ji αναπαρίστανται
σαν πίνακες διάστασης 2j + 1 × 2j + 1, µε κάθε στοιχείο να είναι στοιχείο
πίνακα της µορϕής:

[Ji]mm′ = ⟨j m|Ji|j m′⟩. (Α΄.65)

Φυσικά, η µεταθετική σχέση (Α΄.46) ισχύει σε καθολικό επίπεδο για όλες τις
αναπαραστάσεις, εποµένως σε επίπεδο στοιχείων πίνακα ϑα είναι :

j∑
m=−j

{
[Ji]mm′ [Jj ]m′m′′ − [Jj ]mm′ [Ji]m′m′′

}
= iϵijk [Jk]mm′′ . (Α΄.66)

Σαν εϕαρµογή της παραπάνω ανάλυσης ϑα υπολογίσουµε τους γεννήτορες
της j = 1/2 αναπαράστασης. Οι πίνακες ϑα είναι διάστασης 2 · 1/2 + 1 = 2
και οι τιµές του m ϑα είναι 1/2 ,−1/2. Τα στοιχεία που ϑα απαρτίζουν τους
τρεις πίνακες ϑα ϐρεθούν µέσω της σχέσης (Α΄.65), για το λόγο ότι γνωρίζουµε
πολύ καλά τον τρόπο µε τον οποίον δρουν οι τελεστές J3, J+, J− πάνω στις
διάϕορες καταστάσεις. Συνεπώς µε τη ϐοήθεια των (Α΄.51), (Α΄.65) και (Α΄.60)
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ϑα υπολογίσουµε τα στοιχεία πίνακα του J3:

[J3]11 =

⟨
1

2

1

2

∣∣∣∣∣J3
∣∣∣∣∣12 1

2

⟩
=

1

2

⟨
1

2

1

2

∣∣∣∣∣12 1

2

⟩
=

1

2

[J3]12 =

⟨
1

2

1

2

∣∣∣∣∣J3
∣∣∣∣∣12 − 1

2

⟩
= −1

2

⟨
1

2

1

2

∣∣∣∣∣12 − 1

2

⟩
= 0

[J3]21 =

⟨
1

2
− 1

2

∣∣∣∣∣J3
∣∣∣∣∣12 1

2

⟩
=

1

2

⟨
1

2
− 1

2

∣∣∣∣∣12 1

2

⟩
= 0

[J3]22 =

⟨
1

2
− 1

2

∣∣∣∣∣J3
∣∣∣∣∣12 − 1

2

⟩
= −1

2

⟨
1

2
− 1

2

∣∣∣∣∣12 − 1

2

⟩
= −1

2
.

(Α΄.67)

Με τον ίδιο τρόπο, µέσω των (Α΄.62), (Α΄.65) και (Α΄.60), υπολογίζουµε τα στοι-
χεία πίνακα των J±:

[
J+
]
11

=

⟨
1

2

1

2

∣∣∣∣∣J+

∣∣∣∣∣12 1

2

⟩
(Α΄.63)
= 0

[
J+
]
12

=

⟨
1

2

1

2

∣∣∣∣∣J+

∣∣∣∣∣12 − 1

2

⟩
= 1

⟨
1

2

1

2

∣∣∣∣∣12 1

2

⟩
= 1

[
J+
]
21

=

⟨
1

2
− 1

2

∣∣∣∣∣J+

∣∣∣∣∣12 1

2

⟩
(Α΄.63)
= 0

[
J+
]
22

=

⟨
1

2
− 1

2

∣∣∣∣∣J+

∣∣∣∣∣12 − 1

2

⟩
= 0

⟨
1

2
− 1

2

∣∣∣∣∣12 1

2

⟩
= 0.

(Α΄.68)

Οµοίως για τα J−:

[
J−]

11
=

⟨
1

2

1

2

∣∣∣∣∣J−

∣∣∣∣∣12 1

2

⟩
= 1

⟨
1

2

1

2
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⟩
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[
J−]

12
=

⟨
1
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1

2
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⟩
(Α΄.64)
= 0

[
J−]

21
=

⟨
1

2
− 1

2

∣∣∣∣∣J−

∣∣∣∣∣12 1

2

⟩
= 1

⟨
1

2
− 1

2

∣∣∣∣∣12 − 1

2

⟩
= 1

[
J−]
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=

⟨
1

2
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∣∣∣∣∣J+
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2

⟩
(Α΄.64)
= 0.

(Α΄.69)
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Από τον ορισµό των J±, (Α΄.52), προσθέτοντας και αϕαιρώντας κατά µέλη τις
δύο εξισώσεις, παίρνουµε τους γεννήτορες J1, J2 σε όρους των J±:

J1 =
1

2

(
J+ + J−) , J2 = − i

2

(
J+ − J−) (Α΄.70)

Εποµένως, µέσω των (Α΄.68), (Α΄.69) ϐρίσκουµε τους πίνακες J1, J2 και µέσω
της (Α΄.67) ϐρίσκουµε τον πίνακα J312:

J1 =
1

2

(
0 1
0 0

)
+

1

2

(
0 0
1 0

)
=

1

2

(
0 1
1 0

)
=

1

2
σ1

J2 = − i

2

(
0 1
0 0

)
+
i

2

(
0 0
1 0

)
=

1

2

(
0 −i
i 0

)
=

1

2
σ2

J3 =
1

2

(
1 0
0 −1

)
=

1

2
σ3,

(Α΄.71)

όπου σi είναι οι γνωστοί πίνακες Pauli. Οι τρεις πίνακες Ji λοιπόν, αποτε-
λούν τους γεννήτορες της SU(2) οµάδας για την j = 1/2 αναπαράσταση -
διάστασης 2. Ακριβώς µε τον ίδιο τρόπο δουλεύουµε και για αναπαραστάσεις
µεγαλύτερης διάστασης. Παρακάτω ϑα συνεχίσουµε µε άλγεβρες οµάδων µε-
γαλύτερης τάξης, όπου ϑα γίνει εµϕανές το ότι η περιγραϕή τους αποτελεί
απλά γενίκευση της ανάλυσης που προηγήθηκε για την άλγεβρα A1 της πολύ
σηµαντικής οµάδας SU(2).

Α΄.7 Η adjoint αναπαράσταση

Παραπάνω αναδείξαµε τη σηµαντικότητα των σταθερών δοµής µιας οµάδας
και το γεγονός ότι δεν εξαρτώνται από την αναπαράσταση την οποία χρησι-
µοποιούµε αποτελεί µια πολύ δυνατή ιδιότητα. Επιπλέον, οι σταθερές δοµής
αυτές καθαυτές παράγουν µιαν αναπαράσταση της άλγεβρας η οποία ονο-
µάζεται adjoint αναπαράσταση. Αν χρησιµοποιήσουµε τη µεταθετική σχέση
(Α΄.40), παίρνουµε:

[Xa, [Xb, Xc]] = ifbcd[Xa, Xd] = −fbcdfadeXe (Α΄.72)

Από την εξίσωση αυτή χρησιµοποιώντας την ταυτότητα Jacobi13 που ικανο-
ποιούν οι γεννήτορες, καταλήγουµε:

fbcdfade + fabdfcde + fcadfbde = 0 (Α΄.73)
12 ΄Οπως φαίνεται, ο πίνακας J3 είναι διαγώνιος και αποτελεί όπως ϑα δούµε τον ένα και

µοναδικό γεννήτορα Cartan της άλγεβρας. ΄Οπως ϑα δούµε λίγο παρακάτω, οι ιδιοτιµές του J3
ονοµάζονται ϐάρη και ο τρόπος κατασκευής των καταστάσεων ονοµάζεται κατασκευή µεγίστου
ϐάρους για προϕανείς λόγους

13[Xa, [Xb, Xc]] + κυκλ. µεταθέσεις = 0
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Αν ορίσουµε ένα σύνολο πινάκων Ta, τα στοιχεία πίνακα ϑα δίνονται από τη
σχέση:

[Ta]bc ≡ −ifabc (Α΄.74)

κι εποµένως η (Α΄.73) επαναδιατυπώνεται :

[Ta, Tb] = ifabcTc (Α΄.75)

΄Οπως φαίνεται οι σταθερές δοµής από µόνες τους αποτελούν µιαν αναπαρά-
σταση της άλγεβρας, την adjoint. Η διάσταση της αναπαράστασης ισούται µε
τη διάσταση του γραµµικού χώρου στον οποίο δρα. Η διάσταση λοιπόν της
adjoint αναπαράστασης είναι απλά ο αριθµός των ανεξάρτητων γεννητόρων14,
δηλαδή, ο αριθµός των πραγµατικών παραµέτρων που απαιτούνται για να πε-
ϱιγραϕεί ένα στοιχείο της οµάδας. Σηµειώνουµε ότι αϕού οι σταθερές δοµής
είναι πραγµατικές, οι γεννήτορες στην adjoint αναπαράσταση ϑα είναι καθαρά
φανταστικοί.

Για να αναβαθµιστεί ο γραµµικός χώρος των γεννητόρων της adjoint ανα-
παράστασης σε διανυσµατικό, πρέπει να εισαχθεί ένα ϐολικό ϐαθµωτό γινό-
µενο. ΄Ενα τέτοιο είναι να χρησιµοποιήσουµε το ίχνος της αναπαράστασης.
Αποδεικνύεται15 ότι η σχέση αυτή είναι :

Tr(TaTb) = kaδab, όχι άθροιση στους δείκτες (Α΄.76)

Γενικά, στις άλγεβρες µε τις οποίες ϑα ασχοληθούµε, ϑα υποθέσουµε ότι τα ka

είναι ϑετικά. Αυτό ορίζει µια κατηγορία αλγεβρών που ονοµάζονται συµπαγείς
άλγεβρες Lie.

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι η adjoint αναπαράσταση είναι µοναδιακή, α-
φού οι Ta είναι φανταστικοί και αντισυµµετρικοί (αϕού οι σταθερές δοµής
είναι πλήρως αντισυµµετρικές) κι εποµένως ερµιτιανοί.

Πηγαίνοντας λίγο παραπέρα, η σηµαντικότητα της adjoint αναπαράστα-
σης φαίνεται κιόλας από τον ορισµό της (Α΄.74). Λόγω του ότι οι γραµµές και
στήλες των πινάκων, όπως ορίζονται από την (Α΄.74), έχουν σαν ετικέτα τον
ίδιο δείκτη που έχουν και οι γεννήτορες, οι καταστάσεις της αναπαράστασης
αντιστοιχούν στους ίδιους τους γεννήτορες. Μια κατάσταση της adjoint ανα-
παράστασης ϑα την αντιστοιχίζουµε σε έναν αυθαίρετο γεννήτοραXa και ϑα τη
συµβολίζουµε σαν |Xa⟩. Συνεπώς καταλήγουµε στο πολύ σηµαντικό συµπέρα-
σµα ότι γραµµικοί συνδυασµοί των καταστάσεων αντιστοιχούν σε γραµµικούς
συνδυασµούς των γεννητόρων:

α|Xa⟩+ β|Xb⟩ = |αXa + βXb⟩ (Α΄.77)
14Εδώ ϐλέπουµε µιαν αναλογία µε την κανονική αναπαράσταση όπου η διάστασή της ισούται

µε τον αριθµό των στοιχείων της διακριτής οµάδας
15Georgi Howard: Lie algebras in particle physics, from isospin to Unified theories, 1999,

σελ.123
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Τέλος, κλείνουµε το υποκεϕάλαιο υπολογίζοντας τη δράση ενός γεννήτορα
πάνω σε µία τυχαία κατάσταση χρησιµοποιώντας τις (Α΄.74) και (Α΄.77):

Xa|Xb⟩ =
∑
c

|Xc⟩⟨Xc|Xa|Xb⟩ = |Xc⟩[Ta]bc = −ifacb|Xc⟩

= ifabc|Xc⟩ = |ifabcXc⟩ = |[Xa, Xb]⟩ (Α΄.78)

Α΄.8 Πίνακας Cartan - ∆ιαγράµµατα Dynkin

Θέλουµε τώρα να πάρουµε το µεγαλύτερο δυνατό σύνολο από µετατιθέµενους
ερµιτιανούς γεννήτορες αϕού ϑέλουµε να διαγωνοποιούµε όσο το δυνατό πε-
ϱισσότερους. ΄Ενα υποσύνολο από µετατιθέµενους, ερµιτιανούς γεννήτορες
που είναι όσο µεγαλύτερο γίνεται ονοµάζεται υποάλγεβρα Cartan και είναι
µοναδική για κάθε άλγεβρα. Οι γεννήτορες που την απαρτίζουν ονοµάζον-
ται, προϕανώς, γεννήτορες Cartan16. Συνεπώς σε κάποια αναπαράσταση, οι
γεννήτορες Cartan, Hi για i = 1 . . .m, ϑα ικανοποιούν τις σχέσεις :

Hi = H†
i , [Hi,Hj ] = 0 (Α΄.79)

΄Ολη η δύναµη των γεννητόρων αυτών συγκεντρώνεται στο γεγονός ότι µπορούν
να διαγωνοποιηθούν ταυτόχρονα. Η δράση λοιπόν ενός τέτοιου γεννήτορα
πάνω σε µια κατάσταση |µ⟩ κάποιας τυχαίας αναπαράστασης ϑα δώσει :

Hi|µ⟩ = µi|µ⟩ (Α΄.80)

Οι ιδιοτιµές µi ονοµάζονται ϐάρη και είναι πραγµατικές εϕόσον είναι ιδιοτιµές
ερµιτιανού τελεστή. Το διάνυσµα, µ⃗, m συνιστωσών µε συνιστώσες τα µi, µε
i = 1 . . .m, ονοµάζεται διάνυσµα ϐάρους.

Ρίζες είναι τα ϐάρη της adjoint αναπαράστασης. Λόγω του ότι [Hi, Hj ] = 0
οι καταστάσεις που αντιστοιχούν στους γεννήτορες Cartan έχουν µηδενικό
ϐάρος :

Hi|Hj⟩ = |[Hi, Hj ]⟩ = 0 (Α΄.81)

Οπότε, όλες οι καταστάσεις στην adjoint αναπαράσταση που έχουν µηδενικά
διανύσµατα ϐάρους αντιστοιχούν στους γεννήτορες Cartan. Οι υπόλοιπες κα-
ταστάσεις που δεν αντιστοιχούν στους γεννήτορες Cartan, έχουν µη µηδενικά
διανύσµατα ϐάρους α⃗ µε συνιστώσες αi:

Hi|Eα⟩ = αi|Eα⟩ (Α΄.82)

Αυτό σηµαίνει ότι οι αντίστοιχοι γεννήτορες ικανοποιούν τη σχέση:

[Hi, Eα] = αiEα (Α΄.83)

Για την adjoint αναπαράσταση, τα µη µηδενικά ϐάρη ορίζουν κατά µοναδι-
κό τρόπο τις αντίστοιχες καταστάσεις. Επίσης, όπως και στην περίπτωση της

16Ο αριθµός των γεννητόρων Cartan ονοµάζεται τάξη της άλγεβρας.
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SU(2) µε τους τελεστές δηµιουργίας - καταστροϕής, τα Eα δεν είναι ερµιτια-
νοί. Αυτό φαίνεται αν πάρουµε το αναστροϕοσυζυγές της (Α΄.83):

[Hi, Eα]
† = (αiEα)

† ⇒
[
Hi, E

†
α

]
= −αiE†

α (Α΄.84)

Προκύπτει λοιπόν ότι
E†
α = E−α (Α΄.85)

Συµµαζεύοντας τους ορισµούς ως εδώ, τα ϐάρη αi ονοµάζονται ϱίζες και τα
διανύσµατα ϐάρους α µε συνιστώσες αi ονοµάζονται διανύσµατα ϱίζας.

Οι E±α είναι τελεστές δηµιουργίας και καταστροϕής για τα ϐάρη, επειδή
η κατάσταση E±α|µ⟩ έχει ϐάρος µ± α:

HiE±α|µ⟩ = [Hi, E±α]|µ⟩+ E±αHi |µ⟩ = (µ± α)iE±α|µ⟩ (Α΄.86)

Η σχέση αυτή ισχύει για κάθε αναπαράσταση αλλά έχει ιδιαίτερη σηµασία για
την adjoint αναπαράσταση. Αν ϑεωρήσουµε την κατάσταση Eα|E−α⟩, ϐλέπου-
µε ότι έχει µηδενικό ϐάρος. Αυτό σηµαίνει ότι η παραπάνω κατάσταση είναι
γραµµικός συνδυασµός των καταστάσεων που αντιστοιχούν στους γεννήτορες
Cartan. Πιο συγκεκριµένα, αποδεικνύεται ότι η ακριβής σχέση είναι :

[Eα, E−α] = α ·H (Α΄.87)

Αυτό παραπέµπει κατευθείαν στη µεταθετική σχέση που διέπει την SU(2)[
J+, J−] = J3 (Α΄.88)

και είναι η αναλογία αυτή που ϑα µας επιτρέψει να διερευνήσουµε τις συµ-
παγείς οµάδες Lie και τις αναπαραστάσεις τους.

Πιο συγκεκριµένα, για κάθε µη µηδενικό Ϲευγάρι διανυσµάτων ϱίζας ±α
υπάρχει µια SU(2) υποάλγεβρα της οµάδας µε γεννήτορες :

E± ≡ |α|−1E±α, E3 ≡ |α|−2α ·H (Α΄.89)

Αυτό φαίνεται εύκολα υπολογίζοντας τους δύο µεταθέτες :

[E3, E
±] = |α|−3[α ·H,E±α] = |α|−3α · (±α)E±α = ±|α|−1E±α = ±E±

[E+, E−] = |α|−2[Eα, E−α] = |α|−2α ·H = E3 (Α΄.90)

Το συµπέρασµα που προκύπτει είναι πολύ σηµαντικό. Η µελέτη κάθε άλγε-
ϐρας µπορεί να αναχθεί σε µελέτη πολλών SU(2) αλγεβρών. Κάθε µη ανα-
γωγίσιµη αναπαράσταση µπορεί να αποσυντεθεί σε µη αναγωγίσιµες αναπα-
ϱαστάσεις των SU(2) υποαλγεβρών για τις οποίες ξέρουµε τα πάντα ! Αυτό
ϑέτει αρκετούς περιορισµούς στη φύση των ϱιζών, για παράδειγµα συνάγεται
ότι κάθε διάνυσµα ϱίζας αντιστοιχεί σε έναν µοναδικό γεννήτορα.
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Αν τώρα δράσουµε µε τον E3 στην ιδιοκατάσταση |µ⟩ η ιδιοτιµή του ϑα
είναι :

E3|µ⟩ =
α · µ
α2

|µ⟩ (Α΄.91)

Λόγω του περιορισµού που επιβάλλει η SU(2) ότι οι ιδιοτιµές του E3 πρέπει
να είναι ακέραιοι ή ηµιακέραιοι, προκύπτει ότι το

2α · µ
α2

(Α΄.92)

είναι άκέραιος. Η γενική κατάσταση |µ⟩ µπορεί να γραϕτεί σα γραµµικός
συνδυασµός καταστάσεων που µετασχηµατίζονται σύµϕωνα µε συγκεκριµένες
αναπαραστάσεις της SU(2) που ορίσαµε στην (Α΄.90). Υποθέτουµε ότι η κα-
τάσταση υψηλότερου σπιν που εµϕανίζεται στο γραµµικό συνδυασµό είναι j,
τότε υπάρχει κάποιος µη αρνητικός ακέραιος αριθµός p τέτοιος ώστε

(E±)p|µ⟩ ̸= 0 (Α΄.93)

µε ϐάρος µ+pα, δηλαδή να είναι η υψηλότερή E3 κατάσταση της SU(2) σπιν
j αναπαράστασης, δηλαδή

(E+)p+1|µ⟩ = 0 (Α΄.94)

Η ιδιοτιµή του τελεστή E3 της παραπάνω υψηλότερης δυνατής κατάστασης
είναι :

α · (µ+ pα)

α2
=
α · µ
α2

+ p = j (Α΄.95)

Παροµοίως υπάρχει ένας µη αρνητικός ακέραιος q τέτοιος ώστε να ισχύει

(E−)q|µ⟩ ̸= 0 (Α΄.96)

που σηµαίνει ότι αν δράσω q φορές µε τον τελεστή καταβίβασης E− ϑα πάρω
την κατάσταση χαµηλότερου ϐάρους (µ− qα) της συγκεκριµένης j αναπαρά-
στασης, δηλαδή

(E−)q+1|µ⟩ = 0 (Α΄.97)

∆ρώντας λοιπόν στη χαµηλότερη κατάσταση (Α΄.96) µε τον E3, παίρνουµε την
ιδοτιµή:

α(µ− qα)

α2
=
α · µ
α2

− q = −j (Α΄.98)

Αν προσθέσουµε κατά µέλη τις (Α΄.95) και (Α΄.98), τότε παίρνουµε:

2α · µ
α2

+ p− q = 0 ⇒ α · µ
α2

= −1

2
(p− q) (Α΄.99)

Από εδώ και πέρα ϑα αναϕερόµαστε στην τελευταία εξίσωση σαν τη «master
formula». ΄Ενα πολύ σηµαντικό «προϊόν» της παραπάνω ανάλυσης είναι το
γεγονός ότι µέσω των (Α΄.95), (Α΄.98) και (Α΄.99) οδηγούµαστε σε µια γεωµετρική
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ταξινόµηση των συµπαγών οµάδων Lie. ΄Ενα πρώτο ϐήµα είναι το εξής : έστω
ένα Ϲευγάρι ϱιζών α,β. Αϕού ορίσουµε τις δύο SU(2) άλγεβρες µε Eα και Eβ,
εϕαρµόζουµε την (Α΄.99) στο παραπάνω Ϲευγάρι διακριτών ϱιζών δύο φορές.

α · β
α2

= −1

2
(p− q) και

β · α
β2

= −1

2
(p′ − q′) (Α΄.100)

Πολλαπλασιάζοντας τις δύο εξισώσεις κατά µέλη και έχοντας υπόψη τον ορισµό
του εσωτερικού γινοµένου δύο διανυσµάτων παίρνουµε την πολλή σηµαντική
σχέση για τη γωνία θαβ που σχηµατίζουν οι ϱίζες α,β µεταξύ τους :

cos2 θαβ =
(α · β)2

α2β2
=

(p− q)(p′ − q′)

4
(Α΄.101)

Αυτό που αξίζει να σηµειώσουµε είναι ότι το (p−q)(p′−q′) πρέπει να είναι ακέ-
ϱαιο και επειδή είναι µη αρνητικό προκύπτουν µόνο τέσσερις ενδιαϕέρουσες
επιλογές για τις γωνίες των ϱιζών :

(p− q)(p′ − q′) θαβ

0 90o

1 600 ή 1200

2 450 ή 1350

3 300 ή 1500

4 00 ή 1800

Η τελευταία περίπτωση δεν παρουσιάζει κάποιο ενδιαϕέρον καθώς για 0o ση-
µαίνει ότι οι ϱίζες ταυτίζονται - άτοπο ϑεωρήσαµε διακριτές ϱίζες (ούτως ή
άλλως οι ϱίζες είναι µοναδικές, δεν ευθύνεται απλά η ϑεώρησή µας για τον
αποκλεισµό της περίπτωσης των 0o), ενώ για 180o παίρνουµε την τετριµµένη
περίπτωση αϕού οι ϱίζες πάντα έρχονται σε Ϲεύγη µε ανάποδο πρόσηµο και οι
δύο στην ίδια SU(2) υποάλγεβρα.

Στην adjoint αναπαράσταση οι ϑετικές ϱίζες17 αντιστοιχούν σε τελεστές α-
ναβίβασης ενώ οι αρνητικές ϱίζες σε τελεστές καταβίβασης. Το µεγαλύτερο
ϐάρος µιας αναπαράστασης έχει την ιδιότητα να µην µπορούµε να το ανεβά-
σουµε άλλο. Αυτό σηµαίνει ότι όλοι γεννήτορες - τελεστές που αντιστοιχούν σε
ϑετικές ϱίζες πρέπει να µηδενίζουν την κατάσταση µεγίστου ϐάρους. Γενικά,
- αν δε χρειάζεται - δε ϑέλουµε να πραγµατοποιούµε έλεγχο όλων των ϱιζών
πάνω στην κάθε κατάσταση ϐάρους για κρίνουµε αν είναι κατάσταση µεγίστου
ϐάρους ή όχι. Είναι προϕανές λοιπόν ότι κάποιες από τις ϑετικές ϱίζες ϑα
χτίζονται από άλλες. Ορίζουµε λοιπόν ως απλές ϱίζες τις ϱίζες εκείνες που δεν
µπορούν να γραϕτούν σαν άθροισµα των άλλων ϑετικών ϱιζών. Αν λοιπόν οι
γεννήτορες που αντιστοιχούν στις απλές ϱίζες εξαϕανίζουν κάποια κατάσταση
ϐάρους τότε αυτή είναι κατάσταση µεγίστου ϐάρους µίας µη αναγωγίσιµης

17Γενικότερα, ένα διάνυσµα ϐάρους είναι ϑετικό εάν η πρώτη µη µηδενική συνιστώσα του
είναι ϑετική ενώ αντίστοιχα είναι αρνητικό εάν η πρώτη µη µηδενική συνιστώσα είναι αρνητική.
Μέσω αυτού του ορισµού µπορούµε να ορίσουµε και τη διάταξη: µ⃗ > ν⃗ αν µ⃗− ν⃗ > 0.
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αναπαράστασης. Επιπλέον, από τη γεωµετρία των απλών ϱιζών είναι δυνατό
να ϐρεθούν όλες οι ϱίζες ανακατασκευάζοντας τελικά ολόκληρη την άλγεβρα !

Προς το παρόν έχουµε ασχοληθεί κυρίως µε τη φύση των ϱίζων αλλά τώρα
έϕτασε το σηµείο να αντιµετωπίσουµε το πρόβληµα του υπολογισµού τους. Η
εύρεση όλων των ϱιζών µιας άλγεβρας µπορεί να γίνει µε διάϕορους τρόπους
(π.χ. µε τη χρήση της «master formula») αλλά εµείς εδώ ϑα ακολουθήσουµε
τη διαδικασία εύρεσης των ϱιζών µε τη ϐοήθεια του πίνακα Cartan.

Πριν ξεκινήσουµε τη διαδικασία αυτή είναι φρόνιµο να προηγηθεί µια
σύντοµη αναϕορά στα διαγράµµατα Dynkin. Τα διαγράµµατα αυτά είναι ου-
σιαστικά µια συντοµογραϕία καταγραϕής των απλών ϱιζών (Βέβαια προσϕέρει
πολλά παραπάνω από αυτό, η σηµασία του ϑα εκτιµηθεί αργότερα ϐλέπε το
τελευταίο υποκεϕάλαιο του παραρτήµατος). Κάθε απλή ϱίζα αναπαρίσταται
από έναν ανοιχτό κύκλο. Τα Ϲευγάρια των κύκλων συνδέονται µε γραµµές, ο
αριθµός των οποίων εξαρτάται από τη γωνία που σχηµατίζουν οι αντίστοιχες
απλές ϱίζες.

Εικόνα A.2: Γωνίες απλών ϱιζών και γραµµές σε διαγράµµατα Dynkin .

Αυτό που πέτυχε ο Dynkin είναι η ταξινόµηση των απλών αλγεβρών Lie µέσω
ενός συστηµατικού τρόπου κατασκευής διαγραµµάτων. Το ίδιο ϐέβαια κατά-
φερε και ο Cartan, την ταξινόµηση δηλαδή των αλγεβρών Lie όχι όµως µε τη
ϐοήθεια γεωµετρικού σχήµατος αλλά µε τη συστηµατοποιηµένη κατασκευή
αντίστοιχων πινάκων. ΄Οπως αναµένεται, οι δυο τρόποι ταξινόµησεις σύνδεον-
ται και από τον ένα µπορεί να παραχθεί ο άλλος.

΄Οπως αναϕέρθηκε παραπάνω, η εύρεση όλων των ϱιζών µπορεί να γί-
νει µε διάϕορους τρόπους. Ο πιο απλός και ταυτόχρονα επώδυνος είναι να
χρησιµοποιήσουµε τη «master formula» και γεωµετρικά επιχειρήµατα, όµως
απαιτούνται συνεχείς δοκιµές µε αποτέλεσµα την εκτέλεση άχρηστων πράξεων.
Η εναλλακτική λύση προς αποϕυγή των περίεργων γεωµετρικών υπολογισµών
είναι να ονοµάσουµε τις απλές ϱίζες όχι µε ϐάση τις συνιστώσες τους αλλά µε
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ϐάση τις qi−pi τιµές τους. Γνωρίζουµε από την (Α΄.99) ότι το qi−pi οποιουδή-
ποτε ϐάρους, µ, είναι απλά το διπλάσιο της E3 ιδιοτιµής του, όπου E3 είναι ο
γεννήτορας Cartan της SU(2) που σχετίζεται µε την αντίστοιχη απλή ϱίζα αi,
αϕού:

2E3|µ⟩ =
2H · αi

αi2
|µ⟩ = (qi − pi)|µ⟩ (Α΄.102)

Λόγω του ότι οι απλές ϱίζες είναι πλήρεις και γραµµικώς ανεξάρτητες, οι qi−pi
τιµές των ϐαρών εµπεριέχουν τις ίδιες πληροϕορίες µε τις τιµές των συνιστωσών
των διανυσµάτων ϐάρους, οπότε γι΄ αυτό χρησιµοποιούνται για να ονοµάσουµε
τα ϐάρη. Το πλεονέκτηµα που µας δίνεται µέσω αυτής της διαδικασίας είναι
η ανάδειξη της δοµής των αναπαραστάσεων από τις SU(2) µέσω των απλών
ϱιζών.

Συνεπώς, αϕού µια ϑετική ϱίζα, ϕ, µπορεί να γραϕτεί σα γραµµικός συν-
δυασµός των ϑετικών απλών ϱιζών

ϕ =
∑
j

kjα
j . (Α΄.103)

µέσω της «master formula» παίρνουµε:

qi − pi =
2ϕ · αi

αi2
=
∑
j

kj
2αj · αi

αi2
=
∑
j

kjAji, (Α΄.104)

όπου Α είναι ό πίνακας Cartan

Aji ≡
2αj · αi

αi2
(Α΄.105)

Το στοιχείο πίνακα Aji είναι η q − p τιµή για την απλή ϱίζα αi που δρα στην
κατάσταση |αj⟩, δηλαδή το διπλάσιο της ιδιοτιµής του E3 άρα όλες οι κατα-
χωρηµένες τιµές του Α είναι ακέραιοι. Είναι προϕανές από τον ορισµό των
στοιχείων του πίνακα (αν αi = αj ) ότι τα διαγώνια στοιχεία είναι ίσα µε το 2.
Αυτό φαίνεται επίσης από το γεγονός ότι όλες οι απλές ϱίζες έχουν E3 = 1
αϕού οι γεννήτορες καθαυτοί µετασχηµατίζονται κάτω από την adjoint σπιν
1 αναπαράσταση. Τα µη διαγώνια στοιχεία παίρνουν τιµές 0,−1,−2,−3 και
στην ουσία καταγράϕουν τις γωνίες ανάµεσα στις απλές ϱίζες και τα σχετικά
τους µήκη (ίδια πληροϕορία µε τα διαγράµµατα Dynkin) και µας πληροϕο-
ϱούν για το πως οι απλές ϱίζες ταιριάζουν σε αναπαραστάσεις των διάϕορων
SU(2) υποαλγεβρών σε σύνδεση µε τις υπόλοιπες απλές ϱίζες. Σηµειώνουµε
ότι η j-οστή γραµµή του Cartan πίνακα αποτελείται από qi − pi τιµές της
απλής ϱίζας αj .

Για να δείξουµε το συσχετισµό των πινάκων Cartan µε τα διαγράµµατα
Dynkin, αρχικά ανακεϕαλαιώνουµε: ο αριθµός των γεννητόρων που σχηµα-
τίζουν µια αβελιανή υποάλγεβρα τάξης r ονοµάζονται γεννήτορες Cartan της
απλής άλγεβρας. ∆ιαϕορετικές απλές άλγεβρες Lie αντιστοιχούν σε διαϕορε-
τικές επιλογές του πίνακα Cartan, τάξης r. Οι επιτρεπτοί πίνακες Cartan για
απλές άλγεβρες υπόκεινται στους παρακάτω κανόνες.
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� Τα διαγώνια στοιχεία ισούνται µε 2: Aii = 2

� Αν για i ̸= j ισχύει ότι Aij = 0 τότε Aji = 0

� Για i ̸= j ισχύει ότι Aij ≤ 0, δηλαδή τα µη διαγώνια στοιχεία είναι µη
ϑετικά µε τον περιορισµό AijAji ≤ 3.

Με ϐάση τώρα τους κανόνες αυτούς η αντιστοίχιση του πίνακα Cartan σε ένα
διάγραµµα Dynkin έχει ως εξής :

� Ο αριθµός των γραµµών που συνδέει τον κόµβο i µε τον j (για i ̸= j)
είναι ίσος µε το γινόµενο AijAji

� Οι συνδετικές γραµµές έχουν προσανατολισµό από τον κόµβο j στον
κόµβο i αν Aij < Aji και αντίστροϕα.

Με τα ίδια επιχειρήµατα µπορούµε να παράγουµε από τα διαγράµµατα Dynkin
τον αντίστοιχο πίνακα Cartan. Για παράδειγµα, γνωρίζοντας τις απλές ϱίζες,
ο πίνακας Cartan της SU(3) ϐρίσκεται µέσω της (Α΄.105) και είναι :

A =

(
2 −1
−1 2

)
(Α΄.106)

� Καταρχήν, αϕού πίνακας είναι 2× 2 το διαγράµµα Dynkin ϑα έχει δύο
κόµβους (δύο απλές ϱίζες).

� Ο αριθµός των γραµµών είναι A12A21 = 1 και δεν υπάρχει προσανατο-
λισµός αϕού A12 = A21.

Συνεπώς το διάγραµµα Dynkin που προκύπτει είναι :

Εικόνα A.3: ∆ιάγραµµα Dynkin της A2.

Τώρα αντίστροϕα: Εάν µας δίνεται το διάγραµµα Dynkin µιας άλγεβρας µπο-
ϱούµε να αναπαράγουµε τον πίνακα Cartan. Για παράδειγµα, το διάγραµµα
Dynkin της άλγεβρας G2 είναι :

Εικόνα A.4: ∆ιάγραµµα Dynkin της G2.
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Εποµένως :

� Αϕού r = 2, ο πίνακας ϑα είναι 2× 2.

� Τα διαγώνια στοιχεία είναι ίσα µε 2.

� Εϕόσον το διάγραµµα έχει τρεις συνδετικές γραµµές, ϑα ισχύειA12A21 =
3. Επειδή τα στοιχεία του πίνακα είναι αρνητικά, οι δύο έγκυροι συν-
δυασµοί είναι τα Ϲευγάρια −3(−1) και −1(−3). Το δίληµµα µας λύνεται
από την παρουσία του προσανατολισµού. Αϕού 1 → 2 ⇒ A21 < A12.
΄Αρα ο πίνακας Cartan είναι :

A =

(
2 −1
−3 2

)
(Α΄.107)

Θα κλείσουµε την ανάλυση µε τη διαδικασία εύρεσης των ϱιζών. Η διαδικασία
απλοποιείται αρκετά µε τη χρήση του πίνακα Cartan για το χτίσιµο όλων των
ϱιζών από τις απλές ϱίζες. Στο τέλος ϑα δούµε πώς οι SU(2) υποάλγεβρες
προσϕέρουν έναν ακόµα πιο γρήγορο και άµεσο τρόπο για τον υπολογισµό
των ϱιζών.

΄Οταν πηγαίνουµε από µία ϱίζα ϕ στην ϕ+αj µέσω της δράσης του τελεστή
αναβίβασης Eαj , αλλάζει το kj → kj+1 και συνεπώς qi−pi → qi−pi+Aji. Αν
ϑεωρήσουµε τα qi−pi σαν στοιχεία ενός πίνακα γραµµή, αυτό είναι ισοδύναµο
απλά µε το να προσθέσουµε την j-οστή γραµµή του πίνακα Cartan, το οποίο
είναι ουσιαστικά το q − p διάνυσµα που σχετίζεται µε την απλή ϱίζα αj . Αυτό
µας δίνει τη δυνατότητα να υπολογίσουµε όλες τις ϱίζες.

Ξεκινάµε λοιπόν µε τις απλές ϱίζες στον q−p συµβολισµό. Τις ϐάζουµε σε
κουτάκια τη µια δίπλα στην άλλη σε οριζόντια γραµµή πράγµα που δείχνει ότι
αποτελούν το k = 1 στρώµα των ϑετικών ϱιζών (οι απλές ϱίζες). Είναι ϐολικό να
ϐάλουµε µια γραµµή κάτω το k = 0 στρώµα που αναπαριστά τους γεννήτορες
Cartan. Προς το παρόν το σχεδιάγραµµά µας φαίνεται ως εξής : Αν λοιπόν

Εικόνα A.5: Πορεία προς την εύρεση ϱιζών της SU(3).

τώρα για κάθε στοιχείο των πλαισίων γνωρίζουµε τις τιµές p, q τότε µπορούµε να
προσθέτουµε κάθε φορά την κατάλληλη ϱίζα (δηλαδή την κατάλληλη γραµµή
του πίνακα Cartan) και όταν όλα τα p µηδενιστούν αυτό σηµαίνει ότι έχουµε
φτάσει στην κατάσταση µεγίστου ϐάρους και τότε σταµατάµε διαδικασία.

Για το i-οστό στοιχείο της αi, έχουµε qi = 2, αϕού η ϱίζα είναι το µέγιστο
ϐάρος της SU(2) σπιν 1 αναπαράστασης που αποτελείται από ταE± και αi ·H.
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Για όλα τα άλλα στοιχεία, qj = 0, γιατί το αi − αj18 δεν είναι ϱίζα19.
Εποµένως γνωρίζοντας σε κάθε στάδιο το q µπορούµε να υπολογίζουµε το

p αϕαιρώντας από τα στοιχεία του κάθε πλαισίου (διανύσµατος γραµµής) το
αντίστοιχο q. Για κάθε µη µηδενικό p τραβάµε µια γραµµή από την απλή
ϱίζα σε µια νέα ϱίζα µε k = 2, ανεβαίνοντας παραπάνω κατά ένα στρώµα.
Είναι αρκετά εύχρηστο οι γραµµές να ξεκινάνε από το κατάλληλο στοιχείο
του κάθε πλαισίου, ώστε οι γραµµές που σχετίζονται µε κάθε ϱίζα να είναι
παράλληλες µε αυτές της µετάβασης από το k = 0 στο k = 1. Η διαδικασία
επαναλαµβάνεται (µπορεί να στηθεί και κάποιος αλγόριθµος για την εύρεση
των ϱιζών) µέχρι να µηδενιστούν όλα τα p.

Για παράδειγµα χρησιµοποιώντας τον πίνακα Cartan για την SU(3) που
δίνεται από την (Α΄.106) εκτελούµε τη διαδικασία η οποία σταµατάει στο k = 2
στάδιο. Με τον ίδιο τρόπο υπολογίζουµε και τις αρνητικές ϱίζες (αρνητικά k)
οι οποίες παρατηρούµε ότι διαϕέρουν από τις ϑετικές µόνο κατά το πρόσηµο.
Το µεγαλείο της διαδικασίας είναι ότι αναδεικνύει τις µετασχηµατιστικές ιδιό-

Εικόνα A.6: Οι ϱίζες της SU(3).

τητες των ϱιζών κάτω από τις δύο SU(2) υποάλγεβρες. Είναι γεγονός ότι αντί
να σκεϕτόµαστε σε όρους των p, q µπορούµε απλά να δούµε το πώς η κάθε E3

τιµή ταιριάζει σε κάποια SU(2) αναπαράσταση. ΄Ετσι, η διαδικασία σταµατάει
µόλις όλες οι SU(2) αναπαραστάσεις είναι πλήρεις. Αυτό είναι ισοδύναµο
µε το να υπολογίζουµε τα p, q αϕού σκεϕτόµασταν ήδη σε όρους SU(2) µέ-
σω της «master formula» έτσι κι αλλιώς, αλλά ο τελευταίος τρόπος είναι πιο
γρήγορος και απλός. Θα δώσουµε ως παράδειγµα τον υπολογισµό των ϱιζών

18∆εν ξεχνάµε τον ορισµό του q το οποίο µας πληροϕορεί το πόσες φορές πρέπει να δράσει ο
τελεστής καταβίβασης µιας απλής ϱίζας πάνω σε µια τυχαία κατάσταση ώστε να φτάσουµε στην
κατάσταση ελαχίστου ϐάρους.

19Η διαϕορά δύο απλών ϱιζών δεν είναι ϱίζα, αϕού αi − αj = ϕ ⇒ αi = ϕ+ αj , που όµως
είναι άτοπο αϕού µια απλή ϱίζα δεν µπορεί να γραϕτεί σαν άθροισµα δύο άλλων ϱιζών
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της άλγεβρας G2 και από εδώ και πέρα ϑα χρησιµοποιούµε αποκλειστικά τη
διαδικασία αυτή.

(α΄) Εύρεση των ϱιζών της άλγεβρας G2. (ϐ΄) SU(2) αναπαραστάσεις κατά την εύ-
ϱεση των ϱιζών της άλγεβρας G2.

Εικόνα A.7: Οι ϱίζες της G2.

Το επιχείρηµα σε όρους της SU(2) δοµής έχει ώς εξής : Γνωρίζουµε ότι οι
απλές ϱίζες α1, α2 είναι τα µέγιστα ϐάρη της σπιν 1 αναπαράστασης των αντί-
στοιχων SU(2), άρα σίγουρα δεν ξεκινάει λόγω αυτών κάποια αναπαράσταση
(αϕού ϐρίσκουµε ϑετικές ϱίζες δρούµε ουσιαστικά µε τον τελεστή αναβίβασης
και άρα η δράση του στις απλές ϱίζες µηδενίζει την κατάσταση.). Η α1 (µωβ
πλαίσιο) πρέπει να είναι ο πάτος µιας διπλέτας κάτω από την α2 λόγω του −1.
Η α2 (πράσινο πλαίσιο) είναι ο πάτος µιας σπιν 3/2 τετραπλέτας κάτω από την
α1 λόγω του −3. Οπότε, συνεχίζοντας µέχρι το τέλος, εξακριβώνουµε ότι κάθε
ϱίζα ταιριάζει ευτυχισµένη σε αναπαραστάσεις κάτω από τις SU(2). Η ϱίζα
-1 1 είναι η κορυϕή της α2 διπλέτας (µωβ πλαίσιο) αλλά ανήκει και στην α1

τετραπλέτα (πράσινο πλαίσιο). Η ϱίζα 3 -1 αποτελειώνει την α1 τετραπλέτα
(πράσινο πλαίσιο) και ξεκινάει µια καινούρια α2 διπλέτα (κόκκινο πλαίσιο).
Τέλος, η ϱίζα 0 1 σταµατάει την α2 διπλέτα (κόκκινο πλαίσιο) και ταυτόχρο-
να αποτελεί µια α1 singlet που σηµαίνει ότι δεν ξεκινάει κάποια καινούρια
και η διαδικασία σταµατάει. Στην εικόνα (Α΄.7) στο πλάι έχουν σχηµατιστεί οι
γραµµικοί συνδυασµοί των απλών ϱιζών που δίνουν τις υπόλοιπες ϱίζες. Ο-
πότε αν εκϕράσουµε τις απλές ϱίζες µε τις συνιστώσες τους και υπολογίσουµε
και τις αρνητικές ϱίζες, παίρνουµε τελικά όλες τις ϱίζες τις οποίες µπορούµε
να σχεδιάσουµε στο επίπεδο.

345



Εικόνα A.8: Τα διανύσµατα ϱιζών της G2 στο επίπεδο.

Α΄.9 Θεµελιώδη Βάρη

Ας υποθέσουµε ότι οι απλές ϱίζες κάποιας άλγεβρας Lie είναι οι αj , j =
1 . . .m. Το µέγιστο ϐάρος, µ, µίας αναπαράστασης, D, έχει την ιδιότητα
το µ+ ϕ να µην είναι ϐάρος για οποιαδήποτε ϑετική ϱίζα ϕ, αϕού αυτή είναι
σίγουρα γραµµικός συνδυασµός των απλών ϱιζών. Επίσης, για την κατάσταση
µεγίστου ϐάρους γνωρίζουµε ότι αµα δράσουµε µε έναν τελεστή αναβίβασης -
που αντιστοιχεί στις ϑετικές απλές ϱίζες - τη µηδενίζει. Αυτή είναι µια αναγ-
καία και ικανή δήλωση, αϕού όπως ϑα δούµε µία ολόκληρη µη αναγωγίσιµη
αναπαράσταση µπορεί να κατασκευαστεί εϕαρµόζοντας τελεστές καταβίβασης
στην κατάσταση µε την ιδιότητα αυτή. ΄Ετσι, αν ισχύει :

Eαj |µ⟩ = 0, ∀j, (Α΄.108)

τότε η µ είναι κατάσταση µεγίστου ϐάρους µίας µη αναγωγίσιµης αναπαρά-
στασης. Αυτό σηµαίνει ότι για κάθε Eαj που δρα στην |µ⟩, p = 0 (αϕού δρούµε
µόνο µε τελεστές καταβίβασης) κι εποµένως από τη «master formula», (Α΄.99),
παίρνουµε:

2αjµ

αj2
= qj − pj

p=0
= qj ≡ ℓj , (Α΄.109)

όπου τα ℓj είναι µη αρνητικοί ακέραιοι. Αϕού τα αj είναι γραµµικώς ανεξάρτη-
τα, οι ακέραιοι ℓj καθορίζουν πλήρως την µ. Κάθε σύνολο των ℓj δίνουν ένα µ,
το οποίο είναι το µέγιστο ϐάρος µίας µη αναγωγίσιµης αναπαράστασης. Στην
ουσία αντιστοιχίσαµε την κάθε απλή ϱίζα σε έναν ακέραιο και το σύνολο των m
απλών ϱιζών µίας άλγεβρας Lie µας έδωσε ένα σύνολο από m ακεραίους που
φέρουν την ίδια πληροϕορία. Εποµένως, µία µη αναγωγίσιµη αναπαράσταση
µίας απλής άλγεβρας Lie τάξης m µπορεί να ετικετοποιηθεί από ένα σύνολο
m µη αρνητικών ακεραίων, το ℓj . Οι ακέραιοι αυτοί ονοµάζονται συντελεστές
Dynkin.
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Είναι χρήσιµο να σκεϕτόµαστε ότι τα διανύσµατα ϐάρους, µj ικανοποιούν
τη σχέση:

2αjµj

αk2
= δjk. (Α΄.110)

Επίσης κάθε µέγιστο ϐάρος, µ, µπορεί να γραϕτεί µε µοναδικό τρόπο µε
τη µορϕή:

µ =
m∑
j=1

ℓjµj . (Α΄.111)

Τα διανύσµατα µj ονοµάζονται ϑεµελιώδη ϐάρη και οι m τον αριθµό µη ανα-
γωγίσιµες αναπαραστάσεις που τα έχουν σα µέγιστα ϐάρη ονοµάζονται ϑεµε-
λιώδεις αναπαραστάσεις20.

Αϕού λοιπόν τα ϑεµελιώδη ϐάρη σχηµατίζουν ένα πλήρες σύνολο, µπο-
ϱούµε να αναπτύξουµε οποιοδήποτε ϐάρος οποιασδήποτε αναπαράστασης ως
προς τα ϑεµελιώδη ϐάρη, όπως µας υποδεικνύει η (Α΄.111). Συνεπώς, αναστρέ-
φοντας το επιχείρηµα, ανακτούµε την (Α΄.109) η οποία όταν δεν αναϕερόµαστε
σε ένα µέγιστο ϐάρος αλλά σε ένα τυχαίο, υποννοεί ότι :

ℓj = qj − pj , (Α΄.112)

δηλαδή, ότι το ℓj είναι ουσιαστικά η qj − pj τιµή για την απλή ϱίζα αj . Ε-
ποµένως, τα στοιχεία πίνακα των διανυσµάτων που διαχειριζόµασταν στην κα-
τασκευή των ϑετικών ϱιζών για διάϕορες άλγεβρες, ήταν απλά οι συντελεστές
Dynkin των ϱιζών. Πιο συγκεκριµένα, το υψηλότερο κουτάκι της κατασκευής
περιέχει συντελεστές Dynkin, οι οποίοι αντιστοιχούν στο µέγιστο ϐάρος της ad-
joint αναπαράστασης (είναι φυσικό αϕού όπως είπαµε οι συντελεστές Dynkin
δίνουν το µέγιστο ϐάρος κάποιας µη αναγωγίσιµης αναπαράστασης).

Για να γίνουν τα παραπάνω κατανοητά, ξεκινάµε µε την απλή άλγεβρα της
οµάδας SU(3). ΄Εστω ότι γνωρίζουµε τις δύο απλές ϱίζες της άλγεβρας :

α1 =

(
1

2
,

√
3

2

)
, α2 =

(
1

2
,−

√
3

2

)
. (Α΄.113)

Μέσω της πολύ σηµαντικής σχέσης (Α΄.110), η οποία ουσιαστικά πρόκειται για
µία σχέση ορθοκανονικοποίησης (άρα δίνει δύο σχέσεις στην ουσία), µπορού-
µε να ϐρούµε τα ϑεµελιώδη ϐάρη µi, δηλαδή τα µέγιστα ϐάρη των ϑεµελιωδών
αναπαραστάσεων. ΄Εστω µi = (xi, yi), i = 1, 2 οι συνιστώσες των δύο ϑεµελιω-
δών ϐαρών. Τότε :

� Λόγω ορθογωνιότητας, από την (Α΄.110) για i ̸= j, παίρνουµε:

2αj · µi

αj2
= δji ⇒ 2αj · µi

αj2
= 0 ⇒ αj · µi = 0

⇒ 1

2
xi ∓

√
3

2
ψi = 0 ⇒ xi = ±

√
3yi (Α΄.114)

20Επίσης, ϑεµελιώδης αναπαράσταση (Fundamental/Defining/Standard representaion) εί-
ναι η µικρότερης διάστασης πιστή αναπαράσταση.
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� Λόγω κανονικοποίησης, από την (Α΄.110) για i = j, παίρνουµε:

2αj · µi

αj2
= δji ⇒ 2αj · µj

���* 1
αj2

= 1 ⇒ αj · µj = 1

2

⇒ 1

2
xj ±

√
3

2
yj =

1

2

(Α΄.114)⇒ ±
√
3yj ±

√
3yj = 1

⇒ yj = ±
√
3

6
και από (Α΄.114) xj =

1

2
(Α΄.115)

Εποµένως τα ϑεµελιώδη ϐάρη είναι :

µ1 =

(
1

2
,

√
3

6

)
, µ2 =

(
1

2
,−

√
3

6

)
. (Α΄.116)

Προϕανώς, το µ1 είναι το µέγιστο ϐάρος της ϑεµελιώδους αναπαράστασης που
παίρνουµε από τους 8 γεννήτορες - πίνακες Gell-Mann.

Τώρα, µέσω της (Α΄.109), µπορούµε να περάσουµε από το συµβολισµό
των ϐαρών µέσω των συνιστωσών τους στο συµβολισµό µέσω των συντελεστών
Dynkin. ∆ηλαδή, µπορούµε να κατασκευάσουµε όλα τα ϐάρη µέσω των ιδιο-
τήτων των τελεστών καταβίβασης, στον q − p συµβολισµό, ξεκινώντας από το
µέγιστο ϐάρος. Χρησιµοποιώντας λοιπόν την (Α΄.109):

2α1 · µ1

(α1)2
= ℓ1 ⇒ ℓ1 = 1,

2α2 · µ1

(α1)2
= ℓ2 ⇒ ℓ2 = 0. (Α΄.117)

Το µ1 συµβολίζεται µε το διάνυσµα (1, 0) και αντιγράϕοντας τη διαδικασία µε
την οποία ϐρίσκαµε τις ϱίζες στον q − p συµβολισµό, ϐρίσκουµε όλα τα ϐάρη
της αναπαράστασης.

Κατά την εύρεση των ϱιζών καθιερώσαµε µία µέθοδο εύρεσης µέσω εκπλή-
ϱωσης των SU(2) αναπαραστάεων. Το ίδιο κάνουµε και εδώ. ΄Οπως φαίνεται
στην εικόνα Α΄.9α΄, το µέγιστο ϐάρος είναι η κορυϕή µίας α1 διπλέτας. Αϕαι-
ϱώντας λοιπόν την α1 (µπλε πλαίσιο) δίνει 1 0 - 2 -1 = -1 1 , εποµένως
επειδή το δεύτερο στοιχείο του πλαισίου είναι 1 και δεν υπάρχει κατάσταση
από πάνω του στην κατεύθυνση α2, ϑα είναι η κορυϕή µίας α2 διπλέτας.
Αϕαιρώντας την α2 ϑα πάρουµε (κόκκινο πλαίσιο) -1 1 - -1 2 = 0 -1 , ε-
ποµένως δεν ξεκινάει κάποια άλλη αναπαράσταση της SU(2) και η διαδικασία
σταµατάει και τα ϐάρη είναι :

µ1 =

(
1

2
,

√
3

6

)
, µ1 − α1 =

(
0,−

√
3

3

)
, µ1 − α1 − α2 =

(
−1

2
,

√
3

6

)
(Α΄.118)

τα οποία τοποτθετούνται στο επίπεδο των Hi, όπως φαίνεται στην εικόνα
(Α΄.10α΄).
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(α΄) Τα ϐάρη της A2 αναπαράστασης µε
µέγιστο ϐάρος το (1, 0).

(ϐ΄) Τα ϐάρη της A2 αναπαράστασης µε
µέγιστο ϐάρος το (0, 1).

Εικόνα A.9: Εύρεση των ϐαρών µε αρχή το µέγιστο ϐάρος των ϑεµελιωδών
αναπαραστάσεων της A2.

Επαναλαµβάνοντας την ίδια διαδικασία µπορούµε να ϐρούµε τα ϐάρη της
αναπαράστασης που έχει µέγιστο ϐάρος το δεύτερο ϑεµελιώδες ϐάρος, µ2, το
οποίο σχετίζεται κατά τα γνωστά πλέον µε το διάνυσµα (0,1). Συνεπώς, το
αντίστοιχο σχήµα που παίρνουµε είναι αυτό που φαίνεται στην εικόνα Α΄.9β΄
και τα ϐάρη της αναπαράστασης ϑα είναι :

µ2 =

(
1

2
,−

√
3

6

)
, µ2 − α2 =

(
0,

√
3

3

)
, µ2 − α2 − α1 =

(
−1

2
,−

√
3

6

)
(Α΄.119)

τα οποία, παροµοίως, στο επίπεδο των Hi είναι τα σηµεία που φαίνονται στην
εικόνα Α΄.10β΄.

(α΄) Τα ϐάρη της A2 αναπαράστασης µε
µέγιστο ϐάρος το (1, 0) στο επίπεδο.

(ϐ΄) Τα ϐάρη της A2 αναπαράστασης µε
µέγιστο ϐάρος το (0, 1) στο επίπεδο.

Εικόνα A.10: Τα ϐάρη της A2 στο επίπεδο (H1,H2).

Παρατηρούµε ότι τα ϐάρη της δεύτερης ϑεµελιώδους αναπαράστασης είναι
τα αντίθετα από τα ϐάρη της πρώτης. Αυτό σηµαίνει ότι οι δύο αναπαραστάσεις
συνδέονται µε τη σχέση της µιγαδικής συζυγίας.
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Γενικεύοντας, αυτό αποδεικνύεται εύκολα αν ϑεωρήσουµε Tα τους γεν-
νήτορες µίας αναπαράστασης D µίας άλγεβρας Lie, τότε τα αντικείµενα −T ∗

α

ικανοποιούν τις ίδιες µεταθετικές σχέσεις. Παίρνουµε λοιπόν το συζυγές της
µεταθετικής σχέσης των Tα και ϐρίσκουµε:

([Tα, Tb])
∗ = (ıfαbcTc)

∗ ⇒ [T ∗
α, T

∗
b ] = −ifαbcT ∗

c ⇒ [−T ∗
α,−T ∗

b ] = ifαbc(−T ∗
c ).

(Α΄.120)
Η αναπαράσταση αυτή ονοµάζεται µιγαδική συζυγής αναπαράσταση της πραγ-
µατικής D και συµβολίζεται µε D̄. ΄Ενας συνηθισµένος συµβολισµός των α-
ναπαραστάσεων (ειδικά για αναπαραστάσεις µικρής διάστασης) δίνεται από τη
διάστασή της και διαχωρίζεται από τη µιγαδική συζυγή µε µία παύλα πάνω
από τον αριθµό. Για παράδειγµα, για τις ϑεµελιώδεις αναπαραστάσεις της
SU(3) ϑα είναι :

(1, 0) ≡ 3, (0, 1) ≡ 3̄. (Α΄.121)

Γενικά η µιγαδική συζυγής της (n,m) είναι η (m,n). Αναπαραστάσεις της
µορϕής (n, n) είναι πραγµατικές. Μία τέτοια είναι η adjoint αναπαράσταση
της A2 που συµβολίζεται (1, 1).

Α΄.9.1 Η τανυστική µέθοδος

Το σηµείο αυτό προσϕέρεται για να περιγράψουµε σύντοµα την έννοια του
τανυστικού τελεστή έτσι ώστε να αναδειχθεί η χρησιµότητά του και να λειτουρ-
γήσει σαν εργαλείο στο χτίσιµο των µοντέλων µας.

Θα πραγµατοποιήσουµε την ανάλυση µε τη ϐοήθεια της άλγεβρας της
SU(3) και έπειτα ϑα γενικεύσουµε. Η ιδέα ξεκινάει ϐαϕτίζοντας τις καταστά-
σεις της ϑεµελιώδους αναπαράστασης της SU(3), 3, σαν :∣∣∣∣∣12

√
3

6

⟩
≡ |1⟩∣∣∣∣∣− 1

2

√
3

6

⟩
≡ |2⟩∣∣∣∣∣0 − 1√

3

⟩
≡ |3⟩,

(Α΄.122)

όπου χρησιµοποιήσαµε για την ονοµασία τα αντίστοιχα ϐάρη από την (Α΄.118).
Αν ορίσουµε ένα σύνολο πινάκων µε έναν πάνω και έναν κάτω δείκτη:

[Tα]
i
j =

1

2
[λα]ij , (Α΄.123)

τότε η τριάδα των καταστάσεων, |i⟩, ϑα µετασχηµατίζεται κάτω από την άλγεβρα
σαν:

Tα|i⟩ = |j⟩[Tα]ji . (Α΄.124)
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Είναι σηµαντικό να παρατηρήσουµε ότι η άθροιση πάνω στα j συµβαίνει ανά-
µεσα σε έναν άνω και έναν κάτω δείκτη.

Επαναλαµβάνοντας, αν ορίσουµε τις καταστάσεις της δεύτερης ϑεµελιώ-
δους αναπαράστασης της SU(3), 3̄, σαν :∣∣∣∣∣− 1

2
−

√
3

6

⟩
≡ |1⟩∣∣∣∣∣12 −

√
3

6

⟩
≡ |2⟩∣∣∣∣∣0 1√

3

⟩
≡ |3⟩,

(Α΄.125)

όπου χρησιµοποιήσαµε για την ονοµασία τα αντίστοιχα ϐάρη από την (Α΄.119),
η τριάδα των καταστάσεων |i⟩, ϑα µετασχηµατίζεται κάτω από την άλγεβρα:

Tα|i⟩ = −|j⟩[Tα]ij . (Α΄.126)

Τώρα µπορούµε να ορίσουµε µία κατάσταση του τανυστικού γινοµένου από n
τον αριθµό 3 αναπαραστάσεις, και m τον αριθµό 3̄ αναπαραστάσεις :

Tα|i1···imj1···jn ⟩ =
n∑
ℓ=1

|i1···imj1···jℓ−1kjl+1···jn⟩[Tα]
k
jℓ
−

m∑
ℓ=1

|i1···iℓ−1kiℓ+1···im
j1···jn [Tα]

iℓ
k ⟩. (Α΄.127)

Η διαϕοροποίηση αυτή ανάµεσα στους άνω και κάτω δείκτες είναι ιδιαίτερα
χρήσιµη αϕού η SU(3) (και όχι µόνο) έχει δύο διαϕορετικές 3-διάστατες ανα-
παραστάσεις, τις 3, 3̄. Ο διαχωρισµός αυτός αποτελεί λοιπόν έναν πολύ ϐολικό
συµβολισµό για να τις ξεχωρίζουµε.

Ας ϑεωρήσουµε τώρα µία τυχαία κατάσταση:

|υ⟩ = |i1···imj1···jn ⟩υ
j1···jn
i1···im . (Α΄.128)

Το υ είναι λοιπόν ένας τανυστής. ΄Ενας τανυστής συµπεριϕέρεται όπως µία
κυµατοσυνάρτηση21, αϕού µπορούµε να ϐρούµε το υ παίρνοντας το στοιχείο
πίνακα της |υ⟩ µε την κατάσταση του τανυστικού γινοµένου:

υj1···jni1···im = ⟨i1···imj1···jn |υ⟩. (Α΄.129)

Ο τανυστής υ χαρακτηρίζεται από τις τανυστικές του συνιστώσες, υj1···jni1···im . ΄Ετσι,
µπορούµε να ϑεωρήσουµε τη δράση των γεννητόρων πάνω στην |υ⟩ σαν δράση
στις τανυστικές συνιστώσες :

Tα|υ⟩ = |Tαυ⟩, (Α΄.130)
21Η αντιστοιχία αυτή φαίνεται από τη σχέση ανάµεσα στη χωρική κυµατοσυνάρτηση και την

κατάσταση που περιγράϕει το σωµατίδιο στο χώρο Hilbert ψ(x) = ⟨x|ψ⟩ στην κβαντοµηχανική
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όπου

Tαυ
j1···jn
i1···im =

n∑
ℓ=1

[Tα]
jℓ
k υ

j1···k···jn
i1···im −

m∑
ℓ=1

[Tα]
k
iℓ
υj1···jni1···k···im . (Α΄.131)

Αυτό λοιπόν ορίζει τη δράση των γεννητόρων πάνω σε έναν τυχαίο τανυστή.
Μπορούµε πλέον να συνδέσουµε τις µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις µε

τους τανυστές. Χρησιµοποιούµε τώρα τη διαδικασία µεγίστου ϐάρους για να
διαλέξουµε τις καταστάσεις στο τανυστικό γινόµενο που αντιστοιχούν στη µη
αναγωγίσιµη αναπαράσταση (n,m). Επειδή η |1⟩ είναι η κατάσταση µεγίστου
ϐάρους της (1, 0) αναπαράστασης και |2⟩ είναι η κατάσταση µεγίστου ϐάρους
της (0, 1) αναπαράστασης, η κατάσταση µε µέγιστο ϐάρος (n,m) είναι η |222···111···⟩
και αντιστοιχεί στον τανυστή υH µε συνιστώσες :

υj1···jnH i1···im = Nδj11 · · · δjn1δi12 · · · δim2. (Α΄.132)

Εποµένως, µπορούµε να κατασκευάσουµε όλες τις καταστάσεις της αναπαρά-
στασης (n,m) δρώντας στον τανυστή υH µε τελεστές καταβίβασης. Το σηµαν-
τικό σηµείο που αξίζει να τονιστεί είναι ότι ο υH έχει δύο ιδιότητες που είναι
αναλλοίωτες στον µετασχηµατισµό υH → TαυH .

1. Ο υH είναι συµµετρικός ως προς τους άνω δείκτες και συµµετρικός ως
προς τους κάτω.

2. Ο υH ικανοποιεί τη σχέση:

δi1j1υ
j1···jn
H i1···im = 0. (Α΄.133)

Η πρώτη ιδιότητα ισχύει επειδή οι γεννήτορες δρουν µε τον ίδιον τρόπο σε
όλους τους άνω και κάτω δείκτες. Η δεύτερη ισχύει λόγω του αρνητικού προ-
σήµου στην (Α΄.131) και λόγω του γεγονότος ότι οι Tα είναι άιχνοι (στην ουσία
πρόκειται για µία γενίκευση της αιχνότητας των πινάκων). Συνοψίζοντας, ό-
λες οι καταστάσςεις της (n,m) αντιστοιχούν σε τανυστές που ικανοποιούν τις
παραπάνω ιδιότητες και αποδεικνύεται ότι ισχύει και το αντίστροϕο, ότι κάθε
τέτοιος τανυστής δίνει µία µοναδική κατάσταση της αναπαράστασης (n,m).

Ο δi1j1 ονοµάζεται αναλλοίωτος τανυστής. ΄Ενας αναλλοίωτος τανυστής δεν
αλλάζει κάτω από έναν SU(3) µετασχηµατισµό. Η µεταβολή σε έναν τανυστή
είναι ανάλογη της δράσης κάποιου γραµµικού συνδυασµού των γεννητόρων,
αλλά εδώ:

[Tαδ]
i
j

(Α΄.131)
= [Tα]

i
kδ
k
j − [Tα]

k
j δ
i
k = [Tα]

i
j − [Tα]

i
j = 0, (Α΄.134)

εποµένως ο δi1j1 δε µεταβάλλεται κάτω από οποιονδήποτε SU(3) µετασχηµα-
τισµό. Υπάρχουν ϐέβαια και άλλοι δύο αναλλοίωτοι τανυστές στην SU(3), οι
πλήρως αντισυµµετρικοί τανυστές ϵijk και ϵijk. Αυτοί οϕείλουν την αναλλοιώ-
τητα τους στην αϊχνότητα των γεννητόρων Tα. Θεωρούµε το :

[Tαϵ]
ijk = [Tα]

i
ℓϵ
ℓjk + [Tα]

j
ℓϵ
iℓk + [Tα]

k
ℓ ϵ
ijℓ, (Α΄.135)
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το οποίο είναι πλήρως αντισυµµετρικό, οπότε αν κοιτάξουµε την 123 συνιστώ-
σα:

[Tαϵ]
123 = [Tα]

1
ℓϵ
ℓ23+[Tα]

2
ℓϵ

1ℓ3+[Tα]
3
ℓϵ

12ℓ = [Tα]
1
1ϵ

123+[Tα]
2
2ϵ

123+[Tα]
3
3ϵ

123 = 0,
(Α΄.136)

όπου έγινε άθροιση στον ίδιο δείκτη ℓ, επέζησαν µόνο οι συνιστώσες µε δια-
φορετικούς όλους τους δείκτες και τέλος χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι το
ίχνος των γεννητόρων είναι 0 (υποννοείται ότι ϐγάζουµε κοινό παράγοντα το
ϵ123). Εποµένως, ο ϵijk είναι αναλλοίωτος τανυστής.

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τους τανυστές για να αναπτύξουµε τανυ-
στικά γινόµενα. Ας υποθέσουµε ότι ο u είναι ένας τανυστής µε n άνω δείκτες
και m κάτω δείκτες και υ ένας τανυστής µε p άνω δείκτες και q κάτω δείκτες.
΄Επεται από τον ορισµό του τανυστή ότι το γινόµενο u ⊗ υ ορίζεται από το
γινόµενο των τανυστικών συνιστωσών:

[u⊗ υ]
i1···ini′1···i′p
j1···jmj′1···j′q

= ui1···inj1···jmυ
i′1···i′p
j′1···j′q

, (Α΄.137)

το οποίο είναι το γινόµενο που περιγράϕει το τανυστικό γινόµενο των κατα-
στάσεων |u⟩ ⊗ |υ⟩. Εποµένως µπορούµε να αναλύσουµε τανυστικά γινόµενα
µεταχειρίζοντας τανυστές - τις κυµατοσυναρτήσεις των αντίστοιχων καταστά-
σεων. Γενικά η στρατηγική για να πραγµατοποιήσουµε αυτά τα αναπτύγµατα
είναι να δηµιουργήσουµε µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις από το γινόµενο
των τανυστών και µετά να εκϕράσουµε το αρχικό γινόµενο σαν άθροισµα ό-
ϱων που ϑα είναι ανάλογοι των διάϕορων µη αναγωγίσιµων αναπαραστάσεων
(Clebsch-Gordan decompositions). Το πλεονέκτηµα της διαδικασίας αυτής
είναι ότι υπολογίζουµε απευθείας κυµατοσυναρτήσεις που είναι συχνά αυτό
που ϑέλουµε να γνωρίζουµε. Ας πάρουµε για παράδειγµα το γινόµενο 3⊗ 3.
Αυτό µπορεί να γραϕτεί ως εξής :

uiυj =
1

2

(
uiυj + ujυi

)
︸ ︷︷ ︸
συµµετρικό κοµµάτι

+
1

2
ϵijkϵkℓmu

ℓυm︸ ︷︷ ︸
αντισυµµετρικό κοµµάτι

. (Α΄.138)

Ο πρώτος όρος µετασχηµατίζεται σαν την 6 και περιέχει την κατάσταση µε-
γίστου ϐάρους u1υ1. ΄Εχουµε προσθέσει τον όρο ujυi για να τον κάνουµε
πλήρως συµµετρικό ως προς τους δύο πάνω δείκτες (κι εποµένως µη ανα-
γωγίσιµο). Το αντικείµενο µε τους κάτω δείκτες (αντισυµµετρικό κοµµάτι)
ϵkℓmu

ℓυm έχει µόνο έναν κάτω δείκτη από όπου συµπεραίνουµε ότι µετασχη-
µατίζεται σαν την 3̄ αναπαράσταση. Εποµένως έχουµε αναπτύξει το τανυστικό
γινόµενο σε άθροισµα των αναπαραστάσεων 6 και 3̄. Αυτό δε δείχνεί µόνο το
γεγονός ότι :

3⊗ 3 = 6⊕ 3̄, (Α΄.139)

ή αλλιώς
(1, 0)⊗ (1, 0) = (2, 0)⊕ (0, 1), (Α΄.140)

353



αλλά δείχνει τον τρόπο µε τον οποίο µπορούµε πράγµατι να χτίσουµε κυµατο-
συναρτήσεις µε την απαιτούµενη συµµετρία. Επειδή όσο ανεβαίνει η διάσταση
των αναπαραστάσεων η διαδικασία αυτή γίνεται όλο και πιο δύσκολη ϑα δούµε
πως ο ιδανικός τρόπος για να ϐρίσκουµε τα αναπτύγµατα αυτά είναι η χρήση
των Young tableaux .

Αξίζει επίσης να σηµειώσουµε ότι η bra κατάσταση ⟨υ| είναι :

⟨υ| = υj1···jn∗i1···im ⟨i1···imj1···jn |. (Α΄.141)

και µετασχηµατίζεται κάτω από την άλγεβρα µε ένα παραπάνω πλην. Για
παράδειγµα, η τριπλέτα ⟨i| µετασχηµατίζεται σαν :

−⟨i|Tα = −⟨i|Tα|j⟩⟨j | = −[Tα]
i
j⟨j |. (Α΄.142)

Με απλά λόγια, αυτό µας λέει ότι το bra µε κάτω δείκτη µετασχηµατίζεται σαν
να είχε πάνω δείκτη. Αυτό οϕείλεται στη µιγαδική συζυγία που εµπλέκεται
µεταβαίνοντας από το bra στο ket. Παροµοίως, το bra µε άνω δείκτη µετασχη-
µατίζεται σαν να είχε κάτω δείκτη. Αυτό µας ωθεί να ορίσουµε έναν τανυστή
που αντιστοιχεί σε µία bra κατάσταση µε αναποδογυρισµένους τους δείκτες
ώστε να λειτουργεί η άθροιση στην (Α΄.142). Εποµένως, οι συνιστώσες ενός
τέτοιου τανυστή ϑα είναι :

ῡi1···im∗
j1···jn ≡ υj1···jni1···im , (Α΄.143)

που σηµαίνει ότι η (Α΄.141) γίνεται :

⟨υ| = ῡi1···imj1···jn ⟨
i1···im
j1···jn |. (Α΄.144)

Εποµένως όταν η κατάσταση ⟨υ| µετασχηµατίζεται σαν −⟨υ|Tα, ο τανυστής ῡ
µετασχηµατίζεται σαν Tαῡ

Κλείνοντας, µπορούµε να επεκτείνουµε την έννοια των τανυστών έτσι ώστε
να συµπεριλάβουµε τους συντελεστές των τανυστικών τελεστών µε έναν προ-
φανή τρόπο. Για παράδειγµα, αν ένα σύνολο τελεστών, O, µετασχηµατίζεται
σύµϕωνα µε την (n,m) αναπαράσταση της SU(3), µπορούµε να σχηµατίσου-
µε έναν γενικό γραµµικό µετασχηµατισµό

W = wj1···jni1···imO
i1···im
j1···jn . (Α΄.145)

Εποµένως, αν ο W µετασχηµατίζεται κάτω από µετάθεση µε τους γεννήτορες,
οι συντελεστές wj1···jni1···im µετασχηµατίζονται σύµϕωνα µε την (n,m) αναπαρά-
σταση, (Α΄.131).

Πριν την παρεµβολή των τανυστών, είχαµε καταλήξει στο ότι οι µη αναγωγί-
σιµες αναπαραστάσεις µίας οµάδας Lie τάξης n περιγράϕονται από n ϑετικούς
ακέραιους αριθµούς.
Παραδείγµατα:

1. Για την SU(2), που είναι οµάδα τάξης 1, οι µη αναγωγίσιµες αναπαρα-
στάσεις ορίζονται από έναν ακέραιο.
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� (1): ξα

� (4): ξabcd

2. Για την SU(3), που είναι οµάδα τάξης 2, οι µη αναγωγίσιµες αναπαρα-
στάσεις ορίζονται από δύο ακεραίους.

� (0,0): Τετριµµένη αναπαράσταση

� (1,0): Θεµελιώδης αναπαράσταση (ξα)

� (0,1): Θεµελιώδης (συζυγής) αναπαράσταση (ξα)

� (1,1): Adjoint αναπαράσταση (ξαb )

3. Για την SU(4), που είναι οµάδα τάξης 3, οι µη αναγωγίσιµες αναπαρα-
στάσεις ορίζονται από τρεις ακεραίους.

� (0,0,0): Τετριµµένη αναπαράσταση

� (1,0,0): Θεµελιώδης αναπαράσταση (ξα)

� (0,0,1): Θεµελιώδης (συζυγής) αναπαράσταση (ξα)

� (1,0,1): Adjoint αναπαράσταση (ξαb )

� (0,1,0): Θεµελιώδης αναπαράσταση (ξα̂)

4. Ανεβαίνοντας στην τάξη της οµάδας, ϐλέπουµε τα εξής µοτίβα :

� (0,. . . ,0) είναι πάντα η τετριµµένη αναπαράσταση

� (1,0,. . . ,0) είναι πάντα η ϑεµελιώδης αναπαράσταση

� (1,0,. . . ,0,1) είναι πάντα η adjoint αναπαράσταση

� (a, b, . . . , c) = (c, . . . , b, a), συζυγία αναπαραστάσεων

Από το τελευταίο, ϐλέπουµε ότι οι adjoint αναπαραστάσεις είναι πάντα
πραγµατικές.

∆υστυχώς, τα (a, b, . . . , c)⊗ (a′, b′, . . . , c′) και (a, b, . . . , c)⊕ (a′, b′, . . . , c′) δεν
µπορούµε να τα αποτυποώσουµε εύκολα οπότε ο συµβολισµός αυτός καθί-
σταται δύσχρηστος. ΄Οπως έχουµε ξαναναϕέρει, τη λύση ϑα τη δώσει το πολύ
ισχυρό εργαλείο των Young tableaux .

Α΄.10 Young tableaux Μέρος ϐ΄

Αϕού λοιπόν συζητήσαµε τη σύνδεση των Young tableaux µε τις µη αναγωγίσι-
µες αναπαραστάσεις της οµάδας µεταθέσεων, ήρθε η ώρα να δούµε τον τρόπο
µε τον οποίο τα Young tableaux συνδέονται µε τις µη αναγωγίσιµες αναπαρα-
στάσεις των οµάδων Lie. Κατά τα γνωστά, ϑα ξεκινήσουµε την περιγραϕή για
την SU(3) κι έπειτα ϑα γενικεύσουµε για τις SU(N).
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Η κρίσιµη παρατήρηση είναι ότι η 3̄ αναπαράσταση είναι ο αντισυµµετρι-
κός συνδυασµός δύο 3 αναπαραστάσεων, όπως φαίνεται στην (Α΄.138), οπότε
στην πραγµατικότητα δε χρειαζόµαστε τη δεύτερη ϑεµελιώδη αναπαράσταση
για να κατασκευάσουµε αναπαραστάσεις µεγαλύτερης διάστασης. Μπορούµε
να γράψουµε µία τυχαία αναπαράσταση σαν το τανυστικό γινόµενο 3 αναπα-
ϱαστάσεων µε την κατάλληλη συµµετρία. ΄Οπως έχουµε ήδη δει, τα Young
tableaux αντιστοιχούν σε µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις των οµάδων µε-
ταθέσεων και η σύνδεση µε τις µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις της SU(3)
(και γενικότερα µε αυτές των SU(N) οµάδων) είναι ότι οι µη αναγωγίσιµες
αναπαραστάσεις της SU(3) µετασχηµατίζονται µη αναγωγίσιµα κάτω από τις
µεταθέσεις των δεικτών.

Ας ϑεωρήσουµε µία γενική αναπαράσταση της SU(3), (n,m). Αυτή µετα-
φράζεται σαν ένας τανυστής µε συνιστώσες :

Ai1,···inj1···jm (Α΄.146)

όπως έχουµε πει, συµµετρικός ξεχωριστά ως προς τους πάνω και κάτω δείκτες
και άιχνος. Μπορούµε να ανεβάσουµε όλους τους κάτω δείκτες µε τη ϐοήθεια
του (αναλλοίωτου) πλήρως αντισυµµετρικού τανυστή ϵ, παίρνοντας :

αi1···ink1ℓ1···kmℓm = ϵj1k1ℓ1 · · · ϵjmkmℓmAi1···inj1···jm (Α΄.147)

Είναι ξεκάθαρο ότι είναι αντισυµµετρικός ως προς την εναλλαγή ki ↔ ℓi και
συµµετρικός ως προς την εναλλαγή των Ϲευγών kiℓi ↔ kjℓj .

Τώρα, για κάθε τέτοιον τανυστή, (Α΄.147), µπορούµε να συσχετίσουµε ένα
Young tableau:

k1 · · ·km i1 · · · in
ℓ1 · · ·ℓm

(Α΄.148)

Αυτό που ϑέλουµε να κάνουµε είναι να ϐρούµε έναν κανόνα ο οποίος να συ-
σχετίζει τη συγκεκριµένη συµµετρία του τανυστή (Α΄.147) µε το Young tableau.
Μπορούµε να το πετύχουµε αυτό σκεπτόµενοι το µέγιστο ϐάρος της αναπαρά-
στασης (n,m). Λόγω του ότι οι τελεστές καταβίβασης διατηρούν τη συµµετρία,
αν καταϕέρουµε να ϐρούµε κάποια συµµετρία των τανυστικών συνιστωσών που
να περιγράϕει το µέγιστο ϐάρος, τότε όλες οι καταστάσεις ϑα διέπονται από
τη συµµετρία αυτή. Το µέγιστο ϐάρος σχετίζεται µε τις συνιστώσες στις οποίες
όλα τα i είναι 1, και όλα τα Ϲευγάρια k, ℓ είναι 1, 3. ΄Ολες αυτές οι συνιστώσες
µπορούν να ληϕθούν αντισυµετρικοποιώντας τα k, ℓ Ϲεύγη από τη συνιστώσα
στην οποία όλα τα k είναι 1 και όλα τα ℓ είναι 3. ΄Οµως αυτή η συνιστώσα είναι
συµµετρική κάτω από τυχαίες µεταθέσεις των i και k και ξεχωριστά συµµετρι-
κή κάτω από τις µεταθέσεις των ℓ. Εποµένως, ϑα αποκτήσουµε έναν τανυστή
µε n+2m συνιστώσες και αρχικά συµµετρικοποιούµε όλα τα i και k και ξεχω-
ϱιστά τα ℓ και µετά αντισυµµετρικοποιούµε σε όλα τα k, ℓ Ϲεύγη. Στη γλώσσα
των Young tableaux αυτό είναι πολύ εύκολο. Πρώτα συµµετρικοποιούµε ως
προς τις συνιστώσες στις γραµµές και µετά αντισυµµετρικοποιούµε ως προς
τις συνιστώσες στις στήλες. Το αποτέλεσµα είναι συµµετρικό ως προς τα i και
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τα k, ℓ Ϲεύγη, όπως άλλωστε απαιτεί και η (Α΄.147). ΄Οµως, έχει και µία ιδιότη-
τα ανάλογη της αϊχνότητας. Λόγω του ότι έχουµε ανεβάσει τους δείκτες µε τη
ϐοήθεια των πλήρως αντισυµµετρικών τανυστών ϵ, η συνθήκη της αϊχνότητας
γίνεται :

ϵi1k1ℓ1α
i1···ink1ℓ1···kmℓm = 0. (Α΄.149)

Αυτό εξαϕανίζεται για έναν τανυστή µε τις ιδιότητες συµµετρίας που περι-
γράψαµε µόλις παραπάνω, λόγω της συµµετρικοποίησης των συνιστωσών στις
γραµµές.

Εποµένως, ένα Young tableau όπως το (Α΄.148) είναι ουσιαστικά ένας κα-
νόνας για να ξεπροβάλλουν οι συγκεκριµένες µη αναγωγίσιµες αναπαραστά-
σεις. Για παράδειγµα, αν ο αj1j2k1 είναι ένας τυχαίος τανυστής µε τρεις άνω
δείκτες, αλλά όχι κάποια συγκεκριµένη συµµετρία, το Young διάγραµµά του
ϑα είναι :

j1 j2
k1

, (Α΄.150)

το οποίο δίνει τον τανυστή:

αj1j2k1 + αj2j1k1 − αk1j2j1 − αj2k1j1 , (Α΄.151)

ο οποίος µετασχηµατίζεται σύµϕωνα µε την (1, 1) adjoint αναπαράσταση.
Μπορούµε να γενικεύσουµε την ιδέα σε Young tableaux µε περισσότε-

ϱες γραµµές, αλλά ο γενικός κανόνας παραµένει ο ίδιος : Βάζουµε δείκτες
στα κουτάκια, συµµετρικοποιούµε ως προς τις γραµµές και αντισυµµετρικο-
ποιούµε ως προς τις στήλες.

Στην SU(3) οι τανυστές που αντιστοιχούν σε Young tableaux µε περισσό-
τερα από τρία κουτάκια ανά στήλη εξαϕανίζονται αϕού δεν υπάρχει τανυστής
που να είναι πλήρως αντισυµµετρικός σε τέσσερις ή παραπάνω δείκτες και να
παίρνει µόνο τρεις τιµές. Οποιαδήποτε στήλη µε τρία κουτάκια αντιστοιχεί σε
έναν παράγοντα του ϵ ως προς τους τρεις δείκτες :

ϵijk =
i
j
k

. (Α΄.152)

Εποµένως, τα Young tableaux της µορϕής

· · · k1 · · ·km i1 · · · in
· · · ℓ1 · · ·ℓm
· · ·

(Α΄.153)

περιγράϕουν την ίδια αναπαράσταση όπως το (Α΄.148).
Το πανίσχυρο εργαλείο που µας δίνει η παραπάνω συσχέτιση των Young

tableaux µε τις µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις των οµάδων Lie είναι η κατα-
σκευή ενός αλγορίθµου για τα αναπτύγµατα Clebsch-Gordan ενός τανυστικού
γινοµένου (Α΄.138).
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΄Εστω a, b δύο µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις της SU(3) των οποίων ϑέ-
λουµε να αναπτύξουµε το τανυστικό γινόµενο. Αυτές αντιστοιχούν στα Young
tableaux Α, Β αντίστοιχα. Παίρνουµε λοιπόν τα κουτάκια του Β και τα τοπο-
ϑετούµε στο Α µε τον ακόλουθο τρόπο: Ξεκινάµε τοποθετώντας δείκτες µέσα
στα κουτάκια, για την ακρίβεια α σε αυτά της πρώτης γραµµής και β σε αυτά
της δεύτερης. Παίρνουµε τα κουτάκια από την πάνω γραµµή του Β, δηλαδή
αυτά µε την ετικέτα α, και τα τοποθετούµε δεξιά και/ή κάτω από αυτά του Α
κατασκευάζοντας όµως νόµιµα ταµπλώ (δηλαδή, συλλογές κουτιών στις οποίες
οι αριθµοί των κουτιών στις γραµµές δεν αυξάνουν καθώς πηγαίνουµε προς
τα κάτω και οι αριθµοί των κουτιών δεν αυξάνουν καθώς πηγαίνουµε προς
τα δεξιά) στα οποία δε ϐάζουµε στην ίδια στήλη κουτάκια µε την ίδια ετικέτα
- εδώ µε την ετικέτα α. Στα Young tableaux που έχουν προκύψει, προσθέ-
τουµε τα κουτάκια της δεύτερης γραµµής του Β, αυτά µε την ετικέτα β, πάλι
σχηµατίζοντας νόµιµα Young tableaux µε την επιπλέον συνθήκη ο αριθµός
των α πάνω και δεξιά από το πρώτο β να είναι µεγαλύτερος ή ίσος από αυτόν
των β. Ο κανόνας αυτός υπάρχει για να αποϕύγουµε το διπλό µέτρηµα. Τα
ταµπλώ που παράγονται µε αυτόν τον τρόπο είναι το ανάπτυγµα του τανυστι-
κού γινοµένου α ⊗ β. Τέλος, από κάθε ταµπλώ που προκύπτει µπορούµε
να καταλάβουµε για ποια αναπαράσταση πρόκειται αϕού µέσω του (Α΄.148)
καταλαβαίνουµε ότι η πρώτη γραµµή έχει n+m κουτάκια, ενώ η δεύτερη έχει
m. ΄Ετσι µπορούµε να ϐρούµε την αναπαράσταση (n,m). Ακολουθούν δύο
παραδείγµατα για εµπέδωση των κανόνων.
Παράδειγµα 1
Θέλουµε να ϐρούµε το ανάπτυγµα του τανυστικού γινοµένου (0, 1) ⊗ (1, 0)
ή αλλιώς 3̄ ⊗ 3. Μεταϕράζουµε σε Young tableaux και εϕαρµόζουµε τους
παραπάνω κανόνες :

⊗ α = α ⊕
α

(Α΄.154)

Βρίσκουµε λοιπόν ότι :

(0, 1)⊗ (1, 0) = (1, 1)⊕ (0, 0) ή 3̄⊗ 3 = 8⊕ 1. (Α΄.155)

Παράδειγµα 2
Θέλουµε να ϐρούµε το ανάπτυγµα του τανυστικού γινοµένου (1, 1)⊗ (1, 1) ή
αλλιώς 8⊗ 8:

⊗ α α
β

→ α ⊕
α

⊕
α

(1) (2) (3)

(1) → α α ⊕ α
α

⊕
α

α

(4) (5) (6)
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(2) → α
α

⊕ α
α

(7) (8)

(3) →
α

α
⊕ α

α

(9) (10)

(5) → α α
β

⊕
α α

β

(6) → α
α β

⊕
α

α
β

(8) →
α

β
α

⊕ α
α β

΄Αρα καταλήγουµε στο ανάπτυγµα:

⊗ α α
β

= α α
β

⊕
α α

β
⊕ α

α β
⊕

α
α

β
⊕

α
β

α
⊕ α
α β

Το οποίο µεταϕράζεται :

(1, 1)⊗ (1, 1) = (2, 2)⊕ (3, 0)⊕ (0, 3)⊕ (1, 1)⊕ (1, 1)⊕ (0, 0), (Α΄.156)

ή αλλιώς, συµβολίζοντας τις αναπαραστάσεις σύµϕωνα µε τη διάστασή τους :

8⊗ 8 = 27⊕ 10⊕ 1̄0⊕ 8⊕ 8⊕ 1. (Α΄.157)

Παρατηρήσεις για το Παράδειγµα 2:

� Κατά την τοποθέτηση του κουτιού µε την ετικέτα β, αµελήσαµε τα τα-
µπλώ (7), (9) και (10). Ο λόγος είναι ότι είναι ακριβώς ίδια µε τα (5), (6)
και (8), άρα ϑα καταλήγαµε στα ίδια τελικά ταµπλώ.

� Στο τελικό αποτέλεσµα ϐλέπουµε ότι υπάρχει το ίδιο ταµπλώ δύο φορές.
Ο λόγος που δεν το διαγράψαµε προς αποϕυγή διπλού µετρήµατος είναι
ότι ενώ είναι ίδια στο σχήµα, η ϑέση των ετικετών είναι διαϕορετική. Συ-
νεπώς, πρόκειται για διαϕορετικά ταµπλώ και πρέπει να τα κρατήσουµε
και τα δύο.

� Οι πιθανοί τρόποι τοποθέτησης των κουτιών α, β είναι πολύ περισσότε-
ϱοι, όµως κρατήσαµε κατευθείαν µόνο τους νόµιµους συνδυασµούς.
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Στο σηµείο αυτό, για να γενικεύσουµε τη χρήση των Young tableaux για
τις οµάδες SU(N), όπου πλέον N > 3, πρέπει να προηγηθεί περιγραϕή της
δοµής της άλγεβρας µίας τέτοιας οµάδας.

Καταρχήν, οι γεννήτορες περιγράϕονται (στη ϑεµελιώδη αναπαράσταση)
από τους γενικευµένους πίνακες Gell - Mann, οι οποίοι ικανοποιούν τη σχέση
κανονικοποίησης (όπως ισχύει και για τις SU(2), SU(3) ):

Tr(TαTb) =
1

2
δαb. (Α΄.158)

Παίρνουµε λοιπόν τους τελεστές αναβίβασης και καταβίβασης να είναι πίνακες
οι οποίοι έχουν µόνο ένα µη διαγώνιο στοιχείο µη µηδενικό και ίσο µε 1/

√
2. Η

οµάδα SU(N) είναιN−1 τάξης που σηµαίνει ότι υπάρχουνN−1 ανεξάρτητοι
άιχνοι διαγώνιοι πραγµατικοί πίνακες που αποτελούν τους γεννήτορες Cartan
της οµάδας. Οι πίνακες αυτοί δοµούνται από την παρακάτω σχέση που µας
δίνει τα στοιχεία των πινάκων αυτών:

[Hm]ij =
1√

2m(m+ 1)

(
m∑
k=1

δikδjk − δi,m+1δj,m+1

)
. (Α΄.159)

Για παράδειγµα:

H1 =
1

2

 1 0 · · ·
0 −1 · · ·
...

...
. . .

 , H2 =
1√
12


1 0 0 · · ·
0 1 0 · · ·
0 0 −2 · · ·
...

...
...

. . .

 ,

H3 =
1√
24


1 0 0 0 · · ·
0 1 0 0 · · ·
0 0 1 0 · · ·
0 0 0 −3 · · ·
...

...
...

...
. . .

 , H4 = . . . (Α΄.160)

Συνολικά υπάρχουνN2−1 ανεξάρτητοι, άιχνοι, ερµιτιανοί πίνακες από τους ο-
ποίους κατασκευάζεται ηN− διάστατη ϑεµελιώδης αναπαράστασητης SU(N).
Τα ϐάρη είναι N − 1-διάστατα διανύσµατα, των οποίων οι συνιστώσες δίνονται
από τη σχέση:

[vj ]m = [Hm]jj =
1√

2m(m+ 1)

(
m∑
k=1

δjk −mδj m+1

)
. (Α΄.161)

Μέσω της σχέσης (Α΄.161) αποδεικνύεται εύκολα ότι όλα τα ϐάρη έχουν το ίδιο
µήκος και ότι οι γωνίες ανάµεσα σε δύο διαϕορετικά ϐάρη είναι ίσες :

|vi|2 = N − 1

2N
και vi · vj = − 1

2N
, για i ̸= j, (Α΄.162)
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ή αλλιώς σε συµπτυγµένη µορϕή:

vi · vj = − 1

2N
+

1

2
δij . (Α΄.163)

Για λόγους ευκολίας, ϑα επιλέξουµε την ανάποδη σύµβαση περί ϑετικότη-
τας των ϐαρών. ∆ηλαδή, ϑετικό είναι ένα ϐάρος όταν η τελευταία µη µηδενική
του συνιστώσα είναι ϑετική. Με τον ορισµό αυτό τα ϐάρη ικανοποιούν τη
σχέση:

v1 > v2 > · · · vN−1 > vN (Α΄.164)

Οι E τελεστές µας πηγαίνουν από το ένα ϐάρος στο άλλο, εποµένως οι ϱίζες
ϑα είναι διαϕορές των ϐαρών vi − vj για i ̸= j. Οι ϑετικές ϱίζες είναι vi − vj

για i < j. Οι απλές ϱίζες είναι :

αi = vi − vi+1, για i = 1 . . . N − 1, (Α΄.165)

όλες µε µήκος ίσο µε τη µονάδα. Χρησιµοποιώντας τη σχέση (Α΄.163) ϐρί-
σκουµε ότι :

αi · αj = (vi − vi+1)(vj − vj+1)

= vivj − vivj+1 − vi+1vj + vi+1vj+1

= − 1

2N
+

1

2
δij +

1

2N
− 1

2
δi j+1 +

1

2N
− 1

2
δi+1 j −

1

2N
+

1

2
δi+1 j+1

= δij −
1

2
δi j±1 (Α΄.166)

κι εποµένως το διάγραµµα Dynkin ϑα είναι :

Εικόνα A.11: Οι ϱίζες της SU(N) - ∆ιάγραµµα Dynkin.

Τα ϑεµελιώδη ϐάρη δίνονται από τη σχέση

µj =

j∑
k=1

vk. (Α΄.167)

Είναι επίσης εύκολο να επαληθεύσουµε χρησιµοποιώντας την (Α΄.163) ότι ι-
σχύει η σχέση (Α΄.110):

2αi · µj

αi2
= 2

(
vi − vi+1

j∑
k=1

vk

)
= δij , (Α΄.168)
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αϕού όλοι οι όροι 1/2N απαλείϕονται, διότι οι απλές ϱίζες είναι διαϕορές των
ϑεµελιωδών ϐαρών. Συνεπώς, το µ1 είναι το µέγιστο ϐάρος της ϑεµελιώδους
αναπαράστασης.

Για να φτάσουµε στον τελικό µας στόχο, να γενικεύσουµε το εργαλείο των
Young tableaux σε οµάδες SU(N) για N > 3 πρέπει να αντιστοιχίσουµε
αρχικά τις καταστάσεις µε τανυστές, όπως πράξαµε και στην περίπτωση της
SU(3):

|vi⟩ → |i⟩ (Α΄.169)

κι έπειτα να µας επιτραπεί να χτίσουµε τυχαίες αναπαραστάσεις σαν τανυστικά
γινόµενα. Ας ϑεωρήσουµε για παράδειγµα τον αντισυµµετρικό συνδυασµό m
ϑεµελιωδών αναπαραστάσεων. Οι καταστάσεις ϑα είναι :

A[i1···im]|i1 · · · im⟩, (Α΄.170)

όπου ο A[i1···im] είναι πλήρως αντισυµµετρικός. Το σύνολο αυτών των κατα-
στάσεων σχηµατίζει µία µη αναγωγίσιµη αναπαράσταση, λόγω της αντισυµ-
µετρικότητας η οποία δεν επιτρέπει στους δείκτες να πάρουν την ίδια τιµή.
Συνεπώς, το µέγιστο ϐάρος σε αυτό το σύνολο καταστάσεων προκύπτει όταν
ένας από τους δείκτες είναι 1, άλλος 2 κοκ. Αυτό σηµαίνει ότι το µέγιστο ϐάρος
είναι το ϑεµελιώδες ϐάρος µm:

m∑
k=1

vk = µm. (Α΄.171)

Εποµένως η αναπαράσταση αυτή είναι η ϑεµελιώδης αναπαράσταση Dm.
Κατά τα γνωστά, το µέγιστο ϐάρος οποιασδήποτε µη αναγωγίσιµης αναπα-

ϱάστασης µπορεί να γραϕτεί σε όρους των συντελεστών Dynkin, qk, σαν :

µ =
∑
k

qkµ
k. (Α΄.172)

Οι συντελεστές qk είναι µη αρνητικοί ακέραιοι. Ο τανυστής που σχετίζεται µε
αυτήν την αναπαράσταση έχει, για κάθε k = 1 . . . N−1, qk τον αριθµό σύνολα
από k δείκτες που είναι αντισυµµετρικοί εντός κάθε συνόλου. Γενικεύοντας
λοιπόν την ανάλυση που προηγήθηκε για την SU(3), ϐλέπουµε ότι η συµµε-
τρία του τανυστή µπορεί να αποκτηθεί από το παρακάτω Young tableaux µε
qk τον αριθµό στήλες από k κουτιά η κάθε µία :

Για τους ίδιους λόγους που το Young tableau (Α΄.148) δίνει τανυστή της
σωστής συµµετρίας, έτσι και στη γενικευµένη περίπτωση που εξετάζουµε εδώ,
το Young tableau της εικόνας Α΄.12 δίνει τον ως προς τη συµµετρία σωστό τα-
νυστή. Η κατάσταση µεγίστου ϐάρους έχει έναν όρο στον οποίο οι δείκτες της
πάνω γραµµής είναι όλοι 1, της δεύτερης είναι όλοι 2, της τρίτης είναι όλοι 3
κτλ. Εποµένως, ο τανυστής που ϑέλουµε αποκτάται συµµετρικοποιώντας τους
δείκτες των γραµµών και αντισυµµετρικοποιώντας τους δείκτες των στηλών.
Αυτή είναι ακριβώς η συνθήκη συµµετρικοποίησης που χρησιµοποιήσαµε για
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Εικόνα A.12: Η γενική εικόνα ενός Young tableau για έναν τανυστή µίας
τυχαίας µη αναγωγίσιµης αναπαράστασης.

να κατασκευάσουµε τις µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις των οµάδων µετα-
ϑέσεων. ΄Αρα καταλήγουµε στο ότι οι µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις των
SU(N) µε m δείκτες σχετίζονται µε τις µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις των
Sm.

΄Οπως στην SU(3), ταµπλώ µε περισσότερα από N κουτιά σε κάθε στήλη
αντιστοιχούν σε τανυστές που εξαϕανίζονται ταυτοτικά. ΄Ολες οι στήλες µε N
κουτιά συνεισϕέρουν έναν παράγοντα του πλήρως αντισυµµετρικού τανυστή
µε N δείκτες. Ταµπλώ τα οποία είναι ίδια πέραν από στήλες µε N κουτιά
αντιστοιχούν στην ίδια µη αναγωγίσιµη αναπαράσταση.

Πολλές φορές ϑα συµβολίζουµε µίαν αναπαράσταση που αντιστοιχεί σε
ένα Young Tableau καταγράϕοντας τον αριθµό των κουτιών σε κάθε στήλη
του ταµπλώ, δηλαδή ϑα παίρνουµε µία φθίνουσα σειρά ακεραίων, [ℓ1, ℓ2, . . .].
Για παράδειγµα, η adjoint αναπαράσταση της SU(N), όπως και στην SU(3),
αντιστοιχεί σε έναν τανυστή µε έναν πάνω και έναν κάτω δείκτη. Για να τον
φέρουµε στην καθιερωµένη µορϕή τανυστών ϑα πρέπει να ανεβάσουµε τον κά-
τω δείκτη µε τη ϐοήθεια του ολήρως αντισυµµετρικού τανυστή N συνιστωσών.
Εποµένως, η adjoint ϑα συµβολίζεται σαν [N − 1, 1].

΄Ολη αυτή η γενίκευση που προηγήθηκε στοχεύει στο να αναδείξουµε το
µεγαλείο που προσϕέρει η τεχνολογία των Young tableaux στο χτίσιµο των
µοντέλων µας µε :

� το ανάπτυγµα Clebsch-Gordan

� µε το ανάπτυγµα µίας τυχαίας αναπαράστασης στο ευθύ άθροισµα µη
αναγωγίσιµων αναπαραστάσεων των υποοµάδων τους.

Αρχικά, όσον αϕορά στο ανάπτυγµα Clebsch-Gordan, η διαδικασία δου-
λεύει ακριβώς µε τον ίδιο τρόπο, µόνο που εδώ χρειαζόµαστε για δείκτες πε-
ϱισσότερα γράµµατα c, d, e, . . ., πέρα από τα α, β, γιατί έχουµε εν γένει πε-
ϱισσότερες γραµµές στα Young tableaux . Σαν επιπρόσθετη συνθήκη µπαίνει
η προϕανής γενίκευση ότι διαβάζοντας κατα µήκος των γραµµών από δεξιά
προς τα αριστερά και από πάνω προς τα κάτω ο αριθµός των α πρέπει να είναι
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µεγαλύτερος από τον αριθµό των β και αυτός µεγαλύτερος από τον αριθµό των
c κλπ.
Για παράδειγµα:

⊗
α
β
c
d

→
α

⊕

α

→
α
β ⊕

α

β

⊕
α
β

→
α
β
c

⊕

α
β

c

⊕

α

β
c

⊕
α
β
c

→
α
β
c
d

⊕

α
β
c

d

⊕

α
β

c
d

⊕

α

β
c
d

⊕
α
β
c
d

(Α΄.173)

Στον συµβολισµό που αντιστοιχεί στον αριθµό των κουτιών των στηλών που
περιγράψαµε παραπάνω, το ανάπτυγµα (Α΄.173) γράϕεται :

[4]⊗ [4] = [4, 4] ⊕ [5, 3] ⊕ [6, 2] ⊕ [7, 1] ⊕ [8]. (Α΄.174)

Είναι αξιοσηµείωτο ότι ο κανόνας που αϕορά τον αριθµό των α να είναι µε-
γαλύτερος από τον αριθµό τον β κ.ο.κ. εµποδίζει την επανάληψη ίδιων δια-
γραµµάτων, δηλαδή την επανάληψη των αναπαραστάσεων. Φυσικά, αϕού
στο παράδειγµά µας δεν έχουµε ορίσει την τάξη της οµάδας για την οποί-
α υπολογίζουµε το τανυστικό γινόµενο , αν το N < 8 τότε κάποια από τα
ταµπλώ ϑα δίνουν εξαϕανιζόµενους τανυστές ενώ άλλα που έχουν στήλες µε
N αριθµό κουτιών ϑα απλοποιούνται. Πριν περάσουµε στην επεξήγηγση του
τρόπου µε τον οποίο εξάγουµε τη διάσταση των αναπαραστάσεων από ένα
Young Tableau, αξίζει να σηµειώσουµε ότι, γενικά, στη διαδικασία του ανα-
πτύγµατος Clebsch - Gordan, η µόνη περίπτωση κατά την οποία τα κουτιά
εξαϕανίζονται είναι αυτή όπου οι στήλες N κουτιών απαλείϕονται. Εποµένως,
κάθε ταµπλώ που προκύπτει αναπτύσσοντας δύο αναπαραστάσεις της µορϕής
(ταµπλώ µε j κουτιά)⊗(ταµπλώ µε k κουτιά) ϑα έχει τελικά αριθµό κουτιών
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ίσο µε j + k mod N . Στην περίπτωση της SU(3) αυτό ονοµάζεται triality, και
γενικεύοντας στην περίπτωση της SU(N) η ιδιότητα αυτή χαρακτηρίζεται από
τη «γλωσσική ϐαρβαρότητα»22, N − ality.

Υπάρχει ένας σχετικά απλός και εύχρηστος κανόνας για να υπολογίζουµε
τη διάσταση οποιασδήποτε αναπαράστασης από το ταµπλώ που της αντιστοι-
χεί. Λέγεται «παράγοντες ανά γάντζοι», (factors over hooks) και δουλεύει ως
εξής : Τοποθετούµε την τάξη της οµάδας, N , στο πάνω αριστερό κουτί του τα-
µπλώ. ΄Επειτα, τοποθετούµε παράγοντες σε όλα τα άλλα κουτιά, οι οποίοι όταν
κινούµαστε προς τα δεξιά αυξάνουν κατά µία µονάδα, ενώ όταν κινούµαστε
προς τα κάτω µειώνονται κατά µία µονάδα. Το γινόµενο όλων αυτών των πα-
ϱαγόντων ονοµάζεται F . Ορίζουµε ως γάντζο τη γραµµή που περνάει κάθετα
προς τα πάνω µέσα από τον πάτο κάποιας στήλης κουτιών, πραγµατοποιώντας
µία δεξιά στροϕή σε κάποιο κουτί και διαπερνώντας τα υπόλοιπα δεξιά κουτιά
της γραµµής εξέρχεται από το ταµπλώ. Κάθε κουτί διαπερνάται σίγουρα από
έναν γάντζο. Αν ονοµάσουµε τον αριθµό των κουτιών που διαπερνάει ο γάν-
τζος h και H το γινόµενο των h για όλους τους γάντζους, τότε η διάσταση της
αναπαράστασης δίνεται από το πηλίκο F/H.
Για παράδειγµα, για το ταµπλώ [2, 1] έχουµε:

Εικόνα A.13: Υπολογισµός της διάστασης µίας αναπαράστασης µέσω του
ταµπλώ Young µε τον κανόνα factors over hooks.

Σύµϕωνα µε τα παραπάνω, η διάσταση της αναπαράστασης ϑα είναι :

dimD =
F

H
=
N(N + 1)(N − 1)

3
. (Α΄.175)

Οι περισσότερες αναπαραστάσεις των SU(N) είναι µιγαδικές (Complex).
Γενικά, η µιγαδική συζυγής µίας αναπαράστασης είναι της µορϕής:

[ℓ1, · · · , ℓn] = [N − ℓn, · · · , N − ℓ1]. (Α΄.176)

Για παράδειγµα για την SU(3), η συζυγής της [1] (ή αλλιώς (1, 0)) είναι η :

[1̄] = [3− 1] = [2], (Α΄.177)

ή αλλιώς η (0, 1), όπως είναι ήδη γνωστό.
22Κατά τη γνώµη του Georgi.
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΄Οπως αναϕέραµε στην αρχή της καταµέτρησης των αρετών της τεχνολο-
γίας των Young tableaux , πέρα από το το ανάπτυγµα Clebsch-Gordan που
µόλις αναλύσαµε, αναϕέραµε ότι υπάρχει και µία δεύτερη εξίσου σηµαντική
µε την προαναϕερθείσα, η εύρεση του αναπτύγµατος (decomposition ) µίας
τυχαίας αναπαράστασης σε ευθύ άθροισµα µη αναγωγίσιµων αναπαραστάσε-
ων των υποοµάδων τους, δηλαδή SU(N) ⊗ SU(M) ⊗ U(1) ϵ SU(N +M).
Θα ξεκινήσουµε από την απλή περίπτωση όπου SU(2) ⊗ U(1) ϵ SU(3), η ο-
ποία έχει φαινοµενολογική σηµασία - SU(3) αναπαραστάσεις αναπτύσσονται
σε αναπαραστάσεις του ισοσπιν και του υπερϕορτίου - και έπειτα ϑα γενικεύ-
σουµε.

Η ϑεµελιώδης αναπαράσταση της SU(3), 3, αναπτύσσεται σε µία διπλέτα
(σπιν 1/2) µε υπερϕορτίο 1/3 και σε µία singlet (σπιν 0) µε υπερϕορτίο −2/3.
Θεωρούµε αρχικά ένα Young Tableau (µίας αναπαράστασης της SU(3)) µε n
κουτιά και ψάχνουµε τις συνιστώσες στις οποίες j δείκτες µετασχηµατίζονται
σαν διπλέτες της SU(2), ενώ οι υπόλοιποι n − j δείκτες µετασχηµατίζονται
σαν singlets πάλι της SU(2). Για κάθε ταµπλώ που προκύπτει, το συνολικό
υπερϕορτίο ϑα είναι :

j

3
− 2(n− j)

3
= −2n

3
+ j (Α΄.178)

Γενικά τις n−j singlet συνιστώσες ϑα τις συµβολίζουµε µε ένα Young Tableau
από n− j κουτιά σε µία γραµµή. Αυτό είναι και το µόνο έγκυρο ταµπλώ που
µπορεί να χτιστεί για αυτές αϕού φέρουν τον ίδιο δείκτη κι εποµένως δεν
µπορούν να διαταχθούν στην ίδια στήλη.

Οι SU(2) αναπαραστάσεις κάτω από τις οποίες µετασχηµατίζονται οι συνι-
στώσες αυτές ϑα είναι κάποιο υποσύνολο των αναπαραστάσεων που µπορούν
να χτιστούν από j κουτιά. Εδώ είναι το κρίσιµο σηµείο : για να αποϕασίσουµε
εάν µία δεδοµένη αναπαράσταση της SU(2), α, εµϕανίζεται στο ανάπτυγµα,
αυτό που έχουµε να κάνουµε είναι να υπολογίσουµε το τανυστικό γινόµενο της
α µε τις γραµµές αποτελούµενες από n− j κουτιά. Τότε, όσες φορές εµϕανί-
Ϲεται η αρχική αναπαράσταση της SU(3) που ϑέλουµε να αναπτύξουµε, τόσες
φορές εµϕανίζεται η α αναπαράσταση στο ανάπτυγµα. Φαίνεται να προκαλεί
λίγη σύγχυση αλλά το επόµενο παράδειγµα ϑα αποσαϕηνίσει τη διαδικασία.
Παράδειγµα:
΄Εστω ότι ϑέλουµε να εξετάσουµε εάν το ανάπτυγµα Clebsch - Gordan της
adjoint αναπαράστασης της SU(3), (1, 1) ή 8, περιέχει την 3 αναπαράσταση
της SU(2) και αν ναι, πόσες φορές. Εδώ λοιπόν η α αναπαράσταση είναι η
3 της SU(2) και n = 3 αϕού το Young Tableau της 8 της SU(3) αποτελείται
από 3 κουτιά. Συνεπώς, αϕού η 3 αναπαράσταση της SU(2) αποτελείται από
j = 2 κουτιά, η οριζόντια γραµµή µε την οποία ϑα υπολογίσω το τανυστικό
γινόµενο της µε την 3 ϑα αποτελείται από n− j = 3− 2 = 1 κουτί. Υπολογίζω
διαγραµµατικά το τανυστικό γινόµενο, σύµϕωνα πάντα µε τους κανόνες που
αναλύσαµε στο προηγούµενο υποκεϕάλαιο :

⊗ = ⊕ (Α΄.179)
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Παρατηρούµε ότι στο ανάπτυγµα Clebsch - Gordan της (Α΄.179) το τελευταίο
διάγραµµα που δίνει την ϑεµελιώδη αναπαράσταση 2 της SU(2) αντιστοιχεί
επίσης και στην αρχική αναπαράσταση της SU(3), 8, της οποίας το ανάπτυγµα
ϑέλουµε να ελέγξουµε εάν περιέχει τη 2 της SU(2). Συνεπώς, η απάντηση
στο αρχικό ερώτηµα είναι καταϕατική: όντως η 2 αναπαράσταση της SU(2)
περιέχεται στο ανάπτυγµα της adjoint της SU(3) µία φορά.

Τώρα ϑα συνεχίσουµε µε τέσσερα παραδείγµατα (το ένα είναι αυτό µε το
οποίο ανοίξαµε την ανάλυση και αϕορά στην 3 της SU(3) για την οποία γνω-
ϱίζουµε ήδη το αποτέλεσµα) µέσα από τα οποία ϑα προσπαθήσουµε να διε-
λευκάνουµε το πώς ϐρίσκουµε το ανάπτυγµα µίας αναπαράστασης της SU(3)
σε αναπαραστάσεις των υποοµάδων της. Γενικά η µέθοδος που ακολουθούµε
είναι να παίρνουµε όλους τους πιθανούς συνδυασµούς τανυστικών γινοµένων
από τους οποίους µπορεί να έχουν προέλθει τα Young tableaux των αρχικών
αναπαραστάσεων της SU(3) που µας ενδιαϕέρουν. Πριν περάσουµε στα πρα-
κτικά προβλήµατα, πρέπει να αναϕέρουµε ότι το τετριµµένο Young tableau,
αυτό δηλαδή που δεν έχει καθόλου κουτιά, συµβολίζεται µε • και ότι το υ-
περϕορτίο σε όλες τις περιπτώσεις υπολογίζεται από τη σχέση (Α΄.178). Τέλος,
τονίζουµε ότι το δεξί ταµπλώ των διατεταγµένων Ϲευγών δεν µπορεί να έχει
στήλη κουτιών (δηλαδή δεύτερη ή παραπάνω γραµµή) επειδή αυτό ϑα απει-
κόνιζε αντισυµµετρικό συνδυασµό καταστάσεων µε µόνο έναν δείκτη, το οποίο
εξαϕανίζεται.

� Η ϑεµελιώδης αναπαράσταση 3 ή (1, 0) της SU(3) αναπτύσσεται ώς εξής :

→

(
•

)
21/3

→

(
•

)
1−2/3 (Α΄.180)

δηλαδή
3 → 21/3 ⊕ 1−2/3 . (Α΄.181)

Ακολουθώντας τη διαδικασία που αναλύσαµε παραπάνω, πριν και µετά
από την (Α΄.179), ϐρίσκουµε ότι η κάθε αναπαράσταση εµϕανίζεται από
µία φορά.

� Ας εξετάσουµε τη µιγαδική ϑεµελιώδη αναπαράσταση 3̄ ή (0, 1) της
SU(3). Αυτή αναπτύσσεται ως εξής :

→

(
•

)
12/3

→

( )
2−1/3 , (Α΄.182)
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δηλαδή
3 → 2−1/3 ⊕ 12/3. (Α΄.183)

Παρατηρούµε ότι στις µιγαδικές συζυγείς αναπαραστάσεις το ανάπτυγµα
είναι το ίδιο µε τη διαϕορά ότι το υπερϕορτίο έχει αντίθετο πρόσηµο.

� Η αναπαράσταση 6 ή (2, 0) της SU(3) αναπτύσσεται ως εξής :

→

(
•

)
32/3

→

( )
2−1/3

→

(
•

)
1−4/3 , (Α΄.184)

δηλαδή,
6 → 32/3 ⊕ 2−1/3 ⊕ 12/3. (Α΄.185)

΄Οπως ϐλέπουµε όλες οι αναπαραστάσεις εµϕανίζονται µία φορά.

� Τέλος, ϑεωρούµε την adjoint αναπαράσταση της SU(3), 8 ή (1, 1) η
οποία αναπτύσσεται ως εξής :

→

(
•

)
21

→

( )
10

→

( )
30

→

( )
2−1 , (Α΄.186)

δηλαδή,
8 → 21 ⊕ 10 ⊕ 30 ⊕ 2−1. (Α΄.187)

Παρατηρούµε ότι όλες οι αναπαραστάσεις εµϕανίζονται από µία φορά.

Συνοψίζοντας, αναδείξαµε µία ακόµα σηµαντική λειτουργία που µας προσϕέ-
ϱει η τεχνολογία των Young tableaux , το ανάπτυγµα των αναπαραστάσεων
της οµάδας SU(3) σε αναπαραστάσεις των υποοµάδων της SU(2) και U(1). Η
σηµασία της διαδικασίας αυτής δε σταµατάει εδώ. Το µεγαλείο της ϑα φανεί
παρακάτω, όπου ϑα γενικεύσουµε τη διαδικασία αυτή για οµάδες SU(N) για
οποιαδήποτε τάξη της οµάδας.
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Γενικεύοντας λοιπόν την παραπάνω συζήτηση για την SU(3) ϵ SU(2) ×
U(1), ϑεωρούµε την SU(N) ⊗ SU(M) ⊗ U(1) υποοµάδα της SU(N +M)
στην οποία η SU(N) δρα πάνω στους πρώτους N δείκτες και η SU(M) δρα
στους τελευταίουςM23. Και οι δύο αυτές υποοµάδες µετατίθενται µε µία U(1)
την οποία µπορούµε να πάρουµε M για τους πρώτους N δείκτες και −N για
τους τελευταίους M .

=
(

•
)
M

⊕
(
•

)
−N

. (Α΄.188)

Ο σκόπος είναι λοιπόν να αποϕασίσουµε πώς µία τυχαία αναπαράσταση της
SU(N +M) αναπτύσσεται σε µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις της υποοµά-
δας SU(N) ⊗ SU(M) ⊗ U(1). ΄Οπως και στην ειδική περίπτωση της SU(3)
και εδώ αν υποθέσουµε ότι έχουµε µία SU(N +M) αναπαράσταση µε n+m
κουτιά στο αντίστοιχο Young tableau, για να υπολογίσουµε το πόσες φορές
εµϕανίζεται το γινόµενο µίας αναπαράστασης, A, της SU(N) µε n κουτιά
και µίας αναπαράστασης, B, της SU(M) µε m κουτιά στα αντίστοιχα Young
tableaux, στην SU(N +M) αναπαράσταση όταν περιορίσουµε n δείκτες να
παίρνουν τιµές 1 . . . N και m δείκτες να παίρνουν τιµές N + 1 . . . N + M ,
χαλαρώνουµε τη συνθήκη αυτή και αϕήνουµε όλους τους δείκτες να τρέξουν
πάνω σε όλες τις N +M τιµές και υπολογίζουµε το τανυστικό γινόµενο A⊗B
(σαν αναπαραστάσεις της SU(N +M) οµάδας). ΄Επειτα, στο Clebsch - Gor-
dan ανάπτυγµα που προκύπτει, οι φορές που το υπο εξέταση Ϲευγάρι (A,B)
εµϕανίζεται στο ανάπτυγµα είναι ίσες µε τις φορές που η αρχική SU(N +M)
αναπαράσταση εµϕανίζεται στο τανυστικό γινόµενο A ⊗ B. Σηµειώνουµε ε-
πίσης ότι το U(1) φορτίο της αναπαράστασης είναι nM −mN . Αυτός είναι ο
τρόπος µε τον οποίο εξετάζουµε εάν ένα Ϲεύγος αναπαραστάσεων των υποοµά-
δων εµϕανίζεται στο ανάπτυγµα της αναπαράστασης της αρχικής οµάδας.
Παράδειγµα:
Θέλουµε να ελέγξουµε εάν στο ανάπτυγµα της adjoint αναπαράστασης της
SU(5), 24, σε ευθύ άθροισµα αναπαραστάσεων των υποοµάδων της SU(3), SU(2)
εµϕανίζεται το Ϲευγάρι αναπαραστάσεων (1, 3)0

24. Για να το δούµε αυτό παίρ-
νουµε τα Young tableaux ως εξής :

� Η adjoint αναπαράσταση της SU(5) ϑα συµβολίζεται σε όρους των Young

tableaux σαν το οποίο προκύπτει από το τέταρτο παράδειγµα κάτω

από την (Α΄.145) αϕού σε όρους συντελεστών Dynkin η 24 αναπαράσταση
23 ΄Ετσι εξηγείται το γεγονός ότι ξεκινώντας το χτίσιµο του µοντέλου SU(5) η φαινοµενικά

αυθαίρετη απαίτηση που παίρνουµε για το διαχωρισµό των πέντε δεικτών σε τρεις δείκτες
χρώµατος και δυο δείκτες ισοσπιν δεν είναι και τόσο αυθαίρετη

24Ο δείκτης όπως προαναϕέραµε απεικονίζει το φορτίο της U(1) και υπολογίζεται από τη
σχέση nM −mN = 3 · 2− 2 · 3 = 0, αϕού 3 και 2 αντίστοιχα είναι ο αριθµός των κουτιών των
αντίστοιχων αναπαραστάσεων των αντίστοιχων Young tableaux .

369



της SU(5) συµβολίζεται σαν (1, 0, 0, 1)25.

� Η αναπαράσταση µε το συµβολισµό 1 της SU(3) είναι µία singlet. Λόγω
όµως του ότι στο τανυστικό γινόµενο τους συµπεριϕερόµαστε σαν να
είναι αναπαραστάσεις της SU(5), δε ϑα συµβολίσουµε τη singlet σα

µία κουκίδα όπως συνηθίζουµε αλλά σαν που στην ουσία δίνει την

τετριµµένη αναπαράσταση της SU(3).

� Η αναπαράσταση µε το συµβολισµό 3 της SU(2) συµβολίζεται κατά τα
γνωστά σαν .

Συνεπώς είµαστε σε ϑέση να υπολογίσουµε πλέον το τανυστικό γινόµενο των
δύο παραπάνω αναπαραστάσεων:

⊗ → ⊕

→ ⊕ ⊕ ⊕ . (Α΄.189)

Παρατηρούµε ότι το δεύτερο ταµπλό του τελικού αθροίσµατος συµπίπτει µε
το Young Tableau της adjoint αναπαράστασης της οµάδας SU(5). Συνεπώς,
καταλήγουµε στο ότι όντως το Ϲευγάρι (1, 3)0 ϑα το συναντήσουµε µία φορά
στο ανάπτυγµα της 24 αναπαράστασης της SU(5).

Τώρα ϑα δείξουµε τον τρόπο µε τον οποίο ϐρίσκουµε το πολυπόθητο ανά-
πτυγµα µέσα από τρία παραδείγµατα µε αρχική οµάδα την SU(5) που γενικά
ϑα µας απασχολήσει πολύ, δηλαδή το SU(3)⊗SU(2)⊗U(1) ϵ SU(5). Γενικά,
η µεθοδολογία που ακολουθούµε είναι η ίδια µε την περίπτωση της SU(3) που
είδαµε παραπάνω, δηλαδή, παίρνουµε όλους τους πιθανούς, επιτρεπτούς συν-
δυασµούς από τους οποίους µπορεί να έχει προκύψει το ταµπλώ της αρχικής
αναπαράστασης. Αυτό που πρέπει να προσέξουµε στη διαδικασία αυτή είναι
ότι, για την πρώτη αναπαράσταση της SU(3) το αντίστοιχο Young Tableau
µπορεί να έχει µέχρι τρεις γραµµές ενώ για τη δεύτερη αναπαράσταση που
αϕορά στην SU(2), επιτρέπεται να κατανείµουµε τα κουτιά προσέχοντας ό-
τι δεν πρέπει να υπερβούµε τις δύο γραµµές. Το υπερϕορτίο κάθε φορά ϑα
υπολογίζεται από τη σχέση που συζητήσαµε παραπάνω.

� Ξεκινάµε µε την πιο απλή περίπτωση, παίρνοντας σαν αναπαράσταση
της αρχικής οµάδας τη ϑεµελιώδη αναπαράσταση (1, 0, 0, 0) ή 5 ή [1],

25Για πληρότητα αναϕέρουµε ότι σε όρους αρίθµησης των κουτιών των στηλών του αντίστοιχου
Young tableau ο συµβολισµός της adjoint αναπαράστασης της SU(5) ϑα είναι [4, 1], αϕού
γενικά η adjoint αναπαράσταση µίας οµάδας SU(N) έχουµε δείξει πάνω από το παράδειγµα
(Α΄.173) ότι συµβολίζεται σαν [N − 1, 1].
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από όπου ϐρίσκουµε:

=

(
•

)
2

⊕

(
•

)
−3

. (Α΄.190)

Η ϑεµελιώδης λοιπόν αναπαράσταση 5 της SU(5) γράϕεται σαν άθροι-
σµα των µη αναγωγίσιµων αναπαραστάσεων των υποοµάδων της σαν :

5 = (3, 1)2 ⊕ (1, 2)−3 , (Α΄.191)

µε το φορτίο της U(1) που υπολογίστηκε ως εξής :

- Για το Ϲεύγος (3, 1): nM −mN = 1 · 2− 0 · 3 = 2

- Για το Ϲεύγος (1, 2): nM −mN = 0 · 2− 1 · 3 = −3

� Συνεχίζουµε µε τη συζυγή ϑεµελιώδη αναπαράσταση της SU(5), την
5̄. Πριν περάσουµε στην εϕαρµογή της µεθοδολογίας και εύρεση του
αναπτύγµατος, περιµένουµε ότι το αποτέλεσµα ϑα είναι

5̄ = (3̄, 1)−2 ⊕ (1, 2)3 , (Α΄.192)

αν πάρουµε τη συζυγή παράσταση της (Α΄.191). Ας δούµε αν ο αναλυτι-
κός υπολογισµός επαληθεύει την πρόβλεψη:

=

( )
⊕

( )
(Α΄.193)

µε το φορτίο που υπολογίζεται ως εξής :

- Για το Ϲεύγος (3̄, 1): nM −mN = 2 · 2− 2 · 3 = −2

- Για το Ϲεύγος (1, 2): nM −mN = 3 · 2− 1 · 3 = 3

Παρατηρούµε λοιπόν ότι όντως ο υπολογισµός του αθροίσµατος έδωσε το
αναµενόµενο αποτέλεσµα. Εκ πρώτης όψεως αυτό φαντάζει απλά σα µία
παρατήρηση, όµως µας προσϕέρει ένα δυνατό όπλο ώστε να υπολογίζου-
µε γρηγορότερα και µε µικρότερη πιθανότητα στο λάθος το ανάπτυγµα
κάποιας αναπαράστασης αλλά και το ανάπτυγµα Clebsch - Gordan. Για
παράδειγµα, αν χρειαζόµαστε το τανυστικό γινόµενο 24 ⊗ 3̄ αναπαρα-
στάσεων της SU(5), είναι πιο οικονοµικό να υπολογίσουµε το γινόµενο
24⊗3 και µετά να πάρουµε το µιγαδικό συζγές του αναπτύγµατος Cleb-
sch - Gordan που έχει προκύψει αϕού ο υπολογισµός του 24 ⊗ 3 σε
όρους Young tableaux είναι πολύ πιο εύκολος από τον υπολογισµό του
24⊗ 3̄ ο οποίος περιέχει κουτάκια µε διαϕορετικούς δείκτες.
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� Τέλος υπολογίζουµε το ανάπτυγµα της adjoint αναπαράστασης της SU(5),
24.

=

( )
5

⊕

( )
0

⊕

( )
0

⊕

( )
0

⊕

( )
−5

.

(Α΄.194)

Η adjoint λοιπόν αναπαράσταση 24 της SU(5) γράϕεται σαν άθροισµα
των µη αναγωγίσιµων αναπαραστάσεων των υποοµάδων της σαν :

24 = (3, 2)5 ⊕ (1, 3)0 ⊕ (1, 1)0 ⊕ (8, 1)0 ⊕ (3̄, 2)−5 , (Α΄.195)

όπου το φορτίο της U(1) υπολογίστηκε όπως στα παραπάνω δύο παρα-
δείγµατα - είναι περιττό να επαναλάβουµε τη διαδικασία.

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι στην περίπτωση όπου M = 1, η SU(M) εξαϕανίζε-
ται αϕού δεν υπάρχει άλγεβρα SU(1) - δεν έχει ούτε έναν γεννήτορα. Παρ’ολα
αυτά όλη η παραπάνω διαδικασία παραµένει έγκυρη. Αυτή είναι κιόλας η
περίπτωση µε την οποία δουλέψαµε στο προηγούµενο υποκεϕάλαιο σαν ει-
δική περίπτωση για να ϐρούµε το ανάπτυγµα µίας SU(3) αναπαράστασης σε
αναπαραστάσεις της υποοµάδας SU(2)× U(1).

Για να κλείσουµε, τονίζουµε ότι πλέον έχουµε στα χέρια µας ένα πολύ
ισχυρό εργαλείο για να ϐρίσκουµε το ανάπτυγµα αναπαραστάσεων των SU(N)
οµάδων σε µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις των υποοµάδων τους.

Α΄.11 Εύρεση του αναπτύγµατος αναπαράστασης µί-
ας οµάδας σε µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις
των υποοµάδων της µέσω των διαγραµµάτων
Dynkin

Υπάρχει ϐέβαια και ένας δεύτερος πολύ ενδιαϕέρων τρόπος να ϐρούµε το
ανάπτυγµα µίας αναπαράστασης µίας SU(N) οµάδας σε µη αναγωγίσιµες
αναπαραστάσεις των υποοµάδων της πέρα από τον παραπάνω, µε τη χρήση
δηλαδή των Young tableaux . Στον τρόπο αυτό που ϑα αναλύσουµε παρακάτω,
κεντρικό ϱόλο διαδραµατίζουν τα διαγράµµατα Dynkin. Ας ξεκινήσουµε όµως
δίνοντας πρώτα κάποιους ορισµούς.

Κανονική υποάλγεβρα (regular subalgebra), R, µίας απλής άλγεβρας Lie,
A, είναι µία υποάλγεβρα τέτοια ώστε οι ϱίζες της R να είναι ένα υποσύνολο
των ϱιζών της A και οι γεννήτορες της υποάλγεβρας Cartan να είναι γραµ-
µικοί συνδυασµοί των γεννητόρων Cartan της A. Μια κανονική υποάλγεβρα
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ονοµάζεται µέγιστη (maximal) αν η τάξη της R είναι η ίδια µε την τάξη της A,
δηλαδή αν οι υποάλγεβρες Cartan είναι ίδιες.

Αν τώρα πάρουµε ένα διάγραµµα Dynkin και αϕήσουµε έξω έναν κύκλο,
το αποτέλεσµα είναι ένα διάγραµµα από δύο αποσυνδεδεµένα διαγράµµατα.
Αυτά σχετίζονται µε µία κανονική υποάλγεβρα της αρχικής άλγεβρας, η ο-
ποία µε τη σειρά της (η κανονική υποάλγεβρα) σχετίζεται µε ένα υποσύνολο
των αρχικών απλών ϱιζών. Το παραπάνω επιχείρηµα φαίνεται αρκετά λογικό
αϕού όπως έχουµε αναλύσει, ο κάθε κύκλος σε ένα διάγραµµα Dynkin αντι-
προσωπεύει µία απλή ϱίζα. Εποµένως, για παράδειγµα, η SU(n) × SU(m)
υποοµάδα της SU(n+m) αποκτάται µε τον τρόπο αυτόν. Επαναλαµβάνοντας
τη διαδικασία παίρνουµε κι άλλες κανονικές υποοµάδες. Παρ’ολα αυτά αυτές
οι υποάλγεβρες έχουν µικρότερη τάξη από τις αρχικές οµάδες. Οι γεννήτορες
Cartan που έχουν µείνει απ’εξω γεννούν U(1) παράγοντες της υποάλγεβρας.
Υπάρχουν επίσης και non-maximal αλλά κανονικές υποάλγεβρες οι οποίες
δεν µπορούν να αποκτηθούν πετώντας απλά έναν κύκλο από το Dynkin διά-
γραµµα, αλλά αποκτώνται από µία διαδικασία συνένωσης (merging ) η οποία
χρησιµοποιείται για την καθιέρωση του ϑεωρήµατος ταξινόµησης26. Η παρα-
πάνω διαδικασία ϑα γίνει κατανοητή µέσα από ένα παράδειγµα του οποίου
γνωρίζουµε ήδη τα αποτελέσµατα κι έτσι ϑα µπορούµε να επαληθεύσουµε.

Παράδειγµα:
Θέλουµε να δούµε πως προκύπτει το ανάπτυγµα της adjoint αναπαράστα-
σης της οµάδας SU(3) σε µη αναγωγίσιµες αναπαραστάσεις των υποοµάδων
της. Στην ουσία µέσω του διαγράµµατος Dynkin της οµάδας ϑα ϐρούµε την
maximal υποάλγεβρα της απλής άλγεβρας A2 και έπειτα ϑα ϐρούµε τις ανα-
παραστάσεις που αντιστοιχούν µέσω των απλών ϱιζών της οµάδας SU(3).

΄Οπως φαίνεται και στην εικόνα Α΄.3 το διάγραµµα Dynkin της A2 είναι :

Εικόνα A.14: ∆ιάγραµµα Dynkin της A2.

Αν σε αυτό το διάγραµµα πετάξουµε έξω τον δεξιό κύκλο που αναπαριστά τη
ϱίζα α2 τότε το διάγραµµα µετατρέπεται στο

26Το ϑεώρηµα αυτό δε ϑα το αναλύσουµε σε αυτήν την εργασία γιατί ξεϕεύγει από τους
σκοπούς µας, όµως αξίζει η µελέτη του, ϐλ. Georgi Howard: Lie algebras in particle physics,
Chapter 20, Second edition, 1999.
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Εικόνα A.15: ∆ιάγραµµα Dynkin της A2 µε αποκοµµένη τη ϱιζα α2.

Βλέπουµε ότι η απώλεια της δεύτερης ϱίζας µας «φορτώνεί» έναν παρά-
γοντα U(1) και το εναποµείναν κυκλάκι πλέον είναι το διάγραµµα Dynkin
της SU(2), δηλαδή της άλγεβρας A1. Συνεπώς ϐλέπουµε µε έναν πολύ απλό
τρόπο ότι :

SU(3) → SU(2) × U(1) . (Α΄.196)

Τώρα, αϕού ϐρήκαµε την maximal υποάλγεβρα, πρέπει να σκάψουµε λίγο
ϐαθύτερα και να δούµε τι συµβαίνει µε τις αναπαραστάσεις. Το διάγραµµα
που µας δίνει όλα τα ϐάρη για την (1, 1) αναπαράσταση της SU(3) είναι κατά
τα γνωστά:

Εικόνα A.16: Τα ϐάρη της αναπαρά-
στασης µε µέγιστο ϐάρος (1, 1).

1 1 → 1

-1 2 → −1

2 -1 → 2

0 0 → 0

-2 1 → −2

0 0 → 0

1 -2 → 1

-1 -1 → −1

Στη δεξιά στήλη παίρνουµε όλες τις καταστάσεις που εµϕανίζονται (την κα-
τάσταση (0, 0) την παίρνουµε δύο φορές γιατί ενώ έχουν ίδιο ϐάρος είναι
γραµµικά ανεξάρτητες και άρα ο χώρος των ϐαρών περιέχει και τις δύο) και
αϕού από το διάγραµµα Dynkin αποκόπτουµε τη δεύτερη απλή ϱίζα, έτσι α-
ποκόπτουµε και από τις παραπάνω καταστάσεις τη δεύτερη τιµή. Στα διπλανά
µεµονωµένα πλέον νούµερα που έχουν προκύψει, ψάχνουµε να ϐρούµε τις
καταστάσεις που εµπλέκονται στη διαδικασία εύρεσης των καταστάσεων µε
τη µέθοδο της καταβίβασης από κάποιο µέγιστο ϐάρος προϕανώς τη για την
οµάδα SU(2). Με άλλα λόγια, µετά την αποκοπή της µίας ϱίζας, ψάχνου-
µε συνδυασµούς των αριθµών που σχηµατίζουν αναπαραστάσεις της SU(2).
Πιο συγκεκριµένα, ϐλέπουµε ότι µε κόκκινο χρώµα σχηµατίζεται µία διπλέτα,
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δηλαδή έχουµε τη ϑεµελιώδη αναπαράσταση της SU(2), ή αλλιώς τη 2. Το
ίδιο ακριβώς συµβαίνει και µε τα µπλε νούµερα. Με πράσινο χρώµα έχουµε
µία τριπλέτα, δηλαδή την adjoint αναπαράσταση της SU(2), ή αλλιώς την 3.
Τέλος, µε κίτρινο χρώµα έχουµε µία singlet, δηλαδή την τετριµµένη αναπα-
ϱάσταση ή αλλιώς την 1.
Εποµένως, µετά την παραπάνω επιχειρηµατολογία για την εύρεση των ανα-
παραστάσεων της SU(2) και παρακάµπτοντας την εύρεση του υπερϕορτίου,
είµαστε πλέον σε ϑέση να γράψουµε το ανάπτυγµα της adjoint αναπαράστασης
της SU(3) σε αναπαραστάσεις της υποάλγεβράς της :

8 = 2⊕ 2⊕ 3⊕ 1 . (Α΄.197)

Ας πούµε τώρα δυο λόγια για το υπερϕορτίο που παρακάµψαµε. Αν ϑεωρή-
σουµε το ανάπτυγµα µίας οµάδας SU(n) στην υποοµάδα SU(m) × SU(n −
m)× U(1) σε µία block diagonal µορϕή, παίρνουµε:(

SU(m) 0
0 SU(n−m)

)
. (Α΄.198)

Η έξτρα U(1) προσθήκη εµβαϕτίζεται ως εξής :( 1
m · Im 0

0 − 1
(n−m) · In−m

)
. (Α΄.199)

όπου µπορεί να πολλαπλασιαστεί µε οποιονδήποτε παράγοντα, µε µόνη συν-
ϑήκη να εξακολουθεί το ίχνος να είναι µηδέν. Στο συγκεκριµένο παράδειγµα,
SU(3) → SU(2) × U(1) έχουµε n = 3,m = 2, συνεπώς για την U(1) ϑα
έχουµε:

(
1
2 · I2 0
0 −1

1 · I1

)
=

 1
2 0 0
0 1

2 0
0 0 −1

 ·2⇒

 1 0 0
0 1 0
0 0 −2

 , (Α΄.200)

όπου στο τελευταίο ϐήµα πολλαπλασιάσαµε µε το 2 χωρίς να υπάρχει κάποιο
τίµηµα εϕόσον παραµένει το ίχνος ακόµα µηδέν. Γενικά, για τον γεννήτορα
της U(1) οµάδας επικρατεί κάποια αυθαιρεσία (λόγω αβελιανότητας) η οποία
αίρεται από τα φυσικά επιχειρήµατα που συνοδεύουν το εκάστοτε µοντέλο.
Για παράδειγµα στο Καθιερωµένο Πρότυπο, το υπερϕορτίο δεν περιορίζεται
αλλά παίρνει τελικά τις γνωστές τιµές σε κάθε περίπτωση ούτως ώστε να προ-
κύπτουν τα σωστά ηλεκτρικά φορτία των σωµατιδίων. ΄Οταν όµως η U(1)
προκύπτει στο ανάπτυγµα κάποιας µη αβελιανής οµάδας τότε «κληρονοµεί»
τη συνθήκη κανονικοποίησης της αρχικάς οµάδας, όπως στην παραπάνω πε-
ϱίπτωση SU(3) → SU(2) × U(1). Κατά το χτίσιµο του µοντέλου SU(5) η
παρατήρηση αυτή ϑα γίνει ακόµα πιο σαϕής. Τέλος, πρέπει να αναϕερθεί ότι
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πέρα από τη χρήση των Young tableaux ή των διαγραµµάτων Dynkin , υπάρ-
χει ένας ακόµα τρόπος για να ϐρούµε τη maximal υποοµάδα µίας οµάδας Lie
τη ϐοήθεια του εκάστοτε πίνακα προβολής27.

27Αναλυτικά η διαδικασία υπάρχει στο ϐιβλίο Group theory for unified model building του
R.Slansky.
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