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Περίληψη

Θερμομηχανική ανάλυση ζωνών
διάτμησης σε εδαφικά υλικά

Σωτήριος Αλεβίζος
Τομέας Μηχανικής
Σ.Ε.Μ.Φ.Ε., Ε.Μ.Π.

Εισαγωγή

Η Διατριβή έχει τίτλο «Θερμομηχανική ανάλυση ζωνών διάτμησης σε
εδαφικά υλικά» και αντικείμενό της είναι η μελέτη της εξέλιξης ρηγμάτων
από καθεστώς ερπυσμού μέχρι τη σεισμική ολίσθηση λόγω θέρμανσης
κατά τη διάτμηση και σε σύζευξη με χημικές αντιδράσεις διάσπασης
του στερεού σκελετού του εδαφικού υλικού. Η Διατριβή βρίσκεται στα
πλαίσια της Θεωρίας Μιγμάτων και της Χημικής Κινητικής καθώς και της
Αριθμητικής Ανάλυσης Διακλαδώσεων. Η Διατριβή συνίσταται από μία
Περίληψη στα Ελληνικά και στα Αγγλικά, την Εισαγωγή, Οκτώ Κεφάλαια,
τα Παραρτήματα και τις Αναφορές στη Βιβλιογραφία. Το περιεχόμενο των
Κεφαλαίων αναφέρεται περιληπτικά κατωτέρω.

Κεφάλαιο 1: Εισαγωγή

Παρουσιάζονται βασικά στοιχεία της μηχανικής των ρηγμάτων,
πραγματοποιείται μία βιβλιογραφική ανασκόπηση των θεωριών εξέλιξής
τους καθώς και των θεωριών σεισμικού εναύσματος και γίνεται η τοποθέτηση
της Διατριβής στα πλαίσια τους.
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Κεφάλαιο 2: Μαθηματική μοντελοποίηση

Παρουσιάζονται οι βασικές υποθέσεις του αναπτυχθέντος μοντέλου.
Προσδιορίζονται οι όροι παραγωγής λόγω χημικής διάσπασης του σκελετού
χρήσει της Θεωρίας της Χημικής Κινητικής και εξάγεται το βασικό σύστημα
μερικών διαφορικών εξισώσεων βάσει των αρχών της Μηχανικής στα
πλαίσια της Μηχανικής Συνεχούς Μέσου και της Θεωρίας Μιγμάτων.

Κεφάλαιο 3: Νόμοι τριβής

Παρουσιάζονται οι καταστατικοί νόμοι των Vardoulakis, Dietrich-Ruina καθώς
και ο νόμος Arrhenius για το συντελεστή εσωτερικής τριβής και, εξετάζοντας
μεμονωμένα το μηχανισμό της τριβής, γίνεται χαρακτηρισμός και σύγκριση
της μαθηματικής και φυσικής συμπεριφοράς τους. Συμπεραίνουνε ότι,
ενώ οι τρεις νόμοι έχουν παρόμοια συμπεριφορά σε καθεστώς χαμηλών
θερμοκρασιών, μόνο ο νόμος Arrhenius παρουσιάζει φυσικώς αποδεκτή
συμπεριφορά σε υψηλές θερμοκρασίες η οποία ωστόσο κρίνεται ότι μπορεί
να οδηγεί το σύστημα σε θερμοκρασιακά επίπεδα ικανά να προκαλέσουν την
ενεργοποίηση μίας ενδόθερμης χημικής αντίδρασης. Προκύπτει επίσης το
φαινόμενο του εντοπισμού της συνάρτησης απωλειών του προβλήματος στον
ασταθή κλάδο λύσεων.

Κεφάλαιο 4: Το τελικό σύστημα των εξισώσεων

Στο Κεφάλαιο αυτό παρουσιάζεται το τελικό σύστημα των εξισώσεων.
Γίνεται αδιαστατοποίησή του στη χρονο-ανεξάρτητη περίπτωση και
επιλέγονται οι συνοριακές συνθήκες. Ακόμη, γίνεται ανάλυση των
παραμέτρων του προβλήματος χρησιμοποιώντας ως περίπτωση αναφοράς
το ρήγμα του Αιγίου. Ως χημική αντίδραση επιλέγεται η διάσπαση του
ανθρακικού ασβεστίου η οποία παρατηρήθηκε στο εν λόγω ρήγμα. Από την
ανάλυση αυτή επιλέγεται ο αριθμός Gruntfest ως παράμετρος διακλάδωσης
του συστήματος.

Κεφάλαιο 5: Επίλυση απλοποιημένου προβλήματος

Στο Κεφάλαιο αυτό εξετάζεται αποκλειστικά η συνεισφορά του όρου
απορρόφησης ενέργειας που προκύπτει από τη χημική αντίδραση. Σκοπός
της μελέτης αυτής είναι η σύγκριση με τα αποτελέσματα του προβλήματος
χωρίς αντίδραση που διατυπώθηκε στο Κεφάλαιο 2. Γίνεται χρήση
εργαλείων της Αριθμητικής Ανάλυσης Διακλαδώσεων και εξάγονται τα
όρια ευστάθειας της περίπτωσης αυτής. Από την εφαρμογή της μεθόδου
συμπεραίνουμε ότι όλες οι πιθανές ενδόθερμες αντιδράσεις που θα μπορούσε
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να εμφανίσει το υλικό ενεργοποιούνται σε καθεστώς υψηλών θερμοκρασιών.
Επιπρόσθετα, μελετάται η επίδραση της συνοριακής θερμοκρασίας αλλά
και του συντελεστή ευαισθησίας της τριβής στο πλήθος των λύσεων. Στη
συνέχεια παρουσιάζεται μία ποιοτική προσέγγιση του οιονεί-στατικού
προβλήματος στην περίπτωση "αργών" αντιδράσεων.

Κεφάλαιο 6: Αριθμητικά αποτελέσματα: χρονο-ανεξάρτητο πρόβλημα

Στο Κεφάλαιο αυτό εξετάζεται το χρονο-ανεξάρτητο σύστημα
χρησιμοποιώντας τον ίδιο κώδικα Αριθμητικής Ανάλυσης Διακλαδώσεων.
Επιβεβαιώνεται ότι στο πλήρες πρόβλημα υπάρχει διαχωρισμός των
περιπτώσεων κράτυνσης του συντελεστή τριβής με το ρυθμό διατμητικής
παραμόρφωσης - χαλάρωσης με τη θερμοκρασία (ΚΤΧΘ) από την
αντίστροφη (ΧΤΚΘ). Παρουσιάζονται αποτελέσματα για την επίδραση
του αριθμού Lewis και της συνοριακής θερμοκρασίας στο πλήθος και
το είδος των λύσεων. Τονίζεται η εμφάνιση μιγαδικών ιδιοτιμών στην
περίπτωση ΧΤΚΘ η οποία μπορεί να συνδέεται με την ύπαρξη οριακών
κύκλων. Επιπλέον, αναλύεται η επιρροή της συμπιεστότητας του ρευστού,
της μεταβολής του πορώδους και του σχετικού όγκου των στερεών, καθώς
και των όρων εκ μεταφοράς του συστήματος και συμπεραίνεται ότι μπορούν
να παραληφθούν.

Κεφάλαιο 7: Ποιοτική ανάλυση της συμπεριφοράς του μοντέλου

Στο Κεφάλαιο αυτό προσεγγίζεται η συμπεριφορά του συστήματος ανάλογα
την τάξη μεγέθους της θερμοκρασίας ενώ προσδιορίζεται η χρονο-κλίμακα
του μηχανισμού της τριβής και της παραγωγής πίεσης λόγω της διάσπασης
του σκελετού. Επιλύεται δε το χρονο-εξαρτημένο πρόβλημα κοντά στις λύσεις
ισορροπίας για την περίπτωση ΧΤΚΘ και παρουσιάζονται διαγράμματα
φάσεων που αποδεικνύουν την ύπαρξη οριακών κύκλων στο σύστημα οι
οποίοι στη βιβλιογραφία συνδέονται με την ταλαντωτική συμπεριφορά κατά
τη διάρκεια της σεισμικής ολίσθησης.

Κεφάλαιο 8: Συμπεράσματα

Γίνεται μία σύνοψη της Διατριβής και υπογραμμίζονται τα βασικά
συμπεράσματά της.
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Summary

Thermomechanical analysis of shear zones
in soil materials

Sotirios Alevizos
Mechanics Division,

Department of Applied Sciences,
National Technical University of Athens

Introduction

This dissertation is entitled «Thermomechanical analysis of shear zones in soil ma-
terials». The subject of this work is the study of the evolution of faults from creep to
seismic slip regimes due to shear heating and coupling with chemical decomposition
of the soil material. This dissertation lies within the fields of Mixtures Theory and
Reaction Kinetics, as well as Numerical Bifurcation Analysis. It consists of a Sum-
mary in Greek and in English, an Introduction, Eight Chapters, Appendices and the
References. The content of each chapter is outlined in the following.

Chapter 1: Introduction

The basic elements of the mechanics of faults along with the theories of fault evolu-
tion and seismic triggering mechanism are outlined, leading to setting the problem
of this dissertation in the proper framework.

Chapter 2: Mathematical modeling

The fundamental assumptions of the developed model are presented. The reaction
rate terms are derived by applying laws from the Reaction Kinetics theory and the
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general system of partial differential equations is formulated based on the fundamen-
tal principles of Mechanics in the framework of ContinuumMechanics andMixtures
Theory.

Chapter 3: Friction laws

The constitutive laws of Vardoulakis, Dietrich-Ruina as well as the Arrhenius law
for the friction coefficient are presented. The frictional mechanism is studied in sep-
arate manner and the characterization and comparison of the laws is performed in
terms of mathematical and physical behavior. We conclude that, even though the
three laws reveal a similar behavior in the low temperature regime, it is only the
Arrhenius one that presents a physically acceptable behavior in higher temperature.
Nevertheless, the rather elevated temperature predicted leads up to accept that this
law can lead the system to high energy level where an endothermic chemical reac-
tion could be triggered. The analysis reveals also the onset of localization of the
dissipation function in the unstable branch of solutions.

Chapter 4: The final system of equations

In this Chapter the final system of equations is presented. The system is normal-
ized in the time-independent case and the boundary conditions are selected. Fur-
thermore, an analysis of the parameters is performed using the Aigion fault case
study as reference. As far as the chemical reaction is concerned, we assume the cal-
cite decomposition which was reported for the aforementioned fault. Based on this
analysis, the Gruntfest number of the system is selected as bifurcation parameter.

Chapter 5: Solution of a simplified problem

In this Chapter, we study the contribution of the energy consumption term due to
the chemical reaction. The scope of this study is to compare this case to the results
obtained for the problem without reactions that was formulated in Chapter 2. By
means of methods of Numerical Analysis of Bifurcations, stability regimes are de-
rived for this case. From this application it can be concluded that all the possible
endothermic chemical reactions that the material may exhibit, are activated in the
higher temperature regime. In addition, the influence of the boundary temperature
as well as of the sensitivity parameter of friction is examined. Then, a qualitative
approach of the quasi-static problem is presented for the case of "slow" reactions.

Chapter 6: Numerical results: time-independent problem

In this Chapter, the time-independent system is studied by means of the aforemen-
tioned Numerical Bifurcation Analysis code. It is confirmed that for the full system
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of equations the response is different in case of rate hardening - thermal softening
(VSTH case) of the friction coefficient than the inverse one (VSTH case). Results
on the influence of the Lewis number and the boundary temperature to the multitude
and the kind of solutions are presented. The existence of complex eigenvalues is ob-
served, signifying the possibility of existence of limit circles. The effect of the fluid
compressibility, of the porosity and the partial solid ratio variations, as well as the
magnitude of the convective terms of the equations is analyzed and it is concluded
that they could be neglected.

Chapter 7: Qualitative analysis of the model behavior

In this Chapter, the behavior of the system depending on the order of magnitude of
the temperature field is approximated along with the time scale of the frictional and
thermal pressurization mechanisms. The time-dependent problem near the steady
state is then solved for the VSTH case and phase diagrams verifying the existence
of limit circles are presented. The later are connected in the pertinent literature with
the oscillatory behavior of a fault during seismic slip.

Chapter 8: Conclusions

A summary of the dissertation is presented and the basic results are outlined.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Η αστοχία στα γεωυλικά μπορεί να έχει διάφορες εκφράσεις, όπως η
δημιουργία και εξέλιξη αστοχιών σε άθικτους βράχους (αγγλ. propagation of
single fractures in otherwise intact rock), ρωγμών υπό την παρουσία πολλαπλών
αστοχιών (αγγλ. crack growth in presence of multiple interacting fractures),
κατακερματισμένων ζωνών υπό οιονεί-στατική και δυναμική φόρτιση (αγγλ.
initiation and percolation of damage zones under quasi-static and dynamic loading),
εντοπισμός της παραμόρφωσης σε ζώνες διάτμησης και συμπίεσης (αγγλ.
strain localization into shear- or compression bands).

Η θεωρία του εντοπισμού (αγγλ. localization theory) είναι μια φυσική
επέκταση του κριτηρίου του Mohr. Ο μαθηματικός φορμαλισμός φαινομένων
σε καθεστώς διακλάδωσης (αγγλ. bifurcation) και μετά τη διακλάδωση
διακλάδωσης (αγγλ. post-bifurcation), καθώς και των σχετιζόμενων
ασταθειών αποτελεί τη βάση μιας σύγχρονης θεωρίας της αστοχίας των
γεωυλικών στα πλαίσια της Μηχανικής του Συνεχούς Μέσου (αγγλ.
continuum theory of failure of geomaterials, [85]). Από θεωρητικής πλευράς, το
μοντέλο στρωμάτων διάτμησης (αγγλ. shear band) Thomas-Hill-Mandel ([38])
παρουσιάσθηκε στην αρχή της δεκαετίας του ‘60 και διαδόθηκε εκτενώς από
την εργασία των Rudnicki and Rice [71].

Αυτή ακριβώς η εντοπισμένη αστοχία υποστηρίχθηκε πρόσφατα ότι
αποτελεί την κύρια μορφή αστοχίας σε ρήγματα [68] αλλά και πρανή [87].
Όπως αναφέρεται στην πρώτη: «[...] Οι σεισμοί και οι καταστροφικές
κατολισθήσεις λαμβάνουν χώρα λόγω της μείωσης της αντίστασης
του ρήγματος σε αυξανόμενες μετατοπίσεις ή ταχύτητες [...]». Βάσει
παρατηρήσεων πεδίου, τα "ώριμα" ρήγματα (αγγλ. mature faults), δηλαδή
αυτά που έχουν παρουσιάσει μεγάλες παραμορφώσεις, βρίσκονται εντός
μίας ευρύτερης βραχώδους περιοχής σε κατάσταση θραύσης. Εμφανίζονται
υπό μορφή κατακερματισμένου πυρήνα (αγγλ. ultracataclastic core) τυπικού
πάχους δεκάδων έως εκατοντάδων mm [68]. Ωστόσο, η ολίσθηση σε
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ορισμένα συμβάντα μπορεί να είναι εξαιρετικά εντοπισμένη, μέσα σε ένα
διατμητικό στρώμα πάχους 1− 5mm.

Οι Chester and Chester, [11], παρατήρησαν ότι στο ρήγμα Punchbowl,
στο San Andreas, California, η ασταθής σεισμική ολίσθηση είναι ένα
ιδιαιτέρως εντοπισμένο φαινόμενο το οποίο συμβαίνει σε μία ζώνη διάτμησης
της τάξης του χιλιοστόμετρου, την οποία και ονομάζουν πρωτεύουσα
επιφάνεια ολίσθησης (αγγλ. primary slip surface), και βρίσκεται εντός
του κατακερματισμένου πυρήνα πάχους μερικών δεκάδων εκατοστών.
Σημειώνουμε επίσης ότι και στο ρήγμα του Αιγίου, του οποίου ο πυρήνας
εκτείνεται περίπου 1m και αποτελούνταν από κατακερματισμένους
ραδιολαρίτες, η πρωτεύουσα επιφάνεια ολίσθησης προσδιορίστηκε ότι
είναι μεγέθους μικρότερου του χιλιοστού ([78]). Αντίστοιχες αποδείξεις
για τη μορφολογία αυτή έχουν βρεθεί στο ανενεργό ρήγμα του San Gabriel
[9], στο Median Tectonic Line της Ιαπωνίας [91] και στο ρήγμα του σεισμού
του Chi-Chi [3]. Όπως εξηγείται διεξοδικά στο βιβλίο του Scholz ([74],
pages 70-74), αυτή η δομή απαντάται μόνο στην παρουσία υγρού και σε
θερμές συνθήκες [1]. Οφείλουμε να σημειώσουμε επίσης ότι σε αυτές τις
θερμές-υγρές συνθήκες δεν εμφανίζεται ιδιαίτερη θραύση των κόκκων, ενώ
παρατηρείται απομείωση της τριβής με τη θερμοκρασία και κράτυνση με
την ταχύτητα, γεγονός το οποίο σύμφωνα με τον Chester ([10]) καθορίζεται
από διαδικασίες διάχυσης, όπως αυτή της πίεσης. Το ερώτημα επομένως
που τίθεται αφορά στη φύση (και τη φυσική) αυτών των διαδικασιών που
καθορίζουν πώς συμβαίνει η μείωση της αντίστασης λόγω μείωσης της
τριβής.

Κατά την ολίσθηση και εξαιτίας του μικρού πάχους, τα θερμικά
φαινόμενα μπορούν να διαδραματίσουν καθοριστικό ρόλο [68]. Η ύπαρξη
ρευστού που αλληλεπιδρά με τον περιβάλλοντα βράχο προκαλεί συζευμένα
φαινόμενα που περιλαμβάνουν την άνοδο της θερμοκρασίας λόγω διάτμησης
(αγγλ. shear heating) και την υπερπίεση του ρευστού εντός του δαιδαλώδους
του υλικού (αγγλ. pore fluid pressurization). Το τελευταίο συμβαίνει διότι
ο συντελεστής θερμικής διαστολής του στερεού είναι μικρότερος του
αντίστοιχου του ρευστού. Ως αποτέλεσμα μειώνεται η αντοχή των ρηγμάτων
ενώ στην περίπτωση πρανών εκδηλώνονται καταστροφικές κατολισθήσεις
[89].

Η θερμο-πορο-μηχανική σύζευξη λόγω θέρμανσης κατά τη διάτμηση
([87, 68, 79]) μπορεί να σχετίζεται και με την εμφάνιση χημικών φαινομένων
όπως η αποβολή ύδατος σε ορυκτά (αγγλ. dehydration of minerals) ή η
διάσπαση οργανικών ενώσεων όπως μελετήθηκε πρόσφατα από τους Brantut
et al. [4, 5], Sulem and Famin [80] και Veveakis et al. [90]. Αποτέλεσμα αυτών
των φαινομένων είναι η αύξηση της πίεσης των πόρων και η πτώση της
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διατμητικής αντοχής του ρήγματος, βάσει του νόμου τριβής Coulomb:

τ = µσ′ (1.1)

όπου τ η διατμητική τάση, µ ο συντελεστής τριβής του υλικού και σ′ η ενεργός
τάση που δίδεται μέσω του νόμου Terzaghi:

σ′ = σ − P (1.2)

ενώ σ η ορθή τάση και P η πίεση των πόρων.
Στην άλλη κατηγορία μηχανισμών βρίσκουμε την ακαριαία θέρμανση

(αγγλ. flash heating) ή τήξη σε επίπεδο κόκκου καθώς και την αλλαγή φάσης
του υλικού, οι οποίες προκαλούν απομείωση του συντελεστή τριβής µ, με ή
χωρίς μεταβολές της πίεσης. Πρόσφατα, οι Fialko and Khazan [21] συνέδεσαν
τη θέρμανση κατά τη διάτμηση με τη θερμοδυναμική θεωρία αλλαγής φάσης
λόγω τήξης και έδειξαν ότι η συμπεριφορά ενός ρήγματος υπό την επίδραση
τους είναι παρόμοια με αυτή της περίπτωσης της υπερπίεσης ενώ παρείχαν
τις απαραίτητες συνθήκες για τις οποίες η τήξη μπορεί να απομειώσει
την αντοχή. Σημειώνουμε ότι όλοι οι προτεινόμενοι από τη βιβλιογραφία
μηχανισμοί εναύσματος της σεισμικής ολίσθησης βασίζονται στη μεταβολή
της διατμητικής τάσης λόγω αλλαγής στο συντελεστή µ ή εξαιτίας της
παραγωγής επιπλέον πίεσης πόρων.

Ως προς το τελευταίο, ο Scholz [75] σημειώνει ότι η ανάπτυξη ενός
πλήρους καταστατικού νόμου για την τριβή σε βράχους είναι μείζονος
σημασίας για την κατανόηση των σεισμών. Αργότερα, ο Marone [60] έδειξε
ότι οι διαφορές στη συμπεριφορά των επιφανειών των βράχων σε σύγκριση με
τη διάτμηση του κοκκώδους μέσου εντός του ρήγματος μπορεί να οφείλονται
στο φαινόμενο της διασταλτικότητας (αγγλ. dilatancy). Ακολουθώντας
την τελευταία, οι Garagash and Rudnicki ([27],[28]) απέδειξαν την ύπαρξη
ευσταθών και ασταθών περιπτώσεων κατά τη θέρμανση λόγω διάτμησης
μίας κεκορεσμένης σε ρευστό ζώνης ρήγματος με διασταλτικότητα.
Επιβεβαίωσαν ότι σε αυτήν την περίπτωση η πίεση των πόρων αυξάνει ενώ
μειώνονται η ενεργός θλιπτική τάση και η αντίσταση σε ολίσθηση. Επομένως,
το φαινόμενο της θέρμανσης κατά την τριβή προκαλεί την αστάθεια.

Όπως υπογραμμίζεται από τα προαναφερθέντα, τα θερμικά φαινόμενα
είναι κυρίαρχα στη μελέτη του εναύσματος των σεισμικών φαινομένων.
Συνήθως για την προσέγγισή τους, καταφεύγει κανείς στο επίπεδο της
ζώνης ολίσθησης του κατακερματισμένου πυρήνα ενός ρήγματος την οποία
θεωρεί απείρως εκτεινόμενη. Η τοποθέτηση αυτή γίνεται επομένως σε μία
μεσοκλίμακα όπου το χωρίο στο οποίο βρίσκεται η ζώνη λαμβάνεται ως
άπειρο. Το φαινόμενο μελετάται χρησιμοποιώντας τις αρχές της μηχανικής
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και κυρίως την αρχή διατήρησης της ενέργειας, καθώς και κατάλληλους
καταστατικούς νόμους ανά περίπτωση.

Από την άλλη, οι θεωρίες για τη μετάβαση από τον ερπυσμό στην
ταλαντωτική συμπεριφορά των σεισμών βασίζεται στο μοντέλο του τριβέα
με ελατήριο. Το σημείο εστίασής τους είναι η υπερκείμενη του ρήγματος
μάζα, η οποία, αν και λαμβάνεται ως απαραμόρφωτη, μπορεί να αποθηκεύει
ελαστική παραμορφωσιακή ενέργεια μέσω του ελατηρίου από το οποίο
δέχεται και δυνάμεις. Το ίδιο το ρήγμα προσομοιώνεται με ευθεία πάνω
στην οποία μετατοπίζεται ο τριβέας. Συνήθως, η τριβή στη διεπιφάνεια
έχει συντελεστή ο οποίος εξαρτάται από την ταχύτητα και μία μεταβλητή
κατάστασης όπως πρωτοεισήχθη από τις εργασίες του Dieterich ([13, 14])
και του Ruina [72]. Μάλιστα, η ανάγκη για τη χρήση ενός τέτοιου νόμου
ώστε να προσεγγιστεί η μετάβαση από ερπυσμό σε σεισμική ταλάντωση,
φαινόμενο που ονομάζεται στην αγγλική βιβλιογραφία ως stick-slip motion,
τονίστηκε από τους Gu et al. [31]. Οι καταστατικοί νόμοι αυτοί βρίσκονται
σε συμφωνία με τις παρατηρήσεις του Scholz σχετικά με τη συμπεριφορά
ρηγμάτων σε θερμές-υγρές συνθήκες αν και χρησιμοποιείται η αντίστροφη
περίπτωση, δηλαδή χαλάρωση με την ταχύτητα και κράτυνση με τη
μεταβλητή κατάστασης.

Στα πλαίσια αυτών των θεωριών, εστιάζει κανείς στην υπερκείμενη μάζα
και χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις της δυναμικής των απαραμόρφωτων
σωμάτων και τον κατάλληλο νόμο τριβής για τη διεπιφάνεια καταλήγει σε
ένα δυναμικό σύστημα το οποίο και μελετάται. Επομένως, το πρόβλημα
τίθεται σε επίπεδο μακροκλίμακας σε αντίθεση με το προηγούμενο.

Μέσα από αυτή τη συζήτηση, καθίσταται αντιληπτό ότι η προσέγγιση της
μηχανικής συμπεριφοράς των ρηγμάτων αποτελεί εκ φύσεως ένα γεωμετρικά
κακώς ορισμένο πρόβλημα. Πράγματι, εάν επιλέξει κανείς να περιγράψει
τη συμπεριφορά του εδαφικού υλικού εντός του κατακερματισμένου
πυρήνα, τότε για κάθε πρακτικό λόγο ο περιβάλλων βράχος είναι άπειρος,
δεδομένου ότι το βάθος στο οποίο βρίσκονται τα ρήγματα είναι της τάξης
του χιλιομέτρου. Στην αντίθετη περίπτωση, το ρήγμα εκπίπτει σε ευθεία.
Επομένως, δεν είναι δυνατή η ταυτόχρονη μελέτη και των δύο.

Στην παρούσα διδακτορική διατριβή θεωρούμε ότι ο κατακερματισμένος
πυρήνας αποτελείται από έναπλήρως κεκορεσμένο σε ρευστό, ιξωδοπλαστικό
και πορώδες εδαφικό υλικό. Υποθέτουμε ότι η στερεή φάση έχει μόνιμες
επαφές μεταξύ των κόκκων ώστε να σχηματίζουν ένα στερεό σκελετό ο
οποίος μπορεί να παραλάβει τάσεις. Το ρήγμα μοντελοποιείται μέσω μίας
απείρως εκτεινόμενης ζώνης διάτμησης η οποία βρίσκεται σε άπειρο χωρίο.
Επομένως, εστιάζουμε στη μεσοκλίμακα του προβλήματος. Ταυτόχρονα,
θεωρούμε ότι το υλικό μπορεί να παρουσιάσει μεταβολή στο συντελεστή
τριβής, ο οποίος εξαρτάται από το ρυθμό διατμητικής παραμόρφωσης
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και τη θερμοκρασία, μελετώντας τόσο την περίπτωση χαλάρωσης με το
ρυθμό και κράτυνση με τη θερμοκρασία (όπως στο μοντέλο τριβέα με
ελατήριο), όσο και την αντίστροφη (όπως στην περίπτωση ρηγμάτων σε
θερμές-υγρές συνθήκες). Επιπλέον, εισάγουμε στο πρόβλημα και ένα
μηχανισμό εναύσματος, τη χημική διάσπαση του σκελετού, η οποία παράγει
πλεονάζον ρευστό. Η επιλογή αυτού του μηχανισμού έγινε με κριτήριο ότι
αφενός υπάρχουν στη βιβλιογραφία καταστατικοί νόμοι και εργαστηριακές
μετρήσεις, και αφετέρου ότι όπως δείχθηκε πειραματικά από τους Ferri teal.
([20]) μπορεί ανεξάρτητα από άλλα φαινόμενα να οδηγήσει σε υπερπίεση
και πτώση της αντοχής ενός ρήγματος.

Βάσει των αρχών της μηχανικής και της θεωρίας μιγμάτων αναπτύσσουμε
ένα γενικό μοντέλο, χρησιμοποιώντας καταστατικούς νόμους για τη ροή
του ρευστού, τη διαπερατότητα του σκελετού και τους ρυθμούς παραγωγής
μάζας. Όσον αφορά τη θεωρία μιγμάτων και την εφαρμογή στα πορώδη
μέσα, ο αναγνώστης θα μπορούσε να ανατρέξει στο βιβλίο του Couchy
([12]), ενώ για την ανάλυση στα εδαφικά υλικά σε συνδυασμό τις σύγχρονες
θεωρίες διακλάδωσης και εντοπισμού αξίζει να αναφέρουμε το βιβλίο των
Vardoulakis and Sulem ([85]).

Στη συνέχεια επαναλαμβάνουμε τους υπολογισμούς τής [90], στην
οποία είναι συνσυγγραφέας ο γραφών, απομονώνουμε το μηχανισμό
της τριβής και συγκρίνουμε τρεις από τους πλέον χρησιμοποιούμενους
νόμους, καταλήγοντας στον κατάλληλο από άποψη μοντελοποίησης.
Επιπλέον, δείχνουμε πως η θέρμανση λόγω διάτμησης οδηγεί με φυσιολογικό
τρόπο στην εμφάνιση θερμικών φαινομένων, τα οποία χαρακτηρίζονται
ως ενδόθερμες διαδικασίες. Για την ανάλυση αυτή, αλλά και όλες τις
αριθμητικές προσεγγίσεις της στάσιμης κατάστασης του συστήματος των
εξισώσεων, αναπτύχθηκε κώδικας πεπερασμένων διαφορών για τη μελέτη
συνοριακών προβλημάτων, στον οποίο και εφαρμόζεται ο αλγόριθμος
ψευδο-βηματισμού σε καμπύλη (αγγλ. pseudo arc-length continuation) του
Kehhler ([6]). Το συγκεκριμένο αριθμητικό εργαλείο χρησιμοποιείται με
παραλλαγές στα προγράμματα αριθμητικής ανάλυσης διακλαδώσεων
MATCONDTM και AUTOTM τα οποία είναι ελεύθερα προς χρήση
και αφορούν στον προσδιορισμό λύσεων ισορροπίας τόσο σε δυναμικά
συστήματα, όσο και σε προβλήματα συνοριακών συνθηκών.

Στην ανάλυση του προβλήματος ακολουθεί η κανονικοποίηση του
συστήματος στη χρονο-ανεξάρτητη περίπτωση, η οποία αποκαλύπτει τους
βασικούς αδιάστατους αριθμούς που κυβερνούν το σύστημα. Γράφονται
οι συνοριακές συνθήκες του προβλήματος και γίνεται εξέταση των
παραμέτρων χρησιμοποιώντας ως περίπτωση αναφοράς το ρήγμα του
Αιγίου. Ακολουθώντας τους Famin and Sulem ([80]) που μελέτησαν το
συγκεκριμένο ρήγμα, θεωρούμε ότι η χημική αντίδραση που λαμβάνει χώρα
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είναι η παρατηρηθείσα στο εν λόγω ρήγμα, διάσπαση του ανθρακικού
ασβεστίου σε οξείδιο του ασβεστίου και διοξείδιο του άνθρακα σε
υπερκρίσιμη (υγρή) φάση.

Στη συνέχεια, απομονώνεται η εξίσωση διάχυσης της θερμότητας
ώστε να εξεταστεί η συνεισφορά του όρου απορρόφησης ενέργειας λόγω
της αντίδρασης. Γίνεται σύγκριση του προβλήματος με αντίδραση και
του αντίστοιχου μόνο με το μηχανισμό της τριβής και προσεγγίζεται η
συμπεριφορά ενός ρήγματος σε οιονεί-στατική εξέλιξη στην περίπτωση
"αργών" αντιδράσεων. Τέλος, προβαίνουμε στην πλήρη μελέτη των
εξισώσεων του προβλήματος τόσο στην περίπτωση κράτυνσης με το ρυθμό
διατμητικής παραμόρφωσης και χαλάρωσης με τη θερμοκρασία, όσο και
στην αντίστροφη. Η ανάλυση γίνεται με τρεις τρόπους, μέσω αριθμητικής
ανάλυσης διακλαδώσεων, μέσω ποιοτικής προσέγγισης των λύσεων ενώ
γίνεται εφαρμογή και στο χρονο-εξαρτημένο σύστημα. Από την όλη μελέτη
προκύπτουν χρήσιμα συμπεράσματα, για την επίδραση των παραμέτρων
στη συμπεριφορά του συστήματος, αλλά και τον ρόλο της τριβής και της
αντίδρασης στο σύστημα.



Κεφάλαιο 2

Μαθηματική μοντελοποίηση

Σε αυτό το κεφάλαιο διατυπώνονται οι βασικές εξισώσεις του προβλήματος
βάσει των θεμελιωδών αρχών της Μηχανικής και χρησιμοποιώντας
κατάλληλες υποθέσεις και καταστατικούς νόμους, στα πλαίσια της θεωρίας
μιγμάτων. Η κατάστρωση των εξισώσεων εκτείνεται και στο επόμενο
κεφάλαιο όπου θα μελετηθεί πιο επισταμένα η εξίσωση διάχυσης της
θερμότητας που προκύπτει από την αρχή διατήρησης της ενέργειας.

Ο κατακερματισμένος πυρήνας (ultracataclastic core) του ρήγματος
θεωρείται πως αποτελείται εξολοκλήρου από ένα πλήρως κεκορεσμένο σε
ρευστό, εδαφικό υλικό. Η στερεή φάση του υλικού σχηματίζει ένα μόνιμο
σκελετό, επιτρέποντας τον ορισμό μιας μέσης ενεργού τάσης. Επιπρόσθετα,
γίνεται η υπόθεση ότι σε υψηλές θερμοκρασίες λαμβάνει χώρα μία χημική
διάσπαση του σκελετού, η οποία παράγει επιπλέον ρευστό αυξάνοντας την
πίεση των πόρων. Για λόγους απλότητας, η σύσταση του παραγόμενου
ρευστού ταυτίζεται με αυτή του προϋπάρχοντος. Η συγκεκριμένη περίπτωση
αποτελεί μία γενίκευση του προβλήματος που μελετήθηκε στην εργασία των
Sulem and Famin [80] και αφορούσε το ρήγμα του Αιγίου όπου παρατηρήθηκε
διάσπαση ανθρακικού ασβεστίου σε οξείδιο του ασβεστίου και διοξείδιο του
άνθρακα σε υπερκρίσιμη κατάσταση. Αν και ο στόχος του κεφαλαίου είναι
κατασκευή ενός μοντέλου για μία τυχαία αντίδραση διάσπασης, η παρούσα
μελέτη στη συνέχεια αντλεί τις παραμέτρους της από την [80] για λόγους
εφαρμογής του μοντέλου.

2.1 Χημική Κινητική

Για να μοντελοποιήσουμε το φαινόμενο, θεωρούμε ένα αρχικώς διφασικό
πορώδες μέσο που αποτελείται από στερεόAB και είναι πλήρως κεκορεσμένο
με ένα υγρόB. Χρησιμοποιούμε δείκτες ή υπερδείκτες s και f συμβολίζοντας
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ένα πεδίο που δρα στη στερεή και την υγρή φάση αντίστοιχα. Σε υψηλές
θερμοκρασίες η στερεή φάση διασπάται ακλουθώντας την αντίδραση:

ABs 
 As +Bf (2.1)

Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι ενώ η συνολική μάζα του μίγματος παραμένει
σταθερή, αυτό δε συμβαίνει για τα συστατικά. Η μοντελοποίηση αυτών των
μεταβολών μάζας είναι πολύ σημαντική σε αυτού του είδους τα προβλήματα.
Οι τελευταίες είναι συναρτήσεις των αποκαλούμενων ρυθμών της ευθείας και
της αντίστροφης αντίδρασης, ωF και ωb αντίστοιχα.

2.1.1 Ο νόμος Arrhenius

Ο πιο απλός και συνήθης καταστατικός νόμος είναι ο νόμος Arrhenius,
ω ∝ k0e

−E/RT , όπου E είναι η ενέργεια ενεργοποίησης της αντίδρασης, R η
παγκόσμια σταθερά των αερίων, T η θερμοκρασία και k0 ο αποκαλούμενος
παράγοντας συχνότητας (ή προ-εκθετικός). Ο τελευταίος θεωρείται συνήθως
σταθερός ενώ σε κάποιες περιπτώσεις έχει εξάρτηση από τη θερμοκρασία
και σπανιότερα από την πίεση. Ο προσδιορισμός του γίνεται μέσω της
θεωρίας συγκρούσεων ([52], σελ. 62-64), σχετίζεται δηλαδή με την απόσταση
των κέντρων των συγκρουόμενων σωματιδίων και την απομείωση της μάζας
τους.

Το μοντέλο Arrhenius, λόγω της απλότητας του, έχει δεχθεί αρκετή κριτική
ως προς την ισχύ του, κυρίως λόγω του μεγάλου εύρους τιμών που λαμβάνουν
τα k0 και E για μία δεδομένη αντίδραση [57]. Στη σχετική βιβλιογραφία
υπάρχουν αρκετά μοντέλα που έχουν προταθεί για την αντικατάστασή
του ([52], σελ. 67-72). Ο Lvov [57] παρέχει ένα βιβλιογραφικό οδηγό για
τα σχετικά μοντέλα, καθώς και πειραματικά δεδομένα για τη διάσπαση
του ανθρακικού ασβεστίου (μία αντίδραση που θα μας απασχολήσει στη
συνέχεια). Για την τελευταία, αν και υπάρχουν πάρα πολλά πειραματικά
δεδομένα σε κενό ή πολύ χαμηλές πιέσεις (της τάξης του mbar), δεν
υπάρχουν σχετικές μετρήσεις στο επίπεδο των πιέσεων των γεωμηχανικών
προβλημάτων. Αυτό αποτελεί ένα από τα βασικά προβλήματα κατά την
επιλογή κατάλληλου καταστατικού νόμου για τον προσδιορισμό του ρυθμού
αντίδρασης, με δεδομένο ότι η αύξηση της πίεσης μειώνει δραματικά το ω
([56], σελ. 79). Επομένως, θα αποδεχθούμε την ισχύ του νόμου Arrhenius και
θα τον βαθμονομήσουμε με δεδομένα για χαμηλές πιέσεις.

2.1.2 Θεωρία μιγμάτων

Για τη διατύπωση των εξισώσεων μάζας πρέπει κανείς να εισάγει σε αυτές
τις μερικές μεταβολές της μάζας των φάσεων. Σε πρώτο στάδιο όμως
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απαιτείται η σύνδεση των ωF και ωb με τους μερικούς ρυθμούς ω1, ω2 και ω3

των συστατικών AB, A και B αντίστοιχα. Επιπλέον, ορίζουμε τους μερικούς
όγκους VAB, VA και VB που καταλαμβάνουν τα AB, A και B αντίστοιχα μέσα
σε ένα στοιχειώδη αντιπροσωπευτικό όγκο (REV: representative elementary
volume) του μίγματος, V (Fig. 2.1). Ακόμη, ονομάζουμε Vs τον συνολικό όγκο
της στερεής φάσης στο V (Vs = VAB + VA), και εισάγουμε τις έννοιες του
πορώδους φ και του μερικού λόγου των στερεών s ως ακολούθως,

φ = φ0 +∆φchem =
VB
V
, s =

VA
Vs

(2.2)

όπου φ0 είναι το αρχικό (μηχανικό) πορώδες και∆φchem το καινούριο χημικά
παραγόμενο πορώδες. Όπως θα δείξουμε στη συνέχεια και τα φ και s
μεταβάλλονται με την θερμοκρασία λόγω της αντίδρασης Εξ. (2.1).

Εάν ρAB, ρA και ρB είναι οι πυκνότητες των AB, A και B αντίστοιχα, οι
πυκνότητες των φάσεων στον REV είναι,

ρ1 = (1− φ)(1− s)ρAB (2.3)
ρ2 = (1− φ)sρA

ρs = ρ1 + ρ2

ρ̄s = (1− s)ρAB + sρA

ρf = φρB

ρm = ρs + ρf

όπου ρm η συνολική πυκνότητα του μίγματος στον REV.

2.1.3 Ρυθμοί παραγωγής-απομείωσης

Ο ρυθμός της ευθείας αντίδρασης δίδεται βάσει της θεωρίας δράσης της
μάζας από το ρυθμό αντίδρασης των αντιδρώντων, ωF = ρ1

MAB
k0e

−E/RTAB ,
όπουMAB το μοριακό βάρος του AB. Ο ρυθμός της αντίστροφης αντίδρασης
στο ίδιο πλαίσιο είναι ωb =

ρ2ρf
MAMB

kbe
−(EA/RTA+EB/RTB). Μπορεί να

απλοποιηθεί σημαντικά υποθέτοντας ότι τα A και B αντιδρούν με την
ίδια συχνότητα, kA = kB, ώστε kb =

√
kAkB = kA = kB, αλλά και με την

ίδια ενέργεια ενεργοποίησης EA = EB = Eb/2. Τέλος υποθέτουμε ότι
τα συστατικά του μίγματος βρίσκονται σε θερμική ισορροπία, δηλαδή ότι
TA = TB = TAB = T [90].

Υπό την υπόθεση ότι λαμβάνουν χώρα και η ευθεία και η αντίστροφη
διαδικασία, ο καθαρός ρυθμός αντίδρασης είναι

ω = k0e
−E/RT

[
ρ1 − ρ2ρfK

−1
c e−∆E/RT

]
(2.4)
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όπου ∆E = (E − Eb) και Kc = k0/kb η σχετική συχνότητα στην ισορροπία.
Η πρώτη παράμετρος που καθορίζει το ρυθμό αντίδρασης είναι η ενέργεια
ενεργοποίησης. Συνήθως ισχύει η ακόλουθη σχέση [52]:

E = Eb +∆H ⇒ ∆E = ∆H (2.5)

όπου ∆H η θερμοκρασία που εκλύεται ή απορροφάται ανά mol λόγω
αντίδρασης (θετική για ενδόθερμη και αρνητική για εξώθερμη). Εάν η
ευθεία αντίδραση είναι ενδόθερμη, όπως στην περίπτωση της διάσπασης
του στερεού, τότε είναι και πιο αργή διαδικασία εξαιτίας του ότι η
αντίστροφη αντίδραση έχει χαμηλότερη ενέργεια ενεργοποίησης Ed [52].
Επομένως, η ευθεία αντίδραση στην περίπτωσή μας είναι αργή εκτός από
καθεστώς υψηλών θερμοκρασιών. Ένα μέτρο του μεγέθους της ενέργειας
ενεργοποίησης είναι ο αριθμός Arrhenius Ar = E/RTc, όπου Tc μία
χαρακτηριστική θερμοκρασία αναφοράς. Για μία ενδόθερμη αντίδραση
Arf > Arb.

Η δεύτερη παράμετρος που καθορίζει το ρυθμό αντίδρασης, η σταθερά
Kc, εξαρτάται από την αντίστροφη διαδικασία. Εάν υποθέσουμε ότι στην
αρχική κατάσταση του συστήματος (όπου το στερεό αντιδρώνAB συνυπάρχει
με το υγρό προϊόν B) η ποσότητα του στερεού προϊόντος A είναι αμελητέα,
τότε kb � k0 και επομένως Kc → ∞. Βάσει αυτής της υπόθεσης, ο ρυθμός
αντίδρασης για την αντίστροφη διαδικασία είναι πολύ μικρότερος από τον
αντίστοιχο της ευθείας, ω → ωF , επομένως έχουμε να κάνουμε για κάθε
πρακτικό λόγο με μία ευθεία αντίδραση.

2.1.4 Υπολογισμός των μεταβολών των σχετικών όγκων
λόγω αντίδρασης

Βάσει των προηγουμένων, μπορούμε να υπολογίσουμε το πορώδες και το
μερικό λόγο των στερεών από τη στοιχειομετρία της αντίδρασης. Για τη
δεδομένη περίπτωση της διάσπασης, Εξ.(2.1), από την Εξ.(2.13) προκύπτει
ότι:

− ω1

νAB
=
ω2

νA
=
ω3

νB
(2.6)

όπου νi οι στοιχειομετρικοί συντελεστές της αντίδρασης (εδώ ίσοι με μονάδα).
Οι σχετικοί ρυθμοί παραγωγής και απομείωσης των συστατικών γράφονται
ως εξής,

ω1 = − ρ1
MAB

k0exp(−E/RT ) (2.7)

ω2 =
ρ2
MA

kbexp(−Eb/RT )
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ω3 = ∆φchem
ρB
MB

kbexp(−Eb/RT )

Μέσω αυτών μπορούμε να προσδιορίσουμε τα φ και s. Σημειωτέον ότι ο όρος
∆φchemρB στο δεξί μέλος της σχέσης για το ω3 είναι η επιπρόσθετη μάζα τουB
που παράγεται από τη χημική αντίδραση. Αυτή η μορφή του ω3 υπονοεί ότι η
αρχική μάζα του B δεν επηρεάζει την αντίδραση. Στην πράξη, θα έπρεπε
κανείς να γράψει δύο εξισώσεις διατήρησης της μάζας για το B, μία για
το παραγόμενο (με όρο παραγωγής) και μία για το προϋπάρχον (χωρίς όρο
παραγωγής). Σε αυτήν την περίπτωση, εάν υποθέσουμε ότι οι δύο αυτές μάζες
μοιράζονται το ίδιο πεδίο ταχύτητας, με πρόσθεση κατά μέλη των εξισώσεων
καταλήγουμε σε μία εξίσωση με όρο παραγωγής αυτόν της Εξ. (2.7).

Από τις Εξ. (2.3), (2.6) και (2.7) μπορούμε να εξάγουμε τις σχέσεις
για το μερικό όγκο των στερεών s και της μεταβολής του πορώδους λόγω
απομείωσης του AB, ∆φchem,

s =
jrel

1 + jrel
(2.8)

∆φchem = Aφ
1− φ0

1 +
ρCO2

ρCaO

MCaO

MCO2

kf
k2

1
s

≈ 1− φ0

1 +
ρCO2

ρCaO

MCaO

MCO2

1
s

jrel =
ρCaCO3

ρCaO

MCaO

MCaCO3

Kcexp

(
−∆E

RT

)
όπου Aφ μία σταθερά που καθορίζει το ποσοστό του διασυνδεδεμένου
πορώδους που παράγεται λόγω αντίδρασης. Στη συγκεκριμένη εργασία
θα υποθέσουμε ότι όλη η παραγωγή πορώδους γίνεται στο διασυνδεδεμένο
χώρο των πόρων (Aφ ≈ 1).

Αυτές οι δύο παράμετροι επηρεάζουν σημαντικά τη συμπεριφορά του
συστήματος, επομένως είναι σημαντικό να καθορίσουμε ποιοτικά πότε η
αντίδραση οδηγεί σε μεγάλες μεταβολές του πορώδους. Από τις Εξ.(2.8)
φαίνεται ότι η εξέλιξη του πορώδους καθορίζεται από το μέγεθος της
ποσότητας jrel, η οποία ουσιαστικά είναι ο λόγος του ρυθμού απομείωσης
του AB προς το ρυθμό παραγωγής του A (jrel = ω1/ω2). Όταν jrel � 1, τότε
s � 1 και φ ≈ φ0 καθ' όλη τη διαδικασία. Στο άλλο όριο, όταν jrel � 1,
παρατηρούμε ότι s → 1 και το πορώδες λαμβάνει τη μέγιστη τιμή του,
φmax = φ0 +

1−φ0
1+

ρCO2
ρCaO

MCaO
MCO2

.

Η διαδικασία καθορισμού των παραμέτρων ∆E και Kc που επηρεάζουν
το jrel γίνεται με τη βοήθεια πειραματικών δεδομένων, όπως περιγράφεται
στο Παράρτημα A, όπου από τα δεδομένα του [57] για τη διάσπαση του
ανθρακικού ασβεστίου (CaCO3 
 CaO + CO2) βαθμονομήσαμε τις
παραμέτρους που περιλαμβάνονται στους ρυθμούς αντίδρασης, k0, Kc, E
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και ∆E. Σημειώνουμε ότι τα συγκεκριμένα πειράματα έγιναν σε χαμηλές
πιέσεις σε σχέση με τις αντίστοιχες γεωφυσικές. Αναφέρουμε ενδεικτικά ότι
για E = 200 kJ/mol και k0 = 1015 s−1, ∆E ∼ 105 kJ/mol και Kc ∼ 1010,
άρα από την Εξ.(2.4) ω ≈ ωF = ω1. Επιπλέον, από τις Εξ. (2.3), (2.6) και (2.7)
προκύπτει,

ω1 = (1− φ0 −∆φchem)(1− s)
ρAB
MAB

k0exp(−E/RT ) (2.9)

όπου ∆φchem και s δίδονται από την Εξ. (2.8).

2.2 Κατάστρωση του προβλήματος

Στην παράγραφο αυτή θα διατυπώσουμε τις εξισώσεις που περιγράφουν
το πρόβλημα ενός ρήγματος υπό διάτμηση. Υποθέτουμε ότι το μίγμα
που περιγράφηκε στην προηγούμενη παράγραφο βρίσκεται σε κρίσιμη
κατάσταση υπό τη γεωτεχνική έννοια. Μοντελοποιούμε το ρήγμα ως μία
απείρου μήκους ζώνη διάτμησης με πάχος d μέσα σε μία μεγάλη μάζα βράχου
(Fig.2.1). Επομένως, όλα τα πεδία μπορούν να μεταβάλλονται μόνο στο χρόνο
και κατά τη διεύθυνση του άξονα z (κάθετα στη ζώνη) [90]. Θεωρούμε ότι το
υλικό έχει υποστεί όλες τις ελαστικές παραμορφώσεις του σε προγενέστερη
φάση της απόκρισής του και βρίσκεται σε μία αρχική κατάσταση που μπορεί
να παραμορφώνεται θερμοπλαστικά [68].

2.2.1 Ισορροπία τάσεων

Μία τυπική υπόθεση που εμφανίζεται στη βιβλιογραφία [68, 80] είναι ότι
λόγω μικρού πάχους της ζώνης διάτμησης, οι αδρανειακοί όροι μπορούν να
παραλειφθούν, γεγονός που οδηγεί σε ομοιόμορφα στο χώρο και σταθερά
καθ' ύψος της ζώνης πεδία τάσεων. Αυτό σημαίνει ότι η ορθή και η
διατμητική τάση γράφονται ως σzz = σn(t) και τ = τn(t), όπου σn(t) και
τn(t) οι αντίστοιχες συνοριακές τιμές. Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι η
προαναφερθείσα υπόθεση για ζώνη απείρου μήκους καθιστά το πρόβλημα
ανεξάρτητο από τις υπόλοιπες συνιστώσες του τανυστή των τάσεων
δεδομένου ότι ∂σxx/∂x = ∂τyx/∂x = 0 και επομένως δεν επηρεάζουν τις
εξισώσεις.

Η ορθή τάση ακολουθεί την αρχή του Terzaghi, σzz = σ′
zz+p, όπου p = pn+

∆p (οι τάσεις είναι αρνητικές κατά τη θλίψη), με το pn να είναι η υδροστατική
πίεση στο σύνορο και ∆p η επιπλέον πίεση πόρων. Αφού μέσα στη ζώνη
διάτμησης η ορθή τάση είναι σταθερή και ίση προς τη συνοριακή της τιμή,
τότε

σ′
zz = σ′

n −∆p (2.10)
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Εικόνα 2.1: Κατάστρωση του προβλήματος. Απεικονίζονται οι συνθήκες
φόρτισης στο διφασικό μίγμα.
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όπου σ′
n η ορθή ενεργός τάση στο σύνορο. Παρατηρούμε ότι στα πλαίσια της

Εδαφομηχανικής, όταν σ′
zz → 0 τότε ο στερεός σκελετός παύει να υποστηρίζει

το υπερκείμενο φορτίο και το μοντέλο καταρρέει. Αυτό το φαινόμενο, το οποίο
συνήθως ονομάζεται ρευστοποίηση, μπορεί να συμβεί όταν η επιπλέον πίεση
πόρων τείνει στη μέγιστη ορθή ενεργό τάση, στη συγκεκριμένη περίπτωση σ′

n

(βλέπε Εξ. (2.10)).
Ο νόμος του Coulomb παρέχει έναν ορισμό για τη διατμητική τάση, τ =

µσ′
zz, όπου µ ο συντελεστής τριβής. Ο τελευταίος είναι εν γένει συνάρτηση του

ρυθμού διατμητικής παραμόρφωσης και ορισμένων μεταβλητών κατάστασης
(όπως η θερμοκρασία και οι τάσεις), η ιστορία των οποίων μπορεί να τον
καθορίζει [68, 90]. Περαιτέρω ανάλυση στο συντελεστή τριβής θα γίνει στο
επόμενο κεφάλαιο.

2.2.2 Αρχή διατήρησης μάζας

Στην εργασία αυτή θα θεωρήσουμε ότι το υγρό B είναι συμπιεστό, ενώ τα
στερεά AB και A ασυμπίεστα. Επομένως, το φ μπορεί να μεταβάλλεται μόνο
λόγω της διάσπασης του σκελετού και η ελαστική συμπίεση του όγκου των
πόρων αμελείται. Ακολουθώντας την τυπική προσέγγιση για τα συμπιεστά
ρευστά, θεωρούμε ότι η μεταβολή της πυκνότητάς του είναι συνάρτηση της
πίεσης πόρων, p και της θερμοκρασίας T , και γράφουμε [80]:

dρB
ρB

= βfdp− λfdT (2.11)

όπου ρB η πυκνότητα του B.
Υποθέτουμε για λόγους απλότητας ότι το στερεό προϊόν A

συμπεριλαμβάνεται στο στερεό σκελετό. Άρα, δέχεται τις ίδιες τάσεις
και έχει το ίδιο πεδίο ταχύτητας με το AB (Fig. 2.1). Έστω vαi η i-οστή
συνιστώσα της ταχύτητας (i = x, z) και jα η παραγωγή ή η κατανάλωση
μάζας για τις δύο φάσεις (α = s, f ), το στερεό σκελετό (που αποτελείται
από AB και A) και το ρευστό B. Βάσει της θεωρίας μιγμάτων, οι εξισώσεις
διατήρησης της μάζας σε τοπική μορφή γράφονται για το καθένα ως εξής:

∂ρs
∂t

+
∂ρsv

s
z

∂z
= js (2.12)

∂ρf
∂t

+
∂ρfv

f
z

∂z
= jf

Σημειωτέον ότι js = ω1MAB + ω2MA < 0, ενώ jf = ω3MB. Επιπλέον για να
διατηρείται η μάζα πρέπει,

jf = −js (2.13)
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Οι εξισώσεις διατήρησης της μάζας μπορούν πλέον να γραφούν ως
ακολούθως:

1

ρ̄s

D(s)ρ̄s
Dt

+
1

1− φ

D(s)(1− φ)

Dz
+
∂vsz
∂t

=
jf
ρs

(2.14)

1

ρB

D(f)ρB
Dt

+
1

φ

D(f)φ

Dt
+
∂vfz
∂z

=
jf
ρf

όπου D(α)/Dt = ∂/∂t+ vαz ∂/∂z η υλική χρονική παράγωγος της φάσης.

Νόμοι για τη ροή ρευστών

Στη βιβλιογραφία της Εδαφομηχανικής, η ροή του ρευστού εκφράζεται μέσω
της ταχύτητας φιλτραρίσματος κατά Gersevanov φ(vfz − vsz) [85] και συνήθως
συνδέεται με τη βαθμίδα της πίεσης των πόρων μέσω του νόμου του Darcy,

qf = φ(vfz − vsz) = −kπ
µf

∂∆p

∂z
(2.15)

όπουµf το ιξώδες του ρευστού σεPa·s και kπ η διαπερατότητα. Παρατηρούμε
ότι όταν η υδροστατική πίεση είναι σταθερή (όπως στην περίπτωσή μας), η
επιπλέον πίεση πόρων καθορίζει τη συμπεριφορά του ρευστού [89]. Σχετικά
με τη διαπερατότητα, υποθέτουμε ότι ακολουθεί το νόμο Kozeny-Carman:

kπ = k0π
(1− φ0)

2

φ3
0

φ3

(1− φ)2
(2.16)

όπου k0π η διαπερατότητα στο πορώδες αναφοράς φ0 [80]. Σημειωτέον ότι
η Εξ. (2.16) αποτελεί μία από τις μορφές του νόμου και προϋποθέτει τη
γνώση της διαπερατότητας για πορώδες φ0. Σε άλλες πιθανές εκδοχές, [85],
αντικαθίσταται η σταθερά k0π με μία έκφραση του ενός χαρακτηριστικού
μεγέθους των κόκκων (π.χ. το D50%, δηλαδή η διάμετρος των κόκκων κάτω
από την οποία αντιστοιχεί το 50% του βάρους ενός εδαφικού δείγματος,
όπως προκύπτει από κοκκομετρική ανάλυση).

2.2.3 Αρχή διατήρησης της ενέργειας

Έστω ότι η ειδική εσωτερική ενέργεια e, η ισχύς των τάσεων P και η
ροή θερμότητας qh είναι συναρτήσεις της ελαστικής παραμόρφωσης, μίας
εσωτερικής μεταβλητής ξ, της θερμοκρασίας T και της βαθμίδας της
θερμοκρασίας, όπως προτείνεται από την ιδέα της ισο-κατανομής (αγγλ.
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equipresence) [83]. Η τοπική μορφή της αρχής διατήρησης της ενέργειας,
σε συνδυασμό με την ανισότητα Clausius-Duhem, όπως εφαρμόζεται για
ολόκληρο το μίγμα γράφεται ως εξής [90]:

ρmT
D(m)s

Dt
= Dloc −

∂qh
∂z

+ r (2.17)

όπου s η ειδική εντροπία, D(m)

Dt
η υλική χρονική παράγωγος του μίγματος

(ως προς τη βαρυκεντρική ταχύτητα vmi = (ρsv
s
i + ρfv

f
i )/ρm), r = ∆H · ω

η ειδική παροχή θερμότητας και Dloc η τοπική απώλεια ενέργειας του
συστήματος ([84]), η οποία δίδεται σύμφωνα προς τη θεωρία εσωτερικής
μεταβλητής που παρουσιάστηκε εκτεταμένα από τον Truesdell [84] και
πρόσφατα αναθεωρήθηκε από τους Rosakis et al [70] ως

Dloc = σε̇p − ∂ψ

∂ξ
ξ̇ ≥ 0 (2.18)

Στην παραπάνω έκφραση σ = σ(εe, ξ, T ) = ∂ψ
∂εe

είναι ένας τανυστής τάσης
(συνήθως ο τανυστής τάσης Piola-Kirchoff) και ψ η ελεύθερη ενέργεια κατά
Helmholtz. Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τον ορισμό της ειδικής εντροπίας
από τις σχέσεις του Maxwell, s = −(∂ψ

∂T
)V , και να αναπτύξουμε τον πρώτο όρο

της Εξ. (2.17) για να λάβουμε,

ρmT
D(m)s

Dt
= j(ρC)m

D(m)T

Dt
− ρmT

∂2ψ

∂T∂εe
ε̇e − ρmT

∂2ψ

∂T∂ξ
ξ̇ (2.19)

όπου jCm = −T ∂2ψ
∂T 2 η ειδική θερμοχωρητικότητα του μίγματος

και j = 4.2J/cal το μηχανικό ανάλογο της θερμότητας. Η ειδική
θερμοχωρητικότητα του μίγματος υπολογίζεται από τις μερικές
πυκνότητες των συστατικών, βάσει της θεωρίας μιγμάτων ως
(ρC)m = (1 − φ)ρsCs + φρfCf , όπου Cs και Cf είναι η ειδική
θερμοχωρητικότητα των στερεών και του ρευστού αντίστοιχα.

Για να προσδιορίσουμε τον τρίτο όρο της Εξ. (2.17) υποθέτουμε ότι το
διάνυσμα ροής θερμότητας υπακούει στο νόμο του Fourier για τα θερμικά
ισότροπα μέσα:

qh = −jkm
∂T

∂z
(2.20)

όπου km = (1 − φ)ks + φkw η θερμική αγωγιμότητα του μίγματος και ks, kf
οι θερμικές αγωγιμότητες της στερεής και της ρευστής φάσης αντιστοίχως.
Το αρνητικό πρόσημο στην Εξ. (2.20) σημαίνει ότι η θερμότητα ρέει από τις
θερμότερες στις πιο κρύες περιοχές του μέσου.
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Οι Thomas et al. [82] και Ali Khan and Maqsood [45] έδειξαν πειραματικά
ότι η ενεργός θερμική αγωγιμότητα και η θερμοχωρητικότητα ενός πορώδους
βράχου είναι ασθενώς μεταβαλλόμενες συναρτήσεις του πορώδους και
της θερμοκρασίας, κυμαινόμενες μεταξύ 1.2 J

msC
και 5.1 J

msC
για ένα

μεγάλο εύρος τιμών του πορώδους και της θερμοκρασίας. Βάσει αυτών
των παρατηρήσεων θα θέσουμε τις θερμοκρασιακές παραμέτρους αυτής
της εργασίας σταθερές και ίσες προς τις μέσες τιμές jkm ≈ 2.5 J

msC
και

j(ρC)m ≈ 2 · 106 J
m3C

. Η αντίστοιχη τιμή του συντελεστή διάχυσης της
θερμότητας θα είναι κm = km

(ρC)m
≈ 1.25 · 10−6m2/s, η οποία είναι σε

συμφωνία με τα αποτελέσματα των Ali Khan and Maqsood [45].
Αμελώντας τη θερμοελαστική θέρμανση, δηλαδή q̇e = T ∂2ψ

∂T∂εe
ε̇e = 0 και

δεχόμενοι την Εξ. (2.18), η εξίσωση διάχυσης της θερμότητας υπό σταθερό
όγκο γράφεται ως:

D(m)T

Dt
= κm

∂2T

∂z2
+

δloc
j(ρC)m

+
r

j(ρC)m
(2.21)

όπου κm = km
(ρC)m

ειναι ο συντελεστής διάχυσης της θερμότητας κατά Kelvin
του μίγματος. Στην παραπάνω εξίσωση, ο δεύτερος όρος στο δεξί μέλος
συνιστά την παραμορφωσιακή ισχύ που μετατρέπεται σε θερμότητα, δηλαδή

δloc = σε̇p − ρm

(
∂ψ

∂ξ
− T

∂2ψ

∂T∂ξ

)
ξ̇ = βTσε̇

p (2.22)

όπου ο λόγος Taylor-Quinney βT εκφράζει το ποσοστό του μηχανικού έργου που
μετατρέπεται σε θερμότητα και είναι κατ' αρχήν μία ποσότητα που εξαρτάται
από την ιστορία του υλικού, δηλαδή 0 ≤ βT ≤ 1. Σε αυτή τη μελέτη, ο
συγκεκριμένος λόγος,

βT = β(εe, ξ, T ) = 1− ρm
σε̇p

(
∂ψ

∂ξ
− T

∂2ψ

∂T∂ξ

)
ξ̇ (2.23)

δεν είναι προκαθορισμένος, δεδομένου ότι υπάρχουν πολλές διαδικασίες
σε επίπεδο κόκκου (π.χ. λείανση, θραύση, ενδοκοκκική κύλιση, τοπική
θέρμανση στις επαφές κτλ.) οι οποίες θα πρέπει να μελετηθούν ξεχωριστά
σχετικά με την επιρροή τους στη συνάρτηση απωλειών του προβλήματος
για τον ακριβή προσδιορισμό του. Οι όροι στην παρένθεση της Εξ. (2.23)
αντιστοιχούν στην αποθηκευμένη ενέργεια και την εντροπία του ''ανενεργού''
έργου (αγγλ. cold work) αυτών των διαδικασιών. Σε όλη την παρούσα
μελέτη ο λόγος βT θα θεωρείται ελεύθερη παράμετρος σε μία προσπάθεια να
αποτυπωθεί η επίδρασή του στη συμπεριφορά του συστήματος.
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2.2.4 Σύνοψη των εξισώσεων

Έως αυτό το σημείο το σύστημα αποτελείται από τις εξισώσεις μάζας,
Εξ. (2.14), την εξίσωση διάχυσης της θερμότητας, Εξ. (2.21), καθώς και τους
καταστατικούς νόμους, Εξ. (2.8), (2.9), (2.15) και (2.16). Βάσει όλων αυτών,
γράφεται ως εξής,

D(s)ρs
Dt

+ ρs
∂vsz
∂z

= −MBω1 (2.24)
βf

D(s)∆p
Dt

− λf
D(s)T
Dt

+ 1
φ
D(s)φ
Dt

+
qf
φ

[
βf

∂∆p
∂z

− λf
∂T
∂z

]
+∂vsz

∂z
= − 1

φ

∂qf
∂z

+ MB

ρf
ω1

D(m)T
Dt

= κm
∂2T
∂z2

+ βT σε̇
p

j(ρC)m
+ r

j(ρC)m

όπου ω1 = (1− φ)(1− s) ρAB

MAB
k0exp(−E/RT ).

Στο επόμενο κεφάλαιο θα γίνει εκτενής αναφορά στις μηχανικές ιδιότητες
του υλικού, μέσω των οποίων θα απλοποιηθεί το πρόβλημα και θα κλείσει το
σύστημα.



Κεφάλαιο 3

Νόμοι τριβής

Η μηχανική συμπεριφορά των εδαφικών υλικών σε ένα ρήγμα αποτελεί ένα
ανοικτό πρόβλημα. Οι βασικότερες αιτίες είναι η διαφορά στις συνθήκες
θερμοκρασίας σε σχέση με το εργαστηριακό περιβάλλον καθώς και οι
μεταβολές της διαπερατότητας τόσο εντός του κατακερματισμένου πυρήνα,
όσο και στη διεπιφάνεια με τον περιβάλλοντα βράχο. Δεδομένου ότι το
υλικό έχει ήδη λάβει μία σημαντική διατμητική παραμόρφωση, αναμένεται
να βρίσκεται τουλάχιστον σε κρίσιμη κατάσταση (όπως υποθέσαμε στην
παράγραφο 2.2.1) εάν όχι σε παραμένουσα (περαιτέρω απομείωση της
διατμητικής αντοχής μετά το καθεστώς ισόχωρης παραμόρφωσης).

Στο τμήμα της βιβλιογραφίας που αφορά στη μελέτη ρηγμάτων χρήσει
του μοντέλου της ζώνης διάτμησης, γίνεται συνήθως η υπόθεση ότι το υλικό
ακολουθεί ένα νόμο τριβής τύπου Coulomb με σταθερό συντελεστή, π.χ.
[68, 80]. Οι εργασίες αυτές εστιάζουν κυρίως στους μηχανισμούς εναύσματος
των σεισμών. Αντίθετα, η πλειοψηφία των προσεγγίσεων αυτής καθεαυτής
της συμπεριφοράς κατά τη διάρκεια ενός σεισμού πραγματοποιείται με
τη βοήθεια του τριβέα με ελατήριο (αγγλ. stick-slip model) όπου θεωρείται
ότι ο συντελεστής τριβής στη διεπιφάνεια ρήγματος και υπερκείμενης
μάζας (απαραμόρφωτος τριβέας) παρουσιάζει χαλάρωση με την ταχύτητα
και κράτυνση με μία άλλη μεταβλητή κατάστασης του υλικού (συνήθως η
λείανση των επαφών) [14, 72]. Στο μέσο αυτών των θεωρήσεων, ο Vardoulakis
[86, 87, 88] αρχικά και οι Veveakis et al. [89] στη συνέχεια προσέγγισαν
με εξαιρετική ακρίβεια τη συμπεριφορά της καταστροφικής κατολίσθησης
της Vaiont (1963) υποθέτοντας στη βάση της μία ζώνη διάτμησης η οποία
παραλάμβανε όλη την παραμόρφωση και αποτελούνταν από αργιλικό
υλικό που εμφάνιζε κράτυνση με το ρυθμό διατμητικής παραμόρφωσης και
χαλάρωση με τη θερμοκρασία.

Στην παρούσα μελέτη, προσπαθώντας να εστιάσουμε στη μετάβαση από
τον ερπυσμό στη σεισμική ολίσθηση, δεχόμαστε ότι το υλικό συμπεριφέρεται
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ιξωδο-πλαστικά, εμφανίζοντας ένα νόμο τριβής που εξαρτάται από το ρυθμό
διατμητικής παραμόρφωσης και τη θερμοκρασία. Στο κεφάλαιο αυτό, αρχικά
γίνεται μία σύνδεση με το μοντέλο και στη συνέχεια παρουσιάζεται η μελέτη
της [90] όπου έγινε σύγκριση τριών από τους πλέον διαδεδομένους νόμους της
βιβλιογραφίας.

3.1 Μοντελο πλαστικότητας

Χωρίς βλάβη της γενικότητας εισάγουμε εδώ ενδεικτικές ποσότητες
αναφοράς για τη θερμοκρασία και το ρυθμό παραμόρφωσης, Tref και γ̇ref
αντιστοίχως, μαζί με τις αδιάστατες ποσότητες

z? =
z

(d/2)
, t? =

κm
(d/2)2

t, T ? =
T

Tref
, γ̇? =

γ̇

γ̇ref
,∆p? =

∆p

σ′
n

(3.1)

Τότε, η εξίσωση διάχυσης της θερμότητας γράφεται:

D(m)T ?

Dt?
=
∂2T ?

∂z?2
+

δloc
jkmTref

(
d

2

)2

+
r

jkmTref

(
d

2

)2

(3.2)

Δεδομένης της Εξ. (2.23), ταυτίζουμε την εσωτερική μεταβλητή ξ με
τη συσσωρευμένη πλαστική παραμόρφωση, ακολουθώντας τη λογική των
Rosakis et al. [70]. Για μονότονη φόρτιση, μπορούμε να συνδυάσουμε
επιβεβαιωμένη πειραματικά κράτυνση με το ρυθμό διατμητικής
παραμόρφωσης των γεωυλικών [53, 51], με ημι-εμπειρικούς νόμους
ιξωδοπλαστικότητας, όπως το μοντέλο Perzyna [66] και να οδηγηθούμε στη
σχέση:

σ = σY (ε
p?, T ?)f(ε̇p?) (3.3)

όπου σY η τάση διαρροής, η οποία είναι συνάρτηση της πλαστικής
παραμόρφωσης και της θερμοκρασίας, και f ′ > 0 στην περίπτωση της
κράτυνσης. Η έκφραση των τάσεων, Εξ. (3.3), αναφέρεται στη βιβλιογραφία
ως τάση ροής (αγγλ. flow stress). Μπορούμε επιπρόσθετα να υποθέσουμε ότι:

σY (ε
p, T ) = σ0(ε

p?)g(T ?) (3.4)

Τα γεωυλικά μπορούν εξίσου να εμφανίζουν χαλάρωση και κράτυνση
[88]. Σε αυτή τη μελέτη η εξάρτηση της τάσης ροής με την πλαστική
παραμόρφωση θα θεωρηθεί σταθερή. Επιπλέον, υποθέτουμε ότι οι
μηχανισμοί του ρυθμού διατμητικής παραμόρφωσης και της θερμοκρασίας
δρουν ανταγωνιστικά μεταξύ τους, όπως στην [90],

σ = σ0g(T
?)f(ε̇p?) (3.5)
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Όπως έδειξαν οι Veveakis et al., [90], εάν εισάγουμε ένα συντελεστή τριβής
που εξαρτάται από το ρυθμό διατμητικής παραμόρφωσης και μία μεταβλητή
κατάστασης [14, 15, 16, 17, 72] μπορούμε να καταλήξουμε σε παρόμοια
μορφή της τάσης ροής με αυτήν της Εξ. (3.5) για την περίπτωση της απλής
διάτμησης. Στην ίδια μελέτη παρουσιάζεται μία ποιοτική σύγκριση των
πλέον χρησιμοποιούμενων νόμων τριβής αυτού του τύπου και αναλύεται στη
συνέχεια.

3.2 Νόμοι Τριβής και Αριθμητική Ανάλυση
Ευστάθειας

Έστω ότι η στερεή φάση υπακούει σε ένα νόμο τριβής τύπου Coulomb,

τn = µσ′
n (3.6)

όπου µ είναι ο συντελεστής τριβής. Υποθέτουμε ότι ο συντελεστής τριβής
είναι συνάρτηση του ρυθμού διατμητικής παραμόρφωσης και κάποιας
μεταβλητής κατάστασης. Μεταβλητές κατάστασης κατά τη Θερμοδυναμική
είναι μακροσκοπικές ποσότητες που οφείλονται στην αλληλεπίδραση των
σωματιδίων του υλικού σε μικροσκοπικό επίπεδο. Τυπικά παραδείγματα
είναι η θερμοκρασία, η πίεση, η εσωτερική ενέργεια, η ενθαλπία, η εντροπία,
ο όγκος, η πυκνότητα, η μάζα. Εδώ, θεωρούμε ότι ο συντελεστής τριβής είναι
γινόμενο μίας συνάρτησης του ρυθμού διατμητικής παραμόρφωσης και μίας
συνάρτησης της θερμοκρασίας,

µ(γ̇?, T ?) = f(γ̇?)g(T ?) (3.7)

Υποθέτουμε επίσης ότι οι συγκεκριμένες συναρτήσεις είναι γνησίως
μονότονες και ανταγωνιστικές (εάν f αύξουσα τότε g φθίνουσα και
αντιστρόφως). Βάσει των όσων δείξαμε στο Κεφάλαιο 2 στην παράγραφο
2.2.1, τn(t) = µ(t)(σ′

n − ∆p(t)), το οποίο μπορεί να αντικατασταθεί στην
Εξ. (3.3), οδηγώντας στην τn = µσ′

n (1−∆p?). Γίνεται εύκολα αντιληπτό ότι
η ρεολογία είναι μη Νευτωνική ([88]), αφού

τn =

[
σ′
n (1−∆p?)

f(γ̇?)

γ̇?
g(T ?)

]
γ̇? (3.8)

Λαμβάνοντας υπόψιν ότι οι f, g είναι γνησίως μονότονες, μπορεί κανείς
να αντιστρέψει και να εκφράσει το ρυθμό διατμητικής παραμόρφωσης
συναρτήσει της θερμοκρασίας,

f(γ̇?) =
τn

σ′
n (1−∆p?) g(T ?)

⇒ γ̇? = f−1

(
τn

σ′
n (1−∆p?) g(T ?)

)
(3.9)
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Μία βασική απλοποίηση που γίνεται στα πλαίσια της πορο-μηχανικής
(αγγλ. poromechanics) είναι ότι το μηχανικό έργο λόγω διάτμησης του
σκελετού είναι πολύ μεγαλύτερο τόσο του αντίστοιχου ογκικού, όσο και του
ρευστού [12]. Επομένως, η συνάρτηση απωλειών, Εξ. (2.22), γράφεται

δloc = βTσε̇
p ≈ βT τnγ̇ (3.10)

ή διαφορετικά, λόγω της Εξ (3.9)

δloc = βT τnγ̇ = βT τnγ̇reff
−1

(
τn

σ′
n (1−∆p?) g(T ?)

)
(3.11)

Σημειώνουμε ότι με την επιλογή του κατάλληλου νόμου το σύστημα
των εξισώσεων κλείνει. Η διαδικασία όμως αυτή απαιτεί να εστιάσουμε
αποκλειστικά στο πρόβλημα της τριβής, δεδομένου ότι από την πλευρά
της μοντελοποίησης χρειάζεται να μελετηθεί ποιοτικά η συμπεριφορά του
υλικού ανεξάρτητα από τους υπόλοιπους μηχανισμούς για να εξαχθούν
χρήσιμα συμπεράσματα για την ποιότητά του. Γι' αυτό το λόγο, χωρίς
βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε για το υπόλοιπο του κεφαλαίου ότι
δεν υπάρχει διάσπαση του σκελετού. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα να μην
παράγεται επιπλέον πίεση πόρων ∆P και συνεπώς οι εξισώσεις μάζας
ικανοποιούνται εκ ταυτότητος, οι ταχύτητες vsz και vfz μηδενίζονται και η
μοναδική παραμένουσα εξίσωση είναι αυτή της διάχυσης της θερμότητας

D(m)T ?

Dt?
=
∂2T ?

∂z?2
+

δloc
jkmTref

(
d

2

)2

(3.12)

με τη συνάρτηση απωλειών να λαμβάνει τη μορφή

δloc = βT τnγ̇ = βT τnγ̇refF (T
?) (3.13)

όπου
F (T ?) = f−1

(
τn

σ′
ng(T

?)

)
(3.14)

3.2.1 Οι βασικοί νόμοι

Το υπό μελέτη απλοποιημένο πρόβλημα είναι μία ιξωδο-πλαστική ροή που
συνιστά μία εξώθερμη διαδικασία. Προφανώς, δεδομένης της υπόθεσης ότι
οι νόμοι είναι ανταγωνιστικοί, είτε έχουμε κράτυνση με το ρυθμό διατμητικής
παραμόρφωσης και χαλάρωση με τη θερμοκρασία, είτε το αντίστροφο,
παρέχουν την ίδια εξίσωση (Εξ (3.12)). Ακολουθώντας τη συζήτηση περί της
συμπεριφοράς των ρηγμάτων σε θερμές-υγρές συνθήκες [1], περιοριζόμαστε
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Εικόνα 3.1: Ο συντελεστής τριβής σε κρίσιμη κατάσταση για καολινίτη.
Διάφορες παρεμβολές των πειραματικών δεδομένων του Hicher. Για το νόμο
Arrhenius, µ = µ0exp

(
Ed

R

)
, η βέλτιστη επιτυγχάνεται για µ0 = 0.25 και

Ed/R = 14.3◦C ([37]).

στην πρώτη περίπτωση, η οποία αφορά περισσότερο θερμοκρασιακά
εξαρτώμενες αργίλους [51].

Ο Hicher [37] κατέγραψε πειραματικά μείωση του συντελεστή τριβής
στην κρίσιμη κατάσταση με τη θερμοκρασία σε καολινίτη. Τα αποτελέσματά
του συνοψίζονται στην Εικόνα 3.1 μαζί με διάφορες συναρτήσεις που
προσεγγίζουν τα δεδομένα. Στη συνέχεια θα εστιάσουμε σε τρεις από αυτές,
μία εκθετική, μία λογαριθμική και μία τύπου Arrhenius. Οι συγκεκριμένοι
νόμοι επιλέχθηκαν λόγω φυσικού νοήματος, αλλά και εκ του γεγονότος ότι
είναι ευρέως διαδεδομένοι στη γεωμηχανική.

Εκθετική εξάρτηση

Ακολουθώντας τον Vardoulakis [88] και τους Veveakis et al. [89] θεωρούμε
εκθετική εξάρτηση του συντελεστή τριβής σε κρίσιμη κατάσταση με τη
θερμοκρασία, ο οποίος απεικονίζεται στην Εικόνα 3.1 ως μηχανισμό
χαλάρωσης. Έχοντας ως κίνητρο τα πειράματα του Leinenkugel [53]
υποθέτουμε ένα νόμο τύπου δύναμης ως προς το ρυθμό διατμητικής
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παραμόρφωσης και εν τέλει προκύπτει [88]

µ = µref

(
γ̇

γ̇0

)N
e−M(T−T1) (3.15)

όπου M και N η ευαισθησία με τη θερμοκρασία και με το ρυθμό
παραμόρφωσης αντιστοίχως, ενώ µref , γ̇0 και T1 είναι οι τιμές αναφοράς
για το συντελεστή τριβής, το ρυθμό παραμόρφωσης και τη θερμοκρασία.
Συνήθως, για την τελευταία επιλέγουμε να είναι είτε η θερμοκρασία
στην οποία μετρήθηκαν οι διάφορες ιδιότητες του υλικού, είτε η μέγιστη
θερμοκρασία όπου μπορεί να δεχθεί το σύστημα (στο παρόν πρόβλημα λόγω
τήξης), ή η συνοριακή θερμοκρασία. Εμείς επιλέγουμε την τελευταία ώστε
να μελετήσουμε παράλληλα και την επίδραση των συνοριακών συνθηκών
στην ευστάθεια του συστήματος.

Θέτοντας στην περίπτωση αυτή T ? = m (T − T1), όπου m = M/N , η
αντίστοιχη αδιάστατη εξίσωση διάχυσης προκύπτει από την Εξ. (3.12), για
F (T ?) = mγ̇refe

T ? , Gr = mβT τnγ̇ref
jkm

(
d
2

)2, και γ̇ref = γ̇0

(
τn

σ′
nµref

) 1
N [88]

D(m)T ?

Dt?
=
∂2T ?

∂z?2
+GreT

? (3.16)

Σημειωτέον ότι σε αυτό το νόμο ο αριθμός Gruntfest περιλαμβάνει και τους
συντελεστές ευαισθησίας μέσω τουm.

Λογαριθμική εξάρτηση

Εάν υποθέσουμε λογαριθμική εξάρτηση τουµ με τη θερμοκρασία και το ρυθμό
παραμόρφωσης, τότε κατασκευάζουμε το γνωστό νόμο Dieterich-Ruina ([14],
[72]) για την περίπτωση όμως πεπερασμένου πάχους ζώνη διάτμησης ([90])

µ = µ0 + Aln

(
γ̇

γ̇ref

)
+Bln

(
T

Tref

)
(3.17)

όπου A και B εκφράζουν αντίστοιχα την ευαισθησία του συντελεστή τριβής
ως προς τα T και γ̇. Σημειώνουμε ότι στην κανονική του μορφή, ο νόμος
χρησιμοποιείται για τα υπό μελέτη υλικά, όπου αντί του T χρησιμοποιείται
ένα μέτρο της αδρότητας των επαφών στη διεπιφάνεια βράχων. Επομένως,
εάν θέλουμε να χρησιμοποιήσουμε αυτό το νόμο θα πρέπει να προσδιοριστούν
πειραματικά τα A και B. Όπως θα δούμε και στη συνέχεια, η συμπεριφορά
αυτού του νόμου εξαρτάται από το μέγεθος του λόγου των τελευταίων.

Δεχόμενοι τις αδιάστατες ποσότητες της Εξ.. (3.1) για γ̇ref = γ̇0, η
αντίστοιχη εξίσωση διάχυσης της θερμότητας προκύπτει από την Εξ. (3.12),
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για F (T ?) = γ̇0T
?m, όπουm = −B/A και Gr = βT τnγ̇0

Tref (jkm)

(
d
2

)2
D(m)T ?

Dt?
=
∂2T ?

∂z?2
+GrT ?m (3.18)

Εξάρτηση τύπου Arrhenius

Το πλέον γνωστό ρεολογικό μοντέλο είναι ο νόμος Arrhenius,

µ = µref

(
γ̇

γ̇ref

)N
e

Ed
RT (3.19)

όπου Ed είναι η ενέργεια ενεργοποίησης του μηχανισμού αύξησης
(ή απομείωσης) της θερμότητας που παράγεται από την τριβή λόγω
θερμοκρασίας και R η παγκόσμια σταθερά των αερίων (8.3JK−1mole−1).
Θέτοντας T ? = m(T −T1) η αντίστοιχη κανονικοποιημένη εξίσωση διάχυσης
προκύπτει από την Εξ. (3.12) για F (T ?) = mγ̇0e

(
− Ard

1+δT?

)
, Ard = Ed/RNT1,

δ = 1/(mT1), Gr = mβT τnγ̇0
jkm

(
d
2

)2, και γ̇0 = γ̇ref

(
τn

σ′
nµref

) 1
N

D(m)T ?

Dt?
=
∂2T ?

∂z?2
+Gre

(
− Ard

1+δT?

)
(3.20)

Σημειώνουμε ότι ο λόγος της ευαισθησίας των δύο ανταγωνιστικών
μηχανισμών εμφανίζεται και σε αυτό το μοντέλο και εκφράζεται από την
ποσότητα Ard. Στα πλαίσια της Χημικής Μηχανικής, αυτός ορίζεται ως
ενέργεια ενεργοποίησης των μηχανισμών της τριβής. Στο φορμαλισμό που
ακολουθούμε, το Ard εκφράζει το ενεργειακό επίπεδο στο οποίο η τριβή
παρουσιάζει εξάρτηση από τη θερμοκρασία και το ρυθμό διατμητικής
παραμόρφωσης. Χρειάζεται να τονίσουμε ότι σε ένα υλικό που εμφανίζει
κράτυνση με το ρυθμό παραμόρφωσης, εάν 0 < N < 1 τότε η απόκριση
με το ρυθμό της τριβής είναι κοίλη, εάν N = 1 γραμμική και εάν N > 1
κυρτή. Από φυσικής άποψης αναμένεται ότι ο συντελεστής τριβής παραμένει
πεπερασμένος ακόμη και για υψηλούς ρυθμούς παραμόρφωσης. Επομένως,
απαιτούμε μία κοίλη συμπεριφορά, 0 < N < 1.

3.2.2 Χαρακτηρισμός των νόμων τριβής

Χαρακτηρισμός ως προς τις μαθηματικές ιδιότητες

Στη βιβλιογραφία ([22], [24]) αποδεικνύεται ότι οι Εξ. (3.16),(3.18) μπορούν
να παρουσιάζουν απειρισμό στη λύση τους σε πεπερασμένο χρόνο [25, 26]
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φαινόμενο που ονομάζεται στη βιβλιογραφία finite-time blow up. Αντιθέτως,
όπως αποδεικνύεται στην [90] η Εξ. (3.20) δεν εμφανίζει τέτοια συμπεριφορά.
Οι φυσικές ιδιότητες κάθε μοντέλου δεν είναι άμεσα προφανείς και απαιτούν
περαιτέρω διερεύνηση η οποία πραγματοποιήθηκε μέσω αριθμητικής
ανάλυσης διακλαδώσεων.

Χαρακτηρισμός ως προς την ευστάθεια και τις διακλαδώσεις

Μελετήθηκε η στάσιμη κατάσταση των τριών εξισώσεων, Εξ. (3.16), (3.18),
(3.20) με συνοριακές συνθήκες τύπου Dirichlet και Neumann,

d2T ?

dz?2
+GreT

?

= 0, {T ?(1) = Tbound, T
?′(0) = 0} (3.21)

d2T ?

dz?2
+GrT ?m = 0, {T ?(1) = Tbound, T

?′(0) = 0} (3.22)

d2T ?

dz?2
+Gre−

Ard
(1+δT?) = 0, {T ?(1) = Tbound, T

?′(0) = 0} (3.23)

Σημειώνουμε ότι εφόσον μελετάται η στάσιμη κατάσταση, οι όροι εκ
μεταφοράς μηδενίζονται, όπως έδειξε και ο Vardoulakis [88]. Η κατανομή
της θερμοκρασίας καθ' ύψος της ζώνης διάτμησης ικανοποιεί μία τυπική
συνθήκη συμμετρίας [7] με μέγιστο στο κέντρο (z? = 0). Η τιμή της
θερμοκρασίας στο σύνορο (z? = 1) είναι σταθερή. Αυτή η επιλογή έγινε για
να μελετηθούν οι λύσεις ισορροπίας και δεν είναι απαραίτητα σωστή για
χρονο-εξαρτημένα προβλήματα

Για τον υπολογισμό των λύσεων ισορροπίας και τον καθορισμό της
ευστάθειάς τους χρησιμοποιήθηκαν πεπερασμένες διαφορές σε συνδυασμό
με μία μέθοδο βηματισμού σε καμπύλη ([6]). Οι ιδιοτιμές της Ιακωβιανής του
αριθμητικού συστήματος υπολογίζονται ώστε να καθοριστεί η ευστάθεια.
Όπως απεικονίζεται στην Εικόνα 3.2 ((a) και(b)) οι δύο πρώτες εξισώσεις
(3.21), (3.22) παρουσιάζουν ένα σημείο στροφής σε μια κρίσιμη τιμή του
αριθμού Gruntfest, Grc: η Εξ. (3.21) πάντα, ενώ η Εξ. (3.22) μόνο για m > 1,
σε συμφωνία με τα αποτελέσματα των Fujita [24] και Galaktionov and Vazquez
[25]. Αυτό το σημείο στροφής ορίζει (μέσο του προσήμου της μέγιστης
ιδιοτιμής) έναν ευσταθή (χαμηλό) κλάδο λύσεων και ένα ασταθή (υψηλό).
Οι Leroy and Molinari ([54]) και Chen et al. ([7]) παρουσιάζουν την ίδια
συμπεριφορά για την εκθετική εξίσωση (3.21), γνωστή και ως Bratu [6].

Η συμπεριφορά που απεικονίζεται στην Εικόνα 3.2 ((a), (b) και (c))
αντιπροσωπεύει το φαινόμενο της θερμικής διαφυγής (αγγλ. thermal runaway)
3.2 ((a), (b) and (c)). Αναλόγως της τιμής του αριθμού Gruntfest, το πρόβλημα
παρουσιάζει δύο (Gr < Grc), μία (Gr = Grc) ή καμία (Gr > Grc) λύση
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Εικόνα 3.2: Διαγράμματα διακλαδώσεων για: (a) το πρόβλημα Bratu. Τα
αποτελέσματα παριστάνονται για διαφορετικές τιμές της συνοριακής θερμοκρασίας.
Όλες οι κατανομές παρουσιάζουν σημείο στροφής, για Gr = Grc. Ο χαμηλότερος
κλάδος είναι ευσταθής (eig(J) < 0 με J η Ιακωβιανή του συστήματος), ενώ ο
ανώτερος ασταθής (eig(J) > 0). (b) το νόμο τύπου Dieterich-Ruina για διάφορες
τιμές του εκθέτη, −B/A. Σημειώνουμε ότι για −B/A > 1 το μοντέλο παρουσιάζει
σημείο στροφής, όπως στο πρόβλημα Bratu, ενώ για −B/A < 1 η μοναδική λύση
είναι ευσταθής. (c) ο ίδιος νόμος για −B/A = 1.5 και διαφορετικές τιμές της
συνοριακής θερμοκρασίας. Όλες οι κατανομές παρουσιάζουν σημείο στροφής, για
Gr = Grc. (d) το μοντέλο Arrhenius, για T ?bound = 0. Ανάλογα με τις παραμέτρους
του υλικού και τη συνοριακή θερμοκρασία η καμπύλη μπορεί να είναι κανονική τύπου
S ή τανυσμένη (Εξ. (3.24)). Η κανονική έχει δύο σημεία στροφής για Gr = Grc
(χαμηλά) καιGr = Gr0 (υψηλά). Ο κατώτερος κλάδος έχει την ίδια συμπεριφορά με
τα προηγούμενα μοντέλα, ενώ ο ανώτερος ευσταθής περιορίζει την άπειρη αύξηση
της θερμοκρασίας. (e) ο χαμηλός κλάδος για κανονική καμπύλη τύπου S για το νόμο
Arrhenius και διαφορετικές τιμές θερμοκρασίας στο σύνορο.
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ισορροπίας. Παρουσιάζεται ακόμη η επίδραση των συνοριακών συνθηκών.
Όπως παρατηρούμε στην Εικόνα 3.2((a)and (c)), όταν αυξάνει η συνοριακή
θερμοκρασία, η κρίσιμη τιμή του αριθμού Gruntfest, Grc, μειώνεται. Βάσει
των προηγουμένων, καταλήγουμε ότι ο εκθετικός και ο λογαριθμικός νόμος,
γιαm > 1, παρουσιάζουν παρόμοια ποιοτική συμπεριφορά.

Η περίπτωση του νόμου Arrhenius παρουσιάζει επίσης μεταβολή στο
πλήθος των λύσεων ισορροπίας (Εικόνα 3.2(d)). Στο βιβλίο του Law ([52], pp.
313-317) βρίσκει κανείς ότι ο νόμος Arrhenius χάνει κλάδους λύσεων όταν
ισχύει η ανισότητα,

Ard ≤ 4 (1 + δ · bound) (3.24)

Όσο ισχύει αυτή, το σύστημα παρουσιάζει μία ευσταθή λύση ισορροπίας για
κάθε αριθμό Gruntfest, μία απόκριση που συνήθως ονομάζεται τανυσμένη
καμπύλη τύπου S (αγγλ. “stretched S-curve”) [52] (Εικόνα 3.2(d)). Όπως
παρατηρούμε στην Εικόνα 3.2(e), αυξάνοντας τη συνοριακή θερμοκρασία
(δηλαδή επιβάλλοντας υψηλότερο ενεργειακό επίπεδο στο σύστημα),
ο χαμηλός ευσταθής κλάδος συρρικνώνεται σε σχέση με τις συνθήκες
φόρτισης, όπως αυτές εκφράζονται μέσω του Gr. Την ίδια στιγμή, το εύρος
των θερμοκρασιών που καθορίζουν την ευσταθή περιοχή (u − L) για ένα
δεδομένο Gr μειώνεται αντίστοιχα. Η ίδια ανισότητα υπονοεί ότι, όταν το
υλικό παρουσιάζει μικρό Ard, η παραγωγή θερμότητας λόγω τριβής γίνεται
σημαντική σε χαμηλές θερμοκρασίες και η απόκριση του συστήματος τείνει
σε μία τανυσμένη καμπύλη τύπου S. Αυτή η συζήτηση υπογραμμίζει την
ανάγκη να πραγματοποιηθούν κατάλληλες πειραματικές δοκιμές, δεδομένου
του γεγονότος ότι τα −B/A και Ard εξαρτώνται από την ευαισθησία του
υλικού στην θερμοκρασία και το ρυθμό παραμόρφωσης.

Όταν δεν ισχύει η ανισότητα (3.24), το διάγραμμα διακλαδώσεων
λαμβάνει τη μορφή μίας κανονικής καμπύλης τύπου S (αγγλ. “folded S
curve”) όπως απεικονίζεται στην Εικόνα 3.2(d). Σε αυτήν την περίπτωση,
πρέπει να σημειωθεί ότι η συμπεριφορά σε χαμηλές θερμοκρασίες είναι
ταυτόσημη με αυτή του εκθετικού και του λογαριθμικού νόμου. Στο βιβλίο
του Fowler ([23], pp.181-190) παρουσιάζεται μία ασυμπτωτική ανάλυση του
προβλήματος Εξ. (3.20), όπου ο νόμος Arrhenius ταυτίζεται με τον εκθετικό
για θερμοκρασίες O(1). Η διαφορά όμως είναι ότι στις υψηλές θερμοκρασίες
ο πρώτος παρουσιάζει ένα ευσταθή, τρίτο κλάδο [63] (Εικόνα 3.2(d)) το οποίο
σημαίνει ότι το σύστημα τείνει σε υψηλές, μα πεπερασμένες θερμοκρασίες
και επομένως δεν εμφανίζει θερμική διαφυγή [61]. Πράγματι, στην ίδια
ασυμπτωτική ανάλυση αποδεικνύεται ότι αυτός ο κλάδος προσεγγίζεται για
θερμοκρασίες μεγαλύτερες της τάξης του ∼ O(Ar2d) θέτοντας το ερώτημα
κατα πόσον είναι ρεαλιστικές στα πλαίσια της γεωμηχανικής. Τέλος,
παρατηρούμε στην Εικόνα 3.2(e) ότι και εδώ ο κρίσιμος αριθμός Gruntfest του
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κατώτερου σημείου στροφής, Grc, μειώνεται με την αύξηση της συνοριακής
θερμοκρασίας.

Χαρακτηρισμός ως προς τη φυσική συμπεριφορά

Στην Εικόνα 3.2, οι ασταθείς κλάδοι αντιπροσωπεύουν μία σημαντική
διαδικασία. Από τη γραφική παράσταση της κατανομής της συνάρτησης
απωλειών (Εικόνα 3.3) παρατηρούμε ότι, μετά το σημείο στροφής, η κλίση
της αλλάζει οδηγώντας σε εντοπισμό προς το κέντρο της ζώνης. Επομένως,
ο ασταθής κλάδος μπορεί να αντιστοιχεί σε θερμικό εντοπισμό σε μία
χρονο-εξαρτημένη, οιονεί-στατική εξέλιξη (βλέπε Κεφάλαιο 5). Εφόσον ο
ρυθμός διατμητικής παραμόρφωσης είναι συζευμένος με τη θερμοκρασία
μέσω της Εξ. (3.9), είναι εμφανές ότι, όπως και σε περιπτώσεις χαλάρωσης
με το ρυθμό παραμόρφωσης, και η χαλάρωση με τη θερμοκρασία οδηγεί σε
εντοπισμό της παραμόρφωσης ([89]). Το φαινόμενο αυτό καταδεικνύει τη
δημιουργία ενός διατμητικού στρώματος (αγγλ. shear band) στο εσωτερικό
της αρχικής ζώνης διάτμησης. Αυτή η συμπεριφορά είναι εμφανίζεται σε
όλους τους νόμους (αρκεί προφανώς (−B/A) > 1, Ard > 4 (1 + δ · θbound))
στον ασταθή κλάδο. Η διαφορά ωστόσο έγκειται στο γεγονός ότι ο
εκθετικός νόμος είναι ανεξάρτητος τόσο των ιδιοτήτων του υλικού όσο και
της συνοριακής θερμοκρασίας σε ποιοτικό επίπεδο, ενώ ο νόμος τύπου
Dietrich-Ruina εξαρτάται από τις παραμέτρους του υλικού μέσω του λόγoυ
−B/A και ο νόμος Arrhenius επηρεάζεται και από το υλικό (μέσω του
Ard) και από τη θερμοκρασία στο άκρο της ζώνης. Παραμένει βεβαίως
να αποδειχθεί εάν αυτές οι περιπτώσεις συνδέονται με παρατηρήσιμες
εκφάνσεις του πραγματικού γεωφυσικού προβλήματος.

Σε πραγματικές συνθήκες μίας οιονεί-στατικής περίπτωσης (βλέπε
Κεφάλαιο 5), το σύστημα έχει ένα σταθερό αριθμό Gruntfest . Αναλόγως της
αρχικής συνθήκης, η εξέλιξη της θερμοκρασίας χαρακτηρίζεται προφανώς
από τα σημεία ισορροπίας. Σε όλα τα μοντέλα, για αρχικές θερμοκρασίες
μικρότερες της ασταθούς λύσης το σύστημα θα τείνει στη χαμηλή ευσταθή
θερμοκρασία που αντιστοιχεί στο δεδομένο Gr. Εάν η αρχική συνθήκη είναι
υψηλότερη της ασταθούς, τότε οι δύο πρώτοι νόμοι προβλέπουν άπειρη
αύξηση της θερμοκρασίας. Αυτό το γεγονός μαζί με τη μαθηματική ιδιότητα
του απειρισμού σε πεπερασμένο χρόνο καθιστά τα δύο πρώτα μοντέλα μη
αποδεκτά από φυσικής σκοπιάς, αφού δεν επιτρέπεται απεριόριστη αύξηση
της θερμοκρασίας στη φύση. Από την άλλη, ο νόμος του Arrhenius παρέχει
την ίδια μαθηματική και φυσική συμπεριφορά σε χαμηλές θερμοκρασίες,
προσεγγίζει τα πειραματικά δεδομένα εξίσου ικανοποιητικά (Εικόνα 3.1) και
οδηγεί το σύστημα σε αρκετά υψηλές, αλλά πεπερασμένες θερμοκρασίες.
Επομένως, από πλευράς μοντελοποίησης είναι προτιμητέος.
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Εικόνα 3.3: Διάγραμμα κατανομής καθ' ύψος της ζώνης διάτμησης της
συνάρτησης απωλειών (1) D?/Gr = eT

? , (2) D?/Gr = T ?m,m = 5, (3)
D?/Gr = e−

Ard
1+δT? , δ = 10−2 και τυχαία τιμή του Ard. Αφόυ Gr > 0, η

καμπύλη απεικονίζει ποιοτικά τη φυσιογνωμία της συνάρτησης απωλειών (a)
στον κατώτερο ευσταθή κλάδο (b) στον ασταθή κλάδο των διαγραμμάτων
διακλάδωσης της Εικόνας 3.2. Παρατηρούμε τον εντοπισμό των απωλειών
κατά την αστάθεια και για τους τρεις νόμους.

Όσον αφορά τη συμπεριφορά της ζώνης διάτμησης στο υψηλό καθεστώς,
μπορεί κανείς άμεσα να υποθέσει ότι σε αυτό το ενεργειακό επίπεδο είναι
δυνατή η ενεργοποίηση μίας χημικής αντίδρασης εντός του διατμητικού
στρώματος. Αυτό το φαινόμενο δύναται να εξισορροπήσει τον εντοπισμό
που παρατηρήσαμε και να παράσχει μία καινούρια στάσιμη κατάσταση του
συστήματος σε διαφορετικές τάξεις μεγέθους της θερμοκρασίας. Μία τέτοια
περίπτωση είναι αυτή που περιγράφεται στο Κεφάλαιο 2 με τη διάσπαση
του σκελετού. Όπως, άλλωστε τονίζεται και στην [90] τα προβλήματα των
γεωυλικών και ιδιαίτερα της μηχανικής των ρηγμάτων περιλαμβάνουν
ενδόθερμες χημικές αντιδράσεις όπως η θερμική υπερπίεση, η διάσπαση (ή
γενικότερα η αλλαγή σύστασης) ή η τήξη της στερεής φάσης.



Κεφάλαιο 4

Το τελικό σύστημα των εξισώσεων

4.1 Σύνοψη των εξισώσεων

Χρησιμοποιώντας όσα ειπώθηκαν, στο παρόν κεφάλαιο το γενικό πρόβλημα
της διάσπασης μπορεί να γραφεί στην τελική του μορφή. Για το γενικό
πρόβλημα θέτουμε στην Εξ. (3.5),

f(ε̇p) = f(γ̇) =

(
γ̇

γ̇0

)N
, g(T ) = exp

(
Td
T

)
(4.1)

Ακολουθώντας την [90] απαιτούμε 0 < N ≤ 1 ώστε ο συντελεστής τριβής
να παραμένει φραγμένος και θέτουμε Ed = xE, δηλαδή ότι η ενέργεια
ενεργοποίησης της μεταβολής της τριβής με τη θερμοκρασία είναι ένα
ποσοστό x της ενέργειας ενεργοποίησης της χημικής αντίδρασης. Ο νόμος
που περιγράφεται στην Εξ. (4.1) ουσιαστικά εισάγει την μεταβολή του
συντελεστή τριβής με τη θερμοκρασία ως μία χημική αντίδραση μηδενικής
τάξης, αφού δεν επιδρά στις συγκεντρώσεις των συστατικών. Ενώ το x
μπορεί επί της αρχής να είναι μεγαλύτερο του N , η μελέτη περιορίζεται σε
πιο ρεαλιστικές τιμές του λόγου x/N < 1, ακολούθως προς την [90]. Τότε, η
συνάρτηση απωλειών, Εξ. (2.22) γράφεται,

δloc = βT τnγ̇ = βT τnγ̇0

(
1− ∆p

σ′
n

)−1/N

exp

(
− Ed
NRT

)
(4.2)

για την εξαγωγή της οποίας χρησιμοποιήθηκε ότι σ0 = µ0σ
′
n. Η Εξ. (4.2)

αποτελεί γενίκευση της Εξ. (3.13).
Το σύστημα (Εξ. (2.24)) ξαναγράφεται βάσει των καταστατικών νόμων 3.5

και 4.1 και λαμβάνει τη μορφή,
D(s)ρs
Dt

+ ρs
∂vsz
∂z

= −MBω1 (4.3)
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βf
D(s)∆p
Dt

− λf
D(s)T
Dt

+ 1
φ
D(s)φ
Dt

+
qf
φ

[
βf

∂∆p
∂z

− λf
∂T
∂z

]
+ ∂vsz

∂z
= − 1

φ

∂qf
∂z

+ MB

ρf
ω1

j(ρC)m
D(m)T
Dt

= jkm
∂2T
∂z2

+ βT τnγ̇0

(
1− ∆p

σ′
n

)−1/N

e−
Ed

NRT − |∆H|ω1

και υπενθυμίζεται ότι ω1 = (1− φ)(1− s) ρAB

MAB
k0exp(−E/RT ).

Το πρώτο βήμα για να καθορίσουμε την απόκριση του συστήματος
είναι να μελετήσουμε την ευστάθεια των λύσεων ισορροπίας του. Αυτό
υποδεικνύεται επίσης από το γεγονός ότι, σε αυτού του είδους τα προβλήματα,
όλες οι βασικές υποθέσεις και οι καταστατικού νόμοι ισχύουν κοντά στην
ισορροπία [68]. Μέσα από αυτή τη μελέτη αναμένουμε να προκύψει η
επίδραση των διαφόρων παραμέτρων στη συμπεριφορά του μοντέλου.

4.2 Το χρονο-ανεξάρτητο σύστημα

Στην κατάσταση ισορροπίας, η ολοκλήρωση της εξίσωσης της μάζας του
μίγματος δίνει ρmvmz = C0, όπου C0 είναι μία σταθερά που προκύπτει από τις
συνοριακές συνθήκες. Εάν επιβάλουμε συνέχεια στα πεδία ταχυτήτων καθ'
ύψος της ζώνης διάτμησης, όπως παρουσιάζεται στην παράγραφο 4.2.1,
τότε vmz = 0. Με αυτόν τον τρόπο οι όροι εκ μεταφοράς που εμφανίζονται
στην εξίσωση διάχυσης της θερμότητας εξαφανίζονται. Επιπλέον, αρκεί να
χρησιμοποιήσουμε μόνο μία εξίσωση μάζας.

Κανονικοποιούμε το σύστημα εισάγοντας τις αδιάστατες ποσότητες

t? =
κm

(d/2)2
t, z? =

z

d/2
, T ? = m(T − Tc), ∆p

? =
∆p

σ′
n

(4.4)

όπου Tc μία θερμοκρασία αναφοράς. Συνήθως, για την τελευταία επιλέγουμε
να είναι είτε η θερμοκρασία στην οποία μετρήθηκαν οι διάφορες ιδιότητες
του υλικού, είτε η μέγιστη θερμοκρασία που μπορεί να δεχθεί το σύστημα
(στο παρόν πρόβλημα λόγω τήξης), ή η συνοριακή θερμοκρασία. Εμείς
επιλέγουμε την τελευταία ώστε να μελετήσουμε παράλληλα και την επίδραση
των συνοριακών συνθηκών στην ευστάθεια του συστήματος. Επομένως,
το σύστημα των εξισώσεων απλοποιείται στο ακόλουθο, όπου για λόγους
ευκολίας παραλείπονται οι υπερκείμενοι αστερίσκοι,

∂2∆p

∂z2
+ Shm ·∆p+ Leζµre

ArδT
1+δT = 0 (4.5)

∂2T

∂z2
+
[
Gr(1−∆p)−1/Ne

aAr
1+δT − (1− φ)(1− s)

]
e

ArδT
1+δT = 0
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Οι μόνοι όροι εκ μεταφοράς που επηρεάζουν το σύστημα δίδονται υπό τη
μορφή Shm ·∆p, όπου στην περίπτωσή μας ο αριθμός Sherwood του μίγματος
λαμβάνει τη μορφή Shm = q(z) 1

∆p
d∆p
dz
, με

q(z) =

(
3− 2φ

φ(1− φ)
+
ρ̄s − ρCO2

ρm

)
dφ

dz
+

(
βfσ

′
n

ρs
ρm

)
d∆p

dz
− (4.6)

−
(
λf
m

ρs
ρm

)
dT

dz
+

(
φρB

ρA − ρAB
ρ̄sρm

)
ds

dz

Οι αδιάστατοι αριθμοί που εμφανίζονται στο σύστημα 4.5 ορίζονται ως
ακολούθως,

Le =
κmµf
kπσ′

n

, µr =
(d/2)2

κmσ′
n

k0
βf
e−Ar, Ar =

E

RTc
, (4.7)

a = 1− x

N
, x =

Ed
E
, δ =

1

mTc
,m =

jkm
|∆H|(d/2)2

eAr

k0ρAB

Gr =
βT τnγ̇0

k0|∆H|ρAB
, ζ =

(
ρm
ρB

)(
MB

MAB

)
(1− φ)(1− s)

Οι Εξ. (4.5) θα λυθούν αριθμητικά για κατάλληλες συνοριακές συνθήκες της
επιπλέον πίεσης πόρων και της θερμοκρασίας.

4.2.1 Συνοριακές συνθήκες

Συνταιριάζοντας τις εξωτερικές θερμοκρασιακές συνθήκες του υπερκείμενου
φορτίου με την εσωτερική λύση της ζώνης διάτμησης, απαιτούμε συνέχεια
τόσο της θερμοκρασίας όσο και της ροής θερμότητας κατά μήκος του συνόρου.
Επομένως θέτουμε Qouter = Qinner ή h(T − T∞) = −km∂T

∂z
, με το h να είναι

ο συντελεστής μεταφοράς θερμότητας στη διεπιφάνεια το βράχου με τη ζώνη
διάτμησης και T∞ η θερμοκρασία περιβάλλοντος.

Εάν γράψουμε τη συνθήκη της διεπιφάνειας σε αδιάστατη μορφή
προκύπτει:

∂T

∂z
|z=1 +Nu[T(z=1) − T∞] = 0 (4.8)

όπου Nu = h
km

d
2
είναι ο αριθμός Nusselt της διεπιφάνειας και εκφράζει το

λόγο της μεταφοράς προς την αγωγή της θερμότητας στο σύνορο (δηλαδή
διαμέσου του κατακερματισμένου βράχου). Είναι εμφανές ότι όταν Nu → 0
οδηγούμαστε σε αδιαβατικές συνθήκες, ενώ όταν Nu → ∞ καταλήγουμε σε
ισόθερμες. Τυπικά, ο αριθμός αυτός εξαρτάται από το ρυθμό διατμητικής
παραμόρφωσης, ενώ κατά τη διάρκεια της διάτμησης ενός γεωυλικού
μπορούν να εμφανιστούν αδιαβατικές συνθήκες όταν ο ρυθμός διάτμησης
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είναι σημαντικός σε σύγκριση με το ρυθμό διάχυσης του υλικού [27, 28].
Σε διαφορετική περίπτωση, οι συνοριακές συνθήκες είναι είτε ισόθερμες
είτε σε ενδιάμεση κατάσταση. Με δεδομένο ότι η παρούσα μελέτη αφορά
την κατάσταση ερπυσμού του ρήγματος, δίνουμε έμφαση στις ισόθερμες
συνοριακές συνθήκες.

Σε πλήρη αναλογία με τη θερμοκρασία, όταν συνταιριάζουμε την
εξωτερική ροη ρευστού με την εσωτερική λύση, απαιτούμε συνέχεια στα
πεδία της πίεσης και της ροής κατά μήκος της ζώνης διάτμησης. Επομένως,
επιβάλουμε Qouter = Qinner ήM(∆p − ∆p∞) = − kπ

µf

∂∆p
∂z

, με τοM να είναι ο
συντελεστής μεταφοράς μάζας στη διεπιφάνεια και ∆p∞ = 0.

Αδιαστατοποιώντας παράγεται η ακόλουθη σχέση,

∂∆p

∂z
|z=1 + Sh ·∆p(z=1) = 0 (4.9)

όπου ∆p η επιπλέον πίεση πόρων και Sh =
Mµf
kπ

d
2
ο αριθμός Sherwood της

διεπιφάνειας. Είναι φανερό ότι όταν Sh→ 0 έχουμε αστράγγιστες συνθήκες,
ενώ όταν Sh→ ∞ έχουμε στραγγισμένες. Τυπικά, τα φυσικά ρήγματα έχουν
2−3 τάξεις μεγέθους μικρότερη διαπερατότητα απ' ό,τι ο περιβάλλων βράχος,
επομένως οι συνοριακές συνθήκες θα θεωρηθούν ουσιαστικά στραγγισμένες.

Στη συνέχεια της μελέτης, συνδυάζουμε τις συνοριακές συνθήκες με τις
συνθήκες συμμετρίας dT

dz
= d∆p

dz
= 0 στο κέντρο της ζώνης διάτμησης

4.2.2 Προσέγγιση παραμέτρων

Οι αδιάστατες παράμετροι, Εξ. (4.5), χρήζουν περαιτέρω ανάλυσης, ώστε
να κατανοηθεί το φυσικό τους νόημα καθώς και το εύρος τιμών τους.
Συγκεκριμένα, ο αριθμός Gruntfest εκφράζει το λόγο της χαρακτηριστικής
χρονο-κλίμακας της παραγωγής θερμότητας προς την αντίστοιχη της
μεταφοράς ενέργειας, δηλαδή της ενέργειας που απορροφάται ή εκλύεται
λόγω χημικών αντιδράσεων. Σε αυτή τη μελέτη λαμβάνουμε υπόψιν δύο
μηχανισμούς απορρόφησης της θερμότητας που παράγεται λόγω τριβής, την
ενδόθερμη χημική αντίδραση και τη διάχυση. Τα όρια του αριθμού Gruntfest
βοηθούν στην κατανόηση των φυσικών και χημικών διεργασιών που
χαρακτηρίζουν κάθε κατάσταση. Έτσι ότανGr → 0 ή βT τdγ̇0 � k0|∆H|ρAB,
η παραγόμενη θερμότητα λόγω τριβής είναι πολύ μικρότερη αυτής που
μπορεί να απορροφήσει το σύστημα έως ότου ενεργοποιηθεί η αντίδραση.
Άρα στο χαμηλό αυτό όριο η μόνη “ενεργή ”διαδικασία είναι η τριβή. Από
την άλλη, ότανGr → ∞ ή βT τdγ̇0 � k0|∆H|ρAB, η θερμότητα που παράγεται
λόγω τριβής είναι πολύ μεγαλύτερη αυτής που μπορεί να απορροφήσει το
σύστημα έως ότου ενεργοποιηθεί η αντίδραση. Αυτό σημαίνει ότι το σύστημα
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έχει αρκετή ενέργεια για να θέσει σε ισχύ τη διάσπαση του σκελετού η
οποία και χαρακτηρίζει αυτό το όριο των αριθμών Gruntfest. Δεδομένου ότι
ο συντελεστής Taylor-Quinney βT (Εξ.2.23) μπορεί να μεταβάλλεται με το
ρυθμό παραμόρφωσης, τη θερμοκρασία και την πίεση, ο Gr δεν είναι εν
γένει σταθερός. Γι' αυτό το λόγο επιλέγεται ως παράμετρος διακλάδωσης
του συστήματος.

Η αδιάστατη παράμετρος Le ονομάζεται αριθμός Lewis και εκφράζει τη
δυνατότητα του συστήματος να διαχέει ενέργεια σε σχέση με τη δυνατότητα
να διαχέει μάζα. Στην [90] θεωρήθηκε ότι είναι σταθερός και υπό την
υπόθεση της συμπυκνωμένης ύλης (δηλαδή ότι όλα τα συστατικά είναι σε
στερεή ή υγρά μορφή) ότι Le � 1. Ωστόσο, εδώ ο Le μεταβάλλεται με
τη θερμοκρασία και την πίεση ακλουθώντας την αλλαγή του πορώδους
μέσω του νόμου Kozeny-Carman, Εξ. (2.16). Στη σχετική βιβλιογραφία, η
διαπερατότητα ενός ρήγματος παρουσιάζει μεγάλο εύρος, λαμβάνοντας τιμές
μεταξύ 10−21 − 10−16 και υπάρχουν αναφορές ([68], [80]) ότι καθορίζει την
ευστάθεια και την εξέλιξη των ρηγμάτων στη φάση της υπερπίεσης (αγγλ.
pressurization). Ταυτόχρονα, το μοντέλο της διαπερατότητας λαμβάνει υπόψη
του μόνο το διασυνδεδεμένο πορώδες και χρειάζεται πιθανώς ένας πιο
ρεαλιστικός νόμος στην περίπτωση χημικών αντιδράσεων. Γι' αυτούς τους
λόγους, θα δοθεί περισσότερη έμφαση στην επίδραση αυτής της παραμέτρου
στην ευστάθεια του συστήματος.

Για την περίπτωση της διάσπασης του ανθρακικού ασβεστίου, η
ποσότητα I = (1 − φ)(1 − s) που εμφανίζεται στην εξίσωση θερμότητας
μεταβάλλεται ασθενώς με την πίεση (λόγω συμπιεστότητας του ρευστού),
αλλά παρουσιάζει ισχυρή εξάρτηση από τη θερμοκρασία, ιδιαίτερα σε
καθεστώς υψηλών πιέσεων και θερμοκρασιών, όπου μπορεί να μειωθεί
απότομα στο μηδέν. Την ίδια συμπεριφορά παρουσιάζει και η παράμετρος
ζ =

(
ρm
ρCO2

)(
MCO2

MCaCO3

)
(1− φ)(1− s).

Η έκφραση Ar είναι ο αριθμός Arrhenius ο οποίος μετρά το μέγεθος
της ενέργειας ενεργοποίησης της αντίδρασης και καθορίζει το εύρος
των θερμοκρασιών στο οποίο αυτή λαμβάνει χώρα ([52], p. 59-62). Ως
αποτέλεσμα, αυτός ο αριθμός εξαρτάται από τη συγκεκριμένη αντίδραση και
θα πρέπει να υπολογίζεται από μετρήσεις στις συνθήκες του πραγματικού
φαινομένου. Για τη διάσπαση του ανθρακικού ασβεστίου, όπως αναφέρθηκε
και στην παράγραφο 2.1, E = 200kJ/mol για θερμοκρασία 600◦C [59, 80].
Επομένως, ο αντίστοιχος αριθμός Arrhenius είναι περίπου 40. Αξίζει ωστόσο
να αναφέρουμε ότι η ενέργεια ενεργοποίησης E παρουσιάζει αρκετές
διακυμάνσεις στη βιβλιογραφία.

Ακολουθώντας τον ορισμό Ard = (x/N)Ar, ο λόγος a θα λέγαμε ότι
είναι η σχετική διαφορά των αριθμών Arrhenius των δύο αντιδράσεων
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(a = (Ar − Ard)/Ar). Εκφράζει τη σχετική διαφορά των ενεργειακών
επιπέδων όπου ενεργοποιούνται οι διαδικασίες και λαμβάνει τιμές 0 < a < 1,
αφού οι μεταβολές της τριβής αναμένονται να προηγούνται της αντίδρασης
[90]. Στο όριο a → 1 ή Ard → 0, η τριβή χρειάζεται ελάχιστη ενέργεια για
να μεταβάλλει την παραγωγή της ενώ στο άλλο άκρο a → 0 ή Ard → Ar,
χρειάζεται ενέργεια συγκρίσιμη με τη διάσπαση του σκελετού. Οι Veveakis
et al. [90] προσδιόρισαν από τα πειράματα του Leinenkugel [53] σε καολινίτη
και απ' τις τιμές των E, x ότι το a είναι a ∼ 0.1. Για να παρέχουμε καλύτερες
εκτιμήσεις γι' αυτήν την παράμετρο χρειάζεται να ταυτοποιήσουμε τους
διάφορους μηχανισμούς που λαμβάνουν χώρα στη μικρο-κλίμακα και να
καθορίσουμε το νόμο της τριβής. Παρόλ' αυτά, όπως φαίνεται στο διάγραμμα
7 της [90], οι περιοχές ευστάθειας του συστήματος εξαρτώνται τόσο από τη
συνοριακή θερμοκρασία, όσο και από το a και υπάρχει πάντα μία μέγιστη
τιμή της Tb κάτω από την οποία η συμπεριφορά είναι ποιοτικά παρόμοια.
Αυτό σημαίνει ότι μπορούμε να επιλέξουμε μία σταθερή τιμή του a (εδώ 0.5)
και να μεταβάλλουμε τη θερμοκρασία στο σύνορο ώστε να έχουμε παρόμοια
συμπεριφορά.

Ο λόγος δ περιλαμβάνει τους δύο μηχανισμούς απωλειών θερμότητας κατ'
όγκο του προβλήματος. Λαμβάνοντας υπόψιν ότι συνήθως ∆E ∼ E, δηλαδή
ότι η ειδική ενθαλπία είναι συγκρίσιμη με την ενέργεια ενεργοποίησης,
μπορούμε να το ξαναγράψουμε για τη διάσπαση ανθρακικού ασβεστίου ως
δ = R

ρCaCO3

jkm

(
d
2

)2
k0Are

−Ar. Χρησιμοποιώντας ενδεικτικές τιμές από τον
Πίνακα 4.1, προκύπτει η παρακάτω σχέση μεταξύ του δ και του ρυθμού
αντίδρασης µr

δ ≈ 10−2Ar · k0e−Ar, µr ≈ k0e
−Ar. (4.10)

Αυτές οι εκφράσεις δείχνουν ότι οι δύο αριθμοί μεταβάλλονται σημαντικά,
αφού e−Ar και k0 μεταβάλλονται σημαντικά. Ωστόσο, παρατηρούμε ότι δ ≈ µr
και ότι, για τιμές Ar = 40 και k0 = 1015, μπορούμε να τους προσεγγίσουμε
ως δ ≈ µr ∼ 10−3. Στο εξής, εάν δεν αναφέρεται διαφορετικά, οι τιμές
των παραμέτρων που χρησιμοποιούνται είναι αυτές που συνοψίζονται στον
Πίνακα 4.1.

Όπως είναι προφανές από τις εξισώσεις, το σύστημα καθορίζεται
από τον αριθμό Gruntfest στην εξίσωση διάχυσης της θερμότητας και το
γινόμενο Leζµr στην εξίσωση διάχυσης της πίεσης των πόρων. Ο ρόλο που
διαδραματίζουν αυτοί οι αριθμοί στη συμπεριφορά του συστήματος μπορεί
να καταστεί εμφανής εάν εφαρμόσουμε κατάλληλες τεχνικές αριθμητικής
ανάλυσης διακλαδώσεων, τα αποτελέσματα των οποίων παρουσιάζονται
σε επόμενα κεφάλαια. Πριν από αυτή την ανάλυση όμως, επιλύουμε μία
απλοποιημένη μορφή του προβλήματος για αργές χημικές αντιδράσεις.
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Πίνακας 4.1: Τιμές των ιδιοτήτων του υλικού, για ένα ρήγμα στα 7 km βάθος
Παράμετρος Τιμή Μονάδες Παράμετρος Τιμή Μονάδες

φ0 0.03 -- jkm 10−1 J/(Cms)

σ′
n 120 MPa d 10−3 m

MCaCO3 0.1 kg/mol κm 10−6 m2/s

MCaO 0.056 kg/mol kπ0 10−21 − 10−16 m2

MCO2 0.044 kg/mol k0 1015 1/s

ρCaCO3 2.71 · 103 kg/m3 Kc 1010 −
ρCaO 3.35 · 103 kg/m3 |∆H| 200 kJ/mol

µf 10−4 Pas ∆E 197 kJ/mol

Πίνακας 4.2: Ενδεικτικές τιμές των ιδιοτήτων του υλικού για ρήγμα σε βάθος
7km. Δεχόμαστε ότι N = 0.1, E = |∆H| και βf ≈ 10−3MPa−1, λf ≈
10−3◦C−1 [80]. Γι' αυτές τις τιμές και για Tc = 600◦Cοι αντίστοιχοι αδιάστατοι
αριθμοί είναι Ar = 40, δ = 0.0026, µr = 0.003, Le ≈ 2 · 10−5 (1−φ)2

φ3
για

kπ0 = 10−18 m2. Ωστόσο, δεδομένου ότι ορισμένες παράμετροι μεταβάλλονται
σημαντικά, είναι λογικό να δεχθούμε ότι ο αριθμός Lewis κυμαίνεται μεταξύ 1
και 1000, ενώ είναι περίπου 100 για kπ0 = 10−20 m2 και φ = φ0. Οι συνοριακή
θερμοκρασία ακολουθεί τη γεωθερμική βαθμίδα, δηλαδή Tb = 210◦C σε
βάθος 7 km και υποθέτουμε ότι το στο σύνορο ∆pb = 0.
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Κεφάλαιο 5

Επίλυση απλοποιημένης
περίπτωσης

Στην προσπάθεια να κατανοήσουμε τη συνεισφορά του μηχανισμού της
αντίδρασης, πριν την πλήρη επίλυση του γενικού προβλήματος, όπως
αυτό περιγράφεται από τις Εξ. (4.5) επιχειρούμε μία πρώτη προσέγγιση
απομονώνοντας την εξίσωση διάχυσης της θερμότητας από το σύστημα.
Η ιδεατή αυτή κατάσταση ισχύει στην περίπτωση που µr, δ � 1. Στη
περίπτωση αυτή έχουμε να κάνουμε με μία "αργή" αντίδραση, όπου οι
μεταβολές των αντιδρώντων είναι αμελητέες. Τότε, όπως και στην ανάλυση
του Κεφαλαίου 3 δεν παράγεται επιπλέον πίεση πόρων ∆P , οι εξισώσεις
μάζας ικανοποιούνται εκ ταυτότητος, οι ταχύτητες vsz και vfz μηδενίζονται και
η μοναδική παραμένουσα εξίσωση είναι αυτή της διάχυσης της θερμότητας
Εξ. (4.5) η οποία λαμβάνει τη μορφή:

∂2T

∂z2
+

[
Grexp

(
aAr

1 + δT

)
− 1

]
exp

[
Ar

δT

1 + δT

]
= 0 (5.1)

Το συγκεκριμένο πρόβλημα θα μπορούσε να θεωρηθεί ως σύζευξη του
μοντέλου (3.20) με μία γενική ενδόθερμη αντίδραση. Στη συνέχεια,
παρουσιάζονται τα αποτελέσματα της αριθμητικής ανάλυσης διακλαδώσεων
της Εξ. (5.1) με συνοριακές συνθήκες όπως αυτές περιγράφονται στο
Κεφάλαιο 4 (Παράγραφος 4.2.1).

5.1 Κλάδοι λύσεων

Εφαρμόζουμε την ίδια μέθοδο της παραγράφου 3.2.2 επιλύοντας την
Εξ. (5.1) για τυχαίες τιμές των δ, a και Ar. Η απόκριση του συστήματος
σε σύγκριση με τα αποτελέσματα του Κεφαλαίου 3 (Παράγραφος 3.2.2)
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Εικόνα 5.1: Διάγραμμα απόκρισης για Tbound = 0 και (a) κανονική καμπύλη
τύπου S, (b) τανυσμένη καμπύλη, για ενδόθερμη αντίδραση. Παρατηρούμε
ότι οι ενδόθερμες αντιδράσεις ενεργοποιούνται σε χαμηλότερες θερμοκρασίες
από τον ανώτερο κλάδο του προβλήματος χωρίς αντίδραση αποκαλύπτοντας
ότι οι θερμοκρασίες του που προβλέπει ο νόμος Arrhenius της τριβής
(Εξ. (3.19)) είναι μη ρεαλιστικές

απεικονίζεται στην Εικόνα 5.1. Μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι αναλόγως
των τιμών των παραμέτρων η παραγόμενη καμπύλη μπορεί να είναι είτε
κανονική (Εικόνα 5.1(a)) είτε τανυσμένη (Εικόνα 5.1(b)) τύπου S. Και στις
δύο περιπτώσεις, μπορούμε να επεκτείνουμε τα όρια του αριθμού Gruntfest
που παρουσιάστηκαν στο Κεφάλαιο 4 (Παράγραφος 4.2.2), σημειώνοντας
ότι το πρόβλημα κυριαρχείται από την τριβή στις χαμηλές θερμοκρασίες,
ενώ η αντίδραση (στην απλοποιημένη περίπτωση που μελετάμε) επηρεάζει
το θερμότερο καθεστώς μειώνοντας την θερμοκρασία στο κέντρο της ζώνης
διάτμησης. Τα συμπεράσματα αυτά προκύπτουν από τη σύγκριση των
κλάδων των λύσεων με ή χωρίς αντίδραση. Επομένως, συμπεραίνουμε
ότι οι προβλεπόμενες λύσεις σε υψηλές θερμοκρασίες του προβλήματος
χωρίς αντίδραση είναι μη ρεαλιστικές αφού η αύξηση της θερμοκρασίας
λόγω τριβής μπορεί να περιοριστεί σημαντικά από την ενεργοποίηση μίας
ενδόθερμης διαδικασίας.

Υπολογίζοντας τις ιδιοτιμές της Ιακωβιανής του αριθμητικού συστήματος
προκύπτει ότι είναι πραγματικές. Από το πρόσημό τους συμπεραίνουμε ότι η
ευστάθεια των κλάδων των λύσεων είναι ταυτόσημη με αυτή της περίπτωσης
του απλού προβλήματος με τριβή. Η διαφορά έγκειται στο γεγονός ότι
σε μία κανονική καμπύλη τύπου S η ασταθής περιοχή (Εικόνα 5.2(a))
συρρικνώνεται, μειώνοντας το εύρος των συνθηκών φόρτισης (εκφρασμένο
μέσω του Gr) για το οποίο επαληθεύεται. Ταυτόχρονα, στο διάγραμμα της
Εικόνας 5.2(b) επιβεβαιώνεται ότι οι τανυσμένες καμπύλες είναι ευσταθείς.

Η συνθήκη που καθορίζει εάν η απόκριση θα έχει τη μορφή κανονικής
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Εικόνα 5.2: Διαγράμματα μέγιστης ιδιοτιμής της Ιακωβιανής της Εξ. (5.1) (a)
με ενδόθερμη αντίδραση και χωρίς, (b) για κανονική και τανυσμένη καμπύλη.

ή τανυσμένης καμπύλης περιλαμβάνει όλες τις παραμέτρους του υλικού
(a,Ar, δ), καθώς και τη συνοριακή θερμοκρασία, bound. Ωστόσο, η
πολυπλοκότητα του μαθηματικού προβλήματος δεν επιτρέπει την εύρεση
κλειστής μορφής λύσης παρόμοιας προς την σχέση (3.24) του απλού
προβλήματος με τριβή. Παρόλ' αυτά, η αριθμητική προσέγγιση ενός
παρόμοιου περιορισμού θα μπορούσε να συμβάλει στην περαιτέρω
κατανόηση του μοντέλου. Γι' αυτό το λόγο χρησιμοποιούμε την προσέγγιση
της Εξ. (4.10) για το δ ώστε να περιορίσουμε τις ελεύθερες παραμέτρους
στις bound, Ar and a. Δεδομένου ότι ο αριθμός Arrhenius μπορεί να
προσδιοριστεί για συγκεκριμένη αντίδραση και υλικό, τον θέτουμε σταθερό
και υπολογίζουμε για διάφορες τιμές της σχετικής διαφοράς των αριθμών
Arrhenius, a, την κρίσιμη συνοριακή θερμοκρασία, πάνω από την οποία
μία κανονική καμπύλη τύπου S γίνεται τανυσμένη. Τα αποτελέσματα μίας
τέτοιας ανάλυσης παρουσιάζονται στην Εικόνα 5.3, όπου παρατηρούμε
ότι η τανυσμένη καμπύλη εμφανίζεται για μεγάλες τιμές των a (Ard → 0)
και Tbound, ενώ οι κανονικές για μικρά a (Ard → Ar) και Tbound. Αυτό
το αποτέλεσμα είναι παρόμοιο με το αντίστοιχο του Κεφαλαίου 3 για το
πρόβλημα χωρίς αντίδραση.

Εφόσον στην παρούσα μελέτη αξιολογούμε τη συμπεριφορά του υλικού ως
προς τον αριθμό Gruntfest, χρειάζεται να ερμηνεύσουμε τα όρια ευστάθειας
και μέσω αυτού. Ως προς το τελευταίο, σημειώνουμε ότι κατά τη μετάβαση
από μία κανονική σε μία τανυσμένη καμπύλη (π.χ. αυξάνοντας τη συνοριακή
θερμοκρασία), τα δύο σημεία στροφής προσεγγίζουν το ένα το άλλο μέχρι να
ταυτιστούν και να αποτελέσουν ένα σημείο καμπής της καμπύλης. Η κρίσιμη
αυτή κατάσταση αντιστοιχεί στα σημεία του διαγράμματος της Εικόνας 5.3.
Πάνω από αυτή, τα σημεία στροφής εξαφανίζονται (βλέπε παράγραφο 5.2).
Στην Εικόνα 5.4(a) και (b) παρουσιάζουμε τον αριθμό Gruntfest του σημείου
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Εικόνα 5.3: Η κρίσιμη αδιάστατη συνοριακή θερμοκρασία, Tbound σε σχέση με
την ευαισθησία της τριβής του υλικού (λόγος a). Τα αριθμητικά αποτελέσματα
παρήχθησαν για σταθερό αριθμό Arrhenius Ar = 19 και δ = 104Are−Ar ≈
10−3.
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Εικόνα 5.4: Ο κρίσιμος αριθμός GruntfestGrs σε σχέση με το λόγο ευαισθησίας
a και την τιμή της αδιάστατης συνοριακής θερμοκρασίας, Tbound. Τα
αριθμητικά αποτελέσματα παρήχθησαν για σταθερό αριθμό Arrhenius Ar =
19 και δ = 104Are−Ar ≈ 10−3.

καμπής ως προς τη συνοριακή θερμοκρασία και τη σχετική διαφορά των
αριθμών Arrhenius αντίστοιχα.

Θα πρέπει εδώ να τονίσουμε ότι το απλοποιημένο μοντέλο καταρρέει
στο σημείο που ενεργοποιείται η αντίδραση, δηλαδή στον ανώτερο κλάδο
του διαγράμματος της Εικόνας (5.5). Πράγματι, για υψηλές θερμοκρασίες,
παρά την υπόθεση µr, δ � 1, ο ρυθμός αντίδρασης και επομένως το γινόμενο
Leζµrexp(ArδT/1 + δT ) των Εξ. (4.5) γίνεται σημαντικό. Επομένως, οι
υποθέσεις που αναφέρονται στην αρχή του κεφαλαίου παύουν να ισχύουν
και πρέπει να επιλυθεί το συνολικό σύστημα. Παρόλ' αυτά, με δεδομένο
ότι τα προβλήματα της μηχανικής των ρηγμάτων δεν περιορίζονται στη
διάσπαση του σκελετού και μπορεί να εμφανίζουν διαφορετικές χημικές
διεργασίες, θα επιχειρήσουμε μία πρώτη ανάγνωση των αποτελεσμάτων στα
πλαίσια μίας οιονεί-στατικής κατάστασης.

5.2 Εφαρμογή στα προβλήματα γεωμηχανικής

Η ερμηνεία των καμπυλών απόκρισης του στάσιμου προβλήματος σε μία
οιονεί-στατική εξέλιξη εξαρτάται συνήθως από τη φόρτιση και τις αρχικές
και συνοριακές συνθήκες. Σε ένα πραγματικό πρόβλημα γεωμηχανικής
είναι λογικό να υποθέσουμε ότι μπορούμε να καθορίσουμε εκ των προτέρων
τις φυσικές, χημικές και μηχανικές ιδιότητες του υπό μελέτη υλικού από
εργαστηριακές ή επί τόπου μετρήσεις. Συνεπώς, στο παρόν μοντέλο οι
παράμετροι a, Ar και δ θα θεωρηθούν σταθερές. Ταυτόχρονα, η κατά
τον ερπυσμό και οι συνθήκες φόρτισης παραμένουν αμετάβλητες. Αυτό
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σημαίνει ότι ο αριθμός Gruntfest μπορεί να αλλάζει μόνο εξαιτίας του
λόγου Taylor-Quinney, βT . Επειδή, όμως η μέτρηση του τελευταίου στην
περίπτωση των γεωυλικών παραμένει ένα ανοικτό πρόβλημα, είναι λογικό
επί της παρούσης να θεωρηθεί ότι Gr = const.. Όσον αφορά, τη συνοριακή
θερμοκρασία, η μέτρησή της κατά την εξέλιξη των ρηγμάτων είναι εξόχως
δύσκολη.

Επομένως, σε μία οιονεί-στατική εξέλιξη ενός έρποντος ρήγματος,
θεωρούμε ότι ο αριθμός Gruntfest παραμένει σταθερός, ενώ η συνοριακή
θερμοκρασία μεταβάλλεται. Στην περίπτωση μονότονης αύξησης της
θερμοκρασίας, υποθέτουμε ότι η μετάβαση είναι αργή και περνά από
διαδοχικές ισόθερμες καταστάσεις. Στην Εικόνα 5.5 παρουσιάζονται τα
διαγράμματα απόκρισης για διάφορες τιμές της Tbound και προφανώς
παρατηρούμε τη μετάβαση από κανονικές σε τανυσμένες καμπύλες
τύπου S. Η εξέλιξη των σημείων στροφής με τη συνοριακή θερμοκρασία
παρουσιάζεται στο διάγραμμα της Εικόνας 5.6. Ο αριθμός Gruntfest του
χαμηλού σημείου στροφής παρουσιάζει μία σημαντική μείωση με τη αύξηση
της Tbound, ενώ την ίδια στιγμή ο Gr του υψηλού σημείου μειώνεται λιγότερο.
Σε μία συγκεκριμένη συνοριακή θερμοκρασία εκπίπτουν σε ένα σημείο
καμπής για αριθμό Gruntfest Grs και αδιάστατη θερμοκρασία στο κέντρο
Ts. Εάν υποθέσουμε μία αρχική συνοριακή θερμοκρασία, μπορούμε να
αναγνωρίσουμε τις ακόλουθες περιοχές ως προς το Gr (βλέπε Εικόνα 5.5):

5.2.1 Περιοχή χαμηλής φόρτισης, 0 < Gr < Grs

Σε αυτήν την περιοχή το σύστημα έχει μία ευσταθή λύση που αντιστοιχεί στο
κατώτερο κλάδο της καμπύλης. Κείται μεταξύ της ανενεργής κατάστασης
Gr = 0 και του ορίου τανυσμού, Grs, όπως ορίζεται από τις Εικόνες 5.3,
5.4 και 5.6. Σε αυτές τις συνθήκες αναμένεται ότι το ρήγμα έρπει ευσταθώς
και χωρίς εμφάνιση σεισμικής συμπεριφοράς κάτω από οποιαδήποτε αρχική
θερμοκρασία.

5.2.2 Περιοχή ενδιάμεσων φορτίσεων, Grs < Gr < Grc

Για ενδιάμεσους αριθμούς Gruntfest το σύστημα έχει τρεις λύσεις, δύο
ευσταθείς και μία ασταθή. Για ένα ρήγμα που έρπει υπό μονότονη αύξηση
της συνοριακής θερμοκρασίας και δέχεται και μεταβαίνει μέσω και των
τριών κλάδων, είναι δυνατή η μετάβαση από το ερπυσμό στη σεισμική
ολίσθηση. Αυτό συμβαίνει διότι, ξεκινώντας από μία αρχική θερμοκρασία
(π.χ. το σημείο 1 της Εικόνας 5.5) υπάρχει μία κρίσιμη θερμοκρασία
στην οποία η διαδικασία γίνεται ασταθής (σημείο 2 της Εικόνας 5.5).
Μετά από αυτό το σημείο η παραγωγή θερμοκρασίας εντοπίζεται σε ένα
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Εικόνα 5.5: (a)Διάγραμμα απόκρισης της Εξ.(5.1) για σταθερά a, Ar και για
διαφορετικές τιμές της συνοριακής θερμοκρασίας. Η εξέλιξη του κρίσιμου
αριθμού Gruntfest, Grc, ως προς τη συνοριακή θερμοκρασία, μέχρι την
τιμή Grs για Tbound = Tcr απεικονίζεται στην Εικόνα 5.6. Τα κατώτερα
διαγράμματα παρουσιάζουν την κανονικοποιημένη συνάρτηση απωλειών για
δεδομένο αριθμό Gruntfest, στον: (b) χαμηλότερο ευσταθή κλάδο (σημείο 1 της
(a)), (c) ενδιάμεσο ασταθή (σημείο 3), και (d) ανώτερο ευσταθή κλάδο (σημείο
4).



46 Επίλυση απλοποιημένης περίπτωσης

0.04

0.09

0.14

0.19

0.24

0.29

-10 10 30 50 70 90 110 130 150 170 190 210

 bound

Gr

Lower Turning Point, Grc

Upper Turning Point

Stretched

Threshold, Grs

Εικόνα 5.6: Εξέλιξη του κατώτερου σημείου στροφής (διακεκομμένη γραμμή)
και του ανώτερου (συνεχής γραμμή) ως προς την αδιάστατη συνοριακή
θερμοκρασία, για δεδομένες παραμέτρους υλικού (δηλαδή σταθερά a καιAr;
εδώ Ar = 19 και a = 0.3). Παρατηρούμε ότι για Tbound = 215 τα δύο σημεία
στροφής ταυτίζονται και αποτελούν σημείο καμπής της καμπύλης, ορίζοντας
ένα κρίσιμο αριθμό Gruntfest για τη μετάβαση σε τανυσμένη καμπύλη, Grs ≈
0.47.
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διατμητικό στρώμα κοντά στο κέντρο και αυξάνει απότομα εγκαθιστώντας
ουσιαστικά αδιαβατικές συνθήκες (Εικόνα 5.5(c)). Με δεδομένο ότι η
θερμοκρασία και ο ρυθμός διατμητικής παραμόρφωσης είναι συζευμένοι
μέσω της Εξ. (3.9), η μετάβαση από αυτό το σημείο αντιστοιχεί και σε
ραγδαία επιτάχυνση επίσης [89]. Αυτή η αύξηση τη "ταχύτητας" και
της θερμοκρασίας, αντιπροσωπεύοντας αυτό που ονομάζεται τριτογενής
ερπυσμός (αγγλ. tertiary creep), σταματά με την ενεργοποίηση εντός του
διατμητικού στρώματος της χημικής αντίδρασης (σημείο 4 της Εικόνας 5.5)
με τη μικρότερη ενέργεια ενεργοποίησης μεταξύ των πιθανών αντιδράσεων
του υπό μελέτη υλικού. Πέρα από αυτό το σημείο το απλοποιημένο μοντέλο
χάνει την ισχύ του, όπως αναφέρθηκε και παραπάνω.

5.2.3 Περιοχή υψηλών φορτίσεων, Gr > Grc

Όταν η αρχική συνθήκη φόρτισης είναι υψηλή, το σύστημα έχει μία ευσταθή
λύση στον ανώτερο κλάδο ο οποίος αντιστοιχεί στην έναρξη της χημικής
αντίδρασης. Σε αυτήν την περιοχή μεγάλων Gr, μετά από μία ταχεία
μετάβαση, το σύστημα εισέρχεται απευθείας σε καθεστώς αντίδρασης και
επομένως η συμπεριφορά του εξαρτάται από τη φύση αυτής. Σε πραγματικά
προβλήματα, το ρήγμα θα επιταχυνόταν λόγω των συνθηκών φόρτισης και
θα ενεργοποιούσε την αντίδραση χωρίς να εμφανίσει ερπυσμό. Η τελευταία
θα λάμβανε χώρα σε αδιαβατικές συνθήκες μέσα στο διατμητικό στρώμα το
πάχος του οποίου εξαρτάται από τις αρχικές και συνοριακές συνθήκες, αλλά
και τα χαρακτηριστικά της αντίδρασης [52].
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Κεφάλαιο 6

Αριθμητικά αποτελέσματα:
χρονο-ανεξάρτητο πρόβλημα

6.1 Αριθμητική ανάλυση διακλαδώσεων

Η ανάλυση των διακλαδώσεων του συστήματος ως προς τον αριθμό
Gruntfest πραγματοποιείται μέσω της μεθόδου βηματισμού σε καμπύλη που
παρουσιάζεται στην [6]. Το σύστημα των εξισώσεων διακριτοποιείται με
χρήση κεντρικών πεπερασμένων διαφορών και εισάγονται στραγγισμένες
και ισόθερμες συνοριακές συνθήκες για το άκρο της ζώνης και συνθήκες
συμμετρίας για το κέντρο. Οι τιμές των παραμέτρων που χρησιμοποιήθηκαν
βρίσκονται στον Πίνακα 4.1. Για την επίλυση του αλγεβρικού συστήματος
που προκύπτει χρησιμοποιείται ο επιλύτης fsolve του MATLABTM

επιλέγοντας αλγόριθμο Levenberg-Marquardt ([55, 58]). Υπολογίζεται το
μέγιστο σχετικό σφάλμα κάθε λύσης στην καμπύλη. Στην Εικόνα 6.1 (a) και
(b) παρουσιάζουμε τη μεταβολή της θερμοκρασίας και της επιπλέον πίεσης
πόρων στο κέντρο της ζώνης διάτμησης ως προς το Gr συγκρίνοντας την
τυπική συμπεριφορά του συστήματος για κράτυνση με την ταχύτητα και
χαλάρωση με τη θερμοκρασία (ΚΤΧΘ) και αντιστρόφως (ΧΤΚΘ). Είναι
εμφανές ότι το σύστημα παρουσιάζει δύο διαφορετικές συμπεριφορές
ανάλογα με το νόμο τριβής. Η διαφοροποίηση ταυτίζεται με την έναρξη της
παραγωγής επιπλέον πίεσης πόρων. Η περίπτωση ΧΤΚΘ μοιάζει παρόμοια
με την συμπεριφορά σε αργές χημικές αντιδράσεις που παρουσιάστηκε στο
Κεφάλαιο 5. Αντίθετα, η κράτυνση με το ρυθμό διατμητικής παραμόρφωσης
εμφανίζει ένα ανώτερο κλάδο θερμοκρασίας που οδηγεί σε απειρισμό της
θερμοκρασίας για Gr → 0.

Αυτή η διαφορά των νόμων οφείλεται στην επίδραση του όρου
(1 − ∆p)−1/N . Συγκριμένα, όταν υποθέτουμε κράτυνση με το ρυθμό
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Εικόνα 6.1: Διάγραμμα διακλάδωσης για την περίπτωση κράτυνσης με την
ταχύτητα - χαλάρωση με τη θερμοκρασία και αντιστρόφως της (a) αδιάστατης
θερμοκρασίας στο κέντρο και (b) αδιάστατης επιπλέον πίεσης πόρων. Τα
αποτελέσματα παρήχθησαν για Le0 = 10

διατμητικής παραμόρφωσης (N > 0), (1 − ∆p)−1/N → ∞ εμφανίζεται
ένας τέταρτος κλάδος λύσεων ισορροπίας διότι το σύστημα προσπαθεί να
ισορροπήσει την αύξηση του όρου (1 − ∆p)−1/N μειώνοντας τον αριθμό
Gruntfest. Αντίθετα, η χαλάρωση με το ρυθμό διατμητικής παραμόρφωσης
(N < 0) επιβάλλει (1 − ∆p)−1/N → 0 και ο αριθμός Gruntfest τείνει να
αυξηθεί. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα ο τρίτος κλάδος να τείνει σε άπειρο Gr
και δεν εμφανίζονται επιπλέον κλάδοι λύσεων.

Παρά τις διαφορές στο επίπεδο υψηλών θερμοκρασιών, αξίζει να
παρατηρήσουμε ότι τα δύο διαγράμματα διακλαδώσεων είναι ταυτόσημα
σε χαμηλές θερμοκρασίες. Αυτό οφείλεται στη μικρή αύξηση του ∆p
μέχρι το δεύτερο σημείο στροφής, το οποίο σημαίνει ότι μέχρι εκείνο το
σημείο η εξίσωση διάχυσης της πίεσης πόρων (Εξ. (4.5) (a)) είναι ανενεργή
(για τις συγκεκριμένες παραμέτρους). Επομένως, το σύστημα για κάθε
πρακτικό λόγο εκφυλίζεται σε μία εξίσωση Εξ. (4.5) (b)) και παρέχει τα ίδια
αποτελέσματα με αυτά του Κεφαλαίου 5. Όπως αναφέρεται και στην [90]
το καθεστώς των χαμηλών θερμοκρασιών χαρακτηρίζεται αποκλειστικά
από την τριβή και επηρεάζεται από τη συνοριακή θερμοκρασία. Όπως
αναφέρεται και στις [52, 90], η τελευταία μπορεί να μεταβάλει την
καμπύλη λύσεων από κανονική καμπύλη τύπου S (αγγλ. folded S-curve) σε
τανυσμένη καμπύλη τύπου S (αγγλ. stretched S-curve). Αυτό το φαινόμενο
αποτυπώνεται στο Διάγραμμα 6.2. Αξίζει επιπλέον να σημειώσουμε ότι οι
λύσεις σε υψηλότερες θερμοκρασίες δεν επηρεάζονται από τη συνοριακή
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Εικόνα 6.2: Η επίδραση των συνοριακών συνθηκών: διαγράμματα
διακλαδώσεων με μεταβαλλόμενη συνοριακή θερμοκρασία. Παρατηρούμε ότι
αυξάνοντας τη συνοριακή θερμοκρασία η καμπύλη τείνει προς τανυσμένη
μορφή και σταθεροποιεί το σύστημα, όπως αναλύθηκε διεξοδικά στην [90].
Επιπρόσθετα, τονίζουμε ότι οι ανώτεροι κλάδοι είναι ανεξάρτητοι αυτών των
μεταβολών.

θερμοκρασία, δεδομένου ότι οι ανώτεροι κλάδοι παραμένουν ίδιοι.

Αναμένεται αυτή η συμπεριφορά να καθορίζεται και από το μέγεθος
του γινομένου Leζµr. Πράγματι, όπως ειπώθηκε και στην παράγραφο
4.2.2 ο αριθμός Lewis μπορεί να μεταβάλλεται λόγω της διαπερατότητας.
Γι' αυτό το λόγο παρουσιάζουμε στο Διάγραμμα 6.3 την απόκριση του
συστήματος με ΚΤΧΘ και ΧΤΚΘ για διαφορετικές τιμές του αριθμού Lewis
αναφοράς, Le0 =

κmµf
kπ0σ′

n

. Παρατηρούμε ότι αυτή η παράμετρος επιδρά στη
συμπεριφορά των ανώτερων κλάδων των λύσεων. Στη μία περίπτωση
(ΚΤΧΘ) προκαλεί απώλεια του ενδιάμεσου τρίτου κλάδου καθώς ο υψηλός
(τέταρτος) κλάδος συγχωνεύεται με το δεύτερο, ενώ στην άλλη περίπτωση
(ΧΤΚΘ) υποβιβάζει τον ανώτερο (τρίτο) κλάδο στο βαθμό που οδηγεί σε
τανυσμένη καμπύλη, όπως και η συνοριακή θερμοκρασία. Όπως προκύπτει
από τα προαναφερθέντα τα δύο μοντέλα τριβής παρουσιάζουν διαφορές και
επομένως χρειάζεται μία πιο εκτεταμένη ανάλυση για το καθένα.
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Εικόνα 6.3: Καμπύλες απόκρισης για διαφορετικές τιμές του Le0 για τις
περιπτώσεις ΚΤΧΘ και ΧΤΚΘ. Τα διαγράμματα απεικονίζουν την αδιάστατη
θερμοκρασία και πίεση συναρτήσει του αριθμού Gruntfest

6.1.1 Η περίπτωση ΚΤΧΘ

Όπως αναφέρθηκε στα ανωτέρω, ανάλογα με την τιμή του αριθμού Lewis, το
σύστημα ΚΤΧΘ παρουσιάζει δύο ή τέσσερεις κλάδους λύσεων ισορροπίας.
Η ευστάθειά τους καθορίζεται από τις ιδιοτιμές της αριθμητικής Ιακωβιανής
του επιλυόμενου αριθμητικό προβλήματος [6]. Η εμφάνιση θετικού
πραγματικού μέρους ορίζει την έναρξη της αστάθειας. Στο Διάγραμμα 6.4,
παρουσιάζονται τα πραγματικά μέρη των μέγιστων ιδιοτιμών για χαμηλό
(Le0 = 10) και υψηλό (Le0 = 1000) αριθμό Lewis, αντίστοιχα. Μπορούμε να
συμπεράνουμε ότι στην πρώτη περίπτωση ο χαμηλός κλάδος είναι ευσταθής
ακολουθούμενος από τρεις κλάδους εναλλασσόμενης ευστάθειας. Στη
δεύτερη, όπως φαίνεται και στο Διάγραμμα 6.3 (a) υπάρχουν μόνο δύο λύσεις
ισορροπίας και η καμπύλη είναι παρόμοια αυτής του προβλήματος Bratu
[6, 90], όπου ο χαμηλός ευσταθής κλάδος ακολουθείται από ένα ασταθή.
Και στις δύο περιπτώσεις ο ανώτερος κλάδος συνοδεύεται από αύξηση της
επιπλέον πίεσης πόρων, όπως αποτυπώνεται και στο Διάγραμμα 6.3 (c).

Όπως είδαμε και στο Κεφάλαιο 5 οι κρίσιμοι αριθμοί Gruntfest των
σημείων στροφής ορίζουν και αντίστοιχες περιοχές δυνατών λύσεων του
συστήματος. Η μεταβολή όμως των σημείων λόγω παραμέτρων είναι πιο
πολύπλοκη στην περίπτωση του συζευμένου προβλήματος. Συγκεκριμένα,
το κατώτερο σημείο στροφής εξαρτάται από τη συνοριακή θερμοκρασία
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(Διάγραμμα 6.2), ενώ το ανώτερο από τον αριθμό Lewis (Διάγραμμα 6.3).
Το ενδιάμεσο εξαφανίζεται είτε για υψηλές συνοριακές θερμοκρασίες είτε
για υψηλά Le0. Πράγματι, υπάρχει μία κρίσιμη τιμή της Tb για την οποία
το κατώτερο και το ενδιάμεσο σημείο στροφής ταυτίζονται. Πέραν αυτής
της τιμής τα δύο σημεία εξαφανίζονται και οι τρεις κατώτεροι κλάδοι
συγχωνεύονται σε έναν ευσταθή που προηγείται του ανώτερου ασταθούς.
Παρόμοια συμπεριφορά παρατηρείται για υψηλούς Le0 όπως φαίνεται και
στο Διάγραμμα 6.3.

Από φυσικής άποψης, το μοντέλο διαθέτει έναν ισχυρό μηχανισμό
παραγωγής θερμότητας, την τριβή, τον οποίο δυνητικά εξισορροπούν
αρχικά η διάχυση της παραγόμενη θερμότητας και στη συνέχεια η χημική
αντίδραση. Υπό αυτό το πρίσμα, ο κατώτερος κλάδος χαρακτηρίζεται
από την τριβή. Σε αυτόν, η διάχυση της παραγόμενης από την τριβή
θερμότητας επιτρέπει στο ρήγμα να έρπει ευσταθώς με ελάχιστα χημικά
φαινόμενα. Ακολουθείται από έναν ασταθή κλάδο, στον οποίο παρατηρείται
εντοπισμός της παραμόρφωσης και της συνάρτησης απωλειών όπως και
στην περίπτωση που μελετήθηκε στο Κεφάλαιο 3. Το τελευταίο υπονοείται
κιόλας από το δεδομένο ότι ο τρίτος ευσταθής κλάδος δεν επηρεάζεται από
της αλλαγές της συνοριακής θερμοκρασίας (Διάγραμμα 6.2). Στον τρίτο
κλάδο η διάσπαση του σκελετού είναι ισχυρή και εξισορροπεί τη θερμότητα
που παράγεται λόγω τριβής. Επομένως το ρήγμα μπορεί και εδώ να έρπει
ευσταθώς, ωστόσο τα φαινόμενα εντοπισμού κοντά στο κέντρο της ζώνης
παραμένουν και η δυνατότητα του συστήματος να παραλάβει διαταραχές
περιορίζεται από τον τέταρτο κλάδο τόσο όσον αφορά τη θερμοκρασία,
όσο και την πίεση των πόρων. Όσο δεν υπερβαίνεται ο τέταρτος κλάδος,
το σύστημα έχει τη δυνατότητα να επιστρέφει μία στάσιμη κατάσταση
με χαμηλότερη θερμοκρασία. Αυτό ισχύει και για τον πρώτο και για τον
ενδιάμεσο, τρίτο κλάδο. Πρακτικά, για τις τιμές που χρησιμοποιήθηκαν ώστε
να παραχθεί το Διάγραμμα 6.3, το ρήγμα προβλέπεται ότι μπορεί να αντέχει
μέχρι και 50% μεταβολές της ορθής ενεργού τάσης και στη συνέχεια να
επιστρέφει σε ερπυσμό. Εάν όμως υπερβεί τον τέταρτο κλάδο, τότε οδηγείται
σε ρευστοποίηση του σκελετού και η αντοχή του ρήγματος μηδενίζεται
(καθεστώς υπερπίεσης). Η έναρξη της ρευστοποίησης αποτελεί και το όριο
του συγκεκριμένου μοντέλου. Σε αντίθεση όμως προς το αποσυζευμένο
πρόβλημα που παρουσιάστηκε στην [90], το συγκεκριμένο όριο έχει νόημα
από φυσικής άποψης. Μετά από αυτό, η εξέλιξη του φαινομένου είναι
καθαρά δυναμική και αναμένεται να οδηγήσει σε ''επανέναρξη'' του
ρήγματος, ίσως από το σημείο της αρχικής ελαστο-πλαστικής συμπεριφοράς.
Η μελέτη ωστόσο αυτής της διαδικασίας υπερβαίνει τους στόχους της
παρούσας μελέτης. Τέλος, πρέπει να αναφέρουμε ότι οι ίδιες παρατηρήσεις
ισχύουν και στην περίπτωση καμπυλών απόκρισης με δύο κλάδους, με
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Εικόνα 6.4: Το πραγματικό μέρος της μέγιστης ιδιοτιμής για την περίπτωση
ΚΤΧΘ. Σημειώνουμε ότι δεν εμφανίζονται μιγαδικές ιδοτιμές.

τη διαφορά ότι εξαφανίζονται τα φαινόμενα που λαμβάνουν χώρα στους
ενδιάμεσους.

6.1.2 Η περίπτωση ΧΤΚΘ

Για ένα υλικό που παρουσιάζει χαλάρωση με το ρυθμό διατμητικής
παραμόρφωσης και κράτυνση με τη θερμοκρασία στη συμπεριφορά της
τριβής, τα αντίστοιχα διαγράμματα διακλαδώσεων (Διάγραμμα 6.3(b),(d))
αποκαλύπτουν τρεις κλάδους στάσιμων λύσεων που σχηματίζουν μία
κανονική καμπύλη τύπου S. Σημειωτέον ότι η μείωση της προβλεπόμενης
θερμοκρασίας στο κέντρο με αύξηση του αριθμού Lewis αναφοράς οδηγεί
στο συμπέρασμα ότι, εάν ο τελευταίος υπερβεί μία κρίσιμη τιμή, τα δύο
σημεία στροφής μπορούν να εξαφανιστούν και η καμπύλη να εκπέσει σε
μία τανυσμένη μορφή. Αυτή η υπόθεση επιβεβαιώνεται και στη συνέχεια,
αποκαλύπτοντας μία ιδιαιτέρως πολύπλοκη συμπεριφορά του συστήματος
με τον αριθμό Lewis. Επίσης, το Διάγραμμα 6.3(b) καταδεικνύει ότι για
ένα δεδομένο αριθμό Gruntfest η επιπλέον πίεση πόρων γίνεται μεγαλύτερη
αυξανομένου του αριθμού Lewis, σε αντίθεση με τη θερμοκρασία.

Λόγω της προαναφερθείσας πολυπλοκότητας του συστήματος ανάλογα
τον αριθμό Lewis αναφοράς, αντί για διάγραμμα του πραγματικού
μέρους των ιδιοτιμών κάθε περίπτωσης, παρουσιάζουμε τα διαγράμματα
διακλαδώσεών τους και σημειώνουμε την ευστάθειά κάθε κλάδου λύσεων
εκεί (Διάγραμμα 6.5). Όπως και για την περίπτωση ΚΤΧΘ, η συνοριακή
θερμοκρασία επηρεάζει τους δύο κατώτερους κλάδους και για υψηλές τιμές
έχει ως αποτέλεσμα τανυσμένες καμπύλες τύπου S, παρόμοιες με αυτές του
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Εικόνα 6.5: Διαγράμματα διακλαδώσεων (αριθμού Gruntfest προς
θερμοκρασία) για διαφορετικές τιμές της συνοριακής θερμοκρασίας
και αριθμό Lewis αναφοράς. Οι κλάδοι ή μέρη αυτών που παριστάνονται ως
συνεχείς γραμμές είναι ευσταθείς, ενώ οι διακεκομμένες γραμμές σημειώνουν
την αστάθεια. Με μαύρο τετράγωνο σημειώνονται τα σημεία εμφάνισης
μιγαδικών ιδιοτιμών αμέσως μετά το ανώτερο σημείο στροφής, με κενό το
σημείο εναλλαγής της ευστάθειας στον τρίτο κλάδο και με μπλε το σημείο
έναρξης μιγαδικών ιδιοτιμών σε τανυσμένες καμπύλες τύπου S.

Κεφαλαίου 5. Το ίδιο μπορεί να παρατηρηθεί για πολύ υψηλούς αριθμούς
Lewis, Διάγραμμα 6.5(10), δεδομένης της συνοριακής θερμοκρασίας (εδώ ίση
προς τη γεωθερμική). Παρόλ' αυτά, στη συγκεκριμένη περίπτωση, εάν η Tb
υποτεθεί χαμηλότερη από τη γεωθερμική της τιμή, το σύστημα παρουσιάζει
εκ νέου κανονική καμπύλη τύπου S. Όπως φαίνεται στο διάγραμμα 6.5, ο
χαμηλότερος κλάδος είναι ευσταθής (καθεστώς ερπυσμού), ο ενδιάμεσος
ασταθής (καθεστώς εντοπισμού) και ο ανώτερος (καθεστώς χημικής
αντίδρασης) μπορεί να είναι είτε ευσταθής, είτε ασταθής είτε να εναλλάσσει
την ευστάθειά του ανάλογα με το μέγεθος του αριθμού Lewis. Επομένως, αν
και ο Le δεν επηρεάζει μαθηματικά το πλήθος των κλάδων των λύσεων (όταν
η θερμοκρασία είναι αρκετά χαμηλή), καθορίζει την ευστάθεια. Βεβαίως,
και τα δύο όρια (Le0 πολύ υψηλό και Tb πολύ χαμηλή) μπορεί να είναι μη
ρεαλιστικά από φυσικής άποψης.

Στον ανώτερο, τρίτο κλάδο των λύσεων λαμβάνει χώρα ακόμη ένα
σημαντικό φαινόμενο. Οι ιδιοτιμές των λύσεων γίνονται μιγαδικές
οδηγώντας στην υπόθεση ότι μετά το δεύτερο σημείο στροφής μπορούν



56 Αριθμητικά αποτελέσματα: χρονο-ανεξάρτητο πρόβλημα

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

x 10
−7

−10

−5

0

5

10

Im
(e

ig
(J

))

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

x 10
−7

−20

0

20

40

60

80

Gruntfest numberD
im

e
n
s
io

n
le

s
s
 C

o
re

 T
e

m
p
e

ra
tu

re

Εικόνα 6.6: Οι μιγαδικές ιδιοτιμές που εμφανίζονται μετά το δεύτερο σημείο
στροφής.

να κάνουν την εμφάνισή τους οριακοί κύκλοι. Σε ορισμένες από τις
περιπτώσεις (π.χ. Εικόνα 6.5(23)), εμφανίζεται ζεύγος μιγαδικών ιδιοτιμών
που μεταβαίνει από το αριστερό (Re(λ) < 0) στο δεξί (Re(λ) > 0) μιγαδικό
ημιεπίπεδο, σημειώνοντας την έναρξη μίας αστάθειας τύπου Hopf. Το
τελευταίο πιστoποιήθηκε υπολογίζοντας και τη μεταβολή της ορίζουσας του
τανυστικού γινομένου (2J � I) = J ⊗ I + I ⊗ J , βάσει των [8, 47], όπου J η
Ιακωβιανή του συστήματος, ο μοναδιαίος πίνακας μεγέθους ίσου προς την J
και εάν A,B n× n πίνακες, (A⊗B)ijkl = aijbkl.

Όπως είδαμε και στο Κεφάλαιο 5 ο τρίτος κλάδος των λύσεων
χαρακτηρίζεται ως ευσταθής χωρίς οριακούς κύκλους. Υπό την παρούσα
μορφή των εξισώσεων, Εξ. (4.5), η περίπτωση αυτή αντιστοιχεί σε Le0 → 0.
Σε αυτήν την περίπτωση το σύστημα απλοποιείται σε μία εξίσωση όπως
και στην [90]. Στο άλλο άκρο, Le0 → ∞, η καμπύλη των λύσεων γίνεται
τανυσμένη τύπου S και είναι ευσταθής εμφανίζοντας μιγαδικές ιδιοτιμές
για κάθε αριθμό Gruntfest. Για τις ενδιάμεσες τιμές, οι οποίες μάλιστα
παρουσιάζουν και το μεγαλύτερο ενδιαφέρον για το πρόβλημά μας
(Le0 ∼ 10 − 103), ο ανώτερος κλάδος παρουσιάζει ένα ή δύο σημεία
εναλλαγής ευστάθειας ενώ εμφανίζεται σχεδόν παντού τουλάχιστον ένα
ζεύγος μιγαδικών ιδιοτιμών (Διάγραμμα 6.5(11)−(33)).

Η συμπεριφορά της περίπτωσης ΧΤΚΘ είναι αρκετά κοινή στην
περιοχή της φυσικής των καύσεων και ιδιαίτερα στη θεωρία διάχυσης
της φλόγας (αγγλ. theory of diffusion flames), όπου μελετάται η ίδια κλάση
εξισώσεων [46, 41]. Οι Hsuen and Sotirchos παρουσιάζουν διαγράμματα
ακόμη και με τέσσερα σημεία διακλάδωσης Hopf ([41] fig 3, καμπύλη C12),
αποκαλύπτοντας μία εξαιρετική ποικιλία λύσεων και ευστάθειας. Στη



6.2 Αριθμητικά αποτελέσματα και απλοποίηση του συστήματος 57

βιβλιογραφία της γεωμηχανικής παρόμοιες συμπεριφορές παρουσιάζουν
τα μοντέλα τύπου τριβέα με ελατήριο με νόμους τριβής παρόμοιους της
περίπτωσής μας.

Στην περίπτωση ΧΤΚΘ, η ερμηνεία της φυσικής συμπεριφοράς του
συστήματος μέσα από τα διαγράμματα λύσεων ισορροπίας είναι ιδιαίτερα
πολύπλοκη. Ταυτόχρονα, απαιτείται η εισαγωγή μεθόδων υπολογισμού
περιοδικών λύσεων ώστε να πιστοποιηθεί η ύπαρξη οριακών κύκλων και
να μελετηθεί κατά περίπτωση το είδος των διακλαδώσεων τύπου Hopf που
εμφανίζει το σύστημα. Μία τέτοια προσπάθεια υπερβαίνει τους σκοπούς
της παρούσας μελέτης δεδομένου του πλήθους των παραμέτρων που
εισάγονται στο μοντέλο καθώς και της έλλειψης πειραματικών δεδομένων.
Με άλλα λόγια, χωρίς επαλήθευση του νόμου τριβής, διεξοδική μελέτη
των μηχανισμών απώλειας/παραγωγής ενέργειας και μέτρηση του λόγου
βT δεν θα ήταν δυνατή η εξαγωγή χρήσιμων συμπερασμάτων για το
μηχανικό πρόβλημα. Προς αυτό το σκοπό, στη συνέχεια της διατριβής θα
επιχειρηθεί μία σκιαγράφηση μεμονωμένων περιπτώσεων στην περίπτωση
ΧΤΚΘ επιλύοντας ένα απλοποιημένο, χρονο-εξαρτημένο πρόβλημα σε
επόμενο κεφάλαιο. Πριν όμως από αυτό, θα επιχειρήσουμε μία αξιολόγηση
της συνεισφοράς των υπολοίπων μηχανισμών του προβλήματος και
συγκεκριμένα της συμπιεστότητας του ρευστού, καθώς και της αυξομείωσης
του πορώδους.

6.2 Αριθμητικά αποτελέσματα και απλοποίηση
του συστήματος

Πέρα από την καμπύλη λύσεων ισορροπίας, η αριθμητική μέθοδος παρέχει
επιπλέον την κατανομή των πεδίων του προβλήματος (θερμοκρασία, επιπλέον
πίεση πόρων, πορώδες και μερικός όγκος στερεών) για κάθε αριθμό Grunt-
fest. Στα διαγράμματα των Εικόνων 6.7 και 6.8 και παρουσιάζονται τυπικές
κατανομές σε ενδεικτικά σημεία κάθε κλάδου για την περίπτωση ΚΤΧΘ και
ΧΤΚΘ αντίστοιχα. Για την πρώτη, θα λέγαμε ότι στον κατώτερο κλάδο όλα τα
πεδία μεταβάλλονται ασθενώς ως προς τη συνοριακή τους τιμή. Η ίδια εικόνα
επαναλαμβάνεται και στους επόμενους δύο για τα ∆p, φ και s. Αντίθετα,
στον τέταρτο ασταθή κλάδο, η επιπλέον πίεση πόρων αυξάνει συνοδευόμενη
και από τα φ και s. Ωστόσο, πρέπει να παρατηρήσουμε ότι τα τελευταία
παραμένουν μικρά και συγκρίσιμα με τη συνοριακή τους τιμή (sb = 0 and
φb = φ0).

Για την περίπτωση ΧΤΚΘ, οι κατανομές των πεδίων καθ' ύψος της ζώνης
διάτμησης (Διάγραμμα 6.8), παρουσιάζουν μία παρόμοια συμπεριφορά με
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την προηγούμενη περίπτωση στους δύο πρώτους κλάδους. Αντίθετα, στον
τρίτο κλάδο η θερμοκρασία δε μεταβάλλεται ιδιαίτερα, ενώ η επιπλέον πίεση
πόρων αυξάνεται ακολουθούμενη από μικρή αύξηση του πορώδους και
του μερικού όγκου των στερεών. Και σε αυτήν την περίπτωση όμως τα φ
και s παραμένουν κοντά στις συνοριακές τους τιμές. Βάσει των παραπάνω
παρατηρήσεων θα μπορούσαμε να εξάγουμε το συμπέρασμα ότι για τις
δεδομένες τιμές των παραμέτρων τα φ και s παραμένουν σχεδόν σταθερά και
ότι δεν επηρεάζουν τη συμπεριφορά του μοντέλου. Ωστόσο, όπως θα δούμε
στη συνέχεια, το σύστημα των εξισώσεων κυριαρχείται από τις παραμέτρους
των νόμων της Χημικής Κινητικής, καθώς για κατάλληλες τιμές του αριθμού
Arrhenius Arb = Eb

RTc
και της σταθεράς ισορροπίας Kc αλλάζει το jrel και

εμφανίζονται ακόμη και λύσεις όπου φ, s→ 1.
Συμπερασματικά, υπάρχει ανάγκη να ταυτοποιηθούν οι κυρίαρχοι

μηχανισμοί του μοντέλου, διαδικασία που θα οδηγήσει και στην απλοποίησή
του. Θα ήταν σημαντικό να παρατηρήσουμε εδώ ότι συνήθως στη
βιβλιογραφία οι όροι εκ μεταφοράς των εξισώσεων (4.5) αμελούνται. Προς
αυτήν την κατεύθυνση, επιλύουμε το σύστημα με επιλεγμένες μεταβολές
των παραμέτρων. Όπως τονίστηκε και στις προηγούμενες παραγράφους,
οι αριθμοί Gruntfest και Lewis καθώς και η συνοριακή θερμοκρασία
επιδρούν σημαντικά στο πλήθος και της ευστάθεια των κλάδων των λύσεων
ισορροπίας. Στην παράγραφο αυτή θα επικεντρωθούμε στις παραμέτρους
της χημικής αντίδρασης και τη συμπιεστότητα του ρευστού.

6.2.1 Η επίδραση των παραμέτρων της αντίδρασης

Όπως αναφέρθηκε και παραπάνω, όταν jrel � 1, τα s και φ παραμένουν
σταθερά. Ωστόσο, όταν jrel ∼ O(1), τότε τα s και φ μπορούν να αυξάνουν
σημαντικά (Διάγραμμα 6.9(c)), ενώ ταυτόχρονα η επιπλέον πίεση πόρων
αρχίζει να μειώνεται (Διάγραμμα 6.9(b)). Τέλος η θερμοκρασία (Διάγραμμα
6.9(a)) παρέχει παρόμοια αποτελέσματα με την [90].

Αυξάνοντας τοArb υπάρχει ένα όριο πάνω από το οποίο αντιμετωπίζουμε
μεγάλες μεταβολές του πορώδους. Τότε το γινόμενο Leζµr τείνει στο μηδέν,
οπότε ∂2∆P/∂z2 → 0 και δεν εμφανίζεται αύξηση της επιπλέον πίεσης
πόρων. Σε αυτήν την περίπτωση, λοιπόν, η εξίσωση διάχυσης της πίεσης
πόρων είναι ανενεργή και το σύστημα εκπίπτει στην Εξ. (4.5(b)), με I → 0.
Αυτό είναι ουσιαστικά το πρόβλημα που παρουσιάζεται στην [90], χωρίς
χημική αντίδραση.

Αξίζει να επισημάνουμε ότι αυτό το καθεστώς υψηλών τιμών του
πορώδους δεν είναι ιδιαίτερης σημασίας στον τομέα της Μηχανικής
των ρηγμάτων, αφού η συνήθης διαστρωμάτωση είναι εξαιρετικά πυκνή.
Ενδεικτικά αναφέρουμε τις [80, 68] όπου το πορώδες περιορίζεται σε φ ≤ 0.1,
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Εικόνα 6.7: Κατανομή στην περίπτωση ΚΤΧΘ. Τα διαγράμματα είναι για
Le0 = 10 και κάθε κατανομή αντιστοιχεί στον σημείο του διαγράμματος
διακλάδωσης με το ίδιο σύμβολο.
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Εικόνα 6.8: Κατανομή στην περίπτωση ΧΤΚΘ. Τα διαγράμματα είναι για
Le0 = 10 και κάθε κατανομή αντιστοιχεί στον σημείο του διαγράμματος
διακλάδωσης με το ίδιο σύμβολο.
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Εικόνα 6.9: Η επίδραση των παραμέτρων της αντίδρασης: Καμπύλες
απόκρισης για υψηλές τιμές των παραμέτρων της αντίδρασης Kc και Arb:
(a) της θερμοκρασίας (b) της επιπλέον πίεσης πόρων και (c) του πορώδους. Ο
υπολογισμός έγινε για την περίπτωσηΚΤΧΘκαι το διάγραμμα είναι παρόμοιο
με αυτό της [90]

καθώς και τις μετρήσεις πεδίου από το ρήγμα Punchbowl που παρέχουν οι
Chester and Chester [11]). Παρόλ' αυτά, η συγκεκριμένη περίπτωση αφορά
άλλα προβλήματα Εδαφομηχανικής που σχετίζονται με χημικά φαινόμενα,
για παράδειγμα το πρόβλημα αποθήκευσης και εγκλωβισμού CO2. Στο
πρόβλημα που μελετάται στην παρούσα εργασία όμως φαίνεται λογική η
προσέγγιση ότι φ, s ≈ const.

6.2.2 Η επίδραση των όρων εκ μεταφοράς

Υπό την προσέγγιση ότιφ, s ≈ const., η έκφραση (4.6) των όρων εκ μεταφοράς
γράφεται:

q(z) =

(
βfσ

′
n

ρs
ρm

)
d∆p

dz
−
(
λf
m

ρs
ρm

)
dT

dz
(6.1)

Οι μόνοι όροι που απομένουν οφείλονται στη συμπιεστότητα και τη θερμική
διαστολή του ρευστού. Στο Διάγραμμα 6.10 παρουσιάζεται η καμπύλη
λύσεων για συμπιεστό και ασυμπίεστο ρευστό. Παρατηρείται ότι η επίδρασή



6.2 Αριθμητικά αποτελέσματα και απλοποίηση του συστήματος 61

0 0.5 1 1.5

x 10
−7

−20

0

20

40

60

80

100

120

140

160

Gruntfest number

D
im

e
n
s
io

n
le

s
s
 C

o
re

 T
e
m

p
e
ra

tu
re

0 0.5 1 1.5

x 10
−7

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

Gruntfest number

D
im

e
n
s
io

n
le

s
s
 C

o
re

 E
x
c
e
s
s
 P

o
re

−
P

re
s
s
u
re

 

 

Compressible fluid

Incompressible fluid

Εικόνα 6.10: Η επίδραση της συμπιεστότητας του ρευστού: Διάγραμμα
διακλαδώσεων για συμπιεστό και ασυμπίεστο ρευστό (βf = λf = 0): (a) της
θερμοκρασίας (b) της επιπλέον πίεσης πόρων.

τους στην κατάσταση ισορροπίας είναι μικρή και επομένως θα μπορούσαν
να αμεληθούν, όπως συμβαίνει σε πολυάριθμες μελέτες (π.χ. [80]).
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Κεφάλαιο 7

Ποιοτική ανάλυση της
συμπεριφοράς του μοντέλου

Σε αυτό το κεφάλαιο επιχειρείται μία ποιοτική προσέγγιση των
αποτελεσμάτων του μοντέλου αρχικά με χρήση εργαλείων από την
ασυμπτωτική ανάλυση και στη συνέχεια ολοκληρώνοντας χρονικά
τις εξισώσεις. Στο σύστημα των εξισώσεων εμφανίζεται ένα πλήθος
παραμέτρων οι οποίες επηρεάζουν σε κάποιο βαθμό τη συμπεριφορά, όπως
είδαμε από τα αριθμητικά αποτελέσματα του Κεφαλαίου 6. Ταυτόχρονα,
η πολυπλοκότητα των εξισώσεων καθιστά την πλήρη προσέγγισή τους
μέσω της θεωρίας διαταραχών μία δύσκολη διαδικασία. Ως αποτέλεσμα,
αξιοποιούμε τα συμπεράσματα της αριθμητικής προσέγγισης, αμελώντας
την επίδραση της συμπιεστότητας του ρευστού και των φ και s, επομένως
όλων των όρων εκ μεταφοράς. Στη συνέχεια, επιλέγουμε τις περιπτώσεις
όπου το σύστημα έχει μέγιστο πλήθος λύσεων (τέσσερεις για την περίπτωση
ΚΤΧΘ, τρεις για την περίπτωση ΧΤΚΘ) και ορίζουμε ενδεικτικές τάξεις
θερμοκρασίας, ώστε να απλοποιήσουμε εκ νέου το πρόβλημα σε κάθε
περιοχή και εν τέλει να προσεγγίσουμε τη λύση. Προφανώς, τα αποτελέσματα
ελέγχονται ως προς τη μαθηματική ακρίβεια και πληρότητα, ωστόσο
θεωρήθηκε σημαντικό να καταδειχθεί και από μία ημι-αναλυτική σκοπιά η
συμπεριφορά του συστήματος. Όσον αφορά την περίπτωση ΧΤΚΘ, έγινε
αριθμητική ολοκλήρωση των εξισώσεων σε ένα εύρος τιμών των παραμέτρων
για την επαλήθευση της ύπαρξης οριακών κύκλων. Αξίζει ωστόσο να
τονιστεί ότι χωρίς την διεξαγωγή πειραμάτων και την παρατήρηση και
μέτρηση σε πραγματικά ρήγματα, μία τέτοια προσέγγιση δεν μπορεί να
υπερβεί τα όρια της απλής επίδειξης των δυνατοτήτων του μοντέλου. Με
άλλα λόγια, απαιτείται η επαλήθευση των υποθέσεων που έγιναν εδώ ώστε
να εξαχθούν βάσιμα συμπεράσματα για το πραγματικό πρόβλημα.
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7.1 Ποιοτική ανάλυση των λύσεων ισορροπίας

Στο βιβλίο του Fowler ([23], pp.185-190) παρουσιάζεται μία ασυμπτωτική
προσέγγιση των κλάδων των λύσεων ισορροπίας της Εξ. (3.19) που αφορά
στη διάχυση της θερμότητας με μία χημική αντίδραση. Βάσει της μεθόδου
αυτής, καθώς και της αντίστοιχης των Mantalon et al. ([61, 62]) για μεγάλες
ενέργειες ενεργοποίησης, προβαίνουμε στην ακόλουθη ποιοτική ανάλυση για
το απλοποιημένο σύστημα στο οποίο αμελούνται οι όροι εκ μεταφοράς:

d2∆p

dz2
+ Leζµre

ArδT
1+δT = 0 (7.1)

d2T

dz2
+
[
Gr(1−∆p)(−1/N)e

aAr
1+δT − 1

]
e

ArδT
1+δT = 0

Παρατηρούμε ότι, η πίεση των πόρων αρχίζει να αυξάνει όταν ο όρος
παραγωγής της Εξ. (7.1) γίνεται O(1), το οποίο και συμβαίνει σε μία κρίσιμη
θερμοκρασία:

Tcr = −1

δ

ln(L0)

Ar + ln(L0)
(7.2)

όπου L0 = Le0ζ0µr = ζ0
k0µf
kπ0σ′

n

(
d
2

)2, δ = R
ρCaCO3

jkm

(
d
2

)2
k0Are

−Ar και οι
ποσότητες ζ0 και Le0 είναι οι τιμές των παραμέτρων ζ και Le, για φ = φ0 και
s = s0 = 0.

Είναι προφανές ότι η Tcr είναι συνάρτηση όλων των παραμέτρων του
υλικού, άρα δεν είναι δυνατή η προσέγγισή της. Στη γενική περίπτωση, η
υπερπίεση αρχίζει όταν οι όροι παραγωγής του συστήματος είναι της ίδιας
τάξης και επομένως θα μπορούσε να συμβαίνει ταυτόχρονα ακόμα και σε
χαμηλές θερμοκρασίες (σε αυτό που ονομάσαμε καθεστώς ερπυσμού). Στο
υπό μελέτη πρόβλημα και για τις τιμές που χρησιμοποιήθηκαν είδαμε στην
Παράγραφο 6.1 ότι ο κλάδος του ερπυσμού πάντα προηγείται αυτού της
υπερπίεσης. Για το λόγο αυτό, θέτουμε Tcr > O(Ar), ώστε να μελετηθεί η
πλήρης συμπεριφορά του συστήματος και να ταυτοποιηθούν οι κυρίαρχοι
μηχανισμοί σε κάθε κλάδο λύσεων ισορροπίας.

Καθεστώς χαμηλών θερμοκρασιών, T ∼ O(1)

Υποθέτουμε ότι Tcr ∼ O(Ar3/2). Εφόσον δ ≈ µr � 1 και Ar > 1, όταν
T ∼ O(1) το σύστημα μπορεί να απλοποιηθεί στο ακόλουθο,

d2∆p

dz2
+ Le0ζ0µre

ArδT = 0 (7.3)
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d2T

dz2
+
[
Gr(1−∆p)(−1/N)eaAr − 1

]
eArδT = 0

όπου Le0 ≈ 102, ζ0 ≈ 10.
Εάν Tcr ∼ O(Ar3/2), σε αυτό το επίπεδο θερμοκρασιών ∆p = 0 και το

σύστημα (7.3) εκπίπτει σε μία εξίσωση:

d2θ

dz2
+ λeθ = 0 (7.4)

όπου λ = Arδ
[
GreaAr − 1

]
και θ = ArδT . Η συγκεκριμένη εξίσωση

ονομάζεται στη βιβλιογραφία ως Bratu [6] και έχει μελετηθεί εκτεταμένα
αναλυτικά και αριθμητικά, π.χ. [88, 7]. Η λύση της, βασίζεται στην
υπερβατική εξίσωση

θ0 = θb + 2ln

[
cosh

(√
λ

2
eθ0/2

)]
(7.5)

για τη θερμοκρασία στο κέντρο θ0, ως συνάρτηση της συνοριακής θb και της
παραμέτρου λ.

Είναι γνωστό ότι το πρόβλημα Bratu έχει δύο λύσεις ισορροπίας, για
λ < λlowcr , που αντιστοιχούν στους δύο κατώτερους κλάδους των αριθμητικών
αποτελεσμάτων της παρούσας εργασίας. Οι κρίσιμες τιμές των λlowcr της
θερμοκρασίας στο κέντρο υπολογίζονται προσεγγιστικά ( [89, 88, 7]) ως:

λlowcr ≈ e−θb , θcr0 ≈ ln

(
1

λlowcr

)
(7.6)

Επομένως, όταν αυξάνεται η συνοριακή θερμοκρασία, η τιμή λlowcr του
σημείου στροφής μειώνεται, όπως υπολογίστηκε στην [90] και είδαμε και
στις προηγούμενες παραγράφους.

Καθεστώς ενδιάμεσων θερμοκρασιών, T ∼ O(Ar)

Σε ενδιάμεσες θερμοκρασίες, η κατανομή της τείνει να γίνει γραμμική μακριά
από το κέντρο της ζώνης διάτμησης, δηλαδή ∂2Θ/∂z2 = 0, όπουΘ = θ/Ar =
δT . Με άλλα λόγια, δημιουργείται ένα συνοριακό στρώμα κοντά στο κέντρο,
στο οποίο ενεργοποιείται η αντίδραση και παράγεται επιπλέον πίεση πόρων.
Επομένως μπορούμε να μεταβάλλουμε την κλίμακα του χώρου εισάγοντας z =
ηf(1/Ar) και προκύπτει ότι:

d2∆p

dη2
+ f 2(1/Ar)Leζµre

ArΘ
1+Θ = 0 (7.7)
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d2Θ

dη2
+ f 2(1/Ar)δ

[
Gr(1−∆p)(−1/N)e

aAr
1+Θ − (1− φ)(1− s)

]
e

ArΘ
1+Θ = 0

Η παράμετρος f μπορεί να επιλεγεί να είναι f ∼ Ar−1/2, ακολουθώντας την
συζήτηση για την Tcr στην έναρξη της παραγράφου.

Στην περίπτωση όπου ο όρος παραγωγής στην εξίσωση διάχυσης της
πίεσης πόρων δεν είναι ακόμη O(1), η λύση για τη θερμοκρασία στο κέντρο
Θ0 προκύπτει από την επίλυση της εξίσωσης:

Gre
aAr
1+Θ0 − 1 =

1

f 2δ
e

−ArΘ0
1+Θ0 (7.8)

Η απόκριση του συστήματος σε αυτό το επίπεδο θερμοκρασιών ξεκινά με
αρχική μείωση του αριθμού Gruntfest. Σε μία δεδομένη θερμοκρασία, η
εμφάνιση ενός σημείου στροφής επιτρέπει στο Gr να αυξηθεί εκ νέου. Η
τιμή του σημείου στροφής μπορεί να προσεγγιστεί επιλύοντας την Εξ. (7.8)
ως προς τον αριθμό Gruntfest και θέτοντας dGr

dΘ0
= 0. Τότε, το σημείο στροφής

έχει:
Θmid
cr =

h1
Ar − h1

, Grmidcr =
1

1− α
e−α(Ar−h1) (7.9)

όπου h1 = ln
(

1
δf2

1−α
α

)
.

Καθεστώς υπερπίεσης, T ∼ O(Tcr)

Όταν η θερμοκρασία αυξηθεί μέχρι την Tcr, ξεκινά η υπερπίεση λόγω
παραγωγής CO2 από τη διάσπαση του ανθρακικού ασβεστίου. Εάν η Tcr
είναι O(Ar), τότε η προηγούμενη ενδιάμεση περιοχή εξαφανίζεται.

Σε επίπεδο υψηλών θερμοκρασιών, αλλάζουμε την κλίμακα της
θερμοκρασίας σε T̃ = T/Tcr, και λαμβάνουμε την ακόλουθη εξίσωση

f 2Leζµre
aArTcr
Tcr+δT̃0 = 1−

{
1

Gr

[
(1− φ)(1− s) +

Tcr
f 2
e
− ArδT̃0

Tcr+δT̃0

]
e
− aArTcr

Tcr+δT̃0

}−N

(7.10)

όπου όμως ∆p 6= 0, ενώ τα φ και s ακολουθούν την Εξ. (2.8). Η απόκριση
του συστήματος εξαρτάται από το πρόσημο του N , όπως είδαμε και στην
παράγραφο 6.1. Όταν N > 0, τότε εμφανίζεται ένας τέταρτος κλάδος στον
οποίο η αύξηση της επιπλέον πίεσης πόρων εξισορροπείται από τη μείωση
του αριθμού Gruntfest. Για N < 0 ο αριθμός Gruntfest αυξάνει λόγω της
αύξησης της ∆P . Επομένως, ο τρίτος κλάδος εκτείνεται μέχρι το άπειρο και
δεν εμφανίζονται επιπρόσθετοι κλάδοι.
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Η τελική απόκριση του συστήματος προκύπτει από την ένωση (αγγλ.
matching) των τριών περιοχών, Εξ. (7.5),(7.8),(7.10). Στην Εικόνα 7.1
απεικονίζονται οι τρεις λύσεις για την περίπτωση ΚΤΧΘ, όπου παρατηρούμε
ότι προσεγγίζουν ποιοτικά τις αντίστοιχες λύσεις του αριθμητικού
προβλήματος. Σε αυτήν αναγνωρίζουμε ένα κατώτερο καθεστώς που
χαρακτηρίζεται σχεδόν αποκλειστικά από την τριβή, ένα ανώτερο καθεστώς
υπερπίεσης λόγω της διάσπασης του σκελετού το οποίο δεν επηρεάζεται από
τη συνοριακή θερμοκρασία και ένα ενδιάμεσο το οποίο και παρέχει έναν
ασταθή κλάδο στο σύστημα.

Η δυναμική συμπεριφορά της περίπτωσης ΧΤΚΘ δεν μπορεί να
προβλεφθεί από την ποιοτική ανάλυση του στάσιμου προβλήματος. Για
το λόγο αυτό θα προβούμε στην ολοκλήρωση του χρονο-εξαρτημένου
συστήματος ώστε να δείξουμε την ύπαρξη οριακών κύκλων και να
αποκτήσουμε μία πρώτη εικόνα για την επίδραση των παραμέτρων στο
εξελικτικό φαινόμενο. Μία τέτοια συμπεριφορά συνδέεται στη βιβλιογραφία
με τα σεισμικά φαινόμενα. Αξίζει να σημειωθεί ότι η συνήθης προσέγγιση
του φαινομένου γίνεται σε μακροσκοπικό επίπεδο με χρήση νόμων τριβής
που προβλέπουν χαλάρωση με τη ταχύτητα και κράτυνση με μία μεταβλητή
κατάστασης του προβλήματος, σε πλήρη αντιστοιχία προς την περίπτωση
ΧΤΚΘ.

7.2 Ποιοτικήανάλυση της δυναμικής συμπεριφοράς

Όπως αναφέρθηκε και στο Κεφάλαιο 4 οι διάφοροι καταστατικοί νόμοι
που θεωρήσαμε ισχύουν κοντά στις λύσεις ισορροπίας. Συγκεκριμένα, αυτό
ισχύει για τους νόμους Darcy, Fourier και Arrhenius, αλλά και για το νόμο
της τριβής ο οποίος θα μπορούσε να ισχύει μόνο όταν θεωρήσουμε ότι η
παραμόρφωση είναι αρκετά μεγάλη και η ταχύτητα μεταβάλλεται αργά
ώστε ο συντελεστής τριβής να εξισώνεται με την τιμή του στην κρίσιμη
κατάσταση για ρυθμό γ̇ [68]. Έχοντας αυτό ως δεδομένο, επεκτείνουμε
την προηγούμενη ανάλυση και περιλαμβάνουμε τους όρους χρονικών
παραγώγων περιοριζόμενοι σε περιπτώσεις κοντά στις λύσεις ισορροπίας
του συστήματος.

Ως αποτέλεσμα, αγνοούμε πιθανά τυρβώδη φαινόμενα, με πιο σημαντικό
τις διαταραχές των κόκκων σε μεγάλα βάθη τα οποία χαρακτηρίζουν
τη δυναμική μετάβαση μακριά από στάσιμες καταστάσεις. Στην [69]
αποδεικνύεται ότι η επίδραση των θερμικών όρων εκ μεταφοράς θα
μπορούσε να χαρακτηρίσει τη θερμική εξέλιξη ενός ρήγματος, ενώ παρέχεται
μία θεωρία για την πτώση της αντοχής κατά τη διάρκεια σεισμών, αλλά και
για περιπτώσεις βαθέων ρηγμάτων στα οποία τα σεισμικά φαινόμενα είναι
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Εικόνα 7.1: Ποιοτική αναπαράσταση του συστήματος, για κράτυνση με
το ρυθμό διατμητικής παραμόρφωσης και χαλάρωση με τη θερμοκρασία.
Παρατηρούμε ότι τμηματικά αναπαρίσταται η καμπύλη των αριθμητικών
αποτελεσμάτων και πιστοποιείται η ισχύς της τάξης μεγέθους των διαφόρων
καθεστώτων θερμοκρασίας
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πιο σπάνια ([44]).
Στην παρούσα εργασία, θεωρούμε ότι οι όροι εκ μεταφοράς παραμένουν

αμελητέοι, όπως και στην κατάσταση ισορροπίας. Για να ισχύει αυτό σε ένα
εξελικτικό πρόβλημα θα πρέπει:

kπ0 < jkm
µf

k0|∆H|ρAB
eAr

σ′
n

(7.11)

Για τις τιμές αναφοράς του Πίνακα 4.1, αυτή η συνθήκη γράφεται kπ0σ′
n <

10−17. Επομένως, όσο βαθύτερο είναι ένα ρήγμα, τόσο πιο σημαντικοί γίνονται
οι όροι εκ μεταφοράς σε συμφωνία με την [69]. Ως προς το τελευταίο αρκεί να
παρατηρήσουμε ότι η συνοριακή ορθή ενεργός τάση, σ′

n, αυξάνει με το βάθος.
Εάν ακόμη υποθέσουμε ότι τα φ και s είναι σταθερά, οι προκύπτουσες

αδιάστατες εξισώσεις γράφονται:

∂∆p

∂t
=

1

Le

∂2∆p

∂z2
+

Λ

mσn

∂T

∂t
+ ζµre

ArδT
1+δT (7.12)

∂T

∂t
=
∂2T

∂z2
+
[
Gr (1−∆p)−1/N e

aAr
1+δT − 1

]
e

ArδT
1+δT

όπου Le = Le0 για σταθερό πορώδες και Λ =
λf−λs
(βf+βs)

, με λs και βs να δίνονται
στο Παράρτημα C. Για σταθερά φ και s και για ασυμπίεστο ρευστό ο όρος Λ

mσn
μηδενίζεται, διευκολύνοντας επιπρόσθετα τη μελέτη του συστήματος.

Είναι προφανές από το σύστημα (7.12) ότι η εξίσωση της επιπλέον πίεσης
των πόρων μπορεί να προκαλέσει τη δημιουργία ενός συνοριακού στρώματος
κοντά στο κέντρο της ζώνης διάτμησης για Le � 1. Χρησιμοποιώντας
την κλίμακα της προηγούμενης παραγράφου 7.1, αναπτύσσουμε σε σειρά
το πεδίο θερμοκρασίας ως προς ε = 1/Ar, δηλαδή T = T0 + εT1 + O(ε2).
Εάν ακόμη θεωρήσουμε ότι σε μηδενικό βαθμό η επιπλέον πίεση πόρων
παραμένει μηδενική, προκύπτει ότι

∂θ0
∂t

=
∂2θ0
∂z2

+ λeθ0 (7.13)

λ = Arδ
[
GreaAr − 1

]
(7.14)

όπου θ0 = ArδT0. Η Εξ. (7.13) είναι γνωστή ως Frank-Kamenetsky [89] και
έχει αναλυτική λύση της μορφής [89]:

θ0 = θcore − ln

[
λ(tI − t) +

z2

4(c1 − ln(tI − t))

]
(7.15)
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όπου θcore η αρχική θερμοκρασία στο κέντρο (μέγιστη), tI = 1/λ ο χρόνος που
η θερμοκρασία απειρίζεται (blow-up time) και η σταθερά c1 καθορίζεται από
τις συνοριακές συνθήκες [89]. Παρατηρούμε ότι σε αυτό το μοντέλο η αρχική
συνθήκη πρέπει να είναι η θερμοκρασία την οποία έχει το υλικό όταν φτάνει
σε κρίσιμη κατάσταση (υπό τη γεωτεχνική έννοια) έχοντας ήδη παραλάβει της
όποιες ελαστικές παραμορφώσεις.

Όπως αναφέρεται και στην [89], μετά από μία κρίσιμη θερμοκρασία και
σε χρόνο t ≈ 0.88tI η εξέλιξη γίνεται ασταθής, η αύξηση της θερμοκρασίας
εντοπίζεται στο κέντρο της ζώνης διάτμησης και εν τέλει οδηγεί σε απειρισμό.
Όταν το σύστημα φτάσει τη θερμοκρασία ενεργοποίησης της αντίδρασης,
Εξ. (7.2), τότε το σύστημα εισέρχεται σε καθεστώς υπερπίεσης. Ο χρόνος
που χρειάζεται ώστε η θερμοκρασία στο κέντρο της ζώνης διάτμησης (z = 0)
να φτάσει αυτήν της ενεργοποίησης θcr = ArδTcr είναι και η χρόνο-κλίμακα
που χρειάζεται για να προσεγγίσει τον ανώτερο κλάδο των λύσεων στην
περίπτωση ΧΤΚΘ,

tcr =
1

λ

[
1− e(θcore−θcr)

]
(7.16)

Επομένως, ο χρόνος στον οποίο εκκινεί η αντίδραση και προσεγγίζεται ο
τρίτος κλάδος (και στην περίπτωση ΚΤΧΘ και ο τέταρτος) του συστήματος
είναι συνάρτηση της αρχικής κατάστασης του συστήματος θcore, της
θερμοκρασίας υπερπίεσης θcr, όλων των μηχανικών και χημικών ιδιοτήτων
του υλικού, αλλά και των συνθηκών φόρτισης. Παρατηρούμε ότι όταν
θcr = θcore, tcr = 0, το οποίο σημαίνει ότι το ρήγμα θα ξεκινήσει απευθείας
από την κατάσταση παραγωγής πίεσης πόρων χωρίς ερπυσμό. Από την άλλη,
όταν θcr � θcore, τότε tcr = 1/λ και το ρήγμα θα παρουσιάσει τουλάχιστον
αρχικώς ερπυστικά φαινόμενα. Μετά από αυτό το σημείο, θα μπορούσε να
ολοκληρώσει κανείς το σύστημα χρονικά και να λάβει τη χρονική εξέλιξη σε
καθεστώς υπερπίεσης όπως στην [80].

Συνεχίζοντας την ποιοτική ανάλυση, στοχεύοντας στην περίπτωση
ΧΤΚΘ ολοκληρώνουμε χρονικά το σύστημα για σταθερό πορώδες και μερικό
όγκο στερεών, ασυμπίεστο ρευστό κοντά στην στάσιμη κατάσταση και με
στραγγισμένες, ισόθερμες συνοριακές συνθήκες:

∂∆p

∂t
=

1

Le

∂2∆p

∂z2
+ ζµre

ArδT
1+δT (7.17)

∂T

∂t
=
∂2T

∂z2
+
[
Gr (1−∆p)−1/N e

aAr
1+δT − 1

]
e

ArδT
1+δT

Για την επίλυση χρησιμοποιήθηκε η συνάρτηση pdepe του MATLABTM .
Ως γραφήματα αναφοράς παραθέτουμε το διάγραμμα λύσεων ισορροπίας
(Εικόνα 7.2) και το αντίστοιχο των ιδιοτιμών (Εικόνα 7.3) για την
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Εικόνα 7.2: Διάγραμμα διακλαδώσεων για Tb ≈ −12.6, Le0 = 100, α =
0.5 και N = 0.1. Απεικονίζεται η θερμοκρασία στο κέντρο της ζώνης
διάτμησης σε συνάρτηση με τον αριθμό Gruntfest. Σημειώνονται επίσης οι
λύσεις ισορροπίας για Gr = 0.002.

περίπτωση Le0 = 100, α = 0.5 και N = 0.1. Η Εικόνα 7.4 αποτελεί ένα
διάγραμμα φάσεων της εξέλιξης του συστήματος για Gr = 0.002 και τις
προαναφερθείσες τιμές αναφοράς. Για το συγκεκριμένο αριθμό Gruntfest το
σύστημα παρουσιάζει τρείς λύσεις ισορροπίας, οι οποίες και σημειώνονται
στο διάγραμμα. Παρατηρούμε ότι όλες οι καμπύλες των λύσεων οδηγούνται
στο κατώτερο σημείο ισορροπίας. Εάν το σύστημα εκκινήσει από σχετικά
χαμηλή πίεση (εδώ Ti = −10 και Pi = 0.1) τότε παρουσιάζει μία αρκετά
γρήγορη αύξηση θερμοκρασίας συνοδευόμενη από ραγδαία αύξηση
της πίεσης, υπερβαίνοντας την ανώτερη λύση. Στη συνέχεια μειώνει τη
θερμοκρασία και προσεγγίζει ασυμπτωτικά πολύ αργά το κατώτερο σημείο
ισορροπίας. Αντίθετα, στην εγγύτητα του κατώτερου σημείου (Ti = −10.5
και Pi = 0) το σύστημα τείνει σχεδόν από την εκκίνησή του σε χαμηλές
θερμοκρασίες (παραπλήσιες της λύσης στο κατώτερο σημείο ισορροπίας) και
στη συνέχεια επέρχεται και η μείωση της πίεσης πόρων.

Η παραπάνω περίπτωση παρουσιάζει ένα επιπλέον ενδιαφέρον
φαινόμενο. Από τις ιδιοτιμές του συστήματος παρατηρούμε ότι για
0.00055 < Gr < 0.0011 στον ανώτερο κλάδο, η Ιακωβιανή παρουσιάζει
δύο μέγιστες ιδιοτιμές οι οποίες έχουν αρνητικό πραγματικό μέρος
και μη μηδενικό φανταστικό. Για Gr > 0.0012 το πραγματικό τους
μέρος γίνεται θετικό. Επομένως, για Gr ≈ 0.0011 έχουμε ένα σημείο
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Εικόνα 7.3: Διάγραμμα ιδιοτιμών για την περίπτωση αναφοράς Tb ≈ −12.6,
Le0 = 100, α = 0.5 καιN = 0.1. Απεικονίζεται το μέγιστο πραγματικό και το
φανταστικό μέρος των ιδιοτιμών όπου, παρατηρούμε την αλλαγή προσήμου
για Gr ≈ 0.0012. Η εμφάνιση μιγαδικών ιδιοτιμών γίνεται μετά το δεύτερο
σημείο στροφής.
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Εικόνα 7.4: Διάγραμμα φάσεων θερμοκρασίας προς επιπλέον πίεσης πόρων
για Gr = 0.002. Τα σημεία απεικονίζουν τις λύσεις ισορροπίας, με μπλε
σημειώνεται η χαμηλή, με κόκκινο η ενδιάμεση και με μαύρο η ανώτερη λύση.
Οι καμπύλες χρώματος κόκκινου δεν εμφανίζουν αύξηση της θερμοκρασίας,
σε αντίθεση προς αυτές με μαύρο.
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Εικόνα 7.5: Τρισδιάστατο διάγραμμα φάσεων με αρχική συνθήκη κοντά στη
λύση ισορροπίας του ανώτερου κλάδου για Gr ≈ 0.000698. Παρατηρούμε τη
μεταβολή της κατανομής η οποία καταλήγει στην κατώτερη λύση.

Hopf στο διάγραμμα απόκρισης. Ωστόσο, για Gr = 0.002 οσοδήποτε
κοντά στην λύση ισορροπίας κι αν προσπαθήσαμε να εκκινήσουμε, το
σύστημα ουδέποτε κατέληξε σε οριακό κύκλο και μονίμως προσέγγιζε την
κατώτερη λύση ισορροπίας. Ταυτόχρονα, το ίδιο συνέβη και στην περιοχή
0.00055 < Gr < 0.0011. Η Εικόνα 7.5 απεικονίζει σε τρισδιάστατη μορφή την
εξέλιξη του πεδίου θερμοκρασίας σε σχέση με της πίεσης για Gr ≈ 0.000698.
Η χρησιμοποιηθείσα αρχική συνθήκη είναι κοντά στη λύση ισορροπίας τόσο
για την πίεση, όσο και τη θερμοκρασία. Μολαταύτα, η λύση απομακρύνεται
και εν τέλει καταλήγει στην κατώτερη λύση.

Τα αποτελέσματα διαφέρουν δραματικά στην ανώτερη περιοχή αριθμών
Gruntfest. Η ύπαρξη μόνο μίας λύσης ισορροπίας οδηγεί το σύστημα σε
οριακούς κύκλους γύρω από αυτή. Στην Εικόνα 7.6 απεικονίζεται το
διάγραμμα φάσεων για Gr = 0.00241 τιμή που είναι λίγο μεγαλύτερη από
αυτή του κατώτερου σημείου στροφής. Αντίστοιχα, η Εικόνα 7.7 αποτελεί το
αντίστοιχο διάγραμμα φάσεων για Gr = 0.008. Αξίζει να σημειωθεί ότι το
εύρος του οριακού κύκλου μειώνεται με την αύξηση του αριθμού Gruntfest.
Το τελευταίο, σε συνδυασμό με το μεγάλο εύρος του κύκλου κοντά στο
σημείο στροφής θα μπορούσε να αποτελεί μία ένδειξη ότι και στην περιοχή
τριών λύσεων ισορροπίας υπάρχει οριακός κύκλος, απλώς υπερκαλύπτει
και την ευσταθή κατώτερη λύση ισορροπίας, η οποία και εν τέλει είναι η
προτιμώμενη από το σύστημα. Ωστόσο, απαιτείται επιπρόσθετη ανάλυση
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Εικόνα 7.6: Διάγραμμα φάσεων θερμοκρασίας προς επιπλέον πίεσης πόρων
για Gr = 0.00241 κατά τι ανώτερο από το χαμηλότερο σημείο στροφής.
Παρατηρούμε ότι με την εξαφάνιση της κατώτερης λύσης το σύστημα δέχεται
περιοδικές λύσεις.

αυτών των περιπτώσεων.
Ανάλογη συμπεριφορά επιδεικνύει το σύστημα και για διαφορετικούς

αριθμούς Lewis. Στην Εικόνα 7.8 βλέπουμε το διάγραμμα φάσεων για
Le0 = 10 και Gr = 0.00065, οπού εκ νέου βλέπουμε ότι το σύστημα παρέχει
οριακούς κύκλους. Σημειώνουμε ότι και σε αυτήν την περίπτωση το σύστημα
έχει μόνο μία λύση ισορροπίας.

Αξίζει τέλος να δούμε ποια είναι η επίδραση στη συμπεριφορά του
συστήματος σε σχέση με τις δύο τελευταίες παραμέτρους του προβλήματος
που ελέγχουν την ευαισθησία της τριβής στο ρυθμό διατμητικής
παραμόρφωσης και την θερμοκρασία. Τα διαγράμματα φάσεων της Εικόνας
7.9 αφορούν την περίπτωση Gr = 0.008 και Le0 = 10, όπου στην Εικόνα
7.9 (a) κρατάμε σταθερό το a και στην (b) το N . Όπως προκύπτει, τα N
και a επηρεάζουν τη θέση, το σχήμα και το μέγεθος του οριακού κύκλου.
Σε ότι αφορά στο a, αυτό το αποτέλεσμα ήταν αναμενόμενο δεδομένου ότι,
όπως αναφέρθηκε και στο Κεφάλαιο 5, εάν το κρατήσουμε σταθερό και
μεταβάλλουμε τη συνοριακή θερμοκρασία μπορούμε να έχουμε παρόμοια
ποιοτική συμπεριφορά. Σε αυτήν την παράγραφο επιλέξαμε την αντίθετη
διαδικασία ώστε να αποκαλυφθούν οι διαφορετικές συμπεριφορές.
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Εικόνα 7.7: Διάγραμμα φάσεων θερμοκρασίας προς επιπλέον πίεσης πόρων
για Gr = 0.008 κατά τι ανώτερο από το χαμηλότερο σημείο στροφής.
Παρατηρούμε ότι με την εξαφάνιση της κατώτερης λύσης το σύστημα δέχεται
περιοδικές λύσεις.
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Εικόνα 7.8: Διάγραμμα φάσεων θερμοκρασίας προς επιπλέον πίεσης πόρων
για Gr = 0.00065 και Le0 = 10.
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Εικόνα 7.9: Οριακοί κύκλοι για την περίπτωση ΧΤΚΘ: (a) για a = 0.52 και
μεταβαλλόμενο N . (b) για N = 0.2 και μεταβαλλόμενο a. Οι υπολογισμοί
έγιναν για Le0 = 10 και Gr = 0.008.
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Κεφάλαιο 8

Συμπεράσματα

Στην παρούσα Διδακτορική Διατριβή παρουσιάστηκε μία θερμομηχανική
προσέγγιση του προβλήματος ενός κεκορεσμένου σε ρευστό ρήγματος υπό
διάτμηση σε καθεστώς ερπυσμού, συζευμένη με χημικές αντιδράσεις. Το
γενικότερο πρόβλημα είναι γεωμετρικά κακώς ορισμένο, διότι τα ρήγματα
βρίσκονται σε βάθος μερικών χιλιομέτρων, ενώ έχουν πάχος λίγα εκατοστά.
Γι' αυτό το λόγο, θεωρήθηκε ότι το ρήγμα είναι μία απείρως εκτεινόμενη
ζώνη διάτμησης μέσα σε ένα άπειρο χωρίο, ενώ δεν ελήφθησαν υπόψιν τα
γεωμετρικά του χαρακτηριστικά. Η συγκεκριμένη υπόθεση εμφανίζεται
συχνά στη βιβλιογραφία, κυρίως όμως για τη μελέτη των τελευταίων σταδίων
της έναρξης των σεισμών. Αντίθετα, η πλήρης εξέλιξη του φαινομένου
συνήθως μελετάται χρήσει του μοντέλου του τριβέα με ελατήριο όπου
το ρήγμα προσομοιώνεται με μία ευθεία η οποία αλληλεπιδρά με την
υπερκείμενη μάζα εμφανίζοντας συντελεστή τριβής που εξαρτάται από
την ταχύτητα και μία μεταβλητή κατάστασης του υλικού. Το μαθηματικό
μοντέλο το οποίο παρήχθη περιλαμβάνει δύο βασικούς μηχανισμούς έκλυσης
και απορρόφησης ενέργειας, την τριβή και τη διάσπαση του σκελετού. Ως
προς την πρώτη, θεωρήθηκε ότι μεταβάλλεται με το ρυθμό διατμητικής
παραμόρφωσης και τη θερμοκρασία κατά τη μετάβαση του ρήγματος από την
κατάσταση του ερπυσμού σε καθεστώς σεισμικής συμπεριφοράς. Επομένως,
το συγκεκριμένο μοντέλο τοποθετείται στο επίπεδο μίας μεσο-κλίμακας
(αγγλ. mesoscale), αλλά χρησιμοποιεί υποθέσεις από τη μακρο-κλίμακα
προσπαθώντας να συνδυάσει αυτές τις δύο οπτικές γωνίες.

Δείξαμε ότι τρεις από τους βασικούς νόμους τριβής αυτό του τύπου που
υπάρχουν στη βιβλιογραφία μπορούν να παρέχουν παρόμοια αποτελέσματα
σε χαμηλές θερμοκρασίες, ενώ σε υψηλότερο καθεστώς προτιμήθηκε για τη
συμπεριφορά του ένας νόμος τύπου Arrhenius. Επιλύθηκε ένα απλοποιημένο
πρόβλημα ([90]) εστιάζοντας αποκλειστικά στο μηχανισμό αυτό και για
το οποίο οι νόμοι παρέχουν τις ίδιες εξισώσεις είτε για την περίπτωση
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χαλάρωσης με την ταχύτητα και κράτυνσης με τη θερμοκρασία, είτε για
την αντίστροφη. Έγινε διεξοδική ανάλυση της συμπεριφοράς μαθηματικής
και φυσικής συμπεριφοράς απ' όπου προέκυψε ότι κατά την εξέλιξη από
καθεστώς ερπυσμού σε θερμική αστάθεια του συστήματος εμφανίζεται
εντοπισμός της συνάρτησης απωλειών κοντά στον πυρήνα του ρήγματος, το
οποίο και σημαίνει την δημιουργία ενός θερμικού διατμητικού στρώματος
εντός της ζώνης. Ταυτόχρονα, τέθηκε το ερώτημα κατά πόσον η αύξηση της
θερμοκρασίας μέχρι την επόμενη ευσταθή λύση ισορροπίας του προβλήματος
είναι ρεαλιστική, τονίζοντας τη δυνατότητα του υλικού να εμφανίσει χημικές
αντιδράσεις σε αυτό το επίπεδο. Σημειώνουμε ότι, όπως αναφέρθηκε
πρόσφατα από τους Han et al., [35] και Brantut et al., [5], η υπερπίεση λόγω
ρευστού που παράγεται από μία χημική αντίδραση είναι αρκετά ισχυρή
ώστε να καθορίσει τη δυναμική απομείωση της αντοχής των ρηγμάτων λόγω
διαφοράς των συντελεστών θερμικής διαστολής των αντιδρώντων και των
προϊόντων [91, 68].

Ως προς την αντίδραση, έγινε η επιλογή να μελετηθεί η περίπτωση
της διάσπασης του σκελετού. Ο λόγος ήταν ότι υπάρχει μία συγκεκριμένη
περίπτωση, το ρήγμα του Αιγίου, όπου αφενός κάτι τέτοιο παρατηρήθηκε
και αφετέρου θα μπορούσαν να χρησιμοποιηθούν τιμές παραμέτρων για την
περαιτέρω ανάλυση της συμπεριφοράς του μοντέλου. Εν τέλει, παρήχθη ένα
πλήρως συζευμένο μοντέλο το οποίο συμπεριελάμβανε πιθανή συμπιεστότητα
του ρευστού και την εξέλιξη του πορώδους και του σχετικού όγκου των
στερεών. Κατά τη διαδικασία υποθέσαμε ότι το ρευστό ακολουθεί το νόμο
του Darcy, η διαπερατότητα το νόμο Kozeny-Carman ενώ έγινε πλήρης
ανάλυση της εξαγωγής των όρων παραγωγής μάζας χρησιμοποιώντας
το νόμο Arrhenius. Δεδομένου ότι όλες αυτές οι καταστατικές εξισώσεις
ισχύουν κοντά σε στάσιμες λύσεις εστιάσαμε κυρίως στο χρονο-ανεξάρτητο
πρόβλημα, μέσω της ανάλυσης του οποίου θα ήταν δυνατή η μελέτη της
επίδρασης των όρων της αντίδρασης όσον αφορά τις πιθανές λύσεις
σε καθεστώς υψηλών θερμοκρασιών. Από την αδιαστατοποίηση του
συστήματος προέκυψαν οι δύο βασικοί αδιάστατοι αριθμοί που ρυθμίζουν τη
συμπεριφορά του συστήματος, ο αριθμός Gruntfest και ο αριθμός Lewis.

Το επόμενο βήμα ήταν ο περιορισμός του προβλήματος σε περιπτώσεις
"αργών" αντιδράσεων. Μέσω αυτού μελετήθηκε αποκλειστικά η εξίσωση
διάχυσης της θερμότητας και δείξαμε ότι όντως η πρόβλεψη του νόμου Ar-
rhenius της τριβής είναι μη ρεαλιστική σε καθεστώς υψηλών θερμοκρασιών,
αφού η αύξηση της θερμοκρασίας επαρκεί για την ενεργοποίηση όλων των
πιθανών ενδόθερμων αντιδράσεων στο σκελετό. Επιπλέον τονίστηκε η
επίδραση της συνοριακής θερμοκρασίας στο πλήθος των λύσεων ισορροπίας
του προβλήματος. Από την ανάλυση των παραμέτρων παρατηρήθηκε ότι η
σχετική διαφορά των αριθμών Arrhenius της τριβής και της αντίδρασης δρα



81

συμπληρωματικά προς τη συνοριακή θερμοκρασία για τον καθορισμό του
πλήθους των λύσεων, αφού για κάθε Tb υπάρχει μία τιμή του a για την οποία
η καμπύλη απόκρισης μεταβαίνει από μία κανονική καμπύλη τύπου S σε μία
τανυσμένη και αντιστρόφως. Επομένως, η διαφορά μεταξύ του επιπέδου
θερμοκρασίας στο οποίο ενεργοποιείται ο μηχανισμός της μεταβολής της
τριβής σε σχέση με αυτό της αντίδρασης καθορίζει τη μετάβαση από
το καθεστώς ερπυσμού σε αυτό της υπερπίεσης λόγω αντίδρασης. Για
το απλοποιημένο μοντέλο επιχειρήθηκε μία ανάλυση της εξέλιξης του
ρήγματος σε οιονεί-στατικές συνθήκες όπου και διαχωρίστηκαν τα όρια
των συνθηκών φόρτισης (σε όρους αριθμού Gruntfest) που οδηγούν σε
μόνιμο ευσταθή ερπυσμό, απευθείας μετάβαση στη φάση της υπερπίεσης ή
εξέλιξη από ευσταθή δευτερογενή ερπυσμό σε τριτογενή με ενεργοποίηση
χημικών μηχανισμών. Η προσέγγιση αυτή κατέδειξε και τη σημασία του
αριθμού Gruntfest, δηλαδή το λόγο επίδρασης της συνάρτησης απωλειών
του συστήματος σε σχέση με τις πιθανές "καταβόθρες" ενέργειας που στην
περίπτωσή μας εκφράζονται μέσω της χημικής αντίδρασης.

Εν συνεχεία, έγινε πλήρης ανάλυση των λύσεων ισορροπίας του γενικού
συστήματος και τονίστηκε η επιρροή των συνοριακών συνθηκών και
του αριθμού Lewis στην απόκριση. Το πρόβλημα στη γενικότερη μορφή
παρουσιάζει ένα εμφανή διαχωρισμό σε περιπτώσεις κράτυνσης με το
ρυθμό διατμητικής παραμόρφωσης και χαλάρωσης με τη θερμοκρασία
(ΚΤΧΘ) και αντιστρόφως (ΧΤΚΘ). Για την πρώτη δείξαμε ότι το όριο
του μοντέλου είναι η πλήρης ρευστοποίηση του σκελετού, φαινόμενο που
οδηγεί σε κατάρρευση του μοντέλου με φυσικώς αποδεκτό τρόπο και
οδηγεί στη δυναμική επανεκκίνηση του ρήγματος. Όσον αφορά τη δεύτερη,
σε συνδυασμό με τα αποτελέσματα της αριθμητικής ολοκλήρωσης του
χρονο-εξαρτημένου προβλήματος αποδείχθηκε η ύπαρξη οριακών κύκλων
στο πρόβλημα. Το συγκεκριμένο αποτέλεσμα είναι σε συμφωνία με τη
βιβλιογραφία για τα μοντέλα spring-block (π.χ. [32]) όπου η εμφάνιση
ταλαντωτικής συμπεριφοράς συνδέεται με το σεισμικό φαινόμενο. Η
διαφορά έγκειται στο γεγονός ότι αντί να οφείλεται αυτή η συμπεριφορά
στην ύπαρξη αποθηκευμένης ελαστικής ενέργειας που μοντελοποιείται
μέσω ελατηρίου, σε αυτήν την περίπτωση οφείλεται στην παρουσία μίας
ενδόθερμης χημικής αντίδρασης η οποία έχει τη δυνατότητα να απορροφά
τη θερμότητα που παράγεται λόγο της τριβής και να επαναφέρει το σύστημα
σε χαμηλότερη θερμοκρασία και πίεση πόρων.

Από τη μελέτη της επίδρασης των υπολοίπωνπαραμέτρων, επιβεβαιώθηκε
ότι η επίδραση των όρων εκ μεταφοράς στο πρόβλημα είναι αμελητέα,
υπόθεση που συχνά γίνεται στη βιβλιογραφία. Επιπλέον, στη χρονο-
ανεξάρτητη περίπτωση δείξαμε ότι οι μεταβολές του πορώδους και του
σχετικού όγκου των στερεών μπορούν να απλοποιηθούν στην περίπτωση των
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ρηγμάτων δεδομένων των μετρήσεων στη βιβλιογραφία ([11]), αλλά και του
γεγονότος ότι στην παρούσα διδακτορική διατριβή οι τιμές αναφοράς που
χρησιμοποιήθηκαν για την αντίδραση υπερεκτιμούν το φαινόμενο (βλέπε
Κεφάλαιο 2 και Παράρτημα A).

Ως γενικότερο σχόλιο, θα μπορούσε να ειπωθεί ότι το πλεονέκτημα αυτών
των προσεγγίσεων που διατρέχουν το φάσμα της φυσικής και της μηχανικής
είναι η δυνατότητά τους να παρέχουν επιπρόσθετη πληροφορία προς το
σκοπό της ποιοτικής αξιολόγησης της συμπεριφοράς των ρηγμάτων. Για
να συμβεί όμως αυτό απαιτείται η πειραματική μέτρηση και επαλήθευση
των μηχανισμών απώλειας ενέργειας κατά τη διάτμηση ενός στρώματος
από εδαφικό υλικό, σε συνδυασμό με μικρομηχανική προσομοίωση και
μοντελοποίηση. Για να ξεκαθαριστεί το τελευταίο υπενθυμίζουμε την
έκφραση του ποσοστού του μηχανικού έργου που μετατρέπεται σε θερμότητα,
Εξ. (2.22), το οποίο εισάγεται στην εξίσωση διάχυσης της θερμότητας και
του λόγου Taylor-Quinney, Εξ. (2.23). Από τη στιγμή που θα αναγνωριστούν
οι βασικοί μηχανισμοί (για παράδειγμα η υπερθέρμανση στις επαφές των
κόκκων, η θραύση τους και η φθορά τους λόγω σχήματος και κατανομής),
χρειάζεται η επιλογή κατάλληλων εσωτερικών μεταβλητών ξ και εισαγωγή
τους στις εξισώσεις του προβλήματος. Έπειτα, με κατάλληλη μετάβαση
στο συνεχές μέσο, χρήσει μεθόδων μέσου όρου σε ένα REV μπορεί κανείς
να παράξει πιθανώς μορφές παρόμοιες με αυτήν της Εξ. (4.2). Με άλλα
λόγια, η εξάρτηση της συνάρτησης απωλειών από τη θερμοκρασία μπορεί
να οφείλεται στην αλλαγή του βT με αυτήν. Στην παρούσα μελέτη, ελλείψει
τέτοιας πληροφορίας ταυτοποιήσαμε το ξ ως το μακροσκοπικό ρυθμό
πλαστικής παραμόρφωσης και αντικαταστήσαμε την πιθανή επίδραση των
μηχανισμών σε επίπεδο κόκκου με ένα νόμο τριβής που εξαρτάται από το
ρυθμό και τη θερμοκρασία.

Οι προσεγγίσεις αυτού του τύπου εμφανίζουν ένα αυξανόμενο
ενδιαφέρον για την εφαρμογή τους σε πολύπλοκα προβλήματα γεωμηχανικής
και γεωφυσικής [40, 68, 2] και χαρακτηρίζονται από το μεγάλο εύρος χρήσης
τους. Αυτό επαληθεύεται και από την παρούσα μελέτη όπου καταδείχθηκε
το πλήθος των λύσεων και των πιθανών συμπεριφορών αυτών των μοντέλων.
Πράγματι, από την προσέγγιση των οριακών κύκλων μπορεί κάνεις να
μελετήσει τη μείωση της ορθής τάσης κατά την ταλαντωτική συμπεριφορά
και να εξάγει χρήσιμα συμπεράσματα ανάλογα με τις τιμές των συντελεστών
ευαισθησίας του υλικού στο ρυθμό διατμητικής παραμόρφωσης και τη
θερμοκρασία. Επομένως, η χρήση τέτοιων εργαλείων θα μπορούσε να
παρέχει μία προσέγγιση στη μηχανική και τη φυσική των ρηγμάτων. Ωστόσο,
τονίζουμε εκ νέου την ανάγκη πειραματικής επαλήθευσης του νόμου τριβής,
αλλά και τη μελέτη του πραγματικού ρυθμού αντίδρασης σε συνθήκες
υψηλών πιέσεων.



Παράρτημα A

Εύρεση των παραμέτρων του
ρυθμού αντίδρασης

Παρουσιάζουμε εδώ τη μέθοδο υπολογισμού του πορώδους και του μερικού
όγκου των στερεών βάσει των πειραματικών δεδομένων της [57] για την
περίπτωση της διάσπασης ανθρακικού ασβεστίου. Όπως αναφέρθηκε
και στο Κεφάλαιο 2 (Παράγραφος 2.1), δεν υπάρχουν καταγεγραμμένα
πειραματικά δεδομένα για καθεστώς υψηλών πιέσεων. Επομένως, δεχόμαστε
E = 200 kJ/mol και k0 = 1015 s−1 ως ενδεικτικές τιμές για την ευθεία
αντίδραση και χρησιμοποιούμε τα αποτελέσματα της [57] για τον υπολογισμό
της σχετικής μεταβολής της μάζας κατά τη διάρκεια του πειράματος (∆m/m)
για την εύρεση κατάλληλων τιμών των φ και s από τη σχέση,

∆m

m
=
minit −mfin

minit

= 1− ρCaCO3Vfin
ρCaCO3Vinit

= 1− (1− φ)(1− s) (A.1)

Οι ελεύθερες παράμετροι, όπως φαίνεται και από την Εξ. (2.8), είναι τα
Kc και∆E. Υποθέσαμε ότι η πυκνότητα του CO2 είναι σταθερή και ίση προς
ρCO2 = 900 kg/m3. Η καλύτερη παρεμβολή για τα συγκεκριμένα δεδομένα
(ιδέ Table 3 [57]) προέκυψε για Kc ≈ 1.03 1010 και ∆E ≈ 197 kJ/mol. Η
πρόβλεψη μαζί με τα δεδομένα παρουσιάζεται στην Εικόνα A.1, μαζί με τις
αντίστοιχες προβλέψεις για τα φ και s.

Αναμένεται ότι οι χρησιμοποιούμενες και οι προβλεφθείσες τιμές οδηγούν
σε υπερεκτίμηση του ρυθμού αντίδρασης και των σχετικών πεδίων.



84 Εύρεση των παραμέτρων του ρυθμού αντίδρασης

Εικόνα A.1: Παρεμβολή των πειραματικών δεδομένων της [57] για την
αντίδραση της διάσπασης του σκελετού σε χαμηλές πιέσεις (8mbar)



Παράρτημα B

Μαθηματικός χαρακτηρισμός των
εξισώσεων διάχυσης

Η κλάση των εξισώσεων διάχυσης-παραγωγής

Tt = h(T )xx + λφ(T ) (B.1)

έχει μελετηθεί εκτενώς ([22], [24], [25],[26]) σχετικά με τα κριτήρια που πρέπει
να ικανοποιούν ώστε να παρουσιάσουν ιδιομορφία σε πεπερασμένο χρόνο στη
λύση τους (finite-time blow-up). Για τη συγκεκριμένη περίπτωση, Εξ. (3.12),
h()xx = xx, και για επίπεδες ή καμπανόσχημες αρχικές συνθήκες η εξίσωση
παρουσιάζει αυτού του τύπου την ιδιομορφία αν και μόνο αν το ολοκλήρωμα

I1() =

∫
1

ds
φ(s)

(B.2)

συγκλίνει στο άπειρο, I1(∞) < ∞. Αυτή είναι η συνθήκη το Osgood,
εδραιωμένη το 1898, απαραίτητη και αναγκαία για αυτή την ιδιομορφία σε
πεπερασμένο χρόνο, για κάθε λύση με θετικές αρχικές συνθήκες ([26]).

Εφαρμόζοντας τη συνθήκη του Osgood στις τρεις εξισώσεις μας (3.16),
(3.18),(3.20) αποφασίζουμε ποιο μοντέλο παρουσιάζει αυτή την ιδιομορφία
στη λύση. Πράγματι για τον εκθετικό νόμο, Εξ. (3.16) έχουμε

lim
→∞

Iexp1 () = lim
→∞

∫
1

e−sds
Gr

=
1

eGr
<∞ (B.3)

Άρα, γιαGr > 0 και για θετικές αρχικές συνθήκες η(3.16) παρουσιάζει πάντα
ιδιομορφία σε πεπερασμένο χρόνο.

Αντίστοιχα η (3.18)

lim
→∞

I log1 () = lim
→∞

∫
1

s−mds
Gr

= lim
→∞

1− 1−m

m− 1
(B.4)
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Η Εξ. (B.3) δίνει I log1 <∞ ότανm > 1 ([24]).
Σε αντίθεση με τα δυο προηγούμενα μοντέλα, ο νόμος του Arrhenius δεν

έχει αυτή την ιδιότητα. Πράγματι η Εξ. (3.20) δίνει

lim
→∞

IArr1 () = lim
→∞

∫
1

e1/sds
Gr

→ ∞ (B.5)



Παράρτημα C

Θερμοελαστικές σταθερές

Οι συντελεστές θερμικής διαστολής για τη διάσπαση του ανθρακικού
ασβεστίου είναι,

λs = − 1

ρs

(
∂ρs
∂T

)
p

(C.1)

βs =
1

ρs

(
∂ρs
∂p

)
T

Οι στερεοί κόκκοι είναι συνήθως ασυμπίεστοι, επομένως
cCaCO3 = cCaO = 0, όπου ci οι συντελεστές συμπιεστότητας. Από
την άλλη οι συντελεστές θερμικής διαστολής των CaO και CaCO3 είναι
συγκρίσιμοι και μεταβάλλονται μεταξύ 4 − 20 · 10−6 C−1 σε θερμοκρασίες
έως 1000◦C [73]. Άρα, μπορούμε να θέσουμε αCaCO3 = αCaO = α ∼ 10−5

◦C−1, οπότε και προκύπτει

λs = − 1

ρs

(
∂ρs
∂T

)
p

= − 1

1− φ

∂φ

∂T
+

1

ρ̄s
(ρCa0 − ρCaC03)

∂s

∂T
+ α (C.2)

βs =
1

ρs

(
∂ρs
∂p

)
T

=
1

1− φ

∂φ

∂p
− 1

ρ̄s
(ρCa0 − ρCaC03)

∂s

∂p
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