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Πρόλογος 
 

 

Η παρούσα διπλωµατική εργασία που έχει ως θέµα: «Εξίσωση διάχυσης και εφαρµογές 

στην Οικονοµία» εκπονήθηκε στα πλαίσια των µεταπτυχιακών σπουδών µου στο ∆ΠΜΣ 

«Εφαρµοσµένες Μαθηµατικές Επιστήµες», κατεύθυνση: «Ανάλυση και ∆ιαφορικές 

Εξισώσεις» της ΣΕΜΦΕ / ΕΜΠ. 

Έχοντας γνωρίσει παλαιότερα τα χρηµατοοικονοµικά παράγωγα προϊόντα σε 

µεταπτυχιακές σπουδές µου στην «Χρηµατοοικονοµική Ανάλυση» και τον τρόπο 

προσέγγισης τους από την πλευρά της Επιστήµης των Χρηµατοοικονοµικών και 

προσφάτως µέσα από τις µεταπτυχιακές σπουδές µου στην «Στατιστική και 

Επιχειρησιακή Έρευνα» και τον στοχαστικό τρόπο προσέγγισης τους, επέλεξα το 

συγκεκριµένο θέµα για να προσπαθήσω να τα προσεγγίσω µε προχωρηµένα  

Εφαρµοσµένα Μαθηµατικά και συνδυαστικά µε Οικονοµικές Εφαρµογές. 

Ιδιαίτερες ευχαριστίες οφείλω στο εκλεκτό επιβλέποντα καθηγητή της διπλωµατικής 

µου εργασίας κ. ∆ρόσο Γκιντίδη για: όλα όσα µου προσέφερε, την συνεργασία του, την 

βοήθεια στην επιλογή του συγκεκριµένου θέµατος, την καθοδήγηση του, τις συµβουλές, 

τις διορθώσεις, τις υποδείξεις σε όλη την διάρκεια εκπόνησης της παρούσας 

διπλωµατικής µου εργασίας. 

Πρέπει επίσης να ευχαριστήσω ιδιαίτερα και τους εκλεκτούς καθηγητές κ. Αντώνιο 

Χαραλαµπόπουλο και κ. Μιχαήλ Λουλάκη ως µέλη της τριµελούς εξεταστικής 

επιτροπής µου για όλες τις συµβουλές – κατευθύνσεις – υποδείξεις που µε υποµονή µου 

προσέφεραν. 

Τέλος θεωρώ υποχρέωση µου να διατυπώσω τις ευχαριστίες µου σε όλες και όλους 

τις/τους εκλεκτούς διδάσκοντες κ.κ. καθηγητές µου στη ΣΕΜΦΕ/ΕΜΠ καθώς επίσης 

και στο εκλεκτό διοικητικό προσωπικό της. 
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1. ∆ιάχυση 
 

1.  Η Εξίσωση της ∆ιάχυσης 

1.1  Εισαγωγή 

Η µονοδιάστατη εξίσωση της διάχυσης είναι η γραµµική µερική διαφορική εξίσωση 2
ης

 

τάξης: 

ut – Duxx = ƒ 

όπου u = u(x,t),  x: µεταβλητή πραγµατικού χώρου,   t: µεταβλητή χρόνου και  D>0 

σταθερά (σταθερά διάχυσης). 

Όταν το διάνυσµα θέσης x=(x1, x2, x3, …., xn) ∈  ℝ
 n

, n>1 η εξίσωση διάχυσης είναι: 
 

ut – D∆u = ƒ (1.1) 

όπου ∆: τελεστής Laplace: 

2

2
1

n

k

∆
xκ =

∂
=

∂
∑ . 

 

Όταν f=0 , η εξίσωση λέγεται οµογενής και τότε ισχύει η Αρχή της Επαλληλίας: Αν u, 

υ λύσεις της (1.1), a, b ανήκουν ℝ  ή �  συνεπάγεται και  au + bυ λύση της (1.1) 

Πιο γενικά αν: uk=u(x , t) είναι µια οικογένεια λύσεων που εξαρτάται από την 

παράµετρο k (ακέραιος ή πραγµατικός αριθµός) και g=g(k) µια συνάρτηση που 

συγκλίνει  γρήγορα στο ∞ τότε οι :  

1

( , ) ( )k

k

u t g k
∞

=
∑ x      και     ( , ) ( )ku t g k dk

∞

−∞
∫ x  

 

είναι επίσης λύσεις. 

  

Ένα συνηθισµένο παράδειγµα διάχυσης είναι η µεταφορά θερµότητας σε ένα ασταθές 

σώµα, η οποία προέρχεται από την µοριακή σύγκρουση, και η οποία µεταφέρει 

θερµότητα µέσω κινητικής ενέργειας χωρίς µακροσκοπική υλική κίνηση. Αν το µέσο 

είναι οµοιογενές και ισότροπο όσον αφορά τη διάδοση της θερµότητας η εξέλιξη της 

θερµοκρασίας περιγράφεται από την (1.1). Η f αναπαριστά την ένταση µια εξωγενούς 

πηγής. Γι’ αυτό είναι γνωστή και ως εξίσωση θερµότητας. 
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Ωστόσο η (1.1) αποτελεί ένα πολύ γενικό µοντέλο διάχυσης, όπου µε τον όρο 

“διάχυση” εννοούµε πχ την µεταφορά µιας ουσίας λόγω µοριακής κίνησης του 

περιβάλλοντος µέσου. Σε αυτή την περίπτωση, το u αναπαριστά τη συγκέντρωση ενός 

ρυπογόνου υλικού ή µιας ύλης διαλυµένης σε υγρό ή αέριο (βαφή σε υγρό, καπνός στην 

ατµόσφαιρα) ή ακόµα και µια πυκνότητα πιθανότητας. Η εξίσωση διάχυσης ενοποιεί σε 

µακροσκοπική κλίµακα µια πληθώρα φαινοµένων που φαίνονται διαφορετικά όταν τα 

παρατηρούσαµε σε µικροσκοπική κλίµακα. 

Μέσω της (1.1) και µερικών παραλλαγών της θα εξετάσουµε την σύνδεση µεταξύ των 

πιθανοκρατικών και ντετερµινιστικών µοντέλων σύµφωνα µε το πρότυπο: 

 

∆ιαδικασίες διάχυσης  ↔  πυκνότητα πιθανότητας  ↔  διαφορικές εξισώσεις  

 

Μία από τις σηµαντικότερες εφαρµογές στη κατεύθυνση αυτή είναι η κίνηση Brown 

που βγαίνει από το όνοµα του βοτανολόγου Brown, ο οποίος παρατήρησε την χαοτική 

συµπεριφορά µερικών µορίων/σωµατιδίων στην επιφάνεια του νερού, λόγω της 

µοριακής κίνησης. Αυτή η ακανόνιστη κίνηση µοντελοποιείται τώρα ως στοχαστική 

διαδικασία µε το όνοµα  διαδικασία Wiener ή κίνηση Brown.  

Ο τελεστής ½∆  είναι αυστηρά συνδεόµενος µε την κίνηση Brown και πράγµατι 

αιχµαλωτίζει και συνθέτει τα µικροσκοπικά χαρακτηριστικά αυτής της διαδικασίας. 

Κάτω από συνθήκες ισορροπίας, δηλαδή όταν δεν υπάρχει χρονική εξέλιξη, η λύση u 

εξαρτάται µόνο από τη µεταβλητή του χώρου και ικανοποιεί την στάσιµη εκδοχή της 

εξίσωσης διάχυσης (D=0): 

 – ∆u = ƒ (1.2) 

(–uxx  = f   σε διάσταση n=1). 

Η (1.2) λέγεται εξίσωση Poison. Όταν f = 0, λέγεται εξίσωση Laplace και οι λύσεις της 

είναι σηµαντικές σε πολλά πεδία που ονοµάστηκαν Αρµονικές Εξισώσεις.  
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1.2  Η Μεταφορά Θερµότητας  

Η θερµότητα είναι µια µορφή ενέργειας που συχνά βολεύει να την θεωρούµε ως 

ξεχωριστή από τις άλλες µορφές. Για ιστορικούς λόγους, ως µονάδες µέτρησης 

χρησιµοποιούνται οι calories (θερµίδες) αντί για τα joules, µε 1 θερµίδα να αντιστοιχεί 

σε 4.182 joules. 

Θέλουµε ένα µαθηµατικό µοντέλο για την µεταφορά θερµότητας σε ένα ευσταθές 

σώµα. Υποθέτουµε ότι  το σώµα είναι οµογενές και ισότροπο, µε σταθερή πυκνότητα 

µάζας ρ, και ότι µπορεί να πάρει ενέργεια από µια εξωτερική πηγή (πχ ηλεκτρικό ρεύµα 

ή χηµική αντίδραση ή εξωτερική απορρόφηση/ακτινοβολία).  Συµβολίζουµε µε r το 

ρυθµό ανά µονάδα µάζας µε την οποία η θερµότητα προµηθεύεται από την εξωτερική 

πηγή. 

Αφού η θερµότητα είναι µορφή ενέργειας είναι φυσικό να χρησιµοποιήσουµε το νόµο 

διατήρησης της ενέργειας η οποία διατυπώνεται ως εξής:  

Έστω V ένας αυθαίρετος όγκος µέσα στο σώµα. Ο ρυθµός αλλαγής της θερµικής 

ενέργειας V ισούται µε δίκτυο ροής µέσω του συνόρου ∂V του V λόγω της µεταφοράς, 

συν τον ρυθµό µε τον οποίο προµηθεύεται η ενέργεια από την εξωτερική πηγή. 

Αν συµβολίζουµε µε e = e(x, t) την θερµική ενέργεια ανά µονάδα µάζας, η συνολική 

θερµική ενέργεια µέσα στον V  δίνεται από:  

V
e dρ∫ x    

και ο ρυθµός µεταβολής της είναι: 

t

V V

d
e d e d

d t
ρ ρ=∫ ∫x x  

 

Έστω q το διάνυσµα της ροής θερµότητας που δείχνει τη διεύθυνση της ροής της 

θερµότητας και το µέγεθος του ρυθµού της ροής σε µια µονάδα χώρου. Συγκεκριµένα 

αν dσ είναι µια περιοχή που περιέχεται στο ∂V µε εσωτερικό µοναδιαίο κανονικό 

διάνυσµα v τότε το qvdσ  είναι ο ρυθµός ροής ενέργειας µέσω του dσ και άρα η 

συνολική εσωτερική ροή µέσω ∂V  δίνεται από: 
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div

V V

d dσ
∂

− = −∫ ∫q q xνννν    (θεώρηµα απόκλισης) 

Τέλος η συνεισφορά της εξωτερικής πηγής δίνεται από: 

V
r dρ∫ x   

Έτσι η διατήρηση ενέργειας απαιτεί: 

t
V V V

e d div d r dρ ρ= − +∫ ∫ ∫x q x x  
(1.3) 

Η αυθαιρετότητα του V µας επιτρέπει να µετατρέψουµε την ολοκληρωτική εξίσωση 

(1.3) στην κατά σηµείο σχέση: 

et ρ = – divq + rρ  (1.4) 

που αποτελεί έναν βασικό νόµο της µεταφοράς θερµότητας. Ωστόσο το e και q είναι 

άγνωστα και χρειαζόµαστε επιπλέον πληροφορία µέσω δοµικών σχέσεων για αυτές τις 

ποσότητες. 

Υποθέτουµε τα ακόλουθα: 

• Νόµος Fourier της µεταφοράς ενέργειας: Υπό “κανονικές” συνθήκες για πολλά 

ευσταθή υλικά η ροή θερµότητας είναι µια γραµµική συνάρτηση του ανάδελτα 

της θερµοκρασίας, δηλαδή: 

uk= − ∇q  (1.5) 

όπου u είναι η απόλυτη θερµοκρασία και k>0 η θερµική αγωγιµότητα η οποία 

εξαρτάται από τις ιδιότητες του υλικού. Γενικά το k µπορεί να εξαρτάται από τα 

u, x, και t, αλλά συχνά διακυµαίνεται τόσο λίγο στις περιπτώσεις που µας 

ενδιαφέρουν ώστε αγνοούµε την διακύµανση του. Εδώ θεωρούµε το k σταθερό 

ώστε: 

divq =  – k∆u. (1.6) 

Το πρόσηµο  – στην (1.5) αντανακλά την τάση της θερµότητας να ρέει από τις 

θερµότερες στις ψυχρότερες περιοχές. 

• Η θερµική ενέργεια είναι γραµµική συνάρτηση της απόλυτης θερµοκρασίας:  

e = cυu (1.7) 
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Όπου cυ είναι η ειδική θερµότητα (σε σταθερό όγκο) του υλικού. Σε πολλές περιπτώσεις 

που µας ενδιαφέρουν το cυ µπορεί να θεωρηθεί σταθερά. Η σχέση  (1.7) είναι εύλογα 

αληθής σε όχι και πολύ µεγάλα εύρη θερµοκρασίας. 

Χρησιµοποιώντας τις (1.6) και (1.7) η (1.4) γίνεται: 

1
t

k
u u r

c cυ υ
∆

ρ
= +  (1.8) 

που είναι η εξίσωση διάχυσης µε: 

k
D

cυρ
=    και   

r

c
f

υ
=  

 

Ο συντελεστής D, που λέγεται και συντελεστής θερµικής διάχυσης, κωδικοποιεί τον 

χρόνο θερµικής ανταπόκρισης του υλικού. 

  

1.3  Καλά ορισµένα προβλήµατα (n=1) 

Οι κύριες εξισώσεις σε ένα µαθηµατικό µοντέλο πρέπει να εµπλουτίζονται από επιπλέον 

πληροφορίες ώστε να πάρουµε ένα καλά ορισµένο µοντέλο, δηλαδή ένα πρόβληµα που 

έχει ακριβώς µια λύση που εξαρτάται µε συνεχή τρόπο από τα δεδοµένα. 

Από φυσική άποψη δεν είναι δύσκολο να περιγράψουµε µερικά καλά ορισµένα 

προβλήµατα για την διάχυση θερµότητας. Έστω η εξέλιξη της θερµοκρασίας u µέσα σε 

µια κυλινδρική µπάρα της οποίας η επιφάνεια είναι τέλεια µονωµένη και που το µήκος 

του είναι πολύ µεγαλύτερο από την περιοχή διατοµής Α. Παρόλο που είναι τριών 

διαστάσεων µπορούµε να υποθέσουµε ότι η θερµότητα κινείται µόνο κατά µήκος της 

µπάρας και ότι η ένταση µεταφοράς ενέργειας είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη σε κάθε 

τοµέα της µπάρας. Έτσι µπορούµε να υποθέσουµε ότι 

e =e(x, t),    r=(x, t),     µε 0≤ x≤L.  

Οι (1.5) και (1.7) γίνονται αντίστοιχα: 

e=e(x, t) =cυ(x, t),    q= – kuxi    

Επιλέγοντας: 

V = A x [x,  x+∆x]  

ως τον όγκο στην (1.3), παίρνουµε: 

t xx

x+ ∆x x+ ∆x x+ ∆x

υ
x x x

c u dx ku dx r dxρ ρ=∫ ∫ ∫+  
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που για u δίνει την µοναδιάστατη εξίσωση θερµότητας: 

ut – Duxx = ƒ.  

Θέλουµε να µελετήσουµε την εξέλιξη της θερµοκρασίας κατά την διάρκεια ενός 

χρονικού διαστήµατος, έστω από t=0 έως t=T. Τότε είναι λογικό να καθορίσουµε την 

αρχική της κατανοµή µέσα στην µπάρα: διαφορετικοί αρχικοί σχηµατισµοί θα 

αντιστοιχούν σε διαφορετικές εξελίξεις της θερµοκρασίας κατά µήκος της µπάρας.  

Έτσι χρειάζεται να δώσουµε την αρχική συνθήκη: 

u(x, 0) = g(x)  

όπου η g µοντελοποιεί το προφίλ της αρχικής θερµοκρασίας. 

Αυτό δεν αρκεί για να καθοριστεί µια µοναδική εξέλιξη. Πρέπει να ξέρουµε και πως 

αλληλεπιδρά η µπάρα µε το περιβάλλον. Πράγµατι ξεκινώντας από µια δοσµένη αρχική 

κατανοµή θερµοκρασίας µπορούµε να αλλάξουµε την εξέλιξη της u ελέγχοντας την 

θερµοκρασία ή την ροή θερµότητας στα δύο άκρα της µπάρας (η µπάρα έχει τέλεια 

µόνωση στα πλαϊνά), π.χ µπορούµε να κρατήσουµε τη θερµοκρασία σε ένα 

συγκεκριµένο επίπεδο (φιξαρισµένο) ή να το αφήσουµε να µεταβάλλεται µε ένα 

συγκεκριµένο τρόπο που εξαρτάται από το χρόνο. Έτσι θέτουµε: 

u(0, t) = h1(t),    u(L, t) = h2(t) (1.9) 

για κάθε t ανήκει (0, T].   Οι (1.9) λέγονται Συνοριακές Συνθήκες του Dirichlet. 

Θα µπορούσαµε επίσης να καθορίσουµε και τη ροή θερµότητας στα άκρα. Επειδή από 

τον νόµο Fourier έχουµε: 

� εσωτερική ροή θερµότητας στο  x=0 :  – kux(0,t)  

� εσωτερική ροή θερµότητας στο  x= L :    kux(L,t)  

η θερµική δίνεται µέσω των Συνοριακών Συνθηκών του Neumann: 

– ux(0, t) = h1(t),   ux = (L, t) = h2(t)   

για κάθε t ανήκει στο (0, T]. 

Ένας άλλος τύπος είναι η Συνθήκη του Robin ή Συνθήκη της Ακτινοβολίας. Έστω 

ότι το περιβάλλον διατηρείται σε θερµοκρασία U και έστω η εσωτερική ροή θερµότητας 

από το ένα άκρο, έστω το x=L, εξαρτάται γραµµικά από την διαφορά U – u δηλαδή  



 11

kux = γ(U – u)    γ>0 

 

(1.10) 

Θέτοντας  

α = γ/k >0    eh = γU/k  

η συνθήκη του Robin στο x=L δίνει: 

ux + αu = h.  

Προφανώς µπορούµε να θέσουµε µικτές συνθήκες, πχ. στο ένα άκρο µια συνθήκη 

Dirichlet και στο άλλο µια συνθήκη Neumann. 

Τα προβλήµατα που σχετίζονται µε τις παραπάνω συνοριακές συνθήκες έχουν µια 

αντίστοιχη ονοµατολογία. Συνοψίζοντας, µπορούµε να δώσουµε τα πιο κοινά 

προβλήµατα για την µονοδιάστατη εξίσωση θερµότητας ως εξής: 

∆οθέντων f=f(x,t) (εξωτερική πηγή) και g=g(x) (αρχικά ή Cauchy δεδοµένα) να 

βρεθεί u=u(x,t) τέτοια ώστε: 

ut – Duxx = ƒ 

u(x, 0) = g(x) 

και συνοριακές συνθήκες 

0 < x < L,     0 < t < T 

0 ≤ x ≤L 

0 < t ≤T 

 

όπου οι συνοριακές συνθήκες µπορεί να είναι: 

� Dirichlet 

u(0,t) = h1(t),     u(L,t) = h2(t)  

� Neumann 

 – ux(0,  t) = h1(t),     u x(L,t)=h2(t)  

� Robin 

– ux(0, t)+αu(0,t) = h1(t),    ux(L,t)+αu(L,t) = h2(t)  (α>0)   

� ή  µικτές συνθήκες. 

Έτσι έχουµε το αρχικό Dirichlet πρόβληµα, το αρχικό Neumann πρόβληµα κ.ο.κ 

αντίστοιχα. Όταν h1=h2=0  λέµε ότι οι συνοριακές συνθήκες είναι οµογενείς. 

Σχόλιο  1  Παρατηρούµε ότι µόνο ένα ειδικό κοµµάτι του συνόρου του τετραγώνου  
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QT  = (0 ,L)  x  (0 ,T)  

που ονοµάζεται παραβολικό σύνορο του QT κουβαλάει δεδοµένα (εικόνα 1). Καµία 

τελική συνθήκη για (t=T, 0<x<L) δεν χρειάζεται 

 
 

Εικόνα 1.  Το παραβολικό σύνορο του QT 

 

Σε σηµαντικές περιπτώσεις, πχ στα οικονοµικά µαθηµατικά το x  κινείται πάνω σε µη 

φραγµένα διαστήµατα, συνήθως το (0, ∞) ή το ℝ , Σε αυτές τις περιπτώσεις πρέπει να 

απαιτούµε η λύση να µην τείνει στο άπειρο. Αργότερα θα δούµε το ολικό πρόβληµα 

Cauchy: 

ut – Duxx = ƒ 

u(x,0) = g(x) 

και στο άπειρο συνθήκες  x→ ± ∞ . 

x∈ ℝ ,  0 < t < T 

x∈ ℝ  

∂pQT 

T 

L 0 



 13

1.4  Προβλήµατα διάστασης n>1 

 

Η τυποποίηση των καλώς ορισµένων προβληµάτων της προηγούµενης ενότητας 1.3 

µπορεί εύκολα να γενικευθεί σε κάθε διάσταση n>1, συγκεκριµένα σε n=2 ή n=3. Έστω 

ότι θέλουµε να καθορίσουµε την εξέλιξη της θερµοκρασίας σε ένα σώµα που µεταφέρει 

θερµότητα, το οποίο πιάνει έναν φραγµένο τοµέα  Ω γνήσιο υποσύνολο του R
n
 κατά τη 

διάρκεια ενός διαστήµατος χρόνου  (0,T]. Κάτω από τις υποθέσεις της υποενότητας 1.2, 

η θερµοκρασία είναι µια συνάρτηση u=u(x , t) που ικανοποιεί την εξίσωση θερµότητας 

ut – D∆u=f,  στον κύλινδρο χώρου – χρόνου  

QT=Ω x (0,T).  

Για να διαλέξουµε µια µοναδική λύση πρέπει να δώσουµε καταρχάς την αρχική 

κατανοµή:  

u(x, 0) = g(x)     x∈Ω    

όπου 

Ω  = Ω ∪  ∂Ω  

είναι κλειστότητα του Ω. 

Ο έλεγχος της αλληλεπίδρασης του σώµατος µε το περιβάλλον µοντελοποιείται  µέσω 

κατάλληλων συνθηκών στο ∂Ω.  Οι πιο συνηθισµένες είναι : 

� Συνθήκη Dirichlet: Η θερµοκρασία διατηρείται σε ένα καθορισµένο επίπεδο στο 

∂Ω . Έτσι θέτουµε:  

u(σ, t) = h(σ, t)     σ ∈∂Ω    και  t∈(0, T]  

� Συνθήκη Νeumann: Απονέµεται η ροή θερµότητας µέσω του ∂Ω. Για να 

µοντελοποιήσουµε αυτή τη συνθήκη, υποθέτουµε ότι το σύνορο ∂Ω είναι µια οµαλή 

καµπύλη ή επιφάνεια, που έχει εφαπτόµενη γραµµή ή επίπεδο σε κάθε σηµείο µε 

εξωτερικό µοναδιαίο διάνυσµα ν. Από το νόµο του Fourier έχουµε: 

q = ροή θερµότητας =  k u− ∇   

και έτσι η εσωτερική ροή θερµότητας είναι: 

– q⋅v = k u∇ ⋅v = k∂vu .  

Η συνθήκη του Νeumann είναι:   

∂vu(σ, t) = h(σ, t)     σ ∈∂Ω    και  t∈(0, T].  
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� Συνθήκη Robin ή της ακτινοβολίας: η εσωτερική (ας πούµε) ροή θερµότητας µέσω 

του ∂Ω εξαρτάται γραµµικά από την διαφορά U–u: 

– q ⋅v = γ(U – u)    (γ > 0)  

όπου U είναι η περιβάλλουσα θερµοκρασία. Από το νόµο του Fourier παίρνουµε : 

∂vu + αu = h    στο ∂Ω x (0, T]  

µε  

α = γ / k  > 0,    h = γU / k  .  

 

� Μικτές συνθήκες: το σύνορο του Ω αποσυντίθεται σε διάφορα µέρη όπου βάζουµε 

διαφορετικές συνοριακές συνθήκες. Για παράδειγµα, η τυποποίηση ενός µικτού 

Dirichlet – Νeumann προβλήµατος λαµβάνεται γράφοντας: 

∂Ω = ∂DΩ ∪  ∂NΩ     µε    ∂DΩ∩ ∂NΩ = ∅   

όπου ∂DΩ και ∂NΩ είναι «λογικά» υποσύνολα του ∂Ω. Τυπικά ∂NΩ=∂Ω∩ Α, όπου Α 

ανοικτό στον ℝ
n
.  Σε αυτή την περίπτωση λέµε ότι το ∂NΩ είναι σχετικά ανοικτό 

σύνολο στο ∂Ω. Τότε ορίζουµε: 

 

u = h1    στο  ∂DΩ x (0, T] 

∂vu = h2    στο  ∂NΩ x (0, T]. 
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Εικόνα 2.  Ο κύλινδρος χώρου – χρόνου QT 

 

Επίσης σε διάσταση n > 1 το ολικό πρόβληµα Cauchy είναι σηµαντικό: 

ut – D∆u = f          x∈ℝ
 n

,  0 < t < T 

u(x, 0) = g(x)       x∈ℝ
 n

 

και συνοριακές συνθήκες  καθώς |x|→  ∞ . 

 

Τα δεδοµένα δίνονται πάνω στο παραβολικό σύνορο ∂pQT του QT  που δίνεται από την 

ένωση στα κάτω σηµεία 

Ω x{t = 0}   και στα πλαϊνά σηµεία  ∂Ω x (0, T]:  

 

∂pQT = (Ω x {t = 0}) ∪ (∂Ω x (0, T]). 
 

 

 

t =T 

Ω 

Q
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 2.  Μοναδικότητα  

2.1  Η ολοκληρωτική µέθοδος  

Γενικεύοντας την ενεργειακή µέθοδο, είναι εύκολο να δείξουµε ότι όλα τα προβλήµατα 

που τυποποιήσαµε στην προηγούµενη ενότητα έχουν το πολύ µια λύση κάτω από 

λογικές συνθήκες και δεδοµένα. Υποθέτουµε ότι u και υ είναι λύσεις ενός από αυτά τα 

προβλήµατα, οι οποίες έχουν τις ίδιες συνοριακές συνθήκες και έστω w=u–υ. Θέλουµε 

να δείξουµε w=0. Υποθέτουµε ότι οι συναρτήσεις u και υ είναι επαρκώς οµαλές στο QT 

µέχρι το ∂pQT και παρατηρούµε ότι η w ικανοποιεί την οµογενή εξίσωση: 

wt – D∆w = 0       (2.1) 

στο  QT = Ω x (0, T) µε αρχική συνθήκη 

 w(x,0) = 0  

στο Ω  και µία από τις ακόλουθες συνθήκες στο ∂Ω x (0,T]:  

w = 0 (Dirichlet)       (2.2) 

ή 

∂νw = 0 (Neumann)      (2.3) 

ή 

∂vw + αw = 0 α>0 (Robin)     (2.4) 

ή 

w = 0 στο ∂DΩ,  ∂vw = 0  στο ∂NΩ (µικτή)   (2.5) 

Πολλαπλασιάζουµε την (2.1) µε w και ολοκληρώνουµε στο Ω:  

tΩ Ω
w w d D w wd∆=∫ ∫x x  

 

Τώρα, 

21

2
tΩ Ω

d
w w d

d t
d w=∫ ∫ xx  

(2.6) 

και από την ταυτότητα του Green µε u = υ = w παίρνουµε: 

2| |
Ω Ω Ω

w w w wd w d dν∆ σ
∂

∇= ∂ −∫ ∫ ∫x x  
(2.7) 
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Τότε θέτοντας: 

( ) 2

Ω
w dxE t = ∫  

 

οι  (2.6) και (2.7) δίνουν: 

21
'( ) .

2
vE t D w wd D w dσ

∂Ω Ω
= ∂ − ∇∫ ∫ x   

Αν ισχύει η συνθήκη Robin (2.4) τότε: 

2
0.vw wd a w dσ

∂Ω Ω
∂ = − ≤∫ ∫ x  

 

Αν ισχύει µία από τις (2.2), (2.3), (2.5) τότε: 

0.vw wdσ
∂Ω

∂ =∫  
 

Σε κάθε περίπτωση προκύπτει ότι: 

E΄(t) ≤0. 
 

και άρα η E είναι µια µη αύξουσα συνάρτηση. Αφού: 

2( ,0) 0,(0) w dE
Ω

== ∫ x x   

πρέπει να έχουµε E(t) = 0 ∀ t ≥0 και αυτό σηµαίνει ότι w(x,t) = 0 στο Ω για κάθε t>0.  

Άρα u = υ. 

Οι παρακάτω υπολογισµοί είναι απόλυτα δικαιολογηµένοι αν το Ω είναι αρκετά οµαλό 

χωρίο, για παράδειγµα θέλουµε οι u και υ να είναι συνεχείς στο  x [0, T]TQ Ω= , και 

αυτό να ισχύει και για τι πρώτες και για τις δεύτερες παραγώγους ως προς το χώρο και 

τις πρώτες παραγώγους ως προς το χρόνο. Συµβολίζουµε το σύνολο αυτών των 

συναρτήσεων µε: 

2,1
TQC ( )   

και συνοψίζουµε µε το επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα  2.1:   Τα αρχικά προβλήµατα Dirichlet, Neumann, Robin και τα µεικτά 

προβλήµατα έχουν το πολύ µια λύση που ανήκει στο  
2,1

TQC ( ) . 

       . 
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2.2  Αρχές Μεγίστου  

Το γεγονός ότι η θερµότητα ρέει από τις περιοχές υψηλότερης στις περιοχές 

χαµηλότερης θερµοκρασίας, δείχνει ότι η λύση της οµογενούς εξίσωσης θερµότητας 

φτάνει τη µέγιστη και ελάχιστη τιµή στο ∂ρQT.  Αυτό το αποτέλεσµα είναι γνωστό ως 

Αρχή Μεγίστου. Επιπλέον, η εξίσωση αντανακλά την αδυναµία χρονικής 

αντιστρεψιµότητας του φαινοµένου που περιγράφει, µε την έννοια ότι το µέλλον δεν 

µπορεί να επηρεάσει το παρελθόν (αρχή αιτιότητας). Με άλλα λόγια, η τιµή µιας λύσης 

u της στιγµή t είναι ανεξάρτητη από οποιαδήποτε αλλαγή των δεδοµένων µετά το t.  

Το επόµενο θεώρηµα µεταφράζει αυτές τις αρχές και ισχύει για συναρτήσεις της τάξης 

  2,1( ) ( )
T T

C Q C Q∩ .  

Αυτές οι συναρτήσεις είναι συνέχεις µέχρι το σύνορο του QT µε συνεχείς παραγώγους 

στο εσωτερικό του QT. 

Θεώρηµα  2.2.1:    Έστω  

 2,1( ) ( )
T T

w C Q C Q∈ ∩               

τέτοια ώστε: 

wt – D∆w = q ≤0    στο QT .  (2.8) 

Τότε w λαµβάνει το µέγιστο της στο ∂pQT : 

p TT QQ
m a xw m a x w

∂

=  
   (2.9) 

Συγκεκριµένα, αν  w<0  στο ∂pQT   τότε  w<0  σε όλο το QT. 

Απόδειξη 

Έστω ε > 0 τέτοιο ώστε T – ε > 0.  Θα δείξουµε ότι: 

p TT - QQ
Tm a x w m a x w +

ε

ε
∂

≤
 

(2.10) 

Έστω u = w – εt.  Τότε: 

ut – D∆u = q – ε < 0       (2.11) 
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Ισχυριζόµαστε ότι το µέγιστο της u στο TQ ε−  πιάνεται στο ∂p TQ ε− . 

Έστω ότι δεν πιάνεται στο ∂p TQ ε− . Έστω (x0, t0)   x0 ∈Ω,  0 < t0 ≤T – ε   ένα σηµείο 

µεγίστου της u στο TQ ε− .    

Από στοιχειώδη ανάλυση έχουµε:   

∆u(x0, t0)≤0    

και είτε   ut(x0, t0) = 0  αν  t0 < T –  ε    

ή   ut(x0, T – ε) ≥0. 

Και στις δύο περιπτώσεις: 

ut(x0, t0) – ∆u(x0, t0) ≥0  που αντιβαίνει στην (2.11).  

Συνεπώς: 

 
m ax m ax m ax

T T Tp pQ Q Q
w w w

ε ε− −∂ ∂
≤ ≤       (2.12) 

αφού u≤w.  Από την άλλη µεριά, w≤u+εT, και άρα από την (2.12) παίρνουµε: 

m ax m ax m ax
T T Tp pQ Q Q

w u T w T
ε ε

ε ε
− −∂ ∂

≤ + ≤ +  

που είναι η (2.10). 

Αφού η w είναι συνεχής στο TQ  έχουµε ότι: 

  
m ax m ax

T TQ Q

w w
ε−

→  καθώς ε→0. 

Άρα παίρνοντας ε→0 στη (2.10) βρίσκουµε   

m a x m a x
T TpQ Q

w w
∂

≤   

που ολοκληρώνει την απόδειξη. 
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Ως άµεση συνέπεια του προηγουµένου θεωρήµατος 2.2  έχουµε ότι αν   

wt – D∆w = 0  στο QT   

τότε η w λαµβάνει το µέγιστο και το ελάχιστο στο ∂pQT.   

Συγκεκριµένα: 

( , )max max
p T p TQ Q

w tw w
∂ ∂

≤ ≤x      

για κάθε (x, t) ∈QT. 

Επιπλέον: 

Πόρισµα 2.2.1 : (Σύγκριση και ευστάθεια).  Έστω ότι υ και w ικανοποιούν τις 

υt – D∆υ = f1         

και   wt – D∆w = f2.   

Τότε: 

α. αν υ ≥ w στο  ∂pQT  και  f1 ≥ f2 στο QT  τότε  υ ≥ w σε όλο το QT. 

β. Ισχύει η ακόλουθη εκτίµηση ευστάθειας: 

21
| |.| | | |max max max

T TTpQ QQ

f fw w Tυ υ
∂

−− ≤ − +  (2.13) 

Συγκεκριµένα το αρχικό Dirichlet πρόβληµα έχει το πολύ µία λύση που, επιπλέον, 

εξαρτάται συνεχώς από τα δεδοµένα. 

Το προηγούµενο πόρισµα 2.1 δίνει τη µοναδικότητα για το αρχικό Dirichlet πρόβληµα 

κάτω από πολύ λιγότερο περιοριστικές υποθέσεις από ότι το θεώρηµα 2.1: πράγµατι δε 

ζητά τη συνέχεια καµίας παραγώγου της λύσης µέχρι το ∂pQT. 

Η ανισότητα (2.13) είναι µία οµοιόµορφη κατά σηµείο εκτιµήτρια ευστάθειας, πολύ 

χρήσιµης σε πολλές εφαρµογές. Μάλιστα αν, υ = g1, w = g2 στο ∂pQT  και  

21
|max |

TpQ

g g ε
∂

− ≤       και     
1 2| |m ax

TQ

f f ε− ≤   

τότε παίρνουµε: 

| | (1 )m a x
TQ

w Tυ ε− ≤ +   
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Έτσι, σε πεπερασµένο χρόνο, µια οµοιόµορφη απόσταση µεταξύ των δεδοµένων 

σηµαίνει µικρή οµοιόµορφη απόσταση µεταξύ των αντίστοιχων λύσεων. 

Ισχυρή Αρχή Μεγίστου. Το θεώρηµα 2.2.1 είναι µια έκδοση της επονοµαζόµενης 

Ασθενούς Αρχής Μεγίστου, ασθενούς επειδή αυτό το αποτέλεσµα δεν λέει τίποτα για 

την πιθανότητα µια λύση να φτάσει το µέγιστο ή το ελάχιστό της και σε κάποιο 

εσωτερικό σηµείο. Για την ακρίβεια ένα πιο ακριβές αποτέλεσµα, γνωστό ως Ισχυρή 

Αρχή Μεγίστου, λέει ότι αν µια λύση της ut – D∆u = 0 λαµβάνει το µέγιστο Μ (ελάχιστο) 

σε ένα σηµείο (x1, t1)  µε  x1 ∈ V ,  0< t1 ≤ T   τότε  u = M  στο V  x [0, t1]. 

 

 

Εικόνα 3.  H Iσχυρή Αρχή Μεγίστου 

 

u ≡ M 

1 1( , ) m ax
TQ

u x t M u= =
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3.  Συµµετρικός Τυχαίος Περίπατος (n=1) 

 

Σε αυτή την ενότητα θα ασχοληθούµε µε τη σχέση µεταξύ των πιθανοθεωρητικών και 

ντετερµινιστικών µοντέλων στη διάσταση n=1. Κύριος σκοπός είναι να 

ανακατασκευάσουµε µια κίνηση Brown, που είναι ένα συνεχές µοντέλο (και στο χώρο 

και στο χρόνο) ως όριο µιας απλής στοχαστικής ανέλιξης (διαδικασίας), που λέγεται 

τυχαίος περίπατος και η οποία όµως είναι ένα διακριτό µοντέλο (και στο χώρο και στο 

χρόνο). Κατά την διάρκεια της «συνειδητοποίησης» αυτής της διαδικασίας ορίων θα 

δούµε πως η εξίσωση διάχυσης µπορεί να προσεγγιστεί από µια εξίσωση διαφορών. 

Επιπλέον αυτή η νέα προοπτική θα ξεκαθαρίσει καλύτερα τη φύση του συντελεστή 

διάχυσης. 

 

3.1  Προκαταρκτικοί Υπολογισµοί 

Θεωρούµε ένα σωµατίδιο µοναδιαίας µάζας που κινείται τυχαία κατά µήκος του άξονα 

x, σύµφωνα µε τους ακόλουθους κανόνες: 

Σταθεροποιούµε τα: 

� h > 0,  βήµα χώρου 

� τ > 0,  βήµα χρόνου 

1. Κατά τη διάρκεια ενός χρονικού διαστήµατος τ το σωµατίδιο κάνει ένα βήµα 

µήκους h, ξεκινώντας από το x=0. 

2. Το σωµατίδιο κινείται προς τα αριστερά ή προς τα δεξιά µε πιθανότητα p=1/2, 

ανεξάρτητα από το προηγούµενο βήµα (Εικόνα 4) 

Σε χρόνο µετά από t=Ντ βήµατα το σωµατίδιο θα είναι στο σηµείο x=mh, όπου Ν≥0 και 

m ακέραιοι, –Ν≤m≤N. 

Θέλουµε να υπολογίσουµε την πιθανότητα p(x, t) να βρούµε το σωµατίδιο στη θέση x 

τη στιγµή t. 
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Εικόνα 4.  Συµµετρικός Τυχαίος Περίπατος 

 

Οι τυχαίοι περίπατοι µπορούν να βρεθούν σε µια πληθώρα καταστάσεων. Για 

παράδειγµα ένα τυχερό παιχνίδι στο οποίο πετάµε ένα δίκαιο νόµισµα. Αν έρθει 

κορώνα, το σωµατίδιο κινείται δεξιά και ο παίκτης κερδίζει 1 δολάριο. Αν έρθουν 

γράµµατα κινείται αριστερά και ο παίκτης χάνει 1 δολάριο:  p(x,t) είναι η πιθανότητα να 

κερδίσει ο παίκτης m δολάρια µετά από Ν ρίψεις. 

� Υπολογισµός της  p(x,t): 

Έστω x= mh η θέση του σωµατιδίου µετά από Ν βήµατα. Για να φτάσει το x, το 

σωµατίδιο κάνει µερικά βήµατα δεξιά, έστω k, και Ν–k βήµατα αριστερά. Προφανώς 

0 ≤ k ≤Ν   και : 

m = k – (N – k) = 2k – N (3.1) 

 

και τα Ν και m είναι είτε και τα δύο άρτιοι είτε και τα δύο περιττοί ακέραιοι και   

 
1

( )
2

k N m= +  

Έτσι,  p(x, t) = pk  όπου:  

αριθµός περιπάτων µε  βήµατα δεξιά µετά από  βήµατα
συνολικός αριθµός περιπάτων µετά από  βήµαταk

k N
p

N
=  

(3.2) 

Ο αριθµός των τυχαίων περιπάτων µε k βήµατα δεξιά και N–k αριστερά δίνεται από τον 

διωνυµικό συντελεστή  

 ,

!

!( )!
N k

N N
C

k k N k

 
= =  − 

 

x x + h 
t 

t τ+1

2

1

2
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Από την άλλη µεριά ο αριθµός πιθανών περιπάτων µετά από Ν βήµατα είναι  2N
 .  Άρα, 

από την (3.2) 

, 1
     ,     ,     ( ).

22

N k
k N

C
p x mh t N k N mτ= = = = +  

(3.3) 

  

� Μέσο εκτόπισµα και τυπική απόκλιση του x: 

Ο υπέρτατος στόχος µας είναι να αφήσουµε τα h και τ να πάνε στο 0 ώστε να πάρουµε 

ένα συνεχή τυχαίο περίπατο µε ενσωµατωµένα τα κύρια χαρακτηριστικά του διακριτού 

τυχαίου περίπατου. Αυτό είναι ένα ευαίσθητο σηµείο αφού αν θέλουµε να πάρουµε στο 

τέλος ένα συνεχές αξιόπιστο αντίγραφο του τυχαίου περιπάτου πρέπει να 

αποµονώσουµε κάποιες ποσοτικές παραµέτρους που µπορούν να αιχµαλωτίσουν τα 

βασικά χαρακτηριστικά του τυχαίου περιπάτου και να τις διατηρήσουµε αναλλοίωτες. 

Στην περίπτωση µας υπάρχουν δυο παράµετροι κλειδιά:  

a) το µέσο εκτόπισµα του x µετά από Ν βήµατα  = < x > = < m > h 

b) η δεύτερη ροπή του x µετά από Ν βήµατα   = < x
2 

> = < m
2 

> h
2
 . 

Η ποσότητα  

2 2
x m h〈 〉 = 〈 〉  

είναι ουσιαστικά η µέση απόσταση από την αρχή µετά από Ν βήµατα.  

Πρώτα παρατηρούµε ότι από την (3.1) έχουµε 

2m k N〈 〉 = 〈 〉 −  (3.4) 

και 
2 2 24 4m k kN N〈 〉 = 〈 〉 − + . (3.5) 

  

Έτσι, για να υπολογίσουµε τα <m> και <m
2
> αρκεί να υπολογίσουµε τα <k> και <k

2
>.  

Έχουµε και εξ΄ ορισµού και από την (3.3)  

,

1 1

1

2

N N

k N kN
k k

k kp kC
= =

〈 〉 = =∑ ∑ ,       2 2 2
,

1 1

1

2

N N

k N kN
k k

k k p k C
= =

〈 〉 = =∑ ∑ . 
(3.6) 
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Παρόλο που µπορούµε να κάνουµε υπολογισµούς απευθείας από την (3.6), είναι 

ευκολότερο να χρησιµοποιήσουµε την πιθανογεννήτρια συνάρτηση, η οποία ορίζεται 

από: 

,

0 0

1
( )

2

N N
k k

k N kN
k k

G s p s C s
= =

= =∑ ∑  . 

Η συνάρτηση  G περιέχει την πληροφορία για τις ροπές του k και ισχύει για όλες τις 

διακριτές τυχαίες µεταβλητές που παίρνουν ακέραιες τιµές. Συγκεκριµένα, έχουµε: 

1
,

1

1
( )

2

N
k

N kN
k

G΄ s kC s
−

=

= ∑       2
,

2

1
( ) ( 1)

2

N
k

N kN
k

G΄΄ s k k C s
−

=

= −∑        
(3.7) 

Θέτοντας  s=1 και χρησιµοποιώντας την (3.6) παίρνουµε: 

,

1

1
(1)

2

N

N kN
k

G΄ kC k
=

= = 〈 〉∑  
(3.8) 

  

και 

2
,

2

1
(1) ( 1) ( 1)

2

N

N kN
k

G΄΄ k k C k k k k
=

= − = 〈 − 〉 = 〈 〉 − 〈 〉∑ . 
(3.9) 

  

Από την άλλη µεριά, θέτοντας α=1 και b=s στον στοιχειώδη τύπο 

,

0

( )
N

N N k k
N k

k

a b C a b
−

=

+ = ∑  

παίρνουµε: 

1
( ) (1 )

2

N

N
G s s= +  

και άρα 

(1)
2

N
G΄ =     και    

( 1)
(1)

4

N N
G΄΄

−
=  

 

(3.10) 

 

Από τις (3.10), (3.8) και (3.7) βρίσκουµε εύκολα ότι 
 

  2

2

N
k =  και 2 ( 1)

4

N N
k

+
=  

   

Τέλος αφού m = 2k – N,  έχουµε 

2 2 0
2

N
m k N N〈 〉 = 〈 〉 − = − =  

και επίσης <x> = <m> h = 0, που δεν µας εκπλήσει δεδοµένης της συµµετρίας του 

περιπάτου. 
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Επιπλέον: 
2 2 2 2 2 24 4 2m k N k N N N N N N〈 〉 = 〈 〉 − 〈 〉 + = + − + =  

από όπου: 

2
x N h〈 〉 =  (3.11) 

 

που είναι η τυπική απόκλιση του x, αφού το <x> = 0. O τύπος (3.11) περιέχει µια 

πληροφορία – κλειδί: την στιγµή Ντ, η απόσταση από την αρχή είναι τάξης N h , 

δηλαδή η τάξη της κλίµακας χρόνου είναι το τετράγωνο της κλίµακας χώρου. Με 

άλλα λόγια, αν θέλουµε να αφήσουµε την τυπική απόκλιση αναλλοίωτη στη διαδικασία 

των ορίων πρέπει να αλλάξουµε την κλίµακα χρόνου σε τετράγωνο χώρου, δηλαδή 

πρέπει να χρησιµοποιήσουµε µια παραβολική διαστολή χώρου – χρόνου. 

Προχωρώντας βήµα – βήµα, το επόµενο βήµα είναι να παράγουµε µια εξίσωση 

διαφορών για την πιθανότητα µετάβασης  p=p(x,t).  Πάνω σε αυτή την εξίσωση θα 

εφαρµόσουµε την διαδικασία των ορίων. 

 

 

3.2  Η Οριακή Πιθανότητα µετάβασης  

Η κίνηση του σωµατιδίου δεν έχει µνήµη αφού κάθε κίνηση είναι ανεξάρτητη από την 

προηγούµενη. Αν η θέση του σωµατιδίου την στιγµή t+τ είναι x, αυτό σηµαίνει ότι τη 

στιγµή t η θέση του ήταν  x–h  ή  x+h  µε ίση πιθανότητα. Το θεώρηµα ολικής 

πιθανότητας τότε δίνει: 

1 1
( , ) ( , ) ( , )

2 2
p x t p x h t p x h tτ+ = − + +  

(3.12) 

µε αρχικές συνθήκες: 

  p (0,0) = 1 και p (x,0) = 0 αν  x ≠ 0. 

Κρατώντας τα x και t σταθερά, ας δούµε τι συµβαίνει  όταν h →0, τ→0. Μας βολεύει να 

σκεφτόµαστε το p ως µια οµαλή συνάρτηση που είναι ορισµένη στο ℝ  x (0,+∞) και όχι 

µόνο στο διακριτό σύνολο σηµείων (mh, Ντ). Επιπρόσθετα, περνώντας στο όριο, θα 

βρούµε µια συνεχή κατανοµή πιθανότητας έτσι ώστε p(x,t) όντας η πιθανότητα να 

βρούµε το σωµατίδιο στο (x,t), να είναι 0. Αν ερµηνεύσουµε το p ως µια πυκνότητα 

πιθανότητας, αυτή η δυσκολία εξαφανίζεται. Χρησιµοποιώντας τον τύπο του Taylor 

µπορούµε να γράψουµε: 
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( , ) ( , ) ( , ) ( )tp x t p x t p x t oτ τ τ+ = + + ,

2 21
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )

2
x xxp x h t p x t p x t h p x t h o h± = ± + +  

Αντικαθιστώντας στην (3.12), µετά από κάποιες απλοποιήσεις, βρίσκουµε: 

2 21
( ) ( )

2
t xxp o p h o hτ τ+ = +  

∆ιαιρώντας µε τ: 

2 21
(1)

2
t xx

h h
p o p o

τ τ

 
+ = +   

 
 

 

(3.13) 

Αυτό είναι το κρίσιµο σηµείο: στην τελευταία εξίσωση ξανασυναντούµε το συνδυασµό  

h
2
/τ . 

Αν θέλουµε να πάρουµε κάτι µη τετριµµένο όταν h,τ →0, πρέπει να απαιτήσουµε το 

h
2
/τ να έχει πεπερασµένο και θετικό όριο. Η πιο απλή επιλογή είναι να γράψουµε:  

2

2
h

D
τ

=  
(3.14) 

για κάποιο αριθµό D>0  (το 2 είναι µόνο για αισθητικούς λόγους ). 

Παίρνοντας όριο στην (3.13), έχουµε για το p την εξίσωση: 

p t  = Dpxx  (3.15) 

ενώ η αρχική συνθήκη γίνεται 

0
lim ( , )
t

p x t δ
+→

= . (3.16) 

 

Έχουµε ήδη δει ότι η µοναδική λύση του (3.15), (3.16) είναι  

  p(x,t)= ΓD(x,t) 
αφού: 

  
R

( , ) 1p x t dx =∫ . 

Έτσι η σταθερά D στην (3.14) είναι ακριβώς ο συντελεστής διάχυσης. Αφού : 

  
2

2 x
h

N

〈 〉
= ,  

1

N
τ =  

έχουµε  

  
2 2

2
h x

D
tτ

〈 〉
= =  
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που σηµαίνει: σε µοναδιαίο χρόνο το σωµατίδιο διαχέει µια  µέση απόσταση 2D . 

Αξίζει να θυµηθούµε ότι οι διαστάσει του D είναι: 

  [D]  = [µήκος]
2
 x [χρόνος]

-1
 

και ότι ο συνδυασµός x
2
/Dt είναι  αδιάστατος και όχι µόνο αµετάβλητος από 

παραβολικές διαστολές. Επίσης, από την (3.14) παίρνουµε 

2h D

hτ
= → +∞ . (3.17) 

Αυτό δείχνει ότι η µέση ταχύτητα h/τ του σωµατιδίου σε κάθε βήµα γίνεται µη 

φραγµένη. Συνεπώς, το γεγονός ότι το σωµατίδιο διαχέεται σε µοναδιαίο χρόνο σε µια 

πεπερασµένη µέση απόσταση οφείλεται καθαρά στις γρήγορες διακυµάνσεις της 

κίνησης του. 

 

 

3.3  Από τον τυχαίο περίπατο στην κίνηση Brown. 

Στα ερωτήµατα τι συνέβη στο όριο στον τυχαίο περίπατο και τι είδους κίνηση έγινε,  

µπορούµε να απαντήσουµε χρησιµοποιώντας µερικά ακόµα εργαλεία από τη θεωρία 

Πιθανοτήτων.  

Έστω xj=x(jτ) η θέση του σωµατιδίου µετά από j βήµατα και έστω για j ≥1 : 

  1j j jh x xξ −= −  

Τα ξj είναι ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές: κάθε µια παίρνει τιµή 1 ή –1 µε 

πιθανότητα 1/2. Έχουν µέση τιµή < ξj >=0 και διασπορά < ξ2
j >=1. Το εκτόπισµα του 

σωµατιδίου µετά από Ν βήµατα είναι: 

   
1

N

N j

j

x h ξ
=

= ∑  

Αν διαλέξουµε: 

   
2Dt

h
N

= , 
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δηλαδή  h
2
/τ = 2D και πάρουµε Ν→∞, το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα εγγυάται ότι το  xN 

συγκλίνει κατά κατανοµή σε µια τυχαία µεταβλητή Χ=X(t) που ακολουθεί κανονική 

κατανοµή µε µέσο 0 και διασπορά 2Dt, της οποίας η πυκνότητα είναι η ΓD(x,t) . 

Ο τυχαίος περίπατος έγινε συνεχής περίπατος: αν D = 1/2, λέγεται (µονοδιάστατη) 

κίνηση Brown  ή διαδικασία Wiener. 

Συνήθως το σύµβολο B=B(t) χρησιµοποιείται για να δηλώσει την τυχαία θέση ενός 

σωµατιδίου Brown. H οικογένεια τυχαίων µεταβλητών B( t) όπου το t παίζει το ρόλο 

µιας παραµέτρου είναι ορισµένη σε ένα συνηθισµένο χώρο πιθανότητας (Ω ,F,P),  όπου 

Ω είναι ο δειγµατικός χώρος,  F µια σ – άλγεβρα στον Ω από µετρήσιµα ενδεχόµενα και 

P είναι ένα κατάλληλο µέτρο πιθανότητας στην F.  Συνεπώς ο σωστός συµβολισµός θα 

ήταν Β(t ,ω), ω∈Ω αλλά η εξάρτηση από το ω παραλείπεται συνήθως και εννοείται 

(για απλότητα). 

Η οικογένεια τυχαίων µεταβλητών Β(t,ω), όπου ο χρόνος t είναι συνεχής παράµετρος, 

είναι µια συνεχής στοχαστική διαδικασία. Κρατώντας το ω ∈ Ω σταθερό, παίρνουµε 

την πραγµατική συνάρτηση: t→B(t ,ω) της οποίας το γράφηµα περιγράφει ένα 

µονοπάτι Brown  

 

Εικόνα 5.  Ένα µονοπάτι Βrown 
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Κρατώντας το t σταθερό, παίρνουµε την τυχαία µεταβλητή:  ω→Β  (t ,ω) .  

Χωρίς να µας νοιάζει τι ακριβώς είναι το Ω, είναι σηµαντικό να µπορούµε να 

υπολογίσουµε την πιθανότητα:  P{B( t) ∈  I} όπου Ι⊆ℝ  είναι ένα λογικό υποσύνολο 

του ℝ (ένα σύνολο Βorel όπως λέγεται). Το προηγούµενο σχήµα 5 δείχνει τη σηµασία 

αυτού του υπολογισµού: σταθεροποίηση του t σηµαίνει σταθεροποίηση µιας ευθείας 

γραµµής έστω t t= . Έστω ότι το Ι είναι υποσύνολο αυτής της γραµµής, στην 

προηγούµενη εικόνα το Ι είναι διάστηµα. Η P{B( t) ∈  I} είναι η πιθανότητα το 

σωµατίδιο να είναι στο Ι τη στιγµή t.  

Οι κύριες ιδιότητες της κίνησης Brown δίνονται παρακάτω. Θα µπορούσαµε να τα 

συνθέσουµε όλα στον τύπο  

(0,1) (0, )dB dt N N dt=�  (3.18) 

  

όπου  Ν(0,1) είναι µια τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε 

µέση τιµή 0 και διασπορά 1. 

• Συνέχεια µονοπατιού: Με πιθανότητα 1, τα πιθανά µονοπάτια ενός σωµατιδίου 

Brown είναι συνεχείς συναρτήσεις  

t  →B(t), t≥0. 

Αφού από την (3.17) η στιγµιαία ταχύτητα του σωµατιδίου είναι άπειρη, τα γραφήµατα 

αυτών των συναρτήσεων δεν είναι πουθενά παραγωγίσιµα. 

• Νόµος του Gauss για προσαυξήσεις: Μπορούµε να αφήσουµε το σωµατίδιο να 

ξεκινήσει από ένα σηµείο x≠0, θεωρώντας την διαδικασία: 

( ) ( )xB t x B t= + . 

Με κάθε σηµείο x  είναι συνδεδεµένη µια πιθανότητα P
x
 µε τις ακόλουθες ιδιότητες (αν 

x=0,  P
0
=P). 

a)  P
x
{B

x
(0) = x} = P{B(0) = 0} = 1  

b) Για κάθε s ≥ 0,  t ≥ 0,   η προσαύξηση 
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( ) ( ) ( ) ( )x xB t s B s B t s B s+ − = + −  

ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε µέσο µηδέν και διασπορά t, της οποίας η 

πυκνότητα είναι: 

  

2

2
1

( , ) ( , )
2

x

tx t x t e
t

Γ Γ
π

−

1
2

≡ = . 

Επιπλέον είναι ανεξάρτητη από κάθε γεγονός που συνέβη σε χρόνο ≤ s. Για παράδειγµα, 

τα δυο γεγονότα: 

2 1 2{ ( ) ( ) }x x
B t B t I− ∈ , 1 0 1{ ( ) ( ) }x x

B t B t I− ∈  

µε  t0 < t1 < t2  είναι ανεξάρτητα. 

• Πιθανότητα µετάβασης:  Για κάθε σύνολο Borel Ι⊆ℝ ορίζεται η συνάρτηση 

µετάβασης: 

( , , ) { ( ) }x xP x t I P B t I= ∈  

που δίνει την πιθανότητα το σωµατίδιο που βρίσκεται αρχικά στο x να βρίσκεται στο I  

τη στιγµή t.  Μπορούµε να γράψουµε: 

( , , ) { ( ) } ( , ) ( , ))
I x I

P x t I P B t I x y t dy y x t dyΓ Γ
−

= ∈ − = = −∫ ∫ . 

• Σταθερότητα:  Η κίνηση  είναι αµετάβλητη σε σχέση µε µεταφράσεις. 

• Μαρκοβιανές και ισχυρές Μαρκοβιανές ιδιότητες:  Έστω µ ένα µέτρο πιθανότητας  

στο ℝ.  Αν η αρχική θέση του σωµατιδίου είναι τυχαία µε κατανοµή πιθανότητας µ, 

µπορούµε να θεωρήσουµε µια κίνηση Brown µε αρχική κατανοµή µ και για αυτή 

χρησιµοποιούµε το σύµβολο B
µ
.  Με αυτή την κίνηση σχετίζεται µια κατανοµή 

πιθανότητας  P
µ  τέτοια ώστε, για κάθε σύνολο Borel  F⊆  ℝ 

  { (0) } ( )B F Fµ µΡ µ∈ = . 

Η Πιθανότητα το σωµατίδιο να είναι στο Ι τη στιγµή t µπορεί να υπολογιστεί µέσω του 

τύπου 

 
R R

{ ( ) } { ( ) } ( ) ( , , ) ( )x x
B t I P B t I d x P x t I d x

µ µΡ µ µ∈ = ∈ =∫ ∫ . 
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Η Μαρκοβιανή ιδιότητα µπορεί να διατυπωθεί ως εξής δοθείσης µιας συνθήκης Η, που 

σχετίζεται µε τη συµπεριφορά του σωµατιδίου πριν από τη στιγµή s ≥ 0, η διαδικασία  

Y(t)=B
x
(t+s) είναι µια κίνηση Brown  µε αρχική κατανοµή: 

  ( ) { ( ) | }x xI P B s I Hµ = ∈ . 

Αυτή η ιδιότητα ιδρύει την ανεξαρτησία της µελλοντικής διαδικασίας  B
x
(t+s) από το 

παρελθόν (απουσία µνήµης) όταν το παρόν B
x
(s) είναι γνωστό και αντανακλά την 

απουσία µνήµης του τυχαίου περίπατου. 

Στην ισχυρή Μαρκοβιανή ιδιότητα το s αντικαθίσταται από ένα τυχαίο χρόνο τ, που 

εξαρτάται µόνο από τη συµπεριφορά του σωµατιδίου στο διάστηµα [0, τ]. Με άλλα 

λόγια για να αποφασίσουµε αν το γεγονός {τ ≤ t} είναι αληθές ή όχι είναι αρκετό να 

ξέρουµε την συµπεριφορά του σωµατιδίου ως την στιγµή t. Aυτού του είδους οι τυχαίοι 

χρόνοι ονοµάζονται χρόνοι ονοµάζονται χρόνοι στάσης. Ένα σηµαντικό παράδειγµα 

είναι ο πρώτος χρόνος εξόδου από ένα τοµέα (θα εξεταστεί σε επόµενο κεφάλαιο).   

Όµως ο τυχαίος  χρόνος  τ  που ορίζεται ως 

  inf{ : ( ) 10  και  ( 1) 10}t B t B tτ = > + <  

δεν είναι χρόνος στάσης. Πράγµατι (µετρώντας το χρόνο σε δευτερόλεπτα), το τ είναι ο 

µικρότερος από τους χρόνους ώστε το µονοπάτι Brown να είναι πάνω από το επίπεδο 10 

τη στιγµή t και µετά από 1 δευτερόλεπτο να είναι κάτω από το 10. Προφανώς, για να 

αποφασίσουµε αν τ≤3 για παράδειγµα, δεν αρκεί να ξέρουµε το µονοπάτι µέχρι τη 

στιγµή t=3, αφού το τ εµπλέκει τη συµπεριφορά του µονοπατιού µέχρι τη µελλοντική 

στιγµή t=4. 

• Αναµενόµενη τιµή:  ∆οθείσης µιας επαρκώς οµαλής συνάρτησης g=g(y) y∈ℝ   

µπορούµε να ορίσουµε την τυχαία µεταβλητή: 

( ) ( ) ( ( ))x xZ t g B t g B t= =o . 

Η αναµενόµενη τιµή της δίνεται από τον τύπο:  

 
R R

[ ( )] ( ) ( , , ) ( ) ( , )xE Z t g y P x t dy g y y x t dyΓ= = −∫ ∫ . 

που θα συναντήσουµε αργότερα σε µια πολλή διαφορετική κατάσταση. 
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4. ∆ιάχυση, Εκτροπή και Αντίδραση 
 

4.1 Τυχαίος περίπατος µε εκτροπή 

Η υπόθεση της συµµετρίας του τυχαίου περιπάτου µας µπορεί να αφαιρεθεί. Έστω ότι 

το σωµατίδιο µοναδιαίας µάζας κινείται κατά µήκος του άξονα x µε βήµα h>0 σε κάθε 

χρονικό διάστηµα διάρκειας τ>0, σύµφωνα µε τους ακόλουθους κανόνες (Εικόνα  6) 

1. Το σωµατίδιο αρχίζει από το x=0 

2. Κινείται στα δεξιά µε πιθανότητα  p0 ≠ ½   και στα αριστερά µε πιθανότητα   

q0=1–p0 ,   ανεξάρτητα από το προηγούµενο βήµα. 

 

 

Εικόνα 6.  Τυχαίος περίπατος µε εκτροπή 

Ο κανόνας 2 χαλάει τη συµµετρία του περιπάτου και µοντελοποιεί µια µικρή τάση για 

κίνηση στα δεξιά ή στα αριστερά, ανάλογα αν το πρόσηµο του p0–q0  είναι θετικό ή 

αρνητικό αντίστοιχα. Συµβολίζουµε ξανά µε το p=p(x,t) την πιθανότητα η θέση του 

σωµατιδίου να είναι x=mh  για t=Ντ . Απο τον τύπο της ολικής πιθανότητας έχουµε: 

0 o( , ) ( , ) ( , )p x t p p x h t q p x h tτ+ = − + +  (4.1) 

µε τις συνήθεις αρχικές συνθήκες: 

 p(0,0) = 1 και p(x ,0) = 0 αν x≠ 0. 

t τ+

x x + h x ˗ h 

t t p0 q0 
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Όπως και στην συµµετρική περίπτωση, κρατώντας το x και το t σταθερό θέλουµε να 

εξετάσουµε τι συµβαίνει εάν πάρουµε το όριο για h→0 και t→0.  Απο τύπο Taylor: 

2( , ) ( , ) ( , ) ( )tp x t p x t p x t o hτ τ+ = + + , 

 2 21
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )

2
x xxp x h t p x t p x t h p x t h o h± = ± + + . 

Αντικαθιστώντας στη (4.1) παίρνουµε: 

2 2
0 0

1
( ) ( ) ( )

2
t xx xp o p h q p hp o hτ τ+ = + − +  

(4.2) 

Ένας νέος όρος εµφανίζεται (q0–p0)hpx  . ∆ιαιρώντας µε τ έχουµε: 

2 2
0 0( )1

(1)
2

t xx

q p hh h
p o p o

τ τ τ

 −
+ = + +  

 
. 

(4.3) 

Εδώ είναι και πάλι το κρίσιµο σηµείο. Εάν h, t→0, η υπόθεση  

2

2
h

D
τ

=  
(4.4) 

από µόνη της δε µας δίνει κάτι µη τετριµµένο από την (4.3). Πράγµατι διατηρώντας το 

p0  και το  q0 σταθερό έχουµε:  

     0 0( )q p h

τ
−

→ ∞  

και από τη (4.3) έχουµε αντίφαση. Γράφοντας 

  
2

0 0 0 0( ) ( )q p h q p h

hτ τ
− −

=  

βλέπουµε ότι επιπροσθέτως µε την (4.4) πρέπει  

0 0q p

h
β

−
→  

(4.5) 

µε β πεπερασµένο. Ας παρατηρήσουµε ότι αφού q0+p0=1 ή (4.5) είναι ισοδύναµη µε 

την: 
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0

1
( )

2 2
p h o h

β
= − +      και     0

1
( )

2 2
q h o h

β
= + +  

(4.6) 

που µπορεί να ερµηνευτεί ως η συµµετρία  της κίνησης σε µικροσκοπική κλίµακα. 

Με την (4.5) να ισχύει, έχουµε 

2
0 0 2

q p h
D b

h
β

τ
−

→ ≡  

και η  (4.3) δίνει οριακά 

t xx xp Dp bp= + . (4.7) 

Ήδη γνωρίζουµε ότι το Dpxx  µοντελοποιεί ένα φαινόµενο διάχυσης. Ας 

αποκρυπτογραφήσουµε τον όρο bpx  εξετάζοντας τις διαστάσεις του b.  Aφού το      q0–

p0  είναι αδιάστατο αφού αποτελεί διαφορά πιθανοτήτων, οι διαστάσεις του b είναι 

αυτές του h/τ  δηλαδή της ταχύτητας.  

Έτσι, ο συντελεστής b κωδικοποιεί την τάση περιορισµού της οριακής συνεχούς 

κίνησης, προς µια προνοµιούχα κατεύθυνση µε ταχύτητα │b│: προς τα δεξιά εάν b<0 ή 

προς τα αριστερά αν b>0. Με άλλα λόγια εδώ υπάρχει ρεύµα έντασης από όλο το 

│b│που οδηγεί το σωµατίδιο. Ο τυχαίος περίπατος έγινε µια διαδικασία διάχυσης µε 

εκτροπή.  

 

4.2  Τυχαίος περίπατος αντίδρασης – διάχυσης 

Γυρίζουµε πίσω στον µονοδιάστατο περίπατο, υποθέτοντας ότι το σωµατίδιο χάνει µάζα 

µε σταθερό ρυθµό γ>0. Αυτό σηµαίνει ότι στο χρονικό διάστηµα από t έως t+τ, ένα 

ποσοστό µάζας : 

   Q(x,t)=τ  γ  p(x,t)   

εξαφανίζεται. H εξίσωση διαφορών (4.1) για το p γίνεται: 

 0 0( , ) [ ( , ) ( , )] [ ( , ) ( , )]p x t p p x h t Q x h t q p x h t Q x h tτ+ = − − − + + − +  

Αφού  
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0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ....... ( , ) ( )xp Q x h t q Q x h t Q x t q p hQ x t p x t O hτγ τ− + + = + − + = +  

η εξίσωση (4.2) τροποποιείται στην: 

 2 2
0 0

1
( ) ( ) ( ) ( )

2
t xx xp o p h q p hp p O h o hτ τ τγ τ+ = + − − + + . 

∆ιαιρώντας µε τ,  παίρνοντας h, τ→0 και υποθέτοντας ότι: 

  
2

2
h

D
τ

= , 0 0q p

h
β

−
→  

παίρνουµε: 

t xx xp Dp bp pγ= + −          (b = 2Dβ) (4.8) 

Ο όρος –γp εµφανίζεται στην (4.8) ως ένας όρος αλλοίωσης. Από την άλλη µεριά, σε 

σηµαντικές καταστάσεις, το γ θα µπορούσε να είναι αρνητικό, που σηµαίνει ότι τώρα 

έχουµε δηµιουργία µάζας µε ρυθµό │γ│. Για αυτό ο τελευταίος όρος λέγεται γενικά 

όρος αντίδρασης και η (4.8) είναι µια εξίσωση διάχυσης και αντίδρασης. 

Επιστρέφοντας στην εξίσωση (4.8), είναι χρήσιµο να εξετάσουµε ξεχωριστά την 

επίδραση των τριών ορών στο δεξί της µέλος. 

• p t=Dpxx  µοντελοποιεί την καθαρή διάχυση. Οι τυπικές επιδράσεις είναι 

εξοµαλυντικές, όπως φαίνεται από την τυπική συµπεριφορά της θεµελιώδους 

λύσης ΓD. 

• p t=bpx  είναι µια καθαρή εξίσωση µεταφοράς. Οι λύσεις είναι µετακινούµενα 

κύµατα της µορφής g(x+bt) . 

• p t=–γp  µοντελοποιεί την καθαρή αντίδραση. Οι λύσεις είναι πολλαπλάσια του 

e
– γ t

, εκθετικά φθίνουσες (αύξουσες) αν γ > 0  (γ < 0) 

Ως τώρα δώσαµε πιθανοθεωρητική ερµηνεία για µια κίνηση σε όλο το ℝ, όπου δεν 

υπάρχει συνοριακή συνθήκη.  
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5.  Πολυδιάστατος Τυχαίος Περίπατος  

 

5.1  Η συµµετρική περίπτωση  

Ότι κάναµε στη διάσταση n=1 µπορούµε να το επεκτείνουµε εύκολα και σε διάσταση 

n>1, και συγκεκριµένα σε n=2,3. Για να ορίσουµε ένα συµµετρικό τυχαίο περίπατο, 

εισάγουµε το πλέγµα Z
n
 που δίνεται από ένα σύνολο σηµείων x∈  ℝn , των οποίων οι 

συντεταγµένες είναι προσηµασµένοι ακέραιοι. ∆εδοµένου του βήµατος χώρου h>0, το 

σύµβολο hZ
n
 συµβολίζει το πλέγµα των σηµείων µε συντεταγµένες προσηµασµένους 

ακεραίους που είναι πολλαπλασιασµένοι µε h.  

Κάθε σηµείο x∈ hZ
n
 έχει µια ‘διακριτή γειτονιά’ από 2n σηµεία σε απόσταση h που 

δίνονται από 

  x + he j και x – he j    (j= 1,2, …..,n), 

όπου e1, e2, e3…en, είναι η κανονική βάση του ℝ
n
. Το σωµατίδιο κινείται στο hZ

n
 

σύµφωνα µε τους ακόλουθους κανόνες (Εικόνα  7) 

1. Ξεκινά από το x=0 

2. Αν τη στιγµή t βρίσκεται στο x, τη στιγµή  t + τ  η θέση του είναι ένα από τα 2n 

σηµεία  x  ± he j   µε πιθανότητα p=1/2n. 

3. Κάθε βήµα είναι ανεξάρτητο από το προηγούµενο. 

Όπως και στη µονοδιάστατη περίπτωση, θα υπολογίσουµε την πιθανότητα p(x , t) να 

βρούµε το σωµατίδιο στο x τη στιγµή t. 

Προφανώς οι αρχικές συνθήκες για το p είναι: 

p(0 ,0)=1    και   p(x ,0)=0   αν  x≠0 .  
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Εικόνα 7.  ∆υσδιάστατος τυχαίος περίπατος 

 

Το θεώρηµα Ολικής Πιθανότητας δίνει: 

1

1
( , ) { ( , ) ( , ), }

2

n

j j

j

p t p h t p h t t
n

τ
=

+ = + + −∑x x e x e  
(5.1) 

Πράγµατι για να φτάσουµε στο x την στιγµή t+τ, θα πρέπει την στιγµή t το σωµατίδιο 

να βρισκόταν σε ένα από τα σηµεία της διακριτής γειτονιάς του x και να µετακινήθηκε 

από εκεί προς το x µε πιθανότητα 1/2n .  Για σταθερά x και t, θέλουµε να εξετάσουµε τι 

συµβαίνει όταν πάρουµε h→0 , r→0. Υποθέτωντας το p ορισµένο και οµαλό σε όλο το 

ℝ
n
 x (0,+∞), χρησιµοποιούµε τον τύπο του Taylor για να γράψουµε: 

( , ) ( , ) ( , ) ( )tp t p t p t oτ τ τ+ = + +x x x  

2 21
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )

2j j jj x x xp h t p t p t h p t h o h± = ± + +x e x x x  

(0, h) 

(0, - h) 

(h, 0) 

(- h, 0) 

Το πλέγµα hZxZ 
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Αντικαθιστώντας στην (5.1), µετά από κάποιες απλοποιήσεις, παίρνουµε: 

2
2

( ) ( )
2

t

h
p o p o h

n
τ τ ∆+ = + . 

∆ιαιρώντας µε τ παίρνουµε την εξίσωση: 

2 21
(1)

2
t

h h
p o p o

n
τ ∆

τ τ

 
+ = +  

 
. 

(5.2) 

Αυτή η κατάσταση µοιάζει πολύ µε αυτή της µονοδιάστατης περίπτωσης: για να 

πάρουµε στο τέλος κάτι µη τετριµµένο πρέπει να απαιτήσουµε ο λόγος h
2
/τ  να έχει ένα 

πεπερασµένο και θετικό όριο.  Η απλούστερη επιλογή είναι  

  
2

2
h

nD
τ

=          (5.3) 

µε το D>0. Aπό την (5.3) συµπεραίνουµε ότι σε µοναδιαίο χρόνο το σωµατίδιο 

διαχέεται µε µέση απόσταση 2nD .  Οι φυσικές διαστάσεις του D δεν άλλαξαν. 

Παίρνοντας h→0,  τ→0 στην (5.2), βρίσκουµε για το p την εξίσωση διάχυσης :  

pt = D∆p (5.4) 

µε αρχική συνθήκη : 

0

( , )lim
t

p t δ
+→

=x  (5.5) 

Αφού  

R
( , ) 1

n
p t d =∫ x x  για κάθε t,  η µοναδική λύση είναι: 

2
|

4

2

1
( , ) ( , )

(4 )

Dt

D n
p t t e

Dt
Γ

π

−= =x x
x|

  t >0  

Ο n – διάστατος τυχαίος περίπατος έγινε ένας συνεχής τυχαίος περίπατος. Όταν D=1/2, 

καλείται η n–διάστατη κίνηση Brown. Ορίζουµε µε B(t)=B(t ,ω) την τυχαία θέση ενός 

σωµατιδίου Brown, ορισµένη για κάθε t >0 σε ένα χώρο πιθανότητας (Ω ,F,P). 
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Η οικογένεια τυχαίων µεταβλητών Β(t ,ω) µε το χρόνο t ως µια πραγµατική παράµετρο, 

είναι µια διανυσµατική συνεχής στοχαστική διαδικασία. Για ω∈Ω σταθερό η 

διανυσµατική συνάρτηση  

t  →  B(t ,ω)  

περιγράφει ένα n – διάστατο µονοπάτι Βrown του οποίου τα βασικά χαρακτηριστικά 

δίνονται παρακάτω. 

• Συνέχεια µονοπατιού:  Με πιθανότητα 1, τα µονοπάτια  Βrown είναι συνεχή για  

t ≥0. 

• Nόµος του Gauss για προσαυξήσεις: Η διαδικασία Β
x
(t)=x+B( t) ορίζει µια 

κίνηση Brown µε αρχή το x.  Kάθε σηµείο x συνδέεται µια πιθανότητα P
x
, µε τις 

ακόλουθες ιδιότητες (αν x=0,  P
0
=P). 

a. P
x
 {B

x
 (0) = x} = P {B (0) = 0} = 1 

b. Για κάθε  s ≥0,   t≥0  η προσαυξηµένη 

( ) ( ) ( ) ( )t s s t s s+ − = + −x xΒ Β Β ΒΒ Β Β ΒΒ Β Β ΒΒ Β Β Β  (5.6) 

ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µέσο 0 και πίνακα συνδιακύµανσεων  tIn  µε 

πυκνότητα: 

/ 2

1
( , ) ( , )

(2 )

2|
-

2t
n

t t e
t

Γ Γ
π1

2

= =
x|

x x  

Επιπλέον η (5.6) είναι ανεξάρτητη από κάθε γεγονός που συνέβη πριν από τη χρονική 

στιγµή  s.  Πχ τα δύο γεγονότα 

  {B(t2) – B(t1) ∈A1}  {B(t1) – B(t2) ∈A2} 

είναι ανεξάρτητα αν  t0 < t1 < t2. 

� Συνάρτηση µεταφοράς. Για κάθε σύνολο Borel Α⊂ ℝ
n
 µία συνάρτηση µεταφοράς 

ορίζεται ως: 

( , , ) { ( ) }P t A P B t A= ∈x xx  
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και αναπαριστά την πιθανότητα το σωµατίδιο να βρισκόταν αρχικά στη θέση x και την 

στιγµή t να βρίσκεται στο A. Έχουµε: 

( , , ) { ( ) } ( , ) ( , )
A A

P t A P t A t d t dΓ Γ
−

= ∈ − = ∫ ∫x
x B x y y = y - x y  

� Σταθερότητα: Η κίνηση είναι αµετάβλητη ως προς τις στροφές και τις µεταφράσεις. 

� Μαρκοβιανές και Ισχυρές Μαρκοβιανές Ιδιότητες:  Έστω µ ένα µέτρο πιθανότητας  

στον ℝ
n
. Αν το σωµατίδιο έχει τυχαία αρχική θέση µε κατανοµή πιθανότητας µ, 

µπορούµε να θεωρήσουµε µια κίνηση Βrown µε αρχική κατανοµή µ και γι’ αυτή 

χρησιµοποιούµε το σύµβολο B
µ
.  Το B

µ
 συνδέεται µε µια κατανοµή πιθανότητας 

P
µ
  τέτοια ώστε:  

{ (0) } ( )P A Aµ µ µ∈ =ΒΒΒΒ  

Η πιθανότητα το σωµατίδιο να βρίσκεται στο Α την στιγµή t µπορεί  να υπολογιστεί 

µέσω της: 

{ ( ) } ( , , ) ( )
n

P t A P t A dxµ µ µ∈ = ∫R
xΒΒΒΒ . (5.7) 

Η Μαρκοβιανή Ιδιότητα διατυπώνεται ως εξής: δεδοµένης µιας συνθήκης Η, που 

σχετίζεται µε τη συµπεριφορά του σωµατιδίου πριν τη στιγµή s≥0, η διαδικασία  

  ( ) ( )t t s= +xY B  

είναι µια κίνηση Brown µε αρχική κατανοµή: 

  ( ) { ( ) | }A P B S A Hµ = ∈x x  

Και πάλι, αυτή η ιδιότητα καθιερώνει την ανεξαρτησία της µελλοντικής διαδικασίας 

B
x
(t+s) από το παρελθόν όταν το παρόν Β

x
(s) είναι γνωστό και κωδικοποιεί την απουσία 

µνήµης της διαδικασίας. Στην ισχυρή Μαρκοβιανή ιδιότητα την θέση του s παίρνει ένας 

χρόνος στάσης  τ. 

• Αναµενόµενη τιµή:  δεδοµένης µιας αρκετά οµαλής πραγµατικής συνάρτησης  

 g = g(y), y∈ℝ
n
,   

µπορούµε να ορίσουµε µια πραγµατικά τυχαία µεταβλητή: 



 42

  ( ) ( )( ) ( ( ))Z t g t g t= =x xB Bo . 

Η αναµενόµενη τιµή της δίνεται από τον τύπο: 

 
R R

[ ( )] ( ) ( , , ) ( ) , )
n n

E Z t g P t d g t dΓ(= =∫ ∫y x y y y x y----  

 

 

5.2 Περίπατοι µε εκτροπή και αντίδραση  

Όπως και στη µονοδιάστατη περίπτωση, µπορούµε να κατασκευάσουµε πολλές 

παραλλαγές του συµµετρικού τυχαίου περίπατου. Για παράδειγµα, µπορούµε να 

επιτρέψουµε διαφορετική συµπεριφορά σε κάθε κατεύθυνση διαλέγοντας το βήµα στο 

χώρο  να εξαρτάται από το  hj.  Σαν συνέπεια, η οριακή διαδικασία µοντελοποιεί µια 

ανισοτροπική κίνηση, κωδικοποιηµένη στον πίνακα: 

  

1

2

0 ..... 0

0 ..... 0

... .....

0 n

D

D

D

 
 
 =
 
 0 

D  

όπου 

2

2

jh
D

nτ
=   είναι ο συντελεστής διάχυσης στην κατεύθυνση  ej.  Η εξίσωση για την 

πιθανότητα µετάβασης p(x , t) που προκύπτει είναι : 

1
j j

n

t j x x

j

p D p
=

= ∑  
(5.8) 

Μπορούµε επίσης να χαλάσουµε τη συµµετρία ζητώντας την κατεύθυνση ej η 

πιθανότητα να πάµε αριστερά (δεξιά) να είναι qj (αντίτοιχα pj).  

Εάν 

  
j j

j
j

q p

h
β

−
→    και 2j j jb D β=  
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το διάνυσµα b=(b1…,bn) παίζει το ρόλο ενός διανύσµατος εκτροπής, αντανακλώντας 

την τάση της κίνησης να πηγαίνει ασύµµετρα προς κάθε άξονα.  

Προσθέτοντας έναν όρο αντίδρασης της µορφής cp, η εξίσωση εκτροπής – διάχυσης – 

αντίδρασης που προκύπτει είναι: 

1 1
j j j

n n

t j x x j x

j j

p D p b u cp
= =

= + +∑ ∑ . 
(5.9) 
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6. Το γενικό πρόβληµα Cauchy (n=1) 

6.1 Η οµογενής περίπτωση 

Σε αυτή την ενότητα θεωρούµε το ολικό πρόβληµα Cauchy: 

ut – D uxx = 0  στο ℝ x (0,∞ )     (6.1) 

u(x,0) = g(x)   στο ℝ 

όπου g, τα αρχικά δεδοµένα που δίνονται. Θα περιοριστούµε στη µονοδιάστατη 

περίπτωση: τεχνικές, ιδέες και τύποι επεκτείνονται εύκολα και στη n – διάστατη 

περίπτωση. 

Το πρόβληµα (6.1) µοντελοποιεί την εξέλιξη της θερµοκρασίας ή της συγκέντρωσης 

µιας ουσίας κατά µήκος µιας πολύ µεγάλης (άπειρης) µπάρας ή καναλιού αντίστοιχα, 

δεδοµένης της αρχικής (t=0) κατανοµής. 

Στη συνέχεια θα ασχοληθούµε µε την εύρεση της συγκέντρωση u(x, y) εξαιτίας της 

διάχυσης µιας µάζας της οποίας η αρχική συγκέντρωση δίνεται από το g ερµηνεύοντας 

παράλληλα τις βασικές ποσότητες σε σχέση µε τη µοντελοποίηση των διακυµάνσεων 

που εξετάζουµε. 

Έτσι η ποσότητα g(y)dy  αναπαριστά την µάζα που είναι συγκεντρωµένη στο διάστηµα 

(y, y+dy) τη στιγµή t = 0.  H  Γ(x–y ,t)  είναι µία λύση µοναδιαίας πηγής που 

αναπαριστά τη συγκέντρωση στο x τη στιγµή t, λόγω της διάχυσης µιας µοναδιαίας 

µάζας, αρχικά συγκεντρωµένης στο ίδιο διάστηµα.  

Ανάλογα η  

ΓD(x–y,t)g(y)dy   

δίνει τη συγκέντρωση στο x τη στιγµή t, λόγω της διάχυσης της µάζας  g(y)dy . 

Χάρη στη γραµµικότητα της εξίσωσης διάχυσης µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την 

αρχή της υπέρθεσης και να υπολογίσουµε την λύση ως το άθροισµα όλων των 

επιµέρους συνεισφορών. Έτσι παίρνουµε: 
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2( )

4

R R

1
( , ) ( ) ( , ) ( )

4

x y

Dt
Du x t g y x y t dy g y e dy

Dt
Γ

π

−
−

= − =∫ ∫  

 

(6.2) 

Στη συνέχεια θα αποδείξουµε ότι, κάτω από λογικές υποθέσεις στα αρχικά δεδοµένα g η 

(6.2) πραγµατικά δίνει την µοναδική λύση του προβλήµατος Cauchy. Κατ΄ αρχάς αν η g 

µεγαλώσει πολύ προς το άπειρο, περισσότερο από µία εκθετική 
2

ax
e  a >0, παρά την 

γρήγορη σύγκλιση της γκαουσιανής στο 0, το ολοκλήρωµα στην (6.2) µπορεί να 

αποκλίνει και ο τύπος (6.2) χάνει κάθε νόηµα. Ακόµα πιο εύθραυστο γίνεται το 

ερώτηµα της µοναδικότητας της λύσης,  

Ο τύπος (6.2) έχει µία πιθανοθεωρητική ερµηνεία. Έστω D = ½ και Bx
(t) η θέση ενός 

σωµατιδίου Brown, που αρχίζει από το x. Έστω g(y) το κέρδος που έχουµε όταν το 

σωµατίδιο περάσει από το y.  Τότε µπορούµε να γράψουµε: 

u(x,t) = E
x
[g(B

x
(t))]  

όπου το E
x
 συµβολίζει την αναµενόµενη τιµή µε βάση την πιθανότητα P

x
,  µε 

πυκνότητα  Γ(x – y, t). 

Με άλλα λόγια, για να υπολογίσουµε την u στο (x ,t)  θεωρούµε ένα σωµατίδιο Brown 

που ξεκινά από το x, υπολογίζουµε την θέση του B
x
(t), την στιγµή  t  και τέλος 

υπολογίζουµε την αναµενόµενη τιµή της g(B
x
( t)). 

 

6.2 Ύπαρξη λύσης 

Το ακόλουθο θεώρηµα λέει ότι η (6.2) είναι όντως µια λύση του ολικού προβλήµατος 

Cauchy κάτω από αρκετά γενικές υποθέσεις για την g, που ικανοποιούνται στις 

περισσότερες ενδιαφέρουσες εφαρµογές. 

Θεώρηµα  6.1.  Υποθέτουµε ότι η g είναι συνάρτηση µε πεπερασµένο αριθµό αλµάτων 

ασυνέχειας στο ℝ και ότι υπάρχουν θετικοί αριθµοί α και c τέτοιοι ώστε: 

2

( ) a xg x ce≤  ∀  x ∈  ℝ    (6.3) 
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Έστω u που δίνεται από τον τύπο (6.2). Τότε: 

i) u∈C
∞
 (x(0,T))  για  T <

1

4Da
  και στο  ℝ x(0, T):  

ut – Duxx = 0. 

ii) Αν x0 σηµείο συνέχειας της g, τότε:  

u(y, t) →g(x0)   αν (y, t) → (x0, 0),   t >0 

iii) Υπάρχουν θετικοί αριθµοί c1 και Α τέτοιοι ώστε:  

2

( , ) x
u x t Ce

Α≤   ∀  (x, t) ∈  ℝ x (0, ∞ ). 

Το θεώρηµα λέει ότι αν έχουµε αρχικά δεδοµένα µε ελεγχόµενη εκθετική αύξηση στο 

άπειρο που εκφράζεται από την (6.3), τότε η (6.2) είναι λύση στο ℝ x(0, T).  Θα δούµε 

ότι κάτω από συνθήκες η (6.2) είναι µοναδική λύση. 

Σε µερικές εφαρµογές (πχ. στα χρηµατοοικονοµικά), τα αρχικά δεδοµένα πηγαίνουν στο 

άπειρο όχι γρηγορότερα από την c1e
a1 | x |

. Σε αυτή την περίπτωση η (6.3) ικανοποιείται 

επιλέγοντας έναν οποιοδήποτε θετικό αριθµό α και ένα κατάλληλο c. Αυτό σηµαίνει ότι 

δεν υπάρχει περιορισµός στο T αφού:  

 T <
1

4Da
 και το α µπορεί να επιλεγεί όσο µικρό θέλουµε. 

 Η ιδιότητα i) δείχνει ένα συνηθισµένο και σηµαντικό φαινόµενο που συνδέεται µε την 

εξίσωση διάχυσης: ακόµα και αν τα αρχικά δεδοµένα είναι ασυνεχή σε κάποιο σηµείο, 

αµέσως µετά από αυτό η λύση είναι οµαλή. Η διάχυση λοιπόν είναι µία διαδικασία 

εξοµάλυνσης. Στο σχήµα 8 που ακολουθεί φαίνεται αυτό το φαινόµενο για αρχικά 

δεδοµένα  

g(x) = �(-2,0)(x) + � (1,4)(x)  

όπου � (α,b) είναι η χαρακτηριστική συνάρτηση του διαστήµατος (α ,b).  

Από την ii) αν τα αρχικά δεδοµένα g είναι συνεχή σε όλο το ℝ τότε η λύση είναι 

συνεχής ως το  t=0  δηλαδή στο ℝ  x[0,T). 
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Εικόνα  8 . Εξοµαλυντική δράση της εξίσωσης διάχυσης 

 

 

6.3 Η µη οµογενής περίπτωση. Μέθοδος Duhamel 

Η εξίσωση διαφορών (ή ο τύπος της πιθανότητας): 

1 1
( , ) ( , ) ( , )

2 2
p x t p x h t p x h tτ+ = − + +  

 

που βρήκαµε στην υποενότητα 3.2 στην ανάλυση του τυχαίου περιπάτου µπορεί να 

θεωρηθεί ως η πιθανοθεωρητική έκδοση της διατήρησης της αρχικής µάζας: η 

πιθανότητα της µάζας στο x τη στιγµή t+τ είναι το άθροισµα των πυκνοτήτων που 

διαχέονται από τις x+h, x–h τη στιγµή t (δεν προστέθηκε ή αφαιρέθηκε µάζα στο 

χρονικό διάστηµα [t, t+τ].  

Ανάλογα η έκφραση: 

1 1
( , ) [ ( , ) ( , )]

2 2
p x t p x h t p x h tτ+ − − + +  

(6.4) 

µπορεί να θεωρηθεί ως ένα µέτρο της χαµένης/προστιθέµενης πυκνότητας µάζας στο 

διάστηµα [t, t+τ]. Επεκτείνοντας µε τον τύπο του Taylor όπως κάναµε και σε 

προηγούµενη ενότητα κρατώντας το h
2
/τ  = 2D σταθερό, διαιρώντας µε τ και θέτοντας 

h,τ→0 στην (6.4) βρίσκουµε το   

pt – Dpxx.  
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Άρα ο διαφορικός τελεστής ∂ t–D∂xx  µετρά τον στιγµιαίο ρυθµό παραγωγής 

πυκνότητας. 

Υποθέτουµε τώρα ότι από t=0 ως µία συγκεκριµένη στιγµή t=s>0 δεν υπάρχει µάζα και 

ότι την στιγµή s εµφανίζεται στο σηµείο y (άπειρη πυκνότητα) µία µονάδα µάζας. 

Ξέρουµε ότι µπορούµε να µοντελοποιήσουµε αυτό το είδος πηγής µέσω ενός µέτρου 

Dirac στο y, που πρέπει να εξαρτάται από το χρόνο αφού η µάζα εµφανίζεται µόνο τη 

χρονική στιγµή s. Μπορούµε να το γράψουµε στη µορφή  

δ(x – y, t – s). 

Έτσι οδηγούµαστε στη µη οµογενή εξίσωση: 

pt – Dpxx = δ(x – y, t – s)  µε  p(x ,0) = 0  αρχική συνθήκη. 

Ποια µπορεί να είναι η λύση?  Ως το t=s  δεν συµβαίνει τίποτα και µετά το s έχουµε   

δ(x – y, t – s)=0. Άρα είναι σαν να ξεκινάµε από το χρόνο t=s  και να λύνουµε το 

πρόβληµα: 

pt – Dpxx = 0 , x∈  ℝ , t >s   

µε αρχική συνθήκη:  

p(x, s) = δ(x – y, t – s). 

Έχουµε λύσει αυτό το πρόβληµα για s=0: η λύση είναι η ΓD(x – y, t). Από την 

σταθερότητα της εξίσωσης διάχυσης στη χρονική µετάφραση, παίρνουµε ότι η λύση  

∀ s>0 δίνεται από την: 

p(x, t) = ΓD (x – y, t – s)     (6.5) 

Θεωρούµε τώρα µια κατανεµηµένη πηγή στον ηµιάξονα t >0, ικανή να παράγει 

πυκνότητα µάζας µε χρονικό ρυθµό f (x, t). Για την ακρίβεια η f(x,t)dxdt  είναι η µάζα 

που παράγεται µεταξύ x και x+dx στο διάστηµα (t, t+dt). Αν αρχικά δεν υπάρχει µάζα 

οδηγούµαστε στο µη οµογενές πρόβληµα Cauchy: 

 

υt – D υxx = f(x, t) στο ℝ  x (0, T)  
(6.6) 

υ(x,0) = 0 στο ℝ  
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Όπως και στην υποενότητα 6.1 βρίσκουµε την µορφή της λύσης στο (x,t) 

χρησιµοποιώντας ευρετικούς συλλογισµούς. Ας υπολογίσουµε την συνεισφορά dυ στη 

υ(x,t) της µάζας f(y,s)dyds. Είναι σαν να έχουµε ένα όρο για την πηγή της µορφής: 

f 
*
(x, t) = f(x, t) δ(x – y, t – s) και άρα ανακαλώντας την (6.5) έχουµε: 

dυ(x,t)= ΓD(x – y,  t  – s) f(y,  s)dyds.     (6.7) 

Παίρνουµε την λύση µε υπέρθεση, αθροίζοντας όλες τις συνεισφορές (6.7). Έχουµε τα 

ακόλουθα βήµατα: 

� αθροίζοντας ως προς y τις συνεισφορές για σταθερό s για να πάρουµε την συνολική 

πυκνότητα στο (x, t), λόγω της διάχυσης της µάζας που παράγεται τη στιγµή s. Το 

αποτέλεσµα είναι  w(x,t ,s)ds , όπου: 

R
( , , ) ( , ) ( , )Dw x t s x y t s f y s dyΓ= − −∫ . (6.8) 

� αθροίζουµε τις παραπάνω εισφορές για s από 0 έως t: 

0 R
( , ) ( , ) ( , )

t

Dx t x y t s f y s dydsυ Γ= − −∫ ∫ .  

Η παραπάνω κατασκευή είναι ένα παράδειγµα εφαρµογής της µεθόδου Duhamel που 

ακολουθεί: 

Μέθοδος Duhamel: Η διαδικασία λύσης του προβλήµατος (6.6) αποτελείται από τα 

ακόλουθα δύο βήµατα: 

1. Κατασκευάζουµε µια οικογένεια λύσεων οµογενών προβληµάτων Cauchy, µε 

µεταβλητό αρχικό χρόνο  s >0  και αρχικά δεδοµένα  f (x,s). 

2. Ολοκληρώνουµε την παραπάνω οικογένεια ως προς s πάνω στο (0, t). 

Ας εξετάσουµε τα παραπάνω βήµατα: 

1. Θεωρούµε τα οµογενή προβλήµατα Cauchy: 

wt – Dwxx = 0           x ∈  ℝ ,  t > s                                                    (6.9) 

w(x, s, s) = f (x, s)       x ∈  ℝ  

όπου ο αρχικός χρόνος s παίζει το ρόλο παραµέτρου. 
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Η συνάρτηση  Γy, s
(x, t)

 
= ΓD (x – y, t – s) είναι η θεµελιώδης λύση της εξίσωσης 

διάχυσης που ικανοποιεί για t = s την αρχική συνθήκη: 

Γy, s
(x, s)

 
= δ  (x – y). 

Άρα η λύση του (6.9) είναι η συνάρτηση (6.8): 

w(x, t, s) = ∫R ΓD (x – y, t – s) f(y, s)dy. 

Έτσι η w(x, t, s) είναι η ζητούµενη οικογένεια. 

2. Ολοκληρώνοντας την w επί του (0, t) ως προς s βρίσκουµε: 

0 0 R
( , ) ( , , ) ( , ) ( , )

t t

Dx t w x t s ds x y t s f y s dydsυ Γ= = − −∫ ∫ ∫  (6.10) 

Χρησιµοποιώντας την (6.9) έχουµε: 

0
( , , ) [ ( , , )  ( , , )] ( , )

t

t xx t xxD w x t t w x t s Dw x t s f x tυ υ− = + − =∫  . 

Επιπλέον υ(x, 0) = 0 και άρα η υ είναι µια λύση του (6.6). Η µέθοδος αυτή ισχύει µε όχι 

ιδιαίτερα απαιτητικές υποθέσεις οµαλότητας για την f.  Συγκεκριµένα: 

Θεώρηµα  6.2:  Αν η f και οι παράγωγοι της ft, fx, fxx είναι συνεχείς και φραγµένες στο 

ℝ  x [0, T) τότε η (6.10) δίνει µια λύση υ του προβλήµατος (6.6) στο ℝ  x [0, T), συνεχή 

ως το t = 0, µε συνεχείς στο ℝ  x [0, T) παραγώγους υt, υx, υxx. 

Ο τύπος για το γενικό πρόβληµα Cauchy: 

ut – D uxx = 0  στο ℝ x (0,∞ )    (6.11) 

u(x,0) = g(x)   στο ℝ 

λαµβάνεται από υπέρθεση των (6.2) και (6.6): 

R 0 R
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )

t

Du x t x y t g y dy x y t s f y s dydsΓ Γ= − + − −∫ ∫ ∫ .           (6.12) 

Υπό τις υποθέσεις για τις f και g που δόθηκαν στα θεωρήµατα 6.1 και 6.2, η (6.12) είναι 

µια λύση της (6.11) στο ℝ  x (0, T),   
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T <
1

4Da
,   

συνεχής µε τις παραγώγους της ut, ux, uxx. 

Η αρχική συνθήκη σηµαίνει ότι u(x, t) →g(x0), καθώς (x, t) → (x0,0) σε κάθε σηµείο 

συνέχειας x0 της g. Συγκεκριµένα, αν η g είναι συνεχής στο ℝ  τότε και η u είναι 

συνεχής στο ℝ  x [0, T). 

 

6.4 Συνθήκες µεγίστου και µοναδικότητα 

Η µοναδικότητα της λύσης του ολικού προβλήµατος Cauchy δεν έχει συζητηθεί ακόµη. 

Αυτό δεν είναι ένα τετριµµένο ερώτηµα αφού το επόµενο αντιπαράδειγµα του Tychonov 

δείχνει ότι θα µπορούσαν να υπάρχουν πολλές λύσεις του οµογενούς προβλήµατος. 

Έστω: 

h(t) =  

 

2t
e
−   για  t >0 

0 για  t≤0 . 

Μπορεί να ελεγχθεί ότι η συνάρτηση: 

2

0

( , ) ( )
(2 ) !

k k

k
k

x d
x t h t

k dt
Τ

∞

=

= ∑  
 

είναι λύση της   ut – uxx = 0 στο  ℝ  x (0, +∞ ) 

µε    u(x, 0) = 0  στο  ℝ . 

Αφού  και η  u(x,0)≡ 0  είναι λύση του ίδιου προβλήµατος, συµπεραίνουµε ότι γενικά 

το πρόβληµα Cauchy δεν είναι καλά ορισµένο. 

Αυτό που πάει στραβά µε την T είναι ότι µεγαλώνει πάρα πολύ στο άπειρο για µικρούς 

χρόνους. Πράγµατι η καλύτερη διαθέσιµη εκτίµηση για την T είναι: 

2

( , ) exp
x

T x t C
tϑ

 
≤  

 
     (θ > 0) 

 

που εκφυλίζεται πολύ γρήγορα όταν t→0
+
  λόγω του παράγοντα 1/θt. 
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Αν αντί για το 1/θt είχαµε µία σταθερά A, όπως στη συνθήκη ii) του θεωρήµατος 6.1, 

τότε θα εξασφαλίζαµε την µοναδικότητα. 

Με άλλα λόγια, µέσα στην κλάση συναρτήσεων που η σύγκλιση τους στο άπειρο 

ελέγχεται από εκθετική τύπου C
2Ax

e ∀ t≥0 (η λεγόµενη κλάση Tychonov), η λύση του 

οµογενούς προβλήµατος Cauchy είναι µοναδική. 

Αυτό είναι συνέπεια της ακόλουθης αρχής µεγίστου: 

Θεώρηµα 6.3 (Αρχή ολικού µεγίστου):  Έστω z συνεχής στο ℝ  x[0, T] µε παραγώγους  

zx, zxx, zt  συνεχείς στο ℝ  x(0, T) τέτοια ώστε στο ℝ  x(0, T): 

zt – Dzxx≤0 (αντίστοιχα ≥0)  

και  
2

( , ) Ax
z x t Ce≤  (αντίστοιχα  

2Ax
Ce≥ − ) (6.13) 

όπου C > 0. Τότε: 

Rx[0, ] R

sup ( , ) sup ( ,0)
T

z x t z x≤  (αντίστοιχα  
Rx[0, ] R

inf ( , ) inf ( ,0)
T

z x t z x≥ ). 

Η απόδειξη είναι αρκετά δύσκολη αλλά αν υποθέσουµε ότι η z είναι άνω φραγµένη ή 

κάτω φραγµένη (A=0 στην 6.13) τότε η απόδειξη βασίζεται σε µία απλή εφαρµογή της 

ασθενούς αρχής µεγίστου (θεώρηµα  6.2). 

Μπορούµε τώρα να δώσουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα µοναδικότητας: 

Πόρισµα 6.1  Μοναδικότητα Ι. Έστω u µία λύση του  

 
ut – Duxx = 0    στο ℝ  x(0, T) 

u(x, 0) = 0       στο ℝ  

συνεχής στο ℝx[0, T] µε παραγώγους ux, uxx, ut συνεχείς στο ℝ  x(0, T). Αν η |u| 

ικανοποιεί την (6.13) τότε u≡ 0. 

Απόδειξη: 

Από το θεώρηµα 6.3 έχουµε: 
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R Rx[0, ] Rx[0, ] R

0 inf ( , 0) inf ( , ) sup ( , ) sup ( , 0) 0
T T

u x u x t u x t u x= ≤ ≤ ≤ =  

Άρα u ≡ 0. � 

Παρατηρούµε ότι αν: 

2

( ) axg x ce≤  ∀ x ∈  ℝ  (c, α >0) (6.14) 

ξέρουµε από το θεώρηµα 6.1 ότι η: 

R
( , ) ( , ) ( )Du x t x y t g y dyΓ= −∫   

ικανοποιεί την εκτίµηση: 

2

( , ) Axu x t Ce≤  στο ℝ  x(0, T) (6.15) 

και άρα ανήκει στην κλάση Tychonov στο ℝ  x(0, T) για T < 1/4Dα. 

Επιπλέον, αν η ƒ είναι όπως στο θεώρηµα 6.2 και  

0 R
( , ) ( , ) ( , )

t

Dx t x y t s f y s dydsυ Γ= − −∫ ∫   

παίρνουµε την εκτίµηση: 

R R

inf ( , ) supt f x t t fυ≤ ≤  (6.16) 

∀ x∈ℝ , 0≤ t≤T. 

Για την ακρίβεια: 

0 R
R R

( , ) sup ( , ) sup
t

Dx t f x y t s dyds t fυ Γ≤ − − =∫ ∫  

αφού 

R
( , ) 1D x y t s dyΓ − − =∫   

∀ x, t, s, t > s.  Με τον ίδιο τρόπο µπορεί να δειχθεί ότι  
R

( , ) infx t t fυ ≥   
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Ως συνέπεια έχουµε: 

R

( , ) infx t t fυ ≥        ή      R( , ) infx t t fυ ≥   

Πόρισµα 6.2 Μοναδικότητα  ΙΙ. Έστω g συνεχής στο ℝ , που ικανοποιεί την (6.15) 

και έστω f όπως στο θεώρηµα 6.3. Τότε το πρόβληµα Cauchy (6.11) έχει µοναδική λύση 

u στο ℝx(0, T) για T < 1/4Dα, που ανήκει στην κλάση Tychonov. Αυτή η λύση δίνεται 

από την (6.12) και επιπλέον: 

R R R R

inf inf ( , ) sup supg t f u x t g t f+ ≤ ≤ +  
(6.17) 

Απόδειξη 

Αν u και υ είναι λύσεις του ίδιου προβλήµατος Cauchy (6.11), τότε w =u – υ είναι λύση 

του (6.11) µε f = g = 0 και ικανοποιεί τις υποθέσεις του πορίσµατος 6.1. Προκύπτει ότι 

w(x, t) ≡ 0. � 

� Σταθερότητα και σύγκριση: όπως στο πόρισµα 6.1 η ανισότητα (6.17) είναι µια 

εκτίµηση για την αντιστοιχία: 

δεδοµένα a λύση. 

Πράγµατι έστω u1 και u2 λύσεις του (6.11), µε δεδοµένα g1, f1 και g2, f2 αντίστοιχα. 

Κάτω από τις υποθέσεις του πορίσµατος 6.1, από (6.17) µπορούµε να γράψουµε: 

1 2 1 2 1 2
Rx[0, ] R Rx[0, ]

sup sup sup
T T

u u g g T f f− ≤ − + −  

Άρα αν: 

1 2
Rx[0, ]

sup
T

f f ε− ≤ ,      1 2
R

sup g g ε− ≤   

τότε και  

1 2
Rx[0, ]

sup (1 )
T

u u Tε− ≤ +   

που σηµαίνει οµοιόµορφη κατά σηµείο σταθερότητα. 
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Αυτή δεν είναι η µόνη συνέπεια της (6.17). Μπορούµε να την χρησιµοποιήσουµε στη 

σύγκριση δύο λύσεων. Για παράδειγµα, από την αριστερή ανισότητα παίρνουµε αµέσως 

ότι αν  f ≥0  και  g≥0  τότε  u ≥0. 

Οµοίως, αν  f1 ≥  f2  και  g1 ≥  g2 τότε  

u1 ≥  u2. 
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7.  Μια εφαρµογή στα Oικονοµικά 

7.1  Ευρωπαϊκά δικαιώµατα (European Options) 

Σε αυτή την ενότητα εφαρµόζουµε την προαναφερθείσα θεωρία για να καθορίσουµε την 

τιµή κάποιων χρηµατοοικονοµικών προϊόντων, συγκεκριµένα µερικών παράγωγων 

προϊόντων, που λέγονται Ευρωπαϊκά δικαιώµατα. 

Ένα χρηµατοοικονοµικό προϊόν είναι ένα παράγωγο αν η πληρωµή του εξαρτάται από 

την συµπεριφορά της τιµής ενός περιουσιακού στοιχείου, στην αργό του 

συνεπαγόµενου π.χ µιας µετοχής, ενός συναλλάγµατος ή ενός προϊόντος. 

Ανάµεσα στα πιο απλά παράγωγα είναι τα Ευρωπαϊκά δικαιώµατα call και put, τα 

οποία είναι συµβόλαια σε ένα προκαθορισµένο στοιχείο µεταξύ ενός κατόχου και ενός 

συνδροµητή, µε τους ακόλουθους κανόνες. 

Την στιγµή σύνταξης του συµβολαίου (έστω t=0) µια τιµή εξάσκησης Ε 

σταθεροποιείται. 

Σε µια ηµεροµηνία λήξης T σταθεροποιηµένης και µελλοντικής 

� Ο κάτοχος ενός δικαιώµατος call µπορεί (αλλά δεν υποχρεούται) να εξασκήσει 

το δικαίωµα αγοράζοντας το στοιχείο στην  τιµή Ε. Αν ο κάτοχος αποφασίσει να 

αγοράσει το στοιχείο, ο συνδροµητής πρέπει να το πουλήσει. 

� Ο κάτοχος ενός δικαιώµατος put µπορεί (αλλά δεν υποχρεούται) να εξασκήσει 

το δικαίωµα πουλώντας το στην τιµή Ε. Αν ο κάτοχος αποφασίσει να πουλήσει 

το στοιχείο, ο συνδροµητής πρέπει να το αγοράσει. 

Αφού ένα δικαίωµα δίνει στον κάτοχο ένα δικαίωµα χωρίς καµία υποχρέωση, το 

δικαίωµα έχει µια τιµή και το βασικό ερώτηµα είναι: ποια είναι η σωστή τιµή που 

πρέπει να πληρωθεί στο t=0; 

Αυτή η τιµή σίγουρα εξαρτάται από την εξέλιξη της τιµής S του συνεπαγόµενου  στην 

τιµή εξάσκησης Ε, στο χρόνο λήξης Τ  και στο τωρινό ακίνδυνο επιτόκιο r>0. 

Για παράδειγµα για ένα δικαίωµα call, σε µια χαµηλότερη Ε αντιστοιχεί µια µεγαλύτερη 

τιµή και για το put ισχύει το αντίστροφο. 
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Οι διακυµάνσεις της τιµής του συνεπαγόµενου επηρεάζουν µε κρίσιµο τρόπο την τιµή 

ενός δικαιώµατος αφού ενσωµατώνει το µέγεθος του κινδύνου. 

Για να απαντήσουµε το βασικό µας ερώτηµα, εισάγουµε την συνάρτηση αποτίµησης 

V=V(S,t), που δίνει την κατάλληλη τιµή στο δικαίωµα αν τη στιγµή t η τιµή του 

συνεπαγόµενου είναι S. Χρειάζεται να ξέρουµε το V(S(0) ,0). Όταν θέλουµε να 

διαχωρίσουµε τα call και put θα χρησιµοποιούµε τους συµβολισµούς C(S,t) και P(S,t) 

αντίστοιχα. 

Το πρόβληµα τότε είναι να καθορίσουµε τη V σύµφωνα µε την οικονοµική αγορά, όπου 

και το συνεπαγόµενο και το δικαίωµα ανταλλάσσονται. Θα χρησιµοποιήσουµε την 

µέθοδο Black-Scholes, βασιζόµενοι στην υπόθεση ενός λογικού µοντέλου εξέλιξης της 

S και στην θεµελιώδη αρχή της χωρίς διαιτησία µελλοντικής αξίας. 

 

7.2  Ένα µοντέλο εξέλιξης της τιµής  S  

Αφού η S εξαρτάται από λίγο – πολύ προβλεπόµενους παράγοντες, είναι ξεκάθαρο ότι 

δε µπορούµε να περιµένουµε ένα ντετερµινιστικό µοντέλο για την εξέλιξη της S. Για να 

το κατασκευάσουµε υποθέτουµε µια επάρκεια στην αγορά µε την ακόλουθη έννοια:  

a) Η αγορά ανταποκρίνεται στιγµιαία σε καινούριες πληροφορίες για το 

στοιχείο. 

b) Η τιµή δεν έχει µνήµη: η παρελθούσα ιστορία είναι πλήρως 

αποθηκευµένη στην παρούσα τιµή, χωρίς περαιτέρω πληροφορία. 

Η συνθήκη  (α) υπονοεί την υιοθέτηση ενός συνεχούς µοντέλου. Η συνθήκη (β) απαιτεί 

µια αλλαγή dS της τιµής του συνεπαγόµενου να έχει την Μαρκοβιανή ιδιότητα, όπως 

και η κίνηση Brown. 

Θεωρούµε τώρα ένα χρονικό διάστηµα από  t  έως  t+dt,  κατά τη διάρκεια του οποίου η  

S  αλλάζει από  S  σε  S+dS.  Ένα από τα πιο κοινά µοντέλα υποθέτει ότι η επιστροφή 

dS/S  δίνεται από το άθροισµα δύο όρων. Ο ένας είναι ένας ντετερµινιστικός όρος που 

δίνει µια συνεισφορά µdt  που οφείλεται σε µια σταθερή εκτροπή µ αναπαριστώντας τον 

µέσο ρυθµό αύξησης της S. Μόνο µε αυτόν τον όρο θα είχαµε:  
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d S
d t

S
µ=  

και άρα  d logS=µdt , που δίνει την εκθετική αύξηση  S(t)  = S(0)e
µ t

.
 
 

Ο άλλος όρος είναι στοχαστικός και λαµβάνει υπόψη τα τυχαία στοιχεία της εξέλιξης. 

∆ίνει τη συνεισφορά:  

dBσ  

όπου dB είναι µια προσαύξηση µιας κίνησης Brown και έχει µηδενικό µέσο και 

διασπορά dt. Ο συντελεστής σ, που υποθέτουµε ότι είναι σταθερός, λέγεται 

µεταβλητότητα και µετρά την τυπική απόκλιση της επιστροφής. 

Αθροίζοντας τις συνεισφορές έχουµε: 

dS
dt dB

S
µ σ= +  

(7.1) 

Οι φυσικές διαστάσεις των µ και σ είναι: 

[µ]= [time]
-1

,  [σ]= [time]
-1/2

. 

Η (7.1) είναι µια στοχαστική διαφορική εξίσωση (σ.δ.ε). 

Για να την λύσουµε µπορούµε να γράψουµε  

logd S dt dBµ σ= +  

να ολοκληρώσουµε µεταξύ 0 και t και να πάρουµε: 

  
( )

log ( ( ) (0)) ( )
(0)

S t
t B t B t B t

S
µ σ µ σ= + − = +  

αφού B(0)=0. Όµως αυτό είναι λάθος. Ο όρος διάχυσης σdΒ απαιτεί τη χρήση του 

ολοκληρώµατος του Ito, µιας στοχαστικής έκδοσης του κανόνα της αλυσίδας. Ας 

κάνουµε µερικές παρατηρήσεις γι’ αυτόν τον τύπο. 

Παρέκβαση στο ολοκλήρωµα του Ito: Έστω  B=B(t) η συνήθης κίνηση Βrown. Μια 

διαδικασία   X=X(t)  είναι µια λύση µιας σ.δ.ε τύπου:  

( , ) ( , )dX X t dt X t dBα σ= +  (7.2) 
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όπου α είναι ο όρος εκτροπής και σ ο συντελεστής µεταβλητότητας. 

Όταν σ=0, η εξίσωση είναι ντετερµινιστική και οι τροχιές µπορούν να υπολογιστούν µε 

τις συνήθεις αναλυτικές µεθόδους. Επιπλέον, δεδοµένης µιας οµαλής συνάρτησης 

F=F(x,t) µπορούµε εύκολα να υπολογίσουµε την µεταβλητότητα της F κατά µήκος 

αυτών των τροχιών. Αρκεί να υπολογίσουµε το 

{ }t x t xdF F dt F dX F aF dt= + = +  . 

Έστω τώρα ότι σ≠0. Ο προηγούµενος υπολογισµός θα έδινε   

{ }t x t x xdF F dt F dX F aF dt F dBσ= + = + +  

αλλά αυτός ο τύπος δεν δίνει το πλήρες διαφορικό της F. Πράγµατι, χρησιµοποιώντας 

τον τύπο του Taylor, θέτοντας  Χ(0)=Χ0, έχουµε: 

{ }2 2
0

1
( , ) ( , 0) ( ) 2 ( ) ......

2
t x xx xt ttF X t F X F dt F dX F dX F dXdt F dt= + + + + + +  

Το διαφορικό της F µαζί µε τις τροχιές της (7.2) λαµβάνεται διαλέγοντας στο δεξί µέλος 

του προηγούµενο τύπου τους όρους που είναι γραµµικοί ως προς dt ή dX. Πρώτα 

βρίσκουµε τους όρους 

}{t x t x xF dt F dX F aF dt F dBσ+ = + + . 

Οι όροι 2Fx tdXdt  και F t t(dt)
2
 είναι µη γραµµικοί ως προς τα dt και dX  και άρα δεν 

είναι  στο διαφορικό. Ας ελέγξουµε τώρα τον όρο  (dX)
2
.  Έχουµε 

( )2 2 2 2 2 2[ ] ( ) 2 ( )dX adt dB a dt a dBdt dBσ σ σ= + = + + . 

Ενώ τα α2
(dt)

2
 και 2ασdBdt  δεν είναι γραµµικά ως προς dt και dX, ο πλαισιοµένος 

όρος είναι τελικά ακριβώς  σ2
dt. 

Aυτό είναι συνέπεια του βασικού τύπου   

(0,1)dB dt N�  

που ορίζει το dt ως τυπική απόκλιση του dB. 

Έτσι το διαφορικό της F µαζί  µε τις τροχιές της (7.2) δίνεται από το ακόλουθο 
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 21

2
t x xx xdF F aF F dt F dBσ σ

 = + + + 


 
(7.3) 

Είµαστε τώρα έτοιµοι να λύσουµε την (7.1), την  οποία γράφουµε στη µορφή: 

dS Sdt SdBµ σ= + . 

Έστω F(S)=logS . Αφού 

0tF = ,     
1

2
sF = ,     

2

1
ssF

S
= −  

η  Ito formula δίνει, µε  X=S,   α(S,t)=mS,   σ(S,t)=σS:  

21
log ( )

2
d S t B tµ σ σ = − + 

 
. 

Ολοκληρώνουµε από το 0 ως t και έχουµε: 

2
0

1
log ( ) log ( )

2
S t S t B tµ σ σ = + − + 

 
. 

(7.4) 

Η (7.4) δείχνει ότι η τυχαία µεταβλητή  Y=logS   ακολουθεί την κανονική κατανοµή µε 

µέσο  2
0

1
log

2
S tµ σ + − 

 
   και διασπορά σ2

t .  

Άρα η πυκνότητα πιθανότητας της είναι: 

2

2
0

22

1
log

21
( ) exp

22

y S t

f y
tt

µ σ

σσ

    − − −      = − 
π  

 


 

και η πυκνότητα της S είναι: 

( )

2

2
0

22

1
log log

21 1
( ) log

2 22

s S t

p s f s
ts t

µ σ

σσ

    − − −      = = − 
π  

 


 

που ονοµάζεται λογαριθµοκανονική (lognormal) πυκνότητα.  
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7.3   Η εξίσωση Βlack – Scholes 

Θα κατασκευάσουµε τώρα µια διαφορική εξίσωση ικανή να περιγράψει την εξέλιξη της 

V(S,t). ∆ουλεύουµε κάτω από τις εξής υποθέσεις: 

� Η S ακολουθεί λογαριθµοκανονική κατανοµή. 

� Η µεταβλητότητα σ είναι γνωστή σταθερά. 

� ∆εν υπάρχουν κόστη ή µερίσµατα 

� Είναι δυνατό να αγοράσουµε ή να πουλήσουµε οποιοδήποτε αριθµό του 

συνεπαγόµενου στοιχείου. 

� Υπάρχει επιτόκιο r>0, για µια ακίνδυνη επένδυση. Αυτό σηµαίνει ότι 1 

δολάριο στην τράπεζα τη στιγµή  t=0  γίνεται  er T
 δολάρια τη στιγµή Τ. 

� Η αγορά είναι ελεύθερη για arbitrage. 

Η τελευταία υπόθεση είναι κρίσιµη στην κατασκευή του µοντέλου και σηµαίνει ότι δεν 

υπάρχει ευκαιρία για κέρδος χωρίς κίνδυνο. Μπορεί να θεωρηθεί σαν ένας νόµος 

συντήρησης χρηµάτων.  

Η µετάφραση αυτής της αρχής σε µαθηµατικούς όρους συνδέεται µε την έννοια της 

αντιστάθµισης και την ύπαρξη ίδιο – χρηµατοδοτικών χαρτοφυλακίων. H βασική ιδέα 

είναι να υπολογίσουµε πρώτα την επιστροφή της V µέσω της Ito formula και µετά να 

κατασκευάσουµε ένα ακίνδυνο χαρτοφυλάκιο Π που περιέχει µερίδες της S και το 

δικαίωµα. Από την υπόθεση της ελεύθερης από διαιτησία αγοράς (arbitrage) το Π 

πρέπει να αυξάνεται µε τον τωρινό ρυθµό επιτοκίου r, δηλαδή dΠ=rπdt , που 

καταλήγει να συµπίπτει µε την θεµελιώδη εξίσωση Βlack – Scholes. 

Ας χρησιµοποιήσουµε τώρα τον τύπο του Ito για να υπολογίσουµε το διαφορικό της V.   

Aφού:  

dS Sdt SdBµ σ= +  

βρίσκουµε ότι: 

2 2
1

2
tdV V SVs S Vss dt SVsdBµ σ σ

 = + + + 


. 
(7.5) 
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Τώρα θα προσπαθήσουµε να απαλλαγούµε από τον όρο κινδύνου σSVSdB  

κατασκευάζοντας ένα χαρτοφυλάκιο Π που περιέχει το δικαίωµα και µια ποσότητα –∆ 

του συνεπαγοµένου:  

V SΠ ∆= −  

Αυτή είναι µια σηµαντική χρηµατοοικονοµική διαδικασία που λέγεται αντιστάθµιση 

(headging). Θεωρούµε τώρα το χρονικό διάστηµα (t, t+dt) κατά τη διάρκεια του οποίου 

το  Π  έχει µεταβολή 

d dV dSΠ ∆= − . 

Αυτό είναι σηµείο – κλειδί στην κατασκευή και πρέπει να δικαιολογηθεί προσεκτικά.  

Χρησιµοποιώντας την (7.5) βρίσκουµε 

{ }2 21
( )

2
t s ssd dV dS V SV S V S dt S Vs dBΠ ∆ µ σ µ ∆ σ ∆= − = + + − + −  

(7.6) 

Έτσι αν διαλέξουµε  

∆=VS           (7.7) 

που σηµαίνει ότι το ∆ είναι η τιµή της VS στο t εξαφανίζουµε την στοχαστική 

συνιστώσα στην (7.6). Η εξέλιξη του χαρτοφυλακίου Π είναι τώρα εντελώς 

ντετερµινιστική και η δυναµική της δίνεται από την εξίσωση:  

2 21

2
t SSd V S V dtΠ σ

 = + 


 
(7.8) 

 

Η επιλογή (7.7) εµφανίζεται σχεδόν σαν θαύµα αλλά δικαιολογείται µερικώς από το ότι 

τα V και S είναι εξαρτηµένα και η τυχαία συνιστώσα στην δυναµική τους είναι ανάλογη 

της S. Έτσι, σε ένα κατάλληλο γραµµικό συνδυασµό των V και S µια τέτοια συνιστώσα 

πρέπει να εξαφανιστεί.  

Χρησιµοποιούµε τώρα την αρχή της µη διαιτησίας (no-arbitrage) επενδύοντας Π στον 

ακίνδυνο επιτόκιο r, µετά από χρόνο dt έχουµε µια προσαύξηση rΠdt . Συγκρίνοντας το  

rΠdt  µε το dΠ  που δίνεται από την (7.8).  
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� Αν dΠ>rΠdt , δανειζόµαστε ένα ποσό Π για να επενδύσουµε στο 

χαρτοφυλάκιο. Η επιστροφή  θα είναι µεγαλύτερη από το κόστος, οπότε 

έχουµε ένα στιγµιαίο ακίνδυνο κέρδος  

   dΠ  – rΠdt 

� Αν dΠ< rΠdt , πουλάµε το χαρτοφυλάκιο Π επενδύοντας το σε µια τράπεζα 

µε επιτόκιο  r .  Αυτή τη φορά θα έχουµε ένα στιγµιαίο ακίνδυνο κέρδος  

rΠdt -  dΠ . 

Άρα, η υπόθεση της ελεύθερης από διαιτησία αγοράς δίνει:  

2 21

2
t SSd V S V dt r dtΠ σ Π

 = + = 


 
(7.9) 

Αντικαθιστώντας το  

SV S V V SΠ ∆= − = −  

Στην (7.9), παίρνουµε την εξίσωση Βlack–Scholes 

ℒ V 2 21
0

2
SS SVt S V rSV rVσ= + + − =    (7.10) 

Παρατηρούµε ότι ο συντελεστής µ, η εκτροπή της S, δεν εµφανίζεται στην (7.10). Αυτό 

είναι αντί-διαισθητικό και δείχνει µια ενδιαφέρουσα πλευρά του µοντέλου. Η 

οικονοµική σηµασία της εξίσωσης Βlack – Scholes τονίζεται από την αποσύνθεση του 

δεξιού µέλους της:  

ℒ V 2 2

  
  

1
( )

2
SS S

bank investment
portfolio return

Vt S V r V SVσ= + + −
14243

1442443
 

Η εξίσωση Βlack – Scholes είναι λίγο πιο γενική από αυτές που έχουµε δει µέχρι τώρα. 

Πράγµατι, οι συντελεστές διάχυσης και εκτροπής εξαρτώνται και οι δύο από την S. 

Ωστόσο µπορούµε να τη µετατρέψουµε στην εξίσωση διάχυσης  u t=u xx ,  όπως θα 

δούµε παρακάτω.   

Παρατηρούµε ότι o συντελεστής του VS S  είναι θετικός και άρα η (7.10) είναι µια 

αναδροµική εξίσωση. Για να έχουµε ένα καλά ορισµένο πρόβληµα χρειαζόµαστε µια 
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τελική συνθήκη (στο t=T), µια πλευρική συνθήκη στο S=0  και µια συνθήκη για 

S→+∞ .  

• Tελικές συνθήκες:   Εξετάζουµε τι συνθήκες χρειαζόµαστε στο t=T .  

Call: Αν τη στιγµή Τ έχουµε S>E , εξασκούµε το δικαίωµα µε κέρδος S–E . Αν 

S≤E , δεν εξασκούµε το δικαίωµα και δεν έχουµε κέρδος. Το τελικό κέρδος από 

το δικαίωµα είναι λοιπόν:  

C(S, T) = max {S–E, 0} = (S – E)
+

  S>0 .  

Put: Αν τη στιγµή t=Τ  έχουµε S≥E , δεν εξασκούµε το δικαίωµα, ένω όταν 

S<E  το εξασκούµε. Το τελικό κέρδος είναι λοιπόν: 

P(S, T) = max{E–S, 0}= (E – S)
+

  S>0 .  

• Συνοριακές συνθήκες : Εξετάζουµε τώρα τις συνθήκες που πρέπει να βάλουµε για 

S=0   και  S→+∞ .  

Call: Αν S=0 τη στιγµή t, η (7.1) δείχνει ότι S=0 από κει και πέρα και το 

δικαίωµα δεν έχει τιµή.  Άρα 

C(0, t) = 0    t≥0. 

Καθώς S→+∞, τη στιγµή t, το δικαίωµα θα ασκηθεί και η τιµή του θα γίνει 

σχεδόν ίση µε S µείον την εκπτωτική τιµή άσκησης, δηλαδή: 

C(S, t) – (S-e
- r ( T- t )

E) →0   S →∞ .  

Put: Αν κάποια συγκεκριµένη στιγµή είναι S=0, ώστε S=0 από εκεί και πέρα, το 

τελικό κέρδος είναι Ε. Έτσι για να καθορίσουµε την P(0 , t )   πρέπει να 

καθορίσουµε την παρούσα τιµή του Ε την στιγµή Τ, δηλαδή: 

P(0 ,  t ) = Ee
- r (T - t )

.  

Αν  S→+∞ ,  δεν εξασκούµε το δικαίωµα και άρα: 

             P(S, t)=0,   καθώς   S→+∞ 
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7.4  Οι λύσεις 

Ας συνοψίσουµε το µοντέλο µας για τις δύο περιπτώσεις. 

Εξίσωση Βlack-Scholes:  

2 21
0

2
t SS SV S V rSV rVσ+ + − = . (7.11) 

Τελικά Κέρδη: 

C(S, T) = (S –  E)
+

  (call) 

P(S, T) = (E –  S)
+

  (put). 

Συνοριακές συνθήκες: 

(0, ) 0C t = , ( )( , ) ( ) 0r T tC S t S e E− −− − →  καθώς  S → ∞  (call) 

( )(0, ) r T tP t Ee− −= , ( , ) 0p S T =  καθώς  S → ∞    (put) 

Αποδεικνύεται ότι  τα παραπάνω προβλήµατα µπορούν να µειωθούν σε ένα ολικό 

πρόβληµα Cauchy για την εξίσωση θερµότητας. Έτσι µπορούµε να βρούµε αναλυτικούς 

τύπους για τις λύσεις. Καταρχάς κάνουµε µια αλλαγή µεταβλητών για να ελαττώσουµε 

την εξίσωση Βlack–Scholes σε σταθερούς συντελεστές και να πάµε από πίσω µπροστά 

στο χρόνο. Επίσης παρατηρούµε ότι το 1/σ2
 µπορεί να θεωρηθεί ως ένας εσωτερικός 

χρόνος αναφοράς ενώ η τιµή εξάσκησης Ε δίνει µια χαρακτηριστική τάξη µεγέθους για 

τα S και V. Έτσι, τα 1/σ2
 και Ε µπορούν να χρησιµοποιηθούν ως παράγοντες αλλαγής 

κλίµακας για την εισαγωγή αδιάστατων µεταβλητών. 

Θέτουµε 

 log
S

x
E

= , 
1

2( )
2

T tτ σ= − , 
2

1 2
( , ) ,xw x V Ee T

E

τ
τ

σ
 = − 
 

. 

Όταν η S πάει από το 0 στο +∞, η x µεταβάλλεται από το –∞ στο +∞. Όταν t=Τ , έχουµε  

r=0. Επιπλέον: 

 21

2
tV Ewτσ= −  
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 S x

E
V w

S
= ,  

2 2SS x xx

E E
V w w

S S
= − + . 

Αντικαθιστώντας στην (7.11), µετά από κάποιες απλοποιήσεις, παίρνουµε 

 2 21 1
( ) 0

2 2
x xx xw w w rw rwτσ σ− + − + + − =  

ή  

 ( 1)xx xw w k w kwτ = + − −  

όπου k = 2r/σ2
 είναι µία αδιάστατη παράµετρος. Θέτοντας:  

21 ( 1)

2 4( , ) ( , )

k k
x

w x e x
τ

τ υ τ
− +

− −
=  

έχουµε βρει ότι το υ ικανοποιεί:  

 υ r  –  υxx  = 0  –∞  < x  < +∞ ,   0  ≤  τ  ≤  Τ .  

Η τελική συνθήκη για το V γίνεται αρχική συνθήκη για το υ. Για την ακρίβεια, µετά από 

κάποιους χειρισµούς, έχουµε : 

( , 0) ( )x g xυ = =  

1 1
( 1) ( 1)

2 2
k x e k x

e
+ − −

       0x ≥  

0                                    0x ≤  

για το call option,  

και 

 ( , 0) ( )x g xυ = =  

1 1
( 1) ( 1)

2 2( , 0) ( )
k x e k x

x g x eυ
− − +

= =        0x ≤  

0                                                             0x ≥                               

για το put option. 

Τώρα µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το θεώρηµα 6.1 και το πόρισµα 6.2. Η λύση 

είναι µοναδική και δίνεται από τον τύπο: 

  
2

( )

R

1
( , ) ( )

4

x yx g x e dyυ τ
τ

− −=
π ∫  

Για να έχουµε ένα πιο συγκεκριµένο τύπο θέτουµε: 
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2y z xτ= +  

και τότε για το δικαίωµα call έχουµε: 

 

2

2

R

1
( , ) ( 2 )

2

z

x g z x e dyυ τ τ
−

= + =
π ∫  

2

2

1 1
( 1) ( 2 ) 1 12 2 ( 1) ( 2 )

2 2

2 2

1

2

k x z x z
k x z x z

z xe dz e dz

τ
τ

τ τ

+ + −
− + −∞ ∞

− −

 
− 

π   
∫ ∫ . 

Μετά από κάποιους χειρισµούς στα δύο ολοκληρώµατα, παίρνουµε  

2 21 1 1 1
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

2 4 2 4( , ) ( ) ( )
k x k k x k

x e N d e N d
τ τ

υ τ
+ + + − + −

+ −= −  

όπου  

21

2
1

( )
2

yz
N z e dy

−

−∞
=

π ∫  

είναι η συνάρτηση κατανοµής µιας τυποποιηµένης κανονικής τυχαίας µεταβλητής και 

 
1

( 1) 2
22

x
d k τ

τ
± = + ± . 

Γυρίζοντας στις αρχικές µεταβλητές έχουµε για το δικαίωµα call: 

 
( )( , ) ( ) ( )r T tC S t SN d Ee N d− −

+ −= −   

µε 

 
1

( 1) 2
22

x
d k τ

τ
± = + ± . 

Ο τύπος για το δικαίωµα put είναι 

 
( )( , ) ( ) ( )r T tP S t Ee N d SN d− −

− += − − −  

Μπορεί να αποδειχτεί ότι 

 ∆  = CS  = N(d+) > 0  για το call 
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 ∆  = PS  = N(d+) – 1  < 0  για το put. 

Παρατηρούµε ότι οι CS και PS είναι γνησίως αύξουσες ως προς S, αφού η Ν είναι 

γνησίως αύξουσα συνάρτηση και η d+ είναι γνησίως αύξουσα ως προς S.  Οι C, P είναι 

λοιπόν γνησίως κυρτές συναρτήσεις του S για κάθε t, δηλαδή  CS S  >0,  PS S  >0. 

• Ισοτιµία put-call: Τα δικαιώµατα put και call µε την ίδια τιµή εξάσκησης και τον 

ίδιο χρόνο λήξης µπορούν να συνδεθούν µε τον σχηµατισµό του ακόλουθου 

portfolio: 

Π=S+P–C  

Όπου το – µπροστά από το C δείχνει µια λεγόµενη αρνητική (short) θέση (αρνητική 

περιουσία). 

Γι’ αυτό το portfolio το τελικό κέρδος είναι : 

 ( , ) ( ) ( )S T S E S S EΠ + += + − − − . 

Αν  Ε ≥S ,  έχουµε : 

 ( , ) ( ) 0S T S E S EΠ = + − − =  

Αν E ≤S  

 ( , ) 0 ( )S T S E S EΠ = + − − = . 

Έτσι στην λήξη το κέρδος είναι πάντα Ε και αποτελεί ένα ακίνδυνο κέρδος του οποίου η 

τιµή στο t πρέπει να είναι ίση µε την εκπτωτική τιµή της Ε, λόγω της συνθήκης της µη-

διαιτησίας (no arbitrage). Άρα βρίσκουµε την ακόλουθη σχέση (ισοτιµία put – call): 

( )r T t
S P C Ee

− −+ − =  (7.12) 

O τύπος (7.12) δείχνει επίσης ότι, δεδοµένης της τιµής του C (ή του  P), µπορούµε να 

βρούµε την τιµή του P (ή του C). 

Από την (7.12), αφού 

  
( )r T t

Ee E
− − ≤  και   P≥0, έχουµε:  
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 ( )( , ) r T tC S t S P Ee S E− −= + − ≥ −  

και άρα αφού C≥0  

 ( , ) ( )C S t S E +≥ −  

Προκύπτει ότι η τιµή της C είναι πάντα µεγαλύτερη από το τελικό κέρδος. Αυτό δεν 

ισχύει για το put.  Συγκεκριµένα: 

 ( )(0, ) r T tP t Ee E− −= ≤  

Και άρα η τιµή της P είναι κάτω από το τελικό κέρδος όταν η S είναι κοντά στο 0, ενώ 

είναι πάνω λίγο πριν τη λήξη. Τα επόµενα σχήµατα 9 και 10 δείχνουν την συµπεριφορά 

των C και P έναντι της S, για κάποιες τιµές  Τ – t  ως την λήξη. 

 

 

  Εικόνα  9 .   Η συνάρτηση αποτίµησης ενός Ευρωπαϊκού δικαιώµατος call 

 

C 

S 
E 0 

0 

T-t=1.5 

T-t=1.0 

T-t=0.5 

T-t=0.0 
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Εικόνα  10.   Η συνάρτηση αποτίµησης ενός Ευρωπαϊκού δικαιώµατος put 

 

• ∆ιαφορετικές µεταβλητότητες: Τα επιχειρήµατα της αρχής µεγίστου στην υποενότητα 

6.4 µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την σύγκριση των τιµών δυο δικαιωµάτων µε 

διαφορετικές µεταβλητότητες σ1 και σ2, που έχουν την ίδια τιµή εξάσκησης Ε και 

τον ίδιο χρόνο λήξης Τ. Υποθέτουµε ότι σ1>σ2  και συµβολίζουµε µε C
(1 )

 και  C (2 )
 

τις τιµές των αντίστοιχων call δικαιωµάτων. Μειώνοντας το µέγεθος του κινδύνου, η 

τιµή του δικαιώµατος πρέπει να µειώνεται και πράγµατι θέλουµε να επιβεβαιώσουµε 

ότι 

(1) (2)
C C>   0S > ,  0 t T≤ < .  

Έστω  W = C
(1 )

 – C
(2 )

.  Τότε 

(1)2 2 2 2 2
2 2 1

1 1
( )

2 2
t SS S SSW S W rSW rW S Cσ σ σ+ + − = −  

(7.13) 

µε  W(S, T) = 0, W(0, t) = 0  και  W →0  καθώς  S→∞. 

Η (7.13) είναι µια µη – οµογενής εξίσωση, της οποίας το δεξί µέλος είναι αρνητικό  για 

S>0 διότι CS S
(1 )

>0. Αφού η W είναι συνεχής στο [0,+∞) x [0,T] και εξαφανίζεται στο 

άπειρο, παίρνει το ελάχιστό της στο (S0, t0). 

T-t = 1.5 

T-t = 1.0 

T-t = 0.5 

T-t = 0.0 

E S 

P 
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Ισχυριζόµαστε ότι το ελάχιστο είναι το 0 και δεν πιάνεται σε σηµείο του (0,+∞)x[0,T).  

Αφού η εξίσωση είναι αναδροµική, t0=0 απορρίπτεται. Υποθέτουµε ότι  W (S0, t0)  µε  

S0>0   και   0<t0<Τ .   Έχουµε 

W t  (S0 ,  t0)  = 0  

και 

WS  (S0 ,  t0) = 0 ,  WS S  (S0 ,  t0) ≥0. 

Aντικαθιστώντας, S=S0 ,  t=t0  στην (7.13) παίρνουµε µια αντίφαση.  

Αρα   W = C
(1 )

 – C
(2 )

 > 0  για  S>0 ,  0<t<T . 

 

7.5  Ισοστάθµιση και ίδιο–χρηµατοδοτικές στρατηγικές  

Η µαθηµατική µετάφραση της αρχής της µη-διαιτησίας (no arbitrage) µπορεί να γίνει 

πιο αυστηρά από αυτή που κάναµε στην υποενότητα 7.2, εισάγοντας την έννοια του 

ίδιο–χρηµατοδοτικού portfolio. Η ιδέα είναι να φτιάξουµε ένα αντίγραφο της V µέσω 

της S  και ένα οµόλογο Ζ, µια χωρίς κινδύνους επένδυση που αυξάνεται µε ρυθµό r, π.χ  

Z(t)=e
r t

. 

Για αυτό ας προσπαθήσουµε να καθορίσουµε δύο διαδικασίες  φ=φ( t)  και  ψ=ψ(t) 

έτσι ώστε: 

  V = φS + ψΖ  (0 ≤  t  ≤  T)     (7.14) 

ώστε να εξαφανίσει κάθε παράγοντα κινδύνου. Για την ακρίβεια, παίζοντας το ρόλο του 

συνδροµητής (που πρέπει να πουλήσει), ο κίνδυνος είναι την στιγµή Τ η τιµή  S(T) να 

είναι µεγαλύτερη από Ε, ώστε ο κάτοχος να εξασκήσει το δικαίωµα. Αν εν τω µεταξύ ο 

συνδροµητής έχει κατασκευάσει το portfolio (7.14), το κέρδος από αυτό είναι ακριβώς 

ίσο µε τα κεφάλαια που πρέπει να πληρώσει στον κάτοχο. Από την άλλη µεριά, αν το 

δικαίωµα έχει τιµή 0 την στιγµή T, το portfolio επίσης δεν έχει τιµή.  

Για να έχει νόηµα η επιχείρηση, είναι απαραίτητο ο συνδροµητής να µην βάλει επιπλέον 

λεφτά σε αυτή τη στρατηγική (ισοστάθµιση). Αυτό µπορεί να εξασφαλισθεί απαιτώντας 

το portfolio (7.14) να είναι αυτο–χρηµατοδοτικό, δηλαδή οι αλλαγές στην τιµή του να 

εξαρτώνται από µεταβολές των S και Z και µόνο από αυτές, 
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Με τύπο, αυτή η απαίτηση γράφεται: 

dV dS dZφ ψ= +          (0 )t T≤ ≤ . (7.15) 

Βασικά έχουµε ήδη κάτι σαν την (7.15) όταν κατασκευάζαµε το portfolio  Π=V–S∆  ή 

V=Π+S∆   απαιτώντας  dV=dΠ+∆dS . Αυτή η κατασκευή δεν είναι τίποτα άλλο από 

ένα αντίγραφο της V µέσω ενός ιδιο–χρηµατοδοτικού portfolio µε το Π να παίζει το 

ρόλο του Ζ και διαλέγοντάς ψ=1. 

Αλλά, ποια είναι η πραγµατική  σηµασία της (7.15); Αυτό το βλέπουµε καλύτερα  σε 

ένα διακριτό πλαίσιο. Θεωρούµε µια ακολουθία στιγµών: 

0 1 ...... Nt t t< < <  

και υποθέτουµε ότι το διάστηµα (tj – tj-1) είναι πολύ µικρό. Συµβολίζουµε µε  Sj και Zj 

τις τιµές στο tj των S και Z. Συνεπώς ψάχνουµε για δύο ακολουθίες φj και ψj που 

αντιστοιχούν στις ποσότητες των S και Ζ για να τις χρησιµοποιήσουµε στην κατασκευή 

του portfolio (7.14) από tj-1 στο tj. Παρατηρούµε ότι τα φj και ψj  διαλέγονται τη στιγµή  

tj-1. 

Έτσι δεδοµένου του διαστήµατος  (t j -1 ,  t j), to 

 j j j j jV S Zφ ψ= +  

αναπαριστά την τιµή κλεισίµατος του portfolio, ενώ το : 

 1 1j j j jS ZΦ ψ+ ++  

είναι η τιµή του ανοίγµατος, το ποσό των χρηµάτων που χρειάζονται για να αγοράσουµε 

το νέο. Η συνθήκη της ιδιο – χρηµατοδότησης σηµαίνει ότι η τιµή Vj του portfolio τη 

στιγµή tj που καθορίζεται από το ζεύγος (φj, ψj) είναι το ίδιο µε το κόστος αγοράς του 

portfolio στο διάστηµα (tj, tj+1) που καθορίζεται από το (φj+1,ψj+1). Αυτό σηµαίνει  

1 1j j j j j j j jS Z S ZΦ ψ φ ψ+ ++ = +  (7.16) 

ή το οικονοµικό κενό: 

 1 1j j j j j jD S Z VΦ ψ+ += + −  
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πρέπει να είναι 0, αλλιώς ένα χρηµατικό ποσό Dj πρέπει να εισαχθεί για να διατηρηθεί η 

στρατηγική  (Dj > 0) ή το ίδιο χρηµατικό ποσό µπορεί να αφαιρεθεί από αυτό (Dj < 0). 

Από την (7.16) παίρνουµε ότι: 

 1 1 1 1 1( ) ( )j j j j j j j j j jV V S Z S ZΦ ψ φ ψ+ + + + +− = + − +  

  1 1 1 1 1 1( ) ( )j j j j j j j jS Z S ZΦ ψ φ ψ+ + + + + += + − +  

  1 1 1 1( ) ( )j j j j j jS S Z ZΦ ψ+ + + += − + −  

ή 

 1 1j j j j jV S Z∆ Φ ∆ ψ ∆+ += +  

της οποίας η συνεχής έκδοση είναι ακριβώς η (7.15). 

Επιστρέφοντας  στην συνεχή περίπτωση, συνδυάζοντας τις (7.5) και (7.15) για dV 

παίρνουµε: 

}2 21
( )

2
t S SS SV SV S V dt SV dB Sdt SdB rZdtµ σ σ φ µ σ ψ + + + = + +


. 

Επιλέγοντας φ=VS , ξαναβρίσκουµε την εξίσωση Βlack-Scholes 

2 21
0

2
t SS SV S V rSV rVσ+ + − = . (7.17) 

Από την άλλη µεριά, αν η V ικανοποιεί  την (7.17) και 

SVΦ = , 
1( ) ( )rt

S SZ V V S e V V Sψ − −= − = − , 

µπορεί να αποδειχθεί ότι η συνθήκη της ιδιο–χρηµατοδότησης (7.15) ικανοποιείται για 

το  portfolio  φS+ψZ . 
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