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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 

     Στην εργασία αυτή χρησιµοποιούµε τη µαθηµατική προτυποποίηση ή 
µοντελοποίηση (mathematical modeling) για την περιγραφή και την ανάλυση 
πληθυσµιακών µοντέλων δύο, τριών ή περισσοτέρων ειδών. Στο κεφάλαιο 1 γίνεται 
µία εισαγωγή στις βασικές µαθηµατικές έννοιες που θα χρειαστούµε στη συνέχεια και 
που είναι πολύ σηµαντικές και αναγκαίες για τη µελέτη των µαθηµατικών µοντέλων 
που θα κατασκευάσουµε. Στο κεφάλαιο 2 παρουσιάζονται µοντέλα αλληλεπιδρώντων 
πληθυσµών διαφόρων τύπων, όπως ανταγωνιστικά µοντέλα δύο ειδών, µοντέλο 
θηρευτής – θήραµα, µοντέλα συµβίωσης δύο ειδών, καθώς επίσης γίνεται και µελέτη 
για την ευστάθεια αυτών των µοντέλων. Τέλος δίνεται µία γενίκευση για µοντέλα µε 
περισσότερα από δύο είδη. Στο κεφάλαιο 3 µελετάµε την αποκοπή τµήµατος 
πληθυσµού για όλες τις περιπτώσεις µοντέλων του προηγούµενου κεφαλαίου  καθώς 
επίσης και µελέτη δύο περιπτώσεων αποκοπής. Επίσης γίνεται µία µικρή µελέτη των 
οικονοµικών επιπτώσεων της εφαρµογής της µεθόδου αποκοπής τµήµατος 
πληθυσµού. Στο κεφάλαιο 4 , γίνεται αναφορά σε συµβιωτικά µοντέλα τριών ειδών  
όπως επίσης και αναλυτική µελέτη του µοντέλου «θηρευτής – θήραµα – τρίτο είδος 
που συµβιώνει µε το θήραµα» και του µοντέλου «δύο ειδών σε ανταγωνισµό και 
τρίτου είδους που συµβιώνει µε ένα από τα δύο». Τέλος, µελετώνται και ειδικές 
περιπτώσεις αυτών των δύο µοντέλων. 
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 Κεφάλαιο 1ο   Βασικές έννοιες  
 
Πηγές µας σε αυτό το κεφάλαιο αποτελούν τα συγγράµµατα [1], [2], [3].   
Τα σχήµατα του κεφαλαίου προέρχονται από το [2]. 

 
1.1 Ευστάθεια µερικά εισαγωγικά 

 
Έστω το διαφορικό σύστηµα της µορφής: 

( ) ( ),x t f t x′ =   (1), 

όπου η ( ),f t x  είναι ορισµένη, συνεχής και µε συνεχείς µερικές παραγώγους σ’ ένα 

πεδίο  ( ){ } 1, : , nt x t J x D +Ω = ∈ ∈ ⊂ ℝ , όπου  J ⊂ ℝ  και nD ⊂ ℝ . Με αυτές τις 

προϋποθέσεις γνωρίζουµε ότι για κάθε σηµείο  ( )0
0 ,t x ∈Ω  υπάρχει ένα διάστηµα 

( )0 0,t t Jε ε− + ⊂ , στο οποίο το σύστηµα (1) δέχεται µοναδική λύση ( )0
0, ,x t t x  η 

οποία εξαρτάται από το ( )0
0 ,t x  και ισχύει ( )0 0

0 0, ,x t t x x= . Επίσης, χρησιµοποιείται 

και ο συµβολισµός ( )0
0; ,x t t x  ή ( )0

0, ;x t t x . ∆ύο ειδών δυσκολίες ανακύπτουν σε 

αυτό το σηµείο: η µία αφορά την περίπτωση κατά την οποία η εύρεση της λύσης είναι 
πολύ δύσκολη ή και αδύνατη και η δεύτερη αφορά εξισώσεις που ναι µεν η λύση τους 
υπολογίζεται αλλά η µορφή της είναι αρκετά σύνθετη και δεν προσφέρεται για 
περαιτέρω µελέτη. Έτσι διαµορφώθηκε µια νέα θεωρία. Η γεωµετρική θεωρία ή 
θεωρία ευστάθειας για τη µελέτη των διαφορικών εξισώσεων (δ.ε.) χωρίς τη χρήση ή 
γνώση των λύσεών τους. 
  
Ορισµός 1.1.1 
Όταν το διανυσµατικό πεδίο µια εξίσωσης  ή ενός συστήµατος εξισώσεων δεν 
εξαρτάται από το χρόνο, δηλαδή: 

( ) ( )
( ) ( )

,f t x f x

x t f x

≡ 


′ = 
 (2), 

όπου t J∈ ⊂ ℝ , x D∈ , nD ⊂ ℝ , 1,2,3,...n =  και ( )1f C D∈  τότε το σύστηµα 

ονοµάζεται αυτόνοµο. 
 
Θεώρηµα 1.1.1 
Για όλα τα 0,t t ∈ℝ  και 0x D∈ για τα οποία υπάρχει λύση της (2) ( )0

0, ,x t t x  ισχύει 

( ) ( )0 0
0 0, , ,0,x t t x x t t x= − . 

 
Το συµπέρασµα από αυτό το θεώρηµα είναι ότι σε αυτόνοµα συστήµατα ο αρχικός 
χρόνος  0t  δεν έχει καµία ιδιαίτερη σηµασία γι’ αυτό και µπορούµε να θεωρήσουµε 

ότι 0 0t = . 

Όταν ένα διανυσµατικό πεδίο είναι αυτόνοµο τότε η µελέτη της (2) µπορεί να γίνει 
στο πεδίο D  n -διαστάσεων και όχι στο χώρο λύσεων ( )1n+ -διαστάσεων. Επίσης, 

βάση του παραπάνω θεωρήµατος οι λύσεις ( ) ( ){ }0 0
0 0, , , , ,x t t x y t t y  
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και ( ) ( ){ }0 0,0, , ,0,x t x y t y  ενός συστήµατος δύο διαφορικών εξισώσεων  

παριστάνονται από την ίδια καµπύλη C  του D  και διαφέρουν µόνο κατά τη φάση 0t . 

Γενικότερα για κάθε σταθερά a∈ℝ  η ( ) ( ){ }0 0, , , , ,x t a x y t a y παριστάνεται από την 

ίδια καµπύλη C . 
 
Ορισµός 1.1.2 
Μία τέτοια καµπύλη C ονοµάζεται τροχιά. Το σύνολο των τροχιών ενός συστήµατος 
αποτελεί την εικόνα ή το χώρο φάσεων αυτού. Η γραφική παράσταση της λύσης 
ονοµάζεται διαδροµή ή ολοκληρωτική καµπύλη. 
 
Ορισµός 1.1.3 
Ένα σηµείο 0x  για το οποίο ισχύει ( )0 0f x =  ονοµάζεται κρίσιµο σηµείο ή σηµείο 

ισορροπίας ή στάσιµο σηµείο του (2). 
 
Τα κρίσιµα σηµεία δεν έχουν µεγάλη σηµασία µόνο γιατί είναι λύσεις της (2) αλλά 
και γιατί η γεωµετρική συµπεριφορά των τροχιών καθορίζεται σε µεγάλο βαθµό από 
τη φύση και τη θέση αυτών. Έτσι, α) από κάθε σηµείο 0x  του χώρου φάσεων περνά 

µοναδική τροχιά, β) τροχιά που ξεκινάει από ένα σηµείο που δεν είναι κρίσιµο δεν 
µπορεί να φτάσει σε ένα κρίσιµο σε πεπερασµένο χρόνο και γ) τροχιά που περνά από 
ένα µη κρίσιµο σηµείο, µια τουλάχιστον φορά, δεν µπορεί να ξαναπεράσει εκτός και 
αν η τροχιά είναι κλειστή (περιοδική λύση). Από τα παραπάνω, συµπεραίνουµε ότι 
για µία τροχιά υπάρχουν οι παρακάτω δυνατότητες: α) να είναι κρίσιµο σηµείο, β) να 
πλησιάζει ένα κρίσιµο σηµείο καθώς t → ∞ , γ) να κινείται σε κλειστή καµπύλη 
(περιοδική λύση), δ) να πλησιάζει µια κλειστή τροχιά ή ε) να τείνει στο άπειρο καθώς 
t → ∞ . 
 
1.2 Ευστάθεια γραµµικών συστηµάτων 
 
Ορισµός 1.2.1 (ευστάθεια κατά Liapunov) 
Έστω 0x  ένα κρίσιµο σηµείο του αυτόνοµου συστήµατος ( )x f x′ = . Τότε το 0x  

ονοµάζεται  

α) ευσταθές, αν ( ) ( ) ( )0 00 : 0 , 0x x x t x tε δ δ ε δ ε∀ > ∃ = − < ⇒ − < ∀ ≥ , 

β) ασυµπτωτικά ευσταθές, αν είναι ευσταθές και επιπλέον  ( ) 0lim 0
t

x t x
→∞

− = , 

γ) ασταθές, αν δεν είναι ευσταθές. 
 
Ας θεωρήσουµε τώρα το σύστηµα ( ) ( ) ,x t Ax t t′ = ∈ℝ  όπου A  είναι ο πίνακας 

σταθερών συντελεστών n n×  µε 0A ≠ . Είναι φανερό ότι το 0 0x =  είναι κρίσιµο 

σηµείο του συστήµατος. 
 
Θεώρηµα 1.2.1 
Το κρίσιµο σηµείο 0 0x =  είναι: 

α) ασυµπτωτικά ευσταθές, αν τα πραγµατικά µέρη των ιδιοτιµών του A  είναι όλα 
αρνητικά 
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β) ευσταθές, αν ο A  έχει ένα τουλάχιστον ζεύγος φανταστικών ιδιοτιµών 
πολλαπλότητας  1 και για τις υπόλοιπες ιδιοτιµές ισχύει ότι και στην περίπτωση (α) 
γ) ασταθές, σε όλες τις άλλες περιπτώσεις. 
 
Πρόταση 1.2.1 
Έστω ένας πραγµατικός πίνακας A  τύπου 2 2× . Τότε υπάρχει  ένας πίνακας M , µε 

0M ≠  τέτοιος ώστε ο πίνακας 1J M AM−=  να είναι ένας από τους παρακάτω: 

α) 1

2

0

0

λ
λ

 
 
 

     β) 0

0

0

0

λ

λ
 
 
 

     γ) 0

0

1

0

λ

λ
 
 
 

     δ)
α β
β α

− 
 
 

 

όπου 0 1 2, , , ,λ λ λ α β  πραγµατικοί αριθµοί, 0β >  και 1 2λ λ≠ . 

 
Από την παραπάνω πρόταση προκύπτει ότι κάθε  2 2×  σύστηµα της µορφής:  

x Ax′ =  (3) , 
 µπορεί µε τη βοήθεια της σχέσης:  

x My=  (4) , 
να µετασχηµατιστεί σε ένα ισοδύναµο κανονικό σύστηµα: 

y Jy′ =  (5) . 
 Άρα η λύση του (3) µπορεί να βρεθεί µε την επίλυση του (5) µέσω του 
µετασχηµατισµού (4). 
     Στη συνέχεια θα µελετήσουµε την ασυµπτωτική συµπεριφορά των λύσεων του 
συστήµατος x Ax′ = στο επίπεδο (εικόνες φάσεων στο επίπεδο) κοντά σε 
µεµονωµένα κρίσιµα σηµεία, η οποία παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον.  
Έστω το σύστηµα: 

,x ax by y cx dy′ ′= + = +  ή αλλιώς A′x = x  (6) , 

µε 
x

y

 
 
 

x= , 
x

y

′ 
′  ′ 

x = , 
a b

A
c d

 
=  

 
. 

Τα σηµεία ισορροπίας προκύπτουν από τη λύση του συστήµατος 0ax by+ =  και 
0cx dy+ = . Όταν 0ad bc− =  (δηλαδή det 0A = ) υπάρχουν άπειρα µη µεµονωµένα 

σηµεία ισορροπίας. Η περίπτωση αυτή δεν είναι ενδιαφέρουσα γιατί από το σύστηµα 
(6) προκύπτει ότι υπάρχουν σταθερές q και r  τέτοιες ώστε 

0qx ry qx ry C′ ′+ = ⇒ + = . Έτσι,  οι µόνες µη εκφυλισµένες τροχιές που 
προκύπτουν από το (6) είναι ευθείες παράλληλες µεταξύ τους. Ας θεωρήσουµε τώρα 
ότι 0ad bc− ≠  ( det 0A ≠ ). Σε αυτή την περίπτωση υπάρχει ακριβώς ένα σηµείο 
ισορροπίας, το ( )0,0 . Επειδή το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του συστήµατος είναι 

( ) ( ) ( )2p a d ad bcλ λ λ= − + + −  οι ιδιοτιµές 1 2,λ λ  του αντίστοιχου πίνακα δεν 

είναι µηδέν. ∆ιακρίνουµε τις ακόλουθες περιπτώσεις: 
(Αξίζει να σηµειωθεί ότι  το κέντρο είναι η µοναδική µη τετριµµένη περιοδική 
συµπεριφορά που συναντούµε στα  γραµµικά συστήµατα.) 
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Ιδιοτιµές  Είδος κρίσιµου σηµείου Είδος ευστάθειας   
 

2 1 0λ λ< <  κόµβος  ασυµπτωτικά ευσταθής  

1 2 0λ λ> >  κόµβος ασταθής  

2 10λ λ< <  σηµείο σάγµατος  ασταθές 

1 2 0 0λ λ λ= = < ∗ αστεροειδής κόµβος  ασυµπτωτικά ευσταθής 

1 2 0 0λ λ λ= = > ∗ αστεροειδής κόµβος  ασταθής 

1 2 0 0λ λ λ= = < ∗∗ νόθος κόµβος  ασυµπτωτικά ευσταθής 

1 2 0 0λ λ λ= = > ∗∗ νόθος κόµβος ασταθής 

1,2 , 0, 0iλ α β β α= + > <  εστία ή σπειροειδές σηµείο ασυµπτωτικά ευσταθές 

1,2 , 0, 0iλ α β β α= + > =  κέντρο ευσταθές 

1,2 , 0, 0iλ α β β α= + > >  εστία ή σπειροειδές σηµείο ασταθές 

 
 

 
 ασυµπτωτικά ευσταθής κόµβος                ασταθής κόµβος                 ασταθές σηµείο σάγµατος  
 
 
 

 
ασυµπτωτικά ευσταθής                 ασταθής αστεροειδής κόµβος           ασυµπτωτικά ευσταθής νόθος κόµβος  
αστεροειδής κόµβος  
 
 
 
 

                                                 
∗ ο J  πίνακας  είναι διαγώνιος 
 
∗∗ ο J  πίνακας  δεν είναι διαγώνιος 
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   ασταθής νόθος κόµβος                      ασυµπτωτικά ευσταθής εστία       ευσταθές κέντρο 
 
 
 

 
ασταθής εστία  

Σχήµα 1 
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Κεφάλαιο 2ο Μοντέλα αλληλεπιδρώντων πληθυσµών 

 
Πηγές µας σε αυτό το κεφάλαιο αποτελούν τα συγγράµµατα [1], [3], [4], [5], [12], [13], [14]. 
Τα σχήµατα του κεφαλαίου προέρχονται από τα [1], [5]. 
 
2.1 Εξισώσεις Lotka-Volterra   
 
Τη δεκαετία του 1920 ζητήθηκε από τον Vito Volterra να εξηγήσει µαθηµατικά τις 
διακυµάνσεις που είχαν παρατηρηθεί στον πληθυσµό τον ψαριών στην Αδριατική 
θάλασσα, κάτι που ενδιέφερε πολύ τους ψαράδες ειδικά όταν οι πληθυσµοί ψαριών 
έφταναν σε πολύ χαµηλά επίπεδα. Το 1926 ο Voltera κατασκεύασε ένα µοντέλο που 
ονοµάστηκε  «µοντέλο Lotka –Volterra» (ο A. J. Lotka είχε κατασκευάσει ένα 
παρόµοιο µοντέλο το 1925) και είναι βασισµένο στην υπόθεση ότι τα ψάρια και οι 
καρχαρίες είχαν σχέση θηράµατος και θηρευτή (prey-predator). 
     Ακολουθεί η αναλυτική περιγραφή του µοντέλου: ορίζουµε ως ( )x t  τον αριθµό 

των ψαριών και ως ( )y t  τον αριθµό καρχαριών µια δεδοµένη χρονική στιγµή t . 

Θεωρούµε ότι το πλαγκτόν που είναι η τροφή των ψαριών είναι απεριόριστο. Αυτό 
συνεπάγεται ότι όταν οι καρχαρίες απουσιάζουν το ποσοστό αύξησης του πληθυσµού 
των ψαριών θα είναι σταθερό. Έτσι, αν δεν υπήρχαν καρχαρίες, ο πληθυσµός των 
ψαριών θα περιγραφόταν από την εξίσωση /dx dt xλ= . Από την άλλη, βασική 
τροφή των καρχαριών είναι τα ψάρια. Αυτό συνεπάγεται ότι αν δεν υπάρχουν ψάρια 
θα υπάρξει ένα σταθερό ποσοστό θανάτων στον πληθυσµό τους ο οποίος θα 
περιγράφεται από την εξίσωση  /dy dt yµ= − . Καρχαρίες και ψάρια όµως 
συνυπάρχουν. Έτσι, τα ψάρια προσδίδουν ένα ποσοστό αύξησης στον πληθυσµό των 
καρχαριών και από την άλλη οι καρχαρίες µειώνουν τον πληθυσµό των ψαριών. 
Μαθηµατικά αυτά φαίνονται από το επόµενο σύστηµα: 

( ) ( )

( ) ( )

,

,

dx
x by F x y

dt
dy

y cx G x y
dt

λ

µ

= − = 

= − + =


 (1). 

(Κάθε µία από αυτές τις εξισώσεις , λόγω της µορφής της, ονοµάζεται λογιστική 
εξίσωση.) Λύνοντας το µε απαλοιφή του t  και χωρισµό µεταβλητών καταλήγουµε 
στην εξίσωση  ( ), log logV x y x y cx by hµ λ= − − + + = . Τα κρίσιµα σηµεία της 

βγαίνουν θέτοντας / 0V x∂ ∂ =  , / 0V y∂ ∂ =  και είναι τα /x c xµ ∞= =  και 

/y b yλ ∞= =  τα οποία µπορούµε να αντικαταστήσουµε στην ( ) 0,V x y h=  .  

Καταλαβαίνουµε ότι κάθε τροχιά του συστήµατος είναι λοιπόν λύση της ( ),V x y h=  

για τις διάφορες τιµές του h , 0h h≥  όπου το 0h  καθορίζεται από τις αρχικές 

συνθήκες. Κάνουµε τώρα την αλλαγή µεταβλητής /x x u c uµ∞= + = +  , 

/y y v b vλ∞= + = +  , αντικαθιστούµε στη ( ),V x y , και χρησιµοποιώντας την 

προσέγγιση  ( ) 2log 1 / 2x x x+ ≈ −  καταλήγουµε στον τύπο 
2 2

2 2
0

c b
u v h h

µ λ
+ = −  ο 

οποίος παριστάνει έλλειψη. Αυτό δείχνει ότι οι τροχιές είναι κλειστές καµπύλες γύρω 
από το σηµείο ισορροπίας άρα είναι περιοδικές (περισσότερα για τις περιοδικές 
λύσεις θα δούµε στην παράγραφο 2.3). Από αυτό γίνεται σαφές ότι το µοντέλο Lotka 
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– Volterra είναι σε θέση να περιγράψει τις διακυµάνσεις που είχαν παρατηρηθεί 
πειραµατικά στους πληθυσµούς των ψαριών. 
 

 
Σχήµα 2 

 
     Παρά την µεγάλη επιτυχία του, το µοντέλο  Lotka – Volterra έχει και ελαττώµατα. 
Έτσι, κάθε προσπάθεια εισαγωγής αυτοπεριοριστικών παραγόντων στις δύο 
λογιστικές εξισώσεις για την τελειοποίηση του µοντέλου οδηγεί σε εντελώς 
διαφορετικές λύσεις µε σπειροειδείς τροχιές οι οποίες πλέον δεν είναι σε συµφωνία 
µε τις παρατηρήσεις που έχουν γίνει πειραµατικά.  
 
2.2 Σηµεία ισορροπίας και γραµµικοποίηση 
 
Σε αυτή την ενότητα  θα αναφέρουµε τα βασικά αποτελέσµατα  της γραµµικοποίησης 
για συστήµατα δύο διαστάσεων. Τα αποτελέσµατα αυτά θα φανούν πολύ χρήσιµα 
στη µελέτη των διαφόρων µαθηµατικών µοντέλων που θα συναντίσουµε παρακάτω. 
Το κύριο συµπέρασµα είναι ότι η συµπεριφορά των λύσεων κοντά σε ένα σηµείο 
ισορροπίας καθορίζεται από τη συµπεριφορά των λύσεων του γραµµικοποιηµένου 
συστήµατος στο σηµείο ισορροπίας. 
Ας θεωρήσουµε τους πληθυσµούς από δύο αλληλεπιδρώντα είδη ( )x t και 

( )y t αντίστοιχα, µε ( )x t , ( )y t  συνεχείς διαφορίσιµες συναρτήσεις του t και το µη 

γραµµικό αυτόνοµο σύστηµα στο επίπεδο: 
     

( )
( )

,

,

x F x y

y G x y

′ = 


′ = 
 (2). 

Ένα σηµείο ισορροπίας είναι µία λύση ( ),x y∞ ∞  των εξισώσεων ( ), 0F x y∞ ∞ =  και 

( ), 0G x y∞ ∞ =  δηλαδή το σηµείο ισορροπίας είναι µία λύση του συστήµατος 

διαφορικών εξισώσεων. Κάνοντας τώρα την αλλαγή µεταβλητών u x x∞= −  και 

v y y∞= −  ( ,x x u y y v∞ ∞⇒ = + = + ) προκύπτει το σύστηµα:  

( ),u F x u y v∞ ∞′ = + + , 

( ),v G x u y v∞ ∞′ = + + . 

Χρησιµοποιώντας το θεώρηµα του Taylor για  συναρτήσεις δύο µεταβλητών 
προκύπτει ότι: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, , , , ,x yF x u y v F x y F x y u F x y v h u v∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞+ + = + + + , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2, , , , ,x yG x u y v G x y G x y u G x y v h u v∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞+ + = + + + , 
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όπου 1h  και 2h  είναι συναρτήσεις που είναι µικρές για µικρές τιµές των ,u v  δηλαδή 

( ) ( )1 2

2 2 2 20 0
0 0

, ,
lim lim 0
u u
v v

h u v h u v

u v u v→ →
→ →

= =
+ +

. Το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων 

γραµµικοποιείται αν χρησιµοποιήσουµε το δεδοµένο ότι ( ), 0F x y∞ ∞ =  , 

( ), 0G x y∞ ∞ =  και  αµελώντας τους όρους υψηλότερης τάξης ( )1 ,h u v  και ( )2 ,h u v . 

Τελικά προκύπτει το διδιάστατο γραµµικό σύστηµα:  

( ) ( )
( ) ( )

, ,

, ,

x y

x y

u F x y u F x y v

v G x y u G x y v

∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞

′ = + 


′ = + 
 (3). 

Ο πίνακας συντελεστών του συστήµατος στο σηµείο ισορροπίας ( ),x y∞ ∞ είναι: 

( ) ( )
( ) ( )

, ,

, ,
x y

x y

F x y F x y

G x y G x y
∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞

 
  
 

. Συχνά, στις µελέτες αλληλεπιδρώντων πληθυσµών 

εµφανίζονται συστήµατα της µορφής : 

( ),x xf x y′ = , 

( ),y yg x y′ = , 

όπου οι συναρτήσεις ( ),f x y  , ( ),g x y  αντιστοιχούν στα κατά κεφαλήν ποσοστά 

ανάπτυξής τους. Τότε, ο πίνακας συντελεστών στο σηµείο ισορροπίας είναι της 

µορφής: 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
, , ,

, , ,
x y

x y

x f x y f x y x f x y

y g x y y g x y g x y
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

 +
  + 

. Με βάση τον 

προηγούµενο πίνακα, υπάρχουν τέσσερα διαφορετικά είδη πιθανών σηµείων 
ισορροπίας:  

1. ( )0,0  µε πίνακα συντελεστών 
( )

( )
0,0 0

0 0,0

f

g

 
 
 

, 

2. ( ),0K  µε ( )0 , ,0 0K f K> =  και πίνακα συντελεστών 

( ) ( )
( )

,0 ,0

0 ,0
x yKf K Kf K

g K

 
 
 

, 

3. ( )0,M  µε ( )0 , 0, 0M g M> =  και πίνακα συντελεστών 

( )
( ) ( )
0, 0

0, 0,x y

f M

Mg M Mg M

 
  
 

, 

4. ( ),x y∞ ∞  µε ( ) ( )0 , 0 , , 0 , , 0x y f x y g x y∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞> > = =  και πίνακα 

συντελεστών 
( ) ( )
( ) ( )

, ,

, ,
x y

x y

x f x y x f x y

y g x y y g x y
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

 
  
 

. 

     Αξίζει να σηµειώσουµε εδώ ότι από βιολογικής πλευράς οι τιµές που αντιστοιχούν 
στους πληθυσµούς πρέπει να είναι µη αρνητικές και έτσι θεωρήσαµε σηµεία 
ισορροπίας που οι συντεταγµένες τους αντιστοιχούν µόνο στο πρώτο τεταρτηµόριο 
του χώρου φάσεων. Η πρώτη περίπτωση αναφέρεται στην εξαφάνιση και των δύο 
ειδών. Η δεύτερη και η τρίτη µιλούν για επιβίωση µόνο του ενός είδους, ενώ στην 
τέταρτη έχουµε επιβίωση και των δύο ειδών. Σε αυτή την τελευταία περίπτωση, οι 
όροι  ( ),yf x y∞ ∞  και ( ),xg x y∞ ∞  που µπορούν να είναι και µη θετικοί ονοµάζονται 
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όροι αλληλεπίδρασης. Αν και οι δύο όροι είναι αρνητικοί, τότε λέµε ότι τα δύο είδη 
βρίσκονται σε ανταγωνισµό. Αν ο ένας όρος είναι θετικός και ο άλλος αρνητικός τα 
είδη έχουν σχέση θηρευτή – θηράµατος. Αν τέλος και οι δύο όροι είναι θετικοί τα είδη 
έχουν µεταξύ τους µια σχέση αλληλεπίδρασης και αλληλεξάρτησης.  
 
Θεώρηµα 2.2.1 
Αν ( ),x y∞ ∞  είναι ένα σηµείο ισορροπίας του συστήµατος (2) και αν όλες οι λύσεις 

του γραµµικοποιηµένου συστήµατος (3) στο σηµείο ισορροπίας τείνουν στο µηδέν 
καθώς t → ∞ , τότε το σηµείο ισορροπίας είναι ασυµπτωτικά ευσταθές.  
 
Θεώρηµα 2.2.2 

• Από το σύστηµα (1) λαµβάνουµε το διαταραγµένο σύστηµα: 

( ) ( )
( ) ( )

, ,

, ,

x F x y P x y

y G x y Q x y

′ = + 


′ = + 
 (4), 

και έστω ( ),x y∆ ∆  οι λύσεις του. 

 
Υπό τις προϋποθέσεις του Θεωρήµατος 2.2.1, και επιπλέον αν  

( )

( ) ( )( )
1/22 2

,
0

P x y

x x y y∞ ∞

→
− + −

  καθώς ( ) ( ), ,x y x y∞ ∞→  και  

 
( )

( ) ( )( )
1/22 2

,
0

Q x y

x x y y∞ ∞

→
− + −

 καθώς ( ) ( ), ,x y x y∞ ∞→   

ισχύει ότι: ( ) ( ), ,x y x y∆ ∆ ∞ ∞→  καθώς t → ∞  (για λύσεις ( ),x y∆ ∆  που ξεκινούν 

κοντά στο ( ),x y∞ ∞  ). 

• Αν ( ) ( ), , ,P x y A Q x y A y≤ ≤ ∀  και A  αρκετά µικρό, τότε οι λύσεις 

( ),x y∆ ∆  µένουν εντός του  KA, για κάποια σταθερά K  των λύσεων του µη 

διαταραγµένου συστήµατος. 
 
Σηµείωση: Από το παραπάνω θεώρηµα καταλαβαίνουµε ότι τα ασυµπτωτικά 
ευσταθή σηµεία ισορροπίας ενός συστήµατος έχουν βιολογική σηµασία αφού µένουν 
ανεπηρέαστα σε αλλαγές στις τιµές του αρχικού πληθυσµού, καθώς και σε άλλες 
µικρές επιπρόσθετες αλλαγές. 
 
Παράδειγµα 1 
     Εδώ θα βρούµε το γραµµικοποιηµένο σύστηµα που προκύπτει από το σύστηµα  
Lotka – Volterra σε κάθε σηµείο ισορροπίας. 
     Τα σηµεία ισορροπίας είναι λύσεις των εξισώσεων ( ) 0x byλ − =  και 

( ) 0y cxµ− + = . Για να βρούµε το γραµµικοποιηµένο σύστηµα, χρειαζόµαστε τις 

µερικές παραγώγους του συστήµατος (1): 
 

( )x by by
x

λ λ
∂

 − = − ∂
   ,   ( )x by bx

y
λ

∂
 − = − ∂

   ,    
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( )y cx cy
x

µ
∂

 − + = ∂
       ,   ( )y cx cy

y
µ µ

∂
 − + = − + ∂

. 

Το νέο σύστηµα στο ( ),x y∞ ∞  είναι λοιπόν το: 

( )u by u bx vλ ∞ ∞′ = − − , 

( )v cy cx vµ∞ ∞′ = + − + . 

Ένα σηµείο ισορροπίας είναι το ( )0,0 και η γραµµικοποίηση στο ( )0,0  είναι: 

{ },u u v vλ µ′ ′= = − . 

Ένα άλλο σηµείο ισορροπίας βγαίνει λύνοντας τις εξισώσεις 
0 , 0by cxλ µ− = − + =  και είναι το ( )/ , /c bµ λ , µε γραµµικοποίηση: 

,
b c

u v v u
c b

µ λ ′ ′= − = 
 

. 

 
Σε συνέχεια όσων αναφέραµε στο κεφάλαιο 1 για τα είδη των κρίσιµων σηµείων, 
ακολουθεί το επόµενο θεώρηµα: 
 
Θεώρηµα 2.2.3 
Αν ( ),x y∞ ∞  είναι ένα κρίσιµο σηµείο , και αν όλες οι ιδιοτιµές του πίνακα 

συντελεστών A  του γραµµικοποιηµένου συστήµατος σε αυτό το σηµείο έχουν 
αρνητικό πραγµατικό µέρος και ισχύει επίσης ότι:  

( ) ( ) ( ), , , 0x ytrA x y F x y G x y∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞= + <  και  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )det , , , , , 0x y y xA x y F x y G x y F x y G x y∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞= − >  τότε το ( ),x y∞ ∞  

είναι ασυµπτωτικά ευσταθές. 
 
Πιο συγκεκριµένα,  µπορούµε να πούµε τα εξής: 

Αν ο πίνακας x y

x y

F F
A

G G

 
=  

 
 έχει χαρακτηριστικό πολυώνυµο 

2 det 0trA Aλ λ− ⋅ + =  µε λ  τις ιδιοτιµές του, τότε η διακρίνουσά του είναι 

( )2
4dettrA A∆ = − . 

• Αν det 0A<  το σηµείο ισορροπίας είναι σηµείο σάγµατος 
• Αν det 0A >  και 0trA <  το σηµείο ισορροπίας είναι ασυµπτωτικά ευσταθές 

και  είναι κόµβος αν 0∆ ≥  και εστία αν 0∆ <  
• Αν det 0A >  και 0trA >  το σηµείο ισορροπίας είναι ασταθές και είναι 

κόµβος αν 0∆ ≥  και εστία αν 0∆ <  
• Αν det 0A >  και 0trA =  τότε το σηµείο ισορροπίας είναι κέντρο. 

 
Ας δούµε τώρα τι συµβαίνει µε τα κρίσιµα σηµεία στα µη γραµµικά συστήµατα 
δεδοµένου ότι γνωρίζουµε το είδος του κρίσιµου σηµείου στο αντίστοιχο 
γραµµικοποιηµένο σύστηµα. 
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Γραµµικοποιηµένο σύστηµα Μη γραµµικό σύστηµα 
 
κόµβος  κόµβος 
εστία  εστία 
σηµείο σάγµατος   σηµείο σάγµατος   
κέντρο  κέντρο ή ασυµπτωτικά ευσταθής εστία ή 

ασταθής εστία 
 
Παράδειγµα 1 (συνέχεια) 
Από το γραµµικοποιηµένο σύστηµα που προέκυψε, εξάγουµε τον πίνακα 

συντελεστών: 
0

0

b

cA
c

b

µ

λ

 − 
=  

 
 
 

. Παρατηρούµε ότι 0trA =  και  det 0A λµ= > . Άρα 

το σηµείο ισορροπίας είναι κέντρο. Όπως όµως ήδη έχουµε αναφέρει, οι λύσεις αυτού 
του συστήµατος είναι περιοδικές και είναι πολύ ευαίσθητες σε µικρές διαταραχές. 
Άρα το συγκεκριµένο µοντέλο µπορούµε να πούµε ότι δεν ανταποκρίνεται στην 
πραγµατικότητα. 
 
2.3 Περιοδικές λύσεις και οριακοί κύκλοι 
 
Οι περιοδικές λύσεις συχνά παίζουν σηµαντικό ρόλο σε φυσικά προβλήµατα λόγω 
του ότι αναπαριστούν καταστάσεις που επαναλαµβάνονται µε την πάροδο του χρόνου. 
Θα µελετήσουµε τη συµπεριφορά των λύσεων του συστήµατος δύο διαστάσεων: 

( )
( )

,

,

x F x y

y G x y

′ = 


′ = 
 (5), 

 
µελετώντας το πεδίο φάσεών του. 
 
Ορισµός 2.3.1 
Έστω ( ) ( )( ),x t y t  λύση του (5) η οποία είναι φραγµένη (bounded)  καθώς t → ∞ . 

Το σύνολο των σηµείων ( ) ( )( ), 0x t y t tγια ≥  καλείται θετική ηµι-τροχιά (semi 

orbit) C+  της λύσης στο επίπεδο ( ),x y . 

 
Ορισµός 2.3.2 
Οριακό σύνολο  ( )Cω +  (ω − limit set ) των ηµι-τροχιών καλείται το σύνολο των 

σηµείων ( ),x y  για τα οποία υπάρχει ακολουθία ,n nt t → ∞  έτσι ώστε 

( ) ( ),n nx t x y t y→ →  καθώς n → ∞ . 

 

Σηµείωση: Αν ( ) ( )( ),x t y t  είναι περιοδικές λύσεις, τότε η ηµι-τροχιά C+  θα είναι 

µια κλειστή καµπύλη και το οριακό σύνολο  ( )Cω +  θα αποτελείται από όλα τα 

σηµεία της ηµι-τροχιάς  C+ . 
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Πρόταση 2.3.1 
Το οριακό σύνολο µιας πεπερασµένης ηµι-τροχιάς είναι ένα κλειστό, πεπερασµένο, 
συνεκτικό σύνολο. 
 
Ορισµός 2.3.3 
Ένα σύνολο S  καλείται αναλλοίωτο ως προς το σύστηµα (5) ακριβώς όταν κάθε 
σηµείο της θετικής ηµι-τροχιάς ανήκει σε αυτό. 
(Π.χ. ένα σηµείο ισορροπίας είναι αναλλοίωτο όπως επίσης και µια κλειστή τροχιά 
µιας περιοδικής λύσης είναι αναλλοίωτη.) 
 
Πρόταση 2.3.2 
Το οριακό σύνολο είναι αναλλοίωτο. 
 
Θεώρηµα 2.3.1 (καµπύλη Jordan) 
Μία απλή κλειστή καµπύλη ( ),x y   χωρίζει το επίπεδο σε δύο ξένες µεταξύ τους  

περιοχές. (Το θεώρηµα αυτό δεν ισχύει για περισσότερες από δύο διαστάσεις.) 
 
Θεώρηµα 2.3.2 (Poincaré - Bendixson) 
Έστω C+  είναι µία πεπερασµένη ηµι-τροχιά και το οριακό της σύνολο ( )Cω + . Αν το 

( )Cω +  δεν περιέχει κανένα σηµείο ισορροπίας τότε ή το C+  είναι περιοδική τροχιά 

και ( )C Cω + +=  ή το ( )Cω +  είναι περιοδική τροχιά  που ονοµάζεται οριακός κύκλος 

µε το C+  να τον πλησιάζει σπειροειδώς (είτε εσωτερικά είτε εξωτερικά). 
 
Ορισµός 2.3.4 
Γενικά, µία κλειστή τροχιά στο επίπεδο φάσεων τέτοια ώστε άλλες, µη κλειστές 
τροχιές να τείνουν σπειροειδώς προς αυτή είτε από το εσωτερικό, είτε από το 
εξωτερικό, καθώς t → ∞ καλείται οριακός κύκλος. Αν όλες οι τροχιές οι οποίες 
ξεκινούν κοντά σε µία κλειστή τροχιά (εσωτερικά ή εξωτερικά) τείνουν σπειροειδώς 
προς την κλειστή τροχιά καθώς t → ∞ , τότε ο οριακός κύκλος είναι ασυµπτωτικά 
ευσταθής. Αν οι τροχιές από το ένα µέρος τείνουν σπειροειδώς προς την κλειστή 
τροχιά , ενώ αυτές από το άλλο  µέρος αποµακρύνονται σπειροειδώς καθώς t → ∞ , 
τότε ο οριακός κύκλος ονοµάζεται ηµι-ευσταθής.  Αν οι τροχιές και στις δύο πλευρές 
της κλειστής τροχιάς αποµακρύνονται σπειροειδώς καθώς t → ∞  τότε ο οριακός 
κύκλος είναι ασταθής. Τέλος όταν στον οριακό κύκλο δεν πλησιάζουν ούτε 
αποµακρύνονται άλλες τροχιές ονοµάζεται ευσταθής.  
 
     Αν ένα οριακό σύνολο περιέχει περισσότερα από ένα σηµεία ισορροπίας τότε 
πρέπει να περιέχει και τις τροχιές που ενώνουν αυτά τα σηµεία. Πρακτικά µία 
φραγµένη λύση τείνει είτε σε ένα σηµείο ισορροπίας είτε σε ένα οριακό κύκλο. Έτσι, 
αν για ένα σύστηµα εξισώσεων µπορούµε να δείξουµε ότι όλες οι λύσεις είναι 
πεπερασµένες αλλά δεν υπάρχουν ασυµπτωτικά ευσταθή σηµεία ισορροπίας  τότε 
µπορούµε να συµπεράνουµε ότι  πρέπει να υπάρχει τουλάχιστον µία περιοδική τροχιά. 
Αν υπάρχει µόνο µία περιοδική τροχιά τότε αυτή πρέπει να είναι ολικά ασυµπτωτικά 
ευσταθής και κάθε τροχιά να τείνει προς αυτή. Αν υπάρχουν περισσότερες περιοδικές 
τροχιές, τότε κάθε µια πρέπει να είναι ασυµπτωτικά ευσταθής είτε εσωτερικά είτε 
εξωτερικά. 
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Ορισµός 2.3.5 
Ένα αυτόνοµο σύστηµα διαφορικών εξισώσεων ορίζει ένα διανυσµατικό πεδίο όταν 
κάθε σηµείο ( ),x y  αντιστοιχίζεται σε ένα διάνυσµα µε συντεταγµένες 

( ) ( )( ), , ,F x y G x y . (Με αυτό τον τρόπο, κάθε λύση έχει την τροχιά της εφαπτοµένη 

σε αυτό το διανυσµατικό πεδίο σε κάθε σηµείο.) 
 
Ορισµός 2.3.6 
Για µία κλειστή καµπύλη S  την οποία διασχίζουµε αντίστροφα µε τους δείκτες του 
ρολογιού ορίζουµε το  δείκτη του S (index of S) να είναι η αλλαγή στη γωνία του 
διανύσµατος  ( ),F G  κατά 1 / 2π  φορές . 

 
Θεώρηµα 2.3.3 
Ο δείκτης µίας απλής κλειστής καµπύλης S  που στο εσωτερικό της δεν περιέχεται 
κανένα σηµείο ισορροπίας είναι µηδέν. 
 
Σηµείωση: Ως αποτέλεσµα του παραπάνω ορισµού, κάθε περιοδική τροχιά πρέπει να 
περιέχει ένα σηµείο ισορροπίας στο εσωτερικό της.  
 
Θεώρηµα 2.3.4 (κριτήριο Bendixson) 
Έστω ότι ( ) ( ), , 0x yF x y G x y+ >  ή ( ) ( ), , 0x yF x y G x y+ <  σε µία απλά 

συνδεδεµένη περιοχή D . Τότε δεν υπάρχει καµία περιοδική τροχιά  των  

( ),x F x y′ =  και ( ),y G x y′ =  στο D . 

 
Θεώρηµα 2.3.5 (κριτήριο Dulac) 
Έστω µία συνεχής διαφορίσιµη συνάρτηση ( ),x yβ  και έστω  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , ,x y F x y x y G x y
x y

β β
∂ ∂

+
∂ ∂

 αυστηρά θετικό ή αυστηρά αρνητικό σε 

µία απλά συνδεδεµένη περιοχή D . Τότε δεν υπάρχει καµία περιοδική τροχιά  των  

( ),x F x y′ =  και ( ),y G x y′ =  στο D . 

 
Για συστήµατα της µορφής:  

( )
( )

,

,

x xf x y

y yg x y

′ = 


′ = 
 (6), 

µε ( ), 1 /x y xyβ = , ( ) ( ), ,F x y xf x y=  και ( ) ( ), ,G x y yg x y= µπορεί να εφαρµοστεί 

το παραπάνω κριτήριο. Από αυτό, προκύπτει το παρακάτω θεώρηµα που µπορεί να 
εφαρµοστεί σε µοντέλα συµβίωσης, ανταγωνισµού αλλά όχι σε µοντέλα θηρευτή – 
θηράµατος. 
 
Θεώρηµα 2.3.6 
Έστω ( ), 0xf x y < , ( ), 0yg x y <  για 0x > , 0y > . Τότε δεν υπάρχουν περιοδικές 

τροχιές του συστήµατος (6) σε ολόκληρο το πρώτο τεταρτηµόριο του πορτρέτου 
φάσεων.  
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Παράδειγµα 2 
Να καθοριστεί η συµπεριφορά των λύσεων του παρακάτω συστήµατος, στο πρώτο 

τεταρτηµόριο καθώς t → ∞ : ( ) ( ){ }100 4 2 , 60x x x y y y x y′ ′= − − = − − . 

Υπάρχουν τρία σηµεία ισορροπίας; ( )0,0 , ( )25,0 , ( )0,60 . Υπάρχει και µία τέταρτη 

λύση του συστήµατος, το σηµείο ( )10,70−  το οποίο όµως δεν ανήκει στο πρώτο 

τεταρτηµόριο, γι’ αυτό και απορρίπτεται. Οι αντίστοιχοι πίνακες συντελεστών είναι: 

1

100 0

0 60
A

 
=  

 
   ,   2

100 50

0 35
A

− − 
=  

 
   ,   3

20 0

60 60
A

− 
=  − − 

, και 

1 1det 6000 0 , 160 0A trA= > = >  άρα το ( )0,0  είναι ασταθές, 

2det 3500 0A = − <  άρα το ( )25,0  είναι σηµείο σάγµατος και είναι ασταθές,  

3 3det 1200 0 , 80 0A trA= > = − <  άρα το ( )0,60  είναι ασυµπτωτικά ευσταθές. 

Εφαρµόζοντας τώρα το κριτήριο Dulac µε ( ), 1 /x y xyβ =  έχουµε: 

100 4 2 60 4 1
0 ,

x y x y
x y

x y y x y x
+ ∂ − − ∂ − − + = − − < ∀ ∈   ∂ ∂   
ℝ . Άρα δεν υπάρχουν 

περιοδικές τροχιές και από αυτό συµπεραίνουµε ότι κάθε τροχιά προσεγγίζει το 

( )0,60 . 

 
2.4 Το παράδειγµα του «ενυδρείου» (chemostat)   
 
     Το «ενυδρείο» είναι µία συσκευή που απαντάται στα εργαστήρια και σκοπό έχει 
την καλλιέργεια βακτηρίων ενός ή περισσοτέρων ειδών για πειραµατικούς σκοπούς. 
Αποτελείται από την κυρίως δεξαµενή στην οποία τοποθετούµε τα βακτήρια  
(συνήθως αποστειρωµένη για την αποφυγή ανάπτυξης ανεπιθύµητων 
µικροοργανισµών), µία συσκευή εισόδου από την οποία υπάρχει συνεχής ροή τροφής 
µε σταθερό ρυθµό και µία συσκευή εξόδου από την οποία φεύγει µια ποσότητα 
βακτηρίων και τροφής επίσης µε σταθερό ρυθµό, ίδιο µε το ρυθµό εισόδου, όπως 
φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 
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Σχήµα 3,  «ενυδρείο» - chemostat 
Αυτή η διαδικασία ονοµάζεται «συνεχής καλλιέργεια βακτηρίων». Ο στόχος µας 
είναι να κατασκευάσουµε ένα µοντέλο για τη µελέτη της συµπεριφοράς του 
«ενυδρείου» βασιζόµενοι στον αριθµό των βακτηρίων µέσα σε αυτό και τη 
συγκέντρωση τροφής. Βάσει όσων έχουµε προαναφέρει, το µοντέλο του «ενυδρείου» 
ανήκει στην κατηγορία θηρευτής – θήραµα όπου το ρόλο θηρευτή παίζουν τα 
βακτήρια και θηράµατος η τροφή έτσι ώστε το µοντέλο µας να είναι όσο πιο 
ρεαλιστικό γίνεται. Έστω y  ο αριθµός των βακτηρίων και C  η συγκέντρωση τροφής. 
Και τα δύο ορίζονται  συναρτήσει του χρόνου  t . Ορίζουµε επίσης V  τον όγκο του 

«ενυδρείου», Q  το σταθερό ρυθµό ροής και  ( )0C  τη σταθερή συγκέντρωση τροφής 
σε αυτό. Θεωρούµε ακόµη ότι ο µέσος κατά κεφαλήν ρυθµός γεννήσεων εξαρτάται 
από τη συγκέντρωση τροφής και είναι ( )r C , και τέλος ότι το ποσοστό κατανάλωσης 

τροφής από κάθε βακτήριο είναι ανάλογο του ( )r C  και είναι ( )ar C . Παρατηρούµε 

λοιπόν ότι  αν από τον ρυθµό γεννήσεων αφαιρέσουµε  το ρυθµό εξόδου των 
βακτηρίων θα έχουµε το ρυθµό µεταβολής του πληθυσµού τους :  

( ) ( )/
dy

r C y Qy V r C y qy
dt

= − = −   (7), 

όπου /q Q V= . Επίσης, ο ρυθµός µεταβολής  του όγκου της τροφής είναι ο ρυθµός 
ανανέωσης της τροφής µείον το ρυθµό εξόδου µείον το ρυθµό κατανάλωσης :  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 0d CV
QC QC ar C y Q C C ar C y

dt
= − − = − −  (8). 

 Οι δύο αυτές διαφορικές εξισώσεις αποτελούν το σύστηµα που πρέπει να µελετηθεί. 
∆ιαιρώντας την (8) µε τη σταθερά V  και κάνοντας την αντικατάσταση /a Vβ = , β  
σταθερά προκύπτει το σύστηµα:  

( )y r C y qy′ = − , 

( )( ) ( )0C q C C r C yβ′ = − − . 

Για τη συνάρτηση ( )r C  που περιγράφει τις γεννήσεις συναρτήσει της τροφής είναι 

προφανές ότι ισχύουν τα ακόλουθα: ( ) 0 0r C Cαν= =  και επίσης ότι φτάνει σε 

κορεσµό όταν η συγκέντρωση τροφής C  γίνει πολύ µεγάλη δηλαδή 

( )lim
C

r C r∞
→∞

= < ∞ . Ο τύπος που ικανοποιεί αυτές τις απαιτήσεις είναι ( ) aC
r C

C A
=

+
 

µε ,a A σταθερές. Τελικά, έχουµε το σύστηµα: 
aC

y y qy
C A

′ = −
+

, 

( )( )0 aC
C q C C y

C A
β′ = − −

+
. 

Το σύστηµα αυτό δεν µπορεί να λυθεί αναλυτικά, γι’ αυτό και θα το µελετήσουµε µε 
ποιοτικές µεθόδους τις οποίες θα δούµε στη συνέχεια. 
 
Σηµείωση: Στο σχήµα 3 παρατηρούµε ότι µέσα στο ενυδρείο υπάρχει µία έλικα. 
Αυτό δεν είναι τυχαίο. Η έλικα αναδεύει το νερό, τα βακτήρια και την τροφή  
βοηθώντας µας να θεωρήσουµε το πρόβληµα  χωρικά οµοιόµορφο. Έτσι 
αποφεύγουµε τη χρήση µερικών διαφορικών εξισώσεων.   
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2.5 Ανταγωνιστικά είδη 
 
     Τα είδη που θα µελετήσουµε σε αυτή την παράγραφο έχουν µία σχέση 
ανταγωνισµού µεταξύ τους. Ανταγωνίζονται για την διαθέσιµη τροφή ή τον 
διαθέσιµο χώρο ή για άλλους λόγους. Τα βασικό τους χαρακτηριστικό πάντως είναι 
ότι α) µία πιθανή αύξηση (αντ. µείωση) στον πληθυσµό του ενός είδους οδηγεί σε 
µείωση (αντ. αύξηση) του άλλου πληθυσµού και β) η αύξηση του πληθυσµού ενός 
είδους τείνει να µειώσει το ρυθµό αύξησης του ίδιου πληθυσµού. Μαθηµατικά αυτές 

οι δύο ιδιότητες φαίνονται παρακάτω: έστω ( ) ( ){ }, , ,x F x y y G x y′ ′= =  το 

σύστηµα εξισώσεων που περιγράφει τους πληθυσµούς των δύο ειδών σε 
ανταγωνισµό. Τότε πρέπει να ισχύουν τα ακόλουθα: ( ), 0yF x y <  , ( ), 0xG x y <  για 

την (α) ιδιότητα και ( ), 0xF x y <  , ( ), 0yG x y <  για τη (β) ιδιότητα.  

     Αρχικά θα µελετήσουµε πληθυσµιακά µοντέλα των οποίων ο κατά κεφαλήν 
ρυθµός ανάπτυξης είναι γραµµικός και αναπαρίσταται ως εξής: 

( )
( )

x x ax by

y y cx dy

λ

µ

′ = − − 


′ = − − 
 (9) 

όπου  , , , , ,a b c dλ µ +∈ℝ  σταθερές. Για αυτά τα ανταγωνιστικά είδη υπάρχουν 
τέσσερα είδη σηµείων ισορροπίας:  

α) ( )0,0  µε πίνακα συντεταγµένων 
0

0

λ
µ

 
 
 

 που είναι ασταθής κόµβος, 

β) ( ),0K  µε /K aλ=  και πίνακα συντελεστώνB =
/

0 /

b a

c a

λ λ
µ λ

− − 
 − 

, 

γ) ( )0,M  µε /M dµ=  και πίνακα συντελεστών Γ =
/ 0

/

b d

c d

λ µ
µ µ
− 

 − − 
, 

δ) ( ),x y∞ ∞  µε 0 , 0x y∞ ∞> >  , 
d b

x
ad bc

λ µ
∞

−
=

−
, 

a c
y

ad bc

µ λ
∞

−
=

−
 και πίνακα 

συντελεστών A =
ax bx

cy dy
∞ ∞

∞ ∞

− − 
 − − 

. (Αν στον πίνακα αυτό λάβουµε το 

χαρακτηριστικό πολυώνυµο και έπειτα τη διακρίνουσα, εύκολα διαπιστώνουµε ότι 
2 4 0β αγ∆ = − > ) 

Στην πρώτη περίπτωση κανένα από τα δύο είδη δεν επιβιώνει, στη δεύτερη και τρίτη 
επιβιώνει µόνο το ένα από τα δύο ενώ στην τέταρτη περίπτωση έχουµε συνύπαρξη 
των δύο ειδών. 
 
Θα διακρίνουµε τώρα περιπτώσεις για να µελετήσουµε τη συµπεριφορά κάθε 
πληθυσµού και την ικανότητα επιβίωσης του κάτω από διαφορετικές συνθήκες.                               
Περίπτωση 1η: 0d bλ µ− >  και 0a cµ λ− > . Τότε,  / / /d b c aµ λ> >  άρα 

0ad bc− >  και ( ),x y∞ ∞ ανήκει  στο πρώτο τεταρτηµόριο του πεδίου φάσεων.     

Παρατηρούµε ακόµη ότι det 0A >  και 0trA < άρα το σηµείο ( ),x y∞ ∞  είναι ένας 

ασυµπτωτικά ευσταθής κόµβος. Με τα παραπάνω δεδοµένα, det 0B <  και det 0Γ <  
άρα  τα σηµεία ( ),0K  και ( )0,M  είναι σαγµατικά σηµεία. Όπως φαίνεται και στο 
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σχήµα 4(α) κάθε τροχιά τείνει προς το ( ),x y∞ ∞  καθώς t → ∞ υποδεικνύοντας 

συνύπαρξη και των δύο ειδών ανεξάρτητα από τα αρχικά µεγέθη των δύο πληθυσµών. 
Περίπτωση 2η: 0d bλ µ− <  και 0a cµ λ− < . Τότε, / / /c a d bµ λ> >  άρα 

0ad bc− <  και ( ),x y∞ ∞  ανήκει  στο πρώτο τεταρτηµόριο του πεδίου φάσεων.  Εδώ, 

det 0A<  άρα το σηµείο ( ),x y∞ ∞  είναι σαγµατικό. Αντίθετα, det 0B >  , 0trB <   

και det 0Γ > , 0trΓ <  άρα τα σηµεία ( ),0K  και ( )0,M  είναι ασυµπτωτικά 

ευσταθείς κόµβοι. Όπως φαίνεται στο σχήµα 4(β), στο σηµείο ( ),x y∞ ∞  υπάρχει 

διαχωρίζουσα η οποία χωρίζει το πρώτο τεταρτηµόριο σε δύο περιοχές που η µία 
περιέχει τροχιές που τείνουν στο σηµείο ( ),0K  και η άλλη στο ( )0,M . Σε αυτή την 

περίπτωση η συνύπαρξη των δύο ειδών είναι αδύνατη (εκτός και αν οι τιµές των 
αρχικών πληθυσµών βρεθούν πάνω στη διαχωρίζουσα, πράγµα εξαιρετικά σπάνιο γι’ 
αυτό και δε µελετάται) και το ποιο είδος θα επιβιώσει εξαρτάται από τις αρχικές τιµές 
των πληθυσµών.  
Περίπτωση 3η: 0d bλ µ− >  και 0a cµ λ− < . Σε αυτή την περίπτωση δεν υπάρχει 

σηµείο ισορροπίας στο πρώτο τεταρτηµόριο. Το ( ),0K  είναι ασυµπτωτικά ευσταθής 

κόµβος ενώ το ( )0,M  είναι σηµείο σάγµατος. Όπως φαίνεται και από το σχήµα 4(γ) 

όλες οι τροχιές τείνουν στο ( ),0K  καθώς t → ∞ οδηγώντας στην εξάλειψη του είδους 

y  και στην πλήρη επικράτηση του x  για όλες τις αρχικές τιµές των πληθυσµών. 
Περίπτωση 4η: 0d bλ µ− <  και 0a cµ λ− > . Είναι η ακριβώς αντίθετη περίπτωση 
της 3 µε εξάλειψη του είδους x  και πλήρη επικράτηση του  y  για όλες τις αρχικές 
τιµές των πληθυσµών (σχήµα 4δ). 
Σηµείωση: οι αριθµοί K , M ονοµάζονται φέρουσες ικανότητες και αντιστοιχούν στο 
µέγεθος του πληθυσµού που µπορεί να φτάσει ένα είδος όταν όλα τα άλλα είδη 
απουσιάζουν. 
 

 
Σχήµα 4 
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Η αρχή του ανταγωνιστικού αποκλεισµού η οποία προτάθηκε από τον Gause το 1934 
και βασιζόταν σε πειράµατα αναφέρει ότι η συµβίωση δύο πληθυσµών που 
βρίσκονται  σε ανταγωνισµό και διεκδικούν περιορισµένους πόρους, π.χ. τροφή, είναι 
αδύνατη. Το ένα από τα δύο είδη θα κριθεί ικανότερο και θα επιβιώσει. Όπως όµως 
είδαµε παραπάνω αυτό δεν συµβαίνει πάντα. 
 
Παράδειγµα 3 
Να εξεταστεί το αποτέλεσµα του ανταγωνισµού στο παρακάτω µοντέλο:  

( )100 4x x x y′ = − − , 

( )60 2y y x y′ = − − . 

Ένα σηµείο ισορροπίας είναι το ( )20,20 . Ο πίνακας συντελεστών σε αυτό το σηµείο 

είναι: 
80 20

20 40

− − 
 − − 

 µε ορίζουσα  det 2400 0= >  και 120 0tr = − < . Συνεπώς το 

σηµείο ισορροπίας είναι ασυµπτωτικά ευσταθής κόµβος και όλες οι τροχιές τείνουν 
προς αυτό, άρα τα δύο είδη συνυπάρχουν.  
 
Παράδειγµα 4 
Ένα παράδειγµα ανταγωνισµού δύο ειδών για το οποίο διαθέτουµε πραγµατικές 
µετρήσεις είναι αυτό που διεξήγαγε ο Gause το 1934 ανάµεσα σε δύο πρωτόζωα, το 
Paramecium aurelia και το  Paramecium caudatum. Στην αρχή ο  Gause µέτρησε το 
µέγεθος κάθε πληθυσµού ξεχωριστά και ταίριαξε τα αποτελέσµατα µε λογιστικά 
µοντέλα. Στη συνέχεια έκανε µετρήσεις και για τα δύο είδη µαζί. Τα αποτελέσµατα 
φαίνονται στον παρακάτω πίνακα. (Ο χρόνος µετριέται σε ηµέρες και  οι πληθυσµοί 
µετρούνται σε αριθµό ατόµων/ 0.5 3cm .) 
 

 Ξεχωριστά Σε ανταγωνισµό 
Χρόνος P.aurelia P.caudatum P.aurelia P.caudatum 

0 2 2 2 2 
1 3 5 4 8 
2 29 22 29 20 
3 92 16 66 25 
4 173 39 141 24 
5 210 52 162 - 
6 210 54 219 - 
7 240 47 153 - 
8 - 50 162 21 
9 - 26 150 15 
10 240 69 175 12 
11 219 51 260 9 
12 255 57 276 12 
13 252 70 285 6 
14 270 53 225 9 
15 240 59 222 3 
16 249 57 220 0 

 
Από τη γραφική αναπαράσταση φαίνεται ότι η καµπύλες κάθε πληθυσµού ξεχωριστά 
δείχνουν λογιστική ανάπτυξη, όµως κοντά στη φέρουσα ικανότητα έχουµε την 
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εµφάνιση µικρών ταλαντώσεων. Αυτό ίσως οφείλεται σε φυσικούς παράγοντες όπως 
π.χ. η αλλαγή θερµοκρασίας (σχήµα 5 α, β). 
Στο σχήµα 5(γ) φαίνεται η αναπαράσταση και των δύο ειδών µαζί. Από αυτό φαίνεται 
καθαρά ότι ο πληθυσµός της P.caudatum πεθαίνει ενώ ταυτόχρονα ο πληθυσµός της  
P.aurelia προσεγγίζει τη φέρουσα ικανότητά του, σα να πρόκειται για ένα είδος.  
Το µαθηµατικό µοντέλο που προκύπτει είναι το εξής: 

1.12 1.12 1.55
1.12

95 95
x x x y

⋅ ′ = − − 
 

, 

0.84 0.65 0.84
0.84

60 60
y y x y

⋅ ′ = − − 
 

 

(οι τιµές των παραµέτρων προέκυψαν από τις εκτιµήσεις του Gause). 
Μπορούµε πλέον να παρατηρήσουµε ότι 0d bλ µ− >  και 0a cµ λ− <  δηλαδή 
βρισκόµαστε στην περίπτωση 3, που σηµαίνει ότι ο πληθυσµός της P.aurelia θα 
επιβιώσει ενώ η P.caudatum θα εξαφανιστεί. Άρα επιβεβαιώνονται αυτά που 
παρατηρήσαµε γραφικά. 
 

 
Σχήµα 5 

(Λεπτοµερέστερη ανάλυση για το πώς κατασκευάστηκαν αυτές οι καµπύλες υπάρχει 
στο Παράρτηµα Α.) 
 
2.6 Μοντέλο θηρευτής – θήραµα 
 
     Όπως είδαµε σε προηγούµενη ενότητα, το µοντέλο Lotka – Volterra αποδείχθηκε 
ανεπαρκές για την περιγραφή δύο ειδών που έχουν σχέση θηρευτή – θηράµατος γιατί 
ήταν πολύ ευαίσθητο σε µικρές αλλαγές. Σε αυτή την ενότητα θα παρουσιάσουµε εν 
συντοµία τρία πιο ρεαλιστικά µοντέλα. 
 
Μοντέλο 1ο: Σε αυτό θα θεωρήσουµε ότι υπό την απουσία θηρευτών, ο πληθυσµός 
του θηράµατος υπακούει στο λογιστικό µοντέλο. Έτσι, προκύπτει το σύστηµα: 
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( )x x ax byλ′ = − − , 

( )y y cxµ′ = − + . 

Από αυτό, προκύπτουν οι εξισώσεις ax by λ+ =  και /x cµ=  τις οποίες και 

αναπαριστούµε γραφικά στο σχήµα 6. (Επειδή /x cµ=  και   ( ) /y c a cbλ µ= −  

διακρίνουµε δύο περιπτώσεις: (α) 0c aλ µ− >  και (β) 0c aλ µ− < .) 

 
Σχήµα 6 

Ο πίνακας συντελεστών στο σηµείο ισορροπίας είναι: 
0

ax bx
A

cy
∞ ∞

∞

− − 
=  

 
, µε 

det 0A bcx y∞ ∞= >  και 0trA ax∞= − < . Άρα το ( ),x y∞ ∞  είναι ασυµπτωτικά 

ευσταθής κόµβος ή σπειροειδές σηµείο. Από το κριτήριο Dulac συµπεραίνουµε ότι 
δεν υπάρχουν περιοδικές τροχιές. Τέλος, αν 0c aλ µ− >  τότε το σηµείο ισορροπίας 

( )/ ,0aλ  είναι ευσταθές σαγµατικό σηµείο ενώ αν 0c aλ µ− <  το ( )/ ,0aλ  είναι 

ασυµπτωτικά ευσταθής κόµβος. ∆ηλαδή σε κάθε περίπτωση έχουµε ακριβώς ένα 
ευσταθές σηµείο στο οποίο και τείνουν όλες οι τροχιές. 
 
Μοντέλο 2ο: Σε αυτό, θα θεωρήσουµε ότι και τα δύο είδη υπακούουν στο λογιστικό 
µοντέλο στην περίπτωση που το κάθε ένα µελετάται ξεχωριστά, δηλαδή όταν 0b =  
και 0d = . Έτσι, προκύπτει το σύστηµα: 

( )x x ax byλ′ = − − , 

( )y y cx dyµ′ = + − , 

όπου µ   είναι θετικό ή αρνητικό. Από αυτό προκύπτουν οι εξισώσεις ax by λ+ =  και 
dy cx µ− = . Στο σχήµα 7 φαίνονται οι γραφικές παραστάσεις για τις διάφορες τιµές 
του µ .  

 
Σχήµα 7 
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Ο πίνακας συντελεστών στο ( ),x y∞ ∞  είναι: 
ax by

B
cx dy

∞ ∞

∞ ∞

− − 
=  − 

 µε 

( )det 0B ad bc x y∞ ∞= + >  και 0trB ax dy∞ ∞= − − < . Άρα το  ( ),x y∞ ∞  είναι 

ασυµπτωτικά ευσταθές. Από το κριτήριο Dulac και πάλι δεν υπάρχουν περιοδικές 
τροχιές. 
 
Μοντέλο 3ο: (Rosenzweig - MacArthur) Για να έχουµε την πιθανότητα να 
εµφανιστούν περιοδικές τροχιές, σε αυτό το µοντέλο θα θεωρήσουµε µη γραµµικούς 
κατά κεφαλήν ρυθµούς ανάπτυξης:  

( ) ( )x xf x xy xφ′ = − , 

( )( )y y cx x eφ′ = − . 

Παρατηρούµε ότι όταν απουσιάζουν οι θηρευτές, 0y = , η εξίσωση που περιγράφει 

τον πληθυσµό του θηράµατος γίνεται ( )x xf x′ = , δηλαδή ο παράγοντας ( )xf x   

παριστάνει το ρυθµό ανάπτυξης του θηράµατος µόνου του. Ο παράγοντας ( )xy xφ  

ονοµάζεται λειτουργική ανταπόκριση του θηρευτή, και το γινόµενο 

( )x xφ αντιπροσωπεύει τον αριθµό θηραµάτων που καταναλώνονται από κάθε 

θηρευτή στη µονάδα του χρόνου. Ακόµη, η σταθερά c  είναι η ικανότητα µετατροπής 
των θηραµάτων σε θηρευτές, και ο όρος ( )cxy xφ είναι η αριθµητική ανταπόκριση του 

θηρευτή. Τέλος, η σταθερά e παριστάνει το ποσοστό θνησιµότητας των θηρευτών. Η 
λογική αυτού του µοντέλου είναι ότι καθώς ο πληθυσµός θηραµάτων αυξάνεται, το 
ποσοστό κατανάλωσης θηραµάτων ανά θηρευτή αυξάνεται αλλά ταυτόχρονα, το 
κλάσµα του συνολικού αριθµού θηραµάτων που καταναλώθηκε ανά θηρευτή 

µειώνεται. Θεωρούµε ότι ( ) ( ) ( )0 , 0 , 0x x x xφ φ φ ′′  ≥ ≤ ≥   και ότι το ( )x xφ  

είναι πεπερασµένο καθώς x → ∞ . Η καµπύλη που φαίνεται στο σχήµα 8 παριστάνει 
τον πληθυσµό του θηράµατος ενώ η κάθετη γραµµή παριστάνει το θηρευτή. 
Παρατηρούµε ότι η καµπύλη του θηράµατος φτάνει σε ένα µέγιστο σηµείο και 
ύστερα πέφτει. Αυτό συµβαίνει γιατί στον πληθυσµό του θηράµατος εµφανίζονται 
αυτοπεριοριστικοί παράγοντες (π.χ. πεπερασµένος χώρος και τροφή) οι οποίοι 
εµποδίζουν την περεταίρω αύξησή του. Ανάλογα µε τη θέση στην οποία βρίσκεται το 
σηµείο τοµής των δύο καµπύλων έχουµε ευστάθεια ή αστάθεια του σηµείου 
ισορροπίας  ( ),x y∞ ∞ . Επίσης, αποδεικνύεται ότι στο µοντέλο Rosenzweig – 

MacArthur µπορούν να εµφανιστούν οριακοί κύκλοι, έτσι ώστε κάθε τροχιά να τείνει 
σπειροειδώς είτε εσωτερικά είτε εξωτερικά προς τον οριακό κύκλο. Έτσι, το παρόν 
µοντέλο ταιριάζει περισσότερο µε την πραγµατικότητα αφού έχει τη δυνατότητα να 
εξηγήσει τις παρατηρούµενες περιοδικές συµπεριφορές και κρίνεται καλύτερο από το 
µοντέλο Lotka – Volterra.  
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                                                 (α)                                                                              (β) 

(γ) 
Σχήµα 8 

 
Σηµείωση: Όταν σε ένα µαθηµατικό µοντέλο βάζουµε πειραµατικά δεδοµένα για να 
κάνουµε κάποια µελλοντική πρόβλεψη πρέπει να είµαστε αρκετά προσεκτικοί γιατί 
αυτά τα δεδοµένα µπορεί να µην αντικατοπτρίζουν εξ’ ολοκλήρου την 
πραγµατικότητα. Αν για παράδειγµα µελετάµε τον πληθυσµό ενός ζώου από τον 
αριθµό των ατόµων που κάνουν την εµφάνισή τους σε µία συγκεκριµένη θέση, τότε 
αυτό το νούµερο ίσως δεν περιγράφει επακριβώς το συνολικό µέγεθος του 
πληθυσµού. Επίσης πολλές φορές τα δεδοµένα πρέπει να µετακινηθούν κατά ένα 
χρονικό διάστηµα, για παράδειγµα ένα ζώο δεν µπορεί να θεωρηθεί ότι µπορεί να 
συµβάλει στην αναπαραγωγική διαδικασία, άρα και στην αύξηση του πληθυσµού του, 
πριν ενηλικιωθεί. Ακόµη πρέπει να θυµόµαστε ότι στα πειραµατικά δεδοµένα υπάρχει 
πάντα η πιθανότητα σφάλµατος και ότι στη φύση το µέγεθος ενός πληθυσµού δεν 
µειώνεται / αυξάνεται αναγκαστικά και µόνο από ένα άλλο πληθυσµό – θηρευτή 
αλλά και  από κλιµατικές αλλαγές, επιδηµίες, µεταβολές στις  διατροφικές συνήθειες 
και άλλα. Τέλος, στη φύση σχεδόν ποτέ δεν έχουµε αλληλεπίδραση µόνο δύο ειδών, 
συνήθως τα είδη που εµπλέκονται είναι πολύ περισσότερα.  
 
Παράδειγµα 5 (συνέχεια µελέτης του «ενυδρείου») 
 Όπως είχαµε δει, το σύστηµα των εξισώσεων που περιέγραφαν τον πληθυσµό των 
βακτηρίων µέσα στο ενυδρείο συναρτήσει της τροφής ήταν: 

aC
y y qy

C A
′ = −

+
, 

( )( )0 aC
C q C C y

C A
β′ = − −

+
. 

µε , , ,a A q β  σταθερές. 
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Αυτό είναι ένα µοντέλο Rosenzweig – MacArthur µε τη συγκέντρωση τροφής C  να 
παίζει το ρόλο του θηράµατος και τον πληθυσµό των βακτηρίων y  να παίζει το ρόλο 
του θηρευτή. Οι αντιστοιχίες µε το γενικό µοντέλο είναι: 

( ) ( )0xf x q C C= − , 

( ) aC
x x

C A

β
φ =

+
, 

1
c

β
= , 

e q= . 

Λαµβάνοντας 0C′ =  έχουµε 
( )( )0q C A C C

y
a Cβ

+ −
=  , που είναι µη φραγµένο για 

C → ∞  και µηδενίζεται για 0C C= . Εύκολα φαίνεται ότι 0
dy

dC
<  σε όλα τα σηµεία. 

Λαµβάνοντας τώρα  0y′ =  έχουµε 
( )

Aq
C

a q
=

−
. Παρατηρούµε ότι η καµπύλη του 

θηρευτή (βακτήρια) είναι φθίνουσα και έτσι, το σηµείο τοµής µε την ευθεία του 
θηράµατος (τροφή) είναι ασυµπτωτικά ευσταθές για 0 , 0C y> >  (αν υπάρχει) 

αλλιώς το σηµείο τοµής της καµπύλης µε τον άξονα, δηλαδή το ( )0 ,0C  είναι 

ασυµπτωτικά ευσταθές. Τα παραπάνω φαίνονται στο επόµενο σχήµα: 
 

 
Σχήµα 9 

 
Τελικά, η συνθήκη που πρέπει να ισχύει ώστε να υπάρξει σηµείο ισορροπίας και να 

επιβιώσει ο πληθυσµός των βακτηρίων είναι: 
( )

0 Aq
C

a q
>

−
 ή αλλιώς 

0

0

aC
q

A C
<

+
 που 

είναι το ποσοστό εισροής της τροφής και το οποίο µπορούµε να εύκολα να 
ρυθµίσουµε. 
 
Σηµείωση: Εν γένει, τα µοντέλα δύο ειδών που περιγράφονται από τις εξισώσεις της 

µορφής ( ) ( ){ }, , ,x xf x y y yg x y′ ′= =  ονοµάζονται µοντέλα Kolmogorov. Όταν 

επικεντρώνουµε τη µελέτη µας σε µοντέλα θηρευτή – θηράµατος κάνουµε τις 
παρακάτω παραδοχές: 
α) ( ) ( ) ( ), 0 , , 0 , , 0y x yf x y g x y g x y< > ≤  
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β) αν ως 0K >  ορίσουµε τη φέρουσα ικανότητα του συστήµατος και ως 0J >  τον 
ελάχιστο αριθµό θηραµάτων που απαιτείται για να επιβιώσουν οι θηρευτές, τότε 

( ),0 0f K = , ( ), 0f x y <  αν x K>  και τέλος ( ),0 0g J = . 

 
Θεώρηµα 2.6.1 
Με τις παραπάνω υποθέσεις, κάθε λύση ενός µοντέλου Kolmogorov µε 

( ) ( )0 0 , 0 0x y> >  παραµένει φραγµένη για 0 t≤ ≤ ∞ . 

 
Θεώρηµα 2.6.2 (Kolmogorov) 
Από το παραπάνω θεώρηµα και το θεώρηµα Poincaré – Bendixson προκύπτει ότι 
κάθε τροχιά του συστήµατος θηρευτής – θήραµα τείνει είτε σε ένα ευσταθές σηµείο 
ισορροπίας είτε σε ένα ευσταθή  οριακό κύκλο καθώς t → ∞ . 
 
Με τα παραπάνω διασφαλίζονται τα εξής: πρώτον, κάθε τροχιά που ξεκινά στο πρώτο 
τεταρτηµόριο του πεδίου φάσεων θα παραµείνει σε αυτό και δεύτερον, αν για κάποια 
τροχιά και κάποιο t  έχουµε εξάλειψη του πληθυσµού x , δηλαδή 0x = , τότε θα 
παραµείνει έτσι για όλα τα επόµενα t . 
 
2.7 Συµβίωση δύο ειδών 
 
Πολλές φορές στη φύση, συναντάµε δύο είδη τα οποία δεν έχουν σχέσεις 
ανταγωνισµού αλλά συνύπαρξης, δηλαδή το ένα χρειάζεται το άλλο για να επιβιώσει 
(αναγκαστικά - obligatory), ή το ένα συµβιώνει µε το άλλο (προαιρετικά - facultative), 
δεν το ανταγωνίζεται. Το µαθηµατικό µοντέλο που περιγράφει αυτό το φαινόµενο 
είναι το παρακάτω:  

( )x x ax byλ′ = − + , 

( )y y cx dyµ′ = + − , 

όπου το θετικό πρόσηµο στους όρους  by  και cx  περιγράφει ακριβώς αυτή την 
εποικοδοµητική αλληλεπίδραση. Όταν έχουµε προαιρετική συµβίωση οι όροι λ ,µ  
είναι επίσης θετικοί, ενώ όταν το ένα είδος έχει απόλυτη ανάγκη το άλλο για την 
επιβίωση του είναι αρνητικοί. Για να βρούµε τα σηµεία ισορροπίας σχεδιάζουµε τις 
ευθείες 0ax byλ − + =  (µε κλίση /a b ) και 0cx dyµ + − =  (µε κλίση /c d ). Όλες 
οι πιθανές περιπτώσεις φαίνονται στο παρακάτω σχήµα. 

 
Σχήµα 10 
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Το µοντέλο αυτό όµως παρουσιάζει πρόβληµα αφού στην περίπτωση που 

/ /a b c d<  η λύση γίνεται µη φραγµένη. Επίσης, ακόµη και αν / /a b c d>  αλλά 
βρισκόµαστε στην αναγκαστική συµβίωση, η µόνη ευσταθής λύση είναι η αρχή των 
αξόνων, δηλαδή, σε αυτή την περίπτωση, κανένα είδος δεν επιβιώνει. 
Θα περάσουµε λοιπόν σε ένα µοντέλο Kolmogorov για την περιγραφή συµβιωτικών 
µοντέλων. Έστω το σύστηµα 

( ),x xf x y′ = , 

( ),y yg x y′ = , 

µε ( ), 0xf x y <  και ( ), 0yf x y ≥  που περιγράφει το συµβιωτικό χαρακτήρα του y  

είδους µε το x , και , 0x y ≥ . (Η περίπτωση ( ), 0yf x y ≡  ονοµάζεται παρασιτισµός 

και σε αυτή το είδος x  είναι ανεξάρτητο του είδους y .) Επειδή ( ), 0xf x y < από το 

θεώρηµα πεπλεγµένων συναρτήσεων ( ) ( ) ( ), 0 0 , 0f x y x y yϕ ϕ ′= ⇒ = ≥ ≥  για 

[ ),y a∈ +∞ . Αν 0a =  και ( )0 0Kϕ = >  έτσι ώστε ( ),0 0f K = , το είδος x  έχει 

προαιρετική συµβίωση µε το y , ενώ αν ( )0 0 , 0 0a ή a ϕ> = =  τότε το x  έχει 

σχέση αναγκαστικής συµβίωσης µε το y . Επίσης θεωρούµε ότι 

( ) * *,K K Kϕ ∞ = < ∞ ≥ . Η *K  είναι µία  αυξηµένη φέρουσα ικανότητα του είδους 

x  εξαιτίας των συµβιωτικών φαινοµένων. Τα αντίστοιχα µπορούµε να θεωρήσουµε 
και για το είδος y  µε ( ), 0xg x y ≥  και ( ), 0yg x y < ,άρα ( ) 0y xψ= ≥  και 

( ) *Mψ ∞ = < ∞ . Εύκολα βλέπουµε ότι ο πίνακας συντελεστών έχει θετικό ίχνος, η 

διακρίνουσα είναι θετική, ενώ το πρόσηµο της ορίζουσας είναι είτε θετικό είτε 
αρνητικό. Άρα το σηµείο ισορροπίας ( , )x y∞ ∞  είναι σηµείο σάγµατος ή ασυµπτωτικά 

ευσταθής κόµβος. (Αναλυτικότερα θέµατα αναγκαστικής και προαιρετικής 
συµβίωσης θα δούµε στο 4ο Κεφάλαιο.) 
 
2.8 Μελέτη συστηµάτων µε περισσότερα από δύο είδη 
 
     Στα προηγούµενα κεφάλαια, µελετήσαµε όλες τις πιθανές συµπεριφορές που 
µπορούν να έχουν δύο είδη και δώσαµε µαθηµατικά µοντέλα για αυτά. Στην 
πραγµατικότητα  όµως, στη φύση έχουµε εµπλοκή περισσοτέρων από δύο ειδών. Για 
παράδειγµα ένας λαγός δεν είναι θήραµα µόνο για τις αλεπούδες αλλά και για τους 
λύκους. Έτσι, θα ήταν πιο ακριβές αν στο µοντέλο θηρευτής – θήραµα εντάσσαµε και 
τα τρία είδη. Σε γενικές γραµµές η µελέτη πολλών ειδών ταυτόχρονα είναι δύσκολη 
και πολύπλοκη υπόθεση. Παρακάτω θα παραθέσουµε µερικά γενικά στοιχεία για 
µοντέλα n  - ειδών και στη συνέχεια θα ασχοληθούµε µε συστήµατα που 
περιλαµβάνουν τρία είδη. 
     Έστω 1 2, ,..., nx x x  οι πληθυσµοί από n  αλληλεπιδρώντα είδη σε ένα σύστηµα 

όπου έχουµε θεωρήσει ότι ο ρυθµός ανάπτυξης κάθε είδους εξαρτάται µόνο από το 
µέγεθος του εκάστοτε πληθυσµού. Έτσι έχουµε το παρακάτω σύστηµα: 

( )1 1 1 2, ,..., nx F x x x′ = , 

( )2 2 1 2, ,..., nx F x x x′ = , 

⋮  
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( )1 2, ,...,n n nx F x x x′ = , 

ή αλλιώς ( ) ( )x = x F xt′ ′ = . Επίσης για να είµαστε σύµφωνοι µε την πραγµατικότητα 

απαιτούµε αν ένας πληθυσµός jx  µηδενιστεί για κάποιο t  να παραµείνει µηδέν για 

όλα τα υπόλοιπα t  αφού δεν είναι δυνατόν κάποιο είδος να αναγεννηθεί αν σε 
προηγούµενο χρόνο έχει εκλείψει! Ακολουθώντας το µοντέλο Kolmogorov το 
παραπάνω σύστηµα γράφεται στη µορφή: 

( )1 1 1 1 2, ,..., nx x r x x x′ = , 

( )2 2 2 1 2, ,..., nx x r x x x′ = , 

⋮  
( )1 2, ,...,n n n nx x r x x x′ = . 

Κατά τα γνωστά, το σύστηµα αυτό έχει ένα σηµείο ισορροπίας ( )1 2, ,..., nξ ξ ξ  που 

προκύπτει από την επίλυση του συστήµατος  

( )1 1 2, ,..., 0nF ξ ξ ξ = , 

( )2 1 2, ,..., 0nF ξ ξ ξ = , 

⋮  
( )1 2, ,..., 0n nF ξ ξ ξ = , 

ή αλλιώς ( )F ξ = 0. Το γραµµικοποιηµένο σύστηµα που προκύπτει είναι το ακόλουθο: 

( ) ( ) ( )1 1 1
1 1 2 1 1 2 2 1 2

1 2

, ,..., , ,..., , ,...,n n n n
n

F F F
u u u u

x x x
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

∂ ∂ ∂
′ = + + +

∂ ∂ ∂
…  

( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 2 1 1 2 2 1 2

1 2

, ,..., , ,..., , ,...,n n n n
n

F F F
u u u u

x x x
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

∂ ∂ ∂
′ = + + +

∂ ∂ ∂
…  

⋮  

( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 1 2
1 2

, ,..., , ,..., , ,...,n n n
n n n n n

n

F F F
u u u u

x x x
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

∂ ∂ ∂
′ = + + +

∂ ∂ ∂
…  

ή αλλιώς u = Au′  µε τον πίνακα ( )1 2, ,...,A i
n

j

F

x
ξ ξ ξ

 ∂
=   ∂ 

 να είναι ο πίνακας 

συντελεστών του συστήµατος στο σηµείο ισορροπίας ( )1 2, ,...,ξ nξ ξ ξ= . Το 

αντίστοιχο του Θεωρήµατος 2.2.1 αλλά  για n -διαστάσεις είναι το ακόλουθο: 
 
Θεώρηµα 2.8.1 
Ένα σηµείο ισορροπίας του παραπάνω συστήµατος είναι ασυµπτωτικά ευσταθές αν 
όλες οι λύσεις του γραµµικοποιηµένου συστήµατος σε αυτό το σηµείο τείνουν στο 
µηδέν καθώς t → ∞ . Επίσης, ένα σηµείο ισορροπίας είναι ασταθές αν η λύση του   
είναι µη φραγµένη. 
 
Θεώρηµα 2.8.2 
Αν όλες οι ιδιοτιµές του πίνακα συντελεστών του παραπάνω συστήµατος σε ένα 
σηµείο ισορροπίας ( )1 2, ,...,ξ nξ ξ ξ=  έχουν αρνητικό πραγµατικό µέρος, τότε το ξ  

είναι ασυµπτωτικά ευσταθές (γενίκευση του Θεωρήµατος 2.2.3 για n -διαστάσεις ). 
 
Σηµείωση: η εύρεση των ιδιοτιµών µέσω του χαρακτηριστικού πολυωνύµου  για n -
διστάσεις δεν είναι εύκολη υπόθεση, γι’ αυτό παραθέτουµε το παρακάτω κριτήριο. 
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Πρόταση 2.8.1 (κριτήριο Routh - Hurwitz) 
Έστω το χαρακτηριστικό πολυώνυµο 1 2

1 2 1 0n n n
n na a a aλ λ λ λ− −
−+ + + + + =… . Για 

να έχουν όλες οι ρίζες του αρνητικό πραγµατικό µέρος πρέπει: 
• Για 2n =  1 20 , 0a a> >  

• Για 3n =  1 3 1 2 30 , 0 ,a a a a a> > >  

• Για 4n =  ( ) 2
1 2 4 3 1 2 4 1 40 , 0 , 0 ,a a a a a a a a a> > > − >  

Ακόµη όµως και αυτό το κριτήριο γίνεται δύσχρηστο για περισσότερες διαστάσεις.  
 
     Έχει παρατηρηθεί ότι τα συστήµατα που εµπλέκουν περισσότερους πληθυσµούς 
είναι περισσότερο ευσταθή από συστήµατα π.χ. δύο ειδών. Αυτό έχει βιολογική 
ερµηνεία. Σε συστήµατα στα οποία για παράδειγµα ένας θηρευτής µπορεί να επιλέξει 
ανάµεσα σε πολλά διαφορετικά είδη θηραµάτων είναι λιγότερο τρωτός στην 
περίπτωση που εξαφανιστεί ένα είδος θηράµατος, από κάποιον άλλο θηρευτή που 
κυνηγά µόνο το συγκεκριµένο είδος. Για καλύτερη µελέτη θεωρούµε ότι κάθε είδος 
από µόνο του περιορίζει την ανάπτυξη του µέσω αυτοπεριοριστικών παραγόντων. 
Επίσης, σε ένα σύστηµα τριών ειδών τα είδη ανά δύο αλληλεπιδρούν µεταξύ τους. 
Έτσι, έχουµε ένα µοντέλο Kolmogorov τριών ειδών όπως το παρακάτω: 

( ), ,x xf x y z′ = , 

( ), ,y yg x y z′ = , 

( ), ,z zh x y z′ = . 

Αναλυτικά η εξίσωση για το είδος x  φαίνεται παρακάτω. Όµοια ισχύουν και για τα 
υπόλοιπα. 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),0,0 , ,0 ,0,0 , , , ,0x x f x x f x y f x x f x y z f x y′ = + − + −  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
, ,

,0,0 , , ,0, ,0, ,0,0
ό ί x y ί x z

ά

x x f x x f x y z f x z x f x z f x

αυτοπεριοριστικ ς αλληλεπ δραση αλληλεπ δραση
παρ γον

′ = + − + −
����� ����������� �����������

. 

Για να µπορέσουµε να χαρακτηρίσουµε την αλληλεπίδραση (θετική/αρνητική) 
λαµβάνουµε τις µερικές παραγώγους. Εδώ θα δούµε την αλληλεπίδραση x y , όµοια 
είναι και τα υπόλοιπα: 

( ) ( )( ) ( ), ,0 ,0,0 , ,0yf x y f x f x y
y

∂
− =

∂
 

ή 

( ) ( )( ) ( ), , ,0, , ,yf x y z f x z f x y z
y

∂
− =

∂
 

τα οποία δεν έχουν αναγκαστικά το ίδιο πρόσηµο. Αναλύοντας ένα µοντέλο µε 
περισσότερα από δύο είδη προκύπτουν πολλές περιπτώσεις. Αν για παράδειγµα 
αναλύσουµε ένα µοντέλο τριών ειδών και παραλείψουµε τις περιπτώσεις της 
αµοιβαίας συνύπαρξης, µπορούµε να έχουµε µια από τις παρακάτω καταστάσεις: (α) 
τρία είδη σε ανταγωνισµό, (β) ένας θηρευτής και δύο θηράµατα σε ανταγωνισµό, (γ) 
δύο θηρευτές µε ένα κοινό θήραµα, (δ) ένα θήραµα που ο θηρευτής του αποτελεί 
θήραµα για ένα άλλο θηρευτή υψηλότερου επιπέδου, (ε) δύο είδη σε ανταγωνισµό 
και ένα τρίτο είδος να είναι θήραµα για ένα από αυτά, (στ) δύο είδη σε ανταγωνισµό 
και ένα τρίτο είδος να είναι θηρευτής για ένα από αυτά. Όλα αυτά είναι αρκετά 
πολύπλοκα στο χειρισµό τους, έτσι θα ήταν σκόπιµη µία απλούστευση. Αντί να 
µετράµε τη συµπεριφορά ενός είδους επακριβώς µπορούµε να αρκεστούµε στο να 
καθορίσουµε απλά και µόνο την επιβίωση ή την εξαφάνιση ενός είδους κάτω από 
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δεδοµένες συνθήκες. Έτσι, για ένα πληθυσµό  ( )x t  µας αρκεί να ισχύει η παρακάτω 

συνθήκη επιβίωσης: ( )liminf 0
t

x t
→∞

>  (λεπτοµερέστερη ανάλυση υπάρχει στο 

Παράρτηµα Β).  
     Θα εξετάσουµε τώρα τι συµβαίνει σε ένα σύστηµα n -ειδών όταν εισβάλει σε αυτό 
άλλο ένα είδος. Το 1n+ - σύστηµα που θα προκύψει είναι το ακόλουθο: 

( )1 1 1 1 2, ,..., ,0nx x F x x x′ = , 

( )2 2 2 1 2, ,..., ,0nx x F x x x′ = , 

⋮  
( )1 2, ,..., ,0n n n nx x F x x x′ = , 

( )1 2, ,..., ,ny yG x x x y′ = , 

µε σηµείο ισορροπίας ( )1 2, ,..., ,0nx x x . Οι ιδιοτιµές που προκύπτουν είναι αυτές του 

συστήµατος n -εξισώσεων (που θεωρούµε ότι δίνουν ασυµπτωτικά ευσταθές σηµείο 
ισορροπίας) συν τη νέα που προέκυψε από την τελευταία εξίσωση. Αν 

( )1 2, ,..., ,0 0nG x x x <  τότε το ( )1 2, ,..., ,0nx x x   είναι και αυτό ασυµπτωτικά ευσταθές, 

όλες οι τροχιές τείνουν προς αυτό και έτσι το νέο είδος δεν επιβιώνει. Αν 

( )1 2, ,..., ,0 0nG x x x >  (δηλαδή έχουµε θετική ιδιοτιµή ) το σηµείο ισορροπίας είναι 

ασταθές. Αυτό εξασφαλίζει εν µέρει την επιβίωση του νέου είδους. Για να 
καταλήξουµε στο συµπέρασµα ότι το νέο είδος επιβίωσε πρέπει το ( )1 2, ,..., ,0nG x x x  

να είναι θετικό σε κάθε ασυµπτωτικά ευσταθές σηµείο ισορροπίας ( )1 2, ,..., ,0nx x x  

του συστήµατος. Τέλος για να έχουµε πλήρη µελέτη του συστήµατος 1n+ - ειδών 
πρέπει να θεωρήσουµε µε τη σειρά κάθε ένα από τα 1n+ - είδη ως είδος εισβολέα. 
Αν καταλήξουµε για όλα στο αποτέλεσµα ότι το είδος εισβολέας επιβιώνει τότε 
µπορούµε  να συµπεράνουµε ότι τα 1n+ - είδη τελικά θα συνυπάρξουν. 
 
Παράδειγµα 6 
Στο παράδειγµα αυτό θα µελετήσουµε τη συµπεριφορά ενός συστήµατος τριών ειδών 
το οποίο αποτελείται από δύο θηρευτές που ανταγωνίζονται για ένα κοινό θήραµα. 
Ας θεωρήσουµε ένα µοντέλο Rosenzweig – MacArthur τριών ειδών: 

( ) ( ) ( )1 1 2 2x xf x xy x xy xϕ ϕ′ = − − , 

( )( )1 1 1 1 1y y c x x eϕ′ = − , 

( )( )2 2 2 2 2y y c x x eϕ′ = − , 

όπου x  είναι ο πληθυσµός του θηράµατος και 1y , 2y  οι πληθυσµοί των θηρευτών 

του. Για να έχουµε συνύπαρξη στο σύστηµα των τριών ειδών πρέπει να έχουµε 
συνύπαρξη στα δύο υποσυστήµατα δύο ειδών x  - 1y  (απουσία του 2y ) και x  - 

2y (απουσία του 1y ). Το σύστηµα x  - 1y  µοντελοποιείται ως εξής: 

( ) ( ) ( )( ){ }1 1 1 1 1 1 1,x xf x xy x y y c x x eϕ ϕ′ ′= − = − . 

Για να συνυπάρξουν τα δύο είδη πρέπει για το σηµείο ισορροπίας να ισχύει 1x J= , 

( )1 1 1 1 1c J J eϕ = , και ( ) ( )1 1 1 1/y f J Jϕ=  όπου 1J  είναι ο ελάχιστος πληθυσµός του x  

που επιτρέπει στο 1y  να επιβιώσει. Τότε, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι το είδος 2y  

εισβάλλει στο σύστηµα και µπορεί να επιβιώσει µόνο αν ( )2 1 2 1 2c J J eϕ > .  
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Όµοια για το µοντέλο x  - 2y  έχουµε: 

( ) ( ) ( )( ){ }2 2 2 2 2 2 2,x xf x xy x y y c x x eϕ ϕ′ ′= − = −  που για να συνυπάρξουν στο 

σηµείο ισορροπίας πρέπει να ισχύει 2x J=  , ( )2 2 2 2 2c J J eϕ =  και 

( ) ( )2 2 2 2/y f J Jϕ=  όπου 2J  είναι ο ελάχιστος πληθυσµός του x  που επιτρέπει στο 

2y  να επιβιώσει. Τότε µπορούµε να θεωρήσουµε αντιστοίχως µε πριν ότι το είδος 1y  

εισβάλλει στο σύστηµα και µπορεί να επιβιώσει µόνο εφόσον ( )1 2 1 2 1c J J eϕ > .  Λόγω 

του ότι η λειτουργική ανταπόκριση του θηρευτή είναι συνάρτηση αύξουσα, από τις 
παραπάνω σχέσεις προκύπτει ότι 2 1J J>  και 1 2J J>  πράγµα αδύνατο. Άρα 

καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι δεν µπορούν και τα δύο είδη θηρευτές να 
συνυπάρξουν και να επιβιώσουν. 
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Κεφάλαιο 3ο Αποκοπή τµήµατος πληθυσµού (harvesting) 
 
Πηγές µας στο κεφάλαιο αυτό είναι το σύγγραµµα [1], [5], [15], [16]. 
Τα σχήµατα του κεφαλαίου προέρχονται από το [1]. 
 
3.1 ∆ύο λόγια για την αποκοπή τµήµατος πληθυσµού (harvesting) 
 
Στο κεφάλαιο αυτό θα µελετήσουµε τις επιπτώσεις που  έχει αυτή η µέθοδος  στους 
πληθυσµούς διαφόρων ειδών είτε αυτά βρίσκονται σε ανταγωνισµό είτε πρόκειται για 
θηρευτή και θήραµα. Έστω ότι ένας πληθυσµός περιγράφεται από την εξίσωση 

( )x f x′ =  και υπόκειται σε αποκοπή ενός µέρους του ( )h t , τότε η νέα εξίσωση που 

θα περιγράφει αυτό τον πληθυσµό θα είναι: ( ) ( )x f x h t′ = − . Οι λόγοι για τους 

οποίους γίνεται αυτή η αποκοπή ποικίλουν. Σε ένα πυκνό δάσος µε έλατα για 
παράδειγµα θα ήταν ίσως σκόπιµο κάτω από συγκεκριµένες συνθήκες να κοπούν 
µερικά από τα νέα δεντράκια που µόλις φύτρωσαν έτσι ώστε να δοθεί χώρος στα 
υπόλοιπα για να µπορέσουν να έχουν πρόσβαση στον ήλιο, στα θρεπτικά συστατικά 
του εδάφους κ.τ.λ. και να αναπτυχθούν. Ένα άλλο παράδειγµα θα µπορούσε να είναι 
η αφαίρεση (αλίευση) ενός αριθµού ψαριών από ένα είδος µέσα σε  µια τεχνητή 
λίµνη  αν αυτό το είδος είναι υπεράριθµο και δεν επιτρέπει στα υπόλοιπα είδη να 
επιβιώσουν. Υπάρχουν δύο µέθοδοι αποκοπής: 

• Η αποκοπή σταθερής απόδοσης (constant yield harvesting) ή σταθερού 
ρυθµού. Σε αυτή, το ρόλο της συνάρτησης ( )h t  παίζει µια σταθερά H και η 

συνάρτηση παίρνει τη µορφή ( )x f x H′ = − . Αυτός ο τρόπος 

χρησιµοποιείται όταν ο αριθµός αποκοπής είναι γνωστός εκ των προτέρων. 
Για παράδειγµα σε κάθε κυνηγετική περίοδο, κάθε κυνηγός έχει δικαίωµα να 
σκοτώσει ένα συγκεκριµένο αριθµό ελαφιών. 

• Η αποκοπή συναρτήσει του πληθυσµού (constant effort harvesting). Σε αυτή, 
το ρόλο του ( )h t  παίζει µία συνάρτηση ( )Ex t   που εξαρτάται από το µέγεθος 

του εκάστοτε πληθυσµού. Έτσι η εξίσωση γίνεται: ( )x f x Ex′ = − . Αυτός ο 

τρόπος χρησιµοποιείται όταν θέλουµε να δείξουµε την αναλογία ανάµεσα 
στην προσπάθεια (effort) που απαιτείται από ένα θηρευτή για να πιάσει το 
θήραµά του και στον υπάρχοντα πληθυσµό του θηράµατος. Για παράδειγµα οι 
ψαράδες πρέπει να καταβάλουν πολλή µεγαλύτερη προσπάθεια για να 
ψαρέψουν ένα συγκεκριµένο είδος ψαριού αν αυτό το είδος αριθµεί λίγα µέλη. 

 
 3.2 Αποκοπή τµήµατος πληθυσµού για δύο είδη σε ανταγωνισµό 
 
Σε αυτή τη παράγραφο θα µελετήσουµε την αποκοπή τµήµατος πληθυσµού του ενός 
είδους, για ένα σύστηµα δύο ειδών τα οποία βρίσκονται σε ανταγωνισµό. Η αποκοπή 
µπορεί να είναι σταθερής απόδοσης ή συναρτήσει του πληθυσµού. Θα δούµε πρώτα 
την αποκοπή συναρτήσει του πληθυσµού.  Το µοντέλο είναι το ακόλουθο (για 
γραµµικό ρυθµό ανάπτυξης): 

( )x x ax by Exλ′ = − − − , 

( )y y cx dyµ′ = − − , 
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όπου ο όρος Ex−  αναπαριστά αυτή ακριβώς την αφαίρεση ενός αριθµού ατόµων από 
το συνολικό πληθυσµό του είδους x  ενώ επίσης φαίνεται ότι αυτή η αφαίρεση δεν 
είναι ένας αυθαίρετος αριθµός αλλά εξαρτάται από το µέγεθος του πληθυσµού (το 
µοντέλο είναι το ίδιο µε αυτό χωρίς αποκοπή, αν στη θέση του λ θεωρήσουµε το  

Eλ − ). ∆ύο σηµεία ισορροπίας είναι το ( )( ),0 ,0
E

K E
a

λ − =  
 

 και το 

( )0, 0,M
d

µ =  
 

.  Στην παράγραφο 2.5 είχαµε διακρίνει τέσσερεις περιπτώσεις για το 

σηµείο ισορροπίας ( ),x y∞ ∞  όπου είτε επιβίωνε µόνο το ένα είδος είτε είχαµε 

συνύπαρξη. Αποδεικνύεται ότι µε τη χρήση της µεθόδου αποκοπής πληθυσµού αυτές 
οι περιπτώσεις µπορούν να µεταβληθούν. Έτσι, η περίπτωση της συνύπαρξης των 
δύο ειδών µπορεί να µεταβληθεί σε εξαφάνιση του είδους x , η περίπτωση επιβίωσης 
του ενός είδους µπορεί να µεταβληθεί επίσης σε εξαφάνιση του είδους x   , και τέλος, 
η περίπτωση εξαφάνισης του είδους y  µπορεί να µεταβληθεί σε συνύπαρξη των δύο 
ειδών ή σε επιβίωση του ενός είδους και στη συνέχεια σε εξαφάνιση του είδους x . 
Ανάλογα συµπεράσµατα ισχύουν και αν ο ρυθµός ανάπτυξης δεν είναι γραµµικός.  
     Ας δούµε τώρα την περίπτωση της αποκοπής σταθερής απόδοσης. Το µοντέλο 
είναι το ακόλουθο: 

( )x x ax by Hλ′ = − − − , 

( )y y cx dyµ′ = − − , 

όπου αυτή τη φορά ο όρος H−  αναπαριστά την αφαίρεση ενός αριθµού ατόµων από 
το συνολικό πληθυσµό του είδους x . Εδώ φαίνεται ότι αυτή η αφαίρεση είναι 
στατική δηλαδή ο αριθµός των ατόµων που θα αποκοπούν δεν εξαρτάται από τον 
εκάστοτε πληθυσµό. Σε αυτή την περίπτωση όµως, η γραφική παράσταση της 0x′ =  
δεν είναι ευθεία γραµµή αλλά παραβολή που έχει ασύµπτωτες τις 0x =  και 
ax by λ+ = . Παρατηρούµε ότι όσο το H αυξάνεται, τόσο η 0x′ =  αποµακρύνεται 
από τις ασύµπτωτες (σχήµα 11).  
 

 
Σχήµα 11 

 
Παράδειγµα 1 
Να ερευνηθεί πως αντιδρά το παρακάτω σύστηµα σε αποκοπή τµήµατος πληθυσµού 
συναρτήσει του πληθυσµού x : 

( )100 4x x x y′ = − − , 

( )60y y x y′ = − − . 
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Το σύστηµα αυτό έχει χρησιµοποιηθεί ξανά στο παράδειγµα 3 του κεφαλαίου 2. Από 
εκεί έχουµε ότι το σηµείο ισορροπίας του µη αποκοµµένου συστήµατος είναι το 

( )20,20 , το οποίο εκφράζει συνύπαρξη των δύο ειδών. Χρησιµοποιώντας τώρα την 

παραπάνω µέθοδο αποκοπής προκύπτει το σύστηµα: 

( )100 4x x x y Ex′ = − − − , 

( )60 2y y x y′ = − − , 

του οποίου το σηµείο ισορροπίας δίνεται από τις εξισώσεις: 4 100x y E+ = −  , 

2 60x y+ =  και είναι το 
2

20 ,20
7 7

E E − + 
 

. Παρατηρούµε ότι για 70E =  το σηµείο 

ισορροπίας είναι το ( )0,30  από το οποίο φαίνεται καθαρά ότι το είδος x  

εξαφανίστηκε. ∆ηλαδή η αποκοπή τµήµατος πληθυσµού οδήγησε στην εξάλειψη του 
είδους στο οποίο έγινε η αποκοπή και βοήθησε το άλλο είδος να επικρατήσει.  
 
Παράδειγµα 2 
Να µελετηθεί πως αντιδρά το σύστηµα του προηγούµενου παραδείγµατος σε 
αποκοπή σταθερής απόδοσης του είδους x . 
Όπως και πριν το σηµείο ισορροπίας του αρχικού συστήµατος είναι το ( )20,20  και τα 

είδη συνυπάρχουν. Το αποκοµµένο σύστηµα θα έχει την παρακάτω µορφή: 

( )100 4x x x y H′ = − − − , 

( )60 2y y x y′ = − − , 

όπου το σηµείο ισορροπίας δίνεται από τις εξισώσεις ( )100 4x x y H− − = , 

2 60x y+ = . Με επίλυση της δεύτερης ως προς x  έχουµε 60 2x y= −  και µε 
αντικατάσταση στην πρώτη, µετά από πράξεις προκύπτει η δευτεροβάθµια εξίσωση 

2 50 600 0
14

H
y y

 − + + = 
 

. Η διακρίνουσά της είναι 
2

100
7

H
∆ = − . Και αν 

0 350H∆ > ⇔ <  τότε η εξίσωση έχει δύο λύσεις: 1,2 25 25 /14y H= ± − . Για 

0H =  έχουµε δύο σηµεία ισορροπίας, το ( )20,20  και το ( )0,30 . Καθώς το H  θα 

αυξάνεται, τα σηµεία ισορροπίας θα κινούνται πάνω στην ευθεία 2 60x y+ =  µέχρι 
που θα γίνουν ένα για  350H =  ( 0∆ = ). 
 
3.3 Αποκοπή τµήµατος πληθυσµού για συστήµατα θηρευτή – 
θηράµατος  
 
Σε αυτό το κεφάλαιο θα µελετήσουµε την αποκοπή τµήµατος πληθυσµού των 
θηρευτών. Είναι δυνατόν όµως να γίνει και µελέτη αυτού του συστήµατος για 
αποκοπή τµήµατος του θηράµατος έτσι ώστε να µελετηθούν οι επιπτώσεις αυτής της 
αποκοπής στους θηρευτές. Για το µοντέλο Rosenzweig – MacArthur η αποκοπή 
συναρτήσει του πληθυσµού µοντελοποιείται ως εξής: 

( ) ( )x xf x xy xϕ′ = − , 

( )( )y y cx x e Eyϕ′ = − − , 

ενώ για το γενικότερο µοντέλο Kolmogorov είναι: 
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( ),x xf x y′ = , 

( )y yg x Ey′ = − , 

όπου θεωρήσαµε ότι ο κατά κεφαλήν ρυθµός ανάπτυξης των θηρευτών δεν εξαρτάται 
από τον πληθυσµό τους αλλά µόνο από τον πληθυσµό των θηραµάτων. Για δοσµένο 
µοντέλο, το E  που µεγιστοποιεί την απόδοση δίνεται αν λύσουµε την εξίσωση 

( ) 0
dyd

Ey E y
dE dE

∞
∞ ∞= + =  και υπολογίσουµε για αυτό το E  την ποσότητα ( )Ey E∞ . 

Όπως φαίνεται από το σχήµα 12, το αποτέλεσµα της αποκοπής είναι το εξής: η 
καµπύλη 0x′ =  τεµνόταν µε την ευθεία 0y′ =  σε ένα σηµείο ( ),x y∞ ∞  πριν το 

µέγιστο της 0x′ =  στο µη αποκοµµένο µοντέλο, µε αποτέλεσµα αυτό το σηµείο 
ισορροπίας να είναι ασταθές. Στο αποκοµµένο όµως µοντέλο, το νέο σηµείο 

ισορροπίας ( ) ( )( ),x E y E∞ ∞  τέµνει τη 0x′ =  µετά το µέγιστό της µε αποτέλεσµα 

αυτό το σηµείο να γίνεται ευσταθές.  
 

 
Σχήµα 12 

 
Αν τώρα θεωρήσουµε αποκοπή σταθερής απόδοσης για το µοντέλο Rosenzweig – 
MacArthur θα έχουµε: 

( ) ( )x xf x xy xϕ′ = − , 

( )( )y y cx x e Hϕ′ = − − , 

ενώ για το µοντέλο Kolmogorov έχουµε: 

( ),x xf x y′ = , 

 ( )y yg x H′ = − . 

Έτσι έχουµε δύο καµπύλες, όπως φαίνεται και στο σχήµα 13. Την ( ), 0f x y =  και 

την ( )( )y cx x e Hϕ − = που τέµνονται σε δύο σηµεία ισορροπίας ( ) ( )( ),x H y H∞ ∞ . 

Καθώς όµως το H  αυξάνει, τα δύο αυτά σηµεία πλησιάζουν και τελικά γίνονται ένα. 
Αυτή είναι η στιγµή που οι δύο καµπύλες εφάπτονται και τότε έχουµε τη µεγαλύτερη 
τιµή που µπορεί να πάρει το H  και είναι 

( )
( )max

, 0
max ,

f x y
H yg x y

=
= . Από αυτό το 

σηµείο και έπειτα, αν το H  µεγαλώσει κι άλλο δεν θα υπάρχουν σηµεία ισορροπίας 
στο πρώτο τεταρτηµόριο και αυτό συνεπάγεται εξαφάνιση του θηρευτή.  
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Σχήµα 13 

 
Αποδεικνύεται ότι όλες οι λύσεις είναι φραγµένες. Έτσι, κάθε λύση είτε τείνει στο 
σηµείο ισορροπίας, είτε τείνει σε ένα οριακό κύκλο είτε τέλος πλησιάζει τον άξονα 
xx′  σε πεπερασµένο χρόνο. Αν συµβεί βέβαια το τελευταίο καταλαβαίνουµε ότι το 
σύστηµα έχει καταρρεύσει. Για να µελετήσουµε την ευστάθεια του σηµείου 
ισορροπίας φτιάχνουµε τον πίνακα συντελεστών του συστήµατος: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

, ,

, , ,
x y

x y

x f x y x f x y
A

y g x y g x y y g x y
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

 
=   + 

. Αν det 0A<  τότε το ( ),x y∞ ∞  

είναι σηµείο σάγµατος  ενώ αν det 0A >  τότε το ( ),x y∞ ∞  είναι είτε κόµβος είτε 

σπειροειδές σηµείο το οποίο αν 0trA >  είναι ασταθές ενώ αν 0trA <  είναι 
ασυµπτωτικά ευσταθές. 
     Κατά τη µελέτη του συστήµατος εµφανίζονται οι εξής δύο περιπτώσεις: α) «καλή 
περίπτωση»: σε αυτή αποδεικνύεται ότι υπάρχει µία φραγµένη περιοχή συνύπαρξης 
των δύο ειδών και όλες οι τροχιές που ξεκινούν µέσα σε αυτή, καταλήγουν είτε στο 

σηµείο ισορροπίας ( ) ( )( ),x H y H∞ ∞  είτε σε ένα οριακό κύκλο γύρω από αυτό και  β) 

«κακή περίπτωση»: σε αυτή αποδεικνύεται ότι είτε δεν υπάρχει καθόλου περιοχή 
συνύπαρξης των δύο ειδών είτε υπάρχει µία ασταθής περιοδική τροχιά γύρω από το 
ασυµπτωτικά ευσταθές σηµείο ισορροπίας. Καθώς το H  αυξάνεται είναι πιθανό να 
περάσουµε από την καλή στην κακή περίπτωση. Για 0H =  δεν υπάρχει αποκοπή και 
το σύστηµα πρέπει να βρίσκεται στην καλή περίπτωση. Τέλος, για H  κοντά στο cH  

(το οποίο θα επεξηγήσουµε αµέσως µετά) πρέπει να αποφασίσουµε αν το σύστηµα 
βρίσκεται στην καλή ή την κακή περίπτωση και σε αυτό µας βοηθάει το επόµενο 
θεώρηµα. 
 
Θεώρηµα 3.3.1 
Έστω ότι ( ) ( )( ), 0c ctrA x H y H∞ ∞ ≠ . Τότε για cH H<  αλλά H  αρκετά κοντά στο 

cH  το σύστηµα είναι στην καλή περίπτωση αν ( ) ( )( ),c cx H y H∞ ∞  είναι 

ασυµπτωτικά ευσταθές, δηλαδή αν ( ) ( )( ), 0c ctrA x H y H∞ ∞ <  ενώ είναι στην κακή 

περίπτωση αν ( ) ( )( ),c cx H y H∞ ∞  ασταθές, δηλαδή αν  ( ) ( )( ), 0c ctrA x H y H∞ ∞ > . 

 
Είδαµε λοιπόν εδώ ότι η τιµή cH  είναι η µέγιστη που µπορεί να δοθεί στο H  έτσι 

ώστε να έχουµε συνύπαρξη των δύο ειδών. Είδαµε όµως ακόµη ότι πολλές φορές, 
όταν βρισκόµαστε στην κακή περίπτωση τιµές µικρότερες του cH  οδηγούν το 
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σύστηµα σε κατάρρευση. Έτσι, µπορούµε να πούµε ότι στην πραγµατικότητα υπάρχει 
µία τιµή *

cH H<  για την οποία µπορούνε να εγγυηθούµε ότι πάντα υπάρχει 

συνύπαρξη των δύο ειδών όταν διαλέξουµε *H H< .  
 
3.4 ∆ιακοπτόµενη αποκοπή τµήµατος πληθυσµού 
 
Μία διαφορετική µέθοδος αποκοπής τµήµατος πληθυσµού για το µοντέλο θηρευτής – 
θήραµα είναι αυτή που θα µελετήσουµε σε αυτή την παράγραφο και ονοµάζεται 
ασυνεχής ή διακοπτόµενη αποκοπή τµήµατος πληθυσµού (intermittent harvesting). Σε 
αυτή, το ποσοστό της αποκοπής εξαρτάται από τον χρόνο και το µαθηµατικό µοντέλο 
είναι το εξής: 

( ),x xf x y′ = , 

( ) ( ),y yg x y u t′ = − , 

όπου υποθέτουµε ότι ( )0 u t H≤ ≤ . Σκοπός µας είναι να διαλέξουµε το κατάλληλο 

( )u t  έτσι ώστε να µεγιστοποιήσουµε σε µακροχρόνιο επίπεδο τη µέση «σοδειά» 

(yield)  που θα προκύψει από την αποκοπή και έχει τύπο ( )
0

1
lim

t

t
Y u d

t
τ τ

→∞
= ∫ . Πρέπει 

όµως το ( )u t  που θα επιλέξουµε να είναι τέτοιο ώστε το σύστηµα να µην 

καταρρεύσει, έτσι, θα πρέπει ( ) 0x t >  , ( ) 0y t >  , για 0 t≤ < ∞ . Το παραπάνω 

πρόβληµα έτσι όπως παρουσιάζεται είναι ένα πρόβληµα βέλτιστου ελέγχου µε 
αντικειµενική συνάρτηση ( )Y u . Για να είναι πιο κατανοητή η µελέτη µας, δίνονται 

οι παρακάτω ορισµοί: 
 
Ορισµός 3.4.1 
 Έστω ένα σύστηµα διαφορικών εξισώσεων: 

( ),x f x u′ =  (1), 

µε nx∈ℝ , pu∈ℝ  µία παράµετρος ελέγχου και f  µια συνεχής συνάρτηση, συνεχώς 
διαφορίσιµη ως προς x . Έστω επίσης ένα σύνολο U  αποδεκτών τιµών της 
παραµέτρου ελέγχου u  στο χώρο pℝ , δύο σηµεία 0 1, nx x ∈ℝ  και ένας δοσµένος 

αρχικός χρόνος 0t . Το παραπάνω πρόβληµα ονοµάζεται πρόβληµα βέλτιστου ελέγχου 

ή βελτιστοποίησης.  
 
Ορισµός 3.4.2 
Κάθε συνάρτηση ( )u t , 0 1t t t≤ ≤  µε τιµές στο U  ονοµάζεται αποδεκτός έλεγχος. Ο 

αποδεκτός έλεγχος αντιστοιχίζει τιµές από το 0x  στο 1x  όταν η αντίστοιχη λύση του 
συστήµατος (1) ικανοποιεί την αρχική συνθήκη ( ) [ ]0

0 0 1, ,x t x t t t= ∀ ∈  και επίσης 

ισχύει ότι ( ) 1
1x t x= . 
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Ορισµός 3.4.3 
Από όλους του αποδεκτούς ελέγχους ζητείται ο βέλτιστος έλεγχος ( )*u t  τέτοιος ώστε 

η συνάρτηση: 

( ) ( )( )1

0

0 ,
t

t
J f x t u t dt= ∫  (2), 

µε ( )x t  να είναι λύση του (1), αρχική συνθήκη ( ) 0
0x t x= και ( ) 1

1x t x= , να γίνεται 

ελάχιστη. 
 
Το πρόβληµα έγγυται στο να βρούµε ένα ζευγάρι ( )*u t , ( )*x t  του (1). Έστω 

( ) ( )( ), , , ,H x u f x uψ ψ=  η χαµιλτονιανή των µεταβλητών , ,x uψ  όπου  

( )1 1
0 , nψ ψ ψ += ∈ℝ , 1

0ψ ∈ℝ , 1
nψ ∈ℝ , ( )0 ,f f f= . Στην ( ), ,H x uψ  αντιστοιχεί 

ένα σύστηµα : 
dx H

dt ψ
∂

=
∂

,  
H

t x

ψ∂ ∂
= −

∂ ∂
 (3). 

 Έστω τέλος ( ) ( ){ }, sup , , :M x H x u u Uψ ψ= ∈ . 

 
Πρόταση 3.4.1 
Η αρχή της βελτιστοποίησης του Pontryagin είναι η ακόλουθη: Αν ( )*u t , ( )*x t , 

[ ]0 1,t t t∈  είναι λύση του προβλήµατος βελτιστοποίησης (1) και (2) ( 0 1x x→ ,u U∈ ) 

τότε υπάρχει µια συνεχής µη µηδενική συνάρτηση ( )tψ  τέτοια ώστε ( )tψ , ( )*x t , 

( )*u t  να ικανοποιούν το (3) στο [ ]0 1,t t . Έτσι, για σχεδόν όλα τα [ ]0 1,t t t∈  η 

( ) ( ) ( )( )* *, ,H t x t u tψ  φτάνει το µέγιστό της, δηλαδή:  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )* * * *, , , ,H t x t u t M t x t u tψ ψ=   (4). 

 Επίσης, στο 1t  ( ) ( )( )1 1, 0M t x tψ = , ( )0 1 0tψ ≤ . 

 
Ορισµός 3.4.4 
Στη θεωρία ελέγχου, ο έλεγχος bang – bang ή έλεγχος υστέρησης είναι ένας έλεγχος 
ανάδρασης που αλλάζει απότοµα ανάµεσα σε δύο καταστάσεις. Ένα τέτοιο 
παράδειγµα προσφέρει η συνάρτηση Heaviside. 
 
Ας επιστρέψουµε τώρα στη διακοπτόµενη αποκοπή πληθυσµού. Από την  αρχή της 
βελτιστοποίησης του Pontryagin προκύπτει ότι το πρόβληµά µας είναι πρόβληµα  
ελέγχου bang – bang που παίρνει τιµές  0u =  και u H= . Αν ο βέλτιστος έλεγχος 
κάνει πεπερασµένο αριθµό εναλλαγών ανάµεσα στις καταστάσεις 0u =  και u H=  
τότε θα πρέπει u H=  για όλα τα t  που είναι αρκετά µεγάλα και αυτό µε τη σειρά του 
δείχνει ότι Y H= . ∆ηλαδή, µπορούµε να επιτύχουµε ένα επίπεδο «σοδειάς»  H  για 
κάθε cH H≤ . Αν τώρα γίνονται άπειρες εναλλαγές ανάµεσα στις δύο τιµές τότε θα 

ήταν καλό για τη µελέτη µας να ορίσουµε τα σηµεία στα οποία γίνονται αυτές οι 
αλλαγές. Μία απλή µέθοδος είναι να ορίσουµε άνω και κάτω όριο Uy  και Ly  

αντίστοιχα για τον πληθυσµό των θηρευτών. Η διαδικασία είναι η εξής: για 0t =  
ξεκινάµε µε Ly y=  και 0u = . Αλλάζουµε από 0u =  σε u H= κάθε φορά που 



 41 

Uy y>  ενώ αλλάζουµε από u H=  σε 0u = κάθε φορά που Ly y< . Από αριθµητικές 

µεθόδους προκύπτει ότι πάντα έχουµε τη δυνατότητα να επιλέξουµε τις παραµέτρους 
H , Uy , Ly  τέτοιες ώστε cY H≈ . Ακόµη και στην περίπτωση που το cH  είναι 

ασταθές η τροχιά τείνει να είναι περιοδική και έτσι έχουµε δύο εναλλαγές ανά κύκλο 
(σχήµα 14). 
 

 
Σχήµα 14 

 
Αν δεν έχουµε πρόβληµα περιορισµού του ( )u t τότε χρησιµοποιούµε την ακαριαία 

αποκοπή πληθυσµού (instantaneous harvest). Σε αυτό το µοντέλο χρησιµοποιούµε το 
µη αποκοµµένο σύστηµα  µαζί µε τις τιµές Uy  και Ly  ορισµένες όπως και πριν. Όταν 

( ) Uy t y=  αφαιρούµε U Ly y−  θηρευτές έτσι ώστε να έχουµε και πάλι ( ) Ly t y=  και 

το σύστηµα ξαναρχίζει από την ίδια τιµή του x . Για την ακαριαία αποκοπή ισχύει το 
παρακάτω θεώρηµα: 
 
Θεώρηµα 3.4.1 
Έστω Ly αρκετά µικρό έτσι ώστε η γραµµή Ly y=  και η καµπύλη ( ), 0f x y =  να 

τέµνονται. Αν U Ly y>  αλλά Uy  αρκετά κοντά στο Ly τότε η διαδικασία της 

ακαριαίας αποκοπής τµήµατος πληθυσµού συγκλίνει σε µία περιοδική τροχιά η οποία 
αποτελείται από τη λύση του συστήµατος ( ),x xf x y′ =  και ( ),y yg x y′ =  από το 

σηµείο ( )0 , Lx y  έως το ( )0 , Ux y  και ένα κάθετο ευθύγραµµο τµήµα από το  ( )0 , Ux y  

έως το ( )0 , Lx y .  

 
3.5 Η οικονοµική όψη της αποκοπής τµήµατος πληθυσµού 
 
     Η ενσωµάτωση των οικονοµικών στον κλάδο των µαθηµατικών που ασχολείται µε 
την αποκοπή τµήµατος πληθυσµού οδήγησε στη δηµιουργία ενός νέου αντικειµένου: 
της βιοοικονοµίας. Η αλιεία είναι από τους τοµείς που βρίσκει µεγάλη εφαρµογή η 
βιοοικονοµία µε σκοπό τη βελτιστοποίηση του κέρδους από τη µία αλλά και τη µη 
εξάλειψη του πληθυσµού που αλιεύεται από την άλλη.  Ας θεωρήσουµε λοιπόν ένα 
παράδειγµα αλιείας όπου όλοι έχουν απεριόριστη πρόσβαση και όπου η 
εκµετάλλευση του θαλλάσιου πλούτου δεν υπόκειται σε κανένα έλεγχο. Εδώ πρέπει 
να τονίσουµε ότι το παράδειγµα αυτό δεν είναι απόλυτα ρεαλιστικό διότι αν και οι 
ψαράδες από µόνοι τους πολλές φορές κάνουν κατάχρηση του πλούτου, η µεγάλη 
εκµετάλλευση έχει οδηγήσει  τις αρχές στο να επιβάλλουν κανόνες σε πολλές 
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περιπτώσεις. Έστω y  ο πληθυσµός των ψαριών ο οποίος περιγράφεται από µία 
πρώτης τάξεως διαφορική εξίσωση και υφίσταται αποκοπή τµήµατός του 
(συναρτήσει του πληθυσµού): ( )y F y Ey′ = − . Η «σοδειά» ή το ποσό των ψαριών 

που αλιεύονται στη µονάδα του χρόνου είναι ( )Y E Ey=  ενώ ένα σηµείο ισορροπίας 

που έχει άµεση σχέση µε την «προσπάθεια» E  που καταβάλλεται είναι το 

( )y y E∞ ∞=  και δίνεται από τη σχέση ( )F y Ey∞ ∞=  για ( )*0 0E E F′≤ ≤ = . 

 
Ορισµός 3.5.1 
Το γράφηµα «σοδειάς» - «προσπάθειας» (yield - effort)αποτελείται από την καµπύλη 
της «σοδειάς» και την ευθεία y Ex= . Σε περίπτωση αµοιβής ή αποζηµίωσης 
(compensation) η καµπύλη της  «σοδειάς» αυξάνεται όσο αυξάνεται η «προσπάθεια» 
και φτάνει σε ένα µέγιστο σηµείο που ονοµάζεται µέγιστη επιτρεπόµενη σοδειά (ΜΕΣ) 
(maximun sustainable yield MSY) και ύστερα µειώνεται έως ότου να φτάσει το µηδέν 
για ( )0E f ′= . 

 
Παράδειγµα 3 
Έστω ότι ο πληθυσµός των ψαριών περιγράφεται από τη λογιστική εξίσωση 

( ) 1
y

F y ry
K

 = − 
 

 όπου K  η φέρουσα ικανότητα. Θέλουµε να µελετήσουµε την 

ΜΕΣ. Από τα παραπάνω, έχουµε:  

( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )1 1
y E E

F y E Ey E ry E Ey E y E K
K r

∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

   = ⇔ − = ⇔ = −       
. 

Έτσι, ( ) ( ) 1
E

Y E Ey E KE
r∞

 = = − 
 

 και τελικά η ΜΕΣ επιτυγχάνεται λύνοντας την 

εξίσωση 0
dY

dE
=  απ’ όπου προκύπτει ότι 

2

r
EΜΕΣ = , ( )

2

K
y EΜΕΣ =  και 

( )
4

rK
Y EΜΕΣ = . 

 
Για να έχουµε µία πλήρη οικονοµική άποψη για τη µελέτη µας πρέπει να 
ενσωµατώσουµε και το εισόδηµα που κερδίζει κάποιος από την αλιεία. Ένας 
απλουστευµένος τρόπος είναι ο ακόλουθος: έστω C  το κόστος από την αλιεία το 
οποίο θεωρούµε ανάλογο της καταβαλλόµενης προσπάθειας, δηλαδή C cE=  και 
έστω R  τα έσοδα από την πώληση των ψαριών τα οποία είναι πολλαπλάσια της 
αλιευµένης ποσότητας, δηλαδή ( )R pY E= . Θεωρούµε ακόµη ότι η τιµή πώλησης 

των ψαριών δεν εξαρτάται από την διαθέσιµη ποσότητα. Τότε, η µέγιστη οικονοµική 
απόδοση υπολογίζεται από τον τύπο ( )R C pY E cE− = − . Μία βασική αρχή που 

ακολουθεί τη θεωρία µας είναι ότι στην ανοιχτής πρόσβασης αλιεία η προσπάθεια E  
τείνει να προσεγγίσει το σηµείο ισορροπίας E∞  που ονοµάζεται βιοοικονοµικό 

σηµείο ισορροπίας και στο οποίο η µέγιστη οικονοµική απόδοση είναι µηδέν,  
δηλαδή R C= . Στην περίπτωση που E E R C∞> ⇔ <  οι ψαράδες χάνουν χρήµατα, 

άρα φεύγουν από την αγορά µε αποτέλεσµα η συνολική προσπάθεια E  να µειώνεται. 
Από την άλλη, αν E E R C∞< ⇔ >  τότε η αλιεία είναι επικερδής και το γεγονός 

αυτό ενθαρρύνει και άλλους να εισέλθουν στο επάγγελµα, µε αποτέλεσµα η συνολική 
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προσπάθεια E  να αυξάνεται. Έτσι πάντα υπάρχει η τάση E E∞→ .  Μία βέβαια 

παράµετρος που δε µελετήσαµε αφού είπαµε ότι θα θεωρήσουµε κάποιες 
απλουστεύσεις στο παράδειγµά µας είναι το κατά πόσο συµφέρει κάποιον να αφήσει 
το τρέχον επάγγελµά του για να γίνει ψαράς. Αυτό είναι το λεγόµενο κόστος 
ευκαιρίας και µας δείχνει ότι κάποιος θα κάνει αυτή την κίνηση µόνο όταν το τρέχον 
επάγγελµά του έχει λιγότερα έσοδα απ’ ότι το επάγγελµα του ψαρά τη συγκεκριµένη 
περίοδο.  
 
Παράδειγµα 4 

Έστω το λογιστικό µοντέλο 
y

y ry l Ey
K

 ′ = − − 
 

 που περιγράφει ένα πληθυσµό 

ψαριών που υφίσταται αποκοπή τµήµατος του πληθυσµού του, όπου 

( )R pY E py E∞= =  και C cE= . Εύκολα βρίσκουµε ότι το σηµείο ισορροπίας είναι 

το 
E

y K l
r∞

 = − 
 

 άρα 
E

R pKE l
r

 = − 
 

. Τώρα µπορούµε να υπολογίσουµε το E∞  

από την εξίσωση 
E

pKE l cE
r

 − = 
 

 απ’ όπου έχουµε ότι 
c

E r l
pK∞

 
= − 

 
 και ο 

πληθυσµός που του αντιστοιχεί είναι: 
c

y
p∞ = .  
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Κεφάλαιο 4ο Συµβιωτικά συστήµατα τριών ειδών 
 
Πηγές µας σε αυτό το κεφάλαιο αποτελούν τα συγγράµµατα  [10], [11]. 
Τα σχήµατα του κεφαλαίου προέρχονται από το [10]. 
 
4.1 Εισαγωγή 
 
     Όπως ήδη αναφέραµε στο κεφάλαιο 2,  συµβίωση - συνύπαρξη δύο ειδών έχουµε 
όταν η παρουσία ενός είδους αυξάνει τον κατά κεφαλήν ρυθµό ανάπτυξης του άλλου 
είδους και µπορεί να παρουσιαστεί σε ένα σύστηµα ή µία περιοχή µε διάφορους 
τρόπους όπως π.χ. η αναγκαστική και η προαιρετική συµβίωση. Ωστόσο, τα µοντέλα 
συµβίωσης δύο ειδών µπορούν να περιγράψουν µόνο ένα µικρό ποσοστό από το ευρύ 
φάσµα περιπτώσεων συµβίωσης που µπορούµε να συναντήσουµε. Οι  John F. 
Addicott και H. I. Freedman παρουσίασαν δύο µοντέλα τριών ειδών τα οποία 
περιλαµβάνουν συµβίωση ανάµεσα σε δύο από αυτά. Το ένα µοντέλο περιλαµβάνει 
αλληλεπίδραση ανάµεσα σε ένα θηρευτή και ένα θήραµα (ας το ονοµάσουµε θήραµα 
συµβιωτή) και ένα τρίτο οργανισµό που συµβιώνει µε το θήραµα. Το δεύτερο 
µοντέλο περιλαµβάνει δύο είδη που βρίσκονται σε ανταγωνισµό και ένα τρίτο 
οργανισµό που συµβιώνει µε ένα από τους δύο είδη σε ανταγωνισµό (ας τον 
ονοµάσουµε ανταγωνιστή συµβιωτή). Επίσης παρουσίασαν τους περιορισµούς των 
συναρτήσεων των δύο µοντέλων οι οποίοι αφορούν α) τις συνθήκες για να είναι οι 
λύσεις που θα βρούµε πεπερασµένες β) τα σηµεία ισορροπίας και το αν είναι τοπικά 
ευσταθή και γ) τις συνθήκες για την ύπαρξη µικρού πλάτους περιοδικών λύσεων. Τα 
µοντέλα περιλαµβάνουν και τα κόστη συµβίωσης για το θήραµα συµβιωτή και τον 
ανταγωνιστή συµβιωτή αντίστοιχα. Όπως θα δούµε παρακάτω υπάρχουν ειδικές 
περιπτώσεις όπου η συµβίωση µπορεί να προκαλέσει την εξαφάνιση του θηρευτή ή 
και την αναστροφή των ανταγωνιστικών αποτελεσµάτων. 
 
4.2 Παραδείγµατα συµβίωσης  για περισσότερα από δύο είδη 
 
     Η συµβίωση των ειδών αποτελεί µέρος πολλών σηµαντικών διεργασιών και 
συστηµάτων όπως η αζωτοδέσµευση, η χλωρίδα και πανίδα µίας περιοχής, η 
ενδοσυµβιωτική φωτοσύνθεση, η γονιµοποίηση των φυτών µε γύρη και τα κυτταρικά 
όργανα. Υπάρχουν πολλά εντυπωσιακά παραδείγµατα αναγκαστικής συµβίωσης στις 
τροπικές περιοχές όπως είναι οι  ορχιδέες µε τις µέλισσες, ή τα µυρµήγκια µε τα φυτά 
αλλά υπάρχουν και παραδείγµατα διακεκοµµένης ή προαιρετικής συµβίωσης . Τα 
φαινόµενα συµβίωσης είναι επίσης πολύ συχνά και σηµαντικά σε κοινωνίες φυτών 
που βρίσκονται σε περιοχές µε υψηλό γεωγραφικό πλάτος  όπου υπάρχει συνεχώς 
κάλυψη από πάγους και το έδαφος είναι φτωχό σε θρεπτικά συστατικά.  
     Μία από τις δυσκολίες που αντιµετωπίζουµε στην κατανόηση της συµβίωσης των 
ειδών είναι η ύπαρξη πολλών διαφορετικών συµβιωτικών συστηµάτων και ο βαθµός 
αναγκαιότητας που υπάρχει µεταξύ δύο ειδών που συµβιώνουν. Το τελευταίο 
κρίνεται α) από τους µηχανισµούς µε τους οποίους το ένα είδος επωφελείται από το 
άλλο και β) από τον αριθµό των αλληλεπιδρώντων ειδών που απαιτείται έτσι ώστε να 
υπάρξει συµβίωση. Όµως οι τρόποι µε τους οποίους ένα είδος µπορεί να επωφεληθεί 
από ένα άλλο είναι τόσοι πολλοί όσοι και τα αντίστοιχα οικολογικά προβλήµατα που 
µελετάµε και συµπερασµατικά, τα συµβιωτικά συστήµατα είναι εξίσου πολλά. 
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     Συµβιωτικά οφέλη τα οποία βασίζονται σε άµεση µεταφορά θρεπτικών 
συστατικών από τον ένα οργανισµό στον άλλο απαιτούν την εµπλοκή µόνο δύο ειδών. 
Όµως οφέλη  εµφανίζονται και σε άλλες περιπτώσεις όπως στις µεταβολές στα 
συστήµατα θηρευτή – θηράµατος ή στα συστήµατα ανταγωνισµού και τότε 
απαιτούνται τουλάχιστον τρία είδη. Σε άλλες πάλι περιπτώσεις τα οφέλη κάνουν 
έµµεσα την εµφάνισή τους µέσα από την αλληλεπίδραση τεσσάρων ή περισσοτέρων 
ειδών. Τέλος, τα οφέλη µπορεί να εµφανίζονται στον οργανισµό – συµβιωτή µε 
παραπάνω από έναν τρόπους.  
      ∆εδοµένης της πολυπλοκότητας και τις διαφορετικότητας των συµβιωτικών 
συστηµάτων, µία απλή γενίκευση από ένα µοντέλο δύο ειδών σε ένα άλλο τριών ή 
περισσοτέρων ειδών θα ήταν άστοχη αφού τα αποτελέσµατα µπορεί να µην είναι 
αντιπροσωπευτικά της συµπεριφοράς των εµπλεκοµένων ειδών.  
     Παρακάτω θα µελετήσουµε τρόπους µε τους οποίους ο τρίτος οργανισµός που 
συµβιώνει µε ένα από τους άλλους δύο στο µοντέλο θηρευτής – θήραµα ή στο 
µοντέλο ανταγωνισµού µπορεί να τροποποιήσει τον ανταγωνισµό προς όφελος του 
θηράµατος ή προς όφελος του ενός από τους δύο ανταγωνιστές. Πιο συγκεκριµένα θα 
δούµε την περίπτωση όπου ο τρίτος οργανισµός αποτρέπει το κυνήγι του θηράµατος. 
Για παράδειγµα, τα µυρµήγκια αποτρέπουν τα φυτοφάγα ζώα από το να τραφούν µε 
συγκεκριµένα είδη φυτών, επίσης κάποια είδη από φύκια αποτρέπουν τους θηρευτές 
από το να τραφούν µε κάποια πρωτόζωα και τα µαλακόστρακα αποτρέπουν τους 
αστερίες από το να τραφούν µε κοράλλια.  
     Η συµβίωση που βασίζεται στην εναλλαγή των ανταγωνιστικών επιπτώσεων στα 
εµπλεκόµενα είδη είναι λιγότερο γνωστή πιθανόν λόγω της δυσκολίας στον 
εντοπισµό του ανταγωνισµού. Ωστόσο υπάρχουν πολλά παραδείγµατα που 
επιβεβαιώνουν την ύπαρξη αυτού του είδους συµβίωσης. Τα παρακάτω παραδείγµατα 
είναι ενδεικτικά: α) σύστηµα σκαθάρια – µικρόζωα – µύγες: τα µικρόζωα 
«ανακατεύονται» µε τις µύγες που ανταγωνίζονται µε τις κάµπιες των σκαθαριών για 
την εύρεση τροφής που έχουν κρύψει στο έδαφος τα σκαθάρια, β) σύστηµα που 
αποτελείται από πολλά είδη από ερηµίτες κάβουρες – υδρόζωα: όταν τα υδρόζωα 
βρίσκονται κοντά σε κοχύλια που έχουν καταληφθεί από ένα συγκεκριµένο είδος από 
ερηµίτες κάβουρες µειώνουν την πιθανότητα άλλα είδη από ερηµίτες κάβουρες να 
καταφέρουν να καταλάβουν τα κοχύλια, γ) σύστηµα µυρµήγκια – µύκητες – φύλλα: 
ένα είδος από µυρµήγκια  που τρέφεται µε φύλλα έχει τη δυνατότητα να αφαιρεί 
αποτελεσµατικά τους µύκητες που ζουν πάνω σε αυτά τα φύλλα.  
 
4.3 Ορισµός των µοντέλων 
 
     ∆ύο είναι τα µοντέλα συµβίωσης που θα µελετήσουµε και παρουσιάζουµε 
παρακάτω τις µεταβλητές που θα χρησιµοποιήσουµε. Το πρώτο είναι το µοντέλο του 
θηρευτή και περιλαµβάνει ένα θηρευτή ( y ) ένα θήραµα - συµβιωτή ( x ) και ένα τρίτο 
είδος που συµβιώνει µε το θήραµα ( u ) και το οποίο καταφέρνει να µειώσει τα 
ποσοστά θνησιµότητας του θηράµατος συµβιωτή λόγω του θηρευτή. Αυτό είναι ένα 
µοντέλο προαιρετικής συµβίωσης. Το δεύτερο, είναι το µοντέλο ανταγωνισµού και 
περιλαµβάνει ένα είδος ανταγωνιστή ( 2x ), ένα είδος ανταγωνιστή – συµβιωτή ( 1x ), 

και ένα τρίτο είδος που συµβιώνει µε τον ανταγωνιστή – συµβιωτή και καταφέρνει να 
µειώσει την επίδραση του 2x  στο 1x . Αυτό το µοντέλο µπορεί να είναι είτε 

προαιρετικής είτε αναγκαστικής συµβίωσης. Πρέπει εδώ να σηµειώσουµε ότι και τα 
δύο µοντέλα περιέχουν την υπόθεση ότι ο οργανισµός u  επίσης επωφελείται από  τη 
συµβίωσή του µε το θήραµα – συµβιωτή  ή τον ανταγωνιστή – συµβιωτή και ότι αυτό 
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επιτυγχάνεται µε κάποιο κόστος προς αυτούς τους οργανισµούς. Και στις δύο 
περιπτώσεις πρόκειται για συστήµατα αυτόνοµων διαφορικών εξισώσεων όπου 
έχουµε υποθέσει κατάλληλες συνθήκες για την ύπαρξη και τη µοναδικότητα του 
εκάστοτε προβλήµατος αρχικών τιµών. 
 

� Μοντέλο Θηρευτή – Θηράµατος συµβιωτή – Τρίτου είδους που 
συµβιώνει µε το θήραµα (Μοντέλο 1). 

 
Θεωρούµε το ακόλουθο σύστηµα διαφορικών εξισώσεων: 

( )
( ) ( )

( )

( )
( )
( )

, 1.α

, , 1.β

1.γ,

u uh u x

x axg u x yp u x

y y s cp u x

′ =
′ = − 


′  = − +   

 

µε συνεχείς διαδικασίες γεννήσεων και θανάτων, όπου x  είναι ο πληθυσµός του 
θηράµατος, y  ο πληθυσµός του θηρευτή και u  ο πληθυσµός του τρίτου είδους που 
συµβιώνει µε το x .  
     Ο ρυθµός ανάπτυξης για το τρίτο είδος u , δίνεται από την συνάρτηση ( ),h u x , για 

την οποία ισχύουν οι παρακάτω παραδοχές: 

(Α1)   ( ), 0
h

u x
u

∂
<

∂
, ( ), 0

h
u x

x

∂
>

∂
, ( )0, 0h x > , 0x ≥ , 0u ≥ .   

Η πρώτη από αυτές τις συνθήκες υποδηλώνει ότι ο ρυθµός ανάπτυξης του πληθυσµού 
u  εξαρτάται από την πυκνότητα του πληθυσµού και µειώνεται όσο ο πληθυσµός 
αυξάνεται. Η δεύτερη συνθήκη υποδηλώνει τα συµβιωτικά αποτελέσµατα του 
πληθυσµού - θηράµατος x  στο u . 

(Α2)   ( )L x∃  τ.ώ. ( )( ), 0h L x x =   , όπου :L + +→ℝ ℝ  και τ.ώ. 
( )

0
dL x

dx
≥ .  

Αυτή η συνθήκη υποδηλώνει την ύπαρξη µιας µονότονα αύξουσας, φέρουσας 
ικανότητας του πληθυσµού u  η οποία εξαρτάται από την πυκνότητα του πληθυσµού 
αυτού. 
     Η συνάρτηση ( ),g u x  παριστάνει το ρυθµό ανάπτυξης του θηράµατος x  µε 

απουσία του θηρευτή y  και έχουµε για αυτή τις παρακάτω παραδοχές: 

(Β1)   ( ),0 0g u > , ( ), 0
g

u x
x

∂
<

∂
, 0x ≥ , 0u ≥ .  

Η συνθήκη αυτή υποδηλώνει ότι σε απουσία του θηρευτή, ο ρυθµός ανάπτυξης του 
θηράµατος εξαρτάται από την πυκνότητα του πληθυσµού του, και µειώνεται όσο ο 

πληθυσµός του αυξάνεται. Αν ( ), 0
g

u x
u

∂
>

∂
τότε ακόµη και µε την απουσία του 

θηρευτή ο πληθυσµός u  συµβιώνει και πάλι µε τον πληθυσµό x . Αν όµως 

( ), 0
g

u x
u

∂
<

∂
 τότε υπάρχει κόστος στον x  από τη συµβίωσή του µε τον u  και ο 

µόνος τρόπος συµβίωσης των δύο πληθυσµών είναι η ύπαρξη του θηρευτή. Αν τέλος 

( ), 0
g

u x
u

∂
=

∂
 τότε η σχέση των u , x  µε απουσία του θηρευτή είναι παρασιτική. 

(Β2)   ( )K u∃  τ.ώ. ( )( ), 0g u K u =  όπου :K + +→ℝ ℝ .  

Η συνθήκη αυτή υποδηλώνει ότι υπάρχει µία φέρουσα ικανότητα  του θηράµατος µε 
απουσία του θηρευτή  η οποία εξαρτάται από την πυκνότητα του πληθυσµού και από 
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την οποία µπορούµε να συµπεράνουµε ότι ο πληθυσµός u  γίνεται µέρος του 
περιβάλλοντος του θηράµατος. 
     Η συνάρτηση ( ),p u x  είναι η λειτουργική ανταπόκριση του θηρευτή. 

Αναλυτικότερα, η συνάρτηση αυτή αντιπροσωπεύει την αλλαγή στον πληθυσµό του 
θηράµατος ανά θηρευτή στη µονάδα του χρόνου συναρτήσει του αριθµού των 
διαθέσιµων θηραµάτων. Θεωρούµε ότι η συνάρτηση αυτή έχει την παρακάτω 
ιδιότητα: 

(Γ1)   ( ),0 0p u = , ( ), 0
p

u x
u

∂
<

∂
, ( ), 0

p
u x

x

∂
>

∂
, 0x ≥ , 0u ≥ .  

Η συνθήκη αυτή υποδηλώνει ότι ο πληθυσµός u θα έχει θετική επιρροή πάνω στον  
x . Έχει γίνει επίσης η συνήθης παραδοχή ότι καθώς ο πληθυσµός του x  αυξάνεται, 
για σταθερό u , αυξάνεται και η λειτουργική ανταπόκριση του θηρευτή. 
     Τέλος θεωρούµε ότι , ,a s c είναι θετικές σταθερές. (Το a  εισάγεται στην εξίσωση 
(1.β) ως παράµετρος διακλάδωσης.)  
 
Σηµείωση: στην περίπτωση που 0u =  το σύστηµα (1) ανάγεται στην κλασική 
περίπτωση θηρευτής – θήραµα που ήδη έχουµε µελετήσει.  
 
Θεώρηµα 4.3.1  
Έστω ότι ισχύουν οι υποθέσεις (Α1), (Α2), (Β1), (Β2) και (Γ1). Έστω επίσης ότι 

ισχύει η υπόθεση (Β3) : ( ), 0
g

u x
u

∂
<

∂
 ή K∃ ɶ , 0 K< < ∞ɶ  τ.ώ. ( )lim

u
K u K

→∞
= ɶ . Αν το 

σηµείο ( )0 0 0, ,u x y  βρίσκεται στη µη αρνητική περιοχή του τρισορθογώνιου 

συστήµατος αξόνων, τότε η λύση του συστήµατος (1) µε αρχική συνθήκη ( )0 0 0, ,u x y  

είναι φραγµένη.  
 

� Μοντέλο δύο ειδών σε ανταγωνισµό και ενός τρίτου είδους που συµβιώνει 
µε έναν από τους δύο ανταγωνιστές (Μοντέλο 2). 

 
Θεωρούµε το ακόλουθο σύστηµα διαφορικών εξισώσεων: 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( )
( )

1

1 1 1 1 1 1 2

2 2 2 2 2 1 2

, 2.α

, , , 2.β

2.γ
,

u uh u x

x ax g u x q u x x

x x g x q x x

′ =

′  = −  


′  = −   

 

όπου και πάλι το a  είναι παράµετρος διακλάδωσης. Ας παρατηρήσουµε εδώ ότι σε 
αυτό το µοντέλο ο πληθυσµός u  δεν έχει καµία επίδραση στον δεύτερο από τους δύο 
πληθυσµούς ανταγωνιστές, παρά µόνο στον πρώτο και αντίστροφα.  
     Η συνάρτηση ( )1,h u x έχει τις ίδιες ιδιότητες και κάνουµε για αυτή τις ίδιες 

παραδοχές που κάναµε στο προηγούµενο µοντέλο απλά αντικαθιστώντας το x  µε 1x . 

     Οι συναρτήσεις ig  αποτελούν τους ρυθµούς ανάπτυξης για τους ανταγωνιστές ix  

µε απουσία ανταγωνισµού. Θεωρούµε ότι οι ig  έχουν τις ίδιες ιδιότητες µε την 

( ),g u x  από το προηγούµενο µοντέλο (πάλι µε διόρθωση στους δείκτες). 

Επιπρόσθετα, θα πρέπει να ισχύει το ακόλουθο: 
(Β4)   2 0K∃ >  τ.ώ. ( )2 2 0g K = . 
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     Οι συναρτήσεις iq  είναι οι συναρτήσεις ανταγωνισµού ανάµεσα στα 1x  και 2x , 

και δεχόµαστε για αυτές τα παρακάτω: 

(∆1)   ( )1 1, ,0 0q u x = , ( )1
1 2, , 0

q
u x x

u

∂
<

∂
, ( )1

1 2
1

, , 0
q

u x x
x

∂
≥

∂
, ( )1

1 2
2

, , 0
q

u x x
x

∂
>

∂
, 

(∆2)   ( )2 20, 0q x = , ( )2
1 2

1

, 0
q

x x
x

∂
>

∂
, ( )2

1 2
2

, 0
q

x x
x

∂
≥

∂
. 

Οι παραπάνω συνθήκες µας δείχνουν ότι ο ανταγωνισµός εντείνεται όταν οι δύο 
πληθυσµοί των ανταγωνιστών αυξάνονται αλλά επίσης ότι ο πληθυσµός του u  τείνει 
να µειώσει το αποτέλεσµα του ανταγωνισµού που επιφέρει ο 2x  στον 1x .  

 
Θεώρηµα 4.3.2 
Έστω ότι ισχύουν οι υποθέσεις (Α1), (Α2), (Β1), (Β2), (Β3), (Β4). Τότε όλες οι 
λύσεις του συστήµατος (2) που προέρχονται από το θετικό µέρος του τρισορθογώνιου 
συστήµατος συντεταγµένων, είναι φραγµένες.  
 
Παρακάτω θα µελετήσουµε κάθε ένα από τα δύο αυτά µοντέλα αναλυτικά. 
 
4.4 Μοντέλο 1: Θηρευτής – Θήραµα συµβιωτής – Τρίτο είδος που 
συµβιώνει µε το θήραµα 
 
     Σε αυτή την παράγραφο θα µελετήσουµε το σύστηµα (1). Όπως και σε 
προηγούµενες περιπτώσεις, για να βρούµε τα σηµεία ισορροπίας του, θα θέσουµε τα 
δεύτερα µέλη των τριών εξισώσεων ίσα µε µηδέν. Έτσι, προκύπτει το παρακάτω 
αλγεβρικό σύστηµα:  

( )
( ) ( )

( )

, 0

, , 0

, 0

uh u x

axg u x yp u x

y s cp u x

=


− = 


 − + =   

 (3), 

στο οποίο µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι το σηµείο ( )0 0,0,0E αποτελεί λύση 

(σηµείο ισορροπίας) του. Επίσης, λόγω της συνθήκης (Β2) έχουµε ότι 

( )( )0, 0 0g K = , άρα και το σηµείο ( )( )1 0, 0 ,0E K  αποτελεί ένα ακόµα σηµείο 

ισορροπίας. Για να έχουµε ένα βιώσιµο σύστηµα θηρευτή - θηράµατος εν απουσία 
του τρίτου είδους θα πρέπει λόγω της τρίτης εξίσωσης του παραπάνω συστήµατος  να 
ισχύει ότι /p s c=  . Σε αυτή την περίπτωση έχουµε το σηµείο ισορροπίας 

( )2 ˆ ˆ0, ,E x y , όπου ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ0, / 0, 0y axg x p x= > . Επίσης, µπορούµε να παρατηρήσουµε 

ότι στην περίπτωση που απουσιάζει ο θηρευτής, το σηµείο  ( )( )3 0 ,0,0E L  είναι 

σηµείο ισορροπίας. Για να υπάρχει όµως λύση για θετικές τιµές του x  θα πρέπει οι 
καµπύλες ( ) ( ), , 0h u x g u x= =  να τέµνονται στο πρώτο τεταρτηµόριο  του 

συστήµατος συντεταγµένων u x−  ή ισοδύναµα θα πρέπει  οι καµπύλες 

( ) ( ){ },u L x x K u= =  να τέµνονται σε θετικές τιµές. Από τη συνθήκη (Α2) έχουµε 

ότι η ( )u L x= είναι µία µονότονα αύξουσα συνάρτηση µε αρχική τιµή το ( )( )0 ,0L .  

Από τη άλλη, η ( )x K u=  ξεκινώντας από το ( )( )0, 0K  µπορεί είτε να αυξηθεί είτε 
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να µειωθεί: Αν ( ), 0
g

u x
u

∂
≤

∂
 τότε είναι µονότονα φθίνουσα (σχήµα 15α) και οι δύο 

καµπύλες τέµνονται στο σηµείο ( ),u xɶ ɶ  εκτός και αν το κόστος για το θήραµα, λόγω 

της συµβίωσης, είναι τόσο µεγάλο ώστε να το οδηγήσει στην εξαφάνιση πριν το 

( )0u L= . (Έχουµε απορρίψει αυτή την περίπτωση από τη µελέτη µας γιατί αυτό θα 

σήµαινε ότι ο πληθυσµός u  είναι ο ισχυρός θηρευτής ή ανταγωνιστής και όχι ένας 

απλός συµβιωτής.) Αν ( ), 0
g

u x
u

∂
>

∂
τότε από τη συνθήκη (Β3) έχουµε ότι 

( )lim
x

K u K
→∞

= ɶ . Σε αυτή την περίπτωση, όπως φαίνεται και στο σχήµα (15β), (15γ) 

υπάρχουν ένα ή περισσότερα σηµεία τοµής. Σε κάθε περίπτωση, κάτω από 
συγκεκριµένες  υποθέσεις θα υπάρχει ένα σηµείο ισορροπίας της µορφής ( )4 , ,0E u xɶ ɶ .  

 

 
Σχήµα 15 

 
Το εσωτερικό σηµείο ισορροπίας 5 ( *, *, *)E u x y  επιτυγχάνεται από τη λύση του 

συστήµατος: 

( )
( ) ( )

( )

, 0

, , 0

, 0

h u x

axg u x yp u x

s cp u x

=


− = 
− + = 

 (4), 

στο θετικό όγδοο του τρισδιάστατου χώρου λύσεων. Πρώτα πρέπει να επιλύσουµε 
την ( ) ( ), , 0h u x s cp u x= − + =  για τα ,u x . Ισχύει ότι ( ), 0h u x =  αν και µόνο αν 

( )u L x= . Επίσης, η καµπύλη που δίνεται από την ( ), /p u x s c= , από τη συνθήκη 

(Γ1) πρέπει να είναι αύξουσα στο σύστηµα συντεταγµένων u x−  και να ξεκινά από 
το ( )0,x . Αυτές οι δύο καµπύλες µπορούν είτε να τέµνονται είτε όχι (σχήµα 16).  
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Σχήµα 16 

 
Για να καταφέρουµε να επιτύχουµε ένα εσωτερικό σηµείο ισορροπίας πρέπει να 
κάνουµε την παρακάτω παραδοχή: 
(Ε1)   Οι καµπύλες ( )u L x=  και ( ), /p u x s c=  τέµνονται τουλάχιστον σε ένα 

σηµείο της µορφής * 0u u= >  , * 0x x= > .  
     Σε αυτή την περίπτωση ορίζουµε (από τη δεύτερη εξίσωση του συστήµατος 4) το 

( ) ( )* * *, * / *, *y ax g u x p u x=  και για να υπάρχει εσωτερικό σηµείο ισορροπίας θα 

πρέπει * 0y > . Για να συµβεί όµως αυτό χρειαζόµαστε άλλη µία παραδοχή: 

(Ε2)   ( )* *x K u< . 

     Θα ελέγξουµε τώρα την ευστάθεια των παραπάνω σηµείων ισορροπίας. Αυτό θα 
γίνει όπως έχουµε ήδη δει σε προηγούµενα κεφάλαια µέσω της κατασκευής  του 
πίνακα συντελεστών ( ), ,M u x y  που προκύπτει από τις µερικές παραγώγους των 

συναρτήσεων του συστήµατος (1) ως προς , ,u x y. Έτσι, 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, , , 0

, , , , , , , ,

, , ,

u x

u u x x

u x

h u x uh u x uh u x

M u x y axg u x yp u x ag u x axg u x yp u x p u x

cyp u x cyp u x s cp u x

 +
 = − + − − 
 − + 

. 

     Γράφουµε τώρα τον πίνακα συντελεστών  για καθένα από τα έξι σηµεία 
ισορροπίας που βρήκαµε, λαµβάνοντας υπόψη τις παραδοχές που κάναµε για την 
ύπαρξή τους σε πολλά από αυτά: 

( )
( )0

0,0 0 0

0 0,0 0

0 0

h

M ag

s

 
 =  
 − 

, 

 

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( )
1

0, 0 0 0

0 0, 0 0 0, 0 0, 0

0 0 0, 0

u x

h K

M aK g K aK g K p K

s cp K

 
 

= − 
 

− +  

, 

 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
2

ˆ0, 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0, 0, 0, 0, 0, 0,

ˆ ˆ ˆ ˆ0, 0, 0
u u x x

u x

h x

M axg x yp x ag x axg x yp x p x

cyp x cyp x

 
 = − + − − 
  

, 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( )3

0 0 ,0 0 0 ,0 0

0 0 ,0 0

0 0

u xL h L L h L

M ag L

s

 
 

=  
 

−  

, 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
4

, , 0

, , , ,

0 0 ,

u x

u u x

uh u x uh u x

M axg u x yp u x axg u x p u x

s cp u x

 
 = − − 
 − + 

ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

, 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

5

* *, * * *, * 0

* *, * * *, * *, * * *, * * *, * *, *

, , 0

u x

u u x x

u x

u h u x u h u x

M ax g u x y p u x ag u x ax g u x y p u x p u x

cyp u x cyp u x

 
 = − + − − 
  

. 

 
     Το αν είναι ή όχι ευσταθή τα σηµεία ισορροπίας θα κριθεί από τα πραγµατικά 
µέρη των ιδιοτιµών των πινάκων iM  , 0,...,5i =  που ως ρίζες των χαρακτηριστικών 

πολυωνύµων ( )iP λ  δίνονται από τον τύπο της ορίζουσας  ( )det iI Mλ − . Έχουµε 

λοιπόν τα παρακάτω: 

( ) ( ) ( ) ( )0 0,0 0,0P s ag hλ λ λ λ   = + − −     

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 0, 0 0 0, 0 0, 0xP s cp K aK g K h Kλ λ λ λ     = + − − −       

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2
2 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0, 0, 0, 0, 0, 0,x x xP h x yp x ag x axg x cyp x p xλ λ λ λ   = − + − − +   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )3 0 ,0 0 0 ,0uP s ag L L h Lλ λ λ λ   = + − −     

( ) ( )4 ,P s cp u xλ λ = + − ⋅ ɶ ɶ  

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 , , , , , ,x u u x u xaxg u x uh u x axu h u x g u x g u x h u xλ λ    ⋅ − + + −   ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ  

( ) 3 2
5 1 2 3P λ λ α λ α λ α= + + +  

 
όπου ( ) ( )* * *, * / *, *y ax g u x p u x=  , ( )*, * /p u x s c=  και 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1
1 *, * 1 * *, * * *, * * *, *x x uag u x cx p u x s ax g u x L x h u xα − = − − + +  , 

( ) ( ) ( ) ( )2 *, * * *, * * *, *x uag u x cx p u x L x h u xα  = + +   

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * *, * *, * *, * *, *u x x uax L x h u x g u x h u x g u x + − +   

        ( ) ( ) 1* * *, *c x L x g u x sα −+ ( ) ( ) ( ) ( )*, * *, * *, * *, *x u u xh u x p u x h u x p u x ⋅ −  , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 * * *, * *, * *, * *, * *, *x u u xc x L x g u x h u x p u x h u x p u xα α  = −  . 

 
Μπορούµε λοιπόν τώρα να αναλύσουµε της ευστάθεια των σηµείων ισορροπίας:  
     Από το πολυώνυµο 0P  οι ιδιοτιµές που αντιστοιχούν στο σηµείο 0E  είναι οι 

sλ = −  , ( )0,0agλ =  και ( )0,0hλ = . Παρατηρούµε ότι µία από αυτές τις τιµές 

είναι αρνητική, ενώ οι άλλες δύο θετικές. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι το 0E  είναι 

σηµείο σάγµατος.  
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     Από το πολυώνυµο 1P  βλέπουµε ότι οι ιδιοτιµές που αντιστοιχούν στο σηµείο 1E  

είναι οι ( )( )0, 0h Kλ = , ( ) ( )( )0 0, 0xaK g Kλ =  και  ( )( )0, 0s cp Kλ = − + . Όπως 

και πριν, έχουµε δύο θετικές και µία αρνητική τιµή άρα και το 1E  είναι σηµείο 

σάγµατος.  
     Από το πολυώνυµο 2P  βρίσκουµε ότι οι ιδιοτιµές που αντιστοιχούν στο 2E  είναι 

( )ˆ0,h xλ =  και ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 21
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ4 0, 0,

2 xH x H x caxg x p xλ
  = ± −   

, όπου 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0, 0, 0, 0, / 0,x xH x ag x axg x xg x p x p x= + − . Αφού ( )ˆ0, 0h xλ = >  το 

σηµείο 2E  είναι ασταθές.  

     Από το πολυώνυµο 3P , οι ιδιοτιµές που αντιστοιχούν στο σηµείο 3E  είναι οι 

sλ = − , ( )( )0 ,0ag Lλ =  και ( ) ( )( )0 0 ,0uL h Lλ = . Εφόσον ( )( )0 ,0 0ag Lλ = >  

και οι άλλες δύο τιµές είναι αρνητικές, το 3E είναι σηµείο σάγµατος.   

     Από το πολυώνυµο 4P , µπορούµε να δούµε ότι οι τιµές που αντιστοιχούν  στο 

σηµείο 4E  είναι οι ( ),s cp u xλ = − + ɶ ɶ  και 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
1

2 21
, , , , 4 , ,

2 u x u x x uuh u x axg u x uh u x axg u x uxh u x g u xλ
 

 = + ± − +  
 
ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ ɶ .  

Παρατηρούµε ότι αν ( ), 0ug u x ≤ɶ ɶ  τότε η δεύτερη και τρίτη ιδιοτιµή έχουν αρνητικά 

πραγµατικά µέρη ενώ η πρώτη ιδιοτιµή µπορεί να είναι θετική ή αρνητική. Άρα σε 
αυτή την περίπτωση το 4E  είναι σηµείο σάγµατος. Αν ( ), 0ug u x >ɶ ɶ  δεν µπορούµε να 

κάνουµε κάποια πρόβλεψη.  
     Τέλος, για να εξετάσουµε  το πολυώνυµο 5P  (3ου βαθµού) θα χρησιµοποιήσουµε 

το κριτήριο Routh – Hurwitz (σελ. 25). Βάση αυτού, θα πρέπει για τους συντελεστές 
του να ισχύουν τα ακόλουθα: 1 0a > , 3 0a >  και 1 2 3a a a>  που πράγµατι ισχύουν, 

έτσι όπως τους ορίσαµε παραπάνω. Άρα το σηµείο 5E  είναι ασυµπτωτικά ευσταθές.  

     Το επόµενο βήµα µας είναι να µελετήσουµε το πρόβληµα για ύπαρξη περιοδικών 
λύσεων. Έχουµε ήδη συναντήσει περιοδικούς κύκλους στη µελέτη του προβλήµατος 
θηρευτή – θηράµατος, όταν οι λύσεις που είχαµε βρει ήταν ασταθείς.  Ακολουθεί ένα 
θεώρηµα για τις συνθήκες ύπαρξης περιοδικών λύσεων σε συστήµατα τριών ειδών 
όπως αυτά που περιγράφονται από το σύστηµα (1).  
 
Θεώρηµα 4.4.1 
Έστω 1 0a > , 2 0a > , 3 0a > ,  µε 1 2 3, ,a a a  όπως έχουν οριστεί παραπάνω. Επίσης, 

έστω 1 2 0b b < , όπου: 

( ) ( ) ( ){ } { }1 1
1 1 2*, * * *, * 1 * *, *x xb g u x cs x p u x x g u x sβ β− − = − − ⋅ +  ,  

( ) ( ) 1
2 1 2* *, * * *, * 1u ub u h u x u h u x sβ β− = − − +  ,  

( ) ( ) ( )1 *, * * *, * * *, *x ug u x cx p u x u h u xβ  = + +   

        ( ) ( ) ( ) ( )* * *, * *, * *, * *, *u x x uu x h u x g u x h u x g u x + −  , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 * * *, * *, * *, * *, * *, *x u u xu x g u x h u x p u x h u x p u xβ  = −  . 
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Τότε, καθώς η τιµή του a  στο σύστηµα (1) παίρνει την τιµή 2
0

1

b
a

b

−
=  θα 

εµφανιστούν µικρού πλάτους περιοδικές λύσεις, γύρω από το σηµείο ισορροπίας 

5 ( *, *, *)E u x y .  

 
4.5 Μοντέλο 1: Μία ειδική περίπτωση 
 
     Σε αυτή την παράγραφο θα µελετήσουµε µία ειδική περίπτωση του συστήµατος 
(1), η οποία θα έχει τα παρακάτω χαρακτηριστικά: 

• Το ποσοστό ανάπτυξης του τρίτου είδους  που συµβιώνει µε το θήραµα 
ακολουθεί εξίσωση λογιστικού τύπου. 

• Το ποσοστό ανάπτυξης του θηράµατος, εν απουσία θηρευτή, ακολουθεί και 
αυτό εξίσωση λογιστικού τύπου και µάλιστα είναι ανεξάρτητο από το τρίτο 
είδος.  

• Εν απουσία του τρίτου είδους, το µοντέλο µας ακολουθεί τα πρότυπα του 
κλασικού µοντέλου Lotka – Volterra θηρευτής - θήραµα.   

Με τις παραπάνω παραδοχές, το µαθηµατικό µοντέλο που εξάγεται, είναι το εξής:  

0

1

1
1

1

u
u u

L lx

x xy
x ax

K mu

c x
y y s

mu

γ

β

β

 
′ = −  +  

 ′ = − −   +  
 ′ = − +  +  

 (5), 

όπου 0, , , , , , , ,L l a K m s cγ β  είναι όλες θετικές παράµετροι και τα ,l m  είναι οι 

σταθερές του τρίτου είδους. ∆εδοµένου ότι το σύστηµα (5) ακολουθεί τα πρότυπα του 
συστήµατος (1), τα σηµεία ισορροπίας 0 5,...,E E  υπάρχουν και εδώ, µε µόνη 

απαίτηση να ισχύει η συνθήκη:  

( )01c K s m L lKβ  > + +   (6), 

η οποία συνεπάγεται ότι c lmsβ >  και c K sβ > .  Τα σηµεία ισορροπίας αναλυτικά 

είναι τα ακόλουθα: ( )0 0,0,0E  , ( )1 0, ,0E K , 2 0, , 1
s a s

E
c c Kβ β β

  
−  

  
, ( )3 0,0,0E L , 

( )4 0 , , 0E L lK K+  και 5 0 , , 1
ls s a s

E L
c c c K

µ µ µ µ
β β β β

  
+ −  

  
, 

όπου 
( )01c mL

c lms

β
µ

β

+
=

−
. 

     Αποδεικνύεται ότι: το 0E  είναι σηµείο σάγµατος, το 1E  είναι επίσης σηµείο 

σάγµατος, το  2E  είναι ασυµπτωτικά ευσταθές,  το 4E  είναι ασταθές στον άξονα y  

όταν ισχύει η (6) ενώ αντίθετα, όταν η σχέση αυτή δεν ισχύει είναι ευσταθές στον  y  

άξονα, το 4E  είναι ευσταθές  στον y  άξονα και τέλος το 5E  υπάρχει, είναι το 

µοναδικό εσωτερικό σηµείο ισορροπίας και είναι ασυµπτωτικά ευσταθές.  
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     Ας µελετήσουµε τώρα λίγο πιο αναλυτικά την ευστάθεια του 5E . Για να γίνει αυτό 

πρέπει να εφαρµόσουµε και πάλι το κριτήριο Routh – Hurwitz.  Οι συντελεστές 

1 2 3, ,a a a  που χρειαζόµαστε είναι οι εξής: 

1 0
as

a
c K

µ
γ

β
= + > , 

2 1 1
s lm as

a as
c K c c K

µ γ γµ
β β β

  
= − − +  

  
, 

( )3 1 0
as s

a c lms
c c K

γ µ
β

β β
 

= − − > 
 

. 

Μένει τώρα να δείξουµε ότι 1 2 3 0a a a− > . Αυτό ισχύει αν και µόνο αν 

( )1 1 0
as s s lm as as

c c lms
c c K K c c K c K

µ γ µ γ γµ µ
βγ γ β γ

β β β β β

       − + − − − + + >       
       

. Το 

δεύτερο µέρος αυτής της έκφρασης είναι σίγουρα θετικό. Το πρώτο µέρος είναι 
θετικό αν και µόνο αν: 

( ) 0
as lm

lm s
K c

γ
µ γ γ

β
 

− + − ≤ 
 

 (7). 

Θεωρώντας τώρα ότι s γ≥  προκύπτει ότι ,lm slm cγ β≤  και επειδή 1µ > , τελικά η 

(7) ισχύει και έτσι αποδείχθηκε ότι το 5E  είναι ασυµτωτικά ευσταθές.  

 
Σηµείωση: Στην περίπτωση που η ανισότητα (6) ισχύει αλλά από την αντίθετη 

κατεύθυνση, δηλαδή ( )01c K s m L lKβ  < + +   δεν θα υπάρξει ισορροπία. Παρ’ όλα 

αυτά, τα τρία είδη έχουν και πάλι πιθανότητες να συνυπάρχουν , ωστόσο, αν: 

( )01c K s mLβ < +  (8), 

ο πληθυσµός των θηρευτών θα εξαφανιστεί µε σιγουριά. ∆ηλαδή, αν ισχύει η (8) και 

αν ( ) ( ) ( )( ), ,u t x t y t  είναι µία λύση του συστήµατος 5, τότε ( )lim 0
t

y t
→∞

=  για θετικές 

αρχικές συνθήκες. 
 
4.6 Μοντέλο 2: Ανταγωνιστής – Ανταγωνιστής συµβιωτής – Τρίτο 
είδος που συµβιώνει µε το δεύτερο 
 
     Σε αυτή την παράγραφο θα µελετήσουµε το σύστηµα (2). Από τις ιδιότητες του 
συστήµατος, θα προκύψουν τα ακόλουθα σηµεία ισορροπίας: ( )0 0,0,0F = , 

( )( )1 10, 0 ,0F K= , ( )2 20,0,F K= , ( )( )3 0 ,0,0F L=  και ( )( )4 20 ,0,F L K= . 

Υπάρχουν όµως και άλλα σηµεία ισορροπίας τα για τα οποία πρέπει να 
ικανοποιούνται κάποιες από τις παρακάτω προϋποθέσεις: 

(Ε1α)   ( )0
1 0x∃ ≥  τ.ώ.  ( )( ) ( )( )

2

0 0
1 1 2 1 1lim 0, , 0,

x
q x x g x

→∞
= , 

(Ε1β)   2 0x∃ >  τ.ώ. ( ) ( )1 2 10,0, 0,0q x g= , 

(Ε2α)   ( )0
2 0x∃ >  τ.ώ. ( )( ) ( )( )

1

0 0
2 1 2 2 2lim ,

x
q x x g x

→∞
= , 

(Ε2β)   1 0x∃ >  τ.ώ. ( ) ( )2 1 2,0 0q x g= . 



 55 

Έτσι, αν ικανοποιείται οποιοσδήποτε από τους παρακάτω συνδυασµούς  
προϋποθέσεων, µπορούµε να συµπεράνουµε ότι υπάρχει σηµείο ισορροπίας 

( )5 1 2ˆ ˆ0, ,F x x , µε 1 2ˆ ˆ, 0x x > . 

(i) (Ε1α) και (Ε2α), 
(ii)  (Ε1α), (Ε2β) και ( )1 1 0x K> , 

(iii)   (Ε1β), (Ε2α) και 2 2x K> , 

(iv)  (Ε1β), (Ε2β), ( )1 1 0x K>  και 2 2x K> , 

(v) (Ε1β), (Ε2β) και 1 1 2 2(0) ,x K x K< < . 

Όλα τα παραπάνω φαίνονται αναλυτικά και στο σχήµα 17 που ακολουθεί. 
 

 
Σχήµα 17 

 
Ένα ακόµη σηµείο ισορροπίας είναι το ( )6 1, ,0F u xɶ ɶ  στο οποίο έχουµε αναφερθεί και 

στο προηγούµενο µοντέλο και έχουµε δει ότι υπάρχει υπό συγκεκριµένες βιολογικές 
προϋποθέσεις. Τέλος, θα ερευνήσουµε ύπαρξη εσωτερικού σηµείου ισορροπίας το 
οποίο αν υπάρχει θα είναι το ( )7 1 2*, *, *F u x x . Για να υπάρχει ένα τέτοιο σηµείο, θα 

πρέπει να υπάρχει θετική λύση στο παρακάτω αλγεβρικό σύστηµα: 

( )
( ) ( )
( ) ( )

1

1 1 1 1 2

2 2 2 1 2

, 0

, , ,

,

h u x

g u x q u x x

g x q x x

=


= 
= 

 (9), 

και επειδή λόγω του ορισµού της συνάρτησης h  η πρώτη ισότητα ισχύει όταν µόνο 
όταν ( )1u L x= , το σύστηµα (9) µπορεί να συµπτυχθεί στο ακόλουθο σύστηµα: 

( )( ) ( )( )
( ) ( )

1 1 1 1 1 1 2

2 2 2 1 2

, , ,

,

g L x x q L x x x

g x q x x

= 


= 
 (10). 
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     Θεωρούµε την καµπύλη Γ  η οποία δίνεται από τη λύση της δεύτερης εξίσωσης 
του συστήµατος (9) στο πρώτο τεταρτηµόριο. Το σηµείο ( )20,K  ανήκει σε αυτή. 

Επίσης, επειδή 

2

2 1

2 21
2

22

0

q

dx x
dg qdx

xdx

∂

∂
= <

∂
−

∂

, η Γ  είναι φθίνουσα. Μπορούµε τώρα να 

διακρίνουµε δύο περιπτώσεις για την καµπύλη Γ : α) να είναι της µορφής 1Γ , δηλαδή 

µία καµπύλη που φθίνει από το σηµείο ( )20,K έως το ( )1,0x , β) να είναι της µορφής 

2Γ , δηλαδή µία καµπύλη που φθίνει από το σηµείο ( )20,K  έτσι ώστε 

( ){ }
1

2 1 2lim , 0
x

x x x
→+∞

∈Γ > .  

     Θεωρούµε την καµπύλη ∆  η οποία δίνεται από τη λύση της πρώτης εξίσωσης του 
συστήµατος (9) στο πρώτο τεταρτηµόριο και διακρίνουµε πάλι δύο περιπτώσεις: α) 
να είναι της µορφής 1∆ , δηλαδή να υπάρχει µία τιµή 1 0x >

⌣
 τ.ώ. ( )1,0x ∈∆

⌣
, β) να 

είναι της µορφής 2∆ , δηλαδή να µην υπάρχει τιµή 1 0x >
⌣

 τ.ώ. ( )1,0x ∈∆
⌣

. 

� 1∆ = ∆ . Όπως βλέπουµε και από το σχήµα 18, είναι πιθανές οι ακόλουθες 

περιπτώσεις: 
� 1Γ = Γ , 1 1x x<

⌣
. Εδώ, οι δύο καµπύλες µπορεί να τέµνονται, µπορεί 

και όχι. Μία επιπλέον συνθήκη για να εξασφαλίσουµε την τοµή τους, είναι να 

υπάρχει ένα σηµείο ( )1 2,x x  στην 1∆  τ.ώ. 2 2x K>  ή 2

1

0
dx

dx
>  στην 1∆ . 

� 1Γ = Γ , 1 1x x≥
⌣

. Εδώ, αν 2

1

0
dx

dx
>  στην 1∆  οι δύο καµπύλες δεν 

τέµνονται ενώ αν 2

1

0
dx

dx
<  στην 1∆  µπορεί να τέµνονται, µπορεί και όχι. Μία 

επιπλέον συνθήκη για να εξασφαλίσουµε την τοµή τους, είναι να υπάρχει ένα 
σηµείο ( )1 2,x x  στην 1∆  της µορφής ( )20,x  τ.ώ. 2 2x K< . 

� 2Γ = Γ . Και πάλι οι καµπύλες, µπορεί να τέµνονται, µπορεί και όχι. 

� 2∆ = ∆ . Σε αυτή την περίπτωση κάνουµε την επιπλέον παραδοχή ότι 

( )
2

1 1 2lim , ,
x

q u x x
→∞

= ∞ . Θεωρώντας τώρα σταθερό το 1x  ορίζουµε τη συνάρτηση 

( ) ( )( ) ( )( )2 1 1 1 2 1 1 1, , ,f x q L x x x g L x x= − . Σε αυτή ισχύει ότι 

( ) ( )( )1 1 10 , 0f g L x x= − <  και ( )
2

2lim
x

f x
→∞

= +∞ . Τότε, υπάρχει µοναδικό 2 0x >  

τ.ώ. ( )2 0f x = . Έτσι, για σταθερό 1x  έχουµε ένα µοναδικό σηµείο που ορίζεται 

από τη λύση της εξίσωσης ( )( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 2, , ,g L x x q L x x x= , δηλαδή η 2∆  είναι 

µία καλά ορισµένη καµπύλη, µε το 2x  να ορίζεται ως συνάρτηση του 1x , δηλ. 

( )2 1x x . ∆ιακρίνουµε τώρα τις ακόλουθες περιπτώσεις (σχήµα 19): 

� 1Γ = Γ . Αν ( )2 20x K<  οι καµπύλες τέµνονται. Σε διαφορετική 

περίπτωση, µπορεί να τέµνονται, µπορεί και όχι. 
� 2Γ = Γ . Οι καµπύλες µπορεί να τέµνονται, µπορεί και όχι. 
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Σχήµα 18 

 

 
Σχήµα 19 

 
     Η µελέτη της ευστάθειας των σηµείων ισορροπίας γίνεται µε τον ίδιο τρόπο που 
εφαρµόσαµε και στο Μοντέλο 1, βρίσκοντας τους πίνακες συντελεστών για κάθε ένα 
από αυτά, τις ιδιοτιµές και τα χαρακτηριστικά πολυώνυµα. (Ο αναγνώστης µπορεί να 
βρει τους αναλυτικούς πίνακες και τύπους στο [10], σελ. 31-34. ) Έτσι, προκύπτουν 
τα ακόλουθα:  
     Το σηµείο 0F  είναι ασταθές και στις τρεις διαστάσεις. 

     Το σηµείο 1F  είναι ασταθές στον άξονα u , ευσταθές στον άξονα 1x  και ευσταθές 

ή ασταθές στον άξονα 2x  ανάλογα µε το αν η παράσταση ( )( ) ( )2 1 20 ,0 0q K g−  είναι 

θετική ή αρνητική. Σε κάθε περίπτωση, το 1F  είναι σηµείο σάγµατος. 

     Το σηµείο 2F  είναι ασταθές στον άξονα u , ευσταθές στον άξονα 2x  και ευσταθές 

ή ασταθές στον άξονα 1x  ανάλογα µε το αν η παράσταση ( ) ( )1 1 20,0 0,0,g q K−  είναι 

αρνητική ή θετική. Σε κάθε περίπτωση, το 1F  είναι σηµείο σάγµατος. 

     Το σηµείο 3F  είναι ευσταθές στον άξονα u , και ασταθές στους άξονες 1x , 2x . 

Είναι σηµείο σάγµατος. 
     Το σηµείο 4F  είναι ευσταθές στους άξονες u , 2x  και ευσταθές ή ασταθές στον 

άξονα 1x  ανάλογα µε το αν η παράσταση ( )( ) ( )( )1 1 20 ,0 0 ,0,g L q L K−  είναι 

αρνητική ή θετική. 
     Το σηµείο 5F  είναι ασταθές στον άξονα u , ενώ στους άξονες 1x , 2x  από όσα 

γνωρίζουµε για τα ανταγωνιστικά µοντέλα δύο ειδών το σηµείο µας είναι είτε 
ασυµπτωτικά ευσταθές είτε σηµείο σάγµατος. 
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     Το σηµείο 6F  είναι ευσταθές ή ασταθές στον άξονα 2x  ανάλογα µε το αν η 

παράσταση ( ) ( )2 2 10 ,0g q x− ɶ  είναι αρνητική ή θετική. Στους άξονες u , 1x   υπό 

συνθήκες µπορεί να είναι ασυµπτωτικά ευσταθές, ευσταθές ή σηµείο σάγµατος. 
     Το σηµείο 7F  είναι ασυµπτωτικά ευσταθές όταν πληροί τις προϋποθέσεις του  

κριτηρίου Routh – Hurwitz. 
      
     Το επόµενο βήµα µας και σε αυτό το µοντέλο είναι να µελετήσουµε το πρόβληµα 
για ύπαρξη περιοδικών λύσεων. Αυτές οι λύσεις είναι µη τετριµµένες, βρίσκονται στο 
θετικό όγδοο του τρισδιάστατου άξονα συντεταγµένων και δεν είναι προφανές ότι 
υπάρχουν. Αρχικά ορίζουµε τα παρακάτω: 

( ) ( )( )
1 1 1 1 1

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1* * * *

u uu x x x x xb u x h g q u x h g q g q= − − + − − −  

       ( ) ( )( )
1 1 1 1 2 2 2 11 2 1 1 1 1 2 2 1 2* * x x x x x x x xx x g q g q g q q q − − − − −  , 

( )( )
1 1 2 22 1 2 1 1 2 2* * * u x x x xb u x x h g q g q= − − − −  

        ( )
2 22 2 2* *u x xu h x g q − + − ⋅            

( ) ( )( ) ( ){ }1 1 1 1 2 2 2 1 11 1 1 1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 1* * * * * *
u uu x x x x x x x x xu x h g q x x g q g q q q u x h g q ⋅ − + − − − − − + 

 

( )( ) ( )( ){ }1 1 2 2 2 1 1 2 21 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2* * *
u uu x x x x x x x x xu x x h g q g q q q h g q g q + − − − − − −  , 

( ) ( )
2 2 2 23 2 2 2 2 2 2* * * *u x x x xb u h x g q u x g q   = − + − ⋅ −    , 

όπου όλες οι συναρτήσεις έχουν υπολογιστεί στο σηµείο ισορροπίας ( )1 2*, *, *u x x  

και επίσης όλοι οι δεύτεροι δείκτες των συναρτήσεων υποδηλώνουν παραγώγηση ως 
προς τη συγκεκριµένη µεταβλητή.  
Το επόµενο θεώρηµα κάνει χρήση της τεχνικής της διακλάδωσης Hopf . 
 
Θεώρηµα 4.6.1 
Έστω ότι το σηµείο ισορροπίας 7F  υπάρχει. Έστω επίσης 1 2 3, , 0a a a > , όπου ia  οι 

συντελεστές του χαρακτηριστικού πολυωνύµου ( )7Q λ . Έστω επίσης η εξίσωση 
2

1 2 3 0b a b a b+ + =  η οποία υποθέτουµε ότι έχει µία θετική ρίζα 0a  τ.ώ. 

1 0 22 0b a b+ ≠ . Τότε το 7F  διακλαδίζεται σε µικρού εύρους περιοδικές λύσεις καθώς 

το a  περνάει από το 0a . Αυτές οι περιοδικές λύσεις θα υπάρξουν για 0a a< , ή για 

0a a> , ή για 0a a= . 

 
4.7 Μοντέλο 2: Ειδικές περιπτώσεις 
 
     Σε αυτό το κεφάλαιο θα µελετήσουµε δύο παραδείγµατα του δεύτερου µοντέλου. 
Στο πρώτο παράδειγµα, δεν θα υπάρχει κόστος ή όφελος στον πρώτο ανταγωνιστή 
λόγω του τρίτου είδους, εν απουσία ανταγωνισµού. Με το δεύτερο παράδειγµα θα 
προσπαθήσουµε να επεξηγήσουµε την εµφάνιση της διακλάδωσης Hopf και θα 
εισαγάγουµε ένα κόστος στον πρώτο ανταγωνιστή λόγω του τρίτου είδους, εν 
απουσία ανταγωνισµού. 

• Παράδειγµα 1ο : θεωρούµε το παρακάτω σύστηµα τριών ειδών: 
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0 1

1 1 2
1 1

1

2
2 2 1 2

2

1

1
1

1

u
u u

L lx

x a x x
x ax

K mu

x
x x x x

K

γ

β

δ η

 
′ = −  +  

  ′ = − −   +  
 ′ = − −    

 (11), 

Τα σηµεία ισορροπίας 0 6,...,F F υπάρχουν όλα έτσι όπως τα έχουµε αναφέρει 

παραπάνω µε µόνη επιπλέον συνθήκη την ακόλουθη: 

( )( )1 2 1 0K Kη δ β− − >  (12). 

Τα 1̂x , 2x̂  ορίζονται ως εξής: 
( )1 2

1
1 2

1
ˆ

K K
x

K K

δ β

βη δ

−
=

−
, 

( )2 1
2

1 2

ˆ
K K

x
K K

η δ

βη δ

−
=

−
. Για το σηµείο 

ισορροπίας 7F  έχουµε τα επόµενα κριτήρια: 

(i) Αν 0 21 mL Kβ+ =  και 1K δ≥ , το 7F  δεν υπάρχει. 

(ii)  Αν 0 21 mL Kβ+ =  και 1K δ< , το 7F  υπάρχει και είναι το 

( )
( ) ( )1 2 2 1

1 2 0 1 1

*
*, *, * *, ,

K K K x
u x x L lx K

ml

δ η β δ η

δ δ

 − −
= + −  

 
. 

(iii)   Αν 0 21 mL Kβ+ > , το 7F  υπάρχει και είναι το 

( )
( ) ( )

1
2 2 2

1 0 2 2 1
1 2 0 1

4 1 *
*, *, * *, ,

2

ml K mL K K x
u x x L lx

ml

µ µ δ β δ η

δ δ

  ± + + − −  = +  
 

 όπου ( )1 1 2 01ml K K K mLµ δ βη δ= + − + . 

(iv)  Αν 0 21 mL Kβ+ <  και 0µ ≤  το 7F  δεν υπάρχει. 

(v) Αν 0 21 mL Kβ+ <  και 0µ >  το 7F  δεν υπάρχει, ή υπάρχει και είναι µοναδικό, 

ή υπάρχει και παίρνει δύο τιµές ανάλογα µε το εάν η παράσταση 

( )2 2
1 0 24 1ml K mL Kµ δ β+ + −  είναι αρνητική, µηδέν ή θετική αντίστοιχα. 

 
     Θα µελετήσουµε τώρα τρεις διαφορετικές περιπτώσεις για το σύστηµα (11). 
Στις δύο πρώτες, εν απουσία του τρίτου είδους, ο πρώτος ανταγωνιστής θα δούµε 
ότι οδηγείται στην εξαφάνιση, ενώ στην τρίτη περίπτωση θα δούµε πως οι δύο 
ανταγωνιστές θα επιβιώσουν. 
 
Περίπτωση 1η: 
Αν 2 1Kβ >  και 1Kη δ>  τότε ικανοποιείται η σχέση (12) και το σηµείο 

ισορροπίας ( )5 1 2ˆ ˆ0, ,F x x  υπάρχει. Θα µελετήσουµε τώρα τις επιπτώσεις που 

επιφέρει η παράµετρος m  η οποία µπορεί να θεωρηθεί ως «δύναµη» που ασκεί το 
τρίτο είδος u  στο 1x  καθώς αυξάνεται, ξεκινώντας από το µηδέν. Τα 

αποτελέσµατα συνοψίζονται στο επόµενο θεώρηµα: 
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Θεώρηµα 4.7.1 
Έστω ότι ισχύουν οι προϋποθέσεις της πρώτης περίπτωσης. Αν  0 21 mL Kβ+ <  

τότε το σηµείο ( )( )4 20 ,0,F L K  υπάρχει και είναι ασυµπτωτικά ευσταθές. Αν 

0 21 mL Kβ+ >  τότε το σηµείο 4F  είναι ασταθές στον άξονα 1x  και το 

σηµείο ( )6 1, ,0F u xɶ ɶ  είναι ασυµπτωτικά ευσταθές για τις λύσεις που ξεκινούν στην 

περιοχή ( ){ }1 2 1 2, , 0, 0, 0u x x u x x> > ≥ . 

 
Το θεώρηµα αυτό δείχνει ότι υπάρχει µία αναστροφή του ανταγωνιστικού 

αποτελέσµατος καθώς η παράµετρος m  «περνάει» από την τιµή 2

0

1K

L

β −
. Έτσι, 

για 2

0

1
0

K
m

L

β −
≤ <  παρατηρούµε ότι υπάρχει µία περιοχή για την οποία οι λύσεις 

που ξεκινούν από την 1x  πλευρά τείνουν στο σηµείο 6F  ενώ οι λύσεις που 

ξεκινούν από την 2x  πλευρά τείνουν στο 4F . Αντιθέτως, για 2

0

1K
m

L

β −
>  όλες οι 

λύσεις τείνουν στο 4F .  

 
Περίπτωση 2η: 
Αν 2 1Kβ <  και 1Kη δ<  τότε και πάλι ικανοποιείται η σχέση (12) και το σηµείο 

ισορροπίας ( )5 1 2ˆ ˆ0, ,F x x  υπάρχει και είναι ευσταθές. Αφού 2 1Kβ < , τότε και 

( )2 2
1 0 24 1 0ml K mL Kµ δ β+ + − >  δηλαδή υπάρχει ένα εσωτερικό σηµείο 

ισορροπίας. Από περεταίρω ανάλυση προκύπτει ότι 1 1*x K
δ
η

< < . Θα 

µελετήσουµε τώρα την ευστάθεια του σηµείου αυτού. Για τους συντελεστές του 
χαρακτηριστικού πολυωνύµου ( )7Q λ  1 2 3, ,a a a  µε χρήση των εξισώσεων του 

συστήµατος (11) αποδεικνύεται ότι: 

 1 2
1

1 2

* *
0

ax x
a

K K

δ
γ= + + > , 

( )
1 2

3
1 2

* *

1 *

a x x
a

K K mu

γ
= ⋅

+
 

        ( ) ( ){ }2 2 2
1 0 1 0 1 2 1 2* 1 2 * 1 0m l x mL ml x mL K K ml K Kδ δ δ βη δ ⋅ + + + + − − >   

 
αφού, 

( ) ( )0 1 0 1 2 1 21 2 * 1mL ml x mL K K ml K Kδ δ βη δ + + + − − ≥   

( ) ( )0 0 1 2 1 21 1mL mL K K ml K Kµ δ βη δ ≥ + + + − − =   

( ) 2
0 1 1 2 1 01 mL ml K ml K K m l K Lδ δ δ= + − > . 

 
Επίσης, µε περαιτέρω υπολογισµούς αποδεικνύεται ότι: 
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( )

( )
2 2 3

1
1 2 3 1 122

1

*
*

1 *

m l a x
a a a ax K

K mu

γ
γ− = + +

+ +
 

( )
1

2

1

*

1 *

a x

K mu

γ

δ
⋅

+
 

                  {  ( ) ( ){ } 1
0 1 0 1 2

1

*
1 2 * 1

ax
mL ml x mL ml K K

K
δ δ βδ γ

 
 + + + − +  

 
+  

                     ( )1 2
1 2 1 1 2 0

1 2

* *
* * 1

ax x
ml K K x K x mL

K K

δ
βη γ βδη

 
+ + + + + 

 
}  0> . 

   Από τα παραπάνω διαπιστώνουµε ότι το ( )7 1 2*, *, *F u x x  είναι ασυµπτωτικά 

ευσταθές σηµείο ισορροπίας για όλες τις τιµές του m +∈ℝ  και ότι ο ανταγωνισµός 
των δύο ειδών και η ευσταθής ισορροπία που υπήρχε µεταξύ τους δεν 
διαταράχθηκε από την παρουσία του τρίτου είδους – συµβιωτή.  
 
Περίπτωση 3η: 
Αν  2 1Kβ >  και 1Kη δ<  τότε όπως είναι γνωστό, εν απουσία του τρίτου είδους, 

το σηµείο ( )2 20,0,F K  είναι ασυµπτωτικά ευσταθές, ενώ αντίθετα τα σηµείο 5F  

δεν υπάρχει πλέον. Θα µελετήσουµε τώρα κάτω από ποιες συνθήκες υπάρχει το 
εσωτερικό σηµείο ισορροπίας 7F . Για να γίνει αυτό πρέπει να επιλύσουµε το 

παρακάτω αλγεβρικό σύστηµα εξισώσεων: 

( )

1 0

1
2

1

2
1

2

1 1 0

1 0

u lx L

x
x mu

K

x
x

K

β

δ η




= + 
  

− + − =  
  

  − − =    

 (13), 

το οποίο προέκυψε εξισώνοντας τα δεύτερα µέλη του συστήµατος (11) µε µηδέν 
και έχοντας κατά νου ότι 1 2, , 0x x u≠  αφού µελετάµε εσωτερικό σηµείο 

ισορροπίας. Λύνουµε τώρα την πρώτη εξίσωση του συστήµατος (13) ως προς u , 
αντικαθιστούµε στις άλλες δύο και µετά από πράξεις προκύπτει ότι:  

2 1
2 2

K x
x K

η
δ

= − + , 

( ) ( )1 2 1
1 1 0 1 1 0

1

1 1mlK x ml mL K x mL
x

β

− − − + − + + + = . 

Η πρώτη από αυτές τις εξισώσεις αντιστοιχεί σε  µία ευθεία 1c  η οποία έχει 

αρνητική κλίση, ενώ η δεύτερη εξίσωση αντιστοιχεί σε µία παραβολή 2c  η οποία 

στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω. Επίσης, το σηµείο 

( ) ( )0 1

1

1
,

ml mL K

K

δ η η δδ
η βη

  + + −  
 
 

 ανήκει στην 2c . Εξ’ υποθέσεως,  

1 1 0K Kη δ η δ< ⇔ − < , η µελέτη µας λοιπόν θα συνεχιστεί λαµβάνοντας τις εξής 

υποπεριπτώσεις: 
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(α)   0
2

1 mL
K

β
+

> . Από την προηγούµενη ανάλυση (σχήµα 20α) οι δύο καµπύλες 

1c  και 2c  τέµνονται ακριβώς σε ένα σηµείο ( )1 2*, *x x  µε 10 *x
δ
η

< <  και 

2 20 *x K< < , δηλαδή το σηµείο 7F  υπάρχει και είναι µοναδικό. Επίσης µέσω του 

κριτηρίου Routh – Hurwitz αποδεικνύεται ότι είναι ασυµπτωτικά ευσταθές.  

(β)   0
2

1 mL
K

β
+

= . Σε αυτή την περίπτωση παίζει ρόλο η αρχική κλίση της 1c . 

Υπολογίζουµε λοιπόν τα εξής:  
( )

2

1 1
1 1 0 12

1

2 1

c

mlK x ml mL Kdx

dx β

− −− + − +
=  και 

ειδικότερα,  

( ) ( ) ( )
0

2

2 2

1
1

2 0 1 2 2

1 1 1

0 1 0
mL

K

c c

dx ml mL K dx Kml

dx dx K

β

β β

+
=−− +

= ⇔ = −  (14). 

Αυτό συνεπάγεται ότι: (β1) αν  2 2

1

K Kml

K

η
β δ

− > − υπάρχει µοναδικό σηµείο 

ισορροπίας 7F  το οποίο είναι ασυµπτωτικά ευσταθές ή  (β2) αν 2 2

1

K Kml

K

η
β δ

− ≤ −  

και τότε το 7F  δεν υπάρχει (σχήµα 20 β, γ). 

(γ)   0
2

1 mL
K

β
+

< . Σε αυτή την περίπτωση παίζει ρόλο η σχέση 
( )2

1

0dx

dx
 όπως 

δίνεται από την (14) και το αν η τιµή της είναι µεγαλύτερη ή µικρότερη από την 
κλίση της 1c . Αυτό συνεπάγεται δύο υποπεριπτώσεις: (γ1) αν 

( ) 1
0 1 2

1ml mL K Kη
β δ

−− +
≤ −  το σηµείο 7F  δεν υπάρχει (σχήµα 20 δ), ή (γ2) αν 

( ) 1
0 1 2

1ml mL K Kη
β δ

−− +
> −  τότε το σηµείο 7F  µπορεί να υπάρχει, µπορεί και όχι. 

Για το λόγο αυτό θα υπολογίσουµε την τιµή 1x
+ , όπου 

( ) ( )
2

2 2
1

1

0

c

dx K
x

dx

η
δ

+ = − . 

Από υπολογισµούς προκύπτει ότι 0 2 1
1

1

1

2

mL K K
x ml

K ml

βη
δ

+  +
= − + 

 
. Θέλουµε 

επίσης να υπολογίσουµε την τιµή y+  η οποία ορίζεται ως 

( ) ( )
2 1

2 1 2 1
c c

y x x x x+ + += − . Απαιτούµε 0y+ ≥ . Μετά από υπολογισµούς προκύπτει 

ότι 

2

0 2
2

1 1 1

1 1
4

L K
y l m l K

K K K

βη η
β

δ δ
+

      
= + + − − −      

      
. Από αυτό προκύπτουν 

επίσης δύο υποπεριπτώσεις: 
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 (γ2i) αν 0 2
2

1 1 1

1 1
2

L K
m l l K

K K K

βηη
β

δ δ

      
 < + − − −     
       

 τότε το 7F  δεν 

υπάρχει, ενώ αν (γ2ii) 0 2
2

1 1 1

1 1
2

L K
m l l K

K K K

βηη
β

δ δ

      
 ≥ + − − −     
       

 το 7F  

υπάρχει. Ειδικότερα, αν ισχύει η ισότητα, τότε το 7F  είναι µοναδικό, αλλιώς 

υπάρχουν δύο εσωτερικά σηµεία ισορροπίας, ένα ευσταθές και ένα ασταθές (σχήµα 
20 ε, ζ ). 
 

 
Σχήµα 20 

 
•   Παράδειγµα 2ο : θεωρούµε το παρακάτω σύστηµα τριών ειδών: 

1

1 1 2
1 1

1 1

2
2 2 1 2

2

1

1
1

1

u
u u x

L

x a x xu
x ax

K a x mu

x
x x x x

K

γ θ

βξ

δ η

 ′ = − +  
  

  ′ = − − −  + +  
  ′ = − −    

 (15). 

Όλες τις σταθερές σε αυτό το σύστηµα τις θεωρούµε θετικές. Σκοπός µας σε αυτό 
το παράδειγµα είναι να µελετήσουµε την ύπαρξη περιοδικών λύσεων. 
Παρατηρούµε ότι εν απουσία του είδους 2x  υπάρχει κόστος για το είδος 1x . 

Ειδικότερα, για τις τιµές των παραµέτρων 1 1K aγ β η θ ξ= = = = = = = , 

2

1

2
K Lδ= = =  και 22m=  παρατηρούµε ότι όταν το είδος 2x  απουσιάζει, το 

είδος 1x  οδηγείται πάντα στην εξαφάνιση. Ωστόσο, για τις ακόλουθες τιµές: 
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3
*

4
u = , 1

1
*

2
x = , 2

3
*

2
x = , 1

11

280
b = − , 2

20857

19600
b = , 3

27

4
b =  έχουµε την τιµή 

διακλάδωσης 0 32.39a ≃ και οδηγούµαστε σε µικρού πλάτους περιοδικές λύσεις.  

 
4.8 Επίλογος - Σχόλια 

 
     Στο κεφάλαιο 4 µελετήσαµε συστήµατα συµβίωσης τριών ειδών στα οποία ο 
ρυθµός ανάπτυξης του ενός είδους ήταν πολύ διαφορετικός από το ρυθµό 
ανάπτυξης των άλλων δύο. Ωστόσο, αυτό το φαινόµενο δε συµβαίνει πάντα 
ανάµεσα σε συστήµατα συµβίωσης τριών ειδών. Τα συστήµατα στα οποία οι 
ρυθµοί ανάπτυξης είναι παρόµοιοι και για τα τρία είδη υπάγονται στη µελέτη 
συστηµάτων τριών ειδών του κεφαλαίου 2.  
     Από την ανάλυση του πρώτου µοντέλου (θηρευτής – θήραµα συµβιωτής – τρίτο 
είδος ) προέκυψαν τρία γενικά αποτελέσµατα. Πρώτον, για βιολογικούς λόγους, οι 
λύσεις των εξισώσεων πρέπει να είναι φραγµένες. ∆εύτερον, εν απουσία του τρίτου 
είδους, ο θηρευτής και το θήραµα συµβιώνουν, και εν απουσία θηρευτή, το θήραµα 
και το τρίτο είδος συµβιώνουν. Είναι επίσης πιθανό το τρίτο είδος να οδηγήσει το 
θήραµα σε εξαφάνιση. Στο σύστηµα δύο ειδών θηρευτή – θηράµατος µπορεί να 
υπάρξει ένα ολικά ευσταθές σηµείο ισορροπίας αλλά η εισαγωγή σε αυτό ενός 
τρίτου είδους µπορεί να οδηγήσει  το  αρχικό σύστηµα σε εξαφάνιση. Τρίτον, σε 
αυτό το κεφάλαιο δόθηκαν οι απαραίτητες συνθήκες για τη συµβίωση των τριών 
ειδών. Τα σηµεία ισορροπίας µπορούν να είναι ευσταθή ή ασταθή ή επίσης να 
υπάρχουν µικρού πλάτους περιοδικές λύσεις. 
     Από την ανάλυση του δεύτερου µοντέλου (δύο είδη σε ανταγωνισµό και τρίτο 
είδος που συµβιώνει µε το πρώτο από αυτά) προέκυψαν τα ακόλουθα γενικά 
αποτελέσµατα. Πρώτον, η συµβίωση µπορεί να επηρεάσει άµεσα το αποτέλεσµα 
της συµβίωσης των δύο ειδών 1x  και 2x . Από τη µία µπορεί να τους επιτρέψει να 

συνυπάρξουν, ενώ από την άλλη αν υπάρχουν δύο σηµεία ισορροπίας, ένα 
ευσταθές και ένα ασταθές, η συνύπαρξη ή όχι θα εξαρτηθεί από τις αρχικές 
συνθήκες. Πρέπει επίσης να σηµειωθεί ότι η µελέτη συµβίωσης µπορεί να γίνει είτε 
για αναγκαστική είτε για προαιρετική συµβίωση. ∆εύτερον, και εδώ υπάρχουν 
µικρού πλάτους περιοδικές λύσεις 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 
 
Α) Εφαρµογή της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων στην κατασκευή 
λογιστικών καµπύλων 

 
Πηγή µας σε αυτό το κεφάλαιο αποτελεί το σύγγραµµα  [9]. 
 
     Στόχος µας εδώ είναι να περιγράψουµε τον τρόπο µε τον οποίο έγινε η 
επεξεργασία των δεδοµένων στο παράδειγµα 4 της παραγράφου 2.5 έτσι ώστε να 
εξαχθούν οι λογιστικές καµπύλες που παρουσιάζονται στο σχήµα 5. Το µαθηµατικό 
πακέτο που µπορεί να µας βοηθήσει σε αυτή την κατασκευή είναι το Matlab. Εδώ θα 
σκιαγραφήσουµε τις κινήσεις που πρόκειται να γίνουν. Ορίζουµε ως ( )a t  τον 

πληθυσµό της P.aurelia και ως ( )c t  τον πληθυσµό της P.caudatum. Κάθε είδος 

ξεχωριστά ακολουθεί λογιστική εξίσωση µε τύπο: 

( )
1

1
1

1 1

1
1 r t

Kda a
r a a t

dt K C e−

 
= − ⇔ = 

+ 
 (1), 

( )
2

2
2

2 2

1
1 r t

Kdc c
r c c t

dt K C e−

 
= − ⇔ = 

+ 
 (1΄), 

όπου 1K , 2K  είναι οι φέρουσες ικανότητες του συστήµατος για κάθε ένα από τα δύο 

είδη, 1r , 2r  είναι θετικές παράµετροι και 1C , 2C  είναι σταθερές που σχετίζονται µε το 

πρόβληµα. Από τις (1) και (1΄) έχουµε:  

( )
( )

( )( )
1 0

1 0

1 1
2

1

r t t

r t t

K r e
a t

e

− −

− −
′ =

+
 (2), 

( )
( )

( )( )
2 0

2 0

2 2
2

1

r t t

r t t

K r e
c t

e

− −

− −
′ =

+
 (2΄), 

 όπως και: 

( )
( )

( )

1

1

2
1 1 1 1

3

1

r t

r t

C K r C e
a t

C e

−
′′ =

+
 (3), 

( )
( )

( )

2

2

2
2 2 2 2

3

2

r t

r t

C K r C e
c t

C e

−
′′ =

+
 (3΄). 

Η (3) και (3΄) µηδενίζονται αντίστοιχα για 1 0
1

r tC e=  και 2 0
2

r tC e= , και 

αντικαθιστώντας τα στις (1) και (1΄) προκύπτουν οι εξισώσεις:  

( ) ( )1 0

1

1 r t t

K
a t

e− −
=

+
 (4) , 

( ) ( )2 0

2

1 r t t

K
c t

e− −
=

+
 (4΄). 

     Η µέθοδος που θα χρησιµοποιήσουµε για να ταιριάξουµε µία λογιστική καµπύλη 
σαν την (4) και (4΄)  στα δεδοµένα µας ( ),i it a  και ( ),i it c , 1,2,...,i n=  είναι η 
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Μέθοδος Ελαχίστων Τετραγώνων. Το πρόβληµα έγγυται στο να 
ελαχιστοποιήσουµε το σφάλµα: 

( )( )
2

1
1

n

i i
i

e a t a
=

= −∑ (5), 

( )( )
2

2
1

n

i i
i

e c t c
=

= −∑  (5΄), 

 αντίστοιχα, για τα διάφορα 1K , 2K , 1r , 2r , 0t . Αρχικά τοποθετούµε σε άξονες τα 

δεδοµένα που έχουµε και ύστερα γράφουµε µία πιθανή (πρόχειρη) καµπύλη, σε 
σχήµα S  αφού πρόκειται για λογιστική εξίσωση, η οποία περνά από κάποια από τα 

δεδοµένα µας και τα σηµεία της είναι ( )( ),i it a t  και ( )( ),i it c t  αντίστοιχα. 

Παρατηρούµε ότι τα σηµεία της καµπύλης και τα σηµεία που σχεδιάσαµε από τα 
δεδοµένα µας έχουν ίδιες τετµηµένες αλλά διαφορετικές τεταγµένες. Αυτή ακριβώς η 
διαφορά ( )i ia t a−  και ( )i ic t c−  αποτελεί το σφάλµα µας. Όµως µερικά σηµεία 

πέφτουν πάνω από την καµπύλη ενώ κάποια άλλα κάτω από αυτή, δηλαδή το σφάλµα 
γίνεται άλλοτε θετικό και άλλοτε αρνητικό. Για αυτό το λόγο το υψώνουµε στο 
τετράγωνο. Έτσι προέκυψαν οι σχέσεις (5) και (5΄) και σκοπός µας είναι να τις 
ελαχιστοποιήσουµε. Η δυσκολία στο να λυθεί το πρόβληµα µε τη µέθοδο ελαχίστων 
τετραγώνων έγγυται στο γεγονός ότι οι (4) και (4΄) είναι µη γραµµικές. Υπάρχουν, 
όπως αναφέραµε, πέντε παράµετροι οι οποίες πρέπει µε κάποιο τρόπο να εκτιµηθούν 
και να δοθεί µία πρώτη τιµή για αυτές έτσι ώστε στη συνέχεια η µέθοδος ελαχίστων 
τετραγώνων να λειτουργήσει και να λάβουµε τα βέλτιστα αποτελέσµατα.  
     Αρχικά θα προσπαθήσουµε να κάνουµε απαλοιφή της µίας εκ των παραµέτρων 

1 2 3, ,r r r . Ξαναγράφουµε τις εξισώσεις (1) και (1΄) στη µορφή:  

( ) ( )1 1a t K h t=  όπου 
( )1 0

1

1

1 r t t
h

e− −
=

+
(6), 

( ) ( )2 2c t K h t=  όπου 
( )2 0

2

1

1 r t t
h

e− −
=

+
(6΄). 

Επίσης, παρατηρούµε ότι 00 16t≤ ≤ . Παίρνοντας τις πρώτες παραγώγους στο 0t  και 

λύνοντας ως προς 1r , 2r  έχουµε τα ακόλουθα: 

( )
( )01 1

0 1
1

4

4

a tK r
a t r

K

′
′ = ⇔ =  (7), 

( )
( )02 2

0 2
2

4

4

c tK r
c t r

K

′
′ = ⇔ =  (7΄). 

Παρατηρώντας τώρα το πρόχειρο σχήµα, βλέπουµε ότι το σηµείο κλίσης βρίσκεται 
περίπου στο 0 4t = . Μπορούµε λοιπόν να πάρουµε µία καλή εκτίµηση για την κλίση 

στο  0t  (που είναι τα ( )0a t′  και ( )0c t′  αντίστοιχα) υπολογίζοντας την κλίση από τα 

δύο σηµεία που βρίσκονται το ένα πριν και το άλλο µετά το 0 4t = , δηλαδή: 

( )0

210 92 118
59

5 3 2
a t

−
′ ≈ = =

−
 και ( )0

52 16 36
18

5 3 2
c t

−
′ ≈ = =

−
. Αντικαθιστώντας τώρα 

στις (7) και (7΄) έχουµε ότι: 1

4 59
0.874

270
r

⋅
= =  και 2

4 18
1.028

70
r

⋅
= = . (Στις 

παραπάνω εξισώσεις θέσαµε 1 270K =  και 2 70K =  γιατί όπως ήδη αναφέραµε τα 
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1K , 2K  αντιπροσωπεύουν τη φέρουσα ικανότητα του συστήµατος για κάθε είδος 

ξεχωριστά και οι τιµές που δώσαµε σε αυτές ήταν οι µέγιστες που βρέθηκαν στο 
πείραµά µας, άρα και καταλληλότερες για µία εκτίµηση της φέρουσας ικανότητας.) 
Αφού λοιπόν βρήκαµε µία προσεγγιστική τιµή για τα 1r , 2r εκτιµούµε ότι οι τιµές 

τους θα κυµαίνονται σε ένα διάστηµα γύρω από την τιµή αυτή. Αν η εκτίµηση που θα 
κάνουµε αποδειχθεί ανεπαρκής από τη διαδικασία προσέγγισης, προσαρµόζουµε 
ξανά τις τιµές και επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία. Έστω λοιπόν 10.5 1.1r< <  και 

20.7 1.3r< <  . Με τη βοήθεια του Matlab χωρίζουµε τα διαστήµατα των  1r , 2r  και 

0t  σε 40 διαδοχικά µικρότερα διαστήµατα ίσου πλάτους. Έτσι δηµιουργούνται δύο 

πίνακες τιµών 40 40×  και  µε τη βοήθεια των τύπων (6), (6́ ), (5), (5́ ) κάνουµε 
εκτίµηση του σφάλµατος 1e , 2e  για κάθε στοιχείο του πίνακα. Έχοντας τώρα 

υπολογίσει τα σφάλµατα σε κάθε σηµείο, µπορούµε να τα παραστήσουµε γραφικά. 
Στις δύο καµπύλες που θα προκύψουν, τα χαµηλότερα σηµεία τους είναι τα δύο 
ελάχιστα σφάλµατα που ζητάµε και άρα η λύσεις της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων. 
Αυτά τα ελάχιστα σφάλµατα αντιστοιχούν σε συγκεκριµένες τιµές για τα 1r , 2r , 0t  οι 

οποίες πλέον θεωρούνται γνωστές.  
     Με τη βοήθεια των τιµών που µόλις προσδιορίσαµε, µπορούµε να πάµε να 
υπολογίσουµε και τις δύο τελευταίες παραµέτρους που µας απέµειναν, που είναι οι 

1K , 2K . Αφού και τις φέρουσες ικανότητες τις θέλουµε ελάχιστες, ο υπολογισµός 

τους θα γίνει µέσω των τύπων:  

1

1

0
e

K

∂
=

∂
 (8), 

2

2

0
e

K

∂
=

∂
 (8΄). 

Έχοντας τώρα προσδιορίσει και τις πέντε παραµέτρους που ελαχιστοποιούν το 
πρόβληµά µας µπορούµε να πάµε και να σχεδιάσουµε µε τη βοήθεια του Matlab 
επιτυχώς τις S  καµπύλες που ταιριάζουν καλύτερα στα δεδοµένα µας και αποτελούν 
την καλύτερη δυνατή αναπαράσταση βάσει των δεδοµένων µας. 
 
Β)  Συνθήκη επιβίωσης και οµοιόµορφης επιβίωσης πληθυσµιακών 
µοντέλων πολλών ειδών 
 
Πηγές µας σε αυτό το κεφάλαιο αποτελούν τα συγγράµµατα [6], [7], [8].   
 
     Μία βασική και σηµαντική οικολογική ερώτηση που συνδέεται µε τη µαθηµατική 
µελέτη πληθυσµιακών µοντέλων είναι η σε βάθος χρόνου συνύπαρξη των 
εµπλεκοµένων πληθυσµών. Μαθηµατικά  αυτό είναι ισοδύναµο µε τον όρο 
«συνθήκη επιβίωσης» (persistence) του πληθυσµού. Θα ξεκινήσουµε τη µελέτη µας 
µε ένα παράδειγµα από τη φύση το οποίο θα µας βοηθήσει να καταλάβουµε 
διαισθητικά την έννοια της επιβίωσης. Πρόκειται για ένα µοντέλο θηρευτή – 
θηράµατος ανάµεσα σε ένα είδος ζωυφίων και ένα είδος φυτού:  
     Ένας κλασικός βιολογικός έλεγχος στοχεύει σε ένα µόνιµο έλεγχο των επιβλαβών 
φυτών που φύονται σε µία περιοχή, εισάγοντας και εγκαθιστώντας φυσικούς εχθρούς 
από τις γεωγραφικές τους ρίζες. Ο µόνιµος έλεγχος απαιτεί ο πληθυσµός των 
εισαγόµενων εχθρών να παραµένει σταθερός αλλά και να µπορεί να ανταποκρίνεται 
σε πιθανές αυξήσεις των φυτών, αποτρέποντας έτσι την περεταίρω εξάπλωσή τους.  



 68 

     Η επιβίωση ενός υπό µελέτη πληθυσµού µέσα σε ένα µοντέλο, αποτελεί ποιοτική 

ιδιότητα του µοντέλου αυτού. Έστω η εξίσωση ( ) ( ){ }
1

n

i t
x t x t

=
=  που αντιπροσωπεύει 

τους n  πληθυσµούς που υπάρχουν σε µία περιοχή,  τι χρονική στιγµή t . Οµοιόµορφη 
επιβίωση του πληθυσµού ( )jx t  σηµαίνει ότι για αρκετά µεγάλο t , το ( )jx t  

παραµένει µακριά από το µηδέν, σε µία συγκεκριµένη απόσταση, δεδοµένου ότι σε 
µία προηγούµενη στιγµή 0t  όλες οι συνιστώσες ήταν θετικές. Η λέξη «οµοιόµορφη» 

καταδεικνύει ότι αυτή η συγκεκριµένη απόσταση από το µηδέν δεν εξαρτάται από 
την αρχική τιµή ( )0 0x t x= . Πιο συγκεκριµένα, οµοιόµορφη επιβίωση για το jx  

έχουµε όταν υπάρχει µία θετική σταθερά m  έτσι ώστε αν ( )0 0ix t >  για όλα τα i  και 

για κάποιο 0t , να ισχύει ότι: 

( )liminf j
t

x t m
→∞

≥  (1). 

 Αν επιπλέον για κάποιο σταθερό αριθµό M  ισχύει ότι: 

( )limsup
t

x t M
→∞

≤  (2), 

τότε λέµε ότι για το σύστηµα πληθυσµών που µελετάµε έχουµε µόνιµη επιβίωση.  Για 
µοντέλα πληθυσµών που βρίσκονται στην τροφική αλυσίδα έχει διατυπωθεί το 
παρακάτω κριτήριο για (ασθενή) επιβίωση:  

( )limsup 0j
t

x t
→∞

>  (3), 

όπου ( )0 0jx t i> ∀  και για κάποιο 0t . Αποδεικνύεται ότι αυτή η προσέγγιση 

µπορεί να οδηγήσει σε οµοιόµορφη επιβίωση και µονιµότητα. Πιο αναλυτικά, έστω 
οι εξισώσεις Kolmogorov n -ειδών: 

( )i
i i

dx
x f x

dt
=  , 1,...,i n=  (4), 

για το οποίο ισχύει η (2). Θεωρούµε ότι  1
if C∈  στο n

+ℝ  δηλαδή οι συναρτήσεις if  

είναι συνεχώς διαφορίσιµες στο κλείσιµο του n
+ℝ , { }: 0, 1,...,n n

ix x i n+ = ∈ > ∀ =ℝ ℝ  

το οποίο αντιπροσωπεύει την εφικτή περιοχή λύσεων για τις εξισώσεις (4) και είναι 

αµετάβλητο. Ορίζουµε επίσης µία περιοχή { }: 0n
i iH x x+= ∈ =ℝ  η οποία είναι και 

αυτή αµετάβλητη. Παρατηρούµε ότι η ιδιότητα του n
+ℝ  να µη µεταβάλλεται 

αποτρέπει τις λύσεις ( )x t  από το να φθάσουν στο σύνορο iH  σε πεπερασµένο χρόνο. 

Έστω ακόµη ένα σύνολο nB +⊆ ℝ  τέτοιο ώστε για αρκετά µεγάλα χρόνο T  να έχουµε 

ότι ( )x t B t T∈ ∀ ≥ . Το σύνολο αυτό είναι εξοπλισµένο µε την ιδιότητα 

x B ax B∈ ⇒ ∈ , 0 1a≤ < . Ορίζουµε τώρα τις παρακάτω σταθερές: supi i
x B

M x
∈

=  , 

( )inf i
ij

x B
i

f
m x

x∈

∂
=

∂
, ( )sup i

ij
x B i

f
M x

x∈

∂
=

∂
 και ( )0i ia f= . Τέλος ορίζουµε το σύνολο Q  των 

δεικτών τέτοιο ώστε: 

( ): 0,j

j

f
Q i j x x B

x
µε

 ∂ 
⊆ ∃ > ∀ ∈ 

∂  
 (5), 
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 µία επιλογή θετικών αριθµών jr  , 1,...,j n=  τέτοια ώστε 
1

0 ,
n

j ij
j

r m i Q
=

≥ ∀ ∈∑  και 

τέλος µία παράµετρο µ  έτσι ώστε: 

1 1c

n n

i i i j
i ji Q

r a M rµ
= =∈

= −∑ ∑ ∑  (6). 

 (Η παράµετρος µ  εκτιµά τον σταθµισµένο ρυθµό ανάπτυξης του συνολικού 
πληθυσµού.) Μπορούµε λοιπόν τώρα να καταλήξουµε στο επόµενο θεώρηµα το 
οποίο θέτει τις προϋποθέσεις για την επιβίωση και την οµοιόµορφη επιβίωση ενός 
πληθυσµού. 
 
Θεώρηµα 1 
Έστω το σύστηµα εξισώσεων (4) για το οποίο ισχύει η σχέση (2) και έστω B  το 
αντίστοιχο συµπαγές σύνολο. Έστω επίσης οι σταθερές  ia , iM , ijm , ijM  όπως έχουν 

οριστεί παραπάνω. Για κάποια επιλογή Q  και jr , 1,...,j n=  που να ικανοποιεί την (5) 

και  µ  ως έχει οριστεί στην (6), θετικό, αποδεικνύεται  ότι ισχύει η οµοιόµορφη 
επιβίωση του πληθυσµού και η µονιµότητά του.  
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