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ΣΟ ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΟ ΠΕΔΙΟ 

 

0. ΕΙΑΓΩΓΗ 

 

Το αρικμθτικό πεδίο  ενόσ     πίνακα  , 

                        , 

είναι ζνα ςφνολο μιγαδικϊν αρικμϊν, όπωσ το φάςμα     .  

Το φάςμα και το αρικμθτικό πεδίο είναι ςφνολα από τα οποία αντλοφμε 

πλθροφορίεσ για τον πίνακα. Το αρικμθτικό πεδίο ενόσ πίνακα δίνει πλθροφορίεσ 

που το φάςμα δεν δφναται να δϊςει. Το φάςμα είναι ζνα διακριτό ςθμειοςφνολο 

ενϊ το αρικμθτικό πεδίο είναι πάντα ζνα ςυμπαγζσ κυρτό ςφνολο. Οι ιδιοτιμζσ των 

Ερμιτιανϊν και Κανονικϊν πινάκων ζχουν ιδιαίτερα επικυμθτζσ ιδιότθτεσ και το 

αρικμθτικό πεδίο αποτυπϊνει κάποιεσ πτυχζσ αυτισ τθσ ενδιαφζρουςασ δομισ για 

γενικοφσ πίνακεσ. 

 

0.1 ΤΠΟΠΡΟΘΕΣΙΚΟΣΗΣΑ ΚΑΙ ΙΔΙΟΣΙΜΕ ΑΘΡΟΙΜΑΣΩΝ 

  

Εάν μόνο τα φάςματα      και      είναι γνωςτά για δφο     πίνακεσ   και 

  τότε μποροφμε να βγάλουμε λίγα ςυμπεράςματα για το φάςμα του ακροίςματοσ 

      . Φυςικά                 επομζνωσ, το άκροιςμα όλων των 

ιδιοτιμϊν του     είναι το άκροιςμα των ιδιοτιμϊν του   ςυν το άκροιςμα των 

ιδιοτιμϊν του  . Ωςτόςο, για να εκφράςουμε πλθροφορίεσ για τισ ιδιοτιμζσ του 

    πρζπει να ζχουμε περαιτζρω πλθροφορίεσ για τα   και  .  

Για παράδειγμα, αν γνωρίηουμε  ότι οι ιδιοτιμζσ δφο     πινάκων   και   είναι 

ςτακερζσ τότε θ φαςματικι ακτίνα του    , θ οποία είναι θ μεγαλφτερθ απόλυτθ 

τιμι μιασ ιδιοτιμισ του     και ςυμβολίηεται με       , μπορεί να είναι 

αυκαίρετα μεγάλθ. Από τθν άλλθ πλευρά, αν ο   και ο   είναι κανονικοί, τότε 

μποροφμε να ξζρουμε αρκετά για τισ ιδιοτιμζσ του    . Για παράδειγμα, 

                 ςε αυτι τθν περίπτωςθ. Τα ακροίςματα των πινάκων 

προκφπτουν ςτθν πράξθ και δφο ςχετικζσ ιδιότθτεσ του αρικμθτικοφ πεδίου      

είναι οι παρακάτω: 
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a) Το αρικμθτικό πεδίο είναι υποπροςκετικό:                  , όπου το 

ςφνολο του ακροίςματοσ ζχει το φυςικό οριςμό των ακροιςμάτων όλων των 

πικανϊν ηευγϊν, ζνα από το κακζνα και 

 

b) Το φάςμα ενόσ πίνακα βρίςκεται μζςα ςτο αρικμθτικό πεδίο του          . 

Συνδυάηοντασ αυτζσ τισ δφο ιδιότθτεσ προκφπτουν οι  εξισ εγκλειςμοί: 

                       . 

Συνεπϊσ, αν γνωρίηουμε τα δφο αρικμθτικά πεδία      και      μποροφμε να βγάλουμε 

μερικά ςυμπεράςματα για το φάςμα του ακροίςματοσ. 

 

0.2 ΜΙΑ ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΑΠΟ ΣΗΝ ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΗ ΛΤΗ ΣΩΝ 

ΜΕΡΙΚΩΝ ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΩΕΩΝ 

 

Ασ υποκζςουμε ότι ο               ικανοποιεί: 

a) Ο   είναι τριςδιαγϊνιοσ (   =0 για         , και 

b)                για          . 

 

Ρίνακεσ αυτοφ του τφπου προκφπτουν ςτθν αρικμθτικι λφςθ των μερικϊν 

διαφορικϊν εξιςϊςεων και ςτθν ανάλυςθ των δυναμικϊν ςυςτθμάτων που 

προκφπτουν ςτθν Μακθματικι Βιολογία. Και ςτισ δφο περιπτϊςεισ, θ γνϊςθ για τα 

πραγματικά μζρθ των ιδιοτιμϊν του   είναι πολφ ςθμαντικι. Αποδεικνφεται πωσ 

αρκετά καλζσ πλθροφορίεσ για τισ ιδιοτιμζσ τζτοιου πίνακα μποροφμε να μάκουμε 

εφκολα χρθςιμοποιϊντασ το αρικμθτικό πεδίο     . 
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0.2.1 ΔΕΔΟΜΕΝΟ: Για οποιοδιποτε ιδιοτιμι   ενόσ πίνακα   του τφπου που 

ενδείκνυται ζχουμε                             . 

Θ απόδειξθ αυτοφ είναι πολφ απλι χρθςιμοποιϊντασ τισ ιδιότθτεσ του αρικμθτικοφ 

πεδίου που κα τισ αναπτφξουμε ςε παρακάτω ενότθτα. Αρχικά, διαλζγουμε ζνα 

διαγϊνιο πίνακα   με κετικά διαγϊνια ςτοιχεία ζτςι ϊςτε        ̂      ̂  να 

ικανοποιεί    ̂      ̂ για    . Ο πίνακασ                 που ορίηεται από 

    , και     
      

      
                       μασ αρκεί. Εφόςον οι  ̂ και   

είναι παρόμοιοι, οι ιδιοτιμζσ τουσ είναι οι ίδιεσ.  

Τότε κα ζχουμε: 

            ( ̂)     ( ̂)   (
 

 
( ̂    ̂))   (              ). 

Κυρτό περίβλθμα του                              . 

 

Ο πρϊτοσ εγκλειςμόσ προκφπτει από τθν ιδιότθτα φαςματικοφ εγκλειςμοφ, θ 

επόμενθ ιςότθτα προκφπτει από τθν ιδιότθτα προβολισ, θ επόμενθ ιςότθτα 

προκφπτει από τθν ειδικι μορφι που επετεφχκθ για το  ̂ και θ τελευταία ιςότθτα 

προκφπτει από τθν ιδιότθτα τθσ κανονικότθτασ και το δεδομζνο ότι οι ιδιοτιμζσ ενόσ 

διαγϊνιου πίνακα είναι τα διαγϊνια ςτοιχεία του. Εφόςον το πραγματικό μζροσ τθσ 

κάκε ιδιοτιμισ        είναι ενόσ κυρτόσ ςυνδυαςμόσ των κφριων διαγϊνιων 

ςτοιχείων            , οι ανιςότθτεσ είναι ξεκάκαρεσ και θ απόδειξθ είναι 

πλιρθσ. 

 

0.3 ΑΝΑΛΤΗ ΕΤΣΑΘΕΙΑ 

 

Σε μία ανάλυςθ τθσ ευςτάκειασ ενόσ ςθμείου ιςορροπίασ ςε ζνα δυναμικό ςφςτθμα 

που διζπεται από ζνα ςφςτθμα διαφορικϊν εξιςϊςεων, είναι ςθμαντικό να 

γνωρίηουμε αν το πραγματικό μζροσ τθσ κάκε ιδιοτιμισ ενόσ ςυγκεκριμζνου πίνακα 

  είναι αρνθτικό. Ζνασ τζτοιοσ πίνακασ χαρακτθρίηεται ευςτακισ. Για να μθν 

μπερδευτοφμε με αρνθτικά πρόςθμα, ςυχνά δουλεφουμε με κετικά ευςτακείσ 

πίνακεσ (όλεσ οι ιδιοτιμζσ ζχουν κετικά πραγματικά μζρθ). Ρροφανϊσ, ο   είναι 

κετικά ευςτακισ αν και μόνο αν ο –  είναι ευςτακισ. Μια ςθμαντικι και επαρκισ 

ςυνκικθ για να είναι ζνασ πίνακασ κετικά ευςτακισ είναι το εξισ: 
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0.3.1 ΔΕΔΟΜΕΝΟ: Ζςτω       . Εάν      είναι κετικά οριςμζνο, τότε ο   

είναι κετικά ευςτακισ. Από τθν ιδιότθτα του φαςματικοφ εγκλειςμοφ        

       και από τθν ιδιότθτα τθσ προβολισ         (
 

 
      ). Πμωσ, 

εφόςον ο      είναι κετικά οριςμζνοσ, το ίδιο είναι και ο 
 

 
       κι επομζνωσ, 

από τθν ιδιότθτα τθσ κανονικότθτασ το  (
 

 
      ) ςυγκρατείται ςτον κετικό 

πραγματικό άξονα. Συνεπϊσ, θ κάκε ιδιοτιμι του   ζχει ζνα κετικό πραγματικό 

μζροσ και το   είναι κετικά ευςτακισ. Στθν πραγματικότθτα, ιςχφουν κι άλλα 

πράγματα. Αν ο       είναι κετικά οριςμζνο, και αν        είναι ζνασ 

οποιοςδιποτε κετικά οριςμζνοσ πίνακασ, τότε    είναι κετικά ευςτακισ επειδι          

                   
 

         
 

   
 

   
 

   και  
 

   
 

  ( 
 

   
 

 )
 

  
 

        
 

 , 

όπου το  
 

  είναι θ μονοςιμαντθ (Ερμιτιανι) κετικά οριςμζνθ τετραγωνικι ρίηα του 

 . Από τθν ςτιγμι που θ ιςοτιμία διατθρεί το κετικά οριςμζνο, οι ιδιοτιμζσ του 

   ζχουν κετικά πραγματικά μζρθ για τον ίδιο λόγο με το  . Το κεϊρθμα Lyaponov 

δείχνει ότι όλοι οι κετικά ευςτακείσ πίνακεσ προκφπτουν μ’ αυτό τον τρόπο. 

 

0.4 ΕΝΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΠΡΟΕΓΓΙΗ 

 

Αν υποκζςουμε ότι κζλουμε να προςεγγίςουμε ζνα δοςμζνο πίνακα      με ζνα 

μιγαδικό πολλαπλάςιο κάποιου –το πολφ ενόσ βακμοφ- Ερμιτιανοφ πίνακα, όςο πιο 

κοντά γίνεται ςτθ νόρμα Frobenius ‖ ‖2. Αυτό είναι ακριβϊσ το πρόβλθμα  

   ‖      ‖  
 
 για    n

  με       και     (0.4.1). 

Εφόςον το εςωτερικό γινόμενο *Α,Β+ trAB* παράγει τθ νόρμα Frobenius, ζχουμε 

‖      ‖  
 
                 ‖ ‖  

 
     ̅           2  , το οποίο για 

ζνα δοςμζνο κανονικοποιθμζνο  , ελαχιςτοποιείται από το          . 

 Θ αντικατάςταςθ αυτισ τθσ τιμισ ςτο (0.4.1) μεταςχθματίηει το πρόβλθμα μασ ςε 

    ‖ ‖  
  

–          2  για    n με        

ι αντίςτοιχα,              για    n
   με  

    . 

Ζνα διάνυςμα που επιλφει το τελευταίο πρόβλθμα (και κα υπάρξει ζνα τζτοιο αφοφ 

μεγιςτοποιοφμε μια ςυνεχι ςυνάρτθςθ ςε ζνα ςυμπαγζσ ςφνολο) κα μασ δϊςει τθν 

πρϊτου βακμοφ επίλυςθ του πίνακα            
 
 
    

 
 
 ςτο αρχικό μασ 

πρόβλθμα. Ωςτόςο, ζνασ υπολογιςμόσ μασ δείχνει ότι                    , 

ζτςι ϊςτε το να προςδιορίςουμε το   , και να λφςουμε το πρόβλθμα, είναι 
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αντίςτοιχο με το να βροφμε ζνα ςθμείο ςτο αρικμθτικό πεδίο του      το οποίο 

είναι ςτθν μεγαλφτερθ απόςταςθ από τθν αρχι. Θ απόλυτθ τιμι ενόσ τζτοιου 

ςθμείου ονομάηεται αρικμθτικι ακτίνα του   οποφ ςυχνά ςυμβολίηεται με     , ςε 

αναλογία με τθν φαςματικι ακτίνα, θ όποια είναι θ απόλυτθ τιμι ενόσ ςθμείου ςτο 

φάςμα      το οποίο είναι ςτθ μεγαλφτερθ απόςταςθ από τθν αρχι. 

 

1. ΟΡΙΜΟΙ 

 

Σε αυτι τθν ενότθτα κα ορίςουμε το αρικμθτικό πεδίο και κάποια ςχετικά κζματα. 

 

1.1 ΟΡΙΜΟ: Το αρικμθτικό πεδίο του      είναι 

                      . 

 

Επομζνωσ, το      είναι μια ςυνάρτθςθ από το    ςτα υποςφνολα του Μιγαδικοφ 

επιπζδου. 

Θ      είναι απλά ο κανονικοποιθμζνοσ  γεωμετρικόσ τόποσ μιασ Ερμιτιανισ 

μορφισ που ςχετίηεται με τον  . Το αρικμθτικό πεδίο ςυχνά λζγεται και ςφνολο 

τιμϊν ειδικά ςτο πλαίςιο του ανάλογοφ του για τελεςτζσ ςε άπειρουσ διαςτατικοφσ 

χϊρουσ. 

Το αρικμθτικό πεδίο του      μπορεί να κεωρθκεί και ωσ θ εικόνα τθσ επιφάνειασ 

τθσ Ευκλείδειασ μοναδιαίασ ςφαίρασ ςτο  n (ζνα ςυμπαγζσ ςφνολο) υπό ςυνεχι 

μεταςχθματιςμό       .  Ζτςι, το      είναι ζνα ςυμπαγζσ (άρα και φραγμζνο) 

ςφνολο ςτο  .  Ζνα μθ φραγμζνο ανάλογο του      μασ κινεί επίςθσ το ενδιαφζρον. 

 

1.2 ΟΡΙΜΟ: Το γωνιακό αρικμθτικό πεδίο είναι 

                     . 

 

Θα γίνει ξεκάκαρο ότι το       είναι ζνασ γωνιακόσ τομζασ του μιγαδικοφ επιπζδου 

που ςτθρίηεται ςτθν αρχι των αξόνων. Το γωνιακό άνοιγμα αυτοφ του τομζα 

παρουςιάηει ιδιαίτερο ενδιαφζρον. 
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1.3 ΟΡΙΜΟ: Θ γωνία του πεδίου                         του 

     ορίηεται ωσ εξισ:  

 

Α) Αν 0 είναι ζνα εςωτερικό ςθμείο του     , τότε        . 

Β) Αν 0 είναι ςτο ςφνορο του      και υπάρχει μια (μονοςιμαντθ) εφαπτομζνθ ςτο 

ςφνορο τθσ      ςτο 0, τότε       . 

Γ) Αν το      ςυγκρατείται ςε μια ευκεία μζςα από τθν αρχι των αξόνων, 

      . 

Δ) Αλλιϊσ, ςκεφτείτε τισ δφο διαφορετικζσ ευκείεσ υποςτιριξθσ του         που 

περνάνε μζςα από τθν αρχι των αξόνων, κι ασ υποκζςουμε ότι      θ γωνία που 

ςχθματίηεται από τισ δφο ευκείεσ ςτθν αρχι των αξόνων. Αν       , αυτζσ οι 

ευκείεσ υποςτιριξθσ κα είναι μονοςιμαντα προςδιοριςμζνεσ˙ αν 0 είναι ςτο  

ςφνορο του     , διαλζξτε τισ δφο ευκείεσ υποςτιριξθσ που κάνουν τθ μικρότερθ 

γωνία. Θα δοφμε ότι το      είναι ζνα ςυμπαγζσ κυρτό ςφνολο για κάκε     , 

άρα αυτόσ ο άτυποσ οριςμόσ μιασ γωνίασ του αρικμθτικοφ πεδίου βγάηει νόθμα. Θ 

γωνία του αρικμθτικοφ πεδίου είναι απλά το γωνιακό άνοιγμα του μικρότερου 

γωνιακοφ τομζα που περιλαμβάνει το     , δθλαδι, το γωνιακό άνοιγμα του τομζα 

     . Τζλοσ, το πλάτοσ του φραγμζνου ςυνόλου      είναι αρκετά ενδιαφζρον. 

Μετράμε το πλάτοσ ςε ςυνάρτθςθ με τθν ακτίνα του μικρότερου κφκλου με κζντρο 

το 0 που περικλείει το     . 

 

1.4 ΟΡΙΜΟ: Θ αρικμθτικι ακτίνα του     , είναι  

                     . 

 

Θ αρικμθτικι ακτίνα είναι μια διανυςματικι νόρμα ςε πίνακεσ, δεν είναι όμωσ μια 

νόρμα πίνακα. 
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2. ΒΑΙΚΕ ΙΔΙΟΣΗΣΕ ΣΟΤ ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΟΤ ΠΕΔΙΟΤ  

 

Ωσ μια ςυνάρτθςθ από το    ςτα υποςφνολα του  , το αρικμθτικό πεδίο      ζχει  

πολλζσ χριςιμεσ ςυναρτθςιακζσ ιδιότθτεσ, οι περιςςότερεσ από τισ οποίεσ εφκολα 

εξακριβϊνονται. Θα αναφζρω αρκετζσ από αυτζσ τισ ιδιότθτεσ για να τισ 

μελετιςουμε και αργότερα. Στθν επόμενθ ενότθτα κα ςυηθτιςουμε και για τθ 

ςθμαντικι ιδιότθτα τθσ κυρτότθτασ. 

 

Το άκροιςμα ι το γινόμενο δφο υποςυνόλων του  , ι ενόσ υποςυνόλου του   κι 

ενόσ βακμωτοφ, ζχει το ςυνθκιςμζνο αλγεβρικό νόθμα. Για παράδειγμα, αν 

     , τότε                  . 

 

2.1 ΙΔΙΟΣΗΣΑ: ΤΜΠΑΓΕΙΑ 

 

 Για κάκε     , το       είναι ζνα ςυμπαγζσ υποςφνολο του    

 

Απόδειξθ: Το ςφνολο      είναι το αρικμθτικό πεδίο τθσ ςυνεχοφσ ςυνάρτθςθσ 

        από το πεδίο οριςμοφ               , θ επιφάνεια τθσ Ευκλείδειασ 

μοναδιαίασ ςφαίρα, θ οποία είναι ζνα ςυμπαγζσ ςφνολο. Εφόςον θ ςυνεχισ εικόνα 

ενόσ ςυμπαγοφσ ςυνόλου είναι ςυμπαγισ, ςυνεπάγεται ότι το      είναι κι αυτό 

ςυμπαγζσ. 

 

2.2 ΙΔΙΟΣΗΣΑ: ΚΤΡΣΟΣΗΣΑ 

 

Για κάκε     , το      είναι ζνα κυρτό υποςφνολο του  . Θα φυλάξω τθν 

επόμενθ ενότθτα αυτοφ του κεφαλαίου για τθν απόδειξθ αυτισ τθσ κεμελιϊδουσ 

αρχισ, γνωςτισ και ωσ κεϊρθμα Toeplitz-Hausdorff. Σε αυτό το ςθμείο, είναι 

προφανζσ ότι το      πρζπει να είναι ζνα ςυνεκτικό ςφνολο αφοφ είναι θ ςυνεχισ 

εικόνα ενόσ ςυνεκτικοφ ςυνόλου. Το αρικμθτικό πεδίο ενόσ πίνακα αλλάηει με πολφ 

απλό τρόπο, προςκζτοντασ δθλαδι ζνα βακμωτό πολλαπλάςιο του ταυτοτικοφ ςε 

αυτό ι πολλαπλαςιάηοντάσ το με ζνα βακμωτό. 

 



 
13 

 

2.3 ΙΔΙΟΣΗΣΑ: ΜΕΣΑΦΟΡΑ 

 

Για κάκε      και    ,               . 

 

Απόδειξθ: Ζχουμε                                          

                                       . 

 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ: 

 

Θεωροφμε τον 2 2 πίνακα   *
  
  

+  Το αρικμθτικό του πεδίο κα δοφμε ςτο 

παρακάτω ςχιμα είναι ελλειπτικόσ δίςκοσ με εςτίεσ τισ δφο ιδιοτιμζσ του πίνακα 

     και       Στο ίδιο ςχιμα φαίνονται τα αρικμθτικά πεδία των πινάκων 

   *
  
   

+ και             *
     

      
+. Τα αρικμθτικά πεδία των 

          και                ζχουν ωσ εξισ: 

 

 

 

Συνεπϊσ             και F                                       . 
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2.4 ΙΔΙΟΣΗΣΑ: ΒΑΘΜΩΣΟ ΠΟΛΛΑΠΛΑΙΑΜΟ  

 
Για κάκε      και    ,            .  

Για     , ο πίνακασ      
 

 
       ςυμβολίηει το Ερμιτιανό μζροσ του   και ο 

     
 

 
       ςυμβολίηει το αντιερμιτιανό μζροσ του  ˙ παρατθριςτε ότι ο 

            κι ότι οι      και       είναι και οι δφο ερμιτιανοί. Ππωσ το να 

πάρουμε το πραγματικό μζροσ ενόσ μιγαδικοφ αρικμοφ το προβάλλει πάνω ςτον 

πραγματικό άξονα, το να πάρουμε το Ερμιτιανό μζροσ ενόσ πίνακα προβάλλει το 

αρικμθτικό πεδίο του πάνω ςτον πραγματικό άξονα. Αυτό βοθκάει ςτο να 

εντοπίςουμε το αρικμθτικό πεδίο, αφοφ όπωσ κα δοφμε, είναι ςχετικά εφκολο να 

αςχολθκοφμε με το αρικμθτικό πεδίο ενόσ Ερμιτιανοφ πίνακα. Για ζνα ςφνολο 

   , ερμθνεφουμε το     ωσ            , τθν προβολι του   πάνω ςτον 

πραγματικό άξονα. 

 

2.5 ΙΔΙΟΣΗΣΑ: ΠΡΟΒΟΛΗ 

 

Για κάκε     ,                . 

 

Απόδειξθ: Υπολογίηουμε                                      

                              ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅         . Επομζνωσ, κάκε ςθμείο ςτο 

        είναι τθσ μορφισ     για κάποιο        και αντίςτροφα. 

Συμβολίηουμε το ανοικτό άνω θμιεπίπεδο του   με                 , το 

ανοικτό αριςτερό θμιεπίπεδο του   με                   , το ανοικτό δεξιό 

θμιεπίπεδο του   με                    και το κλειςτό δεξιό θμιεπίπεδο 

του   με                   . Θ ιδιότθτα τθσ προβολισ μασ δίνει μια απλι 

ζνδειξθ του πότε                  ςτα πλαίςια του κετικά οριςμζνου ι του 

κετικά θμιοριςμζνου. 

 

2.5.α. ΙΔΙΟΣΗΣΑ: ΘΕΣΙΚΑ ΟΡΙΜΕΝΟ ΔΕΙΚΣΗ ΤΝΑΡΣΗΗ 
 

Ζςτω     . Τότε          αν και μόνο αν ο      είναι κετικά οριςμζνοσ. 
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2.5.β.    ΙΔΙΟΣΗΣΑ: ΘΕΣΙΚΑ ΗΜΙΟΡΙΜΕΝΟ ΔΕΙΚΣΗ 

ΤΝΑΡΣΗΗ 

 

Ζςτω     . Τότε           αν και μόνο αν ο πίνακασ      είναι κετικά 

θμιοριςμζνοσ. 

Το ςθμειοςφνολο των ιδιοτιμϊν του      ςυμβολίηεται με       το φάςμα του  . 

Μια πολφ ςθμαντικι ιδιότθτα του αρικμθτικοφ πεδίου είναι ότι ςυμπεριλαμβάνει 

τισ ιδιοτιμζσ του  . 

 

2.6  ΙΔΙΟΣΗΣΑ ΕΓΚΛΕΙΜΟΤ  ΦΑΜΑΣΟ 

 

Για κάκε     , ιςχφει             

 

Απόδειξθ: Ζςτω ότι       . Τότε υπάρχει κάποιο μθ μθδενικό     , το 

οποίο μπορεί να είναι ζνα μοναδιαίο διάνυςμα για το οποίο ιςχφει         κι 

επομζνωσ                          . 

 

Θ παρακάτω ιδιότθτα υπόκειται ςτο γεγονόσ ότι θ αρικμθτικι ακτίνα είναι μια 

διανυςματικι νόρμα ςε πίνακεσ κι ότι αποτελεί ζνα ςθμαντικό λόγο γιατί το 

αρικμθτικό πεδίο είναι τόςο πολφ χριςιμο. 

 

2.7 ΙΔΙΟΣΗΣΑ: ΤΠΟΠΡΟΘΕΣΙΚΟΣΗΣΑ 

 

Για κάκε        ,                   

 

Απόδειξθ:                                              

                                                      

      

Ακόμα μία ςθμαντικι ιδιότθτα του αρικμθτικοφ πεδίου είναι θ αναλλοιωςιμότθτά 

του υπό ορκομοναδιαίουσ μεταςχθματιςμοφσ ομοιότθτασ. 
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2.8 ΙΔΙΟΣΗΣΑ: ΟΡΘΟΜΟΝΑΔΙΑΙΑ ΑΝΑΛΛΟΙΩΙΜΟΣΗΣΑ 

 

Για κάκε        με   ορκομοναδιαίο,                

 

Απόδειξθ: Αφοφ μια ορκομοναδιαία απεικόνιςθ αφινει αναλλοίωτθ τθν 

επιφάνεια τθσ Ευκλείδειασ μοναδιαίασ ςφαίρασ, οι μιγαδικοί αρικμοί που 

εμπεριζχουν τα ςφνολα         και      είναι οι ίδιοι. Αν      και      , 

ζχουμε                    , όπου     , άρα                   

Συνεπϊσ,             . Επίςθσ,                          . 

Θ ιδιότθτα τθσ αναλλοιωςιμότθτασ ορκομοναδιαίασ ομοιότθτασ μασ επιτρζπει να 

προςδιορίςουμε το αρικμθτικό πεδίο ενόσ κανονικοφ πίνακα. Θυμθκείτε ότι, για 

ζνα ςφνολο   που ςυγκρατείται ςε ζνα αλθκινό ι μιγαδικό διανυςματικό διάςτθμα, 

το       ςυμβολίηει το κυρτό περίβλθμα του  , το οποίο είναι το ςφνολο όλων των 

κυρτϊν ςυνδυαςμϊν των πεπεραςμζνων πολλϊν ςθμείων του  . Εναλλακτικά, το 

      μπορεί να χαρακτθριςτεί ωσ θ τομι όλων των κυρτϊν ςυνόλων που 

ςυγκρατοφν το  , κι ζτςι είναι το «μικρότερο» κλειςτό κυρτό ςφνολο που ςυγκρατεί 

το  . 

 

2.9 ΙΔΙΟΣΗΣΑ: ΚΑΝΟΝΙΚΟΣΗΣΑ 

 

Αν ο      είναι κανονικόσ, τότε        (    )  

 

Απόδειξθ: Αν ο πίνακασ   είναι κανονικόσ, τότε         όπου το   

              είναι διαγϊνιο και ο   ορκομοναδιαίοσ. Από τθν ιδιότθτα τθσ 

ορκομοναδιαίασ αναλλοιωςιμότθτασ,          , εφόςον      ∑  ̅       
   

∑     
   

 
   , το      είναι απλά το ςφνολο όλων των κυρτϊν ςυνδυαςμϊν των 

διαγϊνιων ςτοιχείων του   (το       υποδεικνφει ότι ∑     
 

    και     
   ). 

Αφοφ τα διαγϊνια ςτοιχεία του   είναι οι ιδιοτιμζσ του  , αυτό ςθμαίνει 

             . 

    

Οι δφο επόμενεσ ιδιότθτεσ ζχουν να κάνουν με τα αρικμθτικά πεδία των πινάκων 

που φτιάχνονται ι εξάγονται από άλλουσ πίνακεσ με ςυγκεκριμζνουσ τρόπουσ. 
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Θυμθκείτε ότι για       και      
, το ευκφ άκροιςμα του   και του   είναι ο 

πίνακασ     *
  
  

+          
.   

 Αν             είναι ζνα ςφνολο δεικτϊν και εάν      , τότε       ςυμβολίηει 

τον κφριο υποπίνακα του   που ςυγκρατείται ςτισ γραμμζσ και τισ ςτιλεσ που 

υποδεικνφονται από το  . 

 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ: 

 

Θεωροφμε τον άνω τριγωνικό πίνακα   [
          

        
      

]. Το ερμιτιανό 

μζροσ του   είναι      [
          

           
            

] με ιδιοτιμζσ          

         και         . Το αντιερμιτιανό μζροσ του πίνακα   είναι  

     [
           
           

               
] με ιδιοτιμζσ                    και 

       . 

 

Ο ωοειδισ δίςκοσ είναι το     . Το  (    ) είναι θ προβολι του      ςτον 

πραγματικό άξονα, ενϊ το πεδίο  (    ) είναι θ προβολι του      ςτον 

φανταςτικό άξονα. Ο      είναι ερμιτιανόσ πίνακασ και το  (    ) είναι το 
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κλειςτό πραγματικό διάςτθμα με άκρα τθν ελάχιςτθ και τθν μζγιςτθ ιδιοτιμι του. Ο 

πίνακασ      απ’ τθν άλλθ είναι αντιερμιτιανόσ (άρα και κανονικόσ) με φανταςτικζσ 

ιδιοτιμζσ και το αρικμθτικό πεδίο  (    ) ταυτίηεται με τθν κυρτι κικθ αυτϊν των 

ιδιοτιμϊν. 

 

2.10 ΙΔΙΟΣΗΣΑ: ΕΤΘΤ ΑΘΡΟΙΜΑ  

 

Για κάκε      
και      

,          (         ). 

 

Απόδειξθ: Λαμβάνουμε υπόψθ μασ ότι             
. Διαμερίηουμε κάκε 

μοναδιαίο διάνυςμα          ωσ   ( 
 
), όπου       και      . Τότε 

                  . Αν      , τότε     και               

    , άρα            . Ομοίωσ, όταν      ,            , κι 

επομζνωσ,                 . Πμωσ εφόςον το        είναι κυρτό, 

ςυνεπάγεται ότι                     . 

Για να αποδείξουμε τον αντίςτροφο εγκλειςμό, ζςτω   ( 
 
)         είναι ζνα 

μοναδιαίο διάνυςμα. Αν      , τότε       και                    

             . Το επιχείρθμα αυτό είναι ανάλογο αν      . Τϊρα ασ 

υποκζςουμε ότι και το   και το   είναι μθ μθδενικά και ασ γράψουμε, 

                       *
    

   
+      

    

   
 .  

Εφόςον              , αυτι θ τελευταία παράςταςθ είναι ζνασ κυρτόσ 

ςυνδυαςμόσ του  
    

   
      και 

    

   
     , κι ζτςι ζχουμε        

              . 
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ: 

 

Ζςτω οι πίνακεσ Jordan    [

    
    
    
    

] ,     *
  
  

+ ,     *
     

     
+ . 

 

 

Τα ςφνολα           και      φαίνονται ςτο παραπάνω ςχιμα. Το      είναι 

κυκλικόσ δίςκοσ με κζντρο το 0 και ακτίνα      
 

 
. Τα      και      είναι επίςθσ 

κυκλικοί δίςκοι με κζντρα τισ ιδιοτιμζσ 3 και 2+ 3, αντίςτοιχα. Τα αρικμθτικά πεδία 

     και      είναι ςυμμετρικά ωσ προσ τον άξονα των πραγματικϊν αρικμϊν. Το 

αρικμθτικό πεδίο          είναι θ κυρτι κικθ των           και     . 
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2.11 ΙΔΙΟΣΗΣΑ: ΕΓΚΛΕΙΜΟ ΤΠΟΠΙΝΑΚΑ 

 

Για κάκε      και τα ςφνολα δεικτϊν                       . 

 

Απόδειξθ: Υποκζτουμε ότι            , με               , κι ότι 

     ικανοποιεί      . Μποροφμε να ειςάγουμε μθδενικά ςτοιχεία ςε 

κατάλλθλεσ κζςεισ ςτο   για να παράξουμε ζνα διάνυςμα  ̂     τζτοιο ϊςτε 

   ̂               και   ̂    για όλους τους δείκτες    Ένας υπολογισμός θα 

μας δείξει ότι           ̂  ̂ και   ̂ ̂     το οποίο επαληθεύει τον εγκλεισμό  

 

2.12 ΙΔΙΟΣΗΣΑ: ΟΜΟΙΟΣΗΣΑ ΚΑΙ ΓΩΝΙΑΚΟ ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΟ 

ΠΕΔΙΟ 
 

Ζςτω      κι ζςτω ο   είναι αντιςτρζψιμοσ. Τότε               . 

 

Απόδειξθ: Ζςτω      ζνα μθ μθδενικό διάνυςμα, ζτςι ϊςτε              , 

όπου       . Επομζνωσ,                  Με τον ίδιο τρόπο, φαίνεται ότι 

               εφόςον                       

 

2.13 ΙΔΙΟΣΗΣΑ: ΙΟΜΕΣΡΙΚΗ ΠΡΟΒΟΛΗ 

 

Για κάκε      και        με     και      ,             , και 

             όταν    . 
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3. ΚΤΡΣΟΣΗΣΑ 

 

Σε αυτι τθν ενότθτα, κα αποδείξουμε τθν ιδιότθτα τθσ κεμελιϊδουσ κυρτότθτασ  

του αρικμθτικοφ πεδίου και κα αναπτφξουμε αρκετζσ ςθμαντικζσ ςυνζπειεσ αυτισ 

τθσ κυρτότθτασ. Θα χρθςιμοποιιςουμε πολλζσ βαςικζσ ιδιότθτεσ που ζχουμε 

προαναφζρει. 

Θ απόδειξι μασ περιζχει χριςιμεσ παρατθριςεισ και αποτελείται από τρία μζρθ: 

1) Αναγωγι του προβλιματοσ ςτθν περίπτωςθ 2-επί-2. 

2)    Χριςθ ποικίλων βαςικϊν ιδιοτιτων για να μεταςχθματίςουμε τθ γενικι 

περίπτωςθ 2-επί-2 ςτουσ πίνακεσ 2-επί-2 ειδικισ μορφισ˙ και 

3)        Απόδειξθ τθσ κυρτότθτασ του αρικμθτικοφ πεδίου για τθν ειδικι μορφι 2-επί-

2. 

 

ΑΝΑΓΩΓΗ ΣΗΝ ΠΕΡΙΠΣΩΗ 2-ΕΠΙ-2 

 

Ρροκειμζνου να δείξουμε ότι ζνα γνωςτό ςφνολο      είναι κυρτό, αρκεί να 

δείξουμε ότι              όποτε       και        . Επομζνωσ, για ζνα 

δοςμζνο     , το      είναι κυρτό αν                      οπότε 

      και        ικανοποιοφν          . Αρκεί να αποδείξουμε αυτό 

μόνο ςτθν περίπτωςθ 2-επί-2 επειδι χρειάηεται να εξετάςουμε μόνο κυρτοφσ 

ςυνδυαςμοφσ που ςχετίηονται με ηεφγθ διανυςμάτων. Για κάκε γνωςτό ηεφγοσ 

διανυςμάτων       , υπάρχει ζνασ ορκομοναδιαίοσ πίνακασ   και τα 

διανφςματα        ζτςι ϊςτε          , και όλα τα ςτοιχεία του   και του 

  μετά από τα πρϊτα δφο είναι ίςα με το 0.  

Χρθςιμοποιϊντασ αυτό το μεταςχθματιςμό, ζχουμε                   

                                                      

                , όπου                 είναι ο άνω αριςτερόσ 2-επί-2 

πρωτεφων υποπίνακασ του  , και         αποτελοφνται από τα πρϊτα δφο 

ςτοιχεία του   και του  , αντίςτοιχα. Επομζνωσ, αρκεί να δείξουμε ότι το 

αρικμθτικό πεδίο οποιουδιποτε 2-επί-2 πίνακα είναι κυρτό. Αυτι θ αναγωγι είναι 

δυνατι λόγω τθσ ιδιότθτασ τθσ ορκομοναδιαίασ αναλλοιωςιμότθτασ του 

αρικμθτικοφ πεδίου. 
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ΤΠΟΒΙΒΑΜΟ  ΣΗΝ ΕΙΔΙΚΗ ΜΟΡΦΗ 2-ΕΠΙ-2 

 
Θα αποδείξουμε ςτθ ςυνζχεια ότι για να δείξουμε ότι το      είναι κυρτό για κάκε 

πίνακα       , αρκεί να δείξουμε ότι το  (
  
  

) είναι κυρτό για κάκε      . 

Θ ακόλουκθ παρατιρθςθ είναι πολφ χριςιμθ. 

 

3.1 ΛΗΜΜΑ: Για κάκε        υπάρχει ζνασ ορκομοναδιαίοσ      τζτοιοσ 

ϊςτε τα δφο κφρια διαγϊνια ςτοιχεία του      είναι ίςα. 

 

Απόδειξθ: Μποροφμε να υποκζςουμε χωρίσ απϊλεια τθσ γενικότθτασ ότι 

      αφοφ μποροφμε να αντικαταςτιςουμε τον   με   (
 

 
   )  . Ρρζπει να 

δείξουμε ότι ο   είναι ορκομοναδιαία όμοιοσ με ζνα πίνακα του οποίου τα 

διαγϊνια ςτοιχεία ιςοφνται με 0. Για να το δείξουμε αυτό, αρκεί απλά να δείξουμε 

ότι υπάρχει ζνα μθ μθδενικό διάνυςμα        τζτοιο ϊςτε       . Τζτοιο 

διάνυςμα μπορεί να κανονικοποιθκεί και να χρθςιμοποιθκεί ωσ θ πρϊτθ ςτιλθ 

ενόσ ορκομοναδιαίου πίνακα    κι ζνασ υπολογιςμόσ μασ αποκαλφπτει ότι το 

ςτοιχείο 1,1 του      είναι μθδενικό. Το ςτοιχείο 2,2 του      πρζπει να είναι 

και αυτό μθδενικό, αφοφ το ίχνοσ είναι μθδενικό. Φτιάξτε το διάνυςμα   ωσ εξισ: 

Αφοφ το   ζχει ιδιοτιμζσ ±  για κάποιο μιγαδικό αρικμό  , ζςτω   ζνα 

κανονικοποιθμζνο ιδιοδιάνυςμα που ςχετίηεται με το –  κι ζςτω   ζνα 

κανονικοποιθμζνο ιδιοδιάνυςμα που ςχετίηεται με το   . Αν    , απλά 

παίρνουμε       Αν                είναι ανεξάρτθτα και το διάνυςμα 

         είναι μθ μθδενικό για κάκε      . Ζνασ υπολογιςμόσ μασ δείχνει ότι 

                                      . Τϊρα, διαλζγουμε το   ζτςι 

ϊςτε          να είναι πραγματικό.  

Τϊρα κα χρθςιμοποιιςουμε το Λιμμα (3.1) μαηί με αρκετζσ ιδιότθτεσ που 

αναφζρκθκαν ςτθν προθγοφμενθ ενότθτα για να αναγάγουμε το ερϊτθμα τθσ 

κυρτότθτασ ςτθν περίπτωςθ 2-επί-2 ςτθν εξζταςθ τθσ ςυγκεκριμζνθσ ειδικισ 

μορφισ. Αν ο      είναι γνωςτόσ, εφαρμόςτε τθν ιδιότθτα τθσ μεταφοράσ για να 

καταλιξετε ςτο ότι το      είναι κυρτό αν και μόνο αν το         είναι κυρτό. Αν 

επιλζξουμε   
 

 
   , κα υποκζςουμε χωρίσ απϊλεια τθσ γενικότθτασ ότι ο 

πίνακάσ μασ ζχει ίχνοσ 0. Σφμφωνα με το Λιμμα και τθν ιδιότθτα τθσ 

ορκομοναδιαίασ αναλλοιωςιμότθτασ, μποροφμε να υποκζςουμε ότι και τα δφο 

κφρια διαγϊνια ςτοιχεία του πίνακα είναι 0. 
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Επομζνωσ, μποροφμε να υποκζςουμε ότι ο δοςμζνοσ πίνακασ ζχει τθ μορφι *
  
  

+ 

για κάποια      . Τϊρα μποροφμε να εφαρμόςουμε τθν ιδιότθτα τθσ 

ορκομοναδιαίασ αναλλοιωςιμότθτασ κι ζνα διαγϊνιο ορκομοναδιαίο πίνακα για να 

δείξουμε ότι μποροφμε να υπολογίςουμε 

 *
  
     + *

  
  

+ *
  
    +  [      

      
] για κάκε      

 

Αν           και          , κι αν επιλζξουμε   
 

 
       , ο τελευταίοσ 

πίνακασ γίνεται    [
    
    

]με   
 

 
       . Επομζνωσ, αρκεί να εξετάςουμε 

τον πίνακα τθσ μορφισ    *
  
  

+με     και      .  

Τζλοσ, ςφμφωνα με τθν ιδιότθτα του βακμωτοφ πολλαπλαςιαςμοφ, χρειάηεται να 

εξετάςουμε μόνο τθν ειδικι μορφι  *
  
  

+,      . Δθλαδι, ζχουμε αποδείξει ότι 

το αρικμθτικό πεδίο κάκε 2-επί-2 μιγαδικοφ πίνακα είναι κυρτό αν το αρικμθτικό 

πεδίο του κάκε πίνακα τθσ παραπάνω ειδικισ μορφισ είναι κυρτό. 

 

ΚΤΡΣΟΣΗΣΑ ΣΟΤ ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΟΤ ΠΕΔΙΟΤ ΣΗ ΕΙΔΙΚΗ 

ΜΟΡΦΗ 2-ΕΠΙ-2 

 

3.3 ΛΗΜΜΑ: Αν ο      ζχει τθν παραπάνω ειδικι μορφι, τότε το      είναι 

μια ζλλειψθ (με το εςωτερικό τθσ) που ζχει το κζντρο τθσ ςτθν αρχι των αξόνων. Ο 

μικρόσ τθσ άξονασ είναι κατά μικοσ του φανταςτικοφ άξονα κι ζχει μικοσ      . Ο 

μεγάλοσ τθσ άξονασ είναι κατά μικοσ του πραγματικοφ άξονα κι ζχει μικοσ    . 

Οι εςτίεσ τθσ είναι ςτο  √  , που είναι οι ιδιοτιμζσ του  . 

 

Απόδειξθ: Χωρίσ απϊλεια τθσ γενικότθτασ, υποκζτουμε πωσ      . Εφόςον 

                    για κάκε    , για να προςδιορίςουμε το     , αρκεί να 

εξετάςουμε      για μοναδιαία διανφςματα   των οποίων θ πρϊτθ ςυνιςτϊςα 

είναι πραγματικι και μθ αρνθτικι. Συνεπϊσ, λαμβάνουμε υπόψθ το διδιανυςματικό 

                
 

     για       και       . Ζνασ υπολογιςμόσ μασ 

δείχνει ότι             
 

                          . 
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Κακϊσ το   ποικίλλει από   ζωσ   , το ςθμείο                      μασ 

περιγράφει μια πικανά εκφυλιςμζνθ ζλλειψθ   με το κζντρο τθσ ςτθν αρχι. Ο 

μεγάλοσ άξονασ επεκτείνεται από το –       ωσ το       πάνω ςτον 

πραγματικό άξονα και ο μικρόσ άξονασ από το        ωσ το        πάνω ςτο 

φανταςτικό άξονα ςτο μιγαδικό επίπεδο. Κακϊσ το   κυμαίνεται από 0 ζωσ 1, ο 

παράγοντασ        
 

 
  κυμαίνεται μεταξφ 0 και 

 

 
 και πάλι πίςω ςτο 0, 

επιβεβαιϊνοντασ ότι όλα τα ςθμεία ςτο εςωτερικό τθσ ζλλειψθσ 
 

 
   

επιτυγχάνονται κι επαλθκεφοντασ ότι το      είναι θ φερόμενθ ζλλειψθ με το 

εςωτερικό τθσ, το οποίο είναι κυρτό. Οι δφο εςτίεσ τθσ ζλλειψθσ 
 

 
   βρίςκονται 

πάνω ςτο μεγάλο άξονα ςε απόςταςθ *
 

 
        

 

 
              √   από 

το κζντρο. Αυτό ολοκλθρϊνει τον ιςχυριςμό μασ να αποδείξουμε τθν ιδιότθτα τθσ 

κυρτότθτασ. 

 Υπάρχουν πολλζσ ςθμαντικζσ ςυνζπειεσ για τθν κυρτότθτα του αρικμθτικοφ 

πεδίου. Θ πιο άμεςθ είναι ότι το Λιμμα (3.1) ιςχφει για πίνακεσ όλων των μεγεκϊν, 

όχι μόνο για πίνακεσ 2-επί-2. 

 

3.4 ΘΕΩΡΗΜΑ: Για κάκε     υπάρχει ζνασ ορκομοναδιαίοσ πίνακασ 

     τζτοιοσ ϊςτε όλα τα διαγϊνια ςτοιχεία του      να ζχουν τθν ίδια τιμι 

       . 

 

Απόδειξθ: Χωρίσ απϊλεια τθσ γενικότθτασ, μποροφμε να υποκζςουμε ότι 

      , εφόςον μποροφμε να αντικαταςτιςουμε τον   με             . 

Συνεχίηουμε με επαγωγι για να δείξουμε ότι ο   είναι ορκομοναδιαία όμοιοσ με 

ζναν πίνακα με όλα τα κφρια διαγϊνια ςτοιχεία του μθδενικά. Γνωρίηουμε από το 

Λιμμα (3.1) ότι αυτό ιςχφει για    , άρα ζςτω     κι υποκζτουμε ότι το 

επιχείρθμα ζχει αποδειχτεί για όλουσ τουσ πίνακεσ με όλεσ τισ διατάξεισ λιγότερεσ 

από  . Ζχουμε, λοιπόν,   
 

 
     

 

 
   

 

 
     

 

 
     κι αυτό είναι ζνασ 

κυρτόσ ςυνδυαςμόσ των ιδιοτιμϊν    του  . Αφοφ κάκε    είναι ςτο     , κι αφοφ 

το      είναι κυρτό, ςυμπεραίνουμε ότι       . Αν      είναι μοναδιαίο 

διάνυςμα ζτςι ϊςτε     =0, ζςτω                 είναι ορκομοναδιαίοσ 

πίνακασ του οποίου θ πρϊτθ ςτιλθ είναι  . Υπολογίηουμε ότι      =[
   

  ̂
] , 

           ̂       . Αλλά                 ̂   , κι ζτςι, ςφμφωνα με 

τθν υπόκεςθ επαγωγισ, υπάρχει κάποιοσ ορκομοναδιαίοσ  ̂       ζτςι ϊςτε τα 

κφρια διαγϊνια ςτοιχεία του  ̂   ̂ ̂ είναι μθδενικά. Ρροςδιορίςτε το μοναδιαίο 
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ευκφ άκροιςμα   *
  
  ̂

+     και υπολογίςτε                     

[
    ̂
 ̂  ̂  ̂ ̂

] το οποίο ζχει μία μθδενικι κφρια διαγϊνιο από το ςχθματιςμό του. 

    

 Ακόμθ μια ςθμαντικι και χριςιμθ ςυνζπεια τθσ κυρτότθτασ του αρικμθτικοφ 

πεδίου είναι θ ακόλουκθ ιδιότθτα τθσ περιςτροφισ ενόσ πίνακα του οποίου το 

αρικμθτικό πεδίο δεν περιζχει το  0. 

 

3.5 ΘΕΩΡΗΜΑ: Ζςτω     . Υπάρχει ζνασ πραγματικόσ αρικμόσ   τζτοιοσ 

ϊςτε ο Ερμιτιανόσ πίνακασ          
 

 
                  να είναι κετικά 

οριςμζνοσ αν και μόνο αν         

 

Απόδειξθ: Αν ο         είναι κετικά οριςμζνοσ για κάποιον    , τότε 

           , άρα            κι επομζνωσ       . Αντίςτροφα, υποκζτουμε 

ότι       . Σφμφωνα με το κεϊρθμα διαχωριςτικοφ υπερεπιπζδου, υπάρχει μια 

ευκεία   μζςα ςτο επίπεδο τζτοια ϊςτε κακζνα από τα δφο ςυμπαγθ κυρτά ςφνολα 

που δεν τζμνονται     και θ      βρίςκεται ακριβϊσ μζςα ςε ζνα από τα δφο 

ανοιχτά θμιεπίπεδα που προςδιορίηονται απ’ τθν  . Οι ςυντεταγμζνοι άξονεσ 

μποροφν τϊρα να περιςτραφοφν ζτςι ϊςτε θ ευκεία   να μεταφερκεί ςε μια κάκετθ 

ευκεία  ςτο δεξιό θμιεπίπεδο με το      γνιςια ςτα δεξιά τθσ, δθλαδι, για κάποιον 

                         , άρα         είναι κετικά οριςμζνο. 

Μποροφμε να λάβουμε χριςιμεσ πλθροφορίεσ αν εξετάςουμε προςεκτικά τα 

βιματα που ακολουκιςαμε για να μεταςχθματίςουμε ζνα πίνακα      ςτθν 

ειδικι μορφι (3.2). Το πρϊτο βιμα ιταν θ μεταφορά       
 

 
         για να 

επιτφχουμε       . Το δεφτερο βιμα ιταν μια ορκομοναδιαία ομοιότθτα 

       
     για να κάνουμε και τα δφο διαγϊνια ςτοιχεία του   μθδενικά. 

Το τρίτο βιμα ιταν άλλθ μια ορκομοναδιαία ομοιότθτα        
     για να 

βάλουμε το    ςτθ μορφι   =   *
 α
  

+ με                 

Το τελευταίο βιμα ιταν μια ορκομοναδιαία περιςτροφι             για να 

επιτφχουμε τθν ειδικι μορφι (3.2). Εφόςον το αρικμθτικό πεδίο του    είναι μια 

ζλλειψθ (πικανά εκφυλιςμζνθ, δθλαδι, ζνα ςθμείο ι ευκφγραμμο τμιμα) με το 

κζντρο τθσ ςτθν αρχι και το μεγάλο τθσ άξονα κατά μικοσ του πραγματικοφ άξονα 

και τισ εςτίεσ τθσ ςτο  √  , οι ιδιοτιμζσ του   , το αρικμθτικό πεδίο του    είναι κι 

αυτό μια ζλλειψθ με το κζντρο τθσ ςτθν αρχι των αξόνων, αλλά ο μεγάλοσ τθσ 

άξονασ είναι κεκλιμζνοσ ςε  μια γωνία   ςτον πραγματικό άξονα. Μια ευκεία που 
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περνάει μζςα από τισ δφο ιδιοτιμζσ του        √  , που είναι οι εςτίεσ τθσ 

ζλλειψθσ, ςυγκρατεί το μεγάλο άξονα τθσ ζλλειψθσ˙ αν     , θ ζλλειψθ είναι 

ζνασ μεγάλοσ άξονασ. Εφόςον οι    και    επιτυγχάνονται από το    κάτω από 

διαδοχικζσ ορκομοναδιαίεσ ομοιότθτεσ, θ κάκε μια από τισ οποίεσ δεν αλλοιϊνει τισ 

ιδιοτιμζσ και το αρικμθτικό πεδίο, ζχουμε                   . Τζλοσ, 

           
 

 
                 

 

 
            

 

 
   , μια μετατόπιςθ 

που κινεί και τισ δυο ιδιοτιμζσ κατά 
 

 
   , κι ζτςι ςυμπεραίνουμε ότι το αρικμθτικό 

πεδίο ενόσ πίνακα        είναι μια ζλλειψθ (πικανά εκφυλιςμζνθ) με κζντρο ςτο 

ςθμείο 
 

 
   . Ο μεγάλοσ άξονασ αυτισ τθσ ζλλειψθσ βρίςκεται ςτθν ευκεία που 

περνάει μζςα από τισ δφο ιδιοτιμζσ ταυτίηονται, θ ζλλειψθ είναι ζνασ κφκλοσ ι ζνα 

ςθμείο. 

Θ ζλλειψθ      είναι εκφυλιςμζνθ αν και μόνο αν ο   = *
 α
  

+ ζχει    . 

Ραρατθριςτε ότι   
   = * 

  
 α + και     

  = *α
  
   +, άρα     αν και μόνο αν 

ο    είναι κανονικόσ. Αλλά ο   μπορεί να ανακτθκεί από τον    με ζνα μθ μθδενικό 

βακμωτό πολλαπλαςιαςμό, δφο ορκομοναδιαίεσ ομοιότθτεσ και μια μεταφορά, το 

κακζνα από τα οποία  διατθρεί και τθν κανονικότθτα και τθ μθ κανονικότθτά του. 

Συνεπϊσ, ο    είναι κανονικόσ αν και μόνο αν ο   είναι κανονικόσ και, 

ςυμπεραίνουμε ότι για       , θ ζλλειψθ      είναι εκφυλιςμζνθ αν και μόνο αν 

ο   είναι κανονικόσ.  

Οι ιδιοτιμζσ του    βρίςκονται ςτισ εςτίεσ του μεγάλου άξονα τθσ       ςε 

απόςταςθ √   από το κζντρο, και το μικοσ του θμιμεγάλου άξονα είναι 
 

 
    ). 

Επομζνωσ,           - √  =      √    √       με ιςότθτα αν και μόνο αν 

   , δθλαδι, αν και μόνο αν ο   είναι κανονικόσ. Συμπεραίνουμε ότι οι ιδιοτιμζσ 

ενόσ μθ κανονικοφ        πάντα βρίςκονται ςτο εςωτερικό τθσ       

Για       , οι παράμετροι τθσ ζλλειψθσ      (ακόμα κι αν είναι εκφυλιςμζνθ) 

μποροφν εφκολα να υπολογιςτοφν, αν κάποιοσ παρατθριςει ότι το α και το b  είναι 

οι ιδιάηουςεσ τιμζσ του   =*
 α
  

+, δθλαδι, οι τετραγωνικζσ ρίηεσ των ιδιοτιμϊν του 

  
   , και οι ιδιάηουςεσ τιμζσ του Α3 είναι αναλλοίωτεσ μετά από πολλαπλαςιαςμό 

από τα αριςτερά και τα δεξιά με οποιοδιποτε ορκομοναδιαίο πίνακα. Συνεπϊσ, οι 

ιδιάηουςεσ τιμζσ         του         
 

 
        είναι οι ίδιεσ με αυτζσ του 

  . Το μικοσ του μεγάλου άξονα του      είναι          , το μικοσ του 

μικροφ άξονα είναι            , και θ απόςταςθ των εςτιϊν από το κζντρο 

είναι 
[             ]

 
 

 
 √     √              

 

  =       
 

 .  
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Επιπλζον,   
     

       
     (το άκροιςμα των τετραγϊνων των απόλυτων τιμϊν 

των ςτοιχείων του    άρα            
    

        
            

     

          
   . Θα ςυνοψίςουμε αυτζσ τισ παρατθριςεισ ςτο παρακάτω κεϊρθμα 

για να μπορζςουμε να ανατρζξουμε εφκολα ςε αυτζσ. 

 

3.6 ΘΕΩΡΗΜΑ: Ζςτω       και      (
 

 
   )  . Τότε:  

α) Το αρικμθτικό πεδίο      είναι μια κλειςτι ζλλειψθ (με εςωτερικό, πικανά 

εκφυλιςμζνθ).                                                                         

β) Το κζντρο τθσ ζλλειψθσ      είναι ςτο ςθμείο  
 

 
    . Το μικοσ το μεγάλου άξονα 

είναι      
             

1/2 το μικοσ το μικροφ άξονα είναι      
    

         
1/2  οι αποςτάςεισ των εςτιϊν από το κζντρο είναι        

1/2. Ο μεγάλοσ 

άξονασ βρίςκεται ςε μία ευκεία που περνάει μζςα από τισ δφο ιδιοτιμζσ του  , που 

είναι οι εςτίεσ του      αυτζσ οι δφο ιδιοτιμζσ ςυμπίπτουν αν και μόνο αν θ 

ζλλειψθ είναι ζνασ κφκλοσ (πικανά ζνα ςθμείο). 

γ) Το      είναι ζνα τμιμα κλειςτισ ευκείασ αν και μόνο αν ο   είναι κανονικόσ. 

Είναι ζνα απλό ςθμείο αν και μόνο αν ο Α είναι ζνασ βακμωτόσ πίνακασ. 

δ) Το      είναι μια μθ εκφυλιςμζνθ ζλλειψθ (με εςωτερικό) αν και μόνο αν ο   

είναι μθ κανονικόσ, κι ζτςι οι ιδιοτιμζσ του   είναι εςωτερικά ςθμεία του     . 

 

ΗΜΕΙΩΕΙ ΚΑΙ ΕΠΙΠΛΕΟΝ ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ 

 

Θ κυρτότθτα του αρικμθτικοφ πεδίου (2.2) πρϊτα ςυηθτικθκε από τον O.Toeplitz, 

ςτο “Das algebraische Analogon zu einem Satze von Fejer, Math.Zeit3 (1918), 187-

197, και F.Hausdorf, Das Wertvorrat einer Bilinearform, Math. Zeit. 3 (1919), 314-

316. O Toeplitz απζδειξε πωσ το εξωτερικό ςφνορο του      είναι μία κυρτθ 

καμπφλθ, αλλά δεν απάντθςε ςτο ερϊτθμα αν το εςωτερικό αυτισ τθσ καμπφλθσ 

είναι γεμάτο με ςθμεία του     . Επίςθσ, απζδειξε τθν ανιςότθτα   ‖   ‖2        

μεταξφ τθσ φαςματικισ νόρμασ και τθσ αρικμθτικισ ακτίνασ. Σε μια διατριβι 6 

μινεσ αργότερα από αυτι του Toeplitz (οι θμερομθνίεσ των διατριβϊν τουσ ιταν, 

αντίςτοιχα, 22 Μαΐου και 28 Νοεμβρίου 1918), ο Hausdorff  δζχτθκε τθν πρόκλθςθ 

κι ζδωςε μια ςφντομθ απόδειξθ, ότι το      είναι όντωσ ζνα κυρτό ςφνολο. 

Υπάρχουν κι άλλεσ πολλζσ αποδείξεισ, πζρα από τθ ςτοιχειϊδθ που δίνεται ς’ αυτι 

τθν ενότθτα, όπωσ του W. Donoghue, “On the Numerical Range of a Bounded 
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Operator“, Mich.Math.J.4 (1957), 261-263. To αποτζλεςμα του κεωριματοσ (3.4) 

πρϊτα επιςθμάνκθκε από τον W.V.Parker ςτο “Sets of Complex Numbers Associated 

with a Matrix”, Duke Math.J.15 (1948), 711-715. Θ τροποποίθςθ τθσ αρχικισ 

απόδειξθσ τθσ κυρτότθτασ του Hausdorff  ζγινε από τον Donald Robinson . 

Το γεγονόσ ότι το αρικμθτικό πεδίο ενόσ τετραγωνικοφ μιγαδικοφ πίνακα είναι 

κυρτό ζχει άμεςθ επζκταςθ ςτθ περίπτωςθ τθσ άπειρθσ διάςταςθσ. Αν Τ ζνασ 

φραγμζνοσ γραμμικόσ τελεςτισ ςε ζνα μιγαδικό χϊρο Hilbert Θ με εςωτερικό      , 

τότε το αρικμθτικό πεδίο είναι                              . 

Μποροφμε να δείξουμε ότι το      είναι κυρτό με αναγωγι ςτθν περίπτωςθ 

διδιάςτατον, όπωσ ςτθν απόδειξθ αυτισ τθσ ενότθτασ. 

 

4.  ΑΞΙΩΜΑΣΙΚΗ ΘΕΜΕΛΙΩΗ 

 

Είναι φυςικό να αναρωτιόμαςτε (για πρακτικοφσ λόγουσ και λόγου αιςκθτικισ) αν θ 

λίςτα με τισ ιδιότθτεσ του      που μασ δόκθκε ςτθν Ενότθτα (2) είναι, κατά κάποιο 

τρόπο, πλιρθσ. Εφόςον οι ειδικζσ περιπτϊςεισ και οι επακόλουκεσ ιδιότθτεσ 

παρουςιάηουν ενδιαφζρον, ίςωσ καμία πεπεραςμζνθ λίςτα να μθν είναι 

πραγματικά πλιρθσ. Ωςτόςο, μια μακθματικά ακριβισ εκδοχι του ερωτιματοσ τθσ 

πλθρότθτασ είναι εάν, ανάμεςα ςτισ προαναφερκείςεσ ιδιότθτεσ, υπάρχει ζνα 

υποςφνολο που χαρακτθρίηει το αρικμθτικό πεδίο. Αν ναι, οι περαιτζρω ιδιότθτεσ, 

μερικζσ από τισ οποίεσ ζχουμε ιδθ αναφζρει είναι φυςικό επακόλουκο ςε ζνα 

ςφνολο χαρακτθριςτικϊν ιδιοτιτων και θ μακθματικι χρθςιμότθτα του αρικμθτικοφ 

πεδίου αποτυπϊνεται από αυτζσ τισ ιδιότθτεσ. Αυτό δε ςθμαίνει ότι δεν είναι 

χριςιμο να ςθμειϊςουμε τθσ ιδιότθτεσ πζρα από ζνα χαρακτθριςτικό ςφνολο. 

Μερικζσ, από τισ πιο εφαρμόςιμεσ ιδιότθτεσ προκφπτουν από άλλεσ. 

 

4.1  ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

 

Ο φαςματικόσ εγκλειςμόσ (2.6) προκφπτει από τθ ςυμπάγεια (2.1) τθ μεταφορά 

(2.3), το βακμωτό πολλαπλαςιαςμό (2.4),  τθν ορκομοναδιαία αναλλοιωςιμότθτα 

(2.8) και τον εγκλειςμό υποπίνακα (2.11) με τθ λογικι ότι οποιαδιποτε πολφτιμθ 

ςυνάρτθςθ ςτο     που ζχει αυτζσ τισ πζντε ιδιότθτεσ ικανοποιεί και το (2.6). An 

     και αν     Α , τότε για κάποιον ορκομοναδιαίο      ο πίνακασ      

είναι άνω τιγωνικόσ με   ςτθ κζςθ 1,1. Τότε, ςφμφωνα με τα (2.8) και (2.11), αρκεί 
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να δείξουμε ότι         , και (λόγω του (2.3)) αρκεί να δείξουμε ότι             

εδϊ ςκεφτόμαςτε τα     και *0+ ωσ μζλθ του   . Ωςτόςο, λόγω του (2.4), 

                για οποιαδιποτε  , και υπάρχουν μόνο δφο μθ κενά υποςφνολα 

του μιγαδικοφ επιπζδου που κατζχουν αυτι τθν ιδιότθτα: ,0- και ολόκλθρο το 

επίπεδο. Για το τελευταίο μασ προϊδεάηει για το (2.1), κι ζτςι (2.6) ςυνεπάγεται. 

 

4.2 ΘΕΩΡΗΜΑ: Οι ιδιότθτεσ (2.1-4 και 5β) χαρακτθρίηουν το αρικμθτικό πεδίο. 

Δθλαδι, το ςυνθκιςμζνο αρικμθτικό πεδίο      είναι θ μιγαδικι πολυτιμικι 

ςυνάρτθςθ ςτο    ζτςι ϊςτε: 

α) Το      είναι ςυμπαγζσ (2.1) και κυρτό (2.2) για κάκε      . 

β)                (2.3) και              (2.4) για κάκε     και κάκε 

     . 

γ) Το      είναι ζνα υποςφνολο το κλειςτοφ δεξιοφ θμιεπιπζδου αν και μόνο αν ο  

     είναι κετικά θμιοριςμζνοσ (2.5β). 

 

Απόδειξθ: Aσ υποκζςουμε       και       είναι δφο γνωςτζσ μιγαδικζσ 

πολυτιμικζσ ςυναρτιςεισ ςτο    που ικανοποιοφν τισ 5 προαναφερκείςεσ ιδιότθτεσ 

ςυναρτιςεων. Ζςτω      . Ρρϊτα αποδεικνφουμε ότι            . Υποκζςτε, 

αντικζτωσ, ότι       Α  και       Α  για κάποιο μιγαδικό αρικμό  . Τότε, λόγω 

των (2.1) και (2.2), υπάρχει μια ευκεία γραμμι L ςτο μιγαδικό επίπεδο που ζχει το 

ςθμείο   αυςτθρά ςτθ μία πλευρά του και το ςφνολο    Α  ςτθν άλλθ πλευρά 

(ςφμφωνα με το κεϊρθμα του διαχωριςτικοφ υπερεπιπζδου για κυρτά ςφνολα). To 

επίπεδο μπορεί να περιςτρζφεται και να μεταφζρεται ζτςι ϊςτε ο φανταςτικόσ 

άξονασ να ςυμπίπτει με τθν L και ο   να βρίςκεται ςτο άνω αριςτερό θμιεπίπεδο. 

Αυτό ςθμαίνει ότι εκεί υπάρχουν μιγαδικοί αρικμοί      και    τζτοιοι ϊςτε 

             ενϊ      Α      ανικει ςτο κλειςτό δεξιό θμιεπίπεδο. Ωςτόςο, 

     Α                  χάρθ ςτα (2.3) και (2.4), επομζνωσ,        ενϊ το 

       βρίςκεται ςτο κλειςτό δεξιό θμιεπίπεδο, όπου            και 

                 . Ζπειτα, ςφμφωνα με το (2.5β), ο       είναι κετικά 

θμιοριςμζνοσ. Αυτό, ωςτόςο, ζρχεται ςε αντίκεςθ με το δεδομζνο ότι    Α   δεν 

ανικει ςτο κλειςτό δεξιό θμιεπίπεδο, και ςυμπεραίνουμε ότι            . 

 

Αν αντιςτρζψουμε τουσ ρόλουσ των       και       κα δοφμε ότι ιςχφει και 

           . Συνεπϊσ             για κάκε      . Εφόςον το ςυνθκιςμζνο 
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αρικμθτικό πεδίο      ικανοποιεί και τισ πζντε προαναφερκείςεσ ιδιότθτεσ (2.1-4 

και 2.5β), φτάνουμε ςτο πολυπόκθτο ςυμπζραςμα παίρνοντασ           . 

 

ΕΠΙΠΛΕΟΝ ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ 

 

Αυτι θ ενότθτα βαςίηεται ςτον C.R.Johnson, “Functional characterization of the field 

of values and the Convex Hull of the Spectrum”, Proc. Amer.Math.Soc.61 (1976), 

201-204.  

 

5. ΘΕΗ ΠΕΔΙΟΤ ΣΙΜΩΝ 

 

Μζχρι τϊρα δεν ζχουμε πει πολλά για το που βρίςκεται το αρικμθτικό πεδίο      

ςτο μιγαδικό επίπεδο, αν και είναι ξεκάκαρο ότι θ γνϊςθ τθσ κζςθσ του κα ιταν 

χριςιμθ για πολλζσ εφαρμογζσ ςαν αυτζσ που αναφζραμε ςτο (0.2-4). Σε τοφτθ τθν 

ενότθτα κα δϊςουμε ζνα τφπο Gershgorin τόπο εγκλειςμοφ για το      και μερικζσ 

παρατθριςεισ που διευκολφνουν τον αρικμθτικό προςδιοριςμό του. 

Λόγω του ότι οι ιδιοτιμζσ ενόσ πίνακα εξαρτϊνται ςυνεχϊσ από τα ςτοιχεία του κι 

επειδι οι ιδιοτιμζσ ενόσ διαγϊνιου πίνακα είναι τα διαγϊνια ςτοιχεία, δε μασ 

προκαλεί ζκπλθξθ ότι υπάρχει ζνα φαςματικό αποτζλεςμα κζςθσ όπωσ το κεϊρθμα 

Gershgorin. Επικαλοφμεκα τθν αναλογία ότι επειδι το ςφνολο      εξαρτάται 

ςυνεχϊσ από τα ςτοιχεία του   κι επειδι το αρικμθτικό πεδίο ενόσ διαγωνίου 

πίνακα είναι το κυρτό περίβλθμα των διαγϊνιων ςτοιχείων, πρζπει να υπάρχει 

κάποιου είδουσ τόποσ εγκλειςμοφ για το      που, όπωσ οι δίςκοι Gershgorin, 

εξαρτάται με ζναν απλό τρόπο από τα ςτοιχεία του. Στθ ςυνζχεια, κα παρουςιάςω 

ζναν τζτοιο τόπο εγκλειςμοφ. 

 

5.1 ΟΡΙΜΟ: Ζχουμε   [   ]    , κι ζςτω n διαγραμμζνθ απόλυτθ γραμμι 

και τα ακροίςματα ςτιλθσ του   ςυμβολίηονται με   
     ∑ |   |

 
   
   

         

 και   
     ∑ |   |

 
   
   

,        , αντίςτοιχα κι ζςτω       
 

 
   

     

   
              ο μζςοσ όροσ   θ διαγραμμζνθ ςειρά και τα ακροίςματα ςτιλθσ 
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του  . Να ορίςετε τθ μιγαδικι πολυτιμικι ςυνάρτθςθ   
     ςτο    ωσ       

       |     |   
          . 

Θυμθκείτε το κεϊρθμα Gershgorin ςχετικά με το φάςμα      του      , το 

οποίο λζει ότι                 |     |   
     

     και ότι            

     |     |   
     

    }. 

Να επιςθμάνουμε ότι οι τόποι Gershgorin      και       είναι οι ενϊςεισ των 

κυκλικϊν δίςκων με κζντρα ςτα διαγϊνια ςτοιχεία του  , ενϊ θ ςυνάρτθςθ 

ςυνόλου       είναι το κυρτό περίβλθμα κάποιων κυκλικϊν δίςκων με τα ίδια 

κζντρα, αλλά με ακτίνεσ που είναι οι μζςοι (όροι) των ακτινϊν που οδθγοφν ςτο 

     και      , αντίςτοιχα. Οι τόποι Gershgorin      και       δε χρειάηεται να 

είναι κυρτοί, αλλά ο       είναι κυρτόσ εξ’ οριςμοφ. 

 

5.2 ΘΕΩΡΗΜΑ: Για οποιαδιποτε     ,             . 

 

Απόδειξθ: Ακολουκοφμε τρία βιματα. Ζςτω     ςυμβολίηει το ανοικτό δεξιό 

θμιεπίπεδο              . Ρρϊτα δείχνουμε ότι εάν           , τότε 

        . Αν           τότε             . Ζςτω      
 

 
       

       . Eφόςον,   
       

     και   
           ςυνεπάγεται ότι     

                 
    . Ριο ςυγκεκριμζνα         . Αφοφ           

ςφμφωνα με το κεϊρθμα Gershgorin, ζχουμε          . Αλλά εφόςον ο   είναι 

Ερμιτιανόσ  (    )         (          κι ζτςι         , ςφμφωνα με 

το (2.5). 

Στθ ςυνζχεια, κα δείξουμε ότι αν         τότε       . Υποκζτουμε ότι 0   

     . Εφόςον       είναι κυρτό, υπάρχει κάποιο            τζτοιο ϊςτε 

  (    ) =             . Ππωσ δείξαμε ςτο πρϊτο βιμα, αυτό ςθμαίνει ότι 

 (    )     , κι επομζνωσ,      =       (    ), ςυνεπάγεται ότι           

Τζλοσ, αν          , τότε 0           , αφοφ θ ςυνάρτθςθ ςυνόλου       

ικανοποιεί τθν ιδιότθτα τθσ μεταφοράσ. Από αυτά που ζχουμε δείξει, ςυνεπάγεται 

ότι 0           κι ζτςι     F(A), άρα           ). 

Ζνα απλό φράγμα για τθν αρικμθτικι ακτίνα      προκφπτει από το κεϊρθμα (5.2).  
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5.3 ΠΟΡΙΜΑ  

 

Για κάκε     ,                
 

 
∑      

 
          . Από το (5.3) ςυνεπάγεται 

ότι        
 

 
 [         ∑      

 
              ∑      

 
      και ότι θ δεξιά πλευρά 

αυτισ τθσ ανιςότθτασ είναι απλά ο μζςοσ όροσ τθσ ανϊτερθσ απόλυτθσ ςειράσ και 

των νορμϊν πίνακα με άκροιςμα ςτιλθσ ||   ||
 
  και ||   ||

 
  . 

 

5.4 ΠΟΡΙΜΑ  

 

Για κάκε πίνακα      , ιςχφει        
 

 
 (||   ||

 
  και ||   ||

 
)     

Μία νόρμα πάνω ςε πίνακεσ ονομάηεται φαςματικά κυρίαρχθ εάν, για κάκε   

  , είναι ζνα άνω φράγμα για τθ φαςματικι ακτίνα       Είναι φανερό από τθν 

ιδιότθτα του φαςματικοφ εγκλειςμοφ ότι θ αρικμθτικι ακτίνα      είναι φαςματικά 

κυρίαρχθ.   

 

5.5 ΠΟΡΙΜΑ  

 

Για κάκε     , ιςχφει                  
 

 
   ( ||   ||

 
 και ||   ||

 
 )        

Στθ ςυνζχεια κα ςυηθτιςουμε τθ διαδικαςία του πωσ προςδιορίηουμε και 

ςχεδιάηουμε το      αρικμθτικά. Επειδι το ςφνολο      είναι κυρτό και ςυμπαγζσ, 

αρκεί να προςδιορίςουμε το ςφνορο του     , το οποίο ςυμβολίηουμε      . Θ 

ςτρατθγικι μασ είναι να υπολογίςουμε πολλά καλά τοποκετθμζνα ςθμεία ςτο 

      και ευκείεσ υποςτιριξθσ του      ςτα ςθμεία αυτά. Το κυρτό περίβλθμα 

αυτϊν των ςυνοριακϊν ςθμείων είναι τότε μια κυρτι πολυγωνικι προςζγγιςθ ςτο 

     που ςυγκρατείται ςτο     , ενϊ θ τομι των θμιεπιπζδων που προςδιορίηεται 

από τισ ευκείεσ υποςτιριξθσ είναι μια κυρτι πολυγωνικι προςζγγιςθ ςτο      που 

περιζχει το     . Θ περιοχι του τόπου μεταξφ αυτϊν των δφο κυρτϊν πολυγωνικϊν 

προςεγγίςεων μπορεί να κεωρθκεί ωσ μζτρο του πόςο καλά είτε θ μία είτε θ άλλθ 
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προςεγγίηει το     . Επιπλζον, αν τα ςυνοριακά ςθμεία και οι ευκείεσ υποςτιριξθσ 

παράγονται επί του       προσ μία κατεφκυνςθ, είναι εφκολο να ςχεδιάςουμε 

αυτά τα δφο προςεγγιςτικά πολφγωνα.  

Τα ςθμεία    είναι ςτισ τομζσ των διαδοχικϊν ευκειϊν υποςτιριξθσ και επομζνωσ, 

είναι οι κορυφζσ του εξωτερικοφ προςεγγιςτικοφ πολυγϊνου. 

 

Ο ςκοπόσ των επόμενων παρατθριςεων είναι να δείξουν πϊσ να καταςκευάςουμε 

ςυνοριακά ςθμεία και ευκείεσ υποςτιριξθσ γφρω από το      . Από το (2.4) 

προκφπτει ότι:  

     (    )       για κάκε      , και κάκε     *0, 2π). Επιπλζον ζχουμε το 

ακόλουκο λιμμα. 

 

5.7 ΛΗΜΜΑ: Αν       ,     = 1, και      , οι τρεισ ακόλουκεσ ςυνκικεσ 

είναι ιςοδφναμεσ: 

α)                              . 

β)          =                   . 

γ)       =     (    ) , όπου          ςυμβολίηει τθν αλγεβρικά μεγαλφτερθ 

ιδιοτιμι του Ερμιτιανοφ πίνακα  . 

Απόδειξθ: Θ ιςοδυναμία του (α) και του (β) προκφπτει από τον υπολογιςμό 

       = 
 

 
               =          και τθν ιδιότθτα τθσ προβολισ. Αν 

        , είναι ζνα ορκοκανονικό ςφνολο ιδιοδιανυςμάτων του Ερμιτιανοφ πίνακα 

     και εάν                , τότε το   μπορεί να γραφτεί και ωσ   = ∑   
 
     , 

με ∑   
 
          αφοφ      . Επομζνωσ,          = ∑   

 
        , από το οποίο 

ςυμπεραίνεται θ ιςοδυναμία (β) και (γ).  

 

Από το λιμμα προκφπτει ότι: 

                                                        . 

Αυτό ςθμαίνει ότι το πιο μακρινό ςθμείο από τα δεξιά ςτο         είναι το 

πραγματικό μζροσ του πιο μακρινοφ ςθμείου από τα δεξιά ςτο     , το οποίο είναι 
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           . Ζνα μοναδιαίο διάνυςμα που βγάηει οποιαδιποτε από αυτζσ τισ τιμζσ 

βγάηει και τισ άλλεσ. 

Το Λιμμα (5.7) μασ δείχνει ότι, αν υπολογίςουμε το            κι ζνα 

ςυςχετιςμζνο μοναδιαίο ιδιοδιάνυςμα  , παίρνουμε ζνα ςυνοριακό ςθμείο      

του      και μια ευκεία υποςτιριξθσ                         του κυρτοφ 

ςυνόλου      ςε αυτό το ςυνοριακό ςθμείο. 

Ωςτόςο χρθςιμοποιϊντασ το (5.6), μποροφμε να βροφμε όςα ςυνοριακά ςθμεία και 

ευκείεσ υποςτιριξθσ κζλουμε περιςτρζφοντασ το      και υπολογίηοντασ τθν 

επικυμθτι ςχζςθ ιδιοτιμισ – ιδιοδιανφςματοσ. Για γωνία     *0, 2π), ορίηουμε          

          ( (    )), κεωροφμε         ζνα αντίςτοιχο μοναδιαίο ιδιοδιάνυςμα:  

 (   Α)    =     ,    
     = 1, (5.10) 

ορίηουμε τθν ευκεία   

     {     (     ) :      } 

και ςυμβολίηουμε το θμιεπίπεδο προςδιοριςμζνο από τθν ευκεία     με 

     το θμιεπίπεδο      {            }. 

 

5.11 ΘΕΩΡΗΜΑ: Για κάκε       και κάκε     *0,2π), ο μιγαδικόσ αρικμόσ 

       
      είναι ζνα ςυνοριακό ςθμείο του       Θ ευκεία    είναι μια ευκεία 

υποςτιριξθσ για το       με                και           για κάκε     *0,2π). 

Επειδι το      είναι κυρτό, είναι γεωμετρικά ξεκάκαρο ότι κάκε ακρότατο ςθμείο 

του      προκφπτει ωσ ζνασ    και ότι για οποιοδιποτε          υπάρχει μια    

που διαχωρίηει το      από το  , δθλαδι       . Επομζνωσ μποροφμε να 

αναπαραςτιςουμε το      ωσ εξισ:  
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5.12 ΘΕΩΡΗΜΑ: Για κάκε      ,  

      =    ({   : 0       }) =             

Εφόςον δεν είναι δυνατό να υπολογίςουμε αόριςτα πολλά ςθμεία    και ευκείεσ 

  , πρζπει να αρκεςτοφμε με ιςότθτεσ που ζχουν αντικαταςτακεί από εγκλειςμοφσ 

ςυνόλου. Ζςτω   ςυμβολίηει ζνα ςφνολο ςθμείων γωνιακοφ πλζγματοσ, 

 ={      …  -, όπου 0            …              

 

5.13 ΟΡΙΜΟ: Μασ δίνεται     , ζςτω ζνα περιοριςμζνο ςφνολο ςθμείων 

γωνιακοφ πλζγματοσ   = {0            …       - μασ δίνεται, ζςτω ,   } το 

ςυςχετιςμζνο ςφνολο των ςυνοριακϊν ςθμείων του      και ζςτω ,   } οι 

θμιχϊροι που ςυςχετίηονται με τισ ευκείεσ υποςτιριξθσ     για τον      ςτα 

ςθμεία    . 

Ορίηουμε:                ({     …    })  και                      …      . 

Αυτά είναι τα καταςκευαςτικά  εςωτερικά και εξωτερικά προςεγγιςτικά ςφνολα για 

τον     .  

 

 

5.14 ΘΕΩΡΗΜΑ: Για κάκε      και κάκε γωνιακό πλζγμα  ,   

                             . 

Το ςφνολο            είναι πολφ χριςιμο ωσ μια εξωτερικι εκτίμθςθ αν τα ςθμεία 

γωνιακοφ πλζγματοσ    είναι επαρκϊσ πολυάρικμα και καλά τοποκετθμζνα ζτςι 

ϊςτε το ςφνολο   {    :            να είναι φραγμζνο (το οποίο υποκζτουμε και 

ςτθ ςυνζχεια). Σε αυτι τθν περίπτωςθ, εφκολα προςδιορίηεται επίςθσ. Ζςτω     

ςυμβολίηει το ςθμείο (πεπεραςμζνθσ) τομισ τθσ     και      , όπου    

        και            ταυτοποιείται με      . Θ φπαρξθ αυτϊν των ςθμείων 

τομισ είναι ιςοδφναμθ με το ςυμπζραςμα ότι το           είναι φραγμζνο και ςε 
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τοφτθ τθν περίπτωςθ ζχουμε τθν εξισ απλι εναλλακτικι αναπαράςταςθ του      

       

           =            =    ({     ………    })  . 

Λόγω τθσ διάταξθσ των ςτοιχείων    γωνιακοφ πλζγματοσ, τα ςθμεία     και     

προκφπτουν διαδοχικά γφρω από το       για            και           είναι 

απλά θ ζνωςθ των k ευκφγραμμων τμθμάτων *   
    

], … ,[      
    

], [   
    

] 

ενϊ το            αποτελείται από τα k ευκφγραμμα τμιματα *       ], … , [      
 

   
], [   

    
]. Επομζνωσ, κάκε προςεγγιςτικό ςφνολο ςχεδιάηεται εφκολα, και θ 

διαφορά των περιοχϊν τουσ (ι κάποιο άλλο μζτρο τθσ διαφοράσ ςυνόλου τουσ), 

που υπολογίηεται εφκολα, μπορεί να χρθςιμοποιθκεί ωσ μζτρο τθσ εγγφτθτασ τθσ 

προςζγγιςθσ. Αν θ προςζγγιςθ δεν είναι αρκοφντωσ κοντά, ζνα πυκνότερο γωνιακό 

πλζγμα μπορεί να χρθςιμοποιθκεί. Τζτοιεσ προςεγγίςεισ μποροφν να φτιαχτοφν 

αυκαίρετα κοντά ςτο     . Είναι ενδιαφζρον να ςθμειϊςουμε ότι το      (το 

οποίο ςυγκρατεί      για κάκε     ), μπορεί να προςεγγιςτεί αυκαίρετα κοντά 

με μόνο μια ςειρά Ερμιτιανϊν ιδιοτιμισ – ιδιοδιανφςματοσ υπολογιςμϊν. 

Αυτζσ οι διαδικαςίεσ μασ επιτρζπουν να υπολογίςουμε και τθν αρικμθτικι ακτίνα 

       

 

5.16 ΠΟΡΙΜΑ 

 

Για κάκε      και κάκε γωνιακό πλζγμα  , 

            
                        

 . 

 

Ζχουμε ότι                 για        , όπου       ςυμβολίηει τον κφριο 

υποπίνακα του       , ςχθματιςμζνο διαγράφοντασ ςειρά και ςτιλθ  . Άρα 

        
                    

Είναι φυςικό να αναρωτθκοφμε: Ρόςο από τθν αριςτερι πλευρά γεμίηει θ δεξιά 

πλευρά; Θ απάντθςθ είναι: όλο από αυτιν ςτο όριο, κακϊσ θ διάςταςθ αγγίηει το 

άπειρο. Για να περιγράψουμε καλφτερα αυτό το δεδομζνο, ορίηουμε περιοχι     



 
37 

 

για ζνα κυρτό υποςφνολο   του μιγαδικοφ επιπζδου ωσ θ κατά ςυνκικθ περιοχι 

εκτόσ κι αν   είναι ευκφγραμμο τμιμα (πικανά ζνα ςθμείο), που ςε περίπτωςθ θ 

Ρεριοχι     είναι το μικοσ του ευκφγραμμου τμιματοσ (πικανά μθδενικό). 

Επιπροςκζτωσ, ςτον παρακάτω λόγο περιοχισ κεωροφμε ότι 0/0 είναι 1.  

 

5.17 ΘΕΩΡΗΜΑ: Για      με      , ζςτω              ςυμβολίηει τον 

κφριο υποπίνακα του   που πιραμε διαγράφοντασ ςειρά και ςτιλθ   από τον  . 

Υπάρχει μία ακολουκία ςτακερϊν   ,   , ….   [0,1] ζτςι ϊςτε για οποιοδιποτε 

    , 
                

            

              
     ,           και       =1 κακϊσ      .  

Οι ςτακερζσ      
   

                 
  ικανοποιοφν αυτζσ τισ ςυνκικεσ και το ίδιο 

κάνουν και οι ςτακερζσ      
    

    
   . 

 

ΗΜΕΙΩΕΙ ΚΙ ΕΠΙΠΛΕΟΝ ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ  

 

Το μεγαλφτερο μζροσ αυτισ τθσ ενότθτασ βαςίηεται ςτο «Α. Gershgorin», Inclusion 

Set for the Field of Values of a Finite Matrix, Proc. Amer. Math. Soc. 41(1973), 57-60, 

και «Numerical Determination of the Field of Values of a General Complex Matrix, 

SIAM J. Numer. Anal. 15 (1978), 595-602, και τα δφο του C.R. Johnson. Δείτε επίςθσ 

του C.R. Johnson, “An Inclusion Region for the field of values of a Doubly Stochastic 

Matrix based on its Graph”, Alynationes Mathematicae 17(1978), 305-310.  

Για τθν απόδειξθ του κεωριματοσ (5.17), δείτε C.R. Johnson “Numerical Ranges of 

Principal Sub Matrices”, Linear Algebra Appl. 37(1981), 11-12· θ καλφτερθ πικανι 

τιμι για το κάτω φράγμα    ςε κάκε διάςταςθ   δεν είναι ακόμα γνωςτι. Για 

ζρευνα των αποτελεςμάτων ςχετικά με τθν αρικμθτικι ακτίνα και το αρικμθτικό 

πεδίο, γενικεφςεισ κι εφαρμογζσ ςτισ μεκόδουσ πεπεραςμζνθσ διαφοράσ για 

υπερβολικζσ μερικζσ διαφορικζσ εξιςϊςεισ, και μία εκτενζςτερθ βιβλιογραφία, 

δείτε M. Goldberg, “On Certain Finite Dimensional Numerical Ranges and Numerical 

Radij”, Linear Multilinear Algebra 7(1979), 329-342, κακϊσ και M. Goldberg και E. 

Tadmar, “On the Numerical Radius and its Applications”, Linear Algebra Appl. 
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42(1982), 263-284. Οι αναπαραςτάςεισ (5.20,21) για τθ νόρμα μοναδιαίασ μπάλασ 

ςτο    βρίςκονται ςτον T. Ando, “Structures of Operators with Numerical Radius 

One” Acta. Sci Math. (Szeged) 34(1973), 11-15. 

 

6. ΓΕΩΜΕΣΡΙΑ  

  

Στθν ενότθτα (3) είδαμε ότι εάν       , τότε αρικμθτικό πεδίο      είναι μια 

(πικανά εκφυλιςμζνθ) ζλλειψθ με εςωτερικό και ότι θ ζλλειψθ μπορεί να 

προςδιοριςτεί με αρκετοφσ τρόπουσ από παραμζτρουσ που ςχετίηονται με τα 

ςτοιχεία του πίνακα  .  

Ωςτόςο, ςε ανϊτερεσ διαςτάςεισ, μια ιδιαίτερα πλουςιότερθ ποικιλία ςχθμάτων 

είναι πικανι για το αρικμθτικό πεδίο. Κάκε κυρτό πολφγωνο είναι αρικμθτικό πεδίο 

ενόσ πίνακα αρκοφντωσ ανϊτερθσ διάςταςθσ· ςφμφωνα με το (2.9), μπορεί κανείσ 

να χρθςιμοποιιςει ζνα κανονικό πίνακα του οποίου οι ιδιοτιμζσ είναι οι κορυφζσ 

του πολυγϊνου. Συνεπϊσ, οποιοδιποτε φραγμζνο κυρτό ςφνολο μπορεί να 

προςεγγιςτεί, όςο πιο κοντά κζλουμε, από το αρικμθτικό πεδίο κάποιου πίνακα, 

αλλά θ διάςταςθ του πίνακα ίςωσ να πρζπει να είναι μεγάλθ. Ρεραιτζρω κι 

ενδιαφζροντα ςχιματα μποροφν να ςυνδυαςτοφν χρθςιμοποιϊντασ τθν ιδιότθτα 

του ευκζοσ ακροίςματοσ (2.10)˙ αν προκφψουν δφο ςφνολα, το ίδιο προκφπτει και 

το κυρτό τουσ περίβλθμα, αλλά ζνα ευκφ άκροιςμα ανϊτερθσ διάςταςθσ μπορεί να 

χρειαςτεί για να το πραγματοποιιςουμε. Εκτόσ από       και 2, δε γνωρίηουμε 

ποια ςυμπαγι κυρτά ςφνολα ςτο   εμφανίηονται ωσ αρικμθτικά πεδία για πίνακεσ 

ςτακερισ πεπεραςμζνθσ διάςταςθσ  . Ο ςτόχοσ μασ ςε αυτι τθν ενότθτα είναι να 

παρουςιάςουμε μερικά βαςικά δεδομζνα για το ςχιμα του      και τθ ςχζςθ του 

με τθν       Αυτά τα αποτελζςματα επεξθγοφνται πάνω ςε μερικζσ βαςικζσ 

ιδιότθτεσ ςτο (2). 

Το ςχετικό εςωτερικό ενόσ ςυνόλου ςτο   είναι απλά το εςωτερικό ςχετικό του ωσ 

προσ το μικρότερο διαςτατικό χϊρο ςτο οποίο βρίςκεται. Ζνα ςυμπαγζσ κυρτό 

ςφνολο ςτο μιγαδικό επίπεδο είτε είναι ζνα ςθμείο (χωρίσ ςχετικό εςωτερικό), είτε 

ζνα μθ τετριμμζνο κλειςτό ευκφγραμμο τμιμα του οποίου το ςχετικό εςωτερικό 

είναι ανοικτό ευκφγραμμο τμιμα, είτε ζνα ςφνολο με διδιάςτατο εςωτερικό με τθ 
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ςυνθκιςμζνθ ςθμαςία του. Τι μπορεί να ειπωκεί για τα εςωτερικά ςθμεία του     ; 

Αν        , το ςθμείο  
 

 
     πάντα βρίςκεται ςτο      αφοφ είναι ζνασ κυρτόσ 

ςυνδυαςμόσ ςθμείων ςτο      (οι ιδιοτιμζσ κακϊσ και τα κφρια διαγϊνια ςτοιχεία 

του  ), αλλά δε μποροφμε να ποφμε κάτι παραπάνω.  

Θ ςθμαντικότερθ παρατιρθςθ είναι ότι εάν ζνα κυρτό ςφνολο   ςυγκρατείται ςτο 

κλειςτό άνω θμιεπίπεδο κι αν ζνασ γνιςιοσ κυρτόσ ςυνδυαςμόσ των δοςμζνων 

ςθμείων ςτο   είναι πραγματικόσ, τότε όλα αυτά τα ςθμεία πρζπει να είναι 

αλθκινά.  

 

6.1 ΘΕΩΡΗΜΑ: Ζςτω   = [     ]      , μασ δίνεται, ζςτω   ,…,    ςυμβολίηει 

τισ ιδιοτιμζσ του  , κι ζςτω   ,…,    δοςμζνοι κετικοί πραγματικοί αρικμοί τζτοιοι 

ϊςτε          = 1. Τα παρακάτω είναι ιςοδφναμα:  

α) Ο   δεν είναι βακμωτό πολλαπλάςιο τθσ ταυτοτικοφ  πίνακα. 

β)       + … +       είναι ςτο ςχετικό εςωτερικό του     .  

γ)      + … +      είναι ςτο ςχετικό εςωτερικό του     . 

 

Ριο ςυγκεκριμζνα, ζχουμε τθν εξισ διχοτομία: Είτε ο   είναι βακμωτό πολλαπλάςιο 

του ταυτοτικοφ, είτε το ςθμείο 
 

 
      βρίςκεται ςτο ςχετικό εςωτερικό του     . 

 

Απόδειξθ: Αν ο   είναι βακμωτό πολλαπλάςιο του ταυτοτικοφ, τότε το      δεν 

ζχει ςχετικό εςωτερικό, άρα το (β) και το (γ) οδθγοφν ςτο (α). Ζςτω            + … + 

     , παρατθριςτε ότι         , και υποκζτουμε ότι το   δε βρίςκεται ςτο ςχετικό 

εςωτερικό του     . Ζςτω   = [   ]     –     και παρατθροφμε ότι       + … + 

      = 0,  0         και το 0 δε βρίςκεται ςτο ςχετικό εςωτερικό του     .  

Εφόςον το      είναι κυρτό, μπορεί να περιςτραφεί γφρω από το ςυνοριακό 

ςθμείο 0 ζτςι ϊςτε, για κάποιο      , το αρικμθτικό πεδίο του   = [   ]        να 

βρίςκεται ςτο κλειςτό άνω θμιεπίπεδο       {       m      }. Τότε 0   

        , το 0 δε βρίςκεται ςτο ςχετικό εςωτερικό του       και       + … + 

      = 0. Αφοφ κάκε            ,         0 για κάκε          .  



 
40 

 

Αλλά    m    + … +           = 0 και κάκε        οπότε όλα τα κφρια διαγϊνια 

ςτοιχεία του   είναι πραγματικά. Για κάκε δοςμζνουσ δείκτεσ                ζςτω 

    ςυμβολίηει τον 2 επί 2 κφριο υποπίνακα του   που πιραμε ωσ τομζσ των ςειρϊν 

και των ςτθλϊν   και  , κι ζςτω       ςυμβολίηουν τισ ιδιοτιμζσ του. Εφόςον 

 (   )      , ζχουμε            . 

Αλλά    (  ) +    (  ) =    (     ) +    (tr    ) = 0, άρα οι   και    είναι και οι 

δυο πραγματικζσ και καμία τουσ δεν είναι εςωτερικό ςθμείο του  (   )      . Από 

το κεϊρθμα (3.6β) ςυνεπάγεται ότι     είναι κανονικόσ· ςτθν ουςία, είναι Ερμιτιανόσ 

εφόςον οι ιδιοτιμζσ του είναι πραγματικζσ. Εφόςον   και   είναι αυκαίρετοι δείκτεσ, 

ςυνεπάγεται ότι   είναι Ερμιτιανόσ, κι επομζνωσ, το      είναι πραγματικό 

διάςτθμα, το οποίο πρζπει να ζχει 0 ωσ άκρο του αφοφ 0 δεν βρίςκεται ςτο ςχετικό 

εςωτερικό του        

Συνεπϊσ, κάκε ςθμείο ςτο     , και ςυγκεκριμζνα, κάκε     και   , ζχει το ίδιο 

πρόςθμο. Αλλά       + … +       = 0 και όλα τα      0, άρα όλα τα     = 0.  

Εφόςον    + … +    =     + … +    , ςυνεπάγεται επίςθσ ότι κάκε    = 0, και άρα 

   . Καταλιγουμε ςτο ςυμπζραςμα ότι       κι ζτςι το (α) υποδεικνφει το (β).  

 

Για να δείξουμε ότι το (α) υποδεικνφει το (γ), υποκζτουμε ότι          + … +      

δε βρίςκεται ςτο ςχετικό εςωτερικό του       Επιλζγουμε ζναν ορκομοναδιαίο     

  , ζτςι ϊςτε o          να είναι άνω τριγωνικόσ και να ζχει κφρια διαγϊνια 

ςτοιχεία          Τότε            , και ζνασ γνιςιοσ κυρτόσ ςυνδυαςμόσ των 

κφριων διαγϊνιων ςτοιχείων του   δε βρίςκεται ςτο ςχετικό εςωτερικό του 

αρικμθτικοφ του πεδίου. Με τθν ιςοδυναμία του (α) και του (β), ςυμπεραίνουμε ότι 

       και επομζνωσ              .  

 

Στθ ςυνζχεια κα ερευνιςουμε τθ λειότθτα του ςυνόρου του αρικμθτικοφ πεδίου 

       και τθ ςχζςθ του με τθ       Ενςτικτωδϊσ ζνα «γωνιακό ςθμείο» ενόσ 

κυρτοφ ςυνόλου   είναι ζνα ακρότατο ςθμείο ςτο οποίο το ςφνορο «ςτρίβει 

απότομα», ζνα ςυνοριακό ςθμείο όπου υπάρχουν μθ μονοςιμαντεσ εφαπτομζνεσ, 

ι μια «γωνιά».  
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6.2 ΟΡΙΜΟ: Ζςτω        . Ζνα ςθμείο α         λζγεται γωνιακό ςθμείο 

του      αν υπάρχουν γωνίεσ    και    με 0             2π για τισ οποίεσ         

=                 (    )- για όλεσ τισ        ,   ). 

 

6.3 ΘΕΩΡΗΜΑ: Ζςτω        . Αν α είναι γωνιακό ςθμείο του       τότε α 

είναι ιδιοτιμι του Α. 

 

Απόδειξθ: Αν το α είναι γωνιακό ςθμείο του     , ξζρουμε από το (5.7) ότι 

υπάρχει ζνα μοναδιαίο διάνυςμα        τζτοιο ϊςτε     (    )  =      ( (    )) 

για όλεσ τισ       ,   ) από το οποίο προκφπτει               .  

 (    )  =     για όλεσ τισ        ,   ) (1).  

Το διάνυςμα   είναι ανεξάρτθτο από τθν  . Θ παραγϊγιςθ του  (    )  =     ςε 

ςχζςθ με τθ   μασ δίνει  (     )  =       το οποίο είναι ιςοδφναμο με  (    )  = -

     (2).  

Ρροςκζτοντασ τα (1) και (2), ζχουμε       = (            ι    =      (           .  

Ερμθνεφοντασ μία εκτίμθςθ ςε οποιαδιποτε   ςτο ενδεδειγμζνο διάςτθμα, αυτό 

ςθμαίνει ότι ο αρικμόσ           =       (           είναι ιδιοτιμι του  . 

 

Αφοφ κάκε        ζχει ζνα πεπεραςμζνο αρικμό ιδιοτιτων, το κεϊρθμα (6.3) 

ςυνεπάγεται ότι αν ζνα ςφνολο είναι το αρικμθτικό πεδίο ενόσ πεπεραςμζνου 

πίνακα, μπορεί να ζχει μόνο ζνα πεπεραςμζνο αρικμό γωνιακϊν ςθμείων. 

Επιπρόςκετα, αν τα μόνα ακρότατα ςθμεία του      είναι γωνιακά ςθμεία, τότε το 

     είναι το κυρτό περίβλθμα κάποιων ιδιοτιμϊν του  .  

 

 

6.4 ΠΟΡΙΜΑ 

 

Ζςτω       . Τότε το      ζχει το πολφ   γωνιακά ςθμεία, και το      είναι ζνα 

κυρτό πολφγωνο αν και μόνο αν      =         .  
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Ραρόλο που κάκε γωνιακό ςθμείο ςτο ςφνορο του      είναι ιδιοτιμι, δεν είναι θ 

κάκε ιδιοτιμι ςτο ςφνορο του      ζνα γωνιακό ςθμείο. Ωςτόςο, κάκε τζτοιο 

ςθμείο ζχει ζνα ιδιαίτερο χαρακτθριςτικό.  

 

6.5 ΟΡΙΜΟ: Ζνα ςθμείο     (   είναι μια κανονικι ιδιοτιμι για τον πίνακα 

       εάν: 

α) κάκε ιδιοδιάνυςμα του   που αντιςτοιχεί ςτο   είναι ορκογϊνιο ςε κάκε 

ιδιοδιάνυςμα του   που αντιςτοιχεί ςε κάκε ιδιοτιμι διαφορετικι από το   και  

β) θ γεωμετρικι πολλαπλότθτα τθσ ιδιοτιμισ   (θ διάςταςθ του αντίςτοιχου 

ιδιοχϊρου του  ) ιςοφται με τθν αλγεβρικι πολλαπλότθτα του   (ωσ ρίηα του 

χαρακτθριςτικοφ πολυωνφμου του  ).  

 

Θ κφρια παρατιρθςι μασ εδϊ είναι ότι όλεσ οι ιδιοτιμζσ ςτο ςφνορο του 

αρικμθτικοφ πεδίου  είναι κανονικζσ ιδιοτιμζσ.  

 

6.6 ΘΕΩΡΗΜΑ: Αν      κι αν                , τότε το   είναι κανονικι 

ιδιοτιμι του  . Αν   είναι θ πολλαπλότθτα του  , τότε ο   είναι ορκομοναδιαία 

όμοιοσ με το     , με        ,         , και         . 

 

Απόδειξθ: Αν θ αλγεβρικι πολλαπλότθτα του   είναι  , τότε ο   είναι 

ορκομοναδιαία όμοιοσ με ζνα άνω τριγωνικό πίνακα   του οποίου τα πρϊτα   

κφρια διαγϊνια ςτοιχεία ιςοφνται με  , και του οποίου τα υπόλοιπα διαγϊνια 

ςτοιχεία (όλα διαφορετικά από  ) είναι οι άλλεσ ιδιοτιμζσ του  . Ασ υποκζςουμε 

ότι υπιρχε ζνα μθ μθδενικό ςτοιχείο εκτόσ κφριασ διαγωνίου ςε μία από τισ πρϊτεσ 

  ςειρζσ του  . Τότε ο   κα είχε ζνα 2 επί 2 κφριο υποπίνακα    τθσ μορφισ 

    = *
  
  +,              

Εφόςον το  (  ) είναι ζνασ κυκλικόσ δίςκοσ γφρω από το   με ακτίνα ½|γ| είτε μια 

μθ εκφυλιςμζνθ ζλλειψθ (με εςωτερικό) με εςτίεσ ςτα   και  , το ςθμείο   πρζπει 

να είναι ςτο εςωτερικό του  (  ). Αλλά  (             , ςφμφωνα με τα 
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(2.8) και (2.11), το οποίο ςθμαίνει ότι το   είναι ςτο εςωτερικό του     . Αυτι θ 

αντίφαςθ μασ δείχνει ότι δεν υπάρχουν μθ μθδενικά εκτόσ διαγωνίου ςτοιχεία ςτισ 

πρϊτεσ   ςειρζσ του  , κι επομζνωσ,    =        με       και            

 

Ζχουμε ιδθ παρατθριςει ότι το αντίςτροφο τθσ ιδιότθτασ τθσ κανονικότθτασ (2.9) 

δεν ιςχφει, αλλά τϊρα είμαςτε ςε κζςθ να κατανοιςουμε πλιρωσ τθ ςχζςθ μεταξφ 

των δφο ςυνκθκϊν ςτα     : ο   είναι κανονικόσ, και                .  

 

6.7 ΠΟΡΙΜΑ 

 

Αν              , τότε ο πίνακασ   είναι κανονικόσ. 

 

Απόδειξθ: Αν όλεσ οι ιδιοτιμζσ του   είναι κανονικζσ ιδιοτιμζσ, τότε υπάρχει μια 

ορκοκανονικι βάςθ των ιδιοδιανυςμάτων του  , επομζνωσ, ο   είναι κανονικόσ.  

 

6.8 ΘΕΩΡΗΜΑ: Ζςτω     . Τότε                αν και μόνο αν, είτε ο   

είναι κανονικόσ είτε ο   είναι ορκομοναδιαία όμοιοσ με πίνακα τθσ μορφισ 

[
   
   

], όπου ο    είναι κανονικόσ και                

 

6.9 ΠΟΡΙΜΑ 

 

Αν      και n   4, τότε ο   κανονικόσ αν και μόνο αν                . 

Αν μασ δίνεται      και εάν   *
  
  

+  ζνασ μεγαλφτεροσ πίνακασ που 

ςυγκρατεί τον   ςτθν άνω αριςτερι γωνία του, λζμε ότι ο   είναι διαςτολι του    

ςφμφωνα με τθν ιδιότθτα εγκλειςμοφ υποπίνακα,           οπότε       

είναι διαςτολι του     . Μποροφμε πάντα να βροφμε μία 2  επί 2  κανονικι 

διαςτολι του  , για παράδειγμα, ο πίνακασ Β ορίηεται από το   *
   

   
+, που ςε 

αυτι τθν περίπτωςθ               . Είναι ξεκάκαρο ότι το      ςυγκρατείται 
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ςτθν τομι των πεδίων τιμϊν όλων των κανονικϊν διαςτολϊν του  , και το 

ευχάριςτο είναι ότι αυτι θ τομι είναι ακριβϊσ το     .  

 

6.10 ΘΕΩΡΗΜΑ: Ζςτω     . Τότε: 

     =   {     :   = *
  
  

+        είναι κανονικόσ-. 

 

Απόδειξθ: Εφόςον ζχουμε ιδθ επιςθμάνει ότι το      είναι υποςφνολο τθσ 

δοςμζνθσ τομισ, χρειάηεται μόνο να αποδείξουμε τον αντίςτροφο εγκλειςμό. 

Επειδι το      είναι κλειςτό και κυρτό, είναι θ τομι όλων των κλειςτϊν 

θμιεπιπζδων που το ςυγκρατοφν, δεδομζνο που χρθςιμοποιικθκε ςτθν 

προθγοφμενθ ενότθτα για να αναπτφξουμε ζνα αρικμθτικό αλγόρικμο για να 

υπολογίςουμε το       Επομζνωσ, αρκεί να δείξουμε ότι για κάκε κλειςτό 

θμιεπίπεδο που ςυγκρατεί το     , υπάρχει κάποιοσ κανονικόσ πίνακασ   = *
  
  

+  

      τζτοιοσ ϊςτε το      ςυγκρατείται ςτο ίδιο θμιεπίπεδο. Από τισ ιδιότθτεσ 

τθσ μεταφοράσ και του βακμωτοφ πολλαπλαςιαςμοφ, χωρίσ απϊλεια τθσ 

γενικότθτασ, υποκζτουμε ότι το δοςμζνο θμιεπίπεδο είναι το κλειςτό δεξιό 

θμιεπίπεδο     . Συνεπϊσ, κα είναι αρκετό να δείξουμε ότι όποτε ο      είναι 

κετικά θμιοριςμζνoσ, δθλαδι,          , τότε ο   ζχει μια κανονικι διαςτολι   

      τζτοια ϊςτε ο      να είναι κετικά θμιοριςμζνοσ, δθλαδι          . 

Θεωροφμε τον πίνακα    *
   

   
+   ο οποίοσ είναι διαςτολι του   και  

    = [ 
             

                
] =    . 

Άρα ο   είναι κανονικόσ, ανεξαρτιτωσ του       Επιπλζον αν ο     είναι κετικά 

θμιοριςμζνοσ, τότε ο 

    = *
        

        + 

είναι κετικά θμιοριςμζνοσ, εφόςον          και      
 
 

 ]      , τότε      

                        . Εφόςον το αρικμθτικό πεδίο ενόσ κανονικοφ 
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πίνακα πολφ εφκολα αποδεικνφεται ότι είναι κυρτό και θ τομι των κυρτϊν ςυνόλων 

είναι κυρτι το κεϊρθμα αυτό προτείνει μια κακαρά εννοιολογικι απόδειξθ τθσ 

ιδιότθτασ τθσ κυρτότθτασ του αρικμθτικοφ πεδίου. Δυςτυχϊσ, θ κυρτότθτα του 

     χρθςιμοποιείται με καίριο τρόπο ςτθν απόδειξθ του κεωριματοσ˙ επομζνωσ, 

κα ιταν πολφ ενδιαφζρον να ζχουμε μια διαφορετικι απόδειξθ που δεν βαςίηεται 

ςτο κεϊρθμα Toeplitz-Hausdorff. 

Ο πίνακασ που ορίηεται από τον    *
   

   
+ δίνει μια 2  επί 2  κανονικι 

διαςτολι οποιουδιποτε δοςμζνου πίνακα     . Είναι χριςιμο κάποιεσ φορζσ να 

ξζρουμε ότι μποροφμε να βροφμε διαςτολζσ με ακόμθ περιςςότερθ δομι. 

 

ΗΜΕΙΩΕΙ ΚΙ ΕΠΙΠΛΕΟΝ ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ 

 

Θ απόδειξθ που δόκθκε για το κεϊρθμα (5.1) οφείλεται ςτον Onn Chan. Το 

κεϊρθμα (6.3) μποροφμε να το βροφμε ςτθν Ενότθτα Ι του R. Kippenhahn, “Uber 

den Wertevorrat einer Matrix” Math. Nachr, 6 (1951), 193-228 όπου υπάρχει μια 

απόδειξθ διαφορετικι από τισ 3 που δόκθκαν εδϊ, κακϊσ και πολλά επιπλζον 

γεωμετρικά αποτελζςματα για το αρικμθτικό πεδίο. Τα κεωριματα (6.6) και (6.8) 

είναι από τον C.R. Johnson, “Normality and the Numerical Range”, Linear Algebra 

Appl. 15(1976), 89-94, όπου μπορείτε να βρείτε επιπλζον ςχετικζσ αναφορζσ. 

Μια άλλθ ζκδοςθ του (6.1) και ςχετικζσ ιδζεσ ςυηθτιοφνται ςτον Ο. Taussky, 

“Matrices with Trace Zero”, Amer. Math Monthly, 69(1962), 40-42. Το κεϊρθμα 

(1.6.10) και θ απόδειξι του βρίςκονται ςτον P.R. Halmos, “ Numerical Ranges and 

Normal Dilations”, Acta Sci Math (Szeged) 25(1964), 1-5. Οι καταςκευζσ μοναδιαίων 

διαςτολϊν μιασ δοςμζνθσ ςυςτολισ που δόκθκε ςτα (6.13) και (6.16) βρίςκονται 

ςτον Ε. Egervary, “On thw Contractive Linear Transformations of n-Dimensional 

Vector Space”, Acta Sci Math (Szeged) 15(1953), 178-182. Οι καταςκευζσ για (6.15-

17) όπωσ και τα φράγματα ςτο μζγεκοσ μοναδιαίων και μιγαδικϊν ορκογωνίων 

διαςτολϊν με τισ ιδιότθτεσ τθσ δφναμθσ μασ δίνονται από τουσ C.R. Johnson και C.-

C.T. Kuo, “Doubly Stochastic, Unitary, Unimodular, and Complex Orthogonal Power 

Embeddings”, Acta Sci Math (Szeged) 44(1982), 345-357.  
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7. ΓΙΝΟΜΕΝΑ ΠΙΝΑΚΩΝ 

  

Εδϊ κα ερευνιςουμε ζνα μεγάλο εφροσ δεδομζνων που ςυνδζουν τα γινόμενα 

πινάκων με το αρικμθτικό πεδίο. Υπάρχουν τζςςερισ κατθγορίεσ: 

(α) Αντιπαραδείγματα τθσ μθ υποπολλαπλαςιαςτικότθτασ του     .    

(β) Αποτελζςματα για το ςυνθκιςμζνο γινόμενο όταν το μθδζν δεν ανικει ςτο 

αρικμθτικό πεδίο ενόσ από τουσ παράγοντεσ. 

(γ) Συηιτθςθ για ταυτόχρονθ διαγωνοποίθςθ με ομοιότθτα.   

(δ) Μία ςφντομθ ζρευνα για το αρικμθτικό πεδίο ενόσ γινομζνου Hadamard. 

 

ΑΝΣΙΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΣΑ ΜΗ ΤΠΟΠΟΛΛΑΠΛΑΙΑΣΙΚΟΣΗΣΑ 

 

Δυςτυχϊσ, ακόμα και αςκενι πολλαπλαςιαςτικά ανάλογα τθσ ιδιότθτασ τθσ 

υποπροςκετικότθτασ δεν ιςχφουν. Θα ξεκινιςουμε ςθμειϊνοντασ κάποια 

παραδείγματα που μασ δείχνουν τι δεν ιςχφει, και κα δοφμε τα λίγα ςτοιχεία που 

ξζρουμε για τα γινόμενα.  

Ο εγκλειςμόσ                          αποτυγχάνει να ιςχφςει και ωσ 

προσ τθ γωνία και ωσ προσ το μζγεκοσ.  

 

7.2 ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

 

Ζςτω    *
  
  

+ και    *
  
  

+. Τότε                           ο 

μοναδιαίοσ δίςκοσ, ενϊ το       είναι το ευκφγραμμο τμιμα που ενϊνει το 0 και 

το 4. ςυνεπϊσ, το       ςυγκρατεί ςθμεία πολφ μακριά (4 φορζσ μακριά) από τθν 

αρχι απ’ ότι το         ), άρα αυτό το παράδειγμα μασ δείχνει ότι θ αρικμθτικι 

ακτίνα      δεν είναι μια νόρμα πίνακα. Ωςτόςο,       είναι νόρμα πίνακα.  
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7.3 ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

 

Ζςτω   = *
  
   

+ και   = *
  
  

+. Τότε                         = το 

ευκφγραμμο τμιμα που ενϊνει -1 και 1, ενϊ το       είναι το ευκφγραμμο τμιμα 

που ενϊνει –   και  . Επίςθσ,                           θ πραγματικι ευκεία, 

ενϊ         ο φανταςτικόσ άξονασ. Λαμβάνουμε υπόψθ ότι                  

ςε αυτι τθν περίπτωςθ, αλλά το                        εξακολουκεί να 

αποτυγχάνει – λόγω γωνίασ· το        δεν ςυγκρατείται ςτο            .  

 

7.4 ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ:  

 

Ζςτω   = *
  
  

+. Τότε το      είναι το ευκφγραμμο τμιμα που ενϊνει 1 και i, ενϊ 

το  (  ) είναι το ευκφγραμμο τμιμα που ενϊνει -1 και 1. Συνεπϊσ, το  (  ) δε 

ςυγκρατείται ςτο      , εφόςον 0    (  ) και 0       . Ωςτόςο            

          , άρα                ). 

Ζνασ λόγοσ για τον οποίο δε μασ προκαλεί ζκπλθξθ ότι το                  δεν 

ιςχφει γενικά είναι το ότι          δεν είναι γενικά κυρτό ςφνολο, ενϊ το       

είναι πάντα κυρτό. Πμωσ εφόςον          είναι κυρτό και για τα δφο 

παραδείγματα (7.2) (7.3), ο εγκλειςμόσ                               

αποτυγχάνει και αυτόσ να ιςχφςει γενικά. Τα παραδείγματα (7.2) και (7.3) μασ 

δείχνουν ότι ζνασ άλλοσ αςκενζςτεροσ ιςχυριςμόσ                   

αποτυγχάνει και αυτόσ να ιςχφςει. 
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ΑΠΟΣΕΛΕΜΑΣΑ ΓΙΝΟΜΕΝΟΤ ΟΣΑΝ ΣΟ ΜΗΔΕΝ ΔΕΝ 

ΒΡΙΚΕΣΑΙ ΣΟ ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΟ ΠΕΔΙΟ ΕΝΟ ΠΑΡΑΓΟΝΣΑ 

 

Με δεδομζνο ότι τα διακζςιμα αποτελζςματα πρζπει να είναι περιοριςμζνα, κα 

εξετάςουμε τϊρα τι μποροφμε να ποφμε για το αρικμθτικό πεδίο και τα γινόμενα 

πινάκων. Θ ςπουδαιότθτα τθσ ςυνκικθσ για να μθν είναι το μθδζν ςτο αρικμθτικό 

πεδίο ενόσ από τουσ παράγοντεσ πρζπει να τονιςτεί εξ αρχισ. Αυτό ςθμαίνει ότι, για 

παράδειγμα, το αρικμθτικό πεδίο μπορεί να περιςτραφεί ςτο δεξιό θμιεπίπεδο, και 

ότι ςυνδζει πολλά από τα αποτελζςματα που παρουςιάηονται. 

 

7.5 ΠΑΡΑΣΗΡΗΗ: Αν      αντιςτρζψιμοσ, τότε                . 

 

Απόδειξθ: Εφαρμόηοντασ τθν ιδιότθτα τθσ ομοιότθτασ, ζχουμε 

                                     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   

Ραρόλο που το                αποτυγχάνει να ιςχφςει, λίγα μποροφμε να 

ποφμε για τθ ςχζςθ του φάςματοσ ενόσ γινομζνου και το γινόμενο του αρικμθτικοφ 

πεδίου.  

 

7.6 ΘΕΩΡΗΜΑ: Ζςτω        και υποκζτουμε ότι 0         Τότε 

                 .  

 

Απόδειξθ: Εφόςον       , γνωρίηουμε από τθν ιδιότθτα φαςματικοφ 

εγκλειςμοφ ότι ο   είναι αντιςτρζψιμοσ. Ο λόγοσ ςθμείου           (ο οποίοσ 

ζχει τθ ςυνθκιςμζνθ αλγεβρικι ερμθνεία) βγάηει νόθμα και είναι φραγμζνοσ. 

Αν            τότε υπάρχει ζνα μοναδιαίο διάνυςμα        τζτοιο ϊςτε 

              Τότε     =     ,              και          ςυνεπϊσ, 
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7.7 ΠΟΡΙΜΑ 

 

Ζςτω         . Αν ο   είναι κετικά θμιοριςμζνοσ, τότε                .  

 

Απόδειξθ: Ρρϊτα υποκζτουμε ότι ο   είναι αντιςτρζψιμοσ και ςθμείο       . 

Αν                    τότε ςφμφωνα με το (7.6) πρζπει να ζχουμε        

για κάποιο        και κάποιο         Αν      και      είναι οι μικρότερεσ και 

οι μεγαλφτερεσ ιδιοτιμζσ του  , τότε     
   και     

   οι μεγαλφτερεσ και οι 

μικρότερεσ ιδιοτιμζσ του κετικά οριςμζνου πίνακα  , και το      είναι το διάςτθμα 

[    
   ,     

   +. Επομζνωσ,        [     ,            και                      

Θ περίπτωςθ ςτθν οποία ο   είναι μθ αντιςτρζψιμοσ μπορεί να ανοιχκεί ςε 

περίπτωςθ αντιςτρζψιμου αντικακιςτϊντασ   με     , ε   0, και μετά ζςτω 

 ε   0.  

 

7.8 ΘΕΩΡΗΜΑ: Ζςτω        και υποκζτουμε ότι 0       . Τότε       

             

 

Απόδειξθ: Αφοφ 0       , ο   αντιςτρζψιμοσ, και μποροφμε να γράψουμε 

 =    . Σφμφωνα με το (7.6), για κάκε                   ζχουμε        

για κάποιο                 Για κάποιο μοναδιαίο διάνυςμα        ζχουμε 

                                          ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, όπου ζχουμε ςφνολο 

    . Τότε  ̅            , και      =  ̅ /              . Επομζνωσ,         
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7.9 ΘΕΩΡΗΜΑ: Ζςτω       και μασ δίνεται     με    0. Τα παρακάτω 

είναι ιςοδφναμα: 

(α)          ,    

(β)         για κάποιο κετικά οριςμζνο      και 

(γ)           για κάποιο αντιςτρζψιμο     . 

 

Απόδειξθ: Εφόςον ο   είναι κετικά οριςμζνοσ αν και μόνο αν       για 

κάποιο αντιςτρζψιμο      κι εφόςον         =        , είναι ξεκάκαρο ότι το 

(β) και το (γ) είναι ιςοδφναμα.  

Για να δείξουμε ότι το (γ) ιςοδυναμεί με το (α), υποκζτουμε ότι           με ζνα 

ςυςχετιςμζνο μοναδιαίο ιδιοδιάνυςμα  .  

Τότε                                   για         , κι επομζνωσ 

         . Αντίςτροφα, υποκζςτε ότι        . Τότε     εφόςον     κι ζςτω 

       οποιοςδιποτε αντιςτρζψιμοσ πίνακασ του οποίου θ πρϊτθ ςτιλθ είναι  . 

Το ςτοιχείο 1,1 του   
     είναι  . Ζςτω    το διάνυςμα ςειράσ του   

     που 

ςχθματίηεται από τα εναπομείναντα     ςτοιχεία τθσ πρϊτθσ ςειράσ   
     κι 

ζςτω     = -      Τότε     [   

  
]      αντιςτρζψιμοσ, και   

 (  
    )    = *

  
  

+. 

Συνεπϊσ,          , όπου        είναι αντιςτρζψιμοσ. 

Τϊρα πλζον μποροφμε να χαρακτθρίςουμε τουσ   –ευςτακείσ πίνακεσ, δθλαδι, 

αυτοφσ τουσ      ζτςι ϊςτε όλεσ οι ιδιοτιμζσ του    να ζχουν κετικό 

πραγματικό μζροσ για όλουσ τουσ κετικά οριςμζνουσ πίνακεσ  .  

 

7.10 ΠΟΡΙΜΑ 

 

Ζςτω      . Τότε             για όλουσ τουσ κετικά οριςμζνουσ      αν 

και μόνο αν               και ο   αντιςτρζψιμοσ.  

Ζχουμε ιδθ δει το ςθμαντικό ρόλο που ζχουν παίξει πίνακεσ για τουσ οποίουσ το 

μθδζν είναι ζξω από το αρικμθτικό πεδίο. Ζνα ακόμθ παράδειγμα τθσ 
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ιδιαιτερότθτασ αυτϊν των πινάκων είναι το παρακάτω αποτζλεςμα, το οποίο οδθγεί 

ςε ζνα χαρακτθριςμό.  

 

7.11 ΘΕΩΡΗΜΑ: Ζςτω       αντιςτρζψιμοσ. Τα παρακάτω είναι ιςοδφναμα: 

(α)       =        για κάποιο      με 0                               

(β) Ο   είναι *όμοιοσ με ζνα κανονικό πίνακα. 

(βϋ) Ο   είναι *όμοιοσ με ζνα κανονικό πίνακα μζςα από μια κετικά οριςμζνθ 

ομοιότθτα. 

(γ) Ο       είναι όμοιοσ με ζνα ορκομοναδιαίο πίνακα.  

 

Απόδειξθ: Εφόςον       είναι ορκομοναδιαίο αν και μόνο αν            

        , το οποίο ιςχφει αν και μόνο αν οι    =     βλζπουμε ότι       είναι 

ορκομοναδιαίο αν και μόνο αν ο   είναι κανονικόσ. Θ ιςοδυναμία του (β) και (γ) 

ςυνεπάγεται από τον υπολογιςμό                        -1        = (     )-1 

(     )*˙ αν             ορκομοναδιαίο, τότε       (μία *ομοιότθτα του  ) πρζπει 

να είναι κανονικά και αντίςτροφα.  

Για να επαλθκευτοφμε ότι το (γ) οδθγεί ςτο (α), υποκζτουμε ότι                

ορκομοναδιαίοσ, κι ζςτω U1/2  μια από τισ (πολλζσ) μοναδιαίεσ τετραγωνικζσ ρίηεσ 

του   τζτοια ϊςτε όλεσ οι ιδιοτιμζσ του U1/2  να βρίςκονται πάνω ςε ζνα τόξο του 

μοναδιαίου κφκλου μικουσ λιγότερο από π. Σφμφωνα με το (2.9), 0           και 

ςφμφωνα με τα (2.12) και (7.5), 0                        όπου        (      -1. 

Τϊρα υπολογίςτε                     -1                     -1 

                         , με        *          και 0        όπωσ 

ιςχυριηόμαςτε ςτο (α). Αν λάβουμε υπόψθ μασ το (α), υποκζτουμε ότι        και 

ότι, χωρίσ απϊλεια τθσ γενικότθτασ, ο      είναι κετικά οριςμζνοσ. Τϊρα κα 

δείξουμε ότι το (α) ιςοδυναμεί με το (βϋ) γράφοντασ        , όπου          

 

 
        είναι κετικά οριςμζνοσ και          

 

 
       . Αν        είναι το 

αντίςτροφο τθσ μοναδικισ κετικά οριςμζνθσ τετραγωνικισ ρίηασ του  , ζχουμε 

                 
 

        
 

               , το οποίο αποδεικνφεται 
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εφκολα ότι είναι κανονικό. Συνεπϊσ, ο   είναι όμοιοσ με ζναν κανονικό πίνακα μζςα 

από τθν κετικά οριςμζνθ ομοιότθτα         . Τζλοσ, το (βϋ) ιςοδυναμεί τετριμμζνα 

με το (β). 

Στθ ςυνζχεια, κα ςυνδζςουμε πλθροφορίεσ γωνίασ ςχετικά με το φάςμα του   με 

το γωνιακό αρικμθτικό πεδίο των κετικά οριςμζνων πολλαπλάςιων του  .  

 

7.12 ΘΕΩΡΗΜΑ: Ζςτω Γ ζνασ ανοικτόσ γωνιακόσ τομζασ του   που ςτθρίηεται 

ςτθν αρχι, με γωνία όχι μεγαλφτερθ από π, κι ζςτω     . Τα παρακάτω είναι 

ιςοδφναμα:  

(α) ς        

(β)          για κάποιο οριςμζνο     . 

 

Απόδειξθ: Yπάρχει για κάκε ε    ζνασ αντιςτρζψιμοσ        τζτοιοσ ϊςτε 

  
      να βρίςκεται ςε τροποποιθμζνθ κανονικι μορφι Jordan: Στθ κζςθ του κάκε 

εκτόσ διαγωνίου 1 που προκφπτει ςτθν κανονικι μορφι Jordan του   υπάρχει το ε. 

Τότε, για τα αρκοφντωσ μικρά ε,        
        αν       . Πμωσ, ςφμφωνα με 

το (1.2.12), ζχουμε  ϋ(  
      

      =  ϋ(     
       

Ζςτω   =   
    μασ δείχνει ότι το (α) ιςοδυναμεί με το (β).  

Θ απόδειξθ ότι το (β) ιςοδυναμεί με το (α) είναι παρόμοια. Αν          , τότε 

 ϋ(               (  
 

     
 

 )    , χρθςιμοποιϊντασ ξανά το (1.2.12), όπου 

     είναι θ κετικά οριςμζνθ τετραγωνικι ρίηα του   και ο   
 

  είναι το αντίςτροφό 

του. Αλλά                                           το οποίο 

ολοκλθρϊνει τθν απόδειξθ. 
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ΣΑΤΣΟΧΡΟΝΗ ΔΙΑΓΩΝΟΠΟΙΗΗ ΜΕ ΟΜΟΙΟΣΗΣΑ 

 

Τϊρα κα επανζλκουμε ςτθν ζννοια τθσ ταυτόχρονθσ διαγωνοποίθςθσ των πινάκων 

με ομοιότθτα.  

Μία ζννοια που προκφπτει ςτθ μελζτθ τθσ ταυτόχρονθσ διαγωνοποίθςθσ με 

ομοιότθτα και που τθ ςυνδζει με το αρικμθτικό πεδίο, ειδικά εκείνα τα κζματα που 

μελετιςαμε ςε αυτι τθν ενότθτα, είναι εκείνθ των μθδενικϊν τθσ Ερμιτιανισ 

μορφισ     .  

 

7.14 ΟΡΙΜΟ: Ζνα μθ μθδενικό διάνυςμα        λζγεται ότι είναι ιςότροπο 

διάνυςμα για ζνα δοςμζνο πίνακα      αν         , και το   επίςθσ 

ονομάηεται κοινό ιςότροπο διάνυςμα για             αν        = 0,        .  

 

Δφο παρατθριςεισ κα μασ φανοφν πολφ χριςιμεσ 

 

7.15 ΛΗΜΜΑ ΕΠΑΝΑΘΕΗ  

 

Ζςτω            και               μασ δίνονται. Οι πίνακεσ         είναι 

ταυτόχρονα διαγωνιοποιιςιμοι με ομοιότθτα αν και μόνο αν οι πίνακεσ 

∑   
 
            …,          0 είναι ταυτόχρονα διαγωνιοποιιςιμοι με ομοιότθτα.  

 

Αν m = 2 κι αν             είναι Ερμιτιανοί, ςυνικωσ μελετάμε   =         για να 

προςδιορίςουμε αν οι           είναι ταυτόχρονα διαγωνιοποιιςιμοι με 

ομοιότθτα. Σθμειϊνουμε ότι    =      και     =     .  
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7.16 ΠΑΡΑΣΗΡΗΗ: Αν είναι            είναι Ερμιτιανοί. Τότε   και    είναι 

ταυτόχρονα διαγωνιοποιιςιμοι με ομοιότθτα αν και μόνο αν     =         είναι 

όμοιοσ με κανονικό πίνακα.  

 

Απόδειξθ: Αν     και    ταυτόχρονα διαγωνιοποιιςιμοι με ομοιότθτα μζςα από 

    , τότε                                όπου    και    είναι 

πραγματικοί διαγϊνιοι πίνακεσ. Ο πίνακασ      είναι τότε διαγϊνιοσ και επομζνωσ 

είναι κανονικόσ.  

Αντίςτροφα, υποκζτουμε ότι ζνασ δοςμζνοσ αντιςτρζψιμοσ πίνακασ      είναι 

τζτοιοσ ϊςτε      κανονικόσ. Τότε υπάρχει ζνασ ορκομοναδιαίοσ πίνακασ      

τζτοιοσ ϊςτε            και είναι διαγϊνιοσ. Τϊρα κζτουμε      και 

παρατθροφμε ότι                                   είναι διαγϊνιοσ και 

ότι –         –            –                  είναι διαγϊνιοσ.  

Μποροφμε να εφαρμόςουμε το (7.11) για να πάρουμε μία κλαςικι επαρκι ςυνκικθ 

για να είναι δφο Ερμιτιανοί πίνακεσ ταυτόχρονα διαγωνιοποιιςιμοι με ομοιότθτα.  

 

7.17 ΘΕΩΡΗΜΑ: Αν            είναι Ερμιτιανοί και δεν ζχουν κανζνα κοινό 

ιςότροπο διάνυςμα, τότε    και    είναι ταυτόχρονα διαγωνιοποιιςιμοι με 

ομοιότθτα. 

 

Απόδειξθ: Αν   και    δεν ζχουν κανζνα κοινό ιςότροπο διάνυςμα, τότε 

0       όπου              Επιλζγοντασ       ςτο (7.11α), ςυμπεραίνουμε 

από τθν ιςοδυναμία των (7.11α) και (7.11β) ότι ο   είναι όμοιοσ με κανονικό 

πίνακα. Τότε, ςφμφωνα με το (7.16), οι    και    είναι ταυτόχρονα 

διαγωνιοποιιςιμοι με ομοιότθτα.  

 

Άλλεσ κλαςικζσ επαρκείσ ςυνκικεσ για να είναι ηεφγθ Ερμιτιανϊν πινάκων 

ταυτόχρονα διαγωνιοποιιςιμοι με ομοιότθτα προκφπτουν άμεςα από το (7.17).  
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7.18 ΠΟΡΙΜΑ 

 

Αν          κετικά οριςμζνοσ κι αν        Ερμιτιανόσ, τότε    και    είναι 

ταυτόχρονα διαγωνιοποιιςιμοι με ομοιότθτα.  

 

7.19 ΠΟΡΙΜΑ 

  

Αν             Ερμιτιανοί κι αν υπάρχει ζνασ γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ του    και     

που είναι κετικά οριςμζνοσ, τότε    και     είναι ταυτόχρονα διαγωνιοποιιςιμοι με 

ομοιότθτα. 

 

7.21 ΘΕΩΡΗΜΑ: Ζςτω             Ερμιτιανοί κι ασ υποκζςουμε ότι οι    και 

             είναι αντιςτρζψιμοι. Τα παρακάτω είναι ιςοδφναμα:  

(α) Οι    και    είναι ταυτόχρονα διαγωνιοποιιςιμοι με ομοιότθτα. 

(β) Ο   είναι διαγωνιοποιιςιμοσ με ομοιότθτα. 

(γ) Ο   είναι όμοιοσ με ζνα κανονικό πίνακα. 

(δ)       είναι όμοιοσ με ζνα ορκομοναδιαίο πίνακα.  

(ε) Υπάρχει κάποιοσ  ̂      με 0     ̂) ζτςι ϊςτε       =  ̂-1 ̂ , και  

(ςτ)   
     είναι όμοιοσ με ζνα πραγματικό διαγϊνιο πίνακα.  
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ΓΙΝΟΜΕΝΑ HADAMARD  

 

Θυμθκείτε ότι το γινόμενο Hadamard Α Β είναι απλά ςτοιχείο με ςτοιχείο γινόμενο 

δφο πινάκων με ίδιο μζγεκοσ. Για να κάνουμε ςφγκριςθ, κα δϊςουμε, χωρίσ κάποια 

απόδειξθ, κάποια αποτελζςματα που ςυνδζουν το      με το γινόμενο Hadamard.  

 

7.22 ΘΕΩΡΗΜΑ: Αν        , και αν   είναι κανονικόσ, τότε         

             .  

 

7.23 ΠΟΡΙΜΑ 

 

Αν          , κι αν ο   είναι κετικά θμιοριςμζνοσ τότε                 . 

 

7.24 ΠΟΡΙΜΑ 

 

Αν          , κι εάν είτε ο   είτε ο   είναι κανονικόσ, τότε                . 

 

7.25 ΠΟΡΙΜΑ 

 

Αν            τότε                 . 

 

7.26 ΘΕΩΡΗΜΑ: Αν           κι αν   είναι κετικά οριςμζνοσ, τότε 

               . 

 

7.27 ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ: Το παράδειγμα          *
  
  

+ δείχνει ότι θ ςτακερά 2 

είναι θ καλφτερθ δυνατι ςτο (7.25) και ότι το (7.22) δε μπορεί να κανονικοποιθκεί 

ςτουσ αυκαίρετουσ         . 
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7.28 ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ:  Το απλό παράδειγμα          *
  
  

+ δείχνει ότι το 

«  » μπορεί να παραλθφκεί ςτο (7.22), ακόμα και όταν και ο   και ο   είναι 

κανονικοί.  

 

ΗΜΕΙΩΕΙ ΚΙ ΕΠΙΠΛΕΟΝ ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ  

 

Τα αποτελζςματα (1.76-8) βαςίηονται ςτον Θ. Wielandt, “On the Eigenvalues of 

    and   ”, J. Research N.B.S. 77B (1973), 61-63, το οποίο αναδιατυπϊκθκε από 

τον Wielandt’s National Bureau of Standard Report  1367, 27 Δεκεμβρίου, 1951, 

από τον C.R.Johnson. Το κεϊρθμα (7.9) είναι από τον C.R.Johnson, “The field of 

Values and Spectra of Positive Definite Multiplies”, J. Research N.B.S. 78B (1974), 

197-198, και το (7.10) αποδείχκθκε πρϊτα από τον D. Carlson ςτο “A New Critirion 

for H-Stability of Complex Matrices”, Lineas Algebra Appl. 1 (1968), 59-64. Το 

κεϊρθμα (7.11) είναι από τον C.R. DePrima και τον C.R.Johnson, “The Range of 

      in GL(n,  )”, Lineas Algebra Appl. 9 (1974), 209-222, και το (7.12) είναι από 

τον C.R.Johnson, “A Lyaponov Theorem for Angular Cones”, J. Research National 

Bureau Standards 78B (1974), 7-10. Θ μελζτθ τθσ ταυτόχρονθσ διαγωνοποίθςθσ με 

ομοιότθτα είναι κάτι το καινοφργιο που εςτιάηει ςτο αρικμθτικό πεδίο, το οποίο 

περιλαμβάνει κάποια κλαςικά αποτελζςματα όπωσ το (7.17).  
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8. ΓΕΝΙΚΕΤΕΙ ΣΩΝ ΠΕΔΙΩΝ ΣΙΜΩΝ  

 

Υπάρχει μεγάλθ ποικιλία γενικεφςεων των πεδίων των τιμϊν, μερικζσ από τισ οποίεσ 

ζχουν μελετθκεί εισ βάκοσ. Αυτζσ οι γενικεφςεισ δίνουν ζμφαςθ ςε διάφορεσ 

αλγεβρικζσ, αναλυτικζσ και αξιωματικζσ πλευρζσ του αρικμθτικοφ πεδίου, κάνοντάσ 

το τθν πιο γενικευμζνθ ζννοια ςτα μακθματικά. Χωρίσ να προςπακιςουμε να 

είμαςτε πλιρεισ, κα αναφζρουμε, με περιςταςιακά ςχόλια, κάποιεσ εξζχουςεσ και 

φυςικζσ γενικεφςεισ· υπάρχουν και πολλζσ άλλεσ. Μια εφλογθ ερϊτθςθ που 

κάνουμε για οποιοδιποτε αρικμθτικό πεδίο είναι αν αυτό είναι πάντα κυρτό ι όχι. 

Για κάποιεσ γενικεφςεισ είναι, για κάποιεσ δεν είναι. Αυτό μασ δίνει επιπλζον 

πλθροφορίεσ για τθν κυρτότθτα (2.2) του ςυνθκιςμζνου αρικμθτικοφ πεδίου, μια 

από τισ πιο «διακριτικζσ» του ιδιότθτεσ.  

Θ πρϊτθ γενίκευςθ περιλαμβάνει μια φυςικι τροποποίθςθ του εςωτερικοφ 

γινόμενου που χρθςιμοποιείται για να υπολογίςουμε κάκε ςθμείο του πεδίου.  

 

8.1 ΓΕΝΙΚΕΤΜΕΝΟ ΕΩΣΕΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ: Ζςτω      ζνασ 

δοςμζνοσ κετικά οριςμζνοσ πίνακασ. Για οποιονδιποτε      , ορίηουμε  

        {                    

 

8.1α ΠΑΡΑΣΗΡΗΗ: Εφόςον ο   είναι κετικά οριςμζνοσ, μπορεί να γραφεί 

και ωσ        με       αντιςτρζψιμοσ. Τότε                 άρα       

είναι απλά το ςυνθκιςμζνο αρικμθτικό πεδίο μιασ ομοιότθτασ του  , με ζνα 

ςτακερισ ομοιότθτασ πίνακα. 

 

Απόδειξθ:         {                              }   {            
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Άλλθ μία γενίκευςθ του αρικμθτικοφ πεδίου προκφπτει από το δεδομζνο ότι        

   όταν        άρα το ςυνθκιςμζνο πεδίο είναι απλό το ςφνολο των οριηουςϊν 

όλων αυτϊν των πινάκων για κανονικοποιθμζνο  .  

 

8.2 ΟΡΙΖΟΤΕ ΜΟΝΑΔΙΑΙΩΝ ΠΡΟΒΟΛΩΝ 

 

Για οποιοδιποτε     και οποιονδιποτε     , ορίηουμε 

       {                         }  

 

Το λεγόμενο  -αρικμθτικό πεδίο είναι μια άλλθ γενίκευςθ, θ οποία βαςίηεται ςτθν 

τοποκζτθςθ ενόσ απλοφ κανονικοποιθμζνου διανφςματοσ   με ζνα ορκοκανονικό 

ςφνολο. Σχετίηεται περιςςότερο με το ίχνοσ παρά με τθν ορίηουςα.  

 

8.3 ΣΟ  -ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΟ ΠΕΔΙΟ 

 

Ζςτω k ζνασ δοςμζνοσ κετικόσ ακζραιοσ. Για οποιονδιποτε     , ορίηουμε  

       
 

 
           

                        και        

Το ςφνολο       είναι πάντα κυρτό, και αυτό το δεδομζνο είναι μια ειδικι 

περίπτωςθ μίασ περαιτζρω γενίκευςθσ που ακολουκεί.  

 

Μια περαιτζρω γενίκευςθ του  -αρικμθτικοφ πεδίου (8.3) είναι το  -αρικμθτικό 

πεδίο ςτο οποίο οι ίςοι κετικοί ςυντελεςτζσ 
 

 
 
 

 
   

 

 
 αντικακίςτανται από 

αυκαίρετουσ μιγαδικοφσ αρικμοφσ.  
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8.4 ΣΟ  -ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΟ ΠΕΔΙΟ  

 

Ζςτω                      ζνα δοςμζνο διάνυςμα. Για οποιονδιποτε     , 

ορίηουμε 

           
             

               ]      και       . 

 

Δυςτυχϊσ, το  - αρικμθτικό πεδίο       δεν είναι πάντα κυρτό για όλα τα      , 

αλλά είναι πάντα κυρτό όταν το   είναι ζνα πραγματικό διάνυςμα. Ριο γενικά, αν 

μασ δίνεται      , το        είναι κυρτό για όλουσ τουσ     , αν και μόνο τα 

ςτοιχεία   είναι ςυνευκειακά ωσ ςθμεία ςτο μιγαδικό επίπεδο. Αν τα ςτοιχεία του   

δεν είναι ςυνευκειακά, υπάρχει ζνασ κανονικόσ      ζτςι ϊςτε       να μθν 

είναι κυρτό.  

Πταν n   , το ςυνθκιςμζνο αρικμθτικό πεδίο του      μπορεί να είναι ζνα 

κυρτό πολφγωνο χωρίσ ο   να είναι κανονικόσ, αλλά ξζρουμε ότι ο   είναι 

κανονικόσ αν και μόνο αν υπάρχει κάποιο       με διακεκριμζνα ςτοιχεία τζτοια 

ϊςτε       να είναι ζνα κυρτό πολφγωνο.  

Ζνα ςφνολο      λζγεται ότι είναι αςτερόμορφο ςε ςχζςθ με ζνα δοςμζνο ςθμείο 

      αν για όλα τα      όλο το ευκφγραμμο τμιμα                    

βρίςκεται ςτο  ˙ ζνα ςφνολο     είναι κυρτό αν και μόνο αν είναι αςτερόμορφο 

ςε ςχζςθ με κάκε ςθμείο ςτο    Ραρόλο που κάποια  -αρικμθτικά πεδία 

αποτυγχάνουν να είναι κυρτά, ξζρουμε ότι το       είναι πάντα αςτερόμορφο ςε 

ςχζςθ με το ςθμείο 
 

 
                     

 

H c-αρικμθτικι ακτίνα ςχετίηεται φυςικά με το c- αρικμθτικό πεδίο  

               :          } =                :       είναι ορκομοναδιαίοσ , 

όπου   = [                και                 .  

Πταν      , θ ςυνάρτθςθ       είναι μια νόρμα ςτον    αν και μόνο αν       

      και τα βακμωτά    δεν είναι όλα ίςα· θ ςυνκικθ αυτι προφανϊσ ιςχφει για 

                , που ςε αυτι τθν περίπτωςθ, θ       είναι θ ςυνθκιςμζνθ 

αρικμθτικι ακτίνα r(·). Γνωρίηουμε ότι εάν οι        είναι Ερμιτιανοί, τότε       



 
61 

 

=       για όλα τα       αν και μόνο αν ο   είναι ορκομοναδιαία όμοιοσ με τον 

           

Μία γενίκευςθ του (8.4) είναι το  - αρικμθτικό πεδίο.  

 

8.5 ΣΟ  -ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΟ ΠΕΔΙΟ 

 

Ζςτω μασ δίνεται     . Για οποιονδιποτε      ορίηουμε 

                 :      ορκομοναδιαίοσ-. 

 

Γνωρίηουμε ιδιότθτεσ του  -αρικμθτικό πεδίο που καλφπτουν το κζμα τθσ 

κυρτότθτασ των  -πεδίων τιμϊν για κανονικοφσ  , αλλά δε γνωρίηουμε ποια ηεφγθ 

πινάκων        παράγουν ζνα κυρτό       και για ποιουσ   το ςφνολο       

είναι κυρτό για όλουσ τουσ     .  

Συςχετιςμζνεσ με το  -αρικμθτικό πεδίο είναι φυςικζσ γενικεφςεισ τθσ αρικμθτικισ 

ακτίνασ, τθσ φαςματικισ νόρμασ και τθσ φαςματικισ ακτίνασ: 

||   ||
 

                 :         είναι ορκομοναδιαίοι , 

                       :      ορκομοναδιαίοσ-, 

             |∑   
 
              | :  είναι μια μετάκεςθ του        , 

όπου οι ιδιοτιμζσ του   και του   είναι         και        , αντίςτοιχα. Για 

οποιουςδιποτε       , αυτζσ οι τρεισ ποςότθτεσ ικανοποιοφν τισ ανιςότθτεσ 

              ||   ||
 

. 

 

Μια διαφορετικι γενίκευςθ είναι μια οικογζνεια αντικειμζνων που ςυχνά 

ονομάηουμε Bauer αρικμθτικό πεδίο. Γενικεφουν το δεδομζνο ότι το ςυνθκιςμζνο 

αρικμθτικό πεδίο ςχετίηεται με τθν    διανυςματικι νόρμα ‖ ‖ . Υπάρχει ζνα από 

αυτά τα γενικευμζνα αρικμθτικά πεδία για κάκε διανυςματικι νόρμα ςτο   . Αν 
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‖ ‖ είναι μια δοςμζνθ διανυςματικι νόρμα ςτο   , ζςτω ‖ ‖D ςυμβολίηει τθ 

διανυςματικι νόρμα που είναι δυϊκι ςτθ ‖ ‖   

 

8.6 ΣΟ BAUER ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΟ ΠΕΔΙΟ ΠΟΤ ΧΕΣΙΖΕΣΑΙ ΜΕ ΣΗ 

ΝΟΡΜΑ ‖ ‖               

 

Για οποιονδιποτε     , ορίηουμε 

 ‖ ‖                  και |   |D = |   | =        

Ραρατθριςτε ότι το  ‖ ‖    είναι απλά το ςφνολο τιμϊν τθσ 1 και μιςό γραμμικισ 

μορφισ      από εκείνα τα κανονικοποιθμζνα διατεταγμζνα ηεφγθ διανυςμάτων 

(             που είναι δυϊκά ηεφγθ ςε ςχζςθ με τθ διανυςματικι νόρμα ‖ ‖. Το 

ςφνολο  ‖ ‖    δεν είναι πάντα κυρτό, αλλά πάντα ςυγκρατεί το φάςμα     . 

Υπάρχουν κι άλλεσ - ςχετικζσ με τι νόρμεσ- γενικεφςεισ του αρικμθτικοφ πεδίου που 

δεν αναφζρονται εδϊ, αλλά ζνα παράδειγμα άλλθσ γενίκευςθσ από αυτζσ, μια πιο 

φυςικι, είναι θ ςυνάρτθςθ ςυνόλου        που ορίηεται ςτο (5.1). 

 

Για        , ίςωσ φαίνεται αφφςικο να μελετιςουμε το       το οποίο ορίηεται 

ςε ςχζςθ με τα διανφςματα ςτο   . Τα κίνθτρά μασ κα πρζπει να είναι ξεκάκαρα 

από τα αποτελζςματα που παρουςιάςτθκαν μζχρι τϊρα ςε τοφτο το κεφάλαιο.  

Αν        , υπάρχει ζνα γνιςια πραγματικό αντικείμενο που αντιςτοιχεί ςτο 

     που ζχει ιδθ μελετθκεί.   

 

 

 

 

 

 



 
63 

 

8.7 ΟΡΙΜΟ: ΣΟ ΠΡΑΓΜΑΣΙΚΟ ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΟ ΠΕΔΙΟ 

 

Για οποιονδιποτε          ορίηουμε 

       {            και        

Ραρατθριςτε ότι                    ), άρα κατά τθ μελζτθ του πραγματικοφ 

αρικμθτικοφ πεδίου αρκεί να εξετάςουμε μόνο πραγματικοφσ ςυμμετρικοφσ 

πίνακεσ.  

 

Αν                  και     = 1, τότε     = 1 δείχνει ότι     (αυτό είναι μια 

περίπτωςθ ιςότθτασ ςτθν ιςότθτα Cauchy-Schwarz). Αυτό μασ δίνει άλλθ μια 

γενίκευςθ του αρικμθτικοφ πεδίου ςτο οποίο θ Ερμιτιανι μορφι      

αντικακιςτάται από τθ 1 και μιςό γραμμικι μορφι       υποκείμενο ςτθ ςχζςθ 

μεταξφ   και του       

 

8.8 ΟΡΙΜΟ: ΣΟ  - ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΟ ΠΕΔΙΟ 

 

Ζςτω μασ δίνεται        . Για οποιονδιποτε     , ορίηουμε  

                             , και      }. 

Aν 0       θ       ορίηεται μόνο από         

 

O N.K. Tsing ζχει αποδείξει ότι θ       είναι κυρτι για όλα τα        , και όλουσ 

τουσ     ,        

 

Μζχρι εδϊ, το κλαςικό αρικμθτικό πεδίο και όλεσ οι γενικεφςεισ του που ζχουμε 

αναφζρει είναι αντικείμενα που βρίςκονται ςε δφο πραγματικζσ διαςτάςεισ, εκτόσ 

από το πραγματικό αρικμθτικό πεδίο (8.7), που βρίςκεται ςε μια πραγματικι 

διάςταςθ. Μία άλλθ γενίκευςθ, που μερικζσ φορζσ τθ λζμε «κζλυφοσ», βρίςκεται 
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ςε τρεισ πραγματικζσ διαςτάςεισ ςε μια προςπάκεια να αποτυπϊςουμε 

περιςςότερεσ πλθροφορίεσ για τουσ πίνακεσ.  

 

8.9 ΟΡΙΜΟ: ΣΟ ΚΕΛΤΦΟ DAVIS – WIELANDT 

 

Για οποιονδιποτε     , ορίηουμε 

                                     =            = 1}. 

Ζνα από τα κίνθτρά μασ να ορίςουμε το κζλυφοσ Davis – Wielandt είναι ότι το 

αντίςτροφο του επιχειριματοσ ςτθν προθγοφμενθ άςκθςθ όντωσ ιςχφει. Αυτό 

ζρχεται ςε αντίκεςθ με τθν περίπτωςθ του κλαςικοφ αρικμθτικοφ πεδίου, για το 

οποίο το απλό αντίςτροφο ςτθν ιδιότθτα αναλόγου (2.9) δεν ιςχφει, όπωσ 

ςυηθτικθκε ςτθν Ενότθτα (6). 

Υπάρχουν και άλλεσ πολλζσ χριςιμεσ πολυδιάςτατεσ γενικεφςεισ του αρικμθτικοφ 

πεδίου που περιλαμβάνουν περιςςότερουσ από ζνα πίνακεσ. Θ πρϊτθ μασ δίνεται 

φυςικά κεωρϊντασ το ςυνθκιςμζνο αρικμθτικό πεδίο ωσ ζνα αντικείμενο που 

βρίςκεται ςε δφο πραγματικζσ διαςτάςεισ. Για οποιονδιποτε     , γράφουμε 

     +      όπου                    και                         

είναι και οι δφο Ερμιτιανοί. 

 

Τότε,                            {              :            = 1}, το 

οποίο (εφόςον                 είναι και τα δφο πραγματικά) περιγράφει το ίδιο 

ςφνολο ςτο επίπεδο με ,                          = 1}. Συνεπϊσ, το κεϊρθμα 

Toeplitz – Hausdorff (2.2) μασ λζει ότι ςτο τελευταίο ςφνολο ςτο    είναι κυρτό για 

δφο οποιουςδιποτε Ερμιτιανοφσ πίνακεσ          , και οδθγοφμαςτε ςτισ 

παρακάτω γενικεφςεισ των      και         
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8.10 ΟΡΙΜΟ: ΣΟ  -ΔΙΑΣΑΣΟ ΠΕΔΙΟ ΣΩΝ  -ΠΙΝΑΚΩΝ 

 

Ζςτω      ζνασ δοςμζνοσ ακζραιοσ. Για οποιονδιποτε             , ορίηουμε 

               = {                                      

Ομοίωσ, αν                 ορίηουμε  

                                       ,            . 

 

Ραρατθριςτε ότι όταν    ,              και              .  

 

Για    , θ             ,            περιγράφει ζνα ςφνολο ςε ζνα 

πραγματικό διδιάςτατο υποχϊρο του    που είναι το ίδιο με     . Αν οι πίνακεσ 

        είναι όλοι Ερμιτιανοί, τότε                      Υπολογίηοντασ το 

   , θ περίπτωςθ ςτθν οποία όλοι οι   πίνακεσ είναι  Ερμιτιανοί είναι αρκετά 

διαφορετικι από τθ γενικι περίπτωςθ ςτθν οποία οι πίνακεσ είναι αυκαίρετοι, 

όμωσ, κατά τθ μελζτθ που    , είναι βολικό να γνωρίηουμε ότι πάντα ζχουμε  

                          
      … ,        

    ). 

 

ΚΤΡΣΟΣΗΣΑ ΣΟΤ     

 

Για    , το                είναι ζνα απλό ςθμείο, και επομζνωσ, είναι κυρτι για 

όλουσ τουσ              (   και όλα τα              

 

Για    , το        είναι κυρτό για κάκε        , αλλά για κάκε   

  υπάρχουν πίνακεσ                τζτοιοι ϊςτε               δεν είναι 

κυρτό. Για    , το         και             είναι κυρτά για όλουσ τουσ        

      , αλλά για κάκε     υπάρχουν πίνακεσ                τζτοιοι ϊςτε 

το               δεν είναι κυρτό.  
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ΚΤΡΣΟΣΗΣΑ ΣΗ     ΓΙΑ ΕΡΜΙΣΙΑΝΟΤ ΠΙΝΑΚΕ 

 

Για    , το                είναι ζνα απλό ςθμείο, και επομζνωσ, είναι κυρτό για 

όλουσ τουσ                  και όλα τα              

Για    , τα          και              είναι κυρτά για όλουσ τουσ Ερμιτιανοφσ 

          , όμωσ για κάκε     υπάρχουν Ερμιτιανοί πίνακεσ             

τζτοιοι ϊςτε το                να μθν είναι κυρτό. Για      τα        , 

            και                 είναι κυρτά για όλουσ τουσ Ερμιτιανοφσ 

             , αλλά για κάκε     υπάρχουν Ερμιτιανοί πίνακεσ          

   τζτοιοι ϊςτε το                δεν είναι κυρτό.  

 

Ο οριςμόσ (1.1) για το αρικμθτικό πεδίο μεταφζρεται χωρίσ αλλαγι ςτουσ πίνακεσ 

και ςτα διανφςματα με ςτοιχεία τετράδασ, όμωσ υπάρχουν κάποιεσ αναπάντεχεσ 

καινοφργιεσ αναπτφξεισ ςε αυτι τθν περίπτωςθ. Ππωσ ακριβϊσ ζνασ μιγαδικόσ 

αρικμόσ γράφεται ωσ            με           και       , μια τετράδα 

μπορεί να γραφτεί ωσ                     με                   

            ,                   , και         . Το ςυηυγζσ 

μιασ τετράδασ                    είναι  ̅                   ˙ θ 

απόλυτθ τιμι τθσ είναι       (  
  +   

  +   
  +   

      το πραγματικό τθσ μζροσ είναι 

       . To ςφνολο των τετράδων, που ςυμβολίηεται με  , είναι ζνασ αλγεβρικά 

κλειςτόσ διαιρετικόσ δακτφλιοσ (μθ αντιμετακετικό πεδίο) ςτον οποίο το 

αντίςτροφο μιασ μθ μθδενικισ τετράδασ   μασ δίνεται από         ̅ /    2. Οι 

τετράδεσ κεωροφνται ότι βρίςκονται ςε τζςςερεισ πραγματικζσ διαςτάςεισ, και τα 

πραγματικά και τα μιγαδικά επίπεδα κεωροφνται ωσ υποεπίπεδα του   με φυςικό 

τρόπο. 

 

Συμβολίηουμε       το ςφνολο   - επί -   πινάκων με ςτοιχεία τετράδασ και 

γράφουμε    για το ςφνολο των   - διανυςμάτων με ςτοιχεία τετράδασ˙ για  

    ,    ςυμβολίηει το ανάςτροφο του ςτοιχείου –με- ςτοιχείου ςυηυγι του  .  
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8.11 ΟΡΙΜΟ: ΣΟ ΑΡΙΘΜΗΣΙΚΟ ΠΕΔΙΟ TETΡΑΔΑ 

 

Για οποιονδιποτε        , ορίηουμε                    και         

Ραρόλο που το αρικμθτικό πεδίο τθσ τετράδασ       μοιράηεται πολλζσ ιδιότθτεσ 

με το μιγαδικό αρικμθτικό πεδίο, δε χρειάηεται να είναι κυρτό ακόμα και όταν ο   

είναι κανονικόσ μιγαδικόσ πίνακασ.  

Αν κζςουμε  

     [
   
   
   

]    και        [
   
   
   

] , 

τότε το        δεν είναι κυρτό, αλλά το        είναι κυρτό˙ ςτθν κλαςικι 

περίπτωςθ, τα       και       είναι ταυτιηόμενα.  

 

Γνωρίηουμε ότι, για ζνα δεδομζνο         το       είναι κυρτό αν και μόνο αν 

                            και        , δθλαδι, αν και μόνο αν θ 

προβολι του        πάνω ςτον πραγματικό άξονα είναι θ ίδια με τθν τομι του 

      με τον πραγματικό άξονα.  

 

ΗΜΕΙΩΕΙ ΚΙ ΕΠΙΠΛΕΟΝ ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ 

 

Οι γενικεφςεισ του αρικμθτικοφ πεδίου που αναφζραμε ςε αυτι τθν ενότθτα είναι 

μία επιλογι μόνο λίγων από πολλζσ πικανότθτεσ. Αρκετζσ άλλεσ γενικεφςεισ του 

αρικμθτικοφ πεδίου μνθμονεφονται με αναφορζσ ςτο *Hal, 67]. Θ γενίκευςθ (8.1) 

μελετικθκε από τον W. Givens ςτο “Fields of Values of a Matrix”, Proc. Amer. Math. 

Soc. 3 (1952), 206-209. Κάποιεσ από τισ γενικεφςεισ του αρικμθτικοφ πεδίου που 

αναφζραμε μελετϊνται και τϊρα από ερευνθτζσ όπωσ ο M. Markus και οι μακθτζσ 

του. Τα αποτελζςματα κυρτότθτασ ςτο (8.4) ςτον R. Westwick, “A Theorem on 

Numerical Range”, Linear Multilinear Algebra 2, (1975), 311-315, και ςτον Y. Poon, 

“Another Proof of a Result of Westwick” Linear Multilinear Algebra 9, (1980), 35-37. 

Το αντίςτροφο είναι ςτουσ Y. H. Au. Yeung και N.K. Tsing, “A Conjecture of Marcus 
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on the Generalised Numerical Range”, Linear Multilinear Algebra 14, (1983), 235-

239. Το δεδομζνο ότι το c- αρικμθτικό πεδίο είναι αςτερόμορφο βρίςκεται ςτον N.K. 

Tsing, “On the Shape of the Generalised Numerical Ranges”, Linear Multilinear 

Algebra 10, (1981), 173-182. Για μια ζρευνα των αποτελεςμάτων ςχετικά με το ότι 

το  -αρικμθτικό πεδίο και τθ c-αρικμθτικι ακτίνα, με μια πλοφςια βιβλιογραφία, 

δείτε C.K. Li και N.K. Tsing, “Linear Operators that Preserve the  -Numerical Range or 

Radius of Matrices” Linear Multilinear Algebra 23, (1988), 27-46. Για τθ ςυηιτθςθ τθσ 

γενικευμζνθσ φαςματικισ νόρμασ, τθσ γενικευμζνθσ αρικμθτικισ ακτίνασ και τθσ 

γενικευμζνθσ φαςματικισ ακτίνασ που είδαμε ςτθν Ενότθτα (1.8.5), δείτε C.K. Li, 

T.Y. Tam και N.K. Tsing, “The Generalized Spectral Radius, Numerical Radius and 

Spectral Norm” Linear Multilinear Algebra 16, (1984), 215-237. Θ κυρτότθτα του 

      που αναφζρκθκε ςτο (8.8) βρίςκεται ςτον N.K. Tsing, “The Constrained 

Bilinear Form and the C-Numerical Range”, Linear Algebra Appl. 56, (1984), 195-206.  

Θ γενίκευςθ του κζλυφουσ (8.9) εξετάςτθκε ανεξάρτθτα και ςε εναλλακτικζσ μορφζσ 

ςτον C. Davis, “The Shell of a Hilbert Space Operator” Acta Sci Math. (Szeged) 29 

(1968), 69-86 και ςτον H. Wielandt, “Inclusion Theorems for Eigenvalues” U.S. 

Department of Commerce, National Bureau of Standards, Applied Mathematics 

Series 29 (1953), 75-78. Για περιςςότερεσ πλθροφορίεσ για τθ     (         δείτε 

L. Brickman, “On the field of Values of a Matrix”, Proc. Amer. Math. Soc. 12 (1961), 

61-66. Για μια απόδειξθ ότι το     (            είναι κυρτό όταν οι                

είναι Ερμιτιανοί και      , και για πολλά ςχετικά αποτελζςματα, δείτε P. Binding, 

“Hermitian Forms and the Fibration of Spheres”, Proc. Amer. Math. Soc. 94 (1985), 

581-584. Επίςθσ, δείτε Y. H. Au. Yeung και N.K. Tsing, “An Extent on of the 

Housdorff-Toeplitz Theorem on the Numerical Range”, Proc. Amer. Math. Soc. 89 

(1983), 215-218. Για αναφορζσ ςτθ λογοτεχνία (ι κεωρία) και τισ αποδείξεισ των 

ιςχυριςμϊν για το αρικμθτικό πεδίο τετράδασ      , δείτε Y. H. Au. Yeung, “On the 

Convexity of Numerical Range in Quarter-nionic Hilbert Spaces” Linear Multilinear 

Algebra 16, (1984), 93-100. Υπάρχει επίςθσ μια ςυηιτθςθ για το αρικμθτικό πεδίο 

τετράδασ ςτθν Ενότθτα ΙΙ ςτο δοκίμιο (ι διατριβι) του R. Kippenhahn το 1951 που 

παρατίκεται ςτο τζλοσ τθσ Ενότθτασ (6), αλλά πρζπει να προειδοποιιςω τον 
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αναγνϊςτθ ότι το βαςικό κεϊρθμα Kippenhahn είναι λάκοσ: το αρικμθτικό πεδίο 

τετράδασ δεν είναι πάντα κυρτό.  

Το αρικμθτικό πεδίο ςυνδζεται ςτενά με το Θεϊρθμα Lyaponov (2.2). 

Μερικά επιπλζον αναγνϊςματα για το Κεφάλαιο 1 είναι: C. S. Ballantine, “Numerical 

Range of a Matrix: Some Effective Criteria”, Linear Algebra Appl. 19, (1978), 117-188, 

C. R. Johnson, “Computation of the field of Values of a 2·by·2 Matrix”, J. Research 

National Bureau Standards 78B (1974), 105-107, C. R. Johnson, “Numerical Location 

of the Field of Values” Linear Multilinear Algebra 3, (1975), 9-14, C. R. Johnson, 

“Numerical Ranges of Principal Submatrices”, Linear Algebra Appl. 37, (1981), 23-34, 

F. Murnagham, “On the Field of Values of a Square Matrix”, Proc. National Acad. Sci. 

U.S.A. 18 (1932), 246-248, B. Saunders and H. Schneider, “A Symmetric Numerical 

Range for Matrices” Numer. Math 26 (1976), 99-105, O. Tausky, “A Remark 

Concerning the Similarity of a Finite Matrix A and A”, Math Z. 117 (1970), 180-190, C. 

Zenger, “Minimal Subadditive Inclusion Domains for the Eigenvalues of Matrices”, 

Linear Algebra Appl. 17, (1977), 233-268.    
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