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Πρόλογος 
 
Η θεωρία βελτιστοποίησης χαρτοφυλακίου είναι ένας από τους τοµείς των 
χρηµατοοικονοµικών που γνωρίζουν ιδιαίτερη άνθιση στις µέρες µας και 
παρουσιάζουν µεγάλο ενδιαφέρον τόσο από θεωρητικής πλευράς όσο και σε επίπεδο 
πρακτικών εφαρµογών. Στην παρούσα διπλωµατική εργασία αναλύονται αριθµητικές 
µέθοδοι της στοχαστικής ανάλυσης και εφαρµόζονται άµεσα σε προβλήµατα 
διαχείρισης χαρτοφυλακίου. Οι µέθοδοι και τεχνικές που θα χρησιµοποιηθούν είναι 
κυρίως κατασκευαστικές και µπορούν εύκολα να υλοποιηθούν προγραµµατιστικά. 
Θεωρούµε ότι ο αναγνώστης είναι εξοικειωµένος µε βασικές έννοιες της θεωρίας 
πιθανοτήτων και της στοχαστικής ανάλυσης. Αρχικά θα ξεκινήσουµε παραθέτοντας 
κάποιες εισαγωγικές στοχαστικές έννοιες όπως τι είναι η κίνηση Brown, πως 
κατασκευάζεται καθώς επίσης και αριθµητικές µεθόδους επίλυσης στοχαστικών 
διαφορικών εξισώσεων η λύση των οποίων περιγράφει την εξέλιξη 
χρηµατοοικονοµικών τίτλων που συνθέτουν ένα χαρτοφυλάκιο στη διάρκεια του 
χρόνου. Στη συνέχεια, θα µελετήσουµε συγκεκριµένα µοντέλα της αγοράς και θα 
περιγράψουµε πως η επιλογή του χαρτοφυλακίου µπορεί να εκφραστεί σαν ένα 
πρόβληµα βελτιστοποίησης. Ένα πιθανό κριτήριο επιλογής του επενδυτικού 
χαρτοφυλακίου είναι η επιλογή του χαρτοφυλακίου αυτού που µεγιστοποιεί την 
αναµενόµενη τιµή της ωφελιµότητας της τελικής του θέσης. 
Τέλος, θα παραθέσουµε ένα αριθµητικό παράδειγµα βελτιστοποίησης χαρτοφυλακίου 
και θα υλοποιήσουµε το πρόβληµα αυτό σε κώδικα MATLAB (version: 7.11.0.584 
(R2010b)) χρησιµοποιώντας µεθόδους τύπου Monte-Carlo. Το περιβάλλον MATLAB 
είναι εύκολο στην εκµάθηση και φιλικό προς το χρήστη, ιδανικό για προβλήµατα 
τέτοιου είδους παρέχοντας στο χρήστη τη δυνατότητα γραφικής αναπαράστασης των 
αποτελεσµάτων του.  
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Κεφάλαιο 1 
Επίλυση Στοχαστικών ∆ιαφορικών Εξισώσεων 
 
Εισαγωγή 
 
Κίνηση Brown είναι το όνοµα που δόθηκε προς τιµήν του βοτανολόγου Robert 
Brown το 1928 για να περιγράψει την ακανόνιστη κίνηση µορίων γύρης µέσα στο 
νερό. Η τυχαία αυτή κίνηση αποδίδεται σήµερα στις αλλεπάλληλες συγκρούσεις των 
κόκκων γύρης µε τα µόρια του νερού µε αποτέλεσµα το διασκορπισµό και την 
εξάπλωση τους µέσα στο νερό. 
Η κίνηση Brown αποτελεί σήµερα µία από τις πιο σηµαντικές στοχαστικές 
διαδικασίες που παρουσιάζουν ενδιαφέρον τόσο από θεωρητικής απόψεως, όσο και 
από πλευράς εφαρµογών. Στις µέρες µας, η κλίµακα των εφαρµογών της κίνησης 
Brown δεν περιορίζεται στο πλαίσιο της µελέτης µικροσκοπικών σωµατιδίων αλλά 
επεκτείνεται σε πολλούς άλλους τοµείς όπως αυτών των χρηµατοοικονοµικών, των 
µαθηµατικών, της φυσικής, της βιολογίας και του management. (βλέπε [1],[2]) 
Στη συνέχεια του κεφαλαίου θα ορίσουµε το µαθηµατικό µοντέλο της κίνησης Brown 
όπως ορίστηκε από τον Norbert Wiener καθώς επίσης και το πώς αυτό 
κατασκευάζεται και στη συνέχεια αφού αναλύσουµε εν συντοµία τα στοχαστικά 
ολοκληρώµατα θα αναφερθούµε στη µέθοδο Euler-Maruyama ως αριθµητική 
προσέγγιση της λύσης στοχαστικών διαφορικών εξισώσεων.  
 
1.1 Μαθηµατικό µοντέλο της κίνησης Brown 
 
Από µαθηµατικής άποψης η κίνηση Brown είναι ένα πιθανοθεωρητικό µοντέλο που 
περιγράφει και αναλύει την κίνηση-τροχιά µεγεθών για κάποιο χρονικό διάστηµα 
[0,s]. Το πείραµα θεωρείται πείραµα τύχης µε την έννοια ότι δύο µεγέθη διαγράφουν 
διαφορετικές τροχιές το χρονικό διάστηµα [0,s] παρά το γεγονός ότι (µακροσκοπικά 
τουλάχιστον) βρίσκονται στις ίδιες συνθήκες.   
 
Ορισµός 1.1 Μονοδιάστατη κίνηση Brown: Τυπική µονοδιάστατη κίνηση Brown 
ονοµάζεται µια στοχαστική ανέλιξη (σ.α) {Wt, t ∈  [0,∞]} µε τιµές στο , ορισµένη 

σε ένα χώρο πιθανότητας (χ.π)  εφοδιασµένο µε µια διήθηση { , t≥0} εις 
τρόπον ώστε να ικανοποιούνται οι παρακάτω απαιτήσεις: 

i) Για κάθε t≥0 η Wt είναι -µετρήσιµη. 
ii) Η σ.α {Wt,  t≥0} έχει συνεχείς τροχιές. 
iii) W0=0 P-σ.β. 

iv) Όταν 0≤ s<t τότε η τ.µ t sW W− είναι ανεξάρτητη της σ-άλγεβρας   

v) Όταν 0≤ s<t τότε η τ.µ t sW W− ακολουθεί κανονική κατανοµή Ν(0,t-s) 

(βλέπε [4]) ή ισοδύναµα ~ (0,1)t sW W t sN− −  
 
Η κίνηση Brown µπορεί επίσης να αναπτυχθεί για οποιονδήποτε αριθµό διαστάσεων. 
 
Ορισµός 1.2 Κίνηση Brown σε πολλές διαστάσεις: Τυπική n-διάστατη κίνηση 
Brown ονοµάζεται µια σ.α µε τιµές στο  ,{Wt=(Wt

1,…, Wt
n ) , t≥0}, ορισµένη σε 
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ένα χ.π  εφοδιασµένο µε µια διήθηση { , t≥0} εις τρόπον ώστε να 
ικανοποιούνται οι παρακάτω απαιτήσεις: 

i) Η Wt είναι -µετρήσιµη∀  t≥0 ( -προσαρµοσµένη). 
ii) Η σ.α {Wt,, t≥0} έχει συνεχείς τροχιές. 
iii) W0=0 P-σ.β. 

iv) Όταν 0≤ s<t τότε η τ.µ Wt - Ws είναι ανεξάρτητη της σ-άλγεβρας  . 
v) Όταν 0≤ s<t  η τ.µ Wt - Ws ακολουθεί κανονική κατανοµή Ν(0,(t-s)Ιn).  

(βλέπε [4]) 
 
Από δω και στο υπόλοιπο θα θεωρούµε ότι βρισκόµαστε σε ένα χώρο πιθανότητας 

 εφοδιασµένο µε µία διήθηση . 
 
1.2 Κατασκευή της κίνησης Brown 
 
Οι µέθοδοι κατασκευής της κίνησης Brown που θα παρουσιαστούν παρακάτω είναι 
κατασκευαστικές και συνεπώς είναι χρήσιµες στην αριθµητική κατασκευή τροχιών 
της κίνησης Brown και στην παραγωγή αριθµητικών αλγορίθµων για την επίλυση 
προβληµάτων. Θα δώσουµε τρεις διαφορετικές κατασκευές τις κίνησης Brown, µια 
που προκύπτει άµεσα από τον ορισµό, µία που βασίζεται στην αναπαράσταση της 
χρησιµοποιώντας κατάλληλες συναρτήσεις βάσης και µια κατασκευή της σαν το 
κατάλληλο όριο ενός τυχαίου περιπάτου. 
 

 
Σχήµα 1.2: τροχιά κίνησης Brown 

(βλέπε παράρτηµα Α’.1) 
 

1.2.1 Προσέγγιση κίνησης Brown µέσω του ορισµού 
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Έστω κίνηση Brown tW  µε τιµές στο διάστηµα [0,Τ]. Θεωρούµε διαµέριση του 

διαστήµατος [0,Τ] που αποτελείται από σηµεία it τέτοια ώστε 0 10 ... Nt t t T= < < < = . 
Τα σηµεία της διαµέρισης θεωρούµε ότι ισαπέχουν, δηλαδή η απόσταση µεταξύ τους 
είναι σταθερή και ίση µε  dt T N=  για κάποιο θετικό ακέραιο N . Για κάθε σηµείο 

jt  ισχύει jt j dt= ⋅ . 
Σύµφωνα µε την απαίτηση iii του ορισµού 1.1 ισχύει ότι W0=0 (µε πιθανότητα 1) ενώ 
σύµφωνα µε τα απαιτήσεις iv,v  έχουµε ότι  
 

1 1,2,...,j j jW W dW j N−= + =  
 

όπου { }jdW είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές της µορφής (0,1)t Nδ .       
(βλέπε [7]) 
Στο σχήµα 1.2.1 παρουσιάζεται µια τροχιά της κίνησης Brown στο χρονικό διάστηµα 
[0,1] και για Ν=500. 
 
1.2.2 Προσέγγιση κίνησης Brown µέσω συναρτήσεων βάσης 
 
Ορίζουµε τις  
 

0
( ) ( )

t

ij ijt s dsΨ = Φ∫  

 
όπου ijΦ (t) είναι συναρτήσεις Haar1 και θεωρούµε µία ακολουθία από ανεξάρτητες 

κανονικές µεταβλητές ijY  µε Ε[ ijY ]=0 και 2[ ] 1ijE Y = . 
Κατασκευάζουµε τα αθροίσµατα 
 

0 00 00( ) ( )V t Y t= Ψ  
 

                                                 
1  Οι συναρτήσεις ( ) :[0,1]ij tΦ →  που ορίζονται µε βάση τον παρακάτω τύπο 

( 1)/2

( 1)/2

2 2 2 2
2 ,

2 2
2 1 2

( ) 2 ,
2 2

0,

i
i i

i
ij i i

j j
t

j j
t t

ά ά tγια κ θε λλο

−

−

− − ≤ <


−Φ = − ≤ <




 

για 1,2,...i = και 11, 2,..., 2ij −=  ονοµάζονται συναρτήσεις Haar. 
Οι συναρτήσεις Haar έχουν µερικές πολύ χρήσιµες ιδιότητες  

1) Είναι ορθογώνιες στο [0,1] ως προς το εσωτερικό γινόµενο 
1

0
,f g g fdt

−

< >= ∫  

2) Αποτελούν ένα ορθοκανονικό πλήρες σύστηµα στον χώρο 2[0,1] { : , }L f f f= < >< ∞  
3) Οι γραµµικοί συνδυασµοί των συναρτήσεων Haar είναι πυκνοί στο σύνολο των συνεχών 
συναρτήσεων. Κατά συνέπεια, εφόσον το σύνολο των συνεχών συναρτήσεων είναι πυκνό στον 

2[0,1]L , οι γραµµικοί συνδυασµοί των συναρτήσεων Haar θα είναι πυκνοί στο χώρο 2[0,1]L . 
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12

1

( ) ( ) , 1
i

i ij ij
j

V t Y t i
−

=

= Ψ ≥∑  

 
Το άθροισµα 
 

12

0 0 1

( ) ( ) , 0
i

t i ij ij
i i j

X V t Y t i
−∞ ∞

= = =

= = Ψ ≥∑ ∑∑  

 
Είναι µια προσέγγιση της κίνησης Brown στο διάστηµα [0,1] 
Το ότι η παραπάνω κατασκευή είναι καλά ορισµένη και το ότι προσεγγίζει την 
κίνηση Brown µπορεί να εκφραστεί µε το παρακάτω θεώρηµα. 
 
Θεώρηµα 1.2.2: Η σειρά 

0
( )ii

V t
∞

=∑  συγκλίνει οµοιόµορφα στο t (σ.β). Αν 

0
( )t ii

X V t
∞

=
=∑  τότε η tX  είναι µια κίνηση Brown για την οποία ισχύει 0 0X = . 

 
Η αναπαράσταση της κίνησης Brown χρησιµοποιώντας ως βάση τις συναρτήσεις 
Haar δεν είναι η µόνη δυνατή τέτοια αναπαράσταση. Μια αρκετά δηµοφιλής 
αναπαράσταση της κίνησης Brown είναι σαν µια σειρά Fourier µε τυχαίους 
συντελεστές. Σύµφωνα µε την αναπαράσταση αυτή το άθροισµα  
 

0

( ) ( ) ( ) , 0t n n
n

X Z t t Tω ω
∞

=

= Φ ≤ ≤∑  

 

όπου 
2 2 (2 1)

( ) sin( ) , 0,1,...
(2 1) 2n

T n t
t n

n T
π

π
+

Φ = =
+

 

 
και οι { }, 0,1,...iZ i = είναι ανεξάρτητες κανονικές τυχαίες µεταβλητές µε Ε( iZ )=0 και 

2( ) 1iE Z = , συγκλίνει κατά 2L σε µια κίνηση Brown στο [0,Τ]. 
 
1.2.3 Προσέγγιση κίνησης Brown χρησιµοποιώντας τον τυχαίο 

περίπατο 
 
Για την προσέγγιση χρησιµοποιώντας τον τυχαίο περίπατο θα αναφερθούµε πρώτα σε 
2 θεωρήµατα. 
 
Θεώρηµα 1.2.3 (Skorokhod, Strassen): Έστω iξ ανεξάρτητες, όµοια κατανεµηµένες 

τυχαίες µεταβλητές τέτοιες ώστε ( ) 0iE ξ =  και 2( ) 1iE ξ = . Ας γράψουµε 

1 ...n nS ξ ξ= + + . Τότε, υπάρχει µια κίνηση Brown τέτοια ώστε 
 

[ ]1/2

1
sup | | 0 ,r r

r t
S W t

t ≤
− → →∞  

 
όπου µε [r] συµβολίζουµε το ακέραιο µέρος του r και το όριο θεωρείται ως σύγκλιση 
σε πιθανότητα. 
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Θεώρηµα 1.2.4 Συναρτησιακό κεντρικό οριακό θεώρηµα: Έστω iξ ανεξάρτητες, 

όµοια κατανεµηµένες τυχαίες µεταβλητές τέτοιες ώστε ( ) 0iE ξ =  και 2( ) 1iE ξ = . Ας 
ορίσουµε τη στοχαστική διαδικασία 
 

1/2

1
, [0,1] , 1, 2,...n

t k
k nt

X t n
n

ξ
≤

= ∈ =∑  

 
Έστω επίσης W είναι µία κίνηση Brown στο [0,1] και ας ορίσουµε σαν D [0,1] το 
χώρο των συναρτήσεων στο [0,1] που είναι δεξιά συνεχής και έχουν αριστερά όρια. 

Έστω f µια απεικόνιση [ ]: 0,1f D →  µετρήσιµη και σ.β συνεχής στην τροχιά της 
W. Τότε,  

( ) ( )nf X f W→  
 
και η σύγκλιση είναι σύγκλιση σε κατανοµή. 
 
Με βάση τα παραπάνω µπορούµε να προσεγγίσουµε τις τροχιές της κίνησης Brown 
ακολουθώντας την παρακάτω διαδικασία 
 

§ Παράγουµε ακολουθίες τυχαίων αριθµών iξ οι οποίες είναι ανεξάρτητες και 

όµοια κατανεµηµένες, π.χ τέτοιες ώστε 
1

( 1) ( 1)
2

P Pξ ξ= = = − =                                                           

§ Υπολογίζουµε τα αθροίσµατα 
 

1/2

1
, [0,1] , 1,2,...n

t k
k nt

X t n
n

ξ
≤

= ∈ =∑  

 
            Τα n

tX για αρκετά µεγάλο n είναι προσεγγίσεις της τροχιάς της κίνησης      

            Brown tW . Η προσέγγιση εννοείται κατά την έννοια που περιγράφει το  
            θεώρηµα 1.2.4 
 
Για την επέκταση της διαδικασίας κατασκευής έξω από το διάστηµα [0,1] και για τις 
τρεις προσεγγίσεις που αναφέρθηκαν παραπάνω αρκεί να χρησιµοποιήσουµε την 

ιδιότητα ότι αν  tW είναι κίνηση Brown τότε και η 
^

1/t tW tW=  είναι και αυτή κίνηση 
Brown. (βλέπε [2]) 
 
1.3 Στοχαστικά ολοκληρώµατα 
 

∆οθείσας µίας συνάρτησης h, το ολοκλήρωµα 
0

( )
T

h t dt∫  µπορεί να προσεγγιστεί από 

το άθροισµα Riemann ως εξής 
 

1

1
0

( )( )
N

j j j
j

h t t t
−

+
=

−∑                  (1.3.1) 
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όπου τα σηµεία διαµέρισης jt j dt= ⋅ έχουν εισαχθεί στην ενότητα 1.2.1. Στην 
πραγµατικότητα το ολοκλήρωµα µπορεί να οριστεί παίρνοντας το όριο της  (1.3.1) 
καθώς 0tδ → . Με ανάλογο τρόπο µπορούµε να θεωρήσουµε ένα άθροισµα της 
µορφής  
 

1

1
0

( )( ( ) ( ))
N

j j j
j

h t W t W t
−

+
=

−∑             (1.3.2) 

 
 
όπου αναλογικά µε την (1.3.1) µπορεί να θεωρηθεί ως µία προσέγγιση του 

στοχαστικού ολοκληρώµατος 
0

( ) ( )
T

h t dW t∫ . Εδώ, ολοκληρώνουµε την h αναφορικά  

µε την κίνηση Brown. 
Μια εναλλακτική µορφή της (1.3.1) δίνεται από τη σχέση 
 

1
1

1
0

( )( )
2

N
j j

j j
j

t t
h t t

−
+

+
=

+
−∑                 (1.3.3) 

 

που είναι επίσης ένα άθροισµα Riemann που προσεγγίζει το ολοκλήρωµα 
0

( )
T

h t dt∫ . 

Αντίστοιχα, για τη σχέση (1.3.2) έχουµε: 
 

                                  
1

1
1

0

( )( ( ) ( ))
2

N
j j

j j
j

t t
h W t W t

−
+

+
=

+
−∑        (1.3.4) 

 
Στην περίπτωση όπου ( ) ( )h t W t≡ , για το άθροισµα (1.3.4) χρειάζεται να 
υπολογίσουµε το ( )W t στο σηµείο 1( ) / 2j jt t t += + . Αποδεικνύεται ότι υπολογίζοντας 

το 1( ( ) ( )) / 2j jW t W t ++  και προσθέτοντας µια ανεξάρτητη προσαύξηση (0, / 4)N t∆ , 

το 1( ( ) ( )) / 2j jW t W t ++  παίρνει τέτοια τιµή έτσι ώστε να διατηρεί τις ιδιότητες του 
ορισµού της κίνησης Brown. Σηµειώνεται ότι τα ‘δύο στοχαστικά ολοκληρώµατα 
Riemann’ (1.3.2) και (1.3.4) δίνουν διαφορετικά αποτελέσµατα. Επαναλαµβάνοντας 
τη µέθοδο αυτή για µικρότερα tδ γίνεται εµφανές ότι η διαφορά αυτή δεν εξαλείφεται 
καθώς 0tδ → . Αυτό αναδεικνύει µια σηµαντική διαφορά ανάµεσα στην 
ντετερµινιστική και τη στοχαστική ολοκλήρωση. Ορίζοντας ένα στοχαστικό 
ολοκλήρωµα ως το όριο του αθροίσµατος Riemann πρέπει να είµαστε ακριβείς ως 
προς το πώς αυτό ορίζεται. Το άθροισµα (1.3.2) αποτελεί αυτό που ξέρουµε ως 
ολοκλήρωµα Ito ενώ το άθροισµα (1.3.4) αποτελεί το ολοκλήρωµα Stratonovich.. 
Μπορούµε να υπολογίσουµε ακριβώς πως προσεγγίζονται τα στοχαστικά 
ολοκληρώµατα. Όπως αναφέρθηκε παραπάνω, το ολοκλήρωµα Ito είναι το όριο του 
αθροίσµατος Riemann 
  

1 1
2 2 2

1 1 1
0 0

1
( )( ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( ( ) ( )) )

2

N N

j j j j j j j
j j

W t W t W t W t W t W t W t
− −

+ + +
= =

− = − − −∑ ∑  

=
1

2 2 2
1

0

1
( ( ) (0) ( ( ) ( )) ))

2

N

j j
j

W T W W t W t
−

+
=

− − −∑ .  (1.3.5) 
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Ο όρος 
1 2

10
( ( ) ( ))

N

j jj
W t W t

−

+=
−∑ αποδεικνύεται ότι έχει αναµενόµενη τιµή Τ και 

διακύµανση ( )O tδ . Εποµένως, για µικρό tδ αναµένουµε ότι η τυχαία αυτή 
µεταβλητή θα παίρνει τιµή κοντά στη σταθερά Τ. Ο ισχυρισµός αυτός µπορεί να γίνει 
ακριβής καταλήγοντας στη σχέση 
 

2

0

1 1
( ) ( ) ( )

2 2

T
W t dW t W T T= −∫               (1.3.6) 

 
για το ολοκλήρωµα Ito. 
Το ολοκλήρωµα Stratonovich είναι το όριο του 
 

1
1

1
0

( ) ( )
( )( ( ) ( ))

2

N
j j

j j j
j

W t W t
W W t W t

−
+

+
=

+
+ ∆Ζ −∑  

 
όπου κάθε j∆Ζ  είναι ανεξάρτητη (0, / 4)N t∆ . Το άθροισµα αυτό καταλήγει στο 
 

1
2 2

1
0

1
( ( ) (0) ) ( ( ) ( ))

2

N

j j j
j

W T W W t W t
−

+
=

− + ∆Ζ −∑  

 

όπου ο όρος 
1

10
( ( ) ( ))

N

j j jj
W t W t

−

+=
∆Ζ −∑  έχει αναµενόµενη τιµή 0 και διακύµανση 

( )O tδ . Συνεπώς, στην περίπτωση της (1.3.6) έχουµε 
 

2

0

1
( ) ( ) ( )

2

T
W t dW t W T=∫  

(βλέπε [7]) 
 
1.4 Μέθοδος Euler –Maruyama 
 
Μια από τις πιο απλές προσεγγίσεις διακριτού χρόνου µιας διαδικασίας Ito είναι η 
προσέγγιση Euler ή Euler-Maruyama όπως συχνά αποκαλείται. Θεωρούµε µια 
διαδικασία Ito 0{ , }tX X t t T= ≤ ≤ που ικανοποιεί τη στοχαστική διαφορική εξίσωση 
 

( , ) ( , )t t t tdX a t X dt b t X dW= +  
 
στο 0t t T≤ ≤  µε αρχική τιµή 
 

0 0tX X=  
 
Για µια διαµέριση 0 0 1 ... ...nt Tτ τ τ τΝ= < < < < < =  του χρονικού διαστήµατος 0[ , ]t T , 
η προσέγγιση Euler είναι µια στοχαστική διαδικασία συνεχούς χρόνου 

0{ , }tY Y t t T= ≤ ≤ που ικανοποιεί το επαναληπτικό σχήµα 
 

11 1( , )( ) ( , )( )
n nn n n n n n n nY Y a Y b Y W Wτ ττ τ τ τ
++ += + − + −            (1.4.1) 
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για 0,1,2,..., 1n N= −  µε αρχική τιµή  
 

0 0Y X=  
 
όπου ( )n nY Y τ=  η τιµή της προσέγγισης τη στιγµή nτ . Θα γράφουµε επίσης  
 

1n n nτ τ+∆ = −  
 
για τη n-οστή χρονική προσαύξηση και  
 

max nn
δ = ∆  

 
για το µεγαλύτερο χρονικό βήµα. Για το υπόλοιπο της ενότητας θα θεωρούµε 
ισαπέχοντες χρόνους 0n t nτ δ= +  

µε  0( ) /n T t Nδ = ∆ ≡ ∆ = −  για κάποιο ακέραιο Ν αρκετά µεγάλο έτσι ώστε 
(0,1)δ ∈ . 

Όταν 0b ≡  το στοχαστικό επαναληπτικό σχήµα (1.4.1) καταλήγει στο 
ντετερµινιστικό σχήµα Euler 1 ( , )n n n n nY Y a t y+ = + ∆  για τη συνήθη δ.ε 
 

( , )
dx

a t x
dt

=  

 
Η ακολουθία { , 0,1,..., }nY n N= των τιµών της προσέγγισης Euler (1.4.1) σε κάθε 

( ) { , 0,1,..., }n n Nδτ τ= = µπορεί να υπολογιστεί µε τρόπο παρόµοιο µε αυτόν της 
ντετερµινιστικής περίπτωσης. Η κύρια διαφορά είναι ότι τώρα χρειάζεται να 
δηµιουργήσουµε τις τυχαίες προσαυξήσεις  
 

                          
1n nnW W Wτ τ+

∆ = −              (1.4.2) 
 
για 0,1,2,..., 1n N= −  της Wiener διαδικασίας { , 0}tW W t= ≥ . Οι προσαυξήσεις 
αυτές σύµφωνα µε τον ορισµό 1.1 της κίνησης Brown είναι ανεξάρτητες τ.µ που 
ακολουθούν κανονική κατανοµή  
µε µέση τιµή 
 

( ) 0nE W∆ =  
και διακύµανση 

2(( ) )n nE W∆ = ∆  
 
Για τις προσαυξήσεις (1.4.2) της Wiener διαδικασίας µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε 
µια ακολουθία ανεξάρτητων ψευδο-τυχαίων αριθµών που ακολουθούν την κανονική 
κατανοµή και έχουν παραχθεί από ένα γεννήτορα τυχαίων αριθµών. 
Για χάριν απλούστευσης θα γράφουµε 
 

( , )n nf f Yτ=  
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για κάθε συνάρτηση f ορισµένη σε d+ℜ ×ℜ και 0,1,2,..., 1n N= − .Μπορούµε έτσι να 
γράψουµε το σχήµα Euler (1.4.1) στη συντετµηµένη µορφή 
 

1n n n nY Y a b W+ = + ∆ + ∆  
(βλέπε [8]) 
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Κεφάλαιο 2 
Μέθοδοι Βελτιστοποίησης 
 
Εισαγωγή 
 
Στο κεφάλαιο αυτό θα περιγράψουµε αριθµητικές µεθόδους που µπορούν να µας 
βοηθήσουν τόσο στην επίλυση µη γραµµικών εξισώσεων ή συστηµάτων εξισώσεων 
όσο και σε προβλήµατα βελτιστοποίησης όπου µη γραµµικές εξισώσεις µπορεί να 
εµφανίζονται σαν συνθήκες πρώτης τάξης. Οι µέθοδοι που θα περιγράψουµε 
παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον στα χρηµατοοικονοµικά και βρίσκουν µεγάλη 
εφαρµογή σε προβλήµατα οικονοµικών όπως για παράδειγµα βελτιστοποίησης και 
διαχείρισης χαρτοφυλακίου ή σε προβλήµατα επιλογής αποφάσεων µεταξύ 
διαφορετικών εναλλακτικών. 
 Η επιλογή της κατάλληλης µεθόδου εξαρτάται από το είδος του προβλήµατος όπως 
επίσης και από το γεγονός αν αυτό απαιτεί την ικανοποίηση συγκεκριµένων 
περιορισµών ή όχι. Στο υπόλοιπο του κεφαλαίου θα προσπαθήσουµε να 
περιγράψουµε αναλυτικά δύο από τις πιο γνωστές και ευρέως χρησιµοποιούµενες 
αριθµητικές µεθόδους; Τις µεθόδους βαθµίδας που βρίσκουν εφαρµογή σε 
προβλήµατα βελτιστοποίησης χωρίς περιορισµούς και τις µεθόδους ποινής που 
αφορούν προβλήµατα υπό περιορισµούς. (βλέπε [5],[6]) 
 
2.1 Μέθοδοι βαθµίδας 
 
Έστω :f D ⊂ →  η συνάρτηση που θέλουµε να βελτιστοποιήσουµε. Μία 
γενική κατηγορία µεθόδων βελτιστοποίησης χωρίς περιορισµούς είναι οι µέθοδοι 
καθόδου (descent methods). Σύµφωνα µε τις µεθόδους αυτές 
 

( 1) ( )k k
k kx x a s+ = −  

 
όπου η επιλογή του νέου σηµείου ( 1)kx +  γίνεται κατά τρόπο ώστε να αυξηθεί η τιµή 

( 1)( )kf x +  (αν θέλουµε να λύσουµε πρόβληµα µεγιστοποίησης) ή να µειωθεί η τιµή 
( 1)( )kf x +  (αν θέλουµε να λύσουµε πρόβληµα ελαχιστοποίησης). Η επιλογή του νέου 

σηµείου γίνεται κάνοντας ένα βήµα µήκους ka  στην διεύθυνση ks ∈ . Η 

διεύθυνση ks  επιλέγεται κατά τρόπο ώστε να αντιστοιχεί σε διεύθυνση κατά την 
οποία αυξάνεται ή µειώνεται η τιµή της συνάρτησης αντίστοιχα. 
Αν η f είναι διαφορίσιµη συνάρτηση γνωρίζουµε ότι  
η ks  είναι διεύθυνση αύξησης αν ( ) 0k ks f x⋅∇ >  και 

η ks  είναι διεύθυνση µείωσης αν ( ) 0k ks f x⋅∇ < . 
Μία σίγουρη διεύθυνση αύξησης είναι η διεύθυνση f∇ , η οποία µάλιστα είναι και η 
διεύθυνση της πιο γρήγορης αύξησης. Ενώ αντίστοιχα, µία σίγουρη διεύθυνση 
µείωσης είναι η διεύθυνση f−∇  η οποία είναι και η διεύθυνση της πιο γρήγορης 
µείωσης. 
Πιο αναλυτικά, θεωρούµε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι θέλουµε να λύσουµε 
πρόβληµα ελαχιστοποίησης και συνεχίζουµε ως ακολούθως.  
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Έστω (0)x  αρχικό σηµείο που επιλέγεται τυχαία και (1) (0) (0)
0 ( )x x a f x= − ∇ . Από το 

θεώρηµα Taylor παίρνουµε 
 

(0) (0) (0) (0) 2( ( )) ( ) || ( ) || ( )f x a f x f x a f x o a− ∇ = − ∇ +  
 
Εποµένως, αν (0)( ) 0f x∇ ≠ , για αρκετά µικρό a έχουµε 
 

(0) (0) (0)
0( ( )) ( ).f x a f x f x− ∇ <  

 
Αυτό σηµαίνει ότι το σηµείο (0) (0)( )x a f x− ∇ είναι πιο βέλτιστο από το (0)x  στην 
περίπτωση που ψάχνουµε για το ελάχιστο µιας συνάρτησης. 
Γενικότερα, για να βρούµε το επόµενο σηµείο ( 1)kx + , ξεκινάµε από το ( )kx και 
κινούµαστε κατά ένα ποσό ( )( )k

ka f x− ∇ , όπου ka  θετική ποσότητα που ονοµάζεται 
µέγεθος του βήµατος. Η διαδικασία αυτή καταλήγει στον ακόλουθο επαναληπτικό 
αλγόριθµο: 
 

( 1) ( ) ( )( ).k k k
kx x a f x+ = − ∇  

 
Θα αναφερόµαστε στον αλγόριθµο αυτό ως αλγόριθµο βαθµίδας ή καθόδου (gradient 
descent algorithm). Η τιµή της βαθµίδας εναλλάσσεται  όσο η διαδικασία προχωράει 
και τείνει στο µηδέν καθώς προσεγγίζουµε το ελάχιστο µιας συνάρτησης. Αν *x  είναι 
το βέλτιστο σηµείο που προκύπτει από τον αλγόριθµο, τότε γι αυτό το σηµείο ισχύει 
ότι *( ) 0f x∇ =  (συνθήκη πρώτης τάξης).   
Μεταξύ πολλών διαφορετικών µεθόδων που χρησιµοποιούν την ίδια φιλοσοφία, η πιο 
δηµοφιλής είναι η µέθοδος της πιο γρήγορης καθόδου (steepest gradient method)  
 
2.1.1 Υπολογισµός του µεγέθους του βήµατος 
 
Στην περίπτωση όπου µας ενδιαφέρει η ελαχιστοποίηση ενός προβλήµατος το βήµα 
µήκους ka  επιλέγεται έτσι ώστε σε κάθε επανάληψη του αλγορίθµου να πετυχαίνεται 
το µεγαλύτερο ποσοστό µείωσης της συνάρτησης που θέλουµε να 
ελαχιστοποιήσουµε. Πιο συγκεκριµένα, το ka επιλέγεται ώστε να ελαχιστοποιεί τη 

συνάρτηση ( )k aΦ ( ) ( )( ( )).k kf x a f x− ∇  Με άλλα λόγια, 
 

( ) ( )

0
arg min ( ( )).k k

k
a

a f x a f x
≥

= − ∇  

 
Όπως αναφέρθηκε και παραπάνω αν ( )( ) 0kf x∇ ≠ , τότε ( 1) ( )( ) ( ).k kf x f x+ <  

Αν για κάποιο k , ( )( ) 0kf x∇ = ,τότε το σηµείο ( )kx  ικανοποιεί τη συνθήκη πρώτης 

τάξης που σε αυτή την περίπτωση είναι ( 1) ( )k kx x+ = .Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε 
το παραπάνω σαν βάση για ένα κριτήριο τερµατισµού του αλγορίθµου. 
Η συνθήκη ( 1)( ) 0kf x +∇ = ,ωστόσο, δεν είναι κατάλληλη σαν κριτήριο τερµατισµού 
καθώς ο αριθµητικός υπολογισµός της βαθµίδας σπάνια γίνεται ίσος µε το µηδέν. 
Ένα πρακτικό κριτήριο τερµατισµού θα ήταν να ελέγξουµε αν η νόρµα ( )|| ( ) ||kf x∇  
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είναι µικρότερη από µια προκαθορισµένη ακρίβεια όπου στην περίπτωση αυτή 
σταµατάµε. Εναλλακτικά, µπορούµε να υπολογίσουµε την απόλυτη διαφορά 

( 1) ( )| ( ) ( ) |k kf x f x+ −  και αν η διαφορά αυτή είναι µικρότερη από µια προκαθορισµένη 
ακρίβεια, τότε σταµατάµε. Σταµατάµε δηλαδή όταν  
 

( 1) ( )| ( ) ( ) | ,k kf x f x ε+ − <  
 
όπου 0ε >  η προκαθορισµένη ακρίβεια. Μία ακόµα εναλλακτική είναι να 
υπολογίσουµε τη νόρµα  της διαφοράς µεταξύ δύο επαναλήψεων ( 1) ( )|| ||k kx x+ −  και 
να σταµατήσουµε όταν η νόρµα είναι µικρότερη από µια προκαθορισµένη ακρίβεια: 
 

( 1) ( )|| || .k kx x ε+ − <  
 
Επίσης, µπορούµε να ελέγξουµε σχετικές τιµές των παραπάνω ποσοτήτων όπως για 
παράδειγµα 
 

( 1) ( )

( )

| ( ) ( ) |
,

| ( ) |

k k

k

f x f x
f x

ε
+ −

<  

ή 

( 1) ( )

( )

|| ||
.

|| ||

k k

k

x x
x

ε
+ −

<  

 
Τα παραπάνω δύο (σχετικά) κριτήρια τερµατισµού είναι προτιµότερα από τα 
προηγούµενα (απόλυτα) κριτήρια γιατί τα πρώτα είναι ανεξάρτητα µεταβολών. 
Μεταβάλλοντας για παράδειγµα, την αντικειµενική συνάρτηση δεν αλλάζει η 
ικανοποίηση του κριτηρίου ( 1) ( ) ( )| ( ) ( ) | / | ( ) |k k kf x f x f x ε+ − < . Όµοια, µεταβάλλοντας 
τη µεταβλητή απόφασης δεν αλλάζει η ικανοποίηση του κριτηρίου 

( 1) ( ) ( )|| || / || ||k k kx x x ε+ − < . Για να αποφύγουµε πολύ µικρά νούµερα, µπορούµε να 
τροποποιήσουµε τα κριτήρια τερµατισµού ως εξής: 
 

( 1) ( )

( )

| ( ) ( ) |
,

max(1,| ( ) |)

k k

k

f x f x
f x

ε
+ −

<  

ή 
( 1) ( )

( )

|| ||
.

max(1,|| ||)

k k

k

x x
x

ε
+ −

<  

 
Μια ενδιαφέρουσα κατηγορία προβληµάτων ελαχιστοποίησης είναι τα προβλήµατα 
ελαχιστοποίησης τετραγωνικών συναρτήσεων της µορφής 
 

1
( ) ,

2
T Tf x x Qx b x= −  

 

όπου Q∈  θετικά ορισµένος συµµετρικός πίνακας ,b∈  και x∈ . Το 
ελάχιστο της f µπορεί να βρεθεί θέτοντας τη βαθµίδα της f µε µηδέν όπου 
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( ) ,f x Qx b∇ = −  
 
γιατί ( ) ( ) 2T T T TD x Qx x Q Q x Q= + =  και ( )T TD b x b= . Σηµειώνεται ότι δεν υπάρχει 
βλάβη της γενικότητας θεωρώντας τον Q συµµετρικό. ∆εδοµένης µίας τετραγωνικής 
µορφής Tx Ax  και TA A≠ , επειδή το ανάστροφο ενός βαθµωτού είναι ο εαυτός του, 
παρατηρούµε ότι  

( )T T T T Tx Ax x A x x Ax= = . 
Άρα, 

1 1
2 2
1

( )
2

T T T T

T T

x Ax x Ax x A x

x A A x

= +

= +
 

1
.

2
Tx Qx  

Σηµειώνεται ότι 
( ) .T T T TA A Q A A Q+ = = + =  

 
Ο Hessian της f είναι ( ) 0TF x Q Q= = >  Για να απλοποιήσουµε την παράσταση 

γράφουµε ( ) ( )( ).k kg f x= ∇  Κατόπιν, ο αλγόριθµος βαθµίδας για µια δευτεροβάθµια 
εξίσωση µπορεί να αναπαρασταθεί ως εξής: 
 

( 1) ( ) ( ) ,k k k
kx x a g+ = −  

 
όπου 

( ) ( )

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

arg min ( )

1
arg min( ( ) ( ) ( ) ).

2

k k
k

a

k k T k k k k T

a

a f x ag

x ag Q x ag x ag b

≥

≥

= −

= − − − −
 

 
Για την εξίσωση τετραγωνικής µορφής µπορούµε να βρούµε µια ευθεία φόρµουλα 
για το ka . Θεωρούµε ( ) 0kg ≠  (αν ( ) 0kg = τότε ( ) *kx x=  και ο αλγόριθµος 

σταµατάει). Επειδή 0ka ≥  είναι το ελάχιστο της ( ) ( )( ) ( )k k
k ka f x a gΦ = − , 

εφαρµόζουµε τη συνθήκη πρώτης τάξης στην ( )k aΦ  και παίρνουµε 
 

' ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ).k k T k T k
k a x ag Q g b gΦ = − − − −  

 
Συνεπώς, ' ( ) 0k aΦ =  αν ( ) ( ) ( ) ( )( ) .k T k k T T kag Qg x Q b g= −  Αλλά 
 

( ) ( ) .k T T k Tx Q b g− =  
 
Εποµένως, 

( ) ( )

( ) ( ) .
k T k

k k T k

g g
a

g Qg
=  
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Συνοψίζοντας, η µέθοδος βαθµίδας για τη δευτεροβάθµια περίπτωση παίρνει τη 
µορφή  

( ) ( )
( 1) ( ) ( )

( ) ( )( ) ,
k T k

k k k
k T k

g g
x x g

g Qg
+ = −  

όπου 
( ) ( ) ( )( ) .k k kg f x Qx b= ∇ = −  

 
(βλέπε [6],[9]) 
 
Στο σχήµα 2.1 (α)-(ε) παρουσιάζεται διαγραµµατικά η µέθοδος καθόδου βήµα προς 
βήµα όπως περιγράφτηκε παραπάνω. (βλέπε [10]) 

 
 
 
 
 
 
 

 
Σχήµα 2.1 (α) 
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Σχήµα 2.1 (β) 

 
 
 
 
 
 

 
Σχήµα 2.1 (γ) 
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Σχήµα 2.1 (δ) 

 
 
 
 
 

 

 
Σχήµα 2.1 (ε) 
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2.2 Μέθοδοι ποινής  
 
Μια γενική κατηγορία µεθόδων βελτιστοποίησης υπό περιορισµούς είναι οι µέθοδοι 
ποινής. Οι µέθοδοι αυτοί µετατρέπουν το αρχικό πρόβληµα υπό περιορισµούς σε ένα 
ισοδύναµο πρόβληµα χωρίς περιορισµούς το οποίο όµως έχει συµπληρωθεί µε µία 
συνάρτηση ποινής η οποία παίρνει ακραίες τιµές όταν δεν ικανοποιούνται οι 
περιορισµοί. Με τον τρόπο αυτό υποχρεώνουµε το σύστηµα να οδηγηθεί σε µία λύση 
η οποία ικανοποιεί τους περιορισµούς. 
 
Σε αυτή την ενότητα θεωρούµε προβλήµατα βελτιστοποίησης υπό περιορισµούς της 
µορφής 
 

Ελαχιστοποίηση της ( )f x  

Υπό τους περιορισµούς 1

2

( ) 0

( ) 0

g x

g x

≤

≤
 

                                   … 

                                     ( ) 0,pg x ≤  
 

όπου :f → , :ig → , 1,..., .i p= Το γεγονός ότι θεωρήσαµε περιορισµούς 
ανισότητας δεν επηρεάζει το πρόβληµα καθώς ένας περιορισµός ισότητας της µορφής 

( ) 0h x =  είναι ισοδύναµος µε τον περιορισµό ανισότητας 2|| ( ) || 0h x ≤ . Θα εξετάσουµε 
τώρα µια µέθοδο για την επίλυση του παραπάνω προβλήµατος βελτιστοποίησης υπό 
περιορισµούς χρησιµοποιώντας τεχνικές βελτιστοποίησης χωρίς περιορισµούς. Πιο 
συγκεκριµένα, θα προσεγγίσουµε το παραπάνω πρόβληµα µε ένα ισοδύναµο 
πρόβληµα χωρίς περιορισµούς της µορφής 
 

ελαχιστοποίηση ( ) ( ),f x P xγ+  
 
όπου γ ∈  µια θετική σταθερά και :P →  µια δεδοµένη συνάρτηση. Στη 
συνέχεια θα λύσουµε το αντίστοιχο πρόβληµα χωρίς περιορισµούς και θα 
χρησιµοποιήσουµε τη λύση του σαν µια προσέγγιση του ελαχίστου του αρχικού 
προβλήµατος. Η σταθερά γ  ονοµάζεται παράµετρος ποινής (penalty parameter) και η 
συνάρτηση P  συνάρτηση ποινής (penalty function). Η συνάρτηση ποινής µπορεί να 
οριστεί ως εξής: 
 

Ορισµός 2.2:  Μια συνάρτηση :P →  ονοµάζεται συνάρτηση ποινής για το 
πρόβληµα βελτιστοποίησης υπό περιορισµούς αν ικανοποιεί τις παρακάτω τρεις 
συνθήκες: 
 

1) είναι συνεχής 
2) ( ) 0P x x≥ ∀ ∈  
3) ( ) 0P x = αν και µόνο αν για το x είναι εφικτό ότι 1( ) 0,..., ( ) 0.pg x g x≤ ≤   

 
Είναι φανερό ότι για να αποτελέσει το πρόβληµα χωρίς περιορισµούς µια καλή 
προσέγγιση του αρχικού προβλήµατος η συνάρτηση P πρέπει να επιλεγεί κατάλληλα. 
Ο ρόλος της συνάρτησης ποινής είναι να ‘ποινικοποιήσει’ σηµεία που δεν 
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ικανοποιούν τους περιορισµούς. Κατά συνέπεια, είναι φυσικό ότι η συνάρτηση 
ποινής καθορίζεται σε σχέση µε τις συναρτήσεις περιορισµού 1 .,..., pg g  Μια πιθανή 
επιλογή για τη συνάρτηση P  είναι 
 

1

( ) ( ),
p

i
i

P x g x+

=

=∑  

όπου  
0 ( ) 0

( ) ( ) 0.
( ) max(0, ( )) { i

i i

g x

i i g x g x
g x g x

αν

αν

≤+ = =
f

 

 
Θα αναφερόµαστε στην παραπάνω συνάρτηση ποινής ως απόλυτη τιµή της 
συνάρτησης ποινής καθώς είναι ίση µε | ( ) |ig x∑ , όπου το άθροισµα υπολογίζεται σε 

όλους τους περιορισµούς που παραβιάζονται στο σηµείο x   
Η απόλυτη τιµή της συνάρτησης ποινής µπορεί να µην είναι παραγωγίσιµη σε κάποια 
σηµεία x  όπου ( ) 0ig x = . Κατά συνέπεια, σε τέτοιες περιπτώσεις δεν µπορούµε να 
χρησιµοποιούµε τεχνικές βελτιστοποίησης που περιλαµβάνουν παραγώγους. Μια 
συνάρτηση ποινής που εγγυάται ότι είναι παραγωγίσιµη είναι η συνάρτηση ποινής 
Courant-Beltrami που δίνεται από τον τύπο 
 

2

1

( ) ( ( )) .
p

i
i

P x g x+

=

=∑  

 
Για το υπόλοιπο του κεφαλαίου δεν θα θεωρήσουµε κάποια συγκεκριµένη µορφή της 
συνάρτησης ποινής. Θεωρούµε µόνο ότι η P  ικανοποιεί τις συνθήκες 1-3 του 
ορισµού 2.2. 
Η µέθοδος ποινής για την επίλυση προβληµάτων βελτιστοποίησης υπό περιορισµούς 
περιλαµβάνει την κατασκευή και επίλυση ενός ισοδύναµου προβλήµατος 
βελτιστοποίησης χωρίς περιορισµούς και χρησιµοποιεί τη λύση του προβλήµατος 
αυτού σαν λύση του αρχικού προβλήµατος. Φυσικά η λύση του προβλήµατος χωρίς 
περιορισµούς (προσεγγιστική λύση) µπορεί να µην είναι ακριβώς ίδια µε τη λύση του 
προβλήµατος υπό περιορισµούς (ακριβή λύση). Το αν η λύση του προβλήµατος χωρίς 
περιορισµούς θα αποτελεί µια καλή προσέγγιση της λύσης του αρχικού προβλήµατος 
εξαρτάται από την τιµή της παραµέτρου γ  και της συνάρτηση ποινής P . Θα 
περιµέναµε ότι όσο πιο µεγάλη είναι η τιµή της παραµέτρου γ  τόσο πιο καλά η λύση 
του προβλήµατος χωρίς περιορισµούς θα προσέγγιζε την ακριβή λύση καθώς τα 
σηµεία που παραβιάζουν τους περιορισµούς ποινικοποιούνται πιο αυστηρά. Ιδανικά, 
υπολογίζοντας το όριο καθώς γ →∞ η µέθοδος ποινής θα πρέπει να δίνει την ακριβή 
λύση στο πρόβληµα υπό περιορισµούς. 
Για την ανάλυση της µεθόδου ποινής θεωρούµε ότι το αρχικό πρόβληµα 
βελτιστοποίησης υπό περιορισµούς είναι το εξής 
 

Ελαχιστοποίηση της ( )f x  

Υπό τους περιορισµούς 1

2

( ) 0

( ) 0

g x

g x

≤

≤
 

                                           … 

                                        ( ) 0,pg x ≤  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2: Μέθοδοι Βελτιστοποίησης      22 
 

 

Με *x  συµβολίζουµε τη λύση (ολικό ελάχιστο) στο παραπάνω πρόβληµα. Έστω P  η 

συνάρτηση ποινής για το πρόβληµα. Για κάθε 1,2,...,k = kγ ∈  είναι µια θετική 

σταθερά. Ορίζουµε µια αντίστοιχη συνάρτηση ( , ) :kq γ ⋅ →  
 

( , ) ( ) ( )k kq x f x P xγ γ= +  
 
Για κάθε k , µπορούµε να θεωρήσουµε το ακόλουθο πρόβληµα βελτιστοποίησης 
χωρίς περιορισµούς 
 

Ελαχιστοποίηση ( , ).kq xγ  
 
Συµβολίζουµε µε ( )kx  το ελάχιστο της ( , ).kq xγ  Το λήµµα που ακολουθεί περιγράφει 
χρήσιµες σχέσεις µεταξύ του προβλήµατος υπό περιορισµούς και του αντίστοιχου 
προβλήµατος χωρίς περιορισµούς. 
 
Λήµµα 2.2: Υποθέτουµε ότι { }kγ είναι µια µη φθίνουσα ακολουθία όπου για κάθε k  

ισχύει 1k kγ γ +≤ . Τότε για κάθε k έχουµε: 
 
1. ( 1) ( )

1( , ) ( , )k k
k kq x q xγ γ+
+ ≥  

2. ( 1) ( )( ) ( )k kP x P x+ ≤  

3. ( 1) ( )( ) ( )k kf x f x+ ≥  

4. * ( ) ( )( ) ( , ) ( ).k k
kf x q x f xγ≥ ≥  

 
Θεώρηµα 2.2: Υποθέτουµε ότι η αντικειµενική συνάρτηση f είναι συνεχής και 

kγ →∞  καθώς k →∞ .Τότε, το όριο κάθε συγκλίνουσας υποακολουθίας της 

ακολουθίας ( ){ }kx  είναι µια λύση του προβλήµατος βελτιστοποίησης υπό 
περιορισµούς.  
 
Εκτελώντας έναν µη πεπερασµένο αριθµό επαναλήψεων του αλγορίθµου µε 
παράµετρο ποινής γ →∞ τότε το προηγούµενο θεώρηµα µας βεβαιώνει ότι το όριο 

κάθε συγκλίνουσας υποακολουθίας είναι το ελάχιστο *x  του αρχικού προβλήµατος 
βελτιστοποίησης υπό περιορισµούς. Το επιθυµητό όµως είναι να βρούµε την ακριβή 
λύση του αρχικού προβλήµατος λύνοντας το αντίστοιχο πρόβληµα χωρίς 
περιορισµούς (ελαχιστοποίηση του ( ) ( )f x P xγ+ ) για πεπερασµένο 0γ > . 
Αποδεικνύεται ότι αυτό µπορεί να επιτευχθεί και στην περίπτωση αυτή λέµε ότι η 
συνάρτηση ποινής είναι ακριβής. 
 
Η παρακάτω πρόταση επισηµαίνει την αναγκαιότητα της µη-διαφορισιµότητας των 
ακριβών συναρτήσεων ποινής για µια ειδική τάξη προβληµάτων. 
 
Πρόταση 2.2: Θεωρούµε το πρόβληµα 
 

ελαχιστοποίηση  ( )f x  
υπό τον περιορισµό x∈Ω  
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µε Ω⊂  κυρτό. Υποθέτουµε ότι το ελάχιστο *x  βρίσκεται πάνω στο σύνορο του 
Ω και υπάρχει διεύθυνση d τέτοια ώστε *( ) 0Td f x∇ > . Αν η P  είναι µια ακριβή 

συνάρτηση ποινής, τότε η P  είναι µη διαφορίσιµη στο *x . 
 
Σηµειώνεται ότι τα αποτελέσµατα της παραπάνω πρότασης δεν ισχύουν αν δεν 
λάβουµε υπόψη τον ισχυρισµό *( ) 0Td f x∇ > . Αντίθετα, χρησιµοποιούµε ένα κυρτό 

πρόβληµα όπου *( ) 0f x∇ = .Επιλέγουµε P  να είναι διαφορίσιµη. Σε αυτή την 

περίπτωση, είναι φανερό ότι * * *( ) ( ) ( ) 0g x f x P xγ∇ =∇ + ∇ = . Η συνάρτηση P είναι 
συνεπώς µια ακριβής συνάρτηση ποινής παρά το γεγονός ότι είναι διαφορίσιµη. 
 
(βλέπε [6],[9]) 
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Κεφάλαιο 3 
Αγορές τίτλων 
 
Εισαγωγή 
 
Στο κεφάλαιο αυτό θα αναφερθούµε στη δοµή τίτλων τόσο σε διακριτό, όσο και σε 
συνεχή χρόνο και θα εξετάσουµε από µαθηµατικής σκοπιάς τις εξισώσεις που 
περιγράφουν την εξέλιξη βέβαιων και αβέβαιων υποκείµενων τίτλων (πχ οµόλογα, 
µετοχές κλπ) στο χρόνο. Στη συνέχεια, θα υπολογίσουµε την ακριβή και 
προσεγγιστική λύση των µοντέλων µας κάνοντας άµεση εφαρµογή των αριθµητικών 
εννοιών και µεθόδων που περιγράφηκαν στο κεφάλαιο 1.  Τα προβλήµατα αυτά είναι 
ασφαλώς µεγάλου ενδιαφέροντος για τα µαθηµατικά αλλά ακόµα µεγαλύτερου για 
την πρακτική χρηµατοοικονοµική δραστηριότητα από την οποία προέρχονται. Στο 
τέλος του κεφαλαίου θα αναφερθούµε σε στατιστικά τεστ που ελέγχουν κατά πόσο τα 
δεδοµένα µας ακολουθούν κάποια συγκεκριµένη κατανοµή. 
 
3.1 Αγορές µε διακριτό σύνολο καταστάσεων. 
 
Ας θεωρήσουµε ότι έχουµε µια οικονοµία η οποία λειτουργεί κάτω από συνθήκες 
αβεβαιότητας. Θεωρούµε επίσης ότι όλες οι πιθανές καταστάσεις της οικονοµίας 
αυτής αποτελούν ένα διακριτό σύνολο από S καταστάσεις{1,2,…,s}. Κάθε φορά, µια 
από τις καταστάσεις αυτές µπορεί να πραγµατοποιηθεί και κάθε φορά µια οικονοµική 
µονάδα (agent, συναλλασσόµενος) δεν γνωρίζει µε σιγουριά ποια από όλες τις 
καταστάσεις θα είναι. 
 
Ορισµός 3.1.1: Ένα περιουσιακό στοιχείο ή χρεόγραφο είναι ένας τίτλος (ή 
συµβόλαιο) για να λάβουµε ένα ποσό ir  τη χρονική στιγµή t=1, αν η κατάσταση της 

οικονοµίας i πραγµατοποιηθεί. Έχουµε λοιπόν ένα διάνυσµα 1, 2, ,( ..., )sr r r ∈ το οποίο 
είναι το διάνυσµα απόδοσης του τίτλου. 
 
Στην περίπτωση αυτή, οι τίτλοι ονοµάζονται χρηµατοοικονοµικοί τίτλοι γιατί 
αντιστοιχούν σε χρηµατικά ποσά. Ένας τίτλος µπορεί κάλλιστα να αντιστοιχεί σε ένα 
αγαθό (π.χ. πετρέλαιο, σιτάρι κλπ.) και στην περίπτωση αυτή ονοµάζονται 
πραγµατικοί τίτλοι (real assets). Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούµε µε 
χρηµατοοικονοµικούς τίτλους, αλλά οι µέθοδοι που αναπτύσσονται έχουν γενικότερη 
ισχύ και µπορεί να εφαρµοστούν εξίσου καλά και σε πραγµατικούς τίτλους. Ένας 
συναλλασσόµενος µπορεί να έχει παραπάνω από ένα τίτλο στην κατοχή του. 
 
Ορισµός 3.1.2: Μία δοµή τίτλων ονοµάζεται αγορά. 
 
Ορισµός 3.1.3: Θεωρούµε τώρα ότι έχουµε ένα δεδοµένο σύνολο τίτλων, µε τους 
οποίους µπορούµε να συναλλασσόµαστε ελεύθερα τη χρονική στιγµή t=0. Ο κάθε 

τίτλος k χαρακτηρίζεται από ένα διάνυσµα απόδοσης kr ∈ . Ο συνολικός αριθµός 
τίτλων είναι Κ. Ο αριθµός κάθε είδους τίτλου που έχουµε στην κατοχή µας δίνεται 

από το διάνυσµα 1( ,..., )kz z z= ∈ το οποίο αποκαλείται χαρτοφυλάκιο (ο 

συµβολισµός αυτός σηµαίνει ότι έχουµε 1z  µονάδες του τίτλου 1 κλπ). Είναι 
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σηµαντικό να σηµειωθεί ότι το iz δεν είναι απαραίτητα θετικό, και αυτό σηµαίνει ότι 
ένας συναλλασσόµενος µπορεί να είναι short σε κάποιο τίτλο.  
Η απόδοση του χαρτοφυλακίου είναι µία S K×  µήτρα. Το ikr 1 ,i S≤ ≤ 1 k K≤ ≤  
στοιχείο της µήτρας αντιστοιχεί στην απόδοση του k τίτλου αν πραγµατοποιηθεί η i 
κατάσταση της οικονοµίας. 
 
Ορισµός 3.1.4: Μια δοµή τίτλων µε S K×  µήτρα αποδόσεων P ονοµάζεται πλήρης 
αν rankR S= . 
 
Από τη γραµµική άλγεβρα, αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει ένα υποσύνολο από S τίτλους 
µε γραµµικά ανεξάρτητες αποδόσεις. Συνεπώς, οποιοδήποτε διάνυσµα που ανήκει 
στο µπορεί να γραφεί σαν γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων απόδοσης 
αυτών των S τίτλων. Συνεπώς, σε αυτό το πλαίσιο µπορούµε να συνθέσουµε ένα 
χαρτοφυλάκιο που θα αποτελείται από αυτούς τους S τίτλους η αξία του οποίου 
µπορεί να αναπαράγει την αξία οποιουδήποτε τίτλου.  
 
3.2 Αγορές σε συνεχή χρόνο. 
 
Θα θεωρήσουµε ότι οι καταστάσεις της οικονοµίας δεν αποτελούν πλέον ένα 
διακριτό σύνολο. Επιπλέον, η τυχαιότητα στην επιλογή της τελικής κατάστασης της 
οικονοµίας η οποία και θα πραγµατοποιηθεί ‘προβάλλεται’ επάνω στην απόδοση των 
τίτλων σαν µια κίνηση Brown που δίνει µια διακύµανση επάνω σε µια 
ντετερµινιστική µεταβολή της τιµής. Θα θεωρήσουµε λοιπόν πως έχουµε µια 
συλλογή από n+1 τίτλους που µπορεί να είναι οτιδήποτε (µετοχές, οµόλογα, 
παράγωγα κλπ.). Οι τιµές των τίτλων αυτών παρουσιάζουν διακυµάνσεις οι οποίες 
µπορεί να µοντελοποιηθούν σαν διαχύσεις κατά Ito. 
 
3.2.1 Μοντέλα Αγοράς 
 
Θα θεωρήσουµε ότι έχουµε n+1 τίτλους οι αποδόσεις των οποίων τη χρονική στιγµή t 
θα συµβολίζονται µε το διάνυσµα 0 1( , ) ( ( , ), ( , ),..., ( , )).nS t S t S t S tω ω ω ω= Το διάνυσµα 
αυτό αποτελείται από µια συλλογή στοχαστικών διαδικασιών, παραµετρισµένων µε 

το t I∈ ⊂ δηλαδή το χρόνο. Με Ι συµβολίζουµε ένα διάστηµα, υποσύνολο, της 
πραγµατικής ευθείας.    
 
Θεωρούµε µοντέλο όπου οι τιµές των τίτλων είναι στοχαστικές διαδικασίες της 
µορφής 
 

0 0( , )

( , , ) ( , , ) ( )i i i

dS r t S dt

dS t S dt t S dW t

ω
µ ω σ ω

=

= +
          (3.2.1) 

 
Η εξίσωση 0 0( )dS t rS dt=  περιγράφει την εξέλιξη του βέβαιου τίτλου , όπου r είναι η 
απόδοση του βέβαιου τίτλου και θεωρούµε ότι παραµένει σταθερή. Η σχέση αυτή 
είναι ουσιαστικά µια συνήθης διαφορική εξίσωση η λύση της οποίας µας δίνει την 
τιµή του βέβαιου τίτλου κάθε χρονική στιγµή. Είναι φανερό ότι 
 

0 0( ) (0) rtS t S e=  
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Η εξέλιξη του αβέβαιου τίτλου (µίας µετοχής) δίνεται από τη διαδικασία Ito  
 

1 1 1( ) ( ) ( ) tdS t S t dt S t dWµ σ= +  
 
δηλαδή θεωρούµε ότι η απόδοση της µετοχής είναι ανάλογη της τιµής της και οι 
διακυµάνσεις της µετοχής είναι επίσης ανάλογες της τιµής της πολλαπλασιασµένες µε 
την µεταβολή της κίνησης Brown. Ο συντελεστής αναλογίας σ ονοµάζεται 
µεταβλητότητα της µετοχής (volatility). Το µοντέλο αυτό το αναγνωρίζουµε σαν τη 
γεωµετρική κίνηση Brown και µια απλή εφαρµογή του τύπου του Ito στη συνάρτηση 

( ) ln( )f x x=  για 1( )x S t=  µας δίνει ότι  
 

2
1 1

1
( ) (0) exp(( ) )

2 tS t S t Wµ σ σ= − +  

 
Η παραπάνω εξίσωση εισάγει ένα τυπικό µοντέλο των χρηµατοοικονοµικών, το 
µοντέλο Black – Scholes. 
 
Στην περίπτωση όπου ,µ σ  είναι σταθερές, τότε µπορούµε εύκολα να γράψουµε 
αναλυτικά τη λύση της εξίσωσης αυτής. Κάτι τέτοιο όµως δεν συµβαίνει εν γένει 
οπότε θα πρέπει να προσεγγίσουµε τις τροχιές της διαδικασίας αυτής µε κάποιο 
αριθµητικό τρόπο. 
Ας γράψουµε τη στοχαστική διαφορική εξίσωση στη γενική µορφή 
 

( , , ) ( , , ) ( )i i idS t S dt t S dW tµ ω σ ω= +  
 
Ας θεωρήσουµε τη µεταβολή της τιµής των µετοχών σε ένα χρονικό διάστηµα ∆t το 
οποίο θεωρείται µικρό. Λαµβάνοντας υπόψη το ότι ο στοχαστικός όρος θεωρείται 
σαν ένα ολοκλήρωµα κατά Ito και αν θυµηθούµε τον ορισµό του ολοκληρώµατος Ito 
(βλέπε ενότητα 1.3) µπορούµε να γράψουµε (προσεγγιστικά) 
 

( ) ( ) ( , ( )) ( , ( ))( ( ) ( ))i i i iS t t S t t S t t t S t W t t W tµ σ+ ∆ = + ∆ + + ∆ −  
 
Από τον ορισµό της κίνησης Brown γνωρίζουµε ότι η µεταβολή της κίνησης Brown 
µεταξύ των χρονικών στιγµών t και ∆t, ( ) ( )W t t W t+ ∆ − είναι µια τυχαία µεταβλητή η 
οποία είναι κανονικά κατανεµηµένη µε  
 

( ( ) ( )) 0E W t t W t+ ∆ − =  
 και  

( ( ) ( ))Var W t t W t t+ ∆ − = ∆  
 
δηλαδή ( ) ( ) ~W t t W t tZ+ ∆ − ∆  όπου ~ (0,1)Z N . 
 
Την προσεγγιστική αυτή διαδικασία µπορούµε να θεωρήσουµε ότι επαναλαµβάνουµε 
για όσες φορές χρειάζεται έτσι ώστε να βρούµε το ( )S t n t+ ∆  για κάποιο n τέτοιο 
ώστε t n t T+ ∆ = . Πιο συγκεκριµένα, θεωρούµε ότι παίρνουµε µια διαµέριση του 
διαστήµατος [0, ]T  η οποία αποτελείται από τα σηµεία it , τέτοια ώστε 0 0t =  και 

Nt T= . Χωρίς βλάβη της γενικότητας µπορούµε να θεωρήσουµε ότι τα σηµεία της 
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διαµέρισης ισαπέχουν, δηλαδή η απόσταση µεταξύ τους είναι :
T

h t
N

= ∆ = . 

Μπορούµε λοιπόν να χρησιµοποιήσουµε το επαναληπτικό σχήµα Euler-Maruyama  
όπως περιγράφτηκε στην ενότητα 1.4 για µια ακολουθία τυχαίων µεταβλητών (ή 
αλλιώς µια στοχαστική διαδικασία σε διακριτό χρόνο) iy : 
 

1

0 0

( , ) ( , )i i j i j i jy y t y t t y W

y x

µ σ+ = + ∆ + ∆

=
 

 
όπου 1( ) ( )j j jW W t W t+∆ = − . Από τα ιδιότητες της κίνησης Brown γνωρίζουµε ότι 

~jW tZ∆ ∆ όπου ~ (0,1)Z N .  
Παρατηρούµε ότι η χρήση του σχήµατος Euler-Maruyama προϋποθέτει την 
παραγωγή τυχαίων µεταβλητών Ζ που είναι κανονικά κατανεµηµένες. (βλέπε [3]) 
 
Στο σχήµα 3.2.1(α) παρουσιάζονται τρεις διαφορετικές τροχιές της στοχαστικής 
διαδικασίας 1 1 1( ) ( ) ( ) tdS t S t dt S t dWµ σ= +  για µ=2 , σ=1 και 1(0)S =1. Στο σχήµα 
3.2.1(β) παρουσιάζεται διαγραµµατικά το µέγεθος του σφάλµατος τη χρονική στιγµή 
Τ=1 που προκύπτει από την εφαρµογή του σχήµατος Euler-Maruyama. 
 

 
Σχήµα 3.2.1 

(βλέπε παράρτηµα Α’.2) 
 

Οι τιµές των τίτλων στα µοντέλα που θα χρησιµοποιήσουµε από δω και στη συνέχεια 
θεωρούµε ότι είναι στοχαστικές διαδικασίες Ito της µορφής 
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0 0

1

( , )

( , , ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( )
m

i i i ij i j i i
j

dS r t S dt

dS t S dt t S dW t t S dt dW t

ω

µ ω σ ω µ ω σ
=

=

= + = +∑
(3.2.2) 

Σηµειώνεται ότι παραπάνω από µια κινήσεις Brown εµφανίζονται στην εξίσωση. 
Αυτό µοντελοποιεί την ύπαρξη περισσοτέρων της µίας και ανεξάρτητων πηγών 
τυχαιότητας.  
Στην περίπτωση αυτή όπου η αβεβαιότητα της µετοχής εισάγεται από µία m-διάστατη 
κίνηση Brown η εξέλιξη για έναν αβέβαιο τίτλο δίνεται από την πολυδιάστατη 
διαδικασία Ito 

1 1 1 1 1
1

( )
m

j j
j

dS S dt dW Sµ σ
=

= + ∑ . 

 
Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία που χρησιµοποιήθηκε και προηγουµένως  
εφαρµόζουµε τον τύπο του Ito2 αυτή τη φορά στην περίπτωση των περισσοτέρων της 
µιας διάστασης στη συνάρτηση ( ) ln( )f x x=  για 1( )x S t= έχουµε διαδοχικά: 
 

            1ln( ( ))S t = 1ln( (0))S +  
 

+ 2 2 2 2
1 1 11 1 1 12 20

1 1 1

1 1 1 1
[ ( ) ( ( )( ) ... ( )( ))]

( ) 2 ( ) ( )

t

mS s S s S s ds
S s S s S s

µ σ σ+ − + + −∫  

 

            + 11 1 1 1 10 0
1 1

1 1
( ) ... ( )

( ) ( )

t t

m mS s dW S s dW
S s S s

σ σ+ +∫ ∫  

              

            = 1ln( (0))S + 2 2
1 11 10

1
[ ( ... )]

2

t

m dsµ σ σ− + +∫ + 11 1 10 0
...

t t

m mdW dWσ σ+ +∫ ∫  

Εποµένως, 
2 2

1 1 1 11 1 11 1 1

1
( ) (0) exp(( ( ... )) ( ) ... ( ))

2 m m mS t S t W t W tµ σ σ σ σ= − + + + + +  

 

                                                 
2 Έστω 1( , ) ( , ,..., )mf f t x f t x x= =  µε 1,2 ([0, )f C∈ ∞ × ) και η ανέλιξη Ito 

1{ ( ,..., ), 0}m
t t tX X X t= ≥ της 

0 0
( ) ( ) , 0

t t

t sX a s ds s dW tξ β= + + ≥∫ ∫  όπου 

1( ) ( ( ),..., ( ))ma s a s a s=  και 
1

( ) [ ( )] , 0
1ij

i m
s s s

j n
β β

≤ ≤ 
= ≥ ≤ ≤ 

 

Τότε ισχύει: 
( , ) (0, )tf t X f ξ= +  

2

0
1 1 , 1

1
[ ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )]

2

m n mt

s i s ij kj s
i j i ki i k

f f f
s X a s s X s s s X ds

t x x x
β β

= = =

∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂ ∂∑ ∑∑∫  

0
1 1

[ ( ) ( , )]
n mt j

ij s s
j i i

f
s s X dW

x
β

= =

∂
∂∑ ∑∫  

(βλέπε [4] ) 
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Το επαναληπτικό σχήµα του Euler στην πολυδιάστατη περίπτωση αυτή παίρνει τη 
µορφή 

( ) ( ) ( , ( )) ( , ( ))( ( ) ( ))
m

i i i i ij i j j
j i

S t t S t t S t t t S t W t t W tµ σ
=

+ ∆ − = ∆ + + ∆ −∑  

ή ισοδύναµα, 

1

( ) ( )(1 ( ))
m

i i i ij j
j

S t t S t t W tµ σ
=

+ ∆ = + ∆ + ∆∑  

 
3.3 Έλεγχος κανονικότητας 
 
Εφαρµόζοντας τη φόρµουλα Ito καθώς επίσης και τη µέθοδο Euler-Maruyama τόσο 
στο µονοδιάστατο (3.2.1) όσο και στο πολυδιάστατο µοντέλο (3.2.2) συµπεραίνουµε 
ότι το ln( )iS ακολουθεί κανονική κατανοµή µε  
 

[ln( )]i iE S tµ=  
και 

2 2

1

[(ln( )) ]
m

i ij
j

E S tσ
=

=∑  

 
Η κανονικότητα των µοντέλων αποδεικνύεται εύκολα χρησιµοποιώντας στατιστικά 
µοντέλα άριστης εξοµάλυνσης καµπύλης (goodness of fit tests) τα οποία µετρούν τη 
συµβατότητα ενός τυχαίου δείγµατος µε µια πιθανοθεωρητική συνάρτηση 
κατανοµής. Με άλλα λόγια, ελέγχουν κατά πόσο η κατανοµή που διαλέξαµε ταιριάζει 
µε τα δεδοµένα µας. 
Παρακάτω θα αναφερθούµε εν συντοµία στο Kolmogorov-Smirnov και Jarque-Bera 
τεστ. 
 
3.3.1 Kolmogorov-Smirnov test (K-S test)  
 
Το τεστ αυτό χρησιµοποιείται για να αποφασίσει αν ένα δείγµα προέρχεται από µία 
υποθετική συνεχή κατανοµή και βασίζεται σε µία εµπειρική αθροιστική συνάρτηση 
κατανοµής (empirical cumulative distribution function-ECDF). Θεωρούµε ότι έχουµε 
ένα τυχαίο δείγµα 1,..., nx x  από κάποια συνεχή κατανοµή µε αθροιστική συνάρτηση 
κατανοµής (CDF) , ( )F x .Η ECDF ορίζεται ως εξής: 
 

1
( ) [ ]nF x Number of observations x

n
= ≤  

 
Το Kolmogorov-Smirnov τεστ (D) βασίζεται στη µεγαλύτερη κάθετη διαφορά µεταξύ 
της ( )F x  και της ( )nF x ως: 
 

sup | ( ) ( ) |n nD F x F x= −  
 

0H : Τα δεδοµένα ακολουθούν τη συγκεκριµένη κατανοµή 

1H : Τα δεδοµένα δεν ακολουθούν τη συγκεκριµένη κατανοµή 
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Η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται σε επίπεδο σηµαντικότητας (alpha), αν το 
στατιστικό τεστ D είναι µεγαλύτερο από την κριτική τιµή που καθορίζεται από 
συγκεκριµένους πίνακες. (βλέπε [11],[12]) 
 
3.3.2 Jarque-Bera test 
 
Το Jarque-Bera τεστ χρησιµοποιείται για να ελέγξει την υπόθεση αν ένα δείγµα sx  
είναι δείγµα µιας κανονικής τυχαίας µεταβλητής µε άγνωστη µέση τιµή και διασπορά. 
Το στατιστικό αυτό τεστ βασίζεται στο γεγονός ότι η skewness και η κύρτωση της 
κανονικής κατανοµής είναι µηδέν. Κατά συνέπεια, η απόλυτη τιµή των παραµέτρων 
αυτών θα µπορούσε να είναι ένα µέτρο απόκλισης της κατανοµής του δείγµατος που 
ελέγχουµε από την κανονική κατανοµή. 
Το κριτήριο ελέγχου που χρησιµοποιούµε ορίζεται ως εξής: 
 

2
2 ( )

( )
6 4

s
s

Kurt xn
JB Skew x

 
= + 

 
 

 
όπου n είναι το µέγεθος του δείγµατος.  
 

0H : Τα δεδοµένα είναι δείγµα κανονικής τυχαίας µεταβλητής µε άγνωστη µέση τιµή 
και διακύµανση. 

1H : Τα δεδοµένα δεν αποτελούν δείγµα κανονικής τυχαίας µεταβλητής . 
 
Η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται σε επίπεδο σηµαντικότητας (alpha), αν το 
στατιστικό τεστ JB είναι µεγαλύτερο από την κριτική τιµή που καθορίζεται από 
συγκεκριµένους πίνακες. Σηµειώνεται ότι όσο το µέθοδος του δείγµατος µεγαλώνει, 
τόσο το στατιστικό τεστ JB συγκλίνει στην κατανοµή chi-square µε δύο βαθµούς 
ελευθερίας. (βλέπε [12]) 
 
Τα στατιστικά τεστ που περιγράφτηκαν παραπάνω µπορούν επίσης να 
χρησιµοποιηθούν για να ελέγξουµε αν µία τροχιά της κίνησης Brown ακολουθεί 
κατανοµή µε  
 

[ ( )] 0E W t j∆ ⋅ =  
και 

[ ( ) ( )]E W t j W t j t j∆ ⋅ ⋅ ∆ ⋅ = ∆ ⋅  
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Κεφάλαιο 4 
Βελτιστοποίηση χαρτοφυλακίου 
 
Εισαγωγή 
 
Η διαδικασία βελτιστοποίησης χαρτοφυλακίου συνίσταται στη σύνθεση ενός 
χαρτοφυλακίου, όπου ο συνδυασµός του ποσοστού επένδυσης κάθε περιουσιακού 
τίτλου που το απαρτίζει είναι βέλτιστος και µεγιστοποιεί την αναµενόµενη 
ωφελιµότητα του επενδυτή. Η επιλογή της κατάλληλης µεθόδου βελτιστοποίησης 
χαρτοφυλακίου εξαρτάται από τη φύση του προβλήµατος και των δεδοµένων που έχει 
στη διάθεση του ο επενδυτής. Στη διάρκεια του περασµένου αιώνα έγιναν αρκετές 
προσπάθειες προσέγγισης τέτοιων µεθόδων και προτάθηκαν µοντέλα 
βελτιστοποίησης από διαφορετικούς ερευνητές. Ο επιστηµονικός κλάδος της 
βελτιστοποίησης χαρτοφυλακίου παρουσιάζει σήµερα τεράστιο ενδιαφέρον τόσο από 
θεωρητικής , όσο και πρακτικής απόψέως και έχει προσελκύσει µεγάλη µερίδα 
επιστηµόνων τα τελευταία χρόνια εξαιτίας της ραγδαίας προόδου της τεχνολογίας 
των υπολογιστών και της διαθεσιµότητας των φιλικών προς χρήση λογισµικών που 
επιτρέπουν την επίλυση πολύπλοκων προβληµάτων βελτιστοποίησης. 
Τα θεµέλια της σύγχρονης θεωρίας χαρτοφυλακίου τέθηκαν το 1952 από τον 
αµερικανό οικονοµολόγο Harry Markowitz που πρότεινε το µοντέλο µέσης τιµής – 
διακύµανσης και ανέπτυξε τη θεωρία αποτελεσµατικού χαρτοφυλακίου. Σύµφωνα µε 
το µοντέλο αυτό, ένα χαρτοφυλάκιο θεωρείται βέλτιστο όταν µεγιστοποιεί την 
αναµενόµενη απόδοση για δεδοµένο επίπεδο κινδύνου ή ελαχιστοποιεί τον κίνδυνο 
για δεδοµένο ποσοστό αναµενόµενης απόδοσης. Ωστόσο, το µοντέλο του Markowitz 
είναι στατικό και θεωρεί αγορά χωρίς τριβές όπου οι αποφάσεις παίρνονται σε βάθος 
χρόνου µίας περιόδου µε αποτέλεσµα να µην µπορεί να µοντελοποιήσει τον 
πραγµατικό κόσµο της οικονοµίας που αλλάζει δυναµικά στη διάρκεια του χρόνου. 
Λίγα χρόνια αργότερα ο James Tobin επέκτεινε το µοντέλο του Markowitz 
αναπτύσσοντας τη γραµµή κεφαλαιαγοράς σύµφωνα µε την οποία ένας επενδυτής 
µπορεί να επενδύσει τόσο σε κάποια µετοχή όσο και σε ακίνδυνο χρεόγραφο. Στη 
συνέχεια, τη δεκαετία του ’60 ο William F.Sharpe χώρισε τον κίνδυνο της αγοράς σε 
συστηµατικό και µη-συστηµατικό και εισήγαγε το CAPM µοντέλο. Αξιοσηµείωτη 
την ίδια δεκαετία ήταν και η προσφορά του Merton όπου προσέγγισε το πρόβληµα 
βελτιστοποίησης χαρτοφυλακίου από τη στοχαστική πλευρά και θεώρησε ότι η 
εξέλιξη του αβέβαιου τίτλου µοντελοποιείται από µια γεωµετρική κίνηση Brown 
όπου είναι µια διαδικασία Markov.  (βλέπε [9],[14]) 
Στο κεφάλαιο αυτό, θα ασχοληθούµε µε στοχαστικά προβλήµατα βελτιστοποίησης 
και θα χρησιµοποιήσουµε µεθόδους προσοµοίωσης τύπου Monte Carlo για την 
επίλυση τους. Θα εισάγουµε αρχικά κάποιες βασικές έννοιες και στη συνέχεια θα 
παραθέσουµε το πρόβληµα του Markowitz καθώς επίσης και τα πλεονεκτήµατα των 
στατικών στρατηγικών.  
    
4.1 Χαρτοφυλάκιο-διαδικασία κερδών  
 

Ένα χαρτοφυλάκιο είναι µία -προσαρµοσµένη διαδικασία  
 

0( , ) ( ( , ),..., ( , ))nt t tθ ω θ ω θ ω= ∈  
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Το ( , )i tθ ω  αντιστοιχεί στα κοµµάτια του τίτλου i που έχει ο επενδυτής στη διάθεση 
του τη χρονική στιγµή t. Η ιδιότητα του ότι το χαρτοφυλάκιο είναι προσαρµοσµένη 
διαδικασία σηµαίνει ότι ένας συναλλασσόµενος παίρνει την απόφαση του πως θα 
αναπροσαρµόσει το χαρτοφυλάκιο του τη χρονική στιγµή t έχοντας πληροφορία για 
τις καταστάσεις που έλαβε η οικονοµία µέχρι τη χρονική στιγµή αυτή. ∆εν 
επιτρέπεται µε άλλα λόγια να ρίχνουµε κλεφτές µατιές στο µέλλον! Σηµειώνουµε ότι 
τα , 0,...,i i nθ =  µπορεί να παίρνουν και αρνητικές τιµές, δηλαδή ένας επενδυτής 
µπορεί να έχει και ανοιχτή θέση σε κάποιους τίτλους. 
Η αξία του χαρτοφυλακίου ( , )tθ ω  τη χρονική στιγµή t δίνεται από τη σχέση 
 

0

( , ) : ( , ) ( , )
n

i i
i

V t t S tθ ω θ ω ω
=

=∑  

 
Η αξία του χαρτοφυλακίου είναι και αυτή µια στοχαστική διαδικασία η οποία είναι 

προσαρµοσµένη στην . Για τον καθορισµό της αξίας του χαρτοφυλακίου είναι 
απαραίτητο να χρησιµοποιήσουµε ένα µοντέλο της αγοράς, βάσει του οποίου θα 
µπορέσουµε να κάνουµε προβλέψεις σχετικά µε τις µελλοντικές τιµές των διάφορων 
τίτλων. Η κατάλληλη επιλογή µοντέλου είναι ιδιαίτερα σηµαντικό σηµείο για την 
επενδυτική πολιτική που θα ακολουθήσει ο επενδυτής. 
Μπορούµε περαιτέρω να ορίσουµε τη διαδικασία κερδών (gain process) ενός τίτλου 
και σαν γενίκευση του τη διαδικασία κερδών ενός χαρτοφυλακίου. Ας θεωρήσουµε 
µια διαµέριση (0,t) και ότι ο αριθµός των τίτλων , ii θ  που έχουµε στην κατοχή µας 

παραµένει σταθερός στο διάστηµα 1[ , ]k kt t−  στο επίπεδο 1( )i ktθ − . Στο διάστηµα αυτό η 

απόδοση του τίτλου i µεταβλήθηκε κατά 1( ) ( )i k i kS t S t −− . Το συνολικό κέρδος (θετικό 
ή αρνητικό) του συναλλασσόµενου λόγω της µεταβολής της τιµής του τίτλου αυτού 
κατά το διάστηµα αυτό είναι 1 1( )[ ( ) ( )]i k i k i kt S t S tθ − −− . Αθροίζοντας τις συνεισφορές 
αυτές επάνω σε όλα τα διαστήµατα της διαµέρισης και παίρνοντας το όριο της πολύ 

λεπτής διαµέρισης 0t∆ → παίρνουµε το ολοκλήρωµα 
0

( ) ( )
t

i it dS tθ∫  το οποίο δεν 

είναι τίποτα άλλο από το στοχαστικό ολοκλήρωµα της προβολής της διαδικασίας 
χαρτοφυλακίου στον τίτλο i, επάνω στη στοχαστική διαδικασία που δίνει την τιµή 
του τίτλου αυτού. Στα πλαίσια του µοντέλου για την αγορά το οποίο αναπτύξαµε, 
αυτό είναι το στοχαστικό ολοκλήρωµα της στοχαστικής διαδικασίας iθ  επάνω στη 

διάχυση Ito iS  .Αν θέλουµε να βρούµε τη διαδικασία κερδών για ολόκληρο το 
χαρτοφυλάκιο δεν χρειάζεται παρά να αθροίσουµε τις διαδικασίες κερδών για τον 
κάθε τίτλο που απαρτίζει το χαρτοφυλάκιο. 
 

0
0

( )
n t

i i
i

G t dSθ
=

=∑∫  

 
Βλέπουµε συνεπώς πως στοχαστικά ολοκληρώµατα επάνω σε κινήσεις Brown ή 
γενικότερα επάνω σε διαδικασίες Ito εµφανίζονται µε πολύ φυσικό τρόπο στην 
χρηµατοοικονοµική.  
Μια ακόµα σηµαντική έννοια είναι αυτή του αυτό-χρηµατοδοτούµενου 
χαρτοφυλακίου. 
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Ορισµός 4.1: Ένα χαρτοφυλάκιο ονοµάζεται αυτό-χρηµατοδοτούµενο αν η αξία του 
µπορεί να προσδιοριστεί αποκλειστικά από τα κέρδη που προέρχονται από τους 
τίτλους που το απαρτίζουν. 

' '

0
( ) (0) ( ) ( )

t
V t V t dS tθ θ θ= + ∫  

 
Σε διαφορική µορφή η σχέση αυτή γίνεται 
 

dV dSθ θ= ⋅  
 
Σε ένα αυτό-χρηµατοδοτούµενο χαρτοφυλάκιο µπορούµε να επενδύσουµε ξανά µόνο 
τα κέρδη του χωρίς να προσθέσουµε καθόλου εξωτερικά ποσά. Με άλλα λόγια 
µεταβολές στα ποσά που έχουµε στα οµόλογα µπορούν να γίνουν λόγω µεταβολών 
στα ποσά που έχουµε τοποθετηµένα στις µετοχές, δεν υπάρχει εισροή ή εκροή 
κεφαλαίων. Με µία απλή εφαρµογή του τύπου του Ito βλέπουµε πως για ένα αυτό-
χρηµατοδοτούµενο χαρτοφυλάκιο ισχύει  0dSθ ⋅ =  
 
Σηµείωση: Τα χαρτοφυλάκια τα οποία θα µελετήσουµε ικανοποιούν τη συνθήκη 

( , )V t Kθ ω ≥ −  σ.β. Η συνθήκη αυτή σηµαίνει ότι το χρέος που µπορεί να επιτραπεί 
είναι πεπερασµένο. (βλέπε [3]) 
 
4.2 Στατικές στρατηγικές 
 
Ορισµός 4.2: Στατικό χαρτοφυλάκιο ονοµάζεται το χαρτοφυλάκιο τα βάρη του 
οποίου παραµένουν σταθερά και δεν µεταβάλλονται στη διάρκεια του χρόνου. Ισχύει 
δηλαδή ότι 
 

( )i i tθ θ= = constant t∀  
 
Στη συνέχεια θα ασχοληθούµε αποκλειστικά µε στατικές στρατηγικές 
βελτιστοποίησης και όχι µε δυναµικές στις οποίες το επενδυτικό χαρτοφυλάκιο 
αναδιαρθρώνεται µε συνεχή τρόπο κατά τη διάρκεια του επενδυτικού ορίζοντα. Οι 
στατικές στρατηγικές (είτε ισορροπηµένες, είτε επιθετικές)  προτιµούνται από 
πολλούς επενδυτές καθώς επίσης και από ασφαλιστικά ταµεία καθώς  
 

• εµπεριέχουν µικρότερο κίνδυνο από άλλες στρατηγικές οι οποίες 
χρησιµοποιούνται στην πράξη και τους επιτρέπουν  να προστατεύονται στην 
περίπτωση ιδιαίτερα δυσµενών συνθηκών στις χρηµαταγορές. 

• τους επιτρέπουν να επιτύχουν αποδόσεις συγκρίσιµες µε τις αντίστοιχες των 
δυναµικών χαρτοφυλακίων 

(βλέπε [16]) 
 
4.3 Συνάρτηση ωφελιµότητας 
 
Μια συνάρτηση ωφελιµότητας είναι µία διπλά παραγωγίσιµη συνάρτηση 

( ), 0U w w >  που έχει τις ιδιότητες του µη κορεσµού (η πρώτη παράγωγος ( ) 0U w′ > ) 
και της αποστροφής κινδύνου (η δεύτερη παράγωγος ( ) 0U w′′ < ). 
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Η συνάρτηση ωφελιµότητας µετράει τη σχετική προτίµηση ενός επενδυτή για 
διαφορετικά επίπεδα του ολικού πλούτου. 
Η ιδιότητα του µη κορεσµού δηλώνει ότι η ωφελιµότητα αυξάνεται µε τον πλούτο και 
ότι ο επενδυτής δεν είναι ποτέ ικανοποιηµένος µε το επίπεδο πλούτου που έχει στην 
κατοχή του. 
Η ιδιότητα της αποστροφής κινδύνου δηλώνει ότι η συνάρτηση ωφελιµότητας είναι 
κοίλη ή µε άλλα λόγια ότι η οριακή ωφελιµότητα του πλούτου µειώνεται καθώς ο 
πλούτος αυξάνεται. Γενικότερα, η αύξηση της ωφελιµότητας που προκαλείται από 
την απόκτηση µίας επιπλέον χρηµατικής µονάδας µειώνεται καθώς ο πλούτος 
αυξάνει. 
Η αρχή της µεγιστοποίησης της αναµενόµενης ωφελιµότητας δηλώνει ότι ένας 
επενδυτής που λειτουργεί ορθολογικά όταν έρθει αντιµέτωπος µε ένα σύνολο 
εφικτών εναλλακτικών επενδύσεων, επιλέγει την επένδυση που µεγιστοποιεί την 
αναµενόµενη ωφελιµότητα του πλούτου του. 
Πιο συγκεκριµένα, αν θεωρήσουµε ότι F είναι το σύνολο των εφικτών εναλλακτικών 
επενδύσεων για κάθε επένδυση I F∈  θεωρούµε ότι ( )X I είναι µία τυχαία µεταβλητή 
που δίνει την τελική αξία της επένδυσης στο τέλος της περιόδου. Ο ορθολογικός 
επενδυτής µε συνάρτηση ωφελιµότητας U έρχεται αντιµέτωπος µε το πρόβληµα 
εύρεσης µίας επένδυσης optI F∈  για την οποία ισχύει    
 

( ( ( ))) max ( ( ( )))opt I F
E U X I E U X I

∈
=  

(βλέπε [13]) 
 
4.4 Το πρόβληµα του Markowitz 
 
Θεωρούµε ότι υπάρχει ποσότητα w  που µπορεί να επενδυθεί σε n  διαφορετικούς 
τίτλους. Αν a είναι το ποσό που έχει επενδυθεί στον τίτλο ( 1,..., )i i n=  τότε, ύστερα 
από µία περίοδο, η επένδυση θα αποφέρει iaX , όπου iX  είναι µη-αρνητική τυχαία 

µεταβλητή. Με άλλα λόγια, αν iR  είναι η απόδοση από την επένδυση i ,τότε  
 

1
1

i
i i

i

aX
a ή R X

R
= = −

+
 

 
Αν iw είναι το ποσοστό που επενδύεται σε κάθε τίτλο 1,...,i n=  τότε ο πλούτος στο 
τέλος της περιόδου είναι  

1

n

i i
i

W w X
=

=∑  

 
Το διάνυσµα 1,..., nw w ονοµάζεται χαρτοφυλάκιο. Το πρόβληµα εύρεσης του 
χαρτοφυλακίου που µεγιστοποιεί την αναµενόµενη ωφελιµότητα στο τέλος της 
περιόδου µπορεί να εκφραστεί µε µαθηµατικό τρόπο ως εξής: 
 

Επιλογή των 1,..., nw w  για τη 
µεγιστοποίηση της [ ( )]E U W  
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υπό τον περιορισµό 
1

1,...,
n

i
i

w w i n
=

= =∑  

 
όπου U η συνάρτηση ωφελιµότητας του επενδυτή. 
Θεωρούµε επίσης ότι ο πλούτος W στο τέλος της περιόδου είναι µια κανονική τυχαία 
µεταβλητή. Η προϋπόθεση ότι ο επενδυτής επενδύει σε πολλούς τίτλους οι οποίοι δεν 
είναι υψηλά συσχετισµένοι µεταξύ τους  είναι σύµφωνα µε το κεντρικό οριακό 
θεώρηµα µια λογική προσέγγιση. (Θα ήταν επίσης αληθές αν η , 1,...,iX i n=  είχε 
πολυµεταβλητή κανονική κατανοµή) 
Υποθέτουµε ότι ο επενδυτής έχει µια εκθετική συνάρτηση ωφελιµότητας  
 

( ) 1 , 0bxU x e b−= − >  
 
όπου U είναι κοίλη. 
 
Σηµείωση 4.4: Όσο µεγαλώνει η τιµή του b, τόσο µεγαλώνει η διαφορά  
 

( [ ]) [ ( )]U E W E U W−  
 
µε αποτέλεσµα να µειώνεται και ο κίνδυνος που αναλαµβάνει και ο επενδυτής.  
 
 Αν Ζ είναι µια κανονική τυχαία µεταβλητή, τότε Ze  είναι λογαριθµικοκανονική και 
έχει αναµενόµενη τιµή  
 

[ ] exp{ [ ] ( ) / 2}ZE e E Z Var Z= +  
 
Συνεπώς, καθώς bW− είναι κανονική µε µέσο [ ]bE W−  και διακύµανση 

2 ( )b Var W έχουµε ότι  
 

2[ ( )] 1 [ ] 1 exp{ [ ] ( ) / 2}bWE U W E e bE W b Var W−= − = − − +  
 
Κατά συνέπεια, η αναµενόµενη ωφέλεια του επενδυτή θα µεγιστοποιηθεί επιλέγοντας 
το χαρτοφυλάκιο που µεγιστοποιεί την   
 

[ ] ( ) / 2E W bVar W−  
 
Από τα παραπάνω παρατηρούµε ότι αν 2 χαρτοφυλάκια στο τέλος της περιόδου έχουν 
τελική αξία 1W  και 2W  αντίστοιχα και η 1W  έχει µεγαλύτερο µέσο και  µικρότερη 

διακύµανση από την 2W , τότε το πρώτο χαρτοφυλάκιο έχει µεγαλύτερη αναµενόµενη 
ωφελιµότητα από το δεύτερο. Με άλλα λόγια, 
 

1 2 1 2

1 2

[ ] [ ] & ( ) ( )

[ ( )] [ ( )]

E W E W Var W Var W

E U W E U W

≥ ≤

⇒ ≥
        (4.4.1) 

 
Στην πραγµατικότητα, µε την προϋπόθεση ότι ο πλούτος στο τέλος της περιόδου είναι 
κανονική τυχαία µεταβλητή, η (4.4.1) παραµένει έγκυρη ακόµα και όταν η 
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συνάρτηση ωφελιµότητας δεν είναι εκθετική αλλά διατηρεί την ιδιότητα να είναι 
αύξουσα και κοίλη. Κατά συνέπεια, αν µια επένδυση σε ένα χαρτοφυλάκιο προσφέρει 
σε έναν επενδυτή που αποστρέφεται τον κίνδυνο µια αναµενόµενη απόδοση που είναι 
τουλάχιστον ίδια µε αυτήν που προσφέρεται από µια δεύτερη επένδυση και έχει 
διακύµανση που δεν είναι µεγαλύτερη από αυτή στο δεύτερο χαρτοφυλάκιο, τότε ο 
επενδυτής θα προτιµήσει το πρώτο χαρτοφυλάκιο. 
 
Θα δούµε τώρα πως υπολογίζεται η µέση τιµή και η διακύµανση του πλούτου W  για 
ένα χαρτοφυλάκιο. 
Θεωρούµε 1i iR X= −  την απόδοση του i  τίτλου και έστω 
 

2[ ] , ( )i i i ir E R v Var R= =  
 
τότε, επειδή 

1 1

(1 )
n n

i i i i
i i

W w R w w R
= =

= + = +∑ ∑ , 

έχουµε ότι 

1

1

[ ] [ ]
n

i i
i

n

i i
i

E W w E w R

w w r

=

=

= +

= +

∑

∑
 

 

1

1 1

2 2

1 1

( ) ( )

( ) ( , )

( , )

n

i i
i

n n

i i i i j j
i i j i

n n

i i i j
i i j i

Var W Var w R

Var w R Cov w R w R

w v w w c i j

=

= = ≠

= = ≠

=

= +

= +

∑

∑ ∑∑

∑ ∑∑

 

 
 
όπου ( , ) ( , )i jc i j Cov R R=  (βλέπε [14],[15]) 
 
4.5 Σύνθεση χαρτοφυλακίου 
 
Υποθέτουµε χάριν απλότητας ότι οι κλάσεις των περιουσιακών στοιχείων στις οποίες 
µπορεί να επενδύσει ένας επενδυτής είναι 

 
• Ένας βέβαιος τίτλος η τιµή του οποίου τη χρονική στιγµή t συµβολίζεται 

µε 0 ( , )S t ω ( ο τίτλος αυτός καταχρηστικά θα ονοµάζεται οµόλογο). 
• Ένας αβέβαιος τίτλος (µετοχή) η τιµή του οποίου τη χρονική στιγµή t, 

είναι µία τυχαία µεταβλητή που συµβολίζεται µε ( , )iS t ω  για i=1,2,… 
(βλέπε [16]) 
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4.6 Βελτιστοποίηση χαρτοφυλακίου µέσω µεθόδων τύπου Monte-Carlo 
 
Η βελτιστοποίηση της αναµενόµενης αξίας του χαρτοφυλακίου µέσω της µεθόδου 
Monte-Carlo βασίζεται στην προσέγγιση της µέσης τιµής σαν ένα άθροισµα επάνω σε 
µία σειρά πραγµατοποιήσεων της τυχαίας µεταβλητής της αξίας του χαρτοφυλακίου. 
Φυσικά για να γίνει αυτό θα πρέπει να έχουµε πρώτα µια σειρά πραγµατοποιήσεων 
της τυχαίας µεταβλητής ( , )iS t ω  , 1,2,...i =  δηλαδή να παράγουµε µια σειρά τροχιών 
της στοχαστικής διαδικασίας των τιµών καθώς επίσης και µία σειράς 
πραγµατοποιήσεων της αξίας 0 ( , )S t ω του βέβαιου τίτλου. Συνεπώς έχουµε το 
παρακάτω σχήµα: 
 

1. Κάνουµε Ν πραγµατοποιήσεις της στοχαστικής διαδικασίας ( )iS t και 0 ( )S t  
και στη συνέχεια κατασκευάζουµε τις τυχαίες µεταβλητές 

0( , ) , ( , ) , 1,...,i m mS T S T m Nω ω = . 
 
2. Υπολογίζουµε τη συνάρτηση της αξίας του χαρτοφυλακίου στις τιµές αυτές 

 
3. Θέτουµε  

 

1

1
[ ( ( )] ( ( , ))

N

m
m

E U V T U V T
N

ω
=

= ∑  

 
             ποσότητα την οποία λαµβάνουµε ως προσέγγιση της µέσης τιµής.  
(βλέπε [3]) 
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Εφαρµογή 
 

Πρόβληµα 
Θεωρούµε στατικό χαρτοφυλάκιο 0 1 2( ) ( ( ), ( ), ( ))θ ω θ ω θ ω θ ω=  που αποτελείται από 

ένα βέβαιο τίτλο (οµόλογο) αξίας 0 ( )S t και δύο αβέβαιους τίτλους (µετοχές) 

αξίας ( ) , 1, 2iS t i = . Η εξέλιξη του βέβαιου τίτλου δίνεται από την εξίσωση  
 

0 0( ) 0.02 ( )dS t S t dt= ⋅  

 
όπου 0.02 είναι η απόδοση του βέβαιου τίτλου και θεωρείται σταθερή. 
Η εξέλιξη της κάθε µετοχής χαρακτηρίζεται από µια διαδικασία Ito ως εξής: 
 

1 1 1 2 3 1

2 2 1 2 3 2

( ) 0.4 ( ) (2 1 1 )

( ) 0.5 ( ) (1 2 1 )

dS t S t dt dW dW dW S

dS t S t dt dW dW dW S

= + ⋅ + ⋅ + ⋅

= + ⋅ + ⋅ + ⋅
 

 
µε 1 2(0) 2, (0) 1S S= = . 

Ψάχνουµε 0 1 2( , , )θ θ θ  τέτοια ώστε να µεγιστοποιούν την αναµενόµενη ωφελιµότητα 
της αξίας του χαρτοφυλακίου. 
 
Για υπολογιστικούς λόγους θεωρούµε διαµέριση του διαστήµατος [0,Τ] που 
αποτελείται από σηµεία it τέτοια ώστε 0 10 ... Nt t t T= < < < = . Τα σηµεία της 
διαµέρισης θεωρούµε ότι ισαπέχουν, δηλαδή η απόσταση µεταξύ τους είναι σταθερή 
και ίση µε  dt T N=  για κάποιο θετικό ακέραιο N . Για κάθε σηµείο jt  ισχύει 

jt j dt= ⋅ . 
 

8

1

2

/

T

N

dt T N

←

←

←

 

 
0.02r ←  

 
2

(0)
1iS
 

←  
 

  ,  
0.4

0.5iµ
 

←  
 

  , 
2 1 1

1 2 1ijσ
 

←  
 

 

 
Η αξία του βέβαιου τίτλου κάθε χρονική στιγµή προκύπτει από τη λύση της συνήθης 
διαφορικής εξίσωσης που περιγράφει την εξέλιξη του. 
 
repeat for 1j to N=  
   ( ) exp( )jS j r t← ⋅  

end for 
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Στη συνέχεια κατασκευάζουµε την κίνηση Brown µε βάση τον ακόλουθο 
επαναληπτικό αλγόριθµο. Από τις ιδιότητες της κίνησης Brown γνωρίζουµε ότι 

0 0W = (µε πιθανότητα 1) 
 
repeat for  1 2i to=  

  
(1)

(1) (1)
i

i i

dW dt randg

W dW

← ⋅

←
 

      repeat for 2j to N=  

          
( )

( ) ( 1) ( )
i

i i i

dW j dt randg

W j W j dW j

← ⋅

← − +
 

     end for 
end for 
 
Για την αξία των µετοχών κάθε χρονική στιγµή υπολογίζουµε την ακριβή λύση της 
στοχαστικής διαφορικής εξίσωσης που περιγράφει την εξέλιξη τους στο χρόνο. Για 
τον υπολογισµό αυτό χρησιµοποιούµε την ίδια διαµέριση που χρησιµοποιήσαµε και 
για τον υπολογισµό της αξίας του οµολόγου. 
 
repeat for  1 2i to=  
   repeat for 1j to N=  

       
3 3

2

1 1

1
( , ) (0) exp(( ( )) )

2i i im j im m
m m

Strue i j S t Wµ σ σ
= =

← ⋅ − +∑ ∑  

   end for 
end for 
 
Παρακάτω εφαρµόζουµε την µέθοδο Euler-Maruyama (EM) στη στοχαστική 
διαδικασία Ito που περιγράφει την εξέλιξη κάθε µετοχής 
 
repeat for  1 2i to=  
   (0)iStemp S←  
        repeat for 1j to N=  

           
3

1

( ( ))i im m
m

Stemp Stemp dt Stemp dW j Stempµ σ
=

← + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅∑  

            ( )iSem j Stemp←  
         end for 
end for 
 
Η αξία του χαρτοφυλακίου κάθε χρονική στιγµή δίνεται 
 

2

0

( , ) ( )i i
i

V t S tω θ
=

← ⋅∑  

 
Για τον υπολογισµό της αναµενόµενης ωφελιµότητας της αξίας του χαρτοφυλακίου 
τη χρονική στιγµή Τ=1 εφαρµόζουµε τη µέθοδο Monte-Carlo σε ένα δείγµα 
w=20.000 παρατηρήσεων. Υπολογίζουµε δηλαδή για κάθε µια παρατήρηση χωριστά 
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την τιµή του τίτλου ( , )i mS T ω και την αναµενόµενη αξία του χαρτοφυλακίου 

( , )mV T ω , 1,...,m w=  για τη συγκεκριµένη παρατήρηση και στη συνέχεια 
υπολογίζουµε τη µέση τιµή της αξίας του χαρτοφυλακίου. Η συνάρτηση 
ωφελιµότητας που θα χρησιµοποιήσουµε είναι η εκθετική ( ) 1 bVU V e−= −  , 0b > . 
 
repeat for m=1 to w  

2

0

( ( , )) 1 exp( ( , ))m i i m
i

U V T b S Tω θ ω
=

← − − ⋅ ⋅∑  

end for 
 

2

1 0

[ ( ( ))] (1 exp( ( , ))) /
w

i i m
m i

E U V T b S T wθ ω
= =

← − − ⋅ ⋅∑ ∑  

 
Τελειώνοντας, εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο βαθµίδας  στο πρόβληµα 
βελτιστοποίησης  
 

max  [ ( ( ))]E U V T + γ Ι   ,γ>0 

υπό τους περιορισµούς 
2

0

1i
i

θ
=

=∑  

 

όπου είναι η συνάρτηση ποινής που χρησιµοποιείται για την ικανοποίηση 
των περιορισµών και βρίσκουµε 0 1 2( , , )θ θ θ  που µεγιστοποιούν την αναµενόµενη 
ωφελιµότητα της αξίας του χαρτοφυλακίου. 
 
Αλγόριθµος Βαθµίδας 
 
set 0θ ,ε 
for  n = 0 to maxiter do 

    set 
( )

arg min ( )
T
n n

n T
n n

s b A
a a

s As
θ−

← Φ =  

          1n n n na sθ θ+ ← + ⋅  

              if  1|| ||
|| ||
n n

n

θ θ
ε

θ
+ − <     then stop 

 
             end if 
end for 
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Στο σχήµα 1 (βλέπε παράρτηµα Α’.3) παρουσιάζεται η ακριβή και προσεγγιστική 
λύση της εξέλιξης των δύο αβέβαιων τίτλων στο χρονικό διάστηµα [0,1] ύστερα από 
υλοποίηση σε matlab του ψευδο-κώδικα που περιγράφηκε παραπάνω. 
 

 
Σχήµα 1 

 
Τα διαγράµµατα 2-4 (βλέπε παράρτηµα Α’.6) παρουσιάζουν τρεις διαφορετικές 
οπτικές γωνίες της γραφικής παράστασης της αναµενόµενης ωφελιµότητας του 
χαρτοφυλακίου για τις διάφορες τιµές των iθ  όπου 0 1iθ< < . Η συνάρτηση ποινής 
που χρησιµοποιήσαµε είναι της µορφής  
 

0 1 2 0 1 2ln( ) ln( ) ln( ) ln(1 ) ln(1 ) ln(1 )I θ θ θ θ θ θ= + + + − + − + −  
 
και επιλέχτηκε µε βάση τα δεδοµένα του προβλήµατος και µε τρόπο έτσι ώστε να 
παίρνει ακραίες τιµές στην περίπτωση που δεν ικανοποιούνται οι περιορισµοί. Η 
παράµετρος γ επιλέγεται κι αυτή έτσι ώστε πολλαπλασιασµένη µε τη συνάρτηση 
ποινής να µην µεταβάλλει την τιµή της συνάρτησης ωφελιµότητας όταν τηρούνται οι 
περιορισµοί. Πρέπει δηλαδή στην περίπτωση που δεν παραβιάζονται οι περιορισµοί 
του προβλήµατος να ισχύει ότι 0Iγ → . 
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Σχήµα 2 

 
 

 
Σχήµα 3 
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Σχήµα 4 

 
Το γεγονός ότι η συνάρτηση ποινής δεν µεταβάλλει την τιµή της αναµενόµενης 
ωφελιµότητας του χαρτοφυλακίου µπορούµε εύκολα να το διαπιστώσουµε 
συγκρίνοντας το σχήµα 2 µε το σχήµα 5 (βλέπε παράρτηµα Α’.5) όπου παρουσιάζεται 
η συνάρτηση της αναµενόµενης ωφελιµότητας για τις διάφορες τιµές των  iθ  στην 
οποία δεν έχει προστεθεί κάποια συνάρτηση ποινής 
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Σχήµα 5 
 
Παρακάτω φαίνονται τα αποτελέσµατα του αλγόριθµου βαθµίδας για µια τυχαία 
εκτέλεση του προγράµµατος. 
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Παράρτηµα Α’ 
 
Α’.1: Κώδικας τροχιάς Brown-σχήµα 1.2 
 
randn('state',100) 
T=1; N=500; dt=T/N; 
dW=sqrt(dt)*randn(1,N); 
W=cumsum(dW); 
plot([0:dt:T],[0,W],'r-') 
xlabel('t','FontSize',16) 
ylabel('W(t)','FontSize',16,'Rotation',0) 
 
Α’.2: exact and Euler-Maryuama solutions-σχήµα 1.3.2 
 
lambda=2; mu=1; Xzero=1; 
T=1; N=2^8; dt=T/N; 
M=3; 
sfalma=zeros(3,3); 
for s=1:M 
    dW=sqrt(dt)*randn(1,N); 
    W=cumsum(dW); 
    Xtrue=Xzero*exp((lambda-0.5*mu^2)*([dt:dt:T])+mu*W); 
    subplot(2,1,1),plot([0:dt:T],[Xzero,Xtrue],'m-'), hold on 
     
    Xem=zeros(1,N); 
    Xtemp=Xzero; 
    for j=1:N 
        Winc=dW(j); 
        Xtemp=Xtemp+dt*lambda*Xtemp+mu*Xtemp*Winc; 
        Xem(j)=Xtemp; 
    end 
    subplot(2,1,1),plot([0:dt:T],[Xzero,Xem],'c-'),hold on 
    xlabel('t','FontSize',12) 
    ylabel('S','FontSize',16,'Rotation',0,'HorizontalAlignment',     
    'right') 
    legend('3 individual paths','euler-maruyama solution',2) 
    grid on 
      
    sfalma(s,1)=Xtrue(N); 
    sfalma(s,2)=Xem(N); 
    sfalma(s,3)=Xtrue(N)-Xem(N); 
    subplot(2,1,2),bar(sfalma) 
    legend('Sem(T)','Strue(T)','error') 
    colormap cool 
    grid on    
end 
 
Α’.3: portfolio optimization 
 
vita=[0.4 0.5]; 
sigma=[2 1 1; 1 2 1]; %pinakas 2x3 
xzero=[2 1]; 
sigma_tet=sigma.^2; 
  
T=1; N=2^8; dt=T/N; 
ar=0.02; %epitokio 
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w=20000; 
Xemar=zeros(1,N); 
f=zeros(w,1); %pinakas pou tha periexei tin timi tis metoxis1 ti 
stigmi T gia kathe w 
g=zeros(w,1); %pinakas pou tha periexei tin timi tis metoxis2 ti 
stigmi T gia kathe w 
r=zeros(w,1); %pinakas pou tha periexei tin timi tou omologou ti 
stigmi T gia kathe w 
  
dW=zeros(3,N); 
W=zeros(3,N); 
  
akrivi_lisi=zeros(2,N); 
liseis=zeros(2,N); 
  
% upologismos kinisis brown 
for m=1:w 
       
 for i=1:2 
  dW(i,1)=sqrt(dt)*randn; 
  W(i,1)=dW(i,1); 
  
    for j=2:N 
     dW(i,j)=sqrt(dt)*randn; 
     W(i,j)=W(i,j-1)+dW(i,j); 
    end 
    
 end 
 
%akrivi lisi tis eksisosis tou omologou 
Xemar=exp(ar*[dt:dt:T]);  
r(m,1)=Xemar(1,N); 
      
%upologismos akrivis liseis  
for i=1:2 
Xtrue=xzero(i)*exp((vita(i)-
0.5*(sum(sigma_tet(i,:))))*([dt:dt:T])+(sigma(i,1)*W(1,:)+sigma(i,2)*
W(2,:)+sigma(i,3)*W(3,:))); 
akrivi_lisi(i,:)=Xtrue; 
  if m==1 
   plot([0:dt:T],[xzero(i),Xtrue],'b-'),hold on  
  end 
  
end 
  
%upologismos lisis me ti methodo euler-maruyama 
for i=1:2 
  Xem=zeros(1,N); 
  Xtemp=xzero(i); 
   for j=1:N 
    Winc=dW(1,j); 
    Winc2=dW(2,j); 
    Winc3=dW(3,j); 
    
Xtemp=Xtemp+dt*vita(i)*Xtemp+(sigma(i,1)*Winc+sigma(i,2)*Winc2+sigma(
i,3)*Winc3)*Xtemp; 
    Xem(j)=Xtemp; 
    liseis(i,j)=Xem(j); 
   end 
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   if m==1 
     plot([0:dt:T],[xzero(i),Xem],'r-*'),hold on   
   end 
end 
  
f(m,1)=liseis(1,N); 
g(m,1)=liseis(2,N); 
  
end 
  
xlabel('t','FontSize',12) 
ylabel('S','FontSize',16,'Rotation',0,'HorizontalAlignment','right') 
  
xmin=0; 
ymin=0; 
dx=0.01; 
dy=0.01; 
x=zeros(99,1); 
y=zeros(99,1); 
U=zeros(99,99); 
Y=zeros(99,99); 
for i=1:99 
    for j=1:99 
      x(i)=xmin+dx*i; 
      y(j)=ymin+dy*j; 
      z=1-x(i)-y(j); 
       
      U(i,j)=maxG(x(i),y(j),z,f,g,r); 
      Y(i,j)=maxGpoini(x(i),y(j),z,f,g,r); 
     end    
 end   
  
figure 
surf(x,y,U) 
colorbar 
  
figure 
surf(x,y,Y) 
colorbar 
  
x=0.32; 
y=0.02; 
z=0.66; 
  
% algorithmos vathmidas 
precision=0.00001; 
 
Xold1=0.01; 
Xold2=0.01; 
Xold3=0; 
  
Xnew1=x; 
Xnew2=y; 
Xnew3=1-Xnew1-Xnew2; 
  
 
yui=maxGpoini(Xnew1,Xnew2,Xnew3,f,g,r) 
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while(abs(maxGpoini(Xnew1,Xnew2,Xnew3,f,g,r)-
maxGpoini(Xold1,Xold2,Xold3,f,g,r))/abs(maxGpoini(Xold1,Xold2,Xold3,f
,g,r)))>precision 
 
    Xold1=Xnew1; 
    Xold2=Xnew3; 
    Xold3=1-Xold1-Xold2; 
     
    grd=gradientG(Xold1,Xold2,Xold3,f,g,r); 
     
    Xnew1=Xold1-0.001*up(1); 
    Xnew2=Xold2-0.001*up(2); 
    Xnew3=1-Xnew1-Xnew2; 
     
end 
xfinal1=Xnew1; 
xfinal2=Xnew2; 
xfinal3=Xnew3; 
aksia=maxGpoini(xfinal1,xfinal2,xfinal3,f,g,r); 
 
disp('i megisti anamenomeni aksia xartofilakiou einai') 
  
disp(aksia) 
disp('gia thita:') 
  
disp(xfinal1) 
disp(xfinal2) 
disp(xfinal3) 
 
Α’.4: υπορουτίνα-υπολογισµός gradient 
 
function [grandG] = gradientG(w1,w2,w3,fw,gw,rw) 
% upologismos gradient 
grandG=zeros(1,3); 
w=max(size(fw)); 
t1=zeros(w,1); 
t2=zeros(w,1); 
t3=zeros(w,1); 
  
for m=1:w 
 t1(m,1)=0.4*fw(m,1)*exp(-0.4*(fw(m,1)*w1+gw(m,1)*w2+rw(m,1)*w3)); 
end 
grandG(1)=sum(t1)/w; 
  
for m=1:w 
   t2(m,1)=0.4*gw(m,1)*exp(-0.4*(fw(m,1)*w1+gw(m,1)*w2+rw(m,1)*w3)); 
end 
grandG(2)=sum(t2)/w; 
  
for m=1:w 
   t3(m,1)=0.4*rw(m,1)*exp(-0.4*(fw(m,1)*w1+gw(m,1)*w2+rw(m,1)*w3));    
end 
grandG(3)=sum(t3)/w; 
  
end 
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Α’.5: υπορουτίνα-υπολογισµός αναµενόµενης ωφελιµότητας 
 
% anamenomeni timi sinartisis ofelimotitas xartofilakiou  
function mtuV = maxG(w1,w2,w3,fw,gw,rw) 
  
w= max(size(fw)); 
axiaV=zeros(w,1); 
utilityV=zeros(w,1); 
  
for m=1:w 
   axiaV(m)= w1*fw(m)+w2*gw(m)+w3*hw(m); 
   utilityV(m)=1-exp(-0.4*axiaV(m)); 
end 
  
mtuV=sum(utilityV)/w; 
  
end 
 
Α’.6: υπορουτίνα-υπολογισµός αναµενόµενης ωφελιµότητας (µε ποινή) 
 
% anamenomeni timi sinartisis ofelimotitas xartofilakiou me sinartisi 
% poinis 
function mtuVP = maxGpoini(w1,w2,w3,fw,gw,rw) 
  
w= max(size(fw)); 
axiaVP=zeros(w,1); 
utilityVP=zeros(w,1); 
  
poini=log(w1)+log(w2)+log(1-w1)+log(1-w2); 
for m=1:w 
   axiaVP(m)= w1*fw(m)+w2*gw(m)+w3*rw(m); 
   utilityVP(m)=1-exp(-0.4*axiaVP(m)); 
end 
  
mtuVP=(sum(utilityVP)/w)+0.0001*poini; 
  
end 
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