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Κεφάλαιο 1

Χώροι Sobolev

1.1 Χώροι Banach
Ορισμός 1.1. Έστω Χ διανυσματικός χώρος. Μια απεικόνιση
∥ · ∥ : X → R λέγεται νόρμα αν ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες:

(i) ∥x∥ ≥ 0 για κάθε x ϵ X

(ii) ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0

(iii) ∥λx∥ = |λ|∥x∥ για κάθε x ϵ X και λ ϵ R.

(iv) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ για κάθε x, y ϵ X (τριγωνική ανισότητα).

Ορισμός 1.2. Ένας χώρος με νόρμα (X, ∥ · ∥) λέγεται χώρος Banach
αν είναι πλήρης ως προς τη μετρική που ορίζει η νόρμα. (Δηλαδή αν
κάθε ακολουθία Cauchy στον X συγκλίνει σε κάποιο στοιχείο του X.)

1.2 Χώροι Hilbert
Ορισμός 1.3. Έστω V ένας μιγαδικός διανυσματικός χώρος. Εσωτε-
ρικό γινόμενο στον V είναι μια απεικόνιση

⟨·, ·⟩ : V × V → C

τέτοια ώστε για κάθε x, y, z ϵ V και για κάθε λ ϵ C να ισχύουν:

(i) ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩

(ii) ⟨λx, y⟩ = λ⟨x, y⟩
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(iii) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩

(iv) ⟨x, x⟩ ≥ 0 και αν ⟨x, x⟩ = 0 τότε x = 0.

Ένας διανυσματικός χώρος V μαζί με ένα εσωτερικό γινόμενο ⟨·, ·⟩
λέγεται διανυσματικός χώρος με εσωτερικό γινόμενο.

Cauchy-Schwarz. Έστω (V, ⟨·, ·⟩) διανυσματικός χώρος με εσωτερικό
γινόμενο. Τότε, για κάθε x, y ϵ V ισχύει

|⟨x, y⟩|2 ≤ ⟨x, x⟩ ⟨y, y⟩

Πόρισμα 1.1. Έστω (V, ⟨·, ·⟩) διανυσματικός χώρος με εσωτερικό γινό-
μενο. Τότε η συνάρτηση

∥ · ∥ : V → R+, ∥x∥ = ⟨x, x⟩1/2

ορίζει μια νόρμα στον V, ισοδύναμα για κάθε x, y ϵ V και για κάθε
λ ϵ C ισχύει:

(i) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥

(ii) ∥λx∥ = |λ|∥x∥

(iii) ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0.

Ορισμός 1.4. Ένας διανυσματικός χώρος (V, ⟨·, ·⟩) με εσωτερικό γι-
νόμενο ονομάζεται χώρος Hilbert αν είναι πλήρης ως προς τη νόρμα
(μετρική) που ορίζει το εσωτερικό γινόμενο.

Ορισμός 1.5. Έστω H ένας χώρος Hilbert και S γραμμικό υποσύνολο
του H τέτοιο ώστε το S να είναι κλειστό στον H. Τότε, το S ονομάζεται
υπόχωρος του H.

Ορισμός 1.6. Έστω (H, ⟨·, ·⟩) ένας χώρος Hilbert και M ⊂ H ένα υπο-
σύνολό του. Ορίζουμε το ορθογώνιο συμπλήρωμα του Μ ως το σύνολο

M⊥ := {v ϵ H : ⟨v, x⟩ = 0,∀x ϵ M}.

Θεώρημα 1.1. Έστω (H, ⟨·, ·⟩) ένας χώρος Hilbert και M ⊂ H ένα
υποσύνολό του. Τότε, το σύνολο M⊥ είναι υπόχωρος του Hilbert.
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Απόδειξη. Έστω v1, v2 ϵ M
⊥ και λ ϵ R. Τότε

(i) ⟨0, x⟩ = 0, ∀x ϵ M.

(ii) ⟨v1 + v2, x⟩ = ⟨v1, x⟩+ ⟨v2, x⟩ = 0 + 0 = 0, ∀x ϵ M.

(iii) ⟨λv1, x⟩ = λ⟨v1, x⟩ = λ · 0 = 0, ∀x ϵ M.

Άρα ο M⊥ είναι υπόχωρος του H.

□

Πόρισμα 1.2. Έστω H χώρος Hilbert.

(i) Για κάθε υποσύνολα M,N ⊂ H,M ⊂ N =⇒ N⊥ ⊂M⊥

(ii) Για κάθε υποσύνολο Μ του Η το οποίο περιέχει το 0 ισχύει ότι
M ∩M⊥ = {0}.

(iii) {0}⊥ = H.

(iv) H⊥ = {0}.

Απόδειξη.

(i) Έστω v ϵ N⊥. Τότε, ⟨v, x⟩ = 0, ∀x ϵ N =⇒ ⟨v, x⟩ = 0, ∀x ϵ M =⇒
v ϵ M⊥.

(ii) Έστω v ϵ M∩M⊥. Τότε, v ϵ M και vϵM⊥. Άρα, ⟨v, x⟩ = 0, ∀x ϵ M =⇒
⟨v, v⟩ = 0 =⇒ v = 0.

(iii) Ισχύει ότι ⟨0, x⟩ = 0, ∀x ϵ H. Άρα, από τον ορισμό ισχύει ότι {0}⊥ =
H.

(iv) Αφού ισχύει ότι H⊥ ⊂ H , και έχουμε ότι H⊥∪H = {0}, συνεπάγεται
ότι H⊥ = {0}.

□

Θεώρημα 1.2. Έστω (H, ⟨·, ·⟩) χώρος Hilbert και ∥·∥ η επαγόμενη νόρμα
από το εσωτερικό γινόμενο. Τότε, για κάθε u, v ϵ H έχουμε

∥u+ v∥2 + ∥u− v∥2 = 2(∥u∥2 + ∥v∥2).
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Απόδειξη.

∥u+ v∥2 + ∥u− v∥2 = ⟨u+ v, u+ v⟩+ ⟨u− v, u− v⟩

= ⟨u, u⟩+ 2⟨u, v⟩+ ⟨u, u⟩+ ⟨v, v⟩ − 2⟨u, v⟩+ ⟨v, v⟩

= 2(∥u∥2 + ∥v∥2).

□

Θεώρημα 1.3. Έστω Μ υπόχωρος ενός χώρου Hilbert H. Έστω v ϵ H\M
και ορίζουμε δ := inf{∥v − w∥ : w ϵ M}. Τότε, υπάρχει wo ϵ M τέτοιο
ώστε:

(i) ∥v − wo∥ = δ.

(ii) v − wo ϵ M
⊥.

Απόδειξη.

(i) Έστω {wn} μια ακολουθία τέτοια ώστε lim
k→∞

∥v−wn∥ = δ. Θα δείξουμε
ότι η ακολουθία {wn} είναι ακολουθία Cauchy. Από τον κανόνα του
παραλληλογράμμου έχουμε ότι

∥(wn − v) + (wm − v)∥2 + ∥(wn − v)− (wm − v)∥2 = 2(∥wn − v∥2 + ∥wm − v∥2).

Ισχύει ότι

0 ≤ ∥wn − wm∥2 = 2(∥wn − v∥2 + ∥wm − v∥2)− 4∥1
2
(wn − wm)− v∥2.

Αφού ο Μ είναι υπόχωρος, ισχύει ότι 1
2
(wn + wm) ϵ M, έχουμε

∥1
2
(wn + wm − v)∥ ≥ δ.

Άρα,

0 ≤ ∥wn − wm∥2 ≤ 2(∥wn − v∥2 + ∥wm − v∥2)− 4δ2.

Για m,n→ ∞ έχουμε ότι

2∥wn − v∥2 + 2∥wm − v∥2 − 4δ → 2δ2 + 2δ2 − 4δ2 = 0.

Συνεπώς, ∥wn − wm∥ → 0, και έτσι η {wn} είναι Cauchy. Άρα,
υπάρχει wo ϵ M̄ = M τέτοιο ώστε wn → wo. Λόγω συνέχειας της
νόρμας έχουμε ότι ∥wo − v∥ = δ.
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(ii) Έστω z = wo − v , με ∥z∥ = δ. Θα αποδείξουμε ότι z ⊥ M. Έστω
w ϵ M και λ ϵ R. Τότε, wo + λw ϵ M και η ποσότητα

∥z − λw∥2 = ∥v − (wo + λw)∥2

έχει ελάχιστο για λ = 0. Άρα,

0 =
d

dλ
∥z − λw∥2 |λ=0= −2⟨z, w⟩.

Άρα, για κάθε w ϵ M ισχύει ότι

⟨v − wo, w⟩ = ⟨z, w⟩ = 0.

που σημαίνει ότι το v − wo⊥M ή v − wo ϵ M
⊥.

□

Θεώρημα 1.4. Έστω M υπόχωρος ενός χώρου Hilbert H και v ϵ H.
Τότε, ισχύει ότι

H =M ⊕M⊥

Απόδειξη. Έστω x ϵ H. Αν y είναι το μοναδικό σημείο του που είναι
το πιο κοντινό στο x, τότε έχουμε ότι y′ = x − y ϵ M⊥. Άρα, x = y + y′,
όπου y ϵ M και y′ ϵ M⊥. Επιπλέον, έχει δειχθεί ότι M ∩M⊥ = {0}, το
οποίο συνεπάγεται το ζητούμενο.

□

Ορισμός 1.7. Ένας τελεστής P πάνω σε ένα γραμμικό χώρο V ονο-
μάζεται προβολή αν P 2 = P.

Παρατήρηση 1.1. Παρατηρούμε ότι αν H χώρος Hilbert και M ένας
υπόχωρός του, τότε υπάρχει P : H → M με Px = y, για κάθε x ϵ H,
όπου x = y+y′ με y ϵ M και y′ ϵ M⊥.(Συμβολίζουμε την προβολή αυτή
με PM)

Θεώρημα 1.5. Έστω H χώρος Hilbert και u ϵ H. Θεωρούμε την απει-
κόνιση Lu : H → R με Lu(v) = ⟨u, v⟩. Τότε, η Lu είναι γραμμική και
συνεχής.

Απόδειξη. Λόγω της γραμμικότητας και συνέχειας του εσωτερικού
γινομένου, ισχύει ότι η Lu είναι γραμμική και συνεχής.

□
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Θεώρημα 1.6. Θεώρημα αναπάραστασης του Riesz. Κάθε συνέχης
γραμμική συνάρτηση L σε ένα χώρο Hilbert H μπορεί να αναπα-
ρασταθεί μοναδικά ως

L(v) = ⟨u, v⟩

για κάποιο u ϵ H. Επιπλέον, έχουμε ότι

∥Lu∥H = ∥u∥H .

Απόδειξη. Έστω M := ⟨v ϵ H : L(v) = 0⟩. Παρατηρούμε ότι το M
είναι υπόχωρος του H λόγω της γραμμικότητας και της συνέχειας της
L. Συνεπώς, H =M ⊕M⊥.

(i) Αν M⊥ = {0} τότε M = H και αυτό συνεπάγεται ότι L ≡ 0, συνεπώς
ισχύει για u = 0.

(ii) Αν M ̸= {0} συνεπώς ένα z ϵ M⊥ , με z ̸= 0. Τότε, L(z) ̸= 0, διότι αν
L(z) = 0 z ϵ M ∩M⊥ = {0}. Για v ϵ H και β ϵ L(v)/L(z) έχουμε ότι

L(v − βz) = L(v)− βL(z) = 0.

Άρα, v − βz ϵ M , δηλαδή v − βz = PMv και συνεπώς βz = PM⊥v.
Συγκεκριμένα, αν v ϵ M⊥, τότε v−βz = 0 ή v = βz το οποίο έπεται
ότι ο M⊥ είναι μονοδιάστατος. Επιλέγουμε

u :=
L(z)

∥z∥2H
z.

Παρατηρούμε ότι u ϵ M⊥. Όποτε, έχουμε

⟨u, v⟩ = ⟨u, (v − βz) + βz⟩

= ⟨u, v − βz⟩+ ⟨u, βz⟩

= ⟨u, βz⟩ = β
L(z)

∥z∥2H
⟨z, z⟩

= βL(z) = L(v).

Για την μοναδικότητα, έστω u1, u2 δύο στοιχεία τέτοια. Τότε,

0 = L(u1 − u2)− L(u1 − u2) = ⟨u1, u1 − u2⟩ − ⟨u2 − u1 − u2⟩ = ⟨u1 − u2, u1 − u2⟩

το οποίο συνεπάγεται ότι u1 = u2.
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Τέλος, απομένει να αποδειχθεί ότι ∥L∥H′ = ∥u∥H . Παρατηρούμε πρώτα
ότι

∥u∥H =
L(z)

∥z∥H
.

Από τον ορισμό της δυικής νόρμας συνεπάγεται ότι

∥L∥H⊥ = sup
0̸=v ϵ H

∥L(v)∥
∥v∥H

= sup
0̸=v ϵ H

|⟨u, v⟩|
∥v∥H

≤ ∥u∥H

=
L(z)

∥z∥H
≤ ∥L∥H′ .

Συνεπώς, ∥L∥H′ = ∥u∥H .

□

1.3 Χώροι Hölder
Θεωρούμε U ⊂ R ένα ανοιχτό σύνολο και γ ϵ (0, 1].

Ορισμός 1.8. Οι συναρτήσεις u : U → R που ικανοποιούν την σχέση
|u(x)− u(y)| ≤ C|x − y|γ για κάποιο γ ϵ (0, 1] λέγονται Hölder συνεχείς
με εκθέτη γ.

Ορισμός 1.9.

i) Εάν η συνάρτηση u : U → R είναι φραγμένη και συνεχής, η νόρμα
στο C(U) είναι ∥u∥C(U) := sup

x ϵ U

|u(x)|.

ii) Η γth- Hölder ημινόρμα της u : U → R είναι η

[u]C0,γ(U) := sup
x,y ϵ U,x̸=y

{
|u(x)− u(y)|

|x− y|γ

}
.

iii) Ο Hölder χώρος Ck,γ(U) αποτελείται από όλες τις συναρτήσεις
u ϵ Ck(U) με την νόρμα να είναι πεπερασμένη και ορισμένη ως
εξής

∥u∥Ck,γ(U) :=
∑
|a|≤k

∥Dau∥C(U) +
∑
|a|=k

[Dau]C0,γ(U) .
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Επομένως ο χώρος Ck,γ(U) αποτελείται από αυτές τις συναρτήσεις u
που είναι k-φορές συνεχώς παραγωγίσιμες και των οποίων η kth -μερική
παράγωγος είναι φραγμένη και Hölder συνεχής με εκθέτη γ.

Παρατήρηση 1.2. Οι Hölder χώροι δεν είναι συχνά κατάλληλοι για την
στοιχείωση και την μελέτη των μερικών διαφορικών εξισώσεων, διότι
δεν ξέρουμε πάντα αν οι λύσεις των μερικών διαφορικών εξισώσεων
ανήκουν στον Hölder χώρο. Απεναντίας χρειαζόμαστε χώρους που
έχουν λιγότερες λείες συναρτήσεις. Μια περίπτωση αυτών των χώρων
είναι οι χώροι Sobolev.

Θεώρημα 1.7. O χώρος των συναρτήσεων Ck,γ(U) είναι χώρος Banach.

1.4 Χώροι Sobolev

1.4.1 Ασθενής παράγωγος
Ορισμός 1.10. Έστω ο C∞

c (U) ο χώρος των απείρως παραγωγίσι-
μων σναρτήσεων ϕ : U → R των οποίων το στήριγμα είναι συμπαγές
υποσύνολο του U . Το στήριγμα μιας συνεχούς συνάρτησης είναι το
σύνολο (ή η κλειστότητα αυτού) πάνω στο οποίο η συνάρτηση δεν μη-
δενίζεται. Μια συνάρτηση ϕ που ανήκει στο C∞

c (U) συνήθως καλείται
συνήθως δοκιμαστική συνάρτηση.

Ορισμός 1.11. Έστω u, v ϵ L1
loc(U) και α είναι ένα διάνυσμα. Λέμε ότι

το v είναι η αth ασθενής μερική παράγωγος της u, και συμβολίζουμε
με Dαu = v , αν ισχύει∫

U

uDαϕdx = (−1)|a|
∫
U

vϕdx

για όλες τις δοκιμαστικές συναρτήσεις ϕ ϵ Coo
c (U).

Θεώρημα 1.8. Η α-ασθενής μερική παράγωγος της u, αν υπάρχει,
είναι μοναδικά ορισμένη σχεδόν παντού στο L1

loc(U).

Απόδειξη. Έστω ότι υπάρχουν δύο συναρτήσεις v, v ϵ L1
loc(U) τέτοιες

ώστε ∫
U

uDαϕdx = (−1)|a|
∫
U

vϕdx = (−1)|a|
∫
U

vϕdx ∀ϕ ϵ Coo
c (U).

Συνεπώς v = v σχεδόν παντού στο L1
loc(U).
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□

Ορισμός 1.12. Ο χώρος Sobolev W k,p(U), με k ϵ N ∪ {0} και 1 ≤ p ≤ ∞
απαρτίζεται από όλες τις τοπικά αθροίσιμες συναρτήσεις u : U → R
τέτοιες ώστε για κάθε διάνυσμα α με |α| ≤ k , υπάρχει η α-ασθενής
μερική παράγωγος Dau και ανήκει στον Lp(U).

Παρατήρηση 1.3. Στον παραπάνω ορισμό, αν p = 2 τότε γράφουμε
Hk(U) = W k,2(U). Αν επιπλέον k = 0, τότε Ho(U) = L2(U).

Ορισμός 1.13. Αν u ϵ W k,p(U) , ορίζουμε τη νόρμα

∥u∥Wk,p(U) :=



( ∑
|α|≤k

∫
U
|Dau|pdx

)1/p

, 1 ≤ p <∞

∑
|α|≤k

ess supU |Dau| , p = ∞

Ορισμός 1.14. Εστω και δύο χώροι Banach με νόρμες ∥ · ∥X , ∥ · ∥Y
και X ⊂ Y . Θα λέμε ότι ο είναι συμπαγώς ενσωματωμένος στον
(X ⊂⊂ Y ), αν

• ∥x∥Y ≤ C∥x∥X (x ϵ X) για κάποια σταθερά C, και

• κάθε ακολουθία σε κάθε φραγμένο υποσύνολο του έχει υπακο-
λουθία που είναι Cauchy ως προς τη νόρμα ∥ · ∥Y .

Ορισμός 1.15.

• Έστω {um}∞m=1 και u ϵ W k,p(U). Θα λέμε ότι η um συγκλίνει στο
u στο W k,p(U) και γράφουμε um −→ u στο W k,p(U), αν

lim
m→∞

∥um − u∥Wk,p(U) = 0

• Γράφουμε um → u στο W k,p
loc (U), αν um → u στο W k,p(V ) για κάθε

V ⊂⊂ U .

Ορισμός 1.16. Συμβολίζουμε με W k,p
o (U) την πλήρωση (κλειστότητα)

του C∞
c (U) ως προς η νόρμα ∥ · ∥Wk,p(U).

Σημείωση 1.1. Γράφουμε Hk
o (U) = W k,2

o (U).
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Θεώρημα 1.9. Ασθενής Παράγωγος. Έστω u, v ϵ W k,p(U) |a| ≤ k. Τότε

(i) Dau ϵ WK−|a|,p(U) και Dβ(Dαu) = Dα(Dβu) = Dα+βu για κάθε διάνυ-
σμα α και β με |α|+ |β| ≤ k.

(ii) Για κάθε λ, µ ϵ R, λu+µv ϵ W k,p(U) και Dα(λu+µv) = λDαu+µDαv,
|α| ≤ k.

(iii) Αν V είναι ένα ανοικτό υποσύνολο του U, τότε u ϵ W k,p(V ).

(iv) Αν ζ ϵ C∞
c (U), τότε ζu ϵ W k,p(U) και

Dα(ζu) =
∑
β≤α

(
α

β

)
DbζDα−βu (Leibniz′formula)

όπου
(
α
β

)
= α!

β!(α−β)!
.

Απόδειξη.

(i) Έστω ϕ ϵ C∞
c (U). Τότε Dβϕ ϵ C∞

c (U), και συνεπώς∫
U

DαuDβϕdx = (−1)|α|
∫
uDα+βϕdx

= (−1)|α|(−1)|α+β|
∫
U

Dα+βuϕdx = (−1)|β|
∫
U

Dα+βuϕdx.

Άρα Dβ(Dαu) = (Dα+β)u υπό ασθενή έννοια.

(ii), (iii) Οι αποδείξεις των (ii),(iii) είναι απλές εφαρμογές των ιδιοτή-
των του ολοκληρώματος Lebesque.

(iv) Θα δουλέψουμε με επαγωγή ως προς το ∥α∥. Για ∥α∥ = 1 έχουμε∫
U

ζuDαϕdx =

∫
uDα(ζϕ)dx−

∫
uϕDαζdx = −

∫
U

(ζDαu+ uDαζ)ϕdx.

Επιπλέον,

Dα(ζu) = ζDαu+ uDαζ

άρα ισχύει. Έστω l < k και ότι ισχύει για όλα τα α ≤ l και όλες
τις συναρτήσεις ζ. Τότε για |α| = l + 1, υπάρχουν διανύσματα
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β, γ τέτοια ώστε α = β + γ , |β| = l και γ = 1. Τότε, για κάποιο
ϕ ϵ C∞

c (U) έχουμε∫
U

ζuDαϕdx =

∫
U

ζuDβ(Dγϕ)dx

= (−1)|β|
∫
U

∑
σ≤β

(
α

σ

)
DσζDβ−σuDγϕdx

= (−1)|α|
∫
U

∑
σ≤β,ρ=σ+γ

(
β

σ

)
[DρζDα−ρu+DσζDα−σu]ϕdx

= (−1)|α|
∫
U

[ ∑
σ⩽α

(
α
σ

)
DσζDα−σu

]
ϕdx,

αφού

=

(
β

σ − γ

)
+

(
β

σ

)
=

(
α

σ

)
.

□

Θεώρημα 1.10. Οι χώροι Sobolev ως χώροι συναρτήσεων. Για κάθε
k = 1, 2, ... και 1 ≤ p ≤ ∞, οι χώροι Sobolev W k,p(U) είναι χώροι
Banach.

Απόδειξη. Αρχικά θα αποδείξουμε ότι η ∥ · ∥Wk,p(U) είναι νόρμα. Εύ-
κολα αποδεικνύεται ότι

∥λu∥Wk,p(U) = |λ|∥u∥Wk,p(U)

και ότι

∥u∥Wk,p(U) = 0 ⇐⇒ u = 0 σχεδόν παντού.

Έστω u, v ϵ W k,p(U). Τότε αν 1 ≤ p < ∞ από την ανισότητα Minkowski
έχουμε ότι

∥u+ v∥Wk,p(U) =

( ∑
|α|⩽k

∥Dαu+Dαv∥pLp(U)

)1/p
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≤
( ∑

|α|≤k

(
∥Dαu∥Lp(U) + ∥Dαv∥Lp(U)

)p )1/p

≤
( ∑

|α|⩽k

(∥Dαu∥pLp(U)

)1/p

+

( ∑
|α|⩽k

(∥Dαv∥pLp(U)

)1/p

= ∥u∥Wk,p(U) + ∥v∥Wk,p(U).

Μένει να αποδείξουμε ότι ο W k,p(U) είναι πλήρης ως προς τη νόρμα
∥ · ∥Wk,p(U). Έστω {un}∞n=1 ακολουθία Cauchy στον W k,p(U). Τότε, για
κάθε |α| ≤ k, {Dαun}∞n=1 είναι Cauchy ακολουθία στον Lp(U). Αφού ο
Lp(U) είναι πλήρης, υπάρχουν συναρτήσεις uα ϵ Lp(U) τέτοιες ώστε

Dαun −→ uα στον Lp(U)

για κάθε

|α| ≤ k.

Συγκεκριμένα,

un −→ u(0,0,...,0) := u στον Lp(U).

Ισχυριζόμαστε ότι u ϵ W k,p(U) και Dαu = uα όπου |α| ≤ k. Πράγματι,
έστω ϕ ϵ C∞

c (U). Τότε∫
U

uDαϕdx = lim
m→∞

∫
U

umD
αϕdx

= lim
m→∞

(−1)|α|
∫
U

Dαumϕdx

= (−1)α
∫
U

uαϕdx

Ο ισχυρισμός που έγινε επαληθεύτηκε και άρα αφού Dαum → Dαu στον
Lp(U) για κάθε |α| ≤ k, συνεπάγεται ότι um → u στον W k,p(U), το οποίο
είναι το ζητούμενο.

□
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1.5 Προσεγγίσεις σε χώρους Sobolev
Σημείωση 1.2. Uε := {x ϵ U : dist(x, ∂U) > ε}.

Ορισμός 1.17.

(i) Ορίζουμε η ϵ C∞(Rn) με

η(x) :=

{
Ce

1
|x|2−1 , | x |< 1

0, | x |≥ 1

με C > 0 σταθερά τέτοια ώστε
∫
Rn ηdx = 1

(ii) Για κάθε ε > 0, ορίζουμε τη συνάρτηση Standard Mollifier ως

ηε(x) :=
1
εn
η(x

ε
). Η συνάρτηση ηε είναι C∞(Uε) και ισχύει∫

R ηεdx = 1, supp(ηε) ⊂ B(0, ε).

Ορισμός 1.18. Αν η συνάρτηση f : U → R είναι τοπικά ολοκληρώσιμη,
τότε ορίζουμε τη συνάρτηση Mollifier της f ως

fε := ηε ∗ f, στο Uε

με τύπο

f ε(x) =

∫
U

ηε(x− y)f(y)dy =

∫
B(0,ε)

ηε(y)f(x− y)dy,

για x ϵ Uε.

Θεώρημα 1.11. Ιδιότητες συναρτήσεων mollifier

(i) f ε ϵ C∞(Uε)

(ii) f ε → f σχεδόν παντού, καθώς ε → 0

(iii) Αν f ϵ C(U), τότε f ε → f ομοιόμορφα σε συμπαγή υποσύνολα
του U .

(iv) Αν 1 ≤ p <∞ και f ϵ Lp
loc(U), τότε f ε → f στο Lp

loc(U).

Απόδειξη.
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(i) Έστω x ϵ Uε , i ϵ {1, ..., n}, και h αρκετά μικρό ώστε x + hei ϵ Uε.
Τότε

f ε(x+ hei)− f ε(x)

h
=

1

εn

∫
U

1

h

[
η(x+hei−y

ε
)− η(x−y

ε
)
]
f(y)dy

=
f ε(x+ hei)− f ε(x)

h
=

1

εn

∫
V

1

h

[
η(x+hei−y

ε
)− η(x−y

ε
)
]
f(y)dy

για κάποιο ανοιχτό σύνολο V ⊂⊂ U . Αφού

=
1

h

[
η(x+hei−y

ε
)− η(x−y

ε
)
]
→ 1

ε

∂η

∂xi
(
x− y

ε
)

ομοιόμορφα στο V , το ∂fε

∂xi
(x) υπάρχει και είναι ίσο με

∂f ε

∂xi
(x) =

∫
U

∂ηε
∂xi

(x− y)f(y)dy.

Παρόμοια αποδεικνύεται ότι το Dαf ε(x) υπάρχει και είναι ίσο με

Dαf ε(x) =

∫
U

Dαηε(x− y)f(y)dy, με x ϵ Uε,

για κάθε διάνυσμα α.

(ii) Σύμφωνα με το θεώρημα διαφορισιμότητας του Lebesque, αφού η
f είναι τοπικά διαφορίσιμη συνάρτηση f : Rn → R, ισχύει ότι

lim
r→0

∫
B(x,r)

| f(y)− f(x) | dy = 0

σχεδόν παντού στο U . Έστω x ϵ U . Τότε

|f ε(x)− f(x)| =
∣∣∣∣∫

B(x,ε)

ηε(x− y)[f(y)− f(x)]dy

∣∣∣∣
≤ 1

εn

∫
B(x,ε)

η(
x− y

ε
)|f(y)− f(x)|dy

≤ C

∫
B(x,ε)

|f(y)− f(x)|dy → 0, καθώς ε→ 0
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(iii) Έστω ότι f ϵ C(u). Δοθέντος V ⊂⊂ U επιλέγουμε V ⊂⊂ W ⊂⊂
U και παρατηρούμε ότι η f είναι ομοιόμορφα συνεχής στο W .
Επιπλέον, f ε → f ισχύει ομοιόμορφα για κάθε x ϵ V , άρα f ε → f
ομοιόμορφα στο V .

(iv) Έστω 1 ≤ p < ∞ και f ϵ Lp
loc(U). Επιλέγουμε ένα ανοιχτό υποσύ-

νολο V ⊂⊂ U και ένα ανοιχτό σύνολο W τέτοιο ώστε V ⊂⊂ W ⊂⊂
U . Ισχυριζόμαστε ότι για αρκετά μικρό ε > 0

∥f ε∥Lp(V ) ≤ ∥f∥Lp(W ).

Πράγματι, αν 1 < p <∞ και x ϵ V ,

|f ε(x)| =
∣∣∣∫B(x,ε)

ηε(x− y)f(y)dy
∣∣∣

≤
∫
B(x,ε)

η1−
1
p (x− y)η

1
p (x− y) | f(y) | dy

≤
(∫

B(x,ε)
ηε(x− y)dy

)1− 1
p
(∫

B(x,ε)
ηε(x− y)|f(y)|pdy

) 1
p
.

Όμως,
∫
B(x,ε)

ηε(x− y)dy = 1, άρα έχουμε∫
V
|f ε|pdx ≤

∫
V

(∫
B(x,ε)

ηε(x− y) | f(y) |p dy
)

≤
∫
W
|f(y)|p

(∫
B(x,ε)

ηε(x− y)dx
)
dy

=
∫
W
|f(y)|pdy,

δοθέντος ε > 0 αρκετά μικρό. Έστω δ > 0. Επιλέγουμε g ϵ C(W )
τέτοιο ώστε

∥f − g∥Lp(W ) < δ

Τότε

∥f ε − f∥Lp(V ) ≤ ∥f ε − gε∥Lp(V ) + ∥gε − g∥Lp(V ) + ∥g − f∥Lp(V )

≤ 2|g − f |Lp(W ) + |gε − g|Lp(V )

≤ 2δ + |gε − g|Lp(V )

Όμως, ισχύει gε → g ομοιόμορφα στο V , άρα έχουμε ότι
lim sup

ε→0

∥f ε − f∥Lp(V ) ≤ 2δ.



20 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΧΩΡΟΙ SOBOLEV

Θεώρημα 1.12. Τοπική προσέγγιση από ομαλές συναρτήσεις.

Έστω u ϵ W k,p(U) για κάποιο 1 ≤ p < ∞, k > 0 και θέτουμε uε =
ηε ∗ u στο Uε. Τότε:

(i) uε ϵ C∞(Uε), για κάθε ε > 0 και

(ii) uε → u στο W k,p
loc (U), καθώς ε→ 0

Απόδειξη.

i Η απόδειξη της (i) έχει γίνει στο θεώρημα (1.11)

ii Ισχυριζόμαστε ότι Dαuε = ηε ∗Dαu στο Uε με |α| ≤ k. Πράγματι, έστω
x ϵ Uε. Τότε

Dαuε(x) = Dα
∫
U
ηε(x− y)u(y)dy

=
∫
U
Dα

xηε(x− y)u(y)dy

= (−1)|a|
∫
U
Dα

y ηε(x− y)dy

Για σταθερό x ϵ Uϵ η συνάρτηση ϕ(y) := ηϵ(x−y) ανήκει στο C∞
c (U).

Συνεπώς, από τον ορισμό της ασθενής παραγώγου, έχουμε ότι∫
U
Dα

y ηε(x− y)u(y)dy = (−1)α
∫
U
ηε(x− y)Dαu(y)dy.

Άρα

Dαuε(x) = (−1)|α|
∫
U
ηε(x− y)Dαu(y)dy

=[ηε ∗Dαu](x).

Επιλέγουμε ένα ανοιχτό σύνολο V ⊂⊂ U . Από το θεώρημα (1.11)
έχουμε ότι Dαuε → Dαu στο Lp(V ) καθώς ε→ 0, για κάθε |α| ≤ k.
Συνεπώς

∥uε − u∥p
Wk,p(V )

=
∑

|α|≤k

∥Dαuε −Dαu∥p
LLp(V ) → 0

καθώς ε→ 0. Αυτό αποδεικνύει το (ii)
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Θεώρημα 1.13. Ολική προσέγγιση από ομαλές συναρτήσεις.

Έστω U είναι φραγμένο και έστω ότι u ϵ W k,p(U) για κάποιο 1 ≤
p < ∞. Τότε υπάρχουν συναρτήσεις um ϵ C∞(U) ∩ W k,p(U) τέτοιες
ώστε

um → u στο W k,p(U).

Απόδειξη. Έχουμε ότι U = ∪∞
i=1Ui, όπου

Ui := {x ϵ U |dist(x, ∂U) > 1

i
}

για i = 1, 2, ... και ορίζουμε

Vi := Ui+3 − Ūi+1.

Επιλέγουμε κάποιο ανοιχτό σύνολο Vo ⊂⊂ U τέτοιο ώστε U = ∪∞
i=0Vi.

Έστω τώρα είναι οικογένεια ομαλών διαμερίσεων της μονάδος {ζ}∞i=0

τέτοιες ώστε 0 ≤ ζi ≤ 1, ζi ϵ C
∞
c (Vi)

∞∑
i=0

ζi = 1, στο U

Έστω u ϵ W k,p(U). Τότε, ισχύει ότι ζiu ϵ W k,p(U) και supp(ζiu) ⊂ Vi.
Έστω δ > 0. Επιλέγουμε ε > 0 αρκετά μικρό ώστε ui := ηεi ∗ (ζiu) να
ικανοποιεί τη σχέση{

∥ui − ζiu∥Wk,p(U) ≤ δ
2i+1 για i = 0, 1, ...

supp(ui) ⊂ Wi για i = 1, ...

με Wi := Ui+4 − Ūi ⊃ Vi , i = 1, ...

Ορίζουμε v :=
∞∑
i=0

ui. Η συνάρτηση αυτή είναι C∞(U), αφού για κάθε

ανοιχτό σύνολο V ⊂⊂ U το άθροισμα έχει το πολύ αριθμήσιμες το πολύ
μη αρνητικές τιμές. Αφού u =

∞∑
i=0

ζiu , έχουμε ότι για κάθε V ⊂⊂ U

∥v − u∥Wk,p(V ) ≤
∞∑
i=0

∥ui − ζiu∥Wk,p(U)

≤ δ
∞∑
i=0

1
2i+1 = δ
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Παίρνοντας το supremum στα σύνολα V ⊂⊂ U καταλήγουμε ότι

∥v − u∥Wk,p(U) ≤ δ

□

Θεώρημα 1.14. Ολική προσέγγιση μέσω ομαλών συναρτήσεων μέχρι
το σύνορο. Έστω U φραγμένο σύνολο και ∂U είναι C1. Αν u ϵ W k,p(U)
για κάποιο 1 ≤ p <∞, τότε υπάρχουν συναρτήσεις um ϵ C∞(Ū) τέτοιες
ώστε

um → u στο W k,p(U).

Απόδειξη. Έστω x0 ϵ ∂U . Αφού το σύνορο ∂U είναι C1, υπάρχει μια
ακτίνα r > 0 και μια C1 συνάρτηση γ : Rn−1 → R τέτοια ώστε

U ∩B(xo, r) = {x ϵ B(x0, r) : xn > γ(x1, ..., xn−1)}.

Ορίζουμε

V := U ∩B(xo,
r

2
).

Επιπλέον, ορίζουμε το μετατοπισμένο σημείο xε := x + λεen με x ϵ V
και ε, λ > 0 και παρατηρούμε ότι για κάποιο λ > 0 αρκετά μεγάλο, η
μπάλα B(xε, ε) ανήκει στο U ∩ B(xo, r) για όλα τα x ϵ V και όλα τα
μικρά ε > 0.
Επιπλέον, ορίζουμε uε(x) = u(xε), x ϵ V και vε = ηε∗uε. Προφανώς, ισχύει
ότι vε ϵ C∞(V̄ ). Ισχυριζόμαστε ότι uε → u στο W k,p(V ). Πράγματι, έστω
α ένα οποιοδήποτε διάνυσμα με | α |≤ k

∥Dαuε −Dαu∥Lp(V ) ≤ ∥Dαuε −Dαuε∥Lp(V ) + ∥Dαuε −Dαu∥Lp(V ) → 0

Επιλέγουμε δ > 0. Αφού το ∂U είναι συμπαγές, μπορούμε να βρούμε
πεπερασμένα το πλήθος σημεία xoi ϵ ∂U , ακτίνες ri > 0, σύνολα Vi =
U ∩B(xoi ,

ri
2
) και συναρτήσεις vi ϵ C∞(V̄i) , i = 0, 1, ...N , τέτοια ώστε

U ⊂ ∪N
i=1B

o(xoi ,
ri
2
)

και

∥vo − v∥Wk,p(Vo) ≤ δ

Έστω {ζi}Ni=0 μια οικογένεια από ομαλές διαμερίσεις της μονάδας που

ορίζονται στα ανοιχτά σύνολα {Vi}Ni=0 του U . Ορίζουμε v :=
N∑
i=0

ζivi. Τότε

προφανώς v ϵ C∞(Ū) και για κάθε |α| ≤ k ισχύει
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∥Dαv −Dαu∥Lp(U) ≤
N∑
i=0

∥Dα(ζivi)−Dα(ζiu)∥Lp(Vi)

≤ C
N∑
i=0

∥vi − u∥Wk,p(Vi) = CNδ

□

1.6 Επέκταση
Θεώρημα 1.15. Θεώρημα Επέκτασης
Έστω U ένα φραγμένο σύνολο και ∂U είναι C1 . Επιλέγουμε ένα
ανοιχτό φραγμένο σύνολο V τέτοιο ώστε V ⊂⊂ U . Τότε υπάρχει ένας
φραγμένος γραμμικός τελεστής

E : W 1,p(U) → W 1,p(Rn)

όπου 1 ≤ p ≤ ∞ , τέτοιος ώστε για κάθε u ϵ W 1,p(U) να ισχύει:

(i) Eu = u σχεδόν παντού στο U

(ii) supp(Eu) ⊂ V

(iii) ∥Eu∥W 1,p(Rn) ≤ C∥u∥W 1,p(U) με σταθερά C η οποία εξαρτάται από
τα p, U και V .

Θεώρημα 1.16. Η συνάρτηση Eu καλείται επέκταση της u στον Rn.

Απόδειξη. Έστω x0 ϵ ∂U και υποθέτουμε ότι το ∂U είναι επίπεδο
{xn = 0}. Τότε μπορούμε να υποθέσουμε ότι υπάρχει μια ανοιχτή μπάλα
B, με κέντρο x0 και ακτίνα r, τέτοια ώστε{

B+ := B ∩ {xn ≥ 0} ⊂ Ū

B− := B ∩ {xn ≤ 0} ⊂ Rn − U

Προσωρινά υποθέτουμε ότι C∞(Ū). Ορίζουμε

ū(x) :=

{
u(x) xϵB+

−3u(x1, ..., xn−1,−xn) + 4u(x1, ..., xn−1,
−xn

2
) xϵB−

Η συνάρτηση αυτή καλείται η ανώτερης τάξης αντανάκλαση του u από
την B+ στην B−. Ισχυριζόμαστε ότι ū ϵ C1(B). Για να δείξουμε αυτό,
ορίζουμε u− := u|B− , u+ := u|B+. Θα δείξουμε πρώτα ότι u−xn

= u+xn
στο

{xn = 0}. Πράγματι
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∂u−

∂xn
(x) = 3 ∂u

∂xn
(x1, .., xn−1,−xn)− 2 ∂u

∂xn
(x1, .., xn−1,

−xn

2
)

και έτσι

u−xn
|{xn=0} = u+xn

|{xn=0}.

Τώρα, αφού u+ = u− στο {xn = 0}, εύκολα βλέπουμε ότι

u−xi
|{xn=0} = u+xi

|{xn=0}

για i = 1, .., n− 1. Άρα και

Dαu−|{xn=0} = Dαu+|{xn=0}

για κάθε |α| ≤ 1 και έτσι έχουμε ότι u ϵ C1(B). Παρατηρούμε επίσης ότι

∥ūW 1,p(B)∥ ≤ C∥u∥W 1,p(B+)

με C σταθερά ανεξάρτητη από το u.

Θεωρούμε τώρα ότι το ∂U δεν είναι κατανάγκη επίπεδο κοντά στο
xo. Τότε μπορούμε να βρούμε μια C1 απεικόνιση Φ , με αντίστροφη
Ψ , τέτοια ώστε η Φ να μετατρέπει σε επίπεδο το ∂U κοντά στο xo.
Γράφουμε y = Φ(x), x = Ψ(y)u′(y) := u(Ψ(y)). Επιλέγουμε μια μικρή
μπάλα B όπως πριν. Τότε λειτουργώντας όπως πριν επεκτείνουμε την
συνάρτηση u′ από το B+ σε μια συνάρτηση ū′ που ορίζεται σε όλο το
B, τέτοια ώστε ū′ = C1 και έχουμε την εκτίμηση

∥ū′∥W1,p(B) ≤ C∥u′∥W 1,p(B+).

θέτουμε W := Ψ(B). Τότε μετατρέποντας ξανά σε x-συντεταγμένες,
παίρνουμε την επέκταση ū του u στο W , με

∥ū∥W 1,p(W ) ≤ C∥u∥W 1,p(U).

Αφού το ∂U είναι συμπαγές, υπάρχουν πεπερασμένα το πλήθος σημεία
x0i ϵ ∂U , ανοιχτά σύνολα Wi και επεκτάσεις ūi του u στο Wi, τέτοια ώστε
Γ ⊂ ∪N

i=1Wi. Επιλέγουμε W0 ⊂⊂ U τέτοιο ώστε U ⊂ ∪N
i=1Wi και έστω

{ζi}Ni=0 μια διαμέριση της μονάδας. Γράφουμε ū :=
∑N

i=0 ζiūi, όπου
ūo = u. Τότε έχουμε την ανισότητα

∥ū∥W 1,p(Rn) ≤ C∥u∥W 1,p(U)

Με C σταθερά που είναι ανεξάρτητη από το u. Επιπλέον, μπορούμε το
υποστήριγμα του ū να το κανονίσουμε να βρίσκεται εντός του V ⊃⊃ U .

Ορίζουμε Eu := ū και παρατηρούμε ότι η απεικόνιση u 7→ Eu είναι
γραμμική. Υποθέτουμε τώρα ότι u ϵ W 1,p(U) και επιλέγουμε um ϵ C∞(Ū)
ώστε να συγκλίνουν στο u στο W 1,p(U). Άρα έχουμε ότι
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∥Eum − Eul∥W 1,p(Rn) ≤ C∥um − ul∥W 1,p(U).

Συνεπώς, {Eum}∞m=1 είναι ακολουθία Cauchy και έτσι συγκλίνει στο
ū := Eu. Αυτή η επέκταση, η οποία δεν εξαρτάται από την επιλογή της
ακολουθίας των προσεγγιστικών συναρτήσεων {um}∞m=1, είναι η ζητού-
μενη.

□

Παρατηρήσεις

(i) Έστω ότι το ∂U είναι C2. Τότε ο τελεστής επέκτασης που κατα-
σκευάστηκε παραπάνω είναι επίσης φραγμένος γραμμικός τελε-
στής από το W 2,p(U) στο W 2,p(Rn). Για την απόδειξή του παρα-
τηρούμε ότι μπορεί το ū να μην ανήκει γενικότερα στο C2 αλλά
ανήκει στο W 2,p(B). Επίσης, έχουμε την ανισότητα

∥ū∥W 2,p(B) ≤ C∥u∥W 2,p(B+)

και όπως πριν έχουμε την εκτίμηση

∥Eu∥W 2,p(Rn) ≤ C∥u∥W 2,p(U),

όπου C σταθερά που εξαρτάται μόνο από τα U, V, n και p.

(ii) Η παραπάνω κατασκευή δεν μας δίνει την επέκταση για χώρους
Sobolev W k,p, αν k > 2.
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1.7 Ίχνος
Θεώρημα 1.17. Θεώρημα ίχνους. Έστω U είναι ένα φραγμένο σύνολο
με ∂U να είναι C1. Τότε υπάρχει φραγμένος γραμμικός τελεστής

T : W 1,p(U) → Lp(∂U)

με 1 ≤ p <∞, τέτοιος ώστε:

(i) Tu = u|∂U , αν u ϵ W 1,p(U) ∩ C(Ū) και

(ii) ∥Tu∥Lp(∂U) ≤ C∥u∥W 1,p(U) για κάθε u ϵ W 1,p(U), με σταθερό C που
εξαρτάται μόνο από τα p και U .

Θεώρημα 1.18. Η συνάρτηση Tu καλείται το ίχνος της u στο ∂U .

Aπόδειξη. Έστω ότι u ϵ C1(Ū). Υποθέτουμε ότι x0 ϵ ∂U είναι επίπεδο
κοντά στο x0 και βρίσκεται στο επίπεδο {xn = 0}. Επιλέγουμε μια
ανοιχτή μπάλα B όπως στην προηγούμενη απόδειξη και έστω ότι με B̂
συμβολίζουμε την ομόκεντρη μπάλα με ακτίνα r/2. Επιλέγουμε
ζ ϵ C∞

c (B), με ζ ≤ 0 στην B, ζ = 1 στην B̂. Συμβολίζουμε με γ το κομμάτι
του ∂U που ανήκει στην B̂. Θέτουμε x′ = (x1, ..., xn−1) ϵ Rn−1 | {xn = 0}.
Τότε ∫

Γ
|u|pdx′ ≤

∫
{xn=0} ζ|u|

pdx′

= −
∫
B+(ζ|u|p)xndx

−
∫
B+ |u|pζxn + p|u|p−1(sgn(u))uxnζdx

≤ C
∫
B+ |u|p + |Du|pdx.

Αν x0 ϵ ∂U δεν είναι επίπεδο κοντά στο x0 ,λειτουργώντας ανάλογα με
την παραπάνω απόδειξη κάνουμε επίπεδο το σύνορο κοντά στο x0 για
να πάρουμε το παραπάνω αποτέλεσμα. Εφαρμόζοντας την παραπάνω
ανισότητα και με αλλαγή μεταβλητών, παίρνουμε την ανισότητα∫

Γ
|u|pds ≤ C

∫
U
|u|p + |Du|pdx,

όπου Γ είναι ένα ανοικτό υποσύνολο του ∂U που περιέχει το x0. Αφού
το ∂U είναι συμπαγές, υπάρχουν πεπερασμένα το πλήθος σημεία x0i ϵ ∂U
και ανοικτά υποσύνολα Γi ϵ ∂U, i = 1, ..., N τέτοια ώστε ∂U = ∪N

i=1Γi και

∥u∥Lp(Γi) ≤ C∥u∥W 1,p(U) , i = 1, ..., N
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Συνεπώς γράφουμε Tu := u|∂U , τότε

∥Tu∥Lp(∂U) ≤ C∥u∥1,pW (U)

για κάποια κατάλληλη σταθερά C ανεξάρτητη από το u.
Η παραπάνω ανισότητα ισχύει για u ϵ C1(Ū). Έστω ότι u ϵ W 1,p(U).
Τότε υπάρχουν συναρτήσεις um ϵ C∞(Ū) που να συγκλίνουν στο u στον
W 1,p(U). Τότε ισχύει

∥Tum − Tul∥Lp(∂) ≤ C∥um − ul∥W 1,p(U),

και έτσι η {Tum}∞m=1 είναι ακολουθία Cauchy στον Lp(∂U). Ορίζουμε

Tu := lim
m→∞

Tum, πάνω στο ∂U.

Παρατηρούμε ότι ο ορισμός δεν εξαρτάται από την επιλογή των ομαλών
συναρτήσεων που προσεγγίζουν την u. Οπότε, αν u ϵ W 1,p(U) ∩ C(Ū)
τότε οι συναρτήσεις um ϵ C∞(Ū) συγκλίνουν ομοιόμορφα στο u στο Ū .
Συνεπώς, Tu = u|∂U .

□

Θεώρημα 1.19. Συναρτήσεις μηδενικού ίχνους στον W 1,p(U). Έστω U
ένα φραγμένο σύνολο με σύνορο ∂U να είναι C1. Υποθέτουμε επίσης
ότι u ϵ W 1,p(U). Τότε

u ϵ W 1,p
o (U) αν και μόνο αν Tu = 0 στο ∂U.

Απόδειξη. Έστω u ϵ W 1,p
o (U). Τότε, εξ’ορισμού υπάρχουν συναρτή-

σεις um ϵ C∞
c (U) τέτοιες ώστε

um → u στο W 1,p(U)

Αφού Tum = 0 στο ∂U , m = 1, ..., n και T : W 1,p(U) → Lp(∂U) είναι
φραγμένος γραμμικός τελεστής, συνεπάγεται ότι Tu = 0 στο ∂U .
Αντίστροφα, υποθέτουμε ότι Tu = 0 στο ∂U . Χρησιμοποιώντας διαμε-
ρίσεις της μονάδας και κάνοντας επίπεδο το ∂U όπως πριν, μπορούμε
να υποθέσουμε ότι{

u ϵ W 1,p(Rn
+), το u έχει συμπαγές υποστήριγμα στο R̄n

+

Tu = 0 στο ∂Rn
+ = Rn−1.

Τότε, αφού Tu = 0 στο Rn−1, υπάρχουν συναρτήσεις um ϵ C1(R̄n
+)

τέτοιες ώστε
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um → u στο W 1,p(Rn
+)

και

Tum = um|Rn−1 → 0 στον LP (Rn−1)

Αν x′ ϵ Rn−1, xn ≥ 0, έχουμε

|um(x′, xn)| ≤ |um(x′, 0)|+
∫ xn

0
|um,xn(x

′, t)dt|.

Συνεπώς, ∫
Rn−1 |um(x′, xn)|pdx′

≤ C
(∫

Rn−1 |um(x′, 0)pdx′|+ xp−1
n

∫ xn

0

∫
Rn−1 |Dum(x′, t)p|dx′dt′

)
.

Για m→ ∞ η παραπάνω ανισότητα παίρνει τη μορφή∫
Rn−1 |u(x′, xn)|p ≤ Cxp−1

n

∫ xn

0

∫
Rn−1 |Du|pdx dt.

για σχεδόν όλα τα xn > 0.
Έστω τώρα ότι ζ ϵ C∞(R) τέτοια ώστε

ζ = 1 στο [0, 1], ζ = 0 στο R− [0, 2], 0 ≤ ζ ≤ 1,

και γράφουμε {
m(x) := ζ(mxn), x ϵ Rn

+

wm := u(x)(1− ζm).

Τότε {
wm,xn = uxn(1− ζm)−muζ ′

Dx′wm = Dx′u(1− ζm).

Συνεπώς, ∫
Rn
+
|Dwm −Du|pdx ≤ C

∫
Rn
+
|ζm|p|Du|pdx′dt := A+B

Όμως,

A→ 0 καθώς m→ ∞,

αφού ζm ̸= 0 αν 0 ≤ xn ≤ 2
m
. Για τον υπολογισμό του έχουμε

B ≤ Cmp
(∫ 2

m

0
tp−1dt

)(∫ 2
m

0

∫
Rn−1 |Du|pdx′dxn

)
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≤
∫ 2

m

0

∫
Rn−1 |Du|pdx′dxn → 0 καθώς m→ ∞

Συνεπώς, συμπεραίνουμε ότιDum → Du στον Lp(Rn
+). Και αφού φανερά

ισχύει ότι wm → u στον Lp(Rn
+), καταλήγουμε στο ότι

um → u στον W 1,p(Rn
+).

Όμως, wm = 0 αν 0 < xn < 1
m
. Έτσι, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε

μια συνάρτηση μαλάκωσης στην wm για να παράγουμε συναρτήσεις
um ϵ C∞

c (Rn
+) τέτοιες ώστε um → u στον W 1,p(Rn

+). Άρα u ϵ W 1,p
o (Rn

+).

□

1.8 Βασικές Ανισότητες
Θεώρημα 1.20. Ανισότητα Cauchy. Για κάθε α, β ϵ R ισχύει ότι

αβ ≤ α2

2
+ β2

2
.

Απόδειξη.
0 ≤ (α− β)2 = α2 − 2αβ + β2

□

Θεώρημα 1.21. Ανισότητα Cauchy με ε. Για κάθε α, β > 0 και ε > 0
ισχύει

αβ ≤ εα2 + β2

4ε

Απόδειξη. Γράφουμε αβ = ((2ε)
1
2α)( β

(2ε)
1
2
) και εφαρμόζουμε την πα-

ραπάνω ανισότητα Cauchy.

□

Θεώρημα 1.22. Ανισότητα Y oung. Έστω 1 < p , q < ∞ με p να είναι
το συζυγές του q. Τότε, για α, β > 0 ισχύει

αβ ≤ αp

p
+ βq

q

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι η απεικόνιση x 7→ ex είναι κυρτή, και συ-
νεπώς έχουμε

αβ = elogα+logβ

= e
1
p
logαp+ 1

q
logβq
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≤ 1
p
elogα

p
+ 1

q
elogβ

q

αp

p
+ βq

q
.

□

Θεώρημα 1.23. Ανισότητα Y oung με ε. Έστω 1 < p, q < ∞ με p
συζυγές του q. Τότε, για α, β > 0 και για ε > 0 ισχύει

αβ ≤ εαp + C(ε)βq,

όπου C(ε) = (εp)
−q
p q−1.

Απόδειξη. Γράφουμε αβ = (εp)
1
pα)( β

εp)
1
p
) και εφαρμόζουμε την πα-

ραπάνω ανισότητα .

□

Θεώρημα 1.24. Ανισότητα Ηο̈lder. Υποθέτουμε ότι 1 ≤ p, q ≤ ∞, με
1
p
+ 1

q
= 1. Τότε, αν u ϵ Lp(U) , v ϵ Lq(U), έχουμε ότι∫

U
|u · v|dx ≤ ∥u∥Lp(U)∥v∥Lq(U)

Απόδειξη. Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε
ότι ∥u∥Lp(U) = ∥v∥Lq(U) = 1. Τότε, για 1 < p , q < ∞ η ανισότητα Young
συνεπάγεται ότι ∫

U
|u · v|dx ≤ 1

p

∫
U
|u|pdx+ 1

q

∫
U
|v|qdx

= 1
p
+ 1

q
= 1 = ∥u∥Lp(U) = ∥v∥Lq(U)

□

Θεώρημα 1.25. Ανισότητα Minkowski. Υποθέτουμε ότι 1 ≤ p ≤ ∞ και
u, v ϵ Lp(U). Τότε

∥u+ v∥Lp(U) ≤ ∥u∥Lp(U) + ∥v∥Lp(U).

Απόδειξη.

∥u+ v∥pLp(U) =
∫
U
|u+ v|pdx

≤
∫
U
|u+ v|p−1(|u|+ |v|)dx

≤
(∫

U
|u+ v|pdx)

p−1
p

)(
(|u|p)

1
p + (|v|p)

1
p

)
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= ∥u+ v∥p−1
Lp(U)(∥u∥Lp(U)∥v∥Lp(U))

□

Θεώρημα 1.26. Γενικευμένη Ανισότητα Hölder. Έστω 1 ≤ p1, ..., pm ≤
∞ με 1

p1
+ · · ·+ 1

pm
= 1 , και έστω ότι uk ϵ Lpk(U) για k = 1, ..., n. Τότε

∫
U
| u1 · . . . · um | dx ≤

m∏
k=1

∥ui∥Lpk (U)

Απόδειξη. Με επαγωγή από την ανισότητα Hölder έπεται το ζητού-
μενο του θεωρήματος αυτού.

□

Θεώρημα 1.27. Ανισότητα παρεμβολής για Lp-νόρμες. Υποθέτουμε ότι
1 ≤ s ≤ r ≤ t ≤ ∞ και

1
r
= θ

s
+ 1−θ

t
.

Υποθέτουμε επίσης ότι u ϵ Ls(U) ∩ Lt(U). Τότε, u ϵ Lr(U), και

∥u∥Lr(U) ≤ ∥u∥θLs(U)∥u∥
1−θ
Lt(U).

Απόδειξη. ∫
U
|u|rdx =

∫
U
|u|θr|u|(1−θ)rdx

≤
(∫

U
|u|θr s

rθ dx
) rθ

s

(
|u|(1−θ)r t

(1−θ)r dx
)(1−θ) r

t .

Εδώ έγινε χρήση της ανισότητας Hölder, η οποία μπορεί να εφαρμοστεί
αφού

θr
s
+ r(1−θ)

t
= 1.

□

1.9 Ανισότητες Sobolev
Ορισμός 1.19. Αν 1 ≤ p < n, τότε ο Sobolev συζυγής του p είναι

p∗ := np
n−p

.

Ισοδύναμα, ισχύει ότι 1
p∗ = 1

p
− 1

n
, με p∗ > p.
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1.9.1 Ανισότητα Gagliardo-Nirenberg-Sobolev
Θεώρημα 1.28. Ανισότητα Gagliardo − Nirenberg − Sobolev. ’Εστω
1 ≤ p < n. Τότε, υπάρχει σταθερά C που εξαρτάται από το p και το
n τέτοια ώστε

∥u∥Lp∗(Rn) ≤ C∥Du∥Lp(Rn),

για όλες τις u ϵ C∞
c (Rn).

Απόδειξη.
Θεωρούμε πρώτα ότι p = 1. Αφού το u έχει συμπαγές υποστήριγμα, για
κάθε i = 1, ..., n και x ϵ Rn έχουμε

u(x) =
∫ xi

−∞ uxi
(x1, .., xi−1, yi, xi+1, ..., xn)dyi

και έτσι

|u(x)| ≤
∫∞
−∞ |Du(x1, .., xi−1, yi, xi+1, ..., xn)|dyi

με i = 1, ..., n. Συνεπώς

|u(x)|
n

n−1 ≤
n∏

i=1

(∫∞
−∞ |Du(x1, .., xi−1, yi, xi+1, ..., xn)|dyi

) 1
n−1

Ολοκληρώνοντας ως προς x1, έχουμε∫∞
−∞ |u|

n
n−1dx1 ≤

∫∞
−∞

n∏
i=1

(∫∞
−∞ |Du|dyi

) 1
n−1

dx1

=
(∫∞

−∞ |Du|dy1
) 1

n−1 ∫∞
−∞

n∏
i=2

(∫∞
−∞ |Du|dyi

) 1
n−1

dx1

≤
(∫∞

−∞ |Du|dy1
) 1

n−1

(
n∏

i=2

∫∞
−∞

∫∞
−∞ |Du|dx1dyi

) 1
n−1

.

Ολοκληρώνουμε τώρα ως προς x2:∫∞
−∞

∫∞
−∞ |u

n
n−1 | ≤

(∫∞
−∞

∫∞
−∞ |Du|dx1dy2

) 1
n−1 ∫∞

−∞

n∏
i=1,i ̸=2

I
1

n−1

i dx2

όπου I1 :=
∫∞
−∞ |Du|dy1, και Ii :=

∫∞
−∞

∫∞
−∞ |Du|dx1dyi, i = 3, ..., n.

Με εφαρμογή της γενικευμένης ανισότητας Hölder, έχουμε∫∞
−∞

∫∞
−∞ |u|

n
n−1dx1dx2
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≤(∫∞
−∞

∫∞
−∞ |Du|dx1dy2

) 1
n−1
(∫∞

−∞

∫∞
−∞ | Du|dy1dx2

) 1
n−1

n∏
i=3

(∫∞
−∞

∫∞
−∞

∫∞
−∞ |Du|dx1dx2dyi

) 1
n−1

.

=
(∫

Rn |Du|dx
) n

n−1 .

Τώρα για 1 < p < n εφαρμόζουμε την παραπάνω σχέση για |u|γ με
κατάλληλο γ > 1. Τότε(∫

Rn |u|
γn
n−1dx

)n−1
n ≤

(∫
Rn |Du|γdx

)
= γ

∫
Rn |u|γ−1|Du|dx

≤ γ
(∫

Rn |u|(γ−1) p
p−1dx

) p−1
p (∫

Rn |Du|p
) 1

p .

Επιλέγουμε το γ έτσι ώστε

nγ

n− 1
= (γ − 1)

p

p− 1
.

Λύνοντας, βρίσκουμε

γ =
p(n− 1)

n− p
> 1

για το οποίο έχουμε ότι

γn

n− 1
= (γ − 1)

p

p− 1
=

np

n− p
= p ∗ .

Συνεπώς, έχουμε από την παραπάνω σχέση με αντικατάσταση ότι(∫
Rn |u|p∗dx

) 1
p∗ ≤ C

(∫
Rn |Du|pdx

) 1
p .

□

Θεώρημα 1.29. Εκτίμηση στον W 1,p(U), 1 ≤ p < n. Εστω U ένα φραγ-
μένο, ανοιχτό υποσύνολο του Rn και έστω ότι το σύνορο ∂U είναι C1.
Έστω 1 ≤ p < n και u ϵ W 1,p(U). Tότε u ϵ Lp∗(U) με την εκτίμηση

|u|Lp∗(U) ≤ C|u|W 1,p(U),

όπου η σταθερά C εξαρτάται από τα p, n και U .



34 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΧΩΡΟΙ SOBOLEV

Απόδειξη. Αφού το ∂U είναι C1 ,υπάρχει μια επέκταση Eu = ū ϵ W 1,p(Rn)
τέτοια ώστε{

ū = u στο U, το ū έχει συμπαγές υποστήριγμα, και
∥ū∥W 1,p(Rn) ≤ C∥u∥W 1,p(U).

(1.1)

Αφού το ū έχει συμπαγές υποστήριγμα, υπάρχουν συναρτήσεις um ϵ C∞
c (Rn),

m = 1, 2, .. τέτοιες ώστε
um → u στο W 1,p(Rn)

Σύμφωνα με το παραπάνω θεώρημα, ισχύει ότι
∥um − ul∥Lp∗(Rn)

≤ C∥Dum −Dul∥Lp∗(Rn) για όλα τα l,m ≤ 1.

Συνεπώς,
um → ū στον Lp∗(Rn).

Επίσης, από το προηγούμενο θεώρημα συνεπάγεται ότι
∥um∥Lp∗(Rn) ≤ C∥Dum∥Lp(Rn),

άρα έχουμε και για το όριο ότι
∥ū∥Lp∗(Rn) ≤ C∥Dūm∥Lp∗(Rn)

Από την παραπάνω ανισότητα και την (1.1) έχουμε το ζητούμενο.
□

Θεώρημα 1.30. Εκτίμηση στον W 1,p
0 (U), 1 ≤ p < n. Έστω U ένα φραγ-

μένο, ανοικτό υποσύνολο του Rn. Υποθέτουμε ότι uϵW 1,p
0 (U) για κά-

ποιο 1 ≤< n. Τότε έχουμε την εκτίμηση
∥u∥Lq(U) ≤ C∥Du∥Lp(U)

για κάθε q ϵ [1, p∗], με σταθερά C που εξαρτάται από τα p, q, n και U .
Απόδειξη. Αφού το u ϵ W 1,p

0 (U), υπάρχουν συναρτήσεις um ϵ C∞
c (U),

m = 1, 2, .. που συγκλίνουν στο u στον W 1,p(U) . Επεκτείνουμε κάθε
συνάρτηση um έτσι ώστε να είναι 0 στο Rn −U και με εφαρμογή προη-
γούμενου θεωρήματος εκτίμησης, έχουμε ότι

∥u∥Lp∗(U) ≤ C∥Du∥Lp(U).
Αφού το |U | <∞, έχουμε ότι

∥u∥Lq(U) ≤ C∥Du∥Lp∗(U)

για 1 ≤ q ≤ p∗.
□
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1.9.2 Ανισότητα Morrey
Θεώρημα 1.31. Ανισότητα Morrey. Έστω υπάρχει μια σταθερά C που
εξαρτάται από τα p και n, τέτοια ώστε

∥u∥Co,γ(Rn) ≤ C∥u∥W 1,p(Rn)

για όλες τις u ϵ C1(Rn), όπου γ := 1− n
p
.

Απόδειξη. Επιλέγουμε μια μπάλα B(x, r) ⊂ Rn. Ισχυριζόμαστε ότι
υπάρχει σταθερά C , που εξαρτάται μόνο από το n, τέτοια ώστε∫

B(x,r)
|u(y)− u(x)|dy ≤ C

∫
B(x,r)

|Du(y)|
|y−x|n−1dy.

Πράγματι, έστω w ϵ ∂B(x, r). Τότε, αν 0 < s < r,

|u(x+ sw)− u(x)| = |
∫ s

0
d
dt
u(x+ tw)dt|

|
∫ s

0
Du(x+ tw)wdt|

≤ |Du(x+ tw)dt| .

Ως εκ τούτου,∫
∂B(0,1)

|u(x+ sw)− u(x)|dS ≤
∫ s

0

∫
∂B(0,1)

|Du(x+ tw)|dSdt

=
∫ s

0

∫
∂B(0,1)

|Du(x+ tw)| tn−1

tn−1dSdt.

Έστω y = x + tw, έτσι ώστε t = |x − y|. Τότε μετασχηματίζοντας από
πολικές συντεταγμένες έχουμε∫

∂B(0,1)
|u(x+ sw)− u(x)|dS ≤

∫
B(x,s)

|du(y)|
|x−y|n−1dy

≤
∫
∂B(x,r)

|Du(y)|
|x−y|n−1dy.

Πολλαπλασιάζοντας με sn−1 και ολοκληρώνοντας από το 0 ως r ως προς
το s έχουμε ∫

B(x,r)
|u(y)− u(x)|dy ≤ rn

n

∫
B(x,r)

|Du(y)|
|x−y|n−1dy,

το οποίο αποδεικνύει τον ισχυρισμό. Έστω x ϵ Rn. Τότε

|u(x)| ≤
∫
B(x,1)

|u(x)− u(y)|dy +
∫
B(x,1)

|u(y)|dy

≤ C
∫
B(x,1)

|Du(y)|
|x−y|n−1dy + C∥u∥Lp(B(x,1))
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≤ C
(∫

Rn |Du|pdy
) 1

p

(∫
B(x,1)

dy

|x−y|(n−1)
p

p−1

) p−1
p

+ C∥u∥Lp(Rn)

≤ C∥u∥W 1,p(Rn).

Η τελευταία ανισότητα ισχύει αφού το p > n συνεπάγεται ότι
(n− 1) p

p−1
< n. Έτσι, ∫

B(x,1)
1

|x−y|v(n−1)
p

p−1
dy <∞.

Αφού το x ϵ Rn είναι τυχαίο, η παραπάνω ανισότητα συνεπάγεται ότι

sup
Rn

|u| ≤ C∥u∥W 1,p(Rn). (1.2)

Επιλέγουμε δύο σημεία x, y ϵ Rn και γράφουμε r := |x − y|. Έστω
W := B(x, r) ∩B(y, r). Τότε

|u(x)− u(y)| ≤
∫
W
|u(x)− u(z)|dz +

∫
W
|u(y)− u(z)|dz.

Όμως έχουμε και την εκτίμηση∫
W
|u(x)− u(z)|dz ≤ C

∫
B(x,r)

|u(x)− u(z)|dz

≤ C
(∫

B(x,r)
|Du|pdz

) 1
p

(∫
B(x,r)

dz

|x−y|(n−1)
p

p−1

) p−1
p

≤ C(rn−(n−1) p
p−1 )

p−1
p ∥Du∥Lp(Rn)

= Cr1−
n
p ∥Du∥Lp(Rn).

Ομοίως, ∫
W
|u(y)− u(z)|dz ≤ Cr1−

n
p ∥Du∥Lp(Rn).

Αντικαθιστώντας έχουμε ότι

|u(x)− u(y)| ≤ Cr1−
n
p ∥Du∥Lp(Rn).

Συνεπώς,

[u]
C

0,1−n
p (Rn)

= sup
x̸=y

{
|u(x)−u(y)|
|x−y|1−

n
p

}
≤ C∥Du∥Lp(Rn).
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Η παραπάνω ανισότητα μαζί με την (1.2) ολοκληρώνει την απόδειξη.

□

Παρατήρηση 1.4. Με μια μικρή διαφοροποίηση του παραπάνω θεω-
ρήματος έχουμε την ανισότητα

|u(y)− u(x)| ≤ Cr1−
n
p

(∫
B(x,2r)

|Du(z)|pdz
) 1

p

για όλες τις u ϵ C1(B(x, 2r)), y ϵ B(x, r) και n < p < ∞. Με μια προ-
σέγγιση, η ίδια ανίσωση ισχύει και για u ϵ W 1,p(B(x, 2r)) , n < p <∞.

Ορισμός 1.20. Θα λέμε ότι η συνάρτηση u∗ είναι μια έκδοση μιας
συνάρτησης u αν ισχύει

u = u∗, σχεδόν παντού.

Θεώρημα 1.32. Εκτίμηση στον W 1,p, n < p ≤ ∞. Έστω U ένα φραγ-
μένο, ανοιχτό υποσύνολο του Rn, και έστω ότι το σύνορο ∂U ϵ C1.
Έστω n < p ≤ ∞ και u ϵ W 1,p(U). Τότε η u έχει μια έκδοση
u∗ ϵ C0,γ(Ū), για γ = 1− n

p
με εκτίμηση

∥u∗∥C0,γ(Ū) ≤ C∥u∥W 1,p(U),

όπου C σταθερά που εξαρτάται από τα p, n και U .

Απόδειξη. Αφού το ∂U είναι C1 έχουμε ότι υπάρχει μια επέκταση
Eu = ū ϵ W 1,p(Rn) τέτοια ώστε

ū = u στο U,
ū έχει συμπαγές υποστήριγμα, και
∥ū∥W 1,p(Rn) ≤ C∥u∥W 1,p(U).

(1.3)

Αφού το ū έχει συμπαγές υποστήριγμα, έχουμε ότι υπάρχουν συ-
ναρτήσεις um ϵ C∞

c (Rn) τέτοιες ώστε

um → ū στο W 1,p(Rn).

Σύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα έχουμε ότι

∥um − ul∥C0,1−n
p (Rn)

≤ C∥um − ul∥W 1,p(Rn)

για όλα τα l,m ≥ 1. Συνεπώς, υπάρχει μια συνάρτηση u∗ ϵ C0,1−n
p (Rn)

τέτοια ώστε
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um → u∗ στο C0,1−n
p (Rn)

Άρα παρατηρούμε ότι u∗ = u σχεδόν παντού στo U και έτσι η u∗ απο-
τελεί εκδοχή της u. Επίσης, από το προηγούμενο θεώρημα συνεπάγεται
ότι

∥u∗∥
C

0,1−n
p (Rn)

≤ C∥ū∥W 1,p(Rn).

Από την παραπάνω ανισότητα και την (1.3) αποδεικνύεται το ζητού-
μενο.

□

1.9.3 Γενικές ανισότητες Sobolev
Θεώρημα 1.33. Γενικές ανισότητες Sobolev. Έστω U ένα φραγμένο,
ανοικτό υποσύνολο του Rn, με σύνορο ∂U ϵ C1 και u ϵ W k,p(U).

(i) Αν k < n
p
, τότε u ϵ Lq(U), όπου 1

q
= 1

p
− k

n
. Επιπλέον, έχουμε την

εκτίμηση

∥u∥Lq(U) ≤ C∥u∥Wk,p(U),

με σταθερά C που εξαρτάται από τα k, p, n και U.

(ii) Αν k > n
p
, τότε u ϵ Ck−[n

p
]−1(Ū), όπου

γ =

{
[n
p
] + 1− n

p
, αν n

p
δεν είναι ακέραιος

οποιοσδήποτε θετικός αριθμός < 1 αν n
p
είναι ακέραιος.

Επιπλέον, έχουμε την εκτίμηση

∥u∥
C

k−[np ]−1,γ
(Ū)

≤ C∥u∥Wk,p(U),

με σταθερό C που εξαρτάται από τα k, p, n, γ και U .

Απόδειξη.

(i) Έστω k < n
p
. Τότε, αφού Dαu ϵ Lp(U) για όλα τα |α| = k, η ανισότητα

Sobolev −Nirenberg −Gagliardo συνεπάγεται ότι

∥Dβu∥Lp∗ (U) ≤ C∥u∥Wk,p(U),
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αν |β| = k − 1 και έτσι u ϵ W k−1,p∗(U). Ομοίως, βρίσκουμε ότι

u ϵ W k−2,p∗∗(U), όπου 1
p∗∗

= 1
p∗

− 1
n
= 1

p
− 2

n
.

Συνεχίζοντας με αυτό τον τρόπο, βρίσκουμε ότι μετά από k βήματα
u ϵ W 0,q(U), για 1

q
= 1

p
− k

n
. Συνεπώς

∥Dβu∥Lq(U) = ∥u∥Lq(U) ≤ C∥u∥Wk,p(U),

αφού |β| = 0.

(ii) Έστω k > n
p
και n

p
δεν είναι ακέραιος. Τότε, όπως παραπάνω έχουμε

u ϵ W k−l,r(U) για 1
r
= 1

p
− l

n
,

με lp < n. Επιλέγουμε ακέραιο l τέτοιο ώστε l < n
p
l + 1. Αυτός

είναι ο l = [n
p
]. Συνεπώς, r = pn

n−pl
. Άρα, από την ανισότητα Morrey

έχουμε ότι

Dαu ϵ C0,1−n
r
(Ū) για όλα τα |α| ≤ k − l − 1.

Παρατηρούμε επίσης ότι

1− n
r
= 1− n

p
+ l − n

p
.

Συνεπώς, u ϵ Ck−[n
p
]−1,[n

p
]+1−n

p (Ū) και ακολούθως ισχύει η εκτίμηση.
Τέλος, υποθέτουμε ότι k > n

p
και n

p
είναι ακέραιος. Θέτουμε

l = [n
p
]− 1 = n

p
− 1.

Συνεπώς, όπως παραπάνω έχουμε

u ϵ W k−1,r(U) για r = pn
n−pl

= n.

Συνεπώς, η ανισότητα Sobolev −Nirenberg −Gagliardo δίνει ότι

Dαu ϵ Lq(U) για όλα τα

n ≤ q <∞ και όλα τα |α| ≤ k − l − 1 = k − [n
p
].

Επιπλέον, από την ανισότητα Morrey συνεπάγεται ότι

Dαu ϵ C0,1−n
p (Ū) για όλα τα n < q <∞ και όλα τα |α| ≤ k− [n

p
]−1.

Συνεπώς, u ϵ Ck−[n
p
]−1,γ(Ū) για κάθε 0 < γ < 1. Ακολούθως, όπως

πριν, ισχύει η εκτίμηση.

□
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1.10 Συμπάγεια
Θεώρημα 1.34. Θεώρημα συμπάγειας Rellich−Kondrachov. Έστω U
ένα φραγμένο ανοικτό υποσύνολο του Rn με σύνορο ∂U να είναι C1.
Έστω επίσης 1 ≤ p < n. Τότε

W 1,p(U) ⊂⊂ Lq(U)

για κάθε 1 ≤ p < p∗.

Απόδειξη. Έστω 1 ≤ p < n. Αφού το U είναι φραγμένο έχουμε ότι

W 1,p(U) ⊂ Lq(U), ∥u∥Lq(U) ≤ ∥u∥W 1,p(U).

Συνεπώς, αρκεί να αποδείξουμε ότι αν {um}∞m=1 είναι φραγμένη ακο-
λουθία στον W 1,p(U), τότε υπάρχει μια υπακολουθία {umj

}∞j=1 η οποία
συγκλίνει στον Lq(U). Μπορούμε να υποθέσουμε χωρίς βλάβη της γενι-
κότητας ότι U = Rn και ότι οι συναρτήσεις {um}∞m=1 έχουν συμπαγές
υποστήριγμα σε κάποιο φραγμένο ανοικτό σύνολο V ⊂ Rn. (Λόγω του
θεωρήματος Επέκτασης). Επίσης μπορούμε να υποθέσουμε ότι

sup
m

∥um∥W 1,p(V ) <∞.

Αρχικά θα δούμε τις ομαλές συναρτήσεις

uεm := ηε ∗ um, ε > 0, m = 1, 2, ...

όπου με ηε συμβολίζουμε την συνάρτηση Standard Mollifier. Μπορούμε
να υποθέσουμε ότι οι συναρτήσεις {uεm}∞m=1 έχουν υποστήριγμα στο V .
Ισχυριζόμαστε ότι

uεm → um στον Lq(V ), καθώς ε→ 0 ομοιόμορφα για m.

Αν η um είναι ομαλή, τότε

uεm(x)− um(x) =
∫
B(0,1)

η(y)(um(x− εy)− um(x))dy

=
∫
B(0,1)

η(y)
∫ 1

0
d
dt
(um(x− εty))dtdy

= −ε
∫
B(0,1)

η(y)
∫ 1

0
Dum(x− εty)ydtdy.

Συνεπώς∫
V
|uεm(x)− um(x)|dx ≤

∫
B(0,1)

η(y)
∫ 1

0

∫
V
|Dum(x− εty)|dxdydt
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≤ ε
∫
V
|Dum(z)|dz.

Η ανισότητα αυτή ισχύει και για um ϵ W 1,p(V ) όπου θα γίνει η προσέγ-
γισή τους από ομαλές συναρτήσεις. Άρα

∥uεm − um∥L1 ≤ ε∥Dum∥L1(V ) ≤ εC∥Dum∥Lp(V ),

αφού το V είναι φραγμένο. Συνεπώς, από την παραπάνω ανισότητα
και την σχέση sup

m

∥um∥W 1,p(V ) <∞ έχουμε ότι

uεm → um στον L1(V ) ομοιόμορφα για m.

Αλλά τότε, αφού 1 ≤ q < p∗ με χρήση της ανισότητας παρεμβολής για
Lp-νόρμες έχουμε ότι

∥uεm − um∥Lq(V ) ≤ ∥uεm − um∥θL1 ∥uεm − um∥Lp∗ (V )

όπου 1
q
= θ + 1−θ

p∗
0 < θ < 1. Συνεπώς, από την ανισότητα Gagliardo-

Nirenberg-Sobolev, έχουμε

∥uεm − um∥Lq(V ) ≤ C∥uεm − um∥θL1(V ).

Έπειτα ισχυριζόμαστε ότι για κάθε ε > 0, η ακολουθία {uεm}∞m=1 είναι
ομοιόμορφα φραγμένη και ισοσυνεχής. Πράγματι, αν x ϵ Rn τότε

|uεm(x)| ≤
∫
B(x,ε)

ηε(x− y)|um(y)|dy

≤ ∥ηε∥L∞(Rn) ∥um∥L1(V )

C
εn
<∞

για m = 1, 2, .. . Ομοίως

|Duεm(x)| ≤
∫
B(x,ε)

|ηε(x− y)| · |um(y)|dy

≤ ∥Dηε∥L∞(Rn)∥um∥L1(V )

≤ C
εn+1 <∞

για m=1,2,... . Ο ισχυρισμός έπεται από τις δύο παραπάνω ανισότητες.
Έστω τώρα δ > 0. Θα δείξουμε ότι υπάρχει μια υπακολουθία
{umj

}∞j=1 ⊂ {um}∞m=1 τέτοια ώστε

lim sup
j,k→∞

∥umj
− umk

∥Lq(V ) ≤ δ.
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Επιλέγουμε ε > 0 μικρό τέτοιο ώστε

∥uεm − um∥Lq(V ) ≤ δ
2

για m = 1, 2, ... .

Παρατηρούμε ότι αφου οι συναρτήσεις {um}∞m=1 και συνεπώς και οι
{uεm}∞m=1, έχουν υποστήριγμα σε κάποιο φραγμένο σύνολο V ⊂ Rn, από
το κριτήριο συμπάγειας Arzela-Ascoli μπορούμε να βρούμε μια υπακο-
λουθία {uεmj

}∞j=1 ⊂ {uεm}∞m=1 που να συγκλίνει ομοιόμορφα στο V . Πιο
συγκεκριμένα, να ισχύει

lim sup
j,k→∞

∥uεmj
− uεmk

∥Lq(V ) = 0.

Ομοίως, η παραπάνω συνεπάγεται ότι

lim sup
j,k→∞

∥umj
− umk

∥Lq(V ) ≤ δ

Κάνοντας χρήση της παραπάνω ανισότητας για δ = 1, 1
2
, 1
3
, ... και χρησι-

μοποιώντας το διαγώνιο επιχείρημα εξάγουμε μια υπακολουθία {uml
}∞m=1 ⊂

{um}∞m=1 που να ικανοποιεί την

lim sup
l,k→∞

∥uml
− umk

∥Lq(V ) = 0.

□

Παρατήρηση 1.5. Παρατηρούμε ότι p∗ > p και p∗ → ∞ καθώς p → n,
έχουμε ότι

W 1,p(U) ⊂⊂ Lp(U)

για όλα τα 1 ≤ p ≤ ∞. (Παρατηρούμε ότι αν n < p ≤ ∞, αυτό έπεται
από την ανισότητα Morrey και το κριτήριο συμπάγειας Arzela-Ascoli.)
Επίσης,

W 1,p
o (U) ⊂⊂ Lp(U)

ακόμα και αν δεν θεωρήσουμε ότι το ∂U είναι C1.

1.11 Περισσότερες Ανισότητες
Σημείωση 1.3. Ορίζουμε ως (u)U =

∫
U
udy τη μέση τιμή του u στο U.
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Ανισότητα Poincare

Θεώρημα 1.35. Ανισότητα Poincare. Έστω U ένα φραγμένο, συνεκτικό
ανοικτό υποσύνολο του Rn, με C1 σύνορο ∂U . Έστω 1 ≤ p ≤ ∞. Τότε,
υπάρχει σταθερά C, που εξαρτάται μόνο από τα n, p και U, τέτοια
ώστε

∥u− (u)U∥Lp(U) ≤ C∥Du∥Lp(U)

για κάθε u ϵ W 1,p(U).

Απόδειξη. Θα αποδειχθεί με εις άτοπο απαγωγή. Έστω ότι υπάρχει
για κάθε ακέραιο k = 1, 2, ... μια συνάρτηση uk ϵ W 1,p(U) τέτοια ώστε

∥uk − (uk)U∥Lp(U) > k∥Duk∥Lp(U).

Ορίζουμε

uk :=
uk−(uk)U

∥uk−(uk)∥Lp(U)
για k = 1, 2, ...

Τότε

(uk)U = 0, ∥uk∥Lp(U) = 1 και ∥Duk∥Lp(U) <
1
k
.

Άρα οι συναρτήσεις {uk}∞k=1 είναι φραγμένες στον W 1,p(U). Με βάση την
παραπάνω παρατήρηση, υπάρχει υπακολουθία {ukj}∞j=1 ⊂ {uk}∞k=1 και
μια συνάρτηση v ϵ Lp(U) τέτοια ώστε

ukj → u στον Lp(U).

Επίσης, για την u ισχύει ότι

(u)U = 0, ∥u∥Lp(U) = 1.

Από την άλλη έχουμε ότι για κάθε i = 1, 2, ..., n και ϕ ϵ C∞
c (U) ότι∫

U
uϕxi

dx = lim
kj→∞

ukjϕxi
dx = − lim

kj→∞

∫
U
ukj ,mi

ϕdx = 0.

Συνεπώς, u ϵ W 1,p(U) με Du = 0 σχεδόν παντού. Συνεπώς η u είναι
σταθερή, αφού το U είναι συνεκτικό. Έτσι, καταλήγουμε σε άτοπο, διότι
αφού η u είναι σταθερή και (u)U = 0, πρέπει να ισχύει ότι u = 0, το
οποίο αντιτίθεται στο ότι ∥u∥Lp(U) = 1.

□

Σημείωση 1.4. Ορίζουμε ως (u)x,r =
∫
B(x,r)

udy τη μέση τιμή της u στην
μπάλα B(x, r).
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Θεώρημα 1.36. Ανισότητα Poincare σε μπάλα. Έστω 1 ≤ p ≤ ∞. Τότε
υπάρχει σταθερά C, που εξαρτάται από τα n και p, τέτοια ώστε

∥u− (u)x,r∥Lp(B(x,r)) ≤ Cr∥Du∥Lp((B(x,r))

για κάθε μπάλα B(x, r) ⊂ Rn και κάθε συνάρτηση u ϵ W 1,p(Bo(x, r)).

Απόδειξη. Σε περίπτωση που U = BO(x, r) ισχύει από το προηγού-
μενο θεώρημα. Γενικα, αν u ϵ W 1,p(Bo(0, 1)) και έχουμε ότι

∥u− (u)U∥Lp(B(0,1)) ≤ C∥Du∥Lp(B(0,1)).

Με αλλαγή μεταβλητών καταλήγουμε στο ζητούμενο.

□

Παρατήρηση 1.6. Έστω u ϵ W 1,n(Rn) ∩ L1(Rn), και έστω B(x, r) μια
μπάλα. Τότε το προηγούμενο θεώρημα για p = 1 συνεπάγεται ότι∫

B(x,r)
|u− (u)x,r|dy ≤ Cr

∫
B(x,r)

|Du|dy

≤ Cr
(∫

B(x,r)
|Du|n

)1/n
≤ C

(∫
Rn |Du|ndy

)1/n
.

Συνεπώς u ϵ BMO(Rn), τον χώρο των συναρτήσεων φραγμένης μέσης
κύμανσης στον Rn, με την ημινόρμα

[u]BMO(Rn) := sup
B(x,r)⊂Rn

{∫
B(x,r)

|u− (u)x,r|dy
}
.

1.12 Υπόλοιπα Διαφορών
Ορισμός 1.21. Έστω u : U → R μια τοπικά αθροιστική συνάρτηση και
V ⊂⊂ U .

(i) Το i-οστό υπόλοιπο διαφορών μεγέθους h είναι

Dh
i u(x) =

u(x+hei)−u(x)
h

, i = 1, .., n

για x ϵ V και h ϵ R, 0 < |h| < dist(V, ∂U).

(ii) Dhu := (Dh
1u, ..., D

h
n(u)).
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Θεώρημα 1.37. Υπόλοιπα διαφορών και ασθενείς παράγωγοι. Έστω
u : U → R μια τοπικά αθροιστική συνάρτηση και V ⊂⊂ U . Τότε

(i) Έστω 1 ≤ p <∞ και u ϵ W 1,p(U). Τότε για κάθε V ⊂⊂ U έχουμε

∥Dhu∥Lp(V ) ≤ C∥Du∥Lp(U)

για κάποια σταθερά C και για όλα τα 0 < |h| < 1
2
dist(V, ∂U).

(ii) Έστω 1 < p <∞, u ϵ Lp(V ), και υπάρχει σταθερά C τέτοια ώστε

∥Dhu∥Lp(V ) ≤ C

για όλα τα 0 < |h| < 1
2
dist(V, ∂U). Τότε

u ϵ W 1,p(V ), με ∥Du∥Lp(V ) ≤ C.

Παρατήρηση 1.7. Η υπόθεση (ii) του θεωρήματος δεν ισχύει για p = 1.

Απόδειξη.

(i) Έστω 1 ≤ p < ∞ και προσωρινά υποθέτουμε ότι η u είναι ομαλή.
Τότε για κάθε x ϵ V, i = 1, ..., n και 0 < |h| < 1

2
dist(V, ∂U) έχουμε

u(x+ hei)− u(x) =
∫ 1

0
uxi

(x+ thei)dt · hei

και έτσι

|u(x+ hei)− u(x)| ≤ h
∫ 1

0
|Du(x+ thei)|dt.

Συνεπώς

∫
V
|Dhu|pdx ≤ C

n∑
i=1

∫
V

∫ 1

0
|Du(x+ thei)|pdtdx

= C
n∑

i=1

∫ 1

0

∫
V
|Du(x+ thei)|pdxdt.

Έτσι ∫
V
|Dhu|pdx ≤ C

∫
U
|Du|pdx.
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Η εκτίμηση αυτή ισχύει για ομαλές συναρτήσεις και συνεπώς και
για τυχαίες u ϵ W 1,p(U) με προσέγγιση από ομαλές συναρτήσεις.

(ii) Έστω ότι ισχύει

∥Dhu∥Lp(U) ≤ C

για όλα τα 0 < |h| < 1
2
dist(V, ∂U) και κάποια σταθερά C. Επι-

λέγουμε i = 1, ..., n ϕ ϵ C∞
c (V ) και παρατηρούμε ότι για αρκετά

μικρό h έχουμε

∫
V

[
ϕ(x+hei)−ϕ(x)

h

]
dx = −

∫
V

[
u(x)−u(x−hei)

h

]
ϕ(x)dx

το οποίο δίνει τη σχέση∫
V
u(Dh

i ϕ)dx = −
∫
V
(D−h

i u)ϕdx

Από υπόθεση έχουμε

sup
h

∥D−h
i u∥Lp(V ) <∞.

και συνεπώς, αφού 1 < p < ∞, υπάρχει μια συνάρτηση uiϵLp(V )
και μια υπακολουθία hk → 0 τέτοια ώστε

D−hk
i u→ ui ασθενώς στον LP (V ).

Όμως, τότε ∫
V
uϕxi

dx =
∫
U
uϕxi

dx

= lim
hk→0

∫
U
uDhk

i ϕdx

= − lim
hk→0

∫
V
D−hk

i uϕdx

= −
∫
V
viϕdx

= −
∫
U
viϕdx.
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Συνεπώς, vi = uxi
υπό ασθενή έννοια, i = 1, .., n και έτσιDu ϵ Lp(V ).

Τέλος, αφού u ϵ Lp(V ) καταλήγουμε στο ότι u ϵ W 1,p(V ).

□

Παρατήρηση 1.8. Το παραπάνω θεώρημα μπορεί να ισχύει ακόμα και
αν δεν έχουμε την υπόθεση οτι V ⊂⊂ U . Για παράδειγμα, αν το U
είναι η ανοιχτή ημιμπάλα

Bo(0, 1) ∩ {xn > 0}, V = Bo(0, 1
2
) ∩ {xn > 0},

έχουμε την ανισότητα ∫
V
|Dh

i u|pdx ≤
∫
U
|uxi

|pdx

για i = 1, ..., n− 1. Η απόδειξή του είναι παρόμοια με αυτή του προη-
γούμενου θεωρήματος.

Θεώρημα 1.38. Χαρακτηρισμός τουW 1,∞. Έστω U ένα ανοικτό, φραγ-
μένο υποσύνολο του Rn με σύνορο ∂U στο C1. Τότε u : U → R είναι
Lipschitz συνεχής αν και μόνο αν u ϵ W 1,∞(U).

Απόδειξη. (Αντίστροφο) Υποθέτουμε ότι U = Rn και η u έχει συμπαγές
υποστήριγμα. Υποθέτουμε επίσης ότι u ϵ W 1,∞(Rn). Τότε uε := ηε ∗ u,
όπου ηε είναι η συνάρτηση standard mollifier, είναι ομαλή και ικανοποιεί
τις σχέσεις {

uε → u ομοιόμορφα καθώς ε→ 0,

∥Duε∥L∞(Rn) ≤ ∥Du∥L∞(Rn).

Έστω δύο σημεία x, y ϵ Rn με x ̸= y. Έχουμε

uε(x)− uε(y) =
∫ 1

0
d
dt
uε(tx+ (1− t)y)dt

=
∫ 1

0
Duε(tx+ (1− t)y)dt · (x− y),

και έτσι

|uε(x)− uε(y)| ≤ ∥Duε∥L∞(Rn)|x− y|

≤ ∥Du∥L∞(Rn)|x− y|.

Για ε→ 0, έχουμε ότι

∥u(x)− u(y)∥ ≤ ∥Du∥L∞(Rn) | x− y |,
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και συνεπώς η u είναι Lipschitz συνεχής.
(Ευθύ) Έστω τώρα ότι η u είναι Lipschitz συνεχής. Θα δείξουμε ότι η u
έχει φραγμένη ασθενή πρώτη παράγωγο. Από τη στιγμή που η u είναι
Lipschitz συνεχής, βλέπουμε ότι

∥D−h
i u∥L∞(Rn) ≤ Lip(u)

και συνεπώς υπάρχει μια συνάρτηση vi ϵ L∞(Rn) και μια υπακολουθία
hk → 0 τέτοια ώστε

D−hk
i u→ vi, ασθενώς στον L2

loc(Rn).

Άρα ∫
Rn uϕxi

dx = lim
hk→0

∫
Rn uD

−hk
i ϕdx

= − lim
hk→0

∫
Rn D

−hk
i uϕdx

= −
∫
Rn viϕdx.

Η παραπάνω ισότητα ισχύει για όλα τα ϕ ϵ C∞
c (Rn), και έτσι vi = uxi

υπό ασθενή έννοια , i = 1, ..., n. Συνεπώς, u ϵ W 1,∞(Rn). Στην γενική
περίπτωση που το U είναι φραγμένο, με ∂U κλάσης C1, επεκτείνουμε
την u στην Eu = ū και εφαρμόζουμε το παραπάνω επιχείρημα.

□

Παρατήρηση 1.9. Από το παραπάνω θεώρημα εξάγεται εύκολα ότι
σε οποιοδήποτε ανοικτό σύνολο U, u ϵ W 1,p

loc (U) αν και μόνο αν η u
είναι τοπικά Lipschitz συνεχής στο U . Όμως, δεν υπάρχει αντίστοιχος
χαρακτηρισμός για τους χώρους W 1,p για 1 ≤ p <∞. Αν n < p <∞,
τότε κάθε συνάρτηση u ϵ W 1,p ανήκει στον C0,1−n

p , αλλά από την άλλη
μια συνάρτηση Hölder συνεχής με εκθέτη μικρότερο της μονάδας δεν
ανήκει απαραίτητα σε κάποιο χώρο Sobolev W 1,p.

1.13 Διαφορισιμότητα - Μετασχηματισμός Fourier
Ορισμός 1.22. Μια συνάρτηση u : U → R είναι παραγωγίσιμη στο
x ϵ U αν υπάρχει α ϵ Rn τέτοιο ώστε

u(y) = u(x) + α(y − x) + o(| y − x |), καθώς y → x.

Με άλλα λόγια
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lim
y→x

u(y)−u(x)−α(y−x)
|y−x| = 0.

Σημείωση 1.5. Εύκολα αποδεικνύεται ότι αν το α υπάρχει, τότε είναι
και μοναδικό. Οπότε γράφουμε grad(u(x)) αντί για α και ονομάζουμε
το grad(u(x)) ως η κλήση (gradient) της u.

Θεώρημα 1.39. Διαφορισιμότητα σχεδόν παντού. Έστω u ϵ W 1,p
loc (U)

για κάποιο n < p ≤ ∞. Τότε η u είναι διαφορίσιμη σχεδόν παντού στο
U και η κλήση της είναι ίση με την ασθενή παράγωγο σχεδόν παντού.

Απόδειξη. Έστω n < p <∞. Από την ανισότητα Morrey έχουμε ότι

| v(y)− v(x) |≤ Cr1−
n
p

(∫
B(x,2r)

| Dv(z) |p dz
)
, όπου y ϵ B(x, r),

που ισχύει για κάθε C1 συνάρτηση, επομένως και για v ϵ W 1,p, με προ-
σέγγιση. Επιλέγουμε u ϵ W 1,p

loc (U). Τώρα, σχεδόν για όλα τα x ϵ U , μια
εκδοχή του διαφορικού θεωρήματος του Lebesque συνεπάγεται ότι∫

B(x,r)
| Du(x)−Du(z) |p dz → 0

καθώς r → 0. Έστω x ϵ U και θέτουμε

v(y) := u(y)− u(x)− grad(u(x))(y − x)

στην ανισότητα Morrey, όπου r = |x− y|. Τότε έχουμε

|u(y)− u(x)− grad(u(x))(y − x)| ≤ Cr1−
n
p

(∫
B(x,2r)

|Du(x)−Du(z)|pdz
)

≤ Cr
(∫

B(x,2r)
|Du(x)−Du(z)|pdz

)1/n
= o(r) = o(|x− y|).

Συνεπώς, η u είναι διαφορίσιμη στο x και η κλίση της είναι ίση με
την ασθενή παράγωγο στο x. Στην περίπτωση που p = ∞, έχουμε ότι
W 1,∞

loc (U) ⊂ W 1,p
loc (U) για όλα τα 1 ≤ p < ∞ και εφαρμόζουμε το ως άνω

εγχείρημα.

□

Θεώρημα 1.40. Θεώρημα Rademacher. Έστω u μια τοπικά Lipschitz
συνεχής συνάρτηση στο U . Τότε η u είναι διαφορίσιμη σχεδόν παντού
στο U .

Απόδειξη. Αποτελεί άμεση συνέπεια του προηγούμενου θεωρήματος.

□
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Θεώρημα 1.41. Χαρακτηρισμός τουHk με τον μετασχηματισμόFourier.
Έστω k ένας μη αρνητικός ακέραιος.

(i) Μια συνάρτηση u ϵ L2(Rn) ανήκει στον Hk(Rn) αν και μόνο αν

(1 + |y|k) û ϵ L2(Rn).

(ii) Επιπλέον, υπάρχει μια θετική σταθερά C τέτοια ώστε

1
C
∥u∥Hk(Rn) ≤ ∥(1 + |y|k)û∥L2(Rn) ≤ C∥u∥Hk(Rn)

για κάθε u ϵ Hk(Rn).

Απόδειξη. Έστω u ϵ Hk(Rn). Τότε για κάθε διάνυσμα |α| ≤ k, έχουμε
ότι Dαu ϵ L2(Rn.) Αν u ϵ Ck έχει συμπαγές υποστήριγμα, έχουμε ότι

D̂αu = (iy)αû.

Με προσέγγιση από ομαλές συναρτήσεις εξάγουμε την παραπάνω ισό-
τητα για u ϵ Hk(Rn). Συνεπώς, (iy)αû ϵ L2(Rn) για κάθε | α |≤ k. Πιο
συγκεκριμένα, επιλέγοντας α = (k, 0, ..., 0), (0, k, ..., 0), ..., (0, ..., k), εξά-
γουμε ότι ∫

Rn | y |2k| û |2≤ C
∫
Rn | Dku |2 dx <∞.

Συνεπώς, ∫
Rn(1+ | y |k)2 | û |2 dy ≤ C∥u∥Kk(Rn),

και έτσι

(1+ | y |k)û ϵ L2(Rn).

(Αντίστροφο.) Υποθέτουμε ότι (1+ | y |k)û ϵ L2(Rn) και |α| ≤ k. Τότε

∥(iy)αû∥L2(Rn) ≤
∫
Rn |y|2|α||û|2dy ≤ C ∥(1 + |y |k)û∥2L2(Rn).

Θέτουμε

uα := ((iy)αû)v.

Τότε για κάθε ϕ ϵ C∞
c (Rn)∫

Rn(D
αϕ)ūdx =

∫
Rn(D̂αϕ)¯̂udy =

∫
Rn(iy)

αϕ̂¯̂u

= (−1)|α|
∫
Rn ϕūαdx.
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Έτσι uα = Dαu στην ασθενή μορφή και Dαu ϵ L2(Rn). Άρα u ϵ Hk(U),
όπως ζητήθηκε.

□

Ορισμός 1.23. Υποθέτουμε ότι 0 < s < ∞ και u ϵ L2(Rn). Τότε,
u ϵ Hs(Rn), αν

(1 + |y|s)û ϵ L2(Rn).

Για μη ακέραια s, θέτουμε

∥u∥Hk(Rn) := ∥(1 + |y|s)û∥L2(Rn).

1.14 Λοιποί χώροι συναρτήσεων
O χώρος H−1

Ορισμός 1.24. Έστω u, v ϵ H1
0 (U). Ορίζουμε το εσωτερικό γινόμενο ως

(u, v) :=
∫
U
DuDv + uvdx.

Ορισμός 1.25. Γράφουμε ωςH−1(U) τον δυικό χώρο του H1
0 . Δηλαδή

H−1(U) := {f : H1
0 → R με f συνεχή, φραγμένη}

Σημείωση 1.6. Με ⟨·, ·⟩ : H−1(U)×H1
0 (U) → R συμβολίζουμε το δυικό

γινόμενο μεταξύ των H−1 και H1
0 .

Ορισμός 1.26. Αν f ϵ H−1(U), ορίζουμε τη νόρμα

∥f∥−1
H (U) := sup{⟨f, u⟩ : u ϵ H1

0 (U), ∥u∥H1
0 (U) ≤ 1}.

Θεώρημα 1.42. Χαρακτηρισμός του H−1(U).

(i) Έστω f ϵ H−1(U). Τότε υπάρχουν συναρτήσεις f 0, f 1, ..., fn ϵ L2(U)
τέτοιες ώστε

⟨f, v⟩ =
∫
U

f 0v +
n∑

i=1

f ivxi
dx, v ϵ H1

0 (U). (1.4)

(ii) Επιπλέον,

∥f∥H−1(U) = inf{(
∫
U

n∑
i=0

| f i |2 dx)1/2 : f ικανοποιεί την (1.4) για

f 0, ..., fnϵL2(U)}.
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Σημείωση 1.7. Γράφουμε ως f = f 0 −
n∑

i=1

f i
xi
, όταν ισχύει η (1.4).

Απόδειξη. Έστω f ϵ H−1(U). Από το θεώρημα αναπαράστασης του
Riesz έχουμε ότι υπάρχει μοναδική συνάρτηση u ϵ H1

o (U) τέτοια ώστε
να ισχύει B[u, v] = ⟨f, v⟩ για όλες τις v ϵ H1

o (U). Δηλαδη,∫
U
DuDv + uvdx = ⟨f, v⟩

για κάθε v ϵ H1
o (U). Άρα, η (1.4) ισχύει για{

f o = u,

f i = uuxi
, i = 1, ..., n

Έστω τώρα ότι f ϵ H−1(U),

⟨f, v⟩ =
∫
U
gov +

n∑
i=1

givxi
dx

για go, ..., gn ϵ L2(U). Θέτοντας v = u έχουμε ότι∫
U
|Du|2 + |u|2dx ≤

∫
U

n∑
i=0

|gi|2dx.

Συνεπώς, ∫
U

n∑
i=0

|f i|2dx ≤
∫
U

n∑
i=0

|gi|2dx.

Από την (1.4) έχουμε ότι

|⟨f, v⟩| ≤
(∫

U

n∑
i=0

|f i|2dx
)1/2

αν ∥v∥H1
o (U) ≤ 1. Συνεπώς,

∥f∥H−1(U) ≤
(∫

U

n∑
i=0

|f i|2dx
)1/2

.

Θέτοντας v = u
∥u∥

H1
o (U)
, συνεπάγεται ότι

∥f∥H−1(U) =

(∫
U

n∑
i=0

|f i|2dx
)1/2

.

Η σχέση (ii) επάγεται άμεσα από το ότι
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∥f∥H−1(U) =

(∫
U

n∑
i=0

|f i|2dx
)1/2

≤
(∫

U

n∑
i=0

|gi|2dx
)1/2

για go, ..., gn ϵ L2(U) με ⟨f, v⟩ =
∫
U
gov +

n∑
i=1

givxi
dx.

□

Χώροι που περιλαμβάνουν τη μεταβλητή του χρόνου.

Ορισμός 1.27. Ο χώρος Lp(0, T ;X) αποτελείται από όλες τις μετρήσι-
μες συναρτήσεις u : [0, T ] → X με

∥u∥Lp(0,T ;X) :=
(∫ T

0
∥u(t)∥pdt

)1/p
<∞

για 1 ≤ p <∞, και

∥u∥L∞(0,T ;X) := ess sup
0≤t≤T

∥u(t)∥ <∞.

Ορισμός 1.28. Ο χώρος (C([0, T ];X) αποτελείται από όλες τις συνεχείς
συναρτήσεις u : [0, T ] → X με

∥u∥C([0,T ];X) := max
0≤t≤T

∥u(t)∥ <∞

Ορισμός 1.29. Έστω u ϵ L1(0, T,X). Θα λέμε ότι η v ϵ L1(0, T,X) είναι
η ασθενής παράγωγος της u, και θα γράφουμε u′ = v, αν∫ T

0
ϕ′(t)u(t)dt = −

∫ T

0
ϕ(t)v(t)dt

για όλες τις βαθμωτές δοκιμαστικές συναρτήσεις ϕ ϵ C∞
c

Ορισμός 1.30. (i) Ο χώρος Sobolev W 1,p([0, T ];X) αποτελείται από όλες
τις συναρτήσεις u ϵ Lp(0, T ;X) τέτοιες ώστε να υπάρχει η u′ υπό
ασθενή έννοια και να ανήκει στον Lp(0, T ;X). Επιπλέον,

∥u∥W 1,p(0,T ;X) :=


(∫ T

0
∥u(t)∥p + ∥u′(t)∥pdt

)1/p
1 ≤ p <∞

ess sup
0≤t≤T

(∥u(t)∥+ ∥u′(t)∥) p = ∞

(ii) Γράφουμε H1(0, T ;X) = W 1,2(0, T ;X).
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Θεώρημα 1.43. Έστω u ϵ W 1,p(0, T ;X) για κάποιο 1 ≤ p ≤ ∞. Τότε:

(i) u ϵ C([0, T ];X) (αφού πιθανώς επαναπροσδιοριστεί σε ένα σύνολο
μηδενικού μέτρου.)

(ii) Επιπλέον, έχουμε την εκτίμηση

max
0≤t≤T

∥u(t)∥ ≤ C∥u∥W 1,p(0,T ;X)

με σταθερά C που εξαρτάται μόνο από το T.

Απόδειξη. Επεκτείνουμε την u να είναι 0 στο διάστημα (−∞, 0) και
(t,∞)και θέτουμε uε := ηε ∗ u, όπου ηε η συνάρτηση standardmollifier
στον R1. Παρατηρούμε ότι

uε′ = ηε ∗ u′ στο (ε, T − ε).

Τότε καθώς ε→ 0. {
uε → u, στον Lp(0, T ;X)

(uε)′ → u′, στον Lp(0, T ;X).

Για 0 < s < t < T , υπολογίζουμε

uε(t) = uε(s)−
∫ t

s
uε(τ)dτ.

Συνεπώς,

u(t) = u(s)−
∫ t

s
u(τ)dτ

για σχεδόν όλα τα 0 < s < t < T . Αφού η απεικόνιση t 7−→
∫ t

0
u′(τ)dτ

είναι συνεχής , οι σχέσεις (i) και (ii) επάγονται. Για την (iii) έχουμε ότι

T
∫ T

0
(u(t))pdt ≤

∫ T

0

∫ T

0
((u(s))p +

∫ t

s
(u′( tau))pdτ)dsdt

≤
∫ T

0
(∥u∥p + ∥u′∥p)dt.

Άρα

max
0≤t≤T

∥u(t)∥ ≤ C∥u∥W 1,p(0,T ;X).

□

Θεώρημα 1.44. Έστω u ϵ L2(0, T ;H1
0 (U)), με u′ ϵ L2(0, T ;H−1(U)).
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(i) Τότε u ϵ C([0, T ];L2(U)) εφόσον επαναπροσδιορισθεί σε ένα σύνολο
μηδενικού μέτρου.

(ii) Η απεικόνιση t 7−→ ∥u(t)∥2L2(U) είναι απολύτως συνεχής, με

d
dt
∥u(t)∥2L2(U) = 2⟨u′(t), u(t)⟩

για σχεδόν όλα τα t με 0 ≤ t ≤ T.

(iii) Επιπλέον, έχουμε την εκτίμηση

max
0≤t≤T

∥u(t)∥L2(U) ≤ C(∥u∥L2(0,T ;H1
0 (U)) + ∥u′∥L2(0,T,H−1(U))),

με σταθερά C που εξαρτάται μόνο από το T .

Απόδειξη. Επεκτείνουμε το u στο μέγιστο διάστημα [−σ, T + σ] για
σ > 0 , και ορίζουμε τις ομαλές συναρτήσεις uε = ηε ∗ uόπως και στην
προηγούμενη απόδειξη. Τότε για ε, δ > 0 ,

d
dt
∥uε(t)− uδ(t)∥2L2(U) = 2(uε

′
(t)− uδ

′
(t), uε(t)− uδ(t))L2(U).

Συνεπώς,

|uε(t)− uδ(t)|2L2(U) = |uε(s)− uδ(s)|2L2(U) + 2

∫ t

s

⟨uε′(τ)− uδ
′
(τ), uε(τ)uδ(τ)⟩dτ

για όλα τα 0 ≤ s, t ≤ T. Διατηρούμε κάποιο s σταθερό για το οποίο
ισχύει

uε(s) → u(s)L2(U)

Συνεπώς,

lim sup
ε,δ→0

sup
0≤t≤T

∥uε(t)− uδ(t)∥2L2(U)

lim
ε,δ→0

∫ T

0

∥uε′(τ)− uτ
′
(τ)∥2H−1(U) + ∥uε′(τ)− uδ

′∥)2H−1(U) + ∥uε(τ)− uδ(τ)∥2H1
0 (U)dτ = 0.

Συνεπώς, οι ομαλές συναρτήσεις {uε}0<ε≤1 συγκλίνουν στον C([0, T ];L2(U))
σε κάποια v ϵ C([0, T ];L2(U)). Όμως, γνωρίζουμε ότι uε(t) → u(t) σχεδόν
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για όλα τα t, συμπεραίνουμε ότι u = v σχεδόν παντού.
Ομοίως, έχουμε

∥uε(t)∥2L2(U) = ∥uε(s)∥2L2(U) + 2

∫ t

s

⟨uε′(τ), uε(τ)⟩dτ

και έτσι έχουμε

∥u(t)∥2L2(U) = ∥u(s)∥2L2(U) + 2

∫ t

s

⟨u′(τ), u(τ)⟩dτ

για όλα τα 0 ≤ s, t ≤ T.
Ολοκληρώνοντας την παραπάνω ανισότητα ως προς s και κάνοντας
χρήση της ανισότητας ∥⟨u′, u⟩∥ ≤ ∥u′∥H−1(U)∥u∥H1

0 (U), καταλήγουμε στην
εκτίμηση (iii).

□

Θεώρημα 1.45. Απεικονίσεις σε καλύτερους χώρους. Έστω ότι το U
είναι ανοικτό και φραγμένο, με ομαλό σύνορο ∂U . Έστω m ένας
μη αρνητικός ακέραιος. Υποθέτουμε ότι u ϵ L2(0, T ;Hm+2(U)), με
u′ ϵ L2(0, T ;Hm(U)). Τότε:

(i) u ϵ C([0, T ];Hm+1(U)), αφού πιθανώς επαναπροσδιοριστεί σε ένα
σύνολο μηδενικού μέτρου.

(ii) Επιπλέον έχουμε την εκτίμηση

max
0≤t≤T

∥u(t)∥Hm+1(U) ≤ C(∥u∥L2(0,T ;Hm+2(U)) + ∥u′∥L2(0,T ;Hm(U)),

όπου η σταθερά C εξαρτάται μόνο από τα T, U και m.

Απόδειξη. Έστω πρώτα ότι m = 0. Τότε

u ϵ L2(0, T ;H2(U)), u′ ϵ L2(0, T ;L2(U)).

Επιλέγουμε ένα ανοικτό φραγμένο σύνολο U ⊂⊂ V , και κατασκευά-
ζουμε μια αντιπροσωπευτική επέκταση u = Eu. Με χρήση του προη-
γούμενου θεωρήματος έχουμε ότι

u ϵ L2(0, T ;H2(V ))

και

∥u∥L2(0,T ;H2(V )) ≤ C∥u∥L2(0, T ;H2(U)).
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Η προηγούμενη ανισότητα έπεται με χρήση των υπολοίπων διαφορών
ως προς την μεταβλητή t, λαμβάνοντας υπόψιν ότι ο γραμμικός τελεστής
είναι φραγμένος από τον L2(U) στον L2(V ).
Υποθέτουμε προσωρινά ότι η u είναι ομαλή. Τότε υπολογίζουμε∣∣∣∣ ddt

(∫
V

|Du∥2dx
)∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∫
V

DuDu′dx

∣∣∣∣
= 2

∣∣∣∣∫
V

∆u · u′dx
∣∣∣∣

≤ C(∥u2∥H2(V ) + ∥u′∥2L2(V )).

Παρατηρούμε ότι δεν υπάρχει όρος στο σύνορο ∂V όταν ολοκληρώνουμε
κατά παράγοντες, διότι η επέκταση u = Eu έχει συμπαγές υποστήριγμα
εντός του V . Οπότε, ολοκληρώνοντας έχουμε

max
0≤t≤T

∥u(t)∥H1(U) ≤ C(∥u∥L2(0,T ;H2(U)) + ∥u′∥L2(U)).

Η ίδια εκτίμηση εξάγεται ακόμη και αν η u δεν είναι ομαλή, προσεγγί-
ζοντάς την με ομαλές συναρτήσεις uε := ηε ∗u. Όπως στις προηγούμενες
αποδείξεις, έπεται ότι u ϵ C([0, T ];H1(U)).
Στην γενική περίπτωση που m ≤ 1, θεωρούμε α ένα διάνυσμα με
|α| ≤ m, και θέτουμε v := Dαu.
Τότε

v ϵ L2(0, T ;H2(U)), v′ ϵ L2(0, T ;L2(U)).

Εφαρμόζοντας την εκτίμηση για m = 0, αντικαθιστώντας το u με το v,
και αθροίζοντας σε όλα τα |α| ≤ m, εξάγουμε τη γενική εκτίμηση (iii).

□
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Κεφάλαιο 2

Παραβολικές εξισώσεις
δεύτερης τάξης

Τα παραβολικά προβλήματα είναι εξελικτικές εξισώσεις, αφού πε-
ριλαμβάνουν και μεταβλητή χρόνου. Αποτελούν γενίκευση της εξίσωσης
θερμότητας.

2.1 Ορισμοί

2.1.1 Παραβολικές Εξισώσεις
Για αυτό το κεφάλαιο υποθέτουμε ότι το U είναι ανοιχτό, φραγμένο

υποσύνολο του Rn και θέτουμε UT = U × (0, T ] για σταθερό > 0.
Θα μελετήσουμε αρχικά το πρόβλημα αρχικών/συνοριακών τιμών

ut + Lu = f στο UT

u = 0 στο ∂U × [0, T ]

u = g στο U × {t = 0}
(2.1)

όπου δίνονται οι f : UT → R και η g : U → R και η u : ŪT → R είναι
η άγνωστη u = u(x, t). Το L συμβολίζει για κάθε χρόνο t έναν τελεστή
μερικής παραγώγισης δεύτερης τάξης που έχει είτε τη μορφή απόκλισης

Lu = −
n∑

i,j=1

(ai,j(x, t)uxi
)xj

+
n∑

i=1

bi(x, t)uxi
+ c(x, t)u (2.2)

η τη μορφή μη-απόκλισης

Lu = −
n∑

i,j=1

αij(x, t)uxixj
+

n∑
i=1

bi(x, t)uxi
+ c(x, t)u (2.3)

59
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για δοσμένους συντελεστές αij, bi, c(i, j = 1, ..., n).

Ορισμός 2.1. Λέμε ότι ένας παραβολικός τελεστής ∂
∂t
+L είναι (ομοιό-

μορφα) παραβολικός αν υπάρχει σταθερά θ > 0 τέτοια ώστε
n∑

i,j=1

αij(x, t)ξiξj ≥ θ|ξ|2 (2.4)

για όλα τα (x, t)ϵUT , ξϵRn.

Παρατήρηση 2.1. Παρατηρούμε ότι για σταθερό 0 ≤ t ≤ T ο τελεστής
L είναι ένας ομοιόμορφα ελλειπτικός τελεστής ως προς τη χωρική
μεταβλητή x.

2.1.2 Ασθενείς Λύσεις
Όπως και με τους ελλειπτικούς τελεστές, θεωρούμε τον L στη μορφή

απόκλισης (2.2) και προσπαθούμε να ορίσουμε την ασθενή λύση του
προβλήματος αρχικών/συνοριακών τιμών. Υποθέτουμε ότι

αij, biϵL∞(UT )(i, j = 1, ..., n) (2.5)

f ϵ L2(UT ) (2.6)

και

g ϵ L2(U). (2.7)

Υποθέτουμε επίσης πάντα ότι αij = αji(i, j = 1, ..., n).
Ορίζουμε τώρα τη χρόνο-εξαρτώμενη διγραμμική μορφή

B[u, v; t] :=

∫
U

n∑
i,j=1

αij(·, t)uxi
vxj

+
n∑

i=1

bi(·, t)uxi
v + c(·, t)uvdx (2.8)

για u, v ϵ H1
0 (U) και για σχεδόν όλα τα 0 ≤ t ≤ T.

Παρατήρηση 2.2. (Κίνητρο για τον ορισμό της ασθενούς λύσης.) Για
να είναι εφικτός ο επόμενος ορισμός της ασθενούς λύσης, υποθέ-
τουμε αρχικά ότι η u = u(x, t) είναι μια ομαλή λύση του παραβολικού
προβλήματος (2.1). Αλλάζουμε ότι οπτική, συνδέοντας τη u με μια
απεικόνιση

u : [0, T ] → H1
0 (U) (2.9)
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που ορίζεται ως

[u(t)](x) := u(x, t) (xϵU, 0 ≤ t ≤ T ). (2.10)

Με άλλα λόγια δε θα θεωρούμε τη u ως συνάρτηση του x και του t
μαζί, αλλά ως απεικόνιση u και t στο χώρου H1

0 (U) των συναρτήσεων
του x.
Επιστρέφοντας στο πρόβλημα (2.1), ορίζουμε ομοίως την

f : [0, T ] → L2(U)

ως

[f(t)](x) := f(x, t) (x ϵ U, 0 ≤ t ≤ T ).

Τώρα, αν σταθεροποιήσουμε μία συνάρτηση v ϵ H1
0 (U), μπορούμε

πολλαπλασιάζοντας τη ΜΔΕ ∂u
∂t

+ Lu = f με v και ολοκληρώνοντας
κατά μέλη, να βρούμε

(u′, v) + B[u, v; t] = (f, v)(′ = d

dt
) (2.11)

για κάθε 0 ≤ t ≤ T, όπου το ( , ) είναι το εσωτερικό γινόμενο στον
L2(U).
Στην συνέχεια, παρατηρούμε ότι

ut = g0 +
n∑

j=1

gjxj
UT

για g0 := f −
n∑

i=1

biuxi
− cu και gj :=

n∑
i=1

αijuxi
(j = 1, ..., n). Συνεπώς, η

(2.10) και οι ορισμοί στην ενότητα 1.14 με τον χώρο H−1 συνεπάγο-
νται ότι το δεξί μέλος της (2.10) βρίσκεται στο χώρο Sobolev H−1(U)
με

∥ut∥H−1(U) ≤

(
n∑

j=0

∥gj∥2L2(U)

)1/2

≤ C(∥u∥H1
0 (U) + ∥f∥L2(U).)

Αυτή η εκτίμηση υποδηλώνει ότι ίσως είναι λογικό να ψάξουμε για
κάποια ασθενή λύση με u′ ϵ H−1(U) για σχεδόν όλους τους χρόνους
0 ≤ t ≤ T. Σε αυτή την περίπτωση ο πρώτος όρος της (2.9) μπορεί
να εκφραστεί ως ⟨u′, v⟩, όπου το ⟨, ⟩ είναι το ταίριασμα του H−1(U)
με τον H1

0 (U).
Όλα αυτά οδηγούν στον ακόλουθο ορισμό.
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Ορισμός 2.2. Λέμε ότι μία συνάρτηση

u ϵ L2(0, T ;H1
0 (U)), u′ ϵ L2(0, T ;H−1(U))

είναι ασθενής λύση του παραβολικού προβλήματος αρχικών/συνοριακών
τιμών (2.1) αν

(i) ⟨u′, v⟩+B[u, v; t] = (f, v)
για κάθε v ϵ H1

0 (U) και σχεδόν για όλους τους χρόνους 0 ≤ t ≤ T
και

(ii) u(0) = g.

Παρατήρηση 2.3. Με βάση το θεώρημα 1.42 βλέπουμε ότι u ϵ C([0, T ];L2(U))
και άρα η (ii) έχει νόημα.

2.2 Ύπαρξη Ασθενών Λύσεων

2.2.1 Προσεγγίσεις Galerkin
Θα κατασκευάσουμε μία ασθενή λύση στο παραβολικό πρόβλημα

ut + Lu = f στο UT

u = 0 στο ∂U × [0, T ]

u = g στο U × {t = 0}
(2.12)

κατασκευάζοντας πρώτα λύσεις συγκεκριμένων προσεγγίσεων του (2.12)
πεπερασμένης διάστασης και περνώντας σε όρια. Αυτό ονομάζεται μέ-
θοδος Galerkin.
Πιο συγκεκριμένων, υποθέτουμε ότι οι συναρτήσεις wk = wk(x)
(k = 1, ..., n) είναι ομαλές,

η {wk}∞k=1 είναι ορθογώνια βάση του H1
0 (U), (2.13)

και

η {wk}∞k=1 είναι ορθοκανονική βάση του L2(U). (2.14)

θα μπορούσαμε να πάρουμε ως {wk}∞k=1 το πλήρες σετ των κατάλ-
ληλα κανονικοποιημένων ιδιοσυναρτήσεων του L = −∆H1

0 (U). Σταθε-
ροποιούμε τώρα ένα θετικό ακέραιο m. Θα ψάξουμε για μία συνάρτηση
um := [0, T ] → H1

0 (U) της μορφής

um(t) :=
m∑
k=1

dkm(t)wk (2.15)
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όπου θέλουμε να διαλέξουμε συντελεστές dkm(t) (0 ≤ t ≤ T, k =
1, ..,m) τέτοιες ώστε

dkm(0) = (g, wk) (k = 1, ...,m) (2.16)

και

(u′
m, wk) +B[um, wk; t] = (f, wk) (0 ≤ t ≤ T, k = 1, ...,m). (2.17)

Άρα ψάχνουμε μια συνάρτηση um της μορφής (2.15) που να ικανοποιεί
την προβολή (2.17) του προβλήματος (2.12) στον χώρο πεπερασμένης
διάστασης που παράγεται από την {wk}mk=1.

Θεώρημα 2.1. Κατασκευή προσεγγιστικών λύσεων. Για κάθε ακέραιο
m = 1, 2,... υπάρχει μοναδική συνάρτηση um της μορφής (2.15) που
ικανοποιεί τις (2.16) και (2.17).

Απόδειξη. Υποθέτοντας ότι η um έχει τη μορφή (2.15), παρατηρούμε
πρώτα από την (2.14) ότι

(u′
m(t), wk) = dk

′

m(t). (2.18)

Επιπλέον,

B[m, wk; t] =
m∑
l=1

ekl(t)dlm(t) (2.19)

για ekl(t) := B[wl, wk; t] k, l = 1, ...,m. Γράφουμε ακόμη fk := (f(t), wk) k =
1, ...,m. Τότε, η (2.17) μετατρέπεται στο γραμμικό σύστημα Συνήθων
Διαφορικών Εξισώσεων

dk
′

m(t) +
m∑
l=1

ekl(t)dlm(t) = fk(t) k = 1, ...,m (2.20)

με τις αρχικές συνθήκες (2.16). Σύμφωνα με την κλασική θεωρία ύπαρ-
ξης για συνήθεις διαφορικές εξισώσεις, υπάρχει μοναδική, απολύτως
συνεχής συνάρτηση dm(t) = (d1m(t), ..., d

m
m(t)) που ικανοποιεί τις (2.16)

και (2.10) για σχεδόν όλα τα 0 ≤ t ≤ T. Τότε, um που ορίζεται στην
(2.15) λύνει την (2.17) για σχεδόν όλα τα 0 ≤ t ≤ T.

□
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2.2.2 Ενεργειακές Εκτιμήσεις
Σκοπεύουμε τώρα να στείλουμε το m στο άπειρο και να δείξουμε

ότι μία υπακολουθία των λύσεών μας um των προσεγγιστικών προβλη-
μάτων (2.16) και (2.17) συγκλίνει σε μία ασθενή λύση του (2.12). Για
να το κάνουμε αυτό, χρειαζόμαστε κάποιες ομοιόμορφες εκτιμήσεις.
Πρώτα, όμως, αναφέρουμε, χωρίς απόδειξη, τις δύο μορφές της Ανισό-
τητας Gronwall.

Πόρισμα 2.1. Διαφορική Μορφή Ανισότητας Gronwall. Έστω η(·) μία
μη αρνητική απολύτως συνεχής συνάρτηση στο [0, T ] που σχεδόν για
κάθε t ικανοποιεί τη διαφορική ανισότητα

η′(t) ≤ ϕ(t)η(t) + ψ(t)

όπου οι ϕ(t) και ψ(t) είναι μη-αρνητικές, αθροίσιμες συναρτήσεις στο
[0, ]. Τότε

η(t) ≤ e
∫ t
0 ϕ(s)ds

[
η(0) +

∫ t

0

ψ(s)ds

]
για όλα τα 0 ≤ t ≤ T.
Ειδικότερα, αν

η′ ≤ ϕ η στο [0, T ] και η(0) = 0,

τότε

η ≡ 0 στο [0, T ].

Πόρισμα 2.2. Ολοκληρωτική Μορφή Ανισότητας Gronwall. Έστω ξ(t)
μια μη-αρνητική αθροίσιμη συνάρτηση στο [0, T ] που ικανοποιεί για
σχεδόν όλα τα t την ολοκληρωτική ανισότητα

ξ(t) ≤ C1

∫ t

0

ξ(s)ds+ C2

για σταθερές C1, C2 ≥ C2(1 + C1te
C1t) για σχεδόν όλα τα 0 ≤ t ≤ T.

Ειδικότερα, αν

ξ(t) ≤ C1

∫ t

0

ξ(s)ds

για σχεδόν όλα τα 0 ≤ t ≤ T , τότε

ξ(t) = 0 σχεδόν παντού

Επιστρέφομαι τώρα στο βασικό θεώρημα της υποενότητας.
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Θεώρημα 2.2. Ενεργειακές Εκτιμήσεις. Υπάρχει μία σταθερά C που
εξαρτάται μόνο από τα U και και από τους συντελεστές του L τέτοια
ώστε

max
0≤t≤T

∥um(t)∥L2(U) + ∥um∥L2(0,T ;H1
0 (U)) + ∥u′

m∥L2(0,T ;H−1(U)) ≤ C(∥f∥L2(0,T ;L2(u)) + ∥g∥L2(U))

(2.21)

για m = 1, 2, ...

Απόδειξη.

1. Πολλαπλασιάζουμε την (2.17) με dkm(t) αθροίζουμε για k = 1, ...,m
και χρησιμοποιούμε την (2.15) για να βρούμε

(u′
m,um) +B[um,m′; t] = (f,m) (2.22)

για σχεδόν όλα τα ≤ t ≤ T. Yπάρχουν σταθερές β > 0 και γ ≥ 0
τέτοιες ώστε

β∥um∥2H1
0 (U) ≤ B[um,um; t] + γ∥um∥L2(U)2 (2.23)

για όλα τα 0 ≤ t ≤ T, m = 1, .... Επιπλέον,

(f,um)| ≤
1

2
∥f∥2L2(U) +

1

2
∥um∥2L2(U)

και

(u′
m,um) =

d

dt
(
1

2
∥um∥2L2(U))

για σχεδόν όλα τα 0 ≤ t ≤ T. Συνεπώς, η (2.22) δίνει την ανισότητα

d

dt

(
∥um∥2L2(U)

)
+ 2β∥um∥2H1

0 (U) ≤ C1∥um∥2L2(U) + C2∥f∥2L2(U) (2.24)

για σχεδόν όλα τα 0 ≤ t ≤ T και κατάλληλες σταθερές C1 και C2.

2. Γράφουμε τώρα

η(t) := ∥um(t)∥2L2(U) (2.25)

και

ξ(t) := ∥f(t)∥2L2(U) (2.26)
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Τότε, η (2.24) συνεπάγεται ότι

η′(t) ≤ C1η(t) + C2ξ(t) (2.27)

για σχεδόν όλα τα 0 ≤ t ≤ T. Έτσι, η διαφορική μορφή της Ανισό-
τητας Gronwall δίνει την εκτίμηση

η(t) ≤ eC1(t)

(
η(0) + C2

∫ t

0

ξ(s)ds

)
0 ≤ t ≤ T. (2.28)

Επειδή από την (2.16) η(0) = ∥um(0)∥2L2(U) ≤ ∥g∥2L2(U), έχουμε από
τις (2.25) μέχρι (2.27) την εκτίμηση

max
0≤t≤T

∥um(t)∥2L2(U) ≤ C
(
∥g∥2L2(U) + ∥f∥2L2(0,T ;L2(U))

)
.

3. Επιστρέφουμε για άλλη μια φορά στην (2.24), ολοκληρώνουμε από
0 μέχρι T και χρησιμοποιούμε την παραπάνω ανισότητα για να
βρούμε

∥um∥2L2(0,T ;H1
0 (U)) =

∫ T

0

∥um∥2H1
0 (U)dt

≤ C
(
∥g∥2L2(U) + ∥f∥2L2(0,T ;L2(U))

)
.

4. Σταθεροποιούμε οποιαδήποτε v ϵ H1
0 (U) με ∥v∥H1

0 (U) ≤ 1 και
γράφουμε v = v1 + v2, όπου v1 ϵ span{wk}mk=1 και(v2, wk) = 0
k = 1, ...,m. Επειδή οι συναρτήσεις {wk}∞k=0 είναι ορθογώνιες στον
H1

0 (U), ∥v1∥H1
0 (U) ≤ ∥v∥H1

0 (U) ≤ 1. Χρησιμοποιώντας την (2.17),
συμπεραίνουμε ότι για κάθε 0 ≤ t ≤ T

(u′
m, v

1) +B[um, v
1; t] = (f, v1).

Τότε, η (2.15) συνεπάγεται ότι

⟨u′
m, v⟩ = (u′

m, v) = (u′
m, v

1) = (f, v1)−B[um, v
1; t].

Συνεπώς,

|⟨u′
m, v⟩| ≤ C

(
∥f∥L2(U) + ∥um∥H1

0 (U)

)
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αφού ∥v1∥H1
0 (U) ≤ 1. Έτσι,

∥u′
m∥H1

0 (U) ≤ C
(
∥f∥L2(U) + ∥um∥H1

0 (U)

)
και άρα ∫ T

0

∥u′
m∥2H−1(Udt ≤ C

∫ T

0

∥f∥2L2(U) + ∥um∥2H1
0
dt

≤ C
(
∥g∥2L2(U) + ∥f∥2L2(0,T ;L2(U))

)
.

□

2.2.3 Ύπαρξη και Μοναδικότητα
Στη συνέχεια, περνάμε σε όρια καθώς m→ ∞, για να φτιάξουμε μία

ασθενή λύση του προβλήματος αρχικών/συνοριακών τιμών (2.12).

Θεώρημα 2.3. Ύπαρξη ασθενούς λύσης. Υπάρχει ασθενής λύση του
(2.12).

Απόδειξη.

(i) Σύμφωνα με την ενεργειακή εκτίμηση (2.21), βλέπουμε ότι η ακολου-
θία {um}∞m=1 είναι φραγμένη στον L2(0, T ;H1

0 (U)) και η {u′
m}∞m=1

είναι φραγμένη στον L2(0, T ;H−1(U)). Συνεπώς, υπάρχει υπακο-
λουθία {uml

}∞l=1 ⊂ {um}∞m=1 και μία συνάρτηση u ϵ L2(0, T ;H1
0 (U))

με u′ ϵ L2(0, T ;H−1(U)) τέτοια ώστε{
uml

→ u ασθενώς στον L2([0, T ];H1
0 (U))

u′
ml

→ u′ ασθενώς στον L2([0, T ];H−1(U)).
(2.29)

(ii) Στη συνέχεια σταθεροποιούμε έναν ακέραιο και διαλέγουμε μία
συνάρτηση v ϵ C1([0, T ];H1

0 (U)) που έχει την μορφή

v(t) =
N∑
k=1

dk(t)wk (2.30)

όπου οι {dk}Nk=1 είναι δοσμένες ομαλές συναρτήσεις. Διαλέγουμε
m ≥ N , πολλαπλασιάζουμε την (2.17) με dk(t), αθροίζουμε για
k = 1, ..., N και μετά ολοκληρώνουμε ως προς t για να βρούμε∫ T

0

⟨u′m,v⟩+B[um,v; t]dt =
∫ T

0

(f,v)dt. (2.31)
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Θέτουμε m = ml και χρησιμοποιούμε την (2.28) για να βρούμε
περνώντας σε ασθενή όρια ότι∫ T

0

⟨u′,v⟩+B[u,v; t]dt =
∫ T

0

(f,v)dt. (2.32)

Αυτή η ανισότητα ισχύει τότε για όλες τις συναρτήσεις v ϵ L2(0, T ;H1
0 (U)),

αφού οι συναρτήσεις της μορφής (2.29) είναι πυκνές σε αυτόν τον
χώρο. Έτσι,

⟨u′, v⟩+B[u, v; t] = (f, v) (2.33)

για κάθε v ϵ H1
0 (U) και σχεδόν όλα τα 0 ≤ t ≤ T . Από το θεώρημα

1.42 βλέπουμε ακόμη ότι u ϵ C([0, T ];L2(U)).

(iii) Για να δείξουμε ότι u(0) = g, παρατηρούμε πρώτα από την (2.32)
ότι ∫ T

0

−⟨v′, u⟩+B[u,v; t]dt =
∫ T

0

(f,v)dt+ (u(0) + v(0)) (2.34)

για κάθε v ϵ C1([0, T ];H1
0 (U)) με v(T ) = 0. Όμοια, από την (2.31)

εξάγουμε ότι∫ T

0

−⟨v′, um⟩+B[um,v; t]dt =
∫ T

0

(f,v)dt+ (um(0),v(0)). (2.35)

Θέτουμεm = ml και ξαναχρησιμοποιούμε την (2.28) για να βρούμε∫ T

0

−⟨v′, u⟩+B[u,v; t]dt =
∫ T

0

(f,v)dt+ (g,v(0)) (2.36)

αφού uml
(0) → g στον L2(U). Επειδή το v(0) είναι αυθαίρετο, συ-

γκρίνοντας τις (2.34) και (2.36), συμπεραίνουμε ότι u(0) = g.

□

Θεώρημα 2.4. Μοναδικότητα της ασθενούς λύσης. Μια ασθενής λύση
του (2.12) είναι μοναδική.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε ότι η μόνη ασθενής λύση του (2.12) με
f ≡ g ≡ 0 είναι η

u ≡ 0 (2.37)
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Για να το δείξουμε αυτό, παρατηρούμε ότι θέτοντας v = u στην ταυτό-
τητα (2.33) (για f ≡ 0), συμπεραίνουμε, χρησιμοποιώντας το Θεώρημα
(1.42), ότι

d

dt

(
1

2
∥u∥2L2(U)

)
+B[u,u; t] = ⟨u′,u⟩+B[u,u; t] = 0. (2.38)

Επειδή

B[u,u; t] ≥ β∥u∥2H1
0 (U) − γ∥u∥2L2(U) ≥ −γ∥u∥2L2(U), (2.39)

η ανισότητα Gronwall και η (2.38) συνεπάγονται την (2.37).

□

2.2.4 Ομαλότητα
Σε αυτή την ενότητα εξετάζουμε την κανονικότητα της ασθενούς

λύσης u του προβλήματος αρχικών/συνοριακών τιμών δεύτερης τάξης
παραβολικής εξίσωσης. Ο σκοπός είναι να αποδείξουμε ότι η u είναι
ομαλή αν οι συντελεστές της ΜΔΕ, το σύνορο του χωρίου κλπ είναι
ομαλά.

Παρατήρηση 2.4. Κίνητρο: Τυπική εξαγωγή εκτιμήσεων.

1. Για να δούμε τι υποθέσεις κανονικότητας θα μπορούσαν να ισχύ-
ουν, υποθέτουμε αρχικά ότι η u = u(x, t) είναι ομαλή λύση του
προβλήματος αρχικών/συνοριακών τιμών για την εξίσωση θερ-
μότητας: {

ut −∆u = f στο Rn × (0, T ]

u = g στο Rn × {t = 0}
(2.40)

και υποθέτουμε ακόμη ότι η u πάει στο μηδέν καθώς |x| → ∞
αρκετά γρήγορα, ώστε να δικαιολογούνται οι παρακάτω υπο-
λογισμοί. Στη συνέχεια, υπολογίζουμε για 0 ≤ t ≤ T :∫

Rn

f 2dx =

∫
Rn

(ut −∆u)2dx

=

∫
Rn

u2t − 2∆uut + (∆u)2dx
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=

∫
Rn

u2t + 2Du ·Dut + (∆u)2dx (2.41)

Από 2Du ·Dut = d
dt
(|Du|2) έχουμε ότι∫ t

0

∫
Rn

2Du ·Dutds =
∫
Rn

|Du|2dx|s=t
s=0.

Επιπλέον, ∫
Rn

(∆u)2dx =

∫
Rn

|D2u|2dx.

Εισάγουμε τις δύο αυτές ανισότητες στην (2.41) και ολοκληρώ-
νουμε ως προς το χρόνο, για να πάρουμε

sup
0≤t≤T

∫
Rn

|Du|2dx+
∫ T

0

∫
Rn

u2t + |D2u|2dxdt ≤ C

(∫ T

0

∫
Rn

f 2dxdt+

∫
Rn

|Dg|2dx
)

(2.42)

Επομένως, βλέπουμε ότι μπορούμε να εκτιμήσουμε τις L2 - νόρ-
μες των ut και D2u στο Rn × (0, T ) ως προς την L2− νόρμα της
f στο Rn × (0, T ) και την L2− νόρμα του Dg στον Rn.

2. Στην συνέχεια παραγωγίζουμε τη ΜΔΕ ως προς t και θέτουμε
ũ := ut. Τότε {

ũt −∆ũ = f̃ στο Rn × (0, T ]

ũ = g̃ στο Rn × {t = 0}
(2.43)

για f̃ := ft, g̃ := ut(·, 0) = f(·, 0)+∆g. Πολλαπλασιάζοντας με ũ,
ολοκληρώνοντας κατά μέλη και χρησιμοποιώντας την Ανισότητα
Gronwall, προκύπτει οτι

sup
0≤t≤T

∫
Rn

|ut|2dx+
∫ T

0

∫
Rn

|D2ut|2dxdt ≤ C

(∫ T

0

∫
Rn

f 2
t dxdt+

∫
Rn

|D2g|2 + f(·, 0)2dx
)
.

(2.44)

Αλλά

max
0≤t≤T

∥f(·, t)∥L2(Rn) ≤ C(∥f∥L2(R⋉×(0,T )) + ∥ft∥L2(Rn)) (2.45)
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σύμφωνα με το Θεώρημα (1.41) (iii). Επιπλέον, γράφοντας
−∆u = f − ut, βρίσκουμε, ότι∫

Rn

|D2u|2dx ≤ C

∫
Rn

f 2 + u2tdx. (2.46)

Συνδυάζοντας τις ((2.44)-(2.46)), οδηγούμαστε στην εκτίμηση

sup
0≤t≤T

∫
Rn

|ut|2 + |D2u|2dx+
∫ t

0

∫
Rn

|Dut|2dxdt ≤ C

(∫ T

0

∫
Rn

f 2
t + f 2dxdt+

∫
Rn

|D2g|2dx
)

(2.47)

για κάποια σταθερά C.

Προφανώς τα παραπάνω δεν αποτελούν κάποιου είδους απόδειξη,
γιατί η ασθενής λύση που κατασκευάσαμε προηγουμένως δεν είναι
αρκετά ομαλή ώστε να διακιολογήσει αυτούς τους υπολογισμούς.
Για τους υπολογισμούς μας θα χρησιμοποιήσουμε τις προσεγγίσεις
Galerkin. Για να διευκολύνουμε τη διαδικασία, θα υποθέτουμε στο
εξής ότι {wk}∞k=1 είναι η πλήρης συλλογή των ιδιοσυναρτήσεων της
-∆ στον H1

0 και ότι το U είναι φραγμένο, ανοιχτό με ομαλό ∂U .
Υποθέτουμε επιπλέον ότι{

οι συντελεστές αij, bi, c(i, j = 1, ..., n) είναι ομαλοί στο
Ū και δεν εξαρτώνται από το t.

(2.48)

Θεώρημα 2.5. Βελτιωμένη Κανονικότητα.

(i) Έστω

g ϵ H1
0 (U), f ϵ L2(0, T ;L2(U)).

Υποθέτουμε ακόμα ότι η u ϵ L2(0, T ;H1
0 (U)) με u′ ϵ L2(0, T ;H−1(U))

είναι η ασθενής λύση του
ut + Lu = f στο UT

u = 0 στο ∂U × [0, T ]

u = g στο U × {t = 0}.

Τότε στην πραγματικότητα

uϵL2(0, T ;H2(U)) ∩ L∞(0, T ;H1
0 (U)),u′ ϵ L2(0, T ;H2(U))
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και έχουμε την εκτίμηση

ess sup
0≤t≤T

∥u(t)∥H1
0 (U) + ∥u∥L2(0,T ;H2(U)) + ∥u′∥L2(0,T ;L2(U))

≤ C
(
∥f∥L2(0,T ;L2(U)) + ∥g∥H1

0 (U)

)
(2.49)

όπου η σταθερά C εξάρταται μόνο από τα U και T και τους
συντελεστές του L.

(ii) Αν επιπλέον

gϵH2(U), f′ ϵ L2(0, T ;L2(U)),

τότε

uϵL∞(0, T ;H2(U)), u′ ϵ L∞(0, T ;L2(U)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (U))

u′′ ϵ L2(0, T ;H−1(U))

με την εκτίμηση

ess sup
0≤t≤T

(∥u(t)∥H2(U) + ∥u′(t)∥L2(U)) + ∥u′∥L2(0,T ;H1
0 (U)) (2.50)

+∥u′′∥L2(0,T ;H−1)) ≤ C(∥f∥H1(0,T ;L2(U))) + ∥g∥H2(U).) (2.51)

Θεώρημα 2.6. Μεγάλη κανονικότητα. Έστω

gϵH2m+1(U),
dkf
dtk

ϵ L2(0, T ;H2m−2k(U)) k = 0, ...,m.

Υποθέτουμε ακόμη ότι ισχύει η ακόλουθη συνθήκη συμβατότητας μ-
τάξης: {

g0 := gϵH1
0 (U), g1 := f(0)− Lg0 ϵ H

1
0 (U),

..., gm := dm−1f
dtm−1 (0)− Lgm−1 ϵ H

1
0 (U).

Τότε

dku
dtk

ϵ L2(0, T ;H2m+2−2k(U)) k = 0, ...,m+ 1
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και έχουμε την εκτίμηση
m+1∑
k=0

∥∥∥∥dkudtk
∥∥∥∥
L2(0,T ;H2m+2−2k(U))

≤ C

(
m∑
k=0

∥∥∥∥dkfdtk

∥∥∥∥
L2(0,T ;H2m+2−2k(U))

+ ∥g∥H2m+1(U)

)
(2.52)

όπου η σταθερά C εξαρτάται μόνο από τα m,U, T και τους συντελε-
στές του L.

Τέλος, εφαρμόζοντας το προηγούμενο θεώρημα για m = 0, 1, ... προ-
κύπτει το ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 2.7. Άπειρη παραγωγισιμότητα. Έστω

g ϵ C∞(Ū), f ϵ C∞(ŪT )

και οι συνθήκες συμβατότητας m-τάξης ισχύουν για m = 0, 1,.. Τότε,
το παραβολικό πρόβλημα αρχικών/συνοριακών τιμών (2.12) έχει μο-
ναδική λύση

u ϵ C∞(ŪT ).

2.3 Θεωρία Ημιομάδων
Η θεωρία ημιομάδων είναι η αφηρημένη μελέτη συνήθων διαφορικών

εξισώσεων πρώτης τάξης με τιμές σε χώρους Banach, που εκφράζονται
μέσω γραμμικών τελεστών που ίσως να μην είναι φραγμένοι.

Oρισμοί και Βασικές Ιδιοτητες
Έστω ένας πραγματικός χώρος Banach και η συνήθης διαφορική

εξίσωση (ΣΔΕ) {
u′(t) = Au(t) t ≥ 0

u(0) = u
(2.53)

όπου ′ = d
dt
, u ϵ X δοσμένο και A ένας γραμμικός τελεστής. Πιο συ-

γκεκριμένα, θεωρούμε ότι το D(A), το πεδίο ορισμού του A, είναι ένας
γραμμικός υπόχωρος του X και έχουμε έναν πιθανώς μη-φραγμένο τε-
λεστή

A : D(A) → X (2.54)
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Εξετάζουμε την ύπαρξη και μοναδικότητα μιας λύσης

u : [0,∞) → X

της (2.53). Το βασικό μας πρόβλημα είναι να εξασφαλίσουμε λογικές
συνθήκες για τον τελεστή A ώστε (i) η ΣΔΕ να έχει μοναδική λύση u
για κάθε αρχικό σημείο uϵX και (ii) πολλές ενδιαφέρουσες ΜΔΕ να
μπορούν να εκφραστούν στην αφηρημένη μορφή (2.53).

Ημιομάδες

Υποθέτουμε προς στιγμή ότι η u : [0,∞) → X είναι μια λύση της
διαφορικής εξίσωσης (2.53) και ότι στην πραγματικότητα η (2.53) έχει
μοναδική λύση για κάθε αρχικό σημείο u ϵ X.

Παρατήρηση 2.5. Συμβολισμός. Θα γράφουμε

u(t) := S(t)u t ≥ 0 (2.55)

για να δείξουμε καθαρά την εξάρτηση του u(t) από την αρχική συν-
θήκη uϵX. Για κάθε χρόνο t ≥ 0 μπορούμε ως εκ τούτου να θεωρή-
σουμε το S(t) ως μια απεικόνιση από τον στον .
Όσον αφορά τις ιδιότητες του S, είναι σίγουρα γραμμικός και επι-
πλέον:

S(0)u = u, u ϵ X (2.56)

και

S(t+ s)u = S(t)S(s)u = S(t)S(s)u t, s ≥ 0, u ϵ X. (2.57)

Η συνθήκη (2.57) εξασφαλίζει την υπόθεσή μας ότι η ΣΔΕ (2.53)
έχει μοναδική λύση για κάθε αρχική τιμή. Τέλος, φαίνεται λογικό να
υποθέσουμε ότι για κάθε u ϵ X

η απεικόνιση t 7→ S(t)u είναι συνεχής από το [0,∞) στον X. (2.58)

Ορισμοί 2.1. (i) Μια οικογένεια {S(t)}t≥0 φραγμένων γραμμικών τε-
λεστών που απεικονίζουν τον X στον X καλείται ημιομάδα αν
ικανοποιούνται οι συνθήκες ((2.56)-(2.58)).

(ii) Λέμε ότι η {S(t)}t≥0 είναι συστολική ημιομάδα αν επιπλέον

∥S(t)∥ ≤ 1 t ≥ 0 (2.59)

όπου εδώ η ∥ · ∥ συμβολίζει τη νόρμα του τελεστή. Έτσι,

∥S(t)u∥ ≤ ∥u∥ t ≥ 0, u ϵ X.
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Ορισμός 2.3. (Mild Solution-Λύση με την έννοια της υποομάδας.)
Έστω η εξίσωση

d

dt
f = F

όπου F : (0, T ) → X (για κάποιο 0 < T ≤ ∞). Η f : (0, T ) → X είναι
λύση αυτής της εξίσωσης με την έννοια της υποομάδας εάν η f είναι
συνεχής με την τοπολογική νόρμα και

f(t2) = f(t1) +

∫ t2

t1

F (s)ds για κάθε t1, t2 ϵ (0, T ).

Στοιχειώδεις Ιδιότητες και Γεννήτορες
Το ζητούμενο τώρα είναι να βρούμε ποιοί τελεστές A αποτελούν

γεννήτορες συστολικών ημιομάδων. Από εδώ και στο εξής υποθέτουμε
ότι η {S(t)}t≥0 είναι μία συστολική ημιομάδα στον X.

Ορισμοί 2.2. Γράφουμε

D(A) :=

{
uϵX | lim

t→0+

S(t)u− u

t
υπάρχει στον Χ

}
(2.60)

και

Au := lim
t→0+

S(t)u− u

t
uϵD(A). (2.61)

Καλούμε τον A : D(A) → X τον απειροστό γεννήτορα της ημιομάδας
{S(t)}t≥0 όπου D(A) είναι το πεδίο ορισμού του .

Θεώρημα 2.8. Διαφορικές Ιδιότητες των Ημιομάδων. Υποθέτουμε ότι
u ϵ D(A). Τότε

(i) S(t)u ϵ D(A) για κάθε t ≥ 0,

(ii) AS(t)u = S(t) Au για κάθε t > 0,

(iii) η απεικόνιση t 7→ S(t)u είναι διαφορίσιμη για κάθε t > 0 και

(iv) d
dt
S(t)u = AS(t)u t > 0.
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Παρατήρηση 2.6. Επειδή η t 7→ AS(t)u = S(t)Au είναι συνεχής, η
απεικόνηση t 7→ S(t)u είναι C1 στο (0,∞), αν u ϵ D(A).

Θεώρημα 2.9. Ιδιότητες των γεννητόρων.

(i) Το πεδίο ορισμού D(A) είναι πυκνό στο X και

(ii) O A είναι κλειστός τελεστής. Λέγοντας ότι ένας τελεστής είναι
κλειστός, εννοούμε ότι οποτεδήποτε uk ϵ D(A) k = 1, ... και
uk → u, Auk → v καθώς k → ∞, τότε

u ϵ D(A), v = Au.



Κεφάλαιο 3

Η κλασική μέθοδος Galerkin

Η κλασική μέθοδος Galerkin με εφαρμογές στα
παραβολικά προβλήματα
Σε αυτή την ενότητα θα μελετηθεί η κλασική μέθοδος Galerkin για

πεπερασμένα στοιχεία για την επίλυση του προβλήματος αρχικών-συνοριακών
τιμών της εξίσωσης θερμότητας{

ut −∆u = f στο Ω για t > 0

u = 0 στο ∂Ω για t > 0 με u(·, 0) = v στο Ω
(3.1)

όπου το Ω είναι πεδίο του Rd με ομαλό σύνορο ∂Ω και όπου u = u(t, x).

Ορισμός 3.1. i) Το Th είναι η τριγωνοποίηση του Ω. Στην περίπτωση
που είναι σχεδόν-ομοιόμορφα φραγμένη, η επιφάνεια κάθε τρι-
γώνου της τριγωνοποίησης είναι κάτω φραγμένη από το ch2 για
c θετική σταθερά ανεξάρτητη του h.

ii) Ο Sh είναι ο χώρος των συνεχών συναρτήσεων στο Ω που είναι
γραμμικές σε κάθε τρίγωνο της Th και που μηδενίζονται έξω
από το πολυγωνικό χωρίο Ωh που δημιουργείται από την ένωση
των τριγώνων της Th.

iii) Με {Pj}Nh
j=1 ονομάζουμε τις εσωτερικές κορυφές της Th και με

{Φj}Nh
j=1 τις συναρτήσεις πυραμίδας που αποτελούν βάση του

Sh.

77
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O τελεστής παρεμβολής μιας ομαλής v ϵ Ω που μηδενίζεται στο ∂Ω
είναι ο

Ihv(x) =

Nh∑
j=1

v(Pj)Φj(x). (3.2)

Συμβολισμοί 3.1. Συμβολίζουμε με

∥v∥ = ∥v∥L2 και ∥v∥r = ∥v∥Hr

και για τις συναρτήσεις στο H1
0 ισχύει η ισοδυναμία νορμών

c∥v∥1 ≤ ∥∇v∥ ≤ ∥v∥1, ∀ v ϵ H1
0 με c > 0 (3.3)

H εκτίμηση σφάλματος για την παρεμβολή για v ϵ H2 ∩H1
0 είναι

∥Ihv − v∥ ≤ Ch2∥v∥2 και ∥∇(Ihv − v)∥ ≤ Ch∥v∥2. (3.4)

Επίσης, για την γενική περίπτωση ενός Ω ⊂ Rd με οικογένεια {Sh}Nh
j=1

υποχώρων του H1
0 πεπερασμένης διάστασης, ισχύει ότι για κάποιo r ≥ 2

και μικρό h

inf
x ϵ Sh

{∥v − x∥+ h∥∇(v − x)∥} ≤ Chs∥v∥s, για 1 ≤ s ≤ r και v ϵ Hs ∩H1
0 .

(3.5)

Ομοίως, για τον τελεστή παρεμβολής Ih : Hr ∩ H1
0 → Sh η αντίστοιχη

εκτίμηση είναι

∥Iv − v∥+ h∥∇(Ihv − v)∥ ≤ Chs∥v∥s, για 1 ≤ s ≤ r. (3.6)

Σημείωση 3.1. Εάν η {Sh} βασίζεται σε σχεδόν-ομοιόμορφες τριγωνο-
ποιήσεις και αποτελείται από κατα τμήματα πολυώνυμα βαθμού το
πολύ r − 1, τότε έχουμε την αντίστροφη ανισότητα

∥∇x∥ ≤ Ch−1∥x∥, ∀ x ϵ Sh (3.7)

Στην μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων αναζητείται συνάρτηση
uh ϵ Sh τέτοια ώστε

(∇uh,∇x) = (f, x), ∀ x ϵ Sh. (3.8)

για την λύση της οποίας και τη λύση του προβλήματος ισχύει η σχέση
ορθογωνιότητας

(∇(uh − u),∇x) = 0, ∀ x ϵ Sh (3.9)

Με βάση τα παραπάνω, ακολουθεί το θεωρήμα
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Θεώρημα 3.1. Υποθέτουμε ότι ισχύει η σχέση (3.5) και έστω uh και u
είναι οι λύσεις των (3.1) και (3.8) αντίστοιχα. Τότε για 1 ≤ s ≤ r

∥uh − u∥ ≤ Chs∥u∥s και ∥∇uh −∇u∥ ≤ Chs−1∥u∥s. (3.10)

Αρχικά, γίνεται προσέγγιση της u(x, t) μέσω μιας συνάρτησης uh(x, t)
που για κάθε σταθερό t ανήκει σε έναν γραμμικό χώρο Sh πεπερασμέ-
νης διάστασης ο οποίος αποτελείται από συναρτήσεις του x. H συνάρ-
τηση uh(x, t) είναι λύση ενός h-εξαρτώμενου πεπερασμένου συστήματος
συνήθων διαφορικών εξισώσεων στο χρόνο και αναφέρεται ως χωρικά
διακριτή ή ημιδιακριτή λύση. Το χωρικά διακριτό πρόβλημα βασίζεται
σε μια μεταβολική μορφή του (3.1).

3.1 Διακριτοποίηση
Προχωράμε στην διακριτοποίηση του συστήματος (3.1) ως προς την

μεταβλητή του χρόνου, για να παράγουμε ένα πλήρως διακριτό χρονο-
βηματικό σχέδιο για την προσεγγιστική λύση του (3.1). Για να γίνει η
διακριτοποίηση στο χρόνο χρησιμοποιείται προσέγγιση πεπερασμένης
διαφοράς για την χρονική παράγωγο.
Για να οριστεί μια χωρικά ημιδιακριτή προσεγγιστική λύση στο πρό-
βλημα αρχικών-συνοριακών τιμών, γράφουμε το πρόβλημα σε ασθενή
μορφή πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση θερμότητας με μια ομαλή συ-
νάρτηση ϕ με ϕ = 0 στο ∂Ω, ολοκληρώνουμε στο Ω, εφαρμόζουμε τον
τύπο του Green και προκύπτει

(ut, ϕ) + (∇u,∇ϕ) = (f, ϕ) ∀ ϕ ϵ H1
0 , t > 0.

Στη συνέχεια θέτουμε όπου u το uh(t) = uh(·, t), uh ϵ Sh και έχουμε το
προσεγγιστικό πρόβλημα

(uh,t, x) + (∇uh,∇x) = (f, x) ∀ x ϵ Sh, t > 0, uh(0) = vh (3.11)

όπου vh είναι κάποια προσέγγιση της v στον Sh.
Ως προς τη βάση {Φj}Nh

1 του Sh το ημιδιακριτό πρόβλημα γίνεται:
Να βρεθούν οι συντελεστές αj(t) στην uh(x, t) =

∑Nh

j=1 αj(t)Φj(x) τέτοιοι
ώστε

Nh∑
j=1

α′
j(t)(Φj,Φk) +

Nj∑
j=1

αj(t)(∇Φj,∇Φk) = (f,Φk), k = 1, 2..., Nh
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και με γj τα συστατικά της δοθείσης αρχικής προσέγγισης vh, αj(0) = γj
για 1, ..., Nh. Με συμβολισμό πινάκων αυτό μπορεί να εκφραστεί ως

Aα′(t) +Bα(t) = f(t) με α(0) = γ

όπου A = (αjk) είναι ο πίνακας μάζας με στοιχεία αjk = (Φj,Φk), B =
(bjk) ο πίνακας ακαμψίας με bjk = (∇ϕj,∇Φk), f = (fk) το διάνυσμα με
στοιχεία fk = (f,Φk), α(t) το διάνυσμα των αγνώστων αj και γ = (γk).
Η διάσταση όλων αυτών είναι Nh, η διάσταση του Sh. Επειδή όπως
και στον πίνακα ακαμψίας B ο πίνακας μάζας A είναι πίνακας Gram
και άρα θετικά ορισμένος και αντιστρέψιμος, το παραπάνω σύστημα
συνήθων διαφορικών εξισώσεων μπορεί να γραφεί

α′(t) + A−1Bα(t) = A−1f(t), για t > 0, με α(0) = γ

και άρα έχει μοναδική λύση για t θετικό. Πρώτα αποδεικνύεται η πα-
ρακάτω εκτίμηση στον L2 για το σφάλμα μεταξύ των λύσεων του ημι-
διακριτού και του συνεχούς προβλήματος.

Θεώρημα 3.2. Έστω uh και u οι λύσεις των (3.11) και (3.1). Τότε

∥uh(t)− u(t)∥ ≤ ∥vh − v∥+ Chr(∥v∥r +
∫ t

0

∥ut∥rds), για t ≥ 0.

Παρατήρηση 3.1. Όπως και προηγουμένως, απαιτούμε η λύση του
συνεχούς προβλήματος να έχει την ομαλότητα που υπονοείται από τις
νόρμες στο δεξί μέλος και η v να εξαφανίζεται στο ∂Ω. Παρατηρούμε
επίσης ότι αν ισχύει η (3.6) και vh = Ihv, τότε ο πρώτος όρος στο
δεξί μέλος κυριαρχείται από τον δεύτερο. Το ίδιο ισχύει και αν vh =
Phv, όπου Ph είναι η ορθογώνια προβολή της v στον Sh ως προς το
εσωτερικό γινόμενο του L2, αφού αυτή είναι η βέλτιστη προσέγγιση
της v στον Sh ως προς την L2-νόρμα. Μια άλλη βέλτιστη προσέγγιση
επιτυγχάνεται αν ορίσουμε την ελλειπτική ή Ritz προβολή Rh στον Sh

ως την ορθογώνια προβολή ως προς το εσωτερικό γινόμενο (∇v,∇w)
τέτοια ώστε

(∇Rhv,∇x) = (∇v,∇x) ∀ x ϵ Sh, για v ϵ H1
0 . (3.12)

Για την απόδειξη του Θεωρήματος (3.2) χρησιμοποιείται το εξής
Λήμμα.

Λήμμα 3.1. Έστω ότι ισχύει η (3.5). Τότε για Rh όπως παραπάνω
έχουμε

∥Rhv − v∥+ h∥∇(Rhv − v)∥ ≤ Chs∥v∥s, για v ϵ Hs ∩H1
0 , 1 ≤ s ≤ r.
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Απόδειξη. (Θεωρήματος). Όπως θα κάνουμε συχνά στο εξής, γρά-
φουμε

uh − u = θ + ρ όπου θ = uh −Rhu, ρ = Rhu− u. (3.13)

Ο δεύτερος όρος φράσσεται εύκολα από το Λήμμα (3.1) και οι προφα-
νείς εκτιμήσεις είναι

∥ρ(t)∥ ≤ Chr∥u(t)∥r ≤ Chr(∥v∥r +
∫ t

0

∥ut∥rds). (3.14)

Για να εκτιμήσουμε το θ, παρατηρούμε από τους ορισμούς ότι

(θt, x) + (∇θ,∇x)

= (uh,tx) + (∇uh,∇x)− (Rhut, x)− (∇Rhu,∇x)

= (f, x)− (Rhut, x)− (∇u,∇x)

= (ut −Rhut, x) (3.15)

ή

(θt, x) + (∇θ,∇x) = −(ρt, x) ∀x ϵ Sh, t > 0. (3.16)

Δεδομένου ότι το θ ανήκει στον Sh, μπορούμε να διαλέξουμε x = θ στην
(3.16) και να καταλήξουμε ότι

(θt, θ) + ∥∇θ∥2 = (−ρt, θ). (3.17)

O πρώτος όρος είναι ίσος με 1
2
(d/dt)∥θ∥2 και ο δεύτερος είναι μη αρνη-

τικός. Επειδή το ∥θ∥ μπορεί να μην παραγωγίζεται όταν θ = 0, προσθέ-
τουμε ε2 για να πάρουμε

1

2

d

dt
∥θ∥2 = 1

2

d

dt
(∥θ∥2 + ε2) ≤ ∥ρt∥∥θ∥ με ε > 0

Αυτό δείχνει ότι

(∥θ∥2 + ε2)1/2
d

dt
((∥θ∥2 + ε2)1/2 ≤ ∥ρt∥∥θ∥
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και επειδή ∥θ∥ ≤ (∥θ∥2 + ε2)1/2,ολοκληρώνοντας και παίρνοντας ε→ 0.

∥θ(t)∥ ≤ ∥θ(0)∥+
∫ t

0

∥ρt∥ds. (3.18)

Εδω

∥θ(0)∥ = ∥vh −Rhv∥ ≤ ∥vh − v∥+ ∥Rhv − v∥ ≤ ∥vh − v∥+ Chr∥v∥r

και

∥ρt∥ = ∥Rhut − ut∥ ≤ Chr∥ut∥r

οπότε προκύπτει το επιθυμητό φράγμα για το ∥θ(t)∥.

□

Παρατήρηση 3.2. Στην παραπάνω απόδειξη χρησιμοποιήθηκε στην
(3.17) το γεγονός ότι το ∥∇θ∥2 είναι μη αρνητικό. Χρησιμοποιώντας
διαφορετικά αυτόν τον όρο, αποδεικνύεται ότι η επίδραση της αρχι-
κής συνθήκης στο σφάλμα τείνει στο μηδέν εκθετικά καθώς το t με-
γαλώνει. Πράγματι, για λ1 τη μικρότερη ιδιοτιμή του −∆ με Dirichlet
συνοριακές συνθήκες έχουμε

∥∇v∥2 ≥ λ1∥v∥2, ∀v ϵ H1
0 (3.19)

και άρα η (3.17) δίνει

1

2

d

dt
∥θ∥2 + λ1∥θ∥2 ≤ ∥ρt∥∥θ∥

ή (d/dt)∥θ∥ + λ1∥θ∥ ≤ ∥ρt∥ και άρα, χρησιμοποιώντας ε > 0 όπως
παραπάνω,

∥θ(t)∥ ≤ e−λ1t∥θ(0)∥+
∫ t

0

e−λ1(t−s)∥ρt(s)∥ds

≤ e−λ1t∥vh − v∥+ Chr(e−λ1t∥v∥r +
∫ t

0

eλ1(t−s)∥uh(s)∥rds).

Χρησιμοποιώντας το πρώτο μέρος της (3.14) και με κατάλληλη επι-
λεγμένη vh ισχύει

∥uh(t)− u(t)∥ ≤ Chr(e−λ1t∥v∥r + ∥u(t)∥r +
∫ t

0

e−λ1(t−s)∥ut(s)∥rds).



3.1. ΔΙΑΚΡΙΤΟΠΟΙΗΣΗ 83

Παρακάτω θα αναλυθεί μια άλλη προσέγγιση της απόδειξης του Θε-
ωρήματος (3.2), στην οποία δουλεύουμε την εξίσωση για θ, σε μορφή
τελεστών.

Σημείωση 3.2. Σύμφωνα με την Αρχή του Duhamel η λύση του (3.1)
είναι η

u(t) = E(t)v +

∫ t

0

E(t− s)f(s)ds. (3.20)

Ο (t) είναι ο επιλύων τελεστής της ομογενούς εξίσωσης (f ≡ 0 στο
(3.1)), δηλαδή ο τελεστής που παίρνει της αρχικές τιμές u(0) = v στη
λύση u(t) σε χρόνο t.

Αυτός ο τελεστής επίσης μπορεί να θεωρηθεί ως ημιομάδα e∆t στον
L2 που δημιουργείται από τον Λαπλασιανό τελεστή ορισμένο στο D(∆) =
H2∩H1

0 . Εισάγουμε τώρα έναν διακριτό Λαπλασιανό τελεστή ∆h : Sh →
Sh μέσω της

(∆hψ, x) = −(∇ψ,∇x) ∀ ψ, x ϵ Sh (3.21)

Το ανάλογο του τύπου του Green ορίζει το ∆hψ =
∑Nh

j=1 djΦj μέσω της

Nh∑
j=1

dj(Φj,Φk) = −(∇ψ,∇Φk) για k = 1, ..., Nh

αφού ο πίνακας του συστήματος είναι ο θετικά ορισμένος πίνακας μά-
ζας που συναντήσαμε παραπάνω. Ο τελεστής −∆h εύκολα φαίνεται ότι
είναι αυτοσυζυγής και θετικά ορισμένος στον Sh ως προς το (·, ·) .
Παρατηρούμε ότι ο ,∆h συνδέεται με τους άλλους τελεστές που ανα-
φέρθηκαν μέσω της

∆hRh = Ph∆ (3.22)

αφού

(∆hRhv, x) = −(∇Rhv,∇x) = −(∇v,∇x) = (∆v, x) = (Ph∆v, x) ∀ x ϵ Sh.

Με αυτούς τους συμβολισμούς η ημιδιακριτή εξίσωση παίρνει τη μορφή

(uh,t, x)− (∆huh, x) = (Phf, x) ∀ x ϵ Sh, t > 0

ή, επειδή όλοι οι παράγοντες στα αριστερά είναι στον Sh, uh,t−∆huh =
Phf. Χρησιμοποιώντας την (3.22) προκύπτει για το θ ότι

θt −∆hθ = (uh,t −∆huh)− (Rhut −∆hRhu)
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= Phf + (Ph −Rh)ut − Ph(ut −∆u)

= Ph(I −Rh)ut

= −Phρt

ή

θt −∆hθ = −Phρt, για t > 0. (3.23)

Συμβολίζουμε με Eh(t) το διακριτό ανάλογο του τελεστή E(t), δηλαδή
τον επιλύοντα τελεστή του ομογενούς ημιδιακριτού προβλήματος

uh,t −∆huh = 0, για t > 0, με uh(0) = vh.

Ένα ανάλογο της (3.20) μας λέει ότι η (3.22) συνεπάγεται ότι

θ(t) = Eh(t)θ(0)−
∫ t

0

Eh(t− s)Phρt(s)ds. (3.24)

Παρατηρούμε τώρα ότι ο Eh είναι ευσταθής στον L2 ή ακριβέστερα

∥Eh(t)vh∥ ≤ e−λ1t∥vh∥ ≤ ∥vh∥ για vh ϵ Sh, t ≥ 0. (3.25)

Διαλέγοντας x = uh στην ομογενή μορφή της (3.11) και χρησιμοποιώντας
την (3.19) έχουμε

1

2

d

dt
∥uh∥2 + λ1∥uh∥2 ≤

1

2

d

dt
∥uh∥2 + ∥∇uh∥2 = 0, για t > 0

που εύκολα δείχνει την (3.25). Επειδή ο Ph έχει μοναδιαία νόρμα στον
L2 , η (3.24) συνεπάγεται την (3.18) από την οποία προκύπτει το Θεώ-
ρημα όπως παραπάνω. Η ζητούμενη εκτίμηση για το θ είναι έτσι συνέ-
πεια της εκτίμησης ευστάθειας για τον Eh(t).
Με παρόμοιο τρόπο αποδεικνύεται το παρακάτω θεώρημα για την εκτί-
μηση σφάλματος της απόκλισης.

Θεώρημα 3.3. Σύμφωνα με τις υποθέσεις του Θεωρήματος (3.2) έχουμε

∥∇uh(t)−∇u(t)∥ ≤ C∥∇uh −∇v∥+ Chr−1

(
∥v∥r + ∥u(t)∥r +

(∫ t

0

∥ut∥2r−1ds

)1/2
)
, για t ≥ 0/
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Απόδειξη. Όπως πριν, το σφάλμα γράφεται στη μορφή

uh − u = θ + ρ, όπου θ = uh −Rhu, ρ = Rhu− u.

Τότε από το Λήμμα (3.1) έχουμε ότι

∥∇ρ(t)∥ = ∥∇(Rhu(t)− u(t))∥ ≤ Chr−1∥u(t)∥r.

Για την εκτίμηση του ∇θ, χρησιμοποιείται πάλι η (3.16) με x = θt αυτή
τη φορά. Παίρνουμε

∥θt∥2 +
1

2

d

dt
∥∇θ∥2 = −(ρt, θt) ≤

1

2
∥ρt∥2 +

1

2
∥θt∥2

και άρα (d/dt)∥∇θ∥2 ≤ ∥ρt∥2 ή

∥∇θ(t)∥2 ≤ ∥∇θ(0)∥2 +
∫ t

0

∥ρt∥2ds (3.26)

≤ (∥∇(vh − v)∥+ ∥∇(Rhv − v)∥)2 +
∫ t

0

∥ρt∥2ds.

Έτσι από το Λήμμα (3.1)

∥∇θ(t)∥2 ≤ 2∥∇(vh − v)∥2 + Ch2r−2(∥v∥2r +
∫ t

0

∥ut∥2r−1ds) (3.27)

που ολοκληρώνει την απόδειξη.

□

Παρατήρηση 3.3. Στην περίπτωση μιας σχεδόν ομοιόμορφης οικογέ-
νειας τριγωνοποιήσεων Th ενός επίπεδου χωρίου ή γενικότερα όταν
ισχύει η αντίστροφη εκτίμηση (3.7), μια εκτίμηση για το σφάλμα στην
απόκλιση μπορεί να εξαχθεί απευθείας από το αποτέλεσμα του Θε-
ωρήματος (3.2). Πράγματι, έχουμε σε εκείνη την περίπτωση για αυ-
θαίρετο x στον Sh

∥∇uh(t)−∇u(t)∥ ≤ ∥∇(uh(t)− x)∥+ ∥∇x−∇u(t)∥ (3.28)

≤ Ch−1∥uh(t)− x∥+ ∥∇x−∇u(t)∥

≤ Ch−1∥uh(t)− u(t)∥+ Ch−1(∥x− u(t)∥+ h∥∇x−∇u(t)∥).
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Εδώ από την (3.5) για κατάλληλο x ϵ Sh

∥x− u(t)∥+ h∥∇x−∇u(t)∥ ≤ Chr∥u(t)∥r
και από το Θεώρημα (3.2) για κατάλληλη επιλογή vh

∥∇uh(t)−∇u(t)∥ ≤ Chr−1(∥v∥r +
∫ t

0

∥ut(s)∥rds).

Κάνουμε την ακόλουθη παρατήρηση σχετικά με τον όρο θ = uh −Rhu
στην (3.13). Υποθέτουμε ότι έχουμε διαλέξει vh = Rh ώστε θ(0) = 0.
Τότε, εκτός από την (3.27) έχουμε από την (3.26)

∥∇θ(t)∥ ≤ C

(∫ t

0

∥ρt∥2ds
)1/2

≤ Chr
(∫ t

0

∥ut∥2rds
)1/2

. (3.29)

Έτσι η απόκλιση του θ είναι τάξης O(hr), ενώ η κλίση του ολικού
σφάλματος μπορεί να είναι μόνο O(hr−1) για μικρό h. Έτσι, η ∇uh
είναι καλύτερη προσέγγιση του ∇Rhu από ότι μπορεί να είναι για
το ∇u. Αυτό είναι ένα παράδειγμα του φαινομένου που ονομάζεται
υπερσύγκλιση.

3.2 Άλλοι τρόποι διακριτοποίησης ως προς τη
μεταβλητή του χρόνου.

3.2.1 Euler-Galerkin Μέθοδος
Ξεκινάμε με την προς τα πίσω Euler-Galerkin μέθοδο. Έχοντας ως

k το βήμα για το χρόνο και Un την προσέγγιση της u(t) στον Sh για
t = tn = nk, η μέθοδος αυτή ορίζεται αντικαθιστώντας την παράγωγο
ως προς τον χρόνο σστην (3.11) με ένα πηλίκο προς τα πίσω διαφοράς,
οπότε για ∂Un = (Un − Un−1)/k γίνεται

(∂Un, x) + (∇Un,∇x) = (f(tn), x) ∀ x ϵ Sh, n ≥ 1, U0 = vh. (3.30)
Για δοσμένο Un−1 αυτό ορίζει τη Un πεπλεγμένα μέσω της εξίσωσης

(Un, x) + k(∇Un,∇x) = (Un−1, kf(tn), x) ∀ x ϵ Sh

που είναι ο φορμαλισμός πεπερασμένων στοιχείων για μια ελλειπτική
εξίσωση της μορφής (I − k∆)u = g. Με συμβολισμό όπως στην ημιδια-
κριτή περίπτωση , αυτό μπορεί να γραφεί

(A+ kB)αn = Aαn−1 + kf(tn)

όπου ο A+ kB είναι θετικά ορισμένος και άρα εδώ και αντιστρέψιμος.
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Θεώρημα 3.4. Για Un και u τις λύσεις των (3.30) και (3.1) αντίστοιχα
έχουμε ότι αν ∥vh − v∥ ≤ Chr∥v∥r,

∥Un − u(tn)∥ ≤ Chr(∥v∥r +
∫ tn

0

∥ut∥rds) + k

∫ tn

0

∥utt∥ds για n ≥ 0.

Απόδειξη. Κατά αναλογία με την (3.13) γράφουμε

Un − u(tn) = (Un −Rhu(tn)) + (Rhu(tn)− u(tn)) = θn + ρn

και το ρn = ρ(tn) είναι φραγμένο όπως στην (3.14). Αυτή τη φορά ένας
υπολογισμός που αντιστοιχεί στην (3.15) δίνει

(∂θn, x) + (∇θn,∇x) = −(ωn, x) ∀ x ϵ Sh, n ≥ 1 (3.31)

όπου

ωn = Rn∂u(tn)− ut(tn) = (Rh − I)∂u(tn) + (∂u(tn)− ut(tn)) = ωn
1 + ωn

2 .

Διαλέγοντας x = θn, έχουμε (∂θn, θn) ≤ ∥ωn∥∥θn∥ ή

∥θn∥2 − (θn−1, θn) ≤ k∥ωn∥∥θn∥

ώστε

∥θn∥ ≤ ∥θn−1∥+ k∥ωn∥ (3.32)

και με διαδοχικές εφαρμογές

∥θn∥ ≤ ∥θ0∥+ k

n∑
j=1

∥ωj∥ ≤ ∥θ0∥+ k

n∑
j=1

∥ωj
1∥+ k

n∑
j=1

∥ωj
2∥. (3.33)

Εδώ, όπως πριν, το θ0 = θ(0) είναι φραγμένο όπως επιθυμούμε. Γρά-
φουμε

ωj
1 = (Rh − I)k−1

∫ tj

tj−1

utds = k−1

∫ tj

tj−1

(Rh − I)utds

και παίρνουμε

k
n∑

j=1

∥ωj
1∥ ≤

n∑
j=1

∫ tj

tj−1

Chr∥ut∥rds = Chr
∫ tn

0

∥ut∥rds.
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Επιπλέον

kωj
2 = u(tj)− u(tj−1)− kut(tj) = −

∫ tj

tj−1

(s− tj−1)utt(s)ds (3.34)

έτσι ώστε

k

n∑
j=1

∥ωj
2∥ ≤

n∑
j=1

∥∥∥∥∥
∫ tj

tj−1

(s− tj−1)utt(s)ds

∥∥∥∥∥ ≤ k

∫ tn

0

∥utt∥ds.

Μαζί οι εκτιμήσεις μας ολοκληρώνουν την απόδειξη.

□

Παρατήρηση 3.4. Για να βρούμε κάποια εκτίμηση για το ∇θ, μπο-
ρούμε να διαλέξουμε x = ∂θn στην (3.31) για να πάρουμε ∂∥∇θn∥2 ≤
∥ωn∥2 ή, αν ∇θ(0) = 0,

∥∇θn∥2 ≤ k
n∑

j=1

∥ωj∥2 ≤ Ch2s
∫ tn

0

∥ut∥2sdt+ Ck2
∫ tn

0

∥utt∥2dt (3.35)

για 1 ≤ s ≤ r. Μαζί με την στάνταρ εκτίμηση για το ∇ρ, αυτό δείχνει
για s = r − 1 ότι ∥∇(Un − u(tn))∥ ≤ C(u)(hr−1 + k).
Χρησιμοποιώντας το Θεώρημα (3.4) μαζί με την αντίστροφη ανισό-
τητα (3.7) παίρνει κανείς την ασθενέστερη εκτίμηση ∥∇(Un−u(tn))∥ ≤
C(u)(hr−1+kh−1). Παρατηρούμε ακόμα ότι για s = r στην (3.35) μπο-
ρεί κανείς να εξάγει την εκτίμηση μέγιστης νόρμας ∥Un − u(tn)∥L∞ ≤
C(h)ℓh(h

r + k), όπου ℓh = log 1
h
.

Παρατηρούμε, τέλος, ότι λόγω της μη-συμμετρικής επιλογής της δια-
κριτοποίησης στο χρόνο, η προς τα πίσω Euler-Galerkin μέθοδος είναι
μόνο πρώτης τάξης ως προς το k.



Κεφάλαιο 4

Στοχαστικές Διαφορικές
Εξισώσεις

4.1 Εισαγωγή

Α.Κίνητρο
Έστω ένα σημείο x0 ϵ Rn. Θεωρούμε την συνήθη διαφορική εξίσωση{

ẋ(t) = b(x(t)) (t > 0)

x(0) = xo,

όπου το b : Rn → Rn είναι ένα δοσμένο, λείο διανυσματικό πεδίο και η
λύση της συνήθης διαφορικής εξίσωσης είναι η τροχιά x(·) : [0,∞) → Rn.

Παρόλα αυτά, σε πολλές εφαρμογές το αποτέλεσμα μια ντετερμι-
νιστικής εξίσωσης που περιγράφει ένα φυσικό φαινόμενο δεν ανταπο-
κρίνεται στην πραγματικότητα εξαιτίας της τυχαιότητας που διέπει ένα
πείραμα.
Έτσι τροποποιήθηκε η συνήθης διαφορική εξίσωση με τέτοιον τρόπο
ώστε να περιλαμβάνεται ο παράγοντας της τύχης με τον παρακάτω
τρόπο {

Ẋ(t) = b(X(t)) +B(X(t)) ξ(t) (t > 0)

X(0) = xo,
(4.1)

όπου B : Rn → Mn×m (= ο χώρος πινάκων διάστασης n×m) και

ξ(·) := m− διαστάσεων ”λευκός θόρυβος”.

89
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4.2 Βασικές έννοιες και ορισμοί
Ορισμός 4.1. Έστω T ̸= ∅ ένα σύνολο δεικτών. Στοχαστική ανέλιξη
στο T με τιμές στο Rm ονομάζεται μια οικογένεια τ.μ. {Xt, t ϵ T}
ορισμένων σε ένα χώρο πιθανότητας (Ω,F , P ) και τιμές στο Rm. Όταν
T = N = {1, 2, ...} ή T = Z = (· · · − 2,−1, 0, 1, 2, · · · ) ομιλούμε για
στοχαστική ανέλιξη διακριτού χρόνου ενώ αν T είναι διάστημα του
R λέγεται στοχαστική ανέλιξη συνεχούς χρόνου. Για τυχόν αλλά
δοσμένο ω ϵ Ω η συνάρτηση Xt(ω) ϵ Rm ονομάζεται τροχιά ή
πραγματοποίηση της σ.α. {Xt, t ϵ T}.

Ορισμός 4.2. Ορίζουμε για έκαστο t ϵ T την σ-άλγεβρα
FX

t = σ(Xs, s ≤ t), δηλαδή FT
x ≡ σ({X−1

s (A) : s ϵ [0, t], A ϵ Bm}).

Από την άποψη της ερμηνείας μιας σ-άλγεβρας FX
t μπορεί να ειπω-

θεί ότι: ένα ενδεχόμενο E ανήκει στην FX
t όταν ο παρατηρητής του

συστήματος {Xt, tϵT} μπορεί κατά την χρονική στιγμή t να γνωρίζει αν
το E έχει πραγματοποιηθεί ή όχι.

Ορισμός 4.3. Ένας χώρος πιθανότητας (Ω,F , P ) λέγεται ότι είναι
εφοδιασμένος με μια διύλιση {Ft, t ϵ T} όταν για έκαστο t ϵ T η Ft

είναι σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Ω με Ft ⊂ F και επιπλέον t1 < t2 ⇒
Ft1 ⊂ Ft2.

Ορισμός 4.4. Έστω σ.α. X = {Xt, t ϵ T} ορισμένη στον χ.π. (Ω,F , P )
που είναι εφοδιασμένο με μία διύλιση {Ft, t ϵ T}. Η σ.α. X λέγεται
προσαρμοσμένη στην διύλιση {Ft, t ϵ T} όταν για κάθε t ϵ T η τ.μ.
Xt είναι Ft-μετρήσιμη.

Ορισμός 4.5. Έστω ο μετρήσιμος χώρος (Ω,F) εφοδιασμένος με μια
διύλιση {Ft, t ϵ T}. Μια τυχαία μεταβλητή τ : Ω → [0,∞] λέγεται
χρόνος διακοπής της {Ft, t ϵ T} όταν ισχύει:

{τ ≤ t} για κάθε t ≥ 0.

Η κλάση ενδεχομένων {A ϵ F : A ∩ {τ ≤ t} ϵ Ft ∀t ϵ T}

Ορισμός 4.6. Μια στοχαστική ανέλιξη {Xt, t ϵ T} με τιμές στο R,
ορισμένη στον (Ω,F, P ) λέγεται ότι είναι ένα Ft− submartingale (αντί-
στοιχα Ft − supermartingale), με {Ft, t ϵ T} μια διύλιση του χώρου
(Ω,F), όταν και μόνο όταν ισχύουν

(i) η τ.μ. t είναι Ft− μετρήσιμη ∀t ϵ T
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(ii) E(|Xt|) <∞ ∀t ϵ T

(iii) E(Xt | Fs) ≤ Xs (αντίστοιχα E(Xt | Fs) ≥ Xs ) P-σ.β.

για οποιαδήποτε s, t ϵ T με s < t. Θα λέγεται ότι η {Xt, t ϵ T} είναι ένα
Ft−martingale όταν είναι συγχρόνως submartingale και supermartingale.

4.3 Η στοχαστική ανέλιξη της Κίνησης Brown
Ορισμός 4.7. Μια τυπική στοχαστική διαδικασία W (·) ονομάζεται κί-
νηση Brown ή διαδικασία Wiener εάν

(i) W (0) = 0 P-σ.β.

(ii) Όταν 0 ≤ s < t τότε η τ.μ. Wt−Ws ακολουθεί κανονική κατανομή
N(0, t− s).

(iii) Για όλους τους χρόνους 0 < t1 < t2 < · · · < tn, οι τυχαίες μεταβλη-
τές W (t1),W (t2)−W (t1), · · · ,W (t)n −W (tn−1) είναι ανεξάρτητες.

Πρόταση 4.1. Έστω {Wt, t ≤ 0} μια Ft διαδικασία Wiener.

(i) Αν 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tn, τότε οι ”προσαυξήσεις” {Wtj −
Wtj−1

}, j = 1, 2, ..., n είναι ανεξάρτητες.

(ii) Η σ.α. {Wt, t ≤ 0} είναι Ft martingale.

(iii) Η σ.α. {W 2
t − t, t ≤ 0} Ft martingale.

iv) Για οποιαδήποτε s, t ≤ 0, Cov(Ws,Wt) = min{s, t}.

(v) Αν 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tn, τότε το τ.δ. (Wt1 ,Wt2 , ...,Wtn) ακο-
λουθεί Κανονική Κατανομή N(0,Γ) όπου Γ = [min{ti, tj}]1≥i,j≥n.

Απόδειξη 4.1. (i) Από τον ορισμό της διαδικασίας Wiener η τ.μ.
Wtn −Wtn−1 είναι ανεξάρτητη της σ-άλγεβρας FW

tn−1
άρα

ανεξάρτητη των τ.μ. Wto ,Wt1 , ...,Wtn−1 και συνεπώς και των τ.μ.
Wt1 −Wt0 , ...,Wtn−1 −Wtn−2 . Όμοια η τ.μ. Wtn−1 −Wtn−2

είναι ανεξάρτητη των Wt1 −Wt , ...,Wtn−2 −Wtn−3 κ.ο.κ.

(ii) Έστω 0 ≤ s < t. Αφού Wt−Ws ανεξάρτητη της σ-άλγεβρας Fs, θα
είναι E(Wt−Ws|Fs) = E(Wt−Ws) = 0 P -σ.β. και άρα E(Wt|Fs) =
Ws P -σ.β. αφού η τ.μ. Ws είναι Fs−μετρήσιμη.
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(iii) Για 0 ≤ s < t έχουμε διαδοχικά και P -σ.β.

E[(Wt −Ws)
2|Fs] = E(W 2

t |Fs)− 2E(WsWt|Fs) + E(W 2
s |Fs) =

= E(W 2
t |Fs)− 2WsE(Wt|Fs) +W 2

s και λόγω του (ii)

E[(Wt −Ws)
2|Fs] = E(W 2

t |Fs)− 2W 2
sW

2
s = E(W 2

t |Fs)−W 2
s .

Εξάλλου η τ.μ. Wt −Ws είναι ανεξάρτητη της F s και άρα

E[(Wt −Ws)
2|Fs] = E(Wt −Ws)

2 = V (Wt −Ws) = t− s.

Εύκολα τώρα συμπεραίνουμε ότι E(W 2
t − t|Fs) = W 2

s − s

(iv) Έστω s, t ≥ 0 με s < t. Τότε

Cov(Ws,Wt) = E(WsWt) = E((Wt −Ws +Ws)Ws) = E((Wt −Ws)Ws) + E(W 2
s )

και λαμβάνοντας υπόψη ότι Wt −Ws,Ws είναι ανεξάρτητες
βρίσκουμε ότι Cov(Ws,Wt) = E(Wt −Ws)E(Ws) +E(W 2

s ) και από
τον ορισμό της κίνησης Brown καταλήγουμε στο Cov(Ws,Wt) = s.
Όμοια, αν s > t βρίσκουμε ότι Cov(Ws,Wt) = t.

(v) Έστω t1 < t2 < · · · < tn.Με to = 0, γνωρίζουμε ότι οι τ.μ.Wtj−Wtj−1

j = 1, 2, ..., n ακολουθούν Κανονικές κατανομές (0, tj − tj−1) και
ότι είναι ανεξάρτητες. Συνεπώς το τ.δ. (Wt1−Wt0 , ...,Wtn−Wtn−1)
ακολουθεί Κανονική κατανομή N(0, B) όπου B-διαγώνιος n × n
πίνακας με bii = ti − ti−1.
Όμως


Wt1

Wt2
...

Wtn

 =


1 0 0 · · · 0
1 1 0 · · · 0
1 1 1 · · · 0
... ... ... ... ...
1 1 1 · · · 1



Wt1 −Wt0

Wt2 −Wt1
...

Wtn −Wtn−1


και συνεπώς το τ.δ. (Wt1 , ...,Wtn) ακολουθεί Κανονική κατανομή
N(0,Γ) με Γ = [Cov(Bti , Bj)]1≤i,j≤n. Αρκεί τώρα να επικαλεσθούμε
το (iv).
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White Noise
Ο λευκός θόρυβος 1-διάστασης ορίζεται ως εξής:

Ẇ (t) =
dW (T )

dt
= ξ(t)

Ο ορισμός που μόλις δόθηκε έχει χαρακτήρα συμβολισμού μόνο.
Στην πραγματικότητα οι τροχιές για t ϵ [0,∞) → Wt(ω) ϵ R είναι μη
παραγωγίσιμες οπουδήποτε στο [0,∞) για ω ϵ Ω∖N με P (N) = 0.
Έχουμε τον τύπο,

E(ξ(t)ξ(s)) = δo(s− t) (4.2)

όπου το δo είναι το στοιχειώδες τμήμα στο 0.

Απόδειξη Έστω h > 0 και σταθερό t > 0. Θέτουμε

ϕh(s) := E

((
W (t+ h)−W (t)

h

)(
W (s+ h)−W (s)

h

))

=
1

h2
[E(W (t+ h)W (s+ h))− E(W (t+ h)W (s))− E(W (t)W (s+ h)) + E(W (t)W (s))]

=
1

h2
[((t+ h) ∧ (s+ h))− ((t+ h) ∧ s)− (t ∧ (s+ h)) + (t ∧ s)].

Τότε ϕh(s) → 0 καθώς h→ 0, t ̸= s. Όμως
∫
ϕh(s)ds = 1, και τότε

υποθετικά ϕh(s) → δo(s− t) καθώς h→ 0. Επιπρόσθετα,
ϕh(s) → E(ξ(t)ξ(s)).

□

Σημείωση 4.1. Γιατί η σχέση ξ(·) = Ẇ (·) ονομάζεται λευκός θόρυβος.
Εάν X(·) είναι μια οποιαδήποτε στοχαστική διαδικασία με πραγματι-
κές τιμές και E(X2(t)) <∞ ∀t ≤ 0, τότε ορίζουμε

r(t, s) := E(X(t)X(s)) (t, s ≤ 0),

την συνάρτηση συνδιακύμανσης της X(·). Εάν r(t, s) = c(t − s) για
κάποια συνάρτηση c : R → R και E(X(t)) = E(X(s)) ∀t, s ≤ 0, η X(·)
ονομάζεται στάσιμη σ.α. με την ευρεία έννοια. Ο λευκός θόρυβος ξ(·)
είναι Γκαουσιανή διαδικασία λόγω του ορισμού του, με c(·) = δo.
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Ορισμός 4.8. Ορίζουμε:

f(λ) :=
1

2π

∫ ∞

−∞
e−iλtc(t)dt (λ ϵ R)

να είναι η φασματική πυκνότητα της σ.α. X(·). Για τον λευκό θόρυβο,
έχουμε

f(λ) =
1

2π

∫ infty

−∞
e−iλtδodt =

1

2π
∀λ.

Έτσι, η φασματική ακτίνα του ξ(·) είναι επίπεδη: αυτό σημαίνει πως
όλες οι ”συχνότητες” συνεισφέρουν ισάξια στην συνδιακύμανση της
συνάρτησης. Αυτό είναι ανάλογο με τα χρώματα που συνεισφέρουν
όλα μαζί για να φτιάξουν το λευκό.

□

Τυχαίες σειρές Fourier
Υποθέτουμε ότι η ακολουθία {ψn}∞n=0 είναι πλήρης και ορθοκανονική

βάση του L2(0, 1), όπου οι συναρτήσεις ψn = ψn(t) είναι ορισμένες στο
πεδίο ορισμού 0 ≤ t ≤ 1.
Η ορθοκανονικότητα σημαίνει∫ 1

0

ψn(s)ψmds = δmn ∀m,n.

Γράφουμε

ξ(t) =
∞∑
n=0

Anψn(t) (0 ≤ t ≤ 1). (4.3)

Οι συντελεστές An υπολογίζονται από την σχέση:

An =

∫ 1

0

ξψn(t)dt.

Περιμένουμε ότι οι συντελεστές An θα είναι ανεξάρτητες και ότι
ακολουθούν κανονική κατανομή με E(An) = 0. Για m ̸= n έχουμε

0 = E(An)E(Am) = E(AnAm) =

∫ 1

0

∫ 1

0

E(ξ(t)ξ(s))ψn(t)ψm(s)dtds
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=

∫ 1

0

∫ 1

0

δo(s− t)ψn(t)ψm(s)dtds από την σχέση 3.2

=

∫ 1

0

ψn(s)ψmds.

Όμως γνωρίζουμε ότι τα ψn είναι ορθοκανονικά. Οπότε,

E(A2
n) =

∫ 1

0

ψ2
n(s)ds = 1.

Συνεπώς εάν τα An είναι ανεξάρτητα και ακολουθούν Κανονική κατα-
νομή, είναι λογικό να ισχύει η σχέση 4.3 . Συνεπώς η κίνηση Brown W (·)
πρέπει να δίνεται από την σχέση

W (t) :=

∫ t

0

ξ(s)ds =
t∑

n=0

ψn(s)ds. (4.4)

Αυτό φαίνεται να είναι λογικό για κάθε ορθοκανονική βάση και θα το
αποδείξουμε στην επόμενη ενότητα.

LEVY-CIESIELSKI ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΤΗΣ ΚΙΝΗΣΗΣ BROWN
Ορισμός 4.9. Η οικογένεια {hk(·)}∞k=0 των συναρτήσεων Haar είναι ορι-
σμένες για 0 ≤ t ≤ 1 και είναι οι ακόλουθες

ho(t) := 1 για 0 ≤ t ≤ 1.

h1 :=

{
1 για 0 ≤ t ≤ 1

2

−1 για 1
2
< t ≤ 1.

Εάν 2n ≤ k < 2n+1, n = 1, 2, ..., έχουμε

hk(t) :=


2n/2 για k−2n

2n
≤ t ≤ k−2n+1/2

2n

−2n/2 για k−2n+1/2
2n

< t ≤ k−2n+1
2n

0 αλλιώς.

Λήμμα 4.1. Οι συναρτήσεις {hk(·)}∞k=0 αποτελούν μια ορθοκανονική
βάση του L2(0, 1) χώρου.

Απόδειξη
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(i)
∫ 1

0
h2kdt = 2n( 1

2n+1 +
1

2n+1 ) = 1. Σημειώνουμε ότι για όλα τα l > k,

είτε hkhl = 0 για όλα τα t είτε hk είναι σταθερό στο στήριγμα

του hl. Στην δεύτερη περίπτωση∫ 1

0

hlhkdt = ±2n/2
∫ 1

0

hldt = 0.

(ii) Υποθέτουμε ότι f ϵL2(0, 1)∫ 1

0

fhkdt = 0 για όλα τα k = 0, 1, ...

Θα αποδείξουμε ότι f = 0 σχεδόν παντού. Εάν n = 0, έχουμε∫ 1

0
fdt = 0. ’Έστω ότι n=1. Τότε

∫ 1/2

0
fdt =

∫ 1

1/2
fdt : και τα δύο

ολοκληρώματα είναι ίσα με μηδέν, αφού

0 =

∫ 1/2

0

fdt+

∫ 1

1/2

fdt =

∫ 1

0

fdt.

Συνεχίζοντας με αυτή την λογική, συμπεραίνουμε
∫ k+1

2n+1

k
2n+1

fdt = 0 για όλα τα

0 ≤ k < 2n+1. Έτσι
∫ t

s
fdt = 0 για όλα τα 0 ≤ s ≤ r ≤ 1. Αλλά

f(r) =
d

dr

∫ r

0

f(t)dt = 0

□

4.4 Στοχαστικό Ολοκλήρωμα Ito

Κίνητρο
Στην προηγούμενη ενότητα, στην εισαγωγή, είδαμε την στοχαστική

διαφορική εξίσωση {
dX = b(X, t)dt+B(X, t)dW
X(0) = Xo
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της οποίας την λύση θα εξετάσουμε στην επόμενη ενότητα. Η λύση είναι
της μορφής

X(t) = Xo +

∫ t

0

b(X, s)ds+
∫ t

0

B(X, s)sW (4.5)

για όλους τους χρόνους t ≥ 0.
Σε αυτή την ενότητα θα εξετάσουμε το στοχαστικό ολοκλήρωμα Ito∫ T

0

GdW

για κάποια ευρεία κλάση σ.α. G ..

Ορισμός 4.10. Για αριθμούς a < b στο [0,∞) λέγεται ότι η στοχαστική
ανέλιξη f : [a, b]×Ω → R ανήκει στην κλάση L(a, b)όταν ικανοποιούνται
οι παρακάτω απαιτήσεις:

(i) Η f είναι B[a,b] ⊗ F−μετρήσιμη.

(ii) Για έκαστο t ϵ [a, b] η τ.μ. f(t, ·) είναι Ft−μετρήσιμη, δηλαδή η σ.α.
f είναι Ft−προσαρμοσμένη.

(iii)
∫ b

a
E[f 2(t, ·)]dt <∞.

Ιδιαίτερα αν για μια fϵL[a, b] υπάρχει διαμέριση a = to < t1 < · · · <
tn = b και Fti−μετρήσιμες τ.μ. fi, i = 0, 1, ..., n− 1 ώστε να ισχύει:

f(t, ω) =
n−1∑
i=0

fi(ω)I[ti,ti+1)(t) + fn−1(ω)I{b}(t) (4.6)

τότε η f λέγεται στοιχειώδης σ.α. και θα γράφουμε f ϵ Lo(a, b).

Πρόταση 4.2. Έστω f ϵ L(a, b). Τότε υπάρχει ακολουθία στοιχειωδών
σ.α. {fn, n ϵ N} ⊂ Lo(a, b) εις τρόπον ώστε να ισχύει

lim
n
E[

∫ b

a

(f(t)− fn(t))
2dt] = 0.

Ορισμός 4.11. Έστω f ϵ L(a, b). Το ολοκλήρωμα Ito της f στο [α,b]
ορίζεται από την σχέση∫ b

a

f(t)dWt = lim
n

∫ b

a

fn(t)dWt με την L2 − έννοια
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όπου {fn : n ϵN} ακολουθία σ.α. από την L0[a, b] τέτοιο ώστε

lim
n
E[

∫ b

a

(f(t)− fn(t))
2dt] = 0

και με
∫ b

a
fn(t)dWt =

∑n−1
i=0 fi(Wti+1

−Wti)

Πρόταση 4.3. Έστω ότι f, gϵL(a, b), {fn, n ϵ N}, c ϵ (a, b) και λ, µ ϵR.
Αληθεύουν οι παρακάτω ισχυρισμοί:

(i) E[
∫ b

a
f(t)dWt] = 0

(ii) E|
∫ b

a
f(t)dWt|2 = E

∫ b

a
f 2(t)dt

(iii)
∫ b

a
(λf(t) + µg(t))dWt = λ

∫ b

a
f(t)dWt + µ

∫ b

a
g(t)dWt

(iv)
∫ b

a
f(t)dWt =

∫ c

a
f(t)dWt +

∫ b

c
f(t)dWt

(v) Η τ.μ. I =
∫ b

a
f(t)dWt είναι Fb−μετρήσιμη.

(vi) Αν lim
n
E[
∫ b

a
(fn(t) − f(t))2dt] = 0 τότε lim

n

∫ b

a
fn(t)dWt =

∫ b

a
f(t)dWt

με την L2 -έννοια.

Πρόταση 4.4. Έστω T > 0 και σ.α. f ϵ L(0, T ). Τότε υπάρχει σ.α.
X = {Xt, 0 ≤ t ≤ T} με συνεχείς τροχιές εις τρόπον ώστε για έκαστο
tϵ[0, T ] να ισχύει:

Xt =

∫ t

0

f(s)dWt P − σ.β.

Πρόταση 4.5. Έστω f ϵ L και Xt =
∫ t

0
f(r)dWr ≥ 0. Έστω ακόμη

0 ≤ s < t και τ ένας Ft χρόνος διακοπής. Τότε

a. E[
∫ t

s
f(r)dWr | Fs] = 0.

b. E[(
∫ t

s
f(r)dWr)

2 | Fs] = E[
∫ t

s
f 2(r)dr | Ft]

4.5 Στοχαστικές Ανελίξεις Ito
Ορισμός 4.12. Στοχαστική ανέλιξη Ito στο [0,∞) με τιμές στο Rm,
ονομάζεται μια συνεχής σ.α. {Xt, t ≥ 0} για την οποία ισχύει:

Xt = ξ +

∫ t

0

a(s)ds+

∫ t

0

β(s)dWs P-σ.β.
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όπου ξ = (ξ1, ..., ξm) τυχαίο διάνυσμα F0− μετρήσιμο, β ϵPm×n και
η σ.α. a(s) = (a1(s), ..., am(s)), s ≥ 0 είναι B[0,∞) ⊗ F-μετρήσιμη, Fs-
προσαρμοσμένη και ικανοποιεί την απαίτηση

P (
m∑
j=1

∫ r

0

|aj(s)|ds <∞) = 1 ∀r ≥ 0.

Πρόταση 4.6. Formula του Ito, m = n = 1
Έστω Xt = ξ+

∫ t

0
a(s)ds+

∫ t

0
β(s)dWs ανέλιξη Ito και f ϵ C1,2([0,∞)×R.

Τότε για όλα τα t > 0 ισχύει:

f(t,Xt)− f(0, ξ) =

∫ t

0

[
∂f

∂t
(s,Xs) + α(s)

∂f

∂x
(s,Xs) +

1

2
β2(s)

∂2f

∂x2
(s,Xs)

]
ds+

∫ t

0

β(s)
∂f

∂x
(s,Xs)dWs

Πρόταση 4.7. Formula του Ito, m,n ϵ N
Έστω f = f(t, x) = f(t, x1, ...., xm) με f ϵ C1,2([0,∞)×Rm) και η ανέλιξη
Ito Xt = X1

t , ..., X
m
t με Xt = ξ +

∫ t

0
α(s)ds+

∫ t

0
β(s)dWx.

Τότε ισχύει:

f(t,Xt) = f(t,X1
t , ..., X

m
t ) = f(0, ξ)+

∫ t

0

[
∂f

∂t
(s,Xs) +

m∑
i=1

αi(s)
∂f

∂xi
(s,Xs) +

1

2

n∑
j=1

m∑
i,k=1

βij(s)βkj(s)
∂2f

∂xi∂xk
(s,Xs)

]
ds+

n∑
j=1

∫ t

0

[
m∑
i=1

βij(s)
∂f

∂xi
(s,Xs)

]
dW j

s

Πρόταση 4.8. Υποθέτουμε ότι {Wt, t ≥ 0} είναι η μονοδιάστατη κίνηση
Brown.
Έστω οι σ.α. Ito

X1
t = ξ1 +

∫ t

0

α1(s)ds+

∫ t

0

β1(s)dWs, t ≤ 0

X2
t = ξ2 +

∫ t

0

α2(s)ds+

∫ t

0

β2(s)dWs, t ≤ 0.
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Τότε [
X1

t

X2
t

]
=

[
ξ1
ξ2

]
+

∫ t

0

[
α1(s)
α2(s)

]
ds+

∫ t

0

[
β1(s)
β2(s)

]
dWs, t ≥ 0

και εφαρμόζοντας την formula του Ito (m=2,n=1) για την συνάρτηση
f(x1, x2) = x1x2 έχουμε

X1
tX

2
t = ξ1ξ2 +

∫ t

0

[
α1(s)X

2
s + α2(s)X

1
s + β1(s)β2(s)

]
ds+

∫ t

0

[
β1(s)X

2
s + β2(s)X

1
s

]
dWs.

Σημείωση 4.2. Έστω τώρα η σ.α. X = {Xt = x+Wt, t ≥ 0} όπου
x ϵ Rn και {Wt, t ≥ 0} μια n-διάστατη Ft−κίνηση Brown. Όπως είναι
εύλογο η σ.α. ονομάζεται n-διάστατη κίνηση Brown με έναρξη το x
και προφανώς είναι ανέλιξη Ito αφού γράφεται

Xt = x+

∫ t

0

Odt+
∫ t

0

IdWt, t ≥ 0

όπου = [δij]

(
1 ≤ i ≤ n
1 ≤ j ≤ n

)
και O = (0, ..., 0)

Πρόταση 4.9. Έστω X = {Xt = x+Wt, t ≥ 0} n-διάσταση Ft−Κίνηση
Brown με έναρξη το x και f ϵ C2(Rn). Τότε ισχύει

f(Xt) = f(x) +
1

2

∫ t

0

[∆f(Xs)]ds+

∫ t

0

[∇f(Xs)]dWs.

4.6 Στοχαστική διαφορική εξίσωση
Το αντικείμενο της ενότητας αυτής είναι η Στοχαστική Διαφορική

Εξίσωση (ΣΔΕ) της μορφής

Xt = ξ +

∫ t

0

α(s,Xs)ds+

∫ t

0

β(s,Xs)dWs

όπου α, β συναρτήσεις με πεδίο ορισμού το [0, T ]× Rm.
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Η έννοια της λύσης μια ΣΔΕ. Ύπαρξη και μοναδικότητα
Με τον όρο Στοχαστική Διαφορική Εξίσωση (ΣΔΕ) εννοούμε την

αναζήτηση μιας σ.α. {Xt, t ϵ [0, T ]} με τιμές στο Rm η οποία μεταξύ
άλλων ικανοποιεί μια σχέση της μορφής

Xt = ξ +

∫ t

0

b(s,Xs)ds+

∫ t

0

σ(s,Xs)dWs, 0 ≤ t ≤ T

όπου b = (b1, ..., bm) και σ = [σij]

(
1 ≤ i ≤ n
1 ≤ j ≤ n

)
έχουν bj : [0, T ]×Rm → R

και σij : [0, T ]× Rm → R Borel μετρήσιμες συναρτήσεις και
{Wt, t ≥ 0} είναι μια n-διάστατη κίνηση Brown. Το ξ οφείλει να είναι
τ.μ. της μορφής ξ = (ξ1, ..., ξm). Η ΣΔΕ γράφεται αλλιώς

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt, Xo = ξ.

Ορισμός 4.13. Έστω συναρτήσεις β, σ όπως πριν. Δοθείσης μιας
n-διάστατης Κίνησης Brown (Ω,F , P,Ft, Bt) και μιας τ.μ. ξ = (ξ1, ..., ξm)
που είναι Fo− μετρήσιμη, ονομάζεται ισχυρή λύση της ΣΔΕ με
αρχική συνθήκη ξ μια σ.α. = {Xt, t ϵ [0, T ]} ικανοποιεί τις παρακάτω
απαιτήσεις
(i) Η είναι συνεχής.

(ii) Η είναι Ft−προσαρμοσμένη.

(iii) P (Xo = ξ) = 1

(iv) P (
∫ t

0
|bi(s,Xs)|+σ2

ij(s,Xs))ds <∞) = 1 ∀ t ϵ [0, T ] για όλα τα 1, ..,m
και j = 1, ..., n.

(v) Ισχύει P-σ.β. η ΣΔΕ για κάθε t ϵ [0, T ].
Πρόταση 4.10. Έστω συναρτήσεις β, σ όπως στην ΣΔΕ που ικανο-
ποιούν τις απαιτήσεις

|b(t, x)− b(t, y)|+ |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ K|x− y|

|b(t, x)|2 + |σ(t, x)|2 ≤ L(1 + |x|2)
για όλα τα t ≥ 0, x ϵ Rm, y ϵ Rm όπου , L > 0. Αν (Ω,F , P,Ft, Bt) είναι
n-διάστατη Κίνηση Brown και ξ μια Fo-μετρήσιμη τ.μ. με E|ξ|2 < ∞
τότε υπάρχει ισχυρή λύση της ΣΔΕ. Η λύση αυτή είναι μοναδική και
για τυχόν T > 0 ισχύει

E(|Xt|2) ≤ N(1 + E|ξ|2)eNt, 0 ≤ t ≤ T

όπου N > 0 εξαρτώμενη από τα L, T .
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Κεφάλαιο 5

Ημιδιακριτή προσέγγιση
Galerkin

5.1 Στοχαστικό Ολοκλήρωμα Ito και χώροι Hilbert
Σε αυτή την ενότητα θα αναλυθεί η κίνηση Brown σε χώρο Hilbert.

To στοχαστικό ολοκλήρωμα μια σ.α. ορισμένης σε χώρο
Hilbert
Ορισμός 5.1. Μια τυπική στοχαστική διαδικασία W (·) με τυχαίες με-
ταβλητές ορισμένες σε χώρο Hilbert ονομάζεται κίνηση Brown ή διαδι-
κασία Wiener εάν

(i) W (0) = 0 P-σ.β.

(ii) για κάθε ω ϵ Ω, η συνάρτηση t 7→ W (t, ω) είναι μια συνεχής συ-
νάρτηση,

(iii) Για όλους τους χρόνους 0 < t1 < t2 < · · · < tn, οι τυχαίες μεταβλη-
τές W (t1),W (t2)−W (t1), · · · ,W (t)n −W (tn−1) είναι ανεξάρτητες.

(iv) L(W (t)−W (s)) = L(W (t− s)), 0 ≤ s ≤ t

Ο τελεστής L είναι η κατανομή της τ.μ. X που παίρνει τιμές στον
χώρο Hilbert, δηλαδή το μέτρο πιθανότητας που ορίζεται από την σχέση

L(X)(A) = P{ω : X(ω) ϵ A}, ∀ Aϵ B(H),

όπου το B(H) είναι η Borel σ-άλγεβρα του H (Hilbert), δηλαδή είναι η
μικρότερη σ-άλγεβρα που περιέχει όλα τα κλειστά (ή ανοιχτά) σύνολα

103
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του Η.
Είναι φανερό ότι για την στοχαστική ανέλιξηWt που είναι κίνηση Brown,
το μέτρο κατανομής L(W (t)) είναι η Κανονική κατανομή με μέση τιμή
μηδέν και ο τελεστής συδιασποράς είναι ο tQ, δηλαδή

L(W (t)) = N (0, tQ)

όπου ο Q είναι ένας γραμμικός, αυτοσυζυγής, θετικά ορισμένος και
φραγμένος τελεστής με πεπερασμένο ίχνος,Tr(Q) <∞. Τότε μιλάμε για
την σ.α. W (t) που είναι η κίνηση Brown και με πεδίο τιμών τον χώρο
Hilbert.
Υπάρχει κλάση τελεστών που ολοκληρώνονται στοχαστικά και συνδέο-
νται με την κίνηση Brown.

Συμβολισμοί 5.1. (i) Ο Q1/2(H) είναι η εικόνα του τελεστή Q1/2 ορι-
ζόμενο στον χώρο H.

(ii) Ο L(H) είναι ο χώρος των φραγμένων γραμμικών τελεστών ορι-
σμένοι στον H.

(iii) Ο L0
2(Q

1/2(H), H) είναι ο χώρος με τους τελεστές Hilbert-Schmidt
οριζόμενοι από τον Q1/2(H) στον H, δηλαδή

L0
2(Q

1/2(H), H) =

{
ψ ϵ L(Q1/2(H), H) :

∞∑
j=1

∥ψgj∥2 <∞

}
όπου η ακολουθία {gj}∞j=1 αποτελεί μια ορθοκανονική βάση του
Q1/2(H). Η νόρμα του L0

2 είναι η

∥ψ∥L0
2
=

(
∞∑
j=1

∥ψgj∥2
)1/2

,

όπου L0
2 = L0

2(Q
1/2(H), H).

(iv) Ο χώρος L2
F([0, T ];L

0
2) είναι ο διαχωρίσιμος χώρος Hilbert όλων

των μετρήσιμων σ.α. x, με πεδίο τιμών το L0
2 με νόρμα

∥x∥L2
F ([0,T ];L0

2)
=
(
intT0E∥x(t)∥2L0

2
dt
)1/2

<∞.

Για κάθε ψ(·) ϵ L2
F([0, T ];L

0
2) ορίζεται το στοχαστικό ολοκλήρωμα∫ T

0

ψ(t)dW (t) (5.1)

με βάση την θεωρία που αναπτύχθηκε στο προηγούμενο κεφάλαιο.
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Το στοχαστικό ολοκλήρωμα και η κυλινδρική διαδικασία
Wiener
Έστω ο τελεστής Q είναι γραμμικός, αυτοσυζυγής, θετικά

ορισμένος, με φραγμένη ακολουθία θετικών ιδιοτιμών {γl}∞l=1 με τα
αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα {el}∞l=1 που αποτελούν μια ορθοκανονική
βάση του H. Ο Q δεν είναι υποχρεωτικά συμπαγής, για παράδειγμα
Q = I.

Η κυλινδρική στοχαστική διαδικασία Wiener ορίζεται από την σειρά:

W (t) =

∫ ∞

l=1

γ
1/2
l elβl(t), t ≤ 0, (5.2)

όπου {βl(t)} είναι μια οικογένεια ανεξάρτητων σ.α. Κίνησης Brown.
Στη συγκεκριμένη περίπτωση για Q = I , η Wt ορίζεται απο την σχέση

W (t) =
∞∑
l=1

elβl(t), t ≥ 0. (5.3)

Παρατηρείται πως η σειρά της σχέσης (5.2) αποκλίνει στον χώρο L2(Ω;H)
εάν το Q έχει Tr(Q) = ∞. Δηλαδή, για κάθε t > 0,

E

∥∥∥∥∥
∞∑
l=1

γ
1/2
l elβl(t)

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑
l=1

γlEβl(t)2 = t

∞∑
l=1

γl = tT r(Q) = ∞.

Ωστόσο, έστω ότι ο HL είναι τυχαίος χώρος Hilbert τέτοιος ώστε η εν-
σωμάτωση του Q1/2(H) μέσα στον HL είναι Hilbert-Schmidt. Τότε ισχύει
το ακόλουθο λήμμα:

Λήμμα 5.1. Η κυλινδρική διαδικασία Wiener (5.2) ορίζει μία κίνηση
Brown ορισμένη στον HL χώρο με τελεστή συνδιακύμανσης QL.
Για τυχαίο h ϵ H, η διαδικασία

⟨h,W (t)⟩ :=
∞∑
l=1

γ
1/2
l (h, el)βl(t) (5.4)

είναι μια κίνηση Brown, και

E(⟨h1,W (t)⟩⟨h2,W (s)⟩) = min(t, s)(Qh1, h2), για h1, h2 ϵ H. (5.5)
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Για κάθε ψ(·) ϵ L2
F([0, T ];L

0
2), ορίζουμε το στοχαστικό ολοκλήρωμα

σύμφωνα με την κυλινδρική κίνηση Brown και είναι το∫ [

0

T ]ψ(t)dW (t) =
∞∑
l=1

∫ T

0

ψ(t)gld⟨gl,W (t)⟩, (5.6)

όπου η ακολουθία {gl}∞l=1 είναι μια τυχαία ορθοκανονική βάση του Q1/2(H)
και το στοχαστικό ολοκλήρωμα του δεξιού μέλους είναι το γνωστό ολο-
κλήρωμα Ito.
Σημείωση 5.1. (i) Εάν Q = I, τότε ισχύει gl = el και τότε ⟨gl,W (t)⟩ =

βl(t) από την (5.4), τότε το στοχαστικό ολοκλήρωμα είναι∫ T

0

ψ(t)dW (t) =
∞∑
l=1

∫ T

0

ψ(t)eldβl(t).

(ii) Εάν W (t) είναι μια κίνηση Brown με Tr(Q) < ∞, τότε ο χώρος
Q1/2 είναι Hilbert-Schmidt και HL = H. Σε αυτή την περίπτωση το
στοχαστικό ολοκλήρωμα ορίζεται από την σχέση (5.6) το οποίο
βασίζεται στην θεωρία του στοχαστικού ολοκληρώματος Ito.

(iii) Γενικά, σε αυτό το paper γίνεται η υπόθεση ότι ∥A(β−1)/2∥L0
2
< ∞

για κάποιο β ϵ [0, 1],

∥A(β−1)/2∥2L0
2
=

∞∑
l=0

γ∥∥A(β−1)/2el∥2 <∞,

το οποίο σημαίνει ότι HL = Ḣβ−1. Έτσι η σ.α. W (t) είναι ορισμένη
στον Ḣ−1 , και αυτό συνεπάγεται την χρήση ενός L2-προβολέα-
τελεστή στην μέθοδο τον πεπερασμένων στοιχείων που θα δούμε
στη συνέχεια.

Σύμφωνα με την ιδιότητα της ισομετρίας για μια κυλινδρική στο-
χαστική ανέλιξη W (t) ισχύει

E
∥∥∥∥∫ T

0

ψ(t)W (t)

∥∥∥∥2 = ∫ T

0

E∥ψ(t)∥2L0
2
dt. (5.7)

5.1.1 Ημιδιακριτή προσέγγιση Galerkin για μία γραμ-
μική στοχαστική παραβολική μερική διαφορική εξί-
σωση .

Σε αυτό το paper θα γίνει προσέγγιση ενός γραμμικού προβλήμα-
τος στοχαστικού και παραβολικού με την μέθοδο των πεπερασμένων
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στοιχείων. Το πρόβλημα είναι

du+ Audt = dW, ∀0 < t ≤ T, με u(0) = uo, (5.8)

στον χώρο Hilbert H με εσωτερικό γινόμενο (·, ·) και νόρμα ∥ · ∥, και η
u(t) είναι μια στοχαστική διαδικασία με τιμές στον H , ο A είναι ένας
γραμμικός , αυτοσυζυγής, θετικά ορισμένος, όχι απαραίτητα φραγμένος
τελεστής και αντιστρέψιμος. Το W (t) είναι η κίνηση Brown ορισμένη
στον (Ω,F , P ) και uo ϵ H.

Για λόγους απλότητας παίρνουμε την περίπτωση για A=-Δ με ομογε-
νείς συνοριακές συνθήκες τύπου Dirichlet. Το Δ είναι ο Λαπλασιανός
τελεστής και ο H είναι ο L2(D), με D να είναι φραγμένο κυρτό σύνολο
του Rd, d = 1, 2, 3 , με λείο σύνορο ∂D.

Έστω E(t) = e−tA, t ≥ 0. Τότε η σχέση (5.8) έχει μοναδική λύση με
την έννοια της υποομάδας και είναι η

u(t) = E(t)uo +

∫ t

0

E(t− s)dW (s) ∀ 0 < t ≤ T. (5.9)

Η αριθμητική προσέγγιση του προβλήματος (5.8) έχει δυσκολίες λόγω
του λευκού θορύβου dW . Θεωρούμε το πρόβλημα μιας διάστασης

∂u
∂t
(t, x)− ∂2u

∂x2 (t, x) =
∂2W
∂t∂x

(t, x) 0 < t ≤ T

u(0, x) = uo(x) 0 < x < 1

u(t, 0) = u(t, 1) = 0 t ≥ 0

(5.10)

όπου η δεύτερης τάξης μικτή παράγωγος ∂2W
∂t∂x

είναι η Κίνηση Brown. Ο
ολοκληρωτικός τύπος της σχέσης (5.10) είναι ο

u(t, x) =

∫ 1

0

Gt(x, y)uo(y)dy +

∫ t

0

∫ 1

0

Gt−s(x, y)dW (s, y),

όπου το Gt(x, y) = 2
∑∞

n=1 sin(nπx)sin(nπy)e
−(nπ)2t είναι η θεμελειώδης

λύση του προβλήματος
vt(t, x)− vxx(t, x) = 0

v(0, x) = ϕ(x)

v(t, 0) = v(t, 1) = 0
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και

v(t, x) =

∫ 1

0

Gt(x, y)ϕ(y)dy.

Έστω η διαμέριση 0 = to < t1 < · · · < tN = T του [0, T ], tn = nk, n =
0, 1, 2, ..., N, όπου k είναι το βήμα για τον χρόνο t. Έστω η διαμέριση
0 = xo < x1 < · · · < xj = 1 του [0, 1], xj = jh, j = 0, 1, 2, ..., J όπου το h
είναι το πλάτος διαμέρισης του χώρου. Οι Allen, Novosel και Zhang
υπολόγισαν τον χώρο-χρόνο λευκού θορύβου με την βοήθεια τμηματικά
σταθερών συναρτήσεων για κάθε ορθογώνιο κομμάτι [tn−1, tn]×[xj−1, xj],
1 ≤ n ≤ N, 1 ≤ j ≤ J του [0, T ]× [0, 1],

dW (t, x) ≈ dŴ (t, x) =
∂2Ŵ (t, x)

∂t∂x
dtdx =

1

kh

N∑
n=1

J∑
j=1

ηnj
√
khxn(t)xjdtdx,

όπου

xn(t) =
{
1, tn−1 ≤ t ≤ tn

0, αλλού,
xj(x) =

{
1, xj−1 ≤ x ≤ xj

0, αλλού,

και

ηnj =
1

kh

∫ tn

tn−1

∫ xj

xj−1

dW (t, x) = N (0, 1)

όπου η N (0, 1) είναι η Κανονική Κατανομή και η μεταβλητή ηnj είναι
ανεξάρτητη και ακολουθεί Κανονική Κατανομή.

Είναι φανερό ότι η ∂2Ŵ (t,x)
∂t∂x

ϵ L2(0, 1) για κάποιο σταθερό t ϵ [0, T ], ω ϵ Ω.
Η μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων εφαρμόζεται στην (5.10) αφού
αντικατασταθεί το κλάσμα ∂2W

∂t∂x
με αυτό ∂2Ŵ

∂t∂x
.

Ο Shardlow υπολόγισε τον θόρυβο με την μέθοδο των ιδιοτιμών. Έστω
Pj o τελεστής που ενεργεί στην f και έχουμε

PJf =
J∑

j=1

(f, ej)ej,

όπου ej =
√
2sin(jπx), j = 1, 2, ... είναι τα ιδιοδιανύσματα του

A = −∂2/∂x2 σύμφωνα με τις συνοριακές συνθήκες τύπου Dirichlet.
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Έπειτα υπολογίζει την κίνηση Brown στο διάστημα (tn−1, tn) από την
σχέση

dWk(n) :=

∫ tn

tn−1

PJdW (s),

η οποία είναι L2(0, 1) συνάρτηση. Αυτή η αριθμητική μέθοδος υπολογίζει
την συνάρτηση στα σημεία xj = jh, j = 1, 2, ..., J του πλέγματος.
Έστω Sh μια οικογένεια από γραμμικούς πεπερασμένους χώρους, δη-
λαδή η Sh αποτελείται από τα πολυώνυμα με βαθμό μικρότερο ή ίσο
του ένα, τα οποία αποτελούν την τριγωνοποίηση T του D. Για λόγους
απλότητας, υποθέτουμε επίσης ότι

Sh ⊂ H1
0 = H1

0 (D) = {v ϵ L2(D),∇v ϵ L2(D), v|∂D = 0}.

Έστω Ḣs = Ḣs(D) = D(As/2) για κάποιο s ϵ R και συμβολίζουμε την
νόρμα του χώρου Ḣs με | · | = ∥As/2 ·∥. Έχουμε ότι ισχύει W (t) ϵ Ḣ−1. Για
την εισαγωγή της μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων για το πρόβλημα
(5.8), γίνεται χρήση του τελεστή L2-προβολέα με Ph : Ḣ−1 → Sh,
βλ. Chrysafinos and Hou, ο οποίος ορίζεται από τον τύπο

(Phv, x) = ⟨v, x⟩, ∀x ϵSh ⊂ Ḣ1, ∀v ϵ Ḣ−1, (5.11)

όπου το εσωτερικό γινόμενο ⟨·, ·⟩ ορίζει την σύνδεση των χώρων Ḣ−1 και
Ḣ1.

Σημείωση 5.2. Εύκολα παρατηρείται ότι ο τελεστής Ph είναι καλά
ορισμένος όταν εισάγεται η βάση {ϕi}Nh

i=1 και από το σύστημα
εξισώσεων (

∑Nh

j=1 αjϕj, ϕi) = ⟨v, ϕi⟩ , λύνεται το Phv =
∑Nj

j=1 αjϕj.

Επίσης αποδεικνύεται ότι αν v ϵ L2(D), τότε ο τελεστής Phv
είναι ο κύριος τελεστής L2 προβολέας, βλ. Thomee.

To ζητούμενο για τον πρόβλημα (5.8) είναι να βρεθεί η στοχαστική
διαδικασία uh(t) = uh(·, t) ϵ Sh, η οποία επαληθεύει την εξίσωση

duh + Ahuhdt = PhdW, ∀ 0 < t ≤ T,με uh(0) = Phuo, (5.12)

όπου το Ah είναι το διακριτό ανάλογο του A=-Δ και οι συνοριακές
συνθήκες να ορίζονται από την σχέση

(Ahψ, x) = (∇ψ,∇x), ∀ψ, x ϵ Sh.
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Με Eh(t) = e−tAh , t ≥ 0, η (5.14) έχει μοναδική λύση υπό την έννοια των
υποομάδων την

uh(t) = Eh(t)Phuo +

∫ t

0

Eh(t− s)PhdW (s).

Έστω το E είναι η μέση τιμή. Για κάθε χώρο Hilbert H1 , ορίζουμε
τον χώρο L2(Ω, H1) ως εξής

L2(Ω, H1) =

{
v : E∥v∥2H1

=

∫
Ω

∥v(ω)∥2H1 dP(ω) <∞
}

με την νόρμα ∥v∥L2(Ω,H1) = (E∥v∥2H1)1/2.

Έστω ο χώρος αυτός L0
2 = HS(Q1/2(H), H) συμβολίζει τον χώρο Hilbert-

Schmidt των τελεστών που έχουν πεδίο ορισμού τον χώρο Q1/2(H) και
πεδίο τιμών H , όπου Q είναι ο τελεστής συσχέτισης της κίνησης Brown
W (t).

Τα δύο κύρια αποτελέσματα αυτού του paper είναι τα δύο παρακάτω
θεωρήματα.

Θεώρημα 5.1. Έστω uh και u είναι οι δύο λύσεις των δύο προβλημά-
των (5.10) και (5.8) αντίστοιχα. Υποθέτουμε ότι ∥A(β−1)/2∥L0

2
<∞ για

κάποιο β ϵ [0, 1]. Τότε έχουμε, για κάθε t ≥ 0 και uo ϵ L2(Ω; Ḣβ)

∥uh(t)− u(t)∥L2(Ω;H) ≤ Chβ(∥uo∥L2(Ω;Ḣβ) + ∥A(β−1)/2∥L0
2
). (5.13)

Συγκεκριμένα, εάν η σ.α. W (t) είναι μια κίνηση Brown με Tr(Q) <∞,
τότε έχουμε για t ≥ 0, και uo ϵ L2(Ω; Ḣ

1),

∥uh(t)− u(t)∥L2(Ω;H) ≤ Ch(∥uo∥L2(Ω;Ḣ1) + Tr(Q)1/2). (5.14)

Θεώρημα 5.2. ’Εστω uh και u οι δύο λύσεις των προβλημάτων (5.10)
και (5.8) αντίστοιχα. Υποθέτουμε ότι ∥A(β−1)/2∥L0

2
<∞ για κάποιο

β ϵ [0, 1]. Τότε έχουμε, για κάθε 0 ≤ t ≤ T και uo ϵ L2(Ω; Ḣβ), με
lh = log(T/h2),

∥uh(t)− u(t)∥L2(Ω;Ḣ−1) ≤ Chβ+1(∥uo∥L2(Ω;Ḣβ) + lh∥A(β−1)/2∥L0
2
). (5.15)

Συγκεκριμένα, εάν η σ.α. W (t) είναι μια κίνηση Brown με Tr(Q) <∞,
τότε έχουμε για 0 ≤ t ≤ T και uo ϵ L2(Ω; Ḣ

1),

∥uh(t)− u(t)∥L2(Ω;H−1) ≤ Ch2(∥uo∥L2(Ω;Ḣ1) + lhTr(Q)
1/2). (5.16)

με πραγματι
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