
Κεϕάλαιο 1

Εισαγωγή

Γραμμικά συστήματα

Σε αυτή την παράγραϕο αναϕέρονται κάποιες γνωστές έννοιες και αποτελέσματα
από την θεωρία γραμμικών συστημάτων ελέγχου, συγκεκριμένα η συνθήκη ελεγ-
ξιμότητας καθώς και η δυνατότητα μετάσχηματισμού ένος ελέγξιμου συστήματος
στην κανονική ελέγξιμη μορϕή. Σκοπός της εργασίας είναι η γενίκευση αυτών των
αποτελεσμάτων.

Θεωρούμε το γραμμικό σύστημα ελέγχου, μίας εισόδου

ẋ = Ax+ bu , (x, u) ∈ Rn × R

όπου A ένας n × n σταθερός πίνακας, b ένας σταθερός n × 1 πίνακας και u(t) ∈
L∞[0,+∞) η συνάρτηση ελέγχου. Ως γνωστόν για δοθείσα αρχική συνθήκη x0 ∈
Rn οι τροχιές του συστήματος x(•) = x(•, x0, u(t)) εξαρτώνται από τον έλεγχο του
συστήματος u(•). Ένα σύστημα ελέγχου ονομάζεται ελέγξιμο αν για κάθε σημείο
x1 του πεδίου ϕάσεων (ή του χώρου καταστάσεων) και κάθε αρχική κατάσταση x0
υπάρχει χρόνος T > 0 και αποδεκτή συνάρτηση ελέγχου u0 : [0, T ] → R τέτοια ώστε :

x1 ≡ x(T, x0, u0)

Ως γνωστόν η ικανή και αναγκαία συνθήκη που εξασϕαλίζει την ελεγξιμότητα ενός
γραμμικού συστήματος είναι η ακόλουθη :

det
([
b, Ab, · · ·An−1b

])
= n

Κανονική ελέγξιμη μορϕή ενός συστήματος ονομάζεται η παρακάτω μορϕή
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
ż1
ż2
...

żn−1

żn

 =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
... ... ... ...
0 0 0 . . . 1

−α0 −α1 −α2 . . . −αn−1




z1
z2
...

zn−1

zn

+


0
0
...
0
1

u

ή αλλίως 
ż1
ż2
...

żn−1

żn

 =


z2
z3
...
zn

−α0z1 − α1z2 − . . .− αn−1zn + u


όπου α0, . . . , αn−1 οι συντελεστές του χαρακτηριστικού πολυωνύμου του πίνακα Ã.

det(sI − Ã) = sn + αn−1s
n−1 + . . .+ α1s+ α0

Αποδεικνύεται (βλέπε [7]) ότι κάθε ελέγξιμο σύστημα είναι ισοδύναμο με την κανο-
νική ελέγξιμη μορϕή. Ύπάρχει δηλαδή αντιστρέψιμος n× n πίνακας P τέτοιος ώστε
ο μετασχηματισμός (αλλάγη μεταβλητών) z = Px ϕέρνει το σύστημα στην κανονική
ελέγγιμη μορϕή. Για τους μετασχηματισμένους πίνακες Ã, b̃ ισχύει

Ã = PAP−1 και b̃ = Pb

Ο σκοπός της διπλωματικής εργάσιας είναι η παράθεση και απόδειξη ικανών και
αναγκαίων συνθηκών ώστε ένα ελέγξιμο μη γραμμικό σύστημα να είναι ισοδύναμο
με μια κανονική μορϕη.

Στο πρώτο κεϕάλαιο της εργασίας αναπτύσονται οι απαραίτητες έννοιες της δια-
ϕορικής γεωμετρίας για την ανάλυση των μη γραμμικων συστημάτων. Στην συνέχεια
παρουσιάζεται το θεώρημα Frobenius το οποίο παίζει κεντρικό ρόλο στην εύρεση
των ζητόυμενων συνθηκών καθώς και στην εύρεση των αλγορίθμων μετασχηματι-
σμού ενός συστήματος στην επιθυμητή μορϕή. Στο τρίτο κεϕάλαιο παραθέτεται η
συνθήκη ελεγξιμότητας στην περίπτωση των μη γραμμικών συστημάτων. Στα επό-
μενα κεϕάλαια αναπτύσονται οι ικανές και αναγκαίες συνθήκες για την ισοδυναμία
ένος μη γραμμικού συστήματος με την κανονική μορϕή και στην συνέχεια αυτές
γενικεύονται στην περίπτωση ισοδυναμίας με μη γραμμικές κανονικές μορϕές.
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Κεϕάλαιο 2

Προαπαιτούμενες έννοιες από τη
διαϕορική γεωμετρία

2.1 Διανυσματικά πεδία-Lie bracket

Έστω ανοιχτό υποσύνολο U του Rn. Ονομάζουμε διανυσματικό πεδίο f στο U μια
απεικόνιση που σε κάθε σημείο p ∈ U αντιστοιχεί ένα διάνυσμα από τον εϕαπτόμενο
χώρο TpRn του σημείου αυτού, ο οποίος στη περίπτωση που εξετάζουμε ταυτίζεται
με τον Rn. Δηλαδή,

U ∋ p −→ f(p) ∈ TpRn

Ένα διανυσματικό πεδίο πεδίο περιγράϕεται από τον παρακάτω πίνακα

f(p) = f(x1, x2, . . . , xn) =


f1(x1, x2, . . . , xn)
f2(x1, x2, . . . , xn)

...
fn(x1, x2, . . . , xn)


όπου fi, i = 1, 2, . . . , n πραγματικές συναρτήσεις ορισμένες στο U . Λέμε ότι ένα δια-
νυσματικό πεδίο είναι Ck , k ≥ 1 αν οι συναρτήσεις fi εχουν συνεχείς μερικές παρα-
γώγους k-τάξης ως προς κάθε συντεταγμένη. Ένα διανυσματικό πεδίο είναι λείο (ή
C∞) αν υπάρχουν οι μερικές παράγωγοι οποιασδήποτε τάξης. Στα παρακάτω, όλα τα
διανυσματικά πεδία που εμϕανίζονται είναι λεία, εκτός αν αναϕέρεται διαϕορετικα.
Το σύνολο όλων των λείων διανυσματικών πεδίων στο U συμβολίζεται με V ∞(U). Το
V ∞(U) είναι διανυσματικός χώρος επί του R.

Ορισμος 1.1.
Μια συναρτηση Φ : U −→ V ⊂ Rn ονομάζεται διαϕορομορϕισμός στο U αν είναι
διαϕορίσιμη με διαϕορίσιμο αντιστροϕό Φ−1.

Θεώρημα 1.2.
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Έστω U ανοικτό υποσύνολο του Rn και λεία απεικόνιση Φ : U −→ Rn. Τότε, αν ο
ιακωβιανός πίνακας DΦ είναι αντιστρέψιμος για κάποιο p ∈ U υπάρχει περιοχή V
του p έτσι ώστε η απεικόνιση Φ : V −→ Φ[V ] είναι διαϕορομορϕισμός.

Από το παραπάνω θεώρημα έπεται ότι αν η απεικόνιση Φ είναι διαϕορομορϕισμός
ορισμένος στο U , τότε η εϕαπτόμενη απεικόνιση Φ∗ : TpRn −→ TΦ(p)Rn είναι 1-1 και
επί. Έτσι, ένας διαϕορομορϕίσμος απεικονίζει ένα σύνολο U στο ομοιομορϕικό του
Φ[U ] και επίσης μετασχηματίζει κατά μοναδικό τρόπο τα (ορισμένα στο U ) διανυσμα-
τικά πεδία f στα αντιστοιχα Φ ∗ [f ] = DΦf τα οποία ορίζονται στο Φ[U ]. Θα αντιμε-
τωπίζουμε έναν διαϕορομορϕισμό z = Φ(x) σαν αλλαγή συντεταγμενων. Πράγματι,
καθώς ο πίνακας DΦ είναι αντιστρέψιμος τα διανύσματα xi, που αποτελούν μια βάση
του Rn, μετασχηματίζονται στα γραμμικά ανεξάρτητα zi = DΦxi. Δύο διανυσματικά
πεδία f, g λέγονται διαϕορομορϕικά (ή Φ-related) αν υπάρχει διαϕορομορϕισμός Φ
έτσι ώστε

f(z) = DΦg(x)|x=Φ−1(z)

Για κάθε διανυσματικό πεδίο f θεωρούμε το σύστημα

ẋ(t) = f(x(t)) (2.1)

Τότε είναι γνωστό ότι για κάθε αρχική συνθήκη x0 ∈ U υπάρχει μεγιστικό διαστημα
I ⊂ R που περιέχει το μηδέν στο οποίο ορίζεται η απεικόνιση

I × U ∋ (t, x0) −→ x(t, x0)

με x(0) = x0 και x(t, •) λύση(τροχιά) του συστήματος διαϕορικών εξισώσεων. Την
απεικόνιση αυτή θα τη συμβολίζουμε ft και θα τη λέμε ροή (flow) του διανυσματι-
κού πεδίου. Η ροή, δηλαδή, ενός διανυσματικού πεδίου είναι μια οικογένεια, μιας
παραμέτρου, από διαϕορομορϕισμούς στο U , για την οποία ισχύουν τα εξής

ft1 ◦ ft2 = ft1+t2 f−t = f−1
t f0 = id

Για δύο Φ-related διανυσματικά πεδία f, g με ροές ft και gt αντίστοιχα, ισχύει :

ft = Φ ◦ gt ◦ Φ−1

ενω, αν z(t, z0) η τροχία που αντιστοιχεί στο f και x(t, x0) η τροχιά του g τότε :

z(t, z0) = Φ (x(t, x0))

Αρκετά χρήσιμη είναι η επόμενη πρόταση

Πρόταση 1.3. (flow box theorem)
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Έστω διανυσματικό πεδίο f και σημείο p τέτοιο ώστε f(p) ̸= 0. Τότε υπάρχει δια-
ϕορομορϕισμός Φ ώστε το μετασχηματισμένο πεδίο f̃ = (DΦ)f ◦ Φ−1 να ταυτίζεται
τοπικά με το (0, 0, ..., 1)T .

Απόδειξη
Θα δείξουμε ότι υπάρχει απεικόνιση Φ με (DΦ)f ◦ Φ−1 = (0, 0, ..., 1)T . Θέτοντας
Ψ = Φ−1 αρκεί να βρούμε μια απεικόνιση Ψ τέτοια ώστε

f(Ψ(x)) = (DΨ(x))(0, 0, ..., 1)T για κάθε x κοντά στο p (2.2)

Έστω

Ψ =


Ψ1(x1, x2, ..., xn)
Ψ2(x1, x2, ..., xn)

...
Ψn(x1, x2, ..., xn)

 και DΨ =


∇Ψ1

∇Ψ2
...

∇Ψn


Τότε η (2.2) γράϕεται ισοδύναμα

f(Ψ(x1, x2, ..., xn)) =


∂Ψ1

∂xn
∂Ψ2

∂xn...
∂Ψn

∂xn


και ολοκληρώνοντας από 0 εώς xn έχουμε :

Ψ1(x1, x2, ..., xn)−Ψ1(x1, x2, ..., p)
Ψ2(x1, x2, ..., xn)−Ψ2(x1, x2, ..., p)

...
Ψn(x1, x2, ..., xn)−Ψn(x1, x2, ..., p)

 =

∫ xn

p

f(Ψ(x1, x2, ..., s))ds

Από την ολοκληρωτική μορϕή της παραπάνω διαϕορικής εξίσωσης μπορούμε να
επιλέξουμε απεικόνιση m(•) τέτοια ώστε ∂Ψ

∂xi
|p= ∂m

∂xi
|p= vi για κάθε i = 1, ..., n− 1 και

∂Ψ
∂xn

|p= f(Ψ(x1, x2, ..., xn)) |p −f(p) ̸= 0. Αϕού f(p) ̸= 0, υπάρχουν v1, v2, ..., vn−1 έτσι
ώστε τα διανύσματα {v1, v2, ..., vn−1, f(p)} να είναι βάση του Rn, οπότε αρκεί η επιλογή
μιας αυθέραιτης λείας m : Rn−1 −→ R που να ικανοποιεί το παραπάνω. �

Κάθε διανυσματικό πεδίο στο U ορίζει έναν διαϕορικό τελεστή στο χώρο των λείων
πραγματικών συναρτήσεων C∞(U) και αντιστρόϕως. Υπάρχει, δηλαδή μια 1-1 αντι-
στοιχία ανάμεσα στο χώρο V (U) και αυτόν των διαϕορικών τελεστών στο C∞(U). Η
δράση ενός διανυσματικού πεδίου f σε μια λεία συνάρτηση h : U −→ R είναι ενάς
διαϕορικός τελεστής πρώτης τάξης ο οποίος καλείται Lie παράγωγος και ορίζεται ως
εξής :

Lfh(x0) =
∂

∂t
|t=0h(ft(x0)) =

n∑
i=1

fi(x0)
∂

∂t
h(x0) = ∇h(x0)f(x0)
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Δοθέντων δύο διανυσματικών πεδίων f, g ορίζεται κατά ϕυσιολογικό τρόπο το δια-
νυσματικό πεδίο [f, g] ως εξής :

[f.g](x) = Dg(x)f(x)−Df(x)g(x)

όπου Df,Dg οι ιακωβιανοί πίνακες των f, g. Το [f, g] ονομάζεται Lie-bracket των πε-
δίων f, g και σχετίζεται με την μη μεταθετικότητα στη σείρα δράσης των ροών ft και gt
σε κάποιο αρχικό σημείο. Έτσι, αν x0 ∈ U , και ft◦gs(x0) ̸= gt◦fs(x0), τότε τα διαϕορε-
τικά σημεία στα οποία κατέληξαν οι τροχιές ορίζουν το δίανυσμα [f, g](x0). Η σημα-
σία του Lie-bracket στα συστήματα ελέγχου είναι ότι συνδέεται, μεταξύ άλλων, και
με την ελεγξιμότητα ενός συστήματος.Δύο διανυσματικά πεδία f, g ορισμένα σε ένα
σύνολο U , μπορούν να οδηγήσουν μια κατάσταση x0 ∈ U στα σημεία {ft(x0), t ∈ I}
καθώς και στα {gt(x0), t ∈ I}. Επίσης, μπορουμε να οδηγηθούμε και σε σημεία στα
οποία απεικονίζεται η ροή (λ1f + λ2g)t με λ1, λ2 ∈ R. Πράγματί, αν θεωρήσουμε την
τροχία γ(t, x0) = fλ1t(gλ2t(x0)), τότε για αυτή ισχύει ότι γ̇(0, x0) = λ1f(x0)+λ2g(x0), μας
οδηγεί δηλαδή στην κατεύθυνση του γραμμικού συνδυασμού των πεδίων f.g. Αυτό
το οποίο δεν είναι άμεσο, είναι ότι στο προσιτό σύνολο μιας κατάστασης, ανήκουν
και σημεία στα οποία μας οδηγεί η ροή [f, g]t. Γεγονός το οποίο αποδεικνύεται στην
παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 1.4.
Έστω τα λεία διανυσματικά πεδία f, g. Ορίζουμε τον εξής διαϕορομορϕισμό στο U :

ψt = g−
√
t ◦ f−√t ◦ g√t ◦ f√t

Τότε το [f, g](x) είναι εϕαπτόμενο διάνυσμα της τροχιάς ψ(t, x) στο αρχικό της σημείο
ψ(0, x).

Απόδειξη
Για την απόδειξη, θα αναπτύξουμε την τροχία ψ(t, x) σε σειρά Taylor. Έτσι, έχουμε

f(t, x) = x+
√
tf(x) +

tDf(x)f(x)

2
+O(t3)

⇒ g√t(f
√
t)(x) = x+

√
t(f(x) + g(x)) + t

(
1

2
Df(x)f(x) +Dg(x)f(x) +

1

2
Dg(x)g(x)

)
+O(t3)

⇒ f−
√
t(g

√
t(f

√
t)) = x+

√
tg(x) + t

(
Dg(x)f(x)−Df(x)g(x) +

1

2
Dg(x)g(x)

)
+O(t3)

⇒ ψt(x) =
(
g−

√
t ◦ f−√t ◦ g√t ◦ f√t

)
(x) = x+ t (Dg(x)f(x)−Df(x)g(x)) +O(t3)

Το εϕαπτόμενο διάνυσμα της τροχιάς αυτής, στο αρχικό σημείο της είναι

lim
t−→0

ψt(x)− ψ0(x)

t
= lim

t−→0

ψt(x)− x

t
= lim

t−→0

t (Dg(x)f(x)−Df(x)g(x)) +O(t3)

t
= [f, g](x)
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Από την απόδειξη της παραπάνω πρότασης ϕαίνεται ότι το διανυσματικό πεδίο [f, g]
δεν αντιστοιχεί σε πρώτης τάξης διαϕορικό τελεστή αλλά σε δεύτερης. Πράγματι,
από τον ορισμό του Lie-bracket έχουμε ότι για h ∈ C∞(U) είναι

L[f,g]h = LgLfh− LfLgh = ∇(∇hf)g −∇(∇hg)f

Στην επόμενη πρόταση αναϕέρονται κάποιες άμεσες ιδιότητες του Lie-bracket.

Πρόταση 1.5.
Έστω f, g, p διανυσματικά πεδία ορισμένα σε ένα U ∈ Rn και h : U −→ R λεία συνάρ-
τηση. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα

(i) [f, f ] = 0

(ii) [f, g] = −[g, f ]

(iii) [f, g + p] = [f, g] + [f, p]

(iv) [f, hg] = h[f, g] + (Lfh)g

(v) [f, [g, p]] + [g, [p, f ]] + [p, [f, g]] = 0 (Ταυτότητα Jacobi)

Απόδειξη
Ολες οι παραπάνω ιδιότητες προκύπτουν από τον ορίσμο του Lie-bracket. Οι ιδιό-
τητες (i) , (ii) , (iii) είναι προϕανείς. Θα δείξουμε τις (iv) και (v). Για την (iv) :

[f, hg] = (D(hg))f − (Df)hg

= ((Dh)f)g + h(Dg)f − h(Df)g

= h ((Dg)f − (Df)g) + ((Dh)f)g

= h[f, g] + (Lfh)g

Τέλος, για την (v) :

[f, [g, p]] + [g, [p, f ]] + [p, [f, g]] =

= (D[g, p])f − (Df)[g, p] + (D[p, f ])g − (Dg)[p, f ] + (D[f, g])p− (Dp)[f, g]

= (Dp)gf − (Dg)pf − (Df)(Dp)g + (Df)(Dg)p+ (Df)pg − (Dp)fg

− (Dg)(Df)p+ (Dg)(Dp)f + (Dg)fp− (Df)gp− (Dg)(Dp)f + (Df)(Dg)p

= 0

Στη συνέχεια θα δείξουμε μια σημαντική ιδιότητα του Lie-bracket που έχει να κάνει
με την συμπεριϕορά του ως προς τους διαϕορομορϕισμούς. Για την απόδειξη αυτής
θα χρειαστούμε το παρακάτω λήμμα.
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Λήμμα 1.6.
Έστω f, g διανυσματικά πεδία στον Rn και διαϕορομορϕισμός Φ : Rn −→ Rn ώστε
τα f, g να είναι Φ-related. Τότε και μόνο τότε, για κάθε λεία συνάρτηση b : Rn −→ R
ισχύει

Lf (b ◦ Φ) |x= Lgb |Φ(x)

Απόδειξη
Πράγματι,

Lf (b ◦ Φ) |x= (∇(b ◦ Φ))f |x= (∇b) |Φ(x) (DΦ)f |x

Όμως, αϕού τα f, g είναι Φ-related έχουμε (DΦ)f = g ◦ Φ, επομένως

Lf (b ◦ Φ) |x= (∇b) |Φ(x) g |Φ(x)= Lgb |Φ(x)

Πρόταση 1.7.

Έστω f1, f2 διανυσματικά πεδία στον Rn, Φ-related με τα g1, g2 αντίστοιχα. Τότε το
πεδίο [f1, f2] είναι Φ-related με το [g1, g2].

Απόδειξη
Από υπόθεση έχουμε ότι

g1 ◦ Φ = (DΦ)f1 (2.3)
g2 ◦ Φ = (DΦ)f2 (2.4)

Δείχνουμε ότι [g1, g2] ◦Φ = (DΦ)[f1, f2]. Από το Λήμμα 1.6, αρκεί να δείξουμε ότι για
κάθε λεία συνάρτηση b ισχύει L[g1,g2](b◦Φ) = L[f1,f2]b. Πράγματι, χρησιμοποιώντας τις
σχέσεις (2.3),(2.4) και το λήμμα 1.3 έχουμε

L[g1,g2](b ◦ Φ) = (Lg2Lg1b) ◦ Φ− (Lg1Lg2b) ◦ Φ
= Lg2(Lg1b ◦ Φ)− Lg1(Lg2b ◦ Φ)
= Lf2(Lg1b ◦ Φ)− Lf1(Lg2b ◦ Φ)
= Lf2Lf1b− Lf1Lf2b

= L[f1,f2]b
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2.2 Lie άλγεβρες

Ορισμός 1.8.
Ονομάζουμε Lie άλγεβρα έναν διανυσματικό χώρο V (επί του R) εϕοδιασμένο με μία
εσωτερική πράξη [, ] : V × V −→ V η οποία τις ιδιότητες της Πρότασης 1.5, δηλαδή :

i [c1X + c2Y, Z] = c1[X,Z] + c2[Y,W ] για X, Y, Z ∈ V και c1, c2 ∈ R

ii [X, Y ] = −[Y,X]

iii [[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0V

Λήμμα 1.9.
Η τομή δύο Lie αλγεβρών έιναι Lie άλγεβρα.

Απόδειξη
Έστω V,W Lie άλγεβρες και L = V ∩W . Η L είναι διανυσματικός χώρος ως τομή
διανυσματικών χώρων. Επίσης, έστω X1, X2 ∈ L. Τότε, X1, X2 ∈ V και X1, X2 ∈ W
και επειδή οι V,W είναι Lie άλγεβρες έπεται ότι [X1, X2] ∈ V και [X1, X2] ∈ W , άρα
[X1, X2] ∈ L.

Με βάση τον Ορισμό 1.8, είναι άμεσο ότι το σύνολο όλων των, ορισμένων στο U ,
διανυσματικών πεδίων V ∞(U), εϕοδιασμένο με την πράξη που ορίζει το Lie-bracket
είναι Lie άλγεβρα. Οι ιδιότητες (i),(ii),(iii) του ορισμού ικανοποιούνται, έχει δειχθεί
στην Πρόταση 1.5. Μάλιστα , η V ∞(U) είναι απειροδιάστατη.
Έστω τώρα ένα υποσύνολο A ⊂ V ∞(U). Θα συμβολίζουμε με Lie{A} τη μικρότερη
Lie άλγεβρα που περιέχει το σύνολο A. Η Lie{A} είναι καλά ορισμένη καθώς ταυτί-
ζεται με την τομή όλων των αλγεβρών Lie που περιέχουν το A. Η τομή αυτή είναι μη
κενή αϕού η V ∞(U) είναι άλγεβρα Lie και περιέχει το A.

Λήμμα 1.10.
Έστω A ⊂ V ∞(U). Ορίζουμε A0 = A και επαγωγικά

Ak+1 = {[f, g] | f ∈ Ak, g ∈ A}

επίσης A∞ =
∪
k≥0

Ak. Τότε Lie{A} = span{A∞}.

Απόδειξη
Κάθε Lie άλγεβρα που περιέχει το A θα περιέχει και το A∞, επομένως θα περιέχει
και τη γραμμική του θήκη < A∞ > άρα A∞ ⊂ Lie{A}. Αρκεί, λοιπόν, να δείξουμε
ότι η < A∞ > είναι Lie άλγεβρα για να πάρουμε και τον αντίστροϕο εγκλεισμό. Θα
δείξουμε ότι είναι κλειστή στην πράξη που ορίζει το Lie-bracket. Αρκεί να δείξουμε
ότι [X,Y ] ∈< A∞ > με X ∈< A∞ >, Y ∈ Ai για κάθε i ≥ 0. Καθώς όμως το Lie-bracket
είναι γραμμικό αρκεί να δειχθέι το παρακάτω

[X,Y ] ∈< A∞ > με X ∈ A∞, Y ∈ Ai ∀i ≥ 0 (2.5)
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Θα δείξουμε την (2.5) επαγωγικά. Για i = 0 είναι προϕανές αϕου αν Y ∈ A0 τότε
[X, Y ] ∈ Ai+1 για κάποιο i. Έστω ότι η (2.5) ισχύει για i ≤ k. Τότε για Y ∈ Ak+1

έχουμε ότι Y = [Y0, Z] με Y0 ∈ Ak και Z ∈ A. Άρα, αν X ∈ A∞, από την ταυτότητα
Jacobi έχουμε

[X, Y ] = [X, [Y0, Z]] = [[X,Y0], Z]− [[X,Z], Y0]

Όμως, από την επαγωγική υπόθεση [X, Y0] ∈< A∞ > άρα [[X, Y0], Z] ∈< A∞ >. Επί-
σης, [X,Z] ∈< A∞ > άρα πάλι από επαγωγική υπόθεση [[X,Z], Y0] ∈< A∞ >. Τέλος
επικαλούμαστε ότι η < A∞ > είναι γραμμικός χώρος οπότε και [X,Y ] ∈< A∞ >, το
οποίο και αποδεικνύει την (2.5).

Το παραπάνω λήμμα υπόδεικνύει ότι οποιοδήποτε στοιχείο μιας Lie άλγεβρας ή
γενικά μιας υποάλγεβρας μπορεί να γραϕτεί σαν ένας γραμμικός συνδυασμός επα-
ναλαμβανόμενων Lie-bracket από στοιχεία της άλγεβρας. Έτσι, αν X ∈ Lie{A} τότε
το X γράϕεται σαν γραμμικός συνδυασμός από

[[[f1, f2], f3]...], ...fk], ...] για fi ∈ A, i = 1, ..., k
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Κεϕάλαιο 3

Το θεώρημα Frobenius

Στο κεϕάλαιο αύτο αναπτύσουμε τις απαραίτητες γεωμετρικές έννοιες οι οποίες
χρειάζονται στην μελέτη της ελεγξιμότητας και της ισοδυναμίας συστημάτων ελέγ-
χου. Ιδιαίτερη σημασία έχει το Θεώρημα Frobenius, του οποίου μια ισοδύναμη
μορϕή βρίσκει πόλλες εϕαρμογές στη γεωμετρική θεωρία ελέγχου. Όλα τα παρα-
κάτω ισχύουν σε οποιαδήποτε διαϕορίσιμη πολλαπλότητα, όμως για το σκοπό της
εργασίας αυτής, αρκεί να περιοριστούμε σε ανοιχτά και συνεκτικά σύνολα του Rn

με τις συνήθεις συντεταγμένες.

Ορισμός 2.1.
Ονομάζουμε κατανομή ∆ μια απεικόνιση που αντιστοιχεί σε κάθε σημείο p ενός συ-
νόλου, έναν υπόχωρο του εϕαπτόμενου χώρου TpRn.

Έτσι, αν U ∈ Rn και p ∈ U , τότε μια κατανομή ∆ ορίζεται από την παρακάτω απει-
κόνιση

U ∋ p −→ ∆(p) με ∆(p) υπόχωρος του Rn

Λέμε ότι μια κατανόμη ∆ είναι λεία, αν για κάθε σημείο p υπάρχει μια περιοχή V
του p και ένα σύνολο λείων διανυσματικών πεδίων {Xi, i ∈ I}, έτσι ώστε για κάθε
q ∈ V να ισχύει

∆(q) = span{Xi(q), i ∈ I}

Μια κατανομή είναι διάστασης k στο σημείο p αν ο υπόχωρος ∆(p) είναι διάστασης
k. Λέμε ότι η ∆ είναι σταθερής διάστασης (ή σταθερού βαθμού) αν η διάσταση της
κατανομής δεν εξαρτάται από το σημείο p. Ενδιαϕερόμαστε για λείες κατανομές,
οπότε στα παρακάτω ο χαρακτηρισμός λεία θα παραλείπεται.

Έστω μια κατανομή ∆, σταθερού βαθμού k και σημείο p. Τότε μπορούμε να βρούμε
ένα διανυσματικό πεδίο X1 ώστε X1(p) ∈ ∆(p), επόμένως λόγω συνέχειας υπάρχει
μια περιοχή του p σε κάθε σημείο της να είναι X1 ∈ ∆. Καθώς η ∆ είναι βαθμού k,
με την ίδια διαδικάσία μπορούμε να βρούμε, μικραίνοντας την περιοχή, γραμμικά
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ανεξάρτητα διανυσματικά πεδία X1, X2, ..., Xk ώστε τοπικά να ισχύει

∆(q) = span{X1, X2, ..., Xk} για q κοντά στο p

Τα πεδία X1, X2, ..., Xk ονομάζονται τοπικοί γεννήτορες της ∆. Κάθε διανυσματικό
πεδίο X ∈ ∆ εκϕράζεται τοπικά σαν γραμμικός συνδυασμός των γεννητόρων.

X =
k∑

i=1

mi(q)Xi(q) για p κοντά στο q

όπου mi λείες συναρτήσεις ορισμένες σε μια περιοχή του p.

Ορισμός 2.2.
Μία κατανομή ∆ ονομάζεται ενελιγμένη (involutive) αν για κάθε X,Y ∈ ∆ ισχύει
[X, Y ] ∈ ∆.

Προϕανώς, για να είναι μία κατανομή σταθερού βαθμού involutive, αρκεί να ισχύει
η ιδιότητα στους γεννήτορες. Δηλαδή, αν ∆ σταθερού βαθμού κατανομή με γεννή-
τορες X1, X2, ..., Xk, τότε

Η ∆ involutive ⇔ [Xi, Xj] ∈ ∆ ∀i, j = 1, 2, ..., k

Ιδιότητες των κατανομών

1. Έστω ∆ κατανομή σταθερού βαθμού k και διαϕορομορϕισμός Φ : Rn −→ Rn.
Τότε η μετασχηματισμένη, μέσω του διαϕορομορϕισμού, κατανομή είναι επί-
σης σταθερού βαθμού

∆̃ = span{(DΦ)X1 ◦ Φ−1, (DΦ)X2 ◦ Φ−1, ..., (DΦ)Xk ◦ Φ−1}

2. Η ∆ είναι involutive αν και μόνον αν η ∆̃ είναι involutive.

3. Για λεία συνάρτηση h : Rn −→ R, είναι ∆ = span{X1, X2 + hX1, ..., xk}.

Η απόδειξη των παραπάνω είναι προϕανής και προκύπτει από τις ιδιότητες των δια-
ϕορομορϕισμών και του Lie-bracket.

Ορισμός 2.3.
Ονομάζουμε λεία πολλαπλότητα του Rn διάστασης k, ένα σύνολο το οποίο είναι το-
πικά διαϕορομορϕικό με ένα ανοιχτό σύνολο O του Rk. Δηλαδή, αν W ⊂ U λεία
πολλαπλότητα διάστασης k, για κάθε p ∈ W υπάρχει περιοχή Np, ως προς την επα-
γώμενη τοπολογία στο W , και διαϕορομορϕισμός T : Np −→ O.

Ορισμός 2.4.
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Ένα υποσύνολοW ⊂ U θα ονομάζεται ολοκληρωτική πολλαπλότητα μιας κατανομής
∆ αν για κάθε q ∈ W ισχύει

Tq(W ) = ∆(q)

Λέμε ότι η ∆ είναι ολοκληρώσιμη, αν διέρχεται μια ολοκληρωτική της πολλαπλότητα
από κάθε σημείο του πεδίου ορισμού της.

Η ολοκληρωτική πολλαπλότητα μιας κατανομης γενικεύει, σε περισσότερες διαστά-
σεις, την έννοια της (μονοδιάστατης) ολοκληρωτικής καμπυλης ενός διανυσματικού
πεδίου. Μπορούμε να δούμε την ολοκληρωτική πολλαπλότητα μιας κατανομής σαν
το σύνολο των σημείων που μπορούμε να οδηγηθούμε ακολουθώντας τις ροές, και
συνδυασμούς αυτών, των γεννητόρων της κατανομής. Μία κατανομή βαθμόυ 1 είναι
πάντα ολοκληρώσιμη. Η ολοκληρωτική της πολλαπλότητα, σε ένα σημείο p ∈ U , ταυ-
τίζεται με την, διερχόμενη από το p, τροχία που ορίζει ο γεννήτορας της κατανομής.
Πράγματι, αν ∆ = span{X} τότε ο πίνακας

DXt =
d

dt
Xt = X ◦Xt(p)

είναι τάξης 1, άρα η εικόνα της απεικόνισης I ∋ t −→ Xt(p), με I ανοιχτό διάστημα
του μηδενός και X0(p) = p, είναι πολλαπλότητα διάστασης 1. Παρατηρούμε, επίσης,
ότι μια κατανομη βαθμού 1 έιναι πάντα involutive. Πράγματι, αν ∆ = span{X}, τότε
[X,X] = 0 ∈ ∆. Για την ακρίβεια, η σύνδεση της ολοκληρωσιμότητας μιας κατα-
νομής με την ιδιότητα της involutivity, εμϕανίζεται σε κάθε βαθμού κατανομές. Θα
δείξουμε στα παρακάτω, ότι μια κατανομή σταθερου βαθμού ∆ είναι ολοκληρώσιμη,
αν και μόνον αν είναι involutive.

Πρόταση 2.5.
Έστω σύνολο U ⊂ Rn και μια κατανομή ∆ στο U . Τότε, αν από κάθε σημείο του U
περνάει μια ολοκληρωτική πολλαπλότητα της ∆ έπεται ότι η ∆ είναι involutive.

Απόδειξη
Έστω X, Y ∈ ∆, και σημείο p ∈ U . Τότε από υπόθεση, υπάρχει πολλαπλότητα S
όπου p ∈ S και TpS = ∆(p). Άρα, X ∈ TpS και Y ∈ TpS και από τον ορίσμο του
lie-bracket έχουμε ότι [X, Y ] ∈ TpS. Επομένως, [X,Y ] ∈ ∆ και άρα η ∆ involutive.

Το αντίστροϕο της παραπάνω πρότασης, ότι δηλαδή μια σταθερού βαθμού και involutive
κατανομή είναι ολοκληρώσιμη, εξασϕαλίζει το θεώρημα Frobenius. Θα διατυπώ-
σουμε μια ισοδύναμη μορϕή του, η οποία είναι χρησιμότερη για τον σκοπό αυτής
της εργασίας.

Θεώρημα 2.6. (Frobenius)
Έστω ∆ κατανομή σταθερού βαθμού k, λεία και involutive ορισμένη στο U ⊂ Rn.
Τότε για κάθε p ∈ U υπάρχει περιοχή Vp και τοπικός διαϕορομορϕισμός Φ τέτοιος
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ώστε στις νέες συντεταγμένες z = Φ(x) να είναι

∆̃ = span{e1, e2, ..., ek}

όπου ei τα διανύσματα της συνήθους βάσης του Rn.

Απόδειξη
Χωρίς βλάβη της γενικότητας θα θεωρήσουμε κατανομή βαθμού 2. Έστω ∆ = span{X, Y }
και έστωX(p), Y (p) είναι γραμμικά ανεξάρτητα και άρα μη μηδενικά. ΆϕούX(p) ̸= 0,
από την Πρόταση 1.1 (flow box theorem) υπάρχει διαϕορομορϕισμός ο οποίος με-
τασχηματίζει τοπικά το διανυσματικό πεδίο X στο X̃ = (1, 0, ..., 0)T . Θα συμβολί-
σουμε πάλι, χωρίς βλάβη της γενικότητας, τα μετασχηματισμένα πεδία με X, Y . Άρα,
έχουμε

X =


1
0
...
0

 Y =


Y1
Y2
...
Yn


Από την ιδιότητα 3 των κατανομών έχουμε ότι

∆ = span{X,Y } = span{X, Y + Y1X}

Θα συμβολίσουμε το Y +Y1X πάλι με Y . ’Αρα, Y = (0, Y2, Y3, ..., Yn)
T . Επικαλούμαστε

στην συνέχεια ότι η ∆ είναι involutive και επομένως, για m1,m2 λείες έχουμε

[X, Y ] = (DY )X − (DX)Y

⇒ (DY )X − (DX)Y = m1X +m2Y

⇒


0 0 ... 0
∗ ∗ ... ∗
... ... ...

...
∗ ∗ ... ∗



1
0
...
0

 = m1


1
0
...
0

+m2


0
Y2
...
Yn


το οποίο συνεπάγεται ότι m1 ≡ 0 και άρα

[X, Y ] = m2Y (3.1)

η οποία μας εξασϕαλίζει ότι το Lie-bracket [X, Y ] έιναι αναλλοίωτο μέσω αλλάγης
συντεταγμένων.
Επίσης, παρατηρούμε ότι Y (0) ̸= 0. Αϕού Y (0) ̸= 0, εϕαρμόζουμε το flow box
theorem και χρησιμοποιώντας πάλι τους ίδιους συμβολισμούς, έτσι

X =


X1

X2
...
Xn

 , Y =


1
0
...
0


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και επικαλούμενοι την (3.1) έχουμε

[X, Y ] = (DY )X − (DX)Y = −(DX)Y = m2Y

και άρα 
−∂X1

∂x1

−∂X2

∂x1...
−∂Xn

∂x1

 = m2


1
0
...
0


Η παραπάνω μας βεβαιώνει ότι :

X2 = X2(x2, x3, ..., xn)

X3 = X2(x2, x3, ..., xn)

...
Xn = X2(x2, x3, ..., xn)

και επομένως αν ορίσουμε το διανυσματικό πεδίο του Rn−1 X̂(x2, x3, ..., xn) = (X2, ..., Xn)
T

έχουμε ότι X̂(0) ̸= 0 καθώς ο βαθμός της ∆ είναι 2 και Y = (1, 0, ..., 0)T .
Αϕού X̂(0) ̸= 0, εϕαρμόζουμε ξανά το flow box theorem για να προσδιορίσουμε έναν
τοπικό διαϕορομορϕισμό Ψ : Rn−1 −→ Rn−1 έτσι ώστε (DΨ)X̂◦Ψ−1 = (1, 0, ..., 0)T . Ορί-
ζουμε στη συνέχεια τον ζητούμενο διαϕορομορϕισμό Φ ως εξής

Φ :=

(
x1
Ψ

)
. Τότε, Φ−1 =

(
x1
Ψ−1

)
και επόμενως η εικόνα X̃ του X̂ μέσω του διαϕορομορϕισμού

Φ είναι

X̃ = (DΦ)

(
x1
X̂

)
◦ Φ−1 =


1 0 ... 0
0
...
0

DΨ


(
x1
X̂

)
◦ Φ−1

=

(
x1

(DΨ)X̂

)
◦ Φ−1 =


∗
1
0
...
0


και

Ỹ = (DΦ)


1
0
...
0

 ◦ Φ−1 =


1 0 ... 0
0
...
0

DΨ



1
0
...
0

 ◦ Φ−1 =


1
0
...
0


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Καταλήγουμε ότι

∆ = span{X̃, Ỹ } = span{


1
0
...
0

 ,


0
1
...
0

}

Το παραπάνω θεώρημα μας βεβαιώνει ότι μια involutive κατανομή ορίζει ολο-
κληρωτικές πολαπλότητες οι οποίες διαμερίζουν μια περιοχή γύρω από ένα σημείο
του U . Μάλιστα, οι ολοκληρωτικές πολλαπλότητες αποτελούν, τοπικά, slices του
συνόλου U . Για την ακρίβεια, μια involutive και σταθερής διάστασης κατανομή δια-
μερίζει όλο το σύνολο U στο οποίο ορίζεται. Η διαμέριση αυτή δεν απότελείται από
slices, όπως στην τοπική περίπτωση, αλλά από immersed πολλαπλότητες διάστα-
σης ίσης με αυτήν της κατανομής. Οι πολλαπλότητες αυτές ονομάζονται μεγιστικές
ολοκληρωτικές πόλλαπλοτητες. Παρακάτω θα αναπτύξουμε τη σημασία των ολοκλη-
ρώσιμων κατανομών στα συστήματα ελέγχου.
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Κεϕάλαιο 4

Ελεγξιμότητα

Ένα σύστημα ελέγχου μπορεί να αντιμετωπιστεί σαν μια οικογένεια διανυσματι-
κών πεδίων, παραμετρικοποιημένη από την είσοδο u. Έτσι, ένα σύστημα ελέγχου

ẋ = f(x, u)

είναι ισοδύναμο με την οικογένεια

F = {fu : u ∈ Ω}

όπου Ω το σύνολο των απόδεκτών ελέγχων. Έτσι, ένα διανυσχατικό πεδίο X θα ανή-
κει στην F αν υπάρχει αποδεκτός έλεγχος u ώστε η ρόη του X να ταυτίζεται με αυτήν
του συστήματος υπό την είσοδο u. Θεωρούμε, λοιπόν ένα σύστημα ẋ = f(x, u) ορι-
σμένο σε κάποιο ανοιχτό σύνολο U ⊂ Rn, και έστω F η οικογένεια διανυσματικών
πεδίων που αντιστοιχεί στο σύστημα.

Ορισμός 3.1.
Έστω p ∈ U . Ορίζουμε το εξής σύνολο

Orb(p) = {q ∈ U : ∃fu1 , fu2 , ..., fuk ∈ F t1, t2, ..., tk ∈ Rμεq = fu1
t1 ◦ fu2

t2 ◦ ... ◦ fuk
tk
(p)}

Το σύνολο Orb(p) περικλείει τα σημεία εκείνα στα όποία μπορεί να οδηγηθεί το σύ-
στημα, κινούμενο και για αρνητικούς χρόνους, με είσοδο την ακολουθία u1, u2, ..., uk
για κάποιο k ≥ 1.

Η σχέση q ∈ Orb(p) ορίζει μια σχέση ισοδυναμιας στο U . Πράγματι, η σχέση εί-
ναι αυτοπαθής αϕού p ∈ Orb(p), ακόμη αν q ∈ Orb(p) τότε προϕανώς p ∈ Orb(q) άρα
η σχέση είναι συμμετρική και επίσης, αν q ∈ Orb(p) και r ∈ Orb(q) τότε r ∈ Orb(p),
επομένως είναι και μεταβατική. Το γεγονός αυτό συνεπάγεται ότι ο χώρος καταστά-
σεων U διαμερίζεται σε κλάσεις ισοδυναμίας, δηλαδή σε orbits.
Επίσης, ορίζουμε Γ να είναι η μικρότερη κατανομή στο U η οποία περιέχει την οικο-
γένεια F και είναι αναλοίωτη στις ροές όλων των f ∈ F , δηλαδή (Dft(p)Γ(p) ∈ Γ(ft(p)).
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Το παρακάτω σπουδαίο θεώρημα συνδέει τις παραπάνω έννοιες.

Θεώρημα 3.2. (Sussman)
Κάθε σύνολο S = Orb(p), ορισμένο από μια οικογένεια λείων διανυσματικών πεδίων
F , είναι λεία immersed υποπολλαπλότητα του U και επιπλέον TpS = Γ(p)

Όπως έχουμε δείξει στην Πρόταση 1.3 ένα σύστημα μπορεί να οδηγηθεί από τις
ροές κάθε γραμμικού συνδυασμού πεδίων της F καθώς και από τις ροές που ορί-
ζουν τα lie-brackets των στοιχείων της F . Έπομένως, έχουμε ότι

Lie{F} ⊂ Γ (4.1)

Πρόταση 3.3. (Chow)
Αν για κάθε p ∈ U ισχύει ότι dim[Lie{F}(p)] = n, τότε κάθε σημείο του U είναι
προσεγγίσιμο από το p. Δηλαδή

U = Orb(p)

Απόδειξη
Από την υπόθεση και την σχέση (4.1) συνεπάγεται ότι η κατανομή Γ(p) ταυτίζεται με
όλο τον εϕαπτόμενο χώρο TpU για κάθε p ∈ U . Άρα κάθε σύνολο Orb(p) είναι διάστα-
σης n και επομένως ανοιχτό. Καθώς τα σύνολα Orb() απότελουν διαμέριση του U , το
U γράϕεται σαν ένωση ανοιχτών και ξένων συνόλων της μορϕης Orb(p). Ομως, αϕού
το U είναι συνεκτικό, ένα μόνο από τα σύνολα Orb(p) θα είναι μη κενό. Το οποίο θα
ταυτίζεται με όλο το U .

Τα παραπάνω αποτελέσματα μας δίνουν μια εικόνα για τα προσιτά σύνολα ενός συ-
στήματος ελέγχου και για τις συνθήκες που θα πρέπει να ικανοποιεί ένα σύστημα
ώστε να είναι ελέγξιμο. Έτσι, αν συμβολίσουμε με R(t, x0) το προσιτό σύνολο ενός
συστήματος έχουμε τους παρακάτω εγκλεισμούς

R(t, x0) ⊂ Orb(x0) ⊂ S

όπου S η ολοκληρωτική πολλαπλότητα της κατανομής Γ.

Στα παρακάτω αυτό θα εϕαρμόσουμε τα γεωμετρικά εργαλεία που εισήχθησαν στο
προηγούμενο κεϕάλαιο στη μελέτη της ελεγξιμότητας ενός μη γραμμικού συστή-
ματος ελέγχου. Θα ασχολήθουμε με μια συγκεκριμένη κατηγορία συστημάτων, τα
affine συστήματα ελέγχου μίας εισόδου τα οποία είναι της μορϕής

ẋ = f(x) + g(x)u (4.2)

όπου f, g λεία διανυσματικά πεδία ορισμένα σε ένα ανοιχτό U ⊂ Rn, τον χώρο κα-
ταστάσεων, και u : R+ −→ R μετρήσιμη συνάρτηση. Ονομάζουμε Ω τον χώρο των
απόδεκτών ελέγχων, ο οποίος εδώ θα είναι οι κατα τμήματα σταθερές (απλές) συ-
ναρτήσεις. Θεωρούμε την οικογένεια διανυσματικών πεδίων που αντιστοιχεί στο σύ-
στημα (4.2), είναι η

F = {f + ug : u ∈ Ω} (4.3)
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Ορίζουμε την Lie άλγεβρα του σύστηματος (4.2) L = Lie{f, g}, η οποία όπως έχουμε
δείξει στο κεϕάλαιο 1 είναι καλά ορισμένη, και την κατανομή C με

C(x) = span{X(x) : X ∈ L} , x ∈ U

Αϕού η L είναι Lie άλγεβρα, άρα κλειστή στα lie-bracket, έπεται ότι η C είναι
involutive. Έπίσης, έστω RV (x0, T ) να είναι το σύνολο των σημείων που μπορούμε
να οδηγηθούμε σε χρόνο T από το x0 χρησιμοποιώντας απόδεκτούς ελέγχους, ώστε
οι αντίστοιχες τροχιές να παραμένουν στην περιοχή V .
Ορίζουμε

RT
V (x0) =

∪
t≤T

RV (x0, T )

Το παρακάτω θεώρημα μας δίνει μια συνθήκη για μια ασθενέστερη έννοια ελεγξι-
μότητας του συστήματος (4.2).

Θεώρημα 3.4.
Έστω ότι για το σύστημα (4.2) ισχύει ότι η κατανομή C είναι διάστασης n σε ένα
σημείο x0 ∈ U . Τότε για κάθε περιοχή V του x0 και T > 0, το σύνολο RT

V (x0) περιέ-
χει ένα μη κενό ανοιχτό, ως προς τη τοπολογία του χώρου καταστάσεων, υποσύνολο.

Απόδειξη
Αϕού η κατανομή C είναι διάστασης n στο x0, λόγω συνέχειας υπάρχει μια περιοχή
W του x0 ώστε dimC(x) = n για κάθε x ∈ W . Θα κατασκευάσουμε, επαγωγικά μια
ακολουθία πολλαπλοτήτων Sj στην W , ώστε dimSj = j. Για j = 1 επιλέγουμε ένα
διανυσματικό πεδίο X1 από την F . Τότε για αρκέτα μικρό ϵ1 > 0, το σύνολο

S1 = {X1t1(x0) : 0 < t1 < ϵ1}

είναι πολλαπλότητα διάστασης 1 η οποία περιέχεται στην περιοχή W . Έστω, ότι
έχουμε κατασκευάσει την πολλαπλότητα Sj−1 ως εξής

Sj−1 = {Xj−1tj−1
◦Xj−1tj−1

◦ ... ◦Xj−1tj−1
(x0) : 0 < ti < ϵi i = 1, 2, ..., j − 1}

όπου τα πεδία Xi, i = 1, ..., j − 1 ανήκουν στην F . Τότε αν j − 1 < n μπορούμε να
βρούμε ένα Xj ∈ F και σημείο q στην πολλαπλότητα Sj−1, ώστε Xj(q) ∈ TqSj−1.
Πράγματι, στην αντίθετη περίπτωση θα είχαμε ότι X(q) ∈ TqSj−1 για κάθε X ∈ F και
κάθε q ∈ Sj−1, το οποίο συνεπάγεται ότι η διάσταση της κατανομής C είναι μικρότερη
από n στα σημεία της Sj−1, πράγμα που αντιβαίνει την υπόθεση. Άρα, διαλέγοντας
q κοντά στο x0 η απεικόνιση

(tj, tj−1, ..., t1) −→ Xjtj
◦Xj−1tj−1

◦ ... ◦X1t1(x0)
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είναι διαϕορομορϕισμός καθώς η τάξη του ιακωβιανού πίνακα είναι j. Επομένως,
ορίζοντας την παραπάνω απεικόνιση σε ένα σύνολο της μορϕής 0 < ti < ϵi i =
1, 2, ..., j, η εικόνα Sj είναι πολλαπλότητα διάστασης j. Τέλος, το ζητούμενο ανοιχτό
υποσύνολο είναι το Sn.

Η συνθήκη του παραπάνω θεωρήματος δεν συνεπάγεται ελεγξιμότητα με την έννοια
που δίνεται στην γραμμική θεωρία ελέγχου. Το γεγονος αυτό, οϕείλεται κυρίως,
στην παρουσία του διανυσματικού πεδίου (drift) f , το οποίο αναγκάζει το προσιτό
σύνολο RT

V (x0) να είναι μια ανοιχτή περιοχή που όμως, δεν περιέχει το x0. Αυτό συμ-
βαινει γιατί δεν μπορούμε να κινηθούμε στη ροή του f για αρνητικούς χρόνους. Σε
ένα σύστημα στο οποίο απουσιάζει το πεδίο drift το Θεώρημα 3.1 εξασϕαλίζει την
ελεγξιμότητα. Θα λέμε ότι το σύστημα (4.2) το οποίο ικανοποιεί την συνθήκη του
θεωρήματος 3.1 είναι accessible από το x0.

Ορισμος 3.5.
Το σύστημα (4.2) ονομάζεται accessible αν για κάθε x ∈ U ισχύει dimC(x) = n.

Τα προσιτά σύνολα ενός accesible συστήματος έχουν αδύναμες τοπολογικές ιδιό-
τητες. Έτσι, για ένα accesible σύστημα το παραπάνω θεώρημα εξασϕαλίζει ότι το
σύνολο RT

V (x0) έχει μη κενό εσωτερικό για κάθε T > 0, το οποίο όμως δεν συνεπά-
γεται ότι για τα προσιτά σύνολα RV (x0, t) ισχύει το ίδιο. Η ιδιότητα αυτή καλείται
strong accessibility.

Ορισμός 3.6.
Το σύστημα (4.2) θα λέγεται ότι είναι strongly accessible από το x0 αν για κάθε
χρόνο T > 0 και κάθε περιοχή του V , το σύνολο των σημείων που μπορούμε να οδη-
γήσουμε το σύστημα με τις τροχιές του να παραμένουν στην V , δηλαδή το RV (x0, T )
έχει μη κενό εσωτερικό.

Η παραπάνω ιδιότητα συνδέεται με την εξής υπάλγεβρα της L. Έστω L0 η μικρότερη
υπάλγεβρα της L για την οποία ισχύει ότι g ∈ L0 και [f,X]inL0 για κάθε X ∈ L0.
Ορίζουμε την επαγώμενη από την L0 κατανομή να είναι η

C0(x) = span{X(x) : X ∈ L0}

Τότε ισχύει το παρακάτω

Θεώρημα 3.7.
Έστω ότι για το σύστημα (4.2) υπάρχει x0 τέτοιο ώστε dimC0(x0) = n. Τότε το σύστημα
είναι strongly accessible από το x0.

Απόδειξη
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Για τη απόδειξη ορίζουμε το παρακάτω σύστημα

Σ :

{
ẋ = f(x) + g(x)u

ṫ = 1
(4.4)

όπου t η μεταβλητή του χρόνου. Ο χώρος καταστάσεων του συστήματος (9) είναι
U × R και τα διανυσματικά πεδία του είναι

f̂ = f(x)
∂

∂x
+
∂

∂t
, ĝ = g(x)

∂

∂x

Τότε για την κατανομή Ĉ του συστήματος Σ, όπως αυτή ορίστηκε προηγουμένως,
έχουμε ότι

dimĈ(x0, t0) = dimC0(x0) + 1

το οποίο είναι προϕανές από την μορϕή των πεδίων f̂ , ĝ. Όμως, από την υπόθεση
προκύπτει ότι dimĈ(x0, t0) = n+1, άρα το σύστημα Σ είναι accessible από το x0. Επο-
μένως, για κάθε περιοχή V του x0 και κάθε χρόνο T > 0 έχουμε ότι το σύνολο RT

V̂
(x̂0),

με V̂ = V ×(−ϵ, T +ϵ), ϵ > 0 και x̂0 = (x0, t), έχει μη κενό εσωτερικό ως προς την τοπο-
λογία του U × R. Άρα, υπάρχει ανοιχτό W ⊂ U και διάστημα (a, b) ⊂ R με a < b ≤ T
τέτοια ώστε W × (a, b) ⊂ RT

V̂
(x̂0). Έστω τ ∈ (a, b), τότε αϕού W × τ ∈ RT

V̂
(x̂0) έχουμε

ότι W ⊂ RV (x0, τ). Θεωρούμε τώρα την απεικόνιση x 7−→ XT−τ (x) όπου X ∈ F , μέσω
αυτής το σύνολο W απεικονίζεται σε κάποιο ανοιχτό υποσύνολο του RS(x0, T ) για
κάποια περιοχή S του x0. Διαλέγοντας αρκούντως μικρό T > 0, η τομή της εικόνας
του W και του προσιτού συνόλου RV (x0, T ) περιέχει ένα ανοιχτό υποσύνολο του U .
Άρα, το σύστημα είναι strongly accessible από το x0.

Ορισμός 3.8.
Θα λέμε ότι ένα σύστημα είναι strongly accessible αν είναι strongly accessible από
κάθε x ∈ U .
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Κεϕάλαιο 5

Γραμμικοποίηση συστημάτων

Στην παράγραϕο αυτή, θα ορίσουμε την ισοδυναμία συστημάτων ελέγχου και θα
βρούμε ικανές και αναγκαίες συνθήκες έτσι ώστε ένα affine σύστημα μίας εισόδου

Σ : ẋ = f(x) + g(x)u (5.1)

να είναι τοπικά ισοδύναμο με ένα γραμμικό. Στο σύστημα (5.1) αντιστοιχεί η οικογέ-
νεια διανυσματικών πεδίων F = {fu : u ∈ Ω. Ένα σύστημα Σ̃ είναι τοπικά ισοδύναμο
με το Σ αν οι αντιστοιχες οικογένειες F και F̃ είναι ισομορϕικές. Δηλαδή, αν υπάρχει
μία 1-1 και επί απεικόνιση T , ορισμένη σε μια περιοχή V ενός σημείου x0, τέτοια
ώστε για κάθε x ∈ V να είναι

T ∗ F = F̃
Η απεικόνιση T αποτελείται από μία αλλαγή μετεβλητών z = Φ(x) μέσω του διαϕο-
ρομορϕισμού Φ και την επιβολή ανάδρασης u = α(a) + β(x)v, με α, β λείες συναρτή-
σεις. Μετά τις παραπάνω δράσεις το σύστημα μετασχηματίζεται στο ισοδύναμό του
Σ̃ = f̃(x) + g̃(x)v όπου

f̃(x) = f(x) + α(x)g(x)

g̃(x) = β(x)g(x)

Το πρόβλημα της γραμμικοποίησης συνίσταται στην εύρεση συνθηκών ώστε το μετα-
σχηματισμένο σύστημα Σ̃ να είναι γραμμικό. Για την ακρίβεια, θα βρούμε συνθήκες
ώστε το σύστημα (5.1) να μετασχηματίζεται στην παρακάτω μορϕή

ż1
ż2
...

żn−1

żn

 =


z2
z3
...
zn
v

 (5.2)

Έστω το σύστημα (5.1) με συνάρτηση εξόδου y = h(x) και σημείο x0 τέτοιο ώστε
f(x0) = 0.
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Ορισμός 4.1.
Ορίζουμε τον relative degree ενός συστήματος να είναι ο μικροτερος ακέραιος r για
τον οποίο ισχύει

LgL
k
fh = 0 για κάθε k = 0, 1, ..., r − 2

LgL
r−1
f h ̸= 0

Λήμμα 4.2.
Έστω ότι το σύστημα (5.1) με συνάρτηση εξόδου y = h(x) έχει relative degree r. Τότε
ισχύουν τα εξής

(i) LgL
i
fh = 0 για κάθε ακέραιο i < r − 1

(ii) Ladifg
h = 0 για κάθε ακέραιο i < r − 1

(iii) Ladjfg
Li

fh = 0 για ακέραιους i, j με i+ j < r − 1

(iv) Ladr−1
f gh = (−1)iLadjfg

Li
fh για i+ j = r − 1

Απόδειξη
Οι ιδιότητες (i) και (ii) είναι προϕανείς από τον ορισμό του relative degree. Θα δεί-
ξουμε την (iii). Από ιδιότητα του lie-bracket έχουμε ότι

Ladj+1
f g = LfLadjfg

− Ladjfg
Lf

Η παραπάνω είναι μια ισότητα τελεστών, άρα θα έχουν την ίδια δράση σε οποιαδή-
ποτε λεία συνάρτηση. Θεωρώντας τη συνάρτηση Li

fh έχουμε

Ladj+1
f gL

i
fh = LfLadjfg

Li
fh− Ladjfg

Li+1
f h (5.3)

Θα αποδείξουμε την (iii) επαγωγικά. Για j = 0 η (iii) ισχύει λόγω της (i). Έστω ότι
η (iii) είναι αληθής για j = k, θα δείξουμε ότι ισχύει για j = k + 1. Όμως, καθώς
i+ (j + 1) < r − 1 από την επαγωγική υπόθεση έχουμε ότι Ladjfg

Li
fh = 0, άρα η (5.3)

δίνει
Ladj+1

f gL
i
fh = Ladjfg

Li+1
f h

η οποία λόγω της (ii) έπεται την (iii). Στην συνέχεια δείχνουμε την (iv) με επαγωγή
στο i. Για i = 0 ισχύει προϕανώς. Έστω ότι ισχύει για κάποιο i < r− 1. Από την (5.3)
για j = r − 2− i έχουμε

Ladr−1−i
f gL

i
fh = LfLadr−2−i

f gL
i
fh− Ladr−2−i

f gL
i+1
f h
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Όμως, από την (iii) και το γεγονός ότι i+ j = r − 2 έχουμε

Ladr−1−i
f gL

i
fh = −Ladr−2−i

f gL
i+1
f h = −L

ad
(r−1)−(i+1)
f g

Li+1
f h

Άρα, αντικαθιστώντας στην επαγωγική υπόθεση την παραπάνω σχέση καταλήγουμε

Ladr−1
f gh = (−1)iLadr−1−i

f gL
i
fh

= (−1)i[−L
ad

(r−1)−(i+1)
f g

Li+1
f h]

= (−1)i+1L
ad

(r−1)−(i+1)
f g

Li+1
f h

το οποίο ολοκληρώνει την επαγωγή.

Πρόταση 4.3.
Έστω ότι το σύστημα (5.1) με συνάρτηση εξόδου y = h(x) έχει relative degree r σε
κάποιο σημείο x0. Τότε για κάθε x σε μια περιοχή του x0 τα διανύσματα

g(x), adfg(x), ..., ad
r−1
f g(x)

όπως επίσης και τα
∇h(x),∇Lfh(x), ...,∇Lr−1

f h(x)

είναι γραμμικά ανεξάρτητα.

Απόδειξη
Θεωρούμε τους πίνακες

A(x) =
(
∇h(x),∇Lfh(x), ...,∇Lr−1

f h(x)
)

, B(x) =
(
g(x), adfg(x), ..., ad

r−1
f g(x)

)
και τον πίνακα

M(x) =
(
∇h(x),∇Lfh(x), ...,∇Lr−1

f h(x)
)T (

g(x), adfg(x), ..., ad
r−1
f g(x)

)
ο οποίος έχει διάσταση r × r για κάθε x κοντά στο x0 και το ij-στοιχείο του δίνεται
από την παρακάτω σχέση

M(x)i,j = ∇
(
Li−1
f h

)
(x)adj−1

f g(x)

Από την σχέση (iii) του παραπάνω λήμματος έχουμε ότι ο πίνακας M(x) έχει μηδε-
νικά σε όλες τις θέσεις πάνω από την δευτερεύουσα διαγώνιο. Άρα rank{M(x)} = r.
Άλλα rank{M(x)} = rank{A(x)B(x)} ≤ min{rank{A(x)}, rank{B(x)}}, το οποίο συνε-
πάγεται ότι rank{A(x)} = rank{B(x)} = r για x κοντά στο x0.

Πρόταση 4.4.
Έστω ότι το σύστημα (5.1) έχει relative degree r με r < n σε ένα σημείο x0. Ονομά-
ζουμε ϕ1 = h, ϕ2 = Lfh, ..., ϕr = Lr−1

f h. Τότε υπάρχουν λείες συναρτήσεις ϕr+1, ϕr+2, ..., ϕn

τέτοιες ώστε
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1) gϕr+1 = gϕr+2 = ... = gϕn = 0

2) τα διανύσματα ∇ϕ1, ...,∇ϕr,∇ϕr−1, ...,∇ϕn είναι γραμμικά ανεξάρτητα σε μια
περιοχή του x0

Απόδειξη
Αϕού Lr−1

f h(x0) ̸= 0, τότε προϕανώς g(x0) ̸= 0 επομένως από το flow box theorem
υπάρχουν λείες συναρτήσεις λ1, ..., λn−1 τέτοιες ώστε τα ∇λ1(x0),∇λ2(x0), ...,∇λn−1(x0)
είναι γραμμικώς ανεξάρτητα και g(x)⊥span{∇λ1(x),∇λ2(x), ...,∇λn−1(x)} για κάθε x
σε μια περιοχή του x0. Επίσης, από την προηγούμενη πρόταση έχουμε ότι τα δια-
νύσματα ∇h(x0),∇Lfh(x0), ...,∇Lr−1

f h(x0) είναι γραμμικά ανεξάρτητα. Στη συνέχεια
ισχυριζόμαστε ότι σε μια περιοχή του x0 είναι

dim
{
[span {g}]⊥ + span

{
∇h,∇Lfh, ...,∇Lr−1

f h
}}

= n (5.4)

Πράγματι, έχουμε ότι [span {g}]⊥ = span{∇λ1,∇λ2, ...,∇λn−1} κοντά στο x0. Επίσης,
dim

{
[span{g}]⊥

}
= n − 1. Στην περίπτωση που η (5.4) δεν είναι αληθής θα είχαμε

ότι ∇Li
fh(x) ∈ [span{g(x)}]⊥ για κάθε x κοντά στο x0, το οποίο είναι άτοπο καθώς

Lr−1
f h(x0) ̸= 0. Άρα καταλήγουμε, επιλέγοντας όχι κατ’ανάγκη τις πρώτες λi ότι τα

διανύσματα
∇ϕ1(x),∇ϕ2(x), ...,∇ϕr(x),∇λ1(x), ...,∇λn−r(x)

είναι γραμμικά ανεξάρτητα για x σε μια περιοχή του x0. Οι παραπάνω συναρτήσεις
λi είναι οι ζητούμενες ϕr+1, ϕr+2, ..., ϕn.

Η παραπάνω πρόταση εξασϕαλίζει ότι η απεικόνιση

Φ :=


ϕ1

ϕ2
...
ϕn


είναι τοπικός διαϕορομορϕισμός. Ειδικότερα, στην περίπτωση όπου το σύστημα
(5.1) έχει relative degree r = n, η αλλαγή συντεταγμένων z = Φ(x) μεταϕέρει το
σύστημα στην κανονική ελέγξιμη μορϕή. Πράγματι, στην περίπτωση αυτή, για x
κοντά στο x0, έχουμε

ż1 = (Dϕ1)(f + ug) = (Dh)(f + ug) = Lfh+ uLgh = Lfh = z2

ż2 = (Dϕ2)(f + ug) = (DLfh)(f + ug) = L2
fh+ uLgLfh = z3

...
żn−1 = (Dϕn−1)(f + ug) = (DLn−2

f h)(f + ug) = Ln−1
f h+ LgL

n−2
f h = zn

żn = (Dϕn)(f + ug) = (DLn−1
f h)(f + ug) = Ln

fh+ uLgL
n−1
f h = A+ uB
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όπου A(x) = Ln
fh(x) και B(x) = LgL

n−1
f h(x). Η παραπάνω μορϕή έρχεται στην επιθυ-

μητή μορϕή (5.2) με την επιβολή της ανάδρασης u = v
B(x)

− A(x)
B(x)

.

Από τα παραπάνω έπεται ότι το σύστημα Σ : ẋ = f(x) + ug(x) είναι γραμμικοποι-
ήσιμο, γύρω από ένα σημείο x0 τέτοιο ώστε f(x0) = 0, αν υπάρχει λεία συνάρτηση h
ώστε το Σ, εϕοδιασμένο με την έξοδο y = h(x), να έχει relative degree n. Η ύπαρξη
μιας τέτοιας συνάρτησης δεν είναι άμεση. Το παρακατω θεώρημα μας δίνει τις απα-
ραίτητες συνθήκες που πρέπει να ικανοποιεί το Σ έτσι ώστε να υπάρχει η επιθυμητή
συνάρτηση και κατ’επέκταση να γραμμικοποιείται τοπικά.

Θεώρημα 4.5.
Έστω το σύστημα Σ : ẋ = f(x)+ug(x) και σημείο x0 τέτοιο ώστε f(x0) = 0. Τα επόμενα
έιναι ισοδύναμα :

(i) Υπάρχει λεία συνάρτηση h : Rn −→ R τέτοια ώστε το Σ με έξοδο y = h(x) έχει
relative degree n.

(ii) Τα διανύσματα g(x0), adfg(x0), ..., ad
n−1
f g(x0) είναι γραμμικά ανεξάρτητα και η

κατανομή D(x) := span{g(x), adfg(x), ..., adn−2
f g(x)} είναι involutive για x κοντά

στο x0.

Απόδειξη
Θα δείξουμε πρώτα ότι (i) ⇒ (ii). Αϕού το Σ με έξοδο y = h(x) έχει relative degree
n, από την Πρόταση 4.3 έχουμε ότι τα g(x0), adfg(x0), ..., ad

n−1
f g(x0) έιναι γραμμικώς

ανεξάρτητα. Θα δείξουμε ότι ηD είναι involutive. Από τον ορισμό του relative degree
έχουμε ότι, γύρω από το x0 είναι Lgh = LgLfh = ... = LgL

n−2
f = 0. Το οποίο είναι

ισοδύναμο με το παρακάτω

∇h(x)⊥D για κάθε x κοντά στο x0

Έστω διανυσματικά πεδία X1, X2 ∈ D, δείχνουμε ότι [X1, X2] ∈ D.Η παραπάνω σχέση
συνεπάγεται ότι το Lie-bracket [1, 2] μπορεί να γραϕεί ως

[X1, X2] = a(•)X + b(•)∇h

για X ∈ D και a, b λείες συναρτήσεις. Έπεται ότι, κοντα στο x0 έχουμε

∇h[X1, X2] = a∇hX + b | ∇h |2

⇔LX1LX2h− LX2LX1h = b | ∇h |2

Όμως, LX2h = ∇hX2 = 0 επίσης LX1h = ∇hX1 = 0. Άρα, έχουμε ότι b | ∇h |2= 0 και
επομένως b ≡ 0 το οποίο συνεπάγεται ότι [X1, X2] = aX και άρα [X1, X2] ∈ D.
Το αντίστροϕο, (ii) ⇒ (i), είναι συνέπεια του θεωρήματος Frobenius. Καθώς η κα-
τανομή D είναι n− 1 βαθμού και involutive, από το θεώρημα Frobenius έπεται ότι
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υπάρχει τοπικός διαϕορομορϕισμός Ψ έτσι ώστε στις νέες συντεταγμένες z = Ψ(x)
να είναι

D̂ = span{(DΨ)X ◦Ψ−1 : X ∈ D} = span




1
0
...
0
0

 ,


0
1
...
0
0

 , ...,


0
0
...
1
0




Θεωρούμε την συνάρτηση ĥ(z) = zn. Τότε για z κοντά στο z0 = Ψ(x0) έχουμε ∇ĥ⊥D̂
ή ισοδύναμα

∇ĥ(DΨ)X ◦Ψ−1(z) = 0 για κάθε X ∈ D και z κοντά στο z0 (5.5)

Η επιθυμητή συνάρτηση είναι η h(x) = ĥ ◦Ψ. Πράγματι,

∇h(x0) = ∇ĥ |Ψ(z0) (DΨ) |x0 ̸= 0

και για x κοντά στο x0 και X ∈ D, χρησιμοποιώντας την (5.5) έχουμε

∇hX |Ψ−1(z)= ∇ĥ |z (DΨ)X |Ψ−1(z)= 0

Επομένως, προκύπτει ότι Lgh = LgLfh = ... = LgL
n−2
f = 0. Επίσης, από το γεγονός

ότι dim{g(x0), adfg(x0), ..., adn−1
f g(x0)} = n προκύπτει ότι LgL

n−1
f h ̸= 0, το οποίο και

ολοκληρώνει την απόδειξη.

Παρατηρούμε ότι η συνθήκη (ii) του παραπάνω θεωρήματος συνεπάγεται ότι το σύ-
στημα Σ είναι strongly accessible από το x0. Επίσης, μια ισοδύναμη διατύπωση της
συνθήκης αυτής μπορούμε να πάρουμε ορίζοντας τις κατανομές D1 ⊂ D2 ⊂ D3 ⊂ ...
όπου Di = span{adifg και απαιτώντας να είναι σταθερού βαθμου και involutive για
κάθε i = 1, 2..., n − 1. Η προσέγγιση αυτή είναι χρήσιμη στο πρόβλημα του μετα-
σχηματισμού ενός συστήματος σε ελέγξιμες μόρϕες οι οποίες δεν είναι απαραίτητα
γραμμικές.
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Κεϕάλαιο 6

Το πρόβλημα της
p-κανονικοποίησης

6.1 Ικανές και αναγαίες συνθήκες

Στο κεϕάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με την ισοδυναμία συστημάτων συγκεκρι-
μένης μορϕής. Συνήθως μας ενδιαϕέρει να μετατρέπουμε τα μη γραμμίκα συστή-
ματα σε ελέγξιμα γραμμίκα, μέσω αλλαγής συντεταγμένων και επιβολή ανάδρασης
όπως κάναμε στην προηγούμενη παράγραϕο. Για πολλά συστήματα όμως, είτε δεν
ικανοποιούνται οι συνθήκες της γραμμικοποίησης της προηγούμενης ενότητας. Θα
αναζητήσουμε λοιπόν συνθήκες που πρέπει να ικανοποιεί ένα σύστημα έτσι ώστε
να είναι ισοδύναμο με μια ελέγξιμη μορϕή μεγαλύτερου βαθμού. Για την ακρίβεια
θα ασχοληθούμε με την εύρεση ικανών και αναγκαίων συνθηκών έτσι ώστε ένα μη
γραμμικό affine σύστημα να είναι τοπικά ισοδύναμο με την παρακάτω κανονίκη
μορϕή:

ẋ1 = xp12 +

p1−1∑
i=0

xi2φ
1
i (x1)

ẋ2 = xp23 +

p2−1∑
i=0

xi3φ
2
i (x1, x2)

...

ẋn−1 = xpn−1
n +

pn−1−1∑
i=0

xinφ
n−1
i (x1, x2, ..., xn−1)

ẋn = v (6.1)
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Η παραπάνω μορϕή είναι μια γενίκευση της κανονικής ελέγξιμης μορϕής. Πράγ-
ματι, στη περίπτωση όπου p1 = p2 = · · · = pn−1 = 1 το σύστημα ταυτίζεται με την κα-
νονίκη ελέγξιμη μορϕή, ενω όταν φi

k(x1, · · · , xk) = 0 για κάθε i = 1, 2, · · · , pk − 1 και
k = 1, 2, · · · , n−1, προκύπτει ένα κάτω τριγωνικό σύστημα το οποίο σταθεροποιείται.
Θα ονομάσουμε την μορϕη (6.1) p-κανονική μορϕή.

Έστω το σύστημα μίας είσοδου

ẇ = f(w) + g(w)u (6.2)

όπου f, g λεία διανυσματικά πεδία στον Rn ορισμένα σε μια περιοχή V του μηδε-
νός, με f(0) = 0. Εξάγουμε ικανές και αναγκαίες συνθήκες, ώστε ένα σύστημα της
μορϕής (6.2) είναι ισοδύναμο με ένα σύστημα στην p-κανονική μορϕή, δηλαδή θα
βρούμε συνθήκες που εξασϕαλίζουν την ύπαρξη ενός τοπικού διαϕορομορϕισμού T
με

x = T (w)

και μιας ανάδρασης της μορϕής

u = α(w) + βv

με α(0) = 0 και β ̸= 0, έτσι ώστε το προκύπτον σύστημα να είναι στη μορϕή (6.1).

Για τον σκοπό αυτό θα χρειαστούμε τις παρακάτω έννοιες, που γενικεύουν τα μεγέθη
που παραμένουν αναλοίωτα μέσω αλλαγής συντεταγμένων και επιβολή ανάδρασης
στο πρόβλημα της γραμμικοποίησης.

Όρισμος 5.1.
Θα λέμε ότι το σύστημα (6.2) έχει normalizable orderm και minimum index (q1, q2, ..., qm−1)
αν υπάρχει ακολουθία από m διανυσματικά πεδία ορισμένη ως εξής

X0 = g και Xk+1 = ad
qk+1

Xk
f για k = 0, 1, · · · ,m− 2

όπου qi οι μικρότεροι θετικοί ακέραιοι έτσι ώστε τα διανυσματικά πεδίαX0, X1, · · · , Xi

να είναι γραμμικά ανεξάρτητα στο μηδέν.

Όρισμός 5.2.
Έστω ότι το σύστημα (6.2) έχει normalizable orderm και minimum index (q1, q2, · · · , qm−1).
Τότε θα λέμε ότι το σύτημα (6.2) με έξοδο y = h(w) έχει γενικευμένο relative degree
ρ στο μηδέν, αν ύπαρχει μια περιοχή V του μηδενός έτσι ώστε

• LXi
h(w) = 0 για καθε w ∈ V με 0 ≤ i ≤ ρ− 2

• LXρ−1h(0) ̸= 0
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Ορίζουμε επίσης τις κατανομές οι οποίες παράγονται από τα πεδιά Xk

∆k = span{X0, X1, · · · , Xk} για k = 0, 1, · · · ,m− 1

Λημμα 5.3.
Έστω ότι το σύστημα μίας εισόδου ορισμένο σε μια περιοχή V του 0 ∈ Rn

ẇ = f(w) + g(w)u

y = h(w)

έχει normalizable order m, minimum order (q1, q2, . . . , qm−1) και generalized relative
degree ρ. Τότε αυτά παραμένουν αναλλοίωτα μέσω αλλαγής συντεταγμένων με τη
δράση διαϕορομορϕισμού x = T (w), και επιβολή ανάδρασης u = α(w)+β(w) με α, β
λειές συναρτήσεις ορισμένες στο V με β(w) ̸= 0 και α(0) = 0, αν ισχύουν τα ακόλουθα
:

A.1) Οι κατανομές ∆k, k = 0, 1, · · · , ρ− 1 είναι involutive

A.2) adjXk−1
f(w) ∈ ∆k για j < qk

Απόδειξη
Θα δείξουμε πρώτα ότι τα παραπάνω είναι αναλλοίωτα στην δράση ενός διαϕορο-
μορϕισμού T . Πράγματι, έστω f̃ , g̃ τα διανυσματικά πεδία του μετασχηματισμένου
συστήματος. Τότε, θα είναι

f̃(x) = DTf(w)|w=T−1(x)

g̃(x) = DTg(w)|w=T−1(x)

και από γνωστό αποτέλεσμα έχουμε[
f̃(x), g̃(x)

]
= DT [f(w), g(w)] |w=T−1(x)

Επομένως, για κάθε k

adkg̃(x)f̃(x) = DTadkg(w)f(w)|w=T−1(x)

Από την παραπάνω σχέση είναι άμεσο ότι η normalizable order καθώς και ο minimum
index δεν επηρεάζονται από την αλλαγή συντεταγμένων x = T (w). Το ίδιο ισχύει και
για τον generalized relative degree αϕου

LX̃i
h̃(x) = LXi

h(w)|w=T−1(x)

Δείχνουμε στη συνέχεια ότι τα μεγέθη που ορίσαμε παραμένουν αναλλοίωτα και με
την επιβολή λείας ανάδρασης u = α(w) + β(w). Πράγματι, έχουμε

f̄(w) = f(w) + g(w)α(w)

ḡ(w) = g(w)β(w)
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Άρα,

X̄0 = βX0 (6.3)

adX̄0
f̄ = [βg, f + αg]

= [βg, f ] + [βg, αg]

= β [g, f ] + (−f [β]g + δ1) g

= βadX0f + ψ01g

ad2X̄0
f̄ =

[
βg,
[
βg, f̄

]]
= [βg, β [g, f ]]− [βg, f [β]g] + [βg, δ1g]

= β2ad2X0
f + g[β]adX0f + ψ02g

Γενικά, δηλαδή, για j ≥ 1 έχουμε

adj
X̄0
f̄ = βjadjX0

+

j−1∑
t=0

b0tjad
t
X0
f + ψ0jX0 (6.4)

όπου b, δ, ψ λείες πραγματικές συναρτήσεις ορισμένες στο V .

Ισχυρισμός: Για κάθε j και k ισχύει το παρακάτω

X̄k = [β


k∏

i=1

qi


(w) + γk(w)]Xk +

k−1∑
i=0

ψik(w)Xi (6.5)

adj
X̄k
f̄ = [β


k∏

i=1

qi


(w) + γk(w)]

jadjXk
f +

j−1∑
t=1

bktj(w)ad
t
Xk
f +

k∑
i=0

αk
ij(w)Xi (6.6)

όπου αk
ik(w), ψik(w), b

k
ij(w), γk(w) λείες πραγματικές συναρτήσεις στο V με γk(0) = 0.

Θα αποδείξουμε τον ισχυρισμό επαγωγικά. Για k = 0 οι εξισώσεις (6.5),(6.6) ικανο-
ποιούν τις εκϕράσεις όπως αυτές προέκυψαν από τον υπολογισμό των X̄0 και adj

X̄0
f̄

στις εξισώσεις (6.3) και (6.4), με γ0(w) = b0tj(w) = 0. Έστω, τώρα ότι οι εξισώσεις
(6.5),(6.6) είναι αληθείς για k.
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Για j = qk+1, από την (6.6) έχουμε:

ad
qk+1

X̄k
f̄ =

[
X̄k, ad

qk
X̄k
f̄
]

= β


k+1∏
i=1

qi


(w)ad

qk+1

Xk
f + γk(w)×

×


qk+1∑
i=1

(
qk+1

i

)
γi−1
k (w)

β


k∏
i=1

qi


(w)


qk+1−i

 adqk+1

Xk
f+

+

qk+1−1∑
t=1

bktj(w)ad
t
Xk
f +

k∑
i=0

αk
ij(w)Xi

Όμως από την υπόθεση Α.2 έχουμε ότι για κάθε t με t < qk+1 ισχύει adtXk
f ∈ ∆k+1

άρα υπάρχουν λείες ci(w) τέτοιες ώστε
qk+1−1∑
t=1

bktj(w)ad
t
Xk
f =

k+1∑
i=1

ci(w)Xi

Επομένως, για το διανυσματικό πεδίο ad
qk+1

X̄k
f̄ υπάρχουν γk+1, ψik ώστε :

ad
qk+1

X̄k
f̄ = X̄k+1 = [β


k+1∏
i=1

qi


(w) + γk+1(w)]Xk+1 +

k−1∑
i=0

ψik(w)Xi (6.7)

Η σχέση (6.7) αποδεικνύει την σχέση (6.5). Θα δείξουμε τώρα ότι ισχύει και η (6.6)
για k + 1. Θα χρησιμοποιήσουμε πάλι επαγωγή. Για j = 0 η (6.6) ισχύει λόγω της
(6.5). Έστω ότι η (6.6) ισχύει για j. Τότε, για j + 1 έχουμε :

adj+1

X̄k+1
f̄ =

[(
β̂ + γk+1

)
Xk+1 +

k−1∑
i=0

ψik(w)Xi,
(
β̂ + γk+1

)
adjXk+1

f +

j−1∑
t=1

bktj(w)ad
t
Xk
f +

k∑
i=0

αk
ij(w)Xi

]
(6.8)

Η παραπάνω αληθεύει στην περίπτωση που[
Xi, ad

j
Xk+1

f
]
∈ ∆k+1 + span

{
adsXk+1

f, s ≤ j
}
, i ≤ k (6.9)

Η εξίσωση (6.9) ισχύει για j = 1, καθώς από την ταυτότητα Jacobi έχουμε ότι[
Xi, ad

j
Xk+1

f
]
= [Xk+1, adXi

f ] + [f, [Xk+1, Xi]]

33



Όμως, από την Υπόθεση Α.2 [Xk+1, adXi
f ] ∈ ∆k+1 άρα προϕανώς[

Xi, ad
j
Xk+1

f
]
∈ ∆k+1 + span

{
adsXk+1

f,
}

Έστω ότι η (6.9) είναι αληθής για j, τότε για j + 1 είναι[
Xi, ad

j+1
Xk+1

f
]
=
[
Xk+1,

[
Xi, ad

j
Xk+1

f
]]

+
[
adjXk+1

f, [Xk+1, Xi]
]

∈
[
Xk+1,∆k+1 + span

{
adsXk+1

f, s ≤ j
}]

+
[
adj−1

Xk+1
f,∆k+1

]
⊂ ∆k+1 + span

{
adsXk+1

f, s ≤ j + 1
}

Καταλήγουμε ότι πράγματι η (6.8) αληθεύει, άρα και με τη σειρά της η (6.5). Από
τις σχέσεις (6.4),(6.5) έπεται ότι η normalizable order, o minimum index και ο
generalized relative degree παραμένουν αναλλοίωτοι από την επιβολή ανάδρασης.

Το παρακάτω θεώρημα δίνει τις ικανές και αναγκαίες συνθήκες για την επιλυσι-
μότητα του προβλήματος που τέθηκε στην αρχή του κεϕαλαίου.

Θεώρημα 5.4.
Το αναλυτικό affine σύστημα (6.2), είναι ισοδύναμο σε μια περιοχή V του μηδενός
με ένα σύστημα της μορϕής (6.1), μέσω διαϕορομορϕισμού και επιβολή γραμμικής
ανάδρασης u = α(w) + βv όπου β σταθερά με β ̸= 0, αν και μόνο αν ισχύουν τα
ακόλουθα :

B.1) Το σύστημα (6.2) έχει normalizable order n και minimum index (pn−1, pn−2, ..., p1)

B.2) Οι κατανομές ∆k για k = 0, 1, ..., n− 2 είναι involutive στο V

B.3) adjXk−1
f(w) ∈ ∆k για κάθε w ∈ V και 1 ≤ j ≤ pn−k , k = 0, 1, ..., n− 1

B.4) adjXk−1
f(w) ∈ ∆k−1 για κάθε w ∈ V και j > pn−k , k = 0, 1, ..., n− 1

Απόδειξη
Δείχνουμε πρώτα το ευθύ. Έστω ότι για το αναλυτικό σύστημα ẇ = f(w) + g(w)u με
f(0) = 0 ισχύουν οι Υποθέσεις Β.1-Β.4. Θα δείξουμε ότι υπάρχει περιοχή του μηδε-
νός V , τοπικός διαϕορομορϕισμός T ορισμένος στο V , και ανάδραση u = α(w) + βv
τέτοιες ώστε το σύστημα, κάτω από αυτές τις ενέργειες, μετασχηματίζεται στη μορϕή
(6.1).
Από πόρισμα του Θεωρήματος Frobenius έχουμε ότι καθώς οι κατανομές ∆i είναι
involutive σε μια περιοχή του μηδενός, υπάρχει περιοχή V του μηδενός και τοπι-
κός διαϕορομορϕισμός Φ τέτοιος ώστε στις καινούργιες συντεταγμένες z = Φ(w), οι
μετασχηματισμένες κατανομές έχουν την μορϕή

∆̃i(z) = span

{
∂

∂zn
, ...,

∂

∂zn−i

}
, i = 0, 1, 2, ..., n− 1
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Έστω f̃(z) = DΦf(w)|w=Φ−1(x), g̃ = DΦf(w)|w=Φ−1(x) τα διανυσματικά πεδία του συ-
στήματος στις καινούργιες συντεταγμένες. Τότε από τον ορισμό των ∆̃i έχουμε ότι
g̃ = (0, 0, ..., 1). Επίσης, οι Υποθέσεις Β.1-Β.4 είναι αναλλοίωτες στην αλλαγή συντε-
ταγμένων καθώς ο πίνακας DΦ είναι αντιστρέψιμος και Φ(0) = 0. Επομένως από την
Β.3 έχουμε ότι

adg̃f̃ = adX̃0
f̃ =

[
∂f̃1
∂zn

, ...,
∂f̃n
∂zn

]T
∈ ∆̃1 = span

{
∂

∂zn
,

∂

∂zn−1

}

από το οποίο προκύπτει ότι ∂f̃i
∂zn

= 0 για 1 ≤ i ≤ n − 2 και επoμένως τα n − 2 πρώτα
στοιχεία του πεδίου f̃ έιναι ανεξάρτητα του zn. Για το n− 1 στοιχείο, από την αναλυ-
τικότητα του f̃ και θεωρώντας το ανάπτυγμα Taylor γύρω από το μηδέν έχουμε

f̃n−1(z1, z2, ..., zn−1, zn) =
∞∑
i=0

ci(z1, ..., zn)z
i
n

με ci(z), i = 1, 2, ... λείες. Έτσι, το n − 1 στοιχείο του διανυσματικού πεδίου adj
X̃0
f̃

γράϕεται

(
adj

X̃0
f̃
)
n−1

= j!cj(z1, ..., zn−1) +
∞∑

i=j+1

i!

(i− j)!
ci(z1, ..., zn−1)z

i−j
n (6.10)

Όμως, από την Υπόθεση Β.1, και την αναλλοιώτητα αυτών, έχουμε ότι όσο j ≤ pn−1−1
τότε το adj

X̃0
f̃ είναι γραμμικά εξαρτημένο με το X̃0 στο 0 ∈ Rn ενώ το ad

pn−1

X̃0
f̃ είναι

γραμμικώς ανεξάρτητο του X̃0 σε μια γειτονιά του μηδενός. Άρα

cj(0, ..., 0) = 0 αν 0 ≤ j ≤ pn−1 − 1

και
cpn−1(z1, ..., zn−1) ̸= 0 κοντά στο 0 ∈ Rn−1

Στην περίπτωση που j > pn−1, από την Υπόθεση Β.4 συνεπάγεται ότι adj
X̃0
f̃ ∈ ∆̃0,

επομένως είναι cj(z1, ..., zn−1) ≡ 0, ∀j > pn−1. Τελικά, δηλαδή είναι:

f̃n−1(z) = cpn−1(z1, ..., zn−1)z
pn−1
n +

pn−1−1∑
i=0

ci(z1, ..., zn−1)z
i
n (6.11)

με cpn−1(0, ..., 0) ̸= 0 και ci(0, ..., 0) = 0 για 0 ≤ i ≤ pn−1 − 1. Το σύστημα, λοιπόν έχει
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μετασχηματιστεί στη μορϕή

ż1 = f̃1 (z1, z2, ..., zn−1)

ż2 = f̃2 (z1, z2, ..., zn−1)

...
żn−2 = f̃n−2 (z1, z2, ..., zn−1)

żn−1 = f̃n−1(z)

żn = f̃n(z) + u

στο οποίο εισάγουμε την εξής αλλαγή συντεταγμένων:

z̃i = zi για i ̸= n− 1 και z̃n−1 =

∫ zn−1

0

1

cpn−1(z1, ..., zn−2, s)
ds (6.12)

Ο παραπάνω διαϕορομορϕισμός είναι καλά ορισμένος καθώς cpn−1(z1, ..., zn−2, zn−1)
κοντά στο 0 ∈ Rn−1. Τότε, έχουμε

˙̃zi = f̃i(z̃1, ..., z̃n−2) ∀i ̸= n− 1

και

˙̃zn−1 = żn−1
d

dt

[∫ zn−1

0

1

cpn−1(z1, ..., zn−2, s)
ds

]
= f̃n−1(z)

1

cpn−1(z1, ..., zn−2, zn−1)

=

[
cpn−1(z1, ..., zn−1)z

pn−1
n +

pn−1−1∑
i=0

ci(z1, ..., zn−1)z
i
n

]
1

cpn−1(z1, ..., zn−2, zn−1)

= zpn−1
n +

pn−1−1∑
i=0

c̃i(z̃1, ..., z̃n−1)z̃
i
n

όπου
c̃i(z̃1, ..., z̃n−1) =

ci(z1, ..., zn−1)

cpn−1(z1, ..., zn−2, zn−1)
,

και έτσι το σύστημα γίνεται
˙̃z1 = f̃1 (z̃1, ..., z̃n−1)

˙̃z2 = f̃2 (z̃1, ..., z̃n−1)

...

˙̃zn−1 = z̃pn−1
n +

pn−1−1∑
i=0

c̃i(z̃1, ..., z̃n−1)z̃
i
n

żn = f̃n(z̃) + u
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στο οποίο παρατηρούμε ότι η n−1 εξίσωση είναι στην επιθυμητή μορϕη, όπως επίσης
ότι X̃1 = ad

pn−1−1

X̃0
f̃(z̃) = (0, 0, ..., pn−1!, ∗). Όμως, ακολουθώντας την ίδια διαδικασία

όπως πριν, το σύστημα μετασχηματίζεται έτσι, ώστε

f̃n−2 = ˜zn−1
pn−2
n +

pn−2−1∑
i=0

c̃i(z̃1, ..., z̃n−2)z̃
i
n−1 (6.13)

Επομένως, επαγωγικά μπορούμε να βρούμε διαϕορομορϕισμούς Φi κατω από
τους οποίους για i = 0, 1, ..., n− 2 έχουμε

f̃n−i−1(z̃1, ..., z̃n−i) = z̃
pn−i−1

n−i +

pn−i−1−1∑
k=0

c̃k(z̃1, ..., z̃n−i−1)z̃
k
n−i (6.14)

Έτσι, ορίζοντας τον διαϕορομορϕισμό T = Φ0 ◦ Φ1 ◦ ... ◦ Φn−2 το σύστημα στις και-
νούργιες συντεταγμένες x = T (w) έρχεται στη παρακάτω μορϕή

ẋ1 = xp12 +

p1−1∑
i=0

xi2φ
1
i (x1)

ẋ2 = xp23 +

p2−1∑
i=0

xi3φ
2
i (x1, x2)

...

ẋn−1 = xpn−1
n +

pn−1−1∑
i=0

xinφ
n−1
i (x1, x2, ..., xn−1)

ẋn = u+ f̃(x)

το οποίο με την επιβολή της ανάδρασης u = v − f̃(x) έρχεται στη μορϕή (6.1) και το
ευθύ του θεωρήματος έχει αποδειχθεί.
Το αντίστροϕο είναι σχεδόν άμεσο, καθώς από το Λήμμα 5.3 η normalizable order
και ο minimum index είναι αναλλοίωτα. Άρα, αρκει να δείξουμε ότι το σύστημα (6.1)
ικανοποιεί την Υπόθεση Β.1. Πράγματι, στο σύστημα (6.1) είναι

X0 = g = [0, ..., 1] και ∆0 = span

{
∂

∂xn

}
και υπολογίζοντας έχουμε

adjX0
f =

(
0, 0, . . . ,

pn−1!

(pn−1 − j)!
xpn−1−j
n +

pn−1−1∑
i=j

i!

(i− j)!
xi−j
n ϕn−1

i , ∗

)
(6.15)

Από την παραπάνω εξίσωση και τον ορισμό του minimum index (q1, q2, . . . , qn−1),
έχουμε ότι, καθώς ϕi(0) = 0 συνεπάγεται ότι q1 = pn−1 και X1 = (0, . . . , 0, pn−1!, ∗), ενώ
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∆1 = span
{

∂
∂xn

, ∂
∂xn−1

}
. Επαγωγικά, προκύπτει ότι qi = pn−i και

Xi =

0, . . . , 0, pn−i! . . . pn−1!︸ ︷︷ ︸
(n−i)

, ∗, . . . , ∗

 και ∆i = span

{
∂

∂xn
, . . . ,

∂

∂xn−i

}
(6.16)

Επομένως, η Υπόθεση Β.1 ισχύει για το σύστημα (6.1). Επίσης, οι κατανομές ∆i

είναι όλες involutive, άρα ισχύει και η Β.2, όπως επίσης και οι Β.3 , Β.4. Το Λήμμα
1 ολοκληρώνει το αντίστροϕο της απόδειξης καθώς όλα αυτά είναι αναλοίωτα μέσω
αλλαγής συντεταγμένων και ανάδρασης.

6.2 Αλγόριθμος εύρεσης του διαϕορομορϕισμού και
της ανάδρασης

Στην παράγραϕο αύτη θα βρούμε έναν αλγόριθμο με τον οποίο υπολογίζουμε
ακρίβως την αλλαγη συντεταγμένων x = T (w) καθώς και την ανάδραση u = α(w)+βv.
Η διαδικασία που θα ακολουθήσουμε είναι γενίκευση της αντιστοιχής του προβλή-
ματος γραμμικοποίσης ενός συστήματος με έξοδο y = h(w) και relative degree n.
Αρχικά, ορίζουμε τα παρακάτω διανυσματικά πεδία :

Yi = ad
pn−i−1
Xi−1

f i = 1, 2, . . . , n− 1 (6.17)

Πρόταση 5.5.
Έστω ότι για το σύστημα (6.2) ισχύουν οι Υποθέσεις Β.1-Β.4 και έστω μια λεία
συνάρτηση h : Rn → R τέτοια ώστε Dh ∈ ∆⊥

n−2 και LXn−1h = 1. Τότε, η απεικόνιση

z = Φ(w)

με

z1 = h(w) z2 = LYn−1h(w) z3 = LYn−2LYn−1h(w) . . . zn = LY1LY2 . . . LYn−1h(w)
(6.18)

είναι τοπικός διαϕορομορϕισμός.

Απόδειξη
Αρκεί να δείξουμε ότι ο πίνακας DΦ είναι αντιστρέψιμος ή ισοδύναμα ότι τα δια-
νύσματα Dzk |w=0 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. Έστω σταθερές c1, c2, . . . , cn σταθερές

ώστε
n∑

k=1

ckDzk(0) = 0. Θα δείξουμε ότι c1 = c2 = . . . = cn = 0. Έστω η πραγματική

συνάρτηση P : Rn → R με

P (w) =
n∑

k=1

ckzk(w)
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Λαμβάνοντας υπόψη τις υπόθέσεις Β.1-Β.4 και το Θεώρημα 5.4 έχουμε ότι υπάρχει
τοπικός διαϕορομορϕίσμος T τέτοιος ώστε το σύστημα στις καινούργιες συντεταγ-
μένες x = T (w) έιναι στη μορϕή (6.1). Στις συντετάγμένες αυτές, τα διανυσματικά
πεδία X̃k και Ỹk είναι

X̃k =

0, . . . , 0, pn−k! . . . pn−1!︸ ︷︷ ︸
(n−k)

, ∗, . . . , ∗


Ỹk =

0, . . . , 0, pn−k! . . . pn−1!xn+1−k︸ ︷︷ ︸
(n−k)

, ∗, . . . , ∗


ενώ οι κατανομές ∆̃k είναι της μορϕής

∆̃k(x) = span

{
∂

∂xn
, ...,

∂

∂xn−k

}

Από υπόθεση έχουμε ότι h(w) ∈ ∆⊥
n−2 = span

{
∂

∂xn
, ..., ∂

∂x2

}
, επομένως

h(w) = h(T−1(x)) = h̃(x1) (6.19)

Επίσης, από τις εκϕράσεις των πεδίων Ỹk έχουμε ότι η παράγωγος LỸn−1
h̃ εξαρτάται

από τα x1, x2, άρα DLỸn−1
h̃ ∈ ∆̃⊥

n−3 και επαγωγικά έχουμε ότι

DLỸn−2
LỸn−1

h̃(x1, x2, x3) ∈ ∆̃⊥
n−4

DLỸn−3
LỸn−2

LỸn−1
h̃(x1, x2, x3, x4) ∈ ∆̃⊥

n−5

...
DLỸ2

LỸ3
. . . LỸn−1

h̃(x1, x2, . . . , xn−1) ∈ ∆̃⊥
0

ακόμη, από το γεγονός ότι ο T είναι διαϕορομορϕισμός προκύπτει ότι και στις αρ-
χικές συντεταγμένες w = T−1(x) ισχύουν επίσης

DLYn−1h ∈ ∆⊥
n−3 (6.20)

DLYn−2LYn−1h ∈ ∆⊥
n−4 (6.21)

... (6.22)
DLY2LY3 . . . LYn−1 ∈ ∆⊥

0 (6.23)
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Έστω τώρα η παράγωγος LX0P (w) η οποία από υπόθεση ισούται με μηδέν. Έιναι

LX0P (w) = LX0

n∑
k=1

ckzk(w)

=
n∑

k=1

ckLX0zk(w)

= c1LX0z1 + c2LX0z2 + . . .+ cn−1LX0zn−1 + cnLX0zn

= c1LX0h(w) + c2LX0LYn−1h(w) + . . .+ cn−1LX0LY2LY3 . . . LYn−1h(w) + cnLX0LY1LY2 . . . LYn−1h(w)

= c1DhX0 + c2DLYn−1h(w)X0 + . . .+ cn−1DLY2LY3 . . . LYn−1h(w)X0 + cnDLX0LY1LY2 . . . LYn−1h(w)X0

Από τις σχέσεις (6.20)-(6.23) έχουμε ότι οι n− 1 πρώτοι όροι του παραπάνω αθροί-
σματος είναι μηδέν, επομένως θα πρέπει cnDLX0LY1LY2 . . . LYn−1h(w) = 0. Όμως

LX0LY1LY2 . . . LYn−1h(w) =
(
LadX0

Y1 + LY1LX0

)
LY2 . . . LYn−1h(w)

= LadX0
Y1LY2 . . . LYn−1h(w)

= LX1LY2 . . . LYn−1h(w)

=
(
LadX1

Y2 + LY2LX1

)
LY3 . . . LYn−1h(w)

= LX2LY3 . . . LYn−1h(w)

= . . .

=
(
LadXn−2

Yn−1 + LYn−1LXn−2

)
h(w)

= LXn−1h(w) ̸= 0

Άρα, προκύπτει ότι cn = 0. Θεωρώντας έπειτα την παράγωγο LX1P (w), και χρησιμο-
ποιώντας το ίδιο επειχήρημα και το γεγονός ότι cn = 0 καταλήγουμε ότι cn−1 = 0.
Έτσι, αν ακολουθήσουμε επαγωγικά την ίδια διαδικασία για τα LXn−k

P (w) δείχνουμε
ότι ck = 0 για κάθε k = 1, 2, . . . , n. Επομένως, τα Dzk(0) είναι γραμμιώς ανεξάρτητα,
το οποίο συνεπάγεται ότι ο Φ έτσι όπως ορίστικε είναι διαϕορομορϕισμός σε μια
περιοχή του μηδενός.

Στην συνέχεια, θα βρούμε μια συνάρτηση τέτοια ώστε να ικανοποιεί τα απαιτού-
μενα της παραπάνω πρότασης για το σύστημα (6.2). Από το Θεώρημα 5.4, υπάρχει
μετασχηματισμός τέτοιος ώστε το διανυσματικό πεδίο Xn−1, στις νέες συντεταγμένες,
να έχει τη μορϕή

X̃n−1(x) = (p1p2 . . . pn−1!, ∗, . . . , ∗)

από όπου ϕαίνεται ότι η συνάρτηση h̃(x) = x1

p1p2...pn−1!
ικανοποιεί τα ζητούμενα. Άρα,

η συναρτηση που αναζητούμε είναι η h(w) = h̃(T (w)).

Θεώρημα 5.6.
Έστω ότι για το σύστημα ẇ = f(w)+g(w)u ισχύουν οι υποθέσεις Β.1-Β.4 και μια λεία
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συνάρτηση h(w) τέτοια ώστε να ικανοποιεί τα ζητούμενα της Πρότασης 5.5. Τότε το
σύστημα μετασχηματίζεται στην p-κανονική μορϕή εκτελώντας τις ακόλουθες ενέρ-
γειες:

1. Αλλάγη συvτεταγμένων x = T (w) μέσω του διαϕορομορϕισμού T ο οποίος ορί-
ζεται ως εξής:

x1 = T1(w) = a1z1

x2 = T2(w) = a2z2
...

xn−1 = Tn−1(w) = an−1zn−1

xn = Tn(w) = zn

όπου zi = Φ(w) o μετασχηματισμός της Πρότασης 5.5 και an−1 = pn−1! και ak−1 =
pk−1!a

pk−1

k για k = 2, 3, . . . , n− 1.

2. Επιβολή λείας ανάδρασης u = α(w) + v με

α(w) = −LfLY1LY2 . . . LYn−1h(w)

Απόδειξη
Μετά την αλλαγή συντεταγμένων z = Φ(w) το σύστημα έχει έρθει στη μορϕή

ż = f̃(z) + g̃(z)u

όπου

f̃(z) =


f̃1(z)

f̃2(z)
...

f̃n(z)

 =


Lfh(w)

LfLYn−1h(w)
...

LfLY1 . . . LYn−1h(w)


w=Φ−1(z)

(6.24)

και

g̃(z) =


Lgh(w)

LgLYn−1h(w)
...

LgLY1 . . . LYn−1h(w)


w=Φ−1(z)

=


0
0
...
1

 (6.25)

Ισχυρισμός: Για κάθε i = 1, 2, . . . , n− 1 είναι

f̃i(z) =
1

pi!
zpii+1 +

pi−1∑
k=0

c̃k(z1, . . . , zi)z
k
i+1 (6.26)
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Πράγματι, για να δείξουμε την ορθότητα του ισχυρισμού για i = n− 1 υπολογίζουμε

adg̃f̃ =



∂f1
∂zn
∂f2
∂zn
∂f3
∂zn...

∂fn−1

∂zn

∗


=



Lg̃f̃1(z)

Lg̃f̃2(z)

Lg̃f̃3(z)
...

Lg̃f̃n−1(z)
∗


=



LgLfh(w)
LgLfLYn−1h(w)

LgLfLYn−2LYn−1h(w)
...

LgLfLY2 . . . LYn−1h(w)
∗


w=Φ−1(z)

=



(
Ladgf + LfLg

)
h(w)(

Ladgf + LfLg

)
LYn−1h(w)(

Ladgf + LfLg

)
LYn−2LYn−1h(w)
...(

Ladgf + LfLg

)
LY2 . . . LYn−1h(w)
∗


w=Φ−1(z)

=



0
0
0
...

LadgfLY2 . . . LYn−1h(w)
∗


w=Φ−1(z)

Έτσι, το n−1 στοιχείο του διανυσματικού πεδίου είναι LadgfLY2 . . . LYn−1h(w) |w=Φ−1(z).
Συνεχίζοντας τους υπολογισμούς και λαμβάνοντας υπόψη τους ορισμούς του minimum
index καθώς και των pi, καταλήγουμε στο ότι το n − 1 στοιχείο του πεδίου adkg̃ f̃(z)
είναι

(
adkg̃ f̃(z)

)
n−1

=
∂kf̃n−1

∂zkn
=


Ladkgf

LY2LY3 . . . LYn−1h(w) |w=Φ−1(z) για k < pn−1

LXn−1h(w) = 1 για k = pn−1

Lk−pn−1
g LXn−1h(w) = 0 για k > pn−1

(6.27)

Όμως από τις ιδιότητες του minimum index έχουμε ότι ∂k f̃n−1

∂zkn
(0) = 0 όταν k < pn−1.

Άρα

f̃n−1(z) =
1

pn−1!
zpn−1
n +

pn−1−1∑
k=0

c̃k(z1, z2, . . . , zn−1)z
k
n.

Επομένως, ο ισχυρισμός ισχύει για i = n − 1. Για i = n − 2, υπολογίζουμε το n − 2
στοιχείο του πεδίου adk

X̃1
f̃(z) και από το γεγονός ότι

(
adk

X̃1
f̃(z)

)
n−2

=
∂kf̃n−2

∂zkn−1
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καταλήγουμε στο ότι

f̃n−2(z) =
1

pn−2!
z
pn−2

n−1 +

pn−2−1∑
k=0

c̃k(z1, z2, . . . , zn−2)z
k
n−1

Συνεχίζοντας αυτή τη διαδικασία για κάθε i ο ισχυρισμός έχει αποδειχθεί. Από την
σχέση (6.26) είναι άμεσο ότι η αλλαγή συντεταγμένων xi = aizi όπως αυτή ορίστηκε
και η ανάδραση u = α(w) + v με

α(w) = −f̃n(Φ(w)) = −LfLY1 . . . LYn−1h(w)

μετασχηματίζουν το σύστημα στην p-κανονική μορϕή.

Συνοψίζοντας τα παραπάνω αποτελέσματα, το πρόβλημα του μετασχηματισμού ενός
affine αναλυτικού συστήματος ẇ = f(w) + g(w)u στην p-κανονική μορϕή επιλύεται
ακολουθώντας την διαδικασία που περιγράϕεται στα παρακάτω βήματα:

1. Υπολογίζουμε τα Xi, pi και ∆i όπως αυτά ορίστηκαν

2. Ελέγχουμε αν το σύστημα ικανοποιεί τις υποθέσεις Β.1-Β.4 του Θεωρήματος
1

3. Βρίσκουμε τη συνάρτηση h(w) η οποία προκύπτει από την επίλυση των διαϕο-
ρικών εξισώσεων {

LXi
h(w) = 0 i = 1, 2, . . . , n− 2

LXn−1h(w) = 1

4. Πραγματοποιούμε την αλλαγή μεταβλητών x = T (w) όπου

x1 = a1h(w)

...
xi = aiLYn−i+1

LYn−i+2
. . . LYn−1h(w) για i = 2, 3, . . . , n− 1

...
xn = LY1LY2 . . . LYn−1h(w)

5. Επιβάλλουμε την ανάδραση u = α(w) + v με

α(w) = −LfLY1LY2 . . . LYn−1h(w)

Μετά από τις δράσεις των βημάτων 4 και 5 το σύστημα έχει μετασχηματιστεί στην
μορϕή (6.1).
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6.3 Παράδειγμα

Θα εϕαρμόσουμε τα παραπάνω στο παράδειγμα που ακολουθεί. Θεωρούμε το
σύστημα 

ż1 = (z2 − z23)
3
+ z3

ż2 = z3 + (z1 − z2 + z23) (z2 − z23)
2 − 2z23 + 2z3u

ż3 = −z3 + u

(6.28)

όπου έχουμε :

f(z) =

 (z2 − z23)
3
+ z3

z3 + (z1 − z2 + z23) (z2 − z23)
2 − 2z23 + 2z3

−z3

 και g(z) =

 0
2z3
1


Το παραπάνω σύστημα δεν είναι γραμμικοποιήσιμο, είναι όμως ισοδύναμο μέσω

ανάδρασης με την p-κανονική μορϕή, τοπικά γύρω από το z0 = 0. Πράγματι, έχουμε
ότι :

X0 = g(z) =

 0
2z3
1

 και X1 = adgf(z) =

 1
1− 2z3
−1


τα οποία είναι γραμμικά ανεξάρτητα, οπότε είναι q1 = p2 = 1. Για την εύρεση του

X2, υπολογίζουμε :

adX1f =

 3 (z2 − z23)
2 − 1

2 (z1 − z2 + z23) (z2 − z23) + 2z3 − 1
1


ad2X1

f =

 6 (z2 − z23)
2 (z1 − z2 + z23)

0


ad3X1

f =

60
0


άρα X2 = ad3X1

f και q2 = p1 = 3. Το σύστημα (43) έχει minimum index (1,3)
και normalizable order 3. Επίσης, ικανοποιούνται οι συνθήκες Β.1 - Β.4 του Θεω-
ρήματος 5.4, επομένως το σύστημα είναι ισοδύναμο με την p-κανονική μορϕή. Θα
βρούμε παρακάτω την αλλαγή συντεταγμένων και την ανάδραση για τον μετασχη-
ματισμό του συστήματος εϕαρμόζοντας το Θεώρημα 5.6.

Αρχικά βρίσκουμε μια πραγματική συνάρτηση h(z) τέτοια ώστε h(z) ∈ ∆⊥
1 και

LX2h(z) = 1. Δηλαδή μια συνάρτηση η οποία να ικανοποιεί τις παρακάτω μερικές
διαϕορικές εξισώσεις :
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LX0h(z) =
∂h

∂z2
2z1 +

∂h

∂z3
= 0

LX1h(z) =
∂h

∂z1
+
∂h

∂z2
(1− 2z1)−

∂h

∂z3
= 0

LX2h(z) = 6
∂h

∂z1
= 1

από τις οποίες έχουμε ότι h(z) = 1
6
(z1 − z2 + z23).

Υπολογίζουμε στη συνέχεια τα διανυσματικά πεδία Yi.

Y1 = ad1−1
X0

f = f

Y2 = ad3−1
X1

f =

 6 (z2 − z23)
2 (z1 − z2 + z23)

0


Από το Θεώρημα 5.6 ορίζουμε την αλλαγή συντεταγμένων T

w1 = h(z) =
1

6

(
z1 − z2 + z23

)
w2 = LY2h(z) =

(
z2 − z23

)
− 1

3

(
z1 − z2 + z23

)
w3 = LY1LY2h(z) = z3 −

1

3

(
z2 − z23

)3
+

4

3

(
z1 − z2 + z23

) (
z2 − z23

)2
της οποίας η αντίστροϕη απεικόνιση T−1 είναι :

z1 = w2 + 4w1

z2 = w2 − 2w1

[
w3 +

1

3
(w2 − 2w1)

2 + 8w1 (w2 − 2w3)
2

]2
z3 = w3 + (w2 − 2w1)

2 + 8w1 (w2 − 2w3)
2

Έτσι, στις νέες μεταβλητές w = T (z) έχουμε

g̃(w) =
∂T

∂z
g(z) |z=T−1(w)=

00
1


f̃(w) =

∂T

∂z
f(z) |z=T−1(w)=

1
6
(w3

2 − w2
2w1 + 36w2w

2
1 − 32w3

1)
w3

f3(w1, w2, w3)


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Στην συνέχεια το Θεώρημα 5.6 εξασϕαλίζει ότι ο μετασχηματισμός

x1 = 6w1

x2 = w2

x3 = w3

και η ανάδραση u = −f3(16x1, x2, x3) + v ϕέρνουν το σύστημα ẇ = f̃(w) + g̃(w)u
στην p-κανονική μορϕή

ẋ1 = x32 − 2x22x1 + x2x
2
1 −

4

27
x31

ẋ2 = x3

ẋ3 = v
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