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Περίληψη 

 

Θα μπορούσε κανείς να φανταστεί σήμερα τον κόσμο χωρίς ρεύμα ή τηλέφωνο;  Όπου 

και να κοιτάξουμε στην καθημερινότητά μας, τα δίκτυα είναι παντού. Τα ηλεκτρικά 

δίκτυα μας εξασφαλίζουν το φωτισμό αλλά μας προσφέρουν και μια πιο άνετη ζωή. 

Μέσω αστικών, υπεραστικών τηλεφωνικών δικτύων μπορούμε να επικοινωνούμε 

μεταξύ μας με ελάχιστη προσπάθεια. Ακόμη, τα οδικά, σιδηροδρομικά και αεροπορικά 

δίκτυα μας παρέχουν τα μέσα να διανύουμε τεράστιες αποστάσεις. Τα δίκτυα 

κατασκευής και διανομής μας δίνουν πρόσβαση σε τρόφιμα και καταναλωτικά 

προϊόντα. Τέλος, τα δίκτυα υπολογιστών όπως τα αεροπορικά συστήματα κρατήσεων, 

έχουν αλλάξει τον τρόπο με τον οποίο μοιραζόμαστε πληροφορίες στην επαγγελματική 

και προσωπική μας ζωή. 

Σε όλες αυτές τις κατηγορίες προβλημάτων καθώς και σε πολλές άλλες, επιθυμούμε να 

μεταφέρουμε κάποια μονάδα από ένα σημείο σε ένα άλλο χρησιμοποιώντας ένα 

υπάρχον δίκτυο και να το κάνουμε αυτό όσο πιο αποδοτικά γίνεται. Θέλουμε λοιπόν 

να μάθουμε να αντιστοιχούμε αυτά τα προβλήματα σε μαθηματικά αντικείμενα, 

γνωστά ως προβλήματα ροής – network flow problems και να μελετήσουμε διάφορους 

τρόπους (αλγορίθμους) για να λύσουμε τα μοντέλα που προκύπτουν. 

Η συγκεκριμένη εργασία πραγματεύεται αυτές τις γνωστές μεθόδους επίλυσης 

προβλημάτων ροής, χρησιμοποιώντας τόσο γνωστούς αλγορίθμους όσο και 

βελτιστοποιήσεις αυτών, εφαρμόζοντας όλα τα παραπάνω σε συγκεκριμένα 

παραδείγματα από την καθημερινότητα. Πιο συγκεκριμένα, μετά την μικρή αναφορά 

στην Επιχειρησιακή Έρευνα και τη συμβολή της στη βελτιστοποίηση της λήψης 

αποφάσεων μέσω διάφορων μεθόδων (στο 1ο Κεφάλαιο), γίνεται η εισαγωγή στα 

Δίκτυα Ροής, αναφέροντας χρήσιμους ορισμούς και συμβολισμούς (2ο Κεφάλαιο). 

Ακολουθούν οι τέσσερις γνωστοί μέθοδοι βελτιστοποίησης. Ο πρώτος εφαρμόζεται 

στα Προβλήματα Ελάχιστου Μονοπατιού, χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο του Dijkstra 

(3ο Κεφάλαιο). Ακολουθεί η βελτίωσή του, μέσω της εφαρμογής του Dial και του 

Σωρού καθώς και τέσσερα παραδείγματα. Στο 4ο Κεφάλαιο, γίνεται η αναφορά στα 

Προβλήματα Μεγίστης Ροής και αναλύεται τόσο ο Γενικός Αλγόριθμος Αυξητικού 

Μονοπατιού όσο και ο Προσημασμένος Αλγόριθμος και το Θεώρημα Μέγιστης Ροής 

και Ελάχιστης Αποκοπής, καθώς ακολουθούν και τρία παραδείγματα. Στο 5ο 

Κεφάλαιο, γίνεται η ανάλυση ενός εξίσου σημαντικού προβλήματος, του Προβλήματος 

Ροής Ελαχίστου Κόστους, μέσω του Αλγόριθμου Απαλοιφής Κύκλου. Επιπρόσθετα, 

αναφέρονται και οι ακόλουθοι βελτιωμένοι αλγόριθμοι: ο Αλγόριθμος Διαδοχικών 

Ελάχιστων Μονοπατιών και ο Αλγόριθμος Primal-Dual καθώς παρουσιάζεται και ένα 

παράδειγμα. Τέλος, στο 6ο Κεφάλαιο, παρουσιάζονται τα Ελάχιστα Παραγόμενα 

Δέντρα και αναφέρεται ο  Αλγόριθμος του Kruskal και ο  Αλγόριθμος του Prim καθώς 

και δύο παραδείγματα. 

Λέξεις κλειδιά –δίκτυα ροής, βελτιστοποίηση 
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Abstract 

 

One can hardly imagine a world today without electricity or phone. Networks have 

become an integral part of our life today. Electrical networks do not only provide 

illumination, but also result in greater ease for our lives. By the virtue of urban, intercity 

telephone networks we can communicate with each other with the least effort. Road, 

rail and air networks provide the best means of long-distance travels. With the help of 

manufacturing and distribution networks, we have access to food and consumer 

products. Finally, computer networks such as airline reservation systems, have 

facilitated the way we share information both in our professional and personal life. 

This thesis attempts to investigate not only the above problem categories but many more 

as well. We wish to convey a unit from one point to another using an existing network 

and try to accomplish it as efficiently as possible Thus we want to learn how to assign 

these problems in mathematical objects known as network flow problems and to study 

various ways (algorithms) of solving the resulting models. 

This paper discusses these known methods of solving flow problems, using both known 

algorithms and their optimizations, applying all these specific knowledge to examples 

from everyday life. More specifically, after the brief reference in Operations Research 

and its contribution to optimize decision-making through various methods (in Chapter 

1), an introduction to the Networks Flow is discussed, indicating useful definitions and 

symbols (Chapter 2). Below are four known optimization methods. The first applies to 

Shortest Path Problems using the algorithm of Dijkstra (Chapter 3). Follows the 

improvement, through the implementation of Dial and Heap and four examples. In 

Chapter 4, is given the reference to the maximum flow problems and analyzed both the 

Augmenting Path Algorithm and the Labeling Algorithm and the Max-Flow Min-Cut 

Theorem, and follow three examples. In the fifth chapter is the analysis on the equally 

important problem of the Minimum Cost Flow Problem through the Cycle-Canceling 

Algorithm. In addition, the following improved algorithms are stated: Successive 

Shortest Path Algorithm and Primal-Dual and in the end an example is presented. 

Finally, in the sixth chapter, the Minimum Spanning Trees are referred and two 

algorithms are mentioned: the algorithm of Kruskal and Prim's algorithm, as well as 

two examples. 

 

 

 

Key Words - networks  flow, optimization 
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1 

 

Επιχειρησιακή Έρευνα 

 

1.1. Περίληψη 

Η Επιχειρησιακή έρευνα (OR) καλύπτει ένα ευρύ φάσμα από τις τεχνικές  επίλυσης 

προβλημάτων  και των μεθόδων που εφαρμόζονται  κατά την αναζήτηση της βελτίωσης 

της λήψης αποφάσεων και της αποτελεσματικότητας, όπως η προσομοίωση, η 

μαθηματική βελτιστοποίηση, οι ουρές αναμονής και άλλα στοχαστικά μοντέλα, 

Μαρκοβιανές διαδικασίες λήψης αποφάσεων, οι οικονομετρικές μέθοδοι, ανάλυσης 

δεδομένων, νευρωνικά δίκτυα, έμπειρα συστήματα  ανάλυσης αποφάσεων, και η 

αναλυτική διαδικασία ιεραρχίας. Σχεδόν όλες αυτές οι τεχνικές περιλαμβάνουν την 

κατασκευή μαθηματικών μοντέλων που προσπαθούν να περιγράψουν το σύστημα. 

Λόγω του υπολογιστικού και στατιστικού χαρακτήρα των περισσότερων από αυτά  τα 

πεδία, η Επιχειρησιακή  Έρευνα  έχει ισχυρούς δεσμούς με την επιστήμη των 

υπολογιστών και των αναλύσεων. Οι  επιχειρησιακοί ερευνητές, αντιμετωπίζοντας ένα 

καινούριο πρόβλημα, πρέπει να καθορίσουν ποιες από αυτές τις τεχνικές είναι οι πιο 

κατάλληλες, δεδομένης της φύσης του συστήματος, την επιδιωκόμενη  βελτίωση και 

των περιορισμών στο χρόνο και την υπολογιστική ισχύ. 

Οι μεγάλοι υποτομείς στη σύγχρονη επιχειρησιακή έρευνα , όπως προσδιορίζονται από 

το περιοδικό «Operations Research» , είναι: 

 Πληροφορική και τεχνολογίες της πληροφορίας 

 Περιβάλλον, Ενέργεια και φυσικοί πόροι 

 Χρηματοοικονομικά 

 Βιομηχανία, επιστήμες υπηρεσιών , και διαχείριση της γραμμής παραγωγής 

 Μοντελοποίηση της πολιτικής και του δημόσιου τομέα εργασίας 

 Διαχείριση των εσόδων 

 Προσομοίωση 

 Στοχαστικά μοντέλα 

 Μεταφορές 
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1.2. Ιστορικό Μέρος 

Σαν ανεξάρτητος κλάδος, η επιχειρησιακή έρευνα προέρχεται από τις ανάγκες του 

στρατού κατά τη διάρκεια του Β ' Παγκοσμίου Πολέμου για βέλτιστη κατανομή των 

πόρων του και καλύτερη ανάπτυξη των στρατευμάτων. Στις δεκαετίες μετά τον 

πόλεμο, οι τεχνικές που αναπτύχθηκαν άρχισαν να εφαρμόζονται ευρύτερα, σε 

προβλήματα στις επιχειρήσεις, τη βιομηχανία και την κοινωνία. Από τότε, η 

επιχειρησιακή έρευνα έχει εξελιχθεί σε έναν τομέα που χρησιμοποιείται ευρέως στις 

βιομηχανίες (από πετροχημικά έως αεροπορικές εταιρείες), τη χρηματοδότηση, την 

εφοδιαστική, και την κυβέρνηση, και επικεντρώνεται στην ανάπτυξη των μαθηματικών 

μοντέλων που μπορούν να χρησιμοποιηθούν για την ανάλυση και βελτιστοποίηση 

πολύπλοκων συστημάτων, και έχει γίνει ένας κλάδος της ενεργού ακαδημαϊκής και 

βιομηχανικής έρευνας. 

 

1.2.1. Ιστορική Προέλευση 

Στην εποχή του Β' Παγκοσμίου Πολέμου , η επιχειρησιακή έρευνα ορίζεται ως «μια 

επιστημονική μέθοδος που παρέχει στα εκτελεστικά όργανα μια ποσοτική βάση για τη 

λήψη αποφάσεων σχετικά με τις εργασίες υπό τον έλεγχό τους». Άλλα ονόματα για 

αυτό περιλαμβάνουν «επιχειρησιακή ανάλυση» (Υπουργείο Άμυνας του Ηνωμένου 

Βασιλείου από το 1962) και «ποσοτική διαχείριση».  

Πριν καθιερωθεί ως ανεξάρτητος κλάδος, το πρώιμο έργο στην επιχειρησιακή έρευνα 

διεξήχθη από άτομα όπως ο Charles Babbage. Η έρευνά του σχετικά με το κόστος 

μεταφοράς και διαλογής του ταχυδρομείου οδήγησαν στη γνωστή μεταρρύθμιση του 

βασιλικού ταχυδρομείου της Αγγλίας το 1840, γνωστή ως "Penny Post". Ο  Percy 

Bridgman χρησιμοποίησε την επιχειρησιακή έρευνα για να αντιμετωπίσει τα  

προβλήματα στη φυσική το 1920 και προσπάθησε αργότερα να την επεκτείνει στις 

κοινωνικές επιστήμες . Το σύγχρονο πεδίο της επιχειρησιακής έρευνας προέκυψε κατά 

τη διάρκεια του Β ' Παγκοσμίου Πολέμου . 

Η σύγχρονη επιχειρησιακή έρευνα γεννήθηκε στον ερευνητικό σταθμό του Bawdsey 

στο Ηνωμένο Βασίλειο το 1937 και ήταν το αποτέλεσμα μιας πρωτοβουλίας του 

επιστάτη του σταθμού , A.P. Rowe . Ο Rowe συνέλαβε την ιδέα της επιχειρησιακής 

έρευνας ως μέσο για την ανάλυση και τη βελτίωση της λειτουργίας του δικτύου ραντάρ 

έγκαιρης προειδοποίησης του Ηνωμένου Βασιλείου , «Chain Home» (CH) . Αρχικά, 

ανέλυσε τον τρόπο λειτουργίας του εξοπλισμού των ραντάρ και τα δίκτυα επικοινωνίας 

τους, επεκτείνοντάς το αργότερα για να συμπεριλάβει τη συμπεριφορά του 

προσωπικού. Αυτό αποκάλυψε καινούριες δυνατότητες του δικτύου CH και επέτρεψε 

να ληφθούν διορθωτικά μέτρα.  

Οι επιστήμονες στο Ηνωμένο Βασίλειο, συμπεριλαμβανομένων των: Patrick Blackett 

(αργότερα Λόρδος Blackett OM PRS ) , Cecil Gordon , CH Waddington , Owen -Jones 

Wansbrough , Frank Yates , Jacob Bronowski και Freeman Dyson , και στις Ηνωμένες 
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Πολιτείες συμπεριλαμβανομένου του George Dantzig, αναζήτησαν τρόπους για να 

πάρουν καλύτερα αποφάσεις σε τομείς όπως logistics και τα προγράμματα 

εκπαίδευσης . Μετά τον πόλεμο άρχισε να εφαρμόζεται σε παρόμοια προβλήματα στη 

βιομηχανία. 

 

1.2.2. Δεύτερος Παγκόσμιος Πόλεμος 

Κατά τη διάρκεια του Δευτέρου Παγκοσμίου Πολέμου περίπου 1.000 άνδρες και 

γυναίκες στη Βρετανία συμμετείχαν στην επιχειρησιακή έρευνα και περίπου 200 από 

αυτούς εργάστηκαν για το βρετανικό στρατό .  

O Patrick Blackett εργάστηκε για πολλές διαφορετικές οργανώσεις κατά τη διάρκεια 

του πολέμου. Στην αρχή του πολέμου, ενώ εργαζόταν για το Royal Aircraft 

Establishment (RAE)  δημιούργησε μια ομάδα γνωστή ως «Circus». Αυτή η ομάδα  

βοήθησε να μειωθεί ο αριθμός των αντιαεροπορικών βολών που απαιτείται για να 

καταρρίψει ένα εχθρικό αεροσκάφος, από μέσο όρο που ήταν πάνω από 20.000 (κατά 

την έναρξη της Μάχης της Βρετανίας), σε 4.000 το 1941 .  

Το 1941 ο Blackett μετακινήθηκε από τη R.Α.Ε.  στο Πολεμικό Ναυτικό , μετά την 

πρώτη συνεργασία με  την RAF Coastal Command, το 1941 και στη συνέχεια στις 

αρχές του 1942 στο ναυαρχείο.  Η ομάδα του Blackett που δούλευε στο Τμήμα 

Επιχειρησιακής Έρευνας της Ναυτικής Διοίκησης ( CC - ORS ) περιλάμβανε δύο 

μελλοντικούς νικητές του βραβείου Νόμπελ και πολλούς άλλους που ήταν 

διακεκριμένοι στον τομέα τους. Προέβησαν σε μια σειρά από σημαντικές αναλύσεις 

που βοήθησαν στον πόλεμο. Η Βρετανία εισήγαγε το σύστημα convoy για να μειωθούν 

οι απώλειες των πλοίων, αλλά ενώ η τακτική της χρήσης πολεμικών πλοίων για τη 

συνοδεία εμπορικών ήταν γενικά αποδεκτή, δεν ήταν σαφές εάν ήταν καλύτερα για τα 

convoy να είναι μικρά ή μεγάλα. Τα convoy ταξιδεύουν με την ταχύτητα του πιο αργού 

μέλους, έτσι, μικρά convoy μπορούν να ταξιδέψουν γρηγορότερα. Επίσης, υπήρχε η 

αντίληψη ότι τα μικρά convoy θα ήταν πιο δύσκολο να τα ανιχνεύσει η γερμανική U -

boats. Από την άλλη πλευρά, τα μεγάλα convoy θα μπορούσαν να παρατάξουν πιο 

πολλά πολεμικά πλοία εναντίον ενός εισβολέα. Το προσωπικό του Blackett έδειξε ότι 

οι απώλειες των convoy εξαρτώνται σε μεγάλο βαθμό από τον αριθμό των 

συνοδευτικών σκαφών που παρευρίσκονταν, και όχι από το συνολικό μέγεθος του 

convoy. Το συμπέρασμά τους ήταν, επομένως,  ότι λίγα αλλά μεγάλα convoy  είναι πιο 

υπερασπίσιμα από πολλά μικρά. 

Κατά την ανάλυση των μεθόδων που χρησιμοποιούσε η Ναυτική Διοίκηση RAF για 

να εντοπίσουν και να καταστρέψουν υποβρύχια, ένας από τους αναλυτές ρώτησε τι 

χρώμα ήταν τα αεροσκάφη, δεδομένου ότι τα περισσότερα χρησιμοποιούνταν για 

βομβαρδισμούς, ήταν βαμμένα μαύρα για τις νυχτερινές επιχειρήσεις. Με πρόταση του 

CC-ORS έγινε μια δοκιμή για να δούνε αν αυτό ήταν το καλύτερο χρώμα για να 

καλύψουν το αεροσκάφος για τις επιχειρήσεις κατά τη διάρκεια της ημέρας στο γκρίζο 
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ουρανό του Βορείου Ατλαντικού. Οι δοκιμές έδειξαν ότι το αεροσκάφος που ήταν 

βαμμένο λευκό δεν εντοπιζόταν (κατά μέσο όρο) έως ότου ήταν 20% πιο κοντά, από 

αυτό που ήταν βαμμένο μαύρο. Η αλλαγή αυτή έδειξε ότι 30% περισσότερα υποβρύχια 

θα δεχόντουσαν επίθεση και θα βυθιζόντουσαν από τον ίδιο αριθμό σκοπευτών. Ως 

αποτέλεσμα αυτών των ευρημάτων η RAF-CC άλλαξε το χρώμα των αεροσκαφών της 

σε λευκό. 

 

1.3. Παραδείγματα με χρήση Επιχειρησιακής Έρευνας 

 

1ο Παράδειγμα: 

Έστω 4 άτομα (𝛢, 𝛣, 𝛤, 𝛥) που θέλουν να περάσουν ένα ποτάμι. Βρίσκονται στην 

ανατολική όχθη και σκοπός τους είναι να φτάσουν στην δυτική όχθη του ποταμού. Γι’ 

αυτό θα χρησιμοποιήσουν μία βάρκα που χωράει το πολύ 2 άτομα τη φορά. Ο Α 

χρειάζεται 1 λεπτό για να φτάσει απέναντι, ο Β 2 λεπτά, ο Γ 5 λεπτά και ο Δ 10 λεπτά. 

Κάθε φορά ο χρόνος της διαδρομής υπολογίζεται από τον πιο αργό κωπηλάτη. Η βάρκα 

είναι ο μόνος τρόπος μεταφοράς. Ποιος είναι ο ελάχιστος χρόνος για να φτάσουν και 

οι 4 απέναντι; 

Λύση 

Αρχικά θα ορίσουμε 2 εναλλακτικές διαδρομές 

1. Θα περάσει  ο 𝛢 + 𝛣, θα γυρίσει ο 𝛢, θα περάσει ο 𝛢 + 𝛤, θα γυρίσει ο 𝛢, θα 

περάσει ο 𝛢 + 𝛥 

2. Θα περάσει ο 𝛢 + 𝛣, θα γυρίσει ο 𝛢, θα περάσει ο 𝛤 + 𝛥, θα γυρίσει ο 𝛣, θα 

περάσει ο 𝛢 + 𝛣 

Οι περιορισμοί για τη λύση αυτού του προβλήματος είναι: 

1. Ο χρόνος της διαδρομής υπολογίζεται από τον πιο αργό κωπηλάτη 

2. Η βάρκα είναι ο μόνος τρόπος μεταφοράς 

Το αντικειμενικό κριτήριο για την επιλογή της διαδρομής είναι ο ελάχιστος χρόνος. 

 Στην πρώτη περίπτωση, ο χρόνος μέχρι να φτάσουν όλοι απέναντι υπολογίζεται 

ως εξής: 

1. Θα περάσει ο 𝛢 + 𝛣 =  𝜊 𝜒𝜌ό𝜈𝜊𝜍 𝜏𝜊𝜐 𝛣 =  2 𝜆𝜀𝜋𝜏ά 

2. Θα γυρίσει ο Α= 1 λεπτό 

3. Θα περάσει ο 𝛢 + 𝛤 =  𝜊 𝜒𝜌ό𝜈𝜊𝜍 𝜏𝜊𝜐 𝛤 =  5 𝜆𝜀𝜋𝜏ά 

4. Θα γυρίσει ο Α= 1 λεπτό 

5. Θα περάσει ο Α+Δ= ο χρόνος του Δ= 10 λεπτά 
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Άρα ο συνολικός χρόνος είναι 2+1+5+1+10=19 λεπτά 

 Στην δεύτερη περίπτωση, ο χρόνος μέχρι να φτάσουν όλοι απέναντι 

υπολογίζεται ως εξής: 

1. Θα περάσει ο Α+Β= ο χρόνος του Β= 2 λεπτά 

2. Θα γυρίσει ο Α= 1 λεπτά 

3. Θα περάσει ο Γ+Δ= ο χρόνος του Δ= 10 λεπτά 

4. Θα γυρίσει ο Β= 2 λεπτά 

5. Θα περάσει ο Α+Β= ο χρόνος του Β= 2 λεπτά 

Άρα ο συνολικός χρόνος είναι 2+1+10+2+2=17 λεπτά 

Όπως είναι προφανές η λύση του προβλήματος είναι η δεύτερη διαδρομή, δηλαδή 17 

λεπτά. 

 

2ο Παράδειγμα: 

Μια εταιρεία κατασκευής τηλεοράσεων έχει εργοστάσια σε 3 χώρες, Α1, Α2, Α3 που 

παράγουν αντίστοιχα 200, 260, 340 τηλεοράσεις αντίστοιχα την ημέρα. Η εταιρεία 

προμηθεύει 4 άλλες χώρες Β1, Β2, Β3, Β4 που οι ανάγκες τους κάθε μέρα είναι 

300, 240, 160, 100 τηλεοράσεις αντίστοιχα. Το κόστος μεταφοράς για κάθε 

τηλεόραση σε κατάλληλες χρηματικές μονάδες δίνεται από τον ακόλουθο πίνακα: 

 𝛣1 𝛣2 𝛣3 𝛣4 

𝛢1 4 6 8 12 

𝛢2 2 5 7 4 

𝛢3 6 9 13 8 

 

Να βρεθεί μια βασική εφικτή λύση του προβλήματος με τη μέθοδο ελαχίστου 

στοιχείου. 

 

3ο Παράδειγμα: 

Έχουμε ένα δίκτυο αγωγών φυσικού αερίου που ενώνει 4 πόλεις της Ρωσίας. Η 

Sterlitamak όπου βρίσκεται η πηγή του φυσικού αερίου, η Ufa και η Vladimirovka που 

είναι ενδιάμεσοι σταθμοί και η Tolyatti που είναι ο τελικός προορισμός. Η 

χωρητικότητα του κάθε αγωγού που ενώνει δύο πόλεις μεταξύ τους δίνεται στο 

παρακάτω σχήμα από τους αριθμούς στις αντίστοιχες ακμές. Επιθυμούμε να στείλουμε 

τη μέγιστη δυνατή ποσότητα φυσικού αερίου, από την πηγή s στον τελικό προορισμό  

t.  
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Εικόνα 1.3.1. Δίκτυο αγωγών της Ρωσίας 

 

1.4. Χρήσιμες Μέθοδοι από την Επιχειρησιακή Έρευνα 

Μια από τις πρώτες εφαρμογές του Γραμμικού Προγραμματισμού υπήρξε το πρόβλημα 

της πιο οικονομικής διακίνησης ενός προϊόντος από ορισμένους σταθμούς παραγωγής 

(π.χ. εργοστάσια, βιομηχανίες, αποθήκες) σε ορισμένους σταθμούς προορισμού (π.χ. 

αποθήκες, λιμάνια, καταστήματα, σπίτια). Το πρόβλημα ήταν γνωστό από το 1941 

(Hitchcock, 1941) και ως Π.Γ.Π. θεμελιώθηκε και λύθηκε από τον Dantzig το 1951 και 

ανήκει στην κατηγορία των προβλημάτων δικτυωτής ανάλυσης.  Η διατύπωση αυτού 

του προβλήματος που έγινε γνωστή ως πρόβλημα της μεταφοράς-Transportation 

problem είναι η παρακάτω: 

Σε 𝑚 σταθμούς παραγωγής   𝐴1, 𝐴2, … . , 𝐴𝑚  ένα προϊόν υπάρχει σε ποσότητες 

𝛼1, 𝛼2, … . , 𝛼𝑚  αντίστοιχα. Το προϊόν πρέπει να παραδοθεί σε 𝑛 σταθμούς προορισμού 

𝐵1, 𝐵2, … . , 𝐵𝑛  που απαιτούν ποσότητες 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛 αντίστοιχα. Η συνολική 

παραγωγή ισούται με τη συνολική ζήτηση, δηλαδή  

∑𝑎𝑖

𝑚

𝜄=1

=∑𝑏𝑖

𝑛

𝜄=1

= 𝑆                                                                   (1) 

Το κόστος μεταφοράς μιας μονάδας προϊόντος από το σταθμό παραγωγής 𝛢𝑖 στον 

σταθμό προορισμού 𝐵𝑗 , μετρούμενο σε κατάλληλες χρηματικές μονάδες, είναι 𝑐𝑖𝑗 (𝑖 =

1, 2, … . ,𝑚 , 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛) . Να βρεθεί άριστο σχέδιο μεταφοράς (δηλαδή να βρεθούν 

οι κατάλληλες ποσότητες 𝑥𝑖𝑗 που πρέπει να μεταφερθούν από τους σταθμούς 

παραγωγής στους σταθμούς προορισμού έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται το συνολικό 

κόστος μεταφοράς και συγχρόνως να ικανοποιούνται οι ανάγκες όλων των σταθμών 

προορισμού). 
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Η μαθηματική διατύπωση του προβλήματος μεταφοράς είναι: 

min(∑∑𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝜄=1

) 

{
 
 

 
 ∑𝑥𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

= 𝑎𝑖   (𝑖 = 1, 2, … ,𝑚)

∑𝑥𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

= 𝑏𝑗   (𝑗 = 1, 2, … , 𝑛)

                                          (2) 

𝑥𝑖𝑗 ≥ 0        (𝑖 = 1, 2, … ,𝑚, 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛) 

Το πρόβλημα αυτό μπορούμε να το λύσουμε με τον αλγόριθμο της Simplex , που είναι 

ένας σίγουρος και αποδοτικός αλγόριθμος να μελετήσουμε όλα τα προβλήματα της 

Επιχειρησιακής Έρευνας. Όμως, λόγω της απλής δομής που έχει το παραπάνω 

πρόβλημα, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο των δυναμικών - 

Transportation method (παραλλαγή της μεθόδου Simplex), η οποία είναι πιο απλή και 

πιο γρήγορη. Η μέθοδος αυτή είναι σημαντική διότι ένα μεγάλο μέρος των 

προβλημάτων της Επιχειρησιακής Έρευνας μπορεί να αναχθεί στη παραπάνω μορφή 

(2). 

Μια άλλη εφαρμογή της Επιχειρησιακής Έρευνας ήταν τα προβλήματα στα οποία 

θέλαμε να μεταφέρουμε τη μέγιστη δυνατή ποσότητα ενός προϊόντος από έναν αρχικό 

προορισμό σε έναν τελικό, χρησιμοποιώντας ένα συγκεκριμένο δίκτυο μεταφορών. 

Τέτοια προβλήματα είναι γνωστά ως προβλήματα μέγιστης ροής - maximum flow 

problems.  

Το πρόβλημα της μέγιστης ροής διατυπώθηκε για πρώτη φορά το 1954 από τον T.E. 

Harris και τον F.S. Ross ως ένα απλοποιημένο μοντέλο της κυκλοφορίας των 

σοβιετικών σιδηροδρόμων. Το 1955, ο Lester R. Ford ο νεότερος και ο Delbert R. 

Fulkerson δημιούργησαν τον πρώτο γνωστό αλγόριθμο Ford-Fulkerson. 

Η μοντελοποίηση του προβλήματος είναι η ακόλουθη: 

Αν το δίκτυο έχει τους κόμβους  1,2, … , 𝑛    (1: 𝜋𝜂𝛾ή, 𝑛: 𝜋𝜌𝜊𝜊𝜌𝜄𝜎𝜇ό𝜍) και 

χωρητικότητα 𝑢𝑖𝑗 για την ακμή (𝑖, 𝑗), έστω 𝑥𝑖𝑗 η ροή διαμέσου της ακμής (𝑖, 𝑗) και 𝑦 η 

συνολική ροή διαμέσου του δικτύου.  Φυσικά η συνολική ροή διαμέσου ενός αγωγού 

πρέπει να είναι το πολύ ίση με τη χωρητικότητά του. Επίσης, οι ενδιάμεσοι κόμβοι του 

δικτύου, ούτε παράγουν, ούτε καταναλώνουν υλικό και επομένως η συνολική ροή που 

εισέρχεται σε ένα ενδιάμεσο κόμβο ισούται με τη συνολική ροή που εξέρχεται από 

αυτό.  
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Έτσι η μαθηματική διατύπωση ως Π.Γ.Π. είναι: 

𝑥 = max 𝑦 

∑𝑥1𝑗
𝑗

= 𝑦 

∑𝑥𝑖𝑘
𝑖

=∑𝑥𝑘𝑗
𝑗

      (𝑘 = 2,3, … , 𝑛 − 1)                                   (3) 

∑𝑥𝑖𝑛
𝑖

= 𝑦 

0 ≤ 𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑢𝑖𝑗 

Το πρόβλημα αυτό, όπως και άλλα πολλά, μπορεί να λυθεί με τη μέθοδο Simplex ως 

πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού. Όμως λόγω της ιδιαίτερης δομής του, όπως 

αυτή προκύπτει από τη μοντελοποίησή του, έχει επινοηθεί ένας πολύ πιο 

αποτελεσματικός αλγόριθμος για την επίλυσή του. Ο αλγόριθμος αυξητικού 

μονοπατιού - shortest augmenting path algorithm. 
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2 

 

Δίκτυα Ροής 

 

 

2.1. Εισαγωγή 
 

Τα προβλήματα ροής είναι μια κατηγορία προβλημάτων που συνδυάζουν διάφορους 

ερευνητικούς τομείς συμπεριλαμβανομένων εφαρμοσμένων μαθηματικών, επιστήμη 

υπολογιστών, επιχειρησιακή έρευνα και management. Ο τομέας αυτός έχει μια πλούσια 

και μακρά παράδοση, η ρίζες του οποίου εντοπίζονται στη δουλειά του Gustav 

Kirchhoff και άλλων ηλεκτρολόγων μηχανικών πρωτοπόρων οι οποίοι ανέλυσαν 

συστηματικά τα ηλεκτρικά κυκλώματα. Αυτές οι πρώιμες εργασίες έθεσαν τα θεμέλια 

πολλών βασικών ιδεών της θεωρίας των προβλημάτων ροής και καθιέρωσαν τα 

γραφήματα ως χρήσιμα μαθηματικά αντικείμενα για την αναπαράσταση πολλών 

φυσικών συστημάτων. Μεγάλο κομμάτι αυτών των εργασιών απαντούσε σε 

ερωτήματα όπως: «Αν εφαρμόσουμε μια σειρά από τάσεις σε ένα δεδομένο δίκτυο, 

ποια θα είναι η τελική ροή του ρεύματος;» Στα τέλη της δεκαετίας 1940 και τις αρχές 

του 1950, όπου οι επιστημονικές κοινότητες ανά τον κόσμο ανέδειξαν τη 

βελτιστοποίηση σαν ανεξάρτητο ερευνητικό πεδίο και η επανάσταση των 

ηλεκτρονικών υπολογιστών οδήγησε στα πανίσχυρα μέσα για να την εκτέλεση 

επιστημονικών υπολογισμών, η θεωρία προβλημάτων ροής άρχισε να χρησιμοποιείται 

και σε διαφορετικού είδους ερωτήματα όπως: «Αν έχουμε διάφορους εναλλακτικούς 

τρόπους για να χρησιμοποιήσουμε ένα δίκτυο, ποια εναλλακτική θα είναι η πιο 

αποδοτική;»  

Κάποια από τα σημαντικότερα προβλήματα ροής είναι τα ακόλουθα: 

 Πρόβλημα συντομότερης διαδρομής – shortest path problems  

Ποιος είναι ο καλύτερος τρόπος για να διασχίσουμε ένα δίκτυο από ένα σημείο 

σε ένα άλλο με όσο το δυνατόν λιγότερο κόστος; 

 Πρόβλημα μέγιστης ροής – maximum flow problem 
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Αν σε ένα δίκτυο έχουμε περιορισμένες χωρητικότητες στις κορυφές, πώς 

μπορούμε να στείλουμε τη μέγιστη δυνατή ροή ανάμεσα σε δύο σημεία του 

δικτύου; 

 Πρόβλημα ελάχιστου κόστους ροής – minimum cost flow problem 

Έστω ότι έχουμε ένα δίκτυο με περιορισμένες χωρητικότητες στις κορυφές και 

επιπλέον επιβαρυνόμαστε με ένα κόστος ανά μονάδα προϊόντος που 

μεταφέρεται μέσα σε αυτό. Ακόμη, το προϊόν βρίσκεται κατανεμημένο σε 

συγκεκριμένες κορυφές-αποθήκες και θέλουμε να το στείλουμε σε κορυφές-

προορισμούς. Ποιο είναι το ελάχιστο δυνατό κόστος; 

Με την κλασσική προσέγγιση των εφαρμοσμένων και θεωρητικών μαθηματικών 

καθένα από τα παραπάνω προβλήματα είναι πολύ απλό να λυθεί. Δεν είναι πολύ 

δύσκολο (αλλά ούτε και προφανές για τα δύο τελευταία προβλήματα) να δούμε ότι 

χρειάζεται να εξετάσουμε μόνο ένα πεπερασμένο αριθμό από εναλλακτικές για κάθε 

πρόβλημα. Οπότε ένας παραδοσιακός μαθηματικός θα έλεγε ότι αρκεί να 

απαριθμήσουμε το σύνολο των εφικτών λύσεων και να επιλέξουμε τη βέλτιστη. 

Δυστυχώς αυτή η προσέγγιση δεν είναι εφαρμόσιμη, αφού ο αριθμός των πιθανών 

εναλλακτικών λύσεων μπορεί να είναι τεράστιος (για πολλά πρακτικά προβλήματα 

είναι περισσότερος από τον αριθμό των ατόμων του σύμπαντος!). Οπότε αντ’ αυτού θα 

θέλαμε να κατασκευάσουμε αλγορίθμους που είναι «καλοί» με την έννοια ότι ο χρόνος 

υπολογισμού - computation time τους είναι μικρός ή τουλάχιστον λογικός για 

προβλήματα που συναντώνται στην πράξη. Ένας τρόπος για να το εξασφαλίσουμε αυτό 

είναι να κατασκευάσουμε αλγορίθμους για τους οποίους είμαστε σίγουροι ότι ο χρόνος 

λειτουργίας-running time τους δεν θα αυξηθεί πολύ γρήγορα καθώς το υπάρχον δίκτυο 

μεγαλώνει. Η ανάπτυξη τέτοιων αλγορίθμων είναι γνωστή ως worst-case analysis. 

 

2.2. Εισαγωγή στα Δίκτυα Ροής 

 

Καθώς τα γραφήματα και τα δίκτυα ροής εμφανίζονται παντού και με διάφορες 

εναλλακτικές μορφές, πολλοί επαγγελματικοί κλάδοι έχουν συμβάλλει με σημαντικές 

ιδέες στην εξέλιξη των δικτύων ροής. Αυτή η διαφορετικότητα έχει αποφέρει πολλά 

οφέλη, συμπεριλαμβανομένων πολλών και διαφορετικών προοπτικών. Παρ’ όλα αυτά, 

υπάρχουν αρκετά επιβαλλόμενα κόστη. Για παράδειγμα, η βιβλιογραφία των δικτύων 

και της θεωρίας γραφημάτων στερείται ενότητας και οι συγγραφείς έχουν υιοθετήσει 

μια μεγάλη ποικιλία από συμβάσεις, συμβολισμούς και ορισμούς. Ειδικά για τη ροή 

δικτύων μπορούμε να μοντελοποιήσουμε προβλήματα σε διαφορετικές μορφές και να 

χρησιμοποιήσουμε διάφορους ορισμούς και ορολογίες.  Στη συγκεκριμένη 

διπλωματική εργασία θα χρησιμοποιούμε τους όρους «τόξα (arcs)» και «κόμβοι 

(nodes)». Επίσης, θα χρησιμοποιούμε μοντέλα με χωρητικότητες στα τόξα και 

εξωγενείς προμήθειες και απαιτήσεις στους κόμβους. 
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Σε αυτό το κεφάλαιο θα αναφέρουμε πολλούς βασικούς ορισμούς των δικτύων ροής 

και της θεωρίας γραφημάτων, καθώς και το συμβολισμό που θα χρησιμοποιήσουμε.  

 

2.3. Συμβολισμοί και Ορισμοί 

 

Σε αυτή την παράγραφο θα δώσουμε κάποιους βασικούς ορισμούς από τη θεωρία 

γραφημάτων και θα παρουσιάσουμε κάποιο βασικό συμβολισμό που θα μας 

χρησιμεύσουν σε όλη την έκταση της εργασίας. 

 

 Κατευθυνόμενα Γραφήματα και Δίκτυα (Directed Graphs and Networks) 

Ένα κατευθυνόμενο γράφημα 𝐺 = (𝑁, 𝐴) αποτελείται από ένα σύνολο κόμβων 𝑁 και 

ένα σύνολο τόξων 𝛢 του οποίου τα στοιχεία είναι διατεταγμένα ζεύγη διακριτών 

κόμβων. 

1

2 4

3 6

5 7

 

Εικόνα 2.3.1.  Κατευθυνόμενο Γράφημα 

 

Για το γράφημα της Εικόνας 2.3.1. έχουμε:  

Οι κόμβοι είναι το σύνολο 𝛮 = { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 } και τα τόξα είναι το σύνολο             

𝛢 =  { (1,2), (1,3), (2,3), (2,4), (3,6), (4,5), (4,7), (5,2), (5,3), (5,6), (6,7) } 

που αποτελείται από ζεύγη διακριτών κόμβων. 

Ένα κατευθυνόμενο δίκτυο είναι ένα κατευθυνόμενο γράφημα του οποίου οι κόμβοι 

ή/και τα τόξα έχουν αριθμητικές τιμές (συνήθως κόστη, χωρητικότητες, προσφορά και 

ζήτηση). Ορίζουμε 𝑛 το πλήθος των κόμβων και 𝑚 το πλήθων των τόξων στο γράφημα 

𝐺. 
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 Μη κατευθυνόμενα Γραφήματα και Δίκτυα (Undirected Graphs and 

Networks) 

Η διαφορά των μη κατευθυνόμενων γραφημάτων από τα κατευθυνόμενα είναι ότι σε 

αυτή την περίπτωση τα τόξα είναι μη κατευθυνόμενα ζεύγη διακριτών κόμβων. Στο μη 

κατευθυνόμενο γράφημα, το τόξο από τον 𝑖 κόμβο στον 𝑗 γράφεται  (𝑖, 𝑗) = (𝑗, 𝑖). 

1

2 4

3 5

6

 

Εικόνα 2.3.2. Μη Κατευθυνόμενο Γράφημα 

 

Γενικά στην εργασία αυτή θα ασχοληθούμε κυρίως με  κατευθυνόμενα δίκτυα. 

 

 Αρχή και Τέλος (Tails and Heads) 

Ένα κατευθυνόμενο τόξο (𝑖, 𝑗) έχει δύο άκρα (endpoints), το 𝑖  𝜅𝛼𝜄 𝜏𝜊 𝑗. 

Αναφερόμαστε στον κόμβο 𝑖 ως την ουρά του τόξου  (𝑖, 𝑗) και στον κόμβο 𝑗 ως το 

κεφάλι του. Λέμε ότι το τόξο (𝑖, 𝑗) ξεκινά (emanates) από τον κόμβο 𝑖 και καταλήγει 

(terminates) στον κόμβο 𝑗. Ένα τόξο (𝑖, 𝑗) προσδιορίζεται (incident) από τους κόμβους 

𝑖 και 𝑗. Το τόξο (𝑖, 𝑗) είναι ένα εξερχόμενο (outoing)  τόξο του κόμβου 𝑖 και ένα 

εισερχόμενο (ingoing) τόξο του κόμβου 𝑗. Οποτεδήποτε ένα τόξο (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴 λέμε ότι ο 

κόμβος 𝑗 είναι γειτονικος (adjacent) του κόμβου 𝑖. 

 

 Βαθμός (Degree) 

Ο εισερχόμενος βαθμός (indegree) ενός κόμβου είναι το πλήθος των εισερχόμενων 

τόξων σε αυτόν τον κόμβο και ο εξερχόμενος βαθμός (outdegree) είναι το πλήθος των 

εξερχόμενων τόξων. Ο βαθμός (degree) ενός κόμβου είναι το άθροισμα του 

εισερχόμενου και του εξερχόμενου βαθμού. Στην Εικόνα 2.3.1. ο κόμβος 3 έχει 3 

εισερχόμενους και 1 εξερχόμενο βαθμό άρα 3 + 1 = 4 βαθμούς. Το άθροισμα των 

εισερχόμενων βαθμών όλων των κόμβων είναι ίσο με το άθροισμα των εξερχόμενων 

βαθμών όλων των κόμβων και ίσο με το πλήθος των τόξων 𝑚 στο δίκτυο. 
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 Λίστα Γειτνίασης (Adjacency List) 

Η λίστα γειτνίασης των τόξων 𝛢(𝑖) ενός κόμβου 𝑖 είναι το σύνολο των τόξων που 

προέρχονται από αυτόν τον κόμβο, για το οποίο ισχύει 𝛢(𝑖) = {(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴: 𝑗 ∈ 𝑁}.     H 

λίστα γειτνίασης των κόμβων 𝛢(𝑖) είναι το σύνολο των κόμβων που είναι γειτονικά σε 

αυτόν τον κόμβο 𝑖 και σε αυτή την περίπτωση ισχύει 𝛢(𝑖) = {𝑗 ∈ 𝑁: (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴}. Συχνά 

θα παραλείπουμε  τις λέξεις «τόξων» και «κόμβων» και θα αναφερόμαστε απλά στη 

λίστα γειτνίασης. Η κάθε περίπτωση θα γίνεται ξεκάθαρη από τα συμφραζόμενα. 

Υποθέτουμε επίσης ότι τα τόξα στη λίστα γειτνίασης 𝛢(𝑖) έχουν οργανωθεί κατά τέτοιο 

τρόπο ώστε οι κόμβοι – κεφαλές των τόξων είναι σε αύξουσα σειρά. Ισχύει ακόμη το 

γεγονός ότι το |𝛢(𝑖)| ισούται με τον εξερχόμενο βαθμό του κόμβου 𝑖. Καθώς το 

άθροισμα όλων των κόμβων με εξερχόμενους βαθμούς ισούται με 𝑚, παίρνουμε άμεσα 

την ακόλουθη ιδιότητα: 

Ιδιότητα 2.3.1.          ∑  |𝛢(𝑖)| = 𝑚𝑖∈𝑁  

 

 Υπογράφημα (Subgraph) 

Ένα γράφημα  𝐺′ = (𝑁′, 𝐴′) είναι ένα υπογράφημα του 𝐺 = (𝑁, 𝐴) εάν 𝛮′ ⊆ 𝛮 και 

𝛢′ ⊆ 𝛢. Λέμε ότι το 𝐺′ = (𝑁′, 𝐴′) είναι το υπογράφημα του 𝐺 που παράγεται (induced) 

από το 𝑁′ εάν το 𝐴′ περιέχει κάθε τόξο του 𝛢 με κάθε καταληκτικό σημείο του στο 𝑁′. 

Ένα γράφημα 𝐺′ = (𝑁′, 𝐴′) είναι ένα παραγόμενο υπογράφημα (spanning subgraph) 

του 𝐺 = (𝑁, 𝐴) εάν 𝛮′ = 𝛮 και 𝛢′ ⊆ 𝛢. 

 Περίπατος (Walk) 

Ένας περίπατος σε ένα κατευθυνόμενο γράφημα 𝐺 = (𝑁, 𝐴) είναι ένα υπογράφημα του 

𝐺 που αποτελείται από μία ακολουθία κόμβων και τόξων 𝑖1 − 𝑎1 − 𝑖2 − 𝑎2 −⋯−

𝑖𝑟−1 − 𝑎𝑟−1 − 𝑖𝑟 και ικανοποιεί την ιδιότητα ότι για κάθε 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟 − 1 ισχύει είτε 

𝛼𝑘 = (𝑖𝑘, 𝑖𝑘+1)𝜖𝐴 είτε 𝛼𝑘 = (𝑖𝑘+1, 𝑖𝑘)𝜖𝐴.  

1

2

5 7
            

1

2 4
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3
 

(a)                                                                                            (b) 

Εικόνα 2.3.3. Παραδείγματα περιπάτων 
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Παρατηρώντας τα παρακάτω δύο παραδείγματα περιπάτων μπορούμε να τα 

περιγράψουμε ως εξής: 

Εικόνα 2.3.3. (α): 1 − 2 − 5 − 7        και        Εικόνα 2.3.3. (b): 1 − 2 − 4 − 5 − 2 − 3. 

 

 Κατευθυνόμενος Περίπατος (Directed Walk) 

Ένας κατευθυνόμενος περίπατος είναι μια «προσανατολισμένη» έκδοση ενός 

περιπάτου με την έννοια ότι για κάθε δύο συνεχείς κόμβους 𝑖𝑘 και  𝑖𝑘+1 σε έναν 

περίπατο, ισχύει ότι (𝑖𝑘, 𝑖𝑘+1)𝜖𝐴. Στο προηγούμενο παράδειγμα, ο περίπατος της 

Εικόνας 2.3.3. (𝛼) δεν είναι κατευθυνόμενος, ενώ η Εικόνα 2.3.3. (𝑏) δείχνει έναν 

κατευθυνόμενο περίπατο. 

 

 Μονοπάτι (Path) 

Ένα μονοπάτι είναι ένας περίπατος χωρίς επανάληψη κόμβων. Ο περίπατος της 

Εικόνας 2.3.3.(α) είναι επίσης και μονοπάτι, ενώ ο περίπατος της Εικόνας 2.3.3. (𝑏) 

δεν είναι, καθώς επαναλαμβάνεται  δύο φορές ο κόμβος 2. Μπορούμε να χωρίσουμε 

τα τόξα ενός μονοπατιού σε δύο κατηγορίες. Τα εμπρός κατευθυνόμενα τόξα (forward 

arcs) και τα πίσω κατευθυνόμενα τόξα (backward arcs). Ένα τόξο (𝑖, 𝑗) σε ένα μονοπάτι 

είναι εμπρός κατευθυνόμενο τόξο εάν το μονοπάτι περνάει από τον κόμβο 𝑖 πριν 

περάσει από τον κόμβο 𝑗 και είναι πίσω κατευθυνόμενο τόξο διαφορετικά. Στο 

προηγούμενο παράδειγμα, στην Εικόνα 2.2.3. (𝛼), τα τόξα (1,2) και (5,7) είναι εμπρός 

κατευυνόμενα ενώ το τόξο (5,2) είναι πίσω κατευθυνόμενο. 

 

 Κατευθυνόμενο Μονοπάτι (Directed Path) 

Ένα κατευθυνόμενο μονοπάτι είναι ένας κατευθυνόμενος περίπατος χωρίς επανάληψη 

κόμβων. Με άλλα λόγια, ένα κατευθυνόμενο μονοπάτι δεν έχει αριστερόστροφα τόξα. 

Μπορούμε να αποθηκεύσουμε εύκολα ένα μονοπάτι (ή ένα κατευθυνόμενο μονοπάτι) 

σε ένα υπολογιστή ορίζοντας ένα προηγούμενο (predecessor) δείκτη 𝑝𝑟𝑒𝑑 (𝑗) για κάθε 

κόμβο 𝑗 στο μονοπάτι. Εάν 𝑖 και 𝑗 είναι δύο συνεχόμενοι κόμβοι στο μονοπάτι (κατά 

τον προσανατολισμό του), τότε ισχύει ότι 𝑝𝑟𝑒𝑑 (𝑗) = 𝑖. Για το μονοπάτι της Εικόνας 

2.2.3. (𝛼): 1 − 2 − 5 − 7 ισχύει ότι 𝑝𝑟𝑒𝑑 (7) = 5, 𝑝𝑟𝑒𝑑 (5) = 2, 𝑝𝑟𝑒𝑑 (2) = 1 και 

𝑝𝑟𝑒𝑑 (1) = 0. Το ίδιο δεν γίνεται για έναν περίπατο, καθώς ένας περίπατος μπορεί να 

περάσει από έναν κόμβο πάνω από μία φορά και ο προκάτοχος δείκτης αποθηκεύει μία 

τιμή τη φορά.  
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 Κύκλος (Cycle) 

Ένας κύκλος είναι ένα μονοπάτι 𝑖1 − 𝑖2 −⋯− 𝑖𝑟 μαζί με τα τόξα (𝑖𝑟 , 𝑖1) ή (𝑖1, 𝑖𝑟). Θα 

αναφερόμαστε σε κύκλο και με το συμβολισμό 𝑖1 − 𝑖2 −⋯− 𝑖𝑟 − 𝑖1. Όπως και στα 

μονοπάτια, θα ορίσουμε δεξιόστροφα και αριστερόστροφα τόξα σε ένα κύκλο. Στην 

Εικόνα 2.3.4. (𝛼) τα τόξα (5,3) και (3,2) είναι δεξιόστροφα τόξα  ενώ το τόξο (5,2) 

είναι αριστερόστροφο τόξο του κύκλου 2 − 5 − 3. 

 Κατευθυνόμενος Κύκλος (Directed Cycle) 

Ένας κατευθυνόμενος κύκλος είναι ένα κατευθυνόμενο μονοπάτι 𝑖1 − 𝑖2 −⋯− 𝑖𝑟 

μαζί με το τόξο (𝑖𝑟 , 𝑖1). Το γράφημα της Εικόνας 2.3.4. (𝛼) είναι ένας κύκλος, αλλά 

όχι κατευθυνόμενος, ενώ το γράφημα της Εικόνας 2.3.4. (𝑏) είναι ένας 

κατευθυνόμενος κύκλος. 

 

2

3

5

(a)            

2

5

4

(b)  

Εικόνα 2.3.4. Παραδείγματα κύκλων 

 

 Άκυκλο Γράφημα (Acyclic Graph) 

Ένα γράφημα είναι άκυκλο αν δεν  περιέχει κάποιο κατευθυνόμενο κύκλο. 

 

 Συνδεσιμότητα (Connectivity) 

Δύο κόμβοι 𝑖 και 𝑗 είναι συνδεδεμένοι αν το γράφημα περιέχει τουλάχιστον ένα 

μονοπάτι από τον κόμβο 𝑖 στον 𝑗. Ένα γράφημα είναι συνδεδεμένο αν  κάθε ζεύγος 

κόμβων του είναι συνδεδεμένο, διαφορετικά το γράφημα είναι  ασύνδετο. Ο μέγιστος 

αριθμός συνδεδεμένων υπογραφημάτων ενός ασύνδετου δικτύου αποτελεί τις 

συνιστώσες του (components). Για παράδειγμα, η Εικόνα 2.3.5. (𝛼) δείχνει ένα 

συνδεδεμένο γράφημα, ενώ αυτό της Εικόνας 2.3.5. (𝑏) είναι ασύνδετο. Το τελευταίο 

μάλιστα έχει δύο συνιστώσες που αποτελούνται από τα σύνολα κόμβων {1, 2, 3, 4} 

και{5, 6} 
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                                       (α)                                                                                       (b) 

Εικόνα 2.3.5. (α) Συνδεδεμένα και (b) Μη συνδεδεμένα γραφήματα 

 

 Ισχυρή Συνδεσιμότητα (Strong Connectivity) 

Ένα συνδεδεμένο γράφημα είναι ισχυρά συνδεδεμένο αν περιέχει τουλάχιστον ένα 

κατευθυνόμενο μονοπάτι από κάθε κόμβο σε κάθε άλλο κόμβο. Στην Εικόνα 2.3.5. (𝛼) 

η συνιστώσα που ορίζεται στο σύνολο των κόμβων {1, 2, 3, 4} είναι ισχυρά 

συνδεδεμένο, ενώ η συνιστώσα που ορίζεται από το σύνολο των κόμβων {5, 6} δεν 

είναι ισχυρά συνδεδεμένο γιατί δεν περιέχει κατευθυνόμενο μονοπάτι από τον κόμβο 

5 στον κόμβο 6.  

 Δέντρο (Tree) 

Ένα δέντρο είναι ένα συνδεδεμένο γράφημα που δεν περιέχει κύκλο. 

 

 

Εικόνα 2.3.7. (α)  Παράδειγμα Δέντρου 

 

Εικόνα 2.3.7. (b) Παράδειγμα Δέντρου 

 



Αικατερίνη Κ. Αγριόμαλλου - Διπλωματική εργασία Σελίδα 29 
 

Ιδιότητα 2.3.2. 

a. Ένα δέντρο με 𝑛 κόμβους περιέχει ακριβώς 𝑛 − 1 ακμές. 

b. Ένα δέντρο έχει τουλάχιστον δύο κόμβους με βαθμό 1. 

c. Κάθε δύο κόμβοι ενός δέντρου συνδέονται με ένα μοναδικό μονοπάτι. 

 

 

 Δάσος ( Forest) 

Ένα γράφημα που δεν περιέχει κανένα κύκλο είναι ένα δάσος. Επίσης, δάσος είναι μια 

συλλογή από δέντρα. 

6

5

      

3

1 4

2

       

10

8 9

 

Εικόνα 2.3.8. Δάσος 

 

 

 Δέντρο με ρίζα (Rooted Tree) 

Ένα δέντρο με ρίζα είναι ένα δέντρο με ένα ειδικά καθορισμένο κόμβο, καλούμενο ως 

η ρίζα του. Μοιάζει με δέντρο που κρέμεται από τη ρίζα του. Σε ένα δέντρο με ρίζα, 

συχνά περιγράφουμε τα τόξα ως «προηγούμενο - επόμενο» (predecessor - successor) ή 

σχέσεις «γονέα - παιδιού» (parent - child). Για παράδειγμα, στην Εικόνα 2.3.9. ο 

κόμβος 5 είναι ο προκάτοχος των κόμβων 6 και 7 και ο κόμβος 1 είναι ο προκάτοχος 

των κόμβων 2, 4 και 5. Κάθε κόμβος 𝑖 εκτός του κόμβου-ρίζα, έχει ένα μοναδικό 

προκάτοχο, ο οποίος είναι ο επόμενος κόμβος στο μοναδικό μονοπάτι του δέντρου από 

εκείνο τον κόμβο προς τη ρίζα. Αποθηκεύουμε τον προκάτοχο του κόμβου 𝑖 

χρησιμοποιώντας  την ένδειξη 𝑝𝑟𝑒𝑑 (𝑖). Εάν 𝑗 = 𝑝𝑟𝑒𝑑 (𝑖) λέμε ότι ο κόμβος 𝑗 είναι ο 

προκάτοχος του κόμβου 𝑖 και ο κόμβος 𝑖 είναι ο διάδοχος του κόμβου 𝑗. Αυτός ο τρόπος 

αποθήκευσης ορίζει μοναδικά ένα δέντρο με ρίζα και μας επιτρέπει να ανιχνεύουμε το 

μοναδικό μονοπάτι που οδηγεί από ένα οποιοδήποτε κόμβο πίσω στη ρίζα. Οι απόγονοι 

ενός κόμβου 𝑖 αποτελούνται από τον κόμβο 𝑖, τους διάδοχους, διάδοχοι των διαδόχων 

κτλ. Για παράδειγμα, στην Εικόνα 2.3.9. το σύνολο των κόμβων {5, 6, 7, 8} είναι το 

σύνολο των διαδόχων του κόμβου 5. Λέμε ότι ένας κόμβος είναι  πρόγονος όλων των 

διαδόχων του. Για παράδειγμα, στην Εικόνα 2.3.9. ο κόμβος 2 είναι ο πρόγονος του 

εαυτού του και του κόμβου 3. 
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Εικόνα 2.3.9. Δέντρο με ρίζα 

 

 Δέντρο προσανατολισμένο προς τα έξω (Directed-out-tree) 

Ένα δέντρο είναι προσανατολισμένο προς τα έξω και η ρίζα του είναι ο κόμβος 𝑠 εάν 

το μοναδικό μονοπάτι στο δέντρο από τον κόμβο 𝑠 σε οποιονδήποτε άλλο κόμβο είναι 

ένα κατευθυνόμενο μονοπάτι. Η Εικόνα 2.3.10. (𝛼) δείχνει ένα παράδειγμα δέντρου 

προσανατολισμένου προς τα έξω που έχει ρίζα τον κόμβο 1. Καθε κόμβος (εκτός του 

1)  έχει εισερχόμενο βαθμό 1. 

 Δέντρο προσανατολισμένο προς τα μέσα (Directed-in-tree) 

Ένα δέντρο είναι προσανατολισμένο προς τα μέσα και η ρίζα του είναι ο κόμβος 𝑠 εάν 

το μοναδικό μονοπάτι στο δέντρο από οποιονδήποτε κόμβο στον κόμβο 𝑠 είναι ένα 

κατευθυνόμενο μονοπάτι. Η Εικόνα 2.3.10. (𝑏) δείχνει ένα παράδειγμα δέντρου 

προσανατολισμένου προς τα μέσα που έχει ρίζα τον κόμβο 1. Καθε κόμβος (εκτός του 

1) έχει εξερχόμενο βαθμό 1. 

3
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                                  (α)                                                               (b)              

Εικόνα 2.3.10. Παραδείγματα δέντρων (α) προσανατολισμένα προς τα έξω και (b) 

προς τα μέσα. 
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 Παραγόμενο Δέντρο (Spanning Tree)  

Ένα δέντρο 𝛵 είναι spanning tree του 𝐺 εάν το 𝛵 είναι spanning υπογράφημα του 𝐺. Η 

Εικόνα 2.3.11. δείχνει δύο spanning trees του γραφήματος της Εικόνας 2.3.1.  Κάθε 

spanning tree ενός συνδεδεμένου γραφήματος 𝐺 με 𝑛 κόμβους έχει 𝑛 − 1 τόξα. 

Αναφερόμαστε στα τόξα ενός spanning tree 𝛵 ως τόξα που ανήκουν στο δέντρο (tree 

arcs), ενώ στα τόξα που δεν ανήκουν στο 𝛵 ως τόξα που δεν ανήκουν στο δέντρο 

(nontree arcs). 
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Εικόνα 2.3.11. Παραγόμενα Δέντρα  του δικτύου της εικόνας 2.3.1.  

 

 

 

 Διμερές Γράφημα (Bipartite Graph) 

Ένα γράφημα 𝐺 = (𝛮, 𝛢) είναι ένα διμερές γράφημα εάν μπορούμε να χωρίσουμε το 

σύνολο των κόμβων του σε δύο υποσύνολα 𝛮1 και 𝛮2 έτσι ώστε για κάθε τόξο 

(𝑖, 𝑗) 𝜎𝜏𝜊 𝛢 θα ισχύει ένα από τα δύο: 

i. 𝑖 ∈ 𝛮1 και 𝑗 ∈ 𝛮2 

ii. 𝑖 ∈ 𝛮2 και 𝑗 ∈ 𝛮1 

Η Εικόνα 2.3.12. δείχνει παραδείγματα διμερών γραφημάτων. Το γράφημα της Εικόνας 

2.3.12. (𝑏) είναι διμερές εάν ορίσουμε 𝛮1 = {1, 2, 3, 4} και 𝛮2 = {5, 6, 7, 8}. 
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                                   (α)                                                                                    (b) 

Εικόνα 2.3.12.  Παραδείγματα διμερών γραφημάτων 

Συχνά θέλουμε να δούμε αν ένα δεδομένο γράφημα είναι διμερές ή όχι. Γι’ αυτό  

χρειαζόμαστε την παρακάτω ιδιότητα. 

Ιδιότητα 2.3.3.  Ένα γράφημα 𝐺 είναι διμερές αν και μόνο αν κάθε κύκλος στο 𝐺 περιέχει 

περιττό πλήθος τόξων. 

Άσκηση: Ποιος είναι ο μέγιστος αριθμός τόξων που μπορεί να περιέχει ένα απλό διμερές 

γράφημα με 𝑛 κορυφές; Ισοδύναμα, να δείξετε ότι κάθε απλό γράφημα με 𝑛 κορυφές και 

περισσότερες από 𝑛2 4⁄  ακμές δεν είναι διμερές. 

Λύση: Ο μέγιστος αριθμός τόξων συμβαίνει όταν έχουμε το πλήρες διμερές γράφημα. 

Αφού όλες οι κορυφές είναι n, αν το ένα σύνολο κορυφών περιέχει k κορυφές, το 

δεύτερο θα περιέχει (n − k). Ο συνολικός αριθμός τόξων του Kk,n−k  είναι k(n − k). 

Το γινόμενο μεγιστοποιείται για  k = n 2⁄  αν το n είναι άρτιος και για k = (n − 1) 2⁄  

αν το n είναι περιττός. Συνεπώς, αν το n είναι άρτιος, ο μέγιστος αριθμός τόξων είναι 

n2 4⁄ , ενώ αν το n είναι περιττός, ο μέγιστος αριθμός τόξων είναι  (n2 − 1) 4⁄ . 

Παρατηρούμε ότι οι αντίστοιχοι αριθμοί είναι πάντα ακέραιοι. 
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3 

 

Προβλήματα Ελάχιστου Μονοπατιού  

Shortest-Path Problems 

 

 

3.1. Εισαγωγή 

 

3.1.1 Περίληψη 

Τα προβλήματα ελάχιστης διαδρομής βρίσκονται στην καρδιά των δικτύων ροής. Είναι 

δελεαστικά τόσο για τους ερευνητές όσο και για τους επαγγελματίες για διάφορους 

λόγους: 

1) Προκύπτουν συχνά στην πράξη όταν σε μια μεγάλη ποικιλία εφαρμογών 

θέλουμε να στείλουμε κάποιο υλικό (για παράδειγμα πακέτα δεδομένων 

υπολογιστή, μια τηλεφωνική κλήση, ένα όχημα) ανάμεσα σε δύο καθορισμένα 

σημεία σε ένα δίκτυο όσο πιο γρήγορα, πιο φτηνά και πιο αξιόπιστα γίνεται. 

2) Είναι εύκολο να λυθούν αποτελεσματικά 

3) Καθώς είναι τα πιο απλά μοντέλα δικτύων, έχουν τα πιο βασικά συστατικά του 

πυρήνα των δικτύων ροής και έτσι παρέχουν το σημείο αναφοράς αλλά και ένα 

σημείο εκκίνησης για να μελετηθούν τα πιο σύνθετα μοντέλα δικτύων. 

4) Προκύπτουν συχνά ως υποπροβλήματα όταν λύνουμε πολλά συνδυαστικά 

προβλήματα ή μοντέλα βελτιστοποίησης. 

Ακόμη και αν τα προβλήματα ελάχιστου μονοπατιού είναι σχετικά εύκολα να λυθούν, 

ο σχεδιασμός και η ανάλυση των περισσοτέρων αποδοτικών αλγορίθμων για τη λύση 

τους απαιτεί ιδιαίτερη ευφυία. Γι’ αυτό το λόγο, η μελέτη των προβλημάτων ελάχιστου 

μονοπατιού είναι ένα φυσικό σημείο εκκίνησης για να εισάγουμε πολλές ιδέες κλειδιά 

από τα δίκτυα ροής συμπεριλαμβανομένης της χρήσης έξυπνων δομών δεδομένων. 

Αρχικά θα ορίσουμε τον συμβολισμό και θα περιγράψουμε μερικές υποθέσεις που θα 

επικαλούμαστε συχνά. 
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Θεωρούμε το κατευθυνόμενο δίκτυο 𝐺 = (𝑁, 𝐴) με ένα μήκος τόξου (arc length) ή 

κόστος τόξου (arc cost) 𝑐𝑖𝑗 για κάθε τόξο (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴. Το δίκτυο έχει ένα συγκεκριμένο 

κόμβο 𝑠, που ονομάζεται πηγή (source). Έστω 𝐴(𝑖) αντιπροσωπεύει την λίστα 

γειτνίασης των τόξων του κόμβου 𝑖 και έστω 𝐶 = 𝑚𝑎𝑥{𝑐𝑖𝑗: (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴}. Ορίζουμε το 

μήκος ενός κατευθυνόμενου μονοπατιού ως το άθροισμα των μηκών των τόξων στο 

μονοπάτι. Το πρόβλημα ελάχιστου μονοπατιού είναι να προσδιορίσουμε για κάθε 

κόμβο εκτός της πηγής ένα κατευθυνόμενο μονοπάτι ελάχιστου μήκους από την πηγή 

𝑠 στον κόμβο 𝑖. Εναλλακτικά, μπορούμε να δούμε το πρόβλημα ως εξής: να στείλουμε 

μία μονάδα όσο πιο φθηνά γίνεται (με κόστος κάθε τόξου 𝑐𝑖𝑗) από τον κόμβο 𝑠 σε κάθε 

έναν από τους κόμβους 𝛮 − {𝑠} σε ένα δίκτυο άπειρης χωρητικότητας. Από αυτή την 

λογική το πρόβλημα ελάχιστου μονοπατιού μπορεί να διατυπωθεί ως πρόβλημα 

γραμμικού προγραμματισμού ως εξής: 

 

𝛭𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒 ∑ 𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗
(𝑖,𝑗)∈𝐴

 

Υπό τους περιορισμούς: 

 

∑ 𝑥𝑖𝑗
{𝑗: (𝑖,𝑗)∈𝐴}

− ∑ 𝑥𝑗𝑖
{𝑗: (𝑗,𝑖)∈𝐴}

= {
 𝑛 − 1           𝛾𝜄𝛼 𝑖 = 𝑠 

−1 𝛾𝜄𝛼 ό𝜆𝛼 𝜏𝛼 𝑖 ∈ 𝑁 − {𝑠}
 

 

    𝑥𝑖𝑗 ≥ 0 𝛾𝜄𝛼 ό𝜆𝛼 𝜏𝛼 (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴 

 

Υπόθεση 3.1.1. Όλα τα μήκη τόξων είναι ακέραια. 

 

Υπόθεση 3.1.2. Ένα δίκτυο περιέχει ένα κατευθυνόμενο μονοπάτι από τον κόμβο 𝑠 σε 

κάθε άλλο κόμβο στο δίκτυο. 

 

Υπόθεση 3.1.3. Το δίκτυο δεν περιέχει αρνητικό κύκλο (για παράδειγμα ένα 

κατευθυνόμενο κύκλο αρνητικού μήκους) 

 

Υπόθεση 3.1.4. Το δίκτυο είναι κατευθυνόμενο.  

 

 

3.1.2. Διάφοροι Τύποι Προβλημάτων ελάχιστου μονοπατιού 
 

Οι ερευνητές έχουν μελετήσει διαφόρων ειδών τύπους για τα προβλήματα ελάχιστου 

μονοπατιού. Κάποια από αυτά είναι: 

1. Η εύρεση ελάχιστου μονοπατιού από έναν κόμβο σε όλους τους υπόλοιπους 

κόμβους, όπου τα μήκη των τόξων είναι μη αρνητικά. 
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2. Η εύρεση ελάχιστου μονοπατιού από έναν κόμβο σε όλους τους υπόλοιπους  

κόμβους με αυθαίρετα μήκη τόξων. 

3. Η εύρεση ελάχιστου μονοπατιού από κάθε κόμβο σε κάθε άλλο κόμβο. 

4. Διάφορες γενικεύσεις των προβλημάτων ελάχιστου μονοπατιού. 

 

Αναφερόμαστε στα προβλήματα των περιπτώσεων (1) και (2) ως πρόβλημα ελάχιστου 

μονοπατιού με μοναδική πηγή (single-source shortest path problem) (ή απλά το 

πρόβλημα του ελάχιστου μονοπατιού) και στα προβλήματα της περίπτωσης (3) ως 

πρόβλημα ελάχιστου μονοπατιού με κάθε πιθανό ζεύγος (all-pairs shortest path 

problem). Στις παρακάτω ασκήσεις θεωρούμε τις παρακάτω παραλλαγές του 

προβλήματος ελάχιστου μονοπατιού: 

(1) Το πρόβλημα μονοπατιού με τη μέγιστη χωρητικότητα (the maximum capacity 

path problem)                        

(2) Το πρόβλημα μονοπατιού με τη μέγιστη αξιοπιστία (the maximum reliability 

path problem) 

(3) Tα ελάχιστα μονοπάτια με κυρώσεις στις στροφές (shortest paths with turn 

penalties)     

(4) Τα ελάχιστα μονοπάτια με ένα επιπρόσθετο περιορισμό (shortest paths with an 

additional constraint) 

(5) Το πρόβλημα ελάχιστης διαδρομής με περιορισμένους πόρους (the resource-

constrained shortest path problem) 

 

         

3.1.3. Αναλογική επίλυση του προβλήματος ελάχιστου 

μονοπατιού 

 
Το πρόβλημα ελάχιστου μονοπατιού έχει μια ιδιαίτερα απλή δομή που επέτρεψε στους 

ερευνητές να αναπτύξουν διάφορους διαισθητικά ελκυστικούς αλγορίθμους για την 

επίλυσή του. Το παρακάτω αναλογικό μοντέλο για την επίλυση του προβλήματος 

ελάχιστου μονοπατιού (με μη αρνητικά μήκη τόξων)  παρέχει πολύτιμες πληροφορίες 

που βοηθούν στην κατανόηση κάποιων από τα βασικά χαρακτηριστικά των 

προβλημάτων ελάχιστου μονοπατιού. Ας θεωρήσουμε ένα πρόβλημα ελάχιστου 

μονοπατιού μεταξύ ενός καθορισμένου ζεύγους κόμβων 𝑠 και 𝑡. Κατασκευάζουμε ένα 

μοντέλο με κορδόνια όπου οι κόμβοι αντιπροσωπεύονται από κόμπους και για κάθε 

τόξο (𝑖, 𝑗)  ∈ 𝛢 ένα κορδόνι με μήκος ίσο με 𝑐𝑖𝑗 ενώνει τους δύο κόμπους 𝑖 και 𝑗. 

Υποθέτουμε επίσης ότι κανένα κορδόνι δεν μπορεί να επιμηκυνθεί. Αφού 

κατασκευάσουμε το μοντέλο, κρατάμε τον κόμπο που αντιπροσωπεύει τον κόμβο 𝑠 

στο ένα χέρι και τον κόμπο που αντιπροσωπεύει τον κόμβο  𝑡 στο άλλο χέρι και 

τραβάμε τα χέρια μας. Ένα ή περισσότερα μονοπάτια θα παραμείνουν σφιχτά. Αυτά 

είναι και τα ελάχιστα μονοπάτια από τον κόμβο 𝑠 στον κόμβο 𝑡.  
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Μπορούμε να εξάγουμε διάφορα συμπεράσματα (=insights) για το πρόβλημα 

ελάχιστου μονοπατιού  από αυτό το απλό παράδειγμα με τα κορδόνια: 

 

1. Για κάθε τόξο σε ένα ελάχιστο μονοπάτι, το κορδόνι θα είναι τεντωμένο. 

Επομένως, η απόσταση του ελάχιστου μονοπατιού ανάμεσα σε δύο διαδοχικούς 

κόμβους 𝑖 και 𝑗 σε αυτό το μονοπάτι θα ισούται με  το μήκος 𝑐𝑖𝑗 του τόξου (𝑖, 𝑗) 

ανάμεσα σε αυτούς τους κόμβους. 

2. Για κάθε δύο κόμβους 𝑖 και 𝑗 στο ελάχιστο μονοπάτι που συνδέονται με ένα 

τόξο (𝑖, 𝑗) 𝜎𝜏𝜊 𝛢, η απόσταση του ελάχιστου μονοπατιού από την πηγή στον 

κόμβο 𝑖 συν 𝑐𝑖𝑗 ( μια σύνθετη απόσταση)  είναι πάντα ίση με την απόσταση του 

ελάχιστου μονοπατιού από την πηγή στον κόμβο 𝑗. Η σύνθετη απόσταση μπορεί 

να είναι μεγαλύτερη επειδή το κορδόνι μεταξύ των κόμβων 𝑖 και 𝑗 μπορεί να 

μην είναι τεντωμένο.  

3. Για να λύσουμε το πρόβλημα του ελάχιστου μονοπατιού, έχουμε λύσει ένα 

σχετικό πρόβλημα μεγιστοποίησης (τραβώντας το σκοινί). 

 

 

 

3.2. Ο Αλγόριθμος του Dijkstra 

 

 

Εισαγωγή 
 

O αλγόριθμος του Dijkstra βρίσκει τα ελάχιστα μονοπάτια από τον κόμβο πηγή 𝑠 σε 

κάθε άλλο κόμβο στο δίκτυο με μη αρνητικά μήκη τόξων. Ο αλγόριθμος του Dijkstra 

διατηρεί μια απόσταση 𝑑(𝑖) με κάθε κόμβο 𝑖, που είναι ένα άνω όριο στο μήκος έως 

τον κόμβο 𝑖, του ελάχιστου μονοπατιού. Σε οποιοδήποτε ενδιάμεσο βήμα, ο 

αλγόριθμος χωρίζει τους κόμβους σε δύο ομάδες: αυτές που ορίζει ως μόνιμες 

(permanently labeled) και αυτές που ορίζει ως προσωρινές (temporarily labeled). Η 

απόσταση σε κάθε μόνιμο κόμβο αντιπροσωπεύει την ελάχιστη απόσταση από την 

πηγή σε αυτόν τον κόμβο. Για κάθε προσωρινό κόμβο, η απόσταση είναι ένα άνω όριο 

στην ελάχιστη απόσταση μονοπατιού σε αυτόν τον κόμβο. Αρχικά, δίνουμε στον κόμβο 

𝑠 μια μόνιμη τιμή 0 (μηδέν) και σε κάθε άλλο κόμβο 𝑗 μια προσωρινή τιμή ∞.  Σε κάθε 

επανάληψη, η τιμή του κόμβου 𝑖 είναι η ελάχιστη απόσταση από τον κόμβο πηγή κατά 

μήκος ενός μονοπατιού του οποίου οι εσωτερικοί κόμβοι (εκτός του κόμβου 𝑠 ή του 

κόμβου 𝑖) είναι όλοι μόνιμοι.  Ο αλγόριθμος επιλέγει έναν κόμβο 𝑖 με την ελάχιστη 

προσωρινή τιμή, την κάνει μόνιμη και συνεχίζει από αυτόν τον κόμβο, σαρώνοντας 

όλα τα τόξα στο 𝐴(𝑖) και ενημερώνοντας τις τιμές των αποστάσεων των γειτονικών 

κόμβων. Ο αλγόριθμος τερματίζει όταν έχει ορίσει όλους τους κόμβους ως μόνιμους. 

O αλγόριθμος του Dijkstra διατηρεί ένα δέντρο προσανατολισμένο προς τα έξω Τ με 

ρίζα στην πηγή που εκτείνεται σε κόμβους με πεπερασμένη απόσταση. Ο αλγόριθμος 
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διατηρεί αυτό το δέντρο χρησιμοποιώντας προηγούμενους δείκτες (predecessor 

indices) (για παράδειγμα, αν (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑇 𝜏ό𝜏𝜀 𝑝𝑟𝑒𝑑(𝑗) = 𝑖). Ο αλγόριθμος διατηρεί την 

αναλλοίωτη ιδιότητα ότι κάθε τόξο που ανήκει σε δέντρο (𝑖, 𝑗) ικανοποιεί τη συνθήκη 

𝑑(𝑗) = 𝑑(𝑖) + 𝑐𝑖𝑗 σε σχέση με τις τρέχουσες τιμές απόστασης. Κατά τον τερματισμό, 

όταν οι τιμές των αποστάσεων θα εκπροσωπεύουν τιμές αποστάσεων του ελάχιστου 

μονοπατιού, τότε το 𝑇  θα είναι το δέντρο με το ελάχιστο μονοπάτι. 

 

Στον αλγόριθμο του Dijkstra, αναφερόμαστε στη λειτουργία επιλογής της ελάχιστης 

προσωρινής απόστασης ως λειτουργία: «κόμβος επιλογής (node selection)». Επίσης, 

αναφερόμαστε στη λειτουργία ελέγχου αν οι τωρινές τιμές των κόμβων 𝑖 𝜅𝛼𝜄 𝑗 

ικανοποιούν τη συνθήκη  𝑑(𝑗) > 𝑑(𝑖) + 𝑐𝑖𝑗 και αν αυτό ισχύει τότε ορίζουμε 𝑑(𝑗) =

𝑑(𝑖) + 𝑐𝑖𝑗 ως λειτουργία  «ενημερωμένη απόσταση (distance update)» 

 

Παρακάτω απεικονίζεται ο αλγόριθμος του Dijkstra χρησιμοποιώντας ένα αριθμητικό 

παράδειγμα που δίνεται στην Εικόνα 3.2.2.(α). 

 

 

𝜶𝝀𝜸ό𝝆𝜾𝜽𝝁𝝄𝝇 𝐷𝑖𝑗𝑘𝑠𝑡𝑟𝑎; 

𝒃𝒆𝒈𝒊𝒏 

      𝑆 ≔ ∅; 𝑆̅ ≔ 𝑁; 

      𝑑(𝑖) ≔ ∞ 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝜅ό𝜇𝛽𝜊 𝑖 ∈ 𝑁; 

      𝑑(𝑠) ≔ 0 𝜅𝛼𝜄 𝑝𝑟𝑒𝑑(𝑠) ≔ 0; 

      𝒘𝒉𝒊𝒍𝒆 |𝑆| < 𝑛 𝒅𝒐  

      𝒃𝒆𝒈𝒊𝒏 

 𝑙𝑒𝑡 𝑖 ∈ 𝑆̅ 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 έ𝜈𝛼𝜍 𝜅ό𝜇𝛽𝜊𝜍 𝛾𝜄𝛼 𝜏𝜊𝜈 𝜊𝜋𝜊ί𝜊 𝜄𝜎𝜒ύ𝜀𝜄 𝑑(𝑖) = 𝑚𝑖𝑛{𝑑(𝑗): 𝑗 ∈ 𝑆̅} ; 

 𝑆 ≔ 𝑆 ∪ {𝑖}; 

 𝑆̅ ≔ 𝑆̅ − {𝑖}; 

             𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴(𝑖)𝒅𝒐 

        𝒊𝒇 𝑑(𝑗) > 𝑑(𝑖) + 𝑐𝑖𝑗 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝑑(𝑗) ≔ 𝑑(𝑖) + 𝑐𝑖𝑗  𝜅𝛼𝜄  𝑝𝑟𝑒𝑑(𝑗) ≔ 𝑖; 

       𝒆𝒏𝒅;  

𝒆𝒏𝒅; 

 

Εικόνα 3.2.1. O αλγόριθμος του Dijkstra 
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Εικόνα 3.2.2. Απεικόνιση του Αλγόριθμου Dijkstra. 

 

3.2.1. Πολυπλοκότητα του Αλγορίθμου του  Dijkstra 

Θα μελετήσουμε την πολυπλοκότητα της χειρότερης περίπτωσης του αλγορίθμου του 

Dijkstra. Ο υπολογιστικός χρόνος για τον συγκεκριμένο αλγόριθμο μπορεί να βρεθεί 

από τον τρόπο κατανομής στις παρακάτω  δύο λειτουργίες: 

 Επιλογές του κόμβου. Ο αλγόριθμος εκτελεί αυτή τη λειτουργία 𝑛 φορές και 

κάθε τέτοια λειτουργία απαιτεί να σαρώσει κάθε τιμή των προσωρινών κόμβων. 

Γι’ αυτό, ο συνολικός χρόνος επιλογής του κόμβου είναι: 

𝑛 + (𝑛 − 1) + (𝑛 − 2) + ⋯+ 1 = 𝑂(𝑛2) 

 Ενημερώσεις των αποστάσεων. Ο αλγόριθμος εκτελεί αυτή τη λειτουργία |𝛢(𝑖)| 

φορές για τον κόμβο 𝑖. Συνολικά ο αλγόριθμος εκτελεί αυτή τη λειτουργία 

∑ |𝛢(𝑖)|𝑖∈𝑁 = 𝑚 φορές. Δεδομένου ότι κάθε λειτουργία ενημέρωσης των 

αποστάσεων απαιτεί 𝑂(1) χρόνο, ο αλγόριθμος χρειάζεται 𝑂(𝑚) συνολικό 

χρόνο για να ενημερώσει όλες τις τιμές των αποστάσεων. 

Ως αποτέλεσμα, έχουμε το ακόλουθο θεώρημα: 

Θεώρημα 3.2.1. Ο αλγόριθμος του Dijkstra  επιλύει τα πρόβλημα ελάχιστου μονοπατιού 

σε χρόνο 𝑂(𝑛2). 
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3.3. Η Εφαρμογή του Dial 

 

Η λειτουργία συμφόρησης του αλγόριθμου του Dijkstra είναι η επιλογή του κόμβου 

(node selection). Για να βελτιωθεί η απόδοση του αλγορίθμου, πρέπει να σκεφτούμε 

το εξής. Αντί να σκανάρουμε όλες τις προσωρινές τιμές των κόμβων  σε κάθε 

επανάληψη, για να βρούμε αυτή με την μικρότερη τιμή απόστασης, μπορούμε να 

μειώσουμε τον χρόνο υπολογισμού διατηρώντας τις αποστάσεις σε ταξινομημένο 

τρόπο διαμόρφωσης; Ο αλγόριθμος του Dial προσπαθεί να πετύχει αυτόν τον στόχο 

και μειώνει τον υπολογιστικό χρόνο του αλγορίθμου στην πράξη, χρησιμοποιώντας την 

ακόλουθη ιδιότητα: 

Ιδιότητα 3.3.1. Οι τιμές των αποστάσεων που ορίζει ο αλγόριθμος του Dijkstra ως 

μόνιμες, είναι μη ελαττωμένες.  

Αυτή η ιδιότητα πηγάζει από το γεγονός ότι  ο αλγόριθμος ορίζει μόνιμη τιμή ενός 

κόμβου 𝑖 με την μικρότερη προσωρινή τιμή 𝑑(𝑖) και όσο σκανάρει τα τόξα στο 𝛢(𝑖) 

κατά τη διάρκεια των λειτουργιών των ενημερώσεων των αποστάσεων, ποτέ δεν 

μειώνει τιμή της απόστασης κάποιου μόνιμου κόμβου κάτω από 𝑑(𝑖) γιατί τα μήκη 

των τόξων είναι μη αρνητικά. 

Ο αλγόριθμος του Dial αποθηκεύει κόμβους με πεπερασμένες τιμές σε ταξινομημένο 

τρόπο διαμόρφωσης. Διατηρεί (𝑛 − 1)𝐶 + 1 σύνολα, που ονομάζονται κάδοι (buckets) 

που αριθμούνται 0, 1, 2, … , (𝑛 − 1)𝐶: Ο 𝑘 κάδος αποθηκεύει όλους τους κόμβους με 

προσωρινή τιμή απόστασης ίση με 𝑘. Τονίζεται ότι το 𝐶 αντιπροσωπεύει το 

μεγαλύτερο μήκος τόξου στο δίκτυο και γι’ αυτό (𝑛 − 1)𝐶 είναι ένα άνω όριο στην 

τιμή της απόστασης οποιουδήποτε κόμβου με πεπερασμένη τιμή. Δεν χρειάζεται να 

αποθηκεύσουμε κόμβους με άπειρη τιμή στην απόσταση σε κάποιον κάδο. Αυτό 

μπορούμε να το κάνουμε όταν αποκτήσουν πρώτα μια πεπερασμένη τιμή. 

Αντιπροσωπεύουμε το περιεχόμενο ενός κάδου 𝑘 με το σύνολο 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑒𝑛𝑡(𝑘). 

Στην λειτουργία της επιλογής των κόμβων, σκανάρουμε τους κάδους 0, 1, 2, … μέχρι 

να εντοπίσουμε τον πρώτο μη κενό κάδο. Υποθέτουμε ότι ο κάδος 𝑘 είναι ο πρώτος μη 

κενός κάδος.  Τότε κάθε κόμβος στο σύνολο 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑒𝑛𝑡(𝑘) έχει την ελάχιστη απόσταση. 

Διαγράφουμε αυτούς τους κόμβους έναν προς έναν από τον κάδο, τους ορίζουμε ως 

μόνιμους και σκανάρουμε την λίστα των τόξων τους για να ενημερώσουμε τις τιμές 

των αποστάσεων των γειτονικών κόμβων. Οποτεδήποτε ενημερώνουμε τις τιμές των 

αποστάσεων ενός κόμβου 𝑖 από 𝑑1 σε 𝑑2, μετακινούμε τον κόμβο 𝑖 από το σύνολο 

𝑐𝑜𝑛𝑡𝑒𝑛𝑡 (𝑑1) στο σύνολο 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑒𝑛𝑡(𝑑2). Στην λειτουργία της επιλογής του επόμενου 

κόμβου , συνεχίζουμε το σκανάρισμα των κάδων από τον αριθμό 𝑘 + 1, 𝑘 + 2,… για 

να επιλέξουμε τον επόμενο μη κενό κάδο.  Η Ιδιότητα 3.3.1. συνεπάγεται ότι οι κάδοι 

0, 1, … , 𝑘  θα είναι πάντα άδειοι σε επόμενες επαναλήψεις και ότι ο αλγόριθμος δεν 

χρειάζεται να τις επανεξετάσει.  
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Ως δομή δεδομένων για την αποθήκευση του περιεχόμενου των κάδων, αποθηκεύουμε 

κάθε σύνολο 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑒𝑛𝑡(𝑘) ως διπλά συνδεδεμένη λίστα. Αυτή η δομή δεδομένων μας 

επιτρέπει να εκτελούμε καθεμία από τις ακόλουθες λειτουργίες σε  𝛰(1) χρόνο: 

1) Τσεκάρει αν ένας κάδος είναι κενός ή μη κενός,  

2) Διαγράφει ένα στοιχείο από έναν κάδο, 

3) Προσθέτει ένα στοιχείο στον κάδο. 

Με αυτή τη δομή δεδομένων, ο αλγόριθμος χρειάζεται 𝛰(1) χρόνο για κάθε 

ενημέρωση της απόστασης και γι’ αυτό χρειάζεται συνολικά 𝛰(𝑚) χρόνο για όλες τις 

ενημερώσεις. Η λειτουργία συμφόρησης σε αυτή την εκτέλεση σκανάρει (𝑛 − 1)𝐶 +

1 κάδους κατά τη διάρκεια της επιλογής των κόμβων. Συνεπώς, ο χρόνος λειτουργίας 

τους αλγόριθμου του Dial είναι 𝛰(𝑚 + 𝑛𝐶). 

Αφού ο αλγόριθμος του Dial χρησιμοποιεί (𝑛 − 1)𝐶 + 1 κάδους, οι απαιτήσεις της 

μνήμης μπορεί να είναι απαγορευτικά μεγάλες. Το ακόλουθο γεγονός μας επιτρέπει να 

μειώσουμε τον αριθμό των κάδων σε 𝐶 + 1.  

Ιδιότητα 3.3.2. Εάν 𝑑(𝑖) είναι η τιμή της απόστασης  που ο αλγόριθμος ορίζει ως μόνιμη 

στην αρχή μιας επανάληψης, τότε στο τέλος αυτής της επανάληψης, 𝑑(𝑗) ≤ 𝑑(𝑖) + 𝐶 για 

κάθε πεπερασμένη τιμή του κόμβου 𝑗 στο 𝑆̅. 

Το γεγονός αυτό προκύπτει από τη διαπίστωση  ότι (1)   𝑑(𝑙) ≤ 𝑑(𝑖) για κάθε 𝑙 ∈

𝑆 (από την Ιδιότητα 3.3.1.) και (2) για κάθε κόμβο με πεπερασμένη τιμή 𝑗 ∈ 𝑆̅, 𝑑(𝑗) =

𝑑(𝑙) + 𝑐𝑖𝑗 για κάποιον κόμβο 𝑙 ∈ 𝑆 (από την ιδιότητα της ενημέρωσης της 

απόστασης). Επομένως, 𝑑(𝑗) = 𝑑(𝑙) + 𝑐𝑖𝑗 ≤ 𝑑(𝑖) + 𝐶. Με άλλα λόγια, όλες οι 

πεπερασμένες τιμές φράσσονται από κάτω από το 𝑑(𝑖) και από πάνω από το 𝑑(𝑖) + 𝐶. 

Συνεπώς, 𝐶 + 1 κάδοι επαρκούν για να αποθηκευτούν κόμβοι με πεπερασμένες 

προσωρινές τιμές απόστασης. 

Ο αλγόριθμος του Dial χρησιμοποιεί 𝐶 + 1 κάδους με αριθμούς 0, 1, 2, … , 𝐶 τους 

οποίους μπορεί να δούμε ταξινομημένους σε κυκλική διάταξη. Αποθηκεύουμε έναν 

προσωρινό κόμβο 𝑗 με απόσταση 𝑑(𝑗) στον κάδο 𝑑(𝑗)𝑚𝑜𝑑(𝐶 + 1). Συνεπώς, κατά τη 

διάρκεια όλης της εκτέλεσης του αλγορίθμου, ο κάδος 𝑘 αποθηκεύει κόμβους με 

προσωρινές τιμές στην απόσταση 𝑘, 𝑘 + (𝐶 + 1), 𝑘 + 2(𝐶 + 1),…. . Παρόλα αυτά, 

εξαιτίας της ιδιότητας 3.2., σε οποιοδήποτε σημείο, ο κάδος αυτός θα κρατάει μόνο 

κόμβους με την ίδια τιμή στην απόσταση. Αυτό το σύστημα αποθήκευσης επίσης 

συνεπάγεται ότι ο κάδος 𝑘 περιέχει έναν κόμβο με την ελάχιστη τιμή στην απόσταση. 

Τότε οι κάδοι 𝑘 + 1, 𝑘 + 2, … , 𝐶, 0, 1, 2, … 𝑘 − 1 αποθηκεύουν κόμβους με 

αυξανόμενες τιμές απόστασης.  
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Εικόνα 3.3.1. Διάταξη κάδων στον αλγόριθμο του Dial 

 

Ο αλγόριθμος του Dial εξετάζει τους κάδους διαδοχικά, σε κυκλική διάταξη / διάταξη 

περιτύλιξης (in a wraparound fashion), για να προσδιορίσει τον πρώτο μη κενό κάδο. 

Στην επόμενη επανάληψη, επανεξετάζει τους κάδους, ξεκινώντας από το σημείο που 

σταμάτησε προηγουμένως.  Ένα δυνητικό μειονέκτημα του αλγορίθμου του Dial σε 

σύγκριση με την αρχική 𝑂(𝑛2) εκτέλεση του αλγορίθμου του Dijkstra, είναι ότι 

χρειάζεται μεγάλο ποσό αποθήκευσης, όταν το 𝐶 είναι αρκετά μεγάλο. Επιπρόσθετα, 

καθώς ο αλγόριθμος μπορεί να τυλίξει / τρέξει (wrap) 𝑛 − 1  φορές, ο υπολογιστικός 

χρόνος μπορεί να είναι μεγάλος.Ο υπολογιστικός χρόνος του αλγορίθμου είναι Ο(m +

nC), το οποίο δεν είναι καν πολυώνυμο, αλλά είναι ψευδοπολυώνυμο. Για παράδειγμα, 

αν C = 𝑛4, ο υπολογιστικός χρόνος του αλγορίθμου είναι Ο(𝑛5) και αν C = 2𝑛, ο 

αλγόριθμος χρειάζεται εκθετικό υπολογιστικό χρόνο στη χειρότερη περίπτωση. 

Ωστόσο, ο αλγόριθμος συνήθως δεν επιτυγχάνει το όριο του Ο(m + nC) χρόνου. Για 

τις περισσότερες εφαρμογές, το C είναι μέτριο σε μέγεθος, και το πλήθος των 

περασμάτων από όλους τους κάδους είναι λιγότερο από 𝑛 − 1. Συνεπώς, ο χρόνος 

λειτουργίας του αλγορίθμου του Dial είναι καλύτερος από αυτόν που υποδεικνύεται 

από την πολυπλοκότητα χειρότερης περίπτωσης.  

 

3.4. Η Εφαρμογή του Σωρού (Heap)  

 

Ένας σωρός (heap ή ουρά προτεραιότητας) είναι μια δομή δεδομένων που μας επιτρέπει 

να εκτελούμε τις ακόλουθες λειτουργίες σε ένα σύνολο/συλλογή (collection) «𝐻» το 

πλήθος αντικειμένων, το καθένα με ένα αντίστοιχο πραγματικό αριθμό, που καλείται 
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το κλειδί του (key). Πιο σωστά, μια ουρά προτεραιότητας είναι ένας αφηρημένος τύπος 

δεδομένων και συνήθως υλοποιείται χρησιμοποιώντας μία από τις πολλές δομές 

δεδομένων σωρού. Ωστόσο, σε αυτή την διεργασία χρησιμοποιούμε τις λέξεις «σωρός 

(heap)» και «ουρά προτεραιότητας (priority queue)» εναλλάξ.  

𝒄𝒓𝒆𝒂𝒕𝒆 − 𝒉𝒆𝒂𝒑 (𝑯): δημιουργεί έναν άδειο σωρό. 

𝒇𝒊𝒏𝒅 −𝐦𝐢𝐧(𝒊, 𝑯): βρίσκει και επιστρέφει ένα αντικείμενο 𝑖 με το μικρότερο κλειδί. 

𝒊𝒏𝒔𝒆𝒓𝒕(𝒊,𝑯): εισάγει ένα νέο αντικείμενο 𝑖 με προκαθορισμένο κλειδί. 

𝒅𝒆𝒄𝒓𝒆𝒂𝒔𝒆 − 𝒌𝒆𝒚 (𝒗𝒂𝒍𝒖𝒆, 𝒊, 𝑯): μειώνει το κλειδί ενός αντικειμένου 𝑖 από την 

τρέχουσα αξία του σε μια αξία, η οποία πρέπει να είναι μικρότερη από το κλειδί που 

αντικαθιστά. 

𝒅𝒆𝒍𝒆𝒕𝒆 −𝐦𝐢𝐧(𝒊,𝑯): διαγράφει ένα αντικείμενο 𝑖 με το μικρότερο κλειδί.  

Αν εφαρμόσουμε τον αλγόριθμο του Dijkstra  χρησιμοποιώντας ένα σωρό, το 𝐻 θα 

ήταν το σύνολο των κόμβων με πεπερασμένες προσωρινές τιμές στην απόσταση και το 

κλειδί ενός κόμβου θα ήταν η τιμή της απόστασής του.  

Χρησιμοποιώντας ένα σωρό, θα εφαρμόζαμε τον αλγόριθμο του Dijkstra όπως 

περιγράφεται παρακάτω.  

𝜶𝝀𝜸ό𝝆𝜾𝜽𝝁𝝄𝝇 ℎ𝑒𝑎𝑝 –  𝐷𝑖𝑗𝑘𝑠𝑡𝑟𝑎; 

𝒃𝒆𝒈𝒊𝒏 

 𝑐𝑟𝑒𝑎𝑡𝑒 –  ℎ𝑒𝑎𝑝 (𝐻); 

 𝑑(𝑗) ≔ ∞ 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑗 ∈ 𝑁; 

 𝑑(𝑠) ≔ 0 𝜅𝛼𝜄 𝑝𝑟𝑒𝑑(𝑠) ≔ 0; 

 𝑖𝑛𝑠𝑒𝑟𝑡 (𝑠, 𝐻); 

 𝒘𝒉𝒊𝒍𝒆 𝐻 ≠ ∅ 𝒅𝒐 

 𝒃𝒆𝒈𝒊𝒏 

  𝑓𝑖𝑛𝑑 –  𝑚𝑖𝑛 (𝑖, 𝐻); 

  𝑑𝑒𝑙𝑒𝑡𝑒 –  𝑚𝑖𝑛 (𝑖, 𝐻); 

  𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴 𝒅𝒐 

  𝒃𝒆𝒈𝒊𝒏 

   𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 ≔ 𝑑(𝑖) + 𝑐𝑖𝑗; 

   𝒊𝒇 𝑑(𝑗) > 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 𝒕𝒉𝒆𝒏 

    𝒊𝒇 𝑑(𝑗) = ∞ 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝑑(𝑗) ≔ 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒, 𝑝𝑟𝑒𝑑(𝑗) ≔

                                                       𝑖, 𝑎𝑛𝑑 𝑖𝑛𝑠𝑒𝑟𝑡 (𝑗, 𝐻) 

    𝒆𝒍𝒔𝒆 𝑠𝑒𝑡 𝑑(𝑗) ≔ 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒, 𝑝𝑟𝑒𝑑 (𝑗) ≔

                                                      𝑖, 𝑎𝑛𝑑 𝑑𝑒𝑐𝑟𝑒𝑎𝑠𝑒 − 𝑘𝑒𝑦 (𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒, 𝑖, 𝐻); 

  𝒆𝒏𝒅; 

 𝒆𝒏𝒅; 

𝒆𝒏𝒅; 

 

Εικόνα 3.4.1. Ο αλγόριθμος του Dijkstra χρησιμοποιώντας ένα σωρό. 
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Είναι ξεκάθαρο από την περιγραφή του ότι η εφαρμογή του σωρού στον αλγόριθμο του 

Dijkstra εκτελεί τις εντολές 𝑓𝑖𝑛𝑑 − 𝑚𝑖𝑛, 𝑑𝑒𝑙𝑒𝑡𝑒 − 𝑚𝑖𝑛 𝜅𝛼𝜄 𝑖𝑛𝑠𝑒𝑟𝑡 το πολύ σε 𝑛 φορές 

και την εντολή  𝑑𝑒𝑐𝑟𝑒𝑎𝑠𝑒 − 𝑘𝑒𝑦 το πολύ σε 𝑚 φορές. Ανάλογα με τις διάφορες μορφές 

που μπορεί να πάρει ο σωρός, μπορούμε να αναλύσουμε και τον υπολογιστικό χρόνο 

σε κάθε περίπτωση.  

 

Αν έχουμε: 

 

 Εκτέλεση δυαδικού σωρού (Binary heap implementation) 

 

Η δυαδική δομή δεδομένων σωρού χρειάζεται 𝛰(log 𝑛) υπολογιστικό χρόνο για να 

εκτελέσει τις εντολές 𝑖𝑛𝑠𝑒𝑟𝑡, 𝑑𝑒𝑐𝑟𝑒𝑎𝑠𝑒 − 𝑘𝑒𝑦 𝜅𝛼𝜄 𝑑𝑒𝑙𝑒𝑡𝑒 − 𝑚𝑖𝑛 και χρειάζεται 𝛰(1) 

υπολογιστικό χρόνο για τις υπόλοιπες εντολές. Συνεπώς, η δυαδική εκδοχή του σωρού 

του αλγορίθμου του Dijkstra τρέχει σε 𝛰(𝑚 log 𝑛) χρόνο. Παρατηρούμε ότι αυτή η 

εκδοχή είναι πιο αργή από την πρωτότυπη εφαρμογή του αλγορίθμου του Dijkstra για 

τα πλήρως πυκνά δίκτυα [𝛿𝜂𝜆.  𝑚 = 𝛺(𝑛2)], αλλά είναι πιο γρήγορη όταν το 𝑚 =

𝑂(𝑛2 log 𝑛)⁄ . 

 

 

 d-Heap implementation  

 

Για μια δεδομένη παράμετρο 𝑑 ≥ 2 η δομή δεδομένων d-Heap απαιτεί 𝛰(𝑙𝑜𝑔𝑑𝑛) 

χρόνο για να εκτελέσει τις εντολές 𝑖𝑛𝑠𝑒𝑟𝑡 𝜅𝛼𝜄 𝑑𝑒𝑐𝑟𝑒𝑎𝑠𝑒 − 𝑘𝑒𝑦, απαιτεί 𝛰(𝑑 𝑙𝑜𝑔𝑑𝑛) 

χρόνο για την εντολή 𝑑𝑒𝑙𝑒𝑡𝑒 − 𝑚𝑖𝑛 και χρειάζεται 𝛰(1) βήματα για τις υπόλοιπες 

εντολές. Συνεπώς, ο υπολογιστικός χρόνος αυτής της μορφής του αλγορίθμου του 

Dijkstra είναι 𝛰(𝑚 𝑙𝑜𝑔𝑑𝑛 + 𝑛𝑑 𝑙𝑜𝑔𝑑𝑛). Για να πάρουμε τη βέλτιστη επιλογή του 𝑑, 

εξισώνουμε τους δύο όρους και παίρνουμε τελικά ότι 𝑑 = max {2, ⌈𝑚 𝑛⁄ ⌉}. O 

υπολογιστικός χρόνος που προκύπτει είναι 𝛰(𝑚 𝑙𝑜𝑔𝑑𝑛). 

 

 

3.5. Παραδείγματα στο πρόβλημα Ελάχιστου Μονοπατιού 

 

3.5.1. 1ο Παράδειγμα 

Η διοίκηση του πάρκου το οποίο απεικονίζεται στο παρακάτω δίκτυο θέλει να βρει την 

ελάχιστη διαδρομή από την είσοδο του πάρκου (κόμβος 0) μέχρι την κορυφή Τ 

διαμέσου του οδικού συστήματος. Οι αριθμοί σε κάθε κλάδο δίνουν το μήκος του 

κλάδου αυτού. 
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Λύση: 

Εφαρμόζοντας τον παραπάνω αλγόριθμο στο πρόβλημα, παίρνουμε τα αποτελέσματα 

του επόμενου πίνακα. 

𝑛 Λυμένοι 

κόμβοι 

άμεσα 

συνδεδεμένοι 

με άλυτους 

κόμβους 

 

Πλησιέστερος 

συνδεδεμένος 

άλυτος 

κόμβος 

 

 

Συνολική 

απόσταση 

 

𝑛-οστός 

πλησιέστερος 

κόμβος 

 

 

Ελάχιστη 

απόσταση 

 

 

Τελευταία 

Σύνδεση 

1 Ο A 2 A 2 OA 

2 Ο 

Α 

C 

B 

4 

2+2=4 

C 

B 

4 

4 

OC 

AB 

4 Α 

Β 

C 

D 

E 

E 

2+7=9 

4+3=7 

4+4=8 

 

E 

 

7 

 

BE 

5 A 

B 

E 

D 

D 

D 

2+7=9 

4+4=8 

7+1=8 

 

D 

D 

 

8 

8 

 

BD 

ED 

6 D 

E 

T 

T 

8+5=13 

7+7=14 

T 13 DT 

 

Παρατηρούμε ότι η ισοβάθμηση στη δεύτερη επανάληψη μας δίνει τη δυνατότητα να 

προσθέσουμε δύο νέους λυμένους κόμβους, οπότε στην επόμενη επανάληψη 

υπολογίζουμε τον τέταρτο πλησιέστερο κόμβο. Η συντομότερη διαδρομή από τον 

προορισμό προς την αρχή μπορεί να βρεθεί από την τελευταία στήλη του πίνακα και 

είναι η 𝛵 → 𝐷 → 𝐸 → 𝐵 → 𝐴 → 𝑂  ή η 𝑇 → 𝐷 → 𝐵 → 𝐴 → 𝑂. Έτσι οι δύο 

εναλλακτικές λύσεις της ελάχιστης διαδρομής από την αρχή μέχρι τον προορισμό είναι 

η 𝛰 → 𝐴 → 𝐵 → 𝐸 → 𝐷 → 𝑇 και η 𝑂 → 𝐴 → 𝐵 → 𝐷 → 𝑇, με συνολική απόσταση 13 

η καθεμία.  
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3.5.2. 2ο Παράδειγμα 

Θέλουμε να καθορίσουμε το ελάχιστο μονοπάτι από τον κόμβο 1 σε κάθε άλλο κόμβο 

στο παρακάτω δίκτυο. 

 

1

2

3

4

5

6

20

25

20

55

35

35

10

25

10

s

 

 

Λύση: 

 

Εκκίνηση: 𝐿𝐼𝑆𝑇 = {1} 

Node 

 1 2 3 4 5 6 

𝒅(𝒋) 0 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 

𝑷𝒓𝒆𝒅(𝒋) 0 7 7 7 7 7 

 

 

1η Επανάληψη: 𝛭ό𝜈𝜄𝜇𝜊𝜍 𝜅ό𝜇𝛽𝜊𝜍 =  1, 𝐿𝐼𝑆𝑇 =  { } 

Node 

 1 2 3 4 5 6 

𝒅(𝒋) 0 20 25 ∞ ∞ ∞ 

𝑷𝒓𝒆𝒅(𝒋) 0 1 1 7 7 7 
                   𝐿𝐼𝑆𝑇 = {2, 3} 
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2η Επανάληψη: 𝛭ό𝜈𝜄𝜇𝜊𝜍 𝜅ό𝜇𝛽𝜊𝜍 =  2, 𝐿𝐼𝑆𝑇 =  {3} 

Node 

 1 2 3 4 5 6 

𝒅(𝒋) 0 20 25 40 55 75 

𝑷𝒓𝒆𝒅(𝒋) 0 1 1 2 2 2 
                   𝐿𝐼𝑆𝑇 = {3, 4, 5, 6 

3η Επανάληψη: 𝛭ό𝜈𝜄𝜇𝜊𝜍 𝜅ό𝜇𝛽𝜊𝜍 =  3, 𝐿𝐼𝑆𝑇 = {4, 5, 6} 

Node 

 1 2 3 4 5 6 

𝒅(𝒋) 0 20 25 40 55 75 

𝑷𝒓𝒆𝒅(𝒋) 0 1 1 2 2 2 
                   𝐿𝐼𝑆𝑇 = {4, 5, 6} 

4η Επανάληψη: 𝛭ό𝜈𝜄𝜇𝜊𝜍 𝜅ό𝜇𝛽𝜊𝜍 =  4, 𝐿𝐼𝑆𝑇 =  {5, 6} 

Node 

 1 2 3 4 5 6 

𝒅(𝒋) 0 20 25 40 50 65 

𝑷𝒓𝒆𝒅(𝒋) 0 1 1 2 4 4 
                   𝐿𝐼𝑆𝑇 = {5, 6} 

5η Επανάληψη: 𝛭ό𝜈𝜄𝜇𝜊𝜍 𝜅ό𝜇𝛽𝜊𝜍 =  5, 𝐿𝐼𝑆𝑇 =  {6} 

Node 

 1 2 3 4 5 6 

𝒅(𝒋) 0 20 25 40 50 60 

𝑷𝒓𝒆𝒅(𝒋) 0 1 1 2 4 5 
                   𝐿𝐼𝑆𝑇 = {6} 

6η Επανάληψη: 𝛭ό𝜈𝜄𝜇𝜊𝜍 𝜅ό𝜇𝛽𝜊𝜍 =  6, 𝐿𝐼𝑆𝑇 =  { }   ΤΕΡΜΑΤΙΣΤΜΟΣ 

Node 

 1 2 3 4 5 6 

𝒅(𝒋) 0 20 25 40 50 60 

𝑷𝒓𝒆𝒅(𝒋) 0 1 1 2 4 5 

Εφαρμόζουμε τον αλγόριθμο του Dijkstra  στο δίκτυο που απεικονίζεται στην 

παραπάνω Εικόνα. Οι επαναλήψεις του αλγορίθμου εμφανίζονται επίσης στον 

παραπάνω πίνακα. Στο στάδιο της Εκκίνησης, κάθε απόσταση ορίζεται ως άπειρη, 

(εκτός της πηγής, για την οποία ισχύει: 𝑑(𝑠) = 0). Σε κάθε επανάληψη ένας κόμβος 

γίνεται μόνιμος (δηλαδή, η απόσταση από αυτόν τον κόμβο προς την πηγή 𝑠 είναι 

καθορισμένη) και ενημερώνονται και οι αποστάσεις των υπόλοιπων κόμβων που είναι 
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προσιτοί από τον μόνιμο κόμβο. Στον παραπάνω πίνακα, σκιαγραφούνται με μπλε οι 

στήλες που δείχνουν κόμβους που έχουν γίνει μόνιμοι. 

Πιο αναλυτικά, στην 1η επανάληψη, το σύνολο 𝐿𝐼𝑆𝑇 περιέχει μόνο τον κόμβο 1 (την 

πηγή). Επομένως, ο κόμβος 1 (ο κόμβος με τη μικρότερη απόσταση από την πηγή) 

γίνεται μόνιμος και αφαιρείται από το σύνολο 𝐿𝐼𝑆𝑇. Οι κόμβοι 2 𝜅𝛼𝜄 3 προστίθενται 

στη 𝐿𝐼𝑆𝑇, αφού η απόσταση των δύο αυτών κόμβων από τον κόμβο 1 είναι μικρότερη 

από την προσωρινή τους απόσταση που έχει οριστεί ως άπειρη. Στη 2η επανάληψη, ο 

κόμβος 2 είναι αυτός με τη μικρότερη απόσταση από την πηγή. Επομένως, ο κόμβος 2 

γίνεται μόνιμος και αφαιρείται από τη 𝐿𝐼𝑆𝑇. Οι τιμές των αποστάσεων των κόμβων 

4, 5 𝜅𝛼𝜄 6 ενημερώνονται και προστίθενται στη 𝐿𝐼𝑆𝑇. Ο προηγούμενος κόμβος αυτών 

είναι ο κόμβος 2. Ο αλγόριθμος του Dijkstra απαιτεί 6 επαναλήψεις για να κάνει 

μόνιμους όλους τους κόμβους στο δίκτυο. Το ελάχιστο μονοπάτι από τον κόμβο 1 στον 

κόμβο 6 είναι 1 − 2 − 4 − 5 − 6, με συνολική απόσταση 60. Στον παραπάνω πίνακα 

παρουσιάζονται όλες οι τιμές. Το τελικό ελάχιστο δέντρο παρουσιάζεται στο 

παρακάτω σχήμα.  
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3.5.3.  Παράδειγμα 

 

Μια εταιρεία διανομών διατηρεί την αποθήκη της στον κόμβο 1 και μεταφέρει 

προϊόντα σε πελάτες που βρίσκονται στις πόλεις 2, 3, … ,7. Το οδικό δίκτυο που 

χρησιμοποιεί για τις μεταφορές αυτές φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. Οι αριθμοί στα 

τόξα παριστάνουν χρόνο σε ώρες. Κάθε μέρα αναχωρούν έξι φορτηγά, ένα προς κάθε 

πόλη. Χρησιμοποιήστε την κατάλληλη τεχνική της δικτυωτής ανάλυσης, ώστε να 

μπορείτε να ενημερώσετε κατάλληλα τον οδηγό κάθε οχήματος για τη βέλτιστη 

διαδρομή που πρέπει να επιλέξει προκειμένου να φτάνει στον προορισμό του σε όσο 

γίνεται λιγότερο χρόνο. 

 

2 3 4

5

6

5

1
7

1

1

1
12

5

3
14

4

3

5

 

 

Λύση: 

Είναι ένα πρόβλημα ελάχιστης διαδρομής από τον κόμβο 1 προς κάθε άλλο κόμβο 

του δικτύου ξεχωριστά. Έτσι, εφαρμόζουμε τον αλγόριθμο της ελάχιστης διαδρομής 

μέχρι όλοι οι κόμβοι να γίνουν μόνιμοι. Στη συνέχεια, δίνουμε τις διαδοχικές 

επαναλήψεις του αλγορίθμου: 

 

Επανάληψη Τόξο άμεσα 

συνδεόμενου 

κόμβου 

Προσωρινό 

μήκος 

διαδρομής 

Λυμένος 

κόμβος 

Τελικό 

(συνολικό) 

μήκος 

ελάχιστης 

διαδρομής 

Σύνολο 

μόνιμων 

κόμβων 

Αρχή - - 1 0 𝛬 = {1} 
1η 1-2 5    
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1-5 3 5 3 𝛬 = {1} + {5} 
1-6 12    

2η 1-2 5    

5-2 4 (βελτίωση) 2 4 𝛬 = {1,5} + {2} 
1-6 12    

5-6 17 (όχι)    

3η 2-3 9 3 9 𝛬 = {1,5,2} + {3} 
1-6 12    

4η 3-4 10    

3-6 10(βελτίωση) 6 10 𝛬 = {1,5,2,3} + {6} 
1-6 12    

5η 3-4 10 4 10 𝛬 = {1,5,2,3,6} + {4} 
6-4 14 (όχι)    

6-7 13    

6η 6-7  13  7 13 𝛬 = {1,5,2,3,6,4} + {7} 
4-7 15 (όχι)    

 

 

Στην τέταρτη επανάληψη θα μπορούσε εναλλακτικά να γίνει μόνιμος πρώτα ο κόμβος 

4 με συνολική απόσταση 10 αντί ο κόμβος 6 επίσης με συνολική απόσταση ίση με 10. 

Αυτό θα είχε ως αποτέλεσμα να έχει αρχικά προσωρινή απόσταση ο κόμβος 7 ίση με 

15, η οποία όμως κατόπιν θα βελτιωνόταν και θα γινόταν ίση με την τελική ελάχιστη 

απόσταση ίση δηλαδή με 13. 

 

Η τελική απάντηση είναι η ακόλουθη: 

Κόμβος Διαδρομή Ελάχιστος χρόνος 

1 (αφετηρία) - 0 

2 1 → 5 → 2 4 

3 1 → 5 → 2 → 3 9 

4 1 → 5 → 2 → 3 → 4 10 

5 1 → 5 3 

6 1 → 5 → 2 → 3 → 6 10 

7 1 → 5 → 2 → 3 → 6 → 7 13 
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3.5.4. 4ο Παράδειγμα: 

Ένα ασθενοφόρο βρίσκεται σταθμευμένο στη βάση του, που παριστάνεται με τον 

κόμβο 1 του ακόλουθου δικτύου και πρέπει να παραλάβει έναν ασθενή από ένα χωριό, 

το οποίο παριστάνεται με τον κόμβο 7 του δικτύου. Οι ενδιάμεσοι κόμβοι είναι άλλα 

χωριά της περιοχής ή διασταυρώσεις και τα τόξα είναι οι δυνατές διαδρομές μέσω του 

επαρχιακού οδικού δικτύου. Οι τιμές στα τόξα του δικτύου παριστάνουν την απόσταση 

σε χιλιόμετρα. Αν υποθέσουμε ότι το ασθενοφόρο κινείται με την ίδια ταχύτητα σε όλα 

τα τόξα του δικτύου, υποδείξτε στο πλήρωμά του τον τρόπο με τον οποίο θα πρέπει να 

κινηθεί για να παραλάβει τον ασθενή. 
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Λύση: 

 

Πρόκειται για πρόβλημα εύρεσης ελάχιστης διαδρομής. 

Πρώτος λυμένος κόμβος καθίσταται η αφετηρία με απόσταση 0 (από τον εαυτό της). 

Κόμβοι με προσωρινές διαδρομές: 

 Κόμβος 2, με απόσταση 4 χλμ από την αφετηρία απευθείας, 

 Κόμβος 3, με απόσταση 6 χλμ ομοίως και 

 Κόμβος 4, με απόσταση 5 χλμ ομοίως. 
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Στο σύνολο των μόνιμων κόμβων εισέρχεται ο κόμβος 2 με ελάχιστη απόσταση 4 

μονάδες οπότε το σύνολο των μόνιμων κόμβων γίνεται {1, 2}. Αναπροσαρμόζουμε τις 

μεταβάσεις λόγω της εισαγωγής του κόμβου 2 στους μόνιμους. 

 

 Κόμβος 3, με απόσταση 5 χλμ μέσω του 2 

 Κόμβος 4, με απόσταση 5 χλμ απευθείας. 

Μόνιμος καθίσταται ο κόμβος 3 που έχει προσωρινή απόσταση από την αφετηρία τη 

μικρότερη μεταξύ αυτών με προσωρινή απόσταση, δηλαδή 5 χλμ μέσω του κόμβου 2, 

οπότε το σύνολο των μόνιμων είναι τώρα το {1, 2, 3}. Εδώ θα μπορούσε να μπει ο 

κόμβος 4 αντί του κόμβου 3, αυτό όμως δεν αλλάζει το τελικό αποτέλεσμα. 

Αναπροσαρμόζοντας τις μεταβάσεις λόγω της εισαγωγής του κόμβου 3 στο σύνολο 

των μόνιμων. 

 

 Κόμβος 4, παραμένει καλύτερο το 5 απευθείας 

 Κόμβος 5, απόσταση 11 χλμ μέσω του κόμβου 2 

 Κόμβος 6, απόσταση 9 χλμ μέσω του 3 

Από τους κόμβους με προσωρινό μήκος διαδρομής μόνιμος γίνεται ο κόμβος 4 με 

ελάχιστη απόσταση 5 χλμ απευθείας από την αφετηρία, οπότε το σύνολο των μόνιμων 

είναι τώρα το {1, 2, 3, 4}. Αναπροσαρμόζουμε τις μεταβάσεις λόγω της εισαγωγής του 

κόμβου 4 στο σύνολο των μόνιμων. 

 

 Κόμβος 5, απόσταση 11 χλμ μέσω του 2 

 Κόμβος 6, παραμένει το 9 μέσω του κόμβου 3 

Μόνιμος γίνεται ο κόμβος 6 με απόσταση από την αφετηρία 9 χλμ μέσω του κόμβου 3 

και το σύνολο των μόνιμων κόμβων γίνεται {1, 2, 3, 4, 6}. Αναπροσαρμόζουμε τις 

μεταβάσεις λόγω της εισαγωγής του κόμβου 6 στο σύνολο των μόνιμων. 

 

 Κόμβος 5, απόσταση 9 + 1 = 10 χλμ,μέσω του κόμβου 6, ή μέσω του 3 

 Κόμβος 7, απόσταση 9 + 8 = 17 χλμ μέσω του κόμβου 6 

Μόνιμος γίνεται ο κόμβος 5 με απόσταση από την αφετηρία 10 χλμ μέσω του κόμβου 

6 ή μέσω του κόμβου 3 και το σύνολο των μόνιμων κόμβων γίνεται {1, 2, 3, 4, 6, 5}. 

Τέλος, αναπροσαρμόζουμε τις μεταβάσεις λόγω της εισαγωγής του κόμβου 5 στο 

σύνολο των μόνιμων. Ο κόμβος 7 εισέρχεται στους μόνιμους με ελάχιστη απόσταση 

16 χλμ, μέσω του κόμβου 5. 
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Επομένως το ελάχιστο μήκος διαδρομής είναι 16 χιλιόμετρα. Για να βρούμε το 

βέλτιστο μονοπάτι ελέγχουμε οπισθοδρομικά την επίλυση, ξεκινώντας από τον κόμβο 

7 ο οποίος μας παραπέμπει στον κόμβο 5 και αυτός στη συνέχεια στον κόμβο 6 ή στον 

κόμβο 3. Από τον κόμβο 6 ερχόμαστε μέσω του κόμβου 2 και από εκεί στην αφετηρία. 

Κατά συνέπεια άριστη διαδρομή με μήκος 16 χιλιόμετρα, είναι το μονοπάτι 1 → 2 →

3 → 5 → 7 ή εναλλακτικά το μονοπάτι 1 → 2 → 3 → 6 → 5 → 7. Στο επόμενο σχήμα 

δίνονται τα άριστα μονοπάτια μετάβασης από την αφετηρία στον κόμβο 7 με τη μορφή 

έντονων γραμμών με βέλη. 
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4 

 

Προβλήματα Μεγίστης Ροής 

Maximum Flow Problems 

 

 

4.1. Εισαγωγή 

Με λίγα λόγια: Τα προβλήματα μέγιστης ροής τα συναντάμε συχνά σε δίκτυα 

μεταφοράς (transport networks). Ένα δίκτυο μεταφοράς είναι ένα γενικό μοντέλο 

με  διαδρομές μεταφοράς υλικών, ρευστών, αυτοκινήτων, κεφαλαίων, ηλεκτρικού 

φορτίου, κλπ., από ένα κόμβο-αφετηρία σε ένα κόμβο-προορισμό. Οι κλάδοι ενός 

δικτύου μεταφοράς αντιπροσωπεύουν τη μέγιστη χωρητικότητα της διαδρομής από ένα 

κόμβο σε ένα άλλο την οποία δεν μπορεί να υπερβεί η μεταφερόμενη ποσότητα. π.χ.: 

για ρευστά, οι κλάδοι θα είναι η μέγιστη παροχή των σωληνώσεων, για μεταφορές, το 

μέγιστο φορτίο, για συγκοινωνίες, οι μέγιστες θέσεις επιβατών, κ.λ.π. 

Για παράδειγμα μια επιχείρηση προσπαθεί να μεταφέρει όλα τα προϊόντα της από το 

εργοστάσιο στο κεντρικό κατάστημα. Αν υπάρχουν διαφορετικοί  δρόμοι και μέσα 

μεταφοράς πως μπορεί να τα συνδυάσει ώστε μεταφέρει το μεγαλύτερη δυνατή 

ποσότητα το συντομότερο δυνατό; 

Το πρόβλημα μέγιστης ροής και το πρόβλημα ελάχιστου μονοπατιού είναι 

συμπληρωματικά. Είναι παρόμοια γιατί είναι και τα δύο διάχυτα (pervasive) στην 

πράξη γιατί και τα δύο εμφανίζονται ως υποπροβλήματα σε αλγορίθμους για τα 

προβλήματα ελαχίστου κόστους ροής. Παρόλα αυτά τα δύο προβλήματα διαφέρουν 

γιατί ασχολούνται με διαφορετικές πτυχές του προβλήματος ελαχίστου κόστους ροής: 

Τα προβλήματα ελαχίστου μονοπατιού μοντελοποιούν τα κόστη των τόξων και όχι τις 

χωρητικότητες τους, ενώ τα προβλήματα μεγίστης ροής κάνουν το ανάποδο. Αν τα 

πάρουμε μαζί, αυτά τα δύο προβλήματα συνδυάζουν όλα τα βασικά στοιχεία των 

δικτύων ροής. Ως εκ τούτου, έχουν γίνει οι πυρήνες της βελτιστοποίησης των δικτύων. 

Είναι πολύ εύκολη η διατύπωση του προβλήματος μεγίστης ροής: Σε ένα δίκτυο με 
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χωρητικότητες, επιθυμούμε να στείλουμε όσο το δυνατόν περισσότερη ροή ανάμεσα 

σε δύο συγκεκριμένους κόμβους, ένας κόμβος-αφετηρία 𝑠 (source node) και ένας 

κόμβος-προορισμός 𝑡 (sink node) χωρίς να υπερβούμε τη χωρητικότητα κάποιου τόξου. 

Έχουμε δύο είδη αλγορίθμων: 

1. Αλγόριθμοι αυξητικών μονοπατιών που διατηρούν τους περιορισμούς του 

ισοζυγίου της μάζας (maintain mass balance constraints) σε κάθε κόμβο στο 

δίκτυο εκτός της πηγής και του καταληκτικού κόμβου. Αυτοί οι αλγόριθμοι 

σταδιακά αυξάνουν τη ροή κατά μήκος των μονοπατιών από τον κόμβο-πηγή 

στον καταληκτικό κόμβο. 

2. Αλγόριθμοι ώθησης προ-ροής (preflow-push) που πλημμυρίζουν το δίκτυο 

ούτως ώστε μερικοί κόμβοι έχουν υπεροχή ή συσσώρευση ροής (excesses or 

buildup of flow). Αυτοί οι αλγόριθμοι διώχνουν σταδιακά ροή από τους 

κόμβους με υπεροχή στέλνοντας ροή από τον κόμβο προς τα εμπρός προς τον 

καταληκτικό κόμβο ή προς τα πίσω προς τον κόμβο πηγή. 

Θα δούμε πολλές εφαρμογές των προβλημάτων μεγίστης ροής  όπως η παραγωγή 

αγαθών, τα συστήματα επικοινωνίας, τον προγραμματισμό διανομής προϊόντων, η 

στρογγυλοποίηση ενός πίνακα και ο προγραμματισμός. Ας θεωρήσουμε ένα αλγόριθμο 

αυξητικού μονοπατιού (generic augmenting path algorithm) για να λύσουμε το 

πρόβλημα μεγίστης ροής και να περιγράψουμε μια σημαντική ειδική εφαρμογή της 

γενικής προσέγγισης, γνωστή ως προσημασμένος αλγόριθμος (labeling algorithm). Η 

επισήμανση αλγορίθμου είναι ένας αλγόριθμος με χρόνο ψευδο-πολυωνυμικό. Η 

ορθότητα αυτών των αλγορίθμων στηρίζεται στο διάσημο θεώρημα των δικτύων ροής 

«μέγιστη-ροή ελάχιστη-αποκοπή» (max-flow min-cut theorem). Αυτό το κεντρικό 

θεώρημα όχι μόνο μας παρέχει ένα εργαλείο για να αναλύουμε αλγορίθμους, αλλά 

επίσης μας επιτρέπει να μοντελοποιούμε μια ποικιλία από εφαρμογές, όπως τον 

προγραμματισμό των μηχανών και των οχημάτων, τον σχεδιασμό συστημάτων 

επικοινωνίας και διάφορες άλλες ρυθμίσεις, όπως προβλήματα μεγίστης ροής, ακόμη 

και όταν εξ αρχής αυτά τα προβλήματα δεν φαίνεται να έχουν κάποια δομή ροής 

δικτύου. 

Το θεώρημα μέγιστης-ροής ελάχιστης-αποκοπής καθιερώνει μια σημαντική αντιστοιχία 

μεταξύ των ροών και των αποκοπών στα δίκτυα. Πράγματι, λύνοντας ένα πρόβλημα 

μεγίστης ροής, λύνουμε επίσης και ένα συμπληρωματικό πρόβλημα ελάχιστης 

αποκοπής (minimum cut problem). Μεταξύ όλων των αποκοπών σε ένα δίκτυο που 

διαχωρίζουν τον κόμβο πηγή και τον καταληκτικό κόμβο, βρίσκουμε την αποκοπή με 

την ελάχιστη χωρητικότητα. Η σχέση μεταξύ μεγίστων ροών και ελάχιστων αποκοπών 

είναι σημαντική για διάφορους λόγους. Αρχικά, ενσαρκώνει ένα βασικό αποτέλεσμα 

της δυαδικότητας που προκύπτει σε πολλά προβλήματα ρυθμίσεων στα διακριτά 

μαθηματικά και υπόκειται γραμμικό προγραμματισμό και μαθηματική βελτιστοποίηση 

γενικότερα. Στην πραγματικότητα, το θεώρημα μέγιστης-ροής ελάχιστης-αποκοπής, το 

οποίο δείχνει την ισοδυναμία μεταξύ των προβλημάτων της μέγιστης ροής και της 

ελάχιστης αποκοπής, είναι μια ειδική περίπτωση του γνωστού θεωρήματος ισχυρής 

δυαδικότητας του γραμμικού προγραμματισμού. Το γεγονός ότι τα προβλήματα 
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μέγιστης ροής είναι ισοδύναμα με τα προβλήματα ελάχιστης αποκοπής έχει επίσης 

πρακτικές συνέπειες. Αυτό σημαίνει ότι η θεωρία και οι αλγόριθμοι που αναπτύσσουμε 

για το πρόβλημα μέγιστης ροής έχουν επίσης εφαρμογή σε πολλά πρακτικά 

προβλήματα που φυσικά προκύπτουν ως προβλήματα ελάχιστης αποκοπής.  

 

4.2. Συμβολισμοί και ορισμοί 
 

Θεωρούμε ένα δίκτυο 𝐺 = (𝑁, 𝐴) με μη αρνητική χωρητικότητα 𝑢𝑖𝑗 που συνδέεται με 

κάθε τόξο (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴. Έστω 𝑈 = max{𝑢𝑖𝑗: 𝑈𝑖𝑗 < ∞ 𝜅𝛼𝜄 (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴}. Όπως 

προηγουμένως, η λίστα γειτνίασης των τόξων 𝛢(𝑖) = {(𝑖, 𝑘): (𝑖, 𝑘) ∈ 𝐴} περιέχει όλα 

τα τόξα που ξεκινούν  από τον κόμβο 𝑖. Για να προσδιορίσουμε το πρόβλημα μέγιστης 

ροής, διακρίνουμε δύο ειδικούς κόμβους στο δίκτυο 𝐺: έναν κόμβο πηγή 𝑠 και έναν 

καταληκτικό κόμβο 𝑡. Επιθυμούμε να βρούμε τη μέγιστη ροή από τον κόμβο πηγή 𝑠 

στον καταληκτικό κόμβο 𝑡 που ικανοποιεί τις χωρητικότητες των τόξων και τους 

περιορισμούς ισοζυγίου μάζας σε όλους τους κόμβους. Μπορούμε λοιπόν να 

διατυπώσουμε το πρόβλημα ακολούθως: 

𝑀𝑎𝑥𝑖𝑚𝑎𝑧𝑒 𝓋 

υπό τους περιορισμούς:  

∑ 𝑥𝑖𝑗{𝑗:(𝑖,𝑗)∈𝐴} − ∑ 𝑥𝑗𝑖{𝑗:(𝑗,𝑖)∈𝐴} = {     

𝓋, 𝛾𝜄𝛼 𝑖 = 𝑠
0, 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑖 ∈ 𝑁 − {𝑠 𝜅𝛼𝜄 𝑡}

−𝓋, 𝛾𝜄𝛼 𝑖 = 𝑡
  

0 ≤ 𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑢𝑖𝑗 , 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴. 

Αναφερόμαστε σε ένα διάνυσμα 𝑥 = {𝑥𝑖𝑗} που ικανοποιεί τους παραπάνω 

περιορισμούς ως μία ροή (flow) και την αντίστοιχη τιμή της μεταβλητής 𝓋ως την τιμή 

της ροής (value of the flow). Θεωρούμε ότι το πρόβλημα μεγίστης ροής υποτάσσει τις 

ακόλουθες υποθέσεις. 

Υπόθεση 4.2.1.: Το δίκτυο είναι κατευθυνόμενο. 

Υπόθεση 4.2.2.: Όλες οι χωρητικότητες είναι μη αρνητικοί ακέραιοι αριθμοί. 

Υπόθεση 4.2.3.: Το δίκτυο δεν περιέχει ένα κατευθυνόμενο μονοπάτι από τον κόμβο s 

στον κόμβο t συγκροτημένο μόνο από τόξα άπειρης χωρητικότητας.  

Υπόθεση 4.2.4.: Αν το τόξο (i,j) ανήκει στο Α, τότε και το τόξο (j,i) ανήκει επίσης στο Α. 

Υπόθεση 4.2.5.: Το δίκτυο δεν περιέχει παράλληλα τόξα (δηλαδή δύο ή περισσότερα τόξα 

με τους ίδιους κόμβους «αρχή και τέλος»). 
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4.3. Ροές και αποκοπές (Flows and cuts) 

Εδώ θα μελετήσουμε κάποιες στοιχειώδεις ιδιότητες των ροών και των αποκοπών. 

  

 Υπολειπόμενο δίκτυο (residual network) 

Η έννοια του υπολειπόμενου δικτύου παίζει έναν κεντρικό ρόλο στην ανάπτυξη όλων 

των αλγορίθμων μεγίστης ροής. Δεδομένης μιας ροής 𝑥, η υπολειπόμενη χωρητικότητα 

𝑟𝑖𝑗 ενός οποιουδήποτε τόξου (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴 είναι η μέγιστη πρόσθετη ροή που μπορεί να 

σταλθεί από τον κόμβο 𝑖 στον κόμβο 𝑗 χρησιμοποιώντας τα τόξα (𝑖, 𝑗) και (𝑗, 𝑖).  Η 

υπολειπόμενη χωρητικότητα 𝑟𝑖𝑗 έχει δύο χωρητικότητες: (1)       𝑢𝑖𝑗 − 𝑥𝑖𝑗, η μη 

χρησιμοποιημένη χωρητικότητα του τόξου (𝑖, 𝑗) και (2) η τρέχουσα ροή 𝑥𝑗𝑖 σε τόξο 

(𝑗, 𝑖), την οποία μπορούμε να ακυρώσουμε για να αυξήσουμε τη ροή από τον κόμβο 𝑖 

στον κόμβο 𝑗. Συνεπώς, 𝑟𝑖𝑗 = 𝑢𝑖𝑗 − 𝑥𝑖𝑗 + 𝑥𝑗𝑖  . Αναφερόμαστε στο δίκτυο 𝐺(𝑥) που 

αποτελείται από τα τόξα με θετικές υπολειπόμενες χωρητικότητες ως το υπολειπόμενο 

δίκτυο (residual network) σε σχέση με τη ροή 𝑥.  

 

 

i j

(a)

1 4

3

2

(3,4)

(2,2) (0,1)

(2,3)

(5,5)

Πηγή         Καταληκτικός    
κόμβος
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i j

(b)

1 4

3

2

1

2 1

1

5

Πηγή         Καταληκτικός    
κόμβος

3

2

ijr

 

 

Εικόνα 4.3.1. Ένα υπολειπόμενο δίκτυο: (𝑎) αρχικό δίκτυο 𝐺 με μια ροή 𝑥, 

(𝑏) υπολειπόμενο δίκτυο 𝐺(𝑥). 

 

 𝒔 − 𝒕 αποκοπή (𝒔 − 𝒕 cut) 

Η αποκοπή είναι μια διχοτόμηση του συνόλου των κόμβων 𝑁 σε δυο υποσύνολα 𝑆  και 

𝑆̅ = 𝑁 − 𝑆. Συμβολίζουμε αυτή την αποκοπή [𝑆, 𝑆̅]. Εναλλακτικά, μπορούμε να 

ορίσουμε μία αποκοπή ως το σύνολο των τόξων, των οποίων τα άκρα ανήκουν στα 

διαφορετικά σύνολα 𝑆  και 𝑆̅. Αναφερόμαστε σε μία αποκοπή ως 𝑠 − 𝑡 αποκοπή αν 𝑠 ∈

𝑆 και 𝑡 ∈ 𝑆̅. Επίσης αναφερόμαστε σε ένα τόξο (𝑖, 𝑗) με 𝑖 ∈ 𝑆 και 𝑗 ∈ 𝑆̅ ως ένα προς τα 

εμπρός κατευθυνόμενο τόξο (forward arc) μιας αποκοπής και σε ένα τόξο  (𝑖, 𝑗) με 𝑖 ∈

𝑆̅ και 𝑗 ∈ 𝑆 ως ένα προς τα πίσω κατευθυνόμενο τόξο (backward arc) της αποκοπής 

[𝑆, 𝑆̅]. Έστω (𝑆, 𝑆̅) δηλώνει το σύνολο των προς τα εμπρός κατευθυνόμενων τόξων 

στην αποκοπή και έστω  (𝑆̅, 𝑆) δηλώνει το σύνολο των προς τα πίσω κατευθυνόμενων 

τόξων. Για παράδειγμα στην Εικόνα 4.3.2. τα διακεκομμένα τόξα αποτελούν μια s − t 

αποκοπή. Γι’ αυτή την αποκοπή,   (𝑆, 𝑆̅) = {(1,2), (3,4), (5,6)} και (𝑆̅, 𝑆) =

{(2,3), (4,5)}. 

 



Αικατερίνη Κ. Αγριόμαλλου - Διπλωματική εργασία Σελίδα 59 
 

1

2

3

4

5

6

 

 

Εικόνα 4.3.2.  Παράδειγμα μιας 𝑠 − 𝑡 αποκοπής. 

 

 Χωρητικότητα μιας 𝒔 − 𝒕 αποκοπής (Capacity of an 𝒔 − 𝒕 cut) 

Ορίζουμε την χωρητικότητα 𝑢μιας 𝑠 − 𝑡 αποκοπής  [𝑆, 𝑆̅] ως το άθροισμα των 

χωρητικοτήτων των προς τα εμπρός κατευθυνόμενων τόξων στην αποκοπή. Δηλαδή, 

𝑢[𝑆, 𝑆̅] = ∑ 𝑢𝑖𝑗
(𝑖,𝑗)∈(𝑆,𝑆̅) 

 

Σαφώς, η χωρητικότητα μιας αποκοπής είναι ένα άνω όριο στο μέγιστο ποσό της ροής 

που μπορεί να σταλθεί από τους κόμβους του συνόλου 𝑆 στους κόμβους του συνόλου 

𝑆̅ όταν τηρούμε τα όρια ροής του τόξου. 

 

 Ελάχιστη αποκοπή (Minimum cut) 

Αναφερόμαστε σε μία 𝑠 − 𝑡 αποκοπή, της οποίας η χωρητικότητα είναι ελάχιστη 

ανάμεσα σε όλες τις 𝑠 − 𝑡 αποκοπές ως μία ελάχιστη αποκοπή (minimum cut). 

 

 Υπολειπόμενη χωρητικότητα μιας 𝒔 − 𝒕 αποκοπής (Residual capacity of an 

𝒔 − 𝒕 cut) 
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Ορίζουμε την υπολειπόμενη χωρητικότητα 𝑟[𝑆, 𝑆̅] μιας 𝑠 − 𝑡 αποκοπής [𝑆, 𝑆̅] ως το 

άθροισμα των υπολειπόμενων χωρητικοτήτων των προς τα εμπρός κατευθυνόμενων 

τόξων στην αποκοπή. Δηλαδή,  

𝑟[𝑆, 𝑆̅] = ∑ 𝑟𝑖𝑗
(𝑖,𝑗)∈(𝑆,𝑆̅) 

 

 

 Ροή δια μέσου μιας 𝒔 − 𝒕 αποκοπής (Flow across an 𝒔 − 𝒕 cut) 

Έστω 𝑥 είναι η ροή σε ένα δίκτυο. Προσθέτοντας τους περιορισμούς ισοζυγίου μάζας 

(σχέση 4.1α) για τους κόμβους του συνόλου 𝑆, βλέπουμε ότι, 

𝓋 =∑[ ∑ 𝑥𝑖𝑗
{𝑗:(𝑖,𝑗)∈𝐴}

− ∑ 𝑥𝑗𝑖
{𝑗:(𝑗,𝑖)∈𝐴

]

𝑖∈𝑆

 

Μπορούμε να απλοποιήσουμε αυτή την έκφραση σημειώνοντας ότι οποτεδήποτε και 

οι δύο κόμβοι 𝑝 και 𝑞 ανήκουν στο σύνολο 𝑆 και (𝑝, 𝑞) ∈ 𝐴, η μεταβλητή 𝑥𝑝𝑞 στον 

πρώτο όρο μέσα στις αγκύλες (για τον κόμβο 𝑖 = 𝑝) ακυρώνει τη μεταβλητή −𝑥𝑝𝑞 

στον δεύτερο όρο μέσα στις αγκύλες (για τον κόμβο 𝑗 = 𝑞). Επιπρόσθετα, αν και οι 

δύο κόμβοι 𝑝 και 𝑞 ανήκουν στο σύνολο 𝑆̅, τότε η μεταβλητή 𝑥𝑝𝑞 δεν εμφανίζεται στην 

έκφραση. Αυτή η παρατήρηση συνεπάγεται ότι: 

𝓋 = ∑ 𝑥𝑖𝑗
(𝑖,𝑗)∈(𝑆,𝑆̅)

− ∑ 𝑥𝑖𝑗  

(𝑖,𝑗)∈(𝑆̅,𝑆)

                     (4.2𝑎) 

Ο πρώτος όρος στη δεξιά πλευρά της σχέσης 4.2α δηλώνει ότι η ποσότητα της ροής 

από τους κόμβους του συνόλου 𝑆 στους κόμβους του συνόλου 𝑆̅ και ο δεύτερος όρος 

δηλώνει την ποσότητα της ροής που επιστρέφει από τους κόμβους τους συνόλου 𝑆̅ 

στους κόμβους του συνόλου 𝑆. Επομένως, η δεξιά πλευρά της εξίσωσης δηλώνει τη 

συνολική (καθαρή) ροή κατά μήκος της αποκοπής και η σχέση (4.2α) υποδηλώνει ότι 

η ροή κατά μήκος μιας οποιαδήποτε 𝑠 − 𝑡 αποκοπής [𝑆, 𝑆̅] ισούται με 𝓋. 

Αντικαθιστώντας 𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑢𝑖𝑗 στον πρώτο όρο της σχέσης 4.2α  και  𝑥𝑖𝑗 ≤ 0 στο δεύτερο 

όρο παίρνουμε ότι: 

𝓋 ≤ ∑ 𝑢𝑖𝑗
(𝑖,𝑗)∈(𝑆,𝑆̅)

= 𝑢[𝑆, 𝑆̅] .                                (4.2𝑏) 

Αυτή η εξίσωση δηλώνει ότι η τιμή οποιασδήποτε ροής είναι μικρότερη ή ίση με την 

χωρητικότητα οποιασδήποτε 𝑠 − 𝑡 αποκοπής στο δίκτυο. Αυτό το αποτέλεσμα είναι 

και διαισθητικό. Κάθε ροή από τον κόμβο 𝑠 στον κόμβο 𝑡 πρέπει να περάσει διαμέσου 

κάθε 𝑠 − 𝑡 αποκοπής στο δίκτυο (επειδή κάθε αποκοπή χωρίζει το δίκτυο σε δύο 
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ασύνδετες συνιστώσες), και επομένως η αξία της ροής δεν μπορεί ποτέ να υπερβαίνει 

την χωρητικότητα της αποκοπής.  

Ιδιότητα 4.3.1.: Η τιμή οποιασδήποτε ροής είναι μικρότερη ή ίση της χωρητικότητας 

οποιασδήποτε αποκοπής στο δίκτυο.  

Αυτή η ιδιότητα συνεπάγεται ότι αν ανακαλύψουμε μια ροή 𝑥 της οποίας η τιμή να 

ισούται με την χωρητικότητα κάποιας αποκοπής [𝑆, 𝑆̅], τότε το 𝑥 είναι η μέγιστη ροή 

και η αποκοπή [𝑆, 𝑆̅] είναι η ελάχιστη αποκοπή.  

Έπειτα, επαναδιατυπώνουμε την Ιδιότητα 4.3.1. όσων αφορά τις υπολειπόμενες 

χωρητικότητες. Υποθέτουμε ότι 𝑥 είναι μια ροή της τιμής 𝓋. Επίσης, υποθέτουμε ότι 

𝑥′ είναι μια ροή της τιμής 𝓋 + 𝜟𝓋 για κάποιο 𝜟𝓋 ≥ 0. Η ανισότητα 4.2b συνεπάγεται 

ότι:  

𝓋 + 𝜟𝓋 ≤ ∑ 𝑢𝑖𝑗
(𝑖,𝑗)∈(𝑆,𝑆̅)

                                    (4.2𝑐) 

Αφαιρώντας την 4.2a  από την 4.2c έχουμε ότι: 

𝜟𝓋 ≤ ∑ (𝑢𝑖𝑗 − 𝑥𝑖𝑗)

(𝑖,𝑗)∈(𝑆,𝑆̅)

+ ∑ 𝑥𝑖𝑗
(𝑖,𝑗)∈(𝑆̅,𝑆)

                   (4.2𝑑) 

Χρησιμοποιούμε την Υπόθεση 4.1.4. για να σημειώσουμε ότι μπορούμε να 

ξαναγράψουμε αντί για ∑ 𝑥𝑖𝑗(𝑖,𝑗)∈(𝑆̅,𝑆)  το ∑ 𝑥𝑗𝑖(𝑖,𝑗)∈(𝑆,𝑆̅) . Συνεπώς: 

𝜟𝓋 ≤ ∑ (𝑢𝑖𝑗 − 𝑥𝑖𝑗 + 𝑥𝑗𝜄)

(𝑖,𝑗)∈(𝑆,𝑆̅)

= ∑    𝑟𝑖𝑗  
(𝑆,𝑆̅)

. 

Η επόμενη ιδιότητα είναι άμεση: 

Ιδιότητα 4.3.2.: Για κάθε ροή 𝑥 της τιμής 𝓋 σε ένα δίκτυο, η επιπρόσθετη ροή που 

μπορεί να σταλθεί από τον κόμβο – πηγή 𝑠 στον καταληκτικό – κόμβο 𝑡 είναι 

μικρότερη ή ίση της υπολειπόμενης χωρητικότητας οποιασδήποτε 𝑠 − 𝑡 αποκοπής. 
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4.4. Γενικός Αλγόριθμος Αυξητικού Μονοπατιού  

 

Σε αυτή την παράγραφο θα περιγράψουμε ένα από τους πιο απλούς και τους πιο 

διαισθητικούς αλγορίθμους για να λύσουμε το πρόβλημα της μέγιστης ροής.  Ο 

αλγόριθμος αυτός είναι γνωστός ως: «αλγόριθμος αυξητικού μονοπατιού» (augmenting 

path algorithm). 

Αναφερόμαστε στο αυξητικό μονοπάτι (augmenting path) ως ένα κατευθυνόμενο 

μονοπάτι από τον κόμβο-πηγή στον καταληκτικό κόμβο σε ένα υπολειπόμενο δίκτυο. 

Επίσης, ορίζουμε την υπολειπόμενη χωρητικότητα ενός αυξητικού μονοπατιού ως τη 

μικρότερη υπολειπόμενη χωρητικότητα ενός οποιουδήποτε τόξου στο μονοπάτι. Για 

παράδειγμα, το υπολειπόμενο δίκτυο στην εικόνα 4.4.2b. περιέχει ακριβώς ένα 

αυξητικό μονοπάτι 1 − 3 − 2 − 4  και η υπολειπόμενη χωρητικότητα αυτού του 

μονοπατιού είναι 𝛿 = min{𝑟13, 𝑟32, 𝑟24} = min{1, 2, 1} = 1. Παρατηρούμε γενικότερα 

ότι, εξ ορισμού, η χωρητικότητα 𝛿 ενός αυξητικού μονοπατιού είναι πάντα θετική. 

Συνεπώς, οποτεδήποτε το δίκτυο περιέχει ένα αυξητικό μονοπάτι, μπορούμε να 

στείλουμε επιπρόσθετη ροή  από τον κόμβο-πηγή στον καταληκτικό κόμβο. Ο γενικός 

αλγόριθμος αυξητικού μονοπατιού είναι ουσιαστικά βασισμένος σε αυτή την απλή 

παρατήρηση. Ο αλγόριθμος προχωράει ταυτοποιώντας αυξητικά μονοπάτια  και 

αυξητικές ροές σε αυτά τα μονοπάτια μέχρι το δίκτυο να μην περιέχει τέτοιο μονοπάτι. 

Η Εικόνα 4.4.1. περιγράφει τον αλγόριθμο αυξητικού μονοπατιού. 

 

𝜶𝝀𝜸ό𝝆𝜾𝜽𝝁𝝄𝝇 𝛼𝜐𝜉𝜂𝜏𝜄𝜅𝜊ύ 𝜇𝜊𝜈𝜊𝜋𝛼𝜏𝜄𝜊ύ; 

𝒃𝒆𝒈𝒊𝒏 

 𝑥 ≔ 0; 

            𝒘𝒉𝒊𝒍𝒆 𝐺(𝑥) 𝜋𝜀𝜌𝜄έ𝜒𝜀𝜄 έ𝜈𝛼 𝜅𝛼𝜏𝜀𝜐𝜃𝜐𝜈ό𝜇𝜀𝜈𝜊 𝜇𝜊𝜈𝜊𝜋ά𝜏𝜄 𝛼𝜋ό 𝜏𝜊𝜈 𝜅ό𝜇𝛽𝜊 𝑠 𝜎𝜏𝜊𝜈 𝑡 𝒅𝒐 

 𝒃𝒆𝒈𝒊𝒏  

  𝜋𝜌𝜊𝜎𝛿𝜄ό𝜌𝜄𝜎𝜀 έ𝜈𝛼 𝛼𝜐𝜉𝜂𝜏𝜄𝜅ό 𝜇𝜊𝜈𝜊𝜋ά𝜏𝜄 𝑃 𝛼𝜋ό 𝜏𝜊𝜈 𝜅ό𝜇𝛽𝜊 𝑠 𝜎𝜏𝜊𝜈 𝑡; 

  𝛿 = min{𝑟𝑖𝑗: (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑃}; 

            𝛼ύ𝜉𝜂𝜎𝜀 𝜅𝛼𝜏ά 𝛿 𝜏𝜄𝜍 𝜇𝜊𝜈ά𝛿𝜀𝜍 𝜌𝜊ή𝜍 𝜎𝜏𝜊 𝑃 𝜅𝛼𝜄 𝜀𝜈𝜂𝜇έ𝜌𝜔𝜎𝜀 𝜏𝜊 𝐺(𝑥); 

 𝒆𝒏𝒅; 

𝒆𝒏𝒅; 

 

 

Εικόνα 4.4.1. Γενικός αλγόριθμος αυξητικού μονοπατιού. 
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             (c)
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Εικόνα 4.4.2.  Απεικονίζεται ο γενικός αλγόριθμος αυξητικού μονοπατιού: 

(𝛼)  κατευθυνόμενο δίκτυο για τη μηδενική ροή, (𝑏) δίκτυο αφού αυξήσουμε 

τέσσερις μονάδες κατά μήκος του μονοπατιού 1 − 3 − 4, (𝑐) δίκτυο αφού 

αυξήσουμε μία μονάδα κατά μήκος του μονοπατιού 1 − 2 − 3 − 4, (𝑑) 

δίκτυο αφού αυξήσουμε μία μονάδα κατά μήκος του μονοπατιού 1 − 2 − 4. 

 

Χρησιμοποιούμε το πρόβλημα της μεγίστης ροής που δίνεται στην Εικόνα 4.4.2(α) για 

να προσδιορίσουμε τον αλγόριθμο. Υποθέτουμε ότι ο αλγόριθμος επιλέγει το μονοπάτι 

1 − 3 − 4 για αύξηση. Η υπολειπόμενη χωρητικότητα αυτού του μονοπατιού είναι  

𝛿 = min{𝑟13, 𝑟34} = min{4, 5} = 4. Αυτή η αύξηση μειώνει την υπολειπόμενη 

χωρητικότητα του τόξου (1, 3) στο μηδέν (και γι΄ αυτό το διαγράφουμε από το 

υπολειπόμενο δίκτυο) και αυξάνουμε την υπολειπόμενη χωρητικότητα του τόξου 

(3, 1) σε 4 (και έτσι προσθέτουμε αυτό το τόξο στο υπολειπόμενο δίκτυο). Η αύξηση 

επίσης μειώνει την υπολειπόμενη χωρητικότητα του τόξου (3, 4) από 5 σε 1 και 

αυξάνει την υπολειπόμενη χωρητικότητα του τόξου (4, 3) από 0 σε 4. Η Εικόνα 

4.4.2(b) δείχνει το υπολειπόμενο δίκτυο σε αυτό το στάδιο. Στη δεύτερη επανάληψη 

υποθέτουμε ότι ο αλγόριθμος επιλέγει το μονοπάτι 1 − 2 − 3 − 4. Η υπολειπόμενη 

χωρητικότητα αυτού του μονοπατιού είναι 𝛿 = min{2, 3, 1} = 1. Αυξάνοντας κατά 1 
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μονάδα τη ροή κατά μήκος αυτού του μονοπατιού, παράγεται το υπολειπόμενο δίκτυο 

της Εικόνας 4.4.2(c). Στην τρίτη επανάληψη ο αλγόριθμος αυξάνει κατά 1 μονάδα τη 

ροή κατά μήκος του μονοπατιού 1 − 2 − 4. Η Εικόνα 4.4.2(d) δείχνει το αντίστοιχο 

υπολειπόμενο δίκτυο. Τώρα, αφού το υπολειπόμενο δίκτυο δεν περιέχει κανένα 

αυξητικό μονοπάτι, ο αλγόριθμος τερματίζεται.  

 

4.4.1. Σχέση μεταξύ των αρχικών και του υπολειπόμενου δικτύου  

Εφαρμόζοντας κάθε εκδοχή του γενικού αλγορίθμου αυξητικού μονοπατιού, έχουμε 

την επιλογή να δουλέψουμε άμεσα στο αρχικό δίκτυο με τις ροές 𝑥𝑖𝑗, ή διατηρώντας 

το υπολειπόμενο δίκτυο 𝐺(𝑥) και παρακολουθώντας τις υπολειπόμενες χωρητικότητες 

𝑟𝑖𝑗 και όταν ο αλγόριθμος τερματίσει, ανακτώντας τις μεταβλητές της πραγματικής 

ροής, 𝑥𝑖𝑗. Για να δούμε πώς μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την εκάστοτε 

εναλλακτική, είναι χρήσιμο να καταλάβουμε τη σχέση μεταξύ των ροών των τόξων 

στο αρχικό δίκτυο και τις υπολειπόμενες χωρητικότητες στο υπολειπόμενο δίκτυο. 

Αρχικά, ας θεωρήσουμε την ιδέα ενός αυξητικού μονοπατιού στο αρχικό δίκτυο. Ένα 

αυξητικό μονοπάτι στο αρχικό δίκτυο 𝐺 είναι ένα μονοπάτι 𝑃 (όχι απαραίτητα 

κατευθυνόμενο) από τον κόμβο-πηγή στον καταληκτικό κόμβο με 𝑥𝑖𝑗 < 𝑢𝑖𝑗  σε κάθε 

τόξο προς τα εμπρός κατευθυνόμενο (𝑖, 𝑗) και 𝑥𝑖𝑗 > 0 σε κάθε τόξο προς τα πίσω 

κατευθυνόμενο (𝑖, 𝑗). Είναι εύκολο να δείξουμε ότι το αρχικό δίκτυο 𝐺 περιέχει ένα 

αυξητικό μονοπάτι σε σχέση με μία ροή 𝑥 αν και μόνο αν το υπολειπόμενο δίκτυο 𝐺(𝑥) 

περιέχει ένα κατευθυνόμενο μονοπάτι από τον κόμβο-πηγή στον καταληκτικό κόμβο.  

Τώρα υποθέτουμε ότι ενημερώνουμε τις υπολειπόμενες χωρητικότητες σε κάποιο 

σημείο στον αλγόριθμο. Ποια είναι η επίδραση στα τόξα ροής 𝑥𝑖𝑗; Ο ορισμός της 

υπολειπόμενης χωρητικότητας (𝑟𝑖𝑗 = 𝑢𝑖𝑗 − 𝑥𝑖𝑗 + 𝑥𝑗𝑖) συνεπάγεται ότι μια 

επιπρόσθετη ροή 𝛿 μονάδων σε ένα τόξο (𝑖, 𝑗) σε ένα υπολειπόμενο δίκτυο αντιστοιχεί 

(1) σε μία αύξηση στο 𝑥𝑖𝑗 κατά 𝛿 μονάδες στο αρχικό δίκτυο, ή (2) σε μία μείωση στο 

𝑥𝑗𝑖 κατά 𝛿 μονάδες στο αρχικό δίκτυο, ή (3) σε έναν κυρτό συνδυασμό των (1) και 

(2). Χρησιμοποιούμε το παράδειγμα της Εικόνας 4.4.3(α) για να απεικονίσουμε αυτές 

τις πιθανότητες. Αυξάνοντας κατά 1 μονάδα τη ροή στο μονοπάτι 1 − 2 − 4 − 3 −

5 − 6 στο δίκτυο, παράγεται το υπολειπόμενο δίκτυο στην Εικόνα 4.4.3(c) με τα 

αντίστοιχα τόξα ροής που φαίνονται στην Εικόνα 4.4.3(d). Συγκρίνοντας τη λύση στην 

Εικόνα 4.4.3(d) με αυτή στην Εικόνα 4.4.3(α), παρατηρούμε ότι η αύξηση της ροής 

αυξάνει τη ροή στα τόξα (1, 2), (2, 4), (3, 5), (5, 6) και μειώνει τη ροή στο τόξο (3, 4). 

Τέλος, υποθέτουμε ότι δίνονται οι τιμές των υπολειπόμενων χωρητικοτήτων. Πώς 

μπορούμε να καθορίσουμε τις ροές 𝑥𝑖𝑗; Παρατηρούμε ότι αφού 𝑟𝑖𝑗 = 𝑢𝑖𝑗 − 𝑥𝑖𝑗 + 𝑥𝑗𝑖, 

πολλοί συνδυασμοί των 𝑥𝑖𝑗 και 𝑥𝑗𝑖 αντιστοιχούν στην ίδια τιμή του 𝑟𝑖𝑗. Μπορούμε να 

καθορίσουμε μία τέτοια επιλογή ως εξής. Για να επισημάνουμε αυτή την επιλογή, ας 

ξαναγράψουμε αντί για  𝑟𝑖𝑗 = 𝑢𝑖𝑗 − 𝑥𝑖𝑗 + 𝑥𝑗𝑖 το 𝑥𝑖𝑗 − 𝑥𝑗𝑖 = 𝑢𝑖𝑗 − 𝑟𝑖𝑗. Τώρα, αν   𝑢𝑖𝑗 ≥
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𝑟𝑖𝑗 , ορίζουμε 𝑥𝑖𝑗 = 𝑢𝑖𝑗 − 𝑟𝑖𝑗 και 𝑥𝑗𝑖 = 0, διαφορετικά ορίζουμε 𝑥𝑖𝑗 = 0 και 𝑥𝑗𝑖 = 𝑟𝑖𝑗 −

𝑢𝑖𝑗. 
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Εικόνα 4.4.3. Η επίδραση της αύξησης στην αποσύνθεση της ροής: (α) 

αρχικό δίκτυο με μία ροή 𝑥, (b) υπολειπόμενο δίκτυο για τη ροή 𝑥, (c) 

υπολειπόμενο δίκτυο μετά την αύξηση μίας μονάδας στο μονοπάτι 1 − 2 −

4 − 3 − 5 − 6, (d) η ροή στο αρχικό δίκτυο μετά την αύξηση. 

 

4.5. Προσημασμένος Αλγόριθμος και Θεώρημα Μέγιστης Ροής και 

Ελάχιστης Αποκοπής (Labeling Algorithm and the Max-Flow 

Min-Cut Theorem) 

 

Στην προηγούμενη παράγραφο δεν επισημάνθηκε (1) πώς να προσδιορίσουμε ένα 

αυξητικό μονοπάτι ή πώς να δείξουμε ότι το δίκτυο δεν περιέχει τέτοιο μονοπάτι και 

(2) αν ο αλγόριθμος τερματίζει σε πεπερασμένο το πλήθος επαναλήψεις και όταν 

τερματίζει, αν απέκτησε μέγιστη ροή. Σε αυτή την παράγραφο εξετάζουμε αυτά τα 

ζητήματα για μια συγκεκριμένη εφαρμογή του γενικού αλγορίθμου αυξητικού 

μονοπατιού γνωστό ως προσημασμένος αλγόριθμος (labeling algorithm). Τονίζουμε ότι 

ο προσημασμένος αλγόριθμος δεν είναι ένας αλγόριθμος πολυωνυμικού χρόνου.  

Ο προσημασμένος αλγόριθμος χρησιμοποιεί μια τεχνική αναζήτησης για να 

προσδιορίσει ένα κατευθυνόμενο μονοπάτι στο 𝐺(𝑥) από τον κόμβο-πηγή στον 

καταληκτικό κόμβο. Σε οποιοδήποτε βήμα ο αλγόριθμος κατανέμει τους κόμβους στο 

δίκτυο σε δύο ομάδες: προσημασμένο (labeled) και μη προσημασμένο (unlabeled). Oι 

προσημασμένοι κόμβοι είναι αυτοί οι κόμβοι που ο αλγόριθμος προσέγγισε στην 

διαδικασία αποκλεισμού και έτσι ο αλγόριθμος καθορίζει ένα κατευθυνόμενο μονοπάτι 

από τον κόμβο-πηγή σε αυτούς τους κόμβους στο υπολειπόμενο δίκτυο. Οι μη 

προσημασμένοι κόμβοι είναι αυτοί οι κόμβοι που ο αλγόριθμος δεν έχει προσεγγίσει 

μέχρι τη διαδικασία αποκλεισμού. Ο αλγόριθμος επιλέγει επαναληπτικά έναν 

προσημασμένο κόμβο και σαρώνει την λίστα γειτνίασης των τόξων (στο υπολειπόμενο 

δίκτυο) για να σημειώσει προσημασμένους κόμβους. Τελικά,  ο καταληκτικός κόμβος 

γίνεται προσημασμένος και ο αλγόριθμος στέλνει τη μέγιστη πιθανή ροή στο μονοπάτι 

από τον κόμβο 𝑠 στον κόμβο 𝑡. Τότε διαγράφει όλες τις προσημάνσεις και 

επαναλαμβάνει αυτή τη διαδικασία.  Ο αλγόριθμος τερματίζει όταν έχει σαρώσει όλους 

τους προσημασμένους κόμβους και ο καταληκτικός κόμβος παραμένει χωρίς 

προσήμανση, υπονοώντας ότι ο κόμβος-πηγή δεν είναι συνδεδεμένος με τον 

καταληκτικό κόμβο στο υπολειπόμενο δίκτυο. 
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4.5.1. Διόρθωση του Προσημασμένου Αλγορίθμου  

 

Για να μελετήσουμε τη διόρθωση του Βελτιωμένου Αλγορίθμου, σημειώνουμε ότι σε 

κάθε επανάληψη (δηλαδή μία εκτέλεση όλου του βρόχου), ο αλγόριθμος είτε εκτελεί 

μία αύξηση είτε τερματίζει επειδή δεν μπορεί να επισημάνει τον καταληκτικό κόμβο. 

Στην τελευταία περίπτωση πρέπει να δείξουμε ότι η τρέχουσα ροή  𝑥 είναι η μέγιστη 

ροή. Υποθέτουμε ότι σε αυτό το στάδιο ότι το 𝑆 είναι το σύνολο των προσημασμένων 

κόμβων και 𝑆̅ = 𝛮 −  𝑆  είναι το σύνολο των μη προσημασμένων κόμβων. Είναι 

φανερό ότι το 𝑠 ∈ 𝑆 και το 𝑡 ∈ 𝑆̅. Από τη στιγμή που ο αλγόριθμος δεν μπορεί να 

προσημάνει κάθε κόμβο στο 𝑆̅ από κάθε κόμβο στο 𝑆, 𝑟𝑖𝑗 = 0 για κάθε (𝑖, 𝑗) ∈ (𝑆, 𝑆̅). 

Επιπρόσθετα, αφού 𝑟𝑖𝑗 = (𝑢𝑖𝑗 − 𝑥𝑖𝑗) + 𝑥𝑗𝑖 ,   𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑢𝑖𝑗  𝜅𝛼𝜄 𝑥𝑗𝑖 ≥ 0 , ο όρος 𝑟𝑖𝑗 = 0 

συνεπάγεται ότι 𝑥𝑖𝑗 = 𝑢𝑖𝑗 για κάθε τόξο (𝑖, 𝑗) ∈ (𝑆, 𝑆̅) και 𝑥𝑖𝑗 = 0 για κάθε τόξο 

(𝑖, 𝑗) ∈ (𝑆̅, 𝑆). (Με βάση την Υπόθεση 4.1.4.: Αν το τόξο (i,j) ανήκει στο Α, τότε και το 

τόξο (j,i) ανήκει επίσης στο Α).  

Η Εικόνα 4.5.1. περιγράφει τον προσημασμένο αλγόριθμο. 

𝜶𝝀𝜸ό𝝆𝜾𝜽𝝁𝝄𝝇 𝜋𝜌𝜊𝜎ή𝜇𝛼𝜈𝜎𝜂𝜍; 

𝒃𝒆𝒈𝒊𝒏 

       𝜀𝜋𝜄𝜎ή𝜇𝛼𝜈𝜀 𝜏𝜊𝜈 𝜅ό𝜇𝛽𝜊 𝑡; 

       𝒘𝒉𝒊𝒍𝒆  𝑡 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝜋𝜌𝜊𝜎𝜂𝜇𝛼𝜎𝜇έ𝜈𝜊𝜍 𝒅𝒐 

       𝒃𝒆𝒈𝒊𝒏  

  𝛼𝜑𝛼ί𝜌𝜀𝜎𝜀 𝜏𝜄𝜍 𝜋𝜌𝜊𝜎𝜂𝜇ά𝜈𝜎𝜀𝜄𝜍 𝛼𝜋ό ό𝜆𝜊𝜐𝜍 𝜏𝜊𝜐𝜍 𝜅ό𝜇𝛽𝜊𝜐𝜍; 

             𝜃έ𝜎𝜀  𝑝𝑟𝑒𝑑(𝑗) ≔ 0 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑗 ∈ 𝑁; 

             𝜀𝜋𝜄𝜎ή𝜇𝛼𝜈𝜀 𝜏𝜊𝜈 𝜅ό𝜇𝛽𝜊 𝑠 𝜅𝛼𝜄 𝜃έ𝜎𝜀 𝐿𝐼𝑆𝑇 ≔ {𝑠}; 

  𝒘𝒉𝒊𝒍𝒆  𝐿𝐼𝑆𝑇 ≠ ∅ 𝜅𝛼𝜄 𝜏𝜊 𝑡 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝜇𝜂 𝜋𝜌𝜊𝜎𝜂𝜇𝛼𝜎𝜇έ𝜈𝜊 𝒅𝒐 

             𝒃𝒆𝒈𝒊𝒏 

     𝛼𝜑𝛼ί𝜌𝜀𝜎𝜀 έ𝜈𝛼𝜈 𝜅ό𝜇𝛽𝜊 𝑖 𝛼𝜋ό 𝜏𝜊 𝐿𝐼𝑆𝑇;  

     for κάθε τόξο (𝑖, 𝑗) στο υπολειπόμενο δίκτυο ξεκινά από τον κόμβο 𝑖 do 

                     if o κόμβος 𝑗 είναι μη προσημασμένος then θέσε 𝑝𝑟𝑒𝑑(𝑗) ≔ 𝑖, προσήμανε    

         τον κόμβο 𝑗 και add το 𝑗 στο 𝐿𝐼𝑆𝑇; 

             𝒆𝒏𝒅; 

             𝒊𝒇 𝜏𝜊 𝑡 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝜋𝜌𝜊𝜎𝜂𝜇𝛼𝜎𝜇έ𝜈𝜊 𝒕𝒉𝒆𝒏 𝛼ύ𝜉𝜂𝜎𝜀  

      𝒆𝒏𝒅; 

𝒆𝒏𝒅; 

 

𝒑𝒓𝒐𝒄𝒆𝒅𝒖𝒓𝒆 𝛼ύ𝜉𝜂𝜎𝜂𝜍; 

𝒃𝒆𝒈𝒊𝒏 

χρησιμοποίησε τις προηγούμενες προσημάνσεις για να ανατρέξεις από τον      

καταληκτικό κόμβο μέχρι τον κόμβο-πηγή και να αποκτήσεις ένα αυξητικό μονοπάτι 

𝛲 από τον κόμβο 𝑠 στον 𝑡; 

𝛿 ≔ min{𝑟𝑖𝑗: (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑃}; 
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αύξησε κατά 𝛿 τις μονάδες ροής στο 𝑃 και ενημέρωσε τις υπολειπόμενες  

χωρητικότητες;  

𝒆𝒏𝒅; 

 

Εικόνα 4.5.1. Προσημασμένος αλγόριθμος. 

Αντικαθιστώντας αυτές τις τιμές της ροής στην σχέση (4.2α) βρίσκουμε ότι:  

𝓋 = ∑ 𝑥𝑖𝑗
(𝑖,𝑗)∈(𝑆,𝑆̅)

− ∑ 𝑥𝑖𝑗  

(𝑖,𝑗)∈(𝑆̅,𝑆)

= ∑ 𝑢𝑖𝑗
(𝑖,𝑗)∈(𝑆,𝑆̅)

= 𝑢 [𝑆, 𝑆̅]. 

Αυτή η συζήτηση  δείχνει ότι η τιμή της τρέχουσας ροής 𝑥 ισούται με την χωρητικότητα 

της αποκοπής [𝑆, 𝑆̅]. Αλλά η  «Ιδιότητα 4.3.1.: Η τιμή οποιασδήποτε ροής είναι 

μικρότερη ή ίση της χωρητικότητας οποιασδήποτε αποκοπής στο δίκτυο.» συνεπάγεται 

ότι το 𝑥 είναι η μέγιστη ροή και το [𝑆, 𝑆̅] είναι η ελάχιστη αποκοπή. Αυτό το 

συμπέρασμα αποδεικνύει την ορθότητα του προσημασμένου αλγορίθμου και ως ένα 

υποπροϊόν, αποδεικνύει το ακόλουθο θεώρημα μέγιστης-ροής ελάχιστης-αποκοπής. 

Θεώρημα 4.5.1. (Θεώρημα Μέγιστης-Ροής Ελάχιστης-Αποκοπής): Η μέγιστη τιμή 

μιας ροής από τον κόμβο-πηγή 𝑠 σε έναν καταληκτικό κόμβο 𝑡 σε ένα δίκτυο με 

χωρητικότητες ισούται με την ελάχιστη χωρητικότητα κατά μήκος όλων των 𝑠 − 𝑡 

αποκοπών.                                                                                                                                  ∎ 

Η απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος δείχνει ότι όταν ο αλγόριθμος προσήμανσης 

τερματίζει, έχει επίσης ανακαλύψει μία ελάχιστη αποκοπή. Ο αλγόριθμος 

προσήμανσης αποδεικνύει επίσης το ακόλουθο θεώρημα αυξητικού μονοπατιού. 

Θεώρημα 4.5.2. (Θεώρημα Αυξητικού Μονοπατιού): Μία ροή 𝑥∗ είναι μια μέγιστη ροή 

εάν και μόνο εάν το υπολειπόμενο δίκτυο 𝐺(𝑥∗)  δεν περιέχει κανένα αυξητικό μονοπάτι.  

Απόδειξη: Εάν το υπολειπόμενο δίκτυο G(x∗) περιέχει ένα αυξητικό μονοπάτι, 

προφανώς η ροή x∗ δεν είναι η μέγιστη ροή. Αντιστρόφως, εάν το υπολειπόμενο δίκτυο 

G(x∗) δεν περιέχει κανένα αυξητικό μονοπάτι, το σύνολο των κόμβων S που 

επισημαίνεται από τον προσημασμένο αλγόριθμο, ορίζει μία s − t αποκοπή [S, S̅] της 

οποίας η χωρητικότητα ισούται με την τιμή της ροής, και από αυτό συνεπάγεται ότι η 

ροή θα πρέπει να είναι η μέγιστη.                                                                                      ∎ 

Ο προσημασμένος αλγόριθμος θεσπίζει άλλο ένα σημαντικό αποτέλεσμα. 

Θεώρημα 4.5.3 (Θεώρημα Ολοκλήρωσης): Αν κάθε χωρητικότητα των τόξων είναι 

ακέραια, το πρόβλημα μεγίστης ροής έχει μία ακέραια μέγιστη ροή. 

Απόδειξη: Το αποτέλεσμα αυτό προκύπτει από ένα επιχείρημα επαγωγής που 

εφαρμόζεται στον αριθμό των επαυξήσεων. Από τη στιγμή που ο προσημασμένος 

αλγόριθμος ξεκινά με μηδενική ροή και κάθε χωρητικότητα των τόξων είναι ακέραια, 

οι αρχικές υπολειπόμενες χωρητικότητες είναι όλες ακέραιες. Η αύξηση της ροής σε 
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κάθε επανάληψη ισούται με την ελάχιστη υπολειπόμενη χωρητικότητα σε κάποιο 

μονοπάτι, η οποία από την επαγωγική υπόθεση είναι ακέραιος. Συνεπώς, οι 

υπολειπόμενες χωρητικότητες στην επόμενη επανάληψη θα είναι και πάλι ακέραιες. 

Αφού οι υπολειπόμενες χωρητικότητες 𝑟𝑖𝑗 και χωρητικότητες των τόξων 𝑢𝑖𝑗 είναι όλες 

ακέραιες, όταν μετατρέψουμε τις υπολειπόμενες χωρητικότητες σε ροές με τη μέθοδο 

που περιγράφεται νωρίτερα, οι ροές των τόξων 𝑥𝑖𝑗 θα είναι επίσης ακέραιες τιμές. 

Αφού οι χωρητικότητες είναι ακέραιες, κάθε αύξηση προσθέτει τουλάχιστον μία 

μονάδα στην τιμή της ροής. Αφού η μέγιστη ροή δεν μπορεί να υπερβαίνει την 

χωρητικότητα οποιασδήποτε αποκοπής, ο αλγόριθμος θα τερματίσει σε πεπερασμένο 

το πλήθος επαναλήψεων.                                                                                                    ∎ 

Το Θεώρημα Ολοκλήρωσης δεν συνεπάγεται ότι κάθε βέλτιστη λύση του προβλήματος 

μεγίστης ροής είναι ακέραια. Το πρόβλημα μεγίστης ροής μπορεί να έχει μη-ακέραιες 

λύσεις και συχνότερα, έχει τέτοιες λύσεις. Το Θεώρημα Ολοκλήρωσης δείχνει ότι το 

πρόβλημα πάντα έχει τουλάχιστον μία ακέραια βέλτιστη λύση. 

  

4.5.2. Πολυπλοκότητα του προσημασμένου αλγορίθμου 
 

Για να μελετήσουμε την πολυπλοκότητα της χειρότερης περίπτωσης του 

προσημασμένου αλγορίθμου, θυμόμαστε ότι σε κάθε επανάληψη, εκτός από την 

τελευταία, όταν ο καταληκτικός κόμβος δεν μπορεί να επισημανθεί, ο αλγόριθμος 

εκτελεί μια αύξηση. Είναι εύκολο να δούμε ότι κάθε αύξηση απαιτεί 𝑂(𝑚) χρόνο 

επειδή η μέθοδος αναζήτησης εξετάζει οποιοδήποτε τόξο β ή οποιοδήποτε κόμβο το 

πολύ μία φορά. Γι’ αυτό η πολυπλοκότητα του προσημασμένου αλγορίθμου είναι 

𝑂(𝑚) φορές τον αριθμό της αύξησης. Πόσες αυξήσεις μπορεί να εκτελέσει ένας 

αλγόριθμος όμως; Αν όλες οι χωρητικότητες των τόξων είναι ακέραιες και 

οριοθετημένες από έναν πεπερασμένο αριθμό 𝑈, η χωρητικότητα της αποκοπής (𝑠, 𝑁 −

{𝑠}) είναι το πολύ 𝑛𝑈. Επομένως, η τιμή της μέγιστης ροής φράσσεται από 𝑛𝑈. Ο 

προσημασμένος αλγόριθμος αυξάνει την τιμή της ροής τουλάχιστον κατά μία μονάδα 

σε κάθε αύξηση. Συνεπώς, θα τερματίσει μέσα σε 𝑛𝑈 αυξήσεις και έτσι 𝑂(𝑚𝑛𝑈) είναι 

ένα όριο του υπολογιστικού χρόνου του προσημασμένου αλγορίθμου. Επομένως, 

συνεπάγεται το επόμενο θεώρημα: 

Θεώρημα 4.5.4.: Ο προσημασμένος αλγόριθμος λύνει το πρόβλημα μεγίστης ροής σε 

𝑂(𝑚𝑛𝑈) χρόνο.  

Σε αυτό το κεφάλαιο έχουμε υποθέσει ότι κάθε τόξο έχει πεπερασμένη χωρητικότητα. 

Σε μερικές εφαρμογές, θα είναι βολικό να μοντελοποιούμε προβλήματα με άπειρες 

χωρητικότητες σε κάποια τόξα. Αν υποθέσουμε ότι κάποια 𝑠 − 𝑡 αποκοπή έχει 

πεπερασμένη χωρητικότητα και έστω 𝑈 η μέγιστη χωρητικότητα σε αυτή την αποκοπή, 

το Θεώρημα 4.4.4. και όλα τα άλλα αποτελέσματα αυτού του κεφαλαίου ισχύουν. Μια 

άλλη προσέγγιση για την αντιμετώπιση καταστάσεων με τόξα με άπειρη χωρητικότητα, 
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θα ήταν να υποβάλλουμε μία χωρητικότητα σε αυτά τα τόξα, η οποία έχει επιλεχθεί 

αρκετά μεγάλη έτσι ώστε να μην επηρεάζει την τιμή της μέγιστης ροής. Ορίζοντας τις 

υπολειπόμενες χωρητικότητες και αναπτύσσοντας αλγορίθμους για να χειριστούμε 

καταστάσεις με άπειρες χωρητικότητες στα τόξα, υιοθετούμε αυτή την προσέγγιση από 

το να τροποποιήσουμε τους ορισμούς των υπολειπόμενων χωρητικοτήτων.  

 

4.5.3. Μειονεκτήματα του Προσημασμένου Αλγορίθμου 

 
Ο προσημασμένος αλγόριθμος είναι πιθανώς ο πιο απλός αλγόριθμος για την επίλυση 

του προβλήματος της μέγιστης ροής. Εμπειρικά, ο αλγόριθμος αποδίδει αρκετά καλά. 

Ωστόσο, το όριο της χειρότερης περίπτωσης δεν είναι αρκετά ικανοποιητικό στον 

αριθμό των επαναλήψεων για μεγάλες τιμές του 𝑈. Για παράδειγμα, αν 𝑈 = 2𝑛, το όριο 

είναι εκθετικό στον αριθμό των κόμβων. Επιπρόσθετα, ο αλγόριθμος μπορεί όντως να 

εκτελέσει τόσες πολλές επαναλήψεις όπως δείχνει και το παράδειγμα της Εικόνας 

4.5.2. Γι’ αυτό το παράδειγμα, ο αλγόριθμος μπορεί να επιλέξει τα αυξητικά μονοπάτια 

𝑠 − 𝑎 − 𝑏 − 𝑡 και 𝑠 − 𝑏 − 𝑎 − 𝑡 εναλλακτικά 106 φορές και κάθε φορά να αυξάνει τη 

μονάδα ροής κατά μήκος του μονοπατιού. Αυτό το παράδειγμα απεικονίζει ένα 

μειονέκτημα του αλγορίθμου. 

(a)

s t

b

a

1      

(b)

s t

b

a

1      

1

1
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(c)

s t

b

a

1      

11

1 1

 

Εικόνα 4.5.2. Παθολογικό παράδειγμα του προσημασμένου αλγορίθμου: (α) 

υπολειπόμενο δίκτυο για τη μηδενική ροή, (b) δίκτυο μετά την αύξηση 

μονάδας ροής κατά μήκος του μονοπατιού 𝑠 − 𝑎 − 𝑏 − 𝑡, (c) δίκτυο μετά 

την αύξηση μονάδας ροής κατά μήκος τους μονοπατιού 𝑠 − 𝑏 − 𝑎 − 𝑡.3 

Ένα δεύτερο μειονέκτημα του προσημασμένου αλγορίθμου είναι το ακόλουθο. Αν οι 

χωρητικότητες είναι άρρητες, ο αλγόριθμος μπορεί να μην τερματίσει. Σε κάποιες 

περιπτώσεις του προβλήματος μέγιστης ροής, ο προσημασμένος αλγόριθμος δεν 

τερματίζει, και παρόλο που συγκλίνουν οι διαδοχικές τιμές της ροής, συγκλίνουν σε 

μία τιμή, αυστηρά μικρότερη της τιμής της μέγιστης ροής. (Παρατηρούμε, όμως, ότι 

το θεώρημα μέγιστης-ροής ελάχιστης-αποκοπής ισχύει ακόμη και αν οι τιμές των 

χωρητικοτήτων των τόξων είναι άρρητες.) Συνεπώς, αν ο προσημασμένος αλγόριθμος 

είναι εγγυημένα αποτελεσματικός, θα πρέπει να επιλέξει προσεκτικά τα αυξητικά 

μονοπάτια. 

Ένα τρίτο μειονέκτημα του προσημασμένου αλγορίθμου είναι η «λήθη» του. Σε κάθε 

επανάληψη, ο αλγόριθμος παράγει προσημασμένους κόμβους που περιέχουν 

πληροφορίες σχετικά με τα αυξητικά μονοπάτια από τον κόμβο-πηγή στους 

υπόλοιπους κόμβους. Η εκτέλεση που έχουμε περιγράψει αφαιρεί τις επισημάνσεις 

καθώς κινείται από τη μία επανάληψη στην επόμενη, ακόμη κι αν αρκετή από αυτή την 

πληροφορία μπορεί να είναι ωφέλιμη στην επόμενη επανάληψη. Αφαιρώντας τις 

επισημάνσεις καταστρέφει και πιθανή χρήσιμη πληροφορία. Ιδανικά, θα έπρεπε να 

διατηρούμε τις επισημάνσεις όταν μπορούμε να επωφεληθούμε από την πληροφορία 

τους σε μελλοντικούς υπολογισμούς. 
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4.6. Παραδείγματα στο πρόβλημα Μεγίστης Ροής  

 

4.6.1. 1ο Παράδειγμα: 

Ένα δίκτυο αγωγών χρησιμοποιείται για τη μεταφορά υγρού μεταξύ 6 δεξαμενών. 

Έστω ότι προέκυψε η ανάγκη να μεταφερθούν τα περιεχόμενα της δεξαμενής 1 στη 

δεξαμενή 6 το ταχύτερο δυνατόν. Αν κάθε αγωγός έχει μια μέγιστη παροχή, όπως 

αναγράφεται στο παρακάτω σχήμα, ποια θα είναι η μέγιστη ροή υγρού από τη δεξαμενή 

1 στη δεξαμενή 6; 

1

2

3

4

5

6

6

12

4

2

2

4

2

8

 

Λύση: 

Σε κάθε βήμα επιλέγουμε μια διαδρομή από την είσοδο έως την έξοδο και βρίσκουμε 

τη μέγιστη δυνατότητα ροής που έχει (δηλ. το κλάδο με τη μικρότερη χωρητικότητα). 

Αφαιρούμε τη ποσότητα από όλους τους κλάδους της διαδρομής και εφόσον υπάρχει 

περιθώριο προχωρούμε σε επιλογή άλλων διαδρομών. 

ΕΠΑΝΑΛΗΨΕΙΣ 

1ο ΒΗΜΑ 

Επιλέγουμε τη διαδρομή 1-3-5-6. Η μέγιστη ροή της είναι 2 όση και του μικρότερου 

κλάδου της (5,6). Αφαιρούμε το 2 από τους άλλους δυο κλάδους και έχουμε: 
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2ο ΒΗΜΑ 

Επιλέγουμε τη διαδρομή 1-3-4-6. Η μέγιστη ροή της είναι 2 όση και του μικρότερου 

κλάδου της (3,4). Αφαιρούμε το 2 από τους άλλους δυο κλάδους και έχουμε: 

 

 

 

3ο ΒΗΜΑ 

Επιλέγουμε τη διαδρομή 1-2-4-6. Η μέγιστη ροή της είναι 4 όση και του μικρότερου 

κλάδου της (2,4). Αφαιρούμε το 4 από τους άλλους δυο κλάδους και έχουμε: 

 

Σε αυτό το σημείο δεν υπάρχει άλλη διαδρομή από το κόμβο 1 στο κόμβο 6 με θετική 

ροή. Η μέγιστη ροή είναι 6+2 = 8 και είναι ίση με την χωρητικότητα της τομής που 

περνά από τους τρεις κορεσμένους κλάδους (2,4), (3,4) & (5,6): 4+2+2 = 8. 
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4.6.2. 2ο Παράδειγμα: 

Ένα δίκτυο υπόγειων σιδηροδρομικών τροχιών απαρτίζει το δίκτυο του μετρό μιας 

ευρωπαϊκής πόλης. Κάποια συγκεκριμένη χρονική περίοδο, που είναι για παράδειγμα 

μια Κυριακή ενός μηνός Μαρτίου, λαμβάνοντας υπόψιν κάποιους περιορισμούς στο 

μέγιστο επιτρεπόμενο μήκος συρμού, όπως και τα διαθέσιμα βαγόνια και άλλα 

παρόμοια στοιχεία, οδηγηθήκαμε στη σκιαγράφηση του ακόλουθου διαγράμματος. Το 

διάγραμμα παρουσιάζει τους διάφορους εφικτούς τρόπους σύνδεσης, μέσω 

ενδιάμεσων σταθμών και διαδρομών, του Δυτικού κύριου σταθμού μεταβίβασης 

(κόμβος Δ), με τον Ανατολικό κύριο σταθμό μεταβίβασης (κόμβος Α). Οι αριθμοί στα 

άκρα κάθε τόξου παριστάνουν το πλήθος συρμών μέσης χωρητικότητας που δύναται, 

ανά ώρα, να αναχωρήσει-περάσει από τον έναν κόμβο με κατεύθυνση προς τον άλλον 

κόμβο που βρίσκεται στο έτερο άκρο του τόξου. Μια συγκεκριμένη ώρα της Κυριακής 

αυτής του Μαρτίου, είναι απαραίτητο να αποσταλούν 1.350 συρμοί μέσης 

χωρητικότητας από το Δυτικό σταθμό στον Ανατολικό, για να εξυπηρετήσουν ανάγκες 

μετακίνησης φιλάθλων. Ο σταθμάρχης του Δυτικού σταθμού είναι σίγουρος ότι είναι 

σε θέση να ικανοποιήσει τη ζήτηση, επειδή, όπως είπε, το συνολικό πλήθος των 

συρμών μέσης χωρητικότητας που μπορούν να αναχωρήσουν κάθε ώρα από το Δυτικό 

σταθμό με κατεύθυνση προς τα Ανατολικά, επαρκεί για την εξυπηρέτηση του κοινού. 

Αυτό διότι, όπως φαίνεται από τις ακμές Δ-1, Δ-5 και Δ-2, το συνολικό πλήθος συρμών 

που μπορεί να αποστείλει κάθε ώρα είναι ίσο με 500+600+300=1.400 μονάδες, 

προσφορά δυναμικότητας που ξεπερνά τη ζήτηση και επομένως δεν υπάρχει κανένα 

πρόβλημα. Συμφωνείτε ή διαφωνείτε; Αιτιολογήστε επαρκώς την απάντησή σας.
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Λύση: 

Πρόκειται για πρόβλημα εύρεσης Μέγιστης Ροής από έναν κόμβο πηγή, τον Δ, προς 

έναν κόμβο δέκτη, τον Α και στη συνέχεια σύγκρισης με τις ανάγκες σε δυναμικότητα 

για εξαγωγή συμπεράσματος. 

Ξεκινάμε λοιπόν επιλέγοντας αυθαίρετα  ένα μονοπάτι με θετική (μη μηδενική) 

δυναμικότητα ροής από την πηγή προς τον δέκτη. Ένα τέτοιο μονοπάτι είναι για 

παράδειγμα το μονοπάτι Δ-5-7-Α. Η μέγιστη δυναμικότητα ροής του μονοπατιού 

αυτού είναι ίση με 500 μονάδες όπως καθορίζεται από το τόξο με τη μικρότερη 

δυναμικότητα ροής, δηλαδή το τόξο 7-Α. Έτσι, στέλνουμε 500 μονάδες μέσω του 

μονοπατιού αυτού από την πηγή Δ προς το δέκτη Α και αναπροσαρμόζουμε κατάλληλα 

τις ροές των τόξων που συμμετέχουν. Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται η πρώτη 

επανάληψη. Μετά τον κόμβο Α σημειώνουμε μονοπάτι και ροή. Συνολική ροής μέχρι 

τώρα: 500 μονάδες. 
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Συνεχίζουμε το μονοπάτι (αυθαίρετα) Δ-1-3-Α, που έχει θετική (μη μηδενική) 

δυναμικότητα ροής από την πηγή προς το δέκτη. Η δυναμικότητα ροής του μονοπατιού 

αυτού είναι ίση με 400 μονάδες και καθορίζεται από το τόξο 1-3 που έχει την ελάχιστη 

δυναμικότητα ροής ανάμεσα στα τόξα του μονοπατιού. Έτσι στέλνουμε 400 μονάδες 

από το μονοπάτι αυτό και αναπροσαρμόζουμε τις ροές των τόξων. Στο παρακάτω 

σχήμα φαίνεται η δεύτερη επανάληψη. Έχει διατηρηθεί και η πρώτη επανάληψη χωρίς 

τα βέλη αλλά με έντονα τόξα μόνο. Συνολική ροή μέχρι τώρα: 500+400=900 μονάδες. 
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Στη συνέχεια επιλέγουμε το μονοπάτι Δ-2-6-7-8-Α. Η δυναμικότητα ροής του 

μονοπατιού είναι ίση με 300 μονάδες και καθορίζεται από δύο τόξα ελάχιστης 

δυναμικότητας ροής μέσα στο μονοπάτι δηλαδή την Δ-2 ή την 7-8. Έτσι, 

αποστέλλονται 300 μονάδες από το μονοπάτι αυτό από την πηγή προς το δέκτη και 

αναπροσαρμόζονται οι ροές των τόξων. Στο παρακάτω σχήμα παρουσιάζεται η τρίτη 

επανάληψη. Έχουμε, όπως και πριν, διατηρήσει την πρώτη και τη δεύτερη επανάληψη 

χωρίς όμως τα βέλη αλλά με έντονα τόξα μόνο. Συνολική ροή μέχρι τώρα: 

500+400+300=1.200 μονάδες. 
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Συνεχίζουμε επιλέγοντας τώρα το μονοπάτι Δ-1-4-3-Α. Η δυναμικότητα ροής του 

μονοπατιού είναι ίση με 100 μονάδες και καθορίζεται από τη μικρότερη δυναμικότητα 

ροής, δηλαδή εκείνη του τόξου Δ-1. Έτσι, αποστέλλονται 100 μονάδες από το μονοπάτι 

αυτό από την πηγή προς το δέκτη και αναπροσαρμόζουμε τις ροές των τόξων. Στο 

παρακάτω σχήμα φαίνεται η τέταρτη επανάληψη. Διατηρήθηκαν και πάλι η πρώτη, η 

δεύτερη και η τρίτη επανάληψη χωρίς τα βέλη, με έντονα τόξα μόνο. Συνολική ροή 

μέχρι τώρα: 500+400+300+100=1.300 μονάδες 
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Στο προηγούμενο σχήμα, παρατηρούμε ότι ενώ υπάρχει θετική δυναμικότητα ροής από 

την πηγή, ίση με  100 μονάδες στο τόξο Δ-5, η ροή αυτή δεν μπορεί να διοχετευθεί 

προς το δέκτη αφού δεν υπάρχει μονοπάτι το οποίο να μπορεί να περάσει μέχρι τέλους. 

Ολοκληρώνοντας, διαπιστώνουμε λοιπόν, ότι δεν υπάρχει άλλο μονοπάτι με θετική (μη 

μηδενική) δυναμικότητα ροής από την πηγή προς το δέκτη, οπότε είναι φανερό ότι η 

μέγιστη ροή είναι ίση με 1.300 μονάδες ανά ώρα. Στο παρακάτω σχήμα δίνεται πλήρως 

η άριστη λύση διατηρώντας τις ροές που είναι απαραίτητες πάνω σε κάθε τόξο που 

ενεργοποιείται. 
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Στο ερώτημα αν συμφωνούμε ή διαφωνούμε με το σταθμάρχη, η απάντηση είναι ότι 

διαφωνούμε αφού μπορεί μεν δυνητικά να υπάρχει δυναμικότητα ροής 1.400 μονάδες 

από την πηγή προς το δέκτη ανατολικά, όμως οι στενώσεις που παρουσιάζονται στους 

ενδιάμεσους σταθμούς, επιτρέπουν τελικά να φτάσουν το πολύ 1.300 συρμοί ανά ώρα 

στον Ανατολικό σταθμό. Συνεπώς υπολείπονται 50 συρμοί για να εξυπηρετηθεί το 

κοινό. 
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4.6.3. 3ο Παράδειγμα: 

Γνωστή εταιρεία πετρελαιοειδών διαθέτει μια πετρελαιοπηγή κι ένα διυλιστήριο στην 

περιοχή της Αλάσκας. Το ακατέργαστο (αργό) πετρέλαιο που αντλείται από την 

πετρελαιοπηγή μεταφέρεται με σωλήνες μέσω ενός δικτύου σταθμών μεταφοράς στο 

διυλιστήριο. Η ποσότητα πετρελαίου που μεταφέρεται μέσω σωλήνων στους σταθμούς 

μεταφοράς διαφέρει λόγω της διαφορετικής χωρητικότητας (διαμέτρου) των σωλήνων. 

Το διάγραμμα που ακολουθεί, παρουσιάζει τους διαφορετικούς τρόπους σύνδεσης, 

μέσω ενδιάμεσων σταθμών και διαδρομών, της πετρελαιοπηγής (Π) με το διυλιστήριο 

(Δ). Οι αριθμοί στα άκρα κάθε τόξου παριστάνουν τη μέγιστη ποσότητα αργού 

πετρελαίου που είναι δυνατό να μεταφερθεί μεταξύ δύο σταθμών, μετρήσιμη σε 

χιλιάδες βαρέλια ανά ώρα. Η εταιρεία επιθυμεί να υπολογίσει τη μέγιστη ποσότητα 

πετρελαίου (εκφρασμένη σε αριθμό βαρελιών) ανά ώρα που είναι δυνατό να 

μεταφερθεί από την πετρελαιοπηγή στο διυλιστήριο. Χρησιμοποιήστε κατάλληλη 

τεχνική της δικτυωτής ανάλυσης προκειμένου να υπολογίσετε τη μέγιστη ποσότητα 

πετρελαίου (εκφρασμένη σε αριθμό βαρελιών) ανά ώρα που είναι δυνατό να 

μεταφερθεί από την πετρελαιοπηγή στο διυλιστήριο.  
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Λύση: 

Πρόκειται για πρόβλημα εύρεσης της μέγιστης ροής από έναν κόμβο πηγή (Π) προς 

έναν κόμβο δέκτη (Δ). 

Ξεκινάμε λοιπόν επιλέγοντας αυθαίρετα ένα μονοπάτι με θετική (μη μηδενική) 

δυναμικότητα ροής από την πηγή προς το δέκτη. Ένα τέτοιο μονοπάτι είναι για 

παράδειγμα το μονοπάτι Π-2-5-Δ. Η μέγιστη δυναμικότητα ροής του μονοπατιού 
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αυτού είναι ίση με  5 μονάδες, όπως καθορίζεται από το τόξο του με τη μικρότερη 

δυναμικότητα ροής δηλαδή το τόξο 2-5. Έτσι, στέλνουμε 5 μονάδες μέσω του 

μονοπατιού αυτού από την πηγή Π προς το δέκτη Δ και αναπροσαρμόζουμε κατάλληλα 

τις ροές των τόξων που συμμετέχουν. Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται η πρώτη 

επανάληψη. Μετά τον κόμβο Π σημειώνουμε μονοπάτι και ροή. Συνολική ροή: 5 

μονάδες. 

2

3

4

5

6

1

Π

10

8 Δ
15

15

10

10

5
0 10

6

15

10

6

8

0

5 8

9

0
4 4

11

3

12

5

5

5

5 Π-2-5-Δ

 

 

 

Συνεχίζουμε το μονοπάτι (αυθαίρετα) Π-3-6-Δ, που έχει θετική (μη μηδενική) 

δυναμικότητα ροής από την πηγή προς το δέκτη. Η δυναμικότητα ροής του μονοπατιού 

αυτού είναι ίση με 12 μονάδες που καθορίζεται από το τόξο 6-Δ που έχει την ελάχιστη 

δυναμικότητα ροής ανάμεσα στα τόξα του μονοπατιού. Έτσι, στέλνουμε 12 μονάδες 

από το μονοπάτι αυτό και αναπροσαρμόζουμε τις ροές των τόξων. Στο παρακάτω 

σχήμα φαίνεται η δεύτερη επανάληψη, ενώ έχουμε διατηρήσει και την πρώτη 

επανάληψη χωρίς τα βέλη αλλά με έντονα τόξα μόνο. Συνολική ροή: 5+12=17 

μονάδες., 
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Στη συνέχεια, επιλέγουμε το μονοπάτι Π-1-4-6-3-5-Δ. Η δυναμικότητα ροής του 

μονοπατιού είναι ίση με 3 μονάδες που καθορίζεται από τα τόξα 6-3 και 5-Δ που έχουν 

την ελάχιστη δυναμικότητα ροής ανάμεσα στα τόξα του μονοπατιού. Έτσι, 

αποστέλλονται 3 μονάδες από το μονοπάτι αυτό από την πηγή προς το δέκτη ενώ 

αναπροσαρμόζονται οι ροές των τόξων. Στο παρακάτω σχήμα παρουσιάζεται η τρίτη 

επανάληψη, ενώ έχουμε διατηρήσει την πρώτη και τη δεύτερη επανάληψη. Συνολική 

ροή μέχρι τώρα: 5+12+3=20 μονάδες. 
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Συνεχίζουμε επιλέγοντας τώρα το μονοπάτι Π-1-4-Δ. Η δυναμικότητα ροής του 

μονοπατιού είναι ίση με 7 μονάδες και καθορίζεται από δύο τόξα ελάχιστης 

δυναμικότητας ροής μέσα στο μονοπάτι δηλαδή το Π-1 και το 1-4. Έτσι, 

αποστέλλονται 7 μονάδες από το μονοπάτι αυτό από την πηγή προς το δέκτη και 

αναπροσαρμόζουμε τις ροές των τόξων. Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται η τέταρτη 

επανάληψη, ενώ έχουμε διατηρήσει τις προηγούμενες τρεις επαναλήψεις. Συνολική 

ροή μέχρι τώρα: 5+12+3+7=27 μονάδες. 
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Στη συνέχεια, επιλέγουμε το μονοπάτι Π-3-6-4-Δ. Η δυναμικότητα ροής του 

μονοπατιού είναι ίση με 1 μονάδα και καθορίζεται από το τόξο 4-Δ που έχει την 

ελάχιστη δυναμικότητα ροής ανάμεσα στα τόξα του μονοπατιού. Έτσι, αποστέλλεται 

1 μονάδα από το μονοπάτι αυτό από την πηγή προς το δέκτη και αναπροσαρμόζονται 

οι ροές των τόξων. Στο παρακάτω σχήμα παρουσιάζεται η πέμπτη επανάληψη, ενώ 

έχουμε διατηρήσει τις προηγούμενες τέσσερις επαναλήψεις. Συνολική ροή μέχρι τώρα: 

5+12+3+7+1=28 μονάδες. 
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Στο ανώτερο σχήμα, παρατηρούμε ότι ενώ υπάρχει θετική δυναμικότητα ροής από την 

πηγή (στα τόξα Π-2 και Π-3, ίση με 15 μονάδες και 2 μονάδες αντίστοιχα), η ροή αυτή 

δεν μπορεί να διοχετευθεί προς το δέκτη αφού δεν υπάρχει μονοπάτι από το οποίο να 

μπορεί να περάσει μέχρι τέλους. Ολοκληρώνοντας, διαπιστώνουμε λοιπόν ότι δεν 

υπάρχει άλλο μονοπάτι με θετική (μη μηδενική) δυναμικότητα ροής από την πηγή προς 

το δέκτη, οπότε είναι φανερό ότι η μέγιστη ροή είναι ίση με 28 χιλιάδες βαρέλια ανά 

ώρα. 
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5 

 

Προβλήματα Ροής Ελαχίστου Κόστους 

Minimum Cost Flow Problems 

 

 

5.1. Εισαγωγή 

Το πρόβλημα ελάχιστου κόστους ροής είναι το πιο γνωστό και το πιο σημαντικό στην 

επίλυσή του. Στα προηγούμενα κεφάλαια είδαμε δύο ειδικές περιπτώσεις αυτού του 

προβλήματος: το πρόβλημα του ελάχιστου μονοπατιού (the shortest path problem) και 

το πρόβλημα της μέγιστης ροής (the maximum flow problem). Αυτά τα προβλήματα 

εμφανίζονται σε διάφορες εφαρμογές όπως στην αντικατάσταση εξοπλισμού, στον 

σχεδιασμό ενός έργου, στον προγραμματισμό της παραγωγής, στην στρογγυλοποίηση 

της απογραφής και στην ανάλυση του λεγόμενου «round-robin» αγώνα (στον οποίο 

κάθε παίκτης αντιμετωπίζει κάθε παίκτη της αντίπαλης ομάδας). Επίσης, αναπτύξαμε 

διάφορες προσεγγίσεις αλγορίθμων για την επίλυση τέτοιων προβλημάτων και 

μελετήσαμε τον υπολογιστικό τους χρόνο, καθώς και τη σχέση που μπορεί να έχουν 

μεταξύ τους. Παρόλο που είναι εύκολο να καταλάβουμε την βασική δομή των 

προβλημάτων ελάχιστου μονοπατιού και μέγιστης ροής και να αναπτύξουμε 

αλγορίθμους για την επίλυσή τους, είναι μία πρόκληση να σχεδιάσουμε και να 

αναλύσουμε πιο αποδοτικούς αλγορίθμους, γιατί απαιτούν αρκετή εφευρετικότητα και 

διαίσθηση για να συνδυάσουμε τις βασικές στρατηγικές ανάπτυξης αλγορίθμων και 

την πολυπλοκότητά τους. 

Σε αυτό το κεφάλαιο θα αναπτύξουμε διάφορους αλγορίθμους για την επίλυση των 

προβλημάτων του ελάχιστου κόστους ροής. Παρόλο που αυτοί οι αλγόριθμοι δεν είναι 

τόσο αποδοτικοί όσο αυτοί των προβλημάτων του ελάχιστου μονοπατιού και της 

μεγίστης ροής, εξακολουθούν να είναι αρκετά αποτελεσματικοί και πράγματι είναι 

ανάμεσα στους πιο γνωστούς αποδοτικούς αλγορίθμους στα εφαρμοσμένα 

μαθηματικά, στην επιστήμη των υπολογιστών και στην επιχειρησιακή έρευνα για την 

επίλυση των προβλημάτων βελτιστοποίησης μεγάλης κλίμακας. 
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Επιπρόσθετα δείχνουμε ότι μπορούμε να αναπτύξουμε σημαντική διαίσθηση και 

χρήσιμα εργαλεία και μεθόδους ανάλυσης, σχεδιάζοντας στο ήδη υπάρχον υλικό που 

έχουμε αναπτύξει σε προηγούμενα κεφάλαια. Για παράδειγμα, προκειμένου να έχουμε 

μια γερή βάση για την ανάπτυξη αλγορίθμων που θα λύσουν τα προβλήματα ελάχιστου 

κόστους ροής, στην επόμενη παράγραφο, καθιερώνουμε τους όρους βελτιστοποίησης 

για τα προβλήματα ελάχιστου κόστους ροής που βασίζονται στην έννοια των 

δυναμικών κόμβων που συνδέονται με τους κόμβους στο υπολειπόμενο δίκτυο. Αυτοί 

οι δυναμικοί κόμβοι είναι γενικεύσεις της έννοιας των επισημάνσεων της απόστασης 

που χρησιμοποιήσαμε στα προβλήματα ελάχιστου μονοπατιού. Ωστόσο, η σύνδεση με 

τα ελάχιστα μονοπάτια είναι πολύ πιο βαθιά από αυτή την απλή αναλογία μεταξύ 

δυναμικών κόμβων και επισημάνσεις αποστάσεων. Για παράδειγμα, θα δείξουμε πώς 

να ερμηνεύουμε και να βρίσκουμε τους βέλτιστους δυναμικούς κόμβους για ένα 

πρόβλημα ελάχιστου κόστους ροής λύνοντας ένα κατάλληλο πρόβλημα ελάχιστου 

μονοπατιού: Οι βέλτιστοι δυναμικοί κόμβοι ισούνται με την αρνητική από τις βέλτιστες 

επισημάνσεις απόστασης από το πρόβλημα ελάχιστου μονοπατιού. 

Ακόμη, πολλοί αλγόριθμοι για την επίλυση των προβλημάτων ελάχιστου κόστους ροής 

συνδυάζουν στοιχεία τόσο των αλγορίθμων ελάχιστου μονοπατιού, όσο και αυτών της 

μέγιστης ροής. Πολλοί από αυτούς τους αλγορίθμους λύνουν μια σειρά από 

προβλήματα ελάχιστου μονοπατιού σε σχέση με τη μέγιστη ροή όπως τα υπολειπόμενα 

δίκτυα και τα αυξητικά μονοπάτια. Θα αναλύσουμε 3 αλγορίθμους σε αυτό το 

κεφάλαιο. Ο αλγόριθμος της ακύρωσης του κύκλου (cycle-canceling algorithm) που 

χρησιμοποιεί υπολογισμούς του ελάχιστου μονοπατιού για να βρει αυξητικούς 

κύκλους με αρνητικά κόστη ροής και μετά αυξάνει τις ροές σε αυτούς τους κύκλους 

και επαναλαμβάνει αυτούς τους υπολογισμούς για να ανιχνεύσει κύκλους με αρνητικά 

κόστη και αυξητικές ροές. Ο αλγόριθμος διαδοχικού ελάχιστου μονοπατιού (successive 

shortest path algorithm), ο οποίος σταδιακά φορτώνει ροή στο δίκτυο από κάποιο 

κόμβο-πηγή σε κάποιο καταληκτικό κόμβο, επιλέγοντας κάθε φορά ένα κατάλληλα 

ορισμένο ελάχιστο μονοπάτι. Ο αλγόριθμος primal-dual (primal-dual algorithm) ο 

οποίος σε κάθε επανάληψη λύνει ένα πρόβλημα ελάχιστου μονοπατιού και αυξάνει την 

ροή κατά μήκος ενός ή περισσοτέρων ελάχιστων μονοπατιών. Ο αλγόριθμος αυτός 

χρησιμοποιεί έναν υπολογισμό μέγιστης ροής για να αυξήσει τη ροή ταυτόχρονα σε 

πολλά ελάχιστα μονοπάτια. 

Το γεγονός ότι μπορούμε να εφαρμόσουμε επαναληπτικούς αλγορίθμους ελάχιστων 

μονοπατιών με τόσους πολλούς τρόπους αποδεικνύει την ευελιξία που έχουμε στην 

επίλυση προβλημάτων ελάχιστου κόστους ροής. Για να αναλύσουμε τους παραπάνω 

αλγορίθμους απαιτείται πρώτα μία αναφορά στη σημειογραφία και τις υποθέσεις. 
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5.2. Συμβολισμοί και Ορισμοί 
 

Έστω G = (N, A) είναι ένα κατευθυνόμενο δίκτυο με ένα κόστος 𝑐𝑖𝑗 και μία 

χωρητικότητα 𝑢𝑖𝑗 που συνδέεται με κάθε τόξο (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴. Συνδέουμε με κάθε κόμβο 

𝑖 ∈ 𝑁 έναν αριθμό 𝑏(𝑖) ο οποίος υποδηλώνει την προσφορά ή τη ζήτηση ανάλογα με 

το αν 𝑏(𝑖) > 0 ή 𝑏(𝑖) < 0. Το πρόβλημα ελάχιστου κόστους ροής μπορεί να 

διατυπωθεί ως ακολούθως: 

𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒 𝓏(𝑥) = ∑ 𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗
(𝑖,𝑗)∈𝐴

 

υπό τους περιορισμούς:  

∑ 𝑥𝑖𝑗{𝑗:(𝑖,𝑗)∈𝐴} − ∑ 𝑥𝑗𝑖{𝑗:(𝑗,𝑖)∈𝐴} = 𝑏(𝑖)  

0 ≤ 𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑢𝑖𝑗   𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴. 

Έστω 𝐶 υποδηλώνει το μεγαλύτερο μέγεθος κόστους οποιουδήποτε τόξου. Επίσης, 

έστω 𝑈 υποδηλώνει το μεγαλύτερο μέγεθος χωρητικότητας οποιασδήποτε 

προσφοράς/ζήτησης ή πεπερασμένου τόξου. Υποθέτουμε ότι τα κάτω όρια 𝑙𝑖𝑗 στις ροές 

των τόξων είναι όλα μηδέν. Κάνουμε ακόμη τις ακόλουθες υποθέσεις: 

Υπόθεση 5.2.1.: Όλα τα δεδομένα (κόστη, προσφορά/ζήτηση, χωρητικότητα) είναι 

ακέραιοι.  

Όπως είδαμε και προηγουμένως αυτή η υπόθεση δεν είναι πολύ περιοριστική στην 

πράξη γιατί οι υπολογιστές λειτουργούν με ρητούς αριθμούς που μπορούν να 

μετατραπούν σε ακέραιους αριθμούς πολλαπλασιάζοντάς τους με κατάλληλα μεγάλο 

αριθμό. 

Υπόθεση 5.2.2.: Το δίκτυο είναι κατευθυνόμενο. 

Μπορούμε πάντα να επιβεβαιώσουμε αυτή την υπόθεση μετατρέποντας οποιοδήποτε 

μη κατευθυνόμενο δίκτυο σε κατευθυνόμενο. 

Υπόθεση 5.2.3.: Οι προσφορές/ζητήσεις στους κόμβους ικανοποιούν την συνθήκη 

∑ 𝑏(𝑖)𝑖∈𝑁 = 0 και το πρόβλημα ελάχιστου κόστους ροής έχει μία εφικτή λύση. 

Μπορούμε να καθορίσουμε αν το πρόβλημα ελάχιστου κόστους ροής έχει μία εφικτή 

λύση λύνοντας ένα πρόβλημα μεγίστης ροής ως ακολούθως. Εισάγουμε έναν κόμβο-

πηγή 𝑠∗ και έναν καταληκτικό κόμβο 𝑡∗. Για κάθε κόμβο 𝑖 με 𝑏(𝑖) > 0, προσθέτουμε 

ένα τόξο-«πηγή» (𝑠∗, 𝑖) με χωρητικότητα 𝑏(𝑖) και για κάθε κόμβο 𝑖 με 𝑏(𝑖) < 0, 

προσθέτουμε ένα τόξο-«καταληκτικό» (𝑖, 𝑡∗) με χωρητικότητα −𝑏(𝑖). Τώρα λύνουμε 

το πρόβλημα μεγίστης ροής από το 𝑠∗ στο 𝑡∗. Εάν η μέγιστη ροή περάσει από όλα τα 
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τόξα-«πηγές», τότε το πρόβλημα ελαχίστους κόστους ροής είναι εφικτό, διαφορετικά 

είναι ανέφικτο.  

Υπόθεση 5.2.4.: Υποθέτουμε ότι το δίκτυο 𝐺 περιέχει ένα κατευθυνόμενο μονοπάτι με 

μηδενική χωρητικότητα (δηλαδή κάθε τόξο στο μονοπάτι έχει άπειρη χωρητικότητα) 

μεταξύ κάθε ζεύγους κόμβων. 

Επιβάλλουμε αυτή την προϋπόθεση, αν είναι απαραίτητο, προσθέτοντας τεχνητά τόξα 

(1, 𝑗) και (𝑗, 1) για κάθε 𝑗 ∈ 𝑁 και αναθέτοντας ένα μεγάλο κόστος και άπειρη 

χωρητικότητα σε κάθε τόξο από αυτά. Κανένα τέτοιο τόξο δεν εμφανίζεται στη λύση 

ελάχιστου κόστους, εκτός αν το πρόβλημα δεν περιέχει κάποια εφικτή λύση χωρίς 

τεχνητά τόξα. 

Υπόθεση 5.2.5.: Όλα τα κόστη των τόξων είναι μη αρνητικά. 

Αυτή η υπόθεση επιβάλλει καμία απώλεια της γενικότητας από τη στιγμή που ο 

αντίστροφος μετασχηματισμός τόξων μετατρέπει ένα πρόβλημα ελάχιστου κόστους 

ροής με αρνητικά μήκη τόξου σε εκείνα με μη αρνητικά μήκη τόξου. Αυτός ο 

μετασχηματισμός, ωστόσο, απαιτεί όλα τα τόξα να έχουν πεπερασμένες 

χωρητικότητες. Όταν κάποια τόξα δεν έχουν χωρητικότητα, υποθέτουμε ότι το δίκτυο 

δεν περιέχει κατευθυνόμενο κύκλο με αρνητικό κόστος άπειρης χωρητικότητας. Αν το 

δίκτυο περιέχει οποιουσδήποτε τέτοιους κύκλους, η βέλτιστη τιμή του προβλήματος 

ελάχιστου κόστους ροής δεν είναι φραγμένη από κάποιο όριο. Εν απουσία ενός 

αρνητικού κύκλου με άπειρη χωρητικότητα, μπορούμε να φτιάξουμε κάθε τόξο που 

δεν έχει χωρητικότητα, να έχει χωρητικότητα, ορίζοντας την χωρητικότητά του ίση με 

𝛣, όπου 𝛣 είναι το άθροισμα όλων των χωρητικοτήτων των τόξων και των προσφορών 

όλων των αντίστοιχων κόμβων.  

 

Υπολειπόμενο Δίκτυο (Residual Network) 

 

Οι παρακάτω αλγόριθμοι που θα αναλύσουμε βασίζονται στην ιδέα των 

υπολειπόμενων δικτύων. Το υπολειπόμενο δίκτυο 𝐺(𝑥) που αντιστοιχεί σε μία ροή 𝑥 

ορίζεται ως ακολούθως. Αντικαθιστούμε κάθε τόξο (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴 με δύο τόξα (𝑖, 𝑗) και 

(𝑗, 𝑖). Το τόξο (𝑖, 𝑗) έχει κόστος 𝑐𝑖𝑗 και υπολειπόμενη χωρητικότητα 𝑟𝑖𝑗 = 𝑢𝑖𝑗 − 𝑥𝑖𝑗 και 

το τόξο (𝑗, 𝑖) έχει κόστος 𝑐𝑗𝑖 = −𝑐𝑖𝑗 και υπολειπόμενη χωρητικότητα 𝑟𝑗𝑖 = 𝑥𝑖𝑗. Το 

υπολειπόμενο δίκτυο αποτελείται μόνο από τόξα με θετική υπολειπόμενη 

χωρητικότητα.  
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5.3. Συνθήκες Βελτιστοποίησης  

Είδαμε στα προβλήματα ελάχιστου μονοπατιού, ότι ένα σύνολο προσημασμένων 

αποστάσεων 𝑑(𝑖) ορίζει αποστάσεις ελάχιστου μονοπατιού από έναν καθορισμένο 

κόμβο 𝑠 σε κάθε άλλο κόμβο στο δίκτυο αν και μόνο αν αυτό το σύνολο 

αντιπροσωπεύει αποστάσεις κατά μήκος μερικών μονοπατιών από τον κόμβο 𝑠 και 

ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες βελτιστοποίησης του ελάχιστου μονοπατιού: 

𝑑(𝑗) ≤ 𝑑(𝑖) + 𝑐𝑖𝑗 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴. 

Αυτές οι συνθήκες βελτιστοποίησης είναι χρήσιμες σε διάφορες πτυχές. Πρώτον, μας 

δίνουν έναν απλό έλεγχο εγκυρότητας για να ελέγξουμε αν ένα δεδομένο σύνολο 

προσημασμένων αποστάσεων ορίζει ελάχιστα μονοπάτια. Ομοίως, οι συνθήκες 

βελτιστοποίησης μας παρέχουν μια μέθοδο για να καθορίσουμε αν ένα δεδομένο 

σύνολο μονοπατιών, ένα από τον κόμβο 𝑠 σε κάθε άλλο κόμβο στο δίκτυο, αποτελεί 

ένα σύνολο ελάχιστων μονοπατιών από τον κόμβο 𝑠. Απλά υπολογίζουμε τα μήκη 

αυτών των μονοπατιών και βλέπουμε αν αυτές οι αποστάσεις ικανοποιούν τις συνθήκες 

βελτιστοποίησης. Σε κάθε περίπτωση οι συνθήκες βελτιστοποίησης μας παρέχουν ένα 

«πιστοποιητικό» βελτιστοποίησης, το οποίο είναι μια διασφάλιση ότι ένα σύνολο από 

προσημασμένες αποστάσεις ή ένα σύνολο μονοπατιών είναι βέλτιστο. Ένα καλό 

χαρακτηριστικό αυτού του «πιστοποιητικού» είναι η ευκολία στη χρήση του. Δεν 

χρειάζεται να επικαλεστούμε κάποιον πολύπλοκο αλγόριθμο για να βεβαιώσουμε ότι 

μια λύση είναι πολύπλοκη. Απλά ελέγχουμε τις συνθήκες βελτιστοποίησης. Οι 

συνθήκες βελτιστοποίησης είναι επίσης πολύτιμες και για άλλους λόγους. Μπορούν να 

προτείνουν τρόπο επίλυσης του προβλήματος ελάχιστου μονοπατιού. Τέλος, οι 

συνθήκες βελτιστοποίησης μας παρέχουν ένα μηχανισμό για τη διαπίστωση της 

εγκυρότητας των αλγορίθμων για το πρόβλημα του ελάχιστου μονοπατιού. Για να 

δείξουμε δηλαδή ότι ένα αλγόριθμος έχει βρει σωστά τα επιθυμητά ελάχιστα 

μονοπάτια, επιβεβαιώνουμε ότι οι λύσεις που παράγουν ικανοποιούν τις συνθήκες 

βελτιστοποίησης.  

Οι διάφορες αυτές χρήσεις των συνθηκών βελτιστοποίησης του ελάχιστου μονοπατιού 

συνεπάγονται ότι παρόμοια σύνολα συνθηκών μπορεί να είναι πολύτιμα για το 

σχεδιασμό και την ανάλυση αλγορίθμων για το πρόβλημα ελάχιστου κόστους ροής. 

Αντί όμως να ξεκινήσουμε αμέσως με την ανάλυση αλγορίθμων για την επίλυση 

τέτοιων προβλημάτων, θα περιγράψουμε πρώτα μερικές συνθήκες βελτιστοποίησης. 

Όλες οι συνθήκες βελτιστοποίησης που θα παρουσιάσουμε έχουν μια διαισθητική 

ερμηνεία δικτύων και έχουν άμεσες προεκτάσεις. Θα αναφέρουμε τρεις διαφορετικές 

συνθήκες βελτιστοποίησης: (1) συνθήκες βελτιστοποίησης αρνητικού κύκλου, 

(2) συνθήκες βελτιστοποίησης μειωμένου κόστους, (3) συνθήκες βελτιστοποίησης 

συμπληρωματικής χαλαρότητας. 
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5.3.1. Συνθήκες Βελτιστοποίησης Αρνητικού Κύκλου (Negative Cycle 

Optimality Conditions) 

 

Θεώρημα 5.3.1. (Θεώρημα Αυξητικού Κύκλου): Έστω 𝑥 και 𝑥° είναι δύο εφικτές λύσεις 

ενός προβλήματος ροής δικτύου. Τότε το 𝑥 ισούται με το 𝑥° συν τη ροή των πολύ m 

κατευθυνόμενων  κύκλων στο G(𝑥° ). Επιπρόσθετα, το κόστος του 𝑥 ισούται με το κόστος 

του 𝑥° συν το κόστος της ροής σε αυτούς τους αυξητικούς κύκλους. 

 

Θεώρημα 5.3.2. (Συνθήκες Βελτιστοποίησης Αρνητικού Κύκλου): Μία εφικτή λύση 

𝑥∗είναι μια βέλτιστη λύση του προβλήματος ελάχιστου κόστους ροής αν και μόνο αν 

ικανοποιεί τις συνθήκες βελτιστοποίησης αρνητικού κύκλου: δηλαδή, το υπολειπόμενο 

δίκτυο G(𝑥∗) δεν περιέχει κανένα (κατευθυνόμενο) κύκλο αρνητικού κόστους. 

 

Απόδειξη: Υποθέτουμε ότι x είναι μια εφικτή ροή και ότι G(x) περιέχει έναν αρνητικό 

κύκλο. Τότε το x δεν μπορεί να είναι βέλτιστη ροή, αφού αυξάνοντας μια θετική ροή 

κατά μήκος του κύκλου, μπορούμε να βελτιώσουμε την τιμή της αντικειμενικής 

συνάρτησης. Επομένως, αν x∗είναι μια βέλτιστη ροή, τότε το G(x∗) δεν μπορεί να 

περιέχει αρνητικό κύκλο. Τώρα υποθέτουμε ότι x∗ είναι μια εφικτή ροή και ότι το G(x∗) 

δεν περιέχει αρνητικό κύκλο. Έστω x° είναι μια βέλτιστη ροή και x∗ ≠ x°. Η ιδιότητα 

του αυξητικού κύκλου που ορίζεται στο Θεώρημα 5.3.1. δείχνει ότι μπορούμε να 

αποσυνθέσουμε το διάνυσμα διαφοράς x° − x∗μέσα στο πολύ m αυξητικούς κύκλους 

σε σχέση με τη ροή x∗και το άθροισμα των κοστών των ροών αυτών των κύκλων 

ισούται με cx° − cx∗. Αφού τα μήκη όλων αυτών των κύκλων στο G(x∗) είναι μη 

αρνητικά, cx° − cx∗ ≥ 0 ή cx° ≥  cx∗. Επίσης, αφού το x° είναι μια βέλτιστη ροή, cx° ≤

 cx∗. Επομένως,        cx° =  cx∗ και το x∗ είναι επίσης μια βέλτιστη ροή. Αυτό το 

επιχείρημα δείχνει ότι αν το G(x∗) δεν περιέχει κανένα αρνητικό κύκλο, τότε το x∗ 

πρέπει να είναι βέλτιστο.                                                                                               ∎ 

 

5.3.2. Συνθήκες Βελτιστοποίησης Μειωμένου Κόστους (Reduced Cost 

Optimality Conditions) 

 

Για να αναπτύξουμε τις δεύτερες και τις τρίτες συνθήκες βελτιστοποίησης, θα κάνουμε 

μία παρατήρηση. Αρχικά, να σημειώσουμε ότι μπορούμε να γράψουμε τις συνθήκες 

βελτιστοποίησης του ελάχιστου μονοπατιού στην ακόλουθη ισοδύναμη μορφή: 

𝑐𝑖𝑗
𝑑 = 𝑐𝑖𝑗 + 𝑑(𝑖) − 𝑑(𝑗) ≥ 0,    𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝜏ό𝜉𝜊 (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴. 

Αυτή η μορφή έχει την ακόλουθη ερμηνεία: 𝑐𝑖𝑗
𝑑 είναι βέλτιστο «μειωμένο κόστος» για 

το τόξο (𝑖, 𝑗) με την έννοια ότι μετράει το κόστος αυτού του τόξου σε σχέση με τις 

αποστάσεις ελάχιστου μονοπατιού 𝑑(𝑖) και 𝑑(𝑗). Παρατηρούμε ότι σε σχέση με τις 

βέλτιστες αποστάσεις, κάθε τόξο στο δίκτυο έχει ένα μη αρνητικό μειωμένο κόστος. 

Επιπρόσθετα, αφού 𝑑(𝑗) =  𝑑(𝑖) + 𝑐𝑖𝑗, αν κάποιο τόξο (𝑖, 𝑗) ενώνει τον κόμβο-πηγή 𝑠 
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με κάθε άλλο κόμβο στο ελάχιστο μονοπάτι, το ελάχιστο μονοπάτι χρησιμοποιεί μόνο 

τόξα μηδενικών μειωμένων κοστών. Συνεπώς, αφού ξέρουμε τις βέλτιστες αποστάσεις, 

το πρόβλημα είναι απλό στη λύση του. Βρίσκουμε απλά ένα μονοπάτι από τον κόμβο 

𝑠 σε κάθε άλλο κόμβο που χρησιμοποιεί μόνο τόξα με μηδενικά μειωμένα κόστη. Αυτή 

η ερμηνεία θέτει μια φυσική ερώτηση: Υπάρχει παρόμοιο σύνολο συνθηκών για πιο 

γενικά προβλήματα μειωμένου κόστους ροής; 

Υποθέτουμε ότι συνδέουμε έναν πραγματικό αριθμό 𝜋(𝑖), χωρίς περιορισμούς της 

γενικότητας, με κάθε κόμβο 𝑖 ∈ 𝐴. Αναφερόμαστε στο 𝜋(𝑖) ως το δυνητικό (potential) 

του κόμβου 𝑖. Το 𝜋(𝑖) είναι η διπλή μεταβλητή του γραμμικού προγραμματισμού που 

αντιστοιχεί στους περιορισμούς ισοζυγίου μάζας του κόμβου 𝑖. Για ένα δεδομένο 

σύνολο δυνητικών κόμβων 𝜋, ορίζουμε το μειωμένο κόστος ενός τόξου (𝑖, 𝑗) ως 𝑐𝑖𝑗
𝜋 =

𝑐𝑖𝑗 − 𝜋(𝑖) + 𝜋(𝑗). Αυτά τα μειωμένα κόστη είναι εφαρμόσιμα στο υπολειπόμενο 

δίκτυο όπως και στο αρχικό δίκτυο. Ορίζουμε τα μειωμένα κόστη στο υπολειπόμενο 

δίκτυο ακριβώς όπως και στα κόστη αλλά αντί για 𝑐𝑖𝑗 χρησιμοποιούμε το 𝑐𝑖𝑗
𝜋.  

Ακολούθως έχουμε κάποιες πολύ χρήσιμες ιδιότητες. 

 

Ιδιότητα 5.3.1. 

a) Για κάθε κατευθυνόμενο μονοπάτι 𝛲 από τον κόμβο 𝑘 στον κόμβο 𝑙, 

∑ 𝑐𝑖𝑗
𝜋

(𝑖,𝑗)∈𝑃 = ∑ 𝑐𝑖𝑗(𝑖,𝑗)∈𝑃 − 𝜋(𝑘) + 𝜋(𝑙). 

b) Για οποιονδήποτε κατευθυνόμενο κύκλο 𝑊, ∑ 𝑐𝑖𝑗
𝜋

(𝑖,𝑗)∈𝑊 = ∑ 𝑐𝑖𝑗(𝑖,𝑗)∈𝑊 . 

 

Θεώρημα 5.3.3. (Συνθήκες Βελτιστοποίησης Μειωμένου Κόστους): Μια εφικτή λύση 

𝑥∗ είναι μια βέλτιστη λύση του προβλήματος ελάχιστου κόστους ροής αν και μόνο αν 

κάποιο σύνολο των δυνητικών κόμβων 𝜋 ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες 

βελτιστοποίησης μειωμένου κόστους. 

                                     𝑐𝑖𝑗
𝜋 ≥ 0 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝜏ό𝜉𝜊 (𝑖, 𝑗) 𝜎𝜏𝜊 G(𝑥°)                              (𝟏) 

Απόδειξη: Για να δείξουμε ότι οι συνθήκες βελτιστοποίησης αρνητικού κύκλου είναι 

ισοδύναμες σε αυτές του μειωμένου κόστους, υποθέτουμε ότι η λύση x∗ ικανοποιεί τις 

τελευταίες συνθήκες. Επομένως, ∑ 𝑐𝑖𝑗
π

(i,j)∈W ≥ 0 για κάθε κατευθυνόμενο κύκλο W 

στο G(x∗). Συνεπώς, με βάση την Ιδιότητα 5.2.1.(b),  ∑ 𝑐𝑖𝑗
π

(i,j)∈W = ∑ 𝑐𝑖𝑗(i,j)∈W ≥ 0 

και άρα το G(x∗) δεν περιέχει αρνητικό κύκλο.  

Για να δείξουμε το αντίστροφο, υποθέτουμε ότι για την λύση x∗, το G(x∗) δεν περιέχει 

αρνητικό κύκλο. Έστω d(∙) ορίζει τις αποστάσεις του ελάχιστου μονοπατιού από τον 

κόμβο 1 σε κάθε άλλο κόμβο στο G(x∗). Όμως αν το δίκτυο δεν περιέχει αρνητικό 

κύκλο, οι προσημασμένες αποστάσεις d(∙) είναι καλά ορισμένες και ικανοποιούν τις 

συνθήκες d(j) ≤ d(i) + 𝑐𝑖𝑗για κάθε (𝑖, 𝑗) ∈ G(x∗). Μπορούμε να επαναδιατυπώσουμε 

αυτές τις ανισότητες ως:  𝑐𝑖𝑗 − (−d(i)) + (−d(j)) ≥ 0  ή  cij
π ≥ 0  αν ορίσουμε π =

−d.  Συνεπώς, η λύση x∗ ικανοποιεί τις συνθήκες βελτιστοποίησης μειωμένου  

κόστους.                                                                                                                           ∎ 
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Στο προηγούμενο θεώρημα χα1ρακτηρίσαμε μια βέλτιστη ροή 𝑥 ως μια ροή που 

ικανοποιεί τις συνθήκες 𝑐𝑖𝑗
𝜋 ≥ 0 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝜏ό𝜉𝜊 (𝑖, 𝑗) 𝜎𝜏𝜊 G(𝑥) για ένα σύνολο 

δυνητικών κόμβων 𝜋. Με τον ίδιο τρόπο μπορούμε να ορίσουμε «βέλτιστους 

δυνητικούς κόμβους» ως ένα σύνολο δυνητικών κόμβων 𝜋 που ικανοποιούν τις 

συνθήκες 𝑐𝑖𝑗
𝜋 ≥ 0 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝜏ό𝜉𝜊 (𝑖, 𝑗) 𝜎𝜏𝜊 G(𝑥) για κάποια εφικτή ροή 𝑥. 

Μπορούμε να σημειώσουμε ότι οι συνθήκες βελτιστοποίησης μειωμένου κόστους 

έχουν μία βολική και οικονομική ερμηνεία. Έστω ότι ερμηνεύουμε το 𝑐𝑖𝑗 ως το κόστος 

της μεταφοράς μίας μονάδας ενός αγαθού από τον κόμβο 𝑖 στον κόμβο 𝑗 μέσω ενός 

τόξου  (𝑖, 𝑗) και ερμηνεύουμε το 𝜇(𝑖) ≡ −𝜋(𝑖) ως το κόστος της απόκτησης μίας 

μονάδας αυτού του αγαθού στον κόμβο 𝑖. Τότε το 𝑐𝑖𝑗 + 𝜇(𝑖) είναι το κόστος του 

αγαθού στον κόμβο 𝑗 αν το αποκτήσουμε στον κόμβο 𝑖 και το μεταφέρουμε στον κόμβο 

𝑗. Η συνθήκη βελτιστοποίησης μειωμένου κόστους, 𝑐𝑖𝑗 − 𝜋(𝑖) + 𝜋(𝑗) ≥ 0 ή 

ισοδύναμα 𝜇(𝑗) ≤ 𝑐𝑖𝑗 + 𝜇(𝑖), δηλώνει ότι το κόστος της απόκτησης του αγαθού στον 

κόμβο  𝑗 δεν είναι μεγαλύτερο από το κόστος του αγαθού αν το αποκτήσουμε στον 

κόμβο 𝑖 και επιβαρύνουμε το κόστος μεταφοράς στέλνοντάς το από τον κόμβο 𝑖 στον 

𝑗. Το κόστος στον κόμβο 𝑗 μπορεί να είναι μικρότερο από 𝑐𝑖𝑗 + 𝜇(𝑖) γιατί μπορεί να 

υπάρχει πιο οικονομικά αποδοτικός τρόπος να μεταφέρουμε το αγαθό στον κόμβο 𝑗 

μέσω άλλων κόμβων.  

 

 

5.3.3. Συνθήκες Βελτιστοποίησης Συμπληρωματικής Χαλαρότητας 

(Complementary Slackness Optimality Conditions) 

 

Τα Θεωρήματα 5.3.2. και 5.3.3. παρέχουν τα μέσα για τη δημιουργία βελτιστοποίησης 

στις λύσεις του προβλήματος ελάχιστου κόστους ροής διατυπώνοντας συνθήκες που 

επιβάλλονται στο υπολειπόμενο δίκτυο. Τώρα θα επαναδιατυπώσουμε αυτές τις 

συνθήκες για το αρχικό δίκτυο. 

 

Θεώρημα 5.3.4. (Συνθήκες Βελτιστοποίησης Συμπληρωματικής Χαλαρότητας): Μια 

εφικτή λύση x∗είναι μια βέλτιστη λύση του προβλήματος ελάχιστου κόστους ροής αν και 

μόνο αν για κάποιο σύνολο δυνητικών κόμβων 𝜋, τα μειωμένα κόστη και οι τιμές των 

ροών ικανοποιούν τις ακόλουθες συνθήκες βελτιστοποίησης συμπληρωματικής  

χαλαρότητας για κάθε τόξο (𝑖, 𝑗) ∈ 𝛢: 

Αν 𝑐𝑖𝑗
𝜋 > 0, τότε 𝑥𝑖𝑗

∗ = 0. 

Αν 0 < 𝑥𝑖𝑗
∗ < 𝑢𝑖𝑗 , τότε 𝑐𝑖𝑗

𝜋 = 0. 

Αν 𝑐𝑖𝑗
𝜋 < 0, τότε 𝑥𝑖𝑗

∗ = 𝑢𝑖𝑗.                                       (𝟐) 

 

Απόδειξη: Θα δείξουμε ότι οι συνθήκες βελτιστοποίησης μειωμένου κόστους είναι 

ισοδύναμες με τη σχέση (𝟐). Για να καθιερώσουμε αυτό το αποτέλεσμα, πρώτα θα 

αποδείξουμε ότι αν το σύνολο δυνητικών κόμβων 𝜋 και το διάνυσμα ροής 𝑥 

ικανοποιούν τις συνθήκες βελτιστοποίησης μειωμένου κόστους, τότε θα πρέπει να 

ικανοποιούν και τη σχέση (𝟐). Θεωρούμε τρεις πιθανότητες για ένα τόξο (𝑖, 𝑗) ∈ 𝛢. 
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Περίπτωση 1: Αν 𝑐𝑖𝑗
𝜋 > 0, το υπολειπόμενο δίκτυο δεν μπορεί να περιέχει το τόξο 

(𝑗, 𝑖) γιατί 𝑐𝑗𝑖
𝜋 = −𝑐𝑖𝑗

𝜋 < 0 γι’ αυτό το τόξο, που έρχεται σε αντίθεση με τη σχέση 

(𝟏), επομένως, 𝑥𝑖𝑗
∗ = 0. 

Περίπτωση 2: Αν 0 < 𝑥𝑖𝑗
∗ < 𝑢𝑖𝑗 , το υπολειπόμενο δίκτυο περιέχει και το τόξο (𝑖, 𝑗) 

και το τόξο (𝑗, 𝑖). Οι συνθήκες βελτιστοποίησης μειωμένου κόστους συνεπάγονται ότι 

𝑐𝑖𝑗
𝜋 ≥ 0 και 𝑐𝑗𝑖

𝜋 ≥ 0. Αφού όμως 𝑐𝑗𝑖
𝜋 = −𝑐𝑖𝑗

𝜋, αυτές οι ανισότητες συνεπάγονται ότι 

𝑐𝑖𝑗
𝜋 = 𝑐𝑗𝑖

𝜋 = 0. 

Περίπτωση 3: Αν 𝑐𝑖𝑗
𝜋 < 0, το υπολειπόμενο δίκτυο δεν μπορεί να περιέχει το τόξο 

(𝑖, 𝑗) γιατί ισχύει 𝑐𝑖𝑗
𝜋 < 0 γι’ αυτό το τόξο, που έρχεται σε αντίθεση με τη σχέση (𝟏), 

επομένως, 𝑥𝑖𝑗
∗ = 𝑢𝑖𝑗 . 

 

Έχουμε επομένως δείξει ότι αν οι δυνητικοί κόμβοι 𝜋 και το διάνυσμα ροής 𝑥 

ικανοποιούν τις συνθήκες βελτιστοποίησης μειωμένου κόστους, ικανοποιούν επίσης 

και τις συνθήκες βελτιστοποίησης συμπληρωματικής  χαλαρότητας.                            ∎ 

 

 

5.4. Ο Αλγόριθμος Απαλοιφής - Κύκλου και η Ιδιότητα της 

Ολοκλήρωσης (Cycle-Canceling Algorithm and the 

Integrality Property) 

 

Οι συνθήκες βελτιστοποίησης αρνητικού κύκλου προτείνουν μια απλή αλγοριθμική 

προσέγγιση για την επίλυση του προβλήματος ελάχιστου κόστους ροής, που μπορούμε 

να καλέσουμε αλγόριθμο απαλοιφής-κύκλου (cycle-canceling algorithm). Αυτός ο 

αλγόριθμος διατηρεί μία εφικτή λύση και σε κάθε επανάληψη προσπαθεί να βελτιώσει 

την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης. Ο αλγόριθμος αρχικά καθιερώνει μία εφικτή 

ροή 𝑥 στο δίκτυο λύνοντας το πρόβλημα μέγιστης ροής. Τότε βρίσκει επαναληπτικά 

κύκλους με αρνητικά κατευθυνόμενα-κόστη στο υπολειπόμενο δίκτυο και αυξάνει τις 

ροές σε αυτούς τους κύκλους. Ο αλγόριθμος τερματίζει όταν το υπολειπόμενο δίκτυο 

δεν περιέχει κύκλο με αρνητικά κατευθυνόμενα-κόστη. Το Θεώρημα 5.3.2. 

συνεπάγεται ότι όταν ο αλγόριθμος τερματίζει, έχει βρει την ροή με το ελάχιστο 

κόστος. Η Εικόνα 5.3.1. προσδιορίζει τη γενική μορφή του αλγορίθμου απαλοιφής-

κύκλου: 

 

𝜶𝝀𝜸ό𝝆𝜾𝜽𝝁𝝄𝝇 𝛼𝜋𝛼𝜆𝜊𝜄𝜑ή𝜍 − 𝜅ύ𝜅𝜆𝜊𝜐; 

𝒃𝒆𝒈𝒊𝒏 

       ό𝜌𝜄𝜎𝜀 𝜇ί𝛼 𝜀𝜑𝜄𝜅𝜏ή 𝜌𝜊ή 𝑥 𝜎𝜏𝜊 𝛿ί𝜅𝜏𝜐𝜊; 

       𝒘𝒉𝒊𝒍𝒆 𝐺(𝑥) 𝜋𝜀𝜌𝜄έ𝜒𝜀𝜄 έ𝜈𝛼𝜈 𝛼𝜌𝜈𝜂𝜏𝜄𝜅ό 𝜅ύ𝜅𝜆𝜊 𝒅𝒐 

       𝒃𝒆𝒈𝒊𝒏  

  χρησιμοποίησε έναν αλγόριθμο για να προσδιορίσεις έναν αρνητικό κύκλο 𝑊; 
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             𝛿 ≔ min{𝑟𝑖𝑗 : (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑊}; 

             𝛼ύ𝜉𝜂𝜎𝜀 𝜅𝛼𝜏ά 𝛿 𝜇𝜊𝜈ά𝛿𝜀𝜍 𝜏𝜂 𝜌𝜊ή 𝜎𝜏𝜊𝜈 𝜅ύ𝜅𝜆𝜊 𝑊 𝜅𝛼𝜄 𝜀𝜈𝜂𝜇έ𝜌𝜔𝜎𝜀 𝜏𝜊 𝐺(𝑥); 

      𝒆𝒏𝒅; 

𝒆𝒏𝒅; 

 

Εικόνα 5.4.1. Αλγόριθμος απαλοιφής-κύκλου 

 

Χρησιμοποιούμε το παράδειγμα της Εικόνας 5.4.2.(α) για να απεικονίσουμε τον 

αλγόριθμο απαλοιφής-κύκλου. Η Εικόνα 5.4.2.(α) απεικονίζει μια εφικτή ροή στο 

δίκτυο και η Εικόνα 5.4.2.(b) δίνει ένα αντίστοιχο υπολειπόμενο δίκτυο. Υποθέτουμε 

ότι ο αλγόριθμος επιλέγει αρχικά τον κύκλο 4 − 2 − 3 − 4 του οποίου το κόστος είναι 

−1. Η υπολειπόμενη χωρητικότητα αυτού του κύκλου είναι 2. Ο αλγόριθμος αυξάνει 

2 μονάδες τη ροή σε αυτόν τον κύκλο. Η Εικόνα 5.4.2.(c) δείχνει το τροποποιημένο 

υπολειπόμενο δίκτυο. Στην επόμενη επανάληψη, έστω ότι ο αλγόριθμος επιλέγει τον 

κύκλο 4 − 2 − 1 − 3 − 4 του οποίου το κόστος είναι −2. Ο αλγόριθμος στέλνει 1 

μονάδα ροής ανάμεσα στον κύκλο. Η Εικόνα 5.4.2.(d) απεικονίζει το ενημερωμένο 

υπολειπόμενο δίκτυο. Αφού αυτό το υπολειπόμενο δίκτυο δεν περιέχει κανένα 

αρνητικό κύκλο, ο αλγόριθμος τερματίζει.  

 

 

 

i j

(a)

1 4

2

3

     

b(2) = 0

b(1) = 4 b(4) = -4

b(3) = 0

3

1 1

0

3

(1, 2)

    

i j

(b)

1 4

2

3

     

(1, 2)
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     (c)

1 4

2

3

     

(-1, 2)

    (d)

1 4

2

3

     

(-1, 2)

 
 

 Εικόνα 5.4.2. Απεικόνιση του αλγόριθμου απαλοιφής-κύκλου:                          

(a) παράδειγμα δικτύου με εφικτή λύση 𝑥, (b) υπολειπόμενο δίκτυο 𝐺(𝑥),    

(c) υπολειπόμενο δίκτυο μετά την αύξηση 2 μονάδες κατά μήκος του κύκλου  

4 − 2 − 3 − 4, (d) υπολειπόμενο δίκτυο μετά την αύξηση 1 μονάδας κατά 

μήκος του κύκλου 4 − 2 − 1 − 3 − 4. 

 

Θεώρημα 5.4.1. (Ιδιότητα Ολοκλήρωσης): Αν όλες οι χωρητικότητες των τόξων και οι 

προσφορές/ζητήσεις των κόμβων είναι ακέραιοι αριθμοί, το πρόβλημα ελάχιστου 

κόστους ροής έχει ένα ακέραιο ελάχιστο κόστος ροής. 

 

Απόδειξη: Θα δείξουμε αυτό το αποτέλεσμα εκτελώντας τη μέθοδο της επαγωγής στον 

αριθμό των επαναλήψεων. Ο αλγόριθμος αρχικά ορίζει μια εφικτή ροή στο δίκτυο 

λύνοντας ένα πρόβλημα μεγίστης ροής. Με βάση το Θεώρημα 4.4.3. το πρόβλημα έχει 

μία ακέραια εφικτή ροή και υποθέτουμε ότι ο αλγόριθμος μεγίστης ροής βρίσκει μια 

ακέραια λύση από τη στιγμή που όλες οι χωρητικότητες των τόξων στο δίκτυο είναι 

ακέραιες και οι αρχικές υπολειπόμενες χωρητικότητες είναι επίσης ακέραιες. Η ροή 

που αυξάνεται από τον αλγόριθμο απαλοιφής-κύκλου σε κάθε επανάληψη ισούται με 

την ελάχιστη υπολειπόμενη χωρητικότητα στον απαλοιφόμενο κύκλο, η οποία από την 

επαγωγική υπόθεση είναι ακέραια. Επομένως, οι τροποποιημένες υπολειπόμενες 

χωρητικότητες στην επόμενη επανάληψη θα είναι πάλι ακέραιες. Αυτό το συμπέρασμα 

συνεπάγεται τον ισχυρισμό του θεωρήματος.                                                                ∎ 

 

 

5.4.1.Πολυπλοκότητα του Αλγορίθμου Απαλοιφής-Κύκλου 

 

Ας εξετάσουμε τώρα τον αριθμό των επαναλήψεων που εκτελεί ο αλγόριθμος. Για το 

πρόβλημα ελάχιστου κόστους ροής, 𝑚𝐶𝑈 είναι ένα άνω όριο στο αρχικό κόστος ροής  

(αφού 𝑐𝑖𝑗 ≤ 𝐶 και 𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑈 για κάθε (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴) και –𝑚𝐶𝑈 είναι ένα κάτω όριο στο 
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βέλτιστο κόστος ροής (αφού 𝑐𝑖𝑗 ≥ −𝐶 και 𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑈 για κάθε (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴). Κάθε 

επανάληψη του αλγόριθμου απαλοιφής-κύκλου αλλάζει την τιμή της αντικειμενικής 

συνάρτησης κατά μία ποσότητα (∑ 𝑐𝑖𝑗(𝑖,𝑗)∈𝑊 )𝛿, η οποία είναι απολύτως αρνητική. 

Αφού υποθέτουμε ότι όλα τα δεδομένα του προβλήματος αυτού είναι ακέραια, ο 

αλγόριθμος τερματίζει μέσα σε 𝛰(𝑚𝐶𝑈) επαναλήψεις και τρέχει σε 𝛰(𝑛𝑚2𝐶𝑈) χρόνο. 

Η γενική εκδοχή του αλγόριθμου απαλοιφής- κύκλου δεν προσδιορίζει τη σειρά για 

την επιλογή των αρνητικών κύκλων από το δίκτυο. Διαφορετικοί κανόνες επιλογής 

αρνητικών κύκλων παράγουν διαφορετικές μορφές του αλγόριθμου, καθένας με 

διαφορετική πολυπλοκότητα και θεωρητική συμπεριφορά. Ο αλγόριθμος δικτύου 

simplex, ο οποίος θεωρείται ευρέως ένας από τους πιο γρήγορους αλγορίθμους στην 

επίλυση το πρόβλημα ελάχιστου κόστους ροής στην πράξη, είναι μια ειδική εκδοχή 

του αλγόριθμου απαλοιφής-κύκλου. Ο αλγόριθμος δικτύου simplex διατηρεί την 

πληροφορία που του επιτρέπει να προσδιορίζει ένα κύκλο με αρνητικό κόστος σε 𝛰(𝑚) 

χρόνο. Εντούτοις, λόγω εκφυλισμού, ο αλγόριθμος δεν στέλνει απαραίτητα θετική 

ποσότητα ροής κατά μήκος του κύκλου. 

 

5.4.2.Αυξάνοντας τη ροή σε έναν αρνητικό κύκλο με μέγιστη 

βελτίωση 

 

Έστω 𝑥 μία εφικτή ροή και έστω x∗είναι μια βέλτιστη ροή. Η βελτίωση στην τιμή της 

αντικειμενικής συνάρτησης που οφείλεται σε μία αύξηση κατά μήκος ενός κύκλου 𝑊 

είναι −(∑ 𝑐𝑖𝑗(𝑖,𝑗)∈𝑊 )   (min{𝑟𝑖𝑗 : (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑊}). Παρατηρήσαμε στο Θεώρημα 5.2.1. 

ότι το 𝑥∗ ισούται με το 𝑥 συν τη ροή στο πολύ 𝑚 αυξητικούς κύκλους σε σχέση με το 

𝑥 και ότι οι βελτιώσεις στο κόστος εξαιτίας των αυξήσεων της ροής σε αυτούς τους 

αυξητικούς κύκλους αθροίζουν στο 𝑐𝑥 − 𝑐𝑥∗. Συνεπώς, τουλάχιστον ένας από αυτούς 

τους αυξητικούς κύκλους σε σχέση με το 𝑥 πρέπει να μειώσει την τιμή της 

αντικειμενικής συνάρτησης τουλάχιστον κατά (𝑐𝑥 − 𝑐𝑥∗) 𝑚⁄ . Συνεπώς, αν ο 

αλγόριθμος αυξάνει πάντα τη ροή κατά μήκος ενός κύκλου δίνοντας τη μέγιστη δυνατή 

βελτίωση, τότε συνεπάγεται ότι η μέθοδος θα αποκτήσει μία βέλτιστη ροή μέσα σε 

𝑂(𝑚 log(𝑚𝐶𝑈)) επαναλήψεις. Η εύρεση ενός κύκλου μέγιστης βελτίωσης είναι 

δύσκολο, αλλά μια μέτρια παραλλαγή αυτής της προσέγγισης απαιτεί έναν αλγόριθμο 

πολυωνυμικού-χρόνου για το πρόβλημα ελαχίστου κόστους ροής.  

 

5.4.3.Αυξάνοντας τη ροή σε έναν αρνητικό κύκλο με ελάχιστο 

μέσο κόστος  

 

Ορίζουμε το μέσο κόστος (mean cost) ενός κύκλου ως το πηλίκο του κόστους του με 

τον αριθμό των τόξων που περιέχει. Ένα ελάχιστο μέσο κόστος (minimum mean cost) 

είναι ένας κύκλος του οπίου το μέσο κόστος είναι όσο το δυνατόν μικρότερο. Είναι 

πιθανό να προσδιορίσουμε το ελάχιστο μέσο κόστος σε 𝑂(𝑛𝑚) ή 𝑂(√𝑛 𝑚 log(𝑛𝐶)) 
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χρόνο.  Έχει αποδειχθεί ότι αν ο αλγόριθμος απαλοιφής-κύκλου πάντα αυξάνει τη ροή 

κατά μήκος ενός ελάχιστου μέσου κύκλου, τότε αυτό εκτελεί 

𝑂(min{𝑛𝑚 log(𝑛𝐶) , 𝑛𝑚2 𝑙𝑜𝑔𝑛}) επαναλήψεις.  

 

 

5.5. Ο Αλγόριθμος Διαδοχικών Ελάχιστων Μονοπατιών 

(Successive Shortest Path Algorithm)  

 

Ο αλγόριθμος απαλοιφής-κύκλου διατηρεί την ιδιότητα της εφικτής λύσης σε κάθε 

βήμα και προσπαθεί να την κάνει βέλτιστη. Σε αντίθεση, ο αλγόριθμος διαδοχικών 

ελάχιστων μονοπατιών διατηρεί την ιδιότητα της βέλτιστης λύσης (όπως περιγράφτηκε 

στο Θεώρημα 5.3.3.) σε κάθε βήμα και προσπαθεί να την κάνει εφικτή. Διατηρεί μια 

λύση 𝑥 που ικανοποιεί την μη αρνητικότητα και τους περιορισμούς της χωρητικότητας, 

αλλά παραβιάζει τους περιορισμούς ισοζυγίου της μάζας των κόμβων. Σε κάθε βήμα, 

ο αλγόριθμος επιλέγει έναν κόμβο 𝑠 με πλεονάζουσα προμήθεια (δηλαδή προμήθεια 

που δεν έχει σταλθεί σε κάποιον κόμβο που τη ζήτησε) και έναν κόμβο 𝑡 με μη 

εκπληρωμένη ζήτηση και στέλνει ροή από το 𝑠 στο 𝑡 κατά μήκος ενός ελάχιστου 

μονοπατιού στο υπολειπόμενο δίκτυο. Ο αλγόριθμος τερματίζει όταν η τρέχουσα λύση 

ικανοποιεί τους περιορισμούς ισοζυγίου της μάζας. 

Για να περιγράψουμε αυτόν τον αλγόριθμο καθώς και αρκετές μεταγενέστερες 

επεκτάσεις, αρχικά εισάγουμε την ιδέα των ψευδοροών (pseudo flows). Μία ψευδοροή 

είναι μια συνάρτηση 𝑓: 𝐴 → ℛ+, η οποία ικανοποιεί μόνο τους περιορισμούς της 

χωρητικότητας και της μη-αρνητικότητας. Δεν χρειάζεται να ικανοποιεί τους 

περιορισμούς ισοζυγίου της μάζας. Για κάθε ψευδοροή 𝑥, ορίζουμε την ανισορροπία 

(imbalance) του κόμβου 𝑖 ως εξής: 

𝑒(𝑖) = 𝑏(𝑖) + ∑ 𝑥𝑗𝑖
{𝑗:(𝑗,𝑖)∈𝐴}

− ∑ 𝑥𝑖𝑗
{𝑗:(𝑖,𝑗)∈𝐴}

 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑖 ∈ 𝑁 

Αν το 𝑒(𝑖) > 0 για κάποιον κόμβο 𝑖, αναφερόμαστε στο 𝑒(𝑖) ως την περίσσεια(excess) 

του κόμβου 𝑖, ενώ αν το 𝑒(𝑖) < 0, καλούμε  το  −𝑒(𝑖) ως το έλλειμα(deficit) του κόμβου 

𝑖. Τέλος, αν το 𝑒(𝑖) = 0 το λέμε ισορροπημένο(balanced). Έστω το 𝐷 και το 𝐸 είναι τα 

σύνολα των κόμβων της περίσσειας και του ελλείματος στο δίκτυο. Παρατηρούμε ότι 

∑ 𝑒(𝑖)𝑖∈𝑁 = ∑ 𝑏(𝑖)𝑖∈𝑁 = 0 και επομένως ∑ 𝑒(𝑖)𝑖∈𝐸 = −∑ 𝑒(𝑖)𝑖∈𝐷 . Κατά 

συνέπεια, αν το δίκτυο περιέχει έναν κόμβο περίσσειας, θα πρέπει να περιέχει και έναν 

κόμβο ελλείματος. Το υπολειπόμενο δίκτυο σε αντιστοιχία με την ψευδοροή, ορίζεται 

κατά τον ίδιο τρόπο με το υπολειπόμενο δίκτυο για μία ροή.  

Χρησιμοποιώντας την έννοια της ψευδοροής και τις συνθήκες βελτιστοποίησης 

μειωμένου κόστους που ορίζονται λεπτομερώς στο Θεώρημα 5.2.3., θα αποδείξουμε 

ακολούθως κάποια αποτελέσματα. 

 

Λήμμα 5.5.1.: Υποθέτουμε ότι μία ψευδοροή (ή μία ροή) 𝑥 ικανοποιεί τις συνθήκες 

βελτιστοποίησης μειωμένου κόστους σε σχέση με κάποιους δυνητικούς κόμβους 𝜋. Έστω 
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το διάνυσμα 𝑑 να αντιπροσωπεύει τις αποστάσεις του ελάχιστου μονοπατιού από κάποιον 

κόμβο 𝑠 σε όλους τους άλλους κόμβους στο υπολειπόμενο δίκτυο 𝐺(𝑥11) με 𝑐𝑖𝑗
𝜋 το 

μήκος ενός τόξου (𝑖, 𝑗). Τότε ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες: 

a) Η ψευδοροή 𝑥 επίσης ικανοποιεί τις συνθήκες βελτιστοποίησης μειωμένου 

κόστους σε σχέση με τους δυνητικούς κόμβους 𝜋′ = 𝜋 − 𝑑. 

b) Τα μειωμένα κόστη 𝑐𝑖𝑗
𝜋 είναι μηδέν για όλα τα τόξα (𝑖, 𝑗) σε ένα ελάχιστο 

μονοπάτι από τον κόμβο 𝑠 σε κάθε άλλο κόμβο. 

Απόδειξη: Αφού το 𝑥 ικανοποιεί τις συνθήκες βελτιστοποίησης μειωμένου κόστους σε 

σχέση με το π, θα ισχύει 𝑐𝑖𝑗
𝜋 ≥ 0 για κάθε τόξο (𝑖, 𝑗) στο 𝐺(𝑥). Επιπρόσθετα, αφού 

το διάνυσμα 𝑑 αντιπροσωπεύει τις αποστάσεις των ελάχιστων μονοπατιών με 𝑐𝑖𝑗
𝜋 τα 

μήκη των τόξων, ικανοποιεί τις συνθήκες βελτιστοποίησης του ελάχιστου μονοπατιού 

που είναι: 

𝑑(𝑗) ≤ 𝑑(𝑖) + 𝑐𝑖𝑗
𝜋  𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 (𝑖, 𝑗) 𝜎𝜏𝜊 𝐺(𝑥)                           (5.4.1.) 

Αντικαθιστώντας 𝑐𝑖𝑗
𝜋  = 𝑐𝑖𝑗 − 𝜋(𝑖) + 𝜋(𝑗) στη σχέση (5.4.1.), παίρνουμε ότι 𝑑(𝑗) ≤

𝑑(𝑖) + 𝑐𝑖𝑗 − 𝜋(𝑖) + 𝜋(𝑗) το οποίο συνεπάγεται ότι 𝑐𝑖𝑗 − (𝜋(𝑖) − 𝑑(𝑖)) + (𝜋(𝑗) -

 𝑑(𝑗)) ≥ 0 ή 𝑐𝑖𝑗
𝜋 ≥ 0. Αυτό το συμπέρασμα αποδεικνύει την πρώτη ιδιότητα. 

Τώρα θεωρούμε ένα ελάχιστο μονοπάτι από τον κόμβο 𝑠 σε κάποιον κόμβο 𝑙. Για κάθε 

τόξο (𝑖, 𝑗) σε αυτό το μονοπάτι, ισχύει ότι 𝑑(𝑗) = 𝑑(𝑖) + 𝑐𝑖𝑗
𝜋. Αντικαθιστώντας 

𝑐𝑖𝑗
𝜋  = 𝑐𝑖𝑗 − 𝜋(𝑖) + 𝜋(𝑗) σε αυτή την εξίσωση, παίρνουμε ότι 𝑐𝑖𝑗

𝜋 = 0. Αυτό το 

συμπέρασμα αποδεικνύει και την δεύτερη ιδιότητα.                                                      ∎ 

 

Λήμμα 5.5.2.: Υποθέτουμε ότι μία ψευδοροή (ή μία ροή) 𝑥 ικανοποιεί τις συνθήκες 

βελτιστοποίησης μειωμένου κόστους και ότι παίρνουμε 𝑥′από τη 𝑥 στέλνοντας ροή κατά 

μήκος ενός ελάχιστου μονοπατιού από τον κόμβο 𝑠 σε κάποιον άλλον κόμβο 𝑘, τότε το 

𝑥′επίσης ικανοποιεί τις συνθήκες βελτιστοποίησης μειωμένου κόστους. 

 

Απόδειξη: Ορίζουμε τους δυνητικούς κόμβους 𝜋 και 𝜋′ όπως και στο Λήμμα 5.4.1.. Η 

απόδειξη του προηγούμενου λήμματος συνεπάγεται ότι για κάθε τόξο (𝑖, 𝑗) στο 

ελάχιστο μονοπάτι 𝛲 από τον κόμβο 𝑠 στον κόμβο 𝑘, ισχύει 𝑐𝑖𝑗
𝜋 = 0. Αυξάνοντας τη 

ροή σε οποιοδήποτε τέτοιο τόξο μπορεί να προσθέσει το αντίστροφό του (𝑗, 𝑖) στο 

υπολειπόμενο δίκτυο. Αλλά αφού 𝑐𝑖𝑗
𝜋 = 0 για κάθε τόξο (𝑖, 𝑗) ∈ 𝛲, 𝑐𝑗𝑖

𝜋 = 0 και το 

τόξο (𝑗, 𝑖) επίσης ικανοποιεί τις συνθήκες βελτιστοποίησης μειωμένου κόστους.        ∎ 

 

Μπορούμε τώρα να περιγράψουμε τον αλγόριθμο των διαδοχικών ελάχιστων 

μονοπατιών. Οι δυνητικοί κόμβοι παίζουν έναν πολύ σημαντικό ρόλο σε αυτόν τον 

αλγόριθμο. Εκτός του ότι τους χρησιμοποιούμε για να αποδείξουμε την ορθότητα του 

αλγορίθμου, τους χρησιμοποιούμε επίσης για να διατηρήσουμε τα μήκη των τόξων μη 

αρνητικά, έτσι ώστε να μπορούμε να λύσουμε το πρόβλημα ελάχιστου μονοπατιού πιο 

αποτελεσματικά. Η Εικόνα 5.5.1. μας δίνει την επίσημη μορφή του αλγορίθμου 

διαδοχικών ελάχιστων μονοπατιών.  
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𝜶𝝀𝜸ό𝝆𝜾𝜽𝝁𝝄𝝇 𝛿𝜄𝛼𝛿𝜊𝜒𝜄𝜅ώ𝜈 𝜀𝜆ά𝜒𝜄𝜎𝜏𝜔𝜈 𝜇𝜊𝜈𝜊𝜋𝛼𝜏𝜄ώ𝜈; 

𝒃𝒆𝒈𝒊𝒏 

       𝑥 ≔ 0 𝜅𝛼𝜄 𝜋 ≔ 0; 

       𝑒(𝑖) ≔ 𝑏(𝑖) 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑖 ∈ 𝑁; 

       𝛼𝜌𝜒𝜄𝜅𝜊𝜋𝜊ί𝜂𝜎𝜀 𝜏𝛼 𝜎ύ𝜈𝜊𝜆𝛼 𝐸 ≔ {𝑖: 𝑒(𝑖) > 0} 𝜅𝛼𝜄 𝐷 ≔ {𝑖: 𝑒(𝑖) < 0}; 

       𝒘𝒉𝒊𝒍𝒆 𝐸 ≠ ∅ 𝒅𝒐 

       𝒃𝒆𝒈𝒊𝒏  

    𝜀𝜋έ𝜆𝜀𝜉𝜀 έ𝜈𝛼𝜈 𝜅ό𝜇𝛽𝜊 𝑘 ∈ 𝐸 𝜅𝛼𝜄 έ𝜈𝛼𝜈 𝜅ό𝜇𝛽𝜊 𝑙 ∈ 𝐷; 

όρισε τις αποστάσεις των ελάχιστων μονοπατιών 𝑑(𝑗) από τον κόμβο 𝑘 σε κάθε 

άλλο κόμβο στο 𝐺(𝑥) σε σχέση με τα μειωμένα κόστη 𝑐𝑗𝑖
𝜋; 

               έ𝜎𝜏𝜔 𝛲 𝜏𝜊 𝜀𝜆ά𝜒𝜄𝜎𝜏𝜊 𝜇𝜊𝜈𝜊𝜋ά𝜏𝜄 𝛼𝜋ό 𝜏𝜊𝜈 𝜅ό𝜇𝛽𝜊 𝑘 𝜎𝜏𝜊𝜈 𝜅ό𝜇𝛽𝜊  𝑙; 

               𝜀𝜈𝜂𝜇έ𝜌𝜔𝜎𝜀 𝜏𝜊 𝜋 ≔ 𝜋 − 𝑑; 

               𝛿 ≔ min[𝑒(𝑘),−𝑒(𝑙),min{𝑟𝑖𝑗: (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑃}] ; 

               𝛼ύ𝜉𝜂𝜎𝜀 𝜅𝛼𝜏ά 𝛿 𝜇𝜊𝜈ά𝛿𝜀𝜍 𝜏𝜂 𝜌𝜊ή 𝜅𝛼𝜏ά 𝜇ή𝜅𝜊𝜍 𝜏𝜊𝜐 𝜇𝜊𝜈𝜊𝜋𝛼𝜏𝜄𝜊ύ 𝛲; 

               𝜀𝜈𝜂𝜇έ𝜌𝜔𝜎𝜀 𝜏𝜊 𝑥, 𝐺(𝑥), 𝐸, 𝐷 𝜅𝛼𝜄 𝜏𝛼 𝜇𝜀𝜄𝜔𝜇έ𝜈𝛼 𝜅ό𝜎𝜏𝜂; 

      𝒆𝒏𝒅; 

𝒆𝒏𝒅; 

 

Εικόνα 5.5.1. Αλγόριθμος διαδοχικών ελάχιστων μονοπατιών 

 

Απεικονίζουμε τον αλγόριθμο διαδοχικών ελάχιστων μονοπατιών στο ίδιο αριθμητικό 

παράδειγμα που χρησιμοποιήσαμε για να απεικονίσουμε τον αλγόριθμο απαλοιφής-

κύκλου. Η Εικόνα 5.5.2.(α) δείχνει το αρχικό υπολειπόμενο δίκτυο. Αρχικά, 𝛦 = {1} 

και 𝐷 = {4}. Επομένως, στην πρώτη επανάληψη έχουμε 𝑠 = 1 και 𝑡 = 4. Οι 

αποστάσεις του ελάχιστου μονοπατιού 𝑑 (σε σχέση με τα μειωμένα κόστη) είναι 𝑑 =

(0, 2, 2, 3) και το ελάχιστο μονοπάτι από τον κόμβο 1 στον κόμβο 4 είναι το 1 − 3 −

4. Η Εικόνα 5.5.2.(b) δείχνει τους ενημερωμένους δυνητικούς κόμβους και τα 

μειωμένα κόστη και η Εικόνα 5.5.2.(c) δείχνει τη λύση μετά την αύξηση κατά 

min{𝑒(1), −𝑒(4), 𝑟13, 𝑟34} = min{4, 4, 2, 5} = 2 μονάδες ροής κατά μήκος του 

μονοπατιού 1 − 3 − 4. Στην δεύτερη επανάληψη είναι 𝑘 = 1, 𝑙 = 4, 𝑑 = (0, 0, 1, 1) 

και το ελάχιστο μονοπάτι από τον κόμβο 1 στον κόμβο 4 είναι το 1 − 2 − 3 − 4. Η 

Εικόνα 5.5.2.(d) δείχνει τους ενημερωμένους δυνητικούς κόμβους και τα μειωμένα 

κόστη και Εικόνα 5.5.2.(e) δείχνει τη λύση μετά την αύξηση κατά 

min{𝑒(1), −𝑒(4), 𝑟12, 𝑟23, 𝑟34} = min{2, 2, 4, 2, 3} = 2 μονάδες ροής. Στο τέλος αυτής 

της επανάληψης, όλες οι ανισορροπίες έχουν γίνει μηδενικές και ο αλγόριθμος 

τερματίζει.  

 

Τώρα θα δικαιολογήσουμε τον αλγόριθμο των διαδοχικών ελάχιστων μονοπατιών. Για 

να ξεκινήσουμε τον αλγόριθμο θέσαμε 𝑥 = 0, η οποία είναι μια εφικτή ψευδοροή. Για 

τη μηδενική ψευδοροή 𝑥, ισχύει 𝐺(𝑥) = 𝐺. Σημειώνουμε ότι αυτή η λύση μαζί με τη 

σχέση 𝜋 = 0 ικανοποιούν τις συνθήκες βελτιστοποίησης μειωμένου κόστους καθώς 

𝑐𝑖𝑗
𝜋 = 𝑐𝑖𝑗 ≥ 0 για κάθε τόξο (𝑖, 𝑗) στο υπολειπόμενο δίκτυο 𝐺(𝑥). Παρατηρούμε ότι 
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όσο ένας κόμβος έχει μη-μηδενική ανισορροπία, το 𝛦 και το 𝐷 δεν μπορεί να είναι 

άδεια, αφού το συνολικό άθροισμα του πλεονάσματος ισούται με το συνολικό 

άθροισμα της έλλειψης. Επομένως, μέχρι να ισορροπηθούν όλοι οι κόμβοι, ο 

αλγόριθμος πάντα επιτυγχάνει τον προσδιορισμό ενός κόμβου πλεονάσματος 𝑘 και 

ενός κόμβου έλλειψης 𝑙. Η Υπόθεση 5.1.4. συνεπάγεται ότι το υπολειπόμενο δίκτυο 

περιέχει ένα κατευθυνόμενο μονοπάτι από τον κόμβο 𝑘 σε κάθε άλλον κόμβο, 

συμπεριλαμβανομένου του κόμβου 𝑙. Έτσι, οι αποστάσεις του ελάχιστου μονοπατιού 

𝑑(∙) είναι καλά ορισμένες. Κάθε επανάληψη του αλγορίθμου λύνει ένα πρόβλημα 

ελάχιστου μονοπατιού με μη αρνητικά μήκη τόξων και αυστηρά μειώνει το πλεόνασμα 

κάποιων κόμβων (και επίσης την έλλειψη κάποιον άλλων κόμβων). Συνεπώς, αν το 𝑈 

είναι ένα άνω όριο στην μεγαλύτερη προμήθεια σε οποιονδήποτε κόμβο, ο αλγόριθμος 

θα τερμάτιζε σε 𝑛𝑈 το πολύ επαναλήψεις. Αν 𝑆(𝑛,𝑚, 𝐶) ορίζει τον απαιτούμενο χρόνο 

επίλυσης του προβλήματος ελάχιστου μονοπατιού με μη αρνητικά μήκη τόξων, η 

συνολική πολυπλοκότητα αυτού του αλγορίθμου είναι 𝛰(𝑛𝑈𝑆(𝑛,𝑚, 𝑛𝐶)).  
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Εικόνα 5.5.2. Απεικόνιση του αλγορίθμου διαδοχικών ελάχιστων 

μονοπατιών: (α) αρχικό υπολειπόμενο δίκτυο για 𝑥 = 0 και 𝜋 = 0, (b) 

δίκτυο μετά την ενημέρωση των δυνητικών κόμβων 𝜋, (c) δίκτυο μετά την 

αύξηση 2 μονάδων κατά μήκος του μονοπατιού 1 − 3 − 4, (d) δίκτυο μετά 

την ενημέρωση των δυνητικών κόμβων 𝜋, (e) δίκτυο μετά την αύξηση 2 

μονάδων κατά μήκος του μονοπατιού 1 − 2 − 3 − 4. 

Ο αλγόριθμος διαδοχικών ελάχιστων μονοπατιών απαιτεί ψευδο-πολυωνυμικό χρόνο 

για να λύσει το πρόβλημα ελάχιστου κόστους ροής αφού είναι πολυωνυμικό στο 𝑛,𝑚 

και στη μεγαλύτερη προμήθεια 𝑈. Αυτός ο αλγόριθμος είναι, παρόλα αυτά, 

πολυωνυμικού χρόνου για το πρόβλημα ανάθεσης, μια ειδική περίπτωση του 

προβλήματος ελάχιστου κόστους ροής, για το οποίο ισχύει 𝑈 = 1. 

Μπορούμε να προτείνουμε κάποιες πρακτικές βελτιώσεις στον αλγόριθμο διαδοχικών 

ελάχιστων μονοπατιών. Όπως αναφέραμε και προηγουμένως, ο αλγόριθμος αυτός 

επιλέγει έναν κόμβο με πλεόνασμα 𝑘 και χρησιμοποιεί τον αλγόριθμο  του Dijkstra  για 

να προσδιορίσει ελάχιστα μονοπάτια από το 𝑘 σε κάθε άλλο κόμβο. Τότε αυξάνει τη 
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ροή κατά μήκος ενός ελάχιστου μονοπατιού από τον κόμβο 𝑘 σε κάποιον κόμβο με 

έλλειμα 𝑙. Στην πραγματικότητα, δεν είναι απαραίτητο να καθορίσουμε ένα ελάχιστο 

μονοπάτι από τον κόμβο 𝑘 σε όλους τους άλλους κόμβους. Αρκεί ένα ελάχιστο 

μονοπάτι από τον κόμβο 𝑘 σε έναν κόμβο με έλλειμα 𝑙. Συνεπώς, μπορούμε να 

τερματίσουμε τον αλγόριθμο του Dijkstra  κάθε φορά που αυτός επισημαίνει τον πρώτο 

ελλειμματικό κόμβο 𝑙. Σε αυτό το σημείο μπορούμε να τροποποιήσουμε τους 

δυνητικούς κόμβους με τον ακόλουθο τρόπο: 

 

𝜋(𝑖) = {
𝜋(𝑖) − 𝑑(𝑖) 𝛼𝜈 𝜊 𝜅ό𝜇𝛽𝜊𝜍 𝑖 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝜇ό𝜈𝜄𝜇𝛼 𝜋𝜌𝜊𝜎𝜂𝜇𝛼𝜎𝜇έ𝜈𝜊𝜍

𝜋(𝑖) − 𝑑(𝑙)  𝛼𝜈 𝜊 𝜅ό𝜇𝛽𝜊𝜍 𝑖 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝜋𝜌𝜊𝜎𝜔𝜌𝜄𝜈ά 𝜋𝜌𝜊𝜎𝜂𝜇𝛼𝜎𝜇έ𝜈𝜊𝜍.
 

 

5.6. Ο Αλγόριθμος Primal-Dual  

 

Ο αλγόριθμος primal-dual για το πρόβλημα ελάχιστου κόστους ροής είναι παρόμοιος 

με τον αλγόριθμο διαδοχικών ελάχιστων μονοπατιών, με την έννοια ότι και αυτός 

διατηρεί μία ψευδοροή που ικανοποιεί τις συνθήκες βελτιστοποίησης μειωμένου 

κόστους και σταδιακά την μετατρέπει σε ροή αυξάνοντας τις ροές κατά μήκος των 

ελάχιστων μονοπατιών. Σε αντίθεση, αντί να στέλνει ροή κατά μήκος ενός ελάχιστου 

μονοπατιού κάθε φορά, λύνει το πρόβλημα μέγιστης ροής και στέλνει την κατάλληλη 

ροή κατά μήκος όλων των ελάχιστων μονοπατιών. 

Ο αλγόριθμος primal-dual γενικά μετασχηματίζει το πρόβλημα ελάχιστου κόστους 

ροής σε ένα πρόβλημα με έναν μόνο κόμβο με πλεόνασμα και έναν κόμβο με έλλειψη. 

Μετασχηματίζουμε το πρόβλημα σε αυτή τη μορφή εισάγοντας έναν κόμβο πηγή 𝑠 και 

έναν καταληκτικό κόμβο 𝑡. Για κάθε κόμβο 𝑖 με 𝑏(𝑖) > 0, προσθέτουμε έναν τόξο με 

μηδενικό κόστος (𝑠, 𝑖) και χωρητικότητα 𝑏(𝑖) και για κάθε κόμβο 𝑖 με 𝑏(𝑖) < 0, 

προσθέτουμε έναν τόξο με μηδενικό κόστος (𝑖, 𝑡) και χωρητικότητα −𝑏(𝑖). Τελικά, 

θέτουμε 𝑏(𝑠) = ∑ 𝑏(𝑖){𝑖∈𝑁:𝑏(𝑖)>0} , 𝑏(𝑡) = −𝑏(𝑠) 𝜅𝛼𝜄 𝑏(𝑖) = 0 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑖 ∈ 𝑁. 

Είναι εύκολο να δούμε ότι το ελάχιστο κόστος ροής στο μετασχηματισμένο δίκτυο, μας 

δίνει το ελάχιστο κόστος ροής στο αρχικό δίκτυο. Για απλοποίηση του συμβολισμού, 

θα αντιπροσωπεύουμε το μετασχηματισμένο δίκτυο ως 𝐺 = (𝑁, 𝐴), ο οποίος είναι ο 

ίδιος συμβολισμός που χρησιμοποιήσαμε για το αρχικό δίκτυο. 

Ο αλγόριθμος primal-dual λύνει ένα πρόβλημα μέγιστης ροής σε ένα υπογράφημα του 

υπολειπόμενου δικτύου 𝐺(𝑥), που καλείται αποδεκτό δίκτυο (admissible network), το 

οποίο συμβολίζουμε 𝐺𝜊(𝑥). Ορίζουμε το αποδεκτό δίκτυο 𝐺𝜊(𝑥) σε σχέση με μία 

ψευδοροή 𝑥, η οποία ικανοποιεί τις συνθήκες βελτιστοποίησης μειωμένου κόστους για 

κάποιους δυνητικούς κόμβους 𝜋. Το αποδεκτό δίκτυο περιέχει μόνο εκείνα τα τόξα στο 

𝐺(𝑥) με μηδενικό μειωμένο κόστος. Η υπολειπόμενη χωρητικότητα σε ένα τόξο στο 
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𝐺𝜊(𝑥) είναι η ίδια με αυτή στο 𝐺(𝑥). Παρατηρούμε ότι κάθε κατευθυνόμενο μονοπάτι 

από τον κόμβο 𝑠 στον κόμβο 𝑡 στο 𝐺𝜊(𝑥) είναι ένα ελάχιστο μονοπάτι στο 𝐺(𝑥) 

ανάμεσα στα ίδια ζευγάρια κόμβων. Η Εικόνα 5.6.1. περιγράφει τον αλγόριθμο primal-

dual στο μετασχηματισμένο δίκτυο.  

 

𝜶𝝀𝜸ό𝝆𝜾𝜽𝝁𝝄𝝇 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑎𝑙 − 𝑑𝑢𝑎𝑙; 

𝒃𝒆𝒈𝒊𝒏 

       𝑥 ≔ 0 𝜅𝛼𝜄 𝜋 ≔ 0; 

       𝑒(𝑠) ≔ 𝑏(𝑠) 𝜅𝛼𝜄 𝑒(𝑡) ≔ 𝑏(𝑡); 

       𝒘𝒉𝒊𝒍𝒆 𝑒(𝑠) > 0 𝒅𝒐 

       𝒃𝒆𝒈𝒊𝒏  

όρισε τις αποστάσεις των ελάχιστων μονοπατιών 𝑑(∙) από τον κόμβο 𝑠 σε κάθε 

άλλο κόμβο στο 𝐺(𝑥) σε σχέση με τα μειωμένα κόστη 𝑐𝑗𝑖
𝜋; 

               𝜀𝜈𝜂𝜇έ𝜌𝜔𝜎𝜀 𝜏𝜊 𝜋 ≔ 𝜋 − 𝑑; 

    ό𝜌𝜄𝜎𝜀 𝜏𝜊 𝛼𝜋𝜊𝛿𝜀𝜅𝜏ό 𝛿ί𝜅𝜏𝜐𝜊 𝐺𝜊(𝑥); 

    𝜅𝛼𝜃𝜄έ𝜌𝜔𝜎𝜀 𝜇ί𝛼 𝜇έ𝛾𝜄𝜎𝜏𝜂 𝜌𝜊ή 𝛼𝜋ό 𝜏𝜊𝜈 𝜅ό𝜇𝛽𝜊 𝑠 𝜎𝜏𝜊𝜈 𝜅ό𝜇𝛽𝜊 𝑡 𝜎𝜏𝜊 𝐺𝜊(𝑥); 

               𝜀𝜈𝜂𝜇έ𝜌𝜔𝜎𝜀 𝜏𝜊  𝑒(𝑠), 𝑒(𝑡) 𝜅𝛼𝜄 𝜏𝜊 𝐺(𝑥); 

      𝒆𝒏𝒅; 

𝒆𝒏𝒅; 

 

Εικόνα 5.6.1. Αλγόριθμος primal-dual 

 

 

Για να απεικονίσουμε τον αλγόριθμο primal-dual, θεωρούμε το αριθμητικό παράδειγμα 

που φαίνεται στην Εικόνα 5.6.2.(α). H Εικόνα 5.6.2.(b) δείχνει το μετασχηματισμένο 

δίκτυο. Ο υπολογισμός του ελάχιστου μονοπατιού απαιτεί το διάνυσμα 𝑑 =

(0, 0, 0, 1, 2, 1) του οποίου οι συνιστώσες είναι με τη σειρά 𝑠, 1, 2, 3, 4, 𝑡. Η Εικόνα 

5.6.2.(c) δείχνει τους τροποποιημένους δυνητικούς κόμβους και τα μειωμένα κόστη και 

η Εικόνα 5.6.2.(d) δείχνει το αποδεκτό δίκτυο σε αυτό το στάδιο των υπολογισμών. 

Όταν εφαρμόζουμε τον αλγόριθμο μεγίστης ροής στο αποδεκτό δίκτυο, είναι ικανό να 

στείλει 2 μονάδες ροής από τον κόμβο 𝑠 στον κόμβο 𝑡. Παρατηρούμε ότι το αποδεκτό 

δίκτυο περιέχει δύο μονοπάτια από τον κόμβο 𝑠 στον κόμβο 𝑡 και ο υπολογισμός 

μέγιστης ροής περνάει και από τα δύο μονοπάτια. Ο αλγόριθμος διαδοχικών ελάχιστων 

μονοπατιών θα χρειαζόταν δύο επαναλήψεις για να στείλει 2 μονάδες ροής. Όμως, 

όπως παρατηρούμε, η δεύτερη επανάληψη του αλγορίθμου primal-dual επίσης στέλνει 

2 μονάδες ροής από τον κόμβο 𝑠 στον κόμβο 𝑡 και στο σημείο αυτό ο αλγόριθμος 

μετατρέπει την ψευδοροή σε μία ροή και τερματίζει. 
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Ο αλγόριθμος primal-dual εγγυάται ότι το πλεόνασμα του κόμβου 𝑠 θα μειωθεί 

αυστηρά σε κάθε επανάληψη και επίσης βεβαιώνει ότι ο δυνητικός καταληκτικός 

κόμβος μειώνεται σταθερά από τη μία επανάληψη στην επόμενη. Η δεύτερη 

παρατήρηση προκύπτει από το γεγονός ότι εφόσον έχουμε ορίσει μία μέγιστη ροή στο 

𝐺𝜊(𝑥), το υπολειπόμενο δίκτυο 𝐺(𝑥) δεν περιέχει κατευθυνόμενο μονοπάτι από τον 

κόμβο 𝑠 στον κόμβο 𝑡 αλλά αποτελείται μόνο από τόξα με μηδενικά μειωμένα κόστη. 

Συνεπώς, στην επόμενη επανάληψη, όταν θα λύνουμε το πρόβλημα του ελάχιστου 

μονοπατιού, θα ισχύει 𝑑(𝑡) ≥ 1. Αυτές οι παρατηρήσεις δίνουν ένα όριο, το 

min {𝑛𝑈, 𝑛𝐶} στον αριθμό των επαναλήψεων αφού αρχικά ισχύει ότι 𝑒(𝑠) ≤ 𝑛𝑈 και η 

τιμή κανενός από τους δυνητικούς κόμβους δεν μπορεί να είναι μικρότερη από – 𝑛𝐶. 

Αυτό το όριο στον αριθμό των επαναλήψεων είναι καλύτερο από αυτό στον αλγόριθμο 

διαδοχικών ελάχιστων μονοπατιών αλλά, φυσικά, ο αλγόριθμος συνεπάγεται την 

επιπρόσθετη δαπάνη στην επίλυση του προβλήματος μεγίστης ροής σε κάθε 

επανάληψη. Αν το 𝑆(𝑛,𝑚, 𝐶) και το 𝑀(𝑛,𝑚, 𝑈) ορίζουν τους χρόνους της λύσης του 

αλγόριθμου του ελάχιστου μονοπατιού και της μέγιστης ροής, ο αλγόριθμος primal-

dual έχει συνολική πολυπλοκότητα 𝑂(min{𝑛𝑈, 𝑛𝐶} ∙ {𝑆(𝑛,𝑚, 𝑛𝐶) + 𝑀(𝑛,𝑚, 𝑈)}). 
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5.7. Παράδειγμα στο πρόβλημα Ροής Ελαχίστου Κόστους 

 

Μια τράπεζα πρόκειται να συνδέσει τους υπολογιστές όλων των υποκαταστημάτων της 

σε δίκτυο, ώστε κάθε υποκατάστημα να μπορεί να επικοινωνήσει με οποιοδήποτε άλλο, 

είτε απευθείας είτε μέσω άλλων υποκαταστημάτων. Τα υποκαταστήματα της Τράπεζας 

και οι πιθανές συνδέσεις μεταξύ τους παριστάνονται με το ακόλουθο δίκτυο, στο οποίο 

οι τιμές των τόξων παριστάνουν μήκος καλωδίου σύνδεσης σε δεκάδες χιλιόμετρα. Το 

κόστος εγκατάστασης και λειτουργίας του δικτύου είναι ανάλογο του μήκους του 

καλωδίου που θα  χρησιμοποιηθεί. Με βάση τα παραπάνω να εφαρμόσετε την 

κατάλληλη τεχνική δικτυωτής ανάλυσης ώστε να προσδιορίσετε τον τρόπο με τον 

οποίο όλα τα υποκαταστήματα θα συνδεθούν μεταξύ τους, άμεσα ή έμμεσα, με το 

μικρότερο δυνατό κόστος και να υπολογίσετε το κόστος αυτό. 

 

2

3

4

5

6

7

1

6

8

9

65

4

7

2

9 3

4

7

2 4

7

8

 

Λύση: 

Ξεκινάμε αυθαίρετα από οποιοδήποτε κόμβο, έστω τον κόμβο 5. Συνδέουμε τον πλέον 

κοντινό του, που είναι ο κόμβος 6, μέσω του τόξου 5-6 με μήκος 2. Οι κόμβοι {5, 6} 

είναι συνδεδεμένοι. Ο πλησιέστερος μη συνδεδεμένος κόμβος στους {5, 6} είναι ο 

κόμβος 4 με τόξο 5-4 και μήκους 3. Έτσι, συνδεδεμένοι είναι τώρα οι κόμβοι {5, 6, 4}. 

Ο επόμενος πλησιέστερος κόμβος είναι ο κόμβος 2 με το τόξο 4-2 μήκους 2, οπότε 

συνδεδεμένοι είναι τώρα είναι οι κόμβοι {5, 6, 4, 2}. Ο πλησιέστερος στους 

συνδεδεμένους είναι ο κόμβος 7 με το τόξο 4-7 μήκους 4. Το σύνολο των 

συνδεδεμένων κόμβων είναι τώρα {5, 6, 4, 2, 7}. Επόμενος συνδέεται ο κόμβος 1 με 
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τον κόμβο 2 μέσω του τόξου 2-1 μήκους 5, οπότε το σύνολο των συνδεδεμένων 

κόμβων είναι το {5, 6, 4, 2, 7, 1}. Ο επόμενος κόμβος που συνδέεται είναι ο κόμβος 3 

με τον κόμβο 1 μέσω του τόξου 1-3 με μήκος 4. Το σύνολο των συνδεδεμένων κόμβων 

γίνεται {5, 6, 4, 2, 7, 1, 3}. Επόμενος συνδέεται ο κόμβος 9 με τον κόμβο 7 με το τόξο 

7-9 μήκους 6, οπότε το σύνολο γίνεται {5, 6, 4, 2, 7, 1, 3, 9}. Τελευταίος συνδέεται ο 

κόμβος 8 με το τόξο 9-8 μήκους 4. Το άθροισμα των τόξων που χρησιμοποιήθηκαν 

είναι 30 και είναι το ελάχιστο συνολικό. 

Κατά συνέπεια, το ελάχιστα παραγόμενο δέντρο φαίνεται στο ακόλουθο σχήμα στο 

οποίο εμφανίζεται μόνο στα τόξα, ενώ όπως προαναφέρθηκε το ελάχιστο συνολικό 

μήκος καλωδίων είναι 300 χιλιόμετρα. 
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6 

 

Ελάχιστα Παραγόμενα Δέντρα  

Minimum Spanning Trees 

 

6.1. Εισαγωγή 

Με λίγα λόγια: Λαμβάνοντας υπόψη ένα συνδεδεμένο, μη-κατευθυνόμενο γράφημα, 

ένα παραγόμενο δέντρο αυτού του γραφήματος είναι ένα υπογράφημα που είναι ένα 

δέντρο και συνδέει όλες τις κορυφές μαζί. Ένα γράφημα μπορεί να έχει πολλά 

παραγόμενα δέντρα. Μπορούμε επίσης να ορίσουμε ένα βάρος σε κάθε τόξο, το οποίο 

είναι ένας αριθμός που αντιπροσωπεύει πόσο δυσμενές είναι, και να χρησιμοποιήσουμε 

αυτό για να ορίσουμε ένα βάρος σε ένα παραγόμενο δέντρο υπολογίζοντας το 

άθροισμα των βαρών των τόξων σε αυτό το παραγόμενο δέντρο. Ένα ελάχιστα 

παραγόμενο δέντρο (minimum spanning tree - MST) ή ένα παραγόμενο δέντρο 

ελαχίστους βάρους είναι ένα παραγόμενο δέντρο με βάρος μικρότερο ή ίσο από το 

βάρος όλων των άλλων παραγόμενων δέντρων. Γενικότερα, κάθε μη-κατευθυνόμενο 

γράφημα (που δεν είναι συνδεδεμένο απαραίτητα) έχει ένα ελάχιστα παραγόμενο 

δάσος, το οποίο είναι μια ένωση των ελάχιστα παραγόμενων δέντρων για τις 

συνεκτικές συνιστώσες του. 

Σε αυτό το κεφάλαιο θα δούμε το πρόβλημα του ελάχιστα παραγόμενου δέντρου. Ένα 

παραγόμενο δέντρο 𝛵 του 𝐺 είναι ένα συνδεδεμένο ακυκλικό υπογράφημα που 

εκτείνεται σε όλους τους κόμβους. Κάθε παραγόμενο δέντρο του 𝐺 έχει 𝑛 − 1 τόξα 

(Ιδιότητα 2.2.2). Δεδομένου ενός μη-κατευθυνόμενου γραφήματος 𝐺 = (𝑁, 𝐴) με 𝑛 =

|𝑁| κόμβους και 𝑚 = |𝐴| τόξα και με μήκος ή κόστος 𝑐𝑖𝑗 που συνδέεται με κάθε τόξο 

(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴, επιθυμούμε να βρούμε ένα παραγόμενο δέντρο, που καλείται ελάχιστα 

παραγόμενο δέντρο, που έχει το ελάχιστο συνολικό κόστος (ή μήκος) των τόξων του 

και μετράται ως το σύνολο των κοστών των τόξων στο παραγόμενο δέντρο. 

Σημείωση 1: Για το πρόβλημα ελάχιστα παραγόμενου δέντρου, τα τόξα είναι μη 

κατευθυνόμενα. (Αφού το δίκτυο είναι μη κατευθυνόμενο, αναφερόμαστε στο τόξο 

ανάμεσα στο ζεύγος των κόμβων 𝑖 και 𝑗 ως είτε (𝑖, 𝑗) είτε (𝑗, 𝑖)). Για την περίπτωση 

του προβλήματος του ελάχιστου μονοπατιού, τα δίκτυα είναι κατευθυνόμενα. Αυτή η 



Αικατερίνη Κ. Αγριόμαλλου - Διπλωματική εργασία Σελίδα 108 
 

διάκριση είναι ασήμαντη κατά μία έννοια. Θα μπορούσαμε εύκολα να αναπτύσσαμε 

τα προηγούμενα αποτελέσματα για τα προβλήματα ελάχιστου μονοπατιού 

χρησιμοποιώντας μη κατευθυνόμενα γραφήματα, καθώς επίσης και κατευθυνόμενα 

γραφήματα. Από την άλλη όμως, αυτή η διάκριση είναι σημαντική. Η εύρεση ενός 

ελάχιστα παραγόμενου δέντρου σε ένα κατευθυνόμενο δίκτυο με όλα τα μονοπάτια 

κατευθυνόμενα από ένα δεδομένο κόμβο-πηγή είναι ένα πολύ πιο δύσκολο πρόβλημα 

από αυτό του μη κατευθυνόμενου ελάχιστα παραγόμενου δέντρου.  

Σημείωση 2: Οι αντικειμενικές συναρτήσεις του προβλήματος ελάχιστα παραγόμενου 

δέντρου και του ελάχιστου μονοπατιού που ανήκει σε δέντρο είναι διαφορετικές. Για 

το πρόβλημα του ελάχιστα παραγόμενου δέντρου, μετράμε το κόστος κάθε τόξου 

ακριβώς μία φορά, ενώ για το πρόβλημα του ελάχιστου μονοπατιού που ανήκει σε  

δέντρο, μετράμε το κόστος κάποιων τόξων τόσες φόρες όσες και ο αριθμός των 

μονοπατιών από τον κόμβο-πηγή που περνάει από αυτό το τόξο (δηλαδή, τον αριθμό 

των ελάχιστων μονοπατιών στο δέντρο που περιέχουν αυτό το τόξο). 

Το πρόβλημα του ελάχιστα παραγόμενου δέντρου προκύπτει σε διάφορες εφαρμογές, 

ως μεμονωμένο πρόβλημα και ως υποπρόβλημα σε πιο σύνθετα προβλήματα. Αρχικά 

θα θεωρήσουμε βασικές συνθήκες βελτιστοποίησης για να εκτιμήσουμε αν ένα 

δεδομένο παραγόμενο δέντρο είναι ένα ελάχιστα παραγόμενο δέντρο. Θεωρούμε δύο 

τέτοιες συνθήκες βελτιστοποίησης. Η πρώτη συνθήκη βασίζεται στη σύγκριση του 

κόστους κάθε τόξου που ανήκει στο δέντρο με τα υπόλοιπα τόξα που περιέχονται στην 

αποκοπή που ορίζεται αν αφαιρέσουμε αυτό το τόξο από το δέντρο. Η άλλη συνθήκη 

βασίζεται στη σύγκριση του κόστους ενός τόξου που δεν ανήκει στο δέντρο με τα τόξα 

που ανήκουν στο δέντρο, στο μονοπάτι που συνδέει τα καταληκτικά σημεία του τόξου 

που δεν ανήκει στο δέντρο. Αυτές οι δύο συνθήκες βελτιστοποίησης της αποκοπής και 

του μονοπατιού είναι εύκολες στη διατύπωση και την ανάπτυξή τους, και είναι η 

εναρκτήριος δύναμη για την ανάπτυξη αλγορίθμων που θα επιλύσουν το πρόβλημα του 

ελάχιστα παραγόμενου δέντρου. 

Οι αλγόριθμοι που προκύπτουν είναι πολύ απλοί, αν και η αποτελεσματική υλοποίηση 

τους απαιτεί σημαντική προσοχή και εφευρετικότητα. Οι αλγόριθμοι που 

αναπτύσσουμε σε αυτό το κεφάλαιο είναι δύο: ο αλγόριθμος του Kruskal και ο 

αλγόριθμος του Prim. Είναι και οι δύο «άπληστοι» αλγόριθμοι με την έννοια ότι σε 

κάθε βήμα προσθέτουν ένα τόξο με ελάχιστο κόστος από μία υποψήφια λίστα, όσο το 

προστιθέμενο τόξο δεν σχηματίζει κύκλο με τα ήδη υπάρχοντα τόξα. Επίσης, και οι 

δύο αλγόριθμοι διατηρούν ένα δάσος, που περιέχει ήδη προεπιλεγμένα τόξα και μετά 

προσθέτουν ένα ή περισσότερα τόξα για να μεγαλώσουν το μέγεθος του δάσους. Για 

τον αλγόριθμο του Kruskal, η υποψήφια λίστα είναι όλο το δίκτυο, ενώ για τον 

αλγόριθμο του Prim, το δάσος είναι ένα μεμονωμένο δέντρο συν ένα σύνολο 

απομονωμένων κόμβων και η υποψήφια λίστα του περιέχει όλα τα τόξα ανάμεσα στο 

δέντρο και στους κόμβους που δεν ανήκουν στο δέντρο.  

Ο μαθηματικός προγραμματισμός έχει έναν άλλον χρήσιμο τρόπο να μελετήσουμε το 

πρόβλημα ελάχιστα παραγόμενου δέντρου. Θα διατυπώσουμε λοιπόν, το πρόβλημα 
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του ελάχιστα παραγόμενου δέντρου ως ένα μοντέλο ακέραιου προγραμματισμού και 

θα χρησιμοποιήσουμε επιχειρήματα ακέραιου προγραμματισμού για να ορίσουμε 

ακόμη μία απόδειξη της εγκυρότητας του αλγορίθμου του Kruskal. 

 

6.2. Συνθήκες Βελτιστοποίησης  

 

Οι συνθήκες βελτιστοποίησης για το πρόβλημα ελάχιστα παραγόμενου δέντρου 

παίζουν κεντρικό ρόλο στην ανάπτυξη αλγορίθμων και στην απόδειξη της εγκυρότητάς 

τους. Για το πρόβλημα του ελάχιστα παραγόμενου δέντρου, μπορούμε να 

διατυπώσουμε τις συνθήκες βελτιστοποίησης με δύο τρόπους: συνθήκες 

βελτιστοποίησης αποκοπής (cut optimality conditions) και συνθήκες βελτιστοποίησης 

μονοπατιού (path optimality conditions). Φυσικά, και οι δύο συνθήκες βελτιστοποίησης 

είναι ισοδύναμες. Πριν όμως αναφέρουμε αυτές τις συνθήκες, ας ορίσουμε τον 

συμβολισμό και τις βασικότερες ιδέες που θα μας χρειαστούν. 
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Εικόνα 6.2.1. Απεικονισμένα παραγόμενα δέντρα: (𝑎) υποκείμενο γράφημα, 

(𝑏) και (𝑐) δύο παραγόμενα γραφήματα, (𝑑) όχι παραγόμενο γράφημα (δεν 

περιέχει όλους τους κόμβους), (𝑒) όχι παραγόμενο γράφημα (κυκλικό 

γράφημα). 
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Τα υπογραφήματα που φαίνονται στην Εικόνα 6.2.1(b) και 6.2.1.(c) είναι παραγόμενα 

δέντρα για το δίκτυο της Εικόνας 6.2.1.(a). Ωστόσο, το υπογράφημα της Εικόνας 

6.2.1.(d) δεν είναι παραγόμενο δέντρο γιατί δεν είναι συνδεδεμένο και το υπογράφημα 

της Εικόνας 6.2.1.(e) δεν είναι παραγόμενο δέντρο γιατί περιέχει κύκλο, τον 1 − 3 −

4 − 1. Αναφερόμαστε σε αυτά τα τόξα που περιέχονται σε ένα δεδομένο παραγόμενο 

δέντρο ως «τόξα που ανήκουν στο δέντρο (tree arcs)» και στα τόξα που δεν περιέχονται 

σε ένα δεδομένο παραγόμενο δέντρο ως «τόξα που δεν ανήκουν στο δέντρο (nontree 

arcs)». Οι ακόλουθες δύο βασικές παρατηρήσεις θα προκύπτουν συχνά στην ανάπτυξη 

των αλγορίθμων: 

1. Για κάθε τόξο που δεν ανήκει στο δέντρο (𝑘, 𝑙) το παραγόμενο δέντρο 𝛵 

περιέχει ένα μοναδικό μονοπάτι από τον κόμβο 𝑘 στον κόμβο 𝑙. Το τόξο (𝑘, 𝑙) 

μαζί με αυτό το μοναδικό μονοπάτι ορίζει έναν κύκλο (Εικόνα 6.2.2.(a)). 

2. Αν διαγράψουμε κάθε τόξο που ανήκει στο δέντρο (𝑖, 𝑗) από το παραγόμενο 

δέντρο, το γράφημα που προκύπτει χωρίζει το σύνολο των κόμβων 𝑁 σε δύο 

υποσύνολα (Εικόνα 6.2.2.(b)). Τα τόξα από το υποκείμενο γράφημα 𝐺, του 

οποίου τα καταληκτικά σημεία ανήκουν σε διαφορετικά υποσύνολα, αποτελούν 

μία αποκοπή. 
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Εικόνα 6.2.2. Απεικονισμένες ιδιότητες ενός παραγόμενου δέντρου: (𝑎) η 

προσθήκη του τόξου (3, 9) στο παραγόμενο γράφημα διαμορφώνει το 
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μοναδικό κύκλο 3 − 4 − 5 − 9 − 3, (𝑏) η διαγραφή του τόξου (4, 5) 

διαμορφώνει την αποκοπή  [𝑆, 𝑆̅],  με 𝑆 = {1, 2, 3, 4). 

 

 

Θεώρημα 6.2.1. Συνθήκες Βελτιστοποίησης Αποκοπής (Cut Optimality Conditions): 

Ένα παραγόμενο δέντρο 𝛵∗είναι ένα ελάχιστο παραγόμενο δέντρο, αν και μόνο αν 

ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες βελτιστοποίησης αποκοπής: Για κάθε τόξο που 

ανήκει στο δέντρο (𝑖, 𝑗) ∈  𝛵∗, 𝑐𝑖𝑗 ≤ 𝑐𝑘𝑙 για κάθε τόξο (𝑘, 𝑙) που περιέχεται στην 

αποκοπή που διαμορφώνεται μετά την διαγραφή του τόξου (𝑖, 𝑗) από το 𝛵∗. 

Απόδειξη: Είναι εύκολο να δούμε ότι κάθε ελάχιστα παραγόμενο δέντρο 𝛵∗ πρέπει να 

ικανοποιεί τη συνθήκη βελτιστοποίησης αποκοπής. Για αυτό, αν ισχύει 𝑐𝑖𝑗 > 𝑐𝑘𝑙 και 

το τόξο (𝑘, 𝑙) περιέχεται στην αποκοπή που διαμορφώνεται μετά από τη διαγραφή του 

τόξου (𝑖, 𝑗) από το 𝛵∗, και τότε η εισαγωγή του τόξου (𝑘, 𝑙) στο 𝛵∗ στη θέση του τόξου 

(𝑖, 𝑗) θα δημιουργήσει ένα παραγόμενο δέντρο με κόστος μικρότερο από 𝛵∗, που 

έρχεται σε αντίθεση με την βελτιστοποίηση του 𝛵∗. 

Θα δείξουμε ακολούθως, ότι αν οποιοδήποτε δέντρο 𝛵∗ ικανοποιεί τις συνθήκες 

βελτιστοποίησης αποκοπής, θα πρέπει να είναι το βέλτιστο. Υποθέτουμε ότι το 𝛵° είναι 

το ελάχιστα παραγόμενο δέντρο και 𝛵° ≠ 𝛵∗. Τότε το 𝛵∗ περιέχει ένα τόξο (𝑖, 𝑗) το 

οποίο δεν είναι στο 𝛵° (Εικόνα 6.2.3.). Η διαγραφή του τόξου (𝑖, 𝑗) από το 𝛵∗ 

δημιουργεί μία αποκοπή, την [𝑆, 𝑆̅]. Αν όμως προσθέσουμε το τόξο (𝑖, 𝑗) στο 𝛵°, 

δημιουργούμε ένα κύκλο 𝑊, ο οποίος πρέπει να περιέχει ένα τόξο (𝑘, 𝑙) (εκτός του 

τόξου (𝑖, 𝑗)), με 𝑘 ∈ 𝑆 και 𝑙 ∈ 𝑆̅. Αφού το 𝛵∗ ικανοποιεί τις συνθήκες βελτιστοποίησης 

αποκοπής, ισχύει ότι  𝑐𝑖𝑗 ≤ 𝑐𝑘𝑙. Επιπρόσθετα, αφού το 𝛵° είναι ένα βέλτιστα 

παραγόμενο δέντρο, ισχύει ότι 𝑐𝑖𝑗 ≥ 𝑐𝑘𝑙, γιατί διαφορετικά θα μπορούσαμε να 

βελτιώσουμε το κόστος του, αντικαθιστώντας το τόξο (𝑘, 𝑙) με το τόξο (𝑖, 𝑗). 

Επομένως, 𝑐𝑖𝑗 = 𝑐𝑘𝑙. Τώρα, αν εισάγουμε το τόξο (𝑘, 𝑙) στο  𝛵∗ στη θέση του τόξου 

(𝑖, 𝑗), παράγουμε ένα άλλο ελάχιστα παραγόμενο δέντρο και το συγκεκριμένο έχει 

περισσότερα από ένα κοινά τόξα με το 𝛵°. Επαναλαμβάνοντας το συγκεκριμένο 

επιχείρημα αρκετές φορές, μπορούμε να μετατρέψουμε το 𝛵∗ στο ελάχιστα 

παραγόμενο δέντρο 𝛵°. Αυτή η ερμηνεία δείχνει ότι το 𝛵∗ έχει επίσης ένα ελάχιστα 

παραγόμενο δέντρο. Άρα απεδείχθη το ζητούμενο.                                                       ∎ 
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Εικόνα 6.2.3. Απόδειξη των συνθηκών βελτιστοποίησης αποκοπής και 

μονοπατιού. 

 

Οι συνθήκες βελτιστοποίησης αποκοπής συνεπάγονται ότι κάθε τόξο σε ένα ελάχιστα 

παραγόμενο δέντρο είναι ένα ελάχιστο κόστος κατά μήκος της αποκοπής που ορίζεται 

από τη διαγραφή του από το δέντρο. Πράγματι, οι συνθήκες βελτιστοποίησης 

αποκοπής επίσης συνεπάγονται ότι μπορούμε πάντα να συμπεριλάβουμε οποιοδήποτε 

τόξο με ελάχιστο κόστος σε οποιαδήποτε αποκοπή σε κάποιο ελάχιστα παραγόμενο 

δέντρο, το οποίο δηλώνουμε με την ακόλουθη, ισχυρότερη μορφή. 

Ιδιότητα 6.2.1: Έστω 𝐹 είναι ένα υποσύνολο τόξων σε κάποιο ελάχιστου κόστους 

παραγόμενο δέντρο και έστω 𝑆 είναι ένα σύνολο κόμβων κάποιας συνιστώσας του 𝐹. 

Υποθέτουμε επίσης ότι (𝑖, 𝑗) είναι ένα τόξο με ελάχιστο κόστος στην αποκοπή [S, S̅]. Τότε, 

κάποιο ελάχιστο παραγόμενο δέντρο περιέχει όλα τα τόξα στο 𝐹, όπως και το τόξο (𝑖, 𝑗). 

Απόδειξη: Έστω ότι το 𝐹 είναι ένα υποσύνολο του ελάχιστου κόστους δέντρου 𝛵∗. Αν 

(𝑖, 𝑗) ∈ 𝛵∗, δεν χρειάζεται να αποδείξουμε κάτι. Έστω λοιπόν ότι (𝑖, 𝑗) ∉ 𝛵∗. Η 

προσθήκη του (𝑖, 𝑗) στο 𝛵∗ δημιουργεί έναν κύκλο, τον 𝐶, και ο 𝐶 περιέχει τουλάχιστον 

ένα τόξο (𝑝, 𝑞) ≠ (𝑖, 𝑗) στο [S, S̅]. Από την υπόθεση, ισχύει ότι 𝑐𝑖𝑗 ≤ 𝑐𝑝𝑞. Επίσης, αφού 

το 𝛵∗ ικανοποιεί τις συνθήκες βελτιστοποίησης αποκοπής, ισχύει επίσης ότι 𝑐𝑖𝑗 ≥ 𝑐𝑝𝑞. 

Συνεπώς, 𝑐𝑖𝑗 = 𝑐𝑝𝑞, οπότε η προσθήκη του τόξου (𝑖, 𝑗) στο 𝛵∗ και η αφαίρεση του 

(𝑝, 𝑞) παράγει ένα ελάχιστο παραγόμενο δέντρο, που περιέχει όλα τα τόξα στο 𝐹, όπως 

επίσης και το τόξο (𝑖, 𝑗).                                                                                         ∎ 

Οι συνθήκες βελτιστοποίησης αποκοπής, μας παρέχουν έναν «εξωτερικό» 

χαρακτηρισμό του ελάχιστα παραγόμενου δέντρου που βασίζεται στη σχέση μεταξύ 

ενός μοναδικού τόξου στο δέντρο και πολλών τόξων έξω από το δέντρο, τα οποία είναι 

αυτά που παράγουμε στην αποκοπή με την αφαίρεση του τόξου από το δέντρο. Οι 

ακόλουθες σχετικές συνθήκες βελτιστοποίησης μονοπατιού παρέχουν έναν 

διαφορετικό «εσωτερικό» χαρακτηρισμό που εξετάζουν τη σχέση μεταξύ ενός 

μοναδικού τόξου που δεν βρίσκεται στο δέντρο και μερικών τόξων στο δέντρο που 
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προκύπτουν στο μονοπάτι, με την προσθήκη, στο παραγόμενο δέντρο, του τόξου που 

δεν ανήκει στο δέντρο. 

Θεώρημα 6.2.2. Συνθήκες Βελτιστοποίησης Μονοπατιού (Path Optimality 

Conditions): Ένα παραγόμενο δέντρο 𝛵∗ είναι ένα ελάχιστα παραγόμενο δέντρο αν και 

μόνο αν ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες βελτιστοποίησης μονοπατιού: Για κάθε τόξο 

που δεν ανήκει στο δέντρο (𝑘, 𝑙) του 𝐺, ισχύει ότι 𝑐𝑖𝑗 ≤ 𝑐𝑘𝑙 για κάθε τόξο (𝑖, 𝑗) που 

περιέχεται στο μονοπάτι στο 𝛵∗ που συνδέει τους κόμβους 𝑘 και 𝑙. 

Απόδειξη: Είναι εύκολο να δείξουμε την αναγκαιότητα των συνθηκών 

βελτιστοποίησης μονοπατιού. Έστω 𝛵∗ είναι ένα ελάχιστα παραγόμενο δέντρο που 

ικανοποιεί αυτές τις συνθήκες και το τόξο (𝑖, 𝑗) περιέχεται στο μονοπάτι στο 𝛵∗ που 

συνδέει τους κόμβους 𝑘 και 𝑙. Αν ισχύει ότι 𝑐𝑖𝑗 > 𝑐𝑘𝑙, η εισαγωγή του τόξου (𝑘, 𝑙) στο 

𝛵∗ στη θέση του τόξου (𝑖, 𝑗), θα δημιουργήσει ένα παραγόμενο δέντρο με κόστος 

μικρότερο από 𝛵∗, το οποίο έρχεται σε αντίθεση με την βελτιστότητα του 𝛵∗. 

Τώρα θα αποδείξουμε την επάρκεια των συνθηκών βελτιστοποίησης μονοπατιού 

χρησιμοποιώντας την αναγκαιότητα των συνθηκών βελτιστοποίησης αποκοπής. Αυτή 

η τεχνική απόδειξης υπογραμμίζει την ισοδυναμία μεταξύ αυτών των συνθηκών. Θα 

δείξουμε ότι αν ένα δέντρο 𝛵∗ ικανοποιεί τις συνθήκες βελτιστοποίησης μονοπατιού, 

θα πρέπει επίσης να ικανοποιεί τις συνθήκες βελτιστοποίησης αποκοπής. Το Θεώρημα 

6.2.1. θα συνεπάγεται τότε ότι το 𝛵∗ είναι ένα βέλτιστο δέντρο. Έστω (𝑖, 𝑗) είναι ένα 

τόξο που ανήκει σε δέντρο στο 𝛵∗ και έστω 𝑆 και 𝑆̅ είναι τα δύο σύνολα των 

συνδεδεμένων κόμβων που παράγονται με την αφαίρεση του τόξου (𝑖, 𝑗) από το 𝛵∗. 

Υποθέτουμε επίσης, ότι 𝑖 ∈ 𝑆 και     𝑗 ∈ 𝑆̅. Θεωρούμε οποιοδήποτε τόξο (𝑘, 𝑙) ∈  [S, S̅] 

(Εικόνα 6.2.3.). Αφού το 𝛵∗ περιέχει ένα μοναδικό μονοπάτι που ενώνει τους κόμβους 

𝑘 και 𝑙 και αφού το τόξο (𝑖, 𝑗) είναι το μόνο τόξο στο 𝛵∗  που ενώνει έναν κόμβο στο 

S και έναν κόμβο στο S̅, τότε το τόξο (𝑖, 𝑗) πρέπει να ανήκει σε αυτό το μονοπάτι. Η 

συνθήκη βελτιστοποίησης μονοπατιού συνεπάγεται ότι       𝑐𝑖𝑗 ≤ 𝑐𝑘𝑙. Δεδομένου ότι η 

προϋπόθεση αυτή πρέπει να είναι έγκυρη για κάθε τόξο που δεν ανήκει σε δέντρο (𝑘, 𝑙) 

στην αποκοπή [S, S̅] που δημιουργείται αφαιρώντας οποιοδήποτε τόξο που ανήκει σε 

δέντρο (𝑖, 𝑗), τότε το 𝛵∗ ικανοποιεί τις συνθήκες βελτιστοποίησης αποκοπής και έτσι 

πρέπει να είναι το ελάχιστα παραγόμενο δέντρο.            ∎ 

Στην προηγούμενη συζήτηση ορίσαμε δύο συνθήκες βελτιστοποίησης για το πρόβλημα 

ελάχιστα παραγόμενου δέντρου. Οι ακόλουθες συνθήκες βελτιστοποίησης που 

αφορούν το πρόβλημα του μέγιστα παραγόμενου δέντρου είναι παρόμοιες. 

Θεώρημα 6.2.3. Συνθήκες Βελτιστοποίησης για Μέγιστα Παραγόμενο Δέντρο 

(Maximum Spanning Tree Optimality Conditions): 

a) Ένα παραγόμενο δέντρο  𝛵∗ είναι ένα μέγιστα παραγόμενο δέντρο αν και μόνο 

αν ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες βελτιστοποίησης αποκοπής: Για κάθε τόξο 

που ανήκει σε δέντρο (𝑖, 𝑗) ∈ 𝛵∗, ισχύει ότι 𝑐𝑖𝑗 ≥ 𝑐𝑘𝑙 για κάθε τόξο  (𝑘, 𝑙) που 

περιέχεται στην αποκοπή που διαμορφώθηκε μετά την αφαίρεση του τόξου (𝑖, 𝑗) 

από το 𝛵∗. 
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b) Ένα παραγόμενο δέντρο είναι μέγιστα παραγόμενο δέντρο 𝛵∗, αν και μόνο αν 

ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες βελτιστοποίησης μονοπατιού: Για κάθε τόξο 

που δεν ανήκει σε δέντρο (𝑘, 𝑙) του 𝐺, ισχύει ότι 𝑐𝑖𝑗 ≥ 𝑐𝑘𝑙 για κάθε τόξο (𝑖, 𝑗) 

που περιέχεται στο μονοπάτι που ανήκει σε δέντρο στο 𝛵∗ που συνδέει τους 

κόμβους 𝑘 και 𝑙. 

 

6.3. Ο Αλγόριθμος του Kruskal 

 

Οι συνθήκες βελτιστοποίησης μονοπατιού προτείνουν τον ακόλουθο απλό αλγόριθμο 

για την επίλυση το πρόβλημα του ελάχιστα παραγόμενου δέντρου. Θα ξεκινήσουμε με 

ένα αυθαίρετο παραγόμενο δέντρο 𝑇 και θα εξετάσουμε τις συνθήκες βελτιστοποίησης 

μονοπατιού. Αν το 𝑇 ικανοποιεί αυτές τις συνθήκες, τότε είναι ένα βέλτιστο δέντρο. 

Διαφορετικά, ισχύει ότι 𝑐𝑖𝑗 > 𝑐𝑘𝑙 για κάποιο τόξο που δεν ανήκει σε δέντρο (𝑘, 𝑙) και 

κάποιο τόξο που ανήκει σε δέντρο (𝑖, 𝑗) που περιέχονται στο μοναδικό μονοπάτι στο 

𝑇, το οποίο ενώνει τους κόμβους 𝑘 και 𝑙. Σε αυτή την περίπτωση, η προσθήκη του 

τόξου (𝑘, 𝑙) στο 𝑇  στην θέση του (𝑖, 𝑗), μας δίνει ένα παραγόμενο δέντρο με 

χαμηλότερο κόστος. Επαναλαμβάνοντας το συγκεκριμένο βήμα, θα πάρουμε ένα 

ελάχιστα παραγόμενο δέντρο μέσα σε πεπερασμένο το πλήθος επαναλήψεις. Παρόλο 

που ο συγκεκριμένος αλγόριθμος είναι εντυπωσιακά απλός, ο υπολογιστικός του 

χρόνος δεν μπορεί να έχει πολυωνυμικά όρια στο μέγεθος των δεδομένων του 

προβλήματος. 

6.3.1. Απλή εκδοχή του Αλγορίθμου του Kruskal 

Για να πάρουμε έναν διαφορετικό και πιο αποτελεσματικό αλγόριθμο, γνωστό ως 

αλγόριθμο του Kruskal, από τις συνθήκες βελτιστοποίησης μονοπατιού, θεωρούμε 

έναν αλγόριθμο που κατασκευάζει ένα βέλτιστα παραγόμενο δέντρο από το μηδέν, 

προσθέτοντας ένα τόξο σε κάθε βήμα. Ταξινομούμε πρώτα όλα τα τόξα σε αύξουσα 

σειρά των κοστών τους και ορίζουμε το σύνολο, LIST, το οποίο είναι το σύνολο των 

τόξων που επιλέξαμε ως μέρος του ελάχιστα παραγόμενου δέντρου. Αρχικά, το σύνολο 

LIST είναι κενό. Εξετάζουμε τα τόξα που είναι σε ταξινομημένη σειρά ένα προς ένα 

και ελέγχουμε αν η προσθήκη του τόξου που εξετάζουμε στο LIST, θα δημιουργήσει 

ένα κύκλο με τα τόξα ήδη στο LIST. Αν όχι, προσθέτουμε το τόξο στο LIST, αλλιώς 

το πετάμε. Τερματίζουμε όταν ⌈𝐿𝐼𝑆𝑇⌉ = 𝑛 − 1. Στον τερματισμό, τα τόξα στο LIST 

αποτελούν ένα ελάχιστα παραγόμενο δέντρο 𝛵∗. 

Η ορθότητα του αλγορίθμου του Kruskal προκύπτει από το γεγονός ότι πετάξαμε κάθε 

τόξο που δεν ανήκει σε δέντρο (𝑘, 𝑙) σε σχέση με το 𝛵∗ σε κάποιο βήμα, επειδή 

δημιουργούσε κύκλο με τα τόξα που βρίσκονταν ήδη στο LIST. Αλλά παρατηρούμε 

ότι το κόστος του τόξου (𝑘, 𝑙) είναι μεγαλύτερο ή ίσο με το κόστος κάθε τόξου σε 

αυτόν τον κύκλο γιατί εξετάσαμε τα τόξα σε μη φθίνουσα σειρά των κόστων τους. 
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Επομένως, το παραγόμενο δέντρο 𝛵∗  ικανοποιεί τις συνθήκες βελτιστοποίησης 

μονοπατιού και άρα είναι ένα βέλτιστο δέντρο. 

Για να απεικονίσουμε τον αλγόριθμο του Kruskal σε ένα αριθμητικό παράδειγμα, 

θεωρούμε το δίκτυο που απεικονίζεται στην Εικόνα 6.3.1.(α). Τα τόξα, ταξινομημένα 

με τη σειρά του κόστους τους, είναι τα (2, 4), (3, 5), (3, 4), (2, 3), (4, 5), (2, 1)  

𝜅𝛼𝜄 (3, 1). Στις πρώτες τρεις επαναλήψεις, ο αλγόριθμος προσθέτει τα τόξα 

(2, 4), (3, 5) 𝜅𝛼𝜄 (3, 4) στο LIST (Εικόνα 6.3.1.(b), Εικόνα 6.3.1.(c) και  Εικόνα 

6.3.1.(d)). Στις επόμενες δύο επαναλήψεις, ο αλγόριθμος εξετάζει τα τόξα 

(2, 3) 𝜅𝛼𝜄 (4, 5) και τα πετάει επειδή η προσθήκη κάθε τόξου στο LIST δημιουργεί 

κύκλο (Εικόνα 6.3.1.(e) και Εικόνα 6.3.1.(f)). Τότε ο αλγόριθμος προσθέτει το τόξο 

(2, 1) στο LIST και τερματίζει. Η Εικόνα 6.3.1.(g) δείχνει το ελάχιστα παραγόμενο 

δέντρο. 
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Εικόνα 6.3.1. Απεικόνιση του Αλγόριθμου του Kruskal 

 

Ο υπολογιστικός χρόνος του αλγορίθμου του Kruskal αποτελείται από τον χρόνο που 

χρειάζεται για την ταξινόμηση των τόξων και τον χρόνο για την διαγραφή των κύκλων. 

Για ένα δίκτυο με αυθαίρετα μεγάλα κόστη στα τόξα, η ταξινόμηση χρειάζεται 

𝛰(𝑚 𝑙𝑜𝑔𝑚) = 𝑂(𝑚 𝑙𝑜𝑔 𝑛2) = 𝑂(𝑚 𝑙𝑜𝑔𝑛) χρόνο. Ο χρόνος για την ανίχνευση ενός 

κύκλου εξαρτάται από τη μέθοδο που χρησιμοποιούμε γι’ αυτό το βήμα. Μία απλοϊκή 

εκδοχή είναι η ακόλουθη. Το σύνολο LIST σε κάθε στάδιο του αλγορίθμου είναι ένα 

δάσος (δηλαδή μία συλλογή υποδέντρων). Για παράδειγμα, το σύνολο LIST σύμφωνα 

και με την Εικόνα 6.3.1.(c) αποτελείται από τρία δέντρα που περιέχουν τους κόμβους 

{1}, {2, 4} 𝜅𝛼𝜄 {3, 5} αντίστοιχα. Ορίζουμε αυτά τα σύνολα κόμβων ως μία συλλογή 

δέντρων 𝛮1,, 𝛮2, 𝛮3, ….  Μπορούμε να αποθηκεύσουμε αυτά τα σύνολα ως 

διαφορετικές μεμονωμένες συνδεδεμένες λίστες. Κατά την εξέταση ενός τόξου (𝑘, 𝑙), 

σκανάρουμε αυτές τις συνδεδεμένες λίστες και ελέγχουμε εάν και οι δύο κόμβοι 𝑘 και 

𝑙 ανήκουν στην ίδια λίστα. Αν ισχύει αυτό, η προσθήκη του τόξου  (𝑘, 𝑙) στο LIST 

δημιουργεί ένα κύκλο και πετάμε αυτό το τόξο. Αν οι κόμβοι 𝑘 και 𝑙 ανήκουν σε 

διαφορετική λίστα, προσθέτουμε το τόξο (𝑘, 𝑙) στο LIST, το οποίο απαιτεί τη 

συγχώνευση των λιστών που περιέχουν τους κόμβους 𝑘 και 𝑙 σε μία μοναδική λίστα. 

Προφανώς, αυτή η δομή δεδομένων απαιτεί 𝛰(𝑛) υπολογιστικό χρόνο για κάθε τόξο 

που εξετάζουμε και έτσι αν χρησιμοποιήσουμε αυτή τη δομή δεδομένων, ο αλγόριθμος 

του Kruskal  έχει υπολογιστικό χρόνο 𝛰(𝑛𝑚). 
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6.3.2. Βελτιωμένη εφαρμογή του Αλγορίθμου του Kruskal 

Θα περιγράψουμε μια πιο αποδοτική εφαρμογή του αλγορίθμου του Kruskal που έχει 

υπολογιστικό χρόνο 𝛰(𝑚 + 𝑛 𝑙𝑜𝑔𝑛) συν τον χρόνο που χρειάζεται για την ταξινόμηση 

των τόξων. Αυτή η εφαρμογή είναι παρόμοια με την προηγούμενη: Αποθηκεύουμε τη 

συλλογή των δέντρων, που ορίζονται από τα σύνολα 𝛮1,, 𝛮2, 𝛮3, …. , ως διαφορετικές 

μεμονωμένες συνδεδεμένες λίστες. Με κάθε λίστα 𝐿, διατηρούμε δύο δείκτες: το 

𝜇έ𝛾𝜀𝜃𝜊𝜍(𝐿), που αντιπροσωπεύει τον αριθμό των στοιχείων στη λίστα 𝐿και το 

𝜏𝜀𝜆𝜀𝜐𝜏𝛼ί𝜊(𝐿) που αντιπροσωπεύει το τελευταίο στοιχείο στην λίστα 𝐿. Για κάθε 

στοιχείο 𝑖, συνδέουμε μία τιμή, το  𝜋𝜌ώ𝜏𝜊(𝑖) που αποθηκεύει το πρώτο στοιχείο στη 

λίστα που περιέχει τον κόμβο 𝑖. Για παράδειγμα, αν το 𝐿 = {1, 5, 6}, τότε 

𝜇έ𝛾𝜀𝜃𝜊𝜍(𝐿) = 3, 𝜏𝜀𝜆𝜀𝜐𝜏𝛼ί𝜊(𝐿) = 6 και 𝜋𝜌ώ𝜏𝜊(1) = 𝜋𝜌ώ𝜏𝜊(5) = 𝜋𝜌ώ𝜏𝜊(6) = 1. 

Χρησιμοποιώντας αυτό το σχέδιο, μπορούμε εύκολα να ελέγξουμε αν οι κόμβοι 𝑘 και 

𝑙 ανήκουν στην ίδια λίστα. Αν το 𝜋𝜌ώ𝜏𝜊(𝑘) = 𝜋𝜌ώ𝜏𝜊(𝑙), τότε ανήκουν, διαφορετικά 

δεν ανήκουν. Αυτό το βήμα συνεισφέρει συνολικά 𝛰(𝑚) χρόνο στον υπολογιστικό 

χρόνο του αλγορίθμου. Με την προσθήκη του τόξου (𝑘, 𝑙) στο LIST, χρειάζεται να 

συγχωνεύσουμε τις λίστες που περιέχουν τους κόμβους 𝑘 και 𝑙. Για τη συγχώνευση 

αυτών των δύο λιστών, τοποθετούμε πάντα τη μεγαλύτερη λίστα πρώτα, με αυθαίρετο 

σπάσιμο των τόξων. Το μέγεθος των δεικτών μας επιτρέπει να καθορίσουμε τη 

μεγαλύτερη λίστα και οι τελευταίοι δείκτες μας επιτρέπουν να καθορίσουμε το 

τελευταίο στοιχείο της μεγαλύτερης λίστας, όπου και προσαρτούμε τη μικρότερη 

λίστα. Ως αποτέλεσμα της διαδικασίας της συγχώνευσης, αλλάζουν μερικοί δείκτες. Η 

ενημέρωση του μεγέθους των δεικτών και των τελευταίων δεικτών είναι πολύ εύκολη 

και απαιτεί 𝛰(1) υπολογιστικό χρόνο. Για την ενημέρωση των πρώτων δεικτών, πρέπει 

να αλλάξουμε αυτόν τον δείκτη για κάθε κόμβο στην μικρότερη λίστα. Ο χρόνος που 

απαιτείται για αυτή τη λειτουργία είναι ανάλογος του αριθμού των στοιχείων στη 

λίστα. Υποθέτουμε ότι ο χρόνος που απαιτείται για τη συγχώνευση των δύο λιστών 𝐿 

και 𝐿′ με μεγέθη ℎ και ℎ′ αντίστοιχα (με ℎ ≤ ℎ′) είναι 𝑝ℎ για κάποια σταθερά 𝑝. Θα 

δείξουμε ότι ο συνολικός απαιτούμενος χρόνος σε όλες τις συγχωνεύσεις είναι 

𝑂(𝑛 𝑙𝑜𝑔𝑛). 

Αποδεικνύουμε αυτό το αποτέλεσμα χρησιμοποιώντας ένα εισαγωγικό επιχείρημα. 

Ισχυριζόμαστε ότι ο συνολικός χρόνος που απαιτείται για να αποκτήσουμε μία 

συγχωνευμένη λίστα μεγέθους  𝑛  είναι το πολύ 𝑝𝑛 𝑙𝑜𝑔𝑛 για κάποια σταθερά 𝑝. Αυτό 

το αποτέλεσμα είναι φανερό για 𝑛 = 1, αφού αυτή η περίπτωση δεν απαιτεί κάποια 

συγχώνευση. Ας υποθέσουμε επαγωγικά ότι το αποτέλεσμα ισχύει για κάθε αριθμό 

στοιχείων αυστηρά λιγότερο από 𝑛. 

Όταν εκτελούμε τον αλγόριθμο, αποκτούμε τελικά μια μοναδική λίστα 𝑛 στοιχείων, 

προσαρτώντας δύο μικρότερες λίστες 𝐿 και 𝐿′, οι οποίες περιέχουν ℎ και 𝑛 − ℎ στοιχεία 

η κάθε μία. Υποθέτουμε ότι ℎ ≤ 𝑛 2⁄ , έτσι ώστε να τοποθετήσουμε τη λίστα 𝐿 μετά τη 

λίστα 𝐿′ στη λειτουργία της συγχώνευσης. Από την επαγωγική υπόθεση, ο 

απαιτούμενος χρόνος για τη δημιουργία της 𝐿 είναι το πολύ 𝑝ℎ 𝑙𝑜𝑔ℎ και ο 

απαιτούμενος χρόνος για τη δημιουργία της 𝐿′ είναι το πολύ 𝑝(𝑛 − ℎ) 𝑙𝑜𝑔(𝑛 − ℎ). 
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Αφού ο απαιτούμενος χρόνος για τη συγχώνευση των δύο λιστών είναι το πολύ 𝑝ℎ, ο 

συνολικός απαιτούμενος χρόνος για όλα τα βήματα συγχώνευσης είναι το πολύ: 

 

𝑝ℎ 𝑙𝑜𝑔ℎ +  𝑝(𝑛 − ℎ)𝑙𝑜𝑔(𝑛 − ℎ) +  𝑝ℎ ≤ 𝑝ℎ log(𝑛 2⁄ ) + 𝑝(𝑛 − ℎ)𝑙𝑜𝑔𝑛 + 𝑝ℎ 

                                                                     = 𝑝ℎ (𝑙𝑜𝑔𝑛 − 1) + 𝑝(𝑛 − ℎ)𝑙𝑜𝑔𝑛 + 𝑝ℎ 

                                                                     = 𝑝𝑛 𝑙𝑜𝑔𝑛. 

 

Το ακόλουθο θεώρημα συνοψίζει τη συνέπεια του αποτελέσματος. 

 

Θεώρημα 6.3.1. Η βελτιωμένη εφαρμογή του αλγορίθμου του Kruskal λύνει το πρόβλημα 

του ελάχιστα παραγόμενου δέντρου σε χρόνο 𝑂(𝑚 + 𝑛 𝑙𝑜𝑔𝑛) συν τον χρόνο για την 

ταξινόμηση των τόξων. 

Ο αλγόριθμος του Kruskal  απαιτεί δύο βασικές λειτουργίες στις λίστες των στοιχείων, 

που είναι ευρέως γνωστές ως λειτουργίες εύρεσης-ένωσης (union-find operations). Η 

λειτουργία ένωση (union) συγχωνεύει δύο λίστες και η λειτουργία εύρεση (find) 

καθορίζει σε ποια λίστα ανήκει ένα στοιχείο. Παρόλο που αυτή η εκτέλεση του 

αλγορίθμου του Kruskal δίνει έναν ελκυστικό υπολογιστικό χρόνο 𝑂(𝑚 + 𝑛 𝑙𝑜𝑔𝑛) συν 

τον επιπρόσθετο χρόνο ταξινόμησης, μπορούμε να βελτιώσουμε αυτό το χρόνο ακόμη 

περισσότερο, χρησιμοποιώντας καλύτερες εφαρμογές των λειτουργιών εύρεσης-

ένωσης. Η βελτιωμένη εφαρμογή έχει έναν υπολογιστικό χρόνο 𝑂(𝑚, 𝒶(𝑛,𝑚)), για 

μία συνάρτηση  𝒶(𝑛,𝑚), που μεγαλώνει τόσο αργά, ώστε για κάθε πρακτικό λόγο, 

μπορούμε να τη θεωρήσουμε ως μια σταθερά μικρότερη από 6. 

 

6.4. Ο Αλγόριθμος του Prim 

 

Όπως οι συνθήκες βελτιστοποίησης μονοπατιού  μας επιτρέπουν να αναπτύξουμε τον 

αλγόριθμο του Kruskal, έτσι και οι συνθήκες βελτιστοποίησης αποκοπής μας 

επιτρέπουν να αναπτύξουμε άλλον έναν απλό αλγόριθμο για το πρόβλημα του ελάχιστα 

παραγόμενου δέντρου, γνωστό ως αλγόριθμο του Prim. Αυτός ο αλγόριθμος 

κατασκευάζει ένα παραγόμενο δέντρο από το μηδέν, ξεκινώντας από έναν μοναδικό 

κόμβο και προσθέτοντας ένα τόξο τη φορά.  Διατηρεί ένα παραγόμενο δέντρο σε ένα 

υποσύνολο κόμβων 𝑆 και προσθέτει ένα πλησιέστερο γειτονικό κόμβο στο 𝑆. Ο 

αλγόριθμος το κάνει αυτό προσδιορίζοντας ένα τόξο (𝑖, 𝑗) ελαχίστου κόστους, στην 

αποκοπή [S, S̅]. Προσθέτει το τόξο (𝑖, 𝑗) στο δέντρο, τον κόμβο 𝑗 στο σύνολο 𝑆 και 

επαναλαμβάνει αυτό το βασικό βήμα μέχρι 𝑆 = 𝛮. Η ορθότητα του αλγορίθμου 

προκύπτει από την Ιδιότητα 6.2.1., αφού αυτό το αποτέλεσμα συνεπάγεται ότι κάθε 

τόξο που προσθέτουμε στο δέντρο περιέχεται σε κάποιο ελάχιστα παραγόμενο δέντρο 

με τα τόξα που έχουμε ήδη επιλέξει σε προηγούμενα βήματα. 

Απεικονίζουμε τον αλγόριθμο του Prim στο ίδιο παράδειγμα που χρησιμοποιήσαμε 

νωρίτερα για να απεικονίσουμε τον αλγόριθμο του Kruskal, όπως φαίνεται στην Εικόνα 
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6.4.1.(a). Υποθέτουμε αρχικά ότι το 𝑆 = {1}. Η αποκοπή [S, S̅] περιέχει δύο τόξα, τα 

(1, 2) 𝜅𝛼𝜄 (1, 3) και ο αλγόριθμος επιλέγει το τόξο (1, 2). (Εικόνα 6.4.1.(b)). Σε αυτό 

το σημείο ισχύει 𝑆 = {1, 2} και η αποκοπή [S, S̅] περιέχει τα τόξα (1, 3), (2, 3) και 

(2, 4). Ο αλγόριθμος επιλέγει το τόξο (2, 4) αφού έχει το ελάχιστο κόστος ανάμεσα 

στα τρία αυτά τόξα. (Εικόνα 6.4.1.(c)). Στις επόμενες δύο επαναλήψεις, ο αλγόριθμος 

προσθέτει το τόξο (4, 3) και μετά το τόξο (3, 5). Οι Εικόνες 6.4.1. (d) και (e) δείχνουν 

τις λεπτομέρειες αυτών των επαναλήψεων. Η Εικόνα 6.4.1.(f) δείχνει το ελάχιστα 

παραγόμενο δέντρο που παράγεται από τον αλγόριθμο.  
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Εικόνα 6.4.1. Απεικόνιση του Αλγορίθμου του Prim 

 

Για την ανάλυση του υπολογιστικού χρόνου του αλγορίθμου του Kruskal, θεωρούμε 

κάθε μία από τις 𝑛 − 1 επαναλήψεις που εκτελεί ο αλγόριθμος, προσθέτοντας στο 

δέντρο ένα τόξο τη φορά, έως ότου έχει ένα παραγόμενο δέντρο με 𝑛 − 1 τόξα. Σε κάθε 

επανάληψη, ο αλγόριθμος επιλέγει το τόξο με το ελάχιστο κόστος στην αποκοπή [S, S̅]. 

Αν σκανάρουμε ολόκληρη τη λίστα των τόξων για να εντοπίσουμε το τόξο με το 

ελάχιστο κόστος, αυτή η λειτουργία απαιτεί 𝑂(𝑚) χρόνο, δίνοντάς μας ένα φράγμα 

𝑂(𝑛𝑚) χρόνου για τον αλγόριθμο. Επομένως, αυτή η εφαρμογή του αλγορίθμου του 

Prim, τρέχει σε 𝑂(𝑛𝑚) χρόνο. Ωστόσο, μπορούμε να το βελτιώσουμε αισθητά, όπως 

θα δούμε στη συνέχεια. 

Το βήμα συμφόρησης για την 𝑂(𝑛𝑚) πολυπλοκότητα του αλγορίθμου του Prim, είναι 

η αναγνώριση του τόξου με το ελάχιστο κόστος στην αποκοπή [S, S̅]. Μπορούμε να 

βελτιώσουμε την αποδοτικότητα αυτού του βήματος, διατηρώντας δύο δείκτες για κάθε 

κόμβο 𝑗 στο S̅: (1) μία τιμή της απόστασης 𝑑(𝑗), που αντιπροσωπεύει το ελάχιστο 

κόστος των τόξων στην αποκοπή, που προσπίπτει στον κόμβο 𝑗 που δεν ανήκει στο S 

(δηλαδή, 𝑑(𝑗) = min{𝑐𝑖𝑗: (𝑖, 𝑗) ∈ [𝑆, 𝑆̅]}) και (2) έναν προηγούμενο δείκτη 𝑝𝑟𝑒𝑑(𝑗), 

ο οποίος αντιπροσωπεύει το άλλο καταληκτικό σημείο του τόξου με το ελάχιστο 

κόστος στην αποκοπή, που προσπίπτει στον κόμβο 𝑗. Για παράδειγμα, στην Εικόνα 

6.4.1.(d), τρία τόξα, τα (1, 3), (2, 3) 𝜅𝛼𝜄 (4, 3) στην αποκοπή, προσπίπτουν στον κόμβο 

3. Μεταξύ αυτών των τόξων, το τόξο  (4, 3) έχει το ελάχιστο κόστος, 20. Επομένως, 

𝑑(3) = 20 𝜅𝛼𝜄 𝑝𝑟𝑒𝑑(3) = 4. Για την ίδια Εικόνα, 𝑑(5) = 30 και 𝑝𝑟𝑒𝑑(5) = 4. Αν 

διατηρήσουμε αυτές τις τιμές, μπορούμε εύκολα να βρούμε το ελάχιστο κόστος ενός 

τόξου στην αποκοπή. Απλά υπολογίζουμε το min{𝑑(𝑗): 𝑗 ∈ 𝑆̅}. Αν ο κόμβος 𝑖 

επιτυγχάνει αυτό το ελάχιστο, το 𝑝𝑟𝑒𝑑(𝑖) τότε είναι το τόξο με το ελάχιστο κόστος 

στην αποκοπή. Παρατηρούμε ότι αν μετακινήσουμε τον κόμβο 𝑖 από το 𝑆̅ στο 𝑆, 

χρειάζεται να ενημερώσουμε τις τιμές της απόστασης και του προηγούμενου δείκτη 

μόνο για τους κόμβους εκείνους που είναι γειτονικοί με τον κόμβο 𝑖. 

Η ομοιότητα ανάμεσα στην εφαρμογή του αλγορίθμου του Prim και του αλγορίθμου 

του Dijkstra  είναι εμφανής. Όπως στον αλγόριθμο του Dijkstra, οι βασικές λειτουργίες 

είναι: η εύρεση της τιμής της ελάχιστης απόστασης 𝑑(𝑖) ανάμεσα στους κόμβους στο 

σύνολο 𝑆̅, η μετακίνηση του αντίστοιχου κόμβου στο σύνολο 𝑆 και η ενημέρωση των 
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τιμών των αποστάσεων αυτών των κόμβων στο 𝑆̅ που είναι γειτονικοί με τον κόμβο 𝑖. 

Πράγματι, μπορούμε να εφαρμόσουμε τον αλγόριθμο του Prim, χρησιμοποιώντας 

διάφορους τύπους σωρών (heaps) που χρησιμοποιήσαμε στις εφαρμογές του 

αλγορίθμου του Dijkstra στο Kεφάλαιο 3.2. Θυμόμαστε ότι ένας σωρός είναι μία δομή 

δεδομένων που μας επιτρέπει να εκτελέσουμε τις ακόλουθες λειτουργίες σε μία 

συλλογή αντικειμένων 𝛨, κάθε μία από τις οποίες έχει έναν αντίστοιχο πραγματικό 

αριθμό, αποκαλούμενο ως το κλειδί της (key). 

 

𝒄𝒓𝒆𝒂𝒕𝒆 − 𝒉𝒆𝒂𝒑 (𝑯): δημιουργεί έναν άδειο σωρό 𝐻. 

𝒇𝒊𝒏𝒅 −𝐦𝐢𝐧(𝒊, 𝑯): βρίσκει και επιστρέφει ένα αντικείμενο 𝑖 από το 𝐻 με το μικρότερο 

κλειδί. 

𝒊𝒏𝒔𝒆𝒓𝒕(𝒊,𝑯): εισάγει ένα νέο αντικείμενο 𝑖 με προκαθορισμένο κλειδί στη συλλογή 

των αντικειμένων 𝛨. 

𝒅𝒆𝒄𝒓𝒆𝒂𝒔𝒆 − 𝒌𝒆𝒚 ( 𝒊, 𝒗𝒂𝒍𝒖𝒆,𝑯): μειώνει το κλειδί ενός αντικειμένου 𝑖 στο 𝛨 από την 

τρέχουσα αξία του σε μια αξία, η οποία πρέπει να είναι μικρότερη από το κλειδί που 

αντικαθιστά. 

𝒅𝒆𝒍𝒆𝒕𝒆 −𝐦𝐢𝐧(𝒊,𝑯): διαγράφει ένα αντικείμενο 𝑖 με το ελάχιστο κλειδί από τη 

συλλογή των αντικειμένων 𝛨. 

 

Παρατηρούμε ότι αν εφαρμόσουμε τον αλγόριθμο του Prim χρησιμοποιώντας έναν 

σωρό, το 𝛨 θα μπορεί να είναι μία συλλογή κόμβων στο 𝑆̅ και το κλειδί ενός κόμβου 

θα είναι η τιμή της απόστασής του. Ο αλγόριθμος του Prim θα εφαρμοστεί όπως 

περιγράφεται στην Εικόνα 6.4.2. Όπως πάντα, έστω το 𝐶 ορίζει το τόξο με το μέγιστο 

κόστος στο γράφημα 𝐺. 

 

𝜶𝝀𝜸ό𝝆𝜾𝜽𝝁𝝄𝝇 ℎ𝑒𝑎𝑝 –  𝑃𝑟𝑖𝑚; 

𝒃𝒆𝒈𝒊𝒏 

 𝑐𝑟𝑒𝑎𝑡𝑒 –  ℎ𝑒𝑎𝑝 (𝐻); 

 𝒇𝒐𝒓 𝜅ά𝜃𝜀 𝑗 ∈ 𝑁 − {1}  𝒅𝒐 𝑑(𝑗) ≔ 𝐶 + 1; 

 ό𝜌𝜄𝜎𝜀 𝑑(1) ≔ 0;  𝜅𝛼𝜄 𝑝𝑟𝑒𝑑(1) ≔ 0; 

 𝒇𝒐𝒓 𝜅ά𝜃𝜀 𝑗 ∈ 𝑁 𝒅𝒐 𝑖𝑛𝑠𝑒𝑟𝑡(𝑗, 𝐻);  

            𝑇∗ ≔ ∅; 

 𝒘𝒉𝒊𝒍𝒆  |𝑇∗| < (𝑛 − 1) 𝒅𝒐 

 𝒃𝒆𝒈𝒊𝒏 

  𝑓𝑖𝑛𝑑 –  𝑚𝑖𝑛 (𝑖, 𝐻); 

  𝑑𝑒𝑙𝑒𝑡𝑒 –  𝑚𝑖𝑛 (𝑖, 𝐻); 

  𝑇∗ ≔ 𝑇∗ ∪ (𝑝𝑟𝑒𝑑(𝑖), 𝑖); 

  𝒇𝒐𝒓 𝜅ά𝜃𝜀 (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴(𝑖)𝜇𝜀 𝑗 ∈ 𝐻 𝒅𝒐 

   𝒊𝒇 𝑑(𝑗) > 𝑐𝑖𝑗 𝒕𝒉𝒆𝒏 

   𝒃𝒆𝒈𝒊𝒏 



Αικατερίνη Κ. Αγριόμαλλου - Διπλωματική εργασία Σελίδα 122 
 

    𝑑(𝑗) ≔ 𝑐𝑖𝑗; 

    𝑝𝑟𝑒𝑑(𝑗) ≔ 𝑖; 

    𝑑𝑒𝑐𝑟𝑒𝑎𝑠𝑒 − 𝑘𝑒𝑦(𝑗, 𝑐𝑖𝑗, 𝐻); 

  end; 

 end; 

      𝜏𝜊 𝑇∗ 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 έ𝜈𝛼 𝜀𝜆ά𝜒𝜄𝜎𝜏𝛼 𝜋𝛼𝜌𝛼𝛾ό𝜇𝜀𝜈𝜊 𝛿έ𝜈𝜏𝜌𝜊; 

end; 

 

Εικόνα 6.4.2. O Αλγόριθμος του Prim. 

 

Όπως είναι ξεκάθαρο από την περιγραφή του, ο αλγόριθμος του Prim εκτελεί τις 

λειτουργίες 𝑓𝑖𝑛𝑑 − 𝑚𝑖𝑛, 𝑑𝑒𝑙𝑒𝑡𝑒 − 𝑚𝑖𝑛 𝜅𝛼𝜄 𝑖𝑛𝑠𝑒𝑟𝑡 το πολύ 𝑛 φορές, και την 

λειτουργία 𝑑𝑒𝑐𝑟𝑒𝑎𝑠𝑒 − 𝑘𝑒𝑦 το πολύ 𝑚 φορές. Όταν εφαρμόζεται με διαφορετικές 

σωρούς, ο αλγόριθμος έχει τους υπολογιστικούς χρόνους που φαίνονται στην Εικόνα 

6.4.3. 

 

Τύπος σωρού Υπολογιστικός χρόνος 

Δυαδικός σωρός (Binary heap) 𝛰(𝑚 𝑙𝑜𝑔𝑛) 
d-heap 𝑂(𝑚 𝑙𝑜𝑔 𝑑𝑛), 𝜇𝜀 𝑑 = max {2,𝑚 𝑛⁄ } 
Σωρός Fibonacci  𝑂(𝑚 + 𝑛 𝑙𝑜𝑔𝑛) 
Δομή Δεδομένων Johnson’s 𝑂(𝑚 log log 𝐶) 

 

Εικόνα 6.4.3. Υπολογιστικοί χρόνοι διάφορων τύπων σωρών της 

εφαρμογής του αλγορίθμου του Prim. 

 

 

6.5. Παραδείγματα στα Ελάχιστα Παραγόμενα Δέντρα 

 

6.5.1. 1ο Παράδειγμα: 

Στην περιοχή του πρώην αεροδρομίου του Ελληνικού προγραμματίζεται να 

δημιουργηθεί ένα μητροπολιτικό πάρκο. Σύμφωνα με τα σχέδια η έκταση, 

αποτελούμενη από 5.000 στρέμματα, θα δενδροφυτευτεί και μέσα στην περιοχή 

πρασίνου θα ανεγερθούν χώροι φιλοξενίας, χώροι αναψυχής και εστίασης, θα 

κατασκευαστεί τεχνητή λίμνη, χώροι αθλητισμού, περίπτερα εκδηλώσεων κλπ. Στο 

παρακάτω σχήμα, οι κόμβοι παριστάνουν διάφορες εγκαταστάσεις που θα 

δημιουργηθούν στην δενδροφυτευμένη έκταση των 5.000 στρεμμάτων. Τα τόξα 

παριστάνουν διαδρόμους οι οποίοι μπορούν να κατασκευαστούν και να καλυφθούν με 

πέτρα ώστε να συνδέονται οι εγκαταστάσεις μεταξύ τους. Οι αριθμοί σε κάθε τόξο 

είναι χιλιόμετρα. Αν υποθέσουμε ότι είναι επιθυμητό να μπορούν να επικοινωνούν 

μεταξύ τους όλες οι εγκαταστάσεις άμεσα ή έμμεσα, με τη μικρότερη δυνατή συνολική 
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επιβάρυνση της έκτασης με λιθόστρωτους διαδρόμους, χρησιμοποιήστε την 

κατάλληλη τεχνική της δικτυωτής ανάλυσης για να λύσετε το πρόβλημα. 
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Λύση: 

Είναι ένα πρόβλημα Ελάχιστα Παραγόμενου Δέντρου. 

Ξεκινάμε αυθαίρετα από οποιοδήποτε κόμβο, έστω τον κόμβο 1. Συνδέουμε τον πλέον 

κοντινό του, που είναι ο κόμβος 6, μέσω του τόξου 1-6 με μήκος 2. Οι κόμβοι {1, 6} 

είναι πλέον συνδεδεμένοι. 

Ο πιο κοντινός στους {1, 6} είναι ο κόμβος 7 με το τόξο 6-7 μήκους 3. Συνδεδεμένοι 

τώρα είναι οι κόμβοι {1, 6, 7}. 

Συνδέουμε στη συνέχεια τον κόμβο 8 με το τόξο 7-8 μήκους 1. Συνδεδεμένοι 

καθίστανται οι κόμβοι του συνόλου {1, 6, 7, 8}. 

Ο πιο κοντινός στους συνδεδεμένους είναι ο κόμβος 10 με το τόξο 7-10 μήκους 2. Το 

σύνολο γίνεται {1, 6, 7, 8, 10}. 

Επόμενος συνδέεται ο κόμβος 9 με τον κόμβο 10 μέσω του τόξου 10-9 μήκους 3. Το 

σύνολο γίνεται τώρα {1, 6, 7, 8, 10, 9}. 

Ο επόμενος που συνδέεται είναι ο κόμβος 4, με το τόξο 9-4 και μήκος τόξου 2. Το 

σύνολο γίνεται τώρα {1, 6, 7, 8, 10, 9, 4}. 
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Ο πιο κοντινός στους συνδεδεμένους είναι τώρα ο κόμβος 3 που συνδέεται στον κόμβο 

9 με τόξο 9-3 και μήκος 3. Το σύνολο γίνεται τώρα {1, 6, 7, 8, 10, 9, 4, 3}. 

Στη συνέχεια συνδέεται ο κόμβος 2 με το τόξο 3-2 μήκους 1. Το σύνολο γίνεται τώρα 

{1, 6, 7, 8, 10, 9, 4, 3, 2}. 

Ο πιο κοντινός στους συνδεδεμένους είναι ο κόμβος 5 που συνδέεται στον κόμβο 4 με 

το τόξο 4-5 μήκους 3. Ο κόμβος 5 θα μπορούσε να συνδεθεί και νωρίτερα, π.χ. πριν 

τον κόμβο 3, όμως αυτό δεν έχει καμία σημασία. Το σύνολο γίνεται τώρα {1, 6, 7, 8, 

10, 9, 4, 3, 2, 5}. 

Στη συνέχεια συνδέουμε με τη σειρά τους κόμβους 11 (τόξο 7-11 και μήκος 4), κόμβο 

13 (τόξο 8-13 και μήκος 4), κόμβο 14 (τόξο 13-14 και μήκος 4), κόμβο 15 (τόξο 14-

15 και μήκος 2) και τέλος τον κόμβο 12 με το τόξο 15-12 και μήκος 3. 

Το άθροισμα των τόξων που χρησιμοποιήθηκαν είναι 37 και είναι το ελάχιστο 

συνολικό. 

Ανακεφαλαιώνοντας, το ελάχιστα παραγόμενο δέντρο φαίνεται στο ακόλουθο σχήμα 

στο οποίο τα ενεργοποιημένα τόξα φαίνονται με έντονες γραμμές και το ελάχιστο 

συνολικό μήκος διαδρομών είναι 37 χιλιόμετρα. 
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6.5.2. 2ο Παράδειγμα: 

Ο διοικητής ενός τάγματος κατά τη διάρκεια μιας άσκησης θέλει να εγκαταστήσει ένα 

ενσύρματο σύστημα επικοινωνίας μεταξύ 9 ομάδων που έχουν αναπτυχθεί στην 

περιοχή και έχει υπό τη διοίκησή του. Το ακόλουθο δίκτυο υποδεικνύει τις αποστάσεις 

μεταξύ των ομάδων σε χιλιόμετρα και τα διαφορετικά μονοπάτια σύνδεσης από τα 

οποία μπορούν να περάσουν καλώδια. Αν υποθέσουμε ότι το κόστος εγκατάστασης 

του συστήματος επικοινωνίας είναι ανάλογο του καλωδίου που θα χρησιμοποιηθεί, 

χρησιμοποιήστε την κατάλληλη τεχνική της δικτυωτής ανάλυσης ώστε να 

διασυνδεθούν όλες οι ομάδες μεταξύ τους άμεσα ή έμμεσα, με το ελάχιστο δυνατό 

συνολικό κόστος. 
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Λύση: 

Είναι πρόβλημα ελάχιστα παραγόμενου δέντρου. Ξεκινάμε αυθαίρετα από 

οποιοδήποτε κόμβο, έστω τον κόμβο 1.  Συνδέουμε τον πλέον κοντινό του, που είναι 

ο κόμβος 5, μέσω του τόξου 1-5 με μήκος 1. Οι κόμβοι {1, 5} είναι συνδεδεμένοι. Ο 

πιο κοντινός στους {1, 5} είναι ο κόμβος 3 με το τόξο 5-3 μήκους 2. Συνδεδεμένοι 

τώρα είναι οι κόμβοι {1, 5, 3}. Συνδέουμε στη συνέχεια τον κόμβο 7 με το τόξο 5-7 

μήκους 3. Συνδεδεμένοι καθίστανται οι κόμβοι του συνόλου {1, 5, 3, 7}. Ο πιο κοντινός 

στους συνδεδεμένους κόμβους είναι ο κόμβος 6 με το τόξο 7-6 μήκους 3. Το σύνολο 

γίνεται τώρα {1, 5, 3, 7, 6}. Επόμενος συνδέεται ο κόμβος 2 με το τόξο 6-2 μήκους 2. 

Το σύνολο γίνεται τώρα {1, 5, 3, 7, 6, 2}. Ο επόμενος που συνδέεται είναι ή ο κόμβος 

4 ή ο κόμβος 8 με μήκος τόξου 4 και στις δύο περιπτώσεις (τόξα 5-4 ή 8-7 αντιστοίχως). 

Αυθαίρετα επιλέγουμε τον κόμβο 8 και τον συνδέουμε. Το σύνολο γίνεται {1, 5, 3, 7, 

6, 2, 8}. Ο πιο κοντινός στους συνδεδεμένους είναι τώρα ο κόμβος 9 με τόξο 8-9 

μήκους 3. Το σύνολο γίνεται {1, 5, 3, 7, 6, 2, 8, 9} και τελευταίος συνδέεται ο κόμβος 

4 με το τόξο 5-4 μήκους 4. Αν προηγουμένως είχαμε συνδέσει πρώτα τον κόμβο 4 με 
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το τόξο 5-4, στη συνέχεια θα είχαμε συνδέσει τον κόμβο 8 και τελευταίο τον κόμβο 9. 

Φυσικά το αποτέλεσμα είναι το ίδιο. Το άθροισμα των τόξων που χρησιμοποιήθηκαν 

είναι 22 και είναι το ελάχιστο συνολικό.  

Ανακεφαλαιώνοντας, το ελάχιστα παραγόμενο δέντρο φαίνεται στο ακόλουθο σχήμα 

στο οποίο έχουμε διατηρήσει μόνο τα ενεργοποιημένα τόξα, ενώ όπως προαναφέρθηκε 

το ελάχιστο συνολικό μήκος καλωδίων είναι 22 χιλιόμετρα. 
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