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ÅéóáãùãÞ

Ï óêïðüò ôçò ðáñïýóáò äéðëùìáôéêÞò åñãáóßáò åßíáé íá ìðïñÝóåé íá ðáñïõóéÜóåé ôïí êïñìü ôçò

èåùñßáò êáôçãïñéþí, êáé êõñßùò ôï êïììÜôé åêåßíï ðïõ Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôç äéáóýíäåóç áõôÞò

ìå ôá èåìÝëéá ôùí ìáèçìáôéêþí, êáèþò êáé ôá ìåßæïíá öéëïóïöéêÜ æçôÞìáôá ðïõ åãåßñåé, üóïí

áöïñÜ ôüóï ôçí áðÜíôçóç óå ðñïûðÜñ÷ïíôá åñùôÞìáôá, üóï êáé ôçí äéÜíïéîç íÝùí ïñéæüíôùí

óôç öéëïóïößá ôùí ìáèçìáôéêþí

Ç ðñïóÝããéóç ìå ôïí ïðïßá Ýãéíå ç ðáñïýóá ìåëÝôç Ý÷åé íá êÜíåé ðåñéóóüôåñï ìå ôï ó÷Þìá:

"ìåëåôÜìå ôá ìáèçìáôéêÜ ìå óêïðü íá óôï÷áóôïýìå ðÜíù óå áõôÜ". Áõôü óçìáßíåé üôé ìéáò êáé

äåí Ý÷ïõìå êÜðïéï "ìáèçìáôéêü óôü÷ï" óôïí ïðïßï åðéèõìïýìå íá öôÜóïõìå, äåí ðñïóðáèïýìå íá

ôïðïèåôÞóïõìå ìå ôÝôïéï ôñüðï ôçí Ýêèåóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí þóôå íá äéåõêïëýíåôáé êÜðïéïò

ôåëéêüò óêïðüò, üðùò èá óõíÝâáéíå áí èÝëáìå íá áðïäåßîïõìå Ýíá óõãêåêñéìÝíï èåþñçìá ãéá

ðáñÜäåéãìá. Áíôßèåôá åðåéäÞ ðñïóðáèïýìå íá öôÜóïõìå óôï âÜèïò ôùí åííïéþí êÜèå öïñÜ êáé

íá ìåëåôÞóïõìå ôçí åê ðñþôçò Üðïøçò êñõììÝíç ïõóßá ôùí ìáèçìáôéêþí, ßóùò èá ìðïñïýóå

íá ðåé êáíåßò ðùò ïäçãçèÞêáìå óå êÜðïéï ðáñÜäïîï áðïôÝëåóìá. ÊÜðïéá âáóéêÜ áðïôåëÝóìáôá

ãéá ôçí ìáèçìáôéêÞ ðñáêôéêÞ áãíïïýíôáé, êÜðïéåò ôå÷íéêÝò áðïäåßîåéò ðáñáëåßðïíôáé, åììÝíïõìå

ðïëëÝò öïñÝò óå êÜðïéá óçìåßá ÷ùñßò êáô' áñ÷Þí ðñïöáíÞ ëüãï. Åðßóçò êáé áõôü åßíáé ôï

óçìáíôéêüôåñï íïìßæïõìå, ðïëëÝò öïñÝò åðéìÝíïõìå óå Ýíá "óôåãíü" öïñìáëéóìü åíþ áíôßèåôá

Üëëåò öïñÝò åðéìÝíïõìå óå ìéá (ßóùò õðåñößáëç) äéáéóèçôéêÞ ðñïóÝããéóç. ¼ëá áõôÜ íïìßæïõìå

äéêáéïëïãïýíôáé áðü ôçí ôåëéêÜ öéëïóïöéêÞ ðñáãìÜôåõóç ðïõ èÝëïõìå íá ðåôý÷ïõìå. Ï ôåëéêüò

óôü÷ïò, äçëáäÞ, êáèïñßæåé ôçí óõíïëéêÞ öõóéïãíùìßá ôïõ êåéìÝíïõ.

Ôï üëï êåßìåíï äéÝðåôáé óôï óýíïëï ôïõ áðü ôç óõíå÷Þ áíôéðáñáâïëÞ ôçò èåùñßáò êáôç-

ãïñéþí êáé ôçò èåùñßáò óõíüëùí. Áõôü äåí Ýãéíå öõóéêÜ ôõ÷áßá: Þôáí áíáðüöåõêôï. Êáé ôïýôï

ãéá äýï ëüãïõò. ÊáôÜ ðñþôïí, äéüôé ç èåùñßá êáôçãïñéþí åßíáé ìå ôñüðï ðïõ èá åîçãÞóïõìå Ýíá

èåìÝëéï ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ êáé åßíáé öõóéïëïãéêü íá åðéèõìïýìå üôáí áíáðôýóóïõìå Ýíá èåìÝ-

ëéï íá ôï áíôéðáñáâÜëïõìå ìå ôï Üëëï êõñßáñ÷ï ìïíôÝëï èåìåëßùóçò ôùí ìáèçìáôéêþí. ÊáôÜ

äåýôåñïí, ç èåùñßá êáôçãïñéþí Ý÷åé êÜðïéá ÷áñáêôçñéóôéêÜ üðùò èá äïýìå ôá ïðïßá åßíáé îÝíá

ðñïò ôïí óõíçèéóìÝíï ôñüðï ìå ôïí ïðïßï Ý÷ïõìå ìÜèåé íá êÜíïõìå ìáèçìáôéêÜ êáé íá ðñïóëáì-

âÜíïõìå ôá ìáèçìáôéêÜ áíôéêåßìåíá åíþ áõôüò ï óõíçèéóìÝíïò ôñüðïò èÝáóçò åßíáé Ýíáò ôñüðïò

"åìâáðôéóìÝíïò" ìÝóá óôç èåùñßá óõíüëùí. ¢ëëùóôå, óå ôåëéêÞ áíÜëõóç, äåí ìðïñåßò íá êÜíåéò

öéëïóïößá ôùí ìáèçìáôéêþí óáí áõôÞ ðïõ êÜíïõìå åìåßò åäþ, ÷ùñßò íá ìéëÞóåéò ãéá ôçí âÜóç
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ôùí ìáèçìáôéêþí ç ïðïßá åßíáé ç èåùñßá ôùí óõíüëùí. ¸ôóé êáôÜ êÜðïéï ôñüðï ç áíôßóôéîç

óõíüëùí êáé êáôçãïñéþí åßíáé åýëïãç êáé áíáìåíüìåíç.

Ç èåùñßá êáôçãïñéþí Ý÷åé ôñåéò ÷ñÞóåéò Þ ôñåéò äéáöïñåôéêïýò ÷áñáêôÞñåò. Ùò åñãáëåßï ãéá

ôá õðüëïéðá ìáèçìáôéêÜ, ùò áíôéêåßìåíï ìåëÝôçò ç ßäéá, êáé ùò èåìÝëéï. Óôçí ðáñïýóá åñãáóßá

åîåôÜæïíôáé âáóéêÜ ïé ï äåýôåñïò êáé ï ôñßôïò ÷áñáêôÞñáò. Äõóôõ÷þò, ç èåùñßá êáôçãïñéþí

ùò åñãáëåßï ãéá ôç ìåëÝôç ôùí õðüëïéðùí ìáèçìáôéêþí äåí ìðïñåß íá "êáôáêôçèåß" åýêïëá óôï

óýíïëü ôçò ãéáôß åßíáé áñêåôÜ åõñåßï êáé ðïëýðëïêç. ¸ôóé äåí åêôßèåíôáé ðáñÜ óå åëÜ÷éóôï

âáèìü óôï êåßìåíï óôïé÷åßá ôùí åöáñìïãþí ðáñüëï ðïõ, üðùò èá äïýìå, Ý÷ïõí ìåãÜëç óçìáóßá

ãéá ôá æçôÞìáôá ðïõ èá ðñáãìáôåõôïýìå. Ôïõò äõï Üëëïõò ÷áñáêôÞñåò ôïõò ðáñïõóéÜæïõìå óå

Ýíá åðáñêÞ åëðßæïõìå âáèìü.

Ç åñãáóßá áõôÞ Ý÷åé Ýíá áíôéêåßìåíï ðïõ èá ìðïñïýóå íá ÷áñáêôçñßóåé êÜðïéïò ìå äýï

ôñüðïõò åßôå óáí öéëïóïößæïíôá ìáèçìáôéêÜ åßôå óáí ðïëý ôå÷íéêÞ êáé ðåñßåñãç öéëïóïößá ôùí

ìáèçìáôéêþí. ¸÷ïõìå ôçí ðßóôç ðùò áõôÞ ç óýíäåóç ôùí "ðñáãìáôéêþí ìáèçìáôéêþí" êáé

ôçò "óêÝøçò ðÜíù óå áõôÜ" åßíáé ðïëý åíäéáöÝñïõóá, ðïëý ãüíéìç êáé áðáñáßôçôç óÞìåñá. Ïé

êëáóóéêÝò öéëïóïößåò ôùí ìáèçìáôéêþí êáé ãåíéêþò ïé êëáóóéêÝò öüñìåò óôç öéëïóïößá ôùí

ìáèçìáôéêþí äåí ìðïñïýí íá áíôáðïêñéèïýí óôéò óýã÷ñïíåò åîåëßîåéò ôéò åðéóôÞìçò, ãåíéêÜ, ôùí

ìáèçìáôéêþí êáé ôùí åöáñìïãþí ôïõò. ×ñåéÜæåôáé ìéá åê íÝïõ ðñïóÝããéóç êáé ìéá áíáæùïãü-

íçóç ðïõ ìðïñåß íá ðñïêýøåé ìüíï ìÝóá áðü ôçí âáèéÜ êáôáíüçóç ôùí óýã÷ñïíùí ìáèçìáôéêþí

êáé ôùí óõíåðåéþí ôïõò. Ôï âáóéêü ìïôßâï ðïõ èá Ý÷ïõìå ëïéðüí åäþ åßíáé ðùò ç öéëïóïößá ôçò

åðéóôÞìçò äåí åßíáé êÜôé Ýîù êáé ðÝñá áðü ôï óþìá ôçò êÜè' áõôÞò åðéóôÞìçò êáé óõíäéáëÝãåôáé

ìáæß ôçò, áëëÜ êÜôé ôï ïðïßï åßíáé ïñãáíéêÜ äåìÝíï ìå áõôÞí êáé ôï ïðïßï âñßóêåôáé ìÝóá óôçí

åðéóôÞìç êáé åßíáé óå óõíå÷Þ áíÜäñáóç ìáæß ôçò. ÁõôÞ ç èÝóç íïìßæïõìå ðùò åðéêõñþíåôáé êáé

áðü ôéò óýã÷ñïíåò åîåëßîåéò óôïí êëÜäï.

Ôï âáóéêü ðñüâëçìá ôïõ áíôéìåôùðßóáìå óå áõôÞí ôçí åñãáóßá, êáé åí ðïëýò êáèüñéóå êáé

ôá üñéá óôá ïðïßá åß÷áìå ôç äõíáôüôçôá íá êéíçèïýìå, Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôçí Ýëëåéøç óõãêñïôçìÝ-

íçò ìåëÝôçò ðÜíù óôï æÞôçìá. Ôï èÝìá ôçò äéáóýíäåóçò ôçò èåùñßáò êáôçãïñéþí ìå ôá èåìÝëéá

ôùí ìáèçìáôéêþí åßíáé Ýíá ó÷åôéêÜ êáéíïýñéï èÝìá ðïõ Ý÷åé áðáó÷ïëÞóåé ôïõò öéëïóüöïõò êáé

ôïõò ìáèçìáôéêïýò êáôÜ ôá ôåëåõôáßá ìüíï ÷ñüíéá. Áõôü äåí Ý÷åé ãßíåé ìÝ÷ñé ôþñá ìå êÜðïéï

óõãêñïôçìÝíï ôñüðï. Äåí õðÜñ÷ïõí áñêåôÜ êïéíþò áðïäåêôÜ ðñïâëÞìáôá, êáé åëÜ÷éóôåò êïé-

íþò áðïäåêôÝò ôïðïèåôÞóåéò ðÜíù óå üóá õðÜñ÷ïõí. Äåí õðÜñ÷ïõí êáí åõäéÜêñéôåò êïéíüôçôåò

åéäéêþí ðïõ åíôÜóóïíôáé óå Ýíá êïéíü ñåýìá ìå êÜðïéåò îåêÜèáñåò âÜóåéò. Äåí õðÜñ÷ïõí äç-

ëáäÞ ó÷ïëÝò óôï áíôéêåßìåíï ðáñÜ ìüíï ç ó÷ïëÞ áõôþí ðïõ ãåíéêÜ êÜíïõí èåùñßá êáôçãïñéþí

êáé êÜèå Ýíá áðü áõôïýò Ý÷åé êáé ôéò äéêÝò éäéáßôåñåò èÝóåéò êáé ôïðïèåôÞóåéò. Ôá äåäïìÝíá

áõôÜ êÜíïõí ôçí ìåëÝôç ôïõ èÝìáôüò ìáò éäéáßôåñá äýóêïëç ãéá Ýíá íåïåéóåñ÷üìåíï ìéáò êáé äåí

õðÜñ÷åé ïýôå êáí Ýíá óýããñáììá áíáöïñÜò ïýôå êáé êÜðïéåò ãåíéêÝò êáôåõèõíôÞñéåò ãñáììÝò.

Åëðßæïõìå ðùò êáôáöÝñáìå óå Ýíá âáèìü íá áíôáðåîÝëèïõìå óå áõôü ôï ðñüâëçìá ÷ùñßò üìùò

íá Ý÷ïõìå óå êáíÝíá áðü ôá æçôÞìáôá ðïõ äéáðñáãìáôåõüìáóôå ðëçñüôçôá, ïýôå âÝâáéá êÜðïéá
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óõíïëéêÞ ãåíéêÞ åðïðôåßá ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

Óêéáãñáöþíôáò ôá ðåñéå÷üìåíá ôéò åñãáóßáò èá ìðïñïýóáìå íá ðïýìå üôé ôï ðñþôï óýíôïìï

êáöÜëáéï èÝôåé áíäñïìåñþò ôçí éóôïñéêÞ åîÝëéîç ôçò èåùñßáò êáôçãïñéþí êáé áíáöÝñåé åíôåëþò

åðéãñáììáôéêÜ ìåñéêïýò ëüãïõò ãéá ôïõò ïðïßïõò Ý÷åé áìöéóâçôçèåß ç áíáãüñåõóç ôçò èåùñßáò

óõíüëùí (óõíÞèùò óôçí áîéùìáôéêÞ åêäï÷Þ ZFC ôùí Zermelo-Fraenkel ìå áîßùìá åðéëïãÞò)

óå ìïíáäéêü êáé Ýó÷áôï èåìÝëéï ôùí ìáèçìáôéêþí.

Óôï äåýôåñï êåöÜëáéï äßíïíôáé ïé ðñþôïé âáóéêïß ïñéóìïß ðïõ áöïñïýí ôá âáóéêÜ áíôéêåß-

ìåíá äéáðñáãìÜôåõóçò ìáò: ôéò êáôçãïñßåò, ôïõò óõíáñôçôÝò êáé ôïõò öõóéêïýò ìåôáó÷çìáôé-

óìïýò. Äßäïíôáé åðßóçò êáé êýñéåò êáôáóêåõÝò ðïõ ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå (üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá

ïé êáôçãïñßåò åêèåôþí êáé ôá üñéá êáôçãïñéþí) êáé ïé ïðïßåò Ý÷ïõí êåíôñéêÞ óçìáóßá ôüóï

ãéáôß Ý÷ïõí ìåãÜëç ðñáêôéêÞ ÷ñçóéìüôçôá, üóï êáé åðåéäÞ êáôáöÝñíïõí íá õëïðïéïýí ðïëý áíÜ-

ãëõöá ôá íÝá êáé éäéáßôåñá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ðïõ Ý÷åé ç èåùñßá êáôçãïñéþí. Éäéáßôåñï åíäéáöÝñïí

Ý÷åé ôï ðáñÜäåéãìá ôçò èåùñßáò ïìÜäùí ôçí ïðïßá êáé êáôáöÝñíïõìå íá ôçí êáôçãïñïðïéÞóïõìå

(íá ÷áñáêôçñßóïõìå äçëáäÞ ìéá ïìÜäá éóïäýíáìá ìå ôçí ÷ñÞóç ìüíï êáôçãïñéêþí åííïéþí êáé

åñãáëåßùí). Êáôüðéí ðáñïõóéÜæïõìå ôéò ðéï êñßóéìåò êáé êáéíïôüìåò Ýííïéåò ðïõ ìáò ðñïóöÝñåé

ç èåùñßá êáôçãïñéþí: ôçí Ýííïéá ôçò óõæõãßáò êáé ôçí êáèïëéêüôçôá. Óôç óõíÝ÷åéá ôïõ êåöá-

ëáßïõ áõôïý ðáñïõóéÜæïíôáé ôá æçôÞìáôá èåìåëßùóçò ìå ôçí ðåñéãñáöÞ ôïõ Ýñãïõ ôïõ Lawvere

(ç óôïé÷åéþäçò èåùñßá êáôçãïñéêþí óõíüëùí êáé ç êáôçãïñßá üëùí ôùí êáôçãïñéþí ùò èåìÝëéï

ôùí ìáèçìáôéêþí). Óôï ôÝëïò êÜíïõìå ìéá óýíôïìç áíáöïñÜ óôç èåùñßá ôüðùí êáé óôç óýíäåóç

ðïõ Ý÷åé ìå åíôõðùóéáêü ôñüðï ç ëïãéêÞ (êáé åéäéêüôåñá ç éíôïõóéïíïóôéêÞ ëïãéêÞ) ìå áõôïýò.

Óôï ôñßôï êåöÜëáéï ôþñá ìåëåôÜìå ôç öéëïóïöéêÞ ðñáãìÜôåõóç ôçò èåùñßáò êáôçãïñéþí.

Ç ðñïóÝããéóç ìáò åäþ åßíáé êáé èåìáôéêÞ êáé éóôïñéêÞ-ðñïóùðïêåíôñéêÞ. Ç Ýìöáóç äßíåôáé óôá

æçôÞìáôá áíåîáñôçóßáò áíÜìåóá óôéò èåùñßåò êáôçãïñéþí êáé óõíüëùí (äçëáäÞ óôçí äéáóýíäåóÞ

áõôþí ôùí äýï) êáèþò êáé óôá æçôÞìáôá ôïõ áíôéèåìåëéùôéóìïý ôïõ ìáèçìáôéêïý äïìéóìïý êáé

ôïõ ïëéóìïý ðïõ áíáêýðôïõí ìå íÝï êáé Ýíôïíï ôñüðï óôá ðëáßóéá ôçò èåùñßáò êáôçãïñéþí.

ÔÝëïò áíáöåñüìáóôå óôïõò ðïëý åíäéáöÝñïíôåò ôñüðïõò ìå ôïõò ïðïßïõò äõï ìáèçìáôéêïß êáé

öéëüóïöïé, ï Bell êáé ï Lambek, âëÝðïõí ôá ìáèçìáôéêÜ, êáé èÝôïõí ôç èåùñßá êáôçãïñéþí óôï

êÝíôñï ôçò ìåëÝôçò ôïõò.
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ÊåöÜëáéï 1

Áöåôçñßåò

1.1 Óýíôïìç éóôïñßá ôçò Èåùñßáò Êáôçãïñéþí

Ç èåùñßá êáôçãïñéþí åßíáé ìéá ìáèçìáôéêÞ èåùñßá ðïõ áíáðôý÷èçêå óôï äåýôåñï ìéóü ôïõ åé-

êïóôïý áéþíá áðü ôïõò Eilenberg êáé MacLane áñ÷éêÜ, êáé ðïëëïýò Üëëïõò óõíÝ÷åéá, ìåôáîý

Üëëùí ôïõò Freyd, Lawvere, Kan, Grothendieck êáé Üëëïõò. Ç èåùñßá êáôçãïñéþí îåêßíçóå óáí

åñãáëåßï ãéá ôç ìåëÝôç Üëëùí ìáèçìáôéêþí äïìþí, áëëÜ ãñÞãïñá áðÝêôçóå êáé õðüóôáóç óáí

áíôéêåßìåíï áõôïôåëïýò ìåëÝôçò ôï ßäéï åíþ áðü ôçí äïõëåéÜ ôïõ Lawvere êáé ìåôÜ ìðïñåß íá

åéäùèåß êáé óáí èåìÝëéï ôùí ìáèçìáôéêþí.

Ôçí äåêáåôßá ôïõ 1940 êáé ôï ìåãáëýôåñï ìÝñïò ôçò äåêáåôßáò ôïõ 1950 ç èåùñßá êáôç-

ãïñéþí ïõóéáóôéêÜ áíáðôõóóüôáí ìÝóá óôá ìáèçìáôéêÜ ôçò áëãåâñéêÞò ôïðïëïãßáò óáí Ýíáò

êïìøüò ôñüðïò ãéá íá äéáôõðùèïýí ôá ðñïâëÞìáôá áõôÞò êáé íá ìåëåôçèïýí óå âÜèïò Ýííïéåò

êáé äéáäéêáóßåò áõôÞò. Ïé äýï âáóéêÝò êáôáêôÞóåéò ôçò èåùñßáò áõôÞí ôçí ðåñßïäï åßíáé ïñéóìüò

ôùí áâåëéáíþí êáôçãïñéþí êáé ç áíáêÜëõøç ôçò Ýííïéáò ôçò óõæõãßáò (adjuction). ÁõôÝò Þôáí

åíôáãìÝíåò ðëÞñùò ìÝóá óôéò áíÜãêåò ôçò ôïðïëïãßáò êáé Þôáí ïñéóìÝíåò óå åéäéêÝò êáôçãïñßåò

ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáí óôçí ôïðïëïãßá. Ôçí åðï÷Þ áõôÞ ç èåùñßá êáôçãïñéþí äåí Þôáí ôßðïôá

Üëëï ðÝñá áðü Ýíá ñéæïóðáóôéêü åñãáëåßï ôçò Üëãåâñáò êáé ôçò ôïðïëïãßáò ðïõ ìðïñïýóå íá

äþóåé íÝåò ìåèüäïõò Ýêöñáóçò êáé áíÜëõóçò.

Ôï ðéï åéäéêü óçìåßï óôï ïðïßï ç èåùñßá êáôçãïñéþí Þñèå íá óõìâÜëåé Þôáí ç èåùñßá ïìïëï-

ãßáò ôçò áëãåâñéêÞò ôïðïëïãßáò êá ðéï óõãêåêñéìÝíá ôï ðñüâëçìá ðïõ ðñïóðÜèçóáí íá ëýóïõí

ïé Eilenberg êáé MacLane Þôáí Ýíá æÞôçìá ãéá ôéò åðåêôÜóåéò ôùí ïìÜäùí êáé ôçí ãåùìåôñßá ôïõ

óåëéíïåéäïýò. Ìéá áðü ôéò åðüìåíåò ðñïóðÜèåéåò ôùí äýï Þôáí íá ìðïñÝóïõí íá äþóïõí íÝá êáé

ðéï ðëÞñç èåìÝëéá ãéá ôçí áëãåâñéêÞ ôïðïëïãßá. ÌÝóá óå áõôÜ ôá ðëáßóéá êáôÜöåñå êáé ï Kan

íá äþóåé ôïí ðñþôï ïñéóìü óõæõãþí óõíáñôçôþí ôçí óôéãìÞ ðïõ ðñáãìáôåõüôáí ôá ëåãüìåíá

áðëïðïéçíôéêÜ óýíïëá (simplicial sets). Áðü ôçí äåêáåôßá ôïõ 1950 Ýãéíå óáöÞò ç óýíäåóç ôçò

èåùñßáò ìå ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ðåäßï åöáñìïãÞò ôçò: ôçí ïìïëïãéáêÞ Üëãåâñá. Áõôü îåêßíçóå
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áðü ôçí äïõëåßá ôùí Cartan êáé Eilenberg êõñßùò áëëÜ êáé áðü ôéò åñãáóßåò ôïõ Buchsbaum.

Ðïëý óçìáíôéêÞ Þôáí êáé ç åéóáãùãÞ êáé ìåëÝôç ôçò Ýííïéáò ôïõ äñÜãìáôïò áðü äéáöüñïõò áëëÜ

ï ðñáãìáôéêüò áíáìïñöùôÞò ôçò èåùñßáò Þôáí ï Grothendieck ü ïðïßïò ìå ôï Üñèñï ôïõ ðïõ

åßíáé ãíùóôü ùò "Tohoku" üñéóå ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï èá ãßíïíôáé ôá ìáèçìáôéêÜ ôá åðüìåíá

÷ñüíéá êáé Ýâáëå ãéá ôá êáëÜ ôçí èåùñßá êáôçãïñéþí ìÝóá óôçí êõñßáñ÷ç ìáèçìáôéêÞ ðñáêôéêÞ.

ÔÝëïò ìå ìåãÜëç åðéôõ÷ßá åöáñìüóôçêå ç èåùñßá êáôçãïñéþí êáé óôçí áëãåâñéêÞ ãåùìåôñßá.

Åäþ ôçí êõñßáñ÷ç óõìâïëÞ ôçí åß÷áí ïé Grothendieck êáé Weil.

H Ýííïéá ôïõ ôüðïõ äçìéïõñãÞèçêå, åðßóçò, áðü ôïí Grothendieck óôç äéÜñêåéá ôçò åñãá-

óßáò ôïõ óôçí ôïðïëïãßá êáé ôçí èåùñßá äñáãìÜôùí. ÊÜèå ôïðïëïãéêüò ÷þñïò ìáò äßíåé ìå

öõóéïëïãéêü ôñüðï Ýíáí ôüðï, ôïí ôüðï ôùí äñáãìÜôùí ðÜíù óå áõôüí. Ôï êëåéäß óôï åðé÷åß-

ñçìÜ ôïõ Þôáí ðùò ïé ôüðïé åßíáé ôï êáôÜëëçëï áíôéêåßìåíï ãéá ôçí ìåëÝôç ôçò ôïðïëïãßáò ãéáôß

óå áõôïýò ãåíéêåýåôáé ìå ðïëý êïìøü ôñüðï ç Ýííïéá ôçò óõíïìïëïãßáò. Ç ðñïóÝããéóç áõôÞ

Þôáí öïâåñÜ ãüíéìç êáé êáôÜöåñå íá ëýóåé ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá ðïõ áíÝêõðôáí óôïõò ðáñáðÜíù

êëÜäïõò.

¼óïí áöïñÜ ôçí áíÜðôõîç ôçò èåùñßáò êáôçãïñéþí ìå ñüëï èåìåëßùóçò ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ,

áõôü Ýðñåðå íá ðåñéìÝíåé ìÝ÷ñé ôïí Lawvere ï ïðïßïò ôçí äåêáåôßá ôïõ 1960, óôçí äéäáêôïñéêÞ

ôïõ äéáôñéâÞ, áëëÜ êáé óôéò ðñþôåò åñãáóßåò ôïõ áíÝðôõîå ôçí Ýííïéá ôçò áëãåâñéêÞò èåùñßáò,

ôçí êáôçãïñßá üëùí ôùí êáôçãïñéþí êáé ôç èåìåëßùóç ôçò êáôçãïñéáêÞò èåùñßáò óõíüëùí. Ôéò

ðåñéóóüôåñåò áðü áõôÝò ôéò Ýííïéåò èá ôéò ìåëåôÞóïõìå åðß ìáêñüí óôçí ðáñïýóá åñãáóßá.

Áðü ôç äåêáåôßá ôïõ 1980 ç èåùñßá êáôçãïñéþí Ý÷åé áíáðôýîåé ðÜñá ðïëý ôï ðåäßï åöáñ-

ìïãþí ôçò. ¸÷åé âñåß åöáñìïãÞ óå üëï êáé ðåñéóóüôåñá êïììÜôéá ôùí ìáèçìáôéêþí, ôüóï óôï

ãåíéêü ðåäßï ôçò èåìåëßùóçò ôùí ìáèçìáôéêþí, üóï êáé óå Üëëá êïììÜôéá ôùí êáèáõôÜ ìáèçìá-

ôéêþí. Ðïëý åíäéáöÝñïõóá åðßóçò åßíáé ç åöáñìïãÞ ôçò óôá ðåäßá ôçò èåùñçôéêÞò ðëçñïöïñéêÞò

êáé ôïõ ðñïãñáììáôéóìïý ðïõ Ý÷åé äéáíïßîåé íÝïõò ïñßæïíôåò. ÔÝëïò, êáé áõôü èá åßíáé êÜôé

ðïõ èá ìáò áðáó÷ïëÞóåé éäéáßôåñá åìÜò, ç èåùñßá êáôçãïñéþí ãßíåôáé áöïñìÞ ãéá íá áíïé÷ôïýí

óõæçôÞóåéò óôçí öéëïóïößá ôùí ìáèçìáôéêþí, íá ãßíïõí íÝåò ðñïóåããßóåéò êáé íá ôåèïýí íÝá

åñùôÞìáôá.

1.2 Ïé áäõíáìßåò ôçò èåùñßáò óõíüëùí

Ç êáíôïñéáíÞ èåùñßá óõíüëùí, áëëÜ êáé ç èåùñßá óõíüëùí üðùò ôçí ãíùñßæïõìå êáé ôçí åöáñìü-

æïõìå óå üëá ôá ìáèçìáôéêÜ, Ý÷åé êÜðïéåò ðïëý óïâáñÝò áäõíáìßåò íá ðñáãìáôåõôåß Ýíá óýíïëï

áðü åðéìÝñïõò ìáèçìáôéêÝò èåùñßåò ïé ïðïßåò ìïéÜæïõí íá åßíáé Ýîù áðü ôçí ðåñéï÷Þ éó÷ýïò ôçò.

ÁíôéãñÜöïõìå áðü ôï Bell[1986]

Óå êÜðïéá Ýêôáóç áõôÞ ç áìöéóçìßá áíáöïñÜò ôùí ìáèçìáôéêþí åííïéþí åßíáé Þäç

ðáñïýóá êáé óôçí êëáóéêÞ Èåùñßá Óõíüëùí, åö' üóïí ôá áîéþìáôÜ ôçò äéáôõðþíï-

íôáé ìå ïñïýò ðñþôçò ôÜîçò êáé åðïìÝíùò åðéäÝ÷ïíôáé ðïëëÝò, ïõóéùäþò äéáöïñå-
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ôéêÝò, åñìçíåßåò. ÐñÜãìáôé, áðü ôï 1922, ï Skolem ðáñáôÞñçóå üôé ãé' áõôü ôïí

ëüãï ïé óõíïëïèåùñçôéêÝò éäÝåò - êáé åéäéêüôåñá ïé Üðåéñïé ðëçèÜñéèìïé (cardinal-

ities) - åßíáé ó÷åôéêïß. ÓõìðÝñáíå, äå, üôé ç áîéùìáôéêïðïéçìÝíç Èåùñßá Óõíü-

ëùí "äåí Þôáí ìßá éêáíïðïéçôéêÞ ôåëéêÞ èåìåëßùóç ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ". Ïé äïìÝò

ôïõ Skolem óå ìåãÜëï âáèìü áãíïÞèçêáí áðü ôïõò ìáèçìáôéêïýò, áëëÜ ìßá íÝá

ðñüêëçóç, ãéá ôçí áðïëõôüôçôá ôïõ óõíïëïèåùñçôéêïý ðëáéóßïõ, ðñïÝêõøå ôï 1963

üôáí ï Ñaul Cohen êáôáóêåýáóå ðñüôõðá ôçò Èåùñßáò Óõíüëùí (äçëáäÞ ôçò Èåù-

ñßáò Óõíüëùí Zermelo-Fraenkel, ZF), üðïõ áîéüëïãåò ìáèçìáôéêÝò ðñïôÜóåéò, üðùò

ç Õðüèåóç ôïõ Óõíå÷ïýò êáé ôï Áîßùìá ÅðéëïãÞò, äéáøåýäïíôáé (ï Gïdel åß÷å Þäç

äçìéïõñãÞóåé, áðü ôá ôÝëç ôçò äåêáåôßáò ôïõ 1930, ðñüôõðá üðïõ ïé ðñïôÜóåéò áõ-

ôÝò åðéêõñþíïíôáé). Ç áìöéóçìßá ðïõ ðñïêýðôåé, üóïí Üöïñá óôéò ôéìÝò áëÞèåéáò

ôùí ìáèçìáôéêþí ðñïôÜóåùí, èåùñÞèçêå, áðü ðïëëïýò óõíïëïèåùñçôéêïýò (êáé áðü

ðéï "ïñèüäïîïõò" ìáèçìáôéêïýò), ùò Ýíá ðïëý ðéï óïâáñü æÞôçìá áðü ôçí "áðëÞ"

áìöéóçìßá áíáöïñÜò ôùí ìáèçìáôéêþí åííïéþí, ðïý åß÷å Þäç êáôáäåé÷èåß áðü ôïí

Skolem. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, ïé ôå÷íéêÝò ôïõ Cohen êáé ôùí äéáäü÷ùí ôïõ, ïäÞ-

ãçóáí óå ìßá ôåñÜóôéá åîÜðëùóç ôùí ìïíôÝëùí ôçò Èåùñßáò Óõíüëùí ìå ïõóéùäþò

äéáöïñåôéêÝò ìáèçìáôéêÝò éäéüôçôåò, ôá ïðïßá ìå ôç óåéñÜ ôïõò Ý÷ïõí ðñïêáëÝóåé ìßá

áíçóõ÷çôéêÞ áâåâáéüôçôá óôá ìõáëÜ ôùí óõíïëïèåùñçôéêþí ùò ðñïò ôçí ôáõôüôçôá

ôïõ "ðñáãìáôéêïý" óýìðáíôïò óõíüëùí, Þ ôïõëÜ÷éóôïí ùò ðñïò ôï ðïéåò áêñéâþò

ìáèçìáôéêÝò éäéüôçôåò ðñÝðåé áõôü íá êáôÝ÷åé. Ôï áðïêïñýöùìá åßíáé üôé ç Ýí-

íïéá óýíïëï - óôïí âáèìü ðïý ìðïñåß íá óõëëçöèåß áðü áîéþìáôá ðñþôçò ôÜîçò -

êáôÝëçîå íá åßíáé ñéæïóðáóôéêÜ áðñïóäéüñéóôç.

Åðßóçò õðÜñ÷ïõí ìéá óåéñÜ áðü Üëëåò åîåëßîåéò óôá ìáèçìáôéêÜ ïé ïðïßåò êáôáëÞãïõí íá

èÝôïõí åí áìöéâüëù ôç öåñåããõüôçôá ôçò èåùñßáò äõíüëùí ùò Ýó÷áôïõ êáé ìïíáäéêïý èåìåëßïõ

ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ. ÐáñáèÝôïõìå ìéá ëßóôá áðü ôïí Drosso [2003] ÷ùñßò íá äþóïõìå ðåñáéôÝñù

åðåîçãÞóåéò.

1. Ç èåùñßá äñáãìÜôùí (Leray, Cartan)

2. Ïé ôüðïé ôïõ Grothendieck, (Grothendieck, Giraud)

3. Ðéèáíïêñáôéêïß ìåôñéêïß ÷þñïé (Menger ,Schweizer êáé Sklar)

4. ÌïíôÝëá óå Üëãåâñåò Boole ((Scott, Solovay, Vopenka)

5. ÌïíôÝëá Kripke

6. ÁóáöÞ óýíïëá

7. ÅóùôåñéêÞ èåùñßá óõíüëùí (Nelson)
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8. ÅíáëëáêôéêÞ èåùñßá óõíüëùí (Vopenka)

ÖõóéêÜ ìéá äéåîïäéêÞ ðñáãìÜôåõóç üëùí áõôþí ôùí èåìáôéêþí ìå óêïðü íá êáôáäåé÷èïýí

ïé ëüãïé ðïõ óõíçãïñïýí õðÝñ ôçò áíáæÞôçóçò êÜðïéïõ Üëëïõ èåìåëßïõ ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ, ðÝñáí

ôçò áîéùìáôéêÞò èåùñßáò óõíüëùí, èá óõãêñïôïýóå áðü ìüíçôçò ìéá åñãáóßá. Èá ðñï÷ùñÞóïõìå,

åðïìÜíùò, óôçí ðáñïõóßáóç ôçò èåùñßáò êáôçãïñéþí êáé èá áñêåóôïýìå ìüíï óå åðéãñáììáôéêÝò

áíáöïñÝò óôç óõíÝ÷åéá.



ÊåöÜëáéï 2

Ôá ìáèçìáôéêÜ ôçò Èåùñßáò Êáôçãïñéþí

2.1 Oé êáôçãïñßåò êáé ïé óõíáñôçôÝò

Ç Èåùñßá êáôçãïñéþí (êáé ç èåùñßá ôüðùí ùò óõíÝ÷åéÜ ôçò) åßíáé Ýíá ó÷åôéêÜ íÝï áíôéêåßìåíï

ôùí ìáèçìáôéêþí (äïõëåéÜ ôùí MacLane êáé Eilenberg ôçí äåêáåôßá ôïõ 50) ðïõ ðñïóðáèåß íá ôá

ðñïóåããßóåé ìå äéáöïñåôéêÞ ïðôéêÞ. ÁõôÞ ç ìáôéÜ ÷ñçóéìïðïéåß Ýííïéåò, åñãáëåßá êáé ìåèüäïõò,

ðïõ õðÞñ÷áí óôá ðñï-êáôçãïñéáêÜ ìáèçìáôéêÜ, áëëÜ äåí åß÷áí êåíôñéêü ÷áñáêôÞñá, êáé ôá âÜæåé

óôïí ðõñÞíá ôçò öéëïóïößáò ôçò. Äýï ôÝôïéá óôïé÷åßá èá áíáöÝñïõìå ðïõ ðéóôåýïõìå ðùò Ý÷ïõí

íüçìá íá åéðùèïýí åéóáãùãéêÜ.

Ðñþôïí ç óõíå÷Þò ðïñåßá áöáßñåóçò óôá ìáèçìáôéêÜ öôÜíåé ìå ôçí èåùñßá êáôçãïñéþí

óå Ýíá ýøéóôï âáèìü. Óôçí Üëãåâñá åßíáé éäéáßôåñá ïéêåßá ç äéáäéêáóßá ðïõ ìáò ðçãáßíåé áðü

ôïõò áñéèìïýò óôïõò äáêôýëéïõò Þ áðü ôéò óõììåôñßåò óôéò ïìÜäåò, äçëáäÞ Ýñ÷åôáé ìéá óôéãìÞ

ðïõ êáôáíïïýìå ðùò óçìáóßá äåí Ý÷åé íá ðñïóèÝôïõìå áñéèìïýò, ðßíáêåò êôë áëëÜ ìðïñïýìå

íá ðñïóèÝôïõìå ïôéäÞðïôå êÜôù áðü êÜðïéåò áñ÷Ýò. ¸÷ïõìå äçëáäÞ ìéá ðïñåßá áíáæÞôçóçò

áíáëïãéþí óôá åðéìÝñïõò êáé ôçí áíáãüñåõóç áõôþí ôùí áíáëïãéþí óå ãåíéêåýóåéò áíåîÜñôçôåò

ôùí åðéìÝñïõò õëïðïéÞóåþí ôïõò. Óôçí èåùñßá êáôçãïñéþí ôï ñüëï ôïõ åðéìÝñïõò äåí ôïí Ý÷åé

êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï áñéèìçôéêü óýóôçìá áëëÜ ìéá ïëïêëçñùìÝíç ìáèçìáôéêÞ èåùñßá, ðéèáíüí

ðñïúüí ãåíßêåõóçò êáé ç ßäéá. ¸÷ïõìå ôñüðïí ôéíÜ (áí êáé åßíáé áäüêéìï) ìßá Üëãåâñá ôùí

èåùñéþí. ÁõôÞ ç ðïñåßá ãåíßêåõóçò äçìéïõñãåß êáé äéÜöïñá åíäéáöÝñïíôá ðñïâëÞìáôá ðïõ èá

äïýìå óôï êåöÜëáéï 3.

Äåýôåñïí åéóÜãåôáé ìéá ðñïóÝåããéóç ðïõ âÜæåé óôïí ðõñÞíá ôçò ôçí Ýííïéá ôçò óõíÜñôçóçò.

Óôá ìáèçìáôéêÜ ôçò Èåùñßáò Óõíüëùí (ôá ìáèçìáôéêÜ ðïõ üëïé Ý÷ïõìå óõíçèßóåé íá êÜíïõìå)

ç Ýííïéá ôïõ óõíüëïõ åßíáé ðñùôáñ÷éêÞ êáé ç Ýííïéá ôçò óõíÜñôçóçò Ýðåôáé åíþ ïé éäéüôçôåò ôùí

ìáèçìáôéêþí áíôéêåéìÝíùí åßíáé éäéüôçôåò ôùí áíôéêåéìÝíùí ôùí ßäéùí. Ðáñüëá áõôÜ, ðïëëÝò

öïñÝò âëÝðïõìå ðùò ãéá íá êáôáíïÞóïõìå óå âÜèïò Ýíá áíôéêåßìåíï ð÷ ìßá ïìÜäá Þ Ýíá ÷þñï

Banach, ÷ñåéÜæåôáé íá ôï äïýìå óå ó÷Ýóç ìå ôéò óõíáñôÞóåéò ðïõ äñïýíå ðÜíù óå áõôü êáé

9
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ìå áõôü ôïí ôñüðï íá äïýìå ôá âáèýôåñá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôçò äïìÞò. Ç Èåùñßá Êáôçãïñéþí

áíáðôýóåé áõôÞí ôçí ëïãéêÞ ùò ôá Üêñá êáé èÝôåé ùò ìüíï ôñüðï Ýêöñáóçò ôùí éäéïôÞôùí ôçí

ãëþóóá ôùí óõíáñôÞóåùí. ÊÜíåé ôçí óõíÜñôçóç äçëáäÞ ôï êåíôñéêü áíôéêåßìåíï ìåëÝôçò.

Ïñéóìüò 1 Ìéá êáôçãïñßá (category) C áðïôåëåßôáé áðü:

• Áíôéêåßìåíá (objects):A,B,C,...

• ÂÝëç Þ ìïñöéóìïýò (arrows,morphisms) f,g,h,...

• Ãéá êÜèå âÝëïò f õðÜñ÷ïõí äýï áíôéêåßìåíá

dom(f); cod(f)

ðïõ ïíïìÜæïíôáé ðåäßï êáé óõí-ðåäßï ïñéóìïý (domain and codomain) ôïõ f. ÃñÜöïõìå

Ýíá áðü ôá äýï

f : A // B A
f // B

ãéá íá äçëþóïõìå ïôé

dom(f) = Á; cod(f) = Â

• ÄïèÝíôùí âåëþí

A
f // B ; B

g // C

õðÜñ÷åé âÝëïò

g ◦ f : A // C

ðïõ êáëåßôáé ç óýíèåóç (composition) ôùí f êáé g .

• Ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï A õðÜñ÷åé Ýíá âÝëïò

1A : A // A

ðïõ êáëåßôáé ôï ôáõôïôéêü (indentity) âÝëïò.

• Éó÷ýåé ç ðñïóåôáéñéóôéêÞ éäéüôçôá ãéá ôçí ◦ äçëáäÞ

f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h

A
f //

g◦f

��??????????????? B

g

��

h◦g

��@@@@@@@@@@@@@@@

C
h // D
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• êáé ç éäéüôçôá ôïõ ôáõôïôéêïý óôïé÷åßïõ

1B ◦ f = f ◦ 1A = f

ãéá

f : A // B

ÐáñáôçñÞóåéò 1 1. Ï ïñéóìüò ðïõ äþóáìå åßíáé åíôåëþò ôõðéêüò óå ðñþôç öÜóç êáé äåí

áíáöÝñåôáé ïýôå õðïíïåß êÜðïéï óõíïëïèåùñçôéêü ìïíôÝëï. Ôá áíôéêåßìåíá äåí åßíáé óý-

íïëá,ç óõëëïãÞ ôùí áíôéêåéìÝíùí äåí åßíáé óýíïëï êáé ïé ìïñöéóìïß äåí åßíáé áðáñáßôçôá

óõíáñôÞóåéò üðùò ôéò êáôáëáâáßíïõìå.

2. Óôá åðüìåíá ðïëý óõ÷íÜ èá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí óõìâïëéóìü Á ∈ Obj(C) ãéá Ýíá áíôé-

êåßìåíï ôçò C.

3. Êáôçãïñßá åßíáé üðïéï ìáèçìáôéêü áíôéêåßìåíï éêáíïðïéåß áõôÜ ôá áîéþìáôá ìå ôï ßäéï

ôñüðï ðïõ óþìá åßíáé ïôéäÞðïôå éêáíïðïéåß ôá áîéþìáôá ôïõ óþìáôïò. ¸ôóé Ý÷ïõìå ôá

ðáñáêÜôù ðáñáäåßãìáôá

Ðáñáäåßãìáôá 1 1. Ç êáôçãïñéá Sets

Åßíáé ç ðñïöáíÞò êáôçãïñßá ìå áíôéêåßìåíá ôá óýíïëá êáé âÝëç ôéò óõíáñôÞóåéò ìåôáîý

ôùí óõíüëùí ïðþò áêñéâþò ôéò ãíùñßæïõìå. ÔáõôïôéêÞ óõíÜñôçóç åßíáé ç I(x) = x êáé

◦ ç óõíÞèçò óýíèåóç óõíáñôÞóåùí. Áêüìá ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ìå ðñïöáíÞ ôñüðï ôçí

êáôçãïñßá Setsfin ôùí ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí ìå ôï ðñïöáíÞ ôñüðï.

2. Ïé êáôçãïñßåò ôùí äïìçìÝíùí óõíüëùí ðïõ ïñßæïíôáé üôáí ðÝñíïõìå ùò áíôéêåßìåíá ôá

äïìçìÝíá óýíïëá êáé ùò âÝëç ôéò óõíáñôÞóåéò áíÜìåóá óå áõôÜ ðïõ óÝâïíôáé ôçí äïìÞ

ôïõò.

¸ôóé Ý÷ïõìå ôçí êáôçãïñßá ôùí ïìÜäùí Group ìå âÝëç ôïõò ïìïìïñöéóìïýò áíÜìåóá

óôéò ïìÜäåò, ôçí êáôçãïñßá ôùí óùìÜôùí Fields , êáé ôïí õðïëïßðùí óõíçèéóìÝíùí áëãå-

âñéêþí äïìþí Vect, Ring, Mod, Monoid êôë. Åðßóçò Ý÷ïõìå ôçí êáôçãïñßá ôùí ôï-

ðïëïãéêþí ÷þñùí Top ìå âÝëç ôéò óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò êáé ôçí êáôçãïñßá Man ôùí

ðïëëáðëïôÞôùí ìå âÝëç ôéò óõíå÷åßò êáé äéáöïñßóéìåò áðåéêïíÞóåéò.¼ëåò ïé ðáñáðÜíù

éêáíïðïéïýí ôá áîéþìáôá ôùí êáôçãïñéþí ìå ôñüðï ðñïöáíÞ. ¼ëåò ïé ðáñáðÜíù, êáé

üóåò Üëëåò, êáôçãïñßåò ðïõ Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá íá äßäïõí ìéá äïìÞ óôçí êáôçãïñßá ôùí

óõíüëùí êáé óõíåðùò íá Ý÷ïõí ùò áíôéêåßìåíá êÜðïéá óýíïëá êáé ùò ìïñöéóìüò êÜðïéåò

óõíáñôÞóåéò ïíïìÜæïíôáé óõãêåêñéìÝíåò êáôçãïñßåò (Concrete category)

3. Åßíáé üìùò üëåò ïé êáôçãïñßåò óõãêåêñéìÝíåò; Áí ßó÷õå áõôü èá óÞìáéíå ðùò ç Ýííïéá

ôçò êáôçãïñßáò åíóùìáôþíåôáé êÜðùò óôçí èåùñßá óõíüëùí êáé ïôé äåí ìðïñåß íá ìáò
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äþóåé äõíáìéêÞ ãéá êÜôé ðáñáðÝñá. ÁëëÜ ôá ðñÜãìáôá äåí åßíáé Ýôóé êáé èá äþóïõìå

ôþñá ìåñéêÜ ðáñáäåßãìáôá åíäåéêôéêÜ ôùí äõíáôïôÞôùí.

¸óôù Rel ç êáôçãïñßá ðïõ Ý÷åé ùò áíôéêåßìåíá ôçò óýíïëá êáé ùò ìïñöéóìïýò äéìåëåßò

ó÷Ýóåéò. ÄçëáäÞ Ýíáò f : A→ B åßíáé Ýíá õðïóýíïëï f ⊆ A×B êáé ôï ôáõôïôéêü âÝëïò

åßíáé ôï idA = {(á; á) ∈ A × A|á ∈ A} ⊆ A × A. Åßíáé åýêïëï íá äåé êÜíåéò ïôé áõôÜ

ôá âÝëç äåí åßíáé óõíáñôÞóåéò (äåí åßíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá). ¸íá Üëëï ôÝôïéï ðáñÜäåéãìá ü÷é

óõãêåêñéìÝíçò êáôçãïñßáò åßíáé ç hTop ìå áíôéêåßìåíá ôïõò ôïðïëïãéêïýò ÷þñïõò êáé

óõíáñôÞóåéò ôéò êëÜóåéò ïìïôïðßáò óõíå÷þí áðåéêïíÞóåùí.

4. Äýï ðeñéðôþóåéò êáôçãïñéþí âãáëìÝíùí ü÷é áðü ôá êëáóóéêÜ ìáèçìáôéêÜ åßíáé ïé åîÞò:

Ç êáôçãïñßá ôùí ðáñáãùãéêþí óõóôçìÜôùí üðïõ Ý÷ïõìå ôéò ëïãéêÝò ðñïôÜóåéò ùò áíôé-

êåßìåíá êáé êÜèå ìïñöéóìüò íá áíôáðïêñßíåôáé óå ìéá áðüäåéîç. ÄçëáäÞ õðÜñ÷åé f : p→
q áí p ` q. Ôá áîéþìáôá ìðïñïýìå åýêïëá íá ôá áðïäåßîïõìå ìå ôïõò êáíüíåò ôïõ ðñïôá-

óéáêïý ëïãéóìïý (ðáñáôçñÞóôå ðùò óýíèåóç ìïñöéóìþí áðïññÝåé áðü ôïí êáíüíá modus

ponens). Åðßóçò Ý÷ïõìå ôçí êáôçãïñßá Data ôùí äåäïìÝíùí üðïõ áíôéêåßìåíá åßíáé data

types êáé âÝëç computable function, äçëáäÞ ðñïãñÜììáôá.ÁõôÜ ôá äýï ðáñáäåßãìáôá åßíáé

åíäåéêôéêÜ ôïõ åýñïõò ðïõ Ý÷ïõí ïé åöáñìïãÝò ôçò èåùñßáò êáôçãïñéþí.

5. ¸íá ôåëåõôáßï, ðïëý ÷ñÞóéìï ãéá ôá õðüëïéðá áí êáé äéáöïñåôéêü, ðáñÜäåéãìá åßíáé ç

êáôçãïñßá Pos ôùí ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíùí óõíüëùí ìå áíôéêåßìåíá ôá óôïé÷åßá åíüò

ìåñéêïý äéáôåôáãìÝíïõ óõíüëïõ < Á;�> êáé ôá âÝëç íá åßíáé ùò åîÞò: õðÜñ÷åé Ýíáò

ìïñöéóìüò A→ B áêñéâþò üôáí A � B.

Ìå áõôüí ôï ôñüðï äçìéïõñãïýìå ðïëëÝò ÷ñÞóéìåò êáôçãïñßåò üðùò Open(X), êáôçãïñßá

ôùí áíïé÷ôþí óõíüëùí óå Ýíá ôïðïëïãéêü ÷þñï × ìå ðñïóáñôçìÝíç ìåñéêÞ äéÜôáîç ôçí

⊆.

Áðü ôá ðáñáðÜíù åßíáé öáíåñü ðùò ç êáôçãïñßá åßíáé Ýíá åíôõðùóéáêÜ ìåãÜëï êáé ãåíéêü

áíôéêåßìåíï. ÐåñéãñÜöåé ôïí ôñüðï ðïõ äïìïýíôáé üëåò ïé ìáèçìáôéêÝò èåùñßåò áëëá ç éó÷ýò

õðåâáßíåé êáôÜ ðïëý ôçí éó÷ý ðåñéãñáöÞò ôùí êëáóéêþí ìáèçìáôéêþí. ÐáñáôçñÞóôå åðßóçò ôï

ãåãïíüò ðùò ôá áíôéêåßìåíá ìéáò êáôçãïñßáò äåí óõíéóôïýí óýíïëï óýìöùíá ìå ôçí áîéùìáôéêÞ

óõíïèåùñßá, áëëÜ êëÜóåéò Þ êÜôé áêüìá ìåãáëýôåñï ðñÜãìá ðïõ êÜíåé ôçí èåùñßá êáôçãïñéþí íá

îåöåýãåé ôçò ZFC. Óõíåðþò ìéá äéáéóèçôéêÞ ðñïóÝããéóç ìáò óýìöùíç ìå üóá óõíÞèùò êÜíïõìå

óôá ìáèçìáôéêÜ äåí èá ìáò âïçèÞóåé. Ðïëý ðéï ÷ñÞóéìï åßíáé íá ðñïóåããßóïõìå ôéò êáôçãïñßåò

óáí ãñáöÞìáôá.

Ïñéóìüò 2 ¸íá ãñÜöçìá (graph) åßíáé ìéá äéáôåôáãìÝíç ôñéÜäá

G =< G0; G1; (�; �) >

üðïõ
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1. G0 åßíáé óôïé÷åßá ðïõ ïíïìÜæïíôáé êüìâïé ôïõ ãñáöÞìáôïò.

2. G1 åßíáé óôïé÷åßá ôá ïðïßá ïíïìÜæïíôáé áêìÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò.

3. (�; �) åßíáé ôåëåóôÝò ðïõ áðåéêïíßæïõí ìßá áêìÞ óå Ýíá êüìâï.

á; ô : G1 −→ G0

üðïõ ôï ðñþôï äßíåé ôï ðåäßï êÜèå áêìÞò êáé ôï äåýôåñï ôï óõí-ðåäßï

Ïñéóìüò 3 Ìßá êáôçãïñßá C åßíáé Ýíá ãñÜöçìá < C0; C1; (�; �) > ìå äýï åðéðëÝïí ôåëåóôÝò:

ôïí idÁ ðïõ áðåéêïíßæåé êÜèå êüìâï óå ìéá áêìÞ ìå �(Á) = �(Á) = Á êáé ôïí ◦ ðïõ áðåéêïíßæåé
êÜèå æÝõãïò âåëþí f; g ìå �(f) = �(g) óå Ýíá âÝëïò h = f ◦ g ìå �(h) = �(f) êáé �(h) = �(g)

ÐáñáôçñÞóåéò 2 Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôá C0 êáé C1 åßíáé óýíïëá ôüôå Ý÷ïõìå ìéá ìéêñÞ êáôç-

ãïñßá (small category) äéáöïñåôéêÜ ìéá ìåãÜëç (large category)

ÁíáöÝñáìå üôé óôçí Èåùñßá Êáôçãïñéþí ôùí êåíôñéêü ñüëï ôùí Ý÷ïõí ïé óõíáñôÞóåéò ðïõ

óôá ðëáßóéá ôçò èåùñßáò ìáò áõôÝò åßíáé ïé ìïñöéóìïß. Ðïóï êïìâéêïß åßíáé üìùò áõôïß êáé ðïõ

Ýããõôáé ç êïìâéêüôçôÜ ôïõò èá ôï äïýìå óôçí óõíÝ÷åéá. Ôþñá èá äþóïõìå Ýíá ôñßôï ïñéóìü ãéá

ôçí êáôçãïñßá, åíôåëþò éóïäýíáìï ðïõ êÜíåé ÷ñÞóç ìüíï ôùí ìïñöéóìþí. Õðü êÜðïéá Ýííïéá

äçëáäÞ ìðïñïýìå íá êÜíïõìå ôçí èåùñßá ìáò íá áíáöÝñåôáé áðïêëåéóôéêÜ óôçí áñ÷éêÞ Ýííïéá ôùí

ìïñöéóìþí. ¸ôóé áñ÷ßæåé íá ãßíåôáé êáôáíïçôü êáé ôï óëüãêáí ðïõ èÝëåé ôçí èåùñßá Êáôçãïñéþí

íá åßíáé ç áöçñçìÝíç èåùñßá ôùí óõíáñôÞóåùí.

Ïñéóìüò 4 Ìéá êáôçãïñßá C åßíáé ìéá äïìÞ,

< C1; dom; cod; ◦ >

ìå,

dom : C1 −→ C1; cod : C1 −→ C1; ◦ : C2 −→ C1

üðïõ C2 = {< f1; f2 > |cod(f1) = dom(f2)} êáé Ý÷åé ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

1. dom ◦ dom = dom = cod ◦ dom êáé cod ◦ cod = cod = dom ◦ cod

2. Áí f; g ∈ C2 ôüôå dom(g ◦ f) = dom(f) êáé cod(g ◦ f) = cod(g)

3. Áí dom(g) = cod(f) = f ôüôå g ◦ f = g

4. Áí dom(g) = cod(f) = g ôüôå g ◦ f = f

5. Áí dom(g) = cod(f) = g êáé dom(ç) = cod(ö) = g ôüôå h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f
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Óôá ìáèçìáôéêÜ ç óõíÞèçò ðïñåßá üôáí ïñßóïõìå Ýíá áöçñçìÝíï ìáèçìáôéêü áíôéêåßìåíï

ç åðüìåíç åíÝñãåéá åßíáé íá ïñßóïõìå ôçí êáôÜëëçëç Ýííïéá áðåéêüíéóçò ðïõ èÝëïõìå íá Ý÷ïõìå

áíÜìåóá óå óôéò óõãêåêñéìÝíåò õëïðïéÞóåéò ôïõ áíôéêåéìÝíïõ. Ãéá åìÜò åäþ ðïõ äïõëåýïõìå ìå

êáôçãïñßåò ç êáôÜëëçëç ôÝôïéá áðåéêüíéóç (ìïñöéóìüò ôùí êáôçãïñéþí üðùò èá äïýìå) åßíáé ï

óõíáñôçôÞò.

Ïñéóìüò 5 ÓõíáñôçôÞò (functor)

F : C −→ D

áíÜìåóá óôéò êáôçãïñßåò C êáé D ïíïìÜæåôáé ìéá áðåéêüíéóç áðü ôá áíôéêåßìåíá óôá áíôéêåß-

ìåíá êáé áðü ôá âÝëç óôá âÝëç, ôÝôïéá þóôå íá éó÷ýïõí ôá åðüìåíá:

1. F (f : A −→ B) = F (f) : F (A) −→ F (B)

2. F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f)

3. F (1A) = 1F (A)

ÐáñÜäåéãìá 1 1. óõíáñôçôÝò äõíáìïóõíüëùí ðïõ åßíáé ïé óõíáñôçôÝò P : Sets −→ Sets ïé

ïðïßïé áíôéóôïé÷ïýí

Á 7−→ P (A) := {X | X ⊆ A}

(f : A 7−→ B) −→ P (f) : P (A)→ P (B)

ìå P (f)(·) := f [·] êáé F [X] := {f(x) | x ∈ X}

2. EðéëÞóìùí óõíáñôçôÞò (forgetful functor) F : C −→ Sets üðïõ C ìéá óõãêåêñéìÝíç

êáôçãïñßá åßíáé ï óõíáñôçôÞò ðïõ áíôéóôïé÷åß êÜèå áíôéêåßìåíï óôï óýíïëï ôïõ (äçëáäÞ

óôÝëíåé êÜèå äïìçìÝíï óýíïëï óôï ãõìíü óýíïëï îå÷íþíôáò Ýôóé ôçí äïìÞ) êáé êÜèå

âÝëïò óôçí áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç óõíüëùí. Åßíáé ðïëý åýêïëï íá äåéîïõìå üôé åßíáé

üíôùò óõíáñôçôÞò.

3. Hom - functors: ¸óôù C ìéá óõãêåêñéìÝíç êáôçãïñßá,ôüôå èá óõìâïëßæïõìå ùò Hom(A;B)

üðïõ A;B ∈ Obj(C) ôï:

HomC(A;B) = {f ∈ C1 | f : A −→ B}

êáé Ý÷ïõìå ôïí (óõíáëëïßùôï) óõíáñôçôÞ F (−) = HomC(A;−) : C −→ Sets, Á ∈
Obj(C) ìå

F (B) = HomC(A;B)

êáé

F (f : B −→ C) = HomC(A; f) = HomC(A;B) −→ HomC(A;C)
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ôåôïéïò þóôå êÜèå g ∈ Hom(A;B) áðåéêïíßæåôáé óôï g −→ g ◦ f .

Ãéá íá äïýìå ðùò üíôùò åßíáé óõíáñôçôÞò èá ðñÝðåé íá äåßîïõìå ïôé,

HomC(A; 1B) = 1HomC(A;B)

êáé,

HomC(A; g ◦ f) = HomC(A; g) ◦HomC(Á; f)

ÐñÜãìáôé, Ýóôù Ýíá ö : A −→ B. ¸÷ïõìå:

HomC(A; 1B)(ö) = 1B ◦ ö = 1HomC(A;B)(ö)

êáé ,

HomC(A; g ◦ f)(ö) = (g ◦ f) ◦ ö = g ◦ (f ◦ ö) = HomC(A; g) ◦HomC(Á; f)

Ïé óõíáñôçôÝò áõôïß ïíïìÜæïíôáé óõíáëëïßùôïé áíáðáñáóôÜóéìïé óõíáñôçôÝò êáé ãéá êÜèå

áíôéêåßìåíï óôçí êáôçãïñßá áíôéóôïé÷åß Ýíáò ôÝôïéïò. Ïé óõíáñôçôÝò áõôïß Ý÷ïõí Ýíáí

éäéáßôåñï êáé êåíôñéêü ñüëï óôçí èåùñßá. ÐñïâÜëëïõí êáôÜ êÜðïéï ôñüðï ìéá êáôçãï-

ñßá , Þ ïðïßá ìðïñåß íá åßíáé éäéáßôåñá ìåãÜëç êáé äýóêïëá êáôáíïÞóéìç åê ìÝñïõò ìáò,

óôï öéëéêü êáé ãíþñéìï óýìðáí ôçò èåùñßáò óõíüëùí (ôçò êáôçãïñßáò Sets äçëáäÞ), ìå

ôÝôïéï ôñüðï ðïõ êáèéóôÜ äõíáôüí íá ìåëåôÞóïõìå éäéüôçôåò ôçò áñ÷éêÞò êáôçãïñßáò ùò

éäéüôçôåò êÜðïéïí óõíüëùí. Åðßóçò ïé Hom óõíáñôçôÝò åßíáé ôï åñãáëåßï ìå ôï ïðïßï

åêöñÜæåôáé ôï ËÞììá ôïõ Yoneda, Ýíá áðü ôá êåíôñéêüôåñá êáé ðéï óõ÷íÜ ÷ñçóéìïðïéÞ-

óéìá áðïôåëÝóìáôá óôçí èåùñßá êáôçãïñéþí.

Áêüìá Ý÷ïõìå êáé ôïõò áíôáëëïßùôïõò Hom óõíáñôçôÝò Þ óõí-óõíáñôçôÝò ðïõ ïñßæïíôáé

ìå Ýíá äõéêü ôñüðï ùò åîÞò

HomC(−:A) : C −→ Sets

B −→ HomC(B;A)

(f : C −→ B)→ HomC(f; A) : HomC(C;A) −→ HomC(B;A)

4. Åëåýèåñïé óõíáñôçôÝò (free functors) ïé ïðïßïé êÜíïõí ôï áêñéâþò áíôßèåôï áðü ôïõò

åðéëçóìüíôåò óõíáñôçôÝò. Áíôéóôïé÷ßæïõí Ýíá óýíïëï óôï áíôéêåßìåíï ìéáò äïìÞò ðïõ

ðáñÜãåôáé áðü ôï áõôü. ¸ôóé ï F : Sets −→ Grp ðïõ ðáßñíåé ôï × ùò âÜóç êáé ðáñÜãåé

ôçí åëåýèåñç ïìÜäá1 F (×) ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôï × êáëåßôáé åëÝõèåñïò óõíáñôçôÞò ïìÜ-

äùí. Áíôßóôïé÷á Ý÷ïõìå åëåýèåñïõò óõíáñôçôÝò ãéá êÜèå ìáèçìáôéêÞ äïìÞ ð÷ åëåýèåñïõò

óõíáñôçôÝò ðñïôýðùí êôë.

1Åëåýèåñç ïìÜäá åßíáé ç ïìÜäá åêåßíç ðïõ ôá óôïé÷åßá ôçò ìðïñïýí íá ãñáöïýí ùò ãéíüìåíï ôùí óôïé÷åßùí

åíüò ðåðåñáóìÝíïõ õðïóõíüëïõ ôçò êáé ôùí áíôéóôñüöùí ôçò.
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5. ÁíáðáñáóôÜóåéò êáé äñÜóåéò ïìÜäùí Åßíáé åýêïëï íá äïýìå ðùò êÜèå ïìÜäá G ìðïñåß

íá åéäùèåß ùò êáôçãïñßá ìå Ýíá ìüíï áíôéêåßìåíï êáé ìå âÝëç ôá óôïé÷åßá ôçò ïìÜäáò.

(Ôüôå ôá áîéþìáôá ôçò ïìÜäáò ôáõôßæïíôáé ìå ôá áîéþìáôá ôçò êáôçãïñßáò). ÊÜèå óõíñ-

ôçôÞò áðü ôï G óôçí Sets áðïôåëåß ôçí äñÜóç ôçò ïìÜäáò óÝ Ýíá óýíïëï åíþ êÜèå

óõíáñôçôÞò áðü ôï G óôçí êáôçãïñßá Vect ôùí äéáíõóìáôéêþí ÷þñùí åßíáé ìéá ãñáììéêÞ

áíáðáñÜóôáóç.

6. Ïé óõíáñôçôÝò åðéóçìÜíèçêáí ðñþôç öïñÜ óôá ðëáßóéá ôçò áëãåâñéêÞò ôïðïëïãßáò üðïõ

áíáöýïíôáé ìå ðïëý öõóéêü ôñüðï. ¸ôóé óôçí èåùñßá ïìïëïãßáò ãéá êÜèå ôïðïëïãéêü

÷þñï × áíôéóôïé÷åßôáé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá Hn(X) êáé ãéá êÜèå óõíå÷Þ áðåéêüíéóç

f : X −→ Y õðÜñ÷åé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò Hn(f) : Hn(X) −→ Hn(Y ) ïìÜäùí ôÝôïéïò

þóôå ï Hn íá êáèßóôáíôáé óõíáñôçôÞò óõíáñôçôÞò Top → Grp. Ïìïßùò êáé ïé ïìÜäåò

ïìïôïðßáò ðn(X) ìðïñïýí íá èåùñçèïýí óáí óõíáñôçôÝò. ç ïõóßá ôïðõò ðïõ êÜíåé óçìá-

íôéêïýò ôïõò óõíáñôçôÝò ãéá ôçí ôïðïëïãßá åßíáé ðùò äåí äßíïõí ðëçñïöïñßåò ìüíï ãéá

ôïõò ôïðïëïãéêïýò ÷þñïõò, áëëÜ êáé ãéá ôéò óõíá´ñôÞóåéò áíÜìåóá óå áõôïýò.

¸óôù C,D,E êáôçãïñßåò êáé F ,G óõíáñôçôÝò þóôå

A
F // B

G // C

ôüôå ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôçí óýíèåóç ôùí äõï óõíáñôçôþí G ◦ F : Á −→ Â ìå ôïí ðñïöáíÞ

ôñüðï (G ◦ F )(×) := G(F (X)) êáé )G ◦ F )(f) := G(F (f)).

Åðßóçò ãéá êÜèå êáôçãïñßá C õðÜñ÷åé ï ðñáöáíÞò ôáõôïôéêüò óõíáñôçôÞò 1C : C −→ C

ìå

Á 7−→ 1C(A) := A

f 7−→ 1C(f) := f

¸ôóé ìáò äßíåôáé ç äõíáôüôçôá íá èåùñÞóïõìå ìéá Üëëç êáôçãïñßá ðïõ èá Ý÷åé óáí áíôé-

êåßìåíá êáôçãïñßåò êáé óáí âÝëç óõíáñôçôÝò. ÄçëáäÞ äçìéïõñãÞóáìå êáôçãïñßåò êáôçãïñéþí!

ÁõôÜ ôá áíôéêåßìåíá åßíáé ôåñÜóôéá êáé ðÜñá ðïëý ãåíéêÜ êáé èá ôá ìåëåôÞóïõìå áñãüôåñá ðéï

ëåðôïìåñþò. Åäþ áñêåß íá óçìåéþóïõìå ôçí áêïëïõèïýìåíç ìåèïäïëïãßá: Îåêéíþíôáò áðü ôéò

ïéêåßåò ìáèçìáôéêÝò äïìÝò äçìéïõñãÞóáìå Üëëåò äïìÝò ðïõ ôéò ãåíéêåýïõí (ôéò êáôçãïñßåò) êáé

êáôüðéí êáé Üëëåò äïìÝò ðïõ ãåíéêåýïõí ôéò ðñïçãïýìåíåò ãåíéêåýóåéò (êáôçãïñßåò êáôçãïñéþí).

ÄçìéïõñãÞóáìå ëïéðüí Ýíá ðýñãï äïìþí-ãåíéêåýóåùí. Ç ìåèïäïëïãßá áõôÞ åßíáé êõñéïëåêôéêÜ

ç êáñäéÜ êáé ç äýíáìç ôçò èåùñßáò êáôçãïñéþí. Óå üëá ôá åðüìåíá óõíå÷þò èá äçìéïõñãïýìå

ìå äéÜöïñïõò ôÝôïéá äéáäï÷éêÜ åðßðåäá äïìþí ôá ïðïßá êáé èá ìáò åðéôñÝðïõí íá öôÜóïõìå êáé

íá ìåëåôÞóïõìå éäéüôçôåò óå åêðëçêôéêü âÜèïò.

ÐïéÜ åßíáé üìùò ç óðïõäáéüôçôá êáé ï ñüëïò ðïõ åðéôåëïýí ïé óõíáñôçôÝò; Ìðïñïýìå íá

ðïýìå ôá åîÞò:
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1. ¸íáò óõíáñôçôÞò ðáñÜãåé ìáèçìáôéêÝò êáôáóêåõÝò. Áõôü óõíÝâåé ìå ôï ðáñÜäåéãìá ôùí

åëåýèåñùí óõíáñôçôþí ðïõ ðáñáèÝóáìå ðáñáðÜíù. Ï óõíáñôçôÞò åîÝöñáóå ôçí äçìéïõñãßá

ìéáò ìáèçìáôéêÞò äïìÞò áðü Ýíá óýíïëï áëëÜ êáé ãåíéêüôåñá ôçí äçìéïõñãßá ìéáò ðëïõ-

óéüôåñçò ìáèçìáôéêÞò äïìÞò ðÜíù áðü ìéá Üëëç áðëïýóôåñç. Ïé äõéêïß ðñïò áõôïýò åßíáé

ïé åðéëÞóìoíôåò óõíáñôçôÝò ïé ïðïßïé áðïäïìïýí ìéá äïìÞ óå êÜðïéá Üëëç áðëïýóôåñç.

2. ¸íáò óõíáñôçôÞò ëåéôïõñãåß ùò áíáðáñÜóôáóç Þ ùò ìïíôÝëï ãéá ôçò êáôçãïñßåò. ¼ôáí

F : C −→ D ìðïñïýìå íá ðïýìå ðùò ç C áíáðáñßóôáíôáé Þ åñìçíåýåôáé ìÝóá óôçí D.

ÂëÝðïõìå äçëáäÞ ôçí ìéá ìÝóá óôçí Üëëç, ôçí ìéá óôá ðëáßóéá ôçò Üëëçò áêñéâþò üðùò

âëÝðïõìå óôçí èåùñßá áíáðáñáóôÜóåùí ôéò ïìÜäåò ìÝóá óôïõò äéáíõóìáôéêïýò ÷þñïõò.

ÅéäéêÜ áí D = Sets ôüôå Ý÷ïõìå íá êÜíïõìå ìå Ýíá ôñüðï ôéíÜ óçìáóéïëïãéêü óõíáñôçôÞ

ðïõ ðñïóäßäåé ìéá åñìçíåßá óôá ðëáßóéá ôùí óõíüëùí ôçò áöçñçìÝíçò êáôçãïñßáò ìáò.

¸íá ìïíôÝëï õëïðïßçóçò äçëáäÞ ôçò C.

2.2 ÂáóéêÝò Ýííïéåò

Ôþñá ðïõ äþóáìå ôïõò âáóéêïýò ïñéóìïýò êáé ôá áîéþìáôá, èá óõíå÷ßóïõìå ìå ôï íá ïñßóïõìå

êÜðïéåò èåìåëéþäåéò ðñùôáñ÷éêÝò êáôáóêåõÝò.

Ïñéóìüò 6 Óå êÜèå êáôçãïñßá C, Ýíá âÝëïò f : A −→ B èá êáëåßôáé éóïìïñöéóìüò áí õðÜñ÷åé

Ýíá âÝëïò g : B −→ A óôçí C ôÝôïéï þóôå:

g ◦ f = 1A êáé f ◦ g = 1B

To g èá êáëåßôáé áíôßóôñïöï ôïõ f , èá åßíáé ìïíáäéêü (åýêïëç áðüäåéîç) êáé èá óõìâïëßæåôáé

f−1. Åðßóçò èá ëÝìå üôé ôá áíôéêåßìåíá Á êáé Â åßíáé éóüìïñöá êáé èá ãñÜöïõìå Á ∼= Â.

ÁõôÞ åßíáé ç ðñþôç êáôçãïñéáêÞ Ýííïéá ðïõ ïñßæïõìå êáé ðáñáôçñÞóôå üôé åîÜãïõìå êÜôé ðïõ

áöïñÜ äýï áíôéêåßìåíá ìéáò êáôçãïñßáò ÷ùñßò íá êÜíïõìå ìíåßá ãéá éäéüôçôåò åóùôåñéêÝò ôùí

áíôéêåéìÝíùí (ð.÷., áí åßíáé óýíïëá Þ ïìÜäåò Þ áí åßíáé êåíÜ) áëëÜ áó÷ïëïýìáóôå ìïíÜ÷á ìå ôá

âÝëç êáé ôéò éäéüôçôåò ôùí âåëþí, ðïõ Ýñ÷ïíôáé êáé åîÝñ÷ïíôáé áðü áõôÜ. ¸ôóé Ý÷ïõìå ïñßóåé ìéá

ãåíéêÞ Ýííïéá ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ôïí ïìïìïñöéóìü ôùí ïìÜäùí, ôçí éóïäõíáìßá ôùí óõíüëùí ê.á.

ÁõôÞ ç ìåèïäïò ïñéóìïý åßíáé ÷áñáêôçñéóôéêÞ ôçò Èåùñßáò êáôçãïñéþí êáé èá ôçí óõíáíôÜìå

óõíÝ÷åéá. Áêüìá èá ðáñáôçñÞóáôå ðùò óôéò ðñïçãïýìåíåò ðáñáãñÜöïõ äåí ïñßóáìå ðïõèåíÜ

êÜðïéá éóüôçôá ãéá ôá áíôéêåßìåíá ìéáò êáôçãïñßáò. Óôç èÝóç áõôÞò Ý÷ïõìå ôçí ðéï ãåíéêÞ

Ýííïéá ôçò éóïìïñößáò. Äõï áíôéêåßìåíá äåí èá åßíáé ðïôÝ ôáõôüóçìá, áëëÜ èá ôáõôßæïíôáé êÜèå

öïñÜ 'ìÝ÷ñéò éóïìïñöéóìïý'.

Óå áõôü ôï ðíåýìá èá ïñßóïõìå äõï ðïëý éäéáßôåñá ãéá ìéá êáôçãïñßá áíôéêåßìåíá.
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Ïñéóìüò 7 Óå ìéá êáôçãïñßá, Ýíá áíôéêåßìåíï

0 åßíáé áñ÷éêü áí ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï Á õðÜñ÷åé Ýíá ìïíáäéêü âÝëïò

0 −→ A

1 åßíáé ôåñìáôéêü áí ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï Á õðÜñ÷åé Ýíá ìïíáäéêü âÝëïò

Á −→ 1

Ôá äõï áõôÜ áíôéêåßìåíá ãåíéêåýïõí, óå ìéá ôõ÷ïýóá êáôçãïñßá, ôï ñüëï ðïõ ðáßæïõí óôçí êáôç-

ãïñßá Sets ôá óýíïëá ∅ êáé {∅} = 1. Óå Üëëåò êáôçãïñßåò äåí åßíáé ðñïöáíÝò ðïéÜ áíôéêåßìåíá

åßíáé ôÝôïéá. Ãéá ðáñÜäåéãìá óôçí êáôçãïñßá Groups ç ôåôñéììÝíç ïìÜäá (ìå Ýíá óôïé÷åßï)

åßíáé ôáõôü÷ñïíá êáé áñ÷éêÞ êáé ôåñìáôéêÞ, åíþ óôçí Rings áñ÷éêüò äáêôýëéïò åßíáé ï Z åíþ

ôåñìáôéêüò åßíáé ï ôåôñéììÝíïò.

Ìéá áðëÞ ðñüôáóç ðïõ áöïñÜ áõôÜ ôá áíôéêåßìåíá åßíáé ôï åîçò:

Ðñüôáóç 1 Ôá áñ÷éêÜ êáé ôá ôåñìáôéêÜ óôïé÷åßá åßíáé ßóá ìÝ÷ñé éóïìïñöéóìïý. (Ìå áõôü

åííïïýìå ðùò áí 0, 0′ áñ÷éêÜ, ôüôå 0 ∼= 0′ )

Áðüäåéîç: ¸óôù ðùò 0 êáé 0′ åßíáé êáé ôá äõï áñ÷éêÜ áíôéêåßìåíá, ôüôå ôï áêüëïõèï áíôéìå-

ôáèåôéêü äéÜãñáììá áðïäåéêíýåé ôï æçôïýìåíï:

0
u //

10

��>>>>>>>>>>>>>>> 0′

v

��

10′

��???????????????

0 u
// 0′

Ìå áíÜëïãï ôñüðï áðïäåéêíýïõìå êáé ãéá ôá ôåñìáôéêÜ áíôéêåßìåíá. �

Ï åðüìåíïò ïñéóìüò ãåíéêåýåé ôéò ãíùóôÝò áðü ôçí èåùñßá óõíüëùí Ýííïéåò ôùí 'Ýíá-ðñïò

Ýíá' êáé ôùí 'åðß' óõíáñôÞóåùí.

Ïñéóìüò 8 Óå ìéá êáôçãïñßá C, Ýíá âÝëïò

f : A −→ B

ïíïìÜæåôáé

ìïíïìïñöéóìüò, áí ãéá äõï ïðïéïäÞðïôå ìïñöéóìïýò h; g : C −→ A; f ◦ g = f ◦ h
óõíåðÜãåôáé g = h,

C
g //

h
// A

f // B
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åðéìïñöéóìüò, áí ãéá äõï ïðïéïäÞðïôå ìïñöéóìïýò i; j : B −→ D; i ◦ f = j ◦ f óõíáðÜ-

ãåôáé i = j,

A
f // B

i //
j
// D

Èá ãñÜöïõìå óõ÷íÜ f : A 7−→ B êáé f : A // // B áí åßíáé ìïíïìïñöéóìüò Þ åðéìïñöéóìüò

áíôßóôïé÷á.

Åßíáé ìéá åýêïëç Üóêçóç íá äåßîåé êáíåßò ïôé óôçí Sets ïé ìïíïìïñöéóìïß (åðéìïñöéóìïß) åßíáé

ïé 'åíá-ðñïò-åíá' ('åðß') óõíáñôÞóåéò.

Ðñüôáóç 2 ÊÜèå éóïìïñöéóìüò åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé åðéìïñöéóìüò.

Áðüäåéîç:Áí m åßíáé éóïìïñöéóìüò ìå áíôßóôñïöï e ôüôå óôï áêüëïõèï áíôéìåôáèåôéêü äéÜ-

ãñáììá

Á
x //
y

// Â
m //

1

��@@@@@@@@@@@@@@@ C

e

��
B

//// E

áí m ◦ x = m ◦ y ôüôå x = e ◦m ◦ x = e ◦m ◦ y = y êáé Üñá m ìïíïìïñöéóìüò. ¼ìïéá åßíáé

êáé åðéìïñöéóìüò. �

Ðñüôáóç 3 Áí ãéá Ýíá ìïñöéóìü

f : A −→ B

ï g åßíáé áñéóôåñüò áíôßóôñïöïò, äçëáäÞ

g : B −→ A; g ◦ f = 1A

ôüôå ï f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé ï g åðéìïñöéóìüò.

Áðüäåéîç: ÁðëÞ �

Ïñéóìüò 9

¸íáò split ìïíïìïñöéóìüò (åðéìïñöéóìüò) åßíáé Ýíáò ìïñöéóìüò ìå áñéóôåñï (äåîéü) áíôßóôñïöï.

Áí e ◦ s = 1 ôüôå ëÝìå ïôé ï s ó÷ßæåé(splitting) ôïí e, åíþ ï e áíáêáëåß (retract) ôïí s (Åäþ

e : A −→ B ,s : B −→ A ).

Ïñéóìüò 10 Áí Á Ýíá áíôéêåßìåíï óå ìéá êáôçãïñßá C, ôüôå ïíïìÜæïõìå õðï-áíôéêåßìåíï

(subobject) ôïõ Á Ýíá ìïíïìïñöéóìü

f : B 7−→ A
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Ïñéóìüò 11 Áí Á Ýíá áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò C ìå ôï 1 ôï ôåñìáôéêü áíôéêåßìåíï ôüôå,

ôá âÝëç

á : 1 −→ A

èá ôá ïíïìÜæïõìå óôïé÷åßá (elements) ôïõ áíôéêåéìÝíïõ Á, åíþ ôá âÝëç

x : T −→ A

üðïõ Ô Ýíá Üëëï áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò, èá ïíïìÜæïíôáé ãåíéêåõìÝíá óôïé÷åßá (generalized

elements) ôïõ Á êáé èá óõìâïëßæïõìå ðïëëÝò öïñÝò x ∈T A.

Ìå ôçí âïÞèåéá ôùí óôïé÷åßùí åíüò áíôéêåéìÝíïõ äçìéïõñãïýìå ìéá Ýííïéá áðïôßìçóçò

f(á) = f ◦ á
1

á //

f(a)

��??????????????? A

f

��
B

¸ôóé ôï óõíïëïèåùñçôéêü áîßùìá ôçò Ýêôáóçò êáôçãïñéáêÜ åêöñáóìÝíï äéáôõðþíåôáé ùò åîÞò:

Áí

1
á // Á

f //
g

// Â

f 6= g áêñéâþò üôáí õðÜñ÷åé óôïé÷åßï á ôïõ êïéíïý ôïõò ðåäßïõ þóôå f(á) 6= g(á) To äéáöï-

ñåôéêü üìùò óôçí èåùñßá êáôçãïñéþí åßíáé ðùò äåí éó÷ýåé ç éäéüôçôá ôçò Ýêôáóçò ãéá üëåò ôéò

êáôçãïñßåò. Ãé'Üõôü ÷ñçóéìïðïéïýìå ôá ãåíéêåõìÝíá óôïé÷åßá

Ðñüôáóç 4 Aí f; g : A −→ B ôüôå f = g áí, êáé ìüíï áí ãéá êÜèå x ∈T A, f(x) = g(x)

Ìå ôï áîßùìá ôçò Ýêôáóçò üðùò ôñïðïðïéåßôáé åäþ âëÝðïõìå ãéá ðñþôç öïñÜ Ýíá áêüìá

÷áñáêôçñéóôéêü ôçò Èåùñßáò Êáôçãïñéþí: Ôç ìåôáâëçôüôçôá. ¸íá óôïé÷åßï áíôéêåéìÝíïõ óôçí

Sets áíôéóôïé÷åß óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï, óôáèåñü óôïé÷åßï åíüò óõíüëïõ åíþ Ýíá ãåíéêåõìÝíï

óôïé÷åßï åßíáé ïé óõíáñôÞóåéò x : T −→ A ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå êÜðïéï õðïóýíïëï ôïõ Á. Ôï

ãåíéêåõìÝíï óôïé÷åßï äçëáäÞ åßíáé Ýíá óõíå÷þò ìåôáâáëëüìåíï óýíïëï. Ìßá áðü ôéò éêáíüôçôåò

ôçò èåùñßáò êáôçãïñéþí åßíáé íá ìðïñåß íá ÷åéñßæåôáé Üíåôá ôï ãåíéêü êáé ôï óõíå÷þò ìåôáâáë-

ëüìåíï, åí áíôéèåóç ðñïò ôçí Èåùñßá Óõíüëùí ç ïðïßá áöïñÜ ôï óõãêåêñéìÝíï êáé óôáèåñü.

Èá óõíå÷ßóïõìå âëÝðïíôáò ðùò ìðïñïýìå íá öôéÜîïõìå íÝåò êáôçãïñßåò áðü Üëëåò Þäç

õðÜñ÷ïõóåò.

Ïñéóìüò 12 Ç äõúêÞ êáôçãïñßá Cop ìéáò êáôçãïñßáò C åßíáé áõôÞ ç ïðïßá: Ý÷åé ôá ßäéá áíôé-

êåßìåíá, ãéá êÜèå Á áíôéêåßìåíï 1opA = 1A êáé ãéá êÜèå âÝëïò ôçò f : A −→ B C áíôéóôïé÷åß

Ýíá âÝëïò fïp : B −→ A óôçí Cop.
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Ç äõúêüôçôá åßíáé ìéá ðïëý ãåíéêÞ Ýííïéá óôá ìáèçìáôéêÜ. Óôç Èåùñßá Êáôçãïñéþí áõôü ðïõ

êÜíïõìå åßíáé íá áíôéóôñÝöïõìå ôçí ðïñåßá ôùí âåëþí äçìéïõñãþíôáò ìéá êáôïðôñéêÞ êáôçãï-

ñßá. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ìðïñïýìå íá êÜíïõìå ôï ßäéï ìå êÜèå Ýííïéá êáé êÜèå êáôçãïñéáêÞ

êáôáóêåõÞ. ¸÷ïõìå ð÷ ôïí áíôáëëïßùôï óõíáñôçôÞ ãéá êÜèå Ýíá óõíáñôçôÞ ðïõ ïñßæïõìå ï

ïðïßïò áðëþò áíôéóôñÝöåé ôçí öïñÜ ôùí âåëþí. Áêüìá êÜèå Ýíá èåþñçìá ðïõ áðïäåéêíýïõìå

Ý÷åé ôï äõúêü áíÜëïãü ôïõ. ÐïëëÝò äõúêÝò êáôáóêåõÝò èá äïýìå êáé óôç óõíÝ÷åéá.

Ïñéóìüò 13 Äïèåßóáò ìéáò êáôçãïñßáò C êáé åíüò áíôéêåéìÝíïõ ôçò a ïñßæïõìå ôçí êáôçãïñßá

C ↓ a ùò åîÞò:

Áíôéêåßìåíá åßíáé üëá ôá âÝëç f ôçò C ìå cod(f) = a

f : b −→ a

Ìïñöéóìüò áíÜìåóá óôá f; g åßíáé Ýíá h : b −→ c ôÝôïéï þóôå ôï äéÜãñáììá íá åßíáé

áíôéìåôáèåôéêü:

b
h //

f

��>>>>>>>>>>>>>>> c

g

�����������������

a

Ôáõôïôéêüò ìïñöéóìüò åßíáé ï

1a : a −→ a

Ç óýíèåóç ôùí ìïñöéóìþí íá ãßíåôáé üðùò áñéâþò óôçí C.

2.3 ¼ñéá êáôçãïñéþí

Ïñéóìüò 14 ¸óôù Á êáé Â äýï áíôéêåßìåíá óôçí êáôçãïñßá C. Ôüôå ïñßæïõìå ôï äéÜãñáììá

ãéíïìÝíïõ ôùí äýï áíôéêåéìÝíùí íá áðïôåëåßôáé áðü Ýíá áíôéêåßìåíï P êáé äýï ìïñöéóìïýò p1

êáé p2

Á P
p1oo p2 // B

þóôå íá éêáíïðïéåßôáé ç ðáñáêÜôù éäéüôçôá: Ãéá êÜèå Üëëï äéÜãñáììá ôçò ìïñöÞò

Á ×
x1oo x2 // B

õðÜñ÷åé Ýíá ìïíáäéêü u : X −→ P þóôå ôï åðüìåíï äéÜãñáììá íá åßíáé áíôéìåôáèåôéêü

×

x1

��~~~~~~~~~~~~~~~

x2

��@@@@@@@@@@@@@@@

u

��
Á P

p1oo p2 // B
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Ôï ãéíüìåíï åßíáé ìéá ãåíßêåõóç ôïõ êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ ôçò Sets. Åêåß ïé äýï ðáñáðÜíù

ìïñöéóìïß åßíáé ðñïöáíþò ïé ðñïâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò.

Ðñüôáóç 5 Ôá ãéíüìåíá åßíáé ìïíáäéêÜ ìÝ÷ñéò éóïìïñöéóìïý

Áðüäåéîç: ÕðïèÝóôå üôé

Á P
p1oo p2 // B

êáé

Á Q
q1oo q2 // B

äýï ãéíüìåíá ôùí Á êáé Â. Ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêü i : P −→ Q ôÝôïéï þóôå q1 ◦ i = p1 êáé

q2 ◦ i = p2. ¼ìïéá õðÜñ÷åé ìïíáäéêü j : Q −→ P ôÝôïéï þóôå p1 ◦ j = q1 êáé p2 ◦ j = q2. ¸ôóé

p1 ◦ j ◦ i = p1 êáé p2 ◦ j ◦ i = p2. Åöüóïí P1 ◦ 1P = p1 êáé P2 ◦ 1P = p2 Ýðåôáé áðü ôçí õðüèåóç

ôçò ìïíáäéêüôçôáò üôé j ◦ i = 1P . Ïìïéá i ◦ j = 1Q .¸ôóé, i : P −→ Q éóïìïñöéóìüò. �

Áí ôá Á êáé B Ý÷ïõí üíôùò ãéíüìåíï, ãñÜöïõìå:

A A×B
p1oo p2 // B

êáé áí ×; x1x2 üðùò óôïí ïñéóìü, ãñÜöïõìå [x1; x2] ãéá ôï u : X −→ A×B.

Ìå áíÜëïãï ôñüðï ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå êáé ãéíüìåíá ôñéþí Þ êáé ðåñéóóüôåñùí áíôéêåé-

ìÝíùí

Á1 × Á2 × Á3

ðáßñíïíôáò ôñåéò ðñïâïëÝò êáé óõíå÷ßæïíôáò ðáñüìïéá. Áí ìéá êáôçãïñßá Ý÷åé ôåñìáôéêÜ óôïé÷åßï

êáé ãéíüìåíá ãéá êÜèå äõï áíôéêåßìåíá ôçò, ëÝìå üôé ç C Ý÷åé üëá ôá ðåðåñáóìÝíá ãéíüìåíá.

¸óôù äõï ãéíüìåíá áíôéêåéìÝíùí ùò åîÞò

Á

f

��

Á× A′
p1oo p2 // A′

f ′

��
B B ×B′

q1oo q2 // B′

Ôüôå ìðïñïýìå íá âñïýìå ìïñöéóìü

f × f ′ : Á× A′ −→ B ×B′

ìå f × f ′ = (f ◦ p1; f
′ ◦ p2) Ýôóé ùóôå ôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá íá åßíáé áíôéìåôáèåôéêü.

Á

f

��

Á× A′
p1oo p2 //

f×f ′

��

A′

f ′

��
B B ×B′

q1oo q2 // B′
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Ïñéóìüò 15 Óå êÜèå êáôçãïñßá äïèÝíôùí äýï ðáñÜëëçëùí ìïñöéóìþí

Á
f //
g

// B

Ýíá åîéóùôÞò (equalizer) ôùí f êáé g áðïôåëåßôáé áðü Ýíá áíôéêåßìåíï Å êáé Ýíá âÝëïò e : E −→
A ôÝôïéá þóôå

f ◦ e = g ◦ e

êáé ãéá êÜèå z : Z −→ A ìå f ◦ z = g ◦ z õðÜñ÷åé Ýíá ìïíáäéêü u : Z −→ E ìå e ◦ u = z üðùò

óôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá

E
e // A

f //
g

// B

Z

u

OO

z

??���������������

Óôï åîÞò, êáé ãéá ëüãïõò åõêïëßáò èá ãñÜöïõìå ÷ùñßò äéÜêñéóç fg áíôß ãéá f ◦ g.

Ðñüôáóç 6 Óå êÜèå êáôçãïñßá, áí Ýíá âÝëïò åßíáé åîéóùôÞò äýï Üëëùí, ôüôå åßíáé ìïíïìïñ-

öéóìüò

Áðüäåéîç: ÈåùñÞóôå ôï äéÜãñáììá

E
e // A

f //
g

// B

Z

x

OO

y

OO

z

??���������������

óôï ïðïßï õðïèÝôïõìå ðùò ï e åßíáé åîéóùôÞò ôùí f; g. ÕðïèÝôïõìå ïôé ex = ey êáé èÝëïõìå íá

äåßîïõìå x = y . ¸óôù z = ex = ey ,ôüôå fz = fex = gex = gz. ¸ôóé õðÜñ÷åé Ýíá ìïíáäéêü

u : Z −→ E ôÝôïéï þóôå eu = z. ÁëëÜ áðü ex = z êáé ey = z Ýðåôáé üôé x = u = c = y �

Óôçí ðåñßðôùóç ôùí óõíüëùí ï åîéóùôÞò äýï óõíáñôÞóåùí f; g åßíáé áðëïýóôáôá ç ôáõôï-

ôéêÞ óõíÜñôçóç

i : {x ∈ Á|f(x) = g(x)} � � // A

Ïñéóìüò 16 Óå êÜèå êáôçãïñßá C, Ýíáò åöåëêõóôÞò (pullback) äýï ìïñöéóìþí f; g ìå êïéíï

óõí-ðåäßï

Â

g

��
A

f
// C
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óõíßóôáôáé áðü äõï áëëïõò ìïñöéóìïõò

P p2
//

p1

��

B

A

ôÝôïéïé þóôå íá éó÷ýåé fp1 = gp2 êáèþò êáé ãéá êÜèå z1 : Z −→ A êáé z2 : Z −→ B ìå

fz1 = gz2 õðÜñ÷åé Ýíá ìïíáäéêü

u : Z −→ P

ìå z1 = p1u êáé z2 = p2u üðùò óôï äéÜãñáììá

Z

z1

��

z2

$$

u

��
P

p1

��

p2
// B

g

��
A

f // C

ÐáñáôçñÞóåéò 3 Óôïõò åöåëêõóôÝò óõíÞèùò ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí áêüëïõèï åéäéêü óõìâïëéóìü

Z

z1

��

z2

&&

(z1;z2)
EEEEEEE

""EEEEEEE

A×C B

p1

��

p2
// B

g

��
A

f // C

Ðñüôáóç 7 ¸óôù ìéá êáôçãïñßá ìå ãéíüìåíá êáé åîéóùôÝò êáé ôï ðáñáêÜôù äéáãñÜììá.

Â

g

��
A

f
// C
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êáé

Å

p1

��

p2

&&

e
DDDDDDDD

""DDDDDDDD

A×B

ð1

��

ð2
// B

g

��
A

f // C

óôï ïðïßï e åßíáé Ýíáò åîéóùôÞò ôùí fð1 êáé gð2 êáé p1 = ð1e , p2 = ð2e. Ôüôå ôá E; p1; p2

óõíéóôïýí Ýíá åöåëêõóôÞ ôùí f êáé g. ÄçëáäÞ ìéá êáôçãïñßá áí Ý÷åé ãéíüìåíá êáé åîéóùôÝò èá

Ý÷åé êáé åöåëêõóôÝò.

Áðüäåéîç: Áò ðÜñïõìå

Æ z2
//

z1

��

B

A

ìå fz1 = gz2. ¸÷ïõìå (z1; z2) : Z −→ A×B. ¸ôóé

fð1(z1; z2) = gð2(z1; z2)

¸ôóé õðÜñ÷åé Ýíá u : Z −→ E óôïí åîéóùôÞ ìå eu = (z1; z2). Ôüôå

p1u = ð1eu = ð1(z1; z2) = z1

êáé

p2u = ð2eu = ð2(z1; z2) = z2

Aí ôþñá Ýíá u′ : Z −→ E Ý÷åé piu = zi (i = 1; 2) ôüôå ðieu
′ = zi. ¸ôóé eu′ = (z1; z2) = eu

ïðüôå ôåëéêÜ u = u′ áðü ôç óôéãìÞ ðïõ e åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. �

ËÞììá 1 ÈåùñÞóôå ôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá óå ìéá êáôçãïñßá ìå åöåëêýóåéò.

F
f ′ //

h′′

��

E
g′ //

h′

��

D

h

��
A

f // B
g // C
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1. Áí ôá äýï ôåôñÜãùíá åßíáé eöåëêióôÝò, ôüôå ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá ôï åîùôåñéêü. ¸ôóé

A×B (B ×C D) ∼= A×C D

2. Áí ôï äåîéü ôåôñÜãùíï êáé ôï åîùôåñéêü ïñèïãþíéï ðáñáëëçëüãñáìï åßíáé åöåëêõóôÝò,

ôüôå ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá ôï áñéóôåñü ôåôñÜãùíï

Áðüäåéîç: Êáôåõèåßáí áðü ôï äéÜãñáììá. �

Èåþñçìá 1 Ìéá êáôçãïñßá Ý÷åé ðåðåñáóìÝíá ãéíüìåíá êáé åîéóùôÝò áêñéâþò üôáí Ý÷åé åöåëêõ-

óôÝò êáé ôåñìáôéêü óôïé÷åßï.

Áðüäåéîç: Ôç ìéá öïñÜ ôç äåßîáìå ðáñáðÜíù. Ãéá ôçí Üëëç áò õðïèÝóïõìå ðùò Þ C Ý÷åé

åöåëêõóôÝò êáé ôåñìáôéêü óôïé÷åßï 1. Ôüôå

• Ãéá êÜèå äýï áíôéêåßìåíá Á êáé Â Ý÷ïõìå A×B ∼= A×1 B ëüãù ôïõ ðáñÜêáôù

A×B //

��

Â

��
Á // 1

• Ãéá êÜèå äýï ìïñöéóìïýò f; g : A −→ B ï åîéóùôÞò e :−→ A êáôáóêåõëáæåôáé üðùò óôï

ðáñáêÜôù åöåëêõóôÞ:

E
h //

e

��

Â

∆=(1B ;1B)

��
Á

(f;g) // B ×B

Ìå üñïõò ãåíéêåõìÝíùí óôïé÷åßùí ôþñá,

E = {(a; b)|(f; g)(a) = ∆b}

üðïõ (f; g)(a) = (f(a); g(a)) êáé ∆(b) = (b; b). ¸ôóé,

Å = {(a; b)|f(a) = b = g(a)}

∼= {a|f(a) = g(a)}

ôï ïðïßï åßíáé áêñéâþò áõôü ðïõ èÝëïõìå. �
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Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá üëïé ïé ðáñáðÜíù ïñéóìïß åßíáé åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò ìéáò åõñýôåñçò

Ýííïéáò, áõôÞò ôïõ ïñßïõ, ôçí ïðïßá èá ïñßóïõìå ôþñá. Êáô' áñ÷Þí ëÝãïíôáòäéÜãñáììá D óå ìéá

êáôçãïñßá C åííïïýìå êÜðïéá áíôéêåßìåíá di; dj; : : : ìáæß ìå êÜðïéá âÝëç áíÜìåóá óå áõôÜ ôá

áíôéêåßìåíá (êÜôé ðÜñá ðïëý ãåíéêü ôï ïðïßï ìðïñïýìå íá ôï èåùñÞóïõìå ðéï áõóôçñÜ ëÝãïíôáò

ðùò åßíáé Ýíáò óõíáñôçôçò D : J −→ C, üðïõ J ìéá êáôçãïñßá ìå áíôéêåßìåíá ôïõò äåßêôåò

i; j; : : :)

¸íáò êþíïò D óôï äéÜãñáììá áðïôåëåßôáé áðü Ýíá áíôéêåßìåíï c ôçò êáôçãïñßáò ìáæß ìå

Ýíá âÝëïò gi : c −→ di ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï ôïõ äéáãñÜììáôïò, ôÝôïéï þóôå ôï ðáñáêÜôù íá

éêáíïðïéÞôáé

di
f // dj

c

gi

__>>>>>>>>>>>>>>>

gj

??���������������

ãéá êÜèå âÝëïò f óôï äéÜãñáììá. Èá óõìâïëßæïõìå ìå {gi : c −→ di} ãéá Ýíá êþíï.

Ïñéóìüò 17 ¼ñéï (Limit) ãéá Ýíá äéÜãñáììá D åßíáé Ýíáò êþíïò {gi : c −→ di} ìå ôçí

éäéüôçôá ðùò ãéá êÜèå Üëëï êþíï {g′i : c′ −→ di} õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá âÝëïò f : c′ −→ c ôÝôïéï

þóôå

di

c′

f ′i

??��������������� f // c

fi

^^>>>>>>>>>>>>>>>

ÐáñÜäåéãìá 2 • Áí ôï äéÜãñáììá D åßíáé ðåñéëáìâÜíåé äõï áíôéêåßìÝíá a , b ÷ùñßò êá-

íÝíá âÝëïò ,ôüôå ôï üñéï ôïõ äéáãñÜììáôïò åßíáé ôï ãéíüìåíï ôùí äýï áíôéêåéìÝíùí:

a b

c

g

__>>>>>>>>>>>>>>>

f

??���������������

• Áí ôï äéÜãñáììá D åßíáé ôï åîÞò:

a //// b

ôüôå Ýíáò êþíïò åßíáé Ýíá æåýãïò ðïõ áðïôåëåßôï áðü äõï âÝëç h; j ôÝôïéá þóôå íá áíôé-

ìåôáôßèåôáé
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a
f // b

c

h

__>>>>>>>>>>>>>>>

j

??���������������

a
g // b

c

h

__>>>>>>>>>>>>>>>

j

??���������������

áëëÜ áõôü õðïèÝôåé üôé j = fh = gh äçëáäÞ ôï üñéï ôïõ äéáãñÜììáôïò åßíáé ï åîéóùôÞò

ôùí f; g

• Áí ôï äéÜãñáììá åßíáé ôï êåíü (êáíÝíá áíôéêåßìåíï, êáíÝíá âÝëïò), ôüôå Ýíá üñéï åßíáé

Ýíá ôåñìáôéêü óôïé÷åßï.

• Aí ðÜëé Ý÷ïõìå ôï ðáñáêÜôùí äéÜãñáììá

Â

g

��
A

f
// C

ôüôå ìå ðáñüìïéï ôñüðï ìðïñïýìå íá äåßîïõìå üôé ôï üñéï åßíáé ï åöåëêõóôÞò.

Èåþñçìá 2 Ôá åðüìåíá åßíáé, ãéá ìéá êáôçãïñßá éóïäýíáìá:

1. ¸÷åé üëá ôá ðåðåñáóìÝíá üñéá (äçëáäÞ üñéá ðåðåñáóìÝíùí äéáãñáììÜôùí)

2. ¸÷åé ðåðåñáóìÝíá ãéíüìåíá êáé åîéóùôÝò

3. ¸÷åé åöåëêõóôÝò êáé ôåñìáôéêü óôïé÷åßï

Ç áðüäåéîç ôïõ ðáñáðÜíù åßíáé åýêïëç, áëëÜ ôå÷íéêÞ, êáé ôçí ðáñáëåßðïõìå.

Ïñéóìüò 18 ¸íáò óõíáñôçôÞò F : C −→ C' èá êáëåßôáé óõíå÷Þò áí äéáôçñåß üëá ôá üñéá,

äçëáäÞ áí {gi : c −→ di} Ýíá üñéï ãéá Ýíá äéÜãñáììá D ôçò C, ôüôå ôï {Fgi : Fc −→ Fdi}
åßíáé Ýíá üñéï ãéá ôï äéÜãñáììá FD ôçò C'.

Ôþñá èá ïñßóïõìå ôéò äõúêÝò üëùí ôùí ðáñáðÜíù åííïéþí. Ìéëþíôáò êÜðùò Üôõðá, ç

ìåôÜâáóç áðü ìéá êáôáóêåõÞ óôçí äõúêÞ ôçò åßíáé ìéá êßíçóç óôçí ïðïßá êñáôÜìå ôá áíôéêåßìåíá

ùò Ý÷ïõí, áëëÜ áíôéóôñÝöïõìå ôç öïñÜ ôùí âåëþí. Ìå áõôÞí ôçí ìÝèïäï ìðïñïýìå ãéá êÜèå

ïñéóìü ðïõ Ý÷ïõìå äþóåé êáé ãéá êÜèå ðñüôáóç ðïõ Ý÷ïõìå áðïäåßîåé íá âñïýìå áíôßóôïé÷ïõò

äõúêïýò ïñéóìïýò êáé äõúêÝò ðñïôÜóåéò. ÁõôÞ ç ìÝèïäïò äåí åßíáé ôåôñéììÝíç, äçëáäÞ üôáí

êÜíïõìå ôá ðáñáðÜíù äåí ïäçãïýìáóôå óå ìéá éóïäýíáìç Ýííïéá áëëÜ óå ìéá êáéíïýñéá ðïõ

åðåêôåßíåé ãíÞóéá ôç ãíþóç ìáò ãéá ôéò äïìÝò. Áêüìá ìå ôçí åéóáãùãÞ ôçò äõúêüôçôáò Ý÷ïõìå
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êáé ìéá íÝá äõíáôüôçôá ãéá íá áíáêáëýðôïõìå ó÷Ýóåéò áíÜìåóá óå äïìÝò êáé óå ðñïôÜóåéò. Ãéá

ðáñÜäåéãìá ìðïñïýìå ðëÝïí íá äïýìå ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï êáé ôçí îÝíç Ýíùóç ùò äýï üøåéò

ôïõ ßäéïõ íïìßóìáôïò, ùò äýï Ýííïéåò ïé ïðïßåò ó÷åôßæïíôáé ðïëý éó÷õñÜ (êÜôé ðïõ äåí åßíáé

ðñïöáíÝò óôçí èåùñßá óõíüëùí) êáé Ý÷ïõìå ôçí äõíáôüôçôá íá ìåôáâïýìå áðü ìéá ðñüôáóç ãéá

ôç ìéá óå ìéá ðñüôáóç ãéá ôçí Üëëç.

Ïñéóìüò 19 ¸íáò óõí-êþíïò (co-cone) áðïôåëåßôáé áðü Ýíá áíôéêåßìåíï c ôçò êáôçãïñßáò

ìáæß ìå Ýíá âÝëïò gi : di −→ c ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï ôïõ äéáãñÜììáôïò, ôÝôïéï þóôå ôï ðáñá-

êÜôù íá åßíáé áíôéìåôáèåôéêü.

di
f //

gi

��>>>>>>>>>>>>>>>
dj

g

j

�����������������

c

ãéá êÜèå âÝëïò f óôï äéÜãñáììá. Óõí-üñéï (co-limit) ãéá Ýíá äéÜãñáììá D åßíáé Ýíáò êþíïò

{gi : di −→ c} ìå ôçí éäéüôçôá ðùò ãéá êÜèå Üëëï êþíï {g′i : di −→ c′} õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá

âÝëïò f : c −→ c′ ôÝôïéï þóôå

di

f ′i

�����������������

fi

��>>>>>>>>>>>>>>>

c′
f

// c

Èá ìåëåôÞóïõìå ôþñá êÜðïéåò óçìáíôéêÝò Ýííïéåò ðïõ ìðïñïýí íá åìöáíéóôïýí êáé ùò

äõßêÝò êÜðïéùí Üëëùí.

Ïñéóìüò 20 ¸íá äéÜãñáììá Á
p1 // P Bp2

oo åßíáé Ýíá óõí-ãéíüìåíïôùí Á êáé Â áí, ãéá

êÜèå Æ êáé Á
z1 // Z Bz2

oo õðÜñ÷åé Ýíá ìïíáäéêü u : P −→ Z u ◦ pi = zi

Z

A

z1

??������������������ q1 // P

u

OO

B

z2

__@@@@@@@@@@@@@@@@@
q2oo
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ÓõíÞèùò èá ãñÜöïõìå Á
i1 // A + B B

i2
oo ãéá ôïí óõí-ãéíüìåíï. ÐáñáôçñÞóôå üôé ï

ðáñáðÜíù ïñéóìüò åßíáé éóïäýíáìïò ìå ôï íá ðïýìå üôé ôï óõí-ãéíüìåíï åßíáé ôï óõíüñéï åíüò

äéÜãñáìáôïò ìå áíôéêåßìåíá ôá Á êáé Â êáé êáíÝíá âÝëïò. Óáí óõí-ãéíüìåíá ìðïñïýìå íá äïýìå

ôçí îÝíç Ýíùóç óõíüëùí óôéò Sets, Top, ôï åëåýèåñï ãéíüìåíï ïìÜäùí óôçí Group, ôï åõèý

ãéíüìåíï ðñïôýðùí óôçí Mod êáé Üëëá.

Ïñéóìüò 21 Ãéá êÜèå æåýãïò ðáñÜëëçëùí ìïñöéóìþí f; g : A −→ B óå ìéá êáôçãïñßá C, Ýíáò

óõíåîéóùôÞò áðïôåëåßôáé áðü Ýíá áíôéêåßìåíï Q êáé Ýíá âÝëïò q : B −→ Q ôÝôïéï þóôå qf = qg

êáé ãéá êÜèå áëëü áíôéêåßìåíï Æ êáé âÝëïò z : B −→ Æ ìå ôçí éäéüôçôá zf = zg õðÜñ÷åé Ýíá

ìïíáäéêü u : Q −→ Z ìå uq = z

A
f //
g

// B
q //

z

��??????????????? Q

u

��
Z

Éóïäýíáìá óõíåîéóùôÞò åßíáé ôï óõíüñéï ôïõ äéáãñÜììáôïò

• //// •

Óôçí êáôçãïñßá ôùí óõíüëùí ôþñá ï óõíåîéóùôÞò åßíáé ç ìéêñüôåñç ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò þóôå

∀x ∈ Á f(x) = g(x).

Ïñéóìüò 22 ÅîùèçôÞò óå ìéá êáôçãïñßá, äïèÝíôùí f : P −→ A êáé g : P −→ B ïíïìÜæåôáé

ôï óõí-ïñéï ôïõ ðáñáêÜôù äéáãñÜììáôïò

P
f //

g

��

A

B

Ðñüêåéôáé äçëáäÞ ãéá ôç äõúêÞ Ýííïéá ôïõ åöåëêõóôÞ.

2.4 ÊáñôåóéáíÜ êëåéóôÝò êáôçãïñßåò

Èá ïñßóïõìå ìéá óçìáíôéêÞ êëÜóç êáôçãïñéþí, ôéò êáñôåóéáíÜ êëåéóôÝò êáôçãïñßåò. Ãéá íá

öôÜóïõìå óå áõôÝò ðñþôá èá ïñßóïõìå ôçí 'ýøùóç óå äýíáìç' áíÜìåóá óå áíôéêåßìåíá ìéáò
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êáôçãïñßáò, ç ïðïßá ìðïñåß íá åéäùèåß ìå ôñüðï áíÜëïãï ìå áõôü ôùí óõíüëùí. Ç äýíáìç åßíáé

Ýíá ðïëý óçìáíôéêü ðáñÜäåéãìá (åíüò êáèïëéêïý óôïé÷åßïõ ôï ïðïßï äåí åßíáé üñéï) êáé èá ìáò

ïäçãÞóåé óôïí ïñéóìü ôùí âáèýôåñùí êáôçãïñéáêþí åííïéþí.

Èá îåêéíÞóïõìå áðü ôçí ðåñßðôùóç ôùí óõíüëùí. Ýóôù Á, Â, C ôñßá óýíïëá êáé

f(x; y) : A×B −→ C:

Áí óôáèåñïðïéÞóïõìå Ýíá a ∈ A ôüôå Ý÷ïõìå ìéá óõíÜñôçóç

f(a; y) : B −→ C

êáé Üñá Ýíá óôïé÷åßï

f(a; y) ∈ CB

ôïõ óõíüëïõ üëùí áõôþí ôùí óõíáñôÞóåùí. Áí åðéôñÝøïõìå óôï a íá äéáôñÝ÷åé ôï Á ôüôå

ìðïñïýìå íá âñïýìå ìéá óõíÜñôçóç

f̃ : A −→ CB

üðïõ a 7→ f(a; y)

H áðåéêüíéóç f̃ áðåéêáíßæåé ìéá ðáñÜìåôñï a óôçí óõíÜñôçóç fa(y) : Â −→ C ðïõ ïñßæåôáé

ìïíïóÞìáíôá áðü ôçí åîßóùóç

f̃a(b) = f(a; b)

Ôþñá óôçí ðñáãìáôéêüôçôá êÜèå áðåéêüíéóç

ö : Á −→ CB

åßíáé ìå ìïíáäéêü ôñüðï ôçò ìïñöÞò

ö = f̃

ãéá êÜðïéá f(x; y) : A×B −→ C: Ãéá ôçí ïðïßá ìðïñïýìå íá èÝóïõìå

f(a; b) = ö(a)(b)

. ¸ôóé âëÝðïõìå åäþ Ýíá éóïìïñöéóìü áíÜìåóá óôá Hom-set

HomSets(A×B;C) ∼= HomSets(A;C
B)

Ï ðáñáðÜíù éóïìïñöéóìüò åßíáé Ýíá ðñþôï ðáñÜäåéãìá óõæõãßáò. Ôþñá èá ðñïóðáèÞóïõìå

íá åêöñÜóïõìå üëá ôá ðáñÜðáíù ìå ôñüðï ðïõ íá ôá êáèéóôÜ ãåíéêåýóéìá óå êÜèå êáôçãïñßá.

¸ôóé ïñßæïõìå ôçí óõíÜñôçóç åêôßìçóçò

eval : CB ×B −→ C
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Ýôóé þóôå

eval(g; b) = g(b)

. Ðáñáôçñïýìå üôé ç óõíÜñôçóç áõôÞ Ý÷åé ôçí åîÞò éäéüôçôá (éäéüôçôá êáèïëéêüôçôáò): ÄïèÝíôïò

Ýíïò Üëëïõ óõíüëïõ êáé Á êáé ìéáò óõíÜñôçóçò

f : A×B −→ C

õðÜñ÷åé ìéá Üëëç ìïíáäéêÞ óõíÜñôçóç

f̃ : A −→ CB

Ýôóé þóôå eval ◦ (f̃ × 1B) = f . ÄçëáäÞ:

eval(f̃ ; b) = f(a; b):

Ôá ðáñáðÜíù õðü ìïñöÞ áíôéìåôáèåôéêïý äéáãñÜììáôïò åßíáé:

CB CB ×B
eval // C

A

f̃

OO

A×B

f̃×1B

OO

f

<<yyyyyyyyyyyyyyyyy

Ìðïñïýìå ôþñá íá äþóïõìå ôï ãåíéêü ïñéóìü

Ïñéóìüò 23 ¸óôù ìéá êáôçãïñßá C ìå ðåðåñáóìÝíá ãéíüìåíá. ¸íá åêèåôéêï (exponential)

äýï áíôéêåéìÝíùí B êáé C åßíáé Ýíá áíôéêåßìåíï

CÂ

êáé Ýíá âÝëïò

� : CB ×B −→ C

ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå Üëëï áíôéêåßìåíï Z êáé âÝëïò

f : Z ×B −→ C

õðÜñ÷åé Ýíá ìïíáäéêü âÝëïò

f̃ : Z −→ CB

ãéá ôï ïðïßï

� ◦ (f̃ × 1B) = f
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CB CB ×B
� // C

Z

f̃

OO

Z ×B

f̃×1B

OO

f

<<yyyyyyyyyyyyyyyyy

Ìå áíÜëïãï ôñüðï üðùò óôá óýíïëá ìðïñïýìå íá äïýìå üôé

HomC(Z ×B;C) ∼= HomC(Z;CB)

Ïñéóìüò 24 Ìéá êáôçãïñßá ïíïìÜæåôáé êáñôåóéáíÜ êëåéóôÞ êáôçãïñßá (cartesian closed cate-

gory - CCC)áí Ý÷åé üëá ôá ðåðåñáóìÝíá ãéíüìåíá êáé üëá ôá åêèåôéêÜ.

2.5 ÏìÜäåò êáé êáôçãïñßåò

Óå áõôÞí ôçí åíüôçôá èá äïýìå ôéò ïìÜäåò êÜôù áðü ôçí êáôçãïñéáêÞ ìáôéÜ. Èá äïýìå ðùò

ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå êáé íá ìåëåôÞóïõìå ôçí äïìÞ ôçò ïìÜäáò ìÝóá óôïí êüóìï ôçò èåù-

ñßáò êáôçãïñéþí. Áõôü èá åßíáé ôï ðñþôï âÞìá (áõôÞ ç ó÷åôéêÜ áðëÞ áëëÜ ðëïýóéá äïìç) ãéá

íá áíáóõíèÝóåé êáíåßò üëá ôá ìáèçìáôéêÜ ìå êáôçãïñéáêïýò üñïõò. Èá äïýìå ôñåéò ôñüðïõò

óõó÷Ýôéóçò: Ôéò ïìÜäåò ìÝóá óôéò êáôçãïñßåò, ôçí êáôçãïñßá ôùí ïìÜäùí êáé ôéò ïìÜäåò óáí

êáôçãïñßåò. Óå áõôÞí ôçí ðáñÜãñáöï èá öáíïýí áíÜãëõöá ôá äýï âáóéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôçò

èåùñßáò êáôçãïñéþí: Ï ðñùôáñ÷éêüò ñüëïò ðïõ ðáßæïõí ôá âÝëç ãéá ôïí êáèïñéóìü ôùí éäéïôÞôùí

(ôá ðÜíôá èåùñïýíôáé óå ó÷Ýóç ìå ôïõò ìïñöéóìïýò) êáé ç ôÜóç íá ìéëÜìå óå êÜèå ðåñßðôùóç

ìÝóá óôá ðëáßóéá ìéáò ðåñéâÜëëïõóáò êáôçãïñßáò ç ïðïßá üìùò ìðïñåß íá ìçí åßíáé ç ßäéá êÜèå

öïñÜ, ðñÜãìá ðïõ ìáò äßíåé äõíáôüôçôåò ìåôÜâáóçò áíÜìåóá óôéò èåùñßåò êáé êÜíåé ðéï åýêïëç

ìéá óõíïëéêÞ ìáôéÜ óôá ìáèçìáôéêÜ.

Êáô' áñ÷Üò ìðïñïýìå íá ìåëåôÞóïõìå ôçí êáôçãïñßá üëùí ôùí ïìÜäùí. ¼ðùò Ý÷ïõìå óç-

ìåéþóåé, áõôÞ ðåñéëáìâÜíåé óáí áíôéêåßìêåíá ôéò ïìÜäåò êáé ùò ìïñöéóìïýò ôïõò ïìïìïñöéóìïýò

ïìÜäùí. Óå áõôü ôï ðëáßóéï ìðïñïýìå íá áíáóõãêñïôÞóïõìå ôéò Ýííïéåò êáé ôá èåùñÞìáôá ôçò

êëáóéêÞò èåùñßáò ïìÜäùí.

Óå üëá ôá ðáñáêÜôù ôï ìïíáäéáßï óôïé÷åßï ìéáò ïìÜäáò G, èá ôï ðñïóåããßæïõìå óáí

óôïé÷åéï ìå ôçí êáôçãïñéáêÞ Ýííïéá, äçëáäÞ ùò Ýíá âÝëïò u : 1 −→ G. Áí h : G −→ H Ýíáò

ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí (äçëáäÞ Ýíáò ìïñöéóìüò óôçí Group), ôüôå ï ðõñÞíáò ôïõ h ïñßæåôáé ùò

ï åîéóùôÞò

ker(h) // G
h //

u!
// H

üðïõ

u! : G
! // 1

u // H
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¸óôù ìéá êáôçãïñßá C ìå ðåðåñáóìÝíá ãéíüìåíá. Èá äþóïõìå ôçí Ýííïéá ôçò ïìÜäáò

ìÝóá óôç C, ãåíéêåýïíôáò Ýôóé ôçí Ýííïéá ïìÜäá óôç Sets

Ïñéóìüò 25 Ìéá ïìÜäá óôçí C áðïôåëåßôáé áðü áíôéêåßìåíá êáé âÝëç ùò åîÞò:

G×G
m // G G

i
oo

1

u

OO

ìå ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

1. Ç m åßíáé ðñïóåôáéñåóôéêÞ, äçëáäÞ ìå ôçí ãëþóóá ôùí äéáãñáììÜôùí ôï åðüìåíï åßíáé

áíôéìåôáèåôéêü:

(G×G)×G
∼= //

m×1

��

G× (G×G)

1×m

��
G×G

m

$$IIIIIIIIIIIIIIIIIII G×G

m

zzuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

G

2. Ôï u åßíáé ìïíÜäá ãéá êÜèå m äçëáäÞ íá åßíáé ðñïóåôáéñåóôéêÜ ôá ðáñáêÜôù

G
(u!;1G) //

(1G;u!)

��

1G

##HHHHHHHHHHHHHHHHHHH G×G

m

��
G×G m

// G

3. Ôï i åßíáé Ýíá áíôßóôñïöï óå ó÷Ýóç ìå ôï m

G×G

(1G×;u)

��

G
∆ //∆oo

i

��

G×G

(i×1G)

��
G×G m

// G G×G
moo
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Tá ðáñáðÜíù äéáãñÜììáôá áðëþò ìåôáöñÜæïõí óå êáôçãïñéáÞ ãëþóóá ôá óõíÞèç áîéþìáôá

ôçò ïìÜäáò. ÐáñáêÜôù äßíïõìå ôïí ïñéóìü ôïõ ïìïìïñöéóìïý ïìÜäùí.

Ïñéóìüò 26 ¸íá ïìïìïñöéóìüò äýï ïìÜäùí G êáé H, h : G −→ H, óôçí êáôçãïñßá C, üðùò

ôéò ïñßóáìå ðñéí, åßíáé Ýíá âÝëïò h ìå cod(h) = H, dom(h) = G ôÝôïéï þóôå:

1. Ôï h äéáôçñåß ôï m:

G×G
h×h //

m

��

H ×H

m

��
G

h
// H

2. Ôï h äéáôçñåß ôï u:

G
h // H

1

u

OO

u

??~~~~~~~~~~~~~~~

3. Ôï h äéáôçñåß ôï i:

G
h //

i

��

H

i

��
G

h
// H

¸ôóé, ìå ôéò ðñïöáíåßò óõíèÝóåéò êáé ôï ðñïöáíÝò ôáõôïôéêü óôïé÷åßï, Ý÷ïõìå ïñßóåé ôçí êáôç-

ãïñßá ôùí ïìÜäùí óôçí C

Group(C)

Ìå áõôüí ôïí ôñüðï Ý÷ïõìå ôçí ïìÜäá ìå ôçí óõíçèéóìÝíç Ýííïéá ùò ïìÜäá óôçí Sets, ôçí

ôïðïëïãéêÞ ïìÜäá ùò ìéá ïìÜäá óôçí Top, ôçí äéáôåôáãìÝíç ïìÜäá ùò ïìÜäá óôçí Pos êáé

ïýôùò êáèåîÞò.

Ôþñá èá áëëÜîïõìå ïðôéêÞ ãùíßá êáé èá äïýìå ôéò ïìÜäåò ùò êáôçãïñßåò.

Ïñéóìüò 27 ¸óôù (G; ◦) ìéá ïìÜäá, ôüôå áõôÞ åßíáé êáé ìéá êáôçãïñßá ìå Ýíá ìüíï áíôéêåß-

ìåíï G ìå âÝëç ôá óôïé÷åßá ôçò ïìÜäáò ôá ïðïßá, ëüãù ôùí áîéùìÜôùí ôçò ïìÜäáò, åßíáé üëá

éóïìïñöéóìïß.

Êáé áíôßóôñïöá: ÊÜèå êáôçãïñßá ìå Ýíá áíôéêåßìåíï êáé ìå üëïõò ôïõò ìïñöéóìïýò iso

åßíáé ìéá ïìÜäá.
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Áí ôþñá G, H åßíáé ïìÜäåò üðùò ðáñáðÜíù ôüôå Ýíáò ïìïìïñöéóìüò h : G −→ H åßíáé

Ýíá óõíáñôçôÞò áíÜìåóá óôéò äýï êáôçãïñßåò.

Áí ôþñá G åßíáé ìéá êáôçãïñßá ïìÜäá, ôüôå Ýíáò ôõ÷üí ôåëåóôÞò F : G −→ C óôçí êáôçãïñßá C

Þ ïðïßá äåí åßíáé áðáñáßôçôá êáôçãïñßá ïìÜäá, åßíáé ìéá áðåéêüíéóç ôçò ïìÜäáò óå ìéá åõñÞôåñç

êáôçãïñßá. ¸ôóé áí C åßíáé ç êáôçãïñßá ôùí äéáíõóìáôéêþí ÷þñùí, ï óõíáñôçôÞò åßíáé ç

ãñáììéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôçò ïìÜäáò.

2.6 Öõóéêïß ìåôáó÷çìáôéóìïß

ÌÝ÷ñé ôþñá ïñßóáìå ôéò êáôçãïñßåò ùò ãåíéêåýóåéò ôïõ ôñüðïõ ðïõ êáôáíïïýóáìå ôéò Þäç õðÜñ-

÷ïõóåò äïìÝò, êáé êáôüðéí ïñßóáìå ôïõò óõíáñôçôÝò óáí ôéò êáôÜëëçëåò áðåéêïíßóåéò ãéá íá

ìåôáöåñèïýìå áðü ôçí ìéá êáôçãïñßá óôçí Üëëç êáé íá ðñáãìáôþóïõìå ôçí ìéá äïìÞ ìÝóá óôçí

Üëëç. Ôþñá èá ðñï÷ùñÞóïõìå áêüìá ðåñéóóüôåñï ðñïò üëï êáé ðéï áöçñçìÝíåò Ýííïéåò êáé èá

ïñßóïõìå ôéò êáôÜëëçëåò áðåéêïíßóåéò áíÜìåóá óôïõò óõíáñôçôÝò ôïõò öõóéêïýò ìåôáó÷çìáôé-

óìïýò. Èá äïýìå äçëáäÞ ôïõò ßäéïõò ôïõò óõíáñôçôÝò óáí áíôéêåßìåíá ìåëÝôçò êáé áñãüôåñá

èá ôïõò äïýìå êáé ùò áíôéêåßìåíá ìéáò êáôçãïñßáò. ¼ôáí èåùñïýìå êáôÜëëçëåò óõíáñôÞóåéò

áíÜìåóá óå êÜðïéá ìáèçìáôéêÜ áíôéêåßìåíá ôï êÜíïõìå , ìåôáîý Üëëùí, ãéá íá óõãêñßíïõìå ôá

áíôéêåßìåíá. ¸ôóé, áí óêåöôïýìå ôïõò óõíáñôÞôåò ùò ìáèçìáôéêÝò êáôáóêåõÝò Þ ìáèçìáôéêÝò

èåùñßåò (ð÷ èåùñßåò áíáðáñÜóôáóçò áëãåâñéêþí äïìþí), ôüôå Ýíá öõóéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò èá

ðñïóðáèÞóåé íá ìåôñÞóåé ôçí ïìïéüôçôá áõôþí ôùí êáôáóêåõþí. Ï ïñéóìüò ôùí öõóéêþí ìå-

ôáó÷çìáôéóìþí åßíáé åíäåéêôéêüò åíüò áðü ôá ðñÜãìáôá ðïõ êÜíïõìå óôçí èåùñßá êáôçãïñéþí:

Äïõëåýïìå óå üëï êáé ðéï áöçñçìÝíá êáé ãåíéêÜ åðßðåäá ãéá íá ìðïñÝóïõìå íá ìåëåôÞóïõìå üëï

êáé ðéï âáèéÜ ôéò äïìÝò êáé íá âñïýìå üëï êáé ðéï óõãêáëõììÝíåò ó÷Ýóåéò ìåôáîý ôïõò

¸óôù äýï êáôçãïñßåò C êáé D êáé äýï ðáñÜëëçëïé óõíáñôçôÝò F, G

C
F //

G
//D

Oé ïðïßïé , áò ôï óêåöôïýìå Ýôóé, äßíïõí äýï äéáöïñåôéêÝò åéêüíåò ôçò ìéáò êáôçãïñßáò óôçí Üëëç.

Åìåßò åðéèõìïýìå íá óõó÷åôßóïõìå ìå êÜðïéï ôñüðï ôéò äýï áõôÝò åéêüíåò ïé ïðïßåò âñßóêïíôáé

êáé ïé äýï ìÝóá óôï åõñýôåñï ðëáßóéï ôçò êáôçãïñßáò D êáé Üñá ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôá

ìÝóá ðïõ ìáò äßíåé áõôÞ. Ìéá öõóéïëïãéêÞ ðñïóÝããéóç åßíáé íá ðÜñïõìå ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï

A ∈ C íá ðÜñïõìå Ýíá âÝëïò @A : F (A) −→ G(Á) ðïõ íá óõíäÝåé ôéò äõï åéêüíåò. Íá
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èåùñÞóïõìå äçëáäÞ ôïí (êáôá êÜðïéï ôñüðï êýëéíäñï) ðïõ óõíäÝåé áõôÝò ôéò äýï åéêüíåò.

F (A)
@A

**F (f)

��666666666666666

F (f◦g)

��

G(A)

G(f)

��666666666666666

G(f◦g)

��

F (B)
@B

**
F (g)

�����������������

G(B)

G(g)

�����������������

F (C)
@C

**
G(C)

ÖõóéêÜ èá èåëÞóïõìå íá éêáíïðïéïýíôáé ïé åîéóþóåéò ðïõ õðïäçëþíïíôáé áðü ôï ðáñáðÜíù

áíôéìåôáèåôéêü äéÜãñáììá. ¢ñá åðéèõìïýìå ôá åîùôåñéêÜ ðáñáëëçëüãñáììá íá åßíáé ìåôáèå-

ôéêÜ.¼ðüôå öôÜíïõìå óôïí ðáñáêÜôù ïñéóìü:

Ïñéóìüò 28 ¸óôù êáôçãïñßåò êáé óõíáñôçôÝò üðùò ðñïçãïõìÝíùò. ¸íáò öõóéêüò ìåôáó÷ç-

ìáôéóìüò (natural transformation) @ : F =⇒ G åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá âåëþí óôçí D

{@C : F (C) −→ G(C)}C∈C0

ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå f : A −→ B óôçí C, íá éó÷ýåé

@B ◦ F (f) = G(f) ◦ @A

Þ óôçí ãëþóóá ôùí äéáãñáììÜôùí:

F (A)
@A //

F (f)

��

G(A))

G(f)

��
F (B)

@B // G(B)

Ïñéóìüò 29 Áí êÜèå âÝëïò @A ôïõ öõóéêïý ìåôáó÷çìáôéóìïý åßíáé éóïìïñöéóìüò, ôüôå Ý÷ïõìå

Ýíáí öõóéêü éóïìïñöéóìü (natural isomorphism).

Ðáñáäåßãìáôá 2 1. ¸óôù ìéá ïìÜäá (G; ◦) êáé áò ðÜñïõìå ôçí áíôßèåôç áõôÞò ôçí (Gop; ◦op)
íá åßíáé ìéá ïìÜäá ìå ôá áêñéâþò ßóéá óôïé÷åßá áëëÜ áíôåóôñáììÝíç ôçí ðñÜîç äçëáäç
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áí a ◦ b = c óôçí G ôüôå b ◦op a = c óôçí Gop. Åßíáé äéáéóèçôéêÜ ðñïöáíÝò ïôé áõôÝò

ïé äõï ïìÜäåò åßíáé åíôåëþò ðáñüìïéåò áëëÜ ìå âÜóç ôá åñãáëåßá ôçò èåùñßáò ïìÜäùí

äåí ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ãéáôé ç Ýííïéá ôïõ éóïìïñöéóìïý ïìÜäùí ðÜåé áðü ôçí ìéá

ïìÜäá óôçí Üëëç áëëÜ äåí ìðïñåß íá ìéëÞóåé ãéá üëåò ôéò ïìÜäåò. Åäþ èá âïçèÞóåé ç Ýí-

íïéá ôïõ öõóéêïý éóïìïñöéóìïý. ¸óôù −op,1Group : Group −→ Group ï ôáõôïôéêüò

óõíáñôçôÞò êáé o óõíáñôçôÞò ðïõ óôÝëíåé êÜèå ïìÜäá óôçí áíôßèåôÞ ôçò êáé êÜèå âÝëïò

óôïí åáõôü ôïõ. Ôüôå áõôïß ïé äýï óõíáñôçôÝò åßíáé öõóéêÜ éóüìïñöïé. ÐñÜãìáôé, Ýóôù

@G : G −→ Gop ï ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí ðïõ áðåéêïíßæåé êÜèå óôïé÷åßï óôï áíôéóôñïöü

ôïõ êáé ðïõ åßíáé ðñïöáíþò êáé éóïìïñöéóìüò. Åßíáé åýêïëï íá äïýìå ïôé ç éäéüôçôá ôçò

öõóéêüôçôáò éêáíïðïéåßôáé.

2. ¸óôù V Ýíáò äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò, ôüôå õðÜñ÷åé Ýíáò öõóéïëïãéêüò óõíáñôçôÞò (−∗)∗ :

Vect −→ Vect ðïõ ôïí áðåéêïíßæåé óôïí äåýôåñï äõúêü ôïõ V ∗∗ êáé êÜèå f : V1 −→ V2

ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç Ý÷åé óáí ðñþôç äõúêÞ ôçí f ∗ : V ∗2 −→ V ∗1 ìå f(x∗) = x∗ ◦ f êáé

áíÜëïãá äåýôåñç äõúêÞ ôçí f ∗∗. Ôüôå ôï áêüëïõèï äéÜãñáììá

V1

ç1 //

t

��

V ∗∗1

t∗∗

��
V2

ç2 // V ∗∗2

(üðïõ çj ç öõóéêÞ áðåéêüíéóç áðü ôï Vj óôï V ∗∗j ,çx(x
∗) = x∗(x)) åßíáé áíôéìåôáèåôéêü.

¢ñá õðÜñ÷åé Ýíáò öõóéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò áíÜìåóá óôïí ðáñáðÜíù óõíáñôçôÞ êáé ôïí

ôáõôïôéêü. Óôçí ðåñßðôùóç äå ðïõ ï äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò åßíáé ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò

ôüôå áõôüò ï öõóéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò åßíáé öõóéêüò éóïìïñöéóìüò.

Ïñéóìüò 30 ¸óôù óõíáñôçôÝò êáé öõóéêïß ìåôáó÷çìáôéóìïß üðùò ðáñáêÜôù:

@1

��
C

F

��
G //

H

FF

@2

��

D

Ôüôå ïñßæïõìå ôç óýíèåóç ôùí öõóéêþí ìåôáó÷çìáôéóìþí

@ = @2 ◦ @1
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ùò ôïí öõóéêü ìåôáó÷çìáôéóìü @ : F =⇒ H ìå óõíéóôþóåò ôçí óýíèåóç ôùí óõíéóôùóþí

@Á = @2Á ◦ @1Á

Ïñéóìüò 31 Êáôçãïñßá óõíáñôçôþí (functor category) åßíáé ç êáôçãïñßá ðïõ Ý÷åé, äåäïìÝíùí

äõï êáôçãïñéþí

Áíôéêåßìåíá: ôïõò óõíáñôçôÝò F : C −→ D

Mïñöéóìïýò: ôïõò öõóéêïýò ìåôáó÷çìáôéóìïýò @ : F =⇒ G

êáé ôçí ïðïßá óõìâïëßæïõìå Func(C; D) Þ DC ãéá êÜèå áíôéêåßìåíá F, ï öõóéêüò ìåôáó÷ç-

ìáôéóìüò 1F Ý÷åé óõíéóôþóåò ôéò

(1F )C = 1FC : FC −→ FC

êáé óýíèåóç âåëþí ôçí óõíÞèç óýíèåóç öõóéêþí ìåôáó÷çìáôéóìþí.

Ç êáôçãïñßá óõíáñôçôþí Ý÷åé ôïí ñüëï ôïõ åêèåôéêïý áíôéêåéìÝíïõ óôçí êáôçãïñßá Cat

Èåþñçìá 3 Ç Cat åßíáé êáñôåóéáíÜ êëåéóôÞ êáôçãïñßá êÜôù áðü áêüëïõèç ýøùóç óå äýíáìç

DC = Func(C;D)

Ðáñáäåßãìáôá 3 1. Áí 2 åßíáé ç êáôçãïñßá ìå äýï áíôéêåßìåíá êáé Ýíá âÝëïò ðÝñá áðü ôá

ôáõôïôéêÜ

• // •

ôüôå ç C2 ìðïñåß íá åêëçöèåß ùò ç êáôçãïñßá ìå áíôéêåßìåíá ôá âÝëç ôçò C êáé ìïñöé-

óìïýò ôá æÝõãç ìïñöéóìþí f1; f2 þóôå ôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá íá åßíáé áíôéìåôáèåôéêü

A
g //

f1

��

B

f2

��
C

h // D

2. Aí Ã åßíáé ç êáôçãïñßá

• //// •

ôüôå Ý÷ïõìå ãéá ôçí êáôçãïñßá ôùí êáôåõèõíüìåíùí ãñáöçìÜôùí:

Graphs = SetsÃ
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Áò õðïèÝóïõìå ôþñá üôé Ý÷ïõìå äõï êáôçãïñßåò D êáé C êáé èÝëïõìå íá åîåôÜóïõìå áí

áõôÝò åßíáé ïõóéáóôéêÜ ïé ßäéåò, íá äïýìå äçëáäÞ áí åßíáé éóüìïñöåò. Áõôü åßíáé êÜôé ðïëý ÷ñÞóéìï

êáé ðïëý óõíçèéóìÝíï óôçí Üëãåâñá ãéáôß åßíáé äõíáôüí íá óõó÷åôßóåé Þ íá ôáõôßóåé äïìÝò

öáéíïìåíéêÜ Üó÷åôåò ìåôáîý ôïõò. Ï ðéï åýëïãïò ôñüðïò íá êÜíïõìå áõôü ãéá ôçí ðåñßðôùóç

ôùí êáôçãïñéþí åßíáé íá ðÜñïõìå Ýíá óõíáñôçôÞ F êáé íá äïýìå áí Ý÷åé áíôßóôñïöï, äçëáäÞ

Ýíáí G ôÝôïéï þóôå F ◦ G = G ◦ F = 1. Ôüôå èá ëÝìå üôé ïé êáôçãïñßåò åßíáé éóïìïñöéêÝò.

¼ìùò, óôçí èåùñßá êáôçãïñéþí äå äßíïõìå ôüóç óçìáóßá óôçí éóüôçôá üóç óôçí éóïìïñößá.

ÄçëáäÞ, áíôß ãéá F (G(B) = b), ðïõ åßíáé ìéá éóüôçôá áíôéêåéìÝíùí ç ïðïßá üðùò Ý÷ïõìå ðåé

äåí Ý÷åé íüçìá óôçí èåùñßá êáôçãïñéþí ðñÝðåé íá áðáéôÞóïõìå F (G(B) ∼= b) ¸ôóé ìðïñïýìå íá

Ý÷ïõìå äõï áíôßèåôïõò óõíáñôçôÝò ôùí ïðïßùí ç óýíèåóç íá ìçí åßíáé ï ôáõôïôéêüò óõíáñôçôÞò

, áëëÜ Ýíá Üëëïò éóüìïñöïò ìå áõôüí. Ôüôå èá Ý÷ïõìå ôçí ðåñßðôùóç ìéáò 'éóïìïñößáò Ýùò

éóïìïñöéóìïý'. ÁõôÞ ç ðåñßðôùóç, ðïõ èá öáíåß éäéáßôåñá ðëïýóéá êáé ÷ñÞóéìç åßíáé ç éóïäõíáìßá

ôùí êáôçãïñéþí. Èá äþóïõìå Ýíá áõóôçñü ïñéóìü:

Ïñéóìüò 32 ¸óôù Ýíá æåõãÜñé óõíáñôçôþí

C
E //D

C D
F

oo

êáé Ýíá æåõãÜñé öõóéêþí éóïìïñöéóìþí

á : 1D =⇒ F ◦ E

â : 1C =⇒ E ◦ F

Ôüôå ïé äýï óõíáñôçôÝò èá ëÝãïíôáé øåõäïáíôßóôñïöïé êáé ïé äõï êáôçãïñßåò éóïäýíáìåò. Èá

óõìâïëßæïõìå C ' D

Éó÷ýåé ôï ðáñáêÜôù ðïëõ ÷ñÞóéìï èåþñçìá ìå ìáêñïóêÝëç áðüäåéîç ðïõ ðáñáëåßðåôáé

Èåþñçìá 4 Aí ãéá Ýíá óõíáñôçôÞ F : C −→ D ç óõíÜñôçóç

FX;Y : HomC(X; Y ) −→ HomD(F (X); F (Y ))

åßíáé 'Ýíá ðñïò Ýíá' êáé ´åðß´ êáé áí ãéá êÜèå D ∈ ObjD õðÜñ÷åé C ∈ ObjC þóôå d ∼= F (c),

ôüôå ïé C êáé D åßíáé éóïäýíáìåò. Éó÷ýåé êáé ôï áíôßóôñïöï.

Ðáñáäåßãìáôá 4 1. ¸óôù ïé êáôçãïñßåò Setsfin êáé Finord ôùí ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí

êáé äéáôáêôéêþí áíôßóôïé÷á. Åóôù åðßóçò ïé óõíáñôçôÝò G , i ïé ïðïßïé áðåéêïíßæïõí êÜèå

óõíüëï óôïí éóïðëçèéêü äéáôáêôéêü ôïõ êáé êÜèå ðåðåñáóìÝíï äéáôáêôéêü ôïí ðñïâÜëëïõí

ìÝóá óôç Setsfin áíôßóôïé÷á. Åßíáé åýêïëï íá äåé êáíåßò ðùò áíÜìåóá óå áõôÝò ôéò

êáôçãïñßåò õðÜñ÷åé éóïäõíáìßá ìå ôïõò öõóéêïýò éóïìïñöéóìïýò íá åßíáé o ôáõôïôéêüò

1 : 1Finord =⇒ G◦ i êáé â : 1Setsfin =⇒ i◦G íá åßíáé åêåßíïò ï öõóéêüò éóïìïñöéóìüò

ãéá ôïí ïðïßï â× ìéá óõíÜñôçóç áðü ôï × óôï G(X).
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2. Ïé êáôçãïñßåò ôùí ðåðáñáóìÝíçò äéÜóôáóçò äéáíõóìáôéêþí ÷þñùí êáé ôùí ðéíÜêùí ìå

óôïé÷åßá ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò (ðñïêýðôåé åýêïëá áðï ôï èåþñçìá)

3. ÐïëëÜ áðü ôá ëåãüìåíá èåùñÞìáôá áíáðáñÜóôáóçò ôùí ìáèçìáôéêþí ìðïñïýí íá ãßíïõí

êáôáíïçôÜ ùò èåùñÞìáôá ðïõ õðïäçëþíïõí öõóéêÝò éäïóõíáìßåò áíÜìåóá óå êáôçãïñßåò.

Ãéá ðáñÜäåéãìá ôï èåþñçìá áíáðáñÜóôáóçò ôïõ Gelfand ãéá C∗-Üëãåâñåò êáé ôï èåþñçìá

áíáðáñÜóôáóçò ôïõ Stone ãéá Boolean Üëãåâñåò.

2.7 ÊáèïëéêÝò éäéüôçôåò

Èá ïñßóïõìå ôþñá ôçí Ýííïéá ôïõ êáèïëéêïý ìïñöéóìüý (universal mapping), ìéá åíôåëþò êïì-

âéêÞ êáé ðÜñá ðïëý óçìáíôéêÞ Ýííïéá ðïõ õðÜñ÷åé ìå ôçí ìéá Þ áëëÜ ìïñöÞ óå üëïõò ó÷åäüí ôïõò

ïñéóìïýò ðïõ Ý÷ïõìå äþóåé ìÝ÷ñé ôþñá. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá áõôü ðïõ Ý÷ïõìå óôçí èåùñßá

êáôçãïñéþí äåí åßíáé éäéüôçôåò éóüôçôáò áëëÜ êáèïëéêÝò éäéüôçôåò.

ÐñïêáôáñêôéêÜ äßíïõìå Ýíá ïñéóìü êáé èõìßæïõìå Ýíáí Üëëï. Èá ìåëÝôçóïõìå ðñþôá ôéò

åëåýèåñåò áëãåâñéêÝò äïìÝò êáé ðéï åéäéêÜ ôéò åëåýèåñåò ïìÜäåò. ÄïèÝíôïò åíüò óõíüëïõ ×

ç åëýèåñç ïìÜäá ðïõ ðáñÜãåôáé áðü áõôü (Ýóôù ç F (X)) åßíáé ç ìéêñüôåñç ïìÜäá ðïõ Ý÷åé ùò

óôïé÷åßá ôá óôïé÷åßá ôïõ × . Áíôßóôñïöá, ìéá ïìÜäá êáëåßôáé åëåýèåñç áí õðÜñ÷åé Ýíá õðüóõíïëï

ôçò ôÝôïéï þóôå êÜèå óôïé÷åßï ôçò ïìÜäáò íá ãñÜöåôáé ìå ìïíáäéêü ôñüðï ùò ãéíüìåíï ôùí

óôïé÷åßùí ôïõ õðïóõíüëïõ êáé ôùí áíôéóôñüöùí ôïõ. Áðü ôçí èåùñßá ïìÜäùí åßíáé ãíùóôü ðùò

ãéá êÜèå óýíïëï õðÜñ÷åé ïìÜäá ðïõ íá ãåííÜôáé áðü áõôü. ¸÷ïõìå Ýôóé Ýíá óõíáñôçôÞ

F : Sets −→ Groups

ðïõ áðåéêïíßæåé êÜèå óýíïëï óôçí ïìÜäá ðïõ ãåííÜåé êáé êÜèå óõíÜñôçóç óôïí ïìïéïìïñöéóìü

ïìÜäùí ðïõ åðÜãåé ìå ðñïöáíÞ ôñüðï. Áõôü ï ïñéóìüò óôçí ãëþóóá ôçò èåùñßáò êáôçãïñéþí

ìðïñåß íá ãñáöôåß ùò:

Ïñéóìüò 33 Èá ëÝìå üôé ôï óýíïëï × ðáñÜãåé åëåýèåñá ôçí ïìÜäá F (X) áí (èõìßæïõìå üôé

U : Groups −→ Sets åßíáé ï åðéëÞóìùí óõíáñôçôÞò) ãéá êÜèå Üëëç ïìÜäá Í êáé êÜèå

ìéá óõíÜñôçóç f : X −→ U(N) õðÜñ÷åé Ýíáò ìïíáäéêüò ïìïéïìïñöéóìüò ïìÜäùí f̂ þóôå ôá
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ðáñáêÜôùí äéáãñÜììáôá íá åßíáé áíôéìåôáèåôéêÜ

F (X)

f̂

��

U(F (X))

U(f̂)

��

X
Q1

i

ccFFFFFFFFFFFFFFFFF

f

{{xxxxxxxxxxxxxxxxx

N U(N)

Áêüìá õðåíèõìßæïõìå êáé ôïí ïñéóìü ôïõ ãéíïìÝíïõ ðïõ åßíáé êáé ÷áñáêôçñéóôéêüò üëùí

ôùí ïñéóìþí ôçò êáôçãïñßáò ôùí ïñßùí. ¸óôù Á êáé Â äýï áíôéêåßìåíá óôçí êáôçãïñßá C.

Ôüôå ïñßæïõìå ôï äéÜãñáììá ãéíüìåíï ôùí äýï áíôéêåéìÝíùí íá áðïôåëåßôáé áðü Ýíá áíôéêåßìåíï

P êáé äýï ìïñöéóìïýò p1 êáé p2

Á P
p1oo p2 // B

þóôå íá éêáíïðïéåßôå ç ðáñáêÜôù éäéüôçôá: Ãéá êÜèå Üëëï äéÜãñáììá ôçò ìïñöÞò

Á ×
x1oo x2 // B

õðÜñ÷åé Ýíá ìïíáäéêü u : X −→ P þóôå ôï åðüìåíá äéáãñÜììáôá íá åßíáé áíôéìåôáèåôéêÜ

×

x1

��~~~~~~~~~~~~~~~

x2

��@@@@@@@@@@@@@@@

u

��
Á P

p1oo p2 // B

Ðáñáôçñïýìå ìéá ôõðéêÞ ìÝèïäï óôá ðáñáðÜíù ðáñáäåßãìáôá, áëëÜ êáé óå üëïõò ó÷åäüí

ôïõò ïñéóìïýò ðïõ Ý÷ïõìå äåé ìÝ÷ñé ôþñá. ÊáôáóêåõÜæïõìå Ýíá ìáèçìáôéêü áíôéêåßìåíï (ìéá

äïìÞ) ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç ãëþóóá ôùí ìïñöéóìþí, êáé Ýôóé þóôå íá Ý÷åé ìéá ó÷Ýóç óõíÜöéáò

ìå üëá ôá Üëëá êáôçãïñéáêÜ áíôéêåßìåíá (äïìÝò) ðïõ ôïõ ìïéÜæïõí. ÁõôÞ ç ó÷Ýóç åêöñÜæåôáé

ìå ôçí ýðáñîç åíüò âÝëïõò áíÜìåóá óôï õðü ïñéóìü äïìÞ êáé óôéò üìïéåò ôçò. Áõôü åêöñÜæåé ìéá

êáèïëéêüôçôá ôï ïðïßï ìáò åðéôñÝðåé íá áðïêáëïýìå ôï áíôéêåßìåíï áõôü êáèïëéêü Þ åëåýèåñï.

ÁõôÞ ç Ýííïéá ôçò êáèïëéêüôçôáò åßíáé áõôÞ ðïõ ìáò åðéôñÝðåé ïõóéáóôéêÜ íá õëïðïéÞóïõìå ôï

'ìÝ÷ñéò éóïìïñöéóìïý'. ¼ëá áõôÜ ìðïñïýí íá äùèïýí óå Ýíá ãåíéêüôåñï ðëáßóéï ùò åîÞò:

Ïñéóìüò 34 ¸óôù Ýíáò óõíáñôçôÞò F : D −→ C êáé × áíôéêåßìåíï ôçò C. Ôï æåýãïò (Á; ö)

üðïõ Á áíôéêåßìåíï ôçò D êáé ö : × −→ F (A) ëÝãåôáé áñ÷éêüò ìïñöéóìüò áí éêáíïðïéåßôáé ç

ðáñáêÜôù éäéüôçôá:
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Ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï Õ ôçò D êáé êÜèå âÝëïò f : X −→ F (Y ) õðÜñ÷åé ìïíáäéêü âÝëïò

f̂ þóôå ôï ðáñáêÜôù äéÜãñáìá íá åßíáé áíôéìåôáèåôéêü

Á

f̂

��

F (A)

F (f̂)

��

X

ö

aaCCCCCCCCCCCCCCCC

f

}}{{{{{{{{{{{{{{{{

Õ F (Y )

Ïñéóìüò 35 ¸óôù Ýíáò óõíáñôçôÞò F : D −→ C êáé × áíôéêåßìåíï ôçò C. Ôï æåýãïò (Á; ö)

üðïõ Á áíôéêåßìåíï ôçò D êáé ö : × −→ F (A) ëÝãåôáé ôåñìáôéêüò ìïñöéóìüò áí éêáíïðïéåßôáé

ç ðáñáêÜôù éäéüôçôá

Ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï Õ ôçò D êáé êÜèå âÝëïò f : F (Y ) −→ X õðÜñ÷åé ìïíáäéêü âÝëïò

f̂ þóôå ôï ðáñáêÜôù äéÜãñáìá íá åßíáé áíôéìåôáèåôéêü

Á F (A)

ö

!!CCCCCCCCCCCCCCCC

X

Õ

f̂

OO

F (Y )

F (f̂)

OO

f

=={{{{{{{{{{{{{{{{

Ïñéóìüò 36 Ïé áñ÷éêïß êáé ïé ôåëéêïß ìïñöéóìïß ïíïìÜæïíôáé êáèïëéêïß ìïñöéóìïß (universal

arrows) êáé ïé äõï ðáñáðÜíù éäéüôçôåò êáèïëéêÝò éäéüôçôåò (universal properties).

Ðáñáäåßãìáôá 5 1. (Ãéíüìåíï áíôéêåéìÝíùí) ¸óôù ïé êáôçãïñßåò C, C×C êáé ï äéáãþ-

íéïò óõíáñôçôÞò ∆ : C −→ C × C. Ôüôå ôï ãéíüìåíï äõï áíôéêåéìÝíùí åßíáé êáèïëéêü

óôïé÷åßï (ôåñìáôéêü) ìå ôïí ôñüðï ðïõ öáßíåôáé óôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá êáé ôï ïðïßï
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åííïåß ü,ôé áêñéâþò ëÝåé êáé ï ïñéóìüò:

Á P
p2 //p1oo B (P; P )

(p1;p2)

##GGGGGGGGGGGGGGGGG

(A;B)

Q

u

OO

(Q;Q)

(u;u)

OO

(q1;q2)

;;wwwwwwwwwwwwwwwww

2. (¼ñéï êþíùí) ¸óôù Ýíáò êþíïò F : J −→ C äçëáäÞ F ∈ CJ êáé ï äéáãþíéïò óõíáñôçôÞò

∆ : C −→ CJ . Tüôå ôï áíôéêåßìåíï C åßíáé üñéï ôïõ F áí åßíáé ôåñìáôéêü óôïé÷åßï üðùò

óôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá.

C
∏
C

∏
fi

  BBBBBBBBBBBBBBB

F

D

f̂

OO

∏
Y

∏
f̂

OO

∏
gi

>>|||||||||||||||

2.8 ËÞììá Yoneda

Èá ðáñïõóéÜóïõìå ôþñá Ýíá áðü ôá ðéï ÷ñÞóçìá ôå÷íéêÜ åñãáëåßá ôçò Èåùñßáò Êáôçãïñéþí: ôï

ËÞììá ôïõ Yoneda. To áðïôÝëåóìá áõôü ìðïñåß íá åéäïèåß ùò ìéá ãåíéêåýóç ôïõ èåùñÞìáôïò

ôïõ Cayley óôçí èåùñßá ïìÜäùí. ¼ðùò ôï äåýôåñï ìáò êÜíåé íá âëÝðïõìå êÜèå ïìÜäá ùò

ïìÜäá ìåôáó÷çìáôéóìþí, Ýôóé óå áõôÞí ôçí ðáñÜãñáöï èá äïýìå ðùò ìðïñïýìå íá âëÝðïõìå

êÜèå êáôçãïñßá ùò ìéá êáôçãïñßá óõíáñôçôþí ðÜíù óôÜ óýíïëá. Óå áíôßèåóç ìå ìå ôï èåþñçìá

ôïõ Cayley, ôï ëÞììá ôïõ Yoneda Ý÷åé ðëáôéÜ ôå÷íéêÞ ÷ñçóéìüôçôá.

Ïñéóìüò 37 H åìöýôåõóç Yoneda (Yoneda embedding) åßíáé ï óõíáñôçôÞò

y : C −→ SetsC
op
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ðïõ áðåéêïíßæåé êÜèå áíôéêåßìåíï C óå Ýíá Çïm óõíáñôçôÞ

yC = HomC(−; C) : Cop −→ Sets

êáé êÜèå âÝëïò f : C −→ D óôï öõóéêü ìåôáó÷çìáôéóìü

yf = HomC(−; f) : HomC(−; C) −→ HomC(−; D):

Èåþñçìá 5 (Yoneda) Aí C åßíáé ìéá ôïðéêÜ ìéêñÞ êáôçãïñßá, (êïßôá ïñéóìü 41 ðáñáêÜôù)

C Ýíá áíôéêåßìåíü ôçò êáé F óõíáñôçôÞò óôï SetsC
op

ôüôå õðÜñ÷åé Ýíáò éóïìïñöéóìüò

Hom
SetsC

op (yC; F ) ∼= FC

, ï ïðïßïò åðéðëÝïí åßíáé öõóéêüò ãéá ôá F êáé C. Ôï ôåëåõôáßï óçìáßíåé üôé ãéá êÜèå @ :

F −→ G êáé êÜèå h : C −→ D ôá ðáñáêÜôù äéáãñÜììáôá åßíáé áíôéìåôáèåôéêÜ.

Hom(yC; F )
∼= //

Hom(yC;@)

��

FC

@C

��
Hom(yC;G)

∼= // GC

Hom(yC; F )
∼= // FC

Hom(yD; F )

Hom(yh;F )

OO

∼= // FD

Fh

OO

ÃñÜöïíôáò Hom åííïïýìå Hom
SetsC

op .

Ðüñéóìá 1 ÄïèÝíôùí áíôéêåéìÝíùí Á;Â óå ìéá ôïðéêÜ ìéêñÞ êáôçãïñßá C ôüôå

yA ∼= yB ⇒ A ∼= B

¸ôóé Ý÷ïõìå ãéá ðáñÜäåéãìá

(ÁÂ)C ∼= A(B×C)

äéüôé y((ÁÂ)C) ∼= y(A(B×C)) áöïý ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï × ôçò C Ý÷ïõìå

Çïm(X; (ÁÂ)C) ∼= Hom(X × C;AB)

∼= Hom((X × C)×B;A)

∼= Hom(X × (C ×B); A)

∼= Hom(X;A(B×C)
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2.9 Óõæõãåßò óõíáñôçôÝò

Ôþñá èá áó÷ïëçèïýìå ìå ìéá áðü ôéò êïìâéêüôåñåò Ýííïéåò-ßóùò ôçí ðéï óçìáíôéêÞ êáé ðéï

åõñÝùò ÷ñçóéìïðïéïýìåíç Ýííïéá- áõôÞ ôùí óõæõãþí óõíáñôçôþí. Ïé óõæõãåßò óõíáñôçôÝò èá

ìðïñÝóïõí íá êïìøü ôñüðï íá åíóùìáôþóïõí üëåò ôéò Ýííïéåò ðïõ Ý÷ïõìå ïñßóåé ìÝ÷ñé ôþñá

êáé íá êáôáöÝñïõí ìå áõôü ôïí ôñüðï íá óõìðåñéëÜâïõí êáé ðïëëÝò Üëëåò. Ôï åíôõðùóéáêü

ìå áõôïýò åßíáé ðùò åìöáíßæïíôáé ðáíôïý óôá ìáèçìáôéêÜ: êÜèå Ýíáò êëÜäïò ôùí ìáèçìáôéêþí

êñýâåé ðßóù ðïëëÝò äïìÝò ðïõ óôçí ïõóßá ôïõò åßíáé óõæõãåßò óõíáñôçôÝò. ¸ôóé êáôáöÝñíïõìå

ìå Ýíá åíéáßï ôñüðï íá ïñßóïõìå ìéá äïìÞ ðïõ óõíáíôÜôáé ðáíôïý, êáé Ýôóé íá åíïðïéÞóïõìå

ðïëëÜ åê ðñþôçò üøåùò îÝíá êïììÜôéá ôùí ìáèçìáôéêþí. Ôï Üëëï ðïõ ðñÝðåé íá óçìåéþóïõìå

åßíáé ðùò ïé óõæõãåßò óõíáñôçôÝò åßíáé êÜôé ðïõ èåìáôïðïéÞôáé ìüíï óôá ðëáßóéá ôçò èåùñßáò

êáôçãïñéþí. Ìá ôá Üëëá ìáèçìáôéêÜ äåí ìðïñïýìå ìå êáíÝíá ôñüðï íá ôïõò ìåëåôÞóïõìå. Èá

äþóïõìå ôñåéò éóïäýíáìïõò ïñéóìïýò, êÜèå Ýíáò áðü ôïõò ïðïßïõò öùôßæåé êáé ìéá äéáöïñåôéêÞ

üøç ôùí ðñáãìÜôùí.

Ïñéóìüò 38 (Ìå ÷ñÞóç öõóéêþí ìåôáó÷çìáôéóìþí) ¸óôù äýï óõíáñôçôÝò

C
G //

D
F

oo

êáé äõï öõóéêïß ìåôáó÷çìáôéóìïß

å : FG −→ 1C

ç : 1D −→ GF

ðïõ èá ïíïìÜæïíôå ìïíÜäá êáé óõí-ìïíÜäá (unit, co-unit) êáé ïé ïðïßïé Ý÷ïõí ôéò áêüëïõèåò

éäéüôçôåò:

åF× ◦ F (ç×) = 1

G(åA) ◦ çGA = 1

F
Fç //

1C
!!CCCCCCCCCCCCCCCC FGF

åF

��
F

G
çG //

1D
!!CCCCCCCCCCCCCCCC GFG

Gå

��
G
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Èá ëÝìå üôé ï F åßíáé áñéóôåñüò óõæõãÞò ôïõ G êáé ï G äåîéüò óõæõãÞò ôïõ F êáé èá óõìâï-

ëßæïõìå

F ` G

Ïñéóìüò 39 (Ìå ôçí ÷ñÞóç êáèïëéêþí ìïñöéóìþí) ¸óôù Ýíáò óõíáñôçôÞò

F : D −→ C

ôÝôïéïò þóôå ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï × óôçí C õðÜñ÷åé Ýíáò ôåñìáôéêüò ìïñöéóìüò (G0(X); å× :

FG0(X)) üðïõ G0(X) Ýíá áíôéêåßìåíï óôçí D êáé å× : FG0(X) −→ X Ýíáò ìïñöéóìüò.

G0(X)

f̂

��

FG0(X)

F (f̂)

��

X

ö

bbEEEEEEEEEEEEEEEEE

f

||yyyyyyyyyyyyyyyyy

Õ F (Y )

Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå Ýíá óõíáñôçôÞ

G : C −→ D

G(X) = G0(X) ãéá × áíôéêåßìåíï óôçí C

G(f) = å̂× ◦ f : G(X) −→ G(Y ) ãéá f : X −→ Y

G0(X)

å̂×◦f

��

FG0(X) X
åXoo

f

��

å×◦f

||yyyyyyyyyyyyyyyyy

G0(Y ) FG0(Y ) Y
åYoo

Ïôáí óõìâáßíïõí ôá ðáñáðÜíù ëÝìå ïôé ï F åßíáé áñéóôåñüò óõæõãÞò (left adjoint) ôïõ G. Áí

áíôßóôñïöá ãéá ôïí G : C −→ D õðÜñ÷åé ðÜíôá Ýíáò áñ÷éêüò ìïñöéóìüò, áíÜëïãá ìå ôá

ðáñáðÜíù üñßæïõìå Ýíáí óõíáñôçôÞ F ãéá ôoí ïðïßï êáé èá ëÝìå üôé ï G åßíáé äåîéüò óõæõãÞò

(right adjoint) ôïõ F .

Ïñéóìüò 40 (Ìå ÷ñÞóç Hom-sets) ¸óôù êáôçãïñßåò êáé óõíáñôçôÝò üðùò ðáñáðÜíù, ôüôå

F ` G, äçëáäÞ F áñéóôåñüò óõæõãÞò ôïõ G, áí õðÜñ÷åé öõóéêüò éóïìïñöéóìüò ö ôÝôïéïò þóôå

ãéá êÜèå æåõãÜñé X ∈ ObjC êáé Y ∈ ObjD åßíáé éóïìïñöéóìüò óõíüëùí:

öX;Y : HomC(FY;X) ∼= HomD(Y;GX)
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ËÝãïíôáò üôé ö åßíáé öõóéêüò éóïìïñöéóìüò åíïïýìå üôé åêëáìâáíüìåíùí ôùí HomC(F−;−)

êáé HomD(−; G−) ùò óõíáñôçôþí Dop ×C −→ Sets ç öõóéêüôçôá êáôáíïåßôáé ùò åîÞò: Ãéá

üëá ôá âÝëç f : X −→ X ′ óôçí C êáé g : Y −→ Y ′ óôçí D, ôï ðáñáêÜôù äéÜãñáììá áíôéìå-

ôáôßèåôáé

HomC(FY;X)
öX;Y //

Hom(Fg;f)

��

HomD(Y;GX)

Hom(g;Gf)

��
HomC(FY ′; X ′)

öX′;Y ′ // HomD(Y ′; GX ′)

Áðüäåéîç:(ÓêéáãñÜöçóç ôçò éóïäõíáìßáò ôùí ôñéþí ïñéóìþí)

(1)⇒ (2) ¸óôù äýï óõæçãåßò óõíáñôçôÝò üðùò óôïí ðñþôï ïñéóìü. Èá äåßîïõìå üôé ãéá

êÜèå áíôéêåßìåíï × ôçò C õðÜñ÷åé êáèïëéêüò ìïñöéóìüò (G(×); ö). Èá äåßîïõìå ãéá ôåñìáôéêü

ìïñöéóìü (ãéá áñ÷éêü åßíáé áíÜëïãï). ÐñÜãìáôé, ãéá ö = å× : FG(X) −→ X éó÷ýåé ôï

æçôïýìåíï äéüôé áí ãéá áíôéêåßìåíï Á ôçò D f : F (A) −→ X ôüôå f̂ = G(f) ◦ çÁ

G(X) FG(X)
å× // X

A

G(f)◦çÁ

OO

F (A)

f

==zzzzzzzzzzzzzzzzz

F (G(f)◦çÁ)

OO

Ôï ðáñáðÜíù äéÜãñáììá åßíáé áíôéìåôáèåôéêü äéüôé

å× ◦ F (G(f) ◦ çÁ) = å× ◦ FG(f) ◦ F (çÁ)

. ¼ìùò áðü ôçí éäéüôçôá ôùí öõóéêþí ìåôáó÷çìáôéóìþí

å× ◦ FG(f) = f ◦ åFA

F (A)

f

��

FGF (A)
åFAoo

FG(f)

��
X GF (X)

å×oo

¢ñá

å× ◦ F (G(f) ◦ çÁ) = f ◦ åFA ◦ F (çÁ)

êáé áðü ôçí ôñéãùíéêÞ ôáõôüôçôá ôïõ ðñþôïõ ïñéóìïý ðáßñíïõìå ôï æçôïýìåíï.
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(2) ⇒ (3) Èá âñïýìå êáôÜëëçëï öõóéêü éóïìïñöéóìü ö. Áí g ∈ HomD(FX; Y ) ôüôå

ö(g) = ç× ◦ G(g) áëëéþò áí f ∈ HomC(X;GY ) ôüôå ö−1(f) = f̂ Aõôü äåß÷íåé ôçí éóïìïñößá

ôùí óõíüëùí. Ç éäéüôçôá ôçò öõóéêüôçôáò ðñïêýðôåé åýêïëá áðü ôïõò ïñéóìïýò áëëÜ ìå êÜðïéïõò

ìáêñïóêåëåßò óõëëïãéóìïýò.

(3)⇒ (1) Áò ïñßóïõìå

å× = ö−1
G×;X(1GX)

çÕ = öÕ;FÕ

ôüôå ôï ãåãïíüò ðùò ï ö åßíáé öõóéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò óõíåðÜãåôáé üôé GX; å× åßíáé Ýíáò

ôåñìáôéêüò ìïñöéóìüò êáé FY; çÕ Ýíáò áñ÷éêüò. Áêüìá, åðåéäÞ öÕ;×(f) = G(f) ◦ çÕ êáé

ö−1
Õ;X = å× ◦ F (g) ðñïêýðôïõí áìÝóùò ïé ôñéãùíéêÝò åîéóþóåéò. �

Ðáñáäåßãìáôá 6 1. Aí 1 åßíáé ç êáôçãïñßá ìå Ýíá ìüíï áíôéêåßìåíï ôï 0, êáé G ï ìïíá-

äéêüò óõíáñôçôÞò C −→ 1, ôüôå ãéá ôïí áñéóôåñÜ óõæõãÞò ôïõ F áðü ôçí óôéãìÞ ðïõ

éó÷ýåé üôé õðÜñ÷åé ìïíáäéêü âÝëïò 0 −→ G(b) õðÜñ÷åé êáé Ýíá ìïíáäéêü F (0) −→ b. ¢ñá

ôï F (0) åßíáé Ýíá áñ÷éêü áíôéêåßìåíï.

2. Óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï ìéëÞóáìå ãéá åëåýèåñåò áëãåâñéêÝò äïìÝò. Óå áõôÝò ÷ñç-

óéìïðïéÞóáìå ôïí óõíáñôçôÞ F ðïõ êáôáóêÝõáæå ôçí äïìÞ áðü Ýíá óýíïëï êáé ôïí åðéëÞ-

óìïíá óõíáñôçôÞ U . Åßíáé åýêïëï íá äåé êáíåßò ïôé F ` U ìå ìïíÜäá ôçò óõæõãßáò ôïí

öõóéêü åãêëåéóìü ôùí õðïóõíüëùí.

F (X)

f̂

��

U(F (X))

U(f̂)

��

X
Q1

i

ccFFFFFFFFFFFFFFFFF

f

{{xxxxxxxxxxxxxxxxx

N U(N)

3. Áí KHaus åßíáé ç êáôçãïñßá ôùí óõìðáãþí ÷þñùí Hausdorf êáé U : KHaus −→ Ôïp

Ýíáò åðéëÞóìïíá óõíáñôçôÞò, ôüôå ç Stone-Cech óõìðáãïðïßçóç åíüò ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ

åßíáé ï áñéóôåñÜ óõæçãÞò ôïõ U

Ôá ðñïçãïýìåíá äýï ðáñáäåßãìáôá åßíá éìüíï äýï áðü ôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ êÜðïéïé åõ-

ñÝùò ÷ñçóéìïðïéïýìåíïé óõíáñôçôÝò ðñïêýðôïõí íá åßíáé óõæõãåßò êÜðïéùí åðéëçóìüíùí

óõíáñôçôþí.
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4. Ôï üñéï, üðùò ôï åßäáìå óôçí ãëþóóá ôùí êáèïëéêþí ìïñöéóìþí, åßíáé ï äåîéÜ óõæõãÞò

óå Ýíá äéáãþíéï óõíáñôçôÞ. ¸ôóé Ý÷ïõìå:

+ ` ∆

ãéá ôï óõíãéíüìåíï áíôéêåéìÝíùí üôáí ∆ : C −→ C×C, Þ ðéï ãåíéêÜ üôáí ∆ : C −→ CJ

lim
−→
a ∆ a lim

←−

5. Óå ìéá êáñôåóéáíÜ êëåéóôÞ êáôçãïñßá

−× A a −A

. ÐñÜãìáôé áí öéîÜñïõìå Ýíá áíôéêåßìåíï Á êáé ôïí óõíáñôçôÞ

−× Á : C −→ C

ôüôå êáôåõèåßáí ï ïñéóìüò ôïõ êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ ìáò äßíåé ôçí óõæõãßá.

CB CB ×B
eval // C

A

f̂

OO

A×B

f

<<yyyyyyyyyyyyyyyyy

1×f̂

OO

6. Méá éäéáßôåñç êáôçãïñßá óõæõãþí óõíáñôçôþí åßíáé åêåßíïé ðïõ ðñïêýðôïõí áðü êáôçãï-

ñßåò -äéáôÜîåéò: äéáôåôáãìÝíá óýíïëá äçëáäÞ ãéá ôá ïðïßá x −→ y üôáí x ≤ y.Ôüôå ïé

áðåéêïíßóåéò F, G åßíáé áêñéâþò üôáí:

Fx ≤ y ⇔ x ≤ Gy

¸ôóé Ý÷ïõìå óôçí êáôçãïñßá ôùí áíïé÷ôþí óõíüëùí åíüò ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ üôé

inc a int

üðïõ inc êáé int ïé ðñÜîåéò ôçò êëåéóôüôçôáò êáé ôçò áíïé÷ôüôçôáò. Ðáñüìïéá ãéá ìéá

óõíÜñôçóç f

Im(f) a f−1

ÁõôÝò ïé óõæõãßåò ëÝãïíôáé êáé óõíäÝóåéò Galois

Êáé ôþñá èá áíáöåñèïýìå óå êÜðïéåò âáóéêÝò ãéá ôïõò óõæõãåßò óõíáñôçôÝò ðñïôÜóåéò.
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Ðñüôáóç 8 Ïé óõæõãßåò åßíáé ìïíáäéêÝò ìÝ÷ñéò éóïìïñöéóìïý. ÄçëáäÞ äïèÝíôùí óõíáñôçôÞ

F : D −→ C êáé äõï åê äåîéþí óõæõãþí ôïõ U; V : C −→ D

F a U; F a V

ôüôå Ý÷ïõìå U ∼= V .

Áðüäåéîç: Ãéá D ∈ ObjD êáé C ∈ ObjC Ý÷ïõìå:

ÇïmC(C;UD) ∼= HomD(FC;D) ∼= HomC(C; V D):

¸ôóé áðü ôï ëÞììá Yoneda UD ∼= V D ìå áõôü ôïí éóïìïñöéóìü íá åßíáé íá åßíáé öõóéêüò

áðü ôéò éäéüôçôåò ôçò óõæõãßáò. �

Ðñüôáóç 9 Ïé äåîéÜ óõæõãåßò äéáôçñïýí ôá üñéá êáé ïé áñéóôåñÜ óõæõãåßò ôá óõíüñéá.

Áðüäåéîç: ¸óôù ðùò Ý÷ïõìå ìéá óõæõãßá

C
U //

D
F

oo

ìå F a U êáé Ýíá äéÜãñáììá J : C −→ D ôÝôïéï þóôå ôï üñéï lim←−Dj íá õðÜñ÷åé. Ôüôå ãéá

êÜèå áíôéêåßìåíï × ôçò C Ý÷ïõìå

ÇïmC(X;U(lim
←−

Dj)) ∼= HomD(FX; lim
←−

Dj)

∼= lim
←−

HomD(FX;Dj)

∼= lim
←−

HomC(X;UDj)

∼= HomC(X; lim
←−

Dj)

ïðüôå áðü ôï ëÞììá Yoneda Ý÷ïõìå ôïí æçôïýìåíï éóïìïñöéóìü

U(lim
←−

Dj) = lim
←−

UDj:

Må áíÜëïãï ôñüðï äåß÷íïõìå üôé ïé äåîéÜ óõæõãåßò äéáôçñïýí ôá óõíüñéá. �

ÔÝëïò áíáöÝñïõìå, ÷ùñßò íá äþóïõìå áðüäåéîç, ôï áêüëïõèï âáóéêü ãéá ôçí èåùñßá èåþ-

ñçìá (ãíùóôü ùò ôï èåþñçìá ôïõ óõæõãÞ óõíáñôçôÞ) ôï ïðïïßï ïöåßëåôáé óôïí Freyd êáé ìáò

äßíåé ìéá éêáíÞ êáé áíáãêáßá óõíèÞêç ùóôå íá Ý÷åé Ýíá óõíáñôçôÞò óõæõãÞ.

Ðñüôáóç 10 ¸óôù C ìéá ôïðéêÜ ìéêñÞ êáé ðëÞñçò (äçëáäÞ ðïõ Ý÷åé üëá ôá ìéêñÜ üñéá)

êáôçãïñßá. Ôüôå ãéá êÜèå êáôçãïñßá × êáé óõíáñôçôÞ

U : C −→ X

ôá ðáñáêÜôù åßíáé éóïäýíáìá:
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1. Ï U Ý÷åé áñéóôåñÜ óõæõãÞ.

2. Ï U äéáôçñåß ôá üñéá êáé ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï × ôçò êáôçãïñßáò × ï U éêáíïðïéåß ôï

áêüëïõèï (óõíèÞêç ôïõ åðéëýïíôïò óõíüëïõ): ÕðÜñ÷åé Ýíá óýíïëï áíôéêåéìÝíùí (Ci)i∈I
óôçí C ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï C ∈ ObjC êáé âÝëïò f : X −→ UC õðÜñ÷åé

Ýíá i ∈ I êáé âÝëç ö : X −→ UCi êáé f
′ : Ci −→ C ôÝôïéï þóôå

f = U(f ′) ◦ ö

×
ö //

f

  BBBBBBBBBBBBBBBB UCi

U(f ′)

��

Ci

f ′

��
UC C

2.10 Ôá óõíïëïèåùñçôéêÜ èåìÝëéá ôçò èåùñßáò êáôçãïñéþí

ÌÝ÷ñé ôþñá äåí Ý÷ïõìå áó÷ïëçèåß êáèüëïõ ìå ôç èåìåëßùóç ôçò èåùñßáò êáôçãïñéþí. ¸íá

óçìáíôéêü âÞìá åßíáé íá ìðïñÝóïõìå íá âñïýìå ôá óõíïèåùñçôéêÜ èåìÝëéá ôçò èåùñßáò, íá åíôÜ-

îïõìå äçëáäÞ ôçí üëç èåùñßá ìÝóá óôï ïéêïäüìçìá ôçò èåùñßáò óõíüëùí, óýìöùíá ìå ôï äüãìá

üôé ôá ðÜíôá óôá ìáèçìáôéêÜ åßíáé óýíïëá.

Áí õðïèÝóïõìå ðñþôá üôé äïõëåýïõìå ìÝóá óôï êáèéåñùìÝíï áîéùìáôéêü óýóôçìá ôï ZFC.

Ôüôå ðïëý åýêïëá ìðïñïýìå íá áíôéëçöèïýìå ðùò õðÜñ÷åé ðñüâëçìá ðïõ Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôï

ìÝãåèïò ôùí êáôçãïñéþí. Ìðïñïýìå íá êÜíïõìå ôï ðáñáêÜôù äéá÷ùñéóìü ôùí êáôçãïñéþí ðïõ

äßíïíôáé óôï ðáñáêÜôù ïñéóìü.

Ïñéóìüò 41 Ìéá êáôçãïñßá C åßíáé ìéêñÞ (small) áí ç óõëëïãÞ ôùí áíôéêåéìÝíùí êáé óõëëïãÞ

ôùí âåëþí åßíáé êáé ôá äýï óýíïëá. Åßíáé ôïðéêÜ ìéêñÞ (localy small) üôáí ãéá êÜèå äýï áíôé-

êåßìåíï Á;Â ôï Çïm(A;B) åßíáé óýíïëï. Oé êáôçãïñßåò äå ðïõ äåí åßíáé ìéêñÝò ïíïìÜæïíôáé

ìåãÜëåò (large).

Aí Ý÷ïõìå íá êÜíïõìå ìå ìéêñÝò êáôçãïñßåò ôüôå äåí õðÜñ÷åé êáíÝíá ðñüâëçìá. ¼ôáí

üìùò ÷ñåéáóôåß íá ìåëåôÞóïõìå ìåãÜëåò êáôçãïñßåò (êáé áõôü åßíáé áíáðüöåõêôï ãéáôß ôÝôïéåò

åßíáé âáóéêÝò êáôçãïñßåò üðùò ç Sets, ç Grp ê.á.), ôüôå áíôéìåôùðßæïõìå Ýíá æÞôçìá ãéáôß ç

ç óõíïëïèåùñßá ZFC äåí ìáò åðéôñÝðåé íá ÷åéñéóôïýìå áíôéêåßìåíá üðùò ç óõëëïãÞ üëùí ôùí

óõíüëùí Þ üëùí ôùí ïìÜäùí. Óå áõôÞí ôçí ðáñÜãñáöï èá äþóïõìå äéÜöïñåò ëýóåéò ðïõ Ý÷ïõí

äïèåß óå áõôü ôï ðñüâëçìá.

Óå Ýíá ðñþôï åðßðåäï ðñïóÝããéóçò ìðïñïýìå íá äþóïõìå ìéá ëýóç ìÝóá óôï ðëáßóéï ôçò

ZFC åéóÜãïíôáò ôçí Ýííïéá ôçò êëÜóçò.
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Ïñéóìüò 42 ËÝãïíôáò êëÜóç(class) åííïïýìå ìéá óõëëïãÞ ôçò ìïñöÞò

{x|Ö(x)}

üðïõ Ö êÜðïéá éäéüôçôá åêöñáóìÝíç óå ìéá ôõðéêÞ ãëþóóá. Ìéá êëÜóç ìðïñåß íá åßíáé Þ íá

ìçí åßíáé óýíïëï. Áí äåí åßíáé, ôüôå ôçí êáëïýìå ãíÞóéá êëÜóç (proper class).

Ïñßæïõìå ëïéðüí áõôÝò ïé ìåãÜëåò êáôçãïñßåò íá åßíáé êëÜóåéò. Ç ìÝèïäïò ðïõ Ý÷ïõìå íá

ìåëåôÜìå ôéò êëÜóåéò åßíáé ü÷é äïõëåýïíôáò ìå áõôÝò ùò ôÝôïéåò, áëëÜ ìå âÜóç ôéò éäéüôçôåò ðïõ

Ý÷ïõí üëá ôá óýíïëá ðïõ áíÞêïõí óå áõôÝò. Áõôü ìáò äßíåé êáé ôá üñéá áõôÞò ôçò ëýóçò. Åöüóïí

äåí Ý÷ïõìå áîéþìáôá ãéá êëÜóåéò, äåí ìðïñïýìå íá îÝñïõìå ôßðïôá ãéá áõôÝò êáé êõñßùò äåí

ìðïñïýí íá åßíáé ìÝóá óôçí åìâÝëåéá åíüò ðïóïäåßêôç, äçëáäÞ äåí ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ðïôÝ

Ýíáí éó÷õñéóìü ðïõ íá ðåñéÝ÷åé öñÜóåéò üðùò "ãéá êÜèå êáôçãïñßá" Þ ûðÜñ÷åé ìéá êáôçãïñßá".

Ìå Ýíáí ôÝôïéï ðåñéïñéóìü, âáóéêÜ èåùñÞìáôá üðùò ôï èåþñçìá óõæçãÞ óõíáñôçôÞ óåí ìðïñïýí

ïýôå êáí íá åêöñáóôïýí. ¸ôóé öáßíåôáé ðïëý ãñÞãïñá ç áäõíáìßá ôïõ óõóôÞìáôïò ZFC íá

êáôáðéáóôåß ìå êáôçãïñßåò.

Ìéá äåýôåñç ëýóç óôï ðñüâëçìá èá Þôáí íá èåùñÞóïõìå Ýíá áîéùìáôéêü óýóôçìá ôï ïðïßï

íá ìáò åðéôñÝðåé íá êáôáðéáóôïýìå êáé ìå êëÜóåéò ùò áíôéêåßìåíá ìåëÝôçò. Ôï ðéï äéáäåäïìÝíï

ôÝôïéï óýóôçìá åßíáé ôï NBG ôï ïðïßï áðïôåëåß ìéá åðÝêôáóç ôïõ ZFC (ìå ôçí Ýííïéá ðùò êÜèå

ðñüôáóç ãéá óýíïëá óôï äåýôåñï åßíáé ðñüôáóç êáé óôï ðñþôï)2.

ÁõôÞ åßíáé êáé ç ðñïóÝããéóç ðïõ äéáéóèçôéêÜ õéïèåôåßôáé áðü ôïõò ðåñéóóüôåñïõò ìáèç-

ìáôéêïýò, áëëÜ Ý÷åé êáé áõôÞ ðñïâëÞìáôá ìéáò êáé ðïëý óõ÷íÜ èá ÷ñåéáóôåß íá ìåëåôÞóïõìå

êáôçãïñßåò ðïõ íá ìçí åßíáé ïýôå êëÜóåéò. Ãéá ðáñÜäåéãìá ç êáôçãïñßá CAT ôùí ìåãÜëùí

êáôçãïñéþí êáé ç êáôçãïñßá Class ôùí êëÜóåùí. ÁëëÜ ôï ðéï óçìáíôéêü åßíáé üôé äåí ìáò

åðéôñÝðåé íá öôéÜîïõìå êáôçãïñßåò óõíáñôçôþí Func(C;D) óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ïé C êáé D äåí

åßíáé ìéêñÝò êáôçãïñßåò.

Ìéá ëýóç ðïõ ëýíåé üëá áõôÜ ôá ðñïâëÞìáôá äüèçêå áðü ôïí Grothendieck ìå ôïí êüóìï

ðïõ åéóçãÞèçêå.

2ÓõãêåêñéìÝíá ôï óýóôçìá NBG ðåñéëáìâÜíåé: ôá áîéþìáôá 1.ôçò Ýêôáóçò, 2. ôïõ æåýãïõò 3.ôçò Ýíùóçò 4.

ôïõ äõíáìïóõíüëïõ 5.ôïõ áðåßñïõ (üëá ôá ðáñáðÜíù üðùò åßíáé ãíùóôÜ óôçí ZFC) êáé áêüìá

7.ôï áîßùìá ôçò ïñéïèÝôçóçò ôïõ ìåãÝèïõò: ãéá êÜèå êëÜóç Ê , Ýíá óýíïëï x = Ê õðÜñ÷åé ìüíïí üôáí äåí

õðÜñ÷åé ìéá áìöéìïíïóÞìáíôç óõíÜñôçóç áíÜìåóá óôçí êëÜóç Ê êáé ôçí êëÜóç V üëùí ôùí óõíüëùí

8.Ãéá êÜèå ôýðï ö ï ïðïßïò äåí ðåñéÝ÷åé ðïóïäåßêôåò ìå ôéìÝò êëÜóåéò, õðÜñ÷åé ìéá êëÜóç Á ôÝôïéá þóôå

∀x(x ∈ A↔ ö(x))

9. Ôï áîßùìá Ýêôáóçò ôùí êëÜóåùí

∀x(x ∈ A↔ x ∈ B)→ A = B

10. To áîßùìá ôçò èåìåëßùóçò: ÊÜèå ìç êåíÞ êëÜóç åßíáé îÝíç ìå Ýíá åê ôùí óõíüëùí ðïõ áíÞêïõí óå áõôÞí.
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Ïñéóìüò 43 Ùò ìáèçìáôéêü êüóìï (universe) ïñßæïõìå Ýíá óýíïëï U ôï ïðïßï Ý÷åé ôéò áêü-

ëïõèåò éäéüôçôåò:

1. x ∈ u ∈ U óõíåðÜãåôáé x ∈ U

2. Áí u ∈ U êáé v ∈ U ôüôå {u; v} ∈ U

3. Aí x ∈ U ôüôå 2x ∈ U

4. Áí {xi|i ∈ I} ⊆ U ôüôå
⋃

i∈I xi ∈ U

Tá ðáñáðÜíù äåí åßíáé ôßðïôá Üëëï ðáñÜ êÜðïéá áðü ôá áîéþìáôá ôçò ZF áðü ôá ïðïßá

ìðïñïõýìå íá åîÜãïõìå üôé üëåò ïé Üëëåò óõíçèéóìÝíåò óõíïëïèåùñçôéêÝò êáôáóêåôÝò áíÞêïõí

ìÝóá óôïí êüóìï. ¸íáò êüóìïò äåí åßíáé ôßðïôá Üëëï ðáñÜ Ýíá óýíïëï óõíüëùí ãéá ôï ïðïßï

éó÷ýïõí áõôÜ. ÁëëÜ ç ZF áðü ìüíç ôçò äåí ìðïñåß íá ìáò âåâáéþóåé ðùò ï êüóìïò áõôüò

õðÜñ÷åé. ¸ôóé ï Grothendieck áðáßôçóå êáé ôï áêüëïõèï áîßùìá:

Ãéá êÜèå óýíïëï x õðÜñ÷åé Ýíáò êüóìïò U þóôå x ∈ U .

Ôï óýìðáí ôïõ Grothendieck ìðïñïýìå íá ôï óêåöôïýìå óáí Ýíá óýíïëï ðïëý ìåãáëýôåñï

áðü ôá óýíïëá ðïõ ÷ñçóçìïðïéïýìå, Ýíá óýíïëï óõíüëùí ôï ïðïßï íá åßíáé ìïíôÝëï ãéá ôçí

ZFC.Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá ðïëý éó÷õñü áîßùìá.

Ç ÷ñÞóç ôïõ üóïí áöïñÜ ôçí èåìåëßùóç ôùí êáôçãïñéþí åßíáé ç åîÞò. Èåùñïýìå êáôÜ

ðñþôïí Ýíá êüóìï U . Ôüôå åßíáé äõíáôüí íá ïñßóïõìå ôá óýíïëá ðïõ áíÞêïõí óôï U êáé óõíé-

óôïýí ôçí êáôçãïñßá ôùí óõíüëùí. Áò ôá ðïýìå áõôÜ U -óýíïëá. ¼ìïéá ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå

ôéò U -ïìÜäåò, ôïõò U -ôïðïëïãéêïýò ÷þñïõò, ôçí êáôçãïñßá ôùí êáôçãïñéþí óôï U êôë. ¸ôóé

üëåò ïé óõíÞèåéò êáôçãïñßåò ìðïñïýí íá âñåèïýí ìåëåôçèïýí éêáíïðïéçôéêÜ. Ïé êáôçãïñßåò óõ-

íáñôçôþí, ãéá ôïõò ïðïßïõò áíôéìåôùðßóáìå ðñüâëçìá ðñïçãïõìÝíùò, ìðïñïýí íá ãßíïõí åðßóçò

êáôáíïçôïß. Äßíïõìå ðñþôá êÜðïéïõò ïñéóìïýò.

Ïñéóìüò 44 ¸óôù Ýíáò êüóìïò Grothendieck U . ¸íá óýíïëï ëÝãåôáé U-ìéêñü áí åßíáé éóü-

ìïñöï ìå Ýíá óôïé÷åßï ôïõ U . Ìéá êáôçãïñßá ëÝãåôáé U- ôïðéêÜ ìéêñÞ áí ãéá êÜèå äýï áíôé-

êåßìåíá ôçò Á;Â ôï Hom(A;B) åßíáé U-ìéêñü óýíïëï.

Åßíáé åýêïëï ôþñá íá äåßîåé êáíåßò ðùò áí C êáé D åßíáé êáôçãïñßåò óôï U , ôüôå ç

êáôçãïñßá óõíáñôçôþí Fun(C;D) åßíáé U ôïðéêÜ ìéêñÞ. Aí ôþñá ç C åßíáé U ôïðéêÜ ìéêñÞ êáé

ç D åßíáé êáôçãïñßá óôï U , ôüôå ç êáôçãïñßá åßíáé êáôçãïñßá óôï U .
Êáé áõôÞ ç ðñïóÝããéóç áíôéìåôùðßæåé ðñïâëÞìáôá ôá ïðïßá èá áíáðôýîïõìå óôï êåöÜëáéï 3.

Ìéá êÜðùò äéáöïñïðïéçìÝíç áðÜíôçóç äüèçêå áðü ôïí MacLane o ïðïßïò Ýäùóå ôïí ðáñáêÜôù

ïñéóìü ãéá ôïí êüóìï.
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Ïñéóìüò 45 Ùò ìáèçìáôéêü êüóìï (universe) êáôÜ MacLane ïñßæïõìå Ýíá óýíïëï v ôï ïðïßï

Ý÷åé ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

1. x ∈ u ∈ V óõíåðÜãåôáé x ∈ V

2. Áí u ∈ V êáé v ∈ V ôüôå {u; v}; u× v; 〈u; v〉 ∈ V

3. Aí x ∈ V ôüôå 2x;
⋃
x ∈ V

4. ù ∈ V

5. Áí f : a −→ b óõíÜñôçó åðß, êáé a ∈ V êáé b ⊂ V ôüôå b ∈ V.

ÔÝëïò áðáßôçóå ôï ðáñáêÜôù áîßùìá:

ÕðÜñ÷åé Ýíá êüóìïò V .

Ìéá Üëëç ëýóç ðñïôÜèçêå áðü ôïí Feferman (1969). ÁõôÞ âáóßæåôáé óôçí ëåãüìåíç áñ÷Þ

ôçò áíÜêëáóçò (reexion principle): ¼ôé åßíáé áëçèÝò ãéá üëï ôïí êüóìï ôùí óõíüëùí åßíáé

áëçèÝò êáé ãéá Ýíá ìÝñïò áõôïý. ¸ôóé ïñßæåé Ýíá íÝï óýóôçìá áîéùìÜôùí ìå ôï ïðïßï íá

ìðïñïýìå íá äïõëÝøïõìå ðéï åýêïëá ìå ôï äéá÷ùñéóìü ìéêñþí êáé ìåãÜëùí óýíïëùí.

Äïõëåýïõìå ìå ôçí óõíëçèç ðñùôïâÜèìéá ãëþóóá ðïõ ïñßæïõìå ôá áîéþìáôá ôçò ZFC

êáé ðñïóèÝôïõìå Ýíá óýìâïëï ôï s ðïõ íá áíôéóôïé÷åß óôï 'ìéêñü' êÜíïíôáò ôéò åîÞò óõìâÜóåéò.

ÃñÜöïõìå ∃x ∈ sö(x) ãéá ∃x[x ∈ s ∧ ö(x)] êáé ∀x ∈ sö(x) ãéá ∀x[x ∈ s → ö(x)]. Åðßóçò ãéá

êÜèå ôýðï ö áíôéóôïé÷ïýìå ôïí ö(s) ï ïðïßïò åãêëåßåé ôïõò ðïóïäåßêôåò óôï s. ¸ôóé ïñßæïõìe

ôï óýóôçìá ZFC=s íá áðïôåëåßôáé áðü ôá ðáñáêÜôù áîéþìáôá:

1. Ôá áîéþìáôá ôçò ZFC

2. ∃x[x ∈ s]

3. ∀x∀y[(y ∈ x ∧ x ∈ s)→ y ∈ s]

4. ∀x∀y[x ∈ s ∧ ∀z((z ∈ y → z ∈ x)→ y ∈ s)]

5. ∀x1 ∈ s:::∀xn ∈ s[ö(s)(x1; :::; xn)⇔ ö(x1; :::; xn)] ãéá êÜèå ôýðï ö ôçò ãëþóóáò ìå åëåýèå-

ñåò ìåôáâëçôÝò x1; :::; xn.

Ï Feferman [1969] Ýäåéîå ðùò ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå üëç ôçí èåùñßá êáôçãïñéþí êáé íá ìéëÞóïõìå

ãéá ìéêñÝò êáé ìåãÜëåò êáôçãïñßåò, êáôçãïñßåò óõíáñôçôþí êôë.
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2.11 Ç óôïé÷åéþäçò èåùñßá êáôçãïñéáêþí óõíüëùí

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá ðáñïõóéÜóïõìå ôçí ëåãüìåíç "óôïé÷åéþäç èåùñßá ôçò êáôçãïñßáò ôùí

óõíüëùí" (Elementary Theory of the Category of Sets, ÅÔCS óôï åîÞò) ôçí ïðïßá êáé ðñùôïðá-

ñïõóßáóå ï B. Lawvere ôï 1964. Áðïôåëåß ôçí ðñþôç êáé ìÜëëïí ôçí óçìáíôéêüôåñç ðñïóðÜèåéá

ãéá ôçí êáôáóêåõÞ êáôçãïñéáêþí èåìåëßùí ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ. Óå üóá èá áêïëïõèÞóïõí, èá

äþóïõìå ìéá ìåèïäéêÞ áíÜðôõîç ôïõ ðþò åßíáé äõíáôüí íá ðáñá÷èåß ç èåùñßá óõíüëùí ìÝóá óôï

ðëáßóéï ôçò èåùñßáò êáôçãïñéþí äçëáäÞ, ìå åñãáëåßá ìåèüäïõò êáé üñïõò ðïõ ìáò ðñïóöÝñïíôáé

áðü áõôÞí. Ç äïõëåéÜ áõôÞ ôïõ Lawvere åßíáé éäéáßôåñá êïìâéêÞ: áðïôåëåß ôçí êáôÜññéøç ôçò

ìïíïóÞìáíôçò ðñïóÝããéóçò ãéá ôá èåìÝëéá, ôï ôÝëïò ôïõ äüãìáôïò ðùò ôá ìáèçìáôéêÜ ðñÝðåé íá

âáóßæïíôáé óôçí Ýííïéá ôçò óõëëïãÞò êáé ôçí éäéüôçôá ôïõ áíÞêåéí. Áíôßèåôá åäþ ïé ðñùôáñ÷é-

êÝò Ýííïéåò åßíáé ï ìïñöéóìüò, ôï ðåäßï êáé ôï óõíðåäßï åíþ óå êáìßá ðåñßðôùóç äåí ìðïñïýìå

êáí íá ïñßóïõìå ìéá éäéüôçôá üðùò ôï ∈ . Ç ìåãÜëç ìáèçìáôéêÞ áîßá ôïõ ðñïãñÜììáôïò åßíáé

ðùò ìðïñåß íá áíáðáñáãÜãåé ìåãÜëï êïììÜôé ôùí ìïíôÝñíùí ìáèçìáôéêþí êáé êëÜäïõò üðùò ç

áíÜëõóç. Éäéáßôåñï åßíáé ôï ìåôá-èåþñçìá ðïõ äßíåôáé ðáñáêÜôù ðïõ äéáóöáëßæåé ìéá êÜðïéïõ

åßäïõò ìïíáäéêüôçôá ôïõ êáôáóêåõÜóìáôïò. Óôçí ðáñïõóßáóç áõôÞò ôçò ðáñáãñÜöïõ èá äïõëÝ-

øïõìå ìå ôçí áêñéâÞ äïìÞ ðïõ åß÷å ôï áñ÷éêü Üñèñï ôïõ Lawvere. O óêïðüò ìáò åäþ åßíáé íá

ìðïñÝóïõìå íá ðñïóðáèÞóïõìå íá ðåñéãñÜøïõìå ôçí êáôçãïñßá ôùí óõíüëùí äß÷ùò íá êÜíïõìå

áíáöïñÜ óå óýíïëá (äçëáäÞ íá èåùñÞóïõìå ôç èåùñßá óõíüëùí áðü ðñéí), áëëÜ ìéëþíôáò ìüíï

ìå üóá Ý÷ïõìå áíáðôýîåé óôçí èåùñßá êáôçãïñéþí ìÝ÷ñé ôþñá.

Ç èåùñßá áõôÞ áðïôåëåßôáé áðü Ýíá óýíïëï ïêôþ áîéùìÜôùí ôá ïðïßá áðïôåëïýí êáé óôïé-

÷åéþäåéò ôéò ðåñéóóüôåñåò öïñÝò éäéüôçôåò ôùí óõíüëùí üðùò ôá áíôéëáìâáíüìáóôå óôï ðëáßóéï

ôçò âáóéêÞò èåùñßáò ZFC (¼óá áðü áõôÜ äåí åßíáé ðñïöáíÞ èá ãßíïõí ðéï êáôáíïçôÜ áñãüôåñá

üôáí èá Ý÷ïõìå ôçí ôå÷íïëïãßá ôçò èåùñßáò ôüðùí ðïõ èá ìðïñÝóåé íá ãåíéêåýóåé ôá üóá ëÝìå

åäþ êáé íá ôïõò äþóåé ðéï ðëïýóéá äïìÞ êáé íá êáôáñôßóåé ìå ìéá åóùôåñéêÞ ëïãéêÞ).

ÎåêéíÜìå ôçí ðáñÜèåóç ôùí áîéùìÜôùí. Ôï ðñþôï ìáò âåâáéþíåé ãéá ôçí ýðáñîç ôùí

âáóéêþí êáôçãïñéáêþí ïñßùí êáé óõíïñßùí êáé ôï äåõôåñï ãéá ôá åêèåôéêÜ áíôéêåßìåíá.

Áîßùìá 1 ÕðÜñ÷åé Ýíá ôåñìáôéêü áíôéêåßìåíï 1 êáé Ýíá áñ÷éêü 0. Ôá ãéíüìåíá A×B êáé ôá

óõíãéíüìåíá A+B êÜèå äõï áíôéêåéìÝíùí Á;Â õðÜñ÷ïõí. Åðßóçò ãéá êÜèå æåýãïò ðáñÜëëçëùí

ìïñöéóìþí, õðÜñ÷ïõí Ýíáò åîéóùôÞò êáé Ýíáò óõíåîéóùôÞò.

Áîßùìá 2 Ôï åêèåôéêü áíôéêåéìÝíï ÂÁ õðÜñ÷åé ãéá êÜèå äõï áíôéêåßìåíá.

Ôï ôñßôï áîßùìá ìáò äßíåé êÜôé áíÜëïãï ìå ôï áîßùìá ôï áðåßñïõ ãéá ôçí ZF ðïõ ìáò ïñßóåé

êáé ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò. Åäþ èá áíïßîïõìå ìéá ðáñÝíèåóç êáé ðïýìå ðùò áíôéëáìâáíüìáóôå

êáôçãïñéáêÜ ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò. ÌÝ÷ñé ôþñá óôç èåùñßá êáôçãïñéþí êáé ôüðùí äåí Ý÷ïõìå

äåé êÜôé ðïõ íá ìðïñåß íá èåùñçèåß þ 'öõóéêïß áñéèìïß'. Èá äþóïõìå ôþñá ôïí ïñéóìü ôïõ

áíôéêåéìÝíïõ ôùí öõóéêþí áñéèìþí ðïõ ïöåßëåôáé óôïí Lawvere.



2.11. Ç ÓÔÏÉ×ÅÉÙÄÇÓ ÈÅÙÑÉÁ ÊÁÔÇÃÏÑÉÁÊÙÍ ÓÕÍÏËÙÍ 57

Ôá áîéþìáôá ôùí öõóéêþí áñéèìþí ìáò ëÝíå ðùò Ýíá óýóôçìá öõóéêþí áñéèìþí áðïôåëåßôáé

áðü Ýíá óýíïëï Í, Ýíá óôïé÷åßï ôïõ óõíüëïõ, ôï 0 êáèþò êáé ìéá óõíÜñôçóç åðïìÝíïõ s. Óôç

èåùñßá êáôçãïñéþí áõôü ìðïñåß íá åêöñáóôåß ùò åîÞò: Ôï Í ãßíåôáé áíôéêåßìåíï, ôï 0 óôïé÷åßï

ìå ôçí êáôçãïñéáêÞ Ýííïéá êáé ç óõíÜñôçóç s Ýíá âÝëïò. ÖõóéêÜ ôçí êáôáóêåõÞ áõôÞí ôçí

ïñßæïõìå 'ìÝ÷ñéò éóïìïñöéóìïý' ìå ôçí êáôÜëçëç êáèïëéêÞ éäéüôçôá. Ïðüôå:

Ïñéóìüò 46 Áíôéêåßìåíï öõóéêþí áñéèìþí (natural number object) åßíáé Ýíá áíôéêåßìåíï Í ìå

äõï ìïñöéóìïýò

1
0 // Í

s // Í

ôÝôïéï þóôå íá éêáíïðïéïýí ôçí áêüëïõèç éäéüôçôá êáèïëéêüôçôáò: ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï Á êáé

âÝëç x; f üðùò ðáñáêÜôù õðÜñ÷åé ìïíáäéêü âÝëïò h : N −→ A

1
x // Í

f // Í

N
s //

h

��

N

h

��

1

0

??���������������

x

��???????????????

A
f // A

Ôþñá ãéá ôçí êáôçãïñßá ôùí óõíüëùí áðáéôïýìå ôï áêüëïõèï:

Áîßùìá 3 ÕðÜñ÷åé Ýíá áíôéêåßìåíï öõóéêþí áñéèìþí 〈N; s; 0〉.

Ôþñá ìðïñïýìå íá äéáôõðþóïõìå êáé íá áðïäåßîïõìå Ýíá áðü ôá èåìåëéáêÜ èåùñÞìáôá,

áõôü ôçò ðñùôáñ÷éêÞò áíáäñïìÞò.

Èåþñçìá 6 (Ðñùôáñ÷éêÞò áíáäñïìÞò) Áí Ý÷ïõìå äýï âÝëç óôçí êáôçãïñßá ôùí óõíüëùí

f0 : A −→ B

u : N × A×B −→ B

ôüôå õðÜñ÷åé Ýíáò ìïñöéóìüò

f : N × A

ôÝôïéïò þóôå ãéá êÜèå a ∈ A êáé n ∈ N Ý÷ïõìå ôá åîÞò äýï,

f〈0; a〉 = f0a
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f〈sn; a〉 = u〈n; a; f〈n; a〉〉

Áðüäåéîç: Ôçí áðüäåéîç ìðïñåß íá ôçí âñåß êáíåßò óôï Üñèñï ôïõ Lawvere. Eßíáé ìéá åöáñìïãÞ

ôùí áîéùìÜôùí 2 êáé 3, ìå ÷ñÞóç ôùí êáôáóêåõþí ðïõ õðïèÝôåé ç ôï áîßùìá 1. �

ÌÝ÷ñé ôþñá üëá ôá ôá ðáñáðÜíù áîéþìáôá äåí åßíáé äõíáôÜ. ÕðÜñ÷ïõí ðïëëÝò êáôçãïñßåò

ðïõ ôá éêáíïðïéïýí üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá ç êáôçãïñßá üëùí ôùí ìéêñþí (small) êáôçãïñéþí êáé

ôùí óõíáñôçôþí.

ÊÜôé áêüìá âáóéêü ãéá ôá óýíïëá åßíáé ç óõíïëïèåùñçôéêÞ éäéüôçôá ôçò Ýêôáóçò. ¼ðùò

åßäáìå êáé óå ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï, áõôÞ äåí éó÷ýåé óå ìéá ôõ÷ïýóá êáôçãïñßá, ïðüôå èá

áíáãêáóôïýìå íá ôçí áðáéôÞóïõìå. Åðßóçò ìå ôï ðáñáêÜôù áîßùìá ìðïñïýìå íá åîáóöáëßóïõìå

ïôé ç óõíÜñôçóç f óôï èåþñçìá ôçò ðñùôáñ÷éêÞò áíáäñïìÞò åßíáé ìïíáäéêÞ.

Áîßùìá 4 Áí äýï ðáñÜëëçëïé ìïñöéóìïß f; g : A −→ B åßíáé äéáöïñåôéêïß, ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá

óôïé÷åßï x : 1 −→ Á ôÝôïéï þóôå f ◦ x 6= g ◦ x

Èá äþóïõìå ôþñá Ýíá êáôçãïñéáêü áîßùìá ôçò åðéëïãÞò, ôï ðïßï óõíáíôÜôáé ðïëëÝò öïñÝò

êáé óå êåßìåíá ôçò èåùñßáò óõíüëùí.

Áîßùìá 5 (Áîßùìá ôçò åðéëïãÞò) Áí ôï ðåäßï åíüò ìïñöéóìïý f åßíáé ìç êåíü, ôüôå õðÜñ÷åé

Ýíáò ìïñöéóìüò g ôÝôïéïò þóôå

fgf = f

Ôï áîßùìá ôçò åðéëïãÞò åßíáé áíåîÜñôçôï áðü üëá ôá õðüëïéðá áîéþìáôá (áõôÜ ðïõ áíáöÝ-

ñáìå êáé üóá èá áêïëïõèÞóïõí). Áðüäåéîç áõôïý åßíáé ç êáôçãïñßá ôùí ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíùí

óõíüëùí ìå ìïñöéóìïýò ôéò áðåéêïíßóåéò ðïõ óÝâïíôáé ôçí äéÜôáîç. Ãéá íá ôï äåé ìðïñåß íá ðÜñåé

êáíåßò ôçí ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç áðü Ýíá Ýíáí ôÝôïéï ÷þñï óå Ýíá Üëëï ðéï äõíáôÜ äéáôåôáãìÝíï

áëëÜ ìå ôï ßäéï óýíïëï óáí ðåäßï. Ôá ðåñéóóüôåñá áðü ôá èåùñÞìáôá ðïõ èá áêïëïõèÞóïõí äåí

éêáíïðïéïýíôáé óå áõôÞí ôçí êáôçãïñßá.

Ïñéóìüò 47 Ôï âÝëïò á : Â −→ A åßíáé õðïóýíïëï ôïõ Á áíí åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. ¸íá

óôïé÷åßï y èá áíÞêåé óôï õðïóýíïëï á áí ôï áêüëïõèï äéÜãñáììá åßíáé áíôéìåôáèåôéêü ãéá üëá

ôá y.

1

x

��???????????????

y

��
Â

á // Á

Ïñéóìüò 48 ÃñÜöïõìå üôé a ⊆ b áí ôá a êáé b åßíáé õðïóýíïëá ôïõ ßäéïõ óõíüëïõ êáé õðÜñ÷åé

Ýíá h ôÝôïéï þóôå a = bh.
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Ðñüôáóç 11 Aí a; b õðïóýíïëá ôïõ ßäéïõ óõíüëïõ, ôüôå

a ⊆ b⇔ ∀x[x ∈ a⇒ x ∈ b]

Áðüäåéîç: Áí a ⊆ b êáé x : 1 −→ A ôüôå îåêÜèáñá x ∈ a⇒ x ∈ b.
Áíôéóôñüöùò. Áí ∀x[x ∈ a⇒ x ∈ b] ôüôå áðü ôï áîßùìá ôçò åðéëïãÞò õðÜñ÷åé g : A −→

dom(b) þóôå bgb = b. Áðü ôçí óôéãìÞ ðïõ b åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, gb = 1dom(b). Ïñßæïõìå

h = ga êáé åðéäéþêïõìå íá äåßîïõìå üôé a = hb. Añêåß íá äåßîïõìå üôé aî = hbî ãéá êÜèå î

óôïé÷åßï ôïõ ðåäßïõ ôïõ a. ¼ìùò ôï aî åßíáé Ýíá óôïé÷åßï ôïõ Á, ãéá ôï ïðïßï x ∈ a, Ýôóé áðü
ôçí õðüèåóç, x ∈ b äçëáäÞ ∃y[x = by]. Tüôå

bhî = bgaî = bgx = bgby = by = x = aî

Áõôü äåß÷íåé êáé ôï æçôïýìåíï. �

Ôá ôåëåõôáßá ôñßá áîéþìáôá åßíáé ôá åîÞò:

Áîßùìá 6 Áí ôï áíôéêåßìåíï Á äåí åßíáé Ýíá áñ÷éêü áíôéêåßìåíï, ôüôå Ý÷åé óôïé÷åßá.

Áîßùìá 7 ÊÜèå óôïé÷åßï Ýíïò óõíãéíïìÝíïõ åßíáé õðïóýíïëï ìéáò åê ôùí äýï óõíðñïâïëþí.

Áîßùìá 8 ÕðÜñ÷åé Ýíá áíôéêåßìåíï ìå ðåñéóóüôåñá ôïõ åíüò óôïé÷åßá.

Ôï ôåëåõôáßï áîßùìá åßíáé áíåîÜñôçôï áðü üëá ôá õðüëïéðá. ¸íá ôÝôïéï ìïíôÝëï åßíáé ç

ðåðåñáóìÝíç êáôçãïñßá

0 // 1

ÐåñíÜìå ôþñá óå ìéá ðñüôáóç ðïõ ç óçìáóßá ôçò èá öáíåß óôéò ðáñáãñÜöïõò ðïõ ðñáãìá-

ôåëõïíôå ôïõò ôüðïõò.

Ðñüôáóç 12

1 + 1 = 2

äçëáäÞ ôï áíôéêåßìåíï 1 + 1 Ý÷åé ìüíï äõï óôïé÷åßá, ôéò óõíðñïâïëÝò ôïõ.

1
i1 // 1 + 1 1

i2
oo

Áðüäåéîç: Ç áðüäåéîç ðñïêýðôåé Üìåóá áðü ôï áîßùìá 7 êáé ôçí êáèïëéêÞ éäéüôçôá ôïõ óõíãé-

íïìÝíïõ. �
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Ðñüôáóç 13 Ôá áîéþìáôá ôïõ Peano éêáíïðïéïýíôáé ãéá ôï áíôéêåßìåíï ôùí öõóéêþí áñéèìþí.

Ïñéóìüò 49 Ï ìïñöéóìüò ö : × −→ 2 åßíáé ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ õðïóõíüëïõ

á : Á −→ × áí

∀x ∈ X[x ∈ á ⇔ öx = i1]

üðïõ ôï i1 üðùò ðáñáðÜíù.

Ïðüôå ôþñá äßíïõìå êáé ôï áíáìåíüìåíï áðïôÝëåóìá

Ðñüôáóç 14 ÊÜèå õðïóýíïëï åíüò áíôéêåßìÝíïõ Ý÷åé ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç.

ÔÝëïò ðáñïõóéÜæïõìå ôï ìåôáèåþñçìá ôïõ Lawvere ãéá ôçí ETCS.

Èåþñçìá 7 Áí C åßíáé ìéá êáôçãïñßá ðïõ éêáíïðïéåß ôá áîéþìáôá êáé åßíáé ðëÞñçò, ôüôå åßíáé

éóïäýíáìç ìå ôçí Sets.

Ôï öõóéïëïãéêü åñþôçìá ðïõ áíáêßðôåé åßíáé ðùò áõôÞ ç èåùñßá óõíüëùí ðïõ äçìéïõñãÞ-

óáìå, ó÷åôßæåôáé ìå ôçí ðáñáäïóéáêÞ ZF . Áêüìá ðñÝðåé íá ìåëåôÞóïõìå ôé öñáãìïýò Ý÷åé êáé

ôé äõíáôüôçôåò ìáò äßíåé óå ó÷Ý÷ç ìå ôéò ðáñáäïóéáêåò ðñïóåããßóåéò.

Ôï ðñþôï êáé ðïëõ âáóéêü ìåéïíÝêôçìá Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôï ãåãïíüò ðùò ç èåùñßá ETCS

áíáöÝñåôáé öõóéêÜ óå óýíïëá êáé óõíáñôÞóåéò áëëÜ ü÷é óå üëï ôïí êüóìï ôùí óõíüëùí Þ óå

ïðïéáäÞðïôå proper êëÜóç. Ìðïñåß ãéá ðáñÜäåéãìá íá ìéëÞóåé ãéá ïìÜäåò áëëÜ äåí ìðïñåß íá

äåé ôéò ïìÜäåò óáí ìéá äïìÞ, óáí ôçí êáôçãïñßá ôùí ïìÜäùí. Áõôü ôï ðñüâëçìá ùò Ýíá óçìåßï

ëýíåôáé áðü ôï åðüìåíï âÞìá óôç ðñïóðÜèåéá ôïõ Lawvere, ôçí áîéùìáôéêïðïßçóç ôçò êáôçãïñßáò

üëùí ôùí êáôçãïñéþí.

Áí ôþñá èÝëïõìå íá äïýìå ôç óõíïëïèåùñçôéêÞ éó÷ý ôçò ETCS, ôüôå èá ðáñáôçñÞóïõìå

üôé äåí åßíáé ôüóï éó÷õñÞ üóï ç ZF . Åßíáé éóïäýìáìç ìå ôçí êÜðùò áóèåíÝóôåñç èåùñßá, ôç

öñáãìÝíç ZF ç ïðïßá ôï ìüíï ðïõ Ý÷åé ëéãüôåñï åßíáé ôï ïôé äåí ìðïñåß íá áðïäåßîåé ôçí õðÜñîç

ìç ðåðåñáóìÝùí ðëçèáñßèìùí. ÄçëáäÞ

ÅÔCS ` ∃{ℵ0;ℵ1;ℵ2;ℵ3ℵ4}

ç ETCS äåí ìðïñåß íá äåßîåé üôé õðÜñ÷åé Ýíáò ðëçèéêüò ℵù ðÝñá áðü üëïõò ôïõò ℵn. ÁëëÜ

áêüìá ðåñéóóüôåñï, äåí ìðïñåß êáí íá äåßîåé ðùò õðÜñ÷åï ïóïäÞðïôå ìåãÜëïò ðåðåñáóìÝíïò

ðëçèÜñéèìïò. ÄçëáäÞ äåí ìðïñåß íá äåßîåé ôï

∀n ∈ N∃{ℵ0;ℵ1;ℵ2;ℵ3 : : :ℵn}

Ãéá íá ìðïñÝóïõìå íá êÜíïõìå ôçí èåùñßá ôüóï äýíáôç üóï åßíáé ç ZF ðñïóèÝôïõìå Ýíá

êáôçãïñéáêü áîßùìá áíôéêáôÜóôáóçò R ôï ïðïßï êáé èá äþóïõìå óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï. Ìå

áõôÞí ôçí ðñïóèÞêç Ý÷ïõìå äýï åíôåëþò éäïóýíáìåò áðïäåéêôéêÜ èåùñßåò.
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2.12 Ç êáôçãïñßá üëùí ôùí êáôçãïñéþí

Äßíïõìå ôïí ðáñáêÜôù ïñéóìü ôçò êáôçãïñßáò ìå Ýíáí áöçñçìÝíï ôñüðï, Ýíáí öïñìáëéóìü ìéáò

äåõôåñïâÜèìéáò ëïãéêÞò.

Ïñéóìüò 50 Ìéá êáôçãïñßá áðïôåëåßôáé áðü:

• Ôýðïõò: A;B;C; ::: ãéá áíôéêåßìåíá êáé f; g; h; ::: ãéá âÝëç.

• ÔåëåóôÝò: Dom êáé Cod ðïõ ðÜíå âÝëç óå áíôéêåßìåíá êáé 1 ðïõ óôÝëíåé áíôéêåßìåíá óå

âÝëç.

• Ó÷Ýóç C(x; y; z) ðïõ åöáñìüæåôáé óå âÝëç êáé äéáâÜæåôáé: ôï z åßíáé óýíèåóç ôùí x êáéy

• Éêáíïðïéïýíôáé ôá ðáñáêÜôù áîéþìáôá

1. ∀f; g; h áí C(f; g;h) ôüôå éó÷ýïõí ôá ðáñáêÜôù:

Dom(f) = Dom(h); Cod(f) = Dom(g); Cod(g) = Cod(h)

2. ∀f; g áí Cod(f) = Dom(h) ôüôå ∃! h ôÝôïéï þóôå C(f; g;h)

3. ∀A, Dom(1A) = Cod(1A) = A êáé

∀f; C(1Dom(f); f ; f) ∧ C(f; 1Cod(f); f)

4. ∀f; g; h; i; j; k áí C(f; g; i) êáé C(g; h; j) êáé C(f; g; k) ôüôå C(i; h; k)

Oñßæïõìå ôþñá ôéò ôñåéò ðåðåñáóìÝíåò êáôçãïñßåò 1;2;3 ïé ïðïßåò åßíáé üðùò ðáñáêÜôù

(ôáõôïôéêÜ âÝëç åíïïýíôáé)

1
â

��>>>>>>>>

0 0
á // 1 0

á

@@��������
ã

// 2

1 2 3

Ôá áîéþìáôá ôþñá ôïõ Lawvere åßíáé ùò åîÞò.

Á1 ÊÜèå êáôçãïñßá Ý÷åé Ýíá ìïíáäéêü óõíáñôçôÞ C −→ 1

Á2 H êáôçãïñßá 2 Ý÷åé áêñéâþò äýï óõíáñôçôÝò áðü ôçí êáôçãïñßá 1, ôïõò 0 êáé 1, êáé

ôñåßò áðü ôïí åáõôü ôçò

1
0

��>>>>>>> 1
1

��>>>>>>>

2

??�������

10
// 2 2

12 // 2 2

??�������

11
// 2
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¸íá áíôéêåßìåíï Á ìéáò êáôçãïñßáò Á ïñßæåôáé íá åßíáé Ýíá óõíáñôçôÞò Á : 1 −→ Á êáé

Ýíá âÝëïò f íá åßíáé Ýíáò óõíáñôçôÞò f : 2 −→ Á. Ôï ðåäßï f0 êáé ôï óõíðåäßï f1 ôçò f åßíáé ïé

óõíèÝóåéò ôçò f ìå ôïõò 0; 1 : 1 −→ 2 åíþ ôï ôáõôïôéêü âÝëïò 1Á ïñßæåôáé íá åßíáé ç óýíèåóç:

2 // 1
A // Á

Á3 H êáôçãïñßá 3 åßíáé Ýíáò åîùèçôÞò

3 2
áoo

2

â

OO

1
0

oo

1

OO

êáé õðÜñ÷åé Ýíáò óõíáñôçôÞò ã : 2 −→ 3 ìå ã0 = á0 êáé ã1 = â1

Ôï ðáñáðÜíù áîßùìá ìáò åðéôñÝðåé íá ïñßóïõìå ôçí óýíèåóç. ÐñÜãìáôé ï óõíáñôçôÞò

ã-âÝëïò ìðïñåß äéáéóèçôéêÜ íá èåùñçèåß ùò ç óõíèåóç ôùí óõíáñôçôþí-âåëþí á êáé â ãéá ôïõò

ïðïßïõò ç áíôéìåôáèåôéêüôçôá ôïõ äéáãñÜììáôïò óçíáßíåé ïôé á1 = â0, äçëáäÞ ïôé ôï ðåéäßïõ

ôïõ åíüò åßíáé ôï óõí-ðåäßï ôïõ Üëëïõ (êáé Ýôóé ìðïñïýìå íá êÜíïõìå óýíèåóç). Áðü ôçí

éäéüôçôá êáèïëéêüôçôáò ôïõ åîùèçôÞ ôþñá ìðïñïýìå íá ðïýìå ðùò ãéá êÜèå æåýãïò óõíáñôçôþí

f; g : 2 −→ Á ìå f1 = g0 õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò óõíáñôçôÞò t : 3 −→ Á ôÝôïéïò þóôå t ◦ á = f êáé

t ◦ â = g: Ïðüôå ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå öõóéïëïãéêÜ ïôé gf = tã.

Á4 ∀F;G : A −→ B áí F 6= G ôüôå ∃f : 2 −→ A ìå Ff 6= Gf .

Á5 ÊÜèå æåýãïò êáôçãïñéþí Á,Â Ý÷åé ãéíüìåíá êáé óõõíãéíüìåíá

Ô

F

||zzzzzzzzzzzzzzzzz

G

""DDDDDDDDDDDDDDDDD

(F;G)

��

Ô

Á Á×Bp1
oo p2 // B A

F

<<yyyyyyyyyyyyyyyyy i1 //A+B

F+G

OO

B

G

bbDDDDDDDDDDDDDDDDD
i2oo

Á6ÊÜèå æåýãïò ðáñÜëëçëùí óõíáñôçôþí G;F : A −→ B Ý÷åé åîéóùôÞ êáé óõíåîéóùôÞ.

Ô

u

��

H

��??????????????? Ô

Å e
// Á

F //

G
// Â Â

F //

G
// Á q

//

H

??���������������
Q

u

OO
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Á7 ÕðÜñ÷åé ìéá êáôçãïñßá óõíáñôçôþí áðü êÜèå êáôçãïñßá Á óå êÜèå êáôçãïñßá Â.

C

G̃

��

C×A

G̃×1A

��

G // B

BA BA ×A

e

<<yyyyyyyyyyyyyyyyy

Á8 ÕðÜñ÷åé ìéá êáôçãïñßá öõóéêþí áñéèìþí Í; 0; S.

1
0 //

x

��??????????????? N
S //

u

��

N

u

��
A

F
//A

Á9 (åðéëïãÝò) Ãéá êÜèå óõíáñôçôÞ F : A −→ B åðß õðÜñ÷åé Ýíáò óõíáñôçôÞò Ç : Â −→ Á

ôÝôïéïò þóôå

FH = 1B

Káé ôþñá èá áðáéôÞóïõìå ôçí ýðáñîç ôçò êáôçãïñßá ôùí óõíüëùí, ôçò Sets.

Á10 YðÜñ÷åé ìéá êáôçãïñßá, ç Sets ç ïðïßá üëá ôá áîéþìáôá ôçò ÅÔCS èåùñßáò êáé ôçí

áêüëïõèç éäéüôçôá ðëçñüôçôáò: Ãéá üëá ôá áíôéêåßìåíá ôçò êáôçãïñßáò Sets, É ; J : 1 −→ Sets,

êÜèå óõíáñôçôÞò (1 ↓ É) −→ (1 ↓ J) ôáõôßæåôáé ìå Ýíá âÝëïò (1 ↓ f) ãéá êÜðïéá óõíÜñôçóç

(âÝëïò) f : I −→ J óôçí Sets

2.13 Ïé ôüðïé

Óôçí èåùñßá óõíüëùí åßíáé ðïëý óçìáíôéêü ôï ãåãïíüò üôé ìðïñïýìå íá ÷åéñéæüìáóôå ìå åõêïëßá

ôá õðïóýíïëá åíüò óõíüëïõ. Óôçí èåùñßá êáôçãïñéþí ìÝ÷ñé ôþñá Ý÷ïõìå äåé ôá õðïáíôéêåßìåíá

êáé ôçí êáôçãïñßá ôùí õðïáíôéêåéìÝíùí, áëëÜ áõôÞ åßíáé ìéá Ýííïéá ðïõ äåí ìáò åðéôñÝðåé íá

åîåôÜóïõìå ôá õðïáíôéêåßìåíá ìå Ýíáí åíéáßï ôñüðï. Ãéá íá äïýìå ðùò ìðïñïýìå íá ôï êÜ-

íïõìå áõôü èá ðñïóðáèÞóïõìå íá åêöñÜóïõìå ôçí Üëãåâñá ôùí õðïóõíüëùí ìå ôç ãëþóóá ôùí

óõíáñôÞóåùí, äçëáäÞ êáôçãïñéáêÜ.

¸óôù ôï óýíïëï 2 = {0; 1} êáé Á;Â äýï óýíïëá ìå Á ⊆ Â. Ôüôå ïñßæïõìå ôçí ÷áñáêôç-

ñéóôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Á

÷Á : Â −→ 2
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÷Á(x) =

{
1 áí x ∈ A
0 áí x =∈ A

ÁëëÜ êáé áíôßóôñïöá, ãéá êÜèå óõíÜñôçóç f : B −→ 2 õðÜñ÷åé Ýíá óýíïëï Af ⊆ B ìå Af =

f−1(1). Ïðüôå ôåëéêÜ Ý÷ïõìå Ýíá äéÜãñáììá üðùò ôï ðáñáêÜôù

Áf
� � i //

!

��

B

f=÷A

��
{0} true // 2

üðïõ true(0) = 1. Ôï ãåãïíüò ôþñá ðùò ôï ðáñáðÜíù ôåôñÜãùíï Ýéíáé åöåëêõóôÞò åêöñÜ-

æåé ôçí ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ðïõ ðåñéãñÜøáìå áíÜìåóá óôá õðïóýíïëá êáé ôéò ÷áñáêôçñéóôéêÝò

óõíáñôÞóåéò. Áõôü ìáò äßíåé ôçí áöïñìÞ íá ãåíéêåýóïõìå ôá ðáñáðÜíù êáé óå ìéá ôõ÷ïýóá

êáôçãïñßá.

Ïñéóìüò 51 ¸óôù C ìéá êáôçãïñßá ìå ôåñìáôéêü óôïé÷åßï 1. Ôüôå ïñßæïõìå ôïí ôáîéíïìçôÞ

õðïáíôéêåéìÝíùí (subobject classi�er) íá áðïôåëåßôáé áðü Ýíá áíôéêåßìåíï Ù êáé Ýíá âÝëïò

> : 1 −→ Ù þóôå íá éêáíïðïéåßôáé ôï ðáñáêÜôù áîßùìá (Ù- axiom):

Ãéá êÜèå âÝëïò f : a −→ b ìïíïìïñöéóìüò, õðÜñ÷åé ÷f : b −→ Ù ìïíáäéêü ôÝôïéï þóôå

ôï ðáñáêÜôù íá åßíáé åöåëêõóôÞò

a //
f //

!

��

b

f=÷f

��
1

> // Ù

ÊÜðïéåò Üìåóåò êáé óçìáíôéêÝò ðñïôÜóåéò ãéá ôïí ôáîéíïìçôÞ õðïáíôéêåéìÝíùí åßíáé ïé

ðáñáêÜôù.

Ðñüôáóç 15 Óå ìéá êáôçãïñßá ï ôáîéíïìçôÞò õðïáíôéêåéìÝíùí åßíáé ìïíáäéêüò ìÝ÷ñéò éóï-

ìïñöéóìïý.
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Áðüäåéîç: ¸óôù (Ù;>) êáé (Ù ′;>′) äýï ôáîéíïìçôÝò. Ôüôå

1

��

> // Ù

÷>

��
1

��

>′ // Ù ′

÷>′

��
1

> // Ù

To ðÜíù êáé ôï êÜôù åßíáé êáé ôá äýï åöåëêõóôÝò áðü ôçí õðüèåóç (o ìïñöéóìüò > åßíáé üðùò

Ý÷ïõìå äÝéîåé ìïíïìïñöéóìüò). ¢ñá áðü ôçí ðñüôáóç ãéá ôïõò åöåëêõóôÝò ôï ßäéï éó÷ýåé êáé

ãéá ôï åîùôåñéêü ôåôñÜãùíï.

1
> //

��

Ù

÷>◦÷>′

��
1

> // Ù

¼ìùò ëüãù ôçò ìïíáäéêüôçôáò ôïõ ïñéóìïý ÷>◦÷>′ = 1Ù. åíáëëÜóïíôáò ôá > êáé >′ ðáßñíïõìå
÷>′ ◦ ÷> = 1Ù. ¢ñá

Ù ∼= Ù ′

>′ = ÷> ◦ >

. �

Ðñüôáóç 16 Ãéá äýï ìïíïìïñöéóìïýò f : a −→ b, g : a′ −→ b éó÷ýåé

f ∼= g ⇔ ÷f = ÷g

Áðüäåéîç: Aí ÷f = ÷g ôüôå

b

!

��

g

##

k

��
a

��

f
// d

÷f

��
1

> // Ù
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áðü ôçí éäéüôçôá ôïõ åöåëêõóôÞ õðÜñ÷åé âÝëïò k üðùò ðáñáðÜíù. Áí åíáëëÜîïõìå ôçí èÝóç

ôùí f êáé g èá ðÜñïõìå ôçí éóïìïñößá ôïõò ùò áíôéêåßìåíá ôçò êáôçãïñßáò ôùí õðïáíôéêåßìåíá

ôïõ b

Aí f ∼= g ôüôå ôï âÝëïò k óôï ðáñáðÜíù äéÜãñáììá õðÜñ÷åé êáé Ý÷åé áíôßóôñïöï k−1.

×ñçóéìïðïþíôáò áõôü ìðïñïýìå íá äÝéîïõìå üôé ôï åîùôåñéêü ôåôñÜãùíï åßíáé åöåëêõóôÞò, Üôé

ðïõ èá éó÷ýåé ìüíï üôáí ÷f = ÷g. �

Áðü ôá ðáñáðÜíù Ýðåôáé ôï ðáñáêÜôù óçìáíôéêü

Ðñüôáóç 17 Áí Á åßíá áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò, ôüôå

Sub(A) ∼= C[A;Ù]

ÄçëáäÞ ç êáôçãïñßá ôùí õðïáíôéêåßìåíùí åíüò áíôéêåßìåíïõ åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí êáôçãïñßá

ôùí âåëþí áðü ôï áíôéêåßìåíï óôïí ôáîéíïìçôÞ. Åéäéêüôåñá Sub(1) ∼= C[1; Ù]

Êáé ôþñá ìðïñïýìå íá ðåñÜóïõìå óôïí ïñéóìü ôïõ ôüðïõ.

Ïñéóìüò 52 Ôüðïò (topos) ïíïìÜæåôáé ìéá êáôçãïñßá Å ç ïðïßá Ý÷åé:

1. ÐåðåñáóìÝíá üñéá êáé óõíüñéá

2. ÅêèåôéêÜ áíôéêåßìåíá

3. ÔáîéíïìçôÞ õðïáíôéêåéìÝíùí

Ç ýðáñîç ðåðåñáóìÝíùí ïñßùí êáé óõíïñßùí åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí ýðáñîç

1. Áñ÷éêïý áíôéêåéìÝíïõ êáé åöåëêõóôþí

2. Ôåëéêïý áíôéêåéìÝíïõ êáé åîùèçôÞ.

Èá äþóïõìå êÜðïéá ðáñáäåßãìáôá ôüðùí

Ðáñáäåßãìáôá 7 1. Ôï ðñþôï, êáé áñ÷åôõðéêü ãéá üëïõò ôïõò ôüðïõò ðáñÜäåéãìá, åßíáé ç

êáôçãïñßá Sets ìå ôáîéíïìçôÞ õðïáíôéêåéìÝíùí üðùò áêñéâþò áíáöÝñèçêå óôçí ðñïçãïý-

ìåíç åíüôçôá. Åðßóçò ôüðïé åßíáé êáé ïé êáôçãïñßåò Setsfin êáé Setsê ôùí ðåðåñáóìÝíùí

óõíüëùí êáé ôùí óõíüëùí ìå ðëçèéêüôçôá ìéêñüôåñç áðü ê ìå ê Ýíáí ïñéáêü ðëçèÜñéèìï.

2. Áí C ìéá ìéêñÞ êáôçãïñßá ôüôå ç êáôçãïñßá ôùí óõíáñôçôþí

Func(C;Sets)

åßíáé ôüðïò. Ãéá ôçí áðüäåéîç áõôïý âë. Johnstone(2002)
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3. Ìéá äÝóìç óõíüëùí (bundle) åßíáé ç êáôçãïñßá Bn(I) = Sets ↓ I üðïõ I åßíáé Ýíá óýíïëï.
ÊÜèå áíôéêåßìåíï ôçò êáôçãïñßáò åßíáé ìéá óõíÜñôçóç f : A −→ I ç ïðïßá õðïíïåß ìéá

ïéêïãÝíåéá îÝíùí ìåôáîý ôïõò óõíüëùí {Ái = f−1{i}}i∈I(ðïõ ôï êÜèå Ýíá ëÝãåôáé ßíá ðÜíù
óôï i). H êáôçãïñßá áõôÞ åßíáé Ýíáò ôüðïò. Áõôü óôçí ðñáãìáôéêüôçôá åßíáé áðïôÝëåóìá

Ýíïò èåùñÞìáôïò ôïõ Freyd (ãíùóôïý êáé ùò ôï èåìåëéþäåò èåþñçìá ôùí ôüðùí) ðïõ

áðïäåéêíýåé ïôé áí Å åßíáé Ýíáò ôüðïò êáé Á åßíáé Ýíá áíôéêåßìåíü ôïõ ôüôå ï Å ↓ Á åßíáé

ôüðïò åðßóçò.

Ï ôüðïò ôùí äåóìþí ìðïñåß íá åéäùèåß óáí ìéá ãåíßêåõóç ôïõ ôüðïõ ôùí óõíüëùí. Åäþ ôá

áíôéêåßìåíá äåí åßíáé óôáôéêÜ óýíïëá áëëÜ üëåò ïé ïéêïãÝíåéåò ôùí óõíüëùí ðïõ ìðïñïýí

íá äéáôñÝ÷ïõí Ýíá óýíïëï.

2.14 Ç ëïãéêÞ óôïõò ôüðïõò

To éäéáßôåñï ÷áñáêôçñéóôéêü ôùí ôüðùí åßíáé ç óôåíÞ ó÷Ýóç ðïõ Ý÷ïõí ìå ôç ëïãéêÞ. Óå êÜèå

ôüðï ìðïñïýìå ìå öõóéêü ôñüðï íá ïñßóïõìå ìéá åóùôåñéêÞ ðñùôïâÜèìéá ëïãéêÞ, üðùò åðßóçò

õðÜñ÷åé ç äõíáôüôçôá íá äïýìå Ýíá ôüðï ùò óçìáóéïëïãéêü ìïíôÝëï ìéáò ëïãéêÞò. Ôï åíôõðù-

óéáêü åßíáé ðùò áõôÞ ç åóùôåñéêÞ ëïãéêÞ åßíáé ãåíéêÜ éíôïõóéïíéóôéêÞ.

ÕðÜñ÷åé Ýíáò öõóéêüò ôñüðïò íá åðáíïñßóïõìå ôéò ëïãéêÝò ðñÜîåéò ùò ÷áñáêôçñéóôéêÝò

óõíáñôÞóåéò óõíüëùí.

• Ç Üñíçóç ¬ åßíáé ÷áñáêôçñéóôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ óõíüëïõ

{x|¬x = 1} = {0} ⊆ Ù

1
⊥ //

!

��

2

¬

��
1

> // 2

• Ç ôïìÞ ∩ : 2× 2 −→ 2 åßíáé ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ ÷Á ôïõ óõíüëïõ Á = {(1; 1)}

1
[>;>] //

!

��

2× 2

∩

��
1

> // 2
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• Ç óõíåðáãùãÞ⇒: 2×2 −→ 2 åßíáé ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ ôïõ óõíüëïõA = {(0; 0); (0; 1); (1; 1)}

A //

!

��

2× 2

⇒

��
1

> // Ù

• Ç Ýíùóç ∪ : 2× 2 −→ 2 åßíáé ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ ôïõ óõíüëïõ D = {(1; 0); (0; 1); (1; 1)}

D //

!

��

2× 2

∪

��
1

> // Ù

Ç ðñïáíáöåñèåßóá äéáäéêáóßá ìðïñåß íá ìáò åðéôñÝøåé ìéá ðáñüìïéá êáôáóêåõÞ óå Ýíá

ãåíéêü ôüðï.

Ïñéóìüò 53 Óå Ýíá ôüðï Å ïñßæïõìå ôá åîÞò âÝëç:

1. Ôï âÝëïò Üñíçóç ¬ : Ù −→ Ù íá åßíáé ôï ìïíáäéêü âÝëïò ãéá ôï ïðïßï ôï ðáñáêÜôù åßíáé

åöåëêõóôÞò.

1
⊥ //

!

��

Ù

¬

��
1

> // Ù

2. Ôï âÝëïò ôïìÞ ∩ : Ù × Ù −→ Ù íá åßíáé ï ìïíáäéêü âÝëïò ãéá ôï ïðïßï ôï ðáñáêÜôù

åßíáé åöåëêõóôÞò.

1
[>;>] //

!

��

Ù × Ù

∩

��
1

> // Ù

3. Ôï âÝëïò Ýíùóç ∪ : 2× 2 −→ 2 íá åßíáé üðùò ðáñáðÜíù (ðáñáëåßðïõìå ôï äéÜãñáììá) ç

÷g ãéá g íá åßíáé ï

g = [(>Ù; 1Ù); (1Ù;>Ù) : Ù + Ù −→ Ù × Ù]
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4. Ôï âÝëïò óõíåðáãùãÞ ⇒: Ù × Ù −→ Ù íá åßíáé ç ÷e ãéá e íá åßíáé ï åîéóùôÞò ôùí

Ù × Ù
∩ //
pr1

// Ù

Ï ðáñáðÜíù ïñéóìüò ìáò åðéôñÝðåé íá êÜíïõìå óçìáóéïëïãßá ðÜíù óå Ýíá ôüðï. Ìéá

åêôßìçóç ìéáò ðñïôáóéáêÞò ëïãéêÞò åßíáé ìéá óõíÜñôçóç

V0 : Ö0 −→ Å(1; Ù)

üðïõ ôï Ö0 åßíáé ôï óýíïëï ôùí áôïìéêþí ðñïôÜóåùí . Ôçí åêôßìçóç ìðïñïýìå íá ôçí åðåêôåß-

íïõìå óå üëïõò ôïõò ðñïôáóéáêïýò ôýðïõò Ö ùò åîÞò:

V : Ö −→ Å(1; Ù)

1. V (¬á) = ¬ ◦ á

1
V (á) //

V (¬á)

��??????????????? Ù

¬

��
Ù

2. V (á ∧ â) = ∩ ◦ [V (á); V (â)]

1

V (á)

""DDDDDDDDDDDDDDDDD

V (â)

||zzzzzzzzzzzzzzzzz

[V (á);V (â)]

��
Ù Ù × Ù

∩

��

//oo Ù

Ù

3. V (á ∨ â) = ∪ ◦ [V (á); V (â)]

4. V (á → â) =⇒ ◦[V (á); V (â)]

Ïñéóìüò 54 Èá ëÝìå Ýíá ðñïôáóéáêü ôýðï á Å-Ýãêõñï áí ãéá êÜèå åêôßìçóç V óôïí ôüðï E

,

V (á) = >
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¸÷ïõìå ïñßóåé ìéá ðëÞñç óçìáóéïëïãßá ãéá ìéá ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ ðÜíù óå Ýíá ôüðï.

¸íáò ôüðïò ëïéðüí ìðïñåß íá ãßíåé ôï ìïíôÝëï ãéá ìéá áðëÞ èåùñßá, Ýíá ìïíôÝëï üìùò áñêåôÜ

äéáöïñåôéêü áðü ôá óõíÞèç óõíïëïèåùñçôéêÜ ìïíôÝëá. Ç äéáöïñïðïßçóç Ýãêåéôáé óôï üôé ïé

áëçèïôéìÝò äåí ðáßñíïõí áíáãêáóôéêÜ ìéá áðü ôéò äýï ôéìÝò 0 Þ 1, áëÞèåá Þ øåýäïò, áëëÜ

ôáõôßæïíôáé ìå ôá óôïé÷åßá ôïõ Ù. Ôï Ù ôþñá ìðïñåß íá åßíáé éäéáßôåñá ðïëýðëïêï. ÁõôÞ ç

ðïëõðëïêüôçôá öáßíåôáé óôá ðáñáêÜôù.

Ôï åðüìåíï âÞìá áðü ôçí óôéãìÞ ðïõ ïñßóáìå ìéá óçìáóéïëïãéêÞ áðïôßìçóç åßíáé íá

áíáñùôçèïýìå ãéá ôçí ðëçñüôçôá êáé ôçí ïñèüôçôá ôçò. ¸÷ïõìå ôá ðáñáêÜôù áðïôåëÝóìáôá

(Ïé áðïäåßîåéò ôùí èåùñçìÜôùí åßíáé áðëÝò êáé ðáñáëåßðïíôáé, åíþ Ýíá áíôéðáñÜäåéãìá ãéá ôçí

ðñüôáóç äåí åßìáóôå óå èÝóç íá äþóïõìå).

Èåþñçìá 8 (Ðëçñüôçôá) Ïé Å-Ýãêõñåò ðñïôÜóåéò åßíáé èåùñÞìáôá ôçò êëáóóéêÞò ëïãéêÞò

Å |= á ⇒`CL á

Ðñüôáóç 18 ÕðÜñ÷ïõí ôüðïé óôïõò ïðïßïõò ï íüìïò áðïêëåßóåùò ôïõ ôñßôïõ äåí éó÷ýåé, äç-

ëáäÞ ï ðñïôáóéáêüò ôýðïò á ∨¬á äåí åßíáé Ýãêõñïò. Ç óçìáóéïëïãéêÞ áðïôßìçóç ðïõ ðåñéãñÜ-

øáìå äçëáäÞ äåí åßíáé ïñèÞ.

Èåþñçìá 9 Áí ï ôüðïò Å åßíáé äõáäéêüò ôüôå

Å |= á ⇔`CL á

Óôá óýíïëá ôï óýíïëï ôùí õðïóõíüëùí ôïõ Á åßíáé ìéá Üëãåâñá Boole. Èá äåßîïõìå êÜôé

áíÜëïãï êáé ãéá ôçí êáôçãïñßá ôùí õðïáíôéêåßìÝíùí åíüò áíôéêåßìÝíïõ.

Ïñéóìüò 55 ¸óôù Á Ýíá áíôéêåßìåíïõ ôïõ ôüðïõ Å êáé f; g äýï áíôéêåßìåíá ôçò êáôçãïñßáò

Sub(A). Ôüôå,

1. −f åßíáé ôï áíôéêåßìåíï åêåßíï ôçò Sub(A) ôï ïðïßï Ý÷åé ÷áñáêôçñéóôéêÞ ¬ ◦ ÷f

a //
−f //

��

A

¬◦÷f

��
1 >

// Ù

2. f ∩ g åßíáé ôï áíôéêåßìåíï åêåßíï ôçò Sub(A) ôï ïðïßï Ý÷åé ÷áñáêôçñéóôéêÞ ÷f ∩ ÷g =

∩ ◦ (÷f ; ÷g)

3. f ∪ g åßíáé ôï áíôéêåßìåíï åêåßíï ôçò Sub(A) ôï ïðïßï Ý÷åé ÷áñáêôçñéóôéêÞ ÷f ∪ ÷g =

∪ ◦ (÷f ; ÷g)
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Ðñüôáóç 19 To 〈Sub(A);⊆;∪;∩;−〉 ðëÝãìá (lattice) öñáãìÝíï áðü ôá 0A êáé 1A (ôåñìáôéêü

êáé áñ÷éêü áíôéêåßìåíï). Áðüäåéîç:H áðüäåéîç åßíáé éäéáßôåñá ìáêñïóêåëÞò êáé ðáñáëåßðåôáé.

�

Ôï Sub(A) äåí åßíáé Üëãåâñá Boole åðåéäÞ äåí éó÷ýåé ðÜíôïôå ç éäéüôçôá

f ∪ −f = 1A

.

Ïñéóìüò 56 ¸íáò ôüðïò ëÝãåôáé boolean üôáí ãéá êÜèå áíôéêåßìåíü ôïõ Á ôï 〈Sub(A);⊆〉
åßíáé Üëãåâñá Âïïle.

Èåþñçìá 10 1. Ï ôüðïò Å åßíáé boolean üôáí, êáé ìüíï üôáí åßíáé êëáóéêüò.

2. Áí ï ôüðïò Å åßíáé boolean ôüôå

Å |= á ∨ ¬á

.

Èåþñçìá 11 Ôá åðüìåíá åßíáé éóïäýíáìá:

1. Ç óçìáóéïëïãßá óôïí ôüðï Å åßíáé ðëÞñçò êáé ïñèÞ.

2. Å |= á ∨ ¬á

3. Ôï Sub(1) ∼= E(1; Ù) åßíáé Üëãåâñá Boole.

Eßíáé ôþñá åýêïëï íá åðåêôåßíïõìå ôçí ðáñáðÜíù óõæÞôçóç ãéá ôá ìïíôÝëá ìéáò ðñïôá-

óéáêÞò ëïãéêÞò óå Ýíáí ôüðï êáé óå ìéá ðñùôïâÜèìéá ãëþóóá ïñßæïíôáò êáíüíåò áðïôßìçóçò

áíÜëïãïõò ìå ôïõò ãíùóôïýò êáíüíåò ôïõ Tarski. To ãåíéêü óõìðÝñáóìá óôï ïðïßï öôÜíïõìå

(êáé óå ó÷Ýóç ìå ôá ðñïçãïýìåíá) åßíáé ôï åîÞò:

Èåþñçìá 12 Áí `I Lö ôüôå Å |= ö

Ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá èåìåëéþíåé ìéá åê ðñþôçò ðñïóÝããéóçò éäéüôõðç ó÷Ýóç áíÜìåóá

óôïõò ôüðïõò êáé ôçí éíôïõóéïíéóôéêÞ ëüãéêÞ. Ç åóùôåñéêÞ ëïãéêÞ ðïõ äçìéïõñãïýìå óå Ýíá

ôüðï äåí åßíáé ãåíéêÜ êëáóóéêÞ, êáé ïé ôüðïé åßíáé ìïíôÝëá ãéá éíôïõóéïíéóôéêÝò èåùñßåò.
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2.15 ÂáóéêÝò Ýííïéåò óôïõò ôüðïõò

Ðñüôáóç 20 Óå Ýíá ôüðï f : A −→ B åßíáé éóïìïñöéóìüò, áêñéâþò üôáí åßíáé åðéìïñöéóìüò

êáé ìïíïìïñöéóìüò.

Áðüäåéîç:.Ç ìéá öïñÜ åßíáé ðñïöáíÞò åíþ ç áðüäåéîç ôçò Üëëçò öïñÜò âáóßæåôáé óôçí åîÞò

ðñüôáóç (ðïõ áðïäåéêíýåôáé åýêïëá): Áí f : A −→ B åßíáé ìïíïìïñöéóìüò ôüôå, ï f åßíáé Ýíáò

åîéóùôÞò ôùí ìïñöéóìþí ÷f êáé true◦!B �

Ïñéóìüò 57 • ¸íáò ôüðïò åßíáé åêöõëéóìÝíïò (degenerated) üôáí üëá ôá áíôéêåßìåíá åßíáé

éóïìïñöéêÜ ìåôáîý ôïõò Þ, éóïäýíáìá, üôáí 0 ∼= 1.

• ¸íáò ôüðïò åßíáé ìç-åêöõëéóìÝíïò (non-degenerated) üôáí äåí åßíáé åêöõëéóìÝíïò Þ,

éóïäýíáìá, üôáí ôï áíôéêåßìåíï 0 äåí Ý÷åé óôïé÷åßá.

• ¸íáò ôüðïò åßíáé well-pointed üôáí äåí åßíáé åêöõëéóìÝíïò êáé éêáíïðïéåß ôï áîßùìá ôçò

Ýêôáóçò.

Íá èõìßóïõìå åäþ ðùò ôï áîßùìá ôçò Ýêôáóçò åêöñáóìÝíï êáôçãïñéáêÜ Ý÷åé ùò åîÞò:

Áí f; g äõï âÝëç ìå êïéíï ðåäßï A êáé óõíðåäßï B äéáöïñåôéêÜ ìåôáîý ôïõò, ô'ïôå õðÜñ÷åé Ýíá

óôïé÷åßï x : 1 −→ A ôÝôïé þóôå f ◦ x 6= g ◦ x.

Èåþñçìá 13 Áí Å åßíáé well-pointed ôüðïò, ôüôå êÜèå ìç ìçäåíéêü áíôéêåßìåíï åßíáé ìç êåíü.

Áðüäåéîç: ¸óôù Á 6= 0 ôüôå ôá âÝëç 0Á : 0 −→ Á êáé 1Á : Á −→ Á åßíáé óßãïõñá äéáöïñåôéêÜ,

Üñá ÷0Á 6= ÷1Á. Áðü ôï áîßùìá ôçò Ýêôáóçò õðÜñ÷åé x : 1 −→ A ôÝôïéï þóôå ÷0Á ◦ x 6= ÷1Á ◦ x,
óõíåðþò ôï Á Ý÷åé Ýíá óôïé÷åßï, Üñá åßíáé ìç êåíü. �

Óôïí ôüðï Sets Ý÷ïõìå Ù = {0; 1} êáé äýï óôïé÷åßá ôïõ Ù {0} = 1 −→ Ù. Ôï true ìå

>(0) = 1 êáé ôï false ìå ⊥ (0) = 0

0
! //

!

��

1

false

��
1

true // Ù

ÁíÜëïãá, óå êÜèå ôüðï Ý÷ïõìå ôï false (Þ ⊥) íá åßíáé ôï ìïíáäéêü âÝëïò ðïõ êÜíåé ôï

åðüìåíï åöåëêõóôÞ

0
! //

!

��

1

⊥

��
1

> // Ù
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Ïñéóìüò 58 ¸íá ìç åêöõëéóìÝíïò ôüðïò åßíáé äõáäéêüò Þ äéóèåíÞò (bivalent) áí ôá > êáé ⊥
åßíáé ôá ìïíáäéêÜ óôïé÷åßá ôïõ Ù.

Èåþñçìá 14 Áí ï ôüðïò Å åßíáé well-pointed, ôüôå åßíáé êáé äõáäéêüò.

Áðüäåéîç:¸óôù ö : 1 −→ Ù Ýíá óôïé÷åßï ôïõ Ù êáé áðü ôïí åöåëêõóôÞ ôùí ö êáé >

Á
g //

!

��

1

ö

��
1

> // Ù

ðáßñíïõìå ôéò ðåñéðôþóåéò:

Áí Á ∼= 0 ôüôå áðü ôá ðáñáðÜíù ö = false

Aí ü÷é Á ∼= 0 ôüôå áðü ôçí óôéãìÞ ðïõ ï Å åßíáé well-pointed, ôï áíôéêåßìåíï Á Ý÷åé

Ýíá óôïé÷åßï x : 1 −→ A. Tüôå åßíáé åýêïëï íá äåßîïõìå üôé ï ìïñöéóìüò g åßíáé åðéìïñöéóìüò

(ðñÜãìáôé áí h ,k åßíáé âÝëç 1 −→ Â ôüôå h ◦ g = k ◦ g ⇒ h ◦ g ◦ x = k ◦ g ◦ x ⇒ h = k ìå

ôçí ôåëåõôáßá óõíåðáãùãÞ íá éó÷ýåé äéüôé ôï g ◦ x : 1 −→ 1 ìðïñåß íá åßíáé ìüíï ôï id1 ) Áðü

ôçí ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç ï g åßíáé éóïìïñöéóìüò (ùò åðéìïñöéóìüò êáé ìïíïìïñöéóìüò).¢ñá

A ∼= 1. ¸ôóé ö = ÷g = ÷id1 = true Äåßîáìå ëïéðüí ðùò Ýíá óôïé÷åßï ôïõ Ù äåí ìðïñåß ðÜñá íá

åßíáé true Þ false. �

ÊÜèå ôüðïò Ý÷åé óõíãéíüìåíá, ïðüôå õðÜñ÷åé ôï âÝëïò [>;⊥] : 1 + 1 −→ Ù

1 //

>

!!BBBBBBBBBBBBBBBB 1 + 1

[>;⊥]

��

1oo

⊥

}}||||||||||||||||

Ù

Ïñéóìüò 59 ¸íáò ôüðïò ëÝãåôáé êëáóóéêüò (classical) áí ôï âÝëïò [>;⊥] åßíáé éóïìïñöéóìüò

äçëáäÞ, áí

1 + 1 ∼= Ù

Èåþñçìá 15 Áí ï ôüðïò Å åßíáé well-pointed, ôüôå åßíáé êáé êëáóéêüò.

Áðüäåéîç: Èá ÷ñçóéìïðéÞóïõìå ôï åîÞò ëÞììá ÷ùñßò áðüäåéîç (ìðïñåß íá âñåèåß óôï Goldbatt

1979)

ËÞììá 2 Óå êÜèå ôüðï ôï âÝëïò [>;⊥] åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.
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ÌÜò ìÝíåé íá äåßîïõìå üôé åßíáé êáé åðéìïñöéóìüò. ¸ôóé õðïèÝôïõìå üôé f ◦ [>;⊥] =

g ◦ [>;⊥]

1 //

>

!!BBBBBBBBBBBBBBBB 1 + 1

[>;⊥]

��

1oo

⊥

}}||||||||||||||||

Ù

f

��

g

��
A

ôüôå

f ◦ > = f ◦ [>;⊥] ◦ i

= g ◦ >

= f ◦ [>;⊥] ◦ i

= g ◦ >

êáé ðáñüìïéá ìðïñýìå íá äåßîïõìå üôé f◦ ⊥= g◦ ⊥. Åöüóïí ôþñá ôá > êáé ⊥ åßíáé ôá ìüíá

óôïé÷åßá ôïõ Ù, êáé êáíÝíá áðü áõôÜ äåí äéá÷ùñßæåé ôá f êáé g, Ýðåôáé üôé f = g. �

Èá äþóïõìå êáé Ýíá áêüìá èåþñçìá áñêåôÜ óçìáíôéêü, ÷ùñßò üìùò áðüäåéîç.

Èåþñçìá 16 Ï ôüðïò Å åßíáé well-pointed áêñéâþò üôáí åßíáé êëáóéêüò êáé ôá áíôéêåßìåíÜ

ôïõ åßíáé ìç êåíÜ.

Ïñéóìüò 60 ¸íá âÝëïò f : A −→ B óå ìéá êáôçãïñßá ìå ôåñìáôéêü óôïé÷åßï åßíáé Ýíá-ðñïò-

Ýíá üôáí ãéá êÜèå y : 1 −→ B õðÜñ÷åé êÜðïéï x : 1 −→ A ìå f ◦ x = y êáé åßíáé åðß üôáí ãéá

ïðïéáäÞðïôå x; y : 1 −→ A ìå f ◦ x = f ◦ y éó÷ýåé üôé x = y.

Ðñüôáóç 21 Aí Å åßíáé Ýíáò well-pointed ôüðïò, ôüôå Ýíá âÝëïò óå áõôüí f : A −→ B åßíáé

1. Ýíá-ðñïò-Ýíá, áí êáé ìüíï áí åßíáé åðéìïñöéóìüò

2. åðß, áí êáé ìüíï áí åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.

Áðüäåéîç: Ç áðüäåéîç åßíáé åýêïëç, áí êáé êÜðùò ôå÷íéêÞ, êáé ìðïñåß íá âñåèåß óôïí Goldbatt

1979. �
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Èá ðñïóðáèÞóïõìå ôþñá ìéá ðñþôç ðñïóÝããéóç óôçí èåìåëßùóç ôùí ìáèçìáôéêþí ìå åíáë-

ëáêôéêü (óå ó÷Ýóç ìå ôçí Èåùñßá Óýíüëùí) ôñüðï. Óôü÷ïò åßíáé íá õðÜñîåé ìéá áíáóýíèåóç

ôùí áîéþìáôùí êáé ôùí ïñéóìþí ôéò ÆFC èåùñßáò óôá ðëáßóéá ôçò èåùñßáò êáôçãïñéþí. Äßíïõìå

ôéò ðáñáêÜôù óõíèÞêåò:

NE (Non Empty) ¼ëá ôá ìç áñ÷éêÜ áíôéêåßìåíá Ý÷ïõí ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá óôïé÷åßï.

Ïé åðüìåíåò óõíèÞêåò åßíáé éäéáßôåñá óçìáíôéêåò ãéáôß ìáò äßíåé ìéá Ýêöñáóç ôïõ áîéþìáôïò

ôçò åðéëïãÞò óå êáôçãïñéáêïýò üñïõò.

AC1 ÊÜèå åðéìïñöéóìüò Ý÷åé section áíôßóôñïöï.

AC2 Áí ôï áíôéêåßìåíï Á äåí åßíáé éóüìïñöï ìå ôï 0, ôüôå ãéá êÜèå f : A −→ B õðÜñ÷åé

g : B −→ A ìå

f ◦ g ◦ f = f

Ç ó÷Ýóç áõôþí ôùí äõï (ðïõ åßíáé êáé ôá äýï ÷ñÞóéìá) åßíáé (ÁC2)⇔ (AC1) ∧ (NE)

Ìéá ðïëý óçìáíôéêÞ êáôáóêåõÞ åßíáé áõôÞ ôùí öõóéêþí áñéèìþí. ÌÝ÷ñé ôþñá óôçí èåùñßá

êáôçãïñéþí êáé ôüðùí äåí Ý÷ïõìå äåé êÜôé ðïõ íá ìðïñåß íá èåùñçèåß þò ´öõóéêïß áñéèìïß'. Èá

äþóïõìå ôþñá ôïí ïñéóìü ôïõ áíôéêåéìÝíïõ ôùí öõóéêþí áñéèìþí ðïõ ïöåßëåôáé óôïí Lawvere.

Ïñéóìüò 61 Áíôéêåßìåíï öõóéêþí áñéèìþí (natural number object) åßíáé Ýíá áíôéêåßìåíï Í

êáé ìå äõï ìïñöéóìïýò

1
0 // Í

s // Í

ôÝôïéá þóôå íá éêáíïðïéïýí ôçí áêüëïõèç éäéüôçôá êáèïëéêüôçôáò: Ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï Á êáé

âÝëç x; f üðùò ðáñáêÜôù õðÜñ÷åé ìïíáäéêü âÝëïò h : N −→ A

1
x // Í

f // Í

N
s //

h

��

N

h

��

1

0

??���������������

x

��???????????????

A
f // A

Ðáñáôçñïýìå ôþñá üôé Ýíáò óôïé÷åéþäçò ôüðïò, well pointed, ìå öõóéêü áíôéêåßìåíï äåí

åßíáé ôßðïôá ðáñá ç êáôçãïñßá ðïõ ðåñéÝãñáøå ï Lawvere ìå ôï ETCS.
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ÊåöÜëáéï 3

Ç Öéëïóïöéá ôùí Ìáèçìáôéêþí êáé ç

Èåùñßá Êáôçãïñéþí

3.1 ÐñïÝëåõóç êáé ôï ðñüãñáììá Erlangen

Óôü÷ïò áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ åßíáé ç ðáñïõóßáóç ôùí ìåéæüíùí öéëïóïöéêþí ðñïâëçìÜôùí ðïõ

áöïñïýí ôçí Èåùñßá Êáôçãïñéþí ôüóï ôçò ßäéáò ùò èåùñßá ìå éäéáßôåñá ÷áñáêôçñéóôéêÜ, üóï êáé

óå ó÷Ýóç ìå ôçí Èåùñßá Óõíüëùí êáé ôá æçôÞìáôá ðïõ ðñïêýðôïõí óå áíôéäéáóôïëÞ ìå áõôÞí

ãéá ôçí èåìåëßùóç ôùí ìáèçìáôéêþí êáèþò åðßóçò êáé ôïí ñéæéêÜ äéáöïñåôéêü ôñüðï èÝáóçò ðïõ

ìáò ðñïóöÝñåôáé áí äïýìå ôçí ÈÊ ùò èåìåëéþäç.

Ôï ðñþôï ðñÜãìá ðïõ èá ðñïóðáèÞóïõìå íá êÜíïõìå åßíáé íá âñïýìå ôçí èÝóç ôçò Èåùñßáò

Êáôçãïñéþí ìÝóá óôçí éóôïñéêÞ ðïñåßá ôùí ìáèçìáôéêþí, íá äïýìå ôï åííïéïëïãéêü íÞìá ðïõ

ôç óõíäÝåé ìå ðñïãåíÝóôåñåò ðñïóðÜèåéåò êáé íá ìåëåôÞóïõìå ôéò ó÷Ýóåéò ôïìÞò êáé óõíÝ÷åéáò

ìå ðáëáéüôåñåò éäÝåò êáé ìåèüäïõò. Ðéóôåýïõìå ðùò áõôü åßíáé Ýíá áðáñáßôçôï ìïôßâï êáé Üã÷ïò

ãéá üðïéïí ðïõ èÝëåé íá áðáíôÞóåé óå óöáéñéêÜ åñùôÞìáôá ó÷åôéêÜ ìå Ýíá áíôéêåßìåíï áëëÜ,

åäþ ìå ôçí Èåùñßá Êáôçãïñéþí, áíôéìåôùðßæïõìå Ýíá óïâáñü ðñüâëçìá, ôï ïðïßï åí ðïëëïßò

êáèïñßæåé êáé ôï üëï åã÷åßñçìá áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ: Ç èåùñßá Êáôçãïñéþí êáé ç Èåùñßá

ôüðùí åßíáé ó÷åôéêÜ íÝåò èåùñßåò áëëÜ êõñßùò ç öéëïóïöéêÞ óõæÞôçóç êáé áíáæÞôçóç ãýñù

áðü áõôÝò åßíáé äñáìáôéêÜ ðñüóöáôç êáé óå êáìßá ðåñßðôùóç äåí Ý÷åé öôÜóåé óå ïëïêëçñùìÝíá

áðïôåëÝóìáôá (ôåêìÞñéï ãéá áõôü åßíáé üôé äåí õðÜñ÷åé óôç äéåèíÞ âéâëéïãñáößá ìéá óõãêñïôçìÝíç

ðñïóðÜèåéá ãéá ôçí ðáñïõóßáóç ôùí æçôçìÜôùí ðïõ ðñáãìáôåýåôáé ôï ðáñüí êåöÜëáéï). Ðïëþ

äå ìÜëëïí áõôÜ äåí Ý÷ïõí ãßíåé êôÞìá ôùí "åñãáæüìåíùí ìáèçìáôéêþí", ðñÜãìá áíáãêáßï ãéá

íá äå÷ôïýìå íá åðéêõñþóïõìå ôçí Üðïøç ãéá ìéá åííïéïëïãéêÞ äéáöïñïðïßçóç. Áõôü äçìéïõñãåß

ðñïâëÞìáôá üóïí áöïñÜ ôçí ó÷Ýóç ðïõ èá Ýðñåðå íá Ý÷åé ìéá éóôïñéêÞ êáé öéëïóïöéêÞ áðïôßìçóç

ôçò Èåùñßáò Êáôçãïñéþí ìå ôï ìÝëëïí ôçò. ÁëëÜ êáé óå áíáöïñÜ ìå ôï ðáñåëèüí ëßãç óõæÞôçóç

Ý÷åé ãßíåé. ÓõíÞèùò ç ÈÊ ðáñïõóéÜæåôáé óáí Ýíá óþìá îÝíï ðñïò ôçí ðñïãåíÝóôåñç éóôïñßá ôùí

77
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ìáèçìáôéêþí êáé ç ìåèïäïëïãßá ôçò áóýììåôñç ìå ôçí ðáñåëèïýóá äéáíïçôéêÞ ðñïóðÜèåéá óôç

öéëïóïößá ôùí ìáèçìáôéêþí. ÁëëÜ ôá ðñÜãìáôá åêôéìïýìå ðùò äåí åßíáé Ýôóé üðùò Ýäåéîå ï JP

Marquis óôï ðñüóöáôï âéâëßï ôïõ From a Geometrical Point of View. Ç èåùñßá êáôçãïñéþí

åíôÜóóåôáé ìå öõóéêü ôñüðï óôçí ðïñåßá ôùí éäåþí ðïõ îåêßíçóå ìå ôï ðñüãñáììá Erlangen ðïõ

äéáôýðùóå ï Felix Klein êáé áðïôåëåß ìéá ïõóéþäç, êáôÜ êÜðïéï ôñüðï, ãåíßêåõóç ôïõ.

To 1872 ï Klein, óôï ëüãï ôïõ üôáí ðÞñå Ýäñá óôï ðáíåðéóôÞìéï ôïõ Erlangen, Ýäùóå Ýíá

ðåñßöçìï ïñéóìü ãéá ôï ôé åßíáé ãåùìåôñßá:

Ãåùìåôñßá åßíáé ç ìåëÝôç åêåßíùí ôùí éäéïôÞôùí åíüò ÷þñïõ (óõíüëïõ) ðïõ ðáñáìÝ-

íïõí áíáëëïßùôåò ùò ðñïò êÜðïéá äåäïìÝíç õðïïìÜäá ôçò ïìÜäáò ôùí ìåôáó÷çìá-

ôéóìþí.

Ìå ôïí ïñéóìü áõôü ï Klein äçìéïýñãçóå Ýíá íÝï åðéóôçìïíéêü ðñüãñáììá ãéá ôçí åíï-

ðïßçóç ôùí ãåùìåôñéþí êáé ôçí ôáîéíüìçóç ôïõò. Ôï 1872 Þôáí Þäç ìéá åðï÷Þ ðïõ åß÷áí êáèéå-

ñùèåß ðïëëÝò ãåùìåôñßåò (åõêëåßäåéá, ìç åõêëåßäåéåò, áööéíéêÞ, ðñïâïëéêÞ, ìåôñéêÞ ãåùìåôñßá)

ðïõ üñéæáí ç êÜèå ìéá êáé Ýíá äéáöïñåôéêü ôñüðï óýëëçøçò êáé áíôßëçøçò ôçò Ýííïéáò ôïõ ÷þñïõ

êáé ÷ñçóéìïðïéïýóáí ñéæéêÜ äéáöïñåôéêÜ êáé áóýììåôñá ìåôáîý ôïõò åñãáëåßá. Ìå ôï ìáíéöÝóôï

ôïõ áõôü ï Klein ðñïóðÜèçóå íá âñåé Ýíáí åíïðïéçôéêü ðáñÜãïíôá ðïõ èá ìðïñïýóå íá óõíåíþóåé

üëåò áõôÝò ôéò ðñïóðÜèåéåò, ìéá ðñùôáñ÷éêÞ éäÝá ðïõ èá ìðïñïýóå íá åßíáé ç ðñþôç áñ÷Þ ìéáò

åíéáßáò ðñïóÝããéóçò ãéá ôç ãåùìåôñßá. Êáé áõôü ôï ðÝôõ÷å ìÝóù ôçò áöçñçìÝíçò Üëãåâñáò êáé

åéäéêÜ ìå ôçí ëåãüìåíç ïìÜäá óõììåôñßáò.

Ôï ðñüãñáììá ôïõ Erlagen åß÷å ãåíéêÜ ðïëëÝò åðéðôþóåéò óôïí ôñüðï ìå ôïí üðïéï áíôé-

ëáìâáíüìáóôå ôá ìáèçìáôéêÜ ùò üëïí, êáé Üíïéîå ìéá íÝá óåëßäá óôçí ðñïóðÜèåéåò èåìåëßùóçò.

Éäéáßôåñç óçìáóßá ãéá üóá èá äïýìå êáé áñãüôåñá Ý÷åé ç óõó÷Ýôéóç áõôÞò ôçò ðñïóðÜèåéáò ìå

ôéò áîéþóåéò ôïõ ìáèçìáôéêïý äïìéóìïý (óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ôï Erlangen åßíáé ìáæß ìå ôïõò

Bourbaki ïé äõï êëáóéêÝò äïìéóôéêÝò ðñïóðÜèåéåò, ðñïãåíÝóôåñåò ôçò "åðßóçìçò Ýíáñîçò" ôïõ

ìáèçìáôéêïý äïìéóìïý ). ÅíäåéêôéêÞ åßíáé ç ôïðïèÝôçóç ôïõ öéëüóïöïõ Jean Piaget ï ïðïßïò

óôï âéâëßï ôïõ Structuralism (1970) áíáöÝñåé: "Óôá ìÜôéá ôùí óýã÷ñïíùí óôñïõêôïõñáëéóôþí

(. . . ) ôï ðñüãñáììá Erlangen áðïôåëåß ìéá ìåñéêÞ íßêç óôçí áðü ôçí óôéãìÞ ðïõ èÝëïõí íá

âÜëïõí üëá ôá ìáèçìáôéêÜ, êáé ü÷é ìüíï ôçí ãåùìåôñßá, êÜôù áðü ôçí Ýííïéá ôçò äïìÞò." Óôï

ðñüãñáììá áõôü ï Marquis ôïíßæåé ôñåßò ðëåõñÝò ìå óïâáñÝò öéëïóïöéêÝò åðéðôþóåéò:

Ðñþôïí ôï ãåãïíüò ðùò ïé ïìÜäåò ìåôáó÷çìáôéóìþí äåí åßíáé áðëÜ êáé ìüíï ÷ñÞ-

óéìá áëãåâñéêÜ åñãáëåßá ãéá ôçí óôïé÷åéþäç ãåùìåôñßá áëëÜ åìðåñéÝ÷ïõí ìå Ýíá

áêñéâÞ ôñüðï ôçí áëãåâñéêÞ êùäéêïðïßçóç åíüò êñéôçñßïõ éóüôçôáò ãéá ãåùìåôñéêÜ

áíôéêåßìåíá Þ ãéá íá åßìáóôå ðéï áêñéâåßò ãéá ãåùìåôñéêÜ áíôéêåßìåíá - ôýðïõò.

Äåýôåñïí, ïé ßäéåò ïìÜäåò ìåôáó÷çìáôéóìþí åðßóçò ïñßæïõí Ýíá óõãêåêñéìÝíï (. . . )

êñéôÞñéï ãéá ôéò ãåùìåôñéêÝò éäéüôçôåò. Ôñßôïí ï âáóéêüò óêïðüò ôïõ ðñïãñÜììá-

ôïò åßíáé íá êáôçãïñéïðïéÞóåé ôïõò ãåùìåôñéêïýò ÷þñïõò óõóôçìáôéêÜ êáé íá äåé
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åðáêñéâþò ðùò áõôïß ó÷åôßæïíôáé ï Ýíáò ìå ôïí Üëëï. Ôï ðþò áõôÝò ïé ôïðïèåôÞ-

óåéò, ÷áñáêôçñéóôéêÝò ãéá ôçí êáôÜ Erlangen ãåùìåôñßá, éêáíïðïéïýíôáé åßíáé ðïëý

åýêïëï íá ôï äïýìå. Ïé ôñåéò áõôÝò âáóéêÝò ìáèçìáôéêÝò äéáäéêáóßåò: ç ôáýôéóç, ï

êáèïñéóìüò éäéïôÞôùí êáé ç êáôçãïñéïðïßçóç ïñßæïíôáé óå óõíÜöåéá ìå Ýíá óõãêå-

êñéìÝíï áëãåâñéêü ðëáßóéï, ôçí ïìÜäá ìåôáó÷çìáôéóìþí, ìå ìïíïóÞìáíôï êáé êá-

èïëéêü ôñüðï. Ìå ôñüðï ðïõ Ýñ÷åôáé íá õðïêáôáóôÞóåé ôéò ðñïçãïýìåíåò "ôïðéêÝò"

ìåèüäïõò êáé íá óõíåíþóåé óå Ýíá áíþôåñï åðßðåäï áöáßñåóçò äéÜöïñåò áíÜëïãåò

êáôáóôÜóåéò. ÁõôÞ áêñéâþò åßíáé êáé ç ìåèïäïëïãßá ðïõ åðé÷åéñåßôáé óôç èåùñßá

êáôçãïñéþí. Áíáæçôåßôáé êÜôé ðïõ èá óõíèÝóåé óå áíþôåñï âáèìü ôéò åðéìÝñïõò èåù-

ñßåò (êáé ü÷é ôçò åðéìÝñïõò ãåùìåôñßåò), äßíïíôáò Ýíá áëãåâñéêü ÷áñáêôÞñá ìå ôçí

Üëãåâñá ôùí ïìïìïñöéóìþí (óôç èÝóç ôçò ïìÜäáò ìåôáó÷çìáôéóìïý).

ÐÜíôùò áõôÞ ç ðñïóÝããéóç îåêéíÜåé ðïëý ðéï ðñéí. Ïé Eilenberg êáé McLane óôï "General

theory of natural equivalence", ôï Üñèñï ôïõò ïõóéáóôéêÜ îåêßíçóå ôçí èåùñßá êáôçãïñéþí ðñï-

ôÜóóïõí ôçí éóïäõíáìßá (êáé ç ïðïßá ðñïöáíþò öáíåñþíåé ôéò ðñïêåßìåíåò éäÝåò êáé óôï÷åýóåéò

ðïõ åß÷áí ïé äýï óôï ìõáëü ôïõò üôáí äçìéïõñãïýóáí ôéò êáôçãïñßåò) áíÜìåóá óå Ýíá ÷þñï åöï-

äéáóìÝíï ìå ôçí ïìÜäá ìåôáó÷çìáôéóìþí ôïõ êáé ôçí êáôçãïñßá åöïäéáóìÝíç ìå ôçí Üëãåâñá

ôùí áðåéêïíßóåþí ôçò. ¼ðùò ôï èÝôïõí êáé ïé ßäéï (óåë 237)

Áõôü ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ìéá óõíÝ÷åéá ôïõ ðñïãñÜììáôïò Erlangen ôïõ Klein,

ìå ôçí Ýííïéá üôé Ýíáò ãåùìåôñéêüò ÷þñïò ìáæß ìå ôçí ïìÜäá ìåôáó÷çìáôéóìþí ôïõ

ãåíéêåýåôáé óå ìéá êáôçãïñßá ìáæß ìå ôçí Üëãåâñá ôùí áðåéêïíßóåùí ôçò. Ï ôñüðïò

ðïõ ãßíåôáé áõôÞ ç óõó÷Ýôéóç Ý÷åé óôïí ðõñÞíá ôçò ôçí åîÞò éäÝá, ç ïðïßá åíõðÜñ÷åé

êáé óôçí èåùñßá êáôçãïñéþí êáé óôï ðñüãñáììá Erlangen: ¸íá ìáèçìáôéêü áíôé-

êåßìåíï åßíáé ïõóéùäþò "ðñïóêïëëçìÝíï" ìå Ýíá Üëëï áëãåâñéêü áíôéêåßìåíï, ôï

ïðïßï ôïõ êáèïñßæåé ôéò éäéüôçôåò êáé ôï óôÜôïõò. Ç ìåôáôñïðÞ äçëáäÞ ôçò ïõóßáò

ôïõ áíôéêåéìÝíïõ áðü ïõóßá åíõðÜñ÷ïõóá ìÝóá óôï áíôéêåßìåíï óå ïõóßá áðïêôþ-

ìåíç äéá ôçò äñÜóçò åíüò óõíüëïõ Üëëùí áíôéêåéìÝíùí ðÜíù óôï áíôéêåßìåíï.

ÁõôÞ ç ìÜôéá ôùí ðñáãìÜôùí áðïññÝåé áðü ìéá ðïëý óõ÷íÞ óôá ìáèçìáôéêÜ ðáñáôÞñçóç.

ÐïëëÝò öïñÝò óå ðñþôï ÷ñüíï ïñßæïõìå Ýíá áíôéêåßìåíï áõôïôåëþò êáé ìå åóùôåñéêü ôñüðï

(÷ùñßò áíáöïñÜ äçëáäÞ óå Üëëá áíôéêåßìåíá Ýîù áðü áõôü ðïõ äñïõí ðÜíù ôïõ) êáé ðáñáôçñïýìå

äïõëåýïíôáò ìáæß ôïõ ðùò åßíáé ðïëý óõ÷íü öáéíüìåíï íá åêìáéåýïõìå âáóéêÝò ðëçñïöïñßåò

êïéôþíôáò ðùò áíôáðïêñßíåôáé êÜôù áðü êÜðïéåò åíÝñãåéåò (áðåéêïíßóåéò Þ äñÜóåéò åð' áõôïý).

¸ôóé åñ÷üìáóôå óå äåýôåñï ÷ñüíï íá ïñßóïõìå áõôü ôï ßäéï áíôéêåßìåíï ìå éóïäýíáìï ôñüðï óôçí

âÜóç ôïõ ðùò óõìðåñéöÝñåôáé êÜôù áðü áõôÝò ôéò åíÝñãåéåò. ÁõôÞ ç ðñáêôéêÞ, üôáí áðïêôÞóåé

êáèïëéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ ìåôáôñÝðåôáé óå Ýíá ðñüãñáììá áíÜëïãï ìå ôç Èåùñßá Êáôçãïñéþí

êáé ôï Erlangen. Áõôüò åßíáé ï êïéíüò ôüðïò ðïõ ìáò åðéôñÝðåé íá ìéëÜìå ãéá Ýíá êïéíü íÞìá

éäåþí ðïõ óõíäÝåé ôá äýï áõôÜ åã÷åéñÞìáôá.
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Åäþ íá óçìåéþóïõìå ðùò åßíáé ßóùò ðéèáíüí íá öÜíåé ðïëý ðáñÜäïîï ðïõ äýï èåùñßåò,

ôüóï äéáöïñåôéêÝò ìðïñïýí íá áðïôåëÝóïõí ç ìéá ãåíßêåõóç ôçò Üëëçò. ÁëëÜ åßíáé óýíçèåò óôá

ìáèçìáôéêÜ ç ðïñåßá ãåíßêåõóçò íá ìçí åßíáé ìïíïóÞìáíôç, íá ãßíåôáé êáôÜ ðïëëïýò êáé ü÷é

éóïäýíáìïõò ôñüðïõò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ìå ðïëý äéáöïñåôéêü ôñüðï åðåêôÜèçêå ôï ðñüãñáììá

Erlangen áðü ôïí ÊáñôÜí þóôå íá åìðåñéÝ÷åé êáé ôç äéáöïñéêÞ ãåùìåôñßá. Ç ðáñáäïîüôçôá ôçò

èåùñßáò êáôçãïñéþí åìöáíßæåôáé ãéáôß áðïôåëåß ìéá ñéæïóðáóôéêÞ ãåíßêåõóç, ç ïðïßá åßíáé ìÜëëïí

êáé ç âáèýôåñç ãåíßêåõóç ðïõ Ý÷ïõìå óÞìåñá óôïí ôïìÝá ôçò Üëãåâñáò. Áðü ôçí Üëëç õðÜñ÷ïõí

åéäéêïß ðïõ éó÷õñßæïíôáé ðùò ç ó÷Ýóç áíÜìåóá óå êáôçãïñßåò êáé Erlangen (ð÷ ï Marquis óôï

ðñïáíáöåñèÝí âéâëßï).

Ðáñüëá áõôÜ Ýíá åßíáé óßãïõñï. Ç èåùñßá êáôçãïñéþí áðïôåëåß ìéá ãåíßêåõóç, áí ü÷é ìå

ôçí áõóôçñÞ ìáèçìáôéêÞ Ýííïéá, óßãïõñá ìå ôçí Ýííïéá ôçò ãåíßêåõóçò êÜðïéùí äéáíïçôéêþí

äéáóôÜóåùí êáé ìéáò ìåèïäïëïãßáò ðïõ åßíáé ôáõôüóçìç. Ôï ðñüãñáììá ôïõ Erlangen ðñïóöÝñåé

ìéá âïÞèåéá óôç óýëëçøç ôùí ìáèçìáôéêþí áíôéêåéìÝíùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óôéò êáôçãïñßåò.

3.2 ÆçôÞìáôá áíåîáñôçóßáò

¼ôáí êÜðïéïò ïñßæåé, ãéá ðáñÜäåéãìá, ìéá ïìÜäá ùò ïìÜäá ìåôáó÷çìáôéóìþí åíüò óõíüëïõ,

ôüôå åßíáé äõíáôüí íá èåùñçèåß üôé ïìÜäá åßíáé êÜôé ôï ïðïßï ÷ñçóéìïðïéåßôå ùò Ýíá åñãáëåßï ãéá

íá ìåëåôÞóåé ôéò éäéüôçôåò ôïõ äïóìÝíïõ óõíüëïõ, êáé üôé ôï óýíïëï áõôü Þôáí ôï ðñùôáñ÷éêü.

¼ôáí ôþñá ðñï÷ùñÜìå óôçí áöçñçìÝíç Ýííïéá ôçò ïìÜäáò, ìðïñïýìå íá êïéôÜîïõìå êáôåõèåßáí

ôç äïìÞ ôçò ïìÜäáò üðùò ïñßæåôáé áðü èåùñçôéêÜ ìÝóá, êáé íá åðéóôñÝøïõìå ìåôÜ óôéò åöáñìïãÝò

ôçò, äçëáäÞ ðßóù óôçí ïìÜäá ìåôáó÷çìáôéóìïý ôïõ óõíüëïõ. Óôçí ßäéá èÝóç üìùò ìðïñïýìå

íá âñåèïýìå êáé üóïí áöïñÜ ôéò êáôçãïñßåò. ÐïëëÝò öïñÝò ôá áîéþìáôÜ ôçò åìöáíßæïíôáé ùò

åñãáëåßá ãéá íá ìåëåôÞóïõìå óõëëïãÝò äïìçìÝíùí áíôéêåéìÝíùí ôá ïðïßá ôüôå èá Ýñ÷ïíôáé ðñþôá

óå ó÷Ýóç ìå ôéò êáôçãïñßåò (äçëáäÞ ç êáôçãïñßá èá Ý÷åé íüçìá ìüíï üôáí èá õðÜñ÷ïõí ðéï ðñéí

áõôÜ ôá áíôéêåßìåíá ãéá íá ôçí ïñßóïõìå óå ó÷Ýóç ìå áõôÜ). ÖõóéêÜ åßíáé ðïëý åýëïãï óôï

óçìåßï áõôü íá áíáñùôçèåß êáíåßò áí ìðïñïýìå íá êÜíïõìå ìå ôçí êáôçãïñßá êÜôé áíôßóôïé÷ï ìå

áõôü ðïõ êÜíáìå ìå ôçí Ýííïéá ôçò ïìÜäáò íá ðñï÷ùñÞóïõìå óå Ýíá âÞìá áöáßñåóçò êáé íá äïýìå

ìéá êáôçãïñßá ùò áíåîÜñôçôï áöçñçìÝíï ìáèçìáôéêü áíôéêåßìåíï, Ýíá áíôéêåßìåíï øçëüôåñá áðü

êÜèå Üëëï óôçí éåñáñ÷ßá ôùí ìáèçìáôéêþí áöáéñÝóåùí.

¸íá åýëïãï êáé Üìåóï åñþôçìá ðïõ ðñïêýðôåé üôáí êÜðïéïò ðñáãìáôåýåôáé ôçí Èåùñßá

Êáôçãïñéþí ùò Ýíá èåìÝëéï ôùí ìáèçìáôéêþí, êáé ìÜëéóôá áíôáãùíéóôéêü ðñïò ôçí èåùñßá óõ-

íüëùí, åßíáé ç óõíÜöåéá ôùí äõï áõôþí áíôéêåéìÝíùí. Ôá ìáèçìáôéêÜ ìå ôïí ÷áñáêôÞñá ôçò

áíôéêåéìåíéêüôçôáò ðïõ Ý÷ïõí, åí áíôéäéáóôïëÞ ìå ôéò öõóéêÝò åðéóôÞìåò (êáé ðïëý ðåñéóóüôåñï

ìå ôéò êïéíùíéêÝò), äåí ìðïñïýí íá äå÷ôïýí äýï åíáëëáêôéêïýò ôñüðïõò áíôéìåôþðéóÞò ôïõò

åíôåëþò áíåîÜñôçôïõò ìåôáîý ôïõò. Ìå ìéá áöåëÞ öéëïóïöéêÞ äéÜèåóç ìðïñïýìå íá ðïýìå ðùò

ãéá Ýíáí ìáèçìáôéêü ç ýðáñîç äýï äéáöïñåôéêþí (óå Ýííïéåò êáé ìåèüäïõò) èåùñéþí íá ðñï-
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óåããßóïõí Ýíá ìåãÜëï êïììÜôé ôçò ìáèçìáôéêÞò ãíþóçò êáé íá ðáñÜãïõí êïéíÜ áðïôåëÝóìáôá

óçìáßíåé ôçí Ýíáñîç ìéáò ðñïóðÜèåéáò ðïõ áðïóêïðåß óå óôü÷ïõò üðùò ïé åîÞò: íá âåâáéùèïýìå

ãéá ôçí ìç áíôéöáôéêüôçôá ôùí èåùñéþí, íá áíáãÜãïõìå ôçí ìéá óôçí Üëëç, íá ðñïóäéïñßóïõìå

êÜðïéá ìåôá-ìáèçìáôéêÜ, öéëïóïöéêÜ Þ êáé áéóèçôéêÜ êñéôÞñéá ãéá íá áðïöáíèïýìå ãéá ôçí ðñï-

ôåñáéüôçôá ìéáò åî áõôþí êïê. ÆçôÞìáôá ðïõ Ý÷ïõí íá êÜíïõí ëïéðüí ìå ôï ðñüâëçìá ôçò

áíåîáñôçóßáò êáé ôçò óõó÷ÝôéóÞò ôïõò.

ÔÝôïéá æçôÞìáôá áðáíôïýí ðïëý óõ÷íÜ óôçí éóôïñéêÞ ðïñåßá ôùí ìáèçìáôéêþí êáé ôï üôé

áíáêýðôïõí óõíå÷þò Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôçí äéáëåêôéêÞ ôçò ìáèçìáôéêÞò ðñïüäïõ: ç êáôåýèõíóç ôçò

ãåíßêåõóçò êáé ç êáôåýèõíóç ôçò åéäßêåõóçò óõíõðÜñ÷ïõí êáé åßíáé ðïëëÝò öïñÝò äõóäéÜêñéôåò.

Ç ìßá èåùñßá (Þ áêüìá êáé áðüäåéîç) óõãêñßíåôáé ìå ìéá Üëëç äéáöïñåôéêÞ, ìå áðïôÝëåóìá ôï

îåðÝñáóìá êáé ôùí äõï êáé ôçí äçìéïõñãßá ìéáò áíþôåñçò ðïõ ôéò ãåíéêåýåé.

Óå áõôü ôï ðëáßóéï ðñÝðåé íá äïýìå êáé ôï æÞôçìá ðïõ ìáò áöïñÜ åäþ: ôéò ó÷Ýóåéò áíÜìåóá

óôçí èåùñßá êáôçãïñéþí êáé ôçí èåùñßá óõíüëùí. Ôï æÞôçìá ôçò áíåîáñôçóßáò (ãåíéêþò äõï

áîéùìáôéêþí èåùñéþí) ðñÝðåé íá ôï äïýìå óå ôÝóóåñá äéáöïñåôéêÜ åðßðåäá: Ðñþôïí ìå êñéôÞ-

ñéá åóùôåñéêÞò óõíÝðåéáò êáé ôå÷íéêÞò êáôáëëçëüôçôáò. Äåýôåñïí ìå êñéôÞñéá ôéò åîùôåñéêÝò

ó÷Ýóåéò ôùí èåùñéþí ìå áëëÜ êïììÜôéá ôïõ ðëÝãìáôïò ôùí ìáèçìáôéêþí. Ôñßôïí åîåôÜæïíôáò

ôçí óõíÝðåéá ìå ôéò öéëïóïöéêÝò ðñïêåßìåíåò ðïõ èÝôïõìå (áí áðïöáóßóïõìå íá èÝóïõìå ôÝ-

ôïéåò). ÔÝôáñôïí óõãêñßíïíôáò êáé áîéïëïãþíôáò ôéò ðñùôáñ÷éêÝò Ýííïéåò óôéò ïðïßåò ðáôÜåé

ìéá èåùñßáò. Áò ôá äïýìå áõôÜ ðéï áíáëõôéêÜ.

Á. Ðñþôá ðñÝðåé íá åîåôÜæåôáé ç ó÷Ýóç áíÜìåóá óôéò ëïãéêÝò óõíÝðåéåò äõï áîéùìáôéêþí

èåùñéþí Á êáé Â. ÊáôÜ ðüóï ìðïñåß ç èåùñßá Â íá áíôéêáôáóôÞóåé ôç èåùñßá Á, ìå ôçí Ýí-

íïéá ôçò äéáôÞñçóçò ôçò åãêõñüôçôáò üëùí ôùí Á-Ýãêõñùí ðñïôÜóåùí ðïõ óõíåðÜãïíôáé áðü ôá

áîéþìáôá ôçò Á. Ôá ðéèáíÜ åíäå÷üìåíá åßíáé ôñßá: 1)Ìéá ðñüôáóç ðïõ åßíáé Á-áëçèåßò íá åßíáé

ðáñÜëëçëá êáé Â-øåõäÞò Þ áíôßóôñïöá, ïðüôå Ý÷ïõìå áóõíÝðåéá ôùí èåùñéþí 2)íá ôáõôßæïíôáé

üëåò ïé áëçèåßò ðñïôÜóåéò (éóïäõíáìßá ôùí èåùñéþí) 3)ïé Â-áëçèåßò íá åßíáé üóåò åßíáé êáé ïé Á-

áëçèåßò áëëÜ íá õðÜñ÷ïõí êáé êÜðïéåò ðáñáðÜíù áëçèåßò óôçí èåùñßá Â (ìåãáëýôåñç éó÷ýò ôçò

Â Ýíáíôé ôçò Á). Ðñïöáíþò óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç áðïöáéíüìáóôå üôé ç Â äåí ìðïñåß íá áíôéêá-

ôáóôÞóåé ôçí Á áëëÜ óôéò Üëëåò äõï ðåñéðôþóåéò äåí ìðïñïýìå íá âãÜëïõìå êÜðïéï óõìðÝñáóìá

ìå áóöÜëåéá. Óôçí äåýôåñç äåí Ý÷ïõìå êÜðïéï ðñïöáíÞ ëüãï íá åðéëÝîïõìå êÜðïéá áðü ôéò äýï

åíþ óôçí ôñßôç èá ÷ñåéáóôåß íá äïýìå ôï æÞôçìá óå âÜèïò ãéá íá åîåôÜóïõìå áí åðéèõìïýìå Þ

ü÷é áõôÝò ôéò ðáñáðÜíù áëçèåßò ðñïôÜóåéò. Ãéá íá ìðïñÝóïõìå íá öôÜóïõìå óå Ýíá óõìðÝñáóìá

ðñÝðåé íá óõãêñßíïõìå ôéò äýï èåùñßåò ìå Üëëá êñéôÞñéá óáí áõôÜ ðïõ ðáñáèÝóáìå ðáñáðÜíù

(öéëïóïöéêÜ, áéóèçôéêÜ, ìåèïäïëïãéêÜ). Åßíáé öáíåñü ôåëéêÜ ðùò äåí ìðïñïýìå íá áðïöáíèïýìå

ãéá ôéò ó÷Ýóåéò äýï èåùñéþí áðïêëåéóôéêÜ êáé ìüíï âáóéæüìåíïé óôç ëïãéêÞ áíÜëõóç êáé ôçí

ðáñÜèåóç áðïäåßîåùí óõíÝðåéáò êáé éóïäõíáìßáò, áëëÜ ðñÝðåé íá êÜíïõìå ìéá öéëïóïöéêÞ êáé

ðñáãìáôïëïãéêÞ áíÜëõóç ôïõ èÝìáôïò. Ç ëïãéêÞ ìðïñåß íá áñêåß íá êÜíïõìå ìáèçìáôéêÜ áëëÜ

óå êáìßá ðåñßðôùóç äåí åßíáé áñêåôÞ áðü ìüíç ôçò þóôå íá ìéëÞóïõìå ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ!
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ÁõôÞ ç áíôéêáôÜóôáóç ôùí áîéùìÜôùí Á ìÝóù ôùí áîéùìÜôùí ôçò Â ìðïñåß íá ãßíåé

óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ìå äýï ôñüðïõò: Åßôå ìåñéêþò åßôå ïõóéùäþò. Ìå áõôü åííïïýìå ôï åîÞò:

Ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôá áîéþìáôá ôçò Â ãéá íá óõíÜãïõìå áîéþìáôá ôçò Á (íá äïýìå

ôá áîéþìáôá Á äçëáäÞ ùò èåùñÞìáôá ôçò èåùñßáò Â) Þ, ìå ìéá éó÷õñüôåñç êáé ïõóéùäÝóôåñç

Ýííïéá áíôéêáôÜóôáóçò, ìðïñïýìå íá ðñïóðáèÞóïõìå íá áíáóõãêñïôÞóïõìå üëá ôá èåùñÞìáôá

ôçò Á óôï ðëáßóéï ôçò Â. Ç äåýôåñç ðñïóÝããéóç, ðïõ åßíáé êáé ç ðéï ñéæéêÞ, åßíáé áõôÞ ðïõ

áíôéìåôùðßæåé ôá ðñïâëÞìáôá ðïõ áíáöÝñáìå ðñïçãïõìÝíùò, áëëÜ êáé ç ðñþôç óôçí ðñÜîç ðïôÝ

äåí ìÝíåé óå áõôü ôï åðßôåõãìá áëëÜ ðÜíôá ðñïóðáèåß íá áíôáðïêñéèåß óôçí åõñýôåñç ðñüêëçóç

ôïõ Â. ¢ëëùóôå ëßãç ðñáêôéêÞ ïõóßá èá åß÷å êáé ëßãï èá åíäéÝöåñå ôüóï ôïí öéëüóïöï üóï êáé

ôïí ìáèçìáôéêü áðëþò êáé ìüíï íá áðïäåßîåé ôá áîéþìáôá áðü Üëëá áîéþìáôá, áõôü èá Ýìïéáæå

ðåñéóóüôåñï ìå ìéá ðñïóðÜèåéá äéáóáöÞíéóçò ôùí áîéùìÜôùí.

Â. ×ñåéÜæåôáé ìéá äéÜèåóç óõíïëéêïðïßçóçò ôùí ðñïâëçìÜôùí êáé áíôéìåôþðéóçò ôùí ìá-

èçìáôéêþí ùò Ýíá ïñãáíéêü üëïí. Óôá óýã÷ñïíá ìáèçìáôéêÜ ó÷åäüí ðïôÝ äåí âñéóêüìáóôå

áðÝíáíôé áðü Ýíá êëÜäï Þ èåùñßá åðáñêþò áíåðôõãìÝíï ðïõ äåí äçìéïõñãåß ó÷Ýóåéò ìå Üëëïõò

êëÜäïõò. ËÝãïíôáò ó÷Ýóåéò åííïïýìå ôçí áìïéâáßá ÷ñÞóç áðïôåëåóìÜôùí, ôç ìåôáöïñÜ ìåèüäùí,

ôçí åéóáãùãÞ åííïéþí êôë.

¸ôóé, êáôÜ êÜðïéï ôñüðï, êáèþò åéóÜãïõìå óôï óýíïëï ôùí ìáèçìáôéêþí íÝá óôïé÷åßá,

åßôå áõôÜ åßíáé íÝá áîéþìáôá, åßôå íÝá åñãáëåßá åßôå áðëþò íÝåò ìåèüäïé èÝáóçò ôùí ìáèçìáôéêþí,

áõôü áñãÜ ç ãñÞãïñá åðçñåÜæåé êáé êïììÜôé ôùí õðüëïéðùí ìáèçìáôéêþí. Ãéá ðáñÜäåéãìá ôï

áîßùìá ôçò åðéëïãÞò, áðü ôçí óôéãìÞ ðïõ áñíçèïýìå Þ äå÷ôïýìå, ôáõôü÷ñïíá áñíïýìáóôå êáé

äå÷üìáóôå Ýíá ìåãÜëï êïììÜôé ôùí ìáèçìáôéêþí. ÁëëÜ êáé ãåíéêüôåñá, ç åéóáãùãÞ ôçò èåùñßáò

óõíüëùí óÞìáíå ôçí Ýíáñîç ìéáò ðñïóðÜèåéáò ãéá õðáãùãÞ üëùí ôùí ãíùóôþí ìáèçìáôéêþí óôçí

ðñùôáñ÷éêÞ Ýííïéá ôïõ óõíüëïõ. ÓõìðåñáóìáôéêÜ äçëáäÞ, ç äïõëåéÜ óôá èåìÝëéá, åðçñåÜæåé

üëï ôï ïéêïäüìçìá, ìéá áëëáãÞ óôéò èåìåëéþäçò, ðñùôáñ÷éêÝò, ýóôáôåò âÜóåéò ìðïñåß, óáí Ýíá

íôüìéíï, íá áíáèåùñÞóåé ðñÜãìáôá óå üëá ôá ìáèçìáôéêÜ, áëëÜ êáé áíôéóôñüöùò (êáé áõôü åßíáé

ðïëý óçìáíôéêü), üëç ç ïõóßá êáé üëï ôï íüçìá ìéáò áëëáãÞò óôá èåìÝëéá åßíáé ïé áëëáãÝò ðïõ

åðÜãïíôáé óôï êýñéï óþìá. Áõôü ìáò äßíåé êáé Ýíá êñéôÞñéï ãéá ôçí áíôéìåôþðéóç ðñïâëçìÜôùí

óôá èåìÝëéá: ôï êñéôÞñéï ôçò ïëüôçôáò, ôçò áíáöïñÜò óôï üëïí ùò áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá ôçí

áíôéìåôþðéóç æçôçìÜôùí óôá åðéìÝñïõò.

ÁõôÞ ç ðñïóÝããéóç Ý÷åé óôïí ðõñÞíá ôçò ôçí Üñíçóç ìéáò éåñáñ÷éêÞò êáôÜôáîçò ôçò (ìá-

èçìáôéêÞò åí ðñïêåéìÝíïõ) ãíþóçò. Ïé ìáèçìáôéêÝò ðñïôÜóåéò äåí ðñÝðåé íá äéá÷ùñßæïíôáé óå

èåìåëéþäåéò êáé óå ìç èåìåëéþäåéò ìå ôÝôïéï ôñüðï ðïõ ïé ðñþôåò íá áðïôéìþíôáé ìå ôñüðï áíå-

îÜñôçôï áðü ôçò äåýôåñåò, áëëÜ áíôéèÝôùò üëá êñßíïíôáé óõíïëéêÜ êáé ôá ìáèçìáôéêÜ íïïýíôáé

ùò Ýíá åíéáßï êáé ïñãáíéêü üëïí. ¸ìöáóç åðßóçò äßäåôáé êáé óôçí ìáèçìáôéêÞ ðñáêôéêÞ êáé

ôá ìáèçìáôéêÜ üðùò ôá ÷ñåéÜæïíôáé êáé ôá áíôéëáìâÜíïíôáé ïé åñãáæüìåíïé ìáèçìáôéêïß. Ôï

êñéôÞñéï ôçò ïëüôçôáò åßíáé ôåëéêÜ êáé Ýíá êñéôÞñéï ôçò ðñÜîçò: êÜèå öïñÜ áíáæçôïýìå ôç âÝëôé-

óôç åêåßíç ëýóç ðïõ íá ìðïñåß ôåëéêÜ íá ïäçãåß óå ðñáêôéêÝò áðïëÞîåéò ðïõ íá åßíáé ïìüññïðåò
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ðñïò ôéò êáôåõèýíóåéò ôùí ðñáãìáôéêþí ìáèçìáôéêþí. Áõôüò ï ôñüðïò óêÝøçò åßíáé ôÝëïò ìÜë-

ëïí åíÜíôéá óôç èåìåëéùôßóôéêç âÜóç ôùí ìáèçìáôéêþí, áëëÜ êáé åí ãÝíåé óôéò áíôéëÞøåéò ôçò

áíáëõôéêÞò öéëïóïößáò ôùí ìáèçìáôéêþí.

Áõôü åßíáé êáôÜ ôçí ãíþìç ìáò Ýíá âáóéêü êñéôÞñéï ãéá ôçí áíôéìåôþðéóç êáé ôïõ æçôÞìáôïò

ôçò èåùñßáò êáôçãïñéþí áëëÜ ç áðÜíôçóç ðïõ äßíåôáé äåí åßíáé óå êáìßá ðåñßðôùóç óáöÞò êáé

êáôçãïñçìáôéêÞ.

Áí êáô' áñ÷Þí äå÷ôïýìå Ýíáí ìç-ïõóéáóôéêü ñüëï ãéá ôçí Èåùñßá Êáôçãïñéþí ùò èåìå-

ëßùóç (üðùò ôïí ïñßóáìå ðáñÜðáíù), ôüôå äåí õðÜñ÷åé êáíÝíá áðïëýôùò ðñüâëçìá. Óôï ìåãÜëï

êïììÜôé ôùí ìáèçìáôéêþí ôï ïðïßï ëåéôïõñãåß êáëÜ ìå ôç ÷ñÞóç óõíüëùí áðëþò ìðïñïýìå íá

÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáôçãïñéáêÜ óýíïëá (äçëáäÞ óýíïëá ïñéóìÝíá ìÝóá óôçí èåùñßá êáôçãïñéþí

êáé ôüðùí üðùò äåßîáìå óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï) êáé üëá âáßíïõí êáëþò áöïý äåí ÷ñåéÜæå-

ôáé íá áëëÜîïõìå êÜôé óôçí ðñáêôéêÞ ìáò. Óôï êïììÜôé ôþñá ðïõ ç ðáñáäïóéáêÞ ðñïóÝããéóç

ìå ôá óýíïëá ðáñïõóéÜæåé ðñüâëçìá (üðùò ç êáôÜ Grothendieck áëãåâñéêÞ ãåùìåôñßá) ôüôå

÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí èåìåëéþäåò åííïéïëïãéêü ðëáßóéï ôùí êáôçãïñéþí.

Áí ðÜëé áðáéôÞóïõìå ïé êáôçãïñßåò íá åßíáé ôï ïõóéáóôéêü èåìÝëéï ôùí ìáèçìáôéêþí ôüôå

áíôéìåôùðßæïõìå ðñüâëçìá. Åßíáé ðñáãìáôéêÜ ðïëý äýóêïëï íá óêåöôïýìå ðùò èá Þôáí üëá ôá

ìáèçìáôéêÜ, áêüìá êáé ôá óôïé÷åéùäÝóôåñá åÜí êáëïýìáóôáí íá ôá äïýìå üëá óáí êáôçãïñßåò.

Ðüóù äå ìÜëëïí åßíáé, åî üóï ãíùñßæïõìå, áêüìá áíïé÷ôü æÞôçìá ôï íá èá ìðïñÝóïõìå ìðï-

ñÝóïõìå íá åðáíáäéáôõðþóïõìå üëåò ôéò ìáèçìáôéêÝò Ýííïéåò ìå ôñüðï áðáëëáãìÝíï áðü êÜèå

íýîç êáé ÷ñÞóç óõíüëùí. Áðü ôçí Üðïøç áõôÞ ëïéðüí, ôï êñéôÞñéï ôçò êáèçìåñéíÞò ðñáêôéêÞò

öáßíåôáé íá áðïôõã÷Üíåé.

Ç ðéï ðñïöáíÞò áðÜíôçóç óå áõôü ôï ðñüâëçìá åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå Ýíá "îõñÜöé ôïõ

Occam" êáé íá ðåñéêüøïõìå ôçí õðåñâïëéêÞ áðáßôçóçò ãéá ïõóéáóôéêÞ êáé áðüëõôç èåìåëßùóç

ðÜíù óôçí èåùñßá êáôçãïñéþí êáé íá õéïèåôÞóïõìå ìéá ðéï åõÝëéêôç ðñïóÝããéóç. ÊáôÜ ôçí ãíþìç

ìáò åêåß âñßóêåôáé êáé ç ïñèüôåñç ôïðïèÝôçóç ôïõ ãåíéêüôåñïõ ðñïâëÞìáôïò ðïõ åîåôÜæïõìå,

áëëÜ ãéá íá åßíáé öéëïóïöéêÜ áðïäåêôÞ êáé ðëÞñçò áðÜíôçóç èá ÷ñåéáóôåß íá åîåôÜóïõìå ôï èÝìá

áðü ðéï êïíôÜ ìå ôéò ëåãüìåíåò ôïðéêÝò èåìåëéþóåéò ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ.

Ç èåùñßá êáôçãïñéþí ôþñá Ý÷åé ìéá áêüìç ðïëý åíäéáöÝñïõóá éäéüôçôá ç ïðïßá èá ëÝãáìå

ôáéñéÜæåé áðüëõôá ìå üôé óõæçôÜìå åäþ êáé êáôÜ êÜðïéï ôñüðï êáôáöÝñíåé íá äþóåé ìéá ðñáã-

ìÜôùóç ìå ìáèçìáôéêÜ åñãáëåßá ôçò Üðïøçò áõôÞò ðïõ áíáðôýîáìå ðéï ðÜíùí ðåñß áìïéâáßáò

óýíäåóçò áíÜìåóá óôá êïììÜôéá ôùí ìáèçìáôéêþí.

¼ëï áõôü Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôïí éäéáßôåñï ñüëï ðïõ åðéôåëåß óôá ðëáßóéá ôçò èåùñßáò êá-

ôçãïñéþí ç Ýííïéá ôïõ óõíáñôçôÞ. Ï óõíáñôçôÞò, üðùò áíáëýóáìå óôï êåöÜëáéï 2, åßíáé Ýíáò

ìïñöéóìüò áíÜìåóá óôéò êáôçãïñßåò, Ýíáò ôñüðïò ãéá êáôåõèõíèïýìå áðü ôçí ìéá êáôçãïñßá

óôçí Üëëç, ç êáôÜëëçëç óõíÜñôçóç áíÜìåóá óôéò êáôçãïñßåò. Ìå ôïí ßäéï ôñüðï ôþñá ðïõ Ýíáò

ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí, ìðïñåß êáé ìåôÜöÝñåé éäéüôçôåò áðü ôç ìéá óôçí Üëëç, áíÜëïãá Ýíáò óõ-

íáñôçôÞò ìðïñåß íá ìåôÜöåñåé éäéüôçôåò áíÜìåóá óôéò êáôçãïñßåò. Áõôü ìðïñïýìå íá ôï äïýìå
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äéáéóèçôéêÜ ìå äýï ôñüðïõò:

Ðñþôïí ï óõíáñôçôÞò Ý÷åé ÷áñáêôÞñá áíáðáñÜóôáóçò. Ìðïñåß íá áíáðáñáóôÞóåé ìéá äïìÞ

ìÝóá óôá ðëáßóéá ìéá åõñýôåñçò êáôçãïñßáò. Ð÷ ï óõíáñôçôÞò ðïõ ìáò áðåéêïíßæåé ìéá ïìÜäá,

åéäïìÝíç ùò êáôçãïñßá, óôçí êáôçãïñßá ãéá ðáñÜäåéãìá ôùí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí óôçí ïõóßá

äçìéïõñãåß ôéò ôïðïëïãéêÝò ïìÜäåò. ¸÷ïõìå äçëáäÞ Ýíá ãåíéêü åñãáëåßï ãéá íá ìðïñÝóïõìå íá

äïýìå ðùò áíôéêåßìåíá áðü ìéá ðåñéï÷Þ ôùí ìáèçìáôéêþí åìâáðôßæïíôáé ìÝóá óå ìéá Üëëç èåùñßá.

Íá äïýìå óå ôåëéêÞ áíÜëõóç, ðùò Ýíá ãåãïíüò ðïõ óõìâáßíåé óå ìéá ðåñéï÷Þ ôùí ìáèçìáôéêþí

åðçñåÜæåé ìéá Üëëç.

Äåýôåñïí ìéá åéäéêÞ, êáé ðÜñá ðïëý óçìáíôéêÞ êáôçãïñßá óõíáñôçôþí, ïé óõæçãåßò óõíáñ-

ôçôÝò, Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá íá äéáôçñïýí áðü ôç ìéá êáôçãïñßá óôçí Üëëç ôïõò êþíïõò êáé ôá

êáèïëéêÜ óôïé÷åßá (universal elements). ÁõôÜ åßíáé ðïõ óôçí ïõóßá åìðåñéÝ÷ïõí üëåò ôéò âáèéÝò

êáé äïìéêÝò éäéüôçôåò áíÜìåóá óôéò êáôçãïñßåò (ôéò éäéüôçôåò ðïõ êáôÜ âÜóç ìáò åíäéáöÝñïõí

êáé ðïõ áðáíôïýí ðéï óõ÷íÜ óôá ìáèçìáôéêÜ).

Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ç ðñáãìÜôùóç áõôÞò ôçò êáèïëéêüôçôáò ôùí ìáèçìáôéêþí áðü ôçí

èåùñßá êáôçãïñéþí åßíáé áðüññïéá ôïõ ãåãïíüôïò ðïõ èá äïýìå ðáñáêÜôù, üôé ç èåùñßá êáôçãï-

ñéþí åßíáé éäáíéêÞ ãéá ôÝôïéïõ åßäïõò ïëéóôéêÝò êáé äéáëåêôéêÝò ðñïóåããßóåéò ôùí ìáèçìáôéêþí.

Ã. Ç ìáèçìáôéêÞ ðñáêôéêÞ (áëëÜ êáé ãåíéêþò ç êïéíùíéêÞ ìáò ðñÜîç) åðéèõìïýìå êÜèå

öïñÜ íá åßíáé óõìâáôÞ ìå ôéò èÝóåéò áñ÷Þò êáé ôéò äåóìåýóåéò ðïõ âÜæïõìå åî áñ÷Þò. Óôá ìá-

èçìáôéêÜ ôþñá áõôÝò ïé äåóìåýóåéò Ý÷ïõí óõíÞèùò ôç ìïñöÞ öéëïóïöéêþí áðüøåùí êáé èÝóåùí.

¸ôóé ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç Ýíáò éíôïõóéïíéóôÞò äåí èá êáôáäå÷ôåß ïõäÝðïôå íá åöáñìüóåé ôçí åéò

Üôïðïí åðáãùãÞ, Ýíáò öïñìáëéóôÞò äåí èá áíáæçôÞóåé ðïôÝ ôçí êñõììÝíç ïõóßá ðßóù áðü ôéò

åîéóþóåéò ôïõ, êáé Ýíáò ðëáôùíéóôÞò èá äåé ìå éäéáßôåñç åõ÷áñßóôçóç ôç óõóùñåõôéêÞ éåñáñ÷ßá

ôùí óõíüëùí, åíþ Ýíáò ëïãéêéóôÞò ìå ü÷é êáé ôüóç. ÄçëáäÞ áðü ôçí ìåñéÜ åíüò öéëïóüöïõ Þ

åíüò öéëïóïößæïíôá ìáèçìáôéêïý, ç ðñáêôéêÞ ôïõ ðñÝðåé íá åßíáé ïñéïèåôçìÝíç áðü ôá óýíïñá

ðïõ ïñßæåé êÜèå öïñÜ ç èåùñßá ôïõ.

¸ôóé Ý÷ïõí ôá ðñÜãìáôá êáé ìå ôç èåùñßá Êáôçãïñéþí êáé ôï ðñüâëçìá ðïõ ðñïóåããßæïõìå

åìåßò åäþ. Ãéá ôçí óõìâáôüôçôá èåùñßáò Êáôçãïñéþí êáé ìáèçìáôéêïý äïìéóìïý õðÜñ÷åé ìéá

ìåãÜëç óõæÞôçóç ç ïðïßá äåí Ý÷åé êáôáëÞîåé êáé ðáñïõóéÜæåôáé óôçí åíüôçôá 3.7 åíþ üóïí

áöïñÜ ôéò êëáóéêÝò öéëïóïößåò ðáñïõóéÜæïõìå ìéá Üðïøç óôçí åíüôçôá 3.8.

ÕðÜñ÷åé üìùò êáé ìéá Üëëç öéëïóïöéêÞ èÝóç ç ïðïßá ëÝåé ðùò ôï öéëïóïöéêü êñéôÞñéï ðïõ

ðáñïõóéÜæïõìå åäþ (áõôü ãéá ôï ðþò ïé öéëïóïöéêÝò ðñïêåßìåíåò åðçñåÜæïõí ôçí åðéóôÞìç) åßíáé

åíôåëþò ëÜèïò. ÁõôÞ ç Üðïøç, ãíùóôÞ ùò íáôïõñáëéóìüò, ðáñïõóéÜóôçêå óôçí óýã÷ñïíç åêäï÷Þ

ôçò áðü ôïí Quine ùò ç "Üñíçóç ôïõ óêïðïý ôçò ðñþôçò öéëïóïößáò" êáé ìáò ëÝåé ðùò åßíáé

ëÜèïò íá ïñßæïõìå ïðïéïäÞðïôå åîù-åðéóôçìïíéêü êñéôÞñéï ãéá èÝìáôá ðïõ áöïñïýí ôçí ßäéá ôçí

åðéóôÞìç. Ç åðéóôÞìç áðü ìüíç åìðåñéÝ÷åé óôï åóùôåñéêü ôçò üëá ôá åñãáëåßá, ôçò ìåèüäïõò

êáé ôá êñéôÞñéá ãéá íá áðïöáíèåß ãéá êÜèå æÞôçìá. ËÝãïíôáò åäþ åðéóôÞìç äåí åííïïýìå ôá

ìáèçìáôéêÜ Þ ôçí öõóéêÞ áðü ìüíåò ôïõò îÝ÷ùñá, áëëÜ üëï ôï ëåãüìåíï "ðëÝãìá ôùí ðåðïéèÞ-
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óåþí ìáò" óôï ïðïßï ôá ìáèçìáôéêÜ âñßóêïíôáé óôï êÝíôñï. Óõíåðþò ãéá íá áðïöáíèïýìå ãéá

Ýíá èÝìá (ð÷ ôçí êáôáëçëüôçôá ôçò èåùñßáò êáôçãïñéþí ùò èåìÝëéï ôùí ìáèçìáôéêþí) ðñÝðåé

ðñþôá íá ìåëåôÞóïõìå ôé óõíÝðåéåò åðÜãåé áõôÞ ç èÝóç óôá Üëëá êïììÜôéá ôïõ ðëÝãìáôïò, êáé

íá êñßíïõìå ìåôÜ (áõôü åßíáé ôï ëåãüìåíï ïëéóôéêü êñéôÞñéï).

Áêïëïõèþíôáò áõôüí ôïí ôñüðï óêÝøçò ìðïñïýìå íá ðïýìå êáô' áñ÷Þí üôé áðïññßðôïõìå

ôá êñéôÞñéá áõôÞò êáé ôçò åðüìåíçò êáôçãïñßáò êáèþò åðßóçò êáé üôé áíáìÝíïõìå íá äïýìå ðùò

èá ìðïñÝóåé ð÷ íá åðçñåÜóåé ìå Ýíá ôåëåóßäéêï ôñüðï ç èåùñßá êáôçãïñéþí ôçí èåùñçôéêÞ öõóéêÞ

þóôå íá ìðïñÝóïõìå íá áðïöáíèïýìå. ÊáôÜ ôçí ÜðïøÞ ìáò, áõôÞ ç ôïðïèÝôçóç åßíáé ëáíèáóìÝíç

ãéá äõï ëüãïõò (ðïëý êïìâéêÜ): Ðñþôïí äåí áíáãíùñßæåé ôïí ñüëï ôçò éäåïëïãßáò óôçí åðéóôÞìç

êáé ôç äéáëåêôéêÞ óýíäåóç èåùñçôéêþí äåóìåýóåùí êáé ðñáêôéêþí åðéëïãþí, êáé äåýôåñïí ãéáôß

ôï íá ðåñéìÝíïõìå ìÝóù ôïõ éóôïý ôùí ðåðïéèÞóåùí íá äïýìå ðùò åðçñåÜæïíôáé üëåò ïé ðåñéï÷Ýò

ôçò áíèñþðéíçò åðéóôçìïíéêÞò ãíþóçò åßíáé ðñáêôéêÜ áôåëÝóöïñï, ðÜíôá ìðïñåß íá õðÜñîåé Ýíá

êïììÜôé ôçò åðéóôÞìçò ðïõ ìðïñåß íá óïõ áíáôñÝøåé ôçí Üðïøç.

Ä. Êáô' áñ÷Þí íá óçìåéþóïõìå ôï åîÞò: Ìéá áîéùìáôéêÞ èåùñßáò ðÜíôïôå, ðÝñá áðü ôá

áîéþìáôá êáé ôïõò ðñùôáñ÷éêïýò ïñéóìïýò, ðñïûðïèÝôåé ñçôÜ Þ Üññçôá (ôéò ðåñéóóüôåñåò öïñÝò)

êáé Ýíá óýíïëï åííïéþí äïóìÝíùí áðü ôá ðñéí. Äåí õðÜñ÷åé åäþ ëüãïò íá óõæçôÞóïõìå ãéá ôï

ïíôïëïãéêü êáé ãíùóéïëïãéêü êáèåóôþò áõôþí ôùí åííïéþí, áëëÜ íá ðáñáìåßíïõìå óôçí ýðáñîç

ôïõò

Åßíáé ðñïöáíÝò ðùò áí èÝëïõìå íá ìåëåôÞóïõìå êáé íá óõãêñßíïõìå ìáèçìáôéêÝò èåùñßåò,

ðïõ åðéäéþêïõí ìÜëéóôá íá áðïêôÞóïõí ôï ôßôëï ôïõ èåìÝëéï ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ, èá ÷ñåéáóôåß íá

åîåôÜóïõìå êáé áõôÝò ôéò åê ôùí ðñïôÝñùí Ýííïéåò. Ãéá ðáñÜäåéãìá ï ÐïõáíêáñÝ, óôñåöüìåíïò

åíÜíôéá óôïí ëïãéêéóìü éó÷õñßóôçêå üôé ïé Frege êáé Russell ìÝóá óôçí ðñïóðÜèåéÜ ôïõò ãéá ôçí

åðßôåõîç ôïõ ëïãéêéóôéêïý áíáãùãéóìïý ðñïûðüèåóáí ÜèåëÜ ôïõò ôçí éêáíüôçôá ôùí áíáãíùóôþí

óôçí áñéèìçôéêÞ êáé ôçí åðáãùãéêÞ óõìðåñáóìáôïëïãßá. Óå áõôÜ ôá ðëáßóéá åíôÜóóåôáé êáé

ç åðé÷åéñçìáôïëïãßá ôïõ Feferman (1977) åíÜíôéá óôçí èåùñßá êáôçãïñéþí ùò èåìÝëéï. Ôï

åðé÷åßñçìÜ ôïõ, ðïõ åßíáé Ýíá áðü ôá êåíôñéêÜ óçìåßá äéáìÜ÷çò áëëÜ êáé ðéï åýëïãá åñùôÞìáôá

ðïõ ìðïñåß íá èÝóåé êáíåßò, Ý÷åé ùò åîÞò: Ãéá íá åîçãÞóåé êÜðïéïò ôçí Ýííïéá ôçò êáôçãïñßáò

÷ñåéÜæåôáé íá åîçãÞóåé ðñþôá ôéò Ýííïéåò ôçò óõëëïãÞò êáé ôçò óõíÜñôçóçò êáé ôçí Ýííïéá ôçò

äïìÞò. ¸ôóé, ïé Ýííïéåò áõôÝò Ýñ÷ïíôáé ðñéí áðü ôçí êáôçãïñßá êáé óõíåðþò äåí ìðïñåß íá

ëïãéóôåß ç êáôçãïñßá óáí èåìÝëéï ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ. Ìå ôá äéêÜ ôïõ ëüãéá:

Ç ïõóßá åßíáé áðëþò ðùò üôáí åîçãåßò ôçí ãåíéêÞ Ýííïéá ôçò äïìÞò áëëÜ êáé óõãêå-

êñéìÝíùí äïìþí üðùò ïé ïìÜäåò, ïé äáêôýëéïé êáé ïé êáôçãïñßåò, áõôüìáôá ðñïûðï-

èÝôïõìå ùò êáôáíïçôÝò ôçí Ýííïéåò ôçò óõëëïãÞò êáé ôçò ðñÜîçò. (ï.ð. óåë 150)

¸ôóé, áöïý ìéá èåùñßá ðïõ åðéäéþêåé íá áðïôåëÝóåé ôï èåìåëéþäåò ðëáßóéï ãéá üëá ôá

ìáèçìáôéêÜ ðñÝðåé íá åîçãåß áðü ìüíç ôçò áõôÝò ôéò Ýííïéåò êáé ôá ìçí áöÞíåé áõôü ôï Ýñãï óå

êÜðïéá Üëëç èåùñßá, åßíáé óáöÝò ðùò ç èåùñßá Êáôçãïñéþí äåí ìðïñåß íá ðáßîåé Ýíá ôÝôïéï ñüëï.
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ÊáôÜ ðñþôïí íá êÜíïõìå êÜðïéåò ðáñáôçñÞóåéò ðÜíù óôï åðé÷åßñçìá ùò ôÝôïéï (ðáñìÝíåò

áðü ôï From Geometrical Point Of View - J.P. Marquis óåë 63). Ôï åðé÷åßñçìá ÷ñçóéìïðïéåß ìéá

åíôåëþò ëïãéêÞ óýëëçøç ôçò åîÞãçóçò ç ïðïßá ìÜëéóôá ðáñáðÝìðåé óôï åðáãùãéêü-íïìïëïãéêü

ìïíôÝëï åîÞãçóçò ìå ôÝôïéá ôñüðï ðïõ ç ðáñáäï÷Þ ôçò êáôáíüçóçò íá ãßíåôáé äåêôÞ ìüíï üôáí

ðñïêýðôåé áðü Ýíáí ëïãéêü óõìðÝñáóìá.

ÊáôÜ äåýôåñïí ìéá ãñáììéêÞ áíáëïãßá áíÜìåóá óôéò êáôçãïñßåò êáé ôï ôéò áëãåâñéêÝò äïìÝò

(ð÷ ïìÜäåò) Ýíå÷åé ôçí ðñïâëçìáôéêÞ üôé åíþ óôçí äåýôåñç ðåñßðôùóç áíáöåñüìáóôå óå äïìÝò,

óôçí ðñþôç (êáôçãïñßåò) Ý÷ïõìå íá êÜíïõìå ìå ãéá Ýíá ãåíéêü ðñüôõðï äïìþí, ìéá ìåôáäïìÞ

êáé äåí ìðïñïýìå íá ôéò ìåôá÷åéñéæüìáóôå ìå ôá ßäéá êñéôÞñéá.

ÐÝñá áðü áõôÝò ôéò ðáñáôçñÞóåéò, ïé ïðïßåò ÷ôõðÜí ôçí äïìÞ ôïõ åðé÷åéñÞìáôïò áëëÜ äåí

ìáò ëÝíå ôßðïôá ãéá ôçí ïõóßá ôïõ æçôÞìáôïò (ìÜëëïí ðñïóðáèïýí íá îåöýãïõí áðü ôï ðñüâëçìá)

ç ðéï åðáñêåÞò áðÜíôçóç ðéóôåýïõìå ðùò åßíáé áõôÞ ôçí ïðïßá ðáñáèÝôåé ï Helman óôï "Does

Category Theory Provide a Framework For Mathematical Structuralism " óåë 133-4 êáé ôçí

ïðïßá ìå ôçí óåéñÜ ôïõ ôçí åîÜãåé áðü äéÜöïñá ãñáðôÜ ôïõ MacLane. Óýìöùíá ìå áõôü ôï

áíôåðé÷åßñçìá, êÜèå ìéá èåùñßá èåìåëßùóçò ðñÝðåé íá âáóéóôåß êÜðïõ, áêüìá äå êáé ç èåùñßá

óõíüëùí, ìðïñåß íá äéáôõðùèåß ìå ôÝôïéï ôñüðï (÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí áîéùìáôéêïðïßçóç NBG

ìå ôçí ìÝèïäï ðïõ ÷ñçóéìïðïßçóå ï VonNeuman üôáí ôçí ðñùôïðáñïõóßáóå ôï 1925, äçëáäÞ

ôáõôßæïíôáò ôá óýíïëá ìå ôéò ÷áñáêôçñéóôéêÝò ôïõò óõíáñôÞóåéò) þóôå ç Ýííïéá ôçò óõíÜñôçóçò

íá ðñïáðáéôåßôå, ìå ôïí ßäéï áêñéâþò ôñüðï ðïõ ðñïáðáéôåßôáé êáé óôçí èåùñßá êáôçãïñéþí.

Ôï èÝìá ôçò êáôáíüçóçò ôÝëïò, üðùò ôÝèçêå áðü ôïí Feferman õðïèÝôåé üôé ãéá íá êá-

ôáíïÞóïõìå ìéá äïìÞ ðñÝðåé ðñþôá íá èåùñÞóïõìå Ýíá óýíïëï ãõìíþí óçìåßùí êáé êáôüðéí,

íá ïñßóïõìå óõãêåêñéìÝíåò ðñÜîåéò ðïõ éêáíïðïéïýí êÜðïéåò óõíèÞêåò êáé ïñßæïíôáé ðÜíù óôá

óçìåßá ôïõ óõíüëïõ. ÄçëáäÞ ï Feferman âëÝðåé ôçí Ýííïéá ôçò êáôáíüçóçò ìÝóá óôéò ãñáì-

ìÝò ôçò èåùñßáò ìïíôÝëùí. Ðáñüëá áõôÜ, ïé ìáèçìáôéêÝò äïìÝò óôçí ìáèçìáôéêÞ ðñáêôéêÞ, ôéò

ðåñéóóüôåñåò öïñÝò åìöáíßæïíôáé Þäç ìÝóá óå Ýíá ìáèçìáôéêü ðëáßóéá êáé óáí ãåíéêåýóåéò áðü

áõôü ôï ðëáßóéï. ¸ôóé åßíáé áðïëýôùò ðéèáíüí ôï ãåãïíüò üôé ìïëïíüôé êÜðïéåò äïìÝò ìðïñïýí

íá áíáêáôáóêåõáóôïýí ëïãéêÜ áðü ôçí ãåíéêÞ éäÝá ôçò óõëëïãÞò êáé ôçò ðñÜîçò, åßíáé ßóùò ðéï

åýêïëá êáôáíïÞóéìåò ðñþôá ìÝóù ðáñáäåéãìÜôùí. Ìå áõôü èÝëïõìå íá ôïíßóïõìå ü÷é üôé ï

Feferman åß÷å Üäéêï, áëëÜ üôé ôï åðé÷åßñçìÜ ôïõ ðñïûðïèÝôåé ìéá óõãêåêñéìÝíç åðéóôçìïëïãßá

êáôáíüçóçò ôçí ïðïßá üìùò ìðïñïýìå êáé íá ôçí áñíçèïýìå.

ÐáñáêÜôù ðáñáèÝôïõìå êáé ôï ó÷åôéêü åðé÷åßñçìá ôïõ Bell.

Now it seems to me implausible that category theory is, or could be, foundation-

ally adequate in the stronger sense. For consider the meta- theoretical framework in

which category theory (or any other �rst-order theory) is embedded. This framework

has two basic aspects: the combinatorial, which is concerned with the formal, �nitely

presented properties of the inscriptions of the ambient formal language, and the se-

mantical, which is concerned with the interpretation and truth of the expressions
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of that language. Neither one of these aspects is at present reducible to the other.

The former deals with intensional objects such as proofs and constructions whose

actual presentation is crucial, while the latter employs extensional objects such as

classes whose identity is determined in- dependently of how they may be presented

or de�ned. So if category theory is to furnish a foundation for mathematics in the

stronger sense, it must provide convincing accounts of both of these aspects. But

a category is de�ned to be a class of a certain kind, and classes are extensional,

while combinatorial objects are generally not. Since there is no reason to suppose

that a satisfactory account of intensional (i.e. non-extensional) objects can be given

solely in terms of extensional ones, it seems to me that category theory as currently

formulated in terms of classes must fail to provide a faithful account of the combi-

natorial aspect at least. (Of course for similar reasons this 'weakness' is shared by

set theory.)

Ç èåùñßá Êáôçãïñéþí ùò èåìÝëéï, áðü ôçí ðñþôç åðáöÞ êéüëáò êÜðïéïõ ìå ôï èÝìá åì-

öáíßæåé ìéá éäéáéôåñüôçôá êáé Ýíá äéáöïñåôéêü ðíåýìá ôï ïðïßï ßóùò íá öáíåß îÝíï ðñïò Ýíá

ìáèçìáôéêü. Ï ëüãïò åßíáé ðùò åìöáíßæåé êÜôé äéáöïñåôéêü óå ó÷Ýóç ìå ôçí Üðïøç ôïõ êïéíïý

íïõ ãéá ôá èåìÝëéá ôùí ìáèçìáôéêþí êáé ðñïôÜóåé ìéá ðñïóÝããéóç áñêåôÜ äéáöïñåôéêÞ êáé êÜðùò

ðéï åêëåðôõóìÝíç. ÁõôÞí ôçí êïéíÞ Üðïøç ãéá ôá èåìÝëéá ôçí ðåñéãñÜöåé üìïñöá ï Russell óôçí

åéóáãùãÞ ôïõ âéâëßïõ ôïõ "Introduction to Mathematical Philosophy " üðïõ ëÝåé (óåë 6):

Ôá ìáèçìáôéêÜ åßíáé ìéá ìåëÝôç óôçí ïðïßá, üôáí îåêéíÜìå áðü ôá ðïéï ïéêåßá óç-

ìåßá êáé óõíå÷ßæïõìå óå äõï êáôåõèýíóåéò. Ç ðéï óõíÞèçò ðïñåßá åßíáé ç êáôá-

óêåõáóôéêÞ, ðñï÷ùñÜìå óõíå÷þò ðñïò óôáäéáêÜ áõîáíüìåíç ðïëõðëïêüôçôá: Áðü

ôïõò áêÝñáéïõò óôïõò ñçôïýò, ðñáãìáôéêïýò, ìéãáäéêïýò. Áðü ôçí ðñüóèåóç óôïí

ðïëëáðëáóéáóìü, óôç äéáöüñéóç êáé ôçí ïëïêëÞñùóç. Ç Üëëç êáôåýèõíóç, ç ëéãü-

ôåñï óõíçèéóìÝíç, ðåñéëáìâÜíåé ôçí áíÜëõóç óå üëï êáé ìåãáëýôåñç ãåíßêåõóç êáé

ëïãéêÞ áðëüôçôá.

(: : :) áíôß íá áíáñùôéüìáóôå ôé ìðïñåß íá ïñéóôåß êáé íá åðá÷èåß áðü üóá õðïèÝóáìå

íá îåêéíÞóïõìå, áíáæçôïýìå ðïéåò åßíáé ïé ðéï ãåíéêÝò éäÝåò êáé áñ÷Ýò ðïõ ìðïñïýí

íá âñåèïýí, ìå ôïõò üñïõò ôùí ïðïßùí ìðïñïýí íá ôá áñ÷éêÜ ìáò óçìåßá íá ïñéóôïýí

êáé åðá÷èïýí. ¼ôáí õéïèåôïýìå áõôÞí ôçí áíôßèåôç ðïñåßá, ç ïðïßá ÷áñáêôçñßæåé

ôçí öéëïóïößá ôùí ìáèçìáôéêþí åßíáé óáí íá êéíïýìáóôå åíÜíôéá óôá óõíçèéóìÝíá

ìáèçìáôéêÜ.

Åßíáé öáíåñü üôé Ý÷ïõìå íá êÜíïõìå ìå ìéá áíôßëçøç ãéá ôá èåìÝëéá ðïý äéáöïñåôéêÞ áðü

üôé ðñåóâåýïõìå ìå ôçí èåùñßá Êáôçãïñéþí. Áí èåùñÞóïõìå ðùò ï Russell åäþ åêöñÜæåé (êáé

åìåßò íïìßæïõìå üôé ôï êÜíåé) ôçí ðëÝïí êáèéåñùìÝíç áíôßëçøç ãýñù áðü ðïéü ðñÝðåé íá åßíáé ôï
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óçìåßï åêêßíçóçò, ôüóï óôçí åðï÷Þ üóï êáé óÞìåñá , ôüôå ìå ôçí èåùñßá êáôçãïñéþí Ý÷ïõìå ìéá

ìåãÜëç áíôéóôñïöÞ. ÐëÝïí äåí åßíáé ôï ðéï ïéêåßï áõôü ðïõ èá áðïôåëÝóåé ôçí âÜóç, áëëÜ ôï

áíþôåñï áðïôÝëåóìá ìéáò ðïñåßáò ãåíéêåýóåùí ôï ïðïßï èá Ýñèåé åê ôùí õóôÝñùí íá áíáãïñåõôåß

óå ðñþôç áñ÷Þ. ÊÜôé ðïõ óýìöùíá ìå ôïí Russell ðÜåé êüíôñá ìå ôçí ëïãéêÞ ôùí èåìåëßùí ôùí

ìáèçìáôéêþí.

Ï G. Kreisler óôá Üñèñá ôïõ Category theory and the foundations of mathematics. (1969)

êáé Observations on popular discussions of foundations (1971) âÜæåé óõãêåêñéìÝíá êñéôÞñéá ãéá

ôï ÷áñáêôÞñá ðïõ ðñÝðåé íá Ý÷ïõí ôá èåìÝëéá ôùí ìáèçìáôéêþí êáé êÜíåé Ýíáí äéá÷ùñéóìü

áíÜìåóá óôçí èåìåëßùóç ôùí ìáèçìáôéêþí êáé ôçí ðñïóðÜèåéá ïñãÜíùóÞò ôïõò.

Ãéá ôçí èåìåëßùóç åßíáé óçìáíôéêü íá îÝñïõìå ôé áõôü ãéá ôï ïðïßï ìéëÜìå. Íá

êÜíïõìå ôï áíôéêåßìåíï üóï ôï äõíáôüí ðåñéóóüôåñï óõãêåêñéìÝíï. In this way

we have a chance to make strong assertions. Ãéá ðáñÜäåéãìá ãéá íá êÜíïõìå ìéá

áðüäåéîç êáôáíïçôÞ èá ðñÝðåé íá ðáñáëåßøïõìå üóåò éäéüôçôåò äåí åßíáé ó÷åôéêÝò ìå

ôï ðñïò áðüäåéîç áðïôÝëåóìá, Þ ìå Üëëá ëüãéá ðñÝðåé íá êÜíïõìå ôï áíôéêåßìåíï

ëéãüôåñï óõãêåêñéìÝíï. Ôá èåìÝëéá ðñïóöÝñïõí ìéá áíÜëõóç ôçò ðñáêôéêÞò (: : :)

êáé ðñÝðåé íá ðåñéìÝíïõìå íá åéóÜãïõí Ýííïéåò ïé ïðïßåò íá ìçí ÷ñçóéìïðïéïýíôáé

óôçí ðñÜîç.

Ç èåìåëßùóç êáé ç ïñãÜíùóç (ôùí ìáèçìáôéêþí) åßíáé üìïéåò áðü ôçí Üðïøç üôé êáé

ïé äýï ðñïóöÝñïõí êÜðïéï åßäïò ðéï óõóôçìáôéêÞò ðñïóÝããéóçò, ÁëëÜ Ýíá âÞìá óå

áõôÞí ôçí êáôåýèõíóç ðïõ åßíáé êñßóéìï ãéá ôçí ïñãÜíùóç, áí êáé ôåôñéììÝíï áðü

ôçí ðëåõñÜ ôçò èåìåëßùóçò, åßíáé ç óôéãìÞ ôçò åðéëïãÞ ìéáò íÝáò ãëþóóáò, üôáí

(1) ôá ðáëáéÜ èåùñÞìáôá åßíáé åõêïëüôåñï íá äéáôõðùèïýí áëëÜ (2) ïé ðñùôáñ÷éêÝò

Ýííïéåò ôçò íÝáò ãëþóóáò ïñßæïíôáé ìå üñïõò ôçò ðáëáéÜò, äçëáäÞ åßíáé ëïãéêÜ ìç

áíåîÜñôçôïé áðü ôïõò ðñþôïõò. ÁñêåôÜ óõ÷íÜ ôï (1) ìðïñåß íá åðéôåõ÷èåß ÷ñçóéìï-

ðïéþíôáò Ýííïéåò ìå ðåñéóóüôåñç äïìÞ, äçëáäÞ ëéãüôåñï áíáëýóéìåò, ôï ïðïßï åßíáé

Ýíá âÞìá óôçí áðÝíáíôé êáôåýèõíóç áðü ôçí èåìåëßùóç. ÄçëáäÞ åí óõíôïìßá ïé

óôü÷ïé ôçò ïñãÜíùóçò êáé ôçò èåìåëßùóçò ìðïñïýí íá åßíáé åíôåëþò áíôßèåôïé.

ÅêöñÜæåôáé ëïéðüí óôá ðñïçãïýìåíá ç áðáßôçóç áðü ôá èåìÝëéá íá åßíáé üóï ðéï åéäéêÜ

ãßíåôáé, íá ìçí åßíáé ðñïúüí ìéáò äéáäéêáóßáò áöáßñåóçò áëëÜ íá åêöñÜæïõí êÜôé ôï óõãêåêñéìÝíï.

¸ôóé ç èåùñßá Êáôçãïñéþí áðïññßðôåôáé ìéáò áðïôåëåß êáé ç ßäéá áðïôÝëåóìá áöáßñåóçò êáé

ìÜëéóôá, ìå ôïõò üñïõò ôïõ Kreisler, äßíåé ìéá íÝá ãëþóóá óôá ìáèçìáôéêÜ ÷ñçóéìïðïéþíôáò

Ýííïéåò ìå ðåñéóóüôåñç äïìÞ (ôéò êáôçãïñßåò), ãéá íá áíáãÜãåé óå áõôÝò Ýííïéåò ìå ëéãüôåñç

äïìÞ (ôá óýíïëá). Ï ñüëïò ðïõ áöÞíåôáé ãéá ôéò êáôçãïñßåò åßíáé ï ñüëïò ôçò ïñãÜíùóçò

êáé êáôÜôáîçò ôùí ìáèçìáôéêþí, ñüëïò åñãáëåßï ëïéðüí ãéá ôïí ìáèçìáôéêü ï ïðïßïò Þôáí ï

ðñùôáñ÷éêüò ëüãïò ïñéóìïý ôïõò êáé ðïõ ïìïëïãïõìÝíùò ìðïñïýí íá ôïí êÜíïõí ìå Üñéóôï

ôñüðï.
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Ï óõëëïãéóìüò ôïõ Kreisler åßíáé ïñèüò, ìïëïíüôé ç áñ÷éêÞ ôïõ èÝóç öáßíåôáé áôåêìç-

ñßùôç. Êáô' áñ÷Þí íá ðáñáôçñÞóïõìå ôçí óõããÝíåéá ôçò äéêÞò ôïõ èÝóçò ìå áõôÞ ôïõ Russell

ðïõ áíáöÝñáìå ðéï ðñéí. Öáßíåôáé íá èÝëåé íá ðåé ôï ßäéï ðñÜãìá ìüíï ðïõ ôï åíôÜóóåé óå

ìéá åõñýôåñç öéëïóïöéêÞ êáôáóêåõÞ ç ïðïßá äåí âáóßæåôáé óå êÜðïéï åðé÷åßñçìá áëëÜ ìÜëëïí

ðñïóðáèåß íá ãåíéêåýóåé ìéá Þäç åöáñìüæüìåíç åõñÝùò ðñáêôéêÞ, ÷Üíåé ôï ãåãïíüò ðùò ç ïé

êáôçãïñßåò Ýñ÷ïíôáé áðü ôçí öýóç ôïõò íá áíáôñÝøïõí õðÜñ÷ïõóåò êáôáóôÜóåéò êáé áíôéëÞøåéò

óôá ìáèçìáôéêÜ. ÔÝëïò ðñïùèåß êáé Ýíáí äéá÷ùñéóìü, èåìåëßùí ôùí ìáèçìáôéêþí áðü ôçí ìéá

ìåñéÜ êáé ðñáãìáôéêþí ìáèçìáôéêþí áðü ôçí Üëëç. ÌÜëéóôá öôÜíåé óôï óçìåßï íá áñíçèåß ôçí

äõíáôüôçôá ôùí åííïéþí êáé ôùí åñãáëåßùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óôçí ìåëÝôç ôùí ðñþôùí íá

åöáñìïóôïýí óôá äåýôåñá.

ÊáôÜ ôçí ãíþìç ìáò ç Üðïøç ôïõ Kreisler äåí áðïôåëåß ìéá áðïóôïìùôéêÞ áðÜíôçóç, êáé

ç óçìáíôéêüôçôÜ ôçò Ýãêåéôáé óôï üôé ðñþôïò áõôüò åîÝöñáóå ìéá ðñáãìáôéêÞ êáé ðïëý óïâáñÞ

áíôßèåóç ðÜíù óôï èÝìá. Ôçí áíôßèåóç áíÜìåóá óôçí áôïìéóôéêÞ êáé èåôéêéóôéêÞ Ýíáíôé ôçò

ïëéóôéêÞò êáé äéáëåêôéêÞò ðñïóÝããéóç. Ðñüêåéôáé ãéá Ýíáí âáèéÜ ðñïêáôåéëçììÝíï öéëüóïöï ï

ïðïßïò äåí ìðüñåóå êáí íá äéáíïçèåß ðùò ï èåìåëéþäçò ñüëïò ìðïñåß íá åßíáé êáé ïñãáíùôéêüò,

ðïõ äåí ìðüñåóå íá äåé ôï ðþò ìðïñåß ç âÜóç ôùí ðÜíôùí íá åßíáé êáé ç ßäéá êïììÜôé áõôþí.

3.3 Áíôéèåìåëéùôéóìüò êáé Èåùñßá Êáôçãïñéþí

Åí áíôéèÝóåé ìå ôéò áðüøåéò ôïõ Mac Lane êáé Üëëùí üôé ç èåùñßá êáôçãïñéþí ìðïñåß íá áðïôåëÝ-

óåé Ýíá èåìÝëéï ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ, êáé üðïôå ôï æÞôçìá åßíáé ðùò áõôÞ áîéïëïãåßôå óõãêñéíüìåíç

ìå Üëëåò èåìåëéþóåéò, üðùò ç èåùñßá óõíüëùí, õðÜñ÷åé êáé ìéá ðéï ñéæïóðáóôéêÞ ðñïóÝããéóç ðïõ

áãíïåß áõôÞ ôç äéáìÜ÷ç:

. . . ôï æÞôçìá [: : :] äåí åßíáé íá åðéëÝîïõìå áõôÞ Þ åêåßíç ôç èåìåëßùóç áëëÜ íá

÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí èåùñßá êáôçãïñéþí ãéá íá áðïöýãïõìå ôçí üëç õðüèåóç ôùí

"èåìåëßùí" Awodey S[2004,2]

Åñ÷üìáóôå áíôéìÝôùðïé ëïéðüí ìå ôçí äõíáôüôçôá åíüò ðéï ñéæéêïý åðáíáðñïóäéïñéóìïý

ôïõ ôñüðïõ ðïõ åêëáìâÜíïõìå êáé äïìïýìå ôçí ãíþóç, áñíïýìåíïé ôçí ýðáñîç áðüëõôùí êáé

áêëüíçôùí èåìåëßùí êáé äéåñåõíþíôáò Ýôóé ôçí äõíáôüôçôá åíáëëáêôéêþí ðñïóåããßóåùí.

Áí êáôáñ÷Þí ôïðïèåôÞóïõìå ôï æÞôçìá óõíïëéêÜ óôçí óöáßñá ôçò ãíùóéïëïãßáò èá äïýìå

ìéá èÝóç ãíùóôÞ êáé ùò "èåìåëéùôéóìüò" Þ áëëéþò ãñáììéêÞ èåùñßá äéêáéïëüãçóçò íá åêêéíåß

áðü ôçí áñ÷Þ êéüëáò ôçò äõôéêÞò öéëïóïößáò. Áí èÝëïõìå íá äþóïõìå Ýíáí ïñéóìü èá ëÝãáìå:

: : :åßíáé ç Üðïøç áõôÞ óýìöùíá ìå ôçí ïðïßá ìéá áìÝôï÷ç, áíáóôï÷áóôéêÞ ãíùóéáêÞ

óôÜóç åßíáé óå èÝóç íá áðïêáëýøåé ôéò ïíôïëïãéêÝò Þ ãíùóéïëïãéêþò ðñïíïìéáêÝò

ïíôüôçôåò óôéò ïðïßåò åßíáé áíáãþãéìï êÜèå ôé, üðùò "ëïãéêÜ Üôïìá" , "ðñïôÜóåéò
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ðñùôüêïëëá", "áéóèçôçñéáêÜ äåäïìÝíá" êáé "áõîáíüìåíï åìðåéñéêü ðåñéå÷üìåíï"

J.E. Mc Guire óôï ÅéóáãùãÞ óôçí öéëïóïößá ôçò åðéóôÞìçò åêäüóåéò ÐÅÊ óåë 199

Éåñáñ÷éêÞ-ãñáììéêÞ èåùñßá äéêáéïëüãçóçò. Ïé ðåðïéèÞóåéò ÷ùñßæïíôáé óå äõï êá-

ôçãïñßåò: âáóéêÝò (ðïõ åßíáé áõôï-äéêáéïëïãïýìåíåò Þ ðñïöáíþò áëçèåßò) êáé ðá-

ñáãüìåíåò, ôùí ïðïßùí ç äéêáéïëüãçóç åßíáé óõíáãùãéêÞ (inferential) êáé åîáñôÜôáé

áðü ôéò âáóéêÝò ðåðïéèÞóåéò. S. Psillos: Philosophy of Science from A to Z óåë 95

Óõíåðþò üôáí ìéëÜìå ãéá èåìÝëéá èá ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå óôï ìõáëü ìáò äýï ðñÜãìáôá:

Ðñþôïí ìéá ðñùôáñ÷éêÞ óõëëïãÞ óôïé÷åßùí, ðåðïéèÞóåùí êáé èÝóåùí ïé ïðïßåò Ý÷ïõí ôï ñüëï

ôïõ ìç áíáãþãéìïõ ðñùôáñ÷éêïý êáé èåìåëéþäïõò êáé äåýôåñïí Ýíá óýíïëï êáíüíùí ðïõ ìðïñïýí

íá ðáñÜãïõí êáëþò üëåò ôéò õðüëïéðåò äéêáéïëïãçìÝíåò ðåðïéèÞóåéò ìáò.

Ï ïñéóìüò áõôüò åßíáé áðëþò ìåèïäïëïãéêüò êáé ó÷çìáôéêüò. Äåí ìáò áöïñÜ åäþ ç öýóç

Þ ç ðñïÝëåõóç ôùí âáóéêþí ðåðïéèÞóåùí, ðáñÜ ìüíï ôï ãåãïíüò ðùò õðÜñ÷ïõí êáé ðùò åßíáé

êáèïëéêÝò, äçëáäÞ óå áõôÝò âáóßæïíôáé üëåò ïé Üëëåò ãíþóåéò ìáò. Ïé äå êáíüíåò ðáñáãùãÞò

äåí áðáéôåßôáé íá åßíáé ïé êáíüíåò óõìðåñáóìáôïëïãßáò êÜðïéáò óõãêåêñéìÝíçò ëïãéêÞò.

Áðü ôïí ïñéóìü áõôü Ýðåôáé êáé äéðëüò ôñüðïò Üñíçóçò ôïõ èåìåëéùôéóìïý. Ìðïñïýìå

êáôÜ ðñþôïí íá áñíçèïýìå ôçí ýðáñîç ôÝôïéùí ðñïíïìéáêþí ïíôïôÞôùí åßôå ìå áðüëõôï ôñüðï

áðïññßðôïíôáò ôçí, åí ãÝíåé, äõíáôüôçôá ýðáñîçò ôïõò, åßôå ó÷åôéêÜ õðåñáóðéæüìåíïé ôçí ôïðé-

êüôçôá êáé ìåñéêüôçôá ôùí èåìåëßùí Ýíáíôé ôçò êáèïëéêüôçôÜò ôïõò. ÊáôÜ ôïí äåýôåñïí ôñüðï

ìðïñïýìå íá "åðéôåèïýìå" óôçí éó÷ý ôùí ìåèüäùí óõìðåñáóìáôïëïãßáò? óôï êáôÜ ðüóï äçëáäÞ

áõôÝò ìðïñïýí íá ìáò äþóïõí åðéôõ÷þò üëá ôéò "áëÞèåéåò". Ãéá ôïí äéêü ìáò óêïðü åäþ üóïí

áöïñÜ ôéò äõíáôüôçôåò ôçò Èåùñßáò Êáôçãïñéþí èá äïýìå êõñßùò ôï ðñþôï êïììÜôé.

Åäþ ðñÝðåé ïðùóäÞðïôå íá óçìåéþóïõìå ôï åîÞò: Ç üëç ç ëïãéêÞ ôïõ èåìåëéùôéóìïý

åäñÜæåôáé ðñéí áðü üëá óå ìéá Üëëç öéëïóïöéêÞ ðñïêåßìåíç ðïõ áñíåßôáé ôïí ãíùóéïëïãéêü

áíôéêåéìåíéóìü, ôçí áíôßëçøç äçëáäÞ ðùò õðÜñ÷ïõí ìéá áíôéêåéìåíéêÞ ðñáãìáôéêüôçôá êáé ìéá

áíôéêåéìåíéêÞ áëÞèåéá áíåîÜñôçôåò áðü ôçí íüçóç ôïõ õðïêåéìÝíïõ? ðñïûðïèÝôåé ìéá ìåôÜâáóç,

äçëáäÞ, áðü ôçí "ãíþóç" óôçí "äéêáéïëïãçìÝíç ðåðïßèçóç": Ýíáò éó÷õñéóìüò åßíáé áëçèÞò ü÷é

ãéáôß áíôáðïêñßíåôáé óôçí ðñáãìáôéêüôçôá Üëëá ãéáôß åßíáé äéêáéïëïãçìÝíïò óôçí âÜóç êÜðïéùí

Üëëùí áëçèþí ðåðïéèÞóåùí. Ç Ýííïéá ôïõ èåìåëßïõ ôþñá Ýñ÷åôáé öõóéïëïãéêÜ ùò ëýóç óôï

ðñüâëçìá ôçò Üðåéñçò áíáäñïìÞò (ãíùóôü êáé ùò åðé÷åßñçìá ôçò áíáäñïìÞò) ôïõ ðáñáðÜíù

ó÷Þìáôïò. Óõíåðþò ãéá íá Ý÷åé íüçìá íá ìéëÞóïõìå óôá ìáèçìáôéêÜ ãéá èåìÝëéá Þ ãéá Üñíçóç

áõôþí ðñÝðåé íá äïõëÝøïõìå Ýîù áðü êÜèå áíôéêåéìåíéóìü óôá ìáèçìáôéêÜ.

ÐñïâÜëëïíôáò ôþñá áõôÞí ôçí ãåíéêÞ åðéóôçìïëïãéêÞ ìåèïäïëïãßá óôá ìáèçìáôéêÜ ðñÝ-

ðåé íá åßìáóôå éäéáßôåñá ðñïóåêôéêïß. Ìßá ðñþôç ðñïóÝããéóç ôçò ìáèçìáôéêÞò ðñáêôéêÞò èá

ìðïñïýóå íá Ýëåãå áêüìá êáé ôï üôé ôá ìáèçìáôéêÜ åßíáé ðñüôõðá ãéá ôïí èåìåëéùôéóìü. Ìéá

èåùñßá åêêéíåß áðü ôá áîéþìáôÜ ôçò êáé êáôüðéí ðáñÜãåé ìå ëïãéêïýò êáíüíåò èåùñÞìáôá êáé

êáôáóêåõÜæåé ïíôüôçôåò. Èá ìðïñïýóå íá ðåé êáíåßò ðùò ôá ìáèçìáôéêÜ üðùò ôá êÜíïõìå, áðü
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ôçí áðï÷Þ ôïõ Åõêëåßäç êéüëáò, Ý÷ïõí åí óðÝñìáôé ëïãéêÝò èåìåëßùí (Þ ãéá ôï ðïýìå óùóôüôåñá

ç èåìåëéùôéóôéêÞ ðñïóðÜèåéá âáóßóôçêå êáé åìðíåýóôçêå áðü ôá ôçí äïìÞ êáé ôçí ëåéôïõñãßá ôùí

ìáèçìáôéêþí). ¢ëëá åìåßò èÝëïõìå íá äïýìå ôá ìáèçìáôéêÜ åí óõíüëù, ùò ìéá åíéáßá ðåñéï÷Þ

êáé íá äéåñåõíÞóïõìå åêåß ôçí äõíáôüôçôá åöáñìïãÞò óå áõôÞ ôçò ìåèïäïëïãßáò ôùí èåìåëßùí.

Ïé äýï âáóéêÝò ðñïóðÜèåéåò ôïõ ðáñåëèüíôïò íá áíáóõíèÝóïõí ôá ìáèçìáôéêÜ óå óôÝñååò âÜ-

óåéò, áðñüóâëçôåò áðü êÜèå ëïãéêÞ áìöéâïëßá Þôáí ï ëïãéêéóìüò êáé öïñìáëéóìüò ïé ïðïßåò êáé

áðÝôõ÷áí. ÓÞìåñá üðùò ëÝåé ç P. Muddy

Ç ìáèçìáôéêÞ ãíþóç ðáôÜåé ðÜíù óå äýï âÜóåéò: ôçí áìåßëéêôç ðáñáãùãéêÞ ëïãéêÞ,

ôçí ýëç ôùí áðïäåßîåùí äçëáäÞ, êáé ôá áîéþìáôá ôéò èåùñßáò óõíüëùí Penelope

Maddy: The Naturalism in Mathematics óåë 1

Óôü÷ïò ìáò åäþ åßíáé íá äïýìå êáôÜ ðüóï áõôü ôï ìïíôÝëï ìðïñåß íá áíáéñåèåß êáé êáôÜ

ðüóï ç Èåùñßá Êáôçãïñéþí ìðïñåß íá âïçèÞóåé óå áõôü. Åäþ íá óçìåéþóïõìå ðùò áõôü äåí ãß-

íåôáé áõôüìáôá êáé ìå Ýíá ðñïöáíÞ ôñüðï ìÝóá óôéò êáôçãïñßåò. Óôá ðëáßóéá ôùí õðïóôçñéêôþí

ôçò èåùñßáò Êáôçãïñéþí üðùò Ý÷ïõìå äåé õðÜñ÷ïõí áõôïß ðïõ ôçí èÝëïõí ùò Ýíá åíáëëáêôéêü

èåìÝëéï, ð÷ ðñüãñáììá ETCS ôïõ Lawvere ç ïé áðüøåéò ãéá ôçí Êáôçãïñßá üëùí ôùí êáôçãï-

ñéþí Þ ïé ðñïóåããßóåéò ãéá Ýíáí áðüëõôï ôüðï ðïõ èá åßíáé ðëÝïí áõôüò ôï óùóôü ðåäßï ãéá

ôçí åêôÝëåóç ôùí ìáèçìáôéêþí. Óå üôé áêïëïõèåß èá èÝôïõìå åáõôüí óôï ñåýìá ðïõ âëÝðåé ôçí

èåùñßá êáôçãïñéþí ùò ôï ìïíïðÜôé ãéá ôïðéêÝò èåìåëéþóåéò.

Ìßá ðñþôç êáé ðéï âáóéêÞ ðñïóâïëÞ ôïõ èåìåëéùôéóìïý ìðïñåß íá ãßíåé ìÝóá áðü ôéò áðüøåéò

ðïõ åßíáé ãíùóôÝò ùò óõíåêôéêéóìüò (coherentism). Áí èÝëáìå íá ôéò ïñéïèåôÞóïõìå êÜðùò èá

ëÝãáìå üôé åßíáé ìéáldots

: : :ïëéóôéêÞ-ìç-ãñáììéêÞ èåùñßá äéêáéïëüãçóçò. Äåí õößóôáôáé äéá÷ùñéóìüò ìåôáîý

ôùí ðåðïéèÞóåùí. ¼ëåò ïé ðåðïéèÞóåéò åíüò óõóôÞìáôïò åßíáé åîßóïõ äéêáéïëïãç-

ìÝíåò, óôï âáèìü ðïõ ôï óýóôçìá åßíáé äéêáéïëïãçìÝíï. Óõíåðþò, ç äéêáéïëüãçóç

åßíáé éäéüôçôá ôïõ óõóôÞìáôïò åí ôù óõíüëù, êáé ü÷é ôùí ðåðïéèÞóåùí ðïõ ôï áðï-

ôåëïýí åîáôïìéêåõìÝíá. Áõôü ðïõ êáèïñßæåé ôçí äéêáéïëüãçóç ôïõ óõóôÞìáôïò åßíáé

ç óõíï÷Þ ôïõ Þ ç óõíåêôéêüôçôÜ ôïõ. Ôï áßôçìá ôçò äéêáéïëüãçóçò äåí ìðïñåß

íá ôåèåß ãéá êÜèå ðåðïßèçóç åîáôïìéêåõìÝíá. Ìéá ðåðïßèçóç åßíáé äéêáéïëïãçìÝíç

êáé ðñÝðåé íá ãßíåé áðïäåêôÞ ìüíï åÜí åíôÜóóåôáé óå Ýíá óýóôçìá êáé ìüíï åÜí ç

ÝíôáîÞ ôçò áõîÜíåé Þ âåëôéþíåé ôçí óõíï÷Þ ôïõ óõóôÞìáôïò. S. Psillos: Philosophy

of Science from A to Z óåë 39

Áêïëïõèþíôáò áõôü ôï íÞìá ôçò óêÝøçò ãåíéêÜ êáé ü÷é ìå áðüëõôï ôñüðï, èá ìðïñïý-

óáìå íá ðåñÜóïõìå áõôÝò ôéò öéëïóïöéêÝò èÝóåéò óôá ìáèçìáôéêÜ ìå ôïí éäéáßôåñï åêåßíï ôñüðï

ðïõ ç èåùñßá êáôçãïñéþí êáé ç "ôïðéêÞ" ðñïóÝããéóç ôïí èåìåëßùí âëÝðåé ôá ðñÜãìáôá. ¸ôóé

ç áðïôßìçóç ôçò áëçèïôéìÞò ìéáò ðñüôáóçò äåí ãßíåôáé áôïìéêÜ áðü ìüíç ôçò áëëÜ óå ó÷Ýóç
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ðÜíôá ìå Ýíá óýíïëï ðñïôÜóåùí ðïõ ìáæß üëåò áõôÝò áðïôåëïýí Ýíá ôïðéêü óýóôçìá ôùí ìá-

èçìáôéêþí. Ç Üðïøç áõôÞ èåùñçôéêïðïéåßôå ðïëý üìïñöá áðü ôïí John Bell óôïí ïðïßï ôá

óõóôÞìáôá ðïõ áíáöÝñïíôáé ðáñáðÜíù óå Ýíá ãåíéêüôåñï ðëáßóéï ãßíïíôáé óõãêåêñéìÝíá ìáèç-

ìáôéêÜ êáôáóêåõÜóìáôá, ôïðéêÜ áîéùìáôéêÜ óõóôÞìáôá (ôá ôïðéêÜ ðëáßóéá) ðïõ åßíáé åõÝëéêôá

êáé ðëïõñáëéóôéêÜ êïììÜôéá ôùí ìáèçìáôéêþí. ¸ôóé ìéá ðñüôáóç ìðïñåß íá åßíáé áëçèÞò óå

Ýíá ôïðéêü ðëáßóéï êáé øåõäÞ óå êÜðïéï Üëëï. Áõôü ðïõ áðïäå÷üìáóôå êÜèå öïñÜ äåí åßíáé

ðñïôÜóåéò áëëÜ ôïðéêÜ ðëáßóéá.

Óôá ðëáßóéá åíüò óõíåêôéêéóìïý áëëÜ êÜðùò ôñïðïðïéçìÝíïõ åßíáé êáé ïé áðüøåéò ôïõ W.V.

Quine ðåñß ïëéóìïý êáé üðùò áõôÝò åðåêôåßíïíôáé óôçí ëïãéêÞ óôçí áíôßëçøç üôé ç ëïãéêÞ äåí

ìðïñåß íá åéäùèåß îåêïììÝíç áðü ôï óþìá ôùí êõñßùò ìáèçìáôéêþí, åßíáé êïììÜôé ôïõ éóôïý

ôçò ðåðïßèçóçò êáé äåí ìðïñïýìå íá ôçí áðïôéìÞóïõìå ÷ùñßò íá äïýìå ìáæß êáé üëåò ôéò Üëëåò

ðåðïéèÞóåéò ôçò èåùñßáò êáé íá ôéò êñßíïõìå Ýôóé åí óõíüëù. Ìå áõôüí ôïí ôñüðï äåí ìðïñïýìå

íá êÜíïõìå ëïãéêÞ áðü ìüíç ôçò, êáé ðñéí ôá ìáèçìáôéêÜ êáé a priori. Ï íáôïõñáëéóìüò êáé ï ìç

äéá÷ùñéóìüò áíáëõôéêþí êáé óõíèåôéêþí ðñïôÜóåùí äåí åðéôñÝðåé ëïéðüí íá ìéëÜìå ãéá êÜðïéï

áðü ôá ðñéí èåìÝëéï, ãéá êÜôé äéÜöïñï ôçò åìðåéñßáò óôï ïðïßï ìðïñåß íá âáóéóôåß ç åðéóôÞìç êá

ôá ìáèçìáôéêÜ.

Áõôüò ï áíôéèåìåëéùôéóìüò ôïõ Quine, Ýñ÷åôáé íá "äéêáéùèåß" óôçí èåùñßá êáôçãïñéþí

ôïõëÜ÷éóôïí óôï âáèìü ðïõ ìðïñïýìå íá äïýìå ôçí ôåëåõôáßá ùò ìéá Üñóç ôïõ äéá÷ùñéóìïý

ôçò ëïãéêÞò ìå ôá õðüëïéðá ìáèçìáôéêÜ êáé ùò ìéá åðéâåâáßùóç ôïõ êïõéíéáíïý ïëéóìïý. ¸ôóé

âëÝðïõìå óôá ðëáßóéá ôçò èåùñßáò êáôçãïñéþí ôçí ëïãéêÞ (Þ ôéò äéÜöïñåò ëïãéêÝò) íá ðñïêýðôïõí

ùò áðïôåëÝóìáôá ôçò ìáèçìáôéêÞò èåùñßáò, áðïññßðôïíôáò Ýôóé êÜðïéïí õðïôéèÝìåíï ðñùôáñ÷éêü

êáé áðü ôá ðñéí ñüëï ðïõ åß÷å ç ëïãéêÞ.

Ìéá Üìåóç õëïðïßçóç ôïõ ðáñáðÜíù ðñïãñÜììáôïò ìïéÜæåé íá åßíáé ç äçìéïõñãßá ôçò ëï-

ãéêÞò óôá ðëáßóéá ìéáò ìáèçìáôéêÞò èåùñßáò, ôçò èåùñßáò ôüðùí. Ç ëïãéêÞ äåí åéóÜãåôáé áðü

ôá Ýîù áëëÜ õëïðïéåßôå ìÝóá óôá ìáèçìáôéêÜ. Ìéá áíáëõôéêÞ ðñáãìÜôåõóç áõôþí ôùí èåìÜôùí

äßíåôáé óôï äåýôåñï êåöÜëáéï.

¸íá ñåýìá óêÝøçò ìå éäéáßôåñåò ó÷Ýóç ìå ôçí Üñíçóç ôùí èåìåëßùí ìÝóá óôçí éóôïñßá ôçò

äõôéêÞò óêÝøçò åßíáé åí ãÝíåé ôï ñåýìá ôïõ äïìéóìïý Þ óôñïõêôïõñáëéóìïý (êáé ëÝìå åí ãÝíåé

äéüôé ãåíéêÜ óå áõôü, êáé åéäéêüôåñá óå üôé áöïñÜ ôïí ìáèçìáôéêü äïìéóìü, õðÜñ÷ïõí éäéáßôåñá

áíôßññïðåò êáé áíôéöáôéêÝò ðñïóåããßóåéò). ÐÝñá áðü ôá ãåíéêüôåñá æçôÞìáôá ðïõ áöïñïýí ôçí

ôáõôü÷ñïíç áðïäï÷Þ ôçò äïìéóôéêÞò öéëïóïößáò óôá ìáèçìáôéêÜ êáé ôçí Èåùñßá Êáôçãïñéþí

åäþ èÝëïõìå íá ìáò áðáó÷ïëÞóåé ç ðéï åîåéäéêåõìÝíç Üðïøç ôïõ Awodey ðïõ êáôÜ ôçí ãíþìç

ðáñïõóéÜæåé üëá åêåßíá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ðïõ ðñÝðåé íá Ý÷åé Ýíá áíôéèåìåëéùôéêü åã÷åßñçìá ãéá

ôá ìáèçìáôéêÜ. Óôï Üñèñï ôïõ [2003] ï Awodey ðáßñíåé ôéò åîÞò èÝóåéò:

ÊáôÜ ðñþôïí äßíåé óôçí Èåùñßá Êáôçãïñéþí êáé ôüðùí ôçí ðñùôáñ÷éêÞ èÝóç óôá ìáèçìá-

ôéêÜ áëëÜ ìå ôïí ßäéï ôñüðï ðïõ ôï êÜíåé êáé Bell (åíüôçôá 2.6) ÷ùñßò íá äÝ÷åôáé ôçí áðüëõôç éó÷ý

ôçò êáé ôçí êáèïëéêÞ åöáñìïãÞ ôçò. Ôï óêåðôéêü ôïõ âáóßæåôáé óôçí Üñíçóç ôçò êáèïëéêüôçôáò
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ôùí ìç óõìðåñáóìáôéêþí (noninferential) ìáèçìáôéêþí ðñïôÜóåùí (üðùò ôá áîéþìáôá) êáé áé-

ôéïëïãÞóåùí (üðùò ïé êáíüíåò ôéò ëïãéêÞò êáé ïé ìÝèïäïé áéôéïëüãçóçò). Ìßá ìç êáèïëéêüôçôá

ìå ìéá Ýííïéá êáôÜ ðñþôïí éóôïñéêÞ: ïé áñ÷Ýò êáé ïé ìåèïäïëïãßåò åéäùìÝíåò óôçí éóôïñéêüôçôÜ

ôïõò åßíáé ïõóéùäþò ìåôáâáëëüìåíåò (ð÷ äéáöïñåôéêÝò Þôáí ïé ðñáêôéêÝò ôçò áíÜëõóçò óôïí

19ï áéþíá êáé óÞìåñá) êáé êáôÜ äåýôåñïí ìå Ýíá ÷áñáêôÞñá åóùôåñéêþí äéáöïñïðïéÞóåùí ôùí

èåìåëßùí: ðÜíù óå Üëëåò âÜóåéò ðáôÜåé ãéá ðáñÜäåéãìá ç óõíáñôçóéáêÞ áíÜëõóç êáé óå Üëëåò

ç èåùñßá óõíïìïëïãßáò. ¸ôóé ãéá íá ïñßóïõìå ôá èåìÝëéá åíüò õðïóýíïëïõ ôùí ìáèçìáôéêþí

äåí ÷ñåéÜæåôáé óôçí ðñïóöõãÞ ìáò óå êÜðïéåò áðüëõôåò êáèïëéêÝò âÜóåéò áëëÜ óå êÜðïéá ôï-

ðéêÜ èåìÝëéá ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôéò óõãêåêñéìÝíåò ÷ñçóéìïðïéïýìåíåò ìáèçìáôéêÝò ðñáêôéêÝò,

óôéò éóôïñéêÝò êáé êïéíùíéêÝò óõíÞèåéåò êáé óôéò éäéáßôåñåò ìáèçìáôéêÝò áñ÷Ýò-áîéþìáôá ðïõ

äïõëåýïõìå.

Ç éäÝá äçëáäÞ åßíáé íá ðñïóäéïñßæïõìå ãéá Ýíá èåþñçìá Þ ìéá èåùñßá ìüíï ôçí

áðáéôïýìåíç Þ ó÷åôéêÞ ðëçñïöïñßá Þ äïìÞ ãéá êÜèå ðåñßðôùóç êáé ü÷é íá èåùñïýìå

êÜðïéá ìïíáäéêÞ åðßãíùóç Þ êáèïñéóìü ôùí áíôéêåéìÝíùí ðïõ åîåôÜæïõìå. Awodey

üðùò ðñéí óåë 3

ÊáôÜ äåýôåñïí áðïäÝ÷åôáé îåêÜèáñá ìéá "top-down" ìåèïäïëïãßá üðùò áêñéâþò ôçí ïñß-

óáìå óáí öéëïóïöéêÞ èÝóç óôï êåöÜëáéï ôçí ïðïßá üìùò åìðëïýôéóå ìå Ýíáí óáöÞ in re óôñïõ-

êôïõñáëéóìü êáé ìéá ðïëý áõóôçñÞ áíôé-ïõóéïêñáôéêÞ, Hilbert-éáíÞ êáé áíôé-Frege-éáíÞ ïíôï-

ëïãßá: Ôá ìáèçìáôéêÜ åßíáé ó÷çìáôéêÜ, öïñìáëéóôéêÜ ðáßãíéá ôùí ïðïßùí ôá áîéþìáôá äåí

÷ñåéÜæåôáé íá áíáöÝñïíôáé óå êÜðïéá áëÞèåéá ôùí ðñáãìÜôùí "åêåß Ýîù", äåí ÷ñåéÜæåôáé íá

Ý÷ïõí êáìßá åñìçíåßá (ìéá èÝóç ðïõ üðùò äÞîáìå ðáñáðÜíù åßíáé áðáñáßôçôï íá áñíçèåßò þóôå

íá ìðïñÝóåéò íá ìéëÞóåéò ãéá èåìÝëéá).

Ôéò äýï áõôÝò èÝóåéò ôéò ÷ñçóéìïðïßçóå þóôå íá äþóåé Ýíáí êÜðùò äéáöïñïðïéçìÝíï óôçí

ïõóßá ôïõ Ñáóóåëéáíéêü if-then-éóìü ï ïðïßïò èá ìðïñïýóå ìå ëßãá ëüãéá íá ðåñéãñáöåß:

Ôá êáèáñÜ ìáèçìáôéêÜ åßíáé ç êëÜóç üëùí ôùí ðñïôÜóåùí ôçò ìïñöÞò "p óõíåðÜãåôáé

q" üðïõ ôá p êáé q åßíáé ðñïôÜóåéò ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ìéá Þ ðåñéóóüôåñåò ìåôáâëçôÝò: : :

(Russell, B., Russell, B. (1992). Principles of Mathematics. London: Routledge ,

ó. 3)

ìå äýï üìùò ôñïðïðïéÞóåéò:

1. ¼ëá ôá èåùñÞìáôá Ý÷ïõí ôçí ìïñöÞ "áí: : :ôüôå: : :" áëëÜ ôï "áí: : :" äåí Ý÷åé ôçí ìïñöÞ

"áí ôá p åßíáé áëçèÞ ôüôå: : :" áëëÜ ôçí ìïñöÞ "áí èåùñÞóïõìå ôá p ôüôå: : :" äçëáäÞ

ôïíßæåôáé ðïëý ï ó÷çìáôéêüò ÷áñáêôÞñáò ôùí ìáèçìáôéêþí (Hilbert). Ïé áðïäåßîåéò ôùí

ìáèçìáôéêþí äçëáäÞ Ý÷ïõí Ýíá ÷áñáêôÞñá áðñïóäéïñéóôßáò: ðåñéëáìâÜíïõí ôéò äïìÝò ðïõ

áíáöÝñïíôáé êáé ßóùò êÜðïéåò áñ÷Ýò äéêáéïëüãçóçò üðùò áõôÝò ôçò ëïãéêÞò ü÷é üìùò ìéá

óõãêåêñéìÝíç öýóç ôùí äïìþí Þ ôùí óôïé÷åßùí ôïõò ìå ìéá êáèïëéêÞ Ýííïéá.
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2. Äåí õéïèåôïýìå ìéá "bottom-up" ðñïóÝããéóç. Ïé ó÷Ýóåéò äåí ðñÝðåé íá åßíáé ó÷Ýóåéò

êÜðïéùí óõãêåêñéìÝíùí ðïõ ðñï÷ùñþíôáò áíáäñïìéêÜ ãßíïíôáé ó÷Ýóåéò ìåôáîý ëïãéêþí

áôüìùí üðùò èá Þèåëå ï Russell áëëÜ äïõëåýïõìå "top-down" êáé ïñßæïõìå ôçí äïìÞ ü÷é

ìå âÜóç óôçí Ýííïéá ôçò ó÷Ýóçò áëëÜ óå áõôÞ ôïõ ìïñöéóìïý.

Áõôüí ôïí "in re", "botton up" óôñïõêôïõñáëéóìü, ìå ala Hilbert áîéþìáôá ìðïñåß íá,

êáôÜ ôïí Awodey íá õðçñåôÞóåé ìå ôïí êáëýôåñï ôñüðï ìéá Èåùñßá Êáôçãïñéþí åéäïìÝíç ùò

Ýíá ôïðéêü èåìÝëéï ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ.

3.4 ÏëéóôéêÜ êáé áôïìéêéóôéêÜ ìáèçìáôéêÜ

Ìéá áðü ôéò äéáöïñïðïéÞóåéò ðïõ ðáñáôçñïýíôáé ìåôáâáßíïíôáò áðü ôá óõíïëïèåùñçôéêÜ ìáèç-

ìáôéêÜ óôá êáôçãïñéáêÜ åßíáé ìéá óõíïëéêÞ áëëáãÞ ôïõ ôñüðïõ ìå ôïí ïðïßï ðñïóëáìâÜíïõìå

êáé ÷åéñéæüìáóôå ôá ìáèçìáôéêÜ áíôéêåßìåíá. ÁëëáãÞ ðïõ Ý÷åé íá êÜíåé ìå ôï ðïõ äßíåôáé ç ïíôï-

ëïãéêÞ ðñïôåñáéüôçôá óôá ðëáßóéá ìéáò èåùñßáò: óôï üëï Þ óôï Üôïìï, óôï óõíïëéêü ðëáßóéï Þ

óôï ìåìïíùìÝíï áíôéêåßìåíï, óôï ÷þñï Þ óôï óçìåßï ãéá íá ìéëÞóïõìå ó÷çìáôéêÜ. ÌåôÜâáóç

áðü Ýíá "áôïìéêéóôéêü" ðñüôõðï üðïõ ôï üëï èá íïåßôáé ùò Üèñïéóìá äéáêñéôþí êáé óôïé÷åéáêþí

åðéìÝñïõò, ìå ôï ïíôïëïãéêü åñþôçìá ðïëëÝò öïñÝò íá áíáãÜãåôå óôï Üôïìï, êáé åíüò ìïíôÝëïõ

ðïõ áðëþò èá áäéáöïñåß ãéá ôçí áíáæÞôçóç ôïõ óôïé÷åéþäïõò êáé èá äßíåé ôïí ôüíï óôï üëï êáé

óôçí äïìÞ ç ïðïßá èá åßíáé ç ìüíç ãéá ôçí ïðïßá èá ìðïñïýìå èÝóïõìå åñùôÞìáôá. Ãéá íá ôï

ðïýìå ìå üñïõò ðïõ åéóÞãáãå ï Awodey ( Awodey[2004]) Ý÷ïõìå äýï ðñïóåããßóåéò: ôçí "top-

down" êáé ôçí "bottom-up". ¸ôóé ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, áí ìéëÞóïõìå ãéá ôï åõêëåßäåéï ÷þñï

ç ðñþôç Üðïøç èá Ýëåãå ðùò ï ÷þñïò ðñïûðÜñ÷åé ôùí óçìåßùí (ü÷é ðùò äåí âëÝðåé óçìåßá, áëëÜ

ðùò áõôÜ Ýðïíôáé ïíôïëïãéêÜ ôïõ ÷þñïõ) åíþ ç äåýôåñç èá éó÷õñéæüôáí ðùò ï ÷þñïò áðïôåëåßôå

(åî ïñéóìïý) áðü óçìåßá.

ÁõôÞ ç áíôßèåóç áíÜìåóá óôçí êáèïñéóôéêüôçôá Þ ü÷é ôçò ïëüôçôáò ðñÝðåé íá óçìåéþóïõìå,

äåí áðïôåëåß öáéíüìåíï ôçò öéëïóïößáò ôùí ìáèçìáôéêþí, áëëÜ äéáôñÝ÷åé êáé ôÝìíåé ïñéæüíôéá

ìåãÜëá êïììÜôéá ôçò áíèñþðéíçò óêÝøçò (ôçí ïíôïëïãßá, ôçí êïéíùíéïëïãßá êáé ôçí ðïëéôéêÞ, ôçí

øõ÷ïëïãßá êáé áêüìç êáé ôçí çèéêÞ), óå Ýíá äéÜóôçìá ðïõ îåêéíÜ áðü ôïõò áñ÷áßïõò áôïìéêïýò

êáé öôÜíåé ìÝ÷ñé êáé ôçí ÃáëëéêÞ ó÷ïëÞ ôïõ äïìéóìïý óôïí 20ï áéþíá (ôï ôåëåõôáßï Ý÷åé êáé

ìéá éäéáßôåñç óçìáóßá êáé ãéá ôçí äéêÞ ìáò óõæÞôçóç).

Ïé äýï áõôÝò ðñïóåããßóåéò äåí åßíáé äéá÷ùñéóìÝíåò óôçí ìáèçìáôéêÞ ðñáêôéêÞ. Ìåôáâáß-

íïíôáò áðü Ýíá åðßðåäï ãåíßêåõóçò óå Ýíá Üëëï áëëÜ êáé ìÝóá óôçí ßäéá èåùñßá ôéò âëÝðïõìå íá

óõíõðÜñ÷ïõí ð.÷. óôá óôïé÷åßá ôïõ Åõêëåßäç Þ óôçí ðåñßðôùóç ôùí öõóéêþí áñéèìþí ìðïñïýìå

íá ïñßóïõìå ôï R êáé ùò ôï óýíïëï ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí (ðïõ Ý÷ïõí ïñéóôåß ðéï ðñéí ùò

ôïìÝò Dedekind) áëëÜ êáé ùò ôï ðëÞñåò äéáôåôáãìÝíï óþìá. Ïé äýï ôñüðïé èÝáóçò äçëáäÞ ôåß-

íïõí óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò íá äþóïõí êïéíü áðïôÝëåóìá áëëÜ êáé êÜðïéåò Üëëåò äéá÷ùñßæïíôáé.

Ãéá íá äþóïõìå Ýíá ðáñÜäåéãìá èá áíôéãñÜøïõìå áõôü ðïõ äßíåé ï Awodey óôï (2004) óåë 5 :
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¸óôù ðùò èÝëïõìå íá äåßîïõìå ðùò i5 = i.

¸íáò ðïõ äïõëåýåé ïëéóôéêÜ èá ÷ñåéáæüôáí ôá åîÞò:

1. Óå êÜèå äáêôýëéï áí x2 = −1 ôüôå x5 = x.

2. Ïé ìéãáäéêïß áñéèìïß åßíáé åî ïñéóìïý äáêôýëéïò ìå Ýíá óôïé÷åßï i þóôå i2 = −1

Áíôßèåôá êÜðïéïò ðïõ áíôéìåôùðßæåé ôá ðñÜãìáôá áôïìéêéóôéêÜ:

1. Íá äåßîåé üôé ãéá êÜèå äáêôýëéï óôï óýìðáí ôùí áôüìùí ôïõ ðïõ Ý÷ïõí Ýíá óôïé÷åßï ãéá

ôï ïðïßï x2 = −1 éó÷ýåé x5 = x .

2. Íá äåßîåé üôé ìéãáäéêïß åßíáé äáêôýëéïò êáé ôï i åßíáé ç ôåôñáãùíéêÞ ñßæá ôïõ −1.

Êáé ïé äýï ôñüðïé ðñÝðåé íá ôïíßóïõìå åäþ åßíáé éóïäýíáìïé áëëÜ äéáöÝñïõí ðïéïôéêÜ. Ï

äåýôåñïò Ý÷åé Ýíáí êáèïëéêü ðïóïäåßêôç "ãéá êÜèå" ðïõ äéáôñÝ÷åé Ýíá óýíïëï äõíáôþí ìáèçìá-

ôéêþí êüóìùí êáé ôçí áðüäåéîç áõôÞ ðñÝðåé íá ôçí êÜíïõìå ãéá êÜèå Ýíá óôïé÷åßï áõôïý ôïõ

óýìðáíôïò. Åí áíôßèåóåé ï ðñþôïò Ý÷åé Ýíáí äïìéêü ÷áñáêôÞñá: äåí æçôÜ íá äåé÷èåß êÜôé ãéá

êÜðïéïõò öéîáñéóìÝíïõò äáêôýëéïõò áëëÜ ãéá ôçí ßäéá ôçí äïìÞ ôùí äáêôõëßùí ç óå áðüäåéîÞ ôïõ

åßíáé ó÷çìáôéêÞ

Åêåß üðïõ ôá äõï ìïíôÝëá áõôÜ äéá÷ùñßæïíôáé ìå óáöÞ ôñüðï åßíáé üôáí èåëÞóïõìå íá

ìéëÞóïõìå ãéá ôá èåìÝëéá êáé ðñïóðáèÞóïõìå íá âñïýìå ìéá ðëÞñç ìåèïäïëïãßá áíÜðôõîçò ôùí

ìáèçìáôéêþí.

Áõôüò ï äéá÷ùñéóìüò ìðïñïýìå íá ðïýìå ðùò Ý÷åé äýï ðôõ÷Ýò: ìéá ìåèïäïëïãéêÞ êáé ìéá

ìåôáöõóéêÞ. ÊáôÜ ðñþôïí ìåèïäïëïãéêÞ ãéáôß ïñßæåé äõï óáöþò äéáêñéôïýò êáé áíôéèåôéêïýò

ôñüðïõò áíáæÞôçóçò ôçò áëÞèåéáò êáé äéåêðåñáßùóçò ìéáò áíÜëõóçò üðïõ êÜðïéïò åßôå ðñïóðáèåß

íá äåé Ýíá áíôéêåßìåíï ùò óýíèåóç êÜðïéùí Üëëùí ïõóéùäþò áðëïýóôåñùí áíôéêåéìÝíùí, åßôå ôï

åéóáãÜãåé óôçí óöáßñá ìéáò åõñýôåñçò ïëüôçôáò. ÊáôÜ äåýôåñïí ìåôáöõóéêÞ äéüôé áíáãíùñßæåé

Þ ü÷é ôçí ýðáñîç èåìåëéùäþí óôïé÷åßùí ðïõ êáèïñßæïõí ôï ïíôïëïãéêü êáèåóôþò ôïõ êÜèå

áíôéêåéìÝíïõ.

Ôçí "bottom-up" ðñïóÝããéóç ìðïñïýìå íá ôçí áíé÷íåýóïõìå óôç äïõëåéÜ ôïõ Russell (

áëëÜ êáé ôïõ Wittgenstein óôçí ðñþôç ôïõ ðåñßïäï) óôç öéëïóïößá êáé ôç ëïãéêÞ ôùí ìáèçìáôé-

êþí êáôÜ ôéò ðñþôåò äåêáåôßåò ôïõ åéêïóôïý áéþíá üðïõ åéóÜãåé ôçí öéëïóïöéêÞ èÝóç ðïõ åßíáé

ãíùóôÞ êáé ùò "ëïãéêüò áôïìéóìüò". ÁõôÞ èÝóç Ýðáéîå êáèïñéóôéêü ñüëï óå üëç ôçí áíáëõôéêÞ

öéëïóïößá êáé êáèüñéóå ðñÜãìáôá êáé óôá ìáèçìáôéêÜ. ¸ôóé âëÝðåé ôï èåìåëéþäç ñüëï íá ôïí

ðáßæïõí ôá ãåãïíüôá óôá ïðïßá êáé áíáãüìáóôå êÜèå öïñÜ ãéá ôçí óçìáóéïëïãéêÞ áðïôßìçóç êáé

áíáãíùñßæåé äýï óôÜäéá óôçí ìÝèïäï: ðñþôïí ôçí áíáæÞôçóç ôùí âáóéêþí áñ÷þí êáé óôïé÷åßùí

ðïõ âñßóêïíôáé ðßóù ìéá èåùñßá (áíÜëõóç) êáé äåýôåñïí ôçí áíôßóôñïöç ðïñåßá áíáóýíèåóçò

ôïõ óþìáôïò ôçò èåùñßáò áðü áõôÜ ðïõ ðñïÝêõøáí áðü ôï ðñþôï âÞìá (óýíèåóç). ¸ôóé óôï

ìáèçìáôéêü ôïõ Ýñãï óôá ðëáßóéá ôçò èåùñßáò ôýðùí áíáãíùñßæåé ôçí áíáãêáéüôçôá íá ïñßóåé
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ôýðïõò âáèìïý 0 ïé ïðïßïé êáé èá áðïôåëÝóïõí êáé ôá áôïìéêÜ óôïé÷åßá ãéá ôçí äçìéïõñãßá ôýðùí

ìåãáëýôåñïõ âáèìïý.

ÁëëÜ åêåß ðïõ Ý÷ïõìå ìå ôï ðéï îåêÜèáñï ôñüðï ôç ÷ñÞóç áõôÞò ôçò èåþñçóçò åßíáé óôçí

èåùñßá óõíüëùí üôáí ôçí âëÝðïõìå ùò èåìÝëéï üëùí ôùí ìáèçìáôéêþí. Åäþ, êáé áõôü åßíáé

éäéáßôåñá óçìáíôéêü, äåí Ý÷ïõìå ìüíï ôç óõãêñüôçóç ìéáò ìáèçìáôéêÞò ïíôüôçôáò åê ôùí óôïé-

÷åßùí ôçò, áëëÜ ôçí åíïðïßçóç üëùí ôùí ìáèçìáôéêþí óôç âÜóç ôçò Ýííïéáò ôïõ óõíüëïõ. ¸ôóé

óýìöùíá ìå ôï ðñüãñáììá ðïõ Üñ÷éóå ìå ôïõò Zermelo êáé Fraenkel êáé ðïõ Ý÷åé êáôéó÷ýóåé

ðëÝïí, ìðïñïýìå íá äïýìå êÜèåôé óôá ìáèçìáôéêÜ ìÝóá óôï ðåñéâÜëëïí óýìðáí ôçò èåùñßáò

óõíüëùí. Åäþ Ý÷åé óçìáóßá íá ðáñáôçñÞóïõìå ðùò áõôü óõíå÷ßæåé íá éó÷ýåé êáé áí äéáôáñÜ-

îïõìå ôá óõíïëïèåùñçôéêÜ áîéþìáôá áöáéñþíôáò ôéò áñ÷Ýò áãíüôçôáò Þ êáëÞò èåìåëßùóçò. Åßôå

äïõëÝøïõìå ìå "Üôïìá" ìÝóá óôç èåùñßá óõíüëùí åßôå ü÷é (âëÝðïíôáò, äçëáäÞ, ôá ðÜíôá ùò

óýíïëá) ç ðñïóÝããéóç óõíå÷ßæåé íá äïõëåýåé. ¼ðùò ëÝåé êáé ï Kunnen (Kunnen[1980] óåë 63):

Ç èåùñßá óõíüëùí åßíáé ôï èåìÝëéï ôùí ìáèçìáôéêþí. ¼ëåò ïé éäÝåò ôùí ìáèçìáôé-

êþí ïñßæïíôáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôéò ðñùôáñ÷éêÝò Ýííïéåò ôïõ óõíüëïõ êáé ôïõ áíÞêåéí

(. . . ) áðü ôá áîéþìáôá üëá ôá ãíùóôÜ ìáèçìáôéêÜ ìðïñïýí íá ðñïêýøïõí.

Ìå áõôÞí ôçí êáèïëéêüôçôá ôçò èåùñßáò óõíüëùí èá áó÷ïëçèïýìå áñãüôåñá üôáí ìéëÞ-

óïõìå ãéá áðüëõôá ìáèçìáôéêÜ. Áõôü ðïõ Ý÷åé óçìáóßá åäþ åßíáé ç ìåèïäïëïãßá üðïõ Ýíá

áíôéêåßìåíï ìéáò ìáèçìáôéêÞò èåùñßáò ðñÝðåé ðÜíôá íá ìðïñåß íá êáôáóêåõÜæåôáé ùò êÜðïéï

áõóôçñÜ ðñïóäéïñßóéìï óýíïëï Þ êÜðïéá óõëëïãÞ óõíüëùí. Áðü ôçí Üëëç, ãéá íá Ý÷ïõìå ìéá

"bottom-up" ëïãéêÞ åßíáé áíáãêáßï íá Ý÷ïõìå êÜðïéï åñãáëåßï ðïõ èá ìáò ìåôáöÝñåé áðü ôçí

âÜóç åðÜíù - áðü ôá Üôïìá óôï üëï, êáé áõôü ôï åñãáëåßï äåí ìðïñåß ðáñÜ íá åßíáé ç Ýííïéá

ôçò óõëëïãÞò ç ïðïßá ìå ôçí óåéñÜ ôçò ìáò ïäçãåß ìå öõóéêü ôñüðï óôç èåùñßá óõíüëùí. Ç

áðüêôçóç åíüò ôÝôïéïõ ñüëïõ áðü ôá óýíïëá, ðñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå, äåí åßíáé ôõ÷áßá áëëÜ

ó÷åôßæåôáé ìå ôï ãåãïíüò ôçò ôáõôü÷ñïíçò áíÜðôõîçò èåùñßáò óõíüëùí êáé ôçò áíáëõôéêÞò öé-

ëïóïößáò. Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ ôþñá ï áíôßóôñïöïò ôñüðïò óêÝøçò (ï ôüíïò íá ðÝöôåé óôçí

ïëüôçôá) ðñïûðÞñ÷å éóôïñéêÜ êáé îåêéíÜåé áðü ôïí ÁñéóôïôÝëç ï ïðïßïò åß÷å áðïöáíèåß "ôï üëïí

åßíáé êÜôé ðáñáðÜíù áðü ôï Üèñïéóìá ôùí åðéìÝñïõò" (ÌåôáöõóéêÜ 1045a10) êáé öôÜíåé óôçí

êïñýöùóÞ ôïõ ìå ôï Ýñãï ôùí åõñùðáúêïý éäåáëéóìïý êáé éäéáéôÝñùò ôïõ Hegel. Ìéá ïëéóôéêÞ

áðÜíôçóç èá Ýëåãå ðùò åßíáé áäýíáôïí íá áíáãÜãïõìå ôï üëï óôá óôïé÷åéþäç, ÷ùñßò íá áñíåßôáé

üìùò ôçí äõíáôüôçôá ýðáñîçò åðéìÝñïõò, áëëÜ ôïíßæïíôáò ôçí ðïéïôéêÞ äéáöïñïðïßçóç êáé ôåëéêÞ

êáèïñéóôéêüôçôá ôïõ üëïõ. Ôçí éäéüôçôá äçëáäÞ ôçò ïëüôçôáò íá åìðåñéÝ÷åé ìåãáëýôåñç åîçãç-

ôéêÞ éêáíüôçôá êáé áëÞèåéá óå ó÷Ýóç ìå áõôÜ ìå ôá üóá åìðåñéÝ÷åé. Ðùò åßíáé äõíáôü íá õðÜñîåé

ìéá äéáöïñåôéêÞ áíôßëçøç ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ; Ìéá "top-down " ìåèïäïëïãßá èá åßíáé êáôÜ âÜóç

áëãåâñéêÞ. Èá ìéëÜåé ãéá êÜðïéá áíôéêåßìåíá, ôùí ïðïßùí ç öýóç èá ðáñáìÝíåé Üãíùóôç, êáé ðïõ

èá äéÝðïíôáé áðü ðñïóäéïñßóçìåò ìåôáîý ôïõò ó÷Ýóåéò êáé áðü êáíüíåò. Ôá áíôéêåßìåíá, äçëáäÞ,

èá åíôÜóóïíôáé óå êÜðïéá äïìÞ êáé äåí èá åßíáé Þäç êáôáóêåõÜóìÝíá áðü êÜðïéá ðñþôç ýëç.
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Áíôßóôïé÷á ôá èåùñÞìáôá äåí èá ðáñïõóéÜæïõí éäéüôçôåò êÜðïéùí êáôáóêåõþí áëëÜ èá áíáöÝ-

ñïíôáé óå áíáëëïßùôá óå êÜèå äïìÞ ÷áñáêôçñéóôéêÜ åíþ ôï íüçìá ìéáò ïíôüôçôáò äåí õðÜñ÷åé

áðü ìüíï ôïõ áëëÜ èá åßíáé óå áíáöïñÜ ìå êÜðïéï ðåñéâÜëëïí. ¼ðùò ôï Ýèåóå ï Lawvere:

. . . ôá èåìÝëéá äåí ìðïñïýí íá ôáõôéóôïýí ìå êáíÝíá áñ÷éêü óçìåßï (. . . ) áëëÜ èá

ðñÝðåé íá âÜæåé ôéò êáôåõèõíôÞñéåò ãñáììÝò ãéá íá ðåñíÜìå áðü ôïí Ýíáí êëÜäï ôùí

ìáèçìáôéêþí óôïí Üëëïí . . .

Ôï ðñïöáíÝò ðñüâëçìá åßíáé åäþ ðüôå äýï áíôéêåßìåíá ôáõôßæïíôáé åöüóïí äåí íïìéìï-

ðïéïýìáóôå üôáí äïõëåýïõìå "top-down " íá Ý÷ïõìå êÜôé áíôßóôïé÷ï ôïõ áîéþìáôïò ôçò Ýêôá-

óçò. ¸íá ðáñÜäåéãìá ãéá ôï ðþò ìðïñåß íá åðéôåõ÷èåß áõôü åßíáé ôï ðáñÜäåéãìá ôïõ Äñüóóïõ

(Drossos: Set Categories and Structuralism 2005 óåë2) óôï ïðïßï åðéôõã÷Üíïõìå ìéá ïëéóôéêÞ

ðñïóÝããéóç ôçò éóüôçôáò ùò åîÞò. ¸óôù Á;Â ⊆ Ù. Ôüôå Á = Â áí, êáé ìüíï áí ãéá êÜèå

× ⊆ Ù Ý÷ïõìå Á ∪ × = Â ∪ × êáé Á ∩ × = Â ∩ × . Ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå äçëáäÞ ôçí

éóüôçôá äýï óõíüëùí, ü÷é óå ó÷Ýóç ìå ôï ðïéÜ áôïìéêÜ óôïé÷åßá åìðåñéÝ÷ïõí, áëëÜ óå ó÷Ýóç ìå

ôç óõìðåñéöïñÜ êáé ôç óõó÷Ýôéóç ìå üëá ôá Üëëá óýíïëá.

Ôï ðéï ÷áñáêôçñéóôéêü åäþ ðáñÜäåéãìá (äåò êáé ðáñáêÜôù) åßíáé Þ Ýííïéá ôïõ ûðïóõíü-

ëïõ óôç èåùñßá êáôçãïñéþí" ç ïðïßá êáèïñßæåôå ü÷é ìÝóù ìéáò éäéüôçôáò ôïõ ðåñéÝ÷åéí áëëÜ ùò

Ýíá âÝëïò ðïõ îåêéíÜ áðü Ýíá áíôéêåßìåíï U êáé êáôáëÞãåé óôï Á êáé åßíáé monic. Ç éóüôçôá

åäþ åðéôõã÷Üíåôáé ìÝóù ôçò Ýííïéáò ôïõ "Ýùò éóïìïñöéóìïý". Åöüóïí ðëÝïí "÷Üíïõìå" ôçí

ðñùôáñ÷éêüôçôá ôïõ áôüìïõ áíáæçôïýìå Üëëç ìÝèïäï "óýãêñéóçò" ç ïðïßá åðéôõã÷Üíåôáé ìÝóù

ìéáò ðïñåßáò áöáßñåóçò åêêéíþíôáò áðü ôï óõãêåêñéìÝíï áíáæçôïýìå ôçí "ïõóßá" ôçò äïìÞò

ôïõ (Ýíá äé÷ïôïìéêü ó÷Þìá äçëáäÞ ôçò ìïñöÞò "ôýðïò-Ýäåéãìá" . Ç ìÝèïäïò áõôÞ ðïõ ðñù-

ôïðáñïõóéÜóôçêå ìå ðñïóÝããéóç ôùí Peano-Dedekind ãéá ôï óõóôÞìá ôùí öõóéêþí áñéèìþí,

áðïôåëåß ôïí âáóéêü ôñüðï ðñáêôéêÞò óôçí Üëãåâñá óôïí 20ï áéþíá êáé êõñéïëåêôéêÜ ôïí êïñìü

ôçò èåùñßáò êáôçãïñéþí. Ìéá ôÝôïéá öéëïóïöéêÞ óêïðéÜ Ý÷åé Ýíá ðïëý Ýíôïíï éóôïñéêü êáé äéá-

ëåêôéêü ÷áñáêôÞñá. Äåí âëÝðåé ôéò ìáèçìáôéêÝò èåùñßåò ôç ìéá äßðëá óôçí Üëëç, óõíäåüìåíåò

ìüíï ùò äéáöïñåôéêÝò åíóáñêþóåéò ìéáò ðñùôåúêÞò èåùñßáò, áëëÜ ùò ïíôïëïãéêÜ áõôïôåëÞò êáé

ôáõôü÷ñïíá äéáëåêôéêÜ óõíäåüìåíåò, êáèþò ìåôáöåñüìáóôå áðü ôçí ìéá óôçí Üëëç ìÝóù ôùí

êáèïëéêþí éäéïôÞôùí.

Åðßóçò óõíäÝåôáé êáé ìå ìéá óôñïõêôïõñáëéóôéêÞ ôïðïèÝôçóç ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ (óõ-

ãêåêñéìÝíá áõôÞí ôçí ôïðïèÝôçóç ðïõ óôçí ðéï ðñüóöáôç âéâëéïãñáößá áíáöÝñåôáé ùò pure-

structuralism) áöïý ôþñá ç ìïñöÞ Þ äïìÞ åßíáé áõôÞ ðïõ ðáßæåé ôï ðñùôáñ÷éêü ñüëï. ÌïéÜæåé

íá éêáíïðïéåßôáé ç Üðïøç ôïõ Resnik üôé:

. . . óôá ìáèçìáôéêÜ éó÷õñßæïìáé üôé äåí Ý÷ïõìå áíôéêåßìåíá ìå ìéá åóùôåñéêÞ óýí-

èåóç ðïõ äéåõèåôåßôáé óôéò äïìÝò, Ý÷ïõìå ìüíï äïìÝò (. . . ) Ôá áíôéêåßìåíá ôùí

ìáèçìáôéêþí åßíáé óçìåßá ÷ùñßò äïìÞ Þ áëëéþò èÝóåéò óôéò äïìÝò.
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ÂÝâáéá ôï åñþôçìá ôïõ êáôÜ ðüóï ç êáôçãïñßåò ìðïñïýí íá ðáßîïõí êÜðïéï ñüëï óôïí

ìáèçìáôéêü óôñïõêôïõñáëéóìü Ýãêåéôáé óôï êáôÜ ðüóï ìðïñïýìå íá äå÷ôïýìå ðùò ìéá äïìÞ

ìðïñåß íá êáèïñßæåôáé áðü áíôéêåßìåíá êáé ìïñöéóìïýò áíÜìåóá óå áõôÜ Þ êáôÜ ðüóï ìðïñïýí

íá áðïôåëïýíôáé áðü óôïé÷åéùäÝóôåñá "Üôïìá". Óõíåðþò ìéá ç "top-down" ðñïóÝããéóç äåí

ôáõôßæåôáé ìå ôïí óôñïõêôïõñáëéóìü áëëÜ ìÜëëïí ï ïñéæüíôéïò äéá÷ùñéóìüò óå ïëéóôéêÜ êáé

áôïìéóôéêÜ ìáèçìáôéêÜ, óýíïëá êáé êáôçãïñßåò, äéáôñÝ÷åé üëåò ôéò óôñïõêôïõñáëéóôéêÝò åéêüíåò.

Ç èåùñßá êáôçãïñéþí ôþñá öáßíåôáé ðùò éêáíïðïéåß áðüëõôá ôç "top-down" ðñïóÝããéóç.

Ç Üðïøç áõôÞ óôçñßæåôáé óôçí éóôïñéêÞ ðñüïäï ôçò êáôçãïñéï -èåùñçôéêÞò ðñáêôéêÞò áðü ôçí

äåêáåôßá ôïõ 60 êáé ìåôÜ êáé óõíÝ÷åé üëïõò ôïõò ìåëåôçôÝò ðïõ áó÷ïëÞèçêáí ìå ôç ó÷Ýóç æçôç-

ìÜôùí èåìåëßùóçò êáé èåùñßáò êáôçãïñéþí. H âáñýôçôá åäþ ðÝöôåé óôçí Ýííïéá ôïõ ìïñöéóìïý.

¼ëåò ïé ðñïóäéïñßóéìåò éäéüôçôåò åíüò áíôéêåéìÝíïõ áíÜãïíôáé óå éäéüôçôåò ôùí ìïñöéóìþí ðïõ

åêêéíïýí Þ êáôáëÞãïõí óôï áíôéêåßìåíï. ¸ôóé ç éäéüôçôá äåí âñßóêåôáé óôï áíôéêåßìåíï "åí

áõôþ" áëëÜ áðïôåëåß êÜôé ðïõ åßíáé óå ðñùôáñ÷éêÞ óõíÜöåéá ìå ôá Üëëá áíôéêåßìåíï êáé ôï

"ðåñéâÜëëïí" óôï ïðïßï äïõëåýïõìå (ðáñáäåßãìáôá ðáñáêÜôù). ÁõôÞ ç "top-down" ïðôéêÞ åðé-

ôõã÷Üíåôáé ìÝóù ìéá "áñ÷Þò ðëáéóßïõ" ðïõ ÷áñáêôçñßæåé ôçí öéëïóïößá ôçò Èåùñßáò Êáôçãïñéþí

êáôÜ ôïõò Marquis êáé Landry[2005]:

Ç "top-down" ðñïóÝããéóç ãéá íá ÷áñáêôçñßóåé ìáèçìáôéêÜ áíôéêåßìåíá ìå êáôçãïñéï-

èåùñçôéêïýò üñïõò åííïåßôå ùò ôá ìÝóá ìå ôá ïðïßá ðñÝðåé íá áíáëýóïõìå ôçí

"shared structure"

¸íá âáóéêü ðáñÜäåéãìá ãéá ôï ðùò áõôü óõìâáßíåé åßíáé ç éäéüôçôá ôéò êáèïëéêüôçôáò

ðïõ åßíáé ÷áñáêôçñéóôéêÞ ãéá ôçí èåùñßá êáôçãïñéþí. Èá ôçí õðåíèõìßóïõìå åäþ óôçí åéäéêÞ

ðåñßðôùóç ôïõ ãéíïìÝíïõ áíôéêåéìÝíùí.¸óôù Á êáé Â äýï áíôéêåßìåíá óôçí êáôçãïñßá C. Ôüôå

ïñßæïõìå ôï äéÜãñáììá ãéíüìåíï ôùí äýï áíôéêåéìÝíùí íá áðïôåëåßôå áðü Ýíá áíôéêåßìåíï P êáé

äýï ìïñöéóìïýò p1 êáé p2

Á P
p1oo p2 // B

þóôå íá éêáíïðïéåßôáé ç ðáñáêÜôù éäéüôçôá: Ãéá êÜèå Üëëï äéÜãñáììá ôçò ìïñöÞò

Á ×
x1oo x2 // B

õðÜñ÷åé Ýíá ìïíáäéêü u : X −→ P þóôå ôï åðüìåíá äéÜãñáììá íá åßíáé áíôéìåôáèåôéêü

×

x1

��~~~~~~~~~~~~~~~

x2

��@@@@@@@@@@@@@@@

u

��
Á P

p1oo p2 // B
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Áðü ôçí Üëëç ï óõíÞèçò, áôïìéêéóôéêüò, ïñéóìüò ôïõ êáñôåóéáíïý ãéíïõìÝíïõ óõíüëùí

(êÜôé áíôßóôïé÷ï éó÷ýåé óå üëåò ôéò óõãêåêñéìÝíåò êáôçãïñßåò åíþ ãéá ôéò ìç óõãêåêñéìÝíåò

êáôçãïñßåò äåí õðÜñ÷åé êÜðïéïò ðñïöáíÞò ôñüðïò íá ïñßóïõìå áôïìéêéóôéêÜ ôï ãéíüìåíï) åßíáé

Á×B = {〈a; b〉|a ∈ A ∧ b ∈ B}

H äéáöïñïðïßçóç ðïõ èÝëïõìå íá åðéóçìÜíïõìå åßíáé ðñïöáíÞò.

Åäþ âÝâáéá ðñïêýðôïõí êÜðïéá åñùôÞìáôá. Ï Shapiro [1997] êÜíåé Ýíáí äéá÷ùñéóìü áíÜ-

ìåóá óôéò áëãåâñéêÝò êáé ôéò ìç-áëãåâñéêÝò èåùñßåò ôùí ìáèçìáôéêþí. Ïé äåýôåñåò åßíáé áõôÝò

ðïõ öáßíïíôáé åê ðñþôçò Üðïøçò íá áíáöÝñïíôáé óå Ýíá ìïíáäéêü óõãêåêñéìÝíï ìïíôÝëï åíþ

ïé ðñþôåò áõôÝò ðïõ äåí áíáöÝñïíôáé prima facie óå êÜðïéï. Ôéò áëãåâñéêÝò èåùñßåò åýêïëá

ìðïñåß êÜðïéïò íá ôéò "äåé" óôï êáôçãïñéáêü "top-down" êüóìï (üðùò ôçí èåùñßåò ïìÜäùí Þ

ãñáöçìÜôùí ðïõ åßäáìå áðü ðÜíù), áëëÜ ôé ãßíåôáé ìå ôéò ìç áëãåâñéêÝò, êáé åéäéêÜ åêåßíåò ðïõ

Ý÷ïõí ùò "Ýìöõôï" ìïíôÝëï áõôü ôçò èåùñßáò óõíüëùí; Ìßá ðñþôç ëýóç óå áõôü üóïí áöïñÜ

ôçí áñéèìçôéêÞ äßíåôáé ìå ôï ëåãüìåíï áíôéêåßìåíï ôùí öõóéêþí áñéèìþí, Ýíá áíôéêåßìåíï ðïõ

ïñßæåôáé óå Ýíáí ôüðï êáé åßíáé óáí íá ôïí åîïðëßæåé ìå ôïõò öõóéêïýò. ÁëëÜ êáôÜ ðüóïí ìðïñåß

íá ãåíéêåõôåß áõôüò; Ðùò ìðïñïýìå íá êÜíïõìå áðïôåëåóìáôéêÜ "top-down" ðñáãìáôéêÞ áíÜ-

ëõóç ãéá ðáñÜäåéãìá (åßôå êáôçãïñéáêÜ åßôå ü÷é); Öáßíåôáé ðùò ãéá íá êÜíåé êÜðïéïò ìáèçìáôéêÜ

ìå ôçí èåùñßá êáôçãïñéþí ðñÝðåé ðñþôá íá îåêáèáñßóåé áí ãßíåôáé íá Ý÷ïõìå ìéá ôÝôïéá áíÜëõóç

ãéá ôéò ìç áëãåâñéêÝò èåùñßåò. ÁëëÜ áêüìá êáé íá ðáñáäå÷üôáí êÜðïéïò ðùò ìðïñåß íá ôï êÜíåé,

áõôü èá óÞìáéíå áõôüìáôá ðùò ðáñáäÝ÷åôáé üôé ïé ìç áëãåâñéêÝò èåùñßåò Ý÷ïõí íá êÜíïõí ìå

êÜðïéåò äïìÝò êáé Üñá( áêïëïõèþíôáò ôçí ãíþìç ôïõ Shapiro) óõíåðÜãåôáé ðùò äåóìåõüìáóôå

óå êÜðïéïõ åßäïõò óôñïõêôïõñáëéóìü ðñÜãìá ðïõ (üðùò èá äïýìå ðáñáêÜôù) Ý÷ïõìå êáëÜ åðé-

÷åéñÞìáôá íá áðïöáíèïýìå üôé äåí óõíÜäåé ìå ôçí ôáõôü÷ñïíç áðïäï÷Þ ôçò èåùñßáò êáôçãïñéþí

ùò èåìÝëéï.

Áêüìá íïìßæù ðùò ðñÝðåé íá äéá÷ùñßóïõìå ôïí ïëéóìü óôç èåìåëßùóç êáé ôï ïíôïëïãéêü

óôÜôïõò áðü ôïí ïëéóìü üðùò ôïí ðñïóÝããéóå ï W.V. Quine ðïõ Ý÷åé ðåñéóóüôåñï åîçãçôéêü-

ãíùóéïëïãéêü ÷áñáêôÞñá. Ï ïëéóìüò êáôÜ ôïí Quine áíáöÝñåôáé óôï ðùò ðñÝðåé íá áðïäå÷ôïýìå

Þ ü÷é ìßá èåùñßá âÜæïíôáò ôï ïëéóôéêü êñéôÞñéï: ÐñÝðåé íá ôçí áðïäåêôïýìå óõíïëéêÜ ìáæß ìå

üôé Üëëï ó÷åôßæåôáé ìáæß ôçò óôïí éóôï ôçò ðåðïßèçóçò. Áõôüò ï ïëéóìüò åßíáé ðåñéóóüôåñï

ãíùóéïëïãéêüò ðáñÜ ïíôïëïãéêüò. (ÁðïêôÜåé üìùò êáé êÜðïéá ïíôïëïãéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ ìÝóù

ôïõ åðé÷åéñÞìáôïò áëëÜ äåí èá åðåêôáèïýìå åäþ).

Ç "top-down" ðñïóÝããéóç åßíáé áõôÞ ôçí óôéãìÞ êõñßáñ÷ç ìÝóá óôçí ìáèçìáôéêÞ ðñáêôéêÞ.

¼ðùò ëÝåé ï Awodey [1996]

Ëßãïé ìïíôÝñíïé ìáèçìáôéêïß åíäéáöÝñïíôáé ãéá êÜðïéá éäéüôçôá ôùí áíôéêåéìÝíùí

ðïõ ìåëåôïýí ÷ùñßò ìéá áíáöïñÜ óå ìéá äïóìÝíç, êáëþò ïñéóìÝíç Ýííïéá éóïìïñöé-

óìïý. ¸ôóé, ïé ôïðïëüãïé äåí åíäéáöÝñïíôáé íá äéá÷ùñßóïõí ïìïéïìïñöéêïýò ÷þñïõò

åîåôÜæïíôáò ôç óõíïëïèåùñçôéêÞ äïìÞ ôùí óçìåßùí ôïõ ÷þñïõ, ïýôå ïé ãåùìÝôñåò
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áíáæçôïýí ôçí ðëçèéêüôçôá ìéáò äéáöïñßóéìçò ðïëëáðëüôçôáò. Ôï áíôéêåßìåíï ôùí

óýã÷ñïíùí ìáèçìáôéêþí åßíáé óðÜíéá ç ìåëÝôç åíüò óõãêåêñéìÝíïõ óõíüëïõ ìå êÜ-

ðïéá äïóìÝíç äïìÞ Bourbaki áëëÜ ðåñéóóüôåñï Ýíá ìáèçìáôéêü áíôéêåßìåíï ïñé-

óìÝíï Ýùò éóïìïñöéóìïý

Óå êëÜäïõò äå üðùò ïé áëãåâñéêÞ ôïðïëïãßá êáé Þ ç áëãåâñéêÞ ãåùìåôñßá åßíáé ï ìüíïò

ôñüðïò óêÝøçò.

3.5 Ïé áðüøåéò ôïõ Lawvere

Ï F. William Lawvere Þôáí, áíáìöéóâÞôçôá, åêåßíïò ï ïðïßïò "êÞñõîå ôçí Ýíáñîç" üëïõ ôïõ

èÝìáôïò ðïõ ðñáãìáôåõüìáóôå åìåßò åäþ. ¹äç áðü ôçí äéäáêôïñéêÞ ôïõ äéáôñéâÞ, óôçí ïðïßá

óõíáíôÜìå óôïé÷åßá êáèïñéóôéêÜ êáé ãéá üëç ôçí õðüëïéðç ðïñåßá ôïõ, Ýâáëå óôï êÝíôñï ôçò

ðñïóï÷Þò ôùí ìáèçìáôéêþí ôçí Èåùñßá Êáôçãïñéþí ùò êÜôé ôï ïðïßï ðñÝðåé íá áðïêôÞóåé

áíåîÜñôçôç èåìåëßùóç êáé ñüëï óôá èåìÝëéá ôùí ìáèçìáôéêþí ãåíéêÜ. ÁëëÜ êáé áñãüôåñá, äåí

èá Þôáí õðåñâïëÞ íá éó÷õñéóôïýìå üôé óôçí ïõóßá ôïõò üëá ôá âáóéêÜ èÝìáôá ðïõ ìáò áöïñïýí

åäþ åß÷áí ôåèåß áðü ôïí Lawvere.

Óôçí ðïñåßá ôçò óêÝøçò ôïõ ìðïñïýìå üìùò íá åíôïðßóïõìå ìéá åíäéáöÝñïõóá áëëáãÞ

ðÜíù óôï ðùò Ýâëåðå ôçí õðüèåóç ôùí èåìåëßùí. Ôï 1966, üôáí Ýãñáöå ãéá áîéùìáôéêïðïßçóç

ôçò êáôçãïñßáò ôùí óõíüëùí ìå áðïêëåéóôéêÜ êáé ìüíï êáôçãïñéáêïýò üñïõò êáé üôáí Ýâëåðå

ôçí êáôçãïñßá üëùí ôùí êáôçãïñéþí ùò Ýíá äõíáôü èåìÝëéï ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ åííïïýóå ôçí

õðüèåóç ôçò èåìåëßùóçò ìå Ýíá ðáñáäïóéáêü ôñüðï ùò Ýíá óýóôçìá ðñùôïâÜèìéùí áîéùìÜôùí

óôï ïðïßï êÜèÝíá áíôéêåßìåíï ôïí ìáèçìáôéêþí èá ìðïñïýóå íá ïñéóôåß êáé êáèåìéá êáèéåñùìÝíç

ìáèçìáôéêÞ ðñüôáóç íá áðïäåéêôÞ. Ðñïüêåéôáé ãéá ìéá Üðïøç óõìâáôÞ ìå üôé íïïýôáí ùò èåìÝëéï

åêåßíç ôçí åðï÷Þ êáé ç ïðïßá êïßôáæå óáöþò ðñïò ôéò èÝóåéò ôùí öïñìáëéóôþí. Ìéá áëëáãÞ

ðñáãìáôïðïéÞèçêå ôï 1969 ìå ôï ðïëý óçìáíôéêü Üñèñï ôïõ "Adjointness in foundations" óôï

ïðïßï âñßóêïõìå ôï óëüãêáí: "Ìå ôçí Ýííïéá ôùí èåìåëßùí èá åííïïýìå ôç ìåëÝôç üóùí åßíáé

êáèïëéêÜ óôá ìáèçìáôéêÜ".

¸ôóé ôá èåìÝëéá ìå áõôÞ ôçí Ýííïéá äåí ìðïñïýí íá ôáõôéóôïýí ìå êáíÝíá "áñ÷éêü óçìåßï"

Þ êáìßá "óõãêåêñéìåíïðïßçóç" ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ, áëëÜ ìåñéêÜ áðïôåëÝóìáôá óå áõôÝò ôéò

êáôåõèýíóåéò ìðïñïýí íá óõíéóôïýí áðïôåëÝóìá ôçò ôçò èåìåëßùóçò. ÁëëÜ áíÜìåóá óôá Üëëá

áðïôåëÝóìáôá ôùí Èåìåëßùí (Ýôóé íïïõíÝíùí) ðñÝðåé íá âñßóêïíôáé êáèïäçãçôéêÝò ãñáììÝò ãéá

ôï ðÝñáóìá áðü ôïí Ýíá êëÜäï ôùí ìáèçìáôéêþí óôïí Üëëï Óôï âéâëßï ôïõ "Set Theory" (2003,

óåë 235)ãñÜöåé:

¸íá èåìÝëéï êáèéóôÜ óáöÞò ôá âáóéêÜ êáé ãåíéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ, ôá óõóôáôéêÜ ôùí

äéáäéêáóéþí ôçò åðéóôÞìçò êáèþò åðßóçò ôéò áñ÷Ýò êáé ôïõò ãåíéêïýò íüìïõò áíÜðôõ-

îçò. Ï óêïðüò ãéá ôïí ïðïßï ðïõ êÜíïõìå áõôÞí ôçí ñçôÞ åßíáé ãéá íá ðñïâÜëïõìå



3.6. ÏÉ ÁÐÏØÅÉÓ ÔÏÕ BELL 101

Ýíáí ïäçãü ãéá ôçí åêìÜèçóç, ôç ÷ñÞóç êáé ôçí ðåñáéôÝñù áíÜðôõîç ôçò åðéóôÞ-

ìçò. ¸íá 'ãíÞóéï' èåìÝëéï ðïõ îå÷íÜ áõôüí ôïí óêïðü êáé åðéäéþêåé ìéá èåùñçóéáêÞ

"èåìåëßùóç" ãéá ñçí ßäéá ôçí "èåìåëßùóç" åßíáé óáöþò Ýíá ìçèåìÝëéï.

Åíþ ðÜëé óôï 'Adjointness in foundations' ãñÜöåé:

¼íôáò ç ßóéá ìÝñïò ôùí ìáèçìáôéêþí , ôá èåìÝëéá ìåôÝ÷ïõí ôçò äõúêüôçôáò ôïõ

ôõðéêïý- åííïéëïãéêïý. Óôçí ôõðéêÞ ôïõò äéÜóôáóç, ôá èåìÝëéá åðéêåíôñþíïíôáé óõ-

÷íÜ óôçí ôõðéêÞ ðëåõñÜ ôùí ìáèçìáôéêþí, äßíïíôáò áöïñìÞ ãéá áíÜðôõîç ôçò Ëïãé-

êÞò. Ðéï ðñüóöáôá ç áíáæÞôçóç êáèïëéêþí óôïé÷åßùí Ý÷åé åðßóçò êÜíåé ìéá åííïéëï-

ãéêÞ óôñéöÞ ìå ôçí ìïñöÞ ôçò èåùñßáò êáôçãïñéþí, ç ïðïßá îåêßíçóå åêëáìâÜíïíôáò

ùò íÝï ìáèçìáôéêü áíôéêåßìåíï ôçí ïëüôçôá üëùí ôùí ìïñöéóìþí ôùí ìáèçìáôéêþí

áíôéêåéìÝíùí åíüò äåäïìÝíïõ åßäïõò Á êáé äéáðéóôþíïíôáò ôüôå üôé üëá áõôÜ ôá íÝá

ìáèçìáôéêÜ áíôéêåßìåíá áíÞêïõí óå Ýíá ìç ôåôñéìÝíï åßäïò C ðïõ åßíáé áíåîÜñôçôï

ôïõ Á.

3.6 Ïé áðüøåéò ôïõ Bell

Åßäáìå íùñßôåñá ôéò áðüøåéò ðïõ åîÝöñáóå ï John Bell ôï 1981. Åß÷áí íá êÜíïõí ìå ìéá Üñíçóç

êÜèå èåìåëéùôéêïý ñüëïõ ðïõ èá ìðïñïýóå íá ðáßîåé ç èåùñßá êáôçãïñéþí. Ç ÜðïøÞ ôïõ âáóß-

æïíôáí óå ìéá êáôÜ ôç ãíþìç ôïõ áóõììåôñßá áíÜìåóá óôéò áðáéôÞóåéò êáé ôï ÷áñáêôÞñá ðïõ

ðñÝðåé íá Ý÷ïõí ôá èåìÝëéá êáé ôá âáóéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôçò êáôçãïñéáêÞò ðñïóÝããéóçò. Ëßãá

÷ñüíéá áñãüôåñá üìùò ç èÝóç ôïõ áõôïáíáéñÝèçêå. Óôá 1986 ðáñïõóßáóå ôï Üñèñï ôïõ "From

absolute to local mathematics" óôï ïðïßï ðáñïõóéÜæåé ìéá íÝá ôïðïèÝôçóç ãéá ôç ìáèçìáôéêÞ

èåìåëßùóç ç ïðïßá, åêêéíþíôáò áðü ôéò óýã÷ñïíåò åîåëßîåéò óôá ìáèçìáôéêÜ, áíáäåéêíýåé ìéá

âáèýôåñç äéáëåêôéêÞ öýóç óôá ìáèçìáôéêÜ.Áõôç ç ðÜëé, êáôÜ ôç ãíþìç ôïõ, ìðïñåß íá áðïôõ-

ðùèåß êáëýôåñá ìå ôïí ðëïõñáëéóìü êáé ôçí ðïëõðôõ÷üôçôá ôçò èåùñßáò ôüðùí, åéäïìÝíç (üðùò

èá äïýìå) ùò ìéá éíôïõóéïíéóôéêÞ èåùñßá ôýðùí õøçëüôåñçò ôÜîçò.

Óôçí ðáñïýóá ðáñÜãñáöï èá åðé÷åéñÞóïõìå ìéá åñìçíåõôéêÞ áíáóýíèåóç ôùí âáóéêþí åðé-

÷åéñçìÜôùí ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óå áõôü ôï Üñèñï. Áí èÝëáìå íá âÜëïõìå ìéá ðåñéâÜëëïõóá ôçò

äéÜñèñùóçò ôïõ êåéìÝíïõ, èá åíôïðßæáìå ôá åîÞò óôÜäéá óôïí óõëëïãéóôéêÞ ôïõ:

(i) ÊÜèå ëïãéêÞ (áêüìá êáé ôÜîçò ìåãáëýôåñçò ôçò ðñþôçò) åßíáé åñìçíåýóéìç óå Ýíáí ôüðï.

(ii) ÕðÜñ÷åé ìéá áìöéìïíïóÞìáíôç áíôéóôïé÷ßá áíÜìåóá óôïõò ôüðïõò êáé ôéò éíôïõóéïíéóôéêÝò

èåùñßåò ôýðùí õøçëüôåñçò ôÜîçò.

(iii) Ïñßæïíôáé ôá ëåãüìåíá ôïðéêÜ ðëáßóéá ùò ãåíéêåõìÝíá ìïíôÝëá ôçò èåùñßáò óõíüëùí.

(iv) Ïñßæåôáé Ýíáò êáôÜëëçëïò ìåôáó÷çìáôéóìüò áíÜìåóá óôá ôïðéêÜ ðëáßóéá.
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Ôï ôåëéêÜ áðïôåëÝóìáôá ðïõ êáôáëÞãåé ï Bell ìå ôç íÝá ìÝèïäü ôïõ ãéá ôçí ðñïóÝããéóç

ôùí ìáèçìáôéêþí åßíáé ç áðëïðïßçóç êÜðïéùí ðåñßðëïêùí êáé äõóíüçôùí äéáäéêáóéþí, êáèþò êáé

äçìéïõñãßá åíüò ðïëý åíäéáöÝñïíôïò áíÜëïãïõ ôùí ìáèçìáôéêþí ìå ôçí èåùñßá ôçò ó÷åôéêüôçôáò.

Èá ðåñÜóïõìå ôþñá íá äïýìå Ýíá ðñïò Ýíá áõôÜ ôá âÞìáôá.

Ðñþôïí. ¼ðùò åîçãÞóáìå áíáëõôéêÜ óôï äåýôåñï êåöÜëáéï (óôï õðïêåöÜëáéï ãéá ôïõò

ôüðïõò êáé ôçí åóùôåñéêÞ ëïãéêÞ ôïõò), åßíáé äõíáôüí íá åñìçíåýóïõìå óå êÜèå ôüðï ôçí ðñï-

ôáóéáêÞ ëïãéêÞ. Åðßóçò (áõôü äåí ôï áðïäåßîáìå óôï äåýôåñï êåöÜëáéï) ìðïñïýìå íá äþóïõìå

åñìçíåßåò ãéá ôïõò äýï ðïóïäåßêôåò ∃ êáé ∀, êáé Ýôóé åßíáé äõíáôüí íá äþóïõìå åñìçíåßá êáé ãéá
ôéò ëïãéêÝò ðñþôçò ôÜîçò. ÁëëÜ ìðïñïýìå íá óõíå÷ßóïõìå. Åîáéôßáò ôçò ýðáñîçò ôïõ åêèåôéêïý

ÙÁ ãéá ôïí ôáîéíïìçôÞ õðïáíôéêåéìÝíùí êáé ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï Á ôïõ ôüðïõ, ðïõ ìðïñïýìå

íá ðïýìå üôé ðáñéóôÜíïõí óõëëïãÝò éäéïôÞôùí, éäéüôçôåò éäéïôÞôùí ê.ô.ë., ìðïñïýìå íá êáôáóôÞ-

óïõìå åñìçíåýóéìåò êáé ëïãéêÝò ìåãáëýôåñçò ôÜîçò, ôï ßäéï äçëáäÞ ðïõ ìðïñïýìå íá êÜíïõìå

êáé óå êÜðïéï óõíçèéóìÝíï ìïíôÝëï óôç óõíïëïèåùñßá. ÐáñåíèåôéêÜ íá ðïýìå ðùò ôï ãåãïíüò

áõôü Ý÷åé ðïëý ìåãÜëç óçìáóßá óôá ìáèçìáôéêÜ êáèþò Ýôóé äßäåôáé óôá ÷Ýñéá ôùí ëïãéêïëüãùí

Ýíáò íÝïò êáéíïýñéïò êüóìïò ìïíôÝëùí ãéá ôéò èåùñßåò.

Äåýôåñïí. Áõôü ôï áðïôÝëåóìá, ôï ïðïßï êáé ÷ñçóéìïðïéåß ìå êïìâéêü ôñüðï, ï Bell

åßíáé éäéáßôåñá óçìáíôéêü êáé èá ôï äïýìå êÜðùò áíáëõôéêÜ. ÕðÜñ÷ïõí ðïëëïß ôñüðïé ãéá íá ôï

áðïäåßîïõìå áëëÜ åìåßò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï ôïõ Lambek. Åäþ ðñÝðåé íá ðïýìå ðùò

ôï èåþñçìá áõôü èá ðáßîåé éäéáßôåñï ñüëï êáé óôï åðüìåíï õðïêåöÜëáéï.

Äçìéïõñãïýìå ìéá èåùñßá ôýðùí ç ïðïßá íá ðåñéëáìâÜíåé ôïõò åîÞò ôýðïõò:

• Ôïõò ðñùôáñ÷éêïýò ôýðïõò 1, Í (öõóéêïß áñéèìïß), Ù (ðñïôÜóåéò)

• Ãéá êÜèå ôýðï Á ôïí ôýðï P(A).

• Ãéá êÜèå äýï ôýðïõò A êáé B ôïí ôýðï A×B.

Áí ü üñïò á åßíáé ôïõ ôýðïõ Á ôüôå ãñÜöïõìå áåÁ êáé Ý÷ïõìå:

1. Ïé üñïé xA1 ,x
A
2 ,: : : åßíáé ôïõ ôýðïõ Á.

2. Ï üñïò ∗ åßíáé ôýðïõ 1.

3. Áí áåÁ êáé á′åP(A) ôüôå ïé üñïé á ∈ á′ êáé á = á′ åßíáé ôýðïõ Ù.

4. Ï üñïò 0åÍ êáé áí nåÍ ôüôå SnåÍ .

5. Aí áåÁ êáé âåÂ ôüôå 〈á; â〉åA×B.

6. Áí x ôýðïõ Á êáé ö(x) ôýðïõ Ù, ôüôå {x|ö(x)}åP(A)

Åðßóçò, óôáäéáêÜ ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå üëïõò ôïõò ëïãéêïýò üñïõò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå.

Ãéá ðáñÜäåéãìá áí p; qåÙ êáé áåÁ ôüôå ãñÜöïõìå:



3.6. ÏÉ ÁÐÏØÅÉÓ ÔÏÕ BELL 103

• > (áëçèÝò) üôáí ∗ = ∗

• p ∧ q üôáí 〈p; q〉 = 〈>;>〉.

• p⇒ q üôáí (p ∧ q) = p.

• ∀x ∈ Aö(x) üôáí {x ∈ A|ö(x)} = {x ∈ A|>}

• p ∨ q üôáí ∀t ∈ Ù(((p⇒ t) ∧ (q ⇒ t))⇒ t)

• ¬p üôáí p⇒ >

Óå ìéá ôÝôïéá ãëþóóá, ðñÝðåé íá êáèïñßóïõìå êáé ìéá óõëëïãÞ èåùñçìÜôùí, ùò óõíÞèùò

ìå ôç âïÞèåéá ôïõ óõìâüëïõ `. ÃñÜöïõìå ôçí ðáñáãùãÞ ùò åîÞò:

p1; p2; : : : pn `X pn+1

üðïõ ôá pi åßíáé ôýðïõ Ù êáé × ôï óýíïëï ôùí åëåõèÝñùí ìåôáâëçôþí. Åßíáé åðßóçò ðïëý

åýêïëï íá ïñßóïõìå êáé Ýíá óýíïëï êáíüíùí óõíáãùãÞò ïé ïðïßïé íá ìðïñïýí íá ðáñÜãïõí ôá

èåùñÞìáôá áðü Ýíá óýíïëï áîéùìÜôùí. (Áõôü åßíáé êÜôé óôï ïðïßï äåí èá åðéìåßíïõìå).

ÊÜèå ôõðéêÞ ãëþóóá L ðïõ éêáíïðïéåß áõôÝò ôéò óõíèÞêåò ãéá ôïõò ôýðïõò, ôïõò üñïõò

êáé ôá èåùñÞìáôá ïíïìÜæåôáé èåùñßá ôýðùí. Ãéá íá Ý÷ïõìå ôçí ãíÞóéá éíôïõúóéïíéóôéêÞ èåùñßá

ôýðùí L0 áðáéôïýìå ïé üñïé, ïé ôýðïé êáé ôá èåùñÞìáôá íá åßíáé åëåýèåñá ðáñáãüìåíá, äçëáäÞ:

Ðñþôïí íá ìçí õðÜñ÷ïõí ôýðï Þ üñïé ðÝñá áðü áõôïýò ðïõ ïñßæïíôáé ðáñáðÜíù êáé íá ìçí

õðÜñ÷ïõí ìç ôåôñéììÝíåò éóüôçôåò áíÜìåóá óå üñïõò êáé ôýðïõò êáé äåýôåñïí íá ìçí õðÜñ÷ïõí

èåùñÞìáôá Üëëá åêôüò áðü áõôÜ ðïõ ðáñÜãïíôáé áðü ôïõò êáíüíåò óõìðåñáóìáôïëïãßáò ôçò

éíôïõúóïíéóôéêÞò áñéèìçôéêÞò. Ãéá íá Ý÷ïõìå ìéá ãíÞóéá êëáóóéêÞ èåùñßá ôýðùíL1, áðáéôïýìå

üðùò ðáñáðÜíù, ìüíï ðïõ æçôÜìå ðáñáðÜíù ôï áîßùìá áðïêëåßóåùò ôïõ ôñßôïõ

∀t ∈ Ù(t ∧ ¬t)

Ãéá êÜèå ôüðï Å õðÜñ÷åé ìéá èåùñßá ôýðùí

L(E) = L

ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí åóùôåñéêÞ ëïãéêÞ êáé ãéá êÜèå èåùñßá ôýðùí õðÜñ÷åé ôüðïò

Ô(L) = Å

ðïõ ãåííÜôáé áðü ôç èåùñßá ôýðùí ãíùóôüò êáé ùò ôüðïò ôùí Tarski � Lindenbaum. Ïé ôüðïé êáé

ïé èåùñßåò ôýðùí áðïôåëïýí êáôçãïñßåò. Óõíåðþò ïé L; T åßíáé óõíáñôçôÝò ðïõ áðïäåéêíýåôáé

ðùò åßíáé óõæõãåßò êáé ìÜëéóôá áðïôåëïýí ôï æåõãÜñé ìéáò éóïäõíáìßáò êáôçãïñéþí. Áõôïß ìáò

äßíïõí ìéá áíôéóôïß÷éóç áíÜìåóá óôïõò ôüðïõò áõôïýò êáé ôéò èåùñßåò ôýðùí.
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Ôñßôïí. Ôï åðüìåíï âÞìá åßíáé íá ïñßóïõìå ôï êåíôñéêü áíôéêåßìåíï ôçò èåùñßáò . Áõôü

åßíáé ôï ëåãüìåíï ôïðéêü ðëáßóéï Þ ôïðéêÞ èåùñßá óõíüëùí (local set theory). Áõôü äåí åßíáé

ôßðïôá Üëëï áðü Ýíáò óôïé÷åéþäçò ôüðïò ï ïðïßïò åßíáé åöïäéáóìÝíïò ìå Ýíá áíôéêåßìåíï öõóéêþí

áñéèìþí. Åäþ íá èõìßóïõìå ðùò áíôéêåßìåíï öõóéêþí áñéèìþí åßíáé üðùò ôï Ý÷ïõìå ïñßóåé Ýíáò

ôñüðïò ãéá íá Ý÷ïõìå öõóéêïýò áñéèìïýò óôçí èåùñßá êáôçãïñéþí. Ïé ôüðïé áõôïß üðùò Ý÷ïõìå

Þäç áíáöÝñåé åßíáé ôüðïé ðïõ ðñïóïìïéÜæïõí ðÜñá ðïëý ôá óýíïëá, åßíáé, ôñüðïí ôéíÜ, ãåíéêåýóåéò

ôïõò. ¼ðùò ëÝåé êáé ï ßäéïò ï Bell:

ÁõôÜ ôá ôïðéêÜ ðëáßóéá ãßíïíôáé ôþñá ôá ãåíéêåõìÝíá ìïíôÝëá ôçò Èåùñßáò Óõíü-

ëùí Þ ôïðéêþí óõìðÜíôùí ðñáãìÜôåõóçò óôá ïðïßá ïé ìáèçìáôéêÝò Ýííïéåò ïöåßëïõí

íá áíáöÝñïíôáé: Ýôóé ðñïêýðôåé ç ôïðéêÞ åñìçíåßá ôùí ìáèçìáôéêþí åííïéþí. ÁíÜ-

ëïãá, ïé èåùñßåò ðïõ óõó÷åôßæïíôáé ìå áõôÜ ôá ôïðéêÜ ðëáßóéá åßíáé ïé ãåíéêåõìÝíåò

óõíïëïèåùñßåò, óôéò ïðïßåò ðñÝðåé íá êùäéêïðïéçèïýí ïé ìáèçìáôéêÝò êáôáóêåõÝò

êáé ïé éó÷õñéóìïß.

Áõôü ôï óçìåßï åßíáé êáé ôï ðéï êïìâéêü. Ôï ðëáßóéï ãéá íá êÜíïõìå ìáèçìáôéêÜ ðëÝïí

ãßíåôáé ôï ôïðéêü áõôü ðëáßóéï. Åäþ õðÜñ÷åé ìéá óðïõäáßá ðïéïôéêÞ ôïìÞ óå ó÷Ýóç ìå üóá

Ý÷ïõìå áíáöÝñåé ìÝ÷ñé ôþñá üðïõ ôï "ãåíéêü ìïôßâï" Þôáí: áëëÜæïõìå ôï ìïíáäéêü óýìðáí ôï

óõíüëùí ìå Ýíá Üëëï ìïíáäéêü åðßóçò óýìðáí üðïõ üìùò èá åêöñÜæïíôáí üëá êáôçãïñéáêÜ. Ï

Bell êÜíåé ìéá ðéï ñéæéêÞ ðñüôáóç êáé áðïññßðôåé ôç ìïíïëéèéêüôçôá óôç èåìåëßùóç ðñïò üöåëïò

åíüò "èåìåëéùôéóôéêïý ðëïõñáëéóìïý". Äåí áíáæçôåß Ýíáí ôüðï Þ ìéá êáôçãïñßá ãéá íá ðÜñåé ôç

èÝóç ôïõ åíüò êüóìïõ óõíüëùí áëëÜ áíôßèåôá ðñïôÜóóåé ìéá ðïëëáðëüôçôá ôïðéêþí èåìåëßùí

äçëáäÞ ìéá ðïëëáðëüôçôá ôïðéêþí ðëáéóßùí óôá ïðïßá ìðïñïýìå íá êÜíïõìå ìáèçìáôéêÜ.

Ç ôïðïèÝôçóç áõôÞ ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ äåí åßíáé åíôåëþò áõèáßñåôç, áðïóôåéñùìÝíç áðü ôçí

ðñáãìáôéêüôçôá êáé öéëïóïöéêÞ, áëëÜ êáôÜ ôç ãíþìç ôïõ Bell åðéâÜëëåôáé áðü ôéò åîåëßîåéò óôá

ìáèçìáôéêÜ ôçí ôåëåõôáßá åîçêïíôáåôßá. ¼ðùò Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé, ç ìç óõìâáôéêÞ áíÜëõóç

ôïõ Robinson, ïé åðåêôÜóåéò Cohen óôç ìÝèïäï forcing êáé ôá ìïíôÝëá ìå ðïõ ìðïñïýìå íá

äçìéïõñãÞóïõìå ìå áõôÞí, ïé ìïíôÝñíåò åñãáóßåò óôçí áëãåâñéêÞ ãåùìåôñßá, (åéäéêÜ ç äïõëåéÜ

ôïõ Grothedieck êáé ôçò ãáëëéêÞò ó÷ïëÞò), êáèþò êáé ïé åîåëßîåéò óôïí êëÜäï ôçò ðëçñïöïñéêÞò

(êáé óôá ìáèçìáôéêÜ ðïõ åßíáé ðñÝðåé íá åöáñìüóïõìå óå áõôÞí) áëëÜæïõíå äñáìáôéêÜ ôïí ôñüðï

ìå ôïí ïðïßï ðñÝðåé íá óêåöôüìáóôå êáé íá êÜíïõìå ìáèçìáôéêÜ. ¼ëá áõôÜ ôá ðñïâëÞìáôá

Ý÷ïõí ðñïêáëÝóåé ìéá áíçóõ÷çôéêÞ áâåâáéüôçôá óôá ìõáëÜ ôùí óõíïëïèåùñçôéêþí ùò

ðñïò ôçí ôáõôüôçôá ôïõ "ðñáãìáôéêïý" óýìðáíôïò óõíüëùí Þ ôïõëÜ÷éóôïí ùò ðñïò

ôï ðïéåò áêñéâþò ìáèçìáôéêÝò éäéüôçôåò ðñÝðåé áõôü íá êáôÝ÷åé. Ôï áðïêïñýöùìá

åßíáé üôé ç Ýííïéá óýíïëï - óôïí âáèìü ðïý ìðïñåß íá óõëëçöèåß áðü áîéþìáôá

ðñþôçò ôÜîçò - êáôÝëçîå íá åßíáé ñéæéêÜ áðñïóäéüñéóôç.
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Ðñïôåßíù, ëïéðüí, íá áðïäå÷èïýìå ôçí ñéæéêÜ áðñïóäéüñéóôç öýóç ôçò Ýííïéáò óý-

íïëï êáé íá åãêáôáëåßøïõìå ôçí áíáæÞôçóç ôïõ áðüëõôïõ óýìðáíôïò óõíüëùí, óôç

ìïñöÞ ðïý ðñïôÜèçêå áðü ôçí êëáóéêÞ Èåùñßá Óõíüëùí.

Ó' áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, Ýíáò éó÷õñéóìüò, üðùò ç Õðüèåóç ôïõ Óõíå÷ïýò, äåí èá ðñÝðåé

ðëÝïí íá èåùñåßôáé ùò êáôÝ÷ïõóá ìßá áðüëõôç áëëÜ Üãíùóôç ôéìÞ áëÞèåéáò, ãéáôß ôï ìïíáäéêü

óýìðáí óõíüëùí ôï ïðïßï èåùñÞèçêå üôé ðñïìçèåýåé ôç óõãêåêñéìÝíç ôéìÞ áëÞèåéáò äåí õðÜñ÷åé

ðéá .Ïé óõíïëïèåùñçôéêïß éó÷õñéóìïß, üðùò ôï Áîßùìá ôçò ÅðéëïãÞò Þ ç Õðüèåóç ôïõ Óõíå÷ïýò,

äåí èá êáôÝ÷ïõí ôçí éäéüôçôá ôïõ áëçèïýò (Þ øåõäïýò) êáôçãïñéáêÜ, åðåéäÞ óå êÜðïéá ôïðéêÜ

ðëáßóéá èá éó÷ýïõí êáé óå êÜðïéá Üëëá ü÷é.

ÔÝôáñôïí Óôç óõíÝ÷åéá ï Bell ïñßæåé Ýíá êáôÜëëçëï ìåôáó÷çìáôéóìü áíÜìåóá óôá ôïðéêÜ

ðëáßóéá. Áõôüí ôïí ïíïìÜæåé áðïäåêôü (admisible) Þ óõíå÷Þ ìåôáó÷çìáôéóìü, êáé ïñßæåôáé íá

åßíáé Ýíáò

f : E −→ F

üðïõ E;F ôïðéêÜ ðëáßóéá êáé áðïôåëåßôáé áðü Ýíá æåýãïò óõíáñôçôþí

f ∗ : E −→ F

f∗ : F −→ E

ôÝôïéùí þóôå ï f ∗ íá åßíáé äåîéÜ óõæõãÞò ôïõ f∗ êáé åðéðëÝïí ï f
∗ åßíáé áñéóôåñÜ áêñéâÞò.

Ãéá Ýíá ðáñÜäåéãìá ôÝôïéùí ìåôáó÷çìáôéóìþí áí ðÜñïõìå ÷þñïõò äñáãìÜôùí ôüôå

Óôç "ãåùìåôñéêÞ" ðåñßðôùóç üðïõ ïé Å êáé F åßíáé ïé ôüðïé äñáãìÜôùí ðÜíù óôïõò

ôïðïëïãéêïýò ÷þñïõò × êáé Õ êáé óêåöôüìáóôå ôïõò Å êáé F ùò ãåíéêåõìÝíïõò

÷þñïõò, ïé áðïäåêôïß ìåôáó÷çìáôéóìïß ìåôáîý Å êáé F áíôéóôïé÷ïýí áêñéâþò óôéò

óõíå÷åßò áðåéêïíßóåéò áðü ôï Õ óôï ×: áõôÞ åßíáé ç ðçãÞ ôïõ üñïõ óõíå÷Þò ìåôá-

ó÷çìáôéóìüò

¹ äõíáôüôçôá ìåôÜâáóçò ìÝóù áðïäåêôþí ìåôáó÷çìáôéóìþí áðü Ýíá ôïðéêü ðëáß-

óéï óå Ýíá Üëëï åßíáé êåíôñéêÞ óôçí åñìçíåßá ôùí ìáèçìáôéêþí åííïéþí ðïý ðñï-

ôåßíåôáé åäþ, êáé äåß÷íåé ôïí ïõóéáóôéêÜ êéíçôéêü êáé ó÷åóéáêü ÷áñáêôÞñá ôçò.

Ó÷åôéêü ìå áõôü, åíôõðùóéÜæåôáé êáíåßò áðü ôçí åìöáíÞ áíáëïãßá ìå ôç öõóéêï-

ãåùìåôñéêÞ Ýííïéá ôçò áëëáãÞò ôïõ óõóôÞìáôïò óõíôåôáãìÝíùí. Êáé ðñÜãìáôé,

áêñéâþò üðùò óôçí áóôñïíïìßá ãéá íá áðëïðïéÞóåé êÜðïéïò ôçí êßíçóç åíüò ðëá-

íÞôç åðéöÝñåé ìéá áëëáãÞ óôï óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí, Ýôóé êáé åäþ áðïäåéêíýåôáé

üôé åßíáé äõíáôüí åðéöÝñïíôáò ìéá ìåôáôüðéóç ôïõ ôïðéêïý ìáèçìáôéêïý ðëáéóßïõ íá

áðëïðïéçèåß ç äéáôýðùóç ìéáò ìáèçìáôéêÞò Ýííïéáò.

êáé óõíå÷ßæåé äßíïíôáò ôï åîÞò åíäéáöÝñïí ðáñÜäåéãìá:
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ÊÜèå ôÝôïéá óõíÜñôçóç (óõíå÷Þò ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç óå Ýíá ôïðïëïãéêü ÷þñï)

ìðïñåß íá èåùñçèåß óáí Ýíáò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò (Þ ðïóüôçôá) ðïý ìåôáâÜëëåôáé

óõíå÷þò åðß ôïõ ×. Áò èåùñÞóïõìå ôþñá ôïí ôüðï Shv(X) ôùí äñáãìÜôùí ðÜíù

óôï ×. Åäþ ôá ðÜíôá ìåôáâÜëëïíôáé (óõíå÷þò) åðß ôïõ ×, Ýôóé ç ìåôáôüðéóç óôï

Shv(X) áðü ôï Sets ïõóéáóôéêÜ éóïäõíáìåß ìå ôçí åíóùìÜôùóç êÜðïéïõ óå Ýíá

ðëáßóéï ôï üðïéï åßíáé, óáí íá ëÝìå, áõôü ôï ßäéï ìåôáêéíïýìåíï ìáæß ìå ôç ìåôá-

âïëÞ ðÜíù óôï × ôùí äïóìÝíùí ìåôáâáëëüìåíùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí. Áõôü Ý÷åé

ùò óõíÝðåéá íá ìçí ðáñáôçñåßôáé ç ìåôáâïëÞ êÜèå ìåôáâáëëüìåíïõ ðñáãìáôéêïý

áñéèìïý óôï Shv(X) åðïìÝíùò èåùñåßôáé åêåß, üôé åßíáé Ýíáò óôáèåñüò ðñáãìáôé-

êüò áñéèìüò. Ìå áõôü ôïí ôñüðï ç Ýííïéá "ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç óõíå÷Þò åðß

ôïõ ×" ìåôáó÷çìáôßæåôáé óôçí Ýííïéá "ðñáãìáôéêüò áñéèìüò" üôáí åñìçíåýåôáé óôï

Shv(X). (Ãéá íá åßìáóôå áêñéâåßò, ôá áíôéêåßìåíá óôï Shv(X) ðïõ éêáíïðïéïýí ôç

óõíèÞêç íá åßíáé ïé ( êáôá Dedekind)ðñáãìáôéêïß áñéèìïß, áíôéóôïé÷ïýí, ìÝóù ôïõ

ãåùìåôñéêïý ìåôáó÷çìáôéóìïý

Sets −→ Shv(X)

óôéò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò ðïõ åßíáé óõíå÷åßò åðß ôïõ ×). Áíôßóôñïöá, ç Ýí-

íïéá "ðñáãìáôéêüò áñéèìüò" åñìçíåõìÝíç óôïí Shv(X), áíôéóôïé÷åß óôçí Ýííïéá

"ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç", óõíå÷Þò åðß ôïõ ×» åñìçíåõìÝíç óôï S. ÁõôÞ ç ðáñáôÞ-

ñçóç ðáñÝ÷åé ôç âÜóç ãéá äéÜöïñåò áðïäåßîåéò áíåîáñôçóßáò óôçí éíôïõúóéïíéóôéêÞ

áíÜëõóç (áíÜëõóç åñìçíåõìÝíç óôïí Shv(X))

Åðßóçò Ýíá áêüìá óçìáíôéêü óôïé÷åßï ðïõ åéóÜãåôáé áíáðüäñáóôá åßíáé ç ó÷åôéêüôçôá.

ÊáíÝíá ìáèçìáôéêü áíôéêåßìåíï äåí áíôéìåôùðßæåôáé ðëÝïí áíåîÜñôçôï áðü ôá õðüëïéðá êáé

áõôïäýíáìï (ìå ôçí Ýííïéá åíüò ïíôïëïãéêïý áõôïêáèïñéóìïý, ìéáò äõíáôüôçôáò åýñåóçò óôï

ßäéï ôï áíôéêåßìåíï êÜðïéáò ïõóßáò áíåîÜñôçôçò ðïõ ìðïñåß íá êáèïñßóåé ðëÞñùò ôï åßíáé ôïõ

ìáèçìáôéêïý áíôéêåéìÝíïõ).

Ç ôïðéêÞ åñìçíåßá ôùí ìáèçìáôéêþí åííïéþí, âáóéóìÝíç üðùò åßíáé óôç Èåùñßá Êáôçãï-

ñéþí, Ý÷åé Ýíáí ïõóéáóôéêÜ ó÷åóéáêü ÷áñáêôÞñá. Óýìöùíá ìå ôçí ôïðéêÞ åñìçíåßá, ç áíáöïñÜ

ìéáò ìáèçìáôéêÞò Ýííïéáò, óôïí âáèìü ðïõ ìðïñåß íá åñìçíåõèåß (construed) ùò ìéá ïíôüôçôá

(entity), äåí ðñÝðåé ðéá íá åêëáìâÜíåôáé ùò Ýíá ðñÜãìá êáèåáõôü, ôïõ ïðïßïõ ç öýóç åßíáé áíå-

îÜñôçôç áðü Üëëá ðñÜãìáôá, êáé ôïõ ïðïßïõ ïé ÷áñáêôçñéóôéêÝò éäéüôçôåò åßíáé ïëïêëçñùôéêÜ

åããåíåßò (intrinsic). ÁíôéèÝôùò, ïé éäéüôçôåò ìéáò ìáèçìáôéêÞò ïíôüôçôáò, êáèïñßæïíôáé ôþñá

áðü, êáé ðñÜãìáôé Ý÷ïõí íüçìá ìüíï óå ó÷Ýóç ìå ôçí ïëüôçôá ôùí óõó÷åôßóåþí ôçò ìå Üëëåò

ïíôüôçôåò.

ÁõôÝò ïé éäéüôçôåò ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôçí ôïðéêÞ èåìåëßùóç åãåßñïõí óïâáñÜ öéëïóïöéêÜ

åñùôÞìáôá ó÷åôéêÜ ìå ôïí ïëéóìü óôá ìáèçìáôéêÜ, ôïí ìáèçìáôéêü äïìéóìü êáé ôïí èåìåëéùôé-

óìü ùò ãåíéêü åðéóôçìïëïãéêü êáé ãíùóéïèåùñçôéêü ðñüôáãìá. ¼ëá ôá ðáñáðÜíù æçôÞìáôá ôá
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åîåôÜóáìå óôéò ðñïçãïýìåíåò ðáñáãñÜöïõò áõôïý ôïõ êåöáëáßïõ. Ç äéÜñèñùóç ãéá ôá ìáèçìá-

ôéêÜ ðïõ ðáñïõóéÜóôçêå ðáñáðÜíù âáóßæåôáé óå, êáé êáôÜ êÜðïéï ôñüðï õëïðïéåß ìéá äéáëåêôéêÞ

êáé ôïðéêÞ ðñïóÝããéóç ðïõ Ý÷åé ï Bell ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ êáé ç ïðïßá âñßóêåé ôçí êáëýôåñç

ÝêöñáóÞ ôçò ìå ôçí èåùñßá êáôçãïñéþí. Áõôü óõìâáßíåé ëüãù ôçò éäéáßôåñçò öýóçò êáé èÝóçò

ðïõ Ý÷ïõí ïé êáôçãïñßåò êáé ïé ôüðïé óôï ïéêïäüìçìá ôùí ìáèçìáôéêþí. Ìå ôá äéêÜ ôïõ ëüãéá

áõôü óçìáßíåé üôé:

(. . . )ç ãÝíåóç ôçò èåùñßáò ôùí êáôçãïñéþí åßíáé ìßá óôéãìÞ ôçò äéáëåêôéêÞò äéáäé-

êáóßáò áíôéêáôÜóôáóçò ôïõ óôáèåñïý áðü ôï ìåôáâáëëüìåíï (. . . ) ç Èåùñßá Êáôç-

ãïñéþí åðéôñÝðåé áêüìç êáé ôç ìïñöÞ ôùí äïìþí íá ìåôáâÜëëïíôáé, ðáñÝ÷ïíôáò Ýôóé

ìéá ãåíéêÞ Èåùñßá Ìáèçìáôéêþí Äïìþí Þ Ìïñöþí (. . . )ðñïôåßíåé ðùò ïé ìáèçìá-

ôéêÝò Ýííïéåò êáé ïé ìáèçìáôéêïß éó÷õñéóìïß, èá ðñÝðåé íá èåùñçèïýí üôé êáôÝ÷ïõí

íüçìá ìüíï óå ó÷Ýóç ðñïò ìéá ðïéêéëßá, ðåñéóóüôåñï Þ ëéãüôåñï, ôïðéêþí ðëáéóßùí.

Ôï ðéï åíäéáöÝñïí óôçí ðñïóÝããéóç áõôÞ åßíáé ìéá îáöíéêÞ áíáëïãßá ðïõ åìöáíßæåôáé

áíÜìåóá óôçí êáôáíüçóç ìå áõôü ôïí ôñüðï ôçò èåìåëßùóçò ôùí ìáèçìáôéêþí êáé ôïõ ôñüðïõ ìå

ôïí ïðïßï âëÝðïõìå ôá óõóôÞìáôá áíáöïñÜò óôá ðëáßóéá ôçò åéäéêÞò èåùñßáò ôçò ó÷åôéêüôçôáò.

Ç ðñïóðÜèåéá áõôÞ áðü ôïí Bell Ý÷åé ðåñéóóüôåñï ôï ÷áñáêôÞñá åñìçíåßáò ôçò ìáèçìáôéêÞò

èåùñßáò óôçí öýóç (êÜôé ãåíéêÜ óõíçèéóìÝíï óôçí öõóéêÞ, ôï ïðïßï åäþ Ý÷åé ðïëý éäéáßôåñï

÷áñáêôÞñá). Ìå üëá üóá èá áêïëïõèÞóïõí ï Bell óßãïõñá äåí åðéèõìåß ïýôå íá áðïäåßîåé ôçí

Ýíôáîç üëùí ôïõ êëÜäïõ áõôïý ôçò öõóéêÞò êáé ôçò ðñïóÝããéóçò ôùí ôïðéêþí ðëáéóßùí óå Ýíá

åíéáßï åõñýôåñï ðëáßóéï, ïýôå íá ðñïóðáèÞóåé íá é÷íçëáôÞóåé êÜðïéåò Üññçôåò äéáóõíäÝóåéò.

Ðåñéóóüôåñï áõôÞ ç áíáëïãßá Ý÷åé Ýíá ÷áñáêôÞñá ðáéäáãùãéêïý ìåôáó÷çìáôéóìïý: Ðñïóðáèåß

íá ðñïâÜëåé êÜðïéåò Ýííïéåò óå êÜðïéåò Üëëåò íá áíáäåßîåé ôçí åõñýôçôá êÜðïéùí ó÷çìÜôùí êáé

äïìþí áëëÜ êáé ãéá íá âïçèÞóåé äéáéóèçôéêÞ áðïäï÷Þ ôïõ åðüìåíïõ âÞìáôüò ìáò óôçí èåùñßá ôï

ïðïßï ßóùò íá öáßíåôáé áóýììåôñï.

Áò äïýìå êÜèå Ýíá ôïðéêü ðëáßóéï ôï ùò Ýíá óýóôçìá áíáöïñÜò üðùò ôï îÝñïõìå áðü ôçí

öõóéêÞ. Ç åðüìåíç âáóéêÞ Ýííïéá óôçí öõóéêÞ åßíáé áõôÞ ôïõ áíáëëïßùôïõ ìåãÝèïõò. Ìå ëßãç

óêÝøç áíáêáëýðôïõìå ðùò õðÜñ÷åé êáé ôï áíÜëïãü ôïõ óôá ôïðéêÜ ðëáßóéá. Áðü ôçí óôéãìÞ

ðïõ äåí õðÜñ÷åé ç Ýííïéá ôçò áðüëõôá áëçèïýò ðñüôáóçò (áõôÞ äéáöÝñåé áíÜëïãá ìå ôï ðéï

ôïðéêü ðëáßóéï äå÷üìáóôå ìå ôïí ßäéï ôñüðï ðïõ Ýíá ìÝãåèïò ðáßñíåé Üëëç ôéìÞ áíÜëïãá ìå ôï

ðéï ðëáßóéï áíáöïñÜò Ý÷ïõìå) ðáßñíïõí ìåãÜëç âáñýôçôá ïé ìáèçìáôéêÝò åêåßíåò ðñïôÜóåéò ðïõ

ðáñáìÝíïõí áëçèåßò óå üëá ôá ðëáßóéá áíáöïñÜò. ÁõôÝò ïé ðñïôÜóåéò èá ïíïìÜæïíôáé áíáëëïßùôïé

ìáèçìáôéêïß íüìïé. Ðïéïé íüìïé åßíáé ôÝôïéïé;

Áõôïß, óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ôá èåùñÞìáôá õøçëüôåñçò ôÜîçò ôçò éíôïõúóéïíéóôéêÞò

ëïãéêÞò ìå Ýíá óýóôçìá öõóéêþí áñéèìþí, ôï üðïéï ðåñéëáìâÜíåé, ãéá ðáñÜäåéãìá,

ôá èåùñÞìáôá ôçò éíôïõúóéïíéóôéêÞò áñéèìçôéêÞò, áëëÜ ü÷é ôï Áîßùìá ôçò ÅðéëïãÞò

Þ ôïí Íüìï ôçò ôïõ ÌÝóïõ Áðïêëåßóåùò. ¸ôóé ïé áíáëëïßùôïé ìáèçìáôéêïß íüìïé
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åßíáé áõôïß ïé üðïéïé åßíáé áðïäåßîéìïé êáôáóêåõáóôéêÜ: áõôü äåß÷íåé ôç óçìáíôé-

êüôçôá ôïõ êáôáóêåõáóôéêïý ëïãéóìïý ãéá ôçí ôïðéêÞ åñìçíåßá.

Ç äéáäéêáóßá ìåôÜöñáóçò ôçò êëáóéêÞò óå éíôïõúóéïíéóôéêÞ ëïãéêÞ åßíáé åðïìÝíùò

ôï ëïãéêü áíÜëïãï ôçò Ýêöñáóçò åíüò öõóéêïý íüìïõ óå áíáëëïßùôç ìïñöÞ.

Åîáéôßáò äçëáäÞ ôçò éíôïõúóéïíéóôéêÞò öýóçò ôùí ôüðùí áõôü ìáò âÜæåé ôçò ðñïôÜóåéò ôùí

éíôïõúóéïíéóôéêþí ìáèçìáôéêþí óå ìéá êåíôñéêÞ èÝóç. Áõôü èá ìðïñïýóáìå íá ðïýìå üôé äéêáéþ-

íåé ùò Ýíá óçìåßï áëëÜ êáé äåß÷íåé ôá üñéá ðïõ ìðïñåß íá Ý÷ïõí ôá êáôáóêåõáóôéêÜ ìáèçìáôéêÜ.

¼óá åéðþèçêáí ðáñáðÜíù äåí óçìáßíïõí üôé ïé áõôÝò ïé ðñïôÜóåéò åßíáé ïé ìüíåò áëçèåßò áëëÜ üôé

åßíáé ïé ìüíåò ðïõ äåí ìðïñåßò óå êáìßá ôùí ðåñéðôþóåùí (ìÝóá óôá ðëïõñáëéóôéêÜ ìáèçìáôéêÜ

ðïõ äçìéïýñãçóå ï Bell) íá áìöéóâçôÞóåéò.

Óôçí öõóéêÞ ôþñá áíÜìåóá óå üëá ôá óõóôÞìáôá óõíôåôáãìÝíùí õðÜñ÷ïõí êÜðïéá ôá

ïðïßá ôá îå÷ùñßæïõìå: ôá áäñáíåéáêÜ óôá ïðïßá éó÷ýåé ï ðñþôïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá. Ôï

áíôßóôïé÷ï óôá ôïðéêÜ ðëáßóéá åßíáé ïé ôüðïé áõôïß ãéá ôïõò ïðïßïõò éó÷ýåé ôï áîßùìá ôçò åðéëïãÞò

óôçí êáôçãïñéêÞ ôïõ ìïñöÞ üðùò ôï Ý÷ïõìå äþóåé (êáé ôï ïðïßï ðáßæåé ôï ñüëï ôïõ ðñþôïõ

íüìïõ). Áõôü óõìâáßíåé ãéáôß ïé ôüðïé óôïõò ïðïßïõò éó÷ýåé áõôü åßíáé åêåßíï ðïõ ðñïóïìïéÜæïõí

ðåñéóóüôåñï ôçí êëáóóéêÞ ìïñöÞ ôùí óõíüëùí.

Ãéáôß áðü ôçí áëÞèåéá ôïõ (éó÷õñïý) Áîéþìáôïò ÅðéëïãÞò óå Ýíá ðëáßóéï Å äåí

óõíåðÜãåôáé ìüíï üôé ç åóùôåñéêÞ ëïãéêÞ ôïõ Å åßíáé êëáóéêÞ êáé äßôéìç (äçëáäÞ

õðÜñ÷ïõí ìüíï äýï ôéìÝò áëÞèåéáò "áëçèÝò" êáé "øåõäÝò"), áëëÜ åðßóçò üôé åßíáé

êáé åêôáóéáêü (extentional), äçë. ôá âÝëç ôïõ Å ìïéÜæïõí ìå óõíïëïèåùñçôéêÝò

áðåéêïíßóåéò, ìå ôï üôé ðñïóäéïñßæïíôáé áðü ôç äñÜóç ôïõò ðÜíù óôá "óçìåßá" ôïõ

ðåäßïõ ïñéóìïý ôïõò. ÁõôÜ ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ìðïñïýí íá èåùñçèïýí üôé äéáêñßíïõí

ôïõò ôüðïõò ôùí óôáèåñþí óõíüëùí, ìåôáîý áõèáéñÝôùí ôüðùí Þ ðëáéóßùí.

3.7 Äïìéóìüò êáé Èåùñßá Êáôçãïñéþí

Ï ìáèçìáôéêüò óôñïõêôïõñáëéóìüò Þ ìáèçìáôéêüò äïìéóìüò áðïôåëåß ìéá áðü ôéò óýã÷ñïíåò êáé

ðéï äçìïöéëåßò ðñïóåããßóåéò óôçí öéëïóïößá ôùí ìáèçìáôéêþí. ¸ëêåé ôçí êáôáãùãÞ áðü ôéò

äåêáåôßåò ôïõ 60 êáé 70, áí êáé óôïé÷åßá ôçò ìåèïäïëïãßáò ôïõ âñßóêïõìå áðü ðïëý íùñßôåñá êáé

Ý÷åé êÜðïéåò êïéíÝò ó÷Ýóåéò ìå ôï åõñýôåñï ñåýìá ôïõ ãáëëéêïý äïìéóìïý áí êáé äåí ìðïñåß íá

åíôá÷èåß óå áõôü ìå áðüëõôï ôñüðï. ÊÜôé ðïõ ôïí ÷áñáêôçñßæåé åßíáé ïé ðïëëÝò êáé áíôéäéáìå-

ôñéêÝò ôïðïèåôÞóåéò óôï åóùôåñéêü ôïõ, ôïðïèåôÞóåéò ðïõ, üðùò ïé äéáöïñïðïßçóç óå ante rem/

in re óôñïõêôïõñáëéóìü, åãêïëðþíïõí ìÝóá ôïõ åõñýôåñåò öéëïóïöéêÝò äéáöïñïðïéÞóåéò êáé ïé

ïðïßåò Ýôóé óõíéóôïýí Ýíá ðïëõó÷éäÝò êáé ü÷é åíéáßï ñåýìá éäåþí ìðïñïýìå íá ðåñéãñÜøïõìå ìÜ-

ëéóôá 4 äéáöïñåôéêïýò êáé ìåôáîý ôïõò áíôßèåôïõò óôñïõêôïõñáëéóìïýò (ôïí óõíïëïèåùñçôéêü,
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ôïí ëåãüìåíï suis generis, ôïí êáôçãïñéáêü êáé ôïí ôñïðéêü (modal)). Ç èåùñßá êáôçãïñéþí

Ýñ÷åôáé íá óõìâÜëåé ìå Ýíáí åéäéêü ôñüðï óôéò óõæçôÞóåéò ãéá ôïí ìáèçìáôéêü äïìéóìü. Ç óõ-

æÞôçóç åßíáé ðïëý Ýíôïíç ôá ôåëåõôáßá ÷ñüíéá êáé áöïñÜ ôï åÜí ìðïñåß íá ðñïóöÝñåé Ýíá ðëáßóéï

ãéá ôïí ìáèçìáôéêü óôñïõêôïõñáëéóìü, êáé åÜí íáé ãéá ðïéïí áêñéâþò.

Ç âáóéêÜ èÝóç åßíáé ðùò ôá ìáèçìáôéêÜ Ý÷ïõí íá êÜíïõí ìå äïìÝò. Ç ïõóßá ôùí ìáèçìá-

ôéêþí áíôéêåéìÝíùí åßíáé ç ó÷Ýóç ôïõò ìå ôá Üëëá ìáèçìáôéêÜ áíôéêåßìåíá êáé óôçí ïõóßá ôïõò

ôá ìáèçìáôéêÜ Ý÷ïõí íá êÜíïõí ìå äïìÝò. ¼ðùò ëÝåé êáé ï Resnik(1981,25) ,Ýíáò áðü ôïõò

åîÝ÷ïíôåò õðïóôçñéêôÝò ôïõ:

Óôá ìáèçìáôéêÜ, éó÷õñßæïìáé üôé äåí Ý÷ïõìå áíôéêåßìåíá ìå ìéá "åóùôåñéêÞ" óýí-

èåóç ðïõ äéåõèåôåßôáé óôéò äïìÝò, Ý÷ïõìå ìüíï äïìÝò. Ôá áíôéêåßìåíá ôùí ìáèçìá-

ôéêþí, äçëáäÞ ïé ìáèçìáôéêÝò ïíôüôçôåò ôéò ïðïßåò ïé ìáèçìáôéêÝò óôáèåñÝò êáé ïé

ðïóïäåßêôåò, åßíáé óçìåßá ÷ùñßò äïìÞ Þ èÝóåéò óôéò äïìÝò. Ùò èÝóåéò óôéò äïìÝò

äåí Ý÷ïõí êáìßá éäéüôçôá Þ ôáõôüôçôá Ýîù áðü ôçí äïìÞ.

Ï äå ñüëïò ôùí áîéùìÜôùí åßíáé íá ìðïñÝóïõí íá äþóïõí ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ êáé íá ïñßóïõí

ôçí äïìÞ. Ôï ðéï ÷áñáêôçñéóôéêü ðáñÜäåéãìá åßíáé ïé êáôÜ Peano-Dedekind öõóéêïß áñéèìïß.

Óýìöùíá ìå áõôÜ Ýíá óýíïëï öõóéêþí áñéèìþí åßíáé Ýíá óýíïëï N ìáæß ìå ìéá óõíÜñôçóç

s : N −→ N:

(Á1) To óýíïëï Ý÷åé Ýíá óôïé÷åßï 0 ∈ N.

(Á2) Ç óõíÜñôçóç s åßíáé Ýíá-ðñïò-Ýíá.

(Á3) Äåí õðÜñ÷åé êáíÝíá n ∈ N ãéá ôï ïðïßï s(n) = 0 .

(A4) Áí ãéá êÜðïéï Á ⊆ N ßó÷ýåé üôé ãéá êÜèå n ∈ Á⇒ s(n) ∈ A ôüôå Á = N

Ôï ðáñáðÜíù ðáñÜäåéãìá ìáò äåß÷íåé áíÜãëõöá ç äïìéóôéêÞ ôïðïèÝôçóç. Ôá óôïé÷åßá ôïõ

óõíüëïõ äåí Ý÷ïõí íüçìá óôçí äïìÞ ìüíá ôïõò ðáñÜ ìüíï óôï ðëáßóéï ôçò äïìÞò üëùí ôùí

öõóéêþí áñéèìþí åíþ ôá áîéþìáôá Ý÷ïõí äåí ìáò ëÝíå êÜôé ãéá êÜðïéá öýóç Þ ïíôüôçôá ôùí

öõóéêþí áñéèìþí áëëÜ ôï ìüíï ðïõ êÜíïõí åßíáé íá êáèïñßæïõí ôçí äïìÞ. ÔÝëïò íá óçìåéþóïõìå

ðùò ïé öõóéêïß áñéèìïß ïñßæïíôáé ðáñáðÜíù ìå íáé åëåõèåñßá éóïìïñöéóìïý. Öõóéêïß áñéèìïß

ìðïñåß íá åßíáé üôé ìðïñåß íá åéäùèåß ùò õëïðïßçóç ôçò äïìÞò, êáé üëåò áõôÝò ïé õëïðïéÞóåéò

åßíáé éóüìïñöåò ìåôáîý ôïõò.

Ç Ýííïéá êëåéäß åäþ åßíáé ç Ýííïéá ôçò äïìÞò. Ôé áêñéâþò üìùò óçìáßíåé áõôü êáé ùò ôï

áíôéëáìâÜíåôáé Ýíáò óýã÷ñïíïò ìáèçìáôéêüò. ÊáôÜ ðñþôïí ìå ôçí ðñïóðÜèåéåò áîéùìáôéêïðïßç-

óçò ôùí Hilbert êáé Dedekind áëëÜ êáé ìå ôéò éäÝåò ôùí Bourbaki ç Ýííïéá ôçò äïìÞò áðÝêôçóå

êåíôñéêü ñüëï êáé ðëÝïí ôá ìáèçìáôéêÜ âñßèïõí äïìþí (ð÷ ç äïìÞ åíüò ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ, ç

äïìÞ ìéáò ïìÜäáò, ìéáò ðïëëáðëüôçôáò êôë). Ìéá "ðéï öéëïóïöéêÞ" ðñïóðÜèåéá åñìçíåßáò ôçò

äïìÞò åßíáé ç åîÞò Shapiro(1982 167):
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Ïñßæù Ýíá óýóôçìá íá åßíáé ìéá óõëëïãÞ áíôéêåéìÝíùí ìå óõãêåêñéìÝíåò ó÷Ýóåéò.

(: : :) ìéá äïìÞ åßíáé ç áöçñçìÝíç ìïñöÞ åíüò óõóôÞìáôïò äßíïíôáò Ýìöáóç óôçí

äéáóýíäåóç ôùí áíôéêåéìÝíùí êáé áãíïþíôáò üóá óôïé÷åßá ãéá áõôÜ äåí ðáßæïõí

êÜðïéï ñüëï óôï ðùò óõíäÝïíôáé ìå Üëëá áíôéêåßìåíá ìÝóá óôï óýóôçìá.

Ç ðéï óõíçèéóìÝíç åßíáé ç óõíïëïèåùñçôéêÞ ðñïóÝããéóç ôùí äüìùí. ÁõôÞ ïñßóôçêå ìå

ëåðôïìÝñåéá óôï Bourbaki's Elements, vol. 1, §4, áëëÜ áí èÝëïõìå íá äþóïõìå Ýíá ðéï óõíåêôéêü

êáé åýëçðôï ïñéóìü èá ëÝãáìå:

ÄïìçìÝíï óýíïëï Þ ÷þñïò Þ äïìç ëÝãåôáé Ýíá æåýãïò U=(A,ä) üðïõ Á=Field(U)

åßíáé óýíïëï, ôï ðåäßï ôïõ U êáé ä åßíáé ôõ÷þí áíôéêåßìåíï, ï óêåëåôüò ôïõ U (. . . )

Ã. Ìïó÷ïâÜêçò: Óçìåéþóåéò óôçí óõíïëïèåùñßá óåë 51

¸ôóé óôçí äïìÞ ôïõ ôïðïëïãéêïý ÷þñïõ ï óêåëåôüò åßíáé Ýíá óýíïëï õðïóõíüëùí

ãíùóôü êáé ùò ôïðïëïãßá, óôçí ïìÜäá åßíáé ìéá ðñÜîç (äçëáäÞ ìéá óõíÜñôçóç ðïõ óå

ôåëéêÞ áíÜëõóç åßíáé Ýíá óýíïëï) êáé ðÜåé ëÝãïíôáò. Áêüìá Ý÷ïõìå üôé: Ïé äïìÝò

ìðïñïýí íá åßíáé ìïíôÝëá óõãêåêñéìÝíùí èåùñéþí ðïõ éêáíïðïéïýí ôá èåùñÞìáôÜ

ôïõò. G. Hellman : Structuralism: Oxford Handbook of philosophy of mathematics

óåë 539

Ìå ìïíôÝëá áõôÜ íá åßíáé âÝâáéá ôá óõíÞèç óõíïëïèåùñçôéêÜ ìïíôÝëá ôçò èåùñßáò ìïíôÝ-

ëùí ç ïðïßá êáé åîåôÜæåé óõóôçìáôéêÜ áõôÝò ôéò éäÝåò. ÔÝëïò óçìáíôéêü ñüëï ðáßæåé êáé ç Ýííïéá

ôïõ ìïñöéóìïý ç ïðïßá åðéôñÝðåé áðåéêïíßóåéò ìåôáîý ôùí äïìçìÝíùí óõíüëùí ðïõ "äéáôçñïýí"

ôçí äïìÞ êáé óõãêåêñéìÝíï êáé êáôÜëëçëï êÜèå öïñÜ ôñüðï (Ïé Bourbaki óôï ðñïáíáöåñèÝí

âéâëßï ïñßæåé êáé ìå Ýíá ãåíéêü ôñüðï ôçí Ýííïéá ôïõ ìïñöéóìïý áíÜìåóá óôéò äïìÝò). ¼ëá ôá

ðáñáðÜíù ïñßæïõí ôïí ëåãüìåíï óõíïëïèåùñçôéêü óôñïõêôïõñáëéóìü. Ôçí èÝóç óýìöùíá ìå

ôçí ïðïßá ôá ìáèçìáôéêÜ áöïñïýí ðÜíôá äïìÝò ,êáé ïé äïìÝò ìå ôçí óåéñÜ ôïõò áöïñïýí ðÜíôá

áíôéêåßìåíá óôï êüóìï ôùí óõíüëùí. ÁõôÞ ç ðñïóÝããéóç, áí êáé ç ðñþôç ðïõ åìöáíßóôçêå éóôï-

ñéêÜ êáé óßãïõñá ç ðéï äéáäåäïìÝíç áíÜìåóá óôïõò åñãáæüìåíïõò ìáèçìáôéêïýò, áíôéìåôùðßæåé

áñêåôÜ ðñïâëÞìáôá ìå óçìáíôéêüôåñï üëùí ôï åîÞò (J. Hellmann Mathematical Structuralism

óåë 2):

ÊÜíåé ìßá ìéæþí åîáßñåóç (üóïí áöïñÜ ôçí èåùñßá óõíüëùí). Ðáñüëç ôçí ðïëëáðëü-

ôçôá ôùí èåùñéþí ìå óýíïëá ðïõ äéáöÝñïõí áíÜëïãá ìå ôçí åðéëïãÞ áîéùìÜôùí, ôá

áîéþìáôá ãßíïíôáé ðÜíôá êáôáíïçôÜ ðåñéóóüôåñá ùò áëÞèåéåò ãéá ôïí "ðñáãìáôéêü

êüóìï ôùí óõíüëùí" ðáñÜ ìåôá÷åéñßæïíôáé óýìöùíá ìå ôéò óôñïõêôïõñáëéóôéêÝò áñ-

÷Ýò.

ÂëÝðåé äçëáäÞ ðáíôïý äïìÝò åêôüò áðü ôçí ßäéá ôçí èåùñßá óõíüëùí. ÁðÜíôçóç óå áõôü

êáé óå Üëëá óõíáöÞ ðñïâëÞìáôá ðñïóðÜèçóáí íá äïèïýí ìå ôçí ðñïþèçóç Üëëùí óôñïõêôïõñá-

ëéóìþí. ¸íáò áðü áõôïýò åßíáé êáé ï êáôçãïñéáêüò óôñïõêôïõñáëéóìüò.
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Ç ïõóßá åäþ åßíáé ìéá áíôéóôñïöÞ ôçò ðïñåßáò. Äåí ïñßæïõìå ðñþôá ôçí äïìÞ êáé Ýðåéôá

ôïõò ìïñöéóìïýò áíÜìåóá óôéò äïìåò áëëÜ Ý÷ïíôáò ùò ðñùôáñ÷éêü óôïé÷åßï ôïí ìïñöéóìü ÷á-

ñáêôçñßæïõìå ôçí äïìÞ óýìöùíá ìå ôï ðùò áõôÞ óõìðåñéöÝñåôáé êÜôù áðü ôçí äñÜóç ôùí ìïñ-

öéóìþí. Ìðïñïýìå íá äåßîïõìå ðùò ôï óýíïëï ôùí åõñÝùò ÷ñçóéìïðïéïýìåíùí ìáèçìáôéêþí

äïìþí ìðïñïýíå íá åéäùèïýí ìå áõôÞí ôçí ëïãéêÞ, êáé ìÜëéóôá íá éó÷õñéóôïýìå åðé÷åéñÞìáôá ôï

ðùò áõôüò åßíáé ï åðéèõìçôüò ôñüðïò ãéá íá ðñïóåããéóôïýí ôá ìáèçìáôéêÜ. Ç èåùñßá áõôÞ, ðïõ

ìå öõóéêü ôñüðï ìðïñåß íá õðçñåôÞóåé áõôÞí ôçí ìåèïäïëïãßá åßíáé óáöþò ç èåùñßá êáôçãïñéþí

êáé ï óôñïõêôïõñáëéóìüò áõôüò ðïõ äåí áíáæçôÜ ôçò äïìÝò óôá óýíïëá áëëÜ óôïõò ìïñöéóìïýò

÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí èåùñßá êáôçãïñéþí åßíáé ãíùóôüò ùò êáôçãïñéáêüò óôñïõêôïõñáëéóìüò.

Ìéá äïìÞ ïñßæåôáé áðü áíôéêåßìåíá êáé ìïñöéóìïýò áíÜìåóá ôïõò, ðáñÜ áðü óõãêå-

êñéìÝíåò ìáèçìáôéêÜ áíôéêåßìåíá ðïõ ìðïñïýí íá åéäùèïýí áðïìïíùìÝíá (: : :)Ëßãïé

óçìåñéíïß ìáèçìáôéêïß åíäéáöÝñïíôáé ãéá ôéò éäéüôçôåò ôùí áíôéêåéìÝíùí ðïõ ìåëå-

ôïýí ÷ùñßò ôçí áíáöïñÜ óå Ýíá äïóìÝíç êáé êáëþò ïñéóìÝíç Ýííïéá éóïìïñöéóìïý

(: : :) óðÜíéá áó÷ïëïýíôáé ìå Ýíá óõãêåêñéìÝíï óýíïëï ìå ìéá êáôÜ Bourbaki äïìÞ

ðáñÜ ãéá áíôéêåßìåíá ïñéóìÝíá ìÝ÷ñéò éóïìïñöéóìïý (: : :) ¸ôóé ç èåùñßá êáôçãï-

ñéþí áíáêýðôåé ü÷é ùò ìéá åíáëëáêôéêÞ ðñïóðÜèåéá èåìåëßùóçò áëëÜ ùò áðÜíôçóç

óå ìéá ìáèçìáôéêÞ áíÜãêç ãéá ìéá ãëþóóá êáé ãéá ìåèüäïõò ðïõ èá ôáéñéÜæïõí óå

ðñïâëÞìáôá ðïõ áöïñïýí äéÜöïñá åßäç ìáèçìáôéêþí äïìþí. Awodey 1996 Structures

in mathematics and logic: A categorical perspective óåë 212

Ïé ðåñéðôþóåéò êáé ïé ôñüðïé ðïõ ìðïñïõìå íá äïýìå áõôÞí ôçí ëïãéêÞ íá äïõëÝõåé åß-

íáé ðïëëÝò. To ðéï ÷áñáêôçñéóôéêü åßíáé ôï ðáñÜäåéãìá ôùí ïìÜäùí ôï ïðïßï êáé áíáöÝñáìå

íùñßôåñá. Áò èåùñÞóïõìå ôçí êáôçãïñßá Grps ôùí ïìÜäùí êáé áò ðÜñïõìå ôïõò óõíáñôçôÝò

F : Grps −→ C

üðïõ C ìéá ôõ÷ïýóá êáôçãïñßá. Ôüôå ï óõíáñôçôÞò äéáéóèçôéêÜ ìáò äßíåé ôçí åéêüíá ôçò ìéáò

êáôçãïñßáò ìÝóá óôçí Üëëç Þ äéáöïñåôéêÜ ôçí êáôçãïñßá Grps ìÝóá óôï ðåñéâÜëëïí ôçò C

äßíïíôáò ìáò Ýôóé ìéá äéáöïñåôéêÞ åñìçíåßá.¸ôóé, ç åñìçíåßá ôïõ ïñïý «ïìÜäá» óôçí êáôçãïñßá

ôùí ôïðïëïãéêþí ÷þñùí åßíáé ç ôïðïëïãéêÞ ïìÜäá, óôçí êáôçãïñßá ôùí äéáöïñßóéìùí ðïëëáðëï-

ôÞôùí åßíáé ìéá ïìÜäá Lie êáé óôçí êáôçãïñßá ôùí äñáãìÜôùí (sheaves), åðß åíüò ôïðïëïãéêïý

÷þñïõ, åßíáé Ýíá äñÜãìá ïìÜäùí.Áíôéëáìâáíüìáóôå ëïéðüí üôé ôï êáôçãïñéï-èåùñçôéêü íüçìá

ìéáò ìáèçìáôéêÞò Ýííïéáò, üðùò áõôü ôçò ïìÜäáò, ðñïóäéïñßæåôáé ôþñá áðïêëåéóôéêÜ óå ó÷Ýóç

ìå ìßá ðåñéâÜëëïõóá (ambient) êáôçãïñßá, êáé áõôÞ ç ðåñéâÜëëïõóá êáôçãïñßá ìðïñåß íá ìåôá-

âÜëëåôáé

Ìéá ôÝôïéá ðñïóÝããéóç ìáò äßíåé ìéá óåéñÜ áðü ðëåïíåêôÞìáôá ôá ïðïßá ðáñáèÝôåé ï Awodey

óôï 1996. Êáô' áñ÷Þí åßíáé ìéá áíôßëçøç ãéá ôçí äïìÞ ðïõ åßíáé óõíôáêôéêÜ áíáëëïßùôç (syntax

invariant) äçëáäÞ äåí åîáñôÜôå áðü êÜðïéá óõãêåêñéìÝíç åðéëïãÞ áíÜìåóá óôéò äõíáôÝò åðéëïãÝò
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ðåñéãñáöÞò êáôÜ Bourbaki. ÊáôÜ äåýôåñïí ïñßæåé ìéá ïìïéüìïñöç ðåñéãñáöÞ ôçò äïìÞò ðïõ ìáò

åðéôñÝðåé íá óõó÷åôßæïõìå äéáöïñåôéêÝò äïìÝò. ðáñÜäåéãìá ôïðïëïãßáò, ïìÜäáò êáé ôõðïëïãéêÞò

ïìÜäáò. ÔÝëïò õðÜñ÷ïõí ìáèçìáôéêÝò äïìÝò ðïõ äåí ìðïñïýí íá ðåñéãñÜöïõí êáôÜ Bourbaki

(Ýíá ôÝôïéá ðáñÜäåéãìá åßíáé ç êáôçãïñßá ìå áíôéêåßìåíáôá áíïé÷ôÜ óýíïëá åíüò ÷þñïõ êáé

ìïñöéóìïýò ôéò áðåéêïíßóåéò åãêëåéóìïý áíÜìåóá óå áõôÜ).

Ç êáôáóêåõÞ ôùí äïìþí ðïõ ðáñïõóéÜæïõìå åäþ Ý÷åé ÷áñáêôçñéóôéêÜ ìéáò Top down

ðñïóÝããéóçò Ýíáíôé ôçò bottom up ðïõ ðáñïõóéÜæåé ç óõíïëïèåùñçôéêÞ.

Ôï åðé÷åßñçìá åäþ åßíáé éó÷õñüôåñï áðü ôçí áíáæÞôçóç áðëþò åíüò äéáöïñåôéêïý áðü ôçí

èåùñßá óõíüëùí èåìåëßïõ ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ. Åêêéíþíôáò áðü ôéò öéëïóïöéêÝò ðñïêåßìåíåò ôïõ

óôñïõêôïõñáëéóìïý ðñïóðáèïýìå íá åðáíåîåôÜóïõìå ôï óýíïëï ôùí ìáèçìáôéêþí êáé íá ôï

ðñïóáñìüóïõìå óôéò áñ÷éêÝò ìáò ôïðïèåôÞóåéò. ¸ôóé ïäçãïýìáóôå óôçí èåùñßá êáôçãïñéþí êáé

ôçí èåùñßá ôüðùí ç ïðïßá åê ðñþôçò Üðïøçò ëýíåé êÜðïéá ðñïâëÞìáôá óå ó÷Ýóç ìå ôá óýíïëá.

Ç äéáöïñïðïßçóç åäþ óå ó÷Ýóç ìå ôéò ðñþôåò áðüðåéñåò èåìåëßùóçò ìå êáôçãïñßåò Ýãêåéôáé óôï

üôé ôþñá ç íÝá èåìåëßùóç ìïéÜæåé óõíõöáóìÝíç ìå ìßá óõíïëéêÞ öéëïóïößá ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ

éäéáßôåñá ðñïíïìéïý÷á ìéáò êáé ëýíåé Ýíá óýíïëï öéëïóïöéêþí ðñïâëçìÜôùí. ¼ëá áõôÜ üìùò

äåí éó÷ýïõí ÷ùñßò áíôéññÞóåéò.

ÊñéôéêÞ Ýêáíå ï Hellman óôï Does Category Theory Provide A Framework For Cate-

gorical Structuralism (2003) üðïõ åðáíÝöåñå åðé÷åéñÞìáôá ðïõ ðñþôá äéáôýðùóå ï Fe�erman

ôï 1977 óôï Categorical foundations and foundations of category theory', in R. E. Butts and

J. Hintikka, eds., Logic, Foundations of Mathematics and Computability Theory. Dordrecht:

Reidel, pp. 149-169 åðáíáåéäùìÝíá üðùò õðü ôï öùò ôùí óôñïõêôïõñáëéóôéêþí èÝóåùí ãéá íá

öôÜóåé ôåëéêÜ óôï óõìðÝñáóìá üôé åßíáé ôåëéêÜ áêáôÜëëçëç íá ðáßîåé Ýíá ñüëï óáí áõôüí ðïõ

ðåñéãñÜøáìå ðáñáðÜíù. Êáé áõôü ãéá äýï ëüãïõò "åðåéäÞ óôåñåßôáé ìéáò åîùôåñéêÞò èåùñßáò

ó÷Ýóåùí êáé ïõóéáóôéêþí áîéùìÜôùí ýðáñîçò". Ìå ôï ðñþôï åííïåß (áêïëïõèþíôáò ôïí Fe�er-

man) üôé ìéëþíôáò ãéá êáôçãïñßåò, áíôéêåßìåíá êáé ìïñöéóìïýò õðïíïïýìå êáé ðñïûðïèÝôïõìå

Ýííïéåò üðùò "óõëëïãÞ" êáé "áðåéêüíéóç" ãéá ôçò ïðïßåò üìùò ç Èåùñßá êáôçãïñéþí åéäïìÝíç

ùò èåìÝëéï üëùí ôùí ìáèçìáôéêþí äåí ôéò áíôéìåôùðßæåé ìå óõóôçìáôéêü ôñüðï êáé Ýôóé, åöüóïí

ôá áîéþìáôá ôçò Èåùñßáò Êáôçãïñéþí åßíáé åíôåëþò ó÷çìáôéêÜ- ìå ôçí Ýííïéá üôé äéáöÝñïõí

ïõóéáóôéêÜ áðü ôá áîéþìáôá ôçí èåùñßáò óõíüëùí ãéáôß äåí Ý÷ïõí ôïí ÷áñáêôÞñá ôçò áíáöïñÜò

óôçí "ðñáãìáôéêüôçôá" åíüò êüóìïõ, áëëÜ åßíáé áëãåâñéêÜ êáé èõìßæïõí ðåñéóóüôåñï ôá áîéþ-

ìáôá ôçò Üëãåâñáò- (áõôü åßíáé ìéá áðü ôéò âáóéêÝò èÝóåéò ôïõ Hellmann), ÷ñåéáæüìáóôå äïìÝò

ðïõ èá éêáíïðïéïýí ôá áîéþìáôá áõôÜ êáé ôïí ñüëï áõôü ìðïñåß íá ðáßîåé áõôü ðïõ ïíïìÜæåé

èåùñßá ó÷Ýóåùí (ìéá èåùñßá ðïõ êáôáðéÜíåôáé ìå ôç Ýííïéá ôçò óõëëïãÞò.).

¼ðùò ï ç èåùñßá ïìÜäùí äåí ðñïûðïèÝôåé ôï ãéíüìåíï êáôÜ êáíÝíá óõíÞèç ôñüðï

ùò ðñùôáñ÷éêü (: : :) ïýôå êáé êáôçãïñéáêüò óôñïõêôïõñáëéóìüò ìðïñåß íá óôáèåß

óå êÜðïéá ðñùôáñ÷éêÞ åñìçíåßá ôçò óýíèåóçò, ôï ðåäßïõ ïñéóìïý êôë. Hellmann

(2003) óåë 135
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Ç äõóêïëßá ðïõ óçìåéþíåé ï Hellmann üóïí áöïñÜ ôïí óôñïõêôïõñáëéóìü êáé äåí ìðï-

ñïýìå íá áñêåóôïýìå óôçí óõíçèéóìÝíç áðÜíôçóç ðïõ äßíåôáé óôçí ðñïâëçìáôéêÞ ôïõ Fe�erman,

üôé äçëáäÞ êÜèå èåìÝëéï ìðïñåß íá ðáôÜåé óå êÜðïéåò ìç ôõðéêÝò éäÝåò êáé èÝóåéò, Ýãêåéôáé óôçí

åîçãçôéêÞ ðñïôåñáéüôçôá ðïõ ðñÝðåé íá Ý÷åé ç äïìÞ êáé ç ïðïßá äåí ìðïñåß íá âáóßæåôáé ìå ôçí

óåéñÜ ôçò óå êÜðïéï ðéï èåìåëéþäåò åðßðåäï. Ìå ôï äåýôåñï åííïåß üôé áîéþìáôá ôçò È. Êá-

ôçãïñéþí äåí ìáò åîçãïýí ôé åßíáé ðïõ âñßóêïíôáé êáé ðïéá áîéþìáôá áöïñïýí ôçí ýðáñîç ôùí

áíôéêåéìÝíùí ðïõ ðñáãìáôåýïíôáé, êÜôé ðïõ èá Ýðñåðå íá êÜíåé, êáôÜ ôïí Hellmann, êÜèå èåìÝëéï

ôùí ìáèçìáôéêþí. ÄçëáäÞ åê êáôáêëåßäé ðáñüôé ç Èåùñßá Êáôçãïñéþí êáôáöÝñíåé íá ðåñéãñÜ-

øåé áðïôåëåóìáôéêÜ ôçí äïìÝò óôá ìáèçìáôéêÜ áðïôõã÷Üíåé íá áðáíôÞóåé êáé íá äéáóáöçíßóåé

óõãêåêñéìÝíá ïíôïëïãéêÜ æçôÞìáôá.

Ôá åðé÷åéñÞìáôá áõôÜ ôïõ Hellmann Ýäùóáí ôçí áöïñìÞ ãéá ôçí Ýíáñîç åíüò ãüíéìïõ

äéáëüãïõ ó÷åôéêÜ ìå ôçí èåùñßá êáôçãïñéþí, ôïí ìáèçìáôéêü óôñïõêôïõñáëéóìü êáé ôá èåìÝëéá

ôùí ìáèçìáôéêþí. ÐñùôáãùíéóôÝò óå áõôü ôï "debate" åßíáé åðßóçò ï Awodey, êáé ï McLarty

åíþ ðáñåìâÜóåéò êÜíåé êáé ï Shapiro. Ìéá äéá÷ùñéóôéêÞ áíÜìåóá óôá åðé÷åéñÞìáôá ôïõ äéáëüãïõ

åßíáé ïé äýï ðáñáäüóåéò ó÷åôéêÜ ìå ôçí öýóç ôùí ìáèçìáôéêþí áîéùìÜôùí ðïõ îåêéíÜ ìå ôçí

ãíùóôÞ áíôßèåóç ôùí Hilbert êáé Frege ãéá ôï áí ôá áîéþìáôá åßíáé ó÷çìáôéêÜ, áðëïß êáíüíåò

÷ùñßò êÜðïéá åñìçíåßá Þ ãéá ôï áí èá ðñÝðåé íá "ðáôÜíå" êáé íá áðïêáëýðôïõí êÜðïéá áëÞèåéá

óå ó÷Ýóç ìå áõôü ðïõ èÝëïõí íá ðåñéãñÜøïõí.

Êáô' áñ÷Þí ðáñåíÝâç ï Awodey áðü ìéá áíôß-èåìåëéùôéêÞ óêïðéÜ. ¼ðùò åßðå "(ï Hell-

mann) Ý÷áóå áõôü ðïõ ðñïóðáèïýóå ðñáãìáôéêÜ ðïõ äåí åßíáé Üëëï áðü ôï íá ÷ñçóéìïðïéÞóåé

çí Èåùñßá Êáôçãïñéþí ãéá íá áðïöýãåé ôçí üëç öéëïëïãßá ðåñß 'èåìåëßùí'" Awodey (2004) óåë

55. Ç áðÜíôçóç åäþ åßíáé úóïðåäùôéêÞ". Áñíåßôáé ôá èåìÝëéá ùò Ýíá êïììÜôé ôùí ìáèçìáôéêþí

ðïõ èá åíïðïéåß óôçí âÜóç ôïõò üëá ôá ìáèçìáôéêÜ êáé õðåñáóðßæåôáé ìéá áðüëõôá ó÷çìáôéêÞ

ðñïóÝããéóç ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ êáé ôá ìåôÜ-ìáèçìáôéêÜ ðïõ äåí èá åßíáé áíáãêáóìÝíç íá Ý÷åé

ïíôïëïãéêÝò "áíçóõ÷ßåò" êáé ðñïûðïèÝóåéò óáí áõôÝò ôïõ Hellmann ãéáôß èá åßíáé êáèïëéêÜ

top-down êáé äåí èá Ý÷åé íá êÜíåé ìå êÜðïéåò ó÷Ýóåéò. ÄçëáäÞ ç èåùñßá äïìþí äåí ÷ñåéÜæåôáé

íá ðáôÜ óå èåùñßá ó÷Ýóåùí áíÜìåóá óå êÜðïéá Üôïìá üðùò èÝëåé ï Hellmann êÜôé ðïõ öÝñíåé

ôåëéêÜ ôï ðñüâëçìá ìéáò ðëïõñáëéóôéêÞò ïíôïëïãßáò.

Áðü ìéá Üëëç óêïðéÜ áðÜíôçóå ï Colin McLarty. Óôï Üñèñï ôïõ Exploring Categorical

Structuralism (2004) áñíÞèçêå ðùò ç ðñÝðåé íá ñùôïýìå áí ç èåùñßá êáôçãïñéþí ìðïñåß ðåôý÷åé

ôÝôïéïõò åßäïõò óêïðïýò êáé ðùò áõôü ðïõ ðñÝðåé íá êñßíïõìå ôá ðñïãñÜììáôá üðùò ç ôï ETCS

êáé ôï CCAF. Ôá áîéþìáôá áõôþí ôùí èåùñéþí, éó÷õñßæåôáé ï McLarty åßíáé áíåîÜñôçôá áðü

êÜèå åîùôåñéêÞ èåùñßá ó÷Ýóåùí êáé ðñïâÜëïõí óõãêåêñéìÝíåò, áí êáé äéáöïñåôéêÝò, áðáíôÞóåéò

ó÷åôéêÜ ìå ôï ðïßåò ìáèçìáôéêÝò ïíôüôçôåò õðÜñ÷ïõí êáé ðéï åßíáé ôï êáèåóôþò ôçò ýðáñîÞò

ôïõò. ÄçëáäÞ, ðáñüëï ðïõ ï ÷áñáêôÞñáò ôùí áîéùìÜôùí ôùí êáôçãïñéþí åßíáé üíôùò áëãåâñéêüò

êáé ó÷çìáôéêüò, ï McLarty éó÷õñßæåôáé ðùò áõôÜ ôá ðñïãñÜììáôá Ý÷ïõí áîéþìáôá Frege-éáíïý

÷áñáêôÞñá. Ç áîéùìáôéêïðïßçóç ôïõ ETCS áò ðïýìå Ý÷ïõí ôïí ßäéï óêïðü ìå ôçí ZF ìå ìüíç
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äéáöïñÜ ôçí ÷ñÞóç ôïõ ìç÷áíéóìïý ôùí âåëþí ðáñÜ ôçí ó÷Ýóç ôïõ áíÞêåéí.

Ç óõæÞôçóç áõôÞ óõíå÷ßæåôáé ìÝ÷ñé óÞìåñá: Hellman:What is Categorical Structuralism,

McLarty: Learning from Questions on Categorical Foundations(2005), McLarty: Recent Debate

Over Categorical Foundations (2010) ìå ðéï åéäéêü üìùò ôñüðï ðÜíù óôï êáôÜ ðüóï áõôÝò ïé

åéäéêÝò ðñïóåããßóåéò óôçí èåùñßá êáôçãïñéþí éêáíïðïéïýí ôá ðñïâëÞìáôá ôá ïðïßá Ýèåóå áñ÷éêÜ

ï Hellmann. Áí èÝëáìå êÜðùò íá "ìáæÝøïõìå" áõôÞ ôçí óõæÞôçóç èá åß÷áìå óõíïðôéêÜ: Ï

Hellmann,ìå ìéá "ìåóïâÝæéêç óôÜóç" ó÷åôéêÜ ìå ôçí öýóç ôùí áîéùìÜôùí, éó÷õñßæåôáé ðùò

óõíïëéêÜ ç èåùñßá êáôçãïñéþí Ý÷åé áíÜãêç ìéáò èåùñßáò õðïâÜèñïõ êáé ùò åê ôïýôïõ äåí ìðïñåß

íá õðçñåôÞóåé Ýíáí óõíåðÞ óôñïõêôïõñáëéóìü. Ï áêñáßá öïñìáëéóôÞò ðáôÜåé ðÜíù óôéò èÝóåéò

ôïõ Hilbert êáé ôéò ðñïåêôåßíåé âëÝðïíôáò ôá ðÜíôá óôá ìáèçìáôéêÜ ùò ó÷çìáôéêÜ êáé Ýôóé

áðïññßðôåé ôéò áíçóõ÷ßåò ôïõ Hellmann êáé ôÝëïò ï McLarty, õðü ôçí åðéññïÞ ôùí éäåþí ôïõ

Frege, åðé÷åéñçìáôïëïãåß ðùò õðÜñ÷ïõí êÜðïéåò ðñïóåããßóåéò ðÜíù óôçí èåùñßá êáôçãïñéþí

ðïõ ìáò äßíïõí ôï áðáéôïýìåíï õðüâáèñï ðïõ æçôÜ ï Hellmann.

¸íá âáóéêü æÞôçìá ðïõ äéáôñÝ÷åé üëïí ôïí äéÜëïãï ðáñáðÜíù åßíáé êáôÜ ðüóï ç èåùñßá

êáôçãïñéþí åßíáé áíåîÜñôçôç áðü ôçí èåùñßá óõíüëùí ÁõôÞ ç ãåíéêüôåñç ðñïâëçìáôéêÞ, åìöá-

íßæåôáé ìå éäéáßôåñï ôñüðï óôçí óõæÞôçóç ãéá ôïí äïìéóìü. Ôï æÞôçìá ôï èÝôåé ðéï îåêÜèáñá

ï Shapiro óôï Categories, structures, and the Frege-Hilbert controversy: The status of meta-

mathematics Philosophia Mathematica, 13(1), 61-77. (2005). Åìåßò åäþ èá ôï ðáñïõóéÜóïõìå

üðùò ôï áíáóõíÝèåóå ï Makmiller Pedroso óôï On three arguments against categorical struc-

turalism Synthese (2009) 170:21-31. ¸÷ïõìå:

(S1) ÊÜèå ìåôÜ-èåùñßá èá ðñÝðåé íá åßíáé ÖñåãêéáíÞ (åäþ ëÝãïíôáò ìåôÜ-èåùñßá åííïïýìå êÜèå

èåùñßá ðïõ ìáò åðéôñÝðåé íá äéáôõðþíïõìå ìåôÜ-èåùñÞìáôá üðùò ð÷ ðëçñüôçôáò)

(S2) Ç èåùñßá êáôçãïñéþí åßíáé áëãåâñéêÞ, ×éëìðåñôéáíÞ

(S3) Ç èåùñßá óõíüëùí åßíáé ç ìüíç ÖñåãêéáíÞ èåùñßá ðïõ Ý÷ïõìå êáé éêáíïðïéåß ðëÞñùò ôá

êñéôÞñéÜ ìáò.

(S) Ç èåùñßá êáôçãïñéþí âáóßæåôáé óôçí èåùñßá óõíüëùí.

Ìå ôï åðé÷åßñçìá áõôü ï Shapiro ðñïóäïêÜ íá äåßîåé üôé ôá ìáèçìáôéêÜ äåí ìðïñïýíå íá åêöñá-

óôïýí ðëÞñùò äïìéêÜ (äçëáäÞ ðëÞñùò áëãåâñéêÜ) . Åéäéêüôåñá ðéóôåýåé üôé äåí ìðïñïýí íá

ãßíïõí êáôáíïçôÜ äïìéêÜ, ðñÝðåé ðÜíôá íá Ý÷ïõí Ýíá áíôéêåßìåíï áíáöïñÜò. Óõíåðþò, áöïý ç

èåùñßá êáôçãïñéþí åßíáé ìéá èåùñßá ãéá äïìÝò, äåí ìðïñïýìå íá ôçí äïýìå óáí ìéá ìåôÜ-èåùñßá

ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ.
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3.8 Ïé áðüøåéò ôïõ Lambek

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôéò ôïðïèåôÞóåéò ôïõ J. Lambek. Ç óõíåéóöïñÜ ôïõ

åßíáé ðïëõó÷éäåßò óôï áíôéêåßìåíï ðïõ ìáò áöïñÜ åäþ (áëëÜ êáé ãåíéêÜ óôá ìáèçìáôéêÜ) êáé

åéäéêÜ óôçí êáôçãïñéêÞ ëïãéêÞ. Åäþ üìùò èá ìáò áðáó÷ïëÞóïõí êÜðïéåò óõãêåêñéìÝíåò èÝóåéò

ðÜíù óôçí öéëïóïößá ôùí ìáèçìáôéêþí êáé ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï ç åßóïäïò ôçò èåùñßáò

êáôçãïñéþí êáé ôçò èåùñßáò ôüðùí ìðïñåß íá åðáíáðñïóäéïñßóåé ôçí êëáóóéêÝò öéëïóïößåò ôùí

ìáèçìáôéêþí êáé íá ìáò ïäçãÞóåé óå óõìðåñÜóìáôá ðïõ, üðùò èá äïýìå áíáëõôéêÜ, õðåñâáßíïõí

áõôÜ ðïõ óôï ðáñåëèüí öáéíüôáí åíôåëþò áíôßññïðá. Åðßóçò ï Lambek åðéóÞìáíå êáé Ýöåñå óôçí

åðéêáéñüôçôá êÜðïéåò éäÝåò ôïõ Lawvere ãéá ôçí äéáëåêôéêÞ öýóç ôùí ìáèçìáôéêþí êáé åéäéêÜ

ôçò èåùñßáò êáôçãïñéþí óôéò ïðïßåò êáé èá óôáèïýìå.

Èá áíáöåñèïýìå ðñþôá ðåñéëçðôéêÜ óôá óõìðåñÜóìáôá óôá ïðïßá Ýöôáóå ôá ïðïßá óå ìéá

ðñüôáóç èá ìðïñïýóáí íá åéðùèïýí ùò åîÞò: Ïé êëáóóéêÝò öéëïóïößåò ôùí ìáèçìáôéêþí (öïñ-

ìáëéóìüò, ðëáôùíéóìüò, ëïãéêéóìüò êáé éíôïõúóéïíéóìüò) äåí åßíáé áíôéðáñáèåôéêÝò áðáñáßôçôá

ìåôáîý ôïõò ãéáôß õðÜñ÷åé Ýíáò äõíáôüò êüóìïò ãéá üëá ôá ìáèçìáôéêÜ ï ïðïßïò íá óõíôáéñéÜ-

æåé êÜðïéåò ìåôñéïðáèåßò åêäï÷Ýò üëùí ôùí ðáñáðÜíù ó÷ïëþí. Áõôüò ï êüóìïò åßíáé Ýíáò ôüðïò

(ôïí ïðïßï êáé èá ïñßóïõìå ðáñáêÜôù). ¼ðùò êáé óôéò åñãáóßåò ôïõ Bell ç éíôïõúóéïíéóôéêÞ

èåùñßá ôýðùí õøçëÞò ôÜîçò ðáßæïõí êïìâéêü ñüëï.

Ðñþôá èá ðñïóðáèÞóïõìå íá äïýìå ôé åííïåß ï Lambek ìéëþíôáò ãéá ìåôñéïðáèÞ öéëïóïößåò

ôùí ìáèçìáôéêþí. ËÝãïíôáò áò ðïýìå ìåôñéïðáèÞò ëïãéêéóìüò áò ðïýìå ãéá ðáñÜäåéãìá, äåí

äçìéïõñãåß ìéá íÝá åêäï÷Þ ôïõ ëïãéêéóìïý ðïõ íá Ý÷åé êÜðïéï ïëïêëçñùìÝíï ÷áñáêôÞñá, ìéá

áðüëõôç ëïãéêÞ óõíÝðåéá, ìéá áðÜíôçóç óå üëá åðéóôçìïëïãéêÜ åñùôÞìáôá ôùí ìáèçìáôéêþí,

Ýíá óõíåðÞ êáé ëåðôïìåñþò åðåîåñãáóìÝíï ÷áñáêôÞñá äçëáäÞ. Áõôü ðïõ ðñïóðáèåß íá êÜíåé

ìÜëëïí åßíáé íá áðïìïíþóåé êÜðïéåò âáóéêÝò èÝóåéò ðïõ óõíÝ÷ïõí üëïõò ôïõò åñãáæüìåíïõò

ìáèçìáôéêïýò (êáé ü÷é ôïõò öéëïóüöïõò) ïé ïðïßïé áóðÜæïíôáé ôçí óõãêåêñéìÝíç öéëïóïößá ôùí

ìáèçìáôéêþí êáé ðïõ Ý÷ïõí ìåãÜëç éóôïñéêÞ âáñýôçôá. ¸ôóé ï ìåôñéïðáèÞò ëïãéêéóôÞò áðÝ÷åé

ðïëý áðü ôïí áêüëïõèï ôï Brower ãéá ðáñÜäåéãìá. Ç ðñïóðÜèåéá ôïõ Lambek Ý÷åé äçëáäÞ Ýíá

áðëïõóôåõôéêü ÷áñáêôÞñá ðïõ ìÜëëïí äåí ëýíåé ôï ðñüâëçìá áëëÜ ðñïóðáèåß íá ôï óõìâéâÜóåé

ìå Ýíá ôå÷íéêü ôñüðï. ÂÝâáéá áõôü äåí ìåéþíåé ôçí óçìáóßá ðïõ Ý÷åé áõôÞ ç ðñïóðÜèåéá ãåíéêÜ.

Ôï ðñþôï ðñÜãìá ðïõ êÜíåé ï Lambek åßíáé íá äþóåé ìéá ó÷Ýóç áíôéóôïß÷éóçò áíÜìåóá

óôïõò ôüðïõò (ïñéóìÝíïõò êáôçãïñéêÜ) êáé èåùñßåò ôýðùí õøçëÞò ôÜîçò ìå éíôïõúóéïíéóôéêÞ

ëïãéêÞ. Ï ôñüðïò ìÜëéóôá ðïõ ôï êÜíåé áõôü (áõôüò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå êáé åìåßò ãéá íá ôï

äåßîïõìå óå ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï) Þôáí, áðü ôå÷íéêÞ ðëåõñÜ ðñùôüôõðïò. Ôï ðñþôï áõôü

âÞìá Þôáí ôáõôüóçìï ìå ôï Bell, áëëÜ áõôü åßíáé êáé ôï ìüíï êïéíü óçìåßï ìåôáîý ôïõò. Áðü

êåé ðÝñá ï Lambek êáôáðéÜíåôáé ìå ôçí áíáæÞôçóç ôïõ áðüëõôïõ ôüðïõ ðïõ èá ìðïñÝóåé íá

ðáßîåé ôï ñüëï ôïõ "êüóìïõ ôùí ìáèçìáôéêþí", ôçí óôéãìÞ ðïõ ï Bell ðïñåýåôáé óå áêñéâþò

áíôßèåôç êáôåýèõíóç, óôçí áðïäüìçóç êÜèå áðüëõôïõ, êáèïëéêïý êáé ðáãêüóìéïõ êüóìïõ ãéá

ôá ìáèçìáôéêÜ. Ôçí óôéãìÞ ðïõ ï Ýíáò äçëáäÞ áíáæçôÜ ôçí ñÞîç ìå ôá åñãáëåßá ôïõ ðáñåëèüíôïò,
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áîéïðïéþíôáò óôï Ýðáêñï ôéò äõíáôüôçôåò ðïõ ðáñÝ÷åé ç ìïíôÝñíá ôå÷íïëïãßá ôùí ìáèçìáôéêþí,

ï Üëëïò åììÝíåé óôá ó÷Þìáôá ôïõ ðáñåëèüíôïò êáé ðñïóðáèåß íá óõìöéëéþóåé ðáñù÷çìÝíåò áðü

êáéñü áíôéëÞøåéò. Áò ðñïóðáèÞóïõìå íá óêéáãñáöÞóïõìå áõôÝò ôéò ìåôñéïðáèåßò åêäï÷Ýò ôùí

êëáóóéêþí öéëïóïöéþí.

ÌåôñéïðáèÞò öïñìáëéóìüò. Áõôüò äáíåßæåôáé áðü ôïí öïñìáëéóìü üðùò ôïí îÝñïõìå

óôéò äéÜöïñåò åêäï÷Ýò ôïõ ôçí Ýìöáóç óôá ôõðéêÜ (öïñìáëéóôéêÜ) óõóôÞìáôá êáé ôïõò ôõðéêïýò

åðáãùãéêïýò óõëëïãéóìïýò. Ìå ôá ëüãéá ôïõ Lambek äçëáäÞ "åììÝíåé óôïí ñéæïóðáóôéêü öïñ-

ìáëéóìü áõôþí ðïõ éó÷õñßæïíôáé ðùò ïé ìáèçìáôéêïß éó÷õñéóìïß äåí Ý÷ïõí êÜðïéï ðåñéå÷üìåíï,

ðùò äåí õðÜñ÷ïõí ìáèçìáôéêÝò õðÜñîåéò êáé üôé ôá ìáèçìáôéêÜ åßíáé êáôÜ âÜóç Ýíá ðáé÷íßäé"

ÌåôñéïðáèÞò éíôïõúóéïíéóìüò. Åßíáé åêåßíïò ï ïðïßïò ÷ñçóéìïðïéåß óôá ìáèçìáôéêÜ

ôçí éíôïõúóéïíéóôéêÞ ëïãéêÞ, äçëáäÞ áõôüò ðïõ áñíåßôáé ôçò éó÷ý ôïõ Áñéóôïôåëéêïý êáíüíá

áðïêëßóåùò ôïõ ôñßôïõ êáé óõíåðþò äåí äÝ÷åôáé ìç êáôáóêåõáóôéêÝò áðïäåßîåéò.

ÌåôñéïðáèÞò ëïãéêéóìüò. Ï ïðïßïò áðïäÝ÷åôáé áðëþò ðùò ôá ìáèçìáôéêÜ ìðïñïýí íá

ïñéóôïýí ìå üñïõò ôçò ëïãéêÞò

ÌåôñéïðáèÞò ðëáôùíéóôÞò. Áõôüò ï ïðïßïò äÝ÷åôáé Ýíá áíåîÜñôçôü ÷áñáêôÞñá ôùí

ìáèçìáôéêþí. ÕðÜñ÷åé Ýíáò áíåîÜñôçôüò êüóìïò ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ êáé ïé ìáèçìáôéêÝò áëÞèåéåò

åßíáé åêåß ãéá íá ôéò áíáêáëýøïõìå.

Ôï åíäéáöÝñïí âÞìá ðïõ ðñïóðáèåß íá êÜíåé åßíáé íá óõíèÝóåé êáôÜ êÜðïéï ôñüðï üëá

ôá ðáñáðÜíù óå ìéá öéëïóïößá óå íáôïõñáëéóôéêÞ âÜóç ðïõ ï ßäéïò áðïêáëåß êáôáóêåõáóôéêü

íïìéíáëéóìü. (constructive nominalism'). Ìå ôá äéêÜ ôïõ ëüãéá ï óôü÷ïò ôïõ åßíáé ï åîÞò:

ÁíÜìåóá óå üëåò ôéò öéëïóïöéêÝò èÝóåéò ðïõ ìðïñåß êáíåßò íá ðÜñåé åßíáé ôÝóóåñåéò

áõôÝò ðïõ Ý÷ïõí óõæçôçèåß åõñÝùò. ÊÜèå ìéá áðü áõôÝò åßíáé âáóéóìÝíç óå ÷ñÞ-

óéìåò ðáñáôçñÞóåéò ãéá ôï ôé ôá ìáèçìáôéêÜ åßíáé Þ èá ìðïñïýóáí íá åßíáé, áëëÜ

ïé áðáíôÞóåéò ðïõ ðñïóöÝñïõí áõôÝò óôçí ðéï ñéæïóðáóôéêÞ ìïñöÞ ôïõò, ìïéÜæïõí

íá åßíáé áóõìâßâáóôåò. Ç ðñüôáóÞ ìáò åßíáé íá óôáèåß êáíåßò óôá êáëýôåñá óç-

ìåßá áõôþí êáé íá õðåñáóðéóôåß ìéá åêëåêôéêÞ öéëïóïößá ðïõ èá óõíäõÜæåé ìÝóåò

ìïñöÝò áõôþí ôùí ôåóóÜñùí èÝóåùí.(. . . ) óôçí èÝóç ìáò áõôÞ äßíïõìå ôï üíïìá

êáôáóêåõáóôéêü íïìéíáëéóìü.

Ç óçìáóßá ðïõ Ý÷ïõí áõôÞ üëç ç öéëïëïãßá åßíáé ãéáôß ï Lambek âñßóêåé ðÜôçìá ãéá

üëç áõôÞí ôçí èåùñßá óôçí äõíáôüôçôá ðïõ ôïõ äßíåé ç èåùñßá ôüðùí íá âñåé Ýíá åéäéêü êüóìï

ãéá üëá ôá ìáèçìáôéêÜ. Åäþ êáôÜ ôçí ãíþìç ìáò õðÜñ÷åé Ýíá æÞôçìá. Äåí ìðïñÝóáìå íá

âñïýìå ðïõèåíÜ íá ãñáðôÜ ôïõ Lambek Ýíáí óáöÞ ïñéóìü ãéá ôïõ ôé åííïåß ëÝãïíôáò êüóìï.

Åííïåß ôï ìïíôÝëï ãéá êÜðïéá èåùñßá ôýðùí Þ ãéá ôçí èåùñßá óõíüëùí; Åííïåß êÜðïéï èåìÝëéï

ìå ôçí Ýííïéá ðïõ ôïõ Ý÷ïõìå äþóåé óå ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï Þ ìÞðùò êÜôé Üëëï; Åìåßò, ëüãù

åëëåßøåéò äéáóáöÞíéóçò óå üëá ôá ðáñáêÜôù ëÝãïíôáò êüóìï èá åííïïýìå Ýíá óôáôéêü óýóôçìá

èåìåëßùí áíÜëïãï ôçò èåùñßáò óõíüëùí ðïõ èá ìðïñåß íá õëïðïéåß ìéá óçìáóéïëïãéêÞ áíÜëõóç

ôùí öïñìáëéóôéêþí èåùñéþí.
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Áõôüò ï êüóìïò ëïéðüí åßíáé ï ëåãüìåíïò åëåýèåñïò ôüðïò (free topos). Íá õðåíèõìßóïõìå

åäþ ðùò äïìåßôáé ç èåùñßá ìáò. Ïñßæïõìå ìéá éíôïõúóéïíéóôéêÞ èåùñßá ôýðùí ìå êáñôåóéáíÜ ãéíü-

ìåíç êáé åíóùìáôùìÝíç Ýíá ïëïêëçñùìÝíï óýóôçìá ëïãéêþí åðáãùãéêþí óõëëïãéóìþí. Êáôü-

ðéí âñßóêïõìå äõï óõæõãåßò óõíáñôçôÝò áíÜìåóá óôçí êáôçãïñßá ôùí ôýðùí êáé ôçí êáôçãïñßá

ôùí ôüðùí.

Ãéá êÜèå ôüðï Å õðÜñ÷åé ìéá èåùñßá ôýðùí

L(E) = L

ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí åóùôåñéêÞ ëïãéêÞ êáé ãéá êÜèå èåùñßá ôýðùí õðÜñ÷åé ôüðïò

Ô(L) = Å

ðïõ ãåíÜôáé áðß ôçí èåùñßá ôýðïí ãíùóôüò êáé ùò ôüðïò ôùí Tarski�Lindenbaum. Ïé ôüðïé êáé

ïé èåùñßåò ôýðùí áðïôåëïýí êáôçãïñßåò, óõíåðþò ïé L; T åßíáé óõíáñôçôÝò ðïõ áðïäõêíåßïíôáé

ðùò åßíáé óõæõãåßò êáé ìÜëéóôá áðïôåëïýí ôï æåõãÜñç ìéáò éóïäõíáìßáò êáôçãïñéþí. Áõôïß ìáò

äßíïõí ìéá áíôéóôïß÷éóç áíÜìåóá óôïõò ôüðïõò áõôïýò êáé ôéò èåùñßåò ôýðùí. Ìéá åéäéêÞ êáôçãï-

ñßá ôüðùí åßíáé ïé åëåýèåñïé (free) ôüðïé ðïõ Ý÷ïõí ôç éäéüôçôá íá åßíáé áñ÷éêÜ áíôéêåßìåíá óôçí

áêôçãïñßá üëùí ôùí ôüðùí. Ïé åëåýèåñïé ôüðïé Ý÷ïõí ðïëëÝò éäéáßôåñåò éäéüôçôåò ðïõ óõíäÝïõí

ôçí äïìÞ ôïõ ôüðïõ (êáé ôïí êÜíïõí íá ìïéÜæåé ìå óýíïëï) êáé ôéò éäéüôçôåò ôçò áíôßóôïé÷çò

èåùñßáò ôýðùí. Ðáñáäåßãìáôá ôÝôïéùí ôüðùí åßíáé ï T (L0) ôçò êáèáñÞò éíôïõéóéïíéóôéêÞò ëï-

ãéêÞò êáé ï ôüðïò T (L1) ôçò èåùñßáò ôýðùí ìéáò êëáóóéêÞò ëïãéêÞò. Ç ðñüôáóç ðïõ êÜíåé ï

Lambek åßíáé íá èåùñÞóïõìå ôïí ôüðï T (L0) ùò ôïí êüóìï üëùí ôùí ìáèçìáôéêþí.

Ç ðñüôáóç ëïéðüí åßíáé íá äïýìå ôïí êüóìï ôùí ìáèçìáôéêþí ùò Ýíá ôÝôïéï åëåýèåñï

ôüðï ðïõ áíôéóôïé÷åß óå ìéá êáèáñÞ éíôïõúóéïíéóôéêÞ èåùñßá ôýðùí. Áõôü Ý÷åé ôá ôï ðëåïíå-

êôÞìáôá íá óõíôáéñéÜîåé ôéò öéëïóïößåò ôùí ìáèçìáôéêþí üðùò ôéò áíáóõíèÝóáìå ðáñáðÜíù êáé

ôá áðïôåëÝóåé ôï ìáèçìáôéêü õðüäåéãìá ãéá ôï êáôáóêåõáóôéêü íïìéíáëéóìü. ¼ðùò ëÝåé êáé ï

ßäéïò:

(. . . ) ï åëåýèåñïò ôüðïò åßíáé Ýíá êáôÜëëçëïò õðïøÞöéïò ãéá ôïí êüóìï üëùí ôùí

ìáèçìáôéêþí, áðïäåêôüò áðü ìÝëç äéáöüñùí öéëïóïöéêþí ó÷ïëþí ïé ïðïßïé äÝ÷ïíôáé

ôçí áñ÷Þ ôïõ ìÝóï áðïêëßóåùò ôïõ ôñßôïõ êáé ïé ïðïßïé åðéèõìïýí íá óõìâéâáóôïýí

ìå (á) ôïõò ìåôñéïðáèåßò ÐëáôùíéóôÝò, åðåéäÞ åßíáé Ýíá áñ÷éêü áíôéêåßìåíï óôçí

êáôçãïñßá üëùí ôùí ôüðùí (â) ôïõò ìåôñéïðáèåßò öïñìáëéóôÝò Þ áêüìá êáé íïìéíá-

ëéóôÝò åðåéäÞ ìðïñåß (ï åëåýèåñïò ôüðïò) íá êáôáóêåõáóôåß áðü ëÝîåéò(. . . ) (ã)

ôïõò ìåôñéïðáèåßò éíôïõúóéïíéóôÝò ãéáôß åßíáé ìéá éíôïõúóéïíéóôéêÞ èåùñßá ôýðùí.

(. . . ) åßíáé á÷ñåßáóôï íá áíáöÝñù üôé Ýíáò óõìâéâáóìüò èá áðïññéöèåß áðü ôïõò

áêñáßïõò ðëáôùíéóôÝò, ðïõ ßóùò ðéóôåýïõí üôé ïé ìáèçìáôéêÝò ïíôüôçôåò åßíáé óêÝ-

øåéò óôçí óõíåßäçóç åíüò demiurge, áðü ôïõò áêñáßïõò íïìïíáëéóôÝò ðïõ ßóùò ðé-

óôåýïõí üôé ìüíï ïé ëÝîåéåò åßíáé áëçèåßò, áëëÜ ç éóïäõíáìßá êëÜóåùí óõíþíõìùí
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ëÝîåùí äåí åßíáé, êáé áðü ôïõò áêñáßïõò éíôïõúóéïíéóôÝò ðïõ èåùñïýí üôé äåí õðÜñ-

÷ïõí Üðåéñá óýíïëá Þ üôé ç áëÞèåéá ìåôáâÜëëåôáé éóôïñéêÜ.

Ç äéáëåêôéêÞ óôá ìáèçìáôéêÜ

Ï Lambek åðçñåáóìÝíïò éäéáßôåñá áðü ôïí Lawvere, óôï Üñèñï ôïõ "The Inuence of

Heraclitus in Mathematics" ðñïóðÜèçóå íá åðáíáöÝñåé ìéá ðáëéÜ éäÝá ôïõ äåýôåñïõ (áðü ôçí

äåêáåôßá ôïõ åîÞíôá êéüëáò) ðïõ óýíäåå ìå Ýíáí ðïëý Üìåóï ôñüðï ôçí êëáóóéêÞ äéáëåêôéêÞ öé-

ëïóïößá ìå ôá ìáèçìáôéêÜ ôçí ïðïßá ôçí ðñïóÜñìïóå êáé ôéò Ýäùóå íÝï âÜèïò. ÁõôÞ ç óýíäåóç

äåí åß÷å íá êÜíåé ìå êÜðïéá ìáêñïóêïðéêÞ áðïôßìçóç ôçò ëïãéêÞò ðïõ Ý÷åé ç éóôïñßá ôçò åðéóôÞ-

ìçò (üðùò èá ðåñßìåíå ßóùò êáíåßò íá êÜíåé ç äéáëåêôéêÞ), áëëÜ åß÷å íá êÜíåé ìå ôçí áíáæÞôçóç

äéáëåêôéêþí ó÷çìÜôùí ìÝóá óôá ßäéá ôá ìáèçìáôéêÜ. ÊÜðïéï ôÝôïéï ðáñÜäåéãìá åßäáìå ðùò Ýäéíå

ï Bell óôï ðñïçãïýìåíï õðïêåöÜëáéï áëëÜ åäþ Ý÷ïõìå ìéá äéáöïñÜ. Ç áíáæÞôçóç äéáëåêôéêþí

áíôéèÝóåùí ôçí ïðïßá åðé÷åéñåß ï Lambek äåí ãßíåôáé üðùò ï Bell óôçí âÜóç ìéáò áìöéóâçôÞóéìçò

åðáíáðñïóÝããéóçò üëçò ôçò ìåèïäïëïãßáò ôùí ìáèçìáôéêþí, áëëÜ ìÝíåé óôçí ðáñáôÞñçóç ôùí

åéäéêþí ÷áñáêôçñéóôéêþí ðïõ öáßíåôáé ðùò Ý÷ïõí êÜðïéá êïéíþò áðïäåêôÜ ìáèçìáôéêÜ åñãáëåßá.

Êïìâéêü ñüëï óå üëá ôá ðáñáêÜôù èá ðáßîåé ï óõæõãÞò óõíáñôçôÞò.

Ç äéáëåêôéêÞ öéëïóïößá Ý÷åé ôéò ñßæåò ôçò ïõóéáóôéêÜ óôïí ðñïóùêñáôéêü öéëüóïöï ÇñÜ-

êëåéôï (ï ïðïßïò åßíáé ãíùóôüò áðü ôá ãíùìéêÜ ôïõ üðùò ôï "ôá ðÜíôá ñåß" êáé ôï "åßíáé áäýíáôïí

êÜðïéïò íá äéáó÷ßóåé ôï ßäéï ðïôÜìé äýï öïñÝò") áëëÜ ïõóéáóôéêÜ èåìåëéþíåôáé áðü ôï ìåãÜëï

ãåñìáíü öéëüóïöï Hegel êáé áíáðôýóóåôáé äçìéïõñãéêÜ áðü ôïõò Marx, Lucats, ôçí ó÷ïëÞ ôçò

Öñáãêöïýñôçò ôïí Mao Tse-Tung êáé Üëëïõò. Áõôü ðïõ ëÝåé ç äéáëåêôéêÞ ðïëý óõíïðôéêÜ êáé

õðåñáðëïõóôåõôéêÜ äéáôõðþíåôå áðü ôïõò ôñåéò íüìïõò ôçò (ðïõ ïöåßëïíôáé óôïí Engels) 1. Ôá

ðñÜãìáôá Ý÷ïõí óôï åóùôåñéêü ôïõò äýï ðüëïõò (èÝóç êáé áíôßèåóç) ðïõ ìÜ÷ïíôáé ìåôáîý ôïõò

êáé ôåëéêÜ êáôáëÞãïõí óå êÜôé íÝï ðïõ õðåñâáßíåé êáé ôá äýï ðñïçãïýìåíá 2. Ç ðïéüôçôá ìðïñåß

íá ìåôáó÷çìáôéóôåß óå ðïóüôçôá êáé áíôéóôñüöùò 3. Ç Üñíçóç ôçò Üñíçóçò ìéáò ðñüôáóçò äåí

ôáõôßæåôáé ìå ôçí ðñüôáóç áëëÜ ìå êÜôé Üëëï íÝï.

Åßíáé åýëïãï ôþñá íá áíáñùôçèåß êáíåßò ôþñá ðùò ìðïñïýí üëá áõôÜ íá åìöáíéóôïýí

óôá ìáèçìáôéêÜ. ÕðÜñ÷ïõí êÜðïéá ôåôñéììÝíá êáé ìÜëëïí áóÞìáíôá ðáñáäåßãìáôá ð÷ Þ ýðáñîç

áñíçôéêþí êáé èåôéêþí áñéèìþí õðïäçëþíåé óõíýðáñîç áíôéèÝôùí êáé ôï ãåãïíüò üôé ôï 2 äåí

åßíáé áðëþò ôé Üèñïéóìá 1 óõí 1, äåß÷íåé ìéá ðïéüôçôá äéáöïñåôéêÜ áðü ôçí ðïóüôçôá. ÁëëÜ

ìðïñïýìå íá âñïýìå êáé ðéï ïõóéþäåéò óõíÜöåéåò. Ï Lawvere ôï 1970 óå ìéá ôïðïèÝôçóÞ óå Ýíá

óõíÝäñéï (ôï ïðïßï êáé ðáñáèÝôåé êáé ï Lambek óôï ðáñáðÜíù Üñèñï ôïõ) åßðå ôá åîÞò:

Åíüôçôá ôùí áíôéèÝôùí (. . . ) åßíáé ïõóéùäþò áõôÞ áíÜìåóá óôçí ëïãéêÞ êáé ôçí

ãåùìåôñßá (. . . ) Ðñþôá èåùñïýìå ôéò èåìåëéþäåéò áíôéèÝóåéò ôçò èåùñßáò ôüðùí

ôùí Grothendieck - Giraud - Verdier ìå üñïõò ôåóóÜñùí Þ ðÝíôå óõæõãþí óõíáñôç-

ôþí. (. . . ) ¼ôáí ïé êýñéåò áíôéèÝóåéò Ý÷ïõí âñåèåß, ç åðéóôçìïíéêÞ ðïñåßá ðëÝïí

ðåñéëáìâÜíåé ôçí ìïñöïðïßçóç áõôþí óå óëüãêáí ðïõ êáíåßò èá ìðïñåß óôáèåñÜ íá



3.8. ÏÉ ÁÐÏØÅÉÓ ÔÏÕ LAMBEK 119

÷ñçóéìïðïéåß óáí Ýíá éäåïëïãéêü üðëï ãéá ôçí ðåñåôáßñù ìåôáó÷çìáôéóìü êáé áíÜ-

ðôõîç ôïõ áíôéêåéìÝíïõ. ÊÜíïíôáò áõôü ãéá ôçí èåùñßá óõíüëùí áðáéôåßôå íá ëçöèåß

õðüøç üôé ôá áíôßèåôá æåýãç ôÜóåùí óôá ìáèçìáôéêÜ ðáßñíïõí ôçí ìïñöÞ óõæõãþí

óõíáñôçôþí.

Ç éäÝá ôïõ äñÜãìáôïò äáêôõëßùí ãéá ðáñÜäåéãìá, ìðïñåß íá åéäïèåß óáí Ýíáò ìå-

ôáâáëëüìåíïò äáêôýëéïò Þ ßóùò Ýíáò äáêôýëéïò ìåôáâáëëüìåíùí äáêôõëßùí (. . . )

ç ìåôÜâáóç áðü ôéò óôáèåñÝò ðïóüôçôåò óôéò ìåôáâëçôÝò åßíáé ìéá ìáèçìáôéêÞ

Ýêöñáóç ôçò ìåôÜâáóçò áðü ôçí ìåôáöõóéêÞ óôçí äéáëåêôéêÞ

Èá áíáöÝñïõìå êÜðïéá áðü ôá ðáñáäåßãìáôá ðïõ äßíåé êáé ï Lambek ðñïò õðåñÜóðéóç áõôÞò ôçò

èÝóåùò.

¸óôù 〈A;≺〉 êáé 〈Â;≺〉 äõï êáôçãïñßåò äéáôÜîåéò êáé F;G äõï óõæõãåßò óõíáñôçôÝò áíÜ-

ìåóá óå áõôÝò (áõôïýò ðïõ ïíïìÜóáìå óôï äåýôåñï êåöÜëáéï óõíäÝóåéò Galois). Aí ðÜñïõìå

ôïõò óõíáñôçôÝò GF : A −→ Á êáé FG : Â −→ Â ôüôå åßíáé åýêïëï íá äåßîïõìå ôéò ðáñáêÜôù

éäéüôçôåò:

a ≺ GF (a)

GFGF (a) ≺ GF (a)

a ≺ a′ ⇔ GF (a) ≺ GF (a′)

êáé áíôßóôïé÷åò ãéá ôï óõíáñôçôÞ FG. Èåùñïýìå ôþñá ôéò õðïêáôçãïñßåò Á0; Â0 ãéá ôéò ïðïßåò

GF (a) ∼= a êáé FG(b) ∼= b áíôßóôïé÷á ãéá üëá ôá áíôéêåßìåíÜ ôïò. Ôüôå áðï ôéò éäéüôçôåò

ðñïêýðôåé ìéá öõóéêÞ éóïäõíáìßá ãéá ôéò äõï êáôçãïñßåò.

Ìéá äéáëåêôéêÞ åñìçíåßá ôùí ðáñáðÜíù ìðïñåß íá ãßíå óýìöùíá ìå ôï Lambek ìå äýï

ôñüðïõò. Ðñþôïí âëÝðïíôáò ôï æåõãÜñç ôùí óõíáñôçôþí F;G óáí ôçí áíôßöáóç áíÜìåóá óôéò

êáôçãïñßåò, êáé ôçí éóïäýíáìéá áíÜìåóá óôéò Á0; Â0 óáí ôçí óýíèåóç. Äåýôåñïí áí ï Ýíáò

óõíáñôçôÞò åßíáé ç èÝóç êáé ï Üëëïò ç áíôßöáóç, ôüôå ç óõæõãßá áíÜìåóá ôïõò åßíáé ç óýí-

èåóç (áõôÞí ôçí åñìçíåßá ðñïôéìïýóå êáé ï Lawvere). Èá äþóïõìå Ýíá áêüìá êáôïðéóôéêü

ðáñÜäåéãìá.

Áí äüýìå ôþñá ôçí êáôçãïñßá ôùí áëãåâñþí Banach êáé ôçí êáôçãïñßá ôùí óõìðáãþí

ôïðïëïãéêþí ÷þñùí, ôüôå ïé óõíáñôçôÝò ðïõ ìáò ðÜíå áðü ôçí ìéá êáôçãïñßá óôçí Üëëç (ôïõò

áíáöÝñáìå óå ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá) óõíèÝôïíôáé ìÝóù ôçò äõéêüôçôáò ôïõ Gelfand.
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Åðßëïãïò-óõìðåñáóìáôá

Óôá ðëáßóéá áõôÞò ôçò äéðëùìáôéêÞò ðñïóðáèÞóáìå íá ðñáãìáôåõôïýìå, êáôÜ ôï ìÝôñï ôïõ äõ-

íáôïý âÝâáéá, êÜðïéá áðü ôá ðéï åíäéáöÝñïíôá íÝá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ðïõ åìöáíßæïíôáé ìå ôçí

áíÜäõóç ôçò èåùñßáò êáôçãïñéþí. Ç èåùñßá êáôçãïñéþí ïñßæåé áíáìöéóâÞôçôá Ýíá íÝï ðëáßóéï

ðñáãìÜôåõóçò ôùí ìáèçìáôéêþí, Ýíá ðëáßóéï ðïõ äéáöïñïðïéåßôáé ñéæéêÜ áðü ðïëëÜ áðü ôá äüã-

ìáôá ðïõ, åßôå óõíåéäçôÜ åßôå ü÷é, ðïëëïß ìáèçìáôéêïß õéïèåôïýí óôçí êáèçìåñéíÞ ôïõò ðñáêôéêÞ

êáé ó÷åäüí üëïé áðïäÝ÷ïíôáé ùò öéëïóïöéêü- éäåïëïãéêü õðüâáèñï.

Ôï ðñþôï åñþôçìá ðïõ èá ìðïñïýóå íá ðñïêýøåé åßíáé åÜí ðéóôåýïõìå üôé ç Èåùñßá Êá-

ôçãïñéþí áðïôåëåß Ýíá ñéæéêÜ íÝï ðëáßóéï ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ. ËÝãïíôáò ðëáßóéï èá èÝëáìå íá

åííïÞóïõìå êÜôé äéáöïñåôéêü áðü Ýííïéåò üðùò èåìÝëéï, ëïãéêÞ, öéëïóïößá Þ êÜôé Üëëï ðáñåì-

öåñÝò. Êáé áõôü ãéáôß ç Èåùñßá Êáôçãïñéþí åßíáé áðëþò ìéá èåùñßá (ðïëý éäéáßôåñç üìùò) ç

ïðïßá ÷ùñßò íá åßíáé êáôåîï÷Þí êÜôé áðü ôá ðáñáðÜíù, åßíáé êáôÜ êÜðïéï ôñüðï êáé èåìÝëéï êáé

öéëïóïößá êáé ëïãéêü óýóôçìá. Ãéá êáíÝíá áðü áõôÜ äåí ðáñïõóéÜæåé Ýíá óõíåêôéêü óýóôçìá,

Ýíá ïëïêëçñùìÝíï êáé áðñüóâëçôï ïéêïäüìçìá ðïõ íá ìðïñåß íá äßíåé áðáíôÞóåéò óå üëá ôá

ðñïâëÞìáôá áëëÜ ãéá üëá áõôÜ Ý÷åé íá äþóåé èÝóåéò êáé åðåîåñãáóßåò ðïõ áðáíôïýí óå õðáñêôÜ

åñùôÞìáôá ôùí ìáèçìáôéêþí êáé ìðïñïýí íá áíïßãïõí äñüìï, äåß÷íïíôáò ìåèüäïõò ðïõ ìðïñåß

íá áêïëïõèÞóåé ç áíÜðôõîç ôçò Ýñåõíáò. Áöáéñþíôáò ôï "åîùôåñéêü öáßíåóèå", óôçí ïõóßá ôçò,

ç èåùñßá êáôçãïñéþí åßíáé Ýíá óýíïëï áñ÷þí ðïõ üôáí åìðëïõôßóåé ôçí ìáèçìáôéêÞ ðñáêôéêÞ Þ

ôïí óôï÷áóìü ðÜíù óôá ìáèçìáôéêÜ ìðïñåß íá ÷áñßóåé ñéæïóðáóôéêÝò êáé äéáöïñåôéêÝò áðü ôá

óõíçèéóìÝíá áíáëýóåéò êáé áðüøåéò. Áðü áõôÞí ôçí Ýííïéá äßíåé Ýíá äéáöïñåôéêü ðëáßóéï ãéá

íá êÜíïõìå ôá Þäç õðÜñ÷ïíôá ìáèçìáôéêÜ êáé Ýíá äéáöïñåôéêü ðëáßóéï ãéá íá ôïðïèåôçèïýìå

ðÜíù óôçí õðÜñ÷ïõóá öéëïóïöéêÞ áíáæÞôçóç óôá ìáèçìáôéêÜ. Äåí óõíéóôÜ ëïéðüí ç Èåùñßá

Êáôçãïñéþí êÜðïéá ñéæéêÜ êáé óõíïëéêÜ íÝá ìáèçìáôéêÜ ïýôå êáé ìéá íÝá öéëïóïößá ãéá áõôÜ,

áëëÜ Ýíá ôñüðï èÝáóçò ôùí ìáèçìáôéêþí.

Ðïéá åßíáé üìùò áõôÜ ôá âáóéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ ðïõ äéáöïñïðïéïýí ôçí èåùñßá êáôçãïñéþí;

Ôá ðáñáêÜôù åßíáé ðéóôåýïõìå áõôÜ ðïõ ôïðïèåôïýí êÜðïéïí ùò ðñïò ôçí èåùñßá êáôçãïñéþí.
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1. Ç "óõíÜñôçóç" ìðáßíåé óôï êÝíôñï ôçò ìåëÝôçò êáé ãßíåôáé ü÷é ìüíï ôï âáóéêü áíôéêåßìåíï

áëëÜ êáé ôï ìÝóï ïñéóìïý êÜèå Üëëçò Ýííïéáò êáé éäéüôçôáò. Áõôü äçìéïõñãåß ìéá ìåôÜâáóç

óôçí ïíôïëïãéêÞ ðñïôåñáéüôçôá áðü ôï "óçìåßï" óôçí "óõíÜñôçóç".

2. Ç áíáöïñÜ óôï åõñýôåñï ðëáßóéï ãßíåôáé êïìâéêÞ êáé ôï ðëáßóéï ìÝóá óôï ïðïßï ìðïñïýìå

íá äïõëÝøïõìå áðïêôÜ åõåëéîßá êáé ìðïñåß íá áëëÜæåé.

3. Ç Ýííïéá ôïõ æåýãïõò óõæõãþí óõíáñôçôþí óõíéóôÜ ìéá ðñáãìáôéêÜ íÝá éäÝá, ôçí ìáèçìá-

ôéêÞ Ýêöñáóç ìéáò âáèýôåñçò äïìÞò êáé ìéáò âáèýôåñçò áíáëïãßáò ðïõ õðÜñ÷åé óå åíôåëþò

îÝíá ìåôáîý ôïõò áíôéêåßìåíá ôùí ìáèçìáôéêþí. ¸ôóé âëÝðïõìå ðùò ç ôÜóç ôçò åíïðïßç-

óçò Ýñ÷åôáé ðáñÜëëçëá ìå ôçí ôÜóç ôçò ôïðéêÞò ðñáãìÜôåõóçò ðïõ óõãêñïôåßôå áðü ôçí

äõíáôüôçôá ìåôáöïñÜò áðü ôçí ìéá êáôçãïñéáêÞ äïìÞ óå ìéá Üëëç

4. Ç ôïðéêüôçôá ðïõ ìáò åðéôñÝðåé ôçí ôïðéêÞ ðñáãìÜôåõóç ôùí ìáèçìáôéêþí ðñïôÜóåùí

ìÝóá óå óõãêåêñéìÝíá ðëáßóéá ïñéóìÝíá åê ôùí ðñïôÝñùí ìå êáôçãïñéáêïýò üñïõò.

ÂÝâáéá óå áõôü ôï óçìåßï áõôü áíáöýåôáé ìéá öõóéïëïãéêÞ åñþôçóç. Ðïéåò åßíáé ïé ó÷Ýóåéò

áíÜìåóá óôá ìç êáôçãïñéáêÜ ìáèçìáôéêÜ êáé óôá êáôçãïñéáêÜ; (ÖõóéêÜ áðü ôá ðñïçãïýìåíá

ðïõ áíáöÝñáìå áõôïß ïé üñïé åßíáé ëáíèáóìÝíïé, ðáñüëá áõôÜ ôïõò ÷ñçóéìïðïéïýìå üðùò êáé

óå üëç ôçí åñãáóßá ãéá íá ãßíïõìå êáôáíïçôïß). ÕðÜñ÷åé êÜðïéïõ åßäïõò áóõììåôñßá áíÜìåóá

óôï íÝï ðëáßóéï ðïõ öÝñåé ç èåùñßá êáôçãïñéþí óå ó÷Ýóç ìå ôá ðñïçãïýìåíá; Ç áðÜíôçóç

èåùñïýìå ðùò åßíáé "ü÷é". Ïé 1,2,4 áðü ôéò ðáñáðÜíù ïõóéþäåéò éäéüôçôåò ôùí êáôçãïñéþí

êáé ôùí ìáèçìáôéêþí ðïõ êÜíïõìå ìå êáôçãïñéáêïýò üñïõò ðñïûðÞñ÷áí, ìå äéáöïñåôéêü ôñüðï

áëëÜ ðÜíôùò áíáëëïßùôåò óôçí ïõóßá ôïõò, óôá ìáèçìáôéêÜ áðü ðïëý ðáëéÜ. Ïé äå óõæõãåßò

óõíáñôçôÝò ðáñüôé êÜôé íÝï äåí åßíáé ôßðïôá Üëëï áðü ìéá ðïëý åêëåðôõóìÝíç ìáèçìáôéêÞ äïìÞ

ðïõ åìöáíßæåôáé óå ðïëëïýò äéáöïñåôéêïýò êëÜäïõò. Áõôü ðïõ ðñáãìáôéêÜ óõìâáßíåé åßíáé ç

"ùò ôá Üêñá" åììïíÞ óå áõôÝò. Áõôü âÝâáéá äåí ìåéþíåé ôçí óçìáóßá ôçò èåùñßáò êáôçãïñéþí

êáé óðïõäáéüôçôá áõôïý ôïõ íÝïõ ðëáéóßïõ ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ, áëëÜ óçìåéþíåé ôç óõíÝ÷åéá óå

åííïéïëïãéêü åðßðåäï ìå ôá ðñïûðÜñ÷ïíôá ìáèçìáôéêÜ.

Áí èÝëáìå íá äïýìå ôç èåùñßá êáôçãïñéþí ìÝóá óôï ãßãíåóèáé ôùí ìáèçìáôéêþí èá ëÝ-

ãáìå ðùò åðáíáöÝñåé (ìå ìéá ðïëý áöçñçìÝíç ìïñöÞ óõíÝ÷åéáò, ìå ìéá åðáíáöïñÜ åííïéþí ðïõ

ìüíï åê ôùí õóôÝñùí ìðïñïýìå íá âñïýìå óå ðñùôáñ÷éêÞ ìïñöÞ) óôïé÷åßá ðïõ ðñïûðÞñ÷áí óôá

ìáèçìáôéêÜ ðñéí ôçí ðëÞñç êáôßó÷õóç ôïõ óõíïëïèåùñçôéêïý èåìåëéùôéóìïý. ¸íá ôÝôïéï ðá-

ñÜäåéãìá åßíáé ç Üñíçóç ôçò êáèïëéêÞò éó÷ýò ôùí èåìåëßùí, êáé ç åðáíáðñïóÝããéóç ôçò ôïðéêÞò

èåìåëßùóçò. ÁõôÞ ç åðáíáöïñÜ ãßíåôáé âÝâáéá ìå íÝï ôñüðï êáé ðïëý óõóôçìáôéêÞ ìÝèïäï ç

ïðïßá ìðïñåß íá öôÜíåé íá ïñßæåé áêüìá êáé ìéá íÝá èåìåëßùóç.

Áöïý åßäáìå ëïéðüí ôçí êáôáãùãÞ êáé ôçí óõíÝ÷åéá ôùí âáóéêþí óôïé÷åßùí ôçò èåùñßáò

êáôçãïñéþí, èá ðñïóðáèÞóïõìå ôþñá íá äïýìå êáé íá êñßíïõìå ôïí ñüëï ôçò, êáé ðéï óõãêåêñé-

ìÝíá ôï ñüëï ôçò óôç èåìåëßùóç ôùí ìáèçìáôéêþí óå óýãêñéóç ìå ôçí èåùñßá óõíüëùí. ¸íá
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áðü ôá óõìðåñÜóìáôá ðïõ âãÜëáìå óôï ôåëåõôáßï êåöÜëáéï åßíáé ðùò ôçí õðüèåóç ôùí èåìåëßùí

ãåíéêÜ äåí ìðïñïýìå êáé äåí ðñÝðåé íá ôçí äïýìå ùò ìéá áðëÞ åîÝôáóç ôùí ëïãéêþí óõíåðåéþí

êÜèå ìéáò åðéëïãÞò ìáò áëëÜ ìå Ýíá ïëéóôéêü êñéôÞñéï ðïõ èá áíôéëáìâÜíåôáé ôá ìáèçìáôéêÜ ùò

Ýíá üëïí, åíéáßï êáé êñéíüìåíï ü÷é ìüíï ìå ëïãéêÜ êáé ìáèçìáôéêÜ åðé÷åéñÞìáôá, áëëÜ ìå ìéá

åõñýôåñç ìáôéÜ, öéëïóïöéêÞ êáé áéóèçôéêÞ.

Óõíåðþò ãéá íá õðçñåôÞóïõìå Ýíá ôÝôïéï óôü÷ï, èá êÜíïõìå Ýíá äéá÷ùñéóìü áíÜìåóá óôïõò

äéáöïñåôéêïýò ñüëïõò ðïõ ìðïñïýí íá ðáßîïõí ïé äýï áõôÝò èåùñßåò ìÝóá óôá ìáèçìáôéêÜ. Áõôïß

ïé ñüëïé åßíáé 1) ùò åñãáëåßï ãéá ôá ìáèçìáôéêÜ 2) ùò áõôïôåëÝò áíôéêåßìåíï ìåëÝôçò êáé 3) ùò

èåìÝëéï. Ïé ôñåßò áõôïß ñüëïé åßíáé êáôáñ÷Þí áíåîÜñôçôïé ìåôáîý ôïõò, áëëÜ ôåëéêÜ êáôáëÞãïõí

íá äéáðëÝêïíôáé. Ç ÜðïøÞ ìáò åßíáé ðùò ãéá íá öôÜóåé êáíåßò óå ìéá èÝóç ó÷åôéêÜ ìå ôá èåìÝëéá

ôùí ìáèçìáôéêþí åßíáé ìåëåôÞóåé áõôÝò ôéò ôñåßò ðëåõñÝò ôùí èåùñéþí óôçí åíüôçôÜ ôïõò. Áõôü

êáé ìüíï èá ìðïñÝóåé íá áðïôåëÝóåé Ýíá åðáñêÝò öõóéïêñáôéêü êñéôÞñéï ãéá ôï ðñüâëçìÜ ìáò.

Ç èåùñßá óõíüëùí, êáôÜ ðñþôïí, åßíáé Ýíá öïâåñÜ ÷ñÞóéìï åñãáëåßï ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé

åíôåëþò öõóéïëïãéêÜ óôï óýíïëï ôùí ìáèçìáôéêþí ìå ðïëý êáëÜ áðïôåëÝóìáôá. Ùò áíôéêåß-

ìåíï ìåëÝôçò Ý÷åé Ýíáí ðïëý ðëïýóéï êáé êõñßùò áõôïôåëÞ ÷áñáêôÞñá êáé ùò èåìÝëéï (ìå ðéï

óõíçèéóìÝíç åêäï÷Þ ôçí ZFC) êáôáöÝñíåé íá óõíèÝóåé üëá ó÷åäüí ôá ìáèçìáôéêÜ.

Ç èåùñßá êáôçãïñéþí áðü ôçí Üëëç Ý÷åé Ýíáí óáöþò ðéï ðåñéïñéóìÝíï åñãáëåéáêü ñüëï

(ðåñéïñßæåôáé ìüíï óôçí ïìïëïãéáêÞ Üëãåâñá, êïììÜôéá ôçò áëãåâñéêÞò ôïðïëïãßáò êáé ôçò

áëãåâñéêÞò ãåùìåôñßáò êáèþò êáé óå êëÜäïõò áðü ôçí ëïãéêÞ). Åßíáé ðëïýóéá, áí êáé ç áíÜðôõîÞ

ôçò åßíáé ëéãüôåñï áõôïôåëÞò êáé ðåñéóóüôåñï åìðíåüìåíç áðü Üëëá êïììÜôéá ôùí ìáèçìáôéêþí

êáé ùò èåìÝëéï ìðïñåß íá ìáò ðñïóöÝñåé ôåëéêÜ üëá üóá ìðïñåß êáé ç ZFC.

Ôïðïèåôþíôáò ôþñá ôçí ìéá èåùñßá ìÝóá óôçí Üëëç ðáñáôçñïýìå ôá åîÞò. Ç óõíçèéóìÝíç

óõíïëïèåùñßá äåí ìðïñåß íá "äåé" óôï åóùôåñéêü ôçò ôéò êáôçãïñßåò åíþ ç èåùñßá êáôçãïñéþí

ìðïñåß íá ïñßóåé ìÝóá ôçò ìå åõêïëßá ôçí êáôçãïñßá ôùí óõíüëùí áëëÜ áõôü ãßíåôáé ìå ad hoc

êáé éäéáßôåñá áíôéáéóèçôéêü ôñüðï. Öáßíåôáé ðùò ç ðáñïõóßá ôçò ìéáò õðïíïìåýåé ôçí éêáíüôçôá

ôçò Üëëçò êáé ôçò èÝôåé ðåñéïñéóìïýò.

Ìå ìéá ôÝôïéá ðñü÷åéñç ìáôéÜ åßíáé ëïãéêü íá áíáñùôçèåß êáíåßò ãéá ðéï ëüãï ôßèåôáé åí

áìößâïëï ç éó÷ýò ôçò èåùñßáò óõíüëùí ùò èåìÝëéï, üôáí ìÜëéóôá ôï ðñüâëçìá ôçò áñìïíéêÞò

óõíýðáñîçò ôùí êáôçãïñéþí ìÝóá óôá óýíïëá ìðïñåß íá ëõèåß ìå ìéá áðëÞ åðÝêôáóç ôùí áîéù-

ìÜôùí Þ ìå ìéá Ýîõðíç êßíçóç üðùò ç áñ÷Þ ôçò áíÜêëáóçò. Ïé ëüãïé ðéóôåýïõìå ðùò åßíáé

äýï. Ðñþôïí ãéáôß öáßíåôáé íá õðÜñ÷åé ìéá óõìðëçñùìáôéêüôçôá ôùí äýï èåùñéþí êáé äåýôåñïí

äéüôé îåöåýãïíôáò áðü ôï ðåñéïñéóôéêü ðëáßóéï ôïõ öõóéïêñáôéóìïý áíáêáëýðôïõìå ðùò óôçí

èåùñßá êáôçãïñéþí åìöáíßæïíôáé íá éêáíïðïéïýíôáé ðïëëÜ öéëïóïöéêÜ êñéôÞñéá ðïõ ãéá äéÜöï-

ñïõò ëüãïõò èá èÝëïõí ïé ìáèçìáôéêïß íá áðïäå÷ôïýí. Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí êÜðïéïò åðéèõìåß íá

óõíôá÷èåß ìå ôïí ìáèçìáôéêü äïìéóìü, ôüôå Ý÷åé êÜðïéïõò áñêåôÜ êáëïýò ëüãïõò íá áðïäå÷ôåß

ôïí èåìåëéùôßóôéêï ðñüãñáììá ôçò èåùñßáò êáôçãïñéþí.

¸ôóé Ý÷ïõìå áðü ôçí ìéá ðëåõñÜ ôçí èåùñßá óõíüëùí íá åìöáíßæåé ðåñéâëÞìáôá ãýñù áðü
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äéÜöïñá æçôÞìáôá ðïõ åêèÝóáìå óôçí áñ÷Þ ôçò åñãáóßáò ìáò óôá ïðïßá ïé êáôçãïñßåò ìïéÜæïõí

íá áðïôåëïýí ôçí éäáíéêÞ áðÜíôçóç, ôï ðëáßóéï óôï ïðïßï ìðïñïýí íá áíáðôõ÷èïýí ìå öõóéêü

ôñüðï áõôÝò ïé áíùìáëßåò. Áðü ôçí Üëëç ìÝóá áðü ôéò êáôçãïñßåò öáßíåôáé íá áíáéñåßôáé ôï

ìáèçìáôéêü õðüâáèñï ôïõ öïñìáëéóìïý êáé èåìåëéùôéóìïý ôçò èåùñßáò óõíüëùí êáé íá áöÞíåôáé

÷þñïò íá õéïèåôÞóïõìå ìéá ìáèçìáôéêÞ ðñáêôéêÞ ìå äéáöïñåôéêïýò öéëïóïöéêïýò ïñßæïíôåò.

Åßäáìå óôï ôåëåõôáßï êåöÜëáéï ðùò ïé êáôçãïñßåò ìðïñïýí íá áðïôåëÝóïõí ôç âÜóç ãéá Ýíáí

ìç-èåìåëéùôéóìü óôá ìáèçìáôéêÜ, ãéá ìéá ðéï ïëéóôéêÞ top - down ðñïóÝããéóç êôë.

Óõíåðþò ç óõæÞôçóç ãéá ôï ðéï ðñÝðåé íá åßíáé ôï èåìÝëéï ôùí ìáèçìáôéêþí ìåôáöÝñåôáé óå

ìéá êïõâÝíôá ãéá ôï ðéá èåùñïýìå ðùò ðñÝðåé íá åííïïýìå ôá êáëÜ èåìÝëéá. Óå üëï ôï êåßìåíï

åìöáíßóôçêáí ðïëëÝò áðüøåéò ãéá ôé åßíáé ôï èåìÝëéï, ôé áñ÷Ýò ðñÝðåé íá éêáíïðïéåß, ðïéï ñüëï

ðñÝðåé íá Ý÷åé êáé ôï ðþò óõíäÝåôáé ìå ôéò öéëïóïöéêÝò áñ÷Ýò ðïõ êÜèå Ýíáò õéïèåôåß.

Ìéá åíäéáöÝñïõóá óõæÞôçóç ðïõ üìùò äåí Ý÷åé ãßíåé óßãïõñá åðáñêþò åßíáé ôï ðþò óõíäÝå-

ôáé ç èåùñßá êáôçãïñéþí ìå ôéò êëáóóéêÝò öéëïóïößåò ôùí ìáèçìáôéêþí. Ãéá ðáñÜäåéãìá ìÝóá

óôá ðëáßóéá ôçò èåùñßáò ôüðùí åéäïìÝíçò óáí ìéá ðñïÝêôáóç ôùí êáôçãïñéþí, ç ëïãéêÞ, åíÜíôéá

óå üôé ìðïñåß íá éó÷õñßæïíôáé ïé ëïãéêéóôÝò, äåí áðïôåëåß ôçí áñ÷Þ ôùí ìáèçìáôéêþí áëëÜ Ýíá

ðüñéóìá áõôþí, ìéá êáôáóêåõÞ ðïõ ðñïêýðôåé öõóéïëïãéêÜ ìÝóá óôï óþìá ôùí ìáèçìáôéêþí êáé

ü÷é ôï èåìÝëéï áõôþí. ¸ôóé öáßíåôáé ç áðïäï÷Þ ôçò èåùñßáò êáôçãïñéþí ùò èåìÝëéï áõôïìÜôùò

äåí åðéôñÝðåé êáíÝíá ëïãéêéóìü, êáé áíôéóôñüöùò, ï öáíáôéêüò ëïãéêéóôÞò äåí ìðïñåß íá åßíáé

óå êáìßá ðåñßðôùóç ìå ôçí èåùñßá êáôçãïñéþí. ÁõôÞ ç áíÜëõóç åßíáé ðïëý åíäéáöÝñïõóá êáé

ðñÝðåé íá ãßíåé ðñïôïý íá ìðïñÝóåé êáíåßò íá ïëïêëçñþóåé ìéá ãíþìç ðÜíù óôï èÝìá. ÂÝâáéá ôá

ðñÜãìáôá åßíáé áñêåôÜ ðéï ðåñßðëïêá äéüôé ãéá ðáñÜäåéãìá ïé íåïëïãéêéóôÝò Ý÷ïõí ìéá êÜðùò ðéï

ãåíéêÞ êáé äéåõñõìÝíç Üðïøç ãéá ôï ëïãéêéóìü ðïõ ìÜëëïí äåí áíáéñåßôáé áðü ôéò êáôçãïñßåò. Ç

ìüíç öéëïóïößá ôùí ìáèçìáôéêþí ãéá ôçí ïðïßá Ý÷åé ãßíåé ó÷åôéêÞ äïõëåéÜ åßíáé ï ìáèçìáôéêüò

äïìéóìüò ãéá ôïí ïðïßï ìéëÞóáìå åêôåíþò.

Ç éäáíéêÞ áðÜíôçóç êáôÜ ôçí ÜðïøÞ ìáò ãéá ôçí èåìåëßùóç ôùí ìáèçìáôéêþí ðñÝðåé íá

ðáßñíåé õðüøç ôçò êáé ôá äõï êñéôÞñéá üðïõ èÝóáìå ðáñáðÜíù: ôï êñéôÞñéï ôçò ìáèçìáôéêÞò

ðñÜîçò êáé ôï êñéôÞñéï ôçò öéëïóïöéêÞò óôÜóçò. Åßíáé áêñéâþò ï äñüìïò ðïõ áêïëïýèçóáí ïé

Bell êáé Lambek ïé ïðïßïé Ýäùóáí êáé ôéò ðéï ðåéóôéêÝò áðáíôÞóåéò êáôÜ ôçí ãíþìç ìáò ðïõ

êéíïýíôáé óå ìéá êáôåýèõíóç ðïõ ëýíïõí ôï ðñüâëçìá. ÁõôÝò êùäéêïðïéïýíôáé óôï áêüëïõèï

ó÷Þìá: ÅéóÜãïõìå ôçí èåùñßá êáôçãïñéþí, õðü ôçí ìïñöÞ ôùí ôüðùí êáé ôùí éóïäýíáìùí

èåùñéþí ôýðùí, ìå ôñüðï ðïõ ÷áñáêôçñßæåôáé áðü ìéá åõåëéîßá áöïý åßíáé åýêïëï íá ìåôáâïýìå

óå ìéá èåùñßá óõíüëùí áëëÜ ôáõôü÷ñïíá íá ëýóïõìå êáé üëá ôá ðñïâëÞìáôá áõôÞò. ÐáñÜëëçëá

áöïý áöÞóïõìå ôï ðñáêôéêü æÞôçìá ìðïñïýìå íá ðïýìå ðùò Ýôóé éêáíïðïéïýìå ðïëëÝò áðü ôéò

öéëïóïöéêÝò ðñïóäïêßåò ìáò ãéá ôï ïéêïäüìçìá ôùí ìáèçìáôéêþí åñìçíåýïíôáò ìå êáôÜëëçëï

ôñüðï ôï áðüëõôï êüóìï (Þ ôïõò ôïðéêïýò êüóìïõò) ôùí ìáèçìáôéêþí.

Ìéá ôåëåõôáßá ðáñáôÞñçóç ðïõ ðñÝðåé íá ãßíåé åßíáé üôé ç èåùñßá êáôçãïñéþí âñßóêåôáé

ðïëëÝò öïñÝò Ýîù áðü ôá ðëáßóéá ôçò ðáñÜäïóçò ôçò áíáëõôéêÞò öéëïóïößáò üóïí áöïñÜ ôéò öé-
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ëïóïöéêÝò ôçò ðñïûðïèÝóåéò. ¼ôáí ìéëÜìå ãéá ïëéóìü, ãéá äéáëåêôéêÞ áíôßëçøç óôá ìáèçìáôéêÜ,

ãéá Üñíçóç ôïõ èåìåëéùôéóìïý (üðùò ôçí ðåñéãñÜøáìå áõôÞí ôçí Üñíçóç) ôüôå áõôïìÜôùò âñé-

óêüìáóôå åêôüò ôùí óôåãáíþí ïñßùí ðïõ Ýèåóå ç áããëïóáîïíéêÞ öéëïóïößá ôïí åéêïóôü áéþíá.

Áõôü êáé ãéá åìÜò óçìáßíåé áäõíáìßá êáé óôçí öéëïóïößá ôùí ìáèçìáôéêþí íá áðáíôÞóïõìå óå

åñùôÞìáôá ìå ôá åñãáëåßá ôçò ðáñáäïóéáêÞò êáé êõñßáñ÷çò öéëïóïößáò ôùí ìáèçìáôéêþí.



126 ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÅÐÉËÏÃÏÓ-ÓÕÌÐÅÑÁÓÌÁÔÁ



Âéâëéïãñáößá

[1] Adamek, J., and J. Rosicky [1994]: Locally Presentable and Accessible Categories "Cam-

bridge: Cambridge University Press."

[2] Awodey, S. [1996]: �Structure in mathematics and logic: A categorical perspec-

tive�,Philosophia Mathematica (3) 4, 209�237.

[3] Awodey, S [2004]: �An answer to Hellman�s question: �Does category theory provide a

framework for mathematical structuralism?� �, Philosophia Mathematica (3) 12, 54�64.

[4] Bell, J. L.[1981] �Category theory and the foundations of mathematics�, British Journal

for the Philosophy of Science 32, 349�358.

[5] Bell, J. L. [1986] �From absolute to local mathematics�, Synthese 69, 409�426.

[6] Bell, J. L. [1988] Toposes and Local Set Theories. Oxford: Oxford University Press

[7] Bourbaki, N.[1968]: Theory of Sets. Reading, Mass.: Addison-Wesley

[8] Couture, J., and J. Lambek [1991]: �Philosophical reections on the foundations of math-

ematics�, Erkenntnis 34, 187�209

[9] Feferman, S. [1977]: �Categorical foundations and foundations of category theory�, in

R. Butts and J. Hintikka, eds. Foundations of Mathematics and Computability Theory.

Dordrecht: Reidel.

[10] Grothendieck, A. [1957]: �Sur quelques points d�algèbra homologique�, Tôhoku Mathe-

matics Journal (2) 9, 119�221.

[11] Hellman, G. [1996]: �Structuralism without structures�, Philosophia Mathematica (3) 4,

100�123.

[12] Hellman, G [2001]: �Three varieties of mathematical structuralism�, Philosophia Mathe-

matica (3) 9, 184�211

127



128 ÂÉÂËÉÏÃÑÁÖÉÁ

[13] Hellman, G [2003]: �Does category theory provide a framework for mathematical struc-

turalism?�, Philosophia Mathematica (3) 11, 129�157.

[14] Lambek, J. [1982]: �The inuence of Heraclitus on modern mathematics�, in J. Agassi

and R. S. Cohen, eds. Scienti�c Philosophy Today. Dordrecht: Reidel, pp. 111�122.

[15] Lambek, J. [1994]: �Are the traditional philosophies of mathematics really incompatible?�,

The Mathematical Intelligencer 16, 56�62.

[16] Lambek, J. [1995]: �On the nominalistic interpretation of natural languages�, in R. Cohen

and M. Marion, eds. Quebec Studies in the Philosophy of Science I. Dordrecht: Kluwer,

pp. 69�77.

[17] Lambek, J. [2000]: �Categorical logic�, in M. Hazewinkel, ed. Encyclopedia of Mathemat-

ics. Dordrecht: Kluwer. http://reference.kluweronline.com/

[18] Lambek, J. ��[2004]: �What is the world of mathematics? Provinces of logic determined�,

Annals of Pure and Applied Mathematics 126, 149�158.

[19] Lambek, J., and P. J. Scott [1980]: �Intuitionist type theory and the free topos�, Journal

of Pure and Applied Algebra 19, 215�257.

[20] Lawvere, F. W. [1963]: Functorial Semantics of Algebraic Theories. Ph.D. Thesis. New

York: Columbia University

[21] Lawvere, F. W. [1969]: �Adjointness in foundations�, Dialectica 23, 281�296

[22] Lawvere, F. W. [2000]: �Comments on the development of Topos theory�, in J.-P. Pier,

ed. Development of Mathematics: 1950�2000. Vol. II. Basel: Birkhäuser, pp. 715�734.

[23] Lawvere, F. W. [2003]: �Foundations and applications: Axiomatization and education�,

Bulletin of Symbolic Logic 9, 213�224.

[24] Lawvere, F.W., and R. Rosebrugh [2003]: Sets for Mathematics. Cambridge: Cambridge

University Press.

[25] Lawvere, F. W., and S. H. Schanuel [1998]: Conceptual Mathematics: A �rst introduction

to categories. Cambridge: Cambridge University Press.

[26] Mac Lane, S. [1968]: �Foundations of mathematics: Category theory�, in R. Klibansky,

ed. Contemporary Philosophy. Vol. I. Florence: La Nuova Italia Editrice, pp. 286�294.



ÂÉÂËÉÏÃÑÁÖÉÁ 129

[27] Mac Lane, S.[1969a]: �One universe as a foundation for category theory�, in S. Mac Lane,

ed. Reports of the Midwest Category Seminar. III. Lecture Notes in Mathematics 106.

New York: Springer-Verlag, pp. 192�200.

[28] Mac Lane, S. ��[1969b]: �Foundations for categories and sets�, P. Hilton, ed. Category

Theory, Homology Theory and their Applications. II. Lecture Notes in Mathematics 92.

New York: Springer-Verlag, pp. 146�164.

[29] Mac Lane, S. [1971a]: Categories for the Working Mathematician. New York: Springer-

Verlag.

[30] Mac Lane, S. [1986]: Mathematics, Form and Function. New York: Springer-Verlag

[31] McLarty, C. [1990]: �The uses and abuses of the history of topos theory�, British Journal

for the Philosophy of Science 41, 351�375.

[32] McLarty, C. [1992]: Elementary Categories, Elementary Toposes. Oxford: Oxford Univer-

sity Press.

[33] McLarty, C. [2004]: �Exploring categorical structuralism�, Philosophia Mathematica (3)

12, 37�53.

[34] Shapiro, S. [1997]: Philosophy of Mathematics: Structure and Ontology. Oxford: Oxford

University Press.

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]


