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Περίληψη

Στην παρούσα εργασία γίνεται µια µελέτη των µελανών οπών. Ξεκινώντας από

τις ϐασικές έννοιες της ϕυσικής σε καµπυλωµένο χώρο καταλήγουµε στις πεδια-

κές εξισώσεις Einstein. Από αυτήν την εξίσωση και τα ϑεωρήµατα µοναδικότητας

µπορούµε να αποδείξουµε κάποιες από τις λύσεις αυτής της εξίσωσης. Τόσο στην

περίπτωση των στατικών µελανών οπών όπου µεγαλύτερη ανάλυση έγινε για την

µελανή οπή Schwarzschild, όσο και στην περίπτωση των στάσιµων µελανών ο-

πών όπου επικεντρώθηκα στην περίπτωση της Kerr µελανής οπής. Στα πλαίσια

της µελέτης αυτών των µελανών οπών µελετήθηκαν αλλαγές συντεταγµένων για

την αποφυγή παραδοξότητων των σφαιρικών συντεταγµένων. Επίσης µελετήθη-

καν ορισµοί και έννοιες, όπως η επιφανειακή ϐαρύτητα, η διαδικασία Penrose,

η εργόσφαιρα κ.α. Τέλος έγινε µελέτη των τεσσάρων νόµων της µηχανικής των

µελανών οπών ώστε να δείξουµε τη σύνδεση που υπάρχει ανάµεσα σε αυτούς και

την κλασική ϑερµοδυναµική.
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Abstract

This thesis is about black holes. Starting from the basic concepts of physics

in curved spacetime I prove Einstein field equation. From this equation and

uniqueness theorems we can show some of the solutions of this equation. Both

in the case of static black holes with greater analysis for Schwarzschild black

hole , and in the case of stationary black holes I focused on Kerr black hole.

For these black holes, I studied changes of coordinates to avoid singularities

of spherical coordinates. Also I studied definitions and concepts, such as the

surface gravity, the Penrose process, the ergosphere etc. Finally I examined

the four laws of black hole mechanics to show the link between them and the

classical laws of thermodynamics.
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Περιεχόµενα 1

Εισαγωγή

Στο πρώτο κεφάλαιο γίνεται µια εισαγωγή της γεωµετρίας του χωρόχρονου στην

γενική ϑεωρία της σχετικότητας. Αφού παρουσιάζονται οι τανυστέςRiemann,Ricci

και Einstein στη συνέχεια έδειξα πως γράφονται οι πεδιακές εξισώσεις Einstein

για το κενό αλλά και παρουσία πηγών.

Στο δεύτερο κεφάλαιο γίνεται ανάλυση της µετρικής Schwarzschild και πως αυ-

τή περιγράφει ένα στατικό και συµµετρικό χώρο. ΄Επειτα απέδειξα πως αυτή η

µετρική ικανοποιεί την εξίσωση Einstein και έτσι η µελανή οπή Schwarzschild α-

ποδεικνύεται ως η λύση της εξίσωσης Einstein στο κενό και µέσω του ϑεωρήµατος

του Birkoff αναδεικνύεται η µοναδικότητας της µε τα συγκεκριµένα χαρακτηρι-

στικά. Στη διερεύνηση της µελανής οπής Schwarzschild τα σηµεία ιδιοµορφίας

της µετρικής αποδείχθηκαν ως ιδιοµορφίες συντεταγµένων. Εφόσον έδειξα πως

µετατρέπεται η µετρική αν µετασχηµατίσουµε τις συντεταγµένες µελετήθηκαν τα

διαγράµµατα Penrose µέσω της σύµµορφης συµπαγοποίησης.

Στο τρίτο κεφάλαιο µελετήθηκε η µελανή οπή Kerr που προκύπτει µέσω ϑεω-

ϱηµάτων µοναδικότητας από την έννοια της στασιµότητας. Αφού αποδειχθεί ότι

αυτή είναι λύση της εξίσωσης Einstein στο κενό έγινε διερεύνηση της µετρικής

για διάφορες περιπτώσεις όπως αυτές προκύπτουν και πάλι λόγω των ιδιοµορφιών

της. Στα πλαίσια αυτής της διερεύνησης αναλύεται τι συµβαίνει µε τον ορίζοντα

γεγονότων και πως προκύπτει η έννοιας της εργόσφαιρας. ΄Επειτα µελετήθηκε η

διαδικασία Penrose, η εξαγωγή ενέργειας από την µελανή οπή.

Στο τελευταίο κεφάλαιο µελετώνται η νόµοι της µηχανικής των µελανών οπών. Στα

πλαίσια αυτής της µελέτης έγινε πλήρης ανάλυση της απόδειξης του µηδενικού

νόµου που µας δείχνει τη σταθερότητα της επιφανειακής ϐαρύτητας στον ορίζοντα

γεγονότων. ΄Επειτα αποδείχθηκε πως προκύπτει η µεταβολή της µάζας µιας µε-

λανής οπής σύµφωνα µε τον πρώτο νόµο της µηχανικής των µελανών οπών. Ο

δεύτερος νόµος που είναι γνωστός και ως ο νόµος του εµβαδού επιφανείας όπως

διατυπώθηκε από των Hawking ότι δηλαδή το εµβαδόν επιφάνειας του ορίζοντα

δεν µπορεί να µειώνεται συναρτήσει του χρόνου αν ισχύει η ασθενής ενεργειακή

συνθήκη. Τέλος ο τρίτος νόµος µας λέει ότι δεν µπορεί να µηδενισθεί η επιφα-

νειακή ϐαρύτητα µε πεπερασµένη διαδικασία. Για να εξαχθούν τα συµπεράσµατα

έγινε σύγκριση των νόµων της µηχανικής µε τους νόµους της κλασικής ϑερµο-

δυναµικής ώστε να δειχθεί πως µιλάµε για τις µελανές οπές ως ϑερµοδυναµικά
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συστήµατα και πως αυτό µας ϐοηθά στην εδραίωση νέων ϐάσεων για την µελέτη

της κβαντικής ϑεωρίας της ϐαρύτητας.



Κεφάλαιο 1

Πεδιακές Εξισώσεις Einstein

1.1 Τι είναι µια µάυρη τρύπα ;

Μια µαύρη τρύπα είναι ένα αντικείµενο τόσο πυκνό που τίποτα δεν µπορεί να

δραπετεύσει από εκεί. Η µέγιστη απόσταση από το κέντρο της µάυρης τρύπας

όπου τίποτα δεν µπορεί να ξεφύγει λέγεται ορίζοντας γεγονότων. Από µια ϕυσική

οπτική γωνία µπορούµε να παραστήσουµε µια µαύρη τρύπα µε όρους ταχύτητας

διαφυγής. Σηµειώνουµε ότι ένα αντικείµενο για να είναι µαύρη τρύπα ϑα πρέπει

να έχει πολύ µεγάλη πυκνότητα,όχι µάζα.

Ας σκεφτούµε το χωρόχρονο σαν ένα πολύ µεγάλο ελαστικό ϕύλλο και έστω ότι

ακουµπάµε µια µπάλα πανω του. Τότε προκαλείται καµπύλωση γύρω από την

µπάλα ενώ το υπόλοιπο παραµένει επίπεδο όπως ήταν αρχικά. Αυτό είναι το α-

νάλογο του να προσθέσουµε στον χωρόχρονο µια αποµονωµένη στατικη, σφαιρικά

συµµετρική µάζα όπως είναι ένας αστέρας.

΄Εστω τώρα ότι ϱίχνουµε ένα αντικείµενο εντός του τµήµατος που έχει καµπλυλωθεί

και µετά προσπαθούµε να το ωθήσουµε ώστε να ϐγεί. ΄Ετσι µπορούµε να υπολο-

γίσουµε ποια είναι η ταχύτητα διαφυγής. Αν επιλέξουµε µια καινούργια µπάλα

µε ίδιες διαστάσεις αλλά µε µεγαλύτερη µάζα ώστε να αυξήσουµε την πυκνότητα,

τότε η ταχύτητα διαφυγής ϑα γίνει µεγαλύτερη. Μπορούµε λοιπόν να αυξήσουµε

τόσο τη µάζα της µπάλας έτσι ώστε το αντικείµενο να µήν µπορεί να διαφύγει α-

πό την καµπυλωµένη περιοχή. Ξέρουµε ότι υπάρχει µια τέτοια πυκνότητα καθώς

τίποτα δεν µπορεί να ταξιδέψει γρηγορότερα από την ταχύτητα του ϕωτός. ΄Ετσι

αν ένα αντικείµενο είναι τόσο πυκνό που η ταχύτητα διαφυγής γίνεται µεγαλύτερη

3
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από την ταχύτητα του ϕωτός τότε τίποτα δεν µπορεί να διαφύγει από αυτό και το

ονοµάζουµε µάυρη τρύπα.

Μπορούµε πλέον να προχωρήσουµε στη γεωµετρική ερµηνεία και να κάνουµε

µερικές προβλέψεις χρησιµοποιώντας την κλασική Νευτώνεια ϕυσική. Ξέρουµε

ότι η κινητίκή ενέργεια ενός αντικειµένου µάζας m και ταχύτητας υ υπολογίζεται

από τον τύπο 1
2
mυ2. Η ϐαρυτική δυναµική ενέργεια για ένα αντικείµενο µάζας M

σε ακτίνα r δίνεται από −GMm
r

.

΄Ετσι λοιπόν για να δραπετεύσει ένα αντικείµενο µάζας m από ένα αντικείµενο

µάζας M , η κινητική του ενέργεια πρέπει να είναι µεγαλύτερη από τη ϐαρυτική

δυναµική του ενέργεια. ΄Ετσι αν το αντικείµενο µάζας m έχει την µέγιστη ταχύτη-

τα, δηλαδή υ = c και ϑέσουµε την κινητική ενέργεια του ίση µε την ϐαρυτική

δυναµική του ενέργεια ϑα είχαµε ένα δυναµικό από το οποίο τίποτα δεν µπορεί να

δραπετεύσει.
1

2
mc2 =

GMm

r
(1.1)

Αν λύσουµε την παραπάνω εξίσωση ως προς την ακτίνα και την εκφράσουµε σύµ-

ϕωνα µε τη µάζα ϑα ϐρούµε την ακτίνα για την οποία τίποτα δεν δραπετεύει.

r =
2GM

c2
(1.2)

Με c = G = 1 έχουµε

r = 2M (1.3)

΄Ετσι αν ένα µαζικό στατικό αντικείµενο M συµπυκνώνεται σε µια σφαιρική περιο-

χή µε ακτίνα r, αν είναι µικρότερη από 2M τότε είναι µαύρη τρύπα. Θα δούµε

αργότερα ότι αυτή είναι η ακτίνα Schwarzschild που συµπίπτει µε τον ορίζοντα

γεγονότων µιας στατικής σφαιρικά συµµετρικής µαύρης τρύπας.

1.2 Χωροχρόνος Minkowski

Ο Einstein για να διατυπώσει τη γενική ϑεωρία της σχετικότητας χρειάστηκε να

χρησιµοποιήσει τον µαθηµατικό ϕορµαλισµό που είχε εισάγει ο Minkowski. Το

1907 ο Minkowski κατάλαβε ότι οι ϕυσικές έννοιες της ειδικής ϑεωρίας της σχε-

τικότητας ϑα µπορούσαν να εκφραστούν ως γεγονότα που συµβαίνουν στο σύµπαν
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το οποίο περιγράφεται µε µια µη Ευκλέιδια γεωµετρία. Ο Minkowski πήρε λοι-

πόν τις τρεις χωρικές διαστάσεις και τον απόλυτο χρόνο και τα µετέτρεψε σε ένα

4-διαστάσεων πολλαπλότητα (manifold) που αναπαριστά τον χωρόχρονο.

Το manifold είναι ένας n-διάστατος χώρος που περιγράφεται τοπικά από την Ευ-

κλείδια γεωµετρία. ΄Ετσι µπορούµε να σκεφτούµε τοmanifold σαν ένα χωρόχρονο

που αποτελείται από πολλές επίπεδες επιφάνειες των οποιών οι επικαλύψεις είναι

συνεχείς.Στην ειδική ϑεωρία της σχετικότης το manifold δεν είναι απλά τοπικά

επίπεδα αλλά παντού. ΄Οµως στη γενική ϑεωρία της σχετικότητας αυτό αλλάζει.

Ορίζουµε τα γεγονότα ως σηµεία στο manifold που για να περιγραφούν ϑα χρει-

άζονται τέσσερις συνιστώσες, τη χρονική και τις τρεις χωρικές.

Minkowski Space Minkowski χωρος ονοµάζεται ο χωρόχρονος όπως διατυπώθη-

κε από τονMinkowski και όπου τα γεγονότα ορίζονται από τις συνιστώσες (t, x, y, z).

Μπορούµε να ορίσουµε την αναλλοίωτη απόσταση µεταξύ δύο γεγονότων :

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2 (1.4)

η οποία ονοµάζεται αναλλοίωτη διότι ένας άλλος παρατηρητής χρησιµοποιώντας

άλλες συντεταγµένες ϑα µετρούσε ακριβώς την ίδια απόσταση. Η ποσότητα αυτή

είναι το ανάλογο της απόστασης που ορίζουµε στον 3-διάστατο χώρο. Μοναδική

ιδιοµορφία είναι ότι η συγκεκριµένη ποσότητα µπορεί να πάρει αρνητική τιµή.

΄Οταν λοιπόν ds2 > 0 τότε λέµε ότι είναι χωροειδής ενώ αν ds2 < 0 τότε είναι

χρονοειδής. Τέλος αν ισχύει ds2 = 0 τότε η αναλλοίωτη απόσταση λέµε ότι είναι

ϕωτοειδής.

Χωροειδής είναι εκείνη η απόσταση για την οποία µπορεί να ϐρεθεί αδρανειακό

σύστηµα τέτοιο ώστε τα δύο γεγονότα να συµβαίνουν ταυτόχρονα. Κανένα υλικό

αντικείµενο δεν µπορεί να είναι παρών σε δύο γεγονότα που χωρίζονται µε χω-

ϱοειδές αναλλοίωτο. Ενώ ένα χρονοειδές αναλλοίωτο µπορεί να περιγράψει δύο

γεγονότα ενός υλικού αντικειµένου. Αν µια ακτίνα ϕωτός µπορούσε να ταξιδέψει

ανάµεσα σε δύο γεγονότα λέµε ότι το αναλλοίωτο είναι ϕωτοειδές.

Για ένα αντικείµενο µπορούµε να ορίσουµε το σύνολο όλων τον παρελθοντικών

και µελλοντικών γεγονότων αυτού και το ονοµάζουµε κοσµική γραµµή του αντι-

κειµένου. ΄Ετσι αν δύο γεγονότα ϐρίσκονται στη ίδια κοσµική γραµµή λέµε ότι

χωρίζονται χρονοειδώς. Αν αυτά τα γεγονότα ϐρίσκονται στην κοσµική γραµµή του

ϕωτονίου λέµε ότι τα γεγονότα χωρίζονται ϕωτοειδώς.
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΄Ενας άλλος τρόπος να γράψουµε το ds2 είναι

ds2 = ηµνdx
µdxν (1.5)

όπου µ, ν = 0, 1, 2, 3.

1.3 Πεδιακές Εξισώσεις Einstein

Οι πεδιακές εξισώσεις Einstein περιγράφουν τι συµβαίνει µε το χωροχρόνο παρου-

σία ενέργειας ή ύλης ή ακόµα και χωρίς την παρουσία πηγών.

Τανυστές Riemann, Ricci, και ϐαθµωτό Ricci

Ο τανυστής Riemann είναι σηµαντικός για να προσδιορίσουµε τις γεωµετρικές

ιδιότητες του χωρόχρονου και µε τα σύµβολα Christofell ορίζεται ως :

Rλ
νκµ = ðκΓλνµ − ðµΓλνκ + ΓρνµΓλκρ − ΓρνκΓ

λ
µρ (1.6)

Ο χωρόχρονος ϑεωρείται επίπεδος αν ο Riemann µηδενίζεται παντού. Ο γενικός

τύπος για να υπολογίσουµε τον αριθµό των ανεξάρτητων συνίστωσων του τελεστή

είναι n2(n2 − 1)/12 όπου n ο αριθµός των διαστάσεων.

Ο τανυστήςRicci προκύπτει από τονRiemann αν κάνουµε συστολή σε δύο δείκτες.

∆ηλαδή:

Rµν = Rλ
µλν (1.7)

ο οποίος είναι συµµετρικός, κάτι που σηµαίνει ότι έχει 10 ανεξάρτητες συνιστώσες

για τον 4-διάστατο χωροχρόνο. Από τον Ricci µπορούµε να υπολογίσουµε το

λεγόµενο ϐαθµωτό Ricci:

R = gµνRµν = Rµ
µ (1.8)
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Τανυστής Einstein

Ο τανυστής Einstein είναι ένας από τους σηµαντικότερους τανυστές στην περι-

γραφή της ϐαρύτητας. Ξεκινώντας από την ταυτότητα Bianchi:

Rµνκλ;σ +Rµνλσ;κ +Rµνσκ;λ = 0 (1.9)

και πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη της µε το gµκgνλ:

(gµκgνλRµνκλ);σ + (gµκgνλRµνλσ);κ + (gµκgνλRµνσκ);λ = 0⇒

(gνλRνλ);σ − (gµκgνλRνµλσ);κ − (gµκgνλRµνκσ);λ = 0⇒

R;σ − (gµκRµσ);κ − (gνλRνσ);λ = 0⇒

R;σ − (gµκRµσ);κ − (gµκRµσ);κ = 0⇒

R;σ − 2(gµκRµσ);κ = 0 (1.10)

όµως:

R;σ = δκσR;κ = gµκgµσR;κ (1.11)

Συνεπώς καταλήγουµε στη σχέση:

gµκ[gµσR− 2Rµσ];σ = 0 (1.12)

Ο τανυστής Einstein ορίζεται λοιπόν ως :

Gµσ = Rµσ −
1

2
gµσR (1.13)

Τανυστής Ενέργειας-Ορµής Η/Μ Πεδίου

Ο τανυστής ενέργειας-ορµής αποτελεί ϐασικό στοιχείο κάθε ϑεωρίας για τη ϐα-

ϱύτητα. Η κλασική Νευτώνεια αντίληψη ότι η πυκνότητα ενέργειας ρ είναι αυτή



Κεφάλαιο 1. Πεδιακές Εξισώσεις Einsteinκαι λύσεις 8

που καθορίζει τη µορφή του ϐαρυτικού πεδίου µέσω της εξίσωσης Poisson:

∇2Φ = 4πGρ (1.14)

αναιρείται στην πράξη από την ΕΘΣ. Μπορούµε εύκολα να το αντιληφθούµε από το

εξής παράδειγµα: Αν ϑεωρήσουµε ένα ΄νέφος΄ σωµατιδίων τότε ένας παρατηρητής

που κινείται µαζί µε το ΄νέφος΄ ϑα µετρά ως ολική πυκνότητα ενέργειας το άθροι-

σµα των ενεργειών των επιµέρους σωµατιδίων. Αντίθετα ένας παρατηρητής που

κινείται µε διαφορετική ταχύτητα (σε ένα άλλο αδρανειακό σύστηµα) ϑα παρατηρεί

επιπλέον ϱοές ενέργειας αλλά και ορµής στις διάφορες διευθύνσεις. Εποµένως,

µε ϐάση την ΕΘΣ, όπου όλες οι µορφές ενέργειας είναι ισοδύναµες, ο δεύτερος

παρατηρητής ϑα πρέπει να τοποθετήσει στο δεξιό µέλος της εξίσωσης Poisson

και την κινητική ενέργεια που µετρά για το κάθε σωµατίδιο χωριστά, άρα οι δύο

παρατηρητήτες ϑα κάνουν διαφορετικές µετρήσεις για την ένταση του ϐαρυτικού

πεδίου. ∆ηµιουργείται εποµένως η ανάγκη έκφρασης της ενέργειας ενός συστήµα-

τος µε τρόπο που να είναι ανεξάρτητος του παρατηρητή (δηλαδή του συστήµατος

συντεταγµένων) και τούτο είναι δυνατόν µόνο αν εκφράσουµε την ενεργειακή κα-

τάσταση ενός συστήµατος µε τη µορφή τανυστή. Ο Ϲητούµενος τανυστής είναι ένας

τανυστής δεύτερης τάξης και είναι γνωστός ως τανυστής ενέργειας - ορµής. Στη συ-

νέχεια ϑα προσπαθήσουµε µε απλές υποθέσεις να ορίσουµε τις συνιστώσες αυτού

του τανυστή και επιπλεόν να δείξουµε ότι µέσω αυτού του τανυστή µπορούµε να

εκφράσουµε τους κλασσικούς νόµους διατήρησης της ενέργειας και της ορµής. Αν

υποθέσουµε ότι το ‘ νέφος ’ των σωµατιδίων έχει µια πυκνότητα ανά µονάδα όγκου

ν και τα σωµατίδια έχουν ταχύτητα υ. Τότε η πυκνότητα ενέργειας δίνεται από τη

σχέση:

T 00 =
nm√
1− u2

(1.15)

που είναι απλά το γινόµενο της πυκνότητας των σωµατιδίων ανά µονάδα όγκου επί

την σχετικιστική έκφραση της ενέργειας των σωµατιδίων. Η πυκνότητα ϱοής ενέρ-

γειας στη διεύθυνση x ϑα είναι το ποσό της ενέργειας που µεταφέρεται στη µονάδα

του χρόνου δια µέσου µιας µοναδιαίας επιφάνειας του επιπέδου xy, δηλαδή:

T 0x =
nmux√
1− u2

(1.16)

Στη γενική περίπτωση η παραπάνω σχέση ϑα γραφεί ως :

T 0k =
nmuk√
1− u2

(1.17)
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που µπορεί να ιδωθεί και ως ΄πυκνότητα ορµής΄ σε µία συγκεκριµένη διεύθυνση

και είναι ανεξάρτητη της σειράς των δεικτών, δηλαδή T 0k. Οι υπόλοιπες συνιστώσες

ϑα ορισθούν ως το ποσό της j συνιστώσας της ορµής που διαρρέει την k διεύθυνση

ανα µονάδα επιφάνειας και χρόνου. Για παράδειγµα η x ανά σωµατίδιο είναι

nux/
√

1− u2 και η x−y ϱοή της πυκνότητας ορµής είναι [mux/
√

1− u2]uy δηλαδή

η γενική έκφραση ϑα είναι :

T ij =
nmuiuj√

1− u2
(1.18)

Οπότε η γενική µορφή του τανυστή ενέργειας - ορµής ϑα είναι :

T µν = n0mu
µuν (1.19)

όπου n0 = n
√

1− u2 είναι η ίδια ενεργειακή πυκνότητα όπως την µετράµε σε ένα

σύστηµα αναφοράς που κινείται µαζί µε τα σωµατίδια, και στην ουσία εκφράζει

τη συστολή του όγκου που υφίσταται το ΄νέφος΄ των σωµατιδίων καθώς κινείται

µε ταχύτητα u. Και η ποσότητα ρ = n0m είναι η ίδια πυκνότητα µάζας. Αν

αντικαταστίσουµε το ΄νέφος΄ των σωµατιδίων ΅µε τέλειο ϱευστό τότε η µορφή του

γίνεται :

T µν = (ρ+ p)uµuν + gµνp (1.20)

όπου p είναι η πυκνότητα του ϱευστού. Τέλος οι νόµοι διατήρησης ενέργειας και

ορµής ϑα δίνονται από τις σχέσεις

∇µT
µν = 0 (1.21)

που στο Νευτώνειο όριο ανάγονται στι κλασικες εξισώσεις της υδροδυναµικής. Αν

στην εξίσωση (1.20) υποθέσουµε ότι ο χώρος µας είναι επίπεδος τότε ηµν = gµν

οπότε οι συνιστώσες του τανυστή ενέργειας ορµής ϑα είναι :

T 00 = (ρ+ p)u0u0 ≈ ρ (1.22)

T 0j = (ρ+ p)u0uj ≈ ρuj (1.23)

T ij = (ρ+ p)uiuj + pδi,j ≈ ρuiuj + pδi,j (1.24)

Για τον υπολογισµό του τανυστή ενέργειας ορµής ηλεκτροµαγνητικού πεδίου χρη-

σιµοποιούµε τον τύπο:

T µν =
δS√

detgδgµν
(1.25)

όπου S είναι η δράση µιας πεδιακής ϑεωρίας σε Ϲεύγη µε τη γεωµετρία. Από
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την ηλεκτροµαγνητική ϑεωρία του Maxwell γνωρίζουµε ότι αν Aµ(x) είναι το 4-

διάνυσµα δυναµικού µπορούµε να ορίσουµε τον τανυστή δύναµης του η/µ πεδίου.

Fµν = ðµAν(x)− ðνAµ(x) (1.26)

Τότε οι πεδιακές εξισώσεις του Maxwell:

ðνF µν = 4πJµ (1.27)

που µηδενίζεται όταν δεν υπάρχουν πηγές. Οι εξισώσεις Maxwell προκύπτουν ως

εξισώσεις Euler − Lagrange από:

S[A, ðA] =

∫
M

d4xFµν(A)F µν(A) (1.28)

Tµν =
δs√

detgδgµν
=

S√
detgδgµν

∫
d4x
√
detgFµν(A)F µν(A) (1.29)

δS =

∫
d4x(δ

√
detg)Fµν(A)F µν(A)

+

∫
d4
√
detg(FµνFκλ(δg

µκ)gνλ + FµνFκλg
µκ(δgνλ))

=

∫
d4x(−1

2

√
detggµνδg

µν)FµνFκλg
µκgνλ

+

∫
d4
√
detg(FµνFκλ(δg

µκ)gνλ + FµνFκλg
µκ(δgνλ))

=

∫
d4x
√
detg

(
−1

2
gµνFκλF

κλ + FµκFνλ + FλνFκµ

)
δgµν

(1.30)

΄Αρα συνοψίζοντας :

Tµν = −1

2
gµνFκλF

κλ + 2F λ
µFνλ (1.31)

Πεδιακές Εξισώσεις Einstein

Εφόσον η πηγή του ϐαρυτικού πεδίου είναι ένας τανυστής , ο τανυστής ενέργειας-

ορµής, τότε και η περιγραφή του πεδίου ϑα πρέπει να γίνεται από ένα τανυστή

δεύτερης τάξης. ∆ηλαδή οι εξισώσεις πεδίου στη ϐαρύτητα ϑα πρέπει να είναι της

µορφής

Fµν = Tµν (1.32)
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Ο τανυστής αυτός ϑα πρέπει να είναι συνάρτηση του µετρικού τανυστή και των

παραγώγων του 1ης και 2ης τάξης. Οι νόµοι διατήρησης ενέργειας και ορµής

επιβάλουν T µν;µ = 0 που σηµαίνει ότι ϑα ισχύει

F µν
;µ = 0 (1.33)

Με ϐάση το ϑεώρηµα που αναφέρει ότι : Οι µόνοι τανυστές που µπορούν να

κατασκευαστούν από τον µετρικό τανυστή και τις 1ης και 2ης τάξης παραγώγους

είναι ο τανυστής Riemann και οι συστολές του.

F µν = Rµν + agµνR (1.34)

και εποµένως οι εξισώσεις πεδίου ϑα ε΄χουν τη µορφή

Rµν + agµνR = kT µν (1.35)

ενώ από την εξίσωση λόγω της διατήρηση προκύπτει

(Rµν + agµνR);µ = 0 (1.36)

Απόδεικνύεται ότι αυτό είναι δυνατόν µόνο για a = −1/2, άρα η τελική µορφή των

εξισώσεων Einstein είναι

Rµν − 1

2
gµνR = kT µν (1.37)

Η παραπάνω εξίσωση µπορεί να γραφεί :

Rµν −
1

2
gµνR = −kTµν (1.38)

Αν υπολογίσουµε το ίχνος της :

R− 2R = kT ⇒ R = −kT (1.39)

΄Αρα
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Rµν = k(Tµν −
1

2
gµνT ) (1.40)

Η σταθερά k που δείχνει το ϐαθµό σύζευξης της γεωµετρίας του χωρόχρονου µε

την κατανοµή της ύλης-ενέργειας δίνεται ως συνδυασµός ϑεµελιωδών σταθερών

της ϕυσικής. Για να την υπολογίσουµε χρησιµοποιούµε το Νευτώνιο όριο. Ξεκι-

νώντας µπορούµε να γράψουµε την εξίσωση των γεωδαισιακών µε τη ϐοήθεια των

συµβόλων Christoffel.

d2xµ

dλ2
+ Γµρσ

dxρ

dλ

dxσ

dλ
= 0 (1.41)

Για να ορίσουµε το Νευτώνιο όριο απαιτούµε τρία πράγµατα. Πρώτον τα σωµατίδια

να κινούνται αργά σε σχέση µε την ταχύτητα του ϕωτός. Το ϐαρυτικό πεδίο να είναι

ασθενές (µπορεί να ϑεωρηθεί ως µια διαταραχή του επίπεδου χώρου) όπως επίσης

το πεδίο να είναι στατικό,δηλαδή να µη µεταβάλλεται µε το χρόνο. Ας δούµε όµως

πως επιρεάζουν αυτά την εξίσωση µας. Αρχικά µιλήσαµε για αργά σωµατίδια που

σηµαίνει :
dxi

dτ
� dt

dτ
(1.42)

και άρα η εξίσωση της γεωδεσιακής γράφεται :

d2xµ

dτ 2
+ Γµ00

(
dt

dτ

)2

= 0 (1.43)

Εφόσον το πεδίο είναι στατικό τα σύµβολα Christoffel µπορούν να απλοποιηθο-

ύν :

Γµ00 =
1

2
gµλ(ð0gλ0 + ð0g0λ − ðλg00) = −1

2
gµλðλg00 (1.44)

Τέλος αφού υποθέτουµε ασθενές πεδίο και άρα ο χωρόχρονος είναι σχεδόν επίπε-

δος. Προσδιορίζουµε τους συντελεστές τις µετρικής :

gµν = ηµν + hµν (1.45)

όπου η ηµν είναι η σταθερή µετρική του M4 και η hµν � 1 είναι η ΄µικρή΄ µετρική,

που σηµαίνει ότι τετραγωνικοί όροι αυτής ή των παραγώγων της ϑα παραλείπονται.

Επίσης

gµν = ηµν − hµν (1.46)
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όπου hµν = ηµρηνσhρσ. Αν συνοψίσουµε όλα αυτά τα Christoffel πέρνουν την

µορφή:

Γµ00 = −1

2
ηµλðλh00 (1.47)

Η εξίσωση της γεωδεσιακής γίνεται :

d2xµ

dτ 2
=

1

2
ηµλðλh00

(
dt

dτ

)2

(1.48)

Χρησιµοποιώντας ότι ð0h00 = 0, η µ = 0 συνιστώσα αυτής γίνεται :

d2t

dτ 2
= 0 (1.49)

Αυτό σηµαίνει ότι το dt
dτ

είναι σταθερό. Για να εξετάσουµε τις χωροειδής συνιστώσες

ϑυµόµαστε ότι οι χωροειδής συνιστώσες του ηµν είναι ο 3× 3 µοναδιαίος πίνακας.

΄Αρα έχουµε:
d2xi

dτ 2
=

1

2

(
dt

dτ

)2

ðih00 (1.50)

∆ιαιρώντας και τα δύο µέρη µε
(
dt
dτ

)2 ϑα µας δώσει την εξίσωση:

d2xi

dt2
=

1

2
ðih00 (1.51)

Αυτό αρχίζει να µοιάζει µε τη ϑεωρία του Νεύτωνα για τη ϐαρύτητα, αν δηλαδή

συγκερίνουµε µε :

a = ∇Φ (1.52)

είναι ίδια εφόσον

h00 = −2Φ (1.53)

΄Εχουµε ήδη αναφέρει ότι µπορούµε να γράψουµε τις εξισώσεις Einstein στη µορ-

ϕή:

Rµν = k(Tµν −
1

2
gµνT ) (1.54)

Θέλουµε να δούµε αν αυτή η εξίσωση µπορεί να προβλέψει την Νευτώνια ϐαρύτητα,

σε ασθενές, χρονικά ανεξάρτητο πεδίο για αργά κινούµενα σωµατίδια. Σε αυτό το
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όριο η ενέργεια ηρεµίας ρ = T00 είναι πολύ µεγαλύτερη από τους άλλους όρους

Tµν και άρα µπορούµε να περιοριστούµε στο µ = 0, ν = 0. Για το ασθενές πεδίο

τώρα από (1.44),(1.45):

g00 = −1 + h00

g00 = −1− h00
(1.55)

Το ίχνος του τανυστή ενέργειας-ορµής για την µικρότερη µη τετριµµένη τάξη:

T = g00T00 = −T00 (1.56)

Εισάγοντας το αυτό στην εξίσωση Einstein έχουµε:

R00 =
1

2
kT00 =

1

2
ρ (1.57)

Αυτή η εξίσωση σχετίζει της παραγώγους της µετρικής µε την πυκνότητα ενέργειας.

Για να ϐρούµε τη σχέση µε της παραγώγους της µετρικής ϑα πρέπει να υπολογίσου-

µε τον R00 = Rλ
0λ0. Για την ακρίβεια µας αρκεί ο Ri

0i0 καθώς R0
000 = 0.΄Εχουµε:

Ri
0j0 = ðjΓi00 − ð0Γij0 + ΓijλΓ

λ
00 − Γi0λΓ

λ
j0 (1.58)

Ο δεύτερος όρος είναι παράγωγος του χρόνου κι έτσι για στατικό πεδίο διαγράφεται.

Ο τρίτος και ο τέταρτος όρος είναι της µορφής Γ2 και εφόσον το Γ είναι πρώτης

τάξης στην διαταραχή της µετρικής και αυτοί συνεισφέρουν µόνο στης δεύτερη

τάξη, µπορούν να αγνοηθούν. ΄Αρα µας µένει Ri
0j0 = ðjΓi00. Από εκεί έχουµε:

R00 = Ri
0i0

= ði
(

1

2
giλ(ð0gλ0 + ð0g0λ − ðλg00)

)
= −1

2
ηijðiðjh00

= −1

2
∇2h00

(1.59)

Συγκρίνοντας την µε την (1.56) ϐλέπουµε ότι η συνισταµένη 00 στο Νευτώνιο όριο

προβλέπει :

∇2h00 = −kρ (1.60)



Κεφάλαιο 1. Πεδιακές Εξισώσεις Einsteinκαι λύσεις 15

Με ϐάση όλα όσα ΅αναφέρθηκαν παραπάνω και το γεγονός ότι η διατύπωση Poisson

για το Νευτώνιο δυναµικό είναι :

∇2Φ = 4πGρ⇒

−1

2
∇2h00 = 4πGρ⇒

1

2
kρ = 4πGρ⇒

k = 8πG

(1.61)

Η δεύτερη σχέση προκύπτει από την 1.52 ενώ η τρίτη από την 1.59.



Κεφάλαιο 2

Στατικές Λύσεις Πεδιακών

Εξισώσεων Einstein

2.1 Η µετρική Schwarzschild

Η µετρική αυτή περιγράφει το ϐαρυτκό πεδίο γύρω από ένα σφαιρικά συµµετρικό

αντικείµενο που δεν περιστρέφεται. ΄Ενα τέτοιο παράδειγµα είναι µια µη περιστρε-

ϕόµενη µαύρη τρύπα. Η εξίσωση Schwaraschild γράφεται :

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

dr2

1− 2M
r

+ r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2 (2.1)

ϐλέπουµε ότι η λύση αυτή είναι λύση εξαρτώµενη από µια παράµετρο δηλαδή την

µάζα M . Είναι δηλαδή η απλούστερη µάυρη τρύπα που είναι µη περιστεφόµε-

νη και µη ϕορτισµένη µε σφαιρική συµµετρία. Η ιδιοµορφία (singularity) που

υπάρχει r = 2M είναι λόγω των συντεταγµένων.

Μπορούµε να γράψουµε τη µετρική σε µορφή πίνακα:

gµν =


−
(
1− 2M

r

)
0 0 0

0 1
1− 2M

r

0 0

0 0 r2 0

0 0 0 r2 sin2 θ
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Υπενθυµίζουµε την εξίσωση Einstein όπως γράφεται στην τελική της µορφή:

Rµν = −k(Tµν −
1

2
gµνT ) (2.2)

Αυτό σηµαίνει ότι για να επιβεβαιώσουµε ότι η Schwarzchild είναι πράγµατι λύση

των πεδιακών εξισώσεων Einstein στο κενό ϑα πρέπει να υπολογίσουµε τις συνι-

στώσες του τανυστήRicci. Για να γίνει όµως αυτό χριάζεται πρώτα να υπολογίστουν

αρχικά τα σύµβολα Christoffel. Τα µη µηδενικά σύµβολα Christoggel για τη µε-

τρική (2.1) είναι :

Γrrr =
1

2
grrðrgrr =

1

2

(
−
(

1− 2M

r

)2
)(

1− 2M

r

)(
2M

r2

)
= −1

2

(
1− 2M

r

)(
2M

r2

)
(2.3)

Γttr =
1

2
gttðrgtt =

1

2

(
1− 2M

r

)−1
2M

r2
(2.4)

Γθθr =
1

2
gθθðrgθθ =

1

2
r−22r =

1

r
(2.5)

Γφφr =
1

2
gφφðrgφφ =

1

2
r−22r =

1

r
(2.6)

Γφφθ =
1

2
gφφðθgφφ =

1

2r2 sin2 θ
2r2 sin θ cos θ = cot θ (2.7)

Γrtt = −1

2
grrðrgtt =

1

2

(
1− 2M

r

)(
2M

r2

)
(2.8)

Γrθθ = −1

2
grrðrgθθ = −1

2

(
1− 2M

r

)
2r = −(r − 2M) = 2M − r (2.9)

Γrφφ = −1

2
grrðrgφφ = −1

2

(
1− 2M

r

)
2r sin2 θ = −(r−2M) sin2 θ = (2M−r) sin2 θ

(2.10)

Γθφφ = −1

2
gθθðθgφφ = − 1

2r2
sin θ cos θ = − sin θ cos θ (2.11)

΄Εχοντας υπολογίσει πλέον τα σύµβολα Christoffel το επόµενο ϐήµα είναι να

υπολογίστουν τα Rµν και να επιβεβαιώθει ότι µηδενίζονται. Το Rtt αναλυτικά:
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Rtt = Rr
trt +Rθ

tθt +Rφ
tφt

= ðrΓrtt − ðtΓrrt + ΓρttΓ
r
rρ − ΓρrtΓ

r
tρ + ðθΓθtt − ðtΓθθt + ΓρttΓ

θ
θρ − ΓρθtΓ

θ
tρ

+ ðφΓφtt − ðtΓφφt + ΓρttΓ
φ
φρ − ΓρφtΓ

φ
tρ

= ðr
((

1− 2M

r

)
M

r2

)
+ 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + ΓtttΓ

r
rt + ΓrttΓ

r
rr + ΓθttΓ

r
rθ + ΓφttΓ

r
rφ

− (ΓtrtΓ
r
tt + ΓrrtΓ

r
tr + ΓθrtΓ

r
tθ + ΓφrtΓ

r
tφ) + ΓtttΓ

θ
θt + ΓrttΓ

θ
θr + ΓθttΓ

θ
θθ + ΓφttΓ

θ
θφ

− (ΓtθtΓ
θ
tt + ΓrθtΓ

θ
tr + ΓθθtΓ

θ
tθ + ΓφθtΓ

θ
tφ)

+ ΓtttΓ
φ
φt + ΓrttΓ

φ
φr + ΓθttΓ

φ
φθ + ΓφttΓ

φ
φφ

− (ΓtφtΓ
φ
tt + ΓrφtΓ

φ
tr + ΓθφtΓ

φ
tθ + ΓφφtΓ

φ
tφ)

= ðr
((

1− 2M

r

)
M

r2

)
+ ΓrttΓ

r
rr − ΓtrtΓ

r
tt + ΓrttΓ

θ
θr + ΓrttΓ

φ
φr

=
2M

r2

M

r2
−
(

1− 2M

r

)
2M

r3
+

(
1− 2M

r

)
M

r2

(
−
(

1− 2M

r

)−1
)
M

r2

−

((
1− 2M

r

)−1
M

r2

(
1− 2M

r

))
M

r2
+

(
1− 2M

r

)
M

r2

1

r
+

(
1− 2M

r

)
M

r2

1

r

=
2M

r2

M

r2
−
(

1− 2M

r

)
2M

r3
− M

r4
+

(
1− 2M

r

)
M

r3
+

(
1− 2M

r

)
M

r3

=
2M

r4
−
(

1− 2M

r

)
2M

r3
− M

r4
− M

r4
+ 2

(
1− 2M

r

)
M

r3
= 0

(2.12)

Αυτό επιβεβαιώνεται και για τις συνιστώσες Rrr, Rθθ και Rφφ.
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Rrr = Rt
rtr +Rθ

rθr +Rφ
rφr

= ðtΓtrr − ðrΓtrt + ΓρrrΓ
t
tρ − ΓρtrΓ

t
rρ + ðθΓθrr − ðrΓθθr + ΓρrrΓ

θ
θρ − ΓρθrΓ

θ
rρ

+ ðφΓφrr − ðrΓφφr + ΓρrrΓ
φ
φρ − ΓρφrΓ

φ
rρ

= 0−

(
ðr(
(

1− 2M

r

)−1
M

r2

)
+ ΓtrrΓ

t
tt + ΓrrrΓ

t
tr + ΓθrrΓ

t
tθ + ΓφrrΓ

t
tφ

− (ΓttrΓ
t
rt + ΓrtrΓ

t
rr + ΓθtrΓ

t
rθ + ΓφtrΓ

t
rφ) + 0− ðr

1

r
+ ΓtrrΓ

θ
θt + ΓrrrΓ

r
θr + ΓθrrΓ

θ
θθ + ΓφrrΓ

θ
θφ

− (ΓtθrΓ
θ
rt + ΓrθrΓ

θ
rr + ΓθθrΓ

θ
rθ + ΓφθrΓ

θ
rφ)

+ 0− ðr
1

r
+ ΓtrrΓ

φ
φt + ΓrrrΓ

φ
φr + ΓθrrΓ

φ
φθ + ΓφrrΓ

φ
φφ

− (ΓtφrΓ
φ
rt + ΓrφrΓ

φ
rr + ΓθφrΓ

φ
rθ + ΓφφrΓ

φ
rφ)

= ðr

((
1− 2M

r

)−1
M

r2

)
+ ΓrrrΓ

t
tr − (Γttr)

2 + ΓrrrΓ
θ
θr − (Γθrθ)

2 + ΓrrrΓ
φ
φr − (Γφrφ)2

=

(
1− 2M

r

)−2
2M

r2

M

r2
+

(
1− 2M

r

)−1
2M

r3
−
(

1− 2M

r

)−1
M

r2

(
1− 2M

r

)−1
M

r2

−
(

1− 2M

r

)−2
M2

r2
+

1

r2
−
(

1− 2M

r

)−1
M

r2

1

r
− 1

r2
+

1

r2
−
(

1− 2M

r

)−1
M

r2

1

r
− 1

r2

=

(
1− 2M

r

)−2
2M2

r4
+

(
1− 2M

r

)−1
2M

r3
−
(

1− 2M

r

)−2
M

r4

−
(

1− 2M

r

)−2
M

r4
+

1

r2
−
(

1− 2M

r

)−1
M

r3
− 1

r2
+

1

r2
−
(

1− 2M

r

)−1
M

r3
− 1

r2
= 0

(2.13)
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Rθθ = Rt
θtθ +Rr

θrθ +Rφ
θφθ

= ðtΓtθθ − ðθΓtθt + ΓρθθΓ
t
tρ − ΓρtθΓ

t
θρ + ðrΓrθθ − ðθΓrθr + ΓρθθΓ

r
rρ − ΓρθrΓ

r
θρ

+ ðφΓφθθ − ðθΓφφθ + ΓρθθΓ
φ
φρ − ΓρφθΓ

φ
θρ

= 0− 0 + ΓtθθΓ
t
tt + ΓrθθΓ

t
tr + ΓθθθΓ

t
tθ + ΓφθθΓ

t
tφ

− (ΓttθΓ
t
θt + ΓrtθΓ

t
θr + ΓθtθΓ

t
θθ + ΓφtθΓ

t
θφ) + 0− ðr(2M − r) + ΓtθθΓ

r
rt + ΓrθθΓ

r
rr + ΓθθθΓ

r
rθ + ΓφθθΓ

r
rφ

− (ΓtθrΓ
r
θt + ΓrθrΓ

r
θr + ΓθθrΓ

r
θθ + ΓφθrΓ

r
θφ)

+ 0− ðθ cot θ + ΓtθθΓ
φ
φt + ΓrθθΓ

φ
φr + ΓθθθΓ

φ
φθ + ΓφθθΓ

φ
φφ

− (ΓtφθΓ
φ
θt + ΓrφθΓ

φ
θr + ΓθφθΓ

φ
θθ + ΓφφθΓ

φ
θφ)

= ΓrθθΓ
t
tr + ðr(2M − r) + ΓrθθΓ

r
rr − ΓθrθΓ

r
θθ + ΓrθθΓ

φ
φr − (Γφθφ)2

= −r
(

1− 2M

r

)(
1− 2M

r

)−1
M

r2
− r

(
1− 2M

r

)(
−
(

1− 2M

r

)−1
M

r2

)

+ r

(
1− 2M

r

)
1

r
− sin2 θ

cos2 θ

= −1 +
M

r
+

(
1− 2M

r

)
− M

r
+

1

cos2 θ
−
(

1− 2M

r

)
− sin2 θ

cos2 θ

= −cos2 θ

cos2 θ
+

1

cos2 θ
− sin2 θ

cos2 θ
=

sin2 θ

cos2 θ
− sin2 θ

cos2 θ
= 0

(2.14)
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Rφφ = Rt
φtφ +Rr

φrφ +Rθ
φθφ

= ðtΓtφφ − ðφΓtφt + ΓρφφΓttρ − ΓρtφΓtφρ + ðrΓrφφ − ðφΓrφr + ΓρφφΓrrρ − ΓρφrΓ
r
φρ

+ ðθΓθφφ − ðφΓθφθ + ΓρφφΓθθρ − ΓρφθΓ
θ
φρ

= 0− 0 + ΓtφφΓttt + ΓrφφΓttr + ΓθφφΓttθ + ΓφφφΓttφ

− (ΓttφΓtφt + ΓrtφΓtφr + ΓθtφΓtφθ + ΓφtφΓtφφ) + ðr((2M − r) sin2 θ) + 0

+ ΓtφφΓrrt + ΓrφφΓrrr + ΓθφφΓrrθ + ΓφφφΓrrφ

− (ΓtφrΓ
r
φt + ΓrφrΓ

r
φr + ΓθφrΓ

r
φθ + ΓφφrΓ

r
φφ)

+ ðθ(− sin θ cos θ)− 0 + ΓtφφΓθθt + ΓrφφΓθθr + ΓθφφΓθθθ + ΓφφφΓθθφ

− (ΓtφθΓ
θ
φt + ΓrφθΓ

θ
φr + ΓθφθΓ

θ
φθ + ΓφφθΓ

θ
φφ)

= ΓrφφΓttr + ðr((2M − r) sin2 θ) + ΓrφφΓrrr − ΓφφrΓ
r
φφ

+ ðθ(− sin θ cos θ) + ΓrφφΓθθr − ΓφφθΓ
θ
φφ

= −r
(

1− 2M

r

)
sin2 θ

(
1− 2M

r

)−1
M

r2
− sin2 θ

− r
(

1− 2M

r

)
sin2 θ

(
−
(

1− 2M

r

)−1
M

r2

)
+

(
1− 2M

r

)
sin2 θ − cot θ(− sin θ cos θ)

= −M
r

sin2 θ − sin2 θ +
M

r
sin2 θ +

(
1− 2M

r

)
sin2 θ

−
(

1− 2M

r

)
sin2 θ + sin2 θ − cos2 θ + cos2 θ = 0

(2.15)

Επίσης για µ 6= ν υπολογίζεται εύκολα ότι Rµν = 0. ΄Αρα αφού κάθε συνιστώσα

του Ricci είναι µηδέν, το ϐαθωτό Ricci:

R = gµνRµν = 0 (2.16)

Εφόσον ο Rµν όπως δείξαµε παραπάνω είναι ο µηδενικός πίνακας.

Το ϑεώρηµα του Birkhoff λέει ότι κάθε σφαιρικά συµµετρική λύση για το κενού

είναι στατική το οποίο ουσιαστικά συνεπάγεται ότι πρέπει να είναι Schwarzschild.
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2.1.1 Μελανή Οπή Schwarzschild

Η µετρική Schwarzschild για τις συντεταγµένες που επιλέξαµε παρουσιάζει ιδιο-

µορφία για r = 2M δίοτι τότε gtt = 0 και grr →∞. ΄Οµως η ορίζουσα του µετρικού

τανυστή g = det|gµν | = r4 sin2 θ είναι διάφορη του µηδενός για r = 2M συνεπώς ϑα

λέγαµε ότι αυτή είναι µια ϕαινοµενική ιδιοµορφία ή ιδιοµορφία του συστήµατος

συντεταγµένων και όχι µια ουσιαστική ιδιοµορφία.

Παρότι η επιφάνεια r = 2M δεν αποτελεί ουσιαστικό µαθηµατικό πρόβληµα για-

την µετρική Schwarzschild, έχει σηµαντικές ϕυσικές ιδιότητες που µπορούµε να

κατανοήσουµε µέσω της µελέτης του κώνου ϕωτός στο χωρόχρονο Schwarzschild.

Οι γενέτειρες του κώνου ϕωτός (για σταθερά θ, φ) ϑα δηµιουργούνται από την πε-

ϱιορισµένη µορφή της µετρικής :

ds2 ≡ 0 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

dr2

1− 2M
r

(2.17)

άρα:

dt

dr
= ±

(
1− 2M

r

)−1

(2.18)

Ασυµπτωτικά για r → ∞ οι γεννήτορες του κώνου ϑα τέµνονται σε ορθή γωνία,

αλλά για µικρότερα r η γωνία ελλατώνεται, ενώ στην κρίσιµη απόσταση r = 2M

οι γενέτειρες του κώνου ταυτίζονται κι εποµένως ϕωτεινά σήµατα δεν µπορούν να

διαφύγουν προς µεγαλύτερα r αλλά αντίθετα ϕαίνεται να παραµένουν στάσιµα στην

επιφάνεια r = 2M . ΄Αρα ϑα µπορούσαµε να ϑεωρήσουµε ότι η ευθεία r = 2M στο

διάγραµµα t−r είναι µια ϕωτοειδής καµπύλη και αντίστοιχα η σφαιρική επιφάνεια

r = 2M είναι µια ϕωτοειδής επιφάνεια.
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Σχήµα 2.1: ∆ιάγραµµα σε συντεταγµένες Schwarzschild, ο κώνος ϕωτός ϕαίνεται
να κλίνει καθώς πλησιάζουµε την ακτίνα r = 2M .

Εάν ένας παρατηρητής έπεφτε προς την µαύρη τρύπα στέλνοντας σήµατα προς

εµάς όλη την ώρα, τα σήµατα αυτά ϑα έρχονταν σε εµάς ολοένα και πιο αργά.

Καθώς ο παρατηρητής πλησιάζει στο r = 2M κάθε διάστηµα του ιδιοχρόνου του

∆τ1 αντιστοιχεί σε ένα πολύ µεγαλύτερο διάστηµα του δικού µας ιδιόχρονου. Αυτό

ϑα γινόταν για πάντα και δεν ϑα ϐλέπαµε ποτέ τον παρατηρητή να περνάει το

r = 2M αλλά ϑα κινούταν συνέχεια εκεί όλο και πιο αργά.

Το ότι δεν ϐλέπουµε τον παρατηρητή να περνάει από το r = 2M είναι λογικό,

το γεγονός όµως ότι η τροχιά του δεν ϕτάνει ποτέ στο σηµείο είναι πρόβληµα

των συντεταγµένων. Για να αποφευχθεί αυτό το πρόβληµα αρχικά εισάγεται η

συντεταγµένη χελώνας. Η σχέση (2.18) µπορεί να λυθεί µε :

t = ±r∗ + const. (2.19)

΄Οπου η συντεταγµένη χελώνας είναι :

r∗ = r + 2M ln
( r

2M
− 1
)

(2.20)

και σχετίζεται µόνο µε την περιοχή και r ≥ 2M αλλά πέρα από εκεί δεν µας κάνει.

Με την συνεταγµένη χελώνας η µετρική Schwarzschild παίρνει τη µορφή:

ds2 =

(
1− 2M

r

)
(−dt2 + dr∗2) + r2dθ2r2 sin2 θdφ2 (2.21)

όπου το r είναι συνάρτηση του r∗. Τώρα ο κώνος ϕωτός δεν κλείνει αλλά για r = 2M

το r∗ → ∞. µετρικής δεν απειρίζεται στο r = 2M (αλλά οι gtt, gr∗r∗ µηδενίζονται).
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Σχήµα 2.2: Παρατηρητής που πέφτει προς το κέντρο της µελανής οπής και στέλνει
σήµατα προς παρατηρητή που στέκεται σε σταθερό ϱ έξω από την µελανή οπή.

Το τίµηµα που πληρώνουµε είναι ότι η επιφάνεια r = 2M που µας ενδιαφέρει

να τραβιέται για την καινούρια συντεταγµένη στο αρνητικό άπειρο. Η επόµενη

κίνηση µας, λοιπόν, είναι να ορίσουµε συντεταγµένες που ϑα προσαρµόζονται στις

ϕωτοειδές γεωδαισιακές.

u = t− r∗ (2.22)

υ = t+ r∗ (2.23)

Τότε τα σωµάτια που πέφτουν στο κέντρο σε ϕωτοειδείς γεωδαισιακές χαρακτη-

ϱίζονται από υ =σταθερό ενώ τα σωµάτια που ϐγαίνουν χαρακτηρίζονται από

u =σταθερό. Τώρα πραγµατοποιείται ο µετασχηµατισµός :

r∗ → r

΄Εστω ότι :

t→ υ = t+ r∗ = t+ r + 2M ln
( r

2M
− 1
)

Για τις οποίες έχουµε τα διαφορικά:

dυ = dt+ dr

(
1 + 2M

( r

2M
− 1
)−1 1

2M

)
⇔
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Σχήµα 2.3: ∆ιάγραµµα των συντεταγµένων χρόνου και συντεταγµένης Χελώνας µε
την απροσδιοριστίας r = 2M να αποµακρύνεται στο άπειρο

dt = dυ − dr
(

1− 2M

r

)−1

⇔

dt2 = dυ2 + dr2

(
1− 2M

r

)−2

− 2

(
1− 2M

r

)−1

dυdr

∆εδοµένης της παραπάνω σχέσης η µετρική Schwarzschild ϑα γίνει :

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dυ2−dr2

(
1− 2M

r

)−1

+2dυdr+

(
1− 2M

r

)−1

dr2+r2dΩ2 ⇒

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dυ2 + 2dυdr + r2dΩ2 (2.24)

Αυτές είναι οι γνωστές Eddington − Finkelstein Συντεταγµένες. Μπορούµε να

δούµε ότι παρόλο που η gυυ εξαφανίζεται στο r = 2M δεν υπάρχει πραγµατικός

εκφυλισµός και η ορίζουσα της µετρικής είναι

g = det |g| = det


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 r2 0

0 0 0 r2 sin2 θ

 = det

(
0 1

1 0

)
det

(
r2 0

0 r2 sin2 θ

)
= −r4 sin2 θ

(2.25)

Η οποία είναι τέλεια για r = 2M . ΄Ετσι η ορίζουσα είναι αναστρέφουσα και ϐλέπου-

µε γιατί η r = 2M είναι απλά µια απροσδιοριστία συντεταγµένης στο αρχικό µας
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σύστηµα συντεταγµένων (t, r, θ, φ). Στις Eddington − Finkelstein Συντεταγµένες

η συνθήκη για ακτινικές ϕωτοειδής καµπύλες είναι :

dυ

dr

0 (infalling)

2
(
1− 2M

r

)−1
(outgoing)

(2.26)

Σε αυτό λοιπόν το σύστηµα ο κώνος ϕωτός παραµένει καλός στο r = 2M , και

η επιφάνεια έχει πεπερασµένη τιµή συντεταγµένης. ∆εν υπάρχει πρόβληµα για

διαδροµές ϕωτοειδών ή χρονοειδών σωµατίων να περνούν την επιφάνεια. Από

την άλλη όµως, παρόλο που ο κώνος δεν κλίνει , γέρνει προς την κατεύθυνση της

µειούµενης ακτίνας. ΄Ετσι στο σηµείο r = 2M τοπικά δεν υπάρχει πρόβληµα , αλλά

σε παγκόσµιο επίπεδο λειτουργεί σαν επιφάνεια χωρίς γυρισµό-µόλις ένα σωµάτιο

το περάσει, δεν µπορεί να γυρίσει πίσω. ΄Ετσι ορίζεται ο Ορίζοντας Γεγονότων

και για την λύση Schwarzschild είναι στο r = 2M . Αφού τίποτε δεν µπορεί να

διαφύγει από τον ορίζοντα γεγονότων, τότε δεν µπορούµε να δούµε τίποτα σχετικά

µε το τι συµβαίνει µέσα σε αυτόν εξού και το όνοµα Μελανή Οπή.

Ο προηγούµενος µετασχηµατισµός t → υ εξάλειψε το πρόβληµα µε τον κώνο ϕω-

τός όµως µας περιόριζε στο να κάνουµε διαδροµές προς τα µέσα του Ορίζοντα

Γεγονότων ακολουθώντας χρονοειδές καµπύλες προς το µέλλον. ΄Οµως εµείς ε-

ίχαµε ξεκινήσει µε µετρική που να έχει συµµετρία στην µετατόπιση στον χρόνο.

Εποµένως αν t→ υ τότε η µετρική γίνεται :

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
du2 − 2dudr + r2dΩ2 (2.27)

Αυτήν την ϕορά περνούµε τον Ορίζοντα Γεγονότων ακολουθώντας χρονοειδής καµ-

πύλες προς το παρελθόν. Αυτό είναι µια έκπληξη: εφόσον µπορούµε να ακο-

λουθήσουµε είτε προς το µέλλον είτε προς το παρελθόν χρονοειδής καµπύλες στο

r = 2M και να καταλήγουµε σε διαφορετικά µέρη. Αυτό το περιµένουµε από

την σχέση (2.22-2.23) εάν κρατήσουµε σταθερό το υ και µειώσουµε το r πρέπει

το t → +∞, ενώ αν κρατήσουµε σταθερό το u και µειώσουµε την r τότε πρέπει

t→ −∞ ( η συντεταγµένη χελώνας r∗ πάει στο −∞ για r → 2M ). ΄Ετσι κάνοντας

την επέκταση του χωρόχρονου σε δυο κατευθύνσεις έναν στο µέλλον και ένα στο

παρελθόν. ΄Ενα επόµενο ϐήµα ϑα ήτανε να ακολουθήσουµε χωροειδής γεωδαισια-

κές για να δούµε εάν µπορούµε να καλύψουµε άλλες περιοχές. Αλλά καλά ϑα

ήτανε να ορίσουµε συντεταγµένες που ϑα είναι καλές σε όλο τον χωρόχρονο. Μια
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πρώτη µαντεψιά είναι να χρησιµοποιήσουµε και τις δυο συντεταγµένες υ, u τότε

ϑα έχουµε:

υ = t+ r∗

u = t− r∗
⇔

t = 1
2
(υ + u)

r∗ = 1
2
(υ − u)

⇔

dt = 1
2
(dυ + du)

dr
(
1− 2M

r

)−1
= 1

2
(dυ − du)

⇔

dt2 = 1
4
(dυ2 + du2 + 2dυdu)

dr2 =
(
1− 2M

r

)2 1
4
(dυ2 + du2 − 2dυdu)

(2.28)

Εποµένως η µετρική ϑα γίνει :

ds2 = −1

2

(
1− 2M

r

)
(dυdu+ dudυ) + r2dΩ2 (2.29)

όπου το r δίνεται από την σχέση:

1

2
(υ − u) = r + 2M ln

( r

2M
− 1
)

(2.30)

∆ηλαδή ξαναορίσαµε τον εκφυλισµό που είχαµε στην αρχή : σε αυτές τις συντεταγ-

µένες r = 2M είναι ¨άπειρα µακρυά¨(είτε σε u→ +∞ , είτε σε υ → −∞). Το µόνο

που έχουµε να κάνουµε τώρα είναι να αλλάξουµε τις συντεταγµένες έτσι ώστε να

τραβάµε τα άπειρα αυτά σηµεία σε πεπερασµένες τιµες.Μια καλή επιλογή είναι :

υ′ = eυ/4M

u′ = −e−u/4M
⇔

υ′ = e(t+r)/4M+ 1
2

ln(r/2M−1)

u′ = −e−(t−r)/4M− 1
2

ln(r/2M−1)
⇔

υ′ = (r/2M − 1)
1
2 e(t+r)/4M

u′ = −(r/2M − 1))
1
2 e−(t−r)/4M

(2.31)

Εποµένως χρησιµοποιώντας τις συντεταγµένες (υ, u, θ, φ) µετρική Schwarzschild

ϑα έχει τη µορφή:

ds2 = −16M3

r
(e−r/2M(dυ′du′ + du′dυ′) + r2dΩ2 (2.32)
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Επιτέλους η ϕύση της µη-απροσδιοριστία στο r = 2M έγινε εντελώς προφανής. Σε

αυτήν την µορφή η µετρική συµπεριφέρεται ειδικά στον Ορίζοντα Γεγονότων. Και

οι δυο συντεταγµένες υ′, u′ είναι ϕωτοειδής, µε την έννοια οι µερικές παράγωγοί

τους ð
ðυ′ ,

ð
ðu′ είναι ϕωτοειδή διανύσµατα ! Αυτό είναι εν γένει σωστό, εφόσον η συλ-

λογή από διανύσµατα µερικών παραγώγων (2 ϕωτοειδή και δυο χωροειδή) σε ένα

σύστηµα συντεταγµένων δουλεύει σαν µια τέλεια ϐάση του εφαπτόµενου χώρου.

Επειδή όµως είναι προτιµότερο να υπάρχει συστήµατα όπου η µια συνιστώσα είναι

χρονοειδής και οι άλλες τρείς χωροειδής, ορίζουµε τις συντεταγµένες :

T =
1

2
(υ′ + u′) =

( r

2M
− 1
) 1

2
er/4M sinh

(
t

4M

)
(2.33)

R =
1

2
(υ′ − u′) =

( r

2M
− 1
) 1

2
er/4M cosh

(
t

4M

)
(2.34)

Για τις οποίες ισχύουν οι σχέσεις :

υ′ = T +R

u′ = T −R
⇔

dυ′ = dT + dR

du′ = dT − dR
⇔ dυ′du′ = dT 2 − dR2 ⇔

1

2
(dυ′du′ + du′dυ′) = dT 2 − dR2 (2.35)

Εποµένως η µετρική παίρνει τη µορφή:

ds2 =
32M3

r
(e−r/2M(−dT 2 + dR2)) + r2dΩ2 (2.36)

όπου το r καθορίζεται από τη σχέση:

T 2 −R2 =
(

1− r

2M

)
er/2M (2.37)

Οι συντεταγµένες (T,R, θ, φ) είναι γνωστές ως συντεταγµένεςKruskal ήKruskal−
Szekeres. ΄Οπως και οι (t, r∗) συντεταγµένες, η ακτινικές ϕωτοειδής καµπύλες

ακολουθούν, όπως και στον επίπεδο χώρο,την σχέση:

T = ±R + const. (2.38)
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Αντιθέτως όµως µε τις (t, r∗) συντεταγµένες, ο Ορίζοντας Γεγονότων r = 2M δεν

είναι απείρως µακρυά αλλά ορίζεται από την :

T = ±R (2.39)

Η οποία είναι ϕωτοειδής επιφάνεια. Επίσης µπορούµε να ορίσουµε τις επιφάνειες

µε r=σταθερά από την σχέση:

T 2 −R2 = const. (2.40)

οι οποίες παρουσιάζονται σαν υπερβολικές στο επίπεδος R− T . Επιπλέον, οι επι-

ϕάνειες σταθερού χρόνου t δίνονται από την :

T

R
= tanh

(
t

4M

)
(2.41)

η οποία ορίζει ευθείες γραµµές που περνάνε από την αρχή των αξόνων µε κλίση

tanh(t/4M). Για t → ±∞ η 2.41 γίνεται όπως η 2.39 : για αυτόν τον λόγο η

επιφάνεια t → ±∞ είναι ίδια µε την επιφάνεια r = 2M .Οι συντεταγµένες (T,R)

ϑα έπρεπε να επιτρέπεται να παίρνουν όλες τις τιµές χωρίς να κτυπούν την απροσ-

διοριστία r = 0: Η επιτρεπόµενη περιοχή είναι :

−∞ ≤ R ≤ +∞

T 2 ≤ R2 + 1
(2.42)

αφού (1− r
2M

)er/2M |r=0 = 1

Τώρα µπορούµε να σχεδιάζουµε το διάγραµµα επιπέδου T −R ( µε ϕιξαρισµένα τα

θ, φ), γνωστό ως Kruskal ∆ιάγραµµα, όπως ϕαίνεται στο σχήµα 2.4. Κάθε σηµείο

είναι µια 3-διάστατη σφαίρα. Το διάγραµµα αυτό αποτελεί την Μέγιστη Επέκταση

της Schwarzschild γεωµετρίας : οι συντεταγµένες καλύπτουν ολόκληρο αυτό που

ϑεωρούµε Πολλαπλότητα της Λύσης. Το διάγραµµα αυτό χωρίζεται σε 4 περιοχές.

Από τις οποίες η I είναι η περιοχή όπου ο χώρος περιγράφεται από τις συντεταγ-

µένες µας. Αυτή η περιοχή είναι ασυµπτωτικά επίπεδη και είναι ο χώρος στον

οποίο Ϲούµε. Ο χώρος II είναι αυτός που ονοµάζουµε Μαύρη Τρύπα δηλαδή ότι
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Σχήµα 2.4: ∆ιάγραµµα Kruskal.

παιρνάει την διαχωριστική επιφάνεια δεν µπορεί να επιστρέψει πίσω. Ο Χώρος

III είναι αυτό που, αποκαλούµε Λευκή Τρύπα. ΄Ενα αντικείµενο που δεν έχει

παρατηρηθεί στην ϕύση και αυτό που κάνει είναι να παράγει σωµατίδια έξω από

την περιοχή αλλά να µην µπορεί να δεχθεί καθόλου µέσα. Και η IV είναι µια

περιοχή που ϑα µπορούσαµε να την ϕτάσουµε µόνο µε χωροειδή διαδροµή και

είναι ένας καθρέπτης της πραγµατικής περιοχής που Ϲούµε.

2.2 ∆ιάγραµµα Penrose

Για να σχεδιάσουµε το διάγραµµα Penrose χρειάζεται να µιλήσουµε πρώτα για

την έννοια στης σύµµορφης συµπαγοποίσης. Σε αυτήν την περίπτωση ϑεωρούµε

ότι η αιτιατή δοµή του παραµένει ίδια. ΄Εστώ ότι ορίζουµε µια νέα µετρική στον

χωρόχρονο τέτοια ώστε :

ds2 → ds2 = Λ2(−→r , t)ds2 Λ 6= 0 (2.43)

Μπορούµε να διαλέξουµε το Λ τέτοιο ώστε όλα τα σηµεία στο άπειρο να είναι καλώς

ορισµένα στο πεπερασµένο για µια παράµετρο στην καινούργια µετρική. Για να

συµβεί αυτό διαλέγουµε το Λ να είναι τέτοιο ώστε Λ→ 0 καθώς το |r| → ∞ και/ή

|t| → ∞.
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Ας δούµε τι συµβαίνει στο χώρο Minkowski. Η µετρική είναι :

ds2 = −dt2 + dr2 + r2dΩ2 (2.44)

Ορίζουµε u = t− r

υ = t+ r
→ ds2 = −dudυ +

(u− υ)2

4
dΩ2 (2.45)

Αν τώρα ϑέσουµεu = tanU − π/2 < U < π/2

υ = tanV − π/2 < V < π/2
(2.46)

Σε αυτές τις συντεταγµένες η µετρική γράφεται :

ds2 = (2 cosU cosV )−2[−4dUdV + sin2(V − U)dΩ2] (2.47)

Για να προσεγγίσουµε ∞ σε αυτή τη µετρική πρέπει να πάρουµε |U | → π/2 ή

|V | → π/2 διαλέγοντας :

Λ = 2 cosU cosV (2.48)

ϕέρνουµε αυτά τα σηµεία σε πεπερασµένη αφινική παράµετρο στην καινούργια

µετρική:

ds2 = Λds2 = −4dUdV + sin2(V − U)dΩ2 (2.49)

Μπορούµε τώρα να προσθέσουµε τα σηµεία στο άπειρο. Παίρνοντας V ≥ U ,

U = −π/2

V = π/2
⇔

u→ −∞υ →∞
⇔

r →∞t finite
(2.50)

χωροειδές άπειρο i0.

U = ±π/2

V = ±π/2
⇔

u→ ±∞υ → ±∞
⇔

t→ ±∞r finite
(2.51)

µελλοντικο/παρελθοντικό χρονοειδές άπειρο i±.
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U = −π/2

|V | 6= π/2
⇔

u→ −∞υ finite
⇔


r →∞

t→ −∞

r + t finite

(2.52)

παρελθοντικό ϕωτοειδές άπειρο =−.

|U | = −π/2V 6= π/2
⇔

u finite

υ →∞
⇔


r →∞

t→∞

r − t finite

(2.53)

µελλοντικό ϕωτοειδές άπειρο =+.

Αυτά τα σηµεία µαζί σχηµατίζουν το σύµµορφο άπειρο. ∆εν είναι µέρος του αρχι-

κού χωρόχρονου. Ο χωρόχρονος Minkowski είναι τώρα σύµµορφα ενωµατωµένος

στον νέο χωρόχρονο που περιγράφεται από την µετρική ds µε όριο το Λ = 0.

Εισάγουµε τις νέες συνιστώσες χρόνου και χώρου τ, χ ως:τ = V + U

χ = V − U
(2.54)

έχουµε:

ds = Λds2 = −dτ 2 + dχ2 + sin2 χdΩ2 (2.55)

Λ = cos τ + cosχ (2.56)

όπου χ είναι γωνιακή µεταβλητή µε µέτρο έως 2π, χ ∼ χ+ 2π. Αν κανένας άλλος

περιορισµός δεν υπάρχει για τα τ και χ, τότε η µετρική ds είναι αυτή του στατικού

σύµπαντος Einstein, τοπολογίας <(χρόνος)×S3(χώρος). Οι 2-σφαίρες σταθερού

χ 6= 0, π, έχουν ακτίνα | sinχ| (τα σηµεία χ = 0, π είναι πόλοι µια 3 σφαίρας). Αν

παραστήσουµε κάθε 2-σφαίρα σταθερού χ µε ένα σηµείο τότε το E.S.U σχεδιάζεται

ως ένα κύλινδρος.

Κάθε σηµείο παριστάνει µια 2-σφαίρα εκτός των σηµείων για r = 0 και i0, i±. Οι

ακτίνες ϕωτός ταξιδεύουν στις 45o από το =− µέσω του r = 0 και µετά έξω πρός το

=+.
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Σχήµα 2.5: 2.5 Σύµµορφα συµπαγοποιηµένο χωρόχρονος Minkowski ενσωµα-
τωµένο στο E.S.U

Για την Schwarzchild µε ϐάση την µετρική όπως την υπολογίσαµε παραπάνω

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dudυ + r2dΩ (2.57)

στην περιοχή I.

Ας ϑέσουµε u = tanU − π/2 < U < π/2

υ = tanV − π/2 < V < π/2
(2.58)

Τότε έχουµε :

ds2 = (2 cosU cosV )−2[−4

(
1− 2M

r

)
dUdV + r2 cos2 U cos2 V dΩ2] (2.59)

χρησιµοποιώντας ότι :

r∗ =
1

2
(υ − u) =

sin(V − U)

2 cosU cosV
(2.60)

έχουµε:

ds2 = Λ2ds2 = −4

(
1− 2M

r

)
dUdV +

( r
r∗

)2

sin2(V − U)dΩ2 (2.61)
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Σχήµα 2.6: ∆ιάγραµµα Penrose για τη Schwarzchild

Αυτός είναι ένας ασυµπτωτικά επίπεδος χωρόχρονος. Προσεγίζει την µετρική του

συµπαγοποιηµένου Minkowski χωρόχρονου καθώς το r → 0 κι έτσι τα σηµεία i0
και =± µπορούν να προστεθούν όπως και πριν. Κοντά στο r = 2M µπορούµε να

εισάγουµε KS-τύπου συντεταγµένες για να περάσουµε µέσω του ορίζοντα.

2.3 Ορίζοντες Killing και επιφανειακή ϐαρύτητα

∆ιανυσµατικό πεδίο Killing είναι ένα διανυσµατικό πεδίο που έχει την ιδιότητα

να µηδενίζει την παράγωγο Lie της µετρικής.

Ορίζοντας Killing Ορίζουµε ως ορίζονταKilling ενός διανυσµατικού πεδίουKilling

µια ϕωτοειδή υπερεπιφάνεια N αν αυτό είναι κάθετο στην N .

Επιφανειακή Βαρύτητα µέσω διανυσµατικών πεδίων Killing

Ορίζουµε διανυσµατικό πεδίο l κάθετο στην N τέτοιο ώστε να ισχύει l · ∇lµ = 0.

Αφού η N είναι Killing ορίζοντας του διανυσµατικού πεδίου ξ τότε έχουµε:

ξ = fl (2.62)

για κάποια συνάρτηση f . Τότε λοιπόν υπολογίζουµε
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ξ · ∇ξµ = flσ∇σ(flµ) = flσ(ðσf)lµ + flσf∇σl
µ

= fl · ðflµ = ξ · ð ln |f |ξµ
(2.63)

όπου κ = ξ · ð ln |f | είναι η επιφανειακή ϐαρύτητα.

Αφού το ξ είναι κάθετο στη N από το ϑεώρηµα Frobenius έχουµε:

ξ[µ∇νξσ] = 0 (2.64)

στον ορίζοντα.

Λύνουµε λοιπόν :

ξµ∇νξσ − ξν∇µξσ + ξν∇σξµ − ξσ∇νξµ + ξσ∇µξν − ξµ∇σξν = 0

2ξµ∇νξσ − 2ξν∇µξσ + 2ξσ∇µξν = 0

ξµ∇νξσ − ξν∇µξσ + ξσ∇µξν = 0

ξσ∇µξν = −2ξ[µ∇ν]ξσ

(2.65)

στον ορίζοντα. Η δεύτερη γραµµή προήλθε από το γεγονός ότι γωνρίζουµε για τα

διανυσµατικά πεδία Killing ισχύει ∇µξν +∇νξµ = 0. Εφαρµόζοντας το ∇µξν και

σταδύο µέρη της τελικής εξίσωσης έχουµε:

ξσ(∇µξν)(∇µξν) = −2(ξµ∇µξν)(∇νξσ)

= −2κξν∇νξσ

= −2κ2ξσ

(2.66)

Γράφουµε λοιπόν την επιφανειακή ϐαρύτητα στη µορφή:

κ2 =
1

2
(∇µξν)(∇µξν) (2.67)
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2.4 Μετρική Reissner-Nordstrom

Η µετρική Reissner − Nordstrom(RN) περιγράφει µια στατική, σφαιρικά συµ-

µετρική µαύρη τρύπα, µάζας M που έχει ηλεκτρικό ϕορτίο Q. ∆εν είµαστε πλέον

στο κενό αφού το ηλεκτροµαγνητικό µας πεδίο είναι µη µηδενικό. Ο τανυστής

ενέργειας-ορµής δίνεται για τον ηλεκτροµαγνητισµό δίνεται από τον τύπο

Tµν = FµρF
ρ
ν −

1

4
FρσF

ρσ (2.68)

Οι πεδιακές εξισώσεις σε αυτήν την περίπτωση είναι τόσο η εξίσωση του Einstein

όσο και οι εξισώσεις του Maxwell. Η λύση που προκύπτει είναι η RN και έχει τη

µορφή:

ds2 = −
(

1− 2M

r
+
Q2

r2

)
dt2 +

dr2(
1− 2M

r
+ Q2

r2

) + r2dΩ2 (2.69)

Η παράµετρος Q είναι ξεκάθαρα το ϕορτίο.

Αν υπολογίσουµε τα σύµβολα Christoffel για αυτήν τη µετρική ϑα ϐρούµε ότι τα

µη µηδενικά είναι τα εξής :

Γrrr =
1

2
grrðrgrr =

Q2 −Mr

r(r2 +Q2 − 2Mr)
(2.70)

Γttr =
1

2
gttðrgtt =

−Q2 +Mr

r(r2 +Q2 − 2Mr)
(2.71)

Γθθr =
1

2
gθθðrgθθ =

1

r
(2.72)

Γφφr =
1

2
gφφðrgφφ =

1

r
(2.73)

Γφφθ =
1

2
gφφðθgφφ = cot θ (2.74)

Γrtt = −1

2
grrðrgtt = −(Q2 −Mr)(r2 +Q2 − 2Mr)

r5
(2.75)

Γrθθ = −1

2
grrðrgθθ = 2M − Q2

r
− r (2.76)

Γrφφ = −1

2
grrðrgφφ = −(r2 +Q2 − 2Mr) sin2 θ

r
(2.77)
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Γθφφ = −1

2
gθθðθgφφ = − sin θ cos θ (2.78)

Οι µη µηδενικές συνισταµένες του Ricci υπολογισµένες όµοια µε τον τρόπο που

αναλύσαµε στην περίπτωση της µετρικής Schwarzschild είναι οι :

Rtt =
Q2(r2 +Q2 − 2Mr)

r6
(2.79)

Rrr = − Q2

r2(r2 +Q2 − 2Mr)
(2.80)

Rθθ =
Q2

r2
(2.81)

Rφφ =
Q2

r2
sin2 θ (2.82)

Υπολογίζοντας το ϐαθµωτό Ricci έχουµε

R = gttRtt + grrRrr + gθθRθθ + gφφRφφ

= − r2

r2 − 2Mr +Q2

Q2(r2 +Q2 − 2Mr)

r6
+
r2 − 2Mr +Q2

r2
(− Q2

r2(r2 +Q2 − 2Mr)
)

+
1

r2

Q2

r2
+

1

e2 sin2 θ

Q2

r2
sin2 θ

− Q2

r4
− Q2

r4
+
Q2

r4
+
Q2

r4
= 0

(2.83)

΄Αρα για τον τανυστή καµπυλότητας Einstein ϑα έχουµε:

Gµν = Rµν (2.84)

Ας γράψουµε τώρα την µετρική RN στη µορφή:

ds2 = −∆

r2
dt2 +

r2

∆
dr2 + r2dΩ2 (2.85)

όπου

∆ = r2 − 2Mr +Q2 (2.86)
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Η ∆ µηδενίζεται για r± = M ±
√
M2 −Q2, οι οποίες είναι και οι δύο πραγµατικές

και ο χωρόχρονοςRN περιέχει πράγµατι µια µαύρη τρύπα όταν |Q| ≤M . Η ειδική

περίπτωση όπου |Q| = M ονοµάζεται ακραία RN µαύρη τρύπα. Αν |Q| > M τότε

η λύση RN περιγράφει µια ¨γυµνή¨ ιδιοµορφία για r = 0.

΄Οπως και στην περίπτωση της Schwarzschild για τις συντεταγµένες (t, r) παρουσι-

άζονται ιδιοµορφίες για τον εξωτερικό ορίζοντα r = r+ κι έτσι πρέπει να εισάγουµε

νέες συντεταγµένες για να επεκτείνουµε τη λύση µας πέρα από αυτήν την επι-

ϕάνεια. Θα ορίσουµε λοιπόν αρχικά όπως είχαµε κάνει και στη περίπτωση της

Schwarzschild το r∗ ως

dr∗ =
r2

∆
dr =

dr

1− 2M
r

+ Q2

r2

(2.87)

⇒ r∗ = r +
1

2κ+

ln

(
|r − r+|
r+

)
+

1

2κ−
ln

(
|r − r−|
r−

)
(2.88)

όπου

κ± =
(r± − r∓)

2r2
±

(2.89)

Εισάγωντας τις u = t−r∗ και υ = t+r∗ την µετρική σεEF (ingoing) συντεταγµένες :

ds2 = −∆

r2
dυ2 + 2dυdr + r2dΩ (2.90)

που είναι κανονική παντού εκτός του r = 0.

Εισάγουµε τις Kruskal τύπου συντεταγµένες :

U± = −eκ±u, V ± = eκ±υ (2.91)

όπου για το πρόσηµο + έχουµε

ds2 = −r+r−
κ2

+

e−2κ+r

r2

(
r−

r − r−

)(
κ+
κ−
−1

)
dU+dV + + r2dΩ2 (2.92)

όπου το r(U+V +) ορίζεται από:

U+V + = e−2κ+r

(
r − r+

r+

)(
r − r−
r−

)κ+/κ−
(2.93)
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Αυτή η µετρική καλύπτει τέσσερισ περιοχές της µέγιστης αναλυτικής επέκτασης

της RN . Αυτές οι συντεταγµένες δεν καλύπτουν το r ≤ r− λόγω της ίδιοµορφίας΄

στο r = r− αλλά το r = r− και παρόµοιες τέσσερις περιοχές καλύπτονται από την

µετρική για τις (U−, V −):

ds2 = −r+r−
κ2
−

e−2κ−r

r2

(
r+

r+ − r

)(
κ−
κ+
−1

)
dU−dV − + r2dΩ2 (2.94)

U−V − = −e−2κ−r

(
r− − r
r−

)(
r+ − r
r+

)κ−/κ+
(2.95)

όπου η περιοχή II είναι ίδια µε αυτή για τις U+, V + ενώ οι υπόλοιπες είναι καινο-

ύργιες. Οι περιοχές V, V I περιλαµβάνουν την ιδιοµορφία καµπυλότητας στο r = 0

η οποία είναι χρονοειδής γιατί το κάθετο στο r =σταθερό είναι χωροειδές για ∆ = 0

για παράδειγµα στο r < r−.

Γνωρίζουµε ότι η περιοχή II του διαγράµµατος ενώνεται µε ένα εξωτερικό χω-

ϱόχρονο στο παρελθόν (περιοχές I,III και IV ) η περιοχή III πρέπει να είναι

ενωµένη µε µια άλλη εξωτερική περιοχή (ισοµετρικές περιοχές I ′, II ′ και IV ′).



Κεφάλαιο 2. Στατικές Λύσεις Πεδιακών Εξισώσεων Einstein 40

Σχήµα 2.7: 1.5.2 Penrose ∆ιαγραµµα για RN



Κεφάλαιο 3

Στάσιµες Μαύρες Τρύπες

3.1 Θεωρήµατα Μοναδικότητας

Είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο ότι από το ϑεώρηµα Birkhoff ορίζεται πως µια

σφαιρικά συµµετρική λύση για το κενό είναι στατική, που συνεπάγεται ότι πρέπει

να είναι η Schwarzschild. Αλλά ας υποθέσουµε ότι γνωρίζουµε µόνο ότι η µετρική

εξωτερικά ενός αστέρα είναι στατική. ∆υστυχώς το στατική δε σηµαίνει απευθείας

και σφαιρική συµµετρία. Αν όµως ο αστέρας είναι µελανή οπή τότε από το ϑεώρηµα

του Israel ϑα έχουµε ότι : Αν ο (M, g) είναι ασυµπτωτικά επίπεδος, στατικός για το

κενό χωρόχρονος που είναι µη-ιδιόµορφος πάνω και εκτός του ορίζοντα γεγονότων

τότε (M, g) είναι Schwarzschild.

΄Επειτα από το ϑεώρηµα Carter-Robinson γνωρίζουµε ότι αν το (M, g) είναι ασυµ-

πτωτικά επίπεδος, στάσιµος και αξονικά συµµετρικός κενός χωρόχρονος που είναι

µη ιδιόµορφος πάνω στον ορίζοντα γεγονότων και έξω από αυτόν τότε ο (M, g) είναι

µέλος της 2-παραµέτρων οικογένειας Kerr. Οι παράµετροι αυτοί είναι η µάζα M

και η στοφορµή J . Ο προσδιορισµός αξονικά συµµετρικός είναι περιττός καθώς

όπως προκύπτει από το ϑεώρηµα των Hawking-Wald η στασιµότητα συνεπάγεται

αξονική συµµετρία.

3.2 Μετρική Kerr-Newmann

Η γενίκευση των παραπάνω ϑεωρηµάτων για τον χώρο στον οποίον ισχύουν οι εξι-

σώσειςMaxwell−Einstein ονοµάζεται λύσηKerr−Newmann. Σε συντεταγµένες

41



Κεφάλαιο 3. Στάσιµες Μαύρες Τρύπες 42

Boyer − Lindquist η µετρική αυτή γράφεται :

ds2 = −∆− a2 sin2 θ

Σ
dt2 − 2a sin2 θ

a2 + r2 −∆

Σ
dtdφ+

(
(r2 + a2)2 −∆a2 sin2 θ

Σ

)
sin2 θdφ2

+
Σ

∆
dr2 + Σdθ2

(3.1)

όπου

Σ = r2 + a2 cos2 θ (3.2)

∆ = r2 − 2Mr + a2 + e2 (3.3)

Οι τρείς παράµετροι που την χαρακτηρίζουν είναι M,a και e.

a =
J

M
(3.4)

e =
√
Q2 + P 2 (3.5)

όπου Q,P ηλεκτρικά και µαγνητικά ϕορτία αντίστοιχα.

Μπορούµε να κάνουµε κάποιες παρατηρήσεις για τη συγκεκριµένη µετρική. Πρώτα

παρατηρούµε ότι αν το a είναι µηδέν τότε ηKN µετρική γίνεταιRN . Ο µετασχηµα-

τισµός φ→ −φ σηµαίνει την ίδια αλλαγή για το a, έτσι µπορούµε να ϑεωρήσουµε

χωρίς απώλεια στη γενικότητα ότι a ≥ 0.

3.3 Μετρική Kerr

Είδαµε ότι η λύση των εξισώσεων που περιγράφει το εξωτερικό ενός αποµονωµένου

σφαιρικά συµµετρικού αντικειµένου (Schwarzschild Solution) είναι αρκετά απλή.

Στην περίπτωση όµως ενός περιστρεφόµενου αντικειµένου το πρόβληµα είναι πολύ

πιο δύσκολο. ∆εν γνωρίζουµε µια αναλυτική, ακριβής λύση που να περιγράφει το

εξωτερικό ενός περιστρεφόµενου αντικειµένου.
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Ξέρουµε όµως την λύση για µια περιστρεφόµενη, στάσιµη και αξονικά συµµετρική

µαύρη τρύπα. Η Kerr λύση όπως λέγεται κάθως ο υπολογισµός της έγινε από τον

R.Kerr το 1963. Λέµε ότι η µετρική περιγράφει µαύρη τρύπα καθώς αποτελεί

λύση των εξισώσεων Einstein στο κενό και έχει µια ιδιοµορφία καµπυλωσης που

καλύπτεται από ένα ορίζοντα.

Τόνιζουµε ότι ένω χάρη στο ϑεώρηµα Birkhoff η µετρική Schwarzschild για

r > 2M περιγράφει το εξωτερικό κάθε αποµονωµένου, σφαιρικά συµµετρικού

αντικειµένου, η Kerr µετρική εκτός του ορίζοντα µπορεί να περιγράψει µόνο το

εξωτερικό µιας µαύρης τρύπας.

Η µετρική Kerr σε Boyer − Lindquist συντεταγµένες γράφεται

ds2 = −∆− a2 sin2 θ

Σ
dt2 − 2a sin2 θ

a2 + r2 −∆

Σ
dtdφ+

(
(r2 + a2)2 −∆a2 sin2 θ

Σ

)
sin2 θdφ2

+
Σ

∆
dr2 + Σdθ2

(3.6)

Σ = r2 + a2 cos2 θ (3.7)

∆ = r2 − 2Mr + a2 (3.8)

Ο πίνακας της µετρική έχει τη µορφή

gµν =


−∆−a2 sin2 θ

Σ
0 0 a sin2 θ a

2+r2−∆
Σ

0 Σ
∆

0 0

0 0 Σ 0

a sin2 θ a
2+r2−∆

Σ
0 0

(
(r2+a2)2−∆a2 sin2 θ

Σ

)
sin2 θ


Καθώς ο πίνακας δεν είναι διαγώνιος, υπολογίζουµε έπειτα τη gµν που ϑα έχει τη

µορφή

gµν =


gtt 0 0 gtφ

0 ∆
Σ

0 0

0 0 1
Σ

0

gtφ 0 0 gφφ


΄Οπου

gtt = − 1

∆

(
r2 + a2 +

2Mra2

Σ
sin2 θ

)
(3.9)

gtφ = −2Mr

Σ∆
a (3.10)
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gφφ =
∆− a2 sin2 θ

Σ∆ sin2 θ
(3.11)

΄Εχουµε λοιπόν τα µη µηδενικά σύµβολα Christoffel

Γrrr =
1

2
grrðrgrr =

1

2

∆

Σ
ðr

Σ

∆
=

1

2

∆

Σ

2r∆− Σ(2r − 2M)

∆2

=
r

Σ
− r −M

∆
=
r

Σ
+
M − r

Σ

(3.12)

Γθθθ =
1

2
gθθðθgθθ =

1

2

1

Σ
ðθΣ =

1

2
a22 cos θ(− sin θ)

= − a
2

2Σ
2 sin θ cos θ =

−a2 sin 2θ

2Σ

(3.13)

Γrtt = −1

2
grrðrgtt =

1

2

∆

Σ
ðr

∆− a2 sin2 θ

Σ
=

1

2

∆

Σ

(
(2r − 2M)Σ− (∆− a2 sin2 θ)2r

Σ2

)
= ∆

(
(r −M)Σ− (∆− a2 sin2 θ)r

Σ3

)
= ∆

(
r3 + ra2 sin2 θ −MΣ− r3 + 2Mr2 − a2r + a2r sin2 θ

Σ3

)
= ∆

(
−MΣ + 2Mr2

Σ3

)
=
M∆

Σ3
(2r2 − Σ)

(3.14)

Γθtt =
−Mra2 sin 2θ

Σ3
(3.15)

Γθrr =
a2

2Σ∆
sin 2θ (3.16)

Γrθθ = −r∆
Σ

(3.17)

Γrφφ = −∆

Σ3
[rΣ2 −Ma2 sin2 θ(2r2 − Σ)] sin2 θ (3.18)

Γθφφ = − 1

2Σ3
(∆Σ2 + 2Mr(r2 + a2)2) sin 2θ (3.19)
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Γttr =
1

2
gttðrgtt +

1

2
gtφðrgtφ

=
1

2

(
1 +

2Mr

Σ
+

4M2r2

∆Σ

)
2M(2r2 − Σ)

Σ2
+

1

2

2Mra

∆Σ

2Ma sin2 θ

Σ2
(Σ− 2r2)

=
2r2 − Σ

Σ2

((
1 +

2Mr

Σ
+

4M2r2

∆Σ

)
M − 2M2ra2 sin2 θ

∆Σ

)
=

2r2 − Σ

Σ2

(
M∆Σ + 2M2r∆ + 4M3r2 − 2M2ra2 sin2 θ

∆Σ

)
=

2r2 − Σ

Σ2

M∆Σ + 2M2r3 + 2M2ra2 cos2−4M3r2 + 4M3r2

∆Σ

=
2r2 − Σ

Σ2

Mr2Σ +Ma2Σ− 2M2rΣ + 2M2rΣ

∆Σ

=
2r2 − Σ

Σ2

MΣ(r2 + a2)

∆Σ

=
M(r2 + a2)

∆Σ2
(2r2 − Σ)

(3.20)

Γttθ = −Mra2 sin 2θ

Σ2
= −Mra sin θ cot θ

Σ2
(3.21)

Γrrθ =
−a2sin2θ

2Σ
(3.22)

Γθθr =
r

Σ
(3.23)

Γφφr =
1

∆Σ2
(rΣ(Σ− 2Mr)−Ma2(2r2 − Σ) sin2 θ) (3.24)
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Γtφr =
1

2
gttðrgtφ +

1

2
gtφðrgφφ

=
1

2

(
1 +

2Mr

Σ
+

4M2r2

∆Σ

)
2Ma sin2 θ(Σ− 2r2)

Σ2

− 1

2

2Mra

∆Σ

2rΣ2 + 2Ma2 sin2 θ(Σ− 2r2)

Σ2
sin2 θ

=
Ma

Σ2

((
1 +

2Mr

Σ
+

4M2r2

∆Σ

)
sin2 θ(Σ− 2r2)− r(2rΣ2 + 2Ma2 sin2 θ(Σ− 2r2)

)
sin2 θ

=
Ma

∆Σ2

(∆Σ + 2Mr∆ + 4M2r2) sin2 θ(Σ− 2r2)− (2r2Σ2 + 2Ma2r sin2 θ(Σ− 2r2)) sin2 θ

Σ

=
Ma

∆Σ2

(∆Σ + 2Mr(∆ + 2Mr)) sin2 θ(Σ− 2r2)− (2r2Σ2 + 2Ma2r sin2 θ(Σ− 2r2)) sin2 θ

Σ

=
Ma

∆Σ2

(∆Σ + 2Mr(r2 + a2)) sin2 θ(Σ− 2r2)− (2r2Σ2 + 2Ma2r sin2 θ(Σ− 2r2)) sin2 θ

Σ

=
Ma

∆Σ2

(r2Σ + a2Σ− 2MrΣ + 2Mr2 + 2Mra2) sin2 θ(Σ− 2r2)− 2r2Σ2 sin2 θ

Σ

+
2Mra2 sin2 θ sin2 θ(Σ− 2r2)

Σ

=
Ma

∆Σ2

(r2Σ + a2Σ− 2Mr3 − 2Mra2 cos2 θ + 2Mr3 + 2Mra2) sin2 θ(Σ− 2r2)

Σ

− 2r2Σ2 sin2 θ − 2Mra2 sin2 θ(Σ− 2r2)

Σ

=
Ma

∆Σ2

(r2Σ + a2Σ) sin2 θ(Σ− 2r2)− 2r2Σ2 sin2 θ + 2Mra2 sin2 θ(Σ− 2r2)

Σ

− 2Mra2 sin2 θ(Σ− 2r2)

Σ

=
Ma

∆Σ2

(r2Σ2 + a2Σ2) sin2 θ − 2r2(r2 + a2)Σ sin2 θ − 2r2Σ2 sin2 θ

Σ

=
Ma

∆Σ2

(a2 − r2)Σ2 sin2 θ − 2r2(r2 + a2)Σ sin2 θ

Σ

= −Ma

∆Σ2
(Σ(r2 − a2) + 2r2(r2 + a2)) sin2 θ

(3.25)

Γtθφ =
Ma3r

Σ2
sin 2θ sin2 θ (3.26)

Γrtφ =
∆

Σ3
Ma sin2 θ(Σ− 2r2) (3.27)

Γθtφ =
Mra

Σ3
sin 2θ(r2 + a2) (3.28)

Γφtr =
Ma

∆Σ2
(2r2 − Σ) (3.29)

Γφtθ = −2Mra

Σ2
cot θ (3.30)
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Αν τώρα λοιπόν υπολογίσουµε το Rtt ϑα δούµε ότι πράγµατι ισούται µε µηδέν

Rtt = Rr
trt +Rθ

tθt +Rφ
tφt

= ðrΓrtt − ðtΓrrt + ΓρttΓ
r
rρ − ΓρrtΓ

r
tρ + ðθΓθtt − ðtΓθθt + ΓρttΓ

θ
θρ − ΓρθtΓ

θ
tρ

+ ðφΓφtt − ðtΓφφt + ΓρttΓ
φ
φρ − ΓρφtΓ

φ
tρ

= ðr
(
M∆

Σ3
(2r2 − Σ)

)
+ 0 + ΓtttΓ

r
rt + ΓrttΓ

r
rr + ΓθttΓ

r
rθ + ΓφttΓ

r
rφ

− (ΓtrtΓ
r
tt + ΓrrtΓ

r
tr + ΓθrtΓ

r
tθ + ΓφrtΓ

r
tφ) + ðθ

(
−Mra2 sin 2θ

Σ3

)
+ 0

+ ΓtttΓ
θ
θt + ΓrttΓ

θ
θr + ΓθttΓ

θ
θθ + ΓφttΓ

θ
θφ − (ΓtθtΓ

θ
tt + ΓrθtΓ

θ
tr + ΓθθtΓ

θ
tθ + ΓφθtΓ

θ
tφ)

+ 0 + 0 + ΓtttΓ
φ
φt + ΓrttΓ

φ
φr + ΓθttΓ

φ
φθ + ΓφttΓ

φ
φφ − (ΓtφtΓ

φ
tt + ΓrφtΓ

φ
tr + ΓθφtΓ

φ
tθ + ΓφφtΓ

φ
tφ)

= ðr
(
M∆

Σ3
(2r2 − Σ)

)
+
M∆

Σ3
(2r2 − Σ)

(
r

Σ
+
M − r

∆

)
+
−Mra2 sin 2θ

Σ3

−a2 sin 2θ

2Σ

− (
M(r2 + a2)

∆Σ2
(2r2 − Σ)

M∆

Σ3
(2r2 − Σ) +

Ma

∆Σ2
(2r2 − Σ)

∆

Σ3
Ma sin2 θ(Σ− 2r2)

+ ðθ
(
−Mra2 sin 2θ

Σ3

)
+
M∆

Σ3
(2r2 − Σ)

r

Σ
+
−Mra2 sin 2θ

Σ3

−a2 sin 2θ

2Σ

−
(
−2Mra2

Σ2
sin θ cos θ

)(
−Mra2 sin 2θ

Σ3

)
− (−2Mra

Σ2
cot θ

Mra sin 2θ

Σ3
(r2 + a2))

+
M∆

Σ3
(2r2 − Σ)

(
1

∆Σ2
(rΣ(Σ− 2Mr)−Ma2(2r2 − Σ) sin2 θ)

)
+
−Mra2 sin 2θ

Σ3

(
1

Σ3
(Σ(r2 + a2) + 2Mra2 sin2 θ − Σa2 sin2 θ)

)
cot θ

− (
∆

Σ3
Ma sin2 θ(Σ− 2r2)

Ma

∆Σ2
(2r2 − Σ) +

Mra sin 2θ

Σ3
(r2 + a2)

−2Mra

Σ2
cot θ)

=
2M(r −M)

Σ3
(2r2 − Σ)− 6M∆r

Σ4
(2r2 − Σ) +

2Mr∆

Σ3

+
M∆

Σ3
(2r2 − Σ)

(
r

Σ
+
M − r

∆

)
+

2Mra4 sin2 θ cos2 θ

Σ4
− M2(r2 + a2)

Σ5
(2r2 − Σ)2

+
M2a2 sin2 θ

Σ5
(2r2 − Σ)2

+
−2Mra2 cos2 θ

Σ3
+

2Mra2 sin2 θ

Σ3
− 3Mra4 sin2 2θ

Σ4
+
M∆r

Σ4
(2r2 − Σ)

+
2Mra4 cos2 θ sin2 θ

Σ4
− 4M2r2a4 sin2 θ cos2 θ

Σ5
+

4M2r2a4 cos2 θ

Σ5
(r2 + a2)

+
Mr

Σ3
(2r2 − Σ)− 2M2r2

Σ4
(2r2 − Σ) +

M2a2 sin2 θ

Σ5
(2r2 − Σ)2

− Mra4 cos2 θ

Σ4
(r2 + a2)− 4M2r2a4 sin2 θ cos2 θ

Σ5
+

2Mra4 cos2 θ sin2 θ

Σ4
− M2a2

Σ5
(2r2 − Σ)2

+
4M2r2a2 cos2 θ

Σ5
(r2 + a2)
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=
M

Σ4
(((rΣ−MΣ)− 5r∆−M(2r2 − Σ))(2r2 − Σ) + 2ra4 sin2 θ cos2 θ + 2r∆Σ)

+
M

Σ4
(−2r2a2 cos2 θΣ + 2ra2 sin2 θΣ− 12ra4 sin2 θ cos2 θ + 2ra4 sin2 θ cos2 θ + 4Mr2 cos2 θ

+ r3∆− ra2 cos2 θ∆)

+
M

Σ4
(rΣ(2r2 − Σ)− 2Mr2(2r2 − Σ)− 2ra2 cos2 θ(r2 + a2) + 2ra4 cos2 θ sin2 θ + 4Mr2a2 cos2 θ)

=
M

Σ4
((rΣ−MΣ− 5r∆− 2r2M +MΣ)(2r2 − Σ) + 2ra4 sin2 θ cos2 θ + 2r∆Σ)

+
M

Σ4
(−2r3a2 cos2 θ − 2ra4 cos4 θ + 2r3a2 sin2 θ + 2ra4 sin2 θ cos2 θ − 10ra4 sin2 θ cos2 θ

+ r3∆− ra2 cos2 θ∆ + 4Mr2 cos2 θ)

+
M

Σ4
(r(Σ− 2Mr)(2r2 − Σ)− 2r3a2 cos2 θ − 2ra4 cos2 θ + 2ra4 cos2 θ sin2 θ + 4Mr2a2 cos2 θ)

=
M

Σ4
((r(Σ− 2Mr)− 5r∆)(2r2 − Σ) + 2ra4 sin2 θ cos2 θ + 2r∆Σ)

+
M

Σ4
(−2ra2 cos2 θ(r2 + a2 cos2 θ − 2Mr) + 2r3a2 sin2 θ − 10ra4 sin2 θ cos2 θ

+ r3∆− ra2 cos2 θ∆)

+
M

Σ4
(r3∆− ra2 cos2 θ∆− r3a2 sin2 θ + ra4 sin2 θ cos2 θ − 2r3a2 cos2 θ − 2ra4 cos2 θ

+ 2ra4 cos2 θ sin2 θ + 4Mr2a2 cos2 θ)

=
M

Σ4
((r(∆− a2 sin2 θ)− 5r∆)(r2 − a2 cos2 θ) + 2ra4 sin2 θ cos2 θ + 2r∆Σ)

+
M

Σ4
((−2ra2 cos2 θ(∆− a2 sin2 θ)) + 2r3a2 sin2 θ − 10ra4 sin2 θ cos2 θ

+ r3∆− ra2 cos2 θ∆)

+
M

Σ4
(r3∆− ra2 cos2 θ∆− r3a2 sin2 θ + 3ra4 sin2 θ cos2 θ − 2ra2 cos2 θ(r2 + a2 − 2Mr)

=
M

Σ4
(−2r3∆ + 6ra2 cos2 θ∆− r3a2 sin2 θ + 3ra4 sin2 θ cos2 θ)

+
M

Σ4
(−6ra4 sin2 θ cos2 θ + r3∆− 3ra2 cos2 θ∆ + 2r3a2 sin2 θ)

+
M

Σ4
(r3∆− 3ra2 cos2 θ∆− r3a2 sin2 θ + 3ra4 sin2 θ cos2 θ)

= 0

(3.31)

Ειδαµε παραπάνω από τη λύση για το Rtt πως ϐρίσκουµε τις Rr
trt, R

θ
tθt καιRφ

tφt

συνιστώσες του Riemann για τη µετρική.Με παρόµοιο τρόπο µπορούµε να υπο-

λογίσουµε και τις υπόλοιπες συνιστώσες και µέσω αυτών τις συνιστώσες του Ricci

όπου τελικά ϐρίσκουµε ότι Rµν = 0. Συνεπως ϑα αποτελεί λύση για τις πεδιακές

εξισώσεις Einstein στο κενό.
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Η µετρική αυτή παρουσιάζει ιδιοµορφίες για αυτές τις συντεταγµένες για : 1) θ =

0 η οποία είναι µια ιδιοµορφία συντεταγµένων, 2) για ∆ = 0. Μπορούµε να

γράψουµε τη ∆ ως:

∆ = r2 − 2Mr + a2 = (r − r+)(r − r−) (3.32)

όπου

r± = M ±
√
M2 − a2 (3.33)

΄Αρα οι τρείς διαφορετικές περιπτώσεις ϑα καθορίζονται από τα µέτρα τωνM και a.

1)Αν M2 < a2 τότε το ∆ δεν έχει πραγµατικά µηδενικά και έτσι η µόνη ιδιο-

µορφία συντεταγµένων που έχει είναι η θ = 0. Επίσης υπάρχει µια ιδιοµορφία

καµπυλότητας για Σ = 0 δηλαδή για :

r = 0, θ = π/2 (3.34)

Για να καταλάβουµε τη γεωµετρία εδώ µετασχηµατίζουµε την µετρική σε συντεταγ-

µένες Kerr − Schild(t, x, y, z) για τις οποίες :

x+ iy = (r + ia) sin θ exp

(
i

∫
(dφ+

a

∆
dr)

)
(3.35)

z = r cos θ (3.36)

t =

∫ (
dt+

r2 + a2

∆
dr

)
− r (3.37)

Το οποίο συνεπάγεται ότι το r = r(x, y, z) δίνεται από:

r4 − (x2 + y2 + z2 − a2)r2 − a2z2 = 0 (3.38)

Η µετρική λοιπόν ϑα πάρει τη µορφή:

ds2 =− dt2 + dx2 + dy2 + dz2

+
2Mr3

r4 + a2z2

(
r(xdx+ ydy)− a(xdy − ydx)

r2 + a2
+
zdz

r
+ dt

)2 (3.39)
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Σχήµα 3.1

όπου για M = 0 η µετρική είναι επίπεδη. Αφού

x2 + y2 +

(
a2 + r2

r2
z2

)
= r2 + a2 (3.40)

οι επιφάνειες σταθερών r, t είναι που εκφυλίζονται για r = 0 σε ένα δίσκο z = 0 ,

x2 + y2 ≤ a2.

Η ιδιοµορφία για r = 0, θ = π/2 αντιστοιχεί στο z = 0 και x2 + y2 = a2.

Αιτιατή ∆οµή

Επείδη έχουµε αξονική συµµετρία χρειαζόµαστε ένα 3-διάστατο δίαγραµµα για

το χωρόχρονο για να κωδικοποιήσουµε την αιτιατή δοµή, όµως για θ = 0, π/2 τα

submanifolds είναι τελείως γεωδεσιακά. ∆ηλαδή µια γεωδεσιακή που είναι αρχικά

εφαπτόµενη σε αυτό ϑα παραµείνει εφαπτόµενη άρα µπορούµε να σχεδιάσουµε

ένα 2-διάστατο CP διάγραµµα.

Για θ = π/2 κάθε σηµείο του διαγράµµατος παριστάνει έναν κύκλο (0 ≤ φ ≤
2π). Κάθε εισερχόµενη γεωδεσιακή προσκρούει στη ιδιοµορφία δακτυλιδιού για

r = 0 που είναι ΄γυµνή΄. Για θ = 0 εξετάζουµε γεωδεσιακές µόνο πάνω στον άξονα

συµµετρίας. Εισερχόµενες ϕωτοειδής γεωδεσιακές περνάνε µέσω του δίσκου στο

r = 0 στην επόµενη περιοχή για r < 0. Μπορούµµε να συνοψίσουµε τα δύο

διαγράµµατα σε ένα.



Κεφάλαιο 3. Στάσιµες Μαύρες Τρύπες 51

Σχήµα 3.2: CP διαγράµµατα για θ = 0, π/2

Σχήµα 3.3: Σύνοψη των διαγραµµάτων για θ = 0, π/2

Ο χωρόχρονος αυτός είναι µη-ϕυσικός για έναν ακόµα λόγο. Υπολογίζουµε την

νόρµα του διανύσµατικού πεδίου Killing m = ð/ðφ :

m2 = gφφ = a2 sin2 θ

(
1 +

r2

a2

)
+
Ma2

r

(
2 sin4 θ

1 + a2

r2
cos2 θ

)
(3.41)

Θεωρούµε r/a = δ (µικρό) και ϑεωρούµε θ = π/2 + δ. Τότε :

m2 = a2 +
Ma

δ
+O(δ), δ � 1

< 0 για µικρo αρνητικo δ

(3.42)

΄Αρα το m γίνεται χρονοειδές κοντά στην δακτυλική ιδιοµορφία στον κλάδο r < 0.
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Αλλά οι τροχιές του m είναι κλειστές, έτσι λέµε ότι ο χωρόχρονος εισάγει κλει-

στές χρονοειδής καµπύλες CTCs. Αυτό συνιστά µια παγκόσµια παράβαση της

αιτιότητας.

Επί προσθέτως λόγω της απουσίας ορίζοντα αυτές οι χρονοειδής καµπύλες µπορο-

ύν να παραµορφώνονται ώστε να περνούν από οποιοδήποτε σηµείο του χωρόχρο-

νου. Επίσης χάνουν την ιδιοµορφία σε µία απόσταση M , γιαM ∼ a καιM µπορεί

να είναι αυθαίρετα µεγάλη. Εφόσον η δακτυλική ιδιοµορφία ϑα είναι γυµνή για

M2 < a2 τότε ακόµα κι αν η περιοχή της λευκής τρύπας αντικατασταθεί από έναν

καταρρέον αστέρα µπορούµε να επικαλεστούµε την κοσµική λογοκρισία για να

αποκλείσουµε το M2 < a2.

2)Για M2 > a2, τα r = r± είναι ιδιοµορφίες των συντεταγµένων. Για να το δούµε

αυτό ορίζουµε τις καινούργιες συντεταγµένες :

dυ = dt+
r2 − a2

∆
dr (3.43)

dχ = dφ+
a

∆
dr (3.44)

Αυτό µετατρέπει την µετρική Kerr σε Kerr συντεταγµένες (υ, r, θ, χ) που είναι

ανάλογη της µετρικής Schwarzschild σε EF − ingoing:

ds2 = −∆− a2 sin2 θ

Σ
dυ2 + 2dυdr − 2a sin2 θ

a2 + r2 −∆

Σ
dυdχ− 2a sin2 θdχdr

+

(
(r2 + a2)2 −∆a2 sin2 θ

Σ

)
sin2 θdχ2 + Σdθ2

(3.45)

∆ηλαδή έχουµε:

gµν =


−∆−a2 sin2 θ

Σ
1 0 a sin2 θ a

2+r2−∆
Σ

1 0 0 −a sin2 θ

0 0 Σ 0

a sin2 θ a
2+r2−∆

Σ
−a sin2 θ 0

(
(r2+a2)2−∆a2 sin2 θ

Σ

)
sin2 θ
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gµν =


a2 sin2 θ

Σ
r2+a2

Σ
0 a

Σ
r2+a2

Σ
∆
Σ

0 a
Σ

0 0 1
Σ

0
a
Σ

a
Σ

0 1
Σ sin2 θ


΄Εστω N± οι υπερεπιφάνειες για r = r±. Τότε τα κάθετα διανύσµατα για τις

υπερεπιφάνειες δίνονται από τον τύπο:

l = f(gµνðνS)
ð

ðxµ
(3.46)

Τότε :

l = −f±gµr|N± = −
(

r2
± + a2

r2
± + a2 cos2 θ

)
f±

(
ð
ðυ

+
a

r2
± + a2

ð
ðχ

)
(3.47)

Πρώτα µπορούµε να δούµε ότι :

l2± ∝
(
gυυ +

2a

r2 + a2
gυχ +

a2

(r2 + a2)2
gχχ

)
|∆=0

=

(
a2 sin2 θ

Σ
− 2a

r2 + a2

a sin2 θ(r2 + a2)

Σ
+

a2

(a2 + r2)2

(r2 + a2)2

Σ
sin2 θ

)
= 0

(3.48)

Για να υπολογίσουµε την επιφανειακή ϐαρύτητα χρησιµοποιούµε τον τύπο:

ξ · ∇ξµ (3.49)

όπου το ξ είναι το διάνυσµα Killing για χωρόχρονο Kerr όπως αυτό ϕαίνεται από

τις παραπάνω σχέσεις :

ξ =
ð
ðυ

+
a

a2 + r2

ð
ðχ

(3.50)

΄Ετσι έχουµε:

κ =

(
∇υ +

a

a2 + r2
∇χ

)
ξµ|r=r± (3.51)
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όπου ϑα διαλέξουµε ξυ για το ξν. Λόγω του ότι στην συναλλοίωτη παράγωγο οι

µερικές παράγωγοι ϑα απαλοίφονται, η εξίσωση παίρνει τη µορφή:

κ =

(
Γυυµ +

a

a2 + r2
Γυχν

)
ξµ|r=r± (3.52)

κ = Γυυυ +
2a

r2 + a2
Γυυχ +

a2

(r2 + a2)2
Γυχχ (3.53)

Υπολογίζουµε λοιπόν τα σύµβολα Christoffel που έχουµε στη σχέση.∆εδοµένου

ότι η µετρική δεν εξαρτάται από τα υ και χ

Γυυυ =
1

2
gυλ(ðυgυλ + ðυgλυ − ðλgυυ)

= −1

2
gυλðλgυυ = −1

2
(gυrðrgυυ + gυθðθgυυ)

= −1

2
gυrðrgυυ = −1

2

r2 + a2

Σ
ðr
(
−(∆− a2 sin2 θ)

Σ

)
= −1

2

r2 + a2

Σ

(
−(2r − 2M)Σ− (−(∆− a2 sin2 θ))2r

Σ2

)
(3.54)

Για r = r±, όπου ∆ = 0 :

Γυυυ|r=r± =
1

2

r2 + a2

Σ

(2r − 2M)Σ + 2ra2 sin2 θ

Σ2
(3.55)

Γυυχ = −1

2
gυλ(ðλgυχ) = −1

2
gυrðrgυχ

= −1

2

r2 + a2

Σ
ðr
(
a sin2 θ(r2 + a2 −∆)

Σ

)
= −1

2

r2 + a2

Σ
ðr
(
a sin2 θ(2Mr)

Σ

)
= −1

2

r2 + a2

Σ

2Ma sin2 θΣ− 4Mr2a sin2 θ

Σ2

(3.56)

Και τέλος :

Γυχχ = −1

2
gυλ(ðλgχχ) = −1

2
gυrðrgχχ

= −1

2

r2 + a2

Σ
ðr
(

(r2 + a2)2 −∆a2 sin2 θ

Σ

)
= −1

2

r2 + a2

Σ

4r(r2 + a2)Σ sin2 θ − (2r − 2M)a2 sin4 θΣ− ((r2 + a2)2 sin2 θ −∆a2 sin4 θ)2r

Σ2

(3.57)
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Γυχχ|r=r± = −1

2

r2 + a2

Σ

4r(r2 + a2)Σ sin2 θ − (2r − 2M)a2 sin4 θΣ− ((r2 + a2)2 sin2 θ)2r

Σ2

(3.58)

Τώρα µπορούµε να αντικαταστήσουµε τα παραπάνω στην σχέση για τον υπολογι-

σµό της επιφανειακής ϐαρύτητας.
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κ = Γυυυ +
2a

r2 + a2
Γυυχ +

a2

(r2 + a2)2
Γυχχ

=
1

2

r2 + a2

Σ
(
(2r − 2M)Σ + 2ra2 sin2 θ

Σ2

+
2a

r2 + a2

2Ma sin2 θΣ− 4Mr2a sin2 θ

Σ2

+
a2

(r2 + a2)2

4r(r2 + a2)Σ sin2 θ − (2r − 2M)a2 sin4 θΣ− ((r2 + a2)2 sin2 θ)2r

Σ2
)

=
1

(r2 + a2)Σ3
(((r −M)Σ + ra2 sin2 θ)(r2 + a2)2

+ 2a(r2 + a2)(Ma sin2 θΣ− 2Mr2a sin2 θ)− a2(2r(r2 + a2)Σ sin2 θ

− (r −M)a2 sin4 θΣ− r(r2 + a2)2 sin2 θ)

=
1

(r2 + a2)Σ3
((r −M)Σ(r2 + a2)2 + ra2 sin2 θ(r2 + a2)2

+ 2Ma2(r2 + a2) sin2 θΣ− 4Mr2a2(r2 + a2) sin2 θΣ

− 2ra2(r2 + a2)Σ sin2 θ − (r −M)a4 sin4 θΣ + ra2 sin2 θ(r2 + a2)2)

=
1

(r2 + a2)Σ3
(Σ((r −M)(r2 + a2)2 + 2Ma2 sin2 θ(r2 + a2)

− 2ra2(r2 + a2) sin2 θ + (r −M)a4 sin4 θ)

+ ra2 sin2 θ(r2 + a2)2 − 2ra2(r2 + a2)2 sin2 θ + ra2 sin2 θ(r2 + a2))

=
1

(r2 + a2)Σ3
(Σ((r −M)(r2 + a2)2 + 2Ma2 sin2 θ(r2 + a2)

− 2ra2(r2 + a2) sin2 θ + (r −M)a4 sin4 θ)

=
1

(r2 + a2)Σ3
(Σ((r −M)(r2 + a2)2 − 2a2 sin2 θ(r2 + a2)(r −M) + (r −M)a4 sin4 θ)

=
1

(r2 + a2)Σ3
(Σ((r −M)(r2 + a2)2 − a2 sin2 θ(r2 + a2)(r −M)

− a2 sin2 θ(r2 + a2)(r −M) + (r −M)a4 sin4 θ)

=
1

(r2 + a2)Σ2
(r −M)((r2 + a2)(r2 + a2 − a2 sin2 θ)− a2 sin2 θ(r2 + a2 − a2 cos2 θ))

=
1

(r2 + a2)Σ2
(r −M)((r2 + a2)Σ− a2 sin2 θΣ)

=
r −M

(r2 + a2)Σ
(r2 + a2 − a2 sin2 θ)

=
r −M

(r2 + a2)Σ
Σ =

r −M
(r2 + a2)

(3.59)
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Εφόσον µιλάµε για το r = r± :

κ =
r± −M

(r2
± + a2)

=
r±
√
M2 − a2

(r2
± + a2)

=
r± − r∓

2(r2
± + a2)

(3.60)

3.4 Ergosphere-Ergoregion

Το γεγονός ότι το Killing V ector k είναι χρονοειδές στο άπειρο δε σηµαίνει ότι

είναι χρονοειδές και παντού έξω από τον ορίζοντα. Για την Kerr έχουµε

k2 = gtt = −(∆− a2 sin2 θ)

Σ
= −

(
1− 2Mr

r2 + a2 cos2 θ

)
(3.61)

έτσι αφού το k είναι χρονοειδές :

r2 + a2 cos2 θ − 2Mr > 0 (3.62)

Αν M2 >> a2 υποδεικνύει ότι

r > M +
√
M2 − a2 cos2 θ (3.63)

Το όριο αυτής της περιοχής

r = M +
√
M2 − a2 cos2 θ (3.64)

είναι η εργόσφαιρα (ergosphere). Η εργόσφαιρα τέµνει τον ορίζοντα για θ = 0, π

αλλά ϐρίσκεται εξωτερικά του ορίζοντα για άλλες τιµές του θ. ΄Ετσι το k µπορεί να

είναι χωροειδές σε µια περιοχή εκτός του ορίζοντα. Αυτή ονοµάζεται ergoregion.

3.5 Penrose Process

Ας υποθέσουµε ότι ένα σωµατίδιο πλησιάζει µια Kerr µαύρη τρύπα κατα µήκος

µιας γεωδεσιακής. Αν p είναι η 4-ορµή τότε προσδιορίζουµε την σταθερά της

κίνησης :

E = −p · k (3.65)
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Σχήµα 3.4: Η εργόσφαιρα µιας Kerr µαύρης τρύπας

Σχήµα 3.5: Penrose ∆ιαδικασία

ως την ενέργεια του αφού E = p0 στο άπειρο. Ας υποθέσουµε τώρα ότι το σωµατίδιο

διασπάται σε δύο άλλα, από τα οποία το ένα πέφτει πέρα από τον ορίζοντα ενώ το

άλλο δραπετεύει στο άπειρο.

Από τη διατήρηση της ενέργειας έχουµε:

E2 = E − E1 (3.66)

Φυσιολογικά E1 > 0, αλλά σε αυτήν την περίπτωση:

E1 = −p1 · k (3.67)



Κεφάλαιο 3. Στάσιµες Μαύρες Τρύπες 59

δεν είναι απαραίτητα ϑετική στην ergoregion διότι εκεί το k µπορεί να είναι χω-

ϱοειδές. Αυτό σηµαίνει ότι µπορεί κλασικά σωµατίδια να έχουν ολική ενέργεια

αρνητική. Αυτό σηµαίνει ότι αν η διάσπαση γίνει στην ergoregion ϑα έχουµε

E2 > E που σηµαίνει ότι ϑα έχει εξαχθεί ενέργεια από την µαύρη τρύπα.

∆είξαµε ότι ο ορίζοντας γεγονότων είναι ορίζοντας Killing διανύσµατος Killing

ξ = k + ΩHm άρα για σωµατίδια που περνούν µέσω του όριζοντα r = r+ :

− p · ξ ≥ 0 (3.68)

αφού το ξ είναι µελλοντικά κατευθυνόµενο ϕωτοειδές στον ορίζοντα και το p είναι

µελλοντικά κατευθυνόµενο χρονοειδές ή ϕωτοειδές. Ακολουθεί ότι :

E − ΩHL ≥ 0 (3.69)

όπου L = p ·m, είναι η συνιστώσα της στροφορµής του σωµατιδίου µε κατεύθυνση

όπως ορίζεται από το m (µόνο αυτή η συνιστώσα είναι σταθερά της κίνησης). ΄Ετσι :

L ≤ E

ΩH

(3.70)

Αν το E είναι αρνητικό όπως είναι για το σωµατίδιο 1 τότε το L είναι επίσης αρνητι-

κό, άρα η στροφορµή της µαύρης τρύπας µειώνεται. Καταλήγουµε µε µια µελανή

οπή µάζας M + δM και στροφορµής J + δJ όπου δM = E και δJ = L, έτσι :

δJ ≤ δM

ΩH

=
2M(M2 +

√
M4 − J2)

J
δM (3.71)

όπου χρησιµοποιήσαµε:

ΩH =
a

r2
+ + a2

=
J

2M(M2 +
√
M4 − J2)

(3.72)

Θα έχουµε λοιπόν :

0 ≤
(

2M3 + 2M
√
M4 − J2 − J δJ

δM

)
δM (3.73)

το οποίο είναι ισοδύναµο µε:

δ(M2 +
√
M4 − J2) ≥ 0 (3.74)
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Το εµβαδόν επιφανείας του ορίζοντα γεγονότων είναι :

A =

∫
r=r+

√
gθθgφφdθdφ

=

∫
(r2

+ + a2) sin θdθdφ

= 4π(r2
+ + a2)

= 8π(M2 +
√
M4 − J2)

(3.75)

3.6 Υπερακτινοβολία

Η διαδικασία Penrose έχει ένα κοντινό ανάλογο στην σκέδαση της ακτινοβολία από

Kerr µαύρη τρύπα. Για απλότητα ϑεωρούµε άµαζο ϐαθµωτό πεδίο Φ. Ο τανυστής

ενέργειας-ορµής είναι :

Tµν = ðµΦðνΦ−
1

2
gµν(ðΦ)2 (3.76)

Αφού ∇µT
µ
ν = 0 έχουµε:

∇µ(T µν k
ν) = T µν∇µkν = 0 (3.77)

Μπορεί λοιπόν κανείς να ϑεωρήσει :

jµ = −T µν kν = −ðµΦk · ðΦ +
1

2
kµ(ðΦ)2 (3.78)

ως µελλοντικά κατευθυνόµενου (k · J > 0) ϱοή ενέργεια-ορµής 4-διάνυσµα του Φ.

Τώρα ϑεωρούµε την ακόλουθη περιοχή S του χωρόχρονου, που έχει τη ϕωτοειδή

υπερεπιφάνεια N ⊂ H+ ως το ένα σύνορο. Υποθέτουµε ότι ðΦ = 0 στο i0. Εφόσον

∇µj
µ = 0 έχουµε:

0 =

∫
S

d4x
√
−g∇µj

µ =

∫
ðS
dSµj

µ

=

∫
Σ2

dSµj
µ −

∫
Σ1

dSµj
µ −

∫
N

dSµj
µ

= E2 − E1 −
∫
N

dSµj
µ

(3.79)
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Σχήµα 3.6: Περιοχή του χωρόχρονου για υπερακτινοβολία

όπου Ei είναι η ενέργεια του ϐαθµωτού πεδίου στην χωροειδή υπερεπιφάνεια Σi.

Η ενέργεια που περνά µέσω του ορίζοντα είναι λοιπόν :

∆E = E1 − E2 = −
∫
N

dSµj
µ

= −
∫
dAdυξµj

µ

(3.80)

όπου υ είναι η Kerr συντεταγµένη του χρόνου όπως ορίστηκε για την µετρική

(3.45). Η ϱοή ενέργεια που χάνεται ανα µονάδα του Kerr χρόνου είναι λοιπόν :

P = −
∫
dAdυξµj

µ =

∫
dA(ξ · ðΦ)(k · ∇Φ) (3.81)

όπου χρησιµοποιήσαµε τον τύπο για το jµ µαζί µε το γεγονός ότι ξ · k = 0 για τον

ορίζοντα Killing N του ξ. Αυτό µπορεί να δειχθεί εύκολα:

ξ · k|N = ξ2|N − ΩHξ ·m|N = −ΩHξ ·m|N (3.82)

επειδή η N είναι ϕωτοειδής επιφάνεια και έτσι το ξ ως το διανυσµατικό πεδίο

Killing αυτής είναι ϕωτοειδές στη N . Τώρα λέµε ότι το N είναι σταθερό σύνολο

σηµείων τουm αφού τοm είναι διανυσµατικό πεδίοKilling (διαλέγουµεm = ð/ðφ
όπου η µετρική είναι ανεξάρτητη του φ άρα η ϑέση του ορίζοντα είναι ανεξάρτητη

του φ.) ΄Αρα το m πρέπει να είναι εφαπτόµενο στο N ή l ·m = 0 όπου l το κάθετο
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στη N . Αλλά ξ ∝ l συνεπώς ξ ·m|N = 0.΄Ετσι :

P =

∫
dA

(
ð
ðυ

Φ + ΩH
ð
ðχ

Φ

)(
ðΦ

ðυ

)
(3.83)

Για κύµα γωνιακής συχνότητας ω:

Φ = Φ(cosωυ − νχ) (3.84)

όπου το ν είναι ο κβαντικός αριθµός της γωνιακής συχνότητας. Μέση ισχύς που

χάνεται στον ορίζοντα είναι :

P =
1

2
Φ2

0Aω(ω − νΩ) (3.85)

Η P είναι ϑετική για τις περισσότερες τιµές του ω αλλά για το εύρος τιµών:

0 < ω < νΩH (3.86)

δηλαδή το κύµα µε ω, ν ενισχύεται από την µαύρη τρύπα.

Η διαδικασία είναι ϑετική µόνο για ν 6= 0 αφού το ενισχυµένο πεδίο πρέπει παίρνει

στροφορµή από την τρύπα. Επίσης η διαδικασία είναι όµοια µε µια εξαναγκα-

σµένη εκποµπή γεγονός που υποδηλώνει την δυνατότητα αυθόρµητης εκποµπής.

΄Εχουµε αγνοήσει τη ¨back − reaction¨ του Φ στη µετρική. Αν το διορθώναµε για

back − reaction στην µετρική ϑα είχαµε στασιµότητα µόνο αν Φ = 0 αλλά τότε ϑα

είχαµε jµ = 0 και η ενέργεια της µελανής οπής δε ϑα άλλαζε. ∆ηλαδή αυστηρά

µιλώντας η στασιµότητα και η υπερ-ακτινοβολία είναι ασυµβίβαστες.



Κεφάλαιο 4

Οι νόµοι της µηχανικής των

Μελανών Οπών

4.1 Geodesic Gongruence

Ορίζουµε ως Congruence ένα σύνολο καµπυλών τέτοιων ώστε κάθε σηµείο να

ϐρίσκεται πάνω σε µόνο µία από αυτές. Ονοµάζεται Geodesic Congruence αν

οι καµπύλες είναι γεωδεσιακές.

Θεωρούµε διανυσµατικό πεδίο tµ το σύνολο των εφαπτόµενων στηνGeodesic Congruence.

Αν ϑεωρήσουµε της καµπύλες ως ένα σύνολο χρονοειδών γεωδεσιακών παραµετρο-

ποιηµένες ως προς τον ιδιοχρόνο τ ώστε tµ = dxµ

dτ
τότε µπορούµε να κανονικοποι-

ήσουµε τα εφαπτόµενα διανύσµατα ως tµtµ = −1.

tλDλt
µ = 0 (4.1)

Αν ορίσουµε διάνυσµα που να ϑεωρείτε η ¨µετατόπιση¨, που δείχνει από τη µία

γεωδεσιακή προς τη γειτονική της ηα. Τα διανύσµατα αυτά αντιµετατίθονται συνε-

πώς

tνDνη
µ
α − ηναDνt

µ = 0 (4.2)

ή

tνDνη
µ
α = Bµ

ν η
ν
α (4.3)

όπου

Bµ
ν = Dνt

µ (4.4)

63
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Ο Bµν µπορεί να ϑεωρηθεί ως η αποτυχία παράλληλης µετατόπισης για το ηα κατα

µήκος της congruence. Με άλλα λόγια περιγράφει το µέγεθος της απόκλισης των

γειτονικών γεωδεσιακών από το να παραµείνουν παράλληλες.

΄Ετσι αν έχουµε µια γεωδεσιακή µπορούµε να περιγράψουµε τις άλλες γεωδεσιακές

κοντά σε αυτήν µε ένα διάνυσµα µετατόπισης. Το διάνυσµα αυτό όµως δεν ϑα είναι

µοναδικό αφού αν προσθέσουµε ένα πολλαπλάσιο του t ϑα δώσει ένα άλλο τέτοιο

διάνυσµα. Για να το διορθώσουµε αυτό επιβάλλουµε τις ακόλουθες συνθήκες :

η · t = 0 = η · n n · t = −1 n2 = 0 (4.5)

όπου το n είναι ένα άλλο διάνυσµα που εισάγεται για τους ακόλουθους λόγους : ο

χώρος των διανυσµάτων που είναι ορθογώνια στο t περιλαµβάνει επίσης το t αφού

είναι ϕωτοειδές έτσι η συνθήκη η · t είναι επαρκείς για να ϕτιάξει το ϐαθµωτό. ΄Ετσι

διαλέγουµε ένα διάνυσµα n µη ορθωγόνιο στο t ώστε η συνθήκη η · n ϑα ορίζει

µοναδικά τα διανύσµατα µετατόπισης στο 2-διάστατο χώρο που µας ενδιαφέρει.

Σηµειώνουµε ότι n · t είναι αυθαίρετο. Εισάγουµε τον P µ
ν = δµν + tµnν + nµtν, έτσι

ώστε P µ
ν η

ν = ηµ. Αυτός προβάλλει πάνω σε ένα 2-διάστατο εφαπτόµενο χώρο που

καλύπτεται από τα διανύσµατα η. Προβάλλοντας το B στο χώρο αυτό έτσι ώστε να

είναι ορθογώνιο στο n δηλάδη δεν υπάρχουν συνιστώσες στην κατεύθυνση του n.

Αναλύοντας το B̂µ
ν = P µ

ρ B
ρ
σP

σ
ν σε αναλλοίωτα µέρη. Επιβεβαιώνεται ότι :

t · ∇ηµ = B̂µ
ν η

ν (4.6)

Ορίζουµε την διαστολή, την διάτµηση και την στρέψη αντίστοιχα:

θ = B̂µ
µ (4.7)

σ̂µν = B̂(µν) −
1

2
PµνB̂

ρ
ρ (4.8)

ω̂µν = B̂[µν] (4.9)

΄Οπου η αλγεβρική ανάλυση είναι :

B̂µ
ν =

1

2
θP µ

ν + σ̂µν + ω̂µν (4.10)

Μια εξίσωση που ϑα µας χρησιµεύσει στην συνέχεια είναι η εξίσωση Raychaudhuri

(για ϕωτοειδής γεωδεσιακές). Για να καταλήξουµε στην εξίσωση αυτή ϑα πρέπει
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πρώτα να αναφέρουµε κάποια πράγµατα. Πρώτα από όλα αν t · ∇t = 0 και t2 = 0:

B̂µ
ν = Bµ

ν + tµ(nλB
λ
ν + nλB

λ
ρ tν) + (Bµ

ρn
ρ)tν (4.11)

Εφόσον Bµ
ν tµ = 0 (και t · ∇t = 0 και t2 = 0):

B̂µ
µ = Bµ

µ = Bµ
νP

ν
µ (4.12)

Θυµόµαστε ότι t · ∇n = 0. Αυτό σηµαίνει ότι t · ∇P νµ = 0. ΄Ετσι :

dθ

dλ
=
dxµ

dλ

ð
ðxµ

θ

= t · ∇θ

= t · ∇B̂µ
µ

= t · ∇(Bµ
νP

ν
µ )

= P ν
µ t∇Bµ

ν

= P ν
µ t
ρ∇ρ∇νt

µ

= P ν
µ t
ρ∇ν∇ρt

µ + P ν
µ t
ρ[∇ρ,∇ν ]t

µ

(4.13)

Σηµειώνουµε ότι∇(t ·∇t) = (∇t)(∇t)+t∇∇t = 0⇒ t∇∇t = −(∇t)(∇t) = −BB
και [∇µ,∇ν ]t

α = Rα
βµνt

β

dθ

dλ
= −P ν

µB
µ
ρB

ρ
ν + P ν

µ t
ρRµ

σρνt
σ

= −P ν
µB

µ
ρB

ρ
ν + δνµt

ρRµ
σρνt

σ

= −B̂µ
ρ B̂

ρ
µ −Rσρt

σtρ

(4.14)

Με δεδοµένο ότι n · t = −1 ϑα έχουµε P µνPνµ = trδ + 4(n · t) + 2(n · t)(n · t) =

4− 4 + 2 = 2 και P µνB̂νµ = tr(B̂) = θ που µας δίνουν :

P µνσνµ = P µνB̂νµ −
1

2
θP µνPνµ = θ − θ = 0 (4.15)
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΄Ετσι µπορούµε να γράψουµε:

−B̂µ
ρ B̂

ρ
µ = −

(
1

2
θP µ

ρ + σ̂µρ + ω̂µρ

)(
1

2
θP ρ

µ + σ̂ρµ + ω̂ρµ

)
= −

(
1

4
θ2P µ

ρ P
ρ
µ +

1

2
θP µ

ρ σ̂
ρ
µ +

1

2
θσ̂µρP

ρ
µ + σ̂µρ σ̂

ρ
µ + ω̂µρ ω̂

ρ
µ

)
= −

(
1

2
θ2 + σ̂µρσ̂µρ − ω̂µρω̂µρ

) (4.16)

Τελικά µπορούµε να γράψουµε την εξίσωση Raychaudhuri:

dθ

dλ
= −1

2
θ2 − σ̂µρσ̂µρ + ω̂µρω̂µρ −Rσρt

σtρ (4.17)

Συγκεριµένα ας σκεφτούµε την εξίσωση σύµφωνα µε την ασθενή ενεργειακή συν-

ϑήκη Tµνtµtν ≥ 0 και την διαστολή θ του γεννήτορα µιας ϕωτοειδούς γεωδεσιακής

µιας ϕωτοειδούς υπερεπιφάνειας :

dθ

dλ
≤ −1

2
θ2 − 8πTµνt

µtν ≤ 1

2
θ2 ⇔

d

dλ
θ−1 ≥ 1

2
⇔ θ−1 ≥ θ−1

0 +
1

2
λ (4.18)

όπου χρησιµοποιήσαµε την µη αρνητικότητα του σ̂2 και το γεγονός ότι το ω̂ εξα-

ϕανίζεται (αφού το t είναι κάθετο στη ϕωτοειδή επιφάνεια) αλλά και την εξίσωση

Einstein. Αν το θ0 < 0 τότε το θ → −∞ όταν λ = 2/|θ0|.

Ορίζουµε στοιχείο επιφάνειας a = εµνρσtµηνη
(1)
ρ η

(2)
σ και δεδοµένου ότι t · ∇t = 0

και t · ∇n = 0 έχουµε:

da

dλ
= t · ∇a = εµνρσtµην(t · ∇η(1)

ρ η(2)
σ + η(1)

ρ t · ∇η(2)
σ )

= εµνρσtµην [B̂
λ
ρη

(1)
λ η(2)

σ + η(1)
ρ B̂λ

ση
(2)
λ ]

= 2εµνρσtµηνB̂
λ
ρη

(1)
[λ η

(2)
σ

= θa

(4.19)
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4.2 Οι νόµοι της µηχανικής των µελανών οπών

4.2.1 Μηδενικός Νόµος

Η πρόταση των Hawking και Ellis µας λέει ότι αν (M, gµν) είναι ασυµπτωτικά

επίπεδος χωρόχρονος και στάσιµος και αν ο (M, gµν) είναι λύση των εξισώσεων

Einstein µε την ύλη να ικανοποιεί κατάλληλες υπερβολικές εξισώσεις, όπως επίσης

ότι η µετρική και τα υλικά πεδία είναι αναλυτικά τότε ο ορίζοντας γεγονότων (H+)

οποιασδήποτε µελανής οπής είναι ορίζοντας Killing.

Ο µηδενικός νόµος της µηχανικής των µελανών οπών µας λέει :

΄Οταν ισχύει η κυρίαρχη ενεργειακή συνθήκη τότε η επιφανειακή ϐαρύτητα

είναι σταθερή σε όλο τον ορίζοντα γεγονότων.

Για να το αποδείξουµε αυτό ϑα πρέπει να χρησιµοποιήσουµε αρχικά την εξίσωση

Raychaudhuri. Η εξίσωση αυτή είναι της µορφής:

dθ

dλ
= −1

2
θ2 − σ̂µν σ̂µν + ω̂µνω̂µν −Rµνt

µtν (4.20)

για ϕωτοειδής γεωδεσιακές. ∆εδοµένου ότι για τον ορίζοντα Killing τα θ, σ̂, ω̂ είναι

µηδέν τότε ισχύει :

Rµνξ
µξν |N = 0 (4.21)

Χρησιµοποιώντας ότι ξ2 = για τον ορίζοντα γεγονότων H+ και το γεγονός ότι ο ο-

ϱίζοντας γεγγονότων µιας στάσιµης µελανής οπής είναι ορίζοντας ορίζονταςKilling

τότε :

0 = −Tµνξµξν |H+ ≡ Jµξ
µ|H+ (4.22)

όπου J = (−T µν ξν)ðµ είναι εφαπτόµενο στον H+. Τώρα το J µπορεί να αναλυθεί

σε µια ϐάση εφαπτόµενων διανυσµάτων στον H+:

J = αξ + b1η
(1) + b2η

(2) (4.23)

στον H+. ΄Αρα J2 = b2
1η

(1) + b2
2η

(2) λόγω ότι ξ · η(i) = ξ2 = 0 είναι οι εφαπτόµενοι

γενήτορες της ϕωτοειδούς επιφάνειας που σηµαίνει ότι είναι στην χρονική κα-

τεύθυνση. Από τη σχέση συνεπάγεται ότι τα η(i) είναι χωροειδή διανύσµτα που
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σηµαίνει ότι το J είναι είτε χωροειδές είτε ϕωτοειδές (αν b1 = b2 = 0. ΄Οµως α-

πό την κυρίαρχη ενεργειακή συνθήκη ϑα έπρεπε να είναι χρονοειδές ή ϕωτοειδές

λόγω της (4.21). ΄Ετσι από αυτό J ∝ ξ που συνεπάγεται :

ξ[σJρ]|H+ =
1

2
(ξσJρ − ξρJσ)|H+ = 0 (4.24)

Χρησιµοποιώντας τον ορισµό για το J :

0 = ξ[σT
λ
ρ]ξλ|H+ = ξ[σR

λ
ρ]ξλ|H+ (4.25)

όπου η τελευταία µορφή προκύπτει από τις εξισώσεις Einstein. Για να συνεχίσου-

µε ϑα πρέπει να αναφερθούµε αναλυτικά σε κάποια ϐήµατα. Για υπερεπιφάνεια

N γνωρίζουµε ότι είναι ορίζοντας της µελανής οπής αν είναι ορίζοντας Killing

ενός διανύσµατικού πεδίου Killing ξ. Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Frobenius

συνεπάγεται ότι :

ξ[µ∇νξσ] = 0 (4.26)

στην N . Από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι η συστολή του ξµ∇νξσ µε ένα

τρίτου ϐαθµού τελείως αντισυµµετρικού τανυστή Aµνσ εξαφανίζεται. Ας πάρουµε

όλους τους όρους της συστολής µε τις µεταθέσεις µεταξύ µ, νσ:

Aµνσξµ∇νξσ − Aνµσξν∇µξσ + Aνσµξν∇σξµ

−Aσνµξσ∇νξµ + Aσµνξσ∇µξν − Aµσνξµ∇σξν
(4.27)

Μια συµπυκνωµένη µορφή της παραπάνω παράστασης µπορεί να γραφεί λόγω της

πλήρους αντισυµµετρικότητας του A:

1

3!
Aµνσξ[µ∇νξσ] (4.28)

το οποίο λόγω της σχέσης (4.26) ϑα είναι µηδέν γιατί πρέπει να ισχύει για κάθε A.

Η ίδια λογική ισχύει για κάθε άλλο συνδιασµό δεικτών.

Επειδή ισχύει ότι στον ορίζοντα Ψ = Aµνσξµ∇νξσ = 0, έχουµε:

0 = ξρ∇ρ(Aµνσξµ∇νξσ)

= Aµνσ(ξρ∇ρξµ)∇νξσ + Aµνσξµ(ξρ∇ρ∇νξσ)

= Aµνσκξµ∇νξσ + Aµνσξµ∇ν(ξρ∇ρξσ)− Aµνσξµ∇νξρ(∇ρξσ)

= Aµνσκξµ∇νξσ + Aµνσξµ∇ν(κξσ)− Aµνσ(ξµ∇νξρ)(∇ρξσ)

(4.29)
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΄Αρα τελικά έχουµε:

Aµνσξµ∇νξρ(∇ρξσ) = Aµνσκξµ∇νξσ + Aµνσκξµ∇νξσ + Aµνσξµ∇νξσ(κ)

= 2Aµνσκξµ∇νξσ
(4.30)

Από την εξίσωση (2.65):

ξµ∇νξσ = −2ξ[ν∇σ]ξµ (4.31)

Ενώ:

ξµ∇νξρ(∇ρξσ) + ξν∇ρξµ(∇ρξσ) + ξρ∇µξν(∇ρξσ)

− ξµ∇ρξν(∇ρξσ)− ξν∇µξρ(∇ρξσ)− ξρ∇νξµ(∇ρξσ) = 0

2ξµ∇νξρ(∇ρξσ) + 2ξν∇ρξµ(∇ρξσ) + 2ξρ∇µξν(∇ρξσ) = 0

ξµ∇νξρ(∇ρξσ) + ξν∇ρξµ(∇ρξσ) + ξρ∇µξν(∇ρξσ) = 0

ξρ∇µξν(∇ρξσ) = −ξµ∇νξρ(∇ρξσ)− ξν∇ρξµ(∇ρξσ)

κξσ∇µξν = −ξµ∇νξρ(∇ρξσ) + ξν∇µξρ(∇ρξσ)

κξσ∇µξν = −2ξ[µ∇ν]ξρ(∇ρξσ)

(4.32)

όπου χρησιµοποιήσαµε ξανά την εξίσωση Killing ∇µξν = −∇νξµ Συνεπώς:

Aµνσξ[µ∇ν]ξρ(∇ρξσ) = −1

2
Aµνσκξσ∇µξν = Aµνσκξ[µ∇ν]ξσ (4.33)

Αφού αυτό πρέπει να ισχύει για κάθε A έχουµε:

κξ[µ∇ν]ξσ = ξ[µ∇ν]ξρ(∇ρξσ) (4.34)

Από το γεγονός ότι το Ψ µηδενίζεται στον N συνεπάγεται ότι η παράγωγος του

ϑα είναι κάθετη στον N . Αυτό µας ορίζει ότι το ðµΨ είναι ανάλογο του ξµ κι έτσι

ξ[α∇β]Ψ− 0 στον N .

0 = ξ[α∇β]A
νρσξν∇ρξσ

= (ξ[α∇β]A
νρσ)ξν∇ρξσ + Aνρσ(ξ[α∇β]ξν)∇ρξσ + Aνρσξν(ξ[α∇β]∇ρξσ)

(4.35)

∆εδοµένου ότι αυτό πρέπει να συµβαίνει για κάθε τελείως αντισυµµετρικό Aνρσ ,

συνεπάγεται ότι κάθε ένας από τους όρους της παραπάνω εξίσωσης ϑα πρέπει να

µηδενίζεται.
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Πριν προχωρήσουµε ϑα πρέπει να αποδείξουµε µια πολύ σηµαντική ταυτότητα.

Από τον ορισµό για τον τανυστή καµπυλότητας Riemann έχουµε:

∇µ∇νξσ −∇ν∇µξσ = Rρ
µνσξρ (4.36)

Και από την εξίσωση Killing:

∇µ∇νξσ +∇ν∇σξmu = Rρ
µνσξρ (4.37)

Προσθέτοντας την εξίσωση:

∇ν∇σξµ +∇σ∇µξν = Rρ
νσµξρ (4.38)

και αφαιρώντας :

∇σ∇µξν +∇µ∇νξσ = Rρ
σµνξρ (4.39)

Θα έχουµε:

2∇ν∇σξmu = (Rρ
µνσ +Rρ

νσµ −Rρ
σµν)ξρ = −2Rρ

σµνξρ (4.40)

όπου χρησιµοποιήσαµε την σχέση για τον τανυστήRiemann (Rρ
µνσ+Rρ

νσµ+Rρ
σµν =

0).

Παίρνοντας τον τρίτο όρο στην σχέση 4.35 και χρησιµοιώντας την τελευταία ταυ-

τότητα που υπολογίσαµε ϑα έχουµε:

AνρσξνR
λ
σρ[βξα]ξλ = 0 (4.41)

Χρησιµποιώντας την αντισυµµετρικότητα του Riemann κάτω από την µετάθεση

των δύο πρώτων δεικτών, η ίδια λογική που µας οδήγησε στην 4.27 µας δίνει :

(ξνR
λ
σρ[βξα] + ξρR

λ
νσ[βξα] + ξσR

λ
ρν[βξα])ξλ = 0 (4.42)

Μπορούµε τώρα να κάνουµε την συστολή για την παραπάνω σχέση στα ρ, α. ΄Ετσι

ο πρώτος όρος µπορεί να γραφεί :

ξνR
λ
σρ[βξα]ξλ =

1

2
(ξνR

λ
σρβξαξλ − ξνRλ

σραξβξλ) (4.43)
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Κάνοντας τη συστολή για ρ, α έχουµε:

1

2
(ξνR

λ
σαβξ

αξλ − ξνRλ
σξβξλ) (4.44)

όπου Rσλ = Rα
σαλ είναι ο τανυστής Ricci. Ο δεύτερος όρος µπορεί να γραφεί :

ξρR
λ
νσ[βξα]ξλ =

1

2
(ξρR

λ
νσβξαξλ − ξρRλ

νσαξβξλ) (4.45)

Κάνοντας την συστολή στα ρ, α παρατηρούµε ότι ο πρώτος όρος µηδενίζεται από

ξ2 = 0 στον N . Ο δεύτερος όρος δίνει κι αυτός µηδέν µετά την συστολή διότι ο

τανυστής καµπυλότητας Riemann είναι αντισυµµετρικός για τους δύο τελευταίους

δείκτες. Για τον τρίτο όρο τώρα έχουµε:

ξσR
λ
ρν[βξα]ξλ =

1

2
(ξσR

λ
ρνβξαξλ − ξσRλ

ρναξβξλ) (4.46)

Μετά την συστολή µε τα ρ, α το δεύτερο µέρος ϑα γίνει :

1

2
(ξσR

λ
ανβξ

αξλ − ξσRλ
νξβξλ) (4.47)

Συνδυάζοντας τώρα τις 4.44 και 4.47 για τους πρώτους όρους έχουµε:

ξαξ[νR
λ
σ]αβξλ (4.48)

Ενώ για τους δεύτερους όρους :

ξβξ[νR
λ
σ]αβξλ (4.49)

Τελικά δηλαδή από την 4.42 έχουµε λόγω των δύο παραπάνω σχέσεων:

ξαξ[νR
λ
σ]αβξλ = −ξβξ[νR

λ
σ]αβξλ (4.50)

Με δεδοµένο ότι :

ξ · ∇ξµ = κξµ (4.51)

το ϐαθµωτό Φ = (ξ · ∇ξ − κξ) · υ, όπου υ αυθαίρετο διάνυσµα, µηδενίζεται στον

N . ΄Ετσι µε ϐάση την ίδια λογική µε παραπάνω ξ[µðν]Φ|N = 0. Επειδή το υ είναι
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αυθαίρετο, συνεπάγεται :

0 = ξ[µ∇ν](ξ
α∇αξσ − κσ)

= ξαξ[µ∇ν](∇αξσ) + (∇αξσ)(ξ[µ∇ν]xi
α)

− ξσ(ξ[µ∇ν]κ)− κ(ξ[µ∇ν]ξσ)

(4.52)

Ο δεύτερος όρος µπορεί να γραφεί κξ[µ∇ν]ξσ κι έτσι απαλοίφεται µε τον τελευταίο

όρο. Γράφουµε λοιπόν :

ξσ(ξ[µ∇ν]κ) = ξαξ[µ∇ν](∇αξσ) (4.53)

Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα 4.40 ϑα πάρουµε:

ξσ(ξ[µ∇ν]κ) = −ξαξ[µR
λ
|σα|ν]ξλ = ξαRλ

σα[νξµ]ξλ (4.54)

΄Αρα παίρνουµε την επιθυµητή σχέση και µετονοµάζοντας κάποιους από του δε-

ίκτες έχουµε:

ξµξ[ρðσ]κ = −ξνRλ
µν[σξρ]ξλ (4.55)

Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα για τον τανυστή Riemann που χρησιµοποιήσαµε

και παραπάνω:

Rρ
µνσ +Rρ

νσµ +Rρ
σµν = 0 (4.56)

το δεξί µέρος της 4.55 ϑα είναι :

−ξνRλ
µν[σξρ]ξλ = −ξνRµνα[σξρ]ξ

α

= −ξν(Rµα[σ|ν +Rµ[σνα)ξρ]ξ
α

(4.57)

Ο δεύτερος όρος στην τελευταία ισότητα είναι µηδέν γιατί ο Riemann είναι αντι-

συµµετρκός στους δύο τελευταίους όρους του.Συνεπάγεται λοιπόν ότι :

− ξνRλ
µν[σξρ]ξλ = −ξνRµα[σ|νξρ]ξ

α = −ξνξ[ρR
λ
σ]νµξλ (4.58)

Σύµφωνα µε τις σχέσεις 4.50 και 4.58 η εξίσωση 4.40 µπορεί να γραφεί :

ξ[ρðσ]κ = −ξ[σR
λ
ρ]ξλ (4.59)
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΄Εχουµε ήδη δείξει µε την σχέση 4.25 ότι ξ[σR
λ
ρ]ξλ = 0 στον ορίζοντα συνεπώς:

ξ[ρðσ]κ|H+ = 0 (4.60)

Συµπερασµατικά ðσκ ∝ ξσ και άρα συνεπάγεται :

t · ðκ = 0 (4.61)

για κάθε εφαπτόµενο διάνυσµα στον ορίζοντα γεγονότων.Αυτό µας λέει ότι η επι-

ϕανειακή ϐαρύτητα είναι σταθερή στον H+ και άρα µπορούµε να το λάβουµε ως

ένδειξη για την ποσότητα αυτή ως ανάλογο της ϑερµοκρασίας. Η σχέση µεταξύ ε-

πιφανεικής ϐαρύτητας και ϑερµοκρασίας γίνεται πιο ξεκάθαρη µε τον πρώτο νόµο

της ϑερµοδυναµικής.

4.2.2 Πρώτος νόµος

Ο πρώτος νόµος της µηχανικής των µελανώ οπών µας λέει ότι αν µια στάσιµη

µελανή οπή µάζας M , ϕορτίου Q και στροφορµής J µε µελλοντικό ορίζοντα

γεγονότων επιφανειακής ϐαρύτητας κ, ηλεκτρικού επιφανειακού δυναµικού

ΦH και γωνιακής ταχύτητας ΩH διαταράσσεται έτσι ώστε να καταλήξει σε µια

άλλη µάυρη τρύπα µάζας M + δM , ϕορτίου Q + δQ και στροφορµής J + δJ

τότε :

dM =
κ

8π
dA+ ΩHdJ + ΦHdQ (4.62)

Για να καταλήξουµε τον πρώτο νόµο της µηχανικής των µελανών οπών χρειάζεται να

αναφερθούµε στον τύπο του Smarr. ΄Εστω λοιπόν Σ µια χωροειδής υπερεπιφάνεια

στο στάσιµο εξωτερικό µια µαύρης τρύπας µε εσωτερικό όριο H στον µελλοντικό

ορίζοντα γεγονότων και ένα άλλο όριο στο i0

Η επιφάνεια H είναι µια 2-σφαίρα που µπορεί να ϑεωρηθεί το όριο της µελανής

οπής. Εφαρµόζουµε τον νόµο του Gauss στο Komar ολοκλήρωµα για την J και

παίρνουµε:

J =
1

8π

∫
Σ

dSµ∇ν∇µmν +
1

16π

∮
H

dSµν∇µmν

=
1

8π

∫
Σ

dSµR
µ
νm

ν + JH

(4.63)
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όπου για το πρώτο µέρος χρησιµοποιήσαµε τη σχέση που ήδη αναφέραµε στο

προηγούµενο κεφάλαιο ∇σ∇µζν = Rλ
νµσζλ και JH είναιτο ολοκλήρωµα στον H.

Χρησιµποποιώντας την εξίσωση Einstein:

J =
1

8π

∫
Σ

dSµ(T µνm
µmν − 1

2
Tmµ) + JH (4.64)

Απουσία άλλης ύλης εκτός του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου έχουµε Tµν = Tµν(F ) ο

τανυστής για το ηλεκτροµαγνητικό πεδίο. Αφού gµνTµν(F ) = T (F ) = 0 έχουµε:

J =
1

8π

∫
Σ

dSµT
µ
νm

µ(F )mν + JH (4.65)

για αποµονωµένη µελανή οπή.

Τώρα εφαρµόζουµε το νόµο του Gauss στο Komar ολκλήρωµα της µάζας (ολικής

ενέργειας):

M = − 1

4π

∫
Σ

dSµR
µ
νk

ν − 1

8π

∮
H

dSµν∇µkν

=

∫
Σ

dSµ(−2T µν k
ν + Tkµ)− 1

8π

∮
H

dSµν(∇µξν − ΩH∇µmν)

(4.66)

όπου για τη δεύτερη σχέση εκτός από την εξίσωση Einstein χρησιµοποιήσαµε τη

σχέση για το διανυσµατικό πεδίο Killing ξ = k+ ΩHm. Για Tµν = Tµν(F )(T (F ) =

0):

M = −2

∫
Σ

dSµT
µ
ν (F )kν + 2ΩHJH −

1

8π

∮
H

dSµν∇µξν

= −2

∫
Σ

dSµT
µ
ν (F )ξν + 2

∫
Σ

dSµT
µ
ν (F )mν + 2ΩHJH −

1

8π

∮
H

dSµν∇µξν

= −2

∫
Σ

dSµT
µ
ν (F )ξν + 2ΩHJ −

1

8π

∮
H

dSµν∇µξν

(4.67)

Για

dSµν = (ξµην − ξνηµ) (4.68)
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τέτοιο ώστε η · ξ = −1 έχουµε

− 1

8π

∮
H

dSµν∇µξν = − 1

4π

∮
H

dA(ξ · ∇ξ)νην

= − κ

4π

∮
H

dAξ · ην

=
κ

4π
A

(4.69)

Επίσης έχουµε:

− 2

∫
Σ

dSµT
µ
ν (F )ξν = ΦHQ (4.70)

για εξισώσεις Einstein−Maxwell για το κενό που είναι :

Gµν = 8πTµν(F ) (4.71)

και

∇µF
µν = 0 (4.72)

όπου Fµν = ðµaν − ðνAµ, και

Tµν(F ) =
1

4π
(F λ

µFνλ −
1

4
gµνF

αβFαβ) (4.73)

΄Ετσι προκύπτει ο τύπος :

M =
κ

4π
A+ 2ΩHJ + ΦHQ (4.74)

από την οποία προκύπτει ο διαφορικός τύπος που µας δίνει τον πρώτο νόµο της

µηχανιής των µελανών οπών:

dM =
κ

4π
dA+ 2ΩHdJ + ΦHdQ (4.75)

4.2.3 ∆εύτερος νόµος (Hawking’s Area Theorem)

Ορισµός 1 Η ασθενής ενεργειακή συνθήκη ορίζει ότι για κάθε χρονοειδές διανυ-

σµατικό πεδίο ξ ισχύει

Tµνξ
µξν ≥ 0 (4.76)
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Ορισµός 2 Υπόθεση κοσµικής λογοκρισίας : Ο µελλοντικός ορίζοντας γεγονότων

δεν έχει µελλοντικά καταληκτικά σηµεία.

Αν ο Tµν ικανοποιεί την ασθενής ενεργειακή συνθήκη και υποθέτοντας ότι η

υπόθεση κοσµικής λογοκρισίας ισχύει τότε το εµβαδόν επιφανείας του µελλον-

τικού ορίζοντα γεγονότων ενός ασυµπτωτικά επίπεδου χωροχρόνου δεν µπορεί

να µειώνεται συναρτήσει του χρόνου.

Ας ϑεωρήσουµε µια ϕωτοειδή επιφάνεια και έστω λ αφινική παράµετρος των γενη-

τόρων των ϕωτοειδών επιφανειών, όπου τα εφαπτόµενα διανύσµατα του ως tµ ΄Εστω

γ ο γεννήτορας µιας ϕωτοειδούς γεωδεσιακής και έστω p ∈ γ. Η διαστολή των

γεννητόρων των ϕωτοειδών γεωδεσιακών της N στο σηµείο p ορίζεται ως θ = ∇µt
µ.

Το ίχνος της ποσότητας Bµ
ν = ∇µt

ν µετράει την γεωδεσιακή απόκλιση. Αν ϑεω-

ϱήσουµε τώρα ένα απειροστό στοιχείο επιφάνειας για µια δέσµη γεωδεσιακών όπου

ισχύει από την ανάλυση:
dA

dλ
= θa (4.77)

Για να ισχύει ο δεύτερος νόµος ϑα πρέπει να ισχύει ότι θ ≥ 0 παντού στον ορίζοντα

γεγονότων. Για να δούµε ότι αυτό είναι αλήθεια λέµε ότι αν θ < 0, οι γεωδεσιακές

πρέπει να συγκλίνουν σε µια εστία δηλαδή αν έχουµε τη γεωδεσιακή γ το πέρασµα

από το p ϑα πρέπει να τέµνει ξάνα τη γ σε ένα άλλο σηµείο q το οποίο ονοµάζεται

συζυγές του p στην γ,και τότε υπάρχει µια χρονοειδής καµπύλη που ενώνει το p

µε το q. Αυτό ϑα ισχύει για κάθε σηµείο πέρα από το q.

Η ύπαρξη του συζυγούς σηµείου στο µέλλον ενός γεννήτορα ϕωτοειδούς γεωδεσια-

κής στον H+ σηµαίνει ότι αυτός ο γεννήτορας του H+ ϑα έχει ένα πεπερασµένο

καταληκτικό σηµέιο, σε αντίθεση µε το ϑεώρηµα Penrose. ΄Ετσι το υποθετικό αυτό

συζυγές σηµείο δεν γίνεται να υπάρχει. ΄Ετσι πρέπει να είναι παντού θ ≥ 0 και

συνεπώς:
dA

dλ
≥ 0 (4.78)

4.2.4 Τρίτος Νόµος

Ο τρίτος νόµος της µηχανικής των µελανών οπών ορίζει ότι αν ο τανυστής ενέρ-

γειας ορµής ικανοποιεί την ασθενής ενεργειακή συνθήκη τότε η επιφανειακή

ϐαρύτητα δεν µπορεί να µειωθεί στο µηδέν σε πεπερασµένο χρόνο.
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Η σηµασία αυτού του νόµου µπορεί να αντληθεί αν δούµε τι ϑα γινόταν σε πε-

ϱίπτωση που προσπαθούσαµε να παραβιάσουµε αυτό το νόµο. Αρχικά για µια µη

περιστρεφόµενη µελανή οπή η επιφανειακή ϐαρύτητα µειώνεται όσο προσθέτου-

µε µάζα. Θα χρειαζόταν όµως άπειρη µάζα για να µειωθεί η κ στο µηδέν. Μια

περιστρεφόµενη, ϕορτισµένη µελανή οπή µε στροφορµή J και ϕορτίο Q έχει επι-

ϕανειακή ϐαρύτητα και το εµβαδόν επιφανείας του ορίζοντα δίνονται από:

κ = 4πµ/A (4.79)

A = 4π[2M(M + µ)−Q2] (4.80)

µε µ = (M2 − Q2 − J2/M2)
1
2 . Μια άκραία΄ µελανή οπή είναι αυτή για την οποία

µ = 0. Για µια ακραία η κ µηδενίζεται και το A = 4π(2M2 −Q2). ΄Ετσι λέµε ότι η

ακραία µελανή οπή έχει µηδενική ΄θερµοκρασία΄ αλλά µη µηδενική έντροπία΄. Αν

M2 < Q2 + J2/M2 τότε ο χωρόχρονος έχει ΄γυµνή΄ ιδοµορφία και δεν είναι µελανή

οπή. ΄Ετσι αν η επιφανειακή ϐαρύτητα έπρεπε να µειωθεί στο µηδέν, κάποιος ϑα

ήταν πολύ µακρύα από το να δηµιουργήσει µια ΄γυµνή΄ ιδιοµορφία, παραβιάζοντας

την κοσµική λογοκρισία.

Για να µειωθεί η επιφανειακή ϐαρύτητα στο µηδέν ϑα έπρεπε κάποιος να εµβάλει

άπειρη στροφορµή ή ϕορτίο στην τρύπα. Υποθέστε ότι προσπαθείτε να ϱίξετε ένα

ϕορτία q µάζας m σε µια µη περιστρεφόµενη µελανή οπή µάζας M και ϕορτίου

Q < M , προσπαθώντας να έχουµε Q+ q = M +m. Για να είναι η ϐαρυτική έλξη

µεγαλύτερη από την ηλεκτροστατική απώθηση πρέπει να διαλέξουµε mM > qQ,

ώστε q/m < M/Q. Αλλά αυτή η ανισότητα διασφαλίζει ότι Q+ q < M +m. ΄Οµοια

αν προσπαθήσεις να εµβάλεις αρκετή στροφορµή σε µια περιστρεφόµενη µελανή

οπή τότε το σωµατίδιο ϑα έχανε απλά την µελανή οπή. Αν προσπαθήσεις να ϱίξεις

ένα περιστρεφόµενο σωµατίδιο κατά µήκος του άξονα της οπής που περιστρέφεται

µε τον ίδιο τρόπο ϑα έβρισκες ότι υπάρχει ϐαρυτική spin− spin δύναµη που είναι

απωθητική και αποτρέπει την µείωση της ϐαρυτικής επιφάνειας στο µηδέν.

4.3 Συµπεράσµατα

Μπορούµε να συνοψίσουµε τους νόµους της µηχανικής των µελανών οπών και

τους αντίστοιχους της ϑερµοδυναµικής στον παρακάτω πίνακα:
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BlackHoles Thermodynamics

κ = const. T = const.

dM = κ
2π
dA+ ΩHdJ + ΦHdQ dE = TdS + workterms

dA ≥ 0 dS ≥ 0

κ ≥ 0 T ≥ 0

Μπορούµε ήδη να παρατηρήσουµε µια οµοιότητα µεταξύ των νόµων της µηχανικής

των µελανών οπών και των νόµων της ϑερµοδυναµικής όπου η κ έχει τον ϱόλο της

ϑερµοκρασίας, το A τον ϱόλο της εντροπίας και ηM αυτόν της ενέργειας. Αυτό αρ-

χικά αναγνωρίσθηκε ως µια απλή αναλογία κάτι που όµως αργότερα αποδείχθηκε

ϐαθύτερο από αυτό.

΄Οταν ο Wheeler µε το gedankenexperiment, ¨χύνοντας¨ ένα ϕλυτζάνι τσάι στην

µελανή οπή αναρωτήθηκε αν αυτό ϑα παραβίαζε τον δεύτερο νόµο της ϑερµοδυνα-

µικής δηλαδή αν η εντροπία ϑα µειωνότανε. Η απόδειξη παραβίασης του δεύτερου

νόµου της ϑερµοδυναµικής αλλά και του ϑεωρήµατος του εµβαδού επιφανείας

του Hawking οδήγησε τον Bekenstein στην πρόταση ότι η εντροπία µιας µαύρης

τρύπας ϑα είναι ανάλογη του εµβαδού επιφανείας του ορίζοντα.

Sbh = η
kBc

3A

~G
(4.81)

΄Ετσι ο δεύτερος νόµος αντικαθίσταται από τον γενικευµένο δεύτερο νόµο όπου:

δSmatter + δSbh ≥ 0 (4.82)

Η σχέση µεταξύ της εντροπίας των µελανών οπών και του εµβαδού επιφανείας του

ορίζοντα µαζί µε τον πρώτο νόµο της ϑερµοδυναµικής µας δείχνει ότι οι µαύρες

τρύπες έχουν ϑερµοκρασία η οποία είναι ανάλογη της κ. Αν η µαύρη τρύπα

¨βυθίζεται¨ σε ακτινοβολία µέλανους σώµατος χαµηλότερης ϑερµοκρασίας τότε ο

δεύτερος νόµος παραβιάζεται εκτός κι αν η µαύρη τρύπα ακτινοβολεί. Χρείαζεται

λοιπόν αυθόρµητη δηµιουργία σωµατιδίων για να αποφθεχθεί η παραβίαση του

δεύτερου νόµου. Τελικά ο Hawking απέδειξε ότι µια µαύρη τρύπα ακτινοβολεί

αυθόρµητα χαρακτηριστικό ενός µελανού σώµατος σε ϑερµοκρασία :

TH =
~κ

2πckB
(4.83)
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εδραιώνοντας έτσι µεγαλύτερη εγκυρότητα για τον γενικευµένο δεύτερο νόµο. Ο

συντελεστής η είναι σταθερός στο 1
4
πράγµα που αποδεικνύται από τον πρώτο νόµο.

Κατά συνέπεια και οι τέσσερις νόµοι της µηχανική των µελανών οπών παύουν να

είναι απλή αναλογία των νόµων της ϑερµοδυναµικής, αλλά ϑα περιγράφουν τις

µαύρες τρύπες ως ϑερµοδυναµικά συστήµατα.

Πολλοί συγγραφείς έχουν αναγνωρίσει αυτήν την σύνδεση ως πολύ ϐαθιά και η

οποία αποτελεί ένα ϐήµα για µια ισχυρή κβαντική ϑεώρια της ϐαρύτητας. Κάποιες

ϑεωρίες κβαντικής ϐαρύτητας όπως η κβαντική ϐαρύτητα ϐρόχων χρησιµοποιούν

τις ϑερµοδυναµικές εξισώσεις ως αρχικό σηµείο για την ανάπτυξη µιας στατιστικής

µηχανικής περιγραφής των µελανών οπών. Η µικροσκοπική περιγραφή του χω-

ϱόχρονου χρησιµοποιείται για να προσαρµώσει τους νόµους της ϑερµοδυναµικής

των µελανών οπών στο κατάλληλο µακροσκοπικό όριο µε τον ίδιο τρόπο που η

εφαρµογή της κβαντοµηχανικής σε µεγάλα συστήµατα ϑα δώσει τους νόµους της

κλασικής ϑερµοδυναµικής. Υπάρχουν, ωστόσο, ορισµένα ϑεµελιώδη ερωτήµα-

τα στην προσπάθεια να καταλήξουµε σε µια µικροσκοπική, στατιστική εικόνα των

µαύρων οπών. ∆εν είναι προφανές για παράδειγµα που ¨αποθηκεύεται¨ η εντροπία

σε µια µελανή οπή.Στην κβαντική στατιστική µηχανική υπάρχει άµεση αντιστοιχία

µεταξύ της εντροπίας του συστήµατος και τον αριθµό των κβαντικών καταστάσεων

της ίσης ενέργειας που µπορεί να ϐρίσκεται το σύστηµα. Υποθέτοντας ότι υπάρχει

µια ισοδύναµη µικροσκοπική προέλευση για εντροπία της µαύρης τρύπας, δεν

είναι σαφές αν αυτή η εντροπία µπορεί κάλλιστα να ϑεωρηθεί ότι υπάρχει στο σύν-

νεφο της ακτινοβολίας Hawking γύρω από τη µαύρη τρύπα, όπως να είναι στον

ορίζοντα γεγονότων ή να περιέχεται σε µερικά Planck µήκη κύµατος της ίδιας της

ιδιοµορφίας. Τα Ϲητήµατα αυτά δρουν τόσο ως κίνητρα όσο και ως άµεσες µελέτες

για την πλήρη άνθηση µιας κβαντικής ϑεωρίας της ϐαρύτητας, και τον πρώτο έλεγ-

χο ότι οποιαδήποτε τέτοια ϑεωρία ϑα πρέπει να αναµένεται για να εγκριθεί είναι

ότι ϑα απλοποιήσει τις παραπάνω εξισώσεις σε κάποιο µακροσκοπικό όριο.
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Παράρτηµα

Μη µηδενικές συνιστώσες του τανυστή Riemann για την µετρική Kerr.

Rr
trt =

M

Σ4
(−2r3∆ + 6ra2 cos2 θ∆− r3a2 sin2 θ + 3ra4 sin2 θ cos2 θ)

Rθ
tθt =

M

Σ4
(−6ra4 sin2 θ cos2 θ + r3∆− 3ra2 cos2 θ∆ + 2r3a2 sin2 θ)

Rφ
tφt =

M

Σ4
(r3∆− 3ra2 cos2 θ∆− r3a2 sin2 θ + 3ra4 sin2 θ cos2 θ)

Rt
tφt = Rφ

φtφ =
2M2ar2

Σ4
(r2 sin2 θ − 3a2 cos2 θ sin2 θ)

Rt
φtφ = −Mr

Σ4
(r2(r2 + a2)2− r2∆a2 sin2 θ− 3a2(r2 + a2)2 cos2 θ+ 3a4∆ sin2 θ cos2 θ)

Rt
trθ = −Rφ

φrθ = −M
2a2r

∆Σ3
(3r2 sin 2θ − a2 cos2 θ sin 2θ)

Rt
φrθ =

Ma

2∆Σ3
(3r2 sin 2θ(r2 + a2)2 − a2(r2 + a2)2 cos2 θ sin 2θ

− 3r2a2∆ sin 2θ sin2 θ + a4∆ sin2 θ cos2 θ sin 2θ)

Rφ
trθ =

Ma

2∆Σ3
(3r2∆− a2 cos2 θ∆− 3r2a2 sin2 θ + a4 sin2 θ cos2 θ)

Rt
rtr =

M

∆Σ3
(2r3(r2 + a2) + r3a2 sin2 θ − 6ra2(r2 + a2) cos2 θ − 3ra4 cos2 θ sin2 θ)

Rθ
rθr = − M

∆Σ2
(r3 − 3ra2 cos2 θ)

Rφ
rφr = − M

∆Σ3
(r3(r2 + a2) + 2r3a2 sin2 θ − ra2(r2 + a2) cos2 θ − 6ra4 cos2 θ sin2 θ)

Rr
θrθ = −M

Σ2
(r3 − 3ra2 cos2 θ)

Rφ
θφθ =

M

Σ3
(2r3(r2 + a2) + r3a2 sin2 θ − 6ra2(r2 + a2) cos2 θ − 3ra4 cos2 θ sin2 θ)

Rt
θtθ = −M

Σ3
(r3(r2 + a2) + 2r3a2 sin2 θ − 3ra2(r2 + a2) cos2 θ − 6ra4 cos2 θ sin2 θ)

Rt
rtθ = Rφ

rθφ = −Ma2

∆Σ3
(9r2(r2+a2)−3a2 cos2 θ(r2+a2)−6Mr3+2Mra2 cos2 θ) sin θ cos θ

Rt
θtr = Rφ

θrφ = −Ma2

∆Σ3
(9r2(r2+a2)−3a2 cos2 θ(r2+a2)−12Mr3+4Mra2 cos2 θ) sin θ cos θ

Rt
rrφ =

3Ma

∆Σ3
(r2 + a2)(r3 − 3ra2 cos2 θ) sin2 θ
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Rt
θθφ = −3Ma

Σ3
(r2 + a2)(r3 − 3ra2 cos2 θ) sin2 θ

Rφ
rtr =

3Ma

∆Σ3
(r3 − 3ra2 cos2 θ)

Rφ
θtθ = −3Ma

Σ3
(r3 − 3ra2 cos2 θ)

Rr
ttθ = −3Ma2∆

Σ4
(3r2 − a2 cos2 θ) sin θ cos θ (4.84)

Rθ
ttr = −3Ma2

Σ4
(3r2 − a2 cos2 θ) sin θ cos θ (4.85)

Rr
trφ = −Rr

φtr =
Ma

Σ4
(3r3(r2+a2)−9ra2 cos2 θ(r2+a2)−4Mr4+12Mr2a2 cos2 θ) sin2 θ

−Rθ
tθφ = Rθ

φtθ =
Ma

Σ4
(3r3(r2+a2)−9ra2 cos2 θ(r2+a2)−4Mr4+6Mr2a2 cos2 θ) sin2 θ

Rr
tθφ = −Ma∆

Σ4
(6r2(r2+a2)+3r2a2 sin2 θ−2a2(r2+a2) cos2 θ−a4 cos2 θ sin2 θ) sin θ cos θ

Rθ
φtr =

Ma

Σ4
(6r2(r2+a2)+3r2a2 sin2 θ−2a2(r2+a2) cos2 θ−a4 cos2 θ sin2 θ) sin θ cos θ

Rr
φtθ =

Ma∆

Σ4
(3r2(r2+a2)+6r2a2 sin2 θ−a2(r2+a2) cos2 θ−2a4 cos2 θ sin2 θ) sin θ cos θ

Rt
θtθ = −Ma

Σ4
(3r2(r2+a2)+6r2a2 sin2 θ−a2(r2+a2) cos2 θ−2a4 cos2 θ sin2 θ) sin θ cos θ

Rr
θtφ = −Ma∆

2Σ3
(3r2 sin 2θ − a2 cos2 θ sin 2θ)

Rθ
rtφ =

Ma

2Σ3
(3r2 sin 2θ − a2 cos2 θ sin 2θ)

Rr
φθφ =

3Ma2∆

Σ4
(r2 + a2)(3r2 − a2 cos2 θ) sin3 θ cos θ (4.86)

Rθ
φrφ =

3Ma2

Σ4
(r2 + a2)(3r2 − a2 cos2 θ) sin3 θ cos θ (4.87)

Rt
rθφ = − Ma

2∆Σ3
(6r2 sin 2θ(r2 + a2)2 + 2a2(r2 + a2)2 cos2 θ sin 2θ

− r2a2∆ sin 2θ sin2 θ − a4∆ sin2 θ cos2 θ sin 2θ)

Rt
θrφ = − Ma

2∆Σ3
(3r2 sin 2θ(r2 + a2)2 − a2(r2 + a2)2 cos2 θ sin 2θ

− 6r2a2∆ sin 2θ sin2 θ + 2a4∆ sin2 θ cos2 θ sin 2θ)

Rφ
rtθ = −Ma

∆Σ3
(3r2∆− a2 cos2 θ∆ + 6r2a2 sin2 θ − 2a4 sin2 θ cos2 θ) cot θ

Rφ
θtr = −Ma

∆Σ3
(6r2∆− 2a2 cos2 θ∆ + 3r2a2 sin2 θ − a4 sin2 θ cos2 θ) cot θ
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Rr
φrφ = −Mr

Σ4
(r2(r2+a2)2+2r2∆a2 sin2 θ−3a2(r2+a2)2 cos2 θ−6a4∆ sin2 θ cos2 θ) sin2 θ

Rθ
φθφ =

Mr

Σ4
(2r2(r2+a2)2+r2∆a2 sin2 θ−6a2(r2+a2)2 cos2 θ−3a4∆ sin2 θ cos2 θ) sin2 θ
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