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Πεπίλητη 
 

Ζ παξνύζα εξγαζία επηθεληξώλεηαη ζηελ παξνπζίαζε κηαο εηδηθήο πεξίπησζεο δεδνκέλσλ δηάξθεηαο 

δσήο, πνπ βξίζθνληαη ζε έλα ζπγθεθξηκέλν δηάζηεκα ην νπνίν πάληα είλαη ππνζύλνιν ηεο ζπλνιηθήο 

δηάξθεηαο δσήο ηεο εθάζηνηε παξαηεξνύκελεο κνλάδαο. Οη πξνζεγγίζεηο κέζσ απόδνζεο ηηκώλ 

(imputation) ρξεζηκνπνηνύληαη γηα λα αλάγνπλ ην πξόβιεκα ηεο αλάιπζεο ησλ ρξόλσλ απνηπρίαο ησλ 

απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ ζε δηάζηεκα ζε εθείλν ηεο αλάιπζεο ρξόλσλ απνηπρίαο κε δεμηά απνθνκκέλα 

δεδνκέλα θαη απηό γηαηί έλα βαζηθό πιενλέθηεκα ησλ παξακεηξηθώλ πξνζεγγίζεσλ είλαη όηη ε 

εθαξκνγή ηνπο είλαη απιή θαη γεληθά ηζρύεη ε ζπλήζεο ζεσξία κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο. Έηζη, κπνξνύκε 

λα απνθύγνπκε ηε ρξήζε ηεο απνθνπήο ζε δηάζηεκα (interval censoring) θαη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο 

ππάξρνπζεο ζπκπεξαζκαηηθέο δηαδηθαζίεο θαη ηνπ ζηαηηζηηθνύ ινγηζκηθνύ πνπ έρεη αλαπηπρζεί γηα ηα 

δεμηά απνθνκκέλα δεδνκέλα. Γηα ηελ αλάιπζε ησλ ρξόλσλ απνηπρίαο βαζηδόκαζηε ζηελ εθηίκεζε ηεο 

ζπλάξηεζεο επηβίσζεο. Όηαλ έρνπκε έλα παξακεηξηθό κνληέιν ην πξόβιεκα εθηίκεζεο είλαη ζρεηηθά 

εύθνιν θαη ρξεζηκνπνηείηαη ζπλήζσο ε εθηηκήηξηα κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο. Δδώ επεηδή ηα απνθνκκέλα 

δεδνκέλα ζε δηάζηεκα έρνπλ αλαρζεί ζε απηά ησλ δεμηά απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ ε αληίζηνηρε κε-

παξακεηξηθή εθηηκήηξηα κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο (NPMLE) ηεο ζπλάξηεζεο επηβίσζεο δίλεηαη από ηελ 

εθηηκήηξηα Kaplan-Meier. Γίλεηαη εθηελήο αλαθνξά ζηηο πεξηπηώζεηο Η θαη ΗΗ ησλ απνθνκκέλσλ 

δεδνκέλσλ ζε δηάζηεκα. Παξνπζηάδνληαη ζηαζκηζκέλνη έιεγρνη log-rank (weighted log-rank tests) 

θαζώο θαη ε ζηαζκηζκέλε Kaplan-Meier γηα ηε ζύγθξηζε κεηαμύ ζπλαξηήζεσλ επηβίσζεο θαη επηπιένλ 

γίλεηαη αλαθνξά ζηελ αλάιπζε παιηλδξόκεζεο γηα ηηο δύν απηέο πεξηπηώζεηο ησλ απνθνκκέλσλ 

δεδνκέλσλ. Αθνινπζνύλ παξαδείγκαηα θαη ζηαηηζηηθή αλάιπζε δεδνκέλσλ. 
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Abstract 

 

The present thesis focuses on a particular case of failure time data, namely, interval-censored data. The 

failure time is known to fall within an interval which is always a subset of the total life of each unit 

observed. Imputation approaches are used to reduce the problem of analyzing interval-censored failure 

time data to that of analyzing right-censored failure time data. This is because a main advantage of 

parametric approaches is that their implementation is straightforward in principle and in fact standard 

maximum likelihood theory generally applies. Thus, one can avoid dealing with interval censoring and 

use existing inference procedures and statistical software developed for right-censored data. The 

analysis of failure time data is based on the estimation of the survival function. When we have a 

parametric model, the estimation problem is relatively easy and the maximum likelihood approach is 

commonly used. Because the interval-censored data have been reduced to those of the right-censored 

data, the nonparametric maximum likelihood estimator (NPMLE) of a survival function is given by the 

Kaplan-Meier estimator. In addition cases I and II of interval-censored data and their regression analysis 

are discussed as well as the use of weighted log-rank tests and the weighted Kaplan-Meier for 

comparing survival functions in such cases. Examples of data analysis are presented. 
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Κεθάλαιο 1 

 

Διζαγυγή 

 

Πξνηνύ αλαθεξζνύκε ζηελ έλλνηα θαη ηε ρξεζηκόηεηα ηεο ζηαηηζηηθήο αλάιπζεο, ζεσξώ ζθόπηκν 

λα δώζνπκε ηελ εξκελεία γηα θάπνηεο εηζαγσγηθέο έλλνηεο πνπ ζα καο βνεζήζνπλ ζηελ θαηαλόεζε ηνπ 

αληηθεηκέλνπ πνπ πξαγκαηεύεηαη ε παξνύζα εξγαζία. 

Όηαλ αλαθεξόκαζηε ζε έλα ζηαηηζηηθό κνληέιν ελλννύκε ζπλνπηηθά ηε καζεκαηηθή δηαηύπσζε 

ππό κνξθή εμηζώζεσλ ηεο ζρέζεο κεηαμύ κεηαβιεηώλ. Πεξηγξάθεη κε καζεκαηηθό ηξόπν πσο 

ζρεηίδνληαη κία ή πεξηζζόηεξεο κεηαβιεηέο (εμαξηεκέλεο) κε θάπνηεο άιιεο κεηαβιεηέο (αλεμάξηεηεο). 

Σν κνληέιν αλαθέξεηαη σο ζηαηηζηηθό αθνύ νη κεηαβιεηέο ζπλδένληαη κεηαμύ ηνπο ζηνραζηηθά θαη όρη 

ληεηεξκηληζηηθά. Παξαδείγκαηνο ράξηλ, ην βάξνο ελόο αλζξώπνπ εμαξηάηαη από ηελ ειηθία ηνπ. Αλ 

γλσξίδνπκε ηελ ειηθία ελόο αηόκνπ θαη δηαζέηνπκε έλα ζηαηηζηηθό κνληέιν πνπ λα ζπλδέεη ηα δύν 

ραξαθηεξηζηηθά, ηόηε κπνξνύκε λα βξνύκε ηελ πηζαλόηεηα λα έρεη θάπνην ζπγθεθξηκέλν βάξνο.  

Όηαλ αλαθεξόκαζηε ζε ζηαηηζηηθέο αλαιύζεηο, ελλννύκε ηελ πεξαηηέξσ κειέηε θαη επεμήγεζε ησλ 

δεδνκέλσλ ηα νπνία έρνπκε ζπιιέμεη. Ο ιόγνο γηα ηνλ νπνίν δηεμάγνπκε ζηαηηζηηθέο αλαιύζεηο είλαη 

γηαηί ε απιή θαηαγξαθή ησλ δεδνκέλσλ δε κπνξεί λα καο εμαζθαιίζεη κε ζαθήλεηα θαη ιεπηνκέξεηα ηε 

δπλακηθή πνπ έρνπλ ηα δεδνκέλα καο. 

Ζ αλάιπζή ηνπο όκσο καο νδεγεί ζε αζθαιή ζπκπεξάζκαηα θαη θαιύηεξε θαηαλόεζε ησλ 

ζπλζεθώλ (ηεο ζπιινγήο ησλ δεδνκέλσλ). εκαληηθό ξόιν παίδνπλ θαη νη ζπκκεηαβιεηέο ηνπ 

κνληέινπ, κε ην νπνίν έρνπκε απνθαζίζεη λα πξαγκαηνπνηήζνπκε ηελ αλάιπζή καο. Πνηεο από ηηο 

ζπκκεηαβιεηέο πξέπεη λα ζπκπεξηιεθζνύλ ζην κνληέιν; Γηαηί είλαη ζηαηηζηηθά ζεκαληηθέο θαη 

επεξεάδνπλ ηελ εμαξηεκέλε κεηαβιεηή; Πνηεο κπνξνύλ λα παξαιεθζνύλ γηαηί ζπλεηζθέξνπλ από 

ειάρηζηα έσο θαη θαζόινπ; Δπηζπκεηό ινηπόλ είλαη ν αλαιπηήο λα γλσξίδεη ηνπο ιόγνπο γηα ηνπο 

νπνίνπο γίλεηαη ε ζηαηηζηηθή αλάιπζε. 
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ηελ εξγαζία απηή ζα αζρνιεζνύκε απνθιεηζηηθά κε κία εηδηθή πεξίπησζε ησλ δεδνκέλσλ 

δηάξθεηαο δσήο, ηε δηάξθεηα δσήο ζε έλα ζπγθεθξηκέλν δηάζηεκα ην νπνίν πάληα είλαη ππνζύλνιν ηεο 

ζπλνιηθήο δηάξθεηαο δσήο ηεο εθάζηνηε παξαηεξνύκελεο κνλάδαο. 

Οη θαηαζηάζεηο όπνπ ε παξαηεξνύκελε απόθξηζε (ζ.ζ. απνηέιεζκα παξαηήξεζεο) γηα θάζε 

κνλάδα πνπ ππόθεηηαη ζε κία κειέηε, είλαη δύν. Δίηε έλαο ζπγθεθξηκέλνο ρξόλνο επηβίσζεο (ή αιιηώο 

ρξόλνο πνπ παξαηεξείηαη ην ζπκβάλ) είηε έλαο απνθνκκέλνο ρξόλνο (censored). Αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη 

θαη ηα δύν είλαη αξθεηά ζπλήζε ζηελ πξάμε. 

Παξόια απηά, κπνξνύλ λα ιάβνπλ ρώξα θαη δηάθνξεο άιιεο θαηαζηάζεηο, θάπνηεο εθ ησλ νπνίσλ 

ηηο ζπλαληάκε ζηηο δηαρξνληθέο κειέηεο. ηηο δηαρξνληθέο κειέηεο, ινηπόλ, νη αζζελείο κπνξνύλ λα 

παξαθνινπζεζνύλ κόλν πεξηνδηθά. Σν γεγνλόο θαηαγξάθεηαη κόλν ζε θάπνην ζπγθεθξηκέλν ρξνληθό 

δηάζηεκα. Σν ρξόλν απηνύ ηνπ ζπκβάληνο, ζα ηνλ αλαθέξνπκε σο ην ρξόλν απνηπρίαο (failure time 

data) ή ην ρξόλν επηβίσζεο (survival time). 

1.1 Γεδομένα σπόνυν αποηςσίαρ 

Με ηνλ όξν ρξόλνο απνηπρίαο (failure time data) ελλννύκε δεδνκέλα πνπ αθνξνύλ κε αξλεηηθέο 

ηπραίεο κεηαβιεηέο πνπ αληηπξνζσπεύνπλ ρξόλνπο ζπγθεθξηκέλσλ γεγνλόησλ. Παξαδείγκαηα 

γεγνλόησλ, ηα νπνία ζπρλά αλαθέξνληαη σο γεγνλόηα απνηπρίαο ή επηβίσζεο (failure or survival event) 

ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ θαη ηνπ ζαλάηνπ, είλαη ε αξρή κηαο αζζέλεηαο, έλα ζπγθεθξηκέλν νξόζεκν, ή ε 

απνηπρία-βιάβε ελόο εμαξηήκαηνο κηαο κεραλήο. 

Ζ πξαγκαηνπνίεζε ηνπ ζπκβάληνο ζπλήζσο αλαθέξεηαη σο απνηπρία (failure). Σα δεδνκέλα ηνπ 

ρξόλνπ απνηπρίαο (failure time data) εκθαλίδνληαη ζε κεγάιν βαζκό ζε δηάθνξεο ηαηξηθέο κειέηεο, αιιά 

ππάξρνπλ εμίζνπ πνιιέο έξεπλεο νη νπνίεο παξάγνπλ αλάινγα δεδνκέλα. Απηέο κε ηε ζεηξά ηνπο, 

πεξηιακβάλνπλ βηνινγηθέο, δεκνγξαθηθέο, νηθνλνκηθέο ή θνηλσληνινγηθέο κειέηεο, θαζώο θαη 

πεηξάκαηα αμηνπηζηίαο. 

Ζ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ ηνπ ρξόλνπ απνηπρίαο ζπλήζσο καο νδεγεί ζηελ αληηκεηώπηζε ελόο εθ 

ησλ ηξηώλ παξαθάησ πξνβιεκάησλ. Απηά είλαη: 
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α) νη εθηηκήηξηεο ησλ ζπλαξηήζεσλ επηβίσζεο,  

β) ε ζύγθξηζε ησλ ζεξαπεηώλ ή ησλ ζπλαξηήζεσλ επηβίσζεο θαη  

γ) ε εθηίκεζε ηεο επίδξαζεο ησλ ζπκκεηαβιεηώλ ή ε εμάξηεζε από ην ρξόλν απνηπρίαο ησλ 

ζπκκεηαβιεηώλ. 

ηε ζπλέρεηα, αλαθέξνπκε κεζόδνπο νη νπνίεο κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα λα 

αληηκεησπίζνπλ ηέηνηνπ είδνπο πξνβιήκαηα απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ ζε δηάζηεκα (interval-censored 

data). Ζ ζπλάξηεζε επηβίσζεο, ε νπνία δίλεηαη παξαθάησ, νξίδεη ηελ πηζαλόηεηα ν ρξόλνο απνηπρίαο λα 

έπεηαη ή λα πξνεγείηαη κηαο ζπγθεθξηκέλεο ρξνληθήο ζηηγκήο (ε δηαθνξά ηνπο νξίδεηαη κε ηα ζύκβνια > 

ή <) θαη παίδεη κεγάιν ξόιν ζηελ αλάιπζε ηνπ ρξόλνπ απνηπρίαο. 

Γηα δηάθνξνπο ιόγνπο, απαηηνύληαη ζπγθεθξηκέλεο κέζνδνη γηα ηε δηαρείξηζε ησλ δεδνκέλσλ 

ρξόλνπ απνηπρίαο. Έλαο ιόγνο, ν νπνίνο απνηειεί θαη εμέρνλ ραξαθηεξηζηηθό σο πξνο ην δηαρσξηζκό 

ηεο αλάιπζεο ησλ δεδνκέλσλ ηνπ ρξόλνπ απνηπρίαο από άιια ζηαηηζηηθά πεδία, είλαη ε ύπαξμε ησλ 

απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ, όπσο ηα δεμηά απνθνκκέλα (right censoring), ζηα νπνία θαη ζα αλαθεξζνύκε 

παξαθάησ.  

Οη κεραληζκνί απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ κπνξνύλ λα είλαη αξθεηά πεξίπινθνη θαη επηπιένλ λα 

ρξήδνπλ ζπγθεθξηκέλσλ κεζόδσλ ρξεζηκνπνίεζεο. Οη πξνζηηέο κέζνδνη γηα άιινπ είδνπο δεδνκέλσλ 

είλαη ζπλήζσο απιέο αιιά όρη θαηάιιειεο γηα απνθνκκέλα δεδνκέλα (censored data). Truncation 

(θνιόβσζε) είλαη έλα αθόκα ραξαθηεξηζηηθό κεξηθώλ δεδνκέλσλ ρξόλνπ απνηπρίαο ην νπνίν απαηηεί 

εηδηθό ηξόπν δηαρείξηζεο. Θα επηθεληξσζνύκε ζηα απνθνκκέλα δεδνκέλα (θαη ζα ζπδεηήζνπκε κόλν 

κεξηθά είδε θνινβώλ δεδνκέλσλ). Πξηλ πξνρσξήζνπκε ζηελ αλάιπζε ησλ όζσλ αλαθέξζεθαλ 

παξαπάλσ ζα πεξηγξάςνπκε κε ζπληνκία δύν παξαδείγκαηα δεδνκέλσλ κε ρξόλν απνηπρίαο θαη ηα 

ραξαθηεξηζηηθά ηνπο. 
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Παπάδειγμα 1.1 

Πίνακαρ 1: Υξόλνο κέρξη ηελ ππνηξνπή ζε βδνκάδεο γηα αζζελείο κε νμεία ιεπραηκία  

Οκάδεο Υξόλνη επηβίσζεο ζε βδνκάδεο 

6-ΜΡ  6 6 6 6* 7 9* 10 10* 11* 13 16 17* 19* 20* 22 23 25* 32* 32* 34* 35* 

Placebo  1  1  2  2  3  4  4  5  5  8  8  8  8  11  11  12  12  15  17  22  23 

 

1.1.1 Υπόνορ μέσπι ηην ςποηποπή αζθενών με οξεία λεςσαιμία  

ηνλ Πίλαθα 1, αλαπαξαγόκελνο από ηνπο Freireich et al. (1963) θαη Gehan (1965), παξνπζηάδεηαη 

έλα ηππηθό ζύλνιν δεδνκέλσλ ρξόλνπ απνηπρίαο πξνεξρόκελν από κία θιηληθή δνθηκή νμείαο 

ιεπραηκίαο θάπνησλ αζζελώλ. Ζ κειέηε έγηλε θαηά ηε δηάξθεηα ελόο ρξόλνπ θαη νη αζζελείο 

εληάζζνληαλ ζε απηή ζε δηαθνξεηηθνύο ρξόλνπο. Ζ ζύγθξηζε ησλ δύν ζεξαπεηώλ είλαη ν πξσηαξρηθόο 

ζθνπόο απηήο ηεο αλάιπζεο, δειαδή εάλ νη αζζελείο πνπ ηνπο ρνξεγείην ε ζεξαπεία 6-ΜΡ είραλ 

ζεκαληηθά κεγαιύηεξνπο ρξόλνπο κέρξη ηελ ππνηξνπή από όηη είραλ νη αζζελείο πνπ αθνινπζνύζαλ ηε 

ζεξαπεία κε placebo. 

Γηα ηηο παξαηεξεζείζεο πιεξνθνξίεο πνπ δίλνληαη ζηνλ Πίλαθα 1, νη αξηζκνί κε αζηεξίζθν 

αληηπξνζσπεύνπλ απνθνκκέλνπο ρξόλνπο (censored times) ή απνθνκκέλνπο ρξόλνπο πνπ αθνξνύλ ζηελ 

ππνηξνπή ηεο αζζέλεηαο (censored remission times). Ζ δηαθνξά ηνπο έγθεηηαη ζην γεγνλόο όηη κία 

ηέηνηα παξαηήξεζε είλαη ε πνζόηεηα ηνπ ρξόλνπ από ηε ζηηγκή πνπ ν αζζελήο εηζέξρεηαη ζηε κειέηε 

έσο ην ηέινο απηήο. Απηνί νη ρξόλνη πνπ αθνξνύλ ζηελ ππνηξνπή ηεο αζζέλεηαο (remission times) ήηαλ 

απνθνκκέλνη γηαηί νη αζζελείο ήηαλ αθόκα ζην ζηάδην ηεο απαιιαγήο ζην ηέινο ηεο δνθηκήο θαη έηζη 

γηα ηνπο ειαηησκέλνπο ρξόλνπο ην κόλν πνπ γλσξίδακε ήηαλ όηη ήηαλ κεγαιύηεξνη από όηη νη 

απνθνκκέλνη ρξόλνη. Γηα ηνπο άιινπο αζζελείο, νη ειαηησκέλνη ρξόλνη είραλ παξαηεξεζεί αθξηβώο. 

Απηή ε θαηάζηαζε παξαηεξείηαη, ζπρλά, ζε κειέηεο ρξόλνπ δηαθνπήο (failure time studies) θαη ηα 

απνηειέζκαηα ησλ δεδνκέλσλ ζπλήζσο αλαθέξνληαη ζε δεμηά απνθνκκέλα δεδνκέλα ρξόλνπ δηαθνπήο. 
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Να παξαηεξήζνπκε επηπιένλ όηη γηα ηε ζπγθεθξηκέλε ζύγθξηζε ησλ δύν αγσγώλ/ζεξαπεηώλ έλα 

απιό t-test δε κπνξεί λα έρεη εθαξκνγή, γηαηί δε κπνξεί λα δηαρεηξηζηεί ηνπο απνθνκκέλνπο ρξόλνπο πνπ 

αθνξνύλ ζηελ ειάηησζε ηεο αζζέλεηαο (censored remission times) θαη ζίγνπξα ην λα αθαηξεζνύλ από 

ηελ αλάιπζε απηνί νη ρξόλνη δελ είλαη ην επηζπκεηό. 

Παπάδειγμα 1.2  

Πίνακαρ 2: Ζιηθίεο ζε ρξόληα έσο ηελ πξώηε ρξήζε λαξθσηηθνύ (καξηρνπάλα) 

Ζλικία 

Απιθμόρ ακπιβών 

παπαηηπήζευν 

(exact obs.) 

Απιθμόρ απιζηεπά 

αποκομμένυν 

παπαηηπήζευν 

Απιθμόρ δεξιά 

αποκομμένυν 

παπαηηπήζευν 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

>18 

4 

12 

19 

24 

20 

13 

3 

1 

0 

4 

0 

0 

2 

15 

24 

18 

14 

6 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

2 

3 

2 

3 

1 

0 
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1.1.2 Υπόνοι μέσπι ηην ππώηη σπήζη ενόρ ναπκυηικού (μαπισοςάνα) 

Οη Turnbull θαη Weiss (1978) αλαθέξζεθαλ ζε κία νκάδα δεδνκέλσλ από ρξόλνπο απνηπρίαο 

(failure time data) από κία κειέηε πνπ έγηλε γηα ηε ρξήζε λαξθσηηθώλ από καζεηέο γπκλαζίνπ θαη ηα 

νπνία κπνξνύκε λα δνύκε ζηνλ Πίλαθα 2. ηε κειέηε ζπκκεηείραλ 191 αγόξηα από ηελ Καιηθόξληα θαη 

ξσηήζεθαλ 'Πόηε ήηαλ ε πξώηε θνξά πνπ ρξεζηκνπνίεζαλ ην ζπγθεθξηκέλν λαξθσηηθό;’ Όπσο ήηαλ 

αλακελόκελν, θάπνηα αγόξηα ζπκόληνπζαλ ηελ αθξηβή ειηθία πνπ είραλ όηαλ έθαλαλ γηα πξώηε θνξά 

ρξήζε ελώ θάπνηα άιια δελ κπνξνύζαλ λα ζπκεζνύλ. Δπηπιένλ, ππήξραλ θαη αγόξηα πνπ δελ είραλ 

θάλεη ρξήζε απηνύ ηνπ λαξθσηηθνύ πνηέ. Έρνληαο, ινηπόλ, απηέο ηηο απαληήζεηο είρακε θαη ηνπο 

παξαθάησ ηξεηο ηύπνπο παξαηεξήζεσλ. Γηα ηελ πξώηε πεξίπησζε, ε ειηθία ήηαλ αθξηβήο. Γηα ηε 

δεύηεξε θαη ηελ ηξίηε πεξίπησζε γλσξίδακε κόλν πσο ε ειηθία ήηαλ κηθξόηεξε ή κεγαιύηεξε από ηελ 

ηξέρνπζα ειηθία ησλ αγνξηώλ, θαη απηνύ ηνπ είδνπο ηα δεδνκέλα ζπλήζσο αλαθέξνληαη σο αξηζηεξά 

απνθνκκέλεο ή δεμηά απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο, αληίζηνηρα. 

Γηα ηα ζπγθεθξηκέλα δεδνκέλα, έλα εξώηεκα πνπ πξνθύπηεη θαη είλαη ελδηαθέξνλ είλαη ε εθηίκεζε 

ηεο πηζαλόηεηαο λα έρεη γίλεη ρξήζε ηνπ λαξθσηηθνύ ζε κία ζπγθεθξηκέλε ειηθία από καζεηέο 

γπκλαζίνπ. Δίλαη πξνθαλέο όηη κία απιή εκπεηξηθή εθηίκεζε δελ ζα ήηαλ θαηάιιειε, εθηόο εάλ θάπνηνο 

παξέιεηπε θάπνηεο από ηηο αξηζηεξά θαη ηηο δεμηά απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο. Μεηαμύ άιισλ, λα 

αλαθέξνπκε όηη νη Klein θαη Moeschberger (2003), Turnbull θαη Weiss (1978) αλέιπζαλ ηέηνηα 

νκαδνπνηεκέλα δεδνκέλα. 

1.1.3 Αποκοπή και Κολόβυζη 

Όπσο αλαθέξακε θαη πξνεγνπκέλσο, ε απνθνπή είλαη έλα από ηα κνλαδηθά ραξαθηεξηζηηθά ησλ 

δεδνκέλσλ ηνπ ρξόλνπ απνηπρίαο. Με ηελ απνθνπή, ελλννύκε όηη κία παξαηήξεζε σο πξνο έλα ρξόλν 

επηβίσζεο πνπ καο ελδηαθέξεη είλαη αηειήο, ππό ηελ έλλνηα όηη ν ρξόλνο επηβίσζεο γλσξίδνπκε όηη έρεη 

ζπκβεί ζε έλα ζπγθεθξηκέλν εύξνο αληί λα έρεη παξαηεξεζεί αθξηβώο. Να ζεκεηώζνπκε όηη ηα 

απνθνκκέλα δεδνκέλα δηαθέξνπλ από ηα κε θαηαγεγξακκέλα δεδνκέλα (άλεπ θιηληθήο ζεκαζίαο) 

(missing data) γηαηί κπνξνύλ λα παξέρνπλ κεξηθή πιεξνθνξία, ζε αληίζεζε κε ηηο παξαηεξήζεηο πνπ 

ιείπνπλ νη νπνίεο δελ παξέρνπλ θακία πιεξνθνξία ζρεηηθά κε ηε κεηαβιεηή ελδηαθέξνληνο. 

Γηαθνξεηηθά είδε απνθνπήο εκθαλίδνληαη ζηελ πξάμε, αιιά απηό ζην νπνίν επηθεληξσλόκαζηε είλαη ε 

δεμηά απνθνπή (right censoring).  
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Με ηνλ όξν δεμηά απνθνπή ελλννύκε όηη ν ρξόλνο απνηπρίαο πνπ καο ελδηαθέξεη έρεη παξαηεξεζεί 

είηε αθξηβώο είηε είλαη κεγαιύηεξνο από έλα ρξόλν απνθνπήο (censoring time). Μία ηππηθή πεξίπησζε 

δεμηά απνθνκκέλσλ παξαηεξήζεσλ είλαη απηή θαηά ηελ νπνία ε κειέηε επηβίσζεο πξέπεη λα ηειεηώζεη 

εμαηηίαο, π.ρ. πεξηνξηζκώλ ηνπ ρξόλνπ ή πεξηνξηζκέλσλ πόξσλ. ε απηή ηελ πεξίπησζε, γηα άηνκα ησλ 

νπνίσλ ηα γεγνλόηα επηβίσζεο (survival events) δελ έρνπλ αθόκα ζπκβεί σο ην ηέινο ηεο κειέηεο, νη 

ρξόλνη επηβίσζεο όπσο είλαη αλακελόκελν δελ έρνπλ παξαηεξεζεί αθξηβώο αιιά γλσξίδνπκε όηη είλαη 

κεγαιύηεξνη από ην ηέινο ρξόλνπ ηεο κειέηεο, δειαδή είλαη δεμηά απνθνκκέλνη. Γηα ηα άηνκα πνπ 

έρνπλ ήδε απνηύρεη, έσο ην ηέινο ηεο κειέηεο, νη ρξόλνη δηαθνπήο είλαη αθξηβείο. Φπζηθά, ν ρξόλνο πνπ 

νινθιεξώλεηαη ε κειέηε κπνξεί λα δηαθέξεη γηα δηαθνξεηηθά άηνκα κεξηθά από ηα νπνία κπνξεί λα 

απνζπξζνύλ από ηε κειέηε πξηλ από ην ηέινο ηεο γηα δηάθνξνπο ιόγνπο. ε έλα γεληθόηεξν πιαίζην, 

πνπ είλαη πην θαηάιιειν γηα πεξηζζόηεξεο εθαξκνγέο, γηα θάζε άηνκν, ππάξρεη κία απνθνκκέλε 

κεηαβιεηή πνπ αληηπξνζσπεύεη ην δεμηά απνθνκκέλν ρξόλν. Δάλ ε κεηαβιεηή επηβίσζεο είλαη 

κηθξόηεξε από ηελ απνθνκκέλε κεηαβιεηή, ε παξαηήξεζε είλαη αθξηβήο αιιηώο είλαη δεμηά 

απνθνκκέλε. Απηό ζπλήζσο αλαθέξεηαη σο κνληέιν ηπραίαο απνθνπήο (random censored model).  

Δίλαη πξνθαλέο όηη γηα λα θαηαιάβεη θαλείο ηνλ ηξόπν πνπ ε δεμηά απνθνπή ζπκβαίλεη ζα πξέπεη λα 

αλαιύζεη ηα δεμηά απνθνκκέλα δεδνκέλα ηνπ ρξόλνπ δηαθνπήο (failure time data) ζσζηά. Γηα λα 

απινπνηήζνπκε ηελ αλάιπζε, ζπλήζσο ζεσξνύκε έλα αλεμάξηεην δεμηά απνθνκκέλν κεραληζκό (right 

censoring mechanism). Με απηό ηνλ ηξόπν ελλννύκε όηη ν ξπζκόο δηαθνπήο ή δηαθηλδύλεπζεο (failure 

rate or hazard) είλαη ην ίδην γηα ηα άηνκα πνπ είλαη αθόκα ζηε κειέηε θαη γηα ηα άηνκα πνπ έρνπλ 

απνθνπεί. Πην ζπγθεθξηκέλα, ππό ηνλ αλεμάξηεην δεμηά απνθνκκέλν κεραληζκό, έρνπκε όηη: 

 

(Kalbfleisch θαη Prentice, 2002), όπνπ ην Σ δειώλεη ηε κεηαβιεηή επηβίσζεο πνπ καο ελδηαθέξεη θαη κε 

Τ(t)=1 ελλννύκε όηη ην γεγνλόο δελ έρεη ζπκβεί νύηε έρεη απνθνπεί πξηλ από ηε ρξνληθή ζηηγκή t. Τπό 

ην κνληέιν ηπραίαο απνθνπήο (random censorship model) ε παξαπάλσ ζπλζήθε κπνξεί λα γξαθεί θαη 

σο εμήο: 
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όπνπ A δειώλεη ηε κεηαβιεηή απνθνπήο. 

Τπάξρνπλ δηαθνξεηηθνί ηύπνη απνθνπήο από δεμηά, όπσο επίζεο θαη άιινη ηύπνη απνθνπήο 

παξαηεξήζεσλ. Γηα παξάδεηγκα, ν κεραληζκόο ηεο απνθνπήο πνπ ζηακαηάεη ηε κειέηε ζε έλα ζηαζεξό 

ζεκείν γηα όιεο ηηο κνλάδεο ζπλήζσο αλαθέξεηαη σο Σύπνο 1 (Type I) απνθνπήο. Ο Σύπνο απνθνπήο 2 

(Type II) ελλνεί όηη ε κειέηε ζηακαηάεη εάλ έλαο πξνθαζνξηζκέλνο αξηζκόο αηόκσλ πνπ ζπκκεηείραλ 

ζηε κειέηε έρεη απνηύρεη. Γηα ηελ απνθνπή ζε δηάζηεκα ζα κηιήζνπκε παξαθάησ. 

Ζ θνιόβσζε (truncation) αλαθέξεηαη ζε πεξηπηώζεηο όπνπ έλα άηνκν ζπκπεξηιακβάλεηαη ζηε 

κειέηε κόλν εάλ ν αληίζηνηρνο ρξόλνο δηαθνπήο ηθαλνπνηεί ζπγθεθξηκέλεο ζπλζήθεο. Έλα ζύλεζεο θαη 

απιό παξάδεηγκα ην νπνίν απνδίδεη ηνλ θνινβό ρξόλν δηαθνπήο ησλ δεδνκέλσλ είλαη κία κειέηε 

θννξηήο (cohort study) ζηελ νπνία ηα άηνκα πεξηιακβάλνληαη ζηε κειέηε κόλν εάλ αληηκεησπίδνπλ 

θάπνηα αξρηθή εθδήισζε ηεο αζζέλεηαο πξηλ από ην γεγνλόο ηεο επηβίσζεο (survival event). ε απηή 

ηελ πεξίπησζε γηα όια ηα άηνκα ηεο κειέηεο, νη ρξόλνη δηαθνπήο είλαη κεγαιύηεξνη από ηνπο ρξόλνπο 

ηέιεζεο ηνπ ζπκβάληνο ηεο αξρηθήο εθδήισζεο. Απηόο ν ηύπνο θνιόβσζεο (truncation) ζπλήζσο 

αλαθέξεηαη σο αξηζηεξή θνιόβσζε. Ζ αλεμάξηεηε θνιόβσζε κπνξεί λα νξηζζεί όκνηα κε ηελ 

αλεμάξηεηα δεμηά απνθνπή (κε-πιεξνθνξηαθή) θαη ζπλήζσο ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ αλάιπζε ησλ 

θνινβώλ ρξόλσλ δηαθνπήο ησλ δεδνκέλσλ (truncated failure time data). (Kalbfleisch θαη Prentice, 2002; 

Lawless, 2003).  

1.2 Υπόνοι αποηςσίαρ αποκομμένοι ζε διάζηημα  

Όπσο αλαθέξακε θαη πξνεγνπκέλσο, δεδνκέλα πνπ αλαθέξνληαη ζε ρξόλνπο απνηπρίαο ζπκβαίλνπλ 

κε πνιινύο ηξόπνπο θαη ζε αξθεηά πεδία, θαη ππάξρεη έλαο αξηζκόο ιόγσλ γηαηί εηδηθέο κέζνδνη 

ρξεηάδνληαη γηα ηελ αλάιπζή ηνπο. Θα επηθεληξσζνύκε ζηελ απνθνπή ζε δηάζηεκα, πνπ είλαη πην 

απαηηεηηθή από ηε δεμηά απνθνπή θαη γηα ηέηνηνπ είδνπο δεδνκέλα νη κέζνδνη πνπ έρνπλ αλαπηπρζεί γηα 

ηε δεμηά απνθνπή δελ κπνξνύλ λα εθαξκνζζνύλ γεληθώο. 

Με ηελ απνθνπή ζε δηάζηεκα ελλννύκε, όηη νη κνλάδεο ηεο κειέηεο ή νη δηαδηθαζίεο ησλ ρξόλσλ 

απνηπρίαο (failure time processes) πνπ καο ελδηαθέξνπλ δελ είλαη ππό ζπλερή παξαθνινύζεζε. Ωο 

ζπλέπεηα, ν ρξόλνο απνηπρίαο ή επηβίσζεο δελ είλαη πάληα κε αθξίβεηα παξαηεξεζείο ή δεμηά 

απνθνκκέλνο (right-censored). Γηα κία παξαηήξεζε πνπ βξίζθεηαη ζε δηάζηεκα απνθνκκέλσλ 

δεδνκέλσλ, ην κόλν πνπ κπνξνύκε λα γλσξίδνπκε είλαη έλα ''παξάζπξν'' ην νπνίν είλαη έλα δηάζηεκα 
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κέζα ζην νπνίν ην γεγνλόο ηεο επηβίσζεο (survival event) έρεη πξαγκαηνπνηεζεί. Ο αθξηβήο ή δεμηά 

απνθνκκέλνο ρξόλνο απνηπρίαο κπνξεί λα ζεσξεζεί σο κία εηδηθή πεξίπησζε ησλ ρξόλσλ απνηπρίαο ζε 

δηάζηεκα απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ, όπνπ ζηηο ζπγθεθξηκέλεο πεξηπηώζεηο ην δηάζηεκα πεξηνξίδεηαη ζε 

έλα θαη κνλαδηθό ζεκείν ή ζε δηάζηεκα αλνηρηό από δεμηά. Γεληθόηεξα, ζα κπνξνύζακε λα νξίζνπκε 

κία παξαηήξεζε απνθνκκέλε ζε έλα δηάζηεκα ζαλ κία έλσζε πνιιαπιώλ κε επηθαιππηόκελσλ 

''παξαζύξσλ'' ή δηαζηεκάησλ (Turnbull, 1976).  

Έλα ηππηθό παξάδεηγκα από απνθνκκέλα δεδνκέλα ζε δηάζηεκα εκθαλίδεηαη ζηηο ηαηξηθέο ή ζηηο 

κειέηεο πγείαο πνπ ζπλεπάγνληαη πεξηνδηθή παξαθνινύζεζε πνιιώλ θιηληθώλ δνθηκώλ θαη 

δηαρξνληθώλ κειεηώλ πνπ εκπίπηνπλ ζε απηή ηελ θαηεγνξία. ε ηέηνηεο πεξηπηώζεηο απνθνκκέλα 

δεδνκέλα ζε δηάζηεκα κπνξνύλ λα δεκηνπξγεζνύλ κε πνιινύο ηξόπνπο. Παξαδείγκαηνο ράξηλ, έλα 

άηνκν κπνξεί λα ράζεη κία ή πεξηζζόηεξεο πξνγξακκαηηζκέλεο επηζθέςεηο ζε θιηληθή γηα λα 

παξαηεξεζνύλ πηζαλέο αιιαγέο ζηελ πνξεία ηεο πγείαο ηνπ. Έλα αθόκα παξάδεηγκα είλαη ε επίζθεςε 

ζηελ θιηληθή από ηα άηνκα ζε ρξόλνπο πνπ είλαη βνιηθνί γηα ηνπο ίδηνπο από όηη είλαη νη 

πξνθαζνξηζκέλεο επηζθέςεηο ηνπο. ηηο δύν παξαπάλσ πεξηπηώζεηο ηα δεδνκέλα ηεο αιιαγήο ηεο 

θαηάζηαζεο ηεο πγείαο ησλ αηόκσλ είλαη απνθνκκέλα δεδνκέλα ζε δηάζηεκα. Αθόκα όκσο θαη αλ όια 

ηα άηνκα πνπ ππόθεηληαη ζε κία κειέηε αθνινπζνύλ αθξηβώο ηνπο πξνθαζνξηζκέλνπο ρξόλνπο 

παξαθνινύζεζήο ηνπο δε κπνξνύκε λα παξαηεξήζνπκε ηνλ αθξηβή ρξόλν αιιαγήο ηεο θαηάζηαζεο ηνπ 

αηόκνπ κε δεδνκέλν όηη είλαη κία ζπλερήο κεηαβιεηή.  

1.3 Δίδη διαζηημάηυν αποκοπήρ και οι ζσημαηιζμοί ηοςρ  

Έζησ Σ κία κε αξλεηηθή ηπραία κεηαβιεηή πνπ αληηπξνζσπεύεη ην ρξόλν απνηπρίαο ελόο αηόκνπ 

ζε κία κειέηε ρξόλνπ απνηπρίαο, δειαδή ηέιεζεο ηνπ επηζπκεηνύ ζπκβάληνο (failure time study). Μία 

παξαηήξεζε ζην Σ είλαη απνθνκκέλε ζε δηάζηεκα εάλ αληί λα παξαηεξήζνπκε ην Σ αθξηβώο, 

παξαηεξήζνπκε έλα δηάζηεκα (L,U] ηέηνην ώζηε ( , ]T L U .                                                       (1.3.0.1) 

Ο ρξόλνο iT  (i=1,..., n) ινηπόλ ηεο ηέιεζεο ηνπ γεγνλόηνο είλαη γλσζηό (όπνηε θαη αλ ζπκβεί) όηη 

βξίζθεηαη κεηαμύ επηζθέςεσλ πρ. κεηαμύ ηεο επίζθεςεο ζην ρξόλν θαη iL  ηεο επίζθεςεο ζην ρξόλν iU . 

Ζ ηέιεζε ηνπ γεγνλόηνο έρεη ζπκβεί ζην δηάζηεκα ( , ]i iL U  κε i i iL T U . Δπηπιένλ, εάλ ην γεγνλόο 
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ζπκβεί αθξηβώο ηε ζηηγκή ηεο επίζθεςεο, ην νπνίν έρεη πνιύ κηθξή πηζαλόηεηα ηέιεζεο αιιά κπνξεί λα 

ζπκβεί, ηόηε έρνπκε αθξηβή ρξόλν επηβίσζεο. ε απηή ηελ πεξίπησζε ππνζέηνπκε όηη i i iT L U . 

Απ΄ηελ άιιε πιεπξά, γηα ηα άηνκα ζηα νπνία ην γεγνλόο ηέιεζεο δελ έρεη ζπκβεί κέρξη θαη ηελ 

ηειεπηαία επίζθεςε αιιά κπνξεί λα ζπκβεί νπνηαδήπνηε ζηηγκή από εθεί θαη κεηά, ν ρξόλνο απνηπρίαο 

ζα είλαη δεμηά απνθνκκέλνο (right censored). Γη΄ απηό ην ιόγν ππνζέηνπκε όηη ν ρξόλνο iT  κπνξεί λα 

ζπκβεί κέζα ζην δηάζηεκα ( , )iL  κε iL  λα ηζνύηαη κε ηελ πεξίνδν ηνπ ρξόλνπ από ηελ αξρή ηεο 

κειέηεο έσο ηελ ηειεπηαία επίζθεςε θαη κε ην αληίζηνηρν iU . 

Οκνίσο, γηα ηα άηνκα ζηα νπνία ην γεγνλόο ηέιεζεο έρεη ζπκβεί πξηλ από ηελ πξώηε επίζθεςε έηζη 

ώζηε λα έρνπκε αξηζηεξά απνθνκκέλα δεδνκέλα ππνζέηνπκε όηη ν ρξόλνο iT  βξίζθεηαη ζην δηάζηεκα 

(0, ]iL  κε 0iL  αληηπξνζσπεύνληαο ηελ αξρή ηεο κειέηεο κε iU  λα είλαη ν ρξόλνο από ηελ αξρή ηεο 

κειέηεο κέρξη ηελ πξώηε επίζθεςε. 

Να ζεκεηώζνπκε ζε απηό ην ζεκείν όηη από όζα έρνπκε πεη κέρξη ηώξα νη αθξηβείο ρξόλνη 

επηβίσζεο όπσο επίζεο θαη ηα δεμηά θαζώο θαη ηα αξηζηεξά απνθνκκέλα δεδνκέλα είλαη όια εηδηθέο 

πεξηπηώζεηο ησλ δεδνκέλσλ επηβίσζεο ζε δηάζηεκα κε i iL U  γηα ζπγθεθξηκέλνπο ρξόλνπο, κε iU  

γηα δεμηά απνθνκκέλεο θαη 0iL  γηα αξηζηεξά απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο. Μπνξνύκε ινηπόλ λα 

πνύκε όηη ηα δεδνκέλα επηβίσζεο ζε δηάζηεκα γεληθεύνληαη ζε νπνηαδήπνηε πεξίπησζε κε ζπλδπαζκό 

ησλ ρξόλσλ επηβίσζεο (αθξηβείο ή ζε δηάζηεκα) θαη ζε δεμηά θαη ζε αξηζηεξά απνθνκκέλα πνπ κπνξνύλ 

λα ζπκβνύλ ζε κειέηεο επηβίσζεο. 

1.3.1 Πεπίπηυζη I αποκομμένυν δεδομένυν σπόνος αποηςσίαρ ζε διάζηημα  

O όξνο Πεξίπησζε I ρξεζηκνπνηείηαη επξέσο όηαλ αλαθεξόκαζηε ζε απνθνκκέλα δεδνκέλα ρξόλνπ 

απνηπρίαο ζε δηάζηεκα ζην νπνίν όια ηα παξαηεξεζέληα δηαζηήκαηα εκπεξηέρνπλ είηε κεδεληθό ρξόλν 

είηε άπεηξν (Groeneboom θαη Wellner, 1992; Huang, 1996). Με άιια ιόγηα ε παξαηήξεζε ζε θάζε 

αηνκηθό ρξόλν απνηπρίαο είλαη είηε αξηζηεξά είηε δεμηά απνθνκκέλνο ηνλ νπνίν ζπκβνιίδνπκε κε L=0 

είηε U= ∞. Σελ Πεξίπησζε I απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ ζε δηάζηεκα έρνπκε όηαλ θάζε κνλάδα ηεο 

κειέηεο παξαηεξείηαη κόλν κία θνξά θαη ε κόλε παξαηεξνύκελε πιεξνθνξία γηα ην γεγνλόο επηβίσζεο 

πνπ καο ελδηαθέξεη είλαη εάλ ην γεγνλόο έρεη ζπκβεί όρη λσξίηεξα από ηνλ παξαηεξνύκελν ρξόλν. Αληί 
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ησλ δηαζηεκάησλ ζηελ (1.3.0.1) έλαο πην βνιηθόο ηξόπνο παξνπζίαζεο ηεο Πεξίπησζεο I είλαη 

{ ,  δ= ( )}C I T V , όπνπ C δειώλεη ηνλ παξαηεξεζέληα ρξόλν θαη Η είλαη ε δείθηξηα ζπλάξηεζε. 

Να ζεκεηώζνπκε όηη ε Πεξίπησζε Η δηαθέξεη από ηε δεμηά απνθνπή ή ηελ αξηζηεξή, νη νπνίεο 

ζπλήζσο πεξηιακβάλνπλ κεξηθνύο ρξόλνπο απνηπρίαο πνπ έρνπλ παξαηεξεζεί αθξηβώο. Δπηπιένλ, ηα 

απνθνκκέλα δεδνκέλα ηεο Πεξίπησζεο Η ζε δηάζηεκα ζπρλά αλαθέξνληαη θαη σο δεδνκέλα ηξέρνπζαο 

θαηάζηαζεο (current status data), έλαο όξνο πξνεξρόκελνο από δεκνγξαθηθέο κειέηεο. 

1.3.2 Πεπίπηυζη ΗΗ αποκομμένυν δεδομένυν σπόνος αποηςσίαρ ζε διάζηημα 

Απνθνκκέλα δεδνκέλα ζε δηάζηεκα πνπ πεξηιακβάλνπλ ηνπιάρηζηνλ έλα δηάζηεκα (L,U] θαη κε ηα 

δύν άθξα λα αλήθνπλ ζην (0,∞) ζπλήζσο αλαθέξεηαη σο γεληθή ή Πεξίπησζε ΗΗ πεξίπησζε 

(Groeneboom θαη Wellner, 1992; Huang θαη Wellner, 1997; Sun, 1998, 2005). Με άιια ιόγηα, ε 

Πεξίπησζε ΗΗ αλαθέξεηαη ζε απνθνκκέλα δεδνκέλα δηαζηήκαηνο πνπ πεξηιακβάλνπλ κεξηθά 

πεπεξαζκέλα δηαζηήκαηα καθξηά από ην κεδέλ. Έλαο δηαθνξεηηθόο ηξόπνο λα παξνπζηάζνπκε ηηο 

παξαηεξήζεηο ηεο πεξίπησζεο απηήο είλαη :  

                                     1 2 3 1 2{ ,  ,  ( ),  ( ),  δ 1 }R V I T R I R T V                        (1.3.2.1)  

ππνζέηνληαο όηη θάζε κνλάδα έρεη παξαηεξεζεί δύν θνξέο, όπνπ R θαη V είλαη δύν ηπραίεο κεηαβιεηέο 

πνπ ηθαλνπνηνύλ ηελ αλίζσζε R V  κε πηζαλόηεηα 1. Απηόο ν ζρεκαηηζκόο είλαη βνιηθόο θαη ζπρλά 

ρξεζηκνπνηείηαη, γηα παξάδεηγκα, ζηε ζεσξεηηθή δηεξεύλεζε κίαο ζπκπεξαζκαηηθήο δηαδηθαζίαο.  

Να ζεκεηώζνπκε όηη απνδερόκελνη ηελ ηζόηεηα R=V=C ε Πεξίπησζε Η κπνξεί λα πεξηγξαθεί 

από ηελ (1.3.2.1). Ο Yu (2000) γελίθεπζε απηό ην ζρεκαηηζκό γηα λα ζπκπεξηιάβεη αθξηβείο 

παξαηεξήζεηο. Μία αθόκα γελίθεπζε ηνπ ζρεκαηηζκνύ (1.3.2.1) γίλεηαη αλ ππνζέζνπκε όηη ππάξρεη κία 

νκάδα από παξαηεξήζεηο ρξνληθώλ ζεκείσλ, έζησ 1 2 ... kR R R  γηα θάζε κνλάδα κειέηεο, όπνπ k 

είλαη έλαο ηπραίνο αθέξαηνο. Ζ παξαηεξεζείζα πιεξνθνξία ηόηε έρεη ηε κνξθή :  

                                              
 1{ ,  , ( ),  1,...,  }j j jK R I R T R j k                                         (1.3.2.2) 

όπνπ 0 0R . Απηόο ν ζρεκαηηζκόο ή ν ηύπνο ησλ δεδνκέλσλ ρξόλνπ απνηπρίαο ζπλήζσο αλαθέξεηαη 

σο πεξίπησζε Κ ή κεηθηή πεξίπησζε απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ ζε δηάζηεκα (Schick θαη Yu, 2000; 
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Wellner, 1995). Δίλαη πξνθαλέο όηη ν παξαπάλσ ζρεκαηηζκόο πεξηιακβάλεη ηελ απεηθόληζε ηεο 

(1.3.2.1) σο κία εηδηθή πεξίπησζε θαη παξέρεη κία θπζηθή παξνπζίαζε ησλ απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ 

ρξόλνπ απνηπρίαο ζε δηάζηεκα πξνεξρόκελα από δηαρξνληθέο κειέηεο κε πεξηνδηθή παξαθνινύζεζε. 

Καη νη ηξείο απεηθνλίζεηο, από ηελ (1.3.0.1) έσο ηελ (1.3.2.2) δεκηνπξγνύλ ηελ ίδηα ζπλάξηεζε 

πηζαλνθάλεηαο. Δπηζεκαίλνπκε όηη, παξόιν πνπ θαη νη δύν απεηθνλίζεηο (1.3.2.1) θαη (1.3.2.2) θαίλνληαη 

ινγηθέο δελ είλαη ζύλεζεο λα έρνπκε απνθνκκέλα δεδνκέλα ζε δηάζηεκα πνπ έρνπλ ζπιιερζεί ή δνζεί 

ζε ηέηνηνπο ζρεκαηηζκνύο ζηελ πξάμε. Ωζηόζν, είλαη πνιύ πην εύθνιν θαη πην θπζηθό λα θάλνπκε 

ππνζέζεηο σο πξνο ηελ αλεμαξηεζία ηνπ Σ γηα απηέο από όηη σο πξνο ηελ απεηθόληζε (1.3.0.1), ε νπνία 

ζπρλά ρξήδεη πξνζδηνξηζκό ησλ αζπκπησηηθώλ ηδηνηήησλ ησλ ζπκπεξαζκαηηθώλ δηαδηθαζηώλ. Γηα 

δεδνκέλα ππό ηελ απεηθόληζε (1.3.2.1) ή (1.3.2.2) ν θαζέλαο κπνξεί εύθνια λα ζπκπεξηιάβεη ηα 

αληαπνθξηλόκελα δεδνκέλα κε ηελ απεηθόληζε (1.3.0.1). Από ηε άιιε πιεπξά, είλαη θαηλνκεληθώο 

αδύλαην λα κεηαζρεκαηίζνπκε ηελ απεηθόληζε (1.3.0.1) ζηελ (1.3.2.2) ρσξίο επηπιένλ πιεξνθνξία γηα 

ηε παξαηεξνύκελε δηαδηθαζία θαη δελ είλαη άκεζα πξνο κεηαζρεκαηηζκό νη παξαηεξήζεηο πνπ 

πξνέξρνληαη από ηελ απεηθόληζε (1.3.0.1) ζε απηέο ηεο απεηθόληζεο (1.3.2.1).  

1.3.3 Υπόνοι αποηςσίαρ διπλά αποκομμένυν δεδομένυν  

Θεσξνύκε κία κειέηε επηβίσζεο πνπ πεξηιακβάλεη δύν ζρεηηδόκελα γεγνλόηα. Έζησ Υ θαη S νη 

ρξόλνη ηεο ηέιεζεο ησλ δύν γεγνλόησλ κε S . Οξίδνπκε T=S X  θαη ππνζέηνπκε όηη Σ είλαη ν 

ρξόλνο επηβίσζεο πνπ καο ελδηαθέξεη. Με ηνλ όξν ρξόλνη απνηπρίαο δηπιά απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ 

ελλννύκε όηη νη παξαηεξήζεηο θαη ζην Υ θαη ζην S είλαη απνθνκκέλεο ζε δηάζηεκα (De Gruttola θαη 

Lagakos, 1989; Sun, 2004). Δηδηθόηεξα, ππνζέηνπκε όηη αληί λα παξαηεξήζνπκε ηα Υ θαη S αθξηβώο 

παξαηεξνύκε δύν δηαζηήκαηα (L,R] θαη (U,V] ηέηνηα ώζηε (L,R],  S (U,V] , L R  θαη U V  κε 

πηζαλόηεηα 1. Με άιια ιόγηα, νη παξαηεξήζεηο ζην Σ είλαη δηπιά απνθνκκέλεο.  

Ζ εηδηθή πεξίπησζε γηα ηα δηπιά απνθνκκέλα δεδνκέλα (doubly censored data) ζηελ νπνία ην S 

είλαη κόλν δεμηά απνθνκκέλν ζπκβαίλεη ζπρλά, θαη ζε απηή ηελ πεξίπησζε έρνπκε είηε U=V ή V= ∞ .  

Έλαο άιινο ζρεκαηηζκόο γηα απηή ηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε πνπ κπνξεί λα είλαη πην ξεαιηζηηθόο 

είλαη λα ππνζέζνπκε όηη ππάξρεη κία απνθνκκέλε κεηαβιεηή C, ε νπνία ζπλήζσο ζεσξνύκε όηη είλαη 
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αλεμάξηεηε ηνπ S. Ζ παξαηήξεζε ζην S ηόηε απνηειείηαη από ην S* = {S,C} θαη δ= I(S*= S) όπνπ I 

είλαη ε δείθηξηα ζπλάξηεζε όπσο πξνεγνπκέλσο.  

Μπνξνύκε λα δνύκε ρξόλνπο απνηπρίαο δηπιά απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ ζε κειέηεο ησλ νπνίσλ ε 

αζζέλεηα είλαη ζε εμέιημε, όπνπ ηα δύν γεγνλόηα ζα κπνξνύζαλ λα αληηπξνζσπεύνπλ ηε κόιπλζε θαη 

ηε κεηέπεηηα εκθάληζε κίαο ζπγθεθξηκέλεο αζζέλεηαο. ε απηέο ηηο πεξηπηώζεηο, ινηπόλ δηπιά 

απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο ζπκβαίλνπλ θπξίσο εμαηηίαο ηεο θύζεο ηεο αζζέλεηαο ή ηεο δνκήο ηνπ 

ζρεδηαζκνύ ηεο κειέηεο. Έζησ όηη Υ θαη S αληηπξνζσπεύνπλ ηε κόιπλζε από ηνλ ηό HIV θαη ηνπο 

ρξόλνπο δηάγλσζεο ηνπ AIDS αληίζηνηρα, θαη Σ είλαη ν ιαλζάλσλ ρξόλνο ηνπ AIDS.  

Υξόλνη απνηπρίαο δηπιά απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ πεξηιακβάλνπλ σο εηδηθέο πεξηπηώζεηο δεμηά 

απνθνκκέλνπο θαη απνθνκκέλνπο ρξόλνπο απνηπρίαο ζε δηάζηεκα. Γηα παξάδεηγκα, κεηώλνπλ ηα 

απνθνκκέλα δεδνκέλα ζε δηάζηεκα εάλ ν ρξόλνο ηεο ηέιεζεο ηνπ πξώηνπ γεγνλόηνο Υ, κπνξεί λα 

παξαηεξεζεί αθξηβώο (L=R). Δπηπιένλ, εάλ ε παξαηήξεζε ηνπ ρξόλνπ ηεο ηέιεζεο ηνπ κεηαγελέζηεξνπ 

γεγνλόηνο S, είλαη αθξηβήο ή δεμηά απνθνκκέλε, ηόηε έρνπκε κία δεμηά απνθνκκέλε παξαηήξεζε ζην Σ. 

Να ζεκεηώζνπκε όηη γηα δηπιά απνθνκκέλα δεδνκέλα, εάλ ην Υ έρεη παξαηεξεζεί αθξηβώο, κπνξνύκε 

λα εμάγνπκε ζπκπεξάζκαηα γηα ην Σ ζεσξώληαο όηη ην Υ= 0 θάηη πνπ ζπκβαίλεη ζηελ αλάιπζε ησλ 

δεδνκέλσλ πνπ αθνξνύλ ζε ρξόλνπο απνηπρίαο. 

1.4 Έννοιερ και μεπικά μονηέλα παλινδπόμηζηρ  

Έζησ Σ κία κε αξλεηηθή ηπραία κεηαβιεηή πνπ αληηπξνζσπεύεη ηνπο ρξόλνπο απνηπρίαο κηαο 

κνλάδαο ε νπνία είλαη ε κεηαβιεηή επηβίσζεο πνπ καο ελδηαθέξεη. Γηα ηελ εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ 

σο πξνο ηελ Σ, ε ζπλάξηεζε επηβίσζεο (survival function) θαη ε ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο (hazard 

function) είλαη ηδηαηηέξσο ρξήζηκεο γηα κνληεινπνίεζε. Ζ ζπλάξηεζε επηβίσζεο ηεο Σ νξίδεηαη σο ε 

πηζαλόηεηα ε Σ λα ππεξβαίλεη κία ηηκή t. Έζησ, ινηπόλ, ( )S t  ε ζπλάξηεζε επηβίσζεο ηεο Σ. Σόηε 

έρνπκε ( ) ( ),  0S t P T t t . 

Ζ ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο νξίδεηαη δηαθνξεηηθά γηα ζπλερείο θαη δηαθξηηέο κεηαβιεηέο 

επηβίσζεο, παξαθάησ ζα δώζνπκε ηνλ νξηζκό ηεο ζπλερνύο. Οη ζπλαξηήζεηο ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο 

θαη θαηαλνκήο ζπρλά ρξεζηκνπνηνύληαη θαη ζηελ αλάιπζε επηβίσζεο αλ θαη όρη ηόζν ζπρλά όζν νη 

ζπλαξηήζεηο επηβίσζεο θαη δηαθηλδύλεπζεο.  
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Δπηπιένλ, γηα λα επαλεμεηάζνπκε απηέο ηηο ζπλαξηήζεηο καδί κε ηηο ζρέζεηο πνπ ηηο ζπλδένπλ, ζε 

απηή ηελ ελόηεηα ζα πεξηγξάςνπκε εκη-παξακεηξηθά κνληέια παιηλδξόκεζεο πνπ ζπλήζσο 

ρξεζηκνπνηνύκε ζηελ αλάιπζε επηβίσζεο. Απηό πεξηιακβάλεη έλα κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο 

όπσο ην κνληέιν ηνπ Cox, ην κνληέιν αλαινγηθήο ζρεηηθήο πηζαλόηεηαο (proportional odds model), ην 

κνληέιν πξνζζεηηθήο δηαθηλδύλεπζεο (additive hazard model) θαη άιια.  

Δκείο ζα αλαθεξζνύκε ζην κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο, αθνύ πξώηα παξνπζηάζνπκε ηα 

βαζηθά σο πξνο ηηο ζπλερείο κεηαβιεηέο επηβίσζεο. 

1.4.1 ςνεσείρ μεηαβληηέρ επιβίυζηρ 

Τπνζέηνπκε όηη Σ είλαη κία ζπλερήο κεηαβιεηή θαη επηπιένλ όηη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο 

πηζαλόηεηαο f(t) ππάξρεη. Δμ νξηζκνύ, είλαη εύθνιν λα δεη θαλείο όηη ε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο 

πηζαλόηεηαο θαη ε ζπλάξηεζε επηβίσζεο ηθαλνπνηνύλ ηε ζρέζε:  

( )
( )

dS t
f t

dt
  κε  ( ) ( )

t
S t f s ds  

Ζ ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο ηεο Σ ηε ρξνληθή ζηηγκή t νξίδεηαη σο : 

0

P( | )
( ) lim

t

t T t t T t
t

t
 

αληηπξνζσπεύεη ηε ζηηγκηαία πηζαλόηεηα όπνπ κία κνλάδα απνηπγράλεη ηε ρξνληθή ζηηγκή t δνζέληνο 

όηη ε ζπγθεθξηκέλε κνλάδα δελ έρεη απνηύρεη πξηλ από απηή ηε ζηηγκή. Οη ζπλαξηήζεηο επηβίσζεο, 

ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο θαη δηαθηλδύλεπζεο έρνπλ κνλνζήκαληε ζρέζε κεηαμύ ηνπο (one-to-one 

relationship). Δηδηθόηεξα, δνζέληνο ηεο ζπλάξηεζεο ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ή επηβίσζεο, έρνπκε όηη:  

( ) log ( )
( )

( )

f t d S t
t

S t dt
 

από ηελ άιιε πιεπξά, κπνξεί λα απνδεηρζεί όηη 
0

( ) ( ( ) ) exp( ( ))
t

S t f s ds t  θαη 

( ) ( )exp( ( ))f t t t  όπνπ 
0

( ) ( )
t

t f s ds  ε ζσξεπηηθή ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο ηεο Σ.  
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1.4.2 Σο μονηέλο αναλογικήρ διακινδύνεςζηρ 

Έζησ Ε έλα δηάλπζκα από ζπκκεηαβιεηέο πνπ πεξηιακβάλεη, παξαδείγκαηνο ράξηλ, έλα δείθηε 

ζεξαπείαο, ειηθίαο θαη θύινπ. Όπσο επηζεκάλακε λσξίηεξα, κία αλάιπζε παιηλδξόκεζεο καο παξέρεη 

κία εθηίκεζε ησλ επηδξάζεσλ ησλ ζπκκεηαβιεηώλ ζηνπο ρξόλνπο δηαθνπήο, πνπ είλαη έλα από ηα 

ζεκαληηθά ζέκαηα ηεο αλάιπζεο επηβίσζεο. Γηα απηό ην ιόγν, έλα κνληέιν παιηλδξόκεζεο είλαη 

ζπλήζσο αλαγθαίν γηα λα θαζνξίζνπκε πσο νη ζπκκεηαβιεηέο επεξεάδνπλ ηνπο ρξόλνπο απνηπρίαο πνπ 

καο ελδηαθέξνπλ. Έλα κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο (PH) ππνζέηεη όηη ε ζπλάξηεζε 

δηαθηλδύλεπζεο ηεο Σ έρεη ηνλ αθόινπζν ηύπν :  

                                                              
'

0( ; ) ( )exp( )t tZ Zβ                                                      (1.4.2.1)  

δνζέλησλ ησλ ζπκκεηαβιεηώλ Ε.  

Σν β είλαη έλα δηάλπζκα παξακέηξσλ παιηλδξόκεζεο θαη ην 0 ( )t  θαζνξίδεηαη από ην εθάζηνηε 

παξακεηξηθό κνληέιν. Απηό ην κνληέιν νξίδεη εηδηθώο όηη νη ζπκκεηαβιεηέο δξνπλ πνιιαπιαζηαζηηθά 

ζηε ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο θαη πξνζαξκόδεηαη κε ηε κέζνδν κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο. 

Ζ εμίζσζε (1.4.2.1) ιέεη όηη ε αλαινγία ησλ ζπλαξηήζεσλ δηαθηλδύλεπζεο γηα δύν κνλάδεο κε 

δηαθνξεηηθέο ζπκκεηαβιεηέο είλαη ζπλερήο. Πην ζπγθεθξηκέλα, γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ δηπινύ δείγκαηνο 

όπνπ Ε= 0 ή 1, έρνπκε :  

( ; 1)
exp( )

( ; 0)

t Z

t Z
 

Κάησ από ην κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο (PH), ε ππό ζπλζήθε ππθλόηεηα θαη νη εμηζώζεηο 

επηβίσζεο ηεο Σ δνζέληνο ηνπ Ε έρεη ηνπο αθόινπζνπο ηύπνπο :  

' '

0 0( ; ) ( )exp( )exp[ ( )exp( )]f t t tZ Zβ Zβ  

θαη 

'' exp( )

0 0( ; ) exp[ ( )exp( )] [ ( )]S t t S t Zβ
Z Zβ  
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όπνπ 

0 0
0

( ) ( )
t

t s ds  θαη 0 0
0

( ) exp[ ( ) ]
t

S t s ds  

είλαη ε αξρηθή ή βαζηθή ζσξεπηηθή ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο θαη ε αξρηθή ζπλάξηεζε επηβίσζεο. Ζ 

ππό ζπλζήθε ζσξεπηηθή ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο ηεο Σ δνζέληνο ηνπ Ε έρεη ηνλ ηύπν:  

'

0( ; ) ( )exp( )t tZ Zβ  

Αλ ζηελ εμίζσζε (1.4.2.1) ην 0 ( )t  είλαη κία αθαζόξηζηε βαζηθή ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο ζα έρνπκε 

ην κνληέιν ηνπ Cox (Cox, 1972) ε εηδηθή πεξίπησζε ηνπ (1.4.2.1) θαη ίζσο είλαη ην πην ζύλεζεο 

κνληέιν παιηλδξόκεζεο πνπ ρξεζηκνπνηνύκε ζηελ αλάιπζε κε δεδνκέλα ρξόλνπο απνηπρίαο. Έλαο 

ζεκαληηθόο ιόγνο είλαη ε απιή θαη επαξθήο ζπκπεξαζκαηηθή δηαδηθαζία, ε πξνζέγγηζε ηεο κεξηθήο 

πηζαλνθάλεηαο ζε ζρέζε κε ηελ παξάκεηξν παιηλδξόκεζεο β πνπ είλαη δηαζέζηκε γηα δεδνκέλα δεμηά 

απνθνκκέλσλ ρξόλσλ απνηπρίαο. 

Ζ πξνζέγγηζε κεξηθήο πηζαλνθάλεηαο είρε πξνηαζεί από ηνλ Cox (1972, 1975) θαη έρεη κειεηεζεί 

από αξθεηνύο ζπγγξαθείο. Δίλαη ελ κέξεη απιό γηαηί ε ζπλάξηεζε κεξηθήο πηζαλνθάλεηαο πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηέηνηα ζπκπεξάζκαηα είλαη κόλν κία ζπλάξηεζε ηνπ β θαη επηπιένλ, δε ρξεηάδεηαη 

λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ αξρηθή ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο 0 ( )t . 

Ζ πξνζέγγηζε είλαη επαξθήο γηαηί ε εθηηκήηξηα ηνπ β είλαη αζπκπησηηθά ηζνδύλακε κε ηελ 

εθηηκήηξηα ηνπ β πνπ δίλεηαη από ηελ πιήξε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο (full likelihood function). 

Δπηπξόζζεηα ηνπ Cox (1972, 1975), νη Cox θαη Oakes (1984) θαη Kalbfleisch θαη Prentice (2002) δίλνπλ 

άιιεο αλαθνξέο, παξαπνκπέο γηα ην κνληέιν (1.4.2.1) πνπ ζπδεηήζακε λσξίηεξα θαη ηε ρξεζηκόηεηά 

ηνπ ζηελ αλάιπζε παιηλδξόκεζεο ησλ ρξόλσλ απνηπρίαο ησλ δεμηά απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ.  

Τπάξρνπλ πνιιέο γεληθεύζεηο ηνπ αλαινγηθνύ κνληέινπ δηαθηλδύλεπζεο. Μία από απηέο επηηξέπεη 

ζην Ε λα εμαξηάηαη από ην ρξόλν ην νπνίν ζα κπνξνύζε λα αληηζηνηρεί ζηελ πεξίπησζε, παξαδείγκαηνο 

ράξηλ όπνπ ην Ε ζα εκπεξηείρε ην επίπεδν ηεο κόιπλζεο ηνπ αέξα ή ηελ πνζόηεηα ηνπ ρξόλνπ πνπ έλα 

άηνκν εμαζθείηαη. Μία αθόκα γελίθεπζε επηηξέπεη ζηελ αξρηθή ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο λα είλαη 

δηαθνξεηηθή γηα άηνκα από δηαθνξεηηθέο ππννκάδεο ή ππνπιεζπζκνύο. Γηα λα είκαζηε πην ζαθείο, αο 
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ππνζέζνπκε όηη ν πιεζπζκόο έρεη δηαηξεζεί ζε θ-ζηξώκαηα (strata) θαη ε ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο 

ηεο Σ γηα έλα άηνκν από ην j-νζηό ζηξώκα έρεη ηνλ αθόινπζν ηύπν : 

'

0( ; ) ( )exp( )jt tZ Zβ  

δνζέλησλ ησλ ζπκκεηαβιεηώλ Ε, j= 1, … , k. 

Απηό ζεκαίλεη όηη, κπνξεί ε ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο λα έρεη δηαθνξεηηθά ζρήκαηα γηα άηνκα από 

δηαθνξεηηθά ζηξώκαηα.  
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Κεθάλαιο 2 

 

ςμπεπαζμαηολογία για παπαμεηπικά μονηέλα και πποζεγγίζειρ απόδοζηρ 

ηιμών  

 

2.1 Διζαγυγή 

Έλα βαζηθό πιενλέθηεκα ησλ παξακεηξηθώλ πξνζεγγίζεσλ είλαη όηη ε εθαξκνγή ηνπο είλαη 

θαηαξρήλ απιή θαη γεληθά ηζρύεη ε ζπλήζεο ζεσξία κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο. Οη πξνζεγγίζεηο κέζσ 

απόδνζεο ηηκώλ (imputation) ρξεζηκνπνηνύληαη γηα λα αλάγνπλ ην πξόβιεκα ηεο αλάιπζεο ησλ ρξόλσλ 

απνηπρίαο ησλ απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ ζε δηάζηεκα σο πξνο εθείλν ηεο αλάιπζεο ρξόλσλ απνηπρίαο 

κε δεμηά απνθνκκέλα δεδνκέλα. Έηζη, κπνξνύκε λα απνθύγνπκε ηε ρξεζηκνπνίεζε ηεο απνθνπήο ζε 

δηάζηεκα (interval censoring) θαη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο ππάξρνπζεο ζπκπεξαζκαηηθέο δηαδηθαζίεο 

θαη ηνπ ζηαηηζηηθνύ ινγηζκηθνύ πνπ έρεη αλαπηπρζεί γηα ηα δεμηά απνθνκκέλα δεδνκέλα.  

2.2 Παπαμεηπικά μονηέλα σπόνυν αποηςσίαρ  

ε απηή ηελ ελόηεηα ζα πεξηγξάςνπκε ζπλήζε παξακεηξηθά κνληέια πνπ ρξεζηκνπνηνύκε γηα ηελ 

Σ, κία ηπραία κε αξλεηηθή κεηαβιεηή πνπ αληηπξνζσπεύεη ην ρξόλν απνηπρίαο κηαο κνλάδαο. Απηά 

πεξηέρνπλ ην Δθζεηηθό, ην Weibull, ην Λνγαξηζκν-θαλνληθό (log-normal) θαη ην Λνγαξηζκν-ινγηζηηθό 

(log-logistic) κνληέιν. Μεξηθά αθόκε παξακεηξηθά κνληέια κπνξνύκε λα βξνύκε ζηνπο Kalbfleisch θαη 

Prentice (2002) θαη Lawless (2003).  

2.2.1 Σο Δκθεηικό μονηέλο 

Σν Δθζεηηθό κνληέιν κίαο παξακέηξνπ ππνζέηεη όηη ε ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο ηεο Σ είλαη 

ζηαζεξή κε Σ>0. Απηό είλαη ( ) 0t .  
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Δίλαη ην απιό κνληέιν ρξόλσλ απνηπρίαο θαη ππνζέηεη όηη ν ζηηγκηαίνο ξπζκόο απνηπρίαο είλαη 

αλεμάξηεηνο ηνπ ρξόλνπ t. Τπό απηό ην κνληέιν, νη ζπλαξηήζεηο επηβίσζεο θαη ππθλόηεηαο 

πηζαλόηεηαο ηεο Σ είλαη αληίζηνηρα :  

( ) ,  ( )t tS t e f t e  

Δπηπιένλ, κπνξεί εύθνια λα απνδεηρζεί όηη ε ππό ζπλζήθε πηζαλόηεηα απνηπρίαο κέζα ζε ρξνληθό 

δηάζηεκα ζπγθεθξηκέλνπ κήθνπο είλαη ην ίδην αλεμαξηήησο ηνπ πόζν κεγάιε είλαη ε κνλάδα ηεο 

κειέηεο. Απηή ε ηδηόηεηα ζπλήζσο αλαθέξεηαη σο “ηδηόηεηα ηεο κε απνκλεκόλεπζεο” ηνπ Δθζεηηθνύ 

κνληέινπ (memoryless property).  

Τπνζέηνπκε όηη ππάξρεη έλα δηάλπζκα από ζπκκεηαβιεηέο Ε θαη καο ελδηαθέξεη ε επίδξαζε ηνπ Ε 

ζηελ Σ. Έλαο ηξόπνο λα νξίζνπκε ην Δθζεηηθό κνληέιν παιηλδξόκεζεο είλαη λα ππνζέζνπκε όηη ε ππό 

ζπλζήθε ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο ηεο Σ δνζέληνο ηνπ Ε έρεη ηνλ ηύπν :  

'( ; ) exp( )t Z Zβ  

ε νπνία αθνινπζεί ην κνληέιν δηαθηλδύλεπζεο (PH) (1.4.2.1). Δδώ ην β δειώλεη ην δηάλπζκα ησλ 

παξακέηξσλ παιηλδξόκεζεο. 

Ζ ππό ζπλζήθε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο Σ ηόηε έρεη ηνλ εμήο ηύπν :  

' '( ; ) exp( )exp[ exp( )]f t tZ Zβ Zβ  

δνζέληνο ηνπ Ε.  

Έζησ log( )Y T  ν  ινγάξηζκνο ηνπ ρξόλνπ επηβίσζεο (log survival time). Σόηε ην παξαπάλσ κνληέιν 

κπνξεί εμίζνπ λα νξηζζεί θαη από ηε ζρέζε :  

                                                                  
'Y a Z Wβ                                                              (2.2.1.1)  

Όπνπ log( )a  θαη κε ην W λα αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Gumbel κε ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο 

πηζαλόηεηαο πνπ δίλεηαη από ηνλ παξαθάησ ηύπν : 
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exp( ),  με - .ww e w  

ε ζρέζε κε ηελ Σ, ην (2.2.1.1) κνληέιν είλαη έλα Λνγαξηζκν-γξακκηθό κνληέιν, θαη γηα ην Τ είλαη έλα 

γξακκηθό κνληέιν κε ηπραία κεηαβιεηή ζθάικαηνο W ε νπνία είλαη ηεο θαηαλνκήο Gumbel.   

2.2.2 Σο μονηέλο Weibull 

      Σν απιό Eθζεηηθό κνληέιν πνπ πεξηγξάςακε παξαπάλσ εμαξηάηαη κόλν από κία παξάκεηξν θαη 

κπνξεί λα είλαη πνιύ πεξηνξηζηηθό κεξηθέο θνξέο. Μία ζεκαληηθή γελίθεπζε απηνύ είλαη ην κνληέιν 

Weibull δύν παξακέηξσλ κε ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο :  

1( ) ( )t t  

κε ι, γ > 0. Δίλαη εύθνιν λα δεη θαλείο όηη ε ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο είλαη κνλόηνλα θζίλνπζα γηα    

γ < 1, αύμνπζα γηα γ > 1 θαη αλάγεηαη ζηελ εθζεηηθή ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο εάλ γ = 1. Τπό ην 

κνληέιν Weibull νη ζπλαξηήζεηο επηβίσζεο θαη ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο Σ έρνπλ ηνπο ηύπνπο : 

( ) exp[ ( ) ]S t t  

θαη 

1( ) ( ) exp[ ( ) ]f t t t  

αληίζηνηρα. 

Γηα ηελ αλάιπζε παιηλδξόκεζεο, όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ εθζεηηθνύ κνληέινπ, ε ζπλάξηεζε 

δηαθηλδύλεπζεο κπνξεί λα γεληθεπζεί ζε  

1 '( ; ) ( ) exp( )t tZ Zβ  

Ζ αληαπνθξηλόκελε ππό ζπλζήθεο ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο Σ δνζέληνο ηνπ Ε είλαη ηόηε  

1 ' '( ; ) ( ) exp( )exp[ ( ) exp( )]f t t tZ Zβ Zβ  

Όπσο θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ Δθζεηηθνύ κνληέινπ, κε log( )Y T , ην κνληέιν παιηλδξόκεζεο κπνξεί 

λα γξαθηεί σο  
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' *Y a Z Wβ                                                    (2.2.2.1)  

Όπνπ log( )a , 1 *,  β  θαη κε ην W λα αθνινπζεί ηελ θαηαλνκή Gumbel. 

Να παξαηεξήζνπκε όηη όπσο ζην κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο (PH), θαη ζην Δθζεηηθό 

θαζώο θαη ζην Weibull κνληέιν παιηλδξόκεζεο νη ζπκκεηαβιεηέο έρνπλ πνιιαπιαζηαζηηθέο επηδξάζεηο 

ζηε ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο. 

Από ηελ άιιε πιεπξά, όπσο ην κνληέιν επηηαρπλόκελεο δηαθνπήο (κε αληίζηνηρν ηύπν 

'log( ) WZβ ), θαη ηα δύν κνληέια είλαη ινγαξηζκν-γξακκηθά θαη ππό απηά νη ζπκκεηαβιεηέο 

επεξεάδνπλ πξνζζεηηθά ην ινγαξηζκν-ρξόλν επηβίσζεο (log survival time) ηνπ Τ. Σν κνληέιν Weibull 

είλαη ε κόλε νηθνγέλεηα κνληέισλ πνπ ηθαλνπνηεί απηνύο ηνπο όξνπο (Kalbfleisch θαη Prentice, 2002).  

2.2.3 Σο Λογαπιθμο-κανονικό μονηέλο 

Σν Λνγαξηζκν-θαλνληθό κνληέιν ππνζέηεη όηη ν ινγαξηζκν-ρξόλνο επηβίσζεο Τ=log(Σ) έρεη ηνλ 

ηύπν Y a W  κε ην W λα είλαη κία ηπραία κεηαβιεηή ηεο Καλνληθήο θαηαλνκήο. Ζ ζπλάξηεζε 

ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο ηεο Σ είλαη ηόηε : 

2 2
1

12
(log )

( ) (2 ) exp[ ]
2

t
f t t  

Όπνπ exp( )a  θαη 1  όπσο θαη πξνεγνπκέλσο. Οη ζπλαξηήζεηο επηβίσζεο θαη δηαθηλδύλεπζεο 

ηεο Σ πεξηέρνπλ ηε ζηαζεξή θαλνληθή ζπλάξηεζε θαηαλνκήο Φ(w) κε  

( ) 1 ( log )S t t  

θαη κε ηηο δύν λα κελ έρνπλ θιεηζηνύ ηύπνπ κνξθή. Ζ ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο απμάλεηαη από ην 

κεδέλ γηα t=0 ζε έλα κέγηζην θαη κεηά πέθηεη ζην κεδέλ όζν ην t κεγαιώλεη. ηελ πεξίπησζε όπνπ 

ππάξρνπλ ζπκκεηαβιεηέο Ε, είλαη πξνθαλέο όηη αθνινπζώληαο ηα κνληέια (2.2.1.1) θαη (2.2.2.1) 

κπνξεί θαλείο λα νξίζεη ην Λνγαξηζκν-θαλνληθό κνληέιν παιηλδξόκεζεο σο εμήο :  

                                                               
'Y a WZβ                                                   (2.2.3.1) 
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ην ζύλεζεο γξακκηθό κνληέιν παιηλδξόκεζεο. Απηό ην κνληέιν είλαη ηδηαίηεξα εύθνιν λα εθαξκνζζεί 

εάλ δελ ππάξρεη θαζόινπ απνθνπή. Αιιά ε ύπαξμε ηεο απνθνπήο δπζρεξαίλεη ηνλ ππνινγηζκό θαη ηελ 

εμαγσγή ζπκπεξαζκάησλ. 

2.2.4 Σο Λογαπιθμο-λογιζηικό μονηέλο 

Σν Λνγαξηζκν-ινγηζηηθό κνληέιν νξίδεηαη κε ηνλ ίδην ηξόπν πνπ νξίζακε θαη ην Λνγαξηζκν-

θαλνληθό κνληέιν εθηόο από ην όηη ην W έρεη ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο 

2
( )

(1 )

w

w

e
f w

e
 

Ζ ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο είλαη ζπκκεηξηθή κε κέζν ην κεδέλ θαη δηαζπνξά 
2

3
. Τπό ην 

Λνγαξηζκν-ινγηζηηθό κνληέιν ε ζ.π.π. ηεο Σ είλαη: 

1 2( ) ( ) [1 ( ) ]f t t t  

όπνπ νξίδνπκε μαλά exp( )a  θαη 1 . 

ε ζύγθξηζε κε ην Λνγαξηζκν-θαλνληθό κνληέιν, ην Λνγαξηζκν-ινγηζηηθό αλ θαη 

ρξεζηκνπνηείηαη ιηγόηεξν ζπρλά ζηελ αλάιπζε ρξόλσλ απνηπρίαο έρεη ην πιενλέθηεκα όηη θαη ε 

ζπλάξηεζε επηβίσζεο θαη ε ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο έρνπλ θιεηζηνύ ηύπνπ κνξθέο. Δπηπιένλ είλαη 

πην βνιηθό από όηη ην Λνγαξηζκν-θαλνληθό κνληέιν ζην ρεηξηζκό ησλ απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ. Ζ 

ζπλάξηεζε επηβίσζεο θαη δηαθηλδύλεπζεο αληίζηνηρα είλαη : 

1
( )

1 ( )
S t

t
  θαη  

1( )
( )

1 ( )

t
t

t
 

Δάλ γ < 1, ε ι(t) είλαη κνλόηνλα θζίλνπζα από ην  θαη εάλ γ = 1 είλαη κνλόηνλα θζίλνπζα από ην ι. 

Γηα γ > 1 όπσο θαη ε ινγαξηζκν-θαλνληθή ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο ι(t) απμάλεηαη από ην κεδέλ σο 

ην κέγηζην θαη κεηά πέθηεη ζην κεδέλ.  

 



38 
 

2.3 Πιθανοθάνεια βαζιζμένη ζε ζςμπεπάζμαηα για παπαμεηπικά μονηέλα 

Αο ζεσξήζνπκε κία κειέηε επηβίσζεο πνπ απνηειείηαη από n αλεμάξηεηεο κνλάδεο. Έζησ iT
 
λα 

δειώλεη ην ρξόλν επηβίσζεο ηνπ κνλάδαο i πνπ καο ελδηαθέξεη γηα i= 1, . .. , n θαη ππνζέηνπκε όηη ην iT  

αθνινπζεί έλα παξακεηξηθό κνληέιν κε ζπλάξηεζε επηβίσζεο S(t,ζ), όπνπ 
'

1( ,...,  )pθ  δειώλεη 

άγλσζηεο παξακέηξνπο. Δπίζεο ππνζέηνπκε όηη κόλν απνθνκκέλα δεδνκέλα ζε δηάζηεκα είλαη 

δηαζέζηκα θαη ηόηε έρνπκε ηνλ ηύπν {( , ],  ;  1,...,  },i i iL R i nZ  όπνπ ( , ]i iL R  δειώλεη ην δηάζηεκα ζην 

νπνίν ην iT  έρεη παξαηεξεζεί όηη αλήθεη θαη iZ  είλαη ην δηάλπζκα ζπκκεηαβιεηώλ πνπ ζρεηίδεηαη κε 

ηελ i-νζηή κνλάδα i=1,..., n. Σόηε ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο είλαη αλάινγε κε : 

1 1

( ) ( ) [ ( , ) ( , )]
n n

i i i

i i

L L S L S Rθ θ θ θ  

ζεσξώληαο όηη i iL R  γηα όια ηα i=1,..., n. 

2.3.1 ςμπεπαζμαηολογία με γενικά παπαμεηπικά μονηέλα 

Ζ θιαζηθή πξνζέγγηζε ηεο ζπκπεξαζκαηνινγίαο γηα ην θ είλαη λα εθηηκεζεί από ηελ εθηηκήηξηα 

κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο, πνπ νξίδεηαη σο ε ηηκή ηνπ θ πνπ κεγηζηνπνηεί ην L(θ), θαη ε ρξήζε ησλ 

ζηαηηζηηθώλ ζπλαξηήζεσλ ηνπ ιόγνπ πηζαλνθαλεηώλ θαη ηνπ ειέγρνπ score πνπ πξνέξρνληαη από ην 

L(θ). Γνζέληνο ηνπ αλεμάξηεηνπ κεραληζκνύ απνθνπήο πνπ ζεσξνύκε εδώ, γεληθά ηζρύεη ε θιαζηθή 

αζπκπησηηθή πηζαλνζεσξία. Δηδηθόηεξα αζπκπησηηθέο πξνζεγγίζεηο ησλ θαηαλνκώλ ησλ εθηηκεηξηώλ 

κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο θαη ησλ ειεγρνζπλαξηήζεσλ ηνπ ιόγνπ πηζαλνθαλεηώλ θαη score είλαη 

δηαζέζηκεο θαη παξέρνπλ άκεζα ζπκπεξάζκαηα. Έζησ όηη ην θ̂  δειώλεη ηελ εθηηκήηξηα κεγίζηεο 

πηζαλνθάλεηαο ηνπ θ. Οξίδνπκε: 

2

'
1 1 1 1

( ) ( ) ( ) και ( ) ( ) ( )
n n n n

i i i i

i i i i

U U L I I Lθ θ θ θ θ θ
θ θ θ

 

Σόηε θάησ από ζπγθεθξηκέλεο ζπλζήθεο θαλνληθόηεηαο ε θ̂  είλαη ζπλεπήο. Δπηπιένλ, όηαλ ην n 

είλαη κεγάιν είλαη ε κνλαδηθή ιύζε θ̂  ηεο εμίζσζεο U(θ)=0 θαη ε θαηαλνκή ηνπ κπνξεί λα 
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πξνζεγγηζζεί από ηελ πνιπκεηαβιεηή Καλνληθή θαηαλνκή κε κέζν θ θαη ζπλδηαθύκαλζε ηνλ πίλαθα 

1( )I θ . Με άιια ιόγηα, έρνπκε 1ˆ ~ ( , ( ))Iθ N θ θ  πνπ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηνλ έιεγρν 

ππνζέζεσλ θαη εθηηκήζεσλ πνπ απνξξένπλ από δηάζηεκα γηα ην θ. Γηα λα θαζνξίζνπκε ην θ̂  κπνξνύκε 

λα ρξεζηκνπνηήζνπκε δηαδηθαζία εμεύξεζεο ξίδαο (root-finding procedure) ή ηνλ αιγόξηζκν ηνπ 

Newton-Raphson. Τπνζέηνπκε όηη 0( )I θ  είλαη κε κνλαδηθό. ηνλ αιγόξηζκν Newton-Raphson κία 

αξρηθή ηηκή, αο πνύκε 0θ , ηνπ θ έρεη ελεκεξσζεί (updated) από:  

1

1 0 0 0( ) ( )I Uθ θ θ θ  επαλαιεπηηθά έσο όηνπ επηηεπρζεί ε ζύγθιηζε.  

Γηα λα ειέγμνπκε ηελ ππόζεζε 1 0:H θ θ , κε 0θ  γλσζηό, είλαη βνιηθό λα θάλνπκε ρξήζε ηνπ ειέγρνπ 

score (score test)  

' 1

0 0 0( ) ( ) ( )U I Uθ θ θ  

ην νπνίν έρεη κία αζπκπησηηθή 2  θαηαλνκή κε p βαζκνύο ειεπζεξίαο. Τπνζέηνπκε όηη ' ' '

1 2( , )θ θ θ  

όπνπ 1θ  θαη 2θ είλαη ζπληζηώζεο ηνπ θ κε δηαζηάζεηο k θαη p-k αληίζηνηρα. 

Σόηε ζηελ πξάμε, κία πην ζπλήζε ππόζεζε είλαη 2 1 10:H θ θ , κε 10θ  γλσζηό. ε απηή ηε 

πεξίπησζε, ν κεξηζκόο (partition) U(θ) γίλεηαη όπσο θαη γηα ην θ, π.ρ. 

' ' '

1 1 2 2 1 2( ) [ ( , ), ( , )]U U Uθ θ θ θ θ  

κε 1 2 και U U  λα έρνπλ δηαζηάζεηο k θαη p-k αληηπξνζσπεύνληαο ηα 1 2 και θ θ αληίζηνηρα. 

2.4 ςμπεπαζμαηολογία βαζιζμένη ζηην απόδοζη ή ανηικαηάζηαζη ηιμών (imputation) 

Ζ απόδνζε ή πνιιαπιή απόδνζε (imputation) είλαη κία γεληθή πξνζέγγηζε δηαρείξηζεο κε 

θαηαγεγξακκέλσλ δεδνκέλσλ ζε πξνβιήκαηα (Rubin, 1987) θαη ζπρλά ρξεζηκνπνηείηαη, παξαδείγκαηνο 

ράξηλ, ζε κειέηεο δεηγκαηνιεςίαο. Σα κε θαηαγεγξακκέλα δεδνκέλα (missing data) ζπλήζσο 

αλαθέξνληαη ζε παξαηεξεζέληα δεδνκέλα ηα νπνία δε καο παξέρνπλ θακία πιεξνθνξία 

θαηαγεγξακκέλε σο πξνο ηηο κεηαβιεηέο απόθξηζεο πνπ καο ελδηαθέξνπλ. Οη απνθνκκέλνη ή ζε 
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δηάζηεκα απνθνκκέλνη ρξόλνη απνηπρίαο δηαθέξνπλ από ηνπο ρξόλνπο απνηπρίαο πνπ αληηζηνηρνύλ ζε 

κε θαηαγεγξακκέλα δεδνκέλα γηαηί νη πξώηνη παξέρνπλ έζησ θαη ειιηπείο (incomplete) πιεξνθνξίεο 

γηα ηνπο ρξόλνπο απνηπρίαο πνπ καο ελδηαθέξνπλ. Με άιια ιόγηα, ηα απνθνκκέλα δεδνκέλα ζε 

δηάζηεκα είλαη ζηελ πξαγκαηηθόηεηα αηειή δεδνκέλα, όρη αθξηβώο κε θαηαγεγξακκέλα δεδνκέλα. 

Παξόια απηά, κπνξεί θαλείο λα δηαρεηξηζηεί ηνπο κε παξαηεξνύκελνπο πξαγκαηηθνύο ρξόλνπο δηαθνπήο 

σο κε θαηαγεγξακκέλεο ηηκέο θαη λα ηνπο αληηθαηαζηήζεη κε ηηκέο ηεθκαξηέο ή ηηκέο ζπκβαηήο 

απόδνζεο (imputed values) βαζηδόκελνο ζηηο παξαηεξεζείζεο ηηκέο.  

Έζησ όηη ην iT  αληηπξνζσπεύεη ηνπο ρξόλνπο επηβίσζεο πνπ καο ελδηαθέξνπλ από n αλεμάξηεηα 

άηνκα, θαη αο ππνζέζνπκε όηη έρνπλ παξαηεξεζεί κόλν απνθνκκέλα ζε δηάζηεκα δεδνκέλα θαη ηα 

ζπκβνιίδνπκε σο εμήο : 

{( , ],  ;  1,...,  }i i iL R i nZ  

Έζησ πξόβιεκα πνπ αθνξά ζε έλα δείγκα. Θεσξνύκε όηη 0iZ  θαη όηη ε ( ; )S t θ  δειώλεη ηε 

ζπλάξηεζε επηβίσζεο ησλ iT  κε άγλσζηεο παξακέηξνπο θ. ηηο αθόινπζεο πεξηπηώζεηο εζηηάδνπκε 

θπξίσο ζε απηέο όπνπ ε δηάζηαζε ηνπ θ είλαη άπεηξε. Απηέο ζπκπεξηιακβάλνπλ πεξηπηώζεηο όπνπ ην θ 

αληηπξνζσπεύεη όιε ηε ζπλάξηεζε επηβίσζεο ή απνηειείηαη από πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο δηάλπζκα 

ησλ παξακέηξσλ πνπ καο ελδηαθέξνπλ. Σν κε παξακεηξηθό πξόβιεκα, πνπ κόιηο αλαθέξακε, ην νπνίν 

αθνξνύζε ζε έλα δείγκα αληηζηνηρεί ζηελ πξώηε πεξίπησζε θαη έλα παξάδεηγκα ηεο ηειεπηαίαο 

πεξίπησζεο δίλεηαη κε ην θ λα γίλεηαη β θαη 0 ( )t γηα ηελ αλάιπζε παιηλδξόκεζεο ππό ην κνληέιν 

(1.4.2.1).  

Ζ ζπκβαηή αληηθαηάζηαζε δεδνκέλσλ, ζε ηέηνηεο πεξηπηώζεηο, γίλεηαη κε ηε παξαγσγή ελόο ή 

πνιιώλ νκάδσλ δεδνκέλσλ πξνεξρόκελα από δεμηά απνθνκκέλνπο ρξόλνπο απνηπρίαο γηα ηνπο iT  

ρξεζηκνπνηώληαο ηα παξαηεξεζέληα δεδνκέλα. ηε ζπλέρεηα, ινηπόλ, κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε 

ηα λέα απηά δεδνκέλα γηα λα βγάινπκε ζπκπεξάζκαηα γηα ην θ. Δίλαη πξνθαλέο όηη αληί ησλ δεμηά 

απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ, ζα κπνξνύζακε λα δεκηνπξγήζνπκε αθξηβή δεδνκέλα ρξόλσλ απνηπρίαο ησλ 

iT . πλήζσο θάηη ηέηνην δελ είλαη αλαγθαίν νύηε πξνηηκεηέν. Ο θπξηόηεξνο ιόγνο είλαη ε ύπαξμε 

πνιιώλ εγθεθξηκέλσλ κεζόδσλ δεμηά απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ γηα πνηθίια πξνβιήκαηα 

ζπκπεξαζκαηνινγίαο θαη ππάξρεη ε πηζαλόηεηα εκθαλώλ ειιείςεσλ ζηηο πξνζεγγίζεηο κέζσ απόδνζεο 
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ηηκώλ (imputation approaches). Αλ όκσο επηιέμνπκε λα εηζάγνπκε ην ρξόλν επηβίσζεο iT  από έλα 

πεπεξαζκέλν δηάζηεκα απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ, αιιά όρη δεμηά απνθνκκέλσλ παξαηεξήζεσλ ην 

πξόβιεκα πεξηνξίδεηαη ζηελ αλάιπζε ησλ ζπκβαηά αληηθαηεζηεκέλσλ (δεμηά απνθνκκέλσλ) 

δεδνκέλσλ, ηα νπνία κπνξνύκε λα ρεηξηζηνύκε κε κία από ηηο πνιιέο ηερληθέο όπσο γηα παξάδεηγκα ηε 

κέζνδν κεξηθήο πηζαλνθάλεηαο. ηε ζπλέρεηα ζα ζπδεηήζνπκε δύν γεληθέο πξνζεγγίζεηο ηεο ζπκβαηήο 

απόδνζεο ηηκώλ. ηελ παξάγξαθν 2.4.1 ζα παξνπζηαζηεί ε πξώηε πξνζέγγηζε κέζσ ελόο ζεκείνπ 

(single point imputation approach) ε νπνία ζπρλά ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ πξάμε ιόγσ ηεο απιόηεηάο ηεο. 

Ζ δεύηεξε πξνζέγγηζε είλαη κε ηε κέζνδν πνιιαπιήο πξνζέγγηζεο ηηκώλ (Wei and Tanner, 1991) ε 

εθαξκνγή ηεο νπνίαο αθνξά ζηηο ηερληθέο αύμεζεο δεδνκέλσλ θαη αλαιύεηαη ζηνπο Tanner θαη Wong 

(1987) θαη Tanner (1991) πνπ ζα ζπδεηεζεί ζηελ παξάγξαθν 2.4.2. ηε ζπλέρεηα ζηηο παξαγξάθνπο 

2.4.3 θαη 2.4.4 ζα αλαθεξζνύκε ζηελ εξγαζία ησλ Wei θαη Tanner (1991) νη νπνίνη κε βάζε ην “ Data 

augmentation algorithm” αλέπηπμαλ δύν αιγνξίζκνπο γηα ηελ αληηθαηάζηαζε κε-θαηαγεγξακκέλσλ 

δεδνκέλσλ:   

α) Poor Man΄s data augmentation (PMDA) 

β) Asymptotic Normal data augmentation (ANDA) 

2.4.1 Πποζέγγιζη ζςμβαηήρ απόδοζηρ ηιμών μέζυ ενόρ ζημείος  

Γηα απνθνκκέλα δεδνκέλα ρξόλσλ απνηπρίαο ζε δηάζηεκα, ε πην απιή πξνζέγγηζε απόδνζεο ηηκώλ 

ίζσο είλαη ε ππόζεζε όηη γηα ηε γεληθή κνλάδα i, ν ππνβόζθσλ πξαγκαηηθόο ρξόλνο απνηπρίαο iT  είλαη 

ίζνο κε κία ηηκή κεο ζην παξαηεξεζέλ δηάζηεκα ( , ],  1,...,  .i iL R i n
 
Μία ζπλήζε επηινγή είλαη λα 

ζεσξήζνπκε όηη ην iT  είλαη ην κεζαίν ζεκείν ηνπ δηαζηήκαηνο γηα έλα πεπεξαζκέλν δηάζηεκα ή γηα κία 

αιεζώο απνθνκκέλε παξαηήξεζε ζε δηάζηεκα. Γηα δηαζηήκαηα κε =iR  ή κε δεμηά απνθνκκέλεο 

παξαηεξήζεηο, νη αξρηθέο παξαηεξήζεηο δελ ηξνπνπνηνύληαη. ηε ζπλέρεηα έρνπκε κηα νκάδα από 

ρξόλνπο απνηπρίαο δεμηά απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ. Μία ελαιιαθηηθή επηινγή έλαληη ηνπ κεζαίνπ 

ζεκείνπ είλαη λα ζεσξήζνπκε ηνλ ρξόλν απνηπρίαο iT  λα ηαπηίδεηαη κε ην άλσ άθξν ηνπ δηαζηήκαηνο 

iL , δειαδή ην ηειεπηαίν αξηζηεξό ζεκείν, ή κε ην iR  ην ηειεπηαίν δεμηό ζεκείν ηεο πξνζέγγηζεο 

ζπκβαηήο απόδνζεο ηηκώλ. Δίλαη πξνθαλέο όηη νη ηξεηο παξαπάλσ κέζνδνη δε ζα δώζνπλ πνιύ 

δηαθνξεηηθά απνηειέζκαηα εάλ όια ηα πεπεξαζκέλα δηαζηήκαηα είλαη πεξηνξηζκέλα. Γεληθόηεξα, ε 
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επηινγή κίαο εθ ησλ ηξηώλ κεζόδσλ βαζίδεηαη ζην εάλ ην πξαγκαηηθό γεγνλόο πνπ ππόθεηηαη ζηε κειέηε 

καο είλαη πην πηζαλό λα ζπκβεί θνληά ζην κεζαίν, ζην αξηζηεξό ή ζην δεμηό ζεκείν ηνπ δηαζηήκαηνο 

πνπ παξαηεξνύκε. Φπζηθά ππάξρνπλ πεξηπηώζεηο όπνπ πξνγελέζηεξε πιεξνθνξία δελ ππάξρεη θαη ζε 

απηή ηελ πεξίπησζε πξνηηκόηεξν είλαη λα επηιερζεί ηπραία κία ηηκή, παξαδείγκαηνο ράξηλ, από ηελ 

Οκνηόκνξθε θαηαλνκή κέζα πάληα ζην παξαηεξεζέλ δηάζηεκα. ηηο πξναλαθεξζείζεο κεζόδνπο 

απνδίδνπκε ηνπο ρξόλνπο απνηπρίαο iT  πνπ είλαη απνθνκκέλνη θαη βξίζθνληαη ζε δηάζηεκα. Απηό όκσο 

ηζρύεη κεξηθώο γηαηί ππάξρνπλ αξθεηέο εγθεθξηκέλεο πξνζεγγίζεηο εμαγσγήο ζπκπεξαζκάησλ γηα δεμηά 

απνθνκκέλα δεδνκέλα πνπ κπνξνύλ λα εθαξκνζηνύλ ζηα ζπκβαηά αληηθαηεζηεκέλα δεμηά απνθνκκέλα 

δεδνκέλα. Αο ππνζέζνπκε όηη θάπνηνο ζέιεη λα ππνινγίζεη κε παξακεηξηθά κία ζπλάξηεζε επηβίσζεο. 

ε απηή ηελ πεξίπησζε κπνξεί απιά λα ρξεζηκνπνηήζεη ηελ εθηηκήηξηα Kaplan-Meier πνπ δίλεηαη από 

ηνλ ηύπν  

:

ˆ (1 )

j

j

j t t j

d
S

n
 

(Kalbfleisch and Prentice, 2002).  

Σν 
jt  εδώ δειώλεη ηελ αθξηβή απόδνζε ηεο ηηκήο ησλ ρξόλσλ απνηπρίαο, ην 

jd  ηνλ αξηζκό ησλ 

απνηπρηώλ θαη ην jn  ηνλ αξηζκό ησλ κνλάδσλ πνπ βξίζθνληαη ζε θίλδπλν ζε θαζέλα από ηα jt  

βαζηζκέλα ζηε ζπκβαηή αληηθαηάζηαζε ησλ δεμηά απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ (imputed right-censored 

data). Δίλαη πξνθαλέο όηη ε ζπλάξηεζε ˆ( )S t  είλαη αζπλερήο ζηηο αθξηβείο απνδόζεηο ησλ ηηκώλ ησλ 

ρξόλσλ απνηπρίαο jt . 

Αο ππνζέζνπκε ηώξα, όηη αληί ηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ ελόο δείγκαηνο θάπνηνο ελδηαθέξεηαη γηα ηελ 

αλάιπζε παιηλδξόκεζεο ππό ην κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο (PH) (1.4.2.1). Θεσξνύκε πάιη ηα 

jt  νξηζκέλα όπσο πξνεγνπκέλσο θαη 
( )jZ  λα δειώλεη ην δηάλπζκα ηεο ζπκκεηαβιεηήο ηνπ αηόκνπ ηνπ 

νπνίνπ νη ζπκβαηνί ρξόλνη απνηπρίαο είλαη ίζνη κε ηνπο jt
 
δνζέληνο όηη δελ ππάξρνπλ αθξηβείο ρξόλνη 

απνηπρίαο από ζπκβαηή αληηθαηάζηαζε. Δπηπιένλ, ζεσξνύκε ( )jtR  λα είλαη ε νκάδα θηλδύλνπ ησλ 

αηόκσλ ην ρξόλν jt  βαζηζκέλε ζηε ζπκβαηή αληηθαηάζηαζε ησλ δεμηά απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ. Σόηε 
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ε παξάκεηξνο παιηλδξόκεζεο β ζην κνληέιν (1.4.2.1) κπνξεί λα εθηηκεζεί κε ηε ρξήζε ηεο εθηηκήηξηαο 

κεξηθήο πηζαλνθάλεηαο πνπ νξίδεηαη σο ηελ ηηκή ηνπ β πνπ κεγηζηνπνηεί ηε κεξηθή πηζαλνθάλεηα :  

( )

'

'

( )

exp( )
( )

exp( )
t j

j

p

j ll R

L
Zβ

β
Zβ

 

(Cox, 1972). Γηα δεμηά απνθνκκέλα δεδνκέλα ρξόλσλ απνηπρίαο ε εθηηκήηξηα κεξηθήο πηζαλνθάλεηαο 

έρεη εθηελώο κειεηεζεί θαη γλσξίδνπκε όηη είλαη ζπλερήο θαη έρεη αζπκπησηηθή πνιπκεηαβιεηή 

Καλνληθή θαηαλνκή (Andersen, et al., 1982).  

Δάλ ππάξρνπλ αθξηβείο ρξόλνη απνηπρίαο από ζπκβαηή αληηθαηάζηαζε (imputed exact failure 

times), ε κεξηθή πηζαλνθάλεηα ( )pL β  ρξεηάδεηαη αλαπξνζαξκνγή. Γηα απηό ην ιόγν ππάξρνπλ αξθεηνί 

ηξόπνη, έλαο εθ ησλ νπνίσλ είλαη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ πξνζέγγηζε :  

( )

'exp( )

[ exp( )] j

t j

j

d
j ll R

Zβ

Z β
 

(Breslow, 1974), όπνπ 
jd  είλαη ν αξηζκόο ησλ αηόκσλ ησλ νπνίσλ νη ηεθκαξηνί από αληηθαηάζηαζε 

ρξόλνη απνηπρίαο είλαη ίζνη κε ην 
jt  όπσο απηό νξίζηεθε πξνεγνπκέλσο.  

Σν κεγαιύηεξν πιενλέθηεκα ηεο πξνζέγγηζεο απόδνζεο ηηκώλ κέζσ ελόο ζεκείνπ είλαη ε 

απιόηεηά ηεο θαη ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε ζπκπεξάζκαηα κπνξνύλ λα εμαρζνύλ ρσξίο θακία 

δπζθνιία κε ην ήδε ππάξρνλ ινγηζκηθό. Δάλ όια ηα δηαζηήκαηα είλαη ζρεηηθά κηθξά ε πξνζέγγηζε 

κπνξεί λα καο παξάζρεη κία ινγηθή θαη απιή εθηίκεζε ηνπ απνηειέζκαηνο βαζηδόκελε ζηα 

παξαηεξεζέληα δεδνκέλα. 

Ζ κειέηε ησλ δεδνκέλσλ επηβίσζεο ηα νπνία δε βξίζθνληαη ζε δηάζηεκα είλαη εμίζνπ ζεκαληηθή σο 

πξνο ηελ εθηίκεζε ηεο ζπλάξηεζεο επηβίσζεο ( )S t  θαη ζηελ αμηνιόγεζε ηεο ζεκαληηθόηεηαο ηεο 

δπλακηθήο ησλ παξαγόλησλ πξόγλσζεο. 

Διάρηζηα, όκσο, ζηαηηζηηθά ινγηζκηθά επηηξέπνπλ ηε ρξήζε ηέηνησλ δεδνκέλσλ θαη γη΄ απηό ην 

ιόγν κία θνηλή πξαθηηθή εθαξκνγή αλάιπζεο δεδνκέλσλ είλαη ε ππόζεζε όηη ην γεγνλόο έρεη ζπκβεί 
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είηε ζην άλσ είηε ζην θάησ όξην ηνπ δηαζηήκαηνο ( , ]i iL U  είηε αθόκα ζην κέζνλ θάζε δηαζηήκαηνο. 

Παξά ηελ πξαθηηθή απηή εθαξκνγή ππάξρνπλ ζπγγξαθείο κεηαμύ ησλ νπνίσλ νη Rucker θαη Messerer 

(1988), Odell (1992) θαη Dorey (1993) νη νπνίνη ππνζηεξίδνπλ όηη ην γεγνλόο ηεο απνδνρήο ηεο 

ππόζεζεο όηη νη ρξόλνη επηβίσζεο ησλ δηαζηεκάησλ αληηζηνηρνύλ ζηνπο αθξηβείο ρξόλνπο κπνξεί λα 

νδεγήζεη ζε κεξνιεπηηθέο εθηηκήζεηο όπσο επίζεο όηη θαη ηα απνηειέζκαηα θαη ηα ζπκπεξάζκαηα δελ 

κπνξνύλ λα είλαη ηειείσο αμηόπηζηα. Γηαηί ην κεγαιύηεξν κεηνλέθηεκα, ηεο πξνζέγγηζεο ζπκβαηήο 

απόδνζεο ηηκώλ κέζσ ελόο ζεκείνπ (single imputation) είλαη όηη ζπκπεξηθέξεηαη ζηηο κε 

θαηαγεγξακκέλεο σο ηεθκαξηέο, θαη σο εθ ηνύηνπ ππνεθηηκάηαη ε αιεζηλή κεηαβιεηόηεηα. Γηα ηνλ 

πξναλαθεξζέλ ιόγν, ινηπόλ, κία ινγηθή πξνέθηαζε είλαη ε επαλαιακβαλόκελε πξνζέγγηζε, πνπ ζα 

ζπδεηήζνπκε παξαθάησ, έλαληη ηεο κίαο θαη κνλαδηθήο εθαξκνγήο ηεο.  

2.4.2 Πολλαπλή πποζέγγιζη απόδοζηρ ή ανηικαηάζηαζηρ ηιμών 

ε απηή ηελ παξάγξαθν ζα ζπδεηήζνπκε ηελ εθαξκνγή ηνπ αιγνξίζκνπ γηα ηελ αύμεζε δεδνκέλσλ 

(data augmentation algorithm) όπσο αλαθέξεηαη από ηνπο Tanner θαη Wong (1987) θαη Tanner (1991) 

γηα ηελ αλάιπζε απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ ζε δηάζηεκα. Αξρηθά ν αιγόξηζκνο είρε ζρεδηαζηεί γηα λα 

ππνινγίδεη ηελ ύζηεξε θαηαλνκή ησλ παξακέηξσλ επαλαιακβάλνληαο ηα αθόινπζα δύν βήκαηα: 

1) ηελ απόδνζε ή αληηθαηάζηαζε ηηκώλ 

2) ηα ύζηεξα (posterior) βήκαηα 

Πην ζπγθεθξηκέλα, αθνινπζώληαο ηνλ αιγόξηζκν αύμεζεο δεδνκέλσλ κπνξνύκε λα εθηηκήζνπκε ην θ 

σο αθνινύζσο: 

βήμα 1. Γίλεηαη κία αξρηθή ηηκή 
(0)ˆ  θαη νξίδεηαη (0) (0)ˆ ˆ( ) ( ; )S t S t  

βήμα 2. ηελ i-νζηή επαλάιεςε, γηα θάζε k θαη i, εάλ iR  π.ρ. κία δεμηά απνθνκκέλε παξαηήξεζε 

έρεη θαηαγξαθεί γηα ην iT , νξίδνπκε ( , )k l

i iT L  θαη ( , ) 0,k l

i  1,...,  ,k M 1,...,  .i n  Γηαθνξεηηθά, 

νξίδνπκε ( , )k l

iT  λα είλαη έλαο ηπραίνο αξηζκόο πνπ παξάγεηαη από ηε 
( 1)ˆ lS  δεδνκέλνπ όηη ( , ) ( , ]k l

i i iT L R  

θαη ( , ) 1k l

i
. Απηό δίλεη Μ νκάδεο από δεμηά απνθνκκέλα δεδνκέλα 
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( , ) ( , ){ ,  ,  ;  1,...,  }k l k l

i i iT Z i n                                           (2.4.2.1) 

k=1,..., N. Να ζεκεηώζνπκε όηη εδώ νη δεμηά απνθνκκέλνη δείθηεο είλαη πάληα νη ίδηνη.  

βήμα 3. Γηα θάζε κία από ηηο Μ νκάδεο ησλ δεμηά απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ πνπ δεκηνπξγήζεθαλ ζην 

βήκα 1. έρνπκε θαη ηελ εθηίκεζε ( , )ˆ k l . Έζησ ( , )ˆ k l  ε εθηίκεζε ηνπ πίλαθα ζπλδηαθύκαλζεο πνπ 

πεξηέρεη κία ζπληζηώζα ηνπ θ πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο. 

βήμα 4. Καζνξίδνπκε ηελ αλαλεσκέλε εθηηκήηξηα ηνπ θ ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ ηύπν  

( ) ( , )

1

1ˆ ˆ
M

l k l

kM
 

Ο αληίζηνηρνο πίλαθαο ζπλδηαθύκαλζεο ή ε ζπλάξηεζε δηαθύκαλζεο κπνξεί λα εθηηκεζεί από  

( , ) ( ) ( , ) ( )

( ) ( , ) 1

1

ˆ ˆ ˆ ˆ[ ][ ]1 1ˆ ˆ (1 )
1

M k l l k l lM
t t t tl k l k

kM M
 

Σν 
( , )ˆ k l

t  δειώλεη ηε ζπληζηώζα ηνπ θ πνπ καο ελδηαθέξεη ή ηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο πνπ 

εθπξνζσπείηαη από ην θ ζην ρξόλν t γηα έλα κε παξακεηξηθό πξόβιεκα ηνπ ελόο δείγκαηνο.  

βήμα 5. Δπαλαιακβάλνπκε ηα βήκαηα 2. έσο 4. κέρξη λα επηηεπρζεί ε επηζπκεηή ζύγθιηζε.  

2.4.3 Poor Man΄s Data Augmentation for Interval Data (PMDA) 

Δδώ πξνηείλεηαη ε ρξήζε ηεο PMDA κεζόδνπ (Wei and Tanner, 1991) πνπ απνδίδεη ρξόλνπο 

επηβίσζεο από έλα πεπεξαζκέλν δηάζηεκα απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ. Απηή ε κέζνδνο πεξηιακβάλεη ηε 

δεκηνπξγία πνιιώλ νκάδσλ ηεθκαξηώλ δεδνκέλσλ από έλαλ επαλαιεπηηθό αιγόξηζκν. Θα 

ρξεζηκνπνηεζεί ν εθζέηεο (i) θαη ν δείθηεο (k) γηα λα αληηπξνζσπεύζνπλ ηελ i-νζηή επαλάιεςε θαη ηελ 

k-νζηή νκάδα ζπκβαηά αληηθαηεζηεκέλσλ δεδνκέλσλ αληίζηνηρα. Οη παξάκεηξνη ζα πξέπεη λα 

εθηηκεζνύλ ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ ηνπ ζπληειεζηή παιηλδξόκεζεο β θαη ηεο βαζηθήο ζπλάξηεζεο 

επηβίσζεο . 

Ο αιγόξηζκνο πνπ βαζίδεηαη ζηελ PMDA κέζνδν πεξηιακβάλεη ηα αθόινπζα βήκαηα: 
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1. Τπνζέηεη όηη νη ηξέρνπζεο εθηηκήζεηο ηνπ ζπληειεζηή παιηλδξόκεζεο θαη ηεο βαζηθήο ζπλάξηεζεο 

επηβίσζεο είλαη:  

( ) ( )

0
ˆ ˆ και i iSβ  

2. Παξάγεη m νκάδεο από πηζαλέο δεμηά απνθνκκέλεο 1 1{ , , },...,  { , , }m mT Z T Z  παξαηεξήζεηο σο 

αθνινύζσο :  

γηα θάζε παξαηήξεζε, ( , , ),  1,...,   και k 1,...,  m.j j jU V Z j n  

α) Δάλ 
jV , δνθηκάδεη 

jX  από ηελ θαηαλνκή 
( )ˆexp( )( )

0
ˆ[S ]

i
iZi β  δνζέληνο όηη { }j j jU X V

 
θαη ηόηε 

( ), ( ), και δ 1.k j j k jT X  

β) Δάλ 
jV  ηόηε 

( ), ( ), και δ 0.k j j k jT U  

3. Υξεζηκνπνηεί θάζε 1 1{ , , }T Z  γηα λα εθαξκόζεη έλα κνληέιν ηνπ Cox πνπ ζα πεξηέρεη κία εθηίκεζε 

ηνπ ( )

( )
ˆ i

kβ  θαη ηεο ζπλδηαθύκαλζεο ηνπ εθηηκεηή ( )

( )
ˆ i

k
. 

4. Βαζηδόκελνο ζηελ νκάδα 
( ) ( ){ , , }k kT Z θαη ζηελ εθηίκεζε ( )

( )
ˆ i

kβ , ππνινγίδεη ηελ εθηηκήηξηα Breslow 

ηεο βαζηθήο ζπλάξηεζεο επηβίσζεο ( )

0,( )Ŝ  για 1,...,  .i

k k m  

5. Έζησ  

( 1) ( ) ( 1) ( )

( ) 0,( )

1 1

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ( ) και ( )
m m

i i i i

k k

k k

S S
n m

β β  

( ) ( 1) 2

( )
( 1) ( ) 1

( )

1

ˆ ˆ[ ]
1 1ˆ ˆ( ) (1 )

1

m
i i

km
i i k

k

km m m

β β

 

6. Έζησ 1i i θαη επέζηξεςε ζην βήκα 1. ηεο κεζόδνπ PMDA έσο όηνπ ην ( )ˆ i
β  λα ζπγθιίλεη. Σα ( )ˆ i

β , 

( )ˆ i  θαη 
( )

0
ˆ iS   ζηε ζύγθιηζε είλαη νη ηειηθέο καο εθηηκήζεηο. 
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       ην βήκα 1. ρξεζηκνπνηνύκε ηελ αξρηθή ηηκή (0)ˆ 0β . Γηα ηελ αξρηθή εθηίκεζε ηεο ζπλάξηεζεο 

επηβίσζεο 
(0)

0Ŝ , πξέπεη θαηαξρήλ λα δεκηνπξγήζνπκε m νκάδεο από ζπκβαηά αληηθαηεζηεκέλα 

δεδνκέλα κε έλαλ απιό ηξόπν :  

θξαηάκε ηηο δεμηά απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο, γηα θάζε απνθνκκέλε παξαηήξεζε ζε δηάζηεκα ( , )j jU V  

ν αθξηβήο ρξόλνο απνηπρίαο 
jX  έρεη ηπραία επηιεγεί από ηελ νκνηόκνξθε θαηαλνκή ( , )j jU U V  θαη ηόηε 

( ), ( ), και δ 1 για 1,...,  .k j j k jT X k m  

Τπνζέηνπκε όηη ε (0)

0,( )
ˆ

kS  είλαη ε εθηηκήηξηα Breslow ηεο βαζηθήο ζπλάξηεζεο επηβίσζεο από ηελ k-νζηή 

νκάδα ησλ ζπκβαηά αληηθαηεζηεκέλσλ δεδνκέλσλ, ηόηε ηζρύεη ε εμίζσζε : 

(0)

0,( )(0)

0

1

ˆ
ˆ

m
k

k

S
S

m
. 

       ην βήκα 2. δεκηνπξγνύκε m νκάδεο από ζπκβαηά δεδνκέλα (imputed data). Ζ γεληθή αίζζεζε 

είλαη όηη ζπρλά δε ρξεηάδεηαη νη νκάδεο λα είλαη κεγάιεο. Υξεζηκνπνηνύκε έλα κέηξην αξηζκό νκάδσλ, 

m=10.  

Ζ ζπκβαηή αληηθαηάζηαζε δεδνκέλσλ ζην βήκα 2. είλαη απιή αθνύ ε 0Ŝ  είλαη δηαθξηηή. 

Τπνζέηνπκε ηώξα όηη ζην δηάζηεκα ( , ]j jU V  ε 
( )ˆexp( )( )

0
ˆ[ ]

i
iZiS
β  έρεη ζπλάξηεζε ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο 

1{ ,...,  }kjp p  ζηα ζεκεία 
1{ ,...,  }kjt t , ηόηε ε jX  ηπραία επηιέγεηαη από ηα 

1{ ,...,  }kjt t  κε πηζαλόηεηα 

αλάινγε ηεο 
1{ ,...,  }kjp p .  

Σν βήκα 3. κπνξεί εύθνια λα επηηεπρζεί ρξεζηκνπνηώληαο κία από ηηο πνιιέο θαζηεξσκέλεο 

κεζόδνπο ή ππνινγηζηηθά πξνγξάκκαηα γηα δεμηά απνθνκκέλα δεδνκέλα.  

ην βήκα 5. σο έλα άκεζν απνηέιεζκα έρνπκε κία εθηίκεζε ηεο ζπλδηαθύκαλζεο ηνπ εθηηκεκέλνπ 

ζπληειεζηή παιηλδξόκεζεο από ην βήκα 1. είλαη ην άζξνηζκα δύν όξσλ : 

α) ηεο εληόο αληηθαηάζηαζεο δεδνκέλσλ (within-imputation) θαη 
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β) ηεο κεηαμύ αληηθαηάζηαζεο δεδνκέλσλ (between-imputation) ησλ δηαθπκάλζεσλ. 

        Ο δεύηεξνο όξνο κεηξά ηελ επηπξόζζεηε κεηαβιεηόηεηα εμαηηίαο ησλ απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ ζε 

πεπεξαζκέλν δηάζηεκα. Έλαο παξάγνληαο κεγέζπλζεο 1/m ρξεζηκνπνηείηαη όηαλ εθηηκώληαο ηελ 

δηαθύκαλζε κεηαμύ ησλ ζπκβαηά αληηθαηεζηεκέλσλ δεδνκέλσλ (between-imputation variance) 

ιακβάλεη ππόςε έλα πεπεξαζκέλν αξηζκό από ζπκβαηέο αληηθαηαζηάζεηο (Rubin, 1987; Schenker and 

Welsh, 1988; Tanner and Wong, 1987).  

πλήζσο σο θξηηήξην ζύγθιηζεο ρξεζηκνπνηείηαη ην:  

( 1) ( )ˆ ˆ 0.01 ή > 50.i i iβ β  

2.4.4 Asymptotic Normal Data Augmentation for Interval Censored Data (ANDA) 

Δίλαη πιένλ γλσζηό όηη ε PMDA κέζνδνο κπνξεί λα ππνεθηηκήζεη ηελ αιεζηλή κεηαβιεηόηεηα 

όηαλ ε κε θαηαγξαθή δεδνκέλσλ είλαη ζνβαξή. ε απηή ηελ πεξίπησζε ε κέζνδνο ANDA είλαη 

πεξηζζόηεξν αθξηβήο (Wei and Tanner, 1991). Σν ζρέδην ηεο ANDA κπνξεί λα εθαξκνζζεί 

ηξνπνπνηώληαο δύν βήκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ ηεο PMDA κεζόδνπ σο αθνινύζσο : 

1) ην βήκα 5. ηεο PMDA κεζόδνπ ε ύζηεξε θαηαλνκή ηνπ ζπληειεζηή παιηλδξόκεζεο πξνζεγγίδεηαη 

από κηα κίμε Καλνληθώλ θαηαλνκώλ: 

( 1) ( ) ( )

( ) ( )

1

1 ˆ ˆg ( ) ( , )
m

i i i

k k

k

N
m

β β  

2) ην βήκα 2. ηεο PMDA κεζόδνπ, πξώηα παίξλνπκε δείγκα m θνξέο από ην 
( )g ( )i

β , k=1,..., m. Σόηε 

γηα θάζε k=1, …, m θαη θάζε απνθνκκέλε παξαηήξεζε ζε πεπεξαζκέλν δηάζηεκα ( , , )j j jU V Z  ην 

δείγκα jX  από ηελ θαηαλνκή 
( )
( )

ˆexp( )( )

0
ˆ[ ]

i
i kZiS
β

, δνζέληνο όηη { }j j jU X V  θαη δηαηεξώληαο ηηο δεμηά 

απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο. Υξεζηκνπνηνύκε επίζεο ηηο ίδηεο αξρηθέο ηηκέο (0)

( )
ˆ =0kβ , (0)

( )
ˆ 0k  θαη (0)

(0)Ŝ .  

Όια ηα ππόινηπα βήκαηα παξακέλνπλ ίδηα.  
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2.4.5 Πποζομοιώζειρ και ζσόλια 

      Με βάζε πξνζνκνηώζεσλ δηεξεπλάηαη ε επίδνζε ηνπ ηειηθνύ δείγκαηνο γηα ηνπο δύν απηνύο 

αιγνξίζκνπο. Ζ δηαδηθαζία ζύγθξηζεο πνπ αθνινπζείηαη ζε απηέο ηηο πεξηπηώζεηο ππνινγίδεη ηε κε-

παξακεηξηθή εθηηκήηξηα κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο (NPMLE) ε νπνία βαζίδεηαη ζ’έλαλ αιγόξηζκν 

επέθηαζεο ηεο θπξηόηεηαο (extended convex minorant algorithm) (Pan, 1999). αλ βαζηθή ζπλάξηεζε 

θαηαλνκήο ρξεζηκνπνηείηαη ε Weibull (κε παξάκεηξν ζρήκαηνο 2 θαη παξάκεηξν θιίκαθαο 1) θαζώο 

θαη κία ζπκκεηαβιεηή: είηε δπαδηθή {0,1} (δειαδή ίζε κε 0 ή 1 κε κηα αληίζηνηρε πηζαλόηεηα), είηε κηα 

νκνηόκνξθα ζπλερήο U(0,2). Να ζεκεηώζνπκε όηη νη επηδόζεηο ησλ δύν αιγνξίζκσλ γεληθώο είλαη 

ηζνδύλακεο κε έλα κηθξό πξνβάδηζκα ζηνλ αιγόξηζκν ANDA ν νπνίνο θαη πξνηείλεηαη. Καη νη δύν 

αιγόξηζκνη θαίλεηαη λα βειηηώλνληαη από ηελ αύμεζε ηνπ κεγέζνπο ηνπ δείγκαηνο (Pan, 1999). 

      πκπιεξώλνληαο ππάξρνπλ θάπνηεο επηθπιάμεηο σο πξνο ηε ρξήζε ηεο εθηηκήηξηαο Breslow ζην 

βήκα 4 ηεο κεζόδνπ PMDA πνπ πηζαλώο λα νδεγήζεη ζηε ζπξξίθλσζε ηεο εθηηκώκελεο βαζηθήο 

ζπλάξηεζεο επηβίσζεο θαζώο νη επαλαιήςεηο ζα ζπλερίδνληαη. Γηα ηε δηόξζσζε απηήο ηεο ηάζεο 

πξνηάζεθε κία εμνκάιπλζε ηεο εθηηκώκελεο βαζηθήο ζπλάξηεζεο επηβίσζεο. Αληί ηεο εθηηκήηξηαο 

Breslow κπνξνύκε απιά λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ εθηηκήηξηα Link ε νπνία είλαη κία γξακκηθή 

εμνκάιπλζε ηεο εθηηκήηξηαο Breslow (Miller, 1981) θαη δηνξζώλεη πηζαλή εκθάληζε κεξνιεςίαο.  

2.4.6 Παπάδειγμα  

      Θεσξνύκε κία κειέηε δεδνκέλσλ πνπ αθνξά ζηνλ θαξθίλν ηνπ καζηνύ (Finkelstein 1986; 

Finkelstein and Wolfe, 1985) θαη ε νπνία παξνπζηάδεηαη ζηνλ πίλαθα 3. ε απηή ηε κειέηε ππήξμαλ 94 

αζζελείο λσξίο δηαγλσζκέλνη κε θαξθίλν ηνπ καζηνύ, ζηνπο νπνίνπο δόζεθαλ δύν ηαηξηθέο ζεξαπείεο 

ακέζσο κεηά ηελ επέκβαζε αθαίξεζεο ηνπ όγθνπ. Ζ πξώηε απνηειείην από ηε ξαδηνζεξαπεία θαη ε 

δεύηεξε από βαζηθή ξαδηνζεξαπεία ζε ζπλδπαζκό κε αλνζνεληζρπηηθή ρεκεηνζεξαπεία. Έλαο εθ ησλ 

ζηόρσλ ηεο κειέηεο ήηαλ λα δηεξεπλήζνπλ πνηα από ηηο ζεξαπείεο είρε θαιύηεξεο καθξνπξόζεζκεο 

επηδξάζεηο. Σα δεδνκέλα είλαη απνθνκκέλα δεδνκέλα ζε δηάζηεκα δεδνκέλνπ όηη νη αζζελείο 

κπνξνύζαλ λα επηζθεθζνύλ ηελ θιηληθή θάζε 4 έσο 6 κήλεο ή θαη ζε δηαζηήκαηα κεγαιύηεξα ησλ 

κελώλ απηώλ εμαηηίαο ηεο απόζηαζεο.  
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Πίνακαρ 3: Υξόλνο επηδείλσζεο ησλ αζζελώλ κε θαξθίλν ηνπ καζηνύ πνπ αθνινπζνύλ δύν αγσγέο. 

 

Θα αλαθεξόκαζηε ζηελ νκάδα πνπ αθνινπζεί ηελ ζεξαπεία ηεο ξαδηνζεξαπείαο σο ηελ νκάδα  

αλαθνξάο κε ζπκκεηαβιεηή 0iZ  θαη ηελ άιιε νκάδα κε 1iZ . H NPMLE από ην κνληέιν ηνπ Cox 

είλαη 0.795  κε εθηηκώκελν ηππηθό ζθάικα 0.29 (Huang and Wellner, 1995). Ζ πξνηεηλόκελε 

πξνζέγγηζε κέζσ πνιιαπιήο απόδνζεο ηηκώλ (multiple imputation approaches) ρξεζηκνπνηώληαο ηνπο 

αιγνξίζκνπο PMDA θαη ANDA αληίζηνηρα απνδίδεη ηνλ εθηηκώκελν ζπληειεζηή παιηλδξόκεζεο 

(ηππηθό ζθάικα) 0.90 (0.29) θαη 0.92 (0.29), ηα νπνία δελ είλαη πνιύ δηαθνξεηηθά από ηα απνηειέζκαηα 

ηεο NPMLE.  

Σα δεδνκέλα απηά αλαιύνληαη πεξηζζόηεξν όπσο ζα δνύκε ζηελ παξάγξαθν 3.4.4. Δπηπιένλ 

εθαξκόδνληαο θαη ηηο δύν κεζόδνπο PMDA θαη ANDA κε ηελ εθηηκήηξηα Link ζηα δεδνκέλα ηεο 

κειέηεο γηα ηνλ θαξθίλν ηνπ καζηνύ ν εθηηκώκελνο ζπληειεζηήο παιηλδξόκεζεο θαίλεηαη λα είλαη ζηελ 

νπζία ίζνο κε ηηο αξρηθέο εθηηκήζεηο.  
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Κεθάλαιο 3 

 

Μη παπαμεηπική εκηίμηζη μεγίζηηρ πιθανοθάνειαρ 

 

3.1 Διζαγυγή 

Ζ εθηίκεζε ηεο ζπλάξηεζεο επηβίσζεο είλαη ίζσο ν θιαζηθόο ζηόρνο πνπ απαηηείηαη ζηελ αλάιπζε 

ησλ δεδνκέλσλ ρξόλσλ απνηπρίαο. Μηα εθηηκεκέλε ζπλάξηεζε επηβίσζεο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί 

γηα λα αμηνινγήζεη ηελ εγθπξόηεηα κηαο ππόζεζεο πνπ αθνξά ζε έλα ζπγθεθξηκέλν παξακεηξηθό 

κνληέιν ηνπ νπνίνπ ε βαζηθή ζπλάξηεζε επηβίσζεο καο ελδηαθέξεη. Δπίζεο, κπνξεί θάπνηνο λα 

ρξεηαζηεί λα εθηηκήζεη ζπλαξηήζεηο επηβίσζεο γηα λα εθηηκήζεη ζηε ζπλέρεηα ζπγθεθξηκέλεο 

πηζαλόηεηεο επηβίσζεο, γηα λα ζπγθξίλεη γξαθηθά αξθεηέο δηαθνξεηηθέο ζεξαπείεο ή γηα λα πξνβιέςεη 

πηζαλόηεηεο επηβίσζεο γηα κειινληηθνύο αζζελείο. ηελ πεξίπησζε όπνπ έλα παξακεηξηθό κνληέιν 

κπνξεί ινγηθώο λα ζεσξεζεί γηα ηε βαζηθή ζπλάξηεζε επηβίσζεο ην πξόβιεκα εθηίκεζεο είλαη ζρεηηθά 

εύθνιν θαη γηα απηό ην πξόβιεκα ρξεζηκνπνηείηαη ζπλήζσο ε εθηηκήηξηα κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο πνπ 

ζπδεηήζεθε ζηελ παξάγξαθν 2.3. ε απηό ην θεθάιαην ζα εζηηάζνπκε ηελ πξνζνρή καο ζηε κε 

παξακεηξηθή εθηίκεζε ησλ ζπλαξηήζεσλ επηβίσζεο καδί κε ηελ εθηίκεζε ησλ ζπλαξηήζεσλ 

δηαθηλδύλεπζεο.  

ηελ πεξίπησζε πνπ έρνπκε δεδνκέλα δεμηά απνθνκκέλσλ ρξόλσλ απνηπρίαο ε κε παξακεηξηθή 

εθηηκήηξηα κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο (NPMLE) ηεο ζπλάξηεζεο επηβίσζεο δίλεηαη από ηελ εθηηκήηξηα 

Kaplan-Meier (Kaplan and Meier, 1958; Kalbfleisch and Prentice, 2002) θαη ε νπνία έρεη κειεηεζεί 

εθηελώο. Δπηπιένλ ε εθηηκήηξηα ηνπ ζεκεηαθήο δηαθύκαλζεο είλαη δηαζέζηκε θαη δίλεηαη από ην γλσζηό 

ηύπν ηνπ Greenwood (Greenwood, 1926). Γηα δεδνκέλα απνθνκκέλα ζε δηάζηεκα, ζε αληίζεζε κε ηελ 

παξακεηξηθή ζπκπεξαζκαηνινγία, ε κε παξακεηξηθή ζπκπεξαζκαηνινγία είλαη πνιύ πεξηζζόηεξν 

ζύλζεηε από όηη ηα δεμηά απνθνκκέλα δεδνκέλα βιέπνληάο ηα θαη από ηελ πξαθηηθή θαη από ηε 

ζεσξεηηθή νπηηθή γσλία. Πην ζπγθεθξηκέλα, ε NPMLE εθηηκήηξηα ηεο ζπλάξηεζεο επηβίσζεο δελ έρεη 

θιεηζηνύ ηύπνπ κνξθή θαη κπνξεί κόλν λα νξηζζεί ρξεζηκνπνηώληαο επαλαιεπηηθνύο αιγνξίζκνπο.  
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Μεξηθέο θνξέο ην ελδηαθέξνλ καο ζηξέθεηαη θαη ζηελ εθηίκεζε ηεο ζπλάξηεζεο δηαθηλδύλεπζεο ε 

νπνία κπνξεί λα καο δώζεη κεγαιύηεξε επίγλσζε σο πξνο ηε κεηαβιεηή πνπ καο ελδηαθέξεη από όηη ε 

ζπλάξηεζε επηβίσζεο. Γηα απηό ην ιόγν, είλαη ζύλεζεο θαη θπζηθό λα εθαξκόδνπκε αζζελώο 

παξακεηξηθέο πξνζεγγίζεηο ή ηερληθέο πνπ εμνκαιύλνπλ ηελ εθηίκεζε όπσο ε εθηίκεζε ηνπ ππξήλα 

(kernel) θαη ησλ spline. Καη απηό ζπκβαίλεη γηαηί νη παξακεηξηθέο πξνζεγγίζεηο ζπλήζσο εκπιέθνπλ 

επηινγή κνληέινπ ή εμέηαζε απηνύ θαη νη κε παξακεηξηθέο πξνζεγγίζεηο ζπρλά δίλνπλ εθηηκήζεηο πνπ 

είλαη κε αθξηβείο. ε απηέο ηηο πεξηπηώζεηο ζπλεζίδνληαη ηερληθέο εμνκάιπλζεο εθηηκήζεσλ.  

ηελ ππνελόηεηα 3.2 ζα αζρνιεζνύκε κε ηελ NPMLE εθηηκήηξηα κηαο ζπλάξηεζεο επηβίσζεο 

βαζηδόκελε ζηελ Πεξίπησζε I (Case I) ησλ απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ ζε δηάζηεκα (interval-censored) ή 

ησλ δεδνκέλσλ ηεο ηξέρνπζαο θαηάζηαζεο (current status). Γηα απηό ην ζπγθεθξηκέλν είδνο 

απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ ζε δηάζηεκα κία θιεηζηνύ ηύπνπ κνξθή είλαη δηαζέζηκε γηα ηελ NPMLE.  

ηε ζπλέρεηα ζηελ ππνελόηεηα 3.3 ζα ζεσξήζνπκε ηελ NPMLE ηεο ζπλάξηεζεο επηβίσζεο 

βαζηδόκελε ζε εληόο δηαζηεκάησλ απνθνκκέλα δεδνκέλα γεληθνύ ηύπνπ. 

Καη ηέινο ζηελ ππνελόηεηα 3.4 ζα αλαθεξζνύκε ζε ηξεηο αιγνξίζκνπο θαζνξηζκνύ ηεο NPMLE γηα 

ηελ Πεξίπησζε II (Case II) ησλ απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ ζε δηάζηεκα.  

3.2 NPMLE για δεδομένα ηπέσοςζαρ καηάζηαζηρ 

      ε απηή ηε παξάγξαθν ζεσξνύκε ηελ Πεξίπησζε I ησλ απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ ζε δηάζηεκα 

παξαδείγκαηνο ράξηλ: δεδνκέλα ηξέρνπζαο θαηάζηαζεο (current status), ή ρξόλσλ απνηπρίαο πνπ 

πξνέξρνληαη από n αλεμάξηεηα άηνκα. Έζησ όηη ην iT  δειώλεη ην ρξόλν επηβίσζεο πνπ καο ελδηαθέξεη 

κε ζπλάξηεζε επηβίσζεο ( )S t  θαη ζεσξώληαο όηη ηα παξαηεξεζέληα δεδνκέλα έρνπλ ηε κνξθή: 

{( , ),  1,...,  }i iC i n , όπνπ iC  δειώλεη ην ρξόλν παξαηήξεζεο ηνπ αηόκνπ i αλεμαξηήησο ηνπ iT  θαη 

( )i i iI T C . 

Σόηε ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ζα έρεη ηε κνξθή 

1

1

( ( )) [ ( )] [1 ( )]i i

n

s i i

i

L S t S C S C  
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Έζησ 0( )m

j js  όηη δειώλεη ηα κνλαδηθώο δηαηεηαγκέλα ζηνηρεία ηνπ {0,  ; 1,...,  }iC i n . Οξίδνπκε ηε 

ζπλάξηεζε 
1

( )
n

j i i j

i

r I C s  ε νπνία ππνινγίδεη ηνλ αξηζκό ησλ αηόκσλ πνπ έρνπλ παξαηεξεζεί ηε 

ρξνληθή ζηηγκή 
js  θαη βξέζεθαλ λα έρνπλ απνηύρεη θαη ηε ζπλάξηεζε 

1

( )
n

j i j

i

n I C s  πνπ 

ππνινγίδεη ηνλ αξηζκό ησλ αηόκσλ πνπ έρνπλ παξαηεξεζεί ηε ρξνληθή ζηηγκή 
js , j=1,..., m. Σόηε ε 

ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ( ( ))sL S t  κπνξεί λα μαλαγξαθηεί σο:  

1 1

( ( )) [ ( )] [1 ( )] [ ( )] [1 ( )]j j j j j j

m m
n r r r n r

s j j j j

i j

L S t S s S s F s F s  

      Δίλαη πξνθαλέο όηη ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο sL  εμαξηάηαη από ηελ S ή ηελ F κόλν κέζσ ησλ 

ηηκώλ πνπ παίξλεη ην 
js . Απηό ζεκαίλεη όηη κπνξνύκε λα εθηηκήζνπκε ηελ S ή ηελ F κόλν ζε απηά ηα 

js . Παξαηεξώληαο ηνλ πεξηνξηζκό 1( ) ... ( )mF s F s  κπνξνύκε λα δείμνπκε όηη ε κεγηζηνπνίεζε ηεο 

ζε ζρέζε κε ην 1( )m

j jF s  είλαη ίζε κε ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηνπ  

2

1

[ ( )]
m

j

j j

j j

r
n F s

n
 

πνπ ππόθεηηαη ζηνλ πεξηνξηζκό 1( ) ... ( )mF s F s  (Robertson et al., 1988). Σν ζύλνιν ησλ ηηκώλ ηνπ 

1( )m

j jF s  πνπ ειαρηζηνπνηεί απηό ην άζξνηζκα ζπλήζσο αλαθέξεηαη σο ηζνηνληθή παιηλδξόκεζε 

(isotonic regression) ηνπ 1

1

{ ,...,  }m

m

rr

n n
 κε βάξε 1{ ,...,  }mn n  (Barlow et al., 1972; Robertson et al., 1988). 

Υξεζηκνπνηώληαο ηε θόξκνπια κεγηζηνπνίεζεο-ειαρηζηνπνίεζεο γηα ηελ ηζνηνληθή παιηλδξόκεζε, ε 

NPMLE ηεο F ηε ρξνληθή ζηηγκή 
js  έρεη ηελ ηηκή: 

ˆ ( ) maxmin

v

j

j u

v

j

j u

d

j
v ju j n

F s  
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δνζέληνο όηη ε ηηκή ηεο NPMLE ηνπ S ηε ρξνληθή ζηηγκή 
js  είλαη ˆ1 ( )jF s . Με άιια ιόγηα, ε NPMLE 

ηνπ S έρεη θιεηζηνύ ηύπνπ κνξθή. 

3.3 Υαπακηηπιζηικά ηηρ NPMLE για ηην Πεπίπηυζη II ηυν αποκομμένυν δεδομένυν 

ζε διάζηημα 

Όπσο έρνπκε αλαθέξεη, ηα απνθνκκέλα δεδνκέλα ζε δηάζηεκα εκθαλίδνληαη ζε κεγάιε θιίκαθα ζε 

θιηληθέο δνθηκέο όπνπ, παξαδείγκαηνο ράξηλ, νη αζζελείο κπνξνύλ λα παξαθνινπζεζνύλ κόλν πεξηνδηθά 

θαη ην γεγνλόο πνπ καο ελδηαθέξεη γλσξίδνπκε όηη έρεη ζπκβεί εληόο ελόο ρξνληθνύ δηαζηήκαηνο.  

Γηα ηελ εθηίκεζε ηεο ζπλάξηεζεο επηβίσζεο από απνθνκκέλα δεδνκέλα ζε δηάζηεκα νη Peto 

(1973) θαη Turnbull (1976) πξόηεηλαλ αληίζηνηρα έλαλ Newton-Raphson αιγόξηζκν θαη έλαλ EM 

αιγόξηζκν γηα λα ππνινγίζνπλ ηε κε-παξακεηξηθή εθηηκήηξηα κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο (NPMLE). 

Αξγόηεξα, ν Finkelstein (1986) ζεώξεζε ην κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο ηνπ Cox γηα ηηο ίδηεο 

ζπλζήθεο δεδνκέλσλ θαη πξόηεηλε έλαλ αιγόξηζκν Newton-Raphson ππνινγηζκνύ ηεο NPMLE ηνπ 

ζπληειεζηή παιηλδξόκεζεο. Μία αληίζηνηρε αλαθνξά γίλεηαη από ηνπο Huang θαη Wellner (1995) νη 

νπνίνη ζεζπίδνπλ ηελ αζπκπησηηθή θαλνληθόηεηα ηεο Normal Probability Maximum Likelihood 

Estimator ηνπ ζπληειεζηή παιηλδξόκεζεο. Οη Kooperberg θαη Clarkson (1997) δηακόξθσζαλ ηε βαζηθή 

ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο θάλνληαο ρξήζε ησλ splines. Καη νη Satten et al. (1996) θαη Goggins et al. 

(1998) πξόηεηλαλ ηελ νξηαθή πξνζέγγηζε πξνζάπηνληαο ηηο ηάμεηο (βαζκνύο) ησλ απνθνκκέλσλ ρξόλσλ 

επηβίσζεο. 

Αο ζεσξήζνπκε ηώξα κία κειέηε κε ρξόλνπο απνηπρίαο πνπ απνηειείηαη από n αλεμάξηεηα άηνκα 

από έλαλ νκνηνγελή πιεζπζκό κε ζπλάξηεζε επηβίσζεο S(t). Έζησ iT  ν ρξόλνο επηβίσζεο πνπ καο 

ελδηαθέξεη γηα ην i άηνκν κε i=1,..., n. Δπηπιένλ ηα απνθνκκέλα δεδνκέλα ηνπ δηαζηήκαηνο σο πξνο ηα 

iT
 
ζεσξνύκε όηη έρνπλ παξαηεξεζεί θαη δίλνληαη από ηε ζρέζε:  

{( , ];  1,...,  }i iL R i nO  

όπνπ ην δηάζηεκα ( , ]i iL R  έρεη παξαηεξεζεί όηη πεξηέρεη ηνλ iT . Δπηπιένλ ππνζέηνπκε όηη ν ζηόρνο καο 

είλαη λα παξάγνπκε ηελ NPMLE από ηε ζπλάξηεζε επηβίσζεο S(t).  
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Έζησ 0{ }m

j js  ηώξα λα δειώλεη ηα κνλαδηθώο δηαηεηαγκέλα ζηνηρεία ηνπ {0, , ;  1,...,  }i iL R i n  όπσο 

αθξηβώο θαη ζηελ πξνεγνύκελε ελόηεηα.  

Οξίδνπκε 
1( ( , )) και ( ) ( ) με  1,...,  ,  1,...,  ij j i i j j ja I s L R p S s S s i n j m . 

Σόηε ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο είλαη:  

                                                    11 1

( ) [ ( ) ( )]
n n m

s i i ij j

ji i

L p S L S R a p                                        (3.3.1) 

όπνπ '

1{ ,...,  }mp pp  .  

Όζνλ αθνξά ηα δεδνκέλα ηξέρνπζαο θαηάζηαζεο (current status data), είλαη εύθνιν λα δείμνπκε όηη 

ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο sL  εμαξηάηαη από ηελ S κόλν κέζσ ησλ ηηκώλ ηεο 1( )m

j jS s  θαη όρη από ην 

πσο ην S κεηαβάιιεηαη κεηαμύ ησλ 
js . Με άιια ιόγηα, ε NPMLE ηνπ S κπνξεί λα πξνζδηνξηζζεί 

κνλαδηθά κόλν από ηηο ηηκέο ζε απηέο ηηο ρξνληθέο ζηηγκέο 
js  θαη ν πξνζδηνξηζκόο ηεο είλαη ίζνο κε ηε 

κεγηζηνπνίεζε ηεο ( )sL p  ζε ζρέζε κε ην p άηνκν ππό ηνπο πεξηνξηζκνύο: 

1

1 και 0 ( 1,...,  )
m

j j

j

p p j m  

(Gentleman and Geyer, 1994; Turnbull, 1976). 

ηα αθόινπζα, σο ζπλήζσο, ζεσξείηαη όηη ε NPMLE ηνπ S ή ηνπ F(t)=1-S(t) αληηζηνηρεί ζε κία 

δηαθξηηή θαηαλνκή κε άικαηα κόλν ζηα 1{ }m

j js  εθηόο θαη αλ νξίδεηαη δηαθνξεηηθά. ηε ζπλέρεηα, 

πξνζδηνξίδεηαη ε NPMLE κεγηζηνπνηώληαο ηε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο πνπ δίλεηαη από ηε ζρέζε 

(3.3.1) πάλσ από όιεο ηηο δηαθξηηέο ζπλαξηήζεηο επηβίσζεο ή θαηαλνκήο πνπ είλαη ζηαζεξέο κεηαμύ ησλ 

ζεκείσλ 0 1 ... ms s s . ε κεξηθέο πεξηπηώζεηο, κπνξεί λα καο ελδηαθέξεη λα κεγηζηνπνηήζνπκε ηε 

ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο σο πξνο έλα δηαθνξεηηθό ζύλνιν ησλ ζπλαξηήζεσλ επηβίσζεο ή θαηαλνκήο. 

Παξαδείγκαηνο ράξηλ, κεξηθέο θνξέο κπνξεί λα είλαη ινγηθό λα ππνζέζνπκε όηη ε F είλαη εμνκαιπκέλε 

θαη έηζη λα ζέινπκε ε NPMLE λα είλαη θαη απηή ''ζηξσηή''. 
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Γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο NPMLE ηνπ S ή ηνπ F ρξεηάδεηαη λα θαηαιήμνπκε ζηελ επηινγή ελόο 

αιγνξίζκνπ. Δπηπιένλ κπνξεί λα ρξεηαζηεί λα δηαρεηξηζηνύκε θαη θάπνηα πξνβιήκαηα πνπ ζα 

πξνθύςνπλ, όπσο ην εμήο: εάλ ην '

1
ˆ ˆ ˆ( ,...,  )mp pp  είλαη ε NPMLE ηόηε θάπνηα ζηνηρεία ηνπ p̂  ζα 

κπνξνύζε λα είλαη κεδέλ θαη ζα ήηαλ πνιύ ρξήζηκν θαη βνεζεηηθό εάλ γλσξίδακε απηά ηα κεδεληθά 

ζηνηρεία πξηλ ''ηξέμνπκε'' έλα πξνθαζνξηζκέλν πξόγξακκα. Γηα ην ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα, ζα 

κπνξνύζακε λα βαζηζηνύκε ζην γεγνλόο όηη θάζε ˆ
jp  κπνξεί λα είλαη κε κεδεληθό εθηόο εάλ 

1j is L  

γηα θάπνην i θαη 
j ks R  γηα θάπνην k δηαθνξεηηθό από ην i κε i, k=1,..., n (Peto, 1973; Turnbull, 1976). 

Με απηό ηνλ ηξόπν κπνξνύκε λα εζηηάζνπκε ζηα ˆ
jp  πνπ ηθαλνπνηνύλ ηε ζπλζήθε, αιιά θπζηθά, 

θάπνηα από απηά ζα κπνξνύζαλ λα ήηαλ κεδέλ. Ζ ρξήζε απηνύ ηνπ γεγνλόηνο κπνξεί λα κεηώζεη 

ζεκαληηθά ηνλ αξηζκό ησλ ρξνληθώλ ζηηγκώλ m πνπ πξέπεη λα ιεθζνύλ ππόςε όζνλ αλαθνξά ηελ 

ππνινγηζηηθή δηαδηθαζία. Δπηπξόζζεηα, θάπνηνο ζα κπνξνύζε λα εθαξκόζεη ην πνιιαπιαζηαζηηθό 

θξηηήξην ηνπ Lagrange (Lagrange multiplier criterion) πνπ πεξηγξάθνπκε παξαθάησ.  

Μία ελαιιαθηηθή πξνζέγγηζε γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό κε κεδεληθώλ ˆ
jp  είλαη λα βξνύκε όιεο ηηο 

ρξνληθέο ζηηγκέο 
js  ή έλα ζύλνιν από μέλα κεηαμύ ηνπο δηαζηήκαηα πνπ απνηειεί ην πηζαλό ζηήξηγκα 

ηεο NPMLE ηνπ S ή ηνπ F. Σα δηαζηήκαηα είλαη απηά ησλ νπνίσλ ηα αξηζηεξά θαη ηα δεμηά άθξα 

δίλνληαη από κεξηθά από ηα  και i iL R  αληίζηνηρα θαη ηα νπνία δελ πεξηέρνπλ άιια εθηόο από ηα άθξα. 

Απηό ζπλήζσο αλαθέξεηαη θαη σο πξνζέγγηζε ηνπ Turnbull θαη ν ππνινγηζκόο ηεο NPMLE απνηειείηαη 

από δύν βήκαηα:  

1. Σν πξώην είλαη ε εμεύξεζε ησλ πηζαλώλ άθξσλ ή ησλ δηαζηεκάησλ θαη 

2. ην δεύηεξν είλαη ε κεγηζηνπνίεζε ηεο ( )sL p . 

Γηα λα απνθαζίζνπκε εάλ εθηηκήηξηα '

1
ˆ ˆ ˆ( ,...,  )mp pp  ηνπ p είλαη ε NPMLE, νξίδνπκε  

                                                  
1

1

( ) ,  1,...,  .
n

ij

j m
i il ll

a
d j m

a p
p                                                     (3.3.2)  
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Σν πνιιαπιαζηαζηηθό θξηηήξην Lagrange πξνεξρόκελν από ηε ζεσξία γξαθεκάησλ ιέεη όηη ην p̂  είλαη 

ε NPMLE εάλ: ˆ( )jd np  γηα όια ηα j=1, . . . , m (Gentleman and Geyer, 1994).  

Δπηπιένλ, κπνξεί λα απνδεηρζεί όηη ε p̂  είλαη NPMLE εάλ θαη κόλν εάλ ˆ( )jd np  γηα όια ηα j 

(Böhning et al., 1996). 

Γηα λα εμεγήζνπκε ην πνιιαπιαζηαζηηθό θξηηήξην Lagrange, ζεσξνύκε ην ζύλνιν δεδνκέλσλ 

{(0,1],(1,3],(1,3],(0,2],(0,2],(2,3]} από ηνπο Gentleman θαη Geyer (1994). Απνηειείηαη από 6 

παξαηεξεζέληα δηαζηήκαηα θαη γηα απηά ηα δεδνκέλα έρνπκε όηη 
3

0{ } {0,1,2,3}j js  

1 0 0

0 1 1

0 1 1
( )

1 1 0

1 1 0

0 0 1

ijaA      θαη    
6

1 1 2 2 3 3

1

( ) ( )s i i i

i

L a p a p a pp  

Γηα ηελ εμεύξεζε ηεο NPMLE ρξεηάδεηαη λα κεγηζηνπνηήζνπκε ηε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο sL  σο 

πξνο '

1 2 3( , , )p p pp  δνζέληνο όηη 
3

1 2 3

1

1 και ,  ,  0j

j

p p p p .  

Τπνζέηνπκε όηη καο έρνπλ δνζεί 2 εθηηκήηξηεο : 

' '

1 2

1 1 1 1 1
ˆ ˆ( ,0, )  και ( , , )

2 2 3 3 3
p p  

Γηα λα ειέγμνπκε πνηα από ηηο 2 είλαη ε εθηηκήηξηα NPMLE ζεκεηώλνπκε όηη ηζρύνπλ ηα θάησζη 

1 2 3

1 1 2 2 3 1 2 2 3 3

1 2 2 2 2 1
,  ,  d d d

p p p p p p p p p p
. 

Δίλαη πξνθαλέο όηη δελ είλαη ε εθηηκήηξηα NPMLE ε 1p̂  γηαηί 2 8 6d n  ελώ ε δεύηεξε εθηηκήηξηα 

ηθαλνπνηεί ην πνιιαπιαζηαζηηθό θξηηήξην Lagrange θαη είλαη ε NPMLE γηαηί:  
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1 2 3 6d d d n . 

      Ζ κνλαδηθόηεηα ηεο εθηηκήηξηαο NPMLE είλαη έλα αθόκε ζέκα πνπ ζπρλά πξέπεη λα ειεγζεί. Ωο 

πξνο απηό λα ζεκεηώζνπκε όηη ε log ( )sL p  είλαη κία θνίιε ζπλάξηεζε αιιά κπνξεί λα κελ είλαη 

απζηεξά θνίιε. Οξίδνπκε ( )ijaA ηνλ nxm πίλαθα, ηόηε ε εθηηκήηξηα NPMLE είλαη κνλαδηθή εάλ ν 

βαζκόο ηνπ Α είλαη ίζνο κε m, απηό εγγπάηαη όηη ε 0jp  ζπλάξηεζε ινγαξηζκν-πηζαλνθάλεηαο (log 

likelihood) είλαη απζηεξά θνίια θαη έηζη έρεη κνλαδηθό κέγηζην. ηελ πξάμε ν βαζκόο ηνπ A είλαη 

ζπλήζσο κηθξόηεξνο ηνπ m. Γηα απηό ην ιόγν δειώλνπκε κε A* ηνλ ππνπίλαθα ηνπ A πνπ απνηειείηαη 

από όιεο ηηο ζηήιεο ηνπ A έηζη ώζηε είηε ην αληίζηνηρν 0jp  ή ( )jd np  εάλ ην αληίζηνηρν 0jp . 

Σόηε κία επαξθήο ζπλζήθε γηα ηε κνλαδηθόηεηα ηεο εθηηκήηξηαο NPMLE, πνπ δίλεηαη από ηνπο 

Gentleman θαη Geyer (1994), είλαη όηη ν βαζκόο ηνπ A* είλαη ίζνο κε ηνλ αξηζκό ησλ ζηειώλ ηνπ. 

3.4 Αλγόπιθμοι για ηην Πεπίπηυζη II ηυν αποκομμένυν δεδομένυν ζε διάζηημα  

      ε απηή ηελ ελόηεηα ζα παξνπζηάζνπκε ηξεηο αιγνξίζκνπο πνπ κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε γηα 

ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο εθηηκήηξηαο NPMLE ησλ S, F, p. Ο πξώηνο αιγόξηζκνο είλαη o απην-ζπλεπήο 

(self-consistency) πνπ αλαπηύρζεθε από ηνλ Turnbull (1976) θαη κπνξεί λα ζεσξεζεί ζαλ κία εθαξκνγή 

ηνπ EM (Expectation-Maximisation) αιγνξίζκνπ (Dempster et al., 1977). Ο δεύηεξνο είλαη ν 

αιγόξηζκνο ICM πνπ ηνλ εηζήγαγαλ πξώηνη νη Groeneboom θαη Wellner (1992) θαη ζηε ζπλέρεηα 

ηξνπνπνηήζεθε από ηνλ Jongbloed (1998). Μεηαηξέπεη ηε κεγηζηνπνίεζε ηεο ζπλάξηεζεο 

πηζαλνθάλεηαο (3.3.1) ζε κεγηζηνπνίεζε ηεο ηεηξαγσληθήο ζπλάξηεζεο ρξεζηκνπνηώληαο ηε ζεσξία ηεο 

ηζνηνληθήο παιηλδξόκεζεο. Ο ηξίηνο αιγόξηζκνο είλαη πβξηδηθόο πνπ έρεη πξνηαζεί από ηνπο Wellner 

θαη Zhan (1997), ν νπνίνο αλαθέξεηαη σο αιγόξηζκνο EM-ICM θαη ζπλδπάδεη ηνλ απην-ζπλεπή 

αιγόξηζκν θαη ηνλ ICM αιγόξηζκν.  
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3.4.1 Ο αςηο-ζςνεπήρ αλγόπιθμορ ηος Turnbull 

      Μία απην-ζπλεπήο εθηίκεζε (self-consistent) ζπλήζσο αλαθέξεηαη σο κία εθηίκεζε πνπ κπνξεί λα 

ραξαθηεξηζζεί από ηελ αληίζηνηρε εμίζσζε θαη ην όξην ησλ επαλαιήςεσλ πξνθύπηεη από απηή ηελ 

εμίζσζε (Efron, 1967). πλεπώο, ε εθηίκεζε κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί επαλαιεπηηθά. Γηα λα 

δεκηνπξγεζεί ε απην-ζπλεπήο εμίζσζε γηα απνθνκκέλα δεδνκέλα ζε δηάζηεκα κία άκεζε θαη 

δηαηζζεηηθή πξνζέγγηζε βαζηζκέλε ζε εκπεηξηθέο εθηηκήζεηο είλαη αλαγθαία. Μηα πην γεληθή 

πξνζέγγηζε ζπκπεξηθέξεηαη ζηα απνθνκκέλα δεδνκέλα ζε δηάζηεκα ζα λα είλαη αηειή (incomplete 

data) θαη ζηε ζπλέρεηα εθαξκόδεη ηνλ EM αιγόξηζκν. ηα αθόινπζα, ρξεζηκνπνηνύκε ηε γεληθή 

πξνζέγγηζε θαη ζηε ζπλέρεηα αθνινπζνύλ θάπνηα ζρόιηα σο πξνο ηελ άκεζε πξνζέγγηζε.  

Οξίδνπκε 

1

{ [0,1] ;  1,  0}
m

m

j j

j

p ppC p  

έλα ππό-δηάζηεκα ηνπ mR . 

ηε ζπλέρεηα κπνξνύκε λα βξνύκε ηελ εθηηκήηξηα NPMLE ηνπ p κεγηζηνπνηώληαο ηε ζπλάξηεζε 

πηζαλνθάλεηαο πνπ δίλεηαη από ηε ζρέζε (3.3.1) πάλσ ζηελ πεξηνρή ηνπ 
pC . Γηα λα εθαξκόζνπκε ηνλ 

EM αιγόξηζκν, ππνζέηνπκε όηη ν αθξηβήο ρξόλνο απνηπρίαο ησλ δεδνκέλσλ 
1{ }n

i iT  πνπ κειεηάκε είλαη 

γλσζηόο. Ζ ζπλάξηεζε ινγαξηζκν-πηζαλνθάλεηαο γηα ηα νινθιεξσκέλα δεδνκέλα είλαη: 

*

1

11

( ; ,...,  ) log[ ( )] log
n m

s n i j j

ji

l T T dF T d pp  

όπνπ 
1{ }n

i iT  ν αθξηβήο ρξόλνο απνηπρίαο 

*

1
( ),  1,...,  .

n

j i ji
d I T s j m  

Έζησ ηώξα ˆ c
p  λα δειώλεη ηελ ηξέρνπζα εθηίκεζε ηνπ p θαη ˆ u

p  ηελ αλαβαζκηζκέλε εθηίκεζε ηνπ p.  
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ην βήκα Δ ηνπ αιγνξίζκνπ EM, ρξεηάδεηαη λα ππνινγηζζεί ε ππό όξνπο πξνζδνθία ηνπ '( ; )s il T sp  

δνζέληνο ˆ c
p  θαη ηα παξαηεξεζέληα δεδνκέλα Ο, πνπ έρνπλ ηνλ ηύπν: 

' *

1 1

ˆ ˆ ˆ[ ( ; ) | , ] log( ) ( | , ) ( ) log( )
m m

c c c c

s i j j j j j

j j

E l T s p E d d p pp p O p O p  

κε ( )jd p  λα έρεη νξηζζεί από ηε ζρέζε (3.3.2). 

ην βήκα Μ ηνπ αιγνξίζκνπ EM, ρξεηάδεηαη λα κεγηζηνπνηεζεί ε ππό όξνπο πξνζδνθία όπσο έρεη ήδε 

δνζεί πάλσ ζηελ πεξηνρή 
pC . Υξεζηκνπνηώληαο ηελ πξνζέγγηζε Lagrange κεγηζηνπνηνύκε ηελ 

1 1

ˆ( ) log( ) (1 )
m m

c c

j j j j

j j

d p p pp  

Γηαθνξνπνηώληαο ηελ παξαπάλσ ζπλάξηεζε ζε ζρέζε κε ην 
jp  θαη παξαγσγίδνληαο ζην 0 έρνπκε: 

ˆ( )c c

j j

j

d p
p

p
 

Σόηε αθνινπζεί από 
1

1
m

j

j

p  όηη ι=n θαη  

                                       1

ˆ( ) 1
ˆˆ [ ( ) | , ]

c c n
j ju c

j i j

i

d p
p E I T s

n n

p
p O                                     (3.4.1.1) 

ε νπνία εηζάγεη ηνλ αθόινπζν απην-ζπλεπή αιγόξηζκν γηα ηελ εθηηκήηξηα NPMLE.  

Βήκα 1. Δπηιέγνπκε κία αξρηθή εθηίκεζε 
0

p̂  ηνπ p. 

Βήκα 2. ηελ l-ηνζηή επαλάιεςε, νξίδνπκε ηελ αλαβαζκηζκέλε εθηίκεζε πνπ ζπκβνιίδεηαη 

( ) ( ) ( )

1
ˆ ˆ ˆ=(p ,.....p ) ηνπ l l l

mp p                     
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( 1) ( 1) ( 1)

( )

( 1)
1

1

ˆ ˆ( ) 1
ˆ  με 1,...,  .

ˆ

l l ln
j j ij jl

j m l
i ik kk

d p a p
p j m

n n a p

p
 

Βήκα 3. Δπαλαιακβάλνπκε ην βήκα 2. έσο όηνπ ε επηζπκεηή ζύγθιηζε επηηεπρζεί.  

Ζ εθηίκεζε '

1
ˆ ˆ ˆ( ,...,  )mp pp  πνπ πξνθύπηεη από απηό ηνλ αιγόξηζκν είλαη ε ιύζε ηεο απην-ζπλεπήο 

εμίζσζεο  

                                             1

1
ˆˆ [ ( ) | , ]

n

j i j

i

p E I T s
n

p O                                                   (3.4.1.2)  

Δπίζεο, κπνξεί λα δεηρζεί όηη ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο απμάλεηαη κεηά από θάζε επαλάιεςε. Αλ θαη 

ε εθηίκεζε p̂  δελ είλαη ε εθηηκήηξηα NPMLE ηεο p, κπνξεί λα ειεγρζεί ρξεζηκνπνηώληαο ην θξηηήξην 

πνπ αλαθέξακε ζηελ ππνελόηεηα 3.3. 

Μία άκεζε πξνζέγγηζε πνπ επίζεο δίλεη ν απην-ζπλεπήο αιγόξηζκνο θαη ε εμίζσζε (3.4.1.2) θαίλεηαη 

από ην δεύηεξν κέινο ηεο εμίζσζεο (3.4.1.1). Γνζέληνο όηη ε ˆ c
p p  πνζόηεηα αληηπξνζσπεύεη ηηο 

θνξέο όπνπ ν εθηηκώκελνο αξηζκόο αηόκσλ ησλ νπνίσλ νη ρξόλνη επηβίσζεο είλαη ίζνη κε 
js , ηνπο 

νπνίνπο απνδίδεη ν αιγόξηζκνο βαζηδόκελνο ζε εκπεηξηθέο εθηηκήζεηο κε ˆ ˆ( )
j

j

s t

F t p  ε εμίζσζε 

(3.4.1.2) δίλεη:  

                                                
1

1ˆ ˆ( ) [ ( ) | , ]
n

i

i

F t E I T t F
n

O                                                      (3.4.1.3) 

3.4.2 Ο επαναληπηικόρ αλγόπιθμορ Convex Minorant  

Γηα λα πεξηγξάςνπκε ηνλ ICM αιγόξηζκν (Iterative Convex Minorant), νξίδνπκε  

' 1

1 1 1 1{ ,..., ) ;0 ... 1}m

x m mC x x R x x  

έλα ππνδηάζηεκα ηνπ 1mR  θαη έζησ ( ),  1,...,  .j jF s j m  Με 0 0 , 1m , '

1 1( ,...,  )m
 ε 

ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο (3.3.1) κπνξεί ηόηε λα μαλαγξαθηεί σο εμήο: 
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1

11

( ) ( )
n m

s ij j j

ji

L aβ                                                   (3.4.2.1) 

θαη ε εθηηκήηξηα NPMLE ιακβάλεηαη κεγηζηνπνηώληαο ηελ ( )sL β  πάλσ ζην xC . 

O ICM αιγόξηζκνο βαζίδεηαη ζηα εμήο δύν γεγνλόηα: 

Πξώηα ππνζέηνπκε όηη ην g είλαη κία δηαθνξνπνηεκέλε θνίιε απεηθόληζε από ην 1mR  ζην R θαη C 

είλαη έλαο θνίινο θώλνο. Τπνζέηνπκε επίζεο όηη g(x) ιακβάλεη ην κέγηζην ζηελ πεξηνρή C ζην x̂ . Έζησ 

W έλαο ζεηηθά νξηζκέλνο (m-1)x(m-1) πίλαθαο θαη y έλα ζηαζεξό ζεκείν 1mR . Οξίδνπκε: 

                                

' 11
*( | , ) ( ) ( ) για 

2

mg Rx y W x y W x y x                                   (3.4.2.2) 

θαη επηπιένλ ππνζέηνπκε όηη ην *ˆ Cx  κεγηζηνπνηεί ηελ *( | , )g x y W  ζην C. 

Σν 1ˆ ˆ( )gy x W x  όπνπ ( )g x  είλαη ην δηάλπζκα ησλ παξαγώγσλ ηνπ g ζην x θαη ην *
x̂  

κεγηζηνπνηεί ηελ *( | , )g x y W  πάλσ ζην C εάλ θαη κόλν εάλ *ˆ ˆx x  (Groeneboom θαη Wellner, 1992). 

      Σν δεύηεξν γεγνλόο αθνξά ηε κεγηζηνπνίεζε ηεο ηεηξαγσληθήο ζπλάξηεζεο ζηελ πεξηνρή ηνπ xC .  

Όπσο θαη πξηλ C Cx  θαη ( )jdiag wW  έλαο ζεηηθά νξηζκέλνο δηαγώληνο πίλαθαο.  

Οξίδνπκε αθόκα 0 (0,0)P
 
θαη 

1 1

( , ),  1 1
u u

u i i i

i i

P w w y u m  ζεκεία ηνπ 2R  γηα θάπνηα ζηαζεξά 

' 1

1 1( ,...,  ) m

my y Ry . Σν ζύλνιν ησλ ζεκείσλ { ;  0,...,  1}uP u m
 

ζπλήζσο αλαθέξεηαη σο 

αζξνηζηηθό δηάγξακκα γηαηί νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ uP  είλαη αζξνίζκαηα ησλ δηαλπζκάησλ '

1 1( ,...,  )mw w  

θαη '

1 1 1 1( ,...,  )m mw y w y . 

Σόηε ην *ˆ
ix  δίλεηαη από ην αξηζηεξό παξάγσγν θπξηήο π.ρ. ηεο ζπλάξηεζεο κεγίζηεο θπξηόηεηαο 

θάησ από ην αζξνηζηηθό δηάγξακκα { ;  0,...,  1}uP u m  αμηνινγνύκελν ζην jP .  
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Σν πξώην γεγνλόο πξνηείλεη όηη εάλ ην x̂  είλαη γλσζηό, ε κεγηζηνπνίεζε ηεο γεληθήο ζπλάξηεζεο 

g(x) είλαη ίζε κε ηε κεγηζηνπνίεζε ηεο ηεηξαγσληθήο ζπλάξηεζεο *( )g x . Σν δεύηεξν γεγνλόο δίλεη ηε 

κεγηζηνπνίεζε ζην ζεκείν *
x̂  γηα κία ζπγθεθξηκέλε ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε. Φπζηθά ην x̂  είλαη 

άγλσζην θαη ην πξώην γεγνλόο δε δίλεη κηα άκεζε δηαδηθαζία κεγηζηνπνίεζεο, αιιά κπνξεί λα δώζεη 

κηα επαλαιεπηηθή κέζνδν. Σα δύν γεγνλόηα καδί ελεξγνπνηνύλ ηνλ ICM αιγόξηζκν πνπ ζα 

πεξηγξάςνπκε. 

Βήκα 1. Δπηιέγνπκε κία αξρηθή εθηίκεζε 0
β̂  ηνπ β. 

Βήκα 2. ηελ l-ηνζηή επαλάιεςε, νξίδνπκε ηελ αλαβαζκηζκέλε εθηίκεζε πνπ ζπκβνιίδεηαη         

( ) ( ) ( )

1 1
ˆ ˆ ˆ( ,...,  )l l l

mβ  ηνπ β θαζώο ην *
x̂  κεγηζηνπνηεί ηελ ( 1)ˆ*( | , ( ))lg x y W β  κε  

( 1) 1 ( 1) ( 1)ˆ ˆ ˆ( ) ( )l l l

sW ly β β β  θαη όπσο πξηλ ν W είλαη έλαο ζεηηθά νξηζκέλνο δηαγώληνο πίλαθαο θαη ε 

( )sl β  ζπλάξηεζε ινγαξηζκν-πηζαλνθάλεηαο από ηε ζρέζε (3.4.2.1).  

Βήκα 3. Δπηζηέθνπκε ζην βήκα 2. έσο όηνπ ε επηζπκεηή ζύγθιηζε επηηεπρζεί. 

Ο Jongbloed (1998) δείρλεη όηη ν αιγόξηζκνο ICM κπνξεί λα κελ απμάλεη ηε ζπλάξηεζε 

ινγαξηζκν-πηζαλνθάλεηαο κεηά από θάζε επαλάιεςε θαη λα κε ζπγθιίλεη νιηθά, γη΄απηό ην ιόγν 

πξνηείλεη ηελ πξνζζήθε αλαδήηεζεο κηαο γξακκήο κεο ζηνλ αιγόξηζκν βαζηζκέλε ζηελ επίηεπμε ηεο 

νιηθήο ζύγθιηζεο. Έζησ g, g*, C θαη x̂  όπσο είραλ δνζεί ζην πξώην γεγνλόο. Γηα δεδνκέλν x, ζεηηθά 

νξηζκέλν δηαγώλην πίλαθα W(x) θαη Α(x) λα είλαη δηάλπζκα z ζην νπνίν ε *( | , )g z y W  επηηπγράλεη ην 

κέγηζηό ηεο κε 1( ) ( )sly x W x x . Σόηε γηα ˆx x  θαη επαξθώο κηθξό ι>0, 

( ( ( ) )) ( )g gx x x x . Απηό πξνηείλεη όηη ε αλαδήηεζε γξακκήο, πνπ δίλεηαη ζην βήκα 2.1 

παξαθάησ, κπνξεί λα ελζσκαησζεί ζηνλ ICM αιγόξηζκν γηα λα εγγπεζεί ηελ αύμεζε ηεο ζπλάξηεζεο 

ινγαξηζκν-πηζαλνθάλεηαο θαζώο θαη ηελ νιηθή ζύγθιηζε ηνπ αιγνξίζκνπ.  

Έζησ 0<ε<0.5 έλαο ζηαζεξόο αξηζκόο πνπ ειέγρεη ηε δηαδηθαζία αλαδήηεζεο γξακκήο. Σν 

αθόινπζν βήκα πξνζηίζεηαη αλάκεζα ζηα βήκαηα 2 θαη 3 ηνπ ICM αιγνξίζκνπ όπσο απηόο έρεη ήδε 

πεξηγξαθεί.  
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Βήκα 2.1 Δάλ 
( ) ( 1) ( 1) ' ( ) ( 1)ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) (1 )[ ( )] ( )l l l l l

s s sl l lβ β β β β  ηόηε πήγαηλε ζην βήκα 3., 

δηαθνξεηηθά βξεο έλα ζεκείν z ηέηνην ώζηε ( 1) ( ) ( 1)ˆ ˆ ˆ( )l l l
z γηα 0 1 πνπ ηθαλνπνηεί  

( 1) ' ( 1) ( 1) ( 1) ' ( 1)ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[ ( )] ( ) ( ) ( ) (1 )[ ( )] ( )l l l l l

s s s sl l l lβ z β z β β z β  

κε β̂  λα δειώλεη ηελ εθηίκεζε πνπ δίλεηαη από ηνλ ICM αιγόξηζκν. Σόηε ε εθηηκήηξηα NPMLE ηνπ F 

θαη p δίλεηαη από: 

 
1

ˆˆ ( )  εάν  για 0,...,  1j j jF t s t s j m θαη 
1

ˆ ˆˆ  για 1,...,  j j jp j m  αληίζηνηρα.  

ηνλ αιγόξηζκν ICM κία ινγηθή επηινγή γηα ην W(β) είλαη λα πάξνπκε: 

2

2
( ) ( )j j s

j

w w lβ β  

ππνζέηνληαο όηη ππάξρεη, κε j=1,..., m-1. Ο Jongbloed (1998) κειέηεζε απηή ηελ επηινγή θαη άιιεο 

ρξεζηκνπνηώληαο πξνζνκνηώζεηο θαη πξόηεηλε ηε ζπγθεθξηκέλε σο ηελ θαιύηεξε ζε ζρέζε κε ηηο 

ππόινηπεο θαη πην ζπγθεθξηκέλα θάλεθε όηη ε αλαδήηεζε γξακκήο ή ην βήκα 2.1 ρξεζηκνπνηήζεθαλ 

ιηγόηεξν ππό απηή.  

3.4.3 Ο EM Iterative Convex Minorant αλγόπιθμορ 

ε απηή ηελ ελόηεηα ζα παξνπζηάζνπκε ηνλ ηξίην αιγόξηζκν, ηνλ αιγόξηζκν EM-ICM, πνπ κπνξεί 

λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηνλ θαζνξηζκό ηεο εθηηκήηξηαο NPMLE ηεο F. Δίλαη έλαο αιγόξηζκνο πνπ 

ζπλδπάδεη ηνλ απην-ζπλεπή αιγόξηζκν κε ηνλ ICM αιγόξηζκν. Πην ζπγθεθξηκέλα απνηειείηαη από ηα 

αθόινπζα βήκαηα: 

Βήκα 1. Δπηιέγνπκε κία αξρηθή εθηίκεζε ηνπ β ηε 0
β̂  θαη 

0
p̂  ηος p.  

Βήκα 2. Δθαξκόδνπκε ηα βήκαηα 2. θαη 2.1 ηνπ ICM αιγνξίζκνπ σο πξνο ηελ ηξέρνπζα εθηίκεζε γηα 

λα ιάβνπκε κία αλαβαζκηζκέλε εθηίκεζε.  
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Βήκα 3. Δθαξκόδνπκε ην βήκα 2. ηνπ απην-ζπλεπή αιγνξίζκνπ γηα ηελ αλαβαζκηζκέλε εθηίκεζε πνπ 

βξήθακε ζην ακέζσο πξνεγνύκελν βήκα γηα λα ιάβνπκε κία εθ λένπ αλαβαζκηζκέλε εθηίκεζε. Ζ 

αλαβαζκηζκέλε εθηίκεζε ηνπ βήκαηνο 2. ηνπ απηό-ζπλεπή αιγνξίζκνπ είλαη ( 1)ˆ l
p . 

Βήκα 4. Πάκε πίζσ ζην βήκα 2. έσο όηνπ ε επηζπκεηή ζύγθιηζε επηηεπρζεί. 

Υξεζηκνπνηώληαο έλα γεληθό ζεώξεκα γηα ηελ νιηθή ζύγθιηζε ηεο ζύλζεηεο απεηθόληζεο, νη 

Wellner θαη Zhan (1997) δείρλνπλ όηη ν αιγόξηζκνο EM-ICM ζπγθιίλεη ζηελ εθηηκήηξηα NPMLE εάλ 

ππάξρεη θαη είλαη κνλαδηθή θαη ε ζπλάξηεζε ινγαξηζκν-πηζαλνθάλεηαο είλαη ζπλερώο δηαθνξίζηκε. 

Δπίζεο έδεημαλ ρξεζηκνπνηώληαο πξνζνκνηώζεηο όηη εθαξκόδνληαο ηνλ EM-ICM αιγόξηζκν κπνξεί λα 

παξαιεηθζεί ε αλαδήηεζε γξακκήο θαη πάιη όκσο λα επηηεπρζεί ε επηζπκεηή ζύγθιηζε.  

Γηα λα εθαξκόζνπκε ηνπο αιγνξίζκνπο πνπ είδακε ρξεηάδεηαη λα δηαιέμνπκε έλα θξηηήξην 

ζύγθιηζεο. Έλα απιό θξηηήξην ζύγθιηζεο βαζίδεηαη ζηελ εγγύηεηα ησλ δηαδνρηθώλ εθηηκήζεσλ ηνπ F ή 

ηνπ β πνπ κπνξεί λα κεηξεζεί π.ρ. σο εμήο: 

                                                                    

1
( ) ( 1)

1

ˆ ˆ
m

l l

j j

j

                                                 (3.4.3.1) 

κε ε κία ζεηηθή ζηαζεξά. Έλα αθόκα θξηηήξην πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζπρλά ζηε κεγηζηνπνίεζε ηεο 

ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο είλαη λα αλάγνπκε ηε ζύγθιηζε ζηελ αιιαγή ηεο ζπλάξηεζεο ινγαξηζκν-

πηζαλνθάλεηαο. ε απηή ηελ πεξίπησζε, νη επαλαιήςεηο ζηακαηνύλ εάλ: 

( ) ( 1)ˆ ˆ( ) ( )l l

s sl lβ β  

Σα παξαπάλσ θξηηήξηα δε κπνξνύλ λα καο πνπλ εάλ ε εθηίκεζε πνπ δίλεηαη από ηε ζύγθιηζε είλαη 

ηνπηθό ή νιηθό κέγηζην. Δάλ ππάξρνπλ ηνπηθά κέγηζηα ζπλήζσο πξνηηκάηαη ην θξηηήξην πνπ βαζίδεηαη 

ζηηο βέιηηζηεο ζπλζήθεο ηνπ Fenchel (Robertson et al., 1988). Τπό απηό ην θξηηήξην, ζηακαηάκε ηηο 

επαλαιήςεηο θαη δερόκαζηε 
( ) ( ) ( ) '

1 1
ˆˆ ˆ( ,...,  β )l l l

mβ  σο ηελ εθηηκήηξηα NPMLE ηεο F εάλ 

1
( ) ( )

1

ˆ ˆ( )
m

l l

j s

j j

l β    θαη   
1

( )ˆmax{ ( );  1,...,  1}
m

l

s

u j u

l j mβ . 
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3.4.4 Παπάδειγμα 

ε απηή ηελ παξάγξαθν εθαξκόδνληαη νη ηξεηο αιγόξηζκνη 

α) ν απηό-ζπλεπήο αιγόξηζκνο ηνπ Turnbull (παξάγξαθνο 3.4.1) 

β) ν επαλαιεπηηθόο αιγόξηζκνο Convex Minorant (ICM) (παξάγξαθνο 3.4.2) 

γ) ν Expectation Maximisation Iterative Convex Minorant αιγόξηζκνο (EM-ICM) (παξάγξαθνο 3.4.3) 

πνπ πεξηγξάςακε θαη ζα δνύκε ηελ αλάιπζε θαη ηε ζύγθξηζή ηνπο. Ζ κειέηε πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα 

λα εμεγεζνύλ νη παξαπάλσ αιγόξηζκνη είλαη κία αλαδξνκηθή έξεπλα πνπ παξνπζηάζηεθε από ηνπο 

Klein θαη Moeschberger (1997) θαη ζθνπόο ηεο δηεμαγσγήο ηεο ήηαλ λα ζπγθξίλνπλ ηηο 

αηζζεηηθέο/θνζκηθέο επηδξάζεηο πνπ αληηζηνηρνύλ ζηηο δύν ζεξαπείεο:  

1) ζεξαπεία κόλν κε αθηηλνζεξαπεία RT (radiation therapy)  

2) ζεξαπεία αθηηλνζεξαπείαο θαη ρεκεηνζεξαπείαο RCT (radiation therapy plus adjuvant chemotherapy). 

ζε γπλαίθεο κε πξόσξε εκθάληζε ηνπ θαξθίλνπ ηνπ καζηνύ.  

Σα δεδνκέλα ηεο αλαδξνκηθήο κειέηεο γηα ηηο δύν ζεξαπείεο παξνπζηάδνληαη ζηνλ πίλαθα 3 ηεο 

παξαγξάθνπ 2.4.6 θαη αθνξνύλ ζε κηα νκάδα κε 46 αζζελείο πνπ ππνβιήζεθαλ ζε 46 αθηηλνβνιίεο θαη 

κία αθόκα κε 48 αθηηλνβνιίεο κε επηπξόζζεηε ρεκεηνζεξαπεία. Οη αζζελείο παξαθνινπζνύληαλ αξρηθά 

θάζε 4-6 κήλεο, αιιά θαζώο ε πεξίνδνο αλάξξσζεο πξνρσξνύζε ην δηάζηεκα κεηαμύ ησλ επηζθέςεσλ 

επηκεθπλόηαλ. Σν γεγνλόο ελδηαθέξνληνο (δειαδή ε ηέιεζε ηνπ ζπκβάληνο) ήηαλ ε πξώηε εκθάληζε 

ηεο κέηξηαο ή ζνβαξήο ζπζηνιήο ηνπ καζηνύ. Καζώο νη αζζελείο παξαηεξνύληαλ κόλν ζε ηπραίεο 

ρξνληθέο ζηηγκέο, ν αθξηβήο ρξόλνο ηεο ζπζηνιήο ηνπ καζηνύ είλαη κόλν γλσζηό όηη βξίζθεηαη κέζα 

ζην δηάζηεκα κεηαμύ ησλ επηζθέςεσλ. 

Οη αζζελείο νη νπνίνη δελ εκθάληζαλ κέηξηα ή ζνβαξή ζπζηνιή ηνπ καζηνύ έσο ηελ ηειεπηαία ηνπο 

επίζθεςε θαηεγνξηνπνηήζεθαλ σο δεμηά απνθνκκέλα πεξηζηαηηθά θαη σο εθ ηνύηνπ ην άλσ άθξν ησλ 

δηαζηεκάησλ ηνπο ζεσξήζεθε όηη είλαη ην iU  θαη ην θάησ άθξν ηνπ δηαζηήκαηνο ήηαλ ν ρξόλνο 

πνπ κεζνιάβεζε από ηελ πξώηε έσο θαη ηελ ηειεπηαία επίζθεςε. 
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Υξεζηκνπνηώληαο ηνλ αιγόξηζκν ηνπ Σurnbull παίξλνπκε ηηο εθηηκώκελεο ζπλαξηήζεηο επηβίσζεο 

γηα ηελ αθηηλνζεξαπεία κόλν θαη αληίζηνηρα γηα ηελ αθηηλνβνιία κε ηε ζπκβνιή ηεο ρεκεηνζεξαπείαο 

ησλ νκάδσλ πνπ ζπκκεηείραλ όπσο βιέπνπκε ζηελ πξώηε γξαθηθή παξάζηαζε (Γηάγξακκα 1). 

Γιάγπαμμα 1: Δθηηκώκελεο θακπύιεο επηβίσζεο βαζηζκέλεο ζε απνθνκκέλα δεδνκέλα δηαζηήκαηνο. 

 

Όπσο ήηαλ αλακελόκελν παξαηεξνύκε ζην δηάγξακκα όηη νη εθηηκήηξηεο NPMLE θαζεκίαο εθ ησλ 

ζπλαξηήζεσλ επηβίσζεο πνπ πξνθύπηνπλ από ηνπο 3 αιγνξίζκνπο σο πξνο ηε ζύγθιηζή ηνπο είλαη 

ζρεδόλ παλνκνηόηππεο. Δπηβεβαηώλεηαη όηη νη αζζελείο πνπ αλήθαλ ζηελ νκάδα ζεξαπείαο κε RCT 

εκθάληζαλ ζπζηνιή ηνπ θαξθίλνπ ηνπ καζηνύ λσξίηεξα από όηη νη αζζελείο πνπ αλήθαλ ζηελ νκάδα 

ζεξαπείαο κε RT. Σν θξηηήξην ζύγθιηζεο πνπ ρξεζηκνπνηήζακε ζε όινπο ηνπο αιγνξίζκνπο είλαη ην 

θξηηήξην (3.4.3.1) κε 
810 .  

Οη επαλαιήςεηο πνπ απαηηήζεθαλ γηα ηνλ απην-ζπλεπή αιγόξηζκν, ηνλ ICM θαη ηνλ EM-ICM είλαη 

416, 38 θαη 4 αληίζηνηρα γηα ηελ νκάδα ζεξαπείαο κε RT θαη 505, 7 θαη 3 γηα ηελ RCT νκάδα. 

Βιέπνπκε ινηπόλ όηη νη αιγόξηζκνη ICM θαη EM-ICT ρξεηάζηεθαλ ιηγόηεξεο επαλαιήςεηο από όηη ν 

απην-ζπλεπήο αιγόξηζκνο. Όκσο σο πξνο ηνλ ππνινγηζηηθό ρξόλν (computing time for CPU) γηα ηελ 

νκάδα RT απνδεηθλύεηαη πην γξήγνξνο ν απην-ζπλεπήο αιγόξηζκνο από ηνλ ICM γηαηί απαηηεί πνιύ 

ιηγόηεξε πξνζπάζεηα κέζα ζηελ επαλάιεςε. 
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Υξεζηκνπνηώληαο ην κέζν θάζε δηαζηήκαηνο, θνηλή ηαθηηθή πνπ ρξεζηκνπνηνύλ νη αλαιπηέο 

εμαηηίαο ηεο έιιεηςεο θαιήο γλώζεο ησλ ζηαηηζηηθώλ κεζνδνινγηώλ θαη ηνπ αλάινγνπ δηαζέζηκνπ 

ινγηζκηθνύ, θαη κεηά εθαξκόδνληαο ηε κέζνδν Kaplan-Meier ιακβάλνπκε ηηο εθηηκήηξηεο θακπύιεο 

επηβίσζεο πνπ παξνπζηάδνληαη ζην Γηάγξακκα 2. Πεξηιακβάλεη θαη ηηο θακπύιεο ηνπ πξώηνπ 

δηαγξάκκαηνο. 

Να ζεκεηώζνπκε όηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο (Γηαγξάκκαηα 1 θαη 2) ησλ εθηηκεκέλσλ 

ζπλαξηήζεσλ επηβίσζεο δελ παξνπζηάδνπλ κεγάιεο δηαθνξέο κεηαμύ ησλ ζεξαπεηώλ θαηά ηνπο 18 

πξώηνπο κήλεο. Όκσο από ηνλ 18ν κήλα θαη κεηά παξαηεξείηαη κία γξήγνξε πηώζε ζηελ θακπύιε πνπ 

αληηζηνηρεί ζηνπο αζζελείο πνπ εθηόο από ηε αθηηλνζεξαπεία έθαλαλ ηαπηόρξνλε ρξήζε θαη ηεο 

ρεκεηνζεξαπείαο, ελ αληηζέζεη κε ηνπο αζζελείο πνπ αθνινπζνύλ ην πξόγξακκα κόλν ηεο 

αθηηλνζεξαπείαο. Να επηζεκάλνπκε όηη ζε πνζνζηό κόιηο 11,06 % ησλ αζζελώλ πνπ αλήθαλ ζηελ 

νκάδα πνπ αθνινπζνύζαλ θαη αθηηλνζεξαπεία θαη ρεκεηνζεξαπεία βξέζεθαλ ρσξίο θακία έλδεημε 

ζπζηνιήο ηνπ καζηνύ ζε ρξόλν πνπ αληηζηνηρεί ζε 40 κήλεο, όπσο απηό θαίλεηαη από ην Γηάγξακκα 1. 

ε αληίζεζε κε ηελ νκάδα πνπ αθνινπζνύζε κόλν ηε κέζνδν ηεο αθηηλνζεξαπείαο κε αληίζηνηρν 

πνζνζηό 47,37 % (4πιάζην) ζηνλ ίδην ρξόλν. Βιέπνπκε, ινηπόλ, όηη νη αζζελείο πνπ αθνινύζεζαλ κόλν 

ηε αθηηλνζεξαπεία είραλ γηα κεγαιύηεξν ρξνληθό δηάζηεκα επηδείλσζε ηεο αζζέλεηάο ηνπο (Γηάγξακκα 

1) 

Γιάγπαμμα 2: Δθηηκώκελεο ζπλαξηήζεηο επηβίσζεο πνπ ρξεζηκνπνηνύλ κέζνπο θαη δηαζηήκαηα. 
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πγθξίλνληαο ηηο θακπύιεο, ζην Γηάγξακκα 2 όπνπ ρξεζηκνπνηνύλ ακθόηεξεο νη εθηηκήηξηεο ηα 

κέζα θαη ηα δηαζηήκαηα, ζε πνιινύο ρξόλνπο παξαηεξνύκε λα είλαη ίδηεο. Παξόια απηά έρνπλ κία ηάζε 

λα είλαη είηε θάησ είηε λα έρνπλ ππεξεθηηκεζεί από άιινπο ρξόλνπο. Δάλ ππνζέζνπκε όηη ην γεγνλόο 

ζπλέβε ζην ηέινο ή ζηελ αξρή ηνπ θάζε δηαζηήκαηνο αληί γηα ην κέζν ζα γίλεη πεξηζζόηεξν αληηιεπηό 

ην γεγνλόο ηεο ππεξεθηίκεζεο ή όρη πνπ απεηθνλίδεηαη ζην δηάγξακκά καο. Έλαο αθόκε παξάγνληαο 

πνπ ζπκβάιεη ζηελ εκθάληζε ηέηνησλ δηαθνξώλ/απνθιίζεσλ είλαη ην εύξνο θάζε δηαζηήκαηνο. 

Δπηηείλνληαη όζν ην εύξνο θάζε δηαζηήκαηνο κεγαιώλεη. 

Από απηά ηα απνηειέζκαηα θαη ζύκθσλα κε θάπνηνπο ζπγγξαθείο όπσο ν Lindsey (1998), θαζώο 

θαη ηελ αλάιπζε ησλ απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ ζε δηάζηεκα ππνζέηνπκε όηη ην γεγνλόο ζπλέβε ζην 

ηέινο (ή ζηελ αξρή ή ζην κέζνλ) ηνπ θάζε δηαζηήκαηνο θαη ζηε ζπλέρεηα εθαξκόδνπκε κεζόδνπο γηα 

ζπγθεθξηκέλνπο ρξόλνπο γεγνλόησλ ηα νπνία νδεγνύλ ζε αλαμηόπηζηα ζπκπεξάζκαηα.  
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Κεθάλαιο 4 

 

ύγκπιζη ηυν ζςναπηήζευν επιβίυζηρ 

 

4.1 Διζαγυγή 

      Ζ ζύγθξηζε ησλ ζεξαπεηώλ είλαη έλαο από ηνπο πξσηαξρηθνύο ζηόρνπο ησλ πεξηζζόηεξσλ ηαηξηθώλ 

κειεηώλ όπσο είλαη νη θιηληθέο δνθηκέο. ε απηέο ηηο πεξηπηώζεηο ε έιιεηςε ύπαξμεο ζνβαξώλ 

ζηνηρείσλ πνπ ζα κπνξνύζαλ λα ππνζηεξίμνπλ έλα ζπγθεθξηκέλν παξακεηξηθό κνληέιν, καο νδεγεί 

ζηελ εθαξκνγή κε παξακεηξηθώλ κεζόδσλ. Γηα ρξόλνπο απνηπρίαο δεμηά απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ νη 

πεξηζζόηεξεο κε παξακεηξηθέο κέζνδνη κπνξνύλ λα θαηεγνξηνπνηεζνύλ ζε δύν ηύπνπο: 

1) ζηαζκηζκέλνη έιεγρνη log-rank (weighted log-rank tests) 

2) ζηαζκηζκέλε Kaplan-Meier 

      Ζ ρξήζε ηνπ ειέγρνπ log-rank είλαη ίζσο ε πην ζπλεζηζκέλε από ηηο κε παξακεηξηθέο δηαδηθαζίεο. 

Πεξηζζόηεξεο πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηνπο δύν ζηαηηζηηθνύο ηύπνπο κπνξνύκε λα βξνύκε ζηνπο 

Fleming θαη Harrington (1991) θαη ζηνπο Kalbfleisch θαη Prentice (2002) κεηαμύ άιισλ. Απηό ην 

θεθάιαην αζρνιείηαη κε αληίζηνηρεο κεζόδνπο πνπ είλαη θαηάιιειεο γηα ρξόλνπο απνηπρίαο 

απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ ζε δηάζηεκα. ηελ παξάγξαθν 4.2 ζα ζπδεηήζνπκε γηα κε παξακεηξηθέο 

ζπγθξίζεηο ζεξαπεηώλ όηαλ ηα ηξέρνληα δεδνκέλα π.ρ. Πεξίπησζε I: απνθνκκέλα δεδνκέλα ζε δηάζηεκα 

είλαη δηαζέζηκα θαη δύν ηύπνη κεζόδσλ κπνξνύλ λα εθαξκνζζνύλ. Ζ πξώηε πξνζέγγηζε πξνϋπνζέηεη 

όηη νη παξαηεξεζέληεο ρξόλνη θαηά ηε δηάξθεηα ηεο ζεξαπείαο ησλ νκάδσλ αθνινπζνύλ ηελ ίδηα 

θαηαλνκή θαη ε δεύηεξε πξνζέγγηζε επηηξέπεη ηελ ύπαξμε δηαθνξεηηθώλ θαηαλνκώλ γηα απηνύο ηνπο 

ρξόλνπο.  
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4.2 Πεπίπηυζη I: ηπέσονηα δεδομένα 

      Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ ηπραία κεηαβιεηή T γηα λα δειώζνπκε ην ρξόλν απνηπρίαο θαη S ηελ 

αληίζηνηρε ζπλάξηεζε επηβίσζεο. Έζησ C ε κεηαβιεηή πνπ αλαθέξεηαη ζηνλ παξαηεξεζέληα ρξόλν 

πνπ ζεσξνύκε όηη είλαη αλεμάξηεηνο ηνπ T. Δπίζεο ππνζέηνπκε όηη ηα δεδνκέλα έρνπλ παξαηεξεζεί 

αλεμάξηεηα από n αληηθείκελα (κειέηεο) θαη γηα θάζε αληηθείκελν κπνξνύκε λα δνύκε κόλν ην C θαη 

( )I T C . 

      Γηα ηε ζύγθξηζε ησλ ζεξαπεηώλ ζθεθηόκαζηε δύν μερσξηζηέο πεξηπηώζεηο γηαηί νη κέζνδνη γηα 

απηέο είλαη ιίγν δηαθνξεηηθέο. Θεσξνύκε όηη ην C αθνινπζεί ηελ ίδηα θαηαλνκή γηα όια ηα αληηθείκελα 

ηεο κειέηεο θαη ε άιιε επηηξέπεη νη θαηαλνκέο ηνπ C λα είλαη δηαθνξεηηθέο γηα ηα αληηθείκελα 

δηαθνξεηηθώλ ζεξαπεηώλ. 

      Δδώ ζα εζηηάζνπκε ηελ πξνζνρή καο ζε έλα πξόβιεκα ζύγθξηζεο 2 δεηγκάησλ θαη ζα ζπδεηήζνπκε 

2 κεζόδνπο. Ζ πξώηε είλαη ε δηαδηθαζία Wilcoxon-type θαη ε δεύηεξε είλαη κία γελίθεπζε ηεο 

ζηαζκηζκέλεο δηαδηθαζίαο Kaplan-Meier ε ηδέα ηεο νπνίαο αλαπηύζζεηαη από ηνπο Andersen θαη Ronn 

(1995). Με 1 2,  S S
 
δειώλνπκε ηηο ζπλαξηήζεηο επηβίσζεο πνπ αληηζηνηρνύλ ζηηο 2 νκάδεο ζεξαπείαο θαη 

ν ζηόρνο καο είλαη λα ειέγμνπκε ηελ ππόζεζε 0 1 2: ( ) ( )H S t S t  γηα όια ηα t ή 1 2=S S . 

4.2.1 Ζ διαδικαζία Wilcoxon-type 

      Τπνζέηνπκε όηη ηα παξαηεξεζέληα δεδνκέλα απνηεινύληαη από {( , , ); 1,...,  }i i iC Z i n  όπνπ 

=0 ή 1iZ  λα είλαη ν δείθηεο ηεο νκάδαο ζεξαπείαο γηα ην αληηθείκελν ηεο κειέηεο i. Γηα λα ειέγμνπκε 

ηε κεδεληθή ππόζεζε, ζεκεηώλνπκε όηη θάησ από ηελ 0H  θαη ηελ ππόζεζε όηη ηα iC  αθνινπζνύλ ηελ 

ίδηα θαηαλνκή, ηα i  είλαη ηπραίεο κεηαβιεηέο όκνησλ θαη αλεμάξηεησλ θαηαλνκώλ (i.i.d). Απηό 

πξνηείλεη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην αθόινπζν ζηαηηζηηθό Wilcoxon: 

( )( )i j i j

i j

Z Z  

γηα λα ειέγμνπκε ηελ 0H . Δίλαη πξνθαλέο όηη ην παξαπάλσ ζηαηηζηηθό είλαη ίζν κε 
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1

1
1

( ) ,  όπου 
n

n

cw i i ii
i

U Z Z Z n Z  

Δίλαη εύθνιν λα δείμνπκε όηη ππό ηελ 0H  θαη γηα κεγαιύηεξν n, ε θαηαλνκή ηνπ 1/2

cwn U  κπνξεί λα 

πξνζεγγηζζεί από κία θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζν ην 0 θαη δηαζπνξά       

2 1 2 2

1
ˆ ( )

n

cw i ii
n Z Z  

Έηζη έλαο κεγάινο δεηγκαηηθόο έιεγρνο ηεο κεδεληθήο ππόζεζεο ρξεζηκνπνηώληαο ην ζηαηηζηηθό 

ˆ/cw cwU  κπνξεί λα εθαξκνζζεί κε πνζνζηηαία ζεκεία ηεο ηππνπνηεκέλεο Καλνληθήο θαηαλνκήο. 

4.2.2 Γενίκεςζη ηηρ ζηαθμιζμένηρ Kaplan-Meier διαδικαζίαρ 

      Έζησ G ε ζπλάξηεζε θαηαλνκήο ηνπ C θαη ˆ
nG  ε εκπεηξηθή θαηαλνκή ηνπ C. Τπνζέηνπκε όηη θαη ην 

0S  θαη ην G είλαη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο. Έζησ 1 2
ˆ ˆ, S S  λα είλαη νη εθηηκήηξηεο κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο 

ησλ 1 2, S S  αληίζηνηρα βαζηζκέλεο ζηα αληηθείκελα ηεο κειέηεο κέζα ζε θάζε νκάδα ζεξαπείαο 

μερσξηζηά. Έζησ 1 2,  n n  λα δειώλνπλ ηνλ αξηζκό ησλ αηόκσλ ηεο κειέηεο πνπ ιακβάλνπλ κία από ηηο 2 

ζεξαπείεο, αληίζηνηρα, θαη ζεσξνύκε όηη 1 / (0 1),   n n p p n  όπνπ 1 2+n n n .  

      Γηα λα ειέγμνπκε ηελ 0H , παξαθηλεκέλνη από ηνπο Kolmogorov-Smirnov θαη ηνπο ζηαζκηζκέλνπο 

ειέγρνπο Kaplan-Meier (Pepe and Fleming, 1989), κπνξνύκε λα θαηαζθεπάζνπκε έλα απιό ζηαηηζηηθό 

έιεγρν: 

                                                    
2 1

0

ˆ ˆ ˆ[ ( ) ( )] ( )cs nU S t S t dG t                                          (4.2.1.2.1) 

όπνπ η είλαη κία ζηαζεξά ηέηνηα ώζηε 0 ( ) 0S  θαη ζπλήζσο επηιέγεηαη σο ν κεγαιύηεξνο ρξόλνο 

παξαηήξεζεο. 
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      Ζ αζπκπησηηθή θαηαλνκή ηνπ csU  αθνινπζεί ηελ ππθλόηεηα ηεο ˆ
nG  πην ζπγθεθξηκέλα εάλ ην n 

είλαη κεγάιν θαη ε κεδεληθή ππόζεζε αιεζήο ε θαηαλνκή ηνπ csU  πνιιαπιαζηαζκέλε κε n  κπνξεί λα 

πξνζεγγηζζεί από ηελ θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζν 0 θαη δηαζπνξά 

2
2

0 0
0

1 2

ˆ ˆ ˆˆ ( )[1 ( )] ( )cw n

n
S t S t dG t

n n
. 

Έλαο κεγάινο, ινηπόλ, δεηγκαηηθόο έιεγρνο ηεο 0H  κπνξεί λα εθαξκνζζεί ρξεζηκνπνηώληαο 

* ˆ/cs cs csU nU  κε θαλνληθέο ηηκέο. 

      Αθνινπζώληαο ηελ παξαπάλσ ηδέα κπνξνύλ λα αλαπηπρζνύλ παξόκνηνη ζηαηηζηηθνί έιεγρνη. Γηα 

παξάδεηγκα, κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην ζηαηηζηηθό ησλ csU  ηεηξαγώλσλ ησλ 1 2
ˆ ˆ, S S . Μία 

αθόκα ελαιιαθηηθή είλαη λα ιάβνπκε ππόςε καο ηε  δηαθνξά αλάκεζα ζηνπο εκπεηξηθνύο κέζνπο ησλ 

δύν πιεζπζκώλ. Οη κέζνδνη πνπ βαζίδνληαη ζε απηέο ηηο ζηαηηζηηθέο, νη νπνίεο αλακέλεηαη λα 

εθηειεζζνύλ όπσο όηαλ ππνινγίδνπκε ην csU  ζπδεηνύληαη ιεπηνκεξώο από ηνπο Andersen θαη Ronn 

(1995) θαη Tang et al. (1995). 

4.3 Πεπίπηυζη II: Rank-based διαδικαζίερ ζύγκπιζηρ 

      Θεσξνύκε ηε γεληθή ή ηελ Πεξίπησζε II ησλ απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ ρξόλσλ απνηπρίαο ζε 

δηάζηεκα θαη ππνζέηνπκε όηη ηα παξαηεξεζέληα δεδνκέλα είλαη 

{( , ],  ;  1,...,  }i i iL R i nZ  

γηα n αλεμάξηεηα άηνκα θαζέλα από ηα νπνία δέρεηαη κία από ηηο p+1 δηαθνξεηηθέο ζεξαπείεο. Αθνύ 

δειώζακε ην δηάζηεκα κεο ζην νπνίν ην γεγνλόο ηεο επηβίσζεο πνπ καο ελδηαθέξεη έρεη ζπκβεί ζην 

άηνκν i ζεσξνύκε θαη ην p-δηάζηαην δηάλπζκα ησλ δεηθηώλ ηεο ζεξαπείαο, ην iZ . ηόρνο καο είλαη ν 

έιεγρνο ηεο ππόζεζεο 0H : νη p+1 ζπλαξηήζεηο επηβίσζεο πνπ αληηζηνηρνύλ ζηηο ζεξαπείεο λα είλαη 

παλνκνηόηππεο. Πνιιέο πξνζεγγίζεηο κπνξνύλ λα αλαπηύμνπλ δηαδηθαζίεο ειέγρσλ θάλνληαο ρξήζε 

ησλ βαζκνινγηώλ (rankings) ησλ κε-παξαηεξεζέλησλ πξαγκαηηθώλ ρξόλσλ απνηπρίαο, iT  θαη είλαη 

ίδηεο κε ηηο κεζόδνπο πνπ έρνπλ αλαπηπρζεί γηα απνθνκκέλνπο ή δεμηά απνθνκκέλνπο ρξόλνπο 
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απνηπρίαο. ε απηή ηελ παξάγξαθν ζα εζηηάζνπκε ηελ πξνζνρή καο ζηελ πξνζέγγηζε πνπ έδσζαλ νη 

Zhao θαη Sun (2004) ε νπνία γεληθεύεη άκεζα ηνλ έιεγρν log-rank πνπ είλαη ν πην ζπλήζεο έιεγρνο γηα 

δεμηά απνθνκκέλα δεδνκέλα ιόγσ ηεο απιόηεηαο θαη ηεο επθνιίαο ηεο εξκελείαο θαη ηεο εθηέιεζήο 

ηνπ.  

4.3.1 Γενικεςμένορ έλεγσορ log-rank 

      Γειώλνπκε κε 0Ŝ  ηελ εθηηκήηξηα κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο ηεο θνηλήο ζπλάξηεζεο επηβίσζεο 

0 ( ) Pr( )iS t T t  θάησ από ηε κεδεληθή ππόζεζε θαη νξίδνπκε ηνπο 1 ... ms s  δηαηεηαγκέλνπο-

δηαθεθξηκέλνπο ρξόλνπο ηνπ δηαζηήκαηνο ( , ],  1,...,  i iL R i n  ζην νπνίν ε 0Ŝ  παξνπζηάδεη άικαηα. Γηα 

επθνιία ζεσξνύκε όηη ππάξρεη έλα ρξνληθό ζεκείν 1m ms s  ζην νπνίν ε 0Ŝ  έρεη ηελ ππνιεηπόκελε 

ππθλόηεηα κε 0
ˆ ( )S t  λα είλαη ίζε κε ην κεδέλ γηα 1mt s . 

Γηα θάζε δεύγνο (i,j) νξίδνπκε: 

( ( , ])ij j i ia I s L R  

κε ην δείθηε ηνπ γεγνλόηνο λα αλήθεη ζην δηάζηεκά καο, όπσο θαίλεηαη από ηελ ακέζσο πξνεγνύκελε 

ζρέζε θαη κε i=1,..., n, j=1,..., m+1. Γηα λα αλαπηύμνπκε κία ειεγρνζπλάξηεζε ηνπ ηύπνπ log-rank γηα 

ηελ 0H  ζπκόκαζηε όηη ν ζηαηηζηηθόο έιεγρνο log-rank είλαη ην άζξνηζκα ησλ παξαηεξεζέλησλ κείνλ 

ηνλ αλακελόκελν αξηζκό ησλ ζαλάησλ-γεγνλόησλ. Έηζη ρξεηάδεηαη λα θαζνξίζνπκε ηνλ αξηζκό ησλ 

απνηπρηώλ θαη ηνλ αξηζκό ησλ αηόκσλ πνπ βξίζθνληαη ζε θίλδπλν γηα θάζε θαηαγεγξακκέλν ρξόλν 

απνηπρίαο. 

Γηα απηό ην ιόγν, νξίδνπκε 0i  εάλ ε παξαηήξεζε ηνπ ρξόλνπ απνηπρίαο iT  γηα ην i-νζηό άηνκν ηεο 

κειέηεο είλαη δεμηά απνθνκκέλε θαη 1 δηαθνξεηηθά, κε i=1,..., n. Έρνπκε δειαδή ( )i i mI R s . 

Δπηπιένλ νξίδνπκε ( 0, )ij i i jI L s  πνπ παίξλεη ηελ ηηκή 1 εάλ iT  είλαη δεμηά απνθνκκέλνο θαη ην 

i-νζηό άηνκν βξίζθεηαη αθόκα ζε θίλδπλν ηε ρξνληθή ζηηγκή js , i=1,..., n, j=1,..., m. Σόηε εάλ ε 

κεδεληθή ππόζεζε είλαη αιεζήο θαη ε 0 ( )S t  είλαη γλσζηή, δνζέληνο ηεο 0
ˆ ( )S t  κπνξεί λα εθηηκήζεη ηνπο 
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ζπλνιηθά παξαηεξεζέληεο ρξόλνπο απνηπρίαο θαη ηνλ αξηζκό ησλ αηόκσλ πνπ βξίζθνληαη ζε θίλδπλν ηε 

ρξνληθή ζηηγκή js  ζύκθσλα κε ηνλ αθόινπζν ηύπν:  

0 0

1
1

0 0

1

ˆ ˆ[ ( ) ( )]

ˆ ˆ[ ( ) ( )]

n
ij j j

j i m
i

iu u u

u

a S s S s
d

a S s S s

 

θαη 

1
0 0

1
1 1

0 0

1

ˆ ˆ[ ( ) ( )]

ˆ ˆ[ ( ) ( )]

m n n
ir r r

j i ijm
r j i i

iu u u

u

a S s S s
n

a S s S s

 

αληίζηνηρα, j=1,..., m.  

Οκνίσο εθηηκάεη ηνπο παξαηεξεζέληεο ρξόλνπο απνηπρίαο θαη ηνλ αξηζκό ησλ αηόκσλ πνπ βξίζθνληαη 

ζε θίλδπλν ηε ρξνληθή ζηηγκή 
js  κε j=1,..., m γηα ηηο νκάδεο ζεξαπείαο l, κε l=1,..., p+1 θαη είλαη  

0 0

1

0 0

1

ˆ ˆ[ ( ) ( )]

ˆ ˆ[ ( ) ( )]

l
ij j j

jl m
i

iu u u

u

a S s S s
d

a S s S s

 

θαη 

1
0 0

1

0 0

1

ˆ ˆ[ ( ) ( )]

ˆ ˆ[ ( ) ( )]

m l l
ir r r

jl i ijm
r j i i

iu u u

u

a S s S s
n

a S s S s

 

αληίζηνηρα όπνπ l

i
 δειώλεη ην άζξνηζκα πάλσ ζε όια ηα άηνκα ηνπ πιεζπζκνύ. ηελ πεξίπησζε ησλ 

δεμηά απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ νη παξαπάλσ εθηηκήζεηο αλάγνληαη ζηνπο παξαηεξνύκελνπο ρξόλνπο 

απνηπρίαο θαη ηνλ αξηζκό ησλ αηόκσλ πνπ βξίζθνληαη ζε θίλδπλν, ηα νπνία έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί γηα 

ηελ θαηαζθεπή ηνπ θιαζηθνύ ζηαηηζηηθνύ ειέγρνπ log-rank. Γηα ηνλ έιεγρν ηεο ηζόηεηαο ησλ p+1 

ζπλαξηήζεσλ επηβίσζεο νη Zhao θαη Sun (2004) θαηαιήγνπλ ζηελ ειεγρνζπλάξηεζε 

* ' 1 2ˆ ~r r r r pU XU V U  ππό ηελ 0H , κε 
'

,1 , 1( ,...,  )r r r pU UU  θαη  
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,1 ,

1

( )
m

jl j

r j l

j j

n d
U d

n
 

όπνπ 
1ˆ

rV  ν γεληθεπκέλνο αληίζηξνθνο πίλαθαο δηαζπνξάο-ζπλδηαζπνξάο ησλ rU , ζηελ r-νζηή ρξνληθή 

ζηηγκή. 
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Κεθάλαιο 5 

 

Ανάλςζη παλινδπόμηζηρ για ηπέσονηα δεδομένα 

 

5.1 Διζαγυγή 

      ε κεξηθέο πεξηπηώζεηο όπσο ηα πεηξάκαηα θαξθηλνγέλεζεο ζε θξπθνύο όγθνπο ηα ηξέρνληα 

δεδνκέλα (current status) είλαη ε κόλε δηαζέζηκε πιεξνθνξία γηα ηηο κεηαβιεηέο επηβίσζεο πνπ καο 

ελδηαθέξνπλ όπσο ν ρξόλνο εκθάληζεο ηνπ όγθνπ (Dinse θαη Lagakos, 1983), πνπ όκσο δε κπνξνύλ λα 

κεηξεζνύλ άκεζα. ε άιιεο πεξηπηώζεηο όπσο απηέο πνπ πξνέξρνληαη από κειέηεο δηαζηαύξσζεο 

θάπνηνπ ζεκαληηθνύ γεγνλόηνο ηα ηξέρνληα δεδνκέλα παξέρνπλ πην θαηαλνεηή θαη αμηόπηζηε 

πιεξνθνξία γηα ην ρξόλν ηνπ γεγνλόηνο από όηη ηα πιήξε δεδνκέλα. Έλα παξάδεηγκα ησλ παξαπάλσ 

πεξηπηώζεσλ είλαη νη επηδεκηνινγηθέο κειέηεο όπνπ ην γεγνλόο πνπ καο ελδηαθέξεη είλαη ε εκθάληζε 

κηα ρξόληαο πάζεζεο (Keiding, 1991; Keiding et al., 1996; Shiboski and Jewell, 1992). Έλα αθόκα 

παξάδεηγκα δίλεηαη από ηηο δεκνγξαθηθέο κειέηεο όπνπ ην γεγνλόο κπνξεί λα είλαη, π.ρ. πξώηε 

εγθπκνζύλε ή πξώηνο γάκνο (Diamond and McDonald, 1991; Diamond et al., 1986). 

      ε απηό ην θεθάιαην ζα κειεηήζνπκε ηελ αλάιπζε παιηλδξόκεζεο ηεο Πεξίπησζεο I (Case I) ή ησλ 

ρξόλσλ απνηπρίαο ησλ ηξερνπζώλ δεδνκέλσλ ππό ηα εκη-παξακεηξηθά κνληέια θαη ηα ζπκπεξάζκαηα 

πνπ πξνθύπηνπλ γηα ηνπο ζπληειεζηέο παιηλδξόκεζεο. Γηα απηήλ, όπσο θαη ζε πνιιέο άιιεο 

πεξηπηώζεηο, ε πην ζπρλά εθαξκνζκέλε πξνζέγγηζε είλαη απηή ηεο εκη-παξακεηξηθήο εθηηκήηξηαο 

κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο. Ζ ζπγθεθξηκέλε πξνζέγγηζε είλαη άκεζε, αιιά όρη εύθνιε γηαηί ε 

πηζαλνθάλεηα είλαη κία ζπλάξηεζε πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο παξακέηξσλ παιηλδξόκεζεο θαη κε 

πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο παξακέηξσλ ζνξύβνπ, ηεο ζσξεπηηθήο ζπλάξηεζεο δηαθηλδύλεπζεο ή ηεο 

ζπλάξηεζεο επηβίσζεο. Ωο επαθόινπζν, ζα πξέπεη λα εθηηκεζνύλ ηαπηόρξνλα θαη νη παξάκεηξνη 

παιηλδξόκεζεο θαη νη παξάγνληεο ζνξύβνπ. Απηό δηαθέξεη από ηελ αλάιπζε παιηλδξόκεζεο ησλ 

ρξόλσλ απνηπρίαο δεμηά απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ ρξεζηκνπνηώληαο ην κνληέιν PH (1.4.2.1) όπνπ ε 

πξνζέγγηζε κεξηθήο πηζαλνθάλεηαο κπνξεί λα εθαξκνζζεί. ηελ ηειεπηαία πξνζέγγηζε, γηα 
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ζπκπεξάζκαηα σο πξνο ηηο παξακέηξνπο παιηλδξόκεζεο, ε κεξηθή πηζαλνθάλεηα κπνξεί λα παξαρζεί 

ρσξίο λα ζπκπεξηιακβάλνληαη ζε απηή νη παξάκεηξνη ζνξύβνπ. Όκσο γηα ηα ηξέρνληα δεδνκέλα ε 

πξνζέγγηζε κεξηθήο πηζαλνθάλεηαο δελ είλαη δηαζέζηκε θαη γη’ απηό ην ιόγν βαζηδόκαζηε ζηελ πιήξε 

πηζαλνθάλεηα.  

      Γηα λα απνθεπρζεί ε πηζαλνθάλεηα πνπ εκπιέθεη κε πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο παξακέηξνπο 

ζνξύβνπ ζα γίλεη ρξήζε ηεο κεζόδνπ κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο ππνρώξσλ. Ζ βαζηθή ηδέα ηεο κεζόδνπ 

είλαη ε πξνζέγγηζε ησλ κε πεπεξαζκέλσλ δηάζηαζεο παξακέηξσλ ζνξύβνπ από κία αθνινπζία 

πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο παξακέηξσλ ε νπνία είλαη ε αξρηθή παξάκεηξνο ρώξνπ θαη ε νπνία 

πξνζεγγίδεηαη από κία αύμνπζα αθνινπζία πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο ππνρώξσλ. Γηα ην πξόβιεκα πνπ 

ζα πεξηγξαθεί παξαθάησ ππνζέηνπκε όηη έλα εκη-παξακεηξηθό κνληέιν παιηλδξόκεζεο έρεη νξηζζεί κε 

παξάκεηξν παιηλδξόκεζεο β θαη ζσξεπηηθή ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο 0 ( )t . Σόηε ε αξρηθή 

παξάκεηξνο ρώξνπ πνπ ζπλδέεηαη κε ηελ 0 ( )t  κπνξεί λα είλαη κία ζπιινγή από κε θζίλνπζεο 

ζπλαξηήζεηο θαη νη ππόρσξνη κπνξεί λα είλαη π.ρ. νκάδεο από ηκήκαηα ζπλερώλ θαη κε θζηλνπζώλ 

γξακκηθώλ ζπλαξηήζεσλ. Γηα θάζε πεπεξαζκέλν δείγκα ε εθηίκεζε ηνπ β θαη ηνπ 0 ( )t  κπνξεί λα 

ππνινγηζηεί κεγηζηνπνηώληαο ηε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο σο πξνο ηηο παξακέηξνπο ηνπ ρώξνπ γηα ην 

β θαη ηνλ ππόρσξν. Με άιια ιόγηα, ρξεηάδεηαη λα δνπιέςνπκε κε κία πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο 

παξάκεηξν ρώξνπ κε ηε κέζνδν ησλ ππνρώξσλ. Έλα πιενλέθηεκα απηήο ηεο κεζόδνπ ε εθηηκήηξηα ηεο 

ζσξεπηηθήο ζπλάξηεζεο 0 ( )t  έρεη γξεγνξόηεξν ξπζκό ζύγθιηζεο από όηη ε εθηηκήηξηα πνπ 

πξνέξρεηαη από ηε κεγηζηνπνίεζε ηεο πιήξεο πηζαλνθάλεηαο σο πξνο ηελ αξρηθή παξάκεηξν ρώξνπ 

(Huang and Rossini, 1997).  

      εκείσζε: ε απηό ην θεθάιαην ζα ζεσξνύκε όηη ππάξρεη κία κειέηε επηβίσζεο πνπ απνηειείηαη 

από n αλεμάξηεηα άηνκα. Γηα ην i-νζηό άηνκν ππνζέηνπκε όηη ππάξρνπλ δύν κεηαβιεηέο: κία ζα είλαη ν 

ρξόλνο επηβίσζεο πνπ καο ελδηαθέξεη θαη ζα ζπκβνιίδεηαη κε iT  θαη ε άιιε iC  θαη ζα δειώλεη ην 

ρξόλν παξαηήξεζεο ηνπ αηόκνπ, κε i=1,..., n. Δπίζεο γηα ην i-νζηό άηνκν ππνζέηνπκε όηη ππάξρεη έλα 

δηάλπζκα ζπκκεηαβιεηώλ iZ . Ζ θαηαλνκή ησλ iT  θαζνξίδεηαη από ηελ παξάκεηξν παιηλδξόκεζεο β 

θαη ηε ζσξεπηηθή ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο 0 ( )t  ή ηε ζπλάξηεζε επηβίσζεο 0 0( ) exp( ( ))S t t . 
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Δπηπιένλ, γηα ζπκπεξάζκαηα σο πξνο ην β, 0 ( )t  ή 0 ( )S t  κόλν ηα ηξέρνληα δεδνκέλα είλαη δηαζέζηκα 

θαη δίλνληαη από ηνλ ηύπν:  

{( ,  ( ),  );  1,...,  }i i i i iC I T C i nZ  

Με απηό ηνλ ηξόπν, θάζε άηνκν παξαηεξείηαη κόλν κία θνξά ηελ iC  θαη ζε απηή ηε ρξνληθή ζηηγκή 

μέξνπκε κόλν εάλ ην γεγνλόο ηεο επηβίσζεο πνπ καο ελδηαθέξεη έρεη ζπκβεί πξηλ ή ηε ζηηγκή iC . 

Γεληθόηεξα, ππνζέηνπκε όηη ηα iZ , iT  θαη iC είλαη αλεμάξηεηα. 

5.2 Ανάλςζη με ηο μονηέλο αναλογικήρ διακινδύνεςζηρ 

      ε απηή ηελ ελόηεηα ζα αλαθεξζνύκε ζηελ αλάιπζε παιηλδξόκεζεο ησλ ηξερνπζώλ δεδνκέλσλ 

ρξεζηκνπνηώληαο ην κνληέιν PH (1.4.2.1) ην πην ζύλεζεο κνληέιν παιηλδξόκεζεο γηα ηελ αλάιπζε ησλ 

ρξόλσλ απνηπρίαο. Ωο πξνο ηε ζσξεπηηθή ζπλάξηεζε δηαθηλδύλεπζεο, ην κνληέιν δειώλεηαη 

'

0( ; ) ( )exp( )it tZ Zβ  

γηα δεδνκέλν iZ  θαη ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο είλαη αλάινγε ηνπ  

                                
' '

0 0 0

1

( , ) exp[ (1 ) ( )][1 exp( ( ))]i i i

n

i i i

i

L e C e C
Z β Z β

β                        (5.2.1) 

Ωο πξνο ην β θαη ηελ 0S  ε παξαπάλσ ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο έρεη ηώξα ηε κνξθή  

                                        
' '

(1 )exp exp

0 0 0

1

( , ) [ ( )] {1 [ ( )] }
i i

i i

n

i i

i

L S S C S C
Z β Z β

β                                    (5.2.2) 

5.3 Δκηιμήηπια μεγίζηηρ πιθανοθάνειαρ 

     Γηα ηελ εθηίκεζε ηνπ β θαη ηεο 0S , ε πξνζέγγηζε κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο κεγηζηνπνηεί ηε 

ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο 0( , )L Sβ  πνπ δόζεθε από ηνλ ηύπν (5.2.2). Γηα απηή θαη κία νκάδα 

ηξερνπζώλ δεδνκέλσλ, όπσο ζηελ πεξίπησζε ηνπ ελόο δείγκαηνο πνπ ζπδεηήζεθε ζηηο ελόηεηεο 3.2 έσο 
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3.4, κόλν νη ηηκέο ηεο 0 ( )S t
 

ζηνπο παξαηεξεζέληεο ρξόλνπο iC  επεξεάδνπλ ηε ζπλάξηεζε 

πηζαλνθάλεηαο. Υσξίο βιάβε ηεο γεληθόηεηαο, κπνξνύκε λα εζηηάζνπκε ζηε κεγηζηνπνίεζε ηεο 

0( , )L Sβ .  

     Έζησ 10 ... ms s  νη δηαηεηαγκέλνη δηαθξηηνί ρξόλνη ηνπ 
1{ }n

i iC  θαη s  ε ζπιινγή όισλ ησλ 

ζπλαξηήζεσλ επηβίσζεο 0 ( )S t  νη νπνίεο έρνπλ ηε κνξθή: 

                                                                    
exp( )

0

:

( ) j

j

a

j s t

S t e                                                     (5.3.1) 

όπνπ '

1( ,...,  )mα  είλαη άγλσζηεο παξάκεηξνη. Γηα λα θαζνξηζηνύλ νη εθηηκεηέο κεγίζηεο 

πηζαλνθάλεηαο ηνπ β θαη ηεο 0S , ρξεηάδεηαη λα κεγηζηνπνηήζνπκε ηελ 0( , )L Sβ  θαη ηελ 0S  ζην s . ε 

απηή ηελ πεξίπησζε, ε ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο κπνξεί λα γξαθηεί σο 

' 'exp( ) ( )

1

( , ) { log[1 ] (1 ) }j i j i

ii

n
a a

i i

i jj

l e e
Z β Z β

β α  

κε  και Σ
i ij j  ην γηλόκελν θαη ην άζξνηζκα σο πξνο { ;  }j ij s C , αληίζηνηρα.  

Οξίδνπκε 
jD  λα είλαη ην ζύλνιν ησλ δεηθηώλ ησλ αηόκσλ γηα ηα νπνία  και δ 1j i is C  θαη ην 

jR  

ζύλνιν ησλ δεηθηώλ ησλ αηόκσλ γηα ηα νπνία , 1,...,  .j is C j m  Έζησ 
1
exp( ),  1,...,  .

j

j kk
a a j m  

Σόηε ε ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ( , )l β α  κπνξεί λα μαλαγξαθηεί σο  

                                                

'

'

'

exp( )

exp( )
1

1
( , ) { log[ ] }

j i

i

j i

j j

am

ja
j i D i R

e
l a e

e

Z β

Z β

Z β
β α                                (5.3.2) 

      Γηα λα κεγηζηνπνηήζνπκε ηελ ( , )l β α  κηα ινγηθή πξνζέγγηζε είλαη λα εθαξκόζνπκε ηνλ αιγόξηζκν 

Newton-Raphson θαη γηα απηό ζα ρξεηαζηνύκε ηελ πξώηε θαη ηε δεύηεξε παξάγσγν ηεο ( , )l β α . Έρνπκε 

ινηπόλ 
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' '

1

( , )
{ [ ( , ) 1]i i

j j

m

j i j i i

j i D i R

l
a e q a e

Z β Z ββ α
Z Z Z

β
 

' '( , )
{ [ ( , ) 1]j i i

k k

m
a

k i

k j i D i Rj

l
e e q a e

a

Z β Z ββ α
Z  

' ' '
2

' '

'
1

( , )
{ [ ( , ) 1 [ ( , ) 1]]i i i

j j

m

j i i j i j j i i i

j i D i R

l
a e q a a e q a e

Z β Z β Z ββ α
Z Z Z Z Z Z

β β
 

' ' '
2

'

( , )
{ [ ( , ) 1 ( , )[ ( , ) 1]]j i i i

k k

m
a

i k i j k i k i i

k j i D i Rj

l
e e q a a e q a q a e

a

Z β Z β Z ββ α
Z Z Z Z Z

β
 

'
2

2 2

2

( , ) ( , )
{ [ ( , ) 1] ( , )}j i

k

m
a

k i k i

k j i Dj j

l l
e e q a q a

a a

Z ββ α β α
Z Z  

θαη                               
'

2
2( , )

{ ( , )[ ( , ) 1],  j k i

l

m
a a

l i l i

l k i Dj k

l
e e q a q a k j

a a

Z ββ α
Z Z  

όπνπ                                 

'

'

exp( )

exp( )
( , )  1,...,  ,  1,...,  .

1

j i

j i

a

j i a

e
q a j m i n

e

Z β

Z β
Z  

      Γηα λα εθαξκόζνπκε ηνλ αιγόξηζκν Newton-Raphson πξέπεη λα επηιέμνπκε αξρηθέο εθηηκήζεηο γηα 

ην β θαη ην α όπσο επίζεο έλα θξηηήξην ζύγθιηζεο θαη λα ππνινγίζνπκε ηνλ αληίζηξνθν ελόο πίλαθα 

(p+m)x(p+m). Έλα ινγηθό ζύλνιν αξρηθώλ εθηηκήζεσλ είλαη απηό πνπ ζπδεηήζεθε ζηελ παξάγξαθν 

2.4.1 από ηελ πξνζέγγηζε ζπκβαηήο απόδνζεο ηηκώλ κέζσ ελόο ζεκείνπ θαη έλα θξηηήξην ζύγθιηζεο ζα 

κπνξνύζε λα είλαη απηό ηεο παξαγξάθνπ 3.4.3. Γηα ηνλ αληίζηξνθν πίλαθα, κηα απινπνίεζε κπνξεί λα 

επηηεπρζεί ρξεζηκνπνηώληαο ην γεγνλόο όηη γηα έλα ζπκκεηξηθό 2x2 πίλαθα  

1 1 1

11 12 11|2 11|2 12 221

1 1 1 1 1 1

21 22 22 21 11|2 22 22 21 11|2 12 22

 με 
A A A A A A

A A A A A A A A A A A
A A  



84 
 

όινη νη αληίζηξνθνη ππάξρνπλ (Rao, 1973, pp. 33), κε 
1

11|2 11 12 22 21A A A A A . Έζησ ˆ ˆ και n nβ α  νη 

εθηηκήζεηο ησλ β θαη α πνπ νξίζζεθαλ παξαπάλσ θαη ˆ ( )nS t  ε εθηίκεζε ηεο ζπλάξηεζεο επηβίσζεο ηνπ 

ηύπνπ (5.3.1) κε α λα αληηθαζίζηαηαη από ην α̂  θαη ˆˆ ( ) log[ ( )]n nt S t  κία εθηίκεζε ηεο ζσξεπηηθήο 

ζπλάξηεζεο δηαθηλδύλεπζεο. Γηα λα βγάινπκε ζπκπεξάζκαηα γηα ην β ρξεηάδεηαη λα μέξνπκε ηελ 

αζπκπησηηθή θαηαλνκή θαη κία εθηίκεζε ηνπ πίλαθα δηαζπνξάο-ζπλδηαζπνξάο ηνπ ˆ
nβ . Γηα ηελ 

εθηίκεζε ηεο ζπλδηαζπνξάο, κηα γεληθή πξνζέγγηζε είλαη λα ρεηξηζηνύκε ην ( , )l β α  ζαλ κηα 

παξακεηξηθή ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο εμαξηώκελε από ηα β θαη α. Σόηε κπνξνύκε λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ πίλαθα πιεξνθνξίαο (Fisher). ηελ πεξίπησζε πνπ ην iZ  παίξλεη ηηο ηηκέο 0 ή 1 

κπνξεί λα αθνινπζεζεί ε εμήο ελαιιαθηηθή ηνπ Huang (1996). Έζησ 0 1( ) και ( )g c g c  νη ζπλαξηήζεηο 

ππθλόηεηαο ησλ iC  γηα ηα άηνκα κε 0 ή 1iZ  θαη 0 1
ˆ ˆ( ) και ( )g c g c  νη βαζηθνί εθηηκεηέο ηνπο, 

αληίζηνηρα. Γηα δεδνκέλε ζπκκεηαβιεηή Ε, νξίδνπκε:  

ˆ
ˆ22

ˆ

ˆexp[ ( )]ˆ ˆ( ; ) ( )
ˆ1 exp[ ( )]

n

n

n

Z
Zn

nZ

n

e c
R c Z c e

e c
 

θαη 

1 1

1 1 0 1

ˆ ˆ( ; 1) ( )
ˆ( )

ˆ ˆˆ ˆ( ; 1) ( ) ( ; 0) ( )( )

R c g c n
c

R c g c n R c g c n n

Z

Z Z
 

όπνπ 1 1

n

ii
n Z , ν αξηζκόο ησλ αηόκσλ κε 1iZ . Σόηε κηα ζηαζεξή εθηίκεζε ηεο δηαζπνξάο ηνπ ˆ

nβ  

δίλεηαη από 2 1ˆ( )nn  κε  

                                                    2 2

1

1 ˆˆ ˆ{ ( ; )[ ( )] }
n

n i i i i

i

R C C
n

Z Z                                             (5.3.3) 

      Ζ εθηηκήηξηα κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο ˆ
nβ  είλαη αζπκπησηηθά επαξθήο. Μηα απινύζηεπζε πξνθύπηεη 

εάλ 0 1( ) ( )g c g c , ην νπνίν ππνλνεί όηη ηα iC  είλαη αλεμάξηεηα από ηα iZ . ε απηή ηελ πεξίπησζε 

κπνξνύκε λα δνύκε όηη ην ˆ( )c θαη έηζη θαη ην ˆ
n  δελ πεξηέρνπλ ηηο εθηηκήζεηο ησλ 0 1( ) και ( )g c g c . 
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ηελ πξαγκαηηθόηεηα, γηα δηάθνξα iZ , εάλ iC  είλαη αλεμάξηεην ηνπ iZ , ν πίλαθαο δηαζπνξάο-

ζπλδηαζπνξάο ηνπ ˆ
nβ  κπνξεί απιά λα εθηηκεζεί από 

1ˆ( )nn  κε  

                                           
1 2

1
1

ˆ( ; )1 ˆˆ { ( ; )[ ] }
ˆ( ; )

n
n

j i jj

n i i i n
i i jj

R C
R C

n R C

Z Z
Z Z

Z
                                   (5.3.4) 

(Haung, 1996). 

     Γηα λα απνθεπρζνύλ θάπνηα πξνβιήκαηα πνπ κπνξεί λα πξνθιεζνύλ ζηνλ αιγόξηζκν Newton-

Raphson όηαλ έρνπκε κεγάιν αξηζκό δηαθνξεηηθώλ ρξνληθώλ παξαηεξήζεσλ κπνξνύκε λα 

κεγηζηνπνηήζνπκε ηε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο ηεο 0( , )L β  πνπ δίλεηαη από ηνλ ηύπν (5.2.1). Σόηε ην 

απνηέιεζκα ηε ινγαξηζκηθήο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο είλαη ηεο κνξθήο: 

'
'

0 0 0

1

( , ) { log[1 exp( ( ))] (1 )exp( ) ( )}i

n

i i i i i

i

l e C C
Z β

β Z β  

5.4 Παπαδείγμαηα 

      Γηα λα εμεγήζνπκε θαιύηεξα ηελ πξνζέγγηζε κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο ζα δνύκε δύν παξαδείγκαηα, 

ην πξώην αλαθέξεηαη ζε δεδνκέλα γηα όγθν ζηνλ πλεύκνλα θαη ην δεύηεξν αλαθέξεηαη ζε έλα ζύλνιν 

ηξερνπζώλ δεδνκέλσλ πνπ πξνέξρνληαη από κηα κειέηε αζβεζηνπνίεζεο ησλ ελδνθζάικησλ θαθώλ 

πδξνγέιεο.  

      Οη Hoel θαη Walberg (1972) έδσζαλ έλα ζύλνιν δεδνκέλσλ (παξάγξαθνο 3.1) γηα 144 αξζεληθά 

RFM πνληίθηα ελόο πεηξάκαηνο νγθνγνληθόηεηαο πνπ πεξηείρε όγθνπο ηνπ πλεύκνλα. Σα δεδνκέλα 

παξνπζηάδνληαη ζηνλ Πίλαθα 4 πνπ απνηειείηαη από ην ρξόλν ζαλάηνπ θάζε δώνπ θαηαγεγξακκέλν ζε 

κέξεο θαη έλα δείθηε γηα ηελ παξνπζία ηνπ όγθνπ ηνπ πλεύκνλα (1) ή ηελ απνπζία (0) απηνύ θαηά ην 

ρξόλν ηνπ ζαλάηνπ. Σν πείξακα πεξηιακβάλεη δύν ζεξαπείεο, ζε θπζηθό πεξηβάιινλ (CE, 96 πνληίθηα) 

θαη ζε αληηκηθξνβηαθό πεξηβάιινλ (GE, 48 πνληίθηα). Οη όγθνη ηνπ πλεύκνλα ζε αξζεληθά πνληίθηα 

είλαη θπξίσο κε ζαλαηεθόξνη, πνπ ζεκαίλεη όηη ε εκθάληζε ηνπ όγθνπ δελ αιιάδεη ην ξπζκό ζαλάηνπ. 

Σν γεγνλόο “εκθάληζε ηνπ όγθνπ” ζπκβαίλεη πξηλ θαη κεηά ηνπο ρξόλνπο εμέηαζεο ζαλάηνπ. 
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Πίνακαρ 4: Υξόλνη ζαλάηνπ ζε κέξεο γηα 144 αξζεληθά πνληίθηα δηαγλσζκέλα κε όγθνπο ηνπ 

πλεύκνλα.  

Group Tumor status Death times 

CE With tumor 381, 477, 485, 515, 539, 563, 565, 582, 603, 616, 624, 650, 651, 

656, 659, 672, 679, 698, 702, 709, 723, 731, 775, 779, 795, 811, 

839 

 No tumor 45, 198, 215, 217, 257, 262, 266, 371, 431, 447, 454, 459, 475, 

479, 484, 500, 502, 503, 505, 508, 516, 531, 541, 553, 556, 570, 

572, 575, 577, 585, 588, 594, 600, 601, 608, 614, 616, 632, 632, 

638, 642, 642, 642, 644, 644, 647, 647, 653, 659, 660, 662, 663, 

667, 667, 673, 673, 677, 689, 693, 718, 720, 721, 728, 760, 762, 

773, 777, 815, 886 

GE With tumor 546, 609, 692, 692, 710, 752, 773, 781, 782, 789, 808, 810, 814, 

842, 846, 851, 871, 873, 876, 888, 888, 890, 894, 896, 911, 913, 

914, 914, 916, 921, 921, 926, 936, 945, 1008 

 No tumor 412, 524, 647, 648, 695, 785, 814, 817, 851, 880, 913, 942,986 

 

      Οξίδεηαη 0iZ  γηα ηα πνληίθηα πνπ δνπλ ζην θπζηθό πεξηβάιινλ (CE) θαη 1 γηα εθείλα ζην 

αληηκηθξνβηαθό πεξηβάιινλ (GE), κε iT  νξίδεηαη ν ρξόλνο εκθάληζεο ηνπ όγθνπ γηα θάζε δών ζηε 

κειέηε θαη ππνζέζακε όηη κπνξνύλ λα πεξηγξαθνύλ από ην κνληέιν PH (1.4.2.1). Γηα ηελ εθηίκεζε ηεο 

επίδξαζεο ηνπ πεξηβαιινληηθνύ παξάγνληα ζηελ αύμεζε ηνπ όγθνπ, ε πξνζέγγηζε κεγίζηεο 

πηζαλνθάλεηαο δίλεη ˆ 0.6934  κε ηελ εθηηκεκέλε ηππηθή απόθιηζε λα είλαη ίζε κε 0.320 βαζηζκέλε 

ζηελ πξνζέγγηζε ηεο παξαηεξεζείζαο πιεξνθνξίαο (Fisher). Σα απνηειέζκαηα δείρλνπλ όηη ηα δώα ζην 

αληηκηθξνβηαθό πεξηβάιινλ έρνπλ ζεκαληηθά πςειόηεξεο επηπηώζεηο ζηνλ όγθν ηνπ πλεύκνλα από απηά 

πνπ βξίζθνληαη ζε θπζηθό πεξηβάιινλ.  
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ην Γηάγξακκα 3 παξνπζηάδεηαη ε εθηηκήηξηα κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο ησλ ζπλαξηήζεσλ 

επηβίσζεο ησλ ρξόλσλ ησλ δώσλ πνπ έρνπλ θαηαγξαθεί κε όγθν ζηνλ πλεύκνλα γηα ηα δύν 

πεξηβαιινληηθά ζύλνια. πγθξίλνληαη κε μερσξηζηέο NPMLE ησλ δύν ζπλαξηήζεσλ επηβίσζεο κε 

βάζε ηελ παξάγξαθν 3.2 νη νπνίεο ζπκπεξηιακβάλνληαη θαη απηέο ζην δηάγξακκα. 

Γιάγπαμμα 3: Δθηηκήηξηεο ησλ ζπλαξηήζεσλ επηβίσζεο ηνπ ρξόλνπ εκθάληζεο ηνπ όγθνπ ηνπ 

πλεύκνλα. 

 

 

       

 

Μπνξνύκε λα δνύκε από ην δηάγξακκα όηη νη μερσξηζηέο εθηηκήηξηεο από ηελ παξάγξαθν 3.2 θαη νη 

εθηηκήηξηεο πνπ δόζεθαλ ππό ην κνληέιν (1.4.2.1) θαίλνληαη θνληά ε κία ζηελ άιιε, δείρλνληαο όηη ην 

κνληέιν (1.4.2.1) καο παξέρεη κηα απνδεθηή πξνζέγγηζε ηνπ πξνβιήκαηόο καο. Δπηπιένλ, βιέπνπκε όηη 

νη δηαθνξέο κεηαμύ ησλ επηπηώζεσλ ηνπ όγθνπ ηνπ πλεύκνλα εκθαλίδνληαη θπξίσο ζηα ηειεπηαία 

ζηάδηα ηνπ πεηξάκαηνο. 

ην δεύηεξν παξάδεηγκα βιέπνπκε ηελ αζβεζηνπνίεζε ησλ ελδνθζαικηαίσλ θαθώλ πδξνγέιεο 

(IOL) ε νπνία αλαθέξεηαη σο κία ζπάληα επηπινθή ηεο ζεξαπείαο ηνπ θαηαξξάθηε. Ζ κειέηε 

απνηειείηαη από 379 αζζελείο νη νπνίνη ππεβιήζεζαλ ζε IOL εκθύηεπζε θαη εμεηάζηεθαλ από έλαλ 

έκπεηξν νθζαικνιόγν σο πξνο ηελ θαηάζηαζε ηεο αζβεζηνπνίεζεο. Γηα θάζε αζζελή ηα δεδνκέλα 

δίλνπλ ην ρξόλν εμέηαζεο πνπ θπκαίλεηαη από 0 έσο 37 κήλεο από ηελ IOL εκθύηεπζε θαη ην βαζκό ηεο 
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ζνβαξόηεηαο ηεο αζβεζηνπνίεζεο κε δείθηεο 0 θαη 1. Με 0i  δειώλεηαη ε απνπζία ή ε ειάρηζηνπ 

βαζκνύ αζβεζηνπνίεζε πνπ έρεη ν αζζελήο θαηά ην ρξόλν ηεο εμέηαζεο, ελώ κε 1 δειώλεηαη ε ύπαξμε 

ήπηνπ ή ζνβαξνύ βαζκνύ αζβεζηνπνίεζε θαηά ην ρξόλν ηεο εμέηαζεο. Όια απηά ηα δεδνκέλα θαζώο 

θαη ην θύιν ησλ αζζελώλ παξνπζηάδνληαη ζηνλ πίλαθα 5 θαη ζθνπόο ηεο κειέηεο είλαη λα εθηηκήζεη 

θαηά πόζνλ ην θύιν επεξεάδεη ηελ IOL αζβεζηνπνίεζε θαη λα αμηνινγήζεη εάλ ν θίλδπλνο ηεο 

επηπινθήο κεηαμύ ησλ αλδξώλ θαη ησλ γπλαηθώλ αζζελώλ είλαη ίδηα. 

Πίνακαρ 5: Αξηζκόο αζζελώλ κε θαη ρσξίο IOL.                                        

Male patients Female patients 

Exam 

time 
0i  1i  Exam 

time 
0i  1i  

1 3  2 9  

4 11  5 10  

7 9  8 12 1 

10 6 1 11 16 5 

13 7 1 14 7  

16 5 3 17 7  

19 4  20 2  

26 3  23 1  

32 1  26 2  

2 4 1 30 1 1 

5 5 1 37 1  

8 7 1 3 6 1 

11 15 1 6 10  

14 8 2 9 12 2 

17 6 1 12 19 1 
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22 1  15 10 5 

28 2  18 2  

3 5  21 1  

6 4  24 2  

9 6 1 27  1 

12 5 1 31 1  

15 5  4 7 1 

18 1 1 7 13 1 

24 3  10 15 3 

30 1  13 17 3 

   16 14 3 

   19 3 1 

   22 1  

   25 1  

   29 2  

   33  1 

      Οξίδεηαη iT  ν ρξόλνο εκθάληζεο ηεο IOL αζβεζηνπνίεζεο θαη ππνζέηνπκε όηη αθνινπζνύλ ην PH 

κνληέιν (1.4.2.1). Σόηε γηα ηα iT  έρνπκε δηαζέζηκα κόλν ηξέρνληα δεδνκέλα. Δπηπιένλ νξίδεηαη 0iZ  

γηα ηηο γπλαίθεο αζζελείο θαη 1 γηα ηνπο άληξεο. Ζ εθηηκήηξηα κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο δίλεη 

ˆ 0.2241 θαη ην εθηηκώκελν ηππηθό ζθάικα είλαη 0.295 βαζηζκέλν ζηελ πξνζέγγηζε ηεο 

παξαηεξεζείζαο πιεξνθνξίαο. Υξεζηκνπνηώληαο ηελ Καλνληθή θαηαλνκή γηα 0  ε p-ηηκή είλαη 

0.448 πνπ ζεκαίλεη όηη δελ ππάξρεη ζεκαληηθή δηαθνξά κεηαμύ ησλ γπλαηθώλ θαη ησλ αληξώλ αζζελώλ.  

      Σν δηάγξακκα 4 πεξηέρεη ηηο μερσξηζηέο NPMLE ησλ ζπλαξηήζεσλ επηβίσζεο ηνπ ρξόλνπ ηεο IOL 

αζβεζηνπνίεζεο ησλ αληξώλ θαη ησλ γπλαηθώλ αζζελώλ ηεο παξαγξάθνπ 3.2 θαζώο θαη ηελ εθηηκήηξηα 

κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο γηα ηηο ίδηεο ζπλαξηήζεηο επηβίσζεο ππό ην PH κνληέιν.  
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Γιάγπαμμα 4: Δθηηκήηξηεο ησλ ζπλαξηήζεσλ επηβίσζεο ηνπ ρξόλνπ IOL αζβεζηνπνίεζεο 

 

 

 

 

Από ην δηάγξακκα επηβεβαηώλεηαη ην παξαπάλσ ζπκπέξαζκα γηα κε αηζζεηή δηαθνξά αλάκεζα ζηα 

δύν θύια σο πξνο ην ρξόλν ηεο IOL αζβεζηνπνίεζεο θαη επηπιένλ ην κνληέιν PH θαίλεηαη λα έρεη 

ινγηθή πξνζέγγηζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 
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Κεθάλαιο 6 

 

Ανάλςζη παλινδπόμηζηρ ηηρ Πεπίπηυζηρ II για αποκομμένα δεδομένα ζε 

διάζηημα 

 

6.1 Διζαγυγή 

      Απηό ην θεθάιαην αλαθέξεηαη ζηελ αλάιπζε παιηλδξόκεζεο ηεο Πεξίπησζεο II ησλ απνθνκκέλσλ 

ρξόλσλ απνηπρίαο ζε δηάζηεκα. πγθξίλνληάο ηα κε ηα ηξέρνληα δεδνκέλα είλαη πξνθαλέο όηη ζηελ 

Πεξίπησζε II ηα απνθνκκέλα δεδνκέλα ζε δηάζηεκα παξέρνπλ πεξηζζόηεξε πιεξνθνξία γηα ην βαζηθό 

ρξόλν επηβίσζεο πνπ καο ελδηαθέξεη. Έηζη δηαηζζεηηθά, ε αλάιπζε παιηλδξόκεζεο ηεο Πεξίπησζεο II 

θαίλεηαη λα είλαη απινύζηεξε από όηη γηα ηα ηξέρνληα δεδνκέλα. Από ηελ άιιε πιεπξά όκσο, ζηελ 

Πεξίπησζε II ρξεηάδεηαη ν ρεηξηζκόο δύν ή θαη παξαπάλσ κεηαβιεηώλ πνπ αληηπξνζσπεύνπλ ηνπο 

παξαηεξεζέληεο ρξόλνπο ελ αληηζέζεη κε ηε κία κεηαβιεηή ζηελ πεξίπησζε ησλ ηξερνπζώλ δεδνκέλσλ. 

αλ απνηέιεζκα, ε αλάιπζε παιηλδξόκεζεο ζηελ Πεξίπησζε II είλαη πην πνιύπινθε θαη δύζθνιε 

απ΄όηη γηα ηα ηξέρνληα δεδνκέλα θαη σο πξνο ηε ζεσξία θαη σο πξνο ηελ πξάμε. 

      Γηα ηελ αλάιπζε ηεο Πεξίπησζεο II, όπσο θαη ζην θεθάιαην 5, ζα γίλεη πξώηα κηα αλαθνξά ζην PH 

κνληέιν (1.4.2.1) καδί κε ηελ πξνζέγγηζε κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο. Αλ θαη ε δηαδηθαζία εμαγσγήο 

ζπκπεξαζκάησλ είλαη όκνηα κε απηή πνπ πεξηγξάθεθε ζηελ παξάγξαθν 5.2, ε εθηέιεζε θαη ν 

ππνινγηζκόο ζηελ Πεξίπησζε II είλαη πην ζύλζεηνη απ΄όηη γηα ηα ηξέρνληα δεδνκέλα. Δπίζεο ε 

παξαγσγή αζπκπησηηθώλ ηδηνηήησλ είλαη πνιύ πην δύζθνιε.  
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6.2 Ανάλςζη με ηο μονηέλο αναλογικήρ διακινδύνεςζηρ 

     Μία κειέηε επηβίσζεο απνηειείηαη από n αλεμάξηεηεο κνλάδεο πνπ παξάγνπλ ην εμήο δηάζηεκα 

απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ:  

                                                             {( , ],  ;  1,...,  }i i iL R i nZ                                                       (6.1) 

πνπ αλαθέξεηαη ζηνπο ρξόλνπο επηβίσζεο πνπ καο ελδηαθέξνπλ. Όπσο θαη πξνεγνπκέλσο 

( , ],  1,...,  i iL R i n  δειώλεη ην δηάζηεκα κέζα ζην νπνίν ην γεγνλόο ηεο επηβίσζεο γηα ηελ i-νζηή 

κνλάδα έρεη παξαηεξεζεί όηη έρεη ζπκβεί θαη ην iZ  αληηπξνζσπεύεη ην p-δηάζηαην δηάλπζκα ησλ 

ζπκκεηαβιεηώλ ηεο κνλάδαο i, i=1,..., n. Δπίζεο, ε ( ; )S t Z  δειώλεη ηε ζπλάξηεζε επηβίσζεο γηα κία 

κνλάδα κε ζπκκεηαβιεηέο Z. Σόηε ε ζπλάξηεζε πηζαλνθάλεηαο είλαη αλάινγε κε  

1

[ ( , ) ( , )]
n

i i i i

i

L S L S RZ Z  

ζεσξώληαο όηη  για όλα τα 1,...,  .i iL R i n  

     ε απηή ηελ παξάγξαθν ζεσξήζεθε όηη ( ; )S t Z  θαζνξίδεηαη από ην PH κνληέιν (1.4.2.1). Ο 

ινγάξηζκνο ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο έρεη ηόηε ηε κνξθή  

' 'exp( ) exp( )

0 0 0

1

( , ) log{[ ( )] [ ( )] }i i

n

i i

i

l S S L S R
Z β Z β

β  

σο πξνο ηελ παξάκεηξν παιηλδξόκεζεο β θαη ηε βαζηθή ζπλάξηεζε επηβίσζεο 0 ( )S t . Σα 

ζπκπεξάζκαηα γηα ην β θαη ηελ 0S  βαζίδνληαη ζηελ πξνζέγγηζε κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο πνπ πξώηα 

κειεηήζεθε από ηνλ Finkelstein (1986) θαη ζηε ζπλέρεηα παξαζέηνληαη θαη θάπνηεο ζρεηηθέο 

αζπκπησηηθέο ηδηόηεηεο. 
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6.2.1 Δκηιμήηπια μεγίζηηρ πιθανοθάνειαρ 

     Ζ πηζαλνθάλεηα εμαξηάηαη από ηελ 0S  κόλν κέζσ ησλ ηηκώλ ηεο ζηα δηαθνξεηηθά ρξνληθά 

παξαηεξεζέληα ζεκεία. Έηζη ρξεηάδεηαη ε εθηίκεζε ησλ ηηκώλ ηεο 0S  ζε απηά ηα ρξνληθά ζεκεία. 

Έζησ 0 1 10 ... ms s s  λα δειώλνπλ ηα δηαηεηαγκέλα θαη δηαθεθξηκέλα ρξνληθά ζεκεία από 

όια ηα παξαηεξεζέληα εληόο ηνπ δηαζηήκαηνο ηειηθά ζεκεία { , ; 1,...,  }i iL R i n  θαη 

( ( , ]),  1,...,  , 1,...,  .ij j i ia I s L R j m i n  Έζησ όηη ε 
0 ( )jS s  κπνξεί λα μαλαγξαθηεί σο εμήο:  

1
exp( )exp( )

0

1

( )
j

kk k

j
aa

j

k

S s e e  

ηε ζπλέρεηα, σο πξνο ηηο παξακέηξνπο β θαη '

1( ,...,  )mα , ν ινγάξηζκνο ηεο ζπλάξηεζεο 

πηζαλνθάλεηαο 0( , )l Sβ
 
μαλαγξάθεηαη σο: 

' '
1

1
exp( ) exp( )

1 1

( , ) {log [ ]}j i j i

n m
a a

ij

i j

l a e e
Z β Z β

β α  

όπνπ 0 10
exp( ),   και .

j

j k mk
a a a a  

     Γηα ηε κεγηζηνπνίεζε ηνπ ινγαξίζκνπ ηεο ζπλάξηεζεο πηζαλνθάλεηαο κπνξεί λα ζεσξεζεί όηη 

πξνέξρεηαη από έλα παξακεηξηθό κνληέιν θαη λα ρξεζηκνπνηεζεί ν αιγόξηζκνο Newton-Raphson, ζα 

ρξεηαζηνύλ όκσο πξώηα νη score ζπλαξηήζεηο ησλ β θαη α θαζώο θαη ν πίλαθαο πιεξνθνξίαο Fisher. Οη 

ζπλαξηήζεηο είλαη  

1
1

1

1 1

( , )
( , ) ( )

n m

i i ij ij ij

i j

l
U g a f fβ

β α
β α Z

β
 

θαη  

1

1

( , )
( , )

j

n

a i ij ij

ij

l
U g b c

a

β α
β α  
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Όπνπ 

 
'

0 1( ; ) log ( ; ),  0,  exp( )ij j i j i i im ij j if S s S s f f b aZ Z Z β , 
1

1( ) ( ; )
m

ij il il il j il i
c a a S s Z , 2 0ima  

 θαη    
1

1

1

[ ( ; ) ( ; )],  1,...,  ,  1,...,  .
m

i ij j i j i

j

g a S s S s j m i nZ Z  

Σόηε νη εθηηκήηξηεο κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο ησλ β θαη α πξνζδηνξίδνληαη ιύλνληαο ηηο score 

ζπλαξηήζεηο ( , ) 0Uβ β α , ( , ) 0
jaU β α ,  j=1,..., m. 

Ο πίλαθαο πιεξνθνξίαο Fisher είλαη:  

11 12

21 22

( , )
I I

I
I I

β α  

όπνπ 
2 2 2

'

11 12 21 22'

( , ) ( , ) ( , )
,  ,  

j j k

l l l
I I I I

a a a

β α β α β α

β β β
 

θαη κεηά από πξάμεηο κπνξεί λα εθαξκνζζεί ν αιγόξηζκνο Newton-Rapshon. 

6.2.2 Αζςμπηυηικέρ ιδιόηηηερ και ζςγκπίζειρ επιβίυζηρ 

     Έζησ ˆ
nβ  θαη '

1
ˆ ˆ ˆ( ,...,  )n mα  νη εθηηκήηξηεο κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο ησλ β θαη α όπσο νξίζζεθαλ 

θαη ζηελ παξάγξαθν 6.2.1 γηα δνζκέλν n. Ζ εθηηκήηξηα ηεο βαζηθήο ζπλάξηεζεο επηβίσζεο 0 ( )S t  είλαη 

ε ˆ ( )nS t  πνπ αληηζηνηρεί ζηε δεμηά ζπλερή ζπλάξηεζε κε άικαηα κόλν ζηα 
js  θαη  

ˆexp( )

1

ˆ ( ) ,  1,...,  .k

j
a

n j

k

S s e j m  

Δπηπιένλ ˆˆ ( ) log[ ( )]n nt S t , κία εθηηκήηξηα ηεο βαζηθήο ζσξεπηηθήο ζπλάξηεζεο δηαθηλδύλεπζεο 

0 ( )t . Θεσξείηαη όηη ε 0 ( )S t  είλαη ζπλερήο θαη ηα iZ  θξαγκέλα. Γηα ηελ πεξηγξαθή ησλ ζπλζεθώλ πνπ 

απαηηνύληαη γηα ηηο αζπκπησηηθέο ηδηόηεηεο ησλ ˆ
nβ  θαη ˆ ( )nS t

 
ππνζέηεηαη όηη ηα παξαηεξεζέληα 



95 
 

δεδνκέλα δίλνληαη κε ηελ (1.3.2.1) δηαηύπσζε, δειαδή ηα δεδνκέλα δίλνληαη σο πξνο ηα U θαη V. Σόηε 

κπνξεί λα δεηρζεί όηη ˆ
nβ  θαη ˆ ( )nS t  είλαη ζπλεπείο εθηηκήηξηεο (Huang and Wellner, 1997).  

Υξεηάδνληαη πεξηζζόηεξεο ζπλζήθεο γηα λα ζηεξίμνπλ ηελ αζπκπησηηθή θαλνληθόηεηα ηνπ ˆ
nβ  θαη απηέο 

πεξηιακβάλνπλ:  

α) ε έλσζε ηεο ζηήξημεο ησλ U, V πεξηέρεηαη ζε έλα θξαγκέλν δηάζηεκα καθξηά από ην κεδέλ θαη 

β) 0S  έρεη απζηεξά ζεηηθή θαη ζπλερή παξάγσγν ζην δηάζηεκα πνπ νξίζζεθε ζην (α). Δπηπιένλ, έρεη 

ζεσξεζεί όηη ν αθξηβήο ρξόλνο απνηπρίαο δελ έρεη παξαηεξεζεί. Τπό θάπνηεο ζπλζήθεο θαλνληθόηεηαο 

θαη θαζώο ην n  ηζρύεη όηη:  

1ˆ( ) (0, )nn Nβ β  

θαηά θαηαλνκή. Σν  δειώλεη ην θαηώηεξν θξάγκα πιεξνθνξίαο γηα ην β θαη έηζη ε ˆ
nβ  είλαη 

αζπκπησηηθά απνηειεζκαηηθή. 

     Όπσο έρεη αλαθεξζεί θαη ζην θεθάιαην 4 ε ζύγθξηζε πνιιώλ ζπλαξηήζεσλ επηβίσζεο ζπρλά έρεη 

ελδηαθέξνλ ζηελ πξάμε. Τπό ην κνληέιν πνπ έρεη ζεσξεζεί εδώ, εάλ ην iZ  είλαη ην δηάλπζκα δείθηεο 

γηα ηελ i-νζηή κνλάδα, ε ζύγθξηζε είλαη ηόηε ηζνδύλακε κε ηνλ έιεγρν β=0 πνπ κπνξεί λα εθηειεζζεί 

εθαξκόδνληαο ηνλ έιεγρν score. Έλα βαζηθό πιενλέθηεκα απηνύ ηνπ ειέργνπ είλαη όηη πεξηιακβάλεη 

κόλν ηελ εθηηκήηξηα κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο 0α̂  ηεο α ζην β=0, αιιά όρη ηελ εθηηκήηξηα κεγίζηεο 

πηζαλνθάλεηαο ηνπ β. Απηό κπνξεί λα κεηώζεη ζε κεγάιν βαζκό ηελ ππνινγηζηηθή πξνζπάζεηα ζε 

ζύγθξηζε κε ηνλ έιεγρν Wald πνπ βαζίδεηαη ζην β̂ . Ο ζηαηηζηηθόο έιεγρνο score πνπ νξίδεηαη σο 

( , )Uβ β α  κε β=0 θαη 0α̂ α έρεη ηε κνξθή: 

                             

1

0 1 0 1 0 01

1
1 0 1 01

ˆ ˆ ˆ ˆ[ ( ) log ( ) ( ) log ( )]

ˆ ˆ[ ( ) ( )]

m
n

ij j j j jj

PH i m
i ij j jj

a S s S s S s S s
U

a S s S s
Z                               (6.2) 
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όπνπ 0
ˆ ˆ( ) ( )nS t S t  ζην β=0. Ο Finkelstein (1986) πξώηα αλαθέξζεθε ζηνλ έιεγρν score θαη πξόηεηλε 

ηελ πξνζέγγηζε ηνπ πίλαθα δηαζπνξάο-ζπλδηαζπνξάο ηνπ PHU  από ην 
11|2I  θαη έηζη ε θαηαλνκή 

' 1

11|2PH PHU I U  πξνζεγγίδεηαη από ηελ 2  θαηαλνκή κε p βαζκνύο ειεπζεξίαο. Όπνπ ην ζηνηρείν 
11|2I

 
είλαη 

ηνπ αληίζηξνθνπ 2x2 πίλαθα δηακέξηζεο 

1

11|2 12|21

21|1 22|1

( , )
I I

I
I I

β α  κε 

1

11|2 11 12 22 21I I I I I , 
' 1 1

12|2 21|1 11|2 12 22I I I I I  θαη 
1 1 1 1

22|1 22 22 12 11|2 12 22I I I I I I I . 
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Κεθάλαιο 7 

 

ηαηιζηική Ανάλςζη 

 

7.1 Ανάλςζη ηυν απσικών δεδομένυν   

ην θεθάιαην απηό ζα δνύκε πσο εθαξκόδνληαη νη δηάθνξεο θιαζηθέο κέζνδνη αιιά θαη νη λέεο πνπ 

πεξηγξάςακε ζην ζεσξεηηθό κέξνο γηα ηελ αλάιπζε ελόο κνληέινπ. Σα δεδνκέλα (Lee, 1980) αθνξνύλ 

51 αζζελείο πνπ πάζρνπλ από νμεία κπεινβιαζηηθή ιεπραηκία θαη ππνβάιινληαη ζε κία ζεξαπεία, ζηεο 

νπνίαο ην ηέινο βιέπνπκε αλ έρνπλ αληαπνθξηζεί ή όρη. Ζ κεηαβιεηή Response (V7) δειώλεη ηελ 

αληαπόθξηζε ζηε ζεξαπεία: 1 αληαπνθξίλεηαη, 0 δελ αληαπνθξίλεηαη, ε κεηαβιεηή Time (V8) δειώλεη 

ην ρξόλν επηβίσζεο ηνπ αζζελνύο ζε κήλεο θαη ε κεηαβιεηή Status (V9) ηελ θαηάζηαζε ηνπ αζζελνύο 

ζην πέξαο ηεο έξεπλαο: 1 δελ έρεη επηβηώζεη, 0 έρεη επηβηώζεη. Δπηπιένλ δηαζέηνπκε ηηο αθόινπζεο έμη 

ζπκκεηαβιεηέο : 

1. ηελ ειηθία ηνπ αζζελνύο, Age (V1) 

2. ην πνζνζηό επίζηξσζεο ησλ βιαζηνθπηηάξσλ, Smear (V2)  

3. ην πνζνζηό ησλ θπηηάξσλ ζην κπειό ησλ νζηώλ, Absolute infiltrate (V3) 

4. ην πνζνζηό ησλ θπηηάξσλ πνπ πξνήιζαλ από ηνλ κπειό ησλ νζηώλ, Labelling index (V4) 

5. ηα απόιπηα βιαζηνθύηηαξα, Absolute blasts (V5) 

6. ηε ζεξκνθξαζία ηνπ ζώκαηνο, Temperature X 10F (V6) 

ε θάζε παξέλζεζε αλαθέξεηαη ην όλνκα ηεο κεηαβιεηήο όπσο απηή εκθαλίδεηαη ζηνλ παξαθάησ 

πίλαθα πνπ θαίλνληαη ηα δεδνκέλα ησλ 51 αζζελώλ. ηα δεδνκέλα απηά πξνζηέζεθαλ θαη νη ζηήιεο 

V81 θαη V82 πνπ δείρλνπλ ην ρξόλν ησλ αζζελώλ σο πξνο ην 12κελν ηεο ζεξαπείαο πνπ δηαλύνπλ. Ζ 

Status12 αλαθέξεηαη ζηελ θαηάζηαζε ησλ αζζελώλ ζηνπο 12 κήλεο θαη πξόθεηηαη γηα δεδνκέλα πνπ 

πεξηέρνπλ απνθνκκέλεο παξαηεξήζεηο όπσο δηαπηζηώλνπκε από ηε κεηαβιεηή Status.  
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  V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8 V9 V81 V82 status12 

1 33 92 92 5 2.6 980 1 45 0 42 48 0 

2 27 95 95 6 7.5 980 1 36 1 36 42 0 

3 28 70 70 14 10.0 1010 1 39 0 36 42 0 

4 33 42 38 12 2.5 984 1 36 1 36 42 0 

5 .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. 

.. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. 

 

Α) Αξρηθά θηηάρλνπκε δύν θαηεγνξίεο γηα θάζε ζπκκεηαβιεηή, θάλνληαο ρξήζε ηεο δηακέζνπ θαη 

εθαξκόδνπκε ηε ζπλάξηεζε  

cut.at.median <- function(x) {cuts <- c(min(x), median(x), max(x)) 

cut(x, cuts, include.lowest = TRUE)}. 

ηε ζπλέρεηα θάλνπκε γηα θάζε κεηαβιεηή ηηο αληίζηνηρεο Kaplan-Meier εθηηκήηξηεο κε ηελ εληνιή 

S1 <- Surv(stime, dstatus == 1,type=”right”) 

θαζώο θαη ηνπο θιαζηθνύο ειέγρνπο log-rank. Σέινο αλαιύνπκε ην κνληέιν ηνπ Cox κε όιεο ηηο 

ζπκκεηαβιεηέο πνπ αθνξνύλ ηα αξρηθά καο δεδνκέλα. 

Καηαζθεπάδνληαο θαη ηηο 6 Kaplan-Meier εθηηκήηξηεο ησλ ζπκκεηαβιεηώλ παξαηεξνύκε όηη γηα ηε 

ζπκκεηαβιεηή age νη πηζαλόηεηεο επηβίσζεο δηαθέξνπλ ζεκαληηθά γηα ηνπο δηαθνξεηηθνύο ρξόλνπο ησλ 

2 νκάδσλ. Βιέπνπκε όηη ζηα πξώηα ζηάδηα ηεο κειέηεο ε πηζαλόηεηα επηβίσζεο ησλ αηόκσλ πνπ έρνπλ 

ειηθία θάησ ησλ 50 εηώλ είλαη κεγαιύηεξε ζε ζύγθξηζε κε ηελ πηζαλόηεηα επηβίσζεο ησλ αηόκσλ πνπ 

αλήθνπλ ζηελ ειηθηαθή νκάδα άλσ ησλ 50 εηώλ. Όζν πεξλά ν ρξόλνο απηή ε θαηάζηαζε εληείλεηαη. 

Δπίζεο θαη γηα ηε ζπκκεηαβιεηή labelling index παξαηεξνύκε δηαθνξέο ζηηο ζπλαξηήζεηο επηβίσζεο 

πνπ, όκσο, όζν πεξλά ν ρξόλνο θαη πιεζηάδνληαο πξνο ην ηέινο ηεο κειέηεο ε δηαθνξά ηείλεη λα 

εμαιεηθζεί. Ωο πξνο ηηο άιιεο ζπκκεηαβιεηέο νη δηαθνξέο δελ είλαη κεγάιεο. Αληηιακβαλόκαζηε, 

ινηπόλ, όηη ε ειηθία ηνπ αζζελνύο θαη ην πνζνζηό ησλ θπηηάξσλ πνπ πξνήιζαλ από ηνλ κπειό ησλ 

νζηώλ είλαη ζεκαληηθνί δείθηεο γηα ηελ πνξεία ηεο πγείαο ηνπ αζζελνύο. 
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ρήκα 7.1.1: Γηαγξάκκαηα Kaplan-Meier εθηηκεηξηώλ σο πξνο ηηο ζπκκεηαβιεηέο V1-V6 κε 

ρξήζε ηεο δηακέζνπ 

 

Αθνινπζώληαο ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία ε R ηππώλεη ηα Απνηειέζκαηα 7.1.1, ζηα νπνία 

παξνπζηάδεηαη ε αλάιπζε ηνπ κνληέινπ καο. 

Αποηελέζμαηα 7.1.1 

MV1 <- coxph(S1 ~  age + smear + abs.infil + label.index +  
               abs.blasts + tempX10F, 
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             ties="breslow") 
print(summary(MV1))                              

## Call: 
## coxph(formula = S1 ~ age + smear + abs.infil + label.index +  
##     abs.blasts + tempX10F, ties = "breslow") 
##  
##   n= 51, number of events= 45  
##  
##                 coef exp(coef) se(coef)      z Pr(>|z|)    
## age          0.03093   1.03142  0.01031  2.999  0.00271 ** 
## smear        0.01238   1.01246  0.01538  0.805  0.42056    
## abs.infil   -0.01608   0.98404  0.01249 -1.288  0.19778    
## label.index -0.06460   0.93744  0.03881 -1.665  0.09601   
## abs.blasts  -0.01306   0.98702  0.02236 -0.584  0.55901    
## tempX10F     0.01907   1.01925  0.01300  1.467  0.14242    
## --- 
## Signif. codes:  0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1 
##  
##             exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95 
## age            1.0314     0.9695    1.0108     1.052 
## smear          1.0125     0.9877    0.9824     1.043 
## abs.infil      0.9840     1.0162    0.9602     1.008 
## label.index    0.9374     1.0667    0.8688     1.012 
## abs.blasts     0.9870     1.0131    0.9447     1.031 
## tempX10F       1.0193     0.9811    0.9936     1.046 
##  
## Concordance= 0.722  (se = 0.057 ) 
## Rsquare= 0.295   (max possible= 0.997 ) 
## Likelihood ratio test= 17.83  on 6 df,   p=0.006685 
## Wald test            = 16.94  on 6 df,   p=0.009512 
## Score (logrank) test = 18.22  on 6 df,   p=0.005714 

cox.zph(MV1) 

##                 rho chisq       p 
## age          0.2027  1.76 0.18437 
## smear       -0.2710  3.29 0.06959 
## abs.infil   -0.0834  0.28 0.59655 
## label.index  0.1086  0.67 0.41308 
## abs.blasts   0.3917  9.70 0.00185 
## tempX10F    -0.3605  8.20 0.00418 
## GLOBAL           NA 18.79 0.00452 

      Από ηα απνηειέζκαηα ηεο αλάιπζεο θαίλεηαη νη ζπκκεηαβιεηέο smear, abs.infiltrate, abs.blasts θαη 

temperature λα κελ είλαη ζηαηηζηηθά ζεκαληηθέο, ελώ ε ζπκκεηαβιεηή age θαίλεηαη λα είλαη ζηαηηζηηθά 

ζεκαληηθή κε p-ηηκή= 0.00271 θαη δεύηεξε λα έξρεηαη ε ζπκκεηαβιεηή labelling index, θάηη πνπ είδακε 

θαη λσξίηεξα από ηηο ζπλαξηήζεηο επηβίσζεο. Δπίζεο ε p-ηηκή ηνπ ειέγρνπ log-rank είλαη 0.0057 
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δειαδή απνξξίπηνπκε ηελ 0 1 2H : ( ) ( )S t S t  πνπ ζεκαίλεη όηη νη δύν νκάδεο δηαθέξνπλ ζεκαληηθά. Γηα 

λα ζηγνπξεπηνύκε όηη ην κνληέιν καο είλαη θαηάιιειν γηα ηελ πεξηγξαθή ησλ δεδνκέλσλ καο πξέπεη λα 

ειέγμνπκε όηη νη πξνϋπνζέζεηο ηεο αλαινγηθόηεηαο ηεο δηαθηλδύλεπζεο αιεζεύνπλ. Σα αληίζηνηρα 

δηαγξάκκαηα γηα ηα ππόινηπα Schoenfeld απεηθνλίδνληαη ζην ζρήκα 7.1.2. 

 

ρήκα 7.1.2: Γηαγξάκκαηα ππνινίπσλ Schoenfeld σο πξνο ηηο ζπκκεηαβιεηέο V1-V6 

Παξαηεξνύκε όηη κόλν ζηελ πεξίπησζε ηεο ζπκκεηαβιεηήο age ηα ππόινηπα έρνπλ ηπραία 

νκνζθεδαζηηθή κνξθή γύξσ από ην κεδέλ, παξόι’ απηά ε θακπύιε δελ είλαη εληειώο επζεία (νπόηε ζα 
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ίζρπε ην κνληέιν αλαινγηθήο δηαθηλδύλεπζεο) αιιά παξνπζηάδεη κηα κηθξή αιιά αηζζεηή απμεηηθή 

ηάζε πξνο ηα δεμηά. Φαίλεηαη ινηπόλ όηη νη κεγαιύηεξεο ειηθίεο έρνπλ πςειόηεξεο ηηκέο ππνινίπσλ 

γεγνλόο πνπ ζεκαίλεη όηη ίζσο λα ππάξρεη δηαθνξνπνίεζε κεηαμύ ηεο επηβίσζεο ησλ αηόκσλ ζηα νπνία 

ε δηάγλσζε γίλεηαη ζε κηθξόηεξε ειηθία ζε ζρέζε κε απηά ζηα νπνία ε αζζέλεηα δηαγηγλώζθεηαη ζε 

κεγαιύηεξε ειηθία.  

Β) ε απηή ηε θάζε ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηα interval censored δεδνκέλα (Case II) θαη αθνύ 

αληηθαηαζηήζνπκε θάζε δηάζηεκα κε ηελ θεληξηθή ηνπ ηηκή ρξεζηκνπνηώληαο ηελ εληνιή  

stime.c<-apply(mleuk[,10:11],c(1),mean) 

S2<-Surv(stime.c,dstatus==1,type="right") 

ε R ηππώλεη ηα Απνηειέζκαηα 7.1.2 πνπ αληηζηνηρνύλ ζηε ζπκκεηαβιεηή age, αλάινγα είλαη ηα 

απνηειέζκαηα γηα ηηο ππόινηπεο ζπκκεηαβιεηέο (Παξάξηεκα (0.2)) θαη ζηε ζπλέρεηα έρνπκε ηα 

Απνηειέζκαηα 7.1.3 αληίζηνηρα ησλ Απνηειεζκάησλ 7.1.1 έρνληαο επαλαιάβεη ηα παξαπάλσ βήκαηα, 

όπνπ ν έιεγρνο log-rank εμεηάδεη αλ νη δύν θαηεγνξίεο αζζελώλ (όπσο έρνπλ νξηζζεί γηα θάζε 

ζπκκεηαβιεηή) δηαθνξνπνηνύληαη κεηαμύ ηνπο σο πξνο ηελ επηβίσζε. 

Αποηελέζμαηα 7.1.2 

## Kaplan Meier tables for variable  
## lohi.age 

## Call: survfit(formula = S2 ~ mleuk[, x], data = mleuk) 

## mleuk[, x]=[20,50]  

##  time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 95% CI 

##   1.5     26       6    0.769  0.0826       0.6232        0.949 

##   4.5     20       1    0.731  0.0870       0.5787        0.923 

##   9.0     19       4    0.577  0.0969       0.4151        0.802 

##  15.0     15       3    0.462  0.0978       0.3047        0.699 

##  21.0     12       1    0.423  0.0969       0.2701        0.663 

##  27.0     10       1    0.381  0.0960       0.2323        0.624 

##  33.0      8       3    0.238  0.0886       0.1147        0.494 

##  39.0      4       2    0.119  0.0742       0.0351        0.404 

## mleuk[, x]=(50,80]  

##  time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 95% CI 

##   1.5     25      10     0.60  0.0980      0.43566        0.826 
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##   4.5     15       7     0.32  0.0933      0.18071        0.567 

##   9.0      8       2     0.24  0.0854      0.11947        0.482 

##  15.0      6       4     0.08  0.0543      0.02117        0.302 

##  21.0      2       1     0.04  0.0392      0.00586        0.273 

 

Αποηελέζμαηα 7.1.3 

MV2 <- coxph(S2 ~  age + smear + abs.infil + label.index + abs.blasts + tempX10F,   
             ties="breslow")  
print(summary(MV2))                      

Call: 
## coxph(formula = S2 ~ age + smear + abs.infil + label.index +  
##     abs.blasts + tempX10F, ties = "breslow") 
##  
##   n= 51, number of events= 45  
##  
##                 coef exp(coef) se(coef)      z Pr(>|z|)    
## age          0.02845   1.02886  0.01017  2.796  0.00517 ** 
## smear        0.01205   1.01213  0.01509  0.799  0.42450    
## abs.infil   -0.01427   0.98583  0.01233 -1.157  0.24721    
## label.index -0.04986   0.95137  0.03768 -1.323  0.18579    
## abs.blasts  -0.01287   0.98721  0.02184 -0.589  0.55580    
## tempX10F     0.01366   1.01376  0.01230  1.111  0.26668    
## --- 
## Signif. codes:  0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1 
##  
##             exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95 
## age            1.0289     0.9720    1.0085     1.050 
## smear          1.0121     0.9880    0.9826     1.043 
## abs.infil      0.9858     1.0144    0.9623     1.010 
## label.index    0.9514     1.0511    0.8836     1.024 
## abs.blasts     0.9872     1.0130    0.9458     1.030 
## tempX10F       1.0138     0.9864    0.9896     1.038 
##  
## Rsquare= 0.239   (max possible= 0.997 ) 
## Likelihood ratio test= 13.94  on 6 df,   p=0.03032 
## Wald test            = 13.18  on 6 df,   p=0.04021 
## Score (logrank) test = 13.99  on 6 df,   p=0.0298 

cox.zph(MV2) 

##                 rho  chisq      p 
## age          0.1381  0.773 0.3791 
## smear       -0.1892  1.562 0.2113 
## abs.infil   -0.0807  0.269 0.6040 
## label.index  0.1263  0.839 0.3597 
## abs.blasts   0.2700  4.239 0.0395 
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## tempX10F    -0.2658  3.953 0.0468 
## GLOBAL           NA 11.482 0.0746 

 

ρήκα 7.1.3: Γηαγξάκκαηα Kaplan-Meier εθηηκεηξηώλ σο πξνο ηηο ζπκκεηαβιεηέο V1-V6 κε 

ρξήζε ηεο θεληξηθήο ηηκήο ηνπ δηαζηήκαηνο 

 

Βιέπνπκε όηη ζηηο ζπλαξηήζεηο επηβίσζεο δελ ππάξρνπλ αηζζεηέο αιιαγέο κεηά ηελ αληηθαηάζηαζε ηεο 

θεληξηθήο ηηκήο ηνπ δηαζηήκαηνο ζε ζρέζε κε απηέο ηνπ ζρήκαηνο 7.1.1. Ζ ζπκκεηαβιεηή age 

παξακέλεη ζηαηηζηηθά ζεκαληηθή, όκσο ε p-ηηκή ησλ ζπκκεηαβιεηώλ abs.infil, label.index θαη 

tempx10F απμήζεθε, γεγνλόο πνπ δειώλεη κηα αζζελέζηεξε ζπκβνιή ζηελ πεξηγξαθή ηνπ κνληέινπ. Οη 
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ζπκκεηαβιεηέο smear θαη abs.blasts ζα κπνξνύζακε λα πνύκε όηη δε κεηαβιήζεθαλ θαζόινπ. 

Αληίζηνηρα ε p-ηηκή ηνπ log-rank ειέγρνπ παξακέλεη ρακειή (p=0.05) νδεγώληαο καο μαλά ζηελ 

απόξξηςε ηεο κεδεληθήο ππόζεζεο. Σν ίδην ηζρύεη θαη γηα ηα ππόινηπα αλ θαη ππάξρεη κηα κηθξή ηάζε 

βειηίσζεο σο πξνο ηελ πξνζαξκνγή ζηα δεδνκέλα (ζρήκα 7.1.4). 

 

ρήκα 7.1.4: Γηαγξάκκαηα ππνινίπσλ Schoenfeld σο πξνο ηηο ζπκκεηαβιεηέο V1-V6 
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Γ) ε απηό ην ζεκείν ζα θάλνπκε ρξήζε ηεο εληνιήο icfit πνπ ππνινγίδεη ηε κε-παξακεηξηθή 

εθηηκήηξηα κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο (NPMLE) γηα ηελ θαηαλνκή ησλ απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ ζε 

δηάζηεκα (παξάγξαθνο 3.4.1) ρξεζηκνπνηώληαο ηελ απην-ζπλεπή εθηηκήηξηα (self-consistent estimator) 

έηζη ώζηε ε ζρεηηθή θαηαλνκή επηβίσζεο λα γεληθεύεη ηελ Kaplan-Meier εθηηκήηξηα. Δπηπιένλ, ζα 

εθαξκόζνπκε θαη ηελ εληνιή ictest γηα ηα λέα log-rank πάιη σο πξνο ηα απνθνκκέλα δεδνκέλα ζε 

δηάζηεκα (Case II) γηα λα δνύκε αλ νη δύν θαηεγνξίεο αζζελώλ δηαθνξνπνηνύληαη κεηαμύ ηνπο σο πξνο 

ηελ επηβίσζε (παξάγξαθνο 4.3). Ζ ζπγθεθξηκέλε εληνιή εθηειεί κεξηθνύο δηαθνξεηηθνύο ειέγρνπο γηα 

ηα απνθνκκέλα δεδνκέλα ζε δηάζηεκα. Ζ πξνεπηινγή γηα ηελ ictest είλαη λα εθηειεί κηα δνθηκαζηηθή 

κεηάζεζε, είηε αζπκπησηηθή είηε αθξηβήο εμαξηώκελε από ην κέγεζνο ησλ δεδνκέλσλ. 

Υξεζηκνπνηώληαο ηελ εληνιή  

S3<-Surv(left,right,type="interval2") 

γηα ηε δεκηνπξγία ελόο λένπ αληηθεηκέλνπ επηβίσζεο θαη ηηο εληνιέο icfit θαη ictest βιέπνπκε ζηα 

Απνηειέζκαηα 7.1.4, ελδεηθηηθά γηα ηε ζπκκεηαβιεηή age, 

Αποηελέζμαηα 7.1.4 

## Logrank trend test for variable  
##  
## lohi.age 
## Asymptotic Logrank two-sample test (permutation form), Sun's 
## scores 
##  
## data:  {left,right} by group  
## Z = -3.1523, p-value = 0.00162 
## alternative hypothesis: survival distributions not equal 
##  
##          n Score Statistic* 
## [20,50] 26        -9.249215 
## (50,80] 25         9.249215 
## * like Obs-Exp, positive implies earlier failures than expected 

όηη ε p-ηηκή =0.00162 νπόηε απνξξίπηνπκε ηε κεδεληθή ππόζεζε όπσο θαη πξνεγνπκέλσο. 

Καηαιήγνπκε, ινηπόλ, όηη ε ζπκκεηαβιεηή age ζπκβάιιεη ζηελ θαιή εξκελεία ηνπ κνληέινπ θαη 

ζρεηίδεηαη άκεζα κε ηελ επηβίσζε ηνπ εθάζηνηε αζζελή. Όιεο νη ππόινηπεο ζπκκεηαβιεηέο έρνπλ 

κεγάιεο p-ηηκέο όπσο θαίλεηαη ζην παξάξηεκα (03) θαη δε δείρλνπλ λα ζπκβάινπλ ζηελ θαιή εξκελεία 

ηνπ κνληέινπ. ηε ζπλέρεηα βιέπνπκε ηηο ζπλαξηήζεηο επηβίσζεο (ζρήκα 7.1.5) πνπ επηβεβαηώλνπλ ηα 

Απνηειέζκαηα 7.1.4 σο πξνο ηε ζεκαληηθόηεηα ηεο ζπκκεηαβιεηήο age.   
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ρήκα 7.1.5: Γηαγξάκκαηα ζπλαξηήζεσλ επηβίσζεο ησλ ζπκκεηαβιεηώλ V1-V6 

Παξαηεξνύκε από ην δηάγξακκα γηα ηε ζπκκεηαβιεηή age όηη ε ειηθηαθή νκάδα ησλ αζζελώλ πνπ 

βξίζθεηαη ζην δηάζηεκα (50,80] εηώλ έρεη ζεκαληηθέο απνθιίζεηο ζε ζρέζε κε ηελ ειηθηαθή νκάδα ησλ 

αζζελώλ πνπ είλαη ζην δηάζηεκα [20,50], δειαδή ε πηζαλόηεηα επηβίσζεο ηνπο είλαη ζεκαληηθά 

κηθξόηεξε ζε ζρέζε κε απηήλ ηεο κηθξόηεξεο ειηθηαθήο νκάδαο. Δπηπιένλ, λα παξαηεξήζνπκε όηη ην 

πνζνζηό επίζηξσζεο ησλ βιαζηνθπηηάξσλ smear θαίλεηαη λα είλαη ν ιηγόηεξν ζεκαληηθόο παξάγνληαο 
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κε p-ηηκή =0.8398 θαη ζε απηή ηελ πεξίπησζε δερόκαζηε ηε κεδεληθή ππόζεζε, δειαδή όηη νη δύν 

νκάδεο αζζελώλ δε δηαθνξνπνηνύληαη κεηαμύ ηνπο σο πξνο ηελ επηβίσζε γηα ηε ζπκκεηαβιεηή απηή.  

Γ) Σέινο, ρξεζηκνπνηώληαο ην γεληθεπκέλν γξακκηθό κνληέιν γηα δπαδηθή εμαξηεκέλε κεηαβιεηή 

(complementary log-log) κε όιεο ηηο ζπκκεηαβιεηέο όπσο είραλ δνζεί αξρηθά γηα ηα current status (Case 

I) δεδνκέλα ηε ρξνληθή ζηηγκή ηνπ 12κελνύ ηεο ζεξαπείαο πνπ αθνινπζνύλ βιέπνπκε ζην ζρήκα 7.1.6 

ηα δηαγξάκκαηα ησλ ππνινίπσλ έρνληαο εθαξκόζεη ηελ εληνιή  

GLM1 <- glm(dstatus12 ~ age + smear + abs.infil + label.index + 
abs.blasts + tempX10F, 
family=binomial(link=cloglog), data=mleuk) 
print(summary(GLM1)) 
 

θαη ηα αληίζηνηρα Απνηειέζκαηα 7.1.5. 

 

Αποηελέζμαηα 7.1.5 

## Call: 
## glm(formula = dstatus12 ~ age + smear + abs.infil + label.index + 
## abs.blasts + tempX10F, family = binomial(link = cloglog),data = mleuk) 
## Deviance Residuals: 
## Min       1Q   Median   3Q     Max 
##-1.9094 -0.9455 0.3394 0.9449 2.0332 
## 
## Coefficients: 
##               Estimate  Std. Error  z value  Pr(>|z|) 
## (Intercept)  -24.86621  16.21677    -1.533   0.1252 
## age            0.02726   0.01351     2.017   0.0437 * 
## smear          0.01901   0.02108     0.902   0.3671 
## abs.infil     -0.01964   0.01691    -1.161   0.2454 
## label.index   -0.09027   0.04829    -1.869   0.0616  
## abs.blasts    -0.01472   0.02798    -0.526   0.5989 
## tempX10F       0.02437   0.01622     1.503   0.1328 
## --- 
## Signif. codes: 0 ’***’ 0.001 ’**’ 0.01 ’*’ 0.05 ’.’ 0.1 ’ ’ 1 
## 
## (Dispersion parameter for binomial family taken to be 1) 
## Null deviance:     69.104 on 50 degrees of freedom 
## Residual deviance: 55.978 on 44 degrees of freedom 
## AIC: 69.978 
## Number of Fisher Scoring iterations: 9 
   coefficients(GLM1) 
## (Intercept)  age        smear      abs.infil   label.index 
## -24.86621480 0.02725761 0.01901438 -0.01963720 -0.09026665 
## abs.blasts  tempX10F 
## -0.01471719 0.02437493 
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ην πάλσ κέξνο ησλ απνηειεζκάησλ παξνπζηάδνληαη κεξηθά πεξηγξαθηθά ζηνηρεία γηα ηα ππόινηπα θαη 

πην ζπγθεθξηκέλα ε ειάρηζηε θαη ε κέγηζηε ηηκή, ε δηάκεζνο θαζώο θαη ηα ηεηαξηεκόξηα. ηε ζπλέρεηα 

παξνπζηάδνληαη νη εθηηκήζεηο ησλ παξακέηξσλ ησλ κνληέισλ, ηα ηππηθά ζθάικαηά ηνπο, νη ηηκέο ησλ 

ειέγρσλ Wald γηα ηνπο ζπληειεζηέο ηνπ κνληέινπ θαη νη αληίζηνηρεο p-ηηκέο ησλ ειέγρσλ. Όζνλ αθνξά 

ηηο p-ηηκέο ησλ ειέγρσλ βιέπνπκε όηη κόλν ε ζπκκεηαβιεηή age ζπκβάιιεη ζεκαληηθά (p=0.0437) ζε 

αληίζεζε κε ηηο ππόινηπεο ζπκκεηαβιεηέο, γεγνλόο πνπ καο νδεγεί ζην ζπκπέξαζκα όηη ε age 

ζρεηίδεηαη πξάγκαηη κε ηελ επηβίσζε ησλ αζζελώλ. Δπηπιένλ βιέπνπκε από ηα Απνηειέζκαηα 7.1.5 όηη 

ε ηηκή ηεο deviance είλαη αξθεηά κηθξόηεξε ζε ζρέζε κε απηή ηνπ κνληέινπ πνπ πεξηιακβάλεη κόλν ην 

ζηαζεξό όξν (null deviance) έλδεημε όηη ην κνληέιν καο πεξηιακβάλεη θαη ζπκκεηαβιεηέο ζηαηηζηηθά 

ζεκαληηθέο. Πξνο απηή ηελ θαηεύζπλζε νδεγνύκαζηε θαη από ηελ ηηκή ηνπ θξηηεξίνπ AIC ην νπνίν 

απνηειεί έλα θξηηήξην επηινγήο ηνπ βέιηηζηνπ κνληέινπ κε όζν ην δπλαηόλ κηθξόηεξν αξηζκό 

παξακέηξσλ θαη πξνηηκεηέν κνληέιν κε βάζε απηό ην θξηηήξην είλαη εθείλν κε ην κηθξόηεξν AIC. 

Αθόκα κηθξόηεξε ηηκή παίξλεη ην θξηηήξην AIC όηαλ ην κνληέιν καο ζπκπεξηιακβάλεη κόλν ην ζηαζεξό 

όξν θαη ηε ζπκκεηαβιεηή age (AIC: 47.267) από απηή πνπ έρεη ηώξα ε deviance, ε νπνία πεξηιακβάλεη 

όιεο ηηο ζπκκεηαβιεηέο, έλα αθόκε γεγνλόο πνπ επηβεβαηώλεη ηε ζεκαληηθόηεηα απηήο ηεο 

ζπκκεηαβιεηήο. 

      ην ζρήκα 7.1.6 πνπ θαίλεηαη παξαθάησ ε ππόζεζε ηεο αλεμαξηεζίαο ησλ ππνινίπσλ δελ 

παξαβηάδεηαη, αθνύ ηα ππόινηπα deviance δελ παξνπζηάδνπλ θάπνηα ηδηαίηεξε ηάζε ζηα γξαθήκαηα. 

Από ηελ άιιε, ε ππόζεζε ηεο νκνζθεδαζηηθόηεηαο δελ παξαβηάδεηαη, ίζσο όκσο ζε θάπνην βαζκό σο 

πξνο ηε ζπκκεηαβιεηή abs.blasts. 



110 
 

                 

ρήκα 7.1.6: Γηαγξάκκαηα ππνινίπσλ deviance 

.  
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7.2 ςμπεπάζμαηα 

      ρεηηθά κε ηα απνηειέζκαηα γηα ην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ πνπ κειεηήζεθε, ζα ιέγακε όηη ζηελ 

πεξίπησζε πνπ ελδηαθεξόκαζηε γηα ην ρξόλν επηβίσζεο ησλ αζζελώλ, ηόηε ε ειηθία θαίλεηαη λα παίδεη 

ην ζεκαληηθόηεξν ξόιν, ελώ εκθαλίδεηαη κηα κηθξή δηαθνξνπνίεζε κεηαμύ ησλ αηόκσλ λεώηεξεο θαη 

κεγαιύηεξεο ειηθίαο. Καη ζηελ πξώηε θάζε, θάλνληαο ρξήζε ηεο δηακέζνπ, θαη ζηε δεύηεξε θάζε 

αληηθαζηζηώληαο θάζε δηάζηεκα κε ηελ θεληξηθή ηνπ ηηκή ε ζπκκεηαβιεηή πνπ ζπκβάιιεη πεξηζζόηεξν 

ζην κνληέιν ήηαλ ε ειηθία (age), δεύηεξε ήηαλ ην πνζνζηό ησλ θπηηάξσλ πνπ πξνήιζαλ από ην κπειό 

ησλ νζηώλ (labelling index) θαη ζηε ζπλέρεηα νη ζπκκεηαβιεηέο ηεο ζεξκνθξαζίαο (tempX10F) θαη ην 

πνζνζηό ησλ θπηηάξσλ ζην κπειό ησλ νζηώλ (absolute infiltrate) κε ηελ ηειεπηαία λα ζπκβάιιεη ιίγν 

πεξηζζόηεξν ζηελ πεξηγξαθή ηνπ κνληέινπ ζηελ πεξίπησζε πνπ ηα απνθνκκέλα δεδνκέλα ζε δηάζηεκα 

αληηθαζίζηαληαη από ηελ θεληξηθή ηνπ ηηκή. Απηό πνπ θαηεγνξεκαηηθά κπνξνύκε λα πνύκε είλαη όηη νη 

ζπκκεηαβιεηέο ηνπ πνζνζηνύ επίζηξσζεο ησλ βιαζηνθπηηάξσλ (smear) θαη ησλ απόιπησλ 

βιαζηνθπηηάξσλ (absolute blasts) ζε θακία πεξίπησζε δελ επεξεάδνπλ ηα απνηειέζκαηα. Όιεο νη 

κέζνδνη θαηαιήγνπλ ζε παξόκνηα ζπκπεξάζκαηα.  

      Αμίδεη λα ζεκεηώζνπκε όηη δεδνκέλεο ηεο κεηαβιεηήο ηνπ ρξόλνπ επηβίσζεο ησλ αζζελώλ, ν νπνίνο 

είλαη δηαθνξεηηθόο γηα θάζε άηνκν, ε αλάιπζε γίλεηαη σο πξνο ην ρξόλν επηβίσζεο. Δίλαη επίζεο 

ζεκαληηθό λα δνύκε όηη θάλνληαο ρξήζε ηεο εληνιήο icfit γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο κε-παξακεηξηθήο 

εθηηκήηξηαο κεγίζηεο πηζαλνθάλεηαο (NPMLE) γηα ηελ θαηαλνκή ησλ απνθνκκέλσλ δεδνκέλσλ ζε 

δηάζηεκα (Case II) ζε ζύγθξηζε κε ηε δεύηεξε θάζε όπνπ έγηλε ρξήζε ηεο θεληξηθήο ηηκήο νη p-ηηκέο 

ηεο ειηθίαο (age) θαη ηνπ πνζνζηνύ ησλ θπηηάξσλ πνπ πξνήιζαλ από ην κπειό ησλ νζηώλ (labelling 

index) είλαη αηζζεηά κηθξόηεξεο κε ηελ εθαξκνγή ηεο εληνιήο icfit θαη νη ππόινηπεο p-ηηκέο πνιύ 

κεγαιύηεξεο ζε ζρέζε κε απηέο πνπ πξνέξρνληαη από ηε ρξήζε ηεο θεληξηθήο ηηκήο. Έηζη δηαπηζηώζεθε 

όηη ζηελ πεξίπησζε πνπ θάπνηεο κεηαβιεηέο ζαθώο ππεξηζρύνπλ θάπνησλ άιισλ κε ηελ έλλνηα όηη 

είλαη μεθάζαξα ζηαηηζηηθά ζεκαληηθέο ε εληνιή icfit ηα θαηάθεξε θαιύηεξα. 

      Όιεο απηέο νη κέζνδνη έρνπλ ην πιενλέθηεκα λα βξίζθνπλ εθαξκνγή θαη ζε γεληθεπκέλα αιιά θαη 

ζε κνληέια δεδνκέλσλ επηβίσζεο. Ζ εθαξκνγή όισλ ησλ κεζόδσλ πνπ πεξηγξάςακε έρεη δηεπθνιπλζεί 

πιένλ ζεκαληηθά από ηε ρξήζε ησλ αληίζηνηρσλ ζηαηηζηηθώλ παθέησλ πνπ έρνπλ ελζσκαησζεί ζηα 

πεξηζζόηεξα ζηαηηζηηθά πεξηβάιινληα. Ζ R ζαθώο πξνζθέξεη κηα νινθιεξσκέλε ρξήζε απηώλ ησλ 

κεζόδσλ.         
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Παπάπηημα 

 Διζαγυγή ζηην R 

 Ζ R είλαη κία ςπολογιζηική γλώζζα και πακέηο πνπ πξνζθέξεη δπλαηόηεηεο δηαρείξηζεο θαη 

ζηαηιζηικήρ ανάλςζηρ δεδομένων θαζώο θαη δπλαηόηεηεο θαηαζθεπήο γξαθεκάησλ.  

 Βαζίδεηαη ζηελ γλώζζα ππογπαμμαηιζμού S (πνπ ρξεζηκνπνηεί θαη ην ζηαηηζηηθό παθέην S plus) 

θαη πξόθεηηαη γηα λογιζμικό ανοικηού κώδικα (open source) πνπ δηαηίζεηαη ειεύζεξα.  

 Μπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί είηε κε θαηεπζείαλ εληνιέο πνπ ππάξρνπλ είηε κε πξνγξάκκαηα πνπ ν 

ρξήζηεο κπνξεί λα πξνγξακκαηίζεη γηα επίιπζε πην πνιύπινθσλ ζηαηηζηηθώλ πξνβιεκάησλ.  

 ηηο ζπγθεθξηκέλεο ζεκεηώζεηο ρξεζηκνπνηνύκε ηελ έθδνζε 3.1.1  

 

 Παπάπηημα κώδικα 

library(survival) 

## Loading required package: splines 

library(KMsurv) 
 
# read data from *.csv file 
mleuk <- read.csv("~/Projects/Sonia/Data/mleuk.csv", header=T) 
setwd("~/Projects/Sonia/") 
 
# Create binary variables 
# This function splits its argument at the median value 
cut.at.median <- function(x) {   
  cuts <- c(min(x), median(x), max(x)) 
  cut(x, cuts, include.lowest = TRUE) 
} 
 
# The function cut.at.median is applied to the respective columns 
# New values are appended to the data, by adding extra columns 
mleuk <- cbind(mleuk,sapply(mleuk[,1:6], cut.at.median)) 
 
# Define names for the initial data 
names.cont <- c("age", "smear", "abs.infil", "label.index", "abs.blasts",  
                "tempX10F", "treat.resp", "stime",  
                "dstatus", "left", "right", "dstatus12") 
 
# Define names for the binary data as the original data with prefix "lohi"                 
names.bin <- paste0("lohi.",names.cont[1:6]) 
# Assign the names, by concatenating the two character vectors 
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names(mleuk) <- c(names.cont,names.bin) 
 
# Attach data, in order to be able to refer to variables by using their name 
attach(mleuk) 

 

0.1 Ανάλςζη ηυν απσικών δεδομένυν 

# Create survival object 
S1 <- Surv(stime, dstatus == 1,type="right") 
 
# Kaplan-Meier estimators 
 
#png(filename="1.KM-initial_data.png",width=1400,height=1400,pointsize=32) 
par(mfrow=c(2,3)) 
 
# create a for loop for repeating the procedure for all binary variables 
for (x in 13:18) { 
  var <- names(mleuk)[x]                     
  km.res <- survfit(S1 ~ mleuk[,x], data=mleuk)          
  plot(km.res, main=var, xlab="time", ylab="Survival probability") 
  summary(km.res)            
  survdiff(S1 ~ lohi.age, data = mleuk)          
} 

#dev.off() 
 
 
# COX-PH model for continuous independent variables 
MV1 <- coxph(S1 ~  age + smear + abs.infil + label.index +  
               abs.blasts + tempX10F, 
             ties="breslow")  
print(summary(MV1))                              

## Call: 
## coxph(formula = S1 ~ age + smear + abs.infil + label.index +  
##     abs.blasts + tempX10F, ties = "breslow") 
##  
##   n= 51, number of events= 45  
##  
##                 coef exp(coef) se(coef)      z Pr(>|z|)    
## age          0.03093   1.03142  0.01031  2.999  0.00271 ** 
## smear        0.01238   1.01246  0.01538  0.805  0.42056    
## abs.infil   -0.01608   0.98404  0.01249 -1.288  0.19778    
## label.index -0.06460   0.93744  0.03881 -1.665  0.09601 .  
## abs.blasts  -0.01306   0.98702  0.02236 -0.584  0.55901    
## tempX10F     0.01907   1.01925  0.01300  1.467  0.14242    
## --- 
## Signif. codes:  0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1 
##  
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##             exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95 
## age            1.0314     0.9695    1.0108     1.052 
## smear          1.0125     0.9877    0.9824     1.043 
## abs.infil      0.9840     1.0162    0.9602     1.008 
## label.index    0.9374     1.0667    0.8688     1.012 
## abs.blasts     0.9870     1.0131    0.9447     1.031 
## tempX10F       1.0193     0.9811    0.9936     1.046 
##  
## Concordance= 0.722  (se = 0.057 ) 
## Rsquare= 0.295   (max possible= 0.997 ) 
## Likelihood ratio test= 17.83  on 6 df,   p=0.006685 
## Wald test            = 16.94  on 6 df,   p=0.009512 
## Score (logrank) test = 18.22  on 6 df,   p=0.005714 

cox.zph(MV1) 

##                 rho chisq       p 
## age          0.2027  1.76 0.18437 
## smear       -0.2710  3.29 0.06959 
## abs.infil   -0.0834  0.28 0.59655 
## label.index  0.1086  0.67 0.41308 
## abs.blasts   0.3917  9.70 0.00185 
## tempX10F    -0.3605  8.20 0.00418 
## GLOBAL           NA 18.79 0.00452 

#png(filename = "COXPH-test.png",width=1400,height=1400,pointsize=32) 
par(mfrow=c(2,3)) 
plot(cox.zph(MV1)) 

#dev.off() 

0.2 Interval censored (Case II) δεδομένα 

# Create new time variable (mean of interval) 
stime.c <- apply(mleuk[,10:11],c(1),mean) 
S2 <- Surv(stime.c, dstatus == 1,type="right") 
 
# Kaplan-Meier estimators 
#png(filename="2.KM-interval_data.png",width=1400,height=1400,pointsize=32) 
par(mfrow=c(2,3)) 
for (x in 13:18) { 
  var <- names(mleuk)[x] 
  cat(paste("Kaplan Meier tables for variable \n\n", var ),"\n\n") 
  km.res2 <- survfit(S2 ~ mleuk[,x], data=mleuk) 
  plot(km.res2, main=var, xlab="time", ylab="Survival probability") 
  print(summary(km.res2)) 
  km.logrank2 <- survdiff(S2 ~ mleuk[,x], data = mleuk)  
  km.logrank2 
} 



115 
 

## Kaplan Meier tables for variable  
##  
##  lohi.age 

## Call: survfit(formula = S2 ~ mleuk[, x], data = mleuk) 
##  
##                 mleuk[, x]=[20,50]  
##  time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 95% CI 
##   1.5     26       6    0.769  0.0826       0.6232        0.949 
##   4.5     20       1    0.731  0.0870       0.5787        0.923 
##   9.0     19       4    0.577  0.0969       0.4151        0.802 
##  15.0     15       3    0.462  0.0978       0.3047        0.699 
##  21.0     12       1    0.423  0.0969       0.2701        0.663 
##  27.0     10       1    0.381  0.0960       0.2323        0.624 
##  33.0      8       3    0.238  0.0886       0.1147        0.494 
##  39.0      4       2    0.119  0.0742       0.0351        0.404 
##  
##                 mleuk[, x]=(50,80]  
##  time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 95% CI 
##   1.5     25      10     0.60  0.0980      0.43566        0.826 
##   4.5     15       7     0.32  0.0933      0.18071        0.567 
##   9.0      8       2     0.24  0.0854      0.11947        0.482 
##  15.0      6       4     0.08  0.0543      0.02117        0.302 
##  21.0      2       1     0.04  0.0392      0.00586        0.273 
##  
## Kaplan Meier tables for variable  
##  
##  lohi.smear 

## Call: survfit(formula = S2 ~ mleuk[, x], data = mleuk) 
##  
##                 mleuk[, x]=[26,69]  
##  time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 95% CI 
##   1.5     26       5   0.8077  0.0773       0.6696        0.974 
##   4.5     21       7   0.5385  0.0978       0.3772        0.769 
##   9.0     14       3   0.4231  0.0969       0.2701        0.663 
##  15.0     11       5   0.2308  0.0826       0.1144        0.466 
##  27.0      6       1   0.1923  0.0773       0.0875        0.423 
##  33.0      4       2   0.0962  0.0617       0.0273        0.338 
##  39.0      1       1   0.0000     NaN           NA           NA 
##  
##                 mleuk[, x]=(69,97]  
##  time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 95% CI 
##   1.5     25      11     0.56  0.0993       0.3956        0.793 
##   4.5     14       1     0.52  0.0999       0.3568        0.758 
##   9.0     13       3     0.40  0.0980       0.2475        0.646 
##  15.0     10       2     0.32  0.0933       0.1807        0.567 
##  21.0      8       2     0.24  0.0854       0.1195        0.482 
##  33.0      4       1     0.18  0.0825       0.0733        0.442 
##  39.0      3       1     0.12  0.0736       0.0360        0.400 
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##  
## Kaplan Meier tables for variable  
##  
##  lohi.abs.infil 

## Call: survfit(formula = S2 ~ mleuk[, x], data = mleuk) 
##  
##                 mleuk[, x]=(61,95]  
##  time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 95% CI 
##   1.5     25      10     0.60  0.0980       0.4357        0.826 
##   4.5     15       2     0.52  0.0999       0.3568        0.758 
##   9.0     13       3     0.40  0.0980       0.2475        0.646 
##  15.0     10       3     0.28  0.0898       0.1493        0.525 
##  21.0      7       1     0.24  0.0854       0.1195        0.482 
##  33.0      4       1     0.18  0.0825       0.0733        0.442 
##  39.0      3       1     0.12  0.0736       0.0360        0.400 
##  
##                 mleuk[, x]=[8,61]  
##  time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 95% CI 
##   1.5     26       6   0.7692  0.0826       0.6232        0.949 
##   4.5     20       6   0.5385  0.0978       0.3772        0.769 
##   9.0     14       3   0.4231  0.0969       0.2701        0.663 
##  15.0     11       4   0.2692  0.0870       0.1429        0.507 
##  21.0      7       1   0.2308  0.0826       0.1144        0.466 
##  27.0      6       1   0.1923  0.0773       0.0875        0.423 
##  33.0      4       2   0.0962  0.0617       0.0273        0.338 
##  39.0      1       1   0.0000     NaN           NA           NA 
##  
## Kaplan Meier tables for variable  
##  
##  lohi.label.index 

## Call: survfit(formula = S2 ~ mleuk[, x], data = mleuk) 
##  
##                 mleuk[, x]=[1,9]  
##  time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 95% CI 
##   1.5     26      11   0.5769  0.0969       0.4151        0.802 
##   4.5     15       7   0.3077  0.0905       0.1729        0.548 
##  15.0      8       4   0.1538  0.0708       0.0625        0.379 
##  21.0      4       1   0.1154  0.0627       0.0398        0.334 
##  39.0      2       1   0.0577  0.0514       0.0101        0.331 
##  
##                 mleuk[, x]=(9,20]  
##  time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 95% CI 
##   1.5     25       5     0.80  0.0800       0.6576        0.973 
##   4.5     20       1     0.76  0.0854       0.6097        0.947 
##   9.0     19       6     0.52  0.0999       0.3568        0.758 
##  15.0     13       3     0.40  0.0980       0.2475        0.646 
##  21.0     10       1     0.36  0.0960       0.2135        0.607 
##  27.0      9       1     0.32  0.0933       0.1807        0.567 
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##  33.0      6       3     0.16  0.0803       0.0599        0.428 
##  39.0      2       1     0.08  0.0694       0.0146        0.438 
##  
## Kaplan Meier tables for variable  
##  
##  lohi.abs.blasts 

## Call: survfit(formula = S2 ~ mleuk[, x], data = mleuk) 
##  
##                 mleuk[, x]=[0,2.6]  
##  time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 95% CI 
##   1.5     26      11   0.5769  0.0969       0.4151        0.802 
##   4.5     15       5   0.3846  0.0954       0.2365        0.625 
##   9.0     10       1   0.3462  0.0933       0.2041        0.587 
##  15.0      9       3   0.2308  0.0826       0.1144        0.466 
##  21.0      6       1   0.1923  0.0773       0.0875        0.423 
##  27.0      4       1   0.1442  0.0714       0.0547        0.380 
##  39.0      2       1   0.0721  0.0622       0.0133        0.391 
##  
##                 mleuk[, x]=(2.6,38]  
##  time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 95% CI 
##   1.5     25       5     0.80  0.0800       0.6576        0.973 
##   4.5     20       3     0.68  0.0933       0.5197        0.890 
##   9.0     17       5     0.48  0.0999       0.3192        0.722 
##  15.0     12       4     0.32  0.0933       0.1807        0.567 
##  21.0      8       1     0.28  0.0898       0.1493        0.525 
##  33.0      6       3     0.14  0.0727       0.0506        0.387 
##  39.0      2       1     0.07  0.0614       0.0125        0.391 
##  
## Kaplan Meier tables for variable  
##  
##  lohi.tempX10F 

## Call: survfit(formula = S2 ~ mleuk[, x], data = mleuk) 
##  
##                 mleuk[, x]=[980,990]  
##  time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 95% CI 
##   1.5     29       8   0.7241  0.0830      0.57844        0.907 
##   4.5     21       5   0.5517  0.0923      0.39742        0.766 
##   9.0     16       4   0.4138  0.0915      0.26832        0.638 
##  15.0     12       4   0.2759  0.0830      0.15297        0.497 
##  21.0      8       1   0.2414  0.0795      0.12661        0.460 
##  27.0      6       1   0.2011  0.0757      0.09618        0.421 
##  33.0      5       2   0.1207  0.0633      0.04318        0.337 
##  39.0      3       2   0.0402  0.0390      0.00601        0.270 
##  
##                 mleuk[, x]=(990,1.04e+03]  
##  time n.risk n.event survival std.err lower 95% CI upper 95% CI 
##   1.5     22       8    0.636  0.1026       0.4640        0.873 
##   4.5     14       3    0.500  0.1066       0.3292        0.759 
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##   9.0     11       2    0.409  0.1048       0.2476        0.676 
##  15.0      9       3    0.273  0.0950       0.1378        0.540 
##  21.0      6       1    0.227  0.0893       0.1052        0.491 
##  33.0      3       1    0.152  0.0859       0.0499        0.460 

#dev.off() 
 
# COX-PH model for continuous independent variables 
MV2 <- coxph(S2 ~  age + smear + abs.infil + label.index + abs.blasts + tempX10F,   
             ties="breslow")  
print(summary(MV2))                      

## Call: 
## coxph(formula = S2 ~ age + smear + abs.infil + label.index +  
##     abs.blasts + tempX10F, ties = "breslow") 
##  
##   n= 51, number of events= 45  
##  
##                 coef exp(coef) se(coef)      z Pr(>|z|)    
## age          0.02845   1.02886  0.01017  2.796  0.00517 ** 
## smear        0.01205   1.01213  0.01509  0.799  0.42450    
## abs.infil   -0.01427   0.98583  0.01233 -1.157  0.24721    
## label.index -0.04986   0.95137  0.03768 -1.323  0.18579    
## abs.blasts  -0.01287   0.98721  0.02184 -0.589  0.55580    
## tempX10F     0.01366   1.01376  0.01230  1.111  0.26668    
## --- 
## Signif. codes:  0 '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1 
##  
##             exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95 
## age            1.0289     0.9720    1.0085     1.050 
## smear          1.0121     0.9880    0.9826     1.043 
## abs.infil      0.9858     1.0144    0.9623     1.010 
## label.index    0.9514     1.0511    0.8836     1.024 
## abs.blasts     0.9872     1.0130    0.9458     1.030 
## tempX10F       1.0138     0.9864    0.9896     1.038 
##  
## Concordance= 0.734  (se = 0.067 ) 
## Rsquare= 0.239   (max possible= 0.997 ) 
## Likelihood ratio test= 13.94  on 6 df,   p=0.03032 
## Wald test            = 13.18  on 6 df,   p=0.04021 
## Score (logrank) test = 13.99  on 6 df,   p=0.0298 

cox.zph(MV2) 

##                 rho  chisq      p 
## age          0.1381  0.773 0.3791 
## smear       -0.1892  1.562 0.2113 
## abs.infil   -0.0807  0.269 0.6040 
## label.index  0.1263  0.839 0.3597 
## abs.blasts   0.2700  4.239 0.0395 
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## tempX10F    -0.2658  3.953 0.0468 
## GLOBAL           NA 11.482 0.0746 

# png(filename = "2.COXPH-test.png",width=1400,height=1400,pointsize=32) 
par(mfrow=c(2,3)) 
plot(cox.zph(MV2)) 

dev.off() 

## null device  
##           1 

 

0.3 Interval censored (Case II) (Fay and Shaw) 

library(interval) 

## Loading required package: perm 
## Loading required package: Icens 
## Loading required package: MLEcens 

# Create new survival object 
S3 <- Surv(left,right,type="interval2") 
 
#png(filename = "3.IntervalCensoring.png",width=1400,height=1400,pointsize=32) 
par(mfrow=c(2,3)) 
 
for (x in 13:18) { 
  var <- names(mleuk)[x] 
  cat(paste("Logrank trend test for variable \n\n", var ),"\n\n") 
  icfit(S3~mleuk[,x], data=mleuk) 
  plot(icfit(S3~mleuk[,x], data=mleuk), main=var) 
  print(ictest(left,right,mleuk[,x])) 
} 

## Logrank trend test for variable  
##  
##  lohi.age 

##  
##  Asymptotic Logrank two-sample test (permutation form), Sun's 
##  scores 
##  
## data:  {left,right} by group  
## Z = -3.1523, p-value = 0.00162 
## alternative hypothesis: survival distributions not equal 
##  
##          n Score Statistic* 
## [20,50] 26        -9.249215 
## (50,80] 25         9.249215 
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## * like Obs-Exp, positive implies earlier failures than expected 
## Logrank trend test for variable  
##  
##  lohi.smear 

##  
##  Asymptotic Logrank two-sample test (permutation form), Sun's 
##  scores 
##  
## data:  {left,right} by group  
## Z = -0.2022, p-value = 0.8398 
## alternative hypothesis: survival distributions not equal 
##  
##          n Score Statistic* 
## (69,97] 25       -0.5932816 
## [26,69] 26        0.5932816 
## * like Obs-Exp, positive implies earlier failures than expected 
## Logrank trend test for variable  
##  
##  lohi.abs.infil 

##  
##  Asymptotic Logrank two-sample test (permutation form), Sun's 
##  scores 
##  
## data:  {left,right} by group  
## Z = -0.2071, p-value = 0.836 
## alternative hypothesis: survival distributions not equal 
##  
##          n Score Statistic* 
## (61,95] 25       -0.6075673 
## [8,61]  26        0.6075673 
## * like Obs-Exp, positive implies earlier failures than expected 
## Logrank trend test for variable  
##  
##  lohi.label.index 

##  
##  Asymptotic Logrank two-sample test (permutation form), Sun's 
##  scores 
##  
## data:  {left,right} by group  
## Z = 1.7271, p-value = 0.08415 
## alternative hypothesis: survival distributions not equal 
##  
##         n Score Statistic* 
## [1,9]  26         5.067524 
## (9,20] 25        -5.067524 
## * like Obs-Exp, positive implies earlier failures than expected 
## Logrank trend test for variable  
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##  
##  lohi.abs.blasts 

##  
##  Asymptotic Logrank two-sample test (permutation form), Sun's 
##  scores 
##  
## data:  {left,right} by group  
## Z = 1.1301, p-value = 0.2585 
## alternative hypothesis: survival distributions not equal 
##  
##           n Score Statistic* 
## [0,2.6]  26          3.31572 
## (2.6,38] 25         -3.31572 
## * like Obs-Exp, positive implies earlier failures than expected 
## Logrank trend test for variable  
##  
##  lohi.tempX10F 

##  
##  Asymptotic Logrank two-sample test (permutation form), Sun's 
##  scores 
##  
## data:  {left,right} by group  
## Z = -0.5347, p-value = 0.5929 
## alternative hypothesis: survival distributions not equal 
##  
##                 n Score Statistic* 
## [980,990]      29        -1.554244 
## (990,1.04e+03] 22         1.554244 
## * like Obs-Exp, positive implies earlier failures than expected 

#dev.off() 

0.4 Current status (Case I)  

Status12 is 1 = dead at 12 months, 0 = alive at 12 months. Nobody was censored before 12 months. 

There are 21 alive at 12 months  
GLM1 <- glm(dstatus12 ~ age + smear + abs.infil + label.index + 
abs.blasts + tempX10F, 
family=binomial(link=cloglog), data=mleuk) 
print(summary(GLM1)) 
## 
## Call: 
## glm(formula = dstatus12 ~ age + smear + abs.infil + label.index + 
## abs.blasts + tempX10F, family = binomial(link = cloglog), 
## data = mleuk) 
## Deviance Residuals: 
## Min        1Q   Median   3Q   Max 
## -1.9094 -0.9455 0.3394 0.9449 2.0332 
## 
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## Coefficients: 
##              Estimate Std. Error z value Pr(>|z|) 
## (Intercept) -24.86621 16.21677   -1.533  0.1252 
## age           0.02726  0.01351    2.017  0.0437 * 
## smear         0.01901  0.02108    0.902  0.3671 
## abs.infil    -0.01964  0.01691   -1.161  0.2454 
## label.index  -0.09027  0.04829   -1.869  0.0616 . 
## abs.blasts   -0.01472  0.02798   -0.526  0.5989 
## tempX10F      0.02437  0.01622    1.503  0.1328 
## --- 
## Signif. codes: 0 ’***’ 0.001 ’**’ 0.01 ’*’ 0.05 ’.’ 0.1 ’ ’ 1 
## 
## (Dispersion parameter for binomial family taken to be 1) 
## Null deviance:     69.104 on 50 degrees of freedom 
## Residual deviance: 55.978 on 44 degrees of freedom 
## AIC: 69.978 
## Number of Fisher Scoring iterations: 9 
coefficients(GLM1) 
## (Intercept)     age       smear     abs.infil   label.index 
## -24.86621480 0.02725761 0.01901438 -0.01963720 -0.09026665 
## abs.blasts  tempX10F 
## -0.01471719 0.02437493 
f <- fitted.values(GLM1) 
r <- residuals(GLM1) 
#png(filename = ”4.GLMresiduals.png”, width=1400,height=1400,pointsize=32) 
par(mfrow=c(3,2)) 
for (x in 1:6) { 
plot(mleuk[,x],r, main=names(mleuk)[x],ylab = ”Residual”) 
abline(0,0) 
} 

#dev.off() 
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