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Ειςαγωγή 

  

 Σε κάκε ομάδα 6 ατόμων είτε κα υπάρχουν 3 άτομα που γνωρίηονται μεταξφ 

τουσ είτε 3 άτομα μεταξφ τουσ άγνωςτα. 

 Αν οι πλευρζσ ενόσ πλιρουσ γραφιματοσ με άπειρο ςφνολο κορυφϊν 𝓝 

χρωματιςτοφν κόκκινεσ οι μπλε τότε υπάρχει άπειρο υποςφνολο του 𝓝 (το 

οποίο ονομάηουμε 𝓜) με 𝓜 ⊂𝓝 τζτοιο ϊςτε όλεσ οι πλευρζσ που ενϊνουν 

τισ κορυφζσ του 𝓜 να ζχουν το ίδιο χρϊμα. 

Οι παραπάνω προτάςεισ είναι ειδικζσ περιπτϊςεισ του κεωριματοσ του Ramsey 

που δθμοςιεφτθκε πρϊτθ φορά το 1930. Τα αρχικά κεωριματα του Ramsey , 

όπωσ κα δοφμε και παρακάτω, επεκτακικαν, εμπλουτίςτθκαν και αναδζχκθκαν 

μζςα από το ζργο και άλλων μακθματικϊν προσ διαφορζσ κατευκφνςεισ με 

αποτζλεςμα να οδθγθκοφν ςε μια αυτόνομθ και ανεξάρτθτθ κεωρία θ οποία 

πλζον είναι γνωςτι ςαν κεωρία Ramsey. Μια κεωρία μθ καταςκευαςτικι θ 

οποία επί τθσ ουςίασ-επεκτείνοντασ και γενικεφοντασ τθν αρχι του 

περιςτερεϊνα- μασ περιγράφει το βακφ μακθματικό αξίωμα του ότι αςχζτωσ 

του πωσ κα διαμερίςουμε τα αντικείμενα μιασ «αρκετά μεγάλθσ»  δομισ ςε 

«μερικζσ» κλάςεισ, μια από αυτζσ τισ κλάςεισ κα περιζχει ζνα «μεγάλο» 

υποςφςτθμα. Όπωσ χαρακτθριςτικά αναφζρουν οι Burkill και Mirsky: «υπάρχουν 

πολλά κεωριματα ςτα μακθματικά τα οποία χονδρικι λζγουν ότι κάκε ςφνολο 

μιασ κάποιασ κλάςθσ περιζχει ζνα μεγάλο υποςφνολο με μεγαλφτερο βακμό 

οργάνωςθσ από το αρχικό ςφνολο». Θεωριματα του παραπάνω τφπου είναι 

παραδείγματοσ χαρϊν το κεϊρθμα Bolzano-Weierstrass: κάκε φραγμζνθ 

ακολουκία περιζχει ςυγκλίνουςα υπακολουκία και το κεϊρθμα που 

αποδεικνφει πωσ κάκε ακολουκία πραγματικϊν αρικμϊν ζχει μονότονθ 

υπακολουκία.  

Ενϊ θ αρχι του περιςτερεϊνα του Dirichlet, που κα διατυπϊςουμε πιο κάτω, 

μασ εγγυάται πωσ μπορεί να ζχουμε «πολλά» αντικείμενα ςε μια κλάςθ, τα 

οποία όμωσ μεταξφ τουσ μπορεί να μθν ζχουν καμιά ςχζςθ, θ κεωρία του 

Ramsey ψάχνει για μια μεγάλθ υποδομι ςτθν ίδια κλάςθ. Για παράδειγμα ςτθν 

δεφτερθ πρόταςθ που κάναμε πιο πάνω δεν μασ αρκεί άπλα να ζχουμε άπειρεσ 

κόκκινεσ πλευρζσ άλλα πιο ςυγκεκριμζνα κζλουμε όλεσ οι πλευρζσ που ενϊνουν 

τισ κορυφζσ ενόσ απείρου ςυνόλου να είναι χρωματιςμζνεσ κόκκινεσ ζτςι ϊςτε 

να ςχθματίηεται μονοχρωματικό υπογράφθκα. Επίςθσ ςτθν πρϊτθ μασ πρόταςθ 

δεν μασ αρκεί να ζχουμε τρία ηευγάρια γνωςτϊν άλλα τρία άτομα γνωςτά 

μεταξφ τουσ, να ςχθματίηεται δθλαδι ζνα «τρίγωνο γνωριμίασ». 
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Για πολλοφσ θ πεμπτουςία τθσ κεωρίασ Ramsey είναι το κεϊρθμα του van der 

Warden το οποίο αςχολείται με μακθματικζσ δομζσ πλουςιότερεσ από τα 

γραφιματα. Σε αυτό το κεϊρθμα, όπωσ κα δοφμε παρακάτω, ορίηουμε τον 

αρικμό W(p,k) ςαν τον ακζραιο ο όποιοσ είναι αρκετά μεγάλοσ ζτςι ϊςτε αν 

διαμερίςουμε τουσ πρϊτουσ W(p,k) φυςικοφσ αρικμοφσ ςε k κλάςεισ τότε 

κάποια από αυτζσ τισ κλάςεισ περιζχει αρικμθτικι πρόοδο με p το πλικοσ 

όρουσ. 

Ο ίδιοσ ο Frank Plumpton Ramsey γεννικθκε το 1903 ςτο Cambridge και εκτόσ 

από τθν κεωρία που κα αναπτφξουμε εν μζρθ εδϊ δοφλεψε ςε πολλζσ περιοχζσ 

όπωσ ςτα οικονομικά μακθματικά, οποφ άνθκε ςτο επιτελείο του J.M.Keynes και 

τα κεωριματα του πάνω ςτθν φορολογία και τθν αποταμίευςθ κεωροφνται 

πολφ ςθμαντικά ςτον κλάδο αυτό, ςτθν μετάφραςθ του Wittgenstein και ςτθν 

λογικι. Πζκανε ςε θλικία μόλισ 28 ετϊν ζχοντασ όμωσ προλάβει να κεμελιϊςει 

τθν κεωρία θ οποία κα ζπαιρνε ςτθν ςυνεχεία το όνομα του. 

Η κεωρία Ramsey ςιμερα είναι ζνασ μεγάλοσ τομζασ τθσ ςυνδυαςτικισ οποφ 

χρθςιμοποιοφνται πολλζσ τεχνικζσ από πολλοφσ κλάδουσ των μακθματικϊν και 

τα αποτελζςματα δεν αφοροφν μόνο τθν κεωρία γραφθμάτων και τθ 

ςυνδυαςτικι άλλα και άλλουσ πολφ ςθμαντικοφσ τομείσ όπωσ θ κεωρία 

ςυνόλων, θ λογικι, θ ανάλυςθ, θ άλγεβρα και θ γεωμετρία. Για να εκκζςουμε ςε 

ζνα βακμό τα παραπάνω κα αναφερκοφμε ςτθν αρχι του περιςτερεϊνα, τα 

κεωριματα και τουσ αρικμοφσ Ramsey κακϊσ και τθν γενικευμζνθ εκδοχι τουσ, 

κα δϊςουμε κάποιεσ εφαρμογζσ τθσ κεωρίασ Ramsey ςτθν γεωμετρία και τθ 

κεωρία γραφθμάτων και τζλοσ κα παρουςιάςουμε τα κεωριματα των Schur, 

van der Waerden και κάποιεσ γενικεφςεισ τουσ.  
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1. 

Η αρχή του περιςτερεώνα 

 

 Αν n+1 αντικείμενα τοποκετθκοφν ςε n διαφορετικζσ κζςεισ τότε 

τουλάχιςτον μια κζςθ κα περιζχει τουλάχιςτον 2 αντικείμενα. 

Η παραπάνω πρόταςθ ςυναντάται πρϊτθ φορά ςτο αρικμοκεωρθτικό ζργο του 

Γερμανοφ μακθματικοφ P. Lejeune-Dirichlet (1805-1859), αν και φαινομενικά απλι 

και προφανισ οδιγθςε ςε πολλά ενδιαφζροντα κεωριματα και εφαρμογζσ και 

κατά κφριο λόγο θ γενίκευςθ τθσ αποτελεί κεμζλιο λίκο τθσ κεωρίασ Ramsey. 

 

Θεώρημα 1.1 (ιςχυρή μορφή τησ αρχήσ του περιςτερεώνα) 

Ζςτω q1,q2,…,qn κετικοί ακζραιοι. Αν q1+q2+…+qn –n+1 διαφορετικά αντικείμενα 

τοποκετθκοφν ςε n κζςεισ τότε είτε θ πρϊτθ κζςθ περιζχει τουλάχιςτον q1 

αντικείμενα, είτε θ δεφτερθ κζςθ περιζχει τουλάχιςτον q2,…, είτε θ n-οςτθ κζςθ 

περιζχει τουλάχιςτον qn αντικείμενα. 

Απόδειξη  

Ζςτω ότι τοποκετοφμε q1+q2+…+qn –n+1 αντικείμενα ςε n κζςεισ. Αν για κάκε 

i=1,2,…,n θ κζςθ i-τάξθσ περιζχει λιγότερα από qi αντικείμενα τότε το πλικοσ των 

αντικειμζνων είναι το πολφ:  

(q1-1)+(q2-2)+…+(qn-1)=q1+q2+…+qn-n < q1+q2+…+qn-n+1 

Άρα αφοφ ζχουμε τουλάχιςτον 1 αντικείμενο ακόμα ςυμπεραίνουμε ότι για κάποιο 

i=1,2,…,n θ κζςθ τάξθσ i κα περιζχει τουλάχιςτον qi το πλικοσ αντικείμενα. ∎ 

 

Αν q1=q2=…=qn=2 καταλιγουμε ςτθν αρχικι μασ πρόταςθ ενϊ για 

q1=q2=…=qn=r καταλιγουμε ςτθν ακόλουκθ πρόταςθ: 

 

Πρόταςη 1.2 

Αν n(r-1)+1 αντικείμενα τοποκετθκοφν ςε n κζςεισ τότε τουλάχιςτον μια κζςθ κα 

περιζχει τουλάχιςτον r αντικείμενα. 
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Από τθν πρόταςθ 1.2 μποροφμε να ςυμπεράνουμε το εξισ ιςοδφναμο πόριςμα: 

 

Πόριςμα 1.1 

Αν ο αρικμθτικόσ μζςοσ n μθ αρνθτικϊν m1,m2,…,mn είναι μεγαλφτεροσ του r-1       

𝑚1 + 𝑚2 + ⋯ + 𝑚𝑛

𝑛
> 𝑟 − 1 

Τότε τουλάχιςτον ζνασ από τουσ ακζραιουσ αυτοφσ είναι μεγαλφτεροσ θ ίςοσ του r. 

Απόδειξη 

Ζςτω n(r-1)+1 αντικείμενα τα οποία κα τοποκετιςουμε ςε n κζςεισ. Για i=1,2,…,n 

ζςτω mi το πλικοσ των αντικειμζνων ςτθν κζςθ i-τάξθσ ο αρικμθτικόσ μζςοσ των 

αρικμϊν mi είναι: 

𝑚1 + 𝑚2 + ⋯ + 𝑚𝑛

𝑛
=

𝑛(𝑟 − 1) + 1

𝑛
= 𝑟 − 1 +

1

𝑛
> 𝑟 − 1 

Αρά από τθν πρόταςθ 2 τουλάχιςτον μια κζςθ κα περιζχει τουλάχιςτον r 

αντικείμενα δθλαδι για κάποιο i=1,2,…,n ιςχφει ότι mi≥r 

 

Θεώρημα 1.2 (Εrdös) 

Αν n+1 αρικμοί εκλεγοφν από το ςφνολο {1,2,...,2n} τότε κάποιοσ από αυτοφσ κα 

διαιρεί ακριβϊσ κάποιον άλλο. 

Απόδειξη 

Οι 2n αρικμοί γράφονται επίςθσ ωσ δυνάμεισ του 2 επί ζνα περιττό μζροσ  

π.χ. 8=23 . 1,      11=20 . 11,    22=21 . 11 

ςτουσ αρικμοφσ {1,2,...,2n} υπάρχουν n διαφορετικά περιττά μζρθ, αν ςτθ ςυνζχεια 

εκλζξουμε n+1 αρικμοφσ από τθν αρχι του περιςτερεϊνα (πρόταςθ 1) κα 

υπάρχουν τουλάχιςτον δυο από αυτοφσ που κα ζχουν κοινό περιττό μζροσ,  

δθλαδι m1=2𝑘1. 𝑞 και m2=2𝑘2. 𝑞  (οποφ q το κοινό περιττό μζροσ)  

τότε όμωσ θ μικρότερθ δφναμθ του 2 διαιρεί τθν μεγαλφτερθ αρά αν k1<k2 ο m1 

διαιρεί τον m2 και αν k1>k2 o m2 διαιρεί τον m1.     ∎ 
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Παρατήρηςη 

Το κεϊρθμα 1.2 είναι το καλφτερο δυνατό, εννοϊντασ ότι αν εξαςκενίςει ζςτω και 

ςτο ελάχιςτο θ υπόκεςθ του, αυτό παφει να ιςχφει, για παράδειγμα αν επιλζξουμε 

n αρικμοφσ αντί για n+1 από το ςφνολο των 2n αρικμϊν τότε υπάρχει περίπτωςθ 

ςτο διαλεγμζνο υποςφνολο μασ να μθν υπάρχει οφτε ζνα ηεφγοσ αρικμϊν που 

διαιροφνται μεταξφ τουσ και αρά να μθν ιςχφει το κεϊρθμα. Π.χ. αν το υποςφνολο 

των n αρικμϊν είναι το: {n+1,n+2,…,2n} προφανϊσ δεν υπάρχει ηεφγοσ αρικμϊν 

τζτοιο ϊςτε να διαιροφνται μεταξφ τουσ. 

 

Θεώρημα 1.3 

Αν m διαφορετικά αντικείμενα τοποκετθκοφν ςε n<m κζςεισ τότε τουλάχιςτον μια 

κζςθ κα περιζχει τουλάχιςτον  
𝑚−1

𝑛
 + 1 αντικείμενα. 

 

Παρατήρηςη για την απόδειξη του θεωρήματοσ 

Το ςφμβολο  𝜒  παριςτά το ακζραιο μζροσ του πραγματικοφ χ δθλαδι τον 

μεγαλφτερο ακζραιο που δεν ξεπερνά τον χ  

Π.χ.  1,618 = 1,    5 = 5,    −3,141 = −4 

 

Απόδειξη 

Το μεγαλφτερο από τα πολλαπλάςια του n που είναι μικρότερο του m είναι το  

 
𝑚 − 1

𝑛
 . 𝑛 

Αν υπιρχαν ακριβϊσ 𝑛.  
𝑚−1

𝑛
 ≤m-1<m αντικείμενα, τότε αυτά ςτθ χειρότερθ 

περίπτωςθ οποφ ςυγκατανεφονται ςε κάκε κζςθ κα μποροφςαν να τοποκετθκοφν 

ανά  
𝑚−1

𝑛
  ςε κάκε μία από τισ n κζςεισ. Αλλά αφοφ ζχουμε m αντικείμενα 

τουλάχιςτον μια από τισ κζςεισ κα περιζχει τουλάχιςτον  
𝑚−1

𝑛
 + 1 αντικειμενα. ∎ 
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Θεώρημα 1.4 (Erdös-Szekeres) 

Ζςτω μια ακολουκία 𝑛2 + 1 διαφορετικϊν ακζραιων: a1,a2,…,an2+1 , τότε υπάρχει 

μια υπακολουκία με n+1  όρουσ που είναι μονότονθ. 

Απόδειξη 

Σε κάκε όρο ai τθσ ακολουκίασ αντιςτοιχεί ο ακζραιοσ ti ο οποίοσ δίνει το πλικοσ 

των όρων τθσ μεγαλφτερθσ αφξουςασ υπακολουκίασ που αρχίηει από τον ai , 

προφανϊσ υπάρχουν 𝑛2 + 1 το πλικοσ τζτοιοι δείκτεσ ti  (ζνασ για κάκε όρο τθσ 

ακολουκίασ). 

 Αν κάποιο από τα ti είναι ti≥n+1 το κεϊρθμα αποδείχτθκε διότι υπάρχει 

αφξουςα υπακολουκία. 

 Αν ti≤n για κάκε 1≤i≤𝑛2+1. Οι n2+1 δείκτεσ ti κα τοποκετθκοφν ςε n 

κζςεισ αρά από τθν αρχι του περιςτερεϊνα (πρόταςθ 1) τουλάχιςτον μια 

από τισ κζςεισ κα περιζχει  
𝑛2+1−1

𝑛
 + 1 = 𝑛 + 1 δείκτεσ ti. Άρα τουλάχιςτον 

n+1 από τουσ δείκτεσ ti κα είναι ίςοι μεταξφ τουσ. Οι όροι τθσ ακολουκίασ ai  

που αντιςτοιχοφν ςτουσ n+1 αυτοφσ δείκτεσ ςχθματίηουν μια φκίνουςα 

υπακολουκία ακριβϊσ n+1 όρων διότι για r<s αν tr=ts ςυμπεραίνουμε πωσ 

ar>as γιατί αν ar<as κα είχαμε πωσ tr=ts+1.    ∎ 

 

 

Παρατήρηςη 

Το κεϊρθμα 1.4, όπωσ και το κεϊρθμα 1.2 πριν, είναι το καλφτερο δυνατό με τθν 

ζννοια ότι αν θ ακολουκία μασ είχε 𝑛2ορουσ αντι για 𝑛2 + 1 κα μποροφςαμε να 

βροφμε υπακολουκία με n+1 όρουσ που δεν κα ζχει τθν ηθτοφμενθ υπακολουκία. 

Π.χ. για n=5 ακολουκία 25 όρων: 

5,4,3,2,1,10,9,8,7,6,15,14,13,12,11,20,19,18,17,16,25,24,23,22,21 δεν ζχει μονότονθ 

υπακολουκία 6 όρων όπωσ εφκολα μπορεί να διαπιςτωκεί 
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Παράδειγμα 1 

Ζςτω ζνα τθλεφωνικό κζντρο με 4 τθλεφωνθτζσ οποφ οι γραμμζσ ανοίγουν 

ταυτόχρονα και ςτουσ 4  ανά 10 λεπτά για διάρκεια 50 λεπτϊν (δθλαδι ςυνολικά οι 

γραμμζσ ανοίγουν 5 φορζσ), το τθλεφϊνθμα διαρκεί 10 λεπτά και ζςτω ότι ο 

κακζνασ μπορεί παράλλθλα να εξυπθρετεί απεριόριςτα τθλεφωνιματα. 

1. Ποιοσ είναι ο ελάχιςτοσ αρικμόσ τθλεφωνθμάτων που πρζπει να γίνει 

ζτςι ϊςτε είτε ο πρϊτοσ τθλεφωνθτισ να απαντιςει 10 τθλεφωνιματα, 

είτε ο δεφτεροσ 17, είτε ο τρίτοσ 26, είτε ο τζταρτοσ 37; 

2. Αν πραγματοποιθκεί ο παραπάνω ελάχιςτοσ αρικμόσ τθλεφωνθμάτων 

ϊςτε να ιςχφει θ ςυνκικθ μασ πόςα τουλάχιςτον τθλεφωνιματα κα 

δεχτεί ο τρίτοσ τθλεφωνθτισ; 

3.  Για κάκε ακολουκία ai τθλεφωνθμάτων που κα δεχτεί ο τζταρτοσ(με 

δεδομζνθ τθ ςυνκικθ 1), οποφ ai ο αρικμόσ τθλεφωνθμάτων ανά 

δεκάλεπτο ςίγουρα κα υπάρχει ζνα μιςάωρο οποφ είτε ο αρικμόσ 

τθλεφωνθμάτων κα φκίνει είτε κα αυξάνει (ανά δεκάλεπτο).  

 Απόδειξη 

1. Από τθν ιςχυρι μορφι τθσ αρχισ του περιςτερεϊνα (κεϊρθμα 1.1) με 

q1=10,q2=17,q3=26,q4=37, n=4 ζχουμε ότι: 

10+17+26+37-4+1=89 

Άρα πρζπει να γίνουν τουλάχιςτον 89 τθλεφωνιματα ςτο τθλεφωνικό 

κζντρο. 

2. Από το κεϊρθμα 1.3 για n=5 και m=26 ςε τουλάχιςτον ζνα δεκάλεπτο κα 

απαντιςει τουλάχιςτον  
𝑚−1

𝑛
 + 1 τθλεφωνθματα δθλαδθ  

26−1

5
 + 1 = 6 

3. Το ερϊτθμα 3 ςυνεπάγεται με τθν απόδειξθ του κεωριματοσ 1.4 για n=2 

διότι 𝑛2 + 1 = 5 δεκάλεπτα (αρά 5 όρουσ ζχει θ ακολουκία) και n+1=3 

δεκάλεπτα = μιςάωρο (άρα 3 όρουσ ζχει θ υπακολουκία) 

Ζςτω ai θ ακολουκία μασ με  1 ≤ i≤ 5,  

κεωροφμε τθν ακολουκία ti με   1 ≤ i≤ 5 όπου ο κάκε όροσ  ti τθσ 

ακολουκίασ εκφράηει το μικοσ τθσ μεγαλφτερθσ αφξουςασ υπακολουκίασ 

που αρχίηει με τον όρο ai  

Αν ζςτω και ζνασ όροσ τθσ ti είναι μεγαλφτεροσ θ ίςοσ του 3 τότε το 

ερϊτθμα λφκθκε άρα υποκζτουμε πωσ ti μικρότερο του 3 και επομζνωσ οι 

5 αρικμοί ti κα τοποκετθκοφν ςε 2 κζςεισ τθν μικοσ= 1 και τθν μικοσ= 2 
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αρά από τθν αρχι του περιςτερεϊνα τουλάχιςτον   
5−1

3
 + 1 = 3 από τα ti 

κα είναι ίςα μεταξφ τουσ. 

Χωρίσ απϊλεια τθσ γενικότθτασ ζςτω ότι τρία ti παίρνουν τθν τιμι 1 και τα 

άλλα δυο τθν τιμι 2 δθλαδι ζχουμε: 

a1    a2          a3       a4       a5 

1    2         1        1        2 

Τα τρία ai που ζχουν τθν τιμι 1 ςχθματίηουν γνθςίωσ φκίνουςα 

υπακολουκία διότι αφοφ ti=1 ςθμαίνει ότι το ai είναι το μεγαλφτερο 

ςτοιχείο τθσ υπακολουκίασ που αρχίηει από το ai άρα  a1> a3> a4. 

Παρόμοια μποροφμε να το αποδείξουμε και ςτθν περίπτωςθ οποφ τα 3    

ti παίρνουν τθν τιμι 2.        

 

Παράδειγμα 2 

Ζςτω μια ακολουκία αρικμϊν:  a1, a2,...,an  υποςτθρίηουμε πωσ υπάρχουν φυςικοί 

αρικμοί k,l με 0≤k<l≤n τζτοιοι ϊςτε ο αρικμόσ: ak+1+ ak+2+...+al  να είναι 

πολλαπλάςιο του n. 

Απόδειξη 

Περνοφμε:  a1 

  a1 + a2 

  a1 + a2 + a3 

  ... 

  a1 + a2 + a3 + … + an 

αν κάποιοσ από τουσ παραπάνω n το πλικοσ αρικμοφσ είναι πολλαπλάςιο του n 

τότε το ηθτοφμενο ζχει αποδεδειχκεί. 

Ζςτω λοιπόν πωσ κανζνασ από τουσ παραπάνω αρικμοφσ δεν είναι πολλαπλάςιο 

του n, ςυμπεραίνουμε πωσ υπάρχουν n-1 υπόλοιπα από τισ διαιρζςεισ των αρικμϊν 

αυτϊν με τον n. 

Αφοφ όμωσ υπάρχουν n το πλικοσ αρικμοί και n-1 το πλικοσ υπόλοιπα από τθν 

αρχι του περιςτερεϊνα προκφπτει πωσ κα υπάρχουν δυο αρικμοί με το ίδιο 

υπόλοιπο u1, 
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 δθλαδι:   a1 + ... + ak = rn + u1 

     a1 + … + ak + … + al = r’n + u1 

οποφ r, r’ φυςικοί αρικμοί τζτοιοι ϊςτε r’>r 

αν τϊρα αφαιρζςουμε τον πρϊτο αρικμό από τον δεφτερο ζχουμε: 

   ak+1 + … + al = (r’-r)n  

και το ηθτοφμενο ζχει αποδεδειχκεί. 
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2. 

Θεώρημα και αριθμοί Ramsey 

 

Εν γζνει όπωσ ζχουμε δει θ κεωρία Ramsey μελετά τισ ςυνκικεσ κάτω από τισ 

όποιεσ εμφανίηεται «τάξθ», π.χ.  πόςα ςτοιχεία ενόσ ςυνόλου πρζπει να ζχουμε 

ϊςτε αυτό να εμφανίηει τθν επικυμθτι δομι. 

Περιγραφικά το κεϊρθμα Ramsey αποδεικνφει πωσ ςε οποιονδιποτε χρωματιςμό 

πλευρϊν ενόσ «ικανοποιθτικά μεγάλου» πλιρουσ γραφιματοσ (πλιρεσ κεωρείται 

ζνα γράφθμα του όποιου κάκε κορυφι γειτονεφει με όλεσ τισ άλλεσ κορυφζσ και 

ςυμβολίηεται με Κρ, οποφ ρ το πλικοσ των κορυφϊν)  μποροφμε να βροφμε 

μονοχρωματικά, πλιρθ υπογραφιματα. Θα επανζλκουμε ςτθ ςυνζχεια ςε πιο 

αυςτθρι διατφπωςθ και πλιρθ απόδειξθ του κεωριματοσ. 

Αρχικά μποροφμε να κεωριςουμε πωσ το κεϊρθμα Ramsey είναι μια γενίκευςθ τθσ 

αρχισ του περιςτερεϊνα όπωσ αυτι διατυπϊκθκε ςτθν προθγοφμενθ παράγραφο 

και θ απλοφςτερθ (και γνωςτότερθ) μορφι του είναι θ ακόλουκθ: 

Θεώρημα 2.1 

Σε κάκε ςφνολο 6 ανκρϊπων υπάρχουν είτε τρεισ γνωςτοί μεταξφ τουσ, είτε τρεισ 

άγνωςτοι μεταξφ τουσ. 

Απόδειξη  

Αρχικά υποκζτουμε πωσ θ ςχζςθ γνωριμίασ είναι ςυμμετρικι άλλα όχι μεταβατικι, 

δθλαδι αν ο Α γνωρίηει τον Β τότε και ο Β γνωρίηει τον Α, όμωσ αν ο Α γνωρίηει τον Β 

και ο Β τον Γ δεν μποροφμε να ςυμπεράνουμε πωσ ο Α γνωρίηει τον Γ. 

Στθ ςυνζχεια δθμιουργοφμε 2 κλάςεισ ωσ εξισ: κεωροφμε ζνα άτομο (ζςτω τον Α) 

από το ςφνολο των 6 και διαμερίηουμε τα υπόλοιπα 5 άτομα ςτισ κλάςεισ F και S, 

οποφ F οι γνωςτοί του Α και οποφ S οι άγνωςτοι. 

Αφοφ 5 άτομα κα τοποκετθκοφν ςε 2 κλάςεισ με απλι εφαρμογι τθσ αρχισ του 

περιςτερεϊνα προκφπτει πωσ μια κλάςθ κα περιζχει τουλάχιςτον 3 άτομα. Αν αυτι 

θ κλάςθ είναι θ F τότε είτε οι τρεισ γνωςτοί του Α είναι άγνωςτοι μεταξφ τουσ οπότε 

ζχουμε το ηθτοφμενο, είτε υπάρχουν τουλάχιςτον δυο άτομα αυτισ τθσ κλάςθσ 

(ζςτω οι B,C) οι οποίοι γνωρίηονται και μαηί με τον Α προφανϊσ αποτελοφν ζνα 

τριςφνολο γνωςτϊν μεταξφ τουσ ατόμων οπότε το κεϊρθμα αποδείχτθκε.  ∎ 

Σε αυτι τθν παράγραφο κεωροφμε τισ διαμερίςεισ των πλευρϊν ενόσ γραφιματοσ  

τισ όποιεσ καλοφμε χρωματιςμοφσ των πλευρϊν αυτϊν. 



14 
 

Αριθμόσ Ramsey R(m,n) 

Ο αρικμόσ Ramsey R(m,n), οποφ m,n φυςικοί αρικμοί και m,n≥2 ορίηεται να είναι 

ο ελάχιςτοσ αρικμόσ ρ τζτοιοσ ϊςτε ςε κάκε διχρωματιςμό των πλευρϊν του Κρ με 

δυο χρϊματα (ζςτω κόκκινο και μπλε) είτε κα υπάρχει ζνα κόκκινο Κm είτε ζνα μπλε 

Kn.  

Τϊρα που ορίςαμε τον αρικμό Ramsey είμαςτε ςε κζςθ να επαναδιατυπϊςουμε και 

να αποδείξουμε το κεϊρθμα 2.1 ωσ εξισ: 

Θεώρημα 2.2 

R(3,3)=6 

Απόδειξη 

 Χρωματίηουμε κόκκινεσ και μπλε τισ πλευρζσ ενόσ πλιρουσ γραφιματοσ τάξθσ 6 και 

διαλζγουμε μια τυχαία κορυφι, ζςτω v. Αφοφ το γράφθμα είναι πλιρεσ ςτθν 

κορυφι v καταλιγουν 5 πλευρζσ και αρά από τθν αρχι του περιςτερεϊνα 

τουλάχιςτον 3 από αυτζσ ζχουν το ίδιο χρϊμα. Χωρίσ απϊλεια τθσ γενικότθτασ 

υποκζτουμε πωσ 3 από αυτζσ τισ πλευρζσ είναι μπλε και ζςτω ότι αυτζσ οι πλευρζσ 

ςυνδζουν τθν κορυφι v με τισ κορυφζσ r,s,t. Αν κάποια από τισ πλευρζσ (r, s), (r, t), 

(s, t) είναι επίςθσ μπλε τότε ζχουμε ζνα μπλε τρίγωνο Κ3, αν όχι οι παραπάνω 

πλευρζσ είναι όλεσ κόκκινεσ και αρά ςχθματίηουν ζνα κόκκινο τρίγωνο Κ3. Αφοφ το 

παραπάνω επιχείρθμα ιςχφει για κάκε χρωματιςμό ςυμπεραίνουμε πωσ κάκε Κ6 

περιζχει μονοχρωματικό Κ3 και αρά R(3,3)≤6.  

 Για να αποδείξουμε πωσ R(3,3)=6 παίρνουμε τον ακόλουκο χρωματιςμό 

του Κ5 ϊςτε να μθν υπάρχει μονοχρωματικό Κ3: 

( Μάλιςτα αποδεικνφεται ότι ο χρωματιςμόσ αυτόσ (και ο ςυμμετρικόσ του) είναι ο 

μονόσ κακόσ 2-χρωματιςμοσ των πλευρϊν του Κ5 από τουσ 210=1024 δυνατοφσ 2-

χρωματιςμουσ)   

 

              Άρα R(3,3)>5 και επομζνωσ R(3,3)=6.     ∎ 
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Θεώρημα 2.3 

R(2,n)=n 

Απόδειξη 

 Για n≥2 διαπιςτϊνουμε πωσ R(2,n)>n-1 κακϊσ υπάρχει διχρωματιςμό του 

Κn-1 όπου δεν υπάρχει οφτε κόκκινο Κ2 οφτε μπλε Κn (ο διχρωματιςμό αυτόσ 

είναι αν χρωματίςω όλεσ τισ πλευρζσ του Κn-1 μπλε). 

 Όμωσ προφανϊσ R(2,n)≤n αφοφ αν διχρωματιςμό το Κn όπωσ παραπάνω 

(δθλαδι όλο μπλε) υπάρχει τετριμμζνα το μπλε Κn. 

Αρά R(2,n)=n και επίςθσ όπωσ προκφπτει από τον οριςμό του αρικμοφ Ramsey 

R(m,n)=R(n,m).            ∎ 

 

Θεώρημα 2.4 (Erdös-Szekeres, Greenwood-Gleason) 

Αν m,n≥3 τότε ιςχφουν οι ςχζςεισ: 

1. R(m,n)≤R(m-1,n)+R(m,n-1) 

2. R(m,n)≤.
𝑚 + 𝑛 − 2

𝑚 − 1
/ 

Απόδειξη 

1. Ζςτω R(m-1,n),R(m,n-1) πεπεραςμζνοι,                                      

κζτουμε ρ= R(m-1,n)+R(m,n-1) και κεωροφμε ζνα διχρωματιςμό του 

Κρ(ζςτω με μπλε και κόκκινο), παίρνουμε μια κορυφι του Κρ ζςτω τθν x και 

διαπιςτϊνουμε ότι αφοφ το γράφθμα είναι πλιρεσ ςε αυτιν καταλιγουν ρ-1 

πλευρζσ δθλαδι d(x)=ρ-1= R(m-1,n)+R(m,n-1)-1, άρα από τθν αρχι του 

περιςτερεϊνα είτε κα υπάρχουν τουλάχιςτον n1= R(m-1,n) κόκκινεσ 

πλευρζσ που διζρχονται από τθν κορυφι x είτε τουλάχιςτον n2= R(m,n-1) 

μπλε πλευρζσ που διζρχονται από τθν κορυφι x. Χωρίσ περιοριςμό τθσ 

γενικότθτασ υποκζτουμε ότι υπάρχουν n1 κόκκινεσ πλευρζσ που διζρχονται 

από τθν κορυφι x και άρα το γράφθμα που ορίηεται από τθν x και τισ n1 

γειτονικζσ κορυφζσ αποτελεί ζνα πλιρεσ γράφθμα Κn1 και επομζνωσ είτε 

αυτό κα περιζχει ζνα μπλε Κn (αφοφ n1= R(m-1,n)) το οποίο κατ’επεκταςθ 

κα περιζχεται και ςτο Κρ οπότε το ηθτοφμενο ζχει δθχκεί, είτε το Κn1 κα 

περιζχει ζνα κόκκινο Κm-1 το οποίο όμωσ μαηί με τθν κορυφι x και τισ m-1 

πλευρζσ που τθν ςυνδζουν με τισ γειτονικζσ n1 κορυφζσ δθμιουργεί ζνα 

κόκκινο Κm. Αρά κάκε διχρωματιςμό του Κρ περιζχει είτε ζνα κόκκινο Κm είτε 

ζνα μπλε Κn και το ηθτοφμενο ζχει αποδεδειχκεί.  
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2. Για m=2 n=2 θ ςχζςθ ιςχφει ςαν ιςότθτα, άρα ζςτω m>2, n>2 και ότι θ 

ςχζςθ ιςχφει επαγωγικά για κάκε ηεφγοσ (m’,n’) με m’≥2, n’≥2 και 

m’+n’<m+n επομζνωσ από τθν ςχζςθ 1 ζχουμε:                 

R(m,n)≤R(m-1,n)+R(m,n-1)≤.
𝑚 − 1 + 𝑛 − 2

𝑚 − 1 − 1
/ + .

𝑚 + 𝑛 − 1 − 2
𝑚 − 1

/ =

.
𝑚 + 𝑛 − 3

𝑚 − 2
/ + .

𝑚 + 𝑛 − 3
𝑚 − 1

/ = .
𝑚 + 𝑛 − 2

𝑚 − 1
/.         ∎ 

 

Πόριςμα 2.1 

Αν οι δυο αρικμοί R(m-1,n), R(m,n-1) είναι και οι δυο άρτιοι τότε ςτθ ςχζςθ 1 του 

κεωριματοσ 2.4 ιςχφει μόνο θ ανιςότθτα: 

  R(m,n)<R(m-1,n)+R(m,n-1) 

Απόδειξη  

Θζτουμε ρ= R(m-1,n)+ R(m,n-1)-1 και εργαηόμαςτε όπωσ ςτθν απόδειξθ του 

προθγοφμενου κεωριματοσ. 

Θα δείξουμε πωσ ςε κάκε διχρωματιςμό του Κρ υπάρχει είτε ζνα κόκκινο Κm είτε 

ζνα μπλε Κn. 

Αρχικά βρίςκουμε τθν τάξθ του Κρ θ οποία είναι: αρτια+αρτια-1=(2t+2)+(2r+2)-

1= 2t+2r+3=2t+2r+2+1=2(t+r+1)+1=2h+1=περιττθ. 

Θεωροφμε το υπογράφθμα G το οποίο ζχει όλεσ τισ πλευρζσ του κόκκινεσ ςτο Κρ 

τότε κα υπάρχει τουλάχιςτον μια κορυφι 𝑣 ∈ 𝐺 που να ζχει ςτο G βακμό άρτιο 

διότι αν όλεσ οι κορυφζσ του G είχαν περιττό βακμό το πλικοσ τουσ κα ιταν 

υποχρεωτικά άρτιο και όχι περιττό. 

Συμβολίηουμε με dr(v) το πλικοσ των κόκκινων πλευρϊν που καταλιγουν ςτθν 

κορυφι v και με db(v) το πλικοσ των μπλε πλευρϊν που καταλιγουν ςε αυτιν, 

ζχουμε τισ εξισ δυο περιπτϊςεισ: 

1. dr(v)≥R(m-1,n) οπότε όπωσ και ςτθν απόδειξθ του προθγοφμενου 

κεωριματοσ προκφπτει πωσ υπάρχει είτε ζνα μπλε πλιρεσ υπογράφθμα Κn 

είτε ζνα κόκκινο πλιρεσ υπογράφθκα Κm και το ηθτοφμενο ζχει δθχκεί. 

2.  dr(v)<R(m-1,n) και επειδι οι δυο αυτοί αρικμοί είναι άρτιοι (άρα θ 

απόλυτθ τιμι τθσ διαφοράσ τουσ είναι τουλάχιςτον 2) ζχουμε ότι: 

dr(v)≤R(m-1,n)-2 όμωσ d(v)= dr(v)+ db(v)= R(m-1,n)+ R(m,n-1)-2      

και αφοφ dr(v)≤R(m-1,n)-2 ςυνάγουμε από τθν προθγοφμενθ ιςότθτα πωσ 

db(v)≥ R(m,n-1) και άρα κατά τα γνωςτά το Κρ κα περιζχει είτε ζνα κόκκινο 

Κm είτε ζνα μπλε Κn και το κεϊρθμα αποδείχτθκε.                    ∎ 
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Παρατήρηςη 

από το κεϊρθμα 2.4 προκφπτει για m=3:  

 R(3,n) ≤ R(2,n) + R(3,n-1) ≤ n + .
3 + 𝑛 − 1 − 2

2
/ = n + .

𝑛
2
/ = 

𝑛2+𝑛

2
 

Πόριςμα 2.2 

Μπορεί να βρεκεί καλλίτερο φράγμα για τον R(3,n), το: R(3,n)≤ 
𝑛2+3

2
 

Απόδειξη 

Η απόδειξθ γίνεται με επαγωγι, θ παραπάνω πρόταςθ ιςχφει για n=3 (αφοφ όπωσ 

ζχουμε απόδειξθ πιο πάνω R(3,3)=6) 

Υποκζτουμε επαγωγικά πωσ ιςχφει για n≥4:  R(3,n-1)≤ 
(𝑛−1)2+3

2
 

Θεωροφμε το R(3,n) από το κεϊρθμα 2.4 προκφπτει πωσ:                             

R(3,n) ≤ R(2,n) + R(3,n-1) = n + R(3,n-1) ≤ n + 
(𝑛−1)2+3

2
 = 

𝑛2+4

2
 

Αρκεί επομζνωσ να δείξουμε πωσ ςτθν παραπάνω ςχζςθ ιςχφει μόνο θ ανιςότθτα, 

περνοφμε περιπτϊςεισ: 

 Ζςτω n περιττόσ τότε 𝑛2 + 4 περιττοσ και R(3,n)< 
𝑛2+4

2
  αφοφ ο 

R(3,n) ακζραιοσ και ο 
𝑛2+4

2
   προφανώσ κλαςματικόσ. 

 Έςτω n άρτιοσ τότε: 

1. Αν R(3,n-1)< 
(𝑛−1)2+3

2
 προκύπτει: R(3,n) ≤ R(2,n) 

+ R(3,n-1) = n + R(3,n-1) <n + 
(𝑛−1)2+3

2
 = 

𝑛2+4

2
 

δθλαδι όντωσ ιςχφει μόνο θ ανιςότθτα 

2. Αν R(3,n-1)= 
(𝑛−1)2+3

2
 τότε ο R(3,n-1) είναι άρτιοσ 

ωσ άκροιςμα αρτίων κακϊσ: R(3,n-1)= 
(𝑛−1)2+3

2
=

𝑛2

2
− 𝑛 + 2  και υποκζςαμε πωσ n άρτιοσ άρα από το 

πόριςμα 2.1: R(3,n) < n + 
(𝑛−1)2+3

2
 = 

𝑛2+4

2
            ∎ 
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Όςο αναφορά τουσ αρικμοφσ Ramsey R(m,n) ελάχιςτοι είναι γνωςτοί αφοφ ναι μεν 

μποροφμε να υπολογίςουμε τα πάνω όρια τουσ από τα παραπάνω κεωριματα άλλα 

ακόμα είναι πολφ μεγάλθ θ απόςταςθ αυτϊν των πάνω ορίων από τα αντίςτοιχα 

κάτω όρια (τα οποία υπολογίηονται με κατάλλθλα επιχειριματα ανά περίπτωςθ). 

 

Συνικωσ τα προαναφερκζντα κάτω όρια υπολογίηονται με τθν εξισ μεκοδολογία: 

Ζςτω το άνω φράγμα L ενόσ αρικμοφ R(m,n) περνοφμε το πλιρεσ γράφθμα ΚL-1 και 

μζςω ενόσ διχρωματιςμοφ του αποδεικνφουμε πωσ δεν υπάρχουν ςε αυτό τα 

αντίςτοιχα μονοχρωματικά υπογραφιματα Κm,Κn. Προφανϊσ όμωσ ο υπολογιςμόσ 

όλων των διχρωματιςμϊν ενόσ πλιρουσ γραφιματοσ γίνεται εξαιρετικά δφςκολοσ 

κακϊσ θ τάξθ του γραφιματοσ ανεβαίνει.  

Χαρακτθριςτικά ο Paul Erdős αναφζρει: 

«Φανταςτείτε πωσ μια εξωγιινθ και κατά πολφ ανϊτερθ δφναμθ προςγειϊνετε ςτον 

πλανιτθ μασ απαιτϊντασ τθν τιμι του R(5,5) ειδάλλωσ κα μασ καταςτρζψει. Σε αυτι τθν 

περίπτωςθ κα πρζπει να επιςτρατεφςουμε όλουσ τουσ γιινουσ μακθματικοφσ και 

υπολογιςτζσ ςε μια (απζλπιδα) προςπάκεια να βροφμε αυτιν τθν τιμι. Αν όμωσ αντί για τον 

R(5,5) απαιτιςουν τον R(6,6) πιςτεφω πωσ άπλα κα πρζπει να προςπακιςουμε να 

καταςτρζψουμε τουσ εξωγιινουσ.» 

Παρόλα αυτά υπάρχει πίνακασ που αναφζρει όλεσ τισ μζχρι τϊρα γνϊςτεσ τιμζσ 

(όπωσ το R(3,3)=6 το οποίο υπολογίςαμε πιο πριν) και τισ μζχρι τϊρα καλφτερεσ 

προςεγγίςεισ των υπολοίπων αρικμϊν Ramsey όπωσ αυτζσ προκφπτουν από τον 

υπολογιςμό των πάνω και κάτω ορίων τουσ(ο ςυγκεκριμζνοσ πίνακασ ςυντάχτθκε 

από τον Stanisław Radziszowski). Παρακζτουμε αυτόν τον πίνακα για τιμζσ των m,n 

μζχρι 10. 

 

m,n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

3 1 3 6 9 14 18 23 28 36 40-43 

4 1 4 9 18 25 35-41 49-61 56-84 73-115 92-149 

5 1 5 14 25 43-49 58-87 80-143 
101-
216 125-316 143-442 

6 1 6 18 35-41 58-87 
102-
165 

113-
298 

127-
495 169-780 

179-
1171 

7 1 7 23 49-61 
80-
143 

113-
298 

205-
540 

216-
1031 

233-
1713 

289-
2826 

8 1 8 28 56-84 
101-
216 

127-
495 

216-
1031 

282-
1870 

317-
3583 

317-
6090 

9 1 9 36 
73-
115 

125-
316 

169-
780 

233-
1713 

317-
3583 

565-
6588 

580-
12677 

10 1 10 
 40-

43 
92-
149 

143-
442 

179-
1171 

289-
2826 

317-
6090 

580-
12677 

798-
23556 

http://en.wikipedia.org/wiki/Paul_Erd%C5%91s
http://en.wikipedia.org/wiki/Stanis%C5%82aw_Radziszowski
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Παράδειγμα 3 

R(3,4)=9 

Απόδειξη 

Προφανϊσ ο R(2,4)=4 είναι άρτιοσ και ο R(3,3)=6 είναι επίςθσ άρτιοσ άρα 

μποροφμε να εφαρμόςουμε το πόριςμα 2.1 και να βροφμε ζνα άνω φράγμα του 

R(3,4), ςυνεπϊσ: R(3,4) < R(2,4) + R(3,3) = 10 

Μποροφμε να βροφμε όμωσ παράδειγμα διχρωματιςμοφ ενόσ Κ8 τζτοιον ϊςτε να 

μθν υπάρχει κόκκινο Κ3 θ μπλε Κ4 

 

Άρα R(3,4) > 8 και αφοφ όπωσ μόλισ αποδείξαμε R(3,4)<10 ζχουμε πωσ           

R(3,4) = 9 

 

Παράδειγμα 4 

R(3,5)=14 

Απόδειξη  

Όπωσ παραπάνω και εφαρμόηοντασ το κεϊρθμα 2.4 βρίςκουμε το άνω φράγμα του 

R(3,5) το οποίο είναι: R(3,5) ≤ R(2,5) + R(3,4) = 5 + 9 = 14 

Κατά τα γνωςτά πρζπει να βροφμε ζναν διχρωματιςμό του Κ13 τζτοιον ϊςτε να μθν 

υπάρχει κόκκινο Κ3 θ μπλε Κ5 και επομζνωσ R(3,5)>13 ζτςι ϊςτε να ςυνάγουμε 

πωσ R(3,5)=14 

Ο διχρωματιςμόσ αυτόσ φαίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα 
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Άρα R(3,4)>13 και από τισ παραπάνω ςχζςεισ ζχουμε πωσ R(3,4)=14. 
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Παράδειγμα 5 

R(4,4)=18 

Απόδειξη 

Όπωσ και ςτα παραπάνω παραδείγματα εφαρμόηουμε το κεϊρθμα 2.4 ϊςτε να  

βροφμε το άνω φράγμα του R(4,4) το οποίο είναι: R(4,4) ≤ R(3,4) + R(4,3) = 9 + 

9 = 18 

Κατά τα γνωςτά πάλι πρζπει να βροφμε ζναν διχρωματιςμό του Κ17 τζτοιον ϊςτε να 

μθν υπάρχει κόκκινο Κ4 θ μπλε Κ4 και επομζνωσ R(4,4)>17 ζτςι ϊςτε να 

ςυνάγουμε τελικά πωσ R(4,4)=18. Ο ηθτοφμενοσ 2-χρωματιςμοσ προκφπτει εάν ςε 

ένα Κ17 (με κορυφζσ αρικμθμζνεσ από το 0 ζωσ το 16) θ πλευρά (i,j) χρωματίηεται 

μπλε αν i-j είναι τετραγωνικό υπόλοιπο ςτο ℤ17  δθλαδι αν  

i-j=1,2,4,8,9,13,15,16(mod 17) 

το γράφθμα που προκφπτει φαίνεται ςτο ακόλουκο ςχιμα. 

 

Όπωσ εφκολα μποροφμε να παρατθριςουμε ςτον παραπάνω 2-χρωματιςμο δεν 

περιζχεται μονοχρωματικό Κ4 και θ απόδειξθ ζχει τελείωςε. 
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Όςο αναφορά χρωματιςμοφσ με περιςςότερα από δυο χρϊματα είναι γνωςτό ότι 

30≤R(3,3,4)≤31 και ο μονόσ γνωςτόσ αρικμόσ Ramsey είναι ο R(3,3,3)=17 το 

οποίο κα αποδείξουμε ςαν εφαρμογι του παρακάτω γενικότερου κεωριματοσ: 

Θεώρημα 2.5 

Rk(3)=Rk(3,…,3)≤ 𝑒𝑘! + 1 και για k=2,3 ιςχφει θ ιςότθτα 

Απόδειξη  

Η απόδειξθ κα γίνει με επαγωγι. 

Για k=2 ζχουμε R(3,3) ≤6 που ιςχφει όπωσ ζχουμε δει ςτο κεϊρθμα 2.4 (και 

μάλιςτα ιςχφει θ ιςότθτα όπωσ αποδείξαμε) 

Ζςτω ότι θ υπόκεςθ μασ ιςχφει για k, κα τθν αποδείξουμε για k+1 

Θεωροφμε ζναν χρωματιςμό του Κ e(k+1)! +1 με k+1 χρϊματα και ζςτω χ μια τυχαία 

κορυφι του γραφιματοσ μασ, αφοφ το Κ e(k+1)! +1 είναι πλιρεσ κα υπάρχουν 

 e(k+1)!  πλευρζσ που κα προςπίπτουν ςτθν χ οι οποίεσ κα χρωματίηονται με k+1 

χρϊματα, άρα από τθν αρχι του περιςτερεϊνα κα υπάρχει τουλάχιςτον ζνα χρϊμα 

από τα k+1 (ζςτω κόκκινο) που κα χρωματίηει τουλάχιςτον  
1+(𝑘+1) 𝑒𝑘 ! −1

𝑘+1
 +

1=1+ ek!  από αυτζσ τισ πλευρζσ. 

Ζςτω τϊρα S το ςφνολο τθσ κόκκινθσ γειτονιάσ τθσ κορυφισ χ, δθλαδι των κορυφϊν 

που είναι γείτονεσ τθσ χ μζςω κόκκινθσ πλευράσ. 

 Αν ςτο ςφνολο αυτό υπάρχουν δυο κορυφζσ που γειτονεφουν με κόκκινθ 

πλευρά τότε ςτο S∪ *𝜒+  προφανϊσ υπάρχει ζνα κόκκινο K3 και άρα το 

κεϊρθμα απεδείχκθ. 

 Αν ςτο ςφνολο αυτό δεν περιζχεται κόκκινθ πλευρά τότε ζχουμε ζνα ςφνολο 

κορυφϊν το οποίο παράγει ζνα πλιρεσ υπογράφθμα με 1+ ek!  κορυφζσ 

χρωματιςμζνο με k χρϊματα, επομζνωσ από τθν επαγωγικι υπόκεςθ 

ζχουμε πωσ υπάρχει τουλάχιςτον ζνα χρϊμα από τα k που δθμιουργεί 

μονοχρωματικό K3 και θ απόδειξθ ζχει τελείωςε.       ∎ 

 

Όπωσ προκφπτει από το κεϊρθμα λοιπόν R(3,3,3)≤17, για να αποδείξουμε τθν 

ιςότθτα αρκεί να βροφμε κατά τα γνωςτά ζναν τριχρωματιςμό του Κ16 τζτοιον ϊςτε 

να μθν υπάρχουν μονοχρωματικά τρίγωνα. Ζχουν βρεκεί δυο τζτοιοι χρωματιςμοί 

οι οποίοι παρατίκενται ςτο ακόλουκο ςχιμα (οι κορυφζσ ςυμβολίηονται με vi  

,i∊{0,…,15},και κάποιεσ από αυτζσ ζχουν ςθμειωκεί δυο φορζσ για καλφτερθ 

εποπτεία του γραφιματοσ) 
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Πράγματι όπωσ φαίνεται και ςτα παραπάνω γραφιματα για να μθν υπάρχει 
τριχρωματιςμόσ του Κ16 με μονοχρωματικά Κ3 πρζπει θ κάκε μονοχρωματικι 
γειτονιά κάκε τυχαίασ κορυφισ να ζχει το πολφ πζντε ςτοιχεία (διότι αν περιζχει 
π.χ. 6 ςτοιχειά ζχουμε μονοχρωματικό τρίγωνο αφοφ R(3,3)=6) και ςυνεπϊσ 
κάκε τυχαία κορυφι να ζχει βακμό το πολφ 15. 

Άρα πράγματι R(3,3,3)>16 και επομζνωσ R(3,3,3)=17.       ∎ 
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Παρατηρήςεισ 

 Αν πάρουμε οποιοδιποτε μονοχρωματικό υπογράφθκα του Κ16, αυτό 
αποτελεί ζναν γράφο Clebsch (δθλαδι το ιςχυρά κανονικό γράφθμα με 
παραμζτρουσ (16, 5, 0, 2). 

 

 

 

 

 Είναι γνωςτό ότι ςτο Κ15 υπάρχουν ακριβϊσ δυο χρωματιςμοί ςτουσ οποίουσ 
δεν εντοπίηονται μονοχρωματικά Κ3 και παράγονται με τθν διαγραφι 
οποιαςδιποτε κορυφισ από τουσ προαναφερκζντεσ χρωματιςμοφσ του Κ16 

 

Στθ ςυνζχεια κα δοφμε ζνα κεϊρθμα για χρωματιςμοφσ με k χρϊματα όπου k>2 
τυχαίοσ πεπεραςμζνοσ ακζραιοσ. 
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Θεώρημα 2.6 

Ζςτω a1,a2,…,ak≥1 δοςμζνοι φυςικοί αρικμοί με k>2. Τότε υπάρχει ζνασ ελάχιςτοσ 
φυςικόσ αρικμόσ n=Rk(a1,a2,…,ak) τζτοιοσ ϊςτε κάκε χρωματιςμόσ των πλευρϊν 
του Κn με k χρϊματα ζχει τθν ιδιότθτα να περιζχει, για κάποιο i με 1≤i≤k, ζνα 
πλιρεσ γράφθμα Κai , όλεσ οι πλευρζσ του όποιου ζχουν το χρϊμα i. 

Απόδειξη 

 Η απόδειξθ κα γίνει με επαγωγι. 

Για k=2 το κεϊρθμα ιςχφει όπωσ ζχουμε διαπιςτϊςει ςτο κεϊρθμα 2.4 και 

ςυγκεκριμζνα ζχουμε: R(a1,a2)≤.
a1 + a2 − 2

a1 − 1
/ 

Υποκζτουμε πωσ k>3 και ότι υπάρχει ο αρικμόσ Rk(b1,…,bk) για κάκε b1,….bk 

Ιςχυριςμόσ: Rk+1(a1,…,ak+1)≤Rk(a1,…,ak-1,R2(ak,ak+1)) 

Θεωροφμε ζνα γράφθμα με Rk(a1,…,ak-1,R2(ak,ak+1)) κορυφζσ του όποιου τισ 

πλευρζσ χρωματίηουμε με k+1 χρϊματα. Προσ ςτιγμιν ταυτίηουμε το χρϊμα τάξθσ 

k με το χρϊμα τάξθσ k+1. Από τθν επαγωγικι υπόκεςθ ζχουμε ότι είτε υπάρχει ζνα 

πλιρεσ γράφθμα Κai όλεσ οι πλευρζσ του όποιου είναι χρωματιςμζνεσ με το χρϊμα 

τάξθσ i για 1≤i≤k-1 οπότε το κεϊρθμα ζχει δθχκεί, είτε το τελευταίο χρϊμα που 

πρόεκυψε από τθ ςτιγμιαία ταφτιςθ των χρωμάτων τάξθσ k και k+1 περιζχει ζνα 

πλιρεσ γράφθμα G με R2(ak,ak+1) κορυφζσ. Όμωσ οι πλευρζσ του G είναι όλεσ 

χρωματιςμζνεσ με δυο χρϊματα τα οποία δεν ταυτίηονται πλζον και άρα από το 

κεϊρθμα 2.4 αφοφ θ τάξθ του G είναι R2(ak,ak+1) ζπεται ότι αυτό περιζχει είτε ζνα 

πλιρεσ γράφθμα Κak όλεσ οι πλευρζσ του όποιου είναι χρωματιςμζνεσ με το χρϊμα 

τάξθσ k είτε ζνα πλιρεσ γράφθμα Κak+1 του όποιου όλεσ οι πλευρζσ είναι 

χρωματιςμζνεσ με το χρϊμα τάξθσ k+1.                                  ∎ 

 

Τϊρα κα ορίςουμε τα υπεργραφιματα και τα r-ομοιόμορφα υπεργραφιματα ϊςτε 
να κάνουμε μια πρϊτθ γενίκευςθ των κεωρθμάτων που ζχουν διατυπωκεί μζχρι 
τϊρα 

Οριςμόσ  

Ζνα υπεργράφθμα (H) αποτελείται από ζνα πεπεραςμζνο ςφνολο κορυφϊν V(H), 
ζνα πεπεραςμζνο ςφνολο πλευρϊν E(H) και ζναν νόμο που αντιςτοιχεί ζνα 
υποςφνολο του V(H) ςε κάκε πλευρά του ςυνόλου E(H). Το υπεργράφθμα 
ςυμβολίηεται με Η=(V(H),E(H)) 
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Στα υπεργραφιματα που ορίςαμε δεν επιτρζπεται να υπάρχουν πολλαπλζσ 
πλευρζσ, δθλαδι διαφορετικζσ πλευρζσ που να περιζχουν μόνο τισ ίδιεσ κορυφζσ. 

Ζνα υπεργράφθμα είναι r-ομοιόμορφο αν κάκε πλευρά του περιζχει ακριβϊσ r 
διαφορετικζσ κορυφζσ. Προφανϊσ ζνα 2-ομοιομορφο υπεργράφθμα είναι το 
ςυνθκιςμζνο γράφθμα                      ∎ 

 

 Στο πάνω ςχιμα βλζπουμε ζνα υπεργράφθμα με πλευρζσ 

E = {e1,e2,e3,e4} = {{v1,v2,v3}, {v2,v3}, {v3,v5,v6}, {v4}}. 

 

 Ενϊ ςτο κάτω ςχιμα ζνα 8-ομοιομορφο υπεργράφθμα οποφ 

Οι πλευρζσ είναι οι ελλείψεισ και οι κορυφζσ οι τομζσ τουσ 

 

 

Τα κεωριματα 2.4 και 2.6 που διατυπϊκθκαν πιο πάνω μποροφν γενικευκοφν ςε        
r-ομοιόμορφα υπεργραφιματα για χρωματιςμοφσ με 2 και k χρϊματα.  

Ορίηουμε Rr(s,t) να είναι ο ελάχιςτοσ φυςικόσ αρικμόσ για τον οποίο κάκε 
χρωματιςμόσ με δυο χρϊματα του ςυνόλου Χr όλων των r-άδων του ςυνόλου X 
δίνει είτε ζνα κόκκινο ςφνολο με s ςτοιχειά είτε ζνα μπλε με t. 
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Ζνα ςφνολο (υποςφνολο του Χ) είναι μονοχρωματικό αν όλα τα ςτοιχειά του που 
είναι r-άδεσ του αρχικοφ μασ ςυνόλου, είναι μονοχρωματικά. 

Τϊρα είμαςτε ςε κζςθ να διατυπϊςουμε το επόμενο κεϊρθμα που είναι γενίκευςθ 
του κεωριματοσ 2.4 και αποδεικνφει ότι ο αρικμόσ Rr(s,t) είναι πεπεραςμζνοσ και 
δίνει ζνα άνω φράγμα. 

Θεώρημα 2.7 

Ζςτω 1<r<min{s,t}. Τότε ο αρικμόσ Rr(s,t) είναι πεπεραςμζνοσ και ιςχφει: 

Rr(s,t)≤Rr-1(Rr(s-1,t),Rr(s,t-1))+1 

Απόδειξη  

Προφανϊσ R2(s,t)= R(s,t)  

Υποκζτουμε πωσ οι αρικμοί: Rr-1(u,v), Rr(s-1,t), Rr(s,t-1) είναι πεπεραςμζνοι 

Ζςτω Χ ζνα ςφνολο με Rr-1(Rr(s-1,t), Rr(s,t-1))+1 ςτοιχειά , κα δείξουμε ότι ςε 
κάκε χρωματιςμό του Χr με τα δυο χρϊματα -ζςτω κόκκινο και μπλε- κα υπάρχει 
είτε ζνα κόκκινο s-ςφνολο είτε ζνα μπλε t-ςφνολο. 

Θεωροφμε ζναν τυχαίο χρωματιςμό του Χr και ζςτω χ∊Χ. 

Ορίηουμε ζναν χρωματιςμό με τα δυο αυτά χρϊματα όλων των (r-1) ςυνόλων του 
ςυνόλου Υ=Χ-*χ+ χρωματίηοντασ το ςτοιχείο ς∊Υr-1 με το χρϊμα του ςτοιχείου      
*χ+∪ς ∊Xr . 

Π.χ. αν r=4 θ πλευρά ς=y1y2y3 κα χρωματιςτεί μπλε αν θ πλευρά χ y1y2y3 είναι 
μπλε ςτον αρχικό ςχεδιαςμό. 

Από τον οριςμό τθσ ςυνάρτθςθσ Rr-1(u,v) το Υ είτε κα περιζχει ζνα κόκκινο 
υποςφνολο Ζ με u=Rr(s-1,t) ςτοιχειά είτε ζνα μπλε υποςφνολο Ζ’ με v= Rr(s,t-1) 
ςτοιχειά. 

Χωρίσ βλάβθ τθσ γενικότθτασ ασ υποκζςουμε ότι ιςχφει το δεφτερο και θ απόδειξθ 
για τθν πρϊτθ περίπτωςθ είναι εντελϊσ όμοια. 

Εξετάηουμε τον χρωματιςμό του Ζ’r. Αν το Ζ’ περιζχει κόκκινο s-ςφνολο τότε αφοφ 
Ζ’r⊂ Χr ςυμπεραίνουμε πωσ και το Χ περιζχει αυτό το κόκκινο s-ςφνολο και το 
κεϊρθμα αποδείχτθκε. 

Αν το Ζ’ δεν περιζχει κόκκινο s-ςφνολο περιζχει ζνα t-1 μπλε ςφνολο θ ζνωςθ του 
όποιου με το *χ+ μασ δίνει το ηθτοφμενο μπλε t-ςφνολο ςτο Χ.                                     ∎ 
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Το κεϊρθμα που ακολουκεί είναι μια ευρφτερθ γενίκευςθ για χρωματιςμοφσ με 
k>2 χρϊματα και είναι το κεϊρθμα που απζδειξε ο Ramsey το 1930. 

Θεώρημα 2.8 

Θεωροφμε το πλιρεσ r-ομοιόμορφο υπεργράφθμα με n κορυφζσ Κnr, και τουσ 
αρικμοφσ α1,...,ακ≥1 με k>2 και 1<r<min* αi,...,ακ}. Υπάρχει ζνασ ελάχιςτοσ 
φυςικόσ αρικμόσ n=Rkr(α1,...,ακ) τζτοιοσ ϊςτε κάκε χρωματιςμόσ των πλευρϊν του 
Κnr με k χρϊματα ζχει τθν ιδιότθτα να περιζχει για τουλάχιςτον ζνα i, 1≤i≤k ζνα αi-
υποςφνολο του V(Κnr) του όποιου όλα τα r-υποςφνολα είναι χρωματιςμζνα με το 
χρϊμα i-τάξθσ. 

Απόδειξη  

Η απόδειξθ είναι παρόμοια με αυτι του κεωριματοσ 2.7, ςυγκεκριμζνα: 

Γνωρίηουμε πωσ Rk2(α1,...,ακ)= Rk(α1,...,ακ) οπότε υποκζτουμε πωσ r>2 και αi≥2 
για να αποφφγουμε τισ τετριμμζνεσ περιπτϊςεισ. 

Ζςτω κατά τα τα γνωςτά θ κορυφι χ∊ V(Κnr), χρωματίηουμε όλεσ τισ (r-1)-αδεζσ 
του ςυνόλου V(Κnr)-*χ+, ζςτω S μια από αυτζσ, με το χρϊμα που ζχει θ αντίςτοιχθ 
r-αδα ςτο ςφνολο V(Κnr), δθλαδι με το χρϊμα τθσ S∪*χ+. 

Για r=3 ζχουμε τθν περίπτωςθ του προθγοφμενου κεωριματοσ. Ζτςι οι πλευρζσ 
του υπεργραφιματοσ Κn-1r-1 ζχουν χρωματιςτεί με k χρϊματα. Από τθν επαγωγικι 
υπόκεςθ ςτον αρικμό r  αν για το πλικοσ των κορυφϊν ιςχφει θ ςχζςθ: 

 n-1≥ Rkr-1(b1,...,bκ) 

Τότε για κάποιο i με 1≤i≤k κα υπάρχει ζνα bi υποςφνολο του V(Κnr)-*χ+ δθλαδι 
ζνα ςφνολο με Vi⊆ V(Κnr)-*χ+ με ⎡Vi⎡=bi, τζτοιο ϊςτε οι r-αδεζσ του Vi∪*χ+ που 
περιζχουν τθν κορυφι χ κα είναι χρωματιςμζνεσ με το χρϊμα i-τάξθσ. 

Αν εκλζξουμε λοιπόν τουσ αρικμοφσ bi, 1≤i≤k 

 bi= Rkr(α1,...,αi-1,αi-1,αι+1,...,αk) 

διαπιςτϊνουμε ότι αυτοί υπάρχουν από τθν επαγωγικι υπόκεςθ οπότε ζχουμε ότι 
είτε το ςφνολο Vi περιζχει ζνα αj-υποςφνολο, δθλαδι ζνα υποςφνολο με αj ςτοιχειά, 
όλεσ οι r-αδεζσ του όποιου είναι χρωματιςμζνεσ με το χρϊμα τάξθσ j για 1≤j≤k, j≠i 
οπότε ζχουμε το ηθτοφμενο, είτε το Vi περιζχει ζνα (αi-1)-υποςφνολο ‘V όλεσ οι        
r-αδεζσ του όποιου είναι χρωματιςμζνεσ με το χρϊμα τάξθσ i οποφ και ςε αυτιν τθν 
περίπτωςθ το κεϊρθμα απεδείχκθ κακϊσ οι r-αδεζσ του ςυνόλου ‘V∪*χ+ είναι 
χρωματιςμζνεσ με το χρϊμα τάξθσ i και το ςφνολο αυτό είναι ζνα αi-υποςφνολο του 
ςυνόλου V(Κnr).            ∎ 
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Στθ ςυνζχεια κα διατυπϊςουμε ζνα κεϊρθμα για τθν εφρεςθ κάτω ορίου για τουσ 
αρικμοφσ Ramsey. Το κεϊρθμα αυτό ιταν από τα πρϊτα αυτοφ του είδουσ και 
απεδείχκθ από τον Erdös το 1947 ςτο πλαίςιο των πικανοκεωρθτικων μεκόδων θ 
αλλιϊσ τθσ κεωρίασ των τυχαίων γραφθμάτων. 

Θεώρημα 2.9 

R(k,k)≥2k/2 

Απόδειξη  

Ζχουμε τισ προφανείσ ςχζςεισ: 

 R(1,k)=R(k,1)=1 

 R(2,k)=R(k,2)=k 

Οπότε υποκζτουμε πωσ k≥3 

Συμβολίηουμε με Yn το ςφνολο των γραφθμάτων με κορυφζσ το ςφνολο {v1,…,vn} 

και με Ynk το ςφνολο των υπογραφθμάτων του Yn που περιζχουν ζνα πλιρεσ 

γράφθμα με k<n κορυφζσ. Προφανϊσ ⎢Yn⎢=2 𝑛2  αφοφ κάκε υποςφνολο από τισ  𝑛
2
  

δυνατεσ πλευρζσ vivj προςδιορίηει ζνα γράφθμα του Yn.  

Παίρνουμε ζνα ςυγκεκριμζνο υποςφνολο k κορυφϊν από το ςφνολο {v1,…,vn}. Τότε 

αφοφ το κάκε υποςφνολο από τισ  𝑛
2
 −  𝜅

2
  δυνατζσ πλευρζσ προςδιορίηει ζνα 

γράφθμα του Yn που περιζχει ζνα πλιρεσ υπογράφθκα αποτελοφμενο από τισ k 

αυτζσ κορυφζσ ςυμπεραίνουμε πωσ ο αρικμόσ των γραφθμάτων του Yn που 

περιζχουν ζνα πλιρεσ υπογράφθκα αποτελοφμενο από τισ k ςυγκεκριμζνεσ αυτζσ 

κορυφζσ είναι 2 𝑛2 − 𝜅2 . Εφοςων υπαρχουν  𝑛
𝑘
  διάφορα υποςφνολα του {v1,…,vn} με 

k το πλικοσ ςτοιχειά ζχουμε ότι ⎢Ynk ⎢≤ 𝑛
𝑘
 2 𝑛2 − 𝜅2 

 
. 

Παράδειγμα 6 

Το ςφνολο Y5 με ςφνολο κορυφϊν {v1,…,v5} ζχει ⎢Y5⎢=2 5
2 = 1024 και ςυγκεκριμζνα 

θ αρικμθτικι ςχζςθ: αρικμόσ υπογραφθμάτων-αρικμόσ πλευρϊν (πζραν των 

τετριμμζνων: καμία πλευρά-ζνα υπογράφθκα, 10 πλευρεσ-1(πλιρεσ) υπογράφθκα) 

φαίνεται ςτον ακόλουκο πίνακα: 

Αρ.πλευρων 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Αρ.υπγρφ. 10 45 120 210 252 210 120 45 10 

 

Ασ υπολογίςουμε ςτθ ςυνζχεια το Y53 οποφ πρζπει να πάρουμε όλα τα διαφορετικά 

υποςφνολα με 3 ςτοιχειά από το {v1,…,v5} τα οποία είναι 10 και ςυγκεκριμζνα τα:            
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{v1,v2,v3}, {v1,v2,v4}, {v1,v2,v5}, {v1,v3,v4}, {v1,v3,v5}, {v1,v4,v5}, {v2,v3,v4}, {v2,v3,v5}, 

{v2,v4,v5}, {v3,v4,v5} 

Χωρίσ βλάβθ τθσ γενικότθτασ επιλεγοφμε το πρϊτο υποςφνολο {v1,v2,v3} και 

ςχεδιάηουμε ζνα K3 με αυτζσ τισ κορυφζσ. Στθ ςυνζχεια προςκζτουμε διαδοχικά 1, 

2 και 3 πλευρζσ και παίρνουμε όλα τα διαφορετικά γραφιματα που προκφπτουν 

όπωσ φαίνεται και ςτο ςχιμα 

 

                              

 

 

 

 

 

 

 

 

Τα οποία προφανϊσ ζχουν πλικοσ 2 4
3 − 3

2 = 8  

Αφοφ λοιπόν υπάρχουν 10 δυνατά 3-ςυνολα που το κακζνα παράγει 8 διαφορετικά 

γραφιματα, κα ζχουμε 10.8=80 γραφιματα τα οποία όμωσ δεν είναι όλα μεταξφ 

τουσ διαφορετικά αφοφ το K4 προκφπτει από όλα τα 3-ςυνολα κατά τθν πρόςκεςθ 3 

πλευρϊν άρα  ⎢Y43 ⎢≤80 και εν γζνει  ⎢Ynk ⎢≤ 𝑛
𝑘
 2 𝑛2 − 𝜅2 . Άρα διαιρϊντασ κατά μζλθ 

ζχουμε: 

  
⎢Ynk  ⎢

⎢Yn ⎢
≤

 𝑛𝑘 2 𝑛2 − 𝜅2 

2 𝑛2 
 =  𝑛

𝑘
 2 − 𝜅2 <

𝑛𝑘

𝑘!
2− 𝜅2   

Η τελευταία ανιςότθτα ιςχφει διότι: 

  𝑛
𝑘
 =

𝑛 !

𝑘!(𝑛−𝑘)!
=

𝑛(𝑛−1)…(𝑛−𝑘+1)

𝑘 !
<

𝑛 .𝑛…𝑛  (𝑘#)

𝑘!
 

Ζςτω ότι n<2k/2, ζχουμε: 

                                     
⎢Ynk  ⎢

⎢Yn ⎢
<

𝑛𝑘

𝑘!
2− 𝜅2 <

2
𝑘2

2

𝑘!
2

−𝑘(𝑘−1)

2 =
2𝑘/2

𝑘!
<

1

2
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Οποφ θ τελευταία ανιςότθτα ιςχφει επαγωγικά. Άρα λιγότερα από τα μιςά 

γραφιματα του ςυνόλου Yn περιζχουν πλιρεσ γράφθμα με k κορυφζσ. Επίςθσ 

Yn={G:Ğ∊ Yn}  οποφ Ğ το ςυμπλθρωματικό γράφθμα του G ζπεται ότι λιγότερα από 

τα μιςά γραφιματα του Yn περιζχουν ζνα ανεξάρτθτο ςφνολο k κορυφϊν.  

Άρα υπάρχουν μερικά γραφιματα του Yn που δεν περιζχουν οφτε ζνα πλιρεσ 

υπογράφθμα με k κορυφζσ οφτε ζνα ανεξάρτθτο ςφνολο k κορυφϊν. 

Ορίηουμε τον αρικμό Ramsey R(k,k) ςαν τον μικρότερο ακζραιο τζτοιον ϊςτε κάκε 

γράφθμα με R(k,k) κορυφζσ είτε περιζχει ζνα πλιρεσ υπογράφθκα k κορυφϊν είτε 

ζνα ανεξάρτθτο ςφνολο k κορυφϊν. Ο παραπάνω οριςμόσ είναι ιςοδφναμοσ με τον 

χρωματικό οριςμό του αρικμοφ Ramsey. 

Για  n<2k/2  λοιπόν υπάρχουν γραφιματα που δεν περιζχουν οφτε ζνα πλιρεσ 

γράφθμα k κορυφϊν και οφτε ζνα ανεξάρτθτο ςφνολο k κορυφϊν ενϊ για n>2k/2 

όλα τα γραφιματα κα περιζχουν είτε ζνα πλιρεσ υπογράφθκα k κορυφϊν είτε ζνα 

ανεξάρτθτο ςφνολο k κορυφϊν, άρα R(k,k)≥ 2k/2 και θ απόδειξθ ζχει ολοκλθρωκεί.                         

∎ 

Το κεϊρθμα Ramsey μπορεί να επεκτακεί και ςε άπειρα γραφιματα ςτα οποία 

όμωσ επειδι δεν υπάρχει πλζον εποπτικι δυνατότθτα χρθςιμοποιοφμε κυρίωσ 

ςυνολοκεωρθτικι ορολογία.  

 Θεώρημα 2.10 

Ζςτω Χ ζνα άπειρο αρικμιςιμο ςφνολο, χρωματίηουμε όλα τα ςτοιχειά του Χn (του 

ςυνόλου όλων των υποςυνόλων του Χ με n το πλικοσ ςτοιχειά δθλαδι) με k 

διαφορετικά χρϊματα. Τότε υπάρχει ζνα άπειρο υποςφνολο M του Χ τζτοιο ϊςτε 

όλα τα υποςφνολα του με μζγεκοσ n να ζχουν το ίδιο χρϊμα. 
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3. 

Γενικευμένοι αριθμοί Ramsey 

 

Η κεωρία Ramsey ςτα γραφιματα ξεκίνθςε να αναπτφςςεται ςτισ αρχζσ του 1970 

και αποτελεί ζναν από τουσ πιο ενεργοφσ ερευνθτικά τομείσ τθσ κεωρίασ Ramsey. 

Αρχικι πρόκεςθ τθσ ανάπτυξθσ αυτισ ιταν ο μεκοδολογικόσ προςδιοριςμόσ 

μεγάλων αρικμϊν Ramsey R(m,n) που ωσ τότε (και ζωσ ςιμερα) ιταν αδφνατοσ ο 

υπολογιςμόσ τουσ. Η πρϊτθ αυτι επιδίωξθ παρζμεινε ουτοπικι όμωσ όπωσ πολφ 

ςυχνά ςυμβαίνει ςτθν επιςτιμθ ο κλάδοσ ζρευνασ που αναπτφχτθκε αποδείχτθκε 

εξαιρετικά ενδιαφζρον και χριςιμοσ ςε ςχζςθ με άλλεσ εφαρμογζσ και άλλα 

ερωτιματα. Το αποτζλεςμα ιταν θ κεωρία Ramsey ςτα γραφιματα να αυτονομθκεί 

ςαν κλάδοσ και να αλλάξει προςανατολιςμό από τον προςδιοριςμό μεγάλων τιμϊν 

R(m,n) ςτον προςδιοριςμό γενικευμζνων αρικμϊν Ramsey οι οποίοι ορίηονται ωσ 

εξισ: 

Γενικευμένοσ Αριθμόσ Ramsey r(G) 

Ο γενικευμζνοσ αρικμόσ Ramsey r(G), (οποφ G ζνα τυχαίο θ ςυγκεκριμζνο 

γράφθμα) είναι ο μικρότεροσ ακζραιοσ τζτοιοσ ϊςτε ο οποιοςδιποτε 2-

χρωματιςμοσ του Κr να δίνει πάντα ζνα μονοχρωματικό υπογράφθκα ιςόμορφο του 

G. Η διάφορα με τουσ κλαςςικοφσ αρικμοφσ Ramsey είναι ότι εδϊ το γράφθμα G 

μπορεί να είναι ζνα τυχαίο γράφθμα και όχι ζνα πλιρεσ γράφθμα όπωσ ςτiσ 

περιπτϊςεισ που ζχουμε δει ωσ τϊρα. 

Γενικότερα όταν χρθςιμοποιοφμε πάνω από 2 χρϊματα, ζςτω k κα ςυμβολίηουμε 

τον γενικευμζνο αρικμό Ramsey με r(G;k) ενϊ όταν ζχουμε πάνω από ζναν 

γράφουσ G, ζςτω τουσ G1, G2, …, Gk (και προφανϊσ k χρϊματα) κα χρθςιμοποιοφμε 

τον ςυμβολιςμό r(G1, G2, …, Gk) και κα εννοοφμε τον μικρότερο ακζραιο r τζτοιον 

ϊςτε οποιοςδιποτε χρωματιςμόσ του Κr με k χρϊματα κα μασ παρζχει για κάποιο i, 

1≤i≤k ζνα i-χρϊματοσ μονοχρωματικό υπογράφθκα Gi. 

Η φπαρξθ του αρικμοφ r(G1, G2, …, Gk) είναι εγγυθμζνθ από το αρχικό κεϊρθμα του 

Ramsey αφοφ τα γραφιματα G1, G2, …, Gk είναι υπογραφιματα των αντίςτοιχων 

πλιρων γραφθμάτων τουσ G1c, G2c, …, Gkc και επομζνωσ  

r(G1c, G2c, …, Gkc)=R(G1c, G2c, …, Gkc) 

οποφ Gic το πλιρεσ υπογράφθκα του Κr του όποιου υπογράφθκα είναι το Gi. 
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Για να ορίςουμε μερικά από τα πιο χαρακτθριςτικά κεωριματα τθσ κεωρίασ 

Ramsey ςτα γραφιματα πρζπει να δϊςουμε μερικοφσ ακόμα γραφοκεωρθτικοφσ 

οριςμοφσ. 

Χρωματικόσ αριθμόσ γραφήματοσ G 

Χρωματιςμόσ κορυφϊν ενόσ γραφιματοσ G είναι μια αντιςτοιχία χρωμάτων ςτισ 

κορυφζσ του G ϊςτε δυο γειτονικζσ κορυφζσ του G να ζχουν διαφορετικό χρϊμα. Ο 

χρωματικόσ αρικμόσ του G ςυμβολίηεται με χ(G) και είναι ο ελάχιςτοσ αρικμόσ 

χρωμάτων που απαιτείται για να χρωματίςουν με αυτόν τον τρόπο τισ κορυφζσ του 

G. Η ανάλογθ ζννοια για πλευρζσ γραφιματοσ G ονομάηεται χρωματικόσ δείκτθσ και 

ςυμβολίηεται με χ’(G).  

Βαθμόσ κορυφήσ ενόσ γραφήματοσ G 

Ο βακμόσ μιασ κορυφισ v ενόσ γραφιματοσ G είναι ο αρικμόσ των πλευρϊν που 

προςπίπτουν ςε αυτιν τθν κορυφι και ςυμβολίηεται με c(v). Αντίςτοιχα ο μζγιςτοσ 

αρικμόσ κορυφισ ενόσ γραφιματοσ G είναι ο μεγαλφτεροσ c(v) για τισ κορυφζσ v 

του G και ςυμβολίηεται με c(G). 

Δέντρο Τ 

Ζνα δζντρο είναι ζνα ςυνεκτικό γράφθμα χωρίσ κφκλουσ και ςυμβολίηεται με Τ. 

 

Είμαςτε ςε κζςθ τϊρα να διατυπϊςουμε το κεϊρθμα των Chvatal και Harary (1972) 

που αποτελεί ζνα από τα πιο απλά και γενικά κεωριματα του κλάδου. 

 

Θεώρημα 3.1 

r(G,H) ≥ (χ(G)-1)(c(H)-1) + 1 

Απόδειξη 

Ζςτω m=(χ(G)-1)(c(H)-1) και καταςκευάηουμε το πλιρεσ γράφθμα Κm το οποίο 

αποτελείται από χ(G)-1 το πλικοσ αντίγραφα του πλιρουσ γραφιματοσ Κc(H)-1 

οποφ πλευρζσ ενϊνουν κάκε κορυφι του Κm με όλεσ τισ άλλεσ κορυφζσ του.  

Τϊρα χρωματίηουμε όλεσ τισ πλευρζσ μζςα ςε ζνα Κc(H)-1 ζςτω με το χρϊμα 1 και 

όλεσ τισ υπόλοιπεσ πλευρζσ που ενϊνουν τισ κορυφζσ του Κc(H)-1 που επιλζξαμε με 

όλεσ τισ άλλεσ κορυφζσ των υπολοίπων Κc(H)-1 ζςτω με το χρϊμα 2.  
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Διαπιςτϊνουμε πωσ δεν υπάρχει υπογράφθκα ιςόμορφο του G χρωματιςμζνο με το 

χρϊμα 2 ςτο Κm κακϊσ αν υπιρχε κα μποροφςαμε να χρωματίςουμε τισ κορυφζσ 

του με χ(G)-1 το πλικοσ χρϊματα το οποίο μασ οδθγεί ςε άτοπο από τθν υπόκεςθ 

ότι ο χρωματικόσ αρικμόσ του G είναι χ(G). 

Αντίςτοιχα διαπιςτϊνουμε πωσ δεν υπάρχει 1-χρωματιςμενο υπογράφθκα 

ιςόμορφο με το H  κακϊσ ςτο 1-χρωματιςμενο Κc(H)-1 ζχουμε αρικμό κορυφϊν 

προφανϊσ ίςο με c(H)-1 πράγμα που αντιβαίνει πάλι με τθν αρχικι μασ υπόκεςθ 

πωσ ο μζγιςτοσ αρικμόσ κορυφισ του H είναι c(H) και θ απόδειξθ ολοκλθρϊκθκε. ∎ 

Το κεϊρθμα 16 μασ οδθγεί ςτο ςθμαντικό κεϊρθμα που διατφπωςε ο Chvatal το 1977 και 

αποτελεί ζνα από τα λίγα κεωριματα που ζχουμε ςτθν διάκεςθ μασ για τον προςδιοριςμό 

ακριβϊν τιμϊν γενικευμζνων αρικμϊν Ramsey. 

Θεώρημα 3.2 

Ζςτω ότι το γράφθμα Τ είναι ζνα δζντρο τάξθσ t. Τότε r(Ks,T) = (s-1)(t-1)+1 

Απόδειξη  

Θεωροφμε το μθ ςυνεκτικό γράφθμα G=(s-1)Kt-1 το οποίο αποτελείται από s-1 το 

πλικοσ αντίγραφα του πλιρουσ γραφιματοσ με t-1 κορυφζσ Kt-1 όπωσ φαίνεται ςτο 

ςχιμα 

                                         

                                                               • 

                                                                      • 

                                                                             • 

 

 

Το G ζχει (s-1)(t-1) κορυφζσ (s-1).
𝑡 − 1

2
/ πλευρζσ και προφανϊσ δεν περιζχει το 

δζντρο Τ αφοφ καμιά από το s-1 το πλικοσ ςυνιςτϊςεσ δεν ζχει t κορυφζσ. 

Στθ ςυνζχεια παίρνουμε το ςυμπλιρωμα του G το οποίο είναι ζνα ςυνεκτικό 

γράφθμα με τισ ίδιεσ κορυφζσ οποφ όμωσ πλζον οι s-1 το πλικοσ ςυνιςτϊςεσ δεν 

περιλαμβάνουν μζςα τουσ καμιά πλευρά ενϊ κάκε κορυφι κάκε ςυνιςτϊςασ 

ςυνδζεται με πλευρά με όλεσ τισ άλλεσ κορυφζσ όλων των άλλων ςυνιςτωςϊν. 

Παρακζτουμε πιο κάτω το αντίςτοιχο ςχιμα οποφ χάρθν καλφτερθσ εποπτείασ κάκε 

ςυνιςτϊςα ζχει 3 κορυφζσ. 

  (1) 

 Κt-1 

  (2) 

 Κt-1 

 (s-1) 

 Κt-1 
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                                                                               • 

                                                                                  • 

                                                                                     • 

 

 

 

 

Οι κορυφζσ είναι και πάλι (s-1)(t-1) το πλικοσ ενϊ οι πλευρζσ είναι  

.
(𝑠 − 1)(𝑡 − 1)

2
/ − (𝑠 − 1) .

𝑡 − 1
2

/ 

Σφμφωνα με τθν ορολογία και τον ςυμβολιςμό των διμερϊν γραφθμάτων (διμερζσ 

γράφθμα είναι το γράφθμα οποφ το ςφνολο των κορυφϊν του μπορεί να 

διαμεριςτεί ςε δυο ξζνα υποςφνολα ζτςι ϊςτε κάκε πλευρά του να ενϊνει μια 

κορυφι του ενόσ υποςυνόλου με μια κορυφι του άλλου υποςυνόλου) το 

παραπάνω γράφθμα είναι ζνα πλιρεσ (s-1)-μζρεσ γράφθμα θ αλλιϊσ γράφθμα 

Turan (προσ τιμιν του ομϊνυμου μακθματικοφ που πρϊτοσ τα χαρακτιριςε το 

1941) και ςυμβολίηονται με Ts-1((s-1)(t-1)) 

Αν οι ςυνιςτϊςεσ ενόσ γραφιματοσ Τuran δεν ζχουν όλεσ τον ίδιο αρικμό κορυφϊν 

τότε θ μζγιςτθ διάφορα πλικουσ κορυφϊν μεταξφ τουσ είναι 1.  

Παρακζτουμε ζνα Τ3(7) με 7 κορυφζσ και 16 πλευρζσ οποφ όπωσ είναι φανερό δεν 

υπάρχει κανζνα Κ3+1. 

 

 

 

 

 

 

 (s-1) 

 • 

•     • 

  (1) 

 •     

•    • 

• 

 

 

  (2) 

 • 

•     • 
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Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι το ςυμπλθρωματικό γράφθμα του G δεν περιζχει Κs 

αφοφ για να περιείχε κα ζπρεπε να πάρουμε τουλάχιςτον 2 κορυφζσ ςε μια από τισ 

s-1 ςυνιςτϊςεσ οι οποίεσ όμωσ από τθν καταςκευι του ςυμπλθρωματικοφ του G 

γραφιματοσ δεν περιζχουν πλευρζσ και άρα οι 2 αυτζσ κορυφζσ δεν μποροφν να 

ςυνδεκοφν επομζνωσ δεν μποροφμε να πάρουμε το ηθτοφμενο πλιρεσ 

υπογράφθκα. 

Δείξαμε λοιπόν ζτςι πωσ: r(Ks,T) ≥ (s-1)(t-1)+1  

και άρα για να ολοκλθρωκεί θ απόδειξθ αρκεί να δείξουμε τθν αντίκετθ 

ςυνεπαγωγι, ότι δθλαδι r(Ks,T) ≤ (s-1)(t-1)+1. Αυτό το ςκζλοσ τθσ απόδειξθσ κα 

γίνει επαγωγικά. 

Για m=2 θ t=2 θ ςχζςθ ιςχφει με τετριμμζνο τρόπο. 

Ζςτω ότι θ ςχζςθ ιςχφει για όλα τα s’,t’ με s’+t’<s+t. 

Θεωροφμε ζνα 2-χρωματιςμο του Κ(s-1)(t-1)+1 ζςτω με μπλε και κόκκινο. Ζςτω τϊρα 

το δζντρο Τ’ που παράγεται από το δζντρο Τ αν αφαιρζςουμε από αυτό μια 

κορυφι βακμοφ 1 (και ζςτω ότι θ κορυφι αυτι x ςυνδζεται ςτο δζντρο Τ με τθν 

κορυφι y, επίςθσ προφανϊσ ςε κάκε δζντρο υπάρχει μια τουλάχιςτον κορυφι 

βακμοφ 1). 

 Από τθν επαγωγικι υπόκεςθ τϊρα το Κ(s-1)(t-1)+1 είτε περιζχει ζνα μπλε Κs οπότε το 

κεϊρθμα ζχει δθχκεί, είτε ζνα κόκκινο δζντρο Τ’ με t-1 το πλικοσ κορυφζσ (όπωσ το 

καταςκευάςαμε ςτθν προθγοφμενθ παράγραφο) άρα υποκζτουμε το δεφτερο και 

αφαιροφμε τισ t-1 κορυφζσ του δζντρου Τ’ και μασ μζνει ζνα 2-χρωματιςμενο Κ(s-

2)(t-1)+1. Πάλι από τθν επαγωγικι υπόκεςθ είτε κα ζχουμε ζνα μπλε Κs-1 είτε ζνα 

κόκκινο Τ. Στθν δεφτερθ περίπτωςθ το κεϊρθμα αποδείχτθκε οπότε πάλι 

υποκζτουμε πωσ ζχουμε ζνα μπλε Κs-1. Με βάςθ τισ δυο τελευταίεσ υποκζςεισ 

λοιπόν το αρχικό γράφθμα Κ(s-1)(t-1)+1 περιζχει ζνα μπλε Κs-1 και ζνα κόκκινο Τ’ με  

t-1 κορυφζσ και με ςφνολα κορυφϊν ξζνα μεταξφ τουσ εφόςον για να βροφμε το 

μπλε Κs-1 είχαμε ιδθ αφαιρζςει από το αρχικό μασ γράφθμα τισ κορυφζσ του Τ’.  

Θεωροφμε τϊρα τθν κορυφι y του Τ’ και όλεσ τισ πλευρζσ που τθν ςυνδζουν με το 

μπλε Κs-1. Αν ζςτω και μια από αυτζσ είναι κόκκινθ τότε θ πλευρά αυτι με το 

κόκκινο δζντρο Τ’ δίνουν ζνα κόκκινο δζντρο Τ και το κεϊρθμα απεδείχκθ, αν πάλι 

όλεσ οι πλευρζσ είναι μπλε μαηί με το μπλε Κs-1 παράγεται ζνα μπλε Κs όπωσ 

φαίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα και θ απόδειξθ ζχει τελείωςε.                                          ∎ 

 

  

                                                                     Ή Τ’      y• 

 

  Ks-1 

Τ’      y• 

 

  Ks-1 
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Στθ ςυνζχεια κα διατυπϊςουμε άλλα δυο κεωριματα και ζνα λιμμα που δίνουν 

ακριβείσ τιμζσ γενικευμζνων αρικμϊν Ramsey. 

Θεώρημα 3.3 (Burr, 1974) 

Ζςτω Τ ζνα δζντρο με m κορυφζσ και ζνα πλιρεσ διμερζσ γράφθμα Κ1,n (ζνα 

γράφθμα δθλαδι που αποτελείται από μια κορυφι θ οποία ςυνδζεται με πλευρζσ 

με n το πλικοσ μθ γειτονικζσ ανά δυο κορυφζσ) τότε αν το m-1 διαιρεί το n-1 ιςχφει 

ότι: r(T,K1,n)=m+n-1 

Απόδειξη 

Όπωσ αποδείξαμε το κεϊρθμα 3.2 κα λειτουργιςουμε και άδω. Αρχικά κα 

αποδείξουμε πωσ  r(T,K1,n) ≥ m+n-1.  

Ζςτω k=(n-1)/(m-1). Πράγματι, καταςκευάηουμε ζναν 2-χρωματιςμο του Κm+n-2 

παίρνοντασ k+1 αντίγραφα κόκκινων Κm-1 τα οποία ςυνδζονται μεταξφ τουσ με 

μπλε πλευρζσ. Προφανϊσ δεν υπάρχει κόκκινο Τ με m κορυφζσ αφοφ κάκε κόκκινο 

Κm-1 ζχει m-1 κορυφζσ και οφτε μπλε K1,n αφοφ αν υπιρχε ο μζγιςτοσ βακμόσ 

κορυφισ του κα ιταν n και άρα δεν μπορεί να υπάρξει ιςόμορφο του ςτο δεδομζνο 

Κm+n-2 οποφ ο μζγιςτοσ βακμόσ μπλε κορυφισ είναι k(m-1)=n-1.  

Η πρϊτθ ανιςότθτα ζχει δθχκεί, ςτθ ςυνζχεια κα δείξουμε πωσ r(T,K1,n) ≤ m+n-1 

για να αποδείξουμε τθν ιςότθτα τθσ ςχζςθσ. 

Πράγματι, εφαρμόηουμε επαγωγικά τθ ςχζςθ r(T,K1,n) ≤ m+n-1. Για m=2 ζχουμε 

τετριμμζνθ περίπτωςθ. Παίρνουμε όπωσ και ςτθν προθγοφμενθ απόδειξθ ζνα 

δζντρο Τ’ αφαιρϊντασ μια ακραία κορυφι του Τ(δθλαδι μια κορυφι βακμοφ 1). 

Υποκζτουμε από τθν επαγωγικι υπόκεςθ πωσ θ ςχζςθ μασ ιςχφει και άρα ςε ζνα 2-

χρωματιςμο του Κm+n-1 μποροφμε να βροφμε είτε ζνα μπλε Κ1,n είτε ζνα κόκκινο Τ’. 

Στθν πρϊτθ περίπτωςθ το κεϊρθμα ζχει δθχκεί οπότε εξετάηουμε τθν δεφτερθ. Οι 

κορυφζσ του Κm+n-1 που δεν είναι κορυφζσ του Τ’ είναι m+n-1-(m-1)=n το πλικοσ 

και αφοφ υποκζςαμε μόλισ πριν πωσ δεν υπάρχει μπλε Κ1,n τουλάχιςτον μια από 

αυτζσ τισ n κορυφζσ κα ςυνδζεται με κορυφι του Τ’ με κόκκινθ πλευρά, με αυτόν 

τον τρόπο όμωσ μόλισ ανακαλφψαμε ζνα κόκκινο Τ μζςα ςτο Κm+n-1 και θ απόδειξθ 

ζχει τελείωςε.                                                                                                                                     ∎ 

 

Παρατήρηςη 

Στο παραπάνω κεϊρθμα υποκζςαμε πωσ το m-1 διαιρεί το n-1, ςε αντίκετθ περίπτωςθ δεν 

μασ είναι ακόμα ςαφζσ πωσ ακριβϊσ ςυμπεριφζρονται αυτοφ του τφπου οι γενικευμζνοι 

αρικμοί Ramsey αν και για αρκετά μεγάλεσ τιμζσ του n, για ςχεδόν όλα τα δζντρα Τ θ ςχζςθ 

που αποδείξαμε ςτο παραπάνω κεϊρθμα ιςχφει. 
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 Θεώρημα 3.4 (Burr,Spencer, Erdös, 1975) 

Ειδικό κεϊρθμα υπάρχει για γενικευμζνουσ αρικμοφσ Ramsey πάνω ςε γραφιματα 

G τα οποία αποτελοφνται από ζναν αρικμό αςφνδετων μεταξφ τουσ, ςυγκεκριμζνου 

τφπου γραφθμάτων. Π.χ. για το γράφθμα nK3 το οποίο αποτελείται από το n το 

πλικοσ, αςφνδετα ανά δυο τρίγωνα Κ3. Για αυτζσ τισ περιπτϊςεισ ιςχφει πωσ: 

r(nK3)=5n για n≥2 

Απόδειξη  

Για n=1 ξζρουμε πωσ r(K3)=R(3)=6. 

Κατά τα γνωςτά αρχικά κα δείξουμε πωσ r(nK3)≥5n. Παίρνουμε τον παρακάτω                       

2-χρωματιςμο του Κ5n-1 και διαπιςτϊνουμε ότι ςε αυτόν δεν μποροφμε να βροφμε 

μονοχρωματικό nK3 κακϊσ για να ζχω κόκκινο nK3 κα χρειαηόμουν 3n κορυφζσ που 

να ενϊνονται με κόκκινεσ πλευρζσ ενϊ ζχω 3n-1, και δεν μπορϊ να ζχω μπλε  nK3 

κακϊσ οι 2n κορυφζσ του δευτζρου ςυνόλου ςυνδζονται ανά δυο και άρα ακόμα 

και με όλεσ τισ μπλε μου πλευρζσ δεν μπορϊ να ςχθματίςω nK3 αςφνδετα μεταξφ 

τουσ τρίγωνα. Συνεπϊσ θ πρϊτθ ανιςότθτα ζχει δθχκεί. 

 

 

 

 

   

 

Θα αποδείξουμε τϊρα τθν ανιςότθτα r(nK3)≤5n με επαγωγι. 

Για τθν περίπτωςθ οποφ n=2 υπάρχει μια λεπτομερισ καταςκευαςτικι απόδειξθ 

από τουσ Burr,Spencer, Erdös τθν οποία παραλείπουμε. 

Θεωροφμε ζναν 2-χρωματιςμο του Κ5n για n≥3. Στο Κ5n μποροφμε να βροφμε (5n-

5)/3 αςφνδετα μονοχρωματικά τρίγωνα επιλζγοντασ τα μζχρισ ότου να ζχουν μείνει 

ανεπίλεκτεσ το πολφ 5 κορυφζσ. Αφοφ (5n-5)/3≥n μποροφμε να υποκζςουμε πωσ 

υπάρχουν 2 μονοχρωματικά τρίγωνα διαφορετικοφ χρϊματοσ(από αυτά που ζχουμε 

ιδθ επιλζξει) ζςτω το κόκκινο {1,2,3} και το μπλε {4,5,6}, από τθν αρχι του 

περιςτερεϊνα ζχουμε πωσ τουλάχιςτον 5 από τισ πλευρζσ μεταξφ των δυο ςυνόλων 

κορυφϊν κα ζχουν το ίδιο χρϊμα, ζςτω μπλε, και κατ’επζκταςθ τουλάχιςτον μια 

από τισ κορυφζσ {1,2,3}, ζςτω θ 1, ενϊνεται με μπλε πλευρά με τουλάχιςτον δυο 

από τισ κορυφζσ {4,5,6}, ζςτω τισ 4 και 5 και με αυτόν τον τρόπο οι κορυφζσ 

3n-1    

••• 

2n  

••• 
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{1,2,3,4,5} ςχθματίηουν δυο μονοχρωματικά τρίγωνα διαφορετικοφ χρϊματοσ που 

ζχουν κοινι τθν κορυφι 1 (“bow tie”). Η παραπάνω καταςκευι φαίνεται ςτο 

ακόλουκο ςχιμα. 

3                                                          4 

  

                              1                                                            6 

2                                                          5 

Αν αφαιρζςουμε αυτζσ τισ πζντε κορυφζσ μζνουμε με ζνα Κ5n-5 το οποίο από τθν 

επαγωγικι υπόκεςθ περιζχει ζνα μονοχρωματικό (n-1)K3 το οποίο μαηί με το 

χρωματικά ίδιο τρίγωνο από τα δυο που μόλισ καταςκευάςαμε και ςτθ ςυνζχεια 

διαγράψαμε ςχθματίηει ζνα μονοχρωματικό nK3 και θ απόδειξθ ζχει 

ολοκλθρωκεί.                                                                                                                                ∎ 

Λήμμα 3.1 

r(C4,C4)=6, οποφ C4 ο κφκλοσ με τζςςερισ κορυφζσ. 

Απόδειξη  

Πρζπει να δείξουμε ότι ςε κάκε 2-χρωματιςμο του Κ6(ζςτω με κόκκινο και μπλε) 

υπάρχει είτε ζνα κόκκινο C4 είτε ζνα μπλε C4. 

Όπωσ ζχουμε αποδείξει ιδθ R(3,3)=6, δθλαδι ςε κάκε 2-χρωματιςμο του Κ6 

ζχουμε είτε ζνα μπλε τρίγωνο είτε ζνα κόκκινο τρίγωνο. Ζςτω ότι υπάρχει το 

κόκκινο τρίγωνο που ςχθματίηεται από τισ κορυφζσ {v1,v2,v3} και κεωροφμε τθν 

κορυφι v4. Αν ο κόκκινοσ βακμόσ τθσ v4 είναι μεγαλφτεροσ θ ίςοσ του τζςςερα, 

δθλαδι dr(v4)≥4, τότε υπάρχουν τουλάχιςτον δυο κόκκινεσ πλευρζσ από τθν v4 

προσ το ςφνολο κορυφϊν {v1,v2,v3} οι οποίεσ μαηί με δυο κόκκινεσ πλευρζσ από το 

κόκκινο τρίγωνο ςχθματίηουν ζνα κόκκινο C4. 

Αν dr(v4)=3 θ μόνθ περίπτωςθ να μθν ζχουμε αμζςωσ κόκκινο C4 είναι αν θ 

κορυφι v4 ςυνδζεται με μόνο μια κόκκινθ πλευρά με τισ {v1,v2,v3} ζςτω τθν v1v4  

οπότε οι πλευρζσ v5v4, v6v4 είναι κόκκινεσ ενϊ οι v2v4, v3v4 είναι μπλε. Όμωσ ςε 

αυτιν τθν περίπτωςθ θ πλευρά v3v6 είναι μπλε, διότι αν ιταν κόκκινθ κα είχαμε 

κόκκινο C4 τον v3v1 v4v6 v3, οπότε κατ’επζκταςθ θ v2v6 δεν μπορεί να είναι κόκκινθ 

διότι δθμιουργείται κόκκινοσ κφκλοσ v2v1 v4v6 v2 και δεν μπορεί να είναι μπλε γιατί 

δθμιουργείται μπλε κφκλοσ v2v4 v3v6 v2. Άρα δεν υπάρχει περίπτωςθ να μθν 

ςχθματιςτεί μονοχρωματικό C4. 
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               v1 

                     v2 

                     v3 

                     v4 

                     v5 

                     v6                                                             

                                                                                                                                                                     

                                                                                                                                                                                                    

Αν dr(v4)≤2 τότε db(v4)≥4 και ακολουκοφμε τθν ίδια με πιο πάνω διαδικαςία για 

το μπλε χρϊμα.                                                                                                                                        ∎ 

Μετά τθν παράκεςθ του παραπάνω λιμματοσ είμαςτε ςε κζςθ να αποδείξουμε το 

ακόλουκο κεϊρθμα. 

 

Θεώρημα 3.5 

Ζςτω Q2 το ςφνολο κορυφϊν του τετραγϊνου πλευράσ 1. Τότε ℝ6 → (Q2)2 

Απόδειξη  

Θεωροφμε ζναν 2-χρωματιςμο του ℝ6 ζςτω με κόκκινο και μπλε. Θα βροφμε ζνα 

μονοχρωματικό τετράγωνο πλευράσ 1. 

Καταςκευάηουμε τα εξισ 15 ςθμεία του ℝ6: 

Xij=(xij1,xij2,…,xij6) με 1≤i<j≤6 οποφ xijκ=0 εκτοσ αν k=i θ k=j οπότε xiji= 

xijj=1/ 2 

Π.χ. για i=1, j=2 ζχουμε το x12∊ℝ6 με ςυντεταγμζνεσ: 

X12=(x121,x122,…,x126)=( 1/ 2, 1/ 2, 0, 0, 0, 0) 

Τα 15 ςθμεία που παίρνουμε λοιπόν είναι τα: x12,  x13, x14, x15, x16, x23, x24, x25, x26, 

x34, x35, x36, x45, x46, x56. 

Θεωροφμε τϊρα το πλιρεσ γράφθμα Κ6 με ςφνολο κορυφϊν: {v1,v2,v3, v4, v5, v6} και 

χρωματίηουμε τθν κάκε μια από τισ 15 πλευρζσ ωσ εξισ: Η πλευρά vij ζχει το χρϊμα 

του ςθμείου xij∊ℝ6 (i<j). 
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Όμωσ, όπωσ αποδείξαμε ςτο λιμμα 1 r(C4, C4)=6 και άρα από τθ ςυμμετρία των 

ςφμβολων μποροφμε να υποκζςουμε ότι ςτον 2-χρωματιςμο των πλευρϊν του Κ6 

κα υπάρχει ζνα ζςτω μπλε C4, το οποίο ζςτω ότι κα αποτελείται από τισ πλευρζσ   

v1v2, v2v3, v3v4, v1v4. Τότε όμωσ από τθν καταςκευι που κάναμε τα ςθμεία x12, x23, 

x34, x14 είναι κόκκινα και άρα αποτελοφν τισ κορυφζσ ενόσ τετραπλεφρου το οποίο 

όπωσ εφκολα μποροφμε να διαπιςτϊςουμε υπολογιςτικά από τισ ςυντεταγμζνεσ 

είναι τετράγωνο πλευράσ 1.                                                                                                               ∎ 

 

Στο τζλοσ αυτισ τθσ ενότθτασ παρακζτουμε το κεϊρθμα του Goodman το οποίο 

εφαρμόηεται (με κακαρά γραφοκεωρθτικοφσ μεκόδουσ) ςτον υπολογιςμό των 

τιμϊν των μικρότερων αρικμϊν Ramsey. 

 

Θεώρημα 3.6 (Goodman) 

Ζςτω το γράφθμα Κn οι πλευρζσ του όποιου χρωματίηονται με δυο χρϊματα. Τότε ο 

αρικμόσ των μονοχρωματικϊν του τρίγωνων είναι τουλάχιςτον: 

 
𝑛(𝑛−1)(𝑛−5)

24
 

Απόδειξη  

Ζςτω θ κορυφι x του γραφιματοσ Κn. Συμβολίηουμε με dr(x) τον κόκκινο βακμό τθσ 

κορυφισ x, δθλαδι το πλικοσ των κόκκινων πλευρϊν που προςπίπτουν ςε αυτιν ςε 

ζνα 2-χρωματιςμο του Κn (ζςτω με τα χρϊματα μπλε και κόκκινο) και με db(x) τον 

αντίςτοιχο μπλε βακμό τθσ κορυφισ x. Προφανϊσ αφοφ το γράφθμα μασ είναι 

πλιρεσ κα ιςχφει ότι dr(x)+ db(x)=n-1 και άρα db(x)=n-1-dr(x). Στθ ςυνζχεια 

κεωροφμε τισ τριάδεσ κορυφϊν που περιζχουν τθν δοςμζνθ κορυφι x και δεν 

παράγουν μονοχρωματικό τρίγωνο. Αυτζσ με βάςθ το επόμενο ςχιμα είναι οι:   

xz1y1, xz1y2,…, xz1ys, xz2y1, xz2y2,…, xz2ys,…, xzkys.  

                        y1                                                                                             z1 

                                                                         x    

 

 

 

                   ys                                                                                                      zk 
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Δθλαδι dr(x)( n-1-dr(x)) το πλικοσ τρίγωνα και άρα το άκροιςμα               

 dr(x)( n − 1 − dr(x))𝑥∈𝐾𝑛  παριςτάνει όλα τα μθ μονοχρωματικά τρίγωνα του 

γραφιματοσ Kn και μάλιςτα δυο φορζσ το κακζνα κακϊσ τα μετράμε μια φορά για 

τθν μια κορυφι τουσ ςτθν οποία προςπίπτουν δυο διαφορετικοφ χρϊματοσ 

πλευρζσ και άλλθ μια φορά για τθν δεφτερθ κορυφι με αυτι τθν ιδιότθτα (ςτθν 

τρίτθ κορυφι αναγκαςτικά οι δυο πλευρζσ που προςπίπτουν ζχουν το ίδιο χρϊμα 

και αρά δεν προςμετράτε). Αρά τα μονοχρωματικά τρίγωνα ζχουν πλικοσ:  

.
𝑛

3
/ −

1

2
  dr(x)( n − 1 − dr(x))

𝑥∈𝐾𝑛

 

Όμωσ dr(x)  n − 1 − dr(x) = −(dr(x))2+(n-1) dr(x) ≤
(n−1)2

4
 όπου θ ανιςότθτα  

 −(dr(x))2+(n-1) dr(x) −
(n−1)2

4
≤ 0 ή 0dr(x) −

(𝑛−1)2

2
1 ≥ 0 ιςχφει για όλα τα dr(x) 

Αρά  

 𝑛
3
 −

1

2
  dr(x)( n − 1 − dr(x))𝑥∈𝐾𝑛 ≥ 𝑛

3
 −

1

2
  

(n−1)2

4𝑥∈𝐾𝑛 =  

= 𝑛
3
 −

1

8
(𝑛 − 1)2  𝑥∈𝐾𝑛 =  𝑛

3
 −

𝑛(𝑛−1) 2

8
= 

n(n−1)(n−5)

24
  

όπου το αποτζλεςμα είναι κετικό για n>5.                                                                          ∎ 

 

Παρατηρήςεισ 

 Συμπεραίνουμε από το παραπάνω κεϊρθμα πωσ R(3,3)≥6 

 Για n=1(mod4), δθλαδθ n=4k+1 θ παράςταςθ γίνεται 

            
(4κ+1)(4κ)4(κ−1)

2.3.4
=

2κ(κ−1)(4κ+1)

3
 

Η οποία ιςοφται με ακζραιο αρικμό διότι: 

 k=3ρ τότε 
𝑘

3
= 𝜌 ∈ ℕ και 2(k-1)(4k+1) 

𝑘

3
∈ ℕ 

 k=3ρ+1 τότε 
𝑘−1

3
= 𝜌 ∈ ℕ και 2k(4k+1)

𝑘−1

3
∈ ℕ 

 k=3ρ+2 τότε 
4𝑘+1

3
= 4𝜌 + 3 ∈ ℕ και 2k(k-1)

4𝑘+1

3
∈ ℕ. 
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Πόριςμα 3.1 

Το γράφθμα G(n,m) ζχει τουλάχιςτον 
4𝑚

3𝑛
.𝑚 −

𝑛2

4
/ τρίγωνα. 

Απόδειξη  

Θεωροφμε τθν πλευρά xy του γραφιματοσ G. Συμβολίηουμε με Γ(x) τισ κορυφζσ 

του γραφιματοσ που είναι γειτονικζσ με τθν κορυφι x (και προφανϊσ ⎢Γ(x)⎢=d(x)) 

και με Γ(y) τισ γειτονικζσ κορυφζσ τθσ κορυφισ y. Θα βροφμε το πλικοσ των 

ςθμείων που είναι γειτονικά και με τθν κορυφι x και με τθν κορυφι y. Ιςχφει:  

⎢Γ(x)⋂Γ(y)⎢=⎢Γ(x)⎢+⎢Γ(y)⎢-⎢Γ(x)∪Γ(y)⎡≥d(x)+d(y)-n 

Όπου Γ(x)∪Γ(y)⊆G και αρά  ⎢Γ(x)∪Γ(y)⎡≤n. 

Ο αρικμόσ των κορυφϊν που είναι γειτονικζσ και με τθν κορυφι x και με τθν 

κορυφι y ιςοφται με τον αρικμό των τρίγωνων του γραφιματοσ G που περιζχουν 

ςαν πλευρά τθν xy. 

Αρά ο αρικμόσ των τρίγωνων που περιζχουν τθν πλευρά xy είναι μεγαλφτεροσ θ το 

πολφ ίςοσ του αρικμοφ d(x)+d(y)-n. 

Ζςτω P ο αρικμόσ των τρίγωνων του γραφιματοσ G, τότε 

P≥
1

3
 𝑑(𝑥) + 𝑑(𝑦) − 𝑛𝑥𝑦∈𝐸(𝐺)  

O παράγοντασ 
1

3
 μπαινει ςτθν ςχεςθ διοτι το κακε τριγωνο μετραται ςυνολικα τρεισ 

φορεσ, μια φορα για κακε μια απο τισ τρεισ πλευρεσ που περιεχει. 

Επίςθσ ςτθν παραπάνω ςχζςθ ο όροσ d(x) εμφανίηεται d(x) φορζσ, μια φορά για 

κάκε πλευρά που περνά από τθν κορυφι x, κατ’επζκταςθ ο όροσ d(y) εμφανίηεται 

d(y) φορζσ κ.ο.κ. αρά: 

 P≥
1

3
{𝑑(𝑥). 𝑑(𝑥) + 𝑑(𝑦). 𝑑(𝑦) + ⋯− 𝑚. 𝑛}  

(αν υποκζςουμε πωσ το γράφθμα G ζχει m το πλικοσ πλευρζσ) 

Μποροφμε να ξαναγράψουμε τθν τελευταία ςχζςθ ωσ εξισ: 

P≥
1

3
( 𝑑 2(𝑥) − 𝑚. 𝑛)𝑥∈𝑉(𝐺)  

Στθν ςυνζχεια από τθν ανιςότθτα Cauchy-Schwarz εξάγουμε τθν ςχζςθ: 

d2(x1)+d2(x2)+…+d2(xn)≥
[d(x1)+d(x2)+⋯+d(xn)]2

𝑛
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Αρά: 

P≥
1

3
 
  𝑑(𝑥)𝑥∈𝑉(𝐺)  

2

𝑛
− 𝑛. 𝑚  

Και από το αποτζλεςμα των χειραψιϊν:  𝑑(𝑥) = 2𝑚𝑥∈𝑉(𝐺)  , ςυνεπωσ: 

P≥
1

3
0

4𝑚2

𝑛
− 𝑛𝑚1 και τελικά: 

P≥
4𝑚

3𝑛
.𝑚 −

𝑛2

4
/. 

                                                                                                                           ∎ 

 

Παράδειγμα 7 

Σαν εφαρμογι κα δείξουμε πωσ R(4,4)≤18 

Πράγματι, αν χρωματίςουμε το Κ18 με δυο χρϊματα ζςτω κόκκινο και μπλε ζχουμε 

από το τελευταίο κεϊρθμα πωσ υπάρχουν τουλάχιςτον:  
18.17.13

24
 = 166 

μονοχρωματικα τριγωνα. 

Στο Κ18 όμωσ υπάρχουν  18
2
 = 153 πλευρζσ οι οποίεσ κατανζμονται ςτα 

τουλάχιςτον 166 τρίγωνα και αφοφ κάκε τρίγωνο ζχει τρεισ πλευρζσ κα υπάρχει μια 

πλευρά ςε τουλάχιςτον  
3.166

153
 = 4 μονοχρωματικα τριγωνα.  

Ζςτω uv θ πλευρά που είναι κοινι ςε ζςτω 4 κόκκινα τρίγωνα όπωσ φαίνεται ςτο 

ακόλουκο ςχιμα: 

                                               X1 

          u                                                            

                                     x2 

                                                    

 x3 

       v 

                                     x4         

Αν ςτο ςφνολο (x1, x2, x3, x4) υπάρχει ζςτω και μια κόκκινθ πλευρά (ζςτω θ x1x4 ςτο 

ςχιμα) τότε αυτι μαηί με τισ κόκκινεσ πλευρζσ ux1,uv, vx4 ςχθματίηει ζνα κόκκινο 

Κ4. Αν πάλι δεν υπάρχει καμιά κόκκινθ πλευρά τότε είναι όλεσ μπλε και ςυνεπϊσ 

ςχθματίηουν ζνα μπλε Κ4 το x1x4x3x2 (υπενκυμίηουμε ότι R(4,4)=18). 
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4. 

Εφαρμογέσ τησ Θεωρίασ Ramsey ςτη Γεωμετρία και τη 

Θεωρία Γραφημάτων 

 

Η κεωρία Ramsey εν γζνει ζχουμε δει πωσ είναι μια μθ-καταςκευαςτικι κεωρία που 

αναηθτά το ελάχιςτο πλικοσ αντικειμζνων που πρζπει να περιζχει μια ςυλλογι 

οφτοσ ϊςτε αυτι μζςω ςυγκεκριμζνων χειριςμϊν να εμφανίηει μια επικυμθτι 

δομι. Κατ’επζκταςθ ςτα παραπάνω θ εφαρμογι τθσ κεωρίασ Ramsey ςτθ 

γεωμετρία ζγκειται ςτθν διαμζριςθ(χρωματιςμό) οικογενειϊν πεπεραςμζνων 

υποςυνόλων ςτοιχείων ενόσ γεωμετρικοφ αντικειμζνου ζτςι ϊςτε τουλάχιςτον μια 

από τισ κλάςεισ που προκφπτουν από τθν δοςμζνθ διαμζριςθ να περιζχει ζνα μζλοσ 

τθσ ςυγκεκριμζνθσ οικογζνειασ υποςυνόλων. Στθν ςυγκεκριμζνθ ενότθτα κα 

αςχολθκοφμε κυρίωσ με Ευκλείδειουσ χϊρουσ αν και θ κεωρία Ramsey μπορεί να 

εφαρμοςτεί και ςε πεπεραςμζνουσ διανυςματικοφσ χϊρουσ και εν γζνει ςε 

κατθγορίεσ. 

Το πρϊτο αποτζλεςμα πάνω ςτθν εφαρμογι τθσ κεωρίασ Ramsey ςτθν γεωμετρία 

δόκθκε από τθν εργαςία τθσ E.Klein και του ςυηφγου τθσ G. Szekers ςε ςυνεργαςία 

με τον P. Erdös οι οποίοι επί τθσ ουςίασ ξανά-απζδειξαν τον κεϊρθμα του Ramsey 

πζντε χρόνια αργότερα από τον ίδιο τον Ramsey χωρίσ να γνωρίηουν τθν φπαρξθ του 

και με αυτόν τον τρόπο ςυνζβαλαν ςτθν γνωςτοποίθςθ των μζχρι τότε άγνωςτων 

αυτϊν ιδεϊν και ςτθν αυτονόμθςθ και άνκθςθ τθσ κεωρίασ Ramsey ςαν ανεξάρτθτο 

κλάδο των μακθματικϊν. 

Στθ ςυνζχεια κα αποδείξουμε κάποια κεωριματα από τθν προαναφερκείςα 

εργαςία και κάποια άλλα ενδεικτικά του είδουσ των εφαρμογϊν που εξετάηουμε ςε 

αυτιν τθν ενότθτα. 

Σκόπιμθ είναι θ επεξιγθςθ του ςυμβολιςμοφ: 

→ 

Ζςτω ζνα πεπεραςμζνο ςφνολο Μ και Π μια οικογζνεια πεπεραςμζνων υποςυνόλων 

του Μ. Τότε με Μ→(Π)κ εννοοφμε πωσ ςε οποιονδιποτε χρωματιςμό των ςτοιχείων 

του Μ με k το πλικοσ χρϊματα κα υπάρχει ζνα μονοχρωματικό ςφνολο π∊Π, 

δθλαδι αν Μ=Μ1∪Μ2∪...∪Μk τότε κα υπάρχει π∊Π τζτοιο ϊςτε π⊆Μi για κάποιο 

i∊*1,…,k}. 
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Θεώρημα 4.1(Happy end theorem) 

Ζςτω πζντε ςθμεία του ℝ2 τα οποία δεν είναι ςυγγραμικά ανά τρία, τότε τζςςερα 

από αυτά αποτελοφν τισ κορυφζσ ενόσ κυρτοφ τετραπλεφρου. 

Απόδειξη (η ςυγκεκριμζνη απόδειξη οδήγηςε ςτον γάμο των Klein και Szekeres) 

Τα πζντε αυτά ςθμεία κα ορίηουν  5
2
 = 10 ευκφγραμμα τμιματα. Με τον όρο 

«κυρτό κάλυμμα» εννοοφμε το κυρτό πολφγωνο C το οποίο είναι θ περίμετροσ των 

ςθμείων αυτϊν (δθλαδι το πολφγωνο που ορίηεται από τα λιγότερα δυνατά τζτοια 

ςθμεία ϊςτε κανζνα ςθμείο να μθν βρίςκεται ζξω από αυτό). 

 Αν το κυρτό κάλυμμα C είναι πεντάγωνο θ τετράπλευρο το κεϊρθμα 

αποδείχτθκε. 

 

 

 

 

 

 

 Ζςτω λοιπόν πωσ το C είναι το τρίγωνο Α1Α2Α3. Τα υπόλοιπα δυο ςθμεία 

Α4,Α5 κα βρίςκονται εντόσ του τριγϊνου (διότι αν ιταν ζξω το κυρτό 

κάλυμμα δεν κα ιταν τρίγωνο) και δεν βρίςκονται πάνω ςε πλευρά του C 

κακϊσ τότε κα παραβιαηόταν θ υπόκεςθ μασ για τθν μθ-ςυγγραμικότθτα 

(ανά τρία ςθμεία). Τα Α4,Α5 ορίηουν μια ευκεία θ οποία δεν διζρχεται από 

τισ κορυφζσ του C για τον ίδιο προαναφερκζν λόγο. Από τθν αρχι του 

περιςτερεϊνα λοιπόν τουλάχιςτον δυο κορυφζσ κα βρίςκονται από τθν μια 

πλευρά τθσ ευκείασ αυτισ και οι οποίεσ όμωσ μαηί με τα Α4,Α5 ςχθματίηουν 

ζνα κυρτό τετράπλευρο και θ απόδειξθ ζχει τελειϊςει.                                     ∎ 

Ακολοφκωσ κα δϊςουμε τθν γενίκευςθ του παραπάνω κεωριματοσ για m ςθμεία. 

 

Θεώρημα 4.2 

Αν m το πλικοσ ςθμεία του ℝ2 δεν είναι ςυγγραφικά ανά τρία και αν όλα τα 

τετράπλευρα που ςχθματίηονται από τα m ςθμεία είναι κυρτά τότε τα m αυτά 

ςθμεία αποτελοφν κορυφζσ κυρτοφ m-γϊνου. 
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Απόδειξη  

Τα m το πλικοσ δοςμζνα ςτοιχειά ορίηουν  𝑚
2
 =

𝑚(𝑚−1)

2
 ευκφγραμμα τμιματα και 

θ περίμετροσ αυτϊν όπωσ και ςτο προθγοφμενο κεϊρθμα ορίηει ζνα κυρτό q-γωνο 

με κορυφζσ v1,v2,…,vq. Όμωσ αν q<m τότε υπάρχει τουλάχιςτον ζνα ςθμείο ζςτω vn 

με q<n<m το οποίο κα βρίςκεται μζςα ςε ζνα από τα τρίγωνα που ςχθματίηονται 

από τισ κορυφζσ του  q-γωνου(και δεν κα βρίςκεται πάνω ςε πλευρά τζτοιου 

τριγϊνου διότι τότε παραβιάηεται θ ςυνκικθ μθ ςυγγραμικότθτασ ανά τρία ςθμεία)  

                      vq   

       v1                                            v5 

 

     v2                                                                       v4 

                v3                          v4          

                     

Τότε όμωσ το τετράπλευρο που δθμιουργείται από αυτό το ςθμείο και τισ κορυφζσ 

του τριγϊνου μζςα ςτο οποίο βρίςκεται ςχθματίηουν ζνα μθ κυρτό τετράπλευρο, 

άτοπο από υπόκεςθ και το κεϊρθμα ζχει 

αποδεδειχκεί.                                                           ∎ 

 

Θεώρημα 4.3 

Ζςτω ο ακζραιοσ m≥3. Τότε υπάρχει ζνασ ελάχιςτοσ φυςικόσ αρικμόσ ζςτω Νm 

τζτοιοσ ϊςτε για κάκε n≥Nm αν κεωριςουμε n μθ ςυγγραφικά ανά τρία ςθμεία του 

ℝ2 τότε m από αυτά κα αποτελοφν τισ κορυφζσ κυρτοφ m-γωνου 

Απόδειξη  

 Αν m=3 προφανϊσ Νm=3 

 Αν m=4 από το κεϊρθμα 4.1 ζχουμε πωσ Νm=5 

Ζςτω m>4. Θζτουμε n≥R4(5,m), δθλαδι διαμερίηουμε όλα τα υποςφνολα με 

τζςςερα ςτοιχειά των n το πλικοσ μθ-ςυγγραμικϊν ανά τρία ςθμείων του ℝ2 ςε 

κυρτά και μθ κυρτά τετράπλευρα. Από το κεϊρθμα του Ramsey είτε κα υπάρχει ζνα 

πεντάγωνο με όλα τα τετράπλευρα του μθ κυρτά, πράγμα το οποίο αποδείξαμε ότι 

δεν γίνεται ςτο κεϊρθμα 4.1, είτε κα υπάρχει ζνα m-γωνο με όλα τα τετράπλευρα 

του κυρτά. Όμωσ ςτθν δεφτερθ περίπτωςθ από το κεϊρθμα 4.2 το m-γόνο είναι 

κυρτό και θ απόδειξθ ζχει τελειϊςει.                                                                                             ∎ 
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Από τθν απόδειξθ του παραπάνω κεωριματοσ ςυνάγουμε πωσ Νm≤ R4(5,m) 

Όμωσ θ ιςότθτα τθσ παραπάνω ςχζςθσ για m∊{3,4,5} οδιγθςαν ςτθν διατφπωςθ 

από τουσ Klein, Szekeres, Erdös το 1935 τθσ υπόκεςθσ: Νm=2m-2+1  

Υπόκεςθ που εν μζρθ αποδείχτθκε από τουσ Klein και Szekeres πολλά χρόνια 

αργότερα και λίγο πριν τον κάνατο τουσ. 

Θεώρημα 4.4 

Ν5=9 

Απόδειξη  

Θεωροφμε το κυρτό κάλυμμα C των 9 ςθμείων του ℝ2. 

 Αν το C είναι πεντάγωνο θ ζχει περιςςότερεσ από πζντε κορυφζσ τότε το 

κεϊρθμα αποδείχτθκε. 

 Υποκζτουμε λοιπόν πωσ το C είναι είτε τετράπλευρο είτε τρίγωνο. 

I. Ζςτω αρχικά πωσ το C είναι τετράπλευρο και χωρίσ βλάβθ τθσ 

γενικότθτασ ζςτω ότι είναι το τετράπλευρο xyzu. 

                                                                y    

 

                          z                         b 

                                                                                                                  x    

                                                    v                   a                                               

                                         c        

 

 

                    u 

  

κεωροφμε τα υπόλοιπα πζντε ςθμεία τα οποία βρίςκονται μζςα ςτο C, 

αν αυτά τα πζντε ςθμεία αποτελοφν κυρτό πεντάγωνο θ πρόταςθ ζχει 

αποδεδειχκεί. Αν πάλι όλεσ οι τετράδεσ που ςχθματίηονται από αυτά 

αποτελοφν κορυφζσ κυρτϊν τετράπλευρων τότε από το κεϊρθμα 4.2 για 

m=5 το πεντάγωνο κα ιταν κυρτό αρά για να εξαντλιςουμε τισ 

περιπτϊςεισ υποκζτουμε πωσ υπάρχει τουλάχιςτον μια τετράδα 
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ςθμείων ζςτω a,b,c,v θ οποία δεν ςχθματίηει κυρτό τετράπλευρο και 

ςχθματίηει ζνα τρίγωνο a,b,c μζςα ςτο οποίο βρίςκεται το ςθμείο v. 

Θεωροφμε τισ τρεισ γωνίεσ που προκφπτουν από το ςθμείο v και τισ 

κορυφζσ του τριγϊνου a,b,c και ςυγκεκριμζνα τισ: avb, avc, bvc τότε 

όμωσ από από τθν αρχι του περιςτερεϊνα τουλάχιςτον δυο από τισ 

κορυφζσ του C κα περιζχονται ςε μια από αυτζσ τισ γωνιζσ ζςτω ότι οι 

κορυφζσ αυτζσ είναι οι x, y και θ γωνία θ bva. Παρατθροφμε ότι το 

πεντάγωνο xybva είναι κυρτό. 

II.  Ζςτω λοιπόν ότι το κυρτό κάλυμμα των εννζα ςθμείων είναι τρίγωνο, και 

ςυγκεκριμζνα το τρίγωνο a,b,c. Παίρνουμε το κυρτό κάλυμμα των 

υπολοίπων ζξι ςθμείων που βρίςκονται μζςα ςτο τρίγωνο και κεωροφμε 

τισ δυο υποπεριπτϊςεισ όπου αυτό είναι είτε τετράπλευρο είτε τρίγωνο. 

i. Ζςτω λοιπόν ότι το κυρτό κάλυμμα των εςωτερικϊν ζξι ςθμείων 

είναι τετράπλευρο (ζςτω το xyzu). Θεωροφμε τα υπόλοιπα δυο 

ςθμεία p, q τα οποία βρίςκονται μζςα ςτο τετράπλευρο. Αν θ 

ευκεία που δθμιουργείται από αυτά τζμνει δυο ςυνεχόμενεσ 

πλευρζσ τότε όπωσ φαίνεται και ςτο ςχιμα, εμφανίηεται το κυρτό 

πεντάγωνο ypquz.  

 

                a 

 

 

                                      y                                    z 

          p 

                                                    q 

              b                 x                                                                

                                                                                                    u 

 

                                                                                                                                      c 

ii. Για να εξαντλιςουμε και πάλι τισ περιπτϊςεισ υποκζτουμε ότι θ 

ευκεία pq τζμνει δυο απζναντι πλευρζσ του τετραπλεφρου, ζςτω 

τισ xy, zu. Θεωροφμε ςτθν ςυνζχεια τισ θμιευκείεσ px, py, qu, qz οι 

οποίεσ χωρίηουν το εξωτερικό του τετραπλεφρου ςτισ εξισ 

τζςςερισ περιοχζσ: xpy, ypqz, zqu, xpqu. Αν ζςτω μια από τισ 

περιοχζσ που ορίηονται από τζςςερα ςθμεία (ypqz, xpqu) 

περιζχει μια από τισ κορυφζσ a, b, c του εξωτερικοφ τριγϊνου τότε 
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ςχθματίηεται κυρτό πεντάγωνο. Αν όμωσ ςε αυτζσ τισ περιοχζσ δεν 

βρίςκεται κανζνα από τα ςθμεία a, b, c τότε ςθμαίνει ότι αυτά 

διαμερίηονται ςτισ άλλεσ δυο περιοχζσ xpy, zqu και αρά από τθν 

αρχι του περιςτερεϊνα ζχουμε ότι τουλάχιςτον δυο από τα a, b, c 

βρίςκονται ςε μια από τισ δυο αυτζσ περιοχζσ και επομζνωσ 

ςχθματίηεται και πάλι κυρτό πεντάγωνο το οποίο ςχθματίηουμε με 

κόκκινο χρϊμα ςτο ςχιμα μασ. 

             a 

 

 

                           y                                   z    

 

                               p                              q          

                                                                              u                                                  c    

                          x 

   b 

 

 

iii. Υποκζτουμε ςτθν ςυνζχεια ότι το κυρτό κάλυμμα των εςωτερικϊν ζξι 

ςθμείων είναι τρίγωνο(ζςτω το xyz). Περνοφμε πάλι δυο από τα 

εναπομζνοντα τρία (εςωτερικά του εςωτερικοφ τριγϊνου) ςθμεία ζςτω 

τα p, q και ζςτω ότι θ ευκεία που ςχθματίηεται από αυτά τζμνει τισ 

πλευρζσ xy, zx όπωσ φαίνεται ςτο ςχιμα τθσ επόμενθσ ςελίδασ. 

Θεωροφμε τθν γωνία xpy, το πολφ ζνα από τα ςθμεία a, b, c του 

εξωτερικοφ τριγϊνου βρίςκεται μζςα ςε αυτιν κακϊσ ςε αντίκετθ 

περίπτωςθ κα ςχθματιηόταν κυρτό πεντάγωνο. Ανάλογα το πολφ ζνα 

από αυτά τα ςθμεία μπορεί να βρίςκεται μζςα ςτθ γωνία xpz. Τότε 

όμωσ τουλάχιςτον ζνα από αυτά βρίςκεται μζςα ςτθν περιοχι που 

περιορίηεται από τισ θμιευκείεσ py, qz και το ευκφγραμμο τμιμα yz με 

αποτζλεςμα να δθμιουργείται και πάλι κυρτό πεντάγωνο και θ 

απόδειξθ ζχει τελειϊςει. 
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            a 

 

 

                                                             x 

                                        p 

y 

                                              q                                                                                   b 

                                                z  

   c 

                                                                                                                                                       ∎ 

 

Το 1961 ο Hadwiger απζδειξε πωσ αν 3-χρωματιςουμε τα ςθμεία του ℝ2 τότε κα 

υπάρχουν τουλάχιςτον δυο ςθμεία των οποίων θ απόςταςθ ιςοφται με ζνα και 

ζχουν το ίδιο χρϊμα, δθλαδι: 

Θεώρημα 4.5 

Αν Π ζνα ηεφγοσ ςθμείων του ℝ2 των οποίων θ απόςταςθ ιςοφται με τθν μονάδα 

τότε: 

 ℝ2→Π3 

 ℝ2↛Π7 

Απόδειξη  

                                                             a 

 

 

                               b                                                         e 

 

                        d                                                                         c 

 

 

 

                                        f                                         g 
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κεωροφμε τα επτά ςθμεία του παραπάνω ςχιματοσ a, b, c, d, e, f, g  των 

οποίων οι πλευρζσ που φαίνονται ςτο ςχιμα ζχουν μικοσ ίςο με τθν 

μονάδα. Ζςτω ότι ςε κάκε 3-χρωματιςμο του ℝ2 δεν υπάρχει ηεφγοσ ςθμείων 

με απόςταςθ ζνα και με το ίδιο χρϊμα(ζςτω μπλε, κόκκινο, κίτρινο τα 3 

χρϊματα). 

Ζςτω λοιπόν πωσ το ςθμείο a ζχει χρωματιςτεί μπλε. Τότε τα ςθμεία b, c που 

απζχουν ζνα από το a και μεταξφ τουσ κα είναι ζςτω κόκκινο και κίτρινο. 

Αρά το ςθμείο f που απζχει ζνα από τα b, c κα είναι μπλε και για τον ίδιο 

λόγο το ςθμείο g ζχει χρωματιςτεί μπλε και επομζνωσ τα f, g αποτελοφν ζνα 

ηεφγοσ ςθμείων με απόςταςθ ζνα και ίδιο χρϊμα.  

 

 Για να αποδείξουμε πωσ ℝ2↛Π7 κα βροφμε ζνα αντιπαράδειγμα                      

7-χρωματιςμου του ℝ2 ζτςι ϊςτε να μθν υπάρχουν δυο ςθμεία με το ίδιο 

χρϊμα και απόςταςθ ζνα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 Στον παραπάνω χρωματιςμό χρθςιμοποιιςαμε επτά χρϊματα και ίςα 

μεταξφ τουσ εξάγωνα τα οποία ζχουν πλευρζσ ίςεσ με a, όπου για το a με 

0,4<a<0,5 ιςχφει: 
1

2
> a >

4 5−5

10
≅ 0,4 κατά ςυνζπεια θ διάμετροσ του κάκε 

εξαγϊνου είναι μικρότερθ τθσ μονάδασ ενϊ θ απόςταςθ μεταξφ δυο εξάγωνων με 

ίδιο χρϊμα όπωσ φαίνεται από το ςχιμα είναι μεγαλφτερθ τθσ μονάδασ και αρά 

ℝ2↛Π7. Με αυτό το αντιπαράδειγμα ολοκλθρϊνεται θ απόδειξθ.                                    ∎ 
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Παρατήρηςη 

Από το παραπάνω κεϊρθμα ζχουμε πωσ θ μζγιςτθ τιμι του k για τθν οποία ιςχφει 

ότι ℝ2→Πk είναι ζνασ φυςικόσ αρικμόσ με 3≤k<7. Παρόλα αυτά θ ακριβισ τιμι του 

k δεν μασ είναι ακόμα γνωςτι. 

 

Θεώρημα 4.6 

2-χρωματιηουμε τα ςθμεία του ℝ2. Ζςτω ότι υπάρχουν τρία ςθμεία που ζχουν το 

ίδιο χρϊμα και που αποτελοφν τισ κορυφζσ ενόσ ιςόπλευρου τριγϊνου με πλευρζσ 

μικουσ ζνα. Τότε για κάκε a, b>0 με  a − b < 1 < a + b κα υπάρχει ζνα 

μονοχρωματικό τρίγωνο με πλευρζσ μικουσ 1, a, b. 

Απόδειξη  

                        H                                                     G 

                                          B 

                  F                          

 

                                                                          E       

                                                                              D 

               A                                                 C         

Θεωροφμε το ιςόπλευρο (με μικοσ πλευράσ ζνα) τρίγωνο ABC (το οποίο ζχουμε 

χρωματίςει μπλε) και τα υπόλοιπα ζξι τρίγωνα των οποίων μόνο το περίγραμμα 

ζχουμε χρωματίςει με διαφορά χρϊματα. Για τισ πλευρζσ των ζξι αυτϊν τρίγωνων 

ιςχφει πωσ: 

AB=AC=BC=GD=GH=DH=1 

BE=EG=BG=AD=DF=AF=b 

BF=FH=BH=DE=CE=CD=a 

2-χρωματιηουμε ςτθ ςυνζχεια τισ κορυφζσ των παραπάνω τρίγωνων με χρϊματα 

ζςτω μπλε και κόκκινο. 

Υποκζτουμε πωσ το μονοχρωματικό μασ τρίγωνο ABC ζχει όλεσ τισ κορυφζσ του 

χρωματιςμζνεσ κόκκινεσ. 
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 Αν ζςτω μια από τισ κορυφζσ D, E, F είναι κόκκινθ το κεϊρθμα αποδείχτθκε 

αρά υποκζτουμε πωσ είναι όλεσ χρωματιςμζνεσ μπλε.  

 Αν τϊρα ζςτω μια από τισ κορυφζσ G, H είναι μπλε τότε το τρίγωνο DEG θ το 

DFH είναι μπλε-μονοχρωματικά με μικθ πλευρϊν 1, a, b. 

 Αν τζλοσ και οι δυο κορυφζσ  G, H είναι χρωματιςμζνεσ κόκκινεσ τότε 

εντοπίηουμε το μονοχρωματικό (κόκκινο) τρίγωνο BGH με μικθ πλευρϊν 1, 

a, b. 

                                                                                                                                       ∎ 

 

Θεώρημα 4.7 

Αν 2-χρωματιςουμε τα ςθμεία του ℝ2 τότε: 

 Δεν υπάρχει πάντα μονοχρωματικό ιςόπλευρο τρίγωνο με πλευρά μικουσ 

ζνα. 

 Υπάρχει πάντα ζνα μονοχρωματικό τρίγωνο με μικθ πλευρϊν 1,  3, π 2.  

Απόδειξη  

 Θεωροφμε τον 2-χρωματιςμο ζςτω με μπλε και κόκκινο του ℝ2 

χρωματίηοντασ εναλλάξ παράλλθλεσ ταινίεσ του επίπεδου πλάτουσ 
 3

2
 θ κάκε 

μια ,όπου θ κάτω ευκεία που ορίηει τθν ταινία ανικει ςε αυτιν ενϊ θ 

αντίςτοιχθ πάνω όχι. Προφανϊσ κάκε ιςόπλευρο τρίγωνο με πλευρζσ 

μικουσ άςο με τθν μονάδα ζχει υποχρεωτικά δυο κορυφζσ ςε δυο 

διαδοχικζσ ταινίεσ όπωσ φαίνεται και από το ςχιμα κακϊσ το φψοσ του 

τριγϊνου είναι άςο με το πλάτοσ των ταινιϊν και αρά ςτθν καλφτερθ 

περίπτωςθ θ βάςθ του τριγϊνου είναι πάνω ςτθν ευκεία- κάτω όριο τθσ 

ταινίασ και θ πάνω κορυφι του πάνω ςτθν ευκεία-άνω όριο τθσ ταινίασ θ 

οποία όμωσ δεν ανικει ςε αυτιν και αρά ζχει διαφορετικό χρϊμα.   
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Θα αποδείξουμε πωσ αν 2-χρωματιςουμε το ℝ2 τότε κα υπάρχει ζνα 

μονοχρωματικό ιςόπλευρο τρίγωνο με πλευρά είτε ίςθ με τθ μονάδα είτε 

όςθ με  3 . Και ςτισ δυο περιπτϊςεισ από εφαρμογι του προθγοφμενου 

κεωριματοσ κα υπάρχει ζνα μονοχρωματικό τρίγωνο με μικθ πλευρϊν 1,   

a=  3 , b= π 2. Σε κάκε 2-χρωματιςμο του ℝ2 υπάρχει πάντα τουλάχιςτον 

ζνα ηεφγοσ ςθμείων a, b με απόςταςθ δυο που ζχουν διαφορετικό χρϊμα. 

Όντωσ αν κεωριςουμε δυο τυχαία ςθμεία με διαφορετικό χρϊμα τότε 

μποροφμε να τα ςυνδζςουμε με μια πολυγωνικι γραμμι κάκε πλευρά τθσ 

οποίασ ζχει μικοσ δυο. Τουλάχιςτον μια από τισ πλευρζσ τθσ πολυγωνικισ 

αυτισ γραμμισ ζχει άκρα με διαφορετικό χρϊμα. Υποκζτουμε ότι το ςθμείο 

a είναι χρωματιςμζνο μπλε και το ςθμείο b(το οποίο βρίςκεται ςε απόςταςθ 

δυο) ότι είναι χρωματιςμζνο κόκκινο. Επίςθσ υποκζτουμε ότι το μζςο του 

ευκφγραμμου τμιματοσ ab το οποίο ονομάηουμε c είναι χρωματιςμζνο 

μπλε. Αν ζνα από τα ςθμεία d, e είναι χρωματιςμζνο μπλε τότε κα ζχουμε το 

μονοχρωματικό μπλε ιςόπλευρο τρίγωνο πλευράσ μικουσ 1 acd θ ace. Αν 

και τα δυο ςθμεία είναι χρωματιςμζνα κόκκινα ζχουμε το μονοχρωματικό 

κόκκινο τρίγωνο πλευράσ μικουσ  3  bde. 

                                          d 

                                           

                             1                      1                    3  

                3     1                     1          

                       a                                  c                               b 

                                1                   1              3     

                                                                 

                                          e 

  

(ςτο ςχιμα μασ οι πλευρζσ με μικοσ ζνα είναι χρωματιςμζνεσ με μωβ και 

αυτζσ με μικοσ  3   είναι χρωματιςμζνεσ με πράςινο.) 

Και με αυτόν τον τρόπο θ απόδειξθ ζχει ολοκλθρωκεί.                                       ∎ 
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5. 

Το θεώρημα του Schur 

 

Χρονολογικά το πρϊτο αποτζλεςμα τθσ κεωρίασ Ramsey δεν διατυπϊκθκε από τον 

ίδιο τον Ramsey θ τον Erdös άλλα από τον I. Schur το 1916 κακϊσ προςπακοφςε να 

αποδείξει το τελευταίο κεϊρθμα του Fermat. Όπωσ ζχουμε ιδθ επιςθμάνει, πολλζσ 

φορζσ ςτθν επιςτιμθ θ ζρευνα προσ μια κατεφκυνςθ για τθν επίλυςθ ενόσ 

ςυγκεκριμζνου προβλιματοσ μπορεί να αποπροςανατολιςτεί και να καταλιξει ςε 

ζνα άςχετο με το αρχικά ηθτοφμενο άλλα πολφ ενδιαφζρον αποτζλεςμα. Ζτςι και ςε 

αυτιν τθν περίπτωςθ ο Schur ψάχνοντασ για τθν απόδειξθ του τελευταίου 

κεωριματοσ του Fermat απζδειξε αντ’αυτου το πρϊτο χρονολογικά κεϊρθμα τθσ 

κεωρίασ Ramsey. 

(Υπενκυμίηουμε πωσ για τον αρικμό Ramsey Rk ιςχφει πωσ 

Rk=Rk(3,3,…,3)≤ 𝑘! 𝑒 + 1) 

 

Θεώρημα 5.1(Schur) 

Διαμερίηουμε τουσ φυςικοφσ αρικμοφσ {1,2,...,Rk} ςε k το πλικοσ κλάςεισ. Τότε 

τουλάχιςτον μια από αυτζσ τισ κλάςεισ περιζχει φυςικοφσ αρικμοφσ x, y, z (όχι 

απαραίτθτα διάφορουσ ανά δυο) τζτοιουσ ϊςτε να ικανοποιείται θ εξίςωςθ x+y=z. 

Απόδειξη  

Ζςτω ότι θ διαμζριςθ των φυςικϊν αρικμϊν {1,2,...,Rk} ςε k το πλικοσ κλάςεισ είναι 

θ *Α1,Α2,...,ΑΚ} και ασ κεωριςουμε το πλιρεσ γράφθμα ΚRk το οποίου τισ πλευρζσ 

χρωματίηουμε με k το πλικοσ χρϊματα ωσ εξισ:  

Η πλευρά ij του γραφιματοσ μασ κα χρωματιςτεί με το χρϊμα v αν και μόνον αν 

 𝑖 − 𝑗 ∈ 𝐴v. Όμωσ εξοριςμοφ το ΚRk περιζχει τουλάχιςτον ζνα μονοχρωματικό(ζςτω 

με το χρϊμα v) τρίγωνο ζςτω αυτό με κορυφζσ τισ ijk, οπότε για αυτζσ κα ιςχφει ότι: 

 𝑖 − 𝑗 ∈ 𝐴v,  𝑗 − 𝑘 ∈ 𝐴v,  𝑖 − 𝑘 ∈ 𝐴v.  

Τϊρα ζςτω πωσ 𝜒 =  𝑖 − 𝑗 , 𝑦 =  𝑗 − 𝑘 , 𝑧 =  𝑖 − 𝑘  και πωσ i<j<k οπότε κα 

ζχουμε 𝜒 + 𝑦 =  𝑖 − 𝑗 +  𝑗 − 𝑘 = 𝑗 − 𝑖 + 𝑘 − 𝑗 = 𝑘 − 𝑖 =  𝑖 − 𝑘 = 𝑧 

Και το ηθτοφμενο ζχει δθχκεί.                                                                                                 ∎ 
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Παρατήρηςη  

Το παραπάνω κεϊρθμα δεν είναι το καλφτερο δυνατό αφοφ ενϊ για k=3 ζχουμε 

πωσ R3=17 γνωρίηουμε πωσ αν οι φυςικοί αρικμοί {1,2,...,14} διαιρεκοφν ςε 3 

κλάςεισ κα υπάρχει πάντα μια κλάςθ που κα ικανοποιεί τθν εξίςωςθ x+y=z. 

Για τουσ φυςικοφσ αρικμοφσ {1,2,...,13} υπάρχουν τρεισ μόνο διαμερίςεισ ςε τρεισ 

κλάςεισ ζτςι ϊςτε να μθν ικανοποιείται θ δοςμζνθ εξίςωςθ. Μια από αυτζσ τισ 

διαμερίςεισ είναι θ S1={A1, A2, A3} όπου Α1=*1,4,10,13+, Α2={2,3,11,12}, 

Α3={5,6,7,8,9}. Οι διαμερίςεισ S2 και S3 διαφζρουν από τθν S1 μόνο ςτθν κζςθ του 

αρικμοφ 7 ο οποίοσ ςτθν S2 ανικει ςτθν κλάςθ Α2 και ςτθν S3 ανικει ςτθν κλάςθ Α1. 

 

Στθ ςυνζχεια ασ ςυμβολίςουμε με Sk τον ελάχιςτο ακζραιο για τον οποίο κάκε 

διαμζριςθ του ςυνόλου των φυςικϊν αρικμϊν {1,2,...,Sk} ςε k το πλικοσ υποςφνολα 

περιζχει ζνα υποςφνολο ςτο οποίο υπάρχει μια λφςθ τθσ εξίςωςθσ x+y=z.  

Παραδείγματοσ χάριν ζχουμε πωσ: 

 S1=2 

 S2=5 αφοφ το ςφνολο {1,2,3,4} μπορεί να διαμεριςτεί ςε 2 υποςφνολα που 

να μθν περιζχουν λφςθ τθσ προαναφερκείςασ εξίςωςθσ και ςυγκεκριμζνα τα 

Α1=*1,4+ και Α2={2,3} 

 S3=14 

 Και S4=45 όπωσ αποδεικνφεται μζςω υπολογιςτι. 

 

Παρακάτω δίνουμε ζναν άλλον ςυμβολιςμό ςε ςχζςθ με τθν χρωματικι ορολογία. 

Συμβολίηουμε με f(k) τον μζγιςτο ακζραιο n τζτοιον ϊςτε αν χρωματίςουμε το 

ςφνολο {1,2,...,n} με k το πλικοσ χρϊματα να μθν υπάρχει μονοχρωματικι λφςθ τθσ 

εξίςωςθσ x+y=z. Είναι προφανζσ από τον προθγοφμενο οριςμό του Sk πωσ 

f(k)=Sk-1 είμαςτε τϊρα ςε κζςθ να διατυπϊςουμε το επόμενο κεϊρθμα. 
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Θεώρημα 5.2 

 Sk≥3.Sk-1-1 

 Sk≥
1

2
(27. 3𝑘−3 + 1) 

Απόδειξη  

 Χρωματίηουμε το ςφνολο {1,2,...,n} (οποφ n=f(k)) με k το πλικοσ χρϊματα 

και άρα από τον οριςμό του f(k) δεν κα υπάρχει μονοχρωματικι λφςθ τθσ 

εξίςωςθσ x+y=z. Ζςτω μια διαμζριςθ του ςυνόλου {1,2,...,n}=C1∪C2∪…∪Ck. 

Ο παραπάνω χρωματιςμόσ-διαμζριςθ όμωσ επάγει και ζναν χρωματιςμό του 

ςυνόλου {1,2,...,3n+1} με k+1 το πλικοσ χρϊματα ζτςι ϊςτε θ εξίςωςθ 

x+y=z να μθν ζχει πάλι λφςθ. Ο χρωματιςμόσ αυτόσ είναι ο ακόλουκοσ: 

κρατάμε τον χρωματιςμό των n πρϊτων αρικμϊν με τα αρχικά k το πλικοσ 

χρϊματα, ςτθν ςυνζχεια χρωματίηουμε με το καινοφργιο χρϊμα τάξθσ k+1 

τουσ αρικμοφσ n+1 ζωσ 2n+1 (όποτε προφανϊσ και εδϊ δεν υπάρχει λφςθ 

τθσ x+y=z). Τζλοσ χρωματίηουμε τα εναπομείναντα ςτοιχειά 2n+2 ζωσ 

3n+1 με k χρϊματα όπωσ και το πρϊτο ςφνολο και από τον οριςμό του f(k) 

και πάλι δεν ζχουμε λφςθ τθσ εξίςωςθσ και το ηθτοφμενο ζχει δθχκεί. 

    

 

                              k χρϊματα                           χρϊμα τάξθσ k+1                     k χρϊματα 

 Αρά από τον χρωματιςμό αυτό ζχουμε Sk≥3.Sk-1-1                                                        ∎ 

 

 Από το προθγοφμενο αποτζλεςμα ζχουμε πωσ Sk≥3.Sk-1-1 όμωσ                             

Sk≥3.Sk-1-1≥3.(3.Sk-2-1)-1=32Sk-2-31-30  

Αν εφαρμόςουμε τθν παραπάνω ςχζςθ i φορζσ κα ζχουμε πωσ:             

Sk≥3iSk-i -3i-1-3i-2-…-31-30 

Για i=k-3 ζχουμε:                                                                                                            

Sk≥3k-3.S3-3k-4-3k-5-…-31-30                                                                                         

και από το άκροιςμα n-3 το πλικοσ γεωμετρικϊν όρων βρίςκουμε τθν 

ςχζςθ:                                                                                                                       

Sk≥3k-3.S3 - 
3.3𝑘−3−30

3−1
        Αν ςε αυτιν κζςουμε S3=14 καταλιγουμε ςτθν:                                      

Sk≥3k-3.14 - 
3𝑘−3−1

2
 = 

3𝜅−3 .2.14−3𝜅−3+1

2
 = 

3𝑘−3 .27+1

2
=

3𝑘+1

2
                                       ∎ 

 

 

 

    1•  2•  …  •n    2n+2• …  •3n+1      n+1•  …  •2n+2 
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Παρατηρήςεισ  

Το φράγμα που μόλισ αποδείξαμε βελτιϊκθκε από τουσ Abbot και Moser. 

Προφανϊσ από το παραπάνω κεϊρθμα ζχουμε πωσ f(k)≥
3𝑘−1

2
  

 Ακόμα δεν είναι γνωςτό αν θ παράςταςθ f(k)1/k είναι φραγμζνθ θ όχι. 

Οι γνωςτζσ τιμζσ του f(k) ςταματοφν ςτθν f(4)=44 κακϊσ θ πολυπλοκότθτα των παραπζρα 

υπολογιςμϊν είναι μζχρι ςτιγμισ απαγορευτικι. 
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6. 

Το θεώρημα του van der Waerden 

 

Ο Balthazar van der Waerden το 1927 απζδειξε μια εικαςία του Schur, και πιο 

ςυγκεκριμζνα πωσ “Αν οι κετικοί ακζραιοι χωριςτοφν ςε δυο κλάςεισ, τότε 

τουλάχιςτον μια από αυτζσ κα περιζχει οςοδιποτε μεγάλεσ αρικμθτικζσ 

προόδουσ”. Στθ ςυνζχεια ζγιναν δυο αλλαγζσ ςτθν παραπάνω πρόταςθ από τουσ 

O.Schreyer και E.Artin, θ πρϊτθ ιταν θ απόδειξθ του ότι για κάκε k μποροφμε να 

κεωριςουμε ζνα αρχικό τμιμα W(k) ακζραιων τζτοιο ϊςτε τουλάχιςτον μια κλάςθ 

να περιζχει αρικμθτικζσ προόδουσ k το πλικοσ όρων, θ δεφτερθ αλλαγι ιταν επί 

τθσ ουςίασ θ γενίκευςθ τθσ πρόταςθσ του van der Waerden ςε r το πλικοσ κλάςεισ. 

Μετά από τθσ παραπάνω αλλαγζσ θ αρχικι πρόταςθ πιρε τθν ακόλουκθ μορφι: 

    

Θεώρημα 6.1 

Για κάκε κετικοφσ ακζραιουσ k και r υπάρχει ζνασ ακζραιοσ W(k,r) τζτοιοσ ϊςτε αν 

το ςφνολο των ακζραιων {1,2,...,W(k,r)} διαιρεκεί ςε r το πλικοσ κλάςεισ τότε 

τουλάχιςτον μια από αυτζσ κα περιζχει αρικμθτικζσ προόδουσ με k το πλικοσ 

όρουσ. 

Απόδειξη  

Στθν απόδειξθ αρχικά κα εξετάςουμε και κα αναλφςουμε κάποιεσ ειδικζσ 

περιπτϊςεισ για μικρζσ τιμζσ των k,r ζτςι ϊςτε να καταςτιςουμε ςαφζςτερθ τθν 

γενικι απόδειξθ. 

 Για k=2 και αυκαίρετο r από τθν αρχι του περιςτερεϊνα ζχουμε τετριμμζνα 

πωσ W(2,r)=r+1. 

 

 Για k=3 και r=2 κα αποδείξουμε πωσ W(3,2)≤325. 

Χωρίηουμε το {1,2,...,325} ςε 65 μπλοκ των 5 ακεραίων ωσ εξισ: 

*1,2,...,325+=*1,...,5+∪*6,...,10+∪...∪*321,...,325+ ζςτω τα Β1,...,Β65. Κάκε 

τζτοιο μπλοκ 2-χρωματιηεται με 25=32 διαφορετικοφσ τρόπουσ και άρα από 

το κεϊρθμα του περιςτερεϊνα από τα 33 πρϊτα μπλοκ κα υπάρχουν 

τουλάχιςτον δυο που κα ζχουν ακριβϊσ τον ίδιο χρωματιςμό ζςτω τα 

B11={51,52,53,54,55} και Β26={126,127,128,129,130}. Εξετάηουμε τα τρία 

πρϊτα ςτοιχειά του Β11, δθλαδι τα 51,52,53, δυο από αυτά κα ζχουν το ίδιο 

χρϊμα διότι αν και τα τρία είχαν το ίδιο χρϊμα κα είχαμε μια αρικμθτικι 

πρόοδο με τρία ςτοιχειά.  
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Ζςτω πωσ τα παραπάνω δυο ςτοιχειά είναι τα j και j+d τότε και το ςτοιχείο 

j+2d προφανϊσ ανικει ςτο Β11 και επομζνωσ το j+2d κα ζχει διαφορετικό 

χρϊμα από τα j, j+d. Οδθγοφμαςτε λοιπόν ςτθν εξισ κατάςταςθ: 

 

 

 

 

 

 

 

Όμωσ το ςτοιχείο 205 ανικει ςτο μπλοκ Β41 και αν αυτό είναι χρωματιςμζνο 

κόκκινο δθμιουργεί κόκκινθ μονοχρωματικι πρόοδο 55-130-205 ενϊ αν 

αυτό είναι χρωματιςμζνο μπλε δθμιουργεί τθν μπλε μονοχρωματικι πρόοδο 

51-128-205. Από τα παραπάνω ςυμπεραίνουμε πωσ ανεξάρτθτα από το 

χρϊμα που κα ζχει το 205 κα δθμιουργθκεί οπωςδιποτε μια 

μονοχρωματικι πρόοδοσ που κα το περιζχει.                                                                                       

Η τιμι του W(3,2) ςτθν πραγματικότθτα είναι κατά πολφ μικρότερθ του 325 

και ςυγκεκριμζνα W(3,2)=9. Οι μονζσ τρεισ διαιρζςεισ του ςυνόλου {1,...,8} 

ςε δυο κλάςεισ που δεν περιζχουν αρικμθτικι πρόοδο είναι οι ακόλουκεσ: 

(κακϊσ όπου και να βάλω τον 9 κα δθμιουργθκεί αρικμθτικι πρόοδοσ 

μικουσ 3)  

 

 

 1θ διαίρεςθ 

 

 

 2θ διαίρεςθ 

 

 

 

 3θ διαίρεςθ 

51 52 53 54 55 

130 129 128 127 126 

 1             4 

 5             8  

      

2            6       

3            7 

1               3 

6               8 

2              4        

5              7 

3               4 

7               8 

1              2            

5              6     
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 Θα δοφμε τϊρα αναλυτικά τον αρικμό W(3,3) του οποίου θ πραγματικι 

τιμι είναι ίςθ με 27. 

Παίρνουμε τουσ πρϊτουσ 7(2. 37 + 1)(2. 37 2.37+1 + 1) ακεραιουσ και τουσ 

διαιρουμε ςε (2. 37 2.37+1 + 1) το πλθκοσ μπλοκ Bi με 7(2. 37 + 1) ςτοιχειά 

το κακζνα. Κάκε μπλοκ Βi 3-χρωματιηεται με 37 2.37+1  τροπουσ αρα τα 

πρωτα 37 2.37+1 + 1 μπλοκ κα περιζχουν τουλάχιςτον δυο μπλοκ τα οποία 

κα είναι χρωματιςμζνα με ακριβϊσ τον ίδιο τρόπο, ζςτω ότι αυτά είναι τα 

Bi1 και Bi1+d1. Στθ ςυνζχεια διαιροφμε το κάκε μπλοκ ςε μικρότερα τα οποία 

να περιζχουν επτά διαδοχικοφσ ακεραίουσ το κακζνα και άρα ζχουμε 

2. 37 + 1 μικρα μπλοκ μεςα ςε κακε μεγαλο. Το κακε μικρο μπλοκ                  

3-χρωματιηεται με 37 διαφορετικουσ τροπουσ και αρα ςτα πρωτα 37 + 1 

μικρα μπλοκ του Bi1 υπάρχουν τουλάχιςτον δυο με ακριβϊσ τον ίδιο 

χρωματιςμό, ζςτω τα Bi1,i2 και Bi1,i2+d2. Τζλοσ ςτα πρϊτα τζςςερα ςτοιχειά 

του Bi1,i2 από τθν αρχι του περιςτερεϊνα ζνα από τα τρία χρϊματα υπάρχει 

τουλάχιςτον δυο φορζσ. Ζςτω πχ ότι τα τα ςτοιχειά i3, i3+d3 είναι κόκκινα, 

τότε το ςτοιχείο i3+2d3 ανικει ςτο Bi1,i2 και άρα για να μθν εμφανίηεται 

μονοχρωματικι πρόοδοσ ζχει διαφορετικό χρϊμα ζςτω μπλε. Οδθγοφμαςτε 

λοιπόν ςτθν παρακάτω κατάςταςθ: 

 

 

 

Βi1 

 

 

 

 

                                                                                 BBBB                                jdwqlj Bi1+d1 

 

 

 

 

Bi1+2d1 

 

.                                                    ... 

 

                                                   … 

 

                                                  … 

            …              …    … 
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Το μικρό μπλοκ επτά ςτοιχείων Bi1,i2+d2 ανικει ςτο μεγάλο μπλοκ Bi1 αφοφ 

επιλζξαμε τουσ αρικμοφσ i2 και d2 με κατάλλθλο τρόπο. Αφοφ όμωσ τα 

μικρά μπλοκ Bi1,i2 και Βi1,i2+d2 ζχουν το ίδιο χρϊμα τότε το ςτοιχείο 

p=i3+2d3+14d2 που ανικει ςτο Bi1,i2+2d2 δεν είναι κόκκινο διότι τότε κα 

δθμιουργοφνταν κόκκινθ αρικμθτικι πρόοδοσ  

i3 - i3+d3+7d2 – p 

με τρεισ όρουσ και επίςθσ δεν είναι μπλε κακϊσ τότε κα δθμιουργοφνταν 

μπλε αρικμθτικι πρόοδοσ 

i3+2d3 – i3+2d3+7d2 – p 

με τρεισ όρουσ και επομζνωσ το p ζχει υποχρεωτικά το τρίτο χρϊμα ζςτω το 

πράςινο. 

Τα μεγάλα μπλοκ Bi1 και Bi1+d1 ζχουν ακριβϊσ τον ίδιο χρωματιςμό και άρα 

το ςτοιχείο i3+2d3+14d2+7(2.37+1) ανικει ςτο μπλοκ Bi1+d1,i2+2d2 και 

επίςθσ είναι πράςινο. 

Θεωροφμε τϊρα τον ακζραιο m=i3+2d3+14d2+14(2.37+1)d1 ο οποίοσ 

ανικει ςτο μπλοκ Bi1+2d1,i2+2d2.  

Αν το ςτοιχείο m είναι κόκκινο τότε υπάρχει μονοχρωματικι κόκκινθ 

αρικμθτικι πρόοδοσ 

i3 – i3+d3+7d2+7(2.37+1)d1 – m  

Aν το ςτοιχείο m είναι μπλε τότε αντίςτοιχα υπάρχει μονοχρωματικι μπλε 

αρικμθτικι πρόοδοσ  

i3+2d3 – i3+2d3+7d2+7(2.37+1)d1 – m 

Τζλοσ αν το ςτοιχείο m είναι πράςινο τότε υπάρχει μονοχρωματικι πράςινθ 

αρικμθτικι πρόοδοσ 

i3+2d3+14d2 – i3+2d3+14d2+7(2.37+1)d1 – m 

Επομζνωσ ανεξάρτθτα από τθν επιλογι του χρϊματοσ του m υπάρχει μια 

μονοχρωματικι αρικμθτικι πρόοδοσ που το περιζχει. 
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 Θα προχωριςουμε ςτθν κυρίωσ απόδειξθ του κεωριματοσ του Van Der 

Waerden αφοφ δϊςουμε πρϊτα ζναν χριςιμο οριςμό. 

 

Δυο m-αδεσ (x1,…,xm) όπου xi∊[0,𝓁] και (y1,…,ym), yi∊[0,𝓁] λεμζ ότι είναι        

𝓁-ιςοδφναμεσ όταν ςυμφωνοφν μζχρι και τθν τελευταία ςυνάντθςθ του 

αρικμοφ 𝓁. Αν οι δυο αυτζσ m-αδεσ δεν περιζχουν τον αρικμό 𝓁 τότε πάλι 

λζγονται 𝓁-ιςοδφναμεσ.   

Ζςτω ότι 𝓁=4, m=2, καταςκευάηουμε το καρτεςιανό γινόμενο x2 όπου 

x={0,1,2,3,4}. To x2 περιζχει 25 ςτοιχειά τα οποία διαμερίηουμε ωσ εξισ: 

 

Η κλάςθ S1 περιζχει τα 16 ηεφγθ που δεν περιζχουν το ςτοιχείο 4 

Η κλάςθ S2 περιζχει τα 4 ηεφγθ που αρχίηουν με το ςτοιχείο 4 

Η κλάςθ S3 περιζχει το ηεφγοσ (4,4) 

 

 

 

 

 

 

Οι παραπάνω κλάςεισ διαμερίηουν ζνα γνιςιο υποςφνολο του *0,𝓁]m και τα 

υπόλοιπα ηεφγθ είτε δεν λαμβάνονται υπόψθ είτε ιςοδφναμα κεωροφμε ότι 

αποτελοφν το κακζνα μια κλάςθ. 

Όμοια αν 𝓁=5, m=3 ζχουν 125 τριάδεσ τισ οποίεσ διαμερίηουμε ςτισ εξισ 

οκτϊ κλάςεισ: 

Η κλάςθ S1 περιζχει τισ 43=64 τριάδεσ x1x2x3 με xi≠4, 1≤i≤3                     

Η κλάςθ S2 περιζχει τισ 16 τριάδεσ 4x1x2 με xi≠4, 1≤i≤2                     

Η κλάςθ S3 περιζχει τισ 4 τριάδεσ 04x με x∊{0,1,2,3}         

H κλάςθ S4 περιζχει τισ 4 τριάδεσ 14x με x∊{0,1,2,3}                    

Η κλάςθ S5 περιζχει τισ 4 τριάδεσ 24x με x∊{0,1,2,3}                                             

Η κλάςθ S6 περιζχει τισ 4 τριάδεσ 34x με x∊{0,1,2,3}                    

Η κλάςθ S7 περιζχει τισ 4 τριάδεσ 44x με x∊{0,1,2,3}        

Η κλάςθ S8 περιζχει τθν τριάδα 444 

Οι υπόλοιπεσ 24 τριάδεσ είτε αποτελοφν 24 κλάςεισ θ κάκε μια εκ των 

οποίων περιζχει ζνα μονό ςτοιχείο είτε ιςοδφναμα όπωσ ζχουμε ιδθ πει δεν 

λαμβάνονται κακόλου υπόψθ. 
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Θεωροφμε τϊρα τθν παρακάτω πρόταςθ 𝓈(𝓁,m) όπου 𝓁,m∊ℕ και με [m,n] 

ςυμβολίηουμε το ςφνολο {m,m+1,…,n}. 

𝓈(𝓁,m): Για δοςμζνο ακζραιο k υπάρχει ακζραιοσ W=W(𝓁,m,k) τζτοιοσ ϊςτε 

για κάκε ςυνάρτθςθ c[1,W(𝓁,m,k)-→,1,k] υπάρχουν ακζραιοι a,d1,…,dm∊ℕ 

τζτοιοι ϊςτε: 

 a + 𝓁 di ≤ W(𝓁, m, k)m
i=1   

και θ ςυνάρτθςθ c(a + 𝓁 di)
m
i=1  είναι ςτακερι ςε κάκε 𝓁 −ιςοδυναμθ 

κλαςθ του [0, 𝓁]m. 

Η πρόταςθ 𝓈(𝓁,m) ςυμπίπτει με το κεϊρθμα του van der Waerden για 

αρικμθτικζσ προόδουσ με 𝓁 όρουσ. Πράγματι για m=1 και για κάκε k, 

υπάρχει W(𝓁,m,k)=W(𝓁,k) τζτοιοσ ϊςτε για κάκε c∊[1, W(𝓁,k)-→,1,k] 

υπάρχουν δυο ακζραιοι a,d1∊ℕ τζτοιοι ϊςτε a+ 𝓁d1≤W(𝓁,k) και επίςθσ θ 

ςυνάρτθςθ c(a+x1d1) είναι ςτακερι ςε κάκε μια από τισ δυο 𝓁-ιςοδφναμεσ 

κλάςεισ του [0, 𝓁]. Όμωσ θ μια 𝓁-ιςοδφναμθ κλάςθ είναι θ *0, 𝓁-1] και θ άλλθ 

θ {𝓁}. Αν  λοιπόν x1=0,1,…, 𝓁-1, οι 𝓁 όροι τθσ μονοχρωματικισ αρικμθτικισ 

προόδου είναι οι a, a+d1, a+d1, …, a+( 𝓁-1)d1 και επομζνωσ               

c(a)=c(a+d1)=…=c(a+( 𝓁-1)d1). 

Μόλισ δείξαμε πωσ θ πρόταςθ 𝓈(𝓁,m) ςυμπίπτει με το κεϊρθμα του Van Der 

Waerden. Παρατθροφμε πωσ θ ςυνάρτθςθ c μπορεί να κεωρθκεί ςαν ζνασ 

χρωματιςμόσ του διαςτιματοσ [1,W] με k το πλικοσ χρϊματα και πωσ θ 

παράςταςθ c(a + 𝓁 di)
m
i=1  μασ δινει τθν m-αδα (x1,…,xm). 

Αντί για το κεϊρθμα του van der Waerden κα αποδείξουμε λοιπόν το 

παρακάτω ιςχυρότερο κεϊρθμα. 

 

Θεώρημα 6.2 

Η πρόταςθ 𝓈(𝓁,m) ιςχφει για όλουσ τουσ ακεραίουσ 𝓁,m≥1. 

Απόδειξη  

Η απόδειξθ γίνεται με διπλι επαγωγι ςτουσ ακεραίουσ  𝓁,m. 

Η πρόταςθ 𝓈(1,1) ιςχφει τετριμμζνα, ςτθ ςυνζχεια κα αποδείξουμε τα εξισ 

δυο διαφορετικά επαγωγικά βιματα: 

i. Αν θ 𝓈(𝓁,m) αλθκεφει για 𝓁 ςτακερό και m≥1 τότε κα αλθκεφει 

και θ 𝓈(𝓁,m+1) 
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Θζτουμε W=W(𝓁,m,k) όπου k ςτακερόσ 

W’=W(𝓁,1,kw) 

Wj=[(j-1)W+1,jW] με 1≤j≤W’ 

Ζςτω θ δοςμζνθ ςυνάρτθςθ c:[1,WW’-→,1,k] θ οποία μπορεί να 

κεωρθκεί όπωσ είπαμε ςαν ζνασ χρωματιςμόσ του διαςτιματοσ 

[1,WW’- με k χρϊματα  

 

1 W W+1 2W  … (a’-1)W+1 a’W … (W’-1)W+1      W’W 

   W1                               W2                            Wa’                               Ww’ 

         1                        2                                   a’                               w’         

 

Επειδι το ςφνολο των χρωματιςμϊν κάκε μπλοκ Wj ειναι kw o 

χρωματιςμόσ c παράγει ζναν χρωματιςμό c’:,1,W’-→,1,kw] ο 

οποίοσ χρωματίηει το j∊[1,W’- με τθν ςυνάρτθςθ που περιγράφει 

τον c-χρωματιςμό του μπλοκ Wj δθλαδι: 

F(w)=c[(j-1)W+w] με 1≤w≤W όπου f∊[1,k][1,W]. 

Δθλαδι αν δυο μπλοκ Wk και Wk’ ζχουν τον ίδιο χρωματιςμό c, 

και ςυνεπϊσ c[(k-1)w+t]=c[(k’-1)W+t] για κάκε t∊[1,W], τότε 

και c’(k)=c’(k’). 

Από τθν εκλογι του W’=W(𝓁,1,kw) και τθν επαγωγικι υπόκεςθ, 

για m=1 κα υπάρχουν αρικμοί a’,d’ τζτοιοι ϊςτε a’+𝓁d’≤W’ και 

o χρωματιςμόσ c’(a+xd’) να είναι ςτακερόσ ςτισ δυο                      

𝓁-ιςοδφναμεσ κλάςεισ του [0,𝓁] δθλαδι ςτισ [0,𝓁-1] και {𝓁} άρα 

 c’(a’)=c’(a’+d’)=…=c’(a’+(𝓁-1)d’) 

 

Εφαρμόηουμε τϊρα τθν πρόταςθ 𝓈(𝓁,m) ςτο μπλοκ                    

Wa’=,(a’-1)W+1, a’W] το οποίο ςαν υποςφνολο του [1,WW’- 

είναι k-χρωματιςμζνο με τον χρωματιςμό c. κα υπάρχουν λοιπόν 

ακζραιοι a, d1, …, dm τζτοιοι ϊςτε  

 (a-1)W+1≤a≤a + 𝓁 di
m
i=1 ≤a’W και 

 Ο χρωματιςμόσ c(a + 𝓁 di)
m
i=1  να είναι ςτακερόσ ςτισ        

       𝓁-ιςοδφναμεσ κλάςεισ του [0,𝓁]m 

 

Θζτουμε τϊρα dm+1=d’W. Τότε υπάρχουν ακζραιοι a, d1, …, dm+1 

τζτοιοι ϊςτε: 

  a + 𝓁 di =m+1
i=1 a + 𝓁 di + 𝓁m

i=1 dm+1 ≤ a′W + 𝓁d′W =

                                      (a + 𝓁d′)W ≤ W′W 

        και ο χρωματιςμόσ c(𝓁 xidi)
m+1
i=1  να είναι ςτακερόσ ςτισ      

        𝓁-ιςοδφναμεσ κλάςεισ του [0,𝓁]m+1. Αποδείξαμε μόλισ το 

πρϊτο επαγωγικό βιμα. 
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ii. Θα δείξουμε ςτθ ςυνεχεία το δεφτερο επαγωγικό βιμα δθλαδι 

αν θ πρόταςθ 𝓈(𝓁,m) ιςχφει για κάκε m τότε ιςχφει και θ πρόταςθ 

𝓈(𝓁+1,m). 

Ζςτω ο δοςμζνοσ χρωματιςμόσ c[1,W(𝓁,k,k)-→,1,k]. Τότε 

υπάρχουν ακζραιοι a, d1, …, dk τζτοιοι ϊςτε  

a + 𝓁 di ≤ W(𝓁, k, k)

𝑘

i=1

 

και o c(a +  xidi)
𝑘
i=1  να είναι ςτακερόσ ςτισ 𝓁-ιςοδφναμεσ 

κλάςεισ του [0,𝓁]k. 

Όμωσ τα χρϊματα c(a +  𝓁di)
𝑠
i=1  s=0,1,…,k όπου κζςαμε  

c(a +  𝓁di) =0
i=1 c(a) είναι k+1 το πλικοσ ενϊ το διάςτθμα 

[1,W(𝓁,k,k)] ζχει χρωματιςτεί με k χρϊματα και επομζνωσ από 

τθν αρχι του περιςτερεϊνα κα υπάρχουν τουλάχιςτον δυο ίδια 

χρϊματα δθλαδι κα υπάρχουν κάποια s,t με 0≤s<t≤k τζτοια 

ϊςτε c(a +  𝓁di)
𝑠
i=1 =c(a +  𝓁di)

𝑡
i=1  (*) 

 

Ασ υποκζςουμε πωσ το κοινό αυτό χρϊμα είναι το κόκκινο. Τότε 

υπάρχουν δυο αρικμοί Α= a +  𝓁di
𝑠
i=1  και D= 𝑑𝑖

𝑡
𝑠+1  τζτοιοι 

ϊςτε: 

  Α+(𝓁+1)D≤W(𝓁+1,1,k), πράγματι  

 Α+(𝓁+1)D=a +  𝓁di
𝑠
i=1 + (𝓁 + 1)  𝑑𝑖

𝑡
𝑠+1 = 

    =a +  𝓁di
𝑡
i=1 +  𝑑𝑖 ≤ 𝑊(𝓁, 𝑘, 𝑘) +  𝑑𝑖

𝑡
𝑠+1

𝑡
𝑠+1 =

    = 𝑊(𝓁 + 1,1, 𝑘) 

Και επίςθσ  

c[(a +  𝓁di) + j𝑠
1  𝑑𝑖

𝑡
𝑠+1 ] είναι ςτακερό ςτισ δυο ιςοδφναμεσ   

κλάςεισ του [0,𝓁+1], δθλαδι ςτισ [0,𝓁] και {𝓁+1} άρα 

c(A+jD) ςτακερό για κάκε j∊[0,𝓁], πράγματι αφοφ 

c(a +  𝓁di)
𝑠
i=1 =c(a +  𝓁di)

𝑡
i=1  ςυνεπάγεται πωσ θ 

αντίςτοιχθ s-αδα και t-αδα είναι ιςοδφναμεσ. 

Αν επαυξιςουμε τθν s-αδα ςε t-αδα προςκζτοντασ t-s 

ςυντεταγμζνεσ με οτιδιποτε ςτοιχειά ζκτοσ από 𝓁 τότε  

 Αν j∊[0,𝓁-1] τότε θ t-αδα του    

c(A+jD)=(a +  𝓁di + j𝑠
1  𝑑𝑖)

𝑡
𝑠+1  ζχει τθν μορφι 

(𝓁,𝓁,...,𝓁,j,j,…j) (όπου το 𝓁 εμφανίηεται s το πλικοσ φορζσ και 

το j εμφανίηεται t-s το πλικοσ φορζσ) με j≠𝓁 και θ μορφι 

αφτθ είναι ιςοδφναμθ με τθν (𝓁,𝓁,...,𝓁,0,0,...,0) και άρα είναι 

χρωματιςμζνθ κόκκινθ από τθν ςχζςθ (*) 
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 Αν j=𝓁 τότε c(A+jD)=c(a +  𝓁di + j𝑠
1  𝑑𝑖)

𝑡
𝑠+1 = 

        =c(a +  𝓁di +𝑠
1  𝓁𝑑𝑖)

𝑡
𝑠+1 = 

        =c(a+ 𝓁di
t
1 ) 

Η οποία από τθν ςχζςθ (*) είναι χρωματιςμζνθ κόκκινθ. 

Δείξαμε λοιπόν ότι c(A+jD) είναι ςτακερό για j∊[0,𝓁] και επομζνωσ δείξαμε τθν 

πρόταςθ 𝓈(𝓁+1,m). 

Άρα θ μζκοδοσ τθσ διπλισ επαγωγισ που ακολουκιςαμε αποδεικνφει                        

το κεϊρθμα 6.2. 

𝓈(1,1)→ 𝓈(1,2)→...→ 𝓈(1,n) 

 

𝓈(2,1)→ 𝓈(2,2)→…→ 𝓈(2,n) 

 

𝓈(3,1)→…  

                                                                                                                                                                       ∎ 

Ανάλογα με τουσ αρικμοφσ Ramsey μποροφμε να ορίςουμε τουσ αρικμοφσ Wan Der 

Waerden τουσ οποίουσ ςυμβολίηουμε με W(k,t) και τουσ ορίηουμε ςαν τον ελάχιςτο 

ακζραιο τζτοιο ϊςτε αν το διάςτθμα [1,W] χρωματιςτεί με t το πλικοσ χρϊματα 

τότε υπάρχει μονοχρωματικι αρικμθτικι πρόοδοσ με k το πλικοσ όρουσ. Ελάχιςτοι 

αρικμοί Van Der Waerden είναι γνωςτοί, μζχρι τϊρα γνωρίηουμε μονό τουσ: 

W(3,2)=9 

W(4,2)=35 

W(3,3)=27 

W(3,4)=76 

W(5,2)=178 

 

O van der Waerden υποςτιριξε πωσ υπάρχει μια μονοχρωματικι αρικμθτικι 

πρόοδοσ και οι Erdös και Turan πωσ αφτθ θ πρόοδοσ βρίςκεται μζςα ςτθν 

χρωματικι κλάςθ του “ςυχνότερα εμφανιηόμενου χρϊματοσ”. H εικαςία τουσ αφτθ 

πρωτοδιατυπωκθκε το 1936 και αποδεδείχκθκε πλιρωσ μόλισ το 1974. 
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7. 

Γενικεύςεισ των θεωρημάτων του Schur και Van Der 

Waerden 

 

Τα κεωριματα των Schur, van der Waerden και Ramsey γενικεφτθκαν το φςτερο 

μιςό του εικοςτοφ αιϊνα δίνοντασ ενδιαφζροντα αποτελζςματα όπωσ το κεϊρθμα 

Hales-Jewett και θ εικαςία του Rota.  

Πιο ςυγκεκριμζνα αναφζρουμε τθν ακόλουκθ γενίκευςθ των κεωρθμάτων Schur και 

van der Waerden: 

  Θεώρημα 7.1 

Για όλα τα k,r,s ≥ 1 υπάρχει ακζραιοσ n(k,r,s)=n τζτοιοσ ϊςτε αν χρωματίςουμε με 

r χρϊματα το ςφνολο {1,2,...,n} τότε υπάρχουν ακζραιοι a,d > 0 τζτοιοι ϊςτε το 

ςφνολο {a,a+d,a+2d,…a+kd+∪*sd} να είναι μονοχρωματικό. 

Απόδειξη  

Για r=1 ζχουμε τετριμμζνα πωσ n(k,1,s)=max(k+1,s) με a=d=1.                                

Συμβολίηουμε με W=W(t,r) τον ελάχιςτο ακζραιο τζτοιον ϊςτε αν το ςφνολο 

{1,2,...,w} χρωματιςκεί με r το πλικοσ χρϊματα να υπάρχει μια μονοχρωματικι 

αρικμθτικι πρόοδοσ t ορϊν. H φπαρξθ του παραπάνω αρικμοφ εξαςφαλίηεται από 

το κεϊρθμα του van der Waerden αφοφ μποροφμε να κζςουμε                  

n=S.W(kn(k,r-1,s),r)  (όπωσ κάναμε και ςτθν απόδειξθ του ομϊνυμου 

κεωριματοσ).                                     

Αν τϊρα χρωματίςουμε με r χρϊματα το ςφνολο {1,2,...,n} μεταξφ των πρϊτων  

W(kn(k,r-1,s),r) ακζραιων αυτοφ του ςυνόλου κα βροφμε ζνα 

μονοχρωματικό(ζςτω μπλε) υποςφνολο τθσ μορφισ {a+id’+ όπου 0≤i≤kn(k,r-1,s) 

δθλαδι μια μονοχρωματικι αρικμθτικι πρόοδο μικουσ kn(k,r-1,s)+1. Aν για 

κάποιο δείκτθ j με 1≤j≤n(k,r-1,s) o αρικμόσ sd’j είναι χρωματιςμζνοσ μπλε τότε αν 

κζςουμε d=jd’ το ςφνολο {a,a+d,…,a+kd+∪*sd} είναι χρωματιςμζνο μπλε και το 

κεϊρθμα ζχει δθχκεί.  

Αν πάλι όχι τότε το ςφνολο {sd’j: 1≤j≤n(k,r-1,s)} είναι χρωματιςμζνο με r-1 

χρϊματα. Από τθν επαγωγικι υπόκεςθ και τθν ιςοδυναμία των χρωματιςμϊν των 

ςυνόλων {1,2,...,n} και {sd’,2sd’,…,nsd’+ ζπεται ότι υπάρχει μονοχρωματικό ςφνολο 

τθσ μορφισ {a,a+d,…,a+kd+∪*sd} και θ απόδειξθ ζχει τελειϊςει.                                   ∎ 
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Επίςθσ το κεϊρθμα των Hales-Jewett που αποτελεί ςθμαντικι γενίκευςθ των 

κεωρθμάτων του Ramsey και του van der Waerden διατυπϊνεται ωσ εξισ: 

Θεώρημα 7.2 

Υπάρχει αρικμόσ Ν(k,r,m) τζτοιοσ ϊςτε αν  𝑆 ≥ Ν(k,r,m) τότε υπάρχουν ξζνα μθ 

κενά υποςφνολα x1,…,xr του 𝑆 και μια m-ςυλλογι 𝓑 ςθμείων του 𝑆-x1-…-xr τετοια 

ϊςτε όλεσ οι m-ςυλλογζσ 𝓐= 𝑎𝑖𝑥𝑖 +𝑟
𝑖=1 𝓑 με 0≤𝑎𝑖≤m να ζχουν το ίδιο χρϊμα. 

(Ονομάηουμε ςυλλογι ζνα ςφνολο S που ςε κάκε ςτοιχειό του ζχουμε αντιςτοιχίςει 

ζναν μθ αρνθτικό ακζραιο που λζγεται πολλαπλότθτα του ςτοιχείου. Μια m-

ςυλλογι είναι μια ςυλλογι όπου κάκε ςτοιχειό ζχει πολλαπλότθτα μικρότερθ του 

m.) 

 

Θα αναφζρουμε ςτθ ςυνεχεία τθν εικαςία του Rota θ όποια ζχει ςτενι ςχζςθ με το 

παραπάνω κεϊρθμα και αποδεδείχκθκε το 1972 από τουσ Graham, Leeb και 

Rothschild. 

Θεώρημα 7.3 

Αν δοκοφν ζνα πεπεραςμζνο ςϊμα F και φυςικοί αρικμοί n και k τότε υπάρχει 

φυςικόσ αρικμόσ Ν τζτοιοσ ϊςτε αν ο Ν-διάςτατοσ διανυςματικόσ χϊροσ επί του F o 

όποιοσ ςυμβολίηεται με FN χρωματιςτεί με k το πλικοσ χρϊματα τότε ο FN περιζχει 

ζναν μονοχρωματικό n-διάςτατο ομοπαραλλθλικο υπόχωρο. Επίςθσ αν δοκεί ζνα 

πεπεραςμζνο ςϊμα F και φυςικοί αρικμοί n,m,k≥1 υπάρχει φυςικόσ αρικμόσ M 

τζτοιοσ ϊςτε αν το ςφνολο των k-διάςτατων υποχϊρων του FM χρωματιςτεί με m το 

πλικοσ χρϊματα, τότε υπάρχει ζνασ n-διαςτατόσ υπόχωροσ μζςα ςτον οποίο όλοι 

οι k-διάςτατοι υπόχωροι του ζχουν το ίδιο χρϊμα. 
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