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Περίληψη 

Οι λεπτές πλάκες σταθερού ή μεταβλητού πάχους χρησιμοποιούνται ως φέροντα 

στοιχεία σε πλήθος εφαρμογών του μηχανικού από την μικροηλεκτρονική και την 

νανοτεχνολογία μέχρι τις κατασκευές του πολιτικού μηχανικού και την 

αεροναυπηγική. Το πλεονέκτημα τους βρίσκεται στο συνδυασμό λεπτού πάχους και 

μεγάλης αντοχής στα εγκάρσια και μεμβρανικά φορτία. Ωστόσο, το λεπτό πάχος τους 

αποτελεί και σημαντικό μειονέκτημα καθώς εμφανίζουν επικίνδυνα φαινόμενα 

αστάθειας υπό την επίδραση μεμβρανικών φορτίων. Το υλικό κατασκευής τους είναι 

συνήθως το μέταλλο και το οπλισμένο σκυρόδεμα, ωστόσο τα τελευταία χρόνια 

χρησιμοποιούνται όλο και πιο συχνά σύγχρονα τεχνητά υλικά με μικρό βάρος και 

μεγάλη αντοχή. Τα υλικά αυτά ανήκουν στην κατηγορία των βισκοελαστικών υλικών, 

οι μηχανικές ιδιότητες των οποίων συνδυάζουν αυτές των ρευστών και των στερεών 

ελαστικών υλικών. Από τα παραπάνω συμπεραίνεται ότι ο σχεδιασμός των 

κατασκευών στις οποίες χρησιμοποιούνται λεπτές πλάκες και η αντιμετώπιση των 

μειονεκτημάτων τους προϋποθέτει τη λεπτομερή ανάλυσή τους. Τούτο επιτυγχάνεται 

με την ανάπτυξη υπολογιστικών μεθόδων που επιλύουν με ακρίβεια και αξιοπιστία τα 

σύγχρονα προβλήματα των λεπτών πλακών σταθερού και γενικότερα μεταβλητού 

πάχους.  

Αντικείμενο της παρούσας διατριβής είναι η ανάπτυξη της Μεθόδου των Συνοριακών 

Στοιχελιων (Boundary Element Method, ΒΕΜ) για την ανάλυση και μελέτη της 

συμπεριφοράς των λεπτών ελαστικών και βισκοελαστικών πλακών και την εύρεση 
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της βέλτιστης κατανομής του πάχους με στόχο τη βελτίωση της αποκρίσεως τους 

κάτω από δεδομένες συνθήκες στατικής ή δυναμικής φορτίσεως. Η πλάκα δύναται να 

έχει τυχούσα γεωμετρία και να στηρίζεται με διάφορους τρόπους στο σύνορο και στο 

εσωτερικό ενώ επίσης δύναται να φορτίζεται τόσο με εγκάρσια όσο και με 

μεμβρανικά φορτία. Τα φορτία αυτά μπορεί να είναι συντηρητικά ή μη συντηρητικά 

ή/και συνδυασμός των παραπάνω δύο περιπτώσεων. Εξετάζονται το στατικό και το 

δυναμικό μη γραμμικό πρόβλημα των μετρίως μεγάλων παραμορφώσεων (θεωρία 

von Kármán). Η επίλυση του στατικού και δυναμικού γραμμικού προβλήματος 

πλακών, ελαστικών και βισκοελαστικών, αποτελεί επίσης αντικείμενο της διατριβής 

με εφαρμογή στη μελέτη της ευστάθειας πλακών με τη σύγχρονη δράση μεμβρανικών 

δυνάμεων. 

Στην παρούσα διατριβή εξετάζονται πλάκες από ομογενές, ισότροπο και γραμμικό 

ελαστικό και βισκοελαστικό υλικό. Οι καταστατικές σχέσεις της γραμμικής 

βισκοελαστικότητας διατυπώνονται με διαφορική μορφή με χρήση παραγώγων 

κλασματικής τάξεως. Αυτό γίνεται διότι τα τελευταία χρόνια έχει διαπιστωθεί 

πειραματικά και θεωρητικά η δυνατότητα που έχουν αυτές οι καταστατικές σχέσεις 

να προσεγγίζουν τη συμπεριφορά των βισκοελαστικών υλικών αξιόπιστα με πολύ 

λιγότερες παραμέτρους σε σύγκριση με αυτές των ακεραίων παραγώγων ή αυτών που 

χρησιμοποιούν ολοκληρωτικές εξισώσεις. Χρησιμοποιήθηκε η κλασματική 

παράγωγος Caputo, η οποία παρουσιάζει το πλεονέκτημα να δέχεται αρχικές 

συνθήκες στις οποίες μπορεί να δοθεί φυσική ερμηνεία σε αντίθεση με ότι συμβαίνει 

με τους άλλους ορισμούς της κλασματικής παραγώγου (Reimann-Liouville, 

Grünwald). Έτσι η χρησιμοποίηση διαφορικών καταστατικών σχέσεων με 

παραγώγους κλασματικής τάξεως επιτρέπει τη μελέτη της στατικής και δυναμικής 

συμπεριφοράς των βισκοελαστικών πλακών σύμφωνα με τις τελευταίες επικρατούσες 

απόψεις και ανοίγει το δρόμο για τη χρησιμοποίηση πολυπαραμετρικών μη 

γραμμικών βισκοελαστικών μοντέλων. 

Εξάγονται οι εξισώσεις που διέπουν την συμπεριφορά των πλακών ως προς τις τρεις 

μετατοπίσεις (δύο μεμβρανικές και μία εγκάρσια). Η εισαγωγή των βισκοελαστικών 

καταστατικών σχέσεων επιτυγχάνεται με παραγώγιση των εξισώσεων ισορροπίας της 

πλάκας μέχρι την τάξη που καθορίζει η διαφορική καταστατική σχέση. Έτσι η 

απόκριση της πλάκας περιγράφεται από ένα συζευγμένο μη γραμμικό σύστημα 

εξισώσεων με χρονικές παραγώγους κλασματικής τάξεως, η μέγιστη τιμή της οποίας 



Περίληψη   ix

εξαρτάται από τη μέγιστη παράγωγο που εμφανίζεται στην καταστατική σχέση του 

βισκοελαστικού υλικού. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα να προκύπτουν διαφορικές 

εξισώσεις κινήσεως ανωτέρας τάξεως (≥ 2 ) ως προς το χρόνο, για την επίλυση των 

οποίων απαιτούνται πρόσθετες αρχικές συνθήκες από αυτές που καθορίζονται από το 

φυσικό πρόβλημα. Το γεγονός αυτό σε συνδυασμό με τη δυσκολία της αριθμητικής 

επιλύσεως των ανωτέρας τάξεως διαφορικών εξισώσεων αποτελεί την κύρια αιτία για 

την οποία η χρήση των διαφορικών καταστατικών μοντέλων είναι περιορισμένη, 

όπως προκύπτει από τη διεθνή βιβλιογραφία. Στην παρούσα διατριβή παρουσιάζεται 

μια γενική μέθοδος προσδιορισμού των επιπλέον αρχικών συνθηκών που απαιτούνται 

για την καλή τοποθέτηση και επίλυση του προβλήματος.  

Η επίλυση των γραμμικών και μη γραμμικών μερικών διαφορικών εξισώσεων 

κλασματικής τάξεως που περιγράφουν την απόκριση των ελαστικών και 

βισκοελαστικών πλακών γίνεται με τη Μέθοδο των Συνοριακών Στοιχείων (ΒΕΜ) σε 

συνδυασμό με τη Μέθοδο της Αναλογικής Εξίσωσης (ΑΕΜ). Ο συνδυασμός αυτός 

αντιμετωπίζει πλήρως τις εγγενείς αδυναμίες της ΒΕΜ, δηλαδή την αδυναμία 

ευρέσεως θεμελιώδους λύσεως και τη μη δυνατότητα εφαρμογής της σε μη γραμμικά 

στατικά και δυναμικά προβλήματα. Η ΑΕΜ μετατρέπει το συζευγμένο μη γραμμικό 

σύστημα σε τρεις απλές διαφορικές εξισώσεις (μία διαρμονική και δύο Poisson), οι 

οποίες μπορούν  να λυθούν με τη ΒΕΜ. Στην παρούσα διατριβή η ΒΕΜ εφαρμόζεται 

με χρήση πεδιακής διακριτοποίησης. Με τον τρόπο αυτό συνδυάζονται τα 

πλεονεκτήματα της ΒΕΜ ενώ απλουστεύεται σημαντικά η διαδικασία χάρις στην 

αυτόματη διακριτοποίηση του χωρίου σε τριγωνικά στοιχεία με τη μέθοδο Delaunay. 

Στην περίπτωση του στατικού ελαστικού προβλήματος η μέθοδος καταλήγει σε ένα 

αλγεβρικό σύστημα εξισώσεων το οποίο μπορεί να είναι γραμμικό ή μη γραμμικό 

ανάλογα με το πρόβλημα. Στις υπόλοιπες περιπτώσεις καταλήγει σε ένα γραμμικό ή 

μη γραμμικό πρόβλημα αρχικών τιμών για συνήθεις διαφορικές εξισώσεις 

κλασματικής τάξεως. Το πρόβλημα αυτό επιλύεται με τη γενική μέθοδο επίλυσης 

εξισώσεων κλασματικής τάξεως που παρουσιάζεται στην εργασία Katsikadelis 

(2009c). 

Το τελευταίο τμήμα της διατριβής πραγματεύεται τη βελτιστοποίηση του πάχους μιας 

ελαστικής πλάκας με στόχο την αύξηση της δυσκαμψίας της ή των κρίσιμων φορτίων 

ευστάθειας για δεδομένο όγκο υλικού. Το πρόβλημα αυτό αποτελεί σημαντικό 

αντικείμενο έρευνας τα τελευταία χρόνια. Αρκετοί ερευνητές έχουν διαπιστώσει ότι η 
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βελτιστοποίηση του πάχους της πλάκας οδηγεί σε βέλτιστες κατανομές με απότομες 

μεταβολές, για τις οποίες όμως δεν ισχύουν οι παραδοχές της θεωρίας Kirchhoff για 

τις πλάκες. Ακόμη αναφέρουν ότι το αποτέλεσμα της βελτιστοποίησης εξαρτάται από 

τη διακριτοποίηση που χρησιμοποιείται κατά την αριθμητική επίλυση του 

προβλήματος. Στην παρούσα διατριβή προσδιορίζεται ένας περιορισμός που πρέπει 

να ικανοποιεί η συνάρτηση του πάχους της πλάκας ώστε να ισχύει η θεωρία 

Kirchhoff. Ο περιορισμός αυτός προκύπτει εκκινώντας από την τρισδιάστατη θεωρία 

ελαστικότητας και δεσμεύει την πρώτη και τη δεύτερη παράγωγο του πάχους. Όπως 

παρουσιάζεται στις αριθμητικές εφαρμογές δίδει βέλτιστες κατανομές πάχους χωρίς 

απότομες μεταβολές, οι οποίες δεν εξαρτώνται από τη διακριτοποίηση που 

χρησιμοποιείται. 

Η διατριβή αποτελείται από την εισαγωγή, επτά Κεφάλαια, τρία Παραρτήματα και τη 

βιβλιογραφία.  

Στο εισαγωγικό Κεφάλαιο γίνεται μια σύντομη ιστορική ανασκόπηση στις εργασίες 

που οδήγησαν στη διατύπωση της θεωρίας λεπτών πλακών και στις σπουδαιότερες 

προσεγγιστικές και αναλυτικές μεθόδους που έχουν χρησιμοποιηθεί για την επίλυση 

των προβλημάτων των πλακών. Ακόμη, παρουσιάζεται εκτεταμένη βιβλιογραφία με 

τις εργασίες που έχουν ως αντικείμενο την επίλυση των ελαστικών και 

βισκοελαστικών πλακών σταθερού και μεταβλητού πάχους καθώς και στις εργασίες 

που αφορούν τη βελτιστοποίηση του πάχους των ελαστικών πλακών. 

Στο πρώτο Κεφάλαιο της διατριβής γίνεται μια εισαγωγή στη θεωρία της 

βισκοελαστικότητας. Παρουσιάζονται διάφορα μονοδιάστατα βισκοελαστικά 

μοντέλα με χρήση καταστατικών σχέσεων διαφορικής και ολοκληρωτικής μορφής, τα 

οποία στη συνέχεια γενικεύονται με χρήση παραγώγων κλασματικής τάξεως. Τέλος, 

παρουσιάζονται οι καταστατικές σχέσεις της τρισδιάστατης βισκοελαστικότητας για 

ισότροπα και ομογενή υλικά με χρήση διαφορικών εξισώσεων κλασματικής τάξης. 

Στο δεύτερο Κεφάλαιο διατυπώνονται οι εξισώσεις της στατικής και δυναμικής 

συμπεριφοράς μιας λεπτής πλάκας από ελαστικό και βισκοελαστικό υλικό, τυχόντος 

σχήματος με μεταβλητό πάχος. Αρχικά, περιγράφεται το πρόβλημα και 

παρουσιάζονται όλες οι δυνατές περιπτώσεις φόρτισης και συνθηκών στήριξης οι 

οποίες λαμβάνονται υπόψη στα πλαίσια της διατριβής. Ακολούθως παρουσιάζονται οι 

παραδοχές της θεωρίας των λεπτών πλακών μεταβλητού πάχους, οι σχέσεις 
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παραμορφώσεων-μετατοπίσεων σύμφωνα με τη θεωρία των μετρίως μεγάλων 

παραμορφώσεων καθώς και οι καταστατικές εξισώσεις των λεπτών πλακών από 

γραμμικό, ομογενές και ισότροπο βισκοελαστικό υλικό. Μορφώνονται οι διαφορικές 

εξισώσεις κινήσεως για το μη γραμμικό, στατικό και δυναμικό, πρόβλημα της 

πλάκας. Τέλος, εξάγονται οι εξισώσεις  του γραμμικού, στατικού και δυναμικού, 

προβλήματος της πλάκας με τη σύγχρονη δράση μεμβρανικών δυνάμεων ως μερική 

περίπτωση του μη γραμμικού. Στην περίπτωση των βισκοελαστικών πλακών 

προσδιορίζονται και οι απαιτούμενες επιπλέον αρχικές συνθήκες. 

Η άμεση μέθοδος των συνοριακών στοιχείων για το πρόβλημα της κάμψης μιας 

λεπτής ελαστικής πλάκας παρουσιάζεται στο τρίτο Κεφάλαιο. Διατυπώνονται οι 

ολοκληρωτικές εξισώσεις του προβλήματος και εν συνεχεία περιγράφεται η 

αριθμητική διαδικασία για τον υπολογισμό των επικαμπύλιων και των επιφανειακών 

ολοκληρωμάτων. Χρησιμοποιούνται συναρτήσεις σχήματος Hermite για την 

εγκάρσια μετατόπιση και γραμμικές συναρτήσεις σχήματος για τα υπόλοιπα μεγέθη 

του συνόρου, όπως έχει προταθεί από τους Hartmann and Zotemantel (1986). Με τον 

τρόπο αυτό ικανοποιούνται οι ελάχιστες απαιτήσεις συνέχειας (συναρτήσεις 

σχήματος τύπου 1C ) των συνοριακών μεγεθών. Η χρήση των στοιχείων αυτών 

επιτρέπει την επίλυση προβλημάτων τυχούσας γεωμετρίας και συνοριακών  

συνθήκών με μεγάλη ακρίβεια. Ακόμη προσδιορίζονται αναλυτικά τα ιδιόμορφα και 

υπεριδιόμορφα ολοκληρώματα που προκύπτουν κατά την αριθμητική διαδικασία 

επιλύσεως των συνοριακών ολοκληρωτικών εξισώσεων. 

Στο τέταρτο Κεφάλαιο περιγράφονται οι βασικές έννοιες της ΑΕΜ και η μέθοδος 

εφαρμόζεται για την επίλυση των προβλημάτων που περιγράφονται στο δεύτερο 

Κεφάλαιο. Στη συνέχεια παρουσιάζεται η μέθοδος Ritz για τη μείωση των βαθμών 

ελευθερίας των μη γραμμικών δυναμικών προβλημάτων. Η μείωση αυτή είναι 

αναγκαία για την μελέτη δύσκολων μη γραμμικών προβλημάτων που απαιτούν την 

αριθμητική ολοκλήρωση των εξισώσεων κινήσεως για μεγάλο χρονικό διάστημα 

ώστε να προσδιοριστεί η μόνιμη απόκριση της ταλάντωσης της πλάκας. Στη συνέχεια 

παρουσιάζεται και επιλύεται το πρόβλημα ευστάθειας της πλάκας υπό την επίδραση 

συντηρητικών και μη συντηρητικών φορτίων τόσο για τις ελαστικές όσο και για τις 

βισκοελαστικές πλάκες.  

Το πρόβλημα της εύρεσης της βέλτιστης κατανομής του πάχους μιας λεπτής πλάκας 

με δεδομένο όγκο υλικού ώστε να μεγιστοποιηθεί η ακαμψία ή τα κρίσιμα φορτία 
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ευστάθειας παρουσιάζεται στο πέμπτο Κεφάλαιο. Χρησιμοποιώντας την 

τρισδιάστατη ελαστικότητα προσδιορίζεται ένας συμβατός περιορισμός που πρέπει 

να ικανοποιεί η συνάρτηση του πάχους της πλάκας ώστε να ισχύει η θεωρία λεπτών 

πλακών του Kirchhoff για πλάκες μεταβλητού πάχους. Στη συνέχεια διατυπώνεται το 

πρόβλημα βελτιστοποίησης του πάχους υπό τον περιορισμό του σταθερού όγκου 

υλικού, της ανώτατης και κατώτατης τιμής που επιβάλλονται από λειτουργικούς 

λόγους και του ανισοτικού περιορισμού ισχύος της θεωρίας Kirchhoff. Το πρόβλημα 

αυτό επιλύεται αριθμητικά με τη μέθοδο του δευτεροβάθμιου προγραμματισμού 

(sequential quadratic programming).  

Στο έκτο Κεφάλαιο παρουσιάζονται διάφορα αριθμητικά παραδείγματα (συνολικά 

32), τα οποία σκοπό έχουν να καταδείξουν την ακρίβεια και τις δυνατότητες της ΒΕΜ 

σε συνδυασμό με την ΑΕΜ όπως παρουσιάσθηκε στα προηγούμενα κεφάλαια. Από 

τα παραδείγματα προκύπτουν πλήθος συμπερασμάτων για τη γραμμική και μη 

γραμμική συμπεριφορά των λεπτών ελαστικών και βισκοελαστικών πλακών 

μεταβλητού πάχους.  

Στο έβδομο Κεφάλαιο εκτίθενται τα συμπεράσματα που προέκυψαν από τη μελέτη 

των διαφόρων προβλημάτων των ελαστικών και βισκοελαστικών πλακών και 

παρουσιάζονται ιδέες του συγγραφέα για μελλοντική έρευνα. 

Η διατριβή συμπληρώνεται με τρία Παραρτήματα. Στο πρώτο Παράρτημα 

παρουσιάζεται μια γενική μέθοδος προσδιορισμού των επιπλέον αρχικών συνθηκών 

στα δυναμικά βισκοελαστικά προβλήματα που περιγράφονται με διαφορικές 

καταστατικές σχέσεις. Στο δεύτερο Παράρτημα παρουσιάζεται η αριθμητική μέθοδος 

Arc-length που χρησιμοποιείται για την επίλυση συστημάτων μη γραμμικών 

αλγεβρικών εξισώσεων που εξαρτώνται από κάποια παράμετρο. Στο τρίτο 

Παράρτημα παρουσιάζεται η αριθμητική μέθοδος επίλυσης γραμμικών και μη 

γραμμικών συστημάτων διαφορικών εξισώσεων κλασματικής τάξεως (Katsikadelis, 

2009c), όπως εφαρμόζεται για εξισώσεις τάξεως μεγαλύτερης της δευτέρας. 

 

 



I 
Εισαγωγή  

Ι.1 Γενικά 

Η πλάκα είναι εκείνο το στερεό σώμα του οποίου η μια διάσταση, που ονομάζεται 

πάχος, είναι μικρή σε σύγκριση με τις άλλες δύο. Όταν το πάχος h  είναι 

σημαντικά μικρότερο από τις άλλες διαστάσεις η πλάκα χαρακτηρίζεται ως λεπτή 

( / 0.1h a <  όπου a  μια από τις άλλες δύο διαστάσεις της) ενώ σε αντίθετη 

περίπτωση χαρακτηρίζεται ως χονδρή. Το πάχος μπορεί να είναι σταθερό ή 

μεταβλητό από σημείο σε σημείο. Η επιφάνεια που διχοτομεί το πάχος της 

πλάκας ονομάζεται μέση επιφάνεια (Σχ. Ι.1) και είναι επίπεδη όταν το πάχος 

κατανέμεται συμμετρικά εκατέρωθεν αυτής.  

Λόγω των γεωμετρικών της χαρακτηριστικών η πλάκα έχει τη δυνατότητα να 

παραλαμβάνει επιφανειακά φορτία που δρουν τόσο κάθετα (εγκάρσια φορτία) 

όσο και παράλληλα στο επίπεδο της (μεμβρανικά ή συνεπίπεδα φορτία) 

Ταυτόχρονα το μικρό βάρος και η επίπεδη μορφή της, που πρακτικά διατηρείται 

και για μεγάλες τιμές των εγκαρσίων φορτίων, καθιστά την λεπτή πλάκα βέλτιστη 

λύση από οικονομική και λειτουργική άποψη για πολλές πρακτικές εφαρμογές. 

Έτσι, οι λεπτές πλάκες χρησιμοποιούνται σήμερα στις κατασκευές του πολιτικού 
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μηχανικού (κτίρια, γέφυρες), στη ναυπηγική (πλοία), στην αεροναυπηγική και 

διαστημική τεχνολογία (πτέρυγες αεροπλάνων, διαστημικές κατασκευές), στη 

μηχανολογία (εξαρτήματα μηχανών) ενώ τελευταία έχει διαπιστωθεί η 

χρησιμότητα τους στην επιστήμη της μικροηλεκτρονικής και νανοτεχνολογίας.  

παχος " h μεση επιφανεια" "

ax
y z

Σχήμα Ι.1 : Γεωμετρικά χαρακτηριστικά πλάκας μεταβλητού πάχους.  

Το λεπτό πάχος όμως, αποτελεί και σημαντικό μειονέκτημα των πλακών, καθώς 

υπό την επίδραση μεμβρανικών συντηρητικών ή και μη συντηρητικών φορτίων 

εμφανίζουν φαινόμενα αστάθειας, που είναι ιδιαίτερα επικίνδυνα για τις 

κατασκευές. Τέτοια φαινόμενα είναι ο λυγισμός, που οφείλεται σε θλιπτικά 

μεμβρανικά φορτία και ο πτερυγισμός, που οφείλεται σε μη συντηρητικά φορτία, 

όπως η αεροδυναμική πίεση λόγω ροής αέρα μεγάλης ταχύτητας. Έτσι, σε πολλές 

περιπτώσεις κατασκευών όπου χρησιμοποιούνται λεπτές πλάκες, σημαντικό 

κριτήριο για το σχεδιασμό είναι η ευστάθεια τους. Ακόμη, υπό την επίδραση 

μεγάλων εγκαρσίων φορτίων εμφανίζουν μεγάλες εγκάρσιες μετατοπίσεις, 

γεγονός που είναι ανεπιθύμητο για λόγους λειτουργικότητας στις κατασκευές 

(π.χ. κτίρια, γέφυρες κ.α.). Η ανάγκη για βελτίωση της ασφάλειας και της 

λειτουργικότητας ώθησε τους μηχανικούς στη συνδυασμένη χρήση πλακών και 

άλλων φορέων όπως πλάκες ενισχυμένες με δοκούς καθώς και στη χρήση πλακών 

μεταβλητού πάχους. Επίσης, η βέλτιστη μορφή και θέση που πρέπει να έχουν οι 

δοκοί ενίσχυσης ή η βέλτιστη κατανομή του πάχους της πλάκας, ώστε να 

επιτευχθεί το επιδιωκόμενο επίπεδο ασφάλειας και λειτουργικότητας με το 

μικρότερο δυνατό κόστος, αποτελούν αντικείμενο έρευνας σήμερα.  

Οι πλάκες κατασκευάζονται είτε από ένα μόνο υλικό είτε από λεπτές στρώσεις 

διαφόρων υλικών. Το υλικό κατασκευής μπορεί να είναι ομογενές ή ανομοιογενές 



Εισαγωγή   3

ενώ ως προς τις μηχανικές του ιδιότητες μπορεί να είναι ισότροπο ή ανισότροπο. 

Το πιο συνηθισμένο υλικό κατασκευής των πλακών στη ναυπηγική, 

αεροναυπηγική και μηχανολογία είναι το μέταλλο (χάλυβας ή αλουμίνιο) ενώ 

στην περίπτωση των έργων του πολιτικού μηχανικού είναι το σκυρόδεμα και ο 

συνδυασμός σκυροδέματος και μετάλλου. Τα τελευταία χρόνια έχει επικρατήσει 

η χρήση σύγχρονων τεχνητών υλικών, συχνά παραγώγων του πετρελαίου 

(τεχνητά πολυμερή υλικά), σε όλες σχεδόν τις παραπάνω κατασκευές. Τα υλικά 

αυτά είναι σημαντικά ελαφρύτερα από τα συνήθη φυσικά υλικά ενώ έχουν 

καλύτερες μηχανικές ιδιότητες. Ακόμη παρουσιάζουν έντονη ελαστοπλαστική 

συμπεριφορά, δηλαδή αποκτούν μόνιμες παραμορφώσεις όταν οι τάσεις 

ξεπεράσουν το όριο διαρροής του υλικού. Ωστόσο, και στην περίπτωση που 

βρίσκονται στο τμήμα της ελαστικής περιοχής, η συμπεριφορά τους δεν είναι 

δυνατόν να περιγραφεί από τη θεωρία ελαστικότητας, καθώς παρουσιάζουν 

μεταβλητές ιδιότητες στο χρόνο. Τα υλικά αυτά ονομάζονται βισκοελαστικά 

(viscoelastic) ή ιξοπλαστικά (viscoplastic) ή βισκοελαστοπλαστικά 

(viscoelastoplastic) γιατί συνδυάζουν την ιξώδη (viscous) συμπεριφορά των 

ρευστών και την ελαστική ή/και την πλαστική συμπεριφορά των στερεών υλικών.  

Οι καταστατικές σχέσεις των βισκοελαστικών υλικών περιγράφονται από 

γραμμικές ή μη γραμμικές διαφορικές ή ολοκληρωτικές εξισώσεις. Τα τελευταία 

χρόνια έχει αποδειχθεί πειραματικά ότι οι διαφορικές καταστατικές εξισώσεις με 

χρήση παραγώγων κλασματικής (μη ακεραίας) τάξεως (fractional derivatives) 

περιγράφουν καλύτερα τη συμπεριφορά των βισκοελαστικών υλικών από ότι οι 

αντίστοιχες εξισώσεις με παραγώγους ακεραίας τάξεως (Caputo, 1969; Caputo 

and Mainardi, 1971; Bagley and Torvik, 1983; Koeller, 1986; Stiassnie, 1979; 

Adolfsson et al., 2005; Meral et al., 2010). Η χρήση τέτοιων καταστατικών 

εξισώσεων οδηγεί στη διατύπωση διαφορικών εξισώσεων κλασματικής τάξεως 

που διέπουν τη συμπεριφορά των κατασκευών και από τη λύση των οποίων 

προσδιορίζεται η εντατική τους κατάσταση και οι μετατοπίσεις. Έτσι, το 

επιστημονικό ενδιαφέρον έχει στραφεί προς την επίλυση τέτοιων εξισώσεων με 

αναλυτικές και κυρίως με αριθμητικές μεθόδους.  

Αντικείμενο της παρούσας διατριβής είναι η ανάλυση των ελαστικών και 

βισκοελαστικών πλακών μεταβλητού πάχους καθώς και η εύρεση της βέλτιστης 

κατανομής του πάχους με στόχο τη βελτίωση διαφόρων χαρακτηριστικών τους. 
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Πιο συγκεκριμένα επιλύεται το στατικό και το δυναμικό πρόβλημα της πλάκας, η 

οποία δύναται να έχει οποιοδήποτε σχήμα και μεταβλητό πάχος που κατανέμεται 

συμμετρικά εκατέρωθεν της μέσης επιφάνειας. Ακόμη, η πλάκα μπορεί να 

φορτίζεται με εγκάρσια και μεμβρανικά φορτία ενώ μπορεί να στηρίζεται στο 

σύνορο και στο εσωτερικό με διάφορες συνθήκες στήριξης. Μελετάται το 

πρόβλημα των μικρών παραμορφώσεων (γραμμικό πρόβλημα) με τη σύγχρονη 

δράση μεμβρανικών δυνάμεων καθώς και το πρόβλημα των μετρίως μεγάλων 

παραμορφώσεων (θεωρία von Kármán). Ακόμη μελετάται το πρόβλημα της 

ευστάθειας των ελαστικών και βισκοελαστικών πλακών λόγω σταθερών στο 

χρόνο συντηρητικών και μη συντηρητικών φορτίων καθώς και η μεταλυγισμική 

απόκριση των πλακών λόγω των παραπάνω φορτίσεων. Το υλικό κατασκευής της 

πλάκας είναι ισότροπο και ομογενές ενώ για την περίπτωση των βισκοελαστικών 

υλικών χρησιμοποιούνται καταστατικές σχέσεις διαφορικής μορφής με 

παραγώγους κλασματικής τάξεως. Τέλος, παρουσιάζεται και επιλύεται το 

πρόβλημα της βέλτιστης κατανομής του πάχους ώστε να μεγιστοποιείται η 

ακαμψία ή τα φορτία λυγισμού της πλάκας διατηρώντας σταθερό τον όγκο της.   

Ι.2 Σύντομη ιστορική αναδρομή στη διατύπωση της 

θεωρίας των λεπτών ελαστικών πλακών 

Η προσπάθεια για τη διατύπωση και επίλυση των εξισώσεων που διέπουν τη 

συμπεριφορά των λεπτών ελαστικών πλακών απασχολεί την επιστημονική 

κοινότητα από τον 18ο αιώνα. Όπως αναφέρεται σε διάφορα συγγράμματα 

πλακών (π.χ. Szilard, 1974; Ventsel and Krauthammer, 2001) οι πρώτες 

προσπάθειες για τη μαθηματική διατύπωση και επίλυση των εξισώσεων που 

διέπουν το πρόβλημα της ελαστικής πλάκας έγιναν από τους Euler (1766), 

Bernouli (1789) και Chladni (1802). Οι δύο πρώτοι ασχολήθηκαν θεωρητικά με 

το πρόβλημα των ελεύθερων ταλαντώσεων προσομοιώνοντας την πλάκα με ένα 

δίκτυο καλωδίων ή δοκών. Ο Chladni προσδιόρισε πειραματικά τις 

ιδιοσυχνότητες και τις ιδιομορφές ταλαντώσεως των ορθογωνικών και κυκλικών 

πλακών. Η σωστή διατύπωση της εξίσωσης που περιγράφει την ταλάντωση της 

πλάκας σταθερού πάχους, θεωρώντας την ως διδιάστατο φορέα, έγινε από τη 

Sophie Germain (1826) σε συνεργασία με τον Lagrange το 1816. Στην ίδια 

εξίσωση, στην οποία εμπεριέχονταν ο διαρμονικός τελεστής, κατέληξαν και οι 
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Cauchy (1828) και Poisson (1829) ξεκινώντας από τις γενικές εξισώσεις της 

τρισδιάστατης ελαστικότητας και αναπτύσσοντας τις τάσεις και τις μετατοπίσεις 

της πλάκας σε δυναμοσειρά ως προς την συντεταγμένη κατά τη διάσταση του 

πάχους. Την ίδια περίοδο, ο Navier (1923) προσδιόρισε τη διαρμονική εξίσωση 

ως την εξίσωση που περιγράφει την στατική απόκριση της πλάκας που 

υποβάλλεται σε εγκάρσια φορτία. Για την επίλυση όμως του προβλήματος της 

πλάκας απαιτούνταν και η διατύπωση των συνοριακών συνθηκών. Τόσο ο 

αριθμός τους όσο και η μορφή τους αποτέλεσαν σημαντικό θέμα συζήτησης και 

διαμάχης μεταξύ των ερευνητών της εποχής. Η τάξη της διαρμονικής εξίσωσης 

απαιτούσε δύο συνοριακές συνθήκες ενώ ορισμένοι ερευνητές, μεταξύ των 

οποίων και ο Poisson, προσδιόριζαν τρία εντατικά μεγέθη στο σύνορο. Η ορθή 

διατύπωση των συνοριακών συνθηκών έγινε από τον Kirchhoff το 1850. Στην 

εργασία του ο Kirchhoff (1850) διατύπωσε τις βασικές παραδοχές της θεωρίας 

των λεπτών πλακών, οι οποίες αποτελούσαν γενίκευση της θεωρίας Euler-

Bernouli της δοκού και τις χρησιμοποίησε για να προσδιορίσει με ενεργειακό 

τρόπο τόσο την εξίσωση της πλάκας όσο και τις συμβατές με αυτή συνοριακές 

συνθήκες του προβλήματος. Εν συνεχεία οι Lord Kelvin and Tait (1883) ήταν 

αυτοί που περιέγραψαν πως η ροπή συστροφής στο σύνορο είναι δυνατόν να 

μετατραπεί σε ένα ισοδύναμο ζεύγος διατμητικών δυνάμεων, με αποτέλεσμα να 

εμφανίζονται μόνο δύο συνοριακά εντατικά μεγέθη.  

Μετά τη διατύπωση των εξισώσεων και των συνοριακών συνθηκών το 

ενδιαφέρον των ερευνητών στράφηκε στην επίλυση τους. Η λύση απλών 

προβλημάτων ορθογώνιων πλακών είχε ήδη παρουσιασθεί από τον Navier (1823). 

Ωστόσο, η επίλυση πιο σύνθετων προβλημάτων έγινε για πρώτη φορά από τους 

Krylov (1898), Levy (1899) και Βubnov (1914) ανοίγοντας έτσι το δρόμο για τη 

ευρεία χρήση των πλακών πρώτα στη ναυπηγική και έπειτα στις κτιριακές 

κατασκευές και στη γεφυροποιία. Σημαντική υπήρξε επίσης, η συμβολή των 

Galerkin (1933), Love (1944) και Timοshenko and Woinowsky-Krieger (1959) 

όπου στα συγγράμματα τους παρουσιάζουν λύσεις για προβλήματα πλακών 

διαφόρων σχημάτων καθώς και πλακών μεταβλητού πάχους.  

Σημαντικός σταθμός στην εξέλιξη της θεωρίας των λεπτών πλακών υπήρξε η 

διατύπωση της θεωρίας των μετρίως μεγάλων παραμορφώσεων, η οποία είναι 

γνωστής ως θεωρία von Kármán. Λόγω της χρήσης ολοένα και λεπτότερων 
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πλακών σε διάφορες εφαρμογές και κυρίως στην αεροναυπηγική, διαπιστώθηκε 

ότι η θεωρία των λεπτών ελαστικών πλακών αδυνατούσε να προσδιορίσει την 

πραγματική απόκριση τους. Έτσι διάφοροι ερευνητές, όπως οι Föppl (1907), von 

Kármán (1910), Timoshenko (1915), Hencky (1921) παρουσίασαν και έλυσαν 

προβλήματα πλακών μετρίως μεγάλων παραμορφώσεων καθώς και προβλήματα 

ευστάθειας πλακών. Ωστόσο, ο von Kármán (1910) ήταν ο πρώτος που 

διατύπωσε ολοκληρωμένα τις μη γραμμικές εξισώσεις των πλακών κάνοντας την 

παραδοχή ότι οι εγκάρσιες μετατοπίσεις είναι της τάξεως του πάχους της πλάκας 

ενώ οι επίπεδες μετατοπίσεις είναι απειροστές, και για το λόγο αυτό η θεωρία 

φέρει το όνομα του. Με διαφορετική διατύπωση η θεωρία von Kármán θεωρεί ότι 

οι εγκάρσιες μετατοπίσεις της πλάκας είναι μεγάλες αλλά οι παραμορφώσεις της 

εξακολουθούν να είναι μικρές συγκρινόμενες με τη μονάδα. Η θεωρία von 

Kármán περιγράφει ικανοποιητικά την απόκριση των πλακών στα πρώτα στάδια 

της μη γραμμικής τους συμπεριφοράς επιτρέποντας την επίλυση σημαντικών 

προβλημάτων ευστάθειας. Οι von Kármán et al. (1932) ασχολήθηκαν ακόμη με 

τη μεταλυγισμική συμπεριφορά των πλακών, αφού όπως είχε διαπιστωθεί 

πειραματικά οι πλάκες εξακολουθούν να παραλαμβάνουν φορτία πολύ 

μεγαλύτερα του φορτίου λυγισμού ενώ παραμένουν εντός της ελαστικής 

περιοχής. Μια ακόμα απλοποίηση της μη γραμμικής θεωρίας των λεπτών πλακών 

παρουσιάσθηκε από τον Berger (1955), η οποία δίδει ικανοποιητικά 

αποτελέσματα για πλάκες όπου δεν επιτρέπεται η εντός του επιπέδου μετακίνηση 

κατά μήκος του συνόρου.  

Περισσότερες ιστορικές πληροφορίες για την διατύπωση και εξέλιξη της θεωρίας 

των λεπτών πλακών παρουσιάζονται στα συγγράμματα των Timoshenko (1953), 

Truesdell (1968) και Bucciarelly and Dworsky (1980). 

Ι.3 Προσεγγιστικές και αριθμητικές μέθοδοι  

Οι αναλυτικές λύσεις των προβλημάτων των πλακών περιορίζονται σε γραμμικά 

προβλήματα πλακών με απλή γεωμετρία (κυκλικές, ελλειπτικές και ορθογωνικές 

πλάκες) και απλές συνθήκες στήριξης και φόρτισης. Η στατική λύση των 

κυκλικών και ελλειπτικών πλακών προσδιορίζεται με απευθείας ολοκλήρωση της 

διαρμονικής εξίσωσης ενώ για τις πλάκες ορθογωνικού σχήματος προσδιορίζεται 

με χρήση των σειρών Fourier (μέθοδοι Navier και Levy). Τα προβλήματα που 
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εξαρτώνται από το χρόνο (βισκοελαστικές πλάκες και ταλαντώσεις ελαστικών και 

βισκοελαστικών πλακών) είναι δυνατόν να επιλυθούν αναλυτικά με τη μέθοδο 

των χωριζόμενων μεταβλητών ή με χρήση του μετασχηματισμού Laplace σε 

συνδυασμό με τις αναλυτικές μεθόδους των στατικών προβλημάτων. 

Συμπεραίνεται από τα παραπάνω, ότι τα προβλήματα πλακών τυχούσας 

γεωμετρίας με διάφορες συνοριακές συνθήκες και φορτίσεις καθώς και τα μη 

γραμμικά προβλήματα λόγω μεγάλων μετατοπίσεων (γεωμετρική μη 

γραμμικότητα) ή μη γραμμικών καταστατικών σχέσεων (μη γραμμικότητα 

υλικού) είναι αδύνατο να λυθούν με αναλυτικό τρόπο και για το λόγο αυτό 

χρησιμοποιήθηκαν οι προσεγγιστικές και οι αριθμητικές μέθοδοι, οι 

σπουδαιότερες των οποίων παρουσιάζονται παρακάτω. 

Οι περισσότερο χρησιμοποιούμενες προσεγγιστικές μέθοδοι επιλύσεως 

προβλημάτων πλακών αλλά και γενικότερα προβλημάτων συνοριακών τιμών 

είναι οι μέθοδοι Rayleigh-Ritz και Galerkin. Στις μεθόδους αυτές γίνεται η 

υπόθεση ότι η λύση ( )u x  του προβλήματος προσεγγίζεται από τη ( )U x  ως   

 φ
=

= ∑.
1

( ) ( ) ( )
n

i i
i

u x U x a x  (Ι.1) 

όπου φ ( )i x  είναι σχήματα παραμόρφωσης της πλάκας, που ικανοποιούν τις 

κινηματικές συνοριακές συνθήκες του προβλήματος και ia  άγνωστες παράμετροι. 

Οι απαιτήσεις συνέχειας και παραγωγισιμότητας των φ ( )i x  εξαρτώνται από την 

τάξη του προβλήματος που επιλύεται.  

Η μέθοδος Rayleigh-Ritz, που παρουσιάσθηκε πρώτα από τον Lord Rayleigh 

(1877) και έπειτα γενικεύτηκε από τον Ritz (1909) για διάφορα προβλήματα της 

μηχανικής, βασίζεται στην αρχή της στάσιμης τιμής της συνολικής δυναμικής 

ενέργειας του συστήματος. Οι παράμετροι ia  προσδιορίζονται θέτοντας τη (Ι.1) 

στην έκφραση της δυναμικής ενέργειας και λαμβάνοντας την πρώτη μεταβολή 

αυτής ίση με μηδέν, οπότε προκύπτει ένα σύστημα n  εξισώσεων ως προς τις 

παραμέτρους ia . Στη μέθοδο που παρουσιάσθηκε από τον Galerkin (1915) η 

λύση ( )u x  προσεγγίζεται από την εξ. (Ι.1) αλλά οι παράμετροι ia  

προσδιορίζονται χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις του προβλήματος και όχι την 

αρχή της ελάχιστης τιμής της δυναμικής ενέργειας. Το σύστημα των εξισώσεων 
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ως προς τις παραμέτρους ia  λαμβάνεται από την ελαχιστοποίηση του σφάλματος 

που προκύπτει θέτοντας την προσεγγιστική λύση (Ι.1) στη διαφορική εξίσωση της 

πλάκας. Τα συστήματα των εξισώσεων που προκύπτουν με τις παραπάνω 

μεθόδους αποτελούν γραμμικά ή μη γραμμικά αλγεβρικά συστήματα ανάλογα με 

το αν η διαφορική εξίσωση ή δυναμική ενέργεια του προβλήματος είναι 

γραμμικές ή μη γραμμικές, αντίστοιχα. Ακόμη, οι προσεγγιστικές αυτές μέθοδοι 

μπορούν να χρησιμοποιηθούν και για προβλήματα αρχικών συνοριακών τιμών 

(εξελικτικά προβλήματα), οπότε οι προκύπτουσες εξισώσεις είναι συνήθεις 

διαφορικές εξισώσεις ως προς το χρόνο, από τη λύση των οποίων 

προσδιορίζονται οι παράμετροι ia . Μια παραλλαγή της μεθόδου Rayleigh-Ritz 

αποτελεί η μέθοδος Kantorovich (Kantorovich and Krylov, 1958). Τέλος η 

μέθοδος Galerkin αποτελεί μερική περίπτωση των μεθόδων σταθμικών 

υπολοίπων, όπως η μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων και η μέθοδος ταξιθεσίας 

(Reddy, 2002). 

Οι παραπάνω μέθοδοι θεωρείται ότι προσεγγίζουν την ακριβή λύση του 

προβλήματος όταν → ∞n  και με την προϋπόθεση ότι τα σχήματα 

παραμόρφωσης ικανοποιούν ορισμένους περιορισμούς (Sokolnikoff, 1956). 

Ωστόσο, στις πρακτικές εφαρμογές οι όροι της σειράς της εξ. (Ι.1) είναι πάντα 

πεπερασμένοι και έτσι η ακρίβεια της προσέγγισης της λύσης του προβλήματος 

εξαρτάται από τα σχήματα παραμόρφωσης του σώματος. Το ενδιαφέρον των 

ερευνητών έχει στραφεί τελευταία στην εύρεση τέτοιων σχημάτων για χωρία 

τυχούσας γεωμετρίας (Katsikadelis, 2008a). Η δυσκολία εύρεσης τέτοιων 

σχημάτων, που να ικανοποιούν ταυτόχρονα τις κινηματικές συνοριακές συνθήκες 

και τους αναγκαίους περιορισμούς, ώθησε τους ερευνητές και τους μηχανικούς 

στην ανάπτυξη των αριθμητικών μεθόδων (numerical methods). Οι μέθοδοι αυτές, 

είτε βασίζονται στις παραπάνω προσεγγιστικές μεθόδους είτε όχι, ανάγουν τον 

προσδιορισμό της λύσης του προβλήματος σε ένα μεγάλο αριθμό απλούστερων 

υπολογισμών που γίνονται από έναν ηλεκτρονικό υπολογιστή και για το λόγο 

αυτό ονομάζονται αριθμητικές μέθοδοι.  

Η πρώτη ευρέως χρησιμοποιούμενη αριθμητική μέθοδος επιλύσεως των 

διαφορικών εξισώσεων των πλακών ήταν η μέθοδος των πεπερασμένων 

διαφορών (Finite Difference Method, FDM). Σε αυτή τη μέθοδο οι παράγωγοι 

που εμφανίζονται στις διαφορικές εξισώσεις υπολογίζονται από ένα σχήμα 
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πεπερασμένων διαφορών συναρτήσει των τιμών της συνάρτησης στα σημεία ενός 

ορθογωνικού καννάβου. Με τον τρόπο αυτό οι διαφορικές εξισώσεις 

μετατρέπονται σε εξισώσεις διαφορών στα σημεία του καννάβου. Το 

πλεονέκτημα της FDM είναι η ευκολία εφαρμογής της σε οποιοδήποτε σύστημα 

γραμμικών ή μη γραμμικών διαφορικών εξισώσεων ενώ το μειονέκτημα της είναι 

η δυσκολία εφαρμογής σε χωρία πολύπλοκης γεωμετρίας καθώς και η εξάρτηση 

της ακρίβειας της λύσης από το χρησιμοποιούμενο κάνναβο σημείων. Μια 

παραλλαγή της μεθόδου των πεπερασμένων διαφορών είναι η Differential 

Quadrature Method (DQM), η οποία παρουσιάστηκε από τους Bellman and Casti 

(1971) και Bellman et al. (1972) και βασίζεται στον αριθμητικό υπολογισμό των 

παραγώγων χρησιμοποιώντας ως συναρτήσεις παρεμβολής πολυώνυμα Lagrange. 

Στη μέθοδο αυτή η παράγωγος κατά μια κατεύθυνση γράφεται συναρτήσει των 

τιμών της συνάρτησης σε διακριτά σημεία πάνω σε αυτή την κατεύθυνση. 

Διάφορες εφαρμογές της DQM σε γραμμικά και μη γραμμικά προβλήματα 

παρουσιάζονται στο άρθρο ανασκοπήσεως των Bert and Malik (1996). 

Η επόμενη αριθμητική μέθοδος που αναπτύχθηκε για τα προβλήματα των πλακών 

είναι η μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων (Finite Element Method, FEM). Η 

μέθοδος αυτή θεωρείται ως μια ειδική εφαρμογή της μεθόδου Rayleigh-Ritz και 

δύναται να αντιμετωπίσει φορείς πολύπλοκης γεωμετρίας σε δύο ή τρεις 

διαστάσεις, γραμμικά ή μη γραμμικά προβλήματα με διάφορες καταστατικές 

σχέσεις ενώ προγραμματίζεται εύκολα σε ηλεκτρονικό υπολογιστή. Στη FEM, το 

χωρίο Ω  που καταλαμβάνει ο φορέας χωρίζεται σε ένα σύνολο στοιχείων 

απλούστερου σχήματος, τα οποία ονομάζονται πεπερασμένα στοιχεία (finite 

elements). Πάνω σε αυτά προσεγγίζεται η λύση με μια εξίσωση της μορφής (Ι.1), 

όπου τώρα τα φ ( )i x  ονομάζονται συναρτήσεις σχήματος. Για το πρόβλημα της 

πλάκας τα στοιχεία αυτά είναι συνήθως τετραπλευρικά ή τριγωνικά ενώ οι 

συναρτήσεις σχήματος είναι πολυώνυμα κατάλληλης τάξης, που υπαγορεύεται 

από τις απαιτήσεις συνέχειας της λύσης του προβλήματος και την επιθυμητή 

ακρίβεια των αποτελεσμάτων. Το πρόβλημα διατυπώνεται στην ασθενή του 

μορφή χρησιμοποιώντας είτε κάποια ενεργειακή μέθοδο (αρχή της στάσιμης 

τιμής της δυναμικής ενέργειας, εξισώσεις Lagrange κ.α.) είτε συνηθέστερα την 

αρχή των δυνατών έργων. Η FEM εφαρμόσθηκε για πρώτη φορά από τον Courant 

(1943) για το πρόβλημα της στρέψης και έπειτα από τον Argyris (Argyris and 
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Kelsey, 1960) για το πρόβλημα των πτερύγων των αεροσκαφών. Τα επόμενα 

χρόνια η μέθοδος εφαρμόσθηκε σε πλήθος προβλημάτων της μηχανικής, και 

αντιμετώπισε σημαντικά πρακτικά προβλήματα συμβάλλοντας στην τεχνολογική 

ανάπτυξη του δεύτερου μισού του εικοστού αιώνα. Στη βιβλιογραφία έχει 

παρουσιασθεί ένας πολύ μεγάλος αριθμός επιστημονικών εργασιών και 

συγγραμμάτων που παρουσιάζουν και εξελίσσουν τη μέθοδο σε ένα ευρύ φάσμα 

προβλημάτων της μηχανικής. Για τις εφαρμογές τις μεθόδου σε προβλήματα 

κατασκευών ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης παραπέμπεται στα συγγράμματα των 

Szabo and Babouska (1991), Zienkiewicz et al. (2006), Zienkiewicz and Taylor, 

(2006), Reddy (2004, 2006) και στην ελληνική βιβλιογραφία στον Παπαδρακάκη 

(1998, 2001).  

Ωστόσο, παρά την διαδεδομένη εφαρμογή της FEM για την επίλυση των 

προβλημάτων της μηχανικής, γρήγορα διαπιστώθηκαν κάποια σημαντικά 

μειονεκτήματα της όπως είναι η δυσκολία διακριτοποίησης χωρίων πολύπλοκης 

γεωμετρίας (χωρία με οπές ή εγκοπές) καθώς και χωρίων απείρων διαστάσεων 

(ημίχωρος ή το συμπληρωματικό πεπερασμένου χωρίου). Σε πολλές περιπτώσεις 

η διακριτοποίηση του χωρίου αποτελεί δυσκολότερο πρόβλημα από αυτό της 

επίλυσης της διαφορικής εξίσωσης που καλείται να επιλύσει η FEM 

(Katsikadelis, 2002b). Ακόμη, η επίλυση προβλημάτων που περιγράφονται από 

διαφορικές εξισώσεις ανώτερης τάξης ≥ 4 , όπως το πρόβλημα της πλάκας, 

απαιτεί συναρτήσεις σχήματος που να εξασφαλίζουν τη συνέχεια τουλάχιστον 

των πρώτων παραγώγων της λύσης, πράγμα που είναι δύσκολο να επιτευχθεί σε 

διδιάστατα και τρισδιάστατα χωρία (Zienkiewicz and Taylor, 2006). Τέλος, 

σημαντικό μειονέκτημα της μεθόδου είναι η δυσκολία υπολογισμού των 

παραγώγων της λύσης με την ίδια ακρίβεια με την οποία υπολογίζεται η λύση.  

Για την αντιμετώπιση των μειονεκτημάτων της FEM αρκετοί ερευνητές 

στράφηκαν στη μέθοδο των ολοκληρωτικών εξισώσεων ή μέθοδο των 

συνοριακών στοιχείων, όπως είναι περισσότερο γνωστή σήμερα (Boundary 

Element Method, BEM). Η BEM συνίσταται στη μετατροπή του αρχικού 

προβλήματος σε ένα ισοδύναμο πρόβλημα συνοριακών ολοκληρωτικών 

εξισώσεων, δηλαδή εξισώσεων που συνδέουν μόνο συνοριακά μεγέθη του 

φυσικού προβλήματος, και εν συνεχεία στην επίλυση αυτών με τις μεθόδους της 

αριθμητικής ανάλυσης ή σπανιότερα με αναλυτικό τρόπο. Η μετατροπή αυτή 



Εισαγωγή   11

γίνεται συνήθως με χρήση κάποιας σχέσης αμοιβαιότητας (ταυτότητα Green ή 

Rayleigh-Green, θεώρημα αμοιβαιότητας του Betti κ.α.) σε συνδυασμό με τη 

θεμελιώδη λύση, που αποτελεί μια ιδιόμορφη μερική λύση του αρχικού 

προβλήματος. Η χρήση συνοριακών ολοκληρωτικών εξισώσεων για την επίλυση 

προβλημάτων συνοριακών τιμών παρουσιάσθηκε πρώτη φορά από τον Green 

(1828) για την επίλυση της εξίσωσης Laplace. Όμως, η ΒΕΜ άρχισε να 

εφαρμόζεται στα πρακτικά προβλήματα της μηχανικής στο δεύτερο μισό του 

εικοστού αιώνα με την εμφάνιση των ηλεκτρονικών υπολογιστών και την 

ανάπτυξη των μεθόδων της αριθμητικής ανάλυσης. Το σημαντικότερο 

πλεονέκτημα της ΒΕΜ έναντι της FEM είναι η μείωση κατά μια τάξη του χωρίου 

διακριτοποίησης, που απλοποιεί σημαντικά την υπολογιστική διαδικασία ενώ 

ταυτόχρονα καθιστά ευκολότερη την ικανοποίηση των απαιτούμενων συνθηκών 

συνέχειας των συναρτήσεων σχήματος που χρησιμοποιούνται κατά την 

αριθμητική επίλυση των ολοκληρωτικών εξισώσεων. Ακόμη στα πλεονεκτήματα 

της ΒΕΜ περιλαμβάνεται η εύκολη αντιμετώπιση χωρίων απείρων διαστάσεων 

και ο προσδιορισμός της λύσης και των παραγώγων της με την ίδια ακρίβεια. 

Όμως, η εξέλιξη της ΒΕΜ ήταν πιο αργή σε σύγκριση με της FEM. Αυτό 

οφείλεται στο δύσκολο μαθηματικό υπόβαθρο που απαιτείται για τη διατύπωση 

των ολοκληρωτικών εξισώσεων, στη δυσκολία εύρεσης της θεμελιώδους λύσης 

καθώς και στην εμφάνιση ιδιόμορφων ολοκληρωμάτων τόσο κατά την διατύπωση 

των ολοκληρωτικών εξισώσεων όσο και κατά την αριθμητική διαδικασία 

επιλύσεως τους. Τα παραπάνω, σε συνδυασμό με την αδυναμία διατύπωσης 

ολοκληρωτικών εξισώσεων για τα μη γραμμικά προβλήματα συνοριακών τιμών, 

συνέβαλαν στην περιορισμένη χρήση της ΒΕΜ από τους ερευνητές. 

Η εμφάνιση της μεθόδου της Δυικής Αμοιβαιότητας (Dual Reciprocity Method, 

DRM) από τους Brebbia and Nardini (1983) και αργότερα της μεθόδου της 

Αναλογικής Εξίσωσης (Analog Equation Method, AEM) από τον Katsikadelis 

(1994) έδωσε στη ΒΕΜ τη δυνατότητα να επιλύει γραμμικά και μη γραμμικά 

πρακτικά προβλήματα. Οι δύο αυτές μέθοδοι αίρουν το μειονέκτημα 

προσδιορισμού της θεμελιώδους λύσεως και της αδυναμίας διατυπώσεως 

ολοκληρωτικής εκφράσεως της λύσεως για μη γραμμικές διαφορικές εξισώσεις 

και συστημάτων αυτών, η πρώτη μέθοδος μερικώς και η δεύτερη πλήρως 

(Brebbia, 2010), μετατρέποντας το αρχικό πρόβλημα, σε ένα απλούστερο 
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γραμμικό πρόβλημα που επιλύεται εύκολα με τη ΒΕΜ. Έτσι, την τελευταία 

δεκαπενταετία η ΒΕΜ έχει εφαρμοσθεί με επιτυχία σε ένα μεγάλο πλήθος 

προβλημάτων ανάλυσης των κατασκευών και ειδικότερα των διδιάστατων 

φορέων, όπως οι πλάκες, τα κελύφη και οι μεμβράνες. Για τις εφαρμογές της 

μεθόδου DRM ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης παραπέμπεται στο σύγγραμμα των 

Partridge et al. (1991) και στις εργασίες των Agnantiaris et al. (1996), Wen et al. 

(2000) ενώ για την ΑΕΜ στις διδακτορικές διατριβές των Γιώτη (2003) και 

Τσιάτα (2003. 

Οι πλέον σύγχρονες αριθμητικές μέθοδοι, που έχουν χρησιμοποιηθεί και σε 

προβλήματα πλακών, είναι οι μη πλεγματικές μέθοδοι (Meshless methods ή Mesh 

Free Methods). Στις μεθόδους αυτές δεν απαιτείται καμία διακριτοποίηση του 

χωρίου ή του συνόρου και επομένως πλεονεκτούν στο σημείο αυτό τόσο έναντι 

της FEM όσο και έναντι της ΒΕΜ. Στις μη πλεγματικές μεθόδους η λύση του 

προβλήματος προσεγγίζεται με διάφορες συναρτήσεις σχήματος και το σύστημα 

των εξισώσεων προκύπτει με απευθείας εφαρμογή των εξισώσεων του 

προβλήματος και των συνοριακών συνθηκών σε πεπερασμένου πλήθους σημεία 

στο εσωτερικό και στο σύνορο του χωρίου, αντίστοιχα. Συνήθως 

χρησιμοποιούνται ακτινικές συναρτήσεις σχήματος (radial basis functions, RBF) 

Οι μέθοδοι αυτές βρίσκονται σε πρώιμο ακόμα στάδιο. Ο ενδιαφερόμενος 

αναγνώστης παραπέμπεται στο σύγγραμμα του Liu (2003) καθώς και στις 

εργασίες των Kansa (2005), Katsikadelis (2006) και ειδικώς για προβλήματα 

πλακών στις εργασίες των Krysl and Belytschko (1995) και Yiotis and 

Katsikadelis (2008,2009,2010).  

Τέλος, πρέπει να αναφερθεί ότι στην περίπτωση των προβλημάτων συνοριακών 

τιμών όλες οι αριθμητικές μέθοδοι καταλήγουν σε γραμμικά ή μη γραμμικά 

αλγεβρικά συστήματα εξισώσεων ενώ στην περίπτωση προβλημάτων αρχικών 

συνοριακών τιμών καταλήγουν σε γραμμικά ή μη γραμμικά συστήματα συνήθων 

διαφορικών εξισώσεων ως προς το χρόνο. Τα αλγεβρικά συστήματα επιλύονται 

με αριθμητικές μεθόδους, όπως οι μέθοδοι Gauss και Jacobi για τα γραμμικά 

συστήματα και οι μέθοδοι διχοτόμησης και Newton-Rapshon για τα μη γραμμικά 

(Μπακόπουλος και Χρυσοβέργης, 1999). Η αναλυτική επίλυση των εξισώσεων 

αυτών περιορίζεται στα γραμμικά προβλήματα και με την προϋπόθεση ότι οι 

συναρτήσεις φορτίσεως είναι απλές και δίδονται με κάποιο μαθηματικό τύπο. Σε 
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διαφορετική περίπτωση η επίλυση των παραπάνω συστημάτων γίνεται μόνο με 

αριθμητικές μεθόδους. Για την περίπτωση των διαφορικών εξισώσεων με 

παραγώγους ακεραίας τάξεως χρησιμοποιούνται συνήθως οι μέθοδοι κεντρικών 

διαφορών (Central Difference Method), Houbold, Newmark κ.α. Στην περίπτωση 

των μη γραμμικών εξισώσεων οι παραπάνω μέθοδοι συνδυάζονται συνήθως με τη 

μέθοδο Newton-Raphson. Η βιβλιογραφία στο συγκεκριμένο θέμα είναι αρκετά 

εκτεταμένη και ενδεικτικά αναφέρουμε τα άρθρα ανασκοπήσεως των Dokainish 

and Subbaraj (1989) και Subbaraj and Dokainish (1989). Διάφορες αριθμητικές 

μέθοδοι γραμμικών και μη γραμμικών διαφορικών εξισώσεων παρουσιάζονται 

στα συγγράμματα δυναμικής ανάλυσης των κατασκευών του Κατσικαδέλη (2002, 

2004). Οι αριθμητικές μέθοδοι επίλυσης διαφορικών εξισώσεων με παραγώγους 

κλασματικής τάξεως είναι σημαντικά λιγότερες και παρουσιάζονται από τους 

Diethelm et al. (2005), Agrawal and Kumar (2007) και Odibat and Momani 

(2008). Μια γενική μέθοδος αριθμητικής επίλυσης γραμμικών και μη γραμμικών 

διαφορικών εξισώσεων κλασματικής τάξεως, η οποία αντιμετωπίζει και τις 

εξισώσεις ακεραίας τάξεως ως μερική περίπτωση, έχει παρουσιασθεί πρόσφατα 

στην εργασία του Katsikadelis (2009c) και χρησιμοποιείται και στην παρούσα 

διατριβή (βλ. Παράρτημα Γ). 

Ι.4 Προηγούμενη έρευνα για την επίλυση των ελαστικών 

και βισκοελαστικών πλακών  

Ι.4.1 Στατικά και δυναμικά γραμμικά προβλήματα πλακών 

Ι.4.1.1 Ελαστικές πλάκες 

Αναλυτικές λύσεις για το στατικό πρόβλημα της ελαστικής πλάκας έχουν 

παρουσιασθεί σε αρκετά συγγράμματα πλακών, όπως των Love (1944), 

Sokolnikoff (1956), Timoshenko and Woinonsky-Krieger (1959), Szilard (1974), 

Donnel (1976), Mansfield (1989), Ventsel and Krauthammer (2001) και όπως ήδη 

αναφέρθηκε περιορίζονται σε κυκλικές, ελλειπτικές και ορθογωνικές πλάκες με 

σταθερό ή μεταβλητό πάχος. Τελευταία έχουν παρουσιασθεί αναλυτικές λύσεις 

για προβλήματα κάμψεως με μη γραμμικό νόμο μεταβολής του πάχους από τον 

Zenkour (2003) για πλάκες ορθογωνικού σχήματος και από τους Ozer (2007) και 

Vivio and Vullo (2010) για κυκλικές πλάκες με διάφορες συνοριακές συνθήκες. 
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Ακόμη, οι Xu and Zhou (2008) παρουσίασαν αναλυτικές λύσεις με σειρές Fourier 

για το τρισδιάστατο πρόβλημα μιας απλά εδραζόμενης ορθογωνικής πλάκας 

μεταβλητού πάχους.  

Για το δυναμικό πρόβλημα των ελαστικών πλακών σταθερού πάχους έχουν 

παρουσιασθεί αναλυτικές λύσεις σε πολλές εργασίες και συγγράμματα όπως των 

Timoshenko (1937), Leissa (1969), Gorman (1976a, 1976b), Wu et al. (2007) και 

Xing and Liu (2009) οι οποίοι παραθέτουν εκτεταμένη βιβλιογραφία στο σχετικό 

θέμα. Για την περίπτωση πλακών μεταβλητού πάχους οι ακριβείς λύσεις είναι 

περιορισμένες. Οι Plunkett (1963) και Appl and Byers (1965) προσδιόρισαν 

αναλυτικά τις ιδιοσυχνότητες των ελεύθερων ταλαντώσεων πλακών με γραμμική 

μεταβολή του πάχους ενώ ο Jain (1972) παρουσίασε αναλυτική λύση για το 

δυναμικό πρόβλημα της κυκλικής πλάκας μεταβλητού πάχους με τη σύγχρονη 

δράση μεμβρανικής δύναμης. Οι Soni and Sankara Rao (1974) και οι Lenox and 

Conway (1980) παρουσίασαν αναλυτικές λύσεις για το πρόβλημα των ελεύθερων 

ταλαντώσεων των ορθογωνικών και των κυκλικών πλακών μεταβλητού πάχους, 

αντίστοιχα. Τέλος, οι Xiang and Wang (2001) προσδιόρισαν αναλυτικά τις 

ιδιοσυχνότητες ταλάντωσης ορθογωνικών πλακών με ασυνεχή μεταβολή του 

πάχους.  

Οι εργασίες που αντιμετωπίζουν γραμμικά προβλήματα πλακών με 

προσεγγιστικές και αριθμητικές μεθόδους είναι πολύ περισσότερες. Η μέθοδος 

Rayleigh-Ritz έχει χρησιμοποιηθεί από τους Chopra and Durvasula (1971) για τις 

ελεύθερες ταλαντώσεις πλακών σχήματος ρόμβου με γραμμική μεταβολή του 

πάχους, τον Chen (1976) για το στατικό και δυναμικό πρόβλημα κυκλικών και 

ορθογωνικών πλακών μεταβλητού πάχους, τους Kim and Dickinson (1989) και 

Gutierrez et al. (1996) για τον υπολογισμό των ιδιοσυχνοτήτων των ελεύθερων 

ταλαντώσεων κυκλικών πλακών και τους Liew and Wang (1993) για στατικά και 

δυναμικά προβλήματα πλακών σταθερού πάχους. Ακόμη οι Laura et al. (1979) 

μελέτησαν τις ελεύθερες ταλαντώσεις των ορθογωνικών πλακών με γραμμική 

μεταβολή του πάχους και ελαστικές συνθήκες στήριξης. Τη μέθοδο Galerkin 

έχουν χρησιμοποιήσει οι Singh and Tyagi (1985) για τον υπολογισμό των 

ιδιοσυχνοτήτων των ελλειπτικών πλακών μεταβλητού πάχους, οι Filipich et al. 

(1977) και Ng and Araar (1989) για τις ελεύθερες ταλαντώσεις της απλά 

εδραζόμενης ορθογωνικής πλάκας μεταβλητού πάχους. Συμπεραίνεται από τα 
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παραπάνω ότι οι προσεγγιστικές μέθοδοι έχουν χρησιμοποιηθεί μόνο για πλάκες 

απλού σχήματος και αυτό οφείλεται στη δυσκολία προσδιορισμού σχημάτων 

παραμόρφωσης για χωρία τυχούσας γεωμετρίας. Επιπλέον επιλύεται μόνο το 

πρόβλημα των ελεύθερων ταλαντώσεων των πλακών και όχι των 

εξαναγκασμένων. Τέλος, ο Katsikadelis (2008a) παρουσίασε μια αριθμητική 

μέθοδο που βασίζεται στη ΑΕΜ και στη ΒΕΜ για τον προσδιορισμό 

συναρτήσεων σχήματος για τη μέθοδο Ritz για χωρία τυχούσας γεωμετρίας.  

Η αριθμητική επίλυση του προβλήματος της πλάκας με τη μέθοδο των 

πεπερασμένων διαφορών παρουσιάζεται σε αρκετά συγγράμματα πλακών όπως 

των Timoshenko and Woinonsky-Krieger (1959), Szilard (1974) και Ventsel and 

Krauthammer (2001). Τη μέθοδο των πεπερασμένων διαφορών έχουν 

χρησιμοποιήσει οι Gumeniuk (1956), Chugh and Gesund (1975) και Bradley 

(1976) για το στατικό πρόβλημα πλάκας μεταβλητού πάχους και ο Raju (1966) 

για τον υπολογισμό των ιδιοσυχνοτήτων και των ιδιομορφών ταλαντώσεως  

κυκλικών και ορθογωνικών πλακών με γραμμική μεταβολή του πάχους. Οι Li and 

Zhou (1993) χρησιμοποίησαν τη μέθοδο για την στατική επίλυση πλακών 

τυχούσας γεωμετρίας με μη γραμμικό νόμο μεταβολής του πάχους. Ακόμη, ο 

Ihlenburg (1993) εφάρμοσε τη μέθοδο των πεπερασμένων διαφορών για το 

πρόβλημα κάμψεως της πλάκας σταθερού πάχους διατυπωμένο στην ασθενή του 

μορφή. Η μέθοδος DQM έχει εφαρμοσθεί για τις ελεύθερες ταλαντώσεις 

κυκλικών πλακών μεταβλητού πάχους από τους Wu and Liu (2001) και για 

ορθογωγικές πλάκες μεταβλητού πάχους από τους Malekzadeh and Shahpari 

(2005).  

Το πρόβλημα κάμψεως των πλακών ήταν από τα πρώτα προβλήματα στα οποία 

εφαρμόσθηκε η μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων. Από το 1945 που 

πρωτοεμφανίσθηκε η FEM μέχρι σήμερα, έχει εφαρμοσθεί με επιτυχία στην 

επίλυση του στατικού και δυναμικού προβλήματος των λεπτών πλακών σταθερού 

ή μεταβλητού πάχους τυχούσας γεωμετρίας με διάφορες συνθήκες στήριξης και 

φόρτισης. Η βιβλιογραφία στο συγκεκριμένο θέμα είναι αρκετά εκτεταμένη και 

παρουσιάζεται στα συγγράμματα πεπερασμένων στοιχείων των Zienkiewicz and 

Taylor (2006), Reddy (2006) καθώς και στα άρθρα ανασκοπήσεως των Hrabok 

and Hrudey (1984), Bathe (1991) και Mackerle (1995). Σημαντικό αντικείμενο 

των ερευνητών της FEM στο πρόβλημα των λεπτών πλακών είναι η 
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χρησιμοποίηση κατάλληλων πεπερασμένων στοιχείων που να εξασφαλίζουν τη 

απαιτούμενη συνέχεια της πρώτης παραγώγου της λύσης στο εσωτερικό της 

πλάκας (πεπερασμένα στοιχεία τύπου 1C ). Σε αρκετές εργασίες διαπιστώνεται η 

δυσκολία διατύπωσης και χρήσης τέτοιων στοιχείων ενώ το πρόβλημα αυτό 

αποτελεί αντικείμενο έρευνας μέχρι και σήμερα (Wang et al., 1984; Ziekiewicz et 

al., 2006; Kasparek, 2008). Για τα προβλήματα μεταβλητού πάχους 

χρησιμοποιούνται τριγωνικά ή τετραπλευρικά στοιχεία το πάχος των οποίων 

μπορεί να είναι σταθερό ή να μεταβάλλεται με κάποιο νόμο. Στην πρώτη 

περίπτωση η πλάκα μεταβλητού πάχους προσεγγίζεται από μια πλάκα με ασυνεχή 

κατανομή πάχους και η ακρίβεια της λύσης εξαρτάται από τον αριθμό των 

πεπερασμένων στοιχείων (Anderson et al., 1968). Στη δεύτερη περίπτωση 

χρησιμοποιείται συνήθως γραμμική μεταβολή του πάχους (Dungar and Severn, 

1969; Mukherjee and Mukhopadhhyay, 1986). 

Η άμεση ΒΕΜ εφαρμόσθηκε πρώτη φορά για το γραμμικό στατικό πρόβλημα της 

ελαστικής πλάκας σταθερού πάχους από τους Forbes and Robinson (1969) για 

πλάκες με λείο σύνορο και εν συνεχεία για πλάκες πολυγωνικού σχήματος από 

τους Bezine (1978) και Stern (1979). Αξίζει να σημειωθεί ότι οι δύο τελευταίοι 

ερευνητές διατύπωσαν τη δεύτερη συνοριακή εξίσωση για την κάθετη παράγωγο 

της μετατόπισης στο σύνορο όπως είχαν προτείνει λίγο νωρίτερα οι Katsikadelis 

et al. (1977). Οι Forbes and Robinson (1969) και ο Bezine (1978) 

χρησιμοποίησαν σταθερά συνοριακά στοιχεία ενώ ο Stern (1979) γραμμικά 

συνοριακά στοιχεία. Οι Hartmann and Zotemantel (1986) εφάρμοσαν τη μέθοδο 

χρησιμοποιώντας συναρτήσεις Hermite για την προσέγγιση της εγκάρσιας 

μετατόπισης στο σύνορο και γραμμικά συνοριακά στοιχεία για τα υπόλοιπα 

μεγέθη του συνόρου. Η άμεση ΒΕΜ για το πρόβλημα της πλάκας έχει 

εφαρμοσθεί από αρκετούς ακόμη ερευνητές, όπως οι Costa and Brebia (1984), 

Katsikadelis and Armenakas (1989) και Venturini and Paiva (1993). Η έμμεση 

ΒΕΜ για το πρόβλημα της πλάκας έχει εφαρμοσθεί από τους Jaswon and Maiti 

(1968), Altiero and Sikarskie (1978), Tottenham (1979) και Ventsel (1997). 

Ωστόσο, η άμεση ΒΕΜ είναι πιο διαδεδομένη καθώς διατυπώνεται ευκολότερα 

συναρτήσει των πραγματικών συνοριακών μεγεθών της πλάκας. Η ΒΕΜ έχει 

επίσης χρησιμοποιηθεί και για το δυναμικό πρόβλημα των ελαστικών πλακών 

σταθερού πάχους από τους Bezine (1980), Tanaka et al. (1988), Providakis and 
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Beskos (1989) και Katsikadelis (1990) χρησιμοποιώντας συνοριακή και πεδιακή 

διακριτοποίηση. Στις παραπάνω εργασίες το σύστημα εξισώσεων προκύπτει με τη 

μέθοδο ταξιθεσίας, δηλαδή με εφαρμογή των συνοριακών εξισώσεων στα 

κομβικά σημεία του συνόρου, με αποτέλεσμα να μην προκύπτουν συμμετρικά και 

θετικά ορισμένα μητρώα. Ορισμένοι ερευνητές της ΒΕΜ, όπως οι Davi and 

Milazzo (1997), Frangi and Bonnet (1998), Bonnet et al. (1998) έχουν προτείνει 

διαφορετικές διατυπώσεις της ΒΕΜ, με εφαρμογή της μεθόδου Galerkin, ώστε να 

προκύπτουν συμμετρικά και θετικά ορισμένα μητρώα. Εκτεταμένη βιβλιογραφία 

παρατίθεται στα συγγράμματα των Brebbia (1978), Beskos (1991), Aliabadi 

(2002) και Κατσικαδέλη (2010) καθώς και στα άρθρα ανασκοπήσεως των 

Tottenham (1979), Stern (1989), Mackerle (1995) και Providakis and Beskos 

(1999). Οι εργασίες που επιλύουν πλάκες μεταβλητού πάχους ή πλάκες με τη 

σύγχρονη δράση μεμβρανικών δυνάμεων είναι σημαντικά περιορισμένες, λόγω 

της δυσκολίας εύρεσης της θεμελιώδους λύσης του προβλήματος. Για την πλάκα 

μεταβλητού πάχους οι Ohga and Shigematsu (1988) έλυσαν το πρόβλημα με τη 

ΒΕΜ θεωρώντας ασυνεχή κατανομή του πάχους ενώ οι Sapountzakis and 

Katsikadelis (1991) και Katsikadelis and Sapountzakis (1991) εφάρμοσαν τη 

ΒΕΜ με πεδιακή διακριτοποίηση για το στατικό και δυναμικό πρόβλημα 

θεωρώντας ότι οι όροι που οφείλονται στο μεταβλητό πάχος αποτελούν ένα είδος 

φόρτισης. Αργότερα οι Chaves et al. (1999) χρησιμοποιώντας το θεώρημα 

αμοιβαιότητας του Betti διατύπωσαν ολοκληρωτικές εξισώσεις οι οποίες 

λαμβάνουν υπόψη το μεταβλητό πάχος. Η ΒΕΜ για το πρόβλημα της πλάκας με 

τη σύγχρονη δράση μεμβρανικών δυνάμεων έχει εφαρμοσθεί από διάφορους 

ερευνητές θεωρώντας όμως ομοιόμορφη κατανομή των μεμβρανικών δυνάμεων. 

Το πρόβλημα αυτό σχετίζεται άμεσα με το πρόβλημα της ευστάθειας της πλάκας 

και η σχετική βιβλιογραφία παρουσιάζεται παρακάτω (βλ. Παράγραφο Ι.4.2). Η 

ΒΕΜ σε συνδυασμό με την ΑΕΜ έχει χρησιμοποιηθεί για το γραμμικό, στατικό 

και δυναμικό πρόβλημα της πλάκας μεταβλητού πάχους από τους Nerantzaki 

(1995), Nerantzaki and Katsikadelis (1996a) και Katsikadelis and Yiotis (2003).  

Ι.4.1.2 Βισκοελαστικές πλάκες 

Τα βισκοελαστικά, στατικά ή δυναμικά, προβλήματα εξαρτώνται από το χρόνο 

και επομένως για να προσδιοριστεί η αναλυτική λύση απαιτείται η απευθείας 

ολοκλήρωση των εξισώσεων κινήσεως ή η μετατροπή του προβλήματος σε 
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ισοδύναμο ελαστικό πρόβλημα με χρήση του μετασχηματισμού Laplace ή Fourier 

(correspondence principle) (Flügge, 1975; Christensen, 1982). Στην πρώτη 

περίπτωση χρησιμοποιείται η μέθοδος των χωριζόμενων μεταβλητών σε 

συνδυασμό με κάποια από τις αναλυτικές μεθόδους των στατικών προβλημάτων 

πλακών. Στη δεύτερη περίπτωση, που συναντάται περισσότερο συχνά στη 

βιβλιογραφία, το ισοδύναμο ελαστικό πρόβλημα επιλύεται με τις αναλυτικές 

μεθόδους των ελαστικών πλακών και η λύση στο πεδίο του χρόνου προκύπτει 

τελικά με χρήση του αντίστροφου μετασχηματισμού Laplace ή Fourier. Έτσι, οι 

αναλυτικές λύσεις στα βισκοελαστικά προβλήματα πλακών περιορίζονται και εδώ 

σε κυκλικές και ορθογωνικές πλάκες. Στην περίπτωση των δυναμικών 

προβλημάτων ο αντίστροφος μετασχηματισμός Laplace ή Fourier είναι ένα 

δύσκολο μαθηματικό πρόβλημα με αποτέλεσμα η χρήση αριθμητικών μεθόδων, 

ακόμη και σε προβλήματα με απλή γεωμετρία, να καθίσταται αναπόφευκτη. 

Τέτοιες λύσεις παρουσιάζονται από τους Deleeuw (1971), Robertson (1971), 

Srinivas and Rao, (1971), Nagaya (1979), Trogdon (1984), Cederbaum (1992) και 

Ilyasov and Aköz (2000). Οι βισκοελαστικές καταστατικές σχέσεις στις 

παραπάνω εργασίες παρουσιάζονται με τη διαφορική τους μορφή (με χρήση 

παραγώγων ακεραίας τάξεως) ή με την ισοδύναμη ολοκληρωτική. Στην 

περίπτωση των διαφορικών καταστατικών σχέσεων οι χρονικές παράγωγοι 

προσεγγίζονται αριθμητικά με χρήση της μεθόδου των πεπερασμένων διαφορών. 

Πιο σύνθετα προβλήματα βισκοελαστικών σωμάτων έχουν αντιμετωπισθεί με τη 

FEM από τους Zienkiewicz et al. (1968) χρησιμοποιώντας βισκοελαστικές 

σχέσεις διαφορικής μορφής με ακεραίας τάξεως παραγώγους και από τους White 

(1968), Chen and Lin (1982), Zocher et al (1997) και Sim and Lee (2005) 

χρησιμοποιώντας καταστατικές σχέσεις ολοκληρωτικής μορφής. Ο Barkanov 

(1999) μελέτησε τη δυναμική απόκριση βισκοελαστικών σωμάτων με χρήση του 

μετασχηματισμού Fourier σε συνδυασμό με τη FEM. Ειδικά αναφέρουμε τις 

εργασίες των Beskos and Leung (1984), που συνδυάζουν τις μεθόδους FDM και 

FEM με χρήση του μετασχηματισμού Laplace για δυναμικά προβλήματα 

βισκοελαστικών πλακών με καταστατικές εξισώσεις διαφορικής μορφής, τους 

Wang and Tsai (1988), οι οποίοι χρησιμοποίησαν ολοκληρωτικές καταστατικές 

σχέσεις για τη μελέτη γραμμικών, στατικών και δυναμικών προβλημάτων 

βισκοελαστικών πλακών σταθερού πάχους και τους Barkanov et al. (2000) οι 
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οποίοι μελέτησαν τη δυναμική απόκριση βισκοελαστικών δοκών, πλακών και 

κελυφών κάνοντας χρήση του μετασχηματισμού Fourier και της FEM.  

Η ΒΕΜ έχει εφαρμοσθεί για την επίλυση του προβλήματος της επίπεδης 

βισκοεαλαστικότητας από τους Rizzo and Shippy (1971) χρησιμοποιώντας 

καταστατικές σχέσεις ολοκληρωτικής μορφής, τους Polyzos et al. (1994) σε 

συνδυασμό με το μετασχηματισμό Laplace και από τους Mesquita and Coda 

(2002). Ακόμη, οι Gaul and Schanz (1999) και Syngellakis (2003) παρουσιάζουν 

διάφορες εφαρμογές της ΒΕΜ στα προβλήματα βισκοελαστικότητας. Για τα 

προβλήματα των βισκοελαστικών πλακών αναφέρουμε τους Ding et al. (1997) οι 

οποίοι με χρήση του μετασχηματισμού Lalpace μετατρέπουν το πρόβλημα σε ένα 

ισοδύναμο ελαστικό πρόβλημα το οποίο επιλύεται με τη ΒΕΜ ενώ η λύση στο 

πεδίο του χρόνου προκύπτει με αριθμητικό υπολογισμό του αντίστροφου 

μετασχηματισμού Laplace.  

Τελευταία, οι Sladek et al. (2008) χρησιμοποίησαν τη μη πλεγματική μέθοδο 

Petrov-Galerkin για το στατικό και δυναμικό πρόβλημα βισκοελαστικών πλακών 

με ολοκληρωτικές καταστατικές σχέσεις ενώ οι Zhou and Wang (2008) 

μελέτησαν το δυναμικό πρόβλημα ορθογωνικής βισκοελαστικής πλάκας με 

παραβολική κατανομή πάχους με τη μέθοδο DQM με χρήση του 

μετασχηματισμού Laplace.  

Οι εργασίες που αναλύουν βισκοελαστικά σωμάτα με χρήση καταστατικών 

σχέσεων κλασματικής τάξης είναι πολύ περιορισμένες λόγω της δυσκολίας 

επιλύσεως του προβλήματος τόσο αναλυτικά όσο και αριθμητικά. Αναλυτικές 

λύσεις έχουν παρουσιασθεί για προβλήματα βισκοελαστικών δοκών και ράβδων 

(Atanackovic, 2002; Atanackovic and Stankovic, 2001) ενώ για τα προβλήματα 

πλακών οι Rossikhin and Shitikova (2006) επιλύουν αναλυτικά (με σειρές 

Fourier) δυναμικά προβλήματα ορθογωνικών πλακών θεωρώντας κλασματικής 

τάξεως ιδιομορφική απόσβεση. Οι Schmidt and Gaul (2002) και Galucio et al. 

(2004) χρησιμοποίησαν τη FEM για τη δυναμική ανάλυση τρισδιάστατων 

βισκοελαστικών σωμάτων και δοκών, αντίστοιχα, με χρήση διαφορικών 

καταστατικών σχέσεων κλασματικής τάξεως. Για τις κλασματικές παραγώγους 

χρησιμοποιούν τον ορισμό Grünwald και προσεγγίζουν το άπειρο άθροισμα των 

όρων του ορισμού με πεπερασμένου πλήθους όρους. Η αριθμητική μέθοδος που 

παρουσιάσθηκε τελευταία στην εργασία Katsikadelis (2009) έχει χρησιμοποιηθεί 
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για την επίλυση προβλημάτων βισκοελαστικών πλακών (Babouskos and 

Katsikadelis, 2010; Katsikadelis and Babouskos, 2010), μεμβρανών (Katsikadelis, 

2010d), επίπεδων σωμάτων (Nerantzaki and Babouskos, 2010) καθώς και σε 

άλλες κατηγορίες προβλημάτων αρχικών συνοριακών τιμών στις οποίες 

εμφανίζονται κλασματικές παράγωγοι (Katsikadelis, 2008).  

Ι.4.2 Προβλήματα ευστάθειας πλακών 

Ι.4.2.1 Ελαστικές πλάκες 

Με τον όρο προβλήματα ευστάθειας χαρακτηρίζονται τα προβλήματα 

προσδιορισμού των μεμβρανικών φορτίων για τα οποία μια αρχικά επίπεδη πλάκα 

μπορεί να εκτραπεί από την αρχική της θέση και να εμφανίσει μεγάλες εγκάρσιες 

μετατοπίσεις. Τα φορτία αυτά μπορεί να είναι συντηρητικά ή μη συντηρητικά. Τα 

πρώτα προκαλούν το στατικό ή συνήθη λυγισμό και τα δεύτερα ή ο συνδυασμός 

των δύο κατηγοριών φορτίων προκαλεί το φαινόμενο του πτερυγισμού κατά το 

οποίο η πλάκα ταλαντώνεται με διαρκώς αυξανόμενο εύρος. Ειδικά για τους 

επιφανειακούς φορείς, όπως οι πλάκες και τα κελύφη, η αεροδυναμική πίεση, που 

οφείλεται στη ροή αέρα μεγάλης ταχύτητας, αποτελεί ένα μη συντηρητικό 

εγκάρσιο φορτίο που είναι δυνατό να προκαλέσει το φαινόμενο του πτερυγισμού, 

όταν η ταχύτητα του προσπίπτοντος αέρα υπερβεί κάποια κρίσιμη τιμή.  

Το πρόβλημα του λυγισμού των ελαστικών κατασκευών, αρχικά των δοκών και 

εν συνεχεία των πλακών, έχει απασχολήσει τους μηχανικούς από πολύ νωρίς 

(Euler, 1744) λόγω της σπουδαιότητας του στην ασφάλεια των κατασκευών. Στη 

βιβλιογραφία υπάρχουν αρκετά συγγράμματα όπως των Timoshenko (1961), 

Volmir (1963), Bulson (1970) και Leipholz (1980). Εκτεταμένη βιβλιογραφία 

σχετικά με τα προβλήματα ευστάθειας των κατασκευών παρατίθεται επίσης στο 

άρθρο ανασκοπήσεως του Bazant (2000). Ειδικότερα με την ευστάθεια πλακών 

μεταβλητού πάχους έχουν ασχοληθεί Wittrick and Ellen (1962) χρησιμοποιώντας 

τη μέθοδο Galerkin, οι Chehil and Dua (1973) εφαρμόζοντας προσεγγιστική 

μέθοδο (perturbation method), οι Harik et al. (1991) χρησιμοποιώντας αναλυτική 

μέθοδο, οι Wang et al. (1995) και Gutierrez et al. (1996) με τη μέθοδο Rayleigh-

Ritz και οι Eisenberger and Alexandrov (2003) με τη μέθοδο του Kantorovich. 

Τελευταία οι Saeidifar et al. (2010) υπολόγισαν αναλυτικά τα φορτία λυγισμού 

ελαστικών ορθογωνικών πλακών με μεταβλητό πάχος και μεταβλητό μέτρο 
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ελαστικότητας κατά μια κατεύθυνση. Πολύ μεγάλη είναι επίσης η βιβλιογραφία 

όσον αφορά τη χρήση των αριθμητικών μεθόδων, όπως της FDM και της FEM, 

στο πρόβλημα ευστάθειας των πλακών και ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης 

παραπέμπεται στο σύγγραμμα των Ghali and Neville (1978) καθώς και στην 

εργασία των Subramanian et. al. (1993). 

Η εφαρμογή της ΒΕΜ στο συγκεκριμένο θέμα είναι αρκετά περιορισμένη λόγω 

της δυσκολίας προσδιορισμού της θεμελιώδους λύσης του προβλήματος στην 

περίπτωση που η πλάκα υπόκειται σε τυχούσα μεμβρανική ένταση. Η ΒΕΜ έχει 

εφαρμοσθεί στο πρόβλημα του λυγισμού των πλακών σταθερού πάχους από τους 

Gospodinov and Ljutskanov (1982), Manolis et al. (1986) και Chen et. al. (2005) 

στην περίπτωση που η μεμβρανική ένταση είναι ομοιόμορφη, οπότε είναι 

δυνατόν να προσδιοριστεί η θεμελιώδης λύση. Οι Syngellakis and Kang (1987) 

έλυσαν το πρόβλημα για τυχούσα μεμβρανική ένταση χρησιμοποιώντας πεδιακή 

διακριτοποίηση του χωρίου. Η ΒΕΜ για τα προβλήματα ευστάθειας των πλακών 

παρουσιάζεται στο βιβλίο του Elzein (1991). Η ΒΕΜ σε συνδυασμό με την DRM 

ή την AEM έχει χρησιμοποιηθεί από διάφορους ερευνητές για το λυγισμό των 

ελαστικών πλακών. Στην πρώτη περίπτωση ανήκουν οι εργασίες των Lin, 

Duffield and Shih (1999), Purbolaksono and Aliabadi (2009) και Aliabadi et al. 

(2009) ενώ στη δεύτερη περίπτωση ανήκουν οι εργασίες των Nerantzaki and 

Katsikadelis (1996b) για πλάκες μεταβλητού πάχους και Chinnaboon et al. (2007) 

για προβλήματα πλακών σταθερού πάχους.  

Το ενδιαφέρον των μηχανικών και των ερευνητών για τη μελέτη της επίδρασης 

των μη συντηρητικών φορτίων στην ευστάθεια των κατασκευών και κυρίως των 

πλακών και των κελυφών, οφείλεται στο φαινόμενο του πτερυγισμού που 

διαπιστώθηκε για πρώτη φορά στα υπερηχητικά αεροσκάφη και στους 

υπερηχητικούς πυραύλους τη δεκαετία του 1940. Με τη μελέτη της ευστάθειας 

των μη συντηρητικών συστημάτων έχουν ασχοληθεί αρκετοί ερευνητές όπως οι 

Beck (1952), Bolotin (1963), Herrmann and Jong (1965) και Kounadis (1992). Με 

το πρόβλημα της πλάκας ασχολήθηκε πρώτα ο Frashad (1978) μελετώντας την 

ευστάθεια του ορθογωνικού προβόλου που υποβάλλεται σε μη συντηρητικά 

μεμβρανικά φορτία στις ελεύθερες πλευρές του χρησιμοποιώντας τη μέθοδο 

Galerkin. Εν συνεχεία ο Adali (1982) μελέτησε με αναλυτικό τρόπο (μέθοδος 

Levy) την ευστάθεια της ορθογωνικής πλάκας επί ελαστικού εδάφους που 
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υποβάλλεται σε συνδυασμό συντηρητικών και μη συντηρητικών μεμβρανικών 

φορτίων στο σύνορο. Ο Adali (1982) διαπίστωσε ότι ο συνδυασμός των δύο 

κατηγοριών φορτίων είναι δυνατό να προκαλεί άλλοτε λυγισμό και άλλοτε 

πτερυγισμό ενώ μελέτησε την επίδραση των διαστάσεων της πλάκας και του 

υλικού κατασκευής στα κρίσιμα φορτία. Αρκετοί ακόμα ερευνητές ασχολήθηκαν 

με το θέμα χρησιμοποιώντας αναλυτικές και προσεγγιστικές μεθόδους, όπως οι 

Cunninghum (1976), Chonan (1982), Dowell (1982), Leipholz (1982, 1983), 

Sasaki and Conan (1985), Srinivasan and Babu (1985), Zuo and Schreyer (1996) 

και τελευταία οι Eloy et al. (2007). Οι Higuchi and Dowell (1992) 

χρησιμοποίησαν τη μέθοδο Rayleigh-Ritz για να μελετήσουν τον 

αποσταθεροποιητικό χαρακτήρα της εσωτερικής απόσβεσης της πλάκας, 

φαινόμενο που έχει διαπιστωθεί και σε άλλες κατασκευές από διάφορους 

ερευνητές, όπως τους Ziegler (1952), Bolotin and Zhinzher (1969), Banichuk et 

al. (1989), Kounadis (1992) και Sugiyama and Langthjem (2007). Η ευστάθεια 

των πλακών υπό την επίδραση μη συντηρητικών φορτίων έχει αντιμετωπισθεί με 

τη FEM από τους Liao and Lee (1993), Kim et al. (1998,2000), Kumar et al. 

(2003) και Koo and Hwang (2004). Τέλος, οι Babouskos and Katiskadelis (2009) 

εφάρμοσαν τη ΒΕΜ σε συνδυασμό με την ΑΕΜ για το πρόβλημα του λυγισμού 

και του πτερυγισμού πλακών τυχούσας γεωμετρίας, με διάφορες συνοριακές 

συνθήκες ενώ μελετούν την επίδραση της εξωτερικής και της εσωτερικής 

απόσβεσης στην ευστάθεια της πλάκας.  

Ι.4.2.2 Βισκοελαστικές πλάκες 

Όπως αναφέρει ο Flugge (1975), οι ορισμοί της ευστάθειας των ελαστικών 

κατασκευών δεν έχουν πάντα νόημα για την περίπτωση των μη συντηρητικών 

συστημάτων. Έτσι, όταν ένα βισκοελαστικό σώμα εκτρέπεται από την αρχική 

θέση ισορροπίας δεν είναι σίγουρο ότι θα επιστρέψει σε αυτή τη θέση, ακόμη και 

αν δεν έχει ξεπεραστεί το κρίσιμο φορτίο λυγισμού, σε αντίθεση με ότι συμβαίνει 

με τα ελαστικά σώματα. Ωστόσο, αν η αρχική εκτροπή προκαλέσει μικρές 

μετατοπίσεις που δεν αυξάνονται με το χρόνο τότε, από πρακτικής σκοπιάς, η 

θέση αυτή θεωρείται ευσταθής. Ακόμη, στην περίπτωση των βισκοελαστικών 

υλικών με αρχική ελαστική συμπεριφορά είναι δυνατό να εμφανιστεί το 

φαινόμενο το λυγισμού υπό συνθήκες ερπυσμού (creep buckling) κατά το οποίο 

το σώμα είναι ευσταθές, σύμφωνα με τον προηγούμενο ορισμό, για ένα  
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σημαντικό χρονικό διάστημα (finite time stability). Στην περίπτωση αυτή 

ενδιαφέρει τόσο το φορτίο λυγισμού όσο και το χρονικό διάστημα κατά το οποίο 

η κατασκευή παραμένει ευσταθής (Bazant, 2000). Για τους παραπάνω λόγους η 

μελέτη της ευστάθειας των βισκοελαστικών σωμάτων είναι πιο πολύπλοκη από 

την περίπτωση των ελαστικών σωμάτων. Στη βιβλιογραφία έχουν παρουσιασθεί 

διάφορες εργασίες και συγγράμματα που μελετούν το λυγισμό των 

βισκοελαστικών κατασκευών, όπως των Hayman (1978), Bazant and Cedolin 

(1991) και Minahen and Knauss (1993). Μεγάλος αριθμός εργασιών έχει 

παρουσιασθεί για το λυγισμό των βισκοελαστικών δοκών, όπως οι εργασίες των 

Distefano and Sackman (1968), Szyszkowski and Glockner (1986), Shirahatti and 

Sinha (1994), Chang (1986), Vinogradov (1987) και Drawshi and Cederbaum 

(1993) ενώ το θέμα παρουσιάζεται και στο βιβλίο του Flügge (1975). Η 

ευστάθεια των βισκοελαστικών πλακών για την περίπτωση συντηρητικών 

μεμβρανικών φορτίων μελετάται αριθμητικά από τους Hewitt and Mazumdart 

(1977) και αναλυτικά από τους Drozdov and Zhukhovitskii (1987) και Peng et al. 

(2008) για κυκλικές και ορθογωνικές πλάκες, αντίστοιχα. Στις τελευταίες δύο 

εργασίες γίνεται ιδιαίτερη αναφορά και στην ευστάθεια της πλάκας για 

πεπερασμένο χρονικό διάστημα.  

Η επίδραση της βισκοελαστικότητας στο φαινόμενο του πτερυγισμού έχει 

μελετηθεί σε προβλήματα δοκών από τους Bolotin and Zhinzher (1969) και 

Kirillov and Seyranian (2005). Οι παραπάνω ερευνητές διαπιστώνουν ότι η 

βισκοελαστικότητα μειώνει σημαντικά το φορτίο πτερυγισμού των κατασκευών. 

Όσον αφορά τα προβλήματα των βισκοελαστικών πλακών, σε ανάλογα 

συμπεράσματα καταλήγουν διάφοροι ερευνητές που ασχολούνται με το 

φαινόμενο του πτερυγισμού λόγω αεροδυναμικής φόρτισης, όπως ο Kiiko (1996), 

ο οποίος μελετά με προσεγγιστική μέθοδο ορθογωνικές βισκοελαστικές πλάκες, ο 

Potapov (2004), ο οποίος μελετά για το ίδιο πρόβλημα τη συμβολή της 

διατμητικής παραμόρφωσης και των στροφικών αδρανειακών δυνάμεων 

χρησιμοποιώντας τη μέθοδο Galerkin και τελευταία ο Pokazeyev (2008) που 

ασχολείται με προβόλους ορθογωνικού σχήματος με προσεγγιστική μέθοδο. Οι 

Wang et al. (2009) χρησιμοποιώντας την DQM σε συνδυασμό με το 

μετασχηματισμό Laplace μελετούν την ευστάθεια της πλάκας για την περίπτωση 

φόρτισης με μη συντηρητικά μεμβρανικά φορτία (follower forces). Εκτεταμένη 
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βιβλιογραφία για το πρόβλημα του πτερυγισμού παρουσιάζεται στο άρθρο των 

Merrett and Hilton (2010). Τέλος, πρέπει να σημειωθεί ότι σε όλες τις παραπάνω 

εργασίες χρησιμοποιούνται καταστατικές σχέσεις ολοκληρωτικής ή διαφορικής 

μορφής με παραγώγους ακεραίας τάξης.  

Ι.4.3 Μη γραμμικά προβλήματα πλακών 

Στην παρούσα διατριβή με τον όρο μη γραμμικό πρόβλημα θεωρείται το 

πρόβλημα των μετρίως μεγάλων παραμορφώσεων των λεπτών πλακών (θεωρία 

von Kármán). Στη θεωρία αυτή η εξίσωση που περιγράφει την κάμψη της πλάκας 

και οι εξισώσεις που περιγράφουν την επίπεδη παραμόρφωση της πλάκας 

αποτελούν ένα συζευγμένο μη γραμμικό σύστημα μερικών διαφορικών 

εξισώσεων. Αναλυτικές και προσεγγιστικές λύσεις των στατικών και δυναμικών 

μη γραμμικών προβλημάτων πλακών περιορίζονται στις κυκλικές και 

ορθογωνικές πλάκες και παρουσιάζονται στα συγγράμματα των Chia (1980) και 

Mansfield (1989) καθώς και στα συγγράμματα πλακών που έχουν ήδη αναφερθεί. 

Ρεαλιστικά μη γραμμικά προβλήματα πλακών έχουν επιλυθεί κυρίως με τις 

αριθμητικές μεθόδους FEM και BEM και σε αυτές τις εργασίες θα αναφερθούμε 

παρακάτω. 

Η FEM έχει εφαρμοσθεί για πλάκες τυχούσας γεωμετρίας, τόσο για την 

περίπτωση των πλακών von Kármán όσο και για ανώτερες μη γραμμικές θεωρίες. 

Εκτεταμένη βιβλιογραφία παρουσιάζεται στα συγγράμματα των Oden (1972) και 

Reddy (2004) καθώς και στις εργασίες των Sacco and Reddy (1992) και Attar 

(2008) οι οποίοι μελετούν τα όρια ισχύος της θεωρίας von Kármán για διάφορες 

περιπτώσεις πλακών. Η ΒΕΜ με πεδιακή διακριτοποίηση έχει εφαρμοσθεί για το 

στατικό μη γραμμικό πρόβλημα της πλάκας με την παραδοχή του Berger από 

τους Kamiya and Sawaki (1982), Sladek and Sladek (1983) ενώ για τις εξισώσεις 

von Kármán έχει εφαρμοσθεί από τους Ye and Liu (1984), Tanaka (1984), 

Katsikadelis and Nerantzaki (1988) και Katsikadelis (1991). Για το δυναμικό μη 

γραμμικό πρόβλημα τη μέθοδο έχουν χρησιμοποιήσει οι Ο’Donoghue and Atluri 

(1987). Ακόμη οι Tanaka et al. (1996) διατυπώνουν το στατικό μη γραμμικό 

πρόβλημα σε προσαυξητική μορφή και το επιλύουν χρησιμοποιώντας τη ΒΕΜ με 

πεδιακή διακριτοποίηση. Αρκετές βιβλιογραφικές αναφορές παρατίθενται στο 

σύγγραμμα του Beskos (1991). H BEM σε συνδυασμό με την DRM έχει 
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εφαρμοσθεί για το στατικό μη γραμμικό πρόβλημα της πλάκας από τους Sawaki, 

Takeuchi and Kamiya (1990), Wang et al. (2000) και τους Aliabadi and Βaiz 

(2008) ενώ για το δυναμικό πρόβλημα από τους Tanaka and Chen (2001). Η ΒΕΜ 

σε συνδυασμό με την ΑΕΜ έχει εφαρμοσθεί για το στατικό μη γραμμικό 

πρόβλημα από τους Katsikadelis and Nerantzaki (1994) Nerantzaki and 

Katsikadelis (2003a,b) και για το δυναμικό πρόβλημα πλακών μεταβλητού 

πάχους από τους Nerantzaki and Katsikadelis (2007).  

Όπως αναφέρθηκε παραπάνω, η μελέτη της συμπεριφοράς των πλακών αφού 

ξεπεραστεί το κρίσιμο φορτίο λυγισμού οδήγησε στη διατύπωση της μη 

γραμμικής θεωρίας von Kármán. Στην περίπτωση αυτή η πλάκα εκτρέπεται από 

την αρχική θέση ισορροπίας και ακολουθεί ένα δρόμο ισορροπίας, που στη 

βιβλιογραφία ονομάζεται μεταλυγισμικός δρόμος ισορροπίας (postbuckling path). 

Σε αντίθεση με ότι συμβαίνει στην περίπτωση των κελυφών, ο μεταλυγισμικός 

δρόμος ισορροπίας των πλακών είναι ευσταθής, ανεξάρτητα από τις αρχικές 

παραμορφώσεις, που συνήθως ονομάζονται αρχικές ατέλειες (Scheidl and Troger, 

1987). Από τους πρώτους ερευνητές της μεταλυγισμικής συμπεριφοράς των 

κατασκευών και κυρίως των ελαστικών πλακών και κελυφών είναι οι Koiter 

(1945), Thompson (1965) και Sewell (1968). Για τα ελαστικά προβλήματα 

πλακών σταθερού πάχους παρουσιάζεται εκτεταμένη βιβλιογραφία στα 

συγγράμματα των Bulson (1970), Mansfield (1979) και Chia (1980), όπου η 

μεταλυγισμική συμπεριφορά μελετάται κυρίως με προσεγγιστικές μεθόδους. Η 

FEM έχει χρησιμοποιηθεί από αρκετούς ερευνητές και ενδεικτικά αναφέρουμε τις 

εργασίες των Wellford and Dib (1976), Rao and Raju (1983), Barbero et al. 

(1994) ενώ εκτεταμένη βιβλιογραφία για σύγχρονα προβλήματα πλακών 

παρατίθεται στο άρθρο ανασκοπήσεως των Zhang and Yang (2009). Η ΒΕΜ με 

πεδιακή διακριτοποίηση έχει εφαρμοσθεί από τους Ο’Donoghue and Atluri 

(1987), Manolis (1991), Qin and Huang (1992) και Tanaka et al. (1999) ενώ σε 

συνδυασμό με την AEM έχει εφαρμοσθεί από τους Katsikadelis and Babouskos 

(2007). Όσον αφορά προβλήματα μεταβλητού πάχους η βιβλιογραφία είναι πιο 

περιορισμένη. Ο Rushton (1969) μελετά τη μεταλυγισμική απόκριση 

ορθογωνικών ελαστικών πλακών μεταβλητού πάχους με την FDM, οι Dumir and 

Khatri (1984) μελετούν τη μεταλυγισμική συμπεριφορά ορθότροπων κυκλικών 

πλακών μεταβλητού πάχους με προσεγγιστική μέθοδο ενώ οι Raju and Rao 
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(1986) ασχολούνται με τη μεταλυγισμική απόκριση κυκλικών πλακών 

μεταβλητού πάχους με τη FEM.  

Στη περίπτωση του πτερυγισμού η γραμμική θεωρία ελαστικής ευστάθειας 

προβλέπει ότι η πλάκα θα εκτελεί ταλαντώσεις με ολοένα και μεγαλύτερο εύρος. 

Ωστόσο, όταν το εύρος αποκτήσει μεγάλες τιμές η γραμμική θεωρία αγνοεί την 

αλληλεπίδραση του καμπτικού και του μεμβρανικού προβλήματος της πλάκας 

που έχει ως αποτέλεσμα τον περιορισμό του εύρους των ταλαντώσεων ενώ σε 

συνδυασμό με κάποιου είδους απόσβεση οδηγεί στην εμφάνιση περίπλοκων μη 

γραμμικών φαινομένων, όπως οι οριακοί κύκλοι (limit cycles) και οι χαοτικές 

τροχιές (chaotic orbits). Από τους πρώτους που μελέτησαν το μη γραμμικό 

πρόβλημα του πτερυγισμού στην περίπτωση των ελαστικών πλακών σταθερού 

πάχους λόγω υπερηχητικής ροής αέρα είναι οι Bolotin (1963) και Dowell (1966) 

με χρήση της μεθόδου Galerkin. Εν συνεχεία το πρόβλημα αντιμετώπισε ο Mei 

(1977) χρησιμοποιώντας τη FEM, οι Shiau and Lu (1990) για σύνθετες 

πολυστρωματικές πλάκες με τη μέθοδο Galerkin καθώς και οι Weiliang and 

Dowell (1991) για τον πρόβολο με τη μέθοδο Rayleigh-Ritz. Οι Bolotin et al. 

(2001) μελετούν τη μη γραμμική συμπεριφορά της πλάκας λόγω μεμβρανικής και 

αεροδυναμικής φόρτισης. Τα τελευταία χρόνια έχουν παρουσιασθεί διάφορα 

άρθρα που μελετούν το πρόβλημα με τη FEM (Guo and Mei, 2003; Chen et al, 

2008) καθώς και με την ΒΕΜ σε συνδυασμό με την ΑΕΜ (Katsikadelis and 

Babouskos, 2009).  

Τέλος, περιορισμένη είναι η βιβλιογραφία όσον αφορά στην ανάλυση των μη 

γραμμικών προβλημάτων των βισκοελαστικών πλακών. Το μη γραμμικό στατικό 

πρόβλημα των βισκοελαστικών ορθογωνικών πλακών επιλύεται από τον Huang 

(1997) με τη μέθοδο Galerkin ενώ το δυναμικό πρόβλημα κυκλικών 

βισκοελαστικών πλακών από τους Salehi and Aghei (2005) με τη μέθοδο FDM. 

Οι Zhang and Cheng (1999) επιλύουν το στατικό και δυναμικό μη γραμμικό 

πρόβλημα ορθογωνικών βισκοελαστικών πλακών με ολοκληρωτικές 

καταστατικές σχέσεις χρησιμοποιώντας της μέθοδο Galerkin. Ακόμη, οι 

Esmailzadeh and Jalali (1999), Khudayarov and Bandurin (2007) και Khodzhaev 

and Eshmatov (2007) μελετούν μη γραμμικές ταλαντώσεις βισκοελαστικών 

πλακών με προσεγγιστικές μεθόδους. Η μεταλυγισμική απόκριση των 

βισκοελαστικών πλακών μελετάται από τους Shalev and Aboudi (1991) με τη 
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μέθοδο Galerkin και από τους Touati and Cederbaum (1998) και Kennedy (1998) 

με τη FEM. Το μη γραμμικό πρόβλημα του πτερυγισμού ορθογωνικών 

βισκοελαστικών πλακών έχει μελετηθεί με προσεγγιστική μέθοδο από τους 

Larionov (1974) και Khudayarov (2005), οι οποίοι συμπεραίνουν  ότι τα κρίσιμα 

φορτία μειώνονται λόγω της βισκοελαστικής συμπεριφοράς του υλικού. Στις 

παραπάνω εργασίες χρησιμοποιούνται καταστατικές σχέσεις ολοκληρωτικής 

μορφής. Μη γραμμικά δυναμικά προβλήματα πλακών με καταστατικές σχέσεις 

κλασματικών παραγώγων έχουν παρουσιασθεί από τους Rossikhin and Shitikova 

(2006b) οι οποίοι μελετούν προβλήματα συντονισμού με τη μέθοδο των 

πολλαπλών κλιμάκων (multiple scales). Η ΒΕΜ σε συνδυασμό με την ΑΕΜ έχει 

χρησιμοποιηθεί από τους Babouskos and Katsikadelis (2010), Katsikadelis and 

Babouskos (2010) για τη μελέτη των μη γραμμικών ταλαντώσεων και της 

μεταλυγισμικής συμπεριφοράς των λεπτών βισκοελαστικών πλακών με μοντέλα 

κλασματικών παραγώγων. 

Ι.5 Προηγούμενη έρευνα για τη βέλτιστοποίηση του 

πάχους των ελαστικών πλακών 

Στη βιβλιογραφία έχει παρουσιασθεί ένας πολύ μεγάλος αριθμός εργασιών και 

συγγραμμάτων με αντικείμενο την βελτιστοποίηση των κατασκευών (structural 

optimization). Ο στόχος της βελτιστοποίησης είναι συνήθως η μείωση του βάρους 

και η αύξηση της ασφάλειας και της λειτουργικότητας των κατασκευών. Οι 

παραπάνω στόχοι είναι δυνατόν να επιτευχθούν μεταβάλλοντας τα γεωμετρικά 

χαρακτηριστικά των κατασκευών (διατομές των δοκών και των ράβδων, πάχος 

των πλακών και των κελυφών), μεταβάλλοντας τα μηχανικά χαρακτηριστικά των 

υλικών (κατεύθυνση των ινών στα σύνθετα υλικά) και συνδυάζοντας με 

διαφορετικό τρόπο τα διάφορα μέλη που συνθέτουν πιο πολύπλοκες κατασκευές, 

όπως στις περιπτώσεις των δικτυωμάτων και των ενισχυμένων με δοκούς πλακών 

και κελυφών (topology optimization). Το θέμα έχει παρουσιασθεί σε αρκετά 

συγγράμματα και εργασίες και ενδεικτικά αναφέρουμε τα συγγράμματα των 

Arora (2004), Eschenauer et al. (1997) καθώς και το άρθρο ανασκοπήσεως των 

Eschenauer and Olhoff (2001). Για την επίλυση των προβλημάτων της 

βελτιστοποίησης έχουν αναπτυχθεί διάφορες μέθοδοι. Οι παλαιότερες βασίζονται 

στην μέγιστη κλίση της αντικειμενικής συνάρτησης (gradient based methods) και 
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για το λόγο αυτό εφαρμόζονται σε προβλήματα με συνεχείς μεταβλητές 

σχεδιασμού ενώ προσδιορίζουν συνήθως τοπικά ακρότατα. Οι πιο σύγχρονες 

μέθοδοι βασίζονται στους εξελικτικούς αλγόριθμους (evolutionary algorithms), 

εφαρμόζονται σε προβλήματα με συνεχής και διακριτές μεταβλητές και μπορούν 

να προσδιορίσουν το καθολικό ακρότατο. Η παρουσίαση των μεθόδων 

βελτιστοποίησης γίνεται σε αρκετές εργασίες, όπως των Lagaros et al. (2002), 

Arora (2004), Dimou and Koumousis (2003) και Δήμου (2004). 

Στην παρούσα διατριβή ασχολούμαστε με την εύρεση της βέλτιστης κατανομής 

του πάχους μιας λεπτής ελαστικής πλάκας με στόχο την αύξηση της ακαμψίας ή 

την αύξηση των φορτίων λυγισμού και πτερυγισμού. Το θέμα αυτό αποτελεί 

αντικείμενο αρκετών εργασιών. Από τους πρώτους ερευνητές που ασχολήθηκαν 

με τη βελτιστοποίηση των πλακών, χωρίς περιορισμούς για τις ακραίες τιμές του 

πάχους, είναι οι Freiberger and Tekinalp (1955) που μελετούν με αναλυτικό 

τρόπο την ελαχιστοποίηση του βάρους της κυκλικής πλάκας ώστε να μην 

ξεπεραστεί η τάση διαρροής. Με το ίδιο πρόβλημα ασχολήθηκαν αργότερα 

χρησιμοποιώντας προσεγγιστική μέθοδο οι Kozlowski and Mroz (1969). Ο Olhoff 

(1970, 1974) μελέτησε τη μεγιστοποίηση τις θεμελιώδους ιδιοσυχνότητας 

κυκλικών και ορθογωνικών πλακών με δεδομένο τον όγκο της πλάκας 

χρησιμοποιώντας προσεγγιστική μέθοδο. Στις εργασίες αυτές ο Olhoff σχολιάζει 

την αναγκαιότητα εισαγωγής περιορισμών στην ανώτατη και κατώτατη τιμή που 

μπορεί να λάβει το πάχος, ώστε να προκύπτουν ρεαλιστικά αποτελέσματα. Στα 

ίδια συμπεράσματα καταλήγουν και οι Chen (1981) και Chen and Olhoff (1981), 

όπου μελετούν το πρόβλημα της μεγιστοποίησης της ακαμψίας μέσω της 

ελαχιστοποίησης της ενδοσιμότητας της πλάκας, με δεδομένο τον όγκο του 

υλικού, χρησιμοποιώντας προσεγγιστική μέθοδο. Ακόμη, οι Rozvany et. al (1982) 

διαπιστώνουν ότι τα προβλήματα βελτιστοποίησης των πλακών οδηγούν πάντα σε 

πλάκες ενισχυμένες με δοκούς πολύ λεπτού πάχους, δηλαδή σε ασυνεχή 

κατανομή πάχους. Με το πρόβλημα της μεγιστοποίησης της ακαμψίας 

ασχολούνται ακόμη οι Niordson (1983) και Bendsee (1983), οι οποίοι εκτός από 

τον περιορισμό της ανώτατης και κατώτατης τιμής του πάχους εισάγουν και τον 

περιορισμό της μέγιστης τιμής της πρώτης παραγώγου της συνάρτησης του 

πάχους ( ≤grad ( , )h x y m ). Ο Niordson (1983) χρησιμοποιεί τον περιορισμό 

σημειακά ενώ ο Bendsee (1983) υπό μορφή ολοκληρώματος. Με τον τρόπο αυτό 
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οι παραπάνω ερευνητές περιορίζουν το χώρο των λύσεων, ώστε να προκύπτουν 

κατανομές πάχους χωρίς απότομες μεταβολές, απαίτηση που είναι αναγκαία για 

την ισχύ της θεωρίας Kirchhoff των λεπτών πλακών. Ωστόσο, ο περιορισμός 

αυτός έχει τεθεί αυθαίρετα χωρίς να προκύπτει με κάποιο τρόπο από τη θεωρία 

ελαστικότητας και δεν εγγυάται την εξασφάλιση της ισχύος της θεωρίας 

Kirchhoff.  

Με το πρόβλημα της μεγιστοποίησης των φορτίων λυγισμού ορθογωνικών απλά 

εδραζόμενων πλακών έχουν ασχοληθεί οι Spillers and Levy (1990), οι οποίοι 

βασίζονται σε παλαιότερη εργασία για προβλήματα βελτιστοποίησης στύλων. Το 

πρόβλημα της πλάκας μεταβλητού πάχους επιλύεται με χρήση σειρών Fourier. 

Με την ελαχιστοποίηση του όγκου της πλάκας για δεδομένο φορτίο λυγισμού 

ορθογωνικών πλακών ασχολούνται ακόμη οι Levy και Ganz (1990) και Levy and 

Sokolinsky (1995) χρησιμοποιώντας τη μέθοδο Rayleigh-Ritz. Οι Rzegocinska-

Pekech and Waszczyszyn (1984), Pandley and ι Sherbourne (1992) και Bremec 

and Kosel (2006) μεγιστοποιούν το φορτίο λυγισμού πλακών μορφής κυκλικού 

δακτυλίου για δεδομένο όγκο υλικού χρησιμοποιώντας προσεγγιστική μέθοδο 

ενώ οι Ozakca et al. (2003a,b) ασχολούνται με το ίδιο πρόβλημα 

χρησιμοποιώντας τη FEM. Στις παραπάνω εργασίες το πρόβλημα 

βελτιστοποίησης επιλύεται με τις κλασσικές μεθόδους (gradient methods) που 

βασίζονται στην κλίση της αντικειμενικής συνάρτησης. Με σύγχρονες μεθόδους 

βελτιστοποίησης έχουν ασχοληθεί οι Manickarajah et al. (1998) σε συνδυασμό με 

τη FEM για τη μεγιστοποίηση του φορτίου λυγισμού. 

Με την εύρεση της βέλτιστης κατανομής του πάχους ώστε να ελαχιστοποιείται το 

βάρος της πλάκας για δεδομένη τιμή της αεροδυναμικής πίεσης έχουν ασχοληθεί 

οι Weisshaar (1972), Pierson (1972), Pierson and Russell (1973) και Weisshaar 

(1976), οι οποίοι χρησιμοποιούν την FDM ή FEM για τον υπολογισμό της 

κρίσιμης αεροδυναμικής πίεσης. Ο Seiranyan (1980) μελετά τη μεγιστοποίηση 

της κρίσιμης πίεσης σε πλάκα μορφής προβόλου για δεδομένο όγκο υλικού 

χρησιμοποιώντας τη μέθοδο Galerkin. Σε όλες τις παραπάνω περιπτώσεις η λύση 

είναι τελείως προσεγγιστική, αφού η πλάκα επιλύεται ως μονοδιάστατο σώμα. Με 

τη βελτιστοποίηση του διδιάστατου προβλήματος της πλάκας έχουν ασχοληθεί οι 

Pierson and Genalo (1977) χρησιμοποιώντας την FDM and Botkin (1981) 

χρησιμοποιώντας τη FEM. Οι Cajewski and Cupial (1990) μελετούν τη 
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βελτιστοποίηση του πάχους κυκλικών πλάκών που φορτίζονται με μη 

συντηρητικά μεμβρανικά φορτία (follower forces). Τελευταία, ο Pastilha (2007) 

εφάρμοσε τη FEM για τη βελτιστοποίηση πλακών και δοκών που φορτίζονται με 

μη συντηρητικά φορτία. Σε αντίθεση με τις παραπάνω εργασίες, που 

χρησιμοποιούν τις κλασσικές μεθόδους βελτιστοποίησης, οι Furuya and Fukuchi 

(2001) και Odaka and Furuya (2005) χρησιμοποιούν εξελικτικές μεθόδους 

βελτιστοποίησης σε συνδυασμό με τη FEM για τη βελτιστοποίηση πλακών 

μορφής πτερύγων σε αεροδυναμική πίεση. Τέλος, πρέπει να αναφερθεί ότι σε 

καμία από τις παραπάνω εργασίες δεν χρησιμοποιείται κάποιος περιορισμός για 

τον τρόπο μεταβολής του πάχους, ώστε να εξασφαλίζεται η ισχύς της θεωρίας 

Kirchhoff και οι βέλτιστες λύσεις που προκύπτουν να είναι ρεαλιστικές και όχι 

απλώς λύσεις κάποιου μαθηματικού προβλήματος. 

Ι.6 Η δομή της διατριβής και τα πρωτότυπα στοιχεία της 

Η διατριβή περιλαμβάνει επτά Κεφάλαια και τρία Παραρτήματα. Στο πρώτο 

Κεφάλαιο γίνεται μια εισαγωγή στη θεωρία της βισκοελαστικότητας και 

παρουσιάζονται οι καταστατικές σχέσεις της τρισδιάστατης βισκοελαστικότητας 

για ισότροπα και ομογενή υλικά με χρήση διαφορικών εξισώσεων κλασματικής 

τάξης. Στο δεύτερο Κεφάλαιο διατυπώνονται οι διαφορικές εξισώσεις που 

περιγράφουν τη δυναμική και τη στατική συμπεριφορά μιας λεπτής πλάκας από 

ελαστικό και βισκοελαστικό υλικό τυχόντος σχήματος με μεταβλητό πάχος. 

Αρχικά παρουσιάζεται το μη γραμμικό πρόβλημα των μετρίως μεγάλων 

παραμορφώσεων και στη συνέχεια το γραμμικό πρόβλημα της πλάκας με τη 

σύγχρονη δράση μεμβρανικών δυνάμεων. Σε κάθε περίπτωση οι εξισώσεις 

παρουσιάζονται για το ελαστικό υλικό καθώς και για τα βισκοελαστικά υλικά 

Kelvin-Voigt και Standard solid. Ειδικά για το τελευταίο μοντέλο παρουσιάζεται 

αναλυτικά ο τρόπος προσδιορισμού των αρχικών συνθηκών τόσο για το δυναμικό 

όσο και για το στατικό πρόβλημα. Στο τρίτο Κεφάλαιο περιγράφεται η άμεση 

ΒΕΜ για την αριθμητική επίλυση του προβλήματος κάμψεως της λεπτής 

ελαστικής πλάκας σταθερού πάχους. Στο τέταρτο Κεφάλαιο περιγράφονται οι 

βασικές έννοιες της ΑΕΜ και η μέθοδος εφαρμόζεται σε συνδυασμό με τη ΒΕΜ 

για την περίπτωση των γραμμικών και μη γραμμικών προβλημάτων των πλακών 

που παρουσιάζονται στο δεύτερο Κεφάλαιο. Ακόμη παρουσιάζεται το γραμμικό 
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πρόβλημα ευστάθειας των ελαστικών και βισκοελαστικών πλακών υπό την 

επίδραση συντηρητικών και μη συντηρητικών φορτίων. Στο πέμπτο Κεφάλαιο 

παρουσιάζεται το πρόβλημα της εύρεσης της βέλτιστης κατανομής του πάχους 

μιας λεπτής πλάκας με δεδομένο όγκο υλικού ώστε να μεγιστοποιηθεί η ακαμψία 

ή τα κρίσιμα φορτία λυγισμού και πτερυγισμού. Χρησιμοποιώντας την 

τρισδιάστατη ελαστικότητα προσδιορίζεται ένας συμβατός περιορισμός που 

πρέπει να ικανοποιεί η συνάρτηση του πάχους της πλάκας ώστε να ισχύει η 

θεωρία λεπτών πλακών του Kirchhoff για πλάκες μεταβλητού πάχους. Στο έκτο 

Κεφάλαιο παρουσιάζονται διάφορα αριθμητικά παραδείγματα τα οποία σκοπό 

έχουν να δείξουν την ακρίβεια και τις δυνατότητες της μεθόδου στην ανάλυση 

των ελαστικών και βισκοελαστικών πλακών. Από τα παραδείγματα προκύπτουν 

πλήθος συμπερασμάτων για τη συμπεριφορά των λεπτών ελαστικών και 

βισκοελαστικών πλακών. Στο έβδομο Κεφάλαιο εκτίθενται διάφορα 

συμπεράσματα και παρουσιάζονται ιδέες του συγγραφέα για μελλοντική έρευνα. 

Η διατριβή συμπληρώνεται με τρία Παραρτήματα. Στο πρώτο Παράρτημα 

παρουσιάζεται μια γενική μέθοδος προσδιορισμού των επιπλέον αρχικών 

συνθηκών στα δυναμικά βισκοελαστικά προβλήματα που περιγράφονται με 

διαφορικές καταστατικές σχέσεις. Στο δεύτερο Παράρτημα παρουσιάζεται η 

αριθμητική μέθοδος Arc-length που χρησιμοποιείται για την επίλυση συστημάτων 

μη γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων που εξαρτώνται από κάποια παράμετρο και 

η οποία χρησιμοποιήθηκε στη μελέτη της μεταλυγισμικής συμπεριφοράς των 

ελαστικών πλακών. Στο τρίτο Παράρτημα παρουσιάζεται η αριθμητική μέθοδος 

επίλυσης γραμμικών και μη γραμμικών συστημάτων διαφορικών εξισώσεων 

κλασματικής τάξεως του Katsikadelis (2009).  

Η συμβολή και τα κυριότερα πρωτότυπα στοιχεία της διατριβής είναι :  

1. Η διατύπωση των εξισώσεων των βισκοελαστικών πλακών με χρήση 

καταστατικών εξισώσεων διαφορικής μορφής με παραγώγους κλασματικής 

τάξεως. Η διατύπωση των εξισώσεων με χρήση καταστατικών εξισώσεων 

διαφορικής μορφής δεν εμφανίζεται συχνά στη βιβλιογραφία. Ο λόγος 

πρέπει να αναζητηθεί στο γεγονός ότι τα διαφορικά καταστατικά μοντέλα 

οδηγούν σε εξισώσεις κινήσεως ανωτέρας τάξεως (≥ 2 ) για την επίλυση 

των οποίων απαιτούνται πρόσθετες αρχικές συνθήκες από αυτές που 

καθορίζονται από το φυσικό πρόβλημα. Στον παραπάνω λόγο πρέπει να 
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προστεθεί και η δυσκολία της αριθμητικής επιλύσεως αυτών των 

εξισώσεων. Ωστόσο, η ευκολία που παρέχουν τα διαφορικά καταστατικά 

μοντέλα για την κατανόηση της συμπεριφοράς των υλικών και κυρίως η 

δυνατότητα γενίκευσης τους με χρήση κλασματικών παραγώγων, έχουν 

φέρει τα μοντέλα αυτά πάλι στο προσκήνιο. Στο βιβλίο του ο Flügge (1975) 

μελετά το πρόβλημα της εύρεσης της επιπλέον αρχικής συνθήκης (αρχική 

επιτάχυνση) για την περίπτωση του μονοβάθμιου ταλαντωτή που ακολουθεί 

το κλασσικό μοντέλο Maxwell (με ακεραίας τάξεως παράγωγο). Με απλούς 

συλλογισμούς αποδεικνύει ότι η αρχική επιτάχυνση εξαρτάται από τις 

αρχικές τιμές της μετατόπισης και της εξωτερικής φόρτισης. Η μέθοδος 

αυτή δεν είναι γενική και δεν μπορεί επεκταθεί σε ανώτερης τάξεως 

διαφορικές εξισώσεις. Στην παρούσα διατριβή παρουσιάζεται μια γενική 

μέθοδος προσδιορισμού των απαιτούμενων επιπλέον αρχικών συνθηκών για 

διαφορικά μοντέλα οποιασδήποτε τάξεως.  

2. Η επίλυση των δυναμικών και στατικών προβλημάτων των βισκοελαστικών 

πλακών μεταβλητού πάχους γίνεται με τη ΒΕΜ σε συνδυασμό με την ΑΕΜ, 

όπως έχει παρουσιασθεί από τους Katsikadelis και Yiotis (2003). Η μέθοδος 

εξελίσσεται χρησιμοποιώντας συναρτήσεις σχήματος Hermite για την 

εγκάρσια μετατόπιση και γραμμικές συναρτήσεις σχήματος για τα υπόλοιπα 

μεγέθη του συνόρου, όπως έχει προταθεί από τους Hartmann and 

Zotemantel (1986). Με τον τρόπο αυτό ικανοποιούνται οι ελάχιστες 

απαιτήσεις συνέχειας (συναρτήσεις σχήματος τύπου 1C ) των συνοριακών 

μεγεθών, γεγονός που επιτρέπει την επίλυση προβλημάτων οποιασδήποτε 

γεωμετρίας και συνοριακής συνθήκης με μεγάλη ακρίβεια. Επίσης, 

χρησιμοποιείται πεδιακή διακριτοποίηση του χωρίου και έτσι αποφεύγεται 

η δυσκολία προσδιορισμού των παραμέτρων των ακτινικών συναρτήσεων 

σχήματος που χρησιμοποιούνται από τους Katsikadelis and Yiotis (2003) 

για τη μετατροπή των πεδιακών ολοκληρωμάτων σε συνοριακά. Βεβαίως η 

δυσκολία αυτή μπορεί να ξεπερασθεί με τη μέθοδο ελαχιστοποιήσεως του 

ολικού δυναμικού (Katsikadelis, 2008) η οποία διατηρεί τον αμιγή 

συνοριακό χαρακτήρα της μεθόδου. Η πεδιακή διακριτοποίηση προτιμάται 

λόγω της αυτόματης παραγωγής τριγωνικών στοιχείων με τη μέθοδο 

Delauney χρησιμοποιώντας έτοιμους κώδικες (Matlab). Τα παραδείγματα 
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που επιλυθήκαν καταδεικνύουν ότι η ΒΕΜ σε συνδυασμό με την ΑΕΜ, 

όπως παρουσιάζεται στην διατριβή, μπορεί να επιλύσει αποτελεσματικά και 

με μεγάλη ακρίβεια δύσκολα και πολύπλοκα σύγχρονα προβλήματα της 

επιστήμης του μηχανικού. 

3. H μέθοδος που παρουσιάστηκε πρόσφατα στην εργασία του Katsikadelis 

(2009c) για την αριθμητική επίλυση των διαφορικών εξισώσεων με 

κλασματικές παραγώγους επεκτείνεται για μη γραμμικά συστήματα 

εξισώσεων μέχρι τρίτης τάξεως. Οι εξισώσεις αυτές περιγράφουν το 

δυναμικό πρόβλημα της βισκοελαστικής πλάκας που ακολουθεί το μοντέλο 

Standard solid. 

4. Μελετώνται γραμμικά προβλήματα ευστάθειας ελαστικών και 

βισκοελαστικών πλακών με μοντέλα κλασματικής τάξεως υπό την επίδραση 

συντηρητικών και μη συντηρητικών φορτίων και εξάγονται νέα χρήσιμα 

συμπεράσματα ή επιβεβαιώνονται άλλα που ισχύουν για άλλες κατασκευές 

που περιγράφονται με απλούστερα μοντέλα. Πιο συγκεκριμένα, στην 

περίπτωση που η πλάκα φορτίζεται με συντηρητικά φορτία η εισαγωγή της 

συνάρτησης Mittag-Leffler (βλ. Παράγραφο 4.5.2) δίδει ένα πρόβλημα 

ιδιοτιμών που επιτρέπει τον προσδιορισμό των κρίσιμων φορτίων λυγισμού. 

Στην περίπτωση φόρτισης με συνδυασμό συντηρητικών και μη 

συντηρητικών φορτίων το πρόβλημα της ευστάθειας της ελαστικής και της 

βισκοελαστικής πλάκας επιλύεται με το δυναμικό κριτήριο. Θεωρώντας ότι 

η πλάκα εκτελεί αρμονική ταλάντωση προκύπτει και πάλι ένα πρόβλημα 

ιδιοτιμών που επιτρέπει τον προσδιορισμό των κρίσιμων φορτίων λυγισμού 

ή πτερυγισμού. 

5. Επιλύονται μη γραμμικά στατικά και δυναμικά προβλήματα ελαστικών και 

βισκοελαστικών πλακών υπό την επίδραση συντηρητικών και μη 

συντηρητικών φορτίων. Με τον τρόπο αυτό ελέγχονται τα συμπεράσματα 

της γραμμικής θεωρίας ευστάθειας ενώ παρατηρούνται διάφορα μη 

γραμμικά φαινόμενα. Επίσης εξετάζεται η επίδραση των κλασματικών 

παραγώγων στη μη γραμμική συμπεριφορά των βισκοελαστικών πλακών. 

6. Για το πρόβλημα εύρεσης της βέλτιστης κατανομής του πάχους της 

ελαστικής πλάκας παράγεται ένας περιορισμός που πρέπει να ικανοποιεί η 
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συνάρτηση του πάχους ώστε να ισχύει η θεωρία Kirchhoff των λεπτών 

πλακών μεταβλητού πάχους. Ένας τέτοιος περιορισμός ήταν επιδίωξη των 

ερευνητών που μελετούσαν προβλήματα πλακών μεταβλητού πάχους. Ο 

περιορισμός αυτός είναι απαραίτητος σε προβλήματα βελτιστοποίησης του 

πάχους προκειμένου να προκύψουν ρεαλιστικές λύσεις. Ο περιορισμός 

αυτός προκύπτει εδώ εκκινώντας από την τρισδιάστατη θεωρία της 

ελαστικότητας και αναπτύσσοντας τις μετατοπίσεις της πλάκας σε 

δυναμοσειρά ως προς την συντεταγμένη κατά τη διάσταση του πάχους. Από 

τη διαδικασία αυτή προκύπτει ότι πρέπει να επιβληθεί περιορισμός όχι μόνο 

στην πρώτη παράγωγο της συνάρτησης του πάχους, όπως ανεπιτυχώς είχαν 

επιβάλλει οι Niordson (1983) και Bendsee (1983), αλλά και στη δεύτερη 

παράγωγο αυτής. Για την αριθμητική επίλυση του προβλήματος 

βελτιστοποίησης η συνάρτηση του πάχους προσεγγίζεται με ακτινικές 

συναρτήσεις σχήματος που έχουν προταθεί στην εργασία του Katsikadelis 

(2008). Οι συναρτήσεις αυτές εφαρμόζονται με την ίδια ευκολία σε χωρία 

οποιουδήποτε σχήματος και επιτρέπουν τον ακριβή προσδιορισμό της 

συνάρτησης του πάχους και των παραγώγων της σε οποιοδήποτε σημείο 

στο εσωτερικό και το σύνορο της πλάκας. Οι τιμές αυτές απαιτούνται τόσο 

για τον υπολογισμό της αντικειμενικής συνάρτησης όσο και για τους 

περιορισμούς του προβλήματος βελτιστοποίησης. 

7. Τέλος στη συμβολή της παρούσας διατριβής περιλαμβάνονται και τα 

προγράμματα ηλεκτρονικού υπολογιστή σε γλώσσα FORTRAN και 

ΜATLAB για την επίλυση των διαφόρων προβλημάτων. Τα προγράμματα 

αυτά γράφτηκαν από το συγγραφέα για τη επίλυση των προβλημάτων των 

ελαστικών και βισκοελαστικών πλακών και καταδεικνύουν την ΒΕΜ ως 

μια αξιόπιστη υπολογιστική μέθοδο επιλύσεως δύσκολων προβλημάτων της 

επιστήμης του μηχανικού.  



1 
Οι καταστατικές σχέσεις των βισκοελαστικών 

υλικών 

1.1 Eισαγωγή  

Στο Κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται οι καταστατικές σχέσεις, δηλαδή οι 

εξισώσεις που συνδέουν τις τάσεις και τις παραμορφώσεις των βισκοελαστικών 

υλικών. Στην κατηγορία των βισκοελαστικών υλικών ανήκει ένα μεγάλο πλήθος 

τόσο φυσικών όσο και τεχνητών υλικών ξεκινώντας από τα απολύτως στερεά 

ελαστικά υλικά έως τα ιξώδη νευτώνια ρευστά. Οι μηχανικές ιδιότητες των 

βισκοελαστικών υλικών συνδυάζουν την ελαστική και την ιξώδη συμπεριφορά. 

Τα υλικά αυτά ονομάζονται συχνά υλικά με μνήμη καθώς η τάση δεν εξαρτάται 

από την παραμόρφωση ή το ρυθμό παραμορφώσεως σε μια δεδομένη χρονική 

στιγμή άλλα εξαρτάται από όλη την ιστορία της παραμόρφωσης. Με κριτήριο την 

απώλεια ενέργειας τα βισκοελαστικά υλικά χαρακτηρίζονται από τη μερική 

αποθήκευση της προσφερόμενης ενέργειας, μέσω της εξωτερικής φόρτισης ή 

παραμόρφωσης,. Αντίθετα, τα απολύτως ελαστικά και τα απολύτως ιξώδη υλικά 

χαρακτηρίζονται από πλήρη αποθήκευση και πλήρη απώλεια, αντίστοιχα, της 

προσφερόμενης ενέργειας. Με κριτήριο την απόκριση τους στα επιβαλλόμενα 
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εξωτερικά φορτία ή εξωτερικές παραμορφώσεις τα βισκοελαστικά υλικά 

χαρακτηρίζονται από την εμφάνιση του φαινομένου του ερπυσμού ή της 

χαλάρωσης, αντίστοιχα. Ο ερπυσμός είναι η σταδιακή αύξηση των 

παραμορφώσεων του σώματος υπό την επίδραση σταθερής εξωτερικής δύναμης 

ενώ η χαλάρωση είναι η σταδιακή μεταβολή της εντατικής κατάστασης του 

σώματος υπό την επιβολή σταθερής παραμόρφωσης.  

Ήδη από το 19ο αιώνα αρκετοί ερευνητές ( Boltzmann, Volterra, Maxwell, Kelvin 

κ.α.) είχαν διαπιστώσει ότι η θεωρία της ελαστικότητας δεν είναι δυνατόν να 

περιγράψει τη συμπεριφορά διαφόρων υλικών, όπως το γυαλί, τα μέταλλα, το 

φυσικό λάστιχο και άλλα, των οποίων η συμπεριφορά άλλαζε με την πάροδο του 

χρόνου ακόμα και αν η επιβαλλόμενη εξωτερική φόρτιση ήταν σταθερή. Από 

τους πρωτοπόρους στα προβλήματα της βισκοελαστικότητας είναι οι Boltzmann 

(1874) και Volterra (1909), οι οποίοι παρουσίασαν την τρισδιάστατη θεωρία 

βισκοελαστικότητας, ο πρώτος για ισότροπα σώματα και ο δεύτερος για τα 

ανισότροπα. Το ενδιαφέρον για τα βισκοελαστικά υλικά αναθερμάνθηκε το 

δεύτερο μισό του 20ου αιώνα με την εμφάνιση των σύγχρονων τεχνητών 

πολυμερών υλικών. Πρόκειται για κατεξοχήν βισκοελαστικά υλικά που 

συνδυάζουν τη μεγάλη αντοχή και το μικρό βάρος καθιστώντας τα κατάλληλα για 

πολλές εφαρμογές του μηχανικού, από τις κατασκευές του πολιτικού μηχανικού 

μέχρι την αεροναυπηγική και διαστημική τεχνολογία.  

Η εκτεταμένη χρήση των βισκοελαστικών υλικών σε πολλές πρακτικές 

εφαρμογές έδωσε ώθηση για πειραματική και θεωρητική διερεύνηση της 

συμπεριφοράς των υλικών αυτών. Όπως αναφέρουν οι Gurtin και Sternberg 

(1962) η βιβλιογραφία στα προβλήματα της βισκοελαστικότητας μπορεί να 

διακριθεί στις εργασίες που μελετούν τις καταστατικές εξισώσεις των υλικών και 

στις εργασίες που μελετούν τη διατύπωση και λύση των προβλημάτων αρχικών-

συνοριακών τιμών που προκύπτουν από τη χρήση των παραπάνω καταστατικών 

εξισώσεων. Οι εργασίες της πρώτης κατηγορίας οδήγησαν στην παρουσίαση 

ποικίλων μοντέλων που προέκυψαν από το συνδυασμό της ελαστικής και της 

ιξώδους συμπεριφοράς με διαφορετικό κάθε φορά τρόπο. Ενδεικτικά αναφέρουμε 

τις εργασίες των Biot (1954), Coleman and Walter (1961), Love (1956), Lee 

(1961), Nakamura et al. (1992) και Verbeeten et al. (2001). Οι καταστατικές 

εξισώσεις παρουσιάζονται με διαφορική μορφή με χρήση ακεραίων παραγώγων ή 
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συνηθέστερα με ολοκληρωτική μορφή χρησιμοποιώντας τον κατάλληλο πυρήνα 

(συνάρτηση ερπυσμού ή χαλάρωσης). Τα τελευταία χρόνια το ενδιαφέρον έχει 

στραφεί προς τη χρήση κλασματικών αντί ακεραίων παραγώγων στις διαφορικές 

καταστατικές εξισώσεις, καθώς αρκετοί ερευνητές έχουν αποδείξει πειραματικά 

και θεωρητικά την καλύτερη προσεγγιστική συμπεριφορά αυτών των μοντέλων, 

όπως οι Caputo(1969), Caputo and Mainardi (1971), Bagley and Torvik (1983), 

Koeller (1986), Stiassnie (1971), Adolfsson et al. (2005) και Meral et al. (2010). 

Στη δεύτερη κατηγορία ανήκει ένας μεγάλος αριθμός ερευνητών οι οποίοι 

μελέτησαν την ύπαρξη, τη μοναδικότητα καθώς και τον προσδιορισμό της λύσης 

των βισκοελαστικών προβλημάτων αρχικών-συνοριακών τιμών. Ενδεικτικά 

αναφέρουμε τους Gurtin and Sternberg (1960,1962), Biot (1955), Fung (1965), 

Flügge (1975), Reddy (1976) και Christensen (1982),.  

Στο Κεφάλαιο αυτό γίνεται μια εισαγωγή στη γραμμική βισκοελαστικότητα υπό 

συνθήκες σταθερής θερμοκρασίας (isothermal). Για λεπτομερή μελέτη της 

βισκοελαστικότητας ο αναγνώστης παραπέμπεται στα συγγράμματα των Fung 

(1965), Flügge (1975) και Christensen (1982). Στην πρώτη παράγραφο του 

Κεφαλαίου αυτού παρουσιάζονται τα βασικά γραμμικά βισκοελαστικά μοντέλα 

υπό συνθήκες μονοδιάστατης εντατικής κατάστασης. Αρχικά παρουσιάζονται τα 

κλασσικά βισκοελαστικά μοντέλα με διαφορική μορφή με χρήση παραγώγων 

ακεραίας τάξεως καθώς και η ισοδύναμη ολοκληρωτική τους μορφή. Στη 

συνέχεια τα μοντέλα αυτά γενικεύονται με χρήση παραγώγων κλασματικής 

τάξεως. Στη δεύτερη παράγραφο του Κεφαλαίου παρουσιάζονται οι καταστατικές 

σχέσεις της τρισδιάστατης βισκοελαστικότητας για ισότροπα ομογενή υλικά.  

1.2 Μονοδιάστατα βισκοελαστικά μοντέλα 

1.2.1 Κλασσικά βισκοελαστικά μοντέλα  

Η παρουσίαση των καταστατικών εξισώσεων των βισκοελαστικών υλικών γίνεται 

ευκολότερα θεωρώντας μονοδιάστατη εντατική κατάσταση. Αρχικά 

παρουσιάζονται οι δύο ακραίες καταστάσεις των βισκοελαστικών υλικών, που 

είναι η απολύτως ελαστική και η ιξώδης συμπεριφορά.  

Το ελαστικό σώμα υπό μονοδιάστατη ένταση προσομοιώνεται από ένα γραμμικό 

ελατήριο (Σχ. 1a). Η απόκριση των ελαστικών υλικών περιγράφεται από το νόμο 
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του Hooke, σύμφωνα με τον οποίο η τάση σ  και η παραμόρφωση ε  συνδέονται 

με την σχέση  

 Eσ ε=  (1.1) 

όπου E  είναι το μέτρο ελαστικότητας του υλικού.  

Το χαρακτηριστικό της ελαστικής συμπεριφοράς είναι ότι η αιφνίδια επιβολή της 

τάσης σ  (ή της παραμόρφωσης ε ) στα άκρα του μονοδιάστατου ελαστικού 

σώματος (ελατηρίου) οδηγεί αμέσως (χωρίς να παρέλθει χρόνος) στην εμφάνιση 

παραμόρφωσης  (ή τάσης αντίστοιχα). 

E

σ σ

ε

 

(a) 

μ

σ σ

ε

 

(b) 

Σχήμα 1.1 : a) ελατήριο και b) αποσβεστήρας  

Η ιξώδης συμπεριφορά υπό μονοδιάστατη ένταση προσομοιώνεται με ένα 

αποσβεστήρα ( Σχ. 1b) και περιγράφεται από την εξίσωση  

 d
dt
εσ μ=  (1.2) 

όπου μ  είναι η σταθερά ιξώδους του υλικού. Όπως φαίνεται η επιβολή σταθερής 

τάσης σ  οδηγεί σε σταθερό ρυθμό (ταχύτητα) μεταβολής της παραμόρφωσης ε  

και επομένως σε συνεχή αύξηση της παραμόρφωσης. Η εξ. (1.2) περιγράφει τη 

συμπεριφορά ρευστών και όχι στερεών υλικών.  

Η μηχανική συμπεριφορά των βισκοελαστικών υλικών είναι δυνατόν να 

περιγραφεί με συνδυασμό των παραπάνω δύο βασικών μοντέλων. Στο Σχ. 1.2 

παρουσιάζονται διάφορα μονοδιάστατα μοντέλα που προκύπτουν από το 

συνδυασμό των δύο παραπάνω βασικών μοντέλων. Τα μοντέλα (a),(b),(c) και (d) 

περιγράφουν τη συμπεριφορά στερεών βισκοελαστικών υλικών ενώ τα μοντέλα 

(e) και (f) περιγράφουν ρευστά υλικά.  
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Σχήμα 1.2 : Μονοδιάστατα βισκοελαστικά μοντέλα. 

Το μοντέλο (a) ονομάζεται Kelvin-Voigt και αποτελείται από ένα αποσβεστήρα 

και ένα ελατήριο σε παράλληλη σύνδεση. Λαμβάνοντας υπόψη τις εξ. (1.1) και 

(1.2) εύκολα προκύπτει ότι η σχέση της τάσης και της παραμόρφωσης στο 

μοντέλο Kelvin-Voigt δίνεται από τη διαφορική εξίσωση  
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 dE E
dt
εσ ε η= +  (1.3) 

όπου /Eη μ=  σταθερά αναλογίας μεταξύ της σταθεράς ιξώδους και του μέτρου 

ελαστικότητας. 

Η απόκριση του μοντέλου Kelvin-Voigt στην επιβολής μιας τάσης σ  στα άκρα 

του, φαίνεται στο Σχ. 1.3b. Μετά το πέρας χρονικού διαστήματος, που εξαρτάται 

από το συντελεστή ιξώδους η , η παραμόρφωση ε  αποκτά την τελική της τιμή 

ε∗ , η οποία είναι ίση με την παραμόρφωση που θα είχε το ελατήριο υπό την τάση 

σ . Το μοντέλο Kelvin-Voigt περιγράφει τη συμπεριφορά διαφόρων στερεών 

υλικών στο χρονικό διάστημα αμέσως μετά την επιβολή της φόρτισης 

(βραχυχρόνια απόκριση) και για το λόγο αυτό ονομάζεται σε διάφορα 

συγγράμματα ως delayed elasticity.  

E

σ σEη

ε
 

(a) 

t

ε

E
σε∗ =

 

(b) 

Σχήμα 1.3 : a) μοντέλο Kelvin-Voigt και b) απόκριση υπό τη επιβολή σταθερής 

τάσης σ . 

To μοντέλο του Σχ. 1.4a ονομάζεται Standard Solid (ή three parameter ή 

Boltzmann) και αποτελείται από ένα ελατήριο και ένα μοντέλο Kelvin-Voigt σε 

σειρά. Η σχέση της τάσης και της παραμόρφωσης στο μοντέλο αυτό δίνεται από 

τη διαφορική εξίσωση (Mesquita and Coda, 2002) 

 1 0 1
d dp q E q E
dt dt
σ εσ ε+ = +  (1.4a) 

όπου οι τιμές των παραμέτρων 1 0 1, ,p q q  γράφονται συναρτήσει της σταθεράς 

ιξώδους η  και της σταθεράς αναλογίας των μέτρων ελαστικότητας των δύο 

ελατηρίων 2 1/b E E= , ως εξής 
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  (1.4b,c,d) 
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Σχήμα 1.4 :a) Μοντέλο Standard solid και b) απόκριση υπό τη επιβολή σταθερής 

τάσης σ . 

Το μοντέλο Standard solid παρουσιάζει αρχική ελαστική συμπεριφορά, δηλαδή η 

αιφνίδια επιβολή της τάσης σ  οδηγεί αμέσως στην εμφάνιση παραμόρφωσης 

0
E
σε = . Μετά το πέρας χρονικού διαστήματος, που εξαρτάται τη σταθερά 

ιξώδους η , η παραμόρφωση παίρνει την τελική της τιμή η οποία είναι 

( )ε σ∗ = +1 /b bE . Το μοντέλο Standard solid περιγράφει τη συμπεριφορά 

διαφόρων στερεών υλικών για μεγάλα χρονικά διαστήματα μετά την επιβολή της 

φόρτισης (μακροχρόνια συμπεριφορά).  

Συνδυασμός των παραπάνω μοντέλων σε σειρά ή παράλληλα είναι δυνατόν να 

δώσει πιο πολύπλοκα μοντέλα (multi-parameter models), όπως φαίνεται στο 

Σχ. 1.2, τα οποία περιγράφουν πιο αξιόπιστα τη συμπεριφορά διαφόρων στερεών 

ή ρευστών υλικών σε βραχυχρόνια ή μακροχρόνια περίοδο. Οι καταστατικές 

σχέσεις πιο πολύπλοκων μοντέλων γράφονται με μορφή διαφορικής εξίσωσης ως 

εξής  

 σ ε
= =

=∑ ∑
0 0

m lk k

k kk k
k k

d dp q
dt dt

 (1.5) 

όπου ,k kp q  είναι παράμετροι που εξαρτώνται από το βισκοελαστικό υλικό.   
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Οι καταστατικές σχέσεις των βισκοελαστικών υλικών είναι δυνατόν να γραφούν 

ισοδύναμα με χρήση ολοκληρωτικών εξισώσεων. Για την περίπτωση του 

ερπυσμού η καταστατική εξίσωση γίνεται  

 0
0

( ) ( ) ( )
t dt J t J t d

d
σε σ θ θ
θ

= + −∫  (1.6) 

όπου ( )J t  είναι η συνάρτηση ερπυσμού (creep function). 

Αντίστροφα, για την περίπτωση της χαλάρωσης η καταστατική εξίσωση γίνεται  

 0
0

( ) ( ) ( )
t dt Y t Y t d

d
εσ ε θ θ
θ

= + −∫  (1.7) 

όπου ( )Y t  είναι η συνάρτηση χαλάρωσης (relaxation function).  

Στα προβλήματα της βισκοελαστικότητας γίνεται συνήθως η παραδοχή ότι το 

σώμα είναι αρχικά απαραμόρφωτο, δηλαδή είναι ( ) 0tε =  για 0t < . 

Λαμβάνοντας υπόψη αυτήν την παραδοχή προκύπτει μια εναλλακτική ισοδύναμη 

μορφή των ολοκληρωτικών καταστατικών εξισώσεων (1.6) και (1.7) ως εξής 

 ( ) ( )
t dt J t d

d
σε θ θ
θ−∞

= −∫  (1.8) 

 ( ) ( )
t dt Y t d

d
εσ θ θ
θ−∞

= −∫  (1.9) 

Τα ολοκληρώματα της μορφής αυτής ονομάζονται ολοκληρώματα Stieltjes. 

(Flügge, 1975; Koeller, 1986). Στον Πίνακα 1.1 παρουσιάζονται οι καταστατικές 

εξισώσεις υπό διαφορική και ολοκληρωτική μορφή για διάφορα μονοδιάστατα 

βισκοελαστικά μοντέλα. 

Οι καταστατικές σχέσεις με ολοκληρωτική μορφή χρησιμοποιούνται συχνότερα 

έναντι αυτών με διαφορική μορφή. Αυτό συμβαίνει διότι η περιγραφή της 

συμπεριφοράς των πολυμερών υλικών με χρήση διαφορικών εξισώσεων απαιτεί 

μεγάλο αριθμό παραμέτρων και υψηλής τάξης παραγώγους. 

Οι ολοκληρωτικής μορφής καταστατικές εξισώσεις πλεονεκτούν, καθώς οι 

συναρτήσεις χαλάρωσης και ερπυσμού είναι δυνατόν να γραφούν υπό τη μορφή 

της παρακάτω σειράς (Prony series) 
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 0
1

( ) k

n
p t

k
k

Y t Y Y e−

=
= + ∑  (1.10) 

όπου οι παράμετροι 0, kY p  υπολογίζονται εύκολα από πειραματικά δεδομένα.  

Πινακας 1.1 : Βισκοελαστικά μοντέλα υπό διαφορική και ολοκληρωτική μορφή 

Ολοκληρωτική μορφή 

μοντέλο Διαφορική μορφή Συνάρτηση 
ερπυσμού 

Συνάρτηση 
χαλάρωσης 

 

E

 
ελαστικό 

Eσ ε=  
1
E

 E  

η
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d
dt
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1
η

 ( )tηδ  
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Eη

 
Kelvin-Voigt 

dE E
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εσ ε η= +  
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η
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bEη
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Standard solid 

1

 
1 1

b d
b dt

bb dE E
b b dt

η σσ

η εε

+ =
+

+
+ +

 1
t

b e
bE bE

η
−

+ −

1

1
1

bt
bE e

b
η
+−⎛ ⎞⎟⎜ ⎟+⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜+ ⎝ ⎠

 

 

Ωστόσο, ούτε αυτή η μορφή μπορεί να περιγράψει όλα τα μοντέλα, καθώς σε 

αρκετές περιπτώσεις οι συναρτήσεις χαλάρωσης ή ερπυσμού εμπεριέχουν τη 

συνάρτηση ( )tδ  του Dirac, γεγονός που δημιουργεί σημαντικές υπολογιστικές 

δυσχέρειες (βλ. Πίνακα 1.1).  
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Από την ισοδυναμία της διαφορικής και ολοκληρωτικής μορφής των 

καταστατικών εξισώσεων και την παραδοχή ότι ( ) 0tε =  για 0t < , προκύπτει 

ότι η αρχική τάση και η αρχική παραμόρφωση δεν είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους. 

και πρέπει να ικανοποιούν τις παρακάτω σχέσεις (Fung, 1965; Christensen, 1982) 

 
1 1

1 1

0 0 0 0

(0) (0)l k m kn n
k n k n

k kn n
k n k n

d dp s q s
dt dt

− −
− − − −

= = = =
=∑ ∑ ∑ ∑σ ε  (1.11) 

Για την περίπτωση του μοντέλου Kelvin-Voigt προκύπτει ότι  

 1 (0) 0q E =ε  (1.12) 

που σημαίνει ότι ανεξαρτήτως της αρχικής τάσης η αρχική παραμόρφωση είναι 

μηδενική. Αντίστοιχα, για την περίπτωση του μοντέλου Standard solid και με τη 

βοήθεια των εξ. (1.4) προκύπτει    

 (0) (0)E=σ ε  (1.13) 

που σημαίνει ότι το μοντέλο αυτό εμφανίζει αρχική παραμόρφωση όταν η τάση 

έχει μη μηδενική αρχική τιμή.  

Τέλος, πρέπει να αναφερθεί ότι η συμπεριφορά διαφόρων βισκοελαστικών 

υλικών εξαρτάται και από τη συχνότητα της εξωτερικής διέγερσης στην 

περίπτωση δυναμικών φορτίσεων. Ο προσδιορισμός των παραμέτρων των 

βισκοελαστικών υλικών στην περίπτωση αυτή γίνεται χρησιμοποιώντας τις 

διαφορικές ή ολοκληρωτικές καταστατικές σχέσεις, που παρουσιάσθηκαν 

παραπάνω, σε συνδυασμό με το μετασχηματισμό Fourier. Με το θέμα αυτό έχουν 

ασχοληθεί αρκετοί ερευνητές όπως οι Flügge (1975), Giesekus (1995), Makris 

(1995) και Makris and Kampas (2009). 

1.2.2 Βισκοελαστικά μοντέλα με χρήση κλασματικών παραγώγων  

Την τελευταία εικοσαετία έχουν αρχίσει να χρησιμοποιούνται οι κλασματικές ή μη 

ακεραίας τάξεως παράγωγοι σε πολλούς επιστημονικούς κλάδους, όπως η 

επιστήμη των υλικών, η ρευστομηχανική, ο ηλεκτρομαγνητισμός, η χημεία κ.α. Η 

χρήση κλασματικών παραγώγων επιτρέπει την καλύτερη προσέγγιση των νόμων 

που περιγράφουν τα διάφορα φαινόμενα ενώ ταυτόχρονα μειώνει σημαντικά τον 

αριθμό των άγνωστων παραμέτρων που υπεισέρχονται στο πρόβλημα. Στα 
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μειονεκτήματα καταλογίζονται η δυσκολία χειρισμού των εξισώσεων που 

προκύπτουν, τόσο αναλυτικά όσο και αριθμητικά.  

Η βισκοελαστικότητα αποτελεί ιστορικά έναν από τους πρώτους κλάδους στους 

οποίους διαπιστώθηκε η χρησιμότητα των κλασματικών παραγώγων. Όπως 

αναφέρουν οι Bagley and Torvik (1983), οι Nutting (1921) και Gemant (1936) 

ήταν οι πρώτοι ερευνητές που διαπίστωσαν πειραματικά ότι η συμπεριφορά των 

βισκοελαστικών υλικών περιγράφεται καλύτερα με χρήση μη ακεραίων δυνάμεων 

του χρόνου και της συχνότητας, αντίστοιχα, και πρότειναν τη χρήση 

κλασματικών παραγώγων στις καταστατικές σχέσεις αυτών των υλικών. Αρκετά 

αργότερα οι Scott-Blair (1949), Caputo (1969, 1974) και οι Caputo and Mainardi 

(1971) έδειξαν πειραματικά ότι η καταστατικές σχέσεις με παραγώγους 

κλασματικής τάξεως προσεγγίζουν πολύ καλύτερα την πραγματική συμπεριφορά 

πολλών βισκοελαστικών υλικών. Οι Caputo and Mainardi (1971) 

επεξεργαζόμενοι τις καταστατικές σχέσεις με κλασματικές παραγώγους, έδειξαν 

ότι οι συναρτήσεις χαλάρωσης ή ερπυσμού που προκύπτουν, περιέχουν τη 

συνάρτηση Mittag-Leffler (βλ. Παράγραφο 4.5.1) αντί της συνήθως 

χρησιμοποιούμενης εκθετικής συνάρτησης (βλ. Πίνακα 1.1). Περαιτέρω, 

απέδειξαν πειραματικά ότι οι συναρτήσεις ερπυσμού ή χαλάρωσης που περιέχουν 

τη συνάρτηση Mittag-Leffler προσεγγίζουν πολύ καλά την βισκοελαστική 

συμπεριφορά διαφόρων υλικών.  

Η χρήση των κλασματικών παραγώγων στην βισκοελαστικότητα έχει 

τεκμηριωθεί και θεωρητικά από τους Bagley and Torvik (1983), οι οποίοι 

βασιζόμενοι στην εργασία του Rouse (1953), που παρουσίαζε τη μακροσκοπική 

συμπεριφορά των βισκοελαστικών υλικών ξεκινώντας από το επίπεδο των μορίων 

του υλικού, απέδειξαν ότι οι σχέσεις τάσεων-παραμορφώσεων των 

βισκοελαστικών υλικών εμπεριέχουν και παραγώγους μη ακεραίας τάξεως. Τα 

τελευταία χρόνια έχει παρουσιασθεί στη βιβλιογραφία ένα μεγάλο πλήθος 

εργασιών που μελετούν τις καταστατικές σχέσεις με χρήση κλασματικών 

παραγώγων, όπως οι εργασίες των Stiassnie (1979), Sakakibara (2001), Adolfsson 

et al. (2005), Meral et al. (2010). Άξια αναφοράς είναι η εργασία των Adolfsson 

et al. (2005) που αποδεικνύουν ότι πολύπλοκα μοντέλα με ακεραίας τάξεως 

παραγώγους και μεγάλο αριθμό παραμέτρων είναι ισοδύναμα με κλασματικής 

τάξεως μοντέλα με μια μόνο παράμετρο.  
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Στη βιβλιογραφία έχουν παρουσιασθεί διάφοροι ορισμοί για την κλασματική 

παράγωγο (Podlubny, 1999; Diethelm, 2010). Στα πλαίσια της παρούσας 

διατριβής χρησιμοποιούμε την Caputo κλασματική παράγωγο, η οποία για μια 

συνάρτηση ( )f t  ορίζεται ως εξής (Podlubny, 1999) 
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1 , 1

( ) ( )
( )
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m
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d f
d d m m

m t
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∫
 (1.14) 

όπου α  η τάξη της κλασματικής παραγώγου και m  ο μικρότερος ακέραιος 

αριθμός που είναι μεγαλύτερος ή ίσος του α . Η έκφραση αυτή της κλασματικής 

παραγώγου παρουσιάστηκε από τον Caputo (1969) για τη μελέτη της 

βισκοελαστικής συμπεριφοράς των υλικών. Το πλεονέκτημα της έναντι των 

άλλων εκφράσεων, είναι ότι ο μετασχηματισμός Laplace της Caputo κλασματικής 

παραγώγου περιέχει τις αρχικές τιμές ( 0t = ) των ακεραίας τάξεως παραγώγων 

της συνάρτησης, στις οποίες είναι δυνατόν να δοθεί φυσική ερμηνεία, ανάλογα με 

το πρόβλημα. Ο μετασχηματισμός Laplace της Caputo κλασματικής παραγώγου 

τάξεως 1m mα− < <  (m ∈ } ) μιας συνάρτησης ( )f t  έχει ως εξής  

 { }
1

1

0

(0)( ) ( )
km

k
c k

k

d fL D f t s f s s
dt

α α α
−

− −

=
= − ∑  (1.15) 

όπου ( )f s  ο μετασχηματισμός Laplace της συνάρτησης ( )f t . 

Έτσι χρησιμοποιώντας κλασματικής αντί ακεραίας τάξης παράγωγο στα μοντέλα 

Kelvin-Voigt και Standard solid οι εξισώσεις (1.3) και (1.4) γίνονται αντίστοιχα  

 cE EDασ ε η ε= +  (1.16) 

 1 0 1c cp D q E q EDα ασ σ ε ε+ = +  (1.17) 

Τα μοντέλα στην περίπτωση αυτή ονομάζονται γενικευμένα ή κλασματικά 

μοντέλα Kelvin-Voigt και Standard solid αντίστοιχα.  
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Στη γενικότερη περίπτωση πιο πολύπλοκων πολυπαραμετρικών (multi-parameter) 

μοντέλων οι καταστατικές εξισώσεις (1.5) γενικεύονται ως εξής  

 
0

k k

m l

k c k c
k k l

p D q Dα βσ ε
= =

=∑ ∑  (1.18) 

όπου ,k kα β  είναι παράμετροι που εξαρτώνται από το βισκοελαστικό υλικό και 

στη γενική περίπτωση είναι k kα β≠ . Η παραπάνω σχέση συνηθίζεται να 

γράφεται με μορφή τελεστών ως εξής  

 σ ε=P Q  (1.19a) 

όπου ,P Q  οι διαφορικοί τελεστές  

 
0

k

m

k c
k

p Dα

=
= ∑P ,      

0

k

m

k c
k

q Dα

=
= ∑Q  (1.19b,c) 

Αρκετοί ερευνητές έχουν ασχοληθεί με τις προϋποθέσεις που πρέπει να πληρούν 

οι παράμετροι των καταστατικών εξισώσεων ώστε τα μοντέλα που προκύπτουν 

να είναι σύμφωνα με τους θερμοδυναμικούς νόμους. Ειδικότερα για την τάξη των 

κλασματικών παραγώγων οι Rogers (1983) και Bagley and Torvik (1986) 

αναφέρουν ότι πρέπει να είναι k kα β= . Ωστόσο, οι Heymans and Bauwens 

(1994) αναφέρουν περιπτώσεις ερευνητών οι οποίοι έχουν χρησιμοποιήσει 

καταστατικές εξισώσεις με k kα β≠ .  

1.3 Καταστατικές σχέσεις τρισδιάστατης 

βισκοελαστικότητας  

Η ένταση που εμφανίζεται σε ένα τρισδιάστατο βισκοελαστικό σώμα, κάτω από 

την επίδραση διαφόρων εξωτερικών φορτίων, περιγράφεται από τον τανυστή της 

τάσεως ijσ , ( , 1,2,3i j = ). Οι όροι του τανυστή ijσ  αποτελούν τις τάσεις που 

ασκούνται στις πλευρές ενός στοιχειώδους παραλληλεπίπεδου στοιχείου του 

σώματος, όπως φαίνεται στο Σχ. 1.5. Ο τανυστής της τάσεως είναι συμμετρικός, 

δηλαδή είναι ij jiσ σ= . Επομένως οι ανεξάρτητες συνιστώσες του τανυστή είναι 

έξι, οι οποίες γράφονται υπό μορφή διανύσματος ως εξής  
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Σχήμα 1.5.  

Αντίστοιχα, η παραμόρφωση σε ένα σημείο του σώματος περιγράφεται από τον 

τανυστή της παραμόρφωσης (ή τροπής) ijε . Οι όροι 11 22 33, ,ε ε ε  περιγράφουν την 

επιμήκυνση ενός γραμμικού στοιχείου, ενώ οι όροι 12 13 23, ,ε ε ε  περιγράφουν τη 

μεταβολή της γωνίας μεταξύ δύο γραμμικών στοιχείων, δηλαδή περιγράφουν τη 

διατμητική παραμόρφωση του στοιχειώδους παραλληλεπιπέδου. Ο τανυστής της 

παραμόρφωσης είναι συμμετρικός, δηλαδή είναι ij jiε ε=  και επομένως οι 

ανεξάρτητες συνιστώσες του τανυστή γράφονται υπό μορφή διανύσματος ως εξής  
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 (1.21) 

Οι καταστατικές εξισώσεις αποτελούν το φυσικό νόμο που συνδέει τις 

συνιστώσες των τανυστών τάσεως ijσ  και παραμορφώσεως ijε  σε κάθε σημείο 

του σώματος και εξαρτώνται από το υλικό.  
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Η γραμμική θεωρία της ελαστικότητας βασίζεται στην υπόθεση, ότι οι τάσεις και 

οι παραμορφώσεις συνδέονται μεταξύ τους γραμμικά, όταν οι συνιστώσες του 

τανυστή παραμορφώσεως είναι αρκετά μικρές (Washizu, 1975). Δηλαδή, για την 

περίπτωση του γραμμικά ελαστικού υλικού θα είναι  

 ij ijkl klCσ ε=  (1.22) 

όπου ijklC  είναι ένας τανυστής τετάρτης τάξεως. Δεδομένου ότι οι τανυστές ijσ  

και ijε  είναι συμμετρικοί προκύπτουν οι παρακάτω σχέσεις που πρέπει να 

ικανοποιεί οι τανυστής ijklC  

 ijkl ijlk jiklC C C= =  (1.23) 

Στην περίπτωση που το υλικό είναι ισότροπο και ομογενές η εξ. (1.22) 

απλοποιείται ως εξής  

 2ij ij ij kkσ με λδ ε= +  (1.24) 

όπου ,λ μ  είναι οι ελαστικές σταθερές του υλικού (σταθερές Lamé) οι οποίες 

εκφράζονται συναρτήσει των λεγόμενων μηχανικών σταθερών ,E ν , δηλαδή του 

μέτρου ελαστικότητας ή σταθεράς του Young και του λόγου Poisson, αντίστοιχα, 

ως εξής  

 
(1 )(1 2 )

Eνλ
ν ν

=
+ −

,    
2(1 )

Eμ
ν

=
+

 (1.25) 

Οι τανυστές τάσης και παραμόρφωσης είναι δυνατόν να διασπαστούν ως εξής  

 1
3

ij ij ij kksσ δ σ= +  (1.26a) 

 1
3

ij ij ij kkeε δ ε= +  (1.26b) 

όπου τα ,ij ijs e  αποτελούν τους αποκλίνοντες (deviatoric) τανυστές τάσεως και 

παραμόρφωσης, αντίστοιχα. Οι όροι ,kk kkσ ε  αποτελούν το ογκομετρικό 

(volumetric) τμήμα της τάσης και της τροπής και ισχύει ότι  
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 3kk kkKσ ε=  (1.27) 

όπου 
ν

=
−3(1 2 )
EK .  

Ο όρος 11 22 33kkε ε ε ε= + +  περιγράφει μεταβολή όγκου του απειροστού 

παραλληλεπιπέδου, ενώ αντίθετα ο όρος ije  περιγράφει τη μεταβολή του 

σχήματος του παραλληλεπιπέδου χωρίς μεταβολή όγκου. Η εξ. (1.24) με τη 

βοήθεια των εξ. (1.26) και (1.27) γίνεται   

 2ij ijs eμ=  (1.27) 

Οι καταστατικές σχέσεις των ομογενών και ισότροπων βισκοελαστικών υλικών 

έχει επικρατήσει στη βιβλιογραφία να γράφονται υπό τη μορφή (Fung, 1965; 

Christensen, 1982) 

 2ij ijs eμ=P Q  (1.28a) 

 3kk kkKσ ε′ ′=P Q  (1.28b) 

όπου , , ,′ ′P Q P Q  ανεξάρτητοι μεταξύ τους διαφορικοί τελεστές. Η χρήση δύο 

καταστατικών εξισώσεων, μια για τους αποκλίνοντες τανυστές και μια για το 

ογκομετρικό τμήμα των τανυστών τάσης και τροπής, γίνεται γιατί έχει 

παρατηρηθεί σε αρκετά βισκοελαστικά υλικά ότι η μεταβολή όγκου ακολουθεί 

διαφορετικό βισκοελαστικό νόμο από ότι οι υπόλοιπες περιπτώσεις 

παραμόρφωσης. Ειδικότερα, για κάποια φυσικά βισκοελαστικά υλικά έχει 

παρατηρηθεί ότι η μεταβολή όγκου γίνεται με απολύτως ελαστικό τρόπο, δηλαδή 

είναι 1′ ′= =P Q . Ωστόσο, δεν συμβαίνει το ίδιο με τα σύγχρονα πολυμερή 

υλικά, όπου θεωρείται ότι τόσο οι ογκομετρικοί όσο και οι αποκλίνοντες 

τανυστές τάσης και τροπής συνδέονται με τον ίδιο βισκοελαστικό νόμο. Στην 

περίπτωση αυτή θα είναι ′ =P P  και ′ =Q Q , οπότε οι καταστατικές σχέσεις 

(1.28) με τη βοήθεια των σχέσεων (1.26) γίνονται τελικά  

 2ij ij ij kkσ μ ε λδ ε= +P Q Q  (1.29) 
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Με χρήση μητρώων, οι καταστατικές σχέσεις (1.29) γράφονται συναρτήσει των 

μηχανικών σταθερών ,E ν  ως εξής 

 P = CQεs  (1.30) 

όπου C  το ελαστικό καταστατικό μητρώο το οποίο ορίζεται ως εξής  

 

1 0 0 0
1 0 0 0

1 0 0 0
0 0 0 1 2 0 0(1 )(1 2 )
0 0 0 0 1 2 0
0 0 0 0 0 1 2

E

ν ν ν
ν ν ν
ν ν ν

νν ν
ν

ν

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥= −⎢ ⎥+ − ⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

C  (1.31) 

Οι αρχικές συνθήκες που πρέπει να ικανοποιούν οι συνιστώσες των τανυστών 

τάσεως και παραμορφώσεως προκύπτουν από την ισοδυναμία ολοκληρωτικής και 

διαφορικής μορφής, όπως και στην περίπτωση των μονοδιάστατων μοντέλων. 

Έτσι για την περίπτωση του γενικευμένου μοντέλου Kelvin-Voigt είναι  

 (0) =ε 0  (1.32) 

ενώ για την περίπτωση του γενικευμένου μοντέλου Standard solid θα είναι  

 =(0) (0)Cσ ε  (1.33) 
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2 
Οι εξισώσεις κινήσεως των ελαστικών και 

βισκοελαστικών πλακών μεταβλητού πάχους 

2.1 Εισαγωγή  

Στο Κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται οι εξισώσεις που περιγράφουν τη στατική 

και δυναμική συμπεριφορά μιας λεπτής πλάκας από ελαστικό και βισκοελαστικό 

υλικό, τυχούσας γεωμετρίας με μεταβλητό πάχος. Αρχικά, περιγράφεται το 

πρόβλημα και παρουσιάζονται όλες οι δυνατές περιπτώσεις φόρτισης και 

συνθηκών στήριξης που λαμβάνονται υπόψη στα πλαίσια της παρούσας 

διατριβής. Συγκεκριμένα εξετάζονται τόσο συντηρητικά όσο και μη συντηρητικά 

φορτία ενώ όλες οι δυνατές συνθήκες στήριξης, συμπεριλαμβανομένης και της 

ελαστικής, λαμβάνονται υπόψη.  

Στη συνέχεια παρουσιάζονται οι παραδοχές της θεωρίας των λεπτών πλακών 

μεταβλητού πάχους καθώς και οι σχέσεις παραμορφώσεων-μετατοπίσεων 

σύμφωνα με τη θεωρία των μετρίως μεγάλων παραμορφώσεων ή θεωρία von 

Kármán, όπως είναι περισσότερο γνωστή. Η μη γραμμική αυτή θεωρία βασίζεται 

στην παραδοχή ότι οι παραμορφώσεις είναι μικρές συγκρινόμενες με τη μονάδα 

ακόμη και αν οι μετατοπίσεις είναι μεγάλες (της τάξης του πάχους της πλάκας). Η 
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θεωρία αυτή παρουσιάσθηκε από τους Föppl (1907) και von Kármán (1910) για 

τη περιγραφή του προβλήματος των μεγάλων παραμορφώσεων των λεπτών 

ελαστικών πλακών που υπόκεινται σε θλιπτικά μεμβρανικά φορτία. Η θεωρία von 

Kármán χρησιμοποιήθηκε στη συνέχεια για τη μελέτη της μεταλυγισμικής 

συμπεριφοράς των ελαστικών πλακών (von Kármán et al., 1932) συμβάλλοντας 

ουσιαστικά στην αντιμετώπιση πολλών προβλημάτων της εφαρμοσμένης 

μηχανικής. Στη βιβλιογραφία έχει παρουσιασθεί ένα μεγάλο πλήθος εργασιών για 

τη μελέτη της μη γραμμικής και της μεταλυγισμικής συμπεριφοράς των λεπτών 

ελαστικών πλακών ακολουθώντας τη θεωρία von Kármán. Οι μη γραμμικές 

μερικές διαφορικές εξισώσεις που προκύπτουν από τη θεωρία αυτή έχουν λυθεί 

τόσο με προσεγγιστικές μεθόδους όσο και με τις διάφορες αριθμητικές μεθόδους 

(μέθοδος πεπερασμένων διαφορών, πεπερασμένων στοιχείων, συνοριακών 

στοιχείων). Παράλληλα, αρκετοί ερευνητές έχουν ασχοληθεί με τις παραδοχές 

της θεωρίας von Kármán και το κατά πόσο αυτή προσεγγίζει αξιόπιστα την 

πραγματική συμπεριφορά των λεπτών πλακών (Ciarlet, 1980; Guarracino, 2007).  

Ακολούθως, παρουσιάζονται οι καταστατικές εξισώσεις των λεπτών πλακών από 

γραμμικό, ομογενές και ισότροπο βισκοελαστικό υλικό. Οι εξισώσεις αυτές 

προκύπτουν από τις καταστατικές σχέσεις της τρισδιάστατης βισκοελαστικότητας 

λαμβάνοντας υπόψη τις παραδοχές της θεωρίας των λεπτών πλακών ή θεωρίας 

Kirchhoff, όπως είναι περισσότερο γνωστή. Οι καταστατικές σχέσεις γράφονται 

με την πλέον γενική μορφή χρησιμοποιώντας διαφορικές εξισώσεις με χρήση 

παραγώγων κλασματικής τάξεως. Η διαφορική μορφή πλεονεκτεί, όπως 

αναφέρθηκε στο προηγούμενο Κεφάλαιο, γιατί μπορεί να περιγράψει με γενικό 

τρόπο όλα τα μοντέλα ενώ η χρήση κλασματικής αντί ακεραίας τάξεως 

παραγώγων περιγράφει πιο αξιόπιστα την πραγματική συμπεριφορά των 

βισκοελαστικών υλικών. Οι καταστατικές σχέσεις εξειδικεύονται για το ελαστικό 

υλικό καθώς και για τα γενικευμένα βισκοελαστικά μοντέλα Kelvin-Voigt και 

Standard solid.  

Στην έκτη παράγραφο του Κεφαλαίου αυτού, μορφώνονται οι διαφορικές 

εξισώσεις κινήσεως, για το δυναμικό πρόβλημα της πλάκας. Αρχικά, εξάγονται οι 

εξισώσεις κινήσεως ως προς τα εντατικά μεγέθη της πλάκας, χρησιμοποιώντας 

την αρχή των δυνατών έργων, η οποία πλεονεκτεί έναντι των άλλων μεθόδων 

(ισορροπία ενός στοιχειώδους τμήματος της πλάκας, ελαχιστοποίηση του ολικού 
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δυναμικού) γιατί επιτρέπει την εξαγωγή των εξισώσεων κινήσεως ανεξαρτήτως 

των σχέσεων τάσεων-παραμορφώσεων (καταστατικές σχέσεις του υλικού), ενώ 

συγχρόνως, δίδει τις σωστές συνοριακές συνθήκες του προβλήματος. Στη 

συνέχεια εφαρμόζοντας το διαφορικό τελεστή των καταστατικών εξισώσεων στις 

εξισώσεις κινήσεως και στις συνοριακές συνθήκες, είναι δυνατόν να εκφρασθούν 

οι παραπάνω εξισώσεις ως προς τις μετατοπίσεις της μέσης επιφάνειας της 

πλάκας. Η μέθοδος αυτή έχει εφαρμοσθεί από τον Flügge (1975) καθώς και από 

τους Shirahatti and Sinha (1994) για τη μελέτη της ευστάθειας βισκοελαστικών 

δοκών, οι καταστατικές σχέσεις των οποίων περιγράφονται με διαφορικές 

εξισώσεις ακεραίων παραγώγων. Οι εξισώσεις που προκύπτουν με αυτή τη 

μέθοδο είναι μη γραμμικές μερικές διαφορικές εξισώσεις με κλασματικής τάξεως 

παραγώγους ως προς το χρόνο. Ανάλογα με το βισκοελαστικό μοντέλο, είναι 

δυνατόν να εμφανίζονται στις εξισώσεις κινήσεως χρονικές παράγωγοι τάξεως 

μεγαλύτερης της δευτέρας. Αποτέλεσμα αυτού είναι να απαιτούνται περισσότερες 

αρχικές συνθήκες από αυτές που καθορίζονται από το φυσικό πρόβλημα, που 

είναι η αρχική μετατόπιση και η αρχική ταχύτητα. Οι δυσκολία επιλύσεως των 

ανωτέρας τάξεως διαφορικών εξισώσεων κινήσεως καθώς και ο προσδιορισμός 

των επιπλέον αρχικών συνθηκών αποτελούν τις κυριότερες αιτίες για τις οποίες 

δεν χρησιμοποιούνται συχνά οι καταστατικές σχέσεις διαφορικής μορφής στα 

προβλήματα της βισκοελαστικότητας. Οι εξισώσεις κινήσεως και οι συνοριακές 

συνθήκες εξειδικεύονται για την περίπτωση της πλάκας από ελαστικό υλικό 

καθώς και από βισκοελαστικό υλικό που ακολουθεί τα γενικευμένα μοντέλα 

Kelvin-Voigt και Standard solid. 

Στη έβδομη παράγραφο, παρουσιάζονται οι εξισώσεις του στατικού μη 

γραμμικού προβλήματος, οι οποίες προκύπτουν αν αγνοήσουμε τη συμβολή των 

αδρανειακών δυνάμεων. Μια τέτοια παραδοχή είναι αποδεκτή όταν τα εξωτερικά 

φορτία επιβάλλονται με αργό τρόπο (ο χρόνος επιβολής των φορτίων είναι 

μεγαλύτερος της θεμελιώδους ιδιοπεριόδου). Ωστόσο, οι εξισώσεις που 

προκύπτουν εξακολουθούν να είναι εξελικτικού τύπου λόγω των βισκοελαστικών 

καταστατικών σχέσεων και στη βιβλιογραφία ονομάζονται συνήθως 

ψευδοστατικές ή οιονεί στατικές εξισώσεις (quasi static) (ο χρόνος υπεισέρχεται 

ως παράμετρος χωρίς να προκαλούνται αδρανειακές δυνάμεις). Το στατικό 
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πρόβλημα προσφέρεται για τη μελέτη του προβλήματος του λυγισμού καθώς και 

της μεταλυγισμικής συμπεριφοράς των πλακών.  

Στην τελευταία παράγραφο του Κεφαλαίου παρουσιάζονται οι εξισώσεις που 

διέπουν το γραμμικό δυναμικό και στατικό πρόβλημα των ελαστικών και 

βισκοελαστικών πλακών. Στη περίπτωση αυτή θεωρούμε ότι το πρόβλημα της 

κάμψης επηρεάζεται από το επίπεδο πρόβλημα, ενώ αντίθετα, το επίπεδο 

πρόβλημα είναι ανεξάρτητο από αυτό της κάμψης. Τα γραμμικό πρόβλημα της 

πλάκας υπό συνεπίπεδη φόρτιση, όπως συνήθως ονομάζεται στη βιβλιογραφία, 

χρησιμοποιείται για τη μελέτη της ευστάθειας της πλάκας υπό την επίδραση 

διαφόρων συντηρητικών και μη συντηρητικών φορτίων.   

2.2 Περιγραφή του προβλήματος 

Θεωρούμε μια λεπτή πλάκα που καταλαμβάνει το πολλαπλά συνεκτικό χωρίο Ω , 

το οποίο ορίζεται στο επίπεδο xy  από τις μη αλληλοτεμνόμενες καμπύλες 

0
i k
i i
=
=Γ = ∪ Γ  (Σχ. 2.1). Οι καμπύλες iΓ  μπορεί να είναι τμηματικά συνεχής, 

δηλαδή είναι δυνατόν να υπάρχουν k  γωνιακά σημεία στο σύνορο της πλάκας. Η 

πλάκα είναι κατασκευασμένη από ισότροπο και ομογενές γραμμικό ελαστικό ή 

βισκοελαστικό υλικό με πυκνότητα ρ . Το πάχος της πλάκας είναι μεταβλητό από 

σημείο σε σημείο, δηλαδή η συνάρτηση του πάχους είναι ( , )h h x y= . Το επίπεδο 

xy  που διχοτομεί το πάχος της πλάκας ονομάζεται μέση επιφάνεια. Στο 

καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων Oxyz , του οποίου η αρχή των αξόνων O  

βρίσκεται σε ένα σημείο της μέσης επιφάνειας της πλάκας, ο άξονας z  είναι 

κάθετος προς τη μέση επιφάνεια (Σχ. 2.1). Η θετική φορά διαγραφής του 

εξωτερικού συνόρου είναι η αντιωρολογιακή, ενώ των εσωτερικών συνόρων η 

ωρολογιακή. Οι μετατοπίσεις της μέσης επιφάνειας της πλάκας είναι = ( , )w w x y  

κατά την κατεύθυνση του άξονα z , = ( , )u u x y  κατά τον άξονα x  και 

= ( , )v v x y  κατά τον άξονα y . 

Η πλάκα είναι δυνατόν να στηρίζεται σε ένα τμήμα του συνόρου της με 

διάφορους τρόπους, όπως πάκτωση, απλή στήριξη ή και ελαστική στήριξη με 

μεταφορικά ελατήρια δυσκαμψίας ( )Tk s  και στροφικά ελατήρια δυσκαμψίας 
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( )Rk s . Ακόμη, είναι δυνατόν να στηρίζεται στο εσωτερικό του χωρίου Ω  με 

σημειακές ή γραμμικές στηρίξεις.  

,y v
,x u

0Γ( )Ω

,z w

hole

( , )h x y

kΓ

 

Σχήμα 2.1 : Γεωμετρία πλάκας μεταβλητού πάχους  
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Σχήμα 2.2 : Συνθήκες στήριξης της πλάκας (ss : απλή στήριξη, c : πάκτωση, f : 

ελεύθερη). 

Η πλάκα υπόκειται σε φορτία που δρουν τόσο στο εσωτερικό του χωρίου Ω  όσο 

και στο σύνορο Γ , ενώ θεωρούμε ότι τα φορτία αυτά δρουν στη μέση επιφάνεια 

της πλάκας. Μια διάκριση των φορτίων γίνεται με βάση την κατεύθυνση τους, 

οπότε έχουμε τα εγκάρσια φορτία που δρουν κάθετα στη μέση επιφάνεια και τα 

συνεπίπεδα ή μεμβρανικά φορτία που δρουν μέσα στο επίπεδο της πλάκας. Ακόμη, 

τα φορτία διακρίνονται σε συντηρητικά και μη συντηρητικά. Συντηρητικά είναι 
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τα φορτία, των οποίων το έργο είναι ανεξάρτητο της διαδρομής του σημείου 

εφαρμογής τους και εξαρτάται μόνο από την αρχική και την τελική του θέση. Τα 

φορτία αυτά προέρχονται από κάποια συνάρτηση δυναμικού και τα πιο 

συνηθισμένα είναι το βάρος ενός σώματος και η δύναμη σταθερής διευθύνσεως. 

Αντίθετα, μη συντηρητικά είναι τα φορτία των οποίων το έργο εξαρτάται από τη 

διαδρομή που ακολουθείται και τέτοια είναι οι δυνάμεις τριβής και οι δυνάμεις 

μεταβαλλόμενης διεύθυνσης ή ακολουθητικές δυνάμεις (follower forces). Μια 

ειδική κατηγορία των φορτίων μεταβαλλόμενης διεύθυνσης είναι τα 

αεροδυναμικά φορτία. Αυτά οφείλονται στη ροή αέρα μεγάλης ταχύτητας από τη 

μια ή και τις δύο επιφάνειες της πλάκας (Dowell, 1975).  

Στην παρούσα διατριβή τα φορτία που δρουν στην πλάκα διακρίνονται σε :  

i. Φορτία που δρουν στο εσωτερικό του χωρίου Ω  τα οποία μπορεί να είναι  :  

a. Εγκάρσια κατανεμημένα φορτία ( , )zf x y , τα οποία διακρίνονται σε 

συντηρητικά ( , )zp x y  και μη συντηρητικά φορτία ( , )zq x y  καθώς και σε 

γραμμικά και σημειακά συντηρητικά φορτία ( )lp ξ  και Pκ , αντίστοιχα 

(Σχ. 2.3). 

b. Συνεπίπεδα κατανεμημένα φορτία ( , )xf x y , ( , )yf x y , τα οποία 

διακρίνονται στα συντηρητικά φορτία ( , )xp x y , ( , )yp x y  και στα μη 

συντηρητικά φορτία ( , )xq x y , ( , )yq x y  (Σχ. 2.4). Στο Σχ. (2.5) φαίνεται 

μια τομή της πλάκας με το επίπεδο xz . Τα ακολουθητικά φορτία 

παρακολουθούν την παραμόρφωση της πλάκας και είναι δυνατόν να 

αναλυθούν σε δύο συνιστώσες κατά την οριζόντια και κατακόρυφη 

διεύθυνση με μέγεθος ( , )cosx xq x y θ  και ( , )sinx xq x y θ , αντίστοιχα. 

Περαιτέρω, λαμβάνοντας υπόψη ότι η στροφή μιας διατομής της πλάκας 

είναι μικρή (βλ. Παράγραφο 2.3) γίνεται η παραδοχή ότι cos 1xθ .  και  

sin ,x x xwθ θ. .  οπότε οι συνιστώσες των μη συντηρητικών 

μεμβρανικών φορτίων κατά την οριζόντια και κατακόρυφη διεύθυνση 

είναι ( , )xq x y  και ( , ) ,x xq x y w , αντίστοιχα. Όμοια και κατά την διεύθυνση 

y  τα μη συντηρητικά φορτία αναλύονται κατά την οριζόντια και 

κατακόρυφη διεύθυνση στα ( , )yq x y  και ( , ) ,y yq x y w , αντίστοιχα.  

Συνοψίζοντας τα φορτία που δρουν στο εσωτερικό της πλάκας είναι : 
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 ( , ) ( , ) ( , )x x xf x y p x y q x y= +  (2.1a) 

 ( , ) ( , ) ( , )y y yf x y p x y q x y= +  (2.1b) 

 
( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , )

( , ) , ( , ) ,

z z z l

x x y y

f x y p x y q x y p P x x y y

q x y w q x y w

κ κ κ
κ

ξ δ η δ= + + + − −

+ +

∑ (2.1c) 

όπου ( )δ η  και ( , )x x y yκ κδ − −  είναι η μονοδιάστατη και διδιάστατη 

συνάρτηση δ του Dirac.  

 

y
x

0Γ

( )Ω

z

hole

( , )h x y

1Γ

zq

zp
lp

ξ η

P

nV ∗

nM ∗

1R ∗

kR∗

 

Σχήμα 2.3 : Εγκάρσια φορτία στο εσωτερικό του χωρίου Ω  και στο σύνορο 

0
i k
i i
=
=Γ = ∪ Γ  της πλάκας. 
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Σχήμα 2.4 : Συνεπίπεδα φορτία στο εσωτερικό του χωρίου Ω  και στο σύνορο 

0
i k
i i
=
=Γ = ∪ Γ  της πλάκας. 
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ii. Φορτία που δρουν στο σύνορο Γ  :  

a. Εγκάρσια συντηρητικά κατανεμημένα φορτία ( )nV s∗  και κατανεμημένες 

ροπές ( )nM s∗ , ενώ στα k  γωνιακά σημεία του συνόρου επενεργούν οι 

συγκεντρωμένες συντηρητικές δυνάμεις kR∗  (Σχ. 2.3).   

b. Συνεπίπεδα κατανεμημένα συντηρητικά ( )nN s∗ , ( )tN s∗  και μη 

συντηρητικά ( )nQ s∗  και ( )tQ s∗  φορτία (Σχ. 2.4). 

Ακόμη θεωρούμε ότι η πλάκα είναι δυνατόν να υπόκειται σε εξωτερική ιξώδη 

απόσβεση (λόγω κίνησης μέσα σε ιξώδες ρευστό) με συντελεστή αποσβέσεως 

( , )c c x y= .  

x

z

xp

xq

nN

nQ
θx

θ .cosn x nQ Q

θ .sin ,n x n nQ Q w

θ .cosx x xq q

θ .sin ,x x x xq q w

 

Σχήμα 2.5 : Συντηρητικά και μη συντηρητικά μεμβρανικά φορτία. 

2.3 Οι παραδοχές της θεωρίας λεπτών πλακών και οι 

σχέσεις παραμορφώσεων-μετατοπίσεων 

Η θεωρία των λεπτών πλακών σταθερού πάχους βασίζεται στις ακόλουθες 

παραδοχές, οι οποίες διατυπώθηκαν πρώτα από τους Kirchhoff (1850) και Love 

(1888) :  

1. Το πάχος θεωρείται μικρό σε σχέση με τις άλλες δύο διαστάσεις της 

πλάκας.  

2. Η διατμητική παραμόρφωση αμελείται. Αυτό σημαίνει ότι ευθείες 

γραμμές, αρχικά κάθετες προς τη μέση επιφάνεια, παραμένουν ευθείες, 

κάθετες στην παραμορφωμένη μέση επιφάνεια και χωρίς μεταβολή του 

μήκους τους ( 0xzγ = , 0yzγ = , 0zε = ).  

3. Η ορθή τάση κάθετα προς τη μέση επιφάνεια είναι αμελητέα ( 0zσ = ). 
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Όταν το πάχος της πλάκας είναι μεταβλητό γίνεται η παραδοχή της μη απότομης 

μεταβολής από σημείο σε σημείο ώστε να ισχύουν οι παραπάνω τρεις παραδοχές 

της θεωρίας σταθερού πάχους (Timoshenko and Woinonsky-Krieger, 1959). 

Ωστόσο, δεν έχει παρουσιασθεί στη βιβλιογραφία κάποια μαθηματική έκφραση 

που να περιγράφει τον περιορισμό της μη απότομης μεταβολής του πάχους. Οι 

Niordson (1983) και Bendsee (1983) χρησιμοποίησαν την πρώτη παράγωγο της 

συνάρτησης του πάχους ως περιορισμό ισχύος της θεωρίας Kirchhoff σε 

προβλήματα βέλτιστου σχεδιασμού πλακών μεταβλητού πάχους. Στα πλαίσια της 

παρούσας διατριβής παρουσιάζεται ένας περιορισμός που προκύπτει από την 

θεώρηση της πλάκας ως τρισδιάστατο σώμα (βλ. Κεφάλαιο 5). 

y

x

z

( , )h x yA

B

( , )u x y

( , )w x y

θx

z

A′

B′
z

tan θxz
 

Σχήμα 2.6 : Τομή της πλάκας με το επίπεδο xz  πριν και μετά την παραμόρφωση. 

Στο Σχ. 2.6 φαίνεται μια τομή της πλάκας με το επίπεδο xz  πριν και μετά την 

παραμόρφωση. Με βάση τις παραδοχές της θεωρίας Kirchhoff και την υπόθεση 

ότι η στροφή xθ  της διατομής περί τον άξονα x  είναι μικρή (η παραδοχή αυτή 

ισχύει και στην περίπτωση της θεωρίας von Kármán, όπως παρουσιάζεται 

παρακάτω) ισχύει  

 tan x x
w
x

θ θ ∂
∂

. .  (2.2a) 

Όμοια, για τη στροφή yθ  της διατομής περί τον άξονα y  ισχύει  

 tan y y
w
y

θ θ ∂
∂

. .  (2.2b) 
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Χρησιμοποιώντας τις εξ. (2.2) οι συνιστώσες της μετατόπισης , ,u v w  σε ένα 

σημείο μέσα στην πλάκα μπορούν να εκφρασθούν συναρτήσει των μετατοπίσεων 

της μέσης επιφάνειας , ,u v w  ως εξής :  

 ( , )( , , ) ( , ) w x yu x y z u x y z
x

∂= −
∂

 (2.3a) 

 ( , )( , , ) ( , ) w x yv x y z v x y z
y

∂= −
∂

 (2.3b) 

 ( , , ) ( , )w x y z w x y=  (2.3c) 

όπου ( , ) ( , , 0)u x y u x y= , ( , ) ( , , 0)v x y v x y=  και ( , ) ( , , 0)w x y w x y= .  

Οι σχέσεις παραμορφώσεων-μετατοπίσεων σε ένα σημείο ενός τρισδιάστατου 

σώματος δίδονται από τις ακόλουθες σχέσεις (Fung, 1965) 

 ( ) ( ) ( )2 2 21
2

x
u u v w
x x x x

ε
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥= + + +
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

 (2.4a) 

 
2 2 2

1
2

y
v u v w
y y y y

ε
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎢ ⎥= + + +⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎢ ⎥⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

 (2.4b) 

 ( ) ( ) ( )2 2 21
2

z
w u v w
z z z z

ε
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥= + + +
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

 (2.4c) 

 xy
u v u u v v w w
y x x y x y x y

γ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (2.4d) 

 yz
w v u u v v w w
y z y z y z y z

γ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (2.4e) 

 xz
w u u u v v w w
x z x z x z x z

γ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (2.4f) 

Οι παραπάνω σχέσεις περιγράφουν την παραμόρφωση του σώματος ως προς την 

αρχική απαραμόρφωτη κατάσταση και είναι γνωστές στη βιβλιογραφία ως 

συνιστώσες του τανυστή παραμορφώσεως Green.  
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Στην παρούσα διατριβή ακολουθούμε τη θεωρία των μετρίως μεγάλων 

παραμορφώσεων ή αλλιώς θεωρία μεγάλων μετατοπίσεων με μικρές 

παραμορφώσεις. Η θεωρία αυτή παρουσιάσθηκε από τους Föppl (1907) και von 

Kármán (1910), ωστόσο έχει μείνει γνωστή στη βιβλιογραφία ως θεωρία von 

Kármán. Σύμφωνα με αυτή τη θεωρία, το μέγεθος της εγκάρσιας παραμόρφωσης 

της πλάκας w  είναι της ίδιας τάξης με το πάχος της πλάκας, δηλαδή είναι  

( )w O h= , ενώ οι μετατοπίσεις εντός του επιπέδου της πλάκας είναι απειροστές. 

Αποτέλεσμα της θεώρησης αυτής είναι οι στροφές περί τον κατακόρυφο άξονα z  

να είναι αμελητέες ενώ οι στροφές περί τους άξονες ,x y  να θεωρούνται μετρίως 

μεγάλες, δηλαδή δεν είναι αμελητέες αλλά είναι μικρές συγκρινόμενες με τη 

μονάδα. Αυτό σημαίνει ότι οι μόνοι μη γραμμικοί όροι που διατηρούνται στις 

σχέσεις παραμορφώσεων-μετατοπίσεων είναι τα τετράγωνα των στροφών περί 

τους άξονες ,x y . Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις των μετατοπίσεων από τις 

εξ. (2.2) και λαμβάνοντας υπόψη την παραδοχή 2 της θεωρίας Kirchhoff καθώς 

και τις παραπάνω παραδοχές της θεωρίας von Kármán, οι σχέσεις 

παραμορφώσεων-μετατοπίσεων γράφονται  

 ( )22

2

1
2

x
u w wz
x x x

ε ∂ ∂ ∂= − +
∂ ∂ ∂

 (2.5a) 

 
22

2

1
2

y
v w wz
y y y

ε
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ⎟⎜= − + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠∂ ∂ ∂

 (2.5b) 

 
2

2xy
u v w w wz
y x x y x y

γ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (2.5c) 

2.4 Οι καταστατικές σχέσεις λεπτών πλακών από 

ελαστικό και βισκοελαστικό υλικό. 

Στην παρούσα διατριβή θεωρούμε ότι η πλάκα είναι κατασκευασμένη από 

ισότροπο και ομογενές γραμμικό ελαστικό ή βισκοελαστικό υλικό. Αρχικά θα 

παρουσιασθούν οι σχέσεις τάσεων-παραμορφώσεων (καταστατικές εξισώσεις) 

των ελαστικών πλακών και στη συνέχεια θα εξαχθούν οι αντίστοιχες σχέσεις για 

τα γενικευμένα βισκοελαστικά μοντέλα Kelvin-Voigt και Standard solid. 
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Οι καταστατικές σχέσεις για ένα ομογενές και ισότροπο ελαστικό υλικό δίδονται 

στην τρισδιάστατη μορφή τους από το γενικευμένο νόμο του Hooke 

(βλ. Κεφάλαιο 1) ως εξής  

 = Cσ ε  (2.6) 

όπου   

 

1 0 0 0
1 0 0 0

1 0 0 0
1 20 0 0 0 0

2(1 )(1 2 ) 1 20 0 0 0 0
2

1 20 0 0 0 0
2

E

ν ν ν
ν ν ν
ν ν ν

ν
ν ν ν

ν

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥+ − ⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

C (2.7a) 

                 

x
y
z

xy
xz
yz

σ
σ
σ
τ
τ
τ

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

σ =  ,          

ε
ε
ε
γ
γ
γ

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

x
y
z
xy
xz
yz

ε =  (2.7b,c) 

όπου αντί των δεικτών , 1,2,3i j =  έχουν χρησιμοποιηθεί οι δείκτες , ,x y z  

( 1, 2, 3x y z≡ ≡ ≡ ) ενώ αντί των 12 13 23, ,ε ε ε  έχουν χρησιμοποιηθεί τα 

122xyγ ε= , 132xzγ ε=  και 232yzγ ε= . 

Οι σχέσεις τάσεων-παραμορφώσεων στις λεπτές πλάκες εξάγονται από τις 

εξισώσεις (2.6) του τρισδιάστατου σώματος, λαμβάνοντας υπόψη τις παραδοχές 

της θεωρίας Kirchhoff ( 0xzγ = , 0yzγ = , 0zσ =  ). Έτσι, θέτοντας 0zσ =  η 

τρίτη των εξισώσεων (2.6) δίδει  

 ( )
1

z x y
νε ε ε

ν
= − +

−
 (2.8) 

Με τη βοήθεια της εξ. (2.8) και των παραδοχών 0xzγ = , 0yzγ = , οι 

καταστατικές σχέσεις (2.6) παίρνουν τελικά τη μορφή  
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 2

1 0
1 0

1 10 0
2

x x
y y
xy xy

E νσ ε
σ ν ε

ντ γν

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪−⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥−⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

 (2.9) 

Όπως παρουσιάσθηκε στο Κεφάλαιο 1, οι σχέσεις τάσεων-παραμορφώσεων για 

ένα τρισδιάστατο σώμα από ισότροπο και ομογενές γραμμικό βισκοελαστικό 

υλικό γράφονται με διαφορική μορφή ως εξής  

 σ ε=P CQ  (2.10) 

όπου C  είναι το ελαστικό καταστατικό μητρώο, που δίδεται από την εξ. (2.7a), 

ενώ ,P Q  είναι οι διαφορικοί τελεστές  

 
0

k
l

k c
k

p Dα

=

= ∑P    
0

k
m

k c
k

q Dα

=

= ∑Q  (2.11) 

όπου ka
cD  είναι η κλασματική παράγωγος Caputo τάξεως kα , 0 0α = , και ,k kp q  

είναι οι παράμετροι του βισκοελαστικού υλικού (βλ. Κεφάλαιο 1).  

Όπως και για το απολύτως ελαστικό υλικό, έτσι και εδώ οι σχέσεις τάσεων-

παραμορφώσεων για μια λεπτή πλάκα εξάγονται από τις αντίστοιχες σχέσεις της 

τρισδιάστατης βισκοελαστικότητας λαμβάνοντας υπόψη τις παραδοχές της 

θεωρίας Kirchhoff . Έτσι η παραδοχή 0zσ =  δίδει  

 0zσ =P  (2.12) 

αφού θα είναι 0k
c zDα σ = , για 0,1,2...k = . Αντικαθιστώντας στην τρίτη των 

εξισώσεων (2.10) προκύπτει  

 ( )
1

z x y
νε ε ε

ν
= − +

−
Q Q Q  (2.13) 

Αντικαθιστώντας την (2.13) στις δύο πρώτες των εξισώσεων (2.10) προκύπτει 

τελικά  

 ( )
21

x x y
Eσ ε ν ε

ν
= +

−
P Q Q  (2.14a) 
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 ( )
21

y x y
Eσ ν ε ε

ν
= +

−
P Q Q  (2.14b) 

Όμοια, από τις άλλες δύο παραδοχές της θεωρίας Kirchhoff ( 0xzγ = , 0yzγ = ) 

προκύπτει  

 
2(1 )

xy xy
Eτ γ

ν
=

+
P Q ,   0,   0xz yzτ τ= =P P  (2.15a,b,c) 

Συνοψίζοντας, οι καταστατικές σχέσεις μιας λεπτής πλάκας από ισότροπο και 

ομογενές βισκοελαστικό υλικό γράφονται ως εξής  

 2

1 0
1 0

1 10 0
2

x x
y y
xy xy

E νσ ε
σ ν ε

ντ γν

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪−⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥−⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

P Q  (2.16) 

Πρέπει να σημειωθεί ότι οι καταστατικές σχέσεις (2.16), εμπεριέχουν τις 

καταστατικές σχέσεις της ελαστικής πλάκας, αφού για τις τιμές των παραμέτρων 

0l m= =  προκύπτουν οι σχέσεις (2.9). 

Στην παρούσα διατριβή εξετάζουμε δύο βασικά μοντέλα βισκοελαστικότητας των 

στερεών υλικών, το γενικευμένο μοντέλο Kelvin-Voigt και το γενικευμένο 

μοντέλο Standard solid. Η παρουσίαση του δεύτερου μοντέλου δείχνει την 

διαδικασία για τη γενίκευση σε διαφορικά μοντέλα ανωτέρας τάξεως. Oι 

καταστατικές σχέσεις για τα δύο μοντέλα έχουν ως εξής  

(i) Kelvin-Voigt :  

Το μοντέλο Kelvin-Voigt προκύπτει για 0l = , 1m =  και 0q η=  (συντελεστής 

ιξώδους του υλικού), οπότε οι τελεστές P ,Q  γίνονται  

 1=P ,  1 cDαη= +Q  (2.17a,b) 

ενώ οι καταστατικές σχέσεις (2.16) γράφονται ως εξής  

 2

1 0
1 0

1 10 0
2

x c xx
y y c y
xy xy c xy

D
E D

D

α

α

α

ε η ενσ
σ ν ε η ε

ντ ν γ η γ

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎧ ⎫⎪ ⎪+⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥= +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪−⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥− +⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

 (2.18) 
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(ii) Standard solid :  

Το μοντέλο Standard solid προκύπτει για 1l m= =  and 0 1p = , 1
1

bp
b

η=
+

, 

0
1

bq
b

=
+

, 1
1

bq
b

η=
+

, όπου η ,b  σταθερές του υλικού. Οι τελεστές P ,Q  

γίνονται  

 1
1

c
b D
b

αη= +
+

P ,       
1 1

c
b b D

b b
αη= +

+ +
Q  (2.19a,b) 

Οι καταστατικές σχέσεις (2.16) γίνονται  

 2

1 0
1 0

1 1 1 10 0
2

c x x c xx
y c y y c y
xy c xy xy c xy

D D
b b ED D
b bD D

α α

α α

α α

σ ε η ενσ η ησ σ ν ε η ε
ντ ντ γ η γ

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪+⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥+ = +⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪+ + −⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥− +⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

(2.20) 

2.5 Εντατικά μεγέθη πλακών 

Τα εντατικά μεγέθη σε μια τομή κάθετα στη μέση επιφάνεια της πλάκας 

εκφράζονται από δυνάμεις και ροπές ανά μονάδα μήκους και γράφονται 

συναρτήσει των τάσεων ως εξής (Timοshenko and Woinowsky-Krieger, 1959) 
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= ∫  (2.21d,e,f) 

 
/2

/2

h
xy xy

h
N dzτ

−
= ∫ ,   

/2

/2

h
x xz

h
Q dzτ

−
= ∫ ,   

/2

/2

h
y yz

h
Q dzτ

−
= ∫  (2.21j,h,i) 

όπου ,x yM M  είναι οι ροπές κάμψεως, ,xy yxM M  είναι οι ροπές συστροφής, 

, ,x y xyN N N  είναι οι μεμβρανικές (ή συνεπίπεδες) δυνάμεις και ,x yQ Q  είναι οι 

διατμητικές δυνάμεις. Οι θετικές κατευθύνσεις των εντατικών μεγεθών φαίνονται 

στο Σχ. 2.7. Πρέπει να σημειωθεί ότι στην εξ. (2.21c) η διατμητική τάση 

λαμβάνεται με αρνητικό πρόσημο ώστε η θετική φορά της ροπής συστροφής xyM  

να είναι σύμφωνη με τη θετική φορά του άξονα x  του συστήματος 
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συντεταγμένων. Λόγω των παραδοχών της θεωρίας Kirchhoff, οι διατμητικές 

δυνάμεις που προκύπτουν από τις σχέσεις (2.21h,i) είναι μηδενικές. Ωστόσο, κάτι 

τέτοιο δεν είναι δυνατόν να ισχύει αφού η ισορροπία ενός στοιχείου της πλάκας 

κατά την κατεύθυνση z  απαιτεί την ύπαρξη μη μηδενικών διατμητικών 

δυνάμεων. Οι δυνάμεις αυτές είναι δυνατόν να προσδιορισθούν από την 

ισορροπία των ροπών που δρουν σε ένα στοιχείο της πλάκας ως εξής  

 x yx
x

M MQ
x y

∂ ∂= +
∂ ∂

,    xy y
y

M MQ
x y

∂ ∂= − +
∂ ∂

 (2.22a,b) 

yQ

yM

yxM

z

y

yN

xyN

xM

xyN

xyM xN

x

xQ

 

Σχήμα 2.7 : Εντατικά μεγέθη πλάκας. 

Τα εντατικά μεγέθη είναι δυνατόν να εκφραστούν ως προς ένα σύστημα αξόνων 

nt , του οποίου ο άξονας n  σχηματίζει γωνία ϕ  με τον άξονα x  του αρχικού 

συστήματος συντεταγμένων (Σχ. 2.8), με τις σχέσεις  

 2 2cos sin 2 sin cosn x y xyM M M Mϕ ϕ ϕ ϕ= + −  (2.23a) 

 2 2sin cos 2 sin cost x y xyM M M Mϕ ϕ ϕ ϕ= + +  (2.23b) 

 2 2( )cos sin (cos sin )nt x y xyM M M Mϕ ϕ ϕ ϕ= − + −  (2.23c) 

 cos sinn x yQ Q Qϕ ϕ= +  (2.23d) 

 sin cost x yQ Q Qϕ ϕ= − +  (2.23e) 

 2 2cos sin 2 sin cosn x y xyN N N Nϕ ϕ ϕ ϕ= + +  (2.23f) 
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 2 2sin cos 2 sin cost x y xyN N N Nϕ ϕ ϕ ϕ= + −  (2.23j) 

 2 2( )cos sin (cos sin )nt y x xyN N N Nϕ ϕ ϕ ϕ= − + −  (2.23h) 

y

x

nN
ntN

ntM
nM nQ

z

ϕn
xt

 

Σχήμα 2.8 : Εντατικά μεγέθη σε μια τομή της πλάκας υπό γωνία ϕ  με τον άξονα 

x  του αρχικού συστήματος συντεταγμένων. 

Χρησιμοποιώντας τις καταστατικές σχέσεις (2.16) και τις σχέσεις 

παραμορφώσεων-μετατοπίσεων (2.5) είναι δυνατόν να εκφράσουμε τα εντατικά 

μεγέθη τις πλάκας συναρτήσει των μετατοπίσεων , ,u v w . Εφαρμόζοντας τον 

τελεστή P  στην εξ. (2.21a) που δίδει τη ροπή κάμψεως xM  και χρησιμοποιώντας 

την πρώτη των εξισώσεων (2.16) και τις σχέσεις παραμορφώσεων-μετατοπίσεων 

(2.5a,b) λαμβάνουμε  

 

/2 /2

/2 /2

/2 2
2 /2
( , , )

1
( , , )

h h
x x x

h h

h
xx yy

h

xx yy

M zdz z dz

E w w z dz

D w w

σ σ

ν
ν

ν

− −

−

= =

= − +
−

= − +

∫ ∫

∫

P P P

Q Q

Q Q

 (2.24a) 

όπου  

 
3

212(1 )
EhD

ν
=

−
 (2.24b) 

η καμπτική αντίσταση της πλάκας. Όμοια προκύπτει ότι και τα υπόλοιπα εντατικά 

μεγέθη γράφονται ως εξής  

 ( , , )y xx yyM D w wν= − +P Q Q  (2.25a)  
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 (1 ) ,xy yx xyM M D wν= − = −P P Q  (2.25b) 

 2 , , ( , , ) , (1 ) ,x x x xx yy y xyQ D w D w w D wν ν= − ∇ − + − −P Q Q Q Q  (2.25c) 

 2 , , ( , , ) , (1 ) ,y y y xx yy x xyQ D w D w w D wν ν= − ∇ − + − −P Q Q Q Q  (2.25d) 

 ( )2 21, , , ,
2

x x y x yN C u v w wν ν⎡ ⎤= + + +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
P Q Q Q  (2.25e) 

 ( )2 21, , , ,
2

y x y x yN C u v w wν ν⎡ ⎤= + + +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
P Q Q Q  (2.25f) 

 ( )[ ]1 , , , ,
2

xy y x x yN C u v w wν−= + +P Q Q Q  (2.25j) 

όπου  

 
ν

=
− 21
EhC  (2.26) 

η μεμβρανική αντίσταση της πλάκας.  

Όμοια, οι σχέσεις (2.23) γίνονται  

 ( , , )n nn ttM D w wν= − +P Q Q  (2.27a) 

 ( , , )t tt nnM D w wν= − +P Q Q  (2.27b) 

 (1 ) ,nt ntM D wν= −P Q  (2.27c) 

 2 , , ( , , ) , (1 ) ,n n n nn tt s ntQ D w D w w D wν ν= − ∇ − + − −P Q Q Q Q  (2.27d) 

 2 , , (1 ) , , ( , , )t t n nt s nn ttQ D w D w D w wν ν= − ∇ − − − +P Q Q Q Q  (2.27e) 

Παρακάτω παρουσιάζονται οι καμπτικές και οι μεμβρανικές δυνάμεις ως προς τις 

μετατοπίσεις για το ελαστικό υλικό καθώς και για τα δύο βισκοελαστικά μοντέλα:  

(i) Ελαστικό υλικό  

 ( , , )x xx yyM D w wν= − +  (2.28a) 

 ( , , )y xx yyM D w wν= − +  (2.28b) 
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 (1 ) ,xy yx xyM M D wν= − = −  (2.28c) 

 ( )2 21, , , ,
2

x x y x yN C u v w wν ν⎡ ⎤= + + +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 (2.28d) 

 ( )2 21, , , ,
2

y x y x yN C u v w wν ν⎡ ⎤= + + +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 (2.28e) 

 ( )1 , , , ,
2

xy y x x yN C u v w wν−= + +  (2.28f) 

(ii) γενικευμένο μοντέλο Kelvin-Voigt :  

 ( , , ) ( , , )x xx yy c xx c yyM D w w D D w D wα αν η ν= − + − +  (2.29a) 

 ( , , ) ( , , )y xx yy c xx c yyM D w w D D w D wα αν η ν= − + − +  (2.29b) 

 (1 ) , (1 ) ,xy yx xy c xyM M D w D D wαν η ν= − = − + −  (2.29c) 
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1            , , , ,
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 (2.29e) 

 
( )

( )[ ]

1 , , , ,
2

1            , , , ,
2

xy y x x y

c y c x c x y

N C u v w w

C D u D v D w wα α α

ν

νη

−= + +

−+ + +
 (2.29f) 

(iii) γενικευμένο μοντέλο Standard solid :  

 
( , , )

1 1

                                    ( , , )
1

x c x xx yy

c xx c yy

b bM D M D w w
b b

b D D w D w
b

α

α α

η ν

η ν

+ = − +
+ +

− +
+

 (2.30a) 
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( , , )

1 1

                               ( , , )
1

y c y xx yy

c xx c yy

b bM D M D w w
b b

b D D w D w
b

α

α α

η ν

η ν

+ = − +
+ +

− +
+

 (2.30b) 
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1 1
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 (2.30d) 

 
( )

( )

2 2

2 2

1, , , ,
1 1 2

1                      , , , ,
1 2

y c y x y x y

c x c y c x y

b bN D N C u v w w
b b

b C D u D v D w w
b

α

α α α

η ν ν

η ν ν

⎡ ⎤+ = + + +⎢ ⎥⎢ ⎥+ + ⎣ ⎦
⎡ ⎤+ + + +⎢ ⎥⎢ ⎥+ ⎣ ⎦

 (2.30e) 
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2.6 Οι εξισώσεις κινήσεως της πλάκας  

Οι εξισώσεις κινήσεως της πλάκας θα προκύψουν με εφαρμογή της αρχής των 

δυνατών έργων (Washizu, 1975), σύμφωνα με την οποία όταν ένα 

παραμορφώσιμο σώμα βρίσκεται σε ισορροπία το έργο των εξωτερικών και των 

εσωτερικών δυνάμεων που παράγεται αν δοθεί στο σώμα μια δυνατή μετακίνηση 

είναι ίσο με μηδέν. Ως δυνατή μετακίνηση θεωρείται εκείνη που δεν παραβιάζει 

τις κινηματικές συνοριακές συνθήκες. Δεδομένου ότι πρόκειται για δυναμικό 

πρόβλημα, στις εξωτερικές δυνάμεις περιλαμβάνονται και οι αδρανειακές 

δυνάμεις. Η μαθηματική διατύπωση της αρχής των δυνατών έργων για το 

συγκεκριμένο πρόβλημα διατυπώνεται ως εξής : 
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N Q u N Q v d

(2.31) 

όπου ο αστερίσκος ως άνω δείκτης δηλώνει τα γνωστά εντατικά μεγέθη στο 

σύνορο. Στο τελευταίο επικαμπύλιο ολοκλήρωμα τα εξωτερικά επιβαλλόμενα 

μεμβρανικά φορτία , , ,n t n tN N Q Q∗ ∗ ∗ ∗  (βλ. Παράγραφο 2.2) έχουν μετασχηματισθεί 

ως προς το σύστημα αξόνων ,x y  σύμφωνα με τις σχέσεις  

 ∗ ∗ ∗= −x n x t yQ Q n Q n ,  ∗ ∗ ∗= +y n y t xQ Q n Q n  (2.32a,b) 

 ∗ ∗ ∗= −x n x t yN N n N n ,  ∗ ∗ ∗= +y n y t xN N n N n  (2.32c,d) 

όπου cosxn ϕ= , sinyn ϕ=  τα συνημίτονα κατευθύνσεως του καθέτου στο 

σύνορο διανύσματος n  (Σχ. 2.9). 

 

,y v

,x u

nN ∗
tN ∗

nM ∗

nV ∗

ϕn
xt ,nw

,z w

nR∗

 

Σχήμα 2.9 : Συνοριακά μεγέθη  

Τα πρώτα δύο ολοκληρώματα της εξ.(2.31) εκφράζουν το έργο των εσωτερικών 

δυνάμεων ενώ το τρίτο ολοκλήρωμα εκφράζει το έργο των εξωτερικών μαζικών 

και αδρανειακών δυνάμεων. Οι υπόλοιποι όροι εκφράζουν το έργο των 

εξωτερικών καμπτικών και μεμβρανικών δυνάμεων που δρουν στο σύνορο Γ . Το 

έργο της ροπής κάμψεως στο σύνορο εμφανίζεται με αρνητικό πρόσημο γιατί η 
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θετική κατεύθυνση της ροπής nM ∗  (Σχ. 2.9) είναι αντίθετη από αυτή της στροφής 

,nw .  

Στην παραπάνω εξίσωση έχουν αγνοηθεί οι στροφικές αδρανειακές δυνάμεις, 

καθώς θεωρούνται πολύ μικρές συγκρινόμενες με τις αδρανειακές δυνάμεις λόγω 

μεταφοράς, δεδομένου ότι η πλάκα έχει μικρό πάχος. Για τη χρονική παράγωγο 

έχει χρησιμοποιηθεί ο συμβολισμός 
2

2

d uu
dt

="" . Οι όροι , ,x y zf f f  αποτελούν τις 

μαζικές δυνάμεις που δρουν στο εσωτερικό της πλάκας και γράφονται 

συναρτήσει των δυνάμεων , ,x y zf f f , που δρουν στη μέση επιφάνεια τις πλάκας, ως 

εξής  

 
/2

/2

h
x x

h
f f dz

−
= ∫ ,  

/2

/2

h
y y

h
f f dz

−
= ∫   

/2

/2

h
z z

h
f f dz

−
= ∫  (2.33a,b,c) 

Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις των παραμορφώσεων από τις σχέσεις των 

παραμορφώσεων-μετατοπίσεων εξ. (2.5) και ολοκληρώνοντας ως προς το ύψος 

της πλάκας, η εξίσωση (2.31) με τη βοήθεια των (2.33) γίνεται  
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(2.34) 

Με παραγοντική ολοκλήρωση είναι δυνατόν να εξαλείψουμε τις παραγώγους από 

τις μεταβολές στα πεδιακά ολοκληρώματα. Έτσι λαμβάνοντας υπόψη ότι  

 , , ,n x x y yw w n w n= +  (2.35a) 

 , , ,t x y y xw w n w n= − +  (2.35b) 

η εξίσωση (2.34) γίνεται  
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(2.36) 

όπου  

 ( ) ( ), , cos , , sinn x x xy y y y xy xQ M M M Mϕ ϕ= − + −  (2.37a) 

 cos sinx x xyT N Nϕ ϕ= + ,   cos siny xy yT N Nϕ ϕ= +  (2.37b,c) 

και  

 ~   + −= −k k
nt ntntkM M M  (2.38) 

το άλμα της ροπής συστροφής στο γωνιακό σημείο k . Επειδή οι ποσότητες 

δ δ δ δ δ, , , , ,n kw w w u v  είναι αυθαίρετες και ανεξάρτητες μεταξύ τους το 

θεμελιώδες λήμμα του λογισμού των μεταβολών (Hildebrand, 1965) οδηγεί στις 

ακόλουθες διαφορικές εξισώσεις που ισχύουν στο εσωτερικό του χωρίου Ω  

 
( )

( )

, , 2 , , , ,

            , , , 0

x xx y yy xy xy x x xy y x

y y xy x y z

M M M N w N w

N w N w f hwρ

+ − + +

+ + + − =""
 (2.39a) 

 , , 0x x xy y xN N f huρ+ + − =""  (2.39b) 

 , , 0y y xy x yN N f hvρ+ + − =""  (2.39c) 

και στις συνοριακές συνθήκες στο σύνορο Γ  

 , ,n T n n t t nV k w N w N w V∗ ∗ ∗+ + + =   ή  w w ∗=  (2.40a) 

 ,n R n nM k w M ∗− =   ή  , ,n nw w ∗=  (2.40b) 



 Οι εξισώσεις κινήσεως των πλακών μεταβλητού πάχους 76 

 ~  ( )k
k nt kT kk w M R∗− =   ή  k kw w ∗=  (2.40c) 

 ∗ ∗= +x x xN N Q   ή  u u ∗=  (2.40d) 

 ∗ ∗= +y y yN N Q   ή  v v ∗=  (2.40e) 

όπου ,n n nt sV Q M= −  η υποκατάστατη τέμνουσα. Το αρνητικό πρόσημο στη 

σχέση (2.40c) δείχνει ότι οι συγκεντρωμένες γωνιακές δυνάμεις έχουν 

κατεύθυνση αντίθετη του άξονα z . Η εξίσωση (2.39α) τροποποιείται περαιτέρω 

χρησιμοποιώντας τις εξ. (2.39b,c) και (2.1c) και γίνεται   
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z x x y y x y

M M M N w N w N w

f p w p w h w uw vwρ

+ − + + +

+ − − − − − =! "" """"
(2.41a) 

όπου με zf!  συμβολίζονται μόνο τα εγκάρσια εξωτερικά φορτία τα οποία έχουν ως 

εξής  

 ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , )z z z lf p x y q x y p P x x y yκ κ κ
κ

ξ δ η δ= + + + − −∑!  (2.41b) 

Αξίζει να σημειωθεί ότι τα ακολουθητικά (follower) μεμβρανικά φορτία ,x yq q  

και ,x yQ Q∗ ∗  δεν εμφανίζονται στις εξισώσεις του εγκαρσίου προβλήματος της 

πλάκας όπως φαίνεται από τις εξισώσεις (2.40a) και (2.41a).  

Ακόμη, επειδή οι διαφορικές εξισώσεις κινήσεως είναι δευτέρας τάξεως ως προς 

το χρόνο, οι αρχικές συνθήκες που απαιτούνται ώστε το πρόβλημα να είναι 

σωστά τοποθετημένο είναι  

 1( , , 0) ( , )u x y g x y=    4( , , 0) ( , )u x y g x y="  (2.42a,b) 

 2( , , 0) ( , )v x y g x y=    5( , , 0) ( , )v x y g x y="  (2.42c,d) 

 3( , , 0) ( , )w x y g x y=    6( , , 0) ( , )w x y g x y="  (2.42e,f) 

όπου ( , )ig x y , ( 1,2..,5i = ) είναι γνωστές συναρτήσεις.  

Ωστόσο, όπως αναφέρουν πολλοί ερευνητές (Fung, 1965; Flügge, 1975) οι 

αρχικές συνθήκες στα προβλήματα της βισκοελαστικότητας δεν καθορίζονται 



Οι εξισώσεις κινήσεως των πλακών μεταβλητού πάχους  77

αυθαίρετα, αλλά εξαρτώνται από το μοντέλο που χρησιμοποιείται κάθε φορά. Στα 

δυναμικά προβλήματα της βισκοελαστικότητας γίνεται συνήθως η παραδοχή ότι 

το σώμα είναι αρχικά απαραμόρφωτο. Όπως αναφέρουν οι Schmidt και Gaul 

(2002), στην περίπτωση που η ιστορία της παραμόρφωσης δεν είναι μηδενική 

αλλά έχει παρέλθει σημαντικό χρονικό διάστημα μέχρι τη στιγμή που θεωρούμε 

ως 0t = , η υπόθεση των μηδενικών αρχικών συνθηκών αποτελεί καλή 

προσέγγιση. Στην παρούσα διατριβή θεωρούμε ότι οι αρχικές συνθήκες του 

φυσικού προβλήματος των δυναμικών βισκοελαστικών προβλημάτων, εξ. (2.42) 

είναι μηδενικές. Για την περίπτωση των ελαστικών προβλημάτων οι αρχικές 

συνθήκες είναι ανεξάρτητες από περιορισμούς.  

Οι παραπάνω εξισώσεις κινήσεως περιγράφουν τη δυναμική συμπεριφορά της 

πλάκας ανεξαρτήτως του υλικού από το οποίο είναι κατασκευασμένη. 

Προκειμένου να εκφρασθούν όλες οι εξισώσεις το προβλήματος ως προς τις 

μετατοπίσεις , ,u v w , εφαρμόζουμε τον τελεστή P  (Flügge, 1975; Shirahatti and 

Sinha, 1994) στις εξισώσεις κινήσεως (2.41a) και (2.39b,c) και στις φυσικές 

συνοριακές συνθήκες, εξ. (2.40). Έτσι οι εξισώσεις (2.41a) και (2.39b,c) γίνονται  

 
( ) ( ) ( )

( )

, , 2 , , 2 ,

, , , , , 0

x xx y yy xy xy x xx xy xy

y yy z x x y y x y

M M M N w N w

N w f p w p w h w uw vwρ

+ − + +

+ + − − − − − =

P P P P P

P P P P P! "" """"
(2.43a) 

 ( ) ( ), , 0x x xy y xN N f h uρ+ + − =P P P P ""  (2.43b) 

 ( ) ( ), , 0y y xy x yN N f h vρ+ + − =P P P P ""  (2.43c) 

ενώ οι φυσικές συνοριακές συνθήκες εξ. (2.40) γίνονται 

 , ,n T n n t t nV k w N w N w V∗ ∗ ∗+ + + =P P P P P   (2.44a) 

 ,n R n nM k w M ∗− =P P P  (2.44b) 

 ~  ( )k
k nt kT kk w M R∗− =P P P  (2.44c) 

 ∗ ∗= +x x xN N QP P P  (2.44d) 

 ∗ ∗= +y y yN N QP P P  (2.44e) 
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Περαιτέρω, χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (2.25) και (2.27), οι εξισώσεις κινήσεως 

γράφονται ως προς τις μετατοπίσεις , ,u v w  ως εξής  

 
( )

( )

1( ) , 2 , ,

          , , , , 0

x xx xy xy y yy

z x x y y x y

L w N w N w N w

f p w p w h w uw vwρ

− + +

⎡ ⎤− − − − − − =⎣ ⎦

Q P

P ! "" """"
 (2.45a) 

 2( , , ) 0xL u v w f h uρ+ − =Q P P ""  (2.45b) 

 3( , , ) 0yL u v w f h vρ+ − =Q P P ""  (2.45c) 

όπου τα 1, 2 3, LL L  δίδονται από τις ακόλουθες σχέσεις  

 
( )4

1

2 2 2 2

( ) (1 ) , , 2 , , , ,

2 , , 2 , ,

xx yy xy xy yy xx

x x y y

L w D w D w D w D w

D w D w D w

ν= ∇ − − + +

+ ∇ + ∇ +∇ ∇
 (2.46a) 

 
( )

( )

( )

2
2

2 2

1 1( , , ) ( , , )
2 1

2 1, , , , ,
1 1

1, , , , ,
2

1, , , , ,
2

xx xy

x xx yy y xy

x x y x y

y y x x y

L u v w C u u v

w w w w w

C u v w w

C u v w w

ν ν
ν

ν
ν ν

ν ν

ν

− ⎡ += ∇ + +⎢
⎣ −

⎤++ + + ⎥⎥− − ⎦
⎡ ⎤+ + + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

−+ + +

 (2.46b) 

 
( )

( )

( )

2
3

2 2

1 1( , , ) ( , , )
2 1

2 1, , , , ,
1 1

1, , , , ,
2

1, , , , ,
2

xy yy

y yy xx x xy

x y x x y

y x y x y

L u v w C v u v

w w w w w

C u v w w

C u v w w

ν ν
ν

ν
ν ν

ν

ν ν

− ⎡ += ∇ + +⎢
⎣ −

⎤++ + + ⎥⎥− − ⎦
−+ + +

⎡ ⎤+ + + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (2.46c) 

Οι παράγωγοι της καμπτικής και της μεμβρανικής αντίστασης της πλάκας έχουν 

ως εξής 

 
2

2

,,
4(1 )

x
x

Eh hD
ν

=
−

, 
2

2

,,
4(1 )

y
y

Eh hD
ν

=
−

, 
2 2

2

(2 , , ),
4(1 )

x xx
xx

E hh h hD
ν

+=
−

(2.47a,b,c) 
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2 2

2

(2 , , ),
4(1 )

y yy
yy

E hh h hD
ν

+=
−

,  
2

2

(2 , , , ),
4(1 )

x y xy
xy

E hh h h hD
ν
+=

−
 (2.47d,e) 

 
ν

=
− 2

,,
1

x
x

EhC ,      
ν

=
− 2

,,
1

y
y

EhC  (2.47f,j) 

Οι συνοριακές συνθήκες γίνονται  

 , ,T n n t t nVw k w N w N w V∗ ∗ ∗+ + + =Q P P P P  ή  w w ∗=  (2.48a) 

 ,R n nMw k w M ∗− =Q P P  ή  , ,n nw w ∗=  (2.48b) 

 ~  ( )k
k kT kk w Tw R∗− =P Q P  ή  k kw w ∗=  (2.48c) 

 x x xy y x xS n S n N Q∗ ∗+ = +Q Q P P    ή  u u ∗=  (2.48d) 

 xy x y y y yS n S n N Q∗ ∗+ = +Q Q P P    ή  v v ∗=  (2.48e) 

όπου οι τελεστές , ,V M T και τα , ,x xy yS S S  δίδονται από τις ακόλουθες σχέσεις  

 

ν

ν ν

⎡ ⎛ ⎞⎤∂∂ ∂ ⎟⎜⎢ ⎥⎟⎜= − ∇ − − ⎟⎜⎢ ⎥⎟⎟⎜⎜∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎟⎜ ⎟⎜− + − −⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

2
2

2 2 2

2 2

(1 )

               , 2 , (1 )n s

V D
n s n t

D D
n t n t

 (2.49a) 

 
2 2

2 2
M D

n t
ν

⎛ ⎞∂ ∂ ⎟⎜ ⎟⎜= − + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜ ∂ ∂⎝ ⎠
,    

2

(1 )T D
n t

ν
∂

= −
∂ ∂

 (2.49b,c) 

 ( )2 21, , , ,
2

x x y x yS C u v w wν ν⎡ ⎤= + + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (2.49d) 

 ( )1 , , , ,
2

xy y x x yS C u v w wν−= + +  (2.49e) 

 ( )2 21, , , ,
2

y x y x yS C u v w wν ν⎡ ⎤= + + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (2.49f) 

Οι εξισώσεις (2.45) και (2.48) μαζί με τις αρχικές συνθήκες (2.42) αποτελούν ένα 

πρόβλημα αρχικών-συνοριακών τιμών το οποίο περιγράφει τη δυναμική 



 Οι εξισώσεις κινήσεως των πλακών μεταβλητού πάχους 80 

συμπεριφορά της βισκοελαστικής πλάκας. Όπως φαίνεται, πρόκειται για ένα 

σύστημα μη γραμμικών μερικών διαφορικών εξισώσεων με κλασματικής τάξεως 

χρονικές παραγώγους. Όταν η παράμετρος l  του διαφορικού τελεστή P  είναι 

μεγαλύτερη του μηδενός ( 0l > ), εμφανίζονται στις παραπάνω εξισώσεις 

χρονικές παράγωγοι τάξεως μεγαλύτερης της δευτέρας, με αποτέλεσμα να 

απαιτούνται επιπλέον αρχικές συνθήκες για την επίλυση τους.  

Στο σημείο αυτό πρέπει να αναφερθεί ότι οι περισσότεροι ερευνητές που 

μελετούν βισκοελαστικά προβλήματα με χρήση διαφορικών καταστατικών 

σχέσεων, προσεγγίζουν τις ακεραίας τάξεως παραγώγους με πεπερασμένες 

διαφορές κατά την αριθμητική επίλυση του προβλήματος. Με τον τρόπο αυτό η 

τιμή του εντατικού μεγέθους μια χρονική στιγμή γράφεται συναρτήσει των τιμών 

αυτής σε προηγούμενες στιγμές με αποτέλεσμα να προκύπτει πάντα = 1P . Έτσι 

δεν εμφανίζονται παράγωγοι ανωτέρας τάξεως στις τελικές εξισώσεις κινήσεως 

ως προς τις μετατοπίσεις. Η μέθοδος αυτή δεν είναι εύκολο να εφαρμοσθεί στην 

περίπτωση που χρησιμοποιούνται κλασματικές παράγωγοι τύπου Reimann-

Liouville ή Caputo, παρά μόνο όταν χρησιμοποιείται η κλασματική παράγωγος 

Grünwald, όπως παρουσιάζουν οι Schmidt and Gaul (2002).  

Τέλος, στις εξ. (2.45) εμφανίζονται παράγωγοι της μορφής α ""cD u  για τους οποίους 

ισχύει ότι α α+="" 2
c cD u D u  λαμβάνοντας υπόψη τις ιδιότητες της κλασματικής 

παραγώγου Caputo (Podlubny, 1999).  

Στις επόμενες παραγράφους το γενικό πρόβλημα αρχικών-συνοριακών τιμών 

εξειδικεύεται για την περίπτωση της ελαστικής πλάκας, της βισκοελαστικής 

πλάκας που ακολουθεί το γενικευμένο μοντέλο Kelvin-Voigt και της 

βισκοελαστικής πλάκας που ακολουθεί το γενικευμένο μοντέλο Standard solid. 

2.6.1 Η ελαστική πλάκα 

Στην περίπτωση της ελαστικής πλάκας είναι 1=P , 1=Q  και οι εξισώσεις 

κινήσεως (2.43) απλοποιούνται ως εξής : 

 
( )

1( ) , 2 , , , ,

                           , ,

x xx xy xy y yy x x y y

x y z

L w N w N w N w p w p w

h w uw vw fρ

− − − + +

+ − − = !"" """"
 (2.50a) 

 2( , , ) 0xL u v w f huρ+ − =""  (2.50b) 
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 3( , , ) 0yL u v w f hvρ+ − =""  (2.50c) 

ενώ οι συνοριακές συνθήκες (2.44) γίνονται  

 , ,T n n t t nVw k w N w N w V∗ ∗ ∗+ + + =   ή  w w ∗=  (2.51a) 

 ,R n nMw k w M ∗− =   ή  , ,n nw w ∗=  (2.51b) 

 ~  ( )k
k kT kk w Tw R∗− =   ή  k kw w ∗=  (2.51c) 

 x x xy y x xS n S n N Q∗ ∗+ = +   ή  u u ∗=  (2.51d) 

 xy x y y y yS n S n N Q∗ ∗+ = +   ή  v v ∗=  (2.51e) 

Οι αρχικές συνθήκες δίδονται από τις εξ. (2.42).  

2.6.2 Η βισκοελαστική πλάκα Kelvin-Voigt 

Στην περίπτωση του βισκοελαστικού υλικού που ακολουθεί το μοντέλο Kelvin-

Voigt οι τελεστές P ,Q  δίδονται από τις εξισώσεις (2.17) και οι εξισώσεις 

κινήσεως γίνονται  

 
( )

1 1( ) ( ) , 2 , ,

              +p , , , ,

c x xx xy xy y yy

x x y y x y z

L w D L w N w N w N w

w p w h w uw vw f

αη

ρ

+ − − −

+ + − − = !"" """"
 (2.52a) 

 2 2( , , ) ( , , ) 0c xL u v w D L u v w f huαη ρ+ + − =""  (2.52b) 

 3 3( , , ) ( , , ) 0c yL u v w D L u v w f hvαη ρ+ + − =""  (2.52c) 

Στην περίπτωση αυτή οι συνοριακές συνθήκες γίνονται   

 , ,c T n n t t nVw D Vw k w N w N w Vαη ∗ ∗ ∗+ + + + =  ή w w ∗=  (2.53a) 

 ,c R n nMw D Mw k w Mαη ∗+ − =  ή  , ,n nw w ∗=  (2.53b) 

 ~   ~  ( )k
k c kT k kk w Tw D Tw Rαη ∗− − =  ή  k kw w ∗=  (2.53c) 

 
( ) ( )α αη η

∗ ∗

+ + =

+

+

                                          

x c x x xy c xy y

x x

S D S n S D S n

N Q
  ή u u ∗=  (2.53d) 
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( ) ( )α αη η

∗ ∗

+ + + =

+                                            

xy c xy x y c y y

y y

S D S n S D S n

N Q
  ή v v ∗=  (2.53e) 

Τέλος θεωρούνται μηδενικές αρχικές μετατοπίσεις και ταχύτητες.  

2.6.3 Η βισκοελαστική πλάκα Standard solid  

Για το μοντέλο Standard solid οι εξισώσεις κινήσεως παίρνουν τη μορφή  

 
( )

( )

0 1 1 1

1

1 1

1 1

( ) ( ) , 2 , ,

( , 2 , , ) , ,

, , , ,

, ,

c x xx xy xy y yy

c x xx xy xy y yy x x y y

c x x c y y x y

c x y z c z

q L w q D L w N w N w N w

p D N w N w N w p w p w

p D p w p D p w h w uw vw

hp D w uw vw f p D f

α

α

α α

α α

ρ

ρ

+ − − −

− + + + +

+ + + − −

+ − − = +

"" """"

! !"" """"

 (2.54a) 

 
0 2 1 2 1

1

( , , ) ( , , )

                                        0

c c

x c x

q L u v w q D L u v w hu hp D u

f p D f

α α

α

ρ ρ+ − −

+ + =

"" ""
 (2.54b) 

 
0 3 1 3 1

1

( , , ) ( , , )

                                        0

c c

y c y

q L u v w q D L u v w hv hp D v

f p D f

α α

α

ρ ρ+ − −

+ + =

"" ""
 (2.54c) 

ενώ οι συνοριακές συνθήκες γίνονται  

 
( )

( )

0 1 1

1 1

,

  , , ,

c T c n n

t t c n n t t n c n

q Vw q D Vw k w p D w N w

N w p D N w N w V p D V

α α

α α

∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

+ + + + +

+ + = +
 ή w w ∗=  (2.55a) 

 
( )0 1 1

1

, ,

                                    

c R n c n

n c n

q Mw q D Mw k w p D w

M p D M

α α

α∗ ∗

+ − + =

+
 ή  , ,n nw w ∗=  (2.55b) 

 
( ) ~   ~  ( )

1 0 1

1                                           

k
k c k cT k k

k c k

k w p D w q Tw q D Tw

R p D R

α α

α∗ ∗

+ − − =

+
 ή  k kw w ∗=  (2.55c) 

 
( ) ( )

( )

0 1 0 1

1

+

                         

x c x x xy c xy y

x x c x x

q S q D S n q S q D S n

N Q p D N Q

α α

α∗ ∗ ∗ ∗

+ + =

+ + +
 ή u u ∗=  (2.55d) 

 
( ) ( )

( )

0 1 0 1

1                         

xy c xy x y c y y

y y c y y

q S q D S n q S q D S n

N Q p D N Q

α α

α∗ ∗ ∗ ∗

+ + + =

+ + +
 ή v v ∗=  (2.55e) 
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Στη περίπτωση του μοντέλου Standard solid παρατηρούμε ότι οι διαφορικές 

εξισώσεις κινήσεως είναι τάξεως 2 2 3α< + ≤  ως προς το χρόνο με 

αποτέλεσμα να απαιτούνται τρεις αρχικές συνθήκες, δηλαδή μια επιπλέον αρχική 

συνθήκη, η αρχική επιτάχυνση, η οποία δεν προσδιορίζεται από το φυσικό 

πρόβλημα. Ο Flügge (1975) μελέτησε το πρόβλημα της εύρεσης της επιπλέον 

αρχικής συνθήκης για την περίπτωση του μονοβάθμιου ταλαντωτή που ακολουθεί 

το μοντέλο Maxwell. Με απλούς συλλογισμούς αποδεικνύει ότι η αρχική 

επιτάχυνση εξαρτάται από τις αρχικές τιμές της μετατόπισης και της εξωτερικής 

φόρτισης. Στην παρούσα διατριβή η επιπλέον αρχική συνθήκη προσδιορίζεται  

εφαρμόζοντας τις αρχικές εξισώσεις του προβλήματος, εξ. (2.39), τη χρονική 

στιγμή 0t = . Λαμβάνοντας υπόψη ότι η πλάκα είναι αρχικά απαραμόρφωτη 

προκύπτει εύκολα ότι  

 1(0) (0)zw f
hρ

= !""  (2.56a) 

 1(0) (0)xu f
hρ

=""  (2.56b) 

 1(0) (0)yv f
hρ

=""  (2.56c) 

Όπως φαίνεται οι αρχικές επιταχύνσεις εξαρτώνται από την τιμή της φόρτισης τη 

στιγμή 0t = . Ωστόσο, η μέθοδος αυτή δεν μπορεί να εφαρμοσθεί στην 

περίπτωση πιο πολύπλοκων μοντέλων όπου η τάξη του τελεστή P  έχει τιμή 

μεγαλύτερη της μονάδας. Στο Παράρτημα Α παρουσιάζεται μια γενική μέθοδος 

για τον προσδιορισμό των επιπλέον αρχικών συνθηκών στην περίπτωση 

βισκοελαστικών μοντέλων που περιγράφονται με διαφορικές καταστατικές 

σχέσεις ανωτέρας τάξεως. 

2.7 Το στατικό μη γραμμικό προβλήμα 

Στην προηγούμενη παράγραφο παρουσιάσθηκαν οι δυναμικές εξισώσεις 

κινήσεως της βισκοελαστικής πλάκας. Ωστόσο, σε πολλές περιπτώσεις είναι 

δυνατόν η επιβολή των εξωτερικών φορτίων να γίνεται με αργό τρόπο με 

αποτέλεσμα η συμβολή των αδρανειακών δυνάμεων να είναι πολύ μικρή. Σε αυτή 
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την περίπτωση η παράλειψη των αδρανειακών δυνάμεων επηρεάζει ελάχιστα τα 

αποτελέσματα ενώ απλοποιεί σημαντικά τις εξισώσεις του προβλήματος. Το 

στατικό πρόβλημα προσφέρεται για τη μελέτη του προβλήματος του λυγισμού 

(buckling) καθώς και της μεταλυγισμικής (post-buckling) συμπεριφορά της 

πλάκας που υπόκειται σε μεμβρανικά φορτία.  

Ακολουθώντας την πορεία που παρουσιάσθηκε στην προηγούμενη παράγραφο 

και αγνοώντας τις αδρανειακές δυνάμεις, προκύπτουν οι παρακάτω εξισώσεις 

κινήσεως : 

(i) Η ελαστική πλάκα. 

Οι εξισώσεις ισορροπίας είναι  

 1( ) , 2 , , , ,x xx xy xy y yy x x y y zL w N w N w N w p w p w f− − − + + = !  (2.57a) 

 2( , , ) 0xL u v w f+ =  (2.57b) 

 3( , , ) 0yL u v w f+ =  (2.57c) 

(ii) Η βισκοελαστική πλάκα Kelvin-Voigt  

Οι εξισώσεις κινήσεως προκύπτουν ως εξής  

 
1 1( ) ( ) , 2 , ,

                                     , ,

c x xx xy xy y yy

x x y y z

L w D L w N w N w N w

p w p w f

αη+ − − −

+ + = !
 (2.58a) 

 2 2( , , ) ( , , ) 0c xL u v w D L u v w fαη+ + =  (2.58b) 

 3 3( , , ) ( , , ) 0c yL u v w D L u v w fαη+ + =  (2.58c) 

(iii) Η βισκοελαστική πλάκα Standard solid 

Οι εξισώσεις κινήσεως παίρνουν τη μορφή  

 

0 1 1 1

1

1 1 1

( ) ( ) , 2 , ,

( , 2 , , ) , ,

, ,

c x xx xy xy y yy

c x xx xy xy y yy x x y y

c x x c y y z c z

q L w q D L w N w N w N w

p D N w N w N w p w p w

p D p w p D p w f p D f

α

α

α α α

+ − − −

− + + + +

+ + = +! !

 (2.59a) 

 0 2 1 2 1( , , ) ( , , ) 0c x c xq L u v w q D L u v w f p D fα α+ + + =  (2.59b) 
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 0 3 1 3 1( , , ) ( , , ) 0c y c yq L u v w q D L u v w f p D fα α+ + + =  (2.59c) 

Οι συνοριακές συνθήκες και στις τρεις παραπάνω περιπτώσεις είναι ίδιες με αυτές 

του δυναμικού προβλήματος και δίδονται από τις εξισώσεις (2.51) για την 

ελαστική πλάκα, από τις εξ. (2.53) για την πλάκα Kelvin-Voigt και από τις 

εξ. (2.55) για την πλάκα Standard solid.  

Στην περίπτωση της ελαστικής πλάκας δεν εμφανίζεται ο χρόνος και ως εκ 

τούτου δεν απαιτούνται αρχικές συνθήκες. Στις άλλες δύο περιπτώσεις των 

βισκοελαστικών πλακών το πρόβλημα είναι εξελικτικού τύπου, καθώς ο χρόνος 

εμφανίζεται τόσο στις εξισώσεις ισορροπίας όσο και στις συνοριακές συνθήκες. 

Επειδή το εύρος των τιμών της κλασματικής παραγώγου είναι 0 1α< <  

απαιτείται να καθοριστεί μια αρχική συνθήκη, που είναι οι αρχικές μετατοπίσεις 

των σημείων της μέσης επιφάνειας της πλάκας. Όπως αναφέρεται στο Κεφάλαιο 

1 οι αρχικές συνθήκες πρέπει να ικανοποιούν συγκεκριμένες σχέσεις που 

προκύπτουν από τις εξισώσεις που δεσμεύουν τις αρχικές τιμές των τάσεων και 

των παραμορφώσεων, εξ. (1.11). Για την περίπτωση του μοντέλου Kelvin-Voigt 

ισχύει η εξίσωση (1.32) από την οποία προκύπτει ότι οι αρχικές παραμορφώσεις 

της πλάκας πρέπει να είναι μηδενικές. Οι αρχικές συνθήκες για το στατικό 

πρόβλημα της πλάκας Kelvin-Voigt είναι  

  =( , , 0) 0u x y , =( , , 0) 0v x y , =( , , 0) 0w x y  (2.60a,b,c) 

Για την περίπτωση της πλάκας Standard solid, που ανήκει στην κατηγορία των 

μοντέλων με αρχική ελαστική συμπεριφορά (βλ. Κεφάλαιο 1), πρέπει να ισχύει η 

εξ. (1.33), σύμφωνα με την οποία πρέπει να υπάρχουν αρχικές παραμορφώσεις αν 

υπάρχουν μη μηδενικές αρχικές τάσεις. Από αυτό προκύπτει το συμπέρασμα ότι 

δεν μπορεί να γίνει η υπόθεση των μηδενικών αρχικών μετατοπίσεων όπως στο 

δυναμικό πρόβλημα. Έτσι λαμβάνοντας υπόψη την εξ. (1.33) και τις παραδοχές 

τις θεωρίας Kirchhoff προκύπτει εύκολα ότι οι τιμές των εντατικών μεγεθών της 

πλάκας τη στιγμή = 0t  είναι  

 ν= − +(0) [ , (0) , (0)]x xx yyM D w w  (2.61a) 

 ν= − +(0) [ , (0) , (0)]y xx yyM D w w  (2.61b) 
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 ν= − = −(0) (0) (1 ) , (0)xy yx xyM M D w  (2.61c) 

 { }ν ν⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦
2 21(0) , (0) , (0) , (0) , (0)

2
x x y x yN C u v w w  (2.61d) 

 { }ν ν⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦
2 21(0) , (0) , (0) , (0) , (0)

2
y x y x yN C u v w w  (2.61e) 

 [ ]ν−= + +1(0) , (0) , (0) , (0) , (0)
2

xy y x x yN C u v w w  (2.61f) 

Στη συνέχεια εφαρμόζοντας τις αρχικές εξισώσεις κινήσεως, εξ. (2.39), τη 

χρονική στιγμή = 0t  και με τη βοήθεια των εξ. (2.61) λαμβάνουμε  

 
[ ]1 (0) (0) , (0) 2 (0) , (0)

     (0) , (0) (0) , (0) (0) , (0) (0)

x xx xy xy

y yy x x y y z

L w N w N w

N w p w p w f

− −

− + + = !
 (2.62a) 

 + =2[ (0), (0), (0)] (0) 0xL u v w f  (2.62b) 

 + =3[ (0), (0), (0)] (0) 0yL u v w f  (2.62c) 

Οι εξισώσεις (2.62) μαζί με τις συνοριακές συνθήκες (2.40) τη στιγμή = 0t  

αποτελούν ένα πρόβλημα συνοριακών τιμών, η λύση του οποίου δίδει τις αρχικές 

τιμές των μετατοπίσεων που οφείλονται στην αρχική ελαστική συμπεριφορά της 

πλάκας Standard solid. Πρόκειται για ένα στατικό μη γραμμικό πρόβλημα 

ελαστικής πλάκας με μέτρο ελαστικότητας E . Αυτό είναι σύμφωνο με όσα 

αναφέρονται στο Κεφάλαιο 1 (βλ. Σχ. 1.4.b) για το βισκοελαστικό μοντέλο 

Standard solid. 

2.8 Το γραμμικό πρόβλημα της πλάκας υπό συνεπίπεδη 

φόρτιση-Λυγισμός.  

Όταν η εγκάρσια μετατόπιση της πλάκας είναι μικρή, δηλαδή όταν < 0.2w h  

όπως αναφέρουν οι Ventsel and Krauthammer (2001), οι μη γραμμικοί όροι των 

εξισώσεων παραμορφώσεων-μετατοπίσεων, εξ. (2.5), είναι σημαντικά μικρότεροι 

από τους γραμμικούς όρους. Η γραμμικοποίηση του προβλήματος είναι δυνατό 

να γίνει σε δύο επίπεδα. Καταρχήν, μπορούμε να αγνοήσουμε τους μη 
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γραμμικούς όρους των εξισώσεων παραμορφώσεων-μετατοπίσεων (2.5). Σε αυτή 

την περίπτωση τα προβλήματα της κάμψης και της επίπεδης παραμόρφωσης της 

πλάκας εμφανίζονται ανεξάρτητα μεταξύ τους. Σε ένα δεύτερο επίπεδο, είναι 

δυνατόν να μην αγνοήσουμε τους μη γραμμικούς όρους των κινηματικών 

σχέσεων αλλά να θεωρήσουμε ότι οι μεμβρανικές δυνάμεις είναι ανεξάρτητες 

από την εγκάρσια παραμόρφωση, δηλαδή να αγνοήσουμε τους μη γραμμικούς 

όρους των εξισώσεων (2.25e,f,j). Στην περίπτωση αυτή θεωρούμε ότι το επίπεδο 

πρόβλημα είναι ανεξάρτητο από το πρόβλημα της κάμψης ενώ, αντίθετα, το 

πρόβλημα της κάμψης επηρεάζεται από το επίπεδο πρόβλημα.  

Στα πλαίσια της παρούσας διατριβής εξετάζουμε το δεύτερο πρόβλημα το οποίο 

είναι γνωστό στη βιβλιογραφία ως γραμμικό πρόβλημα της πλάκας υπό συνεπίπεδη 

φόρτιση. Στην περίπτωση αυτή θεωρούμε ότι η πλάκα φορτίζεται αρχικά από 

συνεπίπεδα φορτία, τα οποία μπορεί να δρουν στο εσωτερικό του χωρίου Ω  ή 

στο σύνορο Γ  της πλάκας και μπορεί να είναι συντηρητικά ή μη συντηρητικά. 

Ακόμη θεωρούμε ότι στην περίπτωση που το υλικό της πλάκας είναι 

βισκοελαστικό, η επίπεδη εντατική κατάσταση της πλάκας έχει σταθεροποιηθεί 

και έχει λάβει την τελική της τιμή. Έτσι οι εκφράσεις των μεμβρανικών δυνάμεων 

θα είναι  

 ( ), ,x x yN C u vν= + ,          ( ), ,y x yN C u vν= +   (2.63a,b) 

 ( )1 , ,
2

xy y xN C u vν−= +  (2.63c) 

Λαμβάνοντας υπόψη τα ανωτέρω και εφαρμόζοντας την αρχή των δυνατών 

έργων, όπως παρουσιάσθηκε στην Παράγραφο 2.6, προκύπτουν οι εξισώσεις 

ισορροπίας και οι συνοριακές συνθήκες του γραμμικού προβλήματος. Έτσι για το 

πρόβλημα της επίπεδης ελαστικότητας προκύπτουν οι παρακάτω εξισώσεις 

ισορροπίας  

 , , 0x x xy y xN N f+ + =  (2.64a) 

 , , 0y y xy x yN N f+ + =  (2.64b) 

καθώς και οι συνοριακές συνθήκες  
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 x x xT N Q∗ ∗= +  (2.65a) 

 y y yT N Q∗ ∗= +  (2.65b) 

Περαιτέρω, χρησιμοποιώντας τις εξ. (2.63), οι εξισώσεις ισορροπίας γίνονται  

 
( )

( )

21 1 ( , , ) , , ,
2 1

1                                 , , , 0
2

xx xy x x y

y y x x

C u u v C u v

C u v f

ν ν ν
ν

ν

− ⎡ + ⎤∇ + + + +⎢ ⎥
⎣ − ⎦

−+ + + =
 (2.66a) 

 
( )

( )

21 1 1( , , ) , , ,
2 1 2

                                       , , , 0

xy yy x y x

y x y y

C v u v C u v

C u v f

ν ν ν
ν

ν

− ⎡ + ⎤ −∇ + + + +⎢ ⎥
⎣ − ⎦

+ + + =
 (2.66b) 

ενώ οι συνοριακές συνθήκες γίνονται  

 
( ) ( )νν

∗ ∗

−+ + +

= +

1, , , ,
2

                                      

x y x y x y

x x

C u v n C u v n

N Q
  ή  u u ∗=  (2.67a) 

 
( ) ( )ν ν

∗ ∗

− + + +

= +

1 , , , ,
2

                                      

y x x x y y

y y

C u v n C u v n

N Q
  ή  v v ∗=  (2.67b) 

Παρατηρούμε ότι οι παραπάνω εξισώσεις ισορροπίας και συνοριακές συνθήκες 

θα μπορούσαν να προκύψουν απευθείας από το μη γραμμικό πρόβλημα που 

περιγράφεται από τις εξισώσεις (2.50b,c) αγνοώντας όλους τους μη γραμμικούς 

όρους καθώς και τις μεμβρανικές αδρανειακές δυνάμεις.  

Για το πρόβλημα της κάμψης της πλάκας οι εξισώσεις κινήσεως έχουν ως εξής  

 
, , 2 , , 2 , ,

                                   , , 0

x xx y yy xy xy x xx xy xy y yy

z x x y y

M M M N w N w N w

f p w p w hwρ

+ − + + +

+ − − − =! ""
 (2.68) 

ενώ οι συνοριακές συνθήκες είναι ίδιες με αυτές του μη γραμμικού δυναμικού 

προβλήματος, εξ. (2.40a,b,c) αλλά για λόγους πληρότητας επαναδιατυπώνονται  

 , ,n T n n t t nV k w N w N w V∗ ∗ ∗+ + + =  ή w w ∗=  (2.69a) 
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 ,n R n nM k w M ∗− =  ή , ,n nw w ∗=  (2.69b) 

 ~  ( )k
k nt kT kk w M R∗− =  ή k kw w ∗=  (2.69c) 

Οι μεμβρανικές δυνάμεις , ,x y xyN N N  δίδονται από τις εξ. (2.63) και προκύπτουν 

αφότου επιλυθεί το επίπεδο πρόβλημα.  

Εφαρμόζοντας τον τελεστή P  στην εξίσωση κινήσεως (2.68) προκύπτουν οι 

εξισώσεις του γραμμικού βισκοελαστικού προβλήματος ως προς τις μετατοπίσεις. 

Παρακάτω παρουσιάζονται οι εξισώσεις κινήσεως του γραμμικού προβλήματος 

για την περίπτωση της ελαστικής πλάκας καθώς και για τις περιπτώσεις των 

βισκοελαστικών πλακών Kelvin-Voigt και Standard solid.  

(i) Ελαστικό γραμμικό πρόβλημα  

 1( ) , 2 , , , ,x xx xy xy y yy x x y y zL w N w N w N w p w p w hw fρ− − − + + + = !""  (2.70) 

(ii) Γραμμικό πρόβλημα πλάκας Kelvin-Voigt 

 
1 1( ) ( ) , 2 , ,

                          , ,

c x xx xy xy y yy

x x y y z

L w D L w N w N w N w

p w p w hw f

αη

ρ

+ − − −

+ + + = !""
 (2.71) 

(iii) Γραμμικό πρόβλημα πλάκας Standard solid  

 

( )

( ) ( )

( ) ( )

0 1 1 1 1

1 1

1 1

1 1

( ) ( ) , ,

2 , , , ,

, , , ,

                          

c x xx c xx

xy xy c xy y yy c yy

x x c x y y c y

c z c z

q L w q D L w N w p D w

N w p D w N w p D w

p w p D w p w p D w

hw hp D w f p D f

α α

α α

α α

α αρ ρ

+ − +

− + − +

+ + + +

+ + = +! !"" ""

 (2.72) 

Οι συνοριακές και οι αρχικές συνθήκες είναι ίδιες με αυτές του αντίστοιχου μη 

γραμμικού προβλήματος κάμψεως και δίδονται από τις εξ. (2.51a,b,c) και 

(2.42e,f) για την ελαστική πλάκα, από τις εξ. (2.53a,b,c) και μηδενικές αρχικές 

συνθήκες για την πλάκα Kelvin-Voigt και από τις εξ. (2.55a,b,c) και (2.56a) για 

την πλάκα Standard solid.  

Το γραμμικό πρόβλημα της πλάκας μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τη μελέτη της 

ευστάθειας της πλάκας υπό την επίδραση θλιπτικών μεμβρανικών φορτίων. 
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Θεωρώντας ομογενείς συνοριακές συνθήκες για το πρόβλημα της κάμψης, 

δηλαδή , 0n kw w w∗ ∗ ∗= = =  ή 0n n kV M R∗ ∗ ∗= = = , οι παραπάνω εξισώσεις 

αποτελούν ουσιαστικά γραμμικοποίηση των μη γραμμικών εξισώσεων του 

προβλήματος σε μια θέση ισορροπίας, που είναι η αρχική απαραμόρφωτη 

κατάσταση. 

Τέλος, το στατικό γραμμικό πρόβλημα προκύπτει από τις εξ. (2.70)-(2.72) αν 

αγνοήσουμε τις αδρανειακές δυνάμεις, οπότε οι εξισώσεις ισορροπίας έχουν ως 

εξής :  

(i) Ελαστικό γραμμικό πρόβλημα  

 1( ) , 2 , , , ,x xx xy xy y yy x x y y zL w N w N w N w p w p w f− − − + + = !  (2.73) 

(ii) Γραμμικό πρόβλημα πλάκας Kelvin-Voigt 

 
1 1( ) ( ) , 2 , ,

                                      , ,

c x xx xy xy y yy

x x y y z

L w D L w N w N w N w

p w p w f

αη+ − − −

+ + = !
 (2.74) 

(iii) Γραμμικό πρόβλημα πλάκας Standard solid  

 

( )

( ) ( )

( ) ( )

0 1 1 1 1

1 1

1 1 1

( ) ( ) , ,

2 , , , ,

   , , , ,

c x xx c xx

xy xy c xy y yy c yy

x x c x y y c y z c z

q L w q D L w N w p D w

N w p D w N w p D w

p w p D w p w p D w f p D f

α α

α α

α α α

+ − +

− + − +

+ + + + = +! !

 (2.75) 

Για την περίπτωση του ελαστικού προβλήματος οι συνοριακές συνθήκες είναι 

ίδιες με αυτές του δυναμικού προβλήματος κάμψεως, εξ. (2.51a,b,c), ενώ δεν 

απαιτούνται αρχικές συνθήκες. Για την πλάκα Kelvin-Voigt οι συνοριακές 

συνθήκες δίδονται από τις εξ. (2.53a,b,c) ενώ θεωρούνται και εδώ μηδενικές 

αρχικές μετατοπίσεις.  

Για την πλάκα Standard solid οι συνοριακές συνθήκες δίδονται από τις εξ. 

(2.55a,b,c). Οι αρχικές συνθήκες προκύπτουν όπως και στην περίπτωση του μη 

γραμμικού στατικού προβλήματος από τη λύση του στατικού προβλήματος της 

ελαστικής πλάκας με μέτρο ελαστικότητας E . Το πρόβλημα αυτό περιγράφεται 

από την εξίσωση  
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[ ]1 (0) , (0) 2 , (0) , (0)

                       (0) , (0) (0) , (0) (0)

x xx xy xy y yy

x x y y z

L w N w N w N w

p w p w f

− − −

+ + = !
 (2.76) 

με τις συνοριακές συνθήκες (2.55a,b,c) εφαρμοσμένες τη χρονική στιγμή = 0t . 
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3 
Η μέθοδος των συνοριακών στοιχείων για την 

εξίσωση της πλάκας 

3.1 Eισαγωγή  

Η μέθοδος των συνοριακών στοιχείων (Boundary Element Method, ΒΕΜ) 

χρησιμοποιείται για την επίλυση προβλημάτων συνοριακών τιμών που 

περιγράφονται από συνήθης και μερικές διαφορικές εξισώσεις. Η μέθοδος 

συνίσταται στην μετατροπή του αρχικού προβλήματος σε ένα ισοδύναμο 

πρόβλημα συνοριακών ολοκληρωτικών εξισώσεων και εν συνεχεία στην επίλυση 

αυτών με τις μεθόδους της αριθμητικής ανάλυσης. Η χρήση συνοριακών 

ολοκληρωτικών εξισώσεων για την επίλυση προβλημάτων συνοριακών τιμών 

παρουσιάσθηκε πρώτη φορά από τον Green (1828) για την επίλυση της εξίσωσης 

Laplace. Από τότε ένα μεγάλο πλήθος ερευνητών έχει εφαρμόσει τη μέθοδο για 

την επίλυση διαφόρων γραμμικών και μη γραμμικών προβλημάτων. Ωστόσο, η 

μέθοδος απέκτησε ουσιαστική ισχύ για την αντιμετώπιση πρακτικών 

προβλημάτων της μηχανικής το δεύτερο μισό του εικοστού αιώνα με τη ανάπτυξη 

των μεθόδων της αριθμητικής ανάλυσης και τη χρήση των ηλεκτρονικών 

υπολογιστών.  
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Ανάλογα με τον τρόπο με τον οποίο εξάγονται οι ολοκληρωτικές εξισώσεις η 

μέθοδος διακρίνεται στην άμεση και την έμμεση μέθοδο συνοριακών στοιχείων. 

Στην άμεση μέθοδο οι εξισώσεις προκύπτουν από μια σχέση αμοιβαιότητας 

(ταυτότητα Green, Rayleigh-Green, θεώρημα Betti κ.α.) η οποία περιέχει 

συνοριακές ποσότητες με άμεση φυσική ερμηνεία. Αντίθετα, στην έμμεση μέθοδο 

χρησιμοποιείται μια ιδεατή λύση του προβλήματος, η οποία μπορεί να μην έχει 

άμεση φυσική ερμηνεία και με χρήση των συνοριακών συνθηκών του 

προβλήματος εξάγονται οι συνοριακές ολοκληρωτικές εξισώσεις. Για το 

πρόβλημα της πλάκας έχουν χρησιμοποιηθεί τόσο η άμεση (Bezine, 1978; Stern, 

1979; Hartmann and Jotemantel, 1986; Katsikadelis and Armenakas, 1989) όσο 

και η έμμεση μέθοδος (Altiero και Sikarskie, 1978; Tottenham, 1979; Ventsel, 

1997 κ.α.). Στη βιβλιογραφία έχουν παρουσιασθεί και άλλες μέθοδοι  εξαγωγής 

των ολοκληρωτικών εξισώσεων για την περίπτωση των πλακών, κυρίως κατά τις 

πρώτες προσπάθειες χρήσης της μεθόδου των συνοριακών στοιχείων, οι οποίες 

περιγράφονται στην εργασία του Katsikadelis (1991). 

Μια άλλη διάκριση των μεθόδων συνοριακών στοιχείων βασίζεται στον τρόπο 

που χρησιμοποιείται η συνοριακή ολοκληρωτική εξίσωση, κατά την αριθμητική 

διαδικασία της μεθόδου, προκειμένου να προκύψει το σύστημα των εξισώσεων 

ως προς τις άγνωστες συνοριακές ποσότητες. Έτσι, είναι δυνατόν να 

χρησιμοποιηθεί η μέθοδος ταξιθεσίας ή ταξινόμησης (collocation), η μέθοδος 

Galerkin και η μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων. Στην μέθοδο ταξιθεσίας το 

σύστημα προκύπτει με εφαρμογή της συνοριακής ολοκληρωτικής εξίσωσης σε  

πεπερασμένου πλήθους σημεία του συνόρου. Στις άλλες δύο μεθόδους το 

σύστημα των εξισώσεων προκύπτει με πολλαπλασιασμό της συνοριακής  

ολοκληρωτικής εξίσωσης με κατάλληλα επιλεγμένη συνάρτηση και ολοκλήρωση 

κατά μήκος του συνόρου. Η μέθοδος ταξιθεσίας είναι η απλούστερη 

υπολογιστικά και η συνήθως χρησιμοποιούμενη, καθώς οι άλλες δύο μέθοδοι 

απαιτούν διπλές και τριπλές ολοκληρώσεις κατά μήκος του συνόρου. Ωστόσο, οι 

άλλες μέθοδοι οδηγούν σε συμμετρικά και θετικά ορισμένα μητρώα, που 

παρουσιάζουν σημαντικά πλεονεκτήματα κατά την αριθμητική επίλυση των 

εξισώσεων και επιτρέπουν τον εύκολο συνδυασμό των μεθόδων συνοριακών και 

πεπερασμένων στοιχείων. Πολλοί ερευνητές έχουν χρησιμοποιήσει τη μέθοδο 

ταξιθεσίας για το πρόβλημα της πλάκας με πολύ καλά αποτελέσματα, πολλά από 
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τα οποία παρουσιάζονται συγκεντρωτικά στα συγγράμματα των Beskos (1991) 

και Aliabadi (2002). Ωστόσο, τα τελευταία χρόνια έχουν παρουσιασθεί αρκετές 

εργασίες που χρησιμοποιούν τη μέθοδο Galerkin και ενδεικτικά αναφέρουμε τους 

Bonnet et al. (1998) και Freddi and Royer-Carfagni (2006).  

Η μέθοδος των συνοριακών στοιχείων έχει σημαντικά πλεονεκτήματα έναντι της 

περισσότερο διαδεδομένης μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων με κυριότερα 

τη μείωση κατά μια τάξη του χωρίου διακριτοποίησης, τον ακριβέστερο 

υπολογισμό των παραγώγων της λύσης σε οποιοδήποτε σημείο στο εσωτερικό 

του χωρίου και την ευκολότερη επίλυση προβλημάτων σε χωρία απείρων 

διαστάσεων. Η μείωση της τάξης του χωρίου διακριτοποίησης, που για την 

περίπτωση των διδιάστατων προβλημάτων σημαίνει ότι απαιτείται 

διακριτοποίηση στη γραμμή του συνόρου του χωρίου, συνεπάγεται τη σημαντική 

μείωση του όγκου των υπολογισμών και την ευκολότερη ικανοποίηση των 

απαιτούμενων συνθηκών συνέχειας των χρησιμοποιούμενων συναρτήσεων 

σχήματος, γεγονός που αυξάνει την υπολογιστική ακρίβεια της μεθόδου.  

Ωστόσο, η μέθοδος των συνοριακών στοιχείων έχει και σημαντικά μειονεκτήματα 

καθώς απαιτεί τη χρήση της θεμελιώδους λύσης που μετατρέπει το αρχικό 

πρόβλημα στην ισοδύναμη ολοκληρωτική εξίσωση. Η εύρεση της θεμελιώδους 

λύσης είναι ένα δύσκολο μαθηματικό πρόβλημα και έχει προσδιοριστεί για 

περιορισμένο αριθμό γραμμικών προβλημάτων και για ελάχιστες περιπτώσεις μη 

γραμμικών προβλημάτων. Για τα περισσότερα μη γραμμικά προβλήματα αλλά 

και για τα γραμμικά προβλήματα με μεταβλητούς συντελεστές είναι ιδιαίτερα 

δύσκολο να βρεθεί η θεμελιώδης λύση και πάντως θα εξαρτάται από το εκάστοτε 

πρόβλημα περιορίζοντας τη γενικότητα της μεθόδου. Για την αντιμετώπιση αυτού 

του μειονεκτήματος της ΒΕΜ έχουν γίνει αρκετές προσπάθειες με 

σημαντικότερες την μέθοδο Δυικής Αμοιβαιότητας (DRM) και κυρίως τη μέθοδο 

της Αναλογικής Εξίσωσης (βλ. Kεφάλαιο 4). Από αριθμητικής σκοπιάς η μέθοδος 

μειονεκτεί στο ότι τα μητρώα που προκύπτουν από την συνήθως 

χρησιμοποιούμενη μέθοδο ταξιθεσίας είναι πλήρη και μη συμμετρικά σε αντίθεση 

με τα συμμετρικά και ταινιωτής μορφής μητρώα της μεθόδου των πεπερασμένων 

στοιχείων, τα οποία έχουν καλύτερες ιδιότητες και για την επίλυση τους έχει 

αναπτυχθεί πλήθος αριθμητικών μεθόδων. Ωστόσο, η χρήση της μεθόδου 

Galerkin είναι δυνατόν να αναιρέσει αυτό το μειονέκτημα, όπως ήδη αναφέρθηκε.  
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Στις επόμενες παραγράφους παρουσιάζεται η άμεση μέθοδος των συνοριακών 

στοιχείων για το πρόβλημα της κάμψης μιας λεπτής ελαστικής πλάκας σταθερού 

πάχους. Αρχικά παρουσιάζονται οι ολοκληρωτικές εξισώσεις του προβλήματος 

και εν συνεχεία χρησιμοποιείται η μέθοδος ταξιθεσίας για τη μόρφωση του 

τελικού συστήματος των συνοριακών ολοκληρωτικών εξισώσεων. Τέλος, 

περιγράφεται η αριθμητική διαδικασία για τον υπολογισμό των επικαμπύλιων και 

επιφανειακών ολοκληρωμάτων. 

3.2 H άμεση μέθοδος των συνοριακών στοιχείων για την 

εξίσωση της πλάκας  

3.2.1 Η ολοκληρωτική παράσταση της λύσης 

Θεωρούμε μια λεπτή πλάκα σταθερού πάχους από γραμμικό ελαστικό υλικό που 

καταλαμβάνει το πολλαπλά συνεκτικό χωρίο Ω , το οποίο ορίζεται στο επίπεδο 

xy  από τις μη αλληλοτεμνόμενες καμπύλες 0
i k
i i
=
=Γ = ∪ Γ . Οι καμπύλες iΓ  μπορεί 

να είναι τμηματικά συνεχείς, δηλαδή είναι δυνατόν να υπάρχουν cN  γωνιακά 

σημεία στο σύνορο της πλάκας. Το γραμμικό πρόβλημα της κάμψης της πλάκας 

περιγράφεται από τις παρακάτω εξισώσεις (βλ. Kεφάλαιο 2) 

 4 ( )D w f∇ = x ,   ( ),x y= ∈ Ωx  (3.1a) 

 T nVw k w V ∗+ =  ή w w ∗=  στο σύνορο Γ (3.1b) 

 ,R n nMw k w M ∗− =  ή , ,n nw w ∗=   στο σύνορο Γ (3.1c) 

 ~  ( )k
k kT kk w Tw R∗− =  ή k kw w ∗=  ( 1,..., ck N= ) (3.1d) 

όπου οι τελεστές ,Vw Mw  και Tw  που δίδονται από τις σχέσεις (2.49).  

Το πρώτο βήμα της μεθόδου των συνοριακών στοιχείων είναι ο προσδιορισμός 

της ολοκληρωτικής παράστασης της λύσης του προβλήματος. Για την περίπτωση 

της διαρμονικής εξισώσης (3.1), η ολοκληρωτική παράσταση είναι δυνατόν να 

προκύψει με διάφορους τρόπους. Εδώ θα τις παρουσιάσουμε χρησιμοποιώντας το 

θεώρημα αμοιβαιότητας των έργων του Betti, που ισχύει για τη γραμμική θεωρία 

ελαστικότητας. Θεωρούμε δύο εντατικές καταστάσεις του σώματος που 
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οφείλονται σε δύο διαφορετικές περιπτώσεις φορτίσεως. Ως πρώτη κατάσταση (Ι) 

θεωρούμε την πραγματική, δηλαδή αυτή που περιγράφεται από το πρόβλημα 

συνοριακών τιμών (3.1) και την οποία θέλουμε να προσδιορίσουμε. Οι φορτίσεις 

της πρώτης κατάστασης αποτελούνται από τη φόρτιση ( )f P  (P ∈ Ω ) στο 

εσωτερικό του χωρίου Ω καθώς και από τα φορτία του συνόρου που είναι η 

υποκατάστατη τέμνουσα ( )Vw p , η ροπή ( )Mw p  ( p ∈ Γ ) και οι γωνιακές 

συγκεντρωμένες δυνάμεις ~  ( ) kTw p  στις k  γωνίες του συνόρου. Οι μετατοπίσεις 

που παράγονται από το παραπάνω σύστημα φορτίων είναι οι μετατοπίσεις ( )w P  

στο εσωτερικό του χωρίου καθώς και οι μετατοπίσεις ( )w p  και στροφές , ( )nw p  

στο σύνορο. Ως δεύτερη κατάσταση (ΙΙ) θεωρούμε αυτή που προκύπτει από ένα 

άλλο ιδεατό σύστημα φορτίων ( )f P!  στο εσωτερικό, ( )Vv p , ( )Mv p  στο σύνορο 

και ~  ( ) kTv p  στις γωνίες του συνόρου το οποίο παράγει τις μετατοπίσεις ( )v P  

στο εσωτερικό και τις μετατοπίσεις ( )v p  και στροφές , ( )nv p  στο σύνορο. 

Σύμφωνα με το θεώρημα αμοιβαιότητας των έργων του Betti το έργο που 

παράγεται από τις μετατοπίσεις της κατάστασης (Ι) και τις δυνάμεις της 

κατάστασης (ΙΙ) είναι ίσο με το έργο που παράγεται από τις μετατοπίσεις της 

κατάστασης (ΙΙ) και τις δυνάμεις τις κατάστασης (Ι). Η παραπάνω σχέση 

αμοιβαιότητας διατυπώνεται μαθηματικά ως εξής   

 
~  

~  

1

1

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
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N
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k

w pw P f P d w p Vv p Mv p dS
n
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v pv P f P d v p Vw p Mw p dS
n

Tw p v p

Ω Γ

=

Ω Γ

=

⎡ ∂ ⎤Ω + −⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎣ ⎦

− =

⎡ ∂ ⎤Ω + −⎢ ⎥⎢ ⎥∂⎣ ⎦

−

∫ ∫

∑

∫ ∫

∑

!

 (3.2) 

Στην παραπάνω εξίσωση το αρνητικό πρόσημο στα έργα των γωνιακών δυνάμεων 

και των καμπτικών ροπών δηλώνει ότι οι συγκεντρωμένες γωνιακές δυνάμεις 

έχουν κατεύθυνση αντίθετη του άξονα z  (βλ. Παράγραφο 2.6) ενώ η θετική 

στροφή κατά τη μήκος του συνόρου είναι αντίθετη του διανύσματος της ροπής. 

(βλ. Σχ. 2.3).  

Η ολοκληρωτική παράσταση του προβλήματος της πλάκας προκύπτει θέτοντας  
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 ( ) ( )f P Q Pδ= −!  (3.3) 

Δεδομένου ότι οι μετατοπίσεις της κατάστασης (ΙΙ) πρέπει να ικανοποιούν τη 

διαρμονική εξίσωση θα είναι  

 4 ( )D v Q Pδ∇ = −  (3.4) 

Η λύση της εξίσωσης (3.4) ονομάζεται θεμελιώδης λύση της διαρμονικής 

εξίσωσης και αποδεικνύεται ότι είναι (Κατσικαδέλης, 2010) 

 21 ln
8

v r r
Dπ

=  (3.5) 

όπου r Q P= −  είναι η απόσταση των σημείων Q  και P . Η θεμελιώδης λύση 

εκφράζει τη μετατόπιση στο σημείο Q  μιας απείρως εκτεινόμενης πλάκας λόγω 

μοναδιαίας συγκεντρωμένης δύναμης στο σημείο P . Η θεμελιώδης λύση είναι 

συμμετρική ως προς τα P  και Q , δηλαδή είναι  

 ( , ) ( , )v P Q v Q P=  (3.6) 

οπη

x

y

s
n

s
n

t

r P Q= −

0Γ

kΓ Q

P

r p Q= −

p

γωνια  k

q ν
τ

γωνια

2θ
1θ

φ β α= −

a β

r p q= −

 

Σχήμα 3.1.  

Με τη βοήθεια των εξ. (2.49) οι συνοριακές ποσότητες της κατάστασης (ΙΙ) είναι   

 21 ln
8

v r r
Dπ

=  (3.7a) 



Η μέθοδος των συνοριακών στοιχείων για την εξίσωση της πλάκας  99

 1, , (1 2 ln )
8n nv rr r

Dπ
= +  (3.7b) 

 21 2( 1)ln 3 2( 1)
8 tMv r r

D
ν ν ν

π
⎡ ⎤= − + + + + −⎣ ⎦  (3.7c) 

 ( )2 21 2 (1 )( )( )
4 n n n tVv r r kr r r

r
ν

π
= − + − − −  (3.7d) 

 1 (1 )
4 n tTv r rν
π

= −  (3.7e) 

Για την εξαγωγή των σχέσεων (3.7) έχουν χρησιμοποιηθεί οι παρακάτω σχέσεις 

(Katsikadelis, 2002b) 

 
2,, t

nn
rr
r

= ,  
2,n

tt
rr
r

= ,  , ,, n t
nt

r rr
r

= − ,  , , ,ns nt tr r kr= +    (3.8a,b,c,d) 

  , , ,ss tt nr r kr= −    , cosnr φ= ,  , sintr φ=  (3.8e,f,g) 

όπου ( )k k s=  η καμπυλότητα του συνόρου και φ  η γωνία που σχηματίζει το 

διάνυσμα r  με το κάθετο στο σύνορο διάνυσμα n  (Σχ. 3.1).  

Με τη βοήθεια των εξ. (3.5) και (3.8) και λαμβάνοντας υπόψη ότι  

 ( ) ( ) ( )Pw Q Q P d w Pδ
Ω

− Ω =∫  (3.9) 

η εξίσωση (3.2) γίνεται  
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w qw q Vv P q Mv P q dS
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Ω Γ
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= =

⎡ ⎤∂⎢ ⎥= Ω + −
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

⎡ ⎤∂⎢ ⎥− −
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

+ −

∫ ∫

∫

∑ ∑

 (3.10) 

όπου ,P Q ∈ Ω  και ,p q ∈ Γ . Στις εξ. (3.9) και (3.10) έχει γίνει εναλλαγή των 

σημείων P  και Q . Παραλείποντας τους δείκτες στα ολοκληρώματα της εξ. 

(3.10), για λόγους απλότητας, προκύπτει  
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Όταν τα σημεία P  και Q  ταυτίζονται, η απόσταση r P Q= −  μηδενίζεται και 

επομένως κάποιες από τις υπό ολοκλήρωση ποσότητες ή αλλιώς πυρήνες των 

ολοκληρωμάτων είναι δυνατόν να μην ορίζονται. Λαμβάνοντας το όριο των 

παραπάνω ολοκληρωμάτων όταν 0r →  αποδεικνύεται (Κατσικαδέλης, 2010) ότι 

σχέση (3.11) ισχύει ως έχει και για την περίπτωση που τα σημεία P  και Q  

ταυτίζονται.  

Η εξίσωση (3.11) αποτελεί την ολοκληρωτική παράσταση της λύσης της 

διαρμονικής εξίσωσης (3.1a) και δίδει τη μετατόπιση σε οποιοδήποτε σημείο στο 

εσωτερικό της πλάκας όταν είναι γνωστά τα συνοριακά μεγέθη, δηλαδή οι 

μετατοπίσεις w , οι στροφές ,nw , η υποκατάστατη τέμνουσα Vw , η ροπή Mw  

και οι συγκεντρωμένες δυνάμεις ~  kTw  στις γωνίες του συνόρου. Ωστόσο, όπως 

φαίνεται από τις συνοριακές συνθήκες του προβλήματος, εξ. (3.1b-d), σε κάθε 

σημείο των λείων τμημάτων του συνόρου (δηλαδή σε όλα τα σημεία του συνόρου 

εκτός των γωνιών) είναι δυνατόν να γνωρίζουμε μόνο δύο από τα τέσσερα 

συνοριακά μεγέθη, ενώ στα γωνιακά σημεία είναι δυνατόν να γνωρίζουμε τη 

μετατόπιση ή τη συγκεντρωμένη δύναμη. Για να λυθεί επομένως το πρόβλημα 

απαιτούνται δύο επιπλέον εξισώσεις μεταξύ των συνοριακών μεγεθών, για τα 

λεία τμήματα του συνόρου. Για τα γωνιακά σημεία, δεδομένου ότι τα συνοριακά 

μεγέθη είναι δυνατόν να παρουσιάζουν ασυνέχειες σε αυτά τα σημεία, 

απαιτούνται πρόσθετες εξισώσεις που εξαρτώνται και από τον αριθμητικό τρόπο 

επίλυσης του προβλήματος (βλ. Παράγραφο 3.3).  

3.2.2 Οι συνοριακές ολοκληρωτικές εξισώσεις  

Η πρώτη συνοριακή ολοκληρωτική εξίσωση προκύπτει από την ολοκληρωτική 

παράσταση, εξ. (3.10), θεωρώντας ότι το σημείο P  μετακινείται σε κάποιο 

σημείο p  του συνόρου. Όταν το σημείο ολοκληρώσεως q  συμπέσει με το σημείο 

p  η απόσταση r p q= −  μηδενίζεται και ορισμένα επικαμπύλια 

ολοκληρώματα παρουσιάζουν ιδιομορφίες της μορφής lnr  και 1/r  όταν 
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0r → . Λαμβάνοντας το όριο των ολοκληρωμάτων αυτών για 0r →  προκύπτει 

ότι η πρώτη συνοριακή ολοκληρωτική εξίσωση γίνεται  

 

( )

~  
1

( ) , ,
2

c

n n

N

k
k

w p vfd vVw v Mw wVv w Mv dS

wTv vTw

α
π Ω Γ

=

= Ω + − − +

+ −

∫ ∫

∑
 (3.12) 

όπου 1 2α θ θ= −  (Σχ. 3.1). Πρέπει να σημειωθεί ότι όταν το σημείο p  είναι 

γωνιακό σημείο, ο σχετικός γωνιακός όρος της σχέσης (3.12) μηδενίζεται. Τέλος 

για τα λεία σημεία του συνόρου είναι α π= . 

Η δεύτερη συνοριακή ολοκληρωτική εξίσωση προκύπτει λαμβάνοντας την 

παράγωγο της ολοκληρωτικής παράστασης, εξ. (3.2), κατά την κατεύθυνση του 

εξωτερικού στο σύνορο διανύσματος ν  (Σχ. 3.1) και μεταφέροντας το σημείο P  

σε κάποιο σημείο p  του συνόρου, όπως και στην περίπτωση της πρώτης 

ολοκληρωτικής εξίσωσης. Στην περίπτωση αυτή όταν το σημείο ολοκληρώσεως 

q  συμπέσει με το σημείο p  εμφανίζονται ιδιόμορφα επικαμπύλια ολοκληρώματα  

της μορφής  lnr , 1/r  καθώς και υπεριδιόμορφα ολοκληρώματα της μορφής 
21/r  που απαιτούν ιδιαίτερη αντιμετώπιση. Αποδεικνύεται ότι η δεύτερη 

συνοριακή ολοκληρωτική εξίσωση γίνεται (Κατσικαδέλης, 2010) 

 ( )

~  

1

1 1 1

1 1
1

, ( ) , ( )

, ,

c

x x y y

n n

N

k
k

w p w p v fd

vVw v Mw wVv w Mv dS

wTv v Tw

α α
Ω

Γ

=

+ = Ω

+ − − +

+ −

∫
∫

∑

(3.13) 

όπου  

 
1

2

21 sin2 sin
2 2 2x x x y

θ

θ

α να ν ν θ ν θ
π π

⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 (3.14a) 

 
1

2

2 1sin sin2
2 2 2y y x y

θ

θ

α να ν ν θ ν θ
π π

⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 (3.14b) 
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και 1v  η παράγωγος της θεμελιώδους λύσεως κατά την κατεύθυνση του 

διανύσματος ν , η οποία γράφεται ως εξής  

 1
1 , (1 2 ln )

8
v rr r

D νπ
= +  (3.15) 

Οι υπόλοιποι πυρήνες της εξ. (3.13) προκύπτουν από την παράγωγο των 

εξ. (3.7b - e) κατά την κατεύθυνση ν  ως εξής  

 ( )1
1, 2 , , , , ln 3 , , , ,

8n n t n tv r r r r r r r r r
D ν τ ν τπ

⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦  (3.16a) 

 [ ]1
1 ( 1) , 2(1 ) , , ,

4 n tMv r r r r
r ν τν ν

π
= − + + −  (3.16b) 

 
( ) ( ){

}

2
1 2

1 3 2 1 , , , , ,
4

4(1 )( , ) , , ,

t n t

n n t

Vv r r r r r
r

r kr r r r

ν τ

τ

ν ν
π

ν

⎡ ⎤= − − + − −⎣ ⎦

+ − −
 (3.16c) 

 ( )2 2
1

1 , , ,
4 tTv r r r

r τ
ν

π
−= −  (3.16d) 

Στα γωνιακά σημεία, λόγω απότομης μεταβολής της κατεύθυνσης του καθέτου 

διανύσματος η κλίση ,nw , η υποκατάστατη τέμνουσα Vw  και η ροπή κάμψεως 

Mw  είναι δυνατόν να παρουσιάζουν ασυνέχεια. Έτσι, σε κάθε γωνιακό σημείο 

υπάρχουν οκτώ συνοριακές ποσότητες, οι οποίες είναι η μετατόπιση w , οι δύο 

τιμές της κάθετης κλίσης ,nw −  και ,nw + , οι δύο τιμές της υποκατάστατης 

τέμνουσας Vw−  και Vw + , οι δύο τιμές της ροπής κάμψεως Mw−  και Mw +  και 

τέλος η συγκεντρωμένη δύναμη ~  Tw . Επομένως σε κάθε γωνιακό σημείο 

απαιτούνται οκτώ ανεξάρτητες σχέσεις. Μια σχέση λαμβάνεται από την πρώτη 

συνοριακή εξίσωση, εξ. (3.12), ενώ άλλες δύο προκύπτουν από τη δεύτερη 

ολοκληρωτική εξίσωση, εξ. (3.13), η οποία εφαρμόζεται μια φορά πριν και μια 

φορά μετά το γωνιακό σημείο. Πέντε επιπλέον σχέσεις είναι δυνατόν να 

προκύψουν από την απαίτηση ασυμπτωτικής ομαλότητας της λύσης στην γειτονιά 

της γωνίας (Κατσικαδέλης, 2010), ορισμένες από τις οποίες παρουσιάζονται στον 

Πίνακα 3.1.  
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Πίνακας 3.1 : Γωνιακές συνθήκες στήριξης ( C= πάκτωση, SS= απλή στήριξη, 

F=ελεύθερη). 

Είδος συνοριακής 
συνθήκης  

Πλευρά 

−  

Πλευρά 

 + 

Σχέσεις συνοριακών μεγεθών εκατέρωθεν του 
γωνιακού σημείου 

C C 0,  0,  0n nw Mw Mw w w− + − += = = = =  

SS SS 0,  0,  0n nw Mw Mw w w− + − += = = = =  

F F ~   0,  0,  V 0 Tw Mw Mw w Vw− + − += = = = =  

C SS 0,  0,  0 n nw w w Mw Mw− + − += = = = =  

C F 0,  0,  0,  0,  0 n nw w w Mw Vw− + + += = = = =  

SS F 0,  ,  V 0,  os  n nw Mw Mw w w w c απ− + + + −= = = = −
 

3.3 Αριθμητική λύση των συνοριακών ολοκληρωτικών 

εξισώσεων  

3.3.1 Διακριτοποίηση του συνόρου και συναρτήσεις σχήματος  

Οι δύο συνοριακές ολοκληρωτικές εξισώσεις (3.11) και (3.12), οι συνοριακές 

συνθήκες (3.1b,c,d) καθώς και οι επιπλέον συνθήκες στις γωνίες του συνόρου 

αποτελούν ένα σύστημα εξισώσεων από τη λύση του οποίου είναι δυνατόν να 

υπολογισθούν οι άγνωστες συνοριακές ποσότητες. Η αναλυτική λύση του 

συστήματος αυτού είναι δυνατή μόνο σε πολύ απλές περιπτώσεις γεωμετρίας και 

φόρτισης καθιστώντας αναπόφευκτη την αριθμητική λύση. Η ευκολότερη 

μέθοδος για την αριθμητική λύση των συνοριακών εξισώσεων είναι η μέθοδος 

ταξιθεσίας (collocation), σύμφωνα με την οποία οι συνοριακές ολοκληρωτικές 

εξισώσεις και οι συνοριακές συνθήκες εφαρμόζονται σε N  σημεία πάνω στο 

σύνορο. Ακολούθως, για τον υπολογισμό των επικαμπύλιων ολοκληρωμάτων το 

σύνορο διακριτοποιείται σε τμήματα (συνοριακά στοιχεία) πάνω στα οποία 

υπολογίζεται χωριστά το κάθε ολοκλήρωμα. Θεωρούμε ότι το σύνορο χωρίζεται 

σε N  στοιχεία τα άκρα των οποίων είναι τα σημεία στα οποία εφαρμόζονται οι 

συνοριακές ολοκληρωτικές εξισώσεις και οι συνοριακές συνθήκες και 

ονομάζονται κόμβοι του συνόρου. Ακόμη, θεωρούμε ότι οι τιμές των συνοριακών 
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μεγεθών υπολογίζονται σε αυτά τα σημεία ενώ και η γεωμετρία του συνόρου 

περιγράφεται από τις συντεταγμένες των σημείων αυτών.  

Ο υπολογισμός των ολοκληρωμάτων σε κάθε στοιχείο απαιτεί να εκφρασθούν 

τόσο τα συνοριακά μεγέθη όσο και η γεωμετρία του συνόρου στο εσωτερικό κάθε 

στοιχείου από τα αντίστοιχα μεγέθη των άκρων του στοιχείου. Απαιτείται, 

δηλαδή, η χρήση συναρτήσεων παρεμβολής (συναρτήσεις σχήματος), η 

κατάλληλη επιλογή των οποίων εξαρτάται από τη κατανομή του συνοριακού 

μεγέθους. Για την γεωμετρία του συνόρου η απλούστερη περίπτωση είναι η 

χρήση γραμμικών συναρτήσεων παρεμβολής, οι οποίες δίδουν ακριβή 

αποτελέσματα για την περίπτωση ευθύγραμμου συνόρου. Ωστόσο, δεν 

προσεγγίζουν σωστά τα καμπύλα τμήματα  του συνόρου και για το λόγο αυτό 

έχουν χρησιμοποιηθεί από αρκετούς ερευνητές παραβολικές συναρτήσεις 

σχήματος (Katsikadelis and Armenakas, 1989; Aliabadi, 2002). Στην παρούσα 

διατριβή χρησιμοποιούμε γραμμικές συναρτήσεις σχήματος και το σφάλμα στην 

περίπτωση των καμπύλων συνόρων αντισταθμίζεται με αύξηση του αριθμού των 

συνοριακών στοιχείων.  

Για τα άγνωστα συνοριακά μεγέθη δεν είναι δυνατόν να επιλέξουμε την 

κατάλληλη συνάρτηση παρεμβολής καθώς δεν είναι γνωστή εκ των προτέρων η 

κατανομή τους. Ωστόσο, στην περίπτωση αυτή είναι δυνατόν να προσδιορίσουμε 

τις ελάχιστες απαιτήσεις συνέχειας των συνοριακών μεγεθών ώστε να είναι 

δυνατόν να υπολογισθούν τα ιδιόμορφα και υπεριδιόμορφα ολοκληρώματα. Έτσι, 

όπως αποδεικνύουν οι Krishnasamy et al. (1992) στην περίπτωση των ιδιόμορφων 

ολοκληρωμάτων (τύπου lnr , 1/r ) απαιτείται το συνοριακό μέγεθος να είναι 

συνεχές στα λεία σημεία του συνόρου ενώ για την περίπτωση των 

υπεριδιόμορφων ολοκληρωμάτων ( 21/r ) απαιτείται η πρώτη παράγωγος κατά 

μήκος του συνόρου να είναι συνεχής στα ίδια σημεία. Στα γωνιακά σημεία 

απαιτείται οι παραπάνω συναρτήσεις να είναι συνεχείς πριν και μετά το γωνιακό 

σημείο.  

Στην περίπτωση του προβλήματος της πλάκας οι πυρήνες των ολοκληρωτικών 

εξισώσεων Vv  και 1Mv  είναι ιδιόμορφοι ενώ ο 1Vv  είναι υπεριδιόμορφος. Έτσι, 

όπως αναφέρουν οι Hartmann and Zotemantel (1986), η μετατόπιση w  πρέπει να 

έχει συνεχή πρώτη παράγωγο σε όλα τα σημεία του συνόρου εκτός των γωνιακών 
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σημείων, η κάθετη κλίση ,nw  πρέπει να είναι συνεχής στα αντίστοιχα σημεία ενώ 

η υποκατάστατη τέμνουσα Vw  και η ροπή κάμψεως Mw  μπορεί να είναι 

ασυνεχής. Για λόγους απλούστευσης της υπολογιστικής διαδικασίας στην 

παρούσα διατριβή χρησιμοποιούνται γραμμικές συναρτήσεις παρεμβολής για την 

κάθετη κλίση, τη ροπή κάμψεως και την υποκατάστατη τέμνουσα γεγονός που 

εξασφαλίζει τη συνέχεια των παραπάνω μεγεθών κατά μήκος του συνόρου, ενώ 

για τη μετατόπιση w  χρησιμοποιούνται κυβικές συναρτήσεις Hermite (Hartmann 

and Zotemantel, 1986 Katsikadelis, 2002b) που εξασφαλίζουν τη συνέχεια της 

πρώτης παραγώγου στα σημεία επαφής των συνοριακών στοιχείων. Έτσι, στην 

ορολογία της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων χρησιμοποιούμε 

ισοπαραμετρικά στοιχεία για την περίπτωση των μεγεθών ,nw , Mw  και Vw  ενώ 

για τη μετατόπιση w  χρησιμοποιούμε υποπαραμετρικά στοιχεία, καθώς η 

γεωμετρία του συνόρου προσεγγίζεται με χαμηλότερης τάξης (γραμμικές) 

συναρτήσεις σχήματος από ότι το συνοριακό μέγεθος.  

Ο υπολογισμός των επικαμπύλιων ολοκληρωμάτων γίνεται ξεχωριστά πάνω σε 

κάθε συνοριακό στοιχείο. Έστω το στοιχείο j  στην αρχή του οποίου βρίσκεται ο 

κόμβος j  ενώ στο πέρας ο κόμβος 1j + , ενώ το μήκος του στοιχείου είναι jl . 

Θεωρούμε το τοπικό σύστημα αξόνων O x y′ ′ ′  του οποίου η αρχή βρίσκεται στο 

μέσο του στοιχείου (Σχ. 3.2). Τότε οι συντεταγμένες ενός σημείου πάνω στο 

στοιχείο j  στο τοπικό σύστημα O x y′ ′ ′  συνδέονται με τις συντεταγμένες του 

καθολικού συστήματος Oxy  με τις σχέσεις  

 1 1

2
j j j j

j

x x x xx x
l

+ ++ − ′= +  (3.17a) 

 1 1

2
j j j j

j

y y y yy x
l

+ ++ − ′= +  (3.17b) 

Θέτοντας /( /2)jx lξ ′=  μετασχηματίζουμε τις παραπάνω σχέσεις στο διάστημα 

1 1ξ− ≤ ≤  ως εξής  

( ) 1 2 1j jx x xξ φ φ += +  (3.18a) 

( ) 1 2 1j jy y yξ φ φ += +  (3.18b) 
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όπου nφ  οι γραμμικές συναρτήσεις σχήματος (Σχ. 3.4) οι οποίες γράφονται ως 

εξής  

 ( )1
1 1
2

φ ξ= − ,   ( )2
1 1
2

φ ξ= +  (3.19a,b) 

1j +

j
1ξ = −

1ξ = +

y′

x ξ′ ≡

x

y

O  

Σχήμα 3.2 : Καθολικό και τοπικό σύστημα αξόνων του στοιχείου j . 

 

1ξ =1ξ = −

y′

x ξ′ ≡

 jστοιχειο

2
1(1 )
2

φ ξ= +1
1(1 )
2

φ ξ= −

 

Σχήμα 3.3 : Γραμμικές συναρτήσεις σχήματος. 

Οι τιμές των συνοριακών μεγεθών στον κόμβο j  συμβολίζονται με jw , , j
nw , 

jMw , jVw  ( 1,2,...,j N= ) και η συγκεντρωμένη δύναμη στη γωνία k  με kR  

( 1,2,..., ck N= ). Τα συνοριακά μεγέθη που παρουσιάζουν ασυνέχεια στις γωνίες 

του συνόρου εμφανίζουν δύο τιμές στα σημεία αυτά, που συμβολίζονται με ,j
nw −  

και , j
nw +  για την περίπτωση της κάθετης κλίσης και ομοίως συμβολίζονται και οι 

τιμές της ροπής και της υποκατάστατης τέμνουσας. Οι τιμές της κάθετης κλίσης, 

της ροπής κάμψεως και της υποκατάστατης τέμνουσας στο εσωτερικό του 

στοιχείου j  δίδονται συναρτήσει των τιμών των αντίστοιχων μεγεθών στους 

συνοριακούς κόμβους χρησιμοποιώντας γραμμικές συναρτήσεις σχήματος, 

εξ. (3.19), ως εξής  
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( ) 1
1 2, , ,j j

n n nw w wξ φ φ += +  (3.20a) 

( ) 1
1 2

j jMw Mw Mwξ φ φ += +  (3.20b) 

( ) 1
1 2

j jVw Vw Vwξ φ φ += +  (3.20c) 

Η μετατόπιση μέσα στο στοιχείο j  γράφεται συναρτήσει των μετατοπίσεων των 

συνοριακών κόμβων ως εξής  

 1 1
1 2 3 4( ) , ,j j j j

t tw w w w wξ ψ ψ ψ ψ+ += + + +  (3.21) 

όπου οι συναρτήσεις σχήματος nψ  ( Σχ. 3.5) δίδονται από τα πολυώνυμα Hermite 

(Hartmann and Zotemantel, 1986; Katsikadelis, 2002b) 

 ( )( )2
1

1 1 2
4

ψ ξ ξ= − + ,  ( )( )2
2

1 1 2
4

ψ ξ ξ= + −  (3.22a,b) 

 ( )( )2
3 1 1

8
jlψ ξ ξ= − + ,  ( )( )2

4 1 1
8
jlψ ξ ξ= − + −  (3.22c,d) 

 

1ξ = − 1ξ = +

y ′

x ξ′ ≡

 jστοιχειο

2
2

1 (1 ) (2 )
4

ψ ξ ξ= + −2
1

1 (1 ) (2 )
4

ψ ξ ξ= − +

1ξ = − 1ξ = +

y ′

x ξ′ ≡

 jστοιχειο

2
4 (1 ) (1 )

8
jlψ ξ ξ= − + −2

3 (1 ) (1 )
8
jlψ ξ ξ= − +

 

Σχήμα 3.4 : Συναρτήσεις σχήματος Hermite.  

Όπως φαίνεται στην εξ. (3.21) η μετατόπιση στο εσωτερικό του στοιχείου δίδεται 

συναρτήσει των μετατοπίσεων των κόμβων αλλά και της παραγώγου αυτών κατά 

μήκος του συνόρου, η οποία δεν συμπεριλαμβάνονται στα συνοριακά μεγέθη του 

προβλήματος. Η παράγωγος αυτή είναι δυνατόν να γραφούν συναρτήσει των 

μετατοπίσεων των κόμβων με σχήμα πεπερασμένων διαφορών, όπως 
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παρουσιάζεται παρακάτω, ή με χρήση ολοκληρωτικών εξισώσεων όπως 

παρουσιάζεται στο βιβλίο του Κατσικαδέλη (2010).  

Εφαρμόζοντας τις συνοριακές εξισώσεις στο σύνορο λαμβάνουμε :  

(i) N  εξισώσεις από την εφαρμογή της πρώτης συνοριακής ολοκληρωτικής 

εξίσωσης (3.12) στα N  κομβικά σημεία 

 ~  

~  

1 1

( )

1 1 1

1

,
2

,

j j

c

j j

c

N N
i

n
j j

N N N
kik

n
j j k

N
kik

k

w vfd vVwds v Mwds

Vvwds Mvw ds Tv w

v R

α
π Ω Γ Γ= =

Γ Γ= = =

=

= Ω + −

− + +

−

∑ ∑∫ ∫ ∫

∑ ∑ ∑∫ ∫

∑

 (3.23) 

όπου 1,2,...,i N=  ενώ ( )kw  είναι η μετατόπιση στο γωνιακό σημείο k , όπου για 

κάποια τιμή του i  θα είναι ( )i kw w= . Με τη βοήθεια της σχέσης (3.20c) το 

πρώτο επικαμπύλιο ολοκλήρωμα στο στοιχείο j  γράφεται ως εξής  

 

( )

1

1
1 2

1
1 2

1 1
1

1 2
1 1

1

2 2

j j

j j

j j

j j

j jj j

j ij j ij
a b

vVwds v Vw Vw ds

Vw v ds Vw v ds

l lVw v d Vw v d

Vw v Vw v

φ φ

φ φ

φ ξ φ ξ

−

+

Γ Γ

+

Γ Γ

+

− −

+

= +

= +

= +

= +

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
 (3.24) 

όπου  

 
1

1
1 2

jij
a

lv v dφ ξ
−

= ∫ ,   
1

2
1 2

jij
b

lv v dφ ξ
−

= ∫  (3.25a,b) 

Όμοια και τα υπόλοιπα ολοκληρώματα γράφονται ως εξής  

 1, , ,
j

j ij j ij
n na nbv Mwds Mw v Mw v+

Γ
= +∫  (3.26) 

 1, , ,
j

j ij j ij
n n a n bMvw ds w Mv w Mv+

Γ
= +∫  (3.27) 
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 1 1, ,
j

j ij j ij j ij j ij
a ct tb dVvwds w Vv w Vv w Vv w Vv+ +

Γ
= + + +∫  (3.28) 

όπου  

 
1

1
1

, ,
2
jij

na n
lv v dφ ξ

−
= ∫ ,   

1
2

1
, ,

2
jij

n nb
lv v dφ ξ

−
= ∫  (3.29a,b) 

 
1

1
1 2

jij
a

lMv Mv dφ ξ
−

= ∫ ,   
1

2
1 2

jij
b

lMv v dφ ξ
−

= ∫  (3.30a,b) 

 
1

1
1 2

jij
a

lVv Vv dψ ξ
−

= ∫ ,   
1

2
1 2

jij
b

lVv Vv dψ ξ
−

= ∫  (3.31a,b) 

 
1

3
1 2

jij
c

lVv Vv dψ ξ
−

= ∫ ,   
1

4
1 2

jij
d

lVv Vv dψ ξ
−

= ∫  (3.32a,b) 

Οι εκφράσεις των , , , ,nv v Mv Vv  δίδονται από τις εξ. (3.7), ενώ η απόσταση r  

είναι  

 [ ] [ ]2 2( ) ( )i ir x x y yξ ξ= − + −  (3.33) 

Έτσι η εξ. (3.23) γράφεται ως εξής  

 ~  

~  

1
1 1 1

( )

1 1 1

1

,
2

, ,
c

c

N N N
i i i ij j ij j ij j

n
j j j

N N N
ij i ij j kik

t n
j j k

N
kik

k

w F v Vw v Mw Vv w

Vv w Mv w Tv w

v R

α
π = = =

= = =

=

= + − −

− + +

−

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑

!  (3.34) 

όπου  

 , , 1ij i j i j
a bv v v −= + ,   , , 1, , ,ij i j i j

n na nbv v v −= +  (3.35a,b) 

 , , 1ij i j i j
a bVv Vv Vv −= + ,   , , 1ij i j i j

c dVv Vv Vv −= +! ! !   (3.35c,d) 

 , , 1ij i j i j
a bMv Mv Mv −= + , 1

iF vfd
Ω

= Ω∫  (3.35e,f) 
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Ωστόσο, στην περίπτωση που ο κόμβος j  είναι γωνιακό σημείο η ροπή, η 

υποκατάστατη τέμνουσα καθώς και η κάθετη και εφαπτομενική κλίση 

παρουσιάζουν ασυνέχεια και οι αντίστοιχοι όροι στα αθροίσματα της εξ. (3.34) 

γίνονται  

 , 1ij j ij j i j j
a bv Vw v Vw v Vw+ − −= +  (3.36a) 

 , 1, , ,ij j ij j i j j
n na nbv Mw v Mw v Mw+ − −= +  (3.36b) 

 , 1, , ,ij j ij j i j j
n a n nbMv w Mv w Mv w+ − −= +  (3.36c) 

 , 1, , ,ij j ij j i j j
at t tbVv w Vv w Vv w+ − −= +! ! !  (3.36d) 

Έτσι η εξ. (3.34) γράφεται καλύτερα ως εξής   

 ~  

~  

1
1 1 1

( )

1 1 1

1

,
2

, ,

c c

c c c

c

N N N N N
i i i il l il l ij j

n
l l j

N N N N N
il l il l kik

t n
l l k

N
kik

k

w F v Vw v Mw Vv w

Vv w Mv w Tv w

v R

α
π

+ +

= = =

+ +

= = =

=

= + − −

− + +

−

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑

!  (3.37) 

όπου για κάποια τιμή του l  ( 1,..., cl N N= + ) θα είναι 1l jVw Vw− −=  και 
l jVw Vw +=  ενώ είναι , 1 , 1i l i j

bv v− −=  και il ij
av v=  (Σχ. 3.5) και ομοίως ισχύει και 

για τους υπόλοιπους όρους της εξ. (3.37) που παρουσιάζουν ασυνέχεια στα 

γωνιακά σημεία.  

Τέλος, η εφαπτομενική παράγωγος , j
tw  γράφεται συναρτήσει των τιμών της 

μετατόπισης χρησιμοποιώντας ένα σχήμα πεπερασμένων διαφορών. Για την 

περίπτωση λείου συνόρου το σχήμα έχει ως εξής  

 
1 1

1

,
2 2

j j j j
j
t

j j

w w w ww
l l

+ −

−

− −= +  (3.38) 

όπου 1jl −  και jl  τα μήκη των συνοριακών στοιχείων πριν και μετά τον κόμβο j . 
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1j +

j +

1j −

 jκομβος

1l −
j −

2l −

l

1l +

 

Σχήμα 3.5 : Ασυνεχή στοιχεία στα γωνιακά σημεία. 

Στην περίπτωση που ο κόμβος j  είναι γωνιακό σημείο εφαρμόζονται οπίσθιες 

και εμπρόσθιες πεπερασμένες διαφορές για την εφαπτομενική παράγωγο πριν και 

μετά τη γωνία, αντίστοιχα. Στις οπίσθιες πεπερασμένες διαφορές το σχήμα έχει 

ως εξής  

 1 2
1 2 3,j j j j

tw b w b w b w− − −= + +  (3.39) 

όπου  

 1 2
1

1 1 2

2
( )
s sb

s s s
+=
+

, 1 2
2

1 2

s sb
s s
+= − ,  1

3
2 1 2( )

sb
s s s

=
+

 (3.40a,b,c) 

Στις εμπρόσθιες πεπερασμένες διαφορές το σχήμα έχεις ως εξής  

 1 2
1 2 3,j j j j

tw b w b w b w+ + += + +  (3.41) 

όπου  

 1 2
1

1 1 2

2
( )
s sb

s s s
+= −
+

, 1 2
2

1 2

s sb
s s
+= ,  1

3
2 1 2( )

sb
s s s

= −
+

 (3.42a,b,c) 

Με τη βοήθεια των εξ. (3.38), (3.39) και (3.41) η εξίσωση (3.37) γράφεται τελικά 

 
~  

1
1 1 1

1 1

ˆ,
2

,

c c

c c

N N N N N
i i il l il l ij j

n
l l j

N N N
il l kikn

l k

w F v Vw v Mw Vv w

Mv w v R

α
π

+ +

= = =

+

= =

= + − −

+ −

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 (3.43) 
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όπου ο όρος ijVv  τροποποιείται ώστε να συμπεριλάβει τους όρους από τις 

πεπερασμένες διαφορές και τους γωνιακούς όρους και μετατρέπεται σε ˆ ijVv .  

 (ii) cN N+  εξισώσεις από την εφαρμογή της δεύτερης συνοριακής 

ολοκληρωτικής εξίσωσης (3.13) στα N  κομβικά σημεία. Σε περίπτωση γωνιακού 

σημείου η εξίσωση εφαρμόζεται δύο φορές, μια κατά το κάθετο διάνυσμα −ν  

πριν τη γωνία και μια κατά το κάθετο διάνυσμα +ν  μετά τη γωνία k  (Σχ. 3.6). 

Ακολουθώντας όμοια πορεία με πριν, και λαμβάνοντας υπόψη τις σχέσεις (2.35) 

για να μετασχηματίσουμε τις παραγώγους ως προς ,x y  που εμφανίζονται στην 

εξ. (3.13) ως προς ,ν τ , λαμβάνουμε 

 
~  

2 1 1
1 1

1 1 1
1 1 1

, , ,

ˆ ,

c c

c c

N N N N
m m m ml l ml l

n
l l

N N N N
mj j ml l kmkn

j l k

w w F v Vw v Mw

Vv w Mv w v R

νν τ τα α
+ +

= =

+

= = =

+ = + −

− + −

∑ ∑

∑ ∑ ∑

! !

 (3.44) 

όπου 1,2,..., cm N N= +  και  

 cos sinx yνα α ϕ α ϕ= +! ,   sin cosx yτα α ϕ α ϕ= − +!  (3.45a,b) 

ενώ οι εκφράσεις των υπολοίπων μεγεθών είναι ίδιες με αυτές της πρώτης 

συνοριακής εξίσωσης μονό που το v  αντικαθίσταται από το 1v , το οποίο δίδεται 

από την εξ. (3.15). Έτσι κατά αντιστοιχία των εξ. (3.25) και (3.29)-(3.32), τα 

ολοκληρώματα της δεύτερης συνοριακής εξίσωσης έχουν ως εξής  

 
1

1 1 1
1 2

jij
a

lv v dφ ξ
−

= ∫ ,   
1

1 1 2
1 2

jij
b

lv v dφ ξ
−

= ∫  (3.46a,b) 

 
1

1 1 1
1

, ,
2
jij

na n
lv v dφ ξ

−
= ∫ ,   

1
1 1 2

1
, ,

2
jij

n nb
lv v dφ ξ

−
= ∫  (3.47a,b) 

 
1

1 1 1
1 2

jij
a

lMv Mv dφ ξ
−

= ∫ ,   
1

1 1 2
1 2

jij
b

lMv v dφ ξ
−

= ∫  (3.48a,b) 

 
1

1 1 1
1 2

jij
a

lVv Vv dψ ξ
−

= ∫ ,   
1

1 1 2
1 2

jij
b

lVv Vv dψ ξ
−

= ∫  (3.49a,b) 
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1

1 1 3
1 2

jij
c

lVv Vv dψ ξ
−

= ∫ ,   
1

1 1 4
1 2

jij
d

lVv Vv dψ ξ
−

= ∫  (3.50c,d) 

 2 1
mF v fd

Ω
= Ω∫  (3.51) 

 

α
γωνια k

+ν−ν

+τ
−τ

ω π α= −  

Σχήμα 3.6 

Στην περίπτωση που το σύνορο είναι λείο εύκολα αποδεικνύεται από τις 

εξ. (3.14) ότι 1/2να =!  και 0τα =!  . Όταν η εξίσωση (3.44) εφαρμοσθεί σε 

γωνιακό σημείο εμφανίζεται ο όρος ,w τ , ο οποίος δεν συμπεριλαμβάνεται στα 

συνοριακά μεγέθη, όπως ήδη αναφέραμε. Ωστόσο, στην περίπτωση του γωνιακού 

σημείου είναι δυνατόν να αποφύγουμε τη χρήση πεπερασμένων διαφορών και ο 

όρος ,w τ  μπορεί να εκφρασθεί ως προς τις τιμές της κάθετης κλίσης ,inw  πριν και 

μετά τη γωνία λαμβάνοντας υπόψη τις σχέσεις (Κατσικαδέλης, 2010)  

 , , cos , sinw w wν ν τω ω+ − −= + ,  , , sin , cosw w wτ ν τω ω+ − −= − +  (3.52a,b) 

από τις οποίες εύκολα προκύπτει ότι  

 1 cos, , ,
sin sin

w w wτ ν ν
ω

ω ω
− + −= − ,  cos 1, , ,

sin sin
w w wτ ν ν

ω
ω ω

+ + −= −  (3.53a,b) 

όπου ω π α= − . Οι όροι στους οποίους αναλύεται η εφαπτομενική παράγωγος 

,w τ  είναι δυνατόν να ενσωματωθούν στον όρο 1
mlMv  και ο όρος που προκύπτει 

συμβολίζεται με 1ˆ mlMv , οπότε η εξίσωση (3.44) γίνεται  
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c c

c c

N N N N
m m ml l ml l
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N N N N
mj j ml l kmkn

j l k

w F v Vw v Mw

Vv w Mv w v R

ννα
+ +

= =

+

= = =
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− + −

∑ ∑

∑ ∑ ∑

!

 (3.54) 

Οι εξισώσεις (3.43) και (3.54) συνδυάζονται και δίδουν  

 
n

V
w

H G M Fw
R

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪= +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

 (3.55) 

όπου  

 
1 1

(2 ) (2 )

ˆ
2

ˆ ˆ
c c

ij il
ij

mj ml
ml

N N N N

Vv Mv

Vv Mv a
H

ν

α δ
π

δ
+ × +

⎡ ⎤+ −⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥− +⎢ ⎥⎣ ⎦!

 (3.56) 

 
~  

~  11 1 (2 ) (2 2 )

,

,
c c

ilij ik
n

mkmj ml
n N N N N

v vv
vv v

G
+ × +

⎡ ⎤−⎢ ⎥= ⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦
 (3.57) 

 
1

2
(2 ) 1c

i

m

N N

F

F
F

+ ×

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
,  { } ×

=
1

i
N

ww ,  { }( ) 1
,

c

l
n N N

wnw + ×
=  (3.58a,b,c) 

 { }( ) 1c

l
N N

VwV
+ ×

= , { }( ) 1c

l
N N

MwM
+ ×

= , { }
1c

k
N

RR
×

=  (3.59a,b,c) 

όπου δij  το σύμβολο δέλτα του Kronecker. Οι εξ. (3.55) αποτελούν ένα σύστημα 

2 cN N+  εξισώσεων με 4 4 cN N+  άγνωστες τιμές των συνοριακών μεγεθών. 

Εφαρμόζοντας τις συνοριακές συνθήκες (3.1b-d) στους κόμβους του συνόρου 

προκύπτουν 2 2 cN N+  επιπλέον εξισώσεις. Στα γωνιακά σημεία η συνοριακή 

συνθήκη (3.1c) εφαρμόζονται δύο φορές, μια πριν και μια μετά το γωνιακό 

σημείο. Οι συνοριακές συνθήκες είναι δυνατόν να γραφούν υπό μορφή μητρώων 

ως εξής  
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n

V
w

H G M Fw
R
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 (3.60) 

όπου  
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bH
c

+ × +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

a

, 
2

2

2
(2 2 ) (2 3 )

0 0

0 0

0 0
c cN N N N

G b
c

+ × +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

a

(3.61a,b) 

 
3

3

3
(2 2 ) 1cN N

F b
c

+ ×

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

a

 (3.61c) 

όπου 1a  και 2a  μητρώα με διαστάσεις N N×  και ( )cN N N× +  αντίστοιχα, ib  

( 1,2i = ) μητρώα με διαστάσεις ( ) ( )c cN N N N+ × + , 1c  και 2c  μητρώα με 

διαστάσεις cN N×  και c cN N× , αντίστοιχα. Τέλος, τα 3 3 3, ,b ca  είναι 

διανύσματα με διαστάσεις 1N × , ( ) 1cN N+ ×  και 1cN ×  αντίστοιχα.  

Τέλος cN  εξισώσεις προκύπτουν από τις συνθήκες που πρέπει να ικανοποιούν τα 

συνοριακά μεγέθη που παρουσιάζουν ασυνέχεια στα γωνιακά σημεία (Πίνακας  

3.1). Τις τελευταίες cN  εξισώσεις γράφουμε συμβολικά ως εξής  

 1 2,n

V
w

B B M 0w
R

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪+ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

 (3.62) 

όπου 1 2,B B  μητρώα με διαστάσεις ( )× +2c cN N N  και ( )× +2 3c cN N N , 

αντίστοιχα. Οι εξισώσεις (3.55), (3.60) και (3.62) αποτελούν ένα σύστημα 

4 4 cN N+  εξισώσεων με 4 4 cN N+  αγνώστους το οποίο μπορεί να λυθεί ως 

προς τα άγνωστα συνοριακά μεγέθη.  
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3.3.2 Υπολογισμός των επικαμπύλιων ολοκληρωμάτων  

Η μόρφωση των μητρώων H  και G  απαιτεί τον υπολογισμό των επικαμπύλιων 

ολοκληρωμάτων των εξ. (3.25), (3.29-3.32) και (3.46)-(3.51). Στην περίπτωση 

που το σημείο i , στο οποίο εφαρμόζονται οι συνοριακές ολοκληρωτικές 

εξισώσεις, δεν αποτελεί κόμβο των στοιχείων 1j −  και j  (Σχ. 3.7) η απόσταση 

r  δε μηδενίζεται και κατά συνέπεια τα ολοκληρώματα είναι ομαλά και μπορούν 

να υπολογισθούν εύκολα με αριθμητική ολοκλήρωση Gauss.  

i

1j +

j

r

1j −

 1jστοιχειο −

 jστοιχειο

 

Σχήμα 3.7  

Η αριθμητική ολοκλήρωση Gauss γίνεται στο διάστημα 1 1ξ− ≤ ≤  και έχει ως 

εξής  

 
1

1 1

( ) ( ( )) ( ( ))
2 2j

n
j j

k k
k

l l
f r ds f r d w f rξ ξ ξ

Γ − =

= = ∑∫ ∫  (3.63) 

όπου ( )f r  η υπό ολοκλήρωση ποσότητα κατά μήκος του στοιχείου j , n  είναι ο 

αριθμός των σημείων Gauss ενώ kξ  και kw  είναι οι συντεταγμένες των σημείων 

Gauss και τα βάρη, αντίστοιχα, της μεθόδου (Katsikadelis, 2002b).  

Όταν το σημείο i  είναι κόμβος του στοιχείου 1j −  ή j  τότε η απόσταση r  

μηδενίζεται και κάποια από τα επικαμπύλια ολοκληρώματα είναι ιδιόμορφο ή 

υπεριδιόμορφο. Παρακάτω θα εξετάσουμε τι συμβαίνει όταν το σημείο i  

ταυτίζεται με το γωνιακό σημείο j  και η ολοκλήρωση γίνεται κατά μήκος των 

στοιχείων 1j −  και j  (Σχ. 3.8). 
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1j +

j i≡
r

1j −
 1jστοιχειο −

 jστοιχειο

r

ξ

ξ

 

Σχήμα 3.8 

Αρχικά εξετάζουμε τα ολοκληρώματα της πρώτης συνοριακής εξίσωσης, 

εξ. (3.43). Όταν η ολοκλήρωση γίνεται στο στοιχείο 1j −  είναι 

1(1 ) /2jr lξ −= −  και 3 /2φ π=  το οποίο δίδει , 1tr = −  ενώ όταν η 

ολοκλήρωση γίνεται στο στοιχείο j  είναι (1 ) /2jr lξ= + , /2φ π=  και 

επομένως είναι , 1tr = , ενώ σε κάθε περίπτωση είναι , 0nr = . Με τη βοήθεια των 

εξ. (3.7a-d), (3.19) και (3.22) έχουμε για 0r →   

 1
0 0

lim lim 0ij
a

r r
v vφ

→ →
= =  (3.64a) 

 , 1
2

0 0
lim lim 0i j

br r
v vφ−

→ →
= =  (3.64b) 

 1
0 0

lim , lim , 0ij
na n

r r
v v φ

→ →
= =  (3.64c) 

 , 1
2

0 0
lim , lim , 0i j

n nbr r
v v φ−

→ →
= =  (3.64d) 

 
( ){ }

1
0 0

1 1
1

lim lim

1 lim 2(1 )ln 1 (1 3 )
8 2

ij
a

r r

j

Mv Mv

l
ξ

φ

ν ξ φ ν φ
π

→ →

→−

=

⎡ ⎤= − + + + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

(3.64e) 

 
( ){ }

, 1
2

0 0

1
2 2

1

lim lim

1 lim 2(1 )ln 1 (1 3 )
8 2

i j
br r

j

Mv Mv

l
ξ

φ

ν ξ φ ν φ
π

−

→ →

−

→

=

− ⎡ ⎤= + − + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

(3.64f) 

 
2

1
0 0 1

, (1 ) (2 )1lim lim lim
4 (1 )

nij
a

r r

rVv Vv
ξ

ξ ξψ
π ξ→ → →−

⎡ ⎤− +⎢ ⎥= = − ⎢ ⎥+⎣ ⎦
  (3.64g) 
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ξ

ξ ξψ
π ξ

−

→ → →

⎡ ⎤+ −⎢ ⎥= = − ⎢ ⎥−⎣ ⎦

2
, 1

2
0 0 1

, (1 ) (2 )1lim lim lim
4 (1 )

ni j
br r

rVv Vv   (3.64h) 

 [ ]2
3

0 0 1

1lim lim lim , (1 ) 0
4

ij
c n

r r
Vv Vv r

ξ
ψ ξ

π→ → →−
= = − − =   (3.64i) 

 [ ], 1 2
4

0 0 1

1lim lim lim , (1 ) 0
4

i j
ndr r

Vv Vv r
ξ

ψ ξ
π

−

→ → →
= = − + =  (3.64j) 

Από τις παραπάνω εξισώσεις προκύπτει ότι τα ολοκληρώματα ij
av , , 1i j

bv − , , ij
nav , 

, 1, i j
nbv − , ij

cVv  και , 1i j
dVv −  είναι ομαλά και υπολογίζονται με ολοκλήρωση Gauss. Tα 

ολοκληρώματα ij
aMv , , 1i j

bMv −  παρουσιάζουν λογαριθμική ιδιομορφία ( lnr ) ενώ 

τα ij
aVv  και , 1i j

bVv −  παρουσιάζουν ιδιομορφία τύπου Cauchy (1/r ). Ο 

υπολογισμός τους γίνεται αναλυτικά και δίδει   

 ( ) ( )[ ]1 1 ln
8

jij
a j

lMv lν
π

= − +  (3.65a) 

 ( ) ( )[ ]1, 1
11 1 ln

8
ji j

jb
lMv lν

π
−−

−= − +  (3.65b) 

 , 1 0ij i j
a bVv Vv −= =  (3.65c) 

Για τα ολοκληρώματα της δεύτερης συνοριακής εξίσωσης, εξ. (3.54), εξετάζουμε 

δύο περιπτώσεις καθώς η εξίσωση αυτή εφαρμόζεται δύο φορές σε κάθε γωνιακό 

σημείο. Αρχικά εξετάζουμε την περίπτωση που η εξίσωση εφαρμόζεται κατά το 

κάθετο διάνυσμα −ν  (Σχ. 3.6). Όμοια με πριν, όταν η ολοκλήρωση γίνεται κατά 

μήκος του στοιχείου 1j −  είναι , cos 0r ν φ= − = , , sin 1r τ φ= =  και , 1tr = −  

ενώ κατά μήκος του στοιχείου j  είναι , sinr ν α=  , , cosr τ α=  και , 1tr =  και 

σε κάθε περίπτωση είναι , 0nr = . Για 0r →  έχουμε  

 1 1 1
0 0

lim lim 0ij
a

r r
v v φ

→ →
= =  (3.66a) 

 , 1
1 1 2

0 0
lim lim 0i j

br r
v v φ−

→ →
= =  (3.66b) 
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( ){ }

1 1 1
0 0

1

lim , lim ,

1 lim 2cos ln 1 cos
8 2
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r r

j

v v

l
D ξ

φ

α ξ α
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=

⎡ ⎤= + +⎢ ⎥
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 (3.66c) 
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D ξ

φ ξ
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 (3.66d) 
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8 1
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r r j
Mv Mv
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 (3.66e) 
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0 0 11
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8 1
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br r j

rMv Mv
l

ν
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 (3.66f) 
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Vv Vv
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l ξ
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 ( )2

1 1 3
0 0 1

11lim lim cos lim
16 1

ij
c

r r
Vv Vv

ξ

ξνψ α
π ξ→ → →−

−+= =
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 (3.66i) 

 ( )2

1 1 4
0 0 1

11lim lim lim
16 1

ij
dr r

Vv Vv
ξ

ξνψ
π ξ→ → →

++= =
−

 (3.66j) 

Από τα παραπάνω όρια φαίνεται ότι τα ολοκληρώματα 1
ij
av , , 1

1
i j
bv −  είναι ομαλά, τα 

ολοκληρώματα 1,
ij

nav , , 1
1,

i j
nbv −  παρουσιάζουν ιδιομορφία τύπου lnr , τα 

ολοκληρώματα ,
1
i j
aMv , , 1

1
i j
bMv − , ,

1
i j
cVv  και , 1

1
i j
dVv −  παρουσιάζουν ιδιομορφία τύπου 

1/r  ενώ τα ολοκληρώματα ,
1
i j
aVv , , 1

1
i j
bVv −  είναι υπεριδιόμορφα τύπου 21/r . Τα 

ομαλά ολοκληρώματα υπολογίζονται με αριθμητική ολοκλήρωση Gauss ενώ για 

τα υπόλοιπα απαιτείται αναλυτικός υπολογισμός. Συγκεκριμένα τα 1,
ij

nav , , 1
1,

i j
nbv −  

γίνονται  

 ( )1

cos
, ln 1

8
jij

na j

l
v l

D
α

π
⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦ ,    ( )11

1 1, 1 ln
8

jij
nb j

l
v l

Dπ
−−

−
⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦  (3.67a,b) 

Τα ολοκληρώματα ,
1
i j
aMv , , 1

1
i j
bMv − , ,

1
i j
cVv  και , 1

1
i j
dVv −  υπολογίζονται μαζί ως εξής  
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 (3.68) 

και με τη βοήθεια των σχέσεων (3.52) η τελευταία σχέση γίνεται  

 ( ) ( )ν α ν α ν
π π π

+ − − + − −

+ + −

+ − − =

+ + +− −

, , 1 , , 1
1 1 1 1, , , ,

(1 )sin 3 1 cos 3 1         , , ,
4 8 8

j i j j i j j i j j i j
n a n b t c t d

j j j
n t t

w Mv w Mv w Vv w Vv

w w w
 (3.69) 

Τα υπεριδιόμορφα ολοκληρώματα απαιτούν ιδιαίτερο χειρισμό καθώς, όπως 

φαίνεται από τις εξ. (3.66g,h), περικλείουν όρους της μορφής  

 
1

1 21

( )( )
(1 )

fI dξξ ξ
ξ−

=
+∫   ή  

1

2 21

( )( )
(1 )

fI dξξ ξ
ξ−

=
−∫  (3.70a,b) 

όπου ( )f ξ  είναι μια συνάρτηση με συνεχή πρώτη παράγωγο στο διάστημα 

[ 1,1]− . Ο αναλυτικός ή αριθμητικός υπολογισμός των υπεριδιόμορφων 

ολοκληρωμάτων έχει απασχολήσει αρκετούς ερευνητές και ενδεικτικά 

αναφέρουμε τις εργασίες των Paget (1981), Guiggiani et al. (1992), Ventsel 

(1997), Theotokoglou and Tsamasphyros (1998), Tsamasphyros and 

Theotokoglou (2008). Όπως αναφέρει ο Ventsel (1997) τα ολοκληρώματα 1I  και 

2I  πρέπει να έχουν πεπερασμένη τιμή καθώς εμφανίζονται στην έκφραση της 

υποκατάστατης τέμνουσας 1Vv , η οποία είναι πεπερασμένη στο σύνορο. Για το 

λόγο αυτό τα ολοκληρώματα 1I  και 2I  ορίζονται ως εξής (Richardson et al., 

1997; Monegato, 2009) 
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Ο παραπάνω ορισμός των υπεριδιόμορφων ολοκληρωμάτων είναι γνωστός στη 

βιβλιογραφία ως one sided Hadamard finite part integral. Με τη βοήθεια των 

εξ. (3.66g,h) και (3.71) προκύπτει ότι  

 ( ), ,
1 1

1

3(1 ) 3(1 )cos
4 4

j i j i j j
a b

j j

w Vv Vv w
l l

ν ν α
π π

+

−

⎡ ⎤+ +⎢ ⎥+ = − +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
 (3.72) 

Στην περίπτωση που η δεύτερη συνοριακή εξίσωση εφαρμόζεται κατά το κάθετο 

διάνυσμα +ν , (Σχ. 3.6), όταν η ολοκλήρωση γίνεται κατά μήκος του στοιχείου 

1j −  είναι , sinr ν α=  , , cosr τ α= −  και , 1tr = −  ενώ κατά μήκος του 

στοιχείου j  είναι , 0r ν = , , 1r τ = −  και , 1tr = . Σε κάθε περίπτωση είναι 

=, 0nr . Όμοια με πριν προκύπτει ότι τα ολοκληρώματα 1
ij
av , , 1

1
i j
bv −  είναι ομαλά, 

τα ολοκληρώματα 1,
ij

nav , , 1
1,

i j
nbv −  παρουσιάζουν ιδιομορφία τύπου lnr , τα 

ολοκληρώματα ,
1
i j
aMv , , 1

1
i j
bMv − , ,

1
i j
cVv  και , 1

1
i j
dVv −  παρουσιάζουν ιδιομορφία τύπου 

1/r  ενώ τα ολοκληρώματα ,
1
i j
aVv  , , 1

1
i j
bVv −  είναι υπεριδιόμορφα τύπου 21/r . Τα 

ομαλά ολοκληρώματα υπολογίζονται με αριθμητική ολοκλήρωση Gauss ενώ για 

τα υπόλοιπα απαιτείται αναλυτικός υπολογισμός και τελικά προκύπτουν ως εξής  
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l
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j i j i j j
a b

j j

w Vv Vv w
l l

ν ν α
π π −
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 (3.73d) 

3.3.3 Υπολογισμός των επιφανειακών ολοκληρωμάτων  

Συνήθεις περιπτώσεις φορτίσεων των πλακών είναι τα σημειακά φορτία, τα 

φορτία που ασκούνται κατά μήκος μιας γραμμής στο εσωτερικό της πλάκας και 
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τα γραμμικά κατανεμημένα επιφανειακά φορτία σε ένα τμήμα ∗Ω ⊆ Ω  της 

επιφάνειας της πλάκας που περιβάλλεται από την καμπύλη ∗Γ  (Σχ. 3.9). 

y
x

0Γ

z

( )Ωοπη
kΓ

0Q

F

L∗( )∗Ω

( )Ω

∗Γ

∗( )f s( , )f x y

 

Σχήμα 3.9 : Συνήθη φορτία πλακών. 

Το σημειακό φορτίο F  στο σημείο 0Q  είναι δυνατό να παρασταθεί ως εξής  

 0( ) ( ) ( )f Q F Q Q Qδ= −  (3.74) 

Λαμβάνοντας υπόψη τις εξ. (3.9), (3.35f) και (3.51) τα επιφανειακά 

ολοκληρώματα 1
iF , 2

mF  λαμβάνουν την τιμή  

 1 0( , )i
iF Fv p Q= ,   2 1 0( , )m

mF Fv p Q=  (3.75a,b) 

Στην περίπτωση του φορτίου ( )f s∗  κατά μήκος της καμπύλης L∗  τα επιφανειακά 

ολοκληρώματα μετατρέπονται σε επικαμπύλια ολοκληρώματα πάνω στην 

καμπύλη L∗  ως εξής  

 
∗

∗ ∗

Ω
= Ω =∫ ∫1 ( )i

L
F vf d vf s ds , 1 1 1 ( )m

L
F v fd v f s ds

∗Ω
= Ω =∫ ∫ (3.76a,b) 

Για τον αριθμητικό υπολογισμό των παραπάνω ολοκληρωμάτων διαιρούμε την 

καμπύλη L∗  σε L  στοιχεία και θεωρούμε ότι η τιμή του φορτίου ( )f s∗  σε κάθε 

στοιχείο είναι σταθερή και ίση με την τιμή στο κέντρο του στοιχείου. Τότε τα 

ολοκληρώματα των εξ. (3.76) γίνονται  

 ∗ ∗

Ω =
= Ω = ∑∫ ∫1

1
( ) ( , )

k

L
i

k i
Lk

F vf d f s v p s ds  (3.77a) 
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 ∗ ∗

Ω =
= Ω = ∑∫ ∫2 1

1
( ) ( , )

k

L
m

m k m
Lk

F v f d f s v p s ds  (3.77b) 

Τα γραμμικά κατανεμημένα επιφανειακά φορτία στο χωρίο ∗Ω ⊆ Ω  γράφονται 

ως εξής  

 f x by cα= + + ,  ( ),x y ∗∈ Ω  (3.78) 

όπου , ,b cα  σταθερές. Επειδή είναι 2 0f∇ =  τα επιφανειακά ολοκληρώματα 

είναι δυνατό να μετατραπούν σε επικαμπύλια χρησιμοποιώντας την ταυτότητα 

του Green ως εξής  

 ( ) ( )2 2 , ,n nf U U f d fU Uf ds
∗ ∗

∗
Ω Γ

∇ − ∇ Ω = −∫ ∫  (3.79) 

όπου U  μια μερική λύση της εξίσωσης  

 2U v∇ =  (3.80) 

Εύκολα προκύπτει ότι η μερική λύση της εξ. (3.80) είναι  

 ( )41 2 ln 1
256

U r r
Dπ

= −  (3.81) 

Με τη βοήθεια της (3.81) η εξ. (3.79) δίδει 

 ( )1 , ,i
n nF fvd fU Uf ds

∗ ∗

∗
Ω Γ

= Ω = −∫ ∫  (3.82) 

Όμοια το επιφανειακό ολοκλήρωμα της δεύτερης συνοριακής εξίσωσης γίνεται  

 ( )1 1 12 , ,m
n nF fv d fU U f ds

∗ ∗

∗
Ω Γ

= Ω = −∫ ∫  (3.83) 

όπου  

 ( )3
1

1, , 2 ln 0.5
64

U U r r r
Dν νπ

= = −  (3.84) 

Τα επικαμπύλια ολοκληρώματα των εξισώσεων (3.82) και (3.83) υπολογίζονται 

εύκολα θεωρώντας σταθερά στοιχεία. Στην περίπτωση που η πλάκα φορτίζεται με 
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τυχόν επιφανειακό φορτίο είναι δυνατόν τα πεδιακά ολοκληρώματα να 

μετατραπούν σε επικαμπύλια χρησιμοποιώντας την ταυτότητα Rayleigh-Green 

(Κατσικαδέλης, 2010). Τέλος τα επιφανειακά ολοκληρώματα είναι δυνατόν να 

υπολογισθούν και με πεδιακή διακριτοποίηση του χωρίου ∗Ω  (βλ. Κεφάλαιο 4). 

3.3.4 Εσωτερικές σημειακές και γραμμικές στηρίξεις   

Σε πολλές περιπτώσεις εμφανίζονται σημειακές ή γραμμικές στηρίξεις στο 

εσωτερικό της πλάκας. Στα σημεία αυτά είναι γνωστή η μετατόπιση της πλάκας 

ενώ είναι άγνωστη η αντίδραση. Για να ληφθούν υπόψη οι εσωτερικές στηρίξεις 

και να υπολογιστούν οι άγνωστες αντιδράσεις εργαζόμαστε ως εξής. Θεωρούμε 

ότι υπάρχουν 1N  σημειακές στηρίξεις οι αντιδράσεις των οποίων είναι kP  

( = 11,..,k N ). Για τη γραμμική στήριξη κατά μήκος της καμπύλης L∗  (Σχ. 3.10) 

διακριτοποιούμε την καμπύλη L∗  σε 2N  στοιχεία και θεωρούμε ότι η αντίδραση 

( )p s  σε κάθε στοιχείο είναι σταθερή και ίση με την τιμή της στο μέσο του 

στοιχείου. Στην περίπτωση αυτή οι εξ. (3.12) και (3.13) πρέπει να συμπληρωθούν 

με όρους φόρτισης της μορφής (3.75) και (3.77). Ακόμη εφαρμόζεται η 

ολοκληρωτική παράσταση της λύσης, εξ. (3.11), στα παραπάνω σημεία 

λαμβάνοντας υπόψη ότι εγκάρσια μετατόπιση στα σημεία αυτά είναι μηδενική. 

Χρησιμοποιώντας την ίδια συνοριακή διακριτοποίηση προκύπτουν +1 2N N  

εξισώσεις. Οι εξισώσεις αυτές συνδυάζονται με τις εξ. (3.55) και γράφονται ως 

εξής  

 

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ = +⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪⎩ ⎭⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎣ ⎦ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

!

1 32 3n

V

H w M FG G
w0 C R FC C

P

 (3.85) 

Τα μητρώα 1 2 3, ,C C C  και 3F  προέρχονται από τον αριθμητικό υπολογισμό των 

ολοκληρωμάτων της εξ. (3.11), η οποία εφαρμόζεται στα +1 2N N  εσωτερικά 

σημεία στηρίξεως. Πιο συγκεκριμένα τα μητρώα 1 2,C C  έχουν διαστάσεις 

( )+ × +1 2 (2 3 )cN N N N  και ( )+ × +1 2 ( )cN N N N , αντίστοιχα και 

προέρχονται από την αριθμητική ολοκλήρωση των επικαμπύλιων 

ολοκληρωμάτων κατά μήκος του συνόρου, το 3C  έχει διαστάσεις 
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+ × +1 2 1 2( ) ( )N N N N  και προέρχεται από τον αριθμητικό υπολογισμό όρων 

φόρτισης των εξ. (3.75) και (3.77) ενώ το διάνυσμα 3F  έχει διάσταση 

+ ×1 2( ) 1N N  και προέρχεται από τον αριθμητικό υπολογισμό επιφανειακών 

ολοκληρωμάτων. Το μητρώο !G  έχει διαστάσεις ( )+ × +1 22 ( )cN N N N  και 

προέρχεται από τους όρους φόρτισης των εξ. (3.75) και (3.77) των συνοριακών 

ολοκληρωτικών εξισώσεων (3.12) και (3.13). Τέλος το διάνυσμα P  έχει 

διάσταση +1 2N N  και περιλαμβάνει τις άγνωστες αντιδράσεις στις εσωτερικές 

στηρίξεις. 

Το σύστημα των εξ. (3.85) επιλύεται ταυτόχρονα με τις εξ. (3.60) και (3.62) 

επιτρέποντας τον υπολογισμό των 4 4 cN N+  άγνωστων συνοριακών ποσοτήτων 

και των +1 2N N  αντιδράσεων στις εσωτερικές στηρίξεις.  

y
x

0Γ

z

( )Ωοπη
kΓ

L∗

( )Ω

σημειακες στηριξεις" "

γραμμικη στηριξη" "
 

Σχήμα 3.10 : Εσωτερικές στηρίξεις πλακών. 

3.3.5 Υπολογισμός της λύσης στο εσωτερικό της πλάκας   

Μετά τον υπολογισμό των άγνωστων συνοριακών μεγεθών, η μετατόπιση στο 

εσωτερικό της πλάκας είναι δυνατόν να υπολογισθεί από την ολοκληρωτική 

παράσταση της λύσης, εξ. (3.11), χρησιμοποιώντας τις ίδιες συναρτήσεις 

σχήματος για τα συνοριακά μεγέθη και υπολογίζοντας τα επικαμπύλια 

ολοκληρώματα με αριθμητική ολοκλήρωση Gauss, αφού όλα τα ολοκληρώματα 

είναι πλέον ομαλά. Οι παράγωγοι της λύσης στο εσωτερικό της πλάκας 

υπολογίζονται με παραγώγιση της εξ. (3.11)  
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 (3.86) 

όπου τα , ,p q r  παίρνουν τις τιμές 0, ,x y , οπότε θα είναι 00, ,x xw w= , 0, ,xy xyw w=  

κλπ. Πρέπει να σημειωθεί ότι στην περίπτωση που το σημείο P  πλησιάζει πολύ 

κοντά στο σύνορο η απόσταση r  γίνεται πολύ μικρή με αποτέλεσμα να 

παρουσιάζονται αριθμητικά προβλήματα κατά τον υπολογισμό των επικαμπύλιων 

ολοκληρωμάτων των εξ. (3.11) και (3.86). Τα ολοκληρώματα αυτά ονομάζονται 

σχεδόν ιδιόμορφα ολοκληρώματα (near singular integrals) και για την 

αντιμετώπιση των προβλημάτων που παρουσιάζονται παραπέμπουμε στον 

Katsikadelis (2002b).  

Τα επιφανειακά ολοκληρώματα μετατρέπονται σε επικαμπύλια ολοκληρώματα με 

έναν από τους τρόπους που αναφέρθηκαν στην προηγούμενη παράγραφο. Στην 

περίπτωση που υπάρχουν εσωτερικές σημειακές ή γραμμικές στηρίξεις η 

εξ. (3.86) πρέπει να συμπληρωθεί με τους αντίστοιχους όρους φόρτισης με τις 

γνωστές πλέον αντιδράσεις στηρίξεως. 

Παρακάτω παρουσιάζονται οι παράγωγοι των πυρήνων της εξ. (3.86).  

(i) Πρώτες παράγωγοι  

 ( )
π

= +,, 2 ln 1
8

x
x

rrv r
D

 (3.87a) 

 ( )
π

= +,, 2 ln 1
8

y
y

rrv r
D

 (3.87b) 

 ( ) ( )[ ]
π

= + + +1, , , 2 ln 3 , , 2 ln 1
8

nx n x t yv r r r r r r
D

 (3.88a) 

 ( ) ( )[ ]
π

= + − +1, , , 2 ln 3 , , 2 ln 1
8

ny n y t xv r r r r r r
D

 (3.88b) 

 [ ]ν ν
π

= − + + −1, ( 1) , 2 , , , ( 1)
4

x x n t yMv r r r r
rD

 (3.89a) 
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π
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 (3.89b) 
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)

ν ν ν ν
π

ν ν
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+ + − − +

3 2 3 2
2

2 3 2 3
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4
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 ( )ν
π
−= −2 21, , ,

4
x n tTv r r

Dr
 (3.91a) 

 ( )ν
π
−= −2 21, , ,

4
y ntTv r r

Dr
 (3.91b) 

 (ii) Δεύτερες παράγωγοι  

 ( )21, 2 ln 2 1
8

xx xv r r
Dπ

= + +  (3.92a) 

 ( )21, 2 ln 2 1
8

yy yv r r
Dπ

= + +  (3.92b) 

 1,
4
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=  (3.92c) 
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D rπ

= +  (3.93a) 

 ( )1 1, 2
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D rπ
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 ( )2 21 1,
4
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D rπ
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2 2 2 2
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π
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= − + + − −
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 (3.94b) 
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(iii) Τρίτες  παράγωγοι  
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όπου 
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Σχήμα 3.11.  



4 
Η μέθοδος της Αναλογικής Εξίσωσης για την 

επίλυση των ελαστικών και βισκοελαστικών 

πλακών  

4.1 Εισαγωγή  

Στο Κεφάλαιο αυτό παρουσιάζεται η μέθοδος της αναλογικής εξίσωσης (ΑΕΜ, 

Analog Equation Method). Η ΑΕΜ παρουσιάσθηκε από τον Katsikadelis (1994) 

ως μέθοδος επίλυσης γραμμικών και μη γραμμικών προβλημάτων της επιστήμης 

του μηχανικού και βασίζεται στη μέθοδο των συνοριακών στοιχείων (ΒΕΜ, 

Boundary Element Method). Σύμφωνα με την ΑΕΜ το πραγματικό πρόβλημα, 

που περιγράφεται από ένα γραμμικό ή μη γραμμικό διαφορικό τελεστή, 

αντικαθίσταται από ένα άλλο γραμμικό διαφορικό τελεστή ίδιας τάξεως με τον 

αρχικό, με γνωστή θεμελιώδη λύση . Η μέθοδος αντιμετώπισε με γενικό τρόπο το 

βασικό μειονέκτημα της ΒΕΜ, που είναι η δυσκολία ευρέσεως της θεμελιώδους 

λύσης πολλών προβλημάτων και η αδυναμία διατύπωσης της ολοκληρωτικής 

παράστασης της λύσης στην περίπτωση των μη γραμμικών προβλημάτων.  
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Θα πρέπει στο σημείο αυτό να αναφερθεί ότι πριν από την ΑΕΜ είχαν γίνει 

αρκετές προσπάθειες για την αντιμετώπιση των εγγενών μειονεκτημάτων της 

ΒΕΜ, στα οποία συμπεριλαμβάνονται εκτός από την αδυναμία εύρεσης της 

θεμελιώδους λύσεως και η αποφυγή της πεδιακής διακριτοποίησης. Όπως 

αναφέρουν αρκετοί ερευνητές (Zheng et al., 1991; Wu, Liao and Zhao, 2005; 

Nicholson and Kassab, 2000) η ΒΕΜ είναι δυνατόν να χρησιμοποιηθεί για την 

επίλυση μη γραμμικών προβλημάτων, όταν ο τελεστής του προβλήματος μπορεί 

να διασπασθεί σε ένα γραμμικό κομμάτι με γνωστή θεμελιώδη λύση. Στην 

περίπτωση που αυτό είναι δυνατό, οι εναπομένοντες μη γραμμικοί όροι 

θεωρούνται ως όροι φορτίου (ψευδοφορτίο) και το πρόβλημα επιλύεται με 

επαναληπτική διαδικασία, ενώ απαιτείται πεδιακή διακριτοποίηση για τον 

υπολογισμό των πεδιακών ολοκληρωμάτων. Μια σημαντική εξέλιξη αυτής της 

μεθόδου είναι η μέθοδος της Δυικής Αμοιβαιότητας (Dual Reciprocity Method, 

DRM) (Brebbia and Nardini, 1983) στην οποία οι εναπομένοντες μη γραμμικοί 

όροι προσεγγίζονται με καθολικές συναρτήσεις σχήματος, δηλαδή συναρτήσεις 

σχήματος που δεν απαιτούν πεδιακή διακριτοποίηση ενώ με χρήση των 

ταυτοτήτων Green και Rayleigh-Green είναι δυνατή η μετατροπή των πεδιακών 

ολοκληρωμάτων σε επικαμπύλιο ολοκλήρωμα στο σύνορο. Έτσι η DRM φαίνεται 

να αντιμετωπίζει και τα δύο μειονεκτήματα της ΒΕΜ, καθιστώντας την ικανή να 

λύνει με αμιγώς συνοριακή διακριτοποίηση προβλήματα στα οποία δεν μπορεί να 

προσδιορισθεί η θεμελιώδης λύση. Ωστόσο, όπως αναφέρουν οι Katsikadelis and 

Nerantzaki (1999), η DRM δεν μπορεί να εφαρμοσθεί σε όλες τις περιπτώσεις 

καθώς δεν είναι δυνατόν πάντα να αποσπασθεί ένα γραμμικό τμήμα από τις 

εξισώσεις του προβλήματος, π.χ.  

 2, , ( , )xx yy xyu u u f x y− = ,   x ∈ Ω  (4.1) 

ενώ στις περιπτώσεις που αυτό είναι δυνατό δεν είναι πάντα γνωστή η 

θεμελιώδης λύση του γραμμικού τμήματος που αποσπάται από τον αρχικό 

τελεστή. Επιπλέον, η DRM δεν είναι γενική μέθοδος καθώς απαιτείται 

διαφορετική διατύπωση ανάλογα με το γραμμικό αυτό τελεστή ενώ είναι 

ιδιαίτερα δύσκολη η εφαρμογή της στις περιπτώσεις συστημάτων διαφορικών 

εξισώσεων. Σε αντίθεση με τις παραπάνω μεθόδους, η ΑΕΜ αντικαθιστά τον 

τελεστή του πραγματικού προβλήματος με ένα οποιοδήποτε γραμμικό τελεστή 
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ίδιας τάξης με γνωστή θεμελιώδη λύση υπό την επίδραση κάποιου άγνωστου 

όρου φορτίσεως. Έτσι, προβλήματα ίδιας τάξεως αντιμετωπίζονται με τον ίδιο 

τρόπο, ανεξάρτητα από το αν μπορεί να αποσπασθεί ένα γραμμικό κομμάτι από 

τον αρχικό τελεστή. Το γεγονός αυτό, εκτός της γενικότητας που προσδίδει στη 

μέθοδο επιτρέπει την εύκολη επίλυση γραμμικών και μη γραμμικών συστημάτων 

διαφορικών εξισώσεων. Ακόμη, η ύπαρξη του όρου αυτού απαιτεί και εδώ τον 

υπολογισμό πεδιακών ολοκληρωμάτων. Από τα παραπάνω γίνεται φανερό ότι 

στις περιπτώσεις που δεν μπορεί να βρεθεί η θεμελιώδης λύση του πραγματικού 

προβλήματος ή δεν μπορεί να διατυπωθεί η ολοκληρωτική παράσταση της λύσης 

δεν είναι δυνατόν να εφαρμοσθεί η κλασική μέθοδος των συνοριακών στοιχείων 

που χρησιμοποιεί μόνο μεγέθη του συνόρου για τον προσδιορισμό της λύσης του 

προβλήματος. Είναι δηλαδή αναγκαία με τον ένα ή τον άλλο τρόπο η άντληση 

πληροφοριών από το εσωτερικό του χωρίου. Οι διάφορες προσπάθειες που έχουν 

γίνει για την αντιμετώπιση των μειονεκτημάτων της ΒΕΜ παρουσιάζονται στο 

άρθρο ανασκοπήσεως Yu et al. (2010). 

Η ΑΕΜ σε συνδυασμό με τη ΒΕΜ έχει εφαρμοσθεί σε πλήθος προβλημάτων της 

μηχανικής. Στα πρώτα στάδια της μεθόδου, τα πεδιακά ολοκληρώματα 

υπολογίζονταν με πεδιακή διακριτοποίηση. Η δυσκολία διακριτοποιήσεως 

χωρίων τυχούσας γεωμετρίας έδωσε την ώθηση για να εξελιχθεί η μέθοδος σε 

αμιγώς συνοριακή, όπου ακολουθώντας τη μεθοδολογία της DRM, με χρήση 

κατάλληλων καθολικών συναρτήσεων παρεμβολής τα πεδιακά ολοκληρώματα 

μετατρέπονταν σε επικαμπύλια στο σύνορο του χωρίου. Ωστόσο, τα τελευταία 

χρόνια έχουν αναπτυχθεί αυτόματες μέθοδοι διακριτοποίησεως δισδιάστατων και 

τρισδιάστατων χωρίων, όπως η μέθοδος τριγωνοποίησης Delaunay (Thompson et. 

al., 1998) καθιστώντας ξανά ελκυστική την πεδιακή διακριτοποίηση. Επιπλέον, 

αποφεύγεται η χρήση των συναρτήσεων παρεμβολής της DRM που συχνά 

περιέχουν παραμέτρους, ο προσδιορισμός των οποίων γίνεται συνήθως 

αυθαίρετα. Παρακάτω, παρατίθενται οι πιο αντιπροσωπευτικές εργασίες ανά 

είδος προβλήματος, όπου έχει εφαρμοσθεί με επιτυχία η ΑΕΜ σε συνδυασμό με 

τη ΒΕΜ, χωρίς όμως η βιβλιογραφία αυτή να θεωρείται πλήρης :  

1 Προβλήματα δυναμικού (Katsikadelis and Nerantzaki, 1999). 

2 Προβλήματα επιφανειών   
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• κατασκευή επιφανειών με δεδομένη καμπυλότητα (Katsikadelis 

and Nerantzaki, 1999). 

• προσδιορισμός της ελάχιστης επιφάνειας (Plateau’s problem) 

(Katsikadelis and Nerantzaki, 2001). 

3 Προβλήματα μεμβρανών  

• Μη γραμμική, στατική και δυναμική ανάλυση ισότροπων και 

ομογενών ελαστικών μεμβρανών (Katsikadelis et al. 2001; Katsikadelis 

2002a; Tsiatas and Katsikadelis, 2006; Nerantzaki and Kandilas, 2007). 

• Μη γραμμική, στατική και δυναμική ανάλυση ορθότροπων και μη 

ομογενών ελαστικών μεμβρανών (Katsikadelis and Tsiatas, 2001, 2003a). 

• Μη γραμμικές ταλαντώσεις και συντονισμός βισκοελαστικών 

μεμβρανών με χρήση μοντέλων κλασματικών παραγώγων (Katsikadelis, 

2009a, 2010). 

4 Προβλήματα κάμψης και στρέψης δοκών  

• Μη γραμμική στατική και δυναμική ανάλυση δοκών με μεταβλητή 

ακαμψία (Katsikadelis and Tsiatas, 2003b, 2007a; Tsiatas and 

Katsikadelis, 2009; Dourakopoulos and Sapountzakis, 2010). 

• Προβλήματα στρέψεως ράβδων (Sapountzakis and Mokos, 2001, 

2004; Sapountzakis and Tsipiras, 2010a,b). 

• Προβλήματα στρέψης και κάμψης δοκών (Sapountzakis and 

Tsiatas, 2007; Sapountzakis and Dikaros, 2011). 

• Μη γραμμικό πρόβλημα δοκού επί ελαστικού εδάφους 

(Sapountzakis and Kampitsis, 2011). 

• Βελτιστοποίηση διατομής ράβδων (Katsikadelis and Tsiatas, 2005, 

2006, 2007b). 

 

5 Προβλήματα αλληλεπίδρασης υγρού-κατασκευής (Katsikadelis and 

Nerantzaki, 2002; Nerantzaki and Katsikadelis, 2002). 
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6 Προβλήματα επίπεδης έντασης   

• Γραμμικό, ισότροπο και ομογενές επίπεδο ελαστοστατικό 

πρόβλημα (Katsikadelis and Kandilas, 1997) 

• Μη ομογενές και ανισότροπο επίπεδο ελαστικό πρόβλημα 

(Nerantzaki and Kandilas, 2008) 

• Προβλήματα πεπερασμένης ελαστικότητας (Κανδύλας, 1999) 

• Μη ομογενές και ανισότροπο επίπεδο βισκοελαστικό πρόβλημα 

(Nerantzaki and Babouskos, 2010) 

7 Προβλήματα πλακών  

• Γραμμικά προβλήματα πλακών σταθερού πάχους και προβλήματα 

ευστάθειας (Chinnaboon et al., 2007; Babouskos and Katsikadelis, 2009; 

Tsiatas, 2009) 

• Γραμμικά προβλήματα πλακών μεταβλητού πάχους (Nerantzaki 

and Katsikadelis, 1996a,1996b; Katsikadelis and Yiotis, 2003) 

• Πλάκες ενισχυμένες με δοκούς (Sapountzakis and Katsikadelis 

2000; Sapountzakis and Mokos, 2008a,b; Sapountzakis, 2010) 

• Μη γραμμικές ταλαντώσεις και συντονισμός ελαστικών και 

βισκοελαστικών πλακών (Katsikadelis and Babouskos, 2009; Babouskos 

and Katsikadelis, 2010)  

• Μεταλυγισμική συμπεριφορά ελαστικών και βισκοελαστικών 

πλακών (Katsikadelis and Babouskos, 2007,2010) 

• Χονδρές πλάκες (Chinnaboon et al., 2011) 

• Πολυστρωματικές πλάκες (Kokkinos, 2010) 

8 Προβλήματα κελυφών   

• Στατική και δυναμική ανάλυση κελυφών (Yiots and Katsikadelis, 

2000) 

Τα τελευταία χρόνια η ΑΕΜ έχει αρχίσει να χρησιμοποιείται ανεξάρτητα από τη 

ΒΕΜ στις μη πλεγματικές μεθόδους (Meshless methods). Ενδεικτικά αναφέρουμε 

τις εργασίες των Wang and Qin (2006), Katsikadelis (2008c,2009b), Hu et al. 
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(2010), Yiotis and Katsikadelis (2008,2009,2010) και Hu et al. (2010). Ακόμη, η 

ΑΕΜ έχει χρησιμοποιηθεί σε συνδυασμό με τη μέθοδο των θεμελιωδών λύσεων 

(Method of Fundamental Solutions) (Wang and Qin, 2007; Li and Zhu, 2009). 

Παράλληλα η ΑΕΜ έχει χρησιμοποιηθεί για την επίλυση συνήθων διαφορικών 

εξισώσεων με κλασματικής τάξεως παραγώγους (Katsikadelis 2009c; 

Κατσικαδέλης, 2002, 2004), που περιγράφουν τη δυναμική απόκριση διαφόρων 

συστημάτων. Από τις τελευταίες εφαρμογές γίνεται αντιληπτό ότι η ΑΕΜ μπορεί 

να θεωρηθεί περισσότερο ως μια μεθοδολογία μετασχηματισμού των αρχικών 

προβλημάτων σε απλούστερα ισοδύναμα προβλήματα, παρά μια αριθμητική 

μέθοδος. Όπως αναφέρει ο Brebbia (2010), η ΑΕΜ αποτελεί μια αρχή, ανάλογη 

της αρχής των δυνατών έργων, η σημαντική συμβολή της οποίας βρίσκεται στην 

γενικότητα της και στη δυνατότητα που προσφέρει για καλύτερη χρησιμοποίηση 

των υπαρχόντων αριθμητικών μεθόδων.  

Στην επόμενη παράγραφο του Κεφαλαίου αυτού, περιγράφονται οι βασικές 

έννοιες της ΑΕΜ. Στη συνέχεια η μέθοδος εφαρμόζεται για την περίπτωση των 

προβλημάτων που περιγράφονται στο Κεφάλαιο 2 και συγκεκριμένα εφαρμόζεται 

για την περίπτωση μερικών διαφορικών εξισώσεων τετάρτης τάξεως (στατικά και 

δυναμικά προβλήματα κάμψεως πλακών) και δευτέρας τάξεως (στατικά και 

δυναμικά προβλήματα επίπεδης έντασης).  

4.2 Βασικές έννοιες της ΑΕΜ  

Θεωρούμε ένα πρόβλημα συνοριακών τιμών στο χωρίο Ω , το σύνορο του οποίου 

είναι το Γ , το οποίο περιγράφεται από τις παρακάτω εξισώσεις  

 ( ) ( )N u g x= ,   x ∈ Ω  (4.2a) 

 ( ) ( )B u g x= ,   x ∈ Γ  (4.2b) 

όπου N , B  γραμμικοί ή μη γραμμικοί διαφορικοί τελεστές και ( )g x , ( )g x  

γνωστές συναρτήσεις. Σύμφωνα με την αρχή της ΑΕΜ το παραπάνω πρόβλημα 

συνοριακών τιμών είναι δυνατό να αντικατασταθεί από το  

 ( ) ( )L u b x= ,   x ∈ Ω  (4.3a) 
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 ( ) ( )B u g x= ,   x ∈ Γ  (4.3b) 

όπου L  ένας γραμμικός διαφορικός τελεστής ίδιας τάξεως με τον N  με γνωστή 

θεμελιώδη λύση και άρα γνωστή ολοκληρωτική παράσταση, ενώ ( )b x  είναι μια 

αρχικά άγνωστη ιδεατή συνάρτηση. Στη συνάρτηση αυτή δίδεται συνήθως η 

ονομασία φορτίο ή πηγή, ανάλογα με το αν ο τελεστής L  εμφανίζεται σε 

προβλήματα κατασκευών ή προβλήματα δυναμικού, αντίστοιχα. Η εξ. (4.3a) 

ονομάζεται αναλογική εξίσωση ενώ το πρόβλημα συνοριακών τιμών (4.3) 

ονομάζεται ισοδύναμο ή υποκατάστατο πρόβλημα. Η απαίτηση ίδιας τάξεως των 

τελεστών N  και L  γίνεται ώστε το υποκατάστατο και το πραγματικό πρόβλημα 

να έχουν τον ίδιο αριθμό συνοριακών συνθηκών καθώς και για λόγους συνέχειας 

της λύσης, ώστε να είναι δυνατός ο υπολογισμός των παραγώγων της λύσεως 

μέχρι την τάξη που εμφανίζονται στον τελεστή N . Όπως φαίνεται από την 

εξ. (4.2b) οι συνοριακές συνθήκες του πραγματικού και του υποκατάστατου 

προβλήματος είναι ίδιες. Ωστόσο, σε ορισμένες περιπτώσεις οι συνοριακές 

ποσότητες του πραγματικού προβλήματος δεν είναι δυνατόν να γραφούν ως προς 

τις συνοριακές ποσότητες του υποκατάστατου προβλήματος με αποτέλεσμα να 

μην μπορούν να χρησιμοποιηθούν οι πραγματικές συνοριακές συνθήκες. Το 

πρόβλημα αυτό παρουσιάζεται στην περίπτωση των μη γραμμικών προβλημάτων 

ελαστικών και βισκοελαστικών πλακών και στην παρούσα διατριβή 

παρουσιάζεται ένας τρόπος για την αντιμετώπιση του.  

Η λύση u  θα μπορούσε να προσδιορισθεί από την ολοκληρωτική παράσταση της 

λύσης της εξ. (4.3a) αν ήταν γνωστή η συνάρτηση ( )b x . Στη μεθοδολογία της 

ΑΕΜ το πρόβλημα συνοριακών τιμών (4.3) είναι δυνατό να λυθεί με μια από τις 

υπάρχουσες αριθμητικές μεθόδους και η λύση u  να προκύψει ως συνάρτηση των 

τιμών της ιδεατής συνάρτησης ( )b x  σε ορισμένα σημεία στο χωρίο Ω . Στα 

πλαίσια της παρούσας διατριβής το υποκατάστατο πρόβλημα επιλύεται με τη 

ΒΕΜ, ωστόσο όπως ήδη αναφέρθηκε, είναι δυνατόν να χρησιμοποιηθούν και 

άλλες αριθμητικές μέθοδοι. Ο προσδιορισμός της ιδεατής συνάρτησης είναι 

δυνατόν να γίνει κατά την αριθμητική εφαρμογή της μεθόδου και περιγράφεται 

στις επόμενες παραγράφους του Κεφαλαίου αυτού.  

Ακόμη, θα πρέπει να αναφερθεί ότι συχνά τα προβλήματα της μηχανικής είναι 

εξελικτικού τύπου, δηλαδή εξαρτώνται και από το χρόνο, όπως συμβαίνει στα 
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περισσότερα προβλήματα των ελαστικών και βισκοελαστικών πλακών που 

περιγράφονται στο Κεφάλαιο 2. Στην περίπτωση αυτή το πραγματικό πρόβλημα 

συνοριακών-αρχικών τιμών γράφεται ως εξής  

 ( , ) ( , )N u t g tx= ,   x ∈ Ω  (4.4a) 

 ( , ) ( , )B u t g tx= ,   x ∈ Γ  (4.4b) 

 ( , 0) ( )
k

kk

d u h
dt
x x= ,    x ∈ Ω ∪ Γ , 0t ≥  (4.4c) 

όπου 0,1,2,...k =  ανάλογα με την τάξη των χρονικών παραγώγων που 

εμφανίζονται στον τελεστή N .  

Η απλούστερη εφαρμογή της ΑΕΜ σε αυτή την κατηγορία προβλημάτων 

(υπερβολικών, παραβολικών ή γενικά εξελικτικού τύπου) γίνεται θεωρώντας το 

υποκατάστατο πρόβλημα ως εξής 

 ( ) ( , )L u b tx= ,   x ∈ Ω  (4.5a) 

 ( , ) ( , )B u t g tx= ,   x ∈ Γ  (4.5b) 

όπου ο τελεστής L  είναι ένας γραμμικός διαφορικός τελεστής ίδιας τάξεως με 

τον N  μόνο ως προς τις χωρικές παραγώγους και όχι ως προς τις χρονικές. Αυτό 

σημαίνει ότι στο υποκατάστατο πρόβλημα ο χρόνος λαμβάνεται ως παράμετρος 

και το πρόβλημα θεωρείται οιονεί στατικό (ψευδοδυναμικό). Εν συνεχεία 

ακολουθείται η ίδια διαδικασία με πριν.  

4.3 Η ΑΕΜ για προβλήματα πλακών  

Οι γενικές εξισώσεις μιας πλάκας από γραμμικό βισκοελαστικό υλικό, εξ. (2.43)-

(2.44), είναι ένα σύστημα μη γραμμικών μερικών διαφορικών εξισώσεων και 

είναι δευτέρας τάξεως ως προς τις χωρικές παραγώγους των μετατοπίσεων ,u v  

και τετάρτης τάξεως ως προς τις χωρικές παραγώγους της εγκάρσιας μετατόπισης 

w . Η τάξη των χρονικών παραγώγων εξαρτάται από τον τύπο του προβλήματος, 

(στατικό ή δυναμικό πρόβλημα) καθώς και από την τάξη του διαφορικού τελεστή 

του βισκοελαστικού μοντέλου. Όπως αναφέρθηκε στην εισαγωγή του Κεφαλαίου 
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αυτού, η μέθοδος των συνοριακών στοιχείων δεν μπορεί να εφαρμοσθεί αφού 

πρόκειται για μη γραμμικό πρόβλημα και δεν είναι δυνατό να διατυπωθεί η 

ολοκληρωτική παράσταση της λύσης. Ακόμη, για την περίπτωση του γραμμικού 

ελαστικού προβλήματος που περιγράφεται από την εξ. (2.70), η θεμελιώδης λύση 

έχει προσδιορισθεί μόνο για την πλάκα σταθερού πάχους και μόνο στην 

περίπτωση που η συνεπίπεδη μεμβρανική φόρτιση είναι ομοιόμορφη 

( 0, 0x y xyN N N= ≠ = ) (Gospodinov and Ljutsknov, 1982; Manolis et al., 1986; 

Chen et. al. 2005).  

Παρακάτω παρουσιάζεται η ΑΕΜ αρχικά για το πρόβλημα κάμψης της πλάκας 

(εξίσωση τετάρτης τάξεως) και έπειτα για το πρόβλημα της επίπεδης 

ελαστικότητας (σύστημα εξισώσεων δευτέρας τάξεως). Στη συνέχεια οι δύο 

παραπάνω περιπτώσεις συνδυάζονται καθώς στο πραγματικό πρόβλημα οι 

εξισώσεις δευτέρας και τετάρτης τάξεως αποτελούν ένα συζευγμένο σύστημα 

γραμμικών ή μη γραμμικών μερικών διαφορικών εξισώσεων.  

4.3.1 Η ΑΕΜ για το πρόβλημα της κάμψης της πλάκας   

Έστω ( , , )w w x y t=  η ζητούμενη εγκάρσια μετατόπιση, η οποία είναι συνεχής 

και έχει παραγώγους ως προς τις χωρικές μεταβλητές μέχρι τετάρτης τάξεως. 

Σύμφωνα με την ΑΕΜ η αναλογική εξίσωση θα πρέπει να είναι τετάρτης τάξεως 

ως προς τις χωρικές παραγώγους. Η απλούστερη εξίσωση με γνωστή θεμελιώδη 

λύση είναι η διαρμονική εξίσωση. Έτσι, η αναλογική εξίσωση θα είναι  

 ∇ = !4 ( , )w b tx  (4.6) 

Η ανωτέρω εξίσωση περιγράφει την κάμψη μιας λεπτής πλάκας με καμπτική 

ακαμψία 1D =  και εγκάρσιο φορτίο !( , )b tx . Για να μπορεί το φορτίο !( , )b tx  να 

παριστά γραμμικά και σημειακά φορτία πρέπει να έχει τη μορφή  

 κ κ κ
κ

β ξ δ η γ δ= + + − −∑!( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , )b t b t t t x x y yx x  (4.7) 

όπου ( , )b tx  είναι ένα κατανεμημένο φορτίο σε όλη την επιφάνεια της πλάκας, 

β ξ( , )t  ένα φορτίο κατά μήκος των γραμμικών φορτίων και κγ  ένα σημειακό 

φορτίο στο σημείο κ κ( , )x y  (βλ. Παράγραφο 2.2). Όπως αποδεικνύεται στο βιβλίο 
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του Κατσικαδέλη (2010) στην περίπτωση που η πλάκα φορτίζεται με το γραμμικό 

φορτίο ξ( )lp  και το σημειακό φορτίο κP  θα είναι  

 β ξ ξ ξ=( ) ( )/ ( )lp D  (4.8a) 

 γ ξ =( ) / ( , )k k k kP D x y  (4.8b) 

όπου = ( , )D D x y  η καμπτική αντίσταση της πλάκας. Τα επιφανειακά 

ολοκληρώματα των φορτίων αυτών υπολογίζονται όπως παρουσιάσθηκε στην 

Παράγραφο 3.3.3.  

Οι συνοριακές συνθήκες της πλακάς μεταβλητού πάχους είναι δυνατόν να 

γραφούν συναρτήσει των συνοριακών μεγεθών της ελαστικής πλάκας σταθερού 

πάχους γράφοντας την υποκατάστατη τέμνουσα του πραγματικού προβλήματος 

ως εξής  

 ˆ ˆ, 2 , (1 ) ,n s ntVw DVw D Mw D wν= − − −  (4.9) 

όπου ˆ ˆ ˆ, ,Vw Mw Tw  η υποκατάστατη τέμνουσα, η ροπή κάμψεως και η ροπή 

συστροφής μιας πλάκας σταθερού πάχους με μοναδιαία καμπτική αντίσταση, οι 

εκφράσεις των οποίων προκύπτουν εύκολα από τις εξ. (2.49) θέτοντας 1D = . 

Έτσι οι συνοριακές συνθήκες γράφονται στην παρακάτω μορφή 

 
]1 2

3 2

ˆ ˆ2 , (1 ) , , , ,

                                                        ( ) ( )

s nt n n n t tw DVw D w D Mw w N w N

t V t

α α ν

α α

∗ ∗⎡+ − − − + +⎣

= −
 (4.10a) 

 1 2 3 2ˆ, , ( ) ( )n R nw DMw k w t M tβ β β β⎡ ⎤+ − = −⎣ ⎦   (4.10b) 

 1 2 3 2ˆ ( ) ( )k T k
k

c w c D Tw k w c t c T t⎡ ⎤− + = −⎢ ⎥⎣ ⎦
¡ ¤£ ¦¢ ¥  ( 1,..., ck N= ) (4.10c) 

Τα , ,i i ia cβ  ( 1,2i = ) παίρνουν τις τιμές 0,1 ανάλογα με το είδος της συνοριακής 

συνθήκης ενώ τα 3 3 3( ), ( ), ( )a t t c tβ  αποτελούν τις γνωστές τιμές των συνοριακών 

μεγεθών. Οι όροι ( ), ( )V t M t  και ( )T t  αποτελούν τους υπόλοιπους όρους των 

φυσικών συνοριακών συνθηκών που δεν είναι δυνατόν να γραφούν ως γραμμικός 

συνδυασμός των συνοριακών ποσοτήτων ˆ ˆ ˆ, ,Vw Mw Tw  της λεπτής ελαστικής 
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πλάκας σταθερού πάχους. Τέλος, οι εφαπτομενικές παράγωγοι ,tw  και ,ntw  είναι 

δυνατόν να γραφούν συναρτήσει της μετατόπισης w  και της κάθετης παραγώγου 

,nw , αντίστοιχα, με ένα σχήμα πεπερασμένων διαφορών (βλ. Παράγραφο 3.3.1) ή 

με χρήση επικαμπύλιων ολοκληρωμάτων (Κατσικαδέλης, 2010). 

Όπως αναφέρθηκε στην Παράγραφο 4.2 ο χρόνος λαμβάνεται ως παράμετρος και 

οι εξισώσεις (4.6) και (4.10) αποτελούν ένα πρόβλημα συνοριακών τιμών. Η 

λύση w  είναι δυνατό να γραφεί ως προς το άγνωστο φορτίο ( , )b tx  και τους 

συνοριακούς όρους ( ), ( )V t M t  και ( )T t  χρησιμοποιώντας τη μέθοδο των 

συνοριακών στοιχείων ως εξής.  

Η ολοκληρωτική παράσταση της λύσης της εξ. (4.6) είναι (βλ. Κεφάλαιο 3)  

 
( )

Ω Γ

=

= Ω + − − +

+ −

∫ ∫

∑

!

¡ ¤£ ¦¢ ¥
1

ˆ ˆ( ) , ,

ˆ
c

n n

N

k
k

w vbd vVw v Mw wVv w Mv dS

wTv vTw

x
 (x ∈ Ω ) (4.11) 

Οι συνοριακές ολοκληρωτικές εξισώσεις έχουν ως εξής  

 
( )α

π Ω Γ

=

= Ω + − − +

+ −

∫ ∫

∑

!

¡ ¤£ ¦¢ ¥
1

ˆ ˆ( ) , ,
2

ˆ
c

n n

N

k
k

w vbd vVw v Mw wVv w Mv dS

wTv vTw

x

(4.12a) 

 ( )

α α
Ω

Γ

=

+ = Ω

+ − − +

+ −

∫
∫

∑

!

¡ ¤£ ¦¢ ¥

1

1 1 1

1 1
1

, ( ) , ( )

ˆ ˆ                , ,

ˆ                
c

x x y y

n n

N

k
k

w w v bd

vVw v Mw wVv w Mv dS

wTv v Tw

x x

 (4.12b) 

όπου x ∈ Γ  και τα ,x yα α  εξαρτώνται από τη γεωμετρία του συνόρου και 

δίδονται από τις εξ. (3.14).  

Ακολουθώντας την αριθμητική διαδικασία που παρουσιάσθηκε στο Κεφάλαιο 3 

για το πρόβλημα της πλάκας, εφαρμόζουμε τις εξ. (4.12) και τις συνοριακές 

συνθήκες (4.10) στα N  σημεία του συνόρου (Σχ. 4.1). Τα συνοριακά 

ολοκληρώματα υπολογίζονται πάνω σε κάθε συνοριακό στοιχείο 

χρησιμοποιώντας κατάλληλες συναρτήσεις σχήματος (γραμμικές συναρτήσεις για 
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τα συνοριακά μεγέθη ˆ ˆ, , ,nw Vw Mw  και πολυώνυμα Hermite για τη μετατόπιση 

w ) που προσεγγίζουν τις τιμές των συνοριακών μεγεθών στο εσωτερικό του κάθε 

στοιχείου συναρτήσει των τιμών τους στα N  σημεία του συνόρου. Τα 

επιφανειακά ολοκληρώματα των εξ. (4.12) λόγω του ιδεατού φορτίου ( , )b tx  δεν 

είναι δυνατόν να υπολογισθούν με έναν από τους τρόπους που παρουσιάσθηκαν 

στην Παράγραφο 3.3.3, αφού το φορτίο ( , )b tx  είναι άγνωστο. Στην περίπτωση 

αυτή τα επιφανειακά ολοκληρώματα είναι δυνατόν να υπολογισθούν συναρτήσει 

των τιμών του ιδεατού φορτίου ( , )b tx  σε M  σημεία (κόμβοι) στο εσωτερικό του 

χωρίου Ω , με πεδιακή διακριτοποίηση το χωρίου ή με μετατροπή αυτών σε 

επικαμπύλια ολοκληρώματα στο σύνορο. Η τελευταία μέθοδος διατηρεί τον 

καθαρά συνοριακό χαρακτήρα της μεθόδου με την έννοια ότι απαιτείται 

διακριτοποίηση μόνο στο σύνορο του χωρίου. Ωστόσο, παρουσιάζει το 

μειονέκτημα ότι οι συναρτήσεις παρεμβολής που χρησιμοποιούνται περιέχουν 

συχνά παραμέτρους η βέλτιστη τιμή των οποίων δεν είναι εύκολο να 

προσδιορισθεί. Μια μέθοδος προσδιορισμού των παραμέτρων αυτών έχει 

προταθεί στις εργασίες Katsikadelis and Yiotis (2003) και Katsikadelis (2008a) με 

ελαχιστοποίηση του συναρτησιακού που παράγει την εξίσωση του προβλήματος 

ή με ελαχιστοποίηση της ολικής δυναμικής ενέργειας του συστήματος. Ο 

προσδιορισμός των παραμέτρων με τον τρόπο αυτό εξαρτάται από τη μέθοδο 

βελτιστοποίησης ενώ αυξάνει σημαντικά την υπολογιστική διαδικασία.  

Στη μέθοδο επιφανειακής διακριτοποίησης το χωρίο Ω  χωρίζεται σε 

πεπερασμένο αριθμό στοιχείων πάνω στα οποία η συνάρτηση ( , )b tx  

προσεγγίζεται με κάποια συνάρτηση παρεμβολής (σταθερή, γραμμική, 

τετραγωνική, κ.λπ.). Στην παρούσα διατριβή το χωρίο χωρίζεται σε M  τριγωνικά 

στοιχεία χρησιμοποιώντας τη μέθοδο τριγωνοποίησης Delaunay (Thompson 

et. al., 1998) ενώ η συνάρτηση ( , )b tx  προσεγγίζεται με γραμμικές συναρτήσεις 

σχήματος (βλ. παρακάτω Παράγραφο 4.6). Πρέπει να σημειωθεί ότι η συνάρτηση 

( , )b tx  ορίζεται μόνο στο εσωτερικό του χωρίου Ω  και επομένως τα κομβικά 

σημεία των τριγώνων που γειτνιάζουν με το σύνορο λαμβάνονται στο εσωτερικό 

του χωρίου, όπως φαίνεται στο Σχ. 4.1.  

Μετά τη διακριτοποίηση το σύστημα των δύο συνοριακών ολοκληρωτικών 

εξισώσεων γράφεται ως εξής  
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( ) ( )t t
n

V
w

H G M Ab Fw
R

 (4.13) 

όπου w  και ( )tb  είναι διανύσματα με τις μετατοπίσεις των συνοριακών κόμβων 

και τις άγνωστες τιμές της συνάρτησης ( , )b tx  στους εσωτερικούς κόμβους, 

αντίστοιχα, ενώ τα μητρώα ,H G  και τα διανύσματα , , ,nw V M R  ορίζονται στην 

Παράγραφο 3.3.1. 

1

6 x

y
2

3 4

5 γωνιακα σημειαcN

x

εσωτερικα σημειαM  

συνοριακα σημειαN  

 

Σχήμα 4.1 : Διακριτοποίηση χωρίου Ω  και του συνόρου Γ . 

Το διάνυσμα ( )tF  προκύπτει από τον υπολογισμό των επιφανειακών 

ολοκληρωμάτων των γνωστών γραμμικών και σημειακών φορτίων. Το μητρώο 

A  γράφεται ως εξής  

 
1

2
2N M

A
A

A
×

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (4.14) 

ενώ τα στοιχεία των μητρώων 1 2,A A  προκύπτουν από τον υπολογισμό των 

επιφανειακών ολοκληρωμάτων της πρώτης και της δεύτερης συνοριακής 

εξίσωσης, αντίστοιχα, στα τριγωνικά στοιχεία. Στην περίπτωση που υπάρχουν 

εσωτερικές σημειακές ή γραμμικές στηρίξεις ακολουθείται η μεθοδολογία που 

παρουσιάζεται στην Παράγραφο 3.3.4.  

Οι συνοριακές συνθήκες, εξ. (4.10), γράφονται με χρήση μητρώων ως εξής  
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 (4.15) 

όπου  
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 (4.16a,b) 

Τα 2 2 2, ,ca β  είναι διαγώνια μητρώα με τις τιμές των παραμέτρων των 

συνοριακών συνθηκών 2 2 2, ,a cβ  . Τα διανύσματα ( ), ( ), ( )t t tV M R  περιέχουν τους 

όρους ( ), ( )V t M t  και ( )T t , αντίστοιχα.  

Οι επιπλέον συνθήκες στα γωνιακά σημεία (εξ. 3.62) γράφονται  
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V
w
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 (4.17) 

Οι εξισώσεις (4.13), (4.15) και (4.17) αποτελούν ένα σύστημα 4 4 cN N+  

εξισώσεων με 6 7 cN N M+ +  αγνώστους, εκ των οποίων 4 4 cN N+  είναι οι 

άγνωστες συνοριακές ποσότητες, M  είναι οι άγνωστες τιμές του φορτίου ( )tb  

και 2 3 cN N+  είναι οι συνοριακές ποσότητες του διανύσματος ( )tz . Το σύστημα 

μπορεί να παρουσιασθεί ως εξής  
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 (4.18) 

και είναι δυνατόν να λυθεί ως προς τις συνοριακές ποσότητες οι οποίες γράφονται 

συναρτήσει του φορτίου ( )tb  και του διανύσματος ( )tz  ως εξής  
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  (4.19) 

Η λύση ( , )w tx  σε οποιοδήποτε σημείο στο εσωτερικό του χωρίου είναι δυνατόν 

να γραφεί συναρτήσει των ( )tb  και ( )tz  από την ολοκληρωτική παράσταση της 

λύσης εξ. (4.11), χρησιμοποιώντας την ίδια διακριτοποίηση του συνόρου για τον 

υπολογισμό των επικαμπύλιων ολοκληρωμάτων και την ίδια επιφανειακή 

διακριτοποίηση για τον υπολογισμό των επιφανειακών ολοκληρωμάτων. 

Εφαρμόζοντας την εξ. (4.11) στα M  εσωτερικά σημεία και απαλείφοντας τα 

συνοριακά μεγέθη με τη βοήθεια της εξ. (4.19) λαμβάνουμε τελικά  

 ( ) ( ) ( )t t t= + +in 0w Wb Wz W  (4.20) 

όπου W  και W  είναι μητρώα διαστάσεων M M×  και ( )× +2 3 cM N N , 

αντίστοιχα, ( )t0W  είναι διάνυσμα που εξαρτάται από τις συνοριακές συνθήκες 

και τις γνωστές φορτίσεις και inw  είναι το διάνυσμα με τις τιμές της μετατόπισης 

στα M  εσωτερικά σημεία. Όμοια, οι παράγωγοι της λύσης υπολογίζονται από 

την εξ. (3.85), από όπου προκύπτουν τελικά οι τιμές των παραγώγων στα 

εσωτερικά σημεία ως εξής   

 ( ) ( ) ( )t t t= + +x x x 0xw W b W z W  (4.21a) 

 ( ) ( ) ( )t t t= + +y y y 0yw W b W z W  (4.21b) 

 ( ) ( ) ( )t t t= + +xx xx xx 0xxw W b W z W  (4.21c) 

 ( ) ( ) ( )t t t= + +xy xy xy 0xyw W b W z W  (4.21d) 

 ( ) ( ) ( )t t t= + +yy yy yy 0yyw W b W z W  (4.21e) 



 Η μέθοδος της Αναλογικής Εξίσωσης  

 

146 

 ( ) ( ) ( )t t t= + +xxx xxx xxx 0xxxw W b W z W  (4.21f) 

 ( ) ( ) ( )t t t= + +xxy xxy xxy 0xxyw W b W z W  (4.21j) 

 ( ) ( ) ( )t t t= + +xyy xyy xyy 0xyyw W b W z W  (4.21h) 

 ( ) ( ) ( )t t t= + +yyy yyy yyy 0yyyw W b W z W  (4.21i) 

Οι εξ. (4.20) και (4.21) ικανοποιούν τόσο τις κινηματικές όσο και τις φυσικές 

συνοριακές συνθήκες του προβλήματος. Οι τιμές των ( )tb  και ( )tz  μπορούν να 

θεωρηθούν ως συντελεστές της μεθόδου Ritz. Ο προσδιορισμός τους είναι 

δυνατόν να γίνει είτε με τη μέθοδο ταξιθεσίας είτε με τη μέθοδο Ritz. Στην πρώτη 

περίπτωση οι εξισώσεις του πραγματικού προβλήματος εφαρμόζονται σε 

πεπερασμένου πλήθους σημεία του χωρίου και με αντικατάσταση της λύσης και 

των παραγώγων της από τις εξ. (4.20) και (4.21), προκύπτει σύστημα εξισώσεων 

από τη λύση του οποίου προσδιορίζονται τα ( )tb  και ( )tz . Στη μέθοδο Ritz οι 

παράμετροι προσδιορίζονται με ελαχιστοποίηση της συνάρτησης δυναμικού από 

την οποία προκύπτουν οι εξισώσεις του προβλήματος. Στην παρούσα διατριβή, 

όπως και στις περισσότερες εφαρμογές της ΑΕΜ, χρησιμοποιείται η πρώτη 

μέθοδος, η οποία περιγράφεται αναλυτικά στην Παράγραφο 4.4. Ωστόσο, έχει 

χρησιμοποιηθεί με επιτυχία και η μέθοδος Ritz για προβλήματα δευτέρας και 

τετάρτης τάξεως (Katsikadelis, 2008a). Το πλεονέκτημα της μεθόδου Ritz είναι 

ότι στη συνάρτηση δυναμικού εμφανίζονται χαμηλότερης τάξης παράγωγοι από 

ότι στις εξισώσεις του προβλήματος, ενώ το μειονέκτημα της είναι η δυσκολία 

ευρέσεως του ολικού ελαχίστου με τις υπολογιστικές μεθόδους βελτιστοποίησης.  

4.3.2 Η ΑΕΜ για το πρόβλημα της επίπεδης ελαστικότητας   

Έστω ( , , )u u x y t=  και ( , , )v v x y t=  οι μετατοπίσεις εντός της μέσης επιφάνειας 

της πλάκας, οι οποίες είναι συνεχείς και έχουν παραγώγους μέχρι δευτέρας 

τάξεως. Σύμφωνα με την ΑΕΜ οι αναλογικές εξισώσεις θα πρέπει να είναι δύο 

και δευτέρας τάξεως ως προς τις χωρικές παραγώγους. Οι απλούστερες 

περιπτώσεις εξισώσεων δευτέρας τάξεως με γνωστή θεμελιώδη λύση, είναι η 

εξίσωση Poisson και οι εξισώσεις Navier της επίπεδης ελαστικότητας. Στην 

παρούσα διατριβή χρησιμοποιείται η εξίσωση Poisson, καθώς η επίλυση της με 
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τη ΒΕΜ είναι σημαντικά απλούστερη. Ωστόσο, σε αντίθεση με τις εξισώσεις 

Navier, στην ολοκληρωτική παράσταση της εξίσωσης Poisson εμφανίζονται 

συνοριακές ποσότητες που δεν ταυτίζονται με τις πραγματικές συνοριακές 

ποσότητες του προβλήματος της επίπεδης ελαστικότητας. Το πρόβλημα αυτό 

αντιμετωπίζεται, όπως παρουσιάζεται παρακάτω, με μετασχηματισμό των 

συνοριακών ποσοτήτων της ολοκληρωτικής παράστασης ώστε να εμφανισθούν 

μόνο τα πραγματικά συνοριακά μεγέθη. Η εξίσωση Poisson έχει χρησιμοποιηθεί 

στις περισσότερες εφαρμογές της ΑΕΜ στα προβλήματα δευτέρας τάξεως που 

αναφέρονται στην εισαγωγή αυτού του Κεφαλαίου. Ωστόσο, και οι εξισώσεις 

Navier της επίπεδης ελαστικότητας έχουν χρησιμοποιηθεί ως αναλογικές 

εξισώσεις σε προβλήματα ανισότροπων και μη ομογενών επίπεδων σωμάτων 

(Nerantzaki et al., 2004)  

Έτσι, οι αναλογικές εξισώσεις θα είναι  

 2
1( , )u b t∇ = x ,  2

2( , )v b t∇ = x  (4.22a,b) 

όπου 1( , )b tx  και 2( , )b tx  τα άγνωστα ιδεατά φορτία.  

Η ολοκληρωτική παράσταση της λύσης u  της εξ. (4.22a) είναι (Katsikadelis, 

2002b)  

 *
1( , ) ( , , )n nu t u b d u u u u dsε ∗ ∗

Ω Γ
= Ω − −∫ ∫x  (4.23) 

όπου /2u nr π∗ = ^  είναι η θεμελιώδης λύση της εξ. (4.22a) και ε  παράμετρος 

που λαμβάνει τις τιμές 1ε =  όταν ∈ Ωx , /2ε α π=  όταν ∈ Γx  και 0ε =  

όταν ∉ Ω ∪ Γx . Ακολουθώντας τη μεθοδολογία της ΒΕΜ (Katsikadelis, 2002b), 

η εξ. (4.23) εφαρμόζεται στα N  σημεία του συνόρου και τα επικαμπύλια 

ολοκληρώματα υπολογίζονται πάνω σε κάθε συνοριακό στοιχείο. Τα συνοριακά 

μεγέθη θεωρούνται σταθερά μέσα σε κάθε συνοριακό στοιχείο. Τα επιφανειακά 

ολοκληρώματα υπολογίζονται με πεδιακή διακριτοποίηση όπως περιγράφεται 

στην Παράγραφο 4.6. Έτσι προκύπτει  

 ˆˆ ˆ( )t =1 nHu + Ab Gu   (4.24) 
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όπου ˆ ˆ,H G  μητρώα διαστάσεων N N×  που προκύπτουν από την ολοκλήρωση 

των πυρήνων πάνω σε κάθε συνοριακό στοιχείο, ενώ Â  είναι μητρώο 

διαστάσεων N M×  που προκύπτει από τον υπολογισμό των επιφανειακών 

ολοκληρωμάτων στα τριγωνικά στοιχεία. Τα διανύσματα , nu u  περιέχουν τις 

τιμές της λύσης u  και της καθέτου παραγώγου ,nu  στο σύνορο ενώ το διάνυσμα 

( )t1b  περιέχει τις τιμές του ιδεατού φορτίου 1( , )b tx . Όμοια προκύπτει και για τη 

λύση v  της εξ. (4.20b)  

 2ˆˆ ˆ( )t = nHv + Ab Gv   (4.25) 

όπου τα διανύσματα , nv v  περιέχουν τις τιμές της λύσης v  και της καθέτου 

παραγώγου ,nv  στο σύνορο ενώ το διάνυσμα 2( )tb  περιέχει τις τιμές του ιδεατού 

φορτίου 2( , )b tx . 

Όπως και στην περίπτωση της προηγούμενης παραγράφου, οι συνοριακές 

συνθήκες του επιπέδου προβλήματος είναι δυνατόν να γραφούν στη παρακάτω 

μορφή  

 1 2 3 2( ) ( )x xc u c T c t c T t+ = −   (4.26a) 

 1 2 3 2( ) ( )y yd v d T d t d T t+ = −   (4.26b) 

όπου ,x yT T  είναι οι συνοριακές μεμβρανικές δυνάμεις του γραμμικού ελαστικού 

προβλήματος, που προκύπτουν από τις εξ. (2.37b,c) με τη βοήθεια των 

εξ. (2.28d,e,f), ως εξής  

 ( ) ( )1, , , ,
2

x x y x y x yT C u v n C u v nνν −= + + +  (4.27a) 

 ( ) ( )1 , , , ,
2

y y x x x y yT C u v n C u v nν ν−= + + +  (4.27b) 

Οι όροι ( ), ( )x yT t T t  αποτελούν τους υπόλοιπους όρους των φυσικών συνοριακών 

συνθηκών του πραγματικού προβλήματος που δεν είναι δυνατόν νε εκφρασθούν 

συναρτήσει των , , ,x yu v T T . Για τα προβλήματα που παρουσιάζονται στο 

Κεφάλαιο 2, οι όροι αυτοί περιλαμβάνουν τους μη γραμμικούς όρους καθώς και 
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τις χρονικές παραγώγους των συνοριακών μεγεθών που εμφανίζονται στις 

φυσικές συνοριακές συνθήκες του επιπέδου βισκοελαστικού προβλήματος.  

Οι κάθετες παράγωγοι , , ,n nu v  δεν εμφανίζονται στις συνοριακές συνθήκες του 

επιπέδου προβλήματος όπως φαίνεται στις εξ. (4.26) και (4.27). Για την απαλοιφή 

των ποσοτήτων , , ,n nu v  από τις εξ. (4.24) και (4.25) εργαζόμαστε ως εξής. 

Γράφουμε τις παραγώγους των μετατοπίσεων ,u v  κατά τις κατευθύνσεις ,n t  στο 

σύνορο ως προς τις παραγώγους κατά ,x y , ήτοι   

 , , cos , sinn x yu u uϕ ϕ= + , , , cos , sinn x yv v vϕ ϕ= +  (4.28a,b) 

 , , sin , cost x yu u uϕ ϕ= − + , , , sin , cost x yv v vϕ ϕ= − +  (4.28c,d) 

Συνδυάζοντας τις εξ. (4.27) και (4.28) οι κάθετες παράγωγοι ,nu  και ,nv  

γράφονται τελικά ως προς τα , , ,x y tT T u  και ,tv , ως εξής  

 

[ ]

2

2

( 1) 2 ( 1),
( 1) ( 1)

                 ( 1) , + 1 ( 1) ,

x x y
n x y

x y t x t

n n nu T T
C C

n n u n v

ν ν
ν ν

ν ν

+ − += +
− −

+ + − +
 (4.29a) 

 

[ ]

2

2

( 1) ( 1) 2,
( 1) ( 1)

            + ( 1) 1 , ( 1) ,

x y y
n x y

y t x y t

n n nv T T
C C

n u n n v

ν ν
ν ν

ν ν

+ + −= +
− −

+ − + +
 (4.29b) 

Οι εφαπτομενικές παράγωγοι ,tu  και ,tv  είναι δυνατόν να γραφούν ως προς τις 

συνοριακές μετατοπίσεις u  και v  με ένα σχήμα πεπερασμένων διαφορών. Έτσι 

με τη βοήθεια των εξ. (4.29), οι εξ. (4.24) και (4.25) γράφονται  

 1 1 1 1 1
ˆ ( ) 0x y t+ + + + =B u C v G t D t Ab  (4.30a) 

 2 2 2 2 2ˆ ( ) 0x y t+ + + + =B u C v G t D t Ab  (4.30b) 

όπου , , ,i i i iB C G D  ( 1,2i = ) γνωστά μητρώα διαστάσεων N N×  και ,x yt t  

διανύσματα με τις τιμές των συνοριακών μεμβρανικών δυνάμεων ,x yT T .  

Εν συνεχεία εφαρμόζοντας τις συνοριακές συνθήκες (4.26) στα N  σημεία του 

συνόρου, προκύπτουν οι παρακάτω εξισώσεις  



 Η μέθοδος της Αναλογικής Εξίσωσης  

 

150 

 1 2 3 2( )x xt+ = −c u c t c c t   (4.31a) 

 1 2 3 2( )y yt+ = −d v d t d d t   (4.31b) 

όπου ,x yt t  είναι διανύσματα με τις τιμές των συνοριακών ποσοτήτων ,x yT T . Το 

σύστημα των εξ. (4.30) και (4.31) είναι δυνατό να λυθεί ως προς τις συνοριακές 

ποσότητες ,u v , ,x yt t  οι οποίες προκύπτουν συναρτήσει των άγνωστων τιμών των 

ιδεατών φορτίων ( )t1b , 2( )tb  αλλά και των συνοριακών ποσοτήτων ,x yt t . Με 

χρήση μητρώων η λύση του παραπάνω συστήματος γράφεται ως εξής  

 
1

2

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= + +⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎪ ⎪⎩ ⎭⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

x

b b b
x y

y

u
v b t

U U Ct b t
t

  (4.32) 

όπου bU  και bU  είναι μητρώα με διαστάσεις 4 2N M×  και 4 2N N× , 

αντίστοιχα και ( )tbC  διάνυσμα που εξαρτάται από τα 3 3( ), ( )c t d t  των 

συνοριακών συνθηκών (4.26). 

Οι τιμές των μετατοπίσεων στο εσωτερικό του χωρίου θα προκύψουν από την 

ολοκληρωτική παράσταση της λύσης, εξ. (4.23), με απαλοιφή των συνοριακών 

ποσοτήτων χρησιμοποιώντας τις εξ. (4.32). Εφαρμόζοντας την εξ. (4.23) στα M  

εσωτερικά σημεία και χρησιμοποιώντας την ίδια διακριτοποίηση για τον 

υπολογισμό των επικαμπύλιων και επιφανειακών ολοκληρωμάτων προκύπτει  

 
1

2
( )t

⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪= + +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎪ ⎪⎩ ⎭

x

in 0
y

b t
u U U U

b t
 (4.33) 

όπου U , U  είναι μητρώα διαστάσεων 2M M×  και 2M N× , αντίστοιχα και 

( )t0U  διάνυσμα που εξαρτάται από τις συνοριακές συνθήκες. 

Τέλος, οι παράγωγοι της λύσης u  στο εσωτερικό λαμβάνονται από την παράγωγο 

της ολοκληρωτικής παράστασης, η οποία είναι (Katsikadelis, 2002b) 

 *
1, ( , ) , ( , , , )pq pq pq n npqu t u b d u u u u ds∗ ∗

Ω Γ
= Ω − −∫ ∫x  (4.34) 
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όπου , ,p q x y= . Εφαρμόζοντας την εξ. (4.34) στα M  εσωτερικά σημεία και 

χρησιμοποιώντας την ίδια διακριτοποίηση προκύπτουν οι παράγωγοι της λύσης 

ως εξής  
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 (4.35b) 
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Όμοια προκύπτουν οι τιμές της λύσης v  και των παραγώγων της στα M  

εσωτερικά σημεία ως εξής  
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4.4 Το τελικό στάδιο της ΑΕΜ  

Στο τελικό στάδιο της ΑΕΜ προσδιορίζονται οι τιμές των ιδεατών φορτίων ( )tb , 

1( )tb  και 2( )tb  καθώς και των άγνωστων συνοριακών ποσοτήτων ( )tz , ( )txt  και 

( )tyt . Όπως αναφέρθηκε στην Παράγραφο 4.3.1, αυτό γίνεται με εφαρμογή των 

πραγματικών εξισώσεων του προβλήματος στα M  εσωτερικά σημεία και 

αντικατάσταση των μετατοπίσεων , ,u v w  και των παραγώγων τους από τις 

εξισώσεις (4.20), (4.21), (4.33), (4.35) και (4.36). Έτσι προκύπτει ένα σύστημα 

εξισώσεων από τη λύση του οποίου προσδιορίζονται οι άγνωστες παράμετροι. Η 

μορφή του συστήματος αυτού εξαρτάται από τη μορφή των εξισώσεων του 

προβλήματος και συγκεκριμένα για τα εξελικτικού τύπου προβλήματα προκύπτει 

σύστημα συνήθων διαφορικών εξισώσεων ως προς το χρόνο ενώ για τα στατικά 

προβλήματα προκύπτει σύστημα αλγεβρικών εξισώσεων. Τα παραπάνω 

συστήματα διαφορικών ή αλγεβρικών εξισώσεων μπορεί να είναι γραμμικά ή μη 

γραμμικά ανάλογα με το αν το πραγματικό πρόβλημα είναι γραμμικό ή μη 

γραμμικό, αντίστοιχα.  

Στο σημείο αυτό θα πρέπει να αναφερθεί ότι στην παρούσα διατριβή 

παραλείπονται οι χρονικές παράγωγοι που εμφανίζονται στις φυσικές συνοριακές 

συνθήκες των βισκοελαστικών προβλημάτων. Οι όροι αυτοί είναι δυνατόν να 

ληφθούν υπόψη με εφαρμογή της ΑΕΜ, όπως παρουσιάσθηκε προηγουμένως, 

ωστόσο αυξάνουν τον αριθμό των διαφορικών εξισώσεων περιπλέκοντας 

σημαντικά την υπολογιστική διαδικασία. Η παράλειψη αυτή δεν είναι  

λανθασμένη στις περιπτώσεις ομογενών φυσικών συνοριακών συνθηκών όταν η 

αρχική τιμή του μεγέθους είναι μηδενική. Για παράδειγμα, στην περίπτωση μιας 

απλά εδραζόμενης πλάκας Kelvin-Voigt και χωρίς ελαστική στήριξη η συνοριακή 

συνθήκη γίνεται  
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 ( ) ( ) 0cMw t D Mw tαη+ =   με  (0) 0Mw =  (4.37) 

Η εξ. (4.37) είναι μια διαφορική εξίσωση τάξεως 0 1α< <  ως προς το μέγεθος 

( )Mw t , η ακριβής λύση της οποίας είναι ( ) 0Mw t =  (Podlubny, 1999; 

Katsikadelis, 2009c).  

Σε διαφορετική περίπτωση η παράλειψη του όρου με τη χρονική παράγωγο 

εισάγει σφάλμα, το οποίο όμως είναι πολύ μικρό, όπως φαίνεται από τη σύγκριση 

της αριθμητικής και ακριβούς λύσεως στις περιπτώσεις που αυτό είναι δυνατό 

(βλ. Παράδειγμα 6.1.2). Η διερεύνηση της συμβολής αυτών των όρων στην 

απόκριση των βισκοελαστικών πλακών αποτελεί αντικείμενο μελλοντικής 

έρευνας.  

Παρακάτω περιγράφεται η μέθοδος αρχικά για την περίπτωση των στατικών 

προβλημάτων των ελαστικών πλακών, έπειτα για την περίπτωση των οιονεί 

στατικών προβλημάτων των βισκοελαστικών πλακών και τέλος εξετάζονται τα 

δυναμικά προβλήματα ελαστικών και βισκοελαστικών πλακών. Σε κάθε 

περίπτωση εξετάζεται πρώτα το γραμμικό και έπειτα το μη γραμμικό πρόβλημα. 

Οι εξισώσεις των παραπάνω προβλημάτων εξάγονται στις Παραγράφους 2.6, 2.7 

και 2.8.  

4.4.1 Στατικό πρόβλημα ελαστικής πλάκας 

Το στατικό πρόβλημα της ελαστικής πλάκας δεν εξαρτάται από το χρόνο και 

επομένως τόσο τα ιδεατά φορτία , ,1 2b b b  όσο και τα διανύσματα 

0pqrW , 0pqU , 0pqV , z , xt  και yt  (εξ. (4.10) και εξ. (4.27) είναι ανεξάρτητα του 

χρόνου.  

4.4.1.1 Γραμμικό στατικό πρόβλημα ελαστικής πλάκας 

Στην περίπτωση αυτή το επίπεδο πρόβλημα, που περιγράφεται από τις εξ. (2.66) 

και (2.67), είναι ανεξάρτητο του προβλήματος κάμψεως και έτσι επιλύεται πρώτο. 

Ακόμη, από τις συνοριακές συνθήκες εξ. (2.67), εύκολα προκύπτει ότι είναι 

= = 0x yt t . Εφαρμόζοντας την εξ. (2.73) στα M  εσωτερικά σημεία και 

αντικαθιστώντας τις εκφράσεις των ,u v  και των παραγώγων τους από τις 

εξ. (4.33),(4.35) και (4.36) προκύπτουν οι παρακάτω εξισώσεις  
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2 2
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1 1 1

2

K b F
K b F  (4.38) 

όπου 1K  και 2K  είναι μητρώα διαστάσεων 2M M×  και 2,1F F  είναι διανύσματα 

τα οποία γράφονται ως εξής  

 
( ) ( )

( )

1 1
1 1

2 2
1                                         

2

ν ν ν

ν

− += + + + +

−+

xx xy x x y

y y x

K CI C U V C U V

C U + V
 (4.39a) 
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2 2
1 1 1

2 2 2
                                         y

ν ν ν

ν

− + −= + + + +

+ +

xy yy x y x

y x

K CI C U V C U V

C U V
 (4.39b) 

 
( ) ( )

( )

1
1

2
1                              

2

ν ν

ν

+= − + − +

−−

x 0xx 0xy x 0x 0y

y 0y 0x

F f C U V C U V

C U + V
 (4.39c) 

 
( ) ( )

( )

2
1 1

2 2
                                           

ν ν

ν

+ −= − + − +

− +

y 0xy 0yy x 0y 0x

y 0x 0y

F f C U V C U V

C U V
 (4.39d) 

όπου C , xC  και yC  είναι διαγώνια μητρώα M M×  με τις τιμές της 

μεμβρανικής ακαμψίας της πλάκας και των παραγώγων αυτής στα M  εσωτερικά 

σημεία, ,x yf f  είναι διανύσματα με τις τιμές των μεμβρανικών φορτίων στο 

εσωτερικό του χωρίου, ενώ  

 1
2M M×

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦I = I 0   (4.40a) 

 2
2M M×

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦I = 0 I  (4.40b) 

όπου I  το μοναδιαίο μητρώο διαστάσεων M M× . 

Από τη λύση του γραμμικού συστήματος (4.38) είναι δυνατόν να προσδιοριστούν 

οι τιμές των ιδεατών φορτίων 1b  και 2b . Στη συνέχεια αντικαθιστώντας τις τιμές 

αυτές στις εξ. (4.32), (4.33), (4.35) και (4.36) προκύπτουν οι τιμές των 

μετατοπίσεων και των παραγώγων αυτών στο εσωτερικό καθώς και οι τιμές των 
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άγνωστων συνοριακών μεγεθών. Τέλος, με τη βοήθεια των σχέσεων (2.63) 

υπολογίζονται οι μεμβρανικές δυνάμεις στα M  εσωτερικά σημεία.  

Για τo γραμμικό στατικό πρόβλημα κάμψεως της ελαστικής πλάκας εφαρμόζουμε 

την εξίσωση (2.73) στα M  εσωτερικά σημεία και αντικαθιστώντας τις τιμές της 

μετατόπισης και των παραγώγων της από τις εξ. (4.20) και (4.21) προκύπτει ένα 

γραμμικό σύστημα ως προς τις τιμές του ιδεατού φορτίου b  

 ( )+ = − −z 0 0K F b f K F  (4.41) 

όπου K ,F  είναι τα γενικευμένα μητρώα ακαμψίας και γεωμετρικής ακαμψίας 

διαστάσεων M M×  ενώ τα 0K , 0F  είναι διάνυσματα 1M × , τα οποία γράφονται 

ως εξής  

 

( )(1 ) 2

    2 ( ) 2 ( )

    ( )( )

ν= − − + +

+ + + +

+ + +

xx yy xy xy yy xx

x xxx xyy y xxy yyy

xx yy xx yy

K DI D W D W D W

D W W D W W

D D W W

 (4.42a) 

 2= − − − + +x xx xy xy y yy x x y yF N W N W N W F W F W  (4.42b) 

 

( )(1 ) 2

    2 ( ) 2 ( )

    ( )( )

ν= − + +

− + − +

− + +

0 xx 0yy xy 0xy yy 0xx

x 0xxx 0xyy y 0xxy 0yyy

xx yy 0xx 0yy

K D W D W D W

D W W D W W

D D W W

 (4.42c) 

 0 2= + + − −x 0xx xy 0xy y 0yy x 0x y 0yF N W N W N W F W F W  (4.42d) 

όπου , , , , ,x y xx xy yyD D D D D D  είναι διαγώνια μητρώα M M×  με τις τιμές της 

καμπτικής ακαμψίας της πλάκας και των παραγώγων αυτής στα M  εσωτερικά 

σημεία, , ,x xy yN N N  και ,x yF F  είναι διαγώνια μητρώα M M×  με τις τιμές των 

μεμβρανικών δυνάμεων και των συντηρητικών μεμβρανικών εξωτερικών 

φορτίων, αντίστοιχα, ενώ το zf  είναι διανύσμα με τις τιμές των εγκάρσιων 

φορτίων της πλάκας στο εσωτερικό του χωρίου. 

Το γραμμικό αλγεβρικό σύστημα των εξισώσεων (4.41) λύνεται ως προς τις τιμές 

του ιδεατού φορτίου b  και εν συνεχεία η λύση w  και οι παράγωγοι της στο 

εσωτερικό καθώς και οι τιμές των άγνωστων συνοριακών μεγεθών υπολογίζονται 



 Η μέθοδος της Αναλογικής Εξίσωσης  

 

156 

με αντικατάσταση των τιμών του ιδεατού φορτίου στις εξ. (4.19), (4.20) και 

(4.21). 

Πρέπει να σημειωθεί ότι οι τιμές των μετατοπίσεων και των παραγώγων τους 

είναι δυνατόν να υπολογισθούν σε οποιοδήποτε σημείο στο εσωτερικό της 

πλάκας και όχι μόνο στα M  εσωτερικά σημεία, από τις ολοκληρωτικές εξισώσεις 

(4.11) και (4.23) ή τις παραγώγους αυτών (3.86) και (4.34) χρησιμοποιώντας την 

ίδια διακριτοποίηση για το σύνορο Γ  και το χωρίο Ω .  

4.4.1.2 Μη γραμμικό στατικό πρόβλημα ελαστικής πλάκας.  

Στο μη γραμμικό στατικό πρόβλημα η κάμψη και η επίπεδη ένταση της ελαστικής 

πλάκας περιγράφονται από το συζευγμένο σύστημα των διαφορικών εξισώσεων 

(2.57) και των συνοριακών συνθηκών (2.51). Εύκολα προκύπτει ότι είναι 0=z . 

Οι συνοριακές συνθήκες του επιπέδου προβλήματος περιέχουν και μη 

γραμμικούς όρους όπως φαίνεται στις εξ. (2.51d,e) και (2.49d-f). Στην περίπτωση 

αυτή θέτουμε   

 ( )2 21 1, , , ,
2 2

x x y x x y yT C w w n C w w nνν −= + +  (4.43a) 

 ( )2 21 1, , , ,
2 2

y x y x x y yT C w w n C w w nν ν−= + +  (4.43b) 

Εφαρμόζοντας τις εξισώσεις του προβλήματος στα M  εσωτερικά σημεία και 

αντικαθιστώντας τις εκφράσεις των μετατοπίσεων και των παραγώγων τους από 

τις εξ. (4.20), (4.21), (4.33), (4.35) και (4.36) λαμβάνουμε  

 , , , , )+ = −1 2 x y z 0Kb S(b b b t t f K  (4.44a) 

 
2 2

ˆ⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥+ + =⎢ ⎥ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭⎣ ⎦

1 1 1 x 1

2 y2

K b K t F
S(b)K b FtK  (4.44b) 

όπου , , , ,1 2 x yS(b b b t t )  και Ŝ(b)  είναι διανύσματα διαστάσεων 1M ×  και 

2 1M × , αντίστοιχα, που περιέχουν τους μη γραμμικούς όρους των εξισώσεων 

(2.57). Τα μητρώα ,1 2K K  γράφονται ως εξής 

 ( ) ( ) ( )1
1 1

2 2
ν νν+ −= + + + +xx xy x x y y y xK C U V C U V C U + V  (4.45a) 
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 ( ) ( ) ( )2
1 1

2 2
y

ν ν ν+ −= + + + + +xy yy x y x y xK C U V C U V C U V  (4.45b) 

Τέλος, εφαρμόζοντας τις εξ. (4.43) στους N  συνοριακούς κόμβους και με τη 

βοήθεια των εξ. (4.21) προκύπτουν οι ακόλουθες μη γραμμικές εξισώσεις  

 =x 1t H (b)  (4.46a) 

 =y 2t H (b)  (4.46b) 

όπου 1H (b) , 2H (b)  διανύσματα διαστάσεων ×1N . Οι εξισώσεις (4.44) και 

(4.46) αποτελούν ένα μη γραμμικό αλγεβρικό σύστημα +3 2M N  εξισώσεων με 

ισάριθμους αγνώστους το οποίο επιλύεται με την επαναληπτική μέθοδο Newton-

Rapshon. Τα πρόβλημα αυτό επιτρέπει τη μελέτη της μεταλυγισμικής 

συμπεριφοράς των ελαστικών πλακών που φορτίζονται με μεμβρανικά φορτία και 

παρουσιάζεται στα Παραδείγματα 6.5.3-6.5.5. Στις περιπτώσεις αυτές το 

παραπάνω μη γραμμικό σύστημα επιλύεται με τη μέθοδο Αrc-length 

(βλ. Παράρτημα Β).   

4.4.2 Στατικά προβλήματα βισκοελαστικών πλακών   

Όπως παρουσιάσθηκε στο Κεφάλαιο 2, τα στατικά προβλήματα των 

βισκοελαστικών πλακών είναι οιονεί στατικά ή ψευδοδυναμικά παρά το γεγονός 

ότι παραλείπουμε τις αδρανειακές δυνάμεις. Τόσο τα ιδεατά φορτία , ,1 2b b b  όσο 

και τα διανύσματα 0pqrW , 0pqU , 0pqV , xt  και yt  είναι συναρτήσεις του χρόνου. 

Εξαίρεση αποτελεί το επίπεδο πρόβλημα στην περίπτωση των γραμμικών 

βισκοελαστικών προβλημάτων, που εξακολουθεί να θεωρείται ανεξάρτητο του 

χρόνου (βλ Παράγραφο 2.8). Τέλος, θα είναι 0=z  αφού παραλείπουμε τους 

όρους με τις χρονικές παραγώγους που εμφανίζονται στις φυσικές συνοριακές 

συνθήκες του προβλήματος κάμψεως της πλάκας.  

4.4.2.1 Γραμμικό στατικό πρόβλημα πλάκας Kelvin-Voigt 

Όπως και στην περίπτωση του γραμμικού προβλήματος της προηγούμενης 

παραγράφου, θεωρούμε ότι το επίπεδο πρόβλημα είναι ανεξάρτητο του 

προβλήματος της κάμψης και η λύση του προσδιορίζεται από την εξ. (4.38).  
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Το στατικό γραμμικό πρόβλημα κάμψεως της βισκοελαστικής πλάκας Kelvin-

Voigt περιγράφεται από την εξ. (2.74), τις συνοριακές συνθήκες (2.53a,b,c) και 

την αρχική συνθήκη (2.60c).  

Εφαρμόζοντας την εξ. (2.74) στα M  εσωτερικά σημεία και αντικαθιστώντας τις 

την εγκάρσια μετατόπιση και τις παραγώγους της από τις εξ. (4.20) και (4.21) 

προκύπτει  

 ( )c cD Dα αη + + = − − −z 0 0 0K b K F b f K K F  (4.47) 

Οι εξισώσεις (4.47) αποτελούν ένα σύστημα συνήθων διαφορικών εξισώσεων 

κλασματικής τάξεως 0 1α< ≤  ως προς το b . Οι αρχικές τιμές του b  

προκύπτουν με τη βοήθεια της εξ. (4.20) και λαμβάνοντας υπόψη την εξ. (2.60c) 

ως εξής  

 −= − 1(0) (0)0b W W  (4.48) 

4.4.2.2 Γραμμικό στατικό πρόβλημα πλάκας Standard solid 

Το στατικό γραμμικό πρόβλημα κάμψεως της βισκοελαστικής πλάκας Standard 

solid περιγράφεται από την εξ. (2.75) τις συνοριακές συνθήκες (2.55a,b,c) ενώ οι 

αρχικές συνθήκες προκύπτουν από τη λύση της εξ. (2.76).  

Εφαρμόζοντας την εξ. (2.75) στα M  εσωτερικά σημεία και αντικαθιστώντας τις 

εκφράσεις της εγκάρσιας μετατόπισης και των παραγώγων της από τις εξ. (4.20) 

και (4.21) προκύπτει  

 
( ) ( )1 1

          

c

c c c

q p D

D D D

α

α α α

+ + + =

+ − − − −z z 0 0 0 0

K F b K F b

f f K K F F
 (4.49) 

Οι αρχικές συνθήκες του προβλήματος προκύπτουν εφαρμόζοντας την εξ. (2.76) 

στα M  εσωτερικά σημεία. Οι εξισώσεις αυτές περιγράφουν ένα στατικό 

πρόβλημα πλάκας με συνεπίπεδη φόρτιση και η επίλυση τους γίνεται όπως 

περιγράφεται στην Παράγραφο 4.4.1.1. Από τη λύση του συστήματος αυτού 

υπολογίζονται οι αρχικές τιμές των μετατοπίσεων (0)w . Εν συνεχεία, οι αρχικές 

τιμές του ιδεατού φορτίου b  προκύπτουν με τη βοήθεια της (4.20) ως εξής 

 1 1(0) (0) (0)− −= − 0b W w W W  (4.50) 
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Οι εξ. (4.49) με τις αρχικές συνθήκες (4.50) αποτελούν ένα πρόβλημα αρχικών 

τιμών κλασματικής τάξεως 0 1α< ≤  ως προς το b .  

4.4.2.3 Μη γραμμικό στατικό πρόβλημα πλάκας Kelvin-Voigt 

Το μη γραμμικό στατικό πρόβλημα Kelvin-Voigt περιγράφεται από τις εξ. (2.58), 

τις συνοριακές συνθήκες (2.53) και τις αρχικές συνθήκες (2.60). Τα διανύσματα 

,x yt t  ορίζονται όπως και στην περίπτωση του μη γραμμικού προβλήματος της 

ελαστικής πλάκας από τις εξ. (4.43). 

Εφαρμόζοντας τις εξισώσεις του προβλήματος (2.58) στα M  εσωτερικά σημεία 

και αντικαθιστώντας τις εκφράσεις των μετατοπίσεων και των παραγώγων τους 

από τις εξ. (4.20), (4.21), (4.33), (4.35) και (4.36) λαμβάνουμε  

 α αη + + = − −1 2( , , )c cD Dz 0 0K b Kb S b b b f K K  (4.51a) 

 
α

α
αη
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ˆ ,

c
c

c

D
DD

1 1 1 1 1

22

K b K b F
S(b b)K K b Fb  (4.51b) 

όπου τα , ,1 2S(b b b )  και αˆ , cDS(b b)  είναι διανύσματα διαστάσεων 1M ×  και 

2 1M × , αντίστοιχα, που περιέχουν τους μη γραμμικούς όρους των εξ. (2.58). 

Ακόμη, ισχύουν και εδώ οι εξ. (4.46), οι οποίες όμως είναι στατικές εξισώσεις 

καθώς δεν περιέχουν όρους χρονικών παραγώγων. Οι εξ. (4.46) λαμβάνονται 

υπόψη σε κάθε βήμα της αριθμητικής διαδικασίας επιλύσεως.  

Λαμβάνοντας υπόψη ότι η πλάκα είναι αρχικά απαραμόρφωτη, οι αρχικές τιμές 

των 1 2, ,b b b  υπολογίζονται με τη βοήθεια των εξ. (4.20), (4.33) και (4.36) από τις 

ακόλουθες σχέσεις  

 −= − 1(0) (0)0b W W  (4.52a) 

 
−⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥= −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

1(0) (0)

(0) (0)
1 0

2 0

b U U

Vb V
 (4.52b) 

Οι εξισώσεις (4.51), (4.52) και (4.53) αποτελούν ένα μη γραμμικό πρόβλημα 

αρχικών τιμών κλασματικής τάξεως 0 1α< < .  
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4.4.2.4 Μη γραμμικό στατικό πρόβλημα πλάκας Standard solid 

Το μη γραμμικό στατικό πρόβλημα Standard solid περιγράφεται από τις 

εξ. (2.59), τις συνοριακές συνθήκες (2.55) ενώ οι αρχικές συνθήκες προκύπτουν 

από τη λύση των εξ. (2.62). Τα διανύσματα ,x yt t  δίδονται από τις εξ. (4.43). 

Εφαρμόζοντας τις εξισώσεις του προβλήματος (2.59) στα M  εσωτερικά σημεία 

και αντικαθιστώντας τις εκφράσεις των μετατοπίσεων και των παραγώγων τους 

από τις εξ. (4.20), (4.21), (4.33), (4.35) και (4.36) λαμβάνουμε  

 
α α α α

α α

+ + =

+ − −

1 1 2 1 2( , , , , , )

                               

c c c c

c c

q D D D D

D Dz z 0 0

K b Kb S b b b b b b

f f K K
 (4.54a) 

 
α

α
α

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪+ + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭
1 0

2 2 2
ˆ ,

c
c

c

D
q q DD

1 1 1 1 1

22

K b K b F
S(b b)K K b Fb  (4.54b) 

όπου τα α α α
1 2 1 2( , , , , , )c c cD D DS b b b b b b  και αˆ , cDS(b b)  είναι διανύσματα 

διαστάσεων ×1M  και ×2 1M , αντίστοιχα, με τους μη γραμμικούς όρους των 

εξ. (2.62).  

Οι αρχικές συνθήκες του προβλήματος προκύπτουν από τη λύση των εξ. (2.62). 

Οι εξισώσεις αυτές περιγράφουν ένα μη γραμμικό στατικό πρόβλημα ελαστικής 

πλάκας και η επίλυση τους γίνεται όπως περιγράφεται στην Παράγραφο 4.4.1.2. 

Από τη λύση του προκύπτουν οι αρχικές τιμές των μετατοπίσεων 

(0), (0), (0)u v w . Εν συνεχεία, οι αρχικές τιμές των 1 2, ,b b b  υπολογίζονται από 

τις σχέσεις   

 1 1(0) (0) (0)− −= − 0b W w W W  (4.55a) 

 
1 1 1(0) (0) (0) (0)

(0) (0) (0)(0)

− − −⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − −⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭⎣ ⎦

1 x 0

2 0y

b U u U U t U U

V V Vb v VtV
 (4.55b) 

Τα μεγέθη (0), (0)x yt t  υπολογίζονται θέτοντας την αρχική μετατόπιση (0)w  στις  

εξ. (4.43). Οι εξισώσεις (4.54) και οι αρχικές συνθήκες (4.55) αποτελούν ένα μη 

γραμμικό πρόβλημα αρχικών τιμών κλασματικής τάξεως 0 1α< < .  
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Όλα τα παραπάνω προβλήματα αρχικών τιμών επιλύονται με την αριθμητική 

μέθοδο που παρουσιάζεται στο Παράρτημα Γ.  

4.4.3 Δυναμικά προβλήματα  

Στα δυναμικά προβλήματα λαμβάνονται υπόψη και οι αδρανειακοί όροι. Οι 

εξισώσεις των δυναμικών προβλημάτων παρουσιάζονται στην Παράγραφο 2.6. Η 

πορεία που ακολουθείται για τον προσδιορισμό των ιδεατών φορτίων είναι ίδια με 

αυτή των στατικών και οιονεί στατικών προβλημάτων που παρουσιάστηκαν στις 

προηγούμενες παραγράφους. Σε κάθε περίπτωση εφαρμόζονται οι εξισώσεις του 

προβλήματος στα M  εσωτερικά σημεία και οι εμφανιζόμενες μετατοπίσεις και οι 

παράγωγοι τους αντικαθίστανται από τις εξ. (4.20), (4.21), (4.33), (4.35) και 

(4.36). Όπως, φάνηκε στο Κεφάλαιο 2 οι συνοριακές συνθήκες των στατικών και 

των δυναμικών προβλημάτων, για κάθε μοντέλο, είναι ίδιες. Για το λόγο αυτό, 

παρακάτω παρουσιάζονται μόνο οι εξισώσεις κινήσεως ως προς τα ιδεατά φορτία 

καθώς και οι απαιτούμενες αρχικές συνθήκες. Πρώτα παρουσιάζονται τα 

γραμμικά προβλήματα και έπειτα τα μη γραμμικά.  

4.4.3.1 Γραμμικά δυναμικά προβλήματα  

Για το γραμμικό δυναμικό πρόβλημα της ελαστικής πλάκας, που περιγράφεται 

από την εξ. (2.70), προκύπτει η εξίσωση κινήσεως  

 ( ) 0+ + = − − −z 0 0Mb K F b f M K F""  (4.56) 

όπου M  το γενικευμένο μητρώο μάζας διαστάσεων M M×  και 0M  διάνυσμα 

διάστασης 1M × , τα οποία γράφονται ως εξής  

 hρ=M W ,     0 0( )h tρ=M W""  (4.57a,b) 

Οι αρχικές συνθήκες, εξ. (2.42e,f) γράφονται ως προς το ιδεατό φορτίο b  με τη 

βοήθεια της εξ. (4.20) ως εξής 

 1 1
0(0) (0) (0)− −= −b W w W W  (4.58a) 

 1 1
0(0) (0) (0)− −= −b W w W W" ""  (4.58b) 
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Για την περίπτωση της βισκοελαστικής πλάκας Kelvin-Voigt, που περιγράφεται 

από την εξ. (2.71), η εξίσωση κινήσεως γίνεται  

 ( )c cD Dα αη+ + + = − − − −z 0 0 0 0Mb K b K F b f M K K F""  (4.59) 

Οι αρχικές τιμές των (0), (0)b b"  προκύπτουν από τις εξ. (4.58) θέτοντας 

= ="(0) (0) 0w w , αφού όπως αναφέρθηκε στο Κεφάλαιο 2 θεωρούμε μηδενικές 

αρχικές μετατοπίσεις και ταχύτητες στα δυναμικά βισκοελαστικά προβλήματα.  

Τέλος, η εξίσωση κινήσεως της βισκοελαστικής πλάκας Standard solid, που 

περιγράφεται από την εξ. (2.72),  γίνεται  

 
( ) ( )2

1 1 1

0          

c c

c c c c

p D q p D

D D D D

α α

α α α α

+ + + + + + =

− − + − − − −z 0 0 z 0 0 0

M b Mb K F b K F b

f M M f K K F F

""
 (4.60) 

Όπως φαίνεται η τάξη της διαφορικής εξίσωσης είναι 2 2 3α< + ≤ . Για τη 

λύση της απαιτούνται οι τιμές (0), (0), (0)b b b" "" . Οι τιμές (0), (0)b b"  

προσδιορίζονται από τις εξ. (4.58) θέτοντας = ="(0) (0) 0w w  ενώ η (0)b""  

υπολογίζεται από την εξ. (4.20) με τη βοήθεια της (2.56a) ως εξής 

 1 1
0(0) (0) (0)− −= −b W w W W"" """"  (4.61) 

4.4.3.2 Μη γραμμικά δυναμικά προβλήματα   

Το μη γραμμικό δυναμικό πρόβλημα της ελαστικής πλάκας περιγράφεται από τις 

εξ. (2.50). Οι εξισώσεις κινήσεως στην περίπτωση αυτή γίνονται  

 + + = − −"" "" "", , , , )1 2 1 2 z 0 0Mb Kb S(b b b b b f M K  (4.62a) 

 
⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪+ + = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭

""
""

0
1 1

02 2 2 2

ˆ1 1 1 1

22

M b K b F M
S(b)M K b F Mb  (4.62b) 

όπου  

 
1

2
hρ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1

2

M U
M U ,     

0
1
0
2

hρ
⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

0

0

M U
M V

""
""  (4.63a,b) 
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όπου τα "" "", , , , )1 2 1 2S(b b b b b  και Ŝ(b)  είναι διανύσματα διαστάσεων ×1M  και 

×2 1M με τους μη γραμμικούς όρους των εξ. (2.50). Ακόμη, ισχύουν και εδώ οι 

εξ. (4.46), οι οποίες όμως είναι στατικές εξισώσεις αφού δεν περιέχουν όρους 

χρονικών παραγώγων και λαμβάνονται υπόψη σε κάθε βήμα της αριθμητικής 

διαδικασίας επιλύσεως. Σε περίπτωση που αγνοηθούν οι μεμβρανικές 

αδρανειακές δυνάμεις οι εξ. (4.62b) αποτελούν πλέον στατικές εξισώσεις 

γραμμικές ως προς τα ,1 2b b  οι οποίες επιλύονται σε κάθε βήμα της 

επαναληπτικής διαδικασίας επιλύσεως των εξ. (4.62a).  

Οι εξ. (4.62) αποτελούν ένα σύστημα 3M  μη γραμμικών διαφορικών εξισώσεων 

δευτέρας τάξεως ως προς τα , ,1 2b b b . Οι αρχικές τιμές (0), (0), (0)1 2b b b  και 

(0), (0), (0)1 2b b b" " "  προκύπτουν με τη βοήθεια των εξ. (4.20), (4.21), (4.33) και 

(4.36a) ως εξής 

 1 1(0) (0) (0)− −= − 0b W w W W  (4.64a) 

 
1 1 1(0) (0) (0) (0)

(0) (0) (0)(0)

− − −⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − −⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭⎣ ⎦

1 x 0

2 0y

b U u U U t U U

V V Vb v VtV
 (4.64b) 

 1 1(0) (0) (0)− −= − 0b W w W W" ""  (4.64c) 

 
1 1 1(0) (0) (0) (0)

(0)(0) (0)(0)
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1 x 0

2 0y

b U u U U t U U

V V Vv Vb Vt

"" ""

" " ""
 (4.64d) 

Οι όροι (0), (0)x yt t  και " "(0), (0)x yt t  προκύπτουν από τις εξ. (4.43) και την 

χρονική παράγωγο αυτών τη χρονική στιγμή = 0t . Οι αρχικές τιμές των 

μετατοπίσεων και των ταχυτήτων των σημείων της μέσης επιφάνειας της πλάκας 

δίδονται από τις εξ. (2.42). 

Για το μη γραμμικό δυναμικό πρόβλημα της πλάκας Kelvin-Voigt, που 

περιγράφεται από τις εξ. (2.52), προκύπτουν οι εξισώσεις  

 
α

α

η+ + + =

− − −

"" "" ""1 2( , , , , )

                                  

c

c

D

D

1 2

z 0 0 0

Mb K b Kb S b b b b b

f M K K
 (4.65a) 
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α
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D
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1

M b K b K b
M K K bbb

F M
S(b b) F M

 (4.65b) 

Οι εξισώσεις (4.65) αποτελούν ένα σύστημα 3M  μη γραμμικών διαφορικών 

εξισώσεων δευτέρας τάξεως ως προς τα , ,1 2b b b . Θεωρώντας ότι η πλάκα είναι 

αρχικά απαραμόρφωτη οι αρχικές τιμές των ιδεατών φορτίων , ,1 2b b b  

υπολογίζονται από τις εξ. (4.64) θέτοντας = ="(0) (0) 0w w , = ="(0) (0) 0u u , 

= ="(0) (0) 0v v  και = =(0) (0) 0x yt t , = =" "(0) (0) 0x yt t .  

Τέλος για το μη γραμμικό δυναμικό πρόβλημα της πλάκας Standard solid, που 

περιγράφεται από τις εξ. (2.54), προκύπτουν οι εξισώσεις  
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 (4.66a) 
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(4.66b) 

Οι εξ. (4.66) αποτελούν ένα σύστημα 3M  μη γραμμικών διαφορικών εξισώσεων 

δευτέρας τάξεως 2 2 3α< + ≤  ως προς τα , ,1 2b b b . Οι πρώτες και δεύτερες 

παράγωγοι των μεγεθών αυτών τη στιγμή 0t =  υπολογίζονται από τις εξ. (4.64) 

θέτοντας = ="(0) (0) 0w w , = ="(0) (0) 0u u , = ="(0) (0) 0v v  και 

= =(0) (0) 0x yt t ,  = =" "(0) (0) 0x yt t .  Οι αρχικές επιταχύνσεις (0), (0), (0)w u v"" "" ""  

υπολογίζονται από τις εξ. (2.56). Στη συνέχεια οι αρχικές επιταχύνσεις των 

ιδεατών φορτίων προκύπτουν με τη βοήθεια των εξ. (4.20), (4.33) και (4.36a) ως 

εξής  

 1 1(0) (0) (0)− −= − 0b W w W W"" """"  (4.67a) 
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"" """"

"" """"

1 1(0) (0) (0)

(0)(0) (0)

1 0

2 0

b U u U U

V Vvb V
 (4.67b) 

Όλα τα παραπάνω δυναμικά προβλήματα επιλύονται με την αριθμητική μέθοδο 

που παρουσιάζεται στο Παράρτημα Γ.  

Τέλος κατά την αριθμητική επίλυση των μη γραμμικών συστημάτων, τόσο των 

στατικών όσο και των δυναμικών προβλημάτων, απαιτείται ο υπολογισμός της 

κλασματικής παραγώγου μη γραμμικών όρων της μορφής 2,xw , 2, ,y xw w  κ.α. Ο 

υπολογισμός τους γίνεται αριθμητικά όπως παρουσιάζεται στο Παράρτημα Γ.  

4.4.4 Μείωση των βαθμών ελευθερίας στα μη γραμμικά δυναμικά 

προβλήματα 

Η μη γραμμική δυναμική απόκριση των ελαστικών και βισκοελαστικών πλακών 

προκύπτει από την επίλυση των 3M  μη γραμμικών διαφορικών εξισώσεων που 

παρουσιάσθηκαν στην προηγούμενη παράγραφο. Σε αρκετές περιπτώσεις ο 

αριθμός των εσωτερικών σημείων M  είναι αρκετά μεγάλος, ιδιαίτερα για χωρία 

πολύπλοκης γεωμετρίας. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα να προκύπτουν πολύ μεγάλα 

συστήματα μη γραμμικών εξισώσεων η επίλυση των οποίων απαιτεί σημαντικό 

χρόνο. Ακόμη, σε ορισμένες περιπτώσεις με μεγάλο αριθμό εξισώσεων έχει 

παρατηρηθεί δυσκολία ή και αδυναμία επίλυσης αυτών. Η αιτία της δυσκολίας 

πρέπει να αναζητηθεί στα πλήρη και μη συμμετρικά μητρώα που προκύπτουν από 

την εφαρμογή της ΒΕΜ.   

Για τους παραπάνω λόγους είναι χρήσιμο να γίνει μείωση του αριθμού των 

εξισώσεων και των αγνώστων ή αλλιώς των βαθμών ελευθερίας των μη 

γραμμικών δυναμικών προβλημάτων. Στη βιβλιογραφία έχουν παρουσιασθεί 

διάφορες μέθοδοι μείωσης του αριθμού των δυναμικών εξισώσεων (Noor, 1981; 

Noor and Peters, 1983; Amabili, 2008). Η πιο συχνά χρησιμοποιούμενη μέθοδος 

μείωσης είναι η μέθοδος Ritz η οποία χρησιμοποιήθηκε και στην επίλυση των μη 

γραμμικών δυναμικών προβλημάτων της διατριβής.  

Για την παρουσίαση της μεθόδου Ritz θεωρούμε το μη γραμμικό σύστημα των 

3M  εξισώσεων της μορφής  
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 γ β α =( , , , ) ( )c c cD D D tF x x x x g  (4.68) 

όπου ( )tx  το διάνυσμα των αγνώστων, ( )tg  γνωστό διάνυσμα με τις εξωτερικές 

φορτίσεις ενώ είναι α β γ ∈ y, ,  (βλ. Παράγραφο 4.4.4). Η μείωση του αριθμού 

των βαθμών ελευθερίας γίνεται μέσω της σχέσης  

 =x qΨ  (4.69) 

όπου Ψ  ένα μητρώο με διαστάσεις ×3M L  με < 3L M  και ( )tq  ένα διάνυσμα 

διάστασης L . Οι στήλες του μητρώου Ψ  αποτελούν τα διανύσματα Ritz τα 

οποία είναι γραμμικά ανεξάρτητα και παριστάνουν δυνατά σχήματα 

παραμόρφωσης της πλάκας. Λαμβάνοντας υπόψη ότι είναι  

 α α=c cD Dx qΨ , β β=c cD Dx qΨ  , γ γ=c cD Dx qΨ  (4.70a,b,c) 

η εξ. (4.68) γίνεται  

 γ β α =( , , , ) ( )c c cD D D tF q q q q g  (4.71) 

Τέλος, πολλαπλασιάζοντας από αριστερά την εξ. (4.71) με TΨ  προκύπτει  

 γ β α =! !( , , , ) ( )c c cD D D tF q q q q g  (4.72) 

όπου  

 =! TF FΨ , =! Tg gΨ  (4.73a,b) 

Η εξ. (4.72) αποτελεί το μειωμένο μη γραμμικό σύστημα L  εξισώσεων με 

αγνώστους τις L  τιμές του διανύσματος q . Οι αρχικές τιμές του διανύσματος q  

προκύπτουν με τη βοήθεια της εξ. (4.69) ως εξής  

 ( )−= 1(0) (0)T Tq xΨ Ψ Ψ  (4.74a) 

 ( )−=" "1(0) (0)T Tq xΨ Ψ Ψ  (4.74b) 

 ( )−="" ""1(0) (0)T Tq xΨ Ψ Ψ  (4.74c) 
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Η επιτυχία της μεθόδου εξαρτάται από την επιλογή των διανυσμάτων Ritz. 

Συνήθως χρησιμοποιούνται οι ιδιομορφές των ελεύθερων ταλαντώσεων του 

γραμμικού προβλήματος της πλάκας. 

Για την περίπτωση των μη γραμμικών προβλημάτων των πλακών που 

παρουσιάστηκαν στην προηγούμενη παράγραφο το διάνυσμα των αγνώστων ( )tx  

και το μητρώο Ψ  γράφονται ως εξής  

 

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

1

2

b
q b

b
,   

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1

2

Ψ 0
Ψ = 0 Ψ  (4.75a,b) 

όπου 1Ψ  είναι ένα μητρώο διαστάσεων Μ× 1L , οι στήλες του οποίου 

περιλαμβάνουν τα ιδιοδιανύσματα ταλαντώσεων του καμπτικού προβλήματος της 

πλάκας, ενώ 2Ψ  είναι ένα μητρώο διαστάσεων Μ× 22 L  στις στήλες του οποίου 

περιλαμβάνονται τα ιδιοδιανύσματα των ελεύθερων ταλαντώσεων του επίπεδου 

προβλήματος της πλάκας (βλ. Παράγραφο 4.5.2). Ακόμη είναι = +1 2L L L . Η 

εξ. (4.75b) δείχνει ότι οι Μ  βαθμοί ελευθερίας του προβλήματος κάμψεως 

μειώνονται σε 1L  ενώ οι Μ2  βαθμοί ελευθερίας του μεμβρανικού προβλήματος  

μειώνονται σε 2L . Τέλος σε περίπτωση που αγνοηθούν οι μεμβρανικές 

αδρανειακές δυνάμεις χρησιμοποιείται μόνο το μητρώο 1Ψ .  

4.5 Προβλήματα ευστάθειας ελαστικών και 

βισκοελαστικών πλακών  

Είναι γνωστό ότι μια πλάκα υπό την επίδραση μεμβρανικών συντηρητικών ή μη 

συντηρητικών φορτίων καθώς και αεροδυναμικών φορτίων μπορεί να εκτραπεί 

από την αρχική θέση ισορροπίας ή αλλιώς να χάσει την ευστάθεια της και να 

εμφανίσει μεγάλες εγκάρσιες μετατοπίσεις, χωρίς όμως να υπάρχουν εγκάρσια 

φορτία. Όπως αναφέρουν πολλοί ερευνητές (Bolotin 1963; Leipholz, 1980; Adali, 

1982; Kounadis, 1983; Zuo and Schreyer, 1996; Κουνάδης, 1998) τα συντηρητικά 

φορτία προκαλούν τη στατική αστάθεια τύπου αποκλίσεως (divergence instability) 

ή συνηθέστερα λυγισμό ενώ τα μη συντηρητικά φορτία ή ο συνδυασμός 

συντηρητικών και μη συντηρητικών φορτίων προκαλούν το φαινόμενο της 
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δυναμικής αστάθειας που καλείται και πτερυγισμός (flutter) ή αυτοδιεγειρόμενη 

ταλάντωση (self-excited oscillation).  

Στην περίπτωση που υπάρχουν μόνο συντηρητικά φορτία και όταν αυτά 

ξεπεράσουν μια κρίσιμη τιμή η πλάκα εκτρέπεται από την αρχική θέση 

ισορροπίας με αποτέλεσμα να εμφανίζονται μεγάλες εγκάρσιες μετατοπίσεις. Στις 

ελαστικές κατασκευές ο στατικός λυγισμός γίνεται αιφνίδια όταν ξεπεραστεί η 

κρίσιμη τιμή του φορτίου και αποτελεί ένα ιδιαίτερα επικίνδυνο φαινόμενο για τις 

κατασκευές του μηχανικού. Στην περίπτωση των βισκοελαστικών κατασκευών ο 

χρόνος στον οποίο λαμβάνει χώρα το φαινόμενο του λυγισμού είναι σημαντικά 

μεγαλύτερος σε σύγκριση με τις ελαστικές κατασκευές και εξαρτάται από τα 

χαρακτηριστικά του βισκοελαστικού υλικού. Ακόμη, σε ορισμένες περιπτώσεις 

βισκοελαστικών υλικών εμφανίζεται το φαινόμενο του λυγισμού υπό συνθήκες 

ερπυσμού (creep buckling) (Flügge, 1975; Vinogradov, 1985; Chang, 1986), όπου 

για ένα εύρος τιμών των μεμβρανικών φορτίων πάνω από το κρίσιμο, η πλάκα 

χάνει την ευστάθεια της αλλά το φαινόμενο εξελίσσεται αρκετά αργά, ώστε να μη 

δημιουργείται κίνδυνος για την κατασκευή για ένα μεγάλο χρονικό διάστημα.  

Στην περίπτωση που η πλάκα υπόκειται σε συνδυασμό συντηρητικών και μη 

συντηρητικών φορτίων και ξεπεραστεί μια κρίσιμη τιμή αυτών είναι δυνατόν να 

εμφανιστεί τόσο στατική όσο και δυναμική αστάθεια. Η τελευταία μορφή 

αστάθειας εμφανίζεται ως ταλάντωση της πλάκας με αυξανόμενο εύρος, κατά την 

εγκάρσια μετατόπιση w , χωρίς ωστόσο να υπάρχει κάποια εγκάρσια φόρτιση που 

να την προκαλεί. Στην περίπτωση που υπάρχει απόσβεση (εξωτερική ιξώδης ή 

κάποιας μορφής εσωτερική απόσβεση) η πλάκα εκτελεί ταλαντώσεις σταθερού 

εύρους που στη βιβλιογραφία ονομάζονται οριακοί κύκλοι (limit cycles).  

Και στις δύο μορφές αστάθειας οι μετατοπίσεις αποκτούν μεγάλη τιμή με 

αποτέλεσμα το πρόβλημα να γίνεται μη γραμμικό. Η μη γραμμική συμπεριφορά 

της πλάκας, τόσο στην περίπτωση του λυγισμού όσο και του πτερυγισμού, είναι 

δυνατόν να μελετηθεί με την επίλυση των μη γραμμικών στατικών ή δυναμικών 

εξισώσεων που παρουσιάσθηκαν στην προηγούμενη παράγραφο (βλ. 

παραδείγματα Παραγράφων 6.5 και 6.6).  

Συνήθης πρακτική στην ανάλυση των μη γραμμικών συστημάτων είναι η 

γραμμικοποίηση των εξισώσεων που περιγράφουν τη συμπεριφορά τους, γύρω 
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από μια θέση ισορροπίας και η μελέτη της συμπεριφοράς του γραμμικού 

συστήματος. Στην περίπτωση της πλάκας αυτό γίνεται με τη μελέτη του 

γραμμικού προβλήματος κάμψεως με συνεπίπεδη φόρτιση (βλ. Παράγραφο 2.8) 

θεωρώντας ομογενείς συνοριακές συνθήκες, δηλαδή , 0n kw w w∗ ∗ ∗= = =  ή 

0n n kV M R∗ ∗ ∗= = =  και μηδενική εγκάρσια φόρτιση 0zf =! . Εξαίρεση αποτελεί 

η περίπτωση της αεροδυναμική πίεσης λόγω ροής αέρα από τη μια ή και τις δύο 

επιφάνειες της πλάκας, που σύμφωνα με τη θεωρία πρώτης τάξεως της 

αεροδυναμικής (first order piston theory) γράφεται ως εγκάρσια φόρτιση  

(Dowell, 1975) 

 = −Δ = − + + "( , , )z x x y y af p s w s w c w  (4.76) 

όπου , ,x y as s c  παράμετροι που εξαρτώνται από την ταχύτητα ροής του αέρα. 

Πρέπει να σημειωθεί ότι η αεροδυναμική πίεση είναι μη συντηρητική φόρτιση 

και το μέγεθος της εξαρτάται από την κλίση της μέσης επιφάνειας της πλάκας και 

επομένως έχει μηδενική τιμή όταν η πλάκα είναι απαραμόρφωτη.  

Η πλάκα φορτίζεται εντός του επιπέδου της με συντηρητικά και μη συντηρητικά 

φορτία τόσο στο εσωτερικό του χωρίου Ω  όσο και στο σύνορο Γ  (βλ. 

Παράγραφο 2.2). Όπως έχει ήδη αναφερθεί, το επίπεδο πρόβλημα θεωρείται 

ανεξάρτητο του προβλήματος της κάμψης και επιλύεται ανεξάρτητα από αυτό, 

όπως παρουσιάζεται στην Παράγραφο 4.4.1. Για τον προσδιορισμό των κρισίμων 

φορτίων η μεμβρανική ή η αεροδυναμική φόρτιση αυξάνεται ως πολλαπλάσιο 

μιας παραμέτρου μ  και επιλύεται το γραμμικό στατικό ή δυναμικό πρόβλημα 

κάμψεως της πλάκας. Δεδομένου ότι δεν υπάρχουν εγκάρσιες φορτίσεις ενώ οι 

συνοριακές συνθήκες είναι ομογενείς, αναζητείται λύση του προβλήματος 

κάμψεως διάφορη της μηδενικής οπότε προκύπτει ένα πρόβλημα ιδιοτιμών από 

το οποίο υπολογίζονται τα κρίσιμα φορτία.  

Παρακάτω παρουσιάζεται ο υπολογισμός του κρίσιμου φορτίου για τα 

προβλήματα του λυγισμού και του πτερυγισμού των ελαστικών και 

βισκοελαστικών υλικών με την ΑΕΜ.  
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4.5.1 Λυγισμός  

Θεωρούμε ότι η πλάκα φορτίζεται μόνο με συντηρητικά μεμβρανικά φορτία. Ο 

υπολογισμός των κρισίμων φορτίων γίνεται χρησιμοποιώντας το γραμμικό 

στατικό πρόβλημα κάμψεως με ομογενείς συνοριακές συνθήκες. Αρχικά 

εξετάζεται η ελαστική πλάκα. 

Στην περίπτωση της ελαστικής πλάκας η εξίσωση (2.73) γίνεται 

 1( ) ( , 2 , , , , ) 0x xx xy xy y yy x x y yL w N w N w N w p w p wμ+ − − − + + =  (4.77) 

ενώ οι συνοριακές συνθήκες εξ. (2.51a,b,c) γίνονται  

 ( ), , 0T n n t tVw k w N w N wμ ∗ ∗+ + + =    ή  0w =  (4.78a) 

 , 0R nMw k w− =   ή  , 0nw =  (4.78b) 

 ~  ( ) 0k
kT kk w Tw− =   ή  0kw =  (4.78c) 

Εφαρμόζοντας την ΑΕΜ, όπως παρουσιάσθηκε στην Παράγραφο 4.4.1, 

προκύπτει  

 ( ) 0μ+ =K F b  (4.79) 

που αποτελεί γενικευμένο πρόβλημα ιδιοτιμών. Οι ιδιοτιμές iμ  δίδουν τα κρίσιμα 

φορτία λυγισμού ενώ τα ιδιοδιανύσματα ib  με τη βοήθεια της (4.20) δίδουν της 

ιδιομορφές λυγισμού. Πρέπει να σημειωθεί ότι στην περίπτωση της ελεύθερης 

ακμής η παράμετρος μ  εμφανίζεται στην συνοριακή συνθήκη (4.78a) οπότε το 

πρόβλημα ιδιοτιμών (4.79) πρέπει να διευρυνθεί συμπεριλαμβάνοντας την 

εξ. (4.78a). Σε αυτή την περίπτωση είναι προτιμότερο οι ιδιοτιμές να 

υπολογίζονται με επαναληπτική διαδικασία, όπου σε κάθε βήμα επιλύεται πρώτα 

η εξίσωση (4.16), έπειτα επαναϋπολογίζονται τα μητρώα των εξ. (4.20) και (4.21) 

και τέλος υπολογίζονται οι τιμές iμ  για τις οποίες είναι ( )det 0μ− =K F .  

Στην περίπτωση της βισκοελαστικής πλάκας Kelvin-Voigt η εξ. (2.74) γίνεται  

 
1 1( ) ( )

   ( , 2 , , , , ) 0

c

x xx xy xy y yy x x y y

L w D L w

N w N w N w p w p w

αη

μ

+

+ − − − + + =
 (4.80) 
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ενώ οι συνοριακές συνθήκες είναι ίδιες με αυτές τις ελαστικής πλάκας, εξ. (4.78), 

αφού όπως έχει ήδη αναφερθεί παραλείπουμε τους όρους με τις χρονικές 

παραγώγους.  

Στην περίπτωση της βισκοελαστικής πλάκας Standard solid η εξ. (2.75) γίνεται  

 

( )[

( ) ( )

( ) ( )]

0 1 1 1 1

1 1

1 1

( ) ( ) , ,

    2 , , , ,

         , , , , 0

c x xx c xx

xy xy c xy y yy c yy

x x c x y y c y

q L w q D L w N w p D w

N w p D w N w p D w

p w p D w p w p D w

α α

α α

α α

μ+ + − +

− + − +

+ + + + =

 (4.81) 

ενώ οι συνοριακές συνθήκες γίνονται  

 ( )0 , , 0T n n t tq Vw k w N w N wμ ∗ ∗+ + + =  ή 0w =  (4.82a) 

 0 , 0R nq Mw k w− =  ή , 0nw =  (4.82b) 

 ~  ( )
0 0k

kT kk w q Tw− =  ή k kw w ∗=  (4.82c) 

Εφαρμόζοντας την ΑΕΜ όπως παρουσιάσθηκε στην Παράγραφο 4.4.2.1 για την 

πλάκα Kelvin-Voigt, η εξ. (4.81) γίνεται   

 ( ) 0cDαη μ+ + =K b K F b  (4.83) 

Όμοια, για την πλάκα Standard solid, η εξ. (4.81) γίνεται 

 ( ) ( )1 1 0 0cq p D qαμ μ+ + + =K F b K F b  (4.84) 

Οι εξ. (4.83) και (4.84) αποτελούν διαφορικές εξισώσεις τάξεως 0 1α< ≤ . Η 

ευστάθεια διαφορικών εξισώσεων με παραγώγους κλασματικής τάξης έχει 

μελετηθεί από αρκετούς ερευνητές τα τελευταία χρόνια και ενδεικτικά 

αναφέρουμε το βιβλίο του Diethelm (2004) καθώς και την εργασία των Tavazoei 

and Haeri (2009). Στην παρούσα διατριβή η μελέτη της ευστάθειας της λύσης των 

εξ. (4.83) και (4.84) γίνεται θεωρώντας ότι το διάνυσμα b  γράφεται ως εξής 

 ,1( ) ( )t E tα
α λ=b β  (4.85) 
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όπου β  διάνυσμα διάστασης M  και λ ∈ {  μια παράμετρος, τα οποία δεν 

εξαρτώνται από το χρόνο, ενώ ,1( )E tα
α λ  είναι η συνάρτηση Mittag-Leffler η 

οποία ορίζεται ως εξής   

 α β
α β

∞

=
=

Γ +∑,
0

( )
( )

k

k

zE z
k

, α > 0 , β > 0  (4.86) 

Η επιλογή της συνάρτησης ,1( )E tα
α λ  γίνεται λόγω της ιδιότητας της  

 [ ],1 ,1( ) ( )cD E t E tα α α
α αλ λ λ=  (4.87) 

καθώς και για την ασυμπτωτική της συμπεριφορά όταν t → ∞ . Συγκεκριμένα 

γράφοντας την παράμετρο λ  με πολική μορφή, δηλαδή ie φλ ρ=  ( = −1i ), 

αποδεικνύεται ότι για t → ∞  ισχύουν τα εξής (Diethelm, 2004) 

(i) ,1( ) 0iE t eα φ
α ρ →  όταν 

2
απφ >  

(ii) ,1( )iE t eα φ
α ρ  παραμένει φραγμένη όταν 

2
απφ =  

(iii) α φ
α ρ → ∞,1( )iE t e  όταν 

2
απφ <   

Τα παραπάνω παρουσιάζονται γραφικά στο Σχ. 4.2. 

 

Im

Re

2
απφ <2

απφ >

/2απ

/2απ

stable unstable

 

Σχήμα 4.2 : Περιοχές ευστάθειας και αστάθειας ανάλογα με την τιμή του 

ορίσματος φ  της παραμέτρου λ . 
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Η εξ. (4.83) λόγω της (4.85) γίνεται  

 ( ) 0ηλ μ+ + =K K F β  (4.88) 

ενώ η (4.84) γίνεται  

 ( )[ ]1 1 0 0q p qλ μ μ+ + + =K F K F β  (4.89) 

που αποτελούν γενικευμένα προβληματα ιδιοτιμών ως προς την παράμετρο λ . Ο 

υπολογισμός του κρίσιμου φορτίου μ  γίνεται με επαναληπτική διαδικασία. Σε 

κάθε βήμα αυξάνεται η τιμή του συντελεστή των φορτίων μ  και υπολογίζονται οι 

ιδιοτιμές iλ  των προβλημάτων (4.88) ή (4.89). Το κρίσιμο φορτίο προκύπτει όταν  

για κάποια ιδιοτιμή iλ  γίνει 
2

i
απφ < . Σε περίπτωση που είναι λ ∈ yi  η πλάκα 

είναι ευσταθής όσο είναι λ < 0i . Τέλος, στην περίπτωση ελεύθερης ακμής πρέπει 

να ληφθεί υπόψη η εξ. (4.82a). Έτσι σε κάθε βήμα της επαναληπτικής 

διαδικασίας επιλύεται πρώτα η εξ. (4.18), μορφώνονται εκ νέου τα μητρώα των 

εξ. (4.20) και (4.21) και εν συνεχεία επιλύεται το πρόβλημα ιδιοτιμών (4.88) ή 

(4.89).  

4.5.2 Δυναμική αστάθεια ή πτερυγισμός   

Στην περίπτωση αυτή θεωρούμε ότι η πλάκα φορτίζεται με μη συντηρητικά 

φορτία ή συνδυασμό συντηρητικών και μη συντηρητικών φορτίων. Τα κρίσιμα  

φορτία υπολογίζονται από το γραμμικό δυναμικό πρόβλημα, αφού όπως 

αναφέρθηκε ο πτερυγισμός εμφανίζεται ως ταλάντωση με αυξανόμενο εύρος. 

Αρχικά εξετάζεται η ελαστική πλάκα η εξίσωση της οποίας είναι 

 
( )

( )

1 1

2

( ) , 2 , , , ,

          , , 0

x xx xy xy y yy x x y y

x x y y a

L w N w N w N w p w p w

s w s w c w hw cw

μ

μ ρ

+ − − − + +

+ + + + + =" "" "
 (4.90) 

με τις συνοριακές συνθήκες 

 ( )1 , , 0T n n t tVw k w N w N wμ ∗ ∗+ + + =    ή  0w =  (4.91a) 

 , 0R nMw k w− =   ή  , 0nw =  (4.91b) 
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 ~  ( ) 0k
kT kk w Tw− =   ή  0kw =  (4.91c) 

Η παράμετρος 1μ  πολλαπλασιάζει τα μεμβρανικά φορτία ενώ η παράμετρος 2μ  

πολλαπλασιάζει την αεροδυναμική φόρτιση.  

Εφαρμόζοντας την ΑΕΜ, όπως παρουσιάσθηκε στην Παρ. 4.4.3.1, προκύπτει  

 ( )1 2( )a aμ μ+ + + + + =Mb C C b K F F b 0"" "  (4.92) 

όπου  

 a ac=C W ,     a x ys s= +x yF W W  (4.93a,b) 

Είναι γνωστό ότι όλες ο κατασκευές κατά την κίνηση τους υπόκεινται σε 

δυνάμεις αποσβέσεως που οφείλονται στο υλικό από το οποίο είναι 

κατασκευασμένες. Στη βιβλιογραφία έχουν διατυπωθεί διάφορες θεωρίες για την 

μηχανισμό της απόσβεσης που οφείλεται στο υλικό και ονομάζεται συνήθως 

εσωτερική απόσβεση (internal or structural damping). Μια αιτία είναι η  

βισκοελαστικότητα του υλικού. Σε πολλές περιπτώσεις όμως η εσωτερική 

απόσβεση μιας κατασκευής θεωρείται ότι μπορεί να εκφρασθεί με μια ισοδύναμη 

ιξώδη απόσβεση. Για να μελετήσουμε την επίδραση που έχει η εσωτερική 

απόσβεση που λαμβάνεται με τον τρόπο αυτό, θεωρούμε ότι το μητρώο 

αποσβέσεως C  διαχωρίζεται ως εξής  

 ex in= +C C C  (4.94) 

όπου exC  είναι το μητρώο εξωτερικής ιξώδους αποσβέσεως και inC  το μητρώο 

της εσωτερικής απόσβεσης το οποίο γράφεται (Higuchi and Dowell, 1991; Kumar 

et. al., 2003)  

 in
k
λ

=C K  (4.95) 

όπου k  ο ισοδύναμος συντελεστής ιξώδους αποσβέσεως ενώ λ  είναι η 

συχνότητα της ταλάντωσης της πλάκας.  

Για να μελετήσουμε την ευστάθεια της ελαστικής πλάκας θεωρούμε ότι εκτελεί 

αρμονική ταλάντωση και θέτουμε  
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 ( ) i tt e λ=b β  (4.96) 

όπου β  διάνυσμα διάστασης ×1M  που δεν εξαρτάται από το χρόνο. 

Αντικαθιστώντας την (4.96) στην (4.92) και χρησιμοποιώντας τις (4.94) και 

(4.95) προκύπτει  

 [ ]λ λ μ μ− + + + + + + =2
1 2( ) (1 )ex a ai kiM C C K F F 0β  (4.97) 

Η τελευταία εξίσωση είναι τετραγωνικό πρόβλημα ιδιοτιμών ως προς την 

συχνότητα ή ιδιοσυχνότητα λ  και επιλύεται με επαναληπτική διαδικασία. Σε κάθε 

βήμα προσαυξάνεται η παράμετρος 1μ  ή 2μ  και προσδιορίζονται οι 

ιδιοσυχνότητες iλ . Στην περίπτωση που υπάρχει ελεύθερη ακμή πρέπει να ληφθεί 

υπόψη και η εξ. (4.91a) όπως παρουσιάσθηκε στην προηγούμενη παράγραφο. Η 

ευστάθεια της πλάκας καθορίζεται από τις τιμές των iλ . Λαμβάνοντας υπόψη τις 

ιδιότητες της εκθετικής συνάρτησης, εύκολα προκύπτει το συμπέρασμα ότι η 

πλάκα εκτελεί ταλάντωση με αυξανόμενο εύρος όταν, για κάποια συνδυασμό των 

παραμέτρων 1μ  και 2μ , προκύπτει τιμή iλ  για την οποία να είναι Im( ) 0iλ <  και 

Re( ) 0iλ ≠ . Σε περίπτωση που είναι λ =Re( ) 0i  τότε δεν εμφανίζεται 

ταλάντωση και η πλάκα χάνει την ευστάθεια της με στατικό λυγισμό 

(divergence).  

Στο σημείο αυτό πρέπει να αναφερθεί ότι τα ιδιοδιανύσματα β  που προκύπτουν 

από την επίλυση του προβλήματος ιδιοτιμών (4.97) χωρίς κάποιου είδους 

απόσβεση χρησιμοποιούνται ως διανύσματα Ritz για τη μείωση του αριθμού των 

εξισώσεων των μη γραμμικών δυναμικών προβλημάτων (βλ. Παράγραφο 4.4.5). 

Σε περίπτωση που είναι μ μ= =1 2 0  προκύπτουν τα ιδιοδιανύσματα των 

ελεύθερων ταλαντώσεων. Για τιμές των παραπάνω παραμέτρων κοντά στις 

κρίσιμες τιμές προκύπτουν ιδιοδιανύσματα που περιγράφουν πολύ καλά τη μη 

γραμμική δυναμική απόκριση της πλάκας στον πτερυγισμό, όπως αναφέρουν οι 

Guo and Mei (2003) και παρουσιάζεται στα Παραδείγματα 6.6.2-6.6.4. Ακόμη, 

όπως αναφέρθηκε στην Παράγραφο 4.4.5, στην περίπτωση του επιπέδου 

προβλήματος χρησιμοποιούνται ως διανύσματα Ritz οι ιδιομορφές των 

ελεύθερων ταλαντώσεων του μεμβρανικού προβλήματος. Για τον υπολογισμό 
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τους θεωρούμε ότι η πλάκα εκτελεί αρμονικές ταλαντώσεις εντός του επιπέδου 

της, δηλαδή είναι  

 λ⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

1 1

2 2
i te

b
b

β
β  (4.98) 

όπου 1 2,β β  διανύσματα διάστασης ×1M  που δεν εξαρτώνται από το χρόνο. Το 

γραμμικό πρόβλημα των ελεύθερων ταλαντώσεων του επιπέδου προβλήματος της 

πλάκας περιγράφεται από την εξ. (4.62b) με =Ŝ(b) 0 , = =21F F 0  και 

= =0 0
1 2M M 0 . Αντικαθιστώντας την εξ. (4.98) στις εξισώσεις κινήσεως του 

επιπέδου προβλήματος προκύπτει το ακόλουθο πρόβλημα ιδιοτιμών 

 λ
⎧ ⎫⎛ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎞⎪ ⎪⎪ ⎪⎟⎜− + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎨ ⎬⎟⎜ ⎟⎜ ⎪ ⎪⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭

12
2 2

0
1 1

2

M K
M K

β
β  (4.99) 

Από την επίλυση του προβλήματος ιδιοτιμών (4.99) προκύπτουν οι ιδιομορφές 

των ελεύθερων ταλαντώσεων του μεμβρανικού προβλήματος της πλάκας και 

χρησιμοποιούνται ως διανύσματα Ritz για τη μείωση των μη γραμμικών 

δυναμικών μεμβρανικών εξισώσεων.  

Στη συνέχεια εξετάζονται οι βισκοελαστικές πλάκες. Στην περίπτωση της 

βισκοελαστικής πλάκας Kelvin-Voigt η εξ. (2.71) γίνεται  

 

( )

1 1

1

2

( ) ( )

( , 2 , , , , )

, , 0

c

x xx xy xy y yy x x y y

x x y y a

L w D L w

N w N w N w p w p w

s w s w c w hw cw

αη

μ

μ ρ

+

+ − − − + +

+ + + + + =" "" "

 (4.100) 

ενώ οι συνοριακές συνθήκες είναι ίδιες με αυτές της ελαστικής πλάκας, εξ. (4.91). 

Στην περίπτωση της βισκοελαστικής πλάκας Standard solid η εξ. (2.72) γίνεται  

 
α α α

α α α

μ μ

ρ ρ

+ + + + +

+ + + + + + =" " "" "" " "

0 1 1 1 1 1 2 1

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )

     0

c c a c a

a a c c c

q L w q D L w F p D F F p D F

c w c p D w hw hp D w cw cp D w
(4.101) 

όπου  

 , 2 , , , ,x xx xy xy y yy x x y yF N w N w N w p w p w= − − − + +  (4.102a) 
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 , ,a x x y yF s w s w= +  (4.102b) 

ενώ οι συνοριακές συνθήκες γίνονται  

 ( )0 1 , , 0T n n t tq Vw k w N w N wμ ∗ ∗+ + + =  ή 0w =  (4.103a) 

 0 , 0R nq Mw k w− =  ή , 0nw =  (4.103b) 

 ~  ( )
0 0k

kT kk w q Tw− =  ή k kw w ∗=  (4.103c) 

Εφαρμόζοντας της ΑΕΜ όπως και στην Παράγραφο 4.4.3.1 η εξ. (4.100) δίδει   

 ( )1 2( ) 0a c aDαη μ μ+ + + + + + =Mb C C b K b K F F b"" "  (4.104) 

ενώ για την εξ. (4.101) προκύπτει 

 
( ) ( )

α α

αμ μ μ μ

+ + + + +

+ + + + + + =

"" " "2
1 1

1 1 1 2 1 0 1 2

( )

0

c a c a

a c a

p D p D

q p p D q

M b Mb C b C C b

K F F b K F F b
 (4.105) 

Για το δυναμικό βισκοελαστικό πρόβλημα δεν μπορεί να χρησιμοποιηθεί η 

εξ. (4.85) καθώς η πρώτη και δεύτερη παράγωγος της συνάρτησης ,1( )E tα
α λ  

έχουν πολύπλοκη μορφή και δεν προσφέρονται για το προσδιορισμό της 

ευστάθειας των εξ. (4.104) και (4.105). Στη βιβλιογραφία η μελέτη της 

ευστάθειας των συστημάτων που περιγράφονται από εξισώσεις της μορφής 

(4.104) ή (4.105) γίνεται με το μετασχηματισμό των εξισώσεων στο χώρο των 

φάσεων (Suarez and Shokooh, 1997; Kilbas, et al., 2006; Sorrentino and Fasana, 

2007). Πιο συγκεκριμένα η εξίσωση (4.104) είναι δυνατό να αναλυθεί σε 2p  

διαφορικές εξισώσεις τάξεως /a q p= , όπου τα ,q p  είναι ακέραιοι αριθμοί. 

Αντίστοιχα μετασχηματίζεται και η εξ. (4.105). Στο διευρυμένο σύστημα 

εξισώσεων που προκύπτει είναι δυνατό να χρησιμοποιηθεί η συνάρτηση Mittag-

Leffler για τον προσδιορισμό της ευστάθειας. Το μειονέκτημα αυτής της μεθόδου 

είναι ότι οδηγεί σε πολύ μεγάλα συστήματα διαφορικών εξισώσεων, η διάσταση 

των οποίων δεν είναι σταθερή αλλά εξαρτάται από τον παρονομαστή του 

κλάσματος /q p . 



 Η μέθοδος της Αναλογικής Εξίσωσης  

 

178 

Ο προσδιορισμός της ευστάθειας των παραπάνω εξισώσεων είναι δυνατόν να 

γίνει ευκολότερα λαμβάνοντας υπόψη τη μόνιμη απόκριση της πλάκας (Rossikhin 

and Shitikova, 2006a,b). Έτσι, θεωρούμε ότι η πλάκα εκτελεί αρμονική 

ταλάντωση που περιγράφεται από την εξ. (4.96) και εξετάζουμε τη συμπεριφορά 

των εξισώσεων (4.104) και (4.105) για t → ∞ . Στην περίπτωση αυτή 

αποδεικνύεται ότι (Rossikhin and Shitikova, 2000)  

 α λ α λλ= ( )i t i t
cD e i e  (4.106) 

Αντικαθιστώντας της (4.96) στην (4.104) και λαμβάνοντας υπόψη την εξ. (4.106) 

καθώς και ότι 
απ

α = 2
i

i e , προκύπτει 

 

2 2

1 2

( ) 1

                                   0

i
a

a

i e
απ

αλ λ ηλ

μ μ

⎡ ⎛ ⎞⎟⎜⎢− + + + + ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎢ ⎝ ⎠⎣
⎤+ + =⎥⎦

M C C K

F F β
 (4.107) 

Όμοια η εξ. (4.105) γίνεται  

 

( )

( )

2 221

2 1 2 1 2 1 1

0 1 2                     0

i
a

i
a a

a

p e i

e q p p p

q

απ
α

απ
α

λ λ λ

λ μ μ

μ μ

+⎡
⎢− − + +
⎢⎣

+ + + +

⎤+ + + =⎥⎦

M M C C

K F F C

K F F β

 (4.108) 

Οι παραπάνω εξισώσεις αποτελούν προβλήματα ιδιοτιμών ως προς τη συχνότητα 

λ  και επιλύονται όπως και στην περίπτωση της ελαστικής πλάκας. Η ευστάθεια 

καθορίζεται από τις τιμές των iλ  όπως και προηγουμένως.  

Συγκρίνοντας τις εξ. (4.97) και (4.107), φαίνεται ότι διαφέρουν μόνο στον όρο 

που έχει να κάνει με την εσωτερική απόσβεση της πλάκας. Στην εξ. (4.97) έχουμε 

υποθέσει ότι η εσωτερική απόσβεση γράφεται ως ισοδύναμη ιξώδης απόσβεση 

μέσω της εξ. (4.95) ενώ στην εξ. (4.106) η εσωτερική απόσβεση προκύπτει από 

τον βισκοελαστικό καταστατικό νόμο.  
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4.6 Υπολογισμός των επιφανειακών ολοκληρωμάτων  

Τα επιφανειακά ολοκληρώματα που εμφανίζονται στις ολοκληρωτικές εξισώσεις 

(4.11), (4.12), (4.23) και (4.34) γράφονται ως άθροισμα επιφανειακών 

ολοκληρωμάτων πάνω σε κάθε τριγωνικό στοιχείο ως εξής  

 
1

( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
j

T
j

n n n
j

I K r b t d K r b t d
Ω Ω=

= Ω = Ω∑∫ ∫y yx y y  (4.109) 

όπου T  ο συνολικός αριθμός των τριγωνικών στοιχείων, ( )nK r  είναι γνωστή 

συνάρτηση (η θεμελιώδης λύση ή κάποια παράγωγος της) και r = −x y . Το 

σημείο ( , )x yx  είναι το σημείο στο οποίο εφαρμόζεται η ολοκληρωτική εξίσωση 

και μπορεί να βρίσκεται στο σύνορο ή στο εσωτερικό του χωρίου ενώ το ( , )ξ ηy  

είναι το σημείο ολοκλήρωσης και βρίσκεται πάντα στο εσωτερικό του χωρίου. Η 

συνάρτηση ( , )jb ty  προσεγγίζει τη συνάρτηση ( , )b ty  στο τρίγωνο j  

χρησιμοποιώντας γραμμικές συναρτήσεις σχήματος (Σχ. 4.3) ως εξής  

 1 2 31 2 3( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j j jb t b t b t b tφ φ φ= + +y y y y  (4.110) 

όπου  

 ( )i i i iaφ ξ β η γ= + +y ,    1,2,3i =  (4.111) 

ενώ ( )j
ib t  είναι οι τιμές της συνάρτησης ( , )b ty  σε τρία σημεία στο εσωτερικό ή 

στις πλευρές του τριγώνου j .  

2φ
1 2

3

1φ

1
2

3

3φ
1

2

31

1

1

 

Σχήμα 4.3 : Γραμμικές συναρτήσεις σχήματος. 

Η εξίσωση (4.110) προσεγγίζει την πραγματική συνάρτηση ( , )b ty  στο τρίγωνο j  

με μια επίπεδη επιφάνεια που διέρχεται από τρία σημεία της ( , )b ty  (Σχ. 4.4). 
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,y η

,x ξ

τριγωνο j

1 ( )jb t
2 ( )jb t

3 ( )jb t

( , , )b x y t

1 23

 

Σχήμα 4.4 : Προσέγγιση της συνάρτησης ( , )b ty  με επίπεδη επιφάνεια. 

Οι γενικευμένες συντεταγμένες , ,i i ia β γ  των συναρτήσεων σχήματος 

προκύπτουν ως εξής. Θεωρούμε ότι οι συντεταγμένες των σημείων 1,2,3 είναι 

,i iξ η  ( 1,2,3i = ) και ότι η εξίσωση της επίπεδης επιφάνειας είναι  

 1 2 3 ( , , )jc c c b tξ η ξ η+ + =  (4.112) 

Εφαρμόζοντας την εξ. (4.112) στα σημεία 1,2,3 προκύπτει   

 
1 1 1 1

2 22 2

3 3 33

( ) 1
( ) 1

1( )

j

j

j

b t c
b t c

cb t

ξ η
ξ η
ξ η

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎡ ⎤ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥=⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎪ ⎪⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭

 (4.113) 

Οι τιμές των παραμέτρων της επιφάνειας υπολογίζονται από τη λύση της 

προηγούμενης εξίσωσης και τελικά γράφονται   

 
12 3 3 1 1 21

3 2 1 3 2 12 2

3 2 2 3 1 3 3 1 2 1 1 23 3

( )
1 ( )

( )

j

j

j

b tc
c b t

pc b t

η η η η η η
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

η ξ η ξ η ξ η ξ η ξ η ξ

⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎪ ⎪⎪ ⎪ − − − ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥= − − −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪− − −⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎪ ⎪⎩ ⎭

 (4.114) 

όπου 1 2 1 3 2 1 2 3 3 1 3 2p ξ η ξ η ξ η ξ η ξ η ξ η= − − + + − . 

Αντικαθιστώντας τα 1 2 3, ,c c c  στην εξ. (4.112) προκύπτουν οι τιμές των 

γενικευμένων συντεταγμένων , ,i i ia β γ  ως εξής   



Η μέθοδος της Αναλογικής Εξίσωσης    

 

181

 ( )1 2 3
1a
p

η η= − , ( )1 3 2
1
p

β ξ ξ= − , ( )1 3 2 2 3
1
p

γ η ξ η ξ= −  (4.115a) 

 ( )2 3 1
1a
p

η η= − , ( )2 1 3
1
p

β ξ ξ= − , ( )2 1 3 3 1
1
p

γ η ξ η ξ= −  (4.115b) 

 ( )3 3 1
1a
p

η η= − , ( )3 1 3
1
p

β ξ ξ= − , ( )3 1 3 3 1
1
p

γ η ξ η ξ= −  (4.115c) 

Το ολοκλήρωμα (4.109) με τη βοήθεια της εξ. (4.110) γίνεται  

 
3

1 1
( ) ( ) ( ) ( , )

j

T
j

n n kk
j k

I b t K r d dφ ξ η ξ η
Ω= =

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∫x  (4.116) 

Στην περίπτωση των εξισώσεων εξ. (4.11) και (4.12a) ο πυρήνας 1( )K r  είναι  

 2
1

1( ) ln
8

K r v r r
π

= =  (4.116) 

ενώ για την εξ. (4.12b) είναι  

 2 1
1( ) , (2 ln 1)
8

K r v rr rν
π

= = +  (4.117) 

Οι πυρήνες που εμφανίζονται στις ολοκληρωτικές εξισώσεις για τον 

προσδιορισμό των παραγώγων της λύσης στο εσωτερικό, εξ. (3.85), έχουν ως 

εξής  

 3
1( ) , , (2 ln 1)
8

x xK r v rr r
π

= = +  (4.118a) 

 4
1( ) , , (2 ln 1)
8

y yK r v rr r
π

= = +  (4.118b) 

 2
5

1( ) , (2 ln 2 , 1)
8

xx xK r v r r
π

= = + +  (4.118c) 

 2
6

1( ) , (2 ln 2 , 1)
8

yy yK r v r r
π

= = + +  (4.118d) 
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 7
1( ) , , ,
4

xy x yK r v r r
π

= =  (4.118e) 

 
( )2

8
, 2 , 1

( ) ,
4

x y
xxx

r r
K r v

rπ
+

= =  (4.118f) 

 
( )2 2

9
, , ,

( ) ,
4

y y x
xxy

r r r
K r v

rπ
−

= =  (4.118g) 

 
( )2 2

10
, , ,

( ) ,
4

x y x
xyy

r r r
K r v

rπ
−

= =  (4.118h) 

 
( )2

11
, 2 , 1

( ) ,
4

y x
yyy

r r
K r v

rπ
+

= =  (4.118i) 

Οι πυρήνες των ολοκληρωτικών εξισώσεων του προβλήματος Poisson, εξ. (4.23) 

και (4.34), έχουν ως εξής 

 12( )
2
nrK r u
π

∗= = ^  (4.119a) 

 13
,( ) ,

2
x

x
rK r u

rπ
∗= =  (4.119b) 

 14
,( ) ,

2
y

y
rK r u

rπ
∗= =  (4.119c) 

 
2 2

15 2
, ,( ) ,
2
y x

xx
r rK r u

rπ
∗ −= =  (4.119d) 

 16 2
,( ) , xy

xy
rK r u

rπ
∗= = −  (4.119e) 

 
2 2

17 2
, ,( ) ,
2
x y

yy
r rK r u

rπ
∗ −= =  (4.119f) 

Όταν το σημείο εφαρμογής της ολοκληρωτικής εξίσωσης x  βρίσκεται έξω από το 

τριγωνικό στοιχείο j , στο οποίο γίνεται η ολοκλήρωση, η απόσταση r = −x y  

δε μηδενίζεται και επομένως όλα τα παραπάνω ολοκληρώματα είναι ομαλά και 

υπολογίζονται με αριθμητική ολοκλήρωση Gauss (Katsikadelis, 2002b). Όταν το 
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σημείο x  βρίσκεται στις πλευρές ή το εσωτερικό του τριγωνικού στοιχείου j  η 

απόσταση r = −x y  μηδενίζεται και ορισμένοι από τους πυρήνες ( )nK r  δεν 

ορίζονται. Εύκολα αποδεικνύεται ότι 
0

lim ( ) 0n
r

K r
→

=  για 1,2,3, 4n =  οπότε για 

αυτούς τους πυρήνες είναι δυνατόν να εφαρμοσθεί ολοκλήρωση Gauss. Στις 

υπόλοιπες περιπτώσεις τα ολοκληρώματα είναι ιδιόμορφα και ο υπολογισμός του 

γίνεται με τη μετατροπή τους σε επικαμπύλια ολοκληρώματα στο σύνορο του 

τριγωνικού στοιχείου j  με χρήση της δεύτερης ταυτότητας Green (Katsikadelis, 

2002b). Η συνάρτηση Green για δύο συναρτήσεις ,g h  δύο φορές παραγωγίσιμες 

στο jΩ  έχει ως εξής  

 ( )2 2

j j

h gg h h g d g h ds
n nΩ Γ

⎛ ⎞∂ ∂ ⎟⎜∇ − ∇ Ω = − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∂ ∂∫ ∫  (4.120) 

Θέτοντας στην τελευταία εξίσωση kg φ=  και ( )nh U r=  για την οποία ισχύει ότι  

 2 ( ) ( )n nU r K r∇ =  (4.121) 

προκύπτει  

 ( )
j j

n k
k n k n

UK r d U ds
n n

φφ φ
Ω Γ

⎛ ⎞∂ ∂ ⎟⎜Ω = − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∂ ∂∫ ∫  (4.122) 

Τα επικαμπύλια ολοκληρώματα της εξ. (4.122) είναι πάντα ομαλά όταν το σημείο 

εφαρμογής x  της ολοκληρωτικής εξίσωσης βρίσκεται στο εσωτερικό του 

τριγωνικού στοιχείου j  και υπολογίζονται με αριθμητική ολοκλήρωση Gauss. 

Ωστόσο, το ίδιο ισχύει και στην περίπτωση που το σημείο x  βρίσκεται στην 

πλευρά του τριγωνικού στοιχείου j , όπου εφαρμόζοντας την παραπάνω 

διαδικασία στα γειτονικά τρίγωνα, το πεδιακό ολοκλήρωμα μετατρέπεται σε 

επικαμπύλιο ολοκλήρωμα στις μη κοινές πλευρές των τριγώνων (Σχ. 4.5). Στις 

κοινές πλευρές εμφανίζονται επικαμπύλια ολοκληρώματα της ίδιας συνάρτησης 

με αντίθετο πρόσημο τα οποία αλληλοαναιρούνται, όπως φαίνεται στο Σχ. 4.5.  
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Σχήμα 4.5 : Μετατροπή πεδιακών ολοκληρωμάτων σε επικαμπύλια στο σύνορο 

κάθε τριγωνικού στοιχείου. 

Η συνάρτηση ( )nU r  μπορεί πάντα να υπολογισθεί από την εξ. (4.121) και έχει ως 

εξής 

 [ ]
π

= − + +
2

2 2 2 2
5( ) , , (12 , 4 , )ln

128
x y x y

rU r r r r r r
D

 (4.123a) 

 [ ]
π

= − + +
2

2 2 2 2
6( ) , , (12 , 4 , )ln

128
y x y x

rU r r r r r r
D

 (4.123b) 

 ( )
π

= +
2

7
, ,( ) 1 4 ln

64
x yr r rU r r
D

 (4.123c) 

 ( )
π

+=8
, 12 ln 1( )

64
xrr rU r

D
 (4.123d) 

 ( )
π

−=9
, 4 ln 1( )

64
yrr rU r

D
 (4.123e) 

 ( )
π

−=10
, 4 ln 1( )

64
xrr rU r

D
 (4.123f) 

 ( )
π

+=11
, 12 ln 1( )

64
yrr rU r

D
 (4.123g) 

 
π

−= ^2

12
( 1)( )

8
r nrU r  (4.123h) 
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π

−=13
, (2 ln 1)( )

8
xrr rU r  (4.123i) 

 
π
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5 
Βελτιστοποίηση του πάχους των ελαστικών 

πλακών 

5.1 Εισαγωγή  

Η βέλτιστη κατανομή του πάχους μιας λεπτής πλάκας με στόχο τη μεταβολή των 

χαρακτηριστικών της, όπως το φορτίο λυγισμού, η ακαμψία, οι ιδιοσυχνότητες 

ταλαντώσεως και άλλα, έχει ιδιαίτερο πρακτικό ενδιαφέρον σήμερα, λόγω της 

εκτεταμένης χρήσης των λεπτών πλακών ως δομικά τμήματα διαφόρων 

κατασκευών του μηχανικού, από τα έργα του πολιτικού μηχανικού έως την 

αεροναυπηγική και τις διαστημικές κατασκευές. Το πλεονέκτημα των λεπτών 

πλακών βρίσκεται στο συνδυασμό μικρού βάρους και μεγάλης αντοχής όταν 

υποβάλλονται σε εγκάρσια και μεμβρανικά φορτία. Ωστόσο, το λεπτό τους πάχος 

αποτελεί και μειονέκτημα, καθώς εμφανίζουν μεγάλες παραμορφώσεις, 

προβλήματα αστάθειας υπό την επίδραση θλιπτικών μεμβρανικών φορτίων και 

φαινόμενα μη γραμμικού συντονισμού λόγω δυναμικών φορτίσεων. Είναι φανερό 

πως η βελτίωση των χαρακτηριστικών της πλάκας μειώνει σημαντικά το κόστος 

των κατασκευών ενώ αυξάνει την ασφάλεια και τη λειτουργικότητα τους.   
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Η βέλτιστη κατανομή του πάχους αποτελεί ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης 

σχήματος (shape optimization) και στη βιβλιογραφία διατυπώνεται συνήθως ως 

πρόβλημα εύρεσης της κατανομής του πάχους ώστε να μεγιστοποιείται ή να 

ελαχιστοποιείται κάποιο χαρακτηριστικό μέγεθος της πλάκας, που αποτελεί την 

αντικειμενική συνάρτηση ή συνάρτηση κόστους, υπό την επίδραση 

συγκεκριμένων φορτίων και συνθηκών στηρίξεως και με δεδομένο τον όγκο του 

υλικού. Διαφορετικά, είναι δυνατόν να διατυπωθεί ως πρόβλημα βέλτιστης 

κατανομής του πάχους που να ελαχιστοποιεί τον όγκο του υλικού ώστε κάποιο 

χαρακτηριστικό μέγεθος της πλάκας να έχει δεδομένη τιμή (Freiberg and 

Tekinalp, 1956; Kozlowski and Mroz, 1969). Η πρώτη περίπτωση εμφανίζεται 

πιο συχνά στη βιβλιογραφία και η αντικειμενική συνάρτηση είναι συνήθως το 

φορτίο λυγισμού ή πτερυγισμού, η ακαμψία και οι ιδιοσυχνότητες των ελεύθερων 

ταλαντώσεων. Επίσης, σε αρκετές περιπτώσεις στόχος της βελτιστοποίησης είναι 

τα παραπάνω μεγέθη να λάβουν μια συγκεκριμένη τιμή και όχι απαραιτήτως να 

μεγιστοποιηθούν ή να ελαχιστοποιηθούν. Σε κάθε περίπτωση για τον υπολογισμό 

της αντικειμενικής συνάρτησης απαιτείται η επίλυση του προβλήματος της 

πλάκας μεταβλητού πάχους. Οι μεταβλητές του σχεδιασμού είναι το πάχος της 

πλάκας σε ένα πεπερασμένο αριθμό σημείων ενώ σε κάθε περίπτωση το 

πρόβλημα είναι δυνατόν να υπόκειται σε περιορισμούς για την ελάχιστη και τη 

μέγιστη τιμή που μπορεί να λάβει το πάχος της πλάκας και υπαγορεύονται από 

κατασκευαστικούς λόγους. 

Όπως αναφέρουν πολλοί ερευνητές (Olhoff, 1974; Bendsee, 1984) το πρόβλημα 

της βελτιστοποίησης του πάχους της πλάκας χωρίς περιορισμούς δεν είναι 

δυνατόν να δώσει πρακτικά αποτελέσματα, καθώς οδηγεί είτε σε μηδενικές είτε 

σε πολύ μεγάλες τιμές του πάχους (σε γωνιακά σημεία ή σε σημεία εφαρμογής 

συγκεντρωμένων φορτίων). Ωστόσο και η χρήση περιορισμών για την ανώτατη 

και την κατώτατη τιμή του πάχους οδηγεί σε μη ρεαλιστικά αποτελέσματα αφού 

εμφανίζονται συχνά ασυνεχείς βέλτιστες κατανομές πάχους. Στις εργασίες των 

Chen (1981) και Chen and Olhoff (1981) προκύπτει ότι η βελτιστοποίηση της 

ακαμψίας της πλάκας οδηγεί στο σχηματισμό μεγάλου πλήθους πολύ λεπτών 

ενισχύσεων, η πυκνότητα των οποίων εξαρτάται και από τη διακριτοποίηση που 

χρησιμοποιείται. Το σημαντικότερο όμως πρόβλημα στην τελευταία περίπτωση 

είναι ότι δεν ισχύει η θεωρία των λεπτών πλακών, αφού εμφανίζονται απότομες 
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μεταβολές του πάχους (βλ. Κεφ. 2). Έτσι, ο υπολογισμός της αντικειμενικής 

συνάρτησης είναι λανθασμένος, αφού η πραγματική κατασκευή δεν είναι πλέον 

λεπτή πλάκα. 

Από τα παραπάνω συμπεραίνεται ότι για τη βελτιστοποίηση του πάχους της 

πλάκας είναι δυνατόν να ακολουθηθούν δύο μεθοδολογίες. Στην πρώτη 

μεθοδολογία θα πρέπει να περιοριστεί ο χώρος των λύσεων του προβλήματος με 

εισαγωγή κατάλληλων περιορισμών, ώστε να προκύπτουν κατανομές πάχους 

χωρίς απότομες μεταβολές και επομένως να ισχύει η θεωρία λεπτών πλακών του 

Kirchhoff. Τη μεθοδολογία αυτή έχουν ακολουθήσει οι περισσότεροι ερευνητές 

χωρίς όμως να επιβάλλουν κάποιο περιορισμό, με εξαίρεση τους Niordson (1983) 

και Bendsee (1983) που εισάγουν ένα περιορισμό για τη μέγιστη τιμή της κλίσης 

της κατανομής του πάχους. Ωστόσο, στη βιβλιογραφία δεν έχει παρουσιασθεί 

κάποιος μαθηματικός περιορισμός που να αποδεικνύεται ότι εξασφαλίζει τη μη 

απότομη μεταβολή του πάχους και την ισχύ της θεωρίας Kirchhoff. Στη δεύτερη 

μεθοδολογία είναι δυνατόν να επιτρέπεται οποιαδήποτε κατανομή πάχους αλλά 

για τον προσδιορισμό της αντικειμενικής συνάρτησης θα πρέπει να λαμβάνεται 

υπόψη η τρισδιάστατη εντατική κατάσταση της πλάκας. Αυτό είναι δυνατόν να 

γίνει είτε θεωρώντας την πλάκα ως τρισδιάστατο σώμα είτε χρησιμοποιώντας 

θεωρίες πλακών που λαμβάνουν υπόψη τους απότομες μεταβολές του πάχους, 

όπως αυτή που παρουσιάζουν οι Kohn and Vogelius (1984). 

Στην παρούσα διατριβή ακολουθούμε την πρώτη μεθοδολογία. Στην επόμενη 

παράγραφο παρουσιάζεται ένας περιορισμός που πρέπει να ικανοποιεί η 

κατανομή του πάχους της πλάκας και εξασφαλίζει την ισχύ της θεωρίας 

Kirchhoff. Ο περιορισμός προκύπτει προσδιορίζοντας την εξίσωση κάμψεως της 

λεπτής πλάκας μεταβλητού πάχους θεωρώντας την πλάκα ως τρισδιάστατο 

πρισματικό σώμα χωρίς να εισάγεται κάποια παραδοχή για το ρυθμό μεταβολής 

του πάχους, όπως έγινε στην Παράγραφο 2.3. Στη συνέχεια διατυπώνεται το 

πρόβλημα μεγιστοποίησης της ακαμψίας και των φορτίων λυγισμού ή 

πτερυγισμού της πλάκας υπό τους περιορισμούς του δεδομένου όγκου υλικού, της 

ανώτατης και κατώτατης τιμής του πάχους καθώς και τον περιορισμό που 

εξασφαλίζει την ισχύ της θεωρίας Kirchhoff. Η αντικειμενική συνάρτηση 

υπολογίζεται από την επίλυση του προβλήματος της πλάκας μεταβλητού πάχους 

με τη ΒΕΜ, όπως παρουσιάσθηκε στο προηγούμενο κεφάλαιο.  
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5.2 Η ισχύς της θεωρίας λεπτών πλακών Kirchhoff  

Θεωρούμε μια πλάκα από γραμμικά ελαστικό υλικό μεταβλητού πάχους ( , )h x y  

που καταλαμβάνει το πολλαπλά συνεκτικό χωρίο Ω , το σύνορο του οποίου είναι 

το Γ  (βλ. Σχ. 5.1). Επίσης, θεωρούμε ένα καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων 

Oxyz , του οποίου η αρχή των αξόνων O  βρίσκεται σε ένα σημείο της μέσης 

επιφάνειας της πλάκας και ο άξονας z  είναι κάθετος προς τη μέση επιφάνεια. Για 

να προσδιορίσουμε την εξίσωση κάμψεως της πλάκας χωρίς κάποια παραδοχή για 

τον τρόπο μεταβολής του πάχους, θα τη θεωρήσουμε ως ένα τρισδιάστατο 

πρισματικό σώμα που φορτίζεται με ένα εγκάρσιο καθολικό φορτίο b . Το φορτίο 

είναι δυνατόν να μεταβάλλεται κατά τη διεύθυνση z  ενώ είναι δυνατόν να 

υπάρχουν εγκάρσια φορτία κατανεμημένα στην άνω και κάτω επιφάνεια της 

πλάκας. Ωστόσο, μια τέτοια διαφοροποίηση των φορτίων καθ’ ύψος δεν έχει 

νόημα στη θεωρία Kirchhoff και για το λόγο αυτό θεωρούμε ότι το φορτίο b  

είναι σταθερό κατά τη διάσταση του πάχους, δηλαδή είναι ( , )b b x y= .  

Το πάχος της πλάκας κατανέμεται συμμετρικά εκατέρωθεν της μέσης επιφάνειας, 

χωρίς όμως αυτό να σημαίνει ότι η μέθοδος που περιγράφεται παρακάτω δεν 

μπορεί εφαρμοσθεί και σε μη συμμετρική κατανομή πάχους. Η παράπλευρη 

επιφάνεια του πρισματικού σώματος συμβολίζεται με S  και η τομή της με τη 

μέση επιφάνεια αποτελεί το σύνορο Γ  ενώ ο συνολικός όγκος του σώματος είναι 

V . 

y

x

S

z

( , )h x y

 

Σχήμα 5.1 : Θεώρηση της πλάκας ως τρισδιάστατου σώματος.  
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Οι διδιάστατες θεωρίες πλακών είναι δυνατόν να προκύψουν από την 

τρισδιάστατη θεωρία ελαστικότητας θεωρώντας ότι το πεδίο μετατοπίσεων 

γράφεται με τη μορφή δυναμοσειράς ως προς τη συντεταγμένη z  (Washizu, 

1975; Reddy, 2002; Kienzler, 2002). Έτσι η μετατόπιση iu  ( 1,2,3i = ) γράφεται 

ως εξής  

 

(0) (1) 2 (2)

( )

0

( , ) ( , ) ( , ) ....

( , )

i i i i

n
n n

i
j

u x y z x y z x y

z x y

ϕ ϕ ϕ

ϕ
=

= + + +

= ∑
 (5.1) 

όπου ( )( , )n
i x yϕ  είναι συναρτήσεις που περιγράφουν την παραμόρφωση της 

πλάκας. Χρησιμοποιώντας την εξ. (5.1) είναι δυνατόν να εκφρασθούν τόσο οι 

τάσεις και οι παραμορφώσεις όσο και η ελαστική, η δυναμική και κινητική 

ενέργεια της πλάκας συναρτήσει των ( )( , )n
i x yϕ . Οι διαφορικές εξισώσεις που 

πρέπει να ικανοποιούν τα ( )( , )n
i x yϕ  προκύπτουν με εφαρμογή των εξισώσεων της 

τρισδιάστατης ελαστικότητας ή συνηθέστερα με εφαρμογή της αρχής των 

δυνατών έργων ή της στάσιμης τιμής της ολικής δυναμικής ενέργειας του 

σώματος. Ο αριθμός των όρων n  της δυναμοσειράς εξαρτάται από την ακρίβεια 

της προσέγγισης της πραγματικής συμπεριφοράς του τρισδιάστατου σώματος. 

Όσο μεγαλύτερος είναι ο αριθμός των όρων της δυναμοσειράς τόσο μεγαλύτερη η 

ακρίβεια αλλά και τόσο μεγαλύτερα είναι τα συστήματα των διαφορικών 

εξισώσεων που προκύπτουν και επομένως και η δυσκολία επιλύσεως τους.  

Η εν λόγω μεθοδολογία έχει εφαρμοσθεί για πλάκες σταθερού πάχους. Στην 

παρούσα εργασία ακολουθούμε μεθοδολογία ανάλογη με αυτή που έχει αναπτύξει 

ο Kienzler (2002) για την εξαγωγή των εξισώσεων της πλάκας Kirchhoff 

σταθερού πάχους.  

Έτσι θεωρούμε το ακόλουθο πεδίο μετατοπίσεων  

 3
1 3( , , ) ( , ) ( , )u x y z zu x y z u x y= +  (5.2a) 

 3
1 3( , , ) ( , ) ( , )v x y z zv x y z v x y= +  (5.2b) 

 2
0 2( , , ) ( , ) ( , )w x y z w x y z w x y= +  (5.2c) 
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όπου ( , , ), ( , , ), ( , , )u x y z v x y z w x y z  είναι οι μετατοπίσεις ενός σημείου στο 

εσωτερικό της πλάκας. Όπως, φαίνεται από τις εξ. (5.2) διατηρούμε όρους μέχρι 

και την κυβική δύναμη του z , δηλαδή αγνοούμε όρους τετάρτης τάξεως και άνω, 

επειδή για τα συνήθη μεγέθη πάχους των λεπτών πλακών οι όροι αυτοί είναι πολύ 

μικροί. Η δυνατότητα παραμόρφωσης που δίδεται με το παραπάνω πεδίο 

μετατοπίσεων φαίνεται στο Σχ. 5.2.  

 

0w

2
2z w

z

x

1zu 3
1z u

 

Σχήμα 5.2 : Παραμόρφωσης μιας διατομής της πλάκας σύμφωνα με το πεδίο 

μετατοπίσεων των εξ. (5.2) (Kienzler, 2002). 

Στην περίπτωση των μετατοπίσεων ,u v  αγνοούμε τους όρους με τις άρτιες 

δυνάμεις του z  καθώς αυτοί σχετίζονται με την επίπεδη παραμόρφωση της 

πλάκας και όχι με την κάμψη. Οι όροι 1zu  και 1zv  δηλώνουν επίπεδη στροφή της 

διατομής περί τους άξονες y  και x , αντίστοιχα. Η μορφή της παραμόρφωσης 

που επιτρέπουν οι όροι 3
3z u  και 3

3z v  φαίνεται στο Σχ. 5.2. Στην περίπτωση της 

εγκάρσιας μετατόπισης ( , , )w x y z  αγνοούμε τις περιττές δυνάμεις του z  καθώς 

δεν είναι δυνατόν να εμφανιστεί τέτοια παραμόρφωση στην περίπτωση της 

κάμψης της πλάκας. Ο όρος 0w  δηλώνει μια μετακίνηση ολόκληρης της διατομής 

κατά 0w  ενώ ο όρος 2
2z w  δηλώνει μια συμπίεση του άνω τμήματος της πλάκας 

( 0z < ) και μια διόγκωση του κάτω τμήματος της πλάκας ( 0z > ), χωρίς όμως 

να μεταβάλλεται το πάχος και χωρίς να μετακινείται η μέση επιφάνεια της 

πλάκας.  

Οι εξισώσεις που πρέπει να ικανοποιούν τα 1 3 1 3 0 2, , , , ,u u v v w w  θα προκύψουν από 

την αρχή της στάσιμης τιμής της συνολικής δυναμικής ενέργειας του σώματος. Η 

συνολική δυναμική ενέργεια της πλάκας είναι  

 U BΠ = +  (5.3) 
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όπου U  η ελαστική ενέργεια της πλάκας, η οποία είναι  

 1
2

ij ij
V

U dVσ ε= ∫  (5.4) 

και B  το δυναμικό της εξωτερικής φόρτισης  

 
( ) ( )

( )

11 21 12 22

13 23

[

                                               ]

x y x y
V S

x y

B bwdV n n u n n v

n n w dS

σ σ σ σ

σ σ

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

= − − + + +

+ +

∫ ∫  (5.5) 

Τα ijσ , ijε  οι συνιστώσες της τάσεως και της παραμορφώσεως. Τα μεγέθη με 

αστερίσκο δηλώνουν γνωστά μεγέθη στην παράπλευρη επιφάνεια της πλάκας. Οι 

καταστατικές σχέσεις για το γραμμικό ελαστικό υλικό έχουν ως εξής (βλ. Κεφ. 1) 

 2ij ij ij kkσ με λδ ε= +  (5.6) 

Ακόμη, οι συνιστώσες της παραμόρφωσης γράφονται συναρτήσει των 

μετατοπίσεων , ,u v w  ως εξής  

 11 ,xuε = ,  22 ,yvε = ,    33 ,zwε =  (5.7a,b,c) 

 12
1 ( , , )
2

y xu vε = + ,  13
1 ( , , )
2

z xu wε = + , 23
1 ( , , )
2

z yv wε = +  (5.7d,e,f) 

Με τη βοήθεια της (5.6) η ελαστική ενέργεια γίνεται 

 ( )[ ]21 2
2

ij ij kk
V

U dVμε ε λ ε= +∫  (5.8) 

Οι εξισώσεις ισορροπίας της πλάκας θα προκύψουν από το μηδενισμό της πρώτης 

μεταβολής της συνολικής δυναμικής ενέργειας, δηλαδή  

 0U Bδ δ δΠ = + =  (5.9)  

Με τη βοήθεια των (5.2), (5.5), (5.6), (5.7) και (5.8) και ολοκληρώνοντας ως προς 

το ύψος της πλάκας, η τελευταία εξίσωση γίνεται  
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(

( ) ( )

( )

1 2 2 0 3 0 4 2 5 2 6 1

7 3 8 1 9 3 10 1 11 3 12 1

13 3 14 1 15 3 16 1 17 3

0 2

1

, , , , +

   , , ,

  , , , , , )

x y x y

x x x

x y y y y

x x y y x x y y

x x xy y

S w S w S w S w S w S u

S u S v S v S u S u S v

S v S u S u S v S v d

Q n Q n w Q n Q n w d

M n M n u

δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ

δ δ

δ

Ω

∗ ∗ ∗ ∗

Γ

∗ ∗

+ + + +

+ + + + + +

+ + + + + Ω

⎡ ⎤− + + + Γ⎣ ⎦

− + +

∫

∫ ! !

( )

( ) ( )

3

3

3

0 2 0
12

x x xy y

xy x y y xy x y y

M n M n u d

M n M n v M n M n v d

hbh w b w d

δ

δ δ

δ δ

∗ ∗

Γ

∗ ∗ ∗ ∗

Γ

Ω

⎡ ⎤+ Γ⎣ ⎦

⎡ ⎤− − + + − + Γ⎣ ⎦

⎛ ⎞⎟⎜− + Ω =⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∫
∫

∫

! !

! !

 (5.10) 

όπου  

 ( ) ( )3 5
1 2 1 1 3 3

2 , , , ,
3 6 6 40

y x y xS w v u h v u hμ λ λ λ λ+= + + + +  (5.11a) 

 ( ) ( )3
2 3 2 1 0, ,

12
x xS u w h u w hμ μ= + + +  (5.11b) 

 ( ) ( )3
3 3 2 1 0, ,

12
y yS v w h v w hμ μ= + + +  (5.11c) 

 ( ) ( )5 3
4 3 2 1 03 , ,

80 12
x xS u w h u w hμ μ= + + +  (5.11d) 

 ( ) ( )5 3
5 3 2 1 03 , ,

80 12
y yS v w h v w hμ μ= + + +  (5.11e) 

 ( ) ( )3
6 3 2 1 03 , ,

12
x xS u w h u w hμ μ= + + +  (5.11f) 

 ( ) ( )5 3
7 3 2 1 03 , ,

80 4
x xS u w h u w hμ μ= + + +  (5.11g) 

 ( ) ( )3
8 3 2 1 03 , ,

12
y yS v w h v w hμ μ= + + +  (5.11h) 

 ( ) ( )5 3
9 3 2 1 03 , ,

80 4
y yS v w h v w hμ μ= + + +  (5.11i) 
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 ( ) ( )3 1 3 1 25 3 5 3 3
10

, , , ,(2 )
80 12 80 12 6

x x y yu u v v wS h h h h hλμ λ λ= + + + + + (5.11j) 

 ( ) ( )3 1 3 1 27 5 7 5 5
11

, , , ,(2 )
448 80 448 80 40

x x y yu u v v wS h h h h hλμ λ λ= + + + + + (5.11k) 

 ( ) ( )5 3
12 3 3 1 1, , , ,

80 12
y x y xS u v h u v hμ μ= + + +  (5.11l) 

 ( ) ( )7 5
13 3 3 1 1, , , ,

448 80
y x y xS u v h u v hμ μ= + + +  (5.11m) 

 ( ) ( )5 3
14 3 3 1 1, , , ,

80 12
y x y xS u v h u v hμ μ= + + +  (5.11n) 

 ( ) ( )7 5
15 3 3 1 1, , , ,

448 80
y x y xS u v h u v hμ μ= + + +  (5.11o) 

 ( ) ( )3 1 3 1 25 3 5 3 3
16

, , , ,(2 )
80 12 80 12 6

y y x xv v u u wS h h h h hλμ λ λ= + + + + + (5.11p) 

 ( ) ( )3 1 3 1 27 5 7 5 5
17

, , , ,(2 )
448 80 448 80 40

y y x xv v u u wS h h h h hλμ λ λ= + + + + + (5.11q) 

Τα μεγέθη , , , ,x y x y xyQ Q M M M  αποτελούν τις γνωστές από τη θεωρία Kirchhoff 

τέμνουσες, ροπές κάμψεως και ροπή συστροφής, αντίστοιχα, ενώ τα 

, , , ,x y x y xyQ Q M M M! ! ! ! !  δεν έχουν αντίστοιχα μεγέθη στη θεωρία Kirchhoff. Τα 

παραπάνω μεγέθη προκύπτουν ως εξής  

 
/2

13
/2

h
x

h
Q dzσ

−
= ∫ ,     

/2
23

/2

h
y

h
Q dzσ

−
= ∫ , (5.12a,b) 

 
/2

2
13

/2

h
x

h
Q z dzσ

−
= ∫! ,    

/2
2

23
/2

h
y

h
Q z dzσ

−
= ∫!  (5.12c,d) 

 
/2

11
/2

h
x

h
M z dzσ

−
= ∫ ,     

/2
22

/2

h
y

h
M z dzσ

−
= ∫ , (5.12e,f) 

 
/2

3
11

/2

h
x

h
M z dzσ

−
= ∫! ,    

/2
3

22
/2

h
y

h
M z dzσ

−
= ∫!  (5.12j,h) 
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/2

12
/2

h
xy

h
M z dzσ

−
= −∫ ,    

/2
3

12
/2

h
xy

h
M z dzσ

−
= −∫!  (5.12i,j) 

Με παραγοντική ολοκλήρωση είναι δυνατόν να εξαλείψουμε τις παραγώγους από 

τις μεταβολές στα πεδιακά ολοκληρώματα, οπότε η εξ. (5.10) γίνεται  
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Γ

∗ ∗

Γ
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Γ
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Γ

∗ ∗

Γ
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+ + − + Γ
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+ + + − Γ
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∫
∫
∫
∫
∫

! !

! !
(5.13) 

Επειδή οι ποσότητες 0 2 1 3 1 3, , , , ,w w u u v vδ δ δ δ δ δ  είναι αυθαίρετες και ανεξάρτητες 

μεταξύ τους η τελευταία εξίσωση δίδει  

 
3

1 4 5, , 0
12

x y z
hS S S b− − − =  (5.14a) 

 2 3, , 0x y zS S b h+ + =  (5.14b) 

 6 10 14, , 0x yS S S− − =  (5.14c) 

 7 11 15, , 0x yS S S− − =  (5.14d) 

 8 12 16, , 0x yS S S− − =  (5.14e) 

 9 13 17, , 0x yS S S− − =  (5.14f) 
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ενώ από τα επικαμπύλια ολοκληρώματα στο σύνορο Γ  θα προκύψουν οι 

συνοριακές συνθήκες του προβλήματος. Ωστόσο, η εξαγωγή τους θα γίνει 

παρακάτω.  

Αντικαθιστώντας τις εξ. (5.11) στις εξ. (5.14) και αγνοώντας τους όρους που 

πολλαπλασιάζονται με 4h  και άνω προκύπτουν οι παρακάτω εξισώσεις  

 
( )

( ) ( )[ ]

2 3
1 1 0 2

2
0 1 0 1
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 (5.15a) 
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 (5.15b) 

 

( )
( ) ( )

( )

3
1 1 1 2 3

2
1 2 1 1 1

1 0

2 2 3, , , ,
12 12 12 12 12

2 , , , , , ,
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(5.15c) 

 ( ) 3
1 0, 0

4
xu w hμ + =  (5.15d) 

 

( )
( ) ( )

( )

3
1 1 1 2 3

2
1 2 1 1 1

1 0

2 2 3, , , ,
12 12 12 12 12

1 ( 2 ) , , , , , ,
4 2 4 4

, 0

xx xy yy x

x y x y x y

x

u v u w u h

u w v h u v h h

u w h

μ λ μ λ μ λ μ μ

μλ λλ μ

μ

+ + −− + + + −

⎡ ⎤− + + + + +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
+ + =

 (5.15e) 

 ( ) 3
1 0, 0

4
yv w hμ + =  (5.15f) 

Οι εξ. (5.15d,f) δίδουν  

 1 0,xu w= − ,      1 0,yv w= −  (5.16a,b) 
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Η εξ. (5.15a) λόγω των (5.16a,b) δίδει  

 ( )2
2 0

1 2
4(2 )

zw b wλ
μ λ

= + ∇
+

 (5.17) 

Χρησιμοποιώντας τις (5.16) και (5.17) οι εξ. (5.15c,e) δίδουν 

 
3 0 0 0

0 0

2 , 2 ,( , , ) ,
( 1)

(1 ) ,4 ( , , )
6( 1) (1 )
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x
xxx xyy z
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h h

hw w b
Eh

= +ν −
ν −

+ ν ν+ ν+ + +
ν − − ν

 (5.18a) 

 
3 0 0 0

0 0

2 , 2 ,( , , ) ,
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(1 ) ,4 ( , , )
6( 1) (1 )

y x
xx yy xy

y
yyy xxy z

h hv w w w
h h

hw w b
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ν −

+ ν ν+ ν+ + +
ν − − ν

 (5.18b) 

Τέλος, η εξ. (5.15b) γίνεται  

 ( )

4 2 2 2 2
0 0 0 0

0 0 0

2 3

2 , , 2 , ,

      (1 ) , , 2 , , , ,

( )                            1
24(1 )

x x y y

xx yy xy xy yy xx

z
z

z

D w D w D w D w

D w D w D w

b hb h
b h

∇ + ∇ + ∇ +∇ ∇

− − ν − +

⎡ ⎤∇ν⎢ ⎥= +⎢ ⎥− ν⎣ ⎦

 (5.19) 

όπου D  η καμπτική αντίσταση της πλάκας. Η τελευταία εξίσωση περιγράφει το 

πρόβλημα κάμψεως της πλάκας μεταβλητού πάχους και προέκυψε από το πεδίο 

μετατοπίσεων των εξ. (5.2) χωρίς κάποιο περιορισμό για το νόμο μεταβολής του 

πάχους πλέον της παραδοχής ότι είναι 4( )O h . Ο όρος zb h  αποτελεί εγκάρσιο 

επιφανειακό φορτίο. Συγκρίνοντας την εξ. (5.19) με την εξίσωση κάμψης της 

πλάκας Kirchhoff μεταβλητού πάχους (βλ. Κεφ. 2) διαπιστώνουμε ότι διαφέρουν 

κατά τον όρο  

 
2 3( )( , )

24(1 )
z

z

b hg x y
b h

∇ν=
− ν

 (5.20) 

Επομένως, η εξίσωση της θεωρίας Kirchhoff ταυτίζεται με αυτήν που προκύπτει 

από την τρισδιάστατη θεωρία της ελαστικότητας χωρίς παραδοχές για τον τρόπο 

μεταβολής του πάχους μόνο όταν είναι ( , ) 0g x y = . Ωστόσο, λαμβάνοντας υπόψη 
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ότι η θεωρία Kirchhoff είναι μια προσεγγιστική θεωρία μπορούμε να γράψουμε 

το περιορισμό ισχύος της θεωρίας ως  

 <( , ) kg x y  (5.21) 

όπου k  ένας μικρός αριθμός ( <<k 1 ). Θεωρώντας, ότι το φορτίο είναι σταθερό 

κατά ,x y  ο περιορισμός (5.21) απλοποιείται ως εξής 

 ν= + + + <
− ν

2 2( , ) 2 , 2 , , , k
8(1 )

x y xx yyg x y h h hh hh  (5.22) 

Σε περίπτωση που η πλάκα έχει σταθερό πάχος η εξ. (5.19) γίνεται  

 4 3 2
0

24(1 )
z zD w b h h bν∇ = + ∇

− ν
 (5.23) 

Όταν το φορτίο είναι σταθερό ή γραμμικά κατανεμημένο η τελευταία εξίσωση 

ταυτίζεται με την εξίσωση Kirchhoff σταθερού πάχους. Σε διαφορετική 

περίπτωση διαφέρουν κατά τον όρο 3 2

24(1 )
zh bν ∇

− ν
 που είναι όμως σημαντικά 

μικρότερος του όρου zb h  για τις συνήθεις τιμές του πάχους των πλακών ( 1h < ). 

Τέλος, πρέπει να σημειωθεί ότι ο όρος αυτός εμφανίζεται στις θεωρίες χονδρών 

πλακών Reissner και Minddlin (Wang et al., 2001). 

Στο σημείο αυτό θα πρέπει να αναφερθεί ότι στην εργασία του Kienzler (2002), 

για την εξίσωση της πλάκας σταθερού πάχους, αναφέρεται ότι ο όρος 3
zb h  θα 

πρέπει να είναι τάξεως 4h  και ως εκ τούτου πρέπει να αγνοηθεί. Στην περίπτωση 

αυτή η εξ. (5.16) δεν περιλαμβάνει το φορτίο zb  και η εξ. (5.23) συμπίπτει με την 

κλασσική εξίσωση Kirchhoff, χωρίς να εμφανίζεται ο όρος 3 2

24(1 )
zh bν ∇

− ν
. 

Στην παρούσα διατριβή δεν γίνεται αυτή η παραδοχή, καθώς όπως φαίνεται από 

την εξ. (5.15a) ο όρος 3
zb h  είναι τρίτης τάξεως και επομένως δεν πρέπει να 

αγνοηθεί.  

Οι συνοριακές συνθήκες θα προκύψουν από τα επικαμπύλια ολοκληρώματα της 

εξ. (5.12). Λαμβάνοντας υπόψη τις εξ. (5.16), (5.17) και (5.18) και αγνοώντας 

τους όρους που πολλαπλασιάζονται με 4h  και άνω τα επικαμπύλια 

ολοκληρώματα της εξ. (5.12) γίνονται τελικά 



 Βελτιστοποίηση του πάχους των ελαστικών πλακών 200 

 

~  

3
0

3

0

( ),
24(1 )

,
24(1 )

( )

n n

n n

k kk
k

Vw bh V w d

Mw bh M w d

R Tw w

ν δ
ν

ν δ
ν

δ

∗

Γ

∗

Γ

∗

⎡ ⎤
⎢ ⎥− − Γ⎢ ⎥−⎣ ⎦
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+ +

∫

∫

∑

 (5.24) 

όπου τα , ,Vw Mw Tw  δίδονται από τις εξ. (2.49a,b,c) ενώ τα μεγέθη με αστερίσκο 

αποτελούν τις γνωστές τιμές των εξωτερικών φορτίων και προκύπτουν από τα 

μεγέθη των εξ. (5.13) ως εξής  

 2 22n x x xy x y y yM M n M n n M n∗ = + +  (5.25a) 

 [ ]2 2( ) ( ) ,n x x y y x y x y xy x y tV Q n Q n M M n n M n n∗ = + − − + −  (5.25b) 

 * 2 2( ) ( )k x y x y xy x yR M M n n M n n= − + −  (5.25c) 

Οι ποσότητες 0, , ,n kw w wδ δ δ  είναι αυθαίρετες και ανεξάρτητες μεταξύ οπότε η 

εξ. (5.24) δίδει τις παρακάτω εξισώσεις που ισχύουν στο σύνορο Γ  

 3( ),
24(1 )

n nVw bh Vν
ν

∗− =
−

 ή 0 0w w ∗=  (5.26a) 

 3

24(1 )
nMw bh Mν

ν
∗− =

−
 ή 0 0, ,n nw w ∗=  (5.26b) 

 ~   kkTw R∗− =  ή 0 0k kw w ∗=  (5.26c) 

και αποτελούν τις συνοριακές συνθήκες του προβλήματος κάμψεως της πλάκας. 

Συγκρίνοντας τις παραπάνω εξισώσεις με αυτές που προκύπτουν από τη θεωρία 

Kirchhoff (εξ. (2.40a,b,c) με 0T R n tk k N N∗ ∗= = = = ) φαίνεται ότι διαφέρουν 

κατά τον όρο 3

24(1 )
bhν

ν−
 και την κάθετη παράγωγο αυτού στο σύνορο. Οι όροι 

αυτοί είναι τάξεως 3h  και είναι πολύ μικροί σε σχέση με τους υπόλοιπους όρους 

για τα συνήθη μεγέθη πάχους και φορτίου των λεπτών πλακών και επομένως 

μπορούν να αγνοηθούν χωρίς σημαντικό σφάλμα.  
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5.3 Το πρόβλημα της βελτιστοποίησης του πάχους της 

πλάκας  

5.3.1 Διατύπωση του προβλήματος βελτιστοποίησης   

Στην παράγραφο αυτή διατυπώνεται το πρόβλημα της βελτιστοποίησης του 

πάχους μιας λεπτής πλάκας με σταθερό όγκο υλικού ώστε να μεγιστοποιηθεί η 

ακαμψία ή τα φορτία λυγισμού και πτερυγισμού.  

Για τη μεγιστοποίηση της ακαμψίας θεωρούμε ότι η πλάκα υπόκειται σε εγκάρσια 

επιφανειακά και συνοριακά φορτία με δεδομένες συνθήκες στηρίξεως. Στη 

βιβλιογραφία έχουν χρησιμοποιηθεί ως μέτρο της ακαμψίας η τιμή της εγκάρσιας 

μετατόπισης σε κάποιο σημείο της πλάκας και η ενδοσιμότητα της που ορίζεται 

ως το έργο των εξωτερικών φορτίων. Η ακαμψία μεγιστοποιείται όταν η 

αντικειμενική συνάρτηση, δηλαδή η τιμή της εγκάρσιας μετατόπισης σε κάποιο 

σημείο ή το έργο των εξωτερικών φορτίων, ελαχιστοποιείται. Στην παρούσα 

διατριβή χρησιμοποιείται ως μέτρο της ακαμψίας η ενδοσιμότητα της πλάκας C  

λόγω του εγκάρσιου επιφανειακού φορτίου zf  και των συνοριακών φορτίων 

, ,n n kV M R∗ ∗ ∗ . Η μαθηματική έκφραση της ενδοσιμότητας είναι  

 ( )( ) ,z n n n k k
k

C h wf d wV w M d w R∗ ∗ ∗

Ω Γ
= Ω + + Γ + ∑∫ ∫  (5.27) 

Η μετατόπιση w  στο εσωτερικό και στο σύνορο καθώς και κάθετη παράγωγος 

,nw  προκύπτουν από τη λύση του γραμμικού προβλήματος κάμψεως της 

ελαστικής πλάκας που φορτίζεται με τα παραπάνω φορτία και επομένως 

εξαρτώνται από την κατανομή του πάχους ( , )h x y . Για το λόγο αυτό η 

ενδοσιμότητα ( )C h  παρουσιάζεται στην εξ. (5.27) να εξαρτάται από την 

κατανομή του πάχους της πλάκας.  

Έτσι το πρόβλημα μεγιστοποίησης της ακαμψίας διατυπώνεται ως εξής   

 minimize ( )C h  (5.28a) 

υπό τους περιορισμούς  
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 hd V
Ω

Ω =∫  (5.28b) 

 l uh h h< <   στο Ω  και στο σύνορο Γ  (5.28c) 

 ν + + + <
− ν

2 22 , 2 , , , k
8(1 )

x y xx yyh h hh hh    στο Ω  (5.28d) 

Ο περιορισμός (5.28b) εξασφαλίζει ότι ο όγκος της πλάκας παραμένει σταθερός 

και ίσος με V  και ο περιορισμός (5.28c) αποτελεί την ανώτατη και κατώτατη 

τιμή που μπορεί να λάβει το πάχος και υπαγορεύεται από κατασκευαστικούς 

λόγους λειτουργικότητας ενώ και οι δύο αυτοί περιορισμοί είναι γραμμικοί ως 

προς το πάχος. Τέλος ο περιορισμός (5.28d) εξασφαλίζει την ισχύ της θεωρίας 

Kirchhoff μεταβλητού πάχους, όπως παρουσιάσθηκε στην προηγούμενη 

παράγραφο και είναι μη γραμμικός περιορισμός. Στο σημείο αυτό πρέπει να 

σημειωθεί ότι η παράλειψη του περιορισμού (5.28d) οδηγεί σε βέλτιστες λύσεις 

με απότομη κατανομή του πάχους για τις οποίες δεν ισχύει η θεωρία Kirchhoff.   

Για τη μεγιστοποίηση των φορτίων λυγισμού ή πτερυγισμού η αντικειμενική 

συνάρτηση είναι το φορτίο λυγισμού ή πτερυγισμού, αντίστοιχα. Στην περίπτωση 

αυτή θεωρούμε ότι η πλάκα φορτίζεται μόνο από μεμβρανικά συντηρητικά ή μη 

συντηρητικά φορτία καθώς και με αεροδυναμική πίεση. Ο υπολογισμός των 

κρισίμων φορτίων γίνεται όπως παρουσιάσθηκε στις Παραγράφους 4.5.1 και 

4.5.2 για τις ελαστικές πλάκες. Πρέπει να σημειωθεί ότι οι μεμβρανικές  δυνάμεις 

εξαρτώνται από την κατανομή του πάχους και επομένως απαιτείται η σύγχρονη 

επίλυση του προβλήματος επίπεδης έντασης σε κάθε βήμα της διαδικασίας 

βελτιστοποίησης. Έτσι για την περίπτωση της στατικής αστάθειας που οφείλεται 

μόνο σε συντηρητικά φορτία, το κρίσιμο φορτίο προκύπτει από το πρόβλημα 

ιδιοτιμών (4.76), οπότε η αντικειμενική συνάρτηση είναι η πρώτη ιδιοτιμή 1( )hμ , 

η οποία εξαρτάται από την κατανομή του πάχους h .  

Στην περίπτωση που υπάρχουν και μη συντηρητικά φορτία είναι δυνατόν να 

εμφανισθεί τόσο στατική όσο και δυναμική αστάθεια. Όπως παρουσιάζεται στην 

Παράγραφο 4.5.2 το κρίσιμο φορτίο προκύπτει με επαναληπτική διαδικασία, 

όπου σε κάθε βήμα αυξάνονται τα εξωτερικά φορτία, επιλύεται το πρόβλημα 

ιδιοτιμών (4.93) και η μορφή της αστάθειας καθορίζεται από τις τιμές των 

ιδιοσυχνοτήτων iλ . Για την περίπτωση των ελαστικών πλακών χωρίς κάποια 
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μορφή απόσβεσης εμφανίζεται στατική αστάθεια όταν είναι iλ ∈ y  και 0iλ =  

ενώ εμφανίζεται πτερυγισμός όταν για δύο μιγαδικές ιδιοτιμές ( ,i jλ λ ∈ { ) είναι 

Re( ) Re( )i jλ λ= . Όπως παρουσιάζεται στην επόμενη παράγραφο το πρόβλημα 

βελτιστοποίησης επιλύεται αριθμητικά. Για το λόγο αυτό, ο προσδιορισμός του 

κρίσιμου φορτίου 1( )hμ , δηλαδή της τιμής του φορτίου για την οποία είναι 

0iλ =  ή Re( ) Re( )i jλ λ= , πρέπει να γίνεται αυτόματα με επαναληπτική 

διαδικασία. Η απλούστερη μέθοδος είναι η μέθοδος της διχοτόμησης (bisection). 

Μια εναλλακτική μέθοδος προσδιορισμού του φορτίου πτερυγισμού βασίζεται 

στην ευαισθησία των ιδιοσυχνοτήτων της κατασκευής στα μη συντηρητικά 

φορτία και έχει χρησιμοποιηθεί από τους (Chen and Ku, 1992; Katsikadelis and 

Tsiatas, 2007) με πολύ καλά αποτελέσματα.  

Τέλος, θεωρούμε ότι ισχύουν οι περιορισμοί (5.28b,c,d) και στην περίπτωση της 

μεγιστοποίησης του φορτίου λυγισμού ή πτερυγισμού. Έτσι το πρόβλημα 

βελτιστοποίησης διατυπώνεται ως εξής  

 1maximize ( )hμ  (5.29a) 

υπό τους περιορισμούς (5.28b,c,d) 

Στο σημείο αυτό πρέπει να αναφερθεί ότι ο περιορισμός ισχύος της θεωρίας 

Kirchhoff, (5.28d), προέκυψε στην προηγούμενη παράγραφο από το πρόβλημα 

κάμψεως της πλάκας χωρίς μεμβρανικές δυνάμεις. Γράφοντας, ωστόσο, την 

εξίσωση της πλάκας μεταβλητού πάχους υπό την επίδραση μεμβρανικών 

δυνάμεων, εξ. (2.73), ως εξής  

 1( ) zL w f=  (5.30) 

όπου  

 , 2 , , , ,z z x xx xy xy y yy x x y yf f N w N w N w f w f w= + + + − −  (5.31) 

γίνεται φανερό ότι η συμβολή των μεμβρανικών δυνάμεων αποτελεί ένα εγκάρσιο 

φορτίο για την πλάκα. Αντίστοιχα, για την περίπτωση του δυναμικού 

προβλήματος, που περιγράφεται από την εξ. (2.70), είναι  

 , 2 , , , ,z z x xx xy xy y yy x x y yf f N w N w N w f w f w hwρ= + + + − − − ""  (5.32) 
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Όπως φαίνεται από τις εξ. (5.31) και (5.32) το φορτίο zf  είναι μεταβλητό ως προς 

τις χωρικές μεταβλητές ,x y  και επομένως θα έπρεπε να χρησιμοποιηθεί ο 

γενικότερος περιορισμός της εξ. (5.21). Ακόμη, είναι δυνατόν να εφαρμοσθεί η 

διαδικασία της Παραγράφου 5.2 για το στατικό ή το δυναμικό πρόβλημα 

κάμψεως της πλάκας μεταβλητού πάχους υπό την επίδραση μεμβρανικών 

δυνάμεων, η οποία όμως είναι σημαντικά πιο πολύπλοκη. Οι τελευταίες δύο 

προσεγγίσεις του περιορισμού ισχύος της θεωρίας Kirchhoff αποτελούν 

αντικείμενο μελλοντικής έρευνας.  

5.3.2 Οι μεταβλητές σχεδιασμού του προβλήματος βελτιστοποίησης   

Οι μεταβλητές του σχεδιασμού είναι οι τιμές του πάχους σε διακεκριμένα σημεία 

στο σύνορο και στο εσωτερικό της πλάκας. Ωστόσο, όπως αναφέρθηκε 

παραπάνω, για τον υπολογισμό της αντικειμενικής συνάρτησης, εξ. (5.27) ή 

(5.29), απαιτείται η επίλυση του προβλήματος κάμψεως της πλάκας μεταβλητού 

πάχους, εξ. (2.77) ή η επίλυση των προβλημάτων ιδιοτιμών (4.76) και (4.93) και 

επομένως απαιτείται ο υπολογισμός των παραγώγων της κατανομής του πάχους 

τόσο στο εσωτερικό όσο και στο σύνορο της πλάκας. Για το λόγο αυτό θεωρούμε 

ότι η κατανομή του πάχους προσεγγίζεται από μια συνάρτηση παρεμβολής.  

Στη βιβλιογραφία της αριθμητικής ανάλυσης έχουν προταθεί διάφορες μέθοδοι 

για την προσέγγιση και την παρεμβολή συναρτήσεων. Η πλέον διαδεδομένη 

μέθοδος είναι η προσέγγιση με κατά τμήματα πολυώνυμα (splines) κατάλληλης 

τάξεως, η οποία απαιτεί τη διακριτοποίηση του χωρίου σε τριγωνικά ή 

τετραπλευρικά στοιχεία (Μπακόπουλος και Χρυσοβέργης, 2003). Η τάξη του 

πολυωνύμου εξαρτάται από τη μέγιστη τάξη της παραγώγου της συνάρτησης που 

χρειάζεται να υπολογισθεί. Έτσι, στην περίπτωση της κατανομής του πάχους 

απαιτούνται πολυώνυμα τετάρτης τάξεως ώστε να είναι δυνατός ο υπολογισμός 

των δευτέρων παραγώγων. Η μέθοδος αυτή προσεγγίζει καλά τη συνάρτηση και 

τις παραγώγους της αλλά η αριθμητική της υλοποίηση πολύπλοκη.  

Μια απλούστερη μέθοδος παρεμβολής με πολύ καλά αποτελέσματα είναι η 

προσέγγιση της συνάρτησης με ακτινικές συναρτήσεις παρεμβολής (radial basis 

functions). Η μέθοδος αυτή δεν χρειάζεται διακριτοποίηση του χωρίου, μπορεί να 

χρησιμοποιηθεί με την ίδια ευκολία σε χωρία οποιουδήποτε σχήματος και 
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επιτρέπει τον υπολογισμό της παραγώγου οποιαδήποτε τάξεως της συνάρτησης 

με πολύ καλή ακρίβεια. 

Έτσι η συνάρτηση του πάχους γράφεται  

 
1

1
( , ) ( )

M

k k
k

h x y a rφ
=

= ∑  (5.33) 

όπου ( )k rφ  η ακτινική συνάρτηση παρεμβολής με ( ) ( )22k kr x x y y= − + − , 

ka  είναι παράμετροι της παρεμβολής και ( , )k kx y  είναι 1M  σημεία στο εσωτερικό 

και στο σύνορο της πλάκας. Το πάχος της πλάκας στα σημεία αυτά αποτελεί τις 

μεταβλητές σχεδιασμού του προβλήματος βελτιστοποίησης.  

Στη βιβλιογραφία έχουν προταθεί διάφορες ακτινικές συναρτήσεις όπως (Liu, 

2003) 

 2( ) lnk r r rφ =  (logarithmic) (5.34a) 

 2 2( )k r r cφ = +  (multiquadrics) (5.34b) 

 ( ) c
k r rφ =  (thin plate spline) (5.34c) 

 
2

( ) cr
k r eφ −=  (Gaussian) (5.34d) 

όπου c  παράμετρος που καθορίζεται αυθαίρετα τις περισσότερες φορές. Στην 

παρούσα διατριβή χρησιμοποιούμε μια ακτινική συνάρτηση που έχει προκύψει ως 

μερική λύση της εξίσωσης (Katsikadelis, 2008)  

 2 ˆ ( ) ( )k kr rφ φ∇ =  (5.35) 

όπου 2 2( )k r r cφ = + . Η παραπάνω εξίσωση δίδει  

 
3

3 21 1ˆ ( ) - ln( ) 
9 3 3

k k k k
cr c cφ φ φ φ= + +  (5.36) 

Όπως αναφέρει ο Katsikadelis (2008) η ˆ ( )k rφ  έχει καλύτερες ιδιότητες από την 

(5.34b) κυρίως στην προσέγγιση των πρώτων και δεύτερων παραγώγων της 

συνάρτησης.  
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Οι παράμετροι ka  της εξ. (5.33) πρέπει να γραφούν συναρτήσει των τιμών του 

πάχους στα 1M  σημεία της πλάκας, αφού αυτές είναι οι μεταβλητές του 

προβλήματος βελτιστοποίησης. Αυτό γίνεται εφαρμόζοντας την εξ. (5.30) στα 

1M  σημεία οπότε προκύπτει  

 d d=h aΦ  (5.37) 

όπου 
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1

1 1 1 1
1 1
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Φ =  (5.38a) 
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d
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1 1

1

2

1M M

a
a

a ×

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

a @  (5.38b,c) 

και ( ) ( )22i i k i kr x x y y= − + − . Από την (5.34) προκύπτει  

 d d=a h−1Φ  (5.39) 

Το μειονέκτημα των μεθόδων παρεμβολής με χρήση ακτινικών συναρτήσεων 

είναι ότι δεν είναι πάντα δυνατή η αντιστροφή του μητρώου dΦ , καθώς εξαρτάται 

από την παράμετρο c . Στη βιβλιογραφία έχουν προταθεί διάφορες μέθοδοι για 

την αντιμετώπιση αυτού του προβλήματος και ο ενδιαφερόμενος παραπέμπεται 

στις εργασίες των (Kansa and Hon, 2005; Katsikadelis, 2008). Εδώ επιλέγεται 

αυθαίρετα μια τιμή της παραμέτρου c  ώστε να είναι πάντα δυνατή η αντιστροφή 

του μητρώου dΦ .  

Χρησιμοποιώντας τις εξ. (5.33) και (5.39) είναι δυνατόν να υπολογισθεί η τιμή 

του πάχους και οι πρώτες και δεύτερες παράγωγοι αυτού σε M  σημεία στο 

εσωτερικό και στο σύνορο της πλάκας τα οποία μπορεί να είναι διαφορετικά από 

τα αρχικά 1M  σημεία. Έτσι εφαρμόζοντας την εξ. (5.33) στα M  σημεία και με 

τη βοήθεια της (5.39) προκύπτει  



Βελτιστοποίηση του πάχους των ελαστικών πλακών  207

 1
d d
−=h hΦΦ  (5.40) 

όπου  
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⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

h @ (5.41a,b) 

Ο υπολογισμός των παραγώγων στα M  σημεία γίνεται με παραγώγιση της 

εξ. (5.33) οπότε προκύπτει  

 1
x x d d

−=h hΦΦ  (5.42a) 

 1
y y d d

−=h hΦΦ  (5.42b) 

 1
xx xx d d

−=h hΦ Φ  (5.42c) 

 1
xy xy d d

−=h hΦ Φ  (5.42d) 

 1
yy yy d d

−=h hΦ Φ  (5.42e) 

όπου , ,...,x y yyh h h  είναι διανύσματα με τις τιμές των παραγώγων του πάχους στα 

M  σημεία και , ,...,x y yyΦ Φ Φ  μητρώα όμοια με αυτά τις εξ. (5.41a) αλλά αντί των 

ˆ ( )k rφ  περιλαμβάνουν τα ˆ ˆ ˆ, ( ), , ( ),..., , ( )k x k y k yyr r rφ φ φ , αντίστοιχα. Οι παράγωγοι 

της ˆ ( )k rφ  είναι  
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όπου  

 ,, x
k x

k

rrφ
φ

= ,  ,, y
k y

k

rrφ
φ

= ,  
2 2 2

3

,, k x
k xx

k

r rφφ
φ

−=  (5.44a,b,c) 

 
2 2 2

3

,, k y
k yy

k

r rφφ
φ

−= ,  
2

3

, ,, x y
k xy

k

r r rφ
φ

= −  (5.44d,e) 

Τέλος, στα σημεία του συνόρου της πλάκας ο υπολογισμός της κάθετης nh  και 

της εφαπτομενικής th  παραγώγου στο σύνορο προκύπτει ως εξής  

 n x x y yn n= +h h h ,    t x y y xn n= − +h h h  (5.45a,b) 

5.3.3 Τυπική μορφή του προβλήματος βελτιστοποίησης   

Χρησιμοποιώντας τις μεταβλητές σχεδιασμού dh  τα προβλήματα 

βελτιστοποίησης της Παραγράφου 5.3.1 γράφονται στην παρακάτω τυπική μορφή   

 minimize ( )dF h  (5.46a) 

υπό τους περιορισμούς  

 1( ) 0dq =h ,  (5.46b) 

 1( ) 0i dq + <h , ( 11,...,i M= ) (5.46c) 

 l d u< <h h h  (5.46d) 

όπου για την περίπτωση της μεγιστοποίησης της ακαμψίας είναι   
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 ( ) ( )d dF C=h h  (5.47) 

ενώ για τη μεγιστοποίηση των φορτίων λυγισμού ή πτερυγισμού  

 1( ) 1/ ( )d dF μ=h h  (5.48) 

Ακόμη, σε κάθε περίπτωση είναι   

 1( )dq hd V
Ω

= Ω −∫h  (5.49) 

και  

 + = −1( ) ( , ) ki dq g x yh  (5.50) 

Ο υπολογισμός του επιφανειακού ολοκληρώματος της εξ. (5.49) γίνεται με 

διακριτοποίηση του χωρίου Ω  σε γραμμικά τριγωνικά στοιχεία, όπως 

παρουσιάσθηκε στην Παράγραφο 4.6.  

5.3.4 Αριθμητική επίλυση του προβλήματος βελτιστοποίησης   

Οι μέθοδοι βελτιστοποίησης χρησιμοποιούνται σε πρακτικά προβλήματα της 

μηχανικής και των κατασκευών για περισσότερο από πενήντα χρόνια με 

αποτέλεσμα να έχει παρουσιασθεί ένας πολύ μεγάλος αριθμός εργασιών και 

συγγραμμάτων που αναλύουν και εξελίσσουν διάφορες μεθόδους και 

αλγορίθμους βελτιστοποίησης. Όπως αναφέρουν αρκετοί ερευνητές, μεταξύ των 

οποίων οι Arora (2004) και Δήμου (2004) τα προβλήματα βελτιστοποίησης 

διακρίνονται ως προς τις μεταβλητές σχεδιασμού σε προβλήματα με συνεχείς και 

σε προβλήματα με διακριτές μεταβλητές σχεδιασμού, ενώ μπορεί να υπάρξει και 

συνδυασμός των παραπάνω δύο περιπτώσεων. Ως προς την αντικειμενική 

συνάρτηση και τους περιορισμούς είναι δυνατόν να είναι ή να μην είναι συνεχής 

και παραγωγίσιμες συναρτήσεις. Ακόμη, είναι δυνατόν να υπάρχουν προβλήματα 

με περιορισμούς και προβλήματα χωρίς περιορισμούς, αν και η τελευταία 

περίπτωση είναι σπάνια στα πρακτικά προβλήματα. Στη συνέχεια μπορεί να 

έχουμε γραμμικό ή μη γραμμικό πρόβλημα βελτιστοποίησης όπου η μη 

γραμμικότητα εμφανίζεται στην αντικειμενική συνάρτηση ή στους περιορισμούς 

ή και στα δύο. Παράλληλα, είναι δυνατόν να υπάρχει μια ή περισσότερες 

αντικειμενικές συναρτήσεις, οπότε τα προβλήματα βελτιστοποίησης διακρίνονται 
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σε μονοκριτηριακά ή πολυκριτητιριακά, αντίστοιχα. Τέλος, τα προβλήματα 

βέλτιστου σχεδιασμού διακρίνονται σε κυρτά ή μη κυρτά προβλήματα, γεγονός 

που έχει μεγάλη σημασία για τη μοναδικότητα της λύσης. Ωστόσο, τα 

περισσότερα προβλήματα αντιμετωπίζονται ως μη κυρτά καθώς είναι δύσκολο να 

αποδειχθεί το αντίθετο.  

Όπως είναι κατανοητό, έχουν αναπτυχθεί διάφοροι αλγόριθμοι βελτιστοποίησης 

που αντιμετωπίζουν καλύτερα κάθε έναν από τους παραπάνω τύπους 

προβλημάτων. Στα προβλήματα με συνεχείς μεταβλητές και συνεχή και 

παραγωγίσιμη αντικειμενική συνάρτηση είναι δυνατόν να χρησιμοποιηθούν οι 

μέθοδοι που βασίζονται στην κλίση της αντικειμενικής συνάρτησης (Gradient-

based methods). Στις περιπτώσεις που δεν είναι δυνατόν να υπολογισθεί η κλίση 

της αντικειμενικής συνάρτησης έχει αναπτυχθεί ένα πλήθος σύγχρονων μεθόδων 

με σημαντικότερη τη μέθοδο των γενετικών αλγορίθμων (Michalewicz et al., 

1996; Lagaros et al., 2002) Η τελευταία μέθοδος έχει το πλεονέκτημα να 

επιτρέπει τον υπολογισμό του καθολικού ακρότατου ανεξάρτητα από το αν το 

πρόβλημα είναι κυρτό ή όχι.  

Το πρόβλημα βελτιστοποίησης του πάχους της πλάκας, που παρουσιάσθηκε στην 

προηγούμενη παράγραφο ανήκει στην κατηγορία των μονοκριτηριακών μη 

γραμμικών προβλημάτων όπου οι μεταβλητές σχεδιασμού είναι συνεχείς ενώ η 

αντικειμενική συνάρτηση είναι συνεχής και παραγωγίσιμη. Θεωρούμε ότι το 

πρόβλημα είναι μη κυρτό και επομένως το ελάχιστο ή το μέγιστο που προκύπτει 

είναι τοπικό ακρότατο. Σε αυτή την κατηγορία προβλημάτων η βέλτιστη λύση 

προσδιορίζεται με επαναληπτική διαδικασία, όπου κάθε νέα λύση προκύπτει από 

την προηγούμενη με τη σχέση  

 1j j
j jd d a+ = +h h S , ( 0,1,2,...j = ) (5.51) 

όπου jS  είναι το διάνυσμα της διεύθυνσης αναζήτησης της νέας λύσης και ka  

συντελεστής που ορίζει το μέγεθος του βήματος επί της διεύθυνσης jS . Για να 

ξεκινήσει η διαδικασία θεωρούμε μια αρχική κατανομή του πάχους που 

παριστάνεται με το διάνυσμα 0
dh . Σε κάθε βήμα το διάνυσμα jS  προσδιορίζεται 

με τη μέθοδο του δευτεροβάθμιου προγραμματισμού (sequential quadratic 

programming), όπου η αντικειμενική συνάρτηση προσεγγίζεται από συνάρτηση 
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δευτέρας τάξεως ενώ οι περιορισμοί γραμμικοποιούνται. Το διάνυσμα jS  

προκύπτει από το παρακάτω πρόβλημα ελαχιστοποίησης  

 [ ]1minimize ( )
2

TT j
j j jdF+ ∇S BS h S  (5.52a) 

υπό τους περιορισμούς  

 [ ]1 1( ) ( ) 0Tj j
jd dq q∇ + =h S h  (5.52b) 

 [ ]1 1( ) ( ) 0Tj j
i j id dq q+ +∇ + ≤h S h , ( 11,...,i M= ) (5.52c) 

 j j
l j ud d− < < −h h S h h  (5.52d) 

όπου B  ένα θετικά ορισμένο μητρώο που προσεγγίζει το Εσσιανό (Hessian) 

μητρώο της αντικειμενικής συνάρτησης. Για τον υπολογισμό των ( )j
i dq∇ h  και 

( )j
dF∇ h  χρησιμοποιείται η μέθοδος των πεπερασμένων διαφορών.  

Η επαναληπτική διαδικασία συνεχίζεται μέχρι  

 1j j
d d ε+ − <h h  (5.53) 

όπου ε  παράμετρος. Η παραπάνω διαδικασία εφαρμόζεται με το υποπρόγραμμα 

NCONF της μαθηματικής βιβλιοθήκης IMSL. Ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης 

παραπέμπεται στις εργασίες των Powell (1978) και Schittkowski (1986) για 

περισσότερες λεπτομέρειες για την αριθμητική διαδικασία.   

Όπως ήδη αναφέρθηκε, θεωρούμε ότι το πρόβλημα είναι μη κυρτό οπότε η 

βέλτιστη λύση που προκύπτει λαμβάνεται ως ένα τοπικό ακρότατο. Ο 

προσδιορισμός του καθολικού ακρότατου είναι δυνατόν να γίνει με τις μεθόδους 

που βασίζονται στην κλίση της αντικειμενικής συνάρτησης επαναλαμβάνοντας 

την αριθμητική διαδικασία με διαφορετικά αρχικά διανύσματα 0
dh . Αν η 

διαδικασία καταλήγει στην ίδια λύση τότε υπάρχει πιθανότητα να έχει 

προσδιορισθεί το καθολικό ελάχιστο. Η χρήση πιο σύγχρονων μεθόδων  

(γενετικοί αλγόριθμοι), όπου δεν λαμβάνεται υπόψη η κλίση της αντικειμενικής 

συνάρτησης και των περιορισμών, είναι δυνατό να προσδιορίσει με μεγαλύτερη 
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επιτυχία το καθολικό ακρότατο, αλλά δεν αποτελεί αντικείμενο της παρούσας 

έρευνας.  

 

 



6 
Αριθμητικά αποτελέσματα 

6.1 Eισαγωγή  

Με βάση την αριθμητική διαδικασία που παρουσιάσθηκε στα Κεφάλαια 3,4 και 5 

για την ανάλυση των ελαστικών και βισκοελαστικών πλακών και τη 

βελστιστοποίηση του πάχους των ελαστικών πλακών, συντάχθηκε πρόγραμμα 

ηλεκτρονικού υπολογιστή σε γλώσσα Fortran και Matlab με το οποίο λύθηκαν 

πλήθος παραδειγμάτων. Παρακάτω παρουσιάζονται πρώτα τα γραμμικά, στατικά 

και δυναμικά, προβλήματα των ελαστικών και βισκοελαστικών πλακών. Αρχικά 

επιλύονται πλάκες με απλή γεωμετρία και απλές συνοριακές συνθήκες για τις 

οποίες είναι δυνατόν να προσδιορισθεί η αναλυτική λύση. Έπειτα επιλύονται 

προβλήματα με πολύπλοκη γεωμετρία και διάφορες συνθήκες στήριξης και τα 

αποτελέσματα συγκρίνονται, όπου είναι δυνατό, με αυτά που προκύπτουν με 

εφαρμογή της FEM με το πρόγραμμα NASTRAN. Στη συνέχεια εξετάζονται 

προβλήματα ευστάθειας ελαστικών και βισκοελαστικών πλακών και τα κρίσιμα 

φορτία λυγισμού και πτερυγισμού συγκρίνονται με υπάρχουσες προσεγγιστικές 

λύσεις ή με εφαρμογή της FEM. Έπειτα, παρουσιάζονται τα μη γραμμικά, 

στατικά και δυναμικά, προβλήματα των ελαστικών και βισκοελαστικών πλακών, 

όπου και εδώ τα αποτελέσματα συγκρίνονται με υπάρχουσες λύσεις στη 
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βιβλιογραφία ή με εφαρμογή της FEM. Τέλος, παρουσιάζονται διάφορα 

προβλήματα βέλτιστοποίησης του πάχους των ελαστικών για τη μεγιστοποίηση 

της ακαμψίας ή των κρισίμων φορτίων λυγισμού και πτερυγισμού των ελαστικών 

πλακών με αναφορά στα αποτελέσματα άλλων ερευνητών. 

6.2 Στατικά γραμμικά προβλήματα ελαστικών και 

βισκοελαστικών πλακών  

6.2.1 Απλά εδραζόμενη τετραγωνική πλάκα σταθερού πάχους με 

επιφανειακή φόρτιση 

Στο πρώτο παράδειγμα εξετάζεται η στατική απόκριση (οι αδρανειακές δυνάμεις 

αμελούνται) της απλά εδραζόμενης τετραγωνικής πλάκας του Σχ. 6.2.1, για την 

οποία είναι δυνατόν να προσδιοριστεί αναλυτικά η ακριβής λύση τόσο για την 

περίπτωση του ελαστικού υλικού όσο και για την περίπτωση του βισκοελαστικού 

υλικού Kelvin-Voigt και Standard solid.  

y
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Σχήμα 6.2.1: (a) Γεωμετρία και συνοριακές συνθήκες πλάκας και (b) συνοριακή 

και πεδιακή διακριτοποίηση.  

Αρχικά εξετάζεται η ελαστική πλάκα η οποία υποβάλλεται σε ομοιόμορφο 

εγκάρσιο φορτίο 21 kN/mzf = . Το πάχος της πλάκας 0.2 mh =  ενώ οι 

σταθερές του υλικού είναι 6 22.1 10 kN/mE = ×  και 0.2ν = . Η αναλυτική 

λύση του προβλήματος είναι (Timoshenko and Woinowsky-Krieger, 1959)  
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Στα Σχ. 6.2.2-6.2.3 παρουσιάζεται η εγκάρσια μετατόπιση και η ροπή κάμψεως 

xM  κατά μήκος της γραμμής 2y = . Τα αποτελέσματα λήφθηκαν με 156N =  

συνοριακά στοιχεία και 181M =  εσωτερικά σημεία τα οποία προκύπτουν από 

300 τριγωνικά στοιχεία (Σχ. 6.2.1b). 
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Σχήμα 6.2.2 : Εγκάρσια μετατόπιση κατά μήκος της γραμμής 2y = . 
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Σχήμα 6.2.3 : Ροπή κάμψεως xM κατά μήκος της γραμμής 2y = . 

Στη συνέχεια εξετάζεται η απόκριση της βισκοελαστικής πλάκας Kelvin-Voigt με 

σταθερά ιξώδους 10η =  για δύο περιπτώσεις της εγκάρσιας φόρτισης 

(i) 2( ) kN/mzf H t=  και (ii) 2( ) ( 20) kN/mzf H t H t= − − , όπως φαίνεται στο 

Σχ. 6.2.4.  
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(b) 

Σχήμα 6.2.4 : a) 2( ) kN/mzf H t=   και b) 2( ) ( 20) kN/mzf H t H t= − − .  

Η εξίσωση της πλάκας Kelvin-Voigt, εξ. (2.74), στην περίπτωση αυτή γίνεται  

 4 4
c zD w DD w fαη∇ + ∇ =  (6.2) 

ενώ οι συνοριακές συνθήκες, εξ. (2.53a,b,c), γίνονται  

 0w =   (6.3a) 

 0cMw D Mwαη+ =  (6.3b) 

Για τον αναλυτικό προσδιορισμό της λύσης εφαρμόζουμε το μετασχηματισμό 

Laplace στις εξ. (6.2) και (6.3) και θεωρώντας μηδενικές αρχικές μετατοπίσεις 

και αρχικές παραμορφώσεις προκύπτει 

 4

1
zfD w

sαη
∇ =

+
 (6.4) 

και 

 0w Mw= =   (6.5) 

όπου zf  ο μετασχηματισμός Laplace της συνάρτησης της zf , η οποία για τη 

φόρτιση (i) είναι 1
zf

s
=  ενώ για τη φόρτιση (ii) είναι 

201 s

z
ef
s

−−= . Η λύση της 

εξ. (6.4) με τις συνοριακές συνθήκες (6.5) δίδεται από την εξ. (6.1) με 

αντικατάσταση της zf  από την zf . Η λύση στο πεδίο του χρόνου προκύπτει με 

χρήση του αντίστροφου μετασχηματισμού Laplace, οπότε τελικά προκύπτει  
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 26 2 2
1,3,5,.. 1,3,5,..

2 2

sin cos16( , , ) ( )
m n

m x n y
a bw x y t A t

D m nmn
a b

π π

π

∞ ∞

= =
=

⎛ ⎞⎟⎜ + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∑ ∑  (6.6) 

Για τη φόρτιση (i) η χρονική συνάρτηση ( )A t  είναι  

 , 1
1( ) ( / )A t t E tα α

α α η
η

+= −  (6.7) 

ενώ για τη φόρτιση (ii) είναι  

 

α
α

α α

α
α

α α

η η

η

+

+

⎡ ⎛ ⎞⎟⎜⎢= − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜⎢ ⎝ ⎠⎣
⎛ ⎞⎤− ⎟⎜ ⎥− − − − ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎥⎝ ⎠⎦

, 1

, 1

1( )

( 20)                  ( 20)( 20)

tA t t E

tH t t E

 (6.8) 

όπου , 1( )E zα α+  είναι η συνάρτηση Mittag-Leffler (βλ. Παράγραφο 4.5.1) 

Στα Σχ. 6.2.5 και 6.2.6 παρουσιάζεται η εγκάρσια μετατόπιση στο κέντρο της 

πλάκας για διάφορες τιμές της κλασματικής παραγώγου α  για το μοντέλο 

Kelvin-Voigt και για τις δύο περιπτώσεις φορτίσεως και τα αποτελέσματα 

συγκρίνονται με την αναλυτική λύση. Το βήμα της αριθμητικής μεθόδου 

ολοκλήρωσης Δ = 0.2 sect . Στο Σχ. 6.2.5 παρουσιάζεται και η στατική λύση 

της ελαστικής πλάκας στην οποία καταλήγει η βισκοελαστική πλάκα Kelvin-

Voigt με α = 1  μετά από ορισμένο χρόνο.  

Στα Σχ. 6.2.7-6.2.8 παρουσιάζεται το ελαστικό και το ιξώδες τμήμα της ροπής 

κάμψεως xM  καθώς και η συνολική τιμή της, η οποία είναι σταθερή για κάθε 

τιμή του α  και ίση με την αντίστοιχη τιμή της ελαστικής πλάκας. Το ελαστικό 

και το ιξώδες τμήμα της ροπής ορίζονται ως εξής  

 ν= − +( , , )el
x xx yyM D w w , α αη ν= − +( , , )v

x c xx c yyM D D w D w  (6.9a,b) 

Όπως φαίνεται, η αναλυτική και η αριθμητική λύση ταυτίζονται τόσο για τη 

μετατόπιση όσο και για τη ροπή.  

 



 Αριθμητικά αποτελέσματα 218 

0 20 40 60 80 1000

2

4

6

8x 10-4

time (s) 

w
 (m

)

α=1

α=0.8 α=0.6

α=0.4

α=0.2

α=0.01

elastic plate

 

Σχήμα 6.2.5 : Η εγκάρσια μετατόπιση στο κέντρο της πλάκας Kelvin-Voigt για 

διάφορες τιμές του α  για την φόρτιση (i) (  : exact,   : ΑΕΜ). 
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Σχήμα 6.2.6 : Η εγκάρσια μετατόπιση w  στο κέντρο της πλάκας Kelvin-Voigt για 

διάφορες τιμές της παραμέτρου του α  για την φόρτιση (ii) 

(  : exact,  : ΑΕΜ). 
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(b) 

Σχήμα 6.2.7 : Ελαστικό τμήμα el
xM , ιξώδες τμήμα v

xM  και συνολική τιμή της 

ροπής κάμψεως στο κέντρο της πλάκας Kelvin-Voigt για διάφορες τιμές του α  

για τη φόρτιση (i) (  : exact,   : ΑΕΜ). 
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(c) 

Σχήμα 6.2.8 : Ελαστικό τμήμα el
xM , ιξώδες τμήμα v

xM  και συνολική τιμή της 

ροπής κάμψεως xM  στο κέντρο της πλάκας Kelvin-Voigt για (a) α = 1  (b) 

α = 0.4  (c) α = 0.01  για την περίπτωση φόρτισης (ii) (  : exact,   : ΑΕΜ). 
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Τέλος, παρουσιάζεται η βισκοελαστική πλάκα Standard solid με = 0.6b  και 

η = 10 . Η εξίσωση κινήσεως, εξ. (2.75), γίνεται  

 α αη η∇ + ∇ = +
+ + +

4 4

1 1 1
c z c z

b b bD w DD w f D f
b b b

 (6.10) 

ενώ οι συνοριακές συνθήκες, εξ. (2.55a,b,c), έχουν ως εξής 

 0w =  (6.11a) 

 αη+ =
+ +

0
1 1

c
b bMw D Mw

b b
 (6.11b) 

Με χρήση του μετασχηματισμού Laplace η εξίσωση (6.10) γίνεται για την 

περίπτωση της φόρτισης (i)  

 
α

α α
η

η η

−+∇ = +
+ +

1
4 1

(1 ) 1
sbD w

sb s s
 (6.12) 

ενώ για την περίπτωση της φόρτισης (ii)  

 
α

α αη
η η

− −− −+ −∇ = +
+ +

20 120
4 (1 )1 1

(1 ) 1

ss e sb eD w
b s s s

 (6.13) 

Οι συνοριακές συνθήκες γίνονται  

 0w Mw= =   (6.14) 

Με χρήση του αντίστροφου μετασχηματισμού Laplace η λύση στο πεδίο του 

χρόνου δίδεται από την εξ. (6.6) όπου για τη φόρτιση (i) είναι  

 α α α
α α αη η

η
+

+= − + −, 1 ,1
1( ) ( / ) ( / )bA t t E t E t

b
 (6.15a) 

ενώ για τη φόρτιση (ii) είναι  
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α α α
α α α

α α
α α

α
α

η η
η

η
η

η

+

+

+= − + −

+− − − −

+ − −

, 1 ,1

, 1

,1

1( ) ( / ) ( / )

1 ( 20)( 20) ( / )

( 20) ( / )

bA t t E t E t
b

b H t t E t
b

H t E t

 (6.15b) 

Για την αριθμητική λύση απαιτείται ο προσδιορισμός της παραγώγου α ( )cD H t , 

που είναι ιδιαίτερα δύσκολο να προσδιορισθεί αναλυτικά. Για το λόγο αυτό 

χρησιμοποιήθηκε η συνάρτηση φόρτισης της μορφής = 2( ) ( ) kN/mz kf t p t  με  

 − −= −
+ ( 20)

1( ) 1
1

k k t
p t

e
 (6.16) 

η οποία προσεγγίζει την φόρτιση (ii) καθώς η παράμετρος k  αυξάνει (Σχ. 6.2.9). 

Για το παράδειγμα χρησιμοποιήθηκε η τιμή = 10k . Η κλασματική παράγωγος 

της ( )kp t  υπολογίζεται εύκολα αριθμητικά με τη μέθοδο που παρουσιάζεται στο 

Παράρτημα Γ.  
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Σχήμα 6.2.9 : Η συνάρτηση ( )kp t  για διάφορες τιμές της παραμέτρου k . 

Στα Σχ. 6.2.10-6.2.13 παρουσιάζονται η εγκάρσια μετατόπιση και η ροπή 

κάμψεως στο κέντρο της πλάκας για διάφορες τιμές της κλασματικής παραγώγου 

α  για το μοντέλο Standard solid για τις δύο περιπτώσεις φορτίσεως, που 

προκύπτουν από την αριθμητική και την αναλυτική λύση. Το ελαστικό και ιξώδες 

τμήμα της ροπής δίδεται από την εξ. (6.10). 
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Σχήμα 6.2.10 : Η εγκάρσια μετατόπιση w  στο κέντρο της πλάκας Standard solid 

για διάφορες τιμές της παραμέτρου του α  για την φόρτιση (i)  

(  : exact,   : ΑΕΜ). 
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Σχήμα 6.2.11 : Η εγκάρσια μετατόπιση w  στο κέντρο της πλάκας Standard solid 

για διάφορες τιμές της παραμέτρου του α  για την φόρτιση (ii) 

(  : exact,   : ΑΕΜ). 

Από τη σύγκριση των Σχ. 6.2.6 και 6.2.11 φαίνεται ότι η απόκριση της πλάκας 

Kelvin-Voigt με κλασματική παράγωγο μοιάζει με την απόκριση της πλάκας με 

το κλασσικό μοντέλο Standard solid ( = 1a ). Πιο συγκεκριμένα τόσο κατά την 
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έναρξη της φόρτισης τη στιγμή = 0 sect  όσο και κατά την παύση της φόρτισης 

τη στιγμή = 20 sect  εμφανίζεται ένα απότομο πήδημα στην εγκάρσια 

μετατόπιση. Αυτό δείχνει τη δυνατότητα που έχουν τα μοντέλα κλασματικών 

παραγώγων να προσεγγίζουν πιο πολύπλοκα βισκοελαστικά μοντέλα ακεραίων 

παραγώγων με περισσότερες παραμέτρους.  

 

0 20 40 60 80 100
0

0.2

0.4

0.6

0.8

time (s)

M
x (k

N
m

)

Mx
v

Mx
el

Mx

 

(a) 

0 20 40 60 80 100
0

0.2

0.4

0.6

0.8

time (s)

M
x (k

N
m

)

Mx
v

Mx
el

Mx

 

(b) 

Σχήμα 6.2.12 : Ροπή κάμψεως στο κέντρο της πλάκας για το μοντέλο Standard 

solid με (a) α = 1  και (b) α = 0.2  για τη φόρτιση (i) (  : exact,   : ΑΕΜ). 
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(b) 

Σχήμα 6.2.13 : Ροπή κάμψεως στο κέντρο της πλάκας για το μοντέλο Standard 

solid με (a) α = 1  και (b) α = 0.2  για τη φόρτιση (ii) (  : exact,   : ΑΕΜ). 

6.2.2 Απλά εδραζόμενη τετραγωνική βισκοελαστική πλάκα σταθερού 

πάχους με φόρτιση στο σύνορο 

Στο παράδειγμα αυτό εξετάζεται η απλά εδραζόμενη τετραγωνική πλάκα Kelvin-

Voigt του προηγούμενου παραδείγματος η οποία φορτίζεται με την κατανεμημένη 

ροπή π∗ = sin( )nM y  κατά μήκος του συνόρου = 0x . Στόχος του παραδείγματος 

είναι να δείξει το μέγεθος του σφάλματος λόγω της παράλειψης των χρονικών 

παραγώγων που εμφανίζονται στις φυσικές συνοριακές συνθήκες, όπως 

αναφέρεται στην Παράγραφο 4.4.  
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Με χρήση του μετασχηματισμού Laplace και της αναλυτικής λύσης του 

ελαστικού προβλήματος (Timoshenko and Woinowsky-Krieger, 1959) προκύπτει 

ότι η αναλυτική λύση του βισκοελαστικού προβλήματος είναι  

 
( )

( ) ( )

α α
α α η π π

η π π

π π π
π

∗
+ − ⎡ −= ⎢⎢⎣

⎤− ⎥⎥⎦

, 1

2

( / ) 2 4( , , ) cosh
sinh 4 4

                                     sinh sinh
sinh 4 4

nt E t M x xw x y t
D

x y
 (6.17) 

Στα Σχ. 6.2.14 και 6.2.15 παρουσιάζεται η εγκάρσια μετατόπιση και το ελαστικό 

τμήμα της ροπή κάμψεως xM  στο σημείο με συντεταγμένες (1,2) για διάφορες 

τιμές της κλασματικής παραγώγου α . Στην Παράγραφο 4.4 αποδεικνύεται ότι η 

παράλειψη των χρονικών παραγώγων στις συνοριακές συνθήκες δεν οδηγεί σε 

σφάλμα όταν ισχύουν ομογενείς συνοριακές συνθήκες, όπως στο προηγούμενο 

παράδειγμα. Στην περίπτωση μη ομογενών συνοριακών συνθηκών η παράλειψη 

αυτή εισάγει σφάλμα το οποίο όμως είναι πολύ μικρό όπως φαίνεται στα 

Σχ. 6.2.14 και 6.2.15. Ειδικότερα για την εγκάρσια φόρτιση η αριθμητική και η 

αναλυτική λύση ταυτίζονται ενώ για την καμπτική ροπή εμφανίζεται μικρό 

σφάλμα για μικρές τιμές της παραμέτρου α . 
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Σχήμα 6.2.14 : Η εγκάρσια μετατόπιση w  στο σημείο (1,2) για διάφορες τιμές 

της παραμέτρου του α  (  : exact,   : ΑΕΜ). 
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Σχήμα 6.2.15 : Το ελαστικό τμήμα της καμπτικής ροπής xM  στο σημείο (1,2) για 

διάφορες τιμές της παραμέτρου του α  (  : exact,   : ΑΕΜ). 

6.2.3 Ελαστική πλάκα σχήματος κυκλικού δακτυλίου μεταβλητού 

πάχους  

Η ελαστική πλάκα σχήματος κυκλικού δακτυλίου του Σχ. 6.2.16 είναι απλά 

εδραζόμενη στο εξωτερικό σύνορο, ελεύθερη στο εσωτερικό σύνορο και 

υποβάλλεται σε εγκάρσια φόρτιση 21 kN/mzf = . Οι σταθερές του υλικού είναι 

5 22.1 10 kN/mE = ×  και 0.333ν = . Το πάχος της πλάκας μεταβάλλεται 

σύμφωνα με το μη γραμμικό νόμο  

 
1

( ) 0.05
arh r

r
⎛ ⎞⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠  (6.18) 

Η εξωτερική ακτίνα του κυκλικού δακτυλίου είναι 2 0.5 mr = . Η πλάκα 

επιλύεται για δύο περιπτώσεις της εσωτερικής ακτίνας (i) 1 0.1r =  και (ii) 

1 0.25r = . Το πρόβλημα είναι δυνατόν να λυθεί αναλυτικά (Ventsel and 

Krauthammer, 2001; Vivio and Vullo, 2010). Στον Πίνακα 6.1 δίδεται η εγκάρσια 

μετατόπιση στο εσωτερικό σύνορο της πλάκας για την περίπτωση 1 0.1r = , η 

οποία προέκυψε με διαφορετικές διακριτοποιήσεις του συνόρου και του 

εσωτερικού της πλάκας και για διάφορες τιμές της παραμέτρου a  ενώ τα 

αποτελέσματα συγκρίνονται με την ακριβή λύση. Στα Σχ. 6.2.18 και 6.2.19 
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παρουσιάζεται η αριθμητική και η ακριβής τιμή της εγκάρσιας μετατόπισης, της 

τέμνουσας rQ  και των ροπών κάμψεως rM  και tM  κατά μήκος της ακτίνας του 

κυκλικού δακτυλίου.  

1r

2r

0a <

0a >

ss

f

 

Σχήμα 6.2.16 : Γεωμετρία πλάκας σχήματος κυκλικού δακτυλίου μεταβλητού 

πάχους. 
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Σχήμα 6.2.17 : Διακριτοποίηση της κυκλικής πλάκας  για (i) 1 0.1r =  και (ii) 

1 0.25r = . 
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Τέλος, στο Σχ. 6.2.20 παρουσιάζεται η μετατόπιση στο εσωτερικό σύνορο για 

διάφορες τιμές του a . Για την περίπτωση (ii) τα αποτελέσματα λήφθηκαν με 

400N =  συνοριακά στοιχεία και 500M =  εσωτερικά σημεία. 

Πίνακας 6.1 : Εγκάρσια μετατόπιση της πλάκας στο εσωτερικό σύνορο για την 

περίπτωση (i) για διάφορες τιμές των N  και M . 

N  M  0.75a =  0.25a = −  0.75a = −  

330 0.0221  20.386 10−×  30.206 10−×  
300 

490 0.0144  20.358 10−×  30.213 10−×  

490 0.0135  20.356 10−×  30.211 10−×  

690 0.0124  20.349 10−×  30.212 10−×  400 

930 0.0120  20.348 10−×  30.212 10−×  

Ακριβής τιμή 0.0119  20.349 10−×  30.207 10−×  
 

0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
0

5

10

15x 10
-4

r

w

AEM
exact

 
0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

r

Q
r

AEM
exact

 

0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.50

2

4

6

8x 10
-3

r

M
r

AEM
exact

 
0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.50

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

r

M
t

AEM

exact

 

Σχήμα 6.2.18 : Εγκάρσια μετατόπιση και εντατικά μεγέθη για την περίπτωση (i) 

για 0.75a = − . 
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Σχήμα 6.2.19 : Εγκάρσια μετατόπιση και εντατικά μεγέθη για την περίπτωση (ii) 

για 0.50a = . 
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Σχήμα 6.2.20 :Εγκάρσια μετατόπιση στο εσωτερικό σύνορο της πλάκας για 

διάφορες τιμές της παραμέτρου a . 
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6.2.4 Ελαστικός πρόβολος σταθερού πάχους  

Στο παράδειγμα αυτό επιλύεται ο ελαστικός πρόβολος τετραγωνικού σχήματος 

που φαίνεται στο Σχ. 6.2.21. Οι σταθερές του υλικού είναι = × 6 230 10 kN/mE  

και ν = 0.3 . Ο πρόβολος φορτίζεται με εγκάρσιο ομοιόμορφο επιφανειακό 

φορτίο = 21 kN/mzf . Ο στόχος του παραδείγματος είναι να καταδείξει τη 

σημασία που έχουν οι συναρτήσεις σχήματος Hermite κατά την αριθμητική 

επίλυση του προβλήματος της πλάκας με τη ΒΕΜ. Το πρόβλημα επιλύεται με τη 

ΒΕΜ με 160 σταθερά στοιχεία (Κατσικαδέλης, 2010) και με τη ΒΕΜ με 160 

συνοριακά στοιχεία χρησιμοποιώντας συναρτήσεις παρεμβολής Hermite, όπως 

παρουσιάσθηκε στο Κεφάλαιο 3. Τα αποτελέσματα συγκρίνονται με αυτά που 

προκύπτουν με τη FEM με 1600 τετραπλευρικά στοιχεία. Στα Σχ. 6.2.22-6.2.25 

παρουσιάζονται η εγκάρσια μετατόπιση και η κάθετη κλίση ,nw  κατά μήκος δύο 

ελεύθερων πλευρών του προβόλου. Σε αντίθεση με την εγκάρσια μετατόπιση, που 

και οι τρεις μέθοδοι δίδουν την ίδια τιμή, η κάθετη κλίση ,nw  κοντά στα γωνιακά 

σημεία, που προκύπτει από τη ΒΕΜ με σταθερά στοιχεία διαφέρει σημαντικά σε 

σχέση με τις άλλες δύο μεθόδους. Έτσι λαμβάνοντας υπόψη ότι για την επίλυση 

του προβλήματος της πλάκας μεταβλητού πάχους απαιτείται ο υπολογισμός της 

εφαπτομενικής παραγώγου της ,nw , γίνεται αντιληπτή η σημασία των 

συναρτήσεων Hermite (συναρτήσεις τύπου 1C ) στην ακρίβεια των 

αποτελεσμάτων. 

y

x

4

4

f

c f

f

 

Σχήμα 6.2.21 : Γεωμετρία προβόλου.  
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Σχήμα 6.2.22 : Εγκάρσια μετατόπιση κατά μήκος της πλευράς = 0y . 
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Σχήμα 6.2.23 : Στροφή κατά μήκος της πλευράς = 0y .  
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Σχήμα 6.2.24 : Εγκάρσια μετατόπιση κατά μήκος της πλευράς = 4x . 
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Σχήμα 6.2.25 : Στροφή κατά μήκος της πλευράς = 4x . 

6.2.5 Ελαστική πλάκα μεταβλητού πάχους με πολύπλοκη γεωμετρία  

Η ελαστική πλάκα του Σχ. 6.2.26 φορτίζεται με το εγκάρσιο επιφανειακό φορτίο 

= 210 kN/mzf . Κατά μήκος του καμπύλου εξωτερικού συνόρου και της 

εσωτερικής οπής η πλάκα είναι ελεύθερη να μετακινηθεί τόσο εγκάρσια όσο και 

εντός του επιπέδου της. Στο υπόλοιπο τμήμα του συνόρου οι μετακινήσεις είναι 

πλήρως δεσμευμένες. Οι σταθερές του υλικού είναι = × 6 230 10 kN/mE  και 

ν = 0.3 . Το πάχος της πλάκας μεταβάλλεται σύμφωνα με το νόμο  

 
+ < <⎧⎪⎪= ⎨ < <⎪⎪⎩

0.02 0.005 ,      0 6
( , ) 0.05,               6 7.42

x x
h x y x  (6.19) 

Τα αποτελέσματα λήφθηκαν με = 616N  συνοριακά στοιχεία και = 378M  

εσωτερικά σημεία προερχόμενα από 628 γραμμικά τριγωνικά στοιχεία 

(Σχ. 6.2.27). Τα αποτελέσματα συγκρίνονται με αυτά που προκύπτουν από τη 

FEM με 15486 τετραπλευρικά στοιχεία. Στα Σχ. 6.2.28-6.2.31 παρουσιάζονται η 

εγκάρσια μετατόπιση, οι καμπτικές ροπές xM  και yM  και η τέμνουσα xQ  κατά 

μήκος της γραμμής = 0y . Τέλος, στο Σχ. 6.2.32 παρατίθενται οι ισοσταθμικές 

καμπύλες της εγκάρσιας μετατόπισης w , των ροπών xM , yM , xyM  και των 

τεμνουσών xQ  και yQ . 
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Σχήμα 6.2.26 : Γεωμετρία και συνοριακές συνθήκες παραδείγματος 6.2.5 
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Σχήμα 6.2.27 : Συνοριακή και πεδιακή διακριτοποίηση. 
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Σχήμα 6.2.28 : Εγκάρσια μετατόπιση κατά μήκος της γραμμής = 0y . 
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Σχήμα 6.2.29 : Ροπή κάμψεως xM κατά μήκος της γραμμής = 0y . 
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Σχήμα 6.2.30 : Ροπή κάμψεως yM κατά μήκος της γραμμής = 0y . 
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Σχήμα 6.2.31 : Τέμνουσα xQ κατά μήκος της γραμμής = 0y . 
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Σχήμα 6.2.32: Ισοσταθμικές καμπύλες (a) w  (b) xM  (c) yM  (d) xyM  (e) xQ  (f) 

yQ   
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6.3 Δυναμικά γραμμικά προβλήματα ελαστικών και 

βισκοελαστικών πλακών  

6.3.1 Ιδιοσυχνότητες κυκλικής ελαστικής πλάκας μεταβλητού πάχους 

με ελαστικές συνθήκες στήριξης 

Στο παράδειγμα αυτό υπολογίζονται οι ιδιοσυχνότητες της κυκλικής ελαστικής 

πλάκας μεταβλητού πάχους που υποβάλλεται σε μεμβρανικό φορτίο όπως 

φαίνεται στο Σχ. 6.3.1. Η πλάκα στηρίζεται ελαστικά στο σύνορο με στροφικό 

ελατήριο ακαμψίας Rk  ενώ κινείται ελεύθερα εντός του επιπέδου της. Οι 

σταθερές του υλικού είναι = × 6 230 10 kN/mE  και ν = 0.3 . Το πάχος της 

πλάκας μεταβάλλεται σύμφωνα με το νόμο = + 0( ) 0.1[1 ( / ) ]nh r a r r . 

 

=0 1r

0a <

0a >

P

0h

0h
 

Σχήμα 6.3.1 Γεωμετρία και συνοριακές συνθήκες κυκλικής πλάκας μεταβλητού 

πάχους. 
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Πίνακας 6.2 : Η πρώτη ιδιοσυχνότητα της απλά εδραζόμενης πλάκας για 

διάφορες κατανομές του πάχους χωρίς μεμβρανική φόρτιση. Άνω : ΑΕΜ, κάτω : 

Rayleigh-Ritz (Gutierrez et al., 1996). 

a  = 1n  = 2n  = 3n  
17.316 18.731 19.358 

-0.3 
17.614 18.783 19.202 

18.587 19.530 19.943 
-0.2 

18.791 19.600 20.028 

19.836 20.309 20.510 
-0.1 

19.960 20.362 20.572 

21.069 21.069 21.069 
0 

21.124 21.124 21.124 

22.290 21.824 21.625 
0.1 

22.279 21.886 21.654 

23.503 22.579 22.184 
0.2 

23.493 22.652 22.258 

24.712 23.336 22.752 
0.3 

24.603 23.422 22.848 

 

Στον Πίνακα 6.2 δίδεται η πρώτη ιδιοσυχνότητα της απλά εδραζόμενης πλάκας 

χωρίς μεμβρανική δύναμη για διάφορες κατανομές του πάχους. Στον Πίνακα 6.3 

δίδεται η πρώτη ιδιοσυχνότητα για διάφορες τιμές του στροφικού ελατηρίου Rk  

με και χωρίς μεμβρανική δύναμη. Η περίπτωση = 0Rk  αντιστοιχεί στην απλά 

εδραζόμενη πλάκα ενώ η περίπτωση → ∞Rk  αντιστοιχεί στην πάκτωση. Το 

μέγεθος της μεμβρανικής δύναμης είναι σε κάθε περίπτωση ίσο κατά απόλυτη 

τιμή με το αντίστοιχο φορτίο λυγισμού crP  (βλ. παρακάτω Παράδειγμα 6.4.1) 

αλλά επιβάλλεται ως εφελκυστικό φορτίο. Τα αποτελέσματα λήφθηκαν με 

= 200N  συνοριακά στοιχεία και = 611M  εσωτερικά σημεία από 1130 

τριγωνικά στοιχεία και συγκρίνονται με αυτά που προέκυψαν με τη μέθοδο 

Rayleigh-Ritz (Gutierrez et al., 1996). 

 

 



 Αριθμητικά αποτελέσματα 240 

Πίνακας 6.3 : Η πρώτη ιδιοσυχνότητα ταλάντωσης για διάφορες περιπτώσεις των 

, , Ra n k  και της μεμβρανικής φόρτισης P . Άνω : ΑΕΜ, κάτω : Rayleigh-Ritz 

(Gutierrez et al., 1996) ( ν= −3 2
0 0 /12(1 )D Eh ). 

∗ = 0/R Rk k D  
 P  

10000 20 2 0 

47.355 42.482 29.817 22.290 
0 

47.204 42.355 29.764 22.279 

66.176 59.545 42.216 31.578 

=

=

0.1

1

a

n
 

− crP  
65.923 59.302 42.072 31.506 

35.987 34.253 27.267 19.946 
0 

36.462 34.759 27.740 20.129 

50.878 48.500 38.780 28.370 

= −

=

0.3

5

a

n
 

− crP  
51.299 48.933 39.218 28.446 

 

6.3.2 Δυναμική ανάλυση ελαστικής πλάκας σταθερού πάχους 

πολύπλοκης γεωμετρίας.  

Η ελαστική πλάκα του Σχ. 6.3.2 υποβάλλεται στο εγκάρσιο επιφανειακό φορτίο 

= 210 ( ) kN/mzf H t . Το πάχος της πλάκας είναι = 0.2 mh  και η πυκνότητα του 

υλικού ρ = × 3 310 10 kg/m . Οι ελαστικές σταθερές είναι = × 6 22.1 10 kN/mE  

και ν = 0.2 . Τα αποτελέσματα λήφθηκαν με = 900N  σταθερά συνοριακά 

στοιχεία και = 336M  εσωτερικά σημεία που προέκυψαν από 512 τριγωνικά 

στοιχεία όπως φαίνεται στο Σχ. 6.3.3. Το βήμα της αριθμητικής μεθόδου 

ολοκλήρωσης των εξισώσεων κινήσεως είναι Δ = 0.05 sect . Το δυναμικό 

πρόβλημα επιλύθηκε χωρίς μείωση των βαθμών ελευθερίας. Στο Σχ. 6.3.4 

παρουσιάζονται οι ιδιομορφές ταλαντώσεως και οι ιδιοσυχνότητες και 

συγκρίνονται με τις αντίστοιχες τιμές που προκύπτουν από τη FEM με 6432 

τετραπλευρικά στοιχεία. Τέλος στα Σχ. 6.3.5-6.3.8 παρουσιάζεται η χρονική 

μεταβολή της εγκάρσιας μετατόπισης στα σημεία Α και Β, της ροπής κάμψεως 

xM  στο σημείο Β και της αντίδρασης στο σημείο στήριξης C ενώ τα 

αποτελέσματα συγκρίνονται με τα αντίστοιχα αποτελέσματα της FEM.  
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Σχήμα 6.3.2 : Γεωμετρία πλάκας παραδείγματος 6.3.2 
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Σχήμα 6.3.3 : Συνοριακή και πεδιακή διακριτοποίηση  
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λ =1 1.363  ( FEM : 1.347) λ =2 1.784  ( FEM : 1.777) 

λ =3 3.328  ( FEM : 3.307)  

 

λ = 4.761  ( FEM : 4.713)  

Σχήμα 6.3.4 : Ιδιοσυχνότητες και ιδιομορφές ταλαντώσεως   
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Σχήμα 6.3.5 : Εγκάρσια μετατόπιση στο σημείο Α. 
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Σχήμα 6.3.6 : Εγκάρσια μετατόπιση στο σημείο Β. 
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Σχήμα 6.3.7 : Ροπή κάμψεως xM  στο σημείο Β. 
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Σχήμα 6.3.8 : Αντίδραση στηρίξεως στο σημείο C. 

6.3.3 Δυναμική ανάλυση ορθογωνικής βισκοελαστικής πλάκας που 

υποβάλλεται μόνο σε μεμβρανική φόρτιση  

Στο παράδειγμα αυτό μελετάται η δυναμική απόκριση της πλάκας μοναδιαίου 

πάχους του Σχ. 6.3.9, η οποία υποβάλλεται μόνο σε μεμβρανική φόρτιση. Αυτό το 

παράδειγμα χρησιμοποιείται συχνά στη βιβλιογραφία για τον έλεγχο της 

ακρίβειας της αριθμητικής επίλυσης των βισκοελαστικών προβλημάτων (Gaul 

and Schanz, 1999; Mesquita and Coda, 2002). Η σταθερά του Poisson λαμβάνεται 

ως ν = 0 . Στην περίπτωση αυτή το δισδιάστατο πρόβλημα είναι δυνατόν να 

θεωρηθεί ως ράβδος που υποβάλλεται σε αξονικό φόρτιο. Το μονοδιάστατο 

πρόβλημα επιλύεται αναλυτικά με χρήση του μετασχηματισμού Laplace και η 

λύση στο πεδίο του χρόνου προκύπτει με αριθμητικό υπολογισμό του 

αντίστροφου μετασχηματισμού Laplace (Gaul and Schanz, 1999). Αρχικά 

επιλύεται το ελαστικό πρόβλημα με = 21.25 N/mE  και έπειτα το 

βισκοελαστικό πρόβλημα Standard solid με κλασματική παράγωγο α = 0.8  για 

τις περιπτώσεις (i) = 21.25 N/mE , η = 1  και = 4b και (ii) = 22 N/mE , 

η = 1  και = 1b . Η επιφανειακή πυκνότητα του υλικού είναι ρ = 21 Kgr/m . 

Στο Σχ. 6.3.10 παρουσιάζεται η μετατόπιση του σημείου Α και συγκρίνεται με τα 

αποτελέσματα των Gaul and Schanz. Τα αριθμητικά αποτελέσματα λήφθηκαν με 
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= 240N  σταθερά συνοριακά στοιχεία και = 154M  εσωτερικά σημεία που 

προέκυψαν από 208 τριγωνικά στοιχεία όπως φαίνεται στο Σχ. 6.3.9b.  
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Σχήμα 6.3.9 : (a) Γεωμετρία και συνοριακές συνθήκες (b) Συνοριακή και πεδιακή 

διακριτοποίηση. 

 

Σχήμα 6.3.10 : Μετατόπιση του σημείου Α για την περίπτωση του ελαστικού και 

των δύο βισκοελαστικών υλικών (   : Gaul & Schanz, 1999,    : ΑΕΜ )  

6.3.4 Δυναμική ανάλυση τετραγωνκής πλάκας μεταβλητού πάχους από 

ελαστικό και βισκοελαστικό υλικό  

Η πλάκα του Σχ. 6.3.11 υποβάλλεται στο εγκάρσιο επιφανειακό φορτίο 

= 210 ( ) kN/mzf H t . Το πάχος της πλάκας μεταβάλλεται σύμφωνα με το μη 
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γραμμικό νόμο = − +2( , ) 0.05 0.2 0.3h x y y y . Τα αποτελέσματα λήφθηκαν με 

= 250N  συνοριακά στοιχεία και = 309M  εσωτερικά σημεία που προέκυψαν 

από 532 τριγωνικά στοιχεία. Αρχικά εξετάζεται η απόκριση της ελαστικής 

πλάκας με = × 3 230 10 kN/mE , ν = 0.3  και ρ = 350 kg/m . Στο Σχ. 6.3.12-

6.3.14 παρουσιάζεται η εγκάρσια μετατόπιση στο σημείο Α(4,2) και οι ροπές xM  

και yM  στο σημείο Β(2,2) ενώ τα αποτελέσματα συγκρίνονται με αυτά που 

προκύπτουν από τη FEM με 1600 τετραπλευρικά στοιχεία  

y

x
4

4 c

ss

f

ss

AB

 

Σχήμα 6.3.11 : Γεωμετρία και συνοριακές συνθήκες πλάκας παραδείγματος 6.3.4  
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Σχήμα 6.3.12 : Εγκάρσια μετατόπιση στο σημείο Α. 

Στη συνέχεια εξετάζεται η δυναμική απόκριση της βισκοελαστικής πλάκας 

Kelvin-Voigt. Στο Σχ. 6.3.15 παρουσιάζεται η εγκάρσια μετατόπιση στο σημείο Α 

για α = 1  και για διάφορες τιμές του συντελεστή η . Στο Σχ. 6.3.16 
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παρουσιάζεται το ελαστικό el
xM και το ιξώδες v

xM  τμήμα της ροπής xM  καθώς 

και η συνολική τιμή της για α = 1  και η = 0.001  ενώ στο Σχ. 6.3.17 δίδεται η 

τιμή της ροπής yM  για α = 1  και διάφορες τιμές του συντελεστή η . Από τα 

παραπάνω σχήματα φαίνεται ότι το βισκοελαστικό υλικό Kelvin-Voigt λειτουργεί 

ως ένα είδος εσωτερικής απόσβεσης. Σε όλες τις περιπτώσεις τα μεγέθη αποκτούν 

μετά από ορισμένο χρόνο την αντίστοιχη τιμής της ελαστικής πλάκας. Ο χρόνος 

αυτός είναι αντιστρόφως ανάλογος του συντελεστή ιξώδους η .  
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Σχήμα 6.3.13 : Ροπή xM  στο σημείο Β 

0 0.5 1 1.5 2

0

5

10

15

time (s)

M
y (k

N
m

)

AEM

FEM

 

Σχήμα 6.3.14 : Ροπή yM  στο σημείο Β. 
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Σχήμα 6.3.15 : Εγκάρσια μετατόπιση στο Α για το μοντέλο Kelvin-Voigt με 

α = 1   
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Σχήμα 6.3.16 : Ροπή xM  στο σημείο Β για το μοντέλο Kelvin-Voigt με α = 1  

και η = 0.01 .  
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Σχήμα 6.3.17 : Ροπή yM  στο σημείο Β για το μοντέλο Kelvin-Voigt με α = 1 .  
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Σχήμα 6.3.18 : Εγκάρσια μετατόπιση στο Α για το μοντέλο Kelvin-Voigt 

διάφορες τιμές του α  με η = 0.1 . 

Στα Σχ. 6.3.18 και 6.3.19 παρουσιάζεται η εγκάρσια μετατόπιση στο σημείο Α για 

η = 0.1  και διάφορες τιμές του α . Όπως αναμένεται καθώς το α → 0  η λύση 

της βισκοελαστικής πλάκας ταυτίζεται με τη λύση της ελαστικής πλάκας με 

μέτρο ελαστικότητας η∗ = +(1 )E E . 
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Σχήμα 6.3.19 : Η εγκάρσια μετατόπιση στο Α καθώς το α → 0  και σύγκριση με 

την ελαστική λύση με μέτρο ελαστικότητας η∗ = +(1 )E E .  

Τέλος, εξετάζεται η δυναμική απόκριση της βισκοελαστικής πλάκας Standard 

solid. Στα Σχ. 6.3.20 και 6.3.21 παρουσιάζεται η χρονική μεταβολή της εγκάρσιας 

μετατόπισης στο σημείο Α και της ροπής κάμψεως xM  στο σημείο Β για την 

ελαστική πλάκα χωρίς απόσβεση και την βισκοελαστική πλάκα Standard solid με 

α = 1 , = 0.25b  και η = 0.1  ενώ παρατίθεται και η στατική λύση της ελαστικής 

πλάκας με μέτρο ελαστικότητας ∗ =
+1
bE E

b
 στην οποία καταλήγει μετά από 

ορισμένο χρόνο η πλάκα Standard solid. Στα Σχ. 6.3.22 και 6.3.23 παρουσιάζεται 

η απόκριση της πλάκας για α = 1 , = 0.25b  και διάφορες τιμές του συντελεστή 

ιξώδους η . Σε κάθε περίπτωση η βισκοελαστική λύση καταλήγει στη στατική 

λύση της ελαστικής πλάκας με μέτρο ελαστικότητας ∗E . Όμως, αντίθετα με ότι 

συμβαίνει στο μοντέλο Kelvin-Voigt, το χρονικό διάστημα στο οποίο συμβαίνει 

αυτό αυξάνεται με την αύξηση του συντελεστή ιξώδους η . Αυτό οφείλεται στην 

αρχική ελαστική συμπεριφορά που παρουσιάζει το μοντέλο Standard solid. Με 

την αύξηση του συντελεστή ιξώδους η  η πλάκα λειτουργεί περισσότερο χρόνο με 

την αρχική ελαστική συμπεριφορά με αποτέλεσμα να χρειάζεται μεγαλύτερο 

χρονικό διάστημα για την απόσβεση της ταλάντωσης.  
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Στα Σχ. 6.3.24 και 6.3.25 παρουσιάζεται η απόκριση της πλάκας Standard solid με 

= 0.25b  και η = 1  για διάφορες τιμές της κλασματικής παραγώγου α . Στο 

Σχ. 6.3.26 δίδεται η χρονική μεταβολή της εγκάρσιας μετατόπισης στο Α για 

α = 0.2  και α = 0.05  και συγκρίνεται με τη δυναμική απόκριση της ελαστικής 

πλάκας με μέτρο ελαστικότητας η η′ = + + +(1 )/[ (1 ) 1]E Eb b  στην οποία 

συγκλίνει η πλάκα Standard solid για α → 0 . 

0 1 2 3 4 5
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

time (s)

w
 (m

)

elastic E
Standard Solid b=0.25 η=1
static E*=Eb/(1+b)

 

Σχήμα  6.3.20 : Εγκάρσια μετατόπιση στο Α  
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Σχήμα 6.3.21 : Ροπή κάμψεως xM  στο Β. 
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Σχήμα 6.3.22 : Εγκάρσια μετατόπιση στο Α για το μοντέλο Standard solid με 

α = 1  και = 0.25b . 
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Σχήμα 6.3.23 : Ροπή κάμψεως xM  στο Β για το μοντέλο Standard solid με α = 1  

και = 0.25b . 
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Σχήμα 6.3.24 : Εγκάρσια μετατόπιση στο Α για το μοντέλο Standard solid με 

η = 1  και = 0.25b . 
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Σχήμα 6.3.25 : Ροπή κάμψεως xM  στο Β για το μοντέλο Standard solid με η = 1  

και = 0.25b . 
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Σχήμα 6.3.26 : Εγκάρσια μετατόπιση στο Α για το μοντέλο Standard solid με 

η = 1  και = 0.25b  καθώς το α → 0  και σύγκριση με την ελαστική λύση με 

μέτρο ελαστικότητας ′E . 
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6.4 Προβλήματα ευστάθειας ελαστικών και 

βισκοελαστικών πλακών 

6.4.1 Λυγισμός κυκλικής πλάκας μεταβλητού πάχους με ελαστικές 

συνθήκες στήριξης.  

Στο παράδειγμα αυτό εξετάζεται ο λυγισμός της κυκλικής ελαστικής πλάκας 

μεταβλητού πάχους του Παραδείγματος 6.3.1 που υποβάλλεται σε θλιπτικό 

μεμβρανικό φορτίο όπως φαίνεται στο Σχ. 6.4.1. Στον Πίνακα 6.4 παρουσιάζεται 

το πρώτο φορτίο λυγισμού για διάφορες τιμές των παραμέτρων Rk , a  και n . Η 

περίπτωση = 0Rk  αντιστοιχεί στην απλά εδραζόμενη πλάκα ενώ η περίπτωση 

→ ∞Rk  αντιστοιχεί στην πάκτωση. Για την περίπτωση της πλάκας σταθερού 

πάχους ( = 0a ) τα αποτελέσματα λήφθηκαν με = 200N  συνοριακά στοιχεία 

και = 431M  εσωτερικά σημεία από 790 τριγωνικά στοιχεία ενώ για τις άλλες 

περιπτώσεις είναι = 200N  και = 611M  από 1130 τριγωνικά στοιχεία. Τα 

αποτελέσματα συγκρίνονται με αυτά που προέκυψαν με τη μέθοδο Rayleigh-Ritz 

(Gutierrez et al., 1996). 

=0 1r

0a <

0a >

P

0h

0h
 

Σχήμα 6.4.1 : Γεωμετρία κυκλικής πλάκας μεταβλητού πάχους. 
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Στο Σχ. 6.4.2 παρουσιάζεται το φορτίο λυγισμού συναρτήσει της ακαμψίας του 

στροφικού ελατηρίου για δύο περιπτώσεις κατανομής του πάχους. 

 

Πίνακας 6.4 : Φορτία λυγισμού για διάφορες τιμές των Rk , a  και n . Άνω : 

ΑΕΜ, κάτω : Rayleigh-Ritz (Gutierrez et al., 1996) ( ν= −3 2
0 0 /12(1 )D Eh ). 

∗ =
0

R
R

kk
D

 = 0a  = 0.1a
= 1n  

= 0.3a , 
= 2n  

= −0.3a
= 5n  

76.487 89.354 100.414 67.980 
0 

76.337 89.359 101.282 68.260 

98.071 110.585 120.584 89.135 
0.5 

98.333 110.439 121.337 90.659 

116.266 129.058 138.720 105.565 
1 

116.355 128.736 139.414 107.399 

144.620 159.212 169.805 128.238 
2 

144.432 158.571 170.348 130.165 

192.45 214.658 232.897 159.81 
5 

191.612 213.315 233.113 161.210 

224.085 255.490 285.433 177.604 
10 

222.97 253.553 285.330 178.443 

245.318 284.62 326.150 188.63 
20 

243.914 282.802 325.770 189.047 

260.019 305.502 356.58 196.050 
50 

258.443 302.839 355.989 196.172 

270.610 320.71 378.006 201.064 
∞  

268.9011 317.894 378.407 201.245 
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(b) 

Σχήμα 6.4.2 : Φορτίο λυγισμού συναρτήσει της ελαστικής στήριξης για τις 

περιπτώσεις (a) = 0.3a , = 2n  (b) = 0a . 

 

6.4.2 Λυγισμός ορθογωνικής ελαστικής πλάκας μεταβλητού πάχους 

Στο παράδειγμα αυτό εξετάζεται ο λυγισμός της ορθογωνικής πλάκας του 

Σχ. 6.4.3. Οι πλευρές της πλάκας είναι απλά εδραζόμενες και κινητές μέσα στο 

επίπεδο της. Το πάχος της πλάκας μεταβάλλεται σύμφωνα με τον εκθετικό νόμο  

 = 0
0

( ) exp( ln )ax hh x h
a h

 (6.20) 

Τα αποτελέσματα λήφθηκαν με = 250N  και = 237M  από 404 τριγωνικά 

γραμμικά στοιχεία. Στον Πίνακα 6.5 δίδονται οι τιμές της παραμέτρου λυγισμού 
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π= 2 2/M n Mk N b D , όπου ν= −3 2/12(1 )M MD Eh  και = ( /2)Mh h a . Στο 

Σχ. 6.4.4 παρουσιάζονται οι ιδιομορφές λυγισμού για διάφορες περιπτώσεις των 

λόγων 0/ah h  και /a b . 

y
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∗ ∗= = 0n tN N
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Σχήμα 6.4.3 : Γεωμετρία και συνοριακές συνθήκες πλάκας.  

Πίνακας 6.5 : Τιμές της παραμέτρου λυγισμού Mk  για την πλάκα του 

Παραδείγματος 8.10. (ν = 1/3 ). Άνω : Wittrik and Ellen (1962), Μεσαία σειρά : 

Harik et al. (1991), Κάτω σειρά : ΑΕΜ. 

 0/ah h  

/a b  1.125 1.250 1.500 1.750 2.00 

6.450 7.339 6.670 6.995 7.455 

6.232 6.187 6.049 5.855 5.722 0.5 

6.275 6.220 6.052 5.845 5.623 

4.073 4.000 3.950 3.843 3.686 

3.972 3.901 3.700 3.476 3.262 1.0 

3.992 3.918 3.709 3.476 3.253 

4.184 3.949 3.541 3.206 2.933 

4.153 3.884 3.407 3.024 2.715 1.5 

4.213 3.934 3.440 3.043 2.722 

3.897 3.674 3.224 2.850 2.552 

3.866 3.616 3.122 2.720 2.401 2.0 

3.935 3.679 3.169 2.752 2.420 
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(a) 

 

(b) 

 

(d) 

Σχήμα 6.4.4 : Ιδιομορφές λυγισμού για (a) =/ 1a b  και =0/ 1.5ah h , (b) 

=/ 1a b  και =0/ 2ah h , (c) =/ 2a b  και  =0/ 2ah h . 

6.4.3 Απλά εδραζόμενη τετραγωνική πλάκα σταθερού πάχους από 

ελαστικό και βισκοελαστικό υλικό 

Στο παράδειγμα αυτό μελετάται ο λυγισμός της τετράγωνης πλάκας του Σχ. 6.4.5. 

Όλες οι πλευρές είναι απλά εδραζόμενες και κινητές στο επίπεδο της πλάκας. 

Λόγω της φόρτισης αναπτύσσεται ομοιόμορφη μεμβρανική ένταση = −xN P , 

= = 0y xyN N . Το πάχος της πλάκας είναι = 0.1mh . Αρχικά εξετάζεται η 

ελαστική πλάκα με = × 6 221 10 kN/mE  και ν = 0.25 .  
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Σχήμα 6.4.5 : Γεωμετρία και συνοριακές συνθήκες πλάκας.  
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Σχήμα 6.4.6 : Ιδιομορφές λυγισμού.  
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Στον Πίνακα 6.6 δίδονται τα τέσσερα πρώτα φορτία λυγισμού, που έχουν 

προκύψει με = 200N  συνοριακά στοιχεία και για διαφορετικό αριθμό 

εσωτερικών σημείων και συγκρίνονται με τις ακριβείς τιμές. Οι μορφές λυγισμού 

που αντιστοιχούν στα τέσσερα πρώτα φορτία λυγισμού δίδονται στο Σχ. 6.4.6. 

Πίνακας 6.6 : Φορτιά λυγισμού για διάφορες περιπτώσεις διακριτοποίησης του 

εσωτερικού της πλάκας.  

Φορτία λυγισμού 
M  1 2 3 4 

145 4682.40 7483.87 13789.24 19620.16 

236 4651.44 7371.86 13402.42 19144.91 

329 4636.32 7312.76 13202.77 18901.36 

401 4629.79 7288.81 13118.50 18800.78 

Ακριβής 
τιμή 4605.82 7196.59 12793.93 18423.26 

 

Στη συνέχεια εξετάζεται η ευστάθεια της βισκοελαστικής πλάκας Kelvin-Voigt 

για διάφορες τιμές των παραμέτρων η  και α . Όπως παρουσιάσθηκε στην 

Παράγραφο 4.5.1 το φορτίο λυγισμού προκύπτει με επαναληπτική διαδικασία. Σε 

κάθε βήμα αυξάνεται το εξωτερικό θλιπτικό φορτίο και επιλύεται το πρόβλημα 

ιδιοτιμών (4.86). Στο συγκεκριμένο παράδειγμα οι ιδιοτιμές λi  είναι πραγματικοί 

αριθμοί και σύμφωνα με όσα έχουν αναφερθεί στην Παράγραφο 4.5.1 προκύπτει 

ότι η πλάκα είναι ευσταθής όταν λ ≤ 0  καθώς και ότι τα αποτελέσματα αυτά 

ισχύουν για κάθε τιμή του α  ( α< ≤0 1 ).  

Στο Σχ. 6.4.7 παρουσιάζονται οι τέσσερεις πρώτες ιδιοτιμές συναρτήσει του 

φορτίου P  για η = 1  ενώ στο Σχ. 6.4.8 παρουσιάζεται μόνο η πρώτη ιδιοτιμή 

για διάφορες τιμές του συντελεστή η . 

Από τα σχήματα αυτά προκύπτει ότι τα φορτία λυγισμού της βισκοελαστικής 

πλάκας Kelvin-Voigt είναι ίδια με αυτά της ελαστικής πλάκας ανεξάρτητα από τις 

τιμές των παραμέτρων η  και α . Το συμπέρασμα αυτό είναι σύμφωνο με όσα 

αναφέρουν οι Flügge (1975), Shirahatti and Sinha (1994) για προβλήματα 

ευστάθειας στύλων.  
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Σχήμα 6.4.7 : Καμπύλες φορτίου-ιδιοτιμών για το μοντέλο Kelvin-Voigt με 

η = 1 . 
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Σχήμα 6.4.8 : Καμπύλες φορτίου-1ης ιδιοτιμής για διάφορες τιμές του η  για το 

μοντέλο Kelvin-Voigt. 

Στην συνέχεια μελετούμε την ευστάθεια της βισκοελαστικής πλάκας Standard 

solid για διάφορες τιμές των παραμέτρων b  και η . Στο Σχ. 6.4.9 παρουσιάζονται 

οι καμπύλες φορτίου-πρώτης ιδιοτιμής για = 2b  και διάφορες τιμές της 

παραμέτρου η  ενώ στο Σχ. 6.4.10 παρουσιάζονται οι ίδιες καμπύλες για η = 1  

και για διάφορες τιμές της παραμέτρου b . 
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Σχήμα 6.4.9 : Καμπύλες φορτίου-1ης ιδιοτιμής για διάφορες τιμές του η  για το 

μοντέλο Standard solid με = 2b .  
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Σχήμα 6.4.10 : Καμπύλες φορτίου-1ης ιδιοτιμής για διάφορες τιμές του b για το 

μοντέλο Standard solid με η = 1 . 

Όπως και στο μοντέλο Kelvin-Voigt, το φορτίο λυγισμού είναι ανεξάρτητο από 

την τάξη της κλασματικής παραγώγου α , αφού οι ιδιοτιμές είναι πραγματικοί 

αριθμοί. Ακόμη, από το Σχ. 6.4.9 προκύπτει ότι το φορτίο λυγισμού είναι 

ανεξάρτητο από την τιμή της παραμέτρου η , ενώ από το Σχ. 6.4.10 φαίνεται ότι 

εξαρτάται από την παράμετρο b . Αυτό συμβαίνει γιατί η παράμετρος b  του 

μοντέλου Standard solid επηρεάζει το μέτρο ελαστικότητας του υλικού για 

→ ∞t , αφού είναι ∞ = +/(1 )E Eb b . Αντίθετα, δεν επηρεάζει το μέτρο 

ελαστικότητας τη στιγμή = 0t , το οποίο είναι =0E E . Όπως αναφέρει ο 
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Flügge (1975), το μοντέλο Standard solid ανήκει στην κατηγορία των μοντέλων 

με αρχική ελαστική συμπεριφορά και στην περίπτωση του λυγισμού εμφανίζει 

δύο κρίσιμες τιμές. Η πρώτη κρίσιμη τιμή ( crP ) είναι το φορτίο λυγισμού που 

αντιστοιχεί στην ελαστική πλάκα με μέτρο ελαστικότητας ∞E , ενώ η δεύτερη 

κρίσιμη τιμή ( *
crP ) είναι το φορτίο λυγισμού της ελαστικής πλάκας με μέτρο 

ελαστικότητας 0E . Πριν την πρώτη κρίσιμη τιμή η πλάκα είναι ευσταθής ενώ 

μετά τη δεύτερη κρίσιμη τιμή εμφανίζεται το φαινόμενο του λυγισμού αιφνίδια, 

δηλαδή εμφανίζονται αμέσως μεγάλες εγκάρσιες μετατοπίσεις. Για τιμές του 

θλιπτικού φορτίου μεταξύ των παραπάνω κρίσιμων τιμών η πλάκα είναι ασταθής, 

αλλά οι εγκάρσιες μετατοπίσεις εμφανίζονται με αργό ρυθμό που εξαρτάται από 

το συντελεστή ιξώδους η . Το φαινόμενο αυτό ονομάζεται στη βιβλιογραφία ως 

creep buckling και στα ελληνικά θα μπορούσε να ονομαστεί ως λυγισμός υπό 

συνθήκη ερπυσμού. Τα παραπάνω περιγράφονται καλύτερα στο Σχ. 6.4.11. Ο 

χρόνος στον οποίο εμφανίζονται μεγάλες εγκάρσιες μετατοπίσεις εξαρτάται από 

τις παραμέτρους του βισκοελαστικού υλικού και σε αρκετές περιπτώσεις μπορεί 

να ξεπεράσει το χρόνο λειτουργίας της πλάκας. Έτσι στην περίπτωση των 

βισκοελαστικών υλικών ενδιαφέρει όχι μόνο το κρίσιμο φορτίο λυγισμού αλλά 

και ο χρόνος στον οποίο εμφανίζεται πρακτικά ο λυγισμός.  

P

Κρίσιμο φορτίο ελαστικής 
πλάκας με  ∞E 0E

Κρίσιμο φορτίο ελαστικής 
πλάκας με  

Ευσταθής περιοχή   Αιφνίδιος λυγισμός   

Λυγισμός υπό 
συνθήκη 
ερπυσμού 

crP *
crP

 

Σχήμα 6.4.11 : Περιοχές ευστάθειας για το μοντέλο Standard solid. 

Για = 2b  είναι ∞ = 2 /3E E  και η ακριβής τιμή του πρώτου και του δεύτερου 

κρισίμου φορτίου είναι = 3070.5crP  και ∗ = =1.5 4605.8cr crP P , αντίστοιχα. 

Όπως φαίνεται στο Σχ. 6.4.9 ο προσδιορισμός της ευστάθειας με τον τρόπο που 

περιγράφεται στην Παράγραφο 4.5.1 δίδει το πρώτο κρίσιμο φορτίο. Αντίστοιχα 

συμπεράσματα για την ευστάθεια των βισκοελαστικών πλακών, που 
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περιγράφονται με μοντέλα που παρουσιάζουν αρχική ελαστική συμπεριφορά, 

έχουν αναφερθεί από τους Hewitt and Mazumdar (1977). 

Ακόμη, από το Σχ. 6.4.10 προκύπτει ότι για → 0b  το πρώτο κρίσιμο φορτίο 

τείνει στο μηδέν, αφού είναι ∞ → 0E . Το μοντέλο Standard solid στην 

περίπτωση αυτή μετατρέπεται στο μοντέλο Maxwell, το οποίο περιγράφει 

περισσότερο ρευστά παρά στερεά υλικά. Τέλος, όσο η παράμετρος b  γίνεται 

μεγαλύτερη θα ισχύει ότι ∞.0E E  και επομένως ∗.cr crP P . Στην περίπτωση 

αυτή το μοντέλο Standard solid συμπεριφέρεται όπως το ελαστικό υλικό με μέτρο 

ελαστικότητας E .  

Η μελέτη του φαινομένου του λυγισμού στις βισκοελαστικές πλάκες είναι 

δυνατόν να γίνει με απευθείας ολοκλήρωση των οιονεί στατικών εξισώσεων που 

περιγράφουν τη συμπεριφορά τους. Στο παράδειγμα αυτό παρουσιάζουμε το 

γραμμικό πρόβλημα το οποίο περιγράφει ικανοποιητικά την απόκριση της πλάκας 

όσο οι εγκάρσιες μετατοπίσεις είναι μικρές. Για να μελετήσουμε την ευστάθεια 

με τον τρόπο αυτό, φορτίζουμε την πλάκα με ένα πολύ μικρό ομοιόμορφα 

κατανεμημένο εγκάρσιο φορτίο ( = 20.001 kN/mzf ) καθώς και με το θλιπτικό 

μεμβρανικό φορτίο. Τα Σχ. 6.4.12-6.4.14 παρουσιάζουν την εγκάρσια μετατόπιση 

στο κέντρο της πλάκας για τα μοντέλα Kelvin-Voigt και Standard solid με α = 1  

και η = 1  για διάφορα επίπεδα του μεμβρανικού φορτίου.  
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Σχήμα 6.4.12 : Εγκάρσια μετατόπιση στο κέντρο της πλάκας για το μοντέλο 

Kelvin-Voigt (α = 1 , η = 1 , = 4629.79crP ) 

(s)
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Σχήμα 6.4.13 : Εγκάρσια μετατόπιση στο κέντρο της πλάκας για το μοντέλο 

Standard solid για τιμές του μεμβρανικού φορτίου κοντά στο πρώτο κρίσιμο 

φορτίο crP  (α = 1 , η = 1 , = 3086.52crP ). 
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Σχήμα 6.4.14 : Εγκάρσια μετατόπιση στο κέντρο της πλάκας για το μοντέλο 

Standard solid για τιμές του μεμβρανικού φορτίου κοντά στο δεύτερο κρίσιμο 

φορτίο ∗ = 1.5cr crP P  (α = 1 , η = 1 , = 3086.52crP ). 

Το Σχ. 6.4.12 δείχνει ότι η πλάκα Kelvin-Voigt γίνεται ασταθής μόλις ξεπεραστεί 

το φορτίο λυγισμού της ελαστικής πλάκας, οπότε οι εγκάρσιες μετατοπίσεις 

αποκτούν μεγάλη τιμή με το πέρασμα του χρόνου. Όμως, σε αντίθεση με την 

ελαστική πλάκα που το φαινόμενο συμβαίνει ακαριαία, οι μετατοπίσεις της 

βισκοελαστικής πλάκας αυξάνονται με αργό ρυθμό, που εξαρτάται από το 

συντελεστή ιξώδους η .  

(s)

(s)
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Το Σχ. 6.4.13 δείχνει ότι η πλάκα Standard solid γίνεται ασταθής μόλις 

ξεπεραστεί το πρώτο κρίσιμο φορτίο crP , ωστόσο οι εγκάρσιες μετατοπίσεις 

αυξάνονται με αργό ρυθμό όπως και στην περίπτωση του μοντέλου Kelvin-Voigt. 

Το Σχ. 6.4.14 δείχνει ότι μόλις ξεπεραστεί το δεύτερο κρίσιμο φορτίο 

( ∗ = 1.5cr crP P ) οι εγκάρσιες μετατοπίσεις εμφανίζονται ακαριαία όπως και στην 

ελαστική πλάκα.  

Ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση των μοντέλων με κλασματική παράγωγο. 

Στα Σχ. 6.4.15 και 6.4.16 παρουσιάζεται η εγκάρσια μετατόπιση για το μοντέλο 

Kelvin-Voigt για α = 0.2  και α = 0.01 , αντίστοιχα. Στην πρώτη περίπτωση 

(Σχ. 6.4.15) οι εγκάρσιες μετατοπίσεις αυξάνουν με πολύ αργό ρυθμό παρά το 

γεγονός ότι το μεμβρανικό φορτίο έχει ξεπεράσει κατά 20% το φορτίο λυγισμού 

ενώ στη δεύτερη περίπτωση (Σχ. 6.4.16) εμφανίζονται μεγάλες τιμές της 

εγκάρσιας μετατόπισης μόνο όταν το μεμβρανικό φορτίο ξεπεράσει την τιμή 

1.92 crP . Αυτό δείχνει ότι το μοντέλο Kelvin-Voigt με κλασματική παράγωγο 

συμπεριφέρεται όπως το μοντέλο Standard solid με α = 1 , παρουσιάζοντας 

δηλαδή μια περιοχή με πολύ αργό ρυθμό αύξησης των μετατοπίσεων και μια 

περιοχή όπου το φαινόμενο εξελίσσεται πολύ πιο γρήγορα. Για λόγους σύγκρισης 

της λύσης με κλασματική παράγωγο α = 0.01  πρέπει να αναφερθεί ότι για 

α = 0  το μοντέλο Kelvin-Voigt μετατρέπεται σε ελαστικό υλικό με μέτρο 

ελαστικότητας η+(1 )E  και για η = 1  το φορτίο λυγισμού της πλάκας γίνεται 

2 crP .  

Στα Σχ. 6.4.17 και 6.4.18 παρουσιάζεται η εγκάρσια μετατόπιση για το μοντέλο 

Standard solid με α = 0.2  και α = 0.01 , αντίστοιχα. Στις περιπτώσεις αυτές η 

πλάκα είναι ασταθής μόλις το μεμβρανικό φορτίο ξεπεράσει το κρίσιμο φορτίο 

= 3086.52crP , αλλά ο αιφνίδιος λυγισμός εμφανίζεται για μικρότερες τιμές του 

μεμβρανικού φορτίου σε σύγκριση με την περίπτωση της ακεραίας παραγώγου 

( ∗ = 1.5cr crP P ). Πιο συγκεκριμένα για α = 0.2  είναι ∗ = 1.34cr crP P  ενώ για 

α = 0.01  είναι ∗ = 1.21cr crP P . Για λόγους σύγκρισης, πρέπει να αναφερθεί ότι 

για α = 0  το μοντέλο Standard solid μετατρέπεται σε ελαστικό υλικό με μέτρο 

ελαστικότητας [ ]η η+ + +(1 ) / 1 (1 )bE b  και για η = 1 , = 2b  το φορτίο 

λυγισμού της πλάκας γίνεται 1.2 crP .  
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Η πραγματική μεταλυγισμική συμπεριφορά της ελαστικής και βισκοελαστικής 

πλάκας είναι δυνατόν νε μελετηθεί με τη μη γραμμική θεωρία και παρουσιάζεται 

παρακάτω στο Παράδειγμα 6.5.6.  
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Σχήμα 6.4.15 : Εγκάρσια μετατόπιση στο κέντρο της πλάκας για το μεντέλο 

Kelvin-Voigt με α = 0.2  και η = 1  για διάφορες τιμές του μεμβρανικού φορτίου 

( = 4629.79crP ). 
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Σχήμα 6.4.16 : Εγκάρσια μετατόπιση στο κέντρο της πλάκας για το μεντέλο 

Kelvin-Voigt με α = 0.01  και η = 1  για διάφορες τιμές του μεμβρανικού 

φορτίου ( = 4629.79crP ). 
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Σχήμα 6.4.17 : Εγκάρσια μετατόπιση στο κέντρο της πλάκας για το μοντέλο 

Standard solid με α = 0.2 , η = 1 , = 2b  για διάφορες τιμές του μεμβρανικού 

φορτίου ( = 3086.52crP ). 
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Σχήμα 6.4.18 : Εγκάρσια μετατόπιση στο κέντρο της πλάκας για το μοντέλο 

Standard solid με α = 0.01 , η = 1 , = 2b  για διάφορες τιμές του μεμβρανικού 

φορτίου ( = 3086.52crP ). 

6.4.4 Λυγισμός τετραγωνικής πλάκας σταθερού πάχους με οπή υπό την 

επίδραση εφελκυστικής μεμβρανικής δύναμης 

Στο παράδειγμα αυτό μελετάται η λυγισμός της πλάκας σταθερού πάχους του 

Σχ. 6.4.19 υπό την επίδραση εφελκυστικού μεμβρανικού φορτίου. Οι πλευρές του 

εξωτερικού συνόρου της πλάκας είναι απλά εδραζόμενες και κινητές στο επίπεδο 

της ενώ οι πλευρές του εσωτερικού συνόρου είναι ελεύθερες. Το πάχος της 

(s)(s)

(s) (s)
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πλάκας είναι = 0.006mh . Αρχικά εξετάζεται η ελαστική πλάκα με 

= × 6 2206 10 kN/mE  και ν = 0.3 .  
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Σχήμα 6.4.19 : Γεωμετρία και φόρτιση πλάκας με οπή. 
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Σχήμα 6.4.20 : Συνοριακή και πεδιακή διακριτοποίηση πλάκας με οπή.  

Το πρόβλημα αυτό εμφανίζεται σε διάφορες πρακτικές εφαρμογές (Shimizu, 

2007; Kremer and Schürmann, 2008). Λόγω της ύπαρξης της οπής, η 

εφελκυστική φόρτιση προκαλεί θλιπτικές μεμβρανικές δυνάμεις xN  στην περιοχή 

της οπής. Όταν το εφελκυστικό φορτίο P  ξεπεράσει κάποια κρίσιμη τιμή 

εμφανίζεται τοπικός λυγισμός στην περιοχή της οπής. Στο Σχ. 6.4.21 

παρουσιάζονται οι ισοσταθμικές καμπύλες των μεμβρανικών δυνάμεων και η 

παραμόρφωση της πλάκας για = 1P .  
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Στον Πίνακα 6.7 παρατίθενται τα πρώτα έξι φορτία λυγισμού που προκύπτουν με 

την ΑΕΜ με = 496N  συνοριακά στοιχεία και = 532M  εσωτερικά σημεία που 

προκύπτουν από 882 τριγωνικά στοιχεία (βλ. Σχ. 6.4.20). Τα αποτελέσματα 

συγκρίνονται με αυτά που προκύπτουν με τη FEM με 5895 τετραπλευρικά 

στοιχεία. Από τον Πίνακα 6.7 προκύπτει ότι τα τέσσερα πρώτα φόρτια λυγισμού 

έχουν αρνητικό πρόσημο, δηλαδή αφορούν το λυγισμό της πλάκας λόγω 

θλιπτικού φορτίου. Το πέμπτο φορτίο λυγισμού έχει θετική τιμή και αποτελεί το 

κρίσιμο εφελκυστικό φοτρίο που προκαλεί τον τοπικό λυγισμό. Στα Σχ. 6.4.22 και 

6.4.23 φαίνονται οι ιδιομορφές λυγισμού για το πρώτο (θλιπτικό) και το τέταρτο 

(εφελκυστικό) φορτίο λυγισμού, αντίστοιχα.  

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

 

(a) 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

 

(b) 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

 

(c) 

 

(d) 

Σχήμα 6.4.21 : Ισοσταθμικές καμπύλες μεμβρανικής δύναμης (a) xN  (b) yN  (c) 

xyN  και (d) αρχικό (διακεκομμένη γραμμή) και παραμορφωμένο (συνεχής 

γραμμή) σχήμα της πλάκας για = 1P .  
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Πίνακας 6.7 : Φορτία λυγισμού με την ΑΕΜ και σύγκριση με τη FEM. 

Φορτία λυγισμού crP  kN/m  

 ΑΕΜ FEM 

1 -446.105 -434.50 

2 -573.320 -560.35 

3 -840.422 -835.45 

4 -900.890 -881.02 

5 908.082 881.90 

6 963.853 939.70 

 

Σχήμα 6.4.22 : Ιδιομορφή λυγισμού που αντιστοιχεί στο πρώτο φορτίο λυγισμού.  

 

Σχήμα 6.4.23 : Ιδιομορφή που αντιστοιχεί στο πέμπτο φορτίο λυγισμού (τοπικός 

λυγισμός γύρω από την οπή).  
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Στη συνέχεια εξετάζεται η περίπτωση της βισκοελαστικής πλάκας Kelvin-Voigt 

με η = 1 . Στο Σχ. 6.4.24 φαίνεται η πρώτη ιδιοτιμή που προκύπτει από την 

επίλυση του προβλήματος ιδιοτιμών (4.86) για την περίπτωση εφελκυστικού 

( > 0P ) και θλιπτικού φορτίου ( < 0P ). Όπως και στο προηγούμενο παράδειγμα 

τα κρίσιμα φορτία από τα οποία ξεκινά το φαινόμενο του λυγισμού στη 

βισκοελαστική πλάκα ταυτίζονται με αυτά της ελαστικής πλάκας. 
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Σχήμα 6.4.24 : Καμπύλες φορτίου-1ης ιδιοτιμής για εφελκυστικό και θλιπτικό 

φορτίο. 

6.4.5 Ευστάθεια πλάκας σταθερού πάχους υπό την επίδραση 

συντηρητικών και μη συντηρητικών μεμβρανικών φορτίων 

Αντικείμενο του παραδείγματος αυτού είναι η μελέτη της ευστάθειας της 

ελαστικής πλάκας του Σχ. 6.4.25 με το δυναμικό κριτήριο, όπως παρουσιάσθηκε 

στην Παράγραφο 4.5.2. Η πλάκα φορτίζεται με το ομοιόμορφο μεμβρανικό 

συντηρητικό φορτίο P  και το μη συντηρητικό φορτίο Q  (follower) κατά μήκος 

της πλευράς = 4x . Επίσης μελετάται η επίδραση που έχει η εσωτερική 

απόσβεση του υλικού και οι μεμβρανικές συνοριακές συνθήκες στην ευστάθεια 

της πλάκας. Οι σταθερές του υλικού είναι = × 6 230 10 kN/mE  και ν = 0.3 , η 

πυκνότητα είναι −ρ = 1 2 310 /kNm s m  ενώ το πάχος της πλάκας είναι 

= 0.1 mh . Για τη σύγκριση της λύσης με τα αποτελέσματα του Adali (1982) 
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θεωρούνται αρχικά οι μεμβρανικές συνοριακές συνθήκες που φαίνονται στο 

Σχ. 6.4.25 οι οποίες εξασφαλίζουν ομοιόμορφη μεμβρανική ένταση 

= − −xN P Q , = = 0y xyN N . Τα αποτελέσματα λήφθηκαν με = 200N  

συνοριακά στοιχεία και = 241M  εσωτερικά σημεία από 408 τριγωνικά στοιχεία.  

Πρώτα εξετάζεται η ελαστική πλάκα χωρίς απόσβεση. Στο Σχ. 6.4.26 

παρουσιάζονται οι τρείς πρώτες ιδιοσυχνότητες λ  συναρτήσει του φορτίου P  

θεωρώντας ότι είναι = 0Q  (μόνο συντηρητικό φορτίο). Στην περίπτωση αυτή οι 

ιδιοτιμές είναι πραγματικοί αριθμοί. Για = 4010 kN/mP  η πρώτη ιδιοτιμή 

γίνεται μηδέν και η πλάκα χάνει την ευστάθεια της χωρίς ταλάντωση (περίπτωση 

συνήθους λυγισμού).  
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Σχήμα 6.4.25 : Γεωμετρία και συνοριακές συνθήκες πλάκας. 

Στα Σχ. 6.4.27 και 6.4.28 παρουσιάζονται το πραγματικό και το φανταστικό 

μέρος των τριών πρώτων ιδιοσυχνοτήτων λ  συναρτήσει του φορτίου Q  

θεωρώντας ότι είναι = 0P  (μη συντηρητικό φορτίο μόνο). Όπως φαίνεται οι 

ιδιοτιμές είναι πραγματικοί αριθμοί μέχρι την τιμή του φορτίου 

= 8860 kN/mQ . Από αυτό το επίπεδο του φορτίου και πάνω οι δύο πρώτες 

ιδιοτιμές γίνονται συζυγείς μιγαδικοί αριθμοί. Το φορτίο αυτό αποτελεί το 

κρίσιμο φορτίο πτερυγισμού (flutter). Στην περίπτωση αυτή η πλάκα εκτελεί 

ταλαντώσεις με ολοένα αυξανόμενο εύρος αφού υπάρχει μια ιδιοτιμή με αρνητικό 

φανταστικό μέρος. 
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Σχήμα 6.4.26 : Καμπύλες φορτίου P -ιδιοσυχνοτήτων λ  ( = 0Q ). 
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Σχήμα 6.4.27 : Μεταβολή του πραγματικού μέρους των ιδιοσυχνοτήτων λ  

συναρτήσει του φορτίου Q  ( = 0P ). 
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Σχήμα 6.4.28 : Μεταβολή του φανταστικού μέρους των ιδιοσυχνοτήτων λ  

συναρτήσει του φορτίου Q  ( = 0P ). 

Στην περίπτωση που συνυπάρχουν τα φορτία P  και Q  η πλάκα είναι δυνατόν να 

χάσει την ευστάθεια της άλλοτε με λυγισμό και άλλοτε με πτερυγισμό. Οι 

συνδυασμοί φορτίων P  και Q  που προκαλούν τις δύο μορφές αστάθειας 

παρουσιάζονται στο Σχ. 6.4.29 και συγκρίνονται με αντίστοιχα φορτία που 

παρουσιάζει ο Adali (1982) χρησιμοποιώντας τη μέθοδο Levy.  
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Σχήμα 6.4.29 : Περιοχές ευστάθειας της πλάκας (  : ΑΕΜ,   : Adali, 1982). 
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Στη συνέχεια εξετάζεται η επίδραση της εσωτερικής αποσβέσεως στην ευστάθεια 

της πλάκας η οποία φορτίζεται μόνο με το μη συντηρητικό φορτίο Q . Η 

εσωτερική απόσβεση λαμβάνεται ως ισοδύναμη ιξώδης απόσβεση 

(βλ. Παράγραφο 4.5.2). Στην περίπτωση αυτή οι ιδιοσυνχότητες λ  είναι πάντα 

μιγαδικοί αριθμοί. Στα Σχ. 6.4.30 και 6.4.31 φαίνεται το πραγματικό και το 

φανταστικό μέρος των τριών πρώτων ιδιοσυχνοτήτων για πολύ μικρή εσωτερική 

απόσβεση = 0.0001k . Όπως φαίνεται στο Σχ. 6.4.31 εμφανίζεται ιδιοτιμή με 

αρνητικό φανταστικό μέρος για φορτίο = 8259 kN/mQ  μικρότερο από το 

φορτίο πτερυγισμού της πλάκας χωρίς απόσβεση. Πρόκειται για το φαινόμενο του 

αποσταθεροποιητικού χαρακτήρα της εσωτερικής απόσβεσης και έχει μελετηθεί 

από διάφορους ερευνητές (βλ. Εισαγωγή). Με την αύξηση της παραμέτρου k  της 

εσωτερικής αποσβέσεως του φορτίο πτερυγισμού αυξάνεται και ξεπερνά του 

κρίσιμο φορτίο της πλάκας χωρίς απόσβεση όπως φαίνεται στο Σχ. 6.4.32.  
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Σχήμα 6.4.30 : Πραγματικό μέρος των τριών πρώτων ιδιοσυχνοτήτων λ  της 

πλάκας με πολύ μικρή εσωτερική απόσβεση ( = 0.0001k ). 
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Σχήμα 6.4.31 : Φανταστικό μέρος των τριών πρώτων ιδιοσυχνοτήτων λ  της 

πλάκας με πολύ μικρή εσωτερική απόσβεση ( = 0.0001k ). 
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Σχήμα 6.4.32 : Φορτίο πτερυγισμού συναρτήσει του συντελεστή εσωτερικής 

απόσβεσης k . 

Τέλος, εξετάζεται η επίδραση των μεμβρανικών συνοριακών συνθηκών στην 

ευστάθεια της πλάκας. Στην περίπτωση αυτή θεωρούμε ότι οι μετακινήσεις εντός 

του επιπέδου της πλάκας είναι πλήρως δεσμευμένες στις τρεις πλευρές της 

πλάκας όπως φαίνεται στο Σχ. 6.4.33. Στο Σχ. 6.4.34 φαίνονται οι περιοχές 

ευστάθειας και αστάθειας της πλάκας για τις δύο περιπτώσεις των μεμβρανικών 
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συνοριακών συνθηκών. Η δέσμευση των μεμβρανικών μετακινήσεων αυξάνει 

σημαντικά τα φορτία πτερυγισμού ενώ επηρεάζει ελάχιστα τα φορτία λυγισμού.  
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Σχήμα 6.4.33. 
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Σχήμα 6.4.34 : Επίδραση των μεμβρανικών συνοριακών συνθηκών στην 

ευστάθεια της πλάκας (με συνεχή γραμμή : ελεύθερη μετακίνηση μεμβρανικών 

μετατοπίσεων, διακεκομμένη γραμμή : δέσμευση των μεμβρανκών 

μετατοπίσεων).  

6.4.6 Ευστάθεια πτερυγίου σταθερού πάχους υπό την επίδραση 

αεροδυναμικής φόρτισης 

Το ελαστικό πτερύγιο του Σχ. 6.4.35 δέχεται το αεροδυναμικό φορτίο που 

προκαλεί η υπερηχητική ροή αέρα και από τις δύο επιφάνειες του. Το πρόβλημα 

αυτό εμφανίζεται σε αεροσκάφη που κινούνται με υπερηχητική ταχύτητα μέσα σε 
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ροή αέρα ταχύτητας V . Σύμφωνα με την θεωρία πρώτης τάξεως της 

αεροδυναμικής (Dowell, 1975) λόγω της υπερηχητικής ροής του αέρα η πλάκα 

δέχεται ένα εγκάρσιο φορτίο της μορφής ( )= Δ = − + + ", ,z x x y y af p q w q w c w  με 

= 0xq , = ρ −2 22 / 1y a aq V M  και = ρ − −2 2 1.52 ( 2)/( 1)a a a ac V M M  η 

αεροδυναμική απόσβεση, όπου ρa  και V  είναι η πυκνότητα και η ταχύτητα ροής 

του αέρα και aM  ο αριθμός Mach. Οι σταθερές του υλικού της πλάκας είναι 
2 kN/m= × 82.1 10E  και ν = 0.3  ενώ το πάχος και η πυκνότητα της είναι 

m= 0.01h  και −ρ = 1 2 37.55 /kNm s m , αντίστοιχα. Το πρόβλημα επιλύθηκε για 

πυκνότητα αέρα −ρ = 1 2 30.027 /a kNm s m  και αριθμό Mach = 2aM . 

Χρησιμοποιήθηκαν = 385N  συνοριακά στοιχεία και = 125M  εσωτερικά 

σημεία όπως φαίνεται στο Σχ. 6.4.36.  
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Σχήμα 6.4.35 : Γεωμετρία πτερυγίου. 
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Σχήμα 6.4.36 : Συνοριακή και πεδιακή διακριτοποίηση πτερυγίου. 

Στα Σχ. 6.4.37 και 6.4.38 παρουσιάζονται το πραγματικό και το φανταστικό 

μέρος των δύο πρώτων ιδιοσυχνοτήτων του πτερυγίου ως συνάρτηση της 

ταχύτητας ροής του αέρα χωρίς να υπάρχει κάποιου είδους απόσβεση και υπό την 

επίδραση της εξωτερικής αεροδυναμική απόσβεσης. Όπως φάνηκε παραπάνω η 
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αεροδυναμική απόσβεση εξαρτάται από την ταχύτητα του αέρα, δηλαδή 

εξαρτάται από τη φόρτιση της πλάκας και για το λόγο αυτό στο Σχ. 6.4.38 

παρουσιάζεται ότι φανταστικό μέρος των δύο πρώτων ιδιοσυχνοτήτων αυξάνεται 

γραμμικά με την ταχύτητα V . Στην περίπτωση που δεν υπάρχει απόσβεση οι 

ιδιοσυχνότητες είναι πραγματικοί αριθμοί μέχρι την ταχύτητα 239.1 m/secV = , 

όπου γίνονται συζυγείς μιγαδικοί και επομένως εμφανίζεται πτερυγισμός. Στην 

περίπτωση που λαμβάνεται υπόψη η αεροδυναμική απόσβεση οι δύο πρώτες 

ιδιοσυχνότητες είναι μιγαδικοί αριθμοί με ίδιο φανταστικό μέρος. Όταν η 

ταχύτητα γίνει ίση με 239.1 m/sV =  το πραγματικό τους μέρος ταυτίζεται ενώ 

από το σημείο αυτό και μετά αρχίζουν να διαφέρουν στο φανταστικό μέρος. Το 

πτερύγιο χάνει την ευστάθεια του με πτερυγισμό όταν το φανταστικό μέρος 

κάποιας ιδιοσυχνότητας γίνει αρνητικό. Αυτό συμβαίνει όταν η ταχύτητα του 

αέρα γίνει 252.5 m/sV = , η οποία είναι σημαντικά μεγαλύτερη από την 

αντίστοιχη ταχύτητα χωρίς απόσβεση.  

Στη συνέχεια εισάγεται στο σύστημα πολύ μικρή εσωτερική απόσβεση χωρίς να 

υπάρχει κάποια άλλη εξωτερική πηγή αποσβέσεως και. εξετάζεται η επίδραση 

που έχει στην κρίσιμη ταχύτητα πτερυγισμού. Η εσωτερική απόσβεση 

λαμβάνεται ως ισοδύναμη ιξώδης απόσβεση με συντελεστή = 0.001k . Στο 

Σχ. 6.4.39 παρουσιάζεται το φανταστικό μέρος της πρώτης ιδιοσυχνότητας όπου 

φαίνεται ότι η κρίσιμη ταχύτητα έχει μειωθεί σημαντικά σε = 26.7 m/secV .  

Τέλος εξετάζεται η επίδραση εξωτερικής αποσβέσεως σταθερής τιμής, που να 

μην εξαρτάται δηλαδή από την ταχύτητα του αέρα όπως η αεροδυναμική 

απόσβεση. Στο Σχ. 6.4.40 παρουσιάζεται το φανταστικό μέρος των δύο πρώτων 

ιδιοσυχνοτήτων για δύο περιπτώσεις της εξωτερικής απόσβεσης. Σε αντίθεση με 

την περίπτωση της αεροδυναμικής απόσβεσης, το φανταστικό μέρος των 

ιδιοσυχνοτήτων είναι σταθερό και ανεξάρτητο της ταχύτητας του αέρα μέχρι το 

σημείο που οι δύο πρώτες ιδιοσυχνότητες διαχωρίζονται. Όπως φαίνεται η 

εξωτερική απόσβεση αυξάνει πάντα το φορτίο πτερυγισμού ενώ επιβεβαιώνεται 

και εδώ ότι πολύ μικρή εσωτερική απόσβεση έχει αποσταθεροποιητικό 

χαρακτήρα. Το πρόβλημα αυτό επιλύεται και παρακάτω στο Παράδειγμα 6.6.4, 
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όπου εξετάζεται η μη γραμμική απόκριση του πτερυγίου υπό την επίδραση της 

αεροδυναμικής φόρτισης.  
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Σχήμα 6.4.37 : Πραγματικό μέρος των δύο πρώτων ιδιοσυχνοτήτων του 

πτερυγίου χωρίς απόσβεση και με αεροδυναμική απόσβεση. 
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Σχήμα 6.4.38 : Φανταστικό μέρος των δύο πρώτων ιδιοσυχνοτήτων του πτερυγίου 

χωρίς απόσβεση και με αεροδυναμική απόσβεση. 
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Σχήμα 6.4.39 : Φανταστικό μέρος της πρώτης ιδιοσυχνότητας για εσωτερική 

απόσβεση με = 0.001k . 
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Σχήμα 6.4.40 : Φανταστικό μέρος των δύο πρώτων ιδιοσυχνοτήτων για  σταθερή 

εξωτερική απόσβεση = 0.2c  και = 0.4c . 

 

 

 


