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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

΄Εστω Χ χώρος Banach με dimX < ∞ και Τ∈B(X) αντιστρέψιμος τελεστής

τότε υπάρχει πολυώνυμο P έτσι ώστε T−1 = P (T ) .

Η απόδειξη προκύπτει εύκολα από το Θεώρημα Cayley-Hamilton (θεώρημα

13.4.1 [8]) και από το ότι σε κάθε διανυσματικό χώρο με νόρμα πεπερασμένης

διάστασης Χ κάθε Τ ∈ B(X) αντιστοιχεί ακριβώς σε ένα πίνακα ως προς μια

βάση

(Παραδείγματα 2.2.5,2.8.1 [9]).

Αν τώρα Χ χώρος Banach άπειρης διάστασης το αντίστοιχο δεν ισχύει.

Ακόμα δεν ισχύει ότι αν ο Χ χώρος Banach άπειρης διάστασης και Τ∈ B(X)

αντιστρέψιμος ο T−1 γράφεται σαν weak όριο (όριο στην weak operator
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topology )πολυωνύμων του Τ.

Το πιο κάτω παράδειγμα θεωρείται το συνηθέστερο που μας το αποδεικνύει.

Παράδειγμα 1. ΄Εστω ο l2(Z) = {(xn)n∈Z ∈ CZ :
∑∞
i=−∞ x

2
i <∞} θέτουμε

T : l2(Z)→ l2(Z) με T ((xn)n∈Z) = ((xn+1)n∈Z) τότε ο T ∈ B(l2(Z)) και είναι

αντιστρέψιμος με T−1((xn)n∈Z) = ((xn−1)n∈Z) .

Ο T−1 όμως δεν μπορεί να είναι weak όριο πολυωνύμων του Τ όπως αποδει-

κνύεται εύκολα χρησιμοποιώντας τα (θεώρημα 2.1 και 2.5 [15]).

Εδώ να τονίσουμε ότι σε αυτή την εργασία λόγω συντομίας με τον όρο χώρο

Banach θα εννοούμε μιγαδικό χώρο Banach , με τον όρο τελεστή σε ένα χώρο

με νόρμα θα εννοούμε γραμμικό και φραγμένο τελεστή στον χώρο αυτό και

με τον υπόχωρο ενός τυπολογικού διανυσματικού χώρου θα εννοούμε κλειστό

υπόχωρο. Επίσης αν Χ χώρος με νόρμα θα συμβολίζουμε με X∗ τον δυϊκό του

Χ,με B(X) το σύνολο των γραμμικών και φραγμένων τελεστών στον Χ και με

S(X) την μοναδιαία σφαίρα του Χ.

Με βάση λοιπόν αυτά που προαναφέραμε γεννάται το πρόβλημα εύρεσης

ικανών και αναγκαίων συνθηκών έτσι ώστε σε ένα άπειρης διάστασης χώρο

Banach X ένας αντιστρέψιμος τελεστής T ∈ B(X) να έχει αντίστροφο που

γράφετε σαν όριο πολυωνύμων του T . Στην εργασία ασχολούμαστε κυρίως με

το πρόβλημα εύρεσης αναγκαίων και ικανών συνθηκών έτσι ώστε ο αντίστρο-
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φος του τελεστή να γράφετε σαν weak όριο πολυωνύμων του. Συγκεκριμένα

στηριζόμενοι στο άρθρο του Σ. Καρανάσιου [11] θα δώσουμε ικανές και αναγ-

καίες συνθήκες για ένα αντιστρέψιμο τελεστή σε ένα uniformly convex Banach

χώρο έτσι ώστε ο αντίστροφος του να γράφεται σαν weak όριο πολυωνύμων

του.

Το πρόβλημα αυτό σε χώρους Hilbert απασχόλησε πολλούς μαθηματικούς

με πρώτους τους A. Feintuch και J.A. Erdos εκ των οποίων ο πρώτος ήταν αυ-

τός που έθεσε κιόλας το πρόβλημα [3, 2, 1])και ο δεύτερος αυτός που κατάφερε

να δώσει αναγκαίες και ικανές συνθήκες για να γράφεται ο αντίστροφος ενός

αντιστρέψιμου τελεστή σε ένα χώρο Hilbert σαν weak όριο πολυωνύμων του

τελεστή. Τα εργαλεία που χρησιμοποίησε ο Erdos για να δώσει απαντήσεις

στο πρόβλημα τον βοήθησαν να απλοποιήσει και τις υποθέσεις του Brodski

(σελίδα 16.[4] ) για ένα τελεστή Τ σε ένα χώρο Hilbert έτσι ώστε κάθε μεγι-

στικό nest Τ-αναλοίωτων υποχώρων να είναι συνεχές. Με βάση την δουλειά

του J.A. Erdos ,ο Σ. Καρανάσιος [11] μετέφερε το πρόβλημα σε χώρους Bana-

ch , έδωσε τις αναγκαίες και ικανές συνθήκες για να γράφετε ο αντίστροφος

ενός αντιστρέψιμου τελεστή σε ένα uniformly convex Banach χώρο σαν weak

όριο πολυωνύμων του καθώς και τις υποθέσεις για τον τελεστή Τ σε ένα uni-

formly convex Banach χώρο, έτσι ώστε κάθε μεγιστικό nest Τ-αναλλοίωτων

υποχώρων να είναι συνεχές.
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Ορισμός 1. ΄Εστω Χ χώρος με νόρμα ο Χ καλείται strictly convex αν

x, y ∈ Xγραμμικά εξαρτημένα ⇔ ‖x+ y‖ = ‖x‖+ ‖y‖.

Ορισμός 2. ΄Εστω Χ χώρος με νόρμα ο Χ καλείται uniformly convex αν

για κάθε ε ∈ R με 0 < ε ≤ 2, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x, y ∈ X με

‖x‖ = ‖y‖ = 1 και ‖x− y‖ ≥ ε⇒ ‖1
2
(x+ y)‖ ≤ 1− δ.

Πρόταση 1. ΄Εστω Χ χώρος Banach. Ο Χ είναι strictly convex αν και μόνο

αν για κάθε x, y ∈ X με ‖x‖ = ‖y‖ = 1 και ‖x+y‖
2

= 1⇒ x = y.

Απόδειξη. (⇒) ΄Εστω Χ strictly convex αν x, y ∈ X με ‖x‖ = ‖y‖ = 1 και

‖x+y‖
2

= 1 τότε ‖x+ y‖ = ‖x‖+ ‖y‖.

Επειδή Χ strictly convex έπεται ότι τα x, y είναι γραμμικά εξαρτημένα. ΄Αρα

υπάρχει λ ∈ C τέτοιο ώστε

x = λy. ΄Ομως από το ‖x‖ = ‖y‖ έπεται x = y.

(⇐) ΄Εστω ότι για κάθε x, y ∈ X με ‖x‖ = ‖y‖ = 1 και ‖x+y‖
2

= 1 ⇒ x = y.

Για να δείξουμε ότι ο Χ είναι strictly convex αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε

x, y ∈ X \ {0} με ‖x+ y‖ = ‖x‖+ ‖y‖ υπάρχει λ ∈ C τέτοιο ώστε x = λy.

Πραγματι θα δείξουμε ότι είναι λ = ‖x‖
‖y‖

΄Εστω ότι
x
‖x‖ 6=

y
‖y‖ . Θέτουμε f(t) = ‖ x

‖x‖ + (1− t) y
‖y‖‖, t ∈ [0, 1].

Τότε λόγω της υπόθεσης μας η f(t) < 1, για κάθε t ∈ (0, 1). ΄Ομως
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f( ‖x‖
‖x‖+‖y‖) = 1, άτοπο.

΄Αρα
x
‖x‖ = y

‖y‖ .

Πρόταση 2. ΄Εστω Χ χώρος Banach. Αν ο Χ είναι uniformly convex τότε

είναι και strictly convex.

Απόδειξη. ΄Εστω Χ uniformly convex από πρόταση 1 αρκεί να δείξουμε ότι για

κάθε x, y ∈ X με ‖x‖ = ‖y‖ = 1 και ‖x+y‖
2

= 1⇒ x = y.

Θα το αποδείξουμε με άτοπο απαγωγή.

΄Εστω ότι υπάρχει x, y ∈ X με ‖x‖ = ‖y‖ = 1, ‖x+y‖
2

= 1 και x 6= y.

Τότε υπάρχει ε ∈ (0, 2] με ‖x− y‖ ≥ ε

και επομένως, επειδή Χ uniformly convex,

υπάρχει δ(ε) > 0 έτσι ώστε ‖x+y
2
‖ ≤ 1− δ < 1 άτοπο.

Επομένως ο Χ είναι strictly convex .
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Πρόταση 3. ΄Εστω Χ πεπερασμένης διάστασης χώρος Banach. Αν ο Χ είναι

strictly convex τότε είναι και uniformly convex.

Απόδειξη. Θα το δείξουμε με άτοπο απαγωγή.

΄Εστω Χ strictly convex και όχι uniformly convex

⇒ υπάρχει ε ∈ (0, 2] τέτοιο ώστε για κάθε δ > 0 να υπάρχει x, y ∈ X με

‖x‖ = ‖y‖ = 1, ‖x− y‖ ≥ ε και ‖1
2
(x+ y)‖ > 1− δ

⇒ υπάρχει ε ∈ (0, 2], x, y ∈ X με ‖x‖ = ‖y‖ = 1, ‖x− y‖ ≥ ε

και 1 ≥ ‖1
2
(x+ y)‖ ≥ 1

⇒ υπάρχει ε ∈ (0, 2], x, y ∈ X με ‖x‖ = ‖y‖ = 1, ‖x− y‖ ≥ ε και

‖x+ y‖ = 2 = ‖x‖+ ‖y‖ όμως Χ strictly convex

⇒ υπάρχει λ ∈ C τέτοιο ώστε x = λy όμως ‖x‖ = ‖y‖

⇒ x = y ⇒ ‖x− y‖ = 0 άτοπο.

΄Αρα ο Χ είναι uniformly convex .

Ορισμός 3. ΄Εστω Χ χώρος με νόρμα και X∗∗ ο δεύτερος δυϊκός του Χ, ο Χ

θα καλείται αυτοπαθής (reflective ) αν η κανονική εμφύτευση J : X → X∗∗ με

J(x)(f) = f(x), για κάθε f ∈ X∗, x ∈ X εκτός από ισομετρία είναι και επί.
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Θεώρημα 1 (Milman). ΄Εστω Χ χώρος Banach .Αν ο Χ είναι uniformly

convex τότε είναι αυτοπαθής.

Απόδειξη. [13]

Πρόταση 4. ΄Εστω Χ αυτοπαθής χώρος Banach και f ∈ X∗ τότε υπάρχει

x ∈ X με ‖x‖ = 1 και f(x) = ‖f‖.

Απόδειξη. ΄Εστω Χ αυτοπαθής χώρος Banach από θεώρημα

Hahn-Banach υπάρχει x∗∗ ∈ X∗∗ με

‖x∗∗‖ = 1 και x∗∗(f) = ‖f‖

επιπλέον ο Χ είναι αυτοπαθής άρα υπάρχει x ∈ X με

J(x) = x∗∗, ‖x‖ = ‖J(x)‖ = ‖x∗∗‖ = 1 και f(x) = x∗∗(f) = ‖f‖.

Πόρισμα 1. ΄Εστω Χ uniformly convex Banach χώρος και f ∈ X∗ τότε

υπάρχει x ∈ X με ‖x‖ = 1 και f(x) = ‖f‖.

Απόδειξη. Από Θεώρημα 1 ο Χ είναι αυτοπαθής και άρα από Πρόταση 4 υπάρχει

x ∈ X με ‖x‖ = 1 και f(x) = ‖f‖.

13



Ορισμός 4. ΄Εστω Χ χώρος με νόρμα και Τ∈ B(X). Καλούμε spatial

numerical range του Τ το σύνολο

V (T ) = {f(T (x)) : f ∈ S(X∗), ‖x‖ = 1, f(x) = 1}

και numerical range του Τ το σύνολο

V (B(X), T ) = {f(TA) : f ∈ S(B(X)∗), A ∈ S(B(X)), f(A) = 1}.

Πρόταση 5. ΄Εστω Χ χώρος Banach και Τ∈ B(X) με 0 /∈ V (T ) τότε ο Τ

είναι 1− 1.

Απόδειξη. Θα δειχθεί με άτοπο απαγωγή.

΄Εστω ότι ο Τ δεν είναι 1-1

τότε υπάρχει x ∈ X με ‖x‖ 6= 0 και T (x) = 0.

΄Αρα για y = x
‖x‖ = 1 είναι T (y) = 0.

Από γνωστό πόρισμα του θεωρήματος Hahn-Banach υπάρχει f ∈ X∗ με

‖f‖ = 1, f(y) = 1 τότε όμως f(T (y)) = f(0) = 0⇒ 0 ∈ V (T ) άτοπο.

Ορισμός 5. ΄Εστω Χ χώρος με νόρμα, Τ∈ B(X) και M ⊆ X υπόχωρος του

Χ, ο Μ θα καλείται Τ-αναλλοίωτος (ή αναλλοίωτος ως προς Τ) αν T (M) ⊆M ,

όπου T (M) = {T (x) : x ∈ M}. Θα συμβολίζουμε με LatT το σύνολο που

περιέχει τους αναλλοίωτους υπόχωρους ως προς Τ

LatT = {M ⊆ X : M Τ-αναλλοίωτος }.
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Ορισμός 6. ΄Εστω Χ χώρος με νόρμα και Τ∈ B(X) ο Τ καλείται Full αν

T (M) = M, για κάθε M ∈ LatT .

Ορισμός 7. ΄Εστω Χ διανυσματικός χώρος και N ⊆ X θα καλούμε γραμμική

θήκη του Ν (cls(N)) το σύνολο

cls(N) = {∑n
i=1 λixi : xi ∈ X,λi ∈ C, i = 1, .., n, n ∈ N}.

Ορισμός 8. ΄Εστω Χ διανυσματικός χώρος και N ⊆ X. Θα καλούμε κυρτή

θήκη του Ν (co(N)) το σύνολο

co(N) = {∑n
i=1 λixi : xi ∈ X,λi ∈ R+ ∪ {0}, i = 1, .., n,

∑n
i=1 λi = 1, n ∈ N}.

Ορισμός 9. ΄Εστω Χ χώρος με νόρμα και T ∈ B(X). Ο Τ λέγεται

quasinilpotent αν σ(T ) = {0}, όπου σ(T ) = {λ ∈ C : λI−Tμη αντιστρέψιμος }

το φάσμα του Τ.

Ορισμός 10. ΄Εστω Χ σύνολο και N ⊆ P(X), όπου P(X)το δυναμοσύνολο

του Χ. Το N θα καλείται nest αν (N ,⊆) ολικά διατεταγμένο .

Αν Ν∈ N θα συμβολίζουμε με N το σύνολο N =
⋃
{M∈N ,M(N}M

Το nest N θα καλείται μεγιστικό αν για κάθε Uμε U ⊆ X,N∪{U}δεν είναι nest
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΄Επιπλέον αν Χ διανυσματικός χώρος,

το nest N θα καλείται complete αν {0}, X ∈ N .

Το nest N θα καλείται συνεχές αν είναι complete και N = N, για κάθε N ∈ N .

Ορισμός 11. ΄Εστω Χ διανυσματικός χώρος η συνάρτηση ‖ · ‖ : X → R

καλείται ημινόρμα στο Χ αν για κάθε x, y ∈ X,λ ∈ C ισχύει:

i)‖x‖ ≥ 0

ii)‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

iii)‖λx‖ = |λ|‖x‖.

Ορισμός 12. ΄Εστω Χ διανυσματικός χώρος και P οικογένεια ημινορμών

του Χ. Η B = {{u ∈ X : pi(u − x) < ε, για κάθε i ∈ (1, ..., n)} : x ∈

X,n ∈ (N), ε > 0, pi ∈ P , για κάθε i ∈ (1, ..., n)} είναι βάση για μια τοπολογία

(πράγματι
⋃
B∈B B = X και αν B1, B2 ∈ B τότε για κάθε u ∈ B1 ∩B2 υπάρχει

Bu ∈ B με u ∈ Bu ⊆ B1 ∩ B2) την τοπολογία αυτή ονομάζουμε τοπολογία

του Χ επαγόμενη από την οικογένεια ημινορμών (P ) και τη συμβολίζουμε με

T (P).

Ορισμός 13. ΄Εστω Χ διανυσματικός χώρος με νόρμα και T τοπολογία επί

του Χ. Η T καλείται γραμμική (ή τοπολογία διανυσματικού χώρου) αν

+ : X ×X → X και· : C×X → X είναι συνεχείς συναρτήσεις.
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Πρόταση 6. ΄Εστω Χ χώρος με νόρμα. Τότε + : X×X → X, · : C×X → X

Απόδειξη. (1.2 πρόταση 1 [6] )

Παρατήρηση 1. Από πρόταση 6 σε ένα διανυσματικό χώρο με νόρμα η

επαγόμενη τοπολογία από την νόρμα είναι γραμμική τοπολογία.

Πρόταση 7. ΄Εστω Χ διανυσματικός χώρος και P οικογένεια ημινορμών επι

του Χ τότε η T (P) είναι γραμμική τοπολογία .

Απόδειξη. (Πρόταση 2.3.1 και σελίδα 88 [6])

Ορισμός 14. ΄Εστω Χ διανυσματικός χώρος με νόρμα. Καλούμε uniform (

ή norm ) τοπολογία στον B(X)την τοπολογία που επάγεται απο την νόρμα

‖ · ‖ : B(X)→ R με ‖T‖ = sup{‖T (x)‖ : ‖x‖ ≤ 1} του Β(Χ) (UT ).

Παρατήρηση 2. Εξ ορισμού αν An, A ∈ B(X), για κάθε n ∈ N. Τότε

An → A στην uniform τοπολογία

⇔ limn→∞ ‖An − A‖ = 0

⇔ limn→∞ ‖An(x)− A(x)‖ = 0 ομοιόμορφα για κάθε x ∈ X

⇔ An(x)→ A(x) ομοιόμορφα για κάθε x ∈ X.
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Ορισμός 15. ΄Εστω Χ διανυσματικός χώρος με νόρμα και η οικογένεια ημι-

νορμών

P = {‖ · ‖x : B(X)→ R : ‖A‖x = ‖A(x)‖, x ∈ X} στο Β(Χ),τότε η τοπολογία

που επάγεται απο την P επί της Β(Χ) καλείται strong τοπολογία στο Β(Χ)(SOT)

Παρατήρηση 3. Εξ ορισμού αν An, A ∈ B(X), για κάθε n ∈ N.Τότε

An → A στην strong τοπολογία

⇔ limn→∞ ‖An(x)− A(x)‖ = 0, για κάθε x ∈ X

⇔ An(x)→ A(x), για κάθε x ∈ X.

Ορισμός 16. ΄Εστω Χ διανυσματικός χώρος με νόρμα και η οικογένεια ημι-

νορμών P = {‖ · ‖x,f : B(X) → R : ‖A‖x,f = |f(A(x))|, x ∈ X, f ∈ X∗} στο

Β(Χ. Τότε η τοπολογία που επάγεται απο την P επί της Β(Χ) καλείται weak

τοπολογία στο Β(Χ) (WOT ).

Παρατήρηση 4. Εξ ορισμού αν An, A ∈ B(X), για κάθε n ∈ N. Τότε

An → A στην WOT τοπολογία

⇔ limn→∞ |f(An(x))− f(A(x))| = 0, για κάθε x ∈ X, f ∈ X∗

⇔ f(An(x))→ f(A(x)), για κάθε x ∈ X, f ∈ X∗

Παρατήρηση 5. WOT ⊆ SOT ⊆ UT .
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Ορισμός 17. ΄Εστω A 6= ∅ σύνολο το Α λέγεται άλγεβρα αν είναι εφοδιασμένο

με 3 πράξεις ”+”, ” ·”, ”◦” έτσι ώστε (A,+, ·) διανυσματικός χώρος , (A,+, ◦)

δακτύλιος και λ(a ◦ b) = (λa) ◦ b = a ◦ (λb), για κάθε a, b ∈ A, λ ∈ C.

Ορισμός 18. ΄Εστω Α άλγεβρα και F ⊆ A τότε η μικρότερη άλγεβρα που

περιέχει το F καλείται άλγεβρα παραγόμενη από το F (α(F ) ).

Ορισμός 19. ΄Εστω Β σύνολο. Το Β θα καλείται άλγεβρα με νόρμα αν ο

Β είναι χώρος με νόρμα , άλγεβρα και επιπλέον για κάθε x, y ∈ B ισχύει

‖x ◦ y‖ = ‖x‖‖y‖.

Ορισμός 20. ΄Εστω Χ χώρος με νόρμα , η άλγεβρα με νόρμα Β(Χ) και η

υποάλγεβρα της A. Καλούμε weak (αντίστοιχα strong ,uniformly ) κλειστότητα

της A την κλειστότητα της A ως προς την WOT (αντίστοιχα SOT, UT ) και

την συμβολίζουμε με A(wot) ( αντίστοιχα A(sot),A(ut)).

Παρατήρηση 6. ΄Εστω Χ χώρος με νόρμα , η άλγεβρα με νόρμα Β(Χ) και

η υποάλγεβρα της A. Τότε

A(ut) ⊆ A(sot) ⊆ A(wot).
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Παρατήρηση 7. ΄Εστω Χ χώρος Banach και Μ ένα κυρτό υποσύνολο του

Β(Χ). Τότε

M(sot) = M(wot).

Πόρισμα 2. ΄Εστω Χ χώρος Banach καιM υποάλγεβρα του Β(Χ). Τότε

M(sot) =M(wot)

Ορισμός 21. ΄Εστω H χώρος Hilbert και T ∈ B(X). Ο Τ καλείται strictly

positive αν υπάρχει δ > 0 έτσι ώστε για κάθε x ∈ H ισχύει << T (x), x > ≥

δ‖x‖2.
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Κεφάλαιο 2

Προσέγγιση του αντιστρόφου

2.1 Συνέχεια μεγιστικού nest από Τ-αναλλοίωτους

υπόχωρους

Σε αυτή την πρώτη ενότητα του κεφαλαίου θα παραθέσουμε καταρχάς δύο λήμ-

ματα και ένα θεώρημα ιδιαίτερα σημαντικά, μιας και θα χρησιμοποιηθούν ουκ

ολίγες φορές στο υπόλοιπο αυτής της εργασίας . ΄Επειτα χρησιμοποιώντας αυτά

τα εργαλεία θα βρούμε ικανές συνθήκες για ένα τελεστή Τ σε ένα uniformly

convex Banach χώρος έτσι ώστε κάθε μεγιστικό nest από Τ-αναλλοίωτους

υπόχωρους να είναι συνεχές.Αξίζει να σημειωθεί ότι συνθήκες αυτές είναι α-

σθενέστερες απο αυτές που αναφέρει ο Brodski (σελίδα 16.[4] ).

21



Λήμμα 1. ΄Εστω Χ uniformly convex Banach χώρος. Αν T ∈ B(X) με

0 /∈ V (T ) τότε ο Τ είναι full τελεστής.

Απόδειξη. Θα δειχθεί με άτοπο απαγωγή .

΄Εστω ότι ο Τ δεν είναι full. Τότε υπάρχει M ⊆ X Τ-αναλλοίωτος έτσι ώστε

T (M) = N (M .

Επομένως θα υπάρχει x0 ∈M \N

΄Αρα υπάρχει x0 /∈ N και δ με δ = d(x0, N) > 0.

Τότε η συνάρτηση f1 :< N ∪ x0 >→ R με f1(y + λx0) = λδ είναι γραμμική,

επίσης |f1(y + λx0)| ≤ ‖y + λx0‖ ⇒ ‖f1‖ ≤ 1

και επειδή f1(
x0
δ

) = 1⇒ ‖f1‖ = 1.

Απο θεώρημα Hahn-Banach έπεται ότι υπάρχει f : X → R με

f(N) = 0, f ∈ S(X∗).

Επιπλέον ο Χ uniformly convex άρα και ο Μ uniformly convex επομένως από

Πόρισμα 1 θα υπάρχει y ∈M με ‖y‖ = 1 και f(y) = 1

όμως f(T (y)) = 0 και άρα 0 ∈ V (T ) άτοπο.

Επομένως ο είναι full τελεστής.
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Λήμμα 2. ΄Εστω Χ uniformly convex Banach χώρος και T ∈ B(X) αντι-

στρέψιμος τελεστής με 0 /∈ V (T ) τότε LatT ⊆ LatT−1.

Απόδειξη. M ∈ LatT,Mκλειστός⇒ (T−1)−1(M)κλειστός

⇒ T (M)κλειστός ⇒ T (M) = T (M). ΄Ομως από λήμμα 1 ο Τ είναι full άρα

T (M) = M ⇒ T (M) = M επίσης από πρόταση 5 T−1(M) ⊆M .

Επομένως M ∈ LatT−1.

Θεώρημα 2. ΄Εστω Χ uniformly convex Banach χώρος και T ∈ B(X)

quasinilpotent τελεστής με 0 /∈ V (T ). Αν M,N ∈ LatT με M ⊆ N τότε

dim(N \M) 6= 1 .

Απόδειξη. Θα δειχθεί με άτοπο απαγωγή .

΄Εστω M,N ∈ LatT με M ⊆ N και dim(N \M) = 1.

Τότε υπάρχει x ∈ N \M έτσι ώστε < x+M >= N .

Επειδή N ∈ LatT ⇒ T (x) ∈ N. ΄Αρα T (x) = αx+ y, α ∈ C, y ∈M

έπεται για κάθε a ∈ C, x ∈ N, (T −αI)x ∈M ⇒ (T −αI)N ⊆M . Επομένως

αν α=0, T (N) ⊆ M ⇒ T (N) ⊆ M και επειδή 0 /∈ V (T ), από λήμμα 1, ο Τ

είναι Full έπεται N ⊆M ⇒ N = M ⇒ dim(N \M) = 0, άτοπο.

Αν όμως α 6= 0 τότε επειδή Τ quasinilpotent υπάρχει ο (T − αI)−1 και είναι

όριο πολυωνύμων του Τ στην uniform τοπολογία.

Τότε N ⊆ (T − αI)−1M ⊆M και άρα N = M,dim(N \M = 0) άτοπο.
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Λήμμα 3. ΄Εστω Χ χώρος Banach και N nest από υποχώρους του Χ. Τότε

το N είναι μεγιστικό αν και μόνο αν N είναι complete και για κάθε N ∈ N

ισχύει

dim(N \N ) ≤ 1.

Απόδειξη. (⇒) ΄Εστω N μεγιστικό και το Χ(αντίστοιχα το {0}) δεν ανήκει

στο N . Τότε τοM = N ∪ {X}(αντίστοιχα τοM = N ∪ {{0}})είναι nest με

N (M.

΄Αρα το N δεν είναι μεγιστικό , άτοπο. Επομένως N complete .

Επιπλέον αν υπάρχει N ∈ N τέτοιο ώστε dim(N \ N ) > 1 τότε υπάρχει

x, y ∈ N γραμμικά ανεξάρτητα με x, y /∈ N =
⋃
{M∈N ,M(N}M

ορίζουμε λοιπόν N∗ = < N + x > και θεωρούμεM = N ∪ {N∗}.

Τότε τοM είναι nest και N ( N∗ ( N.⇒ N (M

Επομένως το N δεν είναι μεγιστικό , άτοπο. ΄Αρα για κάθε N ∈ N ισχύει

dim(N \N ) ≤ 1.

(⇐) ΄Εστω ότι το N δεν είναι μεγιστικό. Τότε θα υπάρχει υπόχωρος N∗ με

{0} ( N∗ ( X με N∗ /∈ N .΄Ετσι το N ∪ {N∗} θα είναι nest .

⇒ υπάρχει N ∈ N έτσι ώστε N ( N∗ ( N . Οπότε N \ N∗ ( N \ N ΄Αρα

dim(N \N∗) < dim(N \N ) ≤ 1⇒ N = N∗, άτοπο.

Επομένως N μεγιστικό.

24



Πρόταση 8. ΄Εστω Χ uniformly convex Banach χωρος και T ∈ B(X) qua-

sinilpotent τελεστής με 0 /∈ V (T ).

Τότε κάθε μεγιστικό nest από Τ-αναλλοίωτους υπόχωρους είναι συνεχές.

Απόδειξη. ΄Εστω N ένα μεγιστικό nest από Τ-αναλλοίωτους υπόχωρους. Τότε

από λήμμα 3 N complete και για κάθε N ∈ (N) είναι dim(N \ N ) ≤ 1.

Επιπλέον επειδή για κάθε N ∈ N Τ-αναλλοίωτο ο N είναι Τ-αναλλοίωτος με

N ⊆ N ,

από θεώρημα 2, θα είναι dim(N \ N ) 6= 1 οπότε dim(N \ N ) = 0 και άρα

N = N .
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2.2 Ο χώρος (X(n))∗ και ο ισομορφισμός του

με τον (X∗)(n)

΄Οπως και στην προηγούμενη ενότητα έτσι και σε αυτή θα αναφέρουμε και

θα αποδείξουμε προτάσεις που αποτελούν απαραίτητα εργαλεία για την εργασία

αυτή. Συμβολίζουμε με X(n)
το ευθύ άθροισμα από n χώρους Χ. Συγκεκριμένα

θα δείξουμε ότι αν ο Χ uniformly convex Banach χώρος το ευθύ αθροισμα απο

n χώρους X∗ , (X∗)(n) με την νόρμα ‖·‖q είναι ισομετρικό με τον χώρο (X(n))∗

όπου ό X(n)
με την νόρμα ‖ ·‖p. Το αποτέλεσμα αυτό θα μας δώσει σημαντικές

σχέσεις για τα spatial numerical range V (T ), V (T (n)) όπου ο Τ ένας τελεστής

στον uniformly convex Banach Χ και ο T (n) =
∑n
i=1⊕T .

Πρόταση 9. ΄Εστω Χ uniformly convex Banach. χώρος . Η συνάρτηση

F : (X∗)(n) → (X(n))∗ με F (
∑n
i=1⊕fi) = Λ όπου Λ(

∑n
i=1⊕xi) =

∑n
i=1 fi(xi)

είναι ένας ισομετρικός ισομορφισμός και άρα οι (X∗)(n), (X(n))∗ είναι ισομετρι-

κοί, όπου (X(n), ‖ · ‖p), ((X∗)(n), ‖ · ‖q) και 1
q

+ 1
p

= 1

Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι η F είναι 1− 1, επί και ισομετρία.

(1− 1): Πράγματι έστω f =
∑n
i=1⊕fi, g =

∑n
i=1⊕gi με f 6= g

και F (f) = F (g).

Ισοδύναμα για κάθε x1, ...xn ∈ X ισχύει
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∑n
i=1 fi(xi) =

∑n
i=1 gi(xi)

Επομένως αν για κάθε j ∈ {1, ..., n}, για κάθε i ∈ {1, ..., n} \ {j} επιλέξουμε

xi = 0 τότε έχουμε

fj(xj) = gj(xj) για κάθε xj ∈ X και άρα έπεται ότι

fj = gj για κάθε j ∈ {1, ..., n}.

΄Αρα f = g

(Επί): ΄Εστω Ψ ∈ (X(n))∗. Θέτουμε fi : X → R με fi(x) = Ψ(
∑n
j=1⊕δij(x)).

Τότε η fi ∈ X∗ και άρα από τον ορισμό της F είναι F (
∑n
i=1⊕fi) = Ψ.

(Ισομετρία): ΄Εστω f =
∑n
i=1⊕fi ∈ (X∗)(n) καιF (f) = Λ.

Για κάθε x ∈ X(n)
είναι

‖Λ(x)‖ = |∑n
i=1 fi(xi)| ≤

∑n
i=1 ‖fi‖‖xi‖ ≤ (

∑n
i=1 ‖fi‖q)

1
q (
∑n
i=1 ‖xi‖p)

1
p =

(
∑n
i=1 ‖fi‖q)

1
q ‖x‖ ⇒ ‖Λ‖ ≤ (

∑n
i=1 ‖fi‖q)

1
q = ‖f‖.

΄Αρα αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχει y ∈ X(n)
έτσι ώστε Λ(y) = ‖f‖ με ‖y‖ = 1

Ο Χ είναι uniformly convex Banach χώρος και άρα, από Πόρισμα 1 έχουμε ότι

για κάθε i ∈ {1, ..., n} υπάρχει xi ∈ X τέτοιο ώστε ‖xi‖ = 1 και fi(xi) = ‖f‖

θέτουμε y =
∑n
i=1⊕(‖fi‖

q
pxi) τότε

‖y‖ = (
∑n
i=1 ‖fi‖q‖xi‖p)

1
p = (

∑n
i=1 ‖fi‖q)

1
p

και Λ(y) =
∑n
i=1 ‖fi‖

q
pfi(xi) =

∑n
i=1 ‖fi‖

q
p
+1 =

∑n
i=1 ‖fi‖q =

(
∑n
i=1 ‖fi‖q)

1
q (
∑n
i=1 ‖fi‖q)

1
p = ‖f‖‖y‖

⇒ Λ( y
‖y‖) = ‖f‖.
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Λήμμα 4. ΄Εστω Χ uniformly convex Banach χώρος και T ∈ B(X) τότε

V (T (n)) ⊆ co(V (T )), όπου T (n) =
∑n
i=1⊕T .

Απόδειξη. ΄Εστω λ ∈ V (T (n)). Τότε υπάρχει g ∈ S((X(n))∗) και x ∈ S(X(n)),

x = x1 ⊕ ..⊕ xn έτσι ώστε g(x) = 1 και g(T (n)(x)) = λ.

Από πρόταση 9, για κάθε i ∈ {1, ..., n} υπάρχει fi ∈ X∗ με

∑n
i=1 fi(xi) = g(x) = 1, (

∑n
i=1 ‖fi‖q)

1
q = 1,

(
∑n
i=1 ‖xi‖p)

1
p = 1,

∑n
i=1 fi(T (xi)) = λ

΄Αρα,

1 =
∑n
i=1 fi(xi) ≤

∑n
i=1 |fi(xi)| ≤

∑n
i=1 ‖fi‖‖xi‖ ≤ (

∑n
i=1 ‖fi‖q)

1
q (
∑n
i=1 ‖xi‖p)

1
p

= 1.

Επομένως ισχύει ότι,

∑n
i=1 fi(xi) =

∑n
i=1 |fi(xi)| =

∑n
i=1 ‖fi‖‖xi‖ = 1.

Θέτουμε G = {i ∈ {1, ..., n} : ‖fi‖‖xi‖ 6= 0}.

Τότε το G 6= 0 και fi
‖fi‖(T ( xi

‖xi‖)) ∈ V (T ), για κάθε i ∈ G.

Πράγματι ‖ fi
‖fi‖‖ = ‖ xi

‖xi‖‖ = fi(xi)
‖fi‖‖xi‖ = 1 και επειδή

∑
i∈G

‖fi‖‖xi‖fi(T (xi))
‖fi‖‖xi‖ =

∑
i∈G fi(T (xi)) =

∑n
i=1 fi(T (xi)) = λ,

έπεται λ ∈ co(V (T )).
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Πόρισμα 3. ΄Εστω Χ uniformly convex Banach χώρος και T ∈ B(X) τότε

co(V (T )) = co(V (T (n))).

Απόδειξη. Από λήμμα 4, προκύπτει ότι co(V (T (n))) ⊆ co(V (T )).

΄Εστω τώρα λ ∈ V (T ). Τότε υπάρχει f ∈ S(X∗), x ∈ S(X) με f(x) = 1 τέτοια

ώστε f(T (x)) = λ.

Θέτουμε y = x⊕ 0⊕ ...⊕ 0 και g = f ⊕ 0...⊕ 0.

Τότε ‖g‖ = 1, ‖y‖ = 1 και g(y) = f(x) = 1 οπότε g(T (n)(y)) ∈ V (T (n)).

΄Ομως g(T (n)(y)) = f(T (x)) = λ.

Επομένως V (T ) ⊆ V (T (n))

και άρα co(V (T )) ⊆ co(V (T (n))).
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2.3 Οι ικανές και αναγκαίες συνθήκες του

προβλήματος

Η ενότητα αυτή περιέχει τα κύρια θεωρήματα της εργασίας αυτής και τα οποία

μας δίνουν τις απαντήσεις στο πρόβλημα εύρεσης των αναγκαίων και ικανών

συνθηκών έτσι ώστε ο αντίστροφος ενός αντιστρέψιμου τελεστή σε ένα u-

niformly convex Banach χώρο να γράφεται σαν να γράφεται σαν weak όριο

πολυωνύμων του τελεστή αυτού.

Θεώρημα 3. ΄Εστω Χ χώρος με νόρμα και A ⊆ B(X) άλγεβρα με I ∈ A.

Τότε A(sot) = {B ∈ B(X) : LatA(n) ⊆ LatB(n), για κάθε n ∈ N}.

Απόδειξη. θα δείξουμε ότι

α) A(sot) ⊆ {B ∈ B(X) : LatA(n) ⊆ LatB(n), για κάθε n ∈ N} := C

β) {B ∈ B(X) : LatA(n) ⊆ LatB(n), για κάθε n ∈ N} := C ⊆ A(sot)

΄Εστω B ∈ A(sot), τότε υπάρχει {An}n∈N ⊆ A, με

Ansot−→B για n→∞ .

΄Εστω τώρα M ∈ LatA τότε M ∈ Lat{An : n ∈ N}.

Επομένως M ∈ LatB(αποδεικνύεται εύκολα ) και άρα LatA ⊆ LatB.

Επιπλέον (A
(n)
k )k∈Nsot−→B

(n)
για k →∞ και για κάθε n ∈ N,

οπότε LatA(n) ⊆ LatB(n)
για κάθε n ∈ N
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και άρα B ∈ C ⇒ A(sot) ⊆ C

Μένει να δείξουμε το β) .

΄Εστω B ∈ C. Τότε LatA(n) ⊆ LatB(n), για κάθε n ∈ N.

Θέλουμε να δείξουμε ότι B ∈ A(sot).

Αρκεί να δειχθεί ότι αν U ∈ SOT με B ∈ U ,U ∩A 6= ∅ τότε για κάθε V βασικό

ανοικτό σύνολο στην SOT με B ∈ V είναι V ∩ A 6= ∅

Χωρίς βλάβη της γενικότητας αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε {x1, ...xk} ⊆

X, ε > 0 ισχύει V ∩ A 6= ∅, όπου V = {C : ‖C(xi −B(xi))‖ < ε}.

΄Εστω {x1, ...xk} ⊆ X, ε > 0 και το V = {C : ‖C(xi −B(xi))‖ < ε}

Θέτουμε M τον μικρότερο υπόχωρο της A(k)
που περιέχει το x1 ⊕ ... ⊕ xk.

Τότε

{A(x1)⊕ ...⊕A(xk) : A ∈ A} ⊆M ⇒ {A(x1)⊕ ...⊕ A(xk) : A ∈ A} ⊆M

Επιπλέον επειδή I(k) ∈ A(k) ⇒ x1 ⊕ ...⊕ xk ∈ {A(x1)⊕ ...⊕ A(xk) : A ∈ A}

⇒M ⊆ {A(x1)⊕ ...⊕ A(xk) : A ∈ A}

΄Αρα {A(x1)⊕ ...⊕ A(xk) : A ∈ A} = M όμως από υπόθεση M ∈ LatB(k)
,

οπότε B(x1) ⊕ ... ⊕ B(xk) ∈ M = {A(x1)⊕ ...⊕ A(xk) : A ∈ A} και άρα

υπάρχει A ∈ A τέτοιο ώστε ‖B(x1)⊕ ...⊕B(xk))−A(x1)⊕ ...⊕A(xk)‖ < ε,

από το οποίο έπεται ότι A ∈ V ⇒ V ∩A 6= ∅ ⇒ C ⊆ A(sot)

Από α) και β)τότε C = A(sot).
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΄Εστω Χ χώρος Banach. Θα συμβολίζουμε με A(A1, .., Ak) την weak κλει-

στότητα της άλγεβρας που παράγεται από τους τελεστες A1, ..., Ak.

Θεώρημα 4 (Feintuch). ΄Εστω Η χώρος Hilbert και A ∈ B(H) αντιστρεψι-

μος τελεστής.

Τότε A−1 ∈ A(A, I) αν και μόνο αν υπάρχει T ∈ A(A, I) έτσι ώστε T−1 ∈

A(A, I) και ο TA είναι strictly possitive .

Πόρισμα 4 (Feintuch ). ΄Εστω Η χώρος Hilbert και A ∈ B(H) αντιστρέψιμος

τελεστής.

Τότε A−1 ∈ A(A, I) αν και μόνο αν υπάρχει T ∈ B(H) αντιστρέψιμος έτσι

ώστε T, T−1 ∈ A(A, I), 0 /∈ V (TA)

Θεώρημα 5 (Toeplitz-Hausdorff). ΄Εστω Η χώρος Hilbert και Τ ένας γραμ-

μικός (όχι απαραίτητα φραγμένος) τελεστής.

Τότε το numerical range του Τ

V (B(X), T ) = {f(TA) : f ∈ S(B(X)∗), A ∈ S(B(X)), f(A) = 1} ≡

{〈T (x), x〉 : x ∈ S(H)} είναι κυρτό σύνολο.

Απόδειξη. [5]
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Το θεώρημα 4, όπως και το πόρισμα του, πόρισμα 4 αποδείχθηκαν από τον

A.Feintuch [1] και είναι ασθενέστερα από το θεώρημα που θα ακολουθήσει για

το λόγο ότι το spatial numerical range ενός τελεστή σε ένα χώρο Hilbert

ταυτίζεται με το numerical range και είναι κυρτό από το θεώρημα 5.

Λήμμα 5. ΄Εστω Χ uniformly convex Banach χώρος και A ∈ B(X). Αν

υπάρχει T ∈ A(A, I) με 0 /∈ co(V (TA)) τότε LatA(A, I) ⊆ LatA−1.

Απόδειξη. ΄Εστω N ∈ LatA(A, I) τότε N ∈ LatT ∩ Lat(TA).

Επιπλέον επειδή ο A αντιστρέψιμος έπεται ότι το A(N) είναι κλειστό και επειδή

εξ υποθέσεως 0 /∈ V (TA) απο λήμμα 1, ο TA είναι full τελεστής.

Επομένως N = TA(N).

΄Ομως T ∈ A(A, I)⇒ TA = AT

και άρα N = TA(N) = AT (N) ⊆ A(N).

Επιπλέον ο N ∈ LatT οπότε N = TA(N) = AT (N) ⊆ A(N)

και επειδή Α(Ν) κλειστό έπεται N = TA(N) = AT (N) ⊆ A(N) = A(N)

΄Αρα A−1(N) ⊆ N και επομένως N ∈ LatA−1.

Θεώρημα 6. ΄Εστω Χ uniformly convex Banach χώρος και A ∈ B(X) αν-

τιστρέψιμος τελεστής .Τότε

A−1 ∈ A(A, I) αν και μόνο αν υπάρχει T ∈ A(A, I) με 0 /∈ co(V (TA)).
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Απόδειξη. (⇒)΄Εστω ότι A−1 ∈ A(A, I) τότε για T = A−1 είναι

V (A−1A) = V (I) = {f(x) : f ∈ S(X∗), x ∈ S(X), f(x) = 1} = {1}.

΄Αρα co(V (I)) = {1} οπότε 0 /∈ co(V (I)) = co(V (TA)).

(⇐) ΄Εστω ότι υπάρχει T ∈ A(A, I) έτσι ώστε 0 /∈ V (TA). Θα δείξουμε ότι

A−1 ∈ A(A, I) Από Θεώρημα 3 και από παρατήρηση 6 αρκεί να δείξουμε ότι

Lat(A(A, I))(n) ⊆ Lat(A−1)(n).

Επειδή A(A(n), I(n)) = (A(A, I))(n) αρκεί να δείξουμε ότι

LatA(A(n), I(n)) ⊆ Lat(A−1)(n).

Πράγματι, έστω T ∈ A(A, I) τότε

T (n) ∈ A(A(n), I(n)) από Λήμμα 5, μένει να δείξουμε ότι

0 /∈ co(V (T (n)A(n))), για κάθε n ∈ N.

Πράγματι, επειδή 0 /∈ co(V (TA)), από Πόρισμα 3 έπεται

0 /∈ co(V (T (n)A(n))), για κάθε n ∈ N.

Λήμμα 6. ΄Εστω Χ uniformly convex Banach χώρος και A ∈ B(X) αντι-

στρέψιμος τελεστής. Αν υπάρχει T ∈ A(A, I) quasinilpotent τελεστής με

0 /∈ co(V (T )) τότε LatA(A, I) ⊆ LatA−1.

Απόδειξη. ΄Εστω N ∈ LatA(A, I).

Ο Α είναι αντιστρέψιμος οπότε ο A(N) είναι κλειστός υπόχωρος.

Επιπλέον A(N) = N .
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Πράγματι έστω ότι A(N) ( N . Τότε υπάρχει x ∈ N \ A(N).

Θέτουμε L = cls{An−1(x) : n ∈ N} και M = cls{An(x) : n ∈ N}.

Τότε L,M ∈ LatA(A, I) επομένως L,M ∈ LatT με

M ( L και dim(L \M) = 1.

΄Ομως ο Τ είναιquasinilpotent με 0 /∈ coV (T ) και άρα από Θεώρημα 2, είναι

dim(L \M) 6= 1 άτοπο.

Επομένως A(N) = N και άρα A−1(N) = N ,

οπότε N ∈ LatA−1 άρα LatA(A, I) ⊆ LatA−1.

Θεώρημα 7. ΄Εστω Χ uniformly convex Banach χώρος και A ∈ B(X) αν-

τιστρέψιμος τελεστής. Αν υπάρχει T ∈ A(A, I) quasinilpotent τελεστής με

0 /∈ co(V (T )) τότε A−1 ∈ A(A, I).

Απόδειξη. Αν T ∈ A(A, I) quasinilpotent τότε ο T (n) ∈ A(A(n), I(n)) και είναι

quasinilpotent .

Επιπλέον αν 0 /∈ co(V (T )) τότε από Πόρισμα 3, 0 /∈ co(V (T (n))).

΄Αρα χρησιμοποιώντας το Λήμμα 6, έχουμε

LatA(A(n), I(n)) ⊆ Lat(A(n))−1 = Lat(A−1)(n).

Επιπλέον, επειδή LatA(A(n), I(n)) = Lat(A(A, I))(n),

συνεπάγεται ότι Lat(A(A, I))(n) ⊆ Lat(A−1)(n)

Από παρατήρηση 6 και από θεώρημα 3 έπεται A−1 ∈ A(A, I).
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Παρατήρηση 8. Είναι εύκολα αντιληπτό ότι για τον αντιστρέψιμο τελεστή

Α σε ένα uniformly convex χώρο Banach η συνθήκη LatA ⊆ LatA−1 είναι

αναγκαία για να ανήκει ο αντίστροφος του , A−1 στην A(A, I)

Το αν η συνθήκη αυτή είναι και ικανή αποτελεί ένα ανοικτό πρόβλημα και δεν

θα αναφερθεί περαιτέρω σε αυτή την εργασία.

Αντίθετα η συνθήκη LatA(n) ⊆ Lat((A−1))(n) απο το θεώρημα 3 και από το

πόρισμα 2 είναι ικανή και αναγκαία δηλαδή

A−1 ∈ A(A, I) αν και μόνο αν LatA(n) ⊆ Lat(A−1)(n).

Πρόταση 10. ΄Εστω Χ χώρος Banach και A ∈ B(X). Αν A(A) είναι η weak

κλειστότητα της άλγεβρας που παράγεται από τον Α τότε

A(n) full για κάθε n ∈ N αν και μόνο αν I ∈ A(A).

Απόδειξη. (⇐) Αν I ∈ A(A) θα δείξουμε ότι ο A(n)
είναι full για κάθε n ∈ N

Αρκεί να δείξουμε ότι ο Α είναι full .

΄Εστω M ∈ LatA τότε A(M) ⊆M , μένει να δείξουμε ότι M ⊆ A(M).

΄Εστω x ∈M . Επειδή I ∈ A(A) έπεται ότι υπάρχει Pn ακολουθία πολυωνύμων

έτσι ώστε Pn(A)wot−→I

Από Παρατήρηση 3 και από Πόρισμα 2 όμως έπεται ότιPn(A)(x)→ x.

΄Αρα υπάρχει Qn πολυώνυμο έτσι ώστε A(Qn(A))(x)→ x. ΄Ομως Qn(A)(x) ∈

M άρα x ∈ A(M) και επομένως A(M) = M
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(⇒)Αν ο A(n)
είναι full θα δείξουμε ότι I ∈ A(A) .

Αρκεί να δείξουμε ότι

για κάθε U weak βασικό ανοικτό σύνολο με I ∈ U η ένωση U ∩ α({A}) 6= ∅

Από παρατήρηση 5, αρκεί να δείξουμε ότι

για κάθε U strong βασικό ανοικτό με I ∈ U η ένωση U ∩ α({A}) 6= ∅.

Χωρίς βλάβη της γενικότητας αρκεί να δείξουμε ότι

για κάθε {x1, .., xk} ⊆ Xμε xi ∈ X, για κάθε i ∈ {1, ..., k}, k ∈ N, ε > 0 το

σύνολο U = {B ∈ B(X) : ‖B(xi) − xi‖ < ε, για κάθε i ∈ {1, ..., k}} έχει

U ∩ α({A}) 6= ∅.

΄Εστω N = {T (x1)⊕ ...⊕T (xk) : T ∈ α({A})} , Μ ο μικρότερος αναλλοίωτος

υπόχωρος της α({A(k)}) που περιέχει το x1⊕ ...⊕xk και L = cls{x1⊕xk, N}.

Επειδή M ∈ Latα({({A(k)})}) και x1 ⊕ ...⊕ xk ∈M έπεται

T (x1)⊕ ...⊕ T (xk) ∈M, για κάθε t ∈ α(A),οπότε

N ⊆M και επομένως L = M . Επίσης εξ ορισμού, A(k)L ⊆ N .

Από υπόθεση έχουμε ότι ο A(n)
είναι full για κάθε n ∈ N.

΄Αρα M = A(k)(M) = A(k)(L) ⊆ N ⇒M = N και άρα

x1 ⊕ ...⊕ xk ∈ N .

Επομένως υπάρχει T ∈ α(A) έτσι ώστε

‖T (x1)⊕ ...⊕ T (xk)− x1 ⊕ ...⊕ T (xk)− x1 ⊕ ...⊕ xk‖ < ε,

΄Αρα T ∈ U και επομένως I ∈ A(A).
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Πρόταση 11. ΄Εστω Χ uniformly convex Banach χώρος και A ∈ B(X).

Τότε ο A(n)
είναι full τελεστής για κάθε n ∈ N αν και μόνο αν υπάρχει T ∈ A(A)

τέτοιος ώστε 0 /∈ co(V (T )).

Απόδειξη.

(⇒)΄Εστω ότι ο A(n)
είναι full για κάθε n ∈ N.

Από Πρόταση 10, έπεται ότι I ∈ A(A)

και επομένως για T = I έχουμε 0 /∈ co(V (T )) = co(V (I)) = {1}.

(⇐)΄Εστω ότι υπάρχει T ∈ A(A) τέτοιο ώστε 0 /∈ co(V (T )).

Από Πόρισμα 3, έχουμε ότι το 0 /∈ co(V (T (n))), για κάθε n ∈ N .

Από Λήμμα 1, έχουμε ότι ο T (n)
είναι full για κάθε n ∈ N

και από Πρόταση 10 ότι I ∈ A(T ).

΄Ομως επειδή A(T ) ⊆ A(A) έπεται ότι I ∈ A(A).

Τότε πάλι από Πρόταση 10 συνεπάγεται ότι ο A(n)
είναι full για κάθε n ∈ N.
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Πόρισμα 5. ΄Εστω Χ uniformly convex Banach χώρος και A ∈ B(X) αντι-

στρέψιμος τελεστής . Ο A(n)
είναι full τελεστής για κάθε n ∈ N αν και μόνο

αν υπάρχει T ∈ A(A) τέτοιος ώστε 0 /∈ co(V (TA)).

Απόδειξη.

(⇒) ΄Εστω A(n)full για κάθε n ∈ N. Τότε Lat(A(A))(n) ⊆ Lat(A−1)(n)

Επιπλέον από Πρόταση 10,έχουμε I ∈ A(A).

Επομένως Lat(A(A))(n) = Lat(A(A, I))(n) ⊆ Lat(A−1)(n)

και άρα από Θεώρημα 3 έπεται ότι A−1 ∈ A(A, I) = A(A) οπότε A−1 ∈ A(A).

Θέτοντας T = A−1 έχουμε 0 /∈ co(V (TA)) = co(V (I)) = {1}.

(⇐) ΄Εστω ότι υπάρχει T ∈ A(A) τέτοιος ώστε 0 /∈ co(V (TA)).

Τότε από Λήμμα 1, έχουμε ότι ο ΤΑ είναι full τελεστής οπότε και ο T (n)A(n)

είναι full τελεστής για κάθε n ∈ N.

Από Πρόταση 10 τότε έπεται ότι I ∈ A(TA) όμως T ∈ A(A).

΄Αρα I ∈ A(A) = A(AT ).

Πάλι από Πρόταση 10 έπεται ότι ο A(n)
είναι full για κάθε n ∈ N.

(Διαφορετικά ,έστω ότι υπάρχει T ∈ A(A) τέτοιος ώστε 0 /∈ co(V (TA)) τότε

TA ∈ A(A) με 0 /∈ co(V (TA)) από Πρόταση 11 τότε έχουμε ότι A(n) full για

κάθε n ∈ N).
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Πόρισμα 6. ΄Εστω Χ uniformly convex Banach χώρος και A ∈ B(X) αντι-

στρέψιμος τελεστής. Τ.Ε.Ε.Ι:

1. A(n) full για κάθε n ∈ N

2. A−1 ∈ A(A)

3. υπάρχει T ∈ A(A) τέτοιος ώστε 0 /∈ co(V (TA))

4. υπάρχει T ∈ A(A) τέτοιος ώστε 0 /∈ co(V (T ))

Απόδειξη. ΄Αμεση από Απόδειξη Πορίσματος 5 και Πρόταση 11 .
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Κεφάλαιο 3

Συμπεράσματα και

παρατηρήσεις

Τα αποτελέσματα στη συγκεκριμένη εργασία αν και αναφέρθηκαν σε uniformly

convex Banach χώρους ισχύουν και γενικότερα σε αυτοπαθής χώρους Banach.

Η απόδειξη του γεγονότος αυτού δεν χρίζει ιδιαίτερης δυσκολίας αν κάποιος

παρατηρήσει ότι το κύριο εργαλείο μας ήταν το πόρισμα 1 που σε αυτοπαθής

χώρους μπορεί να αντικατασταθεί με την πρόταση 4.

Αν κάποιος παρατηρήσει ακόμα πιο προσεκτικά θα ισχυριστεί ότι τα απο-

τελέσματα μας ισχύουν στους χώρους Banach Χ που ικανοποιούν την εξής

ιδιότητα :
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για κάθε f ∈ X∗ υπάρχει x ∈ X με ‖x‖ = 1 τέτοιο ώστε f(x) = ‖f‖.

Ο ισχυρισμός αυτός αν και ισχύει δεν μας δίνει κάποιο πιο ισχυρό αποτέλεσμα

όπως θα φανεί από το επόμενο θεώρημα.

Θεώρημα 8 (James ). ΄Εστω Χ χώρος Banach . Ο Χ είναι αυτοπαθής αν

και μόνο αν κάθε f ∈ X∗ παίρνει την μεγιστη τιμή της στην μοναδιαία κλειστή

μπάλα του Χ.

Απόδειξη. [7]

Πράγματι επειδή από το Θεώρημα 8 κάθε χώρος Banach Χ που ικανοποιεί

την ιδιότητα :

για κάθε f ∈ X∗ υπάρχει x ∈ X με ‖x‖ = 1 τέτοιο ώστε f(x) = ‖f‖

είναι και αυτοπαθής ο παραπάνω ισχυρισμός είναι ισοδύναμος με τα αποτελέσμα-

τα στα οποία καταλήξαμε.
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