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Πεπίλητη 

 

Κχξηα επηδίσμε ζήκεξα ζηα δνκηθά έξγα είλαη ε νηθνλνκηθφηεηα ησλ θαηαζθεπψλ. 

΢πγθεθξηκέλα, ζηα ζηδεξά δνκηθά έξγα, ν νηθνλνκηθφο ζρεδηαζκφο είλαη άκεζα ζπλπθαζκέλνο 

κε ηε ρξήζε ιεπηψλ κεηαιιηθψλ ζηνηρείσλ. Γεδνκέλνπ φηη ζε κηα κεηαιιηθή θαηαζθεπή ν 

ζπλεζέζηεξνο ηξφπνο αζηνρίαο είλαη ε απψιεηα ηεο επζηάζεηαο ηεο θαη φηη ν θίλδπλνο απηφο 

απμάλεηαη κε ηε ρξήζε ιεπηψλ κεηαιιηθψλ ειαζκάησλ, θαηαιαβαίλνπκε φηη ν Πνιηηηθφο 

Μεραληθφο θαηά ην ζρεδηαζκφ πξέπεη λα ιάβεη ζνβαξά ππ‟ φςηλ ηνπ ην γεγνλφο φηη ε επζηάζεηα 

θαη ε νηθνλνκηθφηεηα ζπλδένληαη αληαγσληζηηθά ζε κηα κεηαιιηθή θαηαζθεπή. 

Ο ζηξεπηνθακπηηθφο ιπγηζκφο απνηειεί ηε ζπλήζε κνξθή αζηνρίαο ησλ πιεπξηθά κε 

εμαζθαιηζκέλσλ θακπηφκελσλ δνθψλ. Ζ παξνπζία αμνληθήο ζιηπηηθήο δχλακεο πεξηνξίδεη 

πεξαηηέξσ  ηελ αληνρή ζε θάκςε ελψ αληίζεηα ε παξνπζία εθειθπζηηθήο αμνληθήο δχλακεο έρεη 

επλντθή επηξξνή. 

Ζ παξνχζα εξγαζία αζρνιείηαη κε ηνλ πιεπξηθφ ιπγηζκφ ακθηέξεηζησλ κεηαιιηθψλ 

δνθψλ, δηαηνκήο δηπινχ ηαπ. Ζ θφξηηζε ησλ δνθψλ είλαη ξνπή πεξί ηνλ ηζρπξφ άμνλά ηεο 

δηαηνκήο κε ηαπηφρξνλε δξάζε αμνληθήο δχλακεο (ζιηπηηθήο ή εθειθπζηηθήο). Αξρηθά γίλεηαη 

γξακκηθή αλάιπζε ιπγηζκνχ θαη ππνινγίδεηαη ε θξίζηκε (ειαζηηθή) θακπηηθή ξνπή θαζψο 

επίζεο θαη ην ζρεηηθφ κέγεζνο ηεο εθειθπζηηθήο απηήο αμνληθήο δχλακεο άλσ ηνπ νπνίνπ ν 

ζηξεπηνθακπηηθφο ιπγηζκφο δελ απνηειεί πηζαλή κνξθή αζηνρίαο, δε κπνξεί δειαδή λα ππάξμεη 

ηζνξξνπία ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε. Δπίζεο, πξαγκαηνπνηείηαη κε γξακκηθή αλάιπζε 

ιπγηζκνχ κε, ή ρσξίο, αξρηθέο γεσκεηξηθέο αηέιεηεο. ΢ε θάζε πεξίπησζε θφξηηζεο 
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παξνπζηάδνληαη δξφκνη ηζνξξνπίαο ησλ θνξέσλ κε ζθνπφ λα εμαρζνχλ ρξήζηκα ζπκπεξάζκαηα 

γηα ηελ πξνιπγηζκηθή αιιά θαη κεηαιπγηζκηθή ζπκπεξηθνξά ηνπο. Πξνθαλψο, ε κε γξακκηθή 

αλάιπζε γεσκεηξίαο θαη πιηθνχ ζε έλα θνξέα είλαη ε αλάιπζε πνπ πξνζνκνηάδεη θαιχηεξα ηελ 

πξαγκαηηθή θαηάζηαζε κηαο θαηαζθεπήο. Έηζη ινηπφλ, ζηελ πεξίπησζε ηεο γεσκεηξηθήο κε 

γξακκηθήο αλάιπζεο, δεκηνπξγείηαη ε αλάγθε γηα ηελ εχξεζε πάλσ ζην δξφκν ηζνξξνπίαο ηνπ 

ζεκείνπ εθείλνπ πέξα απφ ην νπνίν ε δηαηνκή έρεη εηζέιζεη νξηαθά ζηε δηαξξνή. 

Σέινο, γηα θάζε πεξίπησζε αλάιπζεο (γξακκηθή ή κε γξακκηθή), έγηλε ε αληίζηνηρε 

πξνζνκνίσζε θαη αλάιπζε ηνπ θνξέα ζην πξφγξακκα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Adina, ψζηε λα 

ζπγθξηζνχλ ηα απνηειέζκαηα θαη λα ειεγρζεί ε αμηνπηζηία ησλ κεζφδσλ πνπ εθαξκφζακε.   
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Abstract 

 

 

One of the main goals in the construction industry nowadays is the production of highly 

economical structures, which meet the set standards and codes of practice.  

For the case of steelwork construction, “economical” is usually linked to the extensive 

use of light metal sections, which can slash costs by considerably reducing self-weights. 

However, slender steel elements are often susceptible to buckling effects unless extra care is 

taken at the design stage to avert this danger. Civil engineers are challenged to resolve this 

contradiction, and find the right balance in each case.  

Lateral-torsional buckling is the failure mode of laterally unsupported beams or beam-

columns. The presence of an axial tensile force has a favorite influence on the bending capacity 

which usually is not taken into account. 

 The present thesis deals with the lateral buckling of simply supported metal beams with 

I-shape cross-section. Bending moment about the strong axis of the cross – section is 

implemented with simultaneous action of axial force (compressive or tensile). Initially, a linear 

buckling analysis takes place. The critical (elastic) bending moment as well as the relative 

magnitude of this tensile axial load, above which lateral buckling is not the case of failure, are 

calculated. Additionally, a non - linear buckling analysis, with or without initial geometric 

imperfections, is performed. Equilibrium paths for all the load cases are established, in order to 

investigate prebuckling and postbuckling behaviour. 

  Obviously, a more realistic simulation is adopted by the geometrically and materially 

non - linear analysis (GMNIA). Therefore, as far as the geometric non - linear analysis (GNIA) is 
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concerned, it seems really important to determine the cross section‟s first yielding point on the 

equilibrium path. 

Finally, each analysis case (linear or non – linear) is properly simulated via the F.E.M. package 

Adina in order to compare the results and check the reliability of methods presented herein. 
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1.Ειςαγωγό – ΢κοπόσ και Δομό τησ Εργαςύασ 
 

Ο ζθνπφο ηεο παξνχζαο κεηαπηπρηαθήο εξγαζίαο είλαη λα κειεηεζεί ην θαηλφκελν ηνπ 

ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ ζε κέιε απφ ράιπβα. ΢ε πνιιέο πεξηπηψζεηο θφξηηζεο ηνπ κέινπο 

κε θάκςε πεξί ηνλ ηζρπξφ άμνλα αδξάλεηαο ηνπ θαη ηαπηφρξνλε ή κε επηβνιή αμνληθνχ 

ζιηπηηθνχ θνξηίνπ, απηφ ελδέρεηαη λα ράζεη ηελ επζηάζεηά ηνπ πξνηνχ εμαληιεζεί ε αληνρή ηνπ. 

           Ζ πξνζπάζεηά καο γηα αθξηβή καζεκαηηθή ιχζε ησλ θαηλνκέλσλ ηνπ πιεπξηθνχ 

ιπγηζκνχ είλαη πνιχ δχζθνιε θαη πνιιέο θνξέο αδχλαηε. Απηφ νθείιεηαη ζην φηη ρξεηάδεηαη λα 

επηιχζνπκε ζπζηήκαηα δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ ησλ νπνίσλ ε νινθιήξσζε γηα ηελ θαηάιεμε ζε 

θιεηζηέο καζεκαηηθέο ζρέζεηο είλαη κηα εμαηξεηηθά δπζρεξήο δηαδηθαζία. Καινχκαζηε ινηπφλ λα 

αλαπηχμνπκε θαη λα αλαδεηήζνπκε δηάθνξεο πξνζεγγηζηηθέο ιχζεηο νη νπνίεο βέβαηα λα καο 

νδεγήζνπλ ζε ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα. 

 ΢ηελ παξνχζα δηπισκαηηθή, γίλεηαη ε πξνζπάζεηα ζεσξεηηθήο πξνζέγγηζεο ησλ 

θαηλνκέλσλ ηνπ ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ. Θα κειεηεζεί  έλα πιήζνο ζπλδπαζκψλ 

θνξηίζεσλ ζε ακθηέξεηζηε κεηαιιηθή δνθφ. ΢ηε ζπλέρεηα, ζα πξνζνκνησζνχλ θαη ζα 

κειεηεζνχλ ηα ζηαηηθά απηά πξνζνκνηψκαηα ζην πξφγξακκα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Adina, 

ψζηε λα ζπγθξηζνχλ ηα απνηειέζκαηα θαη λα ειεγρζεί ε αμηνπηζηία ησλ κεζφδσλ πνπ 

εθαξκφζακε.   

 ΢πγθεθξηκέλα, ζην δεχηεξν θεθάιαην επεμεγείηαη ε δνκή ηνπ ιπγηζκνχ θαη ε κεγάιε 

ζεκαζία ηνπ γηα ηελ νπνία πξέπεη λα ιακβάλεηαη ππφςε θαηά ηνλ ζρεδηαζκφ κηαο θαηαζθεπήο 

απφ ράιπβα. Γηαθξίλνληαη ηα είδε ηνπ ιπγηζκνχ απφ ηα νπνία θηλδπλεχεη λα αζηνρήζεη έλα 

κέινο. Γίλεηαη κηα ζχληνκε αλαθνξά ζηε ηερληθή ζεσξία θάκςεο θαη ζηηο παξαδνρέο πνπ ηηο 

δηέπνπλ, πξάγκα ρξήζηκν γηα ηελ ζεσξεηηθή αληηκεηψπηζε θαη επίιπζε ησλ εμηζψζεσλ. ΢ηε 

ζπλέρεηα, παξνπζηάδνληαη νη κέζνδνη αλάιπζεο θαη ειέγρνπ ζχκθσλα κε ηελ νξνινγία πνπ 

αλαθέξεηαη θαη ζηνλ Δπξσθψδηθα 3. Σέινο, παξνπζηάδνληαη νη βαζηθέο έλλνηεο ηεο ειαζηηθήο 

επζηάζεηαο επεηδή ζα αλαθεξζνχκε ζε απηέο εθηελψο ζηα επφκελα θεθάιαηα ηεο εξγαζίαο 

απηήο. 

 ΢ην ηξίην θεθάιαην, παξνπζηάδνληαη νη βαζηθέο παξαδνρέο πνπ αθνξνχλ ζην πξφβιεκα 

ηνπ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ. Αλαθέξεηαη ε δηαθνξηθή εμίζσζε ηζνξξνπίαο ηνπ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ 

θαη γίλεηαη εηζαγσγή ησλ κεζφδσλ πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ. Δπίζεο, γίλεηαη κηα ζχληνκε 

βηβιηνγξαθηθή αλαζθφπεζε ζε δεκνζηεχζεηο ζρεηηθέο ην παξψλ αληηθείκελν. 

 ΢ην ηέηαξην θεθάιαην, γίλεηαη ε εθαξκνγή ησλ κεζφδσλ ζε δηάθνξνπο ζπλδπαζκνχο 

θνξηίζεσλ πνπ δξνχλ ζε ακθηέξεηζηε κεηαιιηθή δνθφ, δηαηνκήο δηπινχ ηαπ. Οη θνξηίζεηο είλαη 

είηε θάκςε πεξί ηνλ ηζρπξφ άμνλα ηεο δηαηνκήο, είηε θάκςε θαη ηαπηφρξνλε αμνληθή δχλακε. 

Γηα θάζε ζπλδπαζκφ θνξηίζεσλ, πξαγκαηνπνηείηαη ζε ζεσξεηηθφ επίπεδν γξακκηθή αλάιπζε 

ιπγηζκνχ, κε γξακκηθή αλάιπζε ρσξίο αξρηθέο γεσκεηξηθέο αηέιεηεο θαη κε γξακκηθή αλάιπζε 

κε αξρηθέο γεσκεηξηθέο αηέιεηεο. Σαπηφρξνλα, γηα θάζε κηα απφ ηηο αλαιχζεηο γίλεηαη θαη 

ζχγθξηζε κε ηα αληίζηνηρα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ην Adina. 
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 ΢ην Παξάξηεκα Α, παξνπζηάδεηαη ε κεζνδνινγία κε ηελ νπνίαο γίλεηαη ν πξνζδηνξηζκφο 

ηνπ πξψηνπ ζεκείν δηαξξνήο ηνπ θνξέα πάλσ ζηνπο δξφκνπο ηζνξξνπίαο. 

΢ην Παξάξηεκα Β, παξνπζηάδεηαη βήκα πξνο βήκα ε κεζνδνινγία κε ηελ νπνία έγηλε ε 

πξνζνκνίσζε ηνπ θνξέο ζην πξφγξακκα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Adina. Δπίζεο, 

παξνπζηάδνληαη θαη νη απαηηνχκελεο ξπζκίζεηο πνπ πξέπεη λα γίλνπλ ζην πξφγξακκα, ψζηε λα 

πξαγκαηνπνηήζνπκε ηα επηζπκεηά είδε αλαιχζεσλ (γξακκηθή ειαζηηθή αλάιπζε, κε γξακκηθή 

αλάιπζε γεσκεηξίαο θ.η.ι.).  
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Γξακκηθή θαη κε γξακκηθή αλάιπζε πιεπξηθά κε εμαζθαιηζκέλσλ δνθψλ ππφ θάκςε θαη αμνληθφ θνξηίν 

 

2. Βαςικϋσ Ειςαγωγικϋσ Έννοιεσ 
 

2.1 Γενικϊ 
 

          Σν θπξηφηεξν δνκηθφ ζηνηρείν ζεσξείηαη ε δνθφο, ε νπνία απνηειείηαη απφ επζχγξακκν 

άμνλα, κε κήθνο πνιχ κεγαιχηεξν ζπγθξηηηθά κε ηηο δηαζηάζεηο ηεο δηαηνκήο. Γίλεηαη ρξήζε ηεο 

δνθνχ δηφηη ππνθείκελε ζε εγθάξζηα θφξηηζε πξνβάιιεη θακπηηθή, δηαηκεηηθή, θαη ζε θάπνηεο 

πεξηπηψζεηο θαη ζηξεπηηθή αληίζηαζε. 

          Ο ζρεδηαζκφο ησλ δνθψλ πξνζαλαηνιίδεηαη γηα ηελ αζθαιή αλάιεςε ηεο θακπηηθήο 

έληαζεο απφ ηελ νπνία θαηαπνλείηαη ζπλήζσο. Δθηφο φκσο απφ θάκςε, κία δνθφο κπνξεί λα 

θαηαπνλείηαη απφ ζιίςε, δηάηκεζε θαη ζηξέςε ή έλα ζπλδπαζκφ απηψλ. ΢ε πνιιέο πεξηπηψζεηο 

ε αληνρή ηεο δηαηνκήο θαζνξίδεη θαη ηελ αληνρή νιφθιεξνπ κέινπο (π.ρ. εθειθπζκφο, θάκςε 

πιεπξηθά πξνζηαηεπφκελσλ δνθψλ. Γελ είλαη ιίγεο νη θνξέο φπνπ κηα δνθφο αλαιφγσο ηελ 

εληαηηθή θαηάζηαζε ζηελ νπνία βξίζθεηαη δελ εμαληιεί ηελ αληνρή ηεο σο δηαηνκή αιιά 

πξνεγνχληαη θαηλφκελα αζηάζεηαο ησλ κειψλ φπσο ηνπηθφο ιπγηζκφο, πιεπξηθφο ιπγηζκφο, 

ζηξεπηνθακπηηθφο ιπγηζκφο θ.ά. 

           Δίλαη γλσζηφ φηη γηα ηελ αχμεζε ηεο θέξνπζαο ηθαλφηεηαο κηαο δηαηνκήο ζε θάκςε, 

δηακνξθψλνπκε δηαηνκέο κε ζπγθεληξσκέλν ην κεγαιχηεξν κέξνο ηνπ εκβαδνχ ηνπο, φζν ην 

δπλαηφλ πην καθξηά απφ ηνλ νπδέηεξν άμνλα ηεο θάκςεο. Καηά ηελ πξνζπάζεηα καο απηή, 

θαηαιήγνπκε λα δηακνξθψλνπκε πςίθνξκεο δηαηνκέο θαη δηαηξέρνπκε κεγαιχηεξν θίλδπλν λα 

κελ κπνξέζεη ε δηαηνκή απηή λα εμαληιήζεη ηελ θέξνπζα ηθαλφηεηά ηεο ζε θάκςε δηφηη πξηλ 

θηάζεη ζε απηή ηελ θαηάζηαζε, ην ζιηβφκελν πέικα ράλεη ηελ επζηάζεηά ηνπ, κε απνηέιεζκα λα 

εθηξαπεί εθηφο ηνπ επηπέδνπ ηνπ. 

          Μεηά ηελ εθηξνπή απηή, ε δνθφο, εθηφο απφ ηελ αξρηθή θακπηηθή παξακφξθσζε πεξί ηνλ 

θχξην άμνλα αδξαλείαο, έρεη επηπιένλ ππνζηεί ζηξνθή (κε παξάιιειε θακπηηθή παξακφξθσζε 

πεξί ηνπ θχξηνπ άμνλα αδξαλείαο). 

           Γηα ηνλ αλαιπηηθφ πξνζδηνξηζκφ ηνπ ιπγηζκνχ, εμεηάδεηαη ε ηζνξξνπία ηνπ κέινπο ζηελ 

παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ακέζσο κεηά ην ιπγηζκφ. Ζ κηθξφηεξε ζηάζκε θφξηηζεο γηα ηελ 

νπνία ε ηζνξξνπία είλαη εθηθηή απνηειεί ηε θφξηηζε ιπγηζκνχ, ε νπνία, φπσο αλαθέξζεθε θαη 

πξνεγνπκέλσο, εθθξάδεη ηελ αληνρή ηνπ κέινπο. Σν θνξηίν ιπγηζκνχ κπνξεί λα ππνινγηζηεί 

επίζεο πεηξακαηηθά. ΢ηηο κεηαιιηθέο θαηαζθεπέο, εηδηθφηεξα, κηα ηέηνηα αλάιπζε είλαη 

απμεκέλεο ζεκαζίαο, δεδνκέλνπ φηη ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο ε αληνρή ησλ κειψλ δελ πξνθχπηεη 

απφ ηελ αληνρή ησλ δηαηνκψλ ηνπο, αιιά απαηηείηαη ε ζεψξεζε φινπ ηνπ κέινπο σο ζηνηρείν 

αλαθνξάο. 
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2.2 Εύδη Λυγιςμού Μεταλλικόσ Δοκού 
 

           ΢ε απηφ ην ζεκείν, είλαη ρξήζηκν λα γίλεη κία ζχληνκε αλαθνξά ζηα είδε ιπγηζκνχ, φπνπ 

ε θαηεγνξηνπνίεζε ηνπο πξνθχπηεη κε θξηηήξην ζηελ έθηαζε ηνπ θαηλνκέλνπ ηνπ ιπγηζκνχ. 

 Καθολικός λσγισμός: Υαξαθηεξίδεηαη απφ θαηλφκελα θαζνιηθήο αζηάζεηαο, ηα νπνία 

ππνβηβάδνπλ ηελ αληνρή ησλ κειψλ. Καηά ηηο αζηάζεηεο απηέο, παξαηεξείηαη ην γεγνλφο 

φηη θαηά ηε δηάξθεηα ηεο θφξηηζεο, νη δηαηνκέο ππφθεηληαη ζε παξακνξθψζεηο ζηεξενχ 

ζψκαηνο (σο δηαθξάγκαηα), νη νπνίεο απνηεινχληαη απφ κεηαηνπίζεηο γχξσ απφ ηνπο 

θχξηνπο άμνλεο θαη απφ ζηξνθέο. Καζνιηθφο ιπγηζκφο εκθαλίδεηαη ζε ξάβδνπο κεγάινπ 

κήθνπο ρσξίο ελδηάκεζεο ζηεξίμεηο (΢ρ 2.1a). 

 Τοπικός λσγισμός: Σα κέιε ελφο θνξέα δηαηξέρνπλ γεληθά ηνλ θίλδπλν λα ππνζηνχλ 

ιπγηζκφ κέινπο βάζεη ηεο νιηθήο ιπγεξφηεηάο ηνπο. Τπάξρεη, φκσο, ζπγρξφλσο ν 

θίλδπλνο θάπνηα επηκέξνπο ζηνηρεία ηεο δηαηνκήο ηνπ θνξέα λα ιπγίζνπλ ηνπηθά πξiλ 

ηελ εκθάληζε θαζνιηθνχ ιπγηζκνχ γηα κηθξφηεξε ηηκή θνξηίνπ. Ζ εκθάληζε ηνπηθνχ 

ιπγηζκνχ ζε κείσζε ηεο αληνρήο ηνπ κέινπο κε ηελ εκθάληζε αλνκνηφκνξθσλ ηάζεσλ 

θαη πνιχ ζπρλά ζηελ αζηνρία ηνπ. Καηά ηνλ ηνπηθφ ιπγηζκφ, νη δηαηνκέο 

παξακνξθψλνληαη κε κεηαβνιή ηνπ γεσκεηξηθνχ ζρήκαηφο, ελψ ν άμνλαο ηνπ κέινπο 

παξακέλεη απαξακφξθσηνο. Ο ηνπηθφο ιπγηζκφο εκθαλίδεηαη ζπλήζσο ζηηο ιεπηφηνηρεο 

δηαηνκέο θαηεγνξίαο 4. ΢ηηο δηαηνκέο απηέο εκθαλίδεηαη ηνπηθφο ιπγηζκφο πξηλ πξνιάβεη 

λα αλαπηπρζεί ε ηάζε δηαξξνήο. Σν πνιχ κεησκέλν πάρνο ηνπο ζε ζρέζε κε ην πιάηνο 

ηνπο, θαζηζηά ηνπο αληίζηνηρνπο θνξείο θαη αζηαζείο κε ηδηαίηεξε κε γξακκηθή 

ζπκπεξηθνξά. ΢ε κηα ακθηέξεηζηε δνθφ δηπινχ ηαπ, ηνπηθφο ιπγηζκφο εκθαλίδεηαη ζην 

ζιηβφκελν άλσ πέικα θαη ζην άλσ ζιηβφκελν ηκήκα ηνπ θνξκνχ, φηαλ ν ιφγνο πιάηνο 

πέικαηνο πξνο πάρνο πέικαηνο είλαη κεγάινο. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, ν ηνπηθφο ιπγηζκφο 

είλαη απνηέιεζκα ησλ νξζψλ ηάζεσλ ιφγσ ηεο θάκςεο. Χο κνξθή ηνπηθνχ ιπγηζκνχ 

ζεσξείηαη θαη ε εκθάληζε δηαηκεηηθνχ ιπγηζκνχ ζε πςίθνξκεο δνθνχο κε κεησκέλν 

πάρνο θνξκνχ. ΢ηηο πεξηπηψζεηο απηέο , ν ηνπηθφο ιπγηζκφο εληνπίδεηαη ζηνλ θνξκφ ηεο 

δνθνχ , ζηηο ζέζεηο κέγηζηεο ηέκλνπζαο.  (΢ρ 2.1b). 

 Καθολικός και τοπικός λσγισμός: Απνηειεί ζπλδπαζκφ ησλ δπν παξαπάλσ εηδψλ 

ιπγηζκνχ θαη εκθαλίδεηαη ζε ξάβδνπο κεγάινπ κήθνπο θαη ιεπηφηνηρεο δηαηνκέο (΢ρ 

2.1c) 
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΢σήμα 2.1 Δίδε ιπγηζκνχ θαη νη αληίζηνηρεο παξακνξθψζεηο 

 

             Ο καθολικόρ λςγιζμόρ είλαη απηφο, φπνπ αλάινγα κε ηε ζέζε ηεο δηαηνκήο ζηελ 

παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε δηαθξίλεηαη ζηηο εμήο κνξθέο ιπγηζκνχ: 

 Καμπτικός λσγισμός (Flexural buckling): Οη δηαηνκέο ππφθεηληαη ζε κεηαηνπίζεηο πεξί 

ηνπο θχξηνπο άμνλεο, ρσξίο λα εκθαλίδνληαη ζηξνθέο (΢ρ 2.2α). 

 Στρεπτικός λσγισμός (Torsional buckling): Οη δηαηνκέο ππφθεηληαη κφλν ζε ζηξνθέο, 

ρσξίο λα εκθαλίδνληαη κεηαηνπίζεηο (΢ρ 2.2β). 

 Στρεπτοκαμπτικός λσγισμός (FT ή LT): Οη δηαηνκέο ππφθεηληαη ηφζν ζε κεηαηνπίζεηο 

πεξί ηνπο θχξηνπο άμνλεο, φζν θαη ζε ζηξνθέο (΢ρ 2.2γ). 

 

 
΢σήμα 2.2 Μνξθέο θαζνιηθνχ ιπγηζκνχ θαη αληίζηνηρεο παξακνξθψζεηο. 
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Πίνακαρ 2.1 Δίδε θαη παξακνξθψζεηο θαζνιηθνχ ιπγηζκνχ. 

 

Λφγσ ηνπ αληηθεηκέλνπ ελαζρφιεζεο ηεο παξνχζαο κεηαπηπρηαθήο εξγαζίαο, ζα 

αλαπηχμνπκε πεξεηαίξσ ηελ έλλνηα ηνπ ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ, θαη ζα δηαθξίλνπκε ηηο 

εμήο ηξεηο θαηεγνξίεο απηνχ. 

Πλεςπικόρ λςγιζμόρ είλαη ε κνξθή αζηάζεηαο  ελφο θακπηφκελνπ κέινπο, θαηά ηελ 

νπνία, νη δηαηνκέο ππφθεηληαη κεηά ην ιπγηζκφ ζε ζηξνθή πεξί ην θέληξν δηάηκεζεο θαη ζε 

ηαπηφρξνλε πιεπξηθή κεηαηφπηζε. Δάλ ην κέινο ππφθεηηαη φρη κφλν ζε εγθάξζηα θνξηία , αιιά 

θαη ζε αμνληθή ζιίςε, θίλδπλνο πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ είλαη κεγαιχηεξνο θαη ηφηε νλνκάδεηαη 

ζηξεπηνθακπηηθφο ιπγηζκφο. Γηαηνκέο νη νπνίεο είλαη επαίζζεηεο ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ είλαη 

δηαηνκέο δηπινχ ηαπ ή U θαζψο δηαζέηνπλ κηθξή ζηξεπηηθή δπζθακςία θαη είλαη επαίζζεηεο ζε 

ζηξέβισζε. Οη θιεηζηέο δηαηνκέο, φπσο νη θνίιεο θπθιηθέο θαη νη θνίιεο νξζνγσληθέο , 

δηαζέηνπλ κεγάιε ζηξεπηηθή δπζθακςία θαη δελ είλαη εππαζείο ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ. 

 Σν θαηλφκελν ηνπ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ έρεη ηελ εμήο πνηνηηθή πεξηγξαθή: Δάλ 

κία δνθφο κε πξνζηαηεπφκελε έλαληη πιεπξηθήο εθηξνπήο ππνβάιιεηαη ζε θάκςε πεξί ηνλ 

ηζρπξφ άμνλα ηεο δηαηνκή, ην έλα πέικα ηεο δηαηνκήο ζιίβεηαη θα αλαπηχζζνληαη ιφγσ θάκςεο 

νξζέο ζιηπηηθέο ηάζεηο. Σν πέικα απηφ σο ζιηβφκελν έρεη ηελ ηάζε λα ιπγίζεη, φκσο ν θνξκφο 

παξεκπνδίδεη ην ιπγηζκφ ηνπ ζιηβφκελνπ πέικαηνο πεξί ηνλ αζζελή άμνλα ηνπ πέικαηνο, ιφγσ 

ηεο κεγάιεο δπζθακςίαο ηνπ θνξκνχ θαηά ηνλ άμνλα απηφ. Σειηθά, ην ζιηβφκελν πέικα ιπγίδεη 

πεξί ηνλ ηζρπξφ άμνλα ηνπ πέικαηνο γηα αξθεηά πςειφηεξεο ηηκέο θνξηίνπ, εθηξέπεηαη 

πιεπξηθά. Σν εθειθπφκελν πέικα δελ έρεη ηελ ηάζε λα ιπγίζεη, ζπλδέεηαη φκσο κέζσ ηνπ 

θνξκνχ κε ην ζιηβφκελν πέικα, ην νπνίν εθηξέπεηαη πιεπξηθά. Απνηέιεζκα είλαη ε ζηξνθή ηεο 

δηαηνκήο πεξί ηνλ δηακήθε άμνλα (΢ρ 2.3). 

 

Είδος Καθολικού

Λυγισμού
Φόπηιζη Δίδη διαηομών Παπαμοπθώζειρ

Κακπηηθφο ιπγηζκφο

Ν

Ν + Μx

N + My

N + Μx + My

φιεο

u

w

u

u,w

Στρεπτικόσ λυγιςμόσ N αλνηθηέο φ

Στρεπτοκαμπτικόσ

λυγιςμόσ

Ν

Μx

N + Mx

N + Μx + My

αλνηθηέο u, w, φ
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΢σήμα 2.3 Δθηξνπή δηαηνκήο θαηά ηνλ πιεπξηθφ ιπγηζκφ. 

 

΢ην παξαθάησ ζρήκα, δηαθξίλνληαη νη πξψηεο ηξεηο ηδηνκνξθέο ηνπ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ, 

φπσο πξνέθπςαλ απφ ηε γξακκηθή αλάιπζε ιπγηζκνχ κηαο ακθηέξεηζηεο κεηαιιηθήο δνθνχ κε 

δηραισηή ζηήξημε ζηα άθξα. 
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΢σήμα 2.4 Οη ηξείο πξψηεο ηδηνκνξθέο πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ. 

 

 Γηαθξίλνληαη νη αθφινπζεο  ηξείο βαζηθέο πεξηπηψζεηο  κε ηηο νπνίεο ζπλαληάηαη 

ζπλήζσο ην θαηλφκελν ηνπ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ ζε κηα κεηαιιηθή ζπκπαγή δνθφ: 

 

 ΢ηπεπηοκαμπηικόρ λςγιζμόρ μελών ζηαθεπήρ διαηομήρ ςπό θλίτη και κάμτη. 

Μέιε ζηαζεξήο δηαηνκήο πνπ θαηαπνλνχληαη ηαπηφρξνλα απφ αμνληθή ζιηπηηθή δχλακε 

θαη ξνπέο θάκςεο πεξί ηνλ ηζρπξφ θαη ηνλ αζζελή άμνλα ηεο δηαηνκήο, απνηεινχλ ηε γεληθή 

πεξίπησζε θαηαπφλεζεο, ηδηαίηεξα ζε φηη αθνξά θαηαθφξπθα κέιε πιαηζησηψλ ρσξηθψλ 

θνξέσλ. Ζ αλάιπζε ηεο θέξνπζαο ζπκπεξηθνξάο είλαη εμαηξεηηθά δχζθνιε αθφκα θαη γηα ηελ 

απιή ειαζηηθή ζπκπεξηθνξά, θαζηζηψληαο θιεηζηέο καζεκαηηθέο ζρέζεηο φπνπ ε επίιπζε απηψλ 

είλαη πνιχ δχζθνιε θαη πνιιέο θνξέο αδχλαηε. Έηζη θαηαθεχγνπκε ζηελ αλάπηπμε θαη ρξήζε 

δηάθνξσλ πξνζεγγηζηηθψλ κεζφδσλ ψζηε λα νδεγεζνχκε ζε κηα απνδεθηή ιχζε. 
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΢ηπεπηοκαμπηικόρ (ή πλεςπικόρ) λςγιζμόρ δοκών ζηαθεπήρ διαηομήρ ςπό κάμτη πεπί ηον 

ιζσςπό άξονα. 

Όηαλ κηα δνθφο κε πξνζηαηεπφκελε πεξί πιεπξηθήο εθηξνπήο ππνβάιιεηαη ζε θάκςε, 

ιφγσ ξνπψλ ή ιφγσ εγθάξζησλ θνξηίσλ, πεξί ηνλ ηζρπξφ άμνλα ηεο δηαηνκήο ηεο, ηφηε 

αλαιφγσο ηνλ πξνζαλαηνιηζκφ ησλ δξψλησλ θνξηίσλ, έλα απφ ηα απφ ηα πέικαηά ηεο ζιίβεηαη 

θαη θαζίζηαηαη επνκέλσο επηξξεπέο ζε ιπγηζκφ. Ο ιπγηζκφο ηνπ ζιηβφκελνπ πέικαηνο ζην 

επίπεδν ηνπ θνξκνχ παξεκπνδίδεηαη ιφγσ ηεο κεγάιεο δπζθακςίαο ηνπ θνξκνχ ζην επίπεδν 

ηνπ, ελψ ην ππφινηπν κηζφ ηεο δηαηνκήο ραξαθηεξίδεηαη, σο εθειθπφκελν ζηνηρείν επζηαζέο. Χο 

ζπλέπεηα, ν ιπγηζκφο ηνπ ζιηβφκελνπ πέικαηνο εθδειψλεηαη εθηφο ηνπ επηπέδνπ ηνπ θνξκνχ 

(πεξί ηνλ ηζρπξφ άμνλα ηνπ ζιηβφκελνπ πέικαηνο), κε ηαπηφρξνλε ζηξνθή ησλ θχξησλ αμφλσλ 

ηεο δηαηνκήο ζε ζρέζε κε ηελ αξρηθή ηνπο ζέζε. Ζ παξακφξθσζε πνπ πξνθχπηεη, είλαη 

επνκέλσο, ζπλδπαζκφο ζηξέςεο θαη πιεπξηθήο θάκςεο (πιεπξηθφο-ζηξεπηηθφο ιπγηζκφο ή 

απιψο πιεπξηθφο ιπγηζκφο). Βέβαηα, εάλ εθαξκνζηεί ηαπηφρξνλα θαη αμνληθή ζιηπηηθή δχλακε 

ζηε δνθφ, απηή ζα επηηείλεη ην θαηλφκελν, δηφηη ζπκβάιιεη ζηελ θάκςε (θαηά ηνλ ιπγηζκφ) πεξί 

ηνλ αζζελή άμνλα ηεο δηαηνκήο. Ζ αληηκεηψπηζε ησλ θαηλνκέλσλ απηψλ αζηάζεηαο είλαη 

πνιχπινθε δηαδηθαζία, φπσο πξναλαθέξακε ζην θεθάιαην 2.3.1 . 

Καηά ηελ κειέηε θαη ηελ αληηκεηψπηζε ησλ θαηλνκέλσλ ηνπ ηνπηθνχ ιπγηζκνχ, έρεη 

κεγάιε ζεκαζία λα παξνπζηάζνπκε απφ πνηνπο παξάγνληεο εμαξηάηαη ε θξίζηκε ηηκή ηεο 

κέγηζηεο ξνπήο θάκςεο, ζε κηα  δνθφ, ε νπνία θνξηίδεηαη θαηά ηελ ηζρπξή δηεχζπλζε θάκςεο. 

 

Οη θπξηφηεξνη παξάγνληεο είλαη νη εμήο: 

 Σν είδνο θαη ε ζέζε ησλ θνξηίσλ, ηα νπνία επεξεάδνπλ ηελ θαηαλνκή ηεο ξνπήο 

θαηά κήθνο ηεο δνθνχ (δειαδή ηε κνξθή ηνπ δηαγξάκκαηνο ησλ θακπηηθψλ 

ξνπψλ). 

 Σν ζεκείν εθαξκνγήο ησλ θνξηίσλ θαζ‟ χςνο ηεο δηαηνκήο (θέληξν βάξνπο, άλσ 

πέικα, θάησ πέικα θ.α.). 

 Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηα άθξα ηεο δνθνχ θαη ζε ελδηάκεζεο ζέζεηο ηεο 

(πεξηνξηζκφο θάκςεο, ζηξέςεο θαη ζηξέβισζεο). 

  Ζ χπαξμε ή φρη ζπλέρεηαο ζηηο ζηεξίμεηο. 

  Ζ κνξθή ηεο δηαηνκήο. 

  Οη ηπρφλ αζπλέρεηεο ζηε δηαηνκή (π.ρ. αιιαγή δηαηνκήο, αλνίγκαηα θιπ). 

  Οη ηδηφηεηεο ηνπ πιηθνχ. 

  Οη γεσκεηξηθέο αηέιεηεο θαη νη παξακέλνπζεο ηάζεηο. 

 

΢ηπεπηοκαμπηικόρ λςγιζμόρ μελών ζηαθεπήρ διαηομήρ ςπό θλίτη. 

Ζ πεξίπησζε απηή αληηκεησπίδεηαη νπζηαζηηθά φπσο ν ζηξεπηηθφο ιπγηζκφο. 

Παξνπζηάδεηαη δειαδή κηα κνξθή αζηάζεηαο ελφο ζιηβφκελνπ κέινπο ζηαζεξήο δηαηνκήο κε 

επζχγξακκν δηακήθε άμνλα, θαηά νπνία νη δηαηνκέο ζηξέθνληαη πεξί ηνλ άμνλα ηνπ κέινπο, ν 

νπνίνο παξακέλεη επζχγξακκνο θαη κεηά ηελ παξακφξθσζε. Ο θίλδπλνο αζηνρίαο ιφγσ 
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ζηξεπηηθνχ ιπγηζκνχ παξαηεξείηαη ζε αλνηρηέο δηαηνκέο, ελψ δελ πθίζηαληαη ζε θιεηζηέο 

δηαηνκέο ιφγσ ηεο κεγάιεο δπζηξεςίαο πνπ δηαζέηνπλ. Δπηπιένλ ζεκαληηθφ ξφιν παίδνπλ νη 

ζπλζήθεο δέζκεπζεο ησλ άθξσλ ηνπ κέινπο ζε ζηξέςε θαη ζηξέβισζε. 

 

2.3 Σεχνικό Θεωρύα Κϊμψησ 
 

 Βαζηθφ αληηθείκελν ηεο παξνχζαο κεηαπηπρηαθήο εξγαζίαο είλαη ε ζεσξεηηθή κειέηε 

ηνπ θαηλφκελνπ ηνπ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ ζπκπαγψλ κεηαιιηθψλ δνθψλ. Όπσο ζα δνχκε ζηε 

ζπλέρεηα, απηή ε ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε γίλεηαη κε ηελ ρξήζε ησλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ πνπ 

δηέπνπλ ηελ ηζνξξνπία ηεο κεηαιιηθήο δνθνχ  ζηελ νπνία δξνχλ εγθάξζηα θνξηία. Πξνθαλψο, ε 

εγθάξζηα θφξηηζε ηεο δνθνχ έρεη σο απνηέιεζκα ηελ θάκςε απηήο. Ο πιεπξηθφο ιπγηζκφο έρεη 

άκεζε ζρέζε κε ηελ θάκςε ηεο δνθνχ. Έηζη, νη δχν απφ ηηο ηξείο δηαθνξηθέο εμηζψζεηο πνπ 

πεξηγξάθνπλ ην θαηλφκελν απηφ , φπσο ζα δνχκε θαη ζηε ζπλέρεηα,  βαζίδνληαη ζηελ θάκςε ηεο 

δηαηνκήο πεξί ηνπο δπν θχξηνπο θεληξνβαξηθνχο άμνλεο απηήο. Δπνκέλσο, είλαη ζεκαληηθφ λα 

εηζάγνπκε θαη λα πεξηγξάςνπκε ελ ζπληνκία ηελ έλλνηα ηεο θάκςεο. 

 Ζ εληαηηθή θαηάζηαζε ζηελ νπνία βξίζθεηαη κηα δνθφο πνπ ππνβάιιεηαη ζε εγθάξζηα 

θφξηηζε νλνκάδεηαη θάκςε. Αλ γηα παξάδεηγκα, ζε κηα ακθηέξεηζηε δνθφ επηβιεζεί έλα 

εγθάξζην θνξηία , ηφηε ε δνθφο ζα παξακνξθσζεί θαηά ηε δηεχζπλζε ηνπ επηβαιιφκελνπ θαη ν 

άμνλάο ηεο ζα θακθζεί φπσο θαίλεηαη ζην ΢ρ.2.5. 

 

 
΢σήμα 2.5 Κάκςε δνθνχ ππφ εγθάξζηα θφξηηζε. 

 Καηά ηελ θαηαπφλεζε ζε θάκςε αλαπηχζζνληαη θακπηηθέο ξνπέο, νη νπνίεο πξνθαινχλ 

ηφζν ηελ θακπχισζε ηεο δνθνχ, φζν θαη ηε δεκηνπξγία ηάζεσλ εληφο ηνπ πιηθνχ ηεο. 

Δπνκέλσο, κε ηελ έλλνηα θάκςε αλαθεξφκαζηε ηφζν ζηηο αλαπηπζζφκελεο ηάζεηο φζν θαη ζηηο 

πξνθαινχκελεο παξακνξθψζεηο πνπ νλνκάδνληαη βέιε θάκςεο. 

 Έζησ ε ακθηέξεηζηε δνθφο ηνπ ζρήκαηνο 2.5 ππφ ηε δξάζε εγθάξζηνπ θνξηίνπ. Ζ 

θφξηηζε ηεο δνθνχ πξαγκαηνπνηείηαη θαηά ηνλ άμνλα z θαη ε δνθφο θάκπηεηαη πεξί ηνλ 

θεληξνβαξηθφ άμνλα y. Απνθφπηνληαο απφ ηε δνθφ έλα ζηνηρεηψδεο ηκήκα dx θαη κε βάζε ηελ 

παξαδνρή Bernoulli, έρνπκε ηα εμήο: 
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΢σήμα 2.6 Κακπχισζε ζηνηρεηψδνπο ηκήκαηνο θακπηφκελεο δνθνχ. 

 

 Ο θεληξνβαξηθφο άμνλαο Οx παξακνξθψλεηαη ζε ηφμν θχθινπ αθηίλαο R. Οη 

δηαηνκέο Γ1Γ2 θαη Γ1Γ2 έρνπλ ζηξαθεί θαηά γσλία dθ/2 θαζεκηά σο πξνο ηελ θάζεηε δηεχζπλζε. 

Απφ ηελ νκνηφηεηα ησλ ηξηγψλσλ ΟΓΓ θαη ΓΜΝ ηζρχεη: 

                                                                         
R

z

dx



                                                                          (2.1) 

Ο ιφγνο 
dx


 εθθξάδεη ηελ αλνηγκέλε παξακφξθσζε ε, ε νπνία ζχκθσλα κε ηνλ λφκν ηνπ Hooke  

δίλεηαη απφ ηε ζρέζε: 





 . 

΢πλδπάδνληαο ηηο παξαπάλσ εμηζψζεηο, πξνθχπηεη: z
R



                                                  (2.2) 

Ο ιφγνο Δ/R είλαη γηα φια ηα ζεκεία ηεο θάζε ίλαο θαη επνκέλσο ε ζρέζε (2.2) απνθηά ηε 

κνξθή: zC   

 Ζ νπδέηεξε γξακκή κηαο δηαηνκήο είλαη ην ίρλνο ηνπ νπδέηεξνπ επηπέδνπ ζηε 

ζπγθεθξηκέλε δηαηνκή θαη ζε απηήλ νη νξζέο ηάζεηο ιφγσ θάκςεο είλαη κεδεληθέο, ηαπηίδεηαη δε 

κε ηνλ θεληξνβαξηθφ άμνλα ηεο δηαηνκήο. Γηαηξεί ηε δηαηνκή ζε ζιηβφκελε θαη ζε εθειθπφκελε 

δψλε. 

 Με βάζε ηελ ηζνξξνπία ηνπ ζηνηρεηψδνπο ηκήκαηνο, πξέπεη ην άζξνηζκα ησλ ξνπψλ ησλ 

ζηνηρεησδψλ δπλάκεσλ dA  σο πξνο ηνλ άμνλα y λα είλαη ίζε κε ηελ θακπηηθή ξνπή yM . 
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Ηζρχεη δειαδή:                          
yy I

R

E
dAz

R

E
dAz  

2                                                       (2.3) 

ε νπνία κε βάζε ηε ζρέζε (2.2) δίλεη ηειηθά: 

                                                                 z
I

M

y

y

x                                                                (2.4) 

Άξα ε θαηαλνκή ηάζεσλ θαζνξίδεηαη πιήξσο απφ ηε ξνπή θάκςεο θαη ηε ξνπή 

αδξάλεηαο ηεο δηαηνκήο.  

 

                           
΢σήμα 2.7 Καηαλνκή νξζψλ ηάζεσλ ιφγσ νξζήο ηάζεο ζε ηπραία δηαηνκή. 

 

Χο ξνπή αληίζηαζε ηεο δηαηνκήο σο πξνο ηνλ άμνλα y νξίδεηαη ν ιφγνο ηεο ξνπήο 

αδξάλεηαο ηεο δηαηνκήο σο πξνο ηνλ άμνλα y, πξνο ηελ απφζηαζε ηεο πην απνκαθξπζκέλεο ίλαο 

απφ ηνλ ίδην άμνλα. Όκνηα νξίδεηαη θαη ε ειαζηηθή ξνπή αληίζηαζεο σο πξνο ηνλ άμνλα z. 

Γειαδή:                                       
y

I
Wel

y

y   θαη 
z

I
Wel z

z                                                       

(2.5) 

Αλ ε νπδέηεξε γξακκή ηαπηίδεηαη κε ηνλ άμνλα ζπκκεηξίαο ηεο δηαηνκήο, ηφηε νη 

αθξαίεο ίλεο ηεο ζιηβφκελεο θαη εθειθπφκελεο δψλεο απέρνπλ ηελ ίδηα απφζηαζε απφ ηνλ άμνλα 

y, ζπλεπψο ηζρχεη: u

y

o

y WelWel  . 

Δπνκέλσο ε θαηαλνκή νξζψλ ηάζεσλ κπνξεί λα γξαθεί σο εμήο: 
Wel

M y

x   

Τπφ ηελ επίδξαζε ησλ εγθάξζησλ θνξηίσλ, εθηφο απφ ηελ θακπηηθή ξνπή εκθαλίδεηαη 

θαη ηέκλνπζα δχλακε. Δπνκέλσο, ζηε δνθφ εθηφο απφ νξζέο ηάζεηο ζ εκθαλίδνληαη θαη 

δηαηκεηηθέο ηάζεηο η. Καζψο ε ζπκπεξηθνξά ηεο δνθνχ είλαη ειαζηηθή θαη επεηδή ηζρχεη ε αξρή 

ηεο αλεμαξηεζίαο ησλ ειαζηηθψλ παξακνξθψζεσλ, ε παξνπζία ησλ δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ δελ 

επεξεάδεη ηελ θαηαλνκή ησλ νξζψλ ηάζεσλ θαηά κήθνο ηεο δηαηνκήο. 
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΢σήμα 2.8 Καηαλνκή δηαηκεηηθψλ ηάζεσλ ζε δηαηνκή δνθνχ ιφγσ θάκςεο. 

 

 ΢ε απηήλ ηελ παξάγξαθν εμεηάζζεθε θφξηηζε θαηά ηνλ θαηαθφξπθν άμνλα z θαη 

ζπλεπψο θάκςε ηεο δνθνχ πεξί ηνλ θεληξνβαξηθφ άμνλα y. Πξνθαλψο, αλάινγεο ζρέζεηο 

ηζρχνπλ θαη γηα θφξηηζε θαηά y θαη ζπλεπψο θάκςε θαηά z. 

 

2.4 Ελαςτικό και Πλαςτικό Ανϊλυςη 
 

 

Ζ ηερληθή ζεσξία θάκςεο αλαθέξεηαη ζηελ ειαζηηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα θαη 

βαζίδεηαη ζηε ζεσξία κηθξψλ κεηαηνπίζεσλ. Πξνθχπηεη επνκέλσο γηα ζεσξία 1
εο

 ηάμεσο. Ζ 

ειαζηηθή αλάιπζε κπνξεί λα εθαξκφδεηαη ζε φιεο ηηο πεξηπηψζεηο δηαηνκψλ, αλεμαξηήησο αλ ε 

αληνρή ηνπο πξνζδηνξίδεηαη κε βάζε ηελ ειαζηηθή ή ηελ πιαζηηθή αληνρή ηνπο. Αληηζέησο ε 

πιαζηηθή αλάιπζε. Αληηζέησο ε πιαζηηθή αλάιπζε δελ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ζε φιεο ηηο 

πεξηπηψζεηο θαη γηα λα είλαη δπλαηή ε εθαξκνγή ηεο πξέπεη λα πιεξνχληαη θάπνηεο 

πξνυπνζέζεηο. ΢ηελ παξάγξαθν απηή γίλεηαη αλαθνξά ζηηο δπν κεζφδνπο αλάιπζεο θαη ζηα 

ραξαθηεξηζηηθά ηνπο. 

 

Δλαζηική Ανάλςζη 

 Καηά ηελ ειαζηηθή αλάιπζε ππνηίζεηαη ειαζηηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα θαη ε ζρέζε 

ηάζεο-παξακφξθσζεο ηνπ πιηθνχ ζεσξείηαη φηη είλαη γξακκηθή γηα νπνηαδήπνηε ζηάζκε ησλ 

ηάζεσλ. Ζ παξακφξθσζε είλαη επνκέλσο αλάινγε κε ηελ ηάζε, δειαδή ην πιηθφ 

ζπκπεξηθέξεηαη ειαζηηθά θαζ‟ φιε ηε θφξηηζε. 
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΢σήμα 2.9 Γηαγξάκκαηα ηάζεσλ-αλνηγκέλσλ παξακνξθψζεσλ. 

 

 Καηά ηελ ειαζηηθή αλάιπζε ζηαηηθψο νξηζκέλσλ θνξέσλ, ηα εληαηηθά κεγέζε 

πξνθχπηνπλ απφ ηηο εμηζψζεηο ζηαηηθήο ηζνξξνπίαο, ελψ ζηνπο ππεξζηαηηθνχο θνξείο ηα 

εληαηηθά κεγέζε πξέπεη λα ηθαλνπνηνχλ ζπλζήθεο ηζνξξνπίαο θαη λα πξνθαινχλ κεηαθηλήζεηο 

πνπ είλαη ζπκβαηέο κε ηελ ειαζηηθή ζπλέρεηα ηνπ θνξέα θαη ηηο ζπλζήθεο ζηήξημεο. Οη 

εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο δελ επαξθνχλ γηα λα πξνζδηνξηζζνχλ ηα άγλσζηα κεγέζε θαη πξέπεη λα 

ζπκπιεξσζνχλ κε απιέο γεσκεηξηθέο ζρέζεηο πνπ ζπλδένπλ ηηο κεηαθηλήζεηο ηνπ θνξέα. Απηέο 

νη ζρέζεηο νλνκάδνληαη εμηζψζεηο ζπκβηβαζηνχ ησλ παξακνξθψζεσλ θαη εμαζθαιίδνπλ ηε 

ζπκβαηφηεηα ησλ κεηαθηλήζεσλ ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε. 

 Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ εληαηηθψλ θαη παξακνξθσζηαθψλ κεγεζψλ θαη ησλ 

αληηδξάζεσλ, ρξεζηκνπνηνχληαη θπξίσο δπν γεληθέο κέζνδνη πξνζέγγηζεο. Απηέο είλαη ε 

κέζνδνο ησλ δπλάκεσλ θαη ε κέζνδνο ησλ παξακνξθψζεσλ. 

 Ζ ειαζηηθή αλάιπζε δηαθξίλεηαη ζε δπν θαηεγνξίεο. Απηέο είλαη νη εμήο: 

 Διαζηηθή αλάιπζε 1
εο

 ηάμεσο, ζχκθσλα κε ηελ νπνία νη εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο ησλ 

δπλάκεσλ θαη ηνπ ζπκβηβαζηνχ ησλ παξακνξθψζεσλ αλαθέξνληαη ζηελ αξρηθή 

απαξακφξθσηε γεσκεηξία ηνπ θνξέα. Υξεζηκνπνηείηαη φηαλ νη κεηαηνπίζεηο ησλ 

δηαηνκψλ ηνπ θνξέα θαη νη αλεγκέλεο παξακνξθψζεηο ησλ αθξαίσλ ηλψλ θάζε δηαηνκήο 

είλαη κηθξέο, ψζηε ε ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα λα ζεσξείηαη ειαζηηθή. Ηζρχεη ε αξρή ηεο 

επαιιειίαο θαηά ηελ νπνία ην απνηέιεζκα κηαο ζπλνιηθήο δξάζεο είλαη ίζν κε ην 

άζξνηζκα ησλ ζπλφισλ ησλ απνηειεζκάησλ ησλ επηκέξνπο δξάζεσλ πνπ ζπληζηνχλ ηελ 

νιηθή δξάζε. Ζ αξρή ηεο επαιιειίαο ηζρχεη κφλν φηαλ ην πιηθφ είλαη ειαζηηθφ θαη ε 

γεσκεηξία ηεο θαηαζθεπήο δελ κεηαβάιιεηαη ιφγσ κε γξακκηθήο ζπκπεξηθνξάο. 

 Διαζηηθή αλάιπζε 2
εο

 ηάμεσο, ζχκθσλα κε ηελ νπνία νη εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο 

αλαθέξνληαη ζηελ παξακνξθσκέλε γεσκεηξία ηνπ θνξέα. Λακβάλεηαη επνκέλσο ππφςε 

ε επίδξαζε ησλ παξακνξθψζεσλ ηνπ θνξέα ζηα εληαηηθά κεγέζε ηνπ. ΢ε απηήλ ηελ 

πεξίπησζε δελ ηζρχεη ε αξρή ηεο επαιιειίαο, ελψ γηα ηελ επίιπζε ηνπ θνξέα 

ρξεζηκνπνηνχληαη θπξίσο θαηάιιεια πξνγξάκκαηα ειεθηξνληθνχ ππνινγηζηή, ιφγσ 

αλάγθεο πινπνίεζεο κεγάινπ αξηζκνχ ππνινγηζκψλ. ΢πγθεθξηκέλα, ε ειαζηηθή ζεσξία 

2
εο

 ηάμεσο ζπληίζεηαη απφ ηε δηαδνρηθή επίιπζε αλαιχζεσλ 1
εο

 ηάμεσο ηνπ θνξέα, ηνπ 

νπνίνπ ε γεσκεηξία κεηαβάιιεηαη ζε θάζε, κε βάζε ηελ πξνεγνχκελε ηζηνξία θφξηηζεο. 
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Αμίδεη λα ππνγξακκηζηεί φηη ε ππφζεζε ηεο γξακκηθήο ζπκπεξηθνξάο θνξηίνπ-

παξακνξθψζεσλ είλαη δπλαηφλ λα εθαξκνζζεί είηε γηα 1
εο

 είηε γηα 2
εο

 ηάμεσο ειαζηηθήο 

αλάιπζεο, αθφκα θαη φηαλ ε αληνρή ηεο δηαηνκήο βαζίδεηαη ζηελ πιαζηηθή αληνρή. 

Πλαζηική Ανάλςζη 

 Ζ πιαζηηθή αλάιπζε ιακβάλεη ππφςε ηηο επηδξάζεηο ηεο κε γξακκηθφηεηαο ηνπ πιηθνχ 

θαηά ηνλ ππνινγηζκφ ησλ απνηειεζκάησλ ησλ δξάζεσλ, ελψ ρξεζηκνπνηείηαη κφλν εθφζνλ ηα 

κέιε ηεο θαηαζθεπήο δηαζέηνπλ επαξθή ζηξνθηθή ηθαλφηεηα ζηηο ζέζεηο πνπ δεκηνπξγείηαη 

πιαζηηθή άξζξσζε. 

Οη πξνυπνζέζεηο εθαξκνγήο ηεο πιαζηηθήο αλάιπζεο είλαη νη αθφινπζεο: 

 Ο ράιπβαο πξέπεη λα δηαζέηεη επαξθή νιθηκφηεηα, ψζηε λα κπνξέζεη λα αλαπηπρζεί ε 

πιαζηηθή αληνρή ησλ δηαηνκψλ. 

 Μεηά ηε δεκηνπξγία ηεο πιαζηηθήο άξζξσζεο, απηή πξέπεη λα έρεη ηελ ηθαλφηεηα λα 

ζηξαθεί ππφ ζηαζεξή ξνπή, ίζε κε ηελ πιαζηηθή ξνπή ηεο δηαηνκήο. 

 Ζ πιαζηηθή άξζξσζε πξέπεη λα έρεη αξθεηή ζηξνθηθή ηθαλφηεηα, ρσξίο λα πξνεγεζεί 

ηνπηθφο ή πιεπξηθφο ιπγηζκφο, έηζη ψζηε λα κπνξεί λα δεκηνπξγεζεί κεραληζκφο 

θαηάξξεπζεο κε αλαθαηαλνκή ξνπψλ. 

Δίλαη απαξαίηεηε ε γλψζε ηνπ δηαγξάκκαηνο ηάζεσλ-αλεγκέλσλ παξακνξθψζεσλ ηνπ 

πιηθνχ γηα ηελ πξαγκαηνπνίεζε γξακκηθήο αλάιπζεο. Δάλ ε ηάζε κεησζεί ζε νπνηνδήπνηε 

ζεκείν ηεο πιαζηηθήο πεξηνρήο, ε θακπχιε απνθφξηηζεο είλαη επζεία γξακκή παξάιιειε κε ηνλ 

ειαζηηθφ θιάδν ηνπ δηαγξάκκαηνο ζ-ε. Τπνζέηνληαο απφιπηε πιαζηηθφηεηα κεηά ηελ ππέξβαζε 

ηνπ νξίνπ δηαξξνήο, ακεινχληαη ηα απνηειέζκαηα ηεο θξάηπλζεο, γεγνλφο πνπ είλαη ππέξ ηεο 

αζθαιείαο. 

Ζ πιαζηηθή αλάιπζε βαζίδεηαη ζηε κε γξακκηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ πιηθνχ αθφκα θαη αλ 

αγλννχληαη ηα θαηλφκελα 2αο ηάμεσο. Οη πιαζηηθέο αλαιχζεηο 2
εο

 ηάμεσο απαηηνχλ γεληθά ηε 

ρξήζε πξνγξακκάησλ ειεθηξνληθνχ ππνινγηζηή. Αμίδεη λα ππνγξακκηζζεί φηη επεηδή ε 

πιαζηηθή αλάιπζε είλαη βαζηθά κε γξακκηθή, ε αξρή ηεο επαιιειίαο δελ ηζρχεη. 

Ο ζρεδηαζκφο δνθψλ κε ηε κέζνδν πιαζηηθήο αλάιπζεο ζπλεπάγεηαη νηθνλνκία ηεο 

θαηαζθεπήο, ε νπνία είλαη ηφζν κεγαιχηεξε φζν απμάλεηαη ε ππεξζηαηηθφηεηα ηνπ θνξέα. 

 

 
΢σήμα 2.10 ΢ρεκαηηζκφο πιαζηηθήο άξζξσζεο ζην κέζνλ ακθηέξεηζηεο κεηαιιηθήο δνθνχ 
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2.5 Μϋθοδοι Ανϊλυςησ και Ελϋγχου 
 

 ΢θνπφο ηνπ ζρεδηαζκνχ ησλ θαηαζθεπψλ είλαη ν πξνζδηνξηζκφο ησλ εληαηηθψλ κεγεζψλ 

θαη ησλ παξακνξθψζεσλ ησλ κειψλ ηνπ θνξέα θαη ν έιεγρνο φηη ε έληαζε θαη νη 

παξακνξθψζεηο βξίζθνληαη εληφο ησλ απνδεθηψλ νξίσλ. Οη ζεσξίεο αλάιπζεο πνπ 

ρξεζηκνπνηνχληαη θάζε θνξά πξέπεη λα είλαη ηφζν πξνζεγγηζηηθέο φζν επηηξέπεηαη θαη ηφζν 

αθξηβείο φζν επηβάιιεηαη. Απηφ εμαξηάηαη θαηά θχξην ιφγν απφ ηα γεσκεηξηθά θαη αδξαλεηαθά 

κεγέζε ηνπ θνξέα θαη ησλ κειψλ ηνπ, θαζψο θαη απφ ην είδνο θαη ηελ έληαζε πνπ ηνπ 

επηβάιιεηαη. 

Όπσο πξναλαθέξζεθε, ε ηερληθή ζεσξία θάκςεο αλαθέξεηαη ζηελ ειαζηηθή 

ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα θαη βαζίδεηαη ζηε ζεσξία κηθξψλ κεηαηνπίζεσλ (ειαζηηθή αλάιπζε 1
εο

 

ηάμεσο). Ζ ειαζηηθή αλάιπζε κπνξεί λα εθαξκνζηεί ζε φιεο ηηο πεξηπηψζεηο δηαηνκψλ, 

αλεμαξηήησλ αλ ε αληνρή ηνπο πξνζδηνξίδεηαη κε βάζε ηελ ειαζηηθή ή πιαζηηθή αληνρή ηνπο. 

Αληηζέησο, ε πιαζηηθή αλάιπζε δελ κπνξεί λα εθαξκνζηεί ζε φιεο ηηο πεξηπηψζεηο θαη γηα λα 

είλαη δπλαηή ε εθαξκνγή ηεο, ζα πξέπεη λα πιεξνχληαη θάπνηεο πξνυπνζέζεηο. Ζ πιαζηηθή 

αλάιπζε αλαθέξεηαη ζηε μη γπαμμική ζςμπεπιθοπά ηος ςλικού ιφγσ δηαξξνήο ηνπ ράιπβα. 

Δπίζεο, ππάξρεη θαη ε γευμεηπική μη γπαμμικόηηηα ιφγσ κεγάισλ κεηαηνπίζεσλ. Σηο 

πεξηζζφηεξεο θνξέο ε πξαγκαηηθή γεσκεηξία απνθιίλεη απφ ηελ ηδεαηή ιφγσ αηειεηψλ θαηά ηε 

δηαδηθαζία παξαγσγή θαη αλέγεξζεο ησλ δνκηθψλ κειψλ, κε απνηέιεζκα λα δεκηνπξγνχληαη 

παξακέλνπζεο ηάζεηο ζηελ αθφξηηζηε θαηάζηαζε. Οη κέζνδνη αλάιπζεο ζχκθσλα κε ηελ 

νξνινγία ηνπ Δπξσθψδηθα 3 πεξί ζρεδηαζκνχ θειπθψλ, είλαη νη εμήο: 

 

Γπαμμική Δλαζηική Ανάλςζη (Linear Analysis, LA)  

 Οη παξακνξθψζεηο w θαη νη αλεγκέλεο παξακνξθψζεηο ε είλαη κηθξέο, ψζηε ε 

ζπκπεξηθνξά λα είλαη ειαζηηθή θαη ε επίιπζε λα γίλεηαη κε βάζε ηελ αξρηθή, απαξακφξθσηε 

γεσκεηξία ηνπ θνξέα. Ζ αλάιπζε απηή νλνκάδεηαη θαη ειαζηηθή αλάιπζε κε βάζε ηε ζεσξία 

1
εο

 ηάμεο. 

 Όηαλ επηβάιιεηαη λα ιεθζνχλ θαηλφκελα 2
εο

 ηάμεσο (γεσκεηξηθή κε γξακκηθφηεηα), 

ρξεζηκνπνηείηαη ε ζεσξία 2
εο

 ηάμεο, ε νπνία απαηηεί επαλαιεπηηθέο δηαδηθαζίεο επίιπζεο, 

επεηδή ζε απηή πεξίπησζε δελ ηζρχεη ε αξρή ηεο επαιιειίαο, γίλεηαη αλαθνξά ζε θάπνηα 

ζπγθεθξηκέλε θαηαλνκή ησλ θνξηίσλ, ηα νπνία απμάλνληαη βήκα-βήκα, ρξεζηκνπνηψληαο έλα 

πνιιαπιαζηαζηή θφξηηζεο. Κάζε βήκα επηιέγεηαη αξθεηά κηθξφ ψζηε λα κπνξεί λα ππνηεζεί φηη 

ε ζπκπεξηθνξά ηνπ είλαη γξακκηθή θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ βήκαηνο. Ζ θαηάζηαζε παξακφξθσζεο 

ζην ηέινο ελφο βήκαηνο θφξηηζεο, ρξεζηκνπνηείηαη σο γεσκεηξία αλαθνξάο γηα ην επφκελν 

βήκα. Δπνκέλσο ε ειαζηηθή ζεσξία 2
εο

 ηάμεο ζπληίζεηαη απφ ηε δηαδνρηθή επίιπζε αλαιχζεσλ 

1
εο

 ηάμεο ηνπ θνξέα, ηνπ νπνίνπ ε γεσκεηξία κεηαβάιιεηαη ζε θάζε βήκα, κε βάζε ηελ 

πξνεγνχκελε ηζηνξία θφξηηζεο. 
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Πλαζηική Ανάλςζη (Materially non-linear Analysis, MNA) 

 Οη παξακνξθψζεηο w είλαη κηθξέο, αιιά νη αλεγκέλεο παξακνξθψζεηο ε κεγάιεο. Ζ 

επίιπζε γίλεηαη κε βάζε ηελ απαξακφξθσηε γεσκεηξία ηνπ θνξέα. Δδψ γίλεηαη δηάθξηζε σο 

πξνο ην ηη ζεσξνχληαη παξακνξθψζεηο, δεδνκέλνπ φηη ν φξνο w έρεη κηα γεληθεπκέλε ζεκαζία. 

 Αλ είλαη κηθξέο νη κεηαηνπίζεηο w αιιά κεγάιεο νη ζηξνθέο θ=dw/dx, ηφηε ε ζρέζε 

κεηαμχ ξνπψλ-θακππινηήησλ είλαη γξακκηθή θαη ε κε γξακκηθφηεηα αθνξά κφλν ηελ αλάιπζε 

ζην παξακνξθσκέλν ζχζηεκα. Ζ αλάιπζε απηή νλνκάδεηαη θαη γξακκηθή ζεσξία επζηάζεηαο ή 

αλάιπζε κε ζεσξία 2
εο

 ηάμεο. Ζ εθαξκνγή ηεο δίλεη  ιχζεηο κφλν κέρξη ην θνξηίν ιπγηζκνχ. Αλ 

νη κεηαηνπίζεηο w είλαη κεγάιεο, ηφηε ε ζρέζε κεηαμχ ξνπψλ-θακππινηήησλ είλαη κε γξακκηθή. 

Ζ αλάιπζε απηή νλνκάδεηαη θαη κε γξακκηθή ζεσξία επζηάζεηαο ή αλάιπζε κε ηε ζεσξία 3
εο

 (ή 

αλψηεξεο) ηάμεο, δίλεη δε ιχζεηο θαη πέξαλ ηνπ θνξηίνπ ηνπ ιπγηζκνχ. Ζ εθαξκνγή κε 

γξακκηθήο επζηάζεηαο δελ αθνξά ξαβδφκνξθνπο θνξείο, δεδνκέλνπ φηη ζηα έξγα ηνπ πνιηηηθνχ 

κεραληθνχ νη κεηαηνπίζεηο είλαη πεξηνξηζκέλεο γηα ιφγνπο ιεηηνπξγηθφηεηαο. Αληηζέησο ζε 

επηθαλεηαθνχο θνξείο (πιάθεο, θειχθε) είλαη αλαγθαία ε εθαξκνγή ηεο φηαλ αλαδεηείηαη ην 

νξηαθφ θνξηίν, φπνπ ζεκαληηθφ ξφιν παίδεη ε κεηαιπγηζκηθή ζπκπεξηθνξά. 

 

Γευμεηπικώρ μη γπαμμική Δλαζηική Ανάλςζη (Geometrically non-linear Analysis, GNA) 

 Οη αλεγκέλεο παξακνξθψζεηο είλαη κηθξέο, αιιά νη παξακνξθψζεηο ηνπ θνξέα είλαη 

κεγάιεο. Ζ αλάιπζε είλαη ειαζηηθή, αιιά ε επίιπζε γίλεηαη κε βάζε ηελ παξακνξθσκέλε 

γεσκεηξία ηνπ θνξέα. Δδψ πξέπεη λα γίλεη δηάθξηζε κε βάζε ηε ζεκαζία ηνπ φξνπ 

“παξακνξθψζεηο” ηνπ θνξέα. Δάλ νη κεηαηνπίζεηο είλαη κηθξέο, αιιά νη ζηξνθέο κεγάιεο, ηφηε ε 

ζρέζε ξνπψλ-θακππινηήησλ είλαη γξακκηθή θαη ε κε γξακκηθή αθνξά κφλν ηελ αλάιπζε ζην 

παξακνξθσκέλν ζχζηεκα. Ζ αλάιπζε απηή νλνκάδεηαη θαη γξακκηθή ζεσξία επζηάζεηαο ή 

αλάιπζε κε ζεσξία 2
εο

 ηάμεσο. Γίλεη απνηειέζκαηα κφλν κέρξη ην θνξηίν ιπγηζκνχ. 

 Αλ νη κεηαηνπίζεηο είλαη κεγάιεο, ηφηε ε ζρέζε ξνπψλ-θακππινηήησλ είλαη κε 

γξακκηθή. Ζ αλάιπζε απηή νλνκάδεηαη θαη κε γξακκηθή ζεσξία επζηάζεηαο ή αλάιπζε κε 

ζεσξία 3
εο

 (ή αλψηεξεο) ηάμεσο, ελψ δίλεη ιχζεηο θαη πέξαλ ηνπ θνξηίνπ ιπγηζκνχ. ΢ε 

επηθαλεηαθνχο θνξείο. 

 

Γευμεηπικώρ μη γπαμμική Πλαζηική Ανάλςζη (Geometrically and Materially non–linear 

Analysis , GMNA) 

Οη παξακνξθψζεηο θαη νη αλεγκέλεο παξακνξθψζεηο είλαη κεγάιεο. 

 

Γευμεηπικώρ μη γπαμμική Eλαζηική Aνάλςζη με απσικέρ αηέλειερ  (GNIA)  

Δίλαη ίδηα κε ηελ GNA κε ηελ παξνπζία γεσκεηξηθψλ αηειεηψλ. 

 

Γευμεηπικώρ μη γπαμμική πλαζηική ανάλςζη με απσικέρ αηέλειερ (GMNIA)  
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Απνηειεί ζπλδπαζκφ ησλ πξνεγνχκελσλ θαη δίλεη ηα πξαγκαηηθά νξηαθά θνξηία ηνπ 

εμεηαδφκελνπ κέινπο. 

 

                                     
΢σήμα 2.11 Κακπχιεο P-δ γηα ηα είδε αλαιχζεσλ 

 

 

Κάζε ζεκείν ηνπ δξφκνπ ηζνξξνπίαο (δειαδή ηνπ δηαγξάκκαηνο θνξηίνπ – 

κεηαηνπίζεσο) αληηζηνηρεί ζε κηα ζπγθεθξηκέλε θαηάζηαζε ηζνξξνπίαο. Τπάξρνπλ δχν είδε 

ιπγηζκνχ πνπ εθθξάδνληαη κε δηαθνξεηηθή κνξθή ησλ δξφκσλ ηζνξξνπίαο ηνπο: 

 Λςγιζμόρ με οπιακό ζημείο: Ζ δπζθακςία ηεο θαηαζθεπήο (θιίζε ηνπ 

δηαγξάκκαηνο P – δ) κεηψλεηαη κε ηελ αχμεζε ηνπ επηβαιιφκελνπ θνξηίνπ. Όηαλ 

ην θνξηίν γίλεη ίζν κε ην θξίζηκν θνξηίν αζηνρίαο επέξρεηαη ε αζηνρία ηνπ 

κέινπο ή ηεο θαηαζθεπήο. 

 Λςγιζμόρ με ζημείο διακλαδώζευρ: Όηαλ ην θνξηίν θηάζεη ηελ ηηκή ηνπ 

θξίζηκνπ θνξηίνπ ιπγηζκνχ ζηνλ αληίζηνηρν δξφκν ηζνξξνπίαο, νη κεηαηνπίζεηο 

ζπλερίδνπλ λα απμάλνληαη αθνινπζψληαο δηαθνξεηηθή πνξεία απφ απηή ηνπ 

πξνιπγηζκηθνχ ζηαδίνπ. 

Τπάξρεη θαη ε πεξίπησζε ιπγηζκνχ κε ζεκείν δηαθιαδψζεσο θαηά ηελ νπνία ν θνξέαο κπνξεί 

λα θέξεη θνξηίν κεγαιχηεξν απφ ην θνξηίν ιπγηζκνχ, έρεη επνκέλσο κεηαιπγηζκηθή αληνρή. Γηα 

ην ιπγηζκφ κε νξηαθφ ζεκείν θαη ζεκείν δηαθιαδψζεσο ζα αζρνιεζνχκε εθηελέζηεξα ζηα 

επφκελα ππνθεθάιαηα. 

 

2.6 Βαςικϋσ Έννοιεσ τησ Ελαςτικόσ Ευςτϊθειασ 
 

 

Λςγιζμόρ – Φοπηίο λςγιζμού – Κπίζιμο θοπηίος 
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 ΢ην παξαθάησ ΢ρ. 2.12(α) βιέπνπκε έλα επίκεθεο δνθίκην ζσιελσηήο δηαηνκήο 

ζηεξηδφκελν ζε αθιφλεηεο ζηεξίμεηο. Σν δνθίκην απηφ δέρεηαη αμνληθή θφξηηζε P ε ηηκή ηεο 

νπνίαο απμάλεηαη ζηαδηαθά. ΢ηελ πεξίπησζε πνπ ε αμνληθή θφξηηζε είλαη ζρεηηθψο κηθξή, ε 

αχμεζε ηεο ζπλεπάγεηαη αμνληθή βξάρπλζε δ ηνπ δνθηκίνπ θαη ε ιεπηή επζχγξακκε ξάβδνο 

δηαηεξείηαη απνιχησο επζχγξακκε (βιέπε ΢ρ 2.12(β)). Όηαλ φκσο θαζψο απμάλεηαη ην θνξηίν P 

θαη απηφ θηάζεη ζε θάπνηα ζπγθεθξηκέλε ηηκή Pα ε ξάβδνο εγθαηαιείπεη ηελ επζχγξακκε κνξθή 

ηζνξξνπίαο ηεο θαη παίξλεη κηα απείξσο γεηηνληθή κνξθή ηζνξξνπίαο ζρεκαηίδνληαο βέινο 

θάκςεο. Σν θαηλφκελν απηφ, θαηά ην νπνίν ε ξάβδνο απφ κηα επζχγξακκε κνξθή ηζνξξνπίαο 

κεηαπίπηεη ζε θάπνηα θακππισκέλε κνξθή ηζνξξνπίαο, νλνκάδεηαη λςγιζμόρ. 

 
 ΢σ. 2.12 Δπίκεθεο δνθίκην ζσιελσηήο δηαηνκήο 

 

 ΢ηελ ηηκή απηή ηνπ θνξηίνπ Pα πνπ έρνπκε ιπγηζκφ αληηζηνηρνχλ δπν ζρεκαηηζκνί 

ηζνξξνπίαο, πνπ έρνπλ ην ίδην κήθνο. Ο έλαο κε επζχγξακκν άμνλα θαη ν άιινο κε 

θακππισκέλν άμνλα. Πεξεηαίξσ αχμεζε ηεο ηηκή ηνπ θνξηίνπ ζπλεπάγεηαη δπζαλαιφγσο 

κεγαιχηεξεο ξνπέο θάκςεσο θαη παξακνξθψζεηο πνπ ηειηθψο ζα πξνθαιέζνπλ ηελ αζηνρία ηνπ 

δνθηκίνπ. Ζ κέγηζηε ηηκή ηνπ θνξηίνπ γηα ηελ νπνία ε ξάβδνο δηαηεξεί ηελ επζχγξακκε κνξθή 

ηεο νλνκάδεηαη κπίζιμο θοπηίο (critical load) ή θοπηίο λςγιζμού (buckling load). Βέβαηα, ζα 

κπνξνχζε λα γίλεη κηα πεξαηηέξσ δηαθνξνπνίεζε κεηαμχ θξίζηκνπ θνξηίνπ ην νπνίν πξνθχπηεη 

απφ ηε επίιπζε ησλ καζεκαηηθψλ πξνηχπσλ , ελψ ην θνξηίν ιπγηζκνχ πξνθχπηεη φηαλ 

αλαθεξφκαζηε ζηελ θφξηηζε κηαο πξαγκαηηθήο ξάβδνπ ζηα πιαίζηα κηαο εξγαζηεξηαθήο 

δνθηκήο. 

 Παξαηεξνχκε απφ ζην ΢ρ 2.12 φηη κεηά ην ζεκείν Α' ε ξάβδνο παξνπζηάδεη 

κεηαιπγηζκηθή αληνρή (postbuckling strength), πνπ αληηζηνηρεί ζην ειαζηηθφ κε γξακκηθφ 

ηκήκα ηνπ δηαγξάκκαηνο Α'ΒΓ. Γειαδή ζηελ πεξίπησζε απηή, ε ξάβδνο δελ θηλδπλεχεη λα 

αζηνρήζεη απφ ειαζηηθφ ιπγηζκφ αιιά ιφγσ πιαζηηθήο παξακφξθσζεο (πιαζηηθφο ιπγηζκφο), 

πνπ αλαπηχζζεηαη ακέζσο κεηά απφ ην ζεκείν Γ ζην νπνίν αληηζηνηρεί ε ηάζε δηαξξνήο. 
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 Ο πξνζδηνξηζκφο ηεο ζπκπεξηθνξάο Α'ΒΓ κπνξεί λα γίλεη κφλν κε ηελ εθαξκνγή ηεο 

αθξηβήο έθθξαζεο ηεο ζρέζεο ξνπήο θάκςεσο-θακππιφηεηαο (ζεσξίαο 3
εο

 ηάμεο). Ζ ηηκή ηνπ 

θνξηίνπ πνπ αληηζηνηρεί ζην ζεκείν Α' (δειαδή ζηελ θαηάζηαζε ιπγηζκνχ) ιακβάλεηαη σο άλσ 

φξην , ην νπνίν θαζνξίδεη ηελ θέξνπζα ηθαλφηεηα ηεο ξάβδνπ. 

Δςζηαθήρ, αζηαθήρ και οςδέηεπη ιζοπποπία  

 Όπσο αλαθέξζεθε πξνεγνπκέλσο, ν ιπγηζκφο είλαη κηα κνξθή αζηάζεηαο. Γηα ην ιφγν 

απηφ, είλαη απαξαίηεην λα θάλνπκε κηα δηάθξηζε ησλ ελλνηψλ εςζηαθήρ, οςδέηεπη θαη  αζηαθήρ 

ηζνξξνπία. Απηφ ζα γίλεη κε ηελ βνήζεηα ηνπ ζρήκαηνο 2.13, νπνπ παξνπζηάδεηαη ε ηζνξξνπία 

κηαο ηειείσο άθακπηεο ζθαίξαο ζε ηξεηο δηαθνξεηηθέο ζέζεηο κηαο νκαιήο επηθάλεηαο. 

 

 
΢σήμα 2.13 Κχξηεο κνξθέο ηζνξξνπίαο. 

 Βιέπνπκε ινηπφλ φηη ελψ ε ζθαίξα ηζνξξνπεί θαη ζηηο ηξεηο ζέζεηο, ππάξρνπλ 

νπζηαζηηθέο δηαθνξέο κεηαμχ ησλ ηξηψλ θαηαζηάζεσλ ηζνξξνπίαο. ΢πγθεθξηκέλα, ζην ΢ρ.2.13α 

αλ ε ζθαίξα κεηαθηλεζεί απφ ηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηεο ηφηε δε ζα επηζηξέςεη ζηε ζέζε απηή 

αθφκα θαη φηαλ αθαηξεζεί ε δχλακε πνπ ηελ κεηαθίλεζε, αιιά αληίζεηα ζα ζπλερίζεη λα θηλείηαη 

απνκαθξπλφκελε απφ ηελ αξρηθή ηεο ζέζε. Ζ ζπκπεξηθνξά απηή ραξαθηεξίδεηαη σο αζηαθήρ 

ιζοπποπία. ΢ην ΢ρ.2.13β, βιέπνπκε φηη αλ ε ζθαίξα κεηαθηλεζεί απφ ηε ζέζε ηζνξξνπίαο ηεο, ζα 

επηζηξέςεη ζε απηή κφιηο αθαηξεζεί ε δχλακε πνπ πξνθάιεζε ηε κεηαθίλεζε (αθνχ πξψηα 

εθηειέζεη θάπνηεο ζπλερψο κεησκέλνπ εχξνπο, παιηλδξνκήζεηο). Απηή ε ζπκπεξηθνξά 

ραξαθηεξίδεηαη σο εςζηαθήρ ιζοπποπία. Σέινο ε Σξίηε κνξθή ηζνξξνπίαο (΢ρ.2.13γ) νλνκάδεηαη 

οςδέηεπη ή αδιάθοπη ιζοπποπία θαη ζε απηή ηελ πεξίπησζε, ε ζθαίξα, κφιηο αθαηξεζεί ε δχλακε 

πνπ ηεο αζθήζεθε, δελ επηζηξέθεη ζηελ αξρηθή ηεο ζέζε, αιιά νχηε θαη ζπλερίδεη λα 

απνκαθξχλεηαη, παξά, κέλεη ζηε ζέζε ζηελ νπνία ηε κεηαθίλεζε ε εθαξκνζζείζα δχλακε. 
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 Έηζη, θαζψο κία ακθηέξεηζηε δνθφο πεξλάεη απφ ηελ αζηαζή (επζχγξακκε) κνξθή 

ηζνξξνπίαο ζηελ επζηαζή (ειαθξψο θακππισκέλε ιφγσ ιπγηζκνχ), ππνζέηνπκε φηη ππάξρεη κηα 

κεηαβαηηθή ηζνξξνπία, ε νπνία θαιείηαη νπδέηεξε ή αδηάθνξε ηζνξξνπία. Ο πξνζδηνξηζκφο ηεο 

θξίζηκεο θφξηηζεο γίλεηαη κε βάζε ηελ ειαθξψο θακππινκέλε κνξθή ηζνξξνπίαο. 

 Δίλαη θαλεξφ φηη ζηελ πεξίπησζε ηνπ ΢ρ. 2.14 έρνπκε επζηαζή ηζνξξνπία κε κηθξνχ 

κεγέζνπο δηαηαξαρή (stability in the “small”) θαη αζηαζή ηζνξξνπία γηα κεγάινπ κεγέζνπο 

δηαηαξαρή (instability in the “large”). Αληίζεηα, ζηελ δεχηεξε πεξίπησζε έρνπκε επζηαζή 

ηζνξξνπία ζε κεγάινπ κεγέζνπο δηαηαξαρή θαη αζηαζή ζε κηθξνχ κεγέζνπο. ΢ην ΢ρ 2.14(γ) 

θαίλνληαη δπν θακπχιεο (ΒΑΒ') θαη (ΓΑΓ') κε θνηλή επζηαζή ζέζε ζην θαηψηεξν ζεκείν Α. 

Παξαηεξνχκε φηη ε ζέζε Α είλαη πιένλ επζηαζήο ζηελ θακπχιε (ΒΑΒ') απ‟ φηη ζηελ θακπχιε 

(ΓΑΓ'). Δπίζεο, φζν ηα ζεκεία Γ θαη Γ' απνκαθξχλνληαη κεηαμχ ηνπ, ηφζν πεξηζζφηεξν ε ζέζε 

Α ηείλεη πεξηζζφηεξν ζηελ θαηάζηαζε νπδέηεξεο ηζνξξνπίαο. 

 

 
΢σήμα 2.14 Αζηάζεηα θαη επζηάζεηα ζε δηαηαξαρή κηθξνχ θαη κεγάινπ κεγέζνπο (α,β) θαη βαζκφο 

επζηάζεηαο ζέζεσο (γ). 

 

 Δίλαη ζεκαληηθφ λα επηζεκαλζεί φηη ηα παξαπάλσ ηζρχνπλ, κεηά απφ εχινγεο 

πξνζαξκνγέο θαη ζηα ειαζηηθά ζπζηήκαηα είηε ζπλερή είηε δηαθεθξηκέλα. Δηδηθφηεξα ζηελ 

πεξίπησζε επζηαζνχο (αζηαζνχο) ηζνξξνπίαο κε κηθξνχ (κεγάινπ) κεγέζνπο δηαηαξαρψλ 

αληηζηνηρεί ε επζηαζήο (αζηαζήο) ηζνξξνπία κε κηθξέο (κεγάιεο) κεηαηνπίζεηο (βέιε, ζηξνθέο). 

 

΢ημείο διακλαδώζευρ, οπιακό ζημείο – Ακαπιαίορ και ζςνήθηρ λςγιζμόρ  

 Σα δηαγξάκκαηα θφξηηζεο-κεηαηφπηζεο απνηεινχληαη απφ γξακκηθά θαη κε γξακκηθά 

ηκήκαηα. Σα δηαγξάκκαηα απηά θαινχληαη θαη δξφκνη ηζνξξνπίαο (equilibrium paths). Κάζε 

ζεκείν ηνπ δξφκνπ ηζνξξνπίαο παξηζηά κηα ζπγθεθξηκέλε θαηάζηαζε ηζνξξνπίαο (equilibrium 

state)  ελφο ζπζηήκαηνο ή αιιηψο έλα ζπγθεθξηκέλν ζρεκαηηζκφ ηζνξξνπίαο (equilibrium 

configuration). Σν ζχλνιν φισλ ησλ θαηαζηάζεσλ ηζνξξνπίαο ζπληζηά ηνλ δξφκν ηζνξξνπίαο. 

΢ηε γξακκηθή ζεσξία ηεο θιαζζηθήο ζηαηηθήο φινη νη δξφκνη ηζνξξνπίαο είλαη επζείεο γξακκέο 

(΢ρ. 2.15(α)). 
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΢σ. 2.15 Δπζχγξακκνο θαη θακπχινο δξφκνο ηζνξξνπίαο. 

 Αμίδεη λα ζεκεησζεί  φηη ζηε γξακκηθή ζεσξία ησλ δνθψλ νη ζηξνθέο dw/dx δελ είλαη 

κεδεληθέο, δηφηη απηφ ζεκαίλεη φηη δελ αλαπηχζζνληαη βέιε θάκςεσο, πξάγκα πνπ δελ ηζρχεη. 

Απιψο ηα ηεηξάγσλα ησλ ζηξνθψλ ζεσξνχληαη ηφζν κηθξά, ψζηε ζπγθξηηηθά κε ηνλ φξν du/dx 

ηεο ζρέζεσο (2.6) λα κπνξνχλ λα ακειεζνχλ, ψζηε λα κελ ππάξρεη κε γξακκηθή αιιειεπίδξαζε 

κεηαμχ γσληψλ ζηξνθήο θαη αμνληθήο θφξηηζεο. 
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



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
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 Αληηζέησο, φηαλ ε κε γξακκηθή απηή αιιειεπίδξαζε ιακβάλεηαη ππ‟ φςηλ , ν δξφκνο 

ηζνξξνπίαο κεηαμχ θφξηηζεο θαη κεηαηφπηζεο είλαη κε γξακκηθφο (΢ρ. 2.15(β)), φπσο άιισζηε 

θαίλεηαη θαη ζηε ζρέζε (2.7). 

 







 2'

2

1
)( w

dx

du
EAxN  (2.7) 

 Οη κε γξακκηθνί δξφκνη ηζνξξνπίαο εκθαλίδνληαη θαη ζηελ γξακκηθή ζεσξία επζηάζεηαο. 

Υαξαθηεξηζηηθφ είλαη ην παξάδεηγκα δνθνχ κε έθθεληξε ζιίςε ή δνθνχ κε θεληξηθή ζιίςε θαη 

ηαπηφρξνλε δξάζε εγθάξζηαο θφξηηζεο ή αθφκα θαη ζηελ πεξίπησζε ξάβδσλ κε αξρηθή 

θακππιφηεηα, πξάγκα ην νπνίν απνηειεί ην θχξην αληηθείκελν ηεο παξνχζαο κεηαπηπρηαθήο 

εξγαζίαο. 

 ΢ηε ζπλέρεηα παξνπζηάδνληαη θάπνηα ηππηθά παξαδείγκαηα ζηαηηθψλ ζπζηεκάησλ 

(θνξέαο θαη ε θφξηηζε πνπ ππνβάιινληαη), ε δξφκνη ηζνξξνπίαο ησλ νπνίσλ καο βνεζνχλ λα 

πεξηγξάςνπκε έλλνηεο φπσο νξηαθφ ζεκείν θαη ζεκείν δηαθιαδψζεσο. 

 ΢ην ΢ρ. 2.16(β) ν δξφκνο ηζνξξνπίαο αληηζηνηρεί ζηελ πεξίπησζε ελφο ρακεινχ ηφμνπ 

ππφ νκνηφκνξθν εγθάξζην θνξηίν. Παξαηεξνχκε φηη ζην ζεκείν Α ε ηηκή ηεο θφξηηζεο 

ιακβάλεη ηνπηθφ κέγηζην θαη θαιείηαη νξηαθφ ζεκείν (limit point). Οκνίσο ην ζεκείν Γ είλαη 

νξηαθφ ζεκείν θαη αληηζηνηρεί ζε ηνπηθφ ειάρηζην. ΢ην ΢ρ. 2.17 θαίλεηαη κηα άιιε κνξθή 

ηζνξξνπίαο. Υαξαθηεξηζηηθφ ηεο πεξίπησζεο απηήο είλαη φηη ην δηάγξακκα θνξηίζεσο-

κεηαηνπίζεσο δελ είλαη ζπλερέο αιιά απνηειείηαη απφ δπν θιάδνπο πνπ ηέκλνληαη ζην ζεκείν 

Α. Ο πξψηνο θιάδνο πνπ έρεη σο αθεηεξία ηελ αξρή ησλ αμφλσλ θαιείηαη θχξηνο (ή ζεκειηψδεο) 

δξφκνο (ή θιάδνο) ηζνξξνπίαο (primary or fundamental path). O δεχηεξνο θιάδνο νλνκάδεηαη 

δεπηεξεχσλ θιάδνο (secondary path). Ο θχξηνο δξφκνο ηζνξξνπίαο κέρξη ην θξίζηκν ζεκείν 
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ιέγεηαη πξνιπγηζκηθφο (prebuckling path), ελψ ν δεπηεξεχνλ θιάδνο νλνκάδεηαη κεηαιπγηζκηθφο 

(postbuckling path). To ζεκείν ηνκήο ησλ δπν θιάδσλ ηζνξξνπίαο θαιείηαη ζεκείν 

δηαθιαδψζεσο (bifurcation point) Ο ηχπνο ιπγηζκνχ ζηηο πεξηπηψζεηο ησλ ΢ρ. 2.16 θαη ΢ρ. 2.17 

θαιείηαη αθαξηαίνο ή βίαηνο ιπγηζκφο (snap – through or violent buckling). 

 Δθηφο φκσο απφ ηελ πεξίπησζε ηνπ αθαξηαίνπ ιπγηζκνχ πνπ ιακβάλεη ρψξα κέζσ είηε 

νξηαθνχ ζεκείνπ είηε ζεκείνπ δηαθιαδψζεσο, ππάξρεη θαη ν ηχπνο ηνπ ζπλήζνπο ιπγηζκνχ, 

θαηά ηνλ νπνίν κηα θαηαζθεπή κπνξεί λα θέξεη θνξηίν κεγαιχηεξν απφ ην θξίζηκν ρσξίο λα 

ππάξρεη θίλδπλνο λα αζηνρήζεη. ΢ε απηήλ ηελ πεξίπησζε ιέκε φηη ε θαηαζθεπή παξνπζηάδεη 

κεηαιπγηζκηθή αληνρή (post – buckling strength) πνπ ζεκαίλεη φηη ε θέξνπζα ηθαλφηεηα ηεο 

θαηαζθεπήο δελ εμαληιείηαη ζηελ ηηκή ηνπ θξίζηκνπ θνξηίνπ. Ζ κεηαιπγηζκηθή αληνρή κηαο 

θαηαζθεπήο κπνξεί λα εθδεισζεί κφλν κέζσ ζεκείνπ δηαθιαδψζεσο. Κιαζζηθφ παξάδεηγκα 

απηνχ ηνπ ηχπνπ ιπγηζκνχ είλαη ε πεξίπησζε ηνπ ππνζηπιψκαηνο Euler ππφ ηε δξάζε αμνληθήο 

ζιηπηηθήο δχλακεο P (βιέπε ΢ρ. 2.18). 

 

 

΢σήμα 2.16 Γξφκνη ηζνξξνπίαο ρακεινχ ηφμνπ. 

 

 

΢σήμα 2.17 Γξφκνη ηζνξξνπίαο ζθαηξηθνχ θειχθνπο. 
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΢σήμα 2.18 Γξφκνη ηζνξξνπίαο ππνζηπιψκαηνο Euler. 
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3. Μεθοδολογύα προςϋγγιςησ του φαινομϋνου του Πλευρικού Λυγιςμού 
 

3.1 Γενικϊ 
 

Ο πιεπξηθφο ιπγηζκφο είλαη έλα θιαζζηθφ πξφβιεκα επζηάζεηαο φπνπ γηα ηελ ζεσξεηηθή 

πξνζέγγηζε ησλ πξνβιεκάησλ απηψλ έρνπλ εθαξκνζζεί επηηπρψο δηάθνξεο κεζνδνινγίεο, νη 

νπνίεο ζα κπνξνχζαλ λα δηαρσξηζηνχλ ζηηο αθφινπζεο ηξείο θαηεγνξίεο: 

 Κιαζζηθή κέζνδνο ηζνξξνπίαο ηνπ Euler (Euler‟s classical approach) ή ζηαηηθή κέζνδνο 

ηζνξξνπίαο  (static equilibrium approach) ή κέζνδνο γεηηνληθήο ηζνξξνπίαο (adjacent 

equilibrium approach). 

 Δλεξγεηαθή κέζνδνο (energy approach) ή κέζνδνο δπλακηθήο ελέξγεηαο (potential energy 

approach), ε νπνία είλαη επίζεο ζηαηηθή κέζνδνο. 

 Γπλακηθή ή Κηλεκαηηθή κέζνδνο (dynamic or kinetic approach). 

΢ηελ παξνχζα κεηαπηπρηαθή εξγαζία ρξεζηκνπνηείηαη ε κέζνδνο ζηαηηθήο ηζνξξνπίαο γηα 

ηελ πξνζέγγηζε ηνπ θαηλνκέλνπ ηνπ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ. Δπνκέλσο πξνηνχ πξνρσξήζνπκε 

παξαθάησ ζεσξείηαη ζθφπηκν γίλεη κηα εηζαγσγηθή πεξηγξαθή ηεο κεζφδνπ απηήο. 

Μέθοδορ ζηαηικήρ ιζοπποπίαρ ή μέθοδορ Euler. 

 ΢ηε κέζνδν απηή, θχξηνο ζηφρνο είλαη λα πξνζδηνξίζνπκε θαηά πφζν, θαζψο ε 

επηβαιιφκελε θφξηηζε απμάλεηαη ζηαηηθά, είλαη δπλαηφλ γηα θάπνηα ζπγθεθξηκέλε ηηκή ηνπ 

θνξηίνπ λα ππάξμεη εθηφο απφ ηελ αξρηθή παξακνξθσζηαθή θαηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ 

αληηζηνηρεί ζηνλ θχξην δξφκν ηζνξξνπίαο , θαη άιιε παξακνξθσζηαθή θαηάζηαζε ηνπ 

ζπζηήκαηνο πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ δεπηεξεχνληα δφκν ηζνξξνπίαο, απείξσο γεηηνληθή ηεο 

πξψηεο. Έλαο ηέηνηνο γεηηνληθφο ζρεκαηηζκφο ηζνξξνπίαο ππάξρεη θαη αλήθεη  ζηνλ 

δεπηεξεχνληα θιάδν ηζνξξνπίαο. Πξέπεη λα ηνληζζεί φηη πάληνηε ν πξνζδηνξηζκφο ηνπ θξίζηκνπ 

θνξηίνπ πξαγκαηνπνηείηαη κε βάζε ηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ηνπ θνξέα, πάλσ ζηελ 

νπνία κνξθψλνληαη θαη νη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο πνπ πεξηγξάθνπλ ην εθάζηνηε 

πξφβιεκα. 

 

 ΢ην θεθάιαην απηφ ζα παξνπζηάζνπκε ζε ζεσξεηηθφ επίπεδν ην πξφβιεκα ηνπ 

ζηξεπηνθακπηηθνχ (ή πιεπξηθνχ) ιπγηζκνχ κίαο δνθνχ θαηαπνλνχκελεο ζε θάκςε, είηε ιφγσ 

ζπγθεληξσκέλσλ ξνπψλ ζηα άθξα είηε ιφγσ εγθάξζησλ θνξηίσλ, κε ηελ ηαπηφρξνλε δξάζε 

αμνληθνχ ζιηπηηθνχ ή εθειθπζηηθνχ θνξηίνπ. 

 Θεσξψληαο φηη ε θάκςε γίλεηαη πεξί ηνλ ηζρπξφ άμνλα ηεο δηαηνκήο, αθνχ πξψηα 

θάλνπκε ηηο θαηάιιειεο παξαδνρέο ζα πξνρσξήζνπκε ζηε κφξθσζε ησλ δηαθνξηθψλ 

εμηζψζεσλ ηζνξξνπίαο. ΢θνπφο καο, λα θαλεί ε δπζρέξεηα επίιπζεο ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ 

αλάγεηαη ζηελ πξνζπάζεηα καο λα επηιχζνπκε  πνιχπινθα ζπζηήκαηα δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ. 
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Δπίζεο ζην θεθάιαην απηφ ζα κνξθψζνπκε ηηο δηαθνξηθέο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο γηα ηελ 

πεξίπησζε κεηαιιηθήο δνθνχ, ακθηέξεηζηεο κε δηραισηή ζηήξημε ζηα άθξα, ζηελ νπνία 

αζθείηαη νκνηφκνξθε ξνπή ζε φιν ηεο ην κήθνο, κε ζθνπφ λα γίλεη κηα εηζαγσγηθή αλαθνξά γηα 

ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν θαηαιήγνπκε ζηηο δηαθνξηθέο εμηζψζεηο απηέο. ΢ηελ πεξίπησζε απηή, 

φπσο ζα δηαπηζηψζνπκε θαη παξαθάησ, δελ παξνπζηάδεηαη θάπνην νπζηαζηηθφ πξφβιεκα γηα ηελ 

επίιπζε ησλ ζπγθεθξηκέλσλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ, θαζψο είλαη ίζσο θαη ε κνλαδηθή 

πεξίπησζε φπνπ νη εμηζψζεηο απηέο επηδέρνληαη θάπνηα θιεηζηή καζεκαηηθή ιχζε θαη δελ 

ρξεηάδεηαη θάπνην “ηέρλαζκα” γηα λα κπνξέζνπκε ηηο επηιχζνπκε. Σν πξφβιεκα δπζρεξαίλεηαη 

φηαλ ε ξνπή δελ είλαη νκνηφκνξθε ζε φιν ην κήθνο ηεο δνθνχ, πφζν κάιινλ φηαλ έρνπκε 

ηαπηφρξνλε δξάζε αμνληθήο δχλακεο. ΢ην θεθάιαην 4 ζα αζρνιεζνχκε κε πην ζχλζεηεο 

πεξηπηψζεηο θφξηηζεο ακθηέξεηζηεο δνθνχ, φπνπ ζα γίλεη θαη αλαιπηηθή πεξηγξαθή γηα ηνλ 

ηξφπν κε ηνλ νπνίν ηηο αληηκεησπίδνπκε. Δπίζεο, εθηφο απφ ηελ γξακκηθή αλάιπζε πνπ έρεη σο 

ζθνπφ ηελ εχξεζε ηνπ θξίζηκνπ θνξηίνπ, ζα γίλεη θαη ζα παξνπζηαζζεί θαη κε γξακκηθή 

αλάιπζε κε ζθνπφ λα εμάγνπκε ηνπο δξφκνπο ηζνξξνπίαο γηα λα βξνχκε ηε κεηαιπγηζκηθή 

ζπκπεξηθνξά ζηελ εθάζηνηε πεξίπησζε. 

 

3.2 Βαςικϋσ Παραδοχϋσ 
  

 ΢χκθσλα κε ηηο βαζηθέο αξρέο, ζηελ ζηάζκε ηεο εμσηεξηθήο θφξηηζεο, αληηζηνηρνχλ δπν 

δηαθεθξηκέλεο απείξσο γεηηνληθέο ζέζεηο ηζνξξνπίαο. Σν κηθξφηεξν θνξηίν πνπ ηθαλνπνηεί ην 

θξηηήξην γεηηνληθήο ηζνξξνπίαο είλαη ην θξίζηκν θνξηίν πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ. 

Γηα ηελ κειέηε ηεο ειαζηηθήο επζηάζεηαο ηεο επίπεδεο κνξθήο ηζνξξνπίαο πςίθνξκσλ 

δνθψλ, ζα ζεσξήζνπκε κηα ακθηέξεηζηε δνθφ κε δηαηνκή πνπ έρεη δχν επίπεδα ζπκκεηξίαο. Ζ 

δνθφο ππνβάιιεηαη ζε ηπρνχζα θφξηηζε πνπ ππνζέηνπκε φηη δξά ζην επίπεδν zy, σο πξνο ην 

νπνίν έρεη ηε κέγηζηε θακπηηθή αληίζηαζε. Θεσξνχκε φηη ηα άθξα ηεο δνθνχ δελ κπνξνχλ λα 

ζηξαθνχλ πεξί ηνλ θεληξνβαξηθφ άμνλα z. Θα εμεηάζνπκε αλ ππάξρεη θάπνηα ζηάζκε ησλ 

εμσηεξηθψλ θνξηίσλ γηα ηελ νπνία ε δνθφο κπνξεί λα ηζνξξνπήζεη ζε παξακνξθσκέλε 

θαηάζηαζε, εάλ δειαδή ππάξρνπλ ζπλαξηήζεηο παξακνξθψζεσο w(z), u(z), θ(z) πνπ λα 

απνηεινχλ κε κεδεληθέο ιχζεηο ηνπ δηαθνξηθνχ ζπζηήκαηνο ηζνξξνπίαο ηεο δνθνχ. 

΢ην ΢ρ 3.1γ πνπ παξνπζηάδεηαη παξαθάησ, βιέπνπκε ηε δηαηνκή m-n πνπ παξηζηάλεη ηελ 

παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ηζνξξνπίαο. Ζ εμαγσγή ησλ ζρεηηθψλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ 

ηζνξξνπίαο δηεπθνιχλεηαη κε ηελ πηνζέηεζε εθηφο ηνπ ζηαζεξνχ ζπζηήκαηνο νξζνγσλίσλ 

αμφλσλ θαη ελφο θηλεηνχ x’, y’, z’ πνπ δηέξρεηαη απφ ην θέληξν βάξνπο ηεο ηπρνχζαο απηήο 

δηαηνκήο m-n. 

 

Οη βαζικέρ παπαδοσέρ πνπ αθνξνχλ ηα πξνβιήκαηα πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ δνθψλ είλαη νη 

αθφινπζεο: 

i. Σν πιηθφ είλαη νκνγελέο, ηζφηξνπν θαη αθνινπζεί ην λφκν  ηνπ Hooke. 

ii. Ζ δνθφο δελ έρεη αξρηθέο παξακνξθψζεηο (δελ ππάξρεη αξρηθφ βέινο ή ζηξνθή). 
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iii. Μέρξη ηεο ζηάζκεο ιπγηζκνχ, νη αλαπηπζζφκελεο ηάζεηο παξακέλνπλ ρακειφηεξεο ηνπ 

νξίνπ αλαινγίαο. 

iv. Ηζρχεη ε ζεσξία ησλ κηθξψλ κεηαηνπίζεσλ (βειψλ θαη ζηξνθψλ) θαηά ηελ νπνία νη 

κεηαηνπίζεηο είλαη αξθεηά κηθξέο ζπγθξηηηθά κε ηηο δηαζηάζεηο ηεο δηαηνκήο, ψζηε λα 

ηζρχνπλ νη απινπνηεκέλνη ηχπνη θακππιφηεηαο ηεο ηερληθήο ζεσξίαο ηεο θάκςεσο 

2

2

dz

wd
  θαη 

2

2

dz

ud
  φπνπ w θαη u ηα βέιε θάκςεσο θαηά ηνπο άμνλεο y(w) θαη x(u) 

αληηζηνίρσο. Γηα κηθξέο γσλίεο θ δερφκαζηε φηη νη πξνεγνχκελεο θακππιφηεηεο ηζρχνπλ 

θαη γηα ηα αληίζηνηρα επίπεδα κεηά ηελ παξακφξθσζε. 

v. Ζ ζπλδεφκελε απφ θάκςε θαη ζηξέςε παξακφξθσζε ηεο δνθνχ δελ επηθέξεη κεηαβνιή 

ηεο γεσκεηξίαο ηεο δηαηνκήο. 

vi. Σα εμσηεξηθά θνξηία (πνπ δξνχλ ζην επίπεδν κε ηελ κέγηζηε θακπηηθή αληίζηαζε) 

παξακέλνπλ παξάιιεια πξνο ηελ αξρηθή ηνπο δηεχζπλζε, φηαλ ηα ζεκεία εθαξκνγήο 

ηνπο κεηαθηλνχληαη. 

 
΢σήμα 3.1 Γνθφο δηαηνκήο I ζε ειαθξψο παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ιφγσ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ. 
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Ζ δηαηχπσζε ησλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ ηζνξξνπίαο, φπσο αλαθέξακε, ζηελ 

παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε δηεπθνιχλεηαη κε ηελ εηζαγσγή εθηφο ηνπ ζηαζεξνχ ζπζηήκαηνο 

αμφλσλ x, y, z θαη ελφο θηλεηνχ x', y', z' φπνπ νη άμνλεο x', y' είλαη νη θχξηνη άμνλεο αδξάλεηαο 

ηεο δηαηνκήο ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε, ελψ ν άμνλαο z' είλαη εθαπηφκελνο ηεο 

ειαζηηθήο γξακκήο ηεο δνθνχ κεηά ηνλ πιεπξηθφ ιπγηζκφ. Ζ κεηαηφπηζε ηνπ θέληξνπ βάξνπο 

ηεο δηαηνκήο νξίδεηαη απφ ηηο ζπληζηψζεο w θαη u θαηά ηηο δηεπζχλζεηο ησλ αμφλσλ y θαη x 

αληηζηνίρσο (πνπ είλαη ζεηηθέο φηαλ έρνπλ ηελ δηεχζπλζε ησλ αληίζηνηρσλ αμφλσλ) θαη απφ ηελ 

γσλία ζηξνθήο θ ηεο δηαηνκήο πεξί ηνλ άμνλα z (πνπ είλαη ζεηηθή ζηελ δηαηνκή z+dz, εάλ ε 

θνξά ηεο είλαη δεμηφζηξνθε). 

Δπεηδή ππνζέηνπκε φηη ε δνθφο θνξηίδεηαη ζην επίπεδν yz, αξρηθά ππάξρνπλ κφλν ξνπέο 

θάκςεσο xM . Όηαλ ε δνθφο ιπγίζεη αλαπηχζζνληαη επηπιένλ θακπηηθέο ξνπέο yM  αιιά θαη 

ζηξεπηηθέο ξνπέο zM  ιφγσ κεηαηνπίζεσο (εθηφο επηπέδνπ θνξηίζεσο) ησλ ζεκείσλ εθαξκνγήο 

ησλ θαηαθφξπθσλ θνξηίσλ. 

 

3.3 Μόρφωςη των Διαφορικών Εξιςώςεων Ιςορροπύασ 
 

΢ηελ ελφηεηα απηή, ζα κνξθψζνπκε ηηο δηαθνξηθέο εμηζψζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ 

ηζνξξνπία ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε κηαο ακθηέξεηζηεο δνθνχ ζηελ νπνία αζθείηαη 

ζηαζεξή ξνπή ζε φιν ην κήθνο ηεο ρσξίο ηελ ηαπηφρξνλε δξάζε αμνληθή δχλακεο. Απηή ε 

πεξίπησζε είλαη ε πην απιή θαζψο ε ιχζε ηεο δελ απαηηεί ρξήζε θάπνηνπ “ηερλάζκαηνο”, αιιά 

πξνέξρεηαη θαζαξά απφ κηα καζεκαηηθή ιχζε. ΢θνπφο απηήο ηεο ελφηεηαο είλαη, κέζσ ελφο 

απινχ παξαδείγκαηνο, λα γίλεη κηα κηθξή εηζαγσγή γηα ην πψο κνξθψλνληαη νη δηαθνξηθέο 

εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο, ψζηε ζην επφκελν θεθάιαην λα κνξθψζνπκε δηαθνξηθέο εμηζψζεηο γηα 

ζπλζεηφηεξεο πεξηπηψζεηο θφξηηζεο ακθηέξεηζησλ δνθψλ θαη ελ ζπλερεία λα δείμνπκε ηνλ ηξφπν 

κε ηνλ νπνίν απηέο δηαρεηξίδνληαη. 

Αο ζεσξήζνπκε ινηπφλ κηα ακθηέξεηζηε δνθφ δηπινχ ηαπ ζηελ νπνία αζθείηαη ζηαζεξή 

ξνπή ζε φιν ην κήθνο ηεο. Θα αζρνιεζνχκε κε κηα ηπραία δηαηνκή ηεο παξακνξθσκέλεο – 

ιφγσ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ – δνθνχ φπσο θαίλεηαη ζην ΢ρ. 3.2 θαη ζα εμάγνπκε ηηο δηαθνξηθέο 

εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ ηζνξξνπία ζηελ θαηάζηαζε απηή. 

Αλ κε ''' ,, zyx MMM  ζπκβνιίδνπκε ηηο ξνπέο πνπ αληηζηνηρνχλ ζηελ παξακνξθσκέλε 

θαηάζηαζε ηεο δνθνχ, νη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο, εθαξκφδνληαο ηελ ζπλζήθε 

ηζνξξνπίαο εμσηεξηθψλ-εζσηεξηθψλ ξνπψλ κπνξνχλ λα δηαηππσζνχλ ζην θηλεηφ ζχζηεκα 

αμφλσλ - φπσο πεξηγξάθεθαλ ζηελ ελφηεηα 3.2 - σο εμήο: 

 

(Γ.Δ. ηζνξξνπίαο θαηά ηνλ θηλεηφ άμνλα x΄):   
'

2

2

xx M
dz

wd
EI    
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(Γ.Δ. ηζνξξνπίαο θαηά ηνλ θηλεηφ άμνλα y΄):   
'

2

2

yy M
dz

ud
EI                                                  (3.1)  

 

(Γ.Δ. ηζνξξνπίαο θαηά ηνλ θηλεηφ άμνλα z΄):   
'

3

3

zw M
dz

wd
EC

dz

d
GJ 


 

 

Όπνπ w είλαη ην βέινο θάκςεο ιφγσ θάκςεο πεξί ηνλ θεληξνβαξηθφ άμνλα x, u  είλαη ην 

βέινο ιφγσ θάκςεο πεξί ηνλ θεληξνβαξηθφ άμνλα y θαη   είλαη ε ζηξνθή ηεο ηπρνχζαο 

δηαηνκήο – απφ ηελ απαξακφξθσηε ζηε παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε - πεξί ην θέληξν δηάηκεζεο 

ηεο δηαηνκήο δηπινχ ηαπ. Δπίζεο yx II , , είλαη νη θχξηεο ξνπέο αδξάλεηαο ηεο δηαηνκήο θαηά ηνπο 

άμνλεο x, y αληηζηνίρσο γηα ηηο νπνίεο εμ ππνζέζεσο νη ξνπέο '' , yx MM  παξηζηάλνπλ ξνπέο 

θάκςεσο σο πξνο ηνπο ίδηνπο άμνλεο κε ζεηηθέο ηηο θνξέο ηνπο, φπσο θαίλεηαη ζην παξαπάλσ 

ζρήκα. Δπίζεο, νη ηηκέο ησλ ζηαζεξψλ ζηξέςεσο J θαη ζηξεβιψζεσο wC  δίλνληαη γηα θάζε 

δηαηνκή απφ αληίζηνηρνπο πίλαθεο. 

 

 
΢σήμα 3.2 Δθηξνπή ηπρνχζαο δηαηνκήο δηπινχ ηαπ ζε πεξίπησζε πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ. 

 

΢εκεηψλεηαη, φηη ε ηξίηε ησλ αλσηέξσ εμηζψζεσλ ηζρχεη γηα δνθνχο κε ιεπηφηνηρε 

αλνηθηή δηαηνκή, φπσο γηα δνθνχο δηαηνκήο I. Δλψ, γηα ιεπηέο νξζνγσληθέο δηαηνκέο ή δηαηνκέο 

απνηεινχκελεο απφ ιεπηά νξζνγσληθά ζηνηρεία πνπ ηέκλνληαη ζε έλα ζεκείν π.ρ. L, V,  , ε 

ζηαζεξά ζηξέβισζεο κπνξεί λα ιεθζεί ίζε κε κεδέλ. 

 Με ηελ βνήζεηα ησλ ζρεκάησλ πνπ πξνζηέζεθαλ ππνινγίδνπκε ηηο ξνπέο ''' ,, zyx MMM . 

Οη ξνπέο απηέο, εθθξάδνληαη ζπλαξηήζεη ηεο xM  (ξνπή ηεο αξρηθήο ηεο αξρηθήο θαηαζηάζεσο 

ηεο παξακνξθψζεσο θαηά ηελ νπνία ε δνθφο θάκπηεηαη κφλν ζην επίπεδν ηνπ θνξκνχ ηεο). 



30                                                                                                                                          ΚΔΦΑΛΑΗΟ 3   

 
 

Μεηαπηπρηαθή Δξγαζία Βανλάθε Νηθνιάνπ, ΔΜΠ 2015 

 

Έηζη έρνπκε: 

xxxx MxxMM  cos),cos( ''
 

  xxxy MxyMM  sin),sin( ''
 (3.2) 

dz

du

dz

du
MzzMM xxxz  sin),sin( ''  

 

Αληηθαζηζηψληαο ηηο εθθξάζεηο ησλ ''' ,, zyx MMM  ζηηο ζρέζεηο (3.1) ιακβάλνπκε: 

xx M
dz

wd
EI 

2

2

 

 xy M
dz

ud
EI 

2

2

 (3.3) 

dz

du
M

dz

wd
EC

dz

d
GJ xw 

3

3
 

 

Απφ ηελ πξψηε εμίζσζε, ηεο παξαπάλσ νκάδαο εμηζψζεσλ, θαηαιαβαίλνπκε φηη ην 

βέινο θάκςεσο w ζην θχξην επίπεδν θάκςεσο zy, δελ επεξεάδεη ηε γσλία ζηξνθήο θ. Απφ ηηο 

δπν ηειεπηαίεο εμηζψζεηο (3.3), θαίλεηαη ε αιιειεμάξηεζε ησλ u θαη θ. Παξαγσγίδνληαο ηελ 

ηειεπηαία εμίζσζε σο πξνο z θαη αληηθαζηζηψληαο ηελ έθθξαζε ηεο πνζφηεηαο 
2

2

dz

ud
 απφ ηελ 

δεχηεξε ησλ εμηζψζεσλ (3.3) ιακβάλνπκε: 

 
dz

du
zM

EI

M

dz

d
GJ

dz

d
EC x

y

x
w 


 )('

2

2

2

4

4 
 (3.4) 

 

 Αλ ε ξνπή xM  είλαη ζηαζεξή πνζφηεηα (αλεμάξηεηε ηνπ z) - πεξίπησζε ζηαζεξήο 

θάκςεσο , ηφηε ε επίιπζε ηεο νκνγελνχο απηήο δηαθνξηθήο εμίζσζεο 4
εο

 ηάμεσο κε ζηαζεξνχο 

ζπληειεζηέο είλαη απιή. Ζ επίιπζε απηή ζα δεηρζεί αλαιπηηθά ζε επφκελν θεθάιαην. 

Σν πξφβιεκα δπζρεξαίλεηαη φκσο ηδηαίηεξα φηαλ ε ξνπή απηή είλαη κεηαβιεηή θαηά 

κήθνο ηεο δνθνχ, νπφηε ε δηαθνξηθή εμίζσζε δελ έρεη φινπο ηνπο ζπληειεζηέο ηεο ζηαζεξνχο. Ζ 

ιχζεο ηεο κπνξεί λα επηηεπρζεί κε πξνζεγγηζηηθέο κεζφδνπο. 
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3.4 Αντιμετώπιςη του Προβλόματοσ – Βιβλιογραφικό Αναςκόπηςη. 
 

 Σν ζέκα απηφ, ηεο εχξεζεο πξνζεγγηζηηθψλ κεζφδσλ ψζηε λα νδεγεζνχκε ζε 

ηθαλνπνηεηηθέο ιχζεηο, είρε απαζρνιήζεη ηνπο Timoshenko θαη Gere (Theory of elastic stability, 

1961). Δίρε απνδεηρζεί κε απζηεξά καζεκαηηθφ ηξφπν, φηη ην θνξηίν ιπγηζκνχ ζε κηα γεληθή 

πεξίπησζε κπνξεί λα πξνζδηνξηζηεί βάζεη κηαο επαλαιεπηηθήο δηαδηθαζίαο ζεσξψληαο γηα ηηο 

παξακνξθψζεηο, ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ηζνξξνπίαο, απζαίξεηεο ζπλαξηήζεηο 

ηθαλνπνηνχζεο ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο. 

 Δπίζεο, νη θαζεγεηέο ηνπ Δζληθνχ Μεηζφβηνπ Πνιπηερλείνπ Α. Κνπλάδεο, Γ. Ησαλλίδεο 

θαη ν ιέθηνξαο ηνπ Δζληθνχ Μεηζφβηνπ Πνιπηερλείνπ Σ. Αβξαάκ κε ζπκκεηνρέο ηνπο ζε 

επηζηεκνληθά ζπλέδξηα θαη πεξηνδηθά έρνπλ αζρνιεζεί κε απηφ ην αληηθείκελν, δεκνζηεχνληαο 

πνιχ ρξήζηκεο κεζφδνπο κε ηηο νπνίεο κπνξνχκε λα πξνζεγγίζνπκε ην πξφβιεκα ηνπ πιεπξηθνχ 

ιπγηζκνχ. 

 Σέινο, ε δηπισκαηηθή εξγαζία Ν.Δ Βανλάθεο, ΔΜΚ ΓΔ 2013/82 (επηβιέπσλ Σ. 

Αβξαάκ) θαζψο θαη ε ζπκκεηνρή ηεο εξγαζίαο κε ηίηιν “Ζ επηξξνή αμνληθνχ εθειθπζκνχ ζηελ 

θξίζηκε ξνπή πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ δνθψλ” ζην 8
ν
 ΢πλέδξην Μεηαιιηθψλ Καηαζθεπψλ, Σξίπνιε 

Οθηψβξηνο 2014 (Σ. Αβξαάκ, Ε. Φαζνπιάθεο, Γ. Ησαλλίδεο) έρνπλ σο αληηθείκελν θαη άιιεο 

πεξηπηψζεηο εγθάξζηαο θφξηηζεο κηαο ακθηέξεηζηεο κεηαιιηθήο δνθνχ δηπιήο ζπκκεηξίαο, αιιά 

θαη κε ηαπηφρξνλε δξάζε αμνληθήο θαη εθειθπζηηθήο δχλακεο ζηνπο ππφ κειέηε θνξείο. 

 Γεκηνπξγείηαη φκσο ε αλάγθε γηα πξνζπάζεηα πεξεηαίξσ εκβάζπλζεο πάλσ ζην ζέκα 

απηφ, θαζψο θαη ε αλάγθε γηα  ζχγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ κε ηα αληίζηνηρα απνηειέζκαηα 

πνπ πξνθχπηνπλ απφ έλα πξφγξακκα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ, πξάγκα κε ην νπνίν αζρνιείηαη 

ην επφκελν θεθάιαην ηεο εξγαζίαο απηήο. 
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4. Εφαρμογϋσ Μεθόδων – ΢ύγκριςη με Adina (FEM) 
 

4.1 Γενικϊ 
 ΢ην θεθάιαην απηφ, ζα αζρνιεζνχκε κε ηελ ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε ηνπ θαηλνκέλνπ ηνπ 

πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ, θαζψο θαη κε ηελ ζχγθξηζε απηήο κε ην πξφγξακκα πεπεξαζκέλσλ 

ζηνηρείσλ Adina. 

 ΢πγθεθξηκέλα, ζα αζρνιεζνχκε κε ακθηέξεηζηεο κεηαιιηθέο δνθνχο. Ζ δηαηνκή ησλ 

δνθψλ απηψλ ζα είλαη ηχπνπ δηπινχ ηαπ. Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηήξημεο ζα είλαη απηέο πνπ 

πεξηγξάθνπλ ηηο ζπλζήθεο κηαο δηραισηήο ζηήξημεο. Απηφ ζεκαίλεη φηη επηβάιινπκε ζηα άθξα 

ηεο δνθνχ κεδεληθή ζηξέςε ηεο δηαηνκήο θαη ηαπηφρξνλα επηηξέπνπκε ειεχζεξε ζηξέβισζε 

(ειεχζεξε θάκςε ησλ πεικάησλ ζην επίπεδφ ηνπο). Οη δνθνί ζα ππφθεηληαη ζε εγθάξζηα 

θφξηηζε θαη ζε ηαπηφρξνλε δξάζε αμνληθήο δχλακεο (ζιηπηηθήο ή εθειθπζηηθήο). Θα 

κειεηήζνπκε ηξεηο δηαθνξεηηθέο πεξηπηψζεηο εγθάξζηαο θφξηηζεο. Απηέο είλαη: 

 ΢ηαζεξή ξνπή ζε φιν ην κήθνο ηεο δνθνχ κε ηαπηφρξνλε δξάζε αμνληθήο δχλακεο 

(ζιηπηηθήο ή εθειθπζηηθήο) 

 ΢πγθεληξσκέλν εγθάξζην θνξηίν ζην κέζνλ ηνπ κήθνπο ηεο δνθνχ κε ηαπηφρξνλε δξάζε 

αμνληθήο δχλακεο (ζιηπηηθήο ή εθειθπζηηθήο) 

 Οκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλν θνξηίν ζε φιν ην κήθνο ηεο δνθνχ κε ηαπηφρξνλε δξάζε 

αμνληθήο δχλακεο (ζιηπηηθήο ή εθειθπζηηθήο) 

Γηα θάζε πεξίπησζε θφξηηζεο (ζηαζεξή ξνπή, ζπγθεληξσκέλν θνξηίν, νκνηφκνξθα 

θαηαλεκεκέλν θνξηίν) ε δηαδηθαζία πνπ αθνινπζήζεθε, φζνλ αθνξά ηα είδε αλαιχζεσλ θαη 

ζπγθξίζεσλ κε ην Adina, ήηαλ φκνηα. ΢πγθεθξηκέλα, γηα θάζε πεξίπησζε αζρνιεζήθακε κε: 

 Γπαμμική Ανάλςζη Λςγιζμού: Δπίιπζε ησλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ ιακβάλνληαο 

ππφςε ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο, παξαγσγή “δηαγξακκάησλ αιιειεπίδξαζεο” κεηαμχ 

θξίζηκσλ ξνπψλ γηα δεδνκέλε αμνληθή δχλακε, ζχγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ κε ηε 

γξακκηθή αλάιπζε ιπγηζκνχ ζην Adina. 

 Μη γπαμμική Ανάλςζη Λςγιζμού συπίρ απσικέρ αηέλειερ: Δπίιπζε ησλ δηαθνξηθψλ 

εμηζψζεσλ, παξαγσγή δξφκσλ ηζνξξνπίαο, εχξεζε ζεκείσλ δηαθιαδψζεσο, εχξεζε 

πξψηνπ ζεκείνπ δηαξξνήο ζε θάζε δξφκν. 

 Μη γπαμμική Ανάλςζη Λςγιζμού με απσικέρ αηέλειερ: Δπίιπζε ησλ δηαθνξηθψλ 

εμηζψζεσλ, παξαγσγή δξφκσλ ηζνξξνπίαο γηα δηάθνξεο ηηκέο αξρηθψλ αηειεηψλ θαη 

αμνληθψλ θνξηίσλ, ζχγθξηζε ησλ δξφκσλ ηζνξξνπίαο κε ηνπο αληίζηνηρνπο δξφκνπο πνπ 

πξνθχπηνπλ απφ ην Adina κεηά απφ αλάιπζε GNIA, ζχγθξηζε αλαιχζεσλ GNIA θαη 

GMNIA ηνπ Adina. 
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4.2 Περύπτωςη ΢ταθερόσ Ροπόσ ςε όλο το μόκοσ τησ δοκού 

4.2.1 Ειςαγωγό 

 

 Αο ζεσξήζνπκε κηα δνθφ δηαηνκήο Ι. Σν επίπεδν εμσηεξηθήο θφξηηζεο ηεο δνθνχ απηήο, 

ην νπνίν έρεη ηε κεγαιχηεξε αθακςία )( yx II  , νξίδεηαη απφ ηνλ θαηαθφξπθν άμνλα y θαη ηνλ 

δηακήθε άμνλα z (πνπ πεξλάεη απφ ην θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο). Ζ δνθφο ππφθεηηαη ζε 

νκνηφκνξθε ξνπή θάκςεο 0M  πνπ αζθείηαη ζηα δχν άθξα απηήο, θαη ζε ζηαζεξή αμνληθή 

δχλακε πνπ αζθείηαη ζην θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο. Γηα φζν ε 0M  απμάλεηαη ζηαδηαθά απφ 

ην κεδέλ θαη ε N  παξακέλεη ζηαζεξή, ππνζέηνπκε φηη: 

i. Ζ γεσκεηξία ηεο δηαηνκήο δελ αιιάδεη  

ii. Καηά ηελ θξίζηκε ηηκή ηεο ξνπήο crMM 00  , ε νπνία είλαη κηθξφηεξε απφ ηελ 

ειαζηηθή θέξνπζα ηθαλφηεηα, ζε θάκςε, ηεο δνθνχ (ξνπή δηαξξνήο), ε δνθφο 

αλαπηχζζεη πιάγηα θάκςε θαηά ηνλ άμνλα z θαη ζπζηξνθή. 

Ζ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ηεο αξρηθά ηέιεηαο δνθνχ, νξίδεηαη απφ ηηο πιεπξηθέο 

εθηξνπέο-κεηαθηλήζεηο w θαη u ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο δηαηνκήο αιιά θαη απφ ηε γσλία 

ζηξνθήο απηνχ (΢ρ.4.1) 

 

 
΢σήμα 4.1 Πεξίπησζε ακθηέξεηζηεο δνθνχ κε νκνηφκνξθε ξνπή θάκςεο ζε φιν ην κήθνο ηεο 

Οη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ζην 

ζηξεπηνθακπηηθφ ιπγηζκφ είλαη: 

 cos" 0MNwwEI x   (4.1a) 
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Γξακκηθή θαη κε γξακκηθή αλάιπζε πιεπξηθά κε εμαζθαιηζκέλσλ δνθψλ ππφ θάκςε θαη αμνληθφ θνξηίν 

 

 sin" 0MNuuEI y   (4.1b) 

 ''" 0uEC΄GJ w    (4.1c) 

Όπνπ  ε παξαγψγηζε είλαη σο πξνο z θαη yx EIEI , είλαη ε κέγηζηε θαη ε ειάρηζηε 

αθακςία ηεο δνθνχ, αληηζηνίρσο. 

΢ε απηφ ην ζεκείν πξέπεη λα ζρνιηάζνπκε φηη ε εμίζσζε (4.1a) είλαη αλεμάξηεηε απφ ηηο 

ππφινηπεο εμηζψζεηο, δειαδή δελ κπνξνχλ λα ζπλδεζνχλ κε απηέο. Έηζη ζα αζρνιεζνχκε κε ηηο 

εμηζψζεηο (4.1b) θαη (4.1c), απφ ηηο νπνίεο κπνξνχκε πνιχ εχθνια λα θαηαιήμνπκε ζηελ 

αδηαζηαηνπνηεκέλε κνξθή ηνπο: 

 

 ))(sin()()(" 0

2   M  (4.2a) 

 0)(')(')('" 0
22   Mp  (4.2b) 

φπνπ  

wy

wyy

CIp

ECGJEIMMEINzu

/

/,/,/,/,/

22

22

00

22












 

 

4.2.2 Γραμμικό Ανϊλυςη Πλευρικού Λυγιςμού 

 

Θευπηηική πποζέγγιζη 

 Όπσο πξναλαθέξζεθε ζε πξνεγνχκελα θεθάιαηα, ε δνθφο είλαη ακθηέξεηζηε θαη ε 

ζηήξημε ζηα άθξα είλαη δηραισηή. Απηφ ζεκαίλεη φηη ζηα άθξα ηεο δνθνχ, ε ζηξέςε δελ 

επηηξέπεηαη – είλαη κεδεληθή, θαη ε ζηξέβισζε είλαη ειεχζεξε. Έρνπκε επνκέλσο ηηο εμήο 

ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο: 0)1()0()1()0(   , φπνπ )( είλαη ε ζηξνθή ηεο δηαηνκήο – 

θαηά ηελ παξακφξθσζή ηεο ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ – πεξί ην θέληξν δηάηκεζεο ηεο. 

Μεηά απφ απαινηθή ηεο ζπλάξηεζεο )(  κεηαμχ ησλ δχν παξαπάλσ εμηζψζεσλ, 

ιακβαλνκέλσλ ππφςε θαη ησλ ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ, πξνθχπηεη ε αθφινπζε δηαθνξηθή 

εμίζσζε σο πξνο θ 

0))(sin()()()()("" 2

0

22222   Mp  

ή 

 0))(sin()()()("" 2   dcb  (4.3) 

όπου 22b   και 
2

0

222 , Mpdc    
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Ζ ιχζε ηεο αλσηέξσ δηαθνξηθήο εμίζσζεο είλαη ηεο κνξθήο : )sin()( 0   , ε δε 

θξίζηκε  αδηαζηαηνπνηεκέλε ξνπή πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ, κε ηελ παξαδνρή: )())(sin(     

δίδεηαη απφ ηε ζρέζε [11,12]. 

 )()(
1 2222

,0  
p

M cr  (4.4) 

 Ζ εμίζσζε (4.4) ηζρχεη γηα ηελ πεξίπησζε φπνπ 
22   , δειαδή ζηελ πεξίπησζε πνπ ην 

αμνληθφ θνξηίν πνπ αζθείηαη ζηε δνθφ είλαη ζιηπηηθφ. Μεηά απφ δηεξεχλεζε ηεο εμίζσζεο (4.3) 

ζηελ πεξίπησζε ηνπ εθειθπζηηθνχ αμνληθνχ θνξηίνπ πξνθχπηεη φηη [12] γηα 
22

0

22 /  Mp   

 ή (4.5) 

 GJ/MN 2
0  

δελ ππάξρεη δπλαηφηεηα ηζνξξνπίαο ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε δειαδή θίλδπλνο 

πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ. Μφλε δπλαηφηεηα ηζνξξνπίαο είλαη ε ηεηξηκκέλε ιχζε 0)(  . 

 

 
΢σήμα 4.2 Γηάγξακκα αμνληθψλ δπλάκεσλ – θξίζηκσλ ξνπψλ ζηελ πεξίπησζε ζηαζεξήο ξνπήο ζε φιν ην 

κήθνο ηεο δνθνχ. 

            ΢ην ΢ρ.4.2  παξνπζηάδεηαη ην δηάγξακκα αδηαζηαηνπνηεκέλσλ αμνληθψλ δπλάκεσλ 
2 - 

αδηαζηαηνπνηεκέλσλ θξίζηκσλ θακπηηθψλ ξνπψλ crM ,0 . Γηαθξίλεηαη ε “Οξηαθή Κακπχιε”, 

πέξαλ ηεο νπνίαο έρνπκε ηελ πεξηνρή φπνπ δελ απαηηείηαη έιεγρνο ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ ιφγσ 

ηεο επλντθήο επηξξνήο ηνπ εθειθπζηηθνχ αμνληθνχ θνξηίνπ. Δπίζεο δηαθξίλεηαη θαη ε “Κξίζηκε 
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Κακπχιε” πάλσ ζηελ νπνία ζπγθεληξψλεηαη ην πιήζνο ησλ θξίζηκσλ ζπλδπαζκψλ crM ,0

2   

γηα ηνπο νπνίνπο ν θνξέαο αζηνρεί ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ. Οη ζπλδπαζκνί απηνί έρνπλ πξνέιζεη 

απφ ηελ εμίζσζε (4.4) θαη αθνξνχλ ηε γξακκηθή αλάιπζε ιπγηζκνχ. ΢εκεηψλεηαη φηη ηα 

παξαπάλσ δηάγξακκα αθνξά κηα ακθηέξεηζηε δνθφ δηαηνκήο IPE 500 κε κήθνο 8m.  

 

 

΢ύγκπιζη με ηο ππόγπαμμα πεπεπαζμένυν ζηοισείυν Adina. 

΢ηελ ελφηεηα απηή ζα ζπγθξίλνπκε ηα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηελ παξαπάλσ 

ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε κε ην πξφγξακκα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Adina, ψζηε λα θαηαιήμνπκε 

ζηελ αμηνπηζηία ηεο κεζφδνπ πνπ εθαξκφζζεθε. Έηζη, ζα πξαγκαηνπνηήζνπκε πιήζνο 

γξακκηθψλ ειαζηηθψλ αλαιχζεσλ (Linearized Buckling) ζε ακθηέξεηζηε δνθφ κε ζηαζεξή ξνπή 

ζε φιν ην κήθνο ηεο, κε ηαπηφρξνλε δξάζε εθειθπζηηθήο ή ζιηπηηθήο αμνληθήο δχλακεο. Ζ 

δνθφο πνπ εμεηάδεηαη έρεη κήθνο 8m, ε δηαηνκή είλαη IPE 500 θαη ην πιηθφ είλαη ράιπβαο S235. 

 

 
Πίνακαρ 4.1 ΢χγθξηζε ζεσξεηηθήο πξνζέγγηζεο κε ην πξφγξακκα Adina. 

 
 

΢ηνλ Πίλαθα 4.1 παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ην πξφγξακκα 

Adina. ΢πγθεθξηκέλα, πξαγκαηνπνηήζεθε γξακκηθή ειαζηηθή αλάιπζε ζε κηα δνθφ κε 

ζπγθεθξηκέλα ραξαθηεξηζηηθά (δηαηνκή, κήθνο, θαηεγνξία ράιπβα, ζπλζήθεο ζηήξημεο), φπσο 

αλαθέξζεθε παξαπάλσ. Ζ πξψηε ζηήιε ηνπ πίλαθα πεξηέρεη ηελ αδηαζηαηνπνηεκέλε αμνληθή 

δχλακε, ε
2
 ζιηπηηθή ή εθειθπζηηθή, πνπ αζθείηαη ζηνλ θνξέα. Να ζεκεηψζνπκε φηη ην πξφζεκν 

“+” αληηζηνηρεί ζε ζιηπηηθή αμνληθή δχλακε, ελψ ην πξφζεκν “-“ αληηζηνηρεί ζε εθειθπζηηθή 

αμνληθή δχλακε. Ζ δεχηεξε ζηήιε ηνπ πίλαθα πεξηέρεη ηελ αδηαζηαηνπνηεκέλε θξίζηκε ξνπή 

Aπόκλιςη (%)

0.1956 0.4920 0.4891 0.60

3.1017 0.3956 0.4071 2.92

5.0651 0.3467 0.3356 3.22

7.2278 0.2571 0.2485 3.37

9.1485 0.1343 0.1372 2.16

9.3833 0.1103 0.1079 2.18

9.8457 0.0245 0.0246 0.67

-5.1363 0.6128 0.6228 1.63

-6.5613 0.6412 0.6493 1.26

-3.8711 0.5864 0.5928 1.09

-2.7420 0.5618 0.5713 1.68

-1.7295 0.5388 0.5405 0.32

-8.1728 0.6719 0.6932 3.17

1.87

Φόρτιςη: Σταθερή Ροπή ςτα άκρα με ταυτόχρονη Αξονική Δφναμη

M.O. Αποκλίςεων:

Χάλυβας: S235,   Μήκος: 8m,   Διατομή: IPE 500

   (Dim/less)                               
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πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε πνπ έγηλε ζηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα, ελψ ε 

ηξίηε ζηήιε πεξηέρεη ηελ αληίζηνηρε θξίζηκε ξνπή πνπ πξνέθπςε απφ ην Adina. Ζ ηέηαξηε 

ζηήιε πεξηέρεη ηελ απφθιηζε % κεηαμχ ησλ δπν ηηκψλ ησλ θξίζηκσλ αδηαζηαηνπνηεκέλσλ 

θακπηηθψλ ξνπψλ (ζεσξίαο θαη Adina). Σέινο, ν κέζνο φξνο ησλ απνθιίζεσλ ππνινγίζζεθε ζην 

1.87%. Ζ ηηκή απηή, ζεσξείηαη ηθαλνπνηεηηθή, αλ ιεθζνχλ ππ‟ φςηλ δηάθνξεο αβεβαηφηεηεο πνπ 

ζρεηίδνληαη κε ηελ πξνζνκνίσζε ηνπ θνξέα ζην πξφγξακκα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ αιιά θαη 

ηηο απινπνηήζεηο πνπ έγηλαλ θαηά ηε κφξθσζε θαη ηελ επίιπζε ησλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ. 

 

 
΢σήμα 4.3 ΢πζρέηηζε ζεσξεηηθήο πξνζέγγηζεο κε ην πξφγξακκα Adina. 

 

΢ην ΢ρ. 4.3 παξνπζηάδεηαη έλα δηάγξακκα κε ην νπνίν θαίλεηαη ε ζπζρέηηζε ηεο 

ζεσξεηηθήο πξνζέγγηζεο κε ην Adina. ΢πγθεθξηκέλα, βιέπνπκε ηελ “Κξίζηκε θακπχιε” πνπ 

παξνπζηάζηεθε πξνεγνπκέλσο ζην ΢ρ. 4.2 θαη ηα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ην Adina 

(βι. Πίλαθα 4.1). Όπσο αλαθέξζεθε πξνεγνπκέλσο, ν κέζνο φξνο ησλ απνθιίζεσλ είλαη 1.87%. 

  

4.2.3 Μη Γραμμικό Ανϊλυςη Πλευρικού Λυγιςμού 

 

Μη Γπαμμική Ανάλςζη συπίρ απσικέρ αηέλειερ ηος θοπέα 

 ΢ε απηή ηελ παξάγξαθν παξνπζηάδεηαη ε κε γξακκηθή αλάιπζε ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ 

ζηελ πεξίπησζε πνπ ν θνξέαο δελ έρεη αξρηθέο γεσκεηξηθέο αηέιεηεο. ΢θνπφο απηήο ηεο 
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αλάιπζεο είλαη λα βξεζεί ην αξρηθφ ηκήκα ηνπ κεηαιπγηζκηθνχ δξφκνπ ηζνξξνπίαο θαζψο θαη ην 

ζεκείν δηαθιαδψζεσο ηνπ δξφκνπ απηνχ. Έηζη, απφ ηελ εμίζσζε (4.3) πνπ θαηαιήμακε ζηελ 

πξνεγνχκελε ελφηεηα, ιακβαλνκέλσλ ππφςε φηη ε ιχζε ηεο εμίζσζεο είλαη ηεο κνξθήο: 

)sin()( 0    αιιά θαη ηνπο δπν πξψηνπο φξνπο ηεο ζεηξάο  Taylor, ε νπνία είλαη: 

 
 
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

0

53
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!5!3!12

1
)sin(

n

n

n
xx

xx
n

x ,γηα φια ηα x. 

θαηαιήγνπκε ζηελ εμίζσζε: 
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
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



 



 Mp  

Κάλνληαο ρξήζε ηεο εμήο ηξηγσλνκεηξηθήο ζπλάξηεζεο: xxx 3sin4sin3)3sin( 

,θαηαιήγνπκε ζηελ εμήο  δηαθνξηθή εμίζσζε (4.6): 

0)3sin(
24

)sin(
8

1)()()()(""
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22222 
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Ζ παξαπάλσ εμίζσζε (4.6), ιακβάλνληαο ππφςε φηη ζην κέζνλ ηεο δνθνχ ε ζηξνθή ηεο 

δηαηνκήο είλαη ε κέγηζηε θαη ηζνχηαη κε θ0, κε ρξήζε ησλ παξαθάησ ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ

0)2/1(',0)2/1('",0)0(",0)0(  
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            (4.7) 

 Ζ παξαπάλσ εμίζσζε (4.7) καο δίλεη ην αξρηθφ ηκήκα ηνπ κεηαιπγηζκηθνχ δξφκνπ 

ηζνξξνπίαο (ζε φξνπο ζηξνθψλ θ0) κηαο ακθηέξεηζηεο δνθνχ ππφ ζηαζεξή ξνπή θάκςεο ζε φιν 

ην κήθνο ηεο κε ηαπηφρξνλε δξάζε ζιηπηηθήο αμνληθήο δχλακεο. Δηδηθφηεξα, αλ ζηνλ παξαπάλσ 

ηχπν, θξαηήζνπκε ζηαζεξφ ηνλ αδηαζηαηνπνηεκέλν φξν ε
2
 ηεο αμνληθή δχλακεο θαη απμάλνπκε 

ζηαδηαθά ηνλ φξν ηεο αδηαζηαηνπνηεκέλεο ξνπήο, ηφηε ε πξψηε ηηκή ηεο θ0 (ζα ηζνχηαη κε 

κεδέλ) γηα ηελ νπνία ζα νξίδεηαη ε εμίζσζε ζα απνηειεί θαη ζεκείν δηαθιαδψζεσο ηνπ 

ζπγθεθξηκέλνπ πξνβιήκαηνο επζηάζεηαο πνπ κειεηάκε. Αλ ζπλερίζνπκε λα απμάλνπκε ηελ ηηκή 

ηεο ξνπήο, ηφηε ην ζχλνιν ησλ ζεκείσλ ),( 2

00 M  πνπ ζα πξνθχςνπλ, απνηεινχλ ηνλ 

κεηαιπγηζκηθφ δξφκν ηζνξξνπίαο. Ο δξφκνο απηφο, πξνθαλψο ζα έρεη ζθνπφ λα ραξαθηεξίζνπκε 

ηε κεηαιπγηζκηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα. Βέβαηα, ζα πξέπεη λα ιάβνπκε ππφςε θαη ην ζεκείν 
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ηνπ δξφκνπ απηνχ γηα ην νπνίν ε κεζαία δηαηνκή (είλαη θαη ε δπζκελέζηεξε) ζα παξνπζηάζεη γηα 

πξψηε θνξά δηαξξνή, έηζη ψζηε λα δνχκε κέρξη πνηφ ζεκείν ν δξφκνο απηφο έρεη λφεκα.  

 Πέξαλ φκσο απφ ηνλ δξφκν ηζνξξνπίαο ζε φξνπο ζηξνθψλ θ0 πνπ πεξηγξάθεηαη απφ ηελ 

παξαπάλσ ζρέζε (4.7) κπνξνχλ λα εμαρζνχλ θαη δξφκνη ηζνξξνπίαο ζε φξνπο νξηδφληησλ 

κεηαθηλήζεσλ π0 ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο κεζαίαο δηαηνκήο ηεο δνθνχ. Απηφ κπνξεί λα 

επηηεπρζεί κέζσ κηαο πξνζεγγηζηηθήο κελ, ηθαλνπνηεηηθήο δε, ζπζρέηηζεο ηεο ζηξνθήο θ0 κε ηε 

πιεπξηθή εθηξνπή π0. Ζ ζπζρέηηζε απηή γίλεηαη σο εμήο: 

 

Οινθιεξψλνπκε κηα θνξά ηε ζρέζε (4.2b): 0)()()(" 0

22  cMp 
 

Όκσο, c=0 ιφγσ ηνπ φηη : 0)0()0()0("  
 

Δπίζεο, αλ θάλνπκε ηελ παξαδνρή φηη 

)sin()( 0  
 

θαη 

)sin()( 0  
 

Σφηε γηα μ=1/2, πξνθχπηεη ε εμήο ζρέζε (4.8) : 02

22
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




pΜ 0 


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΢ηελ πεξίπησζε φπνπ ζε κηα ακθηέξεηζηε δνθφ αζθείηαη κφλν αμνληθή ζιηπηηθή δχλακε 

Ν, ηφηε ε ηηκή ηεο αμνληθήο δχλακεο απηήο γηα ηελ νπνία ιπγίδεη ε δνθφο ηχπνπ δηπινχ ηαπ πεξί 

ηνλ αζζελή θεληξνβαξηθφ άμνλα  (θαηά Euler) είλαη: 

2

2

,


y

ycr

EI
N




 

ή 

87.922

,   ycr  
 Έηζη, νη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο απηέο έρνπλ λφεκα φηαλ ην κέγεζνο ηεο ζιηπηηθήο  

αμνληθήο δχλακεο πνπ αζθείηαη ζηε δνθφ δελ ππεξβαίλεη ηελ ηηκή ιπγηζκνχ ηεο. Γειαδή φηαλ: 
2

,

2

,    :αλλιώς ή ycrycrNN  
 

 Γηα ηνλ παξαπάλσ ιφγν, ζην παξαθάησ δηάγξακκα κειεηνχληαη νη κεηαιπγηζκηθνί 

δξφκνη ηζνξξνπίαο κηαο ακθηέξεηζηεο δνθνχ γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο αδηαζηαηνπνηεκέλεο 

ζιηπηηθήο αμνληθήο δχλακεο 87.92

,

2  ycr . Δπίζεο, κειεηάηαη θαη ε πεξίπησζε φπνπ ε 

αμνληθή δχλακε είλαη εθειθπζηηθή θαη φρη ζιηπηηθή. Καζαξά γηα ιφγνπο επνπηείαο, ζηελ 

πεξίπησζε ηεο εθειθπζηηθήο αμνληθήο δχλακεο ζα παξνπζηαζζνχλ νη κεηαιπγηζκηθνί δξφκνη 

ηζνξξνπίαο γηα απφιπηεο ηηκέο 
2  ίδηεο κε ηηο αληίζηνηρεο ηεο πεξίπησζεο πνπ έρνπκε ζιίςε. 

Πξνθαλψο, ιήθζεθε ππφςε  ν έιεγρνο γηα ηε κε εκθάληζε δηαξξνήο ζε θακία ίλα ηεο δνθνχ γηα 

ηηο δηάθνξεο ηηκέο ησλ αμνληθψλ δπλάκεσλ πνπ κειεηνχληαη. 

 ΢πγθεθξηκέλα, ζην παξαθάησ ΢ρ.4.4 βιέπνπκε ηνπο κεηαιπγηζκηθνχο δξφκνπο 

ηζνξξνπίαο γηα ηελ πεξίπησζε κηαο ακθηέξεηζηεο δνθνχ, ππφ ζηαζεξή ξνπή θαηά κήθνο ηεο, κε 

ηαπηφρξνλε δξάζε αμνληθήο δχλακεο. Να ζεκεησζεί φηη ε δνθφο ζεσξείηαη ηέιεηνο θνξέαο, 



ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ ΜΔΘΟΓΧΝ – ΢ΤΓΚΡΗ΢Ζ ΜΔ ADINA                                                                           41                                                                                                                                              

 
 

Γξακκηθή θαη κε γξακκηθή αλάιπζε πιεπξηθά κε εμαζθαιηζκέλσλ δνθψλ ππφ θάκςε θαη αμνληθφ θνξηίν 

 

δειαδή δελ ππάξρνπλ αξρηθέο γεσκεηξηθέο αηέιεηεο ζε θαλέλα ζεκείν απηήο. Ζ δνθφο έρεη 

δηαηνκή IPE500, ην κήθνο ηεο είλαη l=8m θαη ν ράιπβαο είλαη θαηεγνξίαο S235. Ζ ζπλερήο 

θακπχιε κε 02   (καχξν ρξψκα) αληηζηνηρεί ζην κεηαιπγηζκηθφ δξφκν ηζνξξνπίαο ζηελ 

πεξίπησζε φπνπ δελ αζθείηαη αμνληθή δχλακε ζηε δνθφ, παξά κφλν ζηαζεξή ξνπή θαηά κήθνο 

απηήο. Δπίζεο νη θακπχιεο κε 02  (θφθθηλε απφρξσζε), νη νπνίεο βξίζθνληαη θάησ απφ ηελ 

θακπχιε 02  , αληηζηνηρνχλ ζηνπο κεηαιπγηζκηθνχο δξφκνπο ηζνξξνπίαο γηα ηελ πεξίπησζε 

πνπ έρνπκε ζιηπηηθφ αμνληθφ θνξηίν θαη νη θακπχιεο κε 02  (πξάζηλε απφρξσζε), νη νπνίεο 

βξίζθνληαη πάλσ απφ ηελ θακπχιε 02  , αληηζηνηρνχλ ζηνπο κεηαιπγηζκηθνχο δξφκνπο 

ηζνξξνπίαο γηα ηελ πεξίπησζε πνπ έρνπκε εθειθπζηηθφ αμνληθφ θνξηίν. 

 ΢ηνλ θαηαθφξπθν άμνλα 00  ζεκεηψλνληαη ηα ζεκεία δηαθιαδψζεσο (bifurcation ή 

branching points). Απφ ηνπο δξφκνπο ηζνξξνπίαο παξαηεξνχκε φηη ν δεπηεξεχσλ θιάδνο 

(secondary path) ή αιιηψο κεηαιπγηζκηθφο θιάδνο (post-buckling path) έρεη αλνδηθή πνξεία θαη 

ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα πάλσ, δειαδή έρνπκε κεηαιπγηζκηθή αληνρή. Απηφ ζεκαίλεη φηη πέξαλ 

ηνπ θξίζηκνπ ζεκείνπ, ε δνθφο δε ράλεη ηελ αληνρή ηεο αιιά δηαζέηεη θάπνηα κεγαιχηεξε 

αληνρή πέξαλ απφ απηή πνπ καο ππνδεηθλχεη ην ζεκείν δηαθιαδψζεσο. Μέζσ ηνπ δηαγξάκκαηνο 

απηνχ, δηαπηζηψλνπκε ηελ επεξγεηηθή ζπκβνιή ηνπ εθειθπζηηθνχ θνξηίνπ ζην ιπγηζκφ ηεο 

δνθνχ. Παξαηεξνχκε δειαδή, φηη φζν ε ηηκή ηεο εθειθπζηηθήο αμνληθήο δχλακεο κεγαιψλεη, 

ηφζν κεγαιψλεη θαη ε θξίζηκε ηηκή ηεο ξνπήο γηα ηελ νπνία ε δνθφο εθηξέπεηαη πιεπξηθά. 

Αληηζέησο, αλ ε αμνληθή δχλακε είλαη ζιηπηηθή, ε ζπκβνιή ηεο είλαη δπζκελήο. Απηφ ζεκαίλεη 

φηη φζν ε ηηκή ηεο ζιηπηηθήο αμνληθήο δχλακεο απμάλεηαη, ηφζν κηθξαίλεη ε ηηκή ηεο θξίζηκεο 

ξνπήο ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ. Δίλαη ζεκαληηθφ λα ηνλίζνπκε φηη ν θχξηνη δξφκνη ηζνξξνπίαο ζε 

φιεο ηηο πεξηπηψζεηο, είλαη πάλσ ζηνλ θαηαθφξπθν άμνλα 00  , μεθηλνχλ απφ ηελ αξρή ησλ 

αμφλσλ θαη πξνθαλψο θαηαιήγνπλ ζηελ ηηκή crM ,0 . 

 Δίλαη ζεκαληηθφ λα ηνλίζνπκε φηη νη δξφκνη ηζνξξνπίαο πνπ θαίλνληαη ζην παξαθάησ 

΢ρ.4.4 δελ έρνπλ λφεκα απφ θάπνην ζεκείν ηνπο θαη έπεηηα. Γειαδή, ζε θάζε δξφκν ηζνξξνπίαο 

ππάξρεη έλα ζεκείν γηα ην νπνίν ε δηαηνκή ηεο δνθνχ αξρίδεη νξηαθά λα δηαξξέεη. Απηφ ην 

ζεκείν αλαθέξεηαη θαη σο πξψην ζεκείν δηαξξνήο (first yielding point) θαη έρεη ηεηκεκέλε ηελ 

πιεπξηθή εθηξνπή πνπ ζα έρεη ην θέληξν βάξνπο ηεο κεζαίαο δηαηνκήο ηεο δνθνχ, ηε ζηηγκή πνπ 

ζα παξνπζηαζηεί γηα πξψηε θνξά δηαξξνή, θαη ηεηαγκέλε ηελ θξίζηκε αδηαζηαηνπνηεκέλε ξνπή 

πνπ ζα αζθείηαη ζηε δνθφ ηε ζηηγκή εθείλε. Ο αλαιπηηθφο ππνινγηζκφο ησλ ζεκείσλ δηαξξνήο 

παξνπζηάδεηαη ζην Παξάξηεκα Α ηεο ελ ιφγσ κεηαπηπρηαθήο εξγαζίαο. 

 Αλ ελσζνχλ φια ηα ζεκεία “πξψηεο δηαξξνήο” (first yielding points) γηα ηνπο δξφκνπο 

ηζνξξνπίαο πνπ απεηθνλίδνληαη ζην ΢ρ.4.4, ηφηε ζα κπνξνχζακε λα ραξάμνπκε κηα θακπχιε ε 

νπνία ζα κπνξνχζε λα νλνκαζηεί “θακπχιε πξψηεο δηαξξνήο” „ε αιιηψο “first yielding curve”. 

Απηή ε θακπχιε ζα κπνξνχζε λα ρξεζηκνπνηεζεί πιένλ γηα λα βξνχκε πξνζεγγηζηηθά ην πξψην 

ζεκείν δηαξξνήο αλ ραξάδακε νπνηνλδήπνηε άιιν δξφκν ηζνξξνπίαο γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ 

παξαδείγκαηνο πνπ κειεηάκε ζην ππνθεθάιαην απηφ. 



 

 

 
΢σήμα 4.4 Μεηαιπγηζκηθνί δξφκνη ηζνξξνπίαο ζηελ πεξίπησζε ακθηέξεηζηεο δνθνχ ππφ ζηαζεξή ξνπή ζε φιν ην κήθνο ηεο κε ηαπηφρξνλε 

αμνληθή δχλακε, ρσξίο αξρηθέο γεσκεηξηθέο αηέιεηεο ζηνλ θνξέα 



ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ ΜΔΘΟΓΧΝ – ΢ΤΓΚΡΗ΢Ζ ΜΔ ADINA                                                                            43 

 
 

Γξακκηθή θαη κε γξακκηθή αλάιπζε πιεπξηθά κε εμαζθαιηζκέλσλ δνθψλ ππφ θάκςε θαη αμνληθφ θνξηίν 

 

 

Μη Γπαμμική Ανάλςζη με απσικέρ αηέλειερ ηος θοπέα 

΢ε απηήλ ηελ παξάγξαθν παξνπζηάδεηαη ε κε γξακκηθή αλάιπζε ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ 

ζηελ πεξίπησζε πνπ ν θνξέαο έρεη αξρηθέο γεσκεηξηθέο αηέιεηεο. Μηα αξρηθή γεσκεηξηθή 

αηέιεηα ζα κπνξνχζε λα είλαη κηα κεηαηφπηζε πάλσ ζε έλαλ – νπνηνλδήπνηε άμνλα ηεο δηαηνκήο 

ηνπ θνξέα ή θάπνηα ζηξνθή πεξί νπνηνλδήπνηε άμνλα ηεο δηαηνκήο. ΢ηελ πεξίπησζε φκσο ηνπ 

πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ, ε παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ηνπ θνξέα, πεξηγξάθεηαη απφ δπν 

κεηαηνπίζεηο u θαη w θαηά ηνπο άμνλεο x θαη y αληίζηνηρα, αιιά θαη απφ κηα ζηξνθή θ πεξί ηνλ 

θεληξνβαξηθφ άμνλα z ηνπ θνξέα. Έηζη, κηα αξρηθή αηέιεηα ζηελ πεξίπησζε ηνπ πιεπξηθνχ 

ιπγηζκνχ ζα κπνξνχζε λα απνδνζεί κε ηξφπν ηέηνην, ψζηε ε δηαηνκή λα έρεη ηελ ίδηα 

παξακνξθσζηαθή εηθφλα κε ηελ παξακφξθσζε ηεο δηαηνκήο (ζηελ πεξίπησζε ηνπ πιεπξηθνχ 

ιπγηζκνχ). Όπσο αλαθέξζεθε θαη πξνεγνπκέλσο, δελ είλαη απαξαίηεην λα ππάξρεη αξρηθή 

αηέιεηα ζε φινπο ηνπο άμνλεο ηεο δηαηνκήο. Απηφ ηζρχεη θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ πιεπξηθνχ 

ιπγηζκνχ. Παξαθάησ, επηιέγεηαη λα κειεηεζεί ην θαηλφκελν ηνπ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ έρνληαο 

εηζάγεη σο αξρηθή αηέιεηα ζην θνξέα κφλν νξηδφληηα  - πιεπξηθή εθηξνπή ηνπ θέληξνπ βάξνπο 

ηεο δηαηνκήο   (θαηά ηνλ άμνλα x).  Ο ιφγνο πνπ επηιέρζεθε λα εηζαρζεί ε ζπγθεθξηκέλε 

αξρηθή αηέιεηα θαζ‟ απηφλ ηνλ άμνλα θαηά  ηελ θαηάζηξσζε ησλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ είλαη 

λα έρνπκε έλα κέηξν ζχγθξηζεο ησλ απνηειεζκάησλ πνπ ζα πξνθχςνπλ, κε ηα αληίζηνηρα 

απνηειέζκαηα ηνπ Adina. ΢ην παξαθάησ ΢ρ.4.5 παξνπζηάδεηαη κηα ηπραία δηαηνκή ηεο δνθνχ 

ζηελ απαξακφξθσηε, παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε θαζψο θαη ζηελ θαηάζηαζε αξρηθψλ 

αηειεηψλ (κπιε ρξψκα). 

 

 
΢σήμα 4.5 Καηάζηαζε αξρηθψλ αηειεηψλ ηεο δηαηνκήο ζε ηπραία ζέζε ηεο δνθνχ. 
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 Όπσο θαίλεηαη ζην παξαπάλσ ζρήκα, ε αξρηθή αηέιεηα πνπ εηζάγεηαη ζηελ δηαηνκή γηα 

λα κειεηεζεί ην θαηλφκελν ηνπ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ είλαη: 

 )(zua : Αξρηθή νξηδφληηα κεηάζεζε ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο δηαηνκήο. 

Δπίζεο έρνπκε: 

 )(zu : Οξηδφληηα κεηάζεζε ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο δηαηνκήο ιφγσ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ. 

 )(zw : Καηαθφξπθε κεηάζεζε ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο δηαηνκήο ιφγσ πιεπξηθνχ 

ιπγηζκνχ. 

 )(z : ΢ηξνθή ηεο δηαηνκήο πεξί ην θέληξν δηάηκεζεο ιφγσ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ. 

Δπνκέλσο: 

 )()()( zuzuzu at  : Οιηθή νξηδφληηα κεηάζεζε ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο δηαηνκήο. 

Οη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ ηζνξξνπία ηεο δηαηνκήο ζηελ παξακνξθσκέλε 

θαηάζηαζε είλαη νη εμήο: 

 
0)()(" MzNwzwEI x   (4.9) 

 ))(sin()()(" 0 zMzNuzuEI ty   (4.10) 

 )()("')(' 0 zuMzECzGJ tw
   (4.11) 

 

 Παξαηεξνχκε φηη ε εμίζσζε (4.9) είλαη αλεμάξηεηε απφ ηηο ππφινηπεο δπν εμηζψζεηο, 

κεηά απφ αδηαζηαηνπνίεζε απηψλ έρνπκε: 

 ))(sin()()(" 0

2   Mt
  

 )()(')("' 0
22  tMp    

φπνπ 

wy

wyytt

CIp

ECGJEIMMEINzu

/

/,/,/,/,/

22

22

00

22












 

 

 

ή 

  ))(sin()()()(" 0

2    M                                    (4.12) 

 )()()(')("' 0

22  
 Mp                                        (4.13) 
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Αλ παξαγσγίζνπκε ηελ εμίζσζε (4.13), ηφηε πξνθχπηεη: 

)(
)()(

)(
2

0

2




 







pM
 

Αλ νινθιεξψζνπκε ηελ εμίζσζε (4.13), ηφηε πξνθχπηεη: 

C
pM





 )(

)()(
)(

2

0

2




   

Όκσο 0C , επεηδή 0)0()0()0()0(    

 

Μεηά απφ αληηθαηάζηαζε ησλ δπν παξαπάλσ εθθξάζεσλ ζηελ εμίζσζε (4.12), πξνθχπηεη: 

 

))(sin(
)()(

)(
)()(

0

0

2

2
2

0

2

2







 








M

MpMp
 

 

ή 

)())(sin())()(()()( 2

0

22

0

222  
 pMpM  

 

ή 

)())(sin()()()()( 2

0

22

0

2222  
 pMpM      (4.14) 

 

 Ζ παξαπάλσ εμίζσζε είλαη ε δηαθνξηθή εμίζσζε ηζνξξνπίαο ηεο δνθνχ ζηελ 

παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε, εθθξαζκέλε ζε φξνπο ζηξνθψλ. Παξαηεξνχκε επίζεο φηη ε 

εμίζσζε απηή, πεξηέρεη ηηο αξρηθέο γεσκεηξηθέο αηέιεηεο πνπ εηζήρζεζαλ ζηνλ ππφ κειέηε 

θνξέα. Υαξαθηεξίδεηαη σο κε νκνγελήο δηαθνξηθή εμίζσζε 4
εο

 ηάμεσο. Δίλαη πξνθαλέο φηη ε 

επίιπζε ηεο, κε ηελ παξνχζα κνξθή πνπ έρεη, είλαη ζρεδφλ αδχλαηε. ΢θνπφο καο είλαη λα 

εμαρζεί κηα ζρέζε πνπ λα πεξηγξάθεη ηνλ δξφκν ηζνξξνπίαο, πνπ λα πεξηγξάθεη ηε ζπκπεξηθνξά 

ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ, ηνπ παξφληνο ζηαηηθνχ ζπζηήκαηνο (θνξέο – θφξηηζε), ιακβάλνληαο  

ππφςε θαη ηηο αξρηθέο αηέιεηεο πνπ εηζήρζεζαλ. Ο ηξφπνο επίιπζεο ηεο εμίζσζεο πνπ ζα 

αθνινπζήζεη, βαζίδεηαη ζηηο εμήο παξαδνρέο: 

 )sin()(     

  
 

!3

)(
)()(sin

3


   (Υξήζε ζεηξάο Taylor) κε )sin()( 0    

Άξα, ε εμίζσζε (4.14) γίλεηαη: 

 
)sin()(

6

)(
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)(")()(""
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0

22
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






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Κάλνληαο ρξήζε ηεο εμήο ηξηγσλνκεηξηθήο ζπλάξηεζεο: xxx 3sin4sin3)3sin( 

,θαηαιήγνπκε ζηελ εμήο  δηαθνξηθή εμίζσζε (4.15): 

)sin(3sin(
24

)sin(
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
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









 pMpM

 

Κάλνληαο ρξήζε ησλ ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ 0)1(")1()0(")0(   ,νη νπνίεο βαζίδνληαη 

ζηελ παξαδνρή ηεο κεδεληθήο ζηξέςεο θαη ηαπηφρξνλα ειεχζεξεο ζηξέβισζεο ηεο δηαηνκήο 

ζηα άθξα ηεο ακθηέξεηζηεο δνθνχ, κε ηε βνήζεηα ηνπ καζεκαηηθνχ εξγαιείνπ Maple, 

θαηαιήγνπκε ζε κηα ιχζε ηεο κνξθήο: ),,,,,,()( 00

222   Mpg . Αλ βαζηζηνχκε ζην 

γεγνλφο φηη θαηά ηνλ πιεπξηθφ ιπγηζκφ κηαο ακθηέξεηζηεο δνθνχ, ε κέγηζηε ζηξνθή ηεο 

δηαηνκήο εκθαλίδεηαη ζην κέζνλ ηεο, δειαδή αλ ζεσξήζνπκε φηη 0)2/1(   , ηφηε 

θαηαιήγνπκε ζηελ παξαθάησ εμίζσζε (4.16), ε νπνία απνηειεί ηελ εμίζσζε ηνπ δξφκνπ 

ηζνξξνπίαο, ζε φξνπο ζηξνθψλ, ζηελ πεξίπησζε ακθηέξεηζηεο δνθνχ ππφ νκνηφκνξθε ξνπή ζε 

φιν ην κήθνο ηεο, ηαπηφρξνλε δξάζε αμνληθήο ζιηπηηθήο δχλακεο θαη επηξξνή αξρηθψλ 

αηειεηψλ πνπ ζα κπνξνχζε λα έρεη ν θνξέαο. 

 
 0

222

0

222

0
,,,

,,,,



 

p

pA
M


                                                  (4.16) 

ή αιιηψο  

 
 

Όπσο πξναλαθέξζεθε, ε παξαπάλσ εμίζσζε (4.16) απνηειεί ηελ εμίζσζε ηνπ δξφκνπ 

ηζνξξνπίαο, ζε φξνπο ζηξνθψλ, κηαο ακθηέξεηζηεο δνθνχ ζηελ νπνία αζθείηαη ζηαζεξή ξνπή ζε 

φιν ην κήθνο ηεο θαη ηαπηφρξνλα αζθείηαη αμνληθή δχλακε. Ζ δηαθνξά ηεο εμίζσζεο απηήο κε 

ηελ εμίζσζε (4.7) έγθεηηαη ζην γεγνλφο φηη ιακβάλνληαη ππφςε νη αξρηθέο γεσκεηξηθέο αηέιεηεο 

πνπ πηζαλψο λα έρεη ην ππφ κειέηε ζηαηηθφ ζχζηεκα (θνξέαο – θνξηίν). 

΢ηα παξαθάησ ζρήκαηα, παξνπζηάδνληαη θάπνηα δηαγξάκκαηα κέζσ ησλ νπνίνλ γίλεηαη 

πξνζπάζεηα γηα ηελ εμαγσγή ρξήζηκσλ ζπκπεξαζκάησλ, φζνλ αθνξά ηελ επηξξνή ησλ αξρηθψλ 

αηειεηψλ ζηελ ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα. Σαπηφρξνλα, κε ηα παξαθάησ δηαγξάκκαηα, εθηφο απφ 

ηα ρξήζηκα ζπκπεξάζκαηα, επηβεβαηψλνληαη ηα ήδε αλακελφκελα απνηειέζκαηα. 
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΢ην ΢.ρ.4.6, παξνπζηάδνληαη νη δξφκνη ηζνξξνπίαο γηα ηνλ ππφ κειέηε θνξέα γηα 

δηάθνξεο ηηκέο ηεο αμνληθήο δχλακεο. Γηα ηα ζπγθεθξηκέλα δηαγξάκκαηα, ε ηηκή ηεο αξρηθήο 

αηέιεηαο πνπ εηζάγεηαη ζην ζχζηεκα είλαη ίδηα θαη γηα ηνπο πέληε δξφκνπο ηζνξξνπίαο πνπ 

παξνπζηάδνληαη. Έλα ρξήζηκφ ζπκπέξαζκα πνπ ζα κπνξνχζε λα εμαρζεί απφ ην ζπγθεθξηκέλν 

ζρήκα είλαη φηη νη δξφκνη ηζνξξνπίαο δελ παξνπζηάδνπλ θάπνην ζεκείν δηαθιαδψζεσο 

(bifurcation point), δειαδή δε δηαθξίλνληαη ζε πξσηεχνληεο  θαη δεπηεξεχνληεο δξφκνη, αιιά 

είλαη εληαίνη. Παξαηεξνχκε επίζεο, φηη νη δξφκνη ηζνξξνπίαο, απφ θάπνηα ηηκή ηεο θξίζηκεο 

ξνπήο 
0M   θαη κεηά, παξνπζηάδνπλ έληνλε αιιαγή ηεο θιίζεο ηνπο. ΢ην ζεκείν απηφ ζεσξνχκε 

φηη ππάξρεη αζηνρία ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ. Βέβαηα, κεηά ην ζεκείν απηφ, νη δξφκνη 

παξνπζηάδνπλ αλνδηθή πνξεία, πξάγκα πνπ ππνδειψλεη ηελ κεηαιπγηζκηθή αληνρή ησλ θνξέσλ. 

Σέινο, είλαη εκθαλήο ε επηξξνή ηνπ κεγέζνπο θαζψο θαη ηεο θνξάο ηεο δξψζαο αμνληθήο 

δχλακεο (ζιηπηηθή ή εθειθπζηηθή) ζηελ αληνρή ηεο δνθνχ. Όζν κεγαιψλεη ε ηηκή ηεο ζιηπηηθήο 

δχλακεο, ηφζν κηθξφηεξε αληνρή παξνπζηάδεη ν θνξέαο. Δλψ, φζν κεγαιψλεη ε ηηκή ηεο 

εθειθπζηηθήο αμνληθήο δχλακεο, ηφζν πην επεξγεηηθή επηξξνή έρεη ζηε ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα. 

΢ην ΢ρ.4.7 παξνπζηάδεηαη ν κεηαιπγηζκηθφο δξφκνο ηζνξξνπίαο (ζε φξνπο πιεπξηθήο 

εθηξνπήο 0  ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο κεζαίαο δηαηνκήο) γηα ηελ πεξίπησζε πνπ ζιηπηηθήο 

αμνληθήο δχλακεο 12  . Ο δξφκνο απηφο πεξηγξάθεηαη απφ ηε ζρέζε (4.7) πνπ αλαπηχρζεθε 

γηα ηηο πεξηπηψζεηο πνπ δελ έρνπκε αξρηθέο αηέιεηεο ζηνλ θνξέα. Σαπηφρξνλα, παξνπζηάδεηαη 

θαη ν δξφκνο ηζνξξνπίαο ηνπ ίδηνπ ζηαηηθνχ ζπζηήκαηνο (θνξέα – θφξηηζεο) κε κηα εηζεγκέλε 

αξρηθή αηέιεηα ζην ζχζηεκα. Έλα ρξήζηκν ζπκπέξαζκα πνπ ζα κπνξνχζε λα εμαρζεί απφ 

απηνχο ηνπο δπν δξφκνπο είλαη φηη ζηελ πεξίπησζε ρσξίο αξρηθέο αηέιεηεο έρνπκε ζεκείν 

δηαθιαδψζεσο ζην δξφκν ηζνξξνπίαο, ελψ ζηελ πεξίπησζε κε αξρηθέο αηέιεηεο, ν δξφκνο 

ηζνξξνπίαο είλαη εληαίνο. Όπσο θαίλεηαη, ε κεηαιπγηζκηθή ζπκπεξηθνξά θαη ησλ δπν θνξέσλ, 

ζρεδφλ ηαπηίδεηαη. Παξνπζηάδεηαη θαη ζηηο δπν πεξηπηψζεηο, δειαδή, κεηαιπγηζκηθή 

ζπκπεξηθνξά ζηνλ θνξέα (post buckling strength). 
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΢σήμα 4.6 Γξφκνη ηζνξξνπίαο δνθνχ κε αξρηθέο αηέιεηεο γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο αμνληθήο 

δχλακεο. 

    
΢σήμα 4.7 Γξφκνο ηζνξξνπίαο κε αξρηθέο αηέιεηεο ηνπ θνξέα θαη κεηαιπγηζκηθφο δξφκνο 

ηζνξξνπίαο ρσξίο αξρηθέο αηέιεηεο ζην θνξέα γηα ίδηα αμνληθή δχλακε. 
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 ΢ην ΢ρ. 4.8, εκθαλίδνληαη νη δξφκνη ηζνξξνπίαο γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο αξρηθήο αηέιεηαο  

πνπ εηζάγεηαη αξρηθά ζην θνξέα. ΢ηα ζπγθεθξηκέλα δηαγξάκκαηα, ε ηηκή ηεο αξρηθήο πιεπξηθήο 

εθηξνπήο κεηαβάιιεηαη, ελψ ε ηηκή ηεο ζιηπηηθήο αμνληθήο δχλακεο είλαη ίδηα ζε γηα φιεο ηηο 

πεξηπηψζεηο θαη είλαη 12  . Έλα ρξήζηκφ ζπκπέξαζκα πνπ ζα κπνξνχζε λα εμαρζεί είλαη ε 

επηξξνή ηεο αξρηθήο αηέιεηαο ζηε ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα. Παξαηεξνχκε φηη θαζψο ε ηηκή ηεο 

αξρηθήο εθηξνπήο   απμάλεηαη, ηφζν πην κηθξή είλαη ε ηηκή ηεο ξνπήο 
0M γηα ηελ νπνία ν 

εθάζηνηε δξφκνο ηζνξξνπίαο παξνπζηάδεη έληνλε αιιαγή ζηελ θιίζε ηνπ. Απηφ καο νδεγεί ζην 

αζθαιέο ζπκπέξαζκα φηη φζν κεγαιχηεξεο είλαη νη αξρηθέο αηέιεηεο πνπ εηζάγνληαη ζην 

ζχζηεκα, ηφζν λσξίηεξα ράλεη ηελ αληνρή ηνπ ν θνξέαο. 

 

      

΢σήμα 4.8 Γξφκνη ηζνξξνπίαο γηα δηάθνξεο ηηκήο ηνπ  . 
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΢ύγκπιζη με ηο ππόγπαμμα πεπεπαζμένυν ζηοισείυν Adina. 

 ΢ηελ ελφηεηα απηή ζα ζπγθξίλνπκε ηα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηελ παξαπάλσ 

ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε κε ην πξφγξακκα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Adina, ψζηε λα θαηαιήμνπκε 

ζηελ αμηνπηζηία ηεο κεζφδνπ πνπ αλαπηχρζεθε. Έηζη ινηπφλ, ζηε ζπλέρεηα παξνπζηάδεηαη 

πιήζνο κε γξακκηθψλ αλαιχζεσλ. Ζ κε γξακκηθφηεηα ησλ αλαιχζεσλ απηψλ, κπνξεί λα 

παξνπζηάδεηαη ζηε γεσκεηξία ηνπ θνξέα ή ζην πιηθφ, ή αθφκα, θαη ζηνλ ζπλδπαζκφ απηψλ ησλ 

δπν κεηαμχ ηνπο. 

 ΢ην ΢ρ.4.9, νη δξφκνη ηζνξξνπίαο πνπ παξνπζηάδνληαη αθνξνχλ κηα ακθηέξεηζηε δνθφ κε 

δηραισηή ζηήξημε ζηα άθξα (ειεχζεξε ζηξέβισζε – κεδεληθή ζηξέςε). Οη δξφκνη ηζνξξνπίαο 

πνπ παξνπζηάδνληαη είλαη εθθξαζκέλνη ζε φξνπο ζηξνθψλ 0  (φπνπ 0  είλαη ε ζηξνθή ηεο 

κεζαίαο δηαηνκήο ηεο δνθνχ θαηά ηελ εθηξνπή ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ). Ζ δνθφο είλαη κήθνπο 8m, 

δηαηνκήο IPE 500 θαη ν ράιπβαο είλαη θαηεγνξίαο S235. Οη ζπλερείο γξακκέο απνηεινχλ  ηξείο 

δξφκνπο ηζνξξνπίαο πνπ έρνπλ πξνθχςεη απφ ηε ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε πνπ αλαπηχρζεθε 

πξνεγνπκέλσο θαη αθνξά ηε γεσκεηξηθή κε γξακκηθή αλάιπζε ηνπ θνξέα κε αξρηθή 

γεσκεηξηθή αηέιεηα. Ζ δηαθνξά κεηαμχ ησλ ηξηψλ δξφκσλ ηζνξξνπίαο έγθεηηαη ζην κέγεζνο ηεο  

αξρηθήο γεσκεηξηθήο αηέιεηαο πνπ εηζήρζεθε ζηνλ θνξέα πξηλ ηελ αλάιπζε. Δθηφο απφ ηηο 

ζπλερείο γξακκέο πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηε ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε, παξνπζηάδνληαη θαη νη 

αληίζηνηρνη δξφκνη ηζνξξνπίαο, φπσο πξνθχπηνπλ απφ κηα γεσκεηξηθή κε γξακκηθή αλάιπζε 

ηνπ θνξέα ζην πξφγξακκα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Adina. Οη δξφκνη ηζνξξνπίαο πνπ 

πξνθχπηνπλ απφ ην Adina, παξνπζηάδνληαη κέζσ θάπνησλ ζεκείσλ ηνπο, ψζηε λα δηαθξίλνληαη 

απφ ηνπο αληίζηνηρνπο ζπλερείο. Παξαηεξνχκε φηη νη δξφκνη ηζνξξνπίαο πνπ πξνθχπηνπλ απφ ην 

πξφγξακκα πεπεξαζκέλσλ, είλαη αξθεηά θνληά ή αιιηψο ζπκπίπηνπλ ηθαλνπνηεηηθά κε ηνπο 

αληίζηνηρνπο πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηε ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε.  

 ΢ην ΢ρ.4.10 δηαθξίλνληαη ηέζζεξεηο δξφκνη ηζνξξνπίαο ζε φξνπο πιεπξηθψλ 

κεηαθηλήζεσλ 0 ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο κεζαίαο δηαηνκήο ηεο δνθνχ, φπσο πξνέθπςαλ απφ 

αλαιχζεηο πνπ έγηλαλ απφ ην Adina. Οη δχν απφ απηνχο αθνξνχλ δνθφ κε αξρηθή αηέιεηα 

%02.0  θαη νη ππφινηπνη αθνξνχλ δνθφ κε αξρηθή αηέιεηα %05.0 . Γηα θάζε 

πεξίπησζε αξρηθψλ αηειεηψλ, πξαγκαηνπνηήζεθε κηα γεσκεηξηθή κε γξακκηθή αλάιπζε 

(GNIA) θαη κηα κε γξακκηθή αλάιπζε γεσκεηξίαο θαη πιηθνχ (GMNIA). Έλα ζπκπέξαζκα είλαη 

ε επηξξνή ηνπ κεγέζνπο ηεο αξρηθήο αηέιεηαο ζηελ ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα. ΢ηελ πεξίπησζε 

ηεο κηθξφηεξεο εθ ησλ δπν αξρηθψλ αηειεηψλ, ν θνξέαο ράλεη ηελ αληνρή ηνπ γηα κεγαιχηεξεο 

ηηκέο ηεο ξνπήο 
0M . Αθφκε, ε αλάιπζε GMNIA πξνζεγγίδεη θαιχηεξα ηελ πξαγκαηηθή 

ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα, θαζψο εθηφο απφ ηε κε γξακκηθφηεηα ηεο γεσκεηξίαο ιακβάλεη ππφςε 

θαη ηε δηαξξνή ηνπ πιηθνχ. Σέινο, κέζσ ηεο θιίζεο ησλ δηαγξακκάησλ, βιέπνπκε φηη ην κέηξν 

ειαζηηθφηεηαο Ε ηνπ θνξέα είλαη κεγαιχηεξν φζν ε αξρηθή αηέιεηα πιεζηάδεη ζην κεδέλ.       
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΢σήμα 4.9 Γξφκνη ηζνξξνπίαο αλάιπζεο GNIA. ΢χγθξηζε Adina κε ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε 

 
΢σήμα 4.10 Αλαιχζεηο GMNIA θαη GNIA ζην Adina 
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΢ην ΢ρ.4.11, παξνπζηάδνληαη κε γξακκηθέο αλαιχζεηο γηα αξρηθή αηέιεηα δνθνχ 

=0.02%. Ζ πξάζηλε θακπχιε αθνξά γεσκεηξηθή κε γξακκηθή αλάιπζε ζην Adina. H 

δηαθεθνκκέλε θφθθηλε θακπχιε αθνξά γεσκεηξηθή κε γξακκηθή αλάιπζε φπσο απηή πξνέθπςε 

απφ ηε ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε. Ζ κπιε θακπχιε είλαη ν δξφκνο ηζνξξνπίαο πνπ πξνθχπηεη απφ 

αλάιπζε GMNIA ηνπ Adina. Όπσο αλαθέξζεθε πξνεγνπκέλσο, ε πξαγκαηηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ 

θνξέα κπνξεί λα πξνζεγγηζζεί αλ ιεθζεί ππφςε θαη ε δηαξξνή ηνπ πιηθνχ. Τπάξρεη, επνκέλσο, 

ε αλάγθε λα βξνχκε κέρξη πην ζεκείν ηνπ ζεσξεηηθνχ δξφκνπ ηζνξξνπίαο GNIA (θφθθηλε 

απφρξσζε) ε θακπχιε απηή έρεη λφεκα. 

 
΢σήμα 4.11 Δχξεζε πξψηνπ ζεκείνπ δηαξξνήο ζε αλάιπζε GNIA. 

 

. Έηζη ινηπφλ, γλσξίδνληαο ην φξην δηαξξνήο ηνπ ράιπβα πνπ ρξεζηκνπνηείηαη θαζψο θαη 

ηηο εζσηεξηθέο ηάζεηο πνπ αλαπηχζζνληαη ζηε δηαηνκή θαηά ηνλ πιεπξηθφ ιπγηζκφ, είκαζηε ζε 

ζέζε λα εληνπίζνπκε γηα πνηα ηηκή ηεο αδηαζηαηνπνηεκέλεο ξνπήο 
0M  θαζψο θαη ην κέγεζνο ηεο 

πιεπξηθήο εθηξνπήο 0  ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο κεζαίαο δηαηνκήο ή ην κέγεζνο ηεο γσλίαο 

ζηξνθήο 0  ηεο δηαηνκήο γηα ηα νπνία επέξρεηαη δηαξξνή ζηελ πξψηε ίλα ηεο δηαηνκήο. Γηα ηνλ 

ιφγν απηφ, θαηαζηξψλνπκε κηα εμίζσζε  0

222

0 ,,,, Mpf    ε νπνία νπζηαζηηθά 

απεηθνλίδεη ηνλ γεσκεηξηθφ ηφπν ησλ ζεκείσλ  00 ,M  ή  00 ,M  γηα ηα νπνία ε κεζαία 

δηαηνκή ηεο δνθνχ νξηαθά αξρίδεη λα δηαξξέεη. Ο γεσκεηξηθφο ηφπνο απηφο ζην εμήο ζα 

νλνκάδεηαη “Ηδεαηή Κακπχιε Γηαξξνήο”. Σν ζεκείν ηνκήο ηεο θακπχιεο απηήο κε ηνλ εθάζηνηε 

δξφκν ηζνξξνπίαο GNIA ζα απνηειεί θαη ην πξψην ζεκεία δηαξξνήο ηεο δνθνχ (First Yielding 
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Point). Να ζεκεησζεί φηη ε θακπχιε απηή εμαξηάηαη θαη απφ ηα γεσκεηξηθά θαη αδξαλεηαθά 

ραξαθηεξηζηηθά ηεο δνθνχ, απφ ην είδνο θφξηηζεο ηεο θαζψο θαη απφ ην κέγεζνο ηεο αξρηθήο 

γεσκεηξηθήο αηέιεηαο πνπ εηζάγεηαη ζην ζχζηεκα. Ο αλαιπηηθφο ππνινγηζκφο ησλ ζεκείσλ 

δηαξξνήο παξνπζηάδεηαη ζην Παξάξηεκα Α ηεο ελ ιφγσ κεηαπηπρηαθήο εξγαζίαο. 
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4.3 Περύπτωςη ΢υγκεντρωμϋνου Εγκϊρςιου Φορτύου  ςτο μϋςον τησ δοκού. 

4.3.1 Ειςαγωγό 

 

Αο ζεσξήζνπκε κηα δνθφ δηαηνκήο Ι. Σν επίπεδν εμσηεξηθήο θφξηηζεο ηεο δνθνχ απηήο, 

ην νπνίν έρεη ηε κεγαιχηεξε αθακςία )( yx II  , νξίδεηαη απφ ηνλ θαηαθφξπθν άμνλα y θαη ηνλ 

δηακήθε άμνλα z (πνπ πεξλάεη απφ ην θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο). Ζ δνθφο ππφθεηηαη ζε 

εγθάξζην ζπγθεληξσκέλν θνξηίν P  πνπ αζθείηαη ζην κέζνλ ηεο, θαη ζε ζηαζεξή αμνληθή 

δχλακε πνπ αζθείηαη ζην θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο. Γηα φζν ε ηηκή ηνπ θνξηίνπ P  απμάλεηαη 

ζηαδηαθά απφ ην κεδέλ θαη ε N  παξακέλεη ζηαζεξή, ππνζέηνπκε φηη: 

i. Ζ γεσκεηξία ηεο δηαηνκήο δελ αιιάδεη  

ii. Καηά ηελ θξίζηκε ηηκή ηεο ξνπήο crcc MM max,,max,  , ε νπνία είλαη κηθξφηεξε απφ 

ηελ ειαζηηθή θέξνπζα ηθαλφηεηα, ζε θάκςε, ηεο δνθνχ (ξνπή δηαξξνήο), ε 

δνθφο αλαπηχζζεη πιάγηα θάκςε θαηά ηνλ άμνλα z θαη ζπζηξνθή. 

Ζ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ηεο αξρηθά ηέιεηαο δνθνχ, νξίδεηαη απφ ηηο πιεπξηθέο εθηξνπέο-

κεηαθηλήζεηο w θαη u ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο δηαηνκήο αιιά θαη απφ ηε γσλία ζηξνθήο απηνχ 

(΢ρ.4.12) 

 
΢σήμα 4.12 Πεξίπησζε ζπγθεληξσκέλεο εγθάξζηαο θφξηηζεο ζην κέζνλ ηεο δνθνχ 

 

Ζ ξνπή θάκςεο ζην επίπεδν x-y γηα ην δηάζηεκα 
2

0


 z  δίδεηαη απφ ηε ζρέζε: 
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2
0

2


 zz

P
M x  

 

Οη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ζην 

ζηξεπηνθακπηηθφ ιπγηζκφ είλαη: 

 


zMzM
NwwEI

cc

x

max,max, 2
cos

2
"    (4.17a) 

 


zMzM
NuuEI

cc

y

max,max, 2
sin

2
"   (4.17b) 

   2/
22

'"
max,max, 


uu

M
u

zM
EC΄GJ

cc

w    (4.17c) 

Όπνπ 
4

max,


PM c   ε κέγηζηε θακπηηθή ξνπή ζην κέζνλ ηεο δνθνχ. 

Δπίζεο, ε παξαγψγηζε είλαη σο πξνο z θαη yx EIEI , είλαη ε κέγηζηε θαη ε ειάρηζηε 

αθακςία ηεο δνθνχ, αληηζηνίρσο. 

΢ε απηφ ην ζεκείν πξέπεη λα ζρνιηάζνπκε φηη ε εμίζσζε (4.17a) είλαη αλεμάξηεηε απφ 

ηηο ππφινηπεο εμηζψζεηο, δειαδή δελ κπνξνχλ λα ζπλδεζνχλ κε απηέο. Έηζη ζα αζρνιεζνχκε κε 

ηηο εμηζψζεηο (4.17b) θαη (4.17c), απφ ηηο νπνίεο κπνξνχκε πνιχ εχθνια λα θαηαιήμνπκε ζηελ 

αδηαζηαηνπνηεκέλε κνξθή ηνπο: 

  )(2)()( max,

2

cM
                            

           (4.18a)
 

 ))((2)(2)()( 2

max,

2

max,

2

mcc pMpM    (4.18b) 

φπνπ 

m : αδηάζηαην βέινο ζην κέζνλ ηεο δνθνχ 

wy

wyccy

CIp

ECGJEIMMEINzu

/

/,/,/,/,/

22

22

max,max,

22












 

 

4.3.2 Γραμμικό Ανϊλυςη Πλευρικού Λυγιςμού 

 

Θευπηηική πποζέγγιζη 

 Όπσο πξναλαθέξζεθε ζε πξνεγνχκελα θεθάιαηα, ε δνθφο είλαη ακθηέξεηζηε θαη ε 

ζηήξημε ζηα άθξα είλαη δηραισηή. Απηφ ζεκαίλεη φηη ζηα άθξα ηεο δνθνχ, ε ζηξέςε δελ 

επηηξέπεηαη – είλαη κεδεληθή, θαη ε ζηξέβισζε είλαη ειεχζεξε. Δπίζεο, ζην κέζνλ ηεο δνθνχ ε 

ζηξέςε είλαη ε κέγηζηε θαη ε ζηξέβισζε κεδεληθή. Οη παξαπάλσ δηαθνξηθέο εμηζψζεηο 
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πεξηγξάθνπλ ηελ ηζνξξνπία ηεο δνθνχ κέρξη ην κέζνλ ηνπ κήθνπο ηεο. Γηα ηνπο παξαπάλσ 

ιφγνπο, νη αληίζηνηρεο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο είλαη νη εμήο: 0)2/1()2/1()0()0(   .  

Αλ νινθιεξψζνπκε ηελ εμίζσζε (4.18b) κηα θνξά ηφηε έρνπκε: 

CddpM mc 




   

 


0 0

2

max,

2 2  

Γηα μ=0: 0)0()0()0(   , έρνπκε C=0  

Δπίζεο, φπσο θαίλεηαη ζην ΢ρ.4.13, θάλνπκε ηελ παξαθάησ ζεψξεζε: 

  





0

0

)(2 mm dd  

 

 
΢σήμα 4.13 Διαζηηθή γξακκή ακθηέξεηζηεο δνθνχ ππφ ζπγθεληξσκέλν θνξηίν 

 

Με ηελ βνήζεηα ησλ παξαπάλσ παξαδνρψλ, ε παξαπάλσ εμίζσζε γίλεηαη σο εμήο: 

 

  2

max,

2 2 pM c                                 
           (4.19) 

 

Αλ παξαγσγίζνπκε ηελ εμίζσζε (4.18b) κηα θνξά ηφηε έρνπκε: 

 

  2

max,

2

max,

2

max,

2 222 pMpMpM ccc  

ή 

  2

max,

2 2 pM c                                          (4.20) 

 

Απφ ηελ εμίζσζε (4.18a), κέζσ ησλ εμηζψζεσλ (4.19) θαη (4.20), θαηαιήγνπκε ζηελ παξαθάησ 

εμίζσζε: 

 

0)4()( 222

max,

2222   pM c  
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Ζ ηειεπηαία δηαθνξηθή εμίζσζε δελ επηδέρεηαη θιεηζηή ιχζε. Γηα ηελ επίιπζή ηεο 

ρξεζηκνπνηνχκε κηα πξνζεγγηζηηθή ηερληθή. Μεηαθέξνπκε ηνλ κε γξακκηθφ φξν ζην δεχηεξν 

κέξνο, νπφηε έρνπκε: 

)(4)()()()( 222

max,

2222   pM c             (4.21) 

Γηα ηε γσλία θ ηνπ δεχηεξνπ κέινπο ηεο ηειεπηαίαο εμίζσζεο εηζάγεηαη ε ζπλάξηεζε ζρήκαηνο 

)sin()( 0   , πνπ ηθαλνπνηεί ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο θαη ε νπνία νδεγεί πξνζεγγηζηηθά 

ζε πνιχ θαιά απνηειέζκαηα. 

Ζ ιχζε ηεο ηειεπηαίαο δηαθνξηθέο εμίζσζεο είλαη ηεο κνξθήο: 

pmCmCmCmC   )cosh()sinh()cos()sin()( 4321          (4.22) 

φπνπ θp είλαη ε κεξηθή ιχζε πνπ ζα πξνθχςεη απφ ην δεμηφ κέινο θαη νη ζηαζεξέο 4321 ,,, CCCC  

ζα πξνθχςνπλ απφ ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο πνπ είλαη: 0)2/1()2/1()0()0(   . 

Λφγσ πεξηνξηζκνχ ρψξνπ δελ ζα παξνπζηάζνπκε ηελ  πιήξε έθθξαζε ηεο εμ. (4.22). Απφ ηε 

ζρέζε )2/1(0   πξνθχπηεη ε ζρέζε αμνληθήο δχλακεο ε
2
, κέγηζησλ θξηζίκσλ ξνπψλ 

πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ crmax,,cM  ελψ απφ ηε ζρέζε 0)(   (κφλν ζηε πεξίπησζε εθειθπζκνχ, 

αθνχ γηα ζιίςε ε 0)(   ηζρχεη κφλν γηα ηελ αθφξηηζηε θαηάζηαζε), πξνθχπηεη ε ειάρηζηε 

εθειθπζηηθή αμνληθή δχλακε 2
min,c  ζε ζρέζε κε ηελ κέγηζηε θακπηηθή ξνπή max,cM  γηα ηελ 

νπνία ε δνθφο δελ θηλδπλεχεη λα αζηνρήζεη απφ ζηξεπηνθακπηηθφ ιπγηζκφ. 

 

΢σήμα 4.14 Γηάγξακκα αμνληθψλ δπλάκεσλ – θξίζηκσλ ξνπψλ ζηελ πεξίπησζε ζπγθεληξσκέλεο 

εγθάξζηαο θφξηηζεο ζην κέζνλ ηεο δνθνχ. 



ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ ΜΔΘΟΓΧΝ – ΢ΤΓΚΡΗ΢Ζ ΜΔ ADINA                                                                            59                                                                            

 
 

Γξακκηθή θαη κε γξακκηθή αλάιπζε πιεπξηθά κε εμαζθαιηζκέλσλ δνθψλ ππφ θάκςε θαη αμνληθφ θνξηίν 

 

 

            ΢ην ΢ρ.4.14  παξνπζηάδεηαη ην δηάγξακκα αδηαζηαηνπνηεκέλσλ αμνληθψλ δπλάκεσλ 
2 - 

αδηαζηαηνπνηεκέλσλ θξίζηκσλ θακπηηθψλ ξνπψλ crcM max,, . Γηαθξίλεηαη ε “Οξηαθή Κακπχιε”, 

πέξαλ ηεο νπνίαο έρνπκε ηελ πεξηνρή φπνπ δελ απαηηείηαη έιεγρνο ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ ιφγσ 

ηεο επλντθήο επηξξνήο ηνπ εθειθπζηηθνχ αμνληθνχ θνξηίνπ. Δπίζεο δηαθξίλεηαη θαη ε “Κξίζηκε 

Κακπχιε” πάλσ ζηελ νπνία ζπγθεληξψλεηαη ην πιήζνο ησλ θξίζηκσλ ζπλδπαζκψλ 

crcM max,,

2   γηα ηνπο νπνίνπο ν θνξέαο αζηνρεί ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ. Οη ζπλδπαζκνί απηνί 

έρνπλ πξνέιζεη απφ ηελ εμίζσζε (4.21) θαη αθνξνχλ ηε γξακκηθή αλάιπζε ιπγηζκνχ. 

΢εκεηψλεηαη φηη ηα παξαπάλσ δηάγξακκα αθνξά κηα ακθηέξεηζηε δνθφ δηαηνκήο IPE 500 κε 

κήθνο 8m. 

 

΢ύγκπιζη με ηο ππόγπαμμα πεπεπαζμένυν ζηοισείυν Adina. 

΢ηελ ελφηεηα απηή ζα ζπγθξίλνπκε ηα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηελ παξαπάλσ 

ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε κε ην πξφγξακκα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Adina, ψζηε λα θαηαιήμνπκε 

ζηελ αμηνπηζηία ηεο κεζφδνπ πνπ εθαξκφζζεθε. Έηζη, ζα πξαγκαηνπνηήζνπκε πιήζνο 

γξακκηθψλ ειαζηηθψλ αλαιχζεσλ (Linearized Buckling) ζε ακθηέξεηζηε δνθφ κε 

ζπγθεληξσκέλε εγθάξζηα θφξηηζε ζην κέζνλ ηνπ κήθνπο ηεο, κε ηαπηφρξνλε δξάζε 

εθειθπζηηθήο ή ζιηπηηθήο αμνληθήο δχλακεο. Ζ δνθφο πνπ εμεηάδεηαη έρεη κήθνο 8m, ε δηαηνκή 

είλαη IPE 500 θαη ην πιηθφ είλαη ράιπβαο S235. 

 

Πίνακαρ 4.2 ΢χγθξηζε ζεσξεηηθήο πξνζέγγηζεο κε ην πξφγξακκα Adina. 

 
 

΢ηνλ Πίλαθα 4.2 παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ην πξφγξακκα 

Adina. ΢πγθεθξηκέλα, πξαγκαηνπνηήζεθε γξακκηθή ειαζηηθή αλάιπζε ζε κηα δνθφ κε 

ζπγθεθξηκέλα ραξαθηεξηζηηθά (δηαηνκή, κήθνο, θαηεγνξία ράιπβα, ζπλζήθεο ζηήξημεο), φπσο 

αλαθέξζεθε παξαπάλσ. Ζ πξψηε ζηήιε ηνπ πίλαθα πεξηέρεη ηελ αδηαζηαηνπνηεκέλε αμνληθή 

δχλακε, ε
2
 ζιηπηηθή ή εθειθπζηηθή, πνπ αζθείηαη ζηνλ θνξέα. Να ζεκεηψζνπκε φηη ην πξφζεκν 
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“+” αληηζηνηρεί ζε ζιηπηηθή αμνληθή δχλακε, ελψ ην πξφζεκν “-“ αληηζηνηρεί ζε εθειθπζηηθή 

αμνληθή δχλακε. Ζ δεχηεξε ζηήιε ηνπ πίλαθα πεξηέρεη ηελ αδηαζηαηνπνηεκέλε θξίζηκε ξνπή 

πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε πνπ έγηλε ζηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα, ελψ ε 

ηξίηε ζηήιε πεξηέρεη ηελ αληίζηνηρε θξίζηκε ξνπή πνπ πξνέθπςε απφ ην Adina. Ζ ηέηαξηε 

ζηήιε πεξηέρεη ηελ απφθιηζε % κεηαμχ ησλ δπν ηηκψλ ησλ θξίζηκσλ αδηαζηαηνπνηεκέλσλ 

θακπηηθψλ ξνπψλ (ζεσξίαο θαη Adina). Σέινο, ν κέζνο φξνο ησλ απνθιίζεσλ ππνινγίζζεθε ζην 

2.39%. Ζ ηηκή απηή, ζεσξείηαη ηθαλνπνηεηηθή, αλ ιεθζνχλ ππ‟ φςηλ δηάθνξεο αβεβαηφηεηεο πνπ 

ζρεηίδνληαη κε ηελ πξνζνκνίσζε ηνπ θνξέα ζην πξφγξακκα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ αιιά θαη 

ηηο απινπνηήζεηο πνπ έγηλαλ θαηά ηε κφξθσζε θαη ηελ επίιπζε ησλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ. 

 

 
΢σήμα 4.15 ΢πζρέηηζε ζεσξεηηθήο πξνζέγγηζεο κε ην πξφγξακκα Adina 

 

΢ην ΢ρ. 4.15 παξνπζηάδεηαη έλα δηάγξακκα κε ην νπνίν θαίλεηαη ε ζπζρέηηζε ηεο ζεσξεηηθήο 

πξνζέγγηζεο κε ην Adina. ΢πγθεθξηκέλα, βιέπνπκε ηελ “Κξίζηκε θακπχιε” πνπ παξνπζηάζηεθε 

πξνεγνπκέλσο ζην ΢ρ. 4.14 θαη ηα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ην Adina (βι. Πίλαθα 

4.2). Όπσο αλαθέξζεθε πξνεγνπκέλσο, ν κέζνο φξνο ησλ απνθιίζεσλ είλαη 2.39%. 

 

 

4.3.3 Μη Γραμμικό Ανϊλυςη Πλευρικού Λυγιςμού 

 

Μη Γπαμμική Ανάλςζη συπίρ απσικέρ αηέλειερ ηος θοπέα 

 ΢ε απηή ηελ παξάγξαθν παξνπζηάδεηαη ε κε γξακκηθή αλάιπζε ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ 

ζηελ πεξίπησζε πνπ ν θνξέαο δελ έρεη αξρηθέο γεσκεηξηθέο αηέιεηεο. ΢θνπφο απηήο ηεο 
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αλάιπζεο είλαη λα βξεζεί ην αξρηθφ ηκήκα ηνπ κεηαιπγηζκηθνχ δξφκνπ ηζνξξνπίαο θαζψο θαη ην 

ζεκείν δηαθιαδψζεσο ηνπ δξφκνπ απηνχ. Έηζη, απφ ηελ εμίζσζε (4.21) πνπ θαηαιήμακε ζηελ 

πξνεγνχκελε ελφηεηα, ιακβαλνκέλσλ ππφςε φηη ε ιχζε ηεο εμίζσζεο είλαη ηεο κνξθήο: 

)sin()( 0    αιιά θαη ηνπο δπν πξψηνπο φξνπο ηεο ζεηξάο  Taylor, ε νπνία είλαη: 

 
 





 





0

53
12 ...

!5!3!12

1
)sin(

n

n

n
xx

xx
n

x ,γηα φια ηα x. 

θαηαιήγνπκε ζηελ εμίζσζε: 

0
6

)(
)(4)()()()(

3
222

max,

2222 










 pM c  

ή 

 

0
6

)(sin
)sin(4)()()()(

33

0

0

222

max,

2222 






 



 pM c  

Κάλνληαο ρξήζε ηεο εμήο ηξηγσλνκεηξηθήο ζπλάξηεζεο: xxx 3sin4sin3)3sin( 

,θαηαιήγνπκε ζηελ εμήο  δηαθνξηθή εμίζσζε (4.23): 

0)3sin(
24

)sin(
8

14)()()()(""
2

0

2

0

0

22

max,

22222 

























 





 cMp

  

Ζ παξαπάλσ εμίζσζε (4.23), ιακβάλνληαο ππφςε φηη ζην κέζνλ ηεο δνθνχ ε ζηξνθή ηεο 

δηαηνκήο είλαη ε κέγηζηε θαη ηζνχηαη κε θ0, πξνρσξάκε ζηελ επίιπζε κε ρξήζε ησλ παξαθάησ 

ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ:
 0)2/1(',0)2/1('",0)0(",0)0(    

 

Με ηε ρξήζε ηνπ καζεκαηηθνχ εξγαιείνπ Maple επηιχνπκε ηελ ηειεπηαία δηαθνξηθή εμίζσζε 

κέζσ ηεο δηαδηθαζίαο πνπ αλαθέξζεθε. Με απηφλ ηνλ ηξφπν θαηαιήγνπκε ζηελ εμίζσζε ηνπ 

δξφκνπ ηζνξξνπίαο ζε φξνπο ζηξνθψλ (4.23a). Ζ εμίζσζε απηή είλαη ηεο κνξθήο: 

 
 max,

222

max,

222

0
,,,

,,,

c

c

Mp

MpA









 

  

Ζ παξαπάλσ εμίζσζε καο δίλεη ην αξρηθφ ηκήκα ηνπ κεηαιπγηζκηθνχ δξφκνπ ηζνξξνπίαο 

(ζε φξνπο ζηξνθψλ θ0) κηαο ακθηέξεηζηεο δνθνχ ππφ ζπγθεληξσκέλν θνξηίν ζην κέζνλ ηνπ 

κήθνπο ηεο κε ηαπηφρξνλε δξάζε ζιηπηηθήο αμνληθήο δχλακεο. Δηδηθφηεξα, αλ ζηνλ παξαπάλσ 

ηχπν, θξαηήζνπκε ζηαζεξφ ηνλ αδηαζηαηνπνηεκέλν φξν ε
2
 ηεο αμνληθή δχλακεο θαη απμάλνπκε 

ζηαδηαθά ηνλ φξν ηεο αδηαζηαηνπνηεκέλεο ξνπήο, ηφηε ε πξψηε ηηκή ηεο θ0 (ζα ηζνχηαη κε 

κεδέλ) γηα ηελ νπνία ζα νξίδεηαη ε εμίζσζε ζα απνηειεί θαη ζεκείν δηαθιαδψζεσο ηνπ 

ζπγθεθξηκέλνπ πξνβιήκαηνο επζηάζεηαο πνπ κειεηάκε. Αλ ζπλερίζνπκε λα απμάλνπκε ηελ ηηκή 

ηεο ξνπήο, ηφηε ην ζχλνιν ησλ ζεκείσλ ),( max,0 cM  πνπ ζα πξνθχςνπλ, απνηεινχλ ηνλ 
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κεηαιπγηζκηθφ δξφκν ηζνξξνπίαο. Ο δξφκνο απηφο, πξνθαλψο ζα έρεη ζθνπφ λα ραξαθηεξίζνπκε 

ηε κεηαιπγηζκηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα. Βέβαηα, ζα πξέπεη λα ιάβνπκε ππφςε θαη ην ζεκείν 

ηνπ δξφκνπ απηνχ γηα ην νπνίν ε κεζαία δηαηνκή (είλαη θαη ε δπζκελέζηεξε) ζα παξνπζηάζεη γηα 

πξψηε θνξά δηαξξνή, έηζη ψζηε λα δνχκε κέρξη πνηφ ζεκείν ν δξφκνο απηφο έρεη λφεκα.  

 Πέξαλ φκσο απφ ηνλ δξφκν ηζνξξνπίαο ζε φξνπο ζηξνθψλ θ0 πνπ πεξηγξάθεηαη απφ ηελ 

παξαπάλσ ζρέζε κπνξνχλ λα εμαρζνχλ θαη δξφκνη ηζνξξνπίαο ζε φξνπο νξηδφληησλ 

κεηαθηλήζεσλ π0 ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο κεζαίαο δηαηνκήο ηεο δνθνχ. Απηφ κπνξεί λα 

επηηεπρζεί κέζσ κηαο πξνζεγγηζηηθήο κελ, ηθαλνπνηεηηθήο δε, ζπζρέηηζεο ηεο ζηξνθήο θ0 κε ηε 

πιεπξηθή εθηξνπή π0. Ζ ζπζρέηηζε απηή γίλεηαη σο εμήο: 

 

Ζ ζρέζε (4.19), γξάθεηαη σο εμήο: )(2)()( 2

max,

2   pM c  

Άλ θάλνπκε ηελ παξαδνρή φηη 

)sin()( 0  
 

θαη 

)sin()( 0  
 

Σφηε γηα μ=1/2, πξνθχπηεη ε εμήο ζρέζε (4.24) : 02

22

0

)(





pΜ 0 




 

΢ηελ πεξίπησζε φπνπ ζε κηα ακθηέξεηζηε δνθφ αζθείηαη κφλν αμνληθή ζιηπηηθή δχλακε 

Ν, ηφηε ε ηηκή ηεο αμνληθήο δχλακεο απηήο γηα ηελ νπνία ιπγίδεη ε δνθφο ηχπνπ δηπινχ ηαπ πεξί 

ηνλ αζζελή θεληξνβαξηθφ άμνλα  (θαηά Euler) είλαη: 

2
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87.922

,   ycr  
 Έηζη, νη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο απηέο έρνπλ λφεκα φηαλ ην κέγεζνο ηεο ζιηπηηθήο  

αμνληθήο δχλακεο πνπ αζθείηαη ζηε δνθφ δελ ππεξβαίλεη ηελ ηηκή ιπγηζκνχ ηεο. Γειαδή φηαλ: 
2

,

2

,    :αλλιώς ή ycrycrNN  
 

 Γηα ηνλ παξαπάλσ ιφγν, ζην παξαθάησ δηάγξακκα κειεηνχληαη νη κεηαιπγηζκηθνί 

δξφκνη ηζνξξνπίαο κηαο ακθηέξεηζηεο δνθνχ γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο αδηαζηαηνπνηεκέλεο 

ζιηπηηθήο αμνληθήο δχλακεο 87.92

,

2  ycr . Πξνθαλψο, ιήθζεθε ππφςε  ν έιεγρνο γηα ηε κε 

εκθάληζε δηαξξνήο ζε θακία ίλα ηεο δνθνχ γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ησλ αμνληθψλ δπλάκεσλ πνπ 

κειεηνχληαη. 

 

 

 



 

 

 
΢σήμα 4.16 Μεηαιπγηζκηθνί δξφκνη ηζνξξνπίαο ζηελ πεξίπησζε ακθηέξεηζηεο δνθνχ ππφ ζπγθεληξσκέλν θνξηίν ζην κέζνλ ηνπ κήθνπο ηεο κε 

ηαπηφρξνλε αμνληθή δχλακε, ρσξίο αξρηθέο γεσκεηξηθέο αηέιεηεο ζηνλ θνξέα
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 ΢πγθεθξηκέλα, ζην ΢ρ.4.16 βιέπνπκε ηνπο κεηαιπγηζκηθνχο δξφκνπο ηζνξξνπίαο γηα ηελ 

πεξίπησζε κηαο ακθηέξεηζηεο δνθνχ, ππφ ζπγθεληξσκέλν εγθάξζην θνξηίν ζην κέζνλ ηνπ 

κήθνπο ηεο, κε ηαπηφρξνλε δξάζε αμνληθήο δχλακεο. Να ζεκεησζεί φηη ε δνθφο ζεσξείηαη 

ηέιεηνο θνξέαο, δειαδή δελ ππάξρνπλ αξρηθέο γεσκεηξηθέο αηέιεηεο ζε θαλέλα ζεκείν απηήο. Ζ 

δνθφο έρεη δηαηνκή IPE500, ην κήθνο ηεο είλαη l=8m θαη ν ράιπβαο είλαη θαηεγνξίαο S235.Οη 

ζπλερείο θακπχιεο (θφθθηλε απφρξσζε) αληηζηνηρνχλ ζηνπο κεηαιπγηζκηθνχο δξφκνπο 

ηζνξξνπίαο γηα ηελ πεξίπησζε πνπ έρνπκε ζιηπηηθφ αμνληθφ θνξηίν.  

 ΢ηνλ θαηαθφξπθν άμνλα 00  ζεκεηψλνληαη ηα ζεκεία δηαθιαδψζεσο (bifurcation ή 

branching points). Απφ ηνπο δξφκνπο ηζνξξνπίαο παξαηεξνχκε φηη ν δεπηεξεχσλ θιάδνο 

(secondary path) ή αιιηψο κεηαιπγηζκηθφο θιάδνο (post-buckling path) έρεη αλνδηθή πνξεία θαη 

ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα πάλσ, δειαδή έρνπκε κεηαιπγηζκηθή αληνρή. Απηφ ζεκαίλεη φηη πέξαλ 

ηνπ θξίζηκνπ ζεκείνπ, ε δνθφο δε ράλεη ηελ αληνρή ηεο αιιά δηαζέηεη θάπνηα κεγαιχηεξε 

αληνρή πέξαλ απφ απηή πνπ καο ππνδεηθλχεη ην ζεκείν δηαθιαδψζεσο. Μέζσ ηνπ δηαγξάκκαηνο 

απηνχ, δηαπηζηψλνπκε ηε δπζκελή ζπκβνιή ηνπ ζιηπηηθνχ θνξηίνπ ζην ιπγηζκφ ηεο δνθνχ. 

Παξαηεξνχκε δειαδή, φηη φζν ε ηηκή ηεο ζιηπηηθήο αμνληθήο δχλακεο κεγαιψλεη, ηφζν 

κεηψλεηαη θαη ε θξίζηκε ηηκή ηεο ξνπήο γηα ηελ νπνία ε δνθφο εθηξέπεηαη πιεπξηθά. Δίλαη 

ζεκαληηθφ λα ηνλίζνπκε φηη ν θχξηνη δξφκνη ηζνξξνπίαο ζε φιεο ηηο πεξηπηψζεηο, είλαη πάλσ 

ζηνλ θαηαθφξπθν άμνλα 00  , μεθηλνχλ απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ θαη πξνθαλψο θαηαιήγνπλ 

ζηελ ηηκή crcM max,, . 

 Δπίζεο, είλαη ζεκαληηθφ λα ηνλίζνπκε φηη νη δξφκνη ηζνξξνπίαο πνπ θαίλνληαη ζην 

παξαθάησ ΢ρ.4.16 δελ έρνπλ λφεκα απφ θάπνην ζεκείν ηνπο θαη έπεηηα. Γειαδή, ζε θάζε δξφκν 

ηζνξξνπίαο ππάξρεη έλα ζεκείν γηα ην νπνίν ε δηαηνκή ηεο δνθνχ αξρίδεη νξηαθά λα δηαξξέεη. 

Απηφ ην ζεκείν αλαθέξεηαη θαη σο πξψην ζεκείν δηαξξνήο (first yielding point) θαη έρεη 

ηεηκεκέλε ηελ πιεπξηθή εθηξνπή πνπ ζα έρεη ην θέληξν βάξνπο ηεο κεζαίαο δηαηνκήο ηεο δνθνχ, 

ηε ζηηγκή πνπ ζα παξνπζηαζηεί γηα πξψηε θνξά δηαξξνή, θαη ηεηαγκέλε ηελ θξίζηκε 

αδηαζηαηνπνηεκέλε ξνπή πνπ ζα αζθείηαη ζηε δνθφ ηε ζηηγκή εθείλε. Ο αλαιπηηθφο 

ππνινγηζκφο ησλ ζεκείσλ δηαξξνήο παξνπζηάδεηαη ζην Παξάξηεκα Α ηεο ελ ιφγσ 

κεηαπηπρηαθήο εξγαζίαο. 

 Αλ ελσζνχλ φια ηα ζεκεία “πξψηεο δηαξξνήο” (first yielding points) γηα ηνπο δξφκνπο 

ηζνξξνπίαο πνπ απεηθνλίδνληαη ζην ΢ρ.4.16, ηφηε ζα κπνξνχζακε λα ραξάμνπκε κηα θακπχιε ε 

νπνία ζα κπνξνχζε λα νλνκαζηεί “θακπχιε πξψηεο δηαξξνήο” „ε αιιηψο “first yielding curve”. 

Απηή ε θακπχιε ζα κπνξνχζε λα ρξεζηκνπνηεζεί πιένλ γηα λα βξνχκε πξνζεγγηζηηθά ην πξψην 

ζεκείν δηαξξνήο αλ ραξάδακε νπνηνλδήπνηε άιιν δξφκν ηζνξξνπίαο γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ 

παξαδείγκαηνο πνπ κειεηάκε ζην ππνθεθάιαην απηφ. 
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Μη Γπαμμική Ανάλςζη με απσικέρ αηέλειερ ηος θοπέα 

΢ε απηήλ ηελ παξάγξαθν παξνπζηάδεηαη ε κε γξακκηθή αλάιπζε ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ 

ζηελ πεξίπησζε πνπ ν θνξέαο έρεη αξρηθέο γεσκεηξηθέο αηέιεηεο. Μηα αξρηθή γεσκεηξηθή 

αηέιεηα ζα κπνξνχζε λα είλαη κηα κεηαηφπηζε πάλσ ζε έλαλ – νπνηνλδήπνηε άμνλα ηεο δηαηνκήο 

ηνπ θνξέα ή θάπνηα ζηξνθή πεξί νπνηνλδήπνηε άμνλα ηεο δηαηνκήο. ΢ηελ πεξίπησζε φκσο ηνπ 

πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ, ε παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ηνπ θνξέα, πεξηγξάθεηαη απφ δπν 

κεηαηνπίζεηο u θαη w θαηά ηνπο άμνλεο x θαη y αληίζηνηρα, αιιά θαη απφ κηα ζηξνθή θ πεξί ηνλ 

θεληξνβαξηθφ άμνλα z ηνπ θνξέα. Έηζη, κηα αξρηθή αηέιεηα ζηελ πεξίπησζε ηνπ πιεπξηθνχ 

ιπγηζκνχ ζα κπνξνχζε λα απνδνζεί κε ηξφπν ηέηνην, ψζηε ε δηαηνκή λα έρεη ηελ ίδηα 

παξακνξθσζηαθή εηθφλα κε ηελ παξακφξθσζε ηεο δηαηνκήο (ζηελ πεξίπησζε ηνπ πιεπξηθνχ 

ιπγηζκνχ). Όπσο αλαθέξζεθε θαη πξνεγνπκέλσο, δελ είλαη απαξαίηεην λα ππάξρεη αξρηθή 

αηέιεηα ζε φινπο ηνπο άμνλεο ηεο δηαηνκήο. Απηφ ηζρχεη θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ πιεπξηθνχ 

ιπγηζκνχ. Παξαθάησ, επηιέγεηαη λα κειεηεζεί ην θαηλφκελν ηνπ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ έρνληαο 

εηζάγεη σο αξρηθή αηέιεηα ζην θνξέα κφλν νξηδφληηα  - πιεπξηθή εθηξνπή ηνπ θέληξνπ βάξνπο 

ηεο δηαηνκήο   (θαηά ηνλ άμνλα x).  Ο ιφγνο πνπ επηιέρζεθε λα εηζαρζεί ε ζπγθεθξηκέλε 

αξρηθή αηέιεηα θαζ‟ απηφλ ηνλ άμνλα θαηά  ηελ θαηάζηξσζε ησλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ είλαη 

λα έρνπκε έλα κέηξν ζχγθξηζεο ησλ απνηειεζκάησλ πνπ ζα πξνθχςνπλ, κε ηα αληίζηνηρα 

απνηειέζκαηα ηνπ Adina. ΢ην παξαθάησ ΢ρ.4.17 παξνπζηάδεηαη κηα ηπραία δηαηνκή ηεο δνθνχ 

ζηελ απαξακφξθσηε, παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε θαζψο θαη ζηελ θαηάζηαζε αξρηθψλ 

αηειεηψλ (κπιε ρξψκα). 

 

 
΢σήμα 4.17 Καηάζηαζε αξρηθψλ αηειεηψλ ηεο δηαηνκήο ζε ηπραία ζέζε ηεο δνθνχ. 

 



66                                                                                                                                             ΚΔΦΑΛΑΗΟ 4 

 
 

Μεηαπηπρηαθή Δξγαζία Βανλάθε Νηθνιάνπ, ΔΜΠ 2015 

 

 Όπσο θαίλεηαη ζην παξαπάλσ ζρήκα, ε αξρηθή αηέιεηα πνπ εηζάγεηαη ζηελ δηαηνκή γηα 

λα κειεηεζεί ην θαηλφκελν ηνπ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ είλαη: 

 )(zua : Αξρηθή νξηδφληηα κεηάζεζε ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο δηαηνκήο. 

Δπίζεο έρνπκε: 

 )(zu : Οξηδφληηα κεηάζεζε ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο δηαηνκήο ιφγσ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ. 

 )(zw : Καηαθφξπθε κεηάζεζε ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο δηαηνκήο ιφγσ πιεπξηθνχ 

ιπγηζκνχ. 

 )(z : ΢ηξνθή ηεο δηαηνκήο πεξί ην θέληξν δηάηκεζεο ιφγσ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ. 

Δπνκέλσο: 

 )()()( zuzuzu at  : Οιηθή νξηδφληηα κεηάζεζε ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο δηαηνκήο. 

Οη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ ηζνξξνπία ηεο δηαηνκήο ζηελ παξακνξθσκέλε 

θαηάζηαζε είλαη νη εμήο: 

 


zM
zNwzwEI

c

x




max,
2)()("  (4.25) 

 ))(sin(2)()("
max,

z
zM

zNuzuEI
c

ty 





 (4.26) 

 )2/()2/()()((2)(2)("')('
max,max, 


aa

c

t

c

w uuzuzu
zM

zu
zM

zECzGJ 





   (4.27) 

 

 Παξαηεξνχκε φηη ε εμίζσζε (4.25) είλαη αλεμάξηεηε απφ ηηο ππφινηπεο δπν εμηζψζεηο, 

κεηά απφ αδηαζηαηνπνίεζε απηψλ έρνπκε: 

 ))(sin(2)()(" max,

2   ct M   
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φπνπ 

m : αδηάζηαην βέινο ζην κέζνλ ηεο δνθνχ, 

 ,m
: αδηάζηαην βέινο ζην κέζνλ ηεο δνθνχ ιφγσ αξρηθή γεσκεηξηθήο αηέιεηαο  , 
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wyccytt
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ή 

  ))(sin(2)()()(" ,

2    mazcM                              (4.28)

))()((2)(2)(')("' ,

2

max,

2

max,

2

  mmctc pMpM    (4.29) 

 

Αλ παξαγσγίζνπκε ηελ εμίζσζε (4.29), ηφηε πξνθχπηεη: 

)(
2

)()(
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2
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2
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

pM c

 

Αλ νινθιεξψζνπκε ηελ εμίζσζε (4.29), ηφηε πξνθχπηεη: 

C
pM c


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2
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2





   

Όκσο 0C , επεηδή 0)0()0()0()0(  
 

 

Μεηά απφ αληηθαηάζηαζε ησλ δπν παξαπάλσ εθθξάζεσλ ζηελ εμίζσζε (4.28), πξνθχπηεη ε 

παξαθάησ εμίζσζε (4.30): 
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c
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ή 

)(2))(sin(4))()(()()( 2

max,

222

max,

222  
 pMpM cc  

 

ή 

  2

max,

222

max,

2222 2))(sin(4)( pMpM cc  
 

Ζ παξαπάλσ εμίζσζε είλαη ε δηαθνξηθή εμίζσζε ηζνξξνπίαο ηεο δνθνχ ζηελ παξακνξθσκέλε 

θαηάζηαζε, εθθξαζκέλε ζε φξνπο ζηξνθψλ. Παξαηεξνχκε επίζεο φηη ε εμίζσζε απηή, πεξηέρεη 

ηηο αξρηθέο γεσκεηξηθέο αηέιεηεο πνπ εηζήρζεζαλ ζηνλ ππφ κειέηε θνξέα. Υαξαθηεξίδεηαη σο 

κε νκνγελήο δηαθνξηθή εμίζσζε 4
εο

 ηάμεσο. Δίλαη πξνθαλέο φηη ε επίιπζε ηεο, κε ηελ παξνχζα 

κνξθή πνπ έρεη, είλαη ζρεδφλ αδχλαηε. ΢θνπφο καο είλαη λα εμαρζεί κηα ζρέζε πνπ λα 

πεξηγξάθεη ηνλ δξφκν ηζνξξνπίαο, πνπ λα πεξηγξάθεη ηε ζπκπεξηθνξά ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ, ηνπ 

παξφληνο ζηαηηθνχ ζπζηήκαηνο (θνξέο – θφξηηζε), ιακβάλνληαο  ππφςε θαη ηηο αξρηθέο 

αηέιεηεο πνπ εηζήρζεζαλ. Ο ηξφπνο επίιπζεο ηεο εμίζσζεο πνπ ζα αθνινπζήζεη, βαζίδεηαη ζηηο 

εμήο παξαδνρέο: 

 )sin()(     



68                                                                                                                                             ΚΔΦΑΛΑΗΟ 4 

 
 

Μεηαπηπρηαθή Δξγαζία Βανλάθε Νηθνιάνπ, ΔΜΠ 2015 

 

  
 

!3

)(
)()(sin

3


   (Υξήζε ζεηξάο Taylor) κε )sin()( 0    

Άξα, ε εμίζσζε (4.30) γίλεηαη: 

 
)sin(2

6

)(
)(4

)()(")()(""

22

max,

3

222

max,

2222








 











pMpM cc

 

Κάλνληαο ρξήζε ηεο εμήο ηξηγσλνκεηξηθήο ζπλάξηεζεο: xxx 3sin4sin3)3sin( 
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Κάλνληαο ρξήζε ησλ ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ 0)2/1()2/1()0(")0(   ,νη νπνίεο 

βαζίδνληαη ζηελ παξαδνρή ηεο κεδεληθήο ζηξέςεο θαη ηαπηφρξνλα ειεχζεξεο ζηξέβισζεο 

ηεο δηαηνκήο ζηα άθξα ηεο ακθηέξεηζηεο δνθνχ, κε ηε βνήζεηα ηνπ καζεκαηηθνχ εξγαιείνπ 

Maple, θαηαιήγνπκε ζε κηα ιχζε ηεο κνξθήο: ),,,,,,()( max,0

222   cMpg . Αλ 

βαζηζηνχκε ζην γεγνλφο φηη θαηά ηνλ πιεπξηθφ ιπγηζκφ κηαο ακθηέξεηζηεο δνθνχ, ε κέγηζηε 

ζηξνθή ηεο δηαηνκήο εκθαλίδεηαη ζην κέζνλ ηεο, δειαδή αλ ζεσξήζνπκε φηη 0)2/1(   , 

ηφηε θαηαιήγνπκε ζηελ παξαθάησ εμίζσζε (4.32), ε νπνία απνηειεί ηελ εμίζσζε ηνπ 

δξφκνπ ηζνξξνπίαο, ζε φξνπο ζηξνθψλ, ζηελ πεξίπησζε ακθηέξεηζηεο δνθνχ ππφ 

νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλε θνξηίν ζε φιν ην κήθνο ηεο, ηαπηφρξνλε δξάζε αμνληθήο 

ζιηπηηθήο δχλακεο θαη επηξξνή αξρηθψλ αηειεηψλ πνπ ζα κπνξνχζε λα έρεη ν θνξέαο. 
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                                                  (4.32) 

 

Όπσο πξναλαθέξζεθε, ε παξαπάλσ εμίζσζε (4.32) απνηειεί ηελ εμίζσζε ηνπ δξφκνπ 

ηζνξξνπίαο, ζε φξνπο ζηξνθψλ, κηαο ακθηέξεηζηεο δνθνχ ζηελ νπνία αζθείηαη ζπγθεληξσκέλν 

θνξηίν ζην κέζνλ ηνπ κήθνο ηεο θαη ηαπηφρξνλα αζθείηαη αμνληθή δχλακε. Ζ δηαθνξά ηεο 

εμίζσζεο απηήο κε ηελ εμίζσζε (4.23a) έγθεηηαη ζην γεγνλφο φηη ιακβάλνληαη ππφςε νη αξρηθέο 

γεσκεηξηθέο αηέιεηεο πνπ πηζαλψο λα έρεη ην ππφ κειέηε ζηαηηθφ ζχζηεκα (θνξέαο – θνξηίν). 
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΢ηα παξαθάησ ζρήκαηα, παξνπζηάδνληαη θάπνηα δηαγξάκκαηα κέζσ ησλ νπνίνλ γίλεηαη 

πξνζπάζεηα γηα ηελ εμαγσγή ρξήζηκσλ ζπκπεξαζκάησλ, φζνλ αθνξά ηελ επηξξνή ησλ αξρηθψλ 

αηειεηψλ ζηελ ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα. Σαπηφρξνλα, κε ηα παξαθάησ δηαγξάκκαηα, εθηφο απφ 

ηα ρξήζηκα ζπκπεξάζκαηα, επηβεβαηψλνληαη ηα ήδε αλακελφκελα απνηειέζκαηα. 

΢ην ΢.ρ.4.18, παξνπζηάδνληαη νη δξφκνη ηζνξξνπίαο γηα ηνλ ππφ κειέηε θνξέα γηα 

δηάθνξεο ηηκέο ηεο αμνληθήο δχλακεο. Γηα ηα ζπγθεθξηκέλα δηαγξάκκαηα, ε ηηκή ηεο αξρηθήο 

αηέιεηαο πνπ εηζάγεηαη ζην ζχζηεκα είλαη ίδηα θαη γηα ηνπο πέληε δξφκνπο ηζνξξνπίαο πνπ 

παξνπζηάδνληαη. Έλα ρξήζηκφ ζπκπέξαζκα πνπ ζα κπνξνχζε λα εμαρζεί απφ ην ζπγθεθξηκέλν 

ζρήκα είλαη φηη νη δξφκνη ηζνξξνπίαο δελ παξνπζηάδνπλ θάπνην ζεκείν δηαθιαδψζεσο 

(bifurcation point), δειαδή δε δηαθξίλνληαη ζε πξσηεχνληεο  θαη δεπηεξεχνληεο δξφκνη, αιιά 

είλαη εληαίνη. Παξαηεξνχκε επίζεο, φηη νη δξφκνη ηζνξξνπίαο, απφ θάπνηα ηηκή ηεο θξίζηκεο 

ξνπήο max,cM   θαη κεηά, παξνπζηάδνπλ έληνλε αιιαγή ηεο θιίζεο ηνπο. ΢ην ζεκείν απηφ 

ζεσξνχκε φηη ππάξρεη αζηνρία ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ. Βέβαηα, κεηά ην ζεκείν απηφ, νη δξφκνη 

παξνπζηάδνπλ αλνδηθή πνξεία, πξάγκα πνπ ππνδειψλεη ηελ κεηαιπγηζκηθή αληνρή ησλ θνξέσλ. 

Σέινο, είλαη εκθαλήο ε επηξξνή ηνπ κεγέζνπο θαζψο θαη ηεο θνξάο ηεο δξψζαο αμνληθήο 

δχλακεο  ζηελ αληνρή ηεο δνθνχ. Όζν κεγαιψλεη ε ηηκή ηεο ζιηπηηθήο δχλακεο, ηφζν κηθξφηεξε 

αληνρή παξνπζηάδεη ν θνξέαο.  

΢ην ΢ρ.4.19 παξνπζηάδεηαη ν κεηαιπγηζκηθφο δξφκνο ηζνξξνπίαο (ζε φξνπο πιεπξηθήο 

εθηξνπήο 0  ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο κεζαίαο δηαηνκήο) γηα ηελ πεξίπησζε πνπ ζιηπηηθήο 

αμνληθήο δχλακεο 12  . Ο δξφκνο απηφο πεξηγξάθεηαη απφ ηε ζρέζε (4.23a) πνπ αλαπηχρζεθε 

γηα ηηο πεξηπηψζεηο πνπ δελ έρνπκε αξρηθέο αηέιεηεο ζηνλ θνξέα. Σαπηφρξνλα, παξνπζηάδεηαη 

θαη ν δξφκνο ηζνξξνπίαο ηνπ ίδηνπ ζηαηηθνχ ζπζηήκαηνο (θνξέα – θφξηηζεο) κε κηα εηζεγκέλε 

αξρηθή αηέιεηα ζην ζχζηεκα. Έλα ρξήζηκν ζπκπέξαζκα πνπ ζα κπνξνχζε λα εμαρζεί απφ 

απηνχο ηνπο δπν δξφκνπο είλαη φηη ζηελ πεξίπησζε ρσξίο αξρηθέο αηέιεηεο έρνπκε ζεκείν 

δηαθιαδψζεσο ζην δξφκν ηζνξξνπίαο, ελψ ζηελ πεξίπησζε κε αξρηθέο αηέιεηεο, ν δξφκνο 

ηζνξξνπίαο είλαη εληαίνο. Όπσο θαίλεηαη, ε κεηαιπγηζκηθή ζπκπεξηθνξά θαη ησλ δπν θνξέσλ, 

ζρεδφλ ηαπηίδεηαη. Παξνπζηάδεηαη θαη ζηηο δπν πεξηπηψζεηο, δειαδή, κεηαιπγηζκηθή 

ζπκπεξηθνξά ζηνλ θνξέα (post buckling strength). 

 

. 
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΢σήμα 4.18 Γξφκνη ηζνξξνπίαο δνθνχ κε αξρηθέο αηέιεηεο γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο αμνληθήο       

δχλακεο. 

 

 
΢σήμα 4.19 Γξφκνο ηζνξξνπίαο κε αξρηθέο αηέιεηεο ηνπ θνξέα θαη κεηαιπγηζκηθφο δξφκνο ηζνξξνπίαο 

ρσξίο αξρηθέο αηέιεηεο ζην θνξέα γηα ίδηα αμνληθή δχλακε. 
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 ΢ην ΢ρ. 4.20, εκθαλίδνληαη νη δξφκνη ηζνξξνπίαο γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο αξρηθήο αηέιεηαο  

πνπ εηζάγεηαη αξρηθά ζην θνξέα. ΢ηα ζπγθεθξηκέλα δηαγξάκκαηα, ε ηηκή ηεο αξρηθήο πιεπξηθήο 

εθηξνπήο κεηαβάιιεηαη, ελψ ε ηηκή ηεο ζιηπηηθήο αμνληθήο δχλακεο είλαη ίδηα ζε γηα φιεο ηηο 

πεξηπηψζεηο θαη είλαη 12  . Έλα ρξήζηκφ ζπκπέξαζκα πνπ ζα κπνξνχζε λα εμαρζεί είλαη ε 

επηξξνή ηεο αξρηθήο αηέιεηαο ζηε ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα. Παξαηεξνχκε φηη θαζψο ε ηηκή ηεο 

αξρηθήο εθηξνπήο   απμάλεηαη, ηφζν πην κηθξή είλαη ε ηηκή ηεο ξνπήο max,cM γηα ηελ νπνία ν 

εθάζηνηε δξφκνο ηζνξξνπίαο παξνπζηάδεη έληνλε αιιαγή ζηελ θιίζε ηνπ. Απηφ καο νδεγεί ζην 

αζθαιέο ζπκπέξαζκα φηη φζν κεγαιχηεξεο είλαη νη αξρηθέο αηέιεηεο πνπ εηζάγνληαη ζην 

ζχζηεκα, ηφζν λσξίηεξα ράλεη ηελ αληνρή ηνπ ν θνξέαο. 

 

 

΢σήμα 4.20 Γξφκνη ηζνξξνπίαο γηα δηάθνξεο ηηκήο ηνπ  . 
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΢ύγκπιζη με ηο ππόγπαμμα πεπεπαζμένυν ζηοισείυν Adina. 

 ΢ηελ ελφηεηα απηή ζα ζπγθξίλνπκε ηα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηελ παξαπάλσ 

ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε κε ην πξφγξακκα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Adina, ψζηε λα θαηαιήμνπκε 

ζηελ αμηνπηζηία ηεο κεζφδνπ πνπ αλαπηχρζεθε. Έηζη ινηπφλ, ζηε ζπλέρεηα παξνπζηάδεηαη 

πιήζνο κε γξακκηθψλ αλαιχζεσλ. Ζ κε γξακκηθφηεηα ησλ αλαιχζεσλ απηψλ, κπνξεί λα 

παξνπζηάδεηαη ζηε γεσκεηξία ηνπ θνξέα ή ζην πιηθφ, ή αθφκα, θαη ζηνλ ζπλδπαζκφ απηψλ ησλ 

δπν κεηαμχ ηνπο. 

 ΢ην ΢ρ.4.21, νη δξφκνη ηζνξξνπίαο πνπ παξνπζηάδνληαη αθνξνχλ κηα ακθηέξεηζηε δνθφ 

κε δηραισηή ζηήξημε ζηα άθξα (ειεχζεξε ζηξέβισζε – κεδεληθή ζηξέςε). Οη δξφκνη 

ηζνξξνπίαο πνπ παξνπζηάδνληαη είλαη εθθξαζκέλνη ζε φξνπο ζηξνθψλ 0  (φπνπ 0  είλαη ε 

ζηξνθή ηεο κεζαίαο δηαηνκήο ηεο δνθνχ θαηά ηελ εθηξνπή ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ). Ζ δνθφο είλαη 

κήθνπο 8m, δηαηνκήο IPE 500 θαη ν ράιπβαο είλαη θαηεγνξίαο S235. Οη ζπλερείο γξακκέο 

απνηεινχλ  ηξείο δξφκνπο ηζνξξνπίαο πνπ έρνπλ πξνθχςεη απφ ηε ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε πνπ 

αλαπηχρζεθε πξνεγνπκέλσο θαη αθνξά ηε γεσκεηξηθή κε γξακκηθή αλάιπζε ηνπ θνξέα κε 

αξρηθή γεσκεηξηθή αηέιεηα. Ζ δηαθνξά κεηαμχ ησλ ηξηψλ δξφκσλ ηζνξξνπίαο έγθεηηαη ζην 

κέγεζνο ηεο  αξρηθήο γεσκεηξηθήο αηέιεηαο πνπ εηζήρζεθε ζηνλ θνξέα πξηλ ηελ αλάιπζε. Δθηφο 

απφ ηηο ζπλερείο γξακκέο πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηε ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε, παξνπζηάδνληαη θαη νη 

αληίζηνηρνη δξφκνη ηζνξξνπίαο, φπσο πξνθχπηνπλ απφ κηα γεσκεηξηθή κε γξακκηθή αλάιπζε 

ηνπ θνξέα ζην πξφγξακκα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Adina. Οη δξφκνη ηζνξξνπίαο πνπ 

πξνθχπηνπλ απφ ην Adina, παξνπζηάδνληαη κέζσ θάπνησλ ζεκείσλ ηνπο, ψζηε λα δηαθξίλνληαη 

απφ ηνπο αληίζηνηρνπο ζπλερείο. Παξαηεξνχκε φηη νη δξφκνη ηζνξξνπίαο πνπ πξνθχπηνπλ απφ ην 

πξφγξακκα πεπεξαζκέλσλ, είλαη αξθεηά θνληά ή αιιηψο ζπκπίπηνπλ ηθαλνπνηεηηθά κε ηνπο 

αληίζηνηρνπο πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηε ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε.  

 

΢ην ΢ρ.4.22 δηαθξίλνληαη ηέζζεξεηο δξφκνη ηζνξξνπίαο ζε φξνπο πιεπξηθψλ 

κεηαθηλήζεσλ 0 ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο κεζαίαο δηαηνκήο ηεο δνθνχ, φπσο πξνέθπςαλ απφ 

αλαιχζεηο πνπ έγηλαλ απφ ην Adina. Οη δχν απφ απηνχο αθνξνχλ δνθφ κε αξρηθή αηέιεηα 

%02.0  θαη νη ππφινηπνη αθνξνχλ δνθφ κε αξρηθή αηέιεηα %05.0 . Γηα θάζε 

πεξίπησζε αξρηθψλ αηειεηψλ, πξαγκαηνπνηήζεθε κηα γεσκεηξηθή κε γξακκηθή αλάιπζε 

(GNIA) θαη κηα κε γξακκηθή αλάιπζε γεσκεηξίαο θαη πιηθνχ (GMNIA). Έλα ζπκπέξαζκα είλαη 

ε επηξξνή ηνπ κεγέζνπο ηεο αξρηθήο αηέιεηαο ζηελ ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα. ΢ηελ πεξίπησζε 

ηεο κηθξφηεξεο εθ ησλ δπν αξρηθψλ αηειεηψλ, ν θνξέαο ράλεη ηελ αληνρή ηνπ γηα κεγαιχηεξεο 

ηηκέο ηεο ξνπήο max,cM . Αθφκε, ε αλάιπζε GMNIA πξνζεγγίδεη θαιχηεξα ηελ πξαγκαηηθή 

ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα, θαζψο εθηφο απφ ηε κε γξακκηθφηεηα ηεο γεσκεηξίαο ιακβάλεη ππφςε 

θαη ηε δηαξξνή ηνπ πιηθνχ. Σέινο, κέζσ ηεο θιίζεο ησλ δηαγξακκάησλ, βιέπνπκε φηη ην κέηξν 

ειαζηηθφηεηαο Ε ηνπ θνξέα είλαη κεγαιχηεξν φζν ε αξρηθή αηέιεηα πιεζηάδεη ζην κεδέλ. 
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΢σήμα 4.21 Γξφκνη ηζνξξνπίαο αλάιπζεο GNIA. ΢χγθξηζε Adina κε ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε 

 

 
΢σήμα 4.22 Αλαιχζεηο GMNIA θαη GNIA ζην Adina 
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4.4 Περύπτωςη Ομοιόμορφα Κατανεμημϋνου φορτύου ςτη δοκό. 
 

4.4.1 Ειςαγωγό 

 

Αο ζεσξήζνπκε κηα δνθφ δηαηνκήο Ι. Σν επίπεδν εμσηεξηθήο θφξηηζεο ηεο δνθνχ απηήο, 

ην νπνίν έρεη ηε κεγαιχηεξε αθακςία )( yx II  , νξίδεηαη απφ ηνλ θαηαθφξπθν άμνλα y θαη ηνλ 

δηακήθε άμνλα z (πνπ πεξλάεη απφ ην θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο). Ζ δνθφο ππφθεηηαη ζε 

νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλν θνξηίν q, θαη ζε ζηαζεξή αμνληθή δχλακε πνπ αζθείηαη ζην θέληξν 

βάξνπο ηεο δηαηνκήο. Γηα φζν ε ηηκή ηνπ θνξηίνπ q απμάλεηαη ζηαδηαθά απφ ην κεδέλ θαη ε N  

παξακέλεη ζηαζεξή, ππνζέηνπκε φηη: 

i. Ζ γεσκεηξία ηεο δηαηνκήο δελ αιιάδεη  

ii. Καηά ηελ θξίζηκε ηηκή ηεο ξνπήο crdd MM max,,max,  , ε νπνία είλαη κηθξφηεξε 

απφ ηελ ειαζηηθή θέξνπζα ηθαλφηεηα, ζε θάκςε, ηεο δνθνχ (ξνπή δηαξξνήο), ε 

δνθφο αλαπηχζζεη πιάγηα θάκςε θαηά ηνλ άμνλα z θαη ζπζηξνθή. 

Ζ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ηεο αξρηθά ηέιεηαο δνθνχ, νξίδεηαη απφ ηηο πιεπξηθέο εθηξνπέο-

κεηαθηλήζεηο w θαη u ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο δηαηνκήο αιιά θαη απφ ηε γσλία ζηξνθήο απηνχ 

(΢ρ.4.23). 

 
΢σήμα 4.23 Πεξίπησζε νκνηφκνξθεο θφξηηζεο ζηε δνθφ 

 

Ζ ξνπή θάκςεο ζην επίπεδν x-y γηα ην δηάζηεκα  z0 δίδεηαη απφ ηε ζρέζε: 













 zz
zqzq

z
q

M x 0)(
222
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Οη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο ηζνξξνπίαο ζηελ παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ζην 

ζηξεπηνθακπηηθφ ιπγηζκφ είλαη: 






















zzMzzM
NwwEI

dd

x 1
4

cos1
4

"
max,max,

                 (4.33a) 

  







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



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
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
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dd

y 1
4

sin1
4

"
max,max,

 (4.33b) 

 
















  
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max,

2
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



zd

w dzuzudzuuqu
zzM

EC΄GJ   (4.33c) 

Όπνπ 
8

2

max,




q
M d  ε κέγηζηε θακπηηθή ξνπή ζην κέζνλ ηεο δνθνχ. 

Δπίζεο, ε παξαγψγηζε είλαη σο πξνο z θαη yx EIEI , είλαη ε κέγηζηε θαη ε ειάρηζηε 

αθακςία ηεο δνθνχ, αληηζηνίρσο. 

Μεηά απφ αδηαζηαηνπνίεζε ησλ ηειεπηαίσλ εμηζψζεσλ, παξάιεηςε ησλ ακειεηέσλ 

(πνιχ κηθξψλ) φξσλ θαη αθνινπζψληαο ηε δηαδηθαζία πνπ εθαξκφζηεθε ζηελ πξνεγνχκελε 

πεξίπησζε (παξ. 4.3.1), θαηαιήγνπκε ζηε θάησζη δηαθνξηθή εμίζσζε σο πξνο θ: 

 

0)())1(16()()()( 222222

,

22   pM macd      (4.34) 
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max,max,
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





 

 

4.4.2 Γραμμικό Ανϊλυςη Πλευρικού Λυγιςμού 

 

Θευπηηική πποζέγγιζη 

 Όπσο πξναλαθέξζεθε ζε πξνεγνχκελα θεθάιαηα, ε δνθφο είλαη ακθηέξεηζηε θαη ε 

ζηήξημε ζηα άθξα είλαη δηραισηή. Απηφ ζεκαίλεη φηη ζηα άθξα ηεο δνθνχ, ε ζηξέςε δελ 

επηηξέπεηαη – είλαη κεδεληθή, θαη ε ζηξέβισζε είλαη ειεχζεξε. Έρνπκε επνκέλσο ηηο εμήο 

ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο: 0)1()0()1()0(   , φπνπ )( είλαη ε ζηξνθή ηεο δηαηνκήο – 

θαηά ηελ παξακφξθσζή ηεο ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ – πεξί ην θέληξν δηάηκεζεο ηεο. 

Αλ εζηηάζνπκε ζηελ εμίζσζε (4.34), παξαηεξνχκε φηη δελ επηδέρεηαη θιεηζηή ιχζε. Γηα ηελ 

επίιπζή ηεο ρξεζηκνπνηνχκε κηα πξνζεγγηζηηθή ηερληθή. Μεηαθέξνπκε ηνλ κε γξακκηθφ φξν 

ζην δεχηεξν κέξνο, νπφηε έρνπκε: 
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)()1(16)()()()( 2222

max,

2222   pM d  

  

Γηα ηε γσλία θ ηνπ δεχηεξνπ κέινπο ηεο ηειεπηαίαο εμίζσζεο εηζάγεηαη ε ζπλάξηεζε ζρήκαηνο 

)sin()( 0   , πνπ ηθαλνπνηεί ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο θαη ε νπνία νδεγεί πξνζεγγηζηηθά 

ζε πνιχ θαιά απνηειέζκαηα. 

Ζ ιχζε ηεο ηειεπηαίαο δηαθνξηθέο εμίζσζεο είλαη ηεο κνξθήο: 

pmCmCmCmC   )cosh()sinh()cos()sin()( 4321          (4.35) 

φπνπ θp είλαη ε κεξηθή ιχζε πνπ ζα πξνθχςεη απφ ην δεμηφ κέινο θαη νη ζηαζεξέο 4321 ,,, CCCC  

ζα πξνθχςνπλ απφ ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο πνπ είλαη: 0)1()1()0()0(   . Λφγσ 

πεξηνξηζκνχ ρψξνπ δελ ζα παξνπζηάζνπκε ηελ  πιήξε έθθξαζε ηεο εμ. (4.35). Απφ ηε ζρέζε 

)2/1(0   πξνθχπηεη ε ζρέζε αμνληθήο δχλακεο ε
2
, κέγηζησλ θξηζίκσλ ξνπψλ πιεπξηθνχ 

ιπγηζκνχ crdM max,,  ελψ απφ ηε ζρέζε 0)(   (κφλν ζηε πεξίπησζε εθειθπζκνχ, αθνχ γηα 

ζιίςε ε 0)(   ηζρχεη κφλν γηα ηελ αθφξηηζηε θαηάζηαζε), πξνθχπηεη ε ειάρηζηε εθειθπζηηθή 

αμνληθή δχλακε 2

min,d  ζε ζρέζε κε ηελ κέγηζηε θακπηηθή ξνπή max,dM  γηα ηελ νπνία ε δνθφο 

δελ θηλδπλεχεη λα αζηνρήζεη απφ ζηξεπηνθακπηηθφ ιπγηζκφ. 

 
΢σήμα 4.24 Γηάγξακκα αμνληθψλ δπλάκεσλ – θξίζηκσλ ξνπψλ ζηελ πεξίπησζε νκνηφκνξθα 

θαηαλεκεκέλεο θφξηηζεο ζε φιν ην κήθνο ηεο δνθνχ. 



ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ ΜΔΘΟΓΧΝ – ΢ΤΓΚΡΗ΢Ζ ΜΔ ADINA                                                                            77                                                                            

 
 

Γξακκηθή θαη κε γξακκηθή αλάιπζε πιεπξηθά κε εμαζθαιηζκέλσλ δνθψλ ππφ θάκςε θαη αμνληθφ θνξηίν 

 

 

            ΢ην ΢ρ.4.24  παξνπζηάδεηαη ην δηάγξακκα αδηαζηαηνπνηεκέλσλ αμνληθψλ δπλάκεσλ 
2 - 

αδηαζηαηνπνηεκέλσλ θξίζηκσλ θακπηηθψλ ξνπψλ crdM max,, . Γηαθξίλεηαη ε “Οξηαθή Κακπχιε”, 

πέξαλ ηεο νπνίαο έρνπκε ηελ πεξηνρή φπνπ δελ απαηηείηαη έιεγρνο ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ ιφγσ 

ηεο επλντθήο επηξξνήο ηνπ εθειθπζηηθνχ αμνληθνχ θνξηίνπ. Δπίζεο δηαθξίλεηαη θαη ε “Κξίζηκε 

Κακπχιε” πάλσ ζηελ νπνία ζπγθεληξψλεηαη ην πιήζνο ησλ θξίζηκσλ ζπλδπαζκψλ 

crdM max,,

2   γηα ηνπο νπνίνπο ν θνξέαο αζηνρεί ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ. Οη ζπλδπαζκνί απηνί 

έρνπλ πξνέιζεη απφ ηελ εμίζσζε (4.34) θαη αθνξνχλ ηε γξακκηθή αλάιπζε ιπγηζκνχ. 

΢εκεηψλεηαη φηη ηα παξαπάλσ δηάγξακκα αθνξά κηα ακθηέξεηζηε δνθφ δηαηνκήο IPE 500 κε 

κήθνο 8m. 

 

΢ύγκπιζη με ηο ππόγπαμμα πεπεπαζμένυν ζηοισείυν Adina. 

΢ηελ ελφηεηα απηή ζα ζπγθξίλνπκε ηα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηελ παξαπάλσ 

ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε κε ην πξφγξακκα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Adina, ψζηε λα θαηαιήμνπκε 

ζηελ αμηνπηζηία ηεο κεζφδνπ πνπ εθαξκφζζεθε. Έηζη, ζα πξαγκαηνπνηήζνπκε πιήζνο 

γξακκηθψλ ειαζηηθψλ αλαιχζεσλ (Linearized Buckling) ζε ακθηέξεηζηε δνθφ κε νκνηφκνξθα 

θαηαλεκεκέλν θνξηίν ζε φιν ην κήθνο ηεο, κε ηαπηφρξνλε δξάζε εθειθπζηηθήο ή ζιηπηηθήο 

αμνληθήο δχλακεο. Ζ δνθφο πνπ εμεηάδεηαη έρεη κήθνο 8m, ε δηαηνκή είλαη IPE 500 θαη ην πιηθφ 

είλαη ράιπβαο S235. 

 

Πίνακαρ 4.3 ΢χγθξηζε ζεσξεηηθήο πξνζέγγηζεο κε ην πξφγξακκα Adina. 
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΢ηνλ Πίλαθα 4.3 παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ην πξφγξακκα 

Adina. ΢πγθεθξηκέλα, πξαγκαηνπνηήζεθε γξακκηθή ειαζηηθή αλάιπζε ζε κηα δνθφ κε 

ζπγθεθξηκέλα ραξαθηεξηζηηθά (δηαηνκή, κήθνο, θαηεγνξία ράιπβα, ζπλζήθεο ζηήξημεο), φπσο 

αλαθέξζεθε παξαπάλσ. Ζ πξψηε ζηήιε ηνπ πίλαθα πεξηέρεη ηελ αδηαζηαηνπνηεκέλε αμνληθή 

δχλακε, ε
2
 ζιηπηηθή ή εθειθπζηηθή, πνπ αζθείηαη ζηνλ θνξέα. Να ζεκεηψζνπκε φηη ην πξφζεκν 

“+” αληηζηνηρεί ζε ζιηπηηθή αμνληθή δχλακε, ελψ ην πξφζεκν “-“ αληηζηνηρεί ζε εθειθπζηηθή 

αμνληθή δχλακε. Ζ δεχηεξε ζηήιε ηνπ πίλαθα πεξηέρεη ηελ αδηαζηαηνπνηεκέλε θξίζηκε ξνπή 

πνπ πξνθχπηεη απφ ηελ ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε πνπ έγηλε ζηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα, ελψ ε 

ηξίηε ζηήιε πεξηέρεη ηελ αληίζηνηρε θξίζηκε ξνπή πνπ πξνέθπςε απφ ην Adina. Ζ ηέηαξηε 

ζηήιε πεξηέρεη ηελ απφθιηζε % κεηαμχ ησλ δπν ηηκψλ ησλ θξίζηκσλ αδηαζηαηνπνηεκέλσλ 

θακπηηθψλ ξνπψλ (ζεσξίαο θαη Adina). Σέινο, ν κέζνο φξνο ησλ απνθιίζεσλ ππνινγίζζεθε ζην 

2.00%. Ζ ηηκή απηή, ζεσξείηαη ηθαλνπνηεηηθή, αλ ιεθζνχλ ππ‟ φςηλ δηάθνξεο αβεβαηφηεηεο πνπ 

ζρεηίδνληαη κε ηελ πξνζνκνίσζε ηνπ θνξέα ζην πξφγξακκα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ αιιά θαη 

ηηο απινπνηήζεηο πνπ έγηλαλ θαηά ηε κφξθσζε θαη ηελ επίιπζε ησλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ. 

 

 
                   ΢σήμα 4.25 ΢πζρέηηζε ζεσξεηηθήο πξνζέγγηζεο κε ην πξφγξακκα Adina 

 

΢ην ΢ρ. 4.25 παξνπζηάδεηαη έλα δηάγξακκα κε ην νπνίν θαίλεηαη ε ζπζρέηηζε ηεο ζεσξεηηθήο 

πξνζέγγηζεο κε ην Adina. ΢πγθεθξηκέλα, βιέπνπκε ηελ “Κξίζηκε θακπχιε” πνπ παξνπζηάζηεθε 

πξνεγνπκέλσο ζην ΢ρ. 4.24 θαη ηα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ην Adina (βι. Πίλαθα 

4.3). Όπσο αλαθέξζεθε πξνεγνπκέλσο, ν κέζνο φξνο ησλ απνθιίζεσλ είλαη 2.00%. 
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4.4.3 Μη Γραμμικό Ανϊλυςη Πλευρικού Λυγιςμού 

 

Μη Γπαμμική Ανάλςζη συπίρ απσικέρ αηέλειερ ηος θοπέα 

 ΢ε απηή ηελ παξάγξαθν παξνπζηάδεηαη ε κε γξακκηθή αλάιπζε ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ 

ζηελ πεξίπησζε πνπ ν θνξέαο δελ έρεη αξρηθέο γεσκεηξηθέο αηέιεηεο. ΢θνπφο απηήο ηεο 

αλάιπζεο είλαη λα βξεζεί ην αξρηθφ ηκήκα ηνπ κεηαιπγηζκηθνχ δξφκνπ ηζνξξνπίαο θαζψο θαη ην 

ζεκείν δηαθιαδψζεσο ηνπ δξφκνπ απηνχ. Έηζη, απφ ηελ εμίζσζε (4.34) πνπ θαηαιήμακε ζηελ 

πξνεγνχκελε ελφηεηα, ιακβαλνκέλσλ ππφςε φηη ε ιχζε ηεο εμίζσζεο είλαη ηεο κνξθήο: 

)sin()( 0    αιιά θαη ηνπο δπν πξψηνπο φξνπο ηεο ζεηξάο  Taylor, ε νπνία είλαη: 
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Κάλνληαο ρξήζε ηεο εμήο ηξηγσλνκεηξηθήο ζπλάξηεζεο: xxx 3sin4sin3)3sin( 

,θαηαιήγνπκε ζηελ εμήο  δηαθνξηθή εμίζσζε (4.36) : 
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










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24
)sin(
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2

0

2

0

0

222

max,

22222 





 dMp

 Ζ παξαπάλσ εμίζσζε (4.36), ιακβάλνληαο ππφςε φηη ζην κέζνλ ηεο δνθνχ ε ζηξνθή ηεο 

δηαηνκήο είλαη ε κέγηζηε θαη ηζνχηαη κε θ0, πξνρσξάκε ζηελ επίιπζε κε ρξήζε ησλ παξαθάησ 

ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ:
 0)2/1(',0)2/1('",0)0(",0)0(    

 

Με ηε ρξήζε ηνπ καζεκαηηθνχ εξγαιείνπ Maple επηιχνπκε ηελ ηειεπηαία δηαθνξηθή εμίζσζε 

κέζσ ηεο δηαδηθαζίαο πνπ αλαθέξζεθε. Με απηφλ ηνλ ηξφπν θαηαιήγνπκε ζηελ εμίζσζε ηνπ 

δξφκνπ ηζνξξνπίαο ζε φξνπο ζηξνθψλ. Ζ εμίζσζε απηή είλαη ηεο κνξθήο (4.36a): 

 
 max,

222

max,

222

0
,,,

,,,

d

d

Mp

MpA









 

  

Ζ παξαπάλσ εμίζσζε καο δίλεη ην αξρηθφ ηκήκα ηνπ κεηαιπγηζκηθνχ δξφκνπ ηζνξξνπίαο 

(ζε φξνπο ζηξνθψλ θ0) κηαο ακθηέξεηζηεο δνθνχ ππφ ζπγθεληξσκέλν θνξηίν ζην κέζνλ ηνπ 

κήθνπο ηεο κε ηαπηφρξνλε δξάζε ζιηπηηθήο αμνληθήο δχλακεο. Δηδηθφηεξα, αλ ζηνλ παξαπάλσ 

ηχπν, θξαηήζνπκε ζηαζεξφ ηνλ αδηαζηαηνπνηεκέλν φξν ε
2
 ηεο αμνληθήο δχλακεο, απμάλνληαο 
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ζηαδηαθά ηνλ φξν ηεο αδηαζηαηνπνηεκέλεο ξνπήο, ηφηε ε πξψηε ηηκή ηεο θ0 (ζα ηζνχηαη κε 

κεδέλ) γηα ηελ νπνία ζα νξίδεηαη ε εμίζσζε ζα απνηειεί θαη ζεκείν δηαθιαδψζεσο ηνπ 

ζπγθεθξηκέλνπ πξνβιήκαηνο επζηάζεηαο πνπ κειεηάκε. Αλ ζπλερίζνπκε λα απμάλνπκε ηελ ηηκή 

ηεο ξνπήο, ηφηε ην ζχλνιν ησλ ζεκείσλ ),( max,0 dM  πνπ ζα πξνθχςνπλ, απνηεινχλ ηνλ 

κεηαιπγηζκηθφ δξφκν ηζνξξνπίαο. Ο δξφκνο απηφο, πξνθαλψο ζα έρεη ζθνπφ λα ραξαθηεξίζνπκε 

ηε κεηαιπγηζκηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα. Βέβαηα, ζα πξέπεη λα ιάβνπκε ππφςε θαη ην ζεκείν 

ηνπ δξφκνπ απηνχ γηα ην νπνίν ε κεζαία δηαηνκή (είλαη θαη ε δπζκελέζηεξε) ζα παξνπζηάζεη γηα 

πξψηε θνξά δηαξξνή, έηζη ψζηε λα δνχκε κέρξη πνην ζεκείν ν δξφκνο απηφο έρεη λφεκα.  

 Πέξαλ φκσο απφ ην δξφκν ηζνξξνπίαο ζε φξνπο ζηξνθψλ θ0 πνπ πεξηγξάθεηαη απφ ηελ 

παξαπάλσ ζρέζε κπνξνχλ λα εμαρζνχλ θαη δξφκνη ηζνξξνπίαο ζε φξνπο νξηδφληησλ 

κεηαθηλήζεσλ π0 ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο κεζαίαο δηαηνκήο ηεο δνθνχ. Απηφ κπνξεί λα 

επηηεπρζεί κέζσ κηαο πξνζεγγηζηηθήο κελ, ηθαλνπνηεηηθήο δε, ζπζρέηηζεο ηεο ζηξνθήο θ0 κε ηελ 

πιεπξηθή εθηξνπή π0. 

΢ηελ πεξίπησζε φπνπ ζε κηα ακθηέξεηζηε δνθφ αζθείηαη κφλν αμνληθή ζιηπηηθή δχλακε 

Ν, ηφηε ε ηηκή ηεο αμνληθήο δχλακεο απηήο γηα ηελ νπνία ιπγίδεη ε δνθφο ηχπνπ δηπινχ ηαπ πεξί 

ηνλ αζζελή θεληξνβαξηθφ άμνλα  (θαηά Euler) είλαη: 

2

2

,


y

ycr

EI
N




 

ή 

87.922

,   ycr  
 Έηζη, νη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο απηέο έρνπλ λφεκα φηαλ ην κέγεζνο ηεο ζιηπηηθήο  

αμνληθήο δχλακεο πνπ αζθείηαη ζηε δνθφ δελ ππεξβαίλεη ηελ ηηκή ιπγηζκνχ ηεο. Γειαδή φηαλ: 
2

,

2

,    :αλλιώς ή ycrycrNN  
 

 Γηα ηνλ παξαπάλσ ιφγν, ζην παξαθάησ δηάγξακκα κειεηνχληαη νη κεηαιπγηζκηθνί 

δξφκνη ηζνξξνπίαο κηαο ακθηέξεηζηεο δνθνχ γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο αδηαζηαηνπνηεκέλεο 

ζιηπηηθήο αμνληθήο δχλακεο 87.92

,

2  ycr . Πξνθαλψο, ιήθζεθε ππφςε  ν έιεγρνο έηζη ψζηε 

λα κελ εκθαληζηεί δηαξξνή ζε θακία ίλα ηεο δνθνχ γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ησλ αμνληθψλ 

δπλάκεσλ πνπ κειεηνχληαη. 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 
΢σήμα 4.26 Μεηαιπγηζκηθνί δξφκνη ηζνξξνπίαο ζηελ πεξίπησζε ακθηέξεηζηεο δνθνχ ππφ νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλν θνξηίν ζε φιν ην κήθνο ηεο 

κε ηαπηφρξνλε αμνληθή δχλακε, ρσξίο αξρηθέο γεσκεηξηθέο αηέιεηεο ζηνλ θνξέα
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΢πγθεθξηκέλα, ζην ΢ρ.4.26 βιέπνπκε ηνπο κεηαιπγηζκηθνχο δξφκνπο ηζνξξνπίαο γηα ηελ 

πεξίπησζε κηαο ακθηέξεηζηεο δνθνχ, ππφ νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλν θνξηίν ζε φιν ην κήθνο 

ηεο, κε ηαπηφρξνλε δξάζε αμνληθήο δχλακεο. Να ζεκεησζεί φηη ε δνθφο ζεσξείηαη ηέιεηνο 

θνξέαο, δειαδή δελ ππάξρνπλ αξρηθέο γεσκεηξηθέο αηέιεηεο ζε θαλέλα ζεκείν απηήο. Ζ δνθφο 

έρεη δηαηνκή IPE500, ην κήθνο ηεο είλαη l=8m θαη ν ράιπβαο είλαη θαηεγνξίαο S235.Οη ζπλερείο 

θακπχιεο (θφθθηλε απφρξσζε) αληηζηνηρνχλ ζηνπο κεηαιπγηζκηθνχο δξφκνπο ηζνξξνπίαο γηα 

ηελ πεξίπησζε πνπ έρνπκε ζιηπηηθφ αμνληθφ θνξηίν.  

 ΢ηνλ θαηαθφξπθν άμνλα 00  ζεκεηψλνληαη ηα ζεκεία δηαθιαδψζεσο (bifurcation ή 

branching points). Απφ ηνπο δξφκνπο ηζνξξνπίαο παξαηεξνχκε φηη ν δεπηεξεχσλ θιάδνο 

(secondary path) ή αιιηψο κεηαιπγηζκηθφο θιάδνο (post-buckling path) έρεη αλνδηθή πνξεία θαη 

ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα πάλσ, δειαδή έρνπκε κεηαιπγηζκηθή αληνρή. Απηφ ζεκαίλεη φηη πέξαλ 

ηνπ θξίζηκνπ ζεκείνπ, ε δνθφο δε ράλεη ηελ αληνρή ηεο αιιά δηαζέηεη θάπνηα κεγαιχηεξε 

αληνρή πέξαλ απφ απηή πνπ καο ππνδεηθλχεη ην ζεκείν δηαθιαδψζεσο. Μέζσ ηνπ δηαγξάκκαηνο 

απηνχ, δηαπηζηψλνπκε ηε δπζκελή ζπκβνιή ηνπ ζιηπηηθνχ θνξηίνπ ζην ιπγηζκφ ηεο δνθνχ. 

Παξαηεξνχκε δειαδή, φηη φζν ε ηηκή ηεο ζιηπηηθήο αμνληθήο δχλακεο κεγαιψλεη, ηφζν 

κεηψλεηαη θαη ε θξίζηκε ηηκή ηεο ξνπήο γηα ηελ νπνία ε δνθφο εθηξέπεηαη πιεπξηθά. Δίλαη 

ζεκαληηθφ λα ηνλίζνπκε φηη ν θχξηνη δξφκνη ηζνξξνπίαο ζε φιεο ηηο πεξηπηψζεηο, είλαη πάλσ 

ζηνλ θαηαθφξπθν άμνλα 00  , μεθηλνχλ απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ θαη πξνθαλψο θαηαιήγνπλ 

ζηελ ηηκή crdM max,, . 

 Δπίζεο, είλαη ζεκαληηθφ λα ηνλίζνπκε φηη νη δξφκνη ηζνξξνπίαο πνπ θαίλνληαη ζην 

παξαθάησ ΢ρ.4.26 δελ έρνπλ λφεκα απφ θάπνην ζεκείν ηνπο θαη έπεηηα. Γειαδή, ζε θάζε δξφκν 

ηζνξξνπίαο ππάξρεη έλα ζεκείν γηα ην νπνίν ε δηαηνκή ηεο δνθνχ αξρίδεη νξηαθά λα δηαξξέεη. 

Απηφ ην ζεκείν αλαθέξεηαη θαη σο πξψην ζεκείν δηαξξνήο (first yielding point) θαη έρεη 

ηεηκεκέλε ηελ πιεπξηθή εθηξνπή πνπ ζα έρεη ην θέληξν βάξνπο ηεο κεζαίαο δηαηνκήο ηεο δνθνχ, 

ηε ζηηγκή πνπ ζα παξνπζηαζηεί γηα πξψηε θνξά δηαξξνή, θαη ηεηαγκέλε ηελ θξίζηκε 

αδηαζηαηνπνηεκέλε ξνπή πνπ ζα αζθείηαη ζηε δνθφ ηε ζηηγκή εθείλε. Ο αλαιπηηθφο 

ππνινγηζκφο ησλ ζεκείσλ δηαξξνήο παξνπζηάδεηαη ζην Παξάξηεκα Α ηεο ελ ιφγσ 

κεηαπηπρηαθήο εξγαζίαο. 

 Αλ ελσζνχλ φια ηα ζεκεία “πξψηεο δηαξξνήο” (first yielding points) γηα ηνπο δξφκνπο 

ηζνξξνπίαο πνπ απεηθνλίδνληαη ζην ΢ρ.4.26, ηφηε ζα κπνξνχζακε λα ραξάμνπκε κηα θακπχιε ε 

νπνία ζα κπνξνχζε λα νλνκαζηεί “θακπχιε πξψηεο δηαξξνήο” „ε αιιηψο “first yielding curve”. 

Απηή ε θακπχιε ζα κπνξνχζε λα ρξεζηκνπνηεζεί πιένλ γηα λα βξνχκε πξνζεγγηζηηθά ην πξψην 

ζεκείν δηαξξνήο αλ ραξάδακε νπνηνλδήπνηε άιιν δξφκν ηζνξξνπίαο γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ 

παξαδείγκαηνο πνπ κειεηάκε ζην ππνθεθάιαην απηφ. 
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Γξακκηθή θαη κε γξακκηθή αλάιπζε πιεπξηθά κε εμαζθαιηζκέλσλ δνθψλ ππφ θάκςε θαη αμνληθφ θνξηίν 

 

Μη Γπαμμική Ανάλςζη με απσικέρ αηέλειερ ηος θοπέα 

΢ε απηήλ ηελ παξάγξαθν παξνπζηάδεηαη ε κε γξακκηθή αλάιπζε ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ 

ζηελ πεξίπησζε πνπ ν θνξέαο έρεη αξρηθέο γεσκεηξηθέο αηέιεηεο. Μηα αξρηθή γεσκεηξηθή 

αηέιεηα ζα κπνξνχζε λα είλαη κηα κεηαηφπηζε πάλσ ζε έλαλ – νπνηνλδήπνηε άμνλα ηεο δηαηνκήο 

ηνπ θνξέα ή θάπνηα ζηξνθή πεξί νπνηνλδήπνηε άμνλα ηεο δηαηνκήο. ΢ηελ πεξίπησζε φκσο ηνπ 

πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ, ε παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ηνπ θνξέα, πεξηγξάθεηαη απφ δπν 

κεηαηνπίζεηο u θαη w θαηά ηνπο άμνλεο x θαη y αληίζηνηρα, αιιά θαη απφ κηα ζηξνθή θ πεξί ηνλ 

θεληξνβαξηθφ άμνλα z ηνπ θνξέα. Έηζη, κηα αξρηθή αηέιεηα ζηελ πεξίπησζε ηνπ πιεπξηθνχ 

ιπγηζκνχ ζα κπνξνχζε λα απνδνζεί κε ηξφπν ηέηνην, ψζηε ε δηαηνκή λα έρεη ηελ ίδηα 

παξακνξθσζηαθή εηθφλα κε ηελ παξακφξθσζε ηεο δηαηνκήο (ζηελ πεξίπησζε ηνπ πιεπξηθνχ 

ιπγηζκνχ). Όπσο αλαθέξζεθε θαη πξνεγνπκέλσο, δελ είλαη απαξαίηεην λα ππάξρεη αξρηθή 

αηέιεηα ζε φινπο ηνπο άμνλεο ηεο δηαηνκήο. Απηφ ηζρχεη θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ πιεπξηθνχ 

ιπγηζκνχ. Παξαθάησ, επηιέγεηαη λα κειεηεζεί ην θαηλφκελν ηνπ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ έρνληαο 

εηζάγεη σο αξρηθή αηέιεηα ζην θνξέα κφλν νξηδφληηα  - πιεπξηθή εθηξνπή ηνπ θέληξνπ βάξνπο 

ηεο δηαηνκήο   (θαηά ηνλ άμνλα x).  Ο ιφγνο πνπ επηιέρζεθε λα εηζαρζεί ε ζπγθεθξηκέλε 

αξρηθή αηέιεηα θαζ‟ απηφλ ηνλ άμνλα θαηά  ηελ θαηάζηξσζε ησλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ είλαη 

λα έρνπκε έλα κέηξν ζχγθξηζεο ησλ απνηειεζκάησλ πνπ ζα πξνθχςνπλ, κε ηα αληίζηνηρα 

απνηειέζκαηα ηνπ Adina. ΢ην παξαθάησ ΢ρ.4.27 παξνπζηάδεηαη κηα ηπραία δηαηνκή ηεο δνθνχ 

ζηελ απαξακφξθσηε, παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε θαζψο θαη ζηελ θαηάζηαζε αξρηθψλ 

αηειεηψλ (κπιε ρξψκα). 

 

 
΢σήμα 4.27 Καηάζηαζε αξρηθψλ αηειεηψλ ηεο δηαηνκήο ζε ηπραία ζέζε ηεο δνθνχ. 
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Όπσο θαίλεηαη ζην παξαπάλσ ζρήκα, ε αξρηθή αηέιεηα πνπ εηζάγεηαη ζηελ δηαηνκή γηα λα 

κειεηεζεί ην θαηλφκελν ηνπ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ είλαη: 

 )(zua : Αξρηθή νξηδφληηα κεηάζεζε ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο δηαηνκήο. 

Δπίζεο έρνπκε: 

 )(zu : Οξηδφληηα κεηάζεζε ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο δηαηνκήο ιφγσ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ. 

 )(zw : Καηαθφξπθε κεηάζεζε ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο δηαηνκήο ιφγσ πιεπξηθνχ 

ιπγηζκνχ. 

 )(z : ΢ηξνθή ηεο δηαηνκήο πεξί ην θέληξν δηάηκεζεο ιφγσ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ. 

Δπνκέλσο: 

 )()()( zuzuzu at  : Οιηθή νξηδφληηα κεηάζεζε ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο δηαηνκήο. 

Οη δηαθνξηθέο εμηζψζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ ηζνξξνπία ηεο δηαηνκήο ζηελ παξακνξθσκέλε 

θαηάζηαζε είλαη νη εμήο: 
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Όπνπ 
8

2

max,




q
M d  ε κέγηζηε θακπηηθή ξνπή ζην κέζνλ ηεο δνθνχ. 

 

 Παξαηεξνχκε φηη ε εμίζσζε (4.37a) είλαη αλεμάξηεηε απφ ηηο ππφινηπεο δπν εμηζψζεηο, 

κεηά απφ αδηαζηαηνπνίεζε απηψλ έρνπκε: 

))(sin()1(4)()(" max,
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(4.38) 
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Αλ παξαγσγίζνπκε ηελ εμίζσζε (4.39), ηφηε πξνθχπηεη: 

)(
)1(4

)()(
)(

2

max,

2





 







pM d

 

Αλ νινθιεξψζνπκε ηελ εμίζσζε (4.39), ηφηε πξνθχπηεη: 

C
pM d



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Όκσο 0C , επεηδή 0)0()0()0()0(  
 

 

Μεηά απφ αληηθαηάζηαζε ησλ δπν παξαπάλσ εθθξάζεσλ ζηελ εμίζσζε (4.38), πξνθχπηεη ε 

παξαθάησ εμίζσζε (4.40): 
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Ζ παξαπάλσ εμίζσζε είλαη ε δηαθνξηθή εμίζσζε ηζνξξνπίαο ηεο δνθνχ ζηελ παξακνξθσκέλε 

θαηάζηαζε, εθθξαζκέλε ζε φξνπο ζηξνθψλ. Παξαηεξνχκε επίζεο φηη ε εμίζσζε απηή, πεξηέρεη 

ηηο αξρηθέο γεσκεηξηθέο αηέιεηεο πνπ εηζήρζεζαλ ζηνλ ππφ κειέηε θνξέα. Υαξαθηεξίδεηαη σο 

κε νκνγελήο δηαθνξηθή εμίζσζε 4
εο

 ηάμεσο. Δίλαη πξνθαλέο φηη ε επίιπζε ηεο, κε ηελ παξνχζα 

κνξθή πνπ έρεη, είλαη ζρεδφλ αδχλαηε. ΢θνπφο καο είλαη λα εμαρζεί κηα ζρέζε πνπ λα 

πεξηγξάθεη ηνλ δξφκν ηζνξξνπίαο, πνπ λα πεξηγξάθεη ηε ζπκπεξηθνξά ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ, ηνπ 

παξφληνο ζηαηηθνχ ζπζηήκαηνο (θνξέο – θφξηηζε), ιακβάλνληαο  ππφςε θαη ηηο αξρηθέο 

αηέιεηεο πνπ εηζήρζεζαλ. Ο ηξφπνο επίιπζεο ηεο εμίζσζεο πνπ ζα αθνινπζήζεη, βαζίδεηαη ζηηο 

εμήο παξαδνρέο: 

 )sin()(     

  
 

!3

)(
)()(sin

3


   (Υξήζε ζεηξάο Taylor) κε )sin()( 0    
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Άξα, ε εμίζσζε (4.40) γίλεηαη: 

 
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Κάλνληαο ρξήζε ηεο εμήο ηξηγσλνκεηξηθήο ζπλάξηεζεο: xxx 3sin4sin3)3sin( 

,θαηαιήγνπκε ζηελ εμήο  δηαθνξηθή εμίζσζε (4.41): 
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Κάλνληαο ρξήζε ησλ ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ 0)1()1()0(")0(   , κε ηε βνήζεηα 

ηνπ καζεκαηηθνχ εξγαιείνπ Maple, θαηαιήγνπκε ζε κηα ιχζε ηεο κνξθήο:

),,,,,,()( max,0

222   dMpg . Αλ βαζηζηνχκε ζην γεγνλφο φηη θαηά ηνλ πιεπξηθφ 

ιπγηζκφ κηαο ακθηέξεηζηεο δνθνχ, ε κέγηζηε ζηξνθή ηεο δηαηνκήο εκθαλίδεηαη ζην κέζνλ 

ηεο, δειαδή αλ ζεσξήζνπκε φηη 0)2/1(   , ηφηε θαηαιήγνπκε ζηελ παξαθάησ εμίζσζε 

(4.42), ε νπνία απνηειεί ηελ εμίζσζε ηνπ δξφκνπ ηζνξξνπίαο, ζε φξνπο ζηξνθψλ, ζηελ 

πεξίπησζε ακθηέξεηζηεο δνθνχ ππφ νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλε θνξηίν ζε φιν ην κήθνο 

ηεο, ηαπηφρξνλε δξάζε αμνληθήο ζιηπηηθήο δχλακεο θαη επηξξνή αξρηθψλ αηειεηψλ πνπ ζα 

κπνξνχζε λα έρεη ν θνξέαο. 

 
 0

222

0

222

max,
,,,

,,,,



 

p

pA
M d


                                                  (4.42) 

 

Όπσο πξναλαθέξζεθε, ε παξαπάλσ εμίζσζε (4.42) απνηειεί ηελ εμίζσζε ηνπ δξφκνπ 

ηζνξξνπίαο, ζε φξνπο ζηξνθψλ, κηαο ακθηέξεηζηεο δνθνχ ζηελ νπνία αζθείηαη ζπγθεληξσκέλν 

θνξηίν ζην κέζνλ ηνπ κήθνο ηεο θαη ηαπηφρξνλα αζθείηαη αμνληθή δχλακε. Ζ δηαθνξά ηεο 

εμίζσζεο απηήο κε ηελ εμίζσζε (4.36a) έγθεηηαη ζην γεγνλφο φηη ιακβάλνληαη ππφςε νη αξρηθέο 

γεσκεηξηθέο αηέιεηεο πνπ πηζαλψο λα έρεη ην ππφ κειέηε ζηαηηθφ ζχζηεκα (θνξέαο – θνξηίν). 

΢ηα παξαθάησ ζρήκαηα, παξνπζηάδνληαη θάπνηα δηαγξάκκαηα κέζσ ησλ νπνίνλ γίλεηαη 

πξνζπάζεηα γηα ηελ εμαγσγή ρξήζηκσλ ζπκπεξαζκάησλ, φζνλ αθνξά ηελ επηξξνή ησλ αξρηθψλ 

αηειεηψλ ζηελ ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα. Σαπηφρξνλα, κε ηα παξαθάησ δηαγξάκκαηα, εθηφο απφ 

ηα ρξήζηκα ζπκπεξάζκαηα, επηβεβαηψλνληαη ηα ήδε αλακελφκελα απνηειέζκαηα. 
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΢ην ΢.ρ.4.28, παξνπζηάδνληαη νη δξφκνη ηζνξξνπίαο γηα ηνλ ππφ κειέηε θνξέα γηα 

δηάθνξεο ηηκέο ηεο αμνληθήο δχλακεο. Γηα ηα ζπγθεθξηκέλα δηαγξάκκαηα, ε ηηκή ηεο αξρηθήο 

αηέιεηαο πνπ εηζάγεηαη ζην ζχζηεκα είλαη ίδηα θαη γηα ηνπο πέληε δξφκνπο ηζνξξνπίαο πνπ 

παξνπζηάδνληαη. Έλα ρξήζηκφ ζπκπέξαζκα πνπ ζα κπνξνχζε λα εμαρζεί απφ ην ζπγθεθξηκέλν 

ζρήκα είλαη φηη νη δξφκνη ηζνξξνπίαο δελ παξνπζηάδνπλ θάπνην ζεκείν δηαθιαδψζεσο 

(bifurcation point), δειαδή δε δηαθξίλνληαη ζε πξσηεχνληεο  θαη δεπηεξεχνληεο δξφκνη, αιιά 

είλαη εληαίνη. Παξαηεξνχκε επίζεο, φηη νη δξφκνη ηζνξξνπίαο, απφ θάπνηα ηηκή ηεο θξίζηκεο 

ξνπήο max,dM   θαη κεηά, παξνπζηάδνπλ έληνλε αιιαγή ηεο θιίζεο ηνπο. ΢ην ζεκείν απηφ 

ζεσξνχκε φηη ππάξρεη αζηνρία ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ. Βέβαηα, κεηά ην ζεκείν απηφ, νη δξφκνη 

παξνπζηάδνπλ αλνδηθή πνξεία, πξάγκα πνπ ππνδειψλεη ηελ κεηαιπγηζκηθή αληνρή ησλ θνξέσλ. 

Σέινο, είλαη εκθαλήο ε επηξξνή ηνπ κεγέζνπο θαζψο θαη ηεο θνξάο ηεο δξψζαο αμνληθήο 

δχλακεο  ζηελ αληνρή ηεο δνθνχ. Όζν κεγαιψλεη ε ηηκή ηεο ζιηπηηθήο δχλακεο, ηφζν κηθξφηεξε 

αληνρή παξνπζηάδεη ν θνξέαο.  

΢ην ΢ρ.4.29 παξνπζηάδεηαη ν κεηαιπγηζκηθφο δξφκνο ηζνξξνπίαο (ζε φξνπο πιεπξηθήο 

εθηξνπήο 0  ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο κεζαίαο δηαηνκήο) γηα ηελ πεξίπησζε πνπ ζιηπηηθήο 

αμνληθήο δχλακεο 12  . Ο δξφκνο απηφο πεξηγξάθεηαη απφ ηε ζρέζε (4.36a) πνπ αλαπηχρζεθε 

γηα ηηο πεξηπηψζεηο πνπ δελ έρνπκε αξρηθέο αηέιεηεο ζηνλ θνξέα. Σαπηφρξνλα, παξνπζηάδεηαη 

θαη ν δξφκνο ηζνξξνπίαο ηνπ ίδηνπ ζηαηηθνχ ζπζηήκαηνο (θνξέα – θφξηηζεο) κε κηα εηζεγκέλε 

αξρηθή αηέιεηα ζην ζχζηεκα. Έλα ρξήζηκν ζπκπέξαζκα πνπ ζα κπνξνχζε λα εμαρζεί απφ 

απηνχο ηνπο δπν δξφκνπο είλαη φηη ζηελ πεξίπησζε ρσξίο αξρηθέο αηέιεηεο έρνπκε ζεκείν 

δηαθιαδψζεσο ζην δξφκν ηζνξξνπίαο, ελψ ζηελ πεξίπησζε κε αξρηθέο αηέιεηεο, ν δξφκνο 

ηζνξξνπίαο είλαη εληαίνο. Όπσο θαίλεηαη, ε κεηαιπγηζκηθή ζπκπεξηθνξά θαη ησλ δπν θνξέσλ, 

ζρεδφλ ηαπηίδεηαη. Παξνπζηάδεηαη θαη ζηηο δπν πεξηπηψζεηο, δειαδή, κεηαιπγηζκηθή 

ζπκπεξηθνξά ζηνλ θνξέα (post buckling strength). 
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΢σήμα 4.28 Γξφκνη ηζνξξνπίαο δνθνχ κε αξρηθέο αηέιεηεο γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο αμνληθήο       

δχλακεο. 

 
΢σήμα 4.29 Γξφκνο ηζνξξνπίαο κε αξρηθέο αηέιεηεο ηνπ θνξέα θαη κεηαιπγηζκηθφο δξφκνο ηζνξξνπίαο 

ρσξίο αξρηθέο αηέιεηεο ζην θνξέα γηα ίδηα αμνληθή δχλακε. 

 

 

 



ΔΦΑΡΜΟΓΔ΢ ΜΔΘΟΓΧΝ – ΢ΤΓΚΡΗ΢Ζ ΜΔ ADINA                                                                            89                                                                                                                                

 
 

Γξακκηθή θαη κε γξακκηθή αλάιπζε πιεπξηθά κε εμαζθαιηζκέλσλ δνθψλ ππφ θάκςε θαη αμνληθφ θνξηίν 

 

΢ην ΢ρ. 4.30, εκθαλίδνληαη νη δξφκνη ηζνξξνπίαο γηα δηάθνξεο ηηκέο ηεο αξρηθήο αηέιεηαο  

πνπ εηζάγεηαη αξρηθά ζην θνξέα. ΢ηα ζπγθεθξηκέλα δηαγξάκκαηα, ε ηηκή ηεο αξρηθήο πιεπξηθήο 

εθηξνπήο κεηαβάιιεηαη, ελψ ε ηηκή ηεο ζιηπηηθήο αμνληθήο δχλακεο είλαη ίδηα ζε γηα φιεο ηηο 

πεξηπηψζεηο θαη είλαη 12  . Έλα ρξήζηκφ ζπκπέξαζκα πνπ ζα κπνξνχζε λα εμαρζεί είλαη ε 

επηξξνή ηεο αξρηθήο αηέιεηαο ζηε ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα. Παξαηεξνχκε φηη θαζψο ε ηηκή ηεο 

αξρηθήο εθηξνπήο   απμάλεηαη, ηφζν πην κηθξή είλαη ε ηηκή ηεο ξνπήο max,dM γηα ηελ νπνία ν 

εθάζηνηε δξφκνο ηζνξξνπίαο παξνπζηάδεη έληνλε αιιαγή ζηελ θιίζε ηνπ. Απηφ καο νδεγεί ζην 

αζθαιέο ζπκπέξαζκα φηη φζν κεγαιχηεξεο είλαη νη αξρηθέο αηέιεηεο πνπ εηζάγνληαη ζην 

ζχζηεκα, ηφζν λσξίηεξα ράλεη ηελ αληνρή ηνπ ν θνξέαο. 

 

 

΢σήμα 4.30 Γξφκνη ηζνξξνπίαο γηα δηάθνξεο ηηκήο ηνπ  . 
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΢ύγκπιζη με ηο ππόγπαμμα πεπεπαζμένυν ζηοισείυν Adina. 

 ΢ηελ ελφηεηα απηή ζα ζπγθξίλνπκε ηα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηελ παξαπάλσ 

ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε κε ην πξφγξακκα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Adina, ψζηε λα θαηαιήμνπκε 

ζηελ αμηνπηζηία ηεο κεζφδνπ πνπ αλαπηχρζεθε. Έηζη ινηπφλ, ζηε ζπλέρεηα παξνπζηάδεηαη 

πιήζνο κε γξακκηθψλ αλαιχζεσλ. Ζ κε γξακκηθφηεηα ησλ αλαιχζεσλ απηψλ, κπνξεί λα 

παξνπζηάδεηαη ζηε γεσκεηξία ηνπ θνξέα ή ζην πιηθφ, ή αθφκα, θαη ζηνλ ζπλδπαζκφ απηψλ ησλ 

δπν κεηαμχ ηνπο. 

 ΢ην ΢ρ.4.31, νη δξφκνη ηζνξξνπίαο πνπ παξνπζηάδνληαη αθνξνχλ κηα ακθηέξεηζηε δνθφ 

κε δηραισηή ζηήξημε ζηα άθξα (ειεχζεξε ζηξέβισζε – κεδεληθή ζηξέςε). Οη δξφκνη 

ηζνξξνπίαο πνπ παξνπζηάδνληαη είλαη εθθξαζκέλνη ζε φξνπο ζηξνθψλ 0  (φπνπ 0  είλαη ε 

ζηξνθή ηεο κεζαίαο δηαηνκήο ηεο δνθνχ θαηά ηελ εθηξνπή ζε πιεπξηθφ ιπγηζκφ). Ζ δνθφο είλαη 

κήθνπο 8m, δηαηνκήο IPE 500 θαη ν ράιπβαο είλαη θαηεγνξίαο S235. Οη ζπλερείο γξακκέο 

απνηεινχλ  ηξείο δξφκνπο ηζνξξνπίαο πνπ έρνπλ πξνθχςεη απφ ηε ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε πνπ 

αλαπηχρζεθε πξνεγνπκέλσο θαη αθνξά ηε γεσκεηξηθή κε γξακκηθή αλάιπζε ηνπ θνξέα κε 

αξρηθή γεσκεηξηθή αηέιεηα. Ζ δηαθνξά κεηαμχ ησλ ηξηψλ δξφκσλ ηζνξξνπίαο έγθεηηαη ζην 

κέγεζνο ηεο  αξρηθήο γεσκεηξηθήο αηέιεηαο πνπ εηζήρζεθε ζηνλ θνξέα πξηλ ηελ αλάιπζε. Δθηφο 

απφ ηηο ζπλερείο γξακκέο πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηε ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε, παξνπζηάδνληαη θαη νη 

αληίζηνηρνη δξφκνη ηζνξξνπίαο, φπσο πξνθχπηνπλ απφ κηα γεσκεηξηθή κε γξακκηθή αλάιπζε 

ηνπ θνξέα ζην πξφγξακκα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Adina. Οη δξφκνη ηζνξξνπίαο πνπ 

πξνθχπηνπλ απφ ην Adina, παξνπζηάδνληαη κέζσ θάπνησλ ζεκείσλ ηνπο, ψζηε λα δηαθξίλνληαη 

απφ ηνπο αληίζηνηρνπο ζπλερείο. Παξαηεξνχκε φηη νη δξφκνη ηζνξξνπίαο πνπ πξνθχπηνπλ απφ ην 

πξφγξακκα πεπεξαζκέλσλ, είλαη αξθεηά θνληά ή αιιηψο ζπκπίπηνπλ ηθαλνπνηεηηθά κε ηνπο 

αληίζηνηρνπο πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηε ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε.  

 

΢ην ΢ρ.4.32 δηαθξίλνληαη ηέζζεξεηο δξφκνη ηζνξξνπίαο ζε φξνπο πιεπξηθψλ κεηαθηλήζεσλ 0

ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο κεζαίαο δηαηνκήο ηεο δνθνχ, φπσο πξνέθπςαλ απφ αλαιχζεηο πνπ 

έγηλαλ απφ ην Adina. Οη δχν απφ απηνχο αθνξνχλ δνθφ κε αξρηθή αηέιεηα %02.0  θαη νη 

ππφινηπνη αθνξνχλ δνθφ κε αξρηθή αηέιεηα %05.0 . Γηα θάζε πεξίπησζε αξρηθψλ 

αηειεηψλ, πξαγκαηνπνηήζεθε κηα γεσκεηξηθή κε γξακκηθή αλάιπζε (GNIA) θαη κηα κε 

γξακκηθή αλάιπζε γεσκεηξίαο θαη πιηθνχ (GMNIA). Έλα ζπκπέξαζκα είλαη ε επηξξνή ηνπ 

κεγέζνπο ηεο αξρηθήο αηέιεηαο ζηελ ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα. ΢ηελ πεξίπησζε ηεο κηθξφηεξεο 

εθ ησλ δπν αξρηθψλ αηειεηψλ, ν θνξέαο ράλεη ηελ αληνρή ηνπ γηα κεγαιχηεξεο ηηκέο ηεο ξνπήο 

max,dM . Αθφκε, ε αλάιπζε GMNIA πξνζεγγίδεη θαιχηεξα ηελ πξαγκαηηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ 

θνξέα, θαζψο εθηφο απφ ηε κε γξακκηθφηεηα ηεο γεσκεηξίαο ιακβάλεη ππφςε θαη ηε δηαξξνή 

ηνπ πιηθνχ. Σέινο, κέζσ ηεο θιίζεο ησλ δηαγξακκάησλ, βιέπνπκε φηη ην κέηξν ειαζηηθφηεηαο Ε 

ηνπ θνξέα είλαη κεγαιχηεξν φζν ε αξρηθή αηέιεηα πιεζηάδεη ζην κεδέλ. 
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΢σήμα 4.31 Γξφκνη ηζνξξνπίαο αλάιπζεο GNIA. ΢χγθξηζε Adina κε ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε 

 
΢σήμα 4.32 Αλαιχζεηο GMNIA θαη GNIA ζην Adina 
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5. ΢υμπερϊςματα 
 

΢ην παξφλ θεθάιαην ζπλνςίδνληαη νη παξαηεξήζεηο ησλ πξνεγνχκελσλ θεθαιαίσλ κε 

ζθνπφ ηελ εμαγσγή ρξήζηκσλ ζπκπεξαζκάησλ γηα ηελ εξγαζία πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε. 

΢ηελ παξνχζα κεηαπηπρηαθή εξγαζία αζρνιεζήθακε κε ην θαηλφκελν ηνπ πιεπξηθνχ 

ιπγηζκνχ. ΢πγθεθξηκέλα, φπσο αλαθεξζήθακε θαη ζηα πξνεγνχκελα θεθάιαηα, κειεηάκε ην 

θαηλφκελν απηφ ζε ακθηέξεηζηεο κεηαιιηθέο δνθνχο, δηαηνκήο δηπινχ ηαπ, κε δηραισηή ζηήξημε 

ζηα άθξα. Μειεηήζεθαλ δνθνί κε δηαθνξεηηθέο θνξηίζεηο. Αζρνιεζήθακε κε ακθηέξεηζηεο 

δνθνχο κε νκνηφκνξθε ξνπή ζε φιν ην κήθνο ηνπο, κε ζπγθεληξσκέλν εγθάξζην θνξηίν ζην 

κέζνλ ηνπ κήθνπο ηνπο θαη κε νκνηφκνξθα θαηαλεκεκέλν θνξηίν ζε φιν ην κήθνο ηνπο. Καη 

ζηηο ηξείο πεξηπηψζεηο εγθάξζηαο θφξηηζεο είρακε ηαπηφρξνλε δξάζε αμνληθνχ θνξηίνπ 

(ζιηπηηθνχ ή εθειθπζηηθνχ). 

Γηα θάζε πεξίπησζε θφξηηζεο, αζρνιεζήθακε ζε πξψηε θάζε κε ηελ θαηάζηξσζε ησλ 

δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ πνπ δηέπνπλ ηελ ηζνξξνπία (θαη ζηνπο ηξεηο άμνλεο) ζηελ 

παξακνξθσκέλε θαηάζηαζε ηεο δνθνχ. Έγηλε ε πξνζπάζεηα κέζσ θάπνησλ απινπνηεηηθψλ 

παξαδνρψλ (αλά πεξίπησζε) λα θαηαιήμνπκε ζε θιεηζηή κνξθή ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ 

δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ ψζηε λα κελ είλαη επίπνλε ε επίιπζε απηψλ. ΢ηε ζπλέρεηα έγηλε κηα 

ζεσξεηηθή πξνζέγγηζε ηνπ ειαζηηθνχ θξίζηκνπ θνξηίνπ ιπγηζκνχ. Αθνινχζσο έγηλε γξακκηθή 

αλάιπζε ιπγηζκνχ (LBA) ησλ ίδησλ θνξέσλ ζην πξφγξακκα πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Adina κε 

ζθνπφ ηε ζχγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ κε ηα αληίζηνηρα ζεσξεηηθά 

Δθηφο απφ ηε γξακκηθή αλάιπζε ιπγηζκνχ, πξαγκαηνπνηήζεθε θαη ζε ζεσξεηηθφ 

επίπεδν κε γξακκηθή αλάιπζε γεσκεηξίαο κε ή ρσξίο αξρηθέο γεσκεηξηθέο αηέιεηεο ζην θνξέα. 

Καη ζηηο δπν πεξηπηψζεηο, ε κε γξακκηθφηεηα εηζήρζεθε κέζσ ηεο αληηθαηάζηαζεο: 

6

)(
)())(sin(

3 
  . Παξάρζεθαλ δηάθνξνη ζεσξεηηθνί δξφκνη ηζνξξνπίαο ζε φξνπο 

ζηξνθψλ θαη νξηδφληησλ κεηαθηλήζεσλ ηεο κεζαίαο δηαηνκήο. ΢ηε ζπλέρεηα, έγηλαλ θαη νη 

αληίζηνηρνη κε γξακκηθνί δξφκνη ηζνξξνπίαο ζην Adina, ψζηε λα ζπγθξηζνχλ κε ηνπο 

αληίζηνηρνπο ζεσξεηηθνχο. Σα ζπκπεξάζκαηα ζηα νπνία θαηαιήμακε, πνηθίινπλ αλάινγα κε ηελ 

πεξίπησζε θφξηηζεο ηνπ θνξέα, ηα νπνία αλαθέξνληαη αλαιπηηθά ζην θεθάιαην 4. 

Δπίζεο, ζηελ παξνχζα κεηαπηπρηαθή εξγαζία, έγηλε ε πξνζπάζεηα γηα ηελ εχξεζε ηνπ 

πξψηνπ ζεκείνπ δηαξξνήο (πάλσ ζηνλ εθάζηνηε δξφκν ηζνξξνπίαο) θαηά ην θαηλφκελν ηνπ 

πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ. Αλαπηχρζεθε κηα γξαθηθή κέζνδνο (ρξήζε βνεζεηηθψλ θακπχισλ) ψζηε 

ζε θάζε δξφκν ηζνξξνπίαο, κε ή ρσξίο αξρηθέο αηέιεηεο, λα βξεζεί ην ζεκείν εθείλν γηα ην νπνία 

ε ηάζε ζε θάπνηα ίλα ηεο δηαηνκήο ηνπ θνξέα έρεη θηάζεη ζηελ ηάζε δηαξξνήο ηνπ 

ρξεζηκνπνηνχκελνπ πιηθνχ. 

 Έλα ζεκαληηθφ κέξνο ηεο εξγαζίαο απηήο είλαη ε πξνζνκνίσζε ηνπ θνξέα ζην πξφγξακκα 

πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ Adina. Όπσο πξναλαθέξζεθε, βαζηθφο ζηφρνο αιιά θαη δπζθνιία ηεο 

πξνζνκνίσζεο ήηαλ νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηήξημεο ηνπ θνξέα. Δπηζπκνχκε, δειαδή, νη 

ζηεξίμεηο ζηα άθξα ηεο δνθνχ λα είλαη δηραισηέο. Απηφ ζεκαίλεη φηη επηζπκνχκε κεδεληθή 

ζηξέςε θαη ειεχζεξε ζηξέβισζε ζηηο αθξαίεο δηαηνκέο. Όπσο πεξηγξάθεηαη αλαιπηηθά ζην 
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Παξάξηεκα Β, έγηλε ρξήζε άθακπησλ ζπλδέζκσλ πνπ ζπλδένπλ θάπνηνπο θφκβνπο ή θαη 

γξακκέο ηνπο κνληέινπ (“slave”) κε θάπνηνπο άιινπο θφκβνπο ή θαη γξακκέο (“master”) ψζηε νη 

κεηαθηλήζεηο απηψλ λα είλαη θνηλέο πξνο φινπο ηνπο βαζκνχο ειεπζεξίαο. Δπίζεο, 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζχλδεζκνη πνπ δεζκεχνπλ θάπνηνπ ζπγθεθξηκέλνπο βαζκνχο ειεπζεξίαο 

(“Constraint Equations”). 

 Σέινο, παξφιν πνπ ζε θάζε θεθάιαην ππάξρνπλ θαη ηα αληίζηνηρα ζπκπεξάζκαηα, 

παξαθάησ θαηαγξάθνληαη θάπνηα γεληθά ζπκπεξάζκαηα: 

 Ζ ζρέζε αιιειεπίδξαζεο θξίζηκεο θακπηηθήο ξνπήο Μ-αμνληθήο δχλακεο Ν γηα νξηαθά 

δεχγε (Μ,Ν) πνπ πξνθαινχλ ζηξεπηνθακπηηθφ ιπγηζκφ κπνξεί λα απνηππσζεί σο κηα 

ζπλερήο θακπχιε θαιχπηνπζα ακθφηεξεο ηηο πεξηνρέο ζιηπηηθνχ θαη εθειθπζηηθνχ 

αμνληθνχ θνξηίνπ. 

 ΢ε φξνπο θξίζηκεο ξνπήο ζηξεπηνθακπηηθνχ ιπγηζκνχ, ε επηξξνή ηεο εθειθπζηηθήο 

αμνληθήο δχλακεο κπνξεί λα νδεγήζεη ζε πνιχ κεγαιχηεξε αληνρή. 

 Τπάξρεη έλα ζρεηηθφ πξνο ηε ξνπή κέγεζνο ηεο αμνληθήο εθειθπζηηθήο δχλακεο  πέξαλ 

απφ ην νπνίν δελ ππάξρεη θίλδπλνο αζηνρίαο απφ ζηξεπηνθακπηηθφ ιπγηζκφ. 

 Μηα αξρηθή αηέιεηα ηεο δνθνχ, ζα κπνξνχζε λα εθθξαζζεί σο αξρηθή ζηξνθή ηεο 

δηαηνκήο ή σο νξηδφληηα εθηξνπή ή σο θαηαθφξπθν βέινο ή σο ζπλδπαζκφ θάπνησλ απφ 

απηά. ΢ηελ παξνχζα εξγαζία επηιέρζεθε ε εηζαγσγή αξρηθήο αηέιεηαο σο θάπνηα αξρηθή 

νξηδφληηα – πιεπξηθή εθηξνπή ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο κεζαίαο δηαηνκήο, εθθξαζκέλε 

κε εκηηνλνεηδή κνξθή: )sin()(    . 

 Οη δξφκνη ηζνξξνπίαο πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηε γεσκεηξηθψο κε γξακκηθή αλάιπζε, 

πξνθαλψο, εμαξηψληαη απφ ηελ ηηκή ηεο αξρηθήο γεσκεηξηθήο αηέιεηαο. Απηφ ζεκαίλεη 

φηη φζν κεγαιχηεξε είλαη ε αηέιεηα, ηφζν γξεγνξφηεξα ράλεη ηελ αληνρή ηεο ε δνθφο. 

 Οη δξφκνη ηζνξξνπίαο πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηε γεσκεηξηθψο κε γξακκηθή αλάιπζε 

παξνπζηάδνπλ αλνδηθή πνξεία. Απηφ ζεκαίλεη φηη ν θνξέαο δηαζέηεη θάπνηα ππεξαληνρή. 

Πξνθαλψο απηφ δελ ηζρχεη ζηελ πξαγκαηηθφηεηα θαζψο φια ηα πιηθά έρνπλ θάπνην φξην, 

πάλσ απφ ην νπνίν εηζέξρνληαη ζηε δηαξξνή. 

 Αλ ζέινπκε λα κειεηήζνπκε ηελ πξαγκαηηθή θαηάζηαζε ελφο κεηαιιηθνχ θνξέα, ε 

θαηαιιειφηεξε αλάιπζε πνπ ζα πξέπεη λα θάλνπκε είλαη ε κε γξακκηθή αλάιπζε πιηθνχ 

θαη γεσκεηξίαο. 
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Παρϊρτημα Α  - Εύρεςη Πρώτου ΢ημεύου Διαρροόσ 
 

 ΢θνπφο ηνπ παξαξηήκαηνο απηνχ είλαη λα παξνπζηαζηεί ε κεζνδνινγία κε ηελ νπνία 

πξνζδηνξίζηεθε ην πξψην ζεκείν δηαξξνήο ησλ δξφκσλ ηζνξξνπίαο πνπ παξνπζηάζηεθαλ ζην 

θεθάιαην 4. Αξρηθά ζα γίλεη κηα ζχληνκε αλαθνξά ζηηο εζσηεξηθέο ηάζεηο πνπ αλαπηχζζνληαη 

ζε κηα ακθηέξεηζηε δνθφ κε δηραισηή ζηήξημε θαη ηδίσο ζηε κεζαία δηαηνκή (σο δπζκελέζηεξε 

δηαηνκή) θαηά ην θαηλφκελν ηνπ πιεπξηθνχ ιπγηζκνχ. ΢ηε ζπλέρεηα, ζα παξνπζηαζηεί ε 

κεζνδνινγία κε ηελ νπνία απηέο νη εζσηεξηθέο ηάζεηο καο νδεγνχλ ζηελ εχξεζε ηνπ πξψηνπ 

ζεκείνπ δηαξξνήο (ή first yielding point) θαη ζηελ ηδεαηή θακπχιε (idealized curve) ε νπνία δελ 

έρεη θάπνην θπζηθφ λφεκα αιιά είλαη βνεζεηηθή γηα ηελ εχξεζε ησλ ζεκείσλ δηαξξνήο. 

 Θα αζρνιεζνχκε κε ηελ πεξίπησζε ηεο ελφηεηαο §4.2, δειαδή ζηελ πεξίπησζε 

ακθηέξεηζηεο – κε δηραισηή ζηήξημε - κεηαιιηθήο δνθνχ ζηελ νπνία αζθείηαη νκνηφκνξθε ξνπή 

ζε φιν ην κήθνο ηεο, κε ηαπηφρξνλε δξάζε αμνληθήο δχλακεο, ζιηπηηθήο ή εθειθπζηηθήο 

(΢ρ.A.1). Να ζεκεησζεί φηη ιακβάλεηαη ππφςε θαη ε πεξίπησζε πνπ ε δνθφο έρεη σο αξρηθή 

γεσκεηξηθή αηέιεηα   ηελ πιεπξηθή εθηξνπή ηνπ θέληξνπ βάξνπο ηεο κεζαίαο δηαηνκήο. Γηα 

ηηο άιιεο δχν πεξηπηψζεηο (§4.3 θαη §4.4) ε κεζνδνινγία είλαη ε ίδηα. 

 

 
΢σήμα A.1 Δίδνο θφξηηζεο, άμνλεο αλαθνξάο θαη γεσκεηξηθά ραξαθηεξηζηηθά ηνπ ππφ κειέηε θνξέα 

 

Έζησ, ινηπφλ, κηα κεηαιιηθή δηαηνκή δηπιήο ζπκκεηξίαο ηχπνπ δηπινχ ηαπ, κε ράιπβα 

θαηεγνξίαο S235. Σα γεσκεηξηθά θαη αδξαλεηαθά ραξαθηεξηζηηθά, ηα νπνία ζα εηζαρζνχλ ζηηο 

παξαθάησ εθθξάζεηο ησλ αλαπηπζζφκελσλ ηάζεσλ είλαη ηα εμήο: 

 

 : Μήκορ δοκού, h: Ύτορ διαηομήρ δοκού, b: Πλάηορ πέλμαηορ διαηομήρ, wt : Πάσορ κοπμού ηηρ 

διαηομήρ, 
ft : Πάσορ πέλμαηορ ηηρ διαηομήρ, Α: Εμβαδόν ηηρ διαηομήρ, xI : Ροπή αδπάνειαρ ηηρ 
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διαηομήρ καηά ηον ιζσςπό κενηποβαπικό άξονα, 
yI : Ροπή αδπάνειαρ ηηρ διαηομήρ καηά ηον 

αζθενή κενηποβαπικό άξονα, 
xelW ,
: Ελαζηική ποπή ανηίζηαζη ηηρ διαηομήρ καηά ηον ιζσςπό 

κενηποβαπικό άξονα, 
yelW ,

: Ελαζηική ποπή ανηίζηαζηρ καηά ηον αζθενή κενηποβαπικό άξονα, E: 

Μέηπο ελαζηικόηηηαρ ηος ςλικού, G: Μέηπο διάημηζηρ ηος ςλικού. 

Αθφκε, ζεσξνχκε πσο ζηε δνθφ έρεη εηζαρζεί αξρηθή πιεπξηθή εθηξνπή  ηνπ θέληξνπ 

βάξνπο ηεο κεζαίαο δηαηνκήο ε νπνία απνηειεί νπζηαζηηθά κηα αξρηθή γεσκεηξηθή αηέιεηα γηα 

ην ζχζηεκα. 

Έηζη: 

1. Καηά ηε δξάζε ηεο αμνληθήο δχλακεο N , αζθείηαη νκνηφκνξθε ζιηπηηθή ηάζε ζηε δηαηνκή, 

ε νπνία ηζνχηαη: 

A

EI

A

N y

axial 2

2

,0



   

2. Καηά ηε δξάζε ηεο νκνηφκνξθεο ξνπήο 0M , αλαπηχζζεηαη ζιηπηηθή ζην ηκήκα πάλσ απφ ην 

θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο. Δπίζεο, θαηά ηελ θάκςε ηεο δνθνχ ιφγσ ηεο νκνηφκνξθεο 

ξνπήο πνπ αζθείηαη, δεκηνπξγείηαη θαηαθφξπθν βέινο θάκςεο 0w . Λφγσ απηνχ ηνπ βέινπο 

θάκςεο θαη ηεο ηαπηφρξνλεο δξψζαο αμνληθήο δχλακεο N , αλαπηχζζεηαη πξφζζεηε 

ζιηπηηθή ηάζε ζην άλσ ηκήκα ηεο δηαηνκήο. Ζ κέγηζηα ζιηβφκελε ίλα είλαη ε άλσ ίλα ηεο 

δηαηνκήο θαη ε ηηκή ηεο αζθνχκελεο ηάζεο είλαη: 

0

,,

0
, w

W

N

W

M

xelxel

xbending   

Τπνινγηζκφο 0w : 

 Καηά ηελ θάκςε ηεο δνθνχ πεξί ηνλ άμνλα x, φπσο είδακε θαη ζηελ §4.2, ηζρχεη ε 

παξαθάησ δηαθνξηθή εμίζσζε: 

0)()( MzwNzwEI x   

Αλ ππνζέζνπκε φηη ην θαηαθφξπθν βέινο θάκςεο κπνξεί πξνζεγγηζηηθά λα εθθξαζζεί κε ηελ  

έθθξαζε: )sin()( 0


z
wzw   , ηφηε ε παξαπάλσ δηαθνξηθή εμίζσζε γηα 

2


z , καο δίλεη: 

xy

y

x

EIEI

EIM

EIN

M
w











22

0

2

2

0

0






 

Οπφηε πξνθχπηεη ε εμήο έθθξαζε: 
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


























xy

y

xel

y

xel

y

xbending
EIEI

EIM

W

EI

W

EIM
22

0

,

2

2

,

0

,








 

ή 

 























xy

y

xel

y

xbending
EIEI

EI

W

EIM
22

2

,

0

, 1






 

 

3. Καηά ηνλ πιεπξηθφ ιπγηζκφ, ε αζθνχζα ξνπή έρεη σο ζπληζηψζα ξνπή )(0 zM  πεξί ηνλ 

αζζελή θεληξνβαξηθφ άμνλα y. Απηφ έρεη σο απνηέιεζκα ηελ αλάπηπμε νξζήο ζιηπηηθήο 

ηάζεο κε εκθαληδφκελε κέγηζηε ηηκή ζηηο αξηζηεξέο αθξαίεο ίλεο ησλ δπν πεικάησλ ηεο 

δηαηνκήο (ππνζέηνπκε φηη ε ζηξνθή ηεο δηαηνκή θαηά ηνλ πιεπξηθφ ιπγηζκφ γίλεηαη κε θνξά 

αληί- σξνινγηαθή). Δπίζεο, ιφγσ ηνπ νξηδφληηνπ βέινπο θάκςεο 
0u  αιιά θαη ηεο νξηδφληηαο 

αξρηθήο εθηξνπήο u , ε δξψζα αμνληθή δχλακε N αζθεί πξφζζεηε ζιηπηηθή ηάζε ζηε 

δηαηνκή, κε εκθαληδφκελε κέγηζηε ηηκή ζηηο αξηζηεξέο αθξαίεο ίλεο ησλ δπν πεικάησλ ηεο 

δηαηνκήο. Ζ ζπλνιηθή ηηκή ηεο αζθνχκελεο ζιηπηηθήο ηάζεο είλαη: 

a

yelyelyel

ybending u
W

N

W

M
u

W

N

,

0

,

0
0

,

,    

΢χλδεζε 00 u : 

Απφ ηελ ηζνξξνπία ηεο δηαηνκήο πεξί ηνλ άμνλα z, φπσο είδακε θαη ζηελ §4.2, ηζρχεη ε 

παξαθάησ δηαθνξηθή εμίζσζε: 

tpM   2

0

2 )()(  

Αλ ππνζέζνπκε φηη ε ζηξνθή ηεο δηαηνκήο κπνξεί πξνζεγγηζηηθά λα εθθξαζζεί κε ηελ  

έθθξαζε: )sin()( 0


z
z   , ηφηε ε παξαπάλσ δηαθνξηθή εμίζσζε γηα 

2


z , καο δίλεη: 

)(

)(
22

0

2

0

0









auupM

 

Οπφηε πξνθχπηεη ε εμήο έθθξαζε: 

a

yel

yyy

yel

y

ybemding u
W

EIpEIpM
u

EIpM
u

W

EI
































,

2

22

222

22

0

0222

22

0

0

,

2

2

,
)()( 






  

 

 

4. Απφ αξρηθέο παξαδνρέο πνπ έρνπλ γίλεη ζηελ παξνχζα κεηαπηπρηαθή εξγαζία, νη 

βαζηθφηεξεο είλαη απηέο πνπ πξνζνκνηάδνπλ ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηήξημεο ηεο δνθνχ. 
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Απηέο είλαη ηεο κεδεληθήο ζηξέςεο θαη ηεο ειεχζεξεο ζηξέβισζεο ζηα άθξα ηεο δνθνχ. ΢ηε 

κεζαία δηαηνκή, φκσο ε νπνία είλαη θαη ε δπζκελέζηεξε, αλαπηχζζεηαη νξζή ηάζε ζηα 

πέικαηα ηεο πνπ νθείιεηαη ζηε ζηξέβισζε ηεο δηαηνκήο. Ζ ηάζε απηή πξνζδηνξίδεηαη σο 

εμήο: 











2


 nwfswarping WE  

Όκσο: 

 
4

f

nwfs

thb
W


  , 

02

2

2



 













 θαη 

 
 auu

pM





 022

2

0

0





 

Δπνκέλσο: 

 
 

 a

f

warping uu
pMthb

E 






 022

2

0

3

2

4 




  
 

 
΢σήμα A.2 Δζσηεξηθέο ηάζεηο ζε δηαηνκή δηπινχ ηαπ ιφγσ ζηξέβισζεο 

 

΢ην ζεκείν απηφ ζα αλαδεηήζνπκε ην ζεκείν πάλσ ζε θάπνηνλ δξφκν ηζνξξνπίαο γηα ην 

νπνίν ε δηαηνκή καο έρεη αξρίζεη νξηαθά λα δηαξξέεη ζε θάπνην πνιχ κηθξφ ηκήκα ηεο. Όπσο 

είδακε θαη ζηα πξνεγνχκελα θεθάιαηα, νη δξφκνη ηζνξξνπίαο είλαη νπζηαζηηθά έλα δηάγξακκα 

πνπ ζηνλ θαηαθφξπθν άμνλα ππάξρεη ε αδηαζηαηνπνηεκέλε ξνπή πνπ αζθείηαη ζηε 

δπζκελέζηεξε δηαηνκή (είλαη ε κεζαία δηαηνκή), θαη ζηνλ νξηδφληην άμνλα κπνξεί λα είλαη ε 
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πιεπξηθή εθηξνπή 0  ή ζηξνθή 0  ηεο δηαηνκήο. Σν ζχλνιν ησλ παξαπάλσ νξζψλ ηάζεσλ, δελ 

ζα πξέπεη λα ππεξβεί ηελ ηάζε δηαξξνήο ηνπ πιηθνχ 
yield . Έηζη, έρνπκε: 

warpingybendingxbendingaxialyield   ,,,0
 

 

Απφ ηελ παξαπάλσ εμίζσζε πξνθχπηεη ε παξαθάησ έθθξαζε ηεο αδηαζηαηνπνηεκέλεο 

πιεπξηθήο εθηξνπήο 0 , σο εμήο: 

 00 Mf  

Ζ παξαπάλσ πεξηγξάθεη ηελ ηηκή ηεο πιεπξηθήο εθηξνπήο ηε ζηηγκή πνπ ζα δηαξξεχζεη ε 

πξψηε ίλα ηεο κεζαίαο δηαηνκήο, γηα θάζε ηηκή ηεο αδηαζηαηνπνηεκέλεο ξνπήο. Ο γεσκεηξηθφο 

ηφπνο ησλ ζεκείσλ απηψλ δελ έρεη θάπνην θπζηθφ λφεκα. Φπζηθφ λφεκα έρεη κφλν ην ζεκείν 

ηνκήο ηνπ γεσκεηξηθνχ ηφπνπ κε ηνλ δξφκν ηζνξξνπίαο ηεο δνθνχ. Σν ζεκείν ηνκήο είλαη ην 

πξψην ζεκείν δηαξξνήο ηεο δηαηνκήο. Ο γεσκεηξηθφο ηφπνο ζα κπνξνχζε λα ραξαθηεξηζζεί θαη 

σο “Ηδεαηή Κακπχιε Γηαξξνήο” („ε “Idealized Yielding Curve”), γηα ηνλ ιφγσ φηη έρεη θπζηθφ 

λφεκα κφλν έλα ζεκείν ηεο. Δίλαη νπζηαζηηθά κηα βνεζεηηθή θακπχιε γηα ηελ εχξεζε ηνπ 

πξψηνπ ζεκείνπ δηαξξνήο. 

 

 
΢σήμα A.3 Δχξεζε ζεκείνπ ηνκήο (πξψηνπ ζεκείνπ δηαξξνήο) κε ηε βνήζεηα ηεο ηδεαηήο θακπχιεο 

δηαξξνήο. 

 

 ΢ην παξαπάλσ ΢ρ.A.3, νη ζπλερείο γξακκέο απνηεινχλ ηνπο δξφκνπο ηζνξξνπίαο κηαο 

ακθηέξεηζηεο κεηαιιηθήο δνθνχ ρσξίο αξρηθέο γεσκεηξηθέο αηέιεηεο, κήθνπο 8m, δηαηνκήο 

IPE500 θαη ράιπβα θαηεγνξίαο S235. Οη δηαθεθνκκέλεο γξακκέο ηνπ ίδηνπ ρξψκαηνο απνηεινχλ 

ηηο αληίζηνηρεο ηδεαηέο θακπχιεο ησλ ζπλερψλ γξακκψλ. Όπσο αλαθέξζεθε θαη παξαπάλσ, ην 

ζεκείν ηνκήο κεηαμχ ηδεαηήο θακπχιεο θαη δξφκνπ ηζνξξνπίαο απνηειεί ην πξψην ζεκείν 

δηαξξνήο. Σέινο, αλ ελσζνχλ ηα ζεκεία πξψηεο δηαξξνήο φισλ ησλ δξφκσλ ηζνξξνπίαο, 
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θαηαιήγνπκε ζηελ θακπχιε πξψηεο δηαξξνή (First yielding curve). ΢ην ΢ρ.A.4, ε θακπχιε 

πξψηεο δηαξξνήο είλαη ελδεηθηηθή, θαζψο ε θιίκαθα ησλ αμφλσλ έρεη ζπκπηπρζεί (βιέπε 

ζρεδηαζηηθή αλαθνπή), ψζηε λα δηαθξίλεηαη εκθαλψο ε κνξθή ησλ δξφκσλ ηζνξξνπίαο. 

 

 
΢σήμα A.4 Κακπχιε πξψηεο δηαξξνήο (First Yielding Curve) 
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Παρϊρτημα Β  - Προςομούωςη ςτο Adina (FEM) 
 

 ΢ην παξφλ παξάξηεκα, ζα γίλεη κηα ζχληνκε πεξηγξαθή γηα ηε κεζνδνινγία πνπ 

αθνινπζήζεθε ψζηε λα γίλεη ε πξνζνκνίσζε ηνπ ππφ κειέηε θνξέα. Όπσο θαίλεηαη θαη ζηε 

ζπλέρεηα, ε πξνζνκνίσζε ησλ πεικάησλ θαη ηνπ θνξκνχ ηεο δνθνχ έγηλε κε ζηνηρεία θειχθνπο. 

Έλαο απφ ηνπο βαζηθφηεξνπο ιφγνπο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ηα ζηνηρεία θειχθνπο (shell 

elements), είλαη φηη είλαη θαηάιιεια γηα επηθάλεηεο πνπ είλαη πνιχ ιεπηέο πξνο κηα δηεχζπλζε ζε 

ζρέζε κε ηηο ππφινηπεο. Δπίζεο, ηα ζηνηρεία θειχθνπο, ζεσξνχληαη ηξηζδηάζηαην ζπλερέο πιηθφ. 

Κχξηνο ζηφρνο θαηά ηελ πξνζνκνίσζε είλαη νη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηήξημεο ηεο δνθνχ κε ηηο 

νπνίεο κειεηήζεθε θαη ζεσξεηηθά ε δνθφο. Οη επηζπκεηέο ζπλζήθεο ζηήξημεο είλαη ε 

ακθηέξεηζηε δνθφο κε δηραισηέο ζηεξίμεηο ζηα άθξα. Απηφ ζεκαίλεη κεδεληθή ζηξέςε θαη 

ηαπηφρξνλα ειεχζεξε ζηξέβισζε ζηα άθξα ηεο δνθνχ. Παξαθάησ, θαίλεηαη βήκα  πξνο βήκα ε 

κεζνδνινγία πνπ αθνινπζήζεθε. 

Καθοπιζμόρ ηος ζςζηήμαηορ ζςνηεηαγμένυν 

 Αξρηθά νξίδεηαη ην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζην νπνίν ζα γίλεη ε πξνζνκνίσζε ηεο 

θακπηφκελεο ακθηέξεηζηεο δνθνχ. Απηφ γίλεηαη κε ηελ εληνιή Geometry → Coordinate Systems 

θαη έηζη νξίδνπκε ην θαξηεζηαλφ ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ (System Number 1), πάλσ ζην νπνίν 

ζα αζρνινχκαζηε, φπσο θαίλεηαη ζην ΢ρ.B.1. 

 
   ΢σήμα Β.1 Καζνξηζκφο ηνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ. 
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Μόπθυζη ηηρ γευμεηπίαρ 

Πξέπεη λα νξίζνπκε ηα ζεκεία ηεο δηαηνκήο ηεο δνθνχ κε ηελ εληνιή Geometry → Points. 

Γηα θάζε έλα ζεκείν νξίδνπκε ηηο ζπληεηαγκέλεο x, y, z θαζψο θαη ην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 

ζην νπνίν αλαθέξνληαη (ην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ νξίζηεθε πξνεγνπκέλσο) φπσο θαίλεηαη 

ζην ΢ρ.Β.2.  

Με ηελ εληνιή Geometry → Lines → Define → Add νξίδνληαη νη γξακκέο ηεο δνθνχ, φπσο 

θαίλεηαη ζην ΢ρ.Β.4 

       ΢ηε ζπλέρεηα, 

Με ηελ εληνιή Geometry → Surfaces → Define →Add (΢ρ. Β.5) νξίδνπκε ηηο επηθάλεηεο 

ηνπ θνξκνχ θαη ησλ πεικάησλ ηεο δνθνχ. Οξίδνπκε 2 επηκέξνπο ίζεο επηθάλεηεο γηα θάζε πέικα  

πξνθεηκέλνπ λα είλαη πην νκαιή ε δηαθξηηνπνίεζε πνπ ζα αθνινπζήζεη. Δπίζεο δεκηνπξγνχκε 2 

επηθάλεηεο θαη γηα ηνλ θνξκφ. 

 Σέινο, γηα λα νινθιεξσζεί ε κφξθσζε ηεο γεσκεηξίαο, νξίδνπκε ην πάρνο ησλ 

επηθαλεηψλ πνπ δεκηνπξγήζεθαλ κέζσ ηεο εληνιήο Geometry → Surfaces → Thickness, φπσο 

θαίλεηαη ζην ΢ρ.Β.6. 

 
           ΢σήμα Β.2 Οξηζκφο ζεκείσλ 

 



ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ Β                                                                                                                                       105                                                                                                                                

 
 

Γξακκηθή θαη κε γξακκηθή αλάιπζε πιεπξηθά κε εμαζθαιηζκέλσλ δνθψλ ππφ θάκςε θαη αμνληθφ θνξηίν 

 

 
΢σήμα Β.3 Οη 19 θφκβνη ηνπ πξνζνκνηψκαηνο 

 

 
΢σήμα Β.4 Οξηζκφο ησλ γξακκψλ 

 

 
΢σήμα Β.5 Οξηζκφο ησλ επηθαλεηψλ 
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΢σήμα Β.6 Καζνξηζκφο ηνπ πάρνπο επηθαλεηψλ 

 

Μεηά απφ ηα παξαπάλσ βήκαηα, πξνθχπηεη ε γεσκεηξία ηνπ θνξέα, ε νπνία θαίλεηαη 

ζην παξαθάησ ΢ρ.Β.7. 

 
    ΢σήμα Β.7 Σειηθή γεσκεηξία ηνπ θνξέα. 

 

Οπιζμόρ ηος ςλικού ηος θοπέα. 

΢ε απηφ ην ζεκείν νξίδνπκε ην κέηξν ειαζηηθφηεηαο Ε θαη ηνλ ιφγν Poisson v. Mε ηελ 

εληνιή Model → Materials → Manage Materials → Elastic → Isotropic → Add, φπσο θαίλεηαη 

θαη ζην ΢ρ.Β.9. 
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    ΢σήμα Β.8 Καζνξηζκφο πιηθνχ 

 

Καθοπιζμόρ ηυν πεπεπαζμένυν ζηοισείυν 

΢ε απηφ ην ζηάδην, νξίδνπκε ηηο ηδηφηεηεο ηνπ θνξέα, θαζνξίδνπκε δειαδή ην είδνο ηνλ 

πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε. Απηφ είλαη ηχπνπ Shell ( Shell elements-

ζηνηρεία θειχθνπο), φπσο θαίλεηαη θαη ζην ΢ρ.Β.9. Καζνξίδνπκε δηαθνξεηηθφ “Element Groups” 

γηα ηα πέικαηα θαη ηνλ θνξκφ ηεο δηαηνκήο. Απηφ γίλεηαη κε ηελ εληνιή Meshing → Element 

Groups → Add (Type:Shell). Δπίζεο ζην θειί ”Default Element Thickness” πιεθηξνινγνχκε ην 

πάρνο ησλ επηθαλεηψλ πνπ αλαθεξφκαζηε (Web ή Flange). 

 

 
΢σήμα Β.9 Καζνξηζκφο ηχπνπ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ 



108                                                                                                                                     ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ Β 

 
 

Μεηαπηπρηαθή Δξγαζία Βανλάθε Νηθνιάνπ, ΔΜΠ 2015 

 

 

 Οινθιεξψλνπκε ην δίθηπν πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ ηνπ θνξέα. Απφ ην κελνχ Meshing 

→ Mesh Density → Complete model, επηιέγνπκε “Subdivision Mode: Use Length” θαη 

πιεθηξνινγνχκε ην κέγεζνο θάζε ζηνηρείνπ (΢ρ.Β.10). 

 
          ΢σήμα Β.10  Οινθιήξσζε δηθηχνπ πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ 

 

Απφ ην κελνχ Meshing → Create Mesh → Surface επηιέγνπκε ζε πνην “Element Group” 

αληηζηνηρεί ε θάζε επηθάλεηα πνπ νξίζακε ζηελ αξρή, φπσο ην ΢ρ.Β.11. 

 

                        
΢σήμα Β.11 Γηαθξηηνπνίεζε επηθαλεηψλ 
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Μεηά ηελ νινθιήξσζε ησλ παξαπάλσ βεκάησλ, πξνθχπηεη ην απνηέιεζκα ηνπ 

ζρήκαηνο Β.12 

  
           ΢σήμα Β.12 Γίθηπν πεπεξαζκέλσλ ζηνηρείσλ 

  

 Όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα Β.13, ζηελ παξνχζα εξγαζία, έγηλαλ αλαιχζεηο κε 

δηαθνξεηηθή δηαθξηηνπνίεζε ηνπ θνξέα, κε ζθνπφ λα δνχκε ζε πνηα έρνπκε πην αθξηβή 

απνηειέζκαηα. ΢πγθεθξηκέλα, κειεηήζεθαλ νη πεξηπηψζεηο κε δηαθξηηνπνίεζε: 0.1m, 0.05m, 

0.025m. Πξνθαλψο, φπσο θαίλεηαη θαη ζην ζρήκα, κεγαιχηεξε αθξίβεηα είρε ε πην “ππθλή” 

δηαθξηηνπνίεζε. Έηζη, πηνζεηήζεθε γηα φιεο ηηο αλαιχζεηο πνπ πξαγκαηνπνηήζεθαλ. 

 
΢σήμα Β.13. Δπαηζζεζία ηνπ θνξέα σο πξνο ηε δηαθξηηνπνίεζε 
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 Φόπηιζη ηος θοπέα  

  Ζ επηβνιή ηεο θφξηηζεο ηνπ θνξέα γίλεηαη σο εμήο: Model → Loading → Apply. ΢ην 

ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα έρνπκε επηβνιή ζηαζεξήο ξνπήο ζηα άθξα ηεο δνθνχ, έηζη επηιέγνπκε 

ζην  Load Type:Moment 

 Με ηελ επηινγή Define → Add επηιέγνπκε ην κέγεζνο ηνπ θνξηίνπ θαζψο θαη ην 

δηάλπζκα πνπ θαζνξίδεη ηε δηεχζπλζε απηνχ (΢ρ.Β.14). 

         
           ΢σήμα Β.14 Μέγεζνο θαη θαηεχζπλζε επηβνιήο ηνπ θνξηίνπ. 

 

Δπηζηξέθνληαο ζην πξψην παξάζπξν, νξίδνπκε ζε πνην ζεκείν “Point” ππνβάιιεηαη ην 

θνξηίν πνπ κφιηο νξίζακε. 

 
           ΢σήμα Β.15 Καζνξηζκφο ηνπ ζεκείνπ επηβνιήο ηνπ θνξηίνπ. 
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΢ηήπιξη ηος θοπέα-΢ςνοπιακέρ ζςνθήκερ 

Αξρηθά, νξίδνπκε ηηο ζηεξίμεηο ηνπ θνξέα, σο εμήο: Model → Boundary Conditions → 

Define Fixity θαη δεκηνπξγνχκε ηνπο ηχπνπο ζηήξημεο πνπ έρνπκε ζηνλ θνξέα (κηα θχιηζε θαη 

κία άξζξσζε) κε ηηο αληίζηνηρεο δεζκεχζεηο κεηαθηλήζεσλ θαη ζηξνθψλ, ζχκθσλα κε ηηο 

παξαδνρέο έγηλαλ ζην §3.2 (απαγφξεπζε ζηξνθήο πεξί ηνλ θεληξνβαξηθφ άμνλα ηεο δηαηνκήο), 

φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκαηα Β.16(α) θαη Β.16(β). 

΢ηε ζπλέρεηα θαζνξίδνπκε ζε πνην ζεκείν θαη ην είδνο ηεο ζηήξημεο (απφ απηέο πνπ 

δεκηνπξγήζακε πξνεγνπκέλσο ) ζα ηνπνζεηεζνχλ (΢ρήκα Β.17), σο εμήο:Model → Boundary 

Conditions → Apply Fixity. 

Σν πξφβιεκά καο φκσο είλαη φζν γίλεηαη θαιχηεξε πξνζνκνίσζε, φζνλ αθνξά ζηηο 

ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο ζηήξημεο ηεο θακπηφκελεο δνθνχ. Παξαθάησ, παξνπζηάδεηαη ε 

πξνζνκνίσζε πνπ θαηαιήμακε κεηά απφ πνιιέο δνθηκέο. Θα γίλεη ρξήζε ησλ rigid links 

(άθακπησλ ζπλδέζκσλ) θαη “Constraint Equations (One master multiple slaves)”. Θα νξίζνπκε 

δειαδή, σο “master” έλα θφκβν (απηφλ πνπ πεξλάεη απφ ην θέληξν βάξνπο ηεο δηαηνκήο) θαη 

κεηά ζα νξίζνπκε σο “slave” θάπνησλ “node set”  ηεο δηαηνκήο πνπ ζέινπκε λα «ππαθνχνπλ» 

ζην “master” θαη ζπγθεθξηκέλα απφ πνηεο θηλήζεηο ηνπ “master” ζέινπκε ηα “slave” λα 

δεζκεπζνχλ. Ζ ηειηθή πξνζνκνίσζε ησλ ζπλνξηαθψλ ζπλζεθψλ πνπ θαηαιήμακε είλαη ηα εμήο 

δπν είδε δεζκεχζεσλ: 

α) ΢ην ΢ρ.Β.18 βιέπνπκε ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν γίλεηαη ε δέζκεπζε (κέζσ rigid links) πξνο 

φιεο ηηο δηεπζχλζεηο φινπ ηνπ θνξκνχ ησλ αθξαίσλ δηαηνκψλ ζε ζρέζε κε ηελ θίλεζε ηνπ 

θέληξνπ βάξνπο ησλ αθξαίσλ δηαηνκψλ. 

     β) ΢ην ΢ρ.Β.19 βιέπνπκε ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν γίλεηαη ε δέζκεπζε ησλ πεικάησλ ησλ 

αθξαίσλ δηαηνκψλ (κέζσ constraint equations) ,θαηά ηνπο θαζνιηθνχο άμνλεο y θαη z, απφ ην 

θέληξα βάξνπο ησλ δηαηνκψλ έηζη ψζηε λα αθνινπζνχλ ηηο θηλήζεηο ησλ θέληξσλ βάξνπο κφλν 

θαηά ηηο δχν απηέο δηεπζχλζεηο. 

           
    ΢σήμα Β.16(α) Γεκηνπξγία ζηήξημεο 
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      ΢σήμα 5.16(β) Γεκηνπξγία ζηήξημεο 

  

 

 

         
      ΢σήμα Β.17 Οξηζκφο ησλ ζηεξίμεσλ 
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΢σήμα Β.18 Οξηζκφο άθακπησλ ζπλδέζκσλ (rigid links) 

 

 
΢σήμα Β.19 Οξηζκφο “Constraint Equations” 
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Ανάλςζη ηος θοπέα – Δίδη αναλύζευν 

Γπαμμική Ανάλςζη Λςγιζμού (LBA) 

Ζ γξακκηθή αλάιπζε ιπγηζκνχ πξαγκαηνπνηείηαη εάλ ζηε ζέζε “Analysis Type” επηιέμνπκε 

“Linearized Buckling” θαη ζην εηθνλίδην “Analysis Options” νξίζνπκε ηνλ αξηζκφ ησλ 

απαηηνχκελσλ ηδηνκνξθψλ (number of Buckling Loads/Modes) θαζψο θαη ηνλ αξηζκφ ησλ 

επαλαιήςεσλ πνπ ζα πξαγκαηνπνηήζεη ην πξφγξακκα γηα ηελ εχξεζε ηνπο (number of iterations 

per Eigenpair), (΢ρ. Β.20). 

 

 
       ΢σήμα Β.20  Δπηινγή αξηζκνχ ησλ ηδηνκνξθψλ 

 

 Γηα ηελ πξαγκαηνπνίεζε γξακκηθήο αλάιπζεο ιπγηζκνχ, είλαη απαξαίηεηε ε 

ελεξγνπνίεζε κεγάισλ παξακνξθψζεσλ, κέζσ ηεο εληνιήο: Control → Analysis Assumptions 

→ Kinematics θαη επηιέγνληαο ζηε ζέζε “Displacements/Rotations”:Large. 

 Σν κνληέιν είλαη έηνηκν γηα αλάιπζε, ε νπνία πξαγκαηνπνηείηαη κε ηελ εληνιή:Solution 

→ Data File /Run. 

 

 

Μη γπαμμική Ανάλςζη Γευμεηπίαρ 

 ΢ηε κε γξακκηθή αλάιπζε γεσκεηξίαο, δίλνπκε ζην θνξέα αξρηθή αηέιεηα 

παξακεηξνπνηεκέλε σο πξνο ηελ πξψηε ηδηνκνξθή πνπ έρεη πξνθχςεη απφ ηε γξακκηθή αλάιπζε 

ιπγηζκνχ. Απηφ ζεκαίλεη, φηη πξνθεηκέλνπ λα θάλνπκε κε γξακκηθή αλάιπζε, ζα πξέπεη λα 

πξνεγεζεί ε γξακκηθή αλάιπζε ιπγηζκνχ ηνπ θνξέα. ΢ην Analysis Type, νξίδνπκε Collapse 

Analysis. H αλάιπζε γίλεηαη κε ηε κέζνδν Arc – Length. Δπνκέλσο ζηε ζέζε Analysis Options, 

νξίδνπκε ηηο ξπζκίζεηο ηεο κεζφδνπ Arc – Length. Απηέο είλαη: 
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Γξακκηθή θαη κε γξακκηθή αλάιπζε πιεπξηθά κε εμαζθαιηζκέλσλ δνθψλ ππφ θάκςε θαη αμνληθφ θνξηίν 

 

 Οξίδνπκε θφκβν αλαθνξάο (επηιέγεηαη λα είλαη ην θέληξν βάξνπο ηεο κεζαίαο δηαηνκήο 

ηεο δνθνχ) θαη κηα κηθξή κεηαηφπηζε – κηθξνχ κεγέζνπο – θαηά ηε δηεχζπλζε ηεο 

θφξηηζεο ζηνλ θφκβν απηφ. 

 Γίλνπκε κηα ηηκή ζηελ παξάκεηξν alpha, ε νπνία ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα νξίζεη ηε 

κέγηζηε κεηαηφπηζε θαηά ηε δηάξθεηα θάζε βήκαηνο ηεο κεζφδνπ. 

 Δπηιέγνπκε λα ζπλερηζηεί ε αλάιπζε θαη κεηά απφ ηελ εχξεζε ηνπ νξηαθνχ ζεκείνπ, 

έηζη ψζηε λα έρνπκε επνπηεία γηα ηε κεηαιπγηζκηθή ζπκπεξηθνξά ηνπ θνξέα. 

 Οξίδνπκε ην κέγηζην αξηζκφ επαλαιήςεσλ κέζα ζε θάζε βήκα ηεο κεζφδνπ arc – 

length. 

 

Μέζσ ησλ εληνιψλ Time function  θαη Time Step, νξίδνπκε ηε ρξνληθή εθαξκνγή ηνπ 

θνξηίνπ θαζψο θαη ηα βήκαηα εθαξκνγήο ηνπ θνξηίνπ, αληίζηνηρα.  

 

Σέινο, εηζάγνπκε θάπνηα γεσκεηξηθή αηέιεηα. Απηφ γίλεηαη κέζσ ηεο εληνιήο 

Model→Initial Conditions→Imperfection θαη επηιέγνπκε ην Initial Condition Type:Node γηα ηελ 

εθαξκνγή ηεο αηέιεηαο ζηνλ θφκβν, δειψλνπκε κε πνηα ηδηνκνξθή ηεο LBA ζα 

παξακεηξνπνηεζεί ε αξρηθά παξακνξθσκέλε δνθφο. Δπίζεο δειψλνπκε ηνλ θφκβν ζηνλ νπνίν 

ζα δνζεί ε αξρηθή γεσκεηξηθή αηέιεηα, ηε δηεχζπλζε εθαξκνγήο ηεο θαη ην κέγεζνο ηεο. 

 

Μη γπαμμική Ανάλςζη Τλικού 

 

Πξνθαλψο, ε αλάιπζε απηή ζα γίλεη κε ηε ρξήζε θάπνηνπ ειαζηνπιαζηηθνχ πιηθνχ ή 

ράιπβα κε θάπνην πνζνζηφ θξάηπλζεο. Δπίζεο, ζα πξέπεη λα επηιέμνπκε 

Displacements/Rotations: Small. Καηά ηα άιια, ε αλάιπζε απηή απαηηεί ηηο ίδηεο ξπζκίζεηο κε 

ηε κε γξακκηθή αλάιπζε γεσκεηξίαο.  

 

Μη γπαμμική Ανάλςζη Γευμεηπίαρ και Τλικού 

  

Δίλαη νπζηαζηηθά ζπλδπαζκφο ησλ δπν παξαπάλσ αλαιχζεσλ. Απφ ηε ην πιηθφ ηνπ 

θνξέα είλαη ειαζηνπιαζηηθφ (φπσο ε κε γξακκηθή αλάιπζε πιηθνχ) θαη απφ ηελ άιιε πξέπεη λα 

επηιέμνπκε Displacements/Rotations:Large θαζψο θαη λα δνζεί θάπνηα αξρηθή γεσκεηξηθή 

αηέιεηα, φπσο πεξηγξάθεθε θαη παξαπάλσ (κε γξακκηθή αλάιπζε γεσκεηξίαο).  
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΢σήμα Β.21 Ρπζκίζεηο κεζφδνπ Arc-Length (πάλσ αξηζηεξά), εηζαγσγή γεσκεηξηθήο αηέιεηαο (πάλσ 

δεμηά), εηζαγσγή ρξνληθήο ζπλάξηηζεο επηβνιήο θνξηίνπ (θάησ αξηζηεξά), εηζαγσγή ρξνληθνχ βήκαηνο 

επηβνιήο ηνπ θνξηίνπ (θάησ δεμηα). 

 

 

 


