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Περίληψη

Η παρούσα εργασία είναι µια παρουσίαση της Μη-Αντιµεταθετικής Θε-
ωρίας Πιθανοτήτων και της επιµέρους έννοιας της Ελεύθερης Ανεξαρτησί-
ας (ή ελευθερίας), µεταξύ µη-αντιµεταθετικών τυχαίων µεταβλητών. Οι Μη-
αντιµεταθετικοί Χώροι Πιθανότητας κατασκευάζονται σε ένα αλγεβρικό πλαί-
σιο, ϑεωρώντας άλγεβρες τυχαίων µεταβλητών. Η µη-αντιµεταθετικότη-
τα εµφανίζεται απαλείφοντας οποιαδήποτε αναφορά σε κάποιον χώρο µέ-
τρου στο παρασκήνιο, και ορίζοντας τις εν λόγω άλγεβρες αξιωµατικά. ΄Ενα
απλό παράδειγµα είναι τυχαίες µεταβλητές µε τιµές σε πίνακες, όπου η µη-
αντιµεταθετικότητα είναι εµφανής.

∆είχνεται πως η ελεύθερη ανεξαρτησία είναι η ‘σωστή’ ανάλογη έννοια
της κλασικής ανεξαρτησίας, καθώς παράγει ένα Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα.
Συγκεκριµένα, αν panqnPN µια ακολουθία από Αυτοσυζυγείς, ισόνοµες (κεν-
τραρισµένες) και ‘ελεύθερες’ τυχαίες µεταβλητές, τότε έχουµε:

a1 ` ¨ ¨ ¨ ` an
?
n

dist.
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

s

όπου το s ακολουθεί την Semicircular κατανοµή του Wigner,

dµsptq “
2

πr2

?
r2 ´ t2dt

που ϕέρεται στο r´r, rs όπου σ2 “ r2

4
η κοινή διασπορά των στοιχείων. Υπό

αυτήν την έννοια, η semicircular κατανοµή είναι το ‘ελεύθερο ανάλογο’ της
κανονικής κατανοµής.

Η εργασία ξεκινά µε την παράθεση των ϐασικών αποτελεσµάτων σε C˚-
άλγεβρες, συµπεριλαµβανοµένων και των ϐασικών κατασκευών (π.χ.: Συνε-
χής Συναρτησιακός Λογισµός), οι οποίες παρέχουν τα ϑεµέλια για την ανάλυ-
ση και κατανόηση των Μη-Αντιµεταθετικών Χώρων Πιθανότητας. Μετά από
ένα σύντοµο ϕυσικό έναυσµα από την Κβαντική Μηχανική, δίνονται οι ακρι-
ϐείς ορισµοί των Μη-Αντιµεταθετικών Χώρων Πιθανότητας µαζί µε τις έννοιες
των ‘κατανοµών’ των µεταβλητών. Εν συνεχεία, παρουσιάζεται η έννοια της ε-
λεύθερης ανεξαρτησίας, οδηγώντας στην απόδειξη του ‘Ελεύθερου Κεντρικού
Οριακού Θεωρήµατος.’ Το τελικό κεφάλαιο, αναζητεί παραδείγµατα ελεύθε-
ϱης ανεξαρτησίας σε µοντέλα τυχαίων πινάκων. ∆είχνεται πως οι ανεξάρτητοι
Gaussian Τυχαίοι nˆ n Πίνακες, είναι ασυµπτωτικά ελεύθεροι στο nÑ `8

όριο.



Abstract

This paper is an exposition of Non-Commutative Probability Theory and
the particular notion of Free Independence (or freeness) of non-commutative
random variables. Non-Commutative Probability Spaces are constructed
in an algebraic framework by considering algebras of random variables. In
particular, non-commutativity manifests by suppressing any reference to
an ambient measure space, and abstractly defining these algebras. A sim-
ple example of such algebras are matrix-valued random variables, where
non-commutativity is evident.

It is shown that free independence is the “correct” analogue of classical
independence, in that it generates a Central Limit Theorem. That is, if
panqnPN is a sequence of self-adjoint, identically distributed (centered) “free”
random variables, then we have:

a1 ` ¨ ¨ ¨ ` an
?
n

dist.
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

s

where s is distributed according to Wigner’s Semicircle Law,

dµsptq “
2

πr2

?
r2 ´ t2dt

supported on r´r, rs where σ2 “ r2

4
, is the common variance of the ele-

ments. In this respect, the semicircle law is the “free analogue” of the
normal distribution.

The paper starts with a review of basic results on C˚-algebras, includ-
ing some fundamental constructions (e.g.: Continuous Functional Cal-
culus) which provide foundations for understanding and analysing Non-
Commutative Probability Spaces. Following a brief physical motivation
from Quantum Mechanics, Non-Commutative Probability Spaces are for-
mally defined, together with the exact notions of “distributions” of the vari-
ables. The notion of free independence is subsequently defined and anal-
ysed leading to the proof of the “Free Central Limit Theorem.” The final
chapter, seeks to find instances of free independence in random matrix
models. It is shown that independent Gaussian Random n ˆ n Matrices
are asymptotically free in the nÑ `8 limit.
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1 Εισαγωγή

Η µη-αντιµεταθετικότητα έχει ιστορικούς δεσµούς µε την Κβαντική Μηχανι-
κή, στην οποία η αντικατάσταση αντιµεταθετικών µεταβλητών από µη-αντιµε-
ταθετικές πρωτοεµφανίστηκε από τον Heisenberg και την ‘Αρχη της Απροσ-
διοριστίας’ και αργότερα ϑεµελιώθηκε από τον Von-Neumann, έως ότου ο
ίδιος εξελίξει την ϑεωρία του σε αυτό που τώρα καλούµε Von-Neumann άλ-
γεβρες.

΄Οπως αναφέρουν οι Voiculescu et al. (1992, σ. 11) η µετάβαση από την
αντιµεταθετική στην µη-αντιµεταθετική κατάσταση είναι η ακόλουθη. Σε έ-
ναν χώρο (τοπολογικό, µέτρου, κλπ) προσάπτουµε µια άλγεβρα συναρτήσεων
επί του χώρου, η οποία είναι αντιµεταθετική (περιοριζόµενη από την δοµή
του χώρου). ΄Ετσι, οι διάφορες ιδιότητες του χώρου µεταφράζονται σε ιδιότη-
τες της εν λόγω άλγεβρας. Αντίστροφα, εάν ξεκινήσουµε από µια αφηρηµένη,
µη-αντιµεταθετική άλγεβρα, τότε οι διάφορες ιδιότητες της άλγεβρας µπορούν
να ερµηνευθούν ως ιδιότητες ενός µη-αντιµεταθετικού ‘χώρου’ στο παρασκή-
νιο. ∆ηλαδή, ενώ δεν έχουµε πρόσβαση σε µη-αντιµεταθετικούς ‘χώρους,’
µπόρουµε έµµεσα να τους µελετήσουµε µέσω αλγεβρών.

Η άσκηση αυτή έχει αποδώσει τις C˚-άλγεβρες ως το µη-αντιµεταθετικό
‘ανάλογο’ των τοπολογικών χώρων και τις Von-Neumann (W ˚) άλγεβρες ως το
µη-αντιµεταθετικό ‘ανάλογο’ των χώρων µέτρου. Σηµειώνεται, πως ενώ οιW ˚-
άλγεβρες είναι υποκλάση των C˚-αλγεβρών, περιέχουν ‘αρκετές’ προβολές
ώστε να είναι δυνατή η αντιστοιχία µε χώρους µέτρου, ενώ οι C˚-άλγεβρες,
συχνά δεν περιέχουν µη-τετριµµένες προβολές.

Κατά τα παραπάνω δοµείται και η µη-αντιµεταθετική ϑεωρία πιθανοτή-
των, κατασκευάζοντας αρχικά τους Μη-Αντιµεταθετικούς Χώρους Πιθανότη-
τας (Κεφάλαιο 3). Κεντρική έννοια σε αυτήν, είναι η ‘ελεύθερη ανεξαρτησία’
(Κεφάλαιο 4) µεταξύ µη-αντιµεταθετικών τυχαίων µεταβλητών, η οποία σε αν-
τίθεση µε την κλασική ανεξαρτησία, είναι καθαρά µη-αντιµεταθετική έννοια.
΄Οµως, κατά κάποιο τρόπο συνδέονται από το ότι οδηγούµαστε να ϑεωρήσου-
µε την ‘ελεύθερη ανεξαρτησία’ ως το µη-αντιµεταθετικό ανάλογο της κλασικής
ανεξαρτησίας. Ο λόγος είναι το ‘Ελεύθερο Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα’ (Κε-
ϕάλαιο 5), το οποίο πρωτοαποδείχθηκε από τον Voiculescu.

Το αρχικό έναυσµα του Voiculescu για τον ορισµό της ελευθερίας (όπως
και το όνοµα) ήταν το (ακόµα ανοιχτό) πρόβληµα του ισοµορφισµού µεταξύ
των W ˚-αλγεβρών που παράγονται από ελεύθερες οµάδες µε διαφορετικά
πλήθη από γεννήτορες. Συνεπώς η αρχική στόχευση της ϑεωρίας ήταν στην
Θεωρία Τελεστών. Αργότερα ανακαλύφθηκαν συνδέσεις µε τυχαίους πίνακες
(Κεφάλαιο 6), καθώς και η συνδυαστική σκοπιά των εργαλείων της ϑεωρίας,
τα οποία χρησιµοποιούνται εδώ.
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2 ΄Αλγεβρες Τελεστών

Σκοπός αυτής της ενότητας είναι η περιγραφή των ϐασικών ιδιοτήτων των C˚-
αλγεβρών. Οι ιδιότητες αυτές ϑα χρησιµοποιηθούν στην συνέχεια ως εργαλεία
για την ϐαθύτερη κατανόηση των µη-αντιµεταθετικών χώρων πιθανότητας,
καθώς οι άλγεβρες τελεστών αποτελούν ϑεµέλιο, όπως ένας χώρος µέτρου
στην κλασική ϑεωρία.

Μια άλγεβρα Banach A είναι ένας χώρος Banach εφοδιασµένος µε µια
επιπλέον (συνεχή) πράξη ( ‘πολλαπλασιασµό’ ), ¨ : A ˆA Ñ A, ως προς την
οποία είναι κλειστή, x ¨ y P A, @x, y P A, }e} “ 1, αν υπάρχει µονάδα e P A
και ισχύει :

}x ¨ y} ď }x}}y} για κάθε x, y P A

Η συνέχεια του πολλαπλασιασµού εξασφαλίζεται από την παραπάνω σχέση.
΄Οταν δεν προκαλείται σύγχυση ϑα γράφουµε το x ¨ y ως xy.

Αφήνεται στον αναγνώστη να επιβεβαιώσει ότι οι παρακάτω χώροι είναι
άλγεβρες Banach:

Παραδείγµατα 2.1. 1) ΄Εστω S ‰ H και `8pSq ο χώρος των ϕραγµένων

µιγαδικών συναρτήσεων επί του S, µε τις προφανείς κατά σηµείο πράξεις και

νόρµα:

}f} “ supt|fpxq| : x P Su

2) Ο BpHq “ tT : HÑ H| T γραµµικός και ϕραγµένοςu, µε νόρµα:

}T }op “ supt}Tξ} : ξ P H, µε }ξ} ď 1u

και ‘πολλαπλασιασµό’ την σύνθεση ˝.

Από εδώ και στο εξής οι άλγεβρες ϑα είναι ορισµένες πάνω από το σώµα
των µιγαδικών αριθµών, για λόγους που ϑα ϕανούν παρακάτω (ϐλ. Πρόταση
2.1).

Ορισµός 2.1. ΄Εστω A µια (µιγαδική) άλγεβρα Banach. Μια απεικόνιση ˚ :
A Ñ A, a Ñ a˚, ϑα καλείται ενέλιξη (involution) αν για κάθε a,b P A και

λ P C ισχύουν τα ακόλουθα:

1. pa˚q˚ :“ a˚˚ “ a

2. pa` λbq˚ “ a˚ ` λ̄b˚

3. pabq˚ “ b˚a˚
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Για παράδειγµα αν A “ C τότε η ˚ : A Ñ A µε z Ñ z˚ “ z̄ το µιγαδικό
συζυγές είναι ενέλιξη. Μια άλγεβρα µε ενέλιξη ‘˚’, ονοµάζεται ˚-άλγεβρα (‘star
άλγεβρα’). Μια ˚-άλγεβρα A λέγεται αυτοσυζυγής αν είναι κλειστή ως προς
την ενέλιξη.

Σε µια αυτοσυζυγή ˚-άλγεβρα µε µονάδα, διακρίνουµε τα εξής σηµαντικά
στοιχεία a P A:

1. Αυτοσυζυγή (self-adjoint): αν a “ a˚

2. Φυσιολογικά (normal): αν aa˚ “ a˚a

3. Ορθοµοναδιαία (unitary): αν aa˚ “ e “ a˚a

4. Προβολές (projections): αν a2 “ a “ a˚

Παρατηρούµε πως κάθε στοιχείο a P A µπορεί να γραφτεί ως a “ x` iy,
όπου x,y P A αυτοσυζυγή· ϑέτοντας x “ a`a˚

2
και y “ ipa˚´aq

2
.

Τώρα έχουµε τα απαραίτητα συστατικά για να ορίσουµε την σηµαντικότε-
ϱη γενική υποκλάση αλγεβρών Banach, για την µελέτη των µη-αντιµεταθετικών
χώρων πιθανότητας· τις C˚-άλγεβρες.

C˚-΄Αλγεβρες

Ορισµός 2.2. Μια ˚-άλγεβρα A καλείται C˚-΄Αλγεβρα αν η νόρµα της ικανο-

ποιεί την ακόλουθη συνθήκη για κάθε a P A:

}a˚a} “ }a}2 (C˚-συνθήκη)

Παραδείγµατα 2.2. 1. Αν pX, τq είναι ένας συµπαγής χώρος Hausdroff

τότε ο CpXq :“ tf : X Ñ C |f συνεχήςu είναι µια C˚-΄Αλγεβρα,

ως προς την } ¨ }8. Πράγµατι, έχουµε }f˚f}8 “ suptt|f
˚ptqfptq|u “

suptt|fptqfptq|u “ suptt|fptq|
2u “ }f}28.

2. Ο BpHq µε ενέλιξη τον τελεστή που προκύπτει µοναδικά από την σχέση

xAξ, ηy “ xξ, A˚ηy, A P BpHq και την } ¨ }op είναι µια C˚-΄Αλγεβρα.

Εύκολα δείχνεται πως η
˚

είναι ενέλιξη, οπότε µένει να επιβεβαιωθεί η

C˚-συνθήκη. ΄Εστω ξ P H µε }ξ} ď 1. ΄Εχουµε :

}Aξ}2 “ xAξ,Aξy “ xξ, A˚Aξy

“ xξ, pAA˚q˚ξy “ xAA˚ξ, ξy “ xA˚ξ, A˚ξy “ }A˚ξ}2

3



Αφού το ξ ď 1 ήταν τυχόν, παίρνοντας supremum και στις δύο πλευρές,

προκύπτει ότι }A}op “ }A
˚}op. Τώρα έστω πάλι }ξ} ď 1.

}Aξ}2 “ xAξ,Aξy “ xA˚Aξ, ξy ď }A˚Aξ}}ξ} ď }A˚Aξ}

Παίρνοντας supremum έχουµε }A}2op ď }A
˚A}op. Τέλος, επειδή ο BpHq

είναι άλγεβρα Banach, έχουµε ότι }A˚A}op ď }A
˚}op}A}op “ }A}op}A}op “

}A}2op. Συνεπώς }A}2op “ }A
˚A}op· η C˚-συνθήκη.

Παρακάτω ϑα ορισθεί το ϕάσµα ενός στοιχείου µιας άλγεβρας και ϑα
αποδειχθούν διάφορες ιδιότητες και ϕαινόµενα που είναι ιδιαίτερα χρήσιµα
στο ϑέµα που πραγµατεύεται η παρούσα εργασία.

Το ϕάσµα ενός µιγαδικού πίνακα A PMnpCq, είναι όλες οι ιδιοτιµές του.
Οι µιγαδικοί λ P C, δηλαδή, για τους οποίους Ax “ λx ñ pA ´ λIqx “ 0,
δηλαδή τα λ P C, για τα οποία το A ´ λI δεν αντιστρέφεται. Συνεπώς
οι ιδιοτιµές ικανοποιούν detpA ´ λIq “ 0. Παρατηρούµε επίσης, πως το
detpA ´ λIq είναι ένα µιγαδικό πολυώνυµο και άρα έχει πάντα ϱίζες, που
σηµαίνει ότι το ϕάσµα ενός µιγαδικού πίνακα είναι µη-κενό.

Σε απόλυτη αντιστοιχία µε τα παραπάνω δίνεται ο ακόλουθος ορισµός :

Ορισµός 2.3. ΄Εστω A µια άλγεβρα µε µονάδα e. Το ϕάσµα σApaq ενός

στοιχείου a P A, ορίζεται ως :

σApaq “ tλ P C : λe´ a δεν αντιστρέφεται στην Au (Φάσµα)

Γενικά το ϕάσµα εξαρτάται από την άλγεβρα (και απο την µονάδα) και
ισχύει ότι όσο ‘µεγαλώνουµε’ την άλγεβρα το ϕάσµα ‘µικραίνει’.

Πρόταση 2.1. ΄Εστω BĎA και a P B. Τότε σApaqĎσBpaq.

Απόδειξη. ΄Εστω λ R σBpaq, δηλ. το λe ´ a αντιστρέφεται στην B και άρα
αντιστρέφεται και στην A. Συνεπώς λ R σApaq και άρα σApaqĎσBpaq.

΄Οταν δεν προκαλείται σύγχυση ως προς την άλγεβρα, ϑα γράφουµε απλά
σp.q. ΄Οπως ϑα δούµε παρακάτω σε µια C˚-άλγεβρα το ϕάσµα µένει σταθερό
όταν περιοριζόµαστε σε µια C˚-υπάλγεβρα, γεγονός που γίνεται ιδιαίτερα
χρήσιµο όταν περιοριζόµαστε στη C˚-άλγεβρα που παράγει ένα στοιχέιο και
η µονάδα.

Παρακάτω δίνονται οι τοπολογικές ιδιότητες του ϕάσµατος ενός στοιχείου
ως υποσυνόλου του C.

Πρόταση 2.2. Για κάθε λ P σpaq, |λ| ď }a}. ∆ηλαδή σpaqĎBp0, }a}q και

άρα το ϕάσµα είναι ϕραγµένο.
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Απόδειξη. Ξεκινάµε µε ένα λήµµα:

Λήµµα 2.1. Αν a P A, µε }a} ă 1, τότε το e ´ a αντιστρέφεται στην A, µε

pe´ aq´1 “
ř8

n“1 an.

Απόδειξη λήµµατος. Επειδή }a} ă 1 και }an} ď }a}n, ως Banach άλγεβρα,
έχουµε ότι η σειρά

ř8

n“1 }a
n} ă `8 και άρα η

ř8

n“1 an, συγκλίνει απολύτως,
άρα και απλώς. ΄Επεται ότι b :“

ř8

n“1 an P A, και an
nÑ8
ÝÝÝÑ 0. ΄Εχουµε:

e´ an`1
“ pe´ aqpe` a` a2

` ¨ ¨ ¨ ` anq “ pe` a` a2
` ¨ ¨ ¨ ` anqpe´ aq

όπου η δεύτερη ισότητα προκύπτει από το ότι κάθε στοιχειο αντιµετατίθεται
µε τον εαυτό του και την µονάδα. Παίρνοντας όρια για n Ñ 8, έχουµε
e “ pe´ aqb “ bpe´ aq. ΄Αρα, b “ pe´ aq´1.

΄Εστω τώρα λ P σpaq µε |λ| ą }a}. Συνεπάγεται πως } 1
λ

a} ă 1 και άρα
από το παραπάνω λήµµα το e ´ 1

λ
a “ 1

λ
pλe ´ aq αντιστρέφεται, άρα και το

λe´ a αντιστρέφεται. Συνεπώς λ R σpaq, άτοπο.

Θεώρηµα 2.1. Για κάθε a P A το σpaq είναι ένα µη-κενό, συµπαγές υποσύνολο

του C.

Απόδειξη. 1) Από την Πρόταση 2.2, έχουµε ότι το σpaq είναι ϕραγµένο. Θα
δείξουµε ότι είναι και κλειστό, άρα και συµπαγές. Αρκεί να δείξουµε πως
το ρpaq :“ C r σpaq είναι ανοιχτό. Γενικά αν GpAq είναι το σύνολο των
αντιστρέψιµων στοιχείων τότε GpAq ανοιχτό. Πράγµατι αν a P GpAq τότε
για ακτίνα 1{}a´1}, Bpa, 1{}a´1}qĎGpAq, αφού αν b P Bpa, 1{}a´1}q τότε
}a´b} ă 1{}a´1} ñ }b} ă 1 και από το παραπάνω λήµµα το b αντιστρέφεται.

Οπότε αν λ P ρpaq το λe ´ a P GpAq άρα υπάρχει ε ą 0 ώστε Bpλe ´
a, εqĎGpAq. Οπότε για κάθε µ P C µε |λ´ µ| ă ε, }λe´ a´ pµe´ aq} ď ε,
οπότε µe´ a αντιστρέφεται και άρα µ P ρpaq. Συνεπώς, Bpλ, εqĎ ρpaq.

2) σpaq ‰ H (ιδέα): Για αυτό το κοµµάτι η απόδειξη χρησιµοποιεί το
γεγονός ότι η συνάρτηση

f : ρpaq Ñ C : fpλq “ φppλe´ aq´1
q

για φ στον δυϊκό της A είναι αναλυτική συνάρτηση. ΄Επειτα χρησιµοποιείται
το Θεώρηµα Liouville µε την υπόθεση σpaq “ H για την κατάληξη σε άτοπο.
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Το ότι το ϕάσµα είναι πάντα µη-κενό έχει την παρακάτω ενδιαφέρουσα
συνέπεια.

Πρόταση 2.3 (Θεώρηµα Gelfand-Mazur). ΄Εστω A µια άλγεβρα όπου κάθε

µη-µηδενικό στοιχείο αντιστρέφεται (division algebra). Τότε η A είναι ισοµετρι-

κά ισόµορφη µε το C.

Απόδειξη. ΄Εστω 0 ‰ a P A. Επειδή σpaq ‰ H, υπάρχει λa P σpaq, ώστε το
λae´ a δεν αντιστρέφεται. Συνεπώς από υπόθεση, λae´ a “ 0 ñ a “ λae.

Προκύπτει ότι η απεικόνιση:

a Ñ λa : AÑ C, a “ λae

είναι ισοµορφισµός αλγεβρών. Το ότι είναι ισοµετρία προκύπτει απ΄ το :

}a} “ }λae} “ |λa|}e} “ |λa|

Πρόταση 2.4 (Θ. Φασµατικής Απεικόνισης για Πολυώνυµα). ΄Εστω A µια

C˚-άλγεβρα a P A, και p µιγαδικό πολυώνυµο. Τότε : σ
`

ppaq
˘

“ p
`

σpaq
˘

:“
 

ppλq : λ P σpaq
(

Απόδειξη. ι) ΄Εστω µ P σ
`

ppaq
˘

, άρα το µe ´ ppaq δεν αντιστρέφεται. Παρα-
γοντοποιούµε το qpzq “ µ´ ppzq ως:

qpzq “ cpλ1 ´ zqpλ2 ´ zq . . . pλn ´ zq

όπου τα λi είναι οι ϱίζες του qpzq. Πηγαίνοντας πίσω στην A έχουµε:

qpaq “ µe´ ppaq “ cpλ1e´ aqpλ2e´ aq . . . pλne´ aq

Συνεπώς, αν το µe ´ ppaq δεν αντιστρέφεται, τότε ϑα υπάρχει λi τέτοιο ώστε
το λie ´ a δεν αντιστρέφεται. ΄Αρα λi P σpaq. Τέλος, µ ´ ppλiq “ qpλiq “ 0,
αφού λi ϱίζα του του qpzq. Συνεπώς, µ “ ppλiq και άρα σ

`

ppaq
˘

Ď p
`

σpaq
˘

.
ιι) ΄Εστω λ P C. Τότε

ppλqe´ ppaq “ pλe´ aqqpaq “ qpaqpλe´ aq

επειδή το a αντιµετατίθεται µε τον εαυτό του και την µονάδα e. Συνεπώς αν
η αριστερή πλευρά της παραπάνω ισότητας αντιστρέφεται τότε και το λe ´ a
ϑα αντιστρέφεται, δηλαδή ppλq R σ

`

ppaq
˘

συνεπάγεται πως λ R σpaq. ΄Αρα
p
`

σpaq
˘

Ďσ
`

ppaq
˘

.
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Πρόταση 2.5. Σε µιαC˚-΄Αλγεβρα ισχύει ότι αν a P A, αυτοσυζυγές pa “ a˚q
τότε σpaqĎR.

Απόδειξη. ΄Εστω a P A αυτοσυζυγές. Θα δείξουµε ότι, αν λ “ µ ` iν, µε
ν ‰ 0, το λe´ a αντιστρέφεται στην A. Παρατηρούµε πως αρκεί να δείξουµε
ότι, κάθε στοιχείο της µορφής ie` x, µε x “ x˚ αντιστρέφεται.

Πράγµατι, αν ν ‰ 0 τότε :

pµ` iνqe´ a “ µe` iνe´ a “ iνe` µe´ a “ ν
´

ie`
µe´ a

ν

¯

Θέτουµε x “ µe´a
ν

, και παρατηρούµε πως, x “ x˚, επειδή a αυτοσυζυγές,
µ, ν P R.

΄Εστω ότι το ie ` x δεν αντιστρέφεται. Επειδή ie ` x“ ´p´ie ´ xq ούτε
το ´ie ´ x αντιστρέφεται και άρα ´i P σpxq. Από το Θεώρηµα Φασµατικής
Απεικόνισης για Πολυώνυµα (2.4), για κάθε γ P R,

γ ` 1 “ γ ` ip´iq P σpγe` ixq

΄Οµως το ϕασµα είναι ϕραγµένο απ΄ την νόρµα του στοιχείου (ϐλ. Λήµµα
2.1) και άρα |γ ` 1| ď }γe` ix}. ΄Εχουµε:

|γ ` 1|2 ď }γe` ix}2

“ }pγe` ixq˚pγe` ixq} (C˚-συνθ.)
“ }pγe´ ixqpγe` ixq}

“ }γ2e` x2
} ď |γ2

| ` }x2
} (τριγωνική)

Συνεπώς έχουµε γ2`2γ`1 ď γ2`}x2} ñ 2γ`1 ď }x2}, για κάθε γ P R,
το οποίο είναι άτοπο, αφού η νόρµα είναι πραγµατικός αριθµός.

Το Θεωρηµα Gelfand–Naimark

Αν A µια άλγεβρα, τότε το I ĎA καλείται αριστερό ιδεώδες, αν είναι γραµ-
µικός υπόχωρος και x P I ñ ax P I για κάθε a P A.1 Από αυτά, τα
µεγιστικά ιδεώδη είναι τα γνήσια (I Ř A) που δεν περιέχονται σε κανένα
άλλο γνήσιο ιδεώδες. Από το Λήµµα του Zorn έχουµε ότι κάθε γνήσιο ιδεώδες
περιέχεται σε κάποιο µεγιστικό ιδεώδες.

1Αντίστοιχα ορίζονται και τα δεξιά και δίπλευρα ιδεώδη.
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Πρόταση 2.6. Τα µεγιστικά ιδεώδη είναι κλειστά.

Απόδειξη. ΄Εστω I ĎA γνήσιο ιδεώδες. Αρκεί να δείξουµε ότι το I είναι
γνήσιο ιδεώδες. Το ότι είναι ιδεώδες προκύπτει από το ότι οι αλγεβρικές
πράξεις είναι συνεχείς. Επίσης έχουµε ότι e R I αλλιώς I “ A που δεν
γίνεται γιατί το I είναι γνήσιο. Συνεπώς το I δεν περιέχει αντιστρέψιµα
στοιχεία. Επειδή το σύνολο των αντιστρέψιµων στοιχείων της A, GpAq, είναι
ανοιχτό και e P GpAq, ϑα υπάρχει ανοιχτή περιοχή της µονάδας Ve, που
περιέχεται εξ’ ολοκλήρου στο GpAq. ΄Εχουµε I

Ş

Ve “ H και άρα I ĎV Ae .
Επειδή το V Ae είναι κλειστό έχουµε I ĎV Ae . Συνεπώς το I είναι και γνήσιο.

Τέλος, αν I µεγιστικό ιδεώδες που δεν είναι κλειστό τότε το I είναι γνήσιο
ιδεώδες που το περιέχει αντικρούοντας την υπόθεση ότι το I είναι µεγιστικό.

Η παραπάνω πρόταση µας επιτρέπει να διατηρούµε την δοµή µιας αρχι-
κής άλγεβρας A όταν παίρνουµε το πηλίκο της A{M ως προς ένα µεγιστικό
ιδεώδες M . Για παράδειγµα, αν A Banach άλγεβρα, και I κλειστό τότε η
A{I είναι επίσης Banach άλγεβρα. Επίσης αν A C˚-άλγεβρα, και I κλειστό
ιδεώδες της, τότε το I είναι αυτοσυζυγές άρα και C˚-υπάλγεβρα, και η A{I
είναι C˚-άλγεβρα.

Πρόταση 2.7. ΄Εστω A µια αντιµεταθετική Banach άλγεβρα µε µονάδα και

M µεγιστικό ιδεώδες. Τότε η A{M είναι ισοµετρικά ισόµορφη µε το C.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι η A{M είναι division algebra, δηλαδή, οτι
κάθε µη-µηδενικό στοιχείο αντιστρέφεται. Παρατηρούµε πως η A{M δεν
περιέχει γνήσια ιδεώδη. Πράγµατι, αν I Ř A{M γνήσιο ιδεώδες της A, τότε
το N “ ta P A : ras P Iu ϑα ήταν γνήσιο ιδεώδες αφού για κάθε x P A
και a P N , rxas “ rxsras P I οπότε xa P N και ϑα υπάρχει y P A ώστε
rys R I ñ y R N . Επίσης, ϑα είχαµε και M Ř N . Πράγµατι, επειδή το
I είναι µη-τετριµµένο ϑα υπάρχει x P A µε rxs ‰ r0s και rxs P I, δηλαδή,
x `M P I. Επειδή rxs ‰ r0s έχουµε x R M όµως x `M P I οπότε x P N .
΄Αρα M Ř N το οποίο είναι άτοπο αφού το M είναι µεγιστικό.

Παίρνουµε ένα 0 ‰ a P A. Τότε το raspA{Mq είναι ιδεώδες της A{M
και από τα παραπάνω προκύπτει ότι raspA{Mq “ A{M . Συνεπώς, επειδή
res P A{M και raspA{Mq ιδεώδες, ϑα υπάρχει rbs P A{M µε rbsras “ res,
δηλαδή, το ras αντιστρέφεται.

Παρακάτω ϑα γίνει η απαραίτητη προετοιµασία για την παρουσίαση του
ϑεωρήµατος Gelfand–Naimark. ΄Εστω:

M :“
!

M ĎA |M µεγιστικό ιδεώδες
)
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και
Φ :“

!

φ : AÑ C | φ ‰ 0 οµοµορφισµός
)

Το Φ ονοµάζεται ϕορέας (ή και ϕάσµα) της A και τα στοιχεία του χαρακτήρες.
Το M ονοµάζεται χώρος των µεγιστικών ιδεωδών της A. Η παρακάτω πρόταση
µας δίνει την σύνδεση των δύο αυτών συνόλων.

Πρόταση 2.8. Υπάρχει µια ένα-προς-ένα και επί απεικόνιση από το M στο Φ.

Απόδειξη. α) ΄Εστω M P M. Από την Πρόταση 2.7 έχουµε ότι η A{M είναι
ισοµετρικά ισόµορφη µε το C. Θέτοντας φM :“ r.s ˝ τ : AÑ C µε

A A{M

C
φM

r.s

τ

ταυτίζουµε το M µε κάποιο φM P Φ. Επίσης, έχουµε ότι φ´1
M p0q “ M αφού

x PM ðñ rxs “ r0s και άρα φMpxq “ 0 ðñ x PM .
ϐ) ΄Εστω τώρα φ P Φ. Θα δείξουµε ότι ο φ´1p0q είναι µεγιστικό ιδεώδες. Αν

ψ P Φ µε φ´1p0qĎψ´1p0q, τότε a´ φpaqe P φ´1p0qĎψ´1p0q, για κάθε a P A,
οπότε και ψpa´ φpaqeq “ 0 ñ ψpaq “ φpaq και συνεπώς ψ “ φ.

Υποθέτουµε ότι το φ´1p0q δεν είναι µεγιστικό και άρα ϑα περιέχεται σε
κάποιο µεγιστικό ιδεώδες M . Ταυτίζοντάς το M µε τον αντίστοιχο οµοµορ-
ϕισµό φM , έχουµε φ´1p0q Ř φ´1

M p0q “ M και από τα παραπάνω φM “ φ, το
οποίο είναι άτοπο αφού φ´1p0q ŘM .

Τέλος, η απεικόνιση που αναζητούµε είναι η

Φ Q φÑ φ´1
p0q PM

η οποία είναι επί από το α) και 1-1 από το ότι φ´1p0q “ ψ´1p0q ñ φ “ ψ (ϐλ.
ϐ).

Ορισµός 2.4. ΄Εστω A Banach άλγεβρα µε µονάδα. Για κάθε a P A ορίζουµε

τον µετασχηµατισµό Gelfand pa του στοιχείου a ως:

pa : Φ Ñ C, papφq “ φpaq

Η απεικόνιση a Ñ pa καλείται απεικόνιση Gelfand. Επίσης εφοδιάζουµε τον

Φ, µε την τοπολογία Gelfand, που ορίζεται ως η ασθενέστερη τοπολογία που

κάνει τις συναρτήσεις pa : Φ Ñ C συνεχείς για κάθε a P A. ∆ηλαδή, µια ϐάση

της είναι σύνολα της µορφής

V G
pφ, a1, . . . , an, εq “ tψ P Φ : |paipφq ´ paipψq| ă ε, @i ď nu

9



Εύκολα ϕαίνεται πως η απεικόνιση Gelfand A Q a Ñ pa P CpΦq είναι
οµοµορφισµός ως προς την δοµή της άλγεβρας Banach. Πράγµατι, επειδή
τα στοιχεία του Φ είναι οµοµορφισµοί, έχουµε για κάθε φ P Φ:

xabpφq “ φpabq “ φpaqφpbq “ papφqpbpφq

Το Θεώρηµα Gelfand–Naimark επεκτείνει αυτήν την παρατήρηση και λέει
ότι µια αντιµεταθετική C˚-άλγεβρα µε µονάδαA είναι ισοµετρικά ˚-ισόµορφη
µε την C˚-άλγεβρα CpΦq, όπου Φ συµπαγής.

Πρόταση 2.9. ΄Εστω A αντιµεταθετική C˚-άλγεβρα και Φ ο ϕορέας της. Τότε

ισχύουν τα ακόλουθα:

iq σpaq “ tpapφq : φ P Φu
iiq |papφq| ď }a} και άρα }φ} ď 1.
iiiq Αν φ1 ‰ φ2 τότε υπάρχει a P A µε papφ1q ‰ papφ2q

ivq Ο Φ µε την τοπολογία Gelfand είναι συµπαγής χώρος Hausdorff.

Απόδειξη. iq σpaqĎ tpapφq : φ P Φu: ΄Εστω λ P σpaq. Τότε το λe ´ a δεν
αντιστρέφεται και συνεπώς το pλe ´ aqA είναι ένα γνήσιο ιδεώδες και άρα
ϑα περιέχεται σε κάποιο µεγιστικό ιδεώδες M . Από την παραπάνω πρόταση
(2.8), ϑα υπάρχει κάποιο φM P Φ µε M “ φ´1

M p0q. Συνεπώς, φMpλe ´ aq “
0 ñ λ “ φMpaq, από όπου έχουµε λ “ papφMq.
tpapφq : φ P ΦuĎσpaq: ΄Εστω λ R σpaq. Τότε το λe´a αντιστρέφεται και για

κάθε φ P Φ, το φpλe´ aq αντιστρέφεται στο C αφού ο φ είναι οµοµορφισµός.
Επειδή το C είναι division algebra έχουµε ότι για κάθε φ P Φ, φpλe ´ aq ‰
0 ñ λ ‰ φpaq και άρα λ ‰ papφq για κάθε φ P Φ. Συνεπώς, λ R tpapφq : φ P Φu,
από όπου προκύπτει το Ϲητούµενο.

iiq Από το piq και την Πρόταση 2.2, έχουµε |papφq| ď }a} για κάθε φ P Φ.
Για σταθεροποιηµένο φ P Φ, έχουµε |φpaq| “ |papφq| ď }a} οπότε }φ} ď 1
(διαιρώντας µε την νόρµα του a).

iiiq Αν φ1 ‰ φ2 ϑα υπάρχει a P A µε φ1paq ‰ φ2paq. ∆ηλαδή, papφ1q ‰

papφ2q.

ivq Hausdorff: ΄Εστω φ1 ‰ φ2. Από το piiq ϑα υπάρχει a P A µε φ1paq ‰
φ2paq και άρα δ :“ |φ1paq ´ φ2paq| ą 0. Θέτοντας ε :“ 1

2
δ και παίρνοντας τις

υποβασικές περιοχές των φ1 και φ2 αντιστοίχως :

V G
φ1
“ tφ P Φ : |φ1paq ´ φpaq| ă εu και V G

φ2
“ tφ P Φ : |φ2paq ´ φpaq| ă εu

έχουµε V G
φ1

Ş

V G
φ2
“ H. ΄Αρα η τοπολογία Gelfand είναι Hausdorff.
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Συµπάγεια: Από το piiq έχουµε ότι }φ} ď 1, για κάθε φ P Φ. Συνεπώς,
ΦĎBA˚p0, 1q. Επιπλέον, η τοπολογία Gelfand ταυτίζεται µε την ασθενή-
˚ τοπολογία στον Φ, αφού κατασκευάζονται µε ακριβώς τον ίδιο τρόπο και
κάνουν τις ίδιες συναρτήσεις συνεχείς (στον Φ). Από το Θεώρηµα Alaoglou
(Αʹ.5) έχουµε ότι η BA˚p0, 1q είναι ασθενώς-˚ συµπαγής και συνεπώς αρκεί
να δείξουµε πως ο Φ είναι ασθενώς-˚ κλειστό υποσύνολο της BA˚p0, 1q.

Αυτό προκύπτει παρατηρώντας πως ένα f P BA˚p0, 1q, ανήκει στον Φ αν
και µόνο αν ισχύει fpabq “ fpaqfpbq ñ fpabq ´ fpaqfpbq “ 0. ∆ηλαδή, αν
f P

Ş

pa,bqPAˆA Ker
!

h : g
h
ÝÑ gpabq ´ gpaqgpbq

)

. Συνεπώς,

Φ “
č

pa,bqPAˆA

Ker
!

h : g
h
ÝÑ gpabq ´ gpaqgpbq

)

το οποίο είναι κλειστό ως τοµή κλειστών και από την συνέχεια των αλγεβρικών
πράξεων.

Πρόταση 2.10. Αν A η Banach άλγεβρα που παράγεται από ένα στοιχείο a
και την µονάδα, τότε ο ϕορέας της Φ είναι οµοιοµορφικός µε το ϕάσµα του a,
σpaq.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι το µετασχηµατισµός Gelfand pa : Φ Ñ C είναι
οµοιοµορφισµός. Από την Πρόταση 2.9 piiiq, έχουµε ότι parΦs “ σpaq οπότε
ο pa είναι επί. Από τον ορισµό της τοπολογίας Gelfand είναι και συνεχής. Η
A ορίζεται ως :2

A “ cls
 

ppaq : p µιγαδικό πολυώνυµο
(

οπότε έχουµε:

papφ1q “ papφ1q ñ φ1paq “ φ2paq

φi οµοµορφ.
ùùùùùùùñ φ1pppaqq “ φ2pppaqq, για κάθε πολυώνυµο p

φi συνεχείς
ùùùùùùñ
ορισµός A

φ1pxq “ φ2pxq, για κάθε x P A

ñ φ1 “ φ2

Συνεπώς, ο pa είναι και 1-1. Τέλος, παίρνοντας ένα υποβασικό στον Φ, είναι
προφανές ότι ο pa είναι και ανοιχτή απεικόνιση, οπότε και ο αντίστροφος είναι
συνεχής και άρα ϑα είναι και οµοιοµορφισµός.

2Το σύµβολο cls σηµαίνει κλειστή γραµµική ϑήκη (closed linear span).
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Πρόταση 2.11. ΄Αν A η C˚-άλγεβρα που παράγεται από ένα στοιχείο a και

την µονάδα, τότε ο ϕορέας της Φ είναι οµοιοµορφικός µε το ϕάσµα του a,
σpaq.

Απόδειξη. Η απόδειξη είναι αντίστοιχη της περίπτωσης όπου η A είναι απλώς
Banach άλγεβρα (ϐλ. Πρόταση 2.10), δηλαδή ο µετασχηµατισµός Gelfand
είναι οµοιοµορφισµός. ΄Ολα τα ϐήµατα της απόδειξης είναι ίδια εκτός από το
ότι είναι 1-1. Εδώ ϑα πρέπει να συµπεριλάβουµε και την ενέλιξη. Συγκε-
κριµένα, η A έχει την µορφή

A “ cls
 

ppa, a˚q : p µιγαδικό πολυώνυµο δύο µεταβλητών
(

΄Εστω papφ1q “ papφ2q και ϑα δείξουµε πως και pa˚pφ1q “ pa˚pφ2q, οπότε ϑα
έχουµε πως ο pa είναι 1-1. Πράγµατι,

pa˚pφ1q “ φ1pa
˚
q “ pφ1paqq

˚

“ ppapφ1qq
˚
“ ppapφ2qq

˚

“ pa˚pφ2q

Παρατηρούµε πως από την µορφή µιας C˚-άλγεβρας που παράγεται από
ένα στοιχείο a και την µονάδα, ως

A “ cls
 

ppa, a˚q : p µιγαδικό πολυώνυµο δύο µεταβλητών
(

η A είναι αντιµεταθετική αν και µόνο αν το a αντιµετατίθεται µε το a˚. ∆η-
λαδή, αν και µόνο αν το a είναι ϕυσιολογικό (aa˚ “ a˚a).

Λήµµα 2.2. ΄Εστω A µια C˚-άλγεβρα και a P A ϕυσιολογικό. Αν rpaq “
supt|λ| : λ P σpaqu (ϕασµατική ακτίνα). Τότε }a} “ rpaq.

Ιδέα Απόδειξης. Η απόδειξη χρησιµοποιεί τον τύπο

rpaq “ lim
n
}an}1{n

την C˚ συνθήκη και τους ορισµούς των αυτοσυζυγών και ϕυσιολογικών στοι-
χείων.

Θεώρηµα 2.2 (Gelfand–Naimark για αντιµεταθετικές C˚-άλγεβρες µε µονά-
δα). ΄Εστω A µια αντιµεταθετική C˚-άλγεβρα µε µονάδα. Τότε η A είναι

ισοµετρικά, ˚-ισόµορφη µε την άλγεβρα CpΦq των συνεχών συναρτήσεων επί

ενός συµπαγόύς Hausdorff χώρου Φ.
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Απόδειξη. ΄Επειδη η A είναι αντιµεταθετική κάθε στοιχείο της είναι ϕυσιολο-
γικό, οπότε }a} “ }pa}. Πράγµατι, από το Λήµµα 2.2 έχουµε

}a} “ rpaq “ supσpaq “ supparΦs “ }pa}

Συνεπώς η απεικόνιση Gelfand είναι ισοµετρία. Από αυτό έχουµε πως το
pAĎCpΦq, είναι ένα πλήρες υποσύνολο, άρα και κλειστό. Θα εφαρµόσουµε
το Θεώρηµα Stone–Weierstrass (Αʹ.4), για να πάρουµε το pA “ CpΦq.

΄Εχουµε ότι Φ συµπαγής και ότι το pA διαχωρίζει τον Φ (Πρόταση 2.9, iv
και iii). Επίσης, 1 “ pe P pA και pa P pA ñ s

pa “ pa˚ P pA. Συνεπώς πληρούνται
οι προϋποθέσεις του Θεωρήµατος Stone–Weierstrass.

Το αντίστοιχο ϑεώρηµα για αντιµεταθετικές C˚-άλγεβρες χωρίς µονάδα,
ταυτίζει µια αντιµεταθετική C˚-άλγεβρα όχι µε κάποιον CpΦq µε Φ συµπαγή,
αλλά µε κάποιον C0pΦq µε Φ τοπικά συµπαγη.

Λήµµα 2.3. ΄Εστω X και Y τοπολογικοί χώροι και h : X Ñ Y οµοιοµορφι-

σµός. Τότε οι CpXq και CpY q είναι ισόµορφοι.

Ιδέα Απόδειξης. Εύκολα δείχνεται πως η απεικόνιση T : CpXq Ñ CpY q που
ορίζεται κατα σηµείο από το Tf pyq “ f ph´1pyqq είναι ισοµορφισµός αλγεβρών.

Θεώρηµα 2.3. ΄Εστω A µια C˚-άλγεβρα µε µονάδα και a P A, ϕυσιολογικό

(aa˚ “ a˚a). Τότε η C˚-υπάλγεβρα Apa,eq, που παράγεται από το a και την

µονάδα, είναι ισοµετρικά, ˚-ισόµορφη µε την άλγεβρα Cpσpaqq των συνεχών

συναρτήσεων επί του ϕάσµατος του a.

Απόδειξη. Επειδή το a είναι ϕυσιολογικό, η Apa,eq είναι αντιµεταθετική C˚-
άλγεβρα, οπότε εφαρµόζονται τα αποτελέσµατα της παραπάνω ενότητας. Αρ-
κεί να δείξουµε πως υπάρχει ένας ισοµετρικός ˚-ισοµορφισµός από το CpΦq
στο Cpσpaqq (ϐλ. παρακάτω διάγραµµα).

Apa,eq CpΦq

Cpσpaqq
xÑ fx

xÑ px

pxÑ fx

Από την Πρόταση 2.11 έχουµε ότι τα Φ και σpaq είναι οµοιοµορφικά,
οπότε από το Λήµµα 2.3 έχουµε οι CpΦq και Cpσpaqq είναι ισόµορφοι.
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Θεώρηµα 2.4 (Φασµατικής Απεικόνισης). ΄Εστω A C˚-άλγεβρα και a P A,

ϕυσιολογικό. Τότε : σ
`

fpaq
˘

“ f
`

σpaq
˘

:“
 

fpλq : λ P σpaq
(

, για κάθε

f : CÑ C συνεχή.

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα Φασµατικής απεικόνισης για πολυώνυµα και τον
συναρτησιακό λογισµό.

Von Neumann (W ˚) ΄Αλγεβρες

Οι Von Neumann άλγεβρες είναι άλγεβρες γραµµικών και ϕραγµένων τε-
λεστών επί χώρων Hilbert και υποκλάση των C˚-αλγεβρών. Συγκεκριµένα,
επιπλέον από το ότι είναι κλειστές στην τοπολογία της νόρµας, είναι κλειστές
και ως προς άλλες σηµαντικές τοπολογίες.

΄Οπως επισηµαίνει ο Averson, δεν είναι ιδιαίτερα παραγωγικό να ϐλέπου-
µε τις W ˚-άλγεβρες, απλά σαν C˚-άλγεβρες : ‘Ενώ είναι σύνηθες να ϐλέπου-
µε της C˚-άλγεβρες ως µη-αντιµεταθετικούς τοπολογικούς χώρους, ϑεωρούµε
τις W ˚-άλγεβρες ως µη-αντιµεταθετικούς χώρους µέτρου’ (Averson, 1976 σ.
221). Αυτή η αντίληψη προκύπτει απ΄ το ότι όλες οι αντιµεταθετικές C˚-
άλγεβρες είναι ισόµορφες µε τον C0pXq, για κάποιον pX, τq τοπικά συµπαγή,
ενώ οι αντιµεταθετικές W ˚-άλγεβρες είναι ισόµορφες µε τον L8pY, νq, για
κάποιον pY, νq σ-πεπερασµένου µέτρου. Η παραπάνω αντίληψη γίνεται εµ-
ϕανής εγκαταλείποντας την υπόθεση της αντιµεταθετικότητας.

Ορισµός 2.5. ΄Εστω H χώρος Hilbert και BpHq οι ϕραγµένοι τελεστές επί του

H. Ορίζουµε τρεις τοπολογίες στον BpHq, στις οποίες η σύγκλιση ενός δικτύου

pTiqiPI , σε ένα στοιχείο T P BpHq χαρακτηρίζεται ως εξής :

1. Στην Norm Topology στον BpHq ως:

Ti
}¨}op
ÝÝÑ T ðñ }Ti}op Ñ }T }op

2. Στην Strong Operator Topology (SOT) στον BpHq ως:

Ti
SOT
ÝÝÝÑ T ðñ Tiξ Ñ Tξ, @ξ P H

3. Στην Weak Operator Topology (WOT) στον BpHq ως:

Ti
WOT
ÝÝÝÑ T ðñ xTiξ, ηy Ñ xTξ, ηy, @ξ, η P H
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Παρατήρηση 2.1. Οι ϐασικές περιοχές των παραπάνω τοπολογιών, για T P
BpHq δίνονται από :

V SOT
pT, ξ1, . . . , ξn, εq “

 

S P BpHq : }pS ´ T qξi} ă ε, @i ď n
(

V WOT
pT, ξ1, . . . , ξn, ηi, . . . , ηm, εq “

 

S P BpHq : |xpT´Sqξi, ηjy| ă ε, @i ď n, j ď m
(

Πρόταση 2.12. Αν τ1 ă τ2 σηµαίνει ότι η τοπολογία τ1 είναι αθενέστερη της

τ2, τότε έχουµε :

WOT ă SOT ă Norm

και οι εγκλεισµοί είναι γνήσιοι στην απειροδιάστατη περίπτωση.

Απόδειξη. ι) WOT ă SOT: ΄Εστω V P WOT. Για F :“ BpHqr V συνεπάγεται
ότι, F “ F

WOT
.3 Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι F “ F

SOT
, δηλαδή ότι αν

pTλqλPΛĎF ένα συγκλίνον δίκτυο, µε Tλ
SOT
ÝÝÝÑ T0, τότε T0 P F . ΄Εχουµε:

Tλ
SOT
ÝÝÝÑ T0 ðñ }pTλ ´ T0qξ} Ñ 0, @ξ P H

Επειδή }ξ} “ supη‰0
|xξ,ηy|
}η}

, @ξ, η P H, έχουµε:4

|xpTλ ´ T0qξ, ηy|

}η}
ď sup

η‰0

|xpTλ ´ T0qξ, ηy|

}η}
“ }pTλ ´ T0qξ} Ñ 0

Από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι για κάθε ξ, η P H, xpTλ´T0qξ, ηy Ñ 0

και άρα Tλ
WOT
ÝÝÝÑ T0. Συνεπώς από υπόθεση έχουµε ότι T0 P F .

ιι) SOT ă Norm: Αντίστοιχα παίρνουµε ένα F κλειστό στην SOT και ϑα
δείξουµε ότι είναι κλειστό στην }¨}op-τοπολογία. ΄Εστω ένα δίκτυο pTλqλPΛĎF ,

µε Tλ
}¨}op
ÝÝÑ T0. Εφαρµόζοντας τους ορισµούς για κάθε η P H έχουµε:

›

›

›

›

pTλ ´ T0q
η

}η}

›

›

›

›

ď sup
}ξ}ď1

}pTλ ´ T0qξ} Ñ 0

Συνεπώς για κάθε η P H, }pTλ ´ T0qη} Ñ 0, και άρα Tλ
SOT
ÝÝÝÑ T0 P F .

3Η κλειστότητα (κλειστή ϑήκη) του F ως προς την WOT.
4Το αποτέλεσµα }ξ} “ supη‰0

|xξ,ηy|
}η} επαληθεύεται εύκολα µε την χρήση της ανισότητας

Cauchy–Schwarz–Bunyakovsky, για την µια κατεύθυνση, και ϑέτοντας η “ ξ για την άλλη.
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Με κάθε µια από τις παραπάνω τοπολογίες ο BpHq είναι τοπολογικός
γραµµικός χώρος, δηλαδή η πρόσθεση ` : BpHq ˆ BpHq Ñ BpHq και ο
ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός ¨ : Cˆ BpHq Ñ BpHq είναι συνεχείς. Ο πολλα-
πλασιασµός ¨ : BpHq ˆ BpHq Ñ BpHq µε pT, Sq Ñ TS δεν είναι συνεχής ως
πρός τις SOT και WOT. Οι πολλαπλασιασµοί (από δεξιά και αριστερά) µε ένα
στοιχείο είναι όµως συνεχείς και µε τις δύο τοπολογίες.

Λήµµα 2.4. Σταθεροποιούµε ένα T P BpHq. ΄Εστω RT : BpHq Ñ BpHq, µε

RT pSq “ ST και LT : BpHq Ñ BpHq, µε LT pSq “ TS. Τότε οι RT , LT είναι

WOT-συνεχείς.

Απόδειξη. Θα το δείξουµε µόνο για τον LT . ΄Εστω S0 P BpHq και ένα WOT-
υποβασικό US0 “ tS P BpHq : |xpS ´ S0qξ, ηy| ă εu. Τότε :

L´1
T rUS0s “ tS P BpHq : |xT pS ´ S0qξ, ηy| ă εu

“ tS P BpHq : |xpS ´ S0qξ, T
˚ηy| ă εu

“ tS P BpHq : |xpS ´ S0qξ, η̃y| ă εu

το οποίο είναι υποβασικό της WOT. Συνεπώς ο LT είναι WOT-συνεχής.

Τώρα µπορούµε να δώσουµε τον (‘αναλυτικό’) ορισµό των W ˚-αλγεβρών.

Ορισµός 2.6 (Von Neumann ΄Αλγεβρες). Μια ˚-υπάλγεβραMĎBpHq, µε µο-

νάδα, καλείται Von Neumann ΄Αλγεβρα αν είναι κλειστή στην WOT τοπολογία.

Προφανώς (ϐλ. Πρόταση 2.12) αν η M είναι κλειστή στην WOT είναι και
κλειστή στην SOT. Επίσης είναι κλειστή και στην τοπολογία της νόρµας και
άρα και C˚-άλγεβρα.

Το παρακάτω ϑεώρηµα του J. Von Neumann δίνει έναν (αντιδιαισθητι-
κό) χαρακτηρισµό των W ˚-αλγεβρών, ως προς τις καθαρά αλγεβρικές τους
ιδιότητες. Ορίζουµε για AĎBpHq τον µεταθέτη (commutator) του A ως:

A1 :“ tS P BpHq : TS “ ST, @T P Au

και συµβολίζουµε µε A2 :“ pA1q1 τον δεύτερο µεταθέτη του A.

Θεώρηµα 2.5 (Double Commutant Theorem του Von Neumann). ΄Εστω

MĎBpHq µια ˚-υπάλγεβρα µε µονάδα. Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

1. M “M2

2. Η M είναι WOT κλειστή
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3. Η M είναι SOT κλειστή

Απόδειξη. Το p2q ñ p3q έχει δεχθεί. Για το p1q ñ p2q, παρατηρούµε πως για
κάθε AĎBpHq,

A1 “
č

TPA

tS P BpHq : TS ´ ST “ 0u

οπότε για A “M1, έχουµε:

M2
“

č

TPM1

tS P BpHq : TS ´ ST “ 0u

Θα δείξουµε ότι το M2 είναι WOT-κλειστό, για το οποίο αρκεί να δείξουµε
ότι για κάθε T P M 1, το tS P BpHq : TS ´ ST “ 0u είναι WOT κλειστό.
Παρατηρούµε πως

tS P BpHq : TS ´ ST “ 0u “ F´1
T

`

t0u
˘

όπου FT : BpHq Ñ BpHq, µε FT pSq “ TS´ST . Από το Λήµµα 2.4 προκύπτει
ότι η FT είναι WOT-συνεχής και άρα επειδή το t0u είναι κλειστό και το
F´1
T

`

t0u
˘

ϑα είναι κλειστό. Συνεπώς M2 “M2
WOT

από όπου έχουµε p1q ñ
p2q.
p3q ñ p1q : Αυτή είναι η δύσκολη συνεπαγωγή. Αρκεί να δείξουµε ότι για

κάθε ˚-υπάλγεβρα MĎBpHq, η M είναι SOT-πυκνή στον M2. Θα δείξουµε
πρώτα πως αν T0 PM2, τότε κάθε SOT-υποβασικό που περιέχει το T0 τέµνει
την M. Θέτουµε για ε ą 0 και ξ P H:

USOT
“ tS P BpHq : }pS ´ T0qξ} ă εu

το οποίο είναι υποβασικό. Αναζητούµε, Q P M µε Q P USOT . ∆ηλαδή,
αρκεί να δείξουµε ότι T0ξ PMξ

}¨}
. Πράγµατι, αν T0ξ PMξ

}¨}
, τότε Θέτοντας

V pT0ξ, εq “ tη P H : }T0ξ ´ η} ă ε}u, έχουµε V pT0ξ, εq
Ş

Mξ ‰ H, οπότε
υπάρχει Q PM, µε }T0ξ ´Qξ} ă ε, δηλαδή Q P USOT .

΄Εστω W :“ Mξ
}¨}

, και PW : BpHq Ñ BpHq, η ορθή προβολή στο W .
Επειδή MW ĎW (M-αναλλοίωτο) και M “ M˚, έχουµε ότι και το WK

είναι M-αναλλοίωτο. Συνεπώς, PWM “MPW δηλαδή PW PM1.
Επειδή T0 PM2 έχουµε ότι,

W
ορ. PW
Q PW pT0ξq

PW PM1

“ T0pPW ξq
ξPW
“ T0ξ

συνεπώς T0ξ PMξ
}¨}

. Προφανώς αυτό δεν αρκεί για την SOT-πυκνότητα της
M στον M2, αφού σκοπός είναι να το δείξουµε για το τυχόν SOT-ϐασικό,

V SOT
“ tS P BpHq : }pS ´ T0qξi} ă ε, i “ 1, ..., nu
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Σταθεροποιούµε ένα τέτοιο ϐασικό. Το κόλπο είναι να πάρουµε n αντί-
γραφα του H, και να κατασκευάσουµε το ευθύ άθροισµα

‘nH “

#

η P
n
ź

i“1

H :
n
ÿ

i“1

}ηpiq}2 ă 8

+

Τότε η άλγεβρα M δρά στον ‘nH ως:

T pξ1, . . . , ξnq “ pTξ1, . . . , T ξnq, @T PM (˚)

Η σχέση (˚) ορίζει µια εµφύτευση της M στον Bp‘nHq,

BpHq ĚM ÞÝÑMpnqĎB p‘nHq

Επίσης, ο Bp‘nHq µπορεί να προσδιορισθεί ως η άλγεβρα Mn

`

BpHq
˘

των
n ˆ n πινάκων µε τιµές στο BpHq. Με αυτόν τον προσδιορισµό ο M1pnq
αντιστοιχεί σε εκείνους τους n ˆ n πίνακες µε τιµές στον M1 και έχουµε
επίσης pMpnqq2 “M2pnq.

Εφαρµόζοντας το επιχείρηµα που δώθηκε παραπάνω για το υποβασικό
USOT , στο ξ “ pξ1, . . . , ξnq P ‘nH, έχουµε ότι

T0pξ1, . . . , ξnq “ pT0ξ1, . . . , T0ξnq PMpnqpξ1, . . . , ξnq
}¨}

∆ηλαδή, για κάθε ε ą 0, υπάρχει Q PM, ώστε
n
ÿ

i“1

}Qξi ´ T0ξi}
2
ă ε2

οπότε και για κάθε i “ 1, . . . , n, }Qξi ´ T0ξi} ă ε. ΄Αρα Q P USOT και το
ϑεώρηµα αποδείχθηκε.

΄Αµεσο πόρισµα του παραπάνω ϑεωρήµατος είναι το ότι οι Von Neumann
΄Αλγεβρες ισούνται µε τον δεύτερο µεταθέτη τους.

Παραδείγµατα 2.3. 1. Ο BpHq είναι Von Neumann άλγεβρα. Πράγµατι

αν Ti
WOT
ÝÝÝÑ T0, ϑα δείξουµε ότι T0 P BpHq. Ο T0 είναι γραµµικός

τελεστής επειδή ο ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός και η πρόσθεση είναι

WOT-συνεχείς :

T0pλξ ` ηq “ WOT´ lim
i
Tipλξ ` ηq

“ λWOT´ lim
i
Tiξ ` WOT´ lim

i
Tiη

“ λT0ξ ` T0η
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Επίσης έχουµε, }Tiξ} ď Mi}ξ} για κάθε i P I. Οπότε Θέτοντας, M “

supitMiu, έχουµε :

}T0ξ} “ lim
i
}Tiξ} ďM}ξ}

οπότε T0 P BpHq.

2. Αν pΩ,Σ, µq χώρος πεπερασµένου µέτρου, τότε οL8pΩ,Σ, µq –MĎBpL2q

όπου

M :“
 

Mg : L2
pΩ,Σ, µq Ñ L2

pΩ,Σ, µq |Mgpfq “ gf, @g P L8pΩ,Σ, µq
(

είναι Von Neumann άλγεβρα. Από τον ορισµό της M έχουµε ότι ο

L8pΩ,Σ, µq είναι ισόµορφος µε την M. Θα δείξουµε ότι M “ M1
,

οπότε και M “ M2
. ΄Εχουµε MĎM1

. Θα δείξουµε M1ĎM. ΄Εστω

0 ‰ T P M1
και f “ T1 P L2

. ∆είχνουµε ότι f P L8 και συγκεκρι-

µένα ότι }f}8 ď }T }op. Αν όχι, τότε υπάρχει Y ĎΩ ώστε µpY q ą 0 και

|f | ą }T }op στο Y . Θέτουµε

gpxq “

#

1{fpxq, x P Y

0, x R Y

Τότε g P L8 αφού |g| ă 1{}T }op. Επίσης

}g}22 “

ż

|g|2dµ “

ż

Y

|g|2dµ ď
µpY q

}T }2op
(*)

Επειδή T PM1
έχουµε

Tg “ Tg1 “ gT1 “ gf (**)

Επίσης παρατηρούµε πως η gf “ χY . Οπότε :

µpY q “ }gf}22
p˚˚q
“ }Tg}22 ď }T }

2
op}g}

2
2 (***)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (*) και (***) προκύπτει ότι µpY q ă µpY q, πράγµα

άτοπο. Συνεπώς, f P L8 µε }f}8 ď }T }op. Επίσης, από την (**) έχουµε

ότι Tg “ gf για κάθε g P L8. Επειδή, ο L8 είναι πυκνός στον L2
και

ο πολλαπλασιαµός µε f καθώς και ο T είναι συνεχείς έχουµε Tg “ gf
για κάθε g P L2

, δηλαδή T PM.
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Το Παράδειγµα 2 δείχνει ότι ο L8 ενός χώρου (πεπερασµένου) µέτρου
είναι αντιµεταθετική Von-Neumann άλγεβρα. Παρατείθετεται χωρίς αποδειξη
και µια µορφή του αντίστροφου:

Πρόταση 2.13. ΄Εστω H διαχωρίσιµος χώρος Hilbert και MĎBpHq µια

αντιµεταθετική Von-Neumann άλγεβρα. Τότε η M είναι ˚-ισόµορφη µε τον

L8pX,µq για κατάλληλο pX,µq χώρο σ-πεπερασµένου µέτρου.

Απόδειξη. Θεώρηµα 4.4.4 στον Murphy (1990, σ. 136)

Καταστάσεις µιας C˚-άλγεβρας

Οι καταστάσεις στην ϑεωρία C˚-αλγεβρών, είναι συναρτησιακά από µια C˚-
άλγεβρα στο C. Ο όρος κατάσταση (state) δεν είναι τυχαίος, καθώς οι κα-
ταστάσεις χρησιµοποιούνται στον C˚-αλγεβρικό ϕορµαλισµό της Κβαντικής
Φυσικής για να προσδιορίσουν την ‘κατάσταση’ ενός συστήµατος, δηλαδή
την αναµενόµενη (µέση) τιµή κάθε ϕυσικής µεταβλητής που περιγράφει το
σύστηµα.

Αν πάρουµε έναν µετρήσιµο χώρο pΩ,Σq, που περιγράφει την `γνώση΄ µας
για ένα ϕυσικό σύστηµα, τότε τα πιθανά πειράµατα που µπορούµε να πραγ-
µατοποιήσουµε, περιγράφονται από Σ-µετρήσιµες συναρτήσεις f : Ω Ñ C.
Κάθε ένα µέτρο πιθανότητας µ ορισµένο κατάλληλα στον pΩ,Σq, προσδιο-
ϱίζει τις αναµενόµενες τιµές των πειραµάτων—παίρνοντας ολοκλήρωµα ως
προς αυτό, και άρα των λογικών προτάσεων που ο εκάστοτε ϕορµαλισµός
επιτρέπει—µέσω συνδυασµών χαρακτηριστικών συναρτήσεων, των συνόλων
που αντιπροσωπεύουν τις λογικές προτάσεις.

Στην κλασική αυτή περίπτωση, η κατάσταση προσδιορίζεται πλήρως από
κάποιο µέτρο και έτσι µπορούµε να καταλάβουµε ποιοτικά την ϕυσική της
σηµασία.

Επιπλέον, στον ϕορµαλισµό τις Κβαντικής Μηχανικής µέσω χώρων Hilbert,
οι (pure) καταστάσεις ενός συστήµατος περιγράφονται από µοναδιαία διανύ-
σµατα }ξ} “ 1 του χώρου Hilbert H. Εκεί τα πειράµατα περιγράφονται από
Αυτοσυζυγείς τελεστές και κυρίως στον BpHq. Τότε η αναµενόµενη τιµή ενός
T P BpHq στην κατάσταση ξ, δίνεται από το xTξ, ξy, από όπου ϕαίνεται και
η απαίτηση να είναι }ξ} “ 1, αφού ο ταυτοτικός τελεστής 1, δηλαδή το ‘να
συµβεί κάτι’ (ταυτολογία) ϑα πρέπει να είναι ϐέβαιο, x1ξ, ξy “ }ξ}2 “ 1. Οι
λογικές προτάσεις στον ϕορµαλισµό αυτόν περιγράφονται από ορθογώνιες
προβολές επί του H, που είναι σε 1-1 και επί αντιστοιχία µε κλειστούς υ-
ποχώρους του H και οι οποίες γενικέυουν τις χαρακτηριστικές συναρτήσεις.
Παρ΄ όλα αυτά η ‘Λογική’ που προκύπτει από αυτήν την αντιστοίχιση είναι
πολύ διαφορετική από την κλασική, συνολοθεωρητική λογική που συνδέεται
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µε τις χαρακτηριστικές σε έναν χώρο µέτρου. ΄Ενας κλάδος που µελετάει τα
παραπάνω είναι η Κβαντική Λογική.

Οι καταστάσεις C˚-αλγεβρών γενικέυουν κατάλληλα την παραπάνω ιδέα
και κατ΄ επέκταση είναι απαραίτητες στην µελέτη µη-αντιµεταθετικών χώρων
πιθανότητας.

Ορισµός 2.7. ΄Εστω A µια C˚-άλγεβρα και φ : AÑ C ένα γραµµικό συναρ-

τησιακό.

ι) Το φ καλείται ϑετικό αν φpa˚aq ě 0, για κάθε a P A.

ιι) ΄Ενα ϑετικό, γραµµικό συναρτησιακό φ, καλείται κατάσταση αν }φ} “ 1.

Παράδειγµα 2.1. ΄Εστω X συµπαγής χώρος και CpXq η C˚-άλγεβρα των

συνεχών συναρτήσεων επί του X. Τότε τα ϑετικά, γραµµικά συναρτησιακά

επί της CpXq αντιστοιχούν στα ϑετικά µέτρα επί του X και οι καταστάσεις της

CpXq, στα µέτρα πιθανότητας επί του X.

Πράγµατι, από το Θεώρηµα Riesz, Markov, Kakutani (Αʹ.1), έχουµε ότι για

κάθε ϑετικό, γραµµικό συναρτησιακό στον CpXq,5 έστω φ, υπάρχει σ-άλγεβρα

Σφ στον X και (ϑετικό) µέτρο µφ επί της Σφ ώστε :

φpfq “

ż

X

fdµφ

Τώρα αν φ κατάσταση ϑα αποδείξουµε στην Πρόταση 2.15 παρακάτω, πως

}φ} “ φpeq. Συνεπώς η απαίτηση }φ} “ 1 για µια κατάσταση µεταφράζεται ως :

1 “ }φ} “ φp1q “

ż

X

1dµφ “ µφpXq

και συνεπώς το µφ είναι µέτρο πιθανότητας.

Πρόταση 2.14. Αν φ : AÑ C κατάσταση τότε φpa˚q “ Ěφpaq, για κάθε a P A.

Απόδειξη. ΄Εστω a P A. Τότε γράφουµε κατα µοναδικό τρόπο a “ x ` iy
όπου x,y P A αυτοσυζυγή. Οπότε a˚ “ x ´ iy και από την γραµµικότητα
έχουµε

Ěφpaq “ Ğφpxq ` iφpyq “ φpxq ´ iφpyq “ φpx´ iyq “ φpa˚q

5 ΄Εχουµε υποθέσει τον X να είναι συµπαγής και όχι απλώς τοπικά συµπαγής.
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Ενώ οι καταστάσεις δεν έχουν ορισθεί να είναι και συνεχείς, η παρακάτω
πρόταση µας δίνει το ότι η ϑετικότητα και η γραµµικότητα εξασφαλίζουν τη
συνέχεια.

Πρόταση 2.15. ΄Εστω φ ένα ϑετικό, γραµµικό συναρτησιακό επί µιας C˚-
άλγεβρας A. Τότε το φ είναι συνεχές µε }φ} “ φpeq.

Πρωτού αποδειχθεί η παραπάνω προταση χρειάζονται ορισµένα λήµµατα.

Λήµµα 2.5. ΄Εστω φ ϑετικό γραµµικό συναρτησιακό επί µιας C˚-άλγεβρας A.

Τότε, για κάθε a,b P A ισχύει ότι :

|φpaq|2 ď φpeqφpa˚aq

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι |φpb˚aq|2 ď φpa˚aqφpb˚bq. Από αυτό το Ϲητού-
µενο προκύπτει Θέτοντας b “ e. Για λ P C, από την γραµµικότητα και
ϑετικότητα του φ έχουµε:

φ
`

pλa` bq˚pλa` bq
˘

“ |λ|2φpa˚aq ` λφpb˚aq ` sλφpa˚bq ` φpb˚bq ě 0

Για λ “ ke´iθ, µε θ “ arg φpb˚aq και k P R έχουµε (εφαρµόζοντας τις
ιδιότητες του τύπου του Euler):

k2φpa˚aq ` 2k|φpb˚aq| ` φpb˚bq ě 0 @k P R

Συνεπώς η διακρίνουσα του τρίωνύµου πρεπει να είναι αρνητική:

4|φpb˚aq|2 ´ 4φpa˚aqφpb˚bq ď 0 ñ |φpb˚aq|2 ď φpa˚aqφpb˚bq

Λήµµα 2.6. ΄Εστω A µια C˚-άλγεβρα και a P A αυτοσυζυγές, µε σpaqĎR`.
Τότε υπάρχει µοναδικό x P A ώστε x αυτοσυζυγές, σpxqĎR` και x2 “ a. Το

x καλείται ‘τετραγωνική ϱίζα’ του a και µπορεί να συµβολιστεί ως a1{2
.

Απόδειξη. ΄Εστω Apa,eq η C˚-άλγεβρα που παράγεται από το a και την µονάδα
η οποία είναι προφανώς ανιτµεταθετική αφού το a είναι αυτοσυζυγές. Από το
Θεώρηµα 2.3 έχουµε ότι υπάρχει ένας ισοµετρικός ˚-ισοµορφισµός µεταξύ
του Cpσpaqq και της Apa,eq:

ζ : Cpσpaqq Ñ Apa,eq, f ÞÑ ζpfq

και ισχύει ότι ζ´1paqptq “ t, για κάθε t P σpaq, δηλαδή το a ταυτίζεται µε την
ταυτοτική συνάρτηση.
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Επειδή το σpaqĎR` η ταυτοτική συνάρτηση πάνω σε αυτό ϑα είναι ϑετική,
οπότε η g : σpaq Ñ RĎC, µε gptq “ t1{2 είναι καλώς ορισµένη, µοναδική και
ισχύει pgptqq2 “ pt1{2q2 “ t για κάθε t P σpaq, οπότε g2 “ ζ´1paq. Συνεπώς
έχουµε:

a “ ζpζ´1
paqq “ ζpg2

q
ισοµορφ.
“ ζpgq2

Οπότε Θέτοντας, x “ ζpgq P Apa,eqĎA, έχουµε x2 “ a. Επιπλέον, από το
Θεώρηµα Φασµατικής Απεικόνισης (2.4) έχουµε:

σpxq “ σpa1{2
q

Θ.Φ.Α.
“ pσpaqq1{2 :“ tλ1{2 : λ P σpaquĎR`

αφού σpaqĎR`. Το ότι το x είναι αυτοσυζυγές προκύπτει από το ότι η
g : σpaq Ñ R είναι πραγµατική συνάρτηση και άρα g˚ptq “ Ěgptq “ gptq ñ g “
g˚. Επειδή ο ζ είναι ˚-ισοµορφισµός έχουµε x “ ζpgq “ ζpg˚q “ ζpgq˚ “ x˚.

Τέλος, η µοναδικότητα του x. ΄Εστω ότι υπάρχει z P Apa,eq µε τις ι-
διότητες της τετραγωνικής ϱίζας. Το z ϑα αντιµετατίθεται µε το a και άρα
Apa,eqĎApa,z,eq η οποία είναι αντιµεταθετική. Χρησιµοποιώντας την απεικό-
νιση Gelfand έχουµε

px2
“ pa “ pz2

και επειδή η απεικόνιση Gelfand είναι 1-1, έχουµε x “ z.

Απόδειξη Πρότασης 2.15. ΄Εστω a P A αυτοσυζυγές µε }a} ď 1. Τότε το
σpaqĎ r´1, 1s και από το Θεώρηµα Φασµατικής Απεικόνισης το σpe´aqĎ r0, 2s.
΄Αρα από το Λήµµα 2.6 έχουµε ότι υπάρχει x P A αυτοσυζυγές µε x2 “ e´a.
Από την γραµµικότητα και ϑετικότητα του φ και το x˚x “ x2, έχουµε

φpe´ aq “ φpx˚xq ě 0 ñ φpaq ď φpeq

οπότε για a “ b˚b
}b˚b}

έχουµε

φpb˚bq ď φpeq}b˚b}

Επίσης εφαρµόζοντας το Λήµµα 2.5 για το b παίρνουµε

|φpbq|2 ď φpeqφpb˚bq

Συνδυάζοντας τις δύο ανισότητες και εφαρµόζοντας την C˚ συνθήκη, έχουµε

|φpbq|2 ď φpeq2}b}2 ñ |φpbq| ď φpeq}b}

΄Αρα η φ είναι συνεχής µε }φ} ď φpeq. ΄Οµως }e} “ 1 οπότε φpeq “ |φpeq| ď
}φ}. Συνεπώς. }φ} “ φpeq.
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Για µια δεδοµένη C˚-άλγεβρα A µπορεί να ορισθεί ο χώρος καταστάσε-
ων (state-space) S της A ως:

S :“
 

φ : AÑ C | φ κατάσταση
(

Αν η φ δεν γράφεται ως κυρτός συνδυασµός φ “ tω1`p1´tqω2 για ωi P S,
ϑα καλείται pure.

Πρόταση 2.16. Το S αποτελείται από w˚-όρια κυρτών συνδυασµών από pure

καταστάσεις.

Απόδειξη. Αρχικά, το S είναι κυρτό σύνολο. Πράγµατι, έστω φ, ψ P S και
t P r0, 1s. Τότε προφανώς το ω :“ tφ` p1´ tqψ είναι γραµµικό και ϑετικό :

`

tφ` p1´ tqψ
˘

pa˚aq “ tφpa˚aq ` p1´ tqψpa˚aq ě 0

Επίσης, από την Πρόταση 2.15 έχουµε

}ω} “ ωpeq “ tφpeq ` p1´ tqψpeq “ 1

οπότε ω P S. Παρατηρούµε πως οι pure καταστάσεις είναι ακριβώς τα ex-
treme σηµεία EpSqĎS. Επίσης, S ĎBA˚ είναι w˚-κλειστό υποσύνολο της
µοναδιαίας µπάλας στον A˚. Πράγµατι, έστω pφλqλĎS µε φλ

w˚
ÝÝÑ φ0. ΄Εχου-

µε :

pxpφλq Ñ pxpφ0q, @x P A ðñ

φλpxq Ñ φ0pxq, @x P A

όπου x Ñ px η κανονική εµφύτευση. Οπότε και για y P ta˚a, eu, φλpyq Ñ
φ0pyq από όπου προκύπτει ότι φ0 P S. Από το Θεώρηµα Alaoglou (Αʹ.5) έχου-
µε ότι το S είναι w˚-συµπαγές, ως κλειστό υποσύνολο συµπαγούς. Συνεπώς
εφαρµόζουµε το Θεώρηµα Krein–Milman (Αʹ.6) για να πάρουµε:

S “ scow
˚`EpSq

˘

Οι καταστάσεις που δεν είναι pure ονοµάζονται mixed.
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GNS Construction

Θα περιγραφεί χωρίς απόδειξη ένα σηµαντικό αποτέλεσµα γνωστό ως Θεώ-
ϱηµα Gelfand–Naimark–Segal και χρησιµοποιεί µια κατασκευή γνωστή ως
GNS Construction. Είδαµε παραπάνω πως ο BpHq πληροί τον αξιωµατικό
χαρακτηρισµό των C˚-αλγεβρών. Το ϑεώρηµα Gelfand–Naimark–Segal δίνει
και κάτι αντίστροφο, δηλαδή ότι κάθε C˚-άλγεβρα µπορει να ‘αναπαραστεί’
ως άλγεβρα τελεστών επί ενός χώρου Hilbert.

Θεώρηµα 2.6 (GNS Construction). Για κάθε κατάσταση φ µιας C˚-άλγεβρας

A υπάρχει µια αναπαράσταση pπφ,Hφq µε

φpaq “ xπφpaqξ, ξy

όπου ξ P Hf µοναδιαίο.

Θεώρηµα 2.7 (Gelfand–Naimark–Segal). ΚάθεC˚-άλγεβρα είναι ισοµετρικά,

˚-ισόµορφη µε µία κλειστή ˚-υπάλγεβρα ϕραγµένων τελεστών επί ενός χώρου

Hilbert.
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3 Μη-Αντιµεταθετικοί Χώροι Πιθανότητας

3.1 Η Σηµασία της Μη-Αντιµεταθετικότητας
στην Κβαντική Φυσική

Η µη-αντιµεταθετικότητα σαν έννοια έχει ως `φυσικό΄ έναυσµα την Κβαντική
Μηχάνικη στην οποία υπάρχουν ϕυσικές ποσότητες οι οποίες δεν δύναται να
µετρηθούν ταυτόχρονα, µε συνέπεια οι τελεστές στους οποίους αντιστοιχούν,
να µην αντιµετατίθονται.

Παρακάτω ϑα δούµε πως η απλούστερη Von Neumann άλγεβρα των 2ˆ 2
µιγαδικών πινάκων µπορεί να περιγράψει την κβαντική ϱίψη νοµίσµατος.

΄Εστω M2 :“
 

paijqi,j : aij P C και i, j P t1, 2u
(

, η οποία είναι Von
Neumann άλγεβρα επειδή όλες οι τοπολογίες που κάνουν έναν γραµµικό
χώρο, τοπολογικό γραµµικό χώρο ταυτίζονται σε χώρους πεπερασµένης διά-
στασης, οπότε ĚM2

}¨}
“ ĚM2

WOT και οι γραµµικοί τελεστές είναι αυτοµάτως
και ϕραγµένοι, οπότε M2ĎBpC2q. Η ενέλιξη ορίζεται µε ϕυσικό τρόπο ως:

A “ paijqi,j ÞÝÑ A˚ “ pĎajiqi,j

Ορίζουµε την ‘∆ίκαιη Κβαντική Ρίψη Νοµίσµατος’ να είναι το Ϲεύγος
`

M2,
1
2
tr
˘

(µη-αντιµεταθετικός χώρος πιθανότητας). Οι λογικές προτάσεις (events) σε
αυτόν τον χώρο αντιστοιχούν στις (ορθογώνιες) προβολές E (ϐλ. Ενότητα 2).

Η συνθήκη E “ E˚ αναγκάζει τις E να έχουν δύο πραγµατικές ιδιοτιµές,
και επειδή E “ E2 έχουµε τρείς περιπτώσεις :

(0) Και οι δύο είναι 0, δηλ. E “ 0

(1) Μια είναι 0, και η άλλη 1

(2) Και οι δύο είναι 1, δηλ. E “ 1

Συνεπώς µόνο στην περίπτωση (1) είναι µη-τετριµµένη. Σε αυτήν την
περίπτωση, η E ικανοποιεί :

tr E “ 0` 1 “ 1 και det E “ 0 ¨ 1 “ 0

Από το E “ E˚, µπορούµε να γράψουµε:

E “
1

2

ˆ

1` z x´ iy
x` iy 1´ z

˙

Επίσης :

det E “ 0 ñ
1

4

´

p1´ z2
q ´ px2

` y2
q

¯

“ 0 ñ x2
` y2

` z2
“ 1
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και άρα παραµετροποιούµε τις (µη-τετριµµένες) προβολές µε διανύσµατα
στην µοναδιαία σφαίρα S2ĎR3.

Συµβολίζοντας, για a “ pa1, a2, a3q P R3

θpaq “

ˆ

a3 a1 ´ ia2

a1 ` ia2 ´a3

˙

και έχουµε επίσης
θpaqθpbq “ xa, by ¨ 1` iθpaˆ bq

Οπότε για }a} “ 1 γράφουµε

Epaq “
1

2

´

1` θpaq
¯

Αντίστοιχα, για τις καταστάσεις προκύπτει :

φpAq “ tr ρA όπου ρ “ ρpbq “
1

2

´

1` θpbq
¯

, }b} ď 1

Συνοψίζοντας, έχουµε ότι η πιθανότητα του Epaq στην κατάσταση ρpbq
είναι :

tr
´

ρpbqEpaq
¯

“
1

2

´

1` xa, by
¯

∆ύο προτασες Epaq, Epa1q είναι συµβατές, αν και µόνο αν a “ ˘a1. Τέλος,

Epaq ` Ep´aq “ 1 και EpaqEp´aq “ 0

Η ερµηνεία είναι η ακόλουθη: η κατανοµή της κβαντικής ϱίψης νοµί-
σµατος δίνεται από ένα διάνυσµα b P S2. Για κάθε a P S2, ακριβώς ένα από
τα Epaq, Ep´aq συµβαίνει, το καθένα µε πιθανότητα 1

2

´

1 ` xa, by
¯

, δηλαδή
έχουµε ένα ‘κλασικό νόµισµα’ για κάθε κατεύθυνση στον R3 και οι ϱίψεις
σε διαφορετικές κατευθύνσεις δεν είναι συµβατές (επειδή b ˆ a “ ´pa ˆ bq).
Τέλος, σηµειώνεται ότι η κβαντική ϱίψη νοµίσµατος εµφανίζεται στην ϕύση,
ως η κατεύθυνση του spin ενός σωµατιδίου µε ολικό spin 1/2.

Από τα παραπάνω, δεν γίνεται εµφανής η αναγκαιότητα για µη-αντιµεταθετι-
κούς χώρους πιθανότητας. Για να δούµε γιατί δεν αρκεί η κλασική ϑεωρία
πιθανοτήτων ϑα περιγράψουµε το πείραµα του A. Aspect που πραγµατο-
ποιήθηκε το 1982 στο Orsay κοντά στο Παρίσι, όπως αυτό αναφέρεται στον
Maassen (2003).
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Σχήµα 1: Το πείραµα του Aspect.

Στο πείραµα, µια κατασκευή πα-
ϱάγει Ϲεύγη από ϕωτόνια, εξιτάρον-
τας ένα άτοµο ασβεστίου. Τα ϕωτό-
νια εκτοξεύονται σε αντίθετες κατευ-
ϑύνσεις. ΄Εστω ότι στα ‘αριστερά’ και
‘δεξιά’ µετριέται η πόλωση (polariza-
tion) µέσω δυο ϕίλτρων. ΄Οταν τα
ϕίλτρα δεξιά και αριστερά, κάνουν
γωνίες α και β, αντίστοιχα, µε την
κάθετη κατεύθυνση (ϐλ. διάγραµ-
µα), διαπιστώνεται πειραµατικά πως
η πιθανότητα για τα δυο ϕωτόνια του
ίδιου Ϲεύγους να περάσουν απ΄ τα
δύο ϕίλτρα είναι 1

2
sin2pα ´ βq. ∆ηλαδή, όταν α “ β, κανένα Ϲεύγος δεν

περνάει, ενώ όταν είναι σε ορθές γωνίες µεταξύ τους (α´ β “ π{2) τότε τα µι-
σά Ϲεύγη περνάνε. Παρακάτω, ϑα περιγραφεί η στοχαστική προτυποποίηση
του πειράµατος.

Σε έναν ‘χώρο πιθανότητας’ pA, φq όπου A µια άλγεβρα τυχαίων µεταβλη-
τών και φ : AÑ C µε φpXq “ ErXs η µέση τιµή τουX ως προς κάποιο ‘µέτρο
πιθανότητας,’6 ορίζουµε για κάθε γωνίες pα, βq ένα Ϲεύγος από προτάσεις,

Lpα, βq και Rpα, βq

όπου το Lpα, βq “ ‘µε την ϱύθµιση pα, βq το ϕωτόνιο στα αριστερά περνάει
από το ϕίλτρο στα αριστερά.’ Αντίστοιχα, για τα δεξιά και το Rpα, βq.7 Επειδή
µετριούνται ταυτοχρόνως, τα Rpα, βq και Lpα, βq πρέπει να είναι συµβατά.

Θα καλούµε το πείραµα τοπικό (local) αν

Lpα, βq “ Lpαq και Rpα, βq “ Rpβq

δηλαδή αν το Lpα, βq δεν εξαρτάται από το β και αντίστροφα. Το πείραµα ϑα
καλείται κλασικό, αν τα L και R αντιµετατίθονται.

Τέλος, απαιτούµε να έχουν πιθανότητα 1
2
, και η πιθανότητα να περάσουν

και τα δύο είναι :

φ
´

Rpα, βqLpα, βq
¯

“
1

2
sin2

pα ´ βq (*)

6Αν η A είναι µη-αντιµεταθετική, τότε δεν µπορούµε να κάνουµε λόγο για κάποιον χώρο
µέτρου στο παρασκήνιο, γι΄ αυτό και τα εισαγωγικά γύρω από τους παραπάνω όρους.

7Ειδικότερα, εάν µπορούσαµε να µιλήσουµε για έναν κλασικό χώρο πιθανότητας, τα R
και L ϑα ήταν χαρακτηριστικές των συνόλων µιας σ-άλγεβρας που εκφράζουν τις παραπάνω
προτάσεις.

28



Πρόταση 3.1. ∆εν υπάρχει κλασικό, τοπικό πρότυπο για το πείραµα του As-

pect.

Απόδειξη. Ξεκινάµε µε ένα λήµµα, γνωστό ως Ανισότητα του Bell.

Λήµµα 3.1. ΄ΕστωP1, P2, Q1, Q2 κλασικές τυχαίες µεταβλητές πάνω στο pΩ,Σ,Pq
µε τιµές στο t0, 1u (δηλ. χαρακτηριστικές µετρήσιµων). Τότε,

PpP1 “ Q1q ď PpP1 “ Q2q ` PpP2 “ Q2q ` PpP2 “ Q1q

Απόδειξη. Για κάθε ω P Ω, επειδή Pipωq, Qipωq P t0, 1u έχουµε

P1pωq “ Q1pωq ñ P1pωq “ Q2pωq είτε P2pωq “ Q2pωq είτε P2pωq “ Q1pωq

rP1 “ Q1s Ď rP1 “ Q2s Y rP2 “ Q2s Y rP2 “ Q1s

(στην σ-άλγεβρα)
PpP1 “ Q1q ď PpP1 “ Q2q`PpP2 “ Q2q ` PpP2 “ Q1q

(υποπροσθετικότητα)

΄Εστω τωρα πως υπάρχει ένα τοπικό κλασικό πρότυπο pA, φq για το πείραµα,
µε προτάσεις Lpαq και Rpβq, α, β P r0, πq που ικανοποιούν το φpLpαqq “
φpRpβqq “ 1

2
και την (*). Από την Πρόταση 2.13, µπορούµε να αναπαραστή-

σουµε την A ως κάποιον L8, (αφού είναι αντιµεταθετική) και τις Lpαq και
Rpβq ως χαρακτηριστικές συνόλων.

Επειδή,

P
´

Lpαq “ Rpβq “ 0
¯

“
1

2
´P

´

Lpαq “ 1 και Rpβq “ 0
¯

“ P
´

Lpαq “ Rpβq “ 1
¯

έχουµε:

P
´

Lpαq “ Rpβq
¯

“ P
´

Lpαq “ Rpβq “ 0
¯

`P
´

Lpαq “ Rpβq “ 1
¯

“ sin2
pα´βq

Από το παραπάνω Λήµµα, για γωνίες α1, α2 για αριστερά και β1, β2 στα
δεξιά, έχουµε:

sin2
pα1 ´ β1q ď sin2

pα1 ´ β2q ` sin2
pα2 ´ β2q ` sin2

pα2 ´ β1q

Η παραπάνω ανισότητα παραβιάζεται για α1 “ 0, α2 “
2
3
π, β1 “ π, β2 “

1
3
π

p1 ď 1
4
` 1

4
` 1

4
q, το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη.
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∆ηλαδή, η κλασική ϑεωρία πιθανοτήτων δεν µπορεί να περιγράψει το
πείραµα του Aspect, εκτός αν δεν είναι τοπικό. Εαν δηλαδή η ϱύθµιση στο
ένα ϕίλτρο επηρεάζει τα ϕωτόνια που περνούν από το άλλο. Για παράδειγµα
το πρότυπο Ω “ r0, 1s µε την Borel σ-άλγεβρα, και το µέτρο Lebesgue και :

Rpα, βq “ χr 1
2
,1s και Lpα, βq “ χr 1

2
sin2pα´βq, 1

2
p1`sin2pα´βqs

Το Ϲήτηµα της ‘τοπικότητας’ (locality) χρησιµοποιήθηκε και από τους Ein-
stein, Podolsky, Rosen (1935), για την υπόθεση πως η Κβαντική Μηχανική
πρέπει να είναι ατελεής και να είναι αναγκαίες συµπληρωµατικές (‘κρυµ-
µένες’) µεταβλητές, που να εξηγούν τις στοχαστικές συσχετίσεις µεταξύ των
παρατηρήσεων (Bell, 1964). ΄Οµως, η ανισότητα του Bell και γενικότερα η
ανάλυση στον Bell (1964), απορρίπτει αυτήν την ιδέα.

Θέτουµε :

F pαq “

ˆ

cos2 α cosα sinα
cosα sinα sin2 α

˙

(**)

η οποία είναι η µονοδιάστατη προβολή στην ευθεία στον C2 µε πραγµατική
κλίση tanα, α P r0, πq.

Πρόταση 3.2. Υπάρχει τοπικό, κβαντικό πρότυπο για το πείραµα.

Απόδειξη. ΄Εστω A “M2 bM2 και φpAq “ Tr pρAq όπου:

ρ “
1

2

¨

˚

˚

˝

0 0 0 0
0 1 ´1 0
0 ´1 1 0
0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

Το b συµβολίζει το τανυστικό γινόµενο, που στην περίπτωση των 2 ˆ 2 πι-
νάκων είναι εύκολο. Το τανυστικό γινόµενο είναι σύνηθες στην περιγραφή
συστηµάτων που αποτελούνται από υποσυστήµατα.

Για α, β P r0, πq, ϑέτουµε :

Lpαq “ F pαq b 1 και Rpβq “ 1b F pβq

για F όπως ορίζεται στην (**). Το Lpαq δρα σε διανύσµατα αφήνοντας τα
‘κοµµάτια’ του δεξιού υποσυστήµατος (δηλ. του δεξιού ϕίλτρου), αναλλοίωτα·
και το Rpβq, αντίστοιχα.

΄Εχουµε:8

8 Χρησιµοποιούµε τον τύπο για το Kronecker Product: AbB “

»

—

–

a11B . . . a1nB
...

. . .
...

am1B . . . amnB

fi

ffi

fl
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ρLpαq “

¨

˚

˚

˝

0 0 0 0
0 1 ´1 0
0 ´1 1 0
0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

cos2 α 0 cosα sinα 0
0 cos2 α 0 cosα sinα

cosα sinα 0 sin2 α 0
0 cosα sinα 0 sin2 α

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

0 0 0 0
´ cosα sinα cos2 α ´ sin2 α cosα sinα
cosα sinα ´ cos2 α sin2 α ´ cosα sinα

0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

Συνεπώς έχουµε,

φ
´

Lpαq
¯

“ Tr pρLpαqq “
1

2
pcos2 α ` sin2 αq “

1

2

Αντίστοιχα και για το Rpβq, οπότε το πρώτο κοµµάτι του πειράµατος ικανο-
ποιείται. Επίσης για κάθε α, β P r0, πq έχουµε,

LpαqRpβq ´RpβqLpαq “
´

F pαq b 1
¯´

1b F pβq
¯

´

´

1b F pβq
¯´

F pαq b 1
¯

“

´

F pαq1
¯

b

´

1F pβq
¯

´

´

1F pαq
¯

b

´

F pβq1
¯

“ 0

∆ηλαδή, τα L,R αντιµετατίθονται. Τέλος, έχουµε:9

φ
´

LpαqRpβq
¯

“ φ
´

F pαq b F pβq
¯

“
1

2
pcos2 α sin2 β ` sin2 α cos2 β ´ 2 cosα sinα cos β sin βq

“
1

2
pcosα sin β ´ sinα cos βq2

“
1

2
sin2

pα ´ βq

Συνεπώς αναπαράχθηκε ολόκληρο το πείραµα.

Η κατάσταση φ : A Ñ C δεν είναι κυρτός συνδυασµός από καταστάσεις
‘γινόµενο’ και καλείται entangled.

9Μετά από πολλές πράξεις.
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3.2 Ο Φορµαλισµός

Ορισµός 3.1. ΄Ενας µη-αντιµεταθετικός χώρος πιθανότητας, είναι ένα

Ϲεύγος pA, φq, όπου A µια άλγεβρα µε µονάδα e, ορισµένη πάνω από τους

µιγαδικούς αριθµούς, και φ : AÑ C, γραµµικό και ϑετικό µε φpeq “ 1.

• Τα στοιχεία της A καλούνται (και ερµηνεύονται ως) τυχαίες µεταβλη-
τές.

• Το φpaq, καλείται (και ερµηνεύεται ως) η µέση τιµή του a P A

• Το φpanq ονοµαζεται n-οστή ϱοπή (moment) του a P A.

• Το φ καλείται trace, αν για κάθε a,b P A, φpabq “ φpbaq.

• Αν φpa˚aq “ 0 ñ a “ 0 τότε η φ ονοµάζεται πιστή.

• Αν η A είναι C˚-΄Αλγεβρα και το φ είναι κατάσταση τότε ο χώρος ονο-

µάζεται C˚-Χώρος Πιθανότητας.

• Αν ηA είναιW ˚
-΄Αλγεβρα και το φ είναι ασθενώς συνεχής κατάσταση

τότε ο χώρος ονοµάζεται W ˚
-Χώρος Πιθανότητας.

Για να κινητοποιήσουµε περαιτέρω την χρήση αλγεβρών και συναρτησια-
κών πάνω σε αυτές, για την µελέτη ‘Πιθανοτήτων,’ ϑα δείξουµε πώς κανείς
µπορεί από κάθε κλασικό χώρο πιθανότητας να κατασκευάσει έναν αντίστοι-
χο του παραπάνω ορισµού.

Αν pΩ,Σ, µq ένας κλασικός χώρος πιθανότητας, ϑεωρούµε τον χώρο (Hilbert)
L2pΩ,Σ, µq, µ-µετρήσιµων συναρτήσεων f : Ω Ñ C, µε

ż

Ω

|f |2 dµ ă `8

και έπειτα τον χώρο L8pΩ,Σ, µq, ϑεωρούµενος ως χώρος τελεστών δρών-
τας πολλαπλασιαστικά πάνω στον L2pΩ,Σ, µq· τον ταυτίζουµε δηλαδή µε
τον M :“ tMg : g P L8pΩ,Σ, µqu. Με άλλα λόγια, κάθε συνάρτηση g P
L8pΩ,Σ, µq ορίζει τελεστή:

Mg : L2
pΩ,Σ, µq Ñ L2

pΩ,Σ, µq, µε Mgf “ gf, @f P L2
pΩ,Σ, µq
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Πρόταση 3.3. ΄Εστω pΩ,Σ, µq ένας κλασικός χώρος πιθανότητας. Τότε ο
´

L8pΩ,Σ, µq, φ
¯

, όπου

φ : L8pΩ,Σ, µq Ñ C, µε φpfq :“

ż

Ω

f dµ

είναι ένας W ˚
-Χώρος Πιθανότητας.

Απόδειξη. Είναι γνωστό (ϐλ. Παράδειγµα 2.3 (2) ) ότι ο L8pΩ,Σ, µq ταυτι-
σµένος µε τον M :“ tMg : g P L8pΩ,Σ, µqu είναι µια ˚-΄Αλγεβρα, και πιο
συγκεκριµένα µια Von Neumann ΄Αλγεβρα. Συνεπώς µένει να δείξουµε ότι η
φ πληροί τις προϋποθέσεις της ασθενώς συνεχούς κατάστασης :

α) φp1q “ 1: φp1q “
ş

Ω
1 dµ “ 1µpΩq “ 1

ϐ) Θετικότητα: ΄Εστω f P L8pΩ,Σ, µq. Τότε :

φpf˚fq “ φpf̄fq “

ż

Ω

f̄f dµ “

ż

Ω

|f |2 dµ ě 0

γ) Η γραµµικότητα προκύπτει άµεσα από την γραµµικότητα του ολοκληρώ-
µατος Lebesgue.

δ) Ασθενής συνέχεια: ΄Εστω pfλqλPΛĎL8pΩ,Σ, µq δίκτυο µε fλ
WOT
ÝÝÝÑ f0.

∆ηλαδή, για κάθε g, h P L2pΩ,Σ, µq, xfλg, hy Ñ xf0g, hy.
Οπότε και xfλ1, gy Ñ xf01, gy, @g P L2pΩ,Σ, µq. Από το Θεώρηµα

Αναπαράστασης του Riesz (Αʹ.3), έχουµε ότι

ψpfλq Ñ ψpf0q, @ψ P
`

L2
pΩ,Σ, µq

˘˚10 (*)

Από την Πρόταση 2.15, έχουµε ότι τα ϑετικά και γραµµικά συναρτησιακά
g πάνω σε C˚-άλγεβρες είναι συνεχή, µε }g} “ gpeq. Ο L8pΩ,Σ, µq είναι
προφανώς και C˚-άλγεβρα αφού είναι W ˚-άλγεβρα, συνεπώς φ συνεχής και
γραµµική άρα φ P

`

L2pΩ,Σ, µq
˘˚. Εφαρµόζοντας την (*) προκύπτει το Ϲητού-

µενο.

Παρατηρούµε πως ο χώρος αυτός είναι αντιµεταθετικός. Συνεπώς δεν
ϕαίνεται γόνιµη η µελέτη αυτού σε µια ϑεωρία µη-αντιµεταθετικών τυχαίων
µεταβλητών. Παρ’ όλα αυτά, δείχνει την σύνδεση των αλγεβρών µε την κλα-
σική ϑεωρία, αφού ο χώρος αυτός περιέχει ακριβώς τις ίδιες πληροφορίες µε
τον pΩ,Σ, µq.

10Ο τοπολογικός δυϊκός του L2pΩ,Σ, µq.
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Είναι σαφές πως η τριπλέτα pΩ,Σ, µq προσδιορίζει κατά µοναδικό τρόπο
τον L8pΩ,Σ, µq. Αντίστροφα, µπορούµε να ανακτήσουµε µια σ-άλγεβρα, rΣ,
ϑέτοντας :

rΣ :“ tp P L8pΩ,Σ, µq| p “ p2
“ p˚u

παίρνοντας δηλαδή όλες τις προβολές του L8pΩ,Σ, µq. Η rΣ δεν είναι ισό-
µορφη µε την Σ καθώς τα στοιχεία του L8pΩ,Σ, µq είναι κλάσεις συναρ-
τησεων που συµφωνούν µ-σχεδόν παντού. ΄Οµως η rΣ είναι ισόµορφη (ως
προς την δοµή της σ-άλγεβρας) µε το πηλίκο της Σ ως προς την ισοδυναµία
E „ F ðñ µ

´

E 4 F
¯

“ 0.11 Τα παραπάνω συνοψίζονται στην ακόλουθη
παρατήρηση.

Παρατήρηση 3.1. Η rΣ είναι ισόµορφη µε το πηλίκο της Σ ως προς την ισοδυ-

ναµία

E „ F ðñ µ
´

E 4 F
¯

“ 0

Απόδειξη. Θέτουµε ι : Σ Ñ rΣ, µε ιprEsq “ χE, όπου Σ :“ Σ{ „. Θα
δείξουµε ότι ο ι είναι ισοµορφισµός :

1) ΄Ενα-πρός-ένα και επί : ΄Εστω rEs, rF s P Σ, µε ιprEsq “ ιprF sq ñ χE “
χF . ΄Εχουµε:

0 ď µ
´

E 4 F
¯

“ µ
´

E
ď

F r E
č

F
¯

ď µpE
ď

F q

“

ż

χE
Ť

F dµ

“

ż

`

maxtχE, χF u ´mintχE, χF u
˘

dµ

“

ż

pχE ´ χEqdµ

“ 0

Συνεπώς F P rEs και άρα rF s “ rEs. ΄Εστω τώρα p P rΣ. Εύκολα δείχνει
κανείς πως η συνθήκη p “ p2, υποχρεώνει όλες τις απλές που παράγουν
τον L8pΩ,Σ, µq (και άρα προσεγγίζουν την p) να έχουν σταθερές αk “ 0 είτε
αk “ 1, στην ‘κανονική’ τους µορφή: S “

řn
k“1 αkχAk , Ak

Ş

Al “ H, @k ‰ l.
Θέτοντας M :“ tk ď n| αk “ 1u και E :“

Ť

mPM Am, έχουµε ότι p “ χE.
Συνεπώς ο ι είναι 1-1 και επί.

11E 4 F :“ E r F
Ť

F r E, η συµµετρική διαφορά τους.
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2) Από την µετάφραση των συνολοθεωρητικών πράξεων
Ť

,
Ş

, A σε ` και
ˆ χαρακτηριστικών, και το γεγονός ότι η rΣ είναι κλειστή σε αυτές τις πράξεις,
προκύπτει η διατήρηση ολόκληρης της δοµής της σ-άλγεβρας.

Τέλος, αν ϑέσουµε rµ : rΣ Ñ r0, 1s : p ÞÑ φppq, ανακτούµε (σχεδόν) και το
µέτρο µ.

3.3 Παραδείγµατα

Η Κλασική ΄Αλγεβρα Μεταβλητών µε Φραγµένες Ροπές

Παρατηρούµε πως ο L8pΩ,Σ, µq, επειδή περιέχει µόνο (ουσιωδώς) ϕραγµένες
τυχαίες µεταβλητές, δεν περιέχει µεταβλητές µε κανονική κατανοµή, αφού η
κανονική κατανοµή ϕέρεται σε όλο το R (ή C) ενώ οι ϕραγµένες τυχαίες
µεταβλητές έχουν κατανοµές ν µε suppν Ř R (ή C). Υπο αυτήν την έννοια, ο
L8pΩ,Σ, µq αποτυγχάνει να ‘αναπαράξει’ την κλασική ϑεωρία πιθανοτήτων.

Το πρόβληµα αντιµετωπίζεται παίρνοντας τον χώρο

L8´pΩ,Σ, µq :“
č

1ďpă8

LppΩ,Σ, µq

µε κατάσταση φ την ολοκλήρωση ως προς µ, όπως και στον L8pΩ,Σ, µq. Τα
στοιχεία του L8´pΩ,Σ, µq, έχουν ϕραγµένες ϱοπές οποιασδήποτε τάξης και
συνεπώς περιέχονται και τυχαίες µεταβλητές µε κανονική ‘κατανοµή.’

Η κατανοµή δεν έχει ορισθεί αυστηρά ακόµα (ϐλ. Ενότητα 3.5), αλλά
κατανοείται σε αυτό το παράδειγµα ως ένα µέτρο ν στο C (µε την Borel σ-
άλγεβρα) τέτοιο ώστε, για κάθε k, l P N:

φpfk sf l
q “

ż

C
tkst ldν, για f P L8´pΩ,Σ, µq

δηλαδή η κλασική κατανοµή τυχαίων µεταβλητών. Μένει να δειχθεί πως
ο L8´pΩ,Σ, µq είναι πράγµατι ˚-άλγεβρα και άρα ικανοποιεί τον ορισµό του
µη-αντιµεταθετικού χώρου πιθανότητας.

Πρόταση 3.4. Ο L8´pΩ,Σ, µq είναι ˚-άλγεβρα.

Απόδειξη. Το ότι είναι κλειστή ως προς το ˚ προκύπτει άµεσα από το |f | “
|f̄ | “ |f˚|. Μένει να δειχθεί ότι fg P L8´pΩ,Σ, µq για f, g P L8´pΩ,Σ, µq.

Από την ανισότητα Cauchy–Schwarz–Bunyakovsky έχουµε ότι :

ż

|fg| dµ ď

ˆ
ż

|f |2dµ

˙
1
2
ˆ
ż

|g|2dµ

˙
1
2
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οπότε για κάθε p P r0,`8q, ϑεωρώντας τις συναρτήσεις fp, gp έχουµε
ż

|fg|p dµ ď

ˆ
ż

|f |2pdµ

˙
1
2

ă`8

ˆ
ż

|g|2pdµ

˙
1
2

ă`8

ă `8

αφού f, g P L2ppΩ,Σ, µq για κάθε p P r0,`8q.

nˆ n Τυχαίοι Πίνακες

΄Εστω MnpCq ο χώρος των nˆ n µιγαδικών πινάκων. ∆ηλαδή:

MnpCq :“ tA “ paijq
n
i,j“1 | aij P Cu

και A˚ “ pĎajiqi,j. Θεωρούµε και το κανονικοποιηµένο trace

trn : MnpCq Ñ C, trnpAq “
1

n

n
ÿ

i“1

aii

Ο pMnpCq, trnq είναι µη-αντιµεταθετικός χώρος πιθανότητας. Το ότι το trn εί-
ναι κατάσταση, προκύπτει ακριβώς από την κανονικοποίηση αφού trpIq “ n.
Ενδιαφερόµαστε να εντάξουµε ‘τυχαιότητα’ στον παραπάνω χώρο και τελικώς
να κατασκευάσουµε τον χώρο των nˆ n τυχαίων πινάκων.

Αυτό επιτυγχάνεται παίρνοντας τον MnpCq, ‘πάνω’ απο τον L8´pΩ,Σ, µq.
∆ηλαδή, την ˚-άλγεβρα:

A “Mn

´

L8´pΩ,Σ, µq
¯

:“
!

A “ paijq
n
i,j“1 | aij P L

8´
pΩ,Σ, µq, @i, j ď n

)

και κατάσταση:12

φn : AÑ C µε φnpAq “

ż

trn
`

Apωq
˘

dµpωq

Επιπλέον έστω A PMnpCq ένας ϕυσιολογικός πίνακας µε (όχι αναγκαστι-
κά διαφορετικές ?) ιδιοτιµές λ1, . . . , λn. Τότε ο A διαγωνοποιείται ως :

A “ UΛU˚

όπου Λ “ diagpλ1, . . . , λnq και U ορθοµοναδιαίο pUU˚ “ Iq. Συνεπώς έχου-
µε

A˚ “ pUΛU˚q˚ “ UpUΛq˚ “ UΛ˚U˚

12Η εξάρτηση στο ω P Ω προστέθηκε στο ολοκλήρωµα για να δώσει έµφαση στο ότι ο
πίνακας είναι τυχαία µεταβλητή.
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όπου Λ˚ “ diagpsλ1, . . . , sλnq. Επίσης έχουµε

AkpA˚ql “ UΛkU˚UΛ˚lU˚ “ UΛkΛ˚lU˚ “ UrΛU˚

όπου rΛ “ diagpλk1λ̄l1, . . . , λknλ̄lnq. Επειδή το trace είναι αναλλοίωτο σε κυκλι-
κές µεταθέσεις, έχουµε:

trn
´

AkpA˚ql
¯

“ trnpUrΛU˚q “ trnpU˚UrΛq “ trnprΛq “
1

n

n
ÿ

i“1

λki λ̄
l
i (*)

Παρατηρούµε πως η (*) µπορεί να γραφτεί και ως :

trn
´

AkpA˚ql
¯

“

ż

zkz̄ldν όπου ν “
1

n

n
ÿ

i“1

δλi

Πράγµατι, για S απλή µε κανονική µορφή S “
ř

j βjχBj έχουµε

ż

Sdν
ορ.
“

ÿ

j

βjνpBjq “
ÿ

j

βj

´ 1

n

ÿ

i

δλipBjq

¯

“
ÿ

j

βj

´ 1

n

ÿ

i

χBjpλiq
¯

“
1

n

ÿ

i

´

ÿ

j

βjχBjpλiq
¯

“
1

n

ÿ

i

Spλiq

Οπότε και για κάθε f µετρήσιµη,
ş

fdν “ 1
n

řn
i“1 fpλiq από όπου προκύπτει

το Ϲητούµενο.

Περνώντας τώρα στον χώρο των nˆn τυχαίων πινάκων, A, όπως ορίστηκε
παραπάνω µε κατάσταση φn, έχουµε ότι,

φn

´

AkpA˚ql
¯

“

ż

zkz̄ldν όπου ν “
1

n

n
ÿ

i“1

ż

Ω

δλipωqdµpωq

Η κατανοµή ν “ 1
n

řn
i“1

ş

Ω
δλipωqdµpωq ονοµάζεται Empirical Spectral

distribution του πίνακαA και αποτελεί το ϐασικό αντικείµενο ενδιαφέροντος
στην ϑεωρία των τυχαίων πινάκων.
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Η Reduced C˚-άλγεβρα µιας Οµάδας

΄Εστω G µια διακριτή οµάδα και CG η άλγεβρα της οµάδας, δηλαδή

CG :“
!

ÿ

gPG

αgg | αg P C και µόνο πεπ/σµένα αg ‰ 0
)

µε

˜

ÿ

gPG

αgg

¸

¨

˜

ÿ

hPG

βhh

¸

:“
ÿ

g,h

αgβhpghq “
ÿ

kPG

˜

ÿ

g,h:gh“k

αgβh

¸

k

και
´

ÿ

gPG

αgg
¯˚

:“
ÿ

gPG

ᾱgg
´1

Αν e P G η µονάδα της G, ορίζουµε το τG : CG Ñ C, µε τG
´

ř

g αgg
¯

“ αe.
Τότε ο pCG, τGq είναι µη-αντιµεταθετικός χώρος πιθανότητας, µε τG trace.
Αρκεί να δείξουµε ότι το τG είναι κατάσταση µε τGpxyq “ τGpyxq. ΄Εφαρµό-
Ϲοντας τους ορισµούς εχουµε ότι ?:

τGpx
˚xq “ τG

´

ÿ

g

ᾱgαge
¯

“ τG

´

ÿ

g

|αg|
2e
¯

“
ÿ

g

|αe|
2
ě 0

Επίσης, εύκολα δείχνεται ότι το τG είναι γραµµικό. Προφανώς, τGp1q “ 1
αφού 1 “ 1 ¨ e. Τέλος,

τGpxyq “ τG

«˜

ÿ

gPG

αgg

¸

¨

˜

ÿ

hPG

βhh

¸ff

“

“ τG

˜

ÿ

g,h

αgβhpghq

¸

“ αeβe “ βeαe “ τGpyxq

΄Εστω tξh : h P Gu η συνήθης ορθοκανονική ϐάση του `2pGq. ∆ηλαδή τα
ξh ορίζονται από το ότι για κάθε x P `2pGq, xx, ξhy “ xphq.

Ορίζουµε σηµειακά για κάθε g P G, λpgqξh “ ξgh, δηλαδή ο λ µετα-
σχηµατίζει την ϐάση του `2pGq κατά g. Η παραπάνω απεικόνιση λ : G Ñ

Bp`2pGqq καλείται left regular representation.

Πρόταση 3.5. Οι pλpgqqgPG είναι γραµµικώς ανεξάρτητοι, µε spanpλpgqqgPG
µια

˚
-υπάλγεβρα του Bp`2pGqq.
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Απόδειξη. Αρχικά ϑα δείξουµε ότι οι λpgq είναι ορθοµοναδιαίοι, δηλ. λpgq˚λpgq “
1 “ λpgqλpgq˚. Αρκεί να δείξουµε ότι xλpgqx, λpgqyy “ xx, yy. Για δύο τυχαία
στοιχεία της ϐάσης ξh, ξk έχουµε:

xλpgqξh, λpgqξky “ xξgh, ξgky “ ξgkpghq “

#

1, αν gk “ gh

0, αν gk ‰ gh

“

#

1, αν k “ h

0, αν k ‰ h

“ ξkphq “ xξh, ξky

Πιο συγκεκριµένα, το ότι είναι ορθοµοναδιαίος συνεπάγεται λ˚pgqξh “ ξg´1h.
Τώρα για T “

řn
i“1 αiλpgiq P Bp`

2pGqq, έχουµε,

}Tξe}
2
“ xTξe, T ξey “ xT

˚Tξe, ξey “ x
n
ÿ

i“1

ᾱiαi1ξe, ξey “
n
ÿ

i“1

|αi|
2
xξe, ξey “

n
ÿ

i“1

|αi|
2

Συνεπώς αν
řn
i“1 αiλpgiq “ 0 τότε και

›

›

›

›

›

n
ÿ

i“1

αiλpgiqξe

›

›

›

›

›

“ 0 ñ
n
ÿ

i“1

|αi|
2
“ 0

από την παραπάνω σχέση. Οπότε αi “ 0 για κάθε i αφού το άθροισµα απο-
τελείται από µη-αρνητικά στοιχεία. ΄Αρα τα tλpgq : g P Gu είναι γραµµικώς
ανεξάρτητα. Επίσης, λpgq˚ P tλpgq : g P Gu αφού λpgq˚ “ λpg´1q. Οπότε το
spanpλpgqqgPG είναι ˚-υπάλγεβρα του Bp`2pGqq.

Τέλος, παρατηρούµε πως η απεικόνιση

g ÞÝÑ λpgq

είναι ισοµορφισµός της CG µε την spanpλpgqqgPG αφού στέλνει την µια ϐάση
στην άλλη.

Παίρνουµε την πλήρωση του spanpλpgqqgPG ως προς την } ¨ }op,

C˚red :“ cl
´

spanpλpgqqgPG
¯

η οποία καλείται η reduced C˚-άλγεβρα της οµάδας G. Επίσης, ορίζουµε
τ : C˚red Ñ C µε

τpT q “ xTξe, ξey, T P C˚red
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Τότε ο pC˚red , τq είναι µη-αντιµεταθετικός χώρος πιθανότητας. Επίσης,
το τG : CG Ñ C (ϐλ. παραπάνω) ταυτίζεται µε αυτό το τ πάνω στην εικόνα
λrCGs ĎC˚red.

Εντελώς αντίστοιχα αν πληρώσουµε τον υπόχωρο spanpλpgqqgPG ως προς
την ασθενέστερη τοπολογία WOT στον Bp`2pGqq, παίρνουµε την Von Neu-
mann ΄Αλγεβρα της οµάδας G, LpGq.

3.4 Η Αναγκαιότητα του Συναρτησιακού Λογισµού

Είναι λογικό σε µια ϑεωρία τυχαίων µεταβλητών στο πνεύµα της κλασικής
ϑεωρίας πιθανοτήτων, να επιθυµούµε µια συνάρτηση µιας τυχαίας µεταβλη-
τής, να είναι πάλι τυχαία µεταβλητή.

Στην κλασική ϑεωρία, αυτό είναι άµεσο (µέχρι και) για Borel συναρτή-
σεις.13 Αν pΩ,Σ, µq χώρος πιθανότητας, X : Ω Ñ C τυχαία µεταβλητη, και
f : C Ñ C µια συνάρτηση, τότε για να είναι η fpXq :“ f ˝ X τυχαία µετα-
ϐλητή, ϑα πρέπει η αντίστροφη είκονα Borel υποσυνόλου του C να ανήκει
στην Σ. ∆ηλαδή,

pf ˝Xq´1
rBs “ pX´1

˝ f´1
qrBs “ X´1

pf´1
rBsq P Σ,

για κάθε BĎC Borel. ΄Αρα η f πρέπει να αντιστρέφει Borel σε Borel,
όπως ισχυριστήκαµε.

΄Εστω τώρα πως είµαστε σε έναν µη-αντιµεταθετικό χώρο pA, φq. Θεωρού-
µε ένα στοιχέιο a P A, και µια συνάρτηση f . Ποιά είναι τότε η έννοια του fpaq;
Αν p πολυώνυµο µε µιγαδικούς συντελεστές, τότε το ppaq έχει σαφές νόηµα,
π.χ.: αν ppzq “ λz2, τότε το ppaq “ λa2 “ λaa P A. Αν όµως gpzq “

?
z,

τότε ποιό είναι το νόηµα του gpaq “
?

a; ∆ιακρίνουµε το παρακάτω καίριο
ερώτηµα:

• Για ποιές συναρτήσεις f και για ποιά στοιχεία a P A έχει ‘νόηµα’ το
fpaq; Πότε δηλαδή µπορούµε να ισχυριστούµε ότι fpaq P A;

Για να αντιµετωπίσουµε αυτό το ερώτηµα, ϑα εντάξουµε περισσότερη δοµή
στους χώρους που ϑα δουλεύουµε. Πιο συγκεκριµένα µπορούµε να απαντή-
σουµε το παραπάνω ερώτηµα, κάνοντας χρήση του ‘συναρτησιακού λογισµου’
για C˚-΄Αλγεβρες και W ˚-΄Αλγεβρες.14

13 Γενικά, για µετρήσιµες συναρτήσεις, όµως εδώ περιοριζόµαστε στην Borel σ-άλγεβρα
στο C, µε τη συνήθη τοπολογία.

14 ΄Ετσι λοιπόν ϐλέπει κανείς και έναν καλο λόγο για να δουλέψουµε σε C˚- ή W˚-
΄Αλγεβρες.
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Συνεχής Συναρτησιακός Λογισµός

Στην εισαγωγική ενότητα είδαµε στην Πρόταση 2.3 πως αν Apa,eq η αντιµε-
ταθετική C˚-άλγεβρα που παράγεται από ένα στοιχέιο και την µονάδα, µε
ϕορέα Φ υπάρχει ένας ˚-ισοµορφισµός τ : CpΦq Ñ Cpσpaqq και κατ΄ επέ-
κταση ένας ˚-ισοµορφισµός ζ : Cpσpaqq Ñ Apa,eq, έτσι ώστε το παρακάτω
διάγραµµα να αντιµετατίθεται.

Apa,eq CpΦq

Cpσpaqq
ζ´1

xÑ px

τ

Υπενθυµίζεται πως αντιµεταθετικές C˚-υπάλγεβρες παράγουν µόνο τα
ϕυσιολογικά στοιχεία, αφού απαιτείται a˚a “ aa˚. Επιπλέον, έχουµε
ζ´1paqptq “ t για κάθε t P σpaq, δηλαδή η εικόνα του στοιχείου a στονCpσpaqq
είναι η ταυτοτική συνάρτηση. Συνεπώς, αν f P Cpσpaqq τότε f “ fpζ´1paqq
οπότε έχει νόηµα να ονοµάσουµε το ζpfq :“ fpaq. Ο ζ καλείται συνεχής συ-
ναρτησιακός λογισµός για το στοιχείο a. ΄Εχουµε την ακόλουθη απάντηση
στο παραπάνω ερώτηµα:

Αν A µια C˚-άλγεβρα, a P A ϕυσιολογικό και f : σpaq Ñ C συνεχής, τότε
fpaq P A

Για παράδειγµα, στο Λήµµα 2.6 εφαρµόζεται ισχυρά η παραπάνω κατα-
σκευή για την απόδειξη της ύπαρξης της `τετραγωνικής ϱίζας΄ ενός αυτοσυζυ-
γούς στοιχείου µε ϑετικό ϕάσµα.

Borel Συναρτησιακός Λογισµός

Γενικα, για a ϕυσιολογικό στοιχείο της τυχαίας C˚-άλγεβραςA, fpaq R Apa,eq,
για f ϕραγµένη Borel. Για παράδειγµα, ανA µια αντιµεταθετική C˚-άλγεβρα
που είναι ισόµορφη µε την Cpr0, 1sq, τότε η χE για EĎ r0, 1s είναι ϕραγµένη
Borel συνάρτηση µε χE “ χ2

E “ χ˚E (δηλαδή προβολή), αλλά προφανώς
χE R Cpr0, 1sq. Αν θ : A Ñ Cpr0, 1sq ο ˚-ισοµορφισµός του Θεωρήµατος
Gelfand–Naimark, επειδή είναι επί,

θ´1
pχEq

2
“ θ´1

pχ2
Eq “ θ´1

pχ˚Eq “ θ´1
pχEq

˚
“ θ´1

pχEq R A

Επειδή οι προβολές στον Cpr0, 1sq είναι ακριβώς οι χαρακτηριστικές συναρ-
τήσεις και οι µόνες που είναι συνεχείς είναι οι ‘τετριµµένες’ χH και χr0,1s,
καταλήγουµε ότι η A δεν περιέχει µη-τετριµµένες προβολές. Συνεπώς, για
H ‰ S Ř σpaq Borel, χSpaq R Apa,eqĎA.
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Σκοπός είναι να δείξουµε ότι αν T P BpHq ϕυσιολογικός και f ϕραγµένη
Borel τότε το fpT q ορίζεται στον BpHq και ανήκει στην Von-Neumann άλγεβρα
που παράγει ο T , δηλαδή fpT q P A2

pT,1q.
Θα συµβολίζουµε µε BpXq την C˚-άλγεβρα των ϕραγµένων Borel συναρ-

τήσεων επί του X. Ο συνεχής συναρτησιακός λογισµός που περιγράφεται
παραπάνω µας δίνει έναν ˚-ισοµορφισµό ζ : CpσpT qq Ñ ApT,1q. Σκοπός είναι
να επεκτείνουµε κατά µοναδικό τρόπο τον ζ σε έναν ˚-οµοµορφισµό

rζ : BpσpT qq Ñ BpHq

Ορίζουµε και την παρακάτω τοπολογία στον BpXq, που ϑα καλούµε µ-
τοπολογία :

fλ
µ-τοπ.
ÝÝÝÑ f0 ðñ

ż

fλdν Ñ

ż

f0dν @ν µέτρο επί του X

Η τοπολογία αυτή είναι ακριβώς η weak-˚ τοπολογία στονMpXq˚. Πράγµατι,
ορίζοντας για κάθε f P BpXq, f̃ : MpXq Ñ C, µε f̃pνq “

ş

X
fdν (f̃ P

MpXq˚), έχουµε

fλ
µ-τοπ.
ÝÝÝÑ f0 ðñ

ż

fλdν Ñ

ż

f0dν @ν PMpXq

ðñ f̃λpνq Ñ f̃0pνq @ν PMpXq

ðñ ν̂pf̃λq Ñ ν̂pf̃0q @ν PMpXq

όπου ν̂ : MpXq˚ Ñ C, µε ν̂pφq “ φpνq, @φ PMpXq˚, η κανονική εµφύτευση.
Συνεπώς, η σχέση

fλ
µ-τοπ.
ÝÝÝÑ f0 ðñ f̃λ

w˚
ÝÝÑ f̃0

ορίζει την µ-τοπολογία στον BpXq.

Θεώρηµα 3.1. ΄Εστω T P BpHq ϕυσιολογικός και ζ : CpσpT qq Ñ BpHq ο

˚-οµοµορφισµός που προκύπτει από τον συνεχή συναρτησιακό λογισµό. Τότε ο

ζ επεκτείνεται κατά µοναδικό τρόπο σε έναν ˚-οµοµορφισµό

rζ : BpσpT qq Ñ BpHq

που είναι συνεχής από την µ-τοπολογία στην WOT-τοπολογία. Θα συµβολίζου-

µε rζpfq :“ fpT q

Ιδέα Απόδειξης. 1) ΄Υπαρξη: Ορίζουµε για κάθε ξ, η P H,

φξ,η : CpσpT qq Ñ C µε φξ,ηpfq :“ xζpfqξ, ηy
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η οποία είναι ϕραγµένη µε }φξ,ηpfq} ď }f}}ξ}}η}. Από το Θεώρηµα Αναπα-
ϱάστασης Riesz–Markov–Kakutani (Αʹ.1), υπάρχει µοναδικό µέτρο µξ,η στο
σpT q ώστε :

xζpfqξ, ηy “ φξ,ηpfq “

ż

σpT q

fdµξ,η

για κάθε f P CpσpT qq. Θεωρούµε τώρα την απεικόνιση

H ˆHÑMpσpT qq : pξ, ηq ÞÝÑ µξ,η

η οποία είναι γραµµική ως προς την πρώτη συντεταγµένη και αντι-γραµµική
ως προς την δεύτερη συντεταγµένη. Επιπλέον ισχύουν µξ,η “ Ěµη,ξ και g¨µξ,η “
µζpgqξ,η για κάθε g P CpσpT qq. Οπότε η απεικόνιση που ορίζεται για κάθε
f P BpσpT qq από την σχέση

rξ, ηs :“

ż

σpT q

fdµξ,η

είναι µια ϕραγµένη ηµι-αντιδιγραµµική µορφή στον H. Συνεπώς, από
την Πρόταση Αʹ.1 υπάρχει µοναδικός τελεστής που ϑα συµβολίζουµε µε rζpfq
ώστε :

xrζpfqξ, ηy “

ż

σpT q

fdµξ,η “ rξ, ηs @ξ, η P H

΄Εχουµε ότι η απεικόνιση

rζ : BpσpT qq Ñ BpHq µε f ÞÝÑ rζpfq

είναι ένας ˚-οµοµορφισµός που επεκτείνει τον ζ.
2) Συνέχεια: ΄Εστω ένα δίκτυο pfλqλ µε fλ

µ-τοπ.
ÝÝÝÑ f0. ∆ηλαδή έχουµε για

κάθε ξ, η P H:

|xrζpfλ ´ f0qξ, ηy| “
ˇ

ˇ

ˇ

ż

σpT q

pfλ ´ f0qdµξ,η

ˇ

ˇ

ˇ

υπόθεση
ÝÝÝÝÑ 0 ñ rζpfλq

WOT
ÝÝÝÑ rζpf0q

Για την µοναδικότητα του rζ (όπως και για τις λεπτοµέρειες της απόδειξης)
ο αναγνώστης παραπέµπεται στην ϐιβλιογραφία (π.χ. Arveson).

Πρόταση 3.6. Η εικόνα rζpfq για κάθε f P BpσpT qq ανήκει στην Von-Neumann

άλγεβρα που παράγεται από τον T .
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Απόδειξη. ΄Εστω SĎσpT q και K ĎSĎU , K συµπαγές και U ανοιχτό. Ε-
ϕαρµόζοντας το Λήµµα του Urysohn στον συµπαγή και Hausdorff σpT q, ϐρί-
σκουµε fU,K συνεχή µε suppfU,K ĎU και fU,K |K “ 1. Θέτουµε για σύνολο
δεικτών το

W :“ tW “ pU,Kq : SĎU ανοιχτό και K ĎS συµπαγέςu

µε µερική διάταξη

pU0, K0q ď pU1, K1q ðñ U1ĎU0 και K0ĎK1

∆ηλαδή, προσεγγίζουµε το S µε συµπαγή από ‘µέσα’ και ανοιχτά από ‘έξω.’
Αν κατασκευάσουµε το δίκτυο pfW qWPW κατά τα παραπάνω, µπορούµε να

δείξουµε πως για κάθε ε ą 0, υπάρχει W0 PW έτσι ώστε για κάθε W ě W0,
ˇ

ˇ

ˇ

ż

σpT q

pfW ´ χSq dν
ˇ

ˇ

ˇ
ď ε @ν PMpσpT qq

∆ηλαδή fW
µ´τοπ.
ÝÝÝÝÑ χS. Από την συνέχεια του rζ έχουµε ότι

rζpfW q
WOT
ÝÝÝÑ rζpχSq

???? Επειδή ζpfq P ApT,1q “ ĞApT,1q
}¨}
ĎĞApT,1q

SOT και από το Bicommu-
tant Theorem του Von-Neumann (Θεώρηµα 2.5) ĞApT,1q

SOT
“ A2

pT,1q έχουµε
ότι ζpfq P A2

pT,1q για κάθε f P CpσpT qq. ????
Οπότε αν R P A1

pT,1q τότε για κάθε ξ, η P H,

xrζpχSqRξ, ηy ÐÝ xrζpfW qRξ, ηy “ xRrζpfW qξ, ηy ÝÑ xRrζpχSqξ, ηy

Συνεπώς, συµπεραίνουµε ότι για κάθε R P A1
pT,1q, rζpχSqR “ RrζpχSq,

δηλαδή οι εικόνες των χαρακτηριστικών συναρτήσεων υποσυνόλων του σpT q
ανήκουν στο A2

pT,1q. Επειδή η τυχαία ϕραγµένη Borel συνάρτηση προσεγ-
γίζεται οµοιόµορφα από απλές που είναι γραµµικοί συνδυασµοί χαρακτηρι-
στικών και από την συνέχεια του rζ, προκύπτει ότι fpT q P A2

pT,1q για κάθε
f P BpσpT qq.

Συνοψίζοντας έχουµε την ακόλουθη απάντηση στο παραπάνω ερώτηµα:

Αν M µια W ˚-άλγεβρα, T PM ϕυσιολογικός και f : σpT q Ñ C ϕραγµένη
Borel, τότε fpT q PM
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3.5 Κατανοµές Μη-Αντιµεταθετικών Τυχαίων Μεταβλητών

Σε έναν κλασικό χώρο pΩ,Σ, µq, κάθε τυχαία µεταβλητή X ορίζει µια κατα-

νοµή (αλλιώς νόµο, probability law/distribution), Θέτοντας

τX : BpCq Ñ r0, 1s, µε: τXpBq “ µpX´1
rBsq “ µprX P Bsq

για κάθε B P BpCq. Συνεπώς µπορουµε να γράφουµε και

µprX P Bsq “

ż

B

dτX

Σε αντιστοιχία µε τα παραπάνω σε έναν µη-αντιµεταθετικό χώρο pA, φq,
µπορούµε να ορίσουµε την ‘κατανοµή,’ ενός στοιχείου a P A, και υπο ποία
έννοια ;

‘Αναλυτική’ Κατανοµή

Η ‘αναλυτική κατανοµή’ προσδιορίζεται για ϕυσιολογικά στοιχεία ενός µη-
αντιµεταθετικού χώρου πιθανότητας και ϑυµίζει τις κατανοµές κλασικών τυ-
χαίων µεταβητών. Συγκεκριµένα, για τα αυτοσυζυγή στοιχεία, η αναλυτική
κατανοµή είναι ένα µέτρο πιθανότητας στο R µε ϕορέα το ϕάσµα του στοιχεί-
ου. Υπό αυτήν την έννοια, τα αυτοσυζυγή στοιχεία συχνά ταυτίζονται µε τις
πραγµατικές τυχαίες µεταβητές.

Οι Nica and Speicher [REF] δίνουν τον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 3.2. ΄Εστω pA, φq ένας µη-αντιµεταθετικός χώρος πιθανότητας και

a P A ϕυσιολογικό. Αν υπάρχει ένα µέτρο πιθανότητας µ στο C ώστε :

ż

zkszldµpzq “ φpaka˚lq για κάθε k, l P N

τότε το µ προσδιορίζεται µοναδικά και το καλούµε αναλυτική ˚-κατανοµή.

Εδώ ϑα περιοριστούµε σε C˚-χώρους πιθανότητας, όπου αναλυτική κα-
τανοµή υπάρχει πάντα. Σταθεροποιούµε έναν C˚-χώρο πιθανότητας pA, φq.

Φυσιολογικά Στοιχεία

΄Εστω a P A ϕυσιολογικό. Τότε η C˚-άλγεβρα που παράγει το a και η
µονάδα e, είναι αντιµεταθετική µε µορφή

Apa,eq “ clstppz, z̄q : p πολυώνυµο δύο µεταβλητώνu
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Ο συναρτησιακός λογισµός ζ : Cpσpaqq Ñ Apa,eq είναι ένας ˚-ισοµορφισµός
αλγεβρών (ϐλ. Πρόταση 2.3). Ορίζουµε

rφ : Cpσpaqq Ñ C µε rφpfq “ φpζpfqq

Τότε η rφ είναι ένα ϑετικό, γραµµικό (επειδή ζ ˚-ισοµορφισµός) συναρτησια-
κό στον Cpσpaqq µε rφp1q “ φpeq “ 1. Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα Αναπα-
ϱάστασης Riesz-Markov-Kakutani (ϐλ. Θεώρηµα Αʹ.1 και Παράδειγµα 2.1)
έχουµε ότι υπάχει µοναδικό µέτρο πιθανότητας µ στο σpaq που αναπαριστά
το rφ, δηλαδή

rφpfq “

ż

fdµ, για κάθε f P Cpσpaqq

Επειδή, ο ζ απεικονίζει πολυώνυµα ppz, z̄q P Cpσpaqq σε πολυώνυµα
ppa, a˚q P Apa,eq, έχουµε

φpaka˚lq “ rφpzkz̄lq “

ż

zkszldµ

για κάθε k, l P N. Τέλος, επειδή το σpaq είναι συµπαγές (ϐλ. Θεώρηµα 2.1)
και το µ συγκεντρώνεται στο σpaq, το µ έχει συµπαγή ϕορέα.

Συνεπώς, σε C˚-χώρους πιθανότητας η αναλυτική κατανοµή µ υπάρχει
πάντα και από τα παραπάνω γίνεται αισθητή η απαίτηση τα στοιχεία για
τα οποία ορίζεται να είναι ϕυσιολογικά, αφού χρησιµοποιούµε ισχυρά, την
ϑεωρία των αντιµεταθετικών C˚-αλγεβρών.

Αυτοσυζυγή Στοιχεία

΄Εστω τώρα a P A αυτοσυζυγές. Προφανώς το a είναι ϕυσιολογικό, οπότε
από τα παραπάνω υπάρχει µοναδικό µέτρο πιθανότητας µ στο σpaq ώστε

φpfpaqq “

ż

fdµ, για κάθε f P Cpσpaqq

΄Οµως από την Πρόταση 2.5, έχουµε ότι το σpaqĎR. ΄Αρα η κατανοµή του a
είναι ένα µέτρο πιθανότητας στο R. Επίσης, για κάθε πολυώνυµο p έχουµε
ppa, a˚q “ qpaq. Κατ΄ επέκταση, για κάθε k, l P N

φpaka˚lq “ φpapk`lqq “

ż

zpk`lqdµpzq

Συνεπώς οι κατανοµές (και ϱοπές) αυτοσυζυγών στοιχείων C˚-χώρων πι-
ϑανότητας έχουν την κλασική ερµηνεία.
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Είναι σηµαντικό να παρατηρήσουµε πως η απαίτηση η αναλυτική κατα-
νοµή να έχει συµπαγή ϕορέα είναι περιοριστική και ειδικότερα αποκλείει
τυχαίες µεταβλητές µε κανονική κατανοµή, αφού η κανονική κατανοµή ϕέ-
ϱεται σε όλο το R που δεν είναι συµπαγές.

΄Οµως, η κανονική κατανοµή χαρακτηρίζεται µοναδικώς από τις ϱοπές
της. Συνεπώς, είναι σκόπιµο να επεκτείνεται (όπου είναι χρήσιµο) ο ορισµός
της αναλυτικής κατανοµής σε µέτρα πιθανότητας τα οποία χαρακτηρίζονται
πλήρως από τις ϱοπές τους, δηλαδή

ż

ppz, z̄qdµ “

ż

ppz, z̄qdν, @p πολυώνυµο ñ µ “ ν

χωρίς κατ΄ ανάγκη να έχουν συµπαγή ϕορέα.

‘Αλγεβρική’ Κατανοµή

΄Οπως παρατηρούν οι Nica and Speicher [REF] για το αυθαίρετο στοιχείο
a P A δεν υπάρχει ‘βολική αναλυτική δοµή για την περιγραφή της κατανοµής
του.’ Συνεπώς αυτή ορίζεται ως καθαρά αλγεβρικό αντικείµενο.

΄Αρχικά ϑα ορίσουµε την άλγεβρα (µε µονάδα) CrX,X˚s, που παράγεται
από δύο µη-αντιµεταθετικές µεταβλητές X και X˚. Πιο συγκεκριµένα, η
CrX,X˚s έχει ως ϐάση µονώνυµα, της µορφής Xαp1q . . . Xαpkq, k ě 0 και
αp1q, . . . , αpkq P t1, ˚u. Ο πολλαπλασιασµός γίνεται µε παραθέτιση και το ˚
απλά πάει το X στο X˚.

Ορισµός 3.3. ΄Εστω a µια τυχαία µεταβλητή σε έναν µη-αντιµεταθετικό χώρο

pA, φq. Η αλγεβρική ˚-κατανοµή του a είναι ένα γραµµικό συναρτησιακό

µ : CrX,X˚
s Ñ C

που ορίζεται από τη σχέση :

µpXαp1q . . . Xαpkq
q “ φpaαp1q . . . aαpkqq

για κάθε k ě 0 και αp1q, . . . , αpkq P t1, ˚u.

Συνεπώς έχουµε ότι ο χώρος των (αλγεβρικών) ˚-κατανοµών είναι το σύνο-
λο τον γραµµικών συναρτησιακών µ : CrX,X˚s Ñ C, µε µp1q “ 1, και άρα
παίζει τον ϱόλο του M1pΩq στην κλασική ϑεωρία.

Παρατηρούµε πως ο παραπάνω ορισµός µας επιτρέπει να συγκρίνουµε
τις κατανοµές µεταβλητών που ανήκουν σε διαφορετικές άλγεβρες αφού οι
(αλγεβρικές) κατανοµές ορίζονται πάνω στον ίδιο χώρο CrX,X˚s.
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Κοινές Κατανοµές (Joint Distributions)

Σταθεροποιούµε µια οικογένεια ta1, . . . , asuĎA και ϑεωρούµε τον χώρο

CrX1, X
˚
1 , . . . , Xs, X

˚
s s

των µη-αντιµεταθετικών πολυωνύµων, ο οποίος είναι ίδιος µε τονCrX1, . . . , X2ss

µε ϐάση µονώνυµα της µορφής Xr1 . . . Xrn , 1 ď ri ď s, και πολλαπλασιασµό
µε παραθέτιση. Υπάρχει, µοναδικός αλγεβρικός οµοµορφισµός,

h : CrX1, X
˚
1 , . . . , Xs, X

˚
s s Ñ A, P ÞÝÑ P pa1 . . . asq

που ορίζεται (µοναδικώς) από το hpXrq “ ar, και hpX˚
r q “ a˚r , r ď s.

Ορισµός 3.4. ΄Εστω pA, φq µη-αντιµεταθετικός χώρος πιθανότητας και

ta1, . . . , asuĎA οικογένεια τυχαίων µεταβλητών. Ορίζουµε την κοινή κατανο-

µή των ai, i ď s ως το γραµµικό συναρτησιακό µ : CrX1, X
˚
1 , . . . , Xs, X

˚
s s Ñ C

µε

µpP q “ φpP pa1 . . . asqq, P P CrX1, X
˚
1 , . . . , Xs, X

˚
s s

Ο παραπάνω ορισµός γενικεύτεται κατάλληλα για άπειρες οικογένειες (αριθ-
µήσιµες ή µη). ΄Οπως και για της απλές κατανοµές, που περιγράφηκαν στην
παραπάνω ενότητα, η κοινή κατανοµή αυτοσυζυγών στοιχείων ταυτίζεται µε
την αντίστοιχη έννοια από την κλασική ϑεωρία.

Σύγκλιση ως προς την Κατανοµή

Ορισµός 3.5. ΄Εστω pAN , φNq, N P N και pA, φq µη-αντιµεταθετικοί χώροι

πιθανότητας. Για κάθε N P N ϑεωρούµε το στοιχείο aN P AN . Τότε η paNqNPN
συγκλίνει ως προς την ˚-κατανοµή (N Ñ `8) στο στοιχείο a P A

aN
˚-dist

ÝÝÝÑ a ðñ lim
NÑ`8

φNpa
n
Na˚mNq “ φpana˚mq, @n,m P N

Παρατηρούµε πως επειδή το φ είναι γραµµικό, η παραπάνω συνθήκη
επεκτείνεται σε όλα τα πολυώνυµα p, δηλαδή

aN
˚-dist
ÝÝÝÑ a ñ lim

NÑ`8
φNpppaN , a

˚
Nqq “ φpppa, a˚qq

Αν η ακολουθία paNqNPN αποτελείται από αυτοσυζυγή στοιχεία, τότε η
παραπάνω σύγκλιση απλοποιείται σε

aN
dist
ÝÝÑ a ðñ lim

NÑ`8
φNpa

n
Nq “ φpanq, @n P N
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Πρόταση 3.7. ΄Εστω paNqNPN µια ακολουθία από ϕυσιολογικά στοιχεία µε

aN
˚-dist

ÝÝÝÑ a0. Τότε µN
ασθενώς

ÝÝÝÝÑ µ0, όπου τα µ είναι αναλυτικές κατανοµές.

Απόδειξη. Σταθεροποιούµε µια συνεχή και ϕραγµένη συνάρτηση f : CÑ C.
΄Εχουµε ότι για κάθε πολυώνυµο p : CÑ C,

ż

p dµN Ñ

ż

p dµ0

και ϑα δείξουµε ότι
ż

fdµN Ñ

ż

fdµ0

Για κάθε K ĎC συµπαγές και µέτρο µ έχουµε ότι
ż

C
fdµ “

ż

K

fdµ`

ż

KA
fdµ

΄Εστω πως ppkqkPN µια ακολουθία πολυωνύµων που να προσεγγίζει οµοιόµορ-
ϕα την f πάνω στο K. Τέτοια ακολουθία υπάρχει πάντα από το Θεώρηµα
Stone–Weierstrass (Αʹ.4). Προσθαφαιρώντας το

ş

C p
kdµ και συλλέγοντας τους

όρους κατάλληλα, έχουµε:
ż

C
fdµ “

ż

K

pf ´ pkqdµ`

ż

K

pkdµ`

ż

KA
fdµ

Συνεπώς,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

fdµN ´

ż

fdµ0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

K

pf ´ pkqdµN `

ż

K

pkdµN `

ż

KA
fdµN ´

ż

K

pf ´ pkqdµ0 ´

ż

K

pkdµ0 ´

ż

KA
fdµ0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

K

pf ´ pkqdµN

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(I)

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

K

pf ´ pkqdµ0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(II)

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

K

pkdµN ´

ż

K

pkdµ0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(III)

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

KA
fdµN

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(IV)

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

KA
fdµ0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(V)

(*)

΄Εστω ε ą 0. Θα δείξουµε ότι µπορούµε να ϐρούµε N0 P N τέτοιο ώστε για
κάθε N ě N0 το άθροισµα της (*) να είναι µικρότερο από ε. Θα ελέγξουµε
κάθε παράγοντα ξεχωριστά. Οι (Ι) και (ΙΙ) γίνονται αυθαίρετα µικροί προ-
σεγγίζοντας όσο κοντά ϑέλουµε την f µε την ακολουθία ppkqkPN, ανεξαρτήτως
του N . Ο παράγοντας (ΙΙΙ) ελέγχεται από το ότι aN

˚-dist
ÝÝÝÑ a0. Τα παραπάνω

ισχύουν για οποιαδήποτε επιλογή του συµπαγούς K.
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Μένουν οι παράγοντες

(IV) “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

KA
fdµN

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

και (V) “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

KA
fdµ0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Η απόδειξη τελειώνει αν για κάθε δ1, δ2 ą 0, µπορούµε να ϐρούµε K ĎC
ώστε

sup
N
µNpK

A
q ă δ1 και µ0pK

A
q ă δ2

Για το πρώτο, από την Ανισότητα Markov έχουµε για κάθε N P N και
α ą 0:

µN
`

r|z|2 ą αs
˘

ă
1

α

ż

|z|2dµ ă `8

Το ότι είναι πεπερασµένο προκύπτει από την ύπαρξη όλων των ϱοπών. Θέ-
τουµε Kα :“ r|z|2 ď αs το οποίο είναι συµπαγές ως κλειστό και ϕραγµένο
υποσύνολο του C. Συνεπώς, για δεδοµένο δ1, υπάρχει α ą 0 ώστε Kα συµ-
παγές και supN µNpK

Aq ă δ1. Το δεύτερο προκύπτει άµεσα από το ότι το µ0

είναι κανονικό µέτρο Borel στο C.

Παρατηρούµε πως αν η ακολουθία αποτελείται από αυτοσυζυγή στοιχεία
τότε έχουµε

aN
dist
ÝÝÑ a ñ lim

N

ż

R
fdµN “

ż

R
fdµ @f P CbpRq

δηλαδή τον κλασικό ορισµό της σύγκλισης ως προς την κατανοµή µιας ακο-
λουθίας τυχαίων µεταβλητών.

Για pA, φq C˚- και W ˚-χώρο πιθανότητας, οι παρακάτω προτάση δείχνει
την σχέση της τοπολογίας της άλγεβρας A µε την σύγκλιση ως προς την
κατανοµή.

Πρόταση 3.8. ΄Εστω pA, φq έναςC˚ (ήW ˚
)-χώρος πιθανότητας και panqnPNĎA

µια }¨}-(ή WOT)-συγκλίνουσα ακολουθία, an
}¨} pή WOT q
ÝÝÝÝÝÝÝÑ a0. Τότε, an

˚´dist

ÝÝÝÝÑ a0.

Απόδειξη. ΄Εστω panqnPNĎA µε }an}
nÑ8
ÝÝÝÑ }a0}, και k, l P N. Επειδή, η A

είναι Banach άλγεβρα, έχουµε ότι }akna˚ln}
nÑ8
ÝÝÝÑ }ak0a

˚l
0}. Τέλος, επειδή µια

κατάσταση είναι } ¨ }-συνεχής έχουµε:

akna
˚l
n

}¨}
ÝÑ ak0a

˚l
0 ñ φpakna

˚l
nq

nÑ`8
ÝÝÝÝÑ φpak0a

˚l
0q
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4 ‘Ελεύθερες’ Τυχαίες Μεταβλητές

4.1 Κλασική Ανεξαρτησία

΄Εστω pA, φq ένας µη-αντιµεταθετικός χώρος πιθανότητας και pAiqiPI οικογέ-
νεια υπαλγεβρών. Θα καλούµε την οικογένεια ανεξάρτητη, αν rAk,Als “ 015

για κάθε k ‰ l P I (δηλ. αντιµετατίθονται) και :

φpa1 . . . anq “ φpa1q . . . φpanq, ak P Aik

και k ‰ l συνεπάγεται ik ‰ il.

Παρατήρηση 4.1. ΄Εστω pA, φq και pB, ψq δύο µη-αντιµεταθετικοί χώροι πι-

ϑανότητας. Τότε το

pAb B, φb ψq

περιέχει τις A και B ως ανεξάρτητες υπάλγεβρες.

Απόδειξη. Ταυτίζουµε την A µε την υπάλγεβρα A1 :“ A b 1 “ ta b e : a P
A, e P BuĎA b B, και την B µε την B1 :“ 1 b B, ορισµένη αντίστοιχα.
Το οτι οι A1,B1 είναι υπάλγεβρες προκύπτει απ΄ τις ιδιότητες του τανυστικού
γινοµένου. ΄Εχουµε:

α) rA1,B1s “ 0:

A1B1 ´ B1A1 “
´

pAb 1qp1b Bq
¯

´

´

p1b BqpAb 1q
¯

“

´

A1
¯

b

´

1B
¯

´

´

1A
¯

b

´

B1
¯

“ 0

ϐ) φb ψpa1b1q “ φpaqψpbq: ΄Εστω a1 “ a b 1 και b1 “ 1 b b, για κάποια
a P A και b P B. ΄Εχουµε:

φb ψpa1b1q “ φb ψ
´

pab 1qp1b bq
¯

“ φb ψpab bq
ορ.
“ φpaqψpbq

15Το r., .s είναι ο µεταθέτης, rA,Bs “ AB ´BA.
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4.2 Ελευθερία: Βασικοί Ορισµοί και Ιδιότητες

Ορισµός 4.1. Σταθεροποιούµε έναν µη-αντιµεταθετικό χώρο πιθανότητας pA, φq.

( i) ΄Εστω pAiqiPI ĎA, µε e P Ai, @i P I οικογένεια υπαλγεβρών της A. Η

οικογένεια καλείται ελεύθερη ή ελέυθερα ανεξάρτητη, αν

φpa1a2 . . . anq “ 0

όποτε φpajq “ 0, για κάθε j ď n και aj P Aij , µε ij ‰ ij`1, για κάθε

j ď n´ 1.

( ii) Αν pAiqiPI ĎA, τότε η οικογένεια pAiqiPI είναι ελεύθερη, αν η οικογένεια
´

A
`

Ai Y teu
˘

¯

iPI
είναι ελέυθερη.

16

Αν στο (ii) του Ορισµού 4.1 αντικαταστήσουµε τα Ai µε τα µονοσύνολα
taiu, παίρνουµε έναν ορισµό της ελευθερίας µιας οικογένειας τυχαίων µετα-
ϐλητών paiqiPI .

Αντίστοιχα, αν ϑέλουµε να πάρουµε τις ˚-άλγεβρες που παράγονται από
τα στοιχεία έχουµε την έννοια της ˚-ελευθερίας. ∆ηλαδή, µια οικογένεια
τυχαίων µεταβλητών είναι ˚-ελεύθερη αν οι ˚-άλγεβρες που παράγουν είναι
ελεύθερες κατά τον παραπάνω ορισµό.

Μερικές παρατηρήσεις είναι αναγκαίες για την κατανόηση της ελευθερίας.
Σταθεροποιούµε έναν χώρο pA, φq.

Παρατήρηση 4.2. ΄Εστω a,b P A ελέυθερες. Τότε φpabq “ φpaqφpbq.

Απόδειξη. Από την γραµµικότητα του φ, έχουµε φ
`

x ´ φpxqe
˘

“ 0 για κάθε
x P A. Παρατηρούµε επίσης ότι x ´ φpxqe P Aptxu Y teuq. ΄Εφαρµόζοντας
τους ορισµούς, έχουµε:

φ
`

pa´ φpaqeqpb´ φpbqeq
˘

“ 0 ñ

φ
`

ab´ aφpbqe´ bφpaqe` φpaqφpbq
˘

“ 0 ñ

φpabq ´ φpaqφpbq ´ φpbqφpaq ` φpaqφpbq “ 0 ñ

φpabq “ φpaqφpbq

Η παρακάτω παρατήρηση δίνεται σε µορφή λήµµατος, καθώς είναι ιδιαί-
τερα χρήσιµη.

16Η A
`

Ai Y teuq είναι η µικρότερη άλγεβρα που παράγεται από το A και τη µονάδα e.
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Λήµµα 4.1. ΄Εστω

 

ta1, a2u,b
(

ĎA ελέυθερα σύνολα στον pA, φq. Τότε :

φpa1ba2q “ φpbqφpa1a2q (‘διάσπαση’)

Απόδειξη. ‘Κεντράροντας’ τα στοιχεία και χρησιµοποιώντας τον ορισµό της
ελευθερίας έχουµε:

φ
´

`

a1 ´ φpa1qe
˘`

b´ φpbqe
˘`

a2 ´ φpa2qe
˘

¯

“ 0

φ
´

a1ba2 ´ a1bφpa2qe´ a1a2φpbqe`

`a1φpbqφpa2qe´ φpa1qeba2 ` φpa1qφpa2qb`

`a2φpa1qφpbq ´ φpa1qφpbqφpa2qe
¯

“ 0 (µετά από πράξεις)

φpa1ba2q ´ φpbqφpa1a2q ´ 2φpa1qφpbqφpa2q`

`φpa1bqφpa2q ` φpa1qφpba2q “ 0 (γραµµικότητα του φ)

Τώρα επειδή ta1, a2u και tbu ελεύθερα µπορούµε να γράψουµε:

φpa1bqφpa2q “ φpa1qφpbqφpa2q “ φpa1qφpba2q

από την Παρατήρηση 4.3 και συνεπώς

2φpa1qφpbqφpa2q “ φpa1bqφpa2q ` φpa1qφpba2q

Το Ϲητούµενο προκύπτει µε απλή αντικατάσταση.

Παρατήρηση 4.3. ΄Εστω a,b P A ελέυθερες, φpaq “ 0 “ φpbq και ab ‰ ba
(δηλ.: δεν αντιµετατίθονται). Τότε φpababq “ 0.

Απόδειξη. Κατ΄ ευθείαν από τον ορισµό της ελευθερίας.

Παρατήρηση 4.4. ΄Εστω a,b P A ελεύθερες, φpaq “ 0 “ φpbq και ab “ ba
(δηλ.: αντιµετατίθονται). Τότε φpababq “ φpaabbq “ φpa2b2q “ φpa2qφpb2q,

επειδή x2 P Aptxu Y teuq, για κάθε x P A.

Οι Παρατηρήσεις 4.3 και 4.4, ϕανερώνουν πως η ιδέα της ελευθερίας, έχει
ουσία µόνο για µη-αντιµεταθετικές τυχαίες µεταβλητές. ∆ηλαδή, δύο αντι-
µεταθετικές τυχαίες µεταβλητές είναι ελεύθερες, µόνο αν τουλάχιστον
µια έχει µηδενική δεύτερη ϱοπή. Συνεπώς η ελευθερία στις κλασικές τυ-
χαίες µεταβλητές είναι ‘τετριµµένη.’
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Πρόταση 4.1. ΄Εστω pA, φq ένας µη-αντιµεταθετικός χώρος πιθανότητας και

A1,A2ĎA ˚-ελεύθερες, µε φ πιστή. Τότε A1

Ş

A2 “ Ce.

Απόδειξη. Για x P A1

Ş

A2, έχουµε από υπόθεση ότι x ελεύθερο από το
x˚. ΄Εχουµε, φ ppx´ φpxqeq˚px´ φpxqeqq “ 0 και επειδή η φ είναι πιστή,
px´ φpxqq˚px´ φpxqq “ 0, δηλαδή x “ φpxqe P Ce.

Τέλος, η παρακάτω πρόταση ϕανερώνει πως παρ΄ όλο που ο ορισµός της
ελευθερίας αναφέρεται για της άλγεβρες που παράγουν τα στοιχεία, η ελευ-
ϑερία ανάγεται και στις C˚-άλγεβρες που παράγουν τα στοιχεία.

Πρόταση 4.2. ΄Εστω pA, φq ένας C˚-χώρος πιθανότητας και pAiqiPI ĎA µια

ελεύθερη οικογένεια στον pA, φq. Θέτουµε Bi “ ĎAi
}¨}

. Τότε η pBiqiPI είναι

ελεύθερη.

Απόδειξη. Επιλέγουµε µια τυχαία οικογέννεια ip1q, . . . ipkq P I και γράφουµε
κάθε στοιχείο bj P Bipjq ως όριο στοιχείων της Aipjq. Επειδή η φ είναι } ¨ }-
συνεχής προκύπτει το Ϲητούµενο.

4.3 Αλγεβρική Σύνδεση µε το Ελεύθερο Γινόµενο

Η ενότητα αυτή δίνει ένα κίνητρο για τον όρο ‘ελευθερία,’ συνδέοντας την
ελευθερία υποοµάδων µε την ελευθερία υπαλγεβρών της άλγεβρας της οµάδας
(ϐλ. Παράδειγµα 3.5).

Ορισµός 4.2. ΄Εστω G οµάδα και pGiqiPI οικογένεια υποοµάδων της G. Η

pGiqiPI καλείται ελεύθερη αν για κάθε k ě 1, και ipjq ‰ ipj ` 1q, j ď k ´ 1,
και για κάθε gj P Gipjq, gj ‰ e, έχουµε

g1g2 . . . gk ‰ e

Από τον ορισµό ϕαίνεται πως οι υποοµάδες δεν έχουν σχέσεις µεταξύ τους.
Πράγµατι, αν πάρουµε ένα τυχαίο στοιχείο w P

Ť

iGi και το απλοποιήσουµε
ϐάσει του κανόνα hji ph

j
i q
´1 “ e και µετέπειτα πολλαπλασιάσουµε όλα τα

γειτονικά στοιχεία που ανήκουν στην ίδια υποοµάδα, χρησιµοποιώντας τις
σχέσεις (Ri) της υποοµάδας Gi (δηλ. h

j
ih

k
i “ gi P Gi), καταλήγουµε στο

w “ g1g2 . . . gk

όπου gj P Gipjq για κάθε j ď k και ip1q ‰ ip2q ‰ ¨ ¨ ¨ ‰ ipkq. Οπότε αν οι υπο-
οµάδες δεν έχουν σχέσεις µεταξύ τους τότε το w δεν απλοποιείται περαιτέρω
και συνεπώς w “ e αν και µόνο αν όλα τα gi “ e.
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Με ϐάση τα παραπάνω µπορούµε να ορίσουµε το ελεύθερο γινόµενο µιας
οικογένειας οµάδων Gi, i P I.

Ορισµός 4.3. ΄ΕστωGi, i P I οικογένεια οµάδων µε µονάδες ei. Το ελεύθερο
γινόµενο των Gi,

G :“ ‹iPIGi

ορίζεται ως η οµάδα που παράγεται από τις Gi και περιορίζεται από τις ακόλου-

ϑες σχέσεις : piq τις σχέσεις µέσα σε κάθε οµάδα Gi, και piiq οι µονάδες των Gi,

ταυτίζονται µε την µονάδα της G: ei “ e, @i P I.

Η αρχική µελέτη του Voiculescu, που οδήγησε στον ορισµό της ελεύθερης
ανεξαρτησίας και εν συνεχεία στην ανάπτυξη της Ελεύθερης Θεωρίας Πιθα-
νοτήτων, πραγµατευόταν τις Von Neumann άλγεβρες LpFmq των ελεύθερων
οµάδων µε m γεννήτορες Fm, για m P N.

Προφανώς, οιCFm καιCFn γιαm ‰ n καιm,n ě 2 είναι αρκετά διαφορε-
τικά αντικείµενα, όµως πληρώνοντας ως προς την (‘πολύ’ ασθενή) τοπολογία
WOT δεν είναι σαφές αν οι Von Neumann άλγεβρες που προκύπτουν LpFmq
και LpFnq είναι ισόµορφες ή όχι. Το πρόβληµα αυτό είναι ακόµα ανοιχτό. Ε-
πίσης, δεν είναι σαφές το πώς χτίζεται η LpFm ‹Fnq από τις επιµέρους LpFmq
και LpFmq. Αυτό που ξέρουµε όµως είναι πως οι υπάλγεβρες αυτές είναι
ελεύθερα ανεξάρτητες ως προς το trace στην LpFm ‹ Fnq.

Πρόταση 4.3. ΄Εστω pGiqiPI ĎG. Τα επόµενα είναι ισοδύναµα:

1. Οι οµάδες pGiqiPI είναι ελεύθερες.

2. Οι ˚-άλγεβρες pCGiqqiPI είναι ελεύθερα ανεξάρτητες, ως υπάλγεβρες

της CG, µε το τG.

Απόδειξη. p1q ñ p2q: ΄Εστω x1, . . . , xk P CG, µε xj P CGipjq και τGpxjq “ 0,
για κάθε j ď k. Υποθέτουµε επίσης πως ip1q ‰ ip2q ‰ ¨ ¨ ¨ ‰ ipkq. Τότε, αν

xj “
ÿ

gjPGipjq

αjgjgj, j ď k

έχουµε πως:

x1 . . . xk “

¨

˝

ÿ

g1PGip1q

α1
g1
g1

˛

‚. . .

¨

˝

ÿ

gkPGipkq

αkgkgk

˛

‚

“
ÿ

g1PGip1q,...,gkPGipkq

α1
g1
. . . αkgk

`

g1 . . . gk
˘
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Από την γραµµικότητα του τG : CGÑ C έχουµε:

τGpx1 . . . xkq “
ÿ

g1PGip1q,...,gkPGipkq

α1
g1
. . . αkgkτG

`

g1 . . . gk
˘

Τώρα, για κάθε g1, . . . , gk µε α1
g1
. . . αkgk ‰ 0 έχουµε ότι gj ‰ e για κάθε j ď k.

Πράγµατι, επειδή τGpxjq “ 0 έχουµε ότι
ÿ

gjPGipjq

αjgjτGpgjq “ 0

και άρα είτε αjgj “ 0, είτε gj ‰ e. Οπότε από τον ορισµό µιας ελεύ-
ϑερης οικογένειας υποοµάδων (4.2) προκύπτει ότι g1 . . . gk ‰ e. Συνεπώς
τG
`

g1 . . . gk
˘

“ 0 και άρα τGpx1 . . . xkq “ 0.

p2q ñ p1q: ΄Εστω ότι οι pCGiqiPI είναι ελεύθερα ανεξάρτητες στον pCG, τGq.
Παίρνουµε gj P CGipjq µε gj ‰ e, @j ď k και ip1q ‰ ¨ ¨ ¨ ‰ ipkq. Επειδή
gj ‰ e, @j ď k έχουµε τGpgjq “ 0 για κάθε j ď k. Συνεπώς, απο τον
ορισµό της ελεύθερης ανεξαρτησίας προκύπτει το τGpg1 . . . gkq “ 0 και άρα
g1 . . . gk ‰ e.

΄Οπως σηµειώνουν οι Nica και Speicher (2006), προκειµένου να είναι χρή-
σιµη η ‘ελευθερία’ ϑα πρέπει να µπορούµε να ϐρούµε αρκετές περιπτώσεις
όπου να εµφανίζονται ελεύθερες τυχαίες µεταβλητές. Στην κλασική περίπτω-
ση αυτό εξασφαλίζεται από την ύπαρξη και καταστκευή του χώρου γινόµενο
µε το µέτρο γινόµενο (και η γενίκευση στο τανυστικό γινόµενο στο επί-
πεδο ανεξάρτητων αλγεβρών τυχαίων µεταβλητών). Η αντίστοιχη κατασκευ-
ή στην ελεύθερη περίπτωση είναι δυνατή και καλείται ‘ελεύθερο γινόµενο
µη-αντιµεταθετικών χώρων πιθανότητας.’ Το γινόµενο αυτό µπορεί να κα-
τασκευαστεί ώστε να διατηρείται και η δοµή της C˚-άλγεβρας. Για τις λε-
πτοµέρεις ο ανγνώστης παραπέµπεται στους Nica και Speicher (2006, σσ.
81–108).

Αν pAi, φiqiPI µια οικογένεια µη-αντιµεταθετικών χώρων, ϑα συµβολίζουµε
το ελεύθερο γινόµενό τους µε

p‹iPIAi, ‹iPIφiq

Ο χώρος αυτός έχει την ιδιότητα ότι οι υπάλγεβρες pAiqiPI είναι ελεύθερες
στον p‹iPIAi, ‹iPIφiq.
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5 ‘Ελεύθερο’ Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα

Σε αυτήν την ενότητα ϑα αποδειχθεί το ‘Ελεύθερο’ Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα,
µε την χρήση συνδυαστικών εργαλείων, κατά τους Nica και Speicher. Το
ϑεώρηµα αυτό είναι ανάλογο του κλασικού κεντρικού οριακού ϑεωρήµατος
και αποδεικνύει πως η ελευθερία (όπως η ανεξαρτησία) έχει ως συνέπεια µια
καθολική οριακή κατανοµή για το a1`¨¨¨`aN?

N
καθώς το N Ñ `8. Η οριακή

αυτή κατανοµή δεν είναι όµως η κανονική κατανοµή, όπως στην κλασική
περίπτωση, αλλά η semicircular (‘ηµι-κυκλική’) κατανοµή.

Σχήµα 2: Μια semicircular κατανοµή ακτίνας 1.

Από το παραπάνω σχήµα, είναι εµφανές πως η semicircular κατανοµή
δεν είναι ακριβώς ηµι-κυκλική αλλά ηµι-ελλειπτική.

Ορισµός 5.1. ΄Εστω pA, φq ένας µη-αντιµεταθετικός χώρος πιθανότητας και

s P A αυτοσυζυγές. Το s ϑα καλείται semicircular στοιχείο ακτίνας r P R αν η

αναλυτική του κατανοµή είναι η

dµs “
2

πr2

?
r2 ´ t2dt στο r´r, rs

Επειδή, Varpsq “ φps2q ´ φpsq2 “ r2{4, αν r “ 2 η κατανοµή του s
είναι ‘κανονικοποιηµένη’ (Varpsq “ 1), και το στοιχείο µπρορεί να καλείται

κανονικοποιηµένο ή και ‘κύµανσης 1.’
Τέλος, παρατηρούµε πως στον ορισµό αναγκάζουµε εκ των προτέρων τα

semicircular στοιχεία να είναι κεντραρισµένα, φpsq “ 0.

΄Εστω ta1, . . . , aNu οικογένεια ελεύθερων και ισόνοµων (δηλ. αν p πο-
λυώνυµο, φpppaiqq “ φpppajqq, για κάθε i, j ď N ) αυτοσυζυγών τυχαίων
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µεταβλητών µε φpaiq “ 0, @i ď N , για κάθε N P N. Η ποσότητα που ϑέ-
λουµε να εκτιµήσουµε, όπως και στην κλασική ϑεωρία, είναι το όριο, καθώς
N Ñ `8, των ϱοπών του ‘κανονικοποιηµένου’ αθροίσµατος a1 ` ¨ ¨ ¨ ` aN ,
δηλαδή το :

lim
NÑ`8

φ
´´a1 ` ¨ ¨ ¨ ` aN

?
N

¯k¯

Αν αναπτύξουµε το άθροισµα ως προς την δύναµη k P N, έχουµε:

φ
´

pa1 ` ¨ ¨ ¨ ` aNq
k
¯

“
ÿ

1ďrp1q,...,rpkqďN

φparp1q . . . arpkqq

όπου το rpiq, i ď k είναι ο δείκτης που αντιστοιχεί στην ϑέση i.
Παρατηρούµε αρχικά πως επειδή οι τυχαίες µεταβλητές είναι ισόνοµες,

αν rpiq “ rpjq ðñ ppiq “ ppjq, για κάθε i, j ď k, τότε

φparp1q . . . arpkqq “ φpapp1q . . . appkqq

∆ηλαδή, η τιµή του φp¨q εξαρτάται από τα rpiq, µόνο ως προς το ποιοι
δείκτες είναι διαφορετικοί και ποιοι όχι. Συνεπώς, µπορούµε να κωδικο-
ποιήσουµε αυτήν την πληροφορία ως µια διαµέριση π “ tV1, . . . Vsu του
t1, . . . , ku, µε :

´

rp1q, . . . , rpkq
¯

fi π αν και µόνο αν rrpiq “ rpjq ðñ i, j P Vss

και άρα ϑέτουµε φparp1q . . . arpkqq “ κπ “ φpapp1q . . . appkqq, όποτε
´

rp1q, . . . , rpkq
¯

fi π fi

´

pp1q, . . . , ppkq
¯

Με ϐάση τα παραπάνω µπορούµε να γράψουµε:

φ
´

pa1 ` ¨ ¨ ¨ ` aNq
k
¯

“
ÿ

π διαµέριση
του t1, . . . , ku

κπA
N
π (1)

µε ANπ “ #
!

π fi

´

rp1q, . . . , rpkq
¯

: π διαµέριση του t1, . . . , ku
)

Στην συνέχεια ϑα προσπαθήσουµε να εκτιµήσουµε την ποσότητα στην
παραπάνω εξίσωση στο όριο N Ñ `8, χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες της
ελευθερίας.
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Παρατήρηση 5.1. Αν η διαµέριση π περιέχει µονοσύνολο, τότε κπ “ 0. ΄Αρα

µόνο για |π| ď k{2, έχουµε συνεισφορά.

Απόδειξη. ΄Εστω π διαµέριση του t1, . . . ku και tru “ Vs P π. Από το Λήµµα
4.1 έχουµε:

φparp1q . . . ar . . . arpkqq “��
��*0

φparq φparp1q . . . a
1
r . . . arpkqq “ 0

Τώρα ϑα περάσουµε στο όριο :

lim
NÑ`8

φ
´´a1 ` ¨ ¨ ¨ ` aN

?
N

¯k

“ lim
NÑ`8

ÿ

π διαµέριση
του t1, . . . , ku

1

Nk{2
κπA

N
π

Παρατήρηση 5.2. Οι µόνοι όροι που συνεισφέρουν στο παραπάνω όριο είναι

εκείνοι όπου η διαµέριση είναι pairing (δηλ.: αν κάθε στοιχείο της διαµέρισης

είναι δισύνολο).

Απόδειξη. Παρατηρούµε πως υπάρχουν N επιλογές για το κοινό δείκτη στο
πρώτο block της π, pN ´ 1q επιλογές για το δεύτερο (αφού πρέπει να διαφέ-
ϱουν), και γενικά έχουµε ANπ “ NpN ´ 1q . . . pN ´ |π| ` 1q. Ασυµπτωτικά για
µεγάλο N , το ότι αφαιρούµε κάποιες σταθερές δεν επηρεάζει την τιµή πολύ
και συνεπώς:

lim
NÑ`8

ANπ “ lim
NÑ`8

N |π|

΄Αρα έχουµε:

lim
NÑ`8

φ
´´a1 ` ¨ ¨ ¨ ` aN

?
N

¯k¯

“ lim
NÑ`8

ÿ

π διαµέριση
του t1, . . . , ku

N |π|´k{2 κπ

Από την παραπάνω παρατήρηση, έχουµε |π| ď k{2. Στην περίπτωση που
|π| ă k{2, ο όρος N |π|´k{2 κπ

NÑ8
ÝÝÝÑ 0 και άρα δεν συνεισφέρει στο όριο.

Συνεπώς οι µόνοι όροι που συνεισφέρουν είναι αυτοί µε |π| “ k{2, δηλαδή οι
διαµερίσεις που είναι pairings.

Επιπλέον, στην περίπτωση που |π| “ k{2, ο όρος N |π|´k{2 κπ
NÑ8
ÝÝÝÑ κπ και

έτσι έχουµε:

lim
NÑ`8

φ
´´a1 ` ¨ ¨ ¨ ` aN

?
N

¯k¯

“
ÿ

π pairing
του t1, . . . , ku

κπ (2)
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Από αυτό έχουµε άµεσα ότι αν k περιττός, το όριο αυτό µηδενίζεται, αφού
δεν υπάρχει pairing περιττού αριθµού στοιχείων.

Παρατήρηση 5.3 (Κλασικό Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα). Από αυτό το σηµείο

αποδεικνύεται χωρίς παραπάνω κόπο το κλασικό κεντρικό οριακό ϑεώρηµα.

Πράγµατι, το µόνο που χρησιµοποιήσαµε για να ϕτάσουµε στην σχέση :

lim
NÑ`8

φ
´´a1 ` ¨ ¨ ¨ ` aN

?
N

¯k¯

“
ÿ

π pairing

του t1, . . . , ku

κπ

ήταν το Λήµµα 4.1, το οποίο ισχύει και για κλασικές ανεξάρτητες τυχαίες µετα-

ϐλητές. ΄Εστω π pairing και k P N άρτιος (αφού οι περιττές ϱοπές µηδενίζονται).

Επειδή οι µεταβλητές µετατίθονται και υπάρχουν ακριβώς δύο από κάθε ‘άλ-

γεβρα’ (αφού π pairing), το κπ σπάει σε k{2-το πλήθος γινόµενο από σ2
και άρα

κπ “ σk. Μένει να ϐρούµε πόσες τέτοιες διαµερίσεις του t1, . . . , ku υπάρχουν.

Αν π “ tV1, . . . Vsu pairing του t1, . . . , 2mu, τότε για το πρώτο block, έχουµε

2m!
2!p2m´2q!

επιλογές. Για το δεύτερο έχουµε
p2m´2q!

2!p2m´4q!
και γενικά έχουµε :

2m!

2!���
��p2m´ 2q!

ˆ
��

���p2m´ 2q!

2!p2m´ 4q!
ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ 1 “

m
ź

i“1

`

2m´ 2pi´ 1q
˘

!

2!p2m´ 2iq!
“

2m!

2m

΄Οµως υπάρχουν m! τρόποι να διαλέξουµε τα Ϲεύγη στα blocks της π οπότε :

#

!

π “ tV1, . . . Vmu : π pairing του t1, . . . 2mu
)

“
2m!

2m ¨m!
“

“ p2m´ 1q ˆ p2m´ 3q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ 5ˆ 3ˆ 1 “: p2m´ 1q!!

Συνεπώς έχουµε :

lim
NÑ`8

φ
´´a1 ` ¨ ¨ ¨ ` aN

?
N

¯k¯

“

#

0 αν k περιττός

σkpk ´ 1q!! αν p άρτιος

που είναι ακριβώς οι ϱοπές της κανονικής κατανοµής. Από τα παραπάνω

προκύπτει ότι

a1 ` ¨ ¨ ¨ ` aN
?
N

dist
ÝÝÝÝÑ
NÑ`8

ξ

όπου το ξ έχει κανονική κατανοµή.
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΄Οπως παρατήρησε ο R. Speicher, από συνδυαστική σκοπιά, το µόνο που
αλλάζει περνώντας από την κλασική στην ‘ελεύθερη’ περίπτωση, είναι το ότι
αντί να µετράµε όλα τα pairings του t1, . . . , ku, µετράµε µόνο κάποια ‘ιδιαί-
τερα’ pairings, τα οποία και συνεισφέρουν στο όριο.

Εξετάζουµε µια τυχαία ϱοπή φparp1q . . . arpkqq. Υπάρχουν δύο περιπτώσεις :

1. Είτε rp1q ‰ rp2q ‰ ¨ ¨ ¨ ‰ rpkq, οπότε από τον ορισµό της ελευθερίας,
φparp1q . . . arpkqq “ 0.

2. Είτε υπάρχει κάποιο i, ώστε rpiq “ rpi`1q “ r. Σε αυτή την περίπτωση:

φparp1q . . . arar . . . arpkqq “ φpa2
rq φparp1q . . .par . . . arpkqq

“ σ2 φparp1q . . .par . . . arpkqq

αφού τα ta2
ru και tarp1q . . .par . . . arpkqu είναι ελεύθερα (το par είναι απλά

το στοιχείο ακριβώς δίπλα στο arpi`1q).

΄Επειτα εξετάζουµε το φparp1q . . .par . . . arpkqq, για το οποίο πάλι υπάρχουν
οι παραπάνω δυο περιπτώσεις. Συνεχίζοντας διαδοχικά, παρατηρούµε ότι
η αρχική ϱοπή είτε ϑα είναι 0, δηλαδή σε κάποιο ϐήµα ϑα αντιστοιχεί η
πρώτη περίπτωση· είτε ϑα είναι σ2 σ2 . . . σ2

k{2-ϕορές

“ σk, δηλαδή σε κάθε ϐήµα

ϑα καταλήγουµε στην δεύτερη περίπτωση, µέχρι το φpeq “ 1. Συνεπώς για
µια διαµέριση να συνεισφέρει στο όριο (κπ ‰ 0), ϑα πρέπει να επιτρέπει να
καταλήγουµε διαδοχικά στην δεύτερη περίπτωση. Θα δούµε πως η συνθήκη
αυτή υπονοεί πως η διαµέριση ϑα πρέπει να είναι non-crossing .

Σχήµα 3: Μια non-crossing διαµέριση: π “
!

t1, 3, 5u, t2u, t4u
)

Ορισµός 5.2. ΄Εστω S ένα πεπερασµένο, ολικά διατεταγµένο σύνολο και π “
tV1, . . . , Vsu µια διαµέριση του. Συµβολίζουµε,

p „π q ðñ p, q P Vj, για κάποιο j ď s
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Η π ϑα καλείται crossing αν υπάρχουν p1 ă q1 ă p2 ă q2 τέτοια ώστε

p1 „π p2 π q1 „π q2

Αν η π δεν είναι crossing καλείται non-crossing. Στην περίπτωση που

S “ t1, . . . , nu συµβολίζουµε το σύνολο των non-crossing διαµερίσεων του S
µε NCpnq.

Οι non-crossing διαµερίσεις ορίζονται και επαγωγικά: Μια π “ tV1, . . . , Vsu
διαµέριση του t1, . . . , nu είναι non-crossing αν και µόνο αν τουλάχιστον ένα
block Vi ειναι ‘διάστηµα’ (δηλ. Vi “ tk, k ` 1, . . . , k ` pu) και η πrV είναι
non-crossing, δηλαδή:

πrV P NC
´

t1, . . . , k ´ 1, k ` p` 1, . . . , nu
¯

– NC
´

n´ pp` 1q
¯

Σχήµα 4: Μια crossing διαµέριση: π “
!

t1, 3, 5u, t2, 4u
)

Τέλος παρατηρούµε πως #NCpnq “ #NC2p2nq, όπου NC2p2nq τα non-
crossing pairings του t1, . . . , 2nu.

Πρόταση 5.1. κπ ‰ 0 αν και µόνο αν η π είναι non-crossing.

Απόδειξη. Υπενθυµίζουµε τις δύο περιπτώσεις για το τυχαίο pairing
π fi prp1q, . . . , rpkqq:

1. Είτε rp1q ‰ rp2q ‰ ¨ ¨ ¨ ‰ rpkq, οπότε από τον ορισµό της ελευθερίας,
φparp1q . . . arpkqq “ 0.

2. Είτε υπάρχει κάποιο i, ώστε rpiq “ rpi`1q “ r. Σε αυτή την περίπτωση:

φparp1q . . . arar . . . arpkqq “ φpa2
rq φparp1q . . .par . . . arpkqq

“ σ2 φparp1q . . .par . . . arpkqq
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΄Εστω κπ “ 0, τότε σε κάποιο ϐήµα αντιστοιχεί αναγκαστικά η πρώ-
τη περίπτωση παραπάνω. ∆ηλαδή καταλήγουµε σε µια διαµέριση π1 του
t1, ..., k ´ 2pu, p ă k{2 µε

κπ “ σ2p

���
���

���
�:0

φparp1q . . . arpk´2pqq

όπου rp1q ‰ rp2q ‰ ¨ ¨ ¨ ‰ rpk ´ 2pq και συνεπώς η π1 δεν ‘ζευγαρώνει’
γειτονικά στοιχεία. ΄Αρα ϑα υπάρχουν i1 ă j1 ă i2 ă j2 µε rpi1q “ rpi2q ‰
rpj1q “ rpj2q δηλαδή τον ορισµό µιας crossing διαµέρισης. Συνεπώς, κπ ‰ 0
συνεπάγεται πως η π είναι non-crossing.

Αντίστροφα, έστω πως η π είναι non-crossing. Από τον επαγωγικό χαρα-
κτηρισµό της ιδιότητας συνεπάγεται πως υπάρχει V P π ‘διάστηµα’ και πrV
είναι non-crossing. Επειδή η π είναι pairing το V “ trpiq, rpi ` 1qu και
άρα αν rpiq “ rpi ` 1q “ r έχουµε την δεύτερη περίπτωση παραπάνω οπότε
παίρνουµε ένα σ2 “ φpa2

rq σπάζοντας την ϱοπή κατά τα παραπάνω. ΄Οµως
και η πrV είναι non-crossing οπότε πάλι υπάρχει διάστηµα V 1, και ούτω
καθεξής. Οπότε αν η π είναι non-crossing, έχουµε ότι κπ “ σ2ˆ k

2 “ σk ‰ 0.

Τελικώς έχουµε δείξει πως

lim
NÑ`8

φ
´´a1 ` ¨ ¨ ¨ ` aN

?
N

¯k¯

“ Dkσ
k (3)

όπου

Dk :“ #
!

π : π non-crossing pairing του t1, . . . , ku
)

Το ϐήµα που ολοκληρώνει την απόδειξη του ελεύθερου κεντρικού οριακού
ϑεωρήµατος είναι η ταύτιση της k-οστής ϱοπής στον τύπο (3) παραπάνω, µε
την k-οστή ϱοπή της semicircular κατανοµής. Αυτό επιτυγχάνεται µε τους
αριθµούς Catalan. Πρώτα δείχνουµε πως το D2m “ Cm, όπου Cm είναι ο m-
οστός αριθµός Catalan και στην συνέχεια πως η k-οστή ϱοπή της semicircular
κατανοµής είναι η σkCk{2.

Ορισµός 5.3. Για κάθε n ě 0 ορίζουµε τον n-οστό αριθµό Catalan ως :

Cn :“
1

n` 1

ˆ

2n

n

˙

“
2n!

n!pn` 1q!
(C1)

Θέτοντας C0 “ 1. Ο n-οστός αριθµός Catalan ορίζεται επίσης και αναδροµικά

από
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Cn “
n
ÿ

i“1

Ci´1Cn´i (C2)

µε C0 “ C1 “ 1.

Πρόταση 5.2. ΑνD2k είναι ο αριθµός των non-crossing pairings του συνόλου

t1, . . . , 2ku τοτε, D2k “ Ck.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι οD2k ικανοποιεί την αναδροµική σχέση C2. ΄Εστω
π “ tV1, . . . , Vku ένα non-crossing pairing µε V1 “ p1,mq για κάποιοm ď 2k.
Επειδή η π είναι non-crossing για κάθε j ‰ 1, έχουµε είτε 1 ă Vj ă m, είτε
1 ă m ă Vj (αλλιώς το Vj ϑα διασταυρωνόταν µε το p1,mq). Επίσης τοm είναι
αναγκαστικά άρτιος (m “ 2l), αφού αλλιώς δεν ‘χωράει’ pairing ανάµεσα στο
p1,mq ή µετά.

Οπότε έχουµε ότι :

1. η π περιορισµένη στο t2, . . . ,m´ 1u είναι non-crossing pairing.

2. η π περιορισµένη στο tm` 1, . . . , 2ku είναι non-crossing pairing.

από τον αναδροµικό χαρακτηρισµό των non-crossing διαµερίσεων, αφού τα
σύνολα αυτά αποτελούνται από άρτιο αριθµό στοιχείων.

Στην πρώτη περίπτωση υπάρχουν, Dm´2 τέτοιες διαµερίσεις, ενώ στην
δεύτερη υπάρχουνD2k´m και οι επιλογές αυτές είναι ανεξάρτητες. Επίσης, το
m “ 2l ‘τρέχει’ σε όλους τους άρτιους µέχρι το 2k. Συλλέγοντας τα παραπάνω
έχουµε:

D2k “

k
ÿ

l“1

D2l´2D2k´2l “

k
ÿ

l“1

D2pl´1qD2pk´lq

δηλαδή ικανοποιείται η σχέση C2.

Συνεπώς έχουµε τον ακόλουθο τύπο για την τυχαία k-οστή ϱοπή του a1`¨¨¨`aN?
N

:

lim
NÑ`8

φ
´´a1 ` ¨ ¨ ¨ ` aN

?
N

¯k¯

“ Ck{2σ
k (4)

Θεώρηµα 5.1. [Ελεύθερο Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα] ΄Εστω ta1, . . . , aNu οι-

κογένεια ελεύθερων και ισόνοµων, αυτοσυζυγών τυχαίων µεταβλητών µε

φpaiq “ 0, @i ď N , για κάθε N P N. Τότε :

a1 ` ¨ ¨ ¨ ` aN
?
N

dist
ÝÝÝÝÑ
NÑ`8

s

όπου s P A semicircular στοιχείο (κάποιας) άλγεβρας.
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Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι η τυχαία ϱοπή του a1`¨¨¨`aN?
N

συγκλίνει στην
αντίστοιχη ϱοπή της semicircular κατανοµής. Με ϐάση την παραπάνω ανά-
λυση έχουµε ότι

lim
NÑ`8

φ
´´a1 ` ¨ ¨ ¨ ` aN

?
N

¯k¯

“ Ck{2σ
k

Θα δείξουµε ότι η k-οστή ϱοπή Epskq της semicircular κατανοµής είναι
ακριβώς Ck{2σk, δηλαδή ότι

ż

tkdµs “

ż

r´r,rs

tk
2

πr2

?
r2 ´ t2 dt “ Ck{2σ

k C1
“

1

k{2` 1

ˆ

k

k{2

˙

σk

Επειδή η semicircular κατανοµή είναι συµµετρική (ϐλ Σχήµα 5), υπο-
ϑέτουµε ότι k “ 2m αφού αλλιώς η ϱοπή µηδενίζεται. Παρατηρούµε πως η
t ÞÑ t2m

?
r2 ´ t2 είναι άρτια συνάρτηση, οπότε
ż

r´r,rs

tk
2

πr2

?
r2 ´ t2 dt “ 2

ż

r0,rs

tk
2

πr2

?
r2 ´ t2 dt “

Κάνοντας τον µετασχηµατισµό t “ r cos θ και dt “ ´r sin θdθ, θ P r0, π{2s
έχουµε:

Eps2m
q “ 4

ż 0

π{2

1

πr2
r2m cos2m θ

a

r2p1´ cos2 θqp´r sin θqdθ

“ 4

ż 0

π{2

1

πr2
r2m cos2m θr sin θp´r sin θqdθ

“ 4

ż π{2

0

1

πr2
r2m cos2m θr2 sin2 θdθ

“
4r2m

π

ż π{2

0

cos2m θ sin2 θdθ

“
4r2m

π

˜

ż π{2

0

cos2m θdθ ´

ż π{2

0

cos2pm`1q θdθ

¸

(*)

Αναπτύσσοντας ανάλογα µε τον τύπο
ż

cosn θ “
1

n
cosn´1 θ sin θ `

n´ 1

n

ż

cosn´2 θdθ

έχουµε:
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ż π{2

0

cos2m θdθ “
π

2

1ˆ 3ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ p2m´ 1q

2ˆ 4ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ 2m
“
π

2

p2m´ 1q!!

p2mq!!

Οπότε :

ż π{2

0

cos2m θdθ ´

ż π{2

0

cos2pm`1q θdθ “
π

2

ˆ

p2m´ 1q!!

p2mq!!
´
p2m` 1q!!

p2m` 2q!!

˙

“
π

2

ˆ

p2m´ 1q!!

p2mq!!
´
p2m` 1qp2m´ 1q!!

p2m` 2qp2mq!!

˙

“
π

2

ˆ

p2m´ 1q!!p2m` 2q ´ p2m` 1qp2m´ 1q!!

p2m` 2qp2mq!!

˙

“
π

2

ˆ

p2m´ 1q!!

p2m` 2qp2mq!!

˙

Χρησιµοποιώντας τους τύπους :

p2mq!! “ 2m ¨m! και p2m´ 1q!! “
p2mq!

2m ¨m!

έχουµε:

“
π

2

ˆ

p2mq!

p2m` 2q ¨ 22m ¨m! ¨m!

˙

“
π

2

1

p2m` 2q ¨ 22m

ˆ

2m

m

˙

Συνεπώς η (*) γίνεται :

Eps2m
q “

4r2m

π

π

2

1

p2m` 2q ¨ 22m

ˆ

2m

m

˙

“

ˆ

r2

4

˙m
1

m` 1

ˆ

2m

m

˙

“ σ2mCm

Το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη.
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Πολυδιάστατη Περίπτωση

΄Εστω δύο ακολουθίες, a1, a2, . . . και b1, b2, . . . από Αυτοσυζυγείς, κεντραρι-
σµένες (φpaiq “ 0 “ φpbjq) τυχαίες µεταβλητές, τέτοιες ώστε τα σύνολα, taj, bju
να είναι ελέυθερα για κάθε j και έχουν την ίδια κοινή κατανοµή, δηλαδή

φpaki b
l
iq “ φpakj b

l
jq, @i ‰ j, και @k, l P N

Τότε από το Ελεύθερο Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα (5.1), έχουµε

a1 ` ¨ ¨ ¨ ` aN
?
N

dist
ÝÝÝÝÑ
NÑ`8

s1

και
b1 ` ¨ ¨ ¨ ` bN

?
N

dist
ÝÝÝÝÑ
NÑ`8

s2

Πράγµατι, ϑέτοντας bj “ e για κάθε j έχουµε φpaki q “ φpakj q για κάθε i, j.
Οπότε η οικογένεια pa1, a2, . . . q είναι ισόνοµη. Επίσης είναι και ελεύθερες,
αφού τα σύνολα ta1, eu, ta2, eu, . . . είναι ελεύθερα. Αντίστοιχα και για τα b.
Οπότε για τις ακολουθίες, a1, a2, . . . και b1, b2, . . . ξεχωριστά17 πληρούνται
οι υποθέσεις του Ελεύθερου Κεντρικού Οριακού Θεωρήµατος.

Η κοινή κατανοµή του Ϲεύγους ps1, s2q χαρακτηρίζεται από τον πίνακα
συνδιακύµανσης :

C “

ˆ

φpararq φparbrq
φpbrarq φpbrbrq

˙

Η υπόθεση της κοινής κατανοµής των taj, bju σηµαίνει πως δεν έχει ση-
µασία ποιον δείκτη ϑα πάρουµε· τον ϑέτουµε ίσο µε r. Το παρακάτω ϑεώ-
ϱηµα γενικεύει την παραπάνω συζήτηση από ακολουθίες δύο στοιχείων σε
ακολουθίες αυθαίρετα πολλών στοιχείων. Η απόδειξη, είναι ανάλογη της µο-
νοδιάστατης και ϐρίσκεται στους Nica και Speicher (2006, σσ. 127–128).

Θεώρηµα 5.2. ΄Εστω pA, φq ένας µη-αντιµεταθετικός χώρος πιθανότητας και

pai1qiPI , pa
i
2qiPI , . . . ĎA µια ακολουθία από ελεύθερα σύνολα που περιέχουν

αυτοσυζυγή στοιχεία και έχουν την ίδια κοινή κατανοµή· δηλαδή αν πάρουµε

πεπερασµένα ip1q, . . . , ipnq P I, τότε

φpa
ip1q
k . . . a

ipnq
k q “ φpa

ip1q
l . . . a

ipnq
l q, @k ‰ l

και άρα δεν εξαρτάται από τον δείκτη. Υποθέτουµε επιπλέον πως φpaikq “ 0
για κάθε k P N και i P I. Τότε, συµβολίζοντας µε cij “ φpaika

j
kq, έχουµε ότι

17∆εν υποθέτουµε πως τα a είναι ελεύθερα από τα b (ϐλ. Πρόταση 5.3)
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ˆ

ai1 ` ¨ ¨ ¨ ` a
i
N?

N

˙

iPI

dist
ÝÝÝÝÑ
NÑ`8

psiqiPI

όπου η psiqiPI είναι µια semicircular οικογένεια µε συνδιακύµανση pcijqi,jPI .

∆υο σηµειώσεις για το Θεώρηµα 5.2. Πρώτον, η έννοια της σύγκλισης ως
προς την κατανοµή που εµφανίζεται είναι η ακόλουθη:

paiNqiPI
dist

ÝÝÝÝÑ
NÑ`8

paiqiPI ðñ lim
NÑ`8

φpa
ip1q
N . . . a

ipnq
N q “ φpaip1q . . . aipnqq, @n P N

∆ηλαδή, κάθε κοινή ϱοπή της paiNqiPI συγκλίνει στην αντίστοιχη της paiqiPI .
∆εύτερον, ο ορισµός µιας semicircular οικογένειας είναι αντίστοιχος αυ-

τού για οικογένειες κανονικών τυχαίων µεταβλητων.18 ∆ηλαδή, έστω ότι το
pcijqi,jPI είναι ένας ϑετικά ορισµένος πίνακας. Μια οικογένεια psiqiPI αυτοσυ-
Ϲυγών τυχαίων µεταβλητών καλείται semicircular µε συνδιακύµανση pcijqi,jPI ,
αν για κάθε πεπερασµένα ip1q, . . . , ipkq P I, έχουµε

φ
`

sip1q . . . sipkq
˘

“
ÿ

π non-crossing pairing
του t1, . . . , ku

κπrsip1q, . . . , sipkqs

όπου
κπrsip1q, . . . , sipkqs “

ź

pp,qqPπ

cippqipqq

Για ένα στοιχείο s, έχουµε:

φpskq “ φ

˜

s ¨ s . . . s
k ϕορές

¸

“
ÿ

π non-crossing pairing
του t1, . . . , ku

ź

pp,qqPπ

cippqipqq

“
ÿ

π non-crossing pairing
του t1, . . . , ku

ź

pp,qqPπ

φpsippqsipqqq

“
ÿ

π non-crossing pairing
του t1, . . . , ku

ź

pp,qqPπ

φps2
q

“
ÿ

π non-crossing pairing
του t1, . . . , ku

`

σ2 . . . σ2

k{2 ϕορές

˘

“ σkCk{2

∆ηλαδή, η k-οστή ϱοπή της semicircular κατανοµής. Συνεπώς, κάθε στοιχείο
µιας semicircular οικογένειας, είναι semicircular στοιχείο.

18 Για την αντιστοιχία ϐλ. Λήµµα 6.1, που δίνει τον τύπο του Wick.
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Παρακάτω αποδεικνύεται πως µια semicircular οικογένεια είναι ελεύθερη
αν και µόνο αν ο πίνακας συνδιακύµανσης είναι διαγώνιος. Ξεκινάµε µε ένα
λήµµα:

Λήµµα 5.1. ΄Εστω pAn, φnq, n P N και pA, φq µη-αντιµεταθετικοί χώροι πιθα-

νότητας και ακολουθίες στοιχείων painqiPI ĎAn, για κάθε n P N, paiqiPI ĎA
ώστε

painqiPI
dist

ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

paiqiPI

΄Εστω pIpq
d
p“1 µια διαµέριση του I σε ξένα ανα δύο σύνολα. Υποθέτουµε ότι τα

σύνολα

tain : i P I1u, . . . , ta
i
n : i P Idu

είναι ελεύθερα. Τότε τα σύνολα

tai : i P I1u, . . . , ta
i : i P Idu

είναι επίσης ελεύθερα. ∆ηλαδή, η ελευθερία ‘περνάει’ στο όριο.

Απόδειξη. ΄Εστω ip1q, . . . , ipkq P tI1, . . . , Idu µε ip1q ‰ ip2q ‰ ¨ ¨ ¨ ‰ ipkq και
φpaipjqq “ 0 για κάθε j ď k. Θα δείξουµε ότι φpaip1q . . . aipkqq “ 0. Επειδή
painqiPI

dist
ÝÝÝÝÑ
nÑ`8

paiqiPI ,

lim
n
φnpa

ipjq
n q “ φpaipjqq “ 0 για κάθε j ď k

Συνεπώς,

0 “ lim
n
φnpa

ip1q
n q ¨ lim

n
φnpa

ip2q
n q . . . lim

n
φnpa

ipkq
n q

“ lim
n

“

φnpa
ip1q
n q ¨ φnpa

ip2q
n q . . . φpaipkqn q

‰

“ lim
n
φnpa

ip1q
n ¨ aip2qn . . . aipkqn q (ελευθερία)

“ φpaip1q . . . aipkqq (dist. σύγκλιση)

Πρόταση 5.3. ΄Εστω psiqiPI µια semicircular οικογένεια µε συνδιακύµαση

pcijqi,jPI . Αν pIpq
d
p“1 µια διαµέριση του I σε ξένα ανα δύο σύνολα τότε τα

επόµενα είναι ισοδύναµα:

1. Τα σύνολα tsi : i P I1u, . . . , tsi : i P Idu είναι ελεύθερα.

2. ΄Εχουµε cij “ 0 όποτε i P Ip και j P Iq µε p ‰ q.
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Απόδειξη. p1q ñ p2q: Υποθέτουµε πως tsi : i P I1u, . . . , tsi : i P Idu είναι
ελεύθερα και σταθεροποιούµε i P Ip και j P Iq µε p ‰ q. Τότε τα si και sj
είναι ελεύθερα. Συνεπώς:

cij “ φpsisjq
υπόθ.
“ φpsiqφpsjq “ 0

p2q ñ p1q: Υποθέτουµε ότι cij “ 0 όποτε i P Ip και j P Iq µε p ‰ q. Η ιδέα
είναι να προσεγγίσουµε (ως προς την κατανοµή) την οικογένεια psiqiPI από
µερικά αθροίσµατα µιας οικογένεια ελεύθερων τυχαίων µεταβλητών. Τότε ε-
πειδή η ελευθερία ‘περνάει’ στο όριο (Λήµµα 5.1), ϑα έχουµε ότι η

`

psiqiPIp
˘d

p“1
ϑα είναι ελεύθερη.

Κατασκευάζουµε έναν κατάλληλο χώρο pB, ψq ως ελεύθερο γινόµενο (ϐλ.
συζήτηση στο τέλος του προηγούµενου κεφαλαίου), που να περιέχει ακολου-
ϑία ελεύθερων συνόλων τυχαίων µεταβλητών

pai1qiPI , pa
i
2qiPI , . . .

τέτοια ώστε να έχουν ίδια κοινή κατανοµή (δηλ. η κοινή κατανοµή των pairqiPI
είναι ανεξάρτητη από το r) η οποία να δίνεται από τα ακόλουθα:

(i) για κάθε p “ 1, . . . , d η οικογένεια pairqiPIp να έχει την ίδια κοινή κατα-
νοµή µε την psiqiPIp.

(ii) Τα σύνολα tair : i P I1u, . . . , ta
i
r : i P Idu να είναι ελεύθερα.

΄Εστω i P Ip και j P Iq µε p ‰ q. Από το (ii), έχουµε ότι τα air και ajr είναι
ελεύθερα (στον pB, ψq) και άρα

ψpaira
j
rq “ ψpairqψpa

j
rq “ 0 “ φpsisjq

Οπότε η οικογένεια pairqiPI (και για κάθε r, αφού οι κοινές κατανοµές ταυτί-
Ϲονται) έχει την ίδια συνδιακύµανση µε την psiqiPI .

Επίσης, από το πολυδιάστατο Ελεύθερο Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα (5.2)
έχουµε:

ˆ

ai1 ` ¨ ¨ ¨ ` a
i
N?

N

˙

iPI

dist
ÝÝÝÝÑ
NÑ`8

ps̃iqiPI

και από την παραπάνω συζήτηση προκύπτει ότι ps̃iqiPI “ psiqiPI αφού όλες
οι κοινές ϱοπές ταυτίζονται. Τώρα, από την κατασκευή των συνόλων έχουµε
πως
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˜

"

ai1 ` ¨ ¨ ¨ ` a
i
N?

N

*

iPIp

¸

p“1,...,d

ελεύθερα

και
ˆ

ai1 ` ¨ ¨ ¨ ` a
i
N?

N

˙

iPIp

dist
ÝÝÝÝÑ
NÑ`8

psiqiPIp p “ 1, . . . d

Συνεπώς, από το Λήµµα 5.1, προκύπτει ότι τα

psiqiPIp p “ 1, . . . , d ελεύθερα

΄Αµεσο πόρισµα της παραπάνω πρότασης είναι ότι µια semicircular οι-
κογένεια είναι ελεύθερη αν και µονο αν ο πίνακας συνδιακύµανσης είναι
διαγώνιος.

Επίσης, εξετάζοντας την τυχαία κοινή ϱοπή µιας semicircular οικογένειας
έχουµε

φ
`

sip1q . . . sipkq
˘

“
ÿ

π non-crossing pairing
του t1, . . . , ku

ź

pp,qqPπ

cippqipqq

κπrsip1q,...,sipkqs

Επειδή, από την παραπάνω πρόταση cij “ 0 για si, sj ελεύθερα, το
κπrsip1q, . . . , sipkqs µηδενίζεται όταν η π ‘ζευγαρώνει’ ελεύθερα στοιχεία, δη-
λαδή αν pp, qq P π µε sippq, sipqq ελεύθερα. Συνεπώς, οι µόνοι όροι στο ά-
ϑροισµα που συνεισφέρουν, προέρχονται από εκείνες τις διαµερίσεις που δεν
‘ζευγαρώνουν’ ελεύθερα στοιχεία.

∆ίνεται ο ακόλουθος ορισµός :

Ορισµός 5.4. ΄Εστω psiqiPI µια semicircular οικογένεια. Η psiqiPI καλείται

semicircular σύστηµα αν είναι ελεύθερη.

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι οι κοινές ϱοπές ενός semicircular συ-
στήµατος δίνονται από:

φ
`

sip1q . . . sipkq
˘

“
ř

π non-crossing pairing
του t1, . . . , ku

κπrsip1q, . . . , sipkqs

και η π δεν Ϲευγαρώνει κανένα sippq, sippq µε ippq ‰ ipqq

αφού η συνεισφορά cippqipqq είναι 0 όποτε τα sippq, sipqq είναι ελεύθερα, και σε
ένα semicircular σύστηµα τα si είναι όλα ελεύθερα.
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6 Η ‘Ελευθερία’ στους Τυχαίους Πίνακες

Απώτερος σκοπός αυτού του κεφαλαίου είναι να δειχθεί πως η ελευθερία
εµφανίζεται κατά ϕυσιολογικό τρόπο σε µοντέλα N ˆ N τυχαίων πινάκων,
καθώς το N Ñ `8. Το ϕαινόµενο αυτό δεν είναι τετριµµένο καθώς δεν
αναµένουµε a priori την σύνδεση των τυχαίων πινάκων µε την ελευθερία.
΄Οπως σηµειώνουν οι Nica και Speicher, αυτή η απροσδόκητη σύνδεση είναι
ένα από τα ϑεµελιώδη αποτελέσµατα της Ελεύθερης Θεωρίας Πιθανοτήτων
και συνδέει αρκετά διαφορετικούς τοµείς των Μαθηµατικών.

Παρακάτω, ϑα δειχθεί συγκεκριµένα, ότι κάθε οικογένεια αυτοσυζυγών
και ανεξάρτητων Gaussian τυχαίων πινάκων (ϐλ. Ορισµό 6.1) είναι ελεύθερη
στο όριο N Ñ `8.

Αρχικά υπενθυµίζεται η κατασκευή του χώρου των τυχαίων πινάκων.

Οι N ˆN Τυχαίοι Πίνακες

΄Εστω pX,Σ, µq κλασικός χώρος πιθανότητας και MN “ tγijq P C : 1 ď i, j ď
N, u. Ο χώρος AN µε τυχαίους N ˆN µιγαδικούς πίνακες ορίζεται ως :

AN “
č

1ďpă8

Lp
´

X,MN

¯

και εφοδιάζεται µε συναρτησιακό φN : AN Ñ C, όπου:

φNpAq “
1

N

ż

X

tr
`

Apxq
˘

dµpxq

Εύκολα δείχνεται πως ο pAN , φNq, είναι ένας µη αντιµεταθετικός χώρος
πιθανότητας. Παρατηρούµε πως η απαίτηση να δουλέυουµε στην τοµή των
Lp, 1 ď p ă 8, διασφαλίζει την ύπαρξη ϕραγµένων ϱοπών οποιασδήποτε
τάξης.

Κανονικοί Αυτοσυζυγείς Τυχαίοι Πίνακες

΄Εστω µια οικογένεια px1, . . . , xnqĎL
8´pΩ,Σ, µq τυχαίων µεταβλητών µε ϕραγ-

µένες ϱοπές. Η οικογένεια ϑα καλείται Gaussian αν η κοινή της κατανοµή
είναι κανονική. ∆ηλαδή, αν υπάρχει αντιστρέψιµος n ˆ n πίνακας C έτσι
ώστε, για κάθε k P N και για κάθε 1 ď ip1q, . . . , ipkq ď n:

Epxip1q . . . xipkqq “
1

p2πqn{2pdetCq1{2

ż

Rn
tip1q . . . tipkqe

´ 1
2
xt,C´1tydt (*)
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Ο C καλείται πίνακας συνδιακύµανσης (covariance matrix). Μια µιγαδική
Gaussian οικογένεια έχει p<aiqiďn και p=aiqiďn ως ανεξάρτητες Gaussian
οικογένειες.

Η σχέση (*) είναι ισοδύναµη µε το ότι η χαρακτηριστική συνάρτηση του
τυχαίου διανύσµατος x “ px1, . . . , xnq είναι της µορφής:

ψxptq “ E
`

eixt,xy
˘

“ e´
1
2
xt,Cty

Λήµµα 6.1 (Τύπος του Wick). ΄Εστω x1, . . . , xn µια Gaussian οικογένεια.

Τότε, για κάθε k P N και 1 ď ip1q, . . . , ipkq ď n έχουµε :

Epxip1q . . . xipkqq “
ÿ

π pairing

του t1, . . . , ku

ź

pr,sqPπ

Epxiprqxipsqq

Απόδειξη. Η απόδειξη ϐρίσκεται στον Janson (1997, σ. 12).

Ορισµός 6.1. ΄Ενας Gaussian Αυτοσυζυγείς Τυχαίος N ˆ N Πίνακας, είναι

ένας πίνακας A P MNpL
8´pΩ,Σ, µqq µε A “ A˚ (δηλ. aij “ āji) τέτοιος ώστε

τα στοιχεία aij να είναι µια µιγαδική Gaussian οικογένεια µε συνδιακύµανση

(covariance):

Epaijaklq “
1

N
δilδjk i, j, k, l ď N

Παρατηρούµε πως επειδή ένας Αυτοσυζυγείς πίνακας έχει āij “ aji έχουµε

Epaij āklq “ Epaijalkq “
1

N
δikδjl i, j, k, l ď N

και συνεπώς ο παραπάνω ορισµός προσδιορίζει πλήρως τον πίνακα συνδια-
κύµανσης C.

Σταθεροποιούµε έναν A αυτοσυζυγή Gaussian N ˆ N πίνακα και ϑα
εξετάσουµε ασυµπτωτικά την k-οστή ϱοπή του. Από την γραµµικότητα της E
και αναπτύσσοντας το trace της k-οστής δύναµης έχουµε:

φpAkq “
1

N

N
ÿ

ip1q,...,ipkq“1

Epaip1qip2qaip2qip3q . . . aipkqip1qq

Επειδή τα στοιχεία του πίνακα είναι µια Gaussian οικογένεια χρησιµο-
ποιώντας τον τύπο του Wick (6.1) έχουµε:

φpAkq “
1

N

N
ÿ

ip1q,...,ipkq“1

ÿ

π pairing
του t1, . . . , ku

ź

pr,sqPπ

Epaiprqipr`1qaipsqips`1qq
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και επειδή έχουν συνδιακύµανση

Epaijaklq “
1

N
δilδjk i, j, k, l ď N

έχουµε:

φpAkq “
1

N

N
ÿ

ip1q,...,ipkq“1

ÿ

π pairing
του t1, . . . , ku

ź

pr,sqPπ

1

N
δiprqips`1qδipsqipr`1q

“
1

N

N
ÿ

ip1q,...,ipkq“1

ÿ

π pairing
του t1, . . . , ku

1

Nk{2

´

ź

pr,sqPπ

δiprqips`1qδipsqipr`1q

¯

“
1

N1`k{2

ÿ

π pairing
του t1, . . . , ku

N
ÿ

ip1q,...,ipkq“1

´

ź

pr,sqPπ

δiprqips`1qδipsqipr`1q

¯

(*)

Τώρα, εµφυτεύουµε την διαµέριση π του t1, . . . , ku στο σύνολο των µετα-
ϑέσεων (permutations) Sk του t1, . . . , ku, π ÞÝÑ π̃ P Sk Θέτοντας τα blocks
της π να είναι κύκλοι της π̃. ∆ηλαδή,

π̃prq “ s και π̃psq “ r, για κάθε pr, sq P π

Τότε έχουµε ότι

ź

pr,sqPπ

δiprqips`1qδipsqipr`1q “

k
ź

t“1

δiptqipπ̃ptq`1q (**)

Πράγµατι, iprq “ ips ` 1q και ipsq “ ipr ` 1q για κάθε pr, sq P π αν και µόνο
αν, iprq “ ipπ̃prq ` 1q και ipsq “ ipπ̃psq ` 1q για κάθε pr, sq P π, δηλαδή,
iptq “ ipπ̃ptq ` 1q για κάθε t ď k.

Από την (*) και (**) έχουµε:

φpAkq “
1

N1`k{2

ÿ

π pairing
του t1, . . . , ku

N
ÿ

ip1q,...,ipkq“1

k
ź

t“1

δiptqipπ̃ptq`1q

και αν γ P Sk η µετάθεση που στέλνει το l ÞÑ l ` 1 mod k, l ď k, (δηλ. η γ
έχει έναν κύκλο γ “ p12 . . . k ´ 1kq) τότε :

φpAkq “
1

N1`k{2

ÿ

π pairing
του t1, . . . , ku

N
ÿ

ip1q,...,ipkq“1

k
ź

t“1

δiptqipγ ˝ π̃ptqq
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Επίσης, ϐλέποντας τον k´πολυδείκτη i “ pip1q, . . . , ipkqq ως συνάρτηση

i : t1, . . . , ku Ñ t1, . . . , Nu

για να έχουµε
śk

t“1 δiptqipγ ˝ π̃ptqq “ 1 ϑα πρέπει iptq “ ipγ ˝ π̃ptqq για κάθε
t ď k, δηλαδή ϑα πρέπει η συνάρτηση i να είναι σταθερή στους κύκλους της
γ ˝ π̃. Σε κάθε άλλη περίπτωση το γινόµενο είναι 0.

Συνεπώς το άθροισµα

N
ÿ

ip1q,...,ipkq“1

k
ź

t“1

δiptqipγ ˝ π̃ptqq

υπολογίζεται ως εξής : για κάθε κύκλο της γ ˝ π̃ διαλέγουµε µία τιµή της i
η οποία να είναι σταθερή σε αυτόν τον κύκλο. Υπάρχουν N τέτοιες επιλογές
για κάθε κύκλο, οι οποίες είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους οπότε :

N
ÿ

ip1q,...,ipkq“1

k
ź

t“1

δiptqipγ ˝ π̃ptqq “ N#pγ ˝ π̃q

όπου #pγ ˝ π̃q το πλήθος των κύκλων της γ ˝ π̃. ΄Εχουµε καταλήξει στο
ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 6.1. ΄Εστω A ένας N ˆ N Gaussian τυχαίος πίνακας. Τότε για

κάθε k P N έχουµε :

φpAkq “
ÿ

π pairing

του t1, . . . , ku

N#pγ ˝ π̃q´1´k{2

Παρατηρούµε πως για k “ 2 το µόνο pairing είναι το π̃ “ p12q και έχουµε
και γ ˝ π̃ “ p12qp12q “ p12qp21q “ p1qp2q (δύο τετριµµένοι κύκλοι). Συνεπώς
από το παραπάνω ϑεώρηµα φpA2q “ 1, από το οποίο ϕαίνεται ο ϱόλος της
‘κανονικοποίησης’ της συνδιακύµανσης των στοιχείων του πίνακα µε 1

N
(ϐλ.

Ορισµό 6.1).
Η παρακάτω δύο προτάσεις (6.1 και 6.2) αποδεικνύουν τελικώς το Θεώ-

ϱηµα του Wigner:

Θεώρηµα 6.2 (Wigner). ΄Εστω pANqNPN µια ακολουθία, όπου για κάθεN P N,

ο AN είναι αυτοζυζηγής Gaussian N ˆN πίνακας. Τότε

AN
dist

ÝÝÝÝÑ
NÑ`8

s

όπου s ένα semicircular στοιχείο.

75



Για να αποδειχθεί το Θεώρηµα του Wigner ϑα πρέπει, για κάθε k P N, να
έχουµε

lim
N
φNpA

2k
N q “ Ck

Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 6.1 έχουµε

lim
N
φNpA

2k
N q “ lim

N

ÿ

π pairing
του t1, . . . , 2ku

N#pγ ˝ π̃q´1´k

Συνεπώς αρκεί να δείξουµε ότι #pγ ˝ π̃q ď 1 ` k µε το άνω ϕράγµα να
επιτυγχάνεται αν και µόνο αν η π είναι non-crossing, αφού τότε,

lim
N
φNpA

2k
N q “ 1ˆ#tπ : π non-crossing pairing του t1, . . . , 2kuu “ Ck

Πρόταση 6.1. ΄Εστω π̃ P S2k µε π pairing. Τότε

#pγ ˝ π̃q ď 1` k

Απόδειξη. Θέτουµε d : Sn ˆ Sn Ñ N µε

dpα, βq “ mintk P N : α ¨ pτ1 . . . τkq “ β, µε τi transpositionsu19

Η d είναι µετρική στο Sn που είναι αναλλοίωτη στις αριστερές και δεξιές
µεταθέσεις. Το ότι dpα, βq ě 0 µε dpα, βq “ 0 αν και µόνο αν α “ β είναι
προφανές. ΄Εστω dpα, βq “ k. Τότε :

α ¨ pτ1 . . . τkq “ β ñ α “ β ¨ pτ1 . . . τkq
´1
“ β ¨ pτk . . . τ1q ñ dpβ, αq “ k

Για την Τριγωνική Ανισότητα, έστω α, β, γ P Sn µε dpα, γq “ l και dpβ, γq “ m.
Τότε :

αpτ1 . . . τlq “ γ

βpτ1 . . . τmq “ γ

+

ñ αpτ1 . . . τlq “ βpτ1 . . . τmq

ñ αpτ1 . . . τlqpτm . . . τ1q “ β

ñ αpτ 11 . . . τ
1
l`mq “ β

Συνεπώς, το l `m P tk P N : α ¨ pτ1 . . . τkq “ β, µε τi transpositionsu
και άρα dpα, βq ď l `m “ dpα, γq ` dpβ, γq αφού παίρνουµε το minimum.

19 Τα transpositions είναι 2-κύκλοι. Κάθε µετάθεση α P Sn γράφεται σαν γινόµενο από
2-κύκλους. Η d ονοµάζεται Cayley Distance, για τον λόγο ότι στο Cayley Graph της Sn µε
γεννήτορες τα transpositions η d αντιστοιχεί στην καταµέτρηση ακµών από το ένα στοιχείο
στο άλλο.
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∆είχνουµε ότι η d είναι ‘δεξιά αναλλοίωτη,’ dpα, βq “ dpe, βα´1q. ΄Εστω
dpα, βq “ k ď dpα´1, β´1q. Οπότε β´1 “ pτ1 . . . τkqα

´1 ñ β´1α “ pτ1 . . . τkq
και άρα dpα, βq “ k ď dpe, β´1αq “ dpe, α´1βq. Αντίστοιχα δίνεται και η
άλλη ανισότητα.

Επίσης, είναι σηµαντικό ότι dpα, eq “ n´#pαq. Ξεκινάµε µε ένα λήµµα:

Λήµµα 6.2. ΄Εστω α P Sn και τ “ pijq P Sn, i ‰ j ένα transposition. Τότε :

#pατq “

#

#pαq ` 1, αν τα i, j ανήκουν στον ίδιο κύκλο της α

#pαq ´ 1, αν τα i, j ανήκουν σε διαφορετικούς κύκλους της α

Απόδειξη. Αρκεί να εξετάσουµε τους κύκλους της α που περιέχουν τα i, j
αφού οι υπόλοιποι δεν επηρεάζονται από τον πολλαπλασιασµό (σύνθεση) µε
τ “ pijq. ΄Εστω πως τα i, j ανήκουν στον ίδιο κύκλο της α, C “ pii1 . . . ikjj1 . . . jlq.
Τότε :

C ¨ pijq “ pii1 . . . ikjj1 . . . jlqpijq “ pji1 . . . ikqpij1 . . . jlq

συνεπώς, #pατq “ #pαq ` 1. Σε αυτήν την περίπτωση ο πολλαπλασιαµός
µε pijq σπάει τον κύκλο σε δύο. ∆ιαφορετικά, έστω πως τα i, j ανήκουν σε
διαφορετικούς κύκλους της α, i P C1 “ pii1 . . . ikq και j P C2 “ pjj1 . . . jlq.
Τότε :

C1 ¨ C2 ¨ τ “ pii1 . . . ikqpjj1 . . . jlqpijq “ pij1 . . . jlji1 . . . ikq

συνεπώς #pατq “ #pαq ´ 1. Σε αυτήν την περίπτωση ο πολλαπλασιαµός µε
pijq ενώνει τους δύο κύκλους.

Τώρα ϑα δείξουµε ότι dpα, eq “ n´#pαq:

1. dpα, eq ě n ´ #pαq: ΄Εστω πως dpα, eq “ k. ΄Εχουµε αpτ1 . . . τkq “ e ñ
α “ epτk . . . τ1q. Από το παραπάνω λήµµα ο πολλαπλασιασµός µε k το
πλήθος transpositions το πολύ να µειώσει τους κύκλους της e κατα k.
Συνεπώς, #pαq “ #epτk . . . τ1q ě #peq´k “ n´k (αφού η µονάδα έχει
n το πλήθος 1-κύκλους). ΄Αρα, dpα, eq “ k ě n´#pαq.

2. dpα, eq ď n ´ #pαq: ΄Εστω πως η α έχει r κύκλους C1, . . . Cr καθένας
µήκους pj, j ď r. Προφανώς p1 ` p2 ` ¨ ¨ ¨ ` pr “ n. Παρατηρούµε πως
κάθε κύκλος Cj γράφεται ως γινόµενο από pj ´ 1 transpositions:

Cj “ pi1i2 . . . ipjq “ pi1i2qpi2i3q . . . pipj´1
ipjq

pj´1´όροι
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Συνεπώς, ολόκληρη η α γράφεται ως γινόµενο από

p1´1`p2´1`¨ ¨ ¨`pr´1 “ p1`p2`¨ ¨ ¨`pr´p1` 1` ¨ ¨ ¨ ` 1q

r´όροι

“ n´r

transpositions. Παίρνοντας minimum προκύπτει ότι dpα, eq ď n´ r “
n´#pαq.

Τέλος, για π P S2k pairing και γ “ p12 . . . 2kq από την Τριγωνική Ανισό-
τητα έχουµε:

dpγ, eq ď dpγ, π̃q ` dpπ̃, eq ñ

dpγ, eq ď dpγ ˝ π̃´1, eq ` dpπ̃, eq ñ (αναλλοίωτο)
dpγ, eq ď dpγ ˝ π̃, eq ` dpπ̃, eq ñ (π̃ “ π̃´1 για π pairing)

2k ´#pγq ď 2k ´#pγ ˝ π̃q ` 2k ´#pπ̃q ñ (dpα, eq “ n´#pαq)
2k ´ 1 ď 2k ´#pγ ˝ π̃q ` 2k ´ k ñ

#pγ ˝ π̃q ď 1` k

Πρόταση 6.2. ΄Εστω π̃ P S2k µε π pairing. Τότε

#pγ ˝ π̃q “ 1` k

αν και µόνο αν η π είναι non-crossing.

Απόδειξη. ∆εδοµένης της απόδειξης της παραπάνω πρότασης, είναι εµφανές
ότι

#pγ ˝ π̃q “ 1` k ðñ dpγ, eq “ dpγ, π̃q ` dpπ̃, eq

δηλαδή αν και µόνο αν η π̃ ϐρίσκεται στην ‘ευθεία’ από την µονάδα e µέχρι
το γ. Θέτουµε,

SNCpγq :“
 

α P Sn : dpe, γq “ dpα, γq ` dpe, αq
(

“

“
 

α P Sn : dpe, αq ` dpe, α´1γq “ n´ 1
(

και

α ĺ β ðñ dpe, αq ` dpα, βq “ dpe, βq @α, β P SNCpγq

δηλαδή τα α, β ϐρίσκονται στην ίδια ‘ευθεία’ και το α ‘προηγείται’ του β.
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Σκοπός είναι να δείξουµε ότι π̃ P SNCpγq αν και µόνο αν η π είναι non-
crossing, όπου π ÞÑ π̃ P S2k η εµφύτευση των διαµερίσεων στις µεταθέσεις,
που περιγράφτηκε παραπάνω. Ειδικότερα, ϑα δείξουµε πως η εµφύτευση αυ-
τή είναι ισοµορφισµός των µερικά διατεταγµένων συνόλωνNCpnq και SNCpγq
όπου το NCpnq ϑεωρείται µε µερική διάταξη

π1 ĺ π2 ðñ |π2| ď |π1| δηλ. η π2 έχει λιγότερα blocks από την π1

Ξεκινάµε µε ένα λήµµα που χαρακτηρίζει το µερικά διατεταγµένο σύνολο
SNCpγq.

Λήµµα 6.3. 1. Αν α P SNCpγq τότε και α´1γ, γα´1 P SNCpγq.

2. Το SNCpγq αποτελείται από τα α P Sn για τα οποία υπάρχουν n ´ 1
transpositions τ1, . . . , τn´1 P Sn ώστε :

γ “ τn´1 . . . τ1 και α “ τk . . . τ1

για κάποιο k ď n´ 1 (τότε το k “ dpe, αq).

3. α ĺ β αν και µόνο αν υπάρχουν n ´ 1 transpositions τ1, . . . , τn´1 P Sn
ώστε γ “ τn´1 . . . τ1 και

α “ τk . . . τ1 και β “ τl . . . τk`1 τk . . . τ1

α

για κάποια k ď l ď n´ 1.

Απόδειξη. 1) Θέτουµε α̂ :“ α´1γ. Τότε, α “ γα̂´1, οπότε επειδή α P SNCpγq,

dpe, αq ` dpe, α´1γq “ n´ 1 ñ dpe, γα̂´1
q ` dpe, α̂q “ n´ 1

και επειδή η d είναι συµµετρική (ως µετρική) έχουµε

dpe, α̂´1γq ` dpe, α̂q “ n´ 1

οπότε α̂ P SNCpγq.

2) ΄Εστω τ1, . . . , τn´1 P Sn µε γ “ τn´1 . . . τ1 και k ď n ´ 1 ώστε α “
τk . . . τ1. Θα δείξουµε ότι α P SNCpγq. Επειδή α “ τk . . . τ1 έχουµε ότι
dpe, αq ď k. Επίσης,

γα´1
“ τn´1 . . . τk`1τk . . . τ1

γ

τ1 . . . τk
α´1

“ τn´1 . . . τk`1

Συνεπώς:
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dpe, γα´1
q ď n´ k ´ 1

Συνδυάζοντας τα παραπάνω µε την Τριγωνική Ανισότητα έχουµε:

n´ 1 “ dpe, γq ď dpe, αq ` dpe, γα´1
q ď n´ k ´ 1` k “ n´ 1

Συνεπώς, dpe, αq ` dpe, γα´1q “ n´ 1 και άρα α P SNCpγq.
Αντίστροφα, έστω πως α P SNCpγq. ∆ηλαδή, dpe, αq ` dpe, γα´1q “ n´ 1.

Θέτοντας, dpe, αq “ k έχουµε dpe, γα´1q “ n´ k ´ 1. ∆ηλαδή, το α γράφεται
ως γινόµενο k το πλήθος transpositions (έστω τ1, . . . , τk) και το γα´1 γράφεται
ως γινόµενο n´k´1 το πλήθος transpositions (έστω τn´1, . . . , τk`1). Συνεπώς,

γ “ γα´1α “ τn´1 . . . τk`1τk . . . τ1

το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη.
Τέλος το (3) αποδεικνύεται µε τα ίδια επιχειρήµατα όπως το (2).

Η απόδειξη της παρούσας πρότασης ολοκληρώνεται δείχνοντας πως η
απεικόνιση:

r : NCpnq Ñ SNCpγq, π ÞÑ π̃

είναι ισοµορφισµός µερικά διατεταγµένων συνόλων.
Αρχικά παρατηρούµε πως κάθε π P NCpnq προκύπτει επαγωγικά ξεκι-

νώντας από την ‘maximal’ (ως προς την σχέση ĺ που ορίστηκε παραπάνω)
διαµέριση 1n :“ V “ t1, . . . , nu (δηλαδή την διαµέριση µε ένα block), και
‘σπάζοντας’ την σε δύο µέρη δηµιουργώντας µια π1 “ tV1, V2u µε V1 ă V2.
Συνεχίζοντας, χωρίζουµε διαδοχικά, κάθε διαµέριση που προκύπτει σε δύο
µέρη επίσης (δηλαδή, κάποιο block σε δύο µέρη) και ούτω καθεξής. Η διαδι-
κασία τελειώνει όταν ϕτάσουµε στην ‘minimal’ διαµέριση, 0n :“ tV1, . . . , Vnu,
όπου Vi “ tiu (δηλαδή την διαµέριση µε n blocks). Από τον επαγωγικό
χαρακτηρισµό των non-crossing διαµερίσεων, δηλαδή:

π “ tV1, . . . , Vsu P NCpnq ðñ αν τουλάχιστον ένα block Vi ειναι ‘διάστηµα’
και η πrV είναι non-crossing

έπεται πως κάθε διαµέριση που προκύπτει έτσι ϑα είναι non-crossing αφού
κάθε ‘σπάσιµο’ σε δύο µέρη δηµιουργεί αναγκαστικά ‘διαστήµατα’ και ξε-
κινάµε από την 1n που είναι non-crossing. Επίσης, είναι εµφανές πως σε
κάθε ϐήµα προκύπτει µια διαµέριση που είναι ‘µικρότερη’ από αυτήν που
ξεκινίσαµε.
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Θα δείξουµε πως η ίδια επαγωγική διαδικασία παράγει όλες της µεταθέ-
σεις του SNCpγq. Από τον ορισµό της εµφύτευσης r προκύπτει άµεσα πως
Ă1n “ γ και Ă0n “ e. Από το Λήµµα 6.3 έχουµε ότι το SNCpγq αποτελείται από
τα α P Sn για τα οποία υπάρχουν n´1 transpositions τ1, . . . , τn´1 P Sn ώστε :

γ “ τn´1 . . . τ1 και α “ τk . . . τ1

για k “ dpα, γq ă n ´ 1. ∆ηλαδή, κάθε α P SNCpγq προκύπτει από διαδοχι-
κούς πολλαπλασιασµούς µε transpositions ξεκινώντας πάντα από το γ. ΄Ο-
µως από το Λήµµα 6.2 προκύπτει ότι κάθε πολλαπλασιασµός µε τi`1, i ď k´1
σπάει κάποιον από τους κύκλους της pτiτi´1 . . . τlγq σε δύο µέρη.

Η παρατήρηση αυτή ολοκληρώνει την απόδειξη, αφού έχουµε ταυτίσει
τα ‘maximal’ και ‘minimal’ στοιχεια των pNCpnq,ĺq και pSNCpγq,ĺq και τις
επαγωγικές διαδικασίες που παράγουν κάθε π P NCpnq µε 0n ĺ π ĺ 1n και
π̃ P SNCpγq, µε e ĺ π̃ ĺ γ.

Παρατήρηση 6.1. Ο παραπάνω ισοµορφισµός ισχύει και γενικότερα. ∆ηλαδή,

αν c P Sn ένας οποιοσδήποτε κύκλος και NCpn, cq οι non-crossing διαµερίσεις

του κύκλου c, τότε τα NCpn, cq και SNCpcq είναι ισοµορφικά. Η απόδειξη

ϐρίσκεται στον Biane, (1997, σ. 44).

Τελικώς έχουµε δείξει πως

lim
N
φNpA

2k
N q “ lim

N

ÿ

π non-crossing pairing
του t1, . . . , 2ku

1 “ Ck

δηλαδή το Θεώρηµα του Wigner (6.2). Το ϑεώρηµα αυτό είναι γνωστό από τα
50’s και η γενίκευσή του για οικογένειες ανεξάρτητων αυτοσυζυγών Gaussian
πινάκων—που πρωτοαποδείχθηκε από τον Voiculescu—αποτελεί την πρώτη
εκδήλωση της (ασυµπτωτικής) ελευθερίας στους τυχαίους πίνακες. Αυτό ϑα
αποδειχθεί στη συνέχεια.

΄Εστω A1, A2 δύο ανεξάρτητοι Αυτοσυζυγείς Gaussian πινάκες. Η ‘ανε-
ξαρτησία’ αναφέρεται στην σχέση µεταξύ των στοιχείων των δύο πινάκων και
ενσωµατώνεται στην δοµή της συνδιακύµανσης ολόκληρης της οικογένειας
ta1

ij, a
2
ijui,jďN , που δίνεται από το

Eparija
p
klq “

1

N
δilδjkδrp, i, j, k, l ď N, και r, p P t1, 2u

Εφαρµόζοντας όλα τα επιχειρήµατα που παρουσιάστηκαν παραπάνω για
την περίπτωση της ϱοπής ενός µονο πίνακα A, στην αυθαίρετη κοινή ϱοπή
φpAip1q . . . Aipkqq, καταλήγουµε στο :
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φNpA
ip1q . . . Aipkqq “

1

N1`k{2

ÿ

π pairing
του t1, . . . , ku

N
ÿ

ip1q,...,ipkq“1

´

k
ź

t“1

δiptqipγ˝π̃ptqqδpptqppπ̃ptqq

¯

Ο επιπλέον όρος
śk

t“1 δpptqppπ̃ptqq υποχρεώνει την π να Ϲευγαρώνει στοιχεία
από τους ίδιους πίνακες. ∆ηλαδή,

pptq “ ppπ̃ptqq, @t ď k

Βλέποντας, το p : t1, . . . , ku Ñ t1, 2u σαν ‘χρωµατισµό’ είναι εµφανές πως
η π πρέπει να σέβεται τον χρωµατισµό. Ορίζοντας :

Pp
2 pkq :“

 

π pairing του t1, . . . , ku | πppptqq “ πptq, @t ď k
(

έχουµε:

φNpA
ip1q . . . Aipkqq “

ÿ

πPPp2 pkq

N#pγ ˝ π̃q´1´k{2

Παίρνοντας όριο ως προς N Ñ `8 έχουµε:

lim
N
φNpA

ip1q . . . Aipkqq “
ÿ

πPNC2pkqXPp2 pkq

1

΄Οµως αυτές είναι ακριβώς οι ϱοπές ενός semicircular συστήµατος µε
συνδιακύµανση την µονάδα (ϐλ. Ορισµό 5.4). Συνεπώς, οιA1, A2 συγκλίνουν
κατά κατανοµή σε ένα semicircular σύστηµα και άρα είναι ασυµπτωτικά
ελεύθεροι.

Η παραπάνω ανάλυση γενικεύεται ακριβώς ανάλογα και για την αυθαίρετη
οικογένεια αυτοσυζυγών Gaussian πινάκων· το µόνο που αλλάζει είναι το
πλήθος των ‘χρωµατισµών’ που πρέπει να σέβονται οι διαµερίσεις. Συνεπώς
έχουµε καταλήξει στο ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 6.3. ΄Εστω pAiqiPI µια οικογένεια αυτοσυζυγών Gaussian πινάκων.

Τότε οι pAiqiPI είναι ασυµπτωτικά ελεύθεροι καθώς N Ñ `8.

Το Θεώρηµα 6.3 είναι ένα πρώτο ϐήµα προς την αναζήτηση παραδειγ-
µάτων ελεύθερων τυχαίων µεταβλητών. Το επόµενο ϐήµα είναι η απόδειξη
πως οι Αυτοσυζυγείς Gaussian πίνακες είναι ασυµπτωτικά ελεύθεροι από
τους ‘σταθερούς’ (ντετερµινιστικούς) πίνακες, όταν οι τελευταίοι έχουν οριακή
‘κατανοµή.’ Αυτό το παράδειγµα ελευθερίας, ακολουθείται από το αρκετά
πιο γενικό παράδειγµα ασυµπτωτικής ˚-ελευθερίας µεταξύ των Haar ορθο-
µοναδιαίων τυχαίων πινάνων και των σταθερών πινάκων. Η απόδειξη µιας
περιορισµένης εκδοχής του αποτελέσµατος αυτού ϐρίσκεται στους Nica και
Speicher (2006, σ.σ. 385–393).
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Αʹ Προαπαιτούµενα Θεωρήµατα

Θεώρηµα Αʹ.1 (Αναπαράστασης Riesz, Markov, Kakutani). ΄Εστω X τοπι-

κά συµπαγής και Hausdorff τοπολογικός χώρος και Λ, ένα ϑετικό, γραµµικό

συναρτησιακό πάνω στον CcpXq “‘συνεχείς συναρτήσεις µε συµπαγή ϕορέα.’

Τότε υπάρχει µια σ-άλγεβρα Σ στον X που περιέχει όλα τα Borel υποσύνολα

του X, και ένα µοναδικό ϑετικό µέτρο µ : Σ Ñ r0,`8s, που αναπαριστά το Λ,

δηλ.:

Λf “

ż

X

fdµ

Ιδέα Απόδειξης. Η απόδειξη που ϐρίσκεται στον Rudin (1970) και κατα-
σκευάζει το µ ορίζοντάς το πάνω σε ανοιχτά υποσύνολα V ĎX, ως :

µpV q “ suptΛf | 0 ď f ď 1 και suppf ĎV u

Από εκεί δείχνει κανείς πως το µ είναι εξωτερικό µέτρο στο PpXq και χρη-
σιµοποιεί το Θεώρηµα Επέκτασης του Καραθοδωρή, για την κατασκευή της
Σ.

Θεώρηµα Αʹ.2. Για κάθε φ : BpXq Ñ C υπάρχει α, ϕραγµένης κύµανσης και

προσθετικό, ώστε

φpfq “

ż

X

fdα

Θεώρηµα Αʹ.3 (Riesz). ΄Εστω H µιγαδικός χώρος Hilbert και f : H Ñ C
συνεχής και γραµµική. Τότε υπαρχεί ηf P H ώστε :

fpξq “ xξ, ηfy, @ξ P H

Η παρακάτω πρόταση είναι εφαρµογή του Θεωρήµατος Riesz (Αʹ.3), και
µας επιτρέπει να ανακτούµε ϕραγµένους τελεστές από ηµιαντι-διγραµµικές
µορφές (sequilinear forms) δηλαδή g : H ˆ H1 Ñ C µε ξ Ñ gpξ, ηq γραµ-
µική και η Ñ Ğgpξ, ηq γραµµική, για κάθε ξ P H και η P H1. Μια ηµιαντι-
διγραµµική µορφή είναι ϕραγµένη αν |gpξ, ηq| ď k}ξ}}η}.

Πρόταση Αʹ.1. Για κάθε ϕραγµένη ηµιαντι-διγραµµική µορφή µε µιγαδικές

τιµές g : H ˆ H Ñ C, υπάρχει µοναδικός ϕραγµένος τελεστής T P BpHq,
τέτοιος ώστε :

gpξ, ηq “ xTξ, ηy, ξ, η P H
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Απόδειξη. Θέτουµε fpηq “ Ğgpξ, ηq, όπου είναι ϕραγµένη και γραµµική. Από
το Θεώρηµα του Riesz (Αʹ.3), ϑα υπάρχει µοναδικό διάνυσµα rξ, µε fpηq “
xη, rξy. Ορίζουµε τον T ως:

ξ
T
ÝÑ rξ

και έχουµε fpηq “ xη, T ξy. Παίρνοντας συζυγές προκύπτει το Ϲητούµενο.

Θεώρηµα Αʹ.4 (Stone–Weierstrass). ΄Εστω X συµπαγής χώρος και A ένας

κλειστός υπόχωρος της άλγεβρας CpXq. Αν :

iq 1 P A.

iiq Για κάθε x, y P X µε x ‰ y υπάρχει f P A µε fpxq ‰ fpyq (διαχωρίζει

τον X ).

iiiq f P Añ sf P A, (κλειστός ως προς την ενέλιξη).

Τότε A “ CpXq

Θεώρηµα Αʹ.5 (Alaoglou). ΄Εστω X (µιγαδικός) χώρος Banach και X˚
ο (το-

πολογικός) δυϊκός του,

X˚ :“ tf : X Ñ C| f συνεχήςu

Τότε η BX˚p0, 1q µε την ασθενή-˚ τοπολογία είναι συµπαγής.

Θεώρηµα Αʹ.6 (Krein–Milman). ΄Εστω AĎX συµπαγές υποσύνολο ενός το-

πικά κυρτού τοπολογικού γραµµικού χώρου X. Τότε :

A “ sco
`

EpAq
˘

όπου EpAq τα extremal σηµεία του A.

΄Ενας pX, τq τοπολογικός χώρος καλείται κανονικός (normal) αν για κάθε
A,BĎX κλειστά µεA

Ş

B “ H, υπάρχουνU, V ĎX ανοιχτά µεU
Ş

V “ H
AĎU και BĎV . ∆ηλαδή, µπορούν να διαχωριστούν δυο κλειστά σύνολα µε
ανοιχτά.

Θεώρηµα Αʹ.7 (Λήµµα του Urysohn). ΄Εστω pX, τq κανονικός. Τα επόµενα

είναι ισοδύναµα:

iq Για κάθε A,BĎX κλειστά και ξένα, υπάρχει f : X Ñ r0, 1s συνεχής µε

f |A “ 0 και f |B “ 1.
iiq Για κάθε AĎX κλειστό και κάθε ανοιχτή περιοχή U του A, υπάρχουν

ανοιχτό V και κλειστό B, ώστε AĎV ĎBĎU
iiiq Για κάθε κλειστόA και κάθε ανοιχτή περιοχή U τουA υπάρχει συνεχής

συνάρτηση f : X Ñ r0, 1s, µε χApxq ď fpxq ď χUpxq, για κάθε x P X.
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