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Διαιρετότητα ,Ισοτιμίες και πρώτοι αριθμοί 
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Διαιρετότητα, Ισοτιμίες και πρώτοι αριθμοί 

Διαίρεση 

Έστω ,a b  ,τότε  |a b  δηλαδή ο a  διαιρεί τον b, αν υπάρχει x  

τέτοιο ώστε   b a x   

 

Ταυτότητα Διαίρεσης 

 Έστω 
*  , ba  . Τότε υπάρχουν μοναδικοί ,q r   τέτοιοι ώστε 

   + ,  0  < b a q r r a   . 
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Μέγιστος κοινός διαιρέτης (Μ.Κ.Δ) 

Έστω ,a b   .Υπάρχει μοναδικός *d  ο οποίος ικανοποιεί τα 

εξής : 

 

i. d a  και bd   

ii. αν για k    έχω k a  και k b , τότε k d . Συγκεκριμένα 

θα είναι k d . 

 

Διαιρετότητα, Ισοτιμίες και πρώτοι αριθμοί 
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Αλγόριθμος του Ευκλείδη για υπολογισμό Μ.Κ.Δ 

Έστω ,a b  , με a b . H ταυτότητα διαίρεσης δίνει 

1 1b a q r    για, 10 r a  . Αν 1 0r   ΣΤΑΜΑΤΑΩ αλλιώς 

συνεχίζω την ταυτότητα διαίρεσης του a  με τον 1r  , δηλαδή 

1 2 2a r q r    , για 2 10 r r    και συνεχίζω έτσι την ίδια 

διαδικασία μέχρι να καταλήξω σε υπόλοιπο 1 0nr   .Τότε,        

(α,b) = rn. 

 

Διαιρετότητα, Ισοτιμίες και πρώτοι αριθμοί 



Ορισμός 

Έστω m . Αν ,a b   , θα λέμε ότι ο a  είναι ισότιμος (ή 

ισοδύναμος ή ισοϋπόλοιπος ) με τον b modulo m και θα 

συμβολίζουμε  moda b m , αν m ba  . 

Παραδείγματα:  

 

3 24(mod7) , 31 11(mod7)   , 15 64(mod7)    
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Η ισοτιμία (mod m) είναι μια σχέση ισοδυναμίας στο σύνολο  , 

αφού, για 

m και  , ,ca b  , ισχύουν: 

i.  moda a m , ανακλαστική ιδιότητα. 

ii. (mod )a b m , τότε (mod )b a m , συμμετρική ιδιότητα. 

iii. (mod )a b m   και   modb c m  , τότε (mod )a c m  , 

μεταβατική ιδιότητα. 

 

Διαιρετότητα, Ισοτιμίες και πρώτοι αριθμοί 



Πρόταση 

Έστω m  και έστω ,a b . Tότε  moda b m , αν, και μόνο 

αν, οι α και b ανήκουν στην ίδια κλάση υπολοίπων ως προς m. 

Επομένως, κάθε φυσικός αριθμός m ορίζει μια σχέση ισοδυναμίας 

στο , την  moda b a b m  . 

Και οι κλάσεις υπολοίπων είναι τα σύνολα  

   : : (mod ) , 0,1,2,...... 1r a a r m r m     , δηλαδή το σύνολο 

 r  αποτελείται από όλους τους ακέραιους που η διαίρεσή τους με 

το m αφήνει υπόλοιπο r. 
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Πρόταση-Ιδιότητες ισοτιμιών 

Έστω m  και 1 2 1 2, , ,a a b b  . Αν  1 1 moda b m   και 

 2 2 moda b m  τότε 

i. 1 2 1 2(mod )a a b b m    

ii. 1 2 1 2(mod )a a b b m    

iii. 
*

1 1 (mod ),k ka b m k    

 

Διαιρετότητα, Ισοτιμίες και πρώτοι αριθμοί 



Ορισμός 

Έστω 1a   ένας φυσικός αριθμός. Ο a  θα ονομάζεται πρώτος, αν 

οι μόνοι του θετικοί διαιρέτες του είναι ο 1 και ο ίδιος ο a  . Όταν 

ο a  δεν είναι πρώτος , καλείται σύνθετος. Τον 1 δεν τον 

κατατάσσουμε ούτε στη μια ούτε στην άλλη κατηγορία. 

Ορισμός 

Δυο αριθμοί ,a b   ονομάζονται σχετικά πρώτοι, αν ο Μ.Κ.Δ 

τους ισούται με τη  μονάδα. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

Εφαρμογή των διακεκριμένων κλάσεων υπολοίπων στην κατασκευή 

δρομολογίων του μετρό. 
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Το μαθηματικό μοντέλο του LS 

 Θεωρούμε περιοδικά δρομολόγια και την περίοδο p μιας 

γραμμής ,το χρόνο ανάμεσα σε διαδοχικά τρένα της ίδιας 

γραμμής. Έστω ότι το p είναι διαιρέτης του 60 ,έτσι ώστε να 

υπάρξει επανάληψη στη διάρκεια μιας ώρας. Η συχνότητα 

μιας γραμμής με περίοδο p είναι : 60 /f p  . 

 Έστω το διάνυσμα περιόδων   1 2 ( )( ) ( )

1 2, ,........ knn n

kp p p p , οι 

εκθέτες δηλώνουν το πόσες φορές παρουσιάζεται η εκάστοτε 

περίοδος 
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Εφαρμογή των διακεκριμένων κλάσεων υπολοίπων 

στην κατασκευή δρομολογίων του μετρό. 
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 Ορίζουμε την κλάση υπολοίπων (modulo q), δηλαδή την s

qC . 

Aυτή αντιστοιχεί στις ώρες αφίξεως μιας γραμμής του μετρό 

με περίοδο q ,όπου το «αρχικό» τρένο φτάνει την χρονική 

στιγμή s .Για παράδειγμα  3

10 3,13,23,33,43,53C  . 

 Ο στόχος μας είναι να υπάρχουν ακέραιοι  0  , i is p i n   , 

έτσι ώστε οι κλάσεις ,........,i n

i n

s s

p pC C  , να είναι ανά δυο 

διακεκριμένες. Μια τέτοια οικογένεια από κλάσεις pi  θα 

αποτελεί ένα δρομολόγιο (schedule). 

 Το βασικό πρόβλημα: Για δοθέν np P  αποφασίστε αν το p 

περιλαμβάνει αποδεκτές τιμές περιόδου, και αν ναι 

κατασκευάστε το αντίστοιχο δρομολόγιο.  

 

Εφαρμογή των διακεκριμένων κλάσεων υπολοίπων 

στην κατασκευή δρομολογίων του μετρό. 
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 Η συχνότητα ενός διανύσματος περιόδων np P  ορίζεται ως 

το άθροισμα των συχνοτήτων των συνιστωσών του ,δηλαδή 

1

( )
n

i

i

freq p f


 , ( όπου 60 /i if p  ). 

 

 

 

Εφαρμογή των διακεκριμένων κλάσεων υπολοίπων 

στην κατασκευή δρομολογίων του μετρό. 



                         Μερικά βασικά αποτελέσματα 

Αναγκαία αλλά όχι επαρκής συνθήκη για το p : 

 Λήμμα 1:Εάν np P  είναι αποδεκτό, τότε για την 

συχνότητα του διανύσματος αυτού θα έχουμε ( ) 60freq p  . 

Συγκεκριμένα όταν ( ) 60freq p  , το p καλείται πλήρες. 

 Λήμμα 2: Θεωρούμε ακεραίους 0 s p   και 0 t q  . Τότε 

οι κλάσεις s

pC   και 
t

qC  τέμνονται (δηλαδή η τομή ,να είναι 

μη κενό σύνολο) αν και μόνο αν  mods t d , όπου d = 

Μ.Κ.Δ(p,q). 
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Εφαρμογή των διακεκριμένων κλάσεων υπολοίπων 

στην κατασκευή δρομολογίων του μετρό. 
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Βασισμένοι σε Πόρισμα (βλ.σελ 28) , που λέει ότι κάθε 

αποδεκτό διάνυσμα περιόδων, δεν μπορεί να περιλαμβάνει δυο 

συνιστώσες οι οποίες να είναι σχετικά πρώτες .Επομένως, στο 

παρακάτω γράφημα τα : (3,4) ,(5,12) ,(2,15) ,(3,20) είναι μη 

αποδεκτά  παραδείγματα διανυσμάτων περιόδου. 

 

 

 

Εφαρμογή των διακεκριμένων κλάσεων υπολοίπων 

στην κατασκευή δρομολογίων του μετρό. 



Θα ήταν πολύ εύχρηστο να είχαμε έναν πιο γενικό χαρακτηρισμό 

για τα αποδεκτά διανύσματα περιόδου. Το επόμενο θεώρημα 

καλύπτει ευρύ φάσμα των περιπτώσεων. 

Θεώρημα 6    

Έστω 
n

p P  διάνυσμα περιόδου της μορφής:

 1 2 ( )( ) ( )

1 2, ,......., knn n

kp p p p . Υποθέτουμε ότι   , 
i i

p d q i k    

για κάποιον ακέραιο d και ότι κάθε ζευγάρι αριθμών ανάμεσα στα 

1 2
, ,.....,

k
q q q  είναι σχετικά πρώτοι. Τότε το p είναι αποδεκτό αν 

και μόνο αν: 
1

k

i

ii

n
d

q


 
  

 ( )  
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Εφαρμογή των διακεκριμένων κλάσεων υπολοίπων 

στην κατασκευή δρομολογίων του μετρό. 
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Το σύνολο  1 2
, ,.....

k
p p p  αποτελείται από  τα 

 1 1 2 2
, ,......

k k
m q m q m q   , όπου 

1 2
, ,......,

k
m m m  είναι μη 

αρνητικοί ακέραιοι με 
1

k

i
i

m d


 . Επιπλέον ,εάν η ( )  ισχύει, τότε 

μπορεί να παραχθεί δρομολόγιο με περίοδο p , μεταβιβάζοντας 

γραμμές με περίοδο pi  ,σε i

i

n
q

 
  

 κλάσεις modulo d, i=1,2,…,k 

(σε κάθε κλάση μπορούν να εκχωρηθούν 
i

q  γραμμές ). 

 

 

 

Εφαρμογή των διακεκριμένων κλάσεων υπολοίπων 

στην κατασκευή δρομολογίων του μετρό. 



Είναι στην πραγματικότητα, ιδιαίτερα ενδιαφέρον να συγκρίνουμε 

διαφορετικά, υποψήφια διανύσματα περιόδου ως προς την 

«αποδοτικότητά» τους. Θεωρούμε ένα φυσικό μέτρο 

αποτελεσματικότητας το οποίο αντιστοιχεί στον αριθμό των τρένων 

τα οποία φτάνουν στον κεντρικό σταθμό. Για ένα v-αποδεκτό 

διάνυσμα περιόδου 
n

p p  ορίζουμε την πυκνότητα (ή την v-

πυκνότητα) ως :  

( ) ( )
( )

60 60
v

freq p v freq p
dens p

v


 
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Εφαρμογή των διακεκριμένων κλάσεων υπολοίπων 

στην κατασκευή δρομολογίων του μετρό. 
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( ) ( )
( )

60 60
v

freq p v freq p
dens p

v


 

 

όπου v-αποδεκτό είναι το διάνυσμα που παράγει δρομολόγιο 

κλάσεων 
     1 2

, ,.....,
n

C C C  με μικρότερη απόσταση μεταξύ των 

κλάσεων(ή αλλιώς η μικρότερη απόσταση μεταξύ δυο διαδοχικών 

τρένων από διαφορετικές γραμμές) να είναι 

    , ,  ,  ,
i j

C C v i j n i j      . 

 

 

Εφαρμογή των διακεκριμένων κλάσεων υπολοίπων 

στην κατασκευή δρομολογίων του μετρό. 



      Υπολογιστική προσέγγιση του προβλήματος κατασκευής 

δρομολογίου: 

 Μέθοδος βασισμένη στον ακέραιο προγραμματισμό. 

 Ο στόχος είναι να αποφασίσουμε για κάθε γραμμή του 

δρομολογίου εάν πρέπει να ενταχθεί τελικά στο 

προγραμματισμένο δρομολόγιο ή όχι. 

 Η αντικειμενική συνάρτηση(objective function)  αφορά 

στο να μεγιστοποιήσουμε το συνολικό αριθμό αφίξεων (στον 

κεντρικό σταθμό) ,δηλαδή να μεγιστοποιήσουμε το 

άθροισμα των συχνοτήτων των επιλεγμένων γραμμών. 
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Εφαρμογή των διακεκριμένων κλάσεων υπολοίπων 

στην κατασκευή δρομολογίων του μετρό. 
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 Θεωρούμε το ακόλουθο zero-one ILP( Integer Linear 

Programming) πρόβλημα.  Σε αυτά τα προβλήματα οι 

μεταβλητές ακέραιων αριθμών είναι περιορισμένες να είναι 

ίσες  είτε με το μηδέν είτε με το ένα. 

 Χρησιμοποιoύμε το ILOG CPLEX , ο οποίος είναι 

εξαιρετικά γρήγορος επιλυτής  προβλημάτων γραμμικού 

προγραμματισμού. 

Εφαρμογή των διακεκριμένων κλάσεων υπολοίπων 

στην κατασκευή δρομολογίων του μετρό. 
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Παράδειγμα 

Θεωρούμε n=9 , v=1 και p = (5,5,5,10,10,15,15,30,30). Η 

βέλτιστη λύση x η οποία βρέθηκε είναι ένας (0-1)- πίνακας 

μεγέθους 9x60 και οι πρώτες 30 στήλες φαίνονται 

παρακάτω. Το δρομολόγιο επαναλαμβάνεται για τα επόμενα 

30΄αφού όλες οι περίοδοι είναι διαιρέτες του 30. 

 

 

 

Εφαρμογή των διακεκριμένων κλάσεων υπολοίπων 

στην κατασκευή δρομολογίων του μετρό. 



 

Παρατηρούμε πως ο πίνακας δεν έχει μηδενικές γραμμές, 

πράγμα το οποίο σημαίνει ότι στην περίπτωσή μας όλες οι 

γραμμές του δικτύου είναι σε χρήση. Η βέλτιστη λύση είναι ως 

εκ τούτου, το άθροισμα όλων των συχνοτήτων το οποίο είναι  

60, επομένως το αντίστοιχο διάνυσμα περιόδου p είναι πλήρες.  
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Εφαρμογή των διακεκριμένων κλάσεων υπολοίπων 

στην κατασκευή δρομολογίων του μετρό. 
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Συμπεράσματα 

  Σε αντίστοιχο παράδειγμα με το προηγούμενο, αλλά για 

v=2, ένα διάνυσμα περιόδων p, χαρακτηρίζεται πλήρες όταν 

το άθροισμα των συχνοτήτων(δηλ. η βέλτιστη λύση είναι 30 

και όχι 60) 

 Το πρόβλημα κατασκευής δρομολογίου του μετρό επομένως 

μπορεί να λυθεί είτε αναλυτικά( με βασική προσέγγιση το 

Θεώρημα 6). 

 Το πρόβλημα μπορεί να λυθεί και συντομότερα  κάνοντας 

χρήση του ακέραιου προγραμματισμού και των εργαλείων 

του. 

Εφαρμογή των διακεκριμένων κλάσεων υπολοίπων 

στην κατασκευή δρομολογίων του μετρό. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

Κατάρτιση ωρολογίου προγράμματος σε Πανεπιστήμια 
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Κατάρτιση ωρολογίου προγράμματος σε 

Πανεπιστήμια 

Το μαθηματικό μοντέλο του CB-CTT 

• Συγκεκριμένος αριθμός διαλέξεων που πρέπει να ανατεθούν στο χρόνο 

• Κάθε διάλεξη μπορεί να ανήκει σε διαφορετικό μάθημα 

• Κάθε διάλεξη απαιτεί πόρους (ώρες και αίθουσες) 

• Οι πόροι αυτοί υπόκεινται σε περιορισμούς (εύκαμπτους και αυστηρούς) 

• Εφικτό είναι ένα πρόγραμμα όταν ικανοποιούνται όλοι οι αυστηροί περιορισμοί 

• Ο στόχος είναι η ελαχιστοποίηση των παραβιάσεων των χαλαρών 

περιορισμών(δηλαδή όσο το δυνατό μικρότερη τιμή της συνάρτησης κόστους) 

• Λύση 3ών φάσεων (αλγόριθμος ATS) 
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Περιγραφή της λύσης 

 1
η
 φάση: απλή ικανοποίηση αυστηρών περιορισμών.Επιλογή 

μη εκχωρημένης στο πρόγραμμα διάλεξης και καθορισμός 

ζεύγους περίοδος αίθουσα γι’ αυτήν(εφικτό πρόγραμμα) 

 2
η
 φάση: βελτίωση της συν. κόστους με χρήση Αλγόριθμου 

Περιορισμένης Αναζήτησης (TS). Ο αλγόριθμος σταματά 

όταν δεν μπορεί να υπάρξει περεταίρω βελτίωση. 

 3
η
 φάση : μέθοδος διαταραχών δανεισμένη από τον 

Αλγόριθμο Επαναληπτικής Τοπικής Αναζήτησης ( ILS) 

ώστε να ανασκευάσουμε τη ληφθείσα βέλτιστη λύση. Η 

ενσωμάτωση της μεθόδου αυτής στον Αλγόριθμο 

Περιορισμένης Αναζήτησης (TS) δημιουργεί τον Αλγόριθμο 

Προσαρμοστικής Περιορισμένης Αναζήτησης (ATS). 

 

Κατάρτιση ωρολογίου προγράμματος σε 

Πανεπιστήμια 



Χρήση του ATS με χρονική συνθήκη 
τερματισμού (timeout). 

Χρήση του ATS με χαλαρή συνθήκη 
τερματισμού(800.000 επαναλήψεις) 
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Κατάρτιση ωρολογίου προγράμματος σε 

Πανεπιστήμια 
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 Τα συγκριτικά αποτελέσματα κατέδειξαν πως στις 21 από τις 25 

περιπτώσεις οι καλύτερες τιμές της συνάρτησης  f δίνονται υπό την 

χαλαρή συνθήκη τερματισμού. 

 Καλύτερες είναι και οι τιμές των μέσων όρων και των τυπικών 

αποκλίσεων υπό την χαλαρή συνθήκη. 

 Τα αποτελέσματα των πινάκων αφορούν 100 ανεξάρτητα τρεξίματα του 

ATS 

 

Στη συνέχεια θα δούμε  τα καλύτερα αποτελέσματα των ATS, TS, ILS 

σε σύγκριση με  αλγόριθμους αναφοράς. 

Κατάρτιση ωρολογίου προγράμματος σε 

Πανεπιστήμια 
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Στον πίνακα αυτό βλέπουμε τα καλύτερα αποτελέσματα 8 αλγορίθμων. Η 

τελευταία στήλη δείχνει τα καλύτερα πιο γνωστά αποτελέσματα των 5 

αλγόριθμων αναφοράς. Ο ATS βλέπουμε πως παρέχει πολύ ανταγωνιστικά 

αποτελέσματα.(timeout) 

 

 

 

 

 

Κατάρτιση ωρολογίου προγράμματος σε 

Πανεπιστήμια 



       Στον πίνακα αυτό βλέπουμε τα αποτελέσματα του ATS σύγκριση με δυο 

αλγόριθμους αναφοράς, αλλά και με τα καλύτερα αποτελέσματα που ήταν γνωστά 

μέχρι το Νοέμβριο του 2008.(μέχρι 800.000 επαναλ.). Και σε αυτή την περίπτωση 

βρίσκουμε ανταγωνιστικά αποτελέσματα απ’ τον ATS. 
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Συμπεράσματα 

 Ο  Αλγόριθμος Περιορισμένης Τοπικής Αναζήτησης μπορεί επομένως να λύσει με 

υψηλή αποδοτικότητα το πρόβλημα κατάρτισης ωρολογίου προγράμματος σε 

Πανεπιστήμια. 

 Αναγκαίος ο συνδυασμός των δυο επί μέρους μεθόδων. 

 Ο αλγόριθμος αυτός ενσωματώνει πρωτότυπα χαρακτηριστικά. 

  Περίπτωση προβλήματος που μπορεί να προσεγγιστεί με την παραπάνω μέθοδο 

είναι για παράδειγμα τα ωράρια των εργαζομένων σε κάποια επιχείρηση. 
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Ευχαριστώ πολύ για την Προσοχή σας! 

34 


