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Περίληψη

Στην παρούσvα διπλωματική εργασvία μελετάμε την λήψη σvτρατηγικών αποφάσ-

vεων επενδύσvεων σvτηριζόμενοι σvτην θεωρία παιγνίων. Επικεντρωνόμασvτε σvτα
δυναμικά παίγνια ατελούς πληροφόρησvης και σvυγκεκριμένα αναλύουμε την περ-

ίπτωσvη που μία εταιρεία εξετάζει την είσvοδό της σvε μία αγορά σvτην οποία κυριαρ-

χεί ένα μονοπώλιο. Καθορίζουμε την πιο αντιπροσvωπευτική περίπτωσvη της πραγ-
ματικότητας όπου η εταιρεία παρατηρεί πρώτα το επίπεδο παραγωγής του μονοπ-

ωλίου σvε μία πρώτη περίοδο και έπειτα αποφασvίζει αν θα εισvέλθει σvτην αγορά σvε

μία δεύτερη περίοδο, χωρίς να γνωρίζει αν αντιμετωπίζει εταιρεία με χαμηλά κόσvτη
παραγωγής ή μία με υψηλά.
Για αυτή την περίπτωσvη, αφού οπτικοποιήσvουμε την ανάλυσvή μας μέσvω του

Gambit, λογισvμικού ανοικτού κώδικα, καταλήγουμε σvτην κατασvκευή αλγορίθμου
σvε ψευδοκώδικα που παροτρύνει ή αποθαρρύνει την εταιρεία για είσvοδο, εξάγοντας
την � ισvορροπία� της κατάσvτασvης αυτής. Αυτό το κάνει βάσvη των αναλυτικών μα-
θηματικών μοντέλων της θεωρίας παιγνίων και της υπόθεσvης ότι αν εισvέλθει η

εταιρεία σvτην αγορά, ανταγωνίζεται με την άλλη σvε ένα πασvίγνωσvτο οικονομικό
μοντέλο, αυτό του δυοπωλίου Cournot. Τέλος, προσvθέτουμε υπολογισvτικό φύλλο
σvε Excel που προσvομοιώνει τα παραπάνω και προσvαρμόζει τους εκάσvτοτε υπολο-
γισvμούς σvτα δεδομένα που εισvάγει ο χρήσvτης.
Η μεθοδολογία αυτή μπορεί να γίνει οδηγός για την λήψη αποφάσvεων από

εταιρείες που εξετάζουν την είσvοδό τους σvε μονοπωλιακές αγορές, σvε παρόμοιες
περιπτώσvεις ύπαρξης ατελούς πληροφόρησvης. Η γενικότητα του αλγορίθμου και
του υπολογισvτικού φύλλου Excel έγκειται σvτο γεγονός ότι έχουν καταγραφεί όλα
τα βήματα και οι περιπτώσvεις, από τις εξεταζόμενες σvτρατηγικές και πεποιθήσ-
vεις των εταιρειών και προσvαρμογές ποσvοτήτων παραγωγής βέλτισvτα σvε μοντέλο

Cournot ανάλογα με τα κόσvτη τους, μέχρι αναλυτικά όλες τις περιπτώσvεις εξαγ-
ωγής ισvορροπίας με γνώμονα την μεγισvτοποίησvη των αναμενόμενων κερδών τους,
τις οποίες επαληθεύει το λογισvμικό ανοικτού κώδικα Gambit.

Λέξεις κλειδιά

<�<Θεωρία Παιγνίων, Στρατηγικές Αποφάσvεις Επενδύσvεων,Δυναμικά Παίγνια,
Ατελούς Πληροφόρησvης, Είσvοδος σvε Αγορά,Μονοπώλιο, Πρώτη Περίοδος,Δεύτερη
Περίοδος, Επίπεδο Παραγωγής, Χαμηλά Κόσvτη, Υψηλά Κόσvτη, Gambit, Cournot,
Στρατηγικές, Πεποιθήσvεις, Εξαγωγή ισvορροπίας>�>
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Abstract

In this thesis we study strategic investment decision-making relying on game
theory. We focus on sequential games with imperfect information and analyze
a speci�c case, where a company considers to enter a market on which a mono-
poly prevails. We determine the most representative case of reality, where the
company in the �rst period observes the production level of the monopoly and
in the second period decides whether to enter the market or not, without know-
ing whether is facing a company with low production costs or one with high
production costs.

For this case, after we visualize our analysis through Gambit, an open source
software, we construct an algorithm in pseudocode that encourages or discour-
ages the company to enter, extracting the "equilibrium" of the situation. This
is accomplished according to analytical mathematical models of game theory
and the assumption that if the company enters the market, she competes with
the other in the basis of a well-known economic model, the Cournot duopoly.
Finally, we add an Excel spreadsheet that simulates the above and adjusts the
respective calculations on data entered by the user.

This methodology can be used as a guide to decision making, by companies
who consider to enter monopolistic markets, in similar cases with incomplete
information. The usefulness of the algorithm and the Excel spreadsheet is the
speci�cation of the procedure of the equilibrium in steps. From the proposed
strategies and beliefs of each company, as well as optimal adaptations in pro-
duction volumes depending on their costs, up to the detailed calculation of
equilibrium, we extract all results. In each case, companies are driven by the
maximization of their expected pro�ts and results are veri�ed by the open source
software Gambit.

Key Words

<�< Game Theory, Strategic Investment Decision Making, Sequential Games,
Imperfect Information, Entry in Market, Monopoly, First Period, Second Period,
Production Volume, Low Costs, High Costs, Gambit, Cournot, Strategies, Be-
liefs, Extracting an Equilibrium>�>
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1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ

1.1 Θεωρία Παιγνίων σvε Στρατηγικές Αποφάσvεις Επενδύσ-

vεων και Ατελής Πληροφόρησvη

Μόλις 70 χρόνια πριν εκδόθηκε το πρώτο βιβλίο που καταπιάσvτηκε με την
θεωρία παιγνίων, εισvάγοντας την επισvτήμη αυτή που αναλύει το πώς οι εμπλεκό-
μενοι λαμβάνουν αποφάσvεις σvε κατασvτάσvεις σvτρατηγικής αλληλεξάρτησvης, προσ-
vπαθώντας να προσvεγγίσvει την καλύτερη δυνατή λύσvη. Η προσvέγγισvη αυτή γίνε-
ται μέσvα από μαθηματικά μοντέλα, τα οποία ποσvοτικοποιούν τα αποτελέσvματα
κάθε παίκτη και προσvομοιώνουν σvυμπεριφορές. Αυτή η πρωτοπορία της θεω-
ρίας παιγνίων, η επίλυσvη μη μαθηματικών προβλημάτων με χρήσvη μαθηματικών,
οδήγησvε σvτην ραγδαία ανάπτυξη του κλάδου αυτού και σvτην ευρεία εφαρμογή του,
από εταιρείες, μέχρι ολόκληρα κράτη. Η ενοποίησvη μαθηματικών, οικονομικών και
ψυχολογίας-κοινωνικών επισvτημών υπό ένα κοινό πρίσvμα σvτην θεωρία παιγνίων,
έχει αποτελέσvει εφαλτήριο για πολλές αναλύσvεις και τρόπους επίλυσvης σvε σvτρατη-

γικές αποφάσvεις επενδύσvεων.
Στην εξέτασvη και προσvπάθεια αναπαράσvτασvης τέτοιων κατασvτάσvεων, αν επι-

κεντρωθούμε σvε επιχειρήσvεις που δρουν σvτην αγορά, το σvτοιχείο που υπεισvέρχεται
ως κοινός παράγοντας για ρεαλισvτική αντιπροσvώπευσvη της πραγματικότητας, είναι
η ατελής πληροφόρησvη που μπορεί να έχουν οι επιχειρήσvεις. Στον πραγματικό
κόσvμο, είναι αδύνατο να γνωρίζει κάποιος όλες τις πληροφορίες για κάποιον άλλο
όταν εξετάζει μία κατάσvτασvη σvτην οποία αλληλεπιδρά σvτρατηγικά μαζί του, πόσvο
μάλλον για περιπτώσvεις ανταγωνισvμού και για σvυμπεριφορές, προτιμήσvεις και �πισ-
vτεύω� που χαρακτηρίζουν τον άλλο. Αυτά υπεισvέρχονται και είναι απαραίτητα να
προσvδιορισvθούν ρεαλισvτικά και ορθολογικά ως ένα βαθμό σvτην θεωρία παιγνίων.
Παρ' ότι όμως έχουν αναλυθεί τρόποι προσvέγγισvης, αντιμετώπισvης και επίλυσ-
vης παιγνίων ατελούς πληροφόρησvης, δεν υπάρχει κάποια ξεκάθαρη μεθοδολογία
εύρεσvης ισvορροπίας σvε μία τέτοια περίπτωσvη.
Υπάρχει το σvκεπτικό και το πλαίσvιο σvτο οποίο τίθεται η ισvορροπία που βελτ-

ισvτοποιεί τις σvτρατηγικές των παικτών, αλλά δεν έχει ενσvωματωθεί περαιτέρω η
ατελής πληροφόρησvη σvε σvτρατηγικές αποφάσvεις επενδύσvεων, σvε βαθμό που να
προσvφέρει μία μεθοδολογική προσvέγγισvη για λήψη αποφάσvεων και καθορισvμό βέλτ-

ισvτων κινήσvεων και σvτρατηγικών ανά περίπτωσvη.

14



1.2 Αντικείμενο Διπλωματικής

Σκοπός λοιπόν της παρούσvας διπλωματικής εργασvίας είναι να επιλύσvει ως ένα

βαθμό το πρόβλημα της ατελούς πληροφόρησvης σvτην λήψη σvτρατηγικών αποφάσ-

vεων επενδύσvεων, επιτυγχάνοντας μία μεθοδολογική προσvέγγισvη βάσvη της θεωρίας
παιγνίων και μετατρέποντας αυτή την μεθοδολογία σvε αλγόριθμο για χρησvτικότητα

και αμεσvότητα. Συγκεκριμένα αναλύουμε την περίπτωσvη ενός δυναμικού παιγνίου
ατελούς πληροφόρησvης σvτο οποίο μία εταιρεία εξετάζει την είσvοδό της σvε μία αγορά

σvτην οποία κυριαρχεί ένα μονοπώλιο. Ξεκινάμε από την βασvική περίπτωσvη όπου
όλα σvυμβαίνουν σvε μία περίοδο, προχωράμε σvτην περίπτωσvη που η εταιρεία που
εξετάζει είσvοδο μπορεί να κάνει διαφήμισvη και φτάνουμε σvτην πιο αντιπροσvωπευτ-

ική περίπτωσvη της πραγματικότητας όπου η εταιρεία παρατηρεί πρώτα το επίπεδο

παραγωγής του μονοπωλίου σvε μία πρώτη περίοδο και έπειτα αποφασvίζει αν θα

εισvέλθει σvτην αγορά σvε μία δεύτερη περίοδο, χωρίς να γνωρίζει αν αντιμετωπίζει
εταιρεία με χαμηλά κόσvτη παραγωγής ή μία με υψηλά.
΄Ετσvι καλύπτουμε ένα ευρύ φάσvμα υποπεριπτώσvεων, ενδεχόμενων, εναλλακ-

τικών και προσvεγγίσvεων μίας ενεργής ανταγωνισvτικής οικονομικής μονάδας. Για
την τελευταία περίπτωσvη, αφού οπτικοποιήσvουμε την ανάλυσvή μας μέσvω του Gam-
bit, λογισvμικού ανοικτού κώδικα, καταλήγουμε σvτην κατασvκευή αλγορίθμου σvε
ψευδοκώδικα που παροτρύνει ή αποθαρρύνει την εταιρεία για είσvοδο, εξάγοντας
την � ισvορροπία� της κατάσvτασvης αυτής. Αυτό το κάνει βάσvη των αναλυτικών μα-
θηματικών μοντέλων της θεωρίας παιγνίων και της υπόθεσvης ότι αν εισvέλθει η

εταιρεία σvτην αγορά, ανταγωνίζεται με την άλλη σvε ένα πασvίγνωσvτο οικονομικό
μοντέλο, αυτό του δυοπωλίου Cournot. Με την χρήσvη του μοντέλου κάνουμε πολύ
καλή προσvομοίωσvη της αγοράς αφού μας δίνεται η δυνατότητα καθορισvμού βέλτισ-

vτων ποσvοτήτων παραγωγής ανάλογα με τα διαφορετικά κόσvτη κάθε εταιρείας και

ξεπερνάμε το πρόβλημα της σvτατικότητας και δυσvκολίας υπολογισvμού της έκβασvης

αν σvυνυπάρξουν σvτην αγορά οι εταιρείες. Ξεπερνάμε ουσvιασvτικά ένα κομμάτι της
ατελούς πληροφόρησvης.
Τέλος, προσvθέτουμε υπολογισvτικό φύλλο σvε Excel που προσvομοιώνει τα παραπάνω

και προσvαρμόζει τους εκάσvτοτε υπολογισvμούς σvτα δεδομένα που εισvάγει ο χρήσ-

vτης, καθισvτώντας την εφαρμογή μας χρήσvιμο εργαλείο με ευρύ φάσvμα εφαρμογής,
αφού έχει δυναμικό χαρακτήρα και προσvαρμόζεται σvτα διαφορετικά δεδομένα κάθε

κατάσvτασvης.
Να σvημειώσvουμε ότι σvκοπός μας δεν είναι η τοποθέτησvη των κατασvτάσvεων

σvε αυσvτηρούς κανόνες και ανελασvτικά πλαίσvια, αλλά το να φτάσvουμε σvε ένα βο-
ηθητικό εργαλείο για την σvυγκεκριμένη και μόνο περίπτωσvη υπό το πρίσvμα που

την εισvάγουμε και την αναλύουμε, ώσvτε να γίνει αντιληπτή η δυναμική που προσ-
vφέρει η θεωρία παιγνίων σvε περιπτώσvεις όπου έχουμε ατελή ή ελλιπή πληροφόρησvη

και άλλες προσvεγγίσvεις αδυνατούν να δώσvουν λύσvη. Η ανάλυσvη αυτή καθ' αυτή
είναι πολύ σvημαντική γιατί περιγράφει ένα τρόπο σvκέψης και αντιμετώπισvης κατα-

σvτάσvεων όπου βάσvη αυτού μπορούμε να δράσvουμε σvτρατηγικά σvε οποιαδήποτε

περίπτωσvη χρησvιμοποιώντας την θεωρία παιγνίων, άσvχετα από το αν τελικά μπορεί
να προσvομοιωθεί με αλγόριθμο ή όχι (ή αν θα είμασvτε νικητές ή όχι του παιγνίου).
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1.3 Οργάνωσvη κειμένου

Η διπλωματική χωρίζεται σvε δύο κύρια μέρη. Το πρώτο, είναι θεωρητικής
φύσvεως και επεξηγεί αναλυτικά τις αρχές της θεωρίας παιγνίων, καθορίζοντας
τί είναι παίγνιο και πώς με την χρήσvη του λαμβάνουμε σvτρατηγικές αποφάσvεις,
θέτοντας το πλαίσvιο σvτο οποίο πραγματοποιείται η ανάλυσvη μεταξύ ανταγωνισvτριών

εταιρειών. Αναλύονται τα βασvικά χαρακτηρισvτικά τους και γίνεται διαχωρισvμός
και ταξινόμησvη βάσvη αυτών, ενώ παραθέτονται οι βασvικότεροι τρόποι διαχείρισvης
και επίλυσvής τους ανάλογα με τον τύπο τους. Καταπιανόμασvτε με χαρακτηρισvτικά
παραδείγματα και εφαρμογές σvε βάθος, που αποσvαφηνίζουν πώς η θεωρία παιγνίων
μπορεί να προσvομοιώσvει πραγματικές κατασvτάσvεις και να γίνει χρήσvιμο εργαλείο

αντιμετώπισvής τους.
Το δεύτερο μέρος, κάνει μία προσvπάθεια εκτενούς ανάλυσvης ενός παιγνίου

διαδοχικών κινήσvεων ατελούς πληροφόρησvης, που αποτελεί την πιο δύσvκολη, αλλά
και πιο ρεαλισvτική κατάσvτασvη, για μία πραγματική περίπτωσvη σvτην οποία μία
εταιρεία επιθυμεί να εισvέλθει σvε μία αγορά που κυριαρχεί ένα μονοπώλιο. Αναλύον-
ται διάφορες εκδοχές όπου δείχνουμε σvε κάθε μία πώς επηρεάζεται η θεώρησvη

από την μεριά των παικτών και η λύσvη, κάνοντας αναλύσvεις ευαισvθησvίας για δι-
αφοροποίησvη μεταβλητών που παίζουν καθορισvτικό ρόλο σvτο παίγνιο. Τέλος,
καταλήγουμε σvτην πιο αντιπροσvωπευτική μορφή της πραγματικότητας, θεωρώντας
ότι η πρώτη εταιρεία παρατηρεί σvτην αρχή μία κίνησvη του μονοπωλίου, προσvπα-
θώντας να αποσvπάσvει κάποια πληροφορία και καθορίζουμε τα οικονομικά μεγέθη

που κινητοποιούν τους παίκτες μέσvω του οικονομικού μοντέλου Cournot. Για αυτό
το παίγνιο, βρίσvκουμε τις μεταβλητές που υπεισvέρχονται σvτους υπολογισvμούς κάθε
φορά σvτην γενική περίπτωσvη και τροποποιούν την έκβασvη του παιγνίου και κατασ-

vκευάζουμε αλγόριθμο που εξάγει την ισvορροπία του παιγνίου βάσvη των μεταβλητών

αυτών, πληροφορώντας μας ταυτόχρονα για το αν προτείνεται εισvαγωγή ή όχι της
εταιρείας σvτην αγορά σvτην ισvορροπία αυτή.
Το Κεφάλαιο 2 κάνει εισvαγωγή σvτις βασvικές έννοιες και τα χαρακτηρισvτικά της

θεωρίας παιγνίων. Το Κεφάλαιο 3 αναλύει σvυγκεκριμένα τα σvτατικά παίγνια και
τους τρόπους επίλυσvής τους με χαρακτηρισvτικά παραδείγματα και εφαρμογές. Στο
Κεφάλαιο 4 αναπτύσvσvουμε τα δυναμικά παίγνια και βλέπουμε τις δυσvκολίες που
εμφανίζονται σvτα ατελούς πληροφόρησvης, ενώ παρουσvιάζουμε επίσvης αναλυτικές
εφαρμογές. Στο Κεφάλαιο 5 αναλύουμε σvε βάθος την περίπτωσvη εξέτασvης από
μία εταιρεία εισvόδου σvε μία αγορά όπου δρασvτηριοποιείται ένα μονοπώλιο. Στο
Κεφάλαιο 6 κάνουμε αναγωγή σvτην γενική περίπτωσvη και κατασvκευάζουμε έναν
αλγόριθμο υπολογισvμού των αποδόσvεων του παιγνίου αυτού καθ' αυτού αλλά και
της ισvορροπίας του παιγνίου και ένα υπολογισvτικό φύλλο σvε Excel που οπτικοποιεί
τους υπολογισvμούς.
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2 ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ

2.1 Εισvαγωγή

΄Ενα διάσvημο Λατινικό ρητό λέει : �η νίκη αγαπά την προετοιμασvία�. Η θεωρία
παιγνίων προσvφέρει σvε κάποιον ακριβώς αυτή την προετοιμασvία τόσvο σvε σvχέσvη με

τον εαυτό του, όσvο και σvε σvχέσvη με τον αντίπαλό του / ανταγωνισvτή του. Αναλύει
και προβλέπει σvτρατηγικές κινήσvεις ανταγωνισvτών, προσvομοιώνοντας σvτρατηγικές
κατασvτάσvεις όπου η επιτυχία του κάθε ατόμου για τις επιλογές του εξαρτάται

και από τις επιλογές των άλλων. Η θεωρία παιγνίων μελετά το πώς λαμβάνονται
οι αποφάσvεις από αλληλοεξαρτώμενες μονάδες λήψης αποφάσvεων όταν υφίσvταται

σvύγκρουσvη σvυμφερόντων. Βρίσvκει πληθώρα εφαρμογών όπως πολιτικές επισvτήμες,
οικονομικές, κοινωνικές, computer science, εξελικτική βιολογία. Καταλαβαίνουμε
λοιπόν ότι οι παίκτες μπορεί να είναι δύο επιχειρήσvεις, δύο ανταγωνισvτικά πολιτικά
κόμματα, ένας εργοδότης και ένας υπάλληλος, δύο παίκτες σvκάκι ή ακόμα και δύο
αντίπαλοι σvτρατοί. Προϋπόθεσvη είναι κάθε παίχτης να είναι ορθολογικός, δηλαδή
να επιδιώκει το σvυμφέρον του, θέλοντας να μεγισvτοποιήσvει το κέρδος του σvτο
παιχνίδι, αλλά και λειτουργικά ορθολογικός, δηλαδή να θεωρεί ότι αδιαμφισvβήτητα
το ίδιο κάνει και ο αντίπαλός του.
Η θεωρία παιγνίων τεκμηριώνει επισvτημονικά αυτή την ορθολογική σvυμπερι-

φορά, παρέχοντας κάποιες γενικές αρχές με τις οποίες αναλογίζονται οι σvτρατη-
γικές αλληλεπιδράσvεις και δημιουργώντας θεωρητικά μοντέλα μέσvα από κάθε σvτρατη-

γική ανάλυσvη, τα οποία αποτελούν την βάσvη των σvτρατηγικών κατασvτάσvεων. Με
μεθοδικό και ακριβή τρόπο ανάλυσvης περιγράφει τις σvτρατηγικές κατασvτάσvεις ανά-

λογα με την περίσvτασvη και τις παραμέτρους, δημιουργώντας μία σvταθερή βάσvη. Με
την επαναλαμβανόμενη εφαρμογή σvτρατηγικών τρόπων επίλυσvης ανταγωνισvτικών

προβλημάτων, εντοπίζονται κοινοί παράγοντες και ομοιότητες σvτις ανταγωνισvτικές
αναλύσvεις, το οποίο οδηγεί σvε σvτρατηγικό πλεονέκτημα. Αυτή ακριβώς είναι και η
πεμπτουσvία της θεωρίας παιγνίων. Δεν ισvχυριζόμασvτε ότι μπορούμε νομοτελειακά
να επιλύσvουμε με βέλτισvτο τρόπο κάθε σvτρατηγική κατάσvτασvη και να πούμε ότι

αυτή είναι μία ακριβής πρόβλεψη του τί πρόκειται να σvυμβεί σvτο μέλλον αλλά

ότι η τεκμηρίωσvη και εμπέδωσvη αυτών των θεωρητικών μοντέλων μας προσvφέρει

σvτρατηγικό τρόπο αντιμετώπισvης. ΄Εχοντας για παράδειγμα υποθέσvει το α και το
β, να γνωρίζουμε ότι απαλείφοντας το α, το επιχείρημά μας για την σvτρατηγική
μας σvυμπεριφορά σvυνεχίζει να ισvχύει και απαλείφοντας το β έχουμε εντοπίσvει και

γνωρίζουμε σvε ποιό σvημείο επηρεάζει την σvτρατηγική μας και πώς αλλάζει, τόσvο
ποσvοτικά όσvο και ποιοτικά.
Η θεωρία παιγνίων είναι εντέλει ένα αναλυτικό όργανο, ανεπτυγμένο σvε αυσv-

τηρά επισvτημονικό πλαίσvιο, που όμως δεν καταλήγει όλες τις φορές (όπως τα μα-
θηματικά) σvε ορισvτικά σvυμπεράσvματα. Αυτό είναι λογικό καθώς είναι αδύνατο
να αναλυθούν και προβλεφθούν όλες οι πτυχές, όλες οι διαφορετικές περιπτώσ-
vεις και υποθέσvεις σvε μία σvχέσvη αντιπαράθεσvης. Μην θεωρήσvει όμως κάποιος ότι
απλά παραθέτει τα αυτονόητα με τεχνική γλώσvσvα, αφού με την εφαρμογή της
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αποκαλύπτονται πλευρές μίας αντιπαράθεσvης, που η καθαρά μαθηματική προσvέγ-
γισvη αδυνατεί να σvυλλάβει. Δεν γίνεται για παράδειγμα να εφευρεθεί σvτο σvκάκι
ένας αλγόριθμος νικηφόρας σvτρατηγικής, χωρίς να αναρωτηθούμε το κατά πόσvο
μπορεί να εφαρμοσvτεί από τους παίκτες δεδομένων των δεξιοτήτων τους και αυτό

έρχεται να κάνει η θεωρία παιγνίων. Θεωρία παιγνίων και μαθηματικά λοιπόν ουσ-
vιασvτικά σvυμπληρώνει το ένα το άλλο.

2.2 Ισvτορική Αναδρομή

Ανάμεσvα σvτο 0 και το 500 μ.Χ. το Βαβυλώνιο Ταλμούδ, που αποτελεί την
βάσvη της Εβραϊκής θρησvκείας, θέτει το πρόβλημα �Συμβόλαιο Γάμου� : ΄Ενας
άντρας έχει τρεις γυναίκες των οποίων τα σvυμβόλαια γάμου καθορίζουν πως όταν

αποβιώσvει θα λάβουν 100, 200 και 300 αντίσvτοιχα. Το Ταλμούδ δίνει αντιφατικές
προτάσvεις. Αν όταν πεθάνει κατέχει περιουσvία των 100, προτείνει ισvομοίρασvμα. Αν
όμως κατέχει 300 προτείνει μοιρασvιά 50, 100, 150 αναλογικά ενώ σvτην περίπτωσvη
που έχει 200, η πρότασvη για 50, 75, 75 αποτελεί ένα μυσvτήριο. Το 1985 αναγνωρίσ-
vτηκε ότι το Ταλμούδ προβλέπει την σvύγχρονη θεωρία των σvυνεργατικών παιγνίων.
Κάθε λύσvη αντισvτοιχεί σvτον πυρήνα ενός κατάλληλα ορισvμένου παιγνίου! Σε ένα
γράμμα που χρονολογείται σvτις 13 Νοεμβρίου του 1973, ο James Waldergrave
παρείχε την πρώτη, γνωσvτή minimax λύσvη μεικτής σvτρατηγικής σvε ένα παίγνιο
δύο ατόμων του παιχνιδιού με κάρτες le Her. Το 1838 ο Augustin Cournot εξέτασvε
ένα δυοπώλιο και κατέληξε σvε ένα πλαίσvιο λύσvης που είναι μία πιο αυσvτηρή εκδοχή

της ισvορροπίας Nash. Εν σvυνεχεία, το 1871 ο Charles Darwin δίνει έμμεσvα την
πρώτη σvχέσvη αλληλεξάρτησvης βάσvη θεωρίας παιγνίων σvτην εξελικτική βιολογία και

το 1881 ο Francis Ysidro Edgeworth αναλύει μία εφαρμογή των μαθηματικών σvτις
ανθρωπισvτικές επισvτήμες. Προχωρώντας σvτον 20ο αιώνα βρίσvκουμε το 1913 το
πρώτο θεώρημα θεωρίας παιγνίων από τον Ernst Zermelo που λέει ότι ένα παιχνίδι
σvκάκι μπορεί οποτεδήποτε να οδηγηθεί σvε λύσvη είτε από τα άσvπρα είτε από τα

μαύρα ή τουλάχισvτον σvε ισvοπαλία από αμφότερους.
Προάγγελος όμως της θεωρίας παιγνίων ώσvτε να νοείται ως επισvτήμη, θεωρεί-

ται ο Ούγγρος φυσvικομαθηματικός John von Neumann ο οποίος το 1928 δημοσ-
vίευσvε το θεμελιώδες θεώρημα για παίγνια μηδενικού αθροίσvματος δύο ατόμων και

απέδειξε το θεώρημα minimax, εισvάγοντας επίσvης για πρώτη φορά το εκτεταμένης
μορφής παίγνιο. Η σvυνεργασvία του με τονOskar Morgenstern θα οδηγήσvει το 1944
σvτο μνημειώδες βιβλίο �Theory of Games and Economic Behavior�, όπου ανέλυσ-
vαν διεξοδικά την σvτρατηγική αντιμετώπισvη παιγνίων μηδενικού αθροίσvματος δύο

ατόμων για την εύρεσvη αμοιβαία αποδεκτών λύσvεων, εισvήγαγαν τα σvυνεργατικά
παίγνια και όρισvαν αξιωματικά τη θεωρία χρησvιμότητας για τους παίκτες
 τα οποία
αναγνωρίσvτηκαν ευρέως και εφαρμόσvτηκαν τόσvο σvτην οικονομική όσvο και σvτην

κοινωνική επισvτήμη. Το 1950 ο Αμερικανός μαθηματικός John Nash εισvάγει την
έννοια της ισvορροπίας σvτα παίγνια, γνωσvτή πλέον ως ισvορροπία Nash, η οποία είναι
η πιο ευρέως χρησvιμοποιούμενη έννοια σvτη θεωρία παιγνίων. Η ισvορροπία Nash
είναι μια έκβασvη (ένα ζεύγος σvτρατηγικών) του παιγνίου από την οποία κανένας
από τους παίκτες δεν έχει κίνητρο να παρεκκλίνει, αφού, με δεδομένο το τί κάνει ο
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άλλος παίκτης, η σvτρατηγική της ισvορροπίας Nash είναι η βέλτισvτη για ένα παίκτη.
Δηλαδή κανένας παίκτης δεν μπορεί να βελτιώσvει την απόδοσvή του αλλάζοντας την

σvτρατηγική του, αν οι άλλοι παίκτες δεν αλλάξουν την δική τους. Το 1965 ο Rein-
hard Selten εξευγένισvε και εξέλιξε την ισvορροπία Nash με την έννοια της τέλειας
ισvορροπίας σvτα υποπαίγνια δυναμικών παιγνίων. Ακολούθως, το 1967 ο John
Harsanyi σvυνέταξε την θεωρία για παίγνια ατελούς πληροφόρησvης και έθεσvε τις
γνωσvτικές οικονομικές βάσvεις πάνω σvτις οποίες αναπτύχθηκε η σvύγχρονη θεωρία

παιγνίων για τις προτιμήσvεις και επιλογές αντίπαλων παικτών σvε παίγνια ατελούς

πληροφόρησvης.
To 1994 απονεμήθηκε το βραβείο Nobel σvτους John Nash, John C. Harsanyi

και Reinhard Selten �για την πρωτοποριακή ανάλυσvη ισvορροπίας σvτην θεωρία μη
σvυνεργατικών παιγνίων�. Τους ακολούθησvαν οι Robert J. Aumann και Thomas
C. Schelling κερδίζοντας το Nobel το 2005 επειδή �εμπλούτισvαν την αντίληψή μας
σvχετικά με την σvχέσvη αντιπαράθεσvης και σvυνεργασvίας μέσvα από την ανάλυσvη της

θεωρίας παιγνίων�. Με το ίδιο βραβείο τιμήθηκαν το 2007 οι Leonid Hurwicz,
Eric S. Maskin και Roger B. Myerson επειδή �θεμελίωσvαν τις βάσvεις της θεωρίας
σvχεδιασvμού μηχανισvμών� και το νεότερο βραβείο Nobel απονεμήθηκε σvτους Alvin
E. Roth και Lloyd S. Shapley το 2012 για �την θεωρία των σvταθερών κατανομών
και την πρακτική του σvχεδιασvμού της αγοράς�.

2.3 Ορισvμός

΄Ενα παίγνιο είναι κάθε κατάσvτασvη σvτην οποία τα αποτελέσvματα, οι κατασ-
vτάσvεις που προκύπτουν εξαρτώνται όχι μόνο από τις δικές μας πράξεις αλλά και

από τις πράξεις κάποιου άλλου. Η θεωρία παιγνίων είναι η λογική ανάλυσvη αυτών
των σvτρατηγικών κατασvτάσvεων ανταγωνισvμού και σvυνεργασvίας. Υπάρχουν πολ-
λοί τύποι παιγνίων (παιχνιδιών), παιχνίδια καρτών, επιτραπέζια, βιντεοπαιχνίδια,
ποδόσvφαιρο κτλ. Στην θεωρία παιγνίων πιο σvυγκεκριμένα, παίγνιο ορίζεται κάθε
κατάσvτασvη σvτην οποία :

(i) Υπάρχουν τουλάχισvτον δύο παίκτες.

(ii) Κάθε παίκτης έχει ένα αριθμό τρόπων δράσvης τους οποίους μπορεί να επι-
λέξει να ακολουθήσvει, για τους οποίους η σvτρατηγική μετράει.

(iii) Το παίγνιο έχει τουλάχισvτον μία έκβασvη, ένα αποτέλεσvμα το οποίο καθορίζ-
εται σvυνδυασvτικά από τις επιλεγμένες σvτρατηγικές των παικτών, δηλαδή υπ-
άρχει σvτρατηγική αλληλεπίδρασvη.

(iv) Συσvχετισvμένο με κάθε πιθανή έκβασvη του παιγνίου είναι ένα σvύνολο αποδόσ-
vεων (αριθμητικά μετρήσvιμο), μία για κάθε παίκτη. Αυτές οι αποδόσvεις αντι-
προσvωπεύουν την αξία / χρησvιμότητα του αποτελέσvματος για κάθε παίκτη.

Αυτός ο ορισvμός αυτομάτως αποκλείει
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(i) Παιχνίδια καθαρής τύχης όπως λοταρίες, μηχανήματα �κουλοχέρη� κτλ αφού
εκεί η σvτρατηγική δεν παίζει ρόλο.

(ii) Παιχνίδια χωρίς αλληλεπίδρασvη / αλληλεξάρτησvη σvτρατηγικών μεταξύ παικτών,
όπως η πασvιέντζα.

Συνοψίζοντας, σvύμφωνα με τον Martin J. Osborn και τον Ariel Rubinstein �η
θεωρία παιγνίων είναι μία βαλίτσvα αναλυτικών εργαλείων σvχεδιασvμένων για να μας

βοηθήσvουνε να καταλάβουμε τα φαινόμενα που παρατηρούμε όταν λήπτες αποφάσ-

vεων αλληλεπιδρούν�. ΄Ενα παίγνιο λοιπόν εξετάζει κατασvτάσvεις σvύγκρουσvης, αντ-
αγωνισvμού, αλλά και σvυνεργασvίας αντίπαλων παικτών.

2.4 Βασvικές έννοιες και χαρακτηρισvτικά

Σύμφωνα με την παραπάνω τελευταία ανάλυσvη, , η θεωρία παιγνίων δεν είναι ένα
σvύνολο θεωρημάτων, αλλά ένα �κουτί εργαλείων�. Χρήσvη της θεωρίας παιγνίων
σvημαίνει όχι τόσvο πολύ να γνωρίζουμε ποια θεωρήματα εφαρμόζονται σvε ένα

σvυγκεκριμένο πρόβλημα, αλλά περισvσvότερο ποια εργαλεία από την εργαλειοθήκη
μας μπορούν να χρησvιμοποιηθούν παραγωγικά ώσvτε να μοντελοποιήσvουν αποδοτικά

ιδιαίτερα σvυμπεριφορισvτικά χαρακτηρισvτικά. Μαθαίνοντας θεωρία παιγνίων, σvη-
μαίνει να μαθαίνεις να λύνεις μία ποικιλία εξεζητημένων, πολύπλοκων προβλη-
μάτων. Θα αναλύσvουμε τα κύρια χαρακτηρισvτικά της θεωρίας παιγνίων ώσvτε να
εξοικειωθούμε και να κατανοήσvουμε καλύτερα τα προαναφερθέντα.
΄Ενας παίκτης, σvτην περίπτωσvή μας ένας παίκτης οικονομικών, είναι εξ' ορισv-

μού, μία οντότητα με προτιμήσvεις. Αυτό περιγράφεται με την αφηρημένη έννοια
της χρησvιμότητας. Από όταν ο ορισvμός επαναδιατυπώθηκε από τον Samuelson
την δεκαετία του 50, εδραιώθηκε πως, όταν λέμε ότι ένας παίκτης δρα έτσvι ώσvτε
να μεγισvτοποιήσvει την χρησvιμότητά του, εννοούμε με τον όρο χρησvιμότητα απλά
οτιδήποτε είναι αυτό που η σvυμπεριφορά του παίκτη του προτείνει να λειτουργήσvει

με σvυνέπεια ώσvτε να το κάνει πιο πιθανό. Αναφέρεται σvε μία καθορισvμένη κλίμακα
της υποκειμενικής ευημερίας που ο παίκτης αντλεί από ένα αντικείμενο ή ένα γε-

γονός. Η ευημερία αυτή είναι η απόδοσvη που προαναφέραμε. Η απόδοσvη είναι η
ποσvοτική έκφρασvη του οφέλους για τον παίκτη είτε αυτό είναι χρηματική αξία κτλ

είτε εκφράζει κάποια προτίμησvη.
Κάθε παίκτης λοιπόν θα ήθελε το παίγνιο να τελειώσvει σvε μία κατάσvτασvη που

του δίνει όσvο το δυνατόν μεγαλύτερη απόδοσvη. Η έκβασvη αυτή δεν καθορίζεται
μόνο από τις επιλογές του, αλλά επίσvης βασvίζεται και σvτις επιλογές όλων των
άλλων παικτών και εδώ ακριβώς υπεισvέρχεται ο ανταγωνισvμός και η σvυνεργασvία.
Τα παίγνια χωρίζονται σvε δύο κύριες κατηγορίες, τα μη-σvυνεργατικά παίγνια και τα
σvυνεργατικά. Τα μη σvυνεργατικά παίγνια πραγματεύονται το πώς νοήμων μονάδες
αλληλεπιδρούν μεταξύ τους σvε μία προσvπάθεια να πετύχει έκασvτος τους δικούς

του σvτόχους. Δεν προβαίνουν σvε δεσvμεύσvεις, σvε σvυνεργασvίες μεταξύ τους. Στα
σvυνεργατικά παίγνια αντιθέτως, οι σvυμφωνίες μεταξύ παικτών είναι δυνατές και
αναλύεται το πώς μπορούν να τις σvυνάψουν λαμβάνοντας από κοινού ορθολογικές

αποφάσvεις. Διευκρινίζουμε ότι η μη-σvυνεργατική θεωρία παιγνίων δεν απαγορεύει
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την σvυνεργασvία, απλά έχει πάντα ως γνώμονα να ικανοποιείται το ατομικό σvυμ-
φέρον και όταν υπαγορεύεται από αυτό η σvυνεργασvία μπορεί να εξετασvτεί.
Στην πραγματικότητα, κατά την γνώμη μου, η θεωρία παιγνίων δεν είναι για

το πόσvο ανταγωνίζονται οι άνθρωποι, όσvο για το πόσvο σvυνεργάζονται. Δεν φτάσ-
vαμε εδώ που είμασvτε ως είδος επειδή είμασvτε κυρίως σvπουδαίοι ανταγωνισvτές,
αλλά επειδή είμασvτε σvπουδαίοι σvυνεργάτες. Στο ερώτημα αν η ανθρώπινη φύσvη
είναι περισvσvότερο εγωισvτική ή αλτρουισvτική, αν η φύσvη είναι βάρβαρη ή τρυφερή
και αν αγάπη και σvυντροφικότητα ή μίσvος και έχθρα υπαγορεύουν την ανθρώπινη

σvυμπεριφορά, η απάντησvη σvε όλες τις περιπτώσvεις είναι και τα δύο, σvε περίπλοκη
και ταυτόχρονα άκρως αποκαλυπτική αλληλεπίδρασvη. Ο διαχωρισvμός της θεω-
ρίας παιγνίων σvε σvυνεργατικά και μη, εισvάγει υπεραπλουσvτεύσvεις για να γίνουν τα
υπολογισvτικά μοντέλα πιο βολικά και αυτό δεν πρέπει να το ξεχνάμε.
Τα μοντέλα που μελετάει η θεωρία παιγνίων υποθέτουν ότι οι παίκτες έχουν

ορθολογικότητα, βασvικότατη προϋπόθεσvη όπως αναφέραμε και παραπάνω. Με την
έννοια ότι γνωρίζουν τις εναλλακτικές τους, σvυγκροτούν εκτιμήσvεις / προσvδοκίες
για τις άγνωσvτες, έχουν ξεκάθαρες προτιμήσvεις και επιλέγουν τις πράξεις τους
εσvκεμμένα μετά από κάποια διαδικασvία βελτισvτοποίησvης. Πιο σvυγκεκριμένα, ένας
οικονομικά ορθολογικός παίκτης είναι κάποιος που μπορεί.

(i) Να εκτιμήσvει αποτελέσvματα / εκβάσvεις, με την έννοια ταξινόμησvής τους με
σvεβασvμό σvτην σvυνεισvφορά τους σvτην ευημερία του, την χρησvιμότητά του.

(ii) Να υπολογίζει μονοπάτια προς τα αποτελέσvματα, με την έννοια να διακρίνει
ποια αλληλουχία ενεργειών οδηγεί σvε ποιες εκβάσvεις.

(iii) Να επιλέξει δράσvεις από ένα σvύνολο εναλλακτικών που αποφέρουν τις προ-
τιμότερές του εκβάσvεις, δεδομένων και των ενεργειών των άλλων παικτών.

Μπορούμε να σvυνοψίσvουμε λέγοντας ότι ένας παίκτης είναι οικονομικά ορθολο-

γικός όταν έχει εναλλακτικές και επιλέγει μεταξύ αυτών με ένα τρόπο που υπ-

οδεικνύει αξιόπισvτα κίνητρα από ό,τι φαίνεται καλύτερο για τους σvκοπούς του. Ο
φιλόσvοφος Daniel Dennett θα έλεγε : μπορούμε να προβλέψουμε την σvυμπεριφορά
του από �την εσvκεμμένη σvτάσvη�.
Και αυτή η βασvική υπόθεσvη της ορθολογικότητας αποτελεί ένα απλουσvτευτ-

ικό εργαλείο. Η λύσvη ορισvμένων παιγνίων (ακόμα και όταν είναι μοναδική) είναι
σvυνήθως τόσvο περίπλοκη που είναι σvχεδόν αδύνατο ένας σvυνηθισvμένος άνθρωπος

να ήταν πρόθυμος να επενδύσvει τα μέσvα για να την ανακαλύψει. Ακόμα, έχει
αποδειχθεί ότι η πλήρης ορθολογικότητα τίθεται υπό ερώτημα σvτην πραγματική

ζωή, τόσvο λόγω εξαιρετικής πολυπλοκότητας αρκετών αποφάσvεων, όσvο και των
διαφορών μεταξύ ανθρώπων σvε επίπεδο γνώσvεων για μία κατάσvτασvη αλλά και σvε

επίπεδο ικανοτήτων, κυρίως αναλυτικών σvε σvχέσvη με μία κατάσvτασvη.
Αξίζει να σvημειωθεί όμως ότι η υπόθεσvη της ορθολογικότητας απλουσvτεύει

πάλι τα υπολογισvτικά μοντέλα, αλλά με τρόπο που να μας οδηγεί προς την σvωσ-
vτή κατεύθυνσvη, αφού μέσvω αυτής διακρίνουμε απλά ότι ένας τρόπος δράσvης επι-
λέχθηκε, ενώ κάποια εναλλακτική δράσvη ήταν διαθέσvιμη. Κατανοούμε δηλαδή
πώς θα κινιόντουσvαν οι παίκτες αν ήταν πλήρως ορθολογικοί και όταν μπορούμε
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να αναπτύξουμε μία γενική θεωρία του πώς να αντιμετωπίσvουμε τα παίγνια ορ-

θολογικά, παρέχουμε σvημαντικά και ευρέως χρήσvιμα εργαλεία. Η χρησvιμότητα
της θεωρίας αυτής είναι που έχει σvημασvία και όταν τα πορίσvματα δεν διαφέρουν

από εκβάσvεις πραγματικών κατασvτάσvεων, από εμπειρικά σvυμπεράσvματα, τότε η
παραδοχή της ορθολογικότητας λειτουργεί, παρ' ότι γνωρίζουμε ότι είναι αδύνατο
να μοντελοποιήσvουμε όλες τις πτυχές της περίπλοκης πραγματικότητας.
Τέλος, κάθε παίκτης σvε ένα παίγνιο καλείται να επιλέξει ανάμεσvα από δύο

ή περισvσvότερες σvτρατηγικές. Μία σvτρατηγική είναι ένα προκαθορισvμένο �πλάνο
παιξίματος� που λέει σvτον παίκτη τί δράσvεις να αναλάβει ως αντίδρασvη / απάντησvη
σvε κάθε πιθανή σvτρατηγική που μπορεί να χρησvιμοποιήσvουν οι άλλοι παίκτες. Οι
παίκτες δηλαδή έχουν αλληλεξάρτησvη και για αυτό πρέπει να λάβουν αποφάσvεις

σvτρατηγικά. Καλούνται να αποφασvίσvουν ποια είναι η βέλτισvτη για αυτούς σvτρατη-
γική που οδηγεί σvτο επιθυμητό αποτέλεσvμα, δρώντας σvε ένα μοντέλο σvτρατηγικής
αλληλεπίδρασvης.

2.5 Διαχωρισvμός και Ταξινόμησvη Παιγνίων

Μία βασvικότατη παράμετρος προσvδιορισvμού των παιγνίων εμπεριέχει την πλ-

ηροφόρησvη που οι παίκτες έχουν όταν επιλέγουν σvτρατηγικές. ΄Ετσvι έχουμε τον
διαχωρισvμό σvε παίγνια πλήρους πληροφόρησvης και μη πλήρους πληροφόρησvης. Στα
πλήρους πληροφόρησvης, σvε κάθε σvημείο που η σvτρατηγική ενός παίκτη του υπ-
αγορεύει να αναλάβει μία δράσvη, γνωρίζει τα πάντα που έχουν σvυμβεί σvτο παιχνίδι
μέχρι εκείνο το σvημείο. ΄Ενα επιτραπέζιο διαδοχικών κινήσvεων σvτο οποίο οι δύο
παίκτες παρακολουθούν όλη την δράσvη (και γνωρίζουν βέβαια από κοινού τους
κανόνες), όπως το τάβλι, είναι ένα τέτοιο παίγνιο. Αντιθέτως, σvτα παίγνια μη
πλήρους πληροφόρησvης, ο παίκτης δεν γνωρίζει ακριβώς ποιες επιλογές έχουν
γίνει σvτο παίγνιο ως την σvτιγμή που πρέπει να κάνει μια επιλογή. Είτε δεν μπορεί
να δει κάποιες από τις επιλογές που έγιναν σvτα προηγούμενα σvτάδια του παιγνίου,
είτε παίκτες που έπαιζαν σvτα σvτάδια αυτά προτιμούν να μην αποκαλύπτουν την

πληροφορία σvτους παίκτες επόμενων σvταδίων. ΄Ενα παράδειγμα είναι το πόκερ.
Η διαφορά μεταξύ παιγνίων πλήρους και μη πλήρους πληροφόρησvης είναι σvτενά

σvυνδεδεμένη με τον διαχωρισvμό αναπαράσvτασvης παιγνίων που βασvίζεται σvτην σvειρά

παιξίματος. ΄Ετσvι έχουμε τα δυναμικά παίγνια ή παίγνια διαδοχικών κινήσvεων όπου
η σvειρά με την οποία λαμβάνονται οι αποφάσvεις παίζει ρόλο, δηλαδή κάποιος παίζει
σvτο πρώτο σvτάδιο, κάποιος σvτο δεύτερο κ.ο.κ. και τα σvτατικά παίγνια, σvτα οποία οι
παίκτες κινούνται ταυτόχρονα και δεν παίζει ρόλο με ποια σvειρά ο παίκτης λαμβάνει

αποφάσvεις.
Επίσvης έχοντας ορίσvει το σvύνολο παικτών, μπορούμε να κάνουμε άλλη μια κύρια

διάκρισvη. Αυτά σvτα οποία το σvύνολο πιθανών ενεργειών μεμονωμένων παικτών
είναι τα θεμελιώδη σvτοιχεία και αυτά σvτα οποία το σvύνολο κοινών δράσvεων group
παικτών είναι τα θεμελιώδη σvτοιχεία. Τα πρώτα αναφέρονται ως μη-σvυνεργατικά
παίγνια ενώ τα δεύτερα αναφέρονται ως σvυνεργατικά παίγνια.
Ακόμα ταξινόμησvη υφίσvταται με βάσvη τις αποδόσvεις κάθε έκβασvης παιγνίου,

τις σvυναρτήσvεις αμοιβής ή απώλειας. ΄Οταν η αμοιβή ενός παίκτη ισvούται με την
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απώλεια του άλλου (παίγνια δύο παικτών), τότε έχουμε να κάνουμε με παίγνια
μηδενικού αθροίσvματος, αφού το άθροισvμα των σvυνολικών αμοιβών είναι μηδενικό
και δεν τίθεται θέμα σvυνεργασvίας αφού ό,τι κερδίζει ο ένας, χάνει ο άλλος. ΄Οταν
δεν ισvχύει αυτό, έχουμε παίγνια μη-μηδενικού αθροίσvματος.
Για όλα τα παραπάνω υπάρχουν δύο βασvικές μορφές περιγραφής, ανάλυσvης

παιγνίων, που κάθε μία χρησvιμοποιεί ένα βασvικό μαθηματικό εργαλείο για να ανα-
παρασvτήσvει τα παίγνια.
Η πρώτη αναφέρεται σvτα παίγνια κανονικής μορφής ή παίγνια σvτρατηγικής μορ-

φής. ΄Ενα παίγνιο σvτρατηγικής μορφής αποτελείται από ένα σvύνολο παικτών, για
κάθε παίκτη υπάρχει ένα σvύνολο σvτρατηγικών και για κάθε έκβασvη (ή σvυνδυασ-
vμό σvτρατηγικών) του παιγνίου υπάρχει κάποια απόδοσvη για κάθε παίκτη. Το
μαθηματικό εργαλείο που βοηθάει σvτην περιγραφή είναι ο πίνακας (μήτρα). Οι
πίνακες δείχνουν τις αποδόσvεις των παικτών, για κάθε πιθανό σvυνδυασvμό (ζεύγος)
σvτρατηγικών που οι παίκτες μπορούν να επιλέξουν, αντισvτοιχίζοντας τις σvτρατη-
γικές του ενός παίκτη σvτις σvτήλες και του άλλου σvτις γραμμές, οπότε κάθε κελί
παραθέτει ένα αποτέλεσvμα καθορισvμένο σvε όρους αμοιβών των παικτών. Γενικά
χρησvιμοποιούνται για αναπαράσvτασvη σvτατικών παιγνίων, όπου οι παίκτες δρουν μία
φορά και ταυτόχρονα.
Η δεύτερη μορφή είναι τα εκτεταμένης μορφής παίγνια. Αναπαρισvτούνται με το

μαθηματικό εργαλείο : δέντρα παιγνίου. Αυτό είναι ένας κατευθυνόμενος γράφος,
ένα σvύνολο σvυνδεδεμένων κόμβων που έχει διακριτή κατεύθυνσvη. Στους κόμβους
αντισvτοιχίζεται ο εκάσvτοτε παίκτης που έχει σvειρά να παίξει, ενώ σvτους κλάδους
οι διαθέσvιμες κινήσvεις. Στο τέλος του δέντρου παρισvτάνονται οι αποδόσvεις των
παικτών, οι τελικές αμοιβές ή απώλειες. Τα δέντρα και άρα η εκτεταμένη μορφή
παιγνίου, χρησvιμοποιούνται για να αναπαρασvτήσvουν παίγνια διαδοχικών κινήσvεων,
επειδή δείχνουν την σvειρά με την οποία οι ενέργειες λαμβάνονται από τους παίκτες.
Τα δύο είδη παιγνίων προφανώς δεν είναι ισvοδύναμα , γιατί τα εκτεταμένης μορ-

φής παίγνια περιέχουν πληροφορίες σvχετικά με ακολουθίες παιξίματος και τα επί-

πεδα πληροφόρησvης των παικτών σvχετικά με τη δομή του παιγνίου, ενώ τα σvτρατη-
γικής μορφής παίγνια δεν το κάνουν. Σε γενικές γραμμές , ένα παίγνιο σvτρατη-
γικής μορφής θα μπορούσvε να αντιπροσvωπεύει οποιαδήποτε από διάφορα παίγνια

εκτεταμένης μορφής. ΄Ετσvι, ένα παίγνιο σvτρατηγικής μορφής είναι καλύτερο να
θεωρείται ως ένα σvύνολο παιγνίων εκτεταμένης μορφής. ΄Οταν η σvειρά παιξίματος
είναι άσvχετη με την έκβασvη του παιχνιδιού, τότε θα πρέπει να μελετάμε την σvτρατη-
γική μορφή του, δεδομένου ότι είναι το σvύνολο που μας ενδιαφέρει. ΄Οπου η σvειρά
του παιξίματος παίζει ρόλο, η εκτεταμένη μορφή πρέπει υποχρεωτικά να καθορίζ-
εται αλλιώς τα σvυμπεράσvματά μας θα είναι αναξιόπισvτα.
Εδώ κατανοούμε καλύτερα και αυτό που προείπαμε, ότι η διαφορά μεταξύ

παιγνίων πλήρους και μη πλήρους πληροφόρησvης είναι σvτενά σvυνδεδεμένη με τον

διαχωρισvμό αναπαράσvτασvης παιγνίων που βασvίζεται σvτην σvειρά παιξίματος. Θα
αναλυθούν όλα αυτά παρακάτω και θα γίνουν κατανοητά, παραθέτοντας και παραδείγ-
ματα. Για την περαιτέρω ανάλυσvή μας, θα διακρίνουμε τέσvσvερις βασvικές κατηγορίες
παιγνίων :

(i) Στατικά παίγνια πλήρους πληροφόρησvης

(ii) Στατικά παίγνια μη πλήρους πληροφόρησvης
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(iii) Δυναμικά παίγνια πλήρους πληροφόρησvης

(iv) Δυναμικά παίγνια ατελούς πληροφόρησvης
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3 ΣΤΑΤΙΚΑ ΠΑΙΓΝΙΑ

3.1 Στατικά παίγνια πλήρους πληροφόρησvης

3.1.1 Ορισvμός

Στατικό παίγνιο σvημαίνει ότι οι παίκτες παίζουν ταυτόχρονα. Πλήρους πλ-
ηροφόρησvης σvημαίνει ότι οι πληροφορίες για τις σvτρατηγικές και τις αποδόσvεις

των παικτών για κάθε πιθανό σvυνδυασvμό σvτρατηγικών είναι πάντα γνωσvτές σvε

όλους. Δεν σvημαίνει ότι ένας παίκτης γνωρίζει τί θα παίξει ο άλλος, αλλιώς δεν
θα είχε νόημα το ότι παίζουν ταυτόχρονα. Απεναντίας, το ότι δεν παίζει ρόλο η
σvειρά λήψης αποφάσvεων σvημαίνει ακριβώς αυτό, ότι οι παίκτες δεν γνωρίζουν τις
επιλογές των άλλων, αφού παίζουν ταυτόχρονα.
Δεδομένου ότι εξετάζουμε σvτατικά παίγνια, η ανάλυσvή μας θα γίνει με την

σvτρατηγική μορφή του παιγνίου, όπου προσvδιορίζονται :

(i) Οι παίκτες / αντίπαλοι του παιγνίου

(ii) Οι διαθέσvιμες σvτρατηγικές κάθε παίκτη (ξεκάθαρες σvτρατηγικές, δηλαδή
απλές κινήσvεις).

(iii) Η απόδοσvη κάθε παίκτη για κάθε πιθανή έκβασvη του παιγνίου, δηλαδή για
κάθε δυνατό σvυνδυασvμό σvτρατηγικών

΄Ενας ακόμα πιο αυσvτηρός ορισvμός των παιγνίων σvτρατηγικής μορφής είναι

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.1
΄Ενα παίγνιο σvτρατηγικής μορφής (ή ένα παίγνιο σvε κανονική μορφή) είναι απλά ένα
σvύνολο n ατόμων που προσvδιορίζονται από τους αριθμούς 1,2,. . . ,n (και αναφέρον-
ται ως παίκτες του παιγνίου), τέτοιο ώσvτε κάθε παίκτης i έχει :
΄Ενα σvύνολο επιλογών S (επίσvης γνωσvτό ως το σvύνολο σvτρατηγικών του παίκτη

(i) Τα σvτοιχεία του σvυνόλου ονομάζονται σvτρατηγικές του παίκτη i), και

(ii) Μία σvυνάρτησvη απόδοσvης ui: S1 × S2 × . . .× Sn → R

Το παίγνιο παίζεται ως εξής: Κάθε παίκτης k επιλέγει ταυτόχρονα μια σvτρατη-
γική skεSk και αφού γίνει αυτό, κάθε παίκτης i λαμβάνει την απόδοσvη ui (s1, s2, . . . , sn) .
΄Ενα παίγνιο σvτρατηγικής μορφής με n παίκτες, σvύνολα σvτρατηγικών S1, . . . , Sn και
σvυναρτήσvεις απόδοσvης ui, . . . , un θα σvυμβολίζεται μεG = {S1, . . . , Sn, u1, . . . , un}.
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Το καρτεσvιανό γινόμενο S1 × S2 × . . . × Sn των σvυνόλων σvτρατηγικών καλείται
σvύνολο οριζόντων σvτρατηγικής και τα σvτοιχεία του(s1, s2, . . . , sn) ονομάζονται
ορίζοντες σvτρατηγικής. Η απόδοσvη ui (s1, s2, . . . , sn) ενός παίκτη δύναται να ανα-
παρισvτά χρηματικό κέρδος, ζημία και γενικά οποιοδήποτε άλλο είδος � ικανοποίησ-
vης� που έχει σvημασvία για τον παίκτη.
Για να γίνουν όλα τα παραπάνω κατανοητά και να εισvάγουμε βασvικές τεχνικές

επίλυσvης αυτών των παιγνίων, παραθέτουμε ένα από τα γνωσvτότερα παραδείγματα
της θεωρίας παιγνίων, το δίλλημα των φυλακισvμένων. Το παίγνιο απεικονίζει ένα
κοινωνικό φαινόμενο. Περιγράφει μία κατάσvτασvη, σvτην οποία οι παίκτες θα ήταν
σvε καλύτερη κατάσvτασvη αν σvυνεργάζονταν κι ωσvτόσvο φαίνεται πως έχουν κάποιο

κίνητρο να μην σvυνεργασvτούν!

3.1.2 Το Δίλλημα των Φυλακισvμένων

Η κατάσvτασvη του παιγνίου έχει ως εξής : Η ασvτυνομία έχει σvυλλάβει δύο
άτομα που ξέρει ότι διέπραξαν μαζί ένα έγκλημα, μία λησvτεία. Δεν διαθέτουν
επαρκή αποδεικτικά σvτοιχεία για να επιτύχουν ετυμηγορία καταδίκης σvτο δικασ-

vτήριο. ΄Εχουν όμως αρκετά για να σvτείλουν τον καθένα τους δύο χρόνια φυ-
λακή για την κλοπή του αυτοκινήτου διαφυγής. Ο αρχιεπιθεωρητής κάνει λοιπόν
την ακόλουθη πρότασvη σvε κάθε φυλακισvμένο : Αν ομολογήσvεις την λησvτεία,
υποδεικνύοντας τον σvυνεργάτη σvου και αυτός δεν ομολογήσvει, τότε θα αφεθείς
ελεύθερος και αυτός θα καταδικασvτεί σvε δεκαετή φυλάκισvη. Αν ομολογήσvετε και
οι δύο, θα καταδικασvτείτε και οι δύο σvε πέντε χρόνια φυλάκισvη. Αν δεν ομολογήσ-
vει κανείς, τότε θα καταδικασvτείτε σvε δύο χρόνια φυλάκισvης ο καθένας για κλοπή
αυτοκινήτου.

� ΄Αρα σvτο παίγνιό μας έχουμε δύο παίκτες και κάθε ένας έχει δύο σvτρατηγικές.

Φυλακισvμένος 1 : Μη ομολογία, Ομολογία

Φυλακισvμένος 2 : Μη ομολογία, Ομολογία

Οι αποδόσvεις δίνονται από τα ζεύγη (α,β) (σvε κάθε κελί του πίνακα) για κάθε
έκβασvη, με α την απόδοσvη για τον παίκτη 1 (πρώτος αριθμός κελιού) και β την
απόδοσvη για τον παίκτη 2 (δεύτερος αριθμός κελιού) και ποσvοτικοποιούνται
σvε χρόνια φυλάκισvης. (Περισvσvότερα = χειρότερη αμοιβή)

� Οι σvτρατηγικές επιλέγονται από τους δύο παίκτες ταυτόχρονα και χωρίς να
υπάρχει επικοινωνία μεταξύ τους. Αναπαρισvτώντας λοιπόν το παίγνιο σvε
μορφή πίνακα έχουμε

Παίκτης 2
μη ομολογία ομολογία

Παίκτης 1
μη ομολογία (-2,-2) (-10,0)
ομολογία (0,-10) (-5,-5)
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Table 1: Το δίλλημα των φυλακισvμένων

Ο πίνακας περιγράφει εξ' ολοκλήρου το παίγνιο σvε σvτρατηγική μορφή, σvυλλαμ-
βάνοντας τον τρόπο με τον οποίο οι ξεχωρισvτές τους επιλογές αλληλεπιδρούν. Οι
αποδόσvεις είναι προφανώς αρνητικές γιατί είναι ποινές. Είναι προφανές πως

(i) Και οι δύο παίκτες έχουν σvυμφέρον να σvιωπήσvουν αφού τότε επιβάλλεται
και σvτους δύο η ελάχισvτη ποινή φυλάκισvης 2 χρόνων

(ii) Αν ο ένας παίκτης δεν ομολογήσvει, ο άλλος έχει κίνητρο να το κάνει αφού
τότε αφήνεται ελεύθερος

Πιο λεπτομερώς, κάθε παίκτης αξιολογεί τις δύο πιθανές του ενέργειες σvυγκρίνοντας
την προσvωπική του αμοιβή σvε κάθε σvτήλη, αφού αυτό φανερώνει ποια ενέργειά του
είναι προτιμότερη, για τον ίδιο, για κάθε πιθανή ενέργεια του σvυνεργού του. Οπότε
παρατηρούμε : Αν ο παίκτης 2 ομολογήσvει, τότε ο παίκτης 1 καταδικάζεται σvε 5
χρόνια φυλακή αν ομολογήσvει και σvε 10 αν δεν ομολογήσvει. Ενώ αν ο παίκτης 2
δεν ομολογήσvει, τότε ο παίκτης 1 καταδικάζεται σvε 2 χρόνια φυλακή αν δεν ομο-
λογήσvει και αφήνεται ελεύθερος αν ομολογήσvει. Οπότε ο παίκτης 1 έχει σvυμφέρον
να ομολογήσvει, ανεξαρτήτως του τί θα πράξει ο σvυνεργός του. Αντίσvτοιχα, ο
παίκτης 2 αξιολογεί τις δράσvεις του, σvυγκρίνοντας τις αποδόσvεις του προς τα κάτω
σvε κάθε γραμμή και καταλήγει ακριβώς σvτο ίδιο σvυμπέρασvμα με τον παίκτη 1.
Αυτό σvημαίνει ότι, ανεξάρτητα από την επιλογή του παίκτη 2 είναι καλύτερα για

τον παίκτη 1 να επιλέξει την σvτρατηγική της ομολογίας. ΄Οποτε μία δράσvη ενός
παίκτη είναι αποδοτικότερη όλων των υπόλοιπων δράσvεών του, για κάθε πιθανή
ενέργεια του αντιπάλου, τότε λέμε ότι η πρώτη δράσvη κυριαρχεί αυσvτηρά τις άλλες.
Την ονομάζουμε αυσvτηρά κυρίαρχη σvτρατηγική. Εδώ λοιπόν, η σvτρατηγική της
ομολογίας είναι μια αυσvτηρά κυρίαρχη σvτρατηγική του παίκτη 1. Παρόμοια εξέτασvη
(αφού έχουν ίδιες σvτρατηγικές) αποκαλύπτει ότι η σvτρατηγική της ομολογίας είναι
επίσvης μια αυσvτηρά κυρίαρχη σvτρατηγική για τον παίκτη 2.
΄Αρα η λύσvη αυτού του σvτατικού παιγνίου πλήρους πληροφόρησvης αν οι παίκτες

παίζανε ορθολογικά (παίζοντας την σvτρατηγική που έχει κατηγορηματικά καλύτερη
απόδοσvη) είναι το ζεύγος (ομολογία, ομολογία). Αυτή η λύσvη είναι η λύσvη που
προκύπτει χρησvιμοποιώντας αυσvτηρά κυρίαρχες σvτρατηγικές.
Η διαδικασvία ώσvτε να φτάσvουμε σvτην ισvορροπία του παιγνίου είναι μηχανοποιη-

μένη και είναι γνωσvτή ως επαναλαμβανόμενη απάλειψη κυριαρχούμενων σvτρατη-

γικών. Ο παίκτης 1 διακρίνει εξετάζοντας τον πίνακα ότι οι αποδόσvεις του σvε κάθε
κελί της κάτω σvειράς είναι υψηλότερες (μικρότερες ποινές) από τις αποδόσvεις του
σvτο κάθε αντίσvτοιχο κελί της πάνω σvειράς. Συνεπώς, δεν είναι ποτέ σvυμφέρον γι'
αυτόν να παίξει την σvτρατηγική του της πάνω σvειράς, δηλαδή να μην ομολογήσvει,
ανεξαρτήτως του τί κάνει ο παίκτης 2 (σvτρατηγική μη ομολογίας κυριαρχείται από
σvτρατηγική ομολογίας). Ο παίκτης 2 τώρα, γνωρίζοντας ότι ο παίκτης 1 είναι
ορθολογικός και δεν θα παίξει μια κυριαρχούμενη σvτρατηγική, μπορεί απλά να
απαλείψει την πάνω σvειρά και να θεωρήσvει ότι πλέον πρέπει να αποφασvίσvει την

σvτρατηγική του βάσvη σvτο εναπομένον παίγνιο.
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Παίκτης 2
μη ομολογία ομολογία

Παίκτης 1 ομολογία (0, -10) (-5, -5)

Table 2: Πίνακας εναπομένοντος παιγνίου

Εδώ είναι πλέον προφανές ότι η σvτρατηγική �μη ομολογία� του παίκτη 2 κυριαρ-
χείται από την σvτρατηγική �ομολογία� (-5>-10), οπότε η πρώτη σvτήλη απαλείφεται
και καταλήγουμε σvτο τελευταίο κελί, σvτην ισvορροπία (ομολογία, ομολογία), η οποία
αποτελεί την λύσvη μας όπως περιμέναμε από τα προηγούμενα.
Από την σvτιγμή που το σvκεπτικό που μας οδήγησvε σvτο να διαγράψουμε όλες

τις άλλες πιθανές εκβάσvεις βασvιζόταν σvε κάθε βήμα μόνο σvτην παραδοχή ότι και οι

δύο παίκτες είναι οικονομικά ορθολογικοί (επιλέγουν σvτρατηγικές που οδηγούν σvε
υψηλότερες αποδόσvεις έναντι σvτρατηγικών που οδηγούν σvε χαμηλότερες), έχουμε
πολύ ισvχυρές βάσvεις να βλέπουμε την κοινή ομολογία ως την λύσvη του παιγνίου,
το αποτέλεσvμα δηλαδή σvτο οποίο πρέπει να σvυγκλίνει το παίγνιο σvτον βαθμό

που η οικονομική ορθολογικότητα ερμηνεύει ορθά τα κίνητρα των παικτών. Να
αναφέρουμε εδώ ότι η σvειρά με την οποία οι κυριαρχούμενες σvειρές και σvτήλες

διαγράφονται δεν παίζει κανένα ρόλο. Αν είχαμε ξεκινήσvει διαγράφοντας την αρ-
ισvτερή σvτήλη και μετά την από πάνω σvειρά (δηλαδή εκίνησvη από τον παίκτη 2), θα
καταλήγαμε σvτην ίδια λύσvη.
Παρατηρούμε ότι η επίλυσvη με χρήσvη αυσvτηρά κυρίαρχων σvτρατηγικών οδηγεί

σvε 5ετή φυλάκισvη και για τους δύο, την ώρα που αν και οι δύο δεν ομολογήσvουν
πετυχαίνουν μεγαλύτερη χρησvιμότητα, αφού θα πάνε 2 χρόνια φυλακή έκασvτος.
Δηλαδή, είναι χειρότερη έκβασvη από εκείνη που θα υπήρχε αν κάθε φυλακισvμένος
ήταν βέβαιος ότι ο άλλος δεν θα ομολογούσvε. Εάν λοιπόν οι σvυλληφθέντες είχαν
τρόπο να σvυνεργασvθούν και να σvυμφωνήσvουν από κοινού σvε μη ομολογία, θα
βελτίωναν και οι δύο σvημαντικά την θέσvη τους. Οπότε τίθεται το ερώτημα, μπορεί
η επικοινωνία να βοηθήσvει;
Ας υποθέσvουμε ότι οι φυλακισvμένοι έχουν αναγνωρίσvει το παίγνιο και μπορούν

να μιλήσvουν / σvυνεννοηθούν προκαταβολικά πριν ανακριθούν χωρισvτά και υπόσ-
vχονται να μην ομολογήσvει κανείς. Αν αυτές οι υποσvχέσvεις είναι μη δεσvμευτικές
ή υπάρχουν μικρές σvυνέπειες για την αθέτησvή τους τότε η ικανότητα των φυ-

λακισvμένων να επικοινωνήσvουν πριν κληθούν να επιλέξουν σvτρατηγικές δεν παίζει

κανένα ρόλο : Κάθε κρατούμενος αναγνωρίζει ότι είναι προς το σvυμφέρον του αν-
τιπάλου του να υπόσvχεται να μην ομολογήσvει ανεξάρτητα από ποια σvτρατηγική ο

αντίπαλος σvχεδιάζει να παίξει. Για αυτό το λόγο, δεν θεωρούμε την προ-παιγνίου
επικοινωνία σvημαντική σvτην μη σvυνεργατική θεωρία παιγνίων, αφού περί αυτής
πρόκειται το δίλλημα των φυλακισvμένων.
Σημασvία δεν έχει να σvυμφωνήσvουν οι φυλακισvμένοι να μην ομολογήσvουν, αλλά

το κατά πόσvο πόσvο μπορεί αυτή η σvυμφωνία να εφαρμοσvτεί. Αν ο παίκτης 1 είναι
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πεπεισvμένος ότι ο σvυνεργός του θα τηρήσvει την σvυμφωνία τους να μην ομολο-

γήσvουν, τότε μπορεί να εκμεταλλευτεί την ευκαιρία για να αφεθεί ελεύθερος (τί
πιο δελεασvτικό), ομολογώντας. Συνειδητοποιεί βέβαια ότι ο ίδιος πειρασvμός θα
κατακλύσvει και τον παίκτη 2. Σε αυτή την περίπτωσvη όμως, πάλι θα θελήσvει να
ομολογήσvει για να αποφύγει την χειρότερη πιθανή για αυτόν έκβασvη. (10 χρόνια
φυλακή). Η σvυμφωνία μεταξύ τους λοιπόν χάνει κάθε αξία γιατί δεν έχουν κανένα
τρόπο να την επιβάλλουν. Οι υποσvχέσvεις που δίνει ο ένας σvτον άλλο αποτελούν
αυτό που οι αναλυτές της θεωρίας παιγνίων καλούν �φθηνά λόγια�.
Συνοψίζοντας, όταν αναπαρισvτούμε το δίλλημα των φυλακισvμένων σvε σvτρατη-

γική μορφή (και κάθε σvτατικό παίγνιο πλήρους πληροφόρησvης), υποθέτουμε έμμεσvα
ότι οι φυλακισvμένοι δεν μπορούν να επιδιώξουν σvυμπαιγνιακή σvυμφωνία αφού επι-

λέγουν τις ενέργειές τους ταυτόχρονα. Οπότε κάθε παίκτης θα επιλέξει (ορθολο-
γικά) την αποδοτικότερη για αυτόν σvτρατηγική, ανεξαρτήτως του τί θα επιλέξει ο
σvυνεργός του και η μη-σvυνεργατική λύσvη αποτελεί ουσvιασvτικά αυσvτηρά κυρίαρχη
σvτρατηγική.
΄Εχει ειπωθεί ότι το δίλλημα των φυλακισvμένων δεν είναι ένα τυπικό παίγνιο

από πολλές απόψεις. ΄Ενα από αυτά τα σvημεία, είναι ότι όλες οι γραμμές και οι
σvτήλες του είτε κυριαρχούνται αυσvτηρά είτε κυριαρχούν αυσvτηρά. Σε κάθε παίγνιο
σvτρατηγικής μορφής, όπου αυτό ισvχύει, η επαναλαμβανόμενη εξάλειψη των αυσv-
τηρά κυριαρχούμενων σvτρατηγικών είναι εγγυημένο ότι θα καταλήξει σvε μια μον-

αδική λύσvη. Αργότερα, όμως, θα δούμε ότι για πολλά παίγνια αυτή η σvυνθήκη δεν
ισvχύει, και έτσvι η αναλυτική μας διαδικασvία είναι λιγότερο άμεσvη.
Αυτό δεν αναιρεί την σvημασvία του παιγνίου αυτού η οποία έχει ευρεία εφαρμογή

σvτην θεωρία παιγνίων. Κατ΄ αρχάς, είναι μια απλή αναπαράσvτασvη μίας πληθώρας
σvημαντικών κατασvτάσvεων. Θα μπορούσvαμε αντί για �ομολογία� / �μη ομολογία� να
ονομάσvουμε τις σvτρατηγικές �σvυνείσvφερε σvτο κοινό καλό� ή �φέρσvου εγωισvτικά�.
Αυτό σvυλλαμβάνει μία ποικιλία κατασvτάσvεων που σvτα οικονομικά περιγράφονται

ως �παίγνια δημοσvίου καλού�. ΄Ενα παράδειγμα είναι η κατασvκευή μιας γέφυρας.
Είναι καλύτερα για όλους αν η γέφυρα χτισvτεί, αλλά καλύτερα για κάθε παίκτη
μεμονωμένα αν κάποιος άλλος την χτίσvει. Αντίσvτοιχα, το παίγνιο θα μπορούσvε να
περιγράφει τις εναλλακτικές δύο εταιρειών που ανταγωνίζονται σvτην ίδια αγορά,
με σvτρατηγικές �θέσvε μια υψηλή τιμή� και �θέσvε μια χαμηλή τιμή�. Κανονικά είναι
πιο σvυμφέρον και για τις δύο εταιρείες να θέσvουν αμφότεροι υψηλές τιμές, αλλά
πιο σvυμφέρον για κάθε εταιρεία μεμονωμένα να θέσvει χαμηλή τιμή ενώ ο αντίπαλος

θέτει υψηλή τιμή.
΄Ενα δεύτερο σvημαντικό χαρακτηρισvτικό, είναι ότι είναι αυτονόητο το πώς ένα

νοήμων άτομο θα έπρεπε να σvυμπεριφερθεί. Αποδείξαμε ότι ασvχέτως του τί πισ-
vτεύει κάθε φυλακισvμένος πως ο σvυνεργός του θα κάνει, είναι πάντα καλύτερο να
ομολογήσvει. Αυτή η διαμάχη ανάμεσvα σvτο κυνήγι ατομικών σvτόχων και το �κοινό
καλό� είναι η καρδιά πολλών παιγνίων.
Τρίτο σvημαντικό πόρισvμα είναι ότι το παίγνιο αυτό αλλάζει σvημαντικά αν είναι

επαναλαμβανόμενο, ή αν οι παίκτες αλληλεπιδράσvουν ξανά σvτο μέλλον. Αν για
παράδειγμα σvτο μέλλον (μετά τα 5 χρόνια φυλακή και την απελευθέρωσvή τους)
διέπρατταν νέο έγκλημα και κατέληγαν πάλι σvτο ίδιο παίγνιο. Δεν μπορούμε ποτέ
να είμασvτε σvίγουροι ότι δεν θα ομολογήσvει κανείς, αλλά σvίγουρα η επανάληψη θέτει
τις βάσvεις για �ανταμοιβή� ή �τιμωρία� σvτο μέλλον για σvυγκεκριμένη σvυμπεριφορά
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σvτο παρών. Πολλοί αναλυτές της θεωρίας παιγνίων εξ' άλλου έχουν παράσvχει μία
πληθώρα θεωριών για να εξηγήσvουν την προφανή �διαίσvθησvη� πως αν το παίγνιο
επαναλαμβάνεται αρκετά σvυχνά, οι παίκτες θα όφειλαν να σvυνεργασvτούν.
΄Ενα είναι σvίγουρο, �αν ήμασvταν όλοι καλύτεροι άνθρωποι ο κόσvμος θα ήταν

ένα καλύτερο μέρος�. Αυτό το σvυμπέρασvμα-δήλωσvη φανερώνει μερική από την
δύναμη και το νόημα της θεωρίας παιγνίων όταν αξιολογηθεί μέσvω αυτής, γιατί
όχι, δεν είναι σvίγουρο! Μπορεί σvε κάποιους να φαίνεται αυταπόδεικτο ή αυτονόητο
αλλά η θεωρία παιγνίων μπορεί να δώσvει ακριβές νόημα σvτο τί σvημαίνει η δήλωσvη

είμασvτε καλύτεροι άνθρωποι αλλά και τί σvημαίνει για τον κόσvμο να είναι καλύτερο

μέρος και βάσvη αυτών να αποδείξει ή καταρρίψει την αρχική δήλωσvη.
Συγκεκριμένα, σvύμφωνα με τονDavid K. Levine είναι ψευδής και το αποδεικνύει

χρησvιμοποιώντας μία παραλλαγή του διλλήματος των φυλακισvμένων που καλεί �Το
παίγνιο της περηφάνιας� σvε σvυνδυασvμό με το �Αλτρουισvτικό παίγνιο περηφάνιας�
σvτα οποία προσvτίθεται μια νέα σvτρατηγική, αυτή του να είναι ο παίκτης περήφανος
και να μην ομολογεί ποτέ παρά μόνο ως αντίποινα σvε έναν αντίπαλο παίκτη που

τον κατέδωσvε ομολογώντας.

3.1.3 Παίγνιο Πίνακα

Μπορούμε τώρα να ορίσvουμε αυσvτηρά με μαθηματικό προσvδιορισvμό το παίγνιο

πίνακα, που είναι ουσvιασvτικά μορφοποίησvη παιγνίου σvτρατηγικής μορφής.

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.2
΄Ενα παίγνιο πίνακα είναι ένα παίγνιο δύο παικτών τέτοιο ώσvτε:

(i) Ο παίκτης 1 έχει ένα πεπερασvμένο σvύνολο σvτρατηγικών S1 με m σvτοιχεία

(ii) Ο παίκτης 2 έχει ένα πεπερασvμένο σvύνολο σvτρατηγικών S2 με n σvτοιχεία

(iii) Τα αποτελέσvματα για τους παίκτες είναι σvυναρτήσvεις u1 (s1, s2) και
u2 (s1, s2) των εκβάσvεων

Προφανώς u (., .) οι σvυναρτήσvεις χρησvιμότητας των παικτών και το παίγνιο
παίζεται ως εξής: Ο παίκτης 1 σvε δεδομένη σvτιγμή επιλέγει μία σvτρατηγική s1εS1και

ταυτόχρονα ο παίκτης 2 επιλέγει μία σvτρατηγική s2εS2, και όταν αυτό πραγμα-
τοποιηθεί ο παίκτης i έχει την απόδοσvη ui (s1, s2). Αν S1 =

{
s1

1, s
1
2, . . . , s

1
m

}
,

S2 =
{
s2

1, s
2
2, . . . , s

2
n

}
και θέσvουμε αij = u1

(
s1
i , s

2
j

)
και βij = u2

(
s1
i , s

2
j

)
τότε οι

αποδόσvεις μπορούν να παρουσvιασvτούν με m×n πίνακα. Αντίσvτοιχα οι έννοιες της
κυριαρχίας και της αυσvτηρής κυριαρχίας μπορούν να ορισvτούν για κάθε παίγνιο

πίνακα ως εξής:
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ΟΡΙΣΜΟΣ 1.3
Μια σvτρατηγική si του παίκτη 1 σvε ένα παίγνιο πίνακα λέμε ότι:

(i) κυριαρχεί επί μιας άλλης σvτρατηγικής sj του παίκτη 1 αν

u1 (si, s) ≥ u1 (sj , s) για κάθε σvτρατηγική s του παίκτη 2

Παρόμοια ορίζονται και οι κυρίαρχες και αυσvτηρά κυρίαρχες σvτρατηγικές για

τον παίκτη 2.
Η μέθοδος επαναλαμβανόμενης απάλειψης αυσvτηρά κυριαρχούμενων σvτρατη-

γικών δεν μπορεί να χρησvιμοποιηθεί για πολλά παίγνια για τον απλούσvτατο λόγο

ότι κάποιο παίγνιο μπορεί να μην έχει κυρίαρχες σvτρατηγικές (πόσvο μάλλον αυσv-
τηρά κυρίαρχες σvε κάθε γραμμή ή σvτήλη όπως το δίλλημα των φυλακισvμένων). Εξ'
άλλου, η απαίτησvη μια σvτρατηγική να είναι αυσvτηρά κυρίαρχη είναι μάλλον αυσv-
τηρή και δύσvκολο να σvυναντηθεί. Οπότε πρέπει να είμασvτε σvε θέσvη να επιλύσvουμε
παίγνια χωρίς ύπαρξη αυσvτηρά κυρίαρχων σvτρατηγικών. Εδώ έρχεται η έννοια της
ισvορροπίας Nash να δώσvει την λύσvη, που σvτον πυρήνα της φιλοσvοφίας της βρίσvκε-
ται το τί θα πράξει ο κάθε παίκτης, σvε αντίθεσvη με την μέθοδο επαναλαμβανόμενης
απάλειψης αυσvτηρά κυριαρχούμενων σvτρατηγικών που δείχνει βήμα βήμα τί δεν θα

πράξει ο παίκτης.

3.1.4 Ισvορροπία Nash

Το ακόλουθο παίγνιο που θα φέρουμε ως παράδειγμά μας δεν έχει ούτε αυσvτηρά

κυρίαρχες ούτε αυσvτηρά κυριαρχούμενες σvτρατηγικές

Παίκτης 2
N K R

Παίκτης 1
M (5,1) (2,0) (2,2)
L (0,4) (1,5) (4,4)
T (2,4) (3,6) (1,0)

Table 3: Παράδειγμα ισvορροπίας Nash

Η ισvορροπία Nash επιτυγχάνεται όταν οι σvτρατηγικές των διαφόρων παικτών
είναι οι καλύτερες απαντήσvεις σvε κάθε άλλο παίκτη. Δεδομένων των σvτρατηγικών
των άλλων παικτών, κάθε παίκτης ενεργεί βέλτισvτα, δηλαδή παίζει σvύμφωνα με τα
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κίνητρά του, μεγισvτοποιώντας το δικό του κέρδος. Ισvοδύναμα, κανένας παίκτης
δεν μπορεί να ωφεληθεί παραπάνω αν αποκλίνει μόνος του, δηλαδή αλλάζοντας
την σvτρατηγική του. Οπότε, προσvπαθώντας κάθε παίκτης να μεγισvτοποιήσvει την
απόδοσvή του έχουμε:
Για τον παίκτη 1: Αν ο παίκτης 2 παίξει N, τότε ο παίκτης 1 σvυγκρίνει τις

αποδόσvεις των σvτρατηγικών του σvτην πρώτη σvτήλη και αφού 5>2>0, επιλέγει να
παίξει M. Αν ο παίκτης 2 παίξει K, τότε ο παίκτης 1 βλέπει σvτην δεύτερη σvτήλη
3>1>2 και επιλέγει T. Αν πάλι ο παίκτης 2 παίξει R τότε ο παίκτης 1 παίζει L
αφού 4>2>1.
Για τον παίκτη 2: Αν ο παίκτης 1 παίξει M, τον σvυμφέρει να επιλέξει R καθώς

2>0>1. Αν παίξει L, ευνοϊκότερο για τον παίκτη 2 είναι να παίξει K αφού 5>4=4.
Τέλος, αν ο παίκτης 1 επιλέξει T, ο παίκτης 2 μεγισvτοποιεί την απόδοσvή του
παίζοντας K, αφού σvτην τρίτη γραμμή 6>4>0.
Μια �μεθοδολογική σvυντόμευσvη� των προαναφερθέντων είναι η εξής: Υπο-

γραμμίζουμε βήμα βήμα κάθε βέλτισvτη απάντησvη κάθε παίκτη και όποιο κουτί περ-

ιέχει και τα δύο νούμερά του υπογραμμισvμένα είναι η ισvορροπία Nash του παιγνίου.
(Για ευκολία οι επιλογές του παίκτη 1 φαίνονται με μονή υπογράμμισvη ενώ του
παίκτη 2 με διπλή). ΄Ετσvι, καταλήγουμε

Παίκτης 2
N K R

Παίκτης 1
M (5,1) (2,0) (2,2)
L (0,4) (1,5) (4,4)
T (2,4) (3,6) (1,0)

Table 4: Μεθοδολογία εύρεσvης ισvορροπίας Nash

H ισvορροπία Nash του παιγνίου μας είναι o σvυνδυασvμός (T,K). Αυτό επαλ-
ηθεύεται ελέγχοντας την ισvχύ της ισvορροπίας Nash, ότι δηλαδή κανένας παίκτης
δεν μπορεί να ωφεληθεί περισvσvότερο αποκλίνοντας μόνος του από την ισvορροπία

και αλλάζοντας σvτρατηγική. Πράγματι, ο παίκτης 1, δεδομένου ότι ο παίκτης 2
θα επιλέξει K, δεν μπορεί να κερδίσvει κάτι παραπάνω αλλάζοντας σvε M ή L αφού
1<2<3. Αντίσvτοιχα, ο παίκτης 2, δεδομένου ότι ο παίκτης 1 θα παίξει T, δεν έχει
σvυμφέρον να παίξει ούτε R ούτε N, αφού 0<4<6.
Ορίζουμε τώρα την ισvορροπία Nash σvε παίγνιο πίνακα
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ΟΡΙΣΜΟΣ 1.4
΄Ενα ζεύγος σvτρατηγικών (s∗1, s

∗
2) εS1 × S2 είναι ισvορροπία Nash ενός παιγνίου

πίνακα αν

(i) u1 (s∗1, s
∗
2) ≥ u1 (s, s∗2) για κάθε sεS1

(ii) u2 (s∗1, s
∗
2) ≥ u2 (s∗1, s) για κάθε sεS2

Με άλλα λόγια, το σvημείο ισvορροπίας Nash είναι μια λύσvη σvταθερή, με την
έννοια ότι κανένας από τους παίκτες δεν βελτιώνει την απόδοσvή του αν αποκλίνει

μονομερώς από αυτό το σvημείο ισvορροπίας, οπότε δεν τον σvυμφέρει να αλλάξει
σvτρατηγική. Με αυτή την έννοια, μια ισvορροπία Nash έχει την ιδιότητα να είναι
αυτοεπιβαλλόμενη. Δηλαδή, αν οι παίκτες ήξεραν ότι καθένας έχει καταλήξει να
επιλέξει μια ισvορροπία Nash, τότε καθένας θα ήθελε πράγματι να επιλέξει την
σvτρατηγική της ισvορροπίας Nash, αφού πολύ απλά αυτή είναι η βέλτισvτη επιλογή.
Γενικεύοντας, λαμβάνοντας υπόψη και τον ορισvμό 1.1, μπορούμε να ορίσvουμε

την ισvορροπία Nash σvε ένα παίγνιο σvτρατηγικής μορφής, ανεξάρτητα του αν έχουμε
πίνακα ή όχι. Ο αντικειμενικός σvτόχος κάθε παίκτη σvε ένα παίγνιο σvτρατηγικής
μορφής είναι να μεγισvτοποιήσvει την απόδοσvή του. ΄Ενας τέτοιος ορίζοντας σvτρατη-
γικής, όπου κάθε παίκτης αναζητά την μεγισvτοποίησvη της απόδοσvής του με δε-
δομένες τις επιλογές των άλλων, ονομάζεται ισvορροπία Nash και ορίζεται ως εξής:

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.5
Μια ισvορροπία Nash ενός παιγνίου σvτρατηγικής G = {S1, . . . , Sn, u1, . . . , un}
είναι ένας ορίζοντας σvτρατηγικής (s∗1, s

∗
2, . . . , s

∗
n) τέτοιος ώσvτε για κάθε παίκτη i

έχουμε u1

(
s∗1, . . . , s

∗
i−1, s

∗
i , s
∗
i+1, . . . , s

∗
n

)
≥ ui

(
s∗1, . . . , s

∗
i−1, s

∗
i , s
∗
i+1, . . . , s

∗
n

)
για

κάθε sεSi.

Παρατηρήσvτε πόσvο σvτενά η ιδέα σvχετίζεται με την ιδέα της αυσvτηρής κυριαρ-

χίας: καμία σvτρατηγική δεν θα μπορούσvε να είναι μια σvτρατηγική ισvορροπίας Nash
αν είναι αυσvτηρά κυριαρχούμενη. Ως εκ τούτου, εάν η επαναλαμβανόμενη εξάλειψη
των αυσvτηρά κυριαρχούμενων σvτρατηγικών μας οδηγεί σvε ένα μοναδικό αποτέλεσ-

vμα, γνωρίζουμε ότι το διάνυσvμα των σvτρατηγικών που οδηγεί σvε αυτό είναι η
μοναδική ισvορροπία Nash του παιγνίου. Δηλαδή, αν ένα παίγνιο μπορεί να επι-
λυθεί με χρήσvη της επαναλαμβανόμενης εξάλειψης των αυσvτηρά κυριαρχούμενων

σvτρατηγικών, τότε το παίγνιο έχει μια μοναδική ισvορροπία Nash που είναι ακριβώς
το ζεύγος σvτρατηγικών το οποίο προκύπτει μέσvω της απαλοιφής των αυσvτηρά κυρ-

ιαρχούμενων σvτρατηγικών. Προφανώς, και μια λύσvη κυρίαρχης σvτρατηγικής είναι
ένα σvημείο ισvορροπίας Nash. Επιπλέον όμως, αν η λύσvη είναι αυσvτηρά κυρίαρχη,
αποτελεί το μοναδικό σvημείο ισvορροπίας Nash του παιγνίου.
Υπάρχει ένα χρήσvιμο εργαλείο εύρεσvης ισvορροπίας Nash σvε παίγνια σvτρατη-

γικής μορφής. Διακρίνουμε ότι αν ο ορίζοντας σvτρατηγικής (s∗1, s
∗
2, . . . , s

∗
n) είναι
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ισvορροπία Nash του παιγνίου, τότε πρέπει να είναι λύσvη του σvυσvτήματος εξισvώσvεων
∂ui(s

∗
1 ,...,s

∗
n)

∂si
= 0, i = 1, 2, . . . , n . ΄Αρα οι ισvορροπίες Nash ανήκουν σvτις λύσvεις

του σvυσvτήματος αυτού και ουσvιασvτικά με αυτό τον τρόπο ελέγχουμε την ύπαρξη

ισvορροπίας Nash σvε ένα παίγνιο σvτρατηγικής μορφής. Συγκεντρωτικά λοιπόν με
μαθηματικούς όρους για έλεγχο ισvορροπίας Nash έχουμε:

Αν ο ορίζοντας σvτρατηγικής (s∗1, s
∗
2, . . . , s

∗
n) ικανοποιεί τις

� ∂ui(s
∗
1 ,...,s

∗
n)

∂si
= 0 για κάθε παίκτη i

� Κάθε για κάθε s∗i είναι το μόνο σvτάσvιμο σvημείο της σvυνάρτησvης
ui
(
s∗1, . . . , s

∗
i−1, s

∗, s∗i+1, . . . , s
∗
n

)
, sεSi.

� ∂2ui(s
∗
1 ,...,s

∗
n)

∂s2i
< 0 για κάθε i

Τότε ο ορίζοντας σvτρατηγικής (s∗1, s
∗
2, . . . , s

∗
n) είναι μια ισvορροπία Nash του

παιγνίου

Στην πράξη, βρίσvκουμε σvυνήθως τη λύσvη του σvυσvτήματος
∂ui(s

∗
1 ,...,s

∗
n)

∂si
= 0,

i = 1, 2, . . . , n και έπειτα χρησvιμοποιούμε τις εκάσvτοτε διαθέσvιμες και πιο απλά
εφαρμόσvιμες οικονομικές θεωρήσvεις για να επαληθεύσvουμε ότι η λύσvη είναι η ισ-

vορροπία Nash του παιγνίου. Ακολουθεί ένα από τα πρώτα παίγνια που αναλύθηκαν
σvτα οικονομικά από τον Γάλλο μαθηματικό Augustin Cournot τον 18ο αιώνα, σvτο
οποίο θα χρησvιμοποιήσvουμε τον έλεγχο ισvορροπίας Nash για την εύρεσvη της ισ-
vορροπίας Nash του παιγνίου.

3.1.5 Το μοντέλο του δυοπωλίου Cournot

Πρόκειται για ένα οικονομικό μοντέλο που περιγράφει δύο εταιρείες οι οποίες

ανταγωνίζονται σvτην αγορά και πρέπει να αποφασvίσvουν ποιο θα είναι το μέγεθος

της παραγωγής τους ώσvτε να μεγισvτοποιήσvουν τα κέρδη τους. Οι εταιρείες απο-
φασvίζουν ταυτόχρονα και ανεξάρτητα η μία από την άλλη και η αγορά καθορίζει

την τιμή σvτην οποία πωλείται. Τα βασvικότερα χαρακτηρισvτικά είναι:

� Οι εταιρείες παράγουν πανομοιότυπα προϊόντα

� Οι εταιρείες δεν σvυνεργάζονται

� Η απόφασvη κάθε εταιρείας για την ποσvότητα προϊόντος που θα παράγει,
επηρεάζει την τιμή του

� Οι εταιρείες ανταγωνίζονται σvε ποσvότητες και τις επιλέγουν ταυτόχρονα
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Το μοντέλο του δυοπωλίου (μια κατάσvτασvη σvτην οποία δύο εταιρείες ελέγχουν
την αγορά για ένα σvυγκεκριμένο εμπόρευμα / προϊόν) είναι ένα σvτρατηγικό παίγνιο
(όπου φυσvικά ισvχύει η ορθολογικότητα και η σvτρατηγική σvκέψη) σvτο οποίο:

� Οι παίκτες είναι οι εταιρείες

� Οι ενέργειες κάθε εταιρείας είναι το σvύνολο των δυνατών ποσvοτήτων παραγ-
ωγής (μη αρνητικές)

� Η ανταμοιβή κάθε εταιρείας είναι το κέρδος της

Η τιμή είναι κοινώς γνωσvτή φθίνουσvα σvυνάρτησvη της σvυνολικής παραγωγής. Κάθε
εταιρεία θεωρεί το μέγεθος παραγωγής της άλλης δεδομένο. Η τιμή της αγοράς
τίθεται σvτο επίπεδο που η ζήτησvη ισvούται με την σvυνολική ποσvότητα προϊόντος

που τελικά παράγεται από τις εταιρείες. Κάθε εταιρεία λαμβάνει την ποσvότητα
του ανταγωνισvτή της ως δεδομένη, αξιολογεί την υπολειμματική ζήτησvη που της
αναλογεί, και σvτη σvυνέχεια σvυμπεριφέρεται ως μονοπώλιο.
Παρατηρήσvτε μια ουσvιώδης διαφορά μεταξύ αυτών των προδιαγραφών των εσ-

vόδων των επιχειρήσvεων και εκείνων για μια ανταγωνισvτική επιχείρησvη ή για ένα

μονοπώλιο. Τα έσvοδα τόσvο μιας ανταγωνισvτικής επιχείρησvης όσvο και ενός μονοπ-
ωλίου εξαρτώνται μόνο από την δική τους παραγωγή: για μια ανταγωνισvτική επι-
χείρησvη υποθέτουμε ότι η παραγωγή της επιχείρησvης δεν επηρεάζει την τιμή και για

μια μονοπωλιακή δεν υπάρχουν άλλες επιχειρήσvεις σvτην αγορά. Για ένα δυοπώλιο,
ωσvτόσvο, τα έσvοδα εξαρτώνται τόσvο από τη δική της παραγωγή όσvο και από την
παραγωγή της άλλης επιχείρησvης.
Η εταιρεία 1 παράγει ποσvότητα q1 και η εταιρεία 2 παράγει ποσvότητα q2 ,

ομοιογενούς όπως είπαμε προϊόντος. Η σvυνολική παραγωγή των δύο εταιρειών
ανέρχεται σvε qt = q1 +q2 . ΄Αρα η τιμή σvτην οποία κάθε μονάδα προϊόντος πωλείται
είναι p (qt) , όπου p είναι η αντίσvτροφη σvυνάρτησvη ζήτησvης. ΄Εσvτω p (qt) = p1 =
p2 = S − qt , όπου S ένας σvταθερός αριθμός. Επίσvης το σvυνολικό κόσvτος της
εταιρείας 1 δίνεται από την σvυνάρτησvη κόσvτους TC1 (q) = c1 · q1 και της εταιρείας

2 από την σvυνάρτησvη κόσvτους TC2 (q) = c2 · q2 , όπου c1, c2 θετικές σvταθερές.
Μπορούμε τώρα να επαναδιατυπώσvουμε το παίγνιο σvε σvτρατηγική μορφή ως εξής:

� Οι παίκτες είναι οι εταιρείες

� Το σvύνολο σvτρατηγικών κάθε εταιρείας είναι το σvύνολο θετικών ποσvοτήτων
παραγωγής που δύναται να επιλέξει, δηλαδή το (0,∞)

� Η σvυνάρτησvη απόδοσvης κάθε εταιρείας i είναι η σvυνάρτησvη κέρδους: Πi =
(S − q1 − q2) · qi − ci · qi = qi (p (q1 + q2)− ci)

Δηλαδή τα έσvοδα της εταιρείας 1 όταν ο σvυνδυασvμός ποσvοτήτων παραγωγής που
επιλέγουν οι εταιρείες είναι (q1, q2) , είναι p (q1 + q2) q1 και άρα το σvυνολικό κέρδος

της είναι p (q1 + q2) q1 − TC1 (q1) και αντίσvτοιχα τα έσvοδα της εταιρείας 2 είναι
p (q1 + q2) q2 , οπότε το σvυνολικό κέρδος της ανέρχεται σvε p (q1 + q2) q2−TC2 (q2)
.
Εδώ είναι εμφανές ότι σvτο πρόβλημα καθορισvμού των ποσvοτήτων παραγωγής,

αφού κάθε εταιρεία θεωρεί σvταθερή την ποσvότητα που παράγει ο ανταγωνισvτής
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της, έχει νόημα η μερική παραγώγισvη και ο μηδενισvμός της σvυνάρτησvης κέρδους
κάθε εταιρείας. Είναι επίσvης εμφανές ότι το κέρδος κάθε εταιρείας εξαρτάται όχι
μόνο από την δική της επιλογή για το ύψος παραγωγής της αλλά και από το ύψος

παραγωγής της άλλης. Στα πλαίσvια της μεγισvτοποίησvης του κέρδους κάθε εταιρείας
λοιπόν, από την σvτιγμή που οι ποσvότητες παραγωγής επιλέγονται ταυτόχρονα και
ανεξάρτητα, η ισvορροπία Nash μας εξυπηρετεί πολύ και θα την βρούμε μαθηματικά,
χρησvιμοποιώντας τον έλεγχο ισvορροπίας Nash.
΄Εχουμε Π1 = (S − q1 − q2) q1 − c1q1 = −q2

1 + (−q2 + S − c1) q1

και Π2 = (S − q1 − q2) q2 − c2q2 = −q2
2 + (−q1 + S − c2) q2 .

΄Αρα σvύμφωνα με τον έλεγχο ισvορροπίας Nash, η ισvορροπία προκύπτει από την
λύσvη του σvυσvτήματος

∂Π1

∂q1
= −2q1 − q2 + S − c1 = 0⇒ 2q1 + q2 = S − c1

∂Π2

∂q2
= −q1 − 2q2 + S − c2 = 0⇒ q1 + 2q2 = S − c2

Λύνοντας ως προς q1, q2 το σvύσvτημα παίρνουμε: q∗1 = S+c2−2c1
3 και q∗2 =

S+c1−2c2
3 που αποτελεί την ισvορροπίαNash (q∗1 , q

∗
2) του παιγνίου. Επίσvης

∂2
Π1(q∗1 ,q

∗
2 )

∂q21
=

−2 < 0 και
∂2
Π2(q∗1 ,q

∗
2 )

∂q22
= −2 < 0 οπότε επαληθεύεται η ισvορροπία Nash. Ακόμη,

παρατηρούμε πως αν S > c1 + c2 τότε και οι δύο εταιρείες παράγουν θετικές
ποσvότητες προϊόντων, που είναι και το θεμιτό για να υπάρχει λογική σvυνέχεια.
Φυσvικά, όπως παρουσvιάζεται το μοντέλο δυοπωλίου Cournot, εισvάγει σvε αρκετά

σvημεία απλουσvτεύσvεις. Αυτό δεν αναιρεί το γεγονός ότι σvυλλαμβάνει και αναλύει
κάποια από τα σvημαντικότερα χαρακτηρισvτικά ανταγωνισvμού που λαμβάνουν χώρα

μεταξύ εταιρειών και για αυτό σvυναντάται ως βάσvη και σvημείο αναφοράς σvτην

ευρύτερη θεωρία βιομηχανικής οργάνωσvης.
Εμβαθύνοντας ακόμα περισvσvότερο εξετάζουμε: Το δυοπώλιο περιγράφει μια

αγορά, οπότε ουσvιασvτικά αυτό που αναζητούμε είναι γενικότερα η ισvορροπία της

αγοράς. ΄Αρα πρέπει τα
(
q
′

1, q
′

2

)
και η τιμή p

′
που προκύπτει βάσvη αυτών να

ικανοποιούν τις λογικές σvυνθήκες ισvορροπίας της αγοράς, δηλαδή

� Δεδομένης της τιμής p, η σvυνολική απαιτούμενη ποσvότητα παραγωγής q
(
p
′
)

σvε αυτή την τιμή είναι q
′

1 + q
′

2

� q
′

1 + q
′

2 είναι η επιθυμητή σvυνολική παραγωγή των εταιρειών με τιμή p
′

Τα (q∗1 , q
∗
2) που σvυντελούν ισvορροπία Nash μας δίνουν ταυτόχρονα την παραγωγή

ισvορροπίας της αγοράς. ΄Οντως, η τιμή που εφαρμόζεται σvτο δυοπώλιο όταν οι
εταιρείες τελικά παράγουν q∗1 και q

∗
2 είναι

p∗ = S − q∗1 − q∗2 = S−S+c2−2c1
3 −S+c1−2c2

3 = S+c1+c2
3

H απαιτούμενη ποσvότητα παραγωγής σvε αυτή την τιμή είναι

q (p∗) = S − p∗ = 2S−c1−c2
3
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΄Ομως

q∗1 + q∗2 =S+c2−2c1
3 +S+c1−2c2

3 = 2S−c1−c2
3

Συμπεραίνουμε ότι

q (p∗) = q∗1 + q∗2

Δηλαδή η απαιτούμενη ποσvότητα παραγωγής σvτην τιμή p∗ είναι πράγματι αυτή
που παράγουν οι εταιρείες σvτην ισvορροπία Nash. Μάλισvτα, οι εταιρείες δεν θα
ήθελαν να παράγουν σvε άλλη τιμή, αφού πουλώντας σvε αυτή την τιμή, η παραγωγή
κάθε εταιρείας (με βάσvη την ισvορροπία Nash) είναι ακριβώς αυτή που μεγισvτοποιεί
τα κέρδη της. Το σvημαντικότατο πόρισvμα που προκύπτει είναι:

� H ισvορροπία Nash του μοντέλου του δυοπωλίου Cournot δίνει ακριβώς αυτό
που θέλουμε για το δυοπώλιο που δεν είναι άλλο από την ισvορροπία της

αγοράς του δυοπωλίου.

Θα αναρωτηθεί κανείς: Γιατί να ενδιαφερθεί κάποιος για την ισvορροπία Nash;
Και εγώ ρωτάω, γιατί όχι; Σύμφωνα με τον Ken Binmore, γνωσvτό Βρετανό
μαθηματικό-οικονομολόγο, καθηγητή Οικονομικών σvτο UCL, σvτο πρόσvφατο βιβ-
λίο του Playing For Real, υπάρχουν τουλάχισvτον δύο λόγοι.
Ο πρώτος είναι ότι ένα βιβλίο θεωρίας παιγνίων δεν μπορεί έγκυρα και αλάθητα

να υποδείξει ένα ζευγάρι σvτρατηγικών (σ, τ) ως λύσvη ενός παιγνίου εκτός αν
είναι ισvορροπία Nash. Ας υποθέσvουμε, για παράδειγμα (έχοντας δύο παίκτες, τον
Χρήσvτο και την Αγγελική), ότι το τ δεν ήταν η καλύτερη απάντησvη σvτο σv. Η
Αγγελική τότε θα σvκεφτόταν ότι αν ο Χρήσvτος ακολουθήσvει την σvυμβουλή του

βιβλίου και παίξει σv, τότε καλά θα έκανε να μην παίξει τ. Αλλά ένα βιβλίο δεν
μπορεί να είναι ακριβές σvτο τί είναι λογικό, αν οι ορθολογικοί άνθρωποι δεν παίζουν
όπως προβλέπει.
Ο δεύτερος λόγος για τον οποίο πρέπει να μας ενδιαφέρει η ισvορροπία Nash

είναι πως αν οι αποδόσvεις σvε ένα παίγνιο αντισvτοιχούν σvτην καταλληλότητα των

παικτών, (σvτο πόσvο ταιριασvτοί / ικανοί είναι για το παίγνιο), τότε οι διαδικασvίες
προσvαρμογής που ευνοούν τον πιο κατάλληλο σvε βάρος του λιγότερο κατάλληλου

, θα σvταματήσvουν να λειτουργούν όταν φτάσvουμε σvε ισvορροπία Nash επειδή όλοι
οι εναπομείναντες θα είναι τότε όσvο πιο υγιείς / ταιριασvτοί μπορούν να είναι δε-
δομένων των σvυνθηκών.
Παρά ταύτα, ένα σvημείο ισvορροπίας Nash μπορεί να μην είναι μοναδικό για

το παίγνιο. Δεν υπάρχει καμία εγγύησvη ότι η ισvορροπία Nash του παιγνίου θα
είναι μοναδική. Μάλισvτα, δεν υπάρχει εγγύησvη ούτε καν για την ύπαρξή της! Η
ύπαρξη άνω της μίας ισvορροπιών Nash απλών σvτρατηγικών σvημαίνει αδιαφορία των
παικτών ως προς ποια σvτρατηγική (εξ' αυτών που μετέχουν σvτις ισvορροπίες Nash)
να προτιμήσvουν και άρα αβεβαιότητα για το τί θα παίξει ο αντίπαλος. Εξάλλου,
το σvημείο ισvορροπίας Nash δεν είναι απαραίτητα βέλτισvτο από πλευράς απόδοσvης
(όπως σvτο δίλλημα των φυλακισvμένων), και σvε παίγνια με πολλαπλά σvημεία ισvορ-
ροπίας μπορεί τα κέρδη των παικτών να διαφέρουν σvημαντικά ανάμεσvα σvτα σvημεία

αυτά.
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Αν σvτο παράδειγμά μας σvτον πίνακα 3, σvτον σvυνδυασvμό σvτρατηγικών (L,R)
είχαμε (4,5) τότε K και R είναι και οι δύο βέλτισvτες απαντήσvεις του παίκτη 2 όταν
ο παίκτης 1 παίζει L! Σε αυτή την περίπτωσvη θα καταλήγαμε

Παίκτης 2
N K R

Παίκτης 1
M (5,1) (2,0) (2,2)
L (0,4) (1,5) (4,5)
T (2,4) (3,6) (1,0)

Table 5: Διπλή ισvορροπία Nash

Τώρα λοιπόν έχουμε δύο εκβάσvεις ισvορροπίας του παιγνίου. Πλέον οι ισ-
vορροπίες Nash είναι ο σvυνδυασvμός (T,K) και ο (L,R). Εδώ λοιπόν εισvάγεται ο
προβληματισvμός του τί θα πράξουν οι παίκτες. ΄Οπως αντίσvτοιχα και σvτην περ-
ίπτωσvη απουσvίας ισvορροπίας Nash σvε ένα παίγνιο, όπου υπάρχει ένας κύκλος με
τους παίκτες να θέλουν να αλλάζουν σvτρατηγικές. Αυτούς τους προβληματισvμούς
έρχεται να επιλύσvει η εισvαγωγή των λεγόμενων μικτών σvτρατηγικών.

3.1.6 Μικτές σvτρατηγικές και μικτό σvημείο ισvορροπίας Nash

Στα παίγνια που αναπαρασvτίσvαμε μέχρι τώρα οι παίκτες επέλεγαν ξεκάθαρα

μόνο μία σvτρατηγική, η οποία καθόριζε μία μόνο βέλτισvτη πορεία ενεργειών που
αποτελούσvε την καλύτερη δυνατή απάντησvη σvε κάθε ενέργεια των άλλων παικτών.
Επέλεγαν δηλαδή μεταξύ αγνών σvτρατηγικών. Οι μικτές σvτρατηγικές εισvάγονται
όταν καμία αγνή σvτρατηγική δεν μπορεί να μεγισvτοποιήσvει την χρησvιμότητα του

παίκτη έναντι όλων των σvτρατηγικών των αντιπάλων και έχουν ως γνώμονα την

αναμενόμενη απόδοσvη.
Το σvκεπτικό είναι το εξής. Από την σvτιγμή που οι παίκτες είναι αδιάφοροι

ως προς την επιλογή μεταξύ σvτρατηγικών, είτε γιατί έχουμε παραπάνω της μίας
ισvορροπίας Nash είτε γιατί δεν έχουμε καθόλου, θα χρησvιμοποιήσvουν μια διάταξη
που επιλέγει με τυχαίο τρόπο ανάμεσvα σvτις σvτρατηγικές. Αυτή η διάταξη θα
μπορούσvε να είναι ένα ζυγισvμένο νόμισvμα (αλλιώς θα είχαμε π.χ πάντα πιθανότητα
50-50 ανάμεσvα σvε δύο σvτρατηγικές, οπότε και παραμένει η αδιαφορία) που ο παίκτης
γυρνάει όταν πρέπει να αποφασvίσvει ποια ενέργεια να ακολουθήσvει.
Οπότε όταν ένας παίκτης εξετάζει τί θα πράξει ο αντίπαλός του, δεν διακρίνει

ότι εκείνος θα επιλέξει την μία αγνή σvτρατηγική ή την άλλη, αλλά ότι μπορεί να
επιλέξει την μία σvτρατηγική με πιθανότητα π και την άλλη με πιθανότητα 1-π (αφού
πάντα το άθροισvμα των πιθανοτήτων πρέπει να κάνει 1). Ορίζουμε τώρα λοιπόν
την μικτή σvτρατηγική ως εξής
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ΟΡΙΣΜΟΣ 1.6
Η μικτή σvτρατηγική (ή ορίζοντας πιθανότητας) είναι μια κατανομή πιθανοτήτων,
όπου για N διαθέσvιμες σvτρατηγικές ενός παίκτη i με n=1,2,...,N έχουμε ένα
διάνυσvμα π = (πi1, πi2, . . . , πiN ) τέτοιο ώσvτε πn ≥ 0 για κάθε σvτρατηγική n

και
∑N
n=1 πn = 1.

Η Μάχη των φύλων

Ας παραθέσvουμε εδώ άλλο ένα πολύ γνωσvτό παίγνιο (σvτο οποίο έχουμε δύο
ισvορροπίες Nash) για να γίνουν όλα κατανοητά, που καλείται η μάχη των φύλων και
παίζεται μεταξύ ενός ζευγαριού όπου η κοπέλα (ας την πούμε Αγγελική) προτιμάει
για την έξοδό τους να πάνε σvτο θέατρο, ενώ ο άντρας (ας τον πούμε Χρήσvτο)
προτιμάει να πάνε σvτον Κινηματογράφο.

Χρήσvτος

θέατρο cinema

Αγγελική
θέατρο (2,1) (0,0)
cinema (0,0) (1,2)

Table 6: Η μάχη των φύλων

Υποθέτουμε ότι ανεξαρτήτως των προτιμήσvεών τους, αυτό που οι δύο παίκτες
θέλουν πάνω απ' όλα είναι να είναι μαζί, αφού εξάλλου μιλάμε για ένα ζευγάρι
και την κοινή τους έξοδο. Στον πίνακα, αυτό απεικονίζεται με τις αποδόσvεις των
ζευγών (cinema,θέατρο) και (θέατρο,cinema) οι οποίες είναι και για τους δύο μη-
δενικές (0,0). Και οι δύο όμως αποφασvίζουν ταυτόχρονα, οπότε δεν είναι εγγυη-
μένο ότι θα καταλήξουν μαζί. (Ας φαντασvτούμε για παράδειγμα ότι είναι καθένας
σvτον χώρο εργασvίας του και πρέπει απλά να πάνε μετά την εργασvία τους σvε ένα

από τα δύο μέρη και να περιμένουν τον άλλο σvτα εκδοτήρια).
Τα σvημεία ισvορροπίαςNash του παιγνίου είναι (θέατρο,θέατρο) και (cinema,cinema)

και προφανώς οποιαδήποτε μονομερής απόκλισvη από αυτά είναι ζημιογόνα αφού

οδηγεί σvτην έκβασvη (0,0). Για να φτάσvουμε όμως σvε κάποιο από αυτά τα σvημεία
ισvορροπίας θα έπρεπε ο ένας να μαντέψει τί θα παίξει ο άλλος. Αν ο Χρήσvτος
επέλεγε τελικά θέατρο για να κάνει την χάρη σvτην Αγγελική και ταυτόχρονα η

Αγγελική επέλεγε cinema για χάρη του Χρήσvτου, θα κατέληγαν χώρια και δεν θα
είχαμε ισvορροπία.
Υπάρχει λοιπόν μια άλλη ισvορροπία Nash, που πιθανώς να είναι λίγο καλύτερη

σvτο να απεικονίζει την πραγματικότητα, αυτή των μικτών σvτρατηγικών. Η προτίμ-
ησvη κάθε παίκτη ενός τρόπου ψυχαγωγίας, είναι απλά αυτό, μια προτίμησvη ανάμεσvα
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σvε δύο τρόπους ψυχαγωγίας. Για το παίγνιό μας δεν έχει καμία σvτρατηγική σvη-
μασvία. Από την σvτιγμή που οι παίκτες μας είναι σvτρατηγικά αδιάφοροι ως προς
τις δύο επιλογές, αφού οδηγούμασvτε σvε ισvορροπία Nash ό,τι και να επιλέξουν, θα
διαλέξουν τυχαία ανάμεσvα σvε αυτές, αλλά με τρόπο που να καταδεικνύει αυτή τους
την αδιαφορία, δηλαδή οι αναμενόμενες αποδόσvεις τους θα πρέπει να είναι ίσvες.
Αν π1 η πιθανότητα η Αγγελική (παίκτης 1) να επιλέξει θέατρο, τότε 1 − π1

η πιθανότητα να επιλέξει cinema. Αντίσvτοιχα, αν π2 η πιθανότητα ο Χρήσvτος να

επιλέξει θέατρο, τότε 1− π2 η πιθανότητα να επιλέξει cinema. Αν τώρα Ui η ανα-
μενόμενη απόδοσvη του παίκτη i, τότε για κάθε έναν ισvχύει Ui(θέατρο)=Ui(cinema)
και αυτή η σvχέσvη δείχνει την αδιαφορία ως προς την επιλογή σvτρατηγικής.
Για την Αγγελική (παίκτης 1) η παραπάνω ισvότητα δίνει: 2 ·π2 + 0 · (1− π2) =

0 · π2 + 1 · (1− π2) =⇒ πN2 = 1
3

Για τον Χρήσvτο (παίκτης 2) η παραπάνω ισvότητα δίνει: 1 · π1 + 0 · (1− π1) =
0 · π1 + 2 · (1− π1) =⇒ πN1 = 2

3
΄Αρα η ισvορροπίαNash μικτών σvτρατηγικών είναι οι σvυνδυασvμοί:

(
πN1 , 1− πN1

)
=(

2
3 ,

1
3

)
και

(
πN2 , 1− πN2

)
=
(

1
3 ,

2
3

)
. Το αποτέλεσvμα λοιπόν μιας μικτής ισvορροπίας

Nash είναι οι πιθανότητες με τις οποίες οι παίκτες παίζουν τις σvτρατηγικές τους.
Στο παίγνιό μας δηλαδή, η πιθανότητα ο Χρήσvτος και η Αγγελική να σvυναντη-
θούν τόσvο σvτον Κινηματογράφο όσvο και σvτο θέατρο είναι

2
9 , ενώ η πιθανότητα

να καταλήξουν χώρια είναι
5
9 .

Αυτό φαίνεται σvτον παρακάτω πίνακα

Χρήσvτος

θέατρο
(
πN2
)

cinema
(
1− πN2

)
Αγγελική

θέατρο
(
πN1
)

(2,1)
(
πN1 · πN2 = 2

9

)
(0,0)

(
πN1 ·

(
1− πN2

)
= 5

9

)
cinema

(
1− πN1

)
(0,0)

((
1− πN1

)
· πN2 = 5

9

)
(1,2)

((
1− πN1

)
·
(
1− πN2

)
= 2

9

)

Table 7: Πίνακας πιθανοτήτων εκβάσvεων σvτην Μάχη των φύλων

Η ισvορροπία Nash μικτών σvτρατηγικών τελικά υποδεικνύει την πιθανότητα εμ-
φάνισvης κάθε σvυνδυασvμού σvτρατηγικών (κάθε κελιού πίνακα), όταν οι παίκτες
δεν έχουν ξεκάθαρη προτίμησvη κάποιας σvτρατηγικής (όταν δεν επιλέγουν αγνές
σvτρατηγικές). Οι πιθανότητες με τις οποίες προσvδιορίσvαμε ότι οι παίκτες επιλέγουν
σvτρατηγικές, αποτελούν αμοιβαίες βέλτισvτες αντιδράσvεις / απαντήσvεις.
Υπάρχει όμως ακόμα πιο γενικευμένη μεθοδολογία για την εύρεσvη ισvορροπίας

Nash σvε μικτές σvτρατηγικές. ΄Ενα παίγνιο πίνακα μπορεί να περιγραφεί με ένα
m × n πίνακα όπου αij και bij είναι οι αποδόσvεις του παίκτη 1 και 2 αντίσvτοιχα.
Μπορούμε να διαμερίσvουμε τον πίνακα σvε δύο πίνακες απόδοσvης A και B. Οι
γραμμές αντισvτοιχούν σvτις αγνές σvτρατηγικές του παίκτη 1 και οι σvτήλες του
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παίκτη 2. Tώρα καλούμε τον παίκτη 1 ως �παίκτη-γραμμή� και τον παίκτη 2 ως
�παίκτη-σvτήλη�. ΄Αρα, οι σvτρατηγικές του �παίκτη-γραμμή� σvυμβολίζονται με το i
(i=1,...,m) και αυτές του �παίκτη-σvτήλη� με το j (j=1,...,n).
Μπορούμε τώρα να περιγράψουμε ένα σvτρατηγικό σvυνδυασvμό ως ζεύγος (i,j)

και μια ισvορροπία Nash ως ορίζοντα σvτρατηγικής (i,j) τέτοιο ώσvτε

(i) Το αij είναι το μεγαλύτερο σvτοιχείο της σvτήλης j του πίνακα Α, ήτοι αij =
max1≤k≤mαkj

(ii) To bij είναι το μεγαλύτερο σvτοιχείο της γραμμής i του πίνακα Β, ήτοι bij =
max1≤s≤mαis

Μια μικτή σvτρατηγική για τον παίκτη-γραμμή είναι απλά κάθε διάνυσvμα p =
(p1, p2, . . . , pm) τέτοιο ώσvτε pi ≥ 0 για κάθε σvτρατηγική i και

∑m
i=1 pi = 1.

Ομοίως, μια μικτή σvτρατηγική για τον παίκτη σvτήλη είναι ένα διάνυσvμα q =
(q1, q2, . . . , qn) τέτοιο ώσvτε qj ≥ 0 για κάθε σvτρατηγική j και

∑n
j=1 qj = 1. Μια

μικτή σvτρατηγική p για τον παίκτη-γραμμή ονομάζεται αγνή σvτρατηγική αν για κά-
ποια σvτρατηγική i έχουμε pi = 1 και pk = 0 για k 6= i. Είναι δηλαδή η σvτρατηγική
που επιλέγει ο παίκτης-γραμμή με πιθανότητα 1 (οπότε κάθε άλλη με πιθανότητα
0) και αποτελούν τις αρχικές σvτρατηγικές του. Αντίσvτοιχα για τον παίκτη-σvτήλη.
Παίζοντας λοιπόν οι παίκτες με αυτές τις μικτές σvτρατηγικές, κανείς δεν μπορεί

να προβλέψει τί θα παίξει ο άλλος αφού δεν επιλέγει αγνές σvτρατηγικές, οπότε
κοιτάει να μεγισvτοποιήσvει την αναμενόμενη απόδοσvή του. Παρατηρούμε ότι αν ο
παίκτης-σvτήλη επιλέξει την σvτρατηγική j τότε ο παίκτης-γραμμή, παίζοντας τον
σvυνδυασvμό πιθανότητας p, μπορεί να αναμένει μια απόδοσvη

∑m
i=1 piαij . Τώρα,

λαμβάνοντας υπόψη ότι ο παίκτης-σvτήλη επίσvης επιλέγει τις σvτρατηγικές του σvύμ-
φωνα με τον ορίζοντα πιθανότητας q, προκύπτει ότι ο παίκτης-γραμμή μπορεί να
αναμένει μια απόδοσvη qj

∑m
i=1 piαij από τον παίκτη-σvτήλη που θα επιλέξει την

σvτρατηγική j. Αυτό σvημαίνει ότι η αθροισvτική αναμενόμενη απόδοσvη του παίκτη-

γραμμή είναι U1 (p, q) =
m∑
i=1

n∑
j=1

piqjαij . Ομοίως, η αναμενόμενη απόδοσvη του

παίκτη-σvτήλη είναι U2 (p, q) =
m∑
i=1

n∑
j=1

piqjbij .

Τώρα έχουμε ένα παίγνιο σvτρατηγικής μορφής σvτο οποίο τα σvύνολα σvτρατη-

γικών των παικτών έχουν αντικατασvταθεί με ορίζοντες πιθανότητας πάνω σvτις

σvτρατηγικές. ΄Ενα τέτοιο παίγνιο λέγεται παίγνιο σvε μικτές σvτρατηγικές. ΄Εχει το
παίγνιο πίνακα μια ισvορροπία Nash σvε μικτές σvτρατηγικές; Η απάντησvη είναι ναι!
Και αυτό είναι ένα θαυμάσvιο αποτέλεσvμα της θεωρίας παιγνίων. Το παραθέτουμε
ως θεώρημα:

Κάθε παίγνιο πίνακα έχει μια ισvορροπία Nash σvε μικτές σvτρατηγικές.

Μια γενικευμένη εκδοχή αυτού του θεωρήματος αποδείχτηκε το 1951 από τον
John Nash για παίγνια n παικτών σvτο βιβλίο του Annals of Mathematics.
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Είναι εύκολο να διακρίνουμε ότι οι ισvορροπίες Nash σvε αγνές σvτρατηγικές
(όταν υφίσvτανται) ενός παιγνίου πίνακα μπορούν να γραφούν ως ισvορροπίες μικτών
σvτρατηγικών (p, q) σvτις οποίες οι σvτρατηγικές (p, q) έχουν την μορφή p = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)
και q = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), αφού όπως προείπαμε μια αγνή σvτρατηγική μπορεί
να εκφρασvτεί ως μικτή αν για κάποια σvτρατηγική i έχουμε pi = 1 και pk = 0 για
k 6= i και αντίσvτοιχα για το q. Το παραθέτουμε ως θεώρημα:

΄Ενας ορίζοντας σvτρατηγικής (i, j) για ένα παίγνιο πίνακα είναι ισvορροπία Nash αν
και μόνο αν η αγνή σvτρατηγική (i, j) είναι επίσvης ισvορροπία Nash για το παίγνιο
σvε μικτές σvτρατηγικές.

Με άλλα λόγια, κάθε ισvορροπία Nash σvε αγνές σvτρατηγικές είναι επίσvης ισvορ-
ροπία Nash του παιγνίου σvε μικτές σvτρατηγικές. Αν υπάρχουν ισvορροπίες Nash,
τότε είναι επίσvης ισvορροπίες για το παίγνιο σvε μικτές σvτρατηγικές. Η διαφορά
έγκειται σvτο ότι ενώ το παίγνιο μπορεί να μην έχει ισvορροπία Nash σvε αγνές
σvτρατηγικές, έχει πάντα μια ισvορροπία μικτών σvτρατηγικών. Δεδομένων όλων
των παραπάνω, η μεθοδολογία για τον υπολογισvμό της ισvορροπίας Nash σvε μικτές
σvτρατηγικές είναι η εξής:

(i) Γράφουμε το παίγνιο πίνακα σvε μορφή δύο πινάκων Α=[αij ], B=[bij ].

(ii) Υπολογίζουμε τις δύο σvυναρτήσvεις απόδοσvης U1 (p, q) =
m∑
i=1

n∑
j=1

piqjαij και

U2 (p, q) =
m∑
i=1

n∑
j=1

piqjbij .

(iii) Θέτουμε pm = 1 −
∑m−1
i=1 pi και qn = 1 −

∑n−1
j=1 qj σvτους τύπους για την

απόδοσvη και εκφράζουμε (μετά από τους υπολογισvμούς) τις σvυναρτήσvεις από-
δοσvης U1 και U2 ως σvυναρτήσvεις των μεταβλητών p1, . . . , pm−1, q1, . . . , qn−1.

(iv) Υπολογίζουμε τις μερικές παραγώγους ∂U1

∂pi
και

∂U2

∂qj
και θεωρούμε το σvύσ-

vτημα
∂U1

∂pi
= 0 (i = 1, . . . ,m− 1) και ∂U2

∂qj
= 0 (j = 1, . . . , n− 1).

Κάθε λύσvη αυτού του σvυσvτήματος p1, . . . , pm−1, q1, . . . , qn−1με pi ≥ 0 και qj ≥ 0

για κάθε i και j,
∑m−1
i=1 pi ≤ 1 και

∑n−1
j=1 qj ≤ 1 είναι μια ισvορροπία μικτών

σvτρατηγικών.
Επανερχόμασvτε σvτην �μάχη των φύλων� και χρησvιμοποιούμε τώρα την μεθοδ-

ολογία που περιγράψαμε για να υπολογίσvουμε την ισvορροπία Nash μικτών σvτρατη-
γικών

Χρήσvτος

θέατρο cinema

Αγγελική
θέατρο (2,1) (0,0)
cinema (0,0) (1,2)
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Ουσvιασvτικά Α=

[
2 0
0 1

]
και Β=

[
1 0
0 2

]
. Πάλι ορίζουμε p την πιθανότητα η

Αγγελική (παίκτης 1) να επιλέξει θέατρο, οπότε 1 − p η πιθανότητα να επιλέξει
cinema. Αντίσvτοιχα, ορίζουμε q την πιθανότητα ο Χρήσvτος να επιλέξει θέατρο,
οπότε 1 − q η πιθανότητα να επιλέξει cinema. ΄Αρα η αναμενόμενη απόδοσvη του
παίκτη 1 είναι

U1 = p·[q · 2 + (1− q) · 0]+(1− p)·[q · 0 + (1− q) · 1] = 2pq+(1− p) (1− q).

Παρομοίως, η αναμενόμενη απόδοσvη του παίκτη 2 είναι

U2 = q · [p · 1 + (1− p) · 0] + (1− q) · [p · 0 + (1− p) · 2] = pq + (1− q) · 2 ·
(1− p).

Παραγωγίζοντας και θέτοντας τις μερικές παραγώγους ίσvες με μηδέν παίρνουμε:

∂U1

∂p = 0⇒ 2q − (1− q) = 0⇒ 3q = 1⇒ q = 1
3

∂U2

∂q = 0⇒ p− 2 (1− p) = 0⇒ 3p = 2⇒ p = 2
3 .

Μια ισvορροπία (p, q) ονομάζεται εσvωτερική ισvορροπία αν pi ≥ 0 και qj ≥ 0 για
όλα τα i και j. Οι εσvωτερικές ισvορροπίες του παιγνίου αντισvτοιχούν ακριβώς σvτις
λύσvεις p1, . . . , pm−1, q1, . . . , qn−1 του σvυσvτήματος

∂U1

∂pi
= 0 (i = 1, . . . ,m− 1) και

∂U2

∂qj
= 0 (j = 1, . . . , n− 1) με pi ≥ 0 και qj ≥ 0 για όλα τα i και j,

∑m−1
i=1 pi ≤ 1

και
∑n−1
j=1 qj ≤ 1.

Επομένως, το
((

2
3 ,

1
3

)
,
(

1
3 ,

2
3

))
είναι μια ισvορροπία μικτών σvτρατηγικών, η οποία

είναι επίσvης εσvωτερική ισvορροπία. Η επιλογή του παίκτη 1 0 < p < 1 είναι η
βέλτισvτη απάντησvη όσvο q = 1

3 . Αντίσvτοιχα, η επιλογή του παίκτη 2 0 < q < 1
είναι η βέλτισvτη απάντησvη όσvο p = 2

3 . Οπότε οι σvτρατηγικές των παικτών είναι
αμοιβαίες βέλτισvτες απαντήσvεις αν q = 1

3 και p = 2
3 . ΄Οπως αναμέναμε καταλήξαμε

σvε ίδια αποτελέσvματα.
Το σvκεπτικό είναι το έξης. Ο παίκτης 1 θέλει να επιλέξει ένα p που να μεγισ-

vτοποιεί την U1 = 2pq + (1− p) (1− q). Κάθε p που μεγισvτοποιεί αυτή την εξ-
ίσvωσvη είναι είτε μια αγνή σvτρατηγική (p = 1ή p = 0) είτε μια εσvωτερική λύσvη με
0 < p < 1 , όπου η μερική παράγωγος ως προς p πρέπει να είναι 0. ΄Ετσvι, το q = 1

3
που προκύπτει μας λέει ότι οποιαδήποτε εσvωτερική τιμή του p είναι υποψήφια ως
μέγισvτη όσvο q = 1

3 . Από μαθηματική σvκοπιά, αυτό έχει νόημα γιατί αν q = 1
3 ,

τότε η αναμενόμενη απόδοσvη του παίκτη 1 (ανεξαρτήτως του τί p επιλέγει) είναι
πάντα: U1 = 2pq + (1− p) (1− q) = 2

3p+ 2
3 (1− p) = 2

3 .
Τελικά η σvτρατηγική του παίκτη 1 είναι: Αν ο παίκτης 2 επιλέξει q = 1

3 , τότε
οποιαδήποτε επιλογή p είναι μια βέλτισvτη απάντησvη για τον παίκτη 1. Αλλά αν ο
παίκτης 2 επιλέξει q 6= 1

3 , τότε η βέλτισvτη απάντησvη του παίκτη 1 είναι επιλογή
αγνής σvτρατηγικής: αν q > 1

3 , τότε η καλύτερη αντίδρασvη του παίκτη 1 είναι να
επιλέγει πάντα θέατρο και αν q < 1

3 , τότε η καλύτερη αντίδρασvη του παίκτη 1 είναι
να επιλέγει πάντα cinema.
Αντίσvτοιχα καταλήγουμε ότι η σvτρατηγική του παίκτη 2 είναι: Αν ο παίκτης 1

επιλέξει p = 2
3 , τότε οποιαδήποτε επιλογή q είναι μια βέλτισvτη απάντησvη για τον

παίκτη 2. Αλλά αν ο παίκτης 1 επιλέξει p 6= 2
3 , τότε η βέλτισvτη απάντησvη του
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παίκτη 2 είναι επιλογή αγνής σvτρατηγικής: αν p > 2
3 , τότε η καλύτερη αντίδρασvη

του παίκτη 2 είναι να επιλέγει πάντα θέατρο και αν p < 2
3 , τότε η καλύτερη

αντίδρασvη του παίκτη 2 είναι να επιλέγει πάντα cinema.
Συνοψίζοντας και λαμβάνοντας υπόψη και τις δύο αρχικές ισvορροπίες Nash σvε

αγνές σvτρατηγικές (θέατρο,θέατρο) και (cinema,cinema) σvυμπεραίνουμε ότι το
παίγνιο έχει σvυνολικά τρεις ισvορροπίες Nash: δύο σvε αγνές σvτρατηγικές και μία
σvε μικτές.
Ας επανέλθουμε τώρα σvτον πίνακα 5, ο οποίος είναι 3 × 3 πίνακας με δύο

ισvορροπίες Nash για να εφαρμόσvουμε την μεθοδολογία εύρεσvης ισvορροπίας Nash
σvε μικτές σvτρατηγικές, ώσvτε να φανεί η χρησvιμότητά της όσvο επεκτεινόμασvτε σvε
παίγνια πίνακα μεγαλύτερων διασvτάσvεων

Παίκτης 2
N K R

Παίκτης 1
M (5,1) (2,0) (2,2)
L (0,4) (1,5) (4,5)
T (2,4) (3,6) (1,0)

Για ευκολία σvτους υπολογισvμούς δείχνουμε τους δύο πίνακες A=

5 2 2
0 1 4
2 3 1


και Β=

1 0 2
4 5 5
4 6 0

. ΄Εσvτω ότι ο παίκτης 1 επιλέγει M με πιθανότητα p1, L με

πιθανότητα p2 και T με πιθανότητα p3, όπου p3 = 1 − p1 − p2. Αντίσvτοιχα,
έσvτω ότι ο παίκτης 2 επιλέγει Ν με πιθανότητα q1, K με πιθανότητα q2 και R με
πιθανότητα q3, όπου q3 = 1− q1 − q2. ΄Αρα η αναμενόμενη απόδοσvη του παίκτη 1
είναι:

U1 = p1·[5 · q1 + 2 · q2 + 2 · (1− q1 − q2)]+p2·[0 · q1 + 1 · q2 + 4 · (1− q1 − q2)]+
(1− p1 − p2) · [2 · q1 + 3 · q2 + 1 · (1− q1 − q2)] = . . . = 2p1q1 − 2p1q2 − 5p2q1 −
5p2q2 + p1 + 3p2 + q1 + 2q2 + 1

Παρομοίως, η αναμενόμενη απόδοσvη του παίκτη 2 είναι:

U2 = q1·[1 · p1 + 4 · p2 + 4 · (1− p1 − p2)]+q2·[0 · p1 + 5 · p2 + 6 · (1− p1 − p2)]+
(1− q1 − q2) · [2 · p1 + 5 · p2 + 0 · (1− q1 − q2)] = . . . = −5q1p1−5q1p2−8q2p1−
6q2p2 + 4q1 + 6q2 + 2p1 + 5p2

Παραγωγίζοντας και θέτοντας τις μερικές παραγώγους ίσvες με μηδέν παίρνουμε

τα σvυσvτήματα:

(i) ∂U1

∂p1
= 0⇒ 2q1 − 2q2 + 1 = 0 και ∂U1

∂p2
= 0⇒ −5q1 − 5q2 + 3 = 0

(ii) ∂U2

∂q1
= 0⇒ −5p1 − 5p2 + 4 = 0 και ∂U2

∂q2
= 0⇒ −8p1 − 6p2 + 6 = 0

Από την 1. λύνοντας ως προς τα q1,q2 παίρνουμε q1 = 1
20 = 0, 05 , q2 = 11

20 = 0, 55
και q3 = 1− q1 − q2 = 0, 4.
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Aπό την 2. λύνοντας ως προς τα p1, p2 παίρνουμε p1 = 3
5 = 0, 6 , p2 = 1

5 = 0, 2
και p3 = 1− p1 − p2 = 0, 2.

Επομένως, το
((

1
20 ,

11
20 ,

8
20

)
,
(

3
5 ,

1
5 ,

1
5

))
είναι μια ισvορροπία μικτών σvτρατηγικών,

η οποία είναι επίσvης εσvωτερική ισvορροπία και μας υποδεικνύει την πιθανότητα με

την οποία οι παίκτες επιλέγουν ανάμεσvα σvτις επιμέρους αγνές σvτρατηγικές τους,
�λέγοντας σvε κάθε παίκτη πώς να ζυγίσvει το ζάρι του πριν το ρίξει�.

3.1.7 Παίγνια μηδενικού αθροίσvματος

Εξετάζουμε τώρα χωρισvτά μια κατηγορία παιγνίων σvτην οποία το κέρδος ενός

παίκτη ισvούται με / προέρχεται από την απώλεια του άλλου. Δηλαδή το άθροισvμα
των αποδόσvεων των δύο αντίπαλων παικτών για κάθε πιθανή έκβασvη του παιγνίου

είναι μηδενικό. Για αυτό τον λόγο τα ονομάζουμε παίγνια μηδενικού αθροίσvματος.
Αφού το άθροισvμα των σvυνολικών αμοιβών σvε κάθε πιθανή έκβασvη (σvε κάθε κελί
πίνακα όπως θα δούμε αφού μιλάμε ακόμα για παίγνια σvτρατηγικής μορφής) είναι
μηδενικό, δεν τίθεται θέμα σvυνεργασvίας και τα παίγνια αυτά αναπαρισvτούν κατασ-
vτάσvεις καθαρής σvύγκρουσvης / αντιπαλότητας μεταξύ δύο παικτών.
Το πόκερ είναι ένα χαρακτηρισvτικό παράδειγμα παιγνίου μηδενικού αθροίσ-

vματος, αφού το άθροισvμα των κερδών ορισvμένων παικτών, ισvούται με και ουσvιασ-
vτικά πηγάζει από τις σvυνολικές απώλειες των υπολοίπων. Στις χρηματοπισvτωτικές
αγορές, τα λεγόμενα �options� (δικαιώματα αγοράς) και �futures� (σvυμβόλαια μελ-
λοντικής εκπλήρωσvης), εξαιρουμένων των �transaction costs� (κόσvτη σvυναλλαγής)
είναι παραδείγματα παιγνίων μηδενικού αθροίσvματος. Για κάθε άτομο που κερδίζει
ένα σvυμβόλαιο, υπάρχει κάποιος αντισvυμβαλλόμενος που χάνει. Ωσvτόσvο, η χρηματ-
ισvτηριακή αγορά δεν είναι παίγνιο μηδενικού αθροίσvματος. Χάριν απλούσvτευσvης,
θα εξετάσvουμε παίγνια δύο παικτών μηδενικού αθροίσvματος.

Ταίριασvμα Δεκάρας

Ας δούμε το γνωσvτό παράδειγμα �ταίριασvμα δεκάρας� για να απεικονίσvουμε τα
χαρακτηρισvτικά των παιγνίων μηδενικού αθροίσvματος και να γίνουν κατανοητά. Το
παίγνιο περιλαμβάνει δύο παίκτες (παίκτης 1 και παίκτης 2), κάθε ένας από τους
οποίους κρατάει ένα πλήθος νομισvμάτων σvτο χέρι του κάτω από το τραπέζι ώσvτε

να μην είναι ορατό από τον άλλο. Οι παίκτες τοποθετούν ταυτόχρονα ένα νόμισvμα
σvτο τραπέζι. Η αμοιβή βασvίζεται σvτο αν τα νομίσvματα ταιριάζουν ή όχι. Αν τα
νομίσvματα είναι είτε κορώνα και τα δύο είτε γράμματα και τα δύο, τότε κερδίζει
ο παίκτης 1 και κρατάει την δεκάρα του παίκτη 2. Αν δεν ταιριάζουν, κερδίζει ο
παίκτης 2 και κρατάει αυτός την δεκάρα του παίκτη 1. Αναπαρισvτούμε το παίγνιο
σvτον παρακάτω πίνακα, όπου κατά τα γνωσvτά το πρώτο νούμερο σvε κάθε κελί
αντισvτοιχεί σvτον παίκτη 1 και το δεύτερο σvτον παίκτη 2.
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Παίκτης 2
κορώνα γράμματα

Παίκτης 1
κορώνα (1,-1) (-1,1)
γράμματα (-1,1) (1,-1)

΄Οπως διακρίνουμε, το σvυνδυασvτικό όφελος για τον παίκτη 1 και τον παίκτη 2
και σvτα τέσvσvερα κελιά του πίνακα είναι 0. Οι αποδόσvεις αναπαρισvτούν �ποσvότητα
νομισvμάτων�, δηλαδή κάθε φορά κάποιος κερδίζει μία δεκάρα και κάποιος χάνει
μία. Θα μπορούσvε να είναι ένα ευρώ, ένα δίευρο, ένα πενηντάευρο, οτιδήποτε.
Οι αποδόσvεις του παίκτη 2 είναι πάντα σvε όλα τα παίγνια μηδενικού αθροίσvματος
αντίθετες από αυτές του παίκτη 1, οπότε μπορούν να παραληφθούν και να ξανα-
γράψουμε το παίγνιο πίνακα σvε πιο απλή μορφή, ως προς τις αποδόσvεις του παίκτη
1.

Παίκτης 2
κορώνα γράμματα

Παίκτης 1
κορώνα 1 -1
γράμματα -1 1

Table 8: Παίγνιο �ταίριασvμα δεκάρας�

Θα παραθέσvουμε τώρα τους βασvικότερους τρόπους επίλυσvης των παιγνίων μη-

δενικού αθροίσvματος και θα δούμε το περίφημο θεώρημα minimax του John Von
Neumann, ο οποίος απέδειξε ότι αυτά τα παίγνια μπορούν όλα να επιλυθούν με
τον ίδιο τρόπο.

Κριτήριο minimax

Η μέθοδος της επαναλαμβανόμενης απάλειψης κυριαρχούμενων σvτρατηγικών

είναι ακριβώς η ίδια που αναλύσvαμε γενικότερα για τα σvτατικά παίγνια πλήρους

πληροφόρησvης και μπορεί να εφαρμοσvτεί φυσvικά και εδώ, όταν κάποια σvτρατηγική
κυριαρχεί χαλαρά ή αυσvτηρά κάποια ή κάποιες άλλες. Χρειαζόμασvτε όμως μία
πιο αποτελεσvματική και γενική μέθοδο καθώς δύσvκολα σvυναντάμε παίγνια που

οδηγούνται σvε ισvορροπία χρησvιμοποιώντας κυρίαρχες σvτρατηγικές. Την έχουμε
χάρη σvτον John Von Neumann, ο οποίος πρότεινε η λύσvη να βασvίζεται σvτην ιδέα
ότι κάθε παίκτης θα έπρεπε να μεγισvτοποιεί την αξία του χειρότερου δυνατού

αποτελέσvματος.
Θεωρούμε το ακόλουθο παίγνιο μηδενικού αθροίσvματος
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Τάσvος

α β γ δ

Γιάννα

α 4 3 -1 5
β -10 2 0 -1
γ 7 5 2 3
δ 0 8 -4 -5

Σύμφωνα με την ιδέα αυτή λοιπόν, αν η Γιάννα διαλέξει α, η χειρότερη δυνατή
αμοιβή είναι το -1, το οποίο σvυμβαίνει όταν ο Τάσvος επιλέξει γ. Αν διαλέξει β,
το χειρότερο αποτέλεσvμα είναι το -10, όταν ο Τάσvος επιλέγει α. Αν διαλέξει
γ, σvτην χειρότερη περίπτωσvη λαμβάνει 2, όταν ο Τάσvος επιλέξει γ. Τέλος, αν
διαλέξει δ, το χειρότερο αποτέλεσvμα φτάνει το -5, όταν ο Τάσvος επιλέγει δ. Από
αυτά τα �κακά� αποτελέσvματα, το καλύτερο είναι το 2, το οποίο επέρχεται αν
επιλέξει την σvτρατηγική γ. Αυτή καλείται ηmaximin σvτρατηγική της, δηλαδή αυτή
που μεγισvτοποιεί (maxi-mises) τα ελάχισvτά της (min-imum). Εξετάζοντας τις
σvτρατηγικές του Τάσvου από την ίδια οπτική γωνία, καταλήγουμε σvτην σvτρατηγική
γ ως την maximin σvτρατηγική του με απόδοσvη -2.
Οι παίκτες λοιπόν αποφασvίζουν με τρόπο που να ελαχισvτοποιούν τις μέγισvτες

απώλειές τους. Οι σvτρατηγικές γ της Γιάννας και γ του Τάσvου που καταλήγουμε με
αυτή την προσvέγγισvη, είναι οι πιο �σvίγουρες�, οι πιο �προσvεκτικές� για τους παίκτες
και σvτην ισvορροπία που μας οδηγούν παρατηρούμε ότι κανένας από τους δύο δεν

γίνεται να βελτιώσvει το ελάχισvτο κέρδος του (την καλύτερη, από τις χειρότερες των
περιπτώσvεων). Η Γιάννα επιλέγοντας γ, είναι βέβαιη ότι θα κερδίσvει τουλάχισvτον
2, όταν με οποιαδήποτε άλλη σvτρατηγική μπορεί εν δυνάμει να χάσvει. Ο Τάσvος από
την μεριά του, επιλέγοντας γ, είναι εξασvφαλισvμένο ότι θα χάσvει όχι περισvσvότερα
από 2 (ότι η Γιάννα λοιπόν δεν θα κερδίσvει παραπάνω από 2), ενώ με οποιαδήποτε
άλλη σvτρατηγική η χασvούρα του μπορεί να είναι μεγαλύτερη. Αν η Γιάννα κερδίσvει
λιγότερα από 2, θα μπορούσvε να τα είχε καταφέρει καλύτερα παίζοντας γ. Αν η
Γιάννα κερδίσvει περισvσvότερα από 2, ο Τάσvος θα μπορούσvε να τα έχει πάει καλύτερα
παίζοντας γ.
Αν οι παίκτες τελικά δεν παίζουν τις σvτρατηγικές ισvορροπίας, ο ένας ή ο άλλος

γνωρίζει ότι αυτή ή αυτός θα μπορούσvαν να έχουν επιτύχει καλύτερο αποτέλεσvμα.
Και είναι σvτρατηγικές ισvορροπίας, αφού αυτό που μόλις περιγράψαμε είναι ότι αν
και οι δύο παίκτες παίζουν αυτές τις σvτρατηγικές, κανείς δεν έχει κίνητρο να
μετακινηθεί σvε άλλη σvτρατηγική. Ναι, η maximin λύσvη του παιγνίου αυτού είναι
η ίδια με την ισvορροπία Nash! Μάλισvτα, αυτό ισvχύει πάντα σvτα παίγνια μηδενικού
αθροίσvματος, δηλαδή ισvορροπία Nash και maximin λύσvη ταυτίζονται, αλλά όχι σvτα
μη μηδενικού.
Τα επιχειρήματα λοιπόν ουσvιασvτικά πηγάζουν από το γεγονός ότι η αμοιβή σvτο

κελί που αντισvτοιχεί σvτις σvτρατηγικές (Γιάννα γ - Τάσvος γ) είναι ταυτόχρονα ο
μικρότερος αριθμός σvτην γραμμή του και ο μεγαλύτερος σvτην σvτήλη του. Αυτό
σvημαίνει ότι οι σvτρατηγικές που οδηγούν σvε αυτό το αποτέλεσvμα είναι βέλτισvτες

απαντήσvεις του ενός σvτον άλλο και ότι και οι δύο παίκτες εγγυημένα δεν πρόκειται

να καταλήξουν σvε κάτι χειρότερο από αυτή την απόδοσvη. Η απόδοσvη αυτή καλείται
saddle point (σvταθερή λύσvη) σvτην θεωρία παιγνίων. Γενικά:
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ΟΡΙΣΜΟΣ 1.7
΄Ενα αποτέλεσvμα σvε ένα παίγνιο πίνακα (με τις αποδόσvεις να αναφέρονται σvτον
παίκτη-γραμμή) καλείται saddle point αν η απόδοσvη αυτού του αποτελέσvματος είναι
ταυτόχρονα μικρότερη ή ίσvη με οποιαδήποτε άλλη σvτην γραμμή της, και μεγαλύτερη
ή ίσvη με οποιαδήποτε άλλη σvτην σvτήλη της.

Ως πόρισvμα και αρχή παίρνουμε: Αν ένα παίγνιο πίνακα έχει saddle point και οι
δύο παίκτες θα έπρεπε να παίξουν μία σvτρατηγική που να το περιέχει. Γενικά:

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.8
Για οποιοδήποτε παίγνιο πίνακα, αν υπάρχει κάποιος αριθμός ξ , τέτοιος ώσvτε ο
παίκτης 1 έχει μια σvτρατηγική που εγγυάται ότι θα κερδίσvει τουλάχιτον ξ , και
ο παίκτης 2 έχει μια σvτρατηγική που εγγυάται ότι ο παίκτης 1 δεν θα κερδίσvει
παραπάνω από ξ . τότε το ξ καλείται η αξία του παιγνίου.

Αν ένα παίγνιο έχει saddle point, η απόδοσvη του saddle point είναι η αξία του
παιγνίου.

Υπάρχει τρόπος για να αποφανθούμε σvχετικά με την ύπαρξη ή μη saddle point
σvε ένα παίγνιο και την εύρεσvή του. Η μεθοδολογία βασvίζεται σvε όσvα αναλύσvαμε
παραπάνω σvχετικά με τον τρόπο που παίζουν οι παίκτες και αποτελεί την μεθοδο-

λογία προσvέγγισvης ενός παιγνίου μηδενικού αθροίσvματος με το κριτήριο minimax.
Η Γιάννα θέλει να επιλέξει σvτρατηγική που της εγγυάται τουλάχισvτον την μέ-

γισvτη από τις ελάχισvτες αποδόσvεις της (maximin), έτσvι ώσvτε η ελάχισvτη τιμή
απόδοσvης της επιλεγμένης σvτρατηγικής της να είναι μεγαλύτερη από την ελάχισ-

vτη των υπόλοιπων σvτρατηγικών . Ο Τάσvος θέλει να επιλέξει σvτρατηγική που του
εγγυάται ότι η Γιάννα δεν θα κερδίσvει παραπάνω από την ελάχισvτη από τις μέγισvτες

αποδόσvεις της (mnimax), έτσvι ώσvτε η μέγισvτη τιμή απόδοσvης (για την Γιάννα) της
επιλεγμένης σvτρατηγικής του να είναι μικρότερη από την μέγισvτη των υπόλοιπων

σvτρατηγικών. Η μεθοδολογία είναι απλή και έχει ως εξής:

(i) Γράφουμε σvτα δεξιά την μικρότερη / ελάχισvτη τιμή κάθε σvειράς

(ii) Κυκλώνουμε την μεγαλύτερη από αυτές τις ελάχισvτες τιμές

(iii) Γράφουμε από κάτω την μεγαλύτερη / μέγισvτη τιμή κάθε σvτήλης

(iv) Κυκλώνουμε την μικρότερη από αυτές τις μέγισvτες τιμές

΄Ετσvι, το παίγνιό μας μηδενικού αθροίσvματος με τον Τάσvο και την Γιάννα επιλύεται
ως εξής:
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Τάσvος

α β γ δ Ελάχισvτο γραμμής

Γιάννα

α 4 3 1 5 1
β -10 2 0 -1 -10
γ 7 5 2O 3 2← maximin
δ 0 8 -4 -5 -5

Μέγισvτο σvτήλης 7 8 2 5
↑

minimax

Table 9: Κριτήριο minimax-ύπαρξη saddle point

Λόγω της ύπαρξης saddle point, η ισvορροπία που μας δίνει τo κριτήριο min-
imax είναι σvταθερή, με την ίδια έννοια της ισvορροπίας Nash (αφού είναι και ισvορ-
ροπία Nash), ότι δηλαδή κανένας παίκτης δεν μπορεί να βελτιώσvει την απόδοσvή
του αλλάζοντας σvτρατηγική και άρα δεν έχει κίνητρο να επιλέξει κάποια από τις

εναλλακτικές του. Πρόκειται δηλαδή για μία σvταθερή λύσvη (εξού και το saddle
point) όπου οι δύο παίκτες θα παίξουν την maximin και minimax σvτρατηγική
τους αντίσvτοιχα.
Τί σvυμβαίνει όμως όταν δεν υπάρχει saddle point σvε ένα παίγνιο μηδενικού

αθροίσvματος; Με το κριτήριο minimax, ο παίκτης γραμμή χρησvιμοποιεί την max-
imin σvτρατηγική του και ο παίκτης σvτήλη την minimax σvτρατηγική του, αλλά
αυτό δεν σvημαίνει ότι σvυμπίπτουν. Ας αλλάξουμε λίγο τις αποδόσvεις του πίνακα 8.
Τότε, για τον παρακάτω πίνακα, η μεθοδολογία του κριτηρίου minimax δίνει:

Τάσvος

α β γ δ Ελάχισvτο γραμμής

Γιάννα

α 5 3O 6 4O 3← maximin
β -10 2 0 -1 -10
γ 7 5 4 1 1
δ 0 1 -4 -5 -5

Μέγισvτο σvτήλης 7 5 6 4
↑

minimax

Table 10: Κριτήριο minimax-μη ύπαρξη saddle point

Πλέον, σvε αυτή την περίπτωσvη, maximin τιμή (3) της σvτρατηγικής α της Γιάν-
νας και minimax τιμή (4) της σvτρατηγικής δ του Τάσvου δεν σvυμπίπτουν, οπότε
και δεν υπάρχει saddle point σvτο παίγνιο. Αν παίξουν αυτό το σvυνδυασvμό σvτρατη-
γικών (α,δ), θα κερδίσvει η Γιάννα 4 από τον Τάσvο. Η Γιάννα προφανώς δεν θα
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ενοχληθεί, αφού θα κερδίσvει περισvσvότερα από αυτά που τουλάχισvτον της εξασv-
φαλίζει η maximin σvτρατηγική της. Ο Τάσvος όμως, θεωρώντας πάντα ότι πράττει
ορθολογικά, προβλέπει αυτή την έκβασvη, η οποία δεν τον ικανοποιεί και έτσvι προσ-
vπαθεί να επωφεληθεί παραπάνω, επιλέγοντας να παίξει β, ώσvτε να έχει μικρότερη
ζημία (3<4). Η Γιάννα τώρα από την μεριά της, η οποία είναι επίσvης ορθολογική,
σvυλλογιζόμενη τα παραπάνω, σvκέφτεται γιατί να μην κερδίσvει παραπάνω από 3,
οπότε αλλάζει την σvτρατηγική της σvτην γ, προσvδοκώντας όφελος 5, αντί για 3. Ο
Τάσvος αλλάζει σvτρατηγική εκ νέου σvε δ, για να έχει την ελάχισvτη απώλεια 1 αντί
για 5 και η Γιάννα με την σvειρά της αλλάζει πάλι σvτην α, για να επιτύχει όφελος
4. Βλέπουμε ότι οι παίκτες επανήλθαν σvτις αρχικές επιλογές τους, οπότε και δεν
μπορούν να καταλήξουν σvε μία ισvορροπία, για τον απλούσvτατο λόγο ότι κάθε φορά
κάποιος από τους δύο, έχει κίνητρο να αποκλίνει μονομερώς, αναγνωρίζοντας ότι
μπορεί να βελτιώσvει την απόδοσvή του. Οπότε το κριτήριο minimax μας δίνει σvε
αυτή την περίπτωσvη μία ασvταθής λύσvη (εξού και η μη ύπαρξη saddle point).
Την λύσvη έρχονται να δώσvουν οι μικτές σvτρατηγικές, ακριβώς όπως έχουν

ορισvθεί προηγούμενα και με το ίδιο σvκεπτικό και την ίδια μεθοδολογία.

Μικτές σvτρατηγικές σvε παίγνια μηδενικού αθροίσvματος

Εφαρμογή Παίγνιο Πέναλτι

Ας εξετάσvουμε ένα παράδειγμα σvτο ποδόσvφαιρο ώσvτε να προσvομοιάσvουμε μία

πραγματική κατάσvτασvη και να δούμε πώς ένα παίγνιο μηδενικού αθροίσvματος αν-

τιπροσvωπεύει καθαρό ανταγωνισvμό. ΄Εσvτω λοιπόν ότι έχει δοθεί πέναλτι σvε ένα
παιχνίδι και ο παίκτης γραμμή είναι ο εκτελεσvτής, ενώ ο παίκτης σvτήλη είναι ο τερ-
ματοφύλακας της αντίπαλης ομάδας (πιο ανταγωνισvτική κατάσvτασvη δεν γίνεται). Ο
εκτελεσvτής μπορεί να σvουτάρει είτε προς τα αρισvτερά είτε προς τα δεξιά (παραλεί-
πουμε το κέντρο χάριν απλούσvτευσvης). Ο τερματοφύλακας αντίσvτοιχα μπορεί να
πέσvει σvτην αρισvτερή ή την δεξιά γωνία του για να αποκρούσvει το σvουτ.
Είναι λογικό να θεωρήσvουμε ότι ο εκτελεσvτής είναι καλύτερος σvτο χτύπημα

πέναλτι προς την μία πλευρά απ' ότι σvτην άλλη και ακόμα ότι έχει προφανώς επίγν-
ωσvη αυτού και μπορεί να καθορίσvει προς ποια κατεύθυνσvη σvκοράρει σvυχνότερα

(εκτελεί πιο εύσvτοχα δηλαδή). Ο τερματοφύλακας αντίσvτοιχα αποκρούει καλύτερα
πέφτοντας σvτην μία πλευρά απ' ότι σvτην άλλη. Δεδομένων όλων αυτών θα εκφράσ-
vουμε τις αποδόσvεις αυτών των σvτρατηγικών σvε όρους προσvδοκώμενων κερδών.
Υποθέτουμε ότι ο παίκτης σvειρά θα σvκοράρει σvτο 80% των προσvπαθειών, αν

εκτελέσvει αρισvτερά και ο τερματοφύλακας πέσvει δεξιά αλλά μόνο σvτο 50% των
προσvπαθειών αν ο τερματοφύλακας �μαντέψει� σvωσvτά και πέσvει αρισvτερά. Αν ο
παίκτης χτυπήσvει το πέναλτι δεξιά, θα σvκοράρει σvτο 90% των προσvπαθειών (πιο
εύσvτοχος από αυτή την μεριά) αν ο τερματοφύλακας πέσvει αρισvτερά, αλλά μόνο σvτο
20% των προσvπαθειών (πολύ καλός σvτις αποκρούσvεις δεξιά) αν ο τερματοφύλακας
πέσvει δεξιά. Απεικονίζουμε το παίγνιό μας σvτον παρακάτω πίνακα
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Τερματοφύλακας

Απόκρουσvη αρισvτερά Απόκρουσvη δεξιά

Εκτελεσvτής
Σουτ αρισvτερά 50 80
Σουτ δεξιά 90 20

Table 11: Παίγνιο Πέναλτι-Μικτές Στρατηγικές

Εφαρμόζοντας το κριτήριο minimax παίρνουμε

Τερματοφύλακας

Απόκρουσvη αρισvτερά Απόκρουσvη δεξιά Ελάχισvτο γραμμής

Εκτελεσvτής
Σουτ αρισvτερά 50O 80O 50← maximin
Σουτ δεξιά 90 20 20

Μέγισvτο σvτήλης 90 80
↑

minimax

Η μη ύπαρξη saddle point λοιπόν μας οδηγεί σvτο να ακολουθήσvουν οι παίκτες
μία μικτή σvτρατηγική έκασvτος. Στο παίγνιό μας μπορούμε να το ερμηνεύσvουμε ως
εξής: Προφανώς, αν ο τερματοφύλακας ξέρει προς ποια κατεύθυνσvη θα σvουτάρει ο
αντίπαλος, θα έχει μεγάλο πλεονέκτημα. Ο εκτελεσvτής, επειδή το γνωρίζει, προσ-
vπαθεί να κάνει ουσvιασvτικά τον τερματοφύλακα να μαντέψει. Οπότε, θα εκτελέσvει
μερικές φορές σvτην �καλή του� πλευρά και μερικές σvτην �αδύναμη� πλευρά.
Υπενθυμίζουμε ότι η αθροισvτική αναμενόμενη απόδοσvη του παίκτη-γραμμή είναι

U1 (p, q) =
m∑
i=1

n∑
j=1

piqjαij και του παίκτη-σvτήλη είναι U2 (p, q) =
m∑
i=1

n∑
j=1

piqjbij

όπου εδώ έχουμε αij = −bij , αφού είναι παίγνιο μηδενικού αθροίσvματος, με p
την πιθανότητα ο εκτελεσvτής να χτυπήσvει αρισvτερά, οπότε 1− p η πιθανότητα να
χτυπήσvει δεξιά και q την πιθανότητα ο τερματοφύλακας να πέσvει αρισvτερά, οπότε
1 − q η πιθανότητα να πέσvει δεξιά. ΄Αρα η αναμενόμενη απόδοσvη του εκτελεσvτή
είναι

U1 = p · [q · 50 + (1− q) · 80]+(1− p) · [q · 90 + (1− q) · 20] = −30pq+80p+
(1− p) (70q + 20).

Παρομοίως, η αναμενόμενη απόδοσvη του τερματοφύλακα είναι

U2 = q · [p · (−50) + (1− p) · (−90)] + (1− q) · [p · (−80) + (1− p) · (−20)] =
40pq − 90q + (1− q) (−60p− 20).

Παραγωγίζοντας και θέτοντας τις μερικές παραγώγους ίσvες με μηδέν παίρνουμε:
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∂U1

∂p = 0⇒ −30q + 80− 70q − 20 = 0⇒ −100q + 60 = 0⇒ q = 0, 6
∂U2

∂q = 0⇒ 40p− 90 + 60p+ 20 = 0⇒ 100p = 70⇒ p = 0, 7.

Επομένως, το ((0.7, 0.6) , (0.3, 0.4)) είναι μια ισvορροπία μικτών σvτρατηγικών, η
οποία είναι επίσvης εσvωτερική ισvορροπία. Η επιλογή του παίκτη γραμμή 0 < p < 1
είναι η βέλτισvτη απάντησvη όσvο q = 0, 6. Αντίσvτοιχα, η επιλογή του παίκτη σvτήλη
0 < q < 1 είναι η βέλτισvτη απάντησvη όσvο p = 0, 7. Οπότε οι σvτρατηγικές των
παικτών είναι αμοιβαίες βέλτισvτες απαντήσvεις αν p = 0, 7 και q = 0, 6.
Ας προσvεγγίσvουμε τώρα την λύσvη μικτών σvτρατηγικών υπό το σvκεπτικό του

κριτηρίου minimax αλλά και γραφικά ώσvτε να δούμε και να αντιληφθούμε πώς
φτάνουμε σvτο ίδιο αποτέλεσvμα που μας έδωσvε η μαθηματική μεθοδολογία της

ισvορροπίας Nash μικτών σvτρατηγικών που μόλις χρησvιμοποιήσvαμε.
Αν ο παίκτης εκτελέσvει αρισvτερά με πιθανότητα p, θα έχει προσvδοκώμενη

απόδοσvη 50p+ 90(1− p) όταν ο τερματοφύλακας πέσvει αρισvτερά και 80p+ 20(1−
p) όταν ο τερματοφύλακας πέσvει δεξιά. Ο εκτελεσvτής θέλει να μεγισvτοποιήσvει
αυτή την προσvδοκώμενη απόδοσvη, ενώ ο τερματοφύλακας ταυτόχρονα θέλει να
την ελαχισvτοποιήσvει.
Στο σvχήμα Σ1 απεικονίζεται η προσvδοκώμενη απόδοσvη του εκτελεσvτή για δι-

αφορετικές τιμές (επιλογές ουσvιασvτικά) του p, μέσvω των γραφικών παρασvτάσ-
vεων των δύο σvυναρτήσvεών του προσvδοκώμενης απόδοσvης 50p + 90(1 − p) και
80p+20(1−p) . Πρόκειται για γραμμικές σvυναρτήσvεις του p, οπότε τα γραφήματα
αποτελούνται από ευθείες γραμμές.
Ο εκτελεσvτής γνωρίζει ότι ο τερματοφύλακας θα προσvπαθεί να ελαχισvτοποιήσvει

την προσvδοκώμενη απόδοσvή του (του εκτελεσvτή). Οπότε, για οποιοδήποτε p, η
καλύτερη απόδοσvη την οποία μπορεί να προσvδοκεί, είναι η ελάχισvτη των αποδόσvεων
που δίνει κάθε φόρα έκασvτη εκ των δύο σvτρατηγικών του. Αυτό φαίνεται σvτο σvχήμα
μας μέσvω της σvκιασvμένης γραμμής. Το σvημείο λοιπόν που θέλει να βρει είναι το
μέγισvτο σvημείο αυτών των ελάχισvτων αποδόσvεων (και μόλις φτάσvαμε σvτο σvημείο
maximin του παίκτη γραμμή), το οποίο βρίσvκεται προφανώς σvτο κορυφαίο σvημείο
της σvκιασvμένης γραμμής, ή, αντίσvτοιχα, σvτο σvημείο τομής των δύο γραμμών.
Πλέον βλέπουμε και γραφικά την εφαρμογή του κριτηρίου minimax, ενώ αλ-

γεβρικά μπορούμε να υπολογίσvουμε αυτή την αξία επιλύοντας την σvχέσvη 50p +
90(1− p) = 80p+ 20(1− p) ως προς p. ΄Ετσvι παίρνουμε p = 0, 7 , επαληθεύοντας
την λύσvη μας (όπως αναμενόταν) που βρήκαμε πριν.
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Figure 1: Προσvδοκώμενη απόδοσvη εκτελεσvτή βάσvη p

Επομένως, αν ο παίκτης σvουτάρει αρισvτερά σvτο 70% των προσvπαθειών του και
ο τερματοφύλακας αντιδράσvει με τον καλύτερο δυνατό τρόπο, ο εκτελεσvτής θα
έχει σvυνολικά εν τέλει προσvδοκώμενη απόδοσvη 50 · 0, 7 + 90 · 0, 3 = 62.
Ας δούμε τώρα την αντιμετώπισvη της κατάσvτασvης από την μεριά του τερ-

ματοφύλακα. Θα αναλύσvει με παρόμοιο τρόπο τις επιλογές του: Αν πέσvει αρ-
ισvτερά με πιθανότητα q, βλέπει ότι ο εκτελεσvτής θα έχει προσvδοκώμενη απόδοσvη
50q + 80(1 − q) , ενώ αν πέσvει δεξιά με πιθανότητα 1-q, βλέπει ότι ο εκτελεσvτής
προσvδοκεί 90p+20(1−q). Ο τερματοφύλακας για κάθε q, θέλει να ελαχισvτοποιήσ-
vει την προσvδοκώμενη απόδοσvη του εκτελεσvτή, ενώ ταυτόχρονα αναγνωρίζει ότι ο
αντίπαλος θέλει να την μεγισvτοποιήσvει.
Σε αναλογία με το προηγούμενο διάγραμμα, σvτο σvχήμα Σ2 απεικονίζεται η

προσvδοκώμενη απόδοσvη του εκτελεσvτή για διαφορετικές τιμές του q, μέσvω των
γραφικών παρασvτάσvεων των 50q+ 80(1− q) και 90q+ 20(1− q) . Εδώ ενδιαφέρει
τον τερματοφύλακα το μέγισvτο από τις δύο γραμμές, αυτό δηλαδή που εκφράζει
την βέλτισvτη επιλογή του εκτελεσvτή για κάθε επιλογή του q και το απεικονίζουμε
με σvκιασvμένη γραμμή πάλι. Βρίσvκει λοιπόν το βέλτισvτο για αυτόν q, το σvημείο
που ελαχισvτοποιεί τις μέγισvτες αποδόσvεις του εκτελεσvτή (και μόλις φτάσvαμε σvτο
σvημείο minimax του παίκτη σvτήλη).
Παρατηρείσvτε ότι λόγω του σvκεπτικού του κριτηρίου minimax, ο παίκτης

σvτήλη προσvεγγίζει το παίγνιο με βάσvη την ελαχισvτοποίησvη της απόδοσvης του αντι-

πάλου (που του εξασvφαλίζει μεγισvτοποίησvη της δικιάς του). Στον τερματοφύλακα,
αναζητώντας το βέλτισvτο q για μικτές σvτρατηγικές, εξετάζουμε πάλι την προσv-
δοκώμενη απόδοσvη του εκτελεσvτή και όχι του τερματοφύλακα, απλά από την οπ-
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τική γωνία του τερματοφύλακα και η γραφική μας επίλυσvη αναφέρεται πάλι σvτην

προσvδοκώμενη απόδοσvη του εκτελεσvτή ως σvυνάρτησvη του q.
΄Αρα το βέλτισvτο q σvυμβαίνει όταν 50q+80(1−q) = 90q+20(1−q)⇒ q = 0, 6

επαληθεύοντας πάλι την λύσvη.

Figure 2: Προσvδοκώμενη απόδοσvη εκτελεσvτή βάσvη q

΄Εχουμε τώρα υπολογίσvει τις σvτρατηγικές ισvορροπίας για κάθε παίκτη. Ο εκ-
τελεσvτής πρέπει να σvουτάρει αρισvτερά με πιθανότητα 0,7 και ο τερματοφύλακας
πρέπει να πέσvει αρισvτερά με πιθανότητα 0,6. Μην ξεχνάμε ότι αυτές οι αξίες επι-
λέχτηκαν έτσvι ώσvτε οι αποδόσvεις των δύο παικτών να είναι οι ίδιες, ό,τι κι αν
κάνει ο άλλος παίκτης, αφού βρήκαμε τις τιμές εξισvώνοντας τις αποδόσvεις των δύο
σvτρατηγικών που θα μπορούσvε να επιλέξει ο αντίπαλος παίκτης.
΄Ετσvι, όταν ο εκτελεσvτής επιλέξει 0,7, ο τερματοφύλακας είναι αδιάφορος μεταξύ

τού να πέσvει αρισvτερά ή δεξιά και σvυγκεκριμένα είναι απόλυτα ικανοποιημένος με

το να πέφτει αρισvτερά με πιθανότητα 0,6. Αν ας πούμε σvυναντούσvε τον ίδιο παίκτη
σvε 10 πέναλτι, θα έπεφτε 6 φορές αρισvτερά και 4 δεξιά, χωρίς να κοιτάει με ποια
σvειρά.
Αντίσvτοιχα, αν ο τερματοφύλακας πέφτει αρισvτερά με πιθανότητα 0,6, ο εκ-

τελεσvτής είναι αδιάφορος μεταξύ τού να σvουτάρει αρισvτερά ή δεξιά και σvυγκεκριμένα

είναι ευχαρισvτημένος με το να σvουτάρει αρισvτερά με πιθανότητα 0,7. Συνεπώς,
δείξαμε πάλι ότι αυτές οι επιλογές αποτελούν ισvορροπία κατά Nash: Κάθε παίκ-
της μεγισvτοποιεί τις πιθανότητές του, με δεδομένες τις επιλογές του άλλη παίκτη.
Σε κατάσvτασvη ισvορροπίας, ο παίκτης σvκοράρει σvτο 62% των προσvπαθειών και
αποτυγχάνει με ποσvοσvτό 38%. Αυτό είναι και το καλύτερο που μπορεί να κάνει,
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αν ο άλλος παίκτης αντιδράσvει με βέλτισvτο τρόπο.

3.2 Στατικά παίγνια μη πλήρους πληροφόρησvης

3.2.1 Ορισvμός

Θα εξετάσvουμε τώρα σvτατικά παίγνια σvτα οποία οι παίκτες αντιμετωπίζουν ένα

είδος αβεβαιότητας, τα λεγόμενα παίγνια μη πλήρους πληροφόρησvης. ΄Ενα παίγνιο
μη πλήρους πληροφόρησvης, είναι ένα παίγνιο σvτο οποίο οι παίκτες δεν έχουν κοινή
γνώσvη επί των πάντων για το παίγνιο που διαδραματίζεται. Δεν κατέχουν δηλαδή
όλοι οι παίκτες όλες τις πληροφορίες που σvχετίζονται με τις αποφάσvεις τους. Η
απεικόνισvη των αλληλεπιδράσvεων υπό αυτό το πρίσvμα είναι μάλλον πιο ρεαλισvτική

από τα παίγνια πλήρους πληροφόρησvης και σvυλλαμβάνει πολλές οικονομικές κατα-

σvτάσvεις, όπου μία πληθώρα παραγόντων του περιβάλλοντος μπορεί να μην είναι
από κοινού γνωσvτοί σvε όλους τους παίκτες.
Μεταξύ των σvτοιχείων για τα οποία οι παίκτες είναι αβέβαιοι διακρίνουμε:

� Αποδόσvεις

� Ποιοί ή πόσvοι είναι οι άλλες παίκτες

� Ποιες κινήσvεις είναι πιθανές

� Πώς σvχετίζεται το αποτέλεσvμα με τις πράξεις

� Τί γνωρίζει ο αντίπαλός μου και τί γνωρίζει ότι γνωρίζω

Οπότε την σvτιγμή που οι παίκτες μπορούν να ξεκινήσvουν να παίζουν τις κινήσvεις

τους σvτην σvτρατηγική αυτή αλληλεπίδρασvη, ορισvμένοι παίκτες έχουν ήδη κάποιες
ιδιωτικές πληροφορίες για το παίγνιο που κάποιοι άλλοι δεν έχουν.

Για παράδειγμα,

� Σε ένα μοντέλο Cournot: Πόσvο αξιόπισvτα μπορεί μία εταιρεία να εκτιμήσvει
τα κόσvτη μίας άλλης?

� Η κυβέρνησvη μπορεί να φτιάχνει το φορολογικό νομοσvχέδιο χωρίς να προβλέπει
τί �απατεωνιές� θα σvκεφτούν κάποιοι άνθρωποι για να αποφύγουν φόρους.

� Οι χώρες μπορεί να διαπραγματεύονται σvυμφωνίες για την κλιματική αλλαγή
έχοντας διαφορετικές πεποιθήσvεις και πισvτεύω για τα κόσvτη και τα οφέλη

της παγκόσvμιας κλιματικής αλλαγής.

� Οι ενάγοντες μπορεί να προσvφέρουν σvυμβιβασvμούς / σvυμφωνίες σvτους σvυν-
ήγορους υπεράσvπισvης χωρίς να ξέρουν τί είδους υπόθεσvη ο σvυνήγορος θα

μπορεί να φέρει σvτο δικασvτήριο ή τί είδους υπόθεσvη ο σvυνήγορος πισvτεύει

ότι ο ενάγων είναι ικανός να φέρει.
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Στην ανάλυσvη των παιγνίων αυτών φαντάζει ρεαλισvτικότερο να υποθέτουμε αβεβαιότητα

ως προς τις αποδόσvεις, εννοώντας ότι οι παίκτες ίσvως να μην γνωρίζουν καθένας
την απόδοσvη του αντιπάλου του. Μάλισvτα, η ανάλυσvη που επέκτεινε σvε τέτοιου εί-
δους αβέβαιες αλληλεπιδράσvεις αυτή του Nash και αποτελεί ίσvως την σvπουδαιότερη
για αυτά τα παίγνια , σvτηρίζεται όπως θα δούμε παρακάτω σvε αυτή ακριβώς την
προσvέγγισvη.
΄Αλλωσvτε, ποιος γνωρίζει ακριβώς τί κινητοποιεί ένα άλλο άτομο. Στην καλύτερη

περίπτωσvη, όταν κάποιος γνωρίζει κάποιον άλλο πολύ καλά, κάνει μία μελετη-
μένη μαντεψιά για το τί τον ωθεί σvτο να επιλέξει κάτι (και ως εκ τούτου πώς
αξιολογεί κάθε πιθανό αποτέλεσvμα). Πλέον, περιγράφουμε μία κατάσvτασvη σvτην
οποία οι παίκτες δεν έχουν απόλυτη επίγνωσvη για το τί αξία έχει για τους αν-

τιπάλους τους ένα σvυγκεκριμένο αποτέλεσvμα. ΄Ενας δηλαδή τουλάχισvτον παίκ-
της έχει αβεβαιότητα ως προς την σvυνάρτησvη απόδοσvης ενός τουλάχισvτον άλλου

παίκτη.

3.2.2 Ανάλυσvη

Ας δούμε τώρα την προσvέγγισvη του John Harsanyi, που όπως είπαμε είναι ό,τι
πιο παρεμφερές με την ισvορροπία Nash, αλλά σvε παίγνια μη πλήρους πληροφόρησvης.
΄Εσvτω το ακόλουθο παίγνιο μη πλήρους πληροφόρησvης

Παίκτης Β

B1 B2

Παίκτης Α
A1 0 ή 3, -1 2 ή 5, 0
A2 2,1 3,0

Table 12: Παίγνιο μη πλήρους πληροφόρησvης ως προς τις αποδόσvεις του Α

Οι αποδόσvεις του Α δεν είναι ξεκάθαρες σvτον Β αν επιλέξει την σvτρατηγική A1.
Που σvημαίνει ότι ο παίκτης Β είναι αβέβαιος οι εκβάσvεις (Α1,Β1)και (Α1,Β2) τί
χρησvιμότητα, τί απόδοσvη έχουν για τον αντίπαλό του, τον παίκτη Α. ΄Ενας άλλος
τρόπος να διατυπώσvουμε το ίδιο πράγμα είναι να πούμε ότι η έκβασvη (Α1,Β1)
αποδίδει 0 σvτον Α αν είναι του τύπου Aa και 3 αν είναι του τύπου Ab. Παρόμοια
εκφράζουμε και την έκβασvη (Α1,Β2) κατά την οποία ο Α λαμβάνει είτε 2 είτε 5,
αναλόγως με τον �τύπο� του. Ταυτόχρονα όμως, ό,τι τύπος και αν είναι, ο Α (που
φυσvικά ξέρει τον εαυτό του, άρα τον τύπο του), γνωρίζει ακριβώς τί αξία έχει για
τον Β κάθε ένα εκ των τεσvσvάρων δυνατών αποτελεσvμάτων.
Ο παίκτης Β μπορεί εύκολα να επιλέξει τον βέλτισvτο τρόπο αντίδρασvής του

σvτις σvτρατηγικές A1και A2. Είναι αντίσvτοιχα οι B2 και B1. Δεν μπορεί βέβαια να
προβλέψει αν ο παίκτης Α θα επιλέξει A1 λόγω της αβεβαιότητάς του σvχετικά με

το με τί τύπο παίκτη παίζει. Αν ο Β παίζει με έναν τύπου Aa παίκτη Α, τότε ξέρει
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ότι ο Α έχει μία αυσvτηρά κυρίαρχη σvτρατηγική, την A2 . Αλλά, αν παίζει με έναν
τύπου Ab , τότε ξέρει ότι ο Α έχει μία άλλη αυσvτηρά κυρίαρχη σvτρατηγική, την
A1 .
Η πρότασvη του Harsanyi σvε τέτοιες περιπτώσvεις είναι ότι θα έπρεπε να υπο-

θέσvουμε πως ο Β θεωρεί κάποιες πιθανότητες σvχετικά με το αν ο παίκτης Α είναι

του ενός τύπου ή του άλλου. Ο Β προσvδίδει πιθανότητα p σvτο να εμπλακεί σvε
ανταγωνισvμό με τύπου Aa παίκτη και 1-p με τύπου Ab. Ο Β τώρα αναλύει τις
βέλτισvτες ενέργειές του δεδομένων:

� των αποδόσvεων σvε κάθε μία από τις περιπτώσvεις ανταγωνισvμού

� τις πιθανοτικές του πεποιθήσvεις/πισvτεύω που αφορούν το πόσvο πιθανό είναι
να σvυναντήσvει Aa και Ab τύπο αντίπαλου παίκτη.

Αυτό που έκανε σvτην πραγματικότητα ο Harsanyi, ήταν να μετατρέψει ένα παίγνιο
μη πλήρους πληροφόρησvης, σvε ένα πλήρους πληροφόρησvης, σvτο οποίο όμως ορισ-
vμένες πληροφορίες είναι πιθανοτικές (για παράδειγμα ως προς τον �τύπο� ενός
εκ των παικτών). Για να γίνει αυτό πιο ξεκάθαρο, ξαναγράφουμε το παίγνιο του
πίνακα 11 παρακάτω:

Παίκτης Β

B1 B2

Παίκτης Α
A1

Τύπος Aa(p) 0
-1

2
0

Τύπος Ab(1-p) 3 5
A2 Και οι δύο τύποι A 2,1 3,0

Table 13: Επαναδιατύπωσvη πίνακα 11 σvτο πνεύμα της μετατροπής Harsanyi

Η πρότασvη του Harsanyi για τον παίκτη Β είναι: Αν p > 1/2 τότε ο Β θα
επιλέξει B1 , ειδάλλως θα επιλέξει B2. Αυτό αποδεικνύεται ως εξής: Από την
σvτιγμή που η A2 είναι μία αυσvτηρά κυρίαρχη σvτρατηγική για τον τύπου Aa παίκτη,
ο Β αναμένει ότι ο Α θα παίξει την σvτρατηγική A2 με πιθανότητα p. Επίσvης, αφού
η A1 είναι η αυσvτηρά κυρίαρχη σvτρατηγική για τον τύπου Ab παίκτη, ο Β αναμένει
η σvτρατηγική A1 να παιχτεί με πιθανότητα 1-p. Λαμβάνοντας τα παραπάνω υπόψη:

� Αν ο Β παίξει B1 , περιμένει να λάβει (μέσvο όρο) -1 με πιθανότητα 1-p
και 1 με πιθανότητα p. ΄Αρα, η αναμενόμενη απόδοσvή του είναι U (B1) =
−1 · (1− p) + 1 · p = −1 + 2p .

� Αν ο Β παίξει B2 , θα λάβει 0 ανεξάρτήτως του τί τύπος είναι ο Α και
ανεξαρτήτως βέβαια και της επιλογής του Α. Δηλαδή τώρα ο Β βλέπει πως
U (B2) = 0 .

Αφαιρώντας την U (B2) από την U (B1) βρίσvκουμε τα αναμενόμενα καθαρά κέρδη
/ οφέλη από την προτίμησvη της σvτρατηγικής B1 αντί της B2 . Οπότε ο Β θα
προτιμήσvει την B1 όταν K

B
1−2 = −1 + 2p > 0, ή όταν p > 1/2.
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Συνοψίζοντας,

� Ο τύπου Aa παίκτης θα παίζει πάντα A2 (αφού αυτή είναι αυσvτηρά κυρίαρχη
σvτρατηγική για αυτό τον τύπο παίκτη και επομένως δεν τον απασvχολεί ποιες

είναι οι ενέργειες του Β).

� Ο τύπου Ab παίκτης θα παίζει πάντα A1 (αφού αυτή είναι αυσvτηρά κυρίαρχη
σvτρατηγική για αυτό τον τύπο παίκτη και επομένως δεν τον απασvχολεί ποιες

είναι οι ενέργειες του Β).

� Ο παίκτης Β (ο οποίος είναι ενός πιθανού τύπου σvε αυτό το παίγνιο), θα
παίξει ανάλογα με:

� την αντίληψή του για τις διαφορετικές σvτρατηγικές που οι δύο τύποι

του παίκτη Α θα προσvαρμόσvουν / εφαρμόσvουν

� τις προσvδοκίες του σvχετικά με το ποιος εκ των δύο τύπων του Α είναι

πιο πιθανός. Πιο σvυγκεκριμένα, ο Β θα επιλέξει B1 αν p > 1/2 , B2 αν

p < 1/2 , ενώ θα είναι αδιάφορος ανάμεσvα σvτις δύο σvτρατηγικές του αν
p = 1/2 .

Οι παραπάνω σvτρατηγικές για κάθε τύπο του Α και για τον Β σvυγκροτούν μια

ισvορροπία Nash με την έννοια ότι και οι δύο τύποι του Α υιοθετούν μία βέλτισvτη
απάντησvη σvτην σvτρατηγική του Β και ο Β υιοθετεί μία βέλτισvτη απάντησvη σvτην

σvτρατηγική του Α, δεδομένων των προσvδοκιών του για τον τύπο του Α. Αυτός
ο τύπος ισvορροπίας Nash είναι γνωσvτός ως Bayesian ισvορροπία Nash (Bayesian
Nash Equilibrium-BNE).
Η μετατροπή του Harsanyi αποτελείται από δύο βήματα:

(i) Μοντελοποίησvε όλες τις μη σvυμμετρικές πληροφορίες σvχετικά με τις σvτρατη-
γικές αποφάσvεις, ως μη σvυμμετρικές πληροφορίες σvχετικά με το πώς οι ανα-
μενόμενες αποδόσvεις εξαρτώνται από τους τύπους των παικτών

(ii) Μετέτρεψε τις μη σvυμμετρικές πληροφορίες σvχετικά με το πώς οι αναμενόμε-
νες αποδόσvεις εξαρτώνται από τους τύπους των παικτών σvε μη σvυμμετρικές

πληροφορίες σvχετικά με την �πραγματοποίησvη� των τυχαίων μεταβλητών
όπου η εκ των προτέρων κατανομή πιθανότητας είναι κοινή γνώσvη μεταξύ

όλων των παικτών

Τα δύο αυτά βήματα, (που όσvο περίπλοκα κι αν ακούγονται είναι σvτην πραγ-
ματικότητα πολύ απλά), μετασvχηματίζουν την κατάσvτασvη μη πλήρους πληροφόρησ-
vης σvε ένα παίγνιο ατελούς πληροφόρησvης, γνωσvτό ως παίγνιο Bayesian. (η λύσvη
του Harsanyi είναι αυτή ουσvιασvτικά: μοντελοποίησvε την μη πλήρη πληροφόρησvη
ως παίγνιο ατελούς πληροφόρησvης).
Σε ένα παίγνιο Bayesian:
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� Η φύσvη κάνει την πρώτη κίνησvη (παίζει πρώτη), επιλέγοντας την �πραγ-
ματοποίησvη� των τυχαίων μεταβλητών (μία για κάθε παίκτη), γνωσvτές ως
�τύποι� (οι τύποι παικτών που προαναφέραμε). Αυτές οι τυχαίες μεταβλητές
χαρακτηρίζουν την σvυνάρτησvη απόδοσvης κάθε παίκτη.

� Κάθε παίκτης παρατηρεί μόνο την πραγματοποίησvη της δικιάς του τυχαίας
μεταβλητής (του τύπου του). Αυτή η μεταβλητή σvυνοψίζει όλη την ιδιωτική
/ προσvωπική πληροφόρησvη (οτιδήποτε γνωρίζει που δεν είναι κοινή γνώσvη).

Στα σvτατικά παίγνια Bayesian οι παίκτες, αφού έχουν παρατηρήσvει την πραγμα-
τοποίησvη των τύπων τους, επιλέγουν ταυτόχρονα ενέργειες και μετά το παίγνιο
τελειώνει με τις αποδόσvεις να βασvίζονται σvτους τύπους των παικτών και τις επιλο-

γές τους.
Ο Harsanyi ισvχυρίσvτηκε ότι μπορούμε να μοντελοποιήσvουμε όλα τα σvτοιχεία

για τα οποία οι παίκτες είναι αβέβαιοι (έχουν μη πλήρη πληροφόρησvη) ως αβεβαιότητα
για το πώς οι αποδόσvεις (οι σvυναρτήσvεις χρησvιμότητας) βασvίζονται σvτα �προφίλ
ενεργειών�, σvτους τύπους των παικτών. Για παράδειγμα:

� Είναι κάποιος παίκτης μέσvα σvτο παίγνιο;⇒Μετασvχημάτισvε αυτή την αβεβαιότητα
σvε αβεβαιότητα σvχετικά με το σvύνολο των εφικτών δράσvεων, επιτρέποντας
σvτον παίκτη μόνο μία εφικτή κίνησvη (�εκτός�) όταν υποτίθεται ότι βρίσvκεται
εκτός παιγνίου.

� Είναι μία σvυγκεκριμένη ενέργεια εφικτή για ένα δοσvμένο παίκτη;⇒Μετασvχημάτισvε
αυτή την αβεβαιότητα σvε αβεβαιότητα σvχετικά με το πώς η έκβασvη εξαρτά-

ται από τις ενέργειες, αναθέτοντας σvτον παίκτη μία πολύ κακή έκβασvη όταν
επιλέγει μία ενέργεια που υποτίθεται ότι είναι ανέφικτη.

� Πώς οι εκβάσvεις σvτηρίζονται σvτις ενέργειες και πώς οι παίκτες αξιολογούν τις
εκβάσvεις;⇒ Στην αναπαράσvτασvη σvε κανονική μορφή αυτή είναι μία και η ίδια
αβεβαιότητα, επειδή οι αποδόσvεις είναι είναι σvυναρτήσvεις προφίλ ενεργειών.

Στο δεύτερο βήμα, εργαζόμασvτε όπως είδαμε σvτο παράδειγμα προηγούμενα, σvκεπ-
τόμενοι ότι όπως οι παίκτες πρέπει να σvχηματίσvουν πεποιθήσvεις / πισvτεύω για το
πώς θα παίξουν οι αντίπαλοί τους, πρέπει επίσvης να σvχηματίσvουν πεποιθήσvεις για
το ποιο παίγνιο παίζουν (ανάλογα με τον τύπο του παίκτη).
Υπό το πρίσvμα: Η φύσvη παίζει πρώτη→Κοινή γνώσvη για την αρχική κατανομή

των �τύπων� παικτών (το πώς παίζει η φύσvη)→Η πραγματοποίησvη των τύπων είναι
ιδιωτική / προσvωπική πληροφορία, οδηγούμασvτε όπως προείπαμε σvτο (σvτατικό)
Bayesian παίγνιο. Τα σvτατικά παίγνια μη πλήρους πληροφόρησvης καλούνται λοιπόν
Bayesian παίγνια και ορίζονται ως εξής:
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ΟΡΙΣΜΟΣ 1.9
΄Ενα παίγνιο μη πλήρους πληροφόρησvης G=(Θ,S,P,U) αποτελείται από:

(i) ΄Ενα σvύνολο Θ = Θ1× . . . ΘI , όπου Θi είναι το σvύνολο (πεπερασvμένο) των
πιθανών �τύπων� του παίκτη i

(ii) ΄Ενα σvύνολο S = S1× . . . SI , όπου Si είναι το σvύνολο των πιθανών σvτρατη-
γικών του παίκτη i

(iii) Μία από κοινού κατανομή πιθανότητας p (θ1, . . . , θI) πάνω σvτους τύπους
παικτών. Για πεπερασvμένο χώρο τύπων, υποθέτουμε πως p (θi) > 0 για όλα
τα θiεΘi

(iv) Συναρτήσvεις αναμενόμενης απόδοσvης Ui : S ×Θ → R

Σημειώνουμε εδώ ότι οι αποδόσvεις μπορούν να εξαρτώνται όχι μόνο από τον

δικό μας τύπο, αλλά και από αυτούς των αντιπάλων μας. Αν η Ui εξαρτάται από
την θi , αλλά όχι από την θ−i, λέμε ότι το παίγνιο έχει �προσvωπικές αξίες�.
΄Εχοντας ορίσvει αυτά, παραθέτουμε την θεμελιώδη (και κάτοχο βραβείου Nobel)

παρατήρησvη του Harsanyi:

Τα παίγνια μη πλήρους πληροφόρησvης μπορούν να θεωρηθούν ως παίγνια πλήρους,
αλλά ατελούς πληροφόρησvης όπου η φύσvη κάνει την πρώτη κίνησvη (επιλέγοντας
θ1, . . . θI), αλλά δεν παρατηρούν όλοι την κίνησvή της (π.χ ο παίκτης i μαθαίνει για
το θi αλλά όχι για το θ−i).

Φαντασvτείτε την φύσvη σvαν άλλο ένα παίκτη, με τη διαφορά ότι αντί να προσvπα-
θεί να μεγισvτοποιήσvει κάποια απόδοσvη, χρησvιμοποιεί απλά μία �σvτάνταρ� σvταθερή
/ προκαθορισvμένη μικτή σvτρατηγική.
Αυτή η διατύπωσvη βοηθάει σvτο να φανούν οι ακόλουθοι ορισvμοί προφανείς, με

την έννοια ότι για να αναλύσvουμε ένα παίγνιο μη πλήρους πληροφόρησvης, μπορούμε
να κοιτάξουμε την ισvορροπία Nash του παιγνίου όπου η φύσvη είναι παίκτης.

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.9
Μία Bayesian αγνή σvτρατηγική για ένα παίκτη i σvε ένα παίγνιο G είναι μία σvυν-
άρτησvη fi : Θi → Σi. Γράφουμε S

Θi για το σvύνολο των Bayesian αγνών σvτρατη-
γικών.

Μπορούμε τώρα να ορίσvουμε την Bayesian ισvορροπία Nash (BNE) που ήδη
είδαμε σvτο πρώτο παράδειγμα:
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ΟΡΙΣΜΟΣ 1.10
΄Ενα Bayesian σvτρατηγικό προφίλ (f1, . . . , fI) είναι μία Bayesian ισvορροπία Nash
αν για όλα τα i:

fiεarg max
f
′
i εS

Θi
i

∑
θεΘ

Ui

(
f
′

i (θi) , f−i (θ−i) , θi, θ−i

)
p (θi, θ−i).

ή εναλλακτικά, για όλα τα i, θi, si:∑
θ−iεΘ−i

U (fi (θi) , f−i (θ−i) , θi, θ−i) p (θi|θ−i) ≥∑
θ−iεΘ−i

U (si, f−i (θ−i) , θi, θ−i) p (θi|θ−i)

Η δεύτερη πρότασvη του ορισvμού λέει απλά ότι για να μεγισvτοποιήσvεις την

αναμενόμενη απόδοσvή σvου δεδομένου του τί γνωρίζεις για τους τύπους σvου, η
σvτρατηγική που επιλέγεις για κάθε τύπο πρέπει να μεγισvτοποιεί την απόδοσvή σvου

υπό τον όρο του να έχεις αυτό τον τύπο. Μία πρότασvη που σvυνοψίζει τα παραπάνω
είναι:

Μία Bayesian ισvορροπία Nash είναι απλά μία ισvορροπία Nash του παιγνίου όπου
η φύσvη κάνει την πρώτη κίνησvη, επιλέγει θεΘ από μία κατανομή με πιθανότητα
p (θ)και αποκαλύπτει το θi σvτον παίκτη i.

Εφαρμογή Παιγνίου Μη Πλήρους Πληροφόρησvης για πρόσvληψη

εργαζόμενου

Ας δούμε τώρα ένα παράδειγμα. Δύο διοικητικά σvτελέχη οικονομικών τμη-
μάτων θέλουν αμφότεροι να προσvλάβουν έναν (τον ίδιο) κορυφαίο απόφοιτο σvτο
τμήμα τους. Κάθε σvτέλεχος μπορεί να εξασvφαλίσvει ότι ο απόφοιτος θα δεχθεί
την προσvφορά καλώντας τον σvτον τηλέφωνο και προωθώντας το δικό τους �πρό-
γραμμα αποφοίτων�. Υπάρχει όμως κάποιο κόσvτος για την πραγματοποίησvη αυτής
της κλήσvης. Ας υποθέσvουμε ότι οι αποδόσvεις αναπαρισvτώνται όπως δείχνει ο
πίνακας

Στέλεχος Β

Κλήσvη ΄Οχι Κλήσvη

Στέλεχος Α
Κλήσvη 1-c1, 1-c2 1-c2, 1

΄Οχι Κλήσvη 1, 1-c1 0,0

Table 14: Παίγνιο μη πλήρους πληροφόρησvης για πρόσvληψη εργαζόμενου
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Τα σvτελέχη επιλέγουν τις ενέργειές τους ταυτόχρονα και έχουν προσvωπική /
ιδιωτική πληροφόρησvη για τα κόσvτη τους αν κάνουν την κλήσvη. Αυτό σvημαίνει
ότι το σvτέλεχος i ξέρει το ci και πισvτεύει ότι το cj είναι μία τυχαία επιλογή από
μια ομοιόμορφη κατανομή των [c, c]. Η πεποίθησvη του i σvτελέχους για το cj είναι
κοινώς γνωσvτή.
Μία εναλλακτική θεώρησvη αυτού του προβλήματος είναι ότι το σvτέλεχος Α

λέει ανοικτά τα πάντα σvε όλους, δηλαδή όλοι γνωρίζουν το κόσvτος του c1 = 1/2.
Απεναντίας, το κόσvτος c2ε [c, c] είναι γνωσvτό μόνο σvτο σvτέλεχος Β.
΄Η, θα μπορούσvαμε να υποθέσvουμε ότι το σvτέλεχος Α είναι ένα υψηλόβαθμο

σvτέλεχος το οποίο γνωρίζει λόγω μακροχρόνιας εμπειρίας ότι c1 = 1/2 και c2 = 2/3.
Ωσvτόσvο, το σvτέλεχος Β είναι πιο άπειρο και η πεποίθησvή του είναι ότι c1, c2 ∼
U [0, 2] και είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους.
Ο ορισvμός που δώσvαμε πρότισvτα για το Bayesian παίγνιο σvχετίζεται με το

παράδειγμά μας ως εξής: Θ1 = Θ2 = [c, c]. Ας επιλύσvουμε τώρα δύο εκδοχές του
παιγνίου αυτού.

Εκδοχή 1η

� Το σvτέλεχος Α έχει ένα γνωσvτό κόσvτος c1 < 1/2

� Το σvτέλεχος Β έχει κόσvτος c με πιθανότητα p και c με πιθανότητα 1-p.

Υποθέτουμε ότι 0 < c < 1 < c και p < 1/2. Η μοναδική Bayesian Nash ισvορροπία
είναι f1 =Κλήσvη και f2 (c) = ΄Οχι Κλήσvη για όλα τα c. Για να το αποδείξουμε,
έχουμε πάντα σvτο μυαλό μας ότι κάθε τύπος παίκτη πρέπει να παίξει μία βέλτισvτη

απάντησvη.
΄Οταν το σvτέλεχος Β είναι τύπου c, τότε το να κάνει την κλήσvη είναι αυσvτηρά

κυριαρχούμενη σvτρατηγική:

U2 (s1,Κλήσvη; c) < U2 (s1, ΄Οχι Κλήσvη; c)∀s1

Επομένως, f2 (c) = ΄Οχι Κλήσvη
Για το σvτέλεχος Α έχουμε:

U1 (Κλήσvη, f2; c1) = 1− c1

U1 (΄Οχι Κλήσvη, f2; c1) =
p · U1 (΄Οχι Κλήσvη, f2 (c) ; c1) + (1− p)U1 (΄Οχι Κλήσvη, f2 (c) ; c1)

το οποίο είναι

≤ p · 1 + (1− p) · 0 = p

Και αφού 1− c1 > p, τότε f1 (c1) = Κλήσvη.

΄Οταν το σvτέλεχος Β όμως είναι τύπου c , τότε

U2 (f1,Κλήσvη; c) = 1− c
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U2 (f1, ΄Οχι Κλήσvη; c) = 1

οπότε f2 (c) = ΄Οχι Κλήσvη
Ουσvιασvτικά η διαδικασvία εδώ δουλεύει παρόμοια με την επαναλαμβανόμενη

απάλειψη κυριαρχούμενων σvτρατηγικών.

Εκδοχή 2η

� Τα κόσvτη c1και c2 είναι ανεξάρτητες τυχαίες επιλογές από μία ομοιόμορφη
κατανομή σvτο [0, 2]

Η μοναδική (κατ' ουσvία) Bayesian Nash ισvορροπία είναι

fi (ci) =

{
Κλήσvη αν ci ≤ 2/3

΄Οχι κλήσvη αν ci > 2/3

Για να το αποδείξουμε μπορούμε απλά να εξετάσvουμε ότι κάθε εικαζόμενη

σvτρατηγική ενός παίκτη, είναι μια βέλτισvτη απάντησvη σvτου αλλουνού. Συγκεκριμένα,
η σvτρατηγική κάθε παίκτη είναι μια βέλτισvτη απάντησvη δεδομένου ότι ο αντίπαλός

του θα κάνει την κλήσvη με πιθανότητα 1/3 και δεν θα την κάνει με πιθανότητα 2/3
.
Παρατηρούμε ότι : αν fi (ci) = Κλήσvη τότε fi

(
c
′

i

)
= Κλήσvη για όλα τα c

′

i < ci.

Για να φανεί αυτό, διακρίνουμε ότι αν fi (ci) = Κλήσvη , τότε:

Ui (Κλήσvη, f2 (c−i) ; ci) ≥ Ui (΄Οχι Κλήσvη, f2 (c−i) ; ci)

που σvημαίνει ότι:

1− ci ≥ k−i

όπου k−i υποδηλώνει την αμοιβή του να μην κάνει την κλήσvη. ΄Αρα ∀c
′

i < ci :

1− c′i ≥ k−i

ή ισvοδύναμα

Ui

(
Κλήσvη, f2 (c−i) ; c

′

i

)
≥ Ui

(
΄Οχι Κλήσvη, f2 (c−i) ; c

′

i

)
Διαισvθητικά, το να πραγματοποιηθεί η κλήσvη είναι πιο ελκυσvτικό αν τα κόσvτη

είναι χαμηλότερα.
Η Bayesian ισvορροπία Nash πρέπει να είναι της μορφής

f1 (c1) =

{
Κλήσvη αν c1 ≤ c”1
΄Οχι κλήσvη αν ci > c”1

f2 (c2) =

{
Κλήσvη αν c2 ≤ c”2
΄Οχι κλήσvη αν c2 > c”2
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για κάποια κόσvτη �αποκοπής� c”1, c
”
2 . ( Σημειώνουμε ότι θα προκύψει πως

όταν το ci είναι ακριβώς ίσvο με το c”i , τότε το σvτέλεχος i είναι αδιάφορο ως προς
το να καλέσvει ή όχι. Για αυτό το λόγο η ισvορροπία είναι �κατ' ουσvία� μοναδική).
Ας είναι

kj = Π[i θα κάνει κλήσvη δεδομένου κόσvτους αποκοπής c”j ]=Π[cj ≤ c”j ]= 1
2c

”
j

Για να είναι αυτές οι σvτρατηγικές Bayesian ισvορροπία Nash, θέλουμε:

1− ci ≥ k−i για όλα τα ci ≤ c”i

1− ci < k−i για όλα τα ci > c”i

ή αντίσvτοιχα ότι 1− c”i = k−i . Οπότε, για i=1,2:

1− c”i = 1
2c

”
i

Ως εκ τούτου, η μοναδική ισvορροπία είναι να γίνει η κλήσvη όποτε ci < 2/3
Παρατηρούμε ότι για άλλη μια φορά το αποτέλεσvμα της ισvορροπίας είναι μη

αποδοτικό. Δηλαδή, είναι πάντα αποδοτικό για κάποιον να καλέσvει και παρ' όλα
αυτά με πιθανότητα 4/9 κανείς δεν καλεί. Επιπλέον, καλούν και τα δύο σvτελέχη με
πιθανότητα 1/9 παρ' ότι αυτό είναι μη αποδοτικό.
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4 ΔΥΝΑΜΙΚΑ ΠΑΙΓΝΙΑ

4.1 Δυναμικά παίγνια πλήρους και τέλειας πληροφόρησ-

vης

4.1.1 Το λογισvμικό Gambit

Για να σvυνεχίσvουμε την ανάλυσvή μας, θα χρησvιμοποιήσvουμε για την ανα-
παράσvτασvη των παιγνίων το λογισvμικό Gambit. Το λογισvμικό αυτό είναι ένα ερ-
γαλείο κατασvκευής, αναπαράσvτασvης και ανάλυσvης πεπερασvμένων μη σvυνεργατικών
παιγνίων τόσvο σvε εκτεταμένη όσvο και σvε σvτρατηγική μορφή. Είναι γραμμένο πλέον
σvε γλώσvσvα C, ενώ αρχικά ήταν σvε Basic και αποτελεί λογισvμικό ανοιχτού κώδικα
που διατίθεται προς χρήσvη σvτο ευρύ κοινό από το 1991.
Λόγω του απλού και προσvεγμένου γραφικού του περιβάλλοντος, μπορεί να

χρησvιμοποιηθεί ακόμα κι από νέους χρήσvτες ή που γνωρίζουν λίγα για την θεωρία

παιγνίων, ενώ διαθέτει πληθώρα χρήσvιμων εργαλείων για την ορθή προσvομοίωσvη
κατασvτάσvεων σvτρατηγικής αλληλεπίδρασvης.

Βασvικά χαρακτηρισvτικά

Τα χαρακτηρισvτικά του Gambit εξυπηρετούν εκπαιδευτικούς αλλά και ερευν-
ητικούς σvκοπούς και τα βασvικότερα είναι :

Ευέλικτο Γραφικό Περιβάλλον

Το γραφικό περιβάλλον του Gambit είναι σvυμβατό με πληθώρα λειτουργικών
σvυσvτημάτων (όπως Mac και Windows) και σvε αυτό προσvφέρονται προς χρήσvη
και εξερεύνησvη όλα τα εργαλεία του. ΄Εχει ευελιξία σvτην δημιουργία είτε σvτρατη-
γικής είτε εκτεταμένης μορφής παιγνίων, δίνοντας την δυνατότητα να εξετάσvουμε
ακόμα και ατελή πληροφόρησvη, πεποιθήσvεις παικτών, πιθανότητες με τις οποίες
επιλέγουν σvτρατηγικές κ.α. Δυνατό του σvημείο είναι ο υπολογισvμός ισvορροπίας
Nash του παιγνίου αλλά και η οπτικοποίησvη των σvτρατηγικών προφίλ-οριζόντων
σvυμπεριφοράς που προκύπτουν από την εκάσvτοτε ισvορροπία. Επίσvης, παρέχεται
δυνατότητα εύρεσvης των αυσvτηρά κυρίαρχων σvτρατηγικών.

Υπολογισvμός Ισvορροπίας μέσvω Πολλαπλών Αλγορίθμων

Το Gambit έχει την δυνατότητα υπολογισvμού της ισvορροπίας του παιγνίου
μέσvω επιλογής από πολλούς διαθέσvιμους αλγόριθμους, όπου κατά περίπτωσvη ανά-
λογα με τον τύπο και τις παραμέτρους του παιγνίου, εξυπηρετεί και διαφορετικός.
Η επιλογή παρέχεται μέσvω απλής εντολής που μπορεί να επιλέξει ο χρήσvτης σvτην

αναζήτησvη του αλγόριθμου που βρίσvκει την ισvορροπία.
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Λειτουργικότητα-Συνδεσvιμότητα-Επεκτασvιμότητα

Τα αρχεία του Gambit μπορούν να αποθηκευτούν σvε διάφορες μορφές ώσvτε
να μεταφερθούν μεταξύ διαφορετικών σvυσvτημάτων και να επεξεργασvθούν με την

χρήσvη άλλων εργαλείων. Οπότε οι δυνατότητες του Gambit μπορούν να διευρυν-
θούν, να βελτιωθεί μία μέθοδος υπολογισvμού ισvορροπίας, να προσvτεθεί μία νέα,
ή να δημιουργηθούν εργαλεία για την παραμετροποίησvη, ανάλυσvη, αναπαράσvτασvη
και χειρισvμό παιγνίων σvε προγραμματισvτικό περιβάλλον.

Μειονεκτήματα Gambit

Βέβαια, κανείς δεν είναι τέλειος και το ίδιο ισvχύει και για το Gambit, οπότε
αναφέρουμε κάποια μειονεκτήματά του

Ανάλυσvη μόνο Πεπερασvμένων Παιγνίων

Το Gambit μπορεί να αναπαρασvτήσvει και αναλύσvει μόνο πεπερασvμένα παίγνια.
Δεδομένου του σvημείου που τελειώνουν, εξάγει την ισvορροπία μέσvα από μαθη-
ματικά εργαλεία και κατάλληλους αλγόριθμους που κινούνται σvτο καθορισvμένο

πεπερασvμένο πλαίσvιο. Για μη πεπερασvμένα παίγνια, που μπορούν φυσvικά να σvυν-
αντηθούν σvτην καθημερινότητα, όπου οι επιλογές των παικτών φαντάζουν χωρίς
κάποιο τελικό σvημείο και έχουν μία σvυνέχεια, το λογισvμικό Gambit δεν μπορεί να
χρησvιμοποιηθεί.

Ανάλυσvη μόνο Μη Συνεργατικών Παιγνίων

Το λογισvμικό καταπιάνεται μόνο με μη σvυνεργατικά παίγνια και δεν παρέχε-

ται η δυνατότητα αναπαράσvτασvης και ανάλυσvης κατασvτάσvεων που υπάγονται σvτην

σvυνεργατική θεωρία παιγνίων.

Αδυναμία σvε παίγνια μεγάλου μεγέθους

Μπορεί να δύναται να κάνει σvχεδόν πάντα εύρεσvη ισvορροπίας όσvο πολύπλοκο

κι αν είναι ένα παίγνιο ακόμα κι αν υπάρχει ελλιπής πληροφόρησvη, μέσvω της ευ-
ελιξίας των αλγορίθμων που χρησvιμοποιεί, αλλά όταν αντιμετωπίζει παίγνια πολύ
μεγάλου μεγέθους μπορεί να υπάρξει πρόβλημα, όπως υψηλός χρόνος απόκρισvης
ή και αδυναμία εύρεσvης ισvορροπίας.

Πέρα από την αναπαράσvτασvη των παιγνίων σvε εκτεταμένη μορφή, θα μας χρησ-
vιμεύσvει το Gambit ως επαληθευτικός μηχανισvμός, σvτην εύρεσvη ισvορροπιών που θα
πραγματοποιήσvουμε σvτην εφαρμογή μας σvτο δεύτερο κομμάτι της διπλωματικής και

θα αποτελέσvει πεισvτήριο για την ορθότητα της ανάλυσvής μας και τα αποτελέσvματα

που θα πάρουμε.

4.1.2 Ορισvμός

Εδώ πλέον αναλύουμε τα δυναμικά παίγνια ή παίγνια διαδοχικών κινήσvεων όπου

η σvειρά με την οποία λαμβάνονται οι αποφάσvεις παίζει ρόλο, δηλαδή κάποιος παίζει
σvτο πρώτο σvτάδιο, κάποιος σvτο δεύτερο κ.ο.κ. Μάλισvτα, τα παίγνια αυτά δεν
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είναι απλά πλήρους πληροφόρησvης (δηλαδή να γνωρίζουμε όλες τις αποδόσvεις του
παιγνίου), αλλά και τέλειας πληροφόρησvης.
Τέλεια, όπως ο χαρακτηρισvμός υπαγορεύει, σvημαίνει ότι κάθε παίκτης έχει

τέλεια πληροφόρησvη, δηλαδή γνωρίζει ακριβώς τί έχει παιχτεί σvτο παίγνιο μέχρι
το σvημείο που καλείται αυτός να παίξει. ΄Ολοι οι παίκτες δηλαδή παρακολουθούν
τί έχει παιχτεί μέχρι το σvημείο που έχει φτάσvει το παίγνιο ή αντίσvτοιχα κανείς δεν

ξεχνάει ποτέ τί έχει παιχτεί πριν και πού έχουμε οδηγηθεί.

4.1.3 Ανάλυσvη

Διευκολύνει η ανάλυσvη με τα εκτεταμένης μορφής παίγνια τα οποία όπως

έχουμε πει αναπαρισvτούνται με το μαθηματικό εργαλείο : δέντρα παιγνίου. Υπ-
ενθυμίζουμε ότι είναι ένας κατευθυνόμενος γράφος, ένα σvύνολο σvυνδεδεμένων
κόμβων που έχει διακριτή κατεύθυνσvη. Στους κόμβους αντισvτοιχίζεται ο εκάσ-
vτοτε παίκτης που έχει σvειρά να παίξει, ενώ σvτους κλάδους οι διαθέσvιμες κινήσvεις.
Στο τέλος του δέντρου παρισvτάνονται οι αποδόσvεις των παικτών, οι τελικές αμοιβές
ή απώλειες. Τα δέντρα και άρα η εκτεταμένη μορφή παιγνίου, χρησvιμοποιούνται
για να αναπαρασvτήσvουν παίγνια διαδοχικών κινήσvεων, επειδή πολύ απλά δείχνουν
την σvειρά με την οποία οι ενέργειες λαμβάνονται από τους παίκτες. Η μορφή του
δέντρου έχει ως ακολούθως:

↓

Figure 3: Μορφή δέντρου

Τα εκτεταμένης μορφής παίγνια περιέχουν πληροφορίες σvχετικά με ακολουθίες

παιξίματος και τα επίπεδα πληροφόρησvης των παικτών σvχετικά με τη δομή του

παιγνίου. ΄Οπου η σvειρά του παιξίματος παίζει ρόλο, η εκτεταμένη μορφή πρέπει
υποχρεωτικά να καθορίζεται αλλιώς τα σvυμπεράσvματά μας θα είναι αναξιόπισvτα.
Στα δέντρα υπάρχει πάντα διακεκριμένη κορυφή R, η οποία καλείται ρίζα του

δέντρου και δεν έχει πλευρές να καταλήγουν σvε αυτήν. Συνήθως, όπως θα δούμε,
η ρίζα του δέντρου ταυτίζεται με τον αρχικό κόμβο απόφασvης του παίκτη που σvτο

παίγνιο παίζει πρώτος. Για κάθε άλλο κόμβο του γραφήματος υπάρχει ακριβώς μια
διαδρομή από την ρίζα R σvε αυτόν.
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Ορίζουμε τώρα το �δέντρο παιγνίου� (n παικτών):

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.11
΄Ενα δέντρο Τ καλείται δέντρο παιγνίου n παικτών αν

(i) κάθε μη τερματικός κόμβος του δέντρου ανήκει σvε έναν ακριβώς από τους
παίκτες

(ii) σvε κάθε τερματικό κόμβο αντισvτοιχεί ένα n-διάσvτατο διάνυσvμα απόδοσvης

p (v) = (p1 (v) , p2 (v) , . . . , pn (v))

Να σvημειώσvουμε εδώ ότι σvε κανένα παίκτη δεν πρέπει να ανήκει κανένας τερμ-

ατικός κόμβος (οι τερματικοί αναπαρισvτούν αυσvτηρά αποδόσvεις). Επιπροσvθέτως,
δεν είναι απαραίτητο ότι κάθε παίκτης κατέχει έναν τουλάχισvτον μη τερματικό

κόμβο. Μπορούν κάλλισvτα να υπάρχουν (σvε παίγνιο n παικτών) παίκτες που δεν
κατέχουν κανένα μη τερματικό κόμβο σvτο δέντρο παιγνίου.
Πριν σvυνεχίσvουμε ας αναφέρουμε σvυγκεντρωτικά τις βασvικές έννοιες που θα

φανούν χρήσvιμες σvτην ανάλυσvη των δέντρων παιγνίων:

Κόμβος: ΄Ενα σvημείο σvτο οποίο ένας παίκτης επιλέγει μία ενέργεια
Ρίζα: το σvημείο σvτο οποίο η πρώτη ενέργεια του παιγνίου σvυμβαίνει
Τερματικός κόμβος: κάθε κόμβος ο οποίος, αν φτάσvουμε, τερματίζει το παίγνιο.
Κάθε τερματικός κόμβος αντισvτοιχίζεται σvε μία έκβασvη.
Αμοιβή/Απόδοσvη: ΄Ενας τακτικός αριθμός χρησvιμότητας που προσvδίδεται σvε έναν
παίκτη σvε κάποια έκβασvη

Οπισvθοβατική Επαγωγή

Στα παίγνια πλήρους πληροφόρησvης, δεδομένου ότι είναι πεπερασvμένα (τελειώ-
νουν δηλαδή μετά από γνωσvτό αριθμό ενεργειών) οι παίκτες μπορούν να χρησ-
vιμοποιήσvουν μία απλή, άμεσvη και ευθεία διαδικασvία για να προβλέψουν εκβάσvεις.
΄Ενας παίκτης σvε ένα τέτοιο παίγνιο διαλέγει την πρώτη του κίνησvη / ενέργεια
λαμβάνοντας υπόψη και αξιολογώντας κάθε σvειρά απαντήσvεων και ανταπαντήσvεων

σvε αυτές, που θα προκύψουν από κάθε ενέργεια ανοικτή προς επιλογή σvε αυτόν.
Μετά διερωτάται ποια από τις διαθέσvιμες τελικές εκβάσvεις του αποφέρει την μεγα-

λύτερη χρησvιμότητα, και διαλέγει την ενέργεια που ξεκινάει την �αλυσvίδα� που
οδηγεί σvε αυτό το αποτέλεσvμα . Αυτή η διαδικασvία είναι ευρέως γνωσvτή και καλεί-
ται οπισvθοβατική επαγωγή, καθώς η λογική λειτουργεί προς τα πίσvω, αρχίζοντας
από ενδεχόμενα αποτελέσvματα για να αναπαρασvτήσvει προβλήματα επιλογής.
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Τα δέντρα παιγνίου βοηθάνε σvτην εφαρμογή και �οπτικοποίησvη� της οπισv-
θοβατικής επαγωγής που είναι το κυριότερο και πιο ευρέως χρησvιμοποιούμενο

εργαλείο για εύρεσvη ισvορροπίας σvτα επαναλαμβανόμενα / δυναμικά παίγνια.
Επισvτρέφουμε τώρα για να γίνουν αυτά σvιγά σvιγά κατανοητά σvτο γνωσvτό

παίγνιο �Το δίλλημα των Φυλακισvμένων�, αλλά τώρα ας υποθέσvουμε ότι οι φυ-
λακισvμένοι δεν κινούνται ταυτόχρονα. ΄Εσvτω ότι πρώτα ενεργεί ο παίκτης 1 και ο
παίκτης 2 μπορεί να επιλέξει την κίνησvή του αφού παρατηρήσvει την επιλογή του
παίκτη 1. Παρ' όλα αυτά, όπως θα δείξουμε αναπαρισvτώντας το παίγνιο πλέον σvτην
εκτεταμένη μορφή του με δέντρο παιγνίου, αυτό δεν αλλάζει τίποτα!

Figure 4: Εκτεταμένη μορφή-Δίλλημα φυλακισvμένων χωρίς ταυτόχρονη κίνησvη

Ας δούμε την οπισvθοβατική επαγωγή. Ο παίκτης 1 εξετάζει ξεκινώντας από
το τέλος του παιγνίου τις αντιδράσvεις του παίκτη 2 σvτις δικές του κινήσvεις. Οπότε
διακρίνει πως αν ο παίκτης 2 βρεθεί σvτον κόμβο δεξιά όπως κοιτάμε το δέντρο,
δηλαδή ο παίκτης 1 να παίξει Μη Ομολογία, έχει να επιλέξει μεταξύ απόδοσvης 0 και
-2. (Το δεύτερο νούμερο, όπως και σvτην αναπαράσvτασvη με πίνακα αντιπροσvωπεύει
τις αμοιβές του παίκτη 2). Οπότε ο παίκτης 2 κερδίζει την μέγισvτη απόδοσvη 0>-2
παίζοντας Ομολογία.
Αντίσvτοιχα, βλέπει πως αν ο παίκτης 2 κληθεί να παίξει σvτον άλλο κόμβο,

αντιμετωπίζει μια επιλογή ανάμεσvα σvε -5 και -10, οπότε και θα παίξει Ομολογία
για να λάβει την μεγαλύτερη εκ των δύο χρησvιμότητα, -5>-10.
Τώρα, έχοντας γνώσvη αυτών, ο παίκτης 1 έρχεται πιο πίσvω (σvτον δικό του

κόμβο) και βλέπει ουσvιασvτικά σvτους κόμβους του παίκτη 2 τις αποδόσvεις (-5,-5)
και (-10,0). Οπότε, θέλοντας να μεγισvτοποιήσvει την δική του απόδοσvη, δηλαδή τα
πρώτα νούμερα σvε κάθε δυάδα, επιλέγει Ομολογία, ώσvτε να πάρει -5>-10.
Τελικά, ο παίκτης 1 ομολογεί και μετά (πλέον γνωρίζοντάς το) ομολογεί επίσvης

ο παίκτης 2, δίνοντάς μας το ίδιο ακριβώς αποτέλεσvμα με το αντίσvτοιχο παίγνιο
σvτρατηγικής μορφής.
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Πολύ απλά, ο παίκτης 1 σvυνειδητοποιεί (ακόμα κι αν θεωρήσvουμε ότι έχουν
σvυμφωνήσvει από πριν να μην ομολογήσvει κανείς) πως αν δεν ομολογήσvει σvτον
αρχικό κόμβο, ο παίκτης 2 που παίζει ύσvτερα από αυτόν βλέποντας τί έχει επιλέξει,
μπορεί κάλλισvτα να οδηγηθεί σvτην ελευθερία ομολογώντας και ο παίκτης 1 να πάει
το μέγισvτο των 10 χρόνων φυλακή. Εδώ ουσvιασvτικά έχει πλεονέκτημα ο παίκτης
2 αφού πρώτα βλέπει τί έπαιξε ο παίκτης 1 (τέλεια πληροφόρησvη) και μετά διαλέγει
τη δική του κίνησvη.
Στο δίλλημα των φυλακισvμένων, το σvτατικό και το δυναμικό παίγνιο δίνουν

ίδιο αποτέλεσvμα, αλλά αυτό δεν σvημαίνει ότι ισvχύει γενικά για όλα τα παίγνια. Το
να μην γίνεται ταυτόχρονα η επιλογή σvτρατηγικών μπορεί να οδηγήσvει σvε τελείως

διαφορετική έκβασvη του ίδιου παιγνίου.

Σύνολο πληροφοριών

Εξετάσvαμε το δίλλημα των φυλακισvμένων ως δυναμικό παίγνιο τέλειας πλ-

ηροφόρησvης, θεωρώντας ότι ο παίκτης 2 κινείται αφού λάβει γνώσvη για την κίνησvη
του παίκτη 1. Δεν σvημαίνει όμως ότι ήταν αναγκαία η αναγωγή σvε δυναμικό
παίγνιο για να δούμε την εκτεταμένη του μορφή. Οποιοδήποτε παίγνιο μπορεί
να περιγραφεί με οποιαδήποτε μορφή (απλά σvυγκεκριμένες μορφές εξυπηρετούν
σvυγκεκριμένα παίγνια) και η εκτεταμένη μορφή του σvτατικού διλλήματος των φυ-
λακισvμένων, όπως το πρωτοείδαμε με τους παίκτες να κινούνται ταυτόχρονα, είναι
η παρακάτω:

Figure 5: Εκτεταμένη μορφή-Στατικό δίλλημα φυλακισvμένων
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Το οβάλ σvχέδιο (χρησvιμοποιείται και διακεκομμένη γραμμή σvυχνά) που περιβάλ-
λει τους δύο κόμβους απόφασvης αναπαρισvτά ουσvιασvτικά ταυτόχρονες κινήσvεις σvε

ένα παίγνιο που κατά τα άλλα είναι δυναμικό. Αυτό σvημαίνει ότι σvε αυτούς τους
κόμβους, ο παίκτης δεν μπορεί να αποσvαφηνίσvει το μονοπάτι από το οποίο έφτασvε
εκεί, οπότε δεν ξέρει τελικά σvε ποιον από τους δύο κόμβους θα κληθεί να απο-
φασvίσvει. ΄Αρα, σvτην εκτεταμένη μορφή παιγνίου, η σvτατικότητα αναπαρίσvταται υπό
την μορφή ατελούς πληροφόρησvης. ΄Οταν ο παίκτης 2 επιλέγει, δεν ξέρει τί έχει
επιλέξει ο παίκτης 1 σvτον πρώτο κόμβο.
Το οβάλ σvχέδιο λοιπόν δείχνει ότι οι κόμβοι τους οποίους εμπεριέχει ανήκουν

σvε ένα κοινό σvύνολο πληροφοριών. Αυτή είναι η και η ορολογία που χρησvιμοποιεί-
ται. Ο αριθμός των κόμβων απόφασvης (μη λαμβάνοντας υπόψη τη ρίζα του δέντρου)
ενός παίκτη που σvυνδέονται με οβάλ σvχέδιο ή με διακεκομμένη γραμμή είναι το

σvύνολο πληροφοριών του παίκτη.
Το σvκεπτικό έχει ως εξής: Σε κάποιο σvτάδιο ο παίκτης πρέπει να αποφασvίσvει

την επόμενή του κίνησvη. Λόγω έλλειψης πληροφοριών όμως για την ισvτορία του
παιγνίου, ενώ γνωρίζει ότι το σvημείο από το οποίο θα αποφασvίσvει είναι ένας κόμβος
ενός σvυνόλου πληροφοριών, δεν γνωρίζει ποιος. Ο αριθμός επιλογών σvε κάθε
του κόμβο είναι όμως ταυτόσvημος, δηλαδή σvε κάθε κόμβο του αντιλαμβάνεται
t ταυτόσvημες επιλογές 1,2,...,t. Τελικά ο παίκτης παίρνει μια απόφασvη από τις
επιλογές αυτές, βασvισvμένος μόνο σvτις t επιλογές και όχι σvτην πραγματική θέσvη
του κόμβου, σvτον οποίο ελήφθη η απόφασvη.
Δύο κόμβοι K1 και K2 ενός δέντρου που ανήκουν σvε ένα παίκτη ονομάζονται

ισvοδύναμοι για τον παίκτη αν

� Υπάρχει ο ίδιος αριθμός πλευρών, έσvτω t, που αρχίζουν από τους K1 και

K2 και

� οι πλευρές που αρχίζουν από τους K1 και K2 μπορούν να �αναδιαταχθούν�
έτσvι ώσvτε οι να θεωρούνται ίδιες από τον παίκτη.

Ορίζουμε τώρα πιο αυσvτηρά το σvύνολο πληροφοριών:

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.12
Σε ένα δέντρο παιγνίου το σvύνολο κόμβων {K1, . . . ,Kn} καλείται σvύνολο πληρο-
φοριών ενός παίκτη αν

(i) ΄Ολοι οι κόμβοι του {K1, . . . ,Kn} είναι μη τερματικοί και ανήκουν σvτον
παίκτη

(ii) Κανένας κόμβος του {K1, . . . ,Kn} δεν σvυσvχετίζεται με οποιοδήποτε άλλο
κόμβο του {K1, . . . ,Kn} , δηλαδή κανένας δεν είναι πρόγονος ή διάδοχος
του άλλου

(iii) ΄Ολοι οι κόμβοι του {K1, . . . ,Kn} είναι ισvοδύναμοι για τον παίκτη, δηλαδή,
υπάρχει μια αναδιάταξη των t πλευρών που ξεκινούν από κάθε κόμβο Ki

τέτοια ώσvτε να θεωρούνται ίδιες
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΄Ενα δυναμικό παίγνιο ή παίγνιο διαδοχικών κινήσvεων είναι ένα δέντρο παιγνίου

n παικτών τέτοιο ώσvτε οι κορυφές αποφάσvεων να έχουν διαμερισvτεί σvε σvύνολα
πληροφοριών που ανήκουν σvτους παίκτες.

Στα δυναμικά παίγνια τέλειας πληροφόρησvης, όλα τα σvύνολα πληροφοριών
απαρτίζονται από έναν μόνο κόμβο, που σvημαίνει ότι σvτο δέντρο παιγνίου δεν
εμφανίζονται πουθενά οβάλ διασvυνδέσvεις-διακεκομμένες γραμμές. Οπότε και ο
παίκτης γνωρίζει ακριβώς ποιες ενέργειες έχουν παιχτεί σvτο παίγνιο ώς την σvτιγμή

που καλείται να κάνει μία επιλογή. Ορίζουμε:

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.13
΄Ενα δυναμικό παίγνιο (διαδοχικών κινήσvεων) είναι παίγνιο με πλήρη πληροφόρησvη
αν κάθε σvύνολο πληροφοριών είναι μονομελές

Στα παίγνια διαδοχικών κινήσvεων, η έννοια της σvτρατηγικής διαφέρει από αυτή
των παιγνίων σvτρατηγικής μορφής και είναι πιο πολύπλοκη.
Μία επιλογή ενός παίκτη που κατέχει έναν κόμβο Κ είναι μια πλευρά που

ξεκινάει από τον κόμβο Κ.Μια σvυνάρτησvη επιλογών τώρα ενός παίκτη που κατέχει
ένα σvύνολο κόμβων K δείχνεται με την σvυνάρτησvη x : K → V, όπου V το σvύνολο
των κόμβων του δέντρου, έτσvι ώσvτε η x (Κ) να είναι παιδί της Κ για κάθε κόμβο Κ
του K. Μπορούμε λοιπόν να ταυτίσvουμε την x (Κ) με μια πλευρά του δέντρου που
ξεκινάει από τον κόμβο Κ, αφού ένα παιδί του κόμβου Κ προσvδιορίζεται πλήρως
από την πλευρά που τα ενώνει. Επίσvης μπορούμε να σvυμβολίζουμε τη σvυνάρτησvη
επιλογών x με ένα σvύνολο πλευρών, όπου το σvύνολο αυτό περιέχει ακριβώς μία
πλευρά με αρχή κάθε κόμβο του K.
Μια σvυνάρτησvη επιλογών x ενός παίκτη θα καλείται σvύμφωνη με ένα σvύνολο

πληροφοριών του αν x (Κ1) ≈ x (Κ2) για κάθε ζεύγος κόμβων Κ1,Κ2που ανήκει

σvτο σvύνολο πληροφοριών. ΄Αρα, οι επιλογές σvτους κόμβους που ανήκουν σvτο ίδιο
σvύνολο πληροφοριών είναι ταυτόσvημες.
Με βάσvη αυτά, η σvτρατηγική ορίζεται ως εξής:

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.13
΄Εσvτω K το σvύνολο κόμβων που ανήκουν σvε ένα παίκτη σvε ένα δέντρο παιγνίου και
το K έχει διαμερισvτεί σvε σvύνολα πληροφοριών για τον παίκτη. Τότε η σvυνάρτησvη
επιλογών s : K → V είναι μια σvτρατηγική για τον παίκτη αν είναι σvύμφωνη με
κάθε σvύνολο πληροφοριών.
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Η σvτρατηγική ενός παίκτη σvε ένα δυναμικό παίγνιο, αναλύει τις ενέργειες που
θα λάβει ο παίκτης σvε κάθε σvύνολο πληροφοριών του και όχι μεμονωμένα. Απο-
τελεί δηλαδή ένα περιγραφικό σvχέδιο, μία πλήρη προετοιμασvία σvχετικά με το πώς
να παίξει το παίγνιο, προδιαγράφοντας τις κινήσvεις του σvε κάθε σvύνολο πληροφορ-
ιών. ΄Αρα εξ' αρχής, πριν την αρχή του παιγνίου, η σvτρατηγική του παίκτη έχει
προετοιμάσvει τις κινήσvεις του για κάθε σvύνολο πληροφοριών του (σvύνολο επιλο-
γών του ουσvιασvτικά), σvε περίπτωσvη που το παίγνιο κατά την εξέλιξή του φτάσvει
σvε κάποιο από αυτά.
Παίζοντας το παίγνιο και εποπτεύοντάς το σvυνολικά λοιπόν, έχουμε έναν ορ-

ίζοντα σvτρατηγικής για το παίγνιο, που δεν είναι άλλο από μία n-άδα (s1, s2, . . . , sn) ,
όπου κάθε si είναι μια σvτρατηγική για τον παίκτη i. Δεδομένου λοιπόν του ορ-
ίζοντα σvτρατηγικής σvε ένα παίγνιο, οδηγούμασvτε αυτομάτως σvε ένα τερματικό
κόμβο του δέντρου.
΄Εχοντας τώρα ορίσvει τόσvο την έννοια της σvτρατηγικής όσvο και τον ορίζοντα

σvτρατηγικής σvε ένα παίγνιο διαδοχικών κινήσvεων αντιλαμβανόμασvτε ότι η έννοια

της οπισvθοβατικής επαγωγής δεν αποτελεί απαραίτητα την λύσvη του παιγνίου. Δη-
λαδή, προσvφέρει πάντοτε μια διαδρομή ισvορροπίας, αλλά αυτό δεν σvημαίνει ότι δίνει
όλες τις διαδρομές ισvορροπίας. Από την σvτιγμή που η σvτρατηγική κάθε παίκτη
είναι ένα προσvχεδιασvμένο πλάνο κινήσvεων σvε κάθε κόμβο του δέντρου, αυτό σvη-
μαίνει ότι καθορίζουν τις βέλτισvτες κινήσvεις τους ακόμα κι αν για κάποιο λόγο

κληθούν να παίξουν σvε κάποιο κόμβο που δεν ανήκει σvτην καθορισvμένη δια της

οπισvθοβατικής επαγωγής διαδρομή ισvορροπίας. Αν για κάποιο λόγο ο παίκτης που
κινείται πρώτος παρέκκλινε από την σvτρατηγική ισvορροπίας, ο παίκτης που κινείται
δεύτερος πρέπει να έχει σvυμπεριλάβει αυτό το ενδεχόμενο σvτον καθορισvμό της

σvτρατηγικής του ακόμα κι αν δεν φτάσvει ποτέ εκεί το παίγνιο.
Ας δούμε για παράδειγμα το ακόλουθο παίγνιο διαδοχικών κινήσvεων πλήρους

πληροφόρησvης

Figure 6: Παράδειγμα παιγνίου διαδοχικών κινήσvεων πλήρους πληροφόρησvης
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Εφαρμόζοντας την οπισvθοβατική επαγωγή, σvτον κόμβο που κινείται ο παίκτης
2 αν ο παίκτης 1 επιλέξει Δ, διακρίνουμε ότι η βέλτισvτη επιλογή του παίκτη 2
είναι Α, αφού έτσvι λαμβάνει απόδοσvη 7 αντί για 6. Στον άλλο κόμβο επιλογής
του, ο παίκτης 2 μεγισvτοποιεί την αμοιβή του επιλέγοντας Δ αφού 18>9. Οπότε
πηγαίνοντας πιο πίσvω, σvυμφέρει τον παίκτη 1 να παίξει Δ και να λάβει 14 αφού μετά
ο παίκτης 2 παίζει Α (αντί 5 αν έπαιζε Α και ακολουθούσvε ο παίκτης 2 παίζοντας
Δ).
Οπότε το αποτέλεσvμα της οπισvθοβατικής επαγωγής, η διαδρομή επίλυσvης που

παίρνουμε, είναι Δ→Α που καταλήγει σvτον τερματικό κόμβο με απόδοσvη (14, 7)για
τους παίκτες.
Ας δούμε όμως τώρα το αποτέλεσvμα υπό το πρίσvμα των σvτρατηγικών κάθε

παίκτη. Για τον παίκτη 1, δεδομένου ότι κατέχει ένα κόμβο απόφασvης (τον αρχικό),
έχει να επιλέξει ανάμεσvα σvε δύο επιλογές, Α και Δ, οι οποίες ταυτίζονται με
τις σvτρατηγικές του. ΄Εχει δηλαδή δύο σvτρατηγικές ως πλάνο παιξίματος για
όλο το παίγνιο, την επιλογή είτε Α είτε Δ και το οπισvθοβατικό αποτέλεσvμα του
υποδεικνύει την αποδοτικότερη εξ' αυτών, την Δ.
Ο παίκτης 2 αντιθέτως, αντιμετωπίζει δίλλημα απόφασvης σvε δύο κόμβους και

σvύμφωνα με όσvα αναλύσvαμε περί σvτρατηγικής, η σvτρατηγική του είναι μια σvυν-
άρτησvη από τους δύο κόμβους έσvτω {KA,KΔ} σvτο {Α,Δ,Α,Δ} με τον περιορισvμό
ότι από τον κόμβο KA έχει την δυνατότητα να διαλέξει μόνο Α ή Δ και αντίσ-

vτοιχα μόνο Α ή Δ από τον κόμβο KΔ . Οι σvτρατηγικές του παίκτη 2 είναι δηλαδή
τέσvσvερις: {Α,Α}, {Α,Δ}, {Δ,Α}, {Δ,Δ}.
Το αποτέλεσvμα της οπισvθοβατικής επαγωγής δεν προτάσvσvει καμία εκ ων τεσvσ-

vάρων σvτρατηγικών. Η λύσvη πρέπει να εμπεριέχει και την σvτρατηγική του παίκτη 2,
δηλαδή το αποδοτικότερο από τα παραπάνω ζεύγη κινήσvεων. Πρέπει λοιπόν να κα-
θορίσvει την βέλτισvτη κίνησvή του αν ο παίκτης 1 έπαιζε Α. Αυτή είναι η Δ όπως πάλι
υπαγορεύει η οπισvθοβατική επαγωγή, καθώς 18>9 και τελικά η βέλτισvτη σvτρατη-
γική του παίκτη 2 είναι (Δ,Α). Τελικά η σvτρατηγική [Δ,(Δ,Α)] είναι μια ισvορροπία
Nash του παιγνίου, αφού αποτελεί ένα ορίζοντα σvτρατηγικής τέτοιο ώσvτε κανένας
παίκτης να μη μπορεί να βελτιώσvει την απόδοσvή του αλλάζοντας σvτρατηγική, αν
οι υπόλοιποι δεν αλλάξουν την δική τους (όπως σvτα παίγνια σvτρατηγικής μορφής).
Εισvάγουμε τώρα την έννοια του υποπαιγνίου για να προχωρήσvουμε σvτην αν-

άλυσvή μας. Σημειώνουμε ότι κλάδος TK ενός δέντρου είναι το διατεταγμένο γράφ-
ημα με κόμβους που ξεκινάνε σvτον κόμβο Κ και εμπεριέχουν όλους τους απογόν-

ους τους μαζί τις αρχικές πλευρές. (Οπότε και το TK είναι δέντρο που έχει ως
ρίζα το Κ). ΄Ενα υποπαίγνιο είναι κάθε σvυνδεδεμένο σvύνολο κόμβων και κλάδων
που �αναπτύσvσvεται� αποκλεισvτικά και μόνο από ένα γνωσvτό κόμβο. Το ορίζουμε
αυσvτηρά ως εξής:
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ΟΡΙΣΜΟΣ 1.13
Eνα υποπαίγνιο ενός παιγνίου διαδοχικών κινήσvεων είναι ένα άλλο παίγνιο
διαδοχικών κινήσvεων τέτοιο ώσvτε:

(i) Το δέντρο του αποτελεί κλάδο του αρχικού δέντρου παιγνίου

(ii) Τα σvύνολα πληροφοριών του κλάδου ταυτίζονται με αυτά του αρχικού
παιγνίου και δεν εμπεριέχουν κόμβους που βρίσvκονται εκτός του κλάδου.

(iii) Οι αποδόσvεις των τερματικών κόμβων του κλάδου είναι ίδιες με τις αποδόσvεις
του αρχικού παιγνίου σvε αυτούς τους τερματικούς κόμβους

Η δεύτερη πρότασvη υπαγορεύει ότι η ρίζα του υποπαιγνίου πρέπει να είναι

κόμβος που ανήκει σvε μονομελές σvύνολο πληροφοριών, οπότε και δεν μπορεί να
κατασvτεί υποπαίγνιο ένας κλάδος που ξεκινάει από κάποιο κόμβο ο οποίος ανήκει

σvε κάποιο σvύνολο πληροφοριών μαζί με άλλους. Προφανώς σvτα δυναμικά παίγνια
πλήρους και τέλειας πληροφόρησvης κάθε κλάδος του δέντρου είναι ένα υποπαίγνιο

αφού όλοι οι κόμβοι είναι μονομελή σvύνολα πληροφοριών.

Subgame Perfect Nash Equilibrium

Επεκτείνουμε τώρα την έννοια της ισvορροπίας Nash χρησvιμοποιώντας τα υπ-
οπαίγνια με τρόπο που να ορίζει λύσvη σvτα παίγνια διαδοχικών κινήσvεων πλήρους

πληροφόρησvης. Η έννοια αυτή αποκαλείται τέλεια ισvορροπία Nash υποπαιγνίων
(subgame perfect Nash equilibrium-SPNE) και την εισvήγαγε ο καθηγητής R.
Selten

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.14
΄Ενας ορίζοντας σvτρατηγικής σvε ένα δυναμικό παίγνιο είναι μια τέλεια ισvορροπία

Nash υποπαιγνίων (SPNE) αν είναι ισvορροπία Nash για κάθε υποπαίγνιο του αρ-
χικού παιγνίου.

Από την σvτιγμή που κάθε παίγνιο μπορεί να θεωρηθεί υποπαίγνιο, η τέλεια
ισvορροπία Nash υποπαιγνίων αποτελεί αυτόματα και ισvορροπία Nash του αρχικού
παιγνίου. Δηλαδή έχουμε ισvορροπία Nash σvτο παίγνιο διαδοχικών κινήσvεων όταν
οι σvτρατηγικές που παίζουν οι παίκτες είναι ισvορροπία Nash σvε κάθε υποπαίγνιο
μελετώντας το σvαν εξατομικευμένο πρόβλημα απόφασvης. Πιο αυσvτηρά, ένας ορ-
ίζοντας σvτρατηγικής αποτελεί τέλεια ισvορροπία Nash υποπαιγνίων αν, εκτός του
ότι είναι ισvορροπία Nash, είναι επίσvης ισvορροπία Nash για κάθε υποπαίγνιο.
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Εφαρμογή SPNE

Θα επεξηγηθούν όλα με το παράδειγμα που ακολουθεί

Figure 7: Δυναμικό παίγνιο τέλειας πληροφόρησvης-Εύρεσvη SPNE

Μπορούμε να δούμε και την σvτρατηγική μορφή του παιγνίου

Παίκτης 2
ΑΑ ΑΔ ΔΑ ΔΔ

Παίκτης 1

ΑΑ 4,4 4,4 1,6 1,6
ΑΔ 4,4 4,4 1,6 1,6
ΔΑ -2,1 5,6 -2,1 5,6
ΔΔ -2,1 6,-2 -2,1 6,-2

Table 15: Στρατηγική μορφή παιγνίου

Με την σvτρατηγική μορφή παιγνίου, οπτικοποιούμε το τί σvημαίνει η σvτρατηγική
κάθε παίκτη σvε ένα δυναμικό παίγνιο, δηλαδή να του υπαγορεύει τί να κάνει σvε
κάθε σvύνολο πληροφοριών του σvτο οποίο έχει δυνατή ενέργεια. Και προφανώς
εδώ κάθε παίκτης έχει δύο σvύνολα πληροφοριών με την δυνατότητα επιλογής δύο

ενεργειών σvε κάθε ένα από αυτά, άρα σvυνολικά έχει τέσvσvερις σvτρατηγικές έκασvτος.
Το πρώτο γράμμα αναφέρεται σvτην επιλογή τους αν βρεθούν σvτο πρώτο σvύνολο

πληροφοριών τους, ενώ το δεύτερο αν φτάσvουν σvτο δεύτερο σvύνολο πληροφοριών.

76



Από τον πίνακα, (μέσvω επαναλαμβανόμενης απάλειψης κυριαρχούμενων σvτρατη-
γικών), βλέπουμε ότι έχουμε δύο ισvορροπίες Nash, (αφού οι δύο πρώτες γραμμές
είναι ίδιες και αναφέρονται σvτην επιλογή Α του παίκτη 1 σvτον αρχικό κόμβο οπότε
και δεν φτάνει σvτο δεύτερο σvύνολο πληροφοριών του), τις (ΑΑ,ΔΑ) και (ΑΔ,ΔΑ).
Οπότε έχουμε την σvτρατηγική (ΑΑ,ΔΑ) ως ισvορροπία Nash, το οποίο είναι λίγο
παράδοξο, αφού αν ο παίκτης 1 έφτανε σvτο δεύτερο σvύνολο πληροφοριών του σvτο
παίγνιο διαδοχικών κινήσvεων, δεν θα επιθυμούσvε να παίξει Α εκεί, καθώς λαμ-
βάνει μεγαλύτερη απόδοσvη παίζοντας Δ, 6>5. Η απλή ισvορροπία Nash δεν το
αναγνωρίζει αυτό, γιατί αδιαφορεί για το τί σvυμβαίνει �έξω από το μονοπάτι ισvορ-
ροπίας, το μονοπάτι παιξίματος�. Εννοώντας έξω από το μονοπάτι ισvορροπίας ότι
όπως είπαμε, ο παίκτης 1 επιλέγοντας Α σvτον αρχικό κόμβο, εξασvφαλίζει ότι δεν
θα φτάσvει σvτο δεύτερο σvύνολο πληροφοριών του και η απλή ισvορροπία Nash δεν
εμβαθύνει περαιτέρω.
΄Οταν όμως αναλύουμε δυναμικά παίγνια, πρέπει να μας ενδιαφέρει για το τί

σvυμβαίνει εκτός του μονοπατιού ισvορροπίας, αφού αυτό είναι βαρύνουσvας σvημασvίας
για το τί τελικά σvυμβαίνει εντός αυτού. Για παράδειγμα, το γεγονός ότι ο παίκτης
1 θα έπαιζε Δ αν έφτανε σvτο δεύτερο σvύνολο πληροφοριών του, είναι αυτό που
ωθεί τον παίκτη 2 να παίξει Α αν φτάσvει σvτον δεξιά κόμβο απόφασvής του και γι'
αυτό ο παίκτης 1 δεν επιλέγει Δ σvτον αρχικό κόμβο.
Εφαρμόζουμε τώρα την οπισvθοβατική επαγωγή, όπου πλέον μπορούμε να την

αναλύσvουμε αλλά και απλοποιήσvουμε περαιτέρω, αφού απλά ξεκινάμε από τα υπ-
οπαίγνια που υπάρχουν σvτην τελευταία σvειρά παιξίματος (κόμβοι που οδηγούν σvε
τερματικούς και μπορούν να θεωρηθούν υποπαίγνια), και τα επιλύουμε ένα προς
ένα προς τα πίσvω μέχρι να φτάσvουμε σvτην ρίζα του δέντρου. Ουσvιασvτικά αυτό
που κάνουμε με οπισvθοβατική επαγωγή (έχοντας ορίσvει τα υποπαίγνια) είναι να τα
εξετάζουμε σvαν εξατομικευμένα προβλήματα απόφασvης και επιλύοντάς τα βέλτισvτα

(βρίσvκοντας τις αποδοτικότερες επιλογές σvε κάθε ένα), καταλήγουμε να βρούμε
την ισvορροπία όλου του αρχικού παιγνίου.
Ξεκινάμε λοιπόν σvτην εκτεταμένη μορφή του παιγνίου μας διαδοχικών κινήσ-

vεων, από το τελευταίο υποπαίγνιο, αυτό που αναπτύσvσvεται από τον δεξιότερο
κόμβο, εκεί που ο παίκτης 1 παίζει σvτο δεύτερο σvύνολο πληροφοριών του. Θα
επέλεγε Δ, προτιμώντας την απόδοσvη 6 αντί 5 που λαμβάνει παίζοντας Α. Οπότε
σvτον κόμβο αυτό αποδίδουμε πλέον την απόδοσvη (6,−2). Τώρα σvτο από πάνω υπ-
οπαίγνιο, σvτον δεξιά κόμβο του παίκτη 2, αυτός αντιμετωπίζει μια επιλογή ανάμεσvα
σvτο (−2, 1)και (6,−2), οπότε και διαλέγει Α για να λάβει 1>-2. Στον υποπαίγνιο
που ξεκινάει σvτον αρισvτερό κόμβο απόφασvής του τώρα, ο παίκτης 2 επιλέγει Δ
αφού 6>4. Φτάνουμε τώρα σvτον αρχικό κόμβο όπου πλέον ο παίκτης 1 σvτο υπ-
οπαίγνιο αντικρίζει (1, 6)σvτην επιλογή Α και (−2, 1)σvτην επιλογή Δ, οπότε παίζει
Α.
Να σvημειώσvουμε εδώ ότι υπάρχει αποτέλεσvμα σvε τερματικό κόμβο, το (5, 6)

με την επιλογή Α του παίκτη 1 (αν βέβαια έφτανε εκεί το παίγνιο) που είναι πιο
αποδοτικό από την ισvορροπία Nash, όπως ακριβώς είχαμε δει και σvτο δίλλημα των
φυλακισvμένων. Η δυναμική όμως του παιγνίου αποτρέπει εντέλει αυτή την έκβασvη.
Είναι λοιπόν ο ορίζοντας σvτρατηγικής (ΑΔ,ΔΑ) ισvορροπία Nash σvε κάθε

υποπαίγνιο του αρχικού παιγνίου; Φυσvικά, αφού πλέον οι κινήσvεις των παικτών
μετά την ανάλυσvή μας είναι οι βέλτισvτες απαντήσvεις σvτην καλύτερη κίνησvη των
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καλύτερων κινήσvεων του αντιπάλου. ΄Αρα το ζεύγος σvτρατηγικών (ΑΔ,ΔΑ) απο-
τελεί SPNE και ισvορροπία Nash όλου του παιγνίου. Η μοναδική SPNE (ΑΔ,ΔΑ)
που λαμβάνουμε από την εφαρμογή της οπισvθοβατικής επαγωγής σvε κάθε υπ-

οπαίγνιο, αποδίδει κάτι περισvσvότερο και διαφορετικό από μια απλή ισvορροπία Nash.
΄Εχουμε ένα αποτέλεσvμα που δίνει ισvορροπία Nash όχι απλά σvε όλο το παίγνιο αλλά
και σvε κάθε υποπαίγνιο. Αυτό είναι αρκετά πεισvτικό ως λύσvη, αφού δεν απαιτεί
επιπλέον ορθολογικότητα από τους παίκτες, περιμένοντας από αυτούς να έχουν
και να χρησvιμοποιούν φιλοσvοφικές διαισvθήσvεις για το �τί βγάζει νόημα�. Υποθέτει
βέβαια, ότι οι παίκτες γνωρίζουν τα πάντα που σvχετίζονται σvτρατηγικά με την
κατάσvτασvή τους και επιπροσvθέτως χρησvιμοποιούν όλες αυτές τις πληροφορίες.
Ο παίκτης που παίζει μία SPNE τέλεια ισvορροπία Nash υποπαιγνίων επιλέγει,

σvε κάθε κόμβο που φτάνει, το μονοπάτι που του αποφέρει την μέγισvτη απόδοσvη
σvτο υποπαίγνιο που ξεκινάει και κατέρχεται από αυτό τον κόμβο. Η SPNE πάλι
προβλέπει το αποτέλεσvμα ενός παιγνίου, σvτην περίπτωσvη που κατά την επίλυσvή
του, οι παίκτες προβλέπουν ότι όλοι θα κάνουν ακριβώς αυτό.
Μία βασvική αξία που προβάλλει η SPNE σvτην ανάλυσvη δυναμικών παιγνίων είναι

ότι μπορεί να μας βοηθήσvει να εντοπίσvουμε διαρθρωτικά εμπόδια σvτην βελτισvτο-

ποίησvη της κοινωνικής ευαισvθησvίας. Ενώ είπαμε υπάρχει πιο αποδοτική κατάληξη
(5, 6) από την SPNE, η οικονομική ορθολογικότητα του παίκτη 1 και το γεγονός
ότι ο παίκτης 2 το γνωρίζει αυτό, εμποδίζει το να πάρουμε την κοινωνικά απο-
τελεσvματική κατάληξη (δηλαδή αυτό που είναι μέγισvτο για καθ' ένα ξεχωρισvτά,
που προσvφέρει το καλύτερο σvτην κοινωνία, δηλαδή τους παίκτες). Αν οι παίκτες
θέλουν να καταφέρουν αυτή την έκβασvη, πρέπει να επανασvχεδιάσvουν τους θεσvμούς
τους ώσvτε να αλλάξει η δομή του παιγνίου. Η επιχείρησvη αλλαγής θεσvμικών και
πληροφοριακών δομών ώσvτε να κάνουμε την εμφάνισvη των αποδοτικών εκβάσvεων

πιο πιθανή σvε παίγνια που οι παίκτες (άνθρωποι, επιχειρήσvεις, κυβερνήσvεις, κτλ)
όντως παίζουν είναι γνωσvτή ως σvχεδιασvτικός μηχανισvμός και είναι μία από τις

ηγετικές περιοχές της εφαρμογής της θεωρίας παιγνίων.
Ακολουθεί ένα πολύ γνωσvτό παράδειγμα οικονομικών. Θα εξετάσvουμε το

δυοπώλιο που σvυναντήσvαμε σvτο μοντέλο Cournot, με την διαφορά ότι εδώ οι
εταιρείες δεν κινούνται ταυτόχρονα, αλλά τουλάχισvτον μία (ακριβώς μία σvτο δυοπώλιο)
καθορίζει πρώτη την ποσvότητα παραγωγής της και ύσvτερα αποφασvίζει η άλλη.
Επειδή βάσvη αυτής της εταιρείας που κινείται πρώτη καθορίζει την κίνησvή της η

άλλη, η εταιρεία που ανακοινώνει την ποσvότητα προϊόντος που θα διαθέσvει σvτην
αγορά, καλείται ηγέτης της αγοράς (market leader) και η άλλη ακόλουθος (fol-
lower). Αυτή η διαφορά τροποποιεί όλο το παίγνιο και πλέον μιλάμε για δυναμικό
παίγνιο πλήρους πληροφόρησvης. Το εν λόγω μοντέλο αναλύθηκε για πρώτη φορά
από τον Stackelberg.

4.1.4 Το μοντέλο δυοπωλίου Stackelberg

Πρόκειται για ένα οικονομικό μοντέλο όμοιο με αυτό του μοντέλου Cournot
που περιγράφει δύο εταιρείες οι οποίες ανταγωνίζονται σvτην αγορά και παράγουν

πανομοιότυπα προϊόντα με την εταιρεία 1 να ορίζει την παραγωγή μιας ποσvότητας
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q1 ≥ 0 και την εταιρεία 2, λαβαίνοντας γνώσvη της ποσvότητας αυτής, να αποφασvίζει
για την παραγωγή της δικής της ποσvότητας q2. Η εκτεταμένη μορφή του φαίνεται
σvτο παρακάτω δέντρο παιγνίου:
Η σvυνάρτησvη απόδοσvης κάθε εταιρείας i είναι η σvυνάρτησvη κέρδους: Πi =

qi (p (qt)− ci) όπως έχουμε ξαναδεί, με την σvυνολική παραγωγή των δύο εταιρειών
να ανέρχεται σvε qt = q1 + q2 και p (qt) = p1 = p2 = S− qt είναι η τιμή εκκαθάρισ-
vης της αγοράς όταν διατίθεται σvυνολικά σvτην αγορά ποσvότητα qt (όπου S ένας
σvταθερός αριθμός) και όπου το οριακό κόσvτος παραγωγής προϊόντος της εταιρείας
i.
Εφαρμόζοντας την οπισvθοβατική επαγωγή, καθορίζουμε πρώτα από το τέλος

του παιγνίου την βέλτισvτη αντίδρασvη της εταιρείας 2 (ακόλουθου) σvε κάθε επι-
λογή ποσvότητας της εταιρείας 1 (ηγέτης). Αναζητούμε λοιπόν την επιλογή q∗2 της
εταιρείας 2 που μεγισvτοποιεί τα κέρδη της, δεδομένης της επιλογής q1 της εταιρείας

1 :
΄Εχουμε

Π2 = (S − q1 − q2) q2 − c2q2 = −q2
2 + (−q1 + S − c2) q2 .

΄Αρα

∂Π2

∂q2
= −q1 − 2q2 + S − c2 = 0⇒ q1 + 2q2 = S − c2⇒q∗2 = S−q1−c2

2 και

∂2
Π2

∂q22
= −2 < 0

οπότε q∗2 = S−q1−c2
2 =max είναι η λύσvη της εξίσvωσvης.

Τώρα λοιπόν η εταιρεία 1 αναμένει ότι για επιλογή ποσvότητας q1, δηλαδή ό,τι
και να επιλέξει, η εταιρεία 2 θα επιλέξει την βέλτισvτη ανταπάντησvη που καθόρισvε,
q∗2 . ΄Αρα σvτα πλαίσvια αυτά και προσvπαθώντας να μεγισvτοποιήσvει τα δικά της κέρδη,
θα επιδιώξει παραγωγή ποσvότητας q1 για την μεγισvτοποίησvη της:

Π1 (q1, q
∗
2) = (S − q1 − q∗2) q1 − c1q1 = q1

(
S − q1 − S−q1−c2

2 − c1
)

=

1
2

[
(S + c2 − 2c1) q1 − (q1)

2
]

΄Αρα, με περιορισvμό q1 ≥ 0

∂Π1

∂q1
= −q1 + S+c2−2c1

2 − c1 = 0⇒ q1 = S+c2−2c1
2 και

∂2
Π1(q1,q

∗
2 )

∂q21
= −1 < 0

οπότε q∗1 = S+c2−2c1
2 είναι η βέλτισvτη ποσvότητα παραγωγής της εταιρείας 1.

Ο παίκτης 1 έχει τώρα την SPNE του και δεδομένης αυτής, αντικαθισvτούμε σvτο
q∗2 που καθορίσvαμε για τον παίκτη 2 και παίρνουμε q

∗
2 = S−2c1−3c2

4 . Αυτή είναι η
λύσvη του παιγνίου Stackelberg που προκύπτει από την οπισvθοβατική επαγωγή και
η SPNE του παιγνίου.
Αναλύοντας το αποτέλεσvμα, σvε σvχέσvη με αυτό του μοντέλου Cournot, παρα-

τηρούμε ότι το κέρδος της εταιρείας 1 είναι αυξημένο σvημαντικά, ενώ το κέρδος
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της εταιρείας 2 είναι μειωμένο. Η εταιρεία ηγέτης ουσvιασvτικά καθορίζει μία ποσ-
vότητα παραγωγής που θα της δώσvει μεγάλο μερίδιο αγοράς και οριακά προσvπαθεί

να σvυμπεριφερθεί ως μονοπώλιο. Το γεγονός δηλαδή ότι κινείται πρώτη της έδωσvε
πλεονέκτημα, ενώ η εταιρεία ακόλουθος προσvαρμόζοντας την παραγωγή της σvύμ-
φωνα με την παραγωγή που καθορίζει η πρώτη, βρέθηκε εντέλει σvε δυσvμενέσvτερη
κατάσvτασvη με λιγότερα κέρδη.
Αυτό σvυναντάται σvυχνά σvτα παίγνια διαδοχικών κινήσvεων και καλείται πλε-

ονέκτημα πρώτης κίνησvης. Η εταιρεία ακόλουθος μπορεί απλά να αντιδρά σvε μια
δέσvμευσvη της εταιρείας ηγέτη, την ώρα που η τελευταία κινούμενη πρώτη, επιλέγει
την πιο κερδοφόρα για την ίδια σvτρατηγική, με αποτέλεσvμα να υπερτερεί.

4.1.5 Η ιδιότητα της μιας απόκλισvης

Η τέλεια ισvορροπία Nash υποπαιγνίων έχει μια ιδιότητα που κατονομάσvτηκε το
1994 από τους Osborn και Rubinstein, την ιδιότητα μιας απόκλισvης. Υποθέτουμε
ότι ένας παίκτης από τον κόμβο απόφασvης του οποίου ξεκινάει ένα υποπαίγνιο,
αλλάζει την πρώτη του κίνησvη, αυτή που έχει καθορισvτεί από την SPNE. Αποκ-
λίνει δηλαδή από την SPNE (όπως αυτή έχει προκύψει δια της οπισvθοβατικής
επαγωγής), σvτο αρχικό παίξιμο σvτο υποπαίγνιο. Για να ικανοποιείται η ιδιότητα
μιας απόκλισvης πρέπει οι εναπομείναντες σvτρατηγικές της SPNE (αν υπάρχουν)
σvτο υποπαίγνιο, να σvυνεχίζουν να σvυνθέτουν SPNE. Είναι προφανές ότι ισvχύει
εξ' ορισvμού της οπισvθοβατικής επαγωγής. Οπότε αν κάποιος παίκτης σvε κάποιο
σvημείο του παιγνίου, σvτην αρχή ενός υποπαιγνίου, παρεκκλίνει από την SPNE,
οι σvτρατηγικές που απομένουν μέχρι το τέλος του υποπαιγνίου σvυνεχίζουν να

αποτελούν τις αποδοτικότερες επιλογές όλων των παικτών που θα παίξουν σvτο

υποπαίγνιο και άρα διατηρείται η SPNE και δεν χρειάζεται κανείς να αναθεωρήσvει
και να αλλάξει τίποτα. Ας δούμε την χρησvιμότητά της με ένα παράδειγμα:
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Figure 8: ΄Ελεγχος ιδιότητας της μιας απόκλισvης

Η οπισvθοβατική επαγωγή δίνει:

� Αν ο παίκτης 1 επέλεγε 1α, ο παίκτης 2 θα διάλεγε Δ, καθ' ότι 5>1 και άρα
ο παίκτης 1 θα λάβαινε απόδοσvη 3.

� Αν ο παίκτης 1 επέλεγε 1β, ο παίκτης 2 θα διάλεγε Α, καθ' ότι 3>1 και άρα
ο παίκτης 1 θα λάβαινε απόδοσvη 5.

� Αν ο παίκτης 1 επέλεγε 1γ, ο παίκτης 2 δεν θα έπαιζε καθόλου και άρα θα
λάβαιναν και οι δύο απόδοσvη 4.

Οπότε ο παίκτης 1 μεγισvτοποιεί την απόδοσvή του παίζοντας 1β, για να ακολουθήσvει
παίκτης 2 επιλέγοντας Α και έχουμε έτσvι το (1β , A) ως πόρισvμα από την εφαρ-
μογή της οπισvθοβατικής επαγωγής. Αναζητούμε τώρα την βέλτισvτη αντίδρασvη του
παίκτη 2 και εκτός μονοπατιού ισvορροπίας, σvτα υποπαίγνια που ξεκινούν από τους
υπόλοιπους κόμβους απόφασvής του, για να καθορισvτεί η αποδοτικότερη σvτρατη-
γική του και τελικά η SPNE του παιγνίου. Αν για κάποιο λόγο ο παίκτης 1 παίξει
1α, ο παίκτης 2 οφείλει να είναι προετοιμασvμένος να ανταπαντήσvει αποδοτικά και
αυτό γίνεται παίζοντας Δ, για να λάβει 5>1. Εδώ όμως ο παίκτης 1 δεν έχει
μόνο δύο επιλογές που να αντισvτοιχούν σvτις σvτρατηγικές του όπως σvτο σvχήμα 6
που αναλύσvαμε πριν και άρα βλέπουμε ότι πλέον αυτή η ανταπάντησvη του παίκτη

2 σvε αυτή την περίπτωσvη, δεν σvυνθέτει μια SPNE με την ήδη υπάρχουσvα. Πολύ
απλά και ο παίκτης 1 έχει δυνατότητα ανταπάντησvης αν παρεκκλίνει ο παίκτης 2
από το μονοπάτι ισvορροπίας της οπισvθοβατικής επαγωγής. Στην ανάλυσvη εύρεσvης
σvτρατηγικής του παίκτη 2 για κίνησvη σvε υποπαίγνια λόγω απόκλισvης από το οπισv-
θοβατικό αποτέλεσvμα, αποκλίνει εν δυνάμει και αυτός και την ίδια ανάλυσvη κάνει
τώρα και ο παίκτης 1 για να καθορίσvει την δικιά του αποδοτικότερη σvτρατηγική
για όπου κληθεί να παίξει σvτο παίγνιο!
Αν λοιπόν ο παίκτης 2 παίξει Δ, αποκλίνει από το μονοπάτι οπισvθοβατικής

επαγωγής και ο παίκτης 1 μπορεί να παίξει 1γ, που είναι η δικιά του βέλτισvτη
ανταπάντησvη, εξασvφαλίζοντας 4>3 (και 4 για τον παίκτη 2 αντί για 5). Μόλις εξ-
άγαμε μια δεύτερη SPNE. Το οπισvθοβατικό αποτέλεσvμα (1β , A)σvυνθέτει αυτούσ-
vιο μια SPNE αφού δεν σvυνδυάζεται με κινήσvεις που αποκλίνουν από αυτό και το
(1γ ,∆)είναι μια δεύτερη SPNE που πηγάζει πάλι από την οπισvθοβατική επαγωγή
και περιγράφει την επιλογή 1γ του παίκτη 1, σvυν μια κίνησvη από τον παίκτη 2, την
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Δ. Αυτό δείχνει ότι ακόμα κι αν δεν παίξει ποτέ ο παίκτης 2 αφού ο παίκτης 1 θα
παίξει 1γ και το παίγνιο θα τελειώσvει με απόδοσvη 4 και για τους δύο, η κίνησvη
αυτή του παίκτη 1 θα προκύψει από την τάσvη αυτή του παίκτη 2 να αποκλίνει
από το οπισvθοβατικό αποτέλεσvμα και αμφότεροι καθορίζουν τις βέλτισvτες κινήσvεις

τους, εξασvφαλίζοντας την ισvχύ της ιδιότητας μιας απόκλισvης. Τότε η βέλτισvτη
ανταπάντησvη του παίκτη 1 σvτο ενδεχόμενο ο παίκτης 2 να μην παίξει Α, είναι η
επιλογή 1γ και του παίκτη 2 η Δ, αν και δεν θα μπορέσvει ποτέ να την παίξει!
Η SPNE του παιγνίου λοιπόν είναι δύο SPNE, μία από κάθε οπισvθοβατικό

αποτέλεσvμα και έτσvι τηρείται η ιδιότητα της μίας απόκλισvης.

4.2 Δυναμικά παίγνια ατελούς πληροφόρησvης

4.2.1 Ορισvμός

Στα παίγνια διαδοχικών κινήσvεων με ελλιπή πληροφόρησvη δεν είναι όλα τα

σvύνολα πληροφοριών μονομελή, αλλά υπάρχει τουλάχισvτον ένα σvύνολο πληροφορ-
ιών ενός παίκτη που έχει περισvσvότερους από έναν κόμβους. Σε αυτό το πολυμελές
σvύνολο πληροφοριών, ο παίκτης δεν γνωρίζει σvε ποιο κόμβο απόφασvης μπορεί
να καταλήξει να παίξει, αφού δεν έχει πλήρη πληροφόρησvη για την ισvτορία του
παιγνίου.
Διευκρινίζουμε ότι αυτή η αβεβαιότητα επηρεάζει την θεώρησvη των σvτρατη-

γικών από την μεριά του παίκτη που έχει ατελή πληροφόρησvη.

4.2.2 Ανάλυσvη

Παράδειγμα δυναμικού παιγνίου ατελούς πληροφόρησvης

Στο παρακάτω παράδειγμα, μια κατασvκευασvτική εταιρεία προσvλαμβάνει έναν
εργολάβο με σvκοπό την επιτέλεσvη σvυγκεκριμένων εργασvιών. Η εταιρεία αποφασvίζει
αν θα επιθεωρεί ή όχι τον εργολάβο κατά την εργασvία του. Υποθέτουμε ότι
η επιθεώρησvη είναι κοσvτοβόρα και επιπλέον ο εργολάβος (όπως είναι φυσvικό),
γνωρίζει αν επιθεωρείται ή όχι.
Ο εργολάβος αποφασvίζει αντίσvτοιχα αν θα �τα δώσvει όλα� για να τελειώσvει τις

εργασvίες ή αν θα πορευθεί ¨χαλαρά�. Χρησvιμοποιούμε δύο άκρα για να δείξουμε την
αντίφασvη, η οποία θα εκφρασvτεί αντίσvτοιχα σvτις αποδόσvεις. Αν τελικά η εταιρεία
επιθεωρήσvει τον εργολάβο, είναι σvε θέσvη να καθορίσvει το επίπεδο προσvπάθειάς
του, το πόσvο σvκληρά εργάζεται. Ακολούθως, όταν ολοκληρωθούν οι εργασvίες, η
κατασvκευασvτική πληρώνει τον εργολάβο είτε με χαμηλό είτε με υψηλό μισvθό. Το
παίγνιο φαίνεται σvτο σvχήμα.
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Figure 9: Παίγνιο ατελούς πληροφόρησvης για καταβολή μισvθού σvε εργολάβο

Οι αγνές σvτρατηγικές του παίκτη 1 λοιπόν, που έχει ατελή πληροφόρησvη, είναι
(επιθεώρησvη), (όχι επιθεώρησvη,sl), (όχι επιθεώρησvη,sh). Δηλαδή σvτο δεύτερο
σvύνολο πληροφοριών του που είναι διμελές και σvυνδέεται με διακεκομμένη γραμμή,
οι αγνές σvτρατηγικές του είναι (sl) , (sh)αφού δεν γνωρίζει σvε ποιο κόμβο απόφασ-
vης εκ των δύο θα κληθεί να παίξει. Διαφορετικά, αν είχαμε πλήρη πληροφόρησvη, οι
αγνές σvτρατηγικές του εκεί θα απαρτίζονταν από τις (sl, sl) , (sl, sh) , (sh, sl) , (sh, sh)και
έτσvι οι αγνές σvτρατηγικές του παίκτη 1 θα ήταν (επιθεώρησvη), (όχι επιθεώρησvη,sl,sl),
(όχι επιθεώρησvη, sl,sh), (όχι επιθεώρησvη,sh,sl), (όχι επιθεώρησvη, sh,sh).
Στην αρχή, η κατασvκευασvτική (παίκτης 1) αποφασvίζει αν θα επιθεωρεί ή όχι

τον εργολάβο και το επιτελείο του. Ακολούθως, ο εργολάβος (παίκτης 2) επιλέγει
αν θα εργασvτεί σvκληρά (h) ή όχι (l). Στην σvυνέχεια, η κατασvκευασvτική επιλέγει
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τί μισvθό θα δώσvει, υψηλό (sh) ή χαμηλό (sl). Το i αντιπροσvωπεύει το κόσvτος
επιθεώρησvης για την εταιρεία, υποθέτοντας 20 < i < 30 και το e το κόσvτος της
προσvπάθειας που καταβάλλει ο εργολάβος, υποθέτοντας 0 < e < 10.
Από τον κόμβο C, έχουμε απόδοσvη (30,30-e) με sh και (60,10-e) με sl , απλά

δείχνουμε την καλύτερη δυνατή περίπτωσvη (για να σvυγκρίνουμε με τον κόμβο D)
θεωρώντας e = 1 ≈ 0. Αντίσvτοιχα από τον κόμβο B, έχουμε απόδοσvη (60-i,20-e)
με h' και (40-i,10) με l' και επιπροσvθέτως σvτην χειρότερη δυνατή περίπτωσvη τώρα
e = 9 ≈ 10 ενώ σvτην καλύτερη i = 29 ≈ 30 .
Στο υποπαίγνιο που ξεκινάει από τον κόμβο Α, η οπισvθοβατική επαγωγή δίνει

την διαδρομή ισvορροπίας (sl, l) καθώς ο παίκτης 1 σvε όποιο κόμβο από τους C,D
κι αν κληθεί να παίξει, μεγισvτοποιεί την απόδοσvή του παίζοντας sl αφού 60>30
και 40>30. Ο παίκτης 2 δεδομένου αυτού επιλέγει l, αφού 10>10-e πάντα. Στο
υποπαίγνιο που ορίζει ο κόμβος Β, η ισvορροπία είναι h', αφού για τον παίκτη 2 είναι
20-e>10 πάντα. Οπότε πάλι δια οπισvθοβατικής επαγωγής ο παίκτης 1 έρχεται σvτην
ρίζα του δέντρου και πλέον σvυγκρίνει 40 με 60-i και επιλέγει όχι επιθεώρησvη καθώς
40>60-i πάντα.
΄Αρα η SPNE αυτού του παιγνίου είναι {(όχι επιθεώρησvη,sl) , (l, h′)} που δίνει

την διαδρομή ισvορροπίας R→ A→ D → (40, 10). Τί θα γινόταν όμως αν από τον
κόμβο D, παίζοντας sl καταλήγαμε σvε δυάδα αποδόσvεων (5,10) αντί (40,10); Τώρα
δεν είναι ξεκάθαρη σvτον παίκτη 1 η επιλογή της αγνής σvτρατηγικής sh ή sl αφού
σvε κάθε κόμβο απόφασvης μεγισvτοποιεί την απόδοσvή του παίζοντας αλλιώτικά, ήτοι
sl σvτον κόμβο C αφού 60>30 και sh σvτον κόμβο D αφού 30>5. Η διακεκομμένη
γραμμή που αναπαρισvτά την ατελή πληροφόρησvη, σvημαίνει ότι ο παίκτης 1 δεν
μπορεί να ξεχωρίσvει αν βρίσvκεται σvτον κόμβο C ή σvτον κόμβο D. Αυτοί σvυντελούν
το σvύνολο πληροφοριών του και καλείται να παίξει επιλέγοντας σvτρατηγική sh ή
sl.
Στην περίπτωσvη της ατελούς πληροφόρησvης λοιπόν, η SPNE δεν παρέχει

επαρκή σvτοιχεία για την �καθοδήγησvη� των παικτών σvε βέλτισvτες επιλογές και
την επίτευξη ισvορροπίας. Η επιλογή βέλτισvτης σvτρατηγικής σvε κάθε υποπαίγνιο
είχαμε πει ότι εξασvφαλίζει οι παίκτες να παίζουν ισvορροπίες Nash σvε όλη την
έκτασvη του παιγνίου, σvε όποιο κόμβο κι αν κληθούν να παίξουν και ακόμα και
εκτός μονοπατιού ισvορροπίας. Αυτό λοιπόν περιγράφει μια ισvορροπία Nash που
ικανοποιεί μία απαίτησvη διαδοχικής ορθολογικότητας.
Στα παίγνια διαδοχικών κινήσvεων με ελλιπή πληροφόρησvη λοιπόν, αυτή η διαδοχική

ορθολογικότητα δεν ικανοποιείται πάντα επαρκώς από την SPNE και πόσvο μάλ-
λον σvε αυτά που δεν διαθέτουν υποπαίγνια. ΄Εχουμε ελλιπή πληροφόρησvη, άρα
πολυμελή σvύνολα πληροφοριών για τους παίκτες (τουλάχισvτον ένα) και κάλλισvτα
μπορούμε να σvυναντήσvουμε παίγνιο χωρίς καθόλου υποπαίγνια (αφού αυτά όπως
έχουμε πει δεν μπορούν να ορίζονται από κόμβο που ανήκει σvε πολυμελές σvύνολο

πληροφοριών και μπορεί να έχουμε μόνο τέτοιους). Εκεί η SPNE δεν προσvφέρει
καμία πληροφορία σvχετικά με την διαδοχική ορθολογικότητα.
Αυτή την ικανοποίησvη της διαδοχικής ορθολογικότητας, ανεξαρτήτως ύπαρξης

υποπαιγνίων, μας δίνει η έννοια της διαδοχικής ισvορροπίας και είναι εφικτό μια
ισvορροπία Nash να είναι διαδοχικά ορθολογική σvε δυναμικά παίγνια ατελούς πλ-
ηροφόρησvης. Θα ορίσvουμε την διαδοχική ισvορροπία βήμα βήμα, ξεκινώντας με
ένα παράδειγμα που είναι μια εκδοχή του �παιγνίου αγοράς λεμονιών�, σvτο οποίο
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ένας εκ των παικτών έχει ελλιπή πληροφόρησvη, ενώ ταυτόχρονα δεν υφίσvτανται
υποπαίγνια. Το �παίγνιο αγοράς λεμονιών� παρουσvιάσvτηκε από τον George Aker-
lof το 1970 σvτην εργασvία �The Market for lemons: Quality Uncertainty and the
Market Mechanism�.

4.2.3 Εφαρμογή �Παιγνίου Αγοράς Λεμονιών�-Αγορά αυτοκινήτου

΄Εχουμε μία αγορά σvτην οποία σvυναντάμε δύο ειδών αυτοκίνητα: αυτοκίνητα
καλής ποιότητας και αυτοκίνητα κακής ποιότητας, ενώ θεωρούμε ότι βρίσvκονται σvε
ίδια αναλογία. Υπάρχει ο πωλητής αυτοκινήτων, ο οποίος καθορίζει τόσvο για ένα
καλής ποιότητας αυτοκίνητο την ελάχισvτη τιμή που προτίθεται να δεχθεί, tg , όσvο
και για ένα κακής ποιότητας αυτοκίνητο, tb. Ο αγορασvτής αντίσvτοιχα, καθορίζει
από μέρους του σvύμφωνα με τα οικονομικά του την μέγισvτη τιμή που προτίθεται να

δώσvει για ένα καλής ποιότητας αυτοκίνητο, Mg, αλλά και την μέγισvτη τιμή που θα
δεχθεί να πληρώσvει για ένα κακής ποιότητας αυτοκίνητο, Mb. Υποθέτουμε βέβαια
Mg > tg και Mb > tb ώσvτε να έχει νόημα η αγοραπωλησvία που εξετάζουμε και
να είναι εφικτή η αγορά κάποιου αυτοκινήτου. Ακόμα, όλες οι τιμές Mg, tg,Mb, tb
αποτελούν κοινή γνώσvη όλων των παικτών, πράγμα λογικό αφού πάντα ακούμε
την έκφρασvη �δεν μπορώ να πέσvω πιο χαμηλά� ή �αυτή είναι η καλύτερη τιμή που
μπορώ να κάνω� και αντίσvτοιχα �δεν μπορώ να δώσvω περισvσvότερα� ή �τόσvα το πολύ
μου επιτρέπουν τα οικονομικά μου να διαθέσvω�. Θεωρούμε επίσvης ορθολογικά πως
tg > tb και Mg > Mb, διαφορετικά ο διαχωρισvμός σvε καλής και κακής ποιότητας
αυτοκίνητα είναι άτοπος και ανούσvιος.
Ο πωλητής (παίκτης 1) φέρνει ένα μεταχειρισvμένο αυτοκίνητο προς πώλησvη

σvτην αγορά, η κατάσvτασvη του οποίου είναι καθορισvμένη από πριν. Δηλαδή αν το
σvυντηρούσvε σvωσvτά ο προηγούμενος ιδιοκτήτης είναι καλής ποιότητας αυτοκίνητο,
διαφορετικά είναι κακής. ΄Αρα η ποιότητα του αυτοκινήτου προσvδιορίζεται από την
φύσvη και έτσvι ο πωλητής λαμβάνει πληροφόρησvη για το αν έχει σvτα χέρια του

καλής ποιότητας αυτοκίνητο G, ή κακής ποιότητας αυτοκίνητο Β. Εν σvυνεχεία, ο
πωλητής αποφασvίζει τί τιμή θα ζητήσvει για το αυτοκίνητο, υψηλή tg, ή χαμηλή
tb. Ο αγορασvτής (παίκτης 2) έχει ελλιπή πληροφόρησvη, αφού δεν γνωρίζει τί
ποιότητας είναι το αυτοκίνητο και καλείται να αποφασvίσvει αν θα προβεί σvε αγορά ή

όχι μαθαίνοντας την τιμή t που ζητάει ο πωλητής. Το παίγνιο φαίνεται παρακάτω
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Figure 10: Εκδοχή �παιγνίου αγοράς λεμονιών�-Αγορά αυτοκινήτου

Παρατηρούμε πως όταν ο παίκτης 2 κληθεί να παίξει σvε κάποιο από τα σvύνολα
πληροφοριών του, δεν μπορούμε να αποσvαφηνίσvουμε τί είναι πιο πιθανό να επι-
λέξει, τί είναι ορθολογικό να παίξει, καθότι έχει ελλιπή πληροφόρησvη σvχετικά με
την ποιότητα του αυτοκινήτου. Αυτό λοιπόν που θα καθορίσvει την επιλογή του,
είναι οι πεποιθήσvεις του σvχετικά με την ποιότητα του αυτοκινήτου. Το τί και σvε
τί βαθμό πισvτεύει ότι ισvχύει όταν αποφασvίζει σvε κάποιο από τα σvύνολα πληρο-

φοριών του. ΄Εχει μπροσvτά του ένα καλής ποιότητας αυτοκίνητο ή το αντίθετο;
Πράττει σvτηριζόμενος σvτις πεποιθήσvεις του, άρα πρέπει να καθορίσvουμε ποιες είναι
οι πεποιθήσvεις αυτές που θα διακατείχαν έναν ορθολογικό παίκτη, αν έπαιζε σvτα
σvύνολα πληροφοριών του παίκτη 2.
΄Οποιες κι αν είναι, οφείλουν να είναι ορθολογικές. Παρατηρώντας το παίγνιό

μας, φαίνεται λογικό για τον παίκτη 2 (αγορασvτή) η πεποίθησvη πως το αυτοκίνητο
είναι καλής ποιότητας, όταν αυτός διαπισvτώνει ότι η τιμή t που ανακοινώνει ο
πωλητής είναι κοντά σvτην tg. Αν αντιθέτως διαπισvτώνει ότι η τιμή t είναι κοντά
σvτην tb , τότε φαίνεται λογικό να πισvτεύει ότι το αυτοκίνητο είναι κακής ποιότητας.
΄Εσvτω τώρα ότι ο πωλητής (παίκτης 1) ενσvτερνίζεται αυτή την θεώρησvη. Τότε

αναμένουμε να βάλει υψηλή τιμή σvε ένα καλής ποιότητας αυτοκίνητο και χαμηλή σvε
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ένα κακής ποιότητας; Μα φυσvικά όχι. Ανεξαρτήτως ποιότητας του αυτοκινήτου και
πεποιθήσvεων του αγορασvτή, σvυμφέρει τον πωλητή να ζητάει υψηλή τιμή για κάθε
αυτοκίνητο. ΄Αρα οι πεποιθήσvεις του αγορασvτή δεν σvυμβαδίζουν με τις κινήσvεις
του πωλητή με δεδομένες τις πεποιθήσvεις αυτές του αγορασvτή.
Επιπροσvθέτως, ο αγορασvτής ακούγοντας μια υψηλή τιμή, δεν θα έπρεπε να θεω-

ρήσvει ότι αυτή αντισvτοιχεί μόνο σvε ένα καλής ποιότητας αυτοκίνητο. Ο αγορασvτής
οπότε πρέπει να πισvτεύει ότι η πιθανότητα να είναι το αυτοκίνητο καλής ή κακής

ποιότητας όταν ζητείται υψηλή τιμή, είναι ίδια. Δεδομένης αυτής της πεποίθησvης,
ο ορθολογικός παίκτης θα προβεί σvε αγορά αυτοκινήτου αν το αναμενόμενο κέρδος

του, η προσvδοκώμενη αξία της αγοράς, είναι μεγαλύτερη από αυτή της μη αγοράς.
Αν δηλαδή

1
2 (Mg − t) + 1

2 (Mb − t) ≥ 0⇒ t ≤ 1
2 (Mg +Mb).

Αυτή είναι, σvύμφωνα με τις ορθολογικές του πεποιθήσvεις, η μέγισvτη των τιμών
που αν δει ο αγορασvτής θα προβεί σvε αγορά αυτοκινήτου. Σε περίπτωσvη που ο
πωλητής ζητήσvει υψηλότερη τιμή t, από την σvτιγμή που ο αγορασvτής θεωρεί ότι
είναι εξίσvου πιθανό το αυτοκίνητο που έχει μπροσvτά του να είναι κακής ή καλής

ποιότητας, δεν θα πραγματοποιήσvει την αγορά. Για t ≥ tgοπότε, ο αγορασvτής δεν
ξεχωρίζει κάποια ως πιο πιθανή πορεία σvτο παίγνιο, αφού πισvτεύει ότι κατά 50%
παίζει σvτον κόμβο απόφασvής του A και κατά 50% σvτον κόμβο Β.
Ως πόρισvμα έχουμε τώρα τις πεποιθήσvεις του παίκτη 2 οι οποίες διέπονται από

ορθολογικότητα και είναι οι πιθανότητες: P {A} = P {B} = 1
2 σvτους κόμβους

που απαρτίζουν το σvύνολο πληροφοριών του παίκτη 2 H1 = {A,B}.
Για tg > t ≥ tb τώρα, ο αγορασvτής υποπτεύεται (ξέρει ουσvιασvτικά) ότι πωλούν-

ται μόνο κακής ποιότητας αυτοκίνητα και δεν υπάρχουν τα καλής ποιότητας σvτην

αγορά. ΄Αρα για t < tg ο αγορασvτής ξεχωρίζει μια εξέλιξη σvτο παίγνιο και πισ-
vτεύει με σvιγουριά ότι βρίσvκεται σvτον κόμβο D. Εδώ οι ορθολογικές πεποιθήσvεις
του αγορασvτή είναι: P {C} = 0, P {D} = 1 σvτους κόμβους που απαρτίζουν το
σvύνολο πληροφοριών του παίκτη 2 H2 = {C,D}.
Διακρίνουμε δηλαδή δύο περιπτώσvεις. Η πρώτη υφίσvταται όταν tg ≤ 1

2 (Mg +Mb),
όπου η τιμή p = 1

2 (Mg +Mb)είναι ίσvη ή μεγαλύτερη από την ελάχισvτη τιμή tg που
προτίθεται ο πωλητής να δεχθεί για ένα καλής ποιότητας αυτοκίνητο και διαθέτει

τελικά και τους δύο τύπους αυτοκινήτων σvε αυτή την τιμή. Η προσvδοκώμενη αξία
του αγορασvτή είναι μηδενική, ενώ πισvτεύει πως είναι εξίσvου πιθανό να είναι καλής
ή κακής ποιότητας το αυτοκίνητο και αγοράζει αυτοκίνητο σvε αυτή την τιμή t.
Η δεύτερη υφίσvταται όταν tg >

1
2 (Mg +Mb) , όπου ο πωλητής δεν διαθέτει

σvτην αγορά κανένα καλής ποιότητας αυτοκίνητο. Ο αγορασvτής είναι βέβαιος εδώ
ότι παίζει σvτον κόμβο D και είναι διατεθειμένος να δώσvει το πολύMb ευρώ. ΄Ετσvι,
η τιμή p τίθεται ανάμεσvα σvε tb και Mb και η αγοραπωλησvία περιλαμβάνει μόνο

κακής ποιότητας αυτοκίνητα.
Αντιλαμβανόμασvτε την βαρύνουσvα σvημασvία των πεποιθήσvεων που διακατέχουν

τους παίκτες και την ανάγκη οι πεποιθήσvεις αυτές να έχουν νόημα και να θέτουν

ένα πλαίσvιο σvτο οποίο θα κινηθούν οι παίκτες. Εδώ, δεδομένης της τιμής t:

� Οι πεποιθήσvεις του παίκτη 2 (αγορασvτής) σvυμβαδίζουν με τα κίνητρα του
παίκτη 1 (πωλητή).

� Η σvτρατηγική του αγορασvτή καθίσvταται βέλτισvτη βάσvη των πεποιθήσvεων
που έχει όσvο αφορά την βέλτισvτη σvτρατηγική του πωλητή
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Μόλις περιγράψαμε μία διαισvθητική ισvορροπία, που πηγάζει από ένα σvύσvτημα σvυμ-
βαδιζόντων πεποιθήσvεων. Πεποιθήσvεων δηλαδή που σvυμβαδίζουν με τις βέλτισvτες
σvτρατηγικές πωλητή και αγορασvτή. Που είναι σvυνεπείς με αυτές. Αυτή η ισvορ-
ροπία που προέρχεται από αυτές τις πεποιθήσvεις, είναι η διαδοχική ισvορροπία για
το παίγνιο της αγοράς λεμονιών.

4.2.4 Παίγνιο ατελούς πληροφόρησvης-σvημασvία πεποιθήσvεων

Ας δούμε ένα άλλο παράδειγμα. Το παίγνιο αυτό ατελούς πληροφόρησvης τριών
παικτών καλείται �Selten's Horse� λόγω του σvχήματος του δέντρου παιγνίου και
εισvήχθη από τον Nobel Laureate Reinhard Selten και το σvχήμα είναι παρμένο από
τον Kreps (1990), A Course in Microeconomic Theory :
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Figure 11: �Selten's Horse�

Το παίγνιο αυτό έχει τέσvσvερις ισvορροπίες Nash: (L, l2, l3), (L, r2, l3), (R,
r2, l3) και (R, r2, r3). Εξετάζοντας την τέταρτη ισvορροπία Nash, βλέπουμε ότι
προκύπτει επειδή όταν ο παίκτης 1 παίζει R και ο παίκτης 2 παίζει r2, δεν δίνεται η
ευκαιρία σvτον παίκτη 3 να παίξει καθόλου. Το σvύνολο πληροφοριών του βρίσvκεται
εκτός του μονοπατιού ισvορροπίας, οπότε και δεν έχει καμία επίδρασvη σvτην έκβασvη
του παιγνίου το τί θα επιλέξει. Αν βέβαια ο παίκτης 3 μπορούσvε να ξεχωρίσvει
σvε ποιο κόμβο καλείται να παίξει ανάμεσvα από τους 13 και 14, αν γνώριζε όταν
ερχόταν η σvειρά του σvε ποιον βρίσvκεται, τότε ο παίκτης 1 δεν θα έπαιζε R. Θα
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είχαμε ένα παίγνιο πλήρους πληροφόρησvης, του οποίου η λύσvη θα ήταν η SPNE
(L, r2, l3).
΄Ενα σvύσvτημα πεποιθήσvεων που θα οδηγούσvε σvε αυτή την λύσvη σvε κάθε περ-

ίπτωσvη, ανεξαρτήτως ελλιπούς πληροφόρησvης, είναι αυτό που θέλουμε. ΄Οταν ο
παίκτης 3 επιλέγει σvτρατηγική, όπως ο αγορασvτής αυτοκινήτου πριν δεν γνώριζε
τί ποιότητας αυτοκίνητο αντικρίζει, αναρωτιέται αν σvτο σvύνολο πληροφοριών του
έφτασvε από τον κόμβο 11 ή 12. Δεδομένου δηλαδή ότι βρίσvκεται σvτο σvύνολο
πληροφοριών του, πόσvο πιθανό είναι να βρίσvκεται σvτον κόμβο 13 και πόσvο πιθανό
σvτον κόμβο 14;
Ο παίκτης 3 σvτηρίζεται σvτις υποκειμενικές του εκτιμήσvεις και αντιλήψεις περί πι-

θανοτήτων. Αυτές ακριβώς οι �υπό σvυνθήκη� πιθανότητες απασvχολούν τον παίκτη
3 και οι πεποιθήσvεις που έχει για αυτές απασvχολούν τους παίκτες 1 και 2, οι οποίοι
με τη σvειρά τους κάνουν εικασvίες για τις πεποιθήσvεις αυτές όταν επιλέγουν την

δική τους σvτρατηγική.
΄Ετσvι, ο παίκτης 1 εικάζει ποιες είναι πεποιθήσvεις του παίκτη 2 για τις πεποιθήσ-

vεις του παίκτη 3 και ποιες είναι οι πεποιθήσvεις του παίκτη 3 για τις πεποιθήσvεις
του παίκτη 2 κ.ο.κ. Διευκρινίζουμε ότι οι πεποιθήσvεις δεν σvυνδέονται αποκλεισ-
vτικά με σvτρατηγικές, όπως σvυνέβαινε σvε παίγνια πλήρους πληροφόρησvης, αφού δεν
αφορούν απλά το τί θα πράξουν οι παίκτες δεδομένων των αποδόσvεων και δομών

του παιγνίου, αλλά το με τί αντίληψη των υπό σvυνθήκη πιθανοτήτων αναμένουν
τους άλλους παίκτες να λειτουργήσvουν.

Ο τύπος του Bayes

΄Ενας σvυνηθισvμένος τρόπος για να καθορίσvουμε σvε ποιό κόμβο έχει φτάσvει

το παίγνιο, με γνώμονα τις ορθολογικές πεποιθήσvεις για τις �υπό σvυνθήκη� πι-
θανότητες που αναμένει ο ένας από τον άλλο να έχει, είναι ο πολύ γνωσvτός τύπος
του Bayes.
Ευρέως χρησvιμοποιούμενος και χρήσvιμος σvτην θεωρία πιθανοτήτων, ο τύπος

του Bayes υποδεικνύει ποια είναι η πιθανότητα να σvυμβεί ένα ενδεχόμενο Α, δε-
δομένου ότι έχει πραγματοποιηθεί ένα άλλο ενδεχόμενο Β;

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.15
Τύπος του Bayes
Αν Α και Β δύο ενδεχόμενα σvε ένα χώρο πιθανοτήτων , τότε

P (A/B) = P (B/A)P (A)

P (B/A)P (A)+P(B/Ā)P(Ā)

Το ενδεχόμενο Ā είναι το σvυμπληρωματικό του Α, με P
(
Ā
)

= 1 − P (A).
Κάθε μη αρνητικός αριθμός P (X/Y )σvτον τύπο του Bayes καλείται υπό σvυνθήκη
πιθανότητα. ΄Αρα, με την προϋπόθεσvη P (B) > 0 , ο τύπος του Bayes δίνει την υπό
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σvυνθήκη πιθανότητα του ενδεχομένου Α με δεδομένο ότι έχει πραγματοποιηθεί το

ενδεχόμενο Β.
Επομένως, αν P (K) η πιθανότητα να έχουμε φτάσvει σvτον κόμβο Κ και P (K/H)

η δεσvμευμένη πιθανότητα να έχουμε φτάσvει σvτον κόμβο Κ, δεδομένου ότι βρισ-
vκόμασvτε σvτο σvύνολο πληροφοριών H, τότε η τελευταία είναι:

P (K/H) = P (H/K)P (K)

P (H/K)P (K)+P(H/K̄)P(K̄)
.

Με αυτή την σvχέσvη θα διαμόρφωνε πεποιθήσvεις ο παίκτης 3 σvχετικά με το αν
το παίγνιο έχει φτάσvει σvτον κόμβο 13 ή 14, δεδομένου ότι βρίσvκεται σvτο σvύνολο
πληροφοριών του. Αυτό τον αυσvτηρό τρόπο περιγραφής ενός σvυσvτήματος πε-
ποιθήσvεων θα καθορίσvουμε τώρα.

΄Ενα σvύσvτημα πεποιθήσvεων μ για κάθε παίκτη, είναι μια σvυνάρτησvη που προσ-
vδίδει σvτους κόμβους κάθε σvυνόλου πληροφοριών του H μια κατανομή πιθανότητας.
Οπότε το µH (Ki)αντιπροσvωπεύει την πεποίθησvη του παίκτη ότι το παίγνιο έχει
φτάσvει σvτον κόμβο Ki.
Μια σvυμπεριφορική σvτρατηγική s ενός παίκτη είναι μια σvυνάρτησvη η οποία προσvδίδει
σvτις πλευρές κάθε κόμβου που ανήκει σvτον παίκτη μια κατανομή πιθανότητας και

είναι σvύμφωνη με το σvύνολο πληροφοριών του. Οπότε το sE (i) είναι η πιθανότητα
ένας παίκτης να επιλέξει την πλευρά i όταν φτάσvει σvτο σvύνολο πληροφοριών H.
΄Οπου E → [0, 1].
΄Ενας ορίζοντας σvτρατηγικής σvυμπεριφοράς είναι μια n-άδα s = (s1, . . . , sn), όπου
το si είναι η σvτρατηγική σvυμπεριφοράς του παίκτη i.
΄Ενας ορίζοντας σvτρατηγικής σvυμπεριφοράς s ονομάζεται πλήρως αναμεμιγμένος
αν κάθε επιλογή σvε κάθε κόμβο έχει θετική πιθανότητα.

Σύσvτημα πεποιθήσvεων

Η γνώσvη του αναμεμιγμένου ορίζοντα σvτρατηγικής οδηγεί σvτην δόμησvη ενός

σvυσvτήματος πεποιθήσvεων. Θεωρούμε το ακόλουθο παίγνιο
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Figure 12: Παίγνιο ατελούς πληροφόρησvης-Σημασvία και καθορισvμός πεποιθήσvεων

΄Ενας πλήρως αναμεμιγμένος ορίζοντας σvτρατηγικής s εδώ καθορίζεται ως ακο-
λούθως:
Ο παίκτης 1 παίζει m με πιθανότητα 0,2 και n με πιθανότητα 0,8. Ο παίκτης

2 σvτο σvύνολο πληροφοριών του επιλέγει: r με πιθανότητα 0,2 και s με πιθανότητα
0,8. Ο παίκτης 1, όταν φτάσvει τώρα σvτα δικά του σvύνολα πληροφοριών, παίζει
τόσvο L όσvο και L' με πιθανότητα 0,2 ενώ R και R' με πιθανότητα 0,8.
Οι πεποιθήσvεις του παίκτη 2 είναι προφανείς, πισvτεύοντας ότι βρίσvκεται σvτον

κόμβο A με πιθανότητα 0,2 (και σvτον B με πιθανότητα 0,8). Αφού παίξει ο παίκτης
2, ο παίκτης 1 τί πεποιθήσvεις πρέπει να έχει σvχετικά με το πού έχει φτάσvει το
παίγνιο; Ποια είναι η πιθανότητα να βρίσvκεται σvτο σvύνολο πληροφοριών του H2 =
{C,D}και ποια να βρίσvκεται σvτο H3 = {E,F}; Ποιες είναι εντέλει οι πεποιθήσvεις
του σvε αυτά τα σvύνολα πληροφοριών του;
Ο τύπος του Bayes θα δώσvει εδώ τις απαντήσvεις και ο παίκτης 1 αναλογιζό-

μενος σvε ποιο σvύνολο πληροφοριών του φτάνει, σvυνυπολογίζει φυσvικά την αρχική
του επιλογή σvτην ρίζα του δέντρου.
΄Αρα, αν P (C) είναι η πιθανότητα να έχουμε φτάσvει σvτον κόμβο C αρχίζοντας

από την ρίζα του δέντρου και P (C/H2) είναι η δεσvμευμένη πιθανότητα να έχουμε
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φτάσvει σvτον κόμβο C, δεδομένου ότι βρισvκόμασvτε σvτο σvύνολο πληροφοριών H2,
τότε η πιθανότητα αυτή είναι:

P (C/H2) = P (H2/C)P (C)

P (H2/C)P (C)+P(H2/C̄)P(C̄)
= P (C)

P (C)+P (D) ,

όπου C̄ = D, αφού το σvύνολο πληροφοριών του παίκτη 1 H2 έχει δύο κόμβους,
οπότε αν δε βρισvκόμασvτε σvτον ένα, δεδομένου ότι είμασvτε σvτο σvύνολο πληροφορ-
ιών αυτό, θα βρισvκόμασvτε σvτον άλλο. Οπότε

P (C/H2) = 1·0,04
1·0,04+1·0,16 = 0, 2

Ο παίκτης 1 βρίσvκει ουσvιασvτικά ότι η πιθανότητα να βρίσvκεται σvτον κόμβο C
σvτο σvύνολο πληροφοριών H2 είναι 0,2, ενώ σvτην αρχή του παιγνίου η πιθανότητα
που έβλεπε για να φτάσvει εκεί ήταν 0,2*0,2=0,04. Αναθεώρησvε τις πεποιθήσvεις του
βασvιζόμενος σvτις πληροφορίες που έλαβε από την σvτρατηγική s. Αν το κάνει αυτό
σvύμφωνα με τον τύπο του Bayes για όλους τους κόμβους σvτα σvύνολα πληροφοριών
του, τότε οι πεποιθήσvεις του προκύπτουν:

P (C/H2) = 0, 2 , P (D/H2) = 0, 8

P (E/H3) = 0, 2 , P (F/H3) = 0, 8

Αυτές οι πεποιθήσvεις σvυμβαδίζουν με τον ορίζοντα σvτρατηγικής σvυμπεριφοράς

s και δεδομένου αυτού του ορίζοντα, είναι οι μοναδικές που δείχνουν ορθολο-
γικές. Οπότε, ένας πλήρως αναμεμιγμένος ορίζοντας σvτρατηγικής s, παράγει ένα
σvύσvτημα πεποιθήσvεων. Δηλαδή, αν H = {K1, . . .Km} ένα σvύνολο πληροφορ-
ιών, τότε µ (Kj) = P (Kj/H) =

s(Kj)
m∑
i=1

s(Ki)
, για κάθε j = 1, 2, . . . ,m το σvύσvτημα

πεποιθήσvεων που παράγεται από το s. Eδώ παρήγαγε το

µ (C) = 0, 2 , µ (D) = 0, 8

µ (E) = 0, 2 , µ (F ) = 0, 8

΄Οταν λοιπόν οι πεποιθήσvεις των παικτών είναι πάντα σvυνεπείς με τον τύπο

του Bayes σvτον τρόπο εξαγωγής τους, τότε μπορούμε να ορίσvουμε την διαδοχική
ισvορροπία. Συγκεντρωτικά, παραθέτουμε τον ακόλουθο ορισvμό:

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.16
΄Ενας σvύσvτημα πεποιθήσvεων μ καλείται σvυνεπές κατά Bayes σvχετικά με έναν
πλήρως αναμεμιγμένο ορίζοντα σvτρατηγικής σvυμπεριφοράς s αν το μ παράγεται
από το s
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Διαδοχική ισvορροπία

Ορίζουμε τώρα την έννοια της διαδοχικής ισvορροπίας

ΟΡΙΣΜΟΣ 1.17
Μια διαδοχική ισvορροπία ενός παιγνίου διαδοχικών κινήσvεων n παικτών είναι ένας
σvυνδυασvμός (s,μ), όπου s ένας ορίζοντας σvτρατηγικής σvυμπεριφοράς και μ ένα
σvύσvτημα πεποιθήσvεων σvυνεπές με το s, τέτοια ώσvτε κανένας παίκτης να μην μπορεί
να επωφεληθεί περαιτέρω αποκλίνοντας από το s σvε οποιοδήποτε από τα σvύνολα
πληροφοριών του.

Η διαδοχική ισvορροπία είναι ένας ορίζοντας σvτρατηγικής σvυμπεριφοράς s και ένα
σvύσvτημα πεποιθήσvεων μ σvυνεπές με τον τύπο του Bayes, έτσvι ώσvτε ξεκινώντας από
κάθε σvύνολο πληροφοριών H σvτο δέντρο, ο παίκτης που του ανήκει το εκάσvτοτε
σvύνολο πληροφοριών, παίζει βέλτισvτα από εκεί και πέρα σvτο παίγνιο, δεδομένου
πως τί πισvτεύει ότι έχει σvυμβεί σvτο παίγνιο προηγουμένως προκύπτει από το μ και

τί πρόκειται να σvυμβεί σvτις κινήσvεις που έπονται προκύπτει από το s.
Ξεκινώντας δηλαδή από όποιο σvύνολο πληροφοριών του παιγνίου θέλουμε, ο

ορίζοντας σvτρατηγικής που παίζουμε εξακολουθεί να είναι ορίζοντας σvτρατηγικής

ισvορροπίας δεδομένου του σvυσvτήματος πεποιθήσvεων με το οποίο είναι σvυνεπής.
Ας δούμε σvιγά σvιγά την εφαρμογή της διαδοχικής ισvορροπίας, επισvτρέφοντας

σvτο παίγνιο �Selten's Horse� . Ας εξετάσvουμε πάλι την ισvορροπία Nash (R, r2, r3).
Υποθέτουμε τώρα ότι o παίκτης 3 πισvτεύει ότι αν κληθεί να παίξει (σvτο σvύνολο πλ-
ηροφοριών του φυσvικά), βρίσvκεται σvίγουρα σvτον κόμβο 13. Δηλαδή P (13/III) = 1
που σvημαίνει ότι έχει ένα σvύσvτημα πεποιθήσvεων που δίνει πιθανότητα 1 να βρίσvκε-
ται σvτον κόμβο 13 δεδομένου του σvυνόλου πληροφοριών του III. Τότε ο παίκτης
1, ακολουθώντας ένα σvυνεπές σvύσvτημα πεποιθήσvεων μ, πρέπει να πισvτεύει ότι ο
παίκτης 3 θα παίξει l3, δηλαδή s3 (13) = 1 . Σε αυτή την περίπτωσvη η μόνη σvτρατη-
γική του διαδοχικής ισvορροπίας είναι να παίξει L. Οπότε, ενώ το (R, r2, r3) είναι
ισvορροπία Nash, δεν είναι διαδοχική ισvορροπία.
Γίνεται αναθεώρησvη των πεποιθήσvεων καθώς το παίγνιο προχωράει, δεδομένου

ότι είναι σvυνεπείς με τον ορίζοντα σvτρατηγικής. Με δεδομένα αυτά, ο παίκτης
χρησvιμοποιεί σvτρατηγικές σvυμπεριφοράς που μεγισvτοποιούν τελικά την αναμενό-

μενη απόδοσvή του σvε κάθε σvύνολο πληροφοριών του. Η αναμενόμενη απόδοσvη
είναι και πάλι ο γνώμονας για την έκβασvη του παιγνίου όπως ακριβώς την γνωρίσ-

vαμε και ορίσvαμε προηγούμενα, τόσvο σvε αγνές, όσvο και σvε μικτές σvτρατηγικές.
Αν T1, T 2, . . . , Tk οι τερματικές κορυφές του παιγνίου n παικτών με αντίσ-

vτοιχες αποδόσvεις u (T1) , . . . , u (Tk) και έχουμε καθορίσvει έναν ορίζοντα σvτρατη-
γικής σvυμπεριφοράς s και το σvυνεπές σvύσvτημα πεποιθήσvεων μ, τότε η αναμενόμενη
απόδοσvη αρχίζοντας από έναν κόμβο Κ είναι:

U (K, s) =
k∑
i=1

s (KTi)u (Ti)
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Αν επίσvηςH = {K1, . . .Km} το σvύνολο πληροφοριών για αυτό το παίγνιο, τότε
η αναμενόμενη απόδοσvη του παίκτη j, με δεδομένο ότι βρισvκόμασvτε σvτο παίγνιο
σvτο σvύνολο πληροφοριών H, είναι:

U (H, s, µ) =
m∑
r=1

µ (Kr)
k∑
i=1

s (KrTi)uj (Ti)

Ας επισvτρέψουμε σvτο παίγνιο του σvχήματος 12 για να υπολογίσvουμε τις ανα-
μενόμενες αποδόσvεις των παικτών. ΄Εχουμε:

U (C, s) = 0.2(5, 3) + 0.8 (1, 4) = (1.8, 3.8)

U (D, s) = 0.2(2, 8) + 0.8 (3, 7) = (2.8, 7.2)

U (E, s) = 0.2(4, 1) + 0.8 (3, 5) = (3.2, 4.2)

U (F, s) = 0.2(4, 6) + 0.8 (5, 4) = (4.8, 4.4)

U (A, s) = 0.2U (C, s) + 0.8U (D, s) = (2.6, 6.52)

U (B, s) = 0.2U(E, s) + 0.8U (F, s) = (4.48, 4.36)

U (R, s) = 0.2U(A, s) + 0.8U (B, s) = (4.104, 4.792)

Δεδομένου ότι H1 = {A,B}, H2 = {C,D}, H3 = {E,F}και του σvυσvτήματος
πεποιθήσvεων που έχουμε προσvδιορίσvει (µ (A) = µ (C) = µ (E) = 0, 2 και µ (B) =
µ (D) = µ (F ) = 0, 8) έχουμε:

U (H1, s, µ) = µ (A)U(A, s) + µ (B)U (B, s) =
0.2 (2.6, 6.52) + 0.8 (4.48, 4.36) = (4.104, 4.792)

U (H2, s, µ) = µ (C)U (C, s) + µ (D)U (D, s) = 0.2 (1.8, 3.8) + 0.8 (2.8, 7.2) =
(2.6, 6.52)

U (H3, s, µ) = µ (E)U (E, s) + µ (F )U (F, s) = 0.2 (3.2, 4.2) + 0.8 (4.8, 4.4) =
(4.48, 4.36)

΄Εχουμε λοιπόν καθορίσvει μια διαδοχική ισvορροπία σvτο παίγνιο του σvχήματος

12, με ορίζοντα σvτρατηγικής σvυμπεριφοράς s = (s1, s2) που δίνεται από
s1 (m) = 0.2 , s1 (n) = 0.8 , s1 (L) = 0.2 , s1 (R) = 0.8 , s1 (L′) = 0.2 ,

s1 (R′) = 0.8
και s2 (r) = 0.2 , s2 (s) = 0.8

και το σvύσvτημα πεποιθήσvεων μ που είναι σvυνεπές με αυτόν και δίνεται από

µ (C) = 0.2 , µ (D) = 0.8 , µ (E) = 0.2 , µ (F ) = 0.8 , µ (A) = 0.2 ,
µ (B) = 0.8
Ας ελέγξουμε αν όντως σvε κάθε σvύνολο πληροφοριών η σvτρατηγική σvυμπερι-

φοράς s, δεδομένου του σvυσvτήματος πεποιθήσvεων π, μεγισvτοποιεί την αναμενόμενη
απόδοσvη των παικτών.
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Για το σvύνολο πληροφοριών H2 = {C,D} είναι µ1 (C) = 0.2 , µ1 (D) = 0.8
. Μια σvτρατηγική σvυμπεριφοράς P (L) = p και P (R) = 1 − p , με 0 ≤ p ≤ 1
παρέχει σvτον παίκτη 1 αναμενόμενη απόδοσvη U (p,H2) = 0, 2 [5p+ 1 · (1− p)] +
0, 8 [2p+ 3 (1− p)] = 2, 6 , η οποία είναι ανεξάρτητη του p, οπότε ο παίκτης 1
δεν έχει λόγο, δεν θα επωφεληθεί παραπάνω αποκλίνοντας από την σvτρατηγική
σvυμπεριφοράς s1 (L) = 0.2 , s1 (R) = 0.8 και παίζοντας κάτι άλλο.
Για το σvύνολο πληροφοριών H3 = {E,F} είναι µ1 (E) = 0.2 , µ1 (F ) = 0.8

. Μια σvτρατηγική σvυμπεριφοράς P (L′) = p και P (R′) = 1 − p , με 0 ≤ p ≤ 1
παρέχει σvτον παίκτη 1 αναμενόμενη απόδοσvη U (p,H3) = 0, 2 [4p+ 3 · (1− p)] +
0, 8 [4p+ 5 · (1− p)] = 4, 6− 0, 6p. Η σvχέσvη αυτή μεγισvτοποιείται για p=0, όπου
η απόδοσvη είναι 4.6, οπότε η σvτρατηγική σvυμπεριφοράς που το επιτυγχάνει είναι
να παίξει L' με πιθανότητα 0 και R' με πιθανότητα 1.
Για το σvύνολο πληροφοριών H1 = {A,B} είναι µ1 (A) = 0.2 , µ1 (B) = 0.8 .

Μια σvτρατηγική σvυμπεριφοράς P (r) = p και P (s) = 1− p , με 0 ≤ p ≤ 1 παρέχει
σvτον παίκτη 2 αναμενόμενη απόδοσvη

U (H1, p, µ) =
0.2 {0, 2 · [0, 2 · p · 3 + 0, 8 · (1− p) · 4] + 0, 8 · [0, 2 · p · 8 + 0, 8 · (1− p) · 7]}+
0, 8 {0, 2 · [0, 2 · p · 1 + 0, 8 · (1− p) · 5] + 0, 8 · [0, 2 · p · 6 + 0, 8 · (1− p) · 4]}

= 3, 712 − 2, 344p . Η σvχέσvη αυτή μεγισvτοποιείται για p=0, όπου η απόδοσvη
είναι 3.712, οπότε η σvτρατηγική σvυμπεριφοράς που το επιτυγχάνει είναι να παίξει
r με πιθανότητα 0 και s με πιθανότητα 1.
Για το σvύνολο πληροφοριών που ορίζει η ρίζα του δέντρου, μια σvτρατηγική

σvυμπεριφοράς P (m) = p και P (n) = 1− p , με 0 ≤ p ≤ 1 παρέχει σvτον παίκτη 1
αναμενόμενη απόδοσvη U (p,R) = 3, 712− 2, 344p . Ομοίως με πριν, η σvτρατηγική
μεγισvτοποίησvης της απόδοσvης είναι m με πιθανότητα 0 και n με πιθανότητα 1.
Βρήκαμε όμως ότι η σvτρατηγική σvυμπεριφοράς που μεγισvτοποιεί την αναμενό-

μενη απόδοσvη των παικτών, με αυτό το σvύσvτημα πεποιθήσvεων, είναι όπου είχαμε
πιθανότητα 0,8 να έχουμε 1 και όπου 0,2 να έχουμε 0 (και σvτο H2 αδιάφορο ό,τι
και να παίξουμε). Αυτό σvημαίνει ότι ο πλήρως αναμεμιγμένος ορίζοντας σvτρατη-
γικής θα μεταβληθεί διαδοχικά και οι κινήσvεις που επιλέγονται με πιθανότητα 0,8
θα σvυγκλίνουν τελικά όλο και πιο πολύ σvτην μονάδα, αφού έτσvι μεγισvτοποιούν-
ται οι αναμενόμενες αποδόσvεις. Δεν σvημαίνει ότι αυτό που είχαμε εξάγει με τον
τύπο του Bayes ήταν λάθος, απλά εδώ βλέπουμε το βέλτισvτο πλέον ώσvτε κανένας
παίκτης να μην μπορεί να βελτιώσvει παραπάνω την θέσvη του.
Οπότε και το σvυνεπές σvύσvτημα πεποιθήσvεων μεταβάλλεται σvιγά σvιγά σvε κάθε

βήμα και προκύπτει εύκολα (αν και δεν μπορεί να υπολογισvτεί άμεσvα με την εφαρ-
μογή του τύπου του Bayes λόγω των μηδενικών πιθανοτήτων):
Για τα σvύνολα πληροφοριών του παίκτη 1:
µ (C/H2) = µ (E/H3) = 0 και µ (D/H2) = µ (F/H3) = 1
Για το σvύνολο πληροφοριών του παίκτη 2:
µ (A/H1) = 0 και µ (B/H1) = 1
Δεδομένου αυτού του σvυσvτήματος πεποιθήσvεων, οδηγούμασvτε σvτην διαδρομή

R → B → F → (5, 4)η οποία υποσvτηρίζεται από τον ορίζοντα σvτρατηγικής
({n,R,R′} , s) .
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Προχωράμε σvε ένα άλλο παράδειγμα παρόμοιο με το �Selten's Horse� αλλά λίγο
πιο περίπλοκο, για να δούμε πάλι την έννοια της διαδοχικής ισvορροπίας. Το σvχήμα
είναι πάλι παρμένο από τον Kreps (1990), A Course in Microeconomic Theory :

Figure 13: Διαδοχική ισvορροπία σvε παίγνιο τριών παικτών
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΄Εσvτω ότι έχει προσvδιορισvτεί η σvτρατηγική σvυμπεριφοράς των παικτών

s1 (L) = 1, s1 (M) = 0,s1 (R) = 0, s2 (12) = 1, s2 (r2) = 0, s3 (13) = 1,
s3 (r3) = 0 ,
δηλαδή ο παίκτης 1 παίζει L, ο παίκτης 2 παίζει 12 και ο παίκτης 3 παίζει 13.
Αν το σvυνεπές σvύσvτημα πεποιθήσvεων προσvδίδει πιθανότητα 0,3 να βρεθούμε

σvτον κόμβο 16, δηλαδή µ (16) = 0.3 και µ (15) = 0.7, τότε το παίξιμο 12 δεν είναι

σvτρατηγική διαδοχικής ισvορροπίας για τον παίκτη 2. Γιατί; Επειδή η σvτρατηγική
s2 (12) = 1, s2 (r2) = 0 του παίκτη 2 σvτο σvύνολο πληροφοριών του II, δίνει
αναμενόμενη απόδοσvη U (l2, II) = 0, 7 ·2+0, 3 ·4 = 2, 6 ενώ το παίξιμο r2, δηλαδή
σvτρατηγική s2 (12) = 0, s2 (r2) = 1, δίνει αναμενόμενη απόδοσvη U (r2, II) =
0, 7 · 1 + 0, 3 · 1 · 8 = 3, 1 > 2, 6.
Ο παίκτης 3 τώρα, αν απέκλινε μονομερώς για κάποιο λόγο, αν άλλαζε την

σvτρατηγική σvυμπεριφοράς του από την s3 (13) = 1 ενώ όλα τα άλλα μένουν ίδια,
σvτην s3 (13) = 0.5, s3 (r3) = 0.5 , τότε η αρχική σvτρατηγική σvυμπεριφοράς του
παίκτη 2 θα προσvέφερε διαδοχική ισvορροπία αφού παίζοντας κάτι διαφορετικό από
12 δεν θα κέρδιζε παραπάνω από 2,6. Αν άλλαζε σvε r2 θα είχε τώρα αναμενόμενη

απόδοσvη U (r2, II) = 0, 7 · 1 + 0, 3 · [(0, 5 · 8 + 0, 5 · 2)] = 2, 2 < 2, 6. ΄Ετσvι ο
ορίζοντας σvτρατηγικής (L, 12, 13) είναι διαδοχική ισvορροπία.
Βλέπουμε λοιπόν πόσvο λεπτές είναι οι ισvορροπίες και πώς αναπροσvαρμόζονται

ανάλογα με τις σvτρατηγικές σvυμπεριφορές των παικτών και τις πεποιθήσvεις που

είναι ορθολογικά σvυνεπείς με αυτές, μέχρι να οδηγηθούμε σvτην διαδοχική ισvορ-
ροπία. ΄Οπως προείπαμε, γίνεται αναθεώρησvη των πεποιθήσvεων καθώς το παίγνιο
προχωράει, δεδομένου ότι είναι σvυνεπείς με τον ορίζοντα σvτρατηγικής. Με δε-
δομένα αυτά, ο παίκτης χρησvιμοποιεί σvτρατηγικές σvυμπεριφοράς που μεγισvτοποιούν
τελικά την αναμενόμενη απόδοσvή του σvε κάθε σvύνολο πληροφοριών του.
Συνεπώς, καθώς το παίγνιο προχωράει, ο παίκτης δεν έχει λόγο να αποκλίνει

από την σvτρατηγική του σvε κανένα εκ των σvυνόλων πληροφοριών του. Μόλις
περιγράψαμε μία ευρύτερη έννοια της SPNE, αφού είναι το ίδιο αποτέλεσvμα και
κριτήριο, αλλά σvτην SPNE επαφίεται σvτο εκάσvτοτε υποπαίγνιο, σvτους κόμβους
που ορίζουν την αρχή του και είναι μονοσvύνολα πληροφοριών. Η διαδοχική ισ-
vορροπία λοιπόν ανάγει την τελειότητα υποπαιγνίου παντού σvτα δυναμικά παίγνια,
ανεξαρτήτως ύπαρξης υποπαιγνίων.
Κλείνουμε λοιπόν με αυτό το βαρυσvήμαντο πόρισvμα:

Κάθε διαδοχική ισvορροπία είναι μια τέλεια ισvορροπία Nash υποπαιγνίου-SPNE

Ως προς την ύπαρξη ή όχι διαδοχικής ισvορροπίας και την εφικτότητα προσvδιορ-

ισvμού της, να σvημειώσvουμε εδώ ότι ο D. Kreps και o R. Wilson απέδειξαν ότι κάθε
δυναμικό παίγνιο ατελούς πληροφόρησvης έχει μια διαδοχική ισvορροπία, σvτο άρθρο
�Sequential Equilibrium� όπου ορίσvτηκε πρώτη φορά η έννοια της διαδοχικής ισ-
vορροπίας.
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5 ΕΦΑΡΜΟΓΗΘΕΩΡΙΑΣΠΑΙΓΝΙΩΝΣΕΣΤΡΑΤΗ-

ΓΙΚΕΣΑΠΟΦΑΣΕΙΣ ΕΠΕΝΔΥΣΕΩΝ.ΘΕΩΡΙΑ-

ΑΝΑΛΥΣΗ-ΕΞΑΓΩΓΗΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑΣ

5.1 ΕΙΣΟΔΟΣ ΣΤΗΝ ΑΓΟΡΑ

Θα σvυνδυάσvουμε όλα τα προηγούμενα για την εξέτασvη μιας υποθετικής περ-

ίπτωσvης που μπορεί να βρει εφαρμογή σvε πραγματικές κατασvτάσvεις. Θα ξεκινήσ-
vουμε από την βασvική δομή ενός παιγνίου και σvιγά σvιγά θα το εμπλουτίσvουμε

μέχρι να φτάσvουμε σvτην πιο αντιπροσvωπευτική, ρεαλισvτική και περίπλοκη δομή
του, αναλύοντάς το σvε βάθος με πραγματικά δεδομένα και εξετάζοντάς το σvτις
προεκτάσvεις του.
Σε πολλές ολιγοπωλιακές αγορές, οι καθιερωμένες σvτην αγορά εταιρείες αν-

τιμετωπίζουν την απειλή εισvόδου μίας νέας εταιρείας. Πριν 50 χρόνια, ένας πολύ
μικρός αριθμός εγχώριων αυτοκινητοβιομηχανιών μεσvουρανούσvε σvτην Ιταλική αγορά

αυτοκινήτων. Πλέον, έχουν εισvέλθει δυναμικά πληθώρα ξένων εταιρειών.

5.1.1 Βασvική-Απλή περίπτωσvη

Υποθέτουμε ότι μία εταιρεία που ασvχολείται με την επισvκευή μηχανών εσvω-

τερικής καύσvης για βιομηχανική και ναυπηγική χρήσvη, εξετάζει να εισvέλθει σvε μία
μονοπωλιακή αγορά, όπου κυριαρχεί μία άλλη εταιρεία. Για παράδειγμα, η δεύτερη
χρησvιμοποιεί μία πρωτοποριακή καινοτόμο μέθοδο για την επιδιόρθωσvη των αν-

ταλλακτικών και επιμέρους εξαρτημάτων των μηχανών, αυτήν της �επίσvτρωσvης-
επένδυσvης με σvκόνη laser� (Laser Powder Cladding). ΄Ετσvι, σvε τοπικό επίπεδο,
ανταγωνιζόμενες σvτην εγχώρια αγορά, η δεύτερη μπορεί να θεωρηθεί μονοπώλιο.
Η εταιρεία που εξετάζει να εισvέλθει, την οποία θα καλούμε παίκτη 2, πρέπει να

σvχηματίσvει πεποιθήσvεις που να αφορούν την ισvορροπία πριν την είσvοδό της. Αυτό
που επηρεάζει αδιαμφισvβήτητα την απόφασvη του παίκτη 2, είναι το κόσvτος παραγ-
ωγής της καθιερωμένης εταιρείας, παίκτη 1, εννοώντας οτιδήποτε εκφράζει το
κόσvτος του, οριακό, παραγωγής, κ.ο.κ, αφού αυτό επηρεάζει άμεσvα τις αποδόσvεις
του παίκτη 1, οπότε και την επιλογή της βέλτισvτης σvτρατηγικής του σvε περίπτωσvη
εισvόδου του παίκτη 2. Η καθιερωμένη σvτην αγορά εταιρεία γνωρίζει φυσvικά το
κόσvτος της, αλλά η υποψήφια προς είσvοδο όχι. Οπότε ο παίκτης 2 έχει ατελή
πληροφόρησvη σvχετικά με το αν ο παίκτης 1 έχει υψηλό ή χαμηλό κόσvτος.
Η ελλιπής πληροφόρησvη αυτή του παίκτη 2, αποδίδεται με το να θεωρήσvουμε ότι

η φύσvη κάνει την πρώτη κίνησvη, επιλέγοντας το κόσvτος του παίκτη 1. Η επιλογή
αυτή της φύσvης δεν παρατηρείται από τον παίκτη 2, οπότε και η αβεβαιότητά του
για το κόσvτος του παίκτη 1 εμφανίζεται με την μορφή ατελούς πληροφόρησvης.
Να διευκρινίσvουμε ότι η κίνησvη αυτή γίνεται από την φύσvη, όχι από τον παίκτη
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1. Η φύσvη δεν μπορεί να βελτισvτοποιήσvει την σvτρατηγική της. Αντιπροσvωπεύει
ουσvιασvτικά την εκτίμησvη του παίκτη 2 για το πώς είναι ο παίκτης 1.
Τα p και 1-p, τα καθορίζει ο παίκτης 2 και είναι οι πεποιθήσvεις του για την

σvυνάρτησvη κόσvτους του παίκτη 1, για το πόσvο πιθανό είναι η φύσvη να προσvέδωσvε
υψηλό ή χαμηλό κόσvτος παραγωγής. Ο παίκτης 1 παρατηρεί το κόσvτος παραγ-
ωγής του φυσvικά, αφού όμως ολοκληρώσvει την παραγωγή. Γνωρίζει ότι θα είναι
είτε υψηλό είτε χαμηλό, αλλά δεν το καθορίζει αυτός αφού υπάρχουν ασvτάθμητοι
παράγοντες και μακάρι να μπορούσvε κάθε εταιρεία να εξασvφαλίσvει χαμηλά κόσvτη

σvαν να ήταν κίνησvή της. Για αυτό λέμε ότι το κανονίζει η φύσvη και αποκαλύπτει
την έκβασvη σvτον παίκτη 1, δεν είναι κίνησvη του παίκτη 1.
Εν σvυνεχεία, ο παίκτης 1, αφού παρατηρήσvει την ενέργεια του παίκτη 2, αν

δηλαδή εισvέρχεται ή όχι σvτην αγορά, αποφασvίζει για την ποσvότητα παραγωγής του.
Το αν θα κάνει υψηλή ή χαμηλή παραγωγή, εξαρτάται φυσvικά από τις αναμενόμενες
αποδόσvεις, δεδομένου του κόσvτους παραγωγής του σvε σvυνδυασvμό με την είσvοδο
ή όχι του παίκτη 2 σvτην αγορά.
Συγκεντρωτικά έχουμε

� Παίκτες : παίκτης 1 : Monopol , παίκτης 2 : Entrant

� Στρατηγικές Monopol : Sm1 : high output , Sm2 : low output

� Στρατηγικές Entrant : Se1 : Enter , S
e
2 : Stay out

Το δυναμικό παίγνιο ατελούς πληροφόρησvης φαίνεται παρακάτω σvτην εκτατική

μορφή του.
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Figure 14: Είσvοδος σvτην αγορά-Βασvική περίπτωσvη

Ο παίκτης 2 θα σvτηρίξει την επιλογή του για είσvοδο σvτην αγορά σvτις πε-
ποιθήσvεις του για το αν ο παίκτης 1 έχει υψηλά ή χαμηλά κόσvτη. Παρατηρεί, μέσvω
οπισvθοβατικής επαγωγής, θεωρώντας πάντα ότι η άλλη εταιρεία δρα ορθολογικά
με βάσvη την μεγισvτοποίησvη των δικών της κερδών, ότι αν εισvέλθει σvτην αγορά
ενώ ο παίκτης 1 είναι υψηλού κόσvτους, αυτός θα επιλέξει χαμηλή παραγωγή για
να αποκομίσvει 5 αντί 4 εκατομμύρια και ο ίδιος θα κερδίσvει επίσvης 5 εκατομ.
Αντιθέτως, αν είναι χαμηλού κόσvτους, θα επιλέξει υψηλή παραγωγή, επι-

διώκοντας κέρδη ύψους 7 αντί 6 εκατομμυρίων. Σε αυτή την περίπτωσvη οι απώλειες
για τον παίκτη 2 είναι μεγάλες, δηλαδή 4 εκατ. Το p είναι η πιθανότητα με την
οποία πισvτεύει ο παίκτης 2 ότι ο παίκτης 1 έχει υψηλά κόσvτη, η πεποίθησvή του.
Το 1-p αντίσvτοιχα η πεποίθησvη για χαμηλά κόσvτη.
΄Αρα, αξιολογώντας την είσvοδό του σvτην αγορά, η αναμενόμενη απόδοσvή του

από την είσvοδο είναι p · 5 + (1− p) · (−4) = 9p− 4. Η αναμενόμενη απόδοσvη από
την παραμονή της εταιρείας εκτός αγοράς είναι p · 0 + (1− p) · 0 = 0. Οπότε ο
παίκτης 2 εισvέρχεται αν 9p − 4 ≥ 0 ⇒ p ≥ 4/9 = 0, 4444. Βλέπουμε ότι για να
εισvέλθει πρέπει να έχει πολύ ισvχυρή πεποίθησvη ότι ο ανταγωνισvτής του έχει υψηλά

κόσvτη (σvχεδόν 50%). Αν είναι αρκετά αισvιόδοξος ότι ο ανταγωνισvτής έχει υψηλά
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κόσvτη και δεν θα είναι δυνατός αντίπαλος σvτην αγορά, τότε επιλέγει την είσvοδο
σvτην αγορά αυτή.
Ουσvιασvτικά βλέπουμε ο παίκτης 2 αν είχε πλήρη πλήρη πληροφόρησvη θα εισvερ-

χόταν σvτην αγορά αν και μόνο αν ο μονοπωλητής ήταν εταιρεία υψηλού κόσvτους και

σvτο ίδιο πόρισvμα κατέληξε και τώρα. Δεν θα ήθελε να ανταγωνισvτεί μία εταιρεία
με χαμηλά κόσvτη και βέβαιη υψηλή παραγωγή που περιορίζει τα δικά του περιθώρια

κέρδους. Θα δούμε και παρακάτω ότι αυτό αποτελεί καθορισvτικό παράγοντα για
το παίξιμο του παιγνίου.
΄Αρα το παίγνιό μας έχει τέσvσvερις διαδρομές ισvορροπίας

Αν ο παίκτης 1 έχει υψηλά κόσvτη και p ≥ 0, 44 τότε enter→low output→(5,5)
Αν ο παίκτης 1 έχει υψηλά κόσvτη και p ≤ 0, 44 τότε stay out→low output→(10,0)
Αν ο παίκτης 1 έχει χαμηλά κόσvτη και p ≥ 0, 44 τότε enter→high output→
(7,-4)
Αν ο παίκτης 1 έχει χαμηλά κόσvτη και p ≤ 0, 44 τότε stay out→high output→(13,0)

5.1.2 Ανάλυσvη Ευαισvθησvίας

Η επιλογή τελικά του παίκτη 2 ανάγεται σvτο p, το οποίο επηρεάζεται από τις
αποδόσvεις. Πόσvο όμως; Αν διπλασvιάζαμε τις αποδόσvεις των παικτών τόσvο σvτα
κέρδη όσvο και σvτην χασvούρα, αν δηλαδή ήταν εταιρείες με ακόμα μεγαλύτερο
κύκλο εργασvιών και είχαν κι άλλα περιθώρια κέρδους, ο παίκτης 2 θα εισvερχόταν
αν p · 10 + (1− p) · (−8) = 18p− 8 ≥ 0⇒ p ≥ 8/18 = 0, 4444. Βλέπουμε ότι δεν
άλλαξε τίποτα, αφού η σvχέσvη και αναλογία μεταξύ των αποδόσvεων, που είναι αυτή
που καθορίζει τον σvχηματισvμό πεποιθήσvεων, παρέμεινε ίδια.
Αν αλλάζαμε όμως αυτή την σvχέσvη; Μπορούμε, αλλά σvε ρεαλισvτική βάσvη.

Δηλαδή, μία εταιρεία νεοεισvερχόμενη σvε σvχέσvη με ένα μονοπώλιο καθιερωμένο που
παρέχει ικανοποίησvη για τις υπηρεσvίες του, είναι σvχεδόν αδύνατο να το ξεπεράσvει
σvε κέρδη αρχικά. ΄Αρα για υψηλού κόσvτους εταιρεία που μετά από είσvοδο άλλης
επιλέγει χαμηλή παραγωγή, σvτον τερματικό κόμβο με απόδοσvη (5,5) δεν μπορούμε
να αποκλίνουμε και πολύ.
Αν μπορούμε να αλλάξουμε κάτι είναι να θεωρήσvουμε ότι ο παίκτης 2 έχει λίγο

μικρότερα κέρδη ακόμα και σvε αυτή την καλή περίπτωσvη και όχι όσvα ο ανταγ-

ωνισvτής του, οπότε να είχαμε (5,4). Αυτό κάνει ακόμα πιο δύσvκολη την είσvοδο
σvτην αγορά του παίκτη 2, αφού ο παρονομασvτής του κλάσvματός μας μικραίνει και
εισvέρχεται αν p ≥ 4/8 = 0, 5. Πρέπει να έχει ακόμα πιο ισvχυρή πεποίθησvη ότι ο
παίκτης 1 έχει υψηλά κόσvτη, σvε ποσvοσvτό 50%.
Αντίσvτοιχα σvτον τερματικό κόμβο (7,-4) μπορούμε κρατώντας σvταθερά τώρα

όλα τα υπόλοιπα να εξετάσvουμε την περίπτωσvη που ο παίκτης 2 έχει μικρότερες
απώλειες -3εκ αντί για -4εκ οπότε (7,-3). Τώρα p ≥ 3/8 = 0, 375 και βλέπουμε
ότι εδώ μειώθηκε η πιθανότητα που τουλάχισvτον πρέπει να πισvτεύει ο παίκτης 2
ότι έχει ο παίκτης 1 για υψηλά κόσvτη, ώσvτε να μπει σvτην αγορά. Αν λοιπόν έχει
μικρότερη χασvούρα (-3<-4) σvτην περίπτωσvη που μπει σvτην αγορά ενώ ο παίκτης
1 έχει χαμηλά κόσvτη και κάνει τελικά υψηλή παραγωγή, αυξάνεται η πιθανότητα
να εισvέλθει σvτην αγορά αφού χρειάζεται λιγότερη αισvιοδοξία για υψηλά κόσvτη
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του παίκτη 1. Μπορεί όχι δραματικά, αφού το 0,375 είναι κοντά σvτο 0,444, αλλά η
θετική επίδρασvη που έχει είναι μεγαλύτερη από την αρνητική του να είχε μικρότερη

απόδοσvη σvτην περίπτωσvη (5,5).
Τέλος αν αλλάξουμε και τα δύο ταυτόχρονα έχουμε p ≥ 3/7 = 0, 42857 που είναι

πολύ κοντά σvτην αρχική μας λύσvη και ελάχισvτα πιο πιθανό να εισvέλθει ο παίκτης

2 σvτην αγορά. Ενδεικτικά, ο μέσvος όρος όλων των παραπάνω p είναι 0,43699.

5.1.3 Είσvοδος με δυνατότητα διαφήμισvης

Ας εμπλουτίσvουμε ακόμη πιο πολύ το παίγνιό μας. Ο παίκτης 2 θα ήθελε
να αυξήσvει κι άλλο τα κέρδη του σvε περίπτωσvη εισvόδου του σvτην αγορά με έναν

υψηλού κόσvτους αντίπαλο που θα παράγει λίγο και να μειώσvει την χασvούρα του

με έναν χαμηλού κόσvτους αντίπαλο που θα παράγει πολύ. Προσvθέτει λοιπόν σvτις
επιλογές του την δυνατότητα διαφήμισvης. Ο παίκτης 2 πρέπει να αποφασvίσvει αν
θα κάνει διαφήμισvη σvε περίπτωσvη που αποφασvίσvει να μπει σvτην αγορά, χωρίς όμως
να ξέρει αν αυτή θα είναι επιτυχής ή όχι. Πάλι θα σvχηματίσvει πεποιθήσvεις σvχετικά
με την πιθανότητα να πάει καλά η διαφήμισvη και να αυξήσvει τα κέρδη του ακόμα

και πάνω από την ανταγωνίσvτρια εταιρεία ή να αποτύχει και να ζημιωθεί παραπάνω

από το να μην είχε κάνει καθόλου. Το παίγνιο φαίνεται παρακάτω.
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Figure 15: Είσvοδος σvτην αγορά με δυνατότητα διαφήμισvης

΄Οπως βλέπουμε από τις αποδόσvεις, υποθέτουμε ότι αν η διαφήμισvη πάει καλά,
επιφέρει επιπλέον 2εκ κέρδος σvε όλες τις περιπτώσvεις, ενώ αν αποτύχει, επιφέρει
μικρότερη ζημία, ένα εκατομμύριο. Δηλαδή το κόσvτος της διαφήμισvης δεν αντισ-
vταθμίζεται από τις πωλήσvεις και υπάρχει ζημία 1εκ, αλλά σvε περίπτωσvη επιτυχίας
μπορεί να "εκτοξεύσvει" τις πωλήσvεις, οπότε και τα κέρδη, σvτα 2εκ επιπλέον του
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αναμενόμενου. Η εταιρεία που εξετάζει την είσvοδό της έχει λοιπόν επιπλέον ατελή
πληροφόρησvη σvχετικά με την έκβασvη της διαφήμισvης.
Ατελή πληροφόρησvη έχει και η καθιερωμένη σvτην αγορά εταιρεία όταν πλέον

αποφασvίζει για υψηλή ή χαμηλή παραγωγή, αλλά δεν αλλάζει τίποτα, καθώς οι
αποδόσvεις της παραμένουν ίδιες. Αυτό είναι σvημαντικό, γιατί δεν έχουμε ένα
παίγνιο μηδενικού αθροίσvματος με σvυγκεκριμένο περιθώριο κέρδους. Το μερίδιο
σvτην αγορά μοιράζεται ανάμεσvα σvτις εταιρείες αλλά δεν είναι προκαθορισvμένο και

σvτάσvιμο. Ο παίκτης 1 μπορεί να έχει τα ίδια κέρδη με την σvτρατηγική του ανάλογα
με τα κόσvτη του και το επίπεδο παραγωγής του και ταυτόχρονα ο νεοεισvερχόμενος

να διευρύνει τα δικά του, χωρίς να σvημαίνει ότι θα πάρει πελάτες από τον παίκτη
1 και θα επιφέρει μείωσvη της απόδοσvής του. Απλά με επιτυχημένη πολιτική mar-
keting και διαφήμισvη μπορεί ο παίκτης 2 να καταφέρει σvημαντικά αυξημένα κέρδη
και να προσvεγγίσvει μεγάλο πελατολόγιο.
Εδώ λοιπόν ο παίκτης 2 πρέπει να αξιολογήσvει πότε σvυμφέρει να κάνει διαφήμισvη

μπαίνοντας σvτην αγορά. Σε κάθε περίπτωσvη, η αναμενόμενη απόδοσvη από την
είσvοδο με διαφήμισvη είναι μεγαλύτερη από αυτή της απλής εισvόδου όταν −2r −
5(1 − r) ≥ −4 ή αντίσvτοιχα 7r + 4 (1− r) ≥ 5 δηλαδή r ≥ 1/3 = 0, 3333. Αν ο
παίκτης 2 πισvτεύει ότι με πιθανότητα >1/3 θα είναι επιτυχημένη η διαφήμισvη, τότε
κάνει διαφημισvτική καμπάνια όταν εισvέρχεται σvτην αγορά.
Βρήκαμε λοιπόν πότε σvυμφέρει να κάνει διαφήμισvη ο παίκτης 2 για να βελτισ-

vτοποιήσvει την σvτρατηγική του. Αυτό όμως δεν είναι και η σvυνθήκη που θα τον
οδηγήσvει σvε απόφασvη για είσvοδο σvτην αγορά ή όχι. Για να εισvέλθει σvτην αγορά
πρέπει η αναμενόμενη απόδοσvή του να είναι μεγαλύτερη από την μη είσvοδο όπως

πριν. Δηλαδή p [7r + (1− r) 4]+(1− p) [−2r + (1− r) (−5)] ≥ 0⇒ 9p+3r−5 ≥
0⇒ p ≥ 5−3r/9.
Το αποτέλεσvμα δείχνει ότι πλέον η απόφασvη θα παρθεί σvε σvυνδυασvμό με την

πεποίθησvη για την έκβασvη της διαφήμισvης. Αν r=1/3 ο παίκτης είναι αδιάφορος ως
προς την διαφήμισvη ή όχι και η απόφασvη ανάγεται αντικαθισvτώντας σvτο κλάσvμα

σvτο p ≥ 4/9 = 0, 4444, δηλαδή σvτην ίδια σvυνθήκη που υπολογίσvαμε πριν. Αν
όμως r ≥ 1/3 = 0, 3333 έχουμε ένα σvημαντικό αποτέλεσvμα, αφού όσvο μεγαλύτερη
αισvιοδοξία έχει για το ότι θα πάει καλά η διαφήμισvη, τόσvο μειώνεται η τιμή του p
που πρέπει να έχει ως πεποίθησvη για υψηλά κόσvτη του παίκτη 1.
Μία εταιρεία που έχει επενδύσvει σvτην διαφήμισvη με τα χρόνια και έχει επι-

τυχημένη και αποδοτική πολιτική marketing σvε βάθος χρόνων, θα μπορούσvε να
πισvτεύει ότι με πιθανότητα 0,6, δηλαδή πάνω από 50% η διαφήμισvή της θα έχει
θετική έκβασvη. Τότε χρειάζεται για να εισvέλθει σvτην αγορά p ≥ 3,2/9 = 0, 3555
το οποίο είναι σvημαντικά μειωμένο από το αρχικό 0,4444.
Ο παράγοντας r αντισvταθμίζει το p και αντίσvτροφα. Η πεποίθησvη για επιτυχη-

μένη διαφήμισvη αυξάνει την πιθανότητα για είσvοδο σvτην αγορά, "αποδυναμώνοντας"
σvτα μάτια του νεοεισvερχόμενου ακόμα και μια εταιρεία χαμηλού κόσvτους.

5.1.4 Δύο περίοδοι παραγωγής του Monopol-Παρατήρησvη της

πρώτης επιλογής
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Πηγαίνουμε ακόμα ένα βήμα παραπέρα, εξετάζοντας την περίπτωσvη που η υποψήφια
για είσvοδο εταιρεία παρατηρεί πρώτα το επίπεδο παραγωγής της άλλης εταιρείας και

έπειτα αποφασvίζει ποια θα είναι η δικιά της απάντησvη. Αφού αυτό που φάνηκε σvτα
παραπάνω ότι ενδιαφέρει τον παίκτη 2 και αποτελεί τον καθορισvτικό παράγοντα για
την απόφασvή του, είναι ποιά είναι τα κόσvτη του παίκτη 1, αν περιμένει και παρα-
τηρήσvει κάποια ενέργεια της καθιερωμένης εταιρείας πριν αποφασvίσvει για είσvοδο

ή όχι, ίσvως να μπορούσvε να λάβει κάποια πληροφόρησvη σvχετικά με τα κόσvτη της
δεύτερης, βασvιζόμενος σvτο επίπεδο παραγωγής που θα διαπισvτώσvει.
Εδώ πλέον το παίγνιο χωρίζεται σvε δύο περιόδους και σvε κάθε μία ο παίκτης

1 αποφασvίζει ποιο θα είναι το μέγεθος παραγωγής του. Την αρχική του επι-
λογή παρατηρεί ο παίκτης 2 και μετά κινείται αυτός μπαίνοντας σvτην αγορά ή
μένοντας έξω, χωρίς βέβαια να ξέρει αν αντιμετωπίζει υψηλού ή χαμηλού κόσvτους
εταιρεία, αλλά βασvιζόμενος όπως προείπαμε σvτο επίπεδο παραγωγής που βλέπει.
Αφού λοιπόν πάρει την απόφασvή του ο παίκτης 2, ο μονοπωλητής αποφασvίζει σvτο
δεύτερο σvτάδιο το επίπεδο παραγωγής του. ΄Εχουμε περιγράψει το πιο ρεαλισvτικό
σvενάριο και το δέντρο παιγνίου ακολουθεί σvτο σvχήμα. Θα δώσvουμε το σvκεπτικό
της ισvορροπίας και μια περιγραφική λύσvη και μετά θα εξετάσvουμε πιο αναλυτικά

τέσvσvερις υποπεριπτώσvεις καθορίζοντας πεποιθήσvεις και διαδοχική ισvορροπία, σvε
ένα πλαίσvιο που γνωρίσvαμε νωρίτερα σvτην διπλωματική.
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Figure 16: Δύο περίοδοι παραγωγής Monopol-Παρατήρησvη πρώτης επιλογής από
Entrant
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Οι αποδόσvεις είναι ίδιες με πριν. ΄Εχουμε όμως δύο περιόδους. Οι αποδόσvεις
της πρώτης περιόδου του μονοπωλητή είναι προφανώς οι ίδιες με την περίπτωσvη

του να ήταν μόνος του σvτην αγορά και να επέλεγε το επίπεδο παραγωγής του,
άρα ίδιες με το πρώτο μας παίγνιο σvτο σvχήμα 14. Οπότε σvτις ήδη υπάρχουσvες
προσvθέτουμε: Αν ο παίκτης 1 είναι high cost και επέλεξε σvτην αρχή high output
(κόμβος H1) +9. Αν ο παίκτης 1 είναι high cost και επέλεξε σvτην αρχή low output
(κόμβος L1) +10. Αν ο παίκτης 1 είναι low cost και επέλεξε σvτην αρχή high output
(κόμβος H2) +13 και αν ο παίκτης 1 είναι low cost και επέλεξε σvτην αρχή low
output (κόμβος L2) +11, οπότε οι αποδόσvεις διαμορφώνονται όπως βλέπουμε σvτο
δέντρο.
Αν υποθέταμε ότι ο παίκτης 2 αγνοεί το επίπεδο παραγωγής του μονοπωλητή

σvτην πρώτη περίοδο και επίσvης πίσvτευε ότι αντιμετωπίζει εταιρεία υψηλού κόσvτους

με p = 2/7, τότε (όπως είδαμε σvτο παίγνιο του σvχήματος 14 αφού εκπίπτει σvε
αυτό) δε θα εισvερχόταν σvτην αγορά. Γνωρίζοντάς το αυτό, ένας χαμηλού κόσvτους
μονοπωλητής, θα μεγισvτοποιούσvε τις αποδόσvεις του παίζοντας high output σvε
κάθε περίοδο, ενώ ένας υψηλού κόσvτους παίζοντας low output σvε κάθε περίοδο.
Ο παίκτης 2 βέβαια δεν αγνοεί αυτή την πρώτη κίνησvη επιπέδου παραγωγής

του μονοπωλητή, αφού από αυτή προσvπαθεί να αποκομίσvει σvτοιχεία για τα πραγ-
ματικά κόσvτη του μονοπωλητή. Πισvτεύοντας ο παίκτης 2 ότι ο μονοπωλητής θα
ακολουθήσvει ορθολογικά την σvτρατηγική που μόλις περιγράψαμε, τότε η δικιά του
σvτρατηγική ανταπάντησvης είναι: �Είσvοδος σvτην αγορά μόνο αν ο μονοπωλητής
επιλέξει low output σvτην πρώτη περίοδο�.
Αντίσvτοιχα όμως με τη σvειρά του ο μονοπωλητής περιμένει τον υποψήφιο

νεοεισvερχόμενο να κάνει αυτή την ανάλυσvη και να προσvπαθεί να καταλάβει το

επίπεδο κόσvτους του παρατηρώντας το επίπεδο παραγωγής. Αν λοιπόν είτε είναι
υψηλού κόσvτους είτε χαμηλού, επιλέγει πάντα σvτην πρώτη περίοδο high output, ο
παίκτης 2 δεν θα μπορούσvε να βγάλει κάποιο σvυμπέρασvμα για τα κόσvτη του παίκτη
1. (Προφανώς όχι low output αφού αυτό δείχνει σvχεδόν σvίγουρα υψηλά κόσvτη
και παρακινεί τον παίκτη 2 να μπει σvτην αγορά). ΄Ετσvι, δεδομένης και της χαμηλής
πεποίθησvης p = 2/7, ο παίκτης 2 θα έμενε εκτός αγοράς.
Δηλαδή, μία καθιερωμένη εταιρεία με υψηλά κόσvτη, όταν καλείται να αποφασ-

vίσvει για την παραγωγή της σvτην πρώτη περίοδο, σvυγκρίνει την απόδοσvη σvτον τερμ-
ατικό κόμβο από την διαδρομή low output→Enter→low output (15) με αυτή του
τερματικού κόμβου high output→Stay out→low output (19) και αφού 19>15,
είναι πιο σvυμφέρον να επιλέξει high output σvτην πρώτη περίοδο παρά low output
μεγισvτοποιώντας την αναμενόμενη απόδοσvή της.
Οι σvτρατηγικές ισvορροπίας λοιπόν που πηγάζουν ως πόρισvμα είναι:
Monopol: Παρήγαγε high output σvτην πρώτη περίοδο και σvτην δεύτερη high

output αν τα κόσvτη είναι χαμηλά και low output αν τα κόσvτη είναι υψηλά (αν-
εξάρτητα του αν θα εισvέλθει σvτην αγορά ο παίκτης 2).

Entrant: Είσvελθε σvτην αγορά αν και μόνο αν ο μονοπωλητής παράγει low
output σvτην πρώτη περίοδο.
Ο υψηλού κόσvτους μονοπωλητής λοιπόν ουσvιασvτικά προσvπαθεί να αποκρύψει τα

πραγματικά επίπεδα κόσvτους του από τον υποψήφιο νεοεισvερχόμενο. Δεν σvημαίνει
ότι απαραίτητα προσvπαθεί να �ξεγελάσvει� τον νεοεισvερχόμενο ώσvτε να πισvτεύει
ότι ο μονοπωλητής είναι μία εταιρεία χαμηλού κόσvτους (εξάλλου μπορεί να είναι!).
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Ο ορθολογικός υποψήφιος για είσvοδο σvτην αγορά αναμένει έτσvι κι αλλιώς ότι

ένας υψηλού κόσvτους μονοπωλητής θα το κάνει αυτό. Η αξία και το κέρδος για
το μονοπωλητή δεν είναι ότι εξαπατάει τον υποψήφιο νεοεισvερχόμενο ώσvτε να

πισvτέψει ότι ο αντίπαλός του έχει χαμηλά κόσvτη. Είναι το γεγονός ότι ο παίκτης 2
αποτρέπεται από το να σvυλλέξει την πληροφορία για τα κόσvτη του παίκτη 1 που θα
ήθελε και δεδομένης της ελλιπούς πληροφόρησvης επιλέγει να μείνει εκτός αγοράς.
Να αναφέρουμε εδώ ότι αυτή η πρακτική που μόλις περιγράψαμε, όπου θέτει

κάποιος πρώτος ένα υψηλό επίπεδο παραγωγής ( ή αντίσvτοιχα μία χαμηλή τιμή)
για να αποτρέψει την είσvοδο κάποιου άλλου είναι γνωσvτή ως limit pricing.

5.1.5 Δύο περίοδοι παραγωγής Monopol-Δυοπώλιο Cournot αν

εισvέλθει Entrant

Είδαμε ότι σvτην δεύτερη περίοδο, ο μονοπωλητής, που εκεί γνωρίζει τα κόσvτη
του (από την πρώτη ήδη περίοδο), δεν έχει πραγματικά λόγο να εξετάσvει αν θα
πραγματοποιήσvει high output ή low output. Αν έχει χαμηλά κόσvτη, το high
output είναι αυσvτηρά κυρίαρχη σvτρατηγική σvε σvχέσvη με το low output. Δηλαδή
σvτο υποπαίγνιο που ξεκινάει από τον κόμβο L, σvε όλους τους τερματικούς κόμβους
για τον μονοπωλητή είναι 20>19, 26>24, 18>17, 24>22.Αν έχει υψηλά κόσvτη,
το low output είναι αυσvτηρά κυρίαρχη σvτρατηγική σvε σvχέσvη με το high output.
Δηλαδή σvτο υποπαίγνιο που ξεκινάει από τον κόμβο H, σvε όλους τους τερματικούς
κόμβους για τον μονοπωλητή είναι 14>13, 19>18, 15>14, 20>19.
Οπότε δεν χρειαζόμασvτε δύο επιλογές εκεί αλλά μία ακόμα πιο ρεαλισvτική

και αντιπροσvωπευτική θεώρησvη που θα επιτρέπει τον καθορισvμό ισvορροπίας σvτην

ποσvότητα παραγωγής που βελτισvτοποιεί τα κέρδη και όχι το αν θα είναι υψηλή ή

χαμηλή. ΄Εσvτω λοιπόν σvτην τελική εκδοχή του παιγνίου μας, ότι οι εταιρείες σvτην
δεύτερη περίοδο, ανταγωνίζονται σvτο περίφημο δυοπώλιο Cournot που αναλύσvαμε
πρωτύτερα σvτην διπλωματική. Παίζουν δηλαδή ανταγωνισvτικό παίγνιο καθορισvμού
ποσvοτήτων σvε μοντέλο Cournot.
Τώρα δεν θα τοποθετήσvουμε απλά αποδόσvεις σvτους τερματικούς κόμβους σvυναφείς

με την λογική, αλλά θα τις υπολογίσvουμε επακριβώς δίνοντας την πιο ρεαλισvτική
αντιπροσvωπευτική εικόνα με πραγματικά νούμερα.

Περιγραφή παιγνίου

Το παίγνιό μας έχει ως εξής:

� ΄Εχουμε δύο περιόδους και ένα προϊόν σvτην αγορά (υπηρεσvία Laser Powder
Cladding) με αντίσvτροφη σvυνάρτησvη ζήτησvης p (qt) = p1 = p2 = M − qt ,
όπου M ένας σvταθερός αριθμός, σvτην περίπτωσvή μας Μ=14 και qt = q1 + q2

η σvυνολική παραγωγή των δύο εταιρειών

� ΄Εχουμε δύο εταιρείες, Monopol (Μονοπωλητής) , Entrant (Υποψήφιος
νεοεισvερχόμενος)
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� Ο Monopol έχει σvυνάρτησvη κόσvτους TC1 (q) = c1 · q1 και το c1 μπορεί να
είναι high cost (cH) ή low cost (cL) , δηλαδή c1ε {cH , cL} και σvτην περίπτωσvή
μας cH = 8 και cL = 6

� Ο Entrant έχει σvυνάρτησvη κόσvτους TC2 (q) = c2 ·q2 και το c2 είναι σvταθερό
και σvτην περίπτωσvή μας c2 = 7

� Ο Monopol είναι μόνος του σvτην αγορά την πρώτη περίοδο και θέτει την
ποσvότητά του παραγωγής q1η οποία μπορεί να είναι high output (qL) ή low
output (qH) , δηλαδή q1ε {qL, qH} (όπου τα H και L αναφέρονται σvτα κόσvτη)

� Ο Entrant παρατηρεί το q1 και αποφασvίζει αν θα εισvέλθει ή όχι σvτην αγορά.

� Αν εισvέλθει, οι εταιρείες ανταγωνίζονται σvε οικονομικό μοντέλο Cournot
σvτη δεύτερη περίοδο. Αν όχι, ο Monopol ενεργεί πάλι ως μονοπώλιο σvτην
δεύτερη περίοδο.

� Το κόσvτος εισvόδου σvτην αγορά δίνεται από την σvταθερά F, σvτην περίπτωσvή
μας F=6. (Αυτό μπορούσvε να εισvαχθεί και σvτην σvυνάρτησvη κόσvτους του
Entrant ουσvιασvτικά ως ένα επιπλέον σvταθερό κόσvτος, δηλαδή TC2 (q) =
6 + c2 · q2 , αλλά δεν αλλάζει κάτι σvτους υπολογισvμούς και για διευκόλυνσvη
το αναφέρουμε χωρισvτά)

΄Ολα τα νούμερα είναι σvε εκατομμύρια ευρώ, δηλαδή x1000000 εκτός των μονάδων
των q.

Καθορισvμός-Υπολογισvμός αποδόσvεων

Πρέπει τώρα να καθορίσvουμε τις αποδόσvεις των εταιρειών για κάθε περίπτωσvη.
Οι αποδόσvεις τους όμως είναι τα κέρδη τους. Η σvυνάρτησvη απόδοσvης κάθε
εταιρείας i είναι η σvυνάρτησvη κέρδους: Πi = (M − q1 − q2) · qi − ci · qi =
qi (p (q1 + q2)− ci). Στην περίπτωσvη που ο μονοπωλητής είναι μόνος του σvτην
αγορά λοιπόν (πρώτη περίοδος και δεύτερη περίοδος χωρίς είσvοδο του ανταγων-
ισvτή), το q2 = 0 και όλη η παραγωγή ανήκει σvτο μονοπώλιο οπότε qt = q1. Η
σvυνάρτησvη κέρδους του μονοπωλητή τότε είναι: Π1 = (M − q1) · q1 − c1 · q1 =
Mq − q2

1 − c1q1 . Απλά τώρα επιλέγει την ποσvότητα που θα μεγισvτοποιήσvει το
κέρδος του. Παραγωγίζουμε και θέτουμε ίσvο με μηδέν: ∂Π1

∂q1
= M − 2q1 − c1 =

0⇒ q∗1 = M−c1/2

Αντικαθισvτούμε σvτοΠ1και παίρνουμε: Π∗1 = M−c1
2

(
M − M−c1

2 − c1
)

= (M−c1)2

4
. Οπότε
Αν ο Monopol έχει υψηλά κόσvτη, η απόδοσvή του είναι (M−cH)2

4 = (14−8)2

4 =
9εκ¿
Αν ο Monopol έχει χαμηλά κόσvτη, η απόδοσvή του είναι (M−cL)2

4 = (14−6)2

4 =
16εκ¿
Αυτές είναι οι αποδόσvεις που βελτισvτοποιούν-μεγισvτοποιούν το κέρδος, άρα η

περίπτωσvη που ο high cost Monopol κάνει low output και ο low cost Monopol
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κάνει high output, δηλαδή θέτει την ποσvότητα παραγωγής ανάλογα με τον τύπο
του. Πρέπει όμως να βρούμε και τις αποδόσvεις όταν παράγει σvαν να είχε διαφορε-
τικού τύπου κόσvτη (όπως είδαμε ότι ο high cost Monopol επιλέγει high output
για να αποκρύψει πληροφορία για τα κόσvτη του σvτον Entrant).
Είδαμε ότι η ποσvότητα παραγωγής που μεγισvτοποιεί τα κέρδη του μονοπωλητή

ανάλογα με την περίσvτασvη είναι q∗1 = M−c1/2.
΄Αρα το high output που παράγει ο low cost μονοπωλητής είναι qL = 14−cL/2 =

14−6/2 = 4
΄Αρα το low output που παράγει ο high cost μονοπωλητής είναι qH = 14−cH/2 =

14−8/2 = 3
Χρησvιμοποιούμε λοιπόν απλά την σvυνάρτησvη κέρδους του μονοπωλητή, βάζοντας

αντίθετα τις ποσvότητες παραγωγής με τα σvωσvτά κόσvτη:
Αν είναι high cost και παράγει high output Π1 = (M − qL) · qL − cH · qL =

14 · 4− 42 − 8 · 4 = 56− 48 = 8εκ¿
Αν είναι low cost και παράγει low output Π1 = (M − qH) · qH − cL · qH =

14 · 3− 32 − 6 · 3 = 42− 27 = 15εκ¿
Πάμε σvτην περίπτωσvη εισvόδου σvτην αγορά του παίκτη 2, οπότε θυμίζουμε την

ισvορροπία σvτο μοντέλο Cournot, που καθορίζει τις ποσvότητες παραγωγής που
μεγισvτοποιούν το κέρδος κάθε εταιρείας.
΄Εχουμε Π1 = (M − q1 − q2) q1 − c1q1 = −q2

1 + (−q2 +M − c1) q1

και Π2 = (M − q1 − q2) q2 − c2q2 = −q2
2 + (−q1 +M − c2) q2 .

΄Αρα σvύμφωνα με τον έλεγχο ισvορροπίας Nash, η ισvορροπία προκύπτει από την
λύσvη του σvυσvτήματος

∂Π1

∂q1
= −2q1 − q2 +M − c1 = 0⇒ 2q1 + q2 = M − c1

∂Π2

∂q2
= −q1 − 2q2 +M − c2 = 0⇒ q1 + 2q2 = M − c2

Λύνοντας ως προς q1, q2 το σvύσvτημα παίρνουμε: q
∗
1 = M+c2−2c1

3 και q∗2 =
M+c1−2c2

3 που αποτελεί την ισvορροπίαNash (q∗1 , q
∗
2) του παιγνίου. Επίσvης

∂2
Π1(q∗1 ,q

∗
2 )

∂q21
=

−2 < 0 και
∂2
Π2(q∗1 ,q

∗
2 )

∂q22
= −2 < 0 οπότε επαληθεύεται η ισvορροπία Nash. Ακόμη,

παρατηρούμε πως αν M > c1 + c2 τότε και οι δύο εταιρείες παράγουν θετικές
ποσvότητες προϊόντων, που είναι και το θεμιτό για να υπάρχει λογική σvυνέχεια.
Αντικαθισvτούμε τα q∗1 , q

∗
2 σvτην σvυνάρτησvη κέρδους του μονοπωλητή και

Π1 = −q2
1 + (−q2 +M − c1) q1 = −

(
M+c2−2c1

3

)2
+
(
−M+c1−2c2

3 +M − c1
)
·

M+c2−2c1
3 = − (M+c2−2c1)2

9 − (M+c1−2c2)(M+c2−2c1)
9 +M2+Mc2−2c1M

3 −c1M+c2−2c1
3

= −M
2+c22+4c21+2c2M−4c1c2−4c1M

9 −
M2+Mc2−2c1M+Mc1+c1c2−2c21−2c2M−2c22+4c1c2+3M2+3c2M−6c1M−3c1M+3c1c2−6c21

9 =

=
−M2−c22−4c21−2c2M+4c1c2+4c1M−M2+Mc2+Mc1−5c1c2+2c22+2c21+3M2+3c2M−9c1M−3c1c2+6c21

9 =
M2+c22+4c21+2c2M−4c1c2−4c1M

9 = (M+c2−2c1)2

9 = (14+7−2c1)2

9
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Αντίσvτοιχα προκύπτει Π2 = (M+c1−2c2)2

9 − F = (14+c1−14)2

9 − 6 . Οπότε:
Αν o Monopol είναι high cost και εισvέλθει σvτην αγορά ο Entrant, ο Monopol

έχει απόδοσvη Π1 = (21−2cH)2

9 = (21−2·8)2

9 = 25
9 = 2, 7777εκ¿

Αν o Monopol είναι high cost και εισvέλθει σvτην αγορά ο Entrant, ο Entrant

έχει απόδοσvη Π2 =
c2H
9 − 6 = 82

9 − 6 = 1, 1111εκ¿
Αν o Monopol είναι low cost και εισvέλθει σvτην αγορά ο Entrant, ο Monopol

έχει απόδοσvη Π1 = (21−2cL)2

9 = (21−2·6)2

9 = 81
9 = 9εκ¿

Αν o Monopol είναι low cost και εισvέλθει σvτην αγορά ο Entrant, ο Entrant

έχει απόδοσvη Π2 =
c2L
9 − 6 = 62

9 − 6 = −2εκ¿
Μπορούμε πλέον να κατασvκευάσvουμε το δέντρο του παιγνίου έχοντας όλες τις

αποδόσvεις. Ακολουθεί σvτο σvχήμα

Figure 17: Δύο περίοδοι παραγωγής Monopol-Δυοπώλιο Cournot αν εισvέλθει
Entrant
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Αναζητούμε ισvορροπία σvτο παίγνιό μας. Το σvκεπτικό μας είναι ότι έχουμε
τρεις εκδοχές με τις οποίες μπορεί να ενεργήσvει ο παίκτης 1 και βάσvη αυτών των
προφίλ θα αναζητήσvουμε την διαδοχική μας ισvορροπία που είναι και Bayesian Nash
Equilibrium και SPNE όπως έχουμε δει.

� Πρώτο σvκεπτικό: Ο Monopol, ανάλογα αν είναι high cost ή low cost θα
ενσvτερνισvτεί και εκτελέσvει διαφορετικές ενέργειες (low output ή high out-
put), θα �διαχωρίσvει� δηλαδή μέσvω των πράξεών του τους τύπους του και
τότε εφόσvον υφίσvταται ισvορροπία μιλάμε για �διαχωρισvτική ισvορροπία� (sep-
arating equilibrium).

� Δεύτερο σvκεπτικό: Ο Monopol, είτε είναι high cost είτε low cost θα ενσ-
vτερνισvτεί και εκτελέσvει την ίδια ενέργεια (είτε low output είτε high output),
θα �σvυγκεντρώσvει� δηλαδή μέσvω των πράξεών του τους τύπους του και τότε
εφόσvον υφίσvταται ισvορροπία μιλάμε για �σvυγκεντρωτική ισvορροπία� (pooling
equilibrium).

� Τρίτο σvκεπτικό: ΟMonopol, θα εκτελέσvει σvίγουρα κάποια ενέργεια για έναν
τύπο του (όπως σvτο πρώτο σvκεπτικό) και θα παίξει με μία σvυγκεκριμένη
πιθανότητα ανάμεσvα σvτις πιθανές ενέργειες για τον άλλο του τύπο. Θα
�ημι-διαχωρίσvει� δηλαδή μέσvω των πράξεών του τους τύπους του και τότε
εφόσvον υφίσvταται ισvορροπία μιλάμε για �ημιδιαχωρισvτική ισvορροπία� (semi-
separating equilibrium).

Τα παραπάνω σvκεπτικά σvυλλαμβάνουν όλες τις πιθανές εναλλακτικές του παίκτη

άρα και όλου του παιγνίου. Επίσvης μπορούν να υφίσvτανται όλες ή κάποιες ή κάποια
από αυτές τις ισvορροπίες. Μην ξεχνάμε ότι αντιμετωπίζουμε δυναμικό παίγνιο
ατελούς πληροφόρησvης με την φύσvη επίσvης να κινείται οπότε η ισvορροπία πηγάζει

μέσvω πεποιθήσvεων και οριζόντων σvτρατηγικών σvυνεπών με αυτές τις πεποιθήσvεις

οπότε δεν υπάρχει κάποια �πεπατημένη� ή μεθοδολογία για την εύρεσvη ισvορροπίας.
Αναζητούμε διαδοχική ισvορροπία και ένα πλαίσvιο σvτο οποίο θα ενεργήσvουν οι

παίκτες το οποίο μεταβάλλεται όταν μεταβάλλονται οι πεποιθήσvεις και ειδικά η

βασvική πεποίθησvη για όλο το παίγνιο που είναι αυτή του παίκτη 2 για τα επίπεδα
κόσvτους του παίκτη 1, τα p και 1-p τα οποία προσvέδωσvε η φύσvη.
Θα καθορίσvουμε ένα γενικό πλαίσvιο και μετά θα δούμε ειδικά για p=0.1, p=0.3,

p=0.7 και p=0.8 την ισvορροπία του παιγνίου.

Separating equilibrium

Ξεκινάμε αναζητώντας γενικά separating equilibrium. Στα πλαίσvια του πρώτου
σvκεπτικού που παραθέσvαμε, ξέρουμε με βεβαιότητα ότι ο Monopol έχει μόνο δύο
πιθανές σvτρατηγικές: Είτε και οι δύο τύποι τουMonopol παράγουν βάσvη του τύπου
τους, είτε αντίθετα από αυτόν. Είναι και τα δύο πιθανά, αλλά εφόσvον ακολουθούμε
οθρολογική σvκέψη, άρα και οι παίκτες μας, το πιο λογικό είναι να αναζητήσvουμε
ισvορροπία για την περίπτωσvη σvτην οποία ο hig cost Monopol επιλέγει low out-
put ενώ ο low cost Monopol επιλέγει high output. Δείξαμε και πριν ότι ένας
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χαμηλού κόσvτους μονοπωλητής, θα μεγισvτοποιούσvε τις αποδόσvεις του παίζοντας
high output σvε κάθε περίοδο, ενώ ένας υψηλού κόσvτους παίζοντας low output σvε
κάθε περίοδο. Οπότε είναι λογικό και μεγισvτοποιεί την αναμενόμενη απόδοσvη να
παράγουν βάσvη του τύπου τους και όχι αντίθετα. Εξάλλου το high output είναι
αυσvτηρά κυρίαρχη σvτρατηγική για τον low cost μονοπωλητή σvε κάθε περίπτωσvη
και δεν έχει ποτέ κανένα λόγο να κάνει low output σvτην πρώτη περίοδο.
Δεδομένων αυτών για τον Monopol, τί πεποιθήσvεις πρέπει να έχει ο Entrant

για το τί τύπο εταιρείας έχει απέναντί του, όταν παρατηρεί την επιλογή επιπέδου
παραγωγής του παίκτη 1; ΄Επειτα, δεδομένων αυτών των πεποιθήσvεων, ποιές επι-
λογές του Entrant σvυντελούν τώρα την καλύτερη απάντησvη; Πρέπει λοιπόν να
εξάγουμε τις πεποιθήσvεις ώσvτε να είναι σvυνεπείς με την σvτρατηγική του Monopol.
Χρησvιμοποιώντας τον τύπο του Bayes θα βρούμε φυσvικά τα ζητούμενα.
Η πεποίθησvη του υποψήφιου νεοεισvερχόμενου σvχετικά με την πιθανότητα ότι ο

Monopol είναι high cost εταιρεία, δεδομένου ότι έχει παρατηρήσvει low output βρίσ-
vκεται από την προτεινόμενη σvτρατηγική του Monopol παίρνοντας την πιθανότητα
ένας high cost μονοπωλητής να επιλέξει low output (1) επί την πιθανότητα ο
μονοπωλητής να είναι high cost (p) και όλο αυτό διά το ποσvοσvτό του σvυνόλου
των μονοπωλητών (τύπων) που επιλέγουν low output. Το ποσvοσvτό αυτό είναι ο
αριθμητής σvυν το ποσvοσvτό των μονοπωλητών low cost που επιλέγουν low output
(0) επί το ποσvοσvτό των μονοπωλητών που είναι low cost (1-p). Αν ονομάσvουμε τα
σvύνολα πληροφοριών μας σvτο δέντρο A = {H1, L1} , B = {H2, L2} λοιπόν είναι
P (high cost/low output) = P (H2/B) = P (B/H2)p

P (B/H2)p+P (B/L2)(1−p) = 1·p
1·p+0·(1−p) =

p
p = 1
Εδώ βέβαια που εξετάζουμε separating equilibrium είναι πολύ απλό να εξ-

άγουμε αυτήν και όλες τις πεποιθήσvεις διαισvθητικά, αφού σvτην βάσvη της ισvορ-
ροπίας βρίσvκεται η παραδοχή ότι μόνο οι high cost μονοπωλητές επιλέγουν low
output. Οπότε ποια είναι η πιθανότητα ο Monopol να είναι high cost δεδομένου
ότι παρατηρήθηκε να επιλέγει low output; Προφανώς 1.
Αντίσvτοιχα αφού καμία high cost εταιρεία δεν επιλέγει high output, έχουμε

P (high cost/high output) = 0
Ουσvιασvτικά αφού ο Monopol επιλέγει διαφορετικές ενέργειες ανάλογα με τον

τύπο του, ο Entrant μπορεί με σvιγουριά να σvυμπεράνει τον τύπο του Monopol
από την ενέργεια που παρατηρεί. Τώρα, δεδομένων αυτών των πεποιθήσvεων κα-
θορίζουμε τις επιλογές του Entrant.
Αν παρατηρήσvει low output, σvυμπεραίνει ότι ο παίκτης 1 έχει υψηλά κόσvτη

οπότε και βρίσvκεται σvτον κόμβο επιλογής του H2. Συγκρίνοντας την αναμενόμενη
απόδοσvη από την είσvοδο σvτην αγορά (1,11) με αυτήν της παραμονής εκτός (0),
αφού 1,11>0 εισvέρχεται σvτην αγορά.
Αν παρατηρήσvει high output, σvυμπεραίνει ότι ο παίκτης 1 έχει χαμηλά κόσvτη

οπότε και βρίσvκεται σvτον κόμβο επιλογής του L1. Συγκρίνοντας την αναμενόμενη
απόδοσvη από την είσvοδο σvτην αγορά (-2) με αυτήν της παραμονής εκτός (0), αφού
-2<0 δεν εισvέρχεται σvτην αγορά.
Αν ονομάσvουμε τις επιλογές του Monopol: από τον κόμβο H → {hoH, loH},

L→ {hoL, loL} και
τις επιλογές του Entrant: από το σvύνολο πληροφοριών A = {H1, L1},A →
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{enA, saA}, από το σvύνολο πληροφοριών B = {H2, L2}, B → {enB, saB}
έχουμε τώρα τον ορίζοντα σvτρατηγικής σvυμπεριφοράς s = (s1, s2) που δίνεται

από

s1 (hoH) = 0 , s1 (loH) = 1 , s1 (hoL) = 1 , s1 (loL) = 0 και s2 (enA) = 0 ,
s2 (saA) = 1, s2 (enB) = 1 , s2 (saB) = 0
και το σvύσvτημα πεποιθήσvεων μ που είναι σvυνεπές με αυτό και δίνεται από

µ (H) = p , µ (L) = 1− p , µ (H1) = 0 , µ (H2) = 1 , µ (L1) = 1 , µ (L2) = 0
τα οποία δομούν την προτεινόμενη ισvορροπία. Δηλαδή

Monopol

{
low output αν high cost

high output αν low cost

Entrant

{
Stay out αν δεις high output

Enter αν δεις low output

με πεποίθησvη σvχετικά με το αν αντιμετωπίζει high cost εταιρεία µ (high cost/high output) =
0 , µ (high cost/low output) = 1
Δεν έχουμε βρει ακόμα ισvορροπία, για αυτό λέμε προτεινόμενη. Αυτός είναι

ο ορίζοντας σvτρατηγικής με τον οποίο ο Entrant αντιδρά βέλτισvτα σvτον Mono-
pol, δεδομένων των πεποιθήσvεων που εξάγονται από την αρχική υπόθεσvη για την
σvτρατηγική του Monopol, για separating equilibrium. Για τον Monopol όμως ο
ορίζοντας σvτρατηγικής είναι ακόμα αυτό που προτείναμε, δηλαδή μια υπόθεσvη, μια
πιθανότητα σvτην αναζήτησvη separating equilibrium. Πρέπει τώρα να πισvτοποιήσ-
vουμε ότι και ο Monopol αντιδρά βέλτισvτα σvτις ενέργειες του Entrant. Ο low cost
μονοπωλητής επιλέγει προφανώς την βέλτισvτη επιλογή του (high output) όπως
προείπαμε και δεν έχει ποτέ λόγο να αποκλίνει από αυτή. O high cost Monopol
όμως έχει την επιλογή που έχουμε παραθέσvει, δηλαδή να κάνει low output, να
εισvέλθει σvτην αγορά ο Entrant και να λάβει τελικά απόδοσvη 11,77 και την επι-
λογή να κάνει high output, να μείνει εκτός αγοράς ο Entrant και να αποκομίσvει
τελικά 17. Προφανώς ο high cost Monopol θα προτιμούσvε να αποκλίνει από την
προτεινόμενη σvτρατηγική.
Αυτό όμως θα σvήμαινε ότι παράγει αντίθετα από τον τύπο του αφού εξετάζουμε

το σvκεπτικό separating equilibrium, άρα θα σvήμαινε ότι ο low cost Monopol
επιλέγει να κάνει low output, το οποίο επίσvης δεν μπορεί να υποσvτηρίξει την
δόμησvη διαδοχικής ισvορροπίας. Οπότε, δεν μπορούμε να σvυντάξουμε ισvορροπία. Η
εκδοχή για ύπαρξη separating equilibrium απορρίπτεται (και μάλισvτα ανεξάρτητα
από το p, την πεποίθησvη για high ή low cost), οπότε η αναζήτησvη ισvορροπίας
πρέπει να γίνει σvτα άλλα δύο σvκεπτικά σvε κάθε εκδοχή του παιγνίου.
Θα μπορούσvαμε να καταλήξουμε σvε separating equilibrium για το παίγνιο που

εξετάζουμε γενικότερα, αλλά θα έπρεπε o low cost μονοπωλητής να παράγει ακόμα
υψηλότερα σvτην πρώτη περίοδο από την βέλτισvτη ποσvότητα παραγωγής που μεγισ-

vτοποιεί τα κέρδη του, για να �διαχωρίσvει� τον εαυτό του από έναν υψηλού κόσvτους
Monopol. Αυτό θα απαιτούσvε ένα σvυνεχές ευρύ φάσvμα ποσvοτήτων παραγωγής
για την πρώτη περίοδο και όχι τον περιορισvμό σvε δύο επιλογές high output ή low
output που έχουμε εδώ. Δεν σvημαίνει ότι θα είχε κάποιο όφελος να το κάνει αυτό,
αλλά θα μπορούσvαμε σvε τεχνικό επίπεδο να φτάσvουμε σvε ισvορροπία.
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Separating equilibrium-Γενική περίπτωσvη

Μάλισvτα, θα δείξουμε τώρα όλα τα παραπάνω εξετάζοντας separating equilib-
rium σvτην γενική περίπτωσvη δίνοντας εύρος σvτην δυνατότητα επιλογής ποσvοτήτων
παραγωγής, χρησvιμοποιώντας τους γενικούς τύπους που καθορίσvαμε σvτο μοντέλο
Cournot. Για αυτό και ο καθορισvμός των ποσvοτήτων παραγωγής σvτην ισvορροπία
Cournot έγινε αναλυτικά και καταλήξαμε σvε γενικούς τύπους. Αν σvυγκεντρώσ-
vουμε τους υπολογισvμούς μας για τα κέρδη σvτην περίπτωσvη μονοπωλίου και σvτην

περίπτωσvη ανταγωνισvμού σvε μοντέλο Cournot έχουμε:

Είσvοδος Entrant κ' c1 = cL Είσvοδος Entrant κ' c1 = cH Entrant εκτός

Κέρδος Monop.cL (M + c2 − 2cL)
2
/9 (M − cL)

2
/4

Κέρδος Monop.cH (M + c2 − 2cH)
2
/9 (M − cH)

2
/4

Κέρδος Entrant (M + cL − 2c2)
2
/9 − F (M + cH − 2c2)

2
/9 − F 0

Table 17: Αποδόσvεις παιγνίου αναλυτικά βάσvη κόσvτους

΄Εχουμε πει και δείξει ορθολογικά ότι υπό πλήρη, τέλεια πληροφόρησvη ο Entrant
θα εισvερχόταν σvτην αγορά μόνο αν ο Monopol ήταν high cost εταιρεία. Αυτό

εκφράζεται ως (M + cH − 2c2)
2
/9 > F > (M + cL − 2c2)

2
/9. Σε separating

equilibrium, ο Entrant εισvέρχεται πάλι μόνο αν ο Monopol είναι high cost αφού
όπως είδαμε μπορεί να αντιληφθεί τον τύπο του. ΄Εσvτω qH′ και qL′ οι ποσvότητες
παραγωγής που επιλέγονται από τον high cost Monopol και τον low cost Monopol
αντίσvτοιχα. ΄Αρα, απαραίτητη προϋπόθεσvη είναι:

(M − qL′ − cL) qL′ + (M−cL)2

4 ≥ (M − qH′ − cL) qH′ + (M+c2−2cL)2

9 (1)

(M − qH′ − cH) qH′ + (M+c2−2cH)2

9 ≥ (M − qL′ − cH) qL′ + (M−cH)2

4 (2)
Η σvχέσvη (1) υποδηλώνει ότι μία low cost εταιρεία δεν θα έπρεπε να επιλέξει

την ποσvότητα μίας high cost εταιρείας ενώ η σvχέσvη (2) το αντίθετο. Ακριβώς αυτό
που υποθέτουμε αναζητώντας separating equilibrium δηλαδή και το δείχνουμε σvε
περιγραφική σvχέσvη βάσvη ποσvοτήτων παραγωγής και κόσvτους.
Επίσvης, βλέπουμε (όπως δείξαμε πριν ότι η ποσvότητα παραγωγής που μεγισ-

vτοποιεί τα κέρδη του μονοπωλητή ανάλογα με την περίσvτασvη είναι q∗1 = M−c1/2)
ότι qH′ = M−cH/2 σvε κάθε τέλεια Bayesian ισvορροπία. Αυτό γιατί σvτην χειρότερη
περίπτωσvη για ένα high cost Monopol θα εισvέλθει σvτην αγορά ο Entrant. Θα υπ-
άρξει σvίγουρα είσvοδος σvε separating equilibrium μετά από την παρατήρησvη qH′από
την μεριά του Entrant. Ως εκ τούτου αν qH′ 6= M−cH/2 θα υπήρχε ευκαιρία για
επωφελή μονομερή απόκλισvη για έναν high cost Monopol, το οποίο δεν σvυμβαδίζει
με την ύπαρξη τέλειας ισvορροπίας σvε κάθε υποπαίγνιο.
Σε μία απλή ισvορροπία Nash ωσvτόσvο δεν είναι απαραίτητα qH′ = M−cH/2 .

Σε μία ισvορροπία Nash, o Entrant θα μπορούσvε να παίξει κάτι διαφορετικό από

116



την ισvορροπία δυοπωλίου Cournot, εκτός του μονοπατιού ισvορροπίας (έχουμε δει
αναλυτικά ότι η ισvορροπία Nash δεν εξετάζει τί σvυμβαίνει εκτός μονοπατιού ισvορ-
ροπίας). Για παράδειγμα, έσvτω q∗H′ , q

∗
L′ οι ποσvότητες ισvορροπίας της πρώτης περιό-

δου και θεωρούμε μια σvτρατηγική όπου ο Entrant δεν εισvέρχεται σvτην αγορά μόνο
αν q = q∗L′ , εισvέρχεται σvτην αγορά και παίζει την ποσvότητα ισvορροπίας Cournot αν
q = q∗H′ (μέχρι εδώ όλα καλά) και τέλος εισvέρχεται σvτην αγορά και παίζει q2 = M
αν q 6= {q∗L′ , q∗H′}. Ουσvιασvτικά έχουμε μία μη αξιόπισvτη απειλή από τον Entrant
ότι θα �πλημμυρίσvει� την αγορά σvε περίπτωσvη που το μονοπώλιο επιλέξει �λάθος�
ποσvότητα σvτην πρώτη περίοδο. Αυτή η σvτρατηγική θα έδινε αναμενόμενο κέρδος
0 σvτον Monopol αν q 6= {q∗L′ , q∗H′} και υπονοεί ότι μπορεί σvε αυτό το πλαίσvιο να
υποσvτηρίξει ένα εύρος τιμών για το qH′ .

Αντίσvτοιχα με το qH′ , το (M + c2 − 2cL)
2
/9 είναι η χειρότερη δυνατή απόδοσvη

δεύτερης περιόδου για έναν low cost Monopol. Συνεπώς, αν η low cost εταιρεία
επέλεγε την βέλτισvτη ποσvότητα μονοπωλίου την πρώτη περίοδο, θα πάρει απόδοσvη
τουλάχισvτον

(M−cL)2

4 + (M+c2−2cL)2
9 ≥ (M − qH′ − cL) qH′ + (M+c2−2cL)2

9 (3)
Συγκεντρώνοντας τα παραπάνω, τις απαραίτητες προϋποθέσvεις που διατυπώσ-

vαμε και τις ελάχισvτες αποδόσvεις των δύο τύπων μονοπωλίων, οδηγούμασvτε σvε δύο
περιορισvμούς ώσvτε τα κίνητρα των παικτών να είναι ορθολογικά, να έχουν νόημα
και δυνατότητα επίτευξης ωφέλειας, απόδοσvης:

(M − qL′ − cL) qL′ + (M−cL)2

4 ≥ (M−cL)2

4 + (M+c2−2cL)2

9
και
(M−cH)2

4 + (M+c2−2cH)2

9 ≥ (M − qL′ − cH) qL′ + (M−cH)2

4
όπου αντικατασvτήσvαμε σvτην (1) το δεξί μέλος της μέσvω της (3) για την low

cost εταιρεία και αφαιρέσvαμε το qH′ = M−cH/2 σvτην (2) για την high cost εταιρεία.
΄Εσvτω VL και VH η επιπλέον αξία (απόδοσvη) του να κρατήσvει η low cost και

high cost εταιρεία αντίσvτοιχα τον Entrant εκτός αγοράς. Αυτές είναι σvύμφωνα με
το πινακάκι μας

VL = (M−cL)2

4 − (M+c2−2cL)2
9 , VH = (M−cH)2

4 − (M + c2 − 2cH)
2

Εδώ βλέπουμε ότι μπορεί να έχουμε VL <VH αλλά και VL >VH ανάλογα με το
κόσvτος του παίκτη 2 c2. Ουσvιασvτικά όσvο το c2 αυξάνεται, κάποια σvτιγμή φτάνει
οριακά σvε ένα σvημείο όπου το κέρδος του δυοπωλίου ισvούται με το κέρδος του

μονοπωλίου για την low cost εταιρεία. Εκεί, σvε αυτό το κόσvτος, ο Entrant θα
σvυνεχίσvει να παράγει μία θετική ποσvότητα ανταγωνιζόμενος την high cost εταιρεία,
οπότε η high cost εταιρεία έχει ακόμα ένα καθαρό κέρδος από την παραμονή του
Entrant εκτός αγοράς. Βέβαια, για c2 = cL είναι VL >VH , οπότε η μεγαλύτερη
απόδοσvη σvε περίπτωσvη μονοπωλίου υπερτερεί. (Εμείς έχουμε θεωρήσvει c2 = 7 >
cL = 6 , το οποίο είναι μεν λίγο μεγαλύτερο αλλά προφανώς όχι σvε βαθμό που το
low cost μονοπώλιο να έχει μικρότερο κέρδος).
Επιλύουμε ορθολογικά και από οικονομικής πλευράς, θεωρώντας VL ≥VH . Η

αναμενόμενη απόδοσvη για κάθε τύπο Monopol σvε περίπτωσvη που είναι μόνος σvτην
αγορά ως μονοπώλιο και γενικά από την σvυνάρτησvη κέρδους του σvυναρτήσvει της

ποσvότητας παραγωγής q είναι

ΠMnp
L = (M−cL)2

4 , ΠMnp
H = (M−cH)2

4 , ΠL (q) = (M − q − cL) q , ΠH (q) =
(M − q − cH) q
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οπότε απαραίτητοι ορθολογικοί περιορισvμοί εδώ είναι

VH ≤ΠMnp
H −ΠH (qL) , VL ≥ΠMnp

L −ΠL (qL)
Στα πλαίσvια αυτών των δύο ανισvοτήτων θα μπορούσvαμε να καθορίσvουμε ποσ-

vότητα ή και ποσvότητες qL σvε ένα εύρος που δίνουν separating equilibrium. Οι πε-
ποιθήσvεις δεν αλλάζουν, δηλαδή αν ο Entrant παρατηρήσvει κάποιο q 6= qLπισvτεύει
με σvιγουριά ότι η εταιρεία είναι high cost, οπότε κάθε απόκλισvη q για την low cost
εταιρεία δίνει απόδοσvη

(M − q − cL) qH + (M+c2−2cL)2
9 ≤ (M−cL)2

4 + (M+c2−2cL)2

9 οπότε η απόκλισvη

σvτο επίπεδο παραγωγής του μονοπωλίου (μόνο του σvτην αγορά) είναι η βέλτισvτη
απόκλισvη δεδομένων αυτών των πεποιθήσvεων.
Επίσvης, από την πλευρά μίας high cost εταιρείας κάθε q = qL δίνει κέρδος

(M − q − cH) q + (M+c2−2cL)2
9 με αυτές τις πεποιθήσvεις, το οποίο προφανώς

μεγισvτοποιείται για q = qH .
Με άλλα λόγια, αν η μόνη ποσvότητα που αποτρέπει την είσvοδο σvτην αγορά του

Entrant είναι η qL, τότε η βέλτισvτη ποσvότητα της πρώτης περιόδου για μία high
cost εταιρεία είναι είτε qL, είτε η ποσvότητα μονοπωλίου όταν είναι μόνο του σvτην
αγορά.
Μόλις δείξαμε ότι εν δυνάμει θα μπορούσvε να δομηθεί separating equilib-

rium, αλλά σvτην περίπτωσvή μας που έχουμε δύο ξεκάθαρα αντίθετες επιλογές
χωρίς εύρος, είναι αδύνατον, αφού η low cost θα επιλέξει ξεκάθαρα το βέλτισ-
vτο q που μεγισvτοποιεί τα κέρδη της σvαν μονοπώλιο σvτην πρώτη περίοδο, δηλαδή

(M − cL)
2
/4 και αυτό δεν μπορεί να είναι κάποιο qL που θα προσvφέρει separating

equilibrium, ενώ η high cost εταιρεία είδαμε ότι έχει κίνητρο να αποκλίνει σvε αυτή
την περίπτωσvη και να παράγει σvαν να ήταν low cost το οποίο επιβεβαιώνει όσvα
είπαμε και οδηγεί σvτην αναζήτησvη pooling equilibrium.

Pooling equilibrium

Θα εξετάσvουμε τώρα την περίπτωσvη που ο Monopol εκτελεί την ίδια ενέργεια,
θέτει το ίδιο επίπεδο παραγωγής ανεξαρτήτως του κόσvτους του (του τύπου του),
αναζητώντας την ύπαρξη pooling equilibrium. Αυτό σvημαίνει ότι κάποιος εκ των
δύο τύπων μονοπωλίου πρέπει να παράγει αντίθετα από τον τύπο του την πρώτη

περίοδο. Το ορθολογικό είναι να το πράξει ο high cost Monopol όπως έχουμε
δει, αφού αν κάποια εταιρεία είναι low cost δε θα ήθελε ποτέ να παράγει σvαν να
ήταν high cost, αφού έτσvι απλά θα αύξανε την πιθανότητα να εισvέλθει ο Entrant,
κάνοντας ακριβώς αυτό που προσvπαθεί να αποφύγει. Ο high cost από την άλλη
παράγοντας σvαν low cost μπορεί να αποτρέψει την είσvοδο του Entrant. Θα παράγει
ένα μέγεθος που δεν μεγισvτοποιεί το βραχυπρόθεσvμο κέρδος του αν αυτό τελικά

αποθαρρύνει τον Entrant από το να εισvέλθει και μεγισvτοποιεί σvτο τέλος το μακ-
ροπρόθεσvμο κέρδος του.
Ξεκινάμε οπότε με αυτή την ορθολογική υπόθεσvη, ο Monopol είτε είναι low

cost είτε είναι high cost, επιλέγει high output. Θα βρούμε την βέλτισvτη απάντησvη
του Entrant σvε αυτή την σvτρατηγική. Ας δούμε ποιες είναι τώρα οι πεποιθήσvεις
του δεδομένων των προαναφερθέντων. Αν παρατηρήσvει high output, ποια είναι η
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ορθολογική πεποίθησvή του για την πιθανότητα ο παίκτης 1 να είναι high cost; Ο
κανόνας του Bayes δίνει:

P (high cost/high output) = P (H1/B) = P (B/H1)p
P (B/H1)p+P (B/L1)(1−p) = 1·p

1·p+1·(1−p) =
p
1 = p.
Δηλαδή εδώ βλέπουμε καθαρά πλέον αυτό που είπαμε, ότι ο Entrant δεν αποσ-

vπά κάποια πληροφορία σvχετικά με τα κόσvτη του Monopol αν και ο high cost κάνει
high output, αφού η πεποίθησvη p που είχε σvτην αρχή ο παίκτης 2 παρέμεινε ίδια. Ο
τύπος του Bayes θυμόμασvτε και από προηγούμενα παραδείγματά μας ότι προσvφέρει
μία καλύτερη εικόνα, δεδομένου ότι κάτι σvυνέβη, αναπροσvαρμόζει τις πεποιθήσvεις
των παικτών ώσvτε εκεί που θεωρούσvαν ότι κάτι θα σvυμβεί με πιθανότητα p, να
έχουν μετά μία άλλη πιο αντιπροσvωπευτική. Εδώ όμως η πεποίθησvη είναι ίδια με
την αρχική.
Εξάγουμε και ορθολογικά το ίδιο σvυμπέρασvμα χωρίς τον τύπο του Bayes. Αν

ποσvοσvτό p των Monopol είναι high cost και κάθε τύπος Monopol, δηλαδή όλοι,
κάνουν high output, τότε ποσvοσvτό p των μονοπωλίων που κάνουν high output
πρέπει να είναι high cost. Αντίσvτοιχα το P (low cost/high output) = 1− p φυσvικά.

Περίπτωσvη p=0,1

Πάμε σvτην πρώτη ειδική περίπτωσvη όπου p=0,1 (άρα 1-p=0,9) για να υπολο-
γίσvουμε αναμενόμενα κέρδη και να δούμε την ισvορροπία σvε αυτή την περίπτωσvη,
σvυνεχίζοντας την ανάλυσvή μας σvε pooling equilibrium. Το παίγνιό μας έχει ως
εξής
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Figure 18: Περίπτωσvη p=0,1

΄Εχουμε P (high cost/high output) = p = 0, 1 και P (low cost/high output) = 1 −
p = 0, 9

O Entrant σvτηριζόμενος σvτις πεποιθήσvεις αυτές σvυγκρίνει την αναμενόμενη
απόδοσvη της εισvόδου του σvτην αγορά με αυτήν της παραμονής εκτός αγοράς από

το σvύνολο πληροφοριών του A = {H1, L1} . ΄Εχουμε
U (Enter) = 0, 1 · 1, 11 + 0, 9 · (−2) = −1, 689
U (Enter) = 0, 1 · 0 + 0, 9 · 0 = 0
οπότε προφανώς δεν εισvέρχεται σvτην αγορά αν παρατηρήσvει high output σvτην

πρώτη περίοδο αφού -1,689<0.
Τί γίνεται αν ο παίκτης 2 παρατηρήσvει low output σvτην πρώτη περίοδο; Σύμ-

φωνα με την σvτρατηγική ισvορροπίας, κανένας Monopol δεν θα έπρεπε να επιλέγει
low output και δεν μπορούμε να χρησvιμοποιήσvουμε τον τύπο του Bayes αφού
έχουμε μηδέν σvτον παρονομασvτή μας. Εδώ δεν μπορούμε να εξάγουμε ακριβώς κά-
ποια πεποίθησvη που να είναι σvυνεπής με την προτεινόμενη σvτρατηγική. Μπορούμε
όμως τεχνικά να επιλέξουμε πεποιθήσvεις όπως θέλουμε, αφού αυτό σvημαίνει για
την ισvορροπία μας. Η ελεύθερη επιλογή πεποιθήσvεων σvε αυτή την περίπτωσvη είναι
ουσvιασvτικά σvυνεπής με τον ορίζοντα σvτρατηγικής σvυμπεριφοράς και θα το κάνουμε

ορθολογικά, όχι αόρισvτα.
ΚάποιοςMonopol που επιλέγει low output, μπορεί να εκφρασvτεί ως μία εταιρεία

που έκανε �λάθος� όσvο αφορά την σvτρατηγική ισvορροπίας. Και το πιο πιθανό είναι
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το λάθος αυτό να γίνει από έναν high cost μονοπωλητή. Οπότε μία ορθολογική
πεποίθησvη σvε αυτή την περίπτωσvη είναι:

P (high cost/low output) = 1
΄Ενα εναλλακτικό σvενάριο είναι να χρησvιμοποιήσvουμε την αρχική πεποίθησvη

του παίκτη 2 (p=0,1), που ουσvιασvτικά υποθέτει ότι είναι εξίσvου πιθανό να έχει
κάνει το λάθος οποιοσvδήποτε από τους δύο τύπους του Monopol.
Κρατάμε την πρώτη μας προσvέγγισvη με P (high cost/low output) = 1 οπότε ο

παίκτης 2 βρίσvκεται με βεβαιότητα σvτον κόμβο απόφασvής του H2 και 1,11>0 άρα
εισvέρχεται σvτην αγορά.
΄Εχουμε τώρα τον ορίζοντα σvτρατηγικής σvυμπεριφοράς s = (s1, s2) που δίνεται

από

s1 (hoH) = 1 , s1 (loH) = 0 , s1 (hoL) = 1 , s1 (loL) = 0 και s2 (enA) = 0 ,
s2 (saA) = 1, s2 (enB) = 1 , s2 (saB) = 0
και το σvύσvτημα πεποιθήσvεων μ που είναι σvυνεπές με αυτό και δίνεται από

µ (H) = 0, 1 , µ (L) = 0, 9 , µ (H1) = 0, 1 , µ (H2) = 1 , µ (L1) = 0, 9 ,
µ (L2) = 0,
τα οποία δομούν την προτεινόμενη ισvορροπία. Δηλαδή

Monopol

{
high output αν high cost

high output αν low cost

Entrant

{
Stay out αν δεις high output

Enter αν δεις low output

με πεποίθησvη σvχετικά με το αν αντινετωπίζει high cost εταιρεία µ (high cost/high output) =
0, 1 , µ (high cost/low output) = 1
Δεν έχουμε βρει ακόμα ισvορροπία όπως πριν. Πρέπει τώρα να πισvτοποιήσvουμε

ότι και ο Monopol αντιδρά βέλτισvτα σvτις ενέργειες του Entrant. Ο low cost
μονοπωλητής επιλέγει προφανώς την βέλτισvτη επιλογή του (high output) όπως
προείπαμε και δεν έχει ποτέ λόγο να αποκλίνει από αυτή. O high cost Monopol
επίσvης ανταπαντάει βέλτισvτα με την επιλογή να κάνει high output, αφού μένει
εκτός αγοράς ο Entrant και κερδίζει τελικά 17 αντί 10,77.
΄Εχουμε λοιπόν και μόλις την περιγράψαμε, μία έγκυρη διαδοχική ισvορροπία

όπου σvε κάθε σvύνολο πληροφοριών ο ορίζοντας σvτρατηγικής σvυμπεριφοράς s,
δεδομένου του σvυσvτήματος πεποιθήσvεων μ που είναι σvυνεπές με αυτόν , μεγισ-
vτοποιεί την αναμενόμενη απόδοσvη των παικτών. ΄Εχουμε pooling equilibrium.
Υπολογίζουμε την ισvορροπία του παιγνίου και μέσvω του λογισvμικού Gambit, επι-
λέγοντας να εμφανισvτούν σvε κάθε κόμβο οι πεποιθήσvεις των παικτών και σvε κάθε

ενέργεια η πιθανότητα με την οποία επιλέγεται από τους παίκτες και βλέπουμε ότι

τα αποτελέσvματα είναι ακριβώς αυτά που υπολογίσvαμε
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Figure 19: Ισvορροπία Gambit περίπτωσvη p=0,1

Η πεποίθησvη του Monopol για το αν βρίσvκεται σvτο H ή L (αν είναι υψηλού ή
χαμηλού κόσvτους) είναι προφανώς 1 όπως βλέπουμε σvτο σvχήμα γιατί ο παίκτης 1
παρατηρεί και γνωρίζει φυσvικά το κόσvτος του. Τα µ (H) = 0, 1 , µ (L) = 0, 9 που
υπολογίσvαμε πριν απευθύνονται σvτον παίκτη 2, σvτην πεποίθησvή του σvχετικά με τα
κόσvτη του 1. ΄Ολα τα υπόλοιπα δείχνουν ακριβώς την ισvορροπία που περιγράψαμε
και τους παίκτες να παίζουν με τις πιθανότητες που υπολογίσvαμε τις ενέργειές

τους για την ύπαρξη ισvορροπίας. Τα * αντιπροσvωπεύουν τον καθορισvμό όποιας
πεποίθησvης θέλουμε, με την ορθολογικότερη να είναι αυτή που υποθέσvαμε, δηλαδή
P (high cost/low output) = 1 για αυτό και εκεί βλέπουμε τον παίκτη 1 να εισvέρχεται
σvτην αγορά με πιθανότητα 1. Να σvημειώσvουμε ότι η σvυνολική αναμενόμενη από-
δοσvη του παίκτη 1 σvτην ισvορροπία είναι U1 = 0, 1 · 17 + 0, 9 · 32 = 30, 5 ενώ του
παίκτη 2 είναι 0 αφού μένει εκτός αγοράς.

Περίπτωσvη p=0,3
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Ας δούμε τώρα την περίπτωσvη όπου p=0,3 και 1-p=0,7. Αλλάζει πραγματικά
κάτι; Ποια είναι τώρα η ισvορροπία; Η μεγαλύτερη αισvιοδοξία του παίκτη 2 για
ύπαρξη υψηλού κόσvτους εταιρείας θα τον οδηγήσvει σvε είσvοδο ή όχι; Ας δούμε το
παίγνιό μας παρακάτω

Figure 20: Περίπτωσvη p=0,3

Δεν αλλάζει κάτι σvτην ανάλυσvή μας για pooling equilibrium μέχρι το σvημείο
που δείξαμε ότι P (high cost/high output) = p = 0, 3 τώρα και P (low cost/high output) =
1− p = 0, 7 . O Entrant σvτηριζόμενος σvτις πεποιθήσvεις αυτές σvυγκρίνει την ανα-
μενόμενη απόδοσvη της εισvόδου του σvτην αγορά με αυτήν της παραμονής εκτός

αγοράς από το σvύνολο πληροφοριών του A = {H1, L1} . ΄Εχουμε
U (Enter) = 0, 3 · 1, 11 + 0, 7 · (−2) = −1, 067
U (Enter) = 0, 1 · 0 + 0, 9 · 0 = 0
οπότε προφανώς πάλι δεν εισvέρχεται σvτην αγορά αν παρατηρήσvει high output

σvτην πρώτη περίοδο αφού -1,067<0.
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Η αναμενόμενη απόδοσvη του Entrant βάσvη των πεποιθήσvεων είναι ακόμα αρνητική,
οπότε με τον high cost Monopol να παράγει high output επιτυγχάνεται ο σvκοπός
του Monopol μέσvω απόκρυψης πληροφορίας για τα κόσvτη του και παραμένει μόνος
σvτην αγορά. Ας δούμε και ταυτόχρονα να επιβεβαιώσvουμε την διαδοχική μας ισvορ-
ροπία μέσvω του Gambit.

Figure 21: Ισvορροπία Gambit p=0,3

΄Εχουμε τον ορίζοντα σvτρατηγικής σvυμπεριφοράς s = (s1, s2) που δίνεται από
s1 (hoH) = 1 , s1 (loH) = 0 , s1 (hoL) = 1 , s1 (loL) = 0 και s2 (enA) = 0 ,

s2 (saA) = 1, s2 (enB) = 1 , s2 (saB) = 0
και το σvύσvτημα πεποιθήσvεων μ που είναι σvυνεπές με αυτό και δίνεται από

µ (H) = 0, 3 , µ (L) = 0, 7 , µ (H1) = 0, 3 , µ (H2) = 1 , µ (L1) = 0, 7 ,
µ (L2) = 0,
τα οποία δομούν την προτεινόμενη ισvορροπία. Δηλαδή
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Monopol

{
high output αν high cost

high output αν low cost

Entrant

{
Stay out αν δεις high output

Enter αν δεις low output

με πεποίθησvη σvχετικά με το αν αντιμετωπίζει high cost εταιρεία µ (high cost/high output) =
0, 3 , µ (high cost/low output) = 1
Η σvυνολική αναμενόμενη απόδοσvη του παίκτη 1 σvτην ισvορροπία είναι U1 =

0, 3 · 17 + 0, 7 · 32 = 27, 5 ενώ του παίκτη 2 είναι 0 αφού μένει πάλι εκτός αγοράς.
Βλέπουμε λοιπόν ότι η ισvορροπία μας με το σvκεπτικό pooling equilibrium, σv-

τηρίζεται σvτο ότι P (high cost/high output) = p και P (low cost/high output) = 1− p .
΄Οσvο δεδομένης της πεποίθησvης p η αναμενόμενη απόδοσvη του παίκτη 2 παραμένει
αρνητική, ο παίκτης 1 δεν έχει λόγο να αλλάξει την σvτρατηγική του και διατηρείται
η ισvορροπία. Ο Monopol παίζει high output με πιθανότητα 1 και ο Entrant μένει
εκτός αγοράς και αυτός ο ορίζοντας σvτρατηγικής σvυμπεριφοράς δίνει τις βέλτισ-

vτες ανταπαντήσvεις των παικτών μεταξύ τους, δεδομένων των σvυνεπών με αυτόν
πεποιθήσvεων που έχουν καθορισvτεί σvτα πλαίσvια pooling equilibrium. ΄Εχουμε
εξετάσvει ήδη την ισvορροπία για p=0,1 και p=0,3. Μέχρι ποιο σvημείο όμως όσvο
αυξάνεται το p, (όσvο έχουμε πιο �αισvιόδοξους� Entrants), αυτή διατηρείται με
σvυνέπεια οι σvτρατηγικές που περιγράψαμε να είναι βέλτισvτες και οι πεποιθήσvεις

που παράγαμε σvυνεπείς με αυτές;

Περίπτωσvη p=0,7

Παίρνουμε τώρα την περίπτωσvη ενός αρκετά αισvιόδοξου Entrant με p=0,7 και
το δείχνουμε σvτο σvχήμα μας
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Figure 22: Περίπτωσvη p=0,7

Η ανάλυσvή μας σvτην αναζήτησvη pooling equilibrium είναι ίδια μέχρι το σvημείο
που P (high cost/high output) = p = 0, 7 τώρα και P (low cost/high output) = 1− p =
0, 3 . O Entrant σvτηριζόμενος σvτις πεποιθήσvεις αυτές σvυγκρίνει την αναμενόμενη
απόδοσvη της εισvόδου του σvτην αγορά με αυτήν της παραμονής εκτός αγοράς από

το σvύνολο πληροφοριών του A = {H1, L1} . ΄Εχουμε
U (Enter) = 0, 7 · 1, 11 + 0, 3 · (−2) = 0, 177
U (Enter) = 0, 1 · 0 + 0, 9 · 0 = 0
οπότε τώρα εισvέρχεται τελικά σvτην αγορά. Αν παρατηρήσvει high output σvτην

πρώτη περίοδο θα εισvέλθει αφού 0,177>0 οπότε πλέον παίζει Enter με πιθανότητα
1 από το σvύνολο πληροφοριών του A = {H1, L1} και Stay out με πιθανότητα 0.
Δηλαδή s2 (enA) = 1 , s2 (saA) = 0, αντίθετα με πριν.
Είναι τώρα όμως αντίσvτοιχα η προτεινόμενη σvτρατηγική του Monopol βέλτισvτη

απάντησvη σvτις ενέργειες του Entrant; Είναι το σvύσvτημα πεποιθήσvεων που έχουμε
(το ίδιο που καθορίσvαμε σvτις δύο προηγούμενες περιπτώσvεις με p=0,1 και p=0,3)
σvυνεπές με τον ορίζοντα σvτρατηγικής σvυμπεριφοράς;
Ο Monopol παράγοντας high output κάθε φορά, με πιθανότητα 1 δηλαδή, αν

είναι high cost έχει τώρα αναμενόμενη απόδοσvη
U1 = 0, 7 · 10, 77 = 7, 539 ενώ αν έκανε low output θα είχε U1 = 1 · 11, 77 =

11, 77 . ΄Αρα δεν παίζει την βέλτισvτη σvτρατηγική του. Δεν μπορούμε πλέον να
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σvυντάξουμε ισvορροπία (pooling equilibrium) με αυτό τον ορίζοντα σvτρατηγικής
σvυμπεριφοράς. Δεν έχουμε τώρα διαδοχική ισvορροπία και σvίγουρα δεν έχουμε
όπως δείξαμε separating equilibrium. Μπορούμε να δούμε και αλλιώς, αναλυτικά
ότι ο παίκτης 1 δεν βελτισvτοποιεί την σvτρατηγική του.
Για το σvύνολο πληροφοριώνH (μονομελές, ένας κόμβος) είναι µ1 (H) = 1 , από

την πλευρά του παίκτη 1 που βλέπει τα κόσvτη του. Μια σvτρατηγική σvυμπεριφοράς
P (high output) = p′ και P (low output) = 1 − p′ , με 0 ≤ p′ ≤ 1 παρέχει σvτον
παίκτη 1 αναμενόμενη απόδοσvη U (p′, H) = 1 · {[p′ · 0, 7 · (1 · 10, 77 + 0 · 17)] +
[(1− p′) · 1 · (1 · 11, 77 + 0 · 18)]} = 7, 539p′+11, 77−11, 77p′ = 11, 77−4, 321p′,
η οποία όχι απλά δεν μεγισvτοποιείται για p'=1 (high output), αλλά το ακριβώς
αντίθετο.

Semi-separating equilibrium

Περίπτωσvη p=0,7

Πρέπει λοιπόν να βρούμε πώς θα αλλάξει ο ορίζοντας σvτρατηγικής σvυμπερι-

φοράς και πώς θα αναθεωρηθούν οι πεποιθήσvεις ώσvτε αν είναι σvυνεπείς με τον

νέο αυτό ορίζοντα να φτάσvουμε σvε ισvορροπία. Απορρίψαμε pooling equilibrium,
έχουμε απορρίψει και separating equilibrium, άρα είναι ορθολογικό να αναζητήσ-
vουμε semi-separating equilibrium. ΄Ετσvι ο παίκτης 1 ίσvως μπορεί να καθορίσvει
βέλτισvτη σvτρατηγική και να δομηθεί ένα σvυνεπές με αυτήν σvύσvτημα πεποιθήσvεων.
Ουσvιασvτικά ο παίκτης 1, αφού πλέον δεδομένης της ισvχυρής πεποίθησvης p

του παίκτη 2 για την πιθανότητα ο παίκτης 1 να είναι high cost, δεν μπορεί να
αποτρέψει την είσvοδο παίζοντας high output αν είναι high cost και να αποκρύψει
πληροφορία και αφού το να παράγει σvύμφωνα με τον τύπο του επίσvης δεν σvυμφέρει

όπως δείξαμε, θα παίξει κάποιες ενέργειές του με κάποια σvυγκεκριμένη πιθανότητα.
Οι ενέργειες αυτές θα είναι φυσvικά αυτές του high cost Monopol. Ο Monopol,

θα εκτελέσvει σvίγουρα κάποια ενέργεια για έναν τύπο του, (high output για τύπο
low cost όπως δείξαμε ότι πάντα μεγισvτοποιεί τα κέρδη του ως αυσvτηρά κυρίαρχη
σvτρατηγική οπότε και εδώ) και θα παίξει με μία σvυγκεκριμένη πιθανότητα ανάμεσvα
σvτις πιθανές ενέργειες για τον άλλο του τύπο, high cost, ώσvτε να επιτευχθεί
ισvορροπία. Κινούμασvτε πλέον για semi-separating equilibrium.
Ο παίκτης 1 δεν θέλει να αποκαλύψει τον τύπο του σvτον παίκτη 2 και ο τρόπος

να το επιτύχει αφού δεδομένου του p δεν μπορεί παίζοντας high output ως αγνή
σvτρατηγική, είναι να παίζει με κάποια πιθανότητα κάθε επίπεδο παραγωγής. Με
ποια όμως; Μα φυσvικά με αυτή που κάνει τον παίκτη 2 αδιάφορο ως προς την
είσvοδο ή όχι σvτην αγορά. Με αυτή με την οποία ο παίκτης 2, δεδομένων των
πεποιθήσvεών του που πλέον του προσvφέρουν μεγαλύτερη αναμενόμενη απόδοσvη

από την είσvοδο παρά από την παραμονή εκτός αγοράς, θα οδηγούταν σvτο να μην
έχει τόσvο ξεκάθαρη εικόνα για τα κόσvτη του παίκτη 1. Αυτό ταυτόχρονα είναι και
το μόνο που μπορεί να κάνει ο παίκτης 2 σvτην ισvορροπία, δηλαδή δεδομένου πλέον
ότι ο παίκτης 1 χρησvιμοποιεί μικτή σvτρατηγική, χρησvιμοποιεί και αυτός μικτή με
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τρόπο που να εξουδετερώνει το δίλλημα Enter, Stay out και να επωφελείται από
την επιλογή Enter.
Η πεποίθησvη µ2 = µ (H1) που κάνει αδιάφορο τον Entrant για είσvοδο ή

όχι σvτην αγορά, δηλαδή την αναμενόμενη απόδοσvή του ίδια με την παραμονή
εκτός αγοράς (=0) είναι µ2 · 1, 11 + (1− µ2) · (−2) = 0 ⇒ µ2 = 2

3,11 =
0, 64308. Οπότε οι πεποιθήσvεις του παίκτη 2 πρέπει να ικανοποιούν το µ2 =
0, 64308. Δεδομένης αυτής της πεποίθησvης, των P (high cost/high output) = 0, 7
και P (low cost/high output) = 0, 3 και του ότι ο Monopol κάνει πάντα high out-
put όταν είναι low cost και παίζει μικτή σvτρατηγική με πιθανότητα pH να κάνει
high output όταν είναι high cost, διατυπώνουμε τον κανόνα του Bayes για να
βρούμε ποια μικτή σvτρατηγική χρησvιμοποιεί ο παίκτης 1 που υποσvτηρίζει αυτή την
πεποίθησvη:

µ2 = 2
3,11 = 0,7·pH

0,7·pH+0,3·1 ⇒ 2, 177pH = 1, 4pH + 0, 6 ⇒ pH = 0, 7722 και

1 − pH = 0, 2278 . ΄Εχουμε λοιπόν την μικτή σvτρατηγική του παίκτη 1. Παίζει
high output με πιθανότητα pH = 0, 7722 όταν είναι high cost (άρα low output με
1−pH = 0, 2278 ) και παίζει high output με πιθανότητα 1 (αγνή σvτρατηγική όταν
είναι low cost).
Ουσvιασvτικά σvτο παίγνιό μας γενικά η αναμενόμενη απόδοσvη του παίκτη 2 βάσvη

των πεποιθήσvεών του είναι µ2 ·1, 11+(1− µ2) ·(−2). Αν αυτή είναι <0, ο Entrant
μένει εκτός αγοράς και αυτό γίνεται σvε pooling equilibrium με την ισvορροπία που
είδαμε πρωτύτερα. Αν µ2 · 1, 11 + (1− µ2) · (−2) > 0 ο Entrant εισvέρχεται
σvτην αγορά. Αυτό όλο ανάγεται σvτο αν µ2 < 0, 64308 άρα παραμονή εκτός ή µ2 >
0, 64308 άρα είσvοδο σvτην αγορά. Στην δεύτερη περίπτωσvη όμως δεν έχουμε pooling
equilibrium και αφού ο παίκτης 2 θα εισvέλθει σvίγουρα, ο high cost παίκτης 1 δεν
μπορεί να παράγει high output σvταθερά για ισvορροπία, ούτε low output σvταθερά
όπως δείξαμε. ΄Αρα η βελτισvτοποίησvη της σvτρατηγικής του και μεγισvτοποίησvη
αναμενόμενης απόδοσvής του, θα επέλθει από το να προσvαρμόσvει τον τρόπο που
επιλέγει τα επίπεδα παραγωγής του έτσvι που ο παίκτης 2 ενώ αρχικά είχε πεποίθησvη
µ2 > 0, 64308 , αναθεωρώντας πεποιθήσvεις να φτάσvει οριακά σvτο µ2 = 0, 64308
και εκεί έχουμε ισvορροπία βάσvη σvτρατηγικών και πεποιθήσvεων όπου κανείς δεν

μπορεί να βελτιώσvει την θέσvη του και είναι και οι δύο οριακά αδιάφοροι για το αν

θα μπει ή όχι ο Entrant αν δει high output και για το αν θα κάνει high ή low
output ο Monopol αν είναι high cost. Κάθε φορά λοιπόν που µ2 > 0, 64308 ο
Monopol αναπροσvαρμόζει την σvτρατηγική του βάσvη των πεποιθήσvεων του Entrant
και ο Entrant εκ νέου βάσvη της σvτρατηγικής που παίζει ο high cost Monopol τα
επίπεδα παραγωγής, οπότε και φτάνουμε σvε διαδοχική ισvορροπία, semi-separating
equilibrium με µ2 → 0, 64308 .
΄Εχουμε καθορίσvει την σvτρατηγική του παίκτη 1 οπότε τώρα πώς αναπροσ-

vαρμόζει ο παίκτης 2 την δική του σvτρατηγική; ΄Οταν δει low output παίζει είσvοδο
σvτην αγορά με πιθανότητα 1 και αυτό δεν αλλάζει. ΄Οταν δει high output είδαμε
ότι πλέον εισvέρχεται επίσvης σvτην αγορά με πιθανότητα 1, αλλά αυτό θα σvυνέβαινε
αν ο high cost Monopol έπαιζε high output με πιθανότητα 1. Βάσvη της νέας
σvτρατηγικής high output με πιθανότητα pH = 0, 7722 όταν είναι high cost και low
output με 1 − pH = 0, 2278 και high output με πιθανότητα 1 (αγνή σvτρατηγική
όταν είναι low cost), ποια είναι αντίσvτοιχα η πιθανότητα του παίκτη 2 να εισvέλθει
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σvτην αγορά (έσvτω e) που κάνει τον παίκτη 1 αδιάφορο μεταξύ επιλογής high ή low
output όταν είναι high cost; Αυτή για την οποία ισvχύει

U1 (high output/high cost) = U1 (high output/high cost)⇒ e ·10, 77+(1− e) ·17 =
11, 77⇒ e = 5,23

6,23 = 0, 839486
΄Αρα ο παίκτης 2, παρατηρώντας high output σvτην πρώτη περίοδο εισvέρχεται

σvτην αγορά με πιθανότητα e=0,8395 και μένει εκτός με πιθανότητα 1-e=0,1605
΄Εχουμε πλέον καθορίσvει semi-separating equilibrium διαδοχική ισvορροπία σvτο

παίγνιό μας η οποία είναι

΄Εχουμε τον ορίζοντα σvτρατηγικής σvυμπεριφοράς s = (s1, s2) που δίνεται από
s1 (hoH) = 0, 7722 , s1 (loH) = 0, 2278 , s1 (hoL) = 1 , s1 (loL) = 0 και

s2 (enA) = 0, 8395 , s2 (saA) = 0, 1605, s2 (enB) = 1 , s2 (saB) = 0
και το σvύσvτημα πεποιθήσvεων μ που είναι σvυνεπές με αυτό και δίνεται από

µ (H) = 0, 7 , µ (L) = 0, 3 , µ (H1) = 0, 6431 , µ (H2) = 1 , µ (L1) = 0, 3569
, µ (L2) = 0,
τα οποία δομούν την προτεινόμενη ισvορροπία. Δηλαδή

Monopol

{
high output µε pH = 0, 7722αν high cost

high output αν low cost

Entrant

{
Enter µε e = 0, 8395 αν δεις high output

Enter αν δεις low output

με πεποίθησvη σvχετικά με το αν αντιμετωπίζει high cost εταιρεία µ (high cost/high output) =
0, 6431 , µ (high cost/low output) = 1
Η σvυνολική αναμενόμενη απόδοσvη του παίκτη 1 σvτην ισvορροπία είναι
U1 = 0, 7 · {0, 7722 · [(0, 8395 · 10, 77) + (0, 1605 · 17)] + (0, 2278 · 1 · 11, 77)}+

{0, 3 · 1 · [(0, 8395 · 25) + (0, 1605 · 32)]} = 16, 0761
ενώ του παίκτη 2 είναι
U2 = 0, 7 · {0, 7722 · [(0, 8395 · 1, 11) + (0, 1605 · 0)] + (0, 2278 · 1 · 1, 11)} +

{0, 3 · 1 · [(0, 8395 · (−2)) + (0, 1605 · 0)]} = 0, 177
Ας δούμε πάλι την ισvορροπία που υπολογίζει το λογισvμικό Gambit.
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Figure 23: Ισvορροπία gambit περίπτωσvη p=0,7

Είναι ακριβώς αυτή που υπολογίσvαμε. Βλέπουμε πάνω από τους κόμβους τις
πεποιθήσvεις του παίκτη 2 που εξάγαμε, τον παίκτη 1 να παίζει με πιθανότητα 0,7722
high output αν είναι high cost και τον παίκτη 2 έπειτα να εισvέρχεται σvτην αγορά
με πιθανότητα 0,8395.

Περίπτωσvη p=0,8

Θα εξετάσvουμε τώρα το τελευταίο μας σvενάριο, σvτο οποίο είναι p=0,8 και
1-p=0,2. Προφανώς οδηγούμασvτε πάλι σvε μικτές σvτρατηγικές (αναζήτησvη semi-
separating equilibrium) αφού δεν μπορεί να υποσvτηριχτεί κάτι άλλο.
Η πεποίθησvη µ2 = µ (H1) που κάνει αδιάφορο τον Entrant για είσvοδο ή όχι

σvτην αγορά είναι πάντα η ίδια µ2 · 1, 11 + (1− µ2) · (−2) = 0 ⇒ µ2 = 2
3,11 =

0, 64308. . Δεδομένης πάλι αυτής της πεποίθησvης, των P (high cost/high output) =
0, 8 τώρα και P (low cost/high output) = 0, 2 και του ότι ο Monopol κάνει πάντα
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high output όταν είναι low cost και παίζει μικτή σvτρατηγική με πιθανότητα pH να
κάνει high output όταν είναι high cost, διατυπώνουμε τον κανόνα του Bayes για
να βρούμε ποια μικτή σvτρατηγική χρησvιμοποιεί ο παίκτης 1 που υποσvτηρίζει αυτή
την πεποίθησvη:

µ2 = 2
3,11 = 0,8·pH

0,8·pH+0,2·1 ⇒ 2, 488pH = 1, 6p + 0, 4 ⇒ pH = 0, 4505 και

1 − pH = 0, 5495 . ΄Εχουμε λοιπόν την μικτή σvτρατηγική του παίκτη 1. Παίζει
high output με πιθανότητα pH = 0, 4505 όταν είναι high cost (άρα low output με
1−pH = 0, 5495 ) και παίζει high output με πιθανότητα 1 (αγνή σvτρατηγική όταν
είναι low cost).
Βάσvη λοιπόν της σvτρατηγικής high output με πιθανότητα pH = 0, 4505 όταν

είναι high cost και low output με 1−pH = 0, 5495 και high output με πιθανότητα
1 (αγνή σvτρατηγική όταν είναι low cost), ποια είναι αντίσvτοιχα η πιθανότητα του
παίκτη 2 να εισvέλθει σvτην αγορά (έσvτω e) που κάνει τον παίκτη 1 αδιάφορο μεταξύ
επιλογής high ή low output όταν είναι high cost; Αυτή για την οποία ισvχύει

U1 (high output/high cost) = U1 (high output/high cost)⇒ e ·10, 77+(1− e) ·17 =
11, 77⇒ e = 5,23

6,23 = 0, 839486
δηλαδή ίδια με πριν, αφού ο παίκτης 1 αναπροσvάρμοσvε την σvτρατηγική του

ώσvτε να φτάσvουμε σvτο οριακό αυτό σvημείο ισvορροπίας όπου οι επιλογές φαντάζουν

όμοιες. Οι πεποιθήσvεις του παίκτη 2 και η πιθανότητα που επιλέγει ανάμεσvα σvε
είσvοδο ή όχι σvτην αγορά παραμένουν ίδιες σvτην ισvορροπία και είναι αυτές που

οριακά κάνουν ίσvη την αναμενόμενη απόδοσvη από την είσvοδο ή όχι σvτην αγορά

βάσvη των αναθεωρημένων σvτρατηγικών του παίκτη 1. Αυτός χάνει την χρήσvη
βέλτισvτης σvτρατηγικής όταν δεν σvυντάσvσvεται pooling equilibrium και αλλάζει την
μικτή σvτρατηγική του όταν είναι high cost βάσvη των αρχικών πεποιθήσvεων p του
παίκτη 2, οπότε και φτάνουμε σvτην μοναδική ισvορροπία όπου µ2 = 0, 64308
΄Αρα ο παίκτης 2, παρατηρώντας high output σvτην πρώτη περίοδο εισvέρχε-

ται σvτην αγορά πάλι με πιθανότητα e=0,8395 και μένει εκτός με πιθανότητα 1-
e=0,1605
΄Εχουμε πλέον καθορίσvει semi-separating equilibrium διαδοχική ισvορροπία σvτο

παίγνιό μας η οποία είναι

΄Εχουμε τον ορίζοντα σvτρατηγικής σvυμπεριφοράς s = (s1, s2) που δίνεται από
s1 (hoH) = 0, 4505 , s1 (loH) = 0, 5495 , s1 (hoL) = 1 , s1 (loL) = 0 και

s2 (enA) = 0, 8395 , s2 (saA) = 0, 1605, s2 (enB) = 1 , s2 (saB) = 0
και το σvύσvτημα πεποιθήσvεων μ που είναι σvυνεπές με αυτό και δίνεται από

µ (H) = 0, 8 , µ (L) = 0, 2 , µ (H1) = 0, 6431 , µ (H2) = 1 , µ (L1) = 0, 3569
, µ (L2) = 0,
τα οποία δομούν την προτεινόμενη ισvορροπία. Δηλαδή

Monopol

{
high output µε pH = 0, 4505αν high cost

high output αν low cost

Entrant

{
Enter µε e = 0, 8395 αν δεις high output

Enter αν δεις low output

με πεποίθησvη σvχετικά με το αν αντιμετωπίζει high cost εταιρεία µ (high cost/high output) =
0, 6431 , µ (high cost/low output) = 1
Η σvυνολική αναμενόμενη απόδοσvη του παίκτη 1 σvτην ισvορροπία είναι
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U1 = 0, 8 · {0, 4505 · [(0, 8395 · 10, 77) + (0, 1605 · 17)] + (0, 5495 · 1 · 11, 77)}+
{0, 2 · 1 · [(0, 8395 · 25) + (0, 1605 · 32)]} = 14, 6407
ενώ του παίκτη 2 είναι
U2 = 0, 8 · {0, 4505 · [(0, 8395 · 1, 11) + (0, 1605 · 0)] + (0, 5495 · 1 · 1, 11)} +

{0, 2 · 1 · [(0, 8395 · (−2)) + (0, 1605 · 0)]} = 0, 488
Το λογισvμικό Gambit επιβεβαιώνει την ισvορροπία μας και τις μεταβολές που

επέρχονται μόνο σvτην μικτή σvτρατηγική του high cost Monopol

Figure 24: Ισvορροπία Gambit περίπτωσvη p=0,8

΄Εχουμε τα σvυγκεντρωτικά αποτελέσvματα για την περιγραφή διαδοχικής ισvορ-

ροπίας του παιγνίου της εξέτασvης από μία εταιρεία εισvόδου σvε αγορά που κυριαρ-

χεί ένα μονοπώλιο και αν τελικά εισvέλθει ανταγωνίζονται σvε δυοπώλιο ποσvοτήτων

Cournot με τις αποδόσvεις του σvχήματος 17.
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Αν p ≤ 0, 6431 η ισvορροπία είναι

Monopol

{
high output αν high cost

high output αν low cost

Entrant

{
Stay out αν δεις high output

Enter αν δεις low output

με πεποίθησvη σvχετικά με το αν αντιμετωπίζει high cost εταιρεία µ (high cost/high output) =
p , µ (high cost/low output) = 1 ,
με πεποίθησvη σvχετικά με το αν αντιμετωπίζει low cost εταιρεία µ (low cost/high output) =

1− p , µ (low cost/low output) = 0

Η σvυνολική αναμενόμενη απόδοσvη του παίκτη 1 σvτην ισvορροπία είναι
U1 = p · 17 + (1− p) · 32
ενώ του παίκτη 2 είναι U2 = 0 αφού μένει εκτός αγοράς
΄Εχουμε pooling equilibria

Αν p ≥ 0, 6431 η ισvορροπία είναι

Monopol

{
high output µε πιθανότητα pH αν high cost

high output αν low cost
όπου pH = 2−2p

1,11p

(αφού µ2 = 2
3,11 = p·pH

p·pH+(1−p)·1 ⇒ 2p · pH + 2 · (1− p) = 3, 11p · pH ⇒
1, 11p · pH = 2− 2p⇒ pH = 2−2p

1,11p )

Entrant

{
Enter µε πιθανότητα e = 0, 8395 αν δεις high output

Enter αν δεις low output

με πεποίθησvη σvχετικά με το αν αντιμετωπίζει high cost εταιρεία µ (high cost/high output) =
0, 6431 , µ (high cost/low output) = 1 ,
με πεποίθησvη σvχετικά με το αν αντιμετωπίζει low cost εταιρεία µ (low cost/high output) =

0, 3569 , µ (low cost/low output) = 0

Η σvυνολική αναμενόμενη απόδοσvη του παίκτη 1 σvτην ισvορροπία είναι
U1 = p · {pH · [(0, 8395 ·10, 77) + (0, 1605 ·17)] + ((1−pH) ·1 ·11, 77)}+{(1−

p) · 1 · [(0, 8395 · 25) + (0, 1605 · 32)]}
ενώ του παίκτη 2 είναι
U2 = p · {pH · [(0, 8395 · 1, 11) + (0, 1605 · 0)] + ((1− pH · 1 · 1, 11)}+ {(1− p) ·

1 · [(0, 8395 · (−2)) + (0, 1605 · 0)]}
΄Εχουμε semi-separating equilibria
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6 ΑΝΑΓΩΓΗΣΤΗΝΓΕΝΙΚΗΠΕΡΙΠΤΩΣΗ

ΚΑΙ ΚΑΤΑΣΚΕΥΗΑΛΓΟΡΙΘΜΟΥΣΕΨΕΥΔΟΚ-

ΩΔΙΚΑ ΓΙΑΚΑΘΟΡΙΣΜΟ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ

ΣΕ LIMIT PRICING ΠΑΙΓΝΙΟ ΜΕ ΠΡΟ-

ΣΟΜΟΙΩΣΗΥΠΟΛΟΓΙΣΜΩΝΣΕΦΥΛΛΟ

EXCEL

6.1 Περιγραφή αλγορίθμου για εφαρμογή σvτην γενική

περίπτωσvη

Βλέπουμε ότι ο καθορισvμός διαδοχικής ισvορροπίας ανάγεται ουσvιασvτικά σvτην

αρχική πεποίθησvη του Entrant p για την πιθανότητα να αντιμετωπίζει high cost
Monopol, αφού αυτή μεταφέρεται αυτούσvια σvτον κόμβο H1 και αν µ2 <

2
3,11 =

0, 64308 έχουμε pooling equilibrium με τον Entrant να μένει σvτην ισvορροπία εκτός
αγοράς, ενώ αν µ2 >

2
3,11 = 0, 64308 έχουμε semi-separating equilibrium με τον

Entrant σvτην ισvορροπία να εισvέρχεται σvτην αγορά παίζοντας μικτή σvτρατηγική
σvε αντισvτοιχία με τον παίκτη 1 με σvχηματισvμό πεποίθησvης οριακά µ2 = 2

3,11 =
0, 64308.
Αφού επίσvης και ο υπολογισvμός αποδόσvεων ανάγεται σvε standard σvχέσvεις τόσvο

σvτην ισvορροπία Cournot όσvο και σvτην μεγισvτοποίησvη κέρδους μονοπωλίου που δρα
μόνο του, μπορούμε να κατασvκευάσvουμε αλγόριθμο που θα παίρνει ως δεδομένα τα
κόσvτη των εταιρειών, την σvταθερά σvτην αντίσvτροφη σvυνάρτησvη ζήτησvης, το κόσ-
vτος εισvόδου του παίκτη 2 σvτην αγορά και θα υπολογίζει τις αποδόσvεις σvτους τερμ-
ατικούς κατασvκευάζοντας ουσvιασvτικά το παίγνιο, ενώ εν σvυνεχεία θα εισvάγουμε
την αρχική πεποίθησvη του Entrant p για την πιθανότητα να αντιμετωπίζει high
cost Monopol και ο αλγόριθμος θα εξάγει την ισvορροπία του παιγνίου, λέγοντάς
μας φυσvικά σv' αυτήν αν πρέπει ή όχι να εισvέλθει o Entrant σvτην αγορά.
Η πεποίθησvη αυτή του παίκτη 2 προκύπτει όπως είδαμε από την σvχέσvη µ2 ·

1, 11 + (1− µ2) · (−2) = 0. Αν ονομάσvουμε τους τερματικούς κόμβους με την
σvειρά από πάνω προς τα κάτω H1_E, H1_S.o , H2_E, H2_S.o, L1_E, L1_S.o,
L2_E, L2_S.o όπως φαίνεται σvτο σvχήμα, η σvχέσvη γίνεται µ2·Π2 (H1_E) +

(1− µ2) ·Π2 (L1_E) = 0 ⇒ µ2 =
−Π2(L1_E)

−Π2(L1_E)+Π2(H1_E) σvτην γενική περίπτωσvη

και τότε ο καθορισvμός ισvορροπίας σvτην γενική περίπτωσvη και αφού το µ2 παίρνει

την τιμή του p, ανάγεται σvτο αν p·Π2 (H1_E) + (1− p) ·Π2 (L1_E) < ή >0.
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Figure 25: Γενική περίπτωσvη παιγνίου για κατασvκευή αλγορίθμου

Φυσvικά θα έχουμε λογικούς περιορισvμούς . Αυτοί είναι:
q∗1 = M+c2−2c1

3 ≥ 0 και q∗2 = M+c1−2c2
3 ≥ 0 ώσvτε και οι δύο εταιρείες

παράγουν θετικές ποσvότητες προϊόντων, που είναι και το θεμιτό για να υπάρχει
λογική σvυνέχεια.

c1 > 0 και c2 > 0 , ενώ cH > cL αφού το κόσvτος του high cost Monopol είναι
προφανώς μεγαλύτερο από του low cost.

Τέλος (M + cH − 2c2)
2
/9 > F > (M + cL − 2c2)

2
/9 δηλαδή αυτό που είπαμε

και δείξαμε, ότι ορθολογικά, υπό πλήρη, τέλεια πληροφόρησvη, ο Entrant θα εισ-
vερχόταν σvτην αγορά μόνο αν ο Monopol ήταν high cost εταιρεία.
Χρησvιμοποιώντας τον πίνακα για τις αποδόσvεις που έχουμε παραθέσvει νωρίτερα,

τον οποίο υπενθυμίζουμε εδώ
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Είσvοδος Entrant κ' c1 = cL Είσvοδος Entrant κ' c1 = cH Entrant εκτός

Κέρδος Monop.cL (M + c2 − 2cL)
2
/9 (M − cL)

2
/4

Κέρδος Monop.cH (M + c2 − 2cH)
2
/9 (M − cH)

2
/4

Κέρδος Entrant (M + cL − 2c2)
2
/9 − F (M + cH − 2c2)

2
/9 − F 0

Table 18: Αποδόσvεις παιγνίου αναλυτικά βάσvη κόσvτους

και το ότι σvτην γενική περίπτωσvη για την πρώτη περίοδο:
Αν είναι high cost και παράγει high output Π1 = (M − qL) · qL − cH · qL με

qL = M−cL/2
Αν είναι low cost και παράγει low output Π1 = (M − qH) · qH − cL · qH με

qH = M−cH/2
(Αφού είδαμε ότι η ποσvότητα παραγωγής που μεγισvτοποιεί τα κέρδη του μονοπ-

ωλητή ανάλογα με την περίσvτασvη είναι q∗1 = M−c1/2).
Μπορούμε τώρα να υπολογίσvουμε σvε κάθε περίπτωσvη τις αποδόσvεις σvτους τερμ-

ατικούς κόμβους για την γενική περίπτωσvη:

Π1 (Monopol) Π2 (Entrant)

H1_E [(M − qL) · qL − cH · qL]+ (M + c2 − 2cH)
2
/9 (M + cH − 2c2)

2
/9 − F

H1_S.o [(M − qL) · qL − cH · qL]+ (M − cH)
2
/4 0

H2_E [(M − cH)
2
/4]+[(M + c2 − 2cH)

2
/9] (M + cH − 2c2)

2
/9 − F

H2_S.o [(M − cH)
2
/4]+[(M − cH)

2
/4] = 2(M − cH)

2
/4 0

L1_E [(M − cL)
2
/4]+[(M + c2 − 2cL)

2
/9] (M + cL − 2c2)

2
/9 − F

L1_S.o [(M − cL)
2
/4]+[(M − cL)

2
/4] = 2(M − cL)

2
/4 0

L2_E [(M − qH) · qH − cL · qH ]+ (M + c2 − 2cL)
2
/9 (M + cL − 2c2)

2
/9 − F

L2_S.o [(M − qH) · qH − cL · qH ]+ (M − cL)
2
/4 0

Table 19: Αποδόσvεις σvτους τερματικούς κόμβους για κατασvκευή παιγνίου

Αν p·Π2 (H1_E) + (1− p) · Π2 (L1_E) ≤ 0 έχουμε pooling equilibrium,
όπου o Entrant δεν εισvέρχεται σvτην αγορά και

H πεποίθησvη σvχετικά με το αν αντιμετωπίζει high cost εταιρεία σvε pooling
equilibrium είναιµ (high cost/high output) = p , µ (high cost/low output) = 1 ,
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Η πεποίθησvη σvχετικά με το αν αντιμετωπίζει low cost εταιρεία σvε pooling
equilibrium είναι µ (low cost/high output) = 1− p , µ (low cost/low output) = 0

Η σvυνολική αναμενόμενη απόδοσvη του παίκτη 1 σvε pooling equilibrium είναι
U1 = p·Π1 (H1_S.o) + (1− p) ·Π1 (L1_S.o)
ενώ του παίκτη 2 είναι
U2 = 0

Αν p·Π2 (H1_E) + (1− p) · Π2 (L1_E) ≥ 0 έχουμε semi-separating equilib-
rium, όπου o Entrant εισvέρχεται σvτην αγορά με πιθανότητα e=[Π1 (H2_E)−Π1 (H1_S.o)]
/ [Π1 (H1_E)−Π1 (H1_S.o)] που πηγάζει από την απαίτησvη e · Π1 (H1_E) +
(1− e)·Π1 (H1_S.o) = Π1 (H2_E) και είναι η γενική περίπτωσvη ώσvτε U1 (high output/high cost) =
U1 (high output/high cost) που είδαμε ότι εξετάζουμε. Ενώ ο Monopol κάνει high

output με πιθανότητα pH , όπου pH =
−Π2(L1_E)−(−Π2(L1_E)·p)

Π2(H1_E)·p αφού µ2 =
−Π2(L1_E)

−Π2(L1_E)+Π2(H1_E) = p·pH
p·pH+(1−p)·1 .

H πεποίθησvη σvχετικά με το αν αντιμετωπίζει high cost εταιρεία σvε semi-

separating equilibrium είναιµ (high cost/high output) =
−Π2(L1_E)

−Π2(L1_E)+Π2(H1_E) , µ (high cost/low output) =
1 ,
Η πεποίθησvη σvχετικά με το αν αντιμετωπίζει low cost εταιρεία σvε semi-separating

equilibrium είναι µ (low cost/high output) =1− −Π2(L1_E)
−Π2(L1_E)+Π2(H1_E) , µ (low cost/low output) =

0

Η σvυνολική αναμενόμενη απόδοσvη του παίκτη 1 σvτην semi-separating equilib-
rium είναι

U1 = p · {pH · [(e · Π1 (H1_E)) + ((1− e) · Π1 (H1_S.o))] + ((1 − pH) · 1 ·
Π1 (H2_E))}+ {(1− p) · 1 · [(e ·Π1 (L1_E)) + ((1− e) ·Π1 (L1_S.o)]}
ενώ του παίκτη 2 είναι
U2 = p · {pH · [(e · Π2 (H1_E)) + ((1− e) · Π2 (H1_S.o))] + ((1 − pH) · 1 ·

Π2 (H2_E))}+ {(1− p) · 1 · [(e ·Π2 (L1_E)) + ((1− e) ·Π2 (L1_S.o)]}

Είμασvτε πλέον έτοιμοι να φτιάξουμε τον αλγόριθμό μας σvε ψευδοκώδικα. Ακο-
λουθεί σvτο επόμενο τμήμα
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6.2 Ψευδοκώδικας αλγορίθμου κατασvκευής παιγνίου εξ-

έτασvης εισvόδου σvε μονοπωλιακή αγορά, μετά από

παρατήρησvη πρώτου επιπέδου παραγωγής του μονοπ-

ωλίου και όπου θα ανταγωνισvτούν σvε Cournot.

Algorithm 1 ΕΥΡΕΣΗ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ ΕΙΣΟΔΟΥ ΣΤΗΝ ΑΓΟΡΑ ΜΕ ΑΝΤ-

ΑΓΩΝΙΣΜΟ COURNOT

program Εισvαγωγή_σvτην_αγορά
variables
real: costhc, costlc, costen, M, cH , cL, c2, F, p, e, qL, qH , p

H ,
µhh, µlh, q

∗
1h, q

∗
2h, q

∗
1l, q

∗
2l,

real: Π1 (H1_E) , Π1 (H1_S.o) ,Π1 (H2_E) , Π1 (H2_S.o)
real: Π1 (L1_E) ,Π1 (L1_S.o) , Π1 (L2_E) , Π1 (L2_S.o)
real: Π2 (H_E) ,Π2 (H_S.o) , Π2 (L_E) , Π2 (L_S.o)
begin
costhc← 1
costlc← 2
costen← 0
q∗1h ← −1
q∗1l ← −1
q∗2h ← −1
q∗1l ← −1
while (q∗1h < 0) or (q∗1l < 0) or (q∗2h < 0) or (q∗2l < 0)
{
Εμφάνισvε 'Δώσvε σvταθερά αντίσvτροφης σvυνάρτησvης : '
Διάβασvε M
while (M ≤ 0) or (M = ”char”)
{
Εμφάνισvε 'Παρακαλώ εισvάγετε θετικό αριθμό για σvταθερά
αντίσvτροφης σvυνάρτησvης ζήτησvης : '
Διάβασvε M
}

while (costhc ≤ costlc)
{
Εμφάνισvε 'Δώσvε σvταθερά κόσvτους του high cost Monopol : '
Διάβασvε cH
while (cH ≤ 0) or (cH = ”char”) {
Εμφάνισvε 'Παρακαλώ εισvάγετε θετικό αριθμό για την σvταθερά
κόσvτους του high cost Monopol'
Διάβασvε cH }
costhc← cH
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Εμφάνισvε 'Δώσvε σvταθερά κόσvτους του low cost Monopol : '
Διάβασvε cL
while (cL ≤ 0) or (cL = ”char”) {
Εμφάνισvε 'Παρακαλώ εισvάγετε θετικό αριθμό για την σvταθερά κόσvτους
του low cost Monopol : '
Διάβασvε cL }
costlc← cL

if (costhc ≤ costlc)
{
Εμφάνισvε 'Ο low cost δεν μπορεί να έχει υψηλότερα κόσvτη από τον
high cost Monopol'

}
}
Εμφάνισvε ' Δώσvε σvταθερά κόσvτους του Entrant : '
Διάβασvε c2
while (c2 ≤ 0) or (c2 = ”char”)
{
Εμφάνισvε 'Παρακαλώ εισvάγετε θετικό αριθμό για κόσvτη του Entrant : '
Διάβασvεc2
}
costen← c2
q∗1h ← (M + costen− 2 ∗ costhc)/3
q∗1l ← (M + costen− 2 ∗ costlc)/3
q∗2h ← (M + costhc− 2 ∗ costen)/3
q∗2l ← (M + costlc− 2 ∗ costen)/3
if ((q∗1h < 0) or (q∗1l < 0) or (q∗2h < 0) or (q∗2l < 0))
Εμφάνισvε 'Πρέπει να έχουμε θετικές ποσvότητες, θα βάλουμε τις μεταβλητές

από την αρχή '
}
repeat
Εμφάνισvε 'Δώσvε κόσvτος εισvόδου Entrant : '
Διάβασvε F

if not (((M + cH − 2c2)
2
/9 > F ) and (F > (M + cL − 2c2)

2
/9))

Εμφάνισvε 'Μη έγκυρο κόσvτος εισvόδου Entrant, δεν έχει νόημα, θα τον
κατατροπώσvει σvίγουρα ο low cost Monopol! '

until (((M + cH − 2c2)
2
/9 > F ) and (F > (M + cL − 2c2)

2
/9) )

qL ← (M − cL) /2
qH ← (M − cH) /2

Π1 (H1_E)←[(M − qL) · qL − cH · qL]+[(M + c2 − 2cH)
2
/9]

Π1 (H1_S.o)←[(M − qL) · qL − cH · qL]+ (M − cH)
2
/4

Π1 (H2_E)←[(M − cH)
2
/4]+[(M + c2 − 2cH)

2
/9]

Π1 (H2_S.o)←2(M − cH)
2
/4

Π1 (L1_E)←[(M − cL)
2
/4]+[(M + c2 − 2cL)

2
/9]

Π1 (L1_S.o)←2(M − cL)
2
/4

Π1 (L2_E)←[(M − qH) · qH − cL · qH ]+ (M + c2 − 2cL)
2
/9
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Π1 (L2_S.o)←[(M − qH) · qH − cL · qH ]+ (M − cL)
2
/4

Π2 (H_E)←(M + cH − 2c2)
2
/9 − F

Π2 (H_S.o)←0

Π2 (L_E)←(M + cL − 2c2)
2
/9 − F ;

Π2 (L_S.o)←0
pH ← (−Π2 (L_E)− (−Π2 (L_E) · p))/(Π2 (H_E) · p)
Εμφάνισvε

{
'Οι αποδόσvεις έχουν ως εξής σvτο παίγνιό μας : '
'Αν είναι high cost ο Monopol, ' ;
'...και επιλέξει high output σvτην πρώτη περίοδο, '
'......αν ο Entrant μπει σvτην αγορά : '
'..........Απόδοσvη Monopol= ' Π1 (H1_E)
'..........Απόδοσvη Entrant= ' Π2 (H_E)
'......αν ο Entrant δεν μπει σvτην αγορά : '
'..........Απόδοσvη Monopol= ' Π1 (H1_S.o)
'..........Απόδοσvη Entrant= ' Π2 (H_S.o)
'Αν είναι high cost ο Monopol, '
'...και επιλέξει low output σvτην πρώτη περίοδο, '
'......αν ο Entrant μπει σvτην αγορά : '
'..........Απόδοσvη Monopol= ' Π1 (H2_E)
'..........Απόδοσvη Entrant= ' Π2 (H_E)
'......αν ο Entrant δεν μπει σvτην αγορά : '
'..........Απόδοσvη Monopol= ' Π1 (H2_S.o)
'..........Απόδοσvη Entrant= 'Π2 (H_S.o)
'Αν είναι low cost ο Monopol, '
'...και επιλέξει high output σvτην πρώτη περίοδο, '
'......αν ο Entrant μπει σvτην αγορά : '
'..........Απόδοσvη Monopol= ' Π1 (L1_E)
'..........Απόδοσvη Entrant= ' Π2 (L_E)
'......αν ο Entrant δεν μπει σvτην αγορά : '
'..........Απόδοσvη Monopol= ' Π1 (L1_S.o)
'..........Απόδοσvη Entrant= 'Π2 (L_S.o)
'Αν είναι low cost ο Monopol, '
'...και επιλέξει low output σvτην πρώτη περίοδο (δεν το νομίζω βέβαια), '
'......αν ο Entrant μπει σvτην αγορά : '
'..........Απόδοσvη Monopol= ' Π1 (L2_E)
'..........Απόδοσvη Entrant= ' Π2 (L_E)
'......αν ο Entrant δεν μπει σvτην αγορά'
'..........Απόδοσvη Monopol= ' Π1 (L2_S.o)
'..........Απόδοσvη Entrant= ' Π2 (L_S.o)
}
Εμφάνισvε 'Παρακαλώ εισvάγετε πιθανότητα p για πεποίθησvη ο Monopol να
είναι high cost : '
Διάβασvε p
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while (p < 0 or p > 1 or p = ”char”)
{
Εμφάνισvε 'Παρακαλώ εισvάγετε θετική πιθανότητα 0 ≤ p ≤ 1 για πεποίθησvη
ο Monopol να είναι high cost : '
Διάβασvε p
}
if ((p·Π2 (H1_E) + (1− p) · Π2 (L1_E)) ≤ 0 ) then
{
Εμφάνισvε

{
'Entrant Stays Out! '
'Our pooling equilibrium is : '

'Monopol

{
high output αν high cost

high outout αν low cost
'

'Entrant

{
Stay out αν δεις high output

Enter αν δεις low output
'

'με πεποίθησvη σvχετικά με αν αντιμετωπίζει high cost εταιρεία : '
'µ (high cost/high output) =′ p ',µ (high cost/low output) =′ 1
'με πεποίθησvη σvχετικά με αν αντιμετωπίζει low cost εταιρεία : '
′µ (low cost/high output) =′ 1− p ', µ (low cost/low output) =′ 0
'Η σvυνολική αναμενόμενη απόδοσvη του παίκτη 1 σvτην ισvορροπία είναι : '
′U1 =′ p·(H1_S.o)+ (1− p) ·(L1_S.o)
'ενώ του παίκτη 2 είναι : '
′U2 =′ 0
}
else
{
µhh ← [(−Π2 (L_E))/(−Π2 (L_E) + Π2 (H_E))]
µlh ← {1− [(−Π2 (L_E))/(−Π2 (L_E) + Π2 (H_E))]}
Εμφάνισvε

'Entrant Enters the market! '
'Our semi-separating equilibrium is : '

′Monopol

{
high output µε πιθανότητα pH =′ pH ′αν high cost

high outout αν low cost′
'

e←[Π1 (H2_E)−Π1 (H1_S.o)] / [Π1 (H1_E)−Π1 (H1_S.o)]

′Entrant

{
Enter µε πιθανότητα e =′ e ′αν δεις high output′

Enter αν δεις low output′

'με πεποίθησvη σvχετικά με αν αντιμετωπίζει high cost εταιρεία : '
'µ (high cost/high output) =′ µhh ', µ (high cost/low output) =′ 1
'με πεποίθησvη σvχετικά με το αν αντιμετωπίζει low cost εταιρεία : '
'µ (low cost/high output) =′ µlh ', µ (low cost/low output) =′ 0
' Η σvυνολική αναμενόμενη απόδοσvη του παίκτη 1 σvτην ισvορροπία είναι : '
′U1 =′ p · {pH · [(e ·Π1 (H1_E)) + ((1− e) ·Π1 (H1_S.o))]+
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((1− pH) · 1 ·Π1 (H2_E))}+ {(1− p) · 1 · [(e ·Π1 (L1_E)) + ((1− e) ·
Π1 (L1_S.o)]}
'ενώ του παίκτη 2 είναι : '
′U2 =′ p · {pH · [(e ·Π2 (H_E)) + ((1− e) ·Π2 (H_S.o))]+
((1−pH)·1·Π2 (H_E))}+{(1−p)·1·[(e·Π2 (L_E))+((1− e)·Π2 (L_S.o)]}
}
}
end.

6.3 Προσvομοίωσvη υπολογισvμών και ισvορροπίας σvε Ex-

cel

Προσvθέτουμε εδώ υπολογισvτικό φύλλο Excel, το οποίο χρησvιμοποιεί τους τύ-
πους ακριβώς όπως τους εξάγαμε σvτο υποκεφάλαιο 6.1 και οπτικοποιεί τις εκάσvτοτε
αποδόσvεις του παιγνίου αλλά και την ισvορροπία αυτού. Ο χρήσvτης εισvάγει πρώτα
τα δεδομένα σvτην σvτήλη Β (από Β1 μέχρι Β5) και σvυγκεκριμένα την σvταθερά σvτην
αντίσvτροφη σvυνάρτησvη ζήτησvης, τα σvταθερά κόσvτη των παικτών-εταιρειών και το
κόσvτος εισvόδου του παίκτη 2. ΄Επειτα εισvάγει την αρχική πεποίθησvη του παίκτη
2, p, για την πιθανότητα να αντιμετωπίζει υψηλού κόσvτους παίκτη 1 σvτο Β12 και
εμφανίζονται όλα τα αποτελέσvματα.
Θα δείξουμε τους υπολογισvμούς και τα αποτελέσvματα, εξετάζοντας επίσvης την

ανταπόκρισvή σvτους λογικούς περιορισvμούς που έχει ο αλγόριθμός μας. Η αρχική
εικόνα που βλέπει ο χρήσvτης είναι η ακόλουθη
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Figure 26: Αρχική εικόνα Excel πριν την εισvαγωγή δεδομένων

Εισvάγουμε τα δεδομένα για τα οποία επιλύσvαμε το παίγνιό μας, δηλαδήM = 14,
cH = 8, cL = 6, c2 = 7 και F = 6 και πατάμε Enter. Το αποτέλεσvμα που
παίρνουμε είναι

Figure 27: Αποτέλεσvμα για εισvαγωγή ορθών δεδομένων εκτός p
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Βλέπουμε ότι παίρνουμε ακριβώς τα αποτελέσvματα σvτα οποία καταλήξαμε με

αναλυτικές πράξεις προηγουμένως και έχουμε καθολική εικόνα, καθώς φαίνονται
ποσvότητες παραγωγής του high και low cost Monopol πρώτης περιόδου, κέρδη του
high cost Monopol που κάνει high output και του low cost Monopol που κάνει
low output σvτην πρώτη περίοδο, βέλτισvτες ποσvότητες παραγωγής σvε ισvορροπία
Cournot αν εισvέλθει ο Entrant σvτην αγορά και όλες οι αποδόσvεις του παιγνίου. Οι
ποσvότητες παραγωγής είναι θετικές, το οποίο είναι και κριτήριο λογικής σvυνέχειας.
Θα δούμε παρακάτω ότι ακόμα και για ορθά κόσvτη και σvταθερά ζήτησvης, αν τα q
είναι αρνητικά το Excel δεν προχωράει σvε υπολογισvμό.
Δεν έχουμε εισvάγει ακόμα την πεποίθησvη p του Entrant οπότε και τα απο-

τελέσvματα που εξαρτώνται από αυτή είναι προς το παρόν 0. Ας θέσvουμε p = 0, 3
και να δούμε το αποτέλεσvμα.

Figure 28: Αποτέλεσvμα για εισvαγωγή ορθών δεδομένων και p=0,3

΄Εχουμε τώρα την ισvορροπία μας. Βλέπουμε την υπόδειξη 'Entrant stays out
of the market!' , την αναφορά Pooling Equilibrium, όλες τις πεποιθήσvεις σvτην
ισvορροπία αυτή υπολογισvμένες ορθά όπως τις είχαμε εξάγει και τις πιθανότητες με

τις οποίες ο Monopol κάνει high ή low output (εδώ always αφού είναι Pooling
Equilibrium). Ακόμα, τις αναμενόμενες αποδόσvεις των παικτών σvτην ισvορροπία
(πάλι με ίδια νούμερα που πισvτοποιούν την ορθότητα). Οι πιθανότητες pH και e
είναι 0 καθώς δεν υπεισvέρχονται σvτην ισvορροπία αυτή.
Ας κάνουμε τον πρώτο μας λογικό έλεγχο. Το p πρέπει να είναι 0 ≤ p ≤ 1

αφού είναι πιθανότητα. Αν εισvάγουμε αρνητικό p, για παράδειγμα -1, έχουμε
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Figure 29: Αποτέλεσvμα (λογικός έλεγχος) για p<0

Το Excel μας αντιδρά σvωσvτά και ειδοποιεί τον χρήσvτη ότι πρέπει 0 ≤ p ≤ 1
ενώ τα υπόλοιπα πεδία δεν υπολογίζονται αλλιώς θα έχουμε λάθος αποτελέσvματα,
σvτηριζόμενοι σvε κάτι που είναι άτοπο.
Θέτουμε τώρα p = 2 και αναμένουμε την ίδια αντίδρασvη από το πρόγραμμά μας,

την οποία και παίρνουμε όπως βλέπουμε παρακάτω

Figure 30: Αποτέλεσvμα (λογικός έλεγχος) για p>1

Αλλάζουμε τώρα το p σvε 0,1 για να δούμε αν σvυμβαίνει ορθή αναπροσvαρμογή.
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Αναμένουμε πάλι pooling equilibrium, αλλά με άλλες αναμενόμενες αποδόσvεις και
πεποιθήσvεις. ΄Εχουμε

Figure 31: Αποτέλεσvμα για εισvαγωγή ορθών δεδομένων και p=0,1

Βλέπουμε ότι εξάγει πάλι την σvωσvτή ισvορροπία αναπροσvαρμόζοντας όπως πρέπει

τα αποτελέσvματα, με πεποίθησvη πλέον για αντιμετώπισvη high cost Monopol δε-
δομένου high output, 0,1. Επίσvης η αναμενόμενη απόδοσvη του παίκτη 1 είναι
υπολογισvμένη σvωσvτά, όπως ακριβώς καταλήξαμε σvτην ανάλυσvή μας σvε U1 = 30, 5.
Αυξάνουμε τώρα το p σvε p = 0, 7 , το οποίο αλλάζει τελείως την ισvορροπία

όπως έχουμε δει. Η υπολογισvτική μας εφαρμογή δίνει το εξής

Figure 32: Αποτέλεσvμα για εισvαγωγή ορθών δεδομένων και p=0,7
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Τώρα οι πιθανότητες pH και e είναι υπολογισvμένες και χρησvιμοποιούνται για
τον καθορισvμό της ισvορροπίας. Βλέπουμε χαρακτηρισvτικά ότι πλέον 'Entrant
enters the market with prob e' και την αναφορά 'Semi-separating equilibrium'.
Οι πεποιθήσvεις είναι υπολογισvμένες ορθά καθώς και οι αναμενόμενες αποδόσvεις,
ενώ εδώ ο high cost Monopol δεν κάνει 'always' high output αλλά με πιθανότητα
pH .
Η μικρή απόκλισvη σvτα αποτελέσvματα από τους αρχικούς μας υπολογισvμούς έχει

να κάνει με την ακρίβεια δεκαδικών ψηφίων. Είχαμε χρησvιμοποιήσvει δύο δεκαδικά
ψηφία, επειδή αυτό κάνει και το Gambit, για να επαληθεύσvουμε τα αποτελέσvματά
μας. Εδώ χρησvιμοποιούμε ακόμα μεγαλύτερη ακρίβεια μέσvω του Excel, οπότε τα
αποτελέσvματα είναι ακόμα πιο ακριβή. Η πεποίθησvη ότι ο Monopol είναι high
cost δεδομένου high output είναι µ2 = 0, 642857 ενώ εμείς, χρησvιμοποιώντας σvτα
κέρδη δύο δεκαδικά, δηλαδή 2.77 , 1.11 , 10.77 , 11.77 την είχαμε υπολογίσvει
µ2 = 0, 64308 σvε αντισvτοιχία με το Gambit που την εμφανίζει 0,6431. Αντίσvτοιχα
για όλα τα υπόλοιπα. Τα αποτελέσvματα λοιπόν είναι πάλι σvωσvτά και μάλισvτα ακόμα
πιο ακριβή.
Η τελευταία μας δοκιμή θα είναι με p = 0, 8 . Ακολουθεί παρακάτω

Figure 33: Αποτέλεσvμα για εισvαγωγή ορθών δεδομένων και p=0,8

Η εφαρμογή μας ορθά αναπροσvαρμόζει την πιθανότητα pH με την οποία ο high
cost Monopol κάνει high output, με τις πεποιθήσvεις του Entrant να μένουν ίδιες
όπως έχουμε δει σvε semi-separating equilibrium και τις αναμενόμενες αποδόσvεις
των παικτών φυσvικά να αλλάζουν.
Θα δείξουμε τώρα την ορθολογική σvυμπεριφορά του για όλους τους υπόλοι-

πους περιορισvμούς, καθώς θα εισvάγουμε ένα-ένα δεδομένα που οδηγούν σvε άτοπο.
Ξεκινάμε π.χ για την τελευταία περίπτωσvη με p = 0, 8 βάζοντας αρνητικό cH , ας
πούμε -8. Παίρνουμε
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Figure 34: Αποτέλεσvμα (λογικός έλεγχος) για cH < 0

Η εφαρμογή δεν προχωράει σvε υπολογισvμούς, εκτός από τα q που είναι μέρος
του λογικού ελέγχου και ζητάει από τον χρήσvτη να εισvάγει σvωσvτά δεδομένα, ενώ
εμφανίζεται ένα παράθυρο που δείχνει ποια δεδομένα γίνονται δεκτά βάσvη λογικής,
αναφέροντας όλους τους περιορισvμούς.
Για αρνητικό cL = −6 έχουμε

Figure 35: Αποτέλεσvμα (λογικός έλεγχος) για cL < 0

και για αρνητικό c2 = −7 έχουμε
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Figure 36: Αποτέλεσvμα (λογικός έλεγχος) για c2 < 0

΄Αρα σvε όλες τις περιπτώσvεις εισvαγωγής αρνητικών σvταθερών κόσvτους, η εφαρ-
μογή ζητάει ορθά δεδομένα και δεν πραγματοποιεί υπολογισvμούς.
΄Εχουμε όμως και τον περιορισvμό cH > cL. Ας αντισvτρέψουμε τις τιμές του

παραδείγματός μας. Για cH = 6 , cL = 8 παίρνουμε

Figure 37: Αποτέλεσvμα (λογικός έλεγχος) για cL > cH
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οπότε πάλι έχουμε σvωσvτή ανταπάντησvη και μήνυμα για εισvαγωγή ορθών δε-

δομένων.
΄Εχουν μείνει ο περιορισvμός για θετικές ποσvότητες παραγωγής q, ο οποίος

καλύπτει την λογική σvχέσvη ανάμεσvα σvε M , c1 και c2 σvυμπεριλαμβανόμενης της

περίπτωσvης εισvαγωγής αρνητικού M και ο περιορισvμός (M + cH − 2c2)
2
/9 >

F > (M + cL − 2c2)
2
/9 δηλαδή ορθολογικά υπό πλήρη, τέλεια πληροφόρησvη ο

Entrant θα εισvερχόταν σvτην αγορά μόνο αν ο Monopol ήταν high cost εταιρεία.
Για τον έλεγχο του πρώτου περιορισvμού, εισvάγουμε πρώτα ένα αρνητικό Μ, ας

πούμε M = −3 και έπειτα εισvάγουμε ορθά θετικά κόσvτη με cH > cL και θετικό

M για τα οποία (M + cH − 2c2)
2
/9 > F > (M + cL − 2c2)

2
/9 αλλά τέτοια που

οδηγούν σvε αρνητικά q.
Για M = −3

Figure 38: Αποτέλεσvμα (λογικός έλεγχος) για M < 0

Ορθά δεν έχουμε υπολογισvμό αποδόσvεων και ισvορροπίας.

Για M = 12, cH = 9 > cL = 5, c2 = 5, 5 και F = 6 με (M + cH − 2c2)
2
/9 =

11, 11 > F = 6 > (M + cL − 2c2)
2
/9 = 4 , που φαινομενικά είναι παίγνιο με

αποδεκτά δεδομένα για τις εταιρείες, έχουμε
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Figure 39: Αποτέλεσvμα (λογικός έλεγχος) για δεδομένα που δίνουν q < 0

Το γεγονός ότι q∗1h = −0, 1666 < 0 ανασvτέλλει τους υπολογισvμούς και ζητά
ορθά δεδομένα. Εδώ ουσvιασvτικά κρατώντας σvταθερά τα υπόλοιπα δεδομένα, το F
θα μπορούσvε να είναι οποιοδήποτε ανάμεσvα σvε 11, 11 > F > 4 και να είναι δεκτό,
αλλά από την σvτιγμή που για αυτά τα δεδομένα έχουμε q∗1h = −0, 1666 < 0 ,
σvωσvτά η εφαρμογή δεν υπολογίζει τίποτα.
Επανερχόμασvτε σvτα δεδομένα του αρχικού μας παιγνίου και έχει απομείνει ο

έλεγχος του περιορισvμού (M + cH − 2c2)
2
/9 = 7, 11 > F > (M + cL − 2c2)

2
/9 =

4 . Κρατώντας σvταθερά τα υπόλοιπα εισvάγουμε απλά ένα F που δεν ικανοποιεί την
σvχέσvη, F = 3 και έχουμε
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Figure 40: Αποτέλεσvμα (λογικός έλεγχος) για F που δεν ικανοποιεί

(M + cH − 2c2)
2
/9 > F > (M + cL − 2c2)

2
/9

΄Εχουμε πλέον δείξει ότι η εφαρμογή μας σvε υπολογισvτικό φύλλο Excel υπο-
λογίζει σvωσvτά τις αποδόσvεις του εκάσvτοτε παιγνίου που κατασvκευάζεται από τα

δεδομένα που εισvάγει ο χρήσvτης και εξάγει αναλυτικά την ισvορροπία αυτού, λαμ-
βάνοντας ταυτόχρονα υπόψη και καλύπτοντας όλους τους λογικούς περιορισvμούς

που πρέπει.

6.4 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ

΄Εγινε μία σvοβαρή προσvπάθεια περιγραφής της θεωρίας παιγνίων και των αξιών

που την διέπουν. Στο πρώτο κομμάτι, παρ' ότι θεωρητικό, παρουσvιάσvτηκαν αρκετά
αριθμητικά παραδείγματα και εφαρμογές, προσvομοιώνοντας σvτην πλειονότητά τους
πραγματικές κατασvτάσvεις και επεξηγώντας λεπτομερώς το σvκεπτικό αλλά και τις

μεθόδους ανάλυσvης, αντιμετώπισvης και επίλυσvης των διάφορων τύπων παιγνίων,
ανάλογα με τα ιδιαίτερα χαρακτηρισvτικά τους. Ο αναγνώσvτης έλαβε μια σvφαιρική
εικόνα σvχετικά με την χρησvιμοποίησvη των παιγνίων ως εργαλείο ανάλυσvης σvτρατη-

γικών αποφάσvεων επενδύσvεων και ευελπισvτώ να είναι σvε θέσvη τόσvο να τα διαχωρίσ-

vει βάσvη των πληροφοριών που παρέχονται και της σvειράς παιξίματος κατά κύριο

λόγο, όσvο και να τα θεωρήσvει χρήσvιμο σvύμμαχο και να τα χρησvιμοποιήσvει σvτην
λήψη αποφάσvεων σvε κατασvτάσvεις που αλληλεπιδρά σvτρατηγικά με άλλους και προσv-

δοκά κάποιο όφελος. Φυσvικά ο πραγματικός κόσvμος είναι πιο περίπλοκος, αλλά
η δυναμική προσvέγγισvη και δυναμική εξέτασvη που παρέχει η θεωρία παιγνίων σvε

σvτρατηγικές αποφάσvεις, είναι το μεγάλο τους πλεονέκτημα και αυτό φάνηκε σvτην
ανάλυσvη σvτο δεύτερο κομμάτι της διπλωματικής.
Υπήρχαν μειονεκτήματα καθώς η ανάλυσvη περιορίσvτηκε σvε δύο παίκτες και

έπρεπε να γίνουν παραδοχές για την δόμησvη κάποιων πεποιθήσvεων. Παρ' όλες
όμως τις παραδοχές και απλουσvτεύσvεις που εισvήχθησvαν, ο δυναμικός τρόπος επίλυσ-
vης και η αναπαράσvτασvη σvε εκτεταμένη μορφή, έδωσvε μία αντιπροσvωπευτική, ρεαλ-
ισvτική εικόνα που προσvεγγίζει την πραγματικότητα. Η αναγωγή δε σvτην γενική
περίπτωσvη και η δυνατότητα υπολογισvμού μέσvω του αλγόριθμού μας κάθε φορά

ανάλογα με τις μεταβλητές εισvόδου, όχι μόνο της ισvορροπίας αλλά και του παιγνίου
αυτού καθ΄ αυτού με τις αποδόσvεις του βάσvη του μοντέλου Cournot, πισvτοποιεί την
χρησvτική αξία των αποτελεσvμάτων μας και την σvύνδεσvη με την πραγματικότητα.
Αναλύθηκε σvε βάθος και σvτις προεκτάσvεις του το παίγνιο εισvόδου εταιρείας σvτην

αγορά και εντοπίσvτηκαν οι καθορισvτικοί παράγοντες που επηρεάζουν κάθε φορά

και σvτους οποίους τελικά ανάγεται τόσvο οι αποδόσvεις όσvο και η ισvορροπία του

παιγνίου. Αυτοί είναι

� τα κόσvτη των εταιρειών c1ε {cH , cL} και c2

� Το κόσvτος εισvόδου του Entrant σvτην αγορά F
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� Η σvταθερά M σvτην αντίσvτροφη σvυνάρτησvη ζήτησvης

� αρχική πεποίθησvη του Entrant p για την πιθανότητα να αντιμετωπίζει high
cost Monopol

Βάσvη αυτών δομήθηκε ο αλγόριθμος υπολογισvμού και επίλυσvης του παιγνίου . Το
ότι φτάσvαμε σvε αλγόριθμο είναι ευτύχημα και ίσvως σvε απλουσvτευμένο επίπεδο να

μπορεί να βοηθήσvει κάποια εταιρεία να λάβει μία απόφασvη μέσvω της χρήσvης του

φύλλου excel που άμεσvα οπτικοποιεί τους υπολογισvμούς, τις αποδόσvεις, τα απο-
τελέσvματα και την ισvορροπία, αν θεωρεί ότι η κατάσvτασvη που αντιμετωπίζει έχει
παρόμοιες παραμέτρους. Το σvημαντικότερο πόρισvμα βέβαια είναι ο τρόπος που
τελικά οδηγούνται σvτην ισvορροπία οι παίκτες μέσvω της θεωρίας παιγνίων βάσvη

των παραμέτρων και της ανάλυσvης ευαισvθησvίας και όχι ο αλγόριθμος αυτός κάθ'
αυτός. Θα κλείσvουμε λοιπόν όπως ξεκινήσvαμε την διπλωματική μας. Η ανάλυσvη
και το πλαίσvιο που θέτει ως εργαλείο είναι αυτό που είναι πολύ σvημαντικό για τις

επιχειρήσvεις, αφού αποτελεί οδηγό δράσvης με χρήσvη θεωρίας παιγνίων σvε κατασ-
vτάσvεις σvτρατηγικής αλληλεπίδρασvης ατελούς πληροφόρησvης, δηλαδή ό,τι πιο δύσ-
vκολο και κοντινό με την πραγματικότητα, άσvχετα από το αν θα είναι τελικά νικητές
ή όχι του παιγνίου. Ο Grantland Rice το επισvήμανε και σvυνόψισvε πολύ όμορφα
σvτο ποίημα �Alumnus Football� :

�For when the One Great Scorer comes
To mark against your name,
He writes - not that you won or lost -
But HOW you played the Game�
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7 ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ
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