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Στη Σοφία





Περίληψη

Στην εργασία αυτή αναλύεται το σπουδαίο ”Θεώρηµα απεικόνισης του Riemann” αναφέ-
ροντας την τεράστια σηµασία του στην εξέλιξη της Μιγαδικής Ανάλυσης και στα διάφορα
προβλήµατα στα οποία βρίσκει εφαρµογή. Στο πρώτο κεφάλαιο παρουσιάζεται η εισα-
γωγή και µια µικρή ιστορική αναδροµή για τον Riemann. Στο δεύτερο κεφάλαιο παρουσιά-
ζονται οι βασικές ιδιότητες των σύµµορφων απεικονίσεων και των απλά συνεκτικών πε-
δίων. Στο τρίτοπαρουσιάζονται δύοαποδείξεις τουθεωρήµατος και στο τέταρτο οι εφαρµο-
γές του σε τοµείς της ρευστοµηχανικής, ηλεκτροµαγνητισµού και µετάδοσης θερµότητας.
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Abstract

This thesis presents the ”RiemannMapping Theorem”, its great significance in the development
of Complex Analysis and its various problems and applications. The first chapter introduces
the history of Bernard Riemann, whereas in the second chapter presents the basic properties
of conformal mappings and simply connected domains. In the third chapter demonstrate two
proofs of the theorem. Finally, the last chapter portrays the theorem’s applications in the fields
of fluid mechanics, electromagnetism and heat transfer.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Στις αρχές του 19ου αιώνα ο Augustin-Louis Cauchy δηµοσιεύει µια σειρά διαλέξεων

µε τίτλο: ”Cours d’ analyse”. Οι διαλέξεις αυτές ήταν ένα ιδιαιτέρως ακριβές κείµενο το

οποίο έγινε σύντοµα το µανιφέστο του κλάδου της Ανάλυσης εκείνη την εποχή. Η σπου-

δαιότερη συνεισφορά του Cauchy στην επιστήµη των µαθηµατικών ήταν η δουλειά του

στη µιγαδική ανάλυση. Εισήγαγε την µορφή a+ ıb για το µιγαδικό αριθµό (όπου ı =
√
−1)

και έθεσε το πλαίσιο των ιδιοτήτων και των πράξεων µεταξύ αυτών. Ο στόχος του ήταν

η χρησιµοποίηση µιγαδικών µεταβλητών για την επίλυση προβληµάτων που σχετίζονται

µε συνέχεια συναρτήσεων και σύγκλιση σειρών και ακολουθιών.

Η πρώτη δουλειά του Cauchy στον τοµέα της µιγαδικής ολοκλήρωσης εµφανίστηκε

σε µια εργασία του το 1814 η οποία δηµοσιεύτηκε το 1827. Σε αυτήν περιγράφει τη µέθοδο

να περάσεις από το πραγµατικό στο µιγαδικό επίπεδο έτσι ώστε να υπολογίσεις κάποια

φαινοµενικά δύσκολα ολοκληρώµατα µε ευκολία. Ήταν η πρώτη ανάδειξη του περίφηµου

ολοκληρωτικού τύπου του Cauchy και των εξισώσεων Cauchy-Riemann.Μέχρι το τέλος του

1820 ο Cauchy είχε καθιερώσει το πεδίο της Μιγαδικής Ανάλυσης.

Η προσέγγιση του Cauchy και η σχετική δουλειά του στη µιγαδική ανάλυση δεν

εστίαζε αρκετά στο αντικείµενο της µιγαδικής γεωµετρίας. Στις αρχές του 19ου αιώνα είχε

γίνει κάποια δουλειά όσον αφορά τη γεωµετρική αναπαράσταση των µιγαδικών αριθµών

στο επίπεδο, µε κυριότερη συµβολή εκείνου του Ελβετού µαθηµατικού Jean Robert Argand

το 1806. To 1831 o Gauss δηµοσίευσε το έργο του πάνω στην γεωµετρική θεωρία των µιγα-
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Εισαγωγή

δικών αριθµών.

Η επόµενη σπουδαία εξέλιξη στην µιγαδική ανάλυση ήρθε από τον µαθητή των

Gauss και Bernard Riemann. Στη διατριβή του ”Foundations for a general theory of functions

of a complex variable” παρουσιάστηκε µια εξ’ ολοκλήρου καινούργια γεωµετρική προσέγ-

γιση στη µιγαδική ανάλυση και εισήχθη η έννοια της επιφάνειας Riemann. Επίσης έδωσε

τον ορισµό της ολόµορφης συνάρτησης και στο τέλος της διατριβής του παρουσίασε το

”Θεώρηµα Απεικόνισης”, το οποίο θα παρουσιαστεί εκτενώς σ’ αυτήν την εργασία καθώς

και η σπουδαιότητα του.

1.1 Το θεώρηµα απεικόνισης του Riemann

Τοθεώρηµααπεικόνισης τουRiemannαναφέρει πως δύο απλάσυνεκτικές επίπεδες

επιφάνειες είναι δυνατό να απεικονιστούν η µία στην άλλη µε τέτοιον τρόπο ώστε κάθε

σηµείο της µιας να ανταποκρίνεται σε ένα και µόνο σηµείο της άλλης, µε συνεχή και σύµ-

µορφο τρόπο. Επιπλέον, η απεικόνιση ανάµεσα σε οποιοδήποτε εσωτερικό και συνοριακό

σηµείο του ενός και του άλλου είναι τυχαία, αλλά µόλις γίνει, τότε η απεικόνιση καθορί-

ζεται πλήρως.

Επιπρόσθετα, σε µια πιο µοντέρνα ερµηνεία του θεωρήµατος Riemann: κάθε απλά

συνεκτικόπεδίο, µε τουλάχιστον δύοσυνοριακάσηµεία, µπορεί νααπεικονιστεί σύµµορφα,

αµφιµονοσήµαντα πάνω στον µοναδιαία δίσκο, κατά τέτοιο τρόπο ώστε η απεικόνιση να

µπορεί να επεκταθεί και στο σύνορο. Η απεικόνιση, έστω ƒ, είναι προσδιορισµένη µονα-

δικά µε την απαίτηση για κάθε σηµείο z0 στο εσωτερικό του χώρου, f(z0) = 0 και f ′(z0) > 0.

Όλες οι παραλλαγές µεταξύ της εκδοχής του Riemann και της πιο µοντέρνας είναι πολύ

ενδιαφέρουσες. Η προϋπόθεση, το σύνορο να έχει τουλάχιστον δύο σηµεία, µπήκε για να

εξαιρεθούν οι περιπτώσεις όπου ο χώρος είναι το επίπεδο ή η σφαίρα, αντιπαραδείγµατα

που µάλλον θα ήταν γνωστά στον Riemann. Η παρατήρηση, ότι αρκεί να διατυπώσουµε

την ισοδυναµία µεταξύ ενός οποιουδήποτε χώρου και του µοναδιαίου δίσκου, έγινε πρώτα

απ’ όλους από τον ίδιο τον Riemann, αλλά ο ακριβής ορισµός του τι είναι χώρος, έγινε τον

εικοστό αιώνα, όταν έγινε κατανοητό πόσο ευαίσθητη µπορεί να γίνει η ερώτηση αυτή.

Παροµοίως, η επίγνωση για την προβληµατική φύση του συνόρου, µας ήρθε µε το έργο
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Εισαγωγή

των Osgood και Καραθεοδωρή. Υπό την επίδραση του Καραθεοδωρή, προσδιορίστηκε η

µοναδικότητα της απεικόνισης, µε συνθήκες µόνο για τα εσωτερικά σηµεία.

Το Θεώρηµα Απεικόνισης του Riemann ορίζει επίσης πως, δύο απλά συνεκτικά πε-

δία είναι ισοδύναµα για τη θεωρία µιγαδικών συναρτήσεων του Riemann. Αυτό είναι ση-

µαντικό για όποιον προσπαθεί να θεµελιώσει µια θεωρία µιγαδικής ανάλυσης πάνω σε

τοπολογικές αντί για αλγεβρικές ιδέες. Επίσης είναι ιδιαίτερα σηµαντικό γιατί ότι µπορεί

να αποδειχτεί για το µοναδιαίο δίσκο, µπορεί εύκολα να µετασχηµατιστεί και για πιο γε-

νικά πεδία. Παρόλα αυτά, είναι ξεκάθαρο, πως το κενό µεταξύ της σύνθεσης του Riemann

και της µοντέρνας είναι αρκετά µεγάλο. Όπως έγραψε και ένας άλλος µεγάλος µαθηµα-

τικός, ο Ahlfors, σχεδόν έναν αιώνα µετά, ο Riemann έγραφε “απόκρυφα µηνύµατα στο

µέλλον” και πως διακήρυξε το θεώρηµά του µε τέτοιον τρόπο ώστε “να αψηφά οποιαδή-

ποτε προσπάθεια για απόδειξη, ακόµα και µε µοντέρνες µεθόδους”.

Η απόδειξη του είναι ιδιαιτέρως σηµαντική γιατί το αποτέλεσµα που αποδείχθηκε

για το δίσκο µπορεί εύκολα να µετασχηµατιστεί και σε πιο γενικές µορφές. Η αρχική από-

δειξη του θεωρήµατος ωστόσο, ήταν ασαφής επειδή στηρίχθηκε στην αρχή του Dirichlet η

οποία ισχυρίζεται ότι το πρόβληµα ελαχιστοποίησης του ολοκληρώµατος

∫∫
D

[(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2
]
dxdy

υπό συνθήκη στο σύνορο του D πρέπει να έχει λύση. Ο Karl Weierstrass διαπίστωσε ότι η

αρχή αυτή δεν ήταν έγκυρη. Η απόδειξη του θεωρήµατος απεικόνισης του Riemann ήταν

ανοιχτή σε αξιολόγηση τις επόµενες δεκαετίες και επιχειρήθηκε από πολλούς µαθηµατι-

κούς, όπως H.A. Schwarz (1843-1921), A.Harnack (1851-1888), H.Poincare (1854-1912) κ.α. Η

πρώτη απόδειξη δόθηκε από τον W.F.Osgood το 1900 και η πρώτη έγκυρη δόθηκε από το

Καραθεοδωρή.

1.2 Η συνεισφορά του Riemann στα σύγχρονα µαθηµατικά

Ο Riemann συνεισέφερε σηµαντικά στη Μαθηµατική Ανάλυση, τη Τοπολογία, την

Αναλυτική Θεωρία των αριθµών και τη Διαφορική Γεωµετρία, προωθώντας τη µη ευκλεί-

Θεώρηµα απεικόνισης του Riemann και εφαρµογές 19
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δεια Γεωµετρία και ανοίγοντας έτσι το δρόµο µεταξύ άλλων και για τη θεµελίωση αργό-

τερα της Γενικής Θεωρίας της Σχετικότητας. Κατά τονD. Struik «µε τον Riemann φτάνουµε

στον άνθρωπο που επηρέασε περισσότερο από κάθε άλλον την πορεία των σύγχρονων

Μαθηµατικών».

Το έργο του Riemann άνοιξε νέες ερευνητικές περιοχές συνδυάζοντας τηνΑνάλυση

µε τη Γεωµετρία. Εκτός από τη Ριµάνεια Γεωµετρία, η θεωρία των επιφανειών Riemann

αναπτύχθηκε παραπέρα από τους Felix Klein και Adolph Hurwiĵ και σήµερα συνιστά ένα

από τα θεµέλια της Τοπολογίας, ενώ εφαρµόζεται ακόµα µε νέους τρόπους στη Μαθηµα-

τική Φυσική.

Ο Riemann προσέφερε πολλά στην Πραγµατική Ανάλυση: όρισε το ολοκλήρωµα

Riemann µε τη βοήθεια των αθροισµάτων Riemann, ανέπτυξε µια θεωρία για τις τριγωνο-

µετρικές σειρές που δεν είναι σειρές Fourier — ένα πρώτο βήµα για µια θεωρία των γενι-

κευµένων συναρτήσεων — και µελέτησε το διαφορικό ολοκλήρωµα Riemann-Liouville.

Πολύ γνωστές είναι και κάποιες συνεισφορές του Riemann στη σύγχρονη Αναλυ-

τική Θεωρία των αριθµών. Σε µία και µόνη σύντοµη δηµοσίευση (τη µοναδική του επί της

Αριθµοθεωρίας), εισήγαγε τη Συνάρτηση ζ του Riemann και έδειξε τη σηµασία της για την

κατανόηση της κατανοµής των πρώτων αριθµών. Διατύπωσε µια σειρά από εικασίες σχε-

τικές µε ιδιότητες της συναρτήσεως ζ, µία από τις οποίες είναι η περιβόητη ”Υπόθεση του

Riemann”.

Ο Riemann εφάρµοσε την Αρχή του Dirichlet από τον Λογισµό των µεταβολών µε

σπουδαία αποτελέσµατα. Η εργασία του στη µονοδροµία και στην υπεργεωµετρική συ-

νάρτηση στους µιγαδικούς έκανε µεγάλη εντύπωση και καθιέρωσε µια βασική µέθοδο ερ-

γασίας µε συναρτήσεις «λαµβάνοντας υπόψη µόνο τις ανωµαλίες τους». Η διδακτορική

του διατριβή, στο πανεπιστήµιο του GöĴingen, αποτέλεσε την πρώτη του δηµοσίευση, το

1851, και αναφέρθηκε στο θεώρηµα Απεικόνισης. Ο τίτλος αυτής της δηµοσίευσης είναι

”Θεµέλια για µια γενικευµένη θεωρία των µιγαδικών µεταβλητών”. (”Grundlagen für eine

allgemeine Theorie der Functionen einer veränderlichen complexen Grösse” )
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Βασικές έννοιες

2.1 Καµπύλες στο µιγαδικό επίπεδο

Μια µιγαδική συνάρτηση z(t), t ∈ [a, β], απεικονίζει το διάστηµα αυτό σε ένα σύ-

νολο σηµείων στο µιγαδικό επίπεδο. Το σύνολο αυτό µπορούµε να το θεωρήσουµε σαν το

γράφηµα της συνάρτησης. Αν η z(t) είναι συνεχής συνάρτηση, το γράφηµά της αποτελεί

µια καµπύλη στο µιγαδικό επίπεδο. Έστω z(t), t ∈ [a, β], µια συνεχής µιγαδική συνάρτηση.

Τότε λέµε ότι η συνάρτηση αυτή ορίζει µια συνεχή καµπύλη. Η σχέση

z = z(t), a ≤ t ≤ β (2.1)

ονοµάζεται παραµετρική εξίσωση της καµπύλης. Αν z1 = z(t1) και z2 = z(t2) όπου a ≤ t1 ≤

t2 ≤ β, τότε λέµε ότι z1 προηγείται του z2. Έτσι η καµπύλη (2.1) αποτελεί ένα διατεταγµένο

σύνολο σηµείων στο µιγαδικό επίπεδο.

Μιακαµπύληστοµιγαδικό επίπεδο υποθέτουµεπάνταότι είναι προσανατολισµένη

στη διεύθυνση που αντιστοιχεί όταν η παράµετρος t αυξάνει. Η διεύθυνση κατά την οποία

ένα σηµείο z κινείται κατά µήκος της καµπύλης, όταν το t αυξάνει, ονοµάζεται θετική.

Το σηµείο a = z(a) ονοµάζεται αρχή και το σηµείο β = z(β) πέρας της καµπύλης. Αν

z(a) = z(β), τότε η καµπύλη ονοµάζεται κλειστή.

Έστω C µια καµπύλη που δίνεται από την (2.1). Ίχνος της καµπύλης ονοµάζεται
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τότε το σύνολο των σηµείων {z = z(t), t ∈ [a, β]}. Το σύνολο αυτό διαφέρει από την κα-

µπύλη, αφού µια καµπύλη αποτελείται από ένα σύνολο διατεταγµένων ζευγών. Μερικές

φορές, για λόγους συντοµίας και απλότητας, χρησιµοποιείται ο όρος ”καµπύλη” αντί του

όρου ”ίχνος καµπύλης”. Η καµπύλη C µε εξίσωση (2.1) ονοµάζεται απλή καµπύλη αν

η συνάρτηση z(t) είναι αµφιµονοσήµαντη. Αν για κάθε t1, t2 ∈ (a, β) µε t1 ̸= t2 ισχύει

z(t1) ̸= z(t2) και z(a) = z(β), τότε η C ονοµάζεται απλή κλειστή καµπύλη ή καµπύλη

Jordan.

Παράδειγµα. Η καµπύλη z = eit, 0 ≤ t ≤ π, είναι το ηµικύκλιο |z| = 1, Im z ≥ 0 Η

καµπύλη είναι απλή αλλά όχι κλειστή.

Παράδειγµα. ΟκύκλοςC µε κέντρο το z0 και ακτίναR µε παραµετρική εξίσωσηC : z(t) =

z0 +Reit, 0 ≤ t ≤ 2π είναι µια απλή κλειστή καµπύλη.

Μια καµπύλη C ονοµάζεται λεία, αν η z(t) έχει παράγωγο συνεχή µε z′(t) ̸= 0

στο [a, β]. Αν η καµπύλη είναι κλειστή θα πρέπει z′(a) = z′(β). Μια καµπύλη ονοµάζεται

τµηµατικά λεία, αν µπορεί να χωριστεί σε πεπερασµένο αριθµό λείων καµπυλών. Ένα

απλόπαράδειγµαµιας τµηµατικά λείας καµπύλης είναι µια τεθλασµένη γραµµή. Από την

ανάλυση γνωρίζουµε ότι µια λεία καµπύλη z = z(t), t ∈ [a, β], είναι ευθυγραµµίσιµη και το

µήκος της δίνεται από την σχέση L =
∫ β
a |z′(t)| dt. Η γεωµετρική ερµηνεία της παραγώγου

µιας µιγαδικής συναρτήσεως z(t) είναι η ακόλουθη: Αν µια καµπύλη C δίνεται από την

εξίσωση z = z(t), a ≤ t ≤ β και σε κάποιο σηµείο t0 υπάρχει η παράγωγος z′(t0) ̸= 0, τότε

η C έχει στο σηµείο z0 = zt0 ένα εφαπτόµενο διάνυσµα z′(t0). Εποµένως, µια τµηµατικά

λεία καµπύλη έχει εφαπτοµένη σε κάθε σηµείο της µε κλίση Argz′(t), εκτός ίσως από ένα

πεπερασµένο αριθµό σηµείων που ονοµάζονται γωνιακά σηµεία καµπύλης.

Θεώρηµα 2.1.1 (Θεώρηµα Jordan). Κάθε απλή κλειστή καµπύλη C του µιγαδικού επιπέδου

χωρίζει το επίπεδο σε δύο πεδία D1, D2 που έχουν κοινό σύνορο την καµπύλη C. Το ένα από

τα πεδία αυτά είναι φραγµένο και ονοµάζεται εσωτερικό της καµπύλης και το άλλο δεν είναι

φραγµένο και ονοµάζεται εξωτερικό της καµπύλης.
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2.2 Απλά συνεκτικά πεδία

Ορισµός: Ένα πεδίο D ονοµάζεται απλά συνεκτικό αν το D περιέχει το εσωτερικό κάθε

απλήςκλειστής καµπύλης του. Δηλαδή, σε ένααπλάσυνεκτικόπεδίο δεν υπάρχουν «οπές».

Ένα πεδίο που δεν είναι απλά συνεκτικό ονοµάζεται πολλαπλά συνεκτικό.

Παράδειγµα. Ο δακτύλιος A = {z : 1 < |z| < 3} δεν είναι απλά συνεκτικό πεδίο.

Παράδειγµα. Ο µοναδιαίο δίσκος εκτός του θετικού πραγµατικού άξονα είναι απλά συ-

νεκτικό πεδίο.

Παράδειγµα. Η λωρίδα απείρου µήκους A = {z : −1 < Imz < 1} είναι απλά συνεκτικό

πεδίο. Παρατηρούµε όµως ότι η κλειστότητα δεν είναι συνεκτική.

Πρόταση 2.2.1. Έστω D ανοιχτό υποσύνολο του C και z = z(t), t ∈ [a, β], µια συνεχής

καµπύλη που βρίσκεται µέσα στο D. Τότε υπάρχει ένας αριθµός d > 0 και µια διαµέριση

a = t0 < t < t1 < · · · < tn = β τέτοια, ώστε B(z(ti), d) ⊂ D, i = 0, 1, 2, . . . , n και

z(ti) ∈ B(z(ti−1), d), i = 1, 2, . . . , n

Παρατήρηση

Η πρόταση αυτή αναφέρει ότι η καµπύλη z = z(t), t ∈ [a, β], µπορεί να καλυφθεί από ένα

πεπερασµένο πλήθος δίσκων µε κέντρα πάνω στη καµπύλη κατά τέτοιο τρόπο ώστε κάθε

δίσκος να περιέχεται στο D και ο καθένας να περιέχει το κέντρο του προηγούµενου και

επόµενου δίσκου.

2.3 Σύµµορφες απεικονίσεις

Ορισµός: Μια συνάρτηση f : A ⊂ C → C είναι ένας σύµµορφος µετασχηµατισµός ή σύµ-

µορφη απεικόνιση στο πεδίο D ⊂ A, αν η f είναι ολόµορφη στο D και f ′(z) ̸= 0 για κάθε

z ∈ D.
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Εποµένως, οι σύµµορφες απεικονίσεις έχουν µια συγκεκριµένη ιδιότητα: διατη-

ρούν τοµέτροκαι τοπροσανατολισµό τηςγωνίας τοµήςµεταξύδύοκαµπυλών. Ισχύει

επίσης η ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 2.3.1. Αν η f είναι ολόµορφη και αµφιµονοσήµαντη σε ένα πεδίο D, τότε f ′(z) ̸= 0

για κάθε z ∈ D, δηλαδή η f είναι σύµµορφη στο D.

Απόδειξη. Έστω ότι f ′(z0) = 0 για κάποιο z0 ∈ D. Τότε η συνάρτηση g που ορίζεται από τη

σχέση g(z) = f(z) − f(z0) έχει το z0 ρίζα τάξεως n ≥ 2. Αφού η f είναι ολόµορφη υπάρχει

κύκλος C : |z − z0| = r που βρίσκεται µέσα στο D πάνω στον οποίο η g δεν µηδενίζεται και

στο εσωτερικό του οποίου ισχύει g′(z) = 0 µόνο για z = z0. Αν

0 < |a| < m = minC |g(z)|

τότε από το θεώρηµα Rouché¹ η συνάρτηση g(z) − a έχει n ρίζες εντός του κύκλου C , οι

οποίες είναι απλές αφού g′(z) = 0 µόνο για z = z0. Άρα f(z) = f(z0)+ a για δύο οι περισσό-

τερα σηµεία εντός του C, που είναι άτοπο αφού η f είναι αµφιµονοσήµαντη στο D.

Στις εφαρµογές οι σύµµορφες απεικονίσεις χρησιµοποιούνται για τη µετατροπή

ενόςπροβλήµατοςσυνοριακών τιµώνπουπεριέχει την εξίσωσηLaplace σε έναάλλοαπλού-

στερο. Η εξίσωση Laplace παραµένει αναλλοίωτη µέσω µιας σύµµορφης απεικόνισης. Για

να µελετήσουµε τις συνοριακές συνθήκες, θα πρέπει να γνωρίζουµε ότι το σύνορο απεικο-

νίζεται στο σύνορο. Αυτό, εν γένει δεν ισχύει.

Ένα βασικό ερώτηµαστη θεωρία των σύµµορφωναπεικονίσεων είναι το ακόλουθο:

αν D είναι ένα πεδίο του z- επιπέδου και G ένα πεδίο του w- επιπέδου, υπάρχει σύµµορφη

απεικόνιση που απεικονίζει τοD επί τουG; Αρκεί να εξεταστεί η ύπαρξη σύµµορφης απει-

κόνισης που απεικονίζει το D επί του µοναδιαίου δίσκου |ζ| < 1, αφού αν η f απεικονίζει

το D επί του δίσκου |ζ| < 1 και η g απεικονίζει το δίσκο |ζ| < 1 επί του G, τότε η σύνθεση

g ◦ f απεικονίζει το D επί του G.

¹Βλέπε παράρτηµα

24 Θεώρηµα απεικόνισης του Riemann και εφαρµογές



Κεφάλαιο 3

Το θεώρηµα απεικόνισης του

Riemann

3.1 Φυσιολογικές οικογένειες

Ορισµός: Έστω F οικογένεια συναρτήσεων (όχι απαραίτητα αναλυτικών) ορισµένη σε

µιαπεριοχήΩκαι S υποσύνολο τουΩ. Υποθέτοντας ότι ∀ ϵ > 0 ∃ δ τέτοιοώστε |f(z)− f(z′)| <

ϵ όταν f(z) ∈ F και |z − z′| < δ, z, z′ ∈ S. Τότε η οικογένεια F λέγεται ισοσυνεχής στο

σύνολο S.

Ορισµός: Οικογένεια F από αναλυτικές συναρτήσεις ορισµένη σε µια περιοχή Ω ονοµά-

ζεται κανονική (normal) αν κάθε ακολουθία συναρτήσεων επιλεγµένη από την F περιέχει

µια υπακολουθία η οποία συγκλίνει τοπικά και οµοιόµορφα στο Ω.

3.1.1 Θεώρηµα Ascoli-Arzela

Θεώρηµα 3.1.1 (Θεώρηµα Ascoli-Arzela). Έστω F οικογένεια συναρτήσεων ορισµένη σε πε-

ριοχή Ω ⊆ C και κατά σηµείο φραγµένη στο Ω (δηλαδή ∀ z ∈ Ω ∃ Mz > 0, τέτοιο ώστε

|f(z)| ≤ Mz ∀ συνάρτηση f(z) στην οικογένεια F) και ισοσυνεχής σε κάθε συµπαγές υποσύ-

νολο τουΩ. Τότε κάθε ακολουθία {fk(z)}∞k=1 στηνF περιέχει µια υπακολουθία που συγκλίνει

τοπικά και οµοιόµορφα στο Ω.
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Απόδειξη. Έστω {zk}∞k=1 ακολουθία σηµείων που είναι πυκνή στο Ω. Επειδή η ακολου-

θία {fk(z)}∞k=1 µιγαδικών αριθµών είναι φραγµένη, περιέχει από το θεώρηµα Bolzano-

Weierstrass µια συγκλίνουσα υπακολουθία {fk1(z1)}∞k=1. Θεωρούµε επίσης την ακολουθία

{fk1(z2)}∞k=1, η οποία είναι κι αυτή φραγµένη. Ως εκ τούτου, από το θεώρηµα Bolzano-

Weierstrass, περιέχει µια συγκλίνουσα υπακολουθία την {fk2(z1)}∞k=1. Κατά τον ίδιο τρόπο,

συνεχίζουµε την διαδικασία για κάθε θετικό ακέραιο m, δηµιουργούµε µια υπακολουθία

{fkm(z)}∞k=1 από {fk(z)}∞k=1, τέτοια ώστε:

• {fkm(z)}∞k=1να είναι υπακολουθία της {fkn(z)}∞k=1 ανm > n

• {fkm(zj)}∞k=1 συγκλίνει για κάθε j = 1, 2, . . . ,m.

Θέτουµε gk(z) = fkk(z)(k ∈ N). Τότε εξαιρώντας πιθανόν τους πρώτους m − 1 όρους, η

{gk(z)}∞k=1 είναι υπακολουθία της {fkm(z)}∞k=1. Συνεπώς, {gk(zm)}∞k=1συγκλίνει για κάθε

m ∈ N. Ισχυριζόµαστε ότι η ακολουθία {gk(z)}∞k=1 ικανοποιεί την απαιτούµενη συνθήκη,

δηλαδή, ότι συγκλίνει τοπικά και οµοιόµορφα στο Ω. Για να αποδείξουµε αυτό τον ισχυρι-

σµό είναι επαρκές (από γνωστό λήµµα), να δείξουµε ότι κάθε σηµείο του Ω έχει γειτονιά

στην οποία η ακολουθία συγκλίνει οµοιόµορφα. Έστω z0 τυχαίο σηµείο του Ω και επιλέ-

γουµε r > 0 τέτοιο ώστε ο κλειστός δίσκος D̄(z0, r) είναι ολόκληρος µέσα στο Ω. Επειδή

ο κλειστός δίσκος είναι συµπαγής και η ακολουθία {fk(z)}∞k=1, συνεπώς και η {gk(z)}∞k=1,

είναι ισοσυνεχής στο δίσκο D̄(z0, r), τότε για κάθε δοσµένο ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο

ώστε |gk(z)− gk(z
′)| < ε

3 για κάθε k ∈ N και |z − z′| < δ, z, z′ ∈ D̄(z0, r). Επειδή η ακο-

λουθία {zk}∞k=1 είναι πυκνή στο Ω, υπάρχει ένα σηµείο zj0 στην ακολουθία τέτοιο ώστε

zj0 ∈ D(z0, δ0), όπου δ0 = min
{
r, δ2

}
(Σχ.1).

Αφού η ακολουθία {gk(zj)}∞k=1 συγκλίνει για κάθε j ∈ N, τότε συγκλίνει και για

j = j0. Ως εκ τούτου, υπάρχει N = N(j0), τέτοιο ώστε |gn(zj0)− gn(zj0)| < ε
3 για δεδοµένα

m,n ≥ N . Τότε για κάθε z ∈ D(z0, δ0), έχουµε |z − zj0 | < 2δ0 ≤ δ. Συνεπώς, µε βάση την

ισοσυνέχεια, |gk(z)− gk(zj0)| < ε
3 για κάθε k ∈ N. Συνακόλουθα, για όλα τα σηµεία z στον

δίσκο D(z0, δ0),

|gm(z)− gn(z)| ≤ |gm(z)− gm(zj0)|+ |gm(zj0)− gn(zj0)|+ |gn(zj0)− gn(z)|

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε αν m,n ≥ N

26 Θεώρηµα απεικόνισης του Riemann και εφαρµογές



Το θεώρηµα απεικόνισης του Riemann

Σχήµα 1

που συµπληρώνει την απόδειξη. Μέχρι τώρα δεν έχουµε υποθέσει ότι οι συναρτήσεις εί-

ναι αναλυτικές. Αν F είναι οικογένεια αναλυτικών συναρτήσεων, τότε η υπόθεση ότι είναι

ισοσυνεχής, σε κάθε συµπαγές υποσύνολο µπορεί να αντικατασταθεί, δεδοµένου ότι η έν-

νοια του φράγµατος κατά σηµείο µπορεί να αντικατασταθεί από την έννοια της τοπικού

και οµοιόµορφου φράγµατος στο Ω. Υπάρχουν θετικοί αριθµοί δ(z0) και (z0) τέτοιοι ώστε

∥f∥D̄(z0,δ(z0))
≤M(z0)f(z) ∈ F .

3.1.2 ΘεώρηµαMontel

Θεώρηµα 3.1.2 (ΘεώρηµαMontel). Υποθέτουµε ότι ηF ∈ H(Ω) είναι τοπικά και οµοιόµορφα

φραγµένη σε περιοχή Ω. Τότε κάθε ακολουθία {fk(z)}∞k=1 στην F περιέχει µια υπακολουθία

που συγκλίνει τοπικά και οµοιόµορφα στο Ω.

Απόδειξη. Από το θεώρηµα Ascoli-Arzela είναι επαρκές να αποδείξουµε ότι η αναλυτικό-

τητα συν την έννοια του τοπικού και οµοιόµορφου φράγµατος υποδηλώνουν «τοπική ισο-

συνέχεια». Αυτό σηµαίνει ότι κάθε σηµείο του Ω έχει γειτονιά στην οποία η ακολουθία

{fk(z)}∞k=1 είναι ισοσυνεχής. Έστω z0 τυχαίο σηµείο του Ω και 0 < δ < dist(z0, ∂Ω). Από τον
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Ολοκληρωτικό Τύπο του Cauchy έχουµε:

f ′k(z) =
1

2πi

∫
C(z0,δ)

fk(ζ)

(ζ − z)2
dζ k ∈ N, z ∈ D

(
z0,

δ

2

)

. Αντικαθιστώντας το δ από µια µικρότερη θετική τιµή, αν χρειάζεται, µπορούµε να υπο-

θέσουµε ότι η ακολουθία {fk(z)}∞k=1 είναι οµοιόµορφα φραγµένη από κάποια σταθεράM

στον δίσκο D̄(z0, δ). Τότε

∥∥f ′k∥∥D(z0,
δ
2
)
≤ M

2π
(
δ
2

)2 · 2πδ = 4M

δ
(k ∈ N).

Αυτό σηµαίνει ότι η {f ′k(z)}
∞
k=1 είναι επίσης τοπικά και οµοιόµορφα φραγµένη και ως εκ

τούτου είναι οµοιόµορφα φραγµένη σε κάθε συµπαγές υποσύνολο. Συνεπώς,

∣∣fk(z)− fk(z
′)
∣∣ = ∣∣∣∣∫ z

z′
f ′k(ζ)dζ

∣∣∣∣ ≤ 4M

δ

∣∣z − z′
∣∣ (k ∈ N),

για κάθε z και z′ που βρίσκονται µέσα στο δίσκο D
(
z0,

δ
2

)
, που είναι αυτό που θέλουµε να

δείξουµε.

Παρατήρηση

Το θεώρηµα Montel επιβεβαιώνει ότι µια τοπικά και οµοιόµορφα φραγµένη οικογένεια

αναλυτικών συναρτήσεων αποτελεί µια κανονική οικογένεια.

3.1.3 Θεώρηµα Vitali

Θεώρηµα 3.1.3 (Θεώρηµα Vitali). Έστω {fk(z)}∞k=1 µια ακολουθία συναρτήσεων στο H(Ω)

που είναι τοπικά και οµοιόµορφα φραγµένη στο Ω (ως εκ τούτου είναι µια κανονική οικογέ-

νεια αναλυτικών συναρτήσεων) που συγκλίνει σε ένα σύνολο από διακριτά σηµεία {zk}∞k=1,

έχοντας σηµείο συσσώρευσης στο Ω. Τότε {fk(z)}∞k=1 συγκλίνει τοπικά και οµοιόµορφα στο

Ω.

Απόδειξη. Αρχικά, θα δείξουµε ότι η ακολουθία {fk(z)}∞k=1 συγκλίνει κατά σηµείο παντού

στο Ω. Υποθέτουµε ότι η ακολουθία δεν συγκλίνει σε κάποιο z0 ∈ Ω, τότε η ακολουθία
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{fk(z0)}∞k=1, όντας φραγµένη, πρέπει να έχει τουλάχιστον δύο υπακολουθίες {gk(z0)}∞k=1

και {hk(z0)}∞k=1 που συγκλίνουν σε διαφορετικές τιµές α και β, αντίστοιχα από το θεώρηµα

Bolzano-Weierstrass. Από το θεώρηµα Montel, η ακολουθία {gk(z)}∞k=1 περιέχει µια υπακο-

λουθία που συγκλίνει τοπικά και οµοιόµορφα σε µια αναλυτική συνάρτηση g(z) ∈ H(Ω).

Παροµοίως, η ακολουθία {hk(z)}∞k=1 περιέχει µια υπακολουθία που συγκλίνει τοπικά και

οµοιόµορφα σε µια αναλυτική συνάρτηση h(z) ∈ H(Ω). Επειδή η ακολουθία {fk(z)}∞k=1

συγκλίνει στο {zk}∞k=1, οι υπακολουθίες της {gk(z)}
∞
k=1 και {hk(z)}

∞
k=1 πρέπει επίσης να συ-

γκλίνουν στα ίδια όρια σε αυτά τα σηµεία. Ως εκ τούτου, g(zk) = h(zk) (k ∈ N) , Όπως

η ακολουθία {zk}∞k=1 έχει ένα σηµείο συσσώρευσης στο Ω, οι δύο αναλυτικές συναρτήσεις

g(z) και h(z) πρέπει να είναι ίδιες. Αλλά τότε a = g(z0) = h(z0) = b. Αυτή η αντίφαση

αποδεικνύει την κατά σηµείο σύγκλιση της {fk(z)}∞k=1 παντού στο Ω. Έστω το όριο της να

είναι η συνάρτηση f(z). Στη συνέχεια θα δείξουµε ότι η σύγκλιση που αποδείχτηκε είναι

τοπικά οµοιόµορφη στο Ω. Υποθέτουµε ότι η ακολουθία αποτυγχάνει να συγκλίνει οµοιό-

µορφα σε κάποιο συµπαγές υποσύνολο του Ω. Τότε υπάρχει ένας θετικός αριθµός ε και

µια αύξουσα ακολουθία {nk}∞k=1 θετικών ακεραίων τέτοια ώστε ∥f − fnk∥K ≥ ε (k ∈ N).

’Οµως αυτό το αποτέλεσµα έρχεται σε αντίθεση µε το θεώρηµα του Montel το οποίο επι-

βεβαιώνει ότι η {fnk(z)}∞k=1 περιέχει µια υπακολουθία
{
fnkj (z)

}∞
k=1

που συγκλίνει τοπικά

και οµοιόµορφα στο Ω, και συγκεκριµένα οµοιόµορφα στο , δηλαδή,
∥∥f − fnkj

∥∥
K
< ε για

κάθε επαρκώς µεγάλο j

3.2 Το θεωρήµα απεικόνισης του Riemann

Θεώρηµα3.2.1 (ΘεώρηµαΑπεικόνισης τουRiemann). Κάθε απλάσυνεκτικήπεριοχήΩ στην

σφαίρα του Riemann, που το σύνορο της αποτελείται από τουλάχιστον 2 σηµεία, είναι σύµ-

µορφα ισοδύναµη στο µοναδιαίο δίσκο. Πιο συγκεκριµένα, έστω z0 ένα αυθαίρετο σηµείο στην

περιοχήΩ. Τότε υπάρχει µοναδική συνάρτηση f(z) ∈ H(Ω) η οποία είναι αµφινοσήµαντη απει-

κόνιση του Ω πάνω στο µοναδιαίο δίσκο, ικανοποιώντας τις ακόλουθες συνθήκες: f(z0) = 0

και f ′(z0) > 0

Ορισµός: (Σύµµορφη ισοδυναµία) Ονοµάζουµε δύο περιοχές Ω1 και Ω2 σύµµορφα ισοδύ-

ναµες εάν υπάρχει µια φ ∈ H(Ω1) τέτοια ώστε να είναι ένα προς ένα στοΩ1 καιΦ(Ω2) = Ω2,
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εάν υπάρχει σύµµορφη ένα προς ένα απεικόνιση από το Ω1 στο Ω2. Κάτω από αυτές τις

συνθήκες, η αντίστροφη της φ είναι ολόµορφη στο Ω2 και ως εκ τούτου είναι σύµµορφη

απεικόνιση από το Ω2 στο Ω1.

3.2.1 Κλασική απόδειξη

Πρόταση 3.2.2. Αν Ω ανοικτό συνεκτικό υποσύνολο του C και {fn} ακολουθία συναρτήσεων

από ”1-1” ολόµορφες συναρτήσεις στοΩ οι οποίες συγκλίνουν οµοιόµορφα σε κάθε συµπαγές

υποσύνολο του Ω σε µια ολόµορφη συνάρτηση f , τότε η f είναι είτε ”1-1” είτε σταθερή.

Θεώρηµα 3.2.3 (Θεώρηµααπεικόνισης τουRiemann). Για κάθε απλά συνεκτικό πεδίοΩ ⊂ C

υπάρχει µοναδική σύµµορφη απεικόνιση F : Ω → D τέτοια ώστε για z0 ϵ Ω

F (z0) = 0 και F ′(z0) > 0 (3.1)

Πόρισµα 3.2.4. Κάθε δύο µη κενά απλά συνεκτικά γνήσια υποσύνολα του C είναι σύµµορφα

ισοδύναµα.

Γενική ιδέα της απόδειξης

Αρχικά θεωρούµε όλες τις ”1-1” ολόµορφες απεικονίσεις f : Ω → D µε f(z0) = 0.

Από αυτές επιλέγουµε µία f τέτοια ώστε η εικόνα της να καλύπτει όλο το D. Το επιτυγχά-

νουµε δηµιουργώντας το f ′(z0) όσον το δυνατόν µεγαλύτερο. Μετά πρέπει να γράψουµε

την f σαν όριο δοσµένης ακολουθίας συναρτήσεων, οπότε θα χρησιµοποιήσουµε το Θ.

Montel.

Απόδειξη Θεωρήµατος

Βήµα 1ο

Αφού Ω απλά συνεκτικό τότε υπάρχει ϕ : Ω → ϕ(Ω) σύµµορφη µε ϕ(Ω) φραγµένο.

Ισχυριζόµαστε ότι Ω είναι σύµµορφα ισοδύναµο µε ανοικτό υποσύνολο του µοναδιαίου

δίσκου που περιέχει το 0. Επιλέγω α ϵ C \ Ω, οπότε z − α ̸= 0, άρα ορίζουµε την ολόµορφη

συνάρτηση

f(z) = log(z − α) ⇒ ef(z) = z − α (3.2)
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η οποία είναι ”1-1”. Ισχυριζόµαστε ότι για ω ϵ Ω : f(z) ̸= f(ω) + 2πi ∀ z ϵ Ω, οπότε υπάρχει

δίσκος µε κέντρο το f(ω) + 2πi που δεν περιέχει σηµεία της εικόνας του f(Ω). Διαφορε-

τικά, ∃ {zn} ϵ Ω τέτοια ώστε f(zn) → f(ω) + 2πi. Οπότε επειδή η εκθετική συνάρτηση είναι

συνεχής, ef(zn) → ef(ω)+2πı = ef(ω) και εποµένως zn → ω. Αυτό όµως συνεπάγεται ότι

f(zn) → f(ω), το οποίο είναι άτοπο.

Θεωρούµε την απεικόνιση

F (z) =
1

f(z)− (f(ω) + 2πi)
(3.3)

η οποία είναι ”1-1” αφού είναι και η f , αλλά και σύµµορφη διότι F : Ω → F (Ω). Θα αποδεί-

ξουµε παρακάτω ότι το F (Ω) είναι φραγµένο. Μπορώ να υποθέσω ότι το 0 ϵΩ και τοΩ ⊂ D.

Από το γεγονός ότι το Ω είναι φραγµένο έχουµε ότι

∃ω0 ϵΩ και r > 0 τέτοιο ώστε Ω ⊆ D(ω0, r)

Θεωρούµε µετασχηµατισµόMöbius ϕ : Ω → C µε

ϕ(z) =
z − ω0

r
οπότε ϕ(ω0) = 0

Για z ϵΩ |ϕ(z)| < r
r = 1, άρα ϕ(Ω) ⊆ D και 0 ϵ ϕ(Ω).

Βήµα 2ο

Θεωρούµε οικογένεια F : {f : Ω → D, ολόµορφη, ”1 − 1”, f(0) = 0}. Θα βρούµε

µια ϕ ϵF που να είναι και επί. Αρχικάπαρατηρούµε ότιF ̸= ∅ και ότι f(z) = z ϵ F . Επίσης η

F είναι οµοιόµορφα φραγµένη αφού όλες οι συναρτήσεις της οικογένειας απεικονίζονται

στο µοναδιαίο δίσκο. Έχω ότι f ϵF µε |f(z)| < 1 γιατί z ϵΩ. Επίσης από τον ολοκληρωτικό

τύπο του Cauchy για παραγώγους έχουµε ότι

f ′(z) =
1

2πi

∫
γ

f(ζ)

(z − ζ)2
dζ ⇒ f ′(0) =

1

2πi

∫
|ζ|=r

f(ζ)

ζ2
dζ

καιD(0, r) ⊆ Ω. Οπότε |f ′(0)| ≤ 1
2π

1
r2
2πr = 1

r συνεπώς |f
′(0)| φραγµένο για f ϵF . Πρέπει να
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βρούµε f ϵF που µεγιστοποιεί το |f ′(0)|. Θέτω s = sup
f ϵF

|f ′(0)|. Πρέπει να δείξω ότι υπάρχει

ϕ ϵF µε |ϕ′(0)| = s και ϕ να είναι επί. Επιλέγω ακολουθία συναρτήσεων µε {fn} ϵF τέτοια

ώστε |f ′n(0)| → s. Από το θεώρηµα Montel, υπάρχει fkn → ϕ οµοιόµορφα στα συµπαγή

υποσύνολα του Ω και ϕ ολόµορφη. Επίσης ϕ(0) = 0 γιατί fkn(0) = 0 και από την Πρόταση

(3.2.4) η ϕ είναι ”1-1” αφού δεν είναι σταθερή, διότι f ′kn(0) → ϕ′(0) ⇒ |ϕ′(0)| = s ̸= 0. Αφού

Ω ανοικτό,

fn : Ω → C µε fn → f οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα του Ω

και f ′n → f ′ οµοιόµορφα στα συµπαγή, άρα

ϕ ϵF µε |ϕ′(0)| = s

Θα αποδείξουµε τώρα ότι η ϕ είναι επί δια της ατόπου απαγωγής. Έστω ότι η ϕ δεν είναι

επί, τότε θα βρούµε µια Φ ∈ F µε |Φ′(0)| > |ϕ′(0)| κάτι που είναι άτοπο διότι |ϕ′(0)| είναι το

supremum. Έστω ϕ(z) ̸= α ∀ z ∈ Ω και κάποιο α ∈ D. Παίρνω

ψα(z) =
α− z

1− ᾱz
, ψα : D → D ”1-1” και επί

και ψα ◦ ϕ : Ω → D ”1-1” και U = (ψα ◦ ϕ)(Ω) απλά συνεκτικό. Το 0 /∈ U και U ⊆ D. Συνεπώς

(ψα ◦ ϕ)(z) = α− ϕ(z)

1− ᾱϕ(z)
̸= 0

Στο U µπορούµε να ορίσουµε τη συνάρτηση

g(ω) = e
1
2
log(ω) ⇒ g2(ω) = ω²

Παίρνω

Φ = ψg(α) ◦ g ◦ ψα ◦ ϕ (3.4)

Όµως Φ ∈ F διότι

² Το Ω είναι απλά συνεκτικό και 0 /∈ Ω. Στο Ω ορίζεται ολόµορφος κλάδος του λογαρίθµου όπως και της
ν-οστής ρίζας
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1. Φ(0) = (ψg(α) ◦ g ◦ ψα ◦ ϕ)(0) = ψg(α)(g(α)) = 0

2. Φ(Ω) ⊆ D γιατί όλες είναι στο D

3. Φ ”1-1” διότι οι συναρτήσεις g, f, ψg(α), ψα είναι ”1-1”

Αν g είναι ”1-1” τότε

g(ω1) = g(ω2) ⇒ g2(ω1) = g2(ω2) ⇒ ω1 = ω2

Ορίζουµε h(ω) = ω2 συνεπώς g−1 = h. Από την Σχ. 3.4 έχουµε

ϕ = ψ−1
α ◦ h ◦ ψ−1

g(α) ◦ Φ = H ◦ Φ, όπου H = ψ−1
α ◦ h ◦ ψ−1

g(α)

Παρατηρούµε ότι H : D → D και H(0) = 0 διότι H(0) = ψ−1
α ◦ (h ◦ (ψ−1

g(α)(0))) = ψα ◦ h ◦

ψg(α)(0) = ψα ◦ h(g(α)) = ψα(α) = 0 ³. Η συνάρτηση H δεν είναι ”1-1” γιατί η Φ είναι, ενώ η

h όχι. Από το λήµµα Schwarz, επειδή η H δεν είναι ”1-1” συµπεραίνουµε ότι |H ′(0)| < 1⁴

ϕ′(0) = H ′(Φ(0))Φ′(0) ⇒ |ϕ′(0)| = |H ′(Φ(0))||Φ′(0)| ⇒ |Φ′(0)| > |ϕ′(0)|

Απόδειξη µοναδικότητας

Έστω ότι υπάρχουν απεικονίσεις ϕ1 και ϕ2 µε τις παραπάνω ιδιότητες, τότεΦ = ϕ1◦

ϕ−1
2 είναι ένας αυτοµορφισµός του µοναδιαίου δίσκου, µε Φ(0) = 0 και Φ′(0) > 0. Συνεπώς

Φ(z) = eiθz είναι ταυτοτική απεικόνιση και άρα ϕ1 ≡ ϕ2.

Παρατήρηση

Αν Ω = C το θεώρηµα δεν ισχύει διότι από το Θ.Liouville µια φραγµένη ολόµορφη συνάρ-

τηση στο C είναι σταθερή.

³ ψ−1
α = ψα

⁴Αν |H ′(0)| = 1 τότε από γνωστό θεώρηµα ηH θα ήταν σταθερή γεγονός που δεν ισχύει
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3.2.2 Γενικευµένη απόδειξη

Ορισµός: (Μονοδύναµη απεικόνιση - univalent) Μια ολόµορφη απεικόνιση ορισµένη σε

ένα ανοικτό υποσύνολο του C ονοµάζεται µονοδύναµη αν είναι ’1-1’.

Ιδιότητες : Αν απεικόνιση f (όχι κατ’ ανάγκη αναλυτική) είναι µονοδύναµη σε ένα

σύνολο ή µια περιοχή D τότε η f’ δεν έχει ρίζες στο D. Αν f ′(z0) = 0 τότε η f δεν είναι

µονοδύναµη (univalent) σε καµία περιοχή γύρω από το z0.

Αν G και Ω δύο ανοικτά συνεκτικά σύνολα του C και η f : G→ Ω είναι µονοδύναµη

απεικόνιση τέτοια ώστε f(G) = Ω (δηλαδή f “επί”) τότε f ′(z) ̸= 0, η f είναι αντιστρέψιµη

και η αντίστροφή της f−1 είναι επίσης ολόµορφη, οπότε προκύπτει

(f−1(f(z)))
′
=

1

f ′(z)
∀z ∈ G

Παραδείγµατα

• Κάθε απεικόνιση ϕα από τον µοναδιαίο δίσκο στον εαυτό της είναι µονοδύναµη.

• ϕα = z−α
1−ᾱ·z , όπου |α| < 1 είναι µονοδύναµη.

• Η µιγαδική εκθετική συνάρτηση f(z) = ez δεν είναι µονοδύναµη.

• Η f(z) = z3 δεν είναι µονοδύναµη.

ΘΕΩΡΗΜΑ ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΗΣ ΤΟΥ RIEMANN

Κάθε απλό συνεκτικό πεδίο G στοC∗ του οποίου το σύνορο περιέχει παραπάνωαπό

ένα σηµείο µπορεί να απεικονιστεί σύµµορφα στο µοναδιαίο δίσκο.

Απόδειξη. Αρχικάθα δείξουµε ότι το σύνολοαπόµονοδύναµες συναρτήσεις στοGπεριέχει

φραγµένες συναρτήσεις (είναι γνωστό ότι κάθε µετασχηµατισµός Möbius είναι ορισµένος

στο C∗ και είναι µονοδύναµος οπότε το σύνολο είναι µη κενό). Διακρίνουµε τις εξής περι-

πτώσεις για το G :

1. G φραγµένο, οπότε η f(z) = z φραγµένη
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2. G µηφραγµένο αλλά έχει εξωτερικό σηµείο⁵ z0 τότε το Ext(G)⁶ περιέχει κάποιον δίσκο

|z − z0| < ρ. Ισχύει ότι
o

C \G = Ext(G) ̸= ∅. Άρα D(z0, ρ ⊆ C \ G και ορίζουµε την

συνάρτηση f(z) = 1
z−z0

η οποία είναι univalent και φραγµένη (|f(z)| ≤ 1
ρ )

3. G µη φραγµένο αλλά δεν έχει εξωτερικό σηµείο. Από υπόθεση το G έχει τουλάχιστον

δύο διαφορετικά συνοριακά σηµεία α και β τα οποία ανήκουν στο συµπαγές και συ-

νεκτικό πεδίο Α όπου A ⊆ C∗ µε A ∩G = ∅ οπότε υπάρχει καµπύλη γ που ενώνει τα

α και β. Ορίζουµε τώρα την συνάρτηση

ϕ(z) =

√
z − α

z − β

η οποία είναι διπλότιµη στα α και β. Αφού G = C∗ \ A η ϕ(z) έχει δύο µονότιµους

κλάδους ϕ1(z) και ϕ2(z) στο G των οποίων οι τιµές διαφέρουν µόνο κατά πρόσηµο.

Ισχύει ότι οι ϕ1(z) και ϕ2(z) είναι µονοδύναµες αφού

√
z1 − α

z1 − β
=

√
z2 − α

z2 − β
⇒ z1 − α

z1 − β
=
z2 − α

z2 − β
⇒ z1 = z2

Συνεπώς ϕ1, ϕ2 : G → C µε ϕ1(G) = G1 και ϕ2(G) = G2 µε G1 ∩ G2 = 0. Γι αυτό κάθε

w0 ∈ G2 είναι εξωτερικό του G1 οπότε σύµφωνα µε τη δεύτερη περίπτωση ορίζουµε

συνάρτηση

f(z) =
1

w − w0
=

1

ϕ1(z)− w0

η οποία είναι µονοδύναµη και φραγµένη στο G.

Οπότε σε κάθε περίπτωση υπάρχει µονοδύναµη και φραγµένη συνάρτηση στο G. Έστω

f(z) και z0 πεπερασµένο σηµείο του G µε f ′(z0 ̸= 0. Ορίζουµε τώρα την συνάρτηση

F (z) =
f(z)− f(z0)

f ′(z0)
F : G→ C (3.5)

η οποία είναι φραγµένη και µονοδύναµη στο G, µε F (z0) = 0 και F ′(z0) = 1. Έστω το

σύνολοEz0 των συναρτήσεων ορισµένες στοG µε τις ίδιες ιδιότητες µε την F (z). Τότε κάθε

⁵Ως εξωτερικό σηµείο ενός συνόλουΑπουανήκει σε έναν τοπολογικό χώρο (Χ,τ) ορίζουµε ένα σηµείο x ∈ X
αν υπάρχει ανοικτό σύνολο U τέτοιο ώστε x ∈ U ∈ Ac

⁶Ext(A) είναι το σύνολο των εξωτερικών σηµείων του Α
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F (z) ∈ Ez0 έχει πεπερασµένο ελάχιστο άνω φράγµα

M(F ) = sup
z∈G

|F (z)| > O (3.6)

Θέτουµε τώρα

Rz0 = inf
F (z)∈Ez0

M(F ) (3.7)

µε στόχο να βρούµε µια συνάρτηση ψ(z) : G → D(0, Rz0), που είναι 1-1, επί και ολόµορφη.

Από τον ορισµό του infimum υπάρχει ακολουθία συναρτήσεων Fn(z) στο Ez0 τέτοια ώστε

lim
n→∞

M(Fn) = inf
F∈Ez0

M(F ) = Rz0 (3.8)

Η ακολουθία αυτή είναι οµοιόµορφαφραγµένη στοG, αφού οι Fn φραγµένες συναρτήσεις.

M(Fn) = sup
z∈G

|Fn(z)| ≤M

Από το θεώρηµα Montel η ακολουθία Fn(z) είναι συµπαγής στο G και ως εκ τού-

του περιέχει υπακολουθία Fkn(z) η οποία συγκλίνει οµοιόµορφα στο G σε µία αναλυτική

συνάρτηση ψ(z). Για αυτήν ισχύουν ότι:

• ψ : G→ C ολόµορφη

• ψ(z0) = lim
n→∞

Fkn(z0) = 0

• ψ′(z0) = lim
n→∞

F ′
kn
(z0) = 1

• ψ δεν είναι σταθερή (επειδή ψ(z) µονοδύναµη)

• ψ 1-1 (διότι Fkn(z) 1-1)

άρα

ψ(z) = lim
n→∞

Fkn(z) ≤ lim
n→∞

M(Fkn) όπου M(Fkn) → Rz0 (3.9)

Για ϵ > 0 τυχαίο ισχύει

|ψ(z)| < |Fkn(z)|+
ϵ

2
< Rz0 + ϵ (3.10)
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άρα

|ψ(z)| ≤ Rz0 (z ∈ G) (3.11)

Επίσης ψ(z) ∈ Ez0 άρα

sup
z∈G

|ψ(z)| ≥ Rz0 (3.12)

συνεπώς

sup
z∈G

|ψ(z)| = Rz0 (3.13)

Μένει να δείξουµε ότι η ψ(z) είναι επί.

Έστω K0 = D(0, Rz0). Θέλουµε να δείξουµε ότι για w ∈ K0 ∃ z ∈ G : ψ(z) = w.

Υποθέτουµε ότι υπάρχει w0 µε 0 < |w0| < Rz0 τέτοιο ώστε ψ(z) ̸= w0 για z ∈ G και ορίζουµε

τις ακόλουθες συναρτήσεις

w =ψ(z), w1 = R2
z0

w − w0

R2
z0 − w̄0w

= ψ1(z), w2 =
√
Rz0w1 = ψ2,

w3 = R2
z0

w2 − ψ2(z0)

R2
z0 − ¯ψ2(z0)w2

= ψ3(z), w4 =
w3

ψ′
3(z)

= ψ4

Όλες οι wi είναι µονοδύναµες στο ψi−1(G). Η w1(w) µετασχηµατίζει τον δίσκο K0 στον

εαυτό του και το σηµείο w0 στο w1 = 0 και το πεδίο ψG στο πεδίο ψ1(G) που περιέχεται

στοK0 µε το w1 ως συνοριακό σηµείο. Η w2(w1) έχει δύο µονότιµους αναλυτικούς κλάδους

στο πεδίο ψ1(G). Διαλέγοντας έναν από αυτούς παρατηρούµε ότι παίρνει όλες τις τιµές

του στον δίσκο K0 και το σηµείο w1 = 0 στο w2 = 0, συνεπώς το ψ2(G) ⊂ K0 και w2 = 0

συνοριακό σηµείο της ψ2(G). Η w3(w2) µετασχηµατίζει το K0 στον εαυτό του και το ψ2(z0)

στο 0. Εποµένως η µονοδύναµη συνάρτηση ψ3(z) µηδενίζεται στο z0 και απεικονίζει το G

στο πεδίο ψ3(G) ⊂ K0. Η παράγωγός της είναι

ψ′
3(z0) =

Rz0 + |w0|
2
√

−Rz0w0

οπότε |ψ′
3(z0)| > 1, αφού |w0| < Rz0 , συνεπώς ψ3(z) /∈ Ez0 . Όµως, διαιρώντας την ψ3(z) µε

την ψ′
3(z0) προκύπτει η ψ4(z) ∈ Ez0 , διότι η ψ4(z) είναι µονοδύναµη, ψ4(z0) = 0 και ψ′

4(z0) =
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1. Η ψ4(z) = απεικονίζει το G σε µια περιοχή ψ4(G) που περιέχεται στον δίσκο

|w4| <
Rz0

|ψ′
3(z0)|

< Rz0

οπότε

sup
z∈G

|ψ4(z)| ≤
Rz0

|ψ′
3(z0)|

< Rz0

Αλλά αυτό αντιβαίνει στον ορισµό του Rz0 ως το µέγιστο κάτω φράγµα των

sup
z∈G

|F (z)| , F (z) ∈ Ez0

3.3 Θεώρηµα Καραθεοδωρή

Έστω Ω ένα απλά συνεκτικό πεδίο του οποίου το σύνορο είναι µια καµπύλη Jordan

εάν f(z) είναι µια αναλυτική συνάρτηση που απεικονίζει το Ω σύµµορφα στο µοναδιαίο

δίσκο τότε η f(z) µπορεί να επεκταθεί έτσι ώστε να γίνει οµοιοµορφισµός⁷ µεταξύ της

κλειστότητας Ω̄ του Ω και του κλειστού µοναδιαίου δίσκου D̄. Επιπλέον, αν η συνοριακή

καµπύλη έχει εφαπτοµένη στο σηµείο z1 τότε η απεικόνισηw = f(z) διατηρεί τη γωνία στο

w1 = f(z1). Τέλος, κάθε τρία σηµεία στο σύνορο ∂Ω µπορούν αν απεικονιστούν σε οποια-

δήποτε προκαθορισµένα σηµεία του µοναδιαίου κύκλου δεδοµένου ότι προσδιορίζουν τον

ίδιο προσανατολισµό.

⁷Οµοιοµορφισµός ονοµάζεται µια απεικόνιση που είναι συνεχής, ”1-1” και επί.

38 Θεώρηµα απεικόνισης του Riemann και εφαρµογές



Κεφάλαιο 4

Εφαρµογές

Οι σύµµορφες απεικονίσεις αποτελούνµιαπανίσχυρηµέθοδο ανάλυσης µεπολλές

εφαρµογές στην σύγχρονη τεχνολογία. Οι σύµµορφες απεικονίσεις χρησιµοποιούν συναρ-

τήσεις µιγαδικών µεταβλητών για να µετασχηµατίσουν πολύπλοκα συνοριακά προβλή-

µατα σε πιο απλά. Η µέθοδος είναι ιδιαίτερα χρήσιµη στην ανάλυση πεδίων δυναµικού

και παίρνει το όνοµά της από το γεγονός ότι οι γωνίες και οι διαστάσεις των τετραγώνων

πχ, όπως δηµιουργούνται από τις διασταυρώσεις των δυναµικών γραµµών, µετασχηµατί-

ζονται ισοδύναµα σε τετράγωνα στην νέα διάταξη.

Πιο παλιά θεωρούσαν ότι η εφαρµογή της µεθόδου αυτής περιοριζόταν σε επίπεδα

πεδία που ικανοποιούσαν την εξίσωση του Laplace, πεδία σε οµογενή µέσα και σε περιοχές

όπου δεν συνδέονται παράξενα, µε πολλούς τρόπους. Σήµερα οι περιορισµοί αυτοί µπο-

ρούν να αρθούν σε πολλές περιπτώσεις πρακτικών εφαρµογών, µε την χρήση αναλυτικών

και αριθµητικών µεθόδων. Σήµερα,οι σύµµορφες απεικονίσεις µπορούν να εφαρµοστούν

σε µεγαλύτερο εύρος προβληµάτων απ’ ότι πριν από δύο ή τρεις δεκαετίες.

Η διάδοση και η χρήση της τεχνικής των σύµµορφων απεικονίσεων, ευνοήθηκε σε

µεγάλο βαθµό από την ολοένα και αυξανόµενη ταχύτητα των ψηφιακών υπολογισµών.

Αλγόριθµοι, οι οποίοι είχαν ανακαλυφθεί δεκαετίες πριν, εκσυγχρονίζονται και χρησιµο-

ποιούνται για την επίλυση πολύπλοκων απεικονίσεων. Συνεχώς εµφανίζονται νέες αριθ-

µητικές προσεγγίσεις. Επιπλέον, η εγγενής ταχύτητα της µεθόδου των σύµµορφων απει-

κονίσεων, χρησιµοποιείται για την βελτίωση της αποτελεσµατικότητας άλλων αριθµητι-
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κών µεθόδων. Για παράδειγµα, µπορεί να µετασχηµατίσει πολύπλοκες συνοριακές συν-

θήκες και να δηµιουργήσει νέες προσεγγίσεις.

Τα σηµαντικότερα χαρακτηριστικά της µεθόδου των σύµµορφων απεικονίσεων,

πέρα από την δυνατότητα επίλυσης µεγάλου αριθµού προβληµάτων την ακρίβεια και την

ταχύτητα, είναι η διορατικότητα που προέρχεται από απαντήσεις που δεν είναι µόνο κα-

θαρά µαθηµατικές, η επιπλέον ταχύτητα που προσφέρει σε άλλες µαθηµατικές µεθόδους

και τέλος η δυνατότητα να εφαρµόζεται τόσο σε εσωτερικά όσο και σε εξωτερικά πεδία, µε

τα σύνορα να µπορούν να απειριστούν.

Εδώ παραθέτουµε µερικές µη κλασσικές εφαρµογές, οι οποίες αναπτύχθηκαν τα

τελευταία εικοσιπέντε χρόνια, για ένα πλήθος προβληµάτων, πολλά από τα οποία δεν

διέπονται από την εξίσωση του Laplace:

• Θεωρία ελαστικότητας εφαρµοσµένη σε ανισοτροπικά µέσα

• Προσδιορισµός συχνοτήτων αποκοπής/cutoff frequencies σε ηλεκτροµαγνητικούς κυ-

µατοδηγούς (επίσης εφαρµογές σε µαθηµατικά παραπλήσιες θεωρίες όπως θεωρία

ακουστικών κυµαταγωγών και ταλαντώσεις µεµβρανών)

• Ιοντική οπτική

• Διάδοση οπτικών τρόπων ταλάντωσης σε διηλεκτρικές ίνες

• Περίθλαση ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων

• Ατοµική φυσική

• Διάδοση ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων στην ατµόσφαιρα

• Διάδοση και µεταφορά θερµότητας σε αγωγούς τυχαίου σχήµατος

• Προβλήµαταασταθούςµετάδοσηςθερµότητας (επίσης διαδικασίες διάχυσηςσύµφω-

νες µε τον νόµο του Fick)

• Προβλήµατα µη γραµµικής διάχυσης

• Υπερηχητικές ροές
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• Προβλήµατα στερεοποίησης

• Μηχανική συνεχούς µέσου, προβλήµατα ευστάθειας, ταλαντώσεων και λογισµού

Στη συνέχεια του κεφαλαίου θα παρουσιαστούν παραδείγµατα βασικών εφαρµο-

γών των σύµµορφων απεικονίσεων και ευρέως γνωστοί µετασχηµατισµοί.

4.1 Διάδοση θερµότητας

Ναβρεθεί στην µόνιµη κατάσταση ηθερµοκρασία T (x, y)στο άνωηµιεπίπεδο y > 0

για οριακές συνθήκες

T (x, 0) =


T0 −∞ < x < −1

T1 1 < x <∞

και µονωµένο τοίχωµα για |x| < 1, δηλαδή

∂T

∂y
(x, 0) = 0, |x| < 1

Αυτό είναι ένα πρόβληµα Dirichlet-Neumann όπου οι τιµές της εξαρτηµένης µεταβλητής

περιγράφονται σε κάποιο µέρος του συνόρου και η κλίση στο υπόλοιπο.

Λύση

Επιλέγουµε τον µετασχηµατισµό z = −cosπw ο οποίος µεταφέρει το άνω ηµιεπί-

πεδο στην ηµιάπειρη λωρίδα {w = u + ıv : 0 < u < 1 και 0 < v < ∞} επειδή η συνθήκη

Neumann αντιµετωπίζεται πιο εύκολα σε αυτήν την περίπτωση. Στο w-επίπεδο έχουµε τις

ακόλουθες συνοριακές συνθήκες

• T = T0 για u = 0, v > 0

• ∂T
∂y = v για v = 0, 0 < u < 1

• T = T1 για u = 1, v > 0.

Αφού η παράγωγος της θερµοκρασίας στην ευθεία που είναι µονωµένη είναι µηδέν, τότε

οι ισοθερµικές γραµµές πρέπει να είναι κάθετες σε αυτήν. Στο w-επίπεδο οι ισοθερµικές
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Σχήµα 2: Η απεικόνιση z = −cosπw µεταφέρει το άνω ηµιεπίπεδο του z στην ηµιάπειρη
λωρίδα του w. Οι ισοθερµικές γραµµές είναι ορθογώνιες στο µονωµένο σύνορο.

γραµµές στο εσωτερικό της λωρίδας θα είναι παράλληλες στον v-άξονα. Εύκολα λοιπόν

συµπεραίνουµε ότι

T (u, v) = T0 + (T1 − T0)u

η οποία είναι αρµονική και ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες και είναι µοναδική.

Έχουµε τώρα ότι

z = −cosπ(u+ ıv) = −cos(πu)cosh(πv) + ısin(πu)sinh(πv)

και

(coshπv–cosπu)2 = cosh2πv + cos2πu–2cosh(πv)cos(πu)

= x2 + 2x+ 1 + y2

Παίρνοντας την θετική ρίζα έχουµε

cosh(πv)–cos(πu) =
√

(x+ 1)2 + y2
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Οµοίως ισχύει ότι

cosh(πv) + cos(πu) =
√

(x− 1)2 + y2

οπότε στο αρχικό z-επίπεδο η θερµοκρασία θα δίνεται από τον τύπο

T (x, y) = T0 +
T1 − T0

π
Arccos

(
1

2

(√
(x− 1)2 + y2 −

√
(x+ 1)2 + y2

))

ενώ οι ισοθερµικές γραµµές δίνονται από την εξίσωση

√
(x− 1)2 + y2 −

√
(x+ 1)2 + y2 = c

όπου c µια σταθερά µεταξύ των T0 και T1. Εύκολα αποδεικνύεται ότι είναι κύκλοι που τέ-

µνουν κάθετα το µονωµένο χωρίο.

4.2 Ηλεκτρικό δυναµικό

Να βρεθεί το ηλεκτρικό δυναµικό που δηµιουργείται από τη διάταξη που φαίνεται

στο σχήµα.

Λύση

Φανταζόµαστε όλο το επίπεδο u− v χωρίς τις ράβδους ως ένα µη φραγµένο πολύ-
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γωνο το οποίο έχει δύο πραγµατικές κορυφές στο w1 = ıh και w3 = h και δύο φανταστικές

w2, w4. Αντιστοιχούµε τα σηµεία x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1 και x4 = ∞ του πραγµατικού

άξονα του z-επιπέδουσταw1,w2,w3 καιw4 µέσωτουµετασχηµατισµού Schwarz-Christoffel.

Οι γωνίες στροφής των κορυφών w1 και w3 είναι −π, ενώ στο w2 είναι 5π
2 . Η κλίση της ευ-

θείας που ενώνει τα w3 και w4 φαίνεται να είναι µηδενική. Συνεπώς ο µετασχηµατισµός

Schwarz-Christoffel είναι

w = f(z) = ıh+K

∫ z

−1

(ζ − 1)(ζ + 1)

ζ5/2
dζ

= ıh+K

(
2z1/2 +

2

3
z−3/2 − 8

3
ı

)

Η σταθεράK βρίσκεται από τη σχέση f(1) = h, οπότε

h = ıh+K

(
2 +

2

3
− 8

3
ı

)
⇒ K =

3

8
h

Συνεπώς είναι

w = f(z) =
h

4
z1/2

(
3 +

1

z2

)
Στο z-επίπεδο η συνοριακή συνθήκη είναι

ϕ(x, 0) =


ϕ2 x < 0

ϕ1 x > 0

και η λύση για το ϕ(z) είναι

ϕ(z) = ϕ1 +
ϕ2 − ϕ1

π
Argz

Χρησιµοποιώντας τις παραπάνω σχέσεις βρίσκει κανείς το ηλεκτρικό δυναµικό ϕ(w) σε

τυχαίο σηµείο του w-επιπέδου.

4.3 Επίλυση διαφορικής εξίσωσης Laplace

Άµεση συνέπεια του θεωρήµατος απεικόνισης του Riemann αποτελεί το θεώρηµα

Poincare το οποίο ικανοποιεί τις ίδιες υποθέσεις και επιπλέον το ∂Ω χωρίζει τοCσε ακριβώς
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ένα εσωτερικό και ένα εξωτερικό σύνολο, οπότε υπάρχει µια µοναδική σύµµορφη απεικό-

νιση ϕ : Ω̄ → D̄ τέτοια ώστε να απεικονίζει ένα δεδοµένο z0 ∈ Ω στο 0 και ένα δεδοµένο

z1 ∈ ∂Ω σε ένα δεδοµένο σηµείο w1 ∈ ∂D, οπότε ϕ(z0) = 0 και ϕ(z1) = w1.

Παράδειγµα. Δίνεται το σύνολο Ω που περικλείεται µεταξύ των C1 = {z ∈ C : |z| = 1} και

C1 =
{
z ∈ C : |z − 1| = 5

2

}
.

Θέλουµε να βρούµε µια αρµονική συνάρτηση u που παίρνει την τιµή a στο σύνορο

C1 και b πάνω στο σύνορο C2, δηλαδή έχουµε το πρόβληµα συνοριακών τιµών

∆u = 0

uC1 = a

uC2 = b

Η συνάρτηση

w = ϕ(z) =
4z + 1

4(z + 4)

απεικονίζει το Ω στο σύνολο

Ω′ =

{
w ∈ C :

1

4
< |w| < 1

2

}
.
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Ισχύει ότι ϕ′(z) ̸= 0, z ∈ Ω και συνεπώς η ϕ είναι σύµµορφη απεικόνιση. Η ϕ απεικονίζει

το C1 στο

C ′
1 =

{
w ∈ C : |w| = 1

4

}
και το C2 στο

C ′
2 =

{
w ∈ C : |w| = 1

2

}
Είναι γνωστό ότι αν µια συνάρτηση είναι αρµονική σε ένα πεδίο τότε παραµένει αρµο-

νική κάτω από κάθε σύµµορφο µετασχηµατισµό, δηλαδή ο τελεστής Laplace είναι αναλ-

λοίωτος. Επιπλέον οι συνοριακές συνθήκες παραµένουν αναλλοίωτες⁸ οπότε έχουµε το

νέο πρόβληµα συνοριακών τιµών

∆v = 0

vC′
1
= a

vC′
2
= b

Με τη µέθοδο χωριζοµένων µεταβλητών η γενική λύση της εξίσωσης Laplace σε πολικές

συντεταγµένες στο σύνολο Ω′ είναι

v(ρ, ϕ) =
a0
2

+ b0lnρ+

∞∑
n=1

[ρn(ancosnϕ+ bnsinnϕ) + ρ−n(cncosnϕ+ dnsinnϕ)]

Επειδή οι συνοριακές συνθήκες είναι ανεξάρτητες της γωνίας, άρα an = bn = cn = dn = 0,

η λύση του µετασχηµατισµένου προβλήµατος δίνεται από τη σχέση

v(w) = 2b− a+
b− a

ln 2
ln |w| , w ∈ Ω′

⁸Αν µια συνάρτηση ϕ(x, y) ικανοποιεί τις συνθήκες

ϕ(x, y) = κ, κ σταθερά ή∂ϕ
∂n

= 0 κατά µήκος µιας καµπύλης C

τότε η Φ = f(ϕ), όπου f σύµµορφη απεικόνιση ικανοποιεί τις ίδιες συνθήκες

Φ(u, v) = κ, κ σταθερά ή∂Φ
∂n

= 0 κατά µήκος µιας καµπύλης C′
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Συνεπώς, η λύση στο Ω παίρνει τη µορφή

u(z) = 2b− a+
b− a

ln 2
ln

∣∣∣∣ 4z + 1

4(z + 4)

∣∣∣∣ , z ∈ Ω

ή

u(x, y) = 2b− a+
b− a

ln 2
ln

16(x2 + y2) + 8x+ 1

16(x2 + y2 + 8x+ 16)

για κάθε (x, y) ∈ Ω

Παρατήρηση

Γενικά, αν ορίσουµε ως δακτύλιο για 0 < r < R το σύνολο

A(r,R) = {z : r < |z| < R}

τότε δύο δακτύλιοιA(r1, R1)καιA(r2, R2) είναι σύµµορφα ισοδύναµαανκαι µόνοανR1/r1 =

R2/r2.

4.4 Μετασχηµατισµός Schwarz-Christoffel

Πολλές εφαρµογές σύµµορφων απεικονίσεων απαιτούν την κατασκευή µιας αµ-

φιµονοσήµαντης σύµµορφης απεικόνισης από το άνω ηµιεπίπεδο ℑz > 0 επί ενός πεδίου

G στο w-επίπεδο του οποίου το σύνορο αποτελείται από ευθύγραµµα τµήµατα. Θεωρούµε

την περίπτωση όπου το G είναι το εσωτερικό µιας πολυγωνικής γραµµής µε κορυφές w1,

w2,…, wn και θετικά προσανατολισµένη.

Θεώρηµα 4.4.1 (Μετασχηµατισµός Schwarz-Christoffel). Έστω P πολυγωνική γραµµή στο

w-επίπεδο µε κορυφές wi και αντίστοιχες εξωτερικές γωνίες ai. Τότε υπάρχει µία αµφιµονο-

σήµαντη απεικόνιση f(z) του άνω ηµιεπιπέδου επί του G, τέτοια ώστε

f ′(z) = A(z − x1)
−a1/π(z − x2)

−a2/π...(z − xn−1)
−an−1/π

όπου xi πραγµατικοί, x1 < x2 < ... < xn−1, f(xi) = wi, limz→∞ f(z) = wn, A µια σταθερά και
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οι δυνάµεις παριστάνουν την κύρια τιµή.

Η απεικόνιση f(z) ονοµάζεται µετασχηµατισµός Schwarz-Christoffel µε

f(z) = B +A

∫
A(z − x1)

−a1/π(z − x2)
−a2/π...(z − xn−1)

−an−1/πdz

όπου Α και Β κατάλληλα επιλεγµένες σταθερές που εξαρτώνται από το µέγεθος και τη θέση

της πολυγωνικής γραµµής. Δύο από τα xi µπορεί να εκλεγούν αυθαίρετα ώστε να διευκολυν-

θεί ο υπολογισµός της f(z).

Σχήµα 3: Απεικόνιση Schwarz-Christoffel για n = 5 και a1 + a2 + a3 + a4 > π

Παράδειγµα. Να προσδιοριστεί µια συνάρτηση w(z), η οποία απεικονίζει σύµµορφα το

Imz > 0 στο χωρίο του w-επιπέδου D = {(u, v) : −a < u < a, v > 0}.

Λύση

Μπορούµε να θεωρήσουµε τη λωρίδαΑ΄Β΄Γ΄Δ΄ ως οριακή περίπτωση ενός τριγώνου

µε δύο κορυφές τα σηµεία Β΄ και Γ΄ και τρίτη κορυφή την Α΄ ή Δ΄ στο άπειρο. Επειδή οι

εσωτερικές γωνίες Β΄ και Γ΄ είναι ίσες µε π
2 θα έχουµε α1 = α2 =

1
2 . Στη συνέχεια θεωρούµε

πάνω στον άξονα των x τα σηµεία x1 = −1 και x2 = 1 και τα αντιστοιχούµε στις κορυφές

Β΄ και Γ΄ της λωρίδας. Έτσι ο τύπος S-C παραλείποντας τα όρια της ολοκλήρωσης γίνεται

w = A

∫
(z + 1)−

1
2 · (z − 1)−

1
2 dz + C = A ·

∫
dz√
z2 − 1

+ C
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Θέτοντας k = A
ı ο τύπος γράφεται

w = k ·
∫

dz√
1− z2

+ C ⇒ w = k ·Arcsinz + C

Αρκεί να προσδιοριστούν οι σταθερές k και C. Για x2 = 1 έχουµε w = a και για x1 = −1

έχουµε w = −a βρίσκουµε ότι C=0 και k = 2a
π , συνεπώς

w =
2a

π
Arcsinz

Παράδειγµα. Να βρεθεί η ροή του ρευστού στο χωρίοD = {(x, y) : −π/2 < x < π/2, y > 0}

Λύση

Σύµφωνα µε το παραπάνω παράδειγµα θεωρούµε τον µετασχηµατισµό w = sin z

που απεικονίζει το χωρίο D στο ηµιεπίπεδο Imw > 0. Στο µιγαδικό άνω ηµιεπίπεδο και για

οµοιόµορφη ροή παράλληλη προς τον άξονα u, το µιγαδικό δυναµικό είναι:

Ω∗(w) = α · w

όπου α πραγµατικός αριθµός. Οπότε στο D θα είναι

Ω(z) = α sin z

µε τις δυναµικές και ροϊκές γραµµές να είναι αντίστοιχα

Φ(x, y) = α sinx cosh y = C1Ψ(x, y) = α cosx sinh y = C2

4.5 Μετασχηµατισµός Joukowski

Θεωρούµε την απεικόνιση του z-επιπέδου στο w-επίπεδο

w = f(z) =
1

2
(z +

1

z
)
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Η παραπάνω απεικόνιση λέγεται µετασχηµατισµός Joukowski και ορίζεται για όλα τα ση-

µεία του µιγαδικού επιπέδου εκτός των σηµείων z = 0 και z = ∞. Είναι

f ′(z) =
1

2
(1− 1

z2
)

Εποµένως f ′(z) ̸= 0 όταν z ̸= ±1, οπότε οπαραπάνωµετασχηµατισµός είναι µια σύµµορφη

απεικόνιση του C \ {−1, 0,+1} εντός του w-επίπεδου.

Πρόταση 4.5.1. Ο µετασχηµατισµός Joukowski είναι µια µονότιµη συνάρτηση σε ένα πεδίο D

εάν και µόνο αν αυτό το πεδίο δεν περιέχει ένα ζεύγος διαφορετικών σηµείων z1, z2 τέτοια

ώστε z1 · z2 = 1.

Απόδειξη. Αν ισχύει ότι
1

2
(z1 +

1

z1
) =

1

2
(z2 +

1

z2
)

έπεται ότι

(z1 − z2) · (1−
1

z1 · z2
) = 0

οπότε θα είναι είτε z1 = z2, είτε z1 · z2.

Ο µετασχηµατισµός Joukowski είναι µια µονότιµη συνάρτηση σταακόλουθαπεδία:

• |z| > 1 (εξωτερικό µοναδιαίου δίσκου)

• |z| < 1 (εσωτερικό µοναδιαίου δίσκου)

• Imz > 0 (άνω µιγαδικό ηµιεπίπεδο)

• Imz < 0 (κάτω µιγαδικό ηµιεπίπεδο)

Το προφίλ του Joukowski

Θεωρούµε µια περιφέρεια C που διέρχεται από το σηµείο z = 1 και στο εσωτερικό

της βρίσκεται το σηµείο z = −1 (βλέπε σχήµα 3). Έστω z0 το κέντρο της περιφέρειας µε

Rez0 < 0, τότε η ακτίνα αυτής θα είναι R = |1− z0| και η εξίσωσή της θα είναι |z − z0| =

|1− z0|. Η απεικόνιση w = 1
2(z+

1
z ) δεν είναι σύµµορφη στο z = 1. Η εικόνα της C µέσω του

παραπάνω µετασχηµατισµού είναι η κλειστή καµπύλη C∗ που παρουσιάζει µια αιχµή στο

50 Θεώρηµα απεικόνισης του Riemann και εφαρµογές



Εφαρµογές

z = 1 και µοιάζει µε την κάτοψη πτέρυγας αεροπλάνου και λέγεται προφίλ του Joukowski

(βλέπε σχήµα 3). Αν η περιφέρεια C είναι συµµετρική ως προς τον άξονα των x τότε και η

C∗ είναι συµµετρική ως προς τον άξονα των u⁹.

Σχήµα 4: Η απεικόνιση της περιφέρειας κύκλου µέσω του µετασχηµατισµού Joukowski

Παράδειγµα. Να λυθεί το πρόβληµα όπως περιγράφεται στο παρακάτω σχήµα

Η απεικόνιση Joukowski w = f(z) = 1
2

(
z + 1

z

)
µετασχηµατίζει το δοσµένο πρό-

βληµα στο ακόλουθο πρόβληµα Dirichlet του άνω ηµιεπιπέδου.

Η λύση του προβλήµατος αυτού είναι

Φ(u, v) = α2 +
1

π

2∑
m=1

(αm−1 − αm)Arg(z − xm)

όπου α2 = α0 = 0, α1 = 1 και x1 = −1, x2 = 1, συνεπώς

Φ(u, v) =
1

π
Arctan

(
2v

u2 + v2 − 1

)

Από τη σχέση w = u(x, y) + ıv(x, y) = 1
2

(
z + 1

z

)
προκύπτει

u(x, y) =
x(x2 + y2 + 1)

2(x2 + y2)
v(x, y) =

y(x2 + y2 − 1)

2(x2 + y2)

⁹Επειδή η καµπύλη περνάει από το σηµείο z = 1, για να είναι συµµετρική πρέπει το z0 να βρίσκεται στον
αρνητικό πραγµατικό ηµιάξονα.
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Εποµένως η λύση του προβλήµατος είναι

ϕ(x, y) =
1

π
Arctan

(
4y(x2 + y2 − 1)

(x2 + y2)(x2 + y2 − 4) + (2x2 − 2y2 + 1)

)
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Παράρτηµα

Αρχή µεγίστου µέτρου

Έστω f ολόµορφη συνάρτηση στο πεδίο D. Αν υπάρχει z0 ∈ D τέτοιο, ώστε |f(z)| ≤ |f(z0)|

για κάθε z ∈ D, τότε η f είναι σταθερή στο D και µάλιστα ισχύει f(z) = f(z0) για κάθε z ∈ D.

Θεώρηµα 5.1.2 (Αρχή µεγίστου µέτρου). Αν µια συνάρτηση f είναι ολόµορφη και µη σταθερή σε

ένα πεδίο D, τότε το |f(z)| δεν έχει µέγιστη τιµή στο D, δηλαδή δεν υπάρχει z0 ∈ D τέτοιο, ώστε

|f(z)| ≤ |f(z0)| για κάθε z ∈ D.

Αν µια συνάρτηση είναι ολόµορφη σε ένα φραγµένο πεδίο D και συνεχής στο σύνορο ∂D,

τότε το µέτρο |f(z)|, ως συνεχής συνάρτηση στο συµπαγές σύνολο D ∪ ∂D παίρνει σε ένα τουλά-

χιστον σηµείο z0 του, µέγιστη τιµή. Στην περίπτωση που η f δεν είναι σταθερή στο D, από την

αρχή µεγίστου µέτρου συµπεραίνουµε ότι το z0 ∈ ∂D. Με αυτό τον τρόπο, προκύπτει το ακόλουθο

πόρισµα.

Πόρισµα 5.1.3. Αν µια συνάρτηση f είναι ολόµορφη αλλά όχι σταθερή στο φραγµένο πεδίο D και

συνεχής στο σύνορο ∂D του D, τότε η |f(z)| παίρνει τη µέγιστη τιµή στο σύνορο ∂D του D, δηλαδή

υπάρχει z0 ∈ ∂D τέτοιο ώστε |f(z0)| = max _z ∈ D̄ |f(z)| z ∈ D

Θεώρηµα Liouville

Θεώρηµα 5.1.4 (Θεώρηµα Liouville). Αν η f είναι µια φραγµένη ολόµορφη συνάρτηση στο C, τότε η

f είναι σταθερή συνάρτηση.

Απόδειξη. Έστω |f(z)| ≤ Mγια κάθε z ∈ C. Έστω επίσης z0 τυχαίο σηµείο του C και CR ο κύκλος

|z − z0| = R. Τότε από την ανισότητα Cauchy βρίσκουµε |f ′(z0)| ≤ M
R Επειδή η σχέση αυτή ισχύει
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για κάθεR > 0, συµπεραίνουµε ότι f ′(z0) = 0. Έτσι, αφού το z0 είναι τυχαίο στοD, έχουµε f ′(z) = 0

για κάθε z ∈ C και άρα η f είναι σταθερή συνάρτηση.

Παρατήρηση

Το θεώρηµα αυτό δεν ισχύει για συναρτήσεις f : R → R. Για παράδειγµα, η συνάρτηση f(x) = sinx

είναι παραγωγίσιµη στο R και ισχύει |sinx| ≤ 1 αλλά η f δεν είναι σταθερή.

Παράδειγµα. Οι συναρτήσεις w = sin z και w = cos z δεν είναι φραγµένες. Επειδή οι συναρτήσεις

w = sin z και w = cos z είναι µη σταθερές ακέραιες συναρτήσεις, από το θεώρηµα Liouville προ-

κύπτει ότι οι συναρτήσεις αυτές δεν είναι φραγµένες. Επειδή cos(iy) = cos 0 cosh y − i sin 0 sinh y =

cosh y, έχουµε lim
y→iy

cos(iy) = +∞

Το θεώρηµα Liouville επιτρέπει επίσης την απόδειξη του θεµελιώδους θεωρήµατος της Άλγεβρας.

ΘεώρηµαMorera

Θεώρηµα 5.1.5 (Θεώρηµα Morera). Αν f είναι µια συνεχής µιγαδική συνάρτηση σε ένα απλά συνε-

κτικό πεδίοD και για κάθε κλειστή και πραγµατικά λεία καµπύληC µέσα στοD ισχύει
∫
C
f(z)dz = 0

τότε η f είναι ολόµορφη συνάρτηση στο D.

Λήµµα Schwarz

Λήµµα 5.1.6 (Λήµµα Schwarz). Υποθέτουµε ότι η f(z) είναι ολόµορφη στο δίσκο |z| < 1, f(0) = 0 και

|f(z)| < 1 . Τότε |f(z)| ≤ |z| και |f ′(0)| ≤ 1 για |z| < 1 µε την ισότητα και στις δύο περιπτώσεις να

ισχύει αν και µόνο αν f(z) = eiaz όπου a ∈ R.

Απόδειξη. Θεωρούµε τη συνάρτηση g(z) =


f(z)
z z ̸= 0

f ′(0) z = 0
Επειδή f(0) = 0 η g είναι ολόµορφη στο

δίσκο |z| < 1. Έστω 0 < ρ < 1 σταθερό. Για z µε |z| = ρ ισχύει |g(z)| = |f(z)|
|z| < 1

ρ Από την αρχή

µεγίστου µέτρου θα είναι |g(z)| < 1
ρ για κάθε z µε |z| ≤ ρ. Εποµένως, για ρ → 1, παίρνουµε |g(z)| ≤

1, δηλαδή |f(z)| ≤ |z| για |z| < 1. Αν τώρα για κάποιο z0 (|z0| < 1) η συνάρτηση |g(z)| παίρνει τη

µέγιστη τιµή, δηλαδή |g(z0)| = 1, τότε αναγκαστικά g(z) = c, όπου |c| = 1, δηλαδή g(z) = eia, οπότε

f(z) = eiaz.
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Θεώρηµα Rouché

Θεώρηµα 5.1.7. Αν οι συναρτήσεις f και g είναι ολόµορφες στο απλά συνεκτικό πεδίο D και για τα

σηµεία z µιας απλής κλειστής τµηµατικά λείας καµπύλης C του D ισχύει |g(z)| < |f(z)|, τότε οι

συναρτήσεις f και f + g έχουν το ίδιο πλήθος ριζών στο εσωτερικό της C (οι ρίζες υπολογίζονται

σύµφωνα µε την πολλαπλότητά τους).
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