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Εισαγωγή

Η Περιγραφική Θεωρία Συνόλων είναι ένας κλάδος των Μαθηματικών, ο οποί-

ος άρχισε κυρίως τα τελευταία 70 χρόνια να αποτελεί αντικείμενο ενδελεχούς

έρευνας. Κύριο αντικείμενο του αποτελεί η μελέτη προσδιορίσιμων (de-
finable) υποσυνόλων τοπολογικών χώρων, υπό την έννοια της ανάλυσης της

πολυπλοκότητας και στη συνέχεια κατηγοριοποίησής τους. Ο καλύτερος τρό-

πος για να πάρουμε μία ιδέα του ουσιώδους αντικειμένου της Περιγραφικής

Θεωρίας Συνόλων είναι να πάμε στο μέρος όπου ξεκίνησαν όλα:

Στις αρχές του 20ου αιώνα, ένας από τους κυριότερους κλάδους απασχό-

λησης των μαθηματικών ήταν η μελέτη των συνόλων Borel. Από τις σημαν-

τικότερες συνεισφορές στην έρευνα αυτή είχε ο Γάλλος μαθηματικός Rene-
Louis Baire, ο οποίος μεταξύ άλλων εισήγαγε την έννοια των συναρτήσεων

Baire, δηλαδή συναρτήσεις που προκύπτουν από συνεχείς συναρτήσεις, επα-

ναλαμβάνοντας την πράξη του κατά σημείου ορίου σε μία ακολουθία τέτοιων

συναρτήσεων. Η δουλεία του Baire συνεχίστηκε από τον μεγάλο, επίσης Γάλ-

λο, μαθηματικό Henri Lebesgue, ο οποίος εισήγαγε πάμπολα νέα εργαλεία στην

θεωρία αυτή, τα οποία χρησιμοποιούνται μέχρι και σήμερα. ΄Ομως, η θεωρία πί-

σω από τα σύνολα Borel και γενικότερα η Θεωρία Συνόλων δέχθηκε ένα μεγάλο

πλήγμα, όταν ο Ρώσος μαθηματικός Nicolai Lusin ζήτησε από τον μαθητή του

Mikhail Souslin να μελετήσει μία εκ των εργασιών του Lebesgue. O Lebesgue
είχε δείξει το εξής:

΄Εστω f : R2 → R μία συνάρτηση Baire, τέτοια ώστε για κάθε x, η εξίσωση:

f(x, y) = 0

έχει μοναδική λύση. Τότε, το y ως συνάρτηση του x, όπως αυτό ορίζεται από

την παραπάνω εξίσωση είναι συνάρτηση Baire.
O Lebesgue για την απόδειξη του παραπάνω Θεωρήματος, είχε κάνει χρήση

ενός Λήμματος, σύμφωνα με το οποίο η προβολή κάθε Borel υποσυνόλου του

R2
στο R είναι επίσης σύνολο Borel. Μάλιστα, ο Lebesgue είχε αφήσει το

Λήμμα αυτό χωρίς απόδειξη, θεωρώντας το τετριμμένο!

Ο Souslin παρατήρησε την απόδειξη του παραπάνω αποτελέσματος και γρή-

γορα βρήκε αντιπαραδείγματα στο Λήμμα που είχε διατυπώσει ο μεγάλος αυτός

μαθηματικός. ΄Ομως, αντί να επαναπαυτεί στο γεγονός πως βρήκε το λάθος,

βάλθηκε να αναπτύξει μία θεωρία που θα έλυνε το πρόβλημα της προβολής -

ή, γενικότερα, συνεχούς εικόνας - συνόλων Borel. Ο Souslin εισήγαγε την

έννοια των αναλυτικών συνόλων ως συνεχείς εικόνες συνόλων Borel και
μαζί με τους Lusin, Sierpinski όχι μόνο βρήκαν λύση στο αρχικό πρόβλημα

του Lebesgue, αλλά ανέπτυξαν μία θεωρία με δομή πολύ πιο πλούσια από ότι

θα μπορούσε να φανταστεί αρχικά κανείς. Αυτή η θεωρία θα αναπτυχθεί στην

παρούσα διπλωματική εργασία.



Στο πρώτο κεφάλαιο, παρουσιάζονται κάποια γενικά τοπολογικά στοιχεία

αριθμήσιμων γινομένων αριθμήσιμων διακριτών χώρων, με κύριο σκοπό την

ανάλυση των τοπολογικών χαρακτηριστικών των χώρων Baire και Cantor. Οι

χώροι αυτοί αποτελούν τη βάση της Περιγραφικής Θεωρίας Συνόλων κι ως εκ

τούτου είναι λογικό να ξεκινήσει κανείς από εκεί.

Στο δεύτερο κεφάλαιο εισάγουμε τις έννοιες των σχημάτων Souslin και

Hausdorff. Τα εργαλεία αυτά εκμεταλλεύονται με ουσιαστικό τρόπο τη δομή

των χώρων Baire και Cantor αντίστοιχα και μας επιτρέπουν τη διατύπωση

χαρακτηρισμών τριών καθιερωμένων μοντέλων: των NN,Q, 2N. Στο κεφάλαιο

αυτό δίνεται τόσο ο ορισμός των αναλυτικών τοπολογικών χώρων, όσο και

κάποιων εκ των πιο σημαντικών Θεωρημάτων, τα οποία χαρακτηρίζουν την

πλούσια δομή των αναλυτικών χώρων, όπως για παράδειγμα η απάντηση στην

Υπόθεση του Συνεχούς για τα αναλυτικά σύνολα. Τέλος, στην τελευταία

ενότητα εξετάζουμε τις υποθέσεις που πρέπει να ισχύουν ώστε να εμφυτεύσουμε

ταυτόχρονα τους χώρους NN
και Q σε άλλους χώρους.

Στο τρίτο κεφάλαιο, περιοριζόμαστε στην μελέτη αναλυτικών υποσυνόλων

Πολωνικών χώρων. Στην πρώτη ενότητα αποδεικνύουμε πως κάθε Borel υπο-
σύνολο ενός Πολωνικού χώρου είναι αναλυτικό, δίνοντας έτσι απάντηση στην

Υπόθεση του Συνεχούς για τα σύνολα Borel κάνοντας χρήση αποτελεσμάτων

μόνο για τα αναλυτικά σύνολα! Δίχως αμφιβολία, η καρδιά της Θεωρίας των Α-

ναλυτικών Συνόλων αποτελεί το Θεώρημα Διαχωρισμού του Lusin, το οποίο κι

αποδεικνύουμε. Το Θεώρημα αυτό έχει πολύ σημαντικές συνέπεις καθώς χαρα-

κτηρίζει πλήρως τη σχέση μεταξύ αναλυτικών και Borel υποσυνόλων Πολωνι-

κών χώρων. Στη συνέχεια, δίνουμε χρήσιμους χαρακτηρισμούς των αναλυτικών

συνόλων ως προβολές και συνεχείς εικόνες συνόλων σε χώρους γινόμενο. Τε-

λικώς, εξετάζουμε ορισμένες από τις ιδιότητες κανονικότητας των αναλυτικών

συνόλων, όπως η κατασκευασιμότητα κι η Lebesgue - μετρησιμότητά τους.



Περιεχόμενα

1 Οι χώροι Baire και Cantor 1

1.1 Αριθμήσιμα Γινόμενα Αριθμήσιμων Διακριτών Χώρων . . . . . . 1

1.2 Ο χώρος Baire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3 Ο χώρος Cantor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2 Σχήματα Souslin και Χαρακτηρισμοί Καθιερωμένων Μο-
ντέλων 14

2.1 Σχήματα Souslin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.2 Χαρακτηρισμοί Τοπολογικών Χώρων Μηδενικής Διάστασης . . 20

2.3 Χαρακτηρισμοί Διαχωρίσιμων Μετρικοποιήσιμων Τοπολογικών

Χώρων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.4 Χαρακτηρισμοί Συμπαγών Μετρικοποιήσιμων Τοπολογικών Χώ-

ρων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.5 Εμφυτεύσεις των Q,NN
σε άλλους Χώρους . . . . . . . . . . . 59

3 Αναλυτικά Υποσύνολα Πολωνικών Χώρων 74

3.1 Αλλάζοντας την τοπολογία . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3.2 Βασικές Ιδιότητες και το Θεώρημα Διαχωρισμού . . . . . . . . 85

3.3 NN
-καθολικά Σύνολα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

3.4 Μετρησιμότητα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106





1 Οι χώροι Baire και Cantor

Σε αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιαστούν οι χώροι Baire και Cantor, χώροι που
όπως θα δούμε αποτελούν τη βάση της θεωρίας των αναλυτικών συνόλων.

1.1 Αριθμήσιμα Γινόμενα Αριθμήσιμων Διακριτών

Χώρων

Καθώς τόσο ο χώρος Baire, όσο κι ο χώρος Cantor είναι χώροι - γινόμε-

νο,είναι σκόπιμο να παρουσιάσουμε κάποια βασικά τοπολογικά χαρακτηριστικά

αριθμήσιμων γινομένων από αριθμήσιμους διακριτούς χώρους. Ξεκινάμε με κά-

ποιους βασικούς ορισμούς συνολοθεωρητικής φύσεως που αφορούν δέντρα σε

αυθαίρετα σύνολα.

Ορισμός 1.1.1. ΄Εστω Χ αυθαίρετο σύνολο.

(i) Συμβολίζουμε με X<N
το σύνολο των πεπερασμένων ακολουθιών από

στοιχεία του Χ.Δηλαδή,είναι:

X<N = {(x1, . . . , xn) : n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ N}

(Θεωρούμε πως τοX<N
περιλαμβάνει την ακολουθία μηδενικού μήκους,δηλαδή

∅ ∈ X<N).

Για s ∈ X<N
,συμβολίζουμε με | s | το μήκος του στοιχείου s,δηλαδή

αν s = (s1, . . . , sk) ,για κάποιο k ∈ N ,τότε | s |= k.Επίσης,με s(n)
συμβολίζουμε τη n-οστή συντεταγμένη του s.

(ii) Ορίζουμε στον X<N
μία σχέση μερικής διάταξης,ως εξής:

s v t ⇔ (| s |≤| t | και si = ti,∀i = 1, . . . , | s |), ∀s, t ∈ X<N

Είναι εύκολο να δούμε πως η σχέση
′′ v′′ αποτελεί όντως σχέση μερικής

διάταξης επί του X<N
.

Βλέπουμε,λοιπόν,πως η s είναι ’μικρότερη’ από την t αν και μόνο αν απο-

τελεί αρχικό της τμήμα.

(iii) Για s = (s1, . . . , sn), t = (t1, . . . , tm) ∈ X<N
ορίζουμε την συνένωση

των s,t ως εξής:

sa t= (s1, . . . , sn, t1, . . . , tm)
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(iv) Για s = (s1, . . . , sn) ∈ X<N
συμβολίζουμε με s |k,για k ≤ n, τον περιο-

ρισμό του s στις πρώτες k-συντεταγμένες,δηλαδή είναι:

s |k = (s1, . . . , sk−1, sk)

Για λόγους απλότητας, θα καλούμε το στοιχείο s |k ως τον περιορισμό

του s στο k.

(v) Δύο στοιχεία s,t του X<N
καλούνται ορθογώνια ή ασύμβατα, συμ-

βολικά s ⊥ t, αν το s δεν αποτελεί αρχικό τμήμα του t και το t δεν αποτελεί

αρχικό τμήμα του s.

(vi) ΄Ενα T ⊆ X<N
καλείται δέντρο στο Χ αν:

s ∈ T και t v s ⇒ t ∈ T, ∀s, t ∈ X<N

Δηλαδή το T καλείται δέντρο αν περιέχει όλα τα αρχικά τμήματα των

στοιχείων του.

(vii) Αν T ⊆ X<N
ένα δέντρο στο Χ,ονομάζουμε κλαδί του δέντρου T κάθε

ακολουθία x = (xn)n ∈ XN
ώστε ∀n ∈ N, x |n ∈ T .

Το σύνολο όλων των κλαδιών του δέντρου T συμβολίζεται με [T ].

(viii) ΄Ενα δέντρο T στο Χ καλείται κλαδεμένο αν ∀s ∈ T υπάρχει t ∈ T
με t 6= s ώστε s v t,δηλαδή αν το T περιέχει γνήσια επέκταση για κάθε

στοιχείο του.

(ix) ΄Ενα δέντρο T στο Χ καλείται πεπερασμένης διακλάδωσης αν

∀s ∈ T υπάρχουν το πολύ πεπερασμένα το πλήθος t ∈ T για τα οποία

ισχύει | t |=| s | +1.

Στα επόμενα θα αναφερόμαστε σε αριθμήσιμα σύνολα. ΄Εστω,λοιπόν,Χ ένα

αριθμήσιμο σύνολο.Εφοδιάζουμε το Χ με τη διακριτή τοπολογία και θεωρούμε

τον χώρο γινόμενο XN
. Στον χώρο αυτό θα ορίσουμε μία νέα τοπολογία και θα

αποδείξουμε ότι αυτή ταυτίζεται με τη συνήθη τοπολογία γινόμενο. Ξεκινάμε

με την ακόλουθη πρόταση:

Πρόταση 1.1.2. Για s ∈ X<N
ορίζουμε το σύνολο Us = {x ∈ XN :

s v x}.Τότε, η οικογένεια B = {Us : s ∈ X<N} αποτελεί βάση για κάποια

τοπολογία επί του XN
.
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Απόδειξη. Από γνωστό αποτέλεσμα της Γενικής Τοπολογίας, αρκεί να δείξουμε

ότι:

(i) XN =
⋃
B∈B

B

(ii) Για κάθε B1, B2 ∈ B και για κάθε x ∈ B1 ∩ B2, υπάρχει B3 ∈ B ώστε

x ∈ B3 ⊆ B1 ∩B2

Το (i) είναι προφανές,αφού XN =
⋃
B∈B

B = U∅.Για το (ii) ,έστω s1, s2 ∈

X<N
.Θα δείξουμε ότι Us1∩Us2 ∈ B.Πράγματι, είναι Us1∩Us2 =


∅, s1 ⊥ s2
Us1 , s1 v s2
Us2 , s2 v s1

κι άρα έπεται το ζητούμενο.

Πρόταση 1.1.3. Στον χώρο XN
, έστω TB η τοπολογία με βάση την B κι

έστω TXN η συνήθης τοπολογία γινόμενο. Τότε TB = TXN .

Απόδειξη. Θα δείξουμε, αρχικά, ότι TB ⊆ TXN . Αρκεί να δείξουμε πως ∀s ∈
X<N

,το Us ∈ TXN . Για s = (s1, . . . , sn) ∈ X<N
είναι:

Us =
( n∏
i=1

{si}
)
×
(
XN\{1,...,n}

)
∈ TXN

Για να αποδειχθεί ότι TXN ⊆ TB αρκεί για την υποβάση F = {πn−1(Vn) :
n ∈ N, Vn ⊆ X ανοικτό} να δειχθεί ότι F ⊆ TB. (Με πn συμβολίζεται η

συνήθης προβολή στην n− οστή συντεταγμένη). ΄Εστω n ∈ N και Vn ⊆
X.Κατ΄ αρχάς,αν Vn = ∅ τότε πn

−1(Vn) = ∅ κι αν Vn = X ,τότε πn
−1(Vn) =

XN
. ΄Εστω, λοιπόν, Vn ( X. Τότε:

πn
−1(Vn) =

⋃
z∈Vn

⋃
s∈X(n−1)

Us_z ∈ TB

Παρατήρηση 1.1.4. Στην τοπολογία TB με βάση την B κάθε βασικό ανοικτό

σύνολο είναι ταυτόχρονα και κλειστό. Πράγματι,αν υπήρχε s ∈ X<N
ώστε

το σύνολο Us να μην είναι κλειστό,τότε Us ) Us ⇒ ∃z ∈ Us και z 6∈ Us.
Τότε, εφ΄ όσον προφανώς z ∈ Uz||s| , έπεται ότι Uz||s| ∩ Us 6= ∅,άτοπο! αφού

z ||s|⊥ s. Συμπεραίνουμε πως ο χώρος XN
έχει μία βάση από clopen (ανοικτά

και κλειστά) σύνολα.

3



Ορισμός 1.1.5. ΄Εστω (X, T ) τοπολογικός χώρος.

(i) Ο (X, T ) καλείται πλήρως μετρικοποιήσιμος αν υπάρχει μετρική

d επί του X που να επάγει την T κι ο (X, d) να είναι πλήρης μετρικός

χώρος.

(ii) Ο (X, T ) καλείται Πολωνικός χώρος αν είναι διαχωρίσιμος και πλή-

ρως μετρικοποιήσιμος.

Πρόταση 1.1.6. Ο χώρος XN
είναι πλήρως μετρικοποιήσιμος.

Απόδειξη. Ορίζουμε μία απεικόνιση d : XN ×XN −→ R ως εξής:

d(x, y) =

{
0, x = y
1

2n+1
, x 6= y

,όπου n = min{k ∈ N : x(k) 6= y(k)}

Είναι εύκολο να δούμε πως η d είναι μία μετρική επί του XN
.Θα δείξουμε ότι

η d επάγει την τοπολογία γινόμενο,δηλαδή ότι TXN = Td,όπου Td η μετρική

τοπολογία.

΄Εστω s ∈ X<N
, x ∈ Us.Τότε S

(
x,

1

2|s|+1

)
⊆ Us. Πράγματι, έστω y =

(yn)n ∈ S
(
x,

1

2|s|+1

)
⇒ d(x, y) <

1

2|s|+1
,το οποίο σημαίνει ότι min{k ∈ N :

x(k) 6= y(k)} >| s |. Αν όχι, δηλαδή αν x(k) 6= y(k) για κάποιο k 6| s |,έπεται
ότι d(x, y) =

1

2k+1
>

1

2|s|+1
, άτοπο! ΄Αρα, min{k ∈ N : x(k) 6= y(k)} >| s |⇒

x ||s| v y ⇒ s v y ⇒ y ∈ Us. Τελικώς, έχουμε TXN ⊆ Td.
΄Εστω, τώρα, x = (xn)n ∈ X

N
,ε> 0. Θα δείξουμε ότι S(x,ε)∈ TXN . Αρκεί

να δειχθεί ότι ∀y = (yn)n ∈ S(x,ε),∃s ∈ X<N
ώστε y ∈ Us ⊆ S(x,ε). Κατ΄

αρχάς, y ∈ S(x,ε)⇒ d(x, y) <ε ⇔ ε−d(x, y) > 0. Ως γνωστόν, ∃n0 ∈ N

ώστε
1

2n0
< ε−d(x, y). Ισχυριζόμαστε πως Uy|n0+1

⊆ S(x,ε). Πράγματι, αν

z = (zn)n ∈ Uy|n0+1
⇒ y |n0+1 v z ⇒ min{k ∈ N : z(k) 6= y(k)} >

n0 + 1 ⇒ d(y, z) <
1

2n0+1
< ε−d(x, y). Η τριγωνική ανισότητα εξασφαλίζει

πως z ∈ S(x,ε) κι άρα Uy|n0+1
⊆ S(x,ε). Τελικώς,Td ⊆ TXN .

Για να δούμε πως ο (XN, d) είναι πλήρης μετρικός χώρος, έστω (xn)n ⊆ XN

ακολουθία Cauchy.Τότε xn = (x1
n, x2

n, x3
n, . . .) = (xm

n)m ∈ X
N, ∀n ∈ N.

΄Εστω k ∈ N. Αφού η (xn)n ακολουθία Cauchy,έχουμε πως υπάρχει nk ∈ N

ώστε ∀n > nk να ισχύει d(xn, xnk) <
1

2k+1
. Αυτό σημαίνει ότι για κάθε n > nk,

ο μικρότερος φυσικός αριθμός στον οποίο οι ακολουθίες (xm
n)m και (xm

nk)m
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διαφέρουν θα είναι σίγουρα μεγαλύτερος του k,δηλαδή (xm
n)m = (xm

nk)m,∀m 6 k.
Θέτουμε z = (xk

nk)k∈N και θα δείξουμε ότι η (xn)n συγκλίνει στο z.

Πράγματι, έστω ε> 0. Κατ΄ αρχάς, υπάρχει k0 ∈ N ώστε
1

2k0+1
<ε. Τότε,

για κάθε n > nk0 είναι d(xn, xnk0 ) <
1

2k0+1
<ε ⇒ d(xn, z) <

1

2k0+1
<ε , κι άρα

η (xn)n είναι συγκλίνουσα. Τελικώς, ο (XN, d) είναι πλήρης μετρικός χώρος.

Πρόταση 1.1.7. Ο XN
είναι διαχωρίσιμος τοπολογικός χώρος.

Απόδειξη. Θέτουμε D = {x = (xn)n ∈ XN : ∃n0 ∈ N ώστε ∀n ≥ n0 να ισχύει

xn = xn0} και ισχυριζόμαστε πως είναι το ζητούμενο σύνολο.

Κατ΄ αρχάς, το D είναι αριθμήσιμο,ως ισοπληθικό με το X<N
. (Πράγματι,η

απεικόνιση (xn)n 7−→ (x1, . . . , xn0) είναι 1-1 κι επί). Θα δείξουμε ότι το D
είναι πυκνό στον XN

. ΄Εστω s = (s1, s2, . . . , sk) ∈ X<N. Αρκεί να δειχθεί πως

D ∩ Us 6= ∅.Θέτοντας x = (s1, s2, . . . , sk−1, sk, sk, . . .) έχουμε πως s v x ⇒
x ∈ Us κι αφού προφανώς x ∈ D, το D είναι πυκνό υποσύνολο του XN.

Παρατήρηση 1.1.8. Με βάση τις παραπάνω δύο Προτάσεις, συμπεραίνου-

με πως για οποιοδήποτε αριθμήσιμο σύνολο X εφοδιασμένο με την διακριτή

τοπολογία, ο χώρος γινόμενο XN
είναι Πολωνικός.

Πρόταση 1.1.9. Αν το X δεν είναι μονοσύνολο, τότε ο χώρος XN
δεν έχει

μεμονομένα σημεία.

Απόδειξη. ΄Εστω πως υπάρχει x = (xn)n ∈ X
N
μεμονομένο σημείο. Τότε υπάρ-

χει U ⊆ XN
ανοικτό ώστε {x} = U .Αφού η οικογένεια {Us : s ∈ X<N} αποτε-

λεί βάση τουXN
, έπεται ότι υπάρχει s = (s1, s2, . . . , sn) ∈ X<N

ώστε {x} = Us.
Αυτό είναι προφανώς άτοπο, καθώς θέτοντας π.χ. y = (s1, . . . , sn, w, w, . . .),
για w 6= xn, έχουμε πως x 6= y και y ∈ Us.

Πρόταση 1.1.10. Οι χώροι XN, XN ×XN, (XN)
N
είναι όλοι ομοιομορφικοί.

Απόδειξη. Ξεκινάμε δείχνοντας πως οι χώροι XN, XN ×XN
είναι ομοιομορφι-

κοί. Ορίζουμε απεικόνιση f : XN −→ XN×XN
με f(x) = f

(
(x1, x2, x3, . . .)

)
=(

(x1, x3, x5, . . .), (x2, x4, x6, . . .)
)
. Η f είναι καλά ορισμένη, καθώς τα (x1, x3, x5, . . .),
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(x2, x4, x6, . . .) αποτελούν δύο ακολουθίες φυσικών αριθμών. Είναι άμεσο πως

η f είναι 1-1 κι επί. Μένει να δείξουμε πως η f είναι συνεχής κι ανοικτή.

Η f είναι συνεχής

΄Εστω U ⊆ XN × XN
ανοικτό. Θα δείξουμε ότι το f−1(U) είναι ανοικτό

υποσύνολο του XN
.Ως γνωστόν,η οικογένεια {V ×W : V,W ανοικτά υποσύ-

νολα του XN} αποτελεί βάση για την τοπολογία του XN ×XN
, συνεπώς το U

γράφεται ως:

U =
⋃
i∈I

Vi ×Wi , με Vi,Wi ανοικτά υποσύνολα του XN,∀i ∈ I

Τότε,f−1(U) =
⋃
i∈I

f−1(Vi ×Wi).΄Αρα, αρκεί να δείξουμε ότι για i ∈ I,το

σύνολο f−1(Vi × Wi) είναι ανοικτό στον XN. Εφ΄ όσον η οικογένεια {Us :

s ∈ X<N} είναι βάση για την τοπολογία του XN
, έχουμε ότι Vi =

⋃
s∈A1

Us

και Wi =
⋃
s∈A2

Us , όπου A1, A2 ⊆ X<N
. Θέτουμε G = f−1(Vi × Wi) =

f−1
( ⋃
s∈A1

Us ×
⋃
s∈A2

Us

)
και θα δείξουμε πως το Gc

είναι κλειστό υποσύνολο

του XN.
΄Εστω, προς εις άτοπον απαγωγή, πως το Gc

δεν είναι κλειστό, δηλαδή υπάρ-

χει x = (x1, x2, x3, . . .) ∈ XN
με x ∈ Gc \Gc ⇒ x ∈ G⇒ f(x) ∈

( ⋃
s∈A1

Us

)
×( ⋃

s∈A2

Us

)
⇒ ∃s1 = (s1

1, s1
2, . . . , s1

n) ∈ A1 ώστε (x1, x3, x5, . . .) ∈ Us1

και ∃s2 = (s2
1, s2

2, . . . , s2
m) ∈ A2 ώστε (x2, x4, x6, . . .) ∈ Us2 . ΄Εστω πως

n ≤ m,δηλαδή | s1 |≤| s2 |. Τότε έχουμε ότι s1
1 = x1, s1

2 = x3, s1
3 = x5, . . .

και s2
1 = x2, s2

2 = x4, s2
3 = x6, . . .

Θέτουμε s = (s1
1, s2

1, . . . , s1
n, s2

n, x2n−1, s2
n+1, . . . , s2

m) ∈ X<N
. Τότε

x ∈ Us και x ∈ Gc ⇒ Us ∩Gc 6= ∅ ⇒ ∃y = (y1, y2, . . .) ∈ Us ∩Gc ⇒ s v y και

f(y) 6∈
( ⋃
s∈A1

Us

)
×
( ⋃
s∈A2

Us

)
. ΄Ομως,f(y) =

(
(y1, y3, y5, . . .), (y2, y4, y6, . . .)

)
κι αφού s v y έπεται ότι s1 v (y1, y3, y5, . . .) και s2 v (y2, y4, y6, . . .)

⇒


(y1, y3, y5, . . .) ∈ Us1 ⊆

⋃
s∈A1

Us

(y2, y4, y6, . . .) ∈ Us2 ⊆
⋃
s∈A2

Us
⇒ f(y) ∈

( ⋃
s∈A1

Us
)
×
( ⋃
s∈A2

Us
)
,άτοπο!

Αντίστοιχα εργαζόμαστε στην περίπτωση που m ≤ n. Τελικώς, η f αντι-

στρέφει ανοικτά σύνολα σε ανοικτά κι άρα είναι συνεχής.
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Η f : XN → f
(
XN)

είναι ανοικτή

΄Εστω U ⊆ XN
ανοικτό.Θα δείξουμε ότι το f(U) είναι ανοικτό στονXN×XN.

Κατ΄ αρχάς, υπάρχει A ⊆ X<N
ώστε U =

⋃
s∈A

Us ⇒ f(U) =
⋃
s∈A

f(Us). ΄Αρα,

αρκεί να δείξουμε ότι για s ∈ A, το σύνολο f(Us) είναι ανοικτό στον XN×XN.
΄Εστω s = (s1, s2, . . . , sn) ∈ A.

Θέτουμε t1 = (s1, s3, . . . , sw1), όπου sw1 το τελευταίο περιττό στοιχείο

του s και t2 = (s2, s4, . . . , sw2), όπου sw2 το τελευταίο άρτιο στοιχείο του s.
Θα δείξουμε ότι f(Us) = Ut1 × Ut2 ,το οποίο συνεπάγεται πως το f(Us) είναι

ανοικτό στον XN × XN. Πράγματι, έστω z ∈ f(Us). Τότε z = f(x), για

κάποιο x = (x1, x2, x3, . . .) ∈ Us. Είναι f(x) =
(
(x1, x3, . . .), (x2, x4, . . .)

)
κι

άρα, εξ΄ ορισμού των συνόλων Ut1 , Ut2 έπεται ότι t1 v (x1, x3, . . .) και t2 v
(x2, x4, . . .)⇒ z = f(x) ∈ Ut1 × Ut2 .

΄Εστω, τώρα, (x, y) ∈ Ut1 × Ut2 . Τότε x = (x1, x2, . . .) ∈ Ut1 και y =
(y1, y2, . . .) ∈ Ut2 . Θέτοντας z = (x1, y1, x2, y2, . . .),έχουμε ότι s v z ⇒ z ∈
Us ⇒ f(z) ∈ f(Us)⇒ (x, y) ∈ f(Us).

Τελικώς, f(Us) = Ut1 × Ut2 κι άρα η f είναι ανοικτή.

Για να δούμε πως οι χώροι XN, (XN)
N

είναι ομοιομορφικοί, ορίζουμε ’δια-

γώνια’ απεικόνιση g : (XN)
N −→ XN

ώστε για x = (x1, x2, x3, . . .) ∈ (XN)
N

να είναι g(x) = (x1(1), x1(2), x2(1), x1(3), . . .). Παρόμοια με πριν, μπορεί να

δειχθεί πως η g είναι ομοιομορφισμός.

Παρατήρηση 1.1.11. Σε αναλογία με την προηγούμενη Πρόταση,μπορεί

κανείς,με παρόμοιο αποδεικτικό τρόπο,να δείξει ότι οι χώροι:

XN, (XN)
N
,
(
XN)(n),για n > 1, X(n) ×

(
XN)(k),για n, k > 1

είναι όλοι ομοιομορφικοί.

1.2 Ο χώρος Baire

Σε αυτό το σημείο θα παρουσιάσουμε τον χώρο Baire NN, ο οποίος ορίζεται

ως εξής:

NN = {σ = (σn)n : σn ∈ N,∀n ∈ N}
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Δηλαδή ο χώρος Baire αποτελεί το σύνολο όλων των ακολουθιών φυσικών

αριθμών, εφοδιασμένο με την τοπολογία γινόμενο και τα στοιχεία του συνήθως

συμβολίζονται με ’σ’ ή ’τ ’.
Σε πλήρη αναλογία με τα αποτελέσματα της προηγούμενης ενότητας,ο χώ-

ρος NN
είναι διαχωρίσιμος και πλήρως μετρικοποιήσιμος (δηλαδή Πολωνικός)

τοπολογικός χώρος.

Θα διατυπώσουμε τώρα κάποια αποτελέσματα τα οποία χαρακτηρίζουν τα

κλειστά και τα συμπαγή υποσύνολα του NN. Ξεκινάμε με το ακόλουθο Λήμμα.

Λήμμα 1.2.1. ΄Εστω A ⊆ NN
και σ ∈ NN. Τα επόμενα είναι ισοδύναμα:

(i) Το σ είναι σημείο συσσώρευσης του A.

(ii) Για κάθε n ∈ N υπάρχει τ ∈ A, τ 6= σ με τ |n = σ |n.

Απόδειξη. (i)⇒(ii) ΄Εστω n ∈ N. Τότε σ ∈ Uσ|n κι άρα, εφ΄ όσον το σ σημείο

συσσώρευσης του S, Uσ|n ∩ (A \ {σ}) 6= ∅ ⇒ ∃τ ∈ Uσ|n ∩ (A \ {σ})⇒ τ 6= x
και τ ∈ Uσ|n ⇒ σ |n v τ ⇒ σ |n = τ |n.

(ii)⇒(i) ΄Εστω s ∈ N<N
ώστε σ ∈ Us. Τότε είναι άμεσο πως Us∩(A\{σ}) 6= ∅,

λόγω του (ii).΄Αρα, το σ είναι σημείο συσσώρευσης του A.

Πρόταση 1.2.2. ΄Εστω F ⊆ NN. Τα επόμενα είναι ισοδύναμα:

(i) Το F είναι κλειστό.

(ii) Υπάρχει κλαδεμένο δέντρο T ⊆ N<N
ώστε F =

[
T
]
.

Απόδειξη. (i)⇒(ii) Θέτουμε T = {σ |n : σ ∈ F, n ∈ N}. Προφανώς το T είναι

κλαδεμένο δέντρο και F ⊆
[
T
]
.΄Εστω σ ∈

[
T
]
. Για κάθε n ∈ N υπάρχει τ ∈ F

ώστε τ |n = σ |n, το οποίο σε συνδυασμό με το προηγούμενο Λήμμα έπεται ότι

το σ είναι οριακό σημείο του F . Εφ΄ όσον το F είναι εξ΄ υποθέσεως κλειστό,

έχουμε ότι σ ∈ F κι άρα
[
T
]
⊆ F .

(ii)⇒(i) ΄Εστω T ⊆ N<N
κλαδεμένο δέντρο ώστε F =

[
T
]
. ΄Εστω, επίσης,

σ ∈ NN
σημείο συσσώρευσης του F . Αρκεί να δείξουμε ότι σ ∈

[
T
]
, δηλαδή

ότι σ |n ∈ T,∀n ∈ N. Για n ∈ N, υπάρχει τ ∈ Uσ|n ∩
[
T
]
⇒ τ ∈

[
T
]
και

σ |n = τ |n ∈ T.

Θεώρημα 1.2.3. ΄Εστω K ⊆ NN. Τα επόμενα είναι ισοδύναμα:

(i) Το K είναι συμπαγές
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(ii) Υπάρχει κλαδεμένο δέντρο T ⊆ N<N
πεπερασμένης διακλάδωσης ώστε

K =
[
T
]
.

Απόδειξη. (i)⇒(ii) Αφού K συμπαγές⇒ K κλειστό κι από την Πρόταση 1.2.2

υπάρχει T ⊆ N<N
κλαδεμένο δέντρο ώστε K =

[
T
]
. Τότε το T είναι αναγκα-

στικά πεπερασμένης διακλάδωσης. Αν όχι, υπάρχουν s ∈ N<N, (kn)n ⊆ N ώστε

s _ kn ∈ T,∀n ∈ N.Το T είναι κλαδεμένο, άρα Us_(kn) ∩
[
T
]
6= ∅, ∀n ∈ N.

Τότε: [
T
]
⊆
( ∞⋃
n=1

Us_(kn)

)
∪
(
{t ∈ N<N : s ⊥ t ή t v s}

)
το οποίο είναι ένα ανοικτό κάλυμμα του

[
T
]

= K χωρίς πεπερασμένο υποκάλυμ-

μα, άτοπο! αφού το K συμπαγές. ΄Αρα,το T είναι πεπερασμένης διακλάδωσης.

(ii)⇒(i) ΄Εστω T ⊆ N<N
κλαδεμένο δέντρο πεπερασμένης διακλάδωσης

ώστε K =
[
T
]
. Υποθέτουμε,προς εις άτοπον απαγωγή,πως το Κ δεν είναι

συμπαγές δηλαδή υπάρχει {Ui}i∈I ανοικτό κάλυμμα του K χωρίς πεπερασμένο

υποκάλυμμα.

Αρκεί να βρούμε σ ∈
[
T
]
τέτοιο ώστε για κάθε n ∈ N, το σύνολο Uσ|n∩

[
T
]

να μην καλύπτεται από πεπερασμένα το πλήθος Ui. Πράγματι, τότε θα ισχύει

σ ∈ Ui0 για κάποιο i0 ∈ I και θα υπάρχει n0 ∈ N ώστε Uσ|n0
⊆ Ui0 , το οποίο

είναι άτοπο.

Θα κατασκευάσουμε το ζητούμενο σ ∈
[
T
]
επαγωγικά. Για n = 0, το

Uσ|0 ∩
[
T
]
εξ΄ υποθέσεως δεν έχει πεπερασμένο υποκάλυμμα. ΄Εστω πως για

n ∈ N έχουμε επιλέξει σ1, σ2, . . . , σn ∈ N. Θέτοντας s = (σ1, σ2, . . . , σn) θα

είναι {m ∈ N : s _ (m) ∈ T} = {k1, k2, . . . , kn}, άρα:

Uσ|n ∩
[
T
]

=
n⋃
i=1

(
Uσ|n_(ki) ∩

[
T
])

΄Ομως, το σύνολο Uσ|n ∩
[
T
]
δεν έχει πεπερασμένο υποκάλυμμα, άρα υπάρχει

i0 ∈ I ώστε το σύνολο Uσ|n_(ki0 )
∩
[
T
]
να μην έχει πεπερασμένο υποκάλυμμα

του (Ui)i∈I , συνεπώς θέτουμε σn+1 = ki0
Ορίζοντας, τελικώς,σ = (σn)n, καταλήγουμε σε άτοπο.

Πρόταση 1.2.4. ΄Εστω K ⊆ NN
συμπαγές. Τότε intK = ∅.

Απόδειξη. ΄Εστω, προς εις άτοπον απαγωγή, πως υπάρχει s = (s1, s2, . . . , sk) ∈ N<N

ώστε να ισχύει Us ⊆ K. Θα κατασκευάσουμε ένα ανοικτό κάλυμμα τουK χωρίς

πεπερασμένο υποκάλυμμα, το οποίο θα μας οδηγήσει σε άτοπο.
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Εύκολα βλέπουμε πως Us =
∞⋃
n=1

Us_n. Για σ ∈ K \Us θεωρούμε το σύνολο

Uσ||s| . Τότε Us∩Uσ||s| = ∅. Πράγματι, αν υπήρχε τ ∈ Us∩Uσ||s| , τότε σ ||s| v τ
και s v τ ⇒ s v σ ⇒ σ ∈ Us,άτοπο.

Είναι K ⊆
( ⋃
σ∈K\Us

Uσ||s| ∩ K
)
∪
( ∞⋃
n=1

Us_n

)
κι αφού ο χώρος (K, TK)

είναι συμπαγής, το παραπάνω κάλυμμα έχει πεπερασμένο υποκάλυμμα ⇒ ∃A ⊆
K \ Us πεπερασμένο και F ⊆ N πεπερασμένο ώστε:

K ⊆
( ⋃
σ∈A

Uσ||s| ∩K
)
∪
( ⋃
n∈F

Us_n

)
Αφού για κάθε σ ∈ A είναι Us∩Uσ||s| = ∅, το σύνολο Us αναγκαστικά καλύπτε-

ται από την οικογένεια {Us_n : n ∈ F}. Αυτό, όμως, είναι άτοπο, καθώς για

w ∈ N \ F , το στοιχείο z = (s1, s2, . . . , sk, w, w, . . .) ∈ Us \
( ⋃
n∈F

Us_n

)
.

1.3 Ο χώρος Cantor

Ο χώρος Cantor 2N
ορίζεται ως εξής:

2N = {σ = (σn)n : σn ∈ {0, 1},∀n ∈ N}

δηλαδή αποτελεί το σύνολο όλων των δυαδικών ακολουθιών, εφοδιασμένο με

την τοπολογία γινόμενο.

Από τα προηγούμενα έπεται ότι ο χώρος Cantor είναι ένας πλήρως μετρι-

κοποιήσιμος και διαχωρίσιμος μετρικός χώρος .Επίσης, από το Θεώρημα Ty-
chonoff εύκολα βλέπουμε πως ο 2N

είναι συμπαγής μετρικός χώρος.

Παρατήρηση 1.3.1. Γνωστό από την Ανάλυση είναι το σύνολο Cantor, το

οποίο ορίζεται ως:

C = {x ∈ [0, 1] : x =
∞∑
n=1

xn
3n
, όπου xn = 0 ή 2, ∀n ∈ N}

δηλαδή το σύνολο όλων των αριθμών στο [0,1], των οποίων το τριαδικό ανάπτυγ-

μα αποτελείται μόνο από 0 και 2. Από τοπολογικής σκοπιάς, το C και ο χώρος

2N
ταυτίζονται. Πράγματι, η απεικόνιση f : 2N −→ C με f

(
(σn)n

)
=

∞∑
n=1

2σn
3n

είναι ομοιομορφισμός.
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Θα δείξουμε σε αυτό το σημείο πως ο χώρος Cantor περιέχει υποσύνολο

ομοιομορφικό με το [0, 1] ∩ (R \Q), αποτέλεσμα το οποίο, όπως θα δούμε στο

επόμενο κεφάλαιο, χαρακτηρίζει τη σχέση μεταξύ των χώρων Baire και Cantor.
Πρώτα, χρειαζόμαστε τα ακόλουθα Λήμματα:

Λήμμα 1.3.2. ΄Εστω x ∈ [0, 1] ώστε το x να έχει δύο δυαδικές αναπαραστά-

σεις, έστω x =
∞∑
n=1

an
2n

=
∞∑
n=1

bn
2n

, όπου (an)n 6= (bn)n, an, bn ∈ {0, 1},∀n ∈ N.

Τότε, ∃k ∈ N τέτοιο ώστε:

(i) ai = aj,∀i, j > k

(ii) bi = bj,∀i, j > k

(iii) ai 6= bj,∀i, j > k

Απόδειξη. ΄Εστω n0 = min{n ∈ N : an 6= bn}. Τότε, για n < n0 είναι an = bn,
συνεπώς:

∞∑
n=1

an
2n

=
∞∑
n=1

bn
2n
⇒

∞∑
n=n0

an
2n

=
∞∑

n=n0

bn
2n
.

΄Εστω πως an0 = 1, bn0 = 0.Τότε:

1

2n0
+

∞∑
n=n0+1

an
2n

=
∞∑

n=n0+1

bn
2n

⇒
∞∑

n=n0+1

bn − an
2n

=
1

2n0
=

∞∑
n=n0+1

1

2n

⇒
∞∑

n=n0+1

bn − an − 1

2n
= 0

Θέτουμε cn =
bn − an − 1

2n
,∀n ∈ N. Είναι:

• cn = − 1

2n
, για bn = 0, an = 0

• cn = 0 ,για bn = 1, an = 0

• cn = − 1

2n−1
,για bn = 0, an = 1

• cn = − 1

2n
,για bn = 1, an = 1
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Είναι

∞∑
n=n0+1

cn = 0⇒ an = 0 και bn = 1,∀n > n0 + 1, δηλαδή:
bn = 1,∀n > n0 + 1
an = 0,∀n > n0 + 1
an0 = 1, bn0 = 0

Θέτοντας k = n0 +1, έχουμε το ζητούμενο. Αντίστοιχα εργαζόμαστε στην

περίπτωση που an0 = 0, bn0 = 1.

Λήμμα 1.3.3. ΄Εστω x ∈ [0, 1] ∩ (R \ Q). Τότε το x έχει μοναδική δυαδική

αναπαράσταση.

Απόδειξη. ΄Εστω πως το x έχει παραπάνω από μία δυαδικές αναπαραστάσεις,

δηλαδή x =
∞∑
n=1

an
2n

=
∞∑
n=1

bn
2n

,με (an)n 6= (bn)n, an, bn ∈ {0, 1} ∀n ∈ N. Από

το προηγούμενο Λήμμα, υπάρχει k0 ∈ N ώστε:

(i) ai = aj,∀i, j > k0

(ii) bi = bj,∀i, j > k0

(iii) ai 6= bj,∀i, j > k0

΄Εστω πως an = 0 ∀n > k0. Τότε x =

k0−1∑
n=1

an
2n
∈ Q (ρητές πράξεις), άτοπο!

αφού x ∈ [0, 1] ∩ (R \Q). ΄Αρα, το x έχει μοναδική δυαδική αναπαράσταση.

Είμαστε τώρα σε θέση να αποδείξουμε το προαναφερθέν αποτέλεσμα.

Θεώρημα 1.3.4. Υπάρχει Z ⊆ 2N
ομοιομορφικό με το [0, 1] ∩ (R \Q).

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ [0, 1] ∩ (R \ Q). Τότε, από τα προηγούμενα δύο Λήμ-

ματα, το x έχει μοναδική δυαδική αναπαράσταση, έστω x =
∞∑
n=1

an(x)

2n
, όπου

an(x) ∈ {0, 1}, ∀n ∈ N.
Ορίζουμε απεικόνιση f : [0, 1] ∩ (R \Q) −→ 2N

με:

f(x) = f
( ∞∑
n=1

an(x)

2n

)
=
(
an(x)

)
n
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Η f είναι καλά ορισμένη λόγω της μοναδικότητας της δυαδικής αναπαράστασης

του x. Επιπλέον, μπορούμε να δούμε πως η f είναι 1-1 κι αμφισυνεχής. ΄Αρα, το

σύνολο Z = f
(
[0, 1]∩(R\Q)

)
⊆ 2N

είναι ομοιομορφικό με το [0, 1]∩(R\Q).
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2 Σχήματα Souslin και Χαρακτηρισμοί Κα-

θιερωμένων Μοντέλων

Σε αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιαστούν χαρακτηρισμοί τριών καθιερωμένων

μοντέλων διαχωρίσιμων μετρικών χώρων: των ρητών Q, του χώρου Baire NN

και του χώρου Cantor 2N.
Κύριος σκοπός μας είναι η διατύπωση και απόδειξη αποτελεσμάτων για τα

μοντέλα αυτά, που αφορούν:

• Τοπολογικούς Χαρακτηρισμούς

• Καθολικότητα

• Οικογένειες Χώρων που αποτελούν Συνεχείς Εικόνες των Μοντέλων

• Εμφυτεύσεις σε άλλους Χώρους

Τα περισσότερα αποτελέσματα αυτού του Κεφαλαίου βασίζονται στην έννοια

των Σχημάτων Souslin, με τον ορισμό των οποίων και θα ξεκινήσουμε.

2.1 Σχήματα Souslin

Ορισμός 2.1.1. ΄Εστω (X, T ) τοπολογικός χώρος.

(i) Σχήμα Souslin στον X καλείται μία απεικόνιση A : N<N −→ P(X)

(ii) Αν A ένα σχήμα Souslin στον X, τότε ορίζεται η πράξη Souslin S
στο Α ως εξής:

S(A) =
⋃
σ∈NN

∞⋂
n=1

A(σ|n)

(iii) Αν A ένα σχήμα Souslin στον X, το A καλείται ανοικτό (αντ. κλει-

στό) αν το σύνολο A(s) είναι ανοικτό (αντ. κλειστό) υποσύνολο του

X,∀s ∈ N<N.

Θα χρησιμοποιήσουμε τα σχήματα Souslin προκειμένου να κατασκευάσουμε

συνεχείς συναρτήσεις απο το NN
(ή υποσύνολά του) σε δεδομένους μετρικο-

ποιήσιμους τοπολογικούς χώρους. Η κατασκευή αυτή έχει ως εξής:

΄Εστω (X, T ) μετρικοποιήσιμος τοπολογικός χώρος, d μία μετρική επί του

X συμβατή με την τοπολογία T κι έστω A ένα σχήμα Souslin στον X. Λέμε

ότι το A ικανοποιεί την συνθήκη διαμέτρου αν:
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lim
n→+∞

diam A(σ|n) = 0, ∀σ ∈ N<N

Αν η συνθήκη διαμέτρου ικανοποιείται, τότε το σύνολο

∞⋂
n=1

A(σ|n) περιέχει το

πολύ ένα σημείο. Ως εκ τούτου, θέτοντας:

Z = {σ ∈ NN :
∞⋂
n=1

A(σ|n) 6= ∅}

μπορούμε να ορίσουμε μία συνάρτηση φ : Z −→ X με:

{φ(σ)} =
∞⋂
n=1

A(σ|n), ∀σ ∈ Z

Η συνάρτηση φ καλείται ως η συνάρτηση που επάγεται από το Α.

Η Πρόταση που ακολουθεί θα αποτελέσει τη βάση του παρόντος Κεφαλαί-

ου, καθώς χαρακτηρίζει, μέσω των ιδιοτήτων του χώρου NN
που παρουσιάστη-

καν στα προηγούμενα, τόσο τα τοπολογικά γνωρίσματα του Z, όσο κι όλες

τις ’καλές ’ ιδιότητες που θέλουμε να έχει η φ.

Πρόταση 2.1.2. ΄Εστω (X, T ) μετρικοποιήσιμος τοπολογικός χώρος, d μία

συμβατή μετρική επί του X, A : N<N −→ P(X) ένα σχήμα Souslin που

ικανοποιεί την συνθήκη διαμέτρου και φ η επαγόμενη συνάρτηση. Ισχύουν τα

παρακάτω:

(i) Η φ είναι συνεχής

(ii) φ(Z) = S(A) =
⋃
σ∈NN

∞⋂
n=1

A(σ|n)

(iii) Αν ο (X, d) είναι πλήρης μετρικός χώρος και το A είναι κλειστό, τότε το

Z είναι κλειστό υποσύνολο του NN

(iv) Αν

k⋂
n=1

A(σ|n) 6= ∅ και A(σ|k) ⊆
∞⋃
q=1

A
(
(σ|k) _ q

)
, ∀σ|k ∈ N<N

, τότε το

Z είναι πυκνό υποσύνολο του NN

(v) Αν το A είναι ανοικτό και A(σ|n) ⊆
∞⋃
q=1

A
(
(σ|n) _ q

)
, ∀σ|n ∈ N<N

, τότε

η φ : Z −→ φ(Z) είναι ανοικτή απεικόνιση
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(vi) Αν

( ∞⋂
n=1

A(σ|n)
)⋂( ∞⋂

n=1

A(τ |n)
)

= ∅, ∀σ, τ ∈ NN
με σ 6= τ , τότε η φ

είναι 1-1

(vii) Αν το A είναι ανοικτό κι η οικογένεια {A
(
(σ|n) _ q

)
: q ∈ N} απο-

τελείται από ξένα ανά δύο υποσύνολα του A(σ|n) ∀σ|n ∈ N<N
, τότε η

φ : Z −→ φ(Z) είναι ομοιομορφισμός

(viii) Αν A(∅) = X κι η οικογένεια {A
(
(σ|n) _ q

)
: q ∈ N} αποτελεί κάλυμμα

του A(σ|n),∀σ|n ∈ N<N, τότε φ(Z) = X

Απόδειξη. (i) ΄Εστω x ∈ X,ε> 0. Αρκεί να δείξουμε ότι φ−1
(
S(x,ε)

)
είναι

ανοικτό υποσύνολο του Ζ. Αν φ−1
(
S(x,ε)

)
= ∅ το αποτέλεσμα είναι άμεσο.

΄Εστω, λοιπόν, πως φ−1
(
S(x,ε)

)
6= ∅ κι έστω σ ∈ φ−1

(
S(x,ε)

)
⇒ {φ(σ)} =

∞⋂
n=1

A(σ|n) ⊆ S(x,ε). Αφού diamA(σ|n)→ 0, ∃nσ ∈ N ώστε :

diamA(σ|nσ) <
ε− d(x, φ(σ))

2
⇒ A(σ|nσ) ⊆ S(x,ε)

Θεωρούμε το σύνολο Uσ|nσ ∩Z το οποίο είναι ανοικτό στο Z. Θα δείξουμε ότι

Uσ|nσ ∩ Z ⊆ φ−1
(
S(x,ε)

)
. Πράγματι, αν τ ∈ Uσ|nσ ∩ Z τότε:

τ |nσ = σ|nσ και

∞⋂
n=1

A(τ |n) 6= ∅

⇒ A(σ|nσ) = A(τ |nσ)

⇒
∞⋂
n=1

A(τ |n) ⊆ A(τ |nσ) ⊆ S(x,ε)

⇒ φ−1
( ∞⋂
n=1

A(τ |n)
)

= φ−1
(
{φ(τ)}

)
⊆ φ−1

(
S(x,ε)

)
⇒ τ ∈ φ−1

(
S(x,ε)

)
Παρατηρούμε ότι φ−1

(
S(x,ε)

)
=

⋃
σ∈φ−1(S(x,ε))

Uσ|nσ ∩ Z ∈ TZ κι άρα η φ είναι

συνεχής.

(ii)Αν σ ∈ Z,τότε {φ(σ)} =
∞⋂
n=1

A(σ|n) ⊆ φ(Z)⇒ φ(σ) ∈
⋃
σ∈NN

∞⋂
n=1

A(σ|n)
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Αν x ∈
⋃
σ∈NN

∞⋂
n=1

A(σ|n)⇒ x ∈
∞⋂
n=1

A(σ0|n) = {φ(σ0)}, για κάποιο σ0 ∈ NN

κι άρα αναγκαστικά x = φ(σ0)⇒ x ∈ φ(Z)

(iii) Θα δείξουμε ότι Z = Z. ΄Εστω σ0 οριακό σημείο του Z. Τότε, υπάρχει

(σn)n ⊆ Z με σn → σ0 ⇔ ∀U ∈ TZ με σ0 ∈ U,∃n0 ∈ N ώστε ∀n > n0 να

ισχύει σn ∈ U.
Εξετάζουμε την ακολουθία (φ(σn))n. Αρχικά, παρατηρούμε ότι για k ∈

N,∃nk ∈ N ώστε ∀n > nk : φ(σn) ∈ A(σ0|k).
Πράγματι,έστω k ∈ N. Τότε, αφού σ0 ∈ Uσ0|k και σn → σ0,∃nk ∈ N ώστε

∀n > nk να ισχύει σn ∈ Uσ0|k ⇒ σ0|k = σn|k, ∀n > nk.΄Αρα:

A(σn|k) = A(σ0|k),∀n > nk

⇒ {φ(σn)} =
∞⋂
q=1

A(σn|q) ⊆ A(σ0|k),∀n > nk

⇒ φ(σn) ∈ A(σ0|k), ∀n > nk

Θα δείξουμε ότι η
(
φ(σn)

)
n
είναι ακολουθία Cauchy στον X.΄Εστω ε> 0.Κατ΄

αρχάς,∃n0 ∈ N ώστε diamA(σ0|n0) <
ε

2
.Επίσης,∃n1 ∈ N ώστε φ(σn) ∈ A(σ0|n0),

∀n > n1.΄Αρα,για n,m > n1 είναι:

d
(
φ(σn), φ(σm)

)
6 diamA(σ0|n0

) < ε

δηλαδή η
(
φ(σn)

)
n
είναι ακολουθία Cauchy .

΄Εστω,τώρα,k ∈ N.΄Οπως πριν,∃nk ∈ N ώστε φ(σn) ∈ A(σ0|k), ∀n > nk.
Αφού ο (X, d) είναι πλήρης και το A(σ0|k) είναι εξ΄ υποθέσεως κλειστό, έπεται

πως ο χώρος
(
A(σ0|k), d |A(σ0|k)

)
είναι πλήρης μετρικός χώρος κι άρα η ακολου-

θία
(
φ(σn)

)
n>nk

συγκλίνει σε στοιχείο του A(σ0|k)⇒ lim
n
φ(σn) ∈ A(σ0|k). ΄Ο-

μως, αφού αυτό συμβαίνει για κάθε k ∈ N,έχουμε ότι lim
n
φ(σn) ∈

∞⋂
n=1

A(σ0|n).Η

φ είναι συνεχής, άρα φ(σn)→ φ(σ0)⇔ lim
n
φ(σn) = φ(σ0) ,συνεπώς:

{φ(σ0)} =
∞⋂
n=1

A(σ0|n) 6= ∅ ⇒ σ0 ∈ Z

Πριν προχωρήσουμε στην απόδειξη των υπολοίπων, θα δείξουμε το ακόλου-

θο αποτέλεσμα, από το οποίο τα (iv),(v) ακολουθούν άμεσα.

Αν το A ικανοποιεί τη σχέση A(σ|n) ⊆
∞⋃
q=1

A
(
(σ|n) _ q

)
,∀σ|n ∈ N<N,τότε

για s = (s1, . . . , sk) ∈ N<N
είναι:
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φ(Z ∩ Us) =
k⋂
j=1

A(s|j)

΄Εστω x ∈ φ(Z ∩ Us). Τότε ∃τ ∈ Z ∩ Us ώστε x = φ(τ) ⇒ s v τ

και {φ(τ)} =
∞⋂
n=1

A(τn) 6= ∅ ⇒ A(τ |j) = A(s|j),∀j = 1, . . . , k ⇒ x =

φ(τ) ∈
k⋂
j=1

A(s|j)

΄Εστω,τώρα,x ∈
k⋂
j=1

A(s|j) ⇒ x ∈ A(s|j),∀j = 1, . . . , k. Θα κατασκευά-

σουμε επαγωγικά μία ακολουθία τ = (τn)n ∈ NN
με s v τ και

∞⋂
n=1

A(τ |n) = {x}.

Τότε, θα είναι φ(τ) = x και τ ∈ Z ∩ Us ⇒ x ∈ φ
(
Z ∩ Us

)
Για j = 1, . . . , k θέτουμε τj = sj. Από την υπόθεση είναιA(s) ⊆

∞⋃
q=1

A(s _ q)

κι αφού x ∈
k⋂
j=1

A(s|j) έπεται πως ∃q1 ∈ N ώστε x ∈ A(s _ q1).Θέτουμε

τk+1 = q1. ΄Εστω πως για w ∈ N έχουν επιλεγεί q1, . . . , qw ∈ N με τις κατάλ-

ληλες ιδιότητες. ΄Οπως πριν, είναι:

A
(
s _ q1 _ . . . _ qw

)
⊆
∞⋃
q=1

A
(
s _ q1 _ . . . _ qw _ q

)
κι άρα ∃qw+1 ∈ N ώστε x ∈ A

(
s _ q1 _ . . . _ qw+1

)
. Θέτουμε τw+1 = qw+1

Τελικώς, η ακολουθία τ = (τn)n μας δίνει το ζητούμενο.

(iv) Για να δείξουμε ότι το Z είναι πυκνό υποσύνολο του NN
αρκεί να

δείξουμε ότι για κάθε s ∈ N<N
είναι Us ∩ Z 6= ∅. Πράγματι, για s ∈ N<N

είναι,

όπως δείξαμε, φ(Us∩Z) =
k⋂
j=1

A(s|j). ΄Αφου υποθέτουμε πως

k⋂
j=1

A(s|j) 6= ∅ ⇒

∃x ∈ φ(Us ∩ Z)⇒ ∃σ ∈ NN
με φ(σ) = x⇒ σ ∈ Us ∩ Z

(v) ΄Εστω V ⊆ Z ανοικτό⇒ V =
⋃
s∈K

(
Us∩Z

)
για κάποιο K ⊆ N<N, συνε-

πώς αρκεί να δείξουμε ότι για s ∈ K,το φ(Us∩Z) είναι ανοικτό υποσύνολο του

X. ΄Ομως, φ(Us∩Z) =
k⋂
j=1

A(s|j) κι αφού το A ανοικτό σχήμα Souslin,έχουμε
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το ζητούμενο.

(vi) ΄Εστω σ, τ ∈ NN
με σ 6= τ. Τότε, είναι:( ∞⋂

n=1

A(σ|n)
)⋂( ∞⋂

n=1

A(τ |n)
)

= ∅ ⇒ {φ(σ)} ∩ {φ(τ)} = ∅ ⇒ φ(σ) 6= φ(τ)

κι άρα η φ είναι 1-1.

(vii) Θα δείξουμε ότι η φ : Z → φ(Z) είναι 1-1,συνεχής κι ανοικτή.Η

συνέχεια της φ έπεται από το (i) της παρούσης Πρότασης.

Η φ είναι 1-1

΄Εστω σ, τ ∈ NN
με σ 6= τ κι έστω,προς εις άτοπον απαγωγή,πως φ(σ) = φ(τ).

Τότε

⋂
n

A(σ|n) =
⋂
n

A(τ |n) = {x},για κάποιο x ∈ X ⇔ x ∈ A(σ|n) ∩

A(τ |n),∀n ∈ N.

΄Εστω n0 ο μικρότερος φυσικός αριθμός ώστε σn 6= τn.Τότε A(σ|j) =
A(τ |j),∀j = 1, . . . , n0 − 1. ΄Ομως, απο υπόθεση τα σύνολα A(σ|n0

), A(τ |n0
)

αποτελούν ξένα ανά δύο υποσύνολα του A(σ|n0−1) , άτοπο! αφού υποθέσαμε

πως x ∈ A(σ|n0
) ∩ A(τ |n0

) . ΄Αρα, η φ είναι 1-1.

Η φ : Z → φ(Z) είναι ανοικτή απεικόνιση

΄Εστω (xn)n ⊆ φ(Z) και x0 ∈ φ(Z) ώστε xn → x0. Τότε, υπάρχουν

(σn)n ⊆ NN
και σ0 ∈ NN

ώστε x0 = φ(σ0), xn = φ(σn),∀n ∈ N. Θα δείξουμε

ότι (σn)→ σ0.
΄Εστω s = (s1, . . . , sk) ∈ N<N

ώστε σ0 ∈ Us ⇔ σ0|k = s. Αναζητούμε

n0 ∈ N ώστε για κάθε n > n0 να ισχύει ότι σn ∈ Us. Εξετάζουμε το σύνολο

A(σ0|k), το οποίο είναι ανοικτό στον X. Αφού φ(σn)→ φ(σ0) υπάρχει n0 ∈ N
ώστε για κάθε n > n0 να είναι φ(σn) ∈ A(σ0|k). Τότε, φ(σn) ∈ A(σ0|i),
∀i = 1, . . . , k,∀n > n0.

Πράγματι, έστω πως υπάρχουν w > n0 και j ∈ {1, . . . , k} ώστε

φ(σw) 6∈ A(σ0|j). ΄Ομως, φ(σw) ∈ A(σ0|k) κι αφού j 6 k από την υπόθεση

έπεται ότι:

φ(σw) ∈ A(σ0|k) ⊆ A(σ0|j)

το οποίο είναι φανερά άτοπο.

΄Εστω, τώρα, n > n0 κι έστω πως υπάρχει j ∈ {1, . . . , k} ώστε σn(j) 6= s(j).
΄Ομως, τότε θα είναι A(σn|j) ∩ A(s|j) = ∅ (από υπόθεση) κι αφού A(σn|j) ⊆
A(σn|k) συνεπάγεται πως φ(σn) 6∈ A(s|j) = A(σ0|j), άτοπο!

Τελικώς, η φ θα είναι ανοικτή απεικόνιση.

(viii) ΄Εστω x ∈ X. Θα βρούμε μία ακολουθία σ = (σn)n ∈ NN
ώστε

φ(σ) = x. Αφού η οικογένεια {A({q}) : q ∈ N} αποτελεί κάλυμμα του X,
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υπάρχει q1 ∈ N ώστε x ∈ A({q1}). Θέτουμε σ1 = q1. ΄Εστω πως για k ∈ N,

τα σ1, . . . , σk έχουν οριστεί. Τότε, εφ΄ όσον το σύνολο A
(
(σ1, . . . , σk)

)
καλύ-

πεται από την οικογένεια {A
(
(σ1, . . . , σk) _ q

)
: q ∈ N}, έπεται πως υπάρχει

qk+1 ∈ N ώστε x ∈ A
(
(σ1, . . . , σk, qk+1)

)
. Θέτοντας σk+1 = qk+1, έχουμε το

ζητούμενο.

2.2 Χαρακτηρισμοί Τοπολογικών Χώρων Μηδενι-

κής Διάστασης

Είμαστε πλέον σε θέση να περάσουμε στα πρώτα Θεωρήμα χαρακτηρισμού,τα

οποία αφορούν τοπολογικούς χώρους μηδενικής διάστασης.

Ορισμός 2.2.1. ΄Εστω (X, T ) τοπολογικός χώρος.Ο (X, T ) καλείται μη-

δενικής διάστασης αν έχει μία βάση για την T από clopen σύνολα.

Τα Θεωρήματα αυτά αφορούν κυρίως την εμφυτευσιμότητα των μηδενοδιά-

στατων χώρων στον NN
,με κυριότερο εξ΄ αυτών το Θεώρημα των Alexandrov-

Urysohn το οποίο χαρακτηρίζει πλήρως τα τοπολογικά χαρακτηριστικά του NN.
Ξεκινάμε με το ακόλουθο Λήμμα από τη Θεωρία Μετρικών Χώρων:

Λήμμα 2.2.2. ΄Εστω (X, d) μετρικός χώρος και B = {Bi}i∈I μία βάση

περιοχών του X.΄Εστω, επίσης, ε > 0. Τότε, η οικογένεια Bε = {B ∈ B :
diamB 6ε} αποτελεί βάση περιοχών του X.

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε i0 ∈ I,το σύνολο Bi0 γράφεται ως

ένωση στοιχείων της Bε.
΄Εστω i0 ∈ I, x ∈ Bi0 . Τότε, υπάρχει εx > 0 ώστε S(x, εx) ⊆ Bi0 . Θέτουμε

εx = min{εx,
ε

5
}. Είναι:

Bi0 =
⋃
x∈Bi0

S(x, εx)

΄Εστω z ∈ Bi0 .Εφ΄ όσον η B είναι βάση περιοχών του X,υπάρχει Kz ⊆ I ώστε

S(z, εz) =
⋃
i∈Kz

Bi.Τότε,για i ∈ Kz είναι :

Bi ⊆ S(z, εz)⇒ diamBi 6 diamS(z, εz)⇒ diamBi 6 ε⇒ Bi ∈ Bε

΄Αρα Bi0 =
⋃
z∈Bi0

( ⋃
i∈Kz

Bi

)
, δηλαδή έχουμε το ζητούμενο.
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Θεώρημα 2.2.3. ΄Εστω (X, T ) μηδενικής διάστασης, διαχωρίσιμος και με-

τρικοποιήσιμος τοπολογικός χώρος. Τότε, ο X είναι ομοιομορφικός με ένα

υποσύνολο του NN. Αν, επιπλέον, ο (X, T ) είναι πλήρως μετρικοποιήσιμος,

τότε ο X είναι ομοιομορφικός με ένα κλειστό υποσύνολο του NN.

Απόδειξη. Θα κατασκευάσουμε ένα σχήμα Souslin A : N<N → P(X) ώστε να

ικανοποιούνται τα παρακάτω:

(α) A(∅) = X

(β) Η οικογένεια {A
(
(σ|n) _ q

)
: q ∈ N} αποτελεί διαμέριση τουA(σ|n),∀σ|n ∈ N<N

(γ) Το σύνολο A(σ|n) είναι clopen ,∀σ|n ∈ N<N

(δ) diamA(σ|n) 6
1

2n+1
,∀σ|n ∈ N<N

Δοθέντος του παραπάνω σχήματος Souslin,έχουμε το ζητούμενο.Πράγματι,από

την Πρόταση 2.1.2 (vii) ,η φ : Z → φ(Z) είναι ομοιομορφισμός κι αν,επιπλέον,ο

X είναι πλήρως μετρικοποιήσιμος,από το (iii) της ίδιας Πρότασης,το Z θα είναι

κλειστό.Τέλος, από τα (α), (β) εύκολα βλέπουμε ότι φ(Z) = X.
Η κατασκευή έχει ως εξής:

Επιλέγουμε αρχικά d μία συμβατή μετρική επί του X κι ορίζουμε A(∅) = X.

΄Εστω B = (Bn)n μία αριθμήσιμη βάση περιοχών του X από clopen σύνολα

ώστε diamBn 6
1

4
, ∀n ∈ N. Θέτουμε G1

1 = B1, Gn
1 = Bn \

n−1⋃
k=1

Bk.Τότε η

οικογένεια (Gn
1)n αποτελείται από ξένα ανά δύο, clopen υποσύνολα του X με

diamGn
1 6

1

4
κι ακόμα ισχύει ότι X =

∞⋃
n=1

Gn
1
.Ορίζουμε:

A({n}) = Gn
1,∀n ∈ N.

΄Εστω πως για k ∈ N τα σύνολα A(σ|k) έχουν οριστεί ∀σ ∈ NN
κι έστω

σ ∈ NN
.΄Εστω,επίσης,{(Bn

′
)n} μία βάση περιοχών του X από clopen σύνολα

με diamBn
′
6

1

2k+1
.Τότε,η οικογένεια {Bn

′ ∩A(σ |k) : n ∈ N} αποτελεί βάση

περιοχών του χώρου
(
A(σ|k), d |A(σ|k)

)
.

(Είναι Bn
′ ∩ A(σ|k) ⊆ X clopen ,∀n ∈ N.)

Θέτουμε:

G1
k+1 = B1

′ ∩A(σ|k) , Gn
k+1 =

(
Bn
′ ∩A(σ|k)

)
\
( n−1⋃
q=1

Bq
′ ∩A(σ|k)

)
, ∀n ∈ N
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Τότε η (Gn
k+1)n αποτελείται από ξένα ανά δύο clopen υποσύνολα του X με

diamGn
k+1 6

1

2k+1
,∀n ∈ N κι επίσης είναι A(σ|k) =

∞⋃
n=1

Gn
k+1.

Ορίζουμε A
(
(σ|k) _ q

)
= Gq

k+1,∀q ∈ N

Τελικώς,τα σύνολα A(σ|n) έχουν οριστεί καλά, ικανοποιώντας τα (α) - (δ)

για κάθε σ|n ∈ N<N
, πράγμα το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη.

Σημείωση. Ενδέχεται ορισμένα από τα σύνολα A(σ|n) που ορίστηκαν στο

προηγούμενο Θεώρημα να είναι κενά. Αυτό, όμως, δεν επηρεάζει την συνέχεια

της απόδειξης.

Προτού διατυπώσουμε κι αποδείξουμε το Θεώρημα Alexandrov-Urysohn,ας
δούμε κάποια βασικά στοιχεία σχετικά με ολικά φραγμένα υποσύνολα μετρικών

χώρων:

Υπενθύμιση 2.2.4. ΄Εστω (X, d) μετρικός χώρος κι A ⊆ X.Το A κα-

λείται ολικά φραγμένο αν ∀ε > 0 υπάρχει F ⊆ A πεπερασμένο ώστε

A ⊆
⋃
x∈F

S(x, ε). Στην περίπτωση που A = X ,ο X καλείται ολικά φραγμένος

μετρικός χώρος.Τέλος, από γνωστό θεώρημα της Θεωρίας Μετρικών Χώρων,

ο X είναι συμπαγής αν και μόνο αν ο X είναι ολικά φραγμένος και πλήρης.

Λήμμα 2.2.5. ΄Εστω (X, d) μετρικός χώρος κι A ⊆ X. Τα επόμενα είναι

ισοδύναμα:

(i) Το A είναι ολικά φραγμένο.

(ii) ∀ε > 0 ∃A1, . . . , An πεπερασμένα το πλήθος ανοικτά υποσύνολα του X

ώστε A ⊆
n⋃
i=1

Ai και diamAi < ε,∀i = 1, . . . , n.

Απόδειξη. (i)⇒(ii) ΄Εστω ε > 0. Για ε
′

=
ε

3
,∃F = {a1, . . . , an} ⊆ A πεπερα-

σμένο ώστε A ⊆
n⋃
i=1

S(xi, ε
′
). Θέτουμε Ai = S(xi, ε

′
).

Τότε το Ai είναι ανοικτό υποσύνολο του X με diamAi < ε,∀i = 1, . . . , n
κι επιπλέον ισχύει:
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A ⊆
n⋃
i=1

Ai

άρα έχουμε το ζητούμενο.

(ii)⇒(i) ΄Εστω ε > 0. Για ε
′

=
ε

3
, υπάρχουν ∃A1, . . . , An πεπερασμένα

το πλήθος ανοικτά υποσύνολα του X με diamAi < ε
′
,∀i = 1, . . . , n ώστε

A ⊆
n⋃
i=1

Ai.Θέτουμε ε = max{diamAi : i = 1, . . . , n}. (Προφανώς, είναι ε < ε)

΄Εστω i ∈ {1, . . . , n}, ai ∈ Ai. Τότε Ai ⊆ S(ai, ε). Πράγματι,αν z ∈ Ai,
είναι d(z, ai) 6 diamAi 6 ε < ε⇒ z ∈ S(ai, ε) ,συνεπώς είναι:

A ⊆
n⋃
i=1

Ai ⊆
n⋃
i=1

S(ai, ε) ⊆
n⋃
i=1

S(ai, ε)

κι άρα θέτοντας F = {a1, . . . , an} έχουμε το ζητούμενο.

Πρόταση 2.2.6. ΄Εστω (X, T ) μηδενικής διάστασης Πολωνικός τοπολογικός

χώρος ώστε:

intK = ∅,∀K ⊆ X συμπαγές

΄Εστω,επίσης,ε > 0. Τότε, ισχύουν τα ακόλουθα:

(i) Ο (X, T ) δεν έχει μεμονομένα σημεία

(ii) Ο (X, T ) είναι υπεραριθμήσιμος.

(iii) Αν U ⊆ (X, T ) clopen, U 6= ∅, τότε υπάρχει ακολουθία (An)n∈N από

ξένα ανά δύο, μη κενά, clopen υποσύνολα του X με diamAn < ε,∀n ∈ N

ώστε U =
∞⋃
n=1

An.

Απόδειξη. Επιλέγουμε αρχικά d μία συμβατή,πλήρη μετρική επί του X.

(i) ΄Εστω πως υπάρχει x ∈ X μεμονομένο σημείο του (X, d). Τότε ,υπάρχει

ε > 0 ώστε S(x, ε) = {x}. Το μονοσύνολο {x} είναι συμπαγές υποσύνολο

του (X, d) κι άρα από την υπόθεση έπεται πως int{x} = ∅, άτοπο! αφού

S(x, ε) ⊆ {x}. ΄Αρα, ο (X, d) δεν έχει μεμονομένα σημεία.

(ii) ΄Εστω πως ο (X, d) είναι πεπερασμένος. Τότε,ο X γράφεται ως:

X = {x1, . . . , xn} =
n⋃
i=1

{xi}
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Θέτουμε F1 = Fn+1 = . . . = {x1}, . . . , Fn = F2n = . . . = {xn}.
Είναι άμεσο πως για κάθε n ∈ N, το σύνολο Fn είναι κλειστό υποσύνολο

του X και πως, επιπλέον, είναι X =
∞⋃
n=1

Fn. Αφού ο (X, d) είναι πλήρης,από το

Θεώρημα Κατηγορίας του Baire έπεται πως υπάρχει n0 ∈ N ώστε intFn0 6= ∅ ⇒
int{x0} 6= ∅, για κάποιο x0 ∈ {x1, . . . , xn} ⇒ x0 μεμονομένο σημείο του (X, d),
άτοπο! από το (i)

Αντίστοιχα,αν ο (X, d) αριθμήσιμος,τότε X =
∞⋃
n=1

{xn} και θέτοντας

Fn = {xn} καταλήγουμε με τον ίδιο ακριβώς τρόπο σε άτοπο.

(iii) ΄Εστω U ⊆ X clopen, U 6= ∅. Παρατηρούμε ότι το U δεν είναι συμπα-

γές υποσύνολο του X. Πράγματι, αν το U ήταν συμπαγές, από την υπόθεση

θα συνεπαγόταν πως intU = ∅. ΄Ομως, ∅ 6= U = intU (αφού U ανοικτό),

άτοπο!.΄Αρα,το U δεν είναι συμπαγές.

Αφού ο (X, d) είναι πλήρης,έπεται πως το U δεν είναι ολικά φραγμένο υ-

ποσύνολο του X.(βλ. Υπενθύμιση 2.2.4). ΄Αρα,από το προηγούμενο Λήμμα

υπάρχει ε0 > 0 ώστε ∀{A1, . . . , An} πεπερασμένη οικογένεια ανοικτών υποσυ-

νόλων του X με diamAi < ε0,∀i = 1, . . . , n να ισχύει ότι:

U ∩
(
X \

n⋃
i=1

Ai
)
6= ∅

(Το ίδιο συμπέρασμα ισχύει και για κάθε ε 6 ε0.)
Εφ΄ όσον ο (X, d) είναι μηδενικής διάστασης και διαχωρίσιμος, ∃(Bn)n μία

αριθμήσιμη βάση περιοχών τουX από clopen σύνολα,με diamBn 6
ε0
2
,∀n ∈ N.

Προφανώς ισχύει ότι U ⊆
∞⋃
n=1

Bn.

Θέτουμε G1 = B1, Gn = Bn \
n−1⋃
k=1

Bk. Τότε είναι

⋃
n

Bn =
⋃
n

Gn = X,

Gn clopen υποσύνολο του X, ∀n ∈ N και diamGn < ε0, ∀n ∈ N.
Θα δείξουμε ότι U∩Gn 6= ∅, για άπειρα το πλήθος n. ΄Εστω,προς εις άτοπον

απαγωγή, πως είναι U ∩Bn 6= ∅ για πεπερασμένα το πλήθος n ∈ N⇒ ∃F ⊆ N
πεπερασμένο ώστε U ∩Gn 6= ∅,∀n ∈ F και U ∩Gn = ∅,∀n ∈ N \ F. Τότε:

U =
⋃
n∈F

(
U ∩Gn

)
το οποίο είναι άτοπο. Συνεπώς, υπάρχει F ⊆ N άπειρο ώστε U =

⋃
n∈F

(
U ∩Gn

)
κι άρα θέτοντας An = U ∩Gn,∀n ∈ F , η απόδειξη ολοκληρώνεται.
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Παρατήρηση 2.2.7. Η παραπάνω πρόταση μας δίνει μία εικόνα της δομής

των μηδενοδιάστατων Πολωνικών χώρων.Το κύριο περιεχόμενό της, όμως, εμ-

περιέχεται στο γεγονός πως μας δίνει συνθήκες υπό της οποίες μπορούμε να

επιλέξουμε άπειρα το πλήθος μη κενά clopen υποσύνολα του X.Υπό αυτές

τις συνθήκες,το Θεώρημα Alexandrov-Urysohn έπεται σχεδόν άμεσα.

Θεώρημα 2.2.8 (Alexandrov-Urysohn). ΄Εστω (X, T ) μηδενικής διά-

στασης Πολωνικός χώρος ώστε:

intK = ∅, ∀K ⊆ X συμπαγές.

Τότε, ο (X, T ) είναι ομοιομορφικός με τον χώρο Baire NN.

Απόδειξη. Θα κατασκευάσουμε σχήμα Souslin A : N<N → P(X) στον X ώστε

να ικανοποιούνται τα παρακάτω:

(α) A(∅) = X

(β) Η οικογένεια {A
(
(σ|n) _ q

)
: q ∈ N} αποτελεί διαμέριση τουA(σ|n),∀σ|n ∈ N<N

(γ) Το σύνολο A(σ|n) είναι clopen ,∀σ|n ∈ N<N

(δ) diamA(σ|n) 6
1

2n+1
,∀σ|n ∈ N<N

(ε) A(σ|n) 6= ∅,∀σ|n ∈ N<N

Δοθέντος του παραπάνω σχήματος Souslin,έχουμε το ζητούμενο.Πράγματι,από

την Πρόταση 2.1.2 (vii) ,η φ : Z → φ(Z) είναι ομοιομορφισμός κι από τα

(iii), (iv) της ίδιας Πρότασης,το Z θα είναι κλειστό και πυκνό υποσύνολο του

NN
, δηλαδή θα είναι Z = NN

. Τέλος, από τα (α), (β) εύκολα βλέπουμε ότι

φ(Z) = X.
Η κατασκευή έχει ως εξής:

Επιλέγουμε αρχικά d μία συμβατή μετρική επί του X κι ορίζουμε A(∅) = X.

Ο X είναι προφανώς clopen, κι άρα από την Πρόταση 2.2.6 υπάρχει (Gn
1)n

ακολουθία ξένων ανά δύο,μη κενών,clopen υποσυνόλων τουX με diamGn
1 <

1

4
ώστε:

X =
∞⋃
n=1

Gn
1
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Ορίζουμε A({n}) = Gn
1, ∀n ∈ N.

΄Εστω πως για k ∈ N, τα σύνολα A(σ|k) έχουν οριστεί για κάθε σ ∈ NN.
΄Εστω, επίσης, σ ∈ NN. Το σύνολο A(σ|k) είναι clopen,μη κενό υποσύνολο

του X, συνεπώς πάλι απο την Πρόταση 2.2.6 υπάρχει αριθμήσιμη οικογένεια

(Gn
k+1)n αποτελούμενη από clopen,μη κενά,ξένα ανά δύο υποσύνολα του X με

diamGn
k+1 <

1

2k+2
,∀n ∈ N ώστε A(σ|k) =

∞⋃
n=1

Gn
k+1.

Θέτοντας A
(
(σ|k) _ q

)
= Gq

k+1,∀q ∈ N, ο επαγωγικός ορισμός της

οικογένειας {A(σ|k) : σ|k ∈ N<N} ολοκληρώνεται ώστε να ικανοποιούνται τα

(α)-(ε) κι άρα ο (X, T ) είναι ομοιομορφικός με τον NN.

΄Εχοντας πλέον στα χέρια μας ως εργαλείο το παραπάνω θεμελιώδες Θε-

ώρημα, μπορούμε να αποδείξουμε ως πορίσματα αυτού κάποια αποτελέσματα

χαρακτηρισμού της ίδιας φύσεως.

Θεώρημα 2.2.9 (Mazurkiewicz). ΄Εστω (X, T ) τοπολογικός χώρος Haus-
dorff και Y ⊆ X ώστε ο χώρος (Y, TY ) να είναι μηδενικής διάστασης Πολω-

νικός χώρος.Αν τα σύνολα Y,X \ Y είναι και τα δύο πυκνά στον X, τότε ο Y
είναι ομοιομορφικός με τον χώρο Baire NN.

Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι:

intK = ∅,∀K ⊆ (Y, TY ) συμπαγές

το οποίο από το Θεώρημα Alexandrov-Urysohn μας δίνει το ζητούμενο.

΄Εστω K ⊆ (Y, TY ) συμπαγές κι έστω πως υπάρχει V ∈ TY ώστε V ⊆ K.
Τότε, V = U ∩Y για κάποιο U ⊆ X ανοικτό κι άρα είναι U ∩Y ⊆ K. Αρχικά,

θα δείξουμε ότι U ⊆ K. ΄Εστω,λοιπόν, πως υπάρχει x ∈ U \ K. Τότε, αφού

ο X είναι Hausdorff,για κάθε y ∈ K, ∃Uxy, Uyx ∈ T με x ∈ Uxy, y ∈ Uyx και

Ux
y ∩ Uyx = ∅. Τότε, η οικογένεια {Uyx ∩ Y : y ∈ K} αποτελεί ένα ανοικτό

κάλυμμα του K κι αφού το K είναι συμπαγές,υπάρχει A ⊆ K πεπερασμένο

ώστε:

K ⊆
⋃
y∈A

Uy
x

ΘέτουμεG =
( ⋂
y∈A

Ux
y
)
∩U. ΤότεG∩K = ∅.Πράγματι, αν υπήρχε x ∈ G∩K ⇒

∃y0 ∈ A ώστε x ∈ Uy0
x. ΄Ομως, x ∈ G ⇒ x ∈

(
Ux

y
)
∩ U ,∀y ∈ A ⇒

x ∈
(
Ux

y0
)
∩ U , άτοπο! αφού

(
Uy0

x
)
∩
(
Ux

y0
)

= ∅.
Αφού το Y είναι πυκνό υποσύνολο του X και G ∈ T , έπεται πως G∩Y 6= ∅

κι άρα υπάρχει z ∈ G ∩ Y . Τότε,αφού G ⊆ U, έχουμε:
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z ∈ G ∩ Y ⊆ U ∩ Y ⊆ K ⇒ z ∈ G ∩K, άτοπο!

Τελικώς, έχουμε ότι U ⊆ K ⊆ Y.
Εφ΄ όσον το σύνολο X\Y είναι πυκνό στον X έχουμε πως U∩

(
X\Y

)
6= ∅,

το οποίο δεν μπορεί να ισχύει, καθώς U ⊆ Y και προφανώς Y ∩
(
X \ Y

)
= ∅.

Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.

Πόρισμα 2.2.10. Ο χώρος
(
[0, 1] ∩ (R \Q), | . |

∣∣
[0,1]∩(R\Q)

)
είναι ομοιομορ-

φικός με τον χώρο Baire NN.

Απόδειξη. Εξετάζουμε τον χώρο
(
[0, 1], | . |

∣∣
[0,1]

)
, ο οποίος είναι προφανώς

Hausdorff. (Στην πραγματικότητα είναι Πολωνικός, αφού το [0, 1] είναι κλειστό
υποσύνολο του R.)

Κατ΄ αρχάς,είναι άμεσο πως τα σύνολα:

[0, 1] ∩ (R \Q) και [0, 1] \
(
[0, 1] ∩ (R \Q)

)
= [0, 1] ∩Q

είναι πυκνά υποσύνολα του χώρου
(
[0, 1], | . |

∣∣
[0,1]

)
.

Τώρα, αν {qn}n είναι μία αρίθμησιμη των ρητών στο [0, 1], τότε εύκολα

βλέπουμε πως:

[0, 1] ∩ (R \Q) =
∞⋂
n=1

(
[0, 1] ∩ (R \ {qn})

)
όπου το σύνολο [0, 1]∩(R\{qn}) είναι ανοικτό υποσύνολο του

(
[0, 1], | . |

∣∣
[0,1]

)
,

∀n ∈ N. Δηλαδή το [0, 1] ∩ (R \ Q) είναι Gδ υποσύνολο του [0, 1] κι άρα από

γνωστό Θεώρημα έπεται ότι ο χώρος
(
[0, 1] ∩ (R \ Q), | . |

∣∣
[0,1]∩(R\Q)

)
είναι

Πολωνικός.

Στη συνέχεια, θέτουμε:

C = {(a, b) ∩ (R \Q) : a < b, a, b ∈ [0, 1] ∩Q}

Θα δείξουμε ότι η οικογένεια C αποτελεί μία βάση περιοχών του [0, 1]∩ (R\Q)
που αποτελείται από clopen σύνολα, δηλαδή ότι ο χώρος αυτός είναι μηδενικής

διάστασης.

Πράγματι, έστω a, b ∈ [0, 1] ∩Q με a < b. Τότε:

(a, b) ∩ (R \Q) = [a, b] ∩ (R \Q)
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αφού τα άκρα του διαστήματος (a, b) είναι ρητοί αριθμοί κι ως εκ τούτου δεν

μπορούν να περιέχονται στο R \Q. ΄Αρα, το (a, b) ∩ (R \Q) είναι clopen στον

[0, 1] ∩ (R \Q).
΄Εστω,τώρα, U ⊆ [0, 1]∩ (R \Q) ανοικτό .Τότε U = V ∩

(
[0, 1]∩ (R \Q)

)
,

όπου V ανοικτό υποσύνολο του [0, 1], το οποίο με τη σειρά του δίνει ότι

V = G ∩ [0, 1], με G ανοικτό υποσύνολο του R. Θα δείξουμε ότι για κάθε

x ∈ U,∃Vx ∈ C ώστε x ∈ Vx ⊆ U. ΄Εστω x ∈ U. Κατ΄ αρχάς, υπάρχει ε > 0
ώστε (x− ε, x+ ε) ⊆ G. Θέτοντας:

ε =
min{|x|, |x− 1|, ε}

2

έχουμε ότι (x − ε, x + ε) ⊆ V = G ∩ [0, 1]. (Το x είναι άρρητος,άρα x 6= 0
και x 6= 1.) Από την πυκνότητα του Q∩ [0, 1] στο [0, 1] έχουμε πως υπάρχουν

q1, q2 ∈ Q ∩ [0, 1] ώστε q1 ∈ (x − ε, x) και q2 ∈ (x, x + ε). Τότε,ορίζοντας

Vx = (q1, q2) ∩ (R \Q) είναι x ∈ Vx ⊆ U κι άρα το έχουμε το ζητούμενο.

Τέλος,η απόδειξη ολοκληρώνεται από το Θεώρημα 2.2.9 .

Παρατήρηση 2.2.11. Στο Θεώρημα 1.3.4 του πρώτου Κεφαλαίου είδαμε πως

ο χώρος Cantor περιέχει ένα υποσύνολο ομοιομορφικό με το [0, 1] ∩ (R \ Q).
Αυτό, σε συνδυασμό με το προηγούμενο Πόρισμα δίνει ότι ο χώρος Cantor
2N
περιέχει υποσύνολο ομοιομορφικό με το NN

. Το γεγονός αυτό

χαρακτηρίζει τη σχέση μεταξύ των δύο αυτών χώρων.

Μπρόυμε να γενικεύσουμε, υπό μία έννοια, το αποτέλεσμα του Πορίσματος

2.2.10 στο πλαίσιο του συνόλου των πραγματικών αριθμών, ως εξής:

Πόρισμα 2.2.12. ΄Εστω A ⊆ R ώστε ο χώρος (A, | . |
∣∣
A

) να είναι Πολω-

νικός. Αν τα σύνολα A,R \ A είναι και τα δύο πυκνά στο R, τότε το A είναι

ομοιομορφικό με το NN.

Απόδειξη. Από το Θεώρημα 2.2.9 αρκεί να δείξουμε ότι ο χώρος (A, | . |
∣∣
A

) εί-

ναι μηδενικής διάστασης.΄Ομως, όπως ακριβώς και στην απόδειξη της Πρότασης

2.2.10 μπορεί κανείς να δείξει ότι η οικογένεια:

{(a, b) ∩ A : a, b ∈ R \ A}

αποτελεί μία βάση περιοχών του (A, | . |
∣∣
A

) από clopen σύνολα κι άρα είναι

μηδενικής διάστασης.
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Πόρισμα 2.2.13. Οι χώροι:

(R \Q), (R \Q)(n) για n > 1, (R \Q)N, NN, (NN)
N

είναι όλοι ομοιομορφικοί.

Απόδειξη. Κατ΄ αρχάς, από το προηγούμενο Πόρισμα είναι άμεσο πως οι χώροι

(R \Q) και NN
είναι ομοιομορφικοί. Αυτό έχει ως άμεση συνέπεια το γεγονός

ότι οι χώροι:

(R \Q)N, NN
και (NN)

N

είναι ομοιομορφικοί.

Πράγματι, αν f : (R\Q)→ NN
είναι ομοιομορφισμός, τότε εύκολα μπορούμε

να δούμε πως η απεικόνιση g : (R \Q)N → (NN)
N
με:

g
(
(xn)n

)
=
(
f(xn)

)
n

είναι επίσης ομοιομορφισμός. ΄Ομως, από την Πρόταση 1.1.10 έπεται ότι οι

χώροι NN
και (NN)

N
είναι ομοιομορφικοί κι άρα όλοι οι παραπάνω χώροι είναι

ομοιομορφικοί.

Ανάλογα εργαζόμαστε για να δείξουμε τον ομοιομορφισμό μεταξύ των χώ-

ρων (R \Q)(n),NN.

Στρέφουμε τώρα την προσοχή μας στο σύνολο Q των ρητών,εφοδιασμένο

με την επαγόμενη τοπολογία της συνήθους μετρικής του R. Θα διατυπώσουμε

δύο ενδιαφέροντα θεωρήματα αναφορικά με το Q, το οποία χαρακτηρίζουν την

καθολικότητά του σε σχέση με όλους τους αριθμήσιμους,μετρικοποιήσιμους

χώρους. Για αρχή, θα παραθέσουμε χωρίς απόδειξη το παρακάτω αποτέλεσμα

του Cantor :

Θεώρημα 2.2.14 (Cantor). ΄Εστω I ένα ανοικτό διάστημα του R. Αν A
είναι ένα αριθμήσιμο, πυκνό υποσύνολο του I, τότε το Α είναι ομοιομορφικό με

το Q.

Πρόταση 2.2.15. ΄Εστω (X, T ) αριθμήσιμος, μετρικοποιήσιμος τοπολογι-

κός χώρος χωρίς μεμονομένα σημεία.΄Εστω, επίσης, A ⊆ X μη κενό, clopen
και ε > 0. Τότε, υπάρχει ακολουθία (An)n ξένων ανά δύο, μη κενών, clopen,
άπειρων υποσυνόλων του X με diamAn 6 ε,∀n ∈ N ώστε:

A =
∞⋃
n=1

An
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Απόδειξη. Αρχικά, επιλέγουμε d μία συμβατή μετρική επί τουX κι έστωX = (xn)n
μία αρίθμηση του X. Παρατηρούμε πως το A θα είναι απαραίτητα άπειρο σύνο-

λο.

Αν το A είναι πεπερασμένο, τότε A = {a1, . . . , an}, για κάποιο n ∈ N. ΄Ε-

στω i ∈ {1, . . . , n}. Τότε, αφού A ανοικτό, υπάρχει ε0 > 0 ώστε S(xi, ε0) ⊆ A.

Για ε0
′

=
min{ε0, d(ai, aj) : j 6= i}

2
έχουμε ότι S(xi, ε0

′
) = {xi}, άτοπο! αφού

ο X δν έχει μεμονομένα σημεία.

΄Αρα, το A είναι άπειρο (αναγκαστικά αριθμήσιμο, αφού ο X αριθμήσιμος)

σύνολο, δηλαδή A = (an)n. Ξεκινώντας με το a1, θα βρούμε A1 ( A ώστε A1

clopen υποσύνολο του X, a1 ∈ A1 και diamA1 6 ε.
Αφού το A ανοικτό υποσύνολο του X, υπάρχει ε1 > 0 ώστε S(a1, ε1) ⊆ A.

Για τυχόν ε > 0 είναι S(a1, ε) \ {a1} 6= ∅, αφού ο X δεν έχει μεμονομένα

σημεία. Θέτουμε:

C = {d(a1, xn) : n ∈ N, xn 6= a1}

κι επιλέγουμε ε1 > 0 ώστε να ικανοποιούνται τα παρακάτω:

(α) ε1 6 ε

(β) ε1 6 ε1

(γ) ε1 6 d(a1, an0), για κάποιο n0 ∈ N

(δ) ε1 6= c, ∀c ∈ C

Η επιλογή αυτή είναι δυνατή, καθώς η C είναι αριθμήσιμη.

Τότε, το σύνολο S(a1, ε1) είναι clopen υποσύνολο του X, αφού το σύνορό

του είναι το κενό (λόγω της ιδιότητας (δ) ). Θέτοντας A1 = S(a1, ε1), είναι

a1 ∈ S(a1, ε1), A1 ( A, A1 απειροσύνολο και diamA1 6 ε.
Το σύνολο A \ A1 = A ∩ A1

c
είναι επίσης clopen στον X. Θέτουμε

k = min{n ∈ N : an 6∈ A1} και με τον ίδιο ακριβώς τρόπο βρίσκουμε A2

ένα clopen υποσύνολο του X ώστε ak ∈ A2, A2 ( A \ A1, diamA2 6 ε και το

A2 απειροσύνολο.

Συνεχίζοντας επαγωγικά τη διαδικασία αυτή,λαμβάνουμε τη ζητούμενη α-

κολουθία υποσυνόλων του X.

Φτάνουμε, λοιπόν, στο εξής Θεώρημα:

Θεώρημα 2.2.16 (Sierpinski). ΄Εστω (X, T ) ένας αριθμήσιμος, μετρι-

κοποιήσιμος τοπολογικός χώρος χωρίς μεμονομένα σημεία. Τότε, ο X είναι

ομοιομορφικός με το Q.
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Απόδειξη. Θα κατασκευάσουμε ένα σχήμα Souslin A : N<N → P(X) στο X
ώστε να ικανοποιούνται τα κάτωθι:

(α) A(∅) = X

(β) Η οικογένεια {A
(
(σ|n) _ q

)
: q ∈ N} αποτελεί διαμέριση τουA(σ|n),∀σ|n ∈ N<N

(γ) Το σύνολο A(σ|n) είναι clopen ,∀σ|n ∈ N<N

(δ) diamA(σ|n) 6
1

2n+1
,∀σ|n ∈ N<N

(ε) A(σ|n) 6= ∅,∀σ|n ∈ N<N

Δοθέντος του παραπάνω σχήματος Souslin , έχουμε τα εξής: Οι ιδιότητες

(β), (γ) επάγουν το (vii) της Πρότασης 2.1.2, δηλαδή η επαγόμενη συνάρτηση

φ θα είναι ομοιομορφισμός, ενώ οι ιδιότητες (β), (ε) επάγουν την (iv) της

ίδιας Πρότασης, δηλαδή το Z θα είναι πυκνό υποσύνολο του NN. Τέλος, η (δ)

εξασφαλίζει την συνθήκη διαμέτρου και οι (α),(β) το γεγονός πως φ(Z) = X.
Δηλαδή ο X είναι ομοιομορφικός με ένα αριθμήσιμο, πυκνό υποσύνολο του

NN. ΄Ομως, όπως είδαμε, το NN
είναι ομοιομορφικό με το R\Q, συνεπώς εύκολα

βλέπουμε πως ο X θα είναι ομοιομορφικός με ένα πυκνό,αριθμήσιμο υποσύνολο

του R. (Πράγματι, αφού το R\Q είναι πυκνό στο R κι ο X είναι ομοιομορφικός

με ένα πυκνό υποσύνολο του R \ Q, έπεται πως το υποσύνολο αυτό θα είναι

επίσης πυκνό στο R κι άρα οX θα είναι ομοιομορφικός με ένα πυκνό,αριθμήσιμο

υποσύνολο του R.) Τότε, το Θεώρημα 2.2.14 για I = R μας δίνει ότι ο X θα

είναι ομοιομορφικός με το Q.
Η κατασκευή του σχήματος Souslin έχει ως εξής:

Αρχικά, ορίζουμε A(∅) = X. Ο X είναι προφανώς clopen, συνεπώς από

την προηγούμενη Πρόταση, υπάρχει (Gn
1)n ακολουθία ξένων ανά 2, μη κενών,

clopen υποσυνόλων του X με diamGn
1 6

1

4
,∀n ∈ N ώστε:

X =
∞⋃
n=1

Gn
1

Ορίζουμε A({n}) = Gn
1, ∀n ∈ N.

΄Εστω πως για k ∈ N, τα σύνολα A(σ|k) έχουν οριστεί για κάθε σ ∈ NN
κι

έστω σ ∈ NN. Το σύνολο A(σ|k) είναι μη κενό, clopen υποσύνολο του X κι

άρα πάλι απο την προηγούμενη Πρόταση, υπάρχει (Gn
k+1)n ακολουθία ξένων

ανά δύο, μη κενών, clopen υποσυνόλων του X με diamGn
k+1 6

1

2k+2
,∀n ∈ N

ώστε:
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A(σ|k) =
∞⋃
n=1

Gn
k+1

Ορίζοντας A
(
σ|k) _ q

)
= Gq

k+1, ∀q ∈ N, ο επαγωγικός ορισμός της οικογέ-

νειας {A(σ|k) : σ|k ∈ N<N} ολοκληρώνεται κι άρα έχουμε το ζητούμενο.

Πόρισμα 2.2.17. Οι χώροι

Q, Q(n)
για n > 1

είναι ομοιομορφικοί.

Απόδειξη. ΄Εστω n ∈ N. Κατ΄ αρχάς, ο χώρος Q(n)
είναι αριθμήσιμος, ως

πεπερασμένο γινόμενο αριθμήσιμων συνόλων. Επιπλέον, ο Q(n)
δεν έχει με-

μονομένα σημεία. Πράγματι, αν z = (z1, . . . , zn) μεμονομένο σημείο του Q(n)
,

υπάρχει U βασικό ανοικτό του Q(n)
ώστε {z} = U. Τότε, U =

n∏
i=1

Ui, ό-

που Ui ανοικτό υποσύνολο του Q,∀i ∈ {1, . . . , n}. Αυτό συνεπάγεται πως

{zi} = Ui, ∀i ∈ {1, . . . , n}, δηλαδή τα zi, i = 1, . . . , n είναι μεμονομένα σημεία

του Q, άτοπο! αφού το Q δεν έχει μεμονομένα σημεία.

΄Αρα, οι χώροι Q και Q(n)
είναι ομοιομορφικοί με βάση το προηγούμενο

Θεώρημα.

Στην πραγματικότητα, μπορούμε να αποδείξουμε ένα αποτέλεσμα εξ΄ ίσου

ισχυρό με το Θεώρημα 2.2.16. Στο Θεώρημα αυτό χαρακτηρίστηκαν όλοι οι α-

ριθμήσιμοι,μετρικοποιήσιμοι χώροι χωρίς μεμονομένα σημεία.Αν ένας τέτοιος

χώρος περιέχει μεμονομένα σημεία, με βάση την κατασκευή της Πρότασης

2.2.15,μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα σχήμα Souslin στον χώρο αυτό ώ-

στε να ικανοποιούνται τα παρακάτω:

(α) A(∅) = X

(β) Η οικογένεια {A
(
(σ|n) _ q

)
: q ∈ N} αποτελεί διαμέριση τουA(σ|n),∀σ|n ∈ N<N

(γ) Το σύνολο A(σ|n) είναι clopen ,∀σ|n ∈ N<N

(δ) diamA(σ|n) 6
1

2n+1
,∀σ|n ∈ N<N

Το πρόβλημα έγκειται στο γεγονός πως δεν μπορούμε να εξασφαλίσουμε πως

θα είναι A(σ|n) 6= ∅,∀σ|n ∈ N<N. Με βάση αυτήν την παρατήρηση, μία λύση

στο πρόβλημα δίνεται απο το παρακάτω Θεώρημα:
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Θεώρημα 2.2.18 (Frechet). ΄Εστω (X, T ) αριθμήσιμος και μετρικοποιή-

σιμος τοπολογικός χώρος.Τότε, ο (X, T ) είναι ομοιομορφικός με ένα κλειστό

υποσύνολο του Q.

Απόδειξη. ΄Εστω A : N<N → P(X) ένα σχήμα Souslin στον X ώστε να ικα-

νοποιούνται τα εξής:

(α) A(∅) = X

(β) Η οικογένεια {A
(
(σ|n) _ q

)
: q ∈ N} αποτελεί διαμέριση τουA(σ|n),∀σ|n ∈ N<N

(γ) Το σύνολο A(σ|n) είναι clopen ,∀σ|n ∈ N<N

(δ) diamA(σ|n) 6
1

2n+1
,∀σ|n ∈ N<N

Για κάθε σ|n ∈ N<N
τέτοιο ώστε A(σ|n) = ∅, επιλέγουμε τ = τ(σ|n) ∈ Uσ|n .

Στη συνέχεια, θεωρούμε το σύνολο:

Y = Z ∪ {τ(σ|n) : σ|n ∈ N<N
με A(σ|n) = ∅}

όπου Z είναι το σύνολο που ορίστηκε στην αρχή του Κεφαλαίου, δηλαδή

Z = {σ ∈ NN :
∞⋂
n=1

A(σ|n) 6= ∅}.

Θα δείξουμε ότι το Y είναι ένα αριθμήσιμο, πυκνό υποσύνολο του NN
χωρίς

μεμονομένα σημεία.

Για να δούμε πως το Y είναι πυκνό υποσύνολο του NN
, έστω s = (s1, . . . , sn) ∈ N<N.

Αρκεί να δείξουμε ότι Y ∩Us 6= ∅. Αν υπάρχει σ ∈ NN ∩Us με

∞⋂
n=1

A(σ|n) 6= ∅,

τότε σ ∈ Z ⇒ z ∈ Y ∩ Us, αλλίως αν για κάθε σ ∈ NN ∩ Us υπάρχει

nσ ∈ N, nσ > n ώστε A(σ|nσ) = ∅, τότε έχουμε επιλέξει τ(σ|nσ) ∈ Y με

τ(σ|nσ) ∈ Uσ|nσ ⇒ τ(σ|nσ) ∈ Us ⇒ τ(σ|nσ) ∈ Y ∩ Us. ΄Αρα, το Y είναι πυκνό

υποσύνολο του NN
.

΄Εστω, τώρα, πως υπάρχει σ ∈ NN
μεμονομένο σημείο του Y . Τότε, υπάρχει

s = (s1, . . . , sn) ∈ N<N
ώστε {σ} = Us ∩ Y. Το σύνολο Us \ {σ} είναι ανοικτό

στον NN
(τα μονοσύνολα είναι κλειστά) κι εφ΄ όσον δείξαμε πως το Y είναι

πυκνό υποσύνολο του NN
, έπεται ότι:

Y ∩
(
Us \ {σ}

)
6= ∅

το οποίο είναι προφανώς άτοπο. ΄Αρα, το Y δν έχει μεμονομένα σημεία.

Θα δείξουμε ότι το Y είναι αριθμήσιμο. Οι ιδιότητες (β), (γ) του παραπάνω

σχήματος Souslin επάγουν την (vii) της Πρότασης 2.1.2,δηλαδή η επαγόμενη
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απεικόνιση φ είναι ομοιομορφισμός ,ενώ οι (α), (β) δίνουν ότι φ(Z) = X. Συνε-

πώς ,αφού Z ομοιομορφικό με τον X κι ο X αριθμήσιμος, έπεται ότι το Z είναι

αριθμήσιμο. Επιπλέον, εφ΄ όσον για κάθε σ|n ∈ N<N
με A(σ|n) = ∅ επιλέγουμε

ένα τ(σ|n) ∈ Uσ|n και το σύνολο N<N
είναι αριθμήσιμο, έπεται ότι το σύνολο:

{τ(σ|n) : σ|n ∈ N<N
με A(σ|n) = ∅}

είναι το πολύ αριθμήσιμο. Τελικώς, το Y είναι αριθμήσιμο υποσύνολο του NN.
Από το Θεώρημα 2.2.16 έπεται ότι το Y είναι ομοιομορφικό με το Q.
Θέτουμε A =

⋃
{Uσ|n : σ|n ∈ N<N

με A(σ|n) = ∅}. Θα δείξουμε ότι:

Z = Y \ A

Πράγματι, έστω σ ∈ Z. Από τον ορισμό του Y , είναι Z ⊆ Y ⇒ σ ∈ Y. ΄Ομως,

για κάθε τ ∈ Z είναι

∞⋂
n=1

A(τ |n) 6= ∅ ⇒ σ 6∈ A⇒ σ ∈ Y \ A⇒ Z ⊆ Y \ A.

΄Εστω, τώρα, σ ∈ Y \ A. Αφού σ ∈ Y έχουμε ότι σ ∈ Z ή

σ ∈ {τ(σ|n) : σ|n ∈ N<N
με A(σ|n) = ∅}. ΄Ομως:

{τ(σ|n) : σ|n ∈ N<N
με A(σ|n) = ∅} ⊆ A

και αφού σ 6∈ A⇒ σ ∈ Z ⇒ Y \ A ⊆ Z.
Τελικώς, Z = Y \A. Το A είναι ανοικτό στον NN

, συνεπώς το Z = Y \A
είναι κλειστό στον χώρο (Y, TY ). (Με TY συμβολίζουμε τη σχετική τοπολογία

του Y .)

Για να ανακεφαλαιώσουμε, έχουμε:

(i) X αριθμήσιμος και μετρικοποιήσιμος τοπολογικός χώρος, X ομοιομορφι-

κός με το Z.

(ii) Z ⊆ NN, Z κλειστό υποσύνολο του χώρου (Y, TY ).

(iii) Y ⊆ NN
ώστε ο χώρος (Y, TY ) ομοιομορφικός με το Q.

Από τα παραπάνω, βλέπουμε ότι ο X θα είναι, εν τέλει, ομοιομορφικός με ένα

κλειστό υποσύνολο του Q.
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2.3 Χαρακτηρισμοί Διαχωρίσιμων Μετρικοποιήσι-

μων Τοπολογικών Χώρων

΄Εχοντας ως δεδομένα τα αποτελέσματα της προηγούμενης παραγράφου, ένα

ερώτημα που ανακύπτει φυσιολογικά είναι το τι μπορεί να επιτευχθει στην αρκε-

τά γενικότερη περίπτωση των διαχωρίσιμων και μετρικοποιήσιμων τοπολογικών

χώρων.Μπορούν, δηλαδή, οι τεχνικές κατασκευής σχημάτων Souslin που εφαρ-

μόστηκαν σε χώρους μηδενικής διάστασης να δώσουν παρόμοια αποτελέσματα

για τους χώρους αυτούς;

Εν γένει, δεν μπορούμε να ελπίζουμε σε τοπολογικές ταυτίσεις, καθώς ο

χώρος Baire είναι μηδενοδιάστατος, ιδιότητα που διατηρείται μέσω ομοιομορ-

φισμών. Παρ΄ όλαυτα, μπορούμε να ερευνήσουμε την περίπτωση των συνεχών

εικόνων του NN.Για του λόγου το αληθές, έχουμε το κάτωθι αποτέλεσμα:

Θεώρημα 2.3.1. ΄Εστω (X, T ) διαχωρίσιμος και μετρικοποιήσιμος τοπολογι-

κός χώρος. Τότε, οX είναι η συνεχής, ανοικτή εικόνα ενός πυκνού υποσυνόλου

του NN. Αν, επιπλέον, ο (X, T ) είναι πλήρως μετρικοποιήσιμος, τότε ο X είναι

η συνεχής, ανοικτή εικόνα του NN.

Προτού περάσουμε στην απόδειξη, θα χρειαστούμε την ακόλουθη Πρόταση:

Πρόταση 2.3.2. ΄Εστω (X, T ) διαχωρίσιμος και μετρικοποιήσιμος τοπολο-

γικός χώρος, U ⊆ X ανοικτό και ε > 0. Τότε, υπάρχει ακολουθία (Bn)n
ανοικτών, μη κενών υποσυνόλων του X με diamBn 6 ε,∀n ∈ N ώστε:

U =
∞⋃
n=1

Bn =
∞⋃
n=1

Bn.

Απόδειξη. Αρχικά, επιλέγουμε d μία συμβατή μετρική επί του X. Αφού ο

(X, d) διαχωρίσιμος, υπάρχει D = (dn)n ένα αριθμήσιμο, πυκνό υποσύνολο του

X. Θα δείξουμε ότι για κάθε x ∈ U , υπάρχει nx ∈ N και qx ∈ Q+
ώστε:

x ∈ S(dnx , q) και S(dnx , q) ⊆ U

Αφού U ανοικτό, υπάρχει ε
′
> 0 ώστε S(x, ε

′
) ⊆ U. Θέτουμε ε =

min
{
ε
′
, ε
}

2
.

Η ακολουθία (dn)n είναι πυκνή στον X, συνεπώς υπάρχει nx ∈ N ώστε dnx ∈
S(x,

ε

3
). Τότε, x ∈ S(dnx ,

ε

3
)⇒ d(x, dnx) = wx <

ε

3
.

Ως γνωστόν, υπάρχει n0 ∈ N ώστε
1

n0

<
ε

3
− wx ⇔

1

n0

+ wx <
ε

3
. Αν

ο αριθμός
1

n0

+ wx είναι ρητός, θέτουμε qx =
1

n0

+ wx, αλλίως επιλέγουμε

qx ∈ Q+
με wx < qx <

1

n0

+ wx. Τότε, x ∈ S(dnx , qx) και S(dnx , qx) ⊆ U.
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Πράγματι, έστω z ∈ S(dnx , qx) ⇒ ∃(zn)n ⊆ S(dnx , qx) με zn → z. Τότε,

d(zn, dnx) < qx,∀n ∈ N⇒ d(z, dnx) ≤ qx κι η τριγωνική ανισότητα δίνει:

d(z, x) 6 d(z, dnx) + d(x, dnx) 6 qx + wx <
2ε

3
< ε

′

άρα z ∈ S(x, ε
′
)⇒ z ∈ U.

Τότε, το U γράφεται ως:

U =
⋃
x∈U

S(dnx , qx) =
⋃
x∈U

S(dnx , qx)

Οι παραπάνω ενώσεις είναι αριθμήσιμες, καθώς η οικογένεια {S(dnx , qx) : x ∈ U}
είναι αριθμήσιμη. (Πράγματι, η απεικόνιση S(dnx , qx) 7→

(
dnx , qx

)
∈ D×Q είναι

1-1.) Επιπλέον, είναι άμεσο πως S(dnx , qx) 6= ∅,∀x ∈ U και πως diamS(dnx , qx) 6 ε,
∀x ∈ U.

Απόδειξη. (Θεωρήματος 2.3.1) Θα κατασκευάσουμε δύο σχήματα Souslin
B,B : N<N → P(X) με τις εξής ιδιότητες:

(α) B(∅) = X

(β) B(σ|n) 6= ∅,∀σ|n ∈ N<N

(γ) Το B(σ|n) είναι ανοικτό υποσύνολο του X, ∀σ|n ∈ N<N

(δ) B(σ|n) = B(σ|n),∀σ|n ∈ N<N

(ε) B(σ|n) =
∞⋃
q=1

B
(
σ|n _ q

)
=
∞⋃
q=1

B
(
σ|n _ q

)
, ∀σ|n ∈ N<N

(στ) diamB(σ|n) 6
1

2n+1
,∀σ|n ∈ N<N

Τότε, οι επαγόμενες συναρτήσεις φ, φ από τα B,B αντίστοιχα ταυτίζονται.

Κατ΄ αρχάς, αν

ZB = {σ ∈ NN :
∞⋂
n=1

B(σ|n) 6= ∅} και ZB = {σ ∈ NN :
∞⋂
n=1

B(σ|n) 6= ∅}

τότε από τις ιδιότητες (δ), (ε) άμεσα έπεται πως ZB = ZB κι άρα οι συναρτή-

σεις φ, φ έχουν κοινό πεδίο ορισμού. ΄Εστω, τώρα, σ ∈ ZB. Θα δείξουμε ότι

φ(σ) = φ(σ)⇔
∞⋂
n=1

B(σ|n) =
∞⋂
n=1

B(σ|n)
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΄Εστω x ∈
∞⋂
n=1

B(σ|n) κι έστω n ∈ N. Τότε, από την ιδιότητα (ε) έχουμε

ότι:

B(σ|n) ⊆ B(σ|n) ⊆ B(σ|n−1)⇒ x ∈ B(σ|n)

κι άρα

∞⋂
n=1

B(σ|n) ⊆
∞⋂
n=1

B(σ|n).

΄Εστω, τώρα, x ∈
∞⋃
n=1

B(σ|n) κι έστω n ∈ N. Πάλι από την ιδιότητα (ε)

έχουμε ότι:

x ∈ B(σ|n+1) ⊆ B(σ|n)

κι άρα

∞⋂
n=1

B(σ|n) ⊆
∞⋂
n=1

B(σ|n)

Συνεπώς φ(σ) = φ(σ),∀σ ∈ ZB, δηλαδή οι φ, φ ταυτίζονται.

Βλέπουμε, μέσω της Πρότασης 2.1.2, πως η φ = φ θα είναι συνεχής και

ανοικτή από τις ιδιότητες (γ), (ε) και πως το σύνολο ZB = ZB θα είναι πυκνό

στον NN
από την (β). Αν ο X είναι πλήρως μετρικοποιήσιμος, τότε, εφ΄ όσον

το B είναι κλειστό, το Z θα είναι επιπλέον κλειστό, δηλαδή Z = NN. Τέλος, οι

(α), (ε) εξασφαλίζουν πως φ(ZB) = φ(ZB) = X, ενώ η (στ) εξασφαλίζει την

συνθήκη διαμέτρου για τα B,B.
Η κατασκευή των σχημάτων Souslin B,B έχει ως εξής:

Επιλέγουμε d μία συμβατή μετρική επί του X.

Ορίζουμε B(∅) = X. Αφού το X ανοικτό , από την προηγούμενη Πρό-

ταση υπάρχει ακολουθία (Gn
1)n ανοικτών, μη κενών υποσυνόλων του X με

diamGn 6
1

4
,∀n ∈ N ώστε:

X =
∞⋃
n=1

Gn
1 =

∞⋃
n=1

Gn
1

Ορίζουμε B({n}) = Gn
1,∀n ∈ N.

΄Εστω πως για k ∈ N, τα σύνολα B(σ|k) έχουν οριστεί για κάθε σ ∈ NN.
΄Εστω, επίσης, σ ∈ NN. Το σύνολο B(σ|k) είναι ανοικτό, μη κενό υποσύ-

νολο του X, συνεπώς πάλι απο την Πρόταση 2.3.2 υπάρχει αριθμήσιμη οικο-

γένεια (Gn
k+1)n αποτελούμενη από ανοικτά, μη κενά, υποσύνολα του X με

diamGn
k+1 <

1

2k+2
,∀n ∈ N ώστε:

B(σ|k) =
∞⋃
n=1

Gn
k+1 =

∞⋃
n=1

Gn
k+1
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Ορίζουμε B
(
σ|k _ q

)
= Gq

k+1,∀q ∈ N. Θέτοντας:

B(σ|n) = B(σ|n),∀σ|n ∈ N<N

η απόδειξη ολοκληρώνεται.

Ορισμός 2.3.3. ΄Εστω (X, T ) τοπολογικός χώρος Hausdorff. Ο (X, T ) κα-

λείται αναλυτικός αν είναι συνεχής εικόνα του χώρου Baire NN. ΄Ενα A ⊆ X
καλείται αναλυτικό αν ο χώρος (A, TA) (δηλαδή το A εφοσιασμένο με την

σχετική τοπολογία) είναι αναλυτικός.

Με βάση τον παραπάνω ορισμό, ας παρουσιάσουμε κάποιες βασικές ιδιότητες

των αναλυτικών χώρων

Πρόταση 2.3.4. ΄Εστω (X, T ) αναλυτικός χώρος. Τότε, τόσο ο X όσο

και κάθε υποσύνολό του είναι χώροι Lindelőf. Αν, επιπλέον, ο (X, T ) είναι

μετρικοποιήσιμος, τότε ο X είναι διαχωρίσιμος.

Απόδειξη. Αρχικά,θα δείξουμε ότι ο X είναι χώρος Lindelőf. ΄Εστω (Ui)i∈I
ένα ανοικτό κάλυμμα του X. Αφού ο (X, T ) είναι αναλυτικός, υπάρχει μία

απεικόνιση f : NN → X συνεχής, επί. Τότε, η οικογένεια {f−1(Ui) : i ∈ I}
αποτελεί ένα ανοικτό κάλυμμα του NN

κι αφού ο χώρος Baire είναι Lindelőf (ως
διαχωρίσιμος μετρικός χώρος), έπεται πως υπάρχει H ⊆ I αριθμήσιμο ώστε:

NN ⊆
⋃
i∈H

f−1(Ui)

Τότε εύκολα βλέπουμε πως X ⊆ f
( ⋃
i∈H

f−1(Ui)
)

=
⋃
i∈H

Ui. Δηλαδή κάθε α-

νοικτό κάλυμμα του X έχει αριθμήσιμο υποκάλυμμα, συνεπώς ο (X, T ) είναι

χώρος Lindelőf.
Αν ένας αυθαίρετος τοπολογικός χώρος είναι Lindelőf, τότε δεν ισχύει εν

γένει πως κάθε υποσύνολό του θα έχει αυτή την ιδιότητα. Στην περίπτωση

των αναλυτικών χώρων, όμως, ισχύει. Πράγματι, έστω A ένα υποσύνολο του

X, το οποίο κι εφοδιάζουμε με την σχετική τοπολογία. Εφόσον η f είναι

συνεχής, η απεικόνιση f |f−1(A) : f−1(A) → A θα είναι επίσης συνεχής. Ο

NN
είναι διαχωρίσιμος, μετρικοποιήσιμος χώρος συνεπώς κι ο χώρος f−1(A)

είναι διαχωρίσιμος, δηλαδή θα είναι και χώρος Lindelőf. ΄Αρα, όπως και πριν,

δείχνουμε ότι το A θα είναι χώρος Lindelőf.
Αν ο (X, T ) είναι μετρικοποιήσιμος και D ένα πυκνό υποσύνολο του NN

,

τότω εύκολα βλέπουμε πως το σύνολο f(D) θα είναι πυκνό στον X, καθώς η

συνεχής εικόνα ενός πυκνού υποσυνόλου ενός μετρικού χώρου είναι πυκνό.
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Πρόταση 2.3.5. ΄Εστω (X, TX) τοπολογικός χώρος Hausdorff. Τα επόμενα

είναι ισοδύναμα:

(i) Ο (X, TX) είναι αναλυτικός χώρος.

(ii) Υπάρχει (Y, TY ) Πολωνικός χώρος και g : Y → X συνεχής κι επί συνάρ-

τηση.

Απόδειξη. (i)→(ii) ΄Αμεσο, αφού, όπως έχουμε δείξει, ο χώρος Baire NN
είναι

Πολωνικός.

(ii)→(i) Από το Θεώρημα 2.3.1 έπεται πως κάθε Πολωνικός χώρος είναι

αναλυτικός. Συνεπώς, υπάρχει f : NN → Y συνεχής κι επί απεικόνιση. Εύκολα

βλέπουμε τότε πως η συνάρτηση g ◦ f : NN → X είναι συνεχής κι επί.

΄Αμεσο είναι επίσης και το ακόλουθο αποτέλεσμα:

Πρόταση 2.3.6. ΄Εστω (X, TX) αναλυτικός χώρος, (Y, TY ) χώρος Hausdorff
και g : X → Y μία συνεχής, επί συνάρτηση. Τότε ο (Y, TY ) είναι αναλυτικός

χώρος.

Απόδειξη. Εφ΄ όσον ο χώρος (X, TX) είναι αναλυτικός, υπάρχει f : NN → X
συνεχής κι επί απεικόνιση. Τότε, η συνάρτηση g ◦ f : NN → X είναι συνεχής

κι επί.

Σύμφωνα με το Θεώρημα 2.3.1, κάθε Πολωνικός χώρος είναι αναλυτικός.

Στην πραγματικότητα, ισχύει κάτι πολύ ισχυρότερο. ΄Οπως θα δούμε στο

επόμενο κεφάλαιο κάθε Borel υποσύνολο ενός Πολωνικού χώρου είναι ανα-

λυτικό. Παρ΄ όλαυτα, δεν μπορούμε να λάβουμε κάθε αναλυτικό χώρο ως

τη συνεχή και ανοικτή εικόνα του NN. Μπορούμε, όμως, να αναζητήσουμε

1-1 εικόνες. Το (vi) της Πρότασης 2.1.2 μας λέει το τι χρειαζόμαστε για την

κατασκευή τέτοιων εικόνων. Αρχίζουμε με την ακόλουθη βοηθητική Πρόταση:

Πρόταση 2.3.7. ΄Εστω (X, T ) διαχωρίσιμος, μετρικοποιήσιμος τοπολογικός

χώρος, C ⊆ X ένα Fσ σύνολο και ε > 0. Τότε, υπάρχει ακολουθία (Cn)n ξένων

ανά δύο, Fσ υποσυνόλων του X με Cn ⊆ C, ∀n ∈ N και diamCn 6 ε,∀n ∈ N
ώστε:

C =
∞⋃
n=1

Cn
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Απόδειξη. Επιλέγουμε d μία συμβατή μετρική επί του X. Αρχικά, θα δείξουμε

ότι το συμπέρασμα της Πρότασης ισχύει για τα κλειστά υποσύνολα του X.

΄Εστω, λοιπόν, F ⊆ X κλειστό. Τότε, το F γράφεται ως:

F =
⋃
x∈F

(
S
(
x,
ε

2

)
∩ F

)
Η οικογένεια {S

(
x,
ε

2

)
∩F : x ∈ F} αποτελεί ένα ανοικτό κάλυμμα του F (στη

σχετική τοπολογία του χώρου (F, d |F ) .) Εφ΄ όσον ο (X, d) είναι διαχωρίσιμος,

έπεται πως κι ο χώρος (F, d |F ) υα είναι διαχωρίσιμος, δηλαδή ο χώρος (F, d |F )
είναι Lindelőf. Συνεπώς, υπάρχει (xn)n ⊆ F ώστε:

F =
∞⋃
n=1

(
S
(
xn,

ε

2

)
∩ F

)

Για κάθε n ∈ N, θέτουμε Gn =

(
S
(
xn,

ε

2

)
∩ F

)
. Τότε κάθε Gn είναι Fσ

υποσύνολο του X, Gn ⊆ F = F (αφού το F κλειστό υποσύνολο του X) και

diamGn < ε,∀n ∈ N. ΄Αρα F =
∞⋃
n=1

Gn.

Ορίζουμε:

F1 = G1 και Fn = Gn \
n−1⋃
k=1

Gk = Gn ∩
( n−1⋂
k=1

Gk
c
)
,∀n ∈ N

Παρατηρούμε ότι κάθε Fn είναι Fσ υποσύνολο του X,καθώς τα ανοικτά υπο-

σύνολα μετρικών χώρων είναι Fσ κι η πεπερασμένη τομή Fσ συνόλων είναι πάλι

Fσ.
Συνεπώς,αφού

⋃
n

Fn =
⋃
n

Gn έχουμε ότι το F γράφεται ως την αριθμήσιμη

ένωση ξένων ανά δύο Fσ υποσυνόλων του X διαμέτρου μικρότερης ή ίσης του

ε. Αρα, το συμπέρασμα της Πρότασης ισχύει για τα κλειστά υποσύνολα του X.

΄Εστω, τώρα, C ⊆ X ένα Fσ σύνολο. Τότε, C =
∞⋃
n=1

Fn, όπου Fn κλειστό

υποσύνολο του X, ∀n ∈ N.

Συνεπώς, όπως και πριν, για n ∈ N είναι:

Fn =
∞⋃
k=1

Bk
n
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όπου η οικογένεια {Bk
n : k ∈ N} αποτελείται από ξένα ανά δύο Fσυποσύνολα

του X διαμέτρου μικρότερης ή ίσης του ε. Επίσης, έιναι Bk
n ⊆ Fn = Fn ⊆ C,

∀k ∈ N.
Παρατηρούμε ότι η οικογένεια B = {Bk

n : k, n ∈ N} είναι αρθμήσιμη,

καθώς {Bk
n : k ∈ N} =

∞⋃
n=1

∞⋃
k=1

Bk
n.

΄Αρα, υπάρχει f : N → B 1-1 κι επί. Θέτουμε f(n) = An, ∀n ∈ N. Τότε,

ορίζοντας:

C1 = A1 και Cn = An \
n−1⋃
k=1

Ak,∀n ∈ N

εύκολα βλέπουμε πως έχουμε το ζητούμενο αποτέλεσμα.

Θεώρημα 2.3.8. ΄Εστω (X, T ) διαχωρίσιμος, μετρικοποιήσιμος τοπολογικός

χώρος. Τότε, ο X είναι η συνεχής, 1-1 εικόνα ενός υποσυνόλου του NN. Αν,

επιπλέον, ο (X, T ) είναι πλήρως μετρικοποιήσιμος, τότε ο X είναι η συνεχής,

1-1 εικόνα ενός κλειστού υποσυνόλου του NN.

Απόδειξη. Θα κατασκευάσουμε δύο σχήματα Souslin C,C : N<N → P(X) με

τις εξής ιδιότητες:

(α) C(∅) = X

(β) C(σ|n) = C(σ|n),∀σ|n ∈ N<N

(γ) C(σ|n) =
∞⋃
q=1

C
(
σ|n _ q

)
=
∞⋃
q=1

C
(
σ|n _ q

)
, ∀σ|n ∈ N<N

(δ) diamC(σ|n) 6
1

2n+1
,∀σ|n ∈ N<N

(ε) C(σ|n) ∩ C(τ |n) = ∅,∀σ|n, τ |n ∈ N<N
με σ|n 6= τ |n

(στ) C(σ|n) είναι Fσ υποσύνολο του X, ∀σ|n ∈ N<N

Τότε, όπως και στην απόδειξη του Θεωρήματος 2.3.1, οι επαγόμενες συναρτή-

σεις φ, φ των C,C αντίστοιχα ταυτίζονται. Με βάση την Πρόταση 2.1.2, από

την ιδιότητα (ε) η φ = φ είναι συνεχής κι 1-1. Αν ο X είναι πλήρως μετρικο-

ποιήσιμος, τότε αφού το C είναι κλειστό έπεται ότι το σύνολο Z (όπως αυτό

ορίστηκε στην ίδια Πρόταση) θα είναι κλειστό υποσύνολο του NN. Τέλος, η

ιδιότητα (δ) εξασφαλίζει την συνθήκη διαμέτρου για τα C,C ενώ οι (α), (γ)

εξασφαλίζουν πως φ(Z) = X.
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Η κατασκευή των σχημάτων Souslin C,C έχει ως εξής:

Επιλέγουμε d μία συμβατή μετρική επί του X.

Ορίζουμε C(∅) = X. Αφού το X κλειστό (άρα Fσ) , από την προηγούμενη

Πρόταση υπάρχει ακολουθία (Gn
1)n ξένων ανά δύο Fσ υποσυνόλων του X με

diamGn 6
1

4
,∀n ∈ N ώστε:

X =
∞⋃
n=1

Gn
1

Αφού, προφανώς, είναι Gn
1 ⊆ X, ∀n ∈ N, έπεται ότι:

X =
∞⋃
n=1

Gn
1 =

∞⋃
n=1

Gn
1

Ορίζουμε C({n}) = Gn
1,∀n ∈ N.

΄Εστω πως για k ∈ N, τα σύνολα C(σ|k) έχουν οριστεί ∀σ ∈ NN. ΄Εστω,

επίσης, σ ∈ NN. Τότε, εφ΄ όσον το σύνολο C(σ|k) είναι Fσ, πάλι από την προη-

γούμενη Πρόταση, υπάρχει ακολουθία Gn
k+1

ξένων ανά δύο Fσ υποσυνόλων

του X με Gn
k+1 ⊆ C(σ|k) και diamGn

k+1 6
1

2k+2
,∀n ∈ N ώστε:

C(σ|k) =
∞⋃
n=1

Gn
k+1 =

∞⋃
n=1

Gn
k+1

Ορίζουμε C
(
σ|k _ q

)
= Gq

k+1,∀q ∈ N. Θέτοντας:

C(σ|n) = C(σ|n), ∀σ|n ∈ N<N

η απόδειξη ολοκληρώνεται.

Σημείωση. Με διαφορετικές τεχνικές, μπορεί κανείς να δείξει ότι κάθε Πολω-

νικός χώρος χωρίς μεμονομένα σημεία είναι η συνεχής, 1-1 εικόνα του χώρου

Baire NN.

Παρατήρηση 2.3.9. Ορίσαμε τους αναλυτικούς χώρους ως συνεχείς εικόνες

του NN. Τι μπορεί να πει κανείς για την δομή των χώρων αυτών; Στην περίπτω-

ση των ομοιομορφισμών, η ταυτίσεις είναι απόλυτες καθώς όλες οι τοπολογικές

ιδιότητες διατηρούνται. Στην προκειμένη περίπτωση, όμως, η υπόθεση της

συνέχειας είναι αρκετά ασθενέστερη. Εκτός από κάποιες απλές παρατηρήσεις,

όπως π.χ. η ιδιότητα Lindelőf των αναλυτικών χώρων, ποια άλλα συμπεράσμα-

τα μπορούμε να εξάγουμε για τα τοπολογικά, πληθαριθμικά, κτλ. γνωρίσματά
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τους; Θα δούμε πως οι αναλυτικοί χώροι αποτελούν μία οικογένεια χώρων που

όχι μόνο περιέχουν μία πολύ πλούσια δομή, αλλά επίσης δίνουν μερική λύση σε

γνωστά ανοικτά προβλήματα όπως η Υπόθεση του Συνεχούς. ΄Ολα αυτα θα τα

δούμε στις επόμενες ενότητες.

2.4 Χαρακτηρισμοί Συμπαγών Μετρικοποιήσιμων

Τοπολογικών Χώρων

Είδαμε πως ο χώρος Baire NN
αποτελεί ’πρότυπο’ για όλους τους Πολωνικούς

χώρους (υπό την έννοια του Θεvρήματος 2.3.1). Σε αυτήν την ενότητα, θα

αποδείξουμε παρόμοια αποτελέσματα που συνδέουν τη σχέση των συμπαγών,

μετρικοποιήσιμων τοπολογικών χώρων με τον χώρο Cantor 2N. Στα προηγού-

μενα βασιστήκαμε στην έννοια των σχημάτων Souslin για να εκμεταλλευτούμε

τη δομή του NN. Στην περίπτωση του 2N
χρειαζόμαστε παρόμοιες απεικονίσεις,

τα σχήματα Hausdorff.

Ορισμός 2.4.1. ΄Εστω (X, T ) τοπολογικός χώρος.

(i) Σχήμα Hausdorff στον X καλείται μία απεικόνιση A : 2<N → P(X).

(ii) Αν A ένα σχήμα Hausdorff στον X,το A καλείται ανοικτό (αντ. κλει-

στό) αν το σύνολο A(s) είναι ανοικτό (αντ. κλειστό) υποσύνολο του

X,∀s ∈ N<N.

Θα χρησιμοποιήσουμε τα σχήματα Hausdorff προκειμένου να κατασκευά-

σουμε συνεχείς συναρτήσεις απο το 2N
(ή υποσύνολά του) σε δεδομένους με-

τρικοποιήσιμους τοπολογικούς χώρους.Η κατασκευή αυτή έχει ως εξής:

΄Εστω (X, T ) μετρικοποιήσιμος τοπολογικός χώρος,d μία μετρική επί του

X συμβατή με την τοπολογία T κι έστω A ένα σχήμα Hausdorff στον X.Λέμε

ότι το A ικανοποιεί την συνθήκη διαμέτρου αν:

lim
n→+∞

diam A(σ|n) = 0, ∀σ ∈ N<N

Αν η συνθήκη διαμέτρου ικανοποιείται,τότε το σύνολο

∞⋂
n=1

A(σ|n) περιέχει το

πολύ ένα σημείο.Ως εκ τούτου, όπως ακριβώς κάναμε και στην περίπτωση των

σχημάτων Souslin , θέτοντας:

Z = {σ ∈ 2N :
∞⋂
n=1

A(σ|n) 6= ∅}
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μπορούμε να ορίσουμε μία συνάρτηση φ : Z −→ X με:

{φ(σ)} =
∞⋂
n=1

A(σ|n), ∀σ ∈ Z

Η συνάρτηση φ καλείται ως η συνάρτηση που επάγεται από το Α.

Σε πλήρη αναλογία με τις προηγούμενες ενότητες, έχουμε την ακόλουθη

Πρόταση:

Πρόταση 2.4.2. ΄Εστω (X, T ) μετρικοποιήσιμος τοπολογικός χώρος, d μία

συμβατή μετρική επί του X, A : 2<N −→ P(X) ένα σχήμα Hausdorff που

ικανοποιεί την συνθήκη διαμέτρου και φ η επαγόμενη συνάρτηση. Ισχύουν τα

παρακάτω:

(i) Η φ είναι συνεχής

(ii) Αν ο (X, d) είναι πλήρης μετρικός χώρος και το A είναι κλειστό,τότε το

Z είναι κλειστό υποσύνολο του 2N

(iii) Αν

k⋂
n=1

A(σ|n) 6= ∅ και A(σ|k) ⊆ A
(
σ|k _ 0

)
∪A
(
σ|k _ 1

)
, ∀σ|k ∈ 2<N

,

τότε το Z είναι πυκνό υποσύνολο του 2N

(iv) Αν τοA είναι ανοικτό καιA(σ|n) ⊆ A
(
σ|k _ 0

)
∪A
(
σ|k _ 1

)
, ∀σ|n ∈ 2<N

,

τότε η φ : Z −→ φ(Z) είναι ανοικτή απεικόνιση

(v) Αν

( ∞⋂
n=1

A(σ|n)
)⋂( ∞⋂

n=1

A(τ |n)
)

= ∅, ∀σ, τ ∈ 2N
με σ 6= τ ,τότε η φ

είναι 1-1

(vi) Αν το A είναι ανοικτό κι η οικογένεια {A
(
(σ|n) _ q

)
: q ∈ {0, 1}}

αποτελείται από ξένα ανά δύο υποσύνολα του A(σ|n) ∀σ|n ∈ 2<N
,τότε η

φ : Z −→ φ(Z) είναι ομοιομορφισμός

(vii) Αν A(∅) = X κι η οικογένεια {A
(
(σ|n) _ q

)
: q ∈ {0, 1}} αποτελεί

κάλυμμα του A(σ|n),∀σ|n ∈ 2<N, τότε φ(Z) = X

Η απόδειξη παραλείπεται, καθώς είναι πανομοιότυπη με αυτή της Πρότασης

2.1.2.

Θα αποδείξουμε τώρα το αντίστοιχο του Θεωρήματος Alexandrov - Urysohn
για την περίπτωση του 2N. Ξεκινάμε με την ακόλουθη Πρόταση:
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Πρόταση 2.4.3. ΄Εστω (X, T ) μηδενικής διάστασης, συμπαγής, μετρικο-

ποιήσιμος τοπολογικός χώρος χωρίς μεμονομένα σημεία και A ⊆ X μη κενό,

clopen. Τότε, για κάθε ε > 0 υπάρχει οικογένεια {G1, . . . , Gn} αποτελούμενη

από τουλάχιστον 2, αλλά το πολύ πεπερασμένα το πλήθος ξένα ανά δύο, μη

κενά, clopen υποσύνολα του X με diamGi 6 ε,∀i = 1, . . . , n ώστε:

A =
n⋃
k=1

Gk

Απόδειξη. Επιλέγουμε d μία συμβατή μετρική επί του X. Αφού ο (X, d) είναι

συμπαγής, έπεται πως ο (X, d) είναι διαχωρίσιμος. Συνεπώς υπάρχει (Bn)n
μία αριθμήσιμη βάση περιοχών του X αποτελούμενη από clopen σύνολα με

diamBn 6 ε,∀n ∈ N. Αφού ο (X, d) δεν έχει μεμονομένα σημεία, εύκολα

βλέπουμε πως το X είναι άπειρο σύνολο.

Παρατηρούμε πως μπορούμε να επιλέξουμε n0 ∈ N ώστε ∅ 6= Bn0 ( A.
Πράγματι, έστω x ∈ A. Αφού A ανοικτό, υπάρχει ε

′
> 0 ώστε S(x, ε

′
) ⊆ A.

Τότε, αφού ο X δεν έχει μεμονομένα σημεία, υπάρχει y ∈ S(x, ε
′
), y 6= x.

Θέτοντας ε = min

{
ε
′
,
d(x, y)

2

}
έχουμε ότι y 6∈ S(x, ε). Αφού η (Bn)n είναι

βάση περιοχών του X, υπάρχει K ⊆ N ώστε:

S(x, ε) =
⋃
n∈K

Bn.

Τότε, υπάρχει n0 ∈ K ώστε x ∈ Bn0 . ΄Ομως, y 6∈ Bn0 . ΄Αρα ∅ 6= Bn0 ( A.
Τότε , το σύνολο A \ Bn0 θα είναι επίσης μη κενό και clopen υποσύνολο

του X. ΄Αρα, υπάρχει K1 ⊆ N ώστε A \Bn0 =
⋃
n∈K1

Bn κι άρα είναι:

A = Bn0 ∪
( ⋃
n∈K1

Bn

)
Εφ΄ όσον το A είναι κλειστό υποσύνολο συμπαγούς μετρικού χώρου, έπεται

πως το A θα είναι συμπαγές, άρα υπάρχει F = {n1, . . . , nk} ⊆ K1 πεπερασμένο

ώστε:

A = Bn0 ∪
( ⋃
n∈F

Bn

)
Θέτουμε G0 = Bn0 , Gq = Bnq \

(( q−1⋃
w=1

Bnw

)
∪Bn0

)
,∀q = 1, . . . , k.

Εύκολα βλέπουμε πως η οικογένεια {G0, . . . , Gk} ικανοποιεί τις υποθέσεις

της Πρότασης.
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Θεώρημα 2.4.4 (Brouwer). ΄Εστω (X, T ) μηδενικής διάστασης, συμπα-

γής, μετρικοποιήσιμος τοπολογικός χώρος χωρίς μεμονομένα σημεία. Τότε, ο

(X, T ) είναι ομοιομορφικός με τον χώρο Cantor 2N.

Απόδειξη. Θα κατασκευάσουμε ένα σχήμα Hausdorff A : 2<N → P(X) με τις

εξής ιδιότητες:

(α) A(∅) = X

(β) A(σ|n) 6= ∅,∀σ ∈ 2<N

(γ) Η οικογένεια {A
(
(σ|n) _ q

)
: q ∈ {0, 1}} αποτελεί διαμέριση του

A(σ|n),∀σ|n ∈ 2<N

(δ) Το σύνολο A(σ|n) είναι clopen ,∀σ|n ∈ 2<N

(ε) diamA(σ|n) 6
1

2n+1
,∀σ|n ∈ N<N

Τότε, με βάση την Πρόταση 2.4.2, από τις ιδιότητες (γ), (δ) έχουμε πως η

επαγόμενη συνάρτηση φ : Z → φ(Z) θα είναι ομοιομορφισμός, ενώ απο τις (β),

(δ) έχουμε πως το Z θα είναι πυκνό και κλειστό υποσύνολο του 2N, δηλαδή
Z = 2N. Τέλος, οι (α), (γ) επάγουν πως φ(Z) = X κι η (ε) εξασφαλίζει την

συνθήκη διαμέτρου.

Η κατασκευή του σχήματος Hausdroff A έχει ως εξής:

Επιλέγουμε d μία συμβατή μετρική επί του X κι ορίζουμε A(∅) = X. Ο
X είναι προφανώς clopen , συνεπώς απο την προηγούμεη Πρόταση υπάρχει

οικογένεια (Gi)
n
i=1, n > 2, ξένων ανά δύο, μη κενών, clopen υποσυνόλων του

X με diamGi 6
1

4
,∀i = 1, . . . , n ώστε:

X =
n⋃
i=1

Gi

Ορίζουμε:

A(1) = G1, A(01) = G2, . . . , A(00 . . . 01) = Gn−1, A(00 . . . 00) = Gn

και στη συνέχεια:

A(00 . . . 0) = Gn ∪Gn−1 ∪ . . . ∪Gi+1

όπου έχουμε i−το πλήθος μηδενικά, με 1 6 i 6 n− 2.
Τώρα, κάθε ένα εκ των συνόλων Gi, i = 1, . . . , n είναι μη κενό, clopen

υποσύνολο του X, συνεπώς μπορούμε να εφαρμόσουμε πάλι την προηγούμενη
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Πρόταση για τα σύνολα αυτά, εξασφαλίζοντας ότι η διάμετρος των νέων συνό-

λων θα είναι μικρότερη ή ίση του 1/16. Συνεχίζοντας επαγωγικά με τον ίδιο

ακριβώς τρόπο, κατασκευάζουμε το ζητούμενο σχήμα Hausdorff.
Σχηματικά, έχουμε το ακόλουθο:[

A(∅) = X
]

[
A(1) = G1

][
A(01) = G2

]
. . .
[
A(00 . . . 01) = Gn−1

][
A(00 . . . 00) = Gn

]
[
A(1) = G1

][
A(0) = G2 ∪ . . . ∪Gn

]
[
A(01) = G2

] [
A(00) = G3 ∪ . . . ∪Gn

]
. . . . . .

. . . . . .

Θα δείξουμε σε αυτό το σημείο το αντίστοιχο του Θεωρήματος 2.3.1, δηλα-

δή πως κάθε συμπαγής, μετρικοποιήσιμος τοπολογικός χώρος είναι η συνεχής

εικόνα του χώρου Cantor 2N. Πριν, όμως, χρειαζόμαστε κάποια βοηθητικά

Λήμματα.

Λήμμα 2.4.5. ΄Εστω (X, TX) , (Y, TY ) τοπολογικοί χώροι και f : X → Y
ομοιομορφισμός. Τότε, οι χώροι XN

και Y N
(εφοδιασμένοι με τη συνήθη

τοπολογία γινόμενο) είναι ομοιομορφικοί.

Απόδειξη. Ορίζουμε απεικόνιση fN : XN → Y N
με:

fN
(
(xn)n

)
=
(
f(xn)

)
n

και θα δείξουμε ότι η fN είναι ομοιομορφισμός.

Για να δούμε ότι η fN είναι 1-1, έστω (an)n, (bn)n ∈ X
N
με (an)n 6= (bn)n.

Τότε, υπάρχει n0 ∈ N ώστε an0 6= bn0 κι άρα αφού η f υποτέθηκε 1-1, είναι:

f(an0) 6= f(bn0)⇒
(
f(an)

)
n
6=
(
f(bn)

)
n
⇒ fN

(
(an)n

)
6= fN

(
(bn)n

)
Συνεπώς η fN είναι 1-1.

Για να δούμε ότι η fN είναι επί, έστω (bn)n ∈ Y N. Αφού η f είναι ε-

πί, για κάθε n ∈ N υπάρχει an ∈ X ώστε f(an) = bn. Είναι άμεσο πως

fN
(
(an)n

)
= (bn)n.

Θα δείξουμε ότι η fN είναι συνεχής. ΄Εστω U ένα βασικό ανοικτό υποσύνολο

του Y N. Τότε, το U γράφεται ως:
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U =

(∏
n∈F

Un

)
× Y N\F

όπου F ⊆ N πεπερασμένο και Un ∈ TY ,∀n ∈ F. Θα δείξουμε ότι f−1N (U) είναι

ανοικτό υποσύνολο του XN
. Συγκεκριμένα, θα δείξουμε ότι:

f−1N (U) =

(∏
n∈F

f−1(Un)

)
×XN\F

το οποίο είνα ένα βασικό ανοικτό υποσύνολο του XN.
΄Εστω (xn)n ∈ f

−1
N (U). Τότε, fN

(
(xn)n

)
∈ U, δηλαδή f(xn) ∈ Un, ∀n ∈ F

και f(xn) ∈ Y, ∀n ∈ N\F.Αυτό, όμως, συνεπάγεται πως xn ∈ f−1(Un),∀n ∈ F
και xn ∈ X, ∀n ∈ N \ F κι άρα (xn)n ∈

(∏
n∈F

f−1(Un)
)
×XN\F .

΄Εστω, τώρα, (xn)n ∈
(∏
n∈F

f−1(Un)
)
× XN\F . Τότε, f(xn) ∈ Un,∀n ∈ F

και f(xn) ∈ Y, ∀n ∈ N \ F. Αυτό μας δίνει ότι fN
(
(xn)n

)
∈ U , δηλαδή

(xn)n ∈ f
−1
N (U).

Θα δείξουμε, τελικώς, ότι η fN είναι ανοικτή. ΄Εστω V ένα βασικό ανοικτό

υποσύνολο του XN. Τότε, το V γράφεται ως:

V =

(∏
n∈F

Vn

)
×XN\F

όπου F ⊆ N πεπερασμένο και Vn ∈ TX ,∀n ∈ F. Θα δείξουμε ότι:

fN(V ) =

(∏
n∈F

f(Vn)

)
× Y N\F

το οποίο είναι ένα βασικό υποσύνολο του Y N
(εφ΄ όσον η f είναι ανοικτή απει-

κόνιση.)

΄Εστω (yn)n ∈ fN(V ). Τότε, υπάρχει (xn)n ∈ X
N
ώστε (yn)n = fN

(
(xn)n

)
.

΄Εχουμε ότι (xn)n ∈ V κι άρα xn ∈ Vn,∀n ∈ F και xn ∈ X, ∀n ∈ N \ F.
Αυτό έπεται πως f(xn) ∈ f(Vn), ∀n ∈ F και f(xn) ∈ Y, ∀n ∈ N \ F, δηλαδή
(yn)n ∈

(∏
n∈F

f(Vn)
)
× Y N\F

.

΄Εστω, τώρα, (yn)n ∈
(∏
n∈F

f(Vn)
)
×Y N\F

. ΄Οπως πριν, υπάρχει (xn)n ∈ X
N

ώστε (yn)n = fN
(
(xn)n

)
. ΄Εχουμε ότι f(xn) ∈ f(Vn),∀n ∈ F και f(xn) ∈ Y,

∀n ∈ N \ F. ΄Αρα, xn ∈ Vn,∀n ∈ F και xn ∈ X, ∀n ∈ N \ F, δηλαδή (xn)n ∈ V
⇔ (yn)n ∈ fN(V ).

48



Παρατήρηση 2.4.6. Αν (X, TX) , (Y, TY ) τοπολογικοί χώροι και f : X → Y
συνεχής, επί, τότε ακολουθώντας ακριβώς τα ίδια βήματα απόδειξης με την

παραπάνω Πρόταση είναι άμεσο ότι η συνάρτηση fN : XN → Y N
θα είναι

συνεχής κι επί. Την παρατήρηση αυτή θα την χρειαστούμε για το επόμενο

Λήμμα.

Λήμμα 2.4.7. Υπάρχει απεικόνιση g : 2N → [0, 1]N συνεχής, επί.

Απόδειξη. ΄Οπως είδαμε στην Πρόταση 1.1.10, οι χώροι 2N
και (2N)

N
είναι ο-

μοιομορφικοί. Συνεπώς, αρκεί να δείξουμε πως υπάρχει μία συνάρτηση

f : 2N → [0, 1] συνεχής, επί. Πράγματι , αν f : 2N → [0, 1] συνεχής, επί,

τότε από το Λήμμα 2.4.5 υπάρχει απεικόνιση fN : (2N)
N → [0, 1]N η οποία είναι

συνεχής κι επί. ΄Εστω, τώρα, h : 2N → (2N)
N

ένας ομοιομορφισμός. Τότε η

g = fN ◦ h : 2N → [0, 1]N είναι η ζητούμενη συνεχής κι επί απεικόνιση.

Ορίζοντας:

f : 2N → [0, 1] με f(σ) = f
(
(σn)n

)
=
∞∑
n=1

σn
2n

εύκολα βλέπουμε πως η f είναι συνεχής κι επί κι άρα ολοκληρώνεται η απόδειξη.

Λήμμα 2.4.8. ΄Εστω (X, T ) συμπαγής και μετρικοποιήσιμος τοπολογικός

χώρος. Τότε, ο (X, T ) είναι η συνεχής εικόνα ενός κλειστού υποσυνόλου του

2N.

Απόδειξη. Επιλέγουμε d μία συμβατή μετρική επί του X. Τότε, ο (X, d) θα

είναι T3 και δεύτερος αριθμήσιμος (ως συμπαγής μετρικός χώρος), συνεπώς

από το Θεώρημα Μετρικοποιησιμότητας του Urysohn υπάρχει f : X → [0, 1]N

ομοιομορφική εμφύτευση. Είναι άμεσο πως το σύνολο f(X) θα είναι κλειστό

υποσύνολο του [0, 1]N (συνεχής εικόνα συμπαγούς χώρου είναι συμπαγές).

Από το προηγούμενο Λήμμα, υπάρχει απεικόνιση g : 2N → [0, 1]N συνεχής,

επί. Τότε, το σύνολο g−1
(
f(X)

)
θα είναι κλειστό υποσύνολο του 2N

. ΄Αρα, η

συνάρτηση:

g |
g−1
(
f(X)

) : g−1
(
f(X)

)
→ [0, 1]N

είναι συνεχής, επί και το σύνολο τιμών της είναι το f(X). Εφ΄ όσον το f(X)
είναι ομοιομορφικό με τον X, έχουμε το ζητούμενο.
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Το ακόλουθο αποτέλεσμα παρουσιάζει από μόνο του αρκετό ενδιαφέρον.

Λήμμα 2.4.9. ΄Εστω A μη κενό, κλειστό υποσύνολο του 2N. Τότε, υπάρχει

συνάρτηση f : 2N → A συνεχής τέτοια ώστε f(a) = a, για κάθε a ∈ A.

Απόδειξη. ΄Εστω σ = (σn)n ∈ 2N. Αν υπάρχει a = (an)n ∈ A με a1 = σ1,
θέτουμε r(σ)1 = σ1 και z(σ)1 = 0, αλλιώς θέτουμε r(σ)1 = 1 − σ1 και

z(σ)1 = 1. ΄Εστω πως για k ∈ N, τα r(σ)1, . . . , r(σ)k έχουν οριστεί. Αν

υπάρχει a = (an)n ∈ A με ai = r(σ)i,∀i = 1, . . . , k και ak+1 = σk+1 τότε

θέτουμε r(σ)k+1 = σk+1 και z(σ)k+1 = 0, αλλιώς θέτουμε r(σ)k+1 = 1− σk+1

και z(σ)k+1 = 1.

Συνεπώς, για κάθε σ = (σn)n ∈ 2N
καταλήγουμε με δύο δυαδικές ακολου-

θίες, τις (r(σ)n)n και (z(σ)n)n. Ορίζουμε συνάρτηση f : 2N → 2N
με:

f(σ) = (r(σ)n)n,∀σ ∈ 2N

και θα δείξουμε πως είναι η ζητούμενη.

Είναι άμεσο πως για κάθε a ∈ A είναι f(a) = a.
΄Εστω σ = (σn)n ∈ 2N. Θα δείξουμε ότι f(σ) = (r(σ)n)n ∈ A. Από

τον τρόπο κατασκευής της ακολουθίας (r(σ)n)n έχουμε ότι για κάθε k ∈ N ,

υπάρχει a = (an)n ∈ A ώστε a |k = f(σ) |k. Θέτουμε τ k = a. Τότε η

(τn)n είναι μία ακολουθία στοιχείων του A η οποία συγκλίνει στο f(σ). Αρχικά

παρατηρούμε πως αν n,m ∈ N με n 6 m ισχύει ότι τn |n v τm. ΄Εστω, τώρα,

s = (s1, . . . , sk) ∈ 2<N
ώστε f(σ) ∈ Us. Τότε, υπάρχει n0 ∈ N ώστε ∀n > n0

να ισχύει τn |k = f(σ)k = s. Από αυτό έπεται πως για κάθε n > n0 είναι

τn ∈ Us κι άρα η (τn)n συγκλίνει στο f(σ). Συνεπώς, το f(σ) είναι οριακό

σημείο του A κι αφού το A είναι κλειστό, έπεται πως f(σ) ∈ A.
Θα δείξουμε ότι η f είναι συνεχής. ΄Εστω s = (s1, . . . , sk) ∈ 2<N. Θα

δείξουμε ότι f−1(Us∩A) είναι ανοικτό υποσύνολο του 2N. Αρκεί να δειχθεί ότι

για κάθε σ = (σn)n ∈ f
−1(Us ∩ A) υπάρχει sσ ∈ 2<N

ώστε:

σ ∈ Usσ και Usσ ⊆ f−1(Us ∩ A).

΄Εστω σ = (σn)n ∈ f−1(Us ∩ A).Τότε f(σ) = (r(σ)n)n ∈ Us ∩ A, δηλαδή

r(σ)i = si, ∀i = 1, . . . , k. Θέτουμε:{
sσ

i = r(σ)i ,αν z(σ)i = 0
sσ

i = 1− r(σ)i ,αν z(σ)i = 1

για κάθε i ∈ {1, . . . , k} κι ισχυριζόμαστε πως το sσ = (sσ
1, . . . , sσ

k) είναι το

ζητούμενο.

Αρχικά, θα δείξουμε ότι σ ∈ Usσ . ΄Εστω i ∈ {1, . . . , k}. Τότε, αν z(σ)i = 0
είναι r(σ)i = σi, δηλαδή sσ

i = r(σ)i = σi. Αν z(σ)i = 1, τότε r(σ)i = 1 − σi
δηλαδή sσ

i = 1 − r(σ)i = 1 − (1 − σi) = σi. ΄Αρα sσ
i = σi,∀i = 1, . . . , k,

συνεπώς σ ∈ Usσ .
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Θα δείξουμε τώρα ότι Usσ ⊆ f−1(Us ∩ A). ΄Εστω y = (yn)n ∈ Usσ . Τό-

τε, είναι sσ
i = yi,∀i = 1, . . . , k κι αφού σ ∈ Usσ είναι sσ

i = yi = σi,
∀i = 1, . . . , k, από το οποίο έπεται άμεσα πως z(σ)i = z(y)i,∀i = 1, . . . , k.
Θα δείξουμε ότι:

f(y) = (r(y)n)n ∈ Us ∩ A⇔ si = r(y)i,∀i = 1, . . . , k.

΄Εστω i ∈ {1, . . . , k}. Αν z(y)i = z(σ)i = 0 τότε r(y)i = yi = r(σ)i = σi κι
αφού f(σ) ∈ Us ∩ A έπεται πως r(σ)i = si, δηλαδή r(y)i = si. Αν z(y)i =
z(σ)i = 1 τότε r(y)i = 1 − yi = r(σ)i = 1 − σi. Αυτό έχει ως συνέπεια πως

r(σ)i = s1 = 1− σi, δηλαδή r(y)i = si.
Τελικώς, είναι si = r(y)i,∀i = 1, . . . , k κι άρα Usσ ⊆ f−1(Us ∩ A).

Με βάση όλα τα παραπάνω Λήμματα, η απόδειξη του ακόλουθου θεμελιώ-

δους Θεωρήματος για τον χώρο Cantor είναι άμεση:

Θεώρημα 2.4.10 (Alexandrov-Hausdroff). ΄Εστω (X, T ) συμπαγής, με-
τρικοποιήσιμος τοπολογικός χώρος. Τότε, ο (X, T ) είναι η συνεχής εικόνα του

2N.

Απόδειξη. Από το Λήμμα 2.4.8 υπάρχει A ⊆ 2N
κλειστό και μία απεικόνιση

f : A → X συνεχής, επί. Επίσης, από το Λήμμα 2.4.9 υπάρχει συνάρτηση

g : 2N → A συνεχής, επί. Είναι, λοιπόν, άμεσο πως η f ◦ g : 2N → X θα είναι

η ζητούμενη συνεχής κι επί απεικόνιση.

Θα περάσουμε τώρα στην απόδειξη του Θεωρήματος του Young, το οποίο

είναι ίσως το πιο σημαντικό αποτέλεσμα αυτής της ενότητας, καθώς τα άμεσα

πορίσματά του δίνουν μια πολύ καλή αίσθηση της πλούσιας δομής των αναλυ-

τικών χώρων. Ξεκινάμε με τον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 2.4.11. ΄Εστω (X, T ) τοπολογικός χώρος και x0 ∈ X. Το x0
καλείται σημείο συμπύκνωσης του (X, T ) αν για κάθε U ∈ T με x0 ∈ U
ισχύει ότι το U είναι υπεραριθμήσιμο.

Θεώρημα 2.4.12 (Young). ΄Εστω (X, TX) Πολωνικός χώρος, (Y, TY ) υ-

περαριθμήσιμος, Hausdroff τοπολογικός χώρος και f : X → Y συνεχής κι επί

απεικόνιση. Τότε, υπάρχει A ⊆ X ομοιομορφικό με τον χώρο Cantor 2N
ώστε

η συνάρτηση f |A : A→ f(A) να είναι ομοιομορφισμός.
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Απόδειξη. Κατ΄ αρχάς, παρατηρούμε πως ο X είναι υπεραριθμήσιμος, εφ΄ όσον

ο Y είναι υπεραριθμήσιμος κι η f είναι επί. Το γεγονός πως η f δεν είναι κατ΄

ανάγκη 1-1 και πως ο X ενδέχεται να περιέχει μεμονομένα σημεία περιπλέκει

κάπως την απόδειξη. Για να διαχειριστούμε αυτά τα προβλήματα αρχικά επιλέ-

γουμε X0 ⊆ X υπεραριθμήσιμο ώστε η f |X0
να είναι 1-1. Η επιλογή γίνεται

ως εξής:

Αφού η f είναι επί, για κάθε y ∈ Y επιλέγουμε xy ∈ X ώστε f(xy) = y.
Θέτοντας X0 = {xy : y ∈ Y } έχουμε το ζητούμενο.

Εξετάζουμε τον χώρο (X0, TX0), όπου TX0 η σχετική τοπολογία στο X0.
Θέτουμε:

X1 = {z ∈ X0 : z σημείο συμπύκνωσης του (X0, TX0)}

Προφανώς είναι X1 ⊆ X0. Θα δείξουμε ότι το X1 είναι υπεραριθμήσιμο σύνολο,

το X0 \ X1 είναι αριθμήσιμο και πως ο χώρος (X1, TX1) δεν έχει μεμονομένα

σημεία.

Για να δούμε πως το σύνολο X0 \X1 είναι αριθμήσιμο, έστω x ∈ X0 \X1.
Τότε, το x δεν είναι σημείο συμπύκνωσης του X0, συνεπώς υπάρχει Ux ∈ TX
με x ∈ Ux ώστε το Ux ∩X0 να είναι αριθμήσιμο. Τότε:

X0 \X1 =
⋃

x∈X0\X1

(
(Ux ∩X0) ∩ (X0 \X1)

)
=

⋃
x∈X0\X1

Ux ∩
(
X0 \X1

)
Εφ΄ όσον ο X είναι Πολωνικός, ο X θα είναι χώρος Lindelőf, το οποίο έπεται

πως κι ο χώρος (X0 \X1, TX0\X1) θα είναι Lindelőf. Το παραπάνω αποτελεί ένα

ανοικτό κάλυμμα του X0 \ X1, συνεπώς υπάρχει ακολουθία (xn)n ⊆ X0 \ X1

ώστε:

X0 \X1 =
∞⋃
n=1

Uxn ∩
(
X0 \X1

)
΄Αρα, το X0 \X1 είναι αριθμήσιμο ως αριθμήσιμη ένωση αριθμήσιμων συνόλων

(Το σύνολο Uxn ∩
(
X0 \X1

)
είναι το πολύ αριθμήσιμο, ∀n ∈ N.)

Εφ΄ όσον το X0 είναι υπεραριθμήσιμο και το X0 \X1 είναι αριθμήσιμο, είναι

άμεσο πως το X1 θα είναι υπεραριθμήσιμο.

Θα δείξουμε τώρα ότι ο χώρος (X1, TX1) δεν έχει μεμονομένα σημεία. ΄Ε-

στω, προς εις άτοπον απαγωγή, πως υπάρχει z μεμονομένο σημείο του X1.

Τότε, υπάρχει U ∈ TX ώστε U ∩X1 = {z}. Αφού z ∈ X1 έπεται πως το σύνο-

λο U∩X0 θα είναι υπεραριθμήσιμο. ΄Ομως U∩X0 =
(
U∩(X0\X1)

)
∪
(
U∩X1

)
κι αφού δείξαμε πως το X0 \X1 είναι αριθμήσιμο, έπεται πως το σύνολο U ∩X1

θα είναι υπεραριθμήσιμο, άτοπο! ΄Αρα, ο χώρος (X1, TX1) δεν έχει μεμονομένα

σημεία.
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Επιλέγουμε d μία πλήρη μετρική επί του X. Θα κατασκευάσουμε δύο σχή-

ματα Hausdorff A,A : 2<N → P(X) ώστε να ικανοποιούνται τα παρακάτω:

(α) Το σύνολο A(σ|n) είναι ανοικτό ,∀σ|n ∈ 2<N

(β) A(σ|n) ∩X1 6= ∅,∀σ|n ∈ 2<N

(γ) diamA(σ|n) 6
1

n
,∀σ|n ∈ 2<N

(δ) f
(
A(σ|n)

)
∩ f
(
A(τ |n)

)
= ∅,∀σ|n, τ |n ∈ 2<N

με σ|n 6= τ |n

(ε) A(σ|n+1) ⊆ A(σ|n),∀σ|n+1 ∈ 2<N

(στ) A(σ|n) = A(σ|n),∀σ|n ∈ 2<N.

Τότε, όπως και στην απόδειξη του Θεωρήματος 2.3.1 οι επαγόμενες συναρ-

τήσεις φ, φ από τα A,A αντίστοιχα ταυτίζονται. Η ιδιότητα (γ) εξασφαλίζει

την συνθήκη διαμέτρου για τα A,A. Παρατηρούμε πως λόγω της ιδιότητας

(β) είναι A(σ|n) 6= ∅,∀σ|n ∈ 2<N. ΄Αρα, με βάση την Πρόταση 2.4.2 κι α-

φού το A είναι κλειστό, από τις ιδιότητες (α),(β),(ε) το Z θα είναι πυκνό

και κλειστό υποσύνολο του 2N
, δηλαδή Z = 2N. Παρατηρούμε, επίσης, πως

η ιδιότητα (δ) συνεπάγεται πως θα είναι A(σ|n) ∩ A(τ |n) = ∅, ∀σ|n, τ |n ∈
2<N

με σ|n 6= τ |n. Πράγματι, αν υπήρχαν σ|n, τ |n ∈ 2<N
με σ|n 6= τ |n και

x ∈ A(σ|n) ∩ A(τ |n), τότε f(x) ∈ f
(
A(σ|n)

)
∩ f
(
A(τ |n)

)
, άτοπο! (λόγω του

(δ) ). ΄Αρα, από τις ιδιότητες (α), (δ), (ε) η συνάρτηση φ = φ : 2N → φ(2N) ⊆ X
είναι ομοιομορφισμός.

Θέτουμε A = φ(2N). Θα δείξουμε ότι η f |A : A→ f(A) είναι ομοιομορφι-

σμός. Εφ΄ όσον η f είναι συνεχής, έπεται πως κι η f |A θα είναι συνεχής. Για να

δούμε πως η f θα είναι 1-1, έστω x, y ∈ A με x 6= y. Τότε, υπάρχουν σ, τ ∈ 2N

ώστε x = φ(σ) και y = φ(τ) κι άρα θα είναι {f(x)} = f
( ∞⋂
n=1

A(σ|n)
)

και

{f(y)} = f
( ∞⋂
n=1

A(τ |n)
)
. Συνεπώς, από τις ιδιότητες (δ), (ε) εύκολα βλέπουμε

πως θα είναι f(x) 6= f(y). Τελικά, καθώς το A είναι συμπαγές (ως ομοιομορφι-

κό με το 2N
) κι η f |A είναι 1-1, όπως είναι γνωστό από την Γενική Τοπολογία,

η f |A θα είναι ομοιομορφισμός.

Η κατασκευή των σχημάτων Hausdorff A,A έχει ως εξής:

΄Εστω x0, x1 ∈ X1 με x0 6= x1. Αφού η f |X1
είναι 1-1, θα είναι f(x0) 6=

f(x1). Αφού ο Y είναι Hausdorff, υπάρχουν U0, U1 ∈ TY ώστε U0 ∩ U1 = ∅,
f(x0) ∈ U0 και f(x1) ∈ U1. Τότε f(x1) 6∈ U0. Θέτουμε V1 = U1 \ U0 το

οποίο είναι μη κενό. Τότε V1 ∈ TY και U0 ∩ V1 = ∅. ΄Αρα, x0 ∈ f−1(U0),
x1 ∈ f−1(V1) και:
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(
f−1(U0)

)
∩
(
f−1(V1)

)
= ∅.

Η f είναι συνεχής, συνεπώς f−1(U0), f
−1(B) ∈ TX . ΄Αρα, υπάρχουν ε0, ε1 > 0

ώστε:

S(x0, ε0) ⊆ f−1(U0) και S(x1, ε1) ⊆ f−1(V1)

Θέτουμε ε = min

{
d(x0, x1)

2
,
1

4
,
ε0
2
,
ε1
2

}
κι ορίζουμε:

A(∅) =

(
S(x0,

ε

2
)

)
∪
(
S(x1,

ε

2
)

)
και

A(0) = S
(
x0,

ε

4

)
, A(1) = S

(
x1,

ε

4

)
Τότε, τα σύνολα A(∅), A(0), A(1) είναι ανοικτά, έχουν διάμετρο μικρότερη ή ίση

του 1 και είναι A(0), A(1) ⊆ A(∅). Τέλος, αφού f
(
A(0)

)
⊆ U0, f

(
A(1)

)
⊆ V1

και U0 ∩ V1 = ∅, εύκολα βλέπουμε πως θα είναι f
(
A(0)

)
∩ f
(
A(1)

)
= ∅.

΄Εστω πως για k ∈ N, τα σύνολα A(σ|k) έχουν οριστεί για κάθε σ ∈ 2N.
΄Εστω, επίσης, σ ∈ 2N. Εξ΄ υποθέσεως, είναι A(σ|k) ∩ X1 6= ∅, άρα υπάρχει

x0
k+1 ∈ A(σ|k) ∩ X1. Το σύνολο A(σ|k) είναι ανοικτό, συνεπώς υπάρχει

εk+1 > 0 ώστε S(x0
k+1, εk+1) ⊆ A(σ|k). Εφ΄ όσον ο χώρος (X1, TX1) δεν

έχει μεμονομένα σημεία, έπεται πως υπάρχει x1
k+1 ∈ S(x0

k+1, εk+1) ∩ X1 με

x1
k+1 6= x0

k+1. Η f |X1
είναι 1-1, άρα f(x0

k+1) 6= f(x1
k+1). Ακριβώς όπως

και πριν βρίσκουμε δύο ανοικτά σύνολα U0
k+1, V1

k+1
ώστε f(x0

k+1) ∈ U0
k+1,

f(x1
k+1) ∈ V1k+1

και U0
k+1∩V1k+1 = ∅. Η f είναι συνεχής, συνεπώς τα σύνολα

f−1(U0
k+1) και f−1(V1

k+1) είναι ξένα κι ανοικτά στονX με x0
k+1 ∈ f−1(U0

k+1)
και x1

k+1 ∈ f−1(V1k+1). Τότε, υπάρχουν ε0
k+1, ε1

k+1 > 0 ώστε:

S(x0
k+1, ε0

k+1) ⊆ f−1(U0
k+1) και S(x1

k+1, ε1
k+1) ⊆ f−1(V1

k+1)

Θέτουμε:

εk+1 = min

{
d(x0

k+1, x1
k+1)

2
,

1

2k+2
,
ε0
k+1

2
,
ε1
k+1

2
,
εk+1 − d(x0

k+1, x1
k+1)

2

}
Στη συνέχεια, ορίζουμε:

A
(
σ|k _ 0

)
= S(x0

k+1, εk+1) και A
(
σ|k _ 1

)
= S(x1

k+1, εk+1)

κι εύκολα βλέπουμε πως τα παραπάνω σύνολα πληρούν τις ζητούμενες ιδιότητες.

Τέλος, ορίζοντας A(σ|n) = A(σ|n),∀σ|n ∈ 2<N
η κατασκευή των σχημάτων

Hausdorff A,A ολοκληρώνεται.
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Πόρισμα 2.4.13. ΄Εστω (X, T ) υπεραριθμήσιμος αναλυτικός χώρος. Τότε,

ο (X, T ) περιέχει ένα υποσύνολο ομοιομορφικό με τον χώρο Cantor 2N.

Απόδειξη. Αφού ο (X, T ) είναι αναλυτικός, έχουμε ότι θα είναι Hausdorff και

πως υπάρχει μία συνάρτηση f : NN → X συνεχής, επί. Ο χώρος Baire είναι

Πολωνικός, συνεπώς, από το προηγούμενο Θεώρημα υπάρχει A ⊆ NN
ομοιο-

μορφικό με το 2N
ώστε η f |A : A → f(A) να είναι ομοιομορφισμός. ΄Αρα, το

σύνολο f(A) ⊆ X είναι ομοιομορφικό με το 2N.

Παρατήρηση 2.4.14. (i) Σύμφωνα με το παραπάνω αποτέλεσμα, κάθε υ-

περαριθμήσιμος αναλυτικός χώρος περιέχει ένα υποσύνολο ομοιομορφικό

με το 2N, δηλαδή ένα υποσύνολο το οποίο (εφοδιασμένο με την σχετική

τοπολογία) είναι υπεραριθμήσιμο και δεν περιέχει μεμονομένα σημεία.

Αυτό μας δίνει μια καλή αρχική ιδέα για την πλούσια δομή τέτοιων ανα-

λυτικών χώρων.

(ii) ΄Ενα από τα πιο γνωστά προβλήματα της Ανάλυσης είναι η Υπόθεση του

Συνεχούς, την οποία εισηγήθηκε ο Γερμανός μαθηματικός Georg Cantor
κι η οποία διατυπώνεται ως εξής:

Υπάρχει άπειρο υποσύνολο του R με πληθάριθμο γνήσια
μεγαλύτερο του ℵ0 και γνήσια μικρότερο του 2ℵ0?

Η Υπόθεση αυτή γενικεύεται και σε άπειρα υποσύνολα αυθαίρετων χώ-

ρων. Σύμφωνα με το παραπάνω Πόρισμα, η Υπόθεση του Συνεχούς ισχύει

για τους αναλυτικούς χώρους. Πράγματι ένας υπεραριθμήσιμος αναλυτι-

κός χώρος περιέχει ένα υποσύνολο ομοιομορφικό με τον χώρο Cantor,
συνεπώς έχει πληθικότητα μεγαλύτερη ή ίση του 2ℵ0 . ΄Ομως, για κάθε

αναλυτικό χώρο X υπάρχει απεικόνιση f : NN → X συνεχής, επί κι αφού

ο χώρος Baire NN
έχει τον πληθάριθμο του συνεχούς, έπεται πως κάθε

αναλυτικός χώρος θα έχει πληθάριθμο μικρότερο ή ίσο του 2ℵ0 .

Τελικώς, ένας άπειρος αναλυτικός χώρος έχει πληθικότητα ℵ0 ή 2ℵ0 .

Πρωτού προχωρήσουμε στην διατύπωση του επόμενου Πορίσματος, θα δώ-

σουμε την απόδειξη ενός θεμελιώδους Θεωρήματος της Γενικής Τοπολογίας:

Θεώρημα 2.4.15. (i) ΄Εστω (X, T ) ένας πλήρως μετρικοποιήσιμος τοπο-

λογικός χώρος και Y ένα Gδ υποσύνολο του X. Τότε, ο χώρος (Y, TY )
είναι πλήρως μετρικοποιήσιμος.
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(ii) ΄Εστω (X, T ) ένας τοπολογικός χώρος Hausdorff και Y ένα υποσύνολο

του X ώστε ο χώρος (Y, TY ) να είναι πλήρως μετρικοποιήσιμος. Τότε,

το Y είναι ένα Gδ υποσύνολο του χώρου (Y , TY ).

Απόδειξη. (i) Επιλέγουμε d μία πλήρη, συμβατή μετρική επί τουX ώστε d(x1, x2) 6 1
για κάθε x1, x2 ∈ X. Αφού το Y είναι Gδ υποσύνολο του X, θα γράφεται ως:

Y =
∞⋂
n=1

Gn

όπου το Gn είναι ανοικτό υποσύνολο του X για κάθε n ∈ N. Θέτουμε Fn =
X \Gn για κάθε n ∈ N κι ορίζουμε μία απεικόνιση f : Y → X × RN

με:

f(y) =

(
y,

1

d(y, F1)
,

1

d(y, F2)
, . . .

)
Παρατηρούμε πως είναι d(y, Fn) > 0 για κάθε n ∈ N, εφ΄ όσον y 6∈ Fn και

το σύνολο Fn είναι κλειστό. Θα δείξουμε πως η f αποτελεί μία ομοιομορφική

εμφύτευση και πως το σύνολο f(Y ) είναι κλειστό, το οποίο και θα μας δώσει το

ζητούμενο. Πράγματι, ο χώρος X×RN
είναι πλήρως μετρικοποιήσιμος κι αφού

το f(Y ) είναι κλειστό, έπεται πως το f(Y ) θα είναι ένα πλήρως μετρικοποιήσιμο

υποσύνολο του X × RN
. ΄Αρα, αφού η f : Y → f(Y ) είναι ομοιομορφισμός, ο

χώρος (Y, TY ) θα είναι πλήρως μετρικοποιήσιμος.

Για να δούμε πως το f(Y ) είναι κλειστό υποσύνολο του X × RN, έστω

z = (zn)n οριακό σημείο του f(Y ). Τότε, υπάρχει (zk)k ⊆ f(Y ) με (zk)k → z.
Για κάθε k ∈ N, υπάρχει yk ∈ Y ώστε f(yk) = zk. ΄Αρα, είναι

(
f(yk)

)
k
→ z.

Αρχικά, από τον ορισμό της απεικόνισης f , για k ∈ N, είναι:

f(yk) =

(
yk,

1

d(yk, F1)
,

1

d(yk, F2)
, . . .

)
Συνεπώς, θα έχουμε ότι (yk)k → z1, το οποίο έπεται πως

(
d(yk, Fn)

)
k
→

d(z1, Fn) για κάθε n ∈ N. (Υπενθυμίζουμε πως για A ⊆ X, η απεικόνιση

x ∈ X 7→ d(x,A) είναι συνεχής.) ΄Αρα, θα είναι:

1

d(z1, Fn)
> 0 για κάθε n ∈ N

συνεπώς z1 6∈ Fn για κάθε n ∈ N. Αυτό σημαίνει πως z1 ∈
∞⋂
n=1

Gn = Y και

f(z1) = z, άρα z ∈ f(Y ), δηλαδή το f(Y ) είναι κλειστό υποσύνολο τουX×RN.
Είναι άμεσο πως η f είναι 1-1. Για να δούμε πως η f είναι συνεχής, έστω

(yk)k ⊆ Y, y ∈ Y ώστε (yk)k → y. Θα δείξουμε ότι
(
f(yk)

)
k
→ f(y). ΄Οπως και

πριν βλέπουμε πως για κάθε n ∈ N θα είναι
(
d(yk, Fn)

)
k
→ d(y, Fn). Συνεπώς,

έπεται πως
(
f(yk)

)
k
→ f(y).
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Τέλος, για να δούμε πως η f−1 : f(Y )→ Y είναι συνεχής, έστω
(
f(yk)

)
k
⊆

f(Y ), f(y) ∈ f(Y ) ώστε
(
f(yk)

)
k
→ f(y). Θα δείξουμε ότι (yk)k → y. Από

τον ορισμό της απεικόνισης f , για k ∈ N είναι:

f(yk) =

(
yk,

1

d(yk, F1)
,

1

d(yk, F2)
, . . .

)
και

f(y) =

(
y,

1

d(y, F1)
,

1

d(y, F2)
, . . .

)
από το οποίο είναι άμεσο πως (yk)k → y.

(ii) Κατ΄ αρχάς, επιλέγουμε d μία πλήρη, συμβατή μετρική επί του χώρου

(Y, TY ). Για κάθε n ∈ N, θέτουμε:

Gn = Y ∩
({

H ∈ T : diam
(
H ∩ Y

)
6

1

n

})
Είναι άμεσο πως το σύνολο Gn είναι ανοικτό υποσύνολο του (Y , TY ). Θα δεί-

ξουμε ότι Y =
∞⋂
n=1

Gn.

΄Εστω y ∈ Y. Προφανώς y ∈ Y . Θεωρούμε το σύνολο SY
(
y,

1

2n
)
, το οποίο

είναι ανοικτό υποσύνολο του (Y, TY ), δηλαδή υπάρχει Hn ∈ T με Hn ∩ Y =

SY
(
y,

1

2n
)
. Επιπλέον, είναι άμεσο πως diamSY

(
y,

1

2n
)
6

1

n
. Συνεπώς, y ∈ Gn

για κάθε n ∈ N κι άρα Y ⊆
∞⋂
n=1

Gn.

΄Εστω, τώρα, x ∈
∞⋂
n=1

Gn. Τότε, για κάθε n ∈ N υπάρχει Hn ∈ T ώστε

x ∈ Hn και diam
(
Hn ∩ Y

)
6

1

n
. ΄Εστω, προς εις άτοπον απαγωγή, πως

x ∈ Y \ Y. Για κάθε k ∈ N, υπάρχει yk ∈ Y ∩
k⋂

n=1

Hn (αφού x ∈ Y ∩
k⋂

n=1

Hn

και

k⋂
n=1

Hn ∈ T .) Τότε, η ακολουθία (yk)k είναι ακολουθία Cauchy στον Y .

Πράγματι, έστω ε > 0. Ως γνωστόν, υπάρχει k0 ∈ N ώστε
1

k0
< ε. Τότε,

diam
(
Hk0 ∩ Y

)
6

1

k0
κι άρα diam

(
Y ∩

k0⋂
n=1

Hn

)
6

1

k0
. Εύκολα βλέπουμε πως

για k > k0 είναι:
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yk ∈
k⋂

n=1

Hn ⊆
k0⋂
n=1

Hn ⇒ yk ∈
k0⋂
n=1

Hn

Συνεπώς, για k,m > k0 είναι:

d(yk, ym) 6 diam
(
Hk0 ∩ Y

)
< ε.

Συνεπώς, η (yk)k είναι ακολουθία Cauchy. Αφού ο χώρος (Y, d) είναι πλήρης,

υπάρχει y0 ∈ Y ώστε (yk)k → y0. Αφού υποθέσαμε πως x 6∈ Y, έπεται πως
y0 6= x.

Ο χώρος (X, T ) είναι Hausdorff, συνεπώς υπάρχουν U, V ∈ T με U∩V = ∅
ώστε x ∈ U και y0 ∈ V. Τότε, y0 ∈ V ∩ Y κι αφού V ∩ Y ∈ TY , συνεπάγεται
πως υπάρχει ε > 0 ώστε SY

(
y0, ε

)
⊆ V ∩ Y. Κατ΄ αρχάς, υπάρχει k1 ∈ N ώστε

για κάθε k > k1 να ισχύει ότι yk ∈ SY
(
y0,

ε

3

)
. Επίσης, υπάρχει k2 ∈ N ώστε

diam
(
Hk2∩Y

)
<
ε

3
. Θέτουμε k3 = max{k1, k2}. Τότε, για κάθε k > k3, ισχύει

ότι yk ∈ SY
(
y0,

ε

3

)
και diam

(
Hk ∩ Y

)
<
ε

3
. Τότε, είναι Hk3 ∩ Y ⊆ SY

(
y0, ε

)
.

Πράγματι, έστω z ∈ Hk3 ∩ Y. Τότε:

d(z, y0) 6 d(z, yk3) + d(yk3 , y0) 6
ε

3
+
ε

3
< ε

κι άρα z ∈ SY
(
y0, ε

)
. Δείξαμε ότι:

Hk3 ∩ Y ⊆ SY
(
y0, ε

)
⊆ V ∩ Y

΄Ομως, x ∈ Hk3 ∩ U με U ∩ V = ∅. Παίρνοντας ακόμη μία ακολουθία που

συγκλίνει στο x αν χρειαστεί, καταλήγουμε σε άτοπο. ΄Αρα, τελικώς, δείξαμε

πως x ∈ Y κι έχουμε το ζητούμενο.

Παρατήρηση 2.4.16. Είναι εύκολη άσκηση να δούμε πως κάθε κλειστό υπο-

σύνολο ενός μετρικού χώρου είναι Gδ. Συνεπώς, στην περίπτωση των μετρικών

χώρων το προηγούμενο Θεώρημα παίρνει άμεσα την εξής μορφή:

΄Ενα υποσύνολο Y ενός πλήρους μετρικού χώρου X είναι Gδ αν και μόνο

αν το Y είναι ένα πλήρως μετρικοποιήσιμο υποσύνολο του X.

Επιστρέφοντας τώρα στο Θεώρημα του Young, είμαστε πλέον σε θέση να

αποδείξουμε το ιδιαίτερα σημαντικό ακόλουθο αποτέκεσμα:

Πόρισμα 2.4.17. ΄Εστω (X, T ) ένας υπεραριθμήσιμος, T3 αναλυτικός χώ-

ρος. Τότε, ο (X, T ) περιέχει ένα Gδ υποσύνολο ομοιομορφικό με τον χώρο

Baire NN.
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Απόδειξη. Αρχικά, θα δείξουμε ότι αν F είναι ένα κλειστό υποσύνολο του X,

τότε το F θα είναι Gδ. ΄Εστω F ⊆ X κλειστό. Εφ΄ όσον ο X είναι χώρος

T3, για κάθε x ∈ X \ F υπάρχουν Vx,Wx ∈ T ώστε x ∈ Vx, F ⊆ Wx και

Vx ∩Wx = ∅. Πάλι επειδή ο X είναι T3 και x ∈ Vx έχουμε πως υπάρχει Ux ∈ T
ώστε x ∈ Ux και x ∈ Ux ⊆ Ux ⊆ Vx. ΄Αρα, είναι:

X \ F =
⋃

x∈X\F

Ux =
⋃

x∈X\F

Ux

(αφού για κάθε x ∈ X \ F ισχύει ότι Ux ∩ F = ∅.) Σύμφωνα με την Πρόταση

2.3.4 ο χώρος (X \ F, TX\F ) θα είναι Lindelőf, συνεπώς υπάρχει ακολουθία

(xn)n ⊆ X \ F ώστε:

X \ F =
∞⋃
n=1

Uxn =
∞⋃
n=1

Uxn

Παίρνοντας συμπληρώματα, είναι:

F =
∞⋂
n=1

(
Uxn
)c

δηλαδή το F είναι Gδ υποσύνολο του X.

΄Οπως είδαμε στην Παρατήρηση 2.2.11, ο χώρος Cantor 2N
περιέχει ένα

υποσύνολο ομοιομορφικό με το NN. Αυτό, σε συνδυασμό με το Πόρισμα 2.4.13

έπεται πως ο X θα περιέχει ένα υποσύνολο, έστω Y , ομοιομορφικό με τον

χώρο Baire NN. Αφού ο NN
είναι πλήρως μετρικοποιήσιμος, το ίδιο θα είναι κι

ο Y . ΄Αρα, απο το προηγούμενο Θεώρημα, ο Y θα είναι ένα Gδ υποσύνολο του

χώρου (Y , TY ). ΄Ομως, το σύνολο Y είναι κλειστό κι άρα, όπως είδαμε στην

αρχή της απόδειξης, θα είναι Gδ υποσύνολο του X. Συνεπώς είναι άμεσο πως

το Y θα είναι τότε Gδ υποσύνολο του X. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.

2.5 Εμφυτεύσεις των Q,NN
σε άλλους Χώρους

Σε αυτήν την ενότητα θα εξετάσουμε τις προυποθέσεις τις οποίες πρέπει να

ικανοποιεί ένας μετρικοποιήσιμος χώρος X ώστε να περιέχει ένα υποσύνολο

ομοιομορφικό με το Q ή το NN
. Κύριος σκοπός είναι η διατύπωση και απόδειξη

του Θεωρήματος του Hurewicz, το οποίο μας επιτρέπει να εμφυτεύσουμε και

τους δύο αυτούς χώρους ταυτόχρονα ως σχετικά κλειστα υποσύνολα. Θα ξε-

κινήσουμε με την έννοια των σχημάτων συμπύκνωσης, ο ορισμός των οποίων

δίνεται παρακάτω.

Ορισμός 2.5.1. ΄Εστω (X, d) ένας πλήρης μετρικός χώρος. Ορίζουμε μία

συνάρτηση r : N<N → R+
ώστε για s = (s1, . . . , sk) ∈ N<N

να είναι:
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r(s) = r
(
(s1, . . . , sk)

)
=

1

2(s1+...+sk)

Δοθείσας της συνάρτησης r, καλούμε σχήμα συμπύκνωσης στον X
μία απεικόνιση x : N<N → X ώστε να ικανοποιείται η ακόλουθη συνθήκη:

0 < d
(
x(σ|n), x(σ|n+1)

)
6 r(σ|n+1),∀σ|n+1 ∈ N<N.

Πρόταση 2.5.2. ΄Εστω (X, d) ένας πλήρης μετρικός χώρος και x : N<N → X
ένα σχήμα συμπύκνωσης στον X. Τότε:

(i) Η ακολουθία
(
x(s1, . . . , sk, n)

)
n∈N συγκλίνει στο x(s1, . . . , sk), καθώς

n→ +∞,∀(s1, . . . , sk) ∈ N<N
.

(ii) Για κάθε σ ∈ NN, η ακολουθία
(
x(σ|n)

)
n∈N είναι συγκλίνουσα.

Απόδειξη. (i) ΄Εστω ε > 0. Θα δείξουμε ότι υπάρχει n0 ∈ N ώστε για κάθε

n > n0 να ισχύει d
(
x(s1, . . . , sk, n), x(s1, . . . , sk)

)
< ε. Ως γνωστόν, υπάρχει

n0 ∈ N ώστε
1

n0

< ε. ΄Εστω n > n0. Τότε, είναι:

d
(
x(s1, . . . , sk), x(s1, . . . , sk, n)

)
6 r
(
(s1, . . . , sk, n)

)
=

1

2(s1+...+sk+n)

<
1

2n0

<
1

n0

< ε

΄Αρα, δείξαμε το ζητούμενο.

(ii) ΄Εστω σ = (σn)n ∈ NN. Αφού ο (X, d) είναι πλήρης μετρικός χώρος,

αρκεί να δείξουμε ότι η ακολουθία
(
x(σ|n)

)
n∈N είναι Cauchy. ΄Εστω ε > 0.

Τότε, υπάρχει n0 ∈ N ώστε
1

n0

<
ε

2
. ΄Εστω, επίσης, n,m ∈ N με n0 6 n < m.
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Με εφαρμογή της τριγωνικής ανισότητας, έχουμε ότι:

d
(
x(σ|n), x(σ|m)

)
6 d
(
x(σ|n), x(σ|n+1)

)
+ . . .+ d

(
x(σ|m−1), x(σ|m)

)
6 r(σ|n+1) + . . .+ r(σ|m−1) + r(σ|m)

=
1

2(σ1+...+σn+1)
+ . . .+

1

2(σ1+...+σn+1+...+σm−1)
+

+
1

2(σ1+...+σn+1+...+σm−1+σm)

=
1

2(σ1+...+σn+1)
·

·
(

1 +
1

2σn+1
+

1

2(σn+2+σn+3)
+ . . .+

1

2(σn+2+...+σm)

)
(∗)

Η σειρά

∞∑
n=1

1

2n
ως γνωστόν συγκλίνει στο 1. Θεωρούμε την ακολουθία με

γενικό όρο bn =
1

2

n∑
k=1

k
. Τότε, είναι bn 6

1

2n
για κάθε n ∈ N. ΄Αρα η σειρά

∞∑
n=1

συγκλίνει (ως σειρά με θετικούς όρους) σε κάποιον πραγματικό αριθμό

μικρότερο ή ίσο του 1. Συνεπώς, η (∗) δίνει:

d
(
x(σ|n), x(σ|m)

)
6

1

2(σ1+...+σn+1)
·
(

1 + 1

)
6

1

2n0
· 2 < 1

n0

· 2 < ε

2
· 2 = ε.

Εφ΄ όσον μόλις δείξαμε πως για κάθε σ ∈ NN, η ακολουθία
(
x(σ|n)

)
n∈N

συγκλίνει, μπορούμε να ορίσουμε μία απεικόνιση φx : NN → X με:

φx(σ) = lim
n→+∞

x(σ|n)

Η απεικόνιση αυτή καλείται ως η συνάρτηση που επάγεται απο το σχή-

μα συμπύκνωσης x.
Με βάση το δοθέν σχήμα συμπύκνωσης x, ορίζουμε το εξής σύνολο:

D = {x(σ|n) : σ|n ∈ N<N}

΄Εχουμε, τότε, τις ακόλουθες Προτάσεις:
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Πρόταση 2.5.3. ΄Εστω (X, d) πλήρης μετρικός χώρος, x : N<N → X ένα

σχήμα συμπύκνωσης στον X και φx η επαγόμενη συνάρτηση. Τότε, ισχύουν

τα ακόλουθα:

(i) Η φx είναι συνεχής

(ii) Το D είναι ομοιομορφικό με το Q

(iii) D \D ⊆ φx(NN)

Απόδειξη. (i) ΄Εστω (σn)n ⊆ NN
μία ακολουθία στον χώρο Baire και σ0 ∈ NN

ώστε σn → σ0. Θα δείξουμε ότι φx(σ
n) → φx(σ0). ΄Εστω ε > 0. Αναζητούμε

n0 ∈ N ώστε για κάθε n > n0 να ισχύει ότι φx(σ
n) ∈ S

(
φx(σ0), ε

)
.

Κατ΄ αρχάς, υπάρχει n1 ∈ N ώστε
1

n1 + 1
<

ε

6
. Εξετάζουμε το σύνολο

Uσ0|n1
. Αφού η ακολουθία (σn)n συγκλίνει στο σ0, έπεται πως υπάρχει n2 ∈

N ώστε για κάθε n > n2 να ισχύει ότι σn ∈ Uσ0|n1
⇔ σn|n1

= σ0|n1
⇒

x
(
σn|n1

)
= x

(
σ0|n1

)
. Παρατηρούμε ότι:

d
(
φx(σ0), φx(σ

n)
)

= lim
k→+∞

(
d
(
x(σ0|k), x(σn|k)

))
Θέτουμε n0 = max{n1, n2}. Τότε, για n, k > n0 είναι:

d
(
x(σn|k), x(σ0|k)

)
6 d
(
x(σn|k), x(σ0|n1

)
)

+ d
(
x(σ0|n1

), x(σ0|k)
)

6 2 · r(σ0|n1+1) + r(σn|n1+2) + . . .+ r(σn|k)+
+ r(σ0|n1+2) + . . .+ r(σ0|k)

εφ΄ όσον για κάθε n > n0, το σ0|n1
αποτελεί αρχικό τμήμα του σn. Συνεχί-
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ζοντας όπως και στην απόδειξη της Πρότασης 2.5.2 (ii) , είναι:

d
(
x(σn|k), x(σ0|k)

)
6

1

2(σ0(1)+...+σ0(n1+1))
·

·
(

2 +
1

2(σn(1)+...+σn(n1+2))
+ . . .

1

2(σ0(1)+...+σ0(k))

)
6

1

2(σ0(1)+...+σ0(n1+1))
·
(

2 + 2

)
= 4 · 1

2(σ0(1)+...+σ0(n1+1))

6 4 · 1

2(n1+1)

6 4 · ε
6

< ε

(ii) Από το Θεώρημα 2.2.16 αρκεί να δείξουμε ότι το D είναι αριθμήσιμο και

δεν περιέχει μεμονομένα σημεία. Κατ΄ αρχάς, αφού D = {x(σ|n) : σ|n ∈ N<N},
έπεται άμεσα πως τοD είναι αριθμήσιμο. (Πράγματι, η απεικόνιση σ|n 7→ x(σ|n)
είναι επί κι αφού το N<N

είναι αριθμήσιμο, το D είναι επίσης αριθμήσιμο.)

΄Εστω, προς εις άτοπον απαγωγή, πως υπάρχει z ∈ D μεμονομένο σημείο

του D. ΄Αρα, υπάρχει ε > 0 ώστε {z} = S(z, ε) ∩ D. Αφού z ∈ D, υπάρχει

σ|n ∈ N<N
ώστε z = x(σ|n). ΄Οπως είδαμε στη Πρόταση 2.5.2 (i), ισχύει ότι

x(σ|n _ q) → x(σ|n), καθώς q → +∞. ΄Αρα, υπάρχει q0 ∈ N ώστε για κάθε

q > q0 να είναι x(σ|n _ q) ∈ S(z, ε)∩D. Τότε, από τον ορισμό των σχημάτων

συμπύκνωσης, θα είναι:

0 < d
(
x(σ|n _ q), x(σ|n)

)
< ε

Αυτό μας διασφαλίζει πως θα είναι x(σ|n _ q) 6= z. Συνεπώς, τοD δεν περιέχει

μεμονομένα σημεία κι ως εκ τούτου θα είναι ομοιομορφικό με το Q.

(iii) ΄Εστω z ∈ D \D. Τότε, υπάρχει (zn)n ⊆ D ώστε (zn)n → z. Αφού η

ακολουθία (zn)n είναι υποσύνολο του D, έπεται πως για κάθε n ∈ N, υπάρχει

sn ∈ N<N
ώστε zn = x(sn). Θεωρούμε την ακολουθία

(
x(sn|1)

)
n
. Τότε, υ-

πάρχει υπακολουθία
(
x(snk |1)

)
k∈N της

(
x(sn|1)

)
n
και n0 ∈ N ώστε snk |1 6 n0

για κάθε k ∈ N. Αν όχι, τότε από την Πρόταση 2.5.2 (i), θα έχουμε πως(
x(sn|1)

)
n
→ x(∅), το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα, υπάρχει m1 ∈ N και K1 ⊆ N ά-

πειρο ώστε snk |1 = m1 για κάθε k ∈ K1. Θέτουμε σ1 = m1. Επαναλαμβάνοντας
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επεγεγικά την ίδια διαδικασία, βλέπουμε πως για το στοιχείο σ = (σn)n ∈ NN

έχουμε πως z = lim
n→+∞

x
(
σ|n
)
.

Πρόταση 2.5.4. ΄Εστω (X, T ) μετρικοποιήσιμος τοπολογικός χώρος. Τα

επόμενα είναι ισοδύναμα:

(i) Υπάρχει x : N<N → X ένα σχήμα συμπύκνωσης στον X.

(ii) Υπάρχει A ⊆ X μη κενό ώστε ο χώρος (A, TA) να μην περιέχει μεμο-

νομένα σημεία.

Απόδειξη. (i)→(ii) Θέτουμε D = {x(σ|n) : σ|n ∈ N<N} το οποίο, όπως απο-

δείξαμε, είναι ομοιομορφικό με το Q. Τότε, ορίζοντας A = D έχουμε ότι το A
είναι μη κενό και δεν περιέχει μεμονομένα σημεία, δηλαδή δείξαμε το ζητούμενο.

(ii)→(i) Επιλέγουμε d μία συμβατή μετρική επί του X. ΄Εστω a ∈ A.
Θέτουμε x(∅) = a. Αφού το A δεν περιέχει μεμονομένα σημεία, για κάθε n ∈ N

υπάρχει yn
1 ∈ S

(
a,

1

n

)
∩A με yn

1 6= a,∀n ∈ N. Θέτουμε x({n}) = yn
1,∀n ∈ N.

Τότε, είναι 0 < d
(
x(∅), x({n})

)
<

1

n
, ∀n ∈ N.

΄Εστω πως για k ∈ N, τα στοιχεία x(σ|k) έχουν οριστεί για κάθε σ ∈ NN.
΄Εστω, επίσης, σ ∈ NN. Τότε, πάλι αξιοποιώντας το γεγονός πως το A δεν έχει

μεμονομένα σημεία, έχουμε πως υπάρχει yn
k+1 ∈ S

(
x(σ|k), r(σ|k _ n)

)
∩A με

yn
k+1 6= x(σ|k). Θέτουμε x

(
σ|k _ n

)
= yn

k+1,∀n ∈ N. Τότε, είναι:

0 < d
(
x(σ|k), x(σ|k _ n

)
6 r
(
σ|k _ n

)
,∀n ∈ N.

Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.

Πόρισμα 2.5.5. ΄Εστω (X, T ) μετρικοποιήσιμος τοπολογικός χώρος. Τα

επόμενα είναι ισοδύναμα:

(i) Ο X περιέχει ένα υποσύνολο ομοιομορφικό με το Q.

(ii) Ο X περιέχει ένα μη κενό υποσύνολο χωρίς μεμονομένα σημεία.

Απόδειξη. ΄Αμεσο, από τις δύο προηγούμενες Προτάσεις. (Παρατηρείστε, μέσω

τις απόδειξης της Πρότασης 2.5.2, πως η υπόθεση της πληρότητας του X δεν

είναι αναγκαία ώστε να το σύνολο D να είναι ομοιομορφικό με το Q.)
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Το υποσύνολο του X το οποίο είναι ομοιομορφικό με το Q στο προηγούμε-

νο Πόρισμα θα είναι προφανώς ένα Fσ υποσύνολο του X. Στο Πόρισμα 2.4.17

είδαμε πως κάθε υπεραριθμήσιμος, αναλυτικός και T3 τοπολογικός χώρος πε-

ριέχει ένα Gδ υποσύνολο ομοιομορφικό με το NN. Θα δούμε τώρα υπο ποιες

προυποθέσεις μπορούμε να εμφυτεύσουμε ταυτόξρονα τους Q,NN
ως σχετι-

κά κλειστά υποσύνολα. Αυτό είναι και το περιεχόμενο του Θεωρήματος του

Hurewicz. Χρειαζόμαστε, αρχικά, τα ακόλουθα Λήμματα:

Λήμμα 2.5.6. ΄Εστω (X, T ) πλήρως μετρικοποιήσιμος τοπολογικός χώρος,

x : N<N → X ένα σχήμα συμπύκνωσης στον X και H,H : N<N → P(X) δύο

σχήματα Souslin στον X. Υποθέτουμε, επίσης, πως ισχύουν τα παρακάτω:

(α) x(σ|n) ∈ H
(
σ|n
)
\
( ∞⋃
q=1

H
(
(σ|n _ q

))
,∀σ|n ∈ N<N.

(β) H
(
σ|n
)
∩H

(
τ |n
)

= ∅, ∀σ|n, τ |n ∈ N<N
με σ|n 6= τ |n.

(γ) H
(
σ|n+1

)
⊆ H

(
σ|n
)
, ∀σ|n ∈ N<N.

(δ) diamH
(
σ|n
)
6 r
(
σ|n
)
,∀σ|n ∈ N<N.

(ε) Το σύνολο H
(
σ|n
)
είναι ανοικτό, ∀σ|n ∈ N<N.

(στ) H
(
σ|n
)

= H
(
σ|n
)
,∀σ|n ∈ N<N.

Τότε, οι επαγόμενες συναρτήσεις φ, φ, φx από ταH,H, x αντίστοιχα ταυτίζονται.

Επίσης, για την κοινή επαγόμενη συνάρτηση φ ισχύει πως φ
(
NN) = D \D και

πως η φ : NN → D \D είναι ομοιομορφισμός.

Απόδειξη. Επιλέγουμε d μία πλήρη, συμβατή μετρική επί του X. Κατ΄ αρχάς,

όπως και στην απόδειξη του Θεωρήματος 2.3.1, από την ιδιότητα (γ) εύκολα

βλέπουμε πως οι επαγόμενες συναρτήσεις φ, φ από τα H,H αντίστοιχα ταυ-

τίζονται. ΄Εστω σ ∈ NN. Θα δείξουμε ότι {φx(σ)} =
∞⋂
n=1

H
(
σ|n
)
. Εφ΄ όσον

το σύνολο

∞⋂
n=1

H
(
σ|n
)

αποτελείται αναγκαστικά από μόνο ένα σημείο, αρκεί

να δείξουμε ότι φx(σ) ∈
∞⋂
n=1

H
(
σ|n
)
. ΄Εστω, προς εις άτοπον απαγωγή, πως

υπάρχει n0 ∈ N ώστε φx(σ) 6∈ H
(
σ|n0

)
. Τότε φx(σ) ∈ X \H

(
σ|n0

)
, το οποίο

είναι ανοικτό. Συνεπώς, υπάρχει ε > 0 ώστε S
(
φx(σ), ε

)
∩ H

(
σ|n0

)
= ∅. Η
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ακολουθία
(
x(σ|n)

)
n

συγκλίνει στο φx(σ) κι άρα υπάρχει n1 ∈ N ώστε για

κάθε n > n1 να ισχύει ότι x(σ|n) ∈ S
(
φx(σ), ε

)
. Εξετάζουμε τις ακόλουθες

περιπτώσεις:

• ΄Εστω πως n1 > n0. Τότε, από τις ιδιότητες (α), (γ) έχουμε πως:

x(σ|n1
) ∈ H

(
σ|n1

)
⊆ H

(
σ|n0

)
⊆ H

(
σ|n0

)
κι άρα x(σ|n1

) ∈ H
(
σ|n0

)
, άτοπο! αφού x(σ|n1

) ∈ S
(
φx(σ), ε

)
η οποία

όπως δείξαμε είναι ξένη από το H
(
σ|n0

)
.

• ΄Εστω πως n1 6 n0. Τότε:

x(σ|n0
) ∈ H

(
σ|n0

)
∩ S
(
φx(σ), ε

)
, άτοπο!

Καταλήγουμε στο γεγονός πως οι επαγόμενες συναρτήσεις φ, φ, φx ταυτίζονται.

Η ιδιότητα (δ) εξασφαλίζει την συνθήκη διαμέτρου για τα H,H. Με βάση

την Πρόταση 2.1.2, από τις ιδιότητες (β), (γ), (ε) βλέπουμε πως η

φ : NN → φ
(
NN)

είναι ομοιομορφισμός.

Θα δείξουμε τώρα πως φ
(
NN) = D \D. Από την Πρόταση 2.5.3 (iii), αρκεί

να δείξουμε ότι φ
(
NN) ⊆ D\D. ΄Εστω z ∈ φ

(
NN). Τότε, υπάρχει σ ∈ NN

ώστε

z = φx(σ) = lim
n→+∞

x(σ|n). Προφανώς z ∈ D. ΄Εστω πως υπάρχει τ |k ∈ N<N

ώστε z = x(τ |k). Αν τ |k = σ|k, τότε, από την ιδιότητα (α):

{x(σ|k)} =
∞⋂
n=1

H
(
σ|n
)
⊆ H

(
σ|k
)
και x(σ|k) ∈ H

(
σ|k−1

)
\
∞⋃
q=1

H
(
σ|k−1 _ q

)
δηλαδή z 6∈ H

(
σ|k
)
, άτοπο!

΄Εστω πως σ|k 6= τ |k. Τότε:

{z} =
∞⋂
n=1

H
(
σ|n
)
και z = x(τ |k) ∈ H

(
τ |k
)

΄Ομως, αφού σ|k 6= τ |k, από την ιδιότητα (β) έχουμε ότι H
(
σ|k
)
∩H

(
τ |k
)

= ∅,
άτοπο!

Σε κάθε περίπτωση έχουμε πως z ∈ D\D. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.

Λήμμα 2.5.7. ΄Εστω (X, TX) Πολωνικός χώρος και Y ⊆ X ένα αναλυτικό

υποσύνολο τουX, το οποίο δεν είναι Fσ. Τότε, υπάρχει ένας μη κενός Πολωνικός

χώρος (Z, TZ) και μία συνεχής συνάρτηση θ : Z → Y ώστε:
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θ(G) \ Y 6= ∅,∀G ⊆ Z μη κενό, ανοικτό.

Απόδειξη. Κατ΄ αρχάς, παρατηρούμε ότι το Y είναι υπεραριθμήσιμο υποσύνολο

του X. Πράγματι, αν το Y ήταν αριθμήσιμο, τότε Y = (yn)n =
∞⋃
n=1

{yn} κι

αφού τα μονοσύνολα είναι κλειστά, έπεται πως το Y είναι Fσ υποσύνολο του

X, το οποίο είναι εξ΄ υποθέσεως άτοπο.

Αφού το Y είναι αναλυτικό υποσύνολο τουX, από τη Πρόταση 2.3.5 υπάρχει

(S, TS) Πολωνικός χώρος και θ0 : S → Y μία συνεχής κι επί συνάρτηση.

Θέτουμε:

G0 = {x ∈ S : ∃U ∈ TS με x ∈ U,∃A ένα Fσ υποσύνολο του X ώστε:

θ0(U) ⊆ A ⊆ Y }

και θα δείξουμε ότι το G0 είναι ανοικτό υποσύνολο του S. ΄Εστω x ∈ G0.
Τότε, υπάρχει Ux ∈ TS με x ∈ Ux, υπάρχει A ⊆ X ένα Fσ σύνολο ώστε

θ0(Ux) ⊆ A ⊆ Y. Αφού το Ux είναι ανοικτό, υπάρχει ε > 0 ώστε S(x, ε) ⊆ Ux.
Αρκεί να δείξουμε ότι S(x, ε) ⊆ G0.

΄Εστω z ∈ S(x, ε). Τότε z ∈ Ux και θ0(Ux) ⊆ A ⊆ Y , δηλαδή z ∈ G0. ΄Αρα,

το G0 είναι ανοικτό υποσύνολο του S.
΄Οπως πριν, για κάθε x ∈ G0, υπάρχει Ux ∈ TS με x ∈ Ux και Ax ⊆ X ένα

Fσ σύνολο ώστε θ0(Ux) ⊆ Ax ⊆ Y. ΄Αρα, είναι:

G0 ⊆
⋃
x∈G0

Ux

Εφ΄ όσον ο χώρος (S, TS) είναι Πολωνικός, έπεται πως ο S θα είναι διαχωρί-

σιμος, δηλαδή και ο G0 ⊆ S θα είναι διαχωρίσιμος, άρα και χώρος Lindelőf.
Συνεπώς, εφ΄ όσον το παραπάνω αποτελεί ένα ανοικτό κάλυμα του G0, υπάρχει
ακολουθία (xn)n ⊆ G0 ώστε:

G0 ⊆
∞⋃
n=1

Uxn

Τότε, είναι:

θ0(G0) ⊆
∞⋃
n=1

θ0(Uxn) ⊆
∞⋃
n=1

Axn ⊆ Y

Θέτουμε A0 =
∞⋃
n=1

Axn το οποίο είναι ένα Fσ υποσύνολο του X (ως αριθμήσιμη

ένωση Fσ συνόλων.) Συνοψίζοντας μέχρι εδώ, είναι:
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θ0(G0) ⊆ A0 ⊆ Y

Παρατηρούμε ότι το A0 είναι γνήσιο υποσύνολο του Y. Πράγματι, αν A0 = Y,
τότε το Y θα ήταν ένα Fσ υποσύνολο του X, το οποίο είναι άτοπο εξ΄ υποθέ-

σεως.

Θέτουμε Z = S \ θ0−1(A0) και θ = θ0 |Z : Z → Y . Τότε, είναι Z 6= ∅. Αν

Z = ∅, αυτό θα είχε ως συνέπεια πως S = θ0
−1(A0)⇒ θ0(S) = A0 ⇒ Y = A0,

άτοπο! ΄Αρα, Z 6= ∅. Επίσης, είναι G0∩Z = ∅. Πράγματι, αν υπήρχε x ∈ G0∩Z,
τότε, αφού x ∈ G0, συνεπάγεται πως θ0(x) ∈ θ0(G0) ⊆ A0 ⇒ x ∈ θ0−1(A0).
΄Ομως, αφού x ∈ Z = S \

(
θ0
−1(A0)

)
, άτοπο! ΄Αρα, είναι G0 ∩ Z = ∅.

Αφού το A0 είναι Fσ υποσύνολο του X κι η συνάρτηση θ0 είναι συνεχής,

έπεται πως το σύνολο θ0
−1(A0) θα είναι Fσ υποσύνολο του S. Συνεπώς, το

Z =
(
θ0
−1(A0)

)c
θα είναι Gδ υποσύνολο του S κι άρα από το Θεώρημα 2.4.15

έχουμε πως ο χώρος (Z, TZ) είναι Πολωνικός. Θα δείξουμε πως ο Z είναι ο

ζητούμενος χώρος.

΄Εστω G ∈ TS. Θα δείξουμε ότι:

θ0(G) ⊆ θ0
(
G ∩ θ0−1(A0

)
∪ θ0

(
G \ θ0−1(A0)

)
(1)

θ0
(
G ∩ θ0−1(A0)

)
⊆ A0 (2)

θ0
(
G \ θ0−1(A0)

)
⊆ θ
(
G ∩ Z

)
(3)

Είναι άμεσο πως G =
(
G ∩ θ0−1(A0)

)
∪
(
G \ θ0−1(A0)

)
από το οποίο η σχέση

(1) προκύπτει εύκολα.

Για την σχέση (2), είναι G ∩ θ0−1(A0) ⊆ θ0
−1(A0) κι άρα:

θ0
(
G ∩ θ0−1(A0)

)
⊆ θ0

(
θ0
−1(A0)

)
= A0

Τέλος, για την σχέση (3) είναι G \ θ0−1(A0) = G ∩
(
θ0
−1(A0)

)c
= G ∩ Z

δηλαδή:

θ0
(
G \ θ0−1(A0)

)
= θ0

(
G ∩ Z

)
= θ
(
G ∩ Z

)
⊆ θ
(
G ∩ Z

)
όπου χρησιμοποιήσαμε το γεγονός πως G ∩ Z ⊆ Z και θ : Z → Y.

Από τις σχέσεις (1), (2), (3) παίρνουμε την ακόλουθη σχέση:

θ0(G) ⊆ A0 ∪ θ
(
G ∩ Z

)
(4)

και θέτουμε W = A0 ∪ θ
(
G ∩ Z

)
, το οποίο είναι ένα Fσ υποσύνολο του X (εφ΄

όσον το A0 είναι Fσ και το θ
(
G ∩ Z

)
κλειστό.) Θα δείξουμε πως αν ισχύει

G\G0 6= ∅, τότε W \Y 6= ∅. Πράγματι, έστω x ∈ G\G0 κι έστω πως W ⊆ Y .

Τότε, θ0(x) ∈ θ0(G) ⊆ W ⊆ Y (σχέση (4)), με W ένα Fσ υποσύνολο του

X, δηλαδή το x ανήκει στο G0 (εξ΄ ορισμού του συνόλου G0), άτοπο!. ΄Αρα

W \ Y 6= ∅.
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Θα δείξουμε ότι αν G ∩ Z 6= ∅, τότε θ
(
G ∩ Z

)
\ Y 6= ∅, το οποίο μας δίνει

το ζητούμενο αποτέλεσμα, εφ΄ όσον το σύνολο G∩Z είναι ένα γενικό ανοικτό

υποσύνολο του Z.

΄Εστω, λοιπόν, πως G ∩ Z 6= ∅. Τότε G \ G0 6= ∅. Πράγματι, αν G ⊆ G0,
τότε G ⊆ θ0

−1(A0) κι άρα G ∩ Z = ∅, άτοπο!
Αφού G \ G0 6= ∅ όπως είδαμε παραπάνω, θα είναι W \ Y 6= ∅ κι εφόσον

είναι A0 ⊆ Y , άμεσα έχουμε ότι θ
(
G ∩ Z

)
\ Y 6= ∅.

Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.

Λήμμα 2.5.8. ΄Εστω (X, TX) Πολωνικός χώρος και Y ένα αναλυτικό υπο-

σύνολο του X, το οποίο δεν είναι Fσ. ΄Εστω, επίσης, ο χώρος (Z, TZ) κι η

απεικόνιση θ : Z → Y , όπως αυτά επιλέγησαν στο Λήμμα 2.5.7. Τότε, υπάρ-

χουν G : N<N → P(Z) ένα σχήμα Souslin στον Z, H,H : N<N → P(X) δύο

σχήματα Souslin στον X και x : N<N → X ένα σχήμα συμπύκνωσης στον X
ώστε να ικανοποιούνται τα παρακάτω:

(α) Το σύνολο H
(
σ|n
)
είναι ανοικτό στον X, ∀σ|n ∈ N<N.

(β) H
(
σ|n
)

= H
(
σ|n
)
,∀σ|n ∈ N<N.

(γ) Το σύνολο G
(
σ|n
)
είναι ανοικτό στον Z, ∀σ|n ∈ N<N.

(δ) x
(
σ|n
)
∈
((
X \ Y

)
∩ θ
(
G(σ|n)

))
\
∞⋃
q=1

H
(
σ|n _ q

)
,∀σ|n ∈ N<N.

(ε) 0 < d
(
x(σ|n), x(σ|n+1)

)
< r
(
σ|n+1

)
,∀σ|n ∈ N<N.

(στ) H
(
σ|n
)
∩H

(
τ |n
)

= ∅, ∀σ|n, τ |n ∈ N<N
με σ|n 6= τ |n.

(ζ) H
(
σ|n+1

)
⊆ H

(
σ|n
)
, ∀σ|n ∈ N<N.

(η) diamH
(
σ|n
)
6 r
(
σ|n
)
,∀σ|n ∈ N<N.

(θ) G
(
σ|n+1

)
⊆ G

(
σ|n
)
, ∀σ|n ∈ N<N.

(ι) diamG
(
σ|n
)
6

1

2n
,∀σ|n ∈ N<N.

(κ) θ
(
G(σ|n)

)
⊆ H

(
σ|n
)
,∀σ|n ∈ N<N.
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Απόδειξη. Επιλέγουμε dX μία συμβατή μετρική επί του X και dZ μία συμβατή

μετρική επί του Z. Αρχικά, ορίζουμε H
(
∅
)

= X και G
(
∅
)

= Z. Από το

προηγούμενο Λήμμα, ισχύει πως θ
(
Z
)
\Y 6= ∅, συνεπώς υπάρχει z ∈ θ

(
Z
)
\Y.

Θέτουμε x
(
∅
)

= z. Παρατηρούμε πως μπορούμε να επιλέξουμε μία ακολουθία

(H
(
{n}

)
)
n
μη κενών, ανοικτών υποσυνόλων του X ώστε να ικανοποιούνται οι

ιδιότητες (στ), (ζ), (η). Η επιλογή αυτή γίνεται ως εξής:

Αφού z = x
(
∅
)
∈ θ
(
G(∅)

)
, υπάρχει z1 ∈ S(z, 1) ∩ θ

(
G(∅)

)
. (Προφανώς

είναι z1 6= z, καθώς z1 ∈ θ
(
G(∅)

)
⊆ Y και z ∈ θ

(
G(∅)

)
\ Y.) Θέτουμε:

εz1 = min

{
r({1})

3
,
dX(z, z1)

3

}
και θεωρούμε το σύνολο S(z1, εz1). Επίσης, για τον ίδιο λόγο, υπάρχει

z2 ∈ S
(
z, εz1

)
∩ θ
(
G(∅)

)
. Προφανώς, θα είναι z2 6= z και z2 6= z1. Θέτου-

με:

εz2 = min

{
r({2})

3
,
dX(z, z2)

3
,
εz1 − dX(z, z2)

3

}
και θεωρούμε το σύνολο S(z2, εz2).

΄Εστω πως για k ∈ N, τα σύνολα S(z1, εz1), . . . , S(zk, εzk) έχουν οριστεί.

Τότε, αφού z = x
(
∅
)
∈ θ

(
G(∅)

)
\ Y, υπάρχει zk+1 ∈ S(z, εzk) ∩ θ

(
G(∅)

)
.

΄Αμεσα βλέπουμε πως zk+1 6= z και zk+1 6= zi,∀i = 1, . . . , k. Θέτουμε:

εzk+1
= min

{
r({k + 1})

3
,
dX(z, zk+1)

3
,
εzk − dX(z, zk+1)

3

}
και θεωρούμε το σύνολο S(zk+1, εzk+1

).
Για κάθε n ∈ N, θέτουμε H

(
{n}

)
= S(zn, εzn) κι εύκολα πιστοποιούμε

πως η οικογένεια {H
(
{n}

)
: n ∈ N} αποτελείται από μη κενά, ανοικτά σύνολα

κι επιπλέον ικανοποιεί τις ιδιότητες (ζ), (η). Για να δούμε την ιδιότητα (στ),

αρκεί να παρατηρήσουμε πως για κάθε n ∈ N, είναι S(zn, εzn) ∩ S(z, εzn) = ∅
και S(zk, εzk) ⊆ S(z, εzn),∀k > n. ΄Αρα, H

(
{i}
)
∩H

(
{j}
)

= ∅,∀i 6= j.

Εφ΄ όσον z = x
(
∅
)
6∈ H

(
{n}

)
,∀n ∈ N, έπεται πως:

x
(
∅
)
∈
((
X \ Y

)
∩ θ
(
G(∅)

))
\
∞⋃
q=1

H
(
{q}
)

΄Εστω n ∈ N. Εφ΄ όσον το σύνολο H
(
{n}

)
είναι μη κενό, υπάρχει

yn ∈ H
(
{n}

)
. Επιπλέον, το σύνολο αυτό είναι ανοικτό, συνεπώς υπάρχει

εyn > 0 ώστε S(yn, εyn) ⊆ H
(
{n}

)
κι άρα, αφού η θ είναι συνεχής, το σύ-

νολο θ−1
(
S
(
yn,

εyn
3

))
θα είναι ανοικτό στον Z. Τότε, υπάρχει wn ∈ Z ώστε
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yn = θ(wn). Επίσης, υπάρχει εwn > 0 ώστε S(wn, εwn) ⊆ θ−1
(
S
(
yn,

εyn
3

))
.

Θέτουμε:

εwn = min

{
1

4
, εwn

}
κι ορίζουμε G

(
{n}

)
= S(wn, εwn). Τότε, το G

(
{n}

)
είναι ανοικτό υποσύνολο

του Z κι επιπλέον diamG
(
{n}

)
6

1

2
και θ

(
G({n})

)
⊆ H

(
{n}

)
,∀n ∈ N.

Από το προηγούμενο Λήμμα, έπεται πως για κάθε n ∈ N είναι

θ
(
G({n}

)
\Y 6= ∅, συνεπώς υπάρχει xn ∈ θ

(
G({n}

)
\Y. Θέτουμε x

(
{n}

)
= xn,

∀n ∈ N. Αφού x
(
{n}

)
∈ θ
(
G({n}

)
⊆ H

(
{n}

)
, από τον τρόπο ορισμού της α-

κολουθίας (H
{
n}
)
n
μπορούμε να δούμε πως η ιδιότητα (ε) ικανοποιείται. Αυτό

ολοκληρώνει το πρώτο βήμα της απόδειξης.

΄Εστω, τώρα, πως για k ∈ N, τα σύνολα H
(
σ|k
)
, G
(
σ|k
)

και τα στοι-

χεία x
(
σ|k
)

έχουν οριστεί ικανοποιώντας τις ζητούμενες ιδιότητες, για κάθε

σ ∈ NN. ΄Εστω, επίσης, σ ∈ NN. Αρχικά, είναι x
(
σ|k
)
∈ θ

(
G(σ|k)

)
\ Y με

θ
(
G(σ|k)

)
⊆ H

(
σ|k
)
. ΄Οπως ακριβώς και πριν, επιλέγουμε ακολουθία

(
H(σ|k _ q)

)
q∈N

μη κενών, ανοικτών υποσυνόλων του X με x
(
σ|k
)
6∈ H

(
σ|k _ q

)
⊆ H

(
σ|k
)
,

∀q ∈ N ώστε να ικανοποιούνται οι ιδιότητες (στ), (η). Τότε:

x
(
σ|k
)
∈
((
X \ Y

)
∩ θ
(
G(σ|k)

))
\
∞⋃
q=1

H
(
σ|k _ q

)
.

Τα σύνολα
{
H
(
σ|k _ q

)
: q ∈ N

}
είναι ανοικτά, συνεπώς όπως και πριν μπο-

ρούμε να επιλέξουμε μία ακολουθία G
(
σ|k _ q

)
ανοικτών υποσυνόλων του Z

με diamG
(
σ|k _ q

)
6

1

2k+1
, G
(
σ|k _ q

)
⊆ G

(
σ|k
)
και:

θ
(
G(σ|k _ q)

)
⊆ H

(
σ|k _ q

)
,∀q ∈ N.

Από το προηγούμενο Λήμμα, έπεται πως για κάθε q ∈ N είναι

θ
(
G(σ|k _ q

)
\ Y 6= ∅, συνεπώς υπάρχει xq

k+1 ∈ θ
(
G(σ|k _ q

)
\ Y. Θέτουμε

x
(
σ|k _ q

)
= xq

k+1,∀n ∈ N. Αφού είναι:

x
(
σ|k _ q

)
∈ θ
(
G(σ|k _ q

)
⊆ H

(
σ|k _ q

)
,

από τον τρόπο ορισμού της ακολουθίας (H
(
σ|k _ q

)
q∈N μπορούμε να δούμε

πως η ιδιότητα (ε) ικανοποιείται. Σε αυτό το σημείο, ο επαγωγικός ορισμός

των σχημάτων G,H,H, x ολοκληρώνεται.

Τελικώς, θέτουμε H
(
σ|n
)

= H
(
σ|n
)
,∀σ|n ∈ N<N

. Αυτό μας δίνει και το

ζητούμενο.
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Είμαστε πλέον σε θέση να αποδείξουμε το Θεώρημα του Hurewicz.

Θεώρημα 2.5.9 (Hurewicz). ΄Εστω (X, T ) Πολωνικός χώρος και Y ένα

αναλυτικό υποσύνολο του X, το οποίο δεν είναι Fσ. Τότε, υπάρχει F ένα κλειστό

υποσύνολο του X ώστε:

(i) Το σύνολο P = F ∩ Y είναι ομοιομορφικό με το NN

(ii) Το σύνολο Q = F \ Y είναι ομοιομορφικό με το Q

(iii) Q = F

Απόδειξη. Επιλέγουμε dX μία πλήρη, συμβατή μετρική επί του X. Επιλέγουμε,

επίσης, τον χώρο (Z, TZ), την συνεχή απεικόνιση θ : Z → Y όπως στο Λήμμα

2.5.7 και dZ μία πλήρη, συμβατή μετρική επί του Z. Από το Λήμμα 2.5.8

υπάρχουν G : N<N → P(Z) ένα σχήμα Souslin στον Z, H,H : N<N → P(X)
δύο σχήματα Souslin στον X και x : N<N → X ένα σχήμα συμπύκνωσης στον

X ώστε να ικανοποιούνται οι ιδιότητες (α)-(κ) του Λήμματος.

Θέτουμε D =
{
x
(
σ|n
)

: σ|n ∈ N<N} . Τότε, από την Πρόταση 2.5.3 και το

Λήμμα 2.5.6 άμεσα έχουμε πως το D είναι ομοιομορφικό με το Q και το D \D
είναι ομοιομορφικό με τον χώρο Baire NN. Θα δείξουμε ότι το σύνολο F = D
είναι το ζητούμενο. (Προφανώς, το D είναι κλειστό υποσύνολο του X και, από

την ιδιότητα (δ) του Λήμματος 2.5.8, είναι D ⊆ X \ Y.)
Αρχικά, θα δείξουμε ότι D \D ⊆ Y. ΄Εστω z ∈ D \D. Από την Πρόταση

2.5.3 (iii), υπάρχει σ ∈ NN
ώστε:

z = φx(σ) = lim
n→+∞

x
(
σ|n
)

Από την κατασκευή του σχήματος συμπυκνωσης x, ισχύει ότι x
(
σ|n
)
∈ θ
(
G(σ|n)

)
,

∀n ∈ N. Συνεπώς, υπάρχει zn ∈ S
(
x(σ|n),

1

2n

)
∩ θ
(
G(σ|n)

)
,∀n ∈ N κι άρα

υπάρχει tn ∈ G
(
σ|n
)
ώστε θ(tn) = zn. Τότε, είναι άμεσο πως θ(tn) → z. Θα

δείξουμε πως η ακολουθία (tn)n είναι συγκλίνουσα στον Z.

Πράγματι, έστω ε > 0. Αφού το σχήμα Souslin G : N<N → P(Z) ικανοποιεί

τις ιδιότητες (θ), (ι) του Λήμματος 2.5.8, έπεται πως υπάρχει n0 ∈ N ώστε για

κάθε n > n0 να ισχύει πως diamG
(
σ|n
)
< ε. ΄Αρα, αφού tn ∈ G

(
σ|n
)
,∀n ∈ N

έπεται πως για κάθε n,m > n0 θα είναι dZ(tn, tm) < ε. ΄Ομως, ο χώρος (Z, dZ)
είναι πλήρης (ως Πολωνικός) κι άρα υπάρχει t ∈ Z ώστε tn → t. Από την

συνέχεια της συνάρτησης θ έχουμε ότι:

tn → t⇒ θ(tn)→ θ(t)
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κι αφού θ(tn) → z, από την μοναδικότητα του ορίου συνεπάγεται πως

z = θ(t) ∈ Y. ΄Αρα, είναι D \D ⊆ Y.
Από αυτό, εύκολα παίρνουμε τις εξής σχέσεις:

D =

(
D ∩ (X \ Y )

)
∪
(

(D \D) ∩ (X \ Y )

)
= D \ Y και

D \D =

(
(D \D) ∩ Y

)
∪
(
D ∩ Y

)
= D ∩ Y

(εφ΄ όσον D ⊆ X \ Y και D \D ⊆ Y.)
Με τις παραπάνω σχέσεις, η απόδειξη ολοκληρώνεται.

Το Θεώρημα του Hurewicz έχει ένα ενδιαφέρον αποτελέσματα ως άμεση

συνέπεια. Ξεικνάμε με τον ακόλουθο ορισμό:

Ορισμός 2.5.10. ΄Εστω (X, T ) τοπολογικός χώρος. Ο X καλείται Kσ

(ή σ-συμπαγής) αν μπορεί να γραφεί ως αριθμήσιμη ένωση συμπαγών υπο-

συνόλων του.

Πόρισμα 2.5.11. ΄Εστω (X, T ) αναλυτικός, μετρικοποιήσιμος χώρος, ο ο-

ποίος δεν είναιKσ. Τότε, υπάρχει Y ένα κλειστό υποσύνολο του X ομοιομορφικό

με τον χώρο Baire NN.

Απόδειξη. ΄Οπως είδαμε στην Πρόταση 2.3.4, ο (X, T ) θα είναι διαχωρίσιμος,

μετρικοποιήσιμος χώρος, δηλαδή θα είναι T3 και δεύτερος αριθμήσιμος. Συνε-

πώς, από το θεώρημα μετρικοποιησιμότητας του Urysohn, υπάρχει

f : X → [0, 1]N ομοιομορφική εμφύτεφση. Παρατηρούμε πως το σύνολο f(X)

δεν μπορεί να είναι Fσ υποσύνολο του [0, 1]N.

Πράγματι, αν το f(X) είναι ένα Fσ υποσύνολο του [0, 1]N, τότε θα είναι της

μορφής:

f(X) =
∞⋃
n=1

Fn,

όπου Fn κλειστό υποσύνολο του [0, 1]N,∀n ∈ N. Τότε, εφ΄ όσον ο χώρος [0, 1]N

είναι συμπαγής, έπεται πως το Fn είναι συμπαγές για κάθε n ∈ N. Αυτό σημαίνει

πως το f(X) είναι Kσ κι αφού ο X είναι ομοιομορφικός με το f(X), έχουμε

πως κι ο X είναι Kσ, άτοπο! ΄Αρα, το f(X) δεν είναι Fσ.

Ο χώρος [0, 1]N είναι Πολωνικός, άρα, από το προηγούμενο Θεώρημα έπεται

πως υπάρχει F ⊆ [0, 1]N κλειστό ώστε το σύνολο F ∩ f(X) να είναι ομοιομορ-

φικό με το NN. Τότε, το σύνολο f−1
(
(F ∩ f(X)

)
θα είναι κλειστό υποσύνολο

του X κι επίσης ομοιομορφικό με το NN.
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3 Αναλυτικά Υποσύνολα Πολωνικών Χώ-

ρων

Με βάση τα αποτελέσματα του προηγούμενου κεφαλαίου, είδαμε κάποιες βα-

σικές ιδιότητες των αναλυτικών χώρων. Παρ΄ όλαυτα αυ΄τα, ο ορισμός τους

γεννά πολλά ερωτηματικά. Στρέφουμε την προσοχή μας στην περίπτωση των

Πολωνικών χώρων.

3.1 Αλλάζοντας την τοπολογία

Σε αυτήν την ενότητα, θα δείξουμε ότι κάθε Borel υποσύνολο ενός Πολωνικού

χώρου είναι αναλυτικό. Για τον σκοπό αυτο, θα παρουσιαστούν κάποιες απο-

δεικτικές τεχνικές οι οποίες είναι, πλέον, καθιερωμένες στον ευρύτερο χώρο

της Περιγραφικής Θεωρίας Συνόλων. Ξεκινάμε με το ακόλουθο:

Πρόταση 3.1.1. ΄Εστω (X, TX) , (Y, TY ) Πολωνικοί χώροι ώστε X∩Y = ∅.
΄Εστω, επίσης, dX και dY πλήρεις και συμβατές μετρικές επί των X, Y αντί-

στοιχα ώστε dX(x1, x2) 6 1 για κάθε x1, x2 ∈ X και dY (y1, y2) 6 1 για κάθε

y1, y2 ∈ Y.

(i) Ορίζουμε:

T = {U ⊆ X ∪ Y : U ∩X ∈ TX και U ∩ Y ∈ TY }

Τότε, η T αποτελεί μία τοπολογία επί του συνόλου X ∪ Y.

(ii) Ορίζουμε μία απεικόνιση h :
(
X ∪ Y

)
×
(
X ∪ Y

)
→ R με:

h(z1, z2) =


dX(z1, z2), αν z1, z2 ∈ X
dY (z1, z2), αν z1, z2 ∈ Y

2, αλλιώς.

Τότε, η h αποτελεί μία μετρική επί του X ∪ Y , η οποία είναι συμβατή με

την T .

(iii) Ο χώρος (X ∪ Y, T ) είναι Πολωνικός.

Απόδειξη. Αρχικά, παρατηρούμε πως η επιλογή των μετρικών dX , dY , όπως

αυτές υποτέθησαν στην εκφώνηση της Πρότασης, είναι δυνατή. Πράγματι, αν

d′X μία πλήρης και συμβατή μετρική επί του X, τότε εύκολα βλέπουμε πως η

dX : X × X → R με dX(x1, x2) = min{1, d′X(x1, x2)}, για κάθε x1, x2 ∈ X
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είναι επίσης μία πλήρης, συμβατή μετρική επί τουX κι επιπλέον προφανώς ισχύει

πως dX(x1, x2) 6 1 για κάθε x1, x2 ∈ X. ΄Ομοια επιλέγουμε και την dY .
(i) Κατ΄ αρχάς, είναι άμεσο πως τα σύνολα ∅, X ∪ Y ανήκουν στην T .

Πράγματι, είναι: (
X ∪ Y

)
∩X = X ∈ TX και(

X ∪ Y
)
∩ Y = Y ∈ TY

αφού X ∩ Y = ∅. ΄Αντίστοιχα βλέπουμε πως ∅ ∈ T .
΄Εστω (Ui)i∈I ⊆ T . Τότε, Ui ∩ X ∈ TX και Ui ∩ Y ∈ TY , ∀i ∈ I. Θα

δείξουμε ότι

⋃
i∈I

Ui ∈ T . Είναι:

(⋃
i∈I

Ui
)
∩X =

⋃
i∈I

(
Ui ∩X

)
∈ TX και(⋃

i∈I

Ui
)
∩ Y =

⋃
i∈I

(
Ui ∩ Y

)
∈ TY

΄Αρα,

⋃
i∈I

Ui ∈ T .

΄Εστω, τώρα, {U1, U2, . . . , Un} ⊆ T . Θα δείξουμε ότι

n⋂
i=1

Ui ∈ T . Είναι:

( n⋂
i=1

Ui
)
∩X =

n⋂
i=1

(
Ui ∩X

)
∈ TX και

( n⋂
i=1

Ui
)
∩ Y =

n⋂
i=1

(
Ui ∩ Y

)
∈ TY

κι άρα

n⋂
i=1

Ui ∈ T .

Τελικώς, η T είναι μία τοπολογία επί του X ∪ Y.

(ii) Είναι εύκολο να δούμε (παίρνοντας περιπτώσεις) πως η h αποτελεί πράγ-

ματι μετρική επί τουX∪Y. Θα δείξουμε ότι η h επάγει την τοπολογία T , δηλαδή
ότι T = Th, όπου Th η τοπολογία που επάγεται από την h.

΄Εστω U ⊆ X ∪Y με U ∈ T και z ∈ U. Εφ΄ όσον U =
(
U ∩X

)
∪
(
U ∩Y

)
,

είτε z ∈ X ή z ∈ Y. Αν z ∈ X, αφού το σύνολο U ∩X είναι ανοικτό υποσύνο-

λο του χώρου (X, dX), υπάρχει ε > 0 ώστε SdX (z, ε) ⊆ U ∩ X. Θέτουμε

εz = min{1, ε}. Τότε ισχυριζόμαστε πως Sh(z, εz) ⊆ U. Αν όχι, υπάρχει

w ∈ X ∪ Y ώστε w ∈ Sh(z, εz) και w 6∈ U.
Αν w ∈ X, τότε h(z, w) = dX(z, w) < εz 6 ε κι άρα w ∈ SdX (z, ε) ⊆ U∩X

⇒ w ∈ U, άτοπο!
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Αν w ∈ Y, τότε h(z, w) = 2 κι άρα w 6∈ Sh(z, εz), άτοπο!
Βλέπουμε ότι Sh(z, εz) ⊆ U. Αντίστοιχα εργαζόμαστε στην περίπτωση που

z ∈ Y. Τότε, είναι U =
⋃
z∈U

Sh(z, εz) κι άρα, T ⊆ Th.

΄Εστω, τώρα, z ∈ X ∪ Y και ε > 0. Θα δείξουμε ότι Sh(z, ε) ∈ T , δηλαδή
ότι Sh(z, ε) ∩ X ∈ TX και Sh(z, ε) ∩ Y ∈ TY . ΄Εστω πως z ∈ X. Τότε,

είναι Sh(z, ε) ∩ X = SdX (z, ε) ∩ X. Πράγματι, αν w ∈ Sh(z, ε) ∩ X, τότε

h(z, w) = dX(z, w) < ε κι άρα w ∈ SdX (z, ε) ∩ X. Από την άλλη μεριά,

αν w ∈ SdX (z, ε) ∩ X, τότε dX(z, w) = h(z, w) < ε ⇒ w ∈ Sh(z, ε). ΄Αρα

Sh(z, ε) ∩X ∈ TX .
Θα δείξουμε τώρα ότι:

Sh(z, ε) ∩ Y = ∅, αν ε 6 2 και

Sh(z, ε) ∩ Y = Y, αν ε > 2

΄Εστω πως ε 6 2 κι έστω πως υπάρχει y ∈ Sh(z, ε) ∩ Y. Αφού z ∈ X, είναι
h(z, y) = 2 > ε, άτοπο!

΄Εστω πως ε > 2 κι έστω y ∈ Y. Τότε, h(z, y) = 2 < ε κι άρα y ∈ Sh(z, ε).
Σε κάθε περίπτωση, έχουμε ότι Sh(z, ε)∩Y ∈ TY . Αντίστοιχα εργαζόμαστε

στην πωρίπτωση που z ∈ Y. Είναι Th ⊆ T και τελικώς η h είναι συμβατή με

την τοπολογία T .

(iii) Αρκεί να δείξουμε ότι ο χώρος (X∪Y, h) είναι διαχωρίσιμος και πλήρης.

Θα ξεκινήσουμε δείχνοντας την διαχωρισιμότητα του X∪Y. Εφ΄ όσον ο X είναι

διαχωρίσιμος, υπάρχουν (xn)n ⊆ X αριθμήσιμο, πυκνό υποσύνολο του (X, dX).
΄Ομοια, υπάρχει (yn)n αριθμήσιμο και πυκνό υποσύνολο του (Y, dY ). Θέτουμε

Z = {xn : n ∈ N} ∪ {yn : n ∈ N} ⊆ X ∪ Y και θα δείξουμε ότι είναι το

ζητούμενο. Είναι άμεσο πως το Z είναι αριθμήσιμο. ΄Εστω z ∈ X∪, ε > 0
κι εστω πως z ∈ X. Θα δείξουμε πως Sh(z, ε) ∩ Z 6= ∅. Αρχικά, υπάρχει

n0 ∈ N ώστε xn0 ∈ Sh(z, ε). Τότε, dX(z, xn0) = h(z, xn0) < ε, συνεπώς

xn0 ∈
(
Sh(z, ε ∩ Z

)
. Αντίστοιχα δουλεύουμε στην περίπτωση που z ∈ Y. ΄Αρα,

ο X ∪ Y είναι διαχωρίσιμος.

΄Εστω, τώρα, (zn)n ⊆ X ∪ Y μία ακολουθία Cauchy. Για ε =
1

2
, υπάρχει

n0 ∈ N ώστε για κάθε n,m > n0 να ισχύει ότι h(zn, zm) < ε. Από τον ορισμό

της h άμεσα έπεται πως για κάθε n > n0 θα είναι είτε zn ∈ X ή zn ∈ Y.
΄Εστω πως (zn)n>n0

⊆ X. Τότε, η ακολουθία (zn)n>n0
θα είναι ακολουθία

Cauchy στον X, κι αφού ο (X, dX) είνι πλ΄ρης, έπεται πως υπάρχει x ∈ X ώστε

(zn)n>n0
→ x ως προς την dX . ΄Ομως, στον X οι μετρικές h, dX ταυτίζονται,

άρα θα έχουμε πως (zn)n>n0
→ x ως προς την h.

Αντίστοιχα, εργαζόμαστε στη περίπτωση που (zn)n>n0
⊆ Y. Τελικώς, ο

(X ∪ Y, h) είναι διαχωρίσιμος και πλήρης μετρικός χώρος κι άρα έχουμε το

ζητούμενο.
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Παρατήρηση 3.1.2. (i) Το ουσιαστικό περιεχόμενο της προηγούμενης Πρό-

ταση είναι το γεγονός πως δοθέντων δύο ξένων ανά δύο Πολωνικών χώρων

X, Y , πάντα μπορούμε να βρούμε μία Πολωνική τοπολογιία επί του συνόλου

X ∪ Y. Αυτήν την ιδιότητα θα εκμεταλλευτούμε στα επόμενα.

(ii) Για δύο Πολωνικούς χώρους (X, TX) και (Y, TY ) με X ∩ Y = ∅, παρα-
τηρούμε πως τα σύνολα X και Y θα είναι clopen στον χώρο (X ∪ Y, T ) (όπως

αυτός ορίστηκε στην παραπάνω Πρόταση). Κατ΄ αρχάς, είναι άμεσο πως τα

σύνολα X, Y ανήκουν στην T .΄Αρα, είναι:(
X ∪ Y

)
\X = Y και(

X ∪ Y
)
\ Y = X

δηλαδή τα X, Y είναι και κλειστά υποσύνολα του X ∪ Y.

Πρόταση 3.1.3. ΄Εστω (X, T ) Πολωνικός χώρος, U ⊆ X ανοικτό. Τότε,

υπάρχει T ′ ⊆ P(X) τοπολογία επί του X με T ⊆ T ′ ώστε:

(α) Το U είναι clopen υποσύνολο του χώρου (X, T ′).

(β) Ο (X, T ′) είναι Πολωνικός χώρος.

(γ) B(X, T ) = B(X, T ′), όπου με B(X, T ) συμβολίζουμε το σύνολο όλων

των Borel υποσονόλων του (X, T ). Δηλαδή οι χώροι (X, T ) και (X, T ′)
έχουν τα ίδια σύνολα Borel.

Απόδειξη. Κατ΄ αρχάς, εφ΄ όσον U ∈ T , από το Θεώρημα 2.4.15 ο χώρος

(U, TU) θα είναι Πολωνικός. Επίσης, το σύνολο X \U θα είναι κλειστό υποσύ-

νολο του (X, T ) κι άρα, ως γνωστόν, ο χώρος (X \U, TX\U) θα είναι κι αυτός

Πολωνικός. Αφού προφανώς ισχύει ότι U ∩
(
X \ U

)
= ∅, από την Πρόταση

3.1.1, η

T ′ = {V ⊆ X : V ∩ U ∈ TU και V ∩
(
X \ U

)
∈ TX\U}

είναι μία Πολωνική τοπολογία επί του συνόλου U ∪
(
X \ U

)
= X.

Είναι άμεσο πως T ⊆ T ′, όπως επίσης και πως το U είναι clopen υποσύνολο

του χώρου (X, T ′) (βλ. προηγούμενη Παρατήρηση.) Μένει να δείξουμε ότι

B(X, T ) = B(X, T ′). Αφού T ⊆ T ′, έπεται πως B(X, T ) ⊆ B(X, T ′).
΄Εστω V ∈ T ′. Τότε V =

(
V ∩ U

)
∪
(
V ∩ (X \ U)

)
με V ∩ U ∈ TU και

V ∩
(
X \ U

)
∈ TX\U . Συνεπώς, (εξ΄ ορισμού της σχετικής τοπολογίας στα

σύνολα U και X \ U), υπάρχουν W1,W2 ∈ T ώστε:

V ∩ U = W1 ∩ U και

V ∩
(
X \ U

)
= W2 ∩

(
X \ U

)
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΄Ομως, κάθε ένα εκ των συνόλωνW1∩U καιW2∩
(
X\U

)
είναι Borel υποσύνολο

του χώρου (X, T ), εφ΄ όσον W1,W2, U,
(
X \ U

)
∈ B(X, T ). ΄Αρα, το σύνολο

V =
(
W1 ∩ U

)
∪
(
W2 ∩ (X \ U)

)
∈ B(X, T ).

Συμπαιρένουμε πως είναι T ′ ⊆ B(X, T ). ΄Ομως, αφού η οικογένεια B(X, T )
είναι μία σ-άλγεβρα που περιέχει τα ανοικτά υποσύνολα του χώρου (X, T ′),
έπεται πως θα είναι B(X, T ′) ⊆ B(X, T ).

Τελικώς, οι χώροι (X, T ) και (X, T ′) έχουν τα ίδια σύνολα Borel, άρα

δείξαμε το ζητούμενο.

Λήμμα 3.1.4. ΄Εστω (X, T ) Πολωνικός χώρος και (Tn)n∈N μία ακολουθία

Πολωνικών τοπολογιών επί του X τέτοια ώστε να ισχύει T ⊆ Tn για κάθε

n ∈ N. ΄Εστω, επίσης, T∞ η τοπολογία που παράγεται από την οικογένεια

{Tn : n ∈ N}. Τότε, ο χώρος (X, T∞) είναι Πολωνικός. Επιπλέον, αν ισχύει

πως Tn ⊆ B(X, T ) για κάθε n ∈ N, τότε έχουμε ότι B(X, T ) = B(X, T∞).

Απόδειξη. Η τοπολογία T∞ εξ΄ ορισμού είναι η τομή όλων των τοπολογιών επί

του X που περιέχουν την οικογένεια {Tn : n ∈ N} =
∞⋃
n=1

Tn, δηλαδή:

T∞ =
⋂
{S ⊆ P(X) : η S είναι μία τοπολογία επί του X και

∞⋃
n=1

Tn ⊆ S}.

Θα δείξουμε ότι ο χώρος (X, T∞) είναι Πολωνικός.

Θέτουμε Xn = X, ∀n ∈ N. Τότε, η {(Xn, Tn)}n είναι μία ακολουθία Πολω-

νικών χώρων, συνεπώς ο χώρος γινόμενο

∏
n∈N

(
Xn, Tn

)
είναι επίσης Πολωνικός.

΄Εστω Tγ η τοπολογία γινόμενο στον

∏
n∈N

(
Xn, Tn

)
. Ορίζουμε:

g :
(
X, T∞

)
→

(∏
n∈N

Xn, Tγ

)
με

g
(
x
)

=
(
x, x, x, . . .

)
Θα δείξουμε πως η g είναι ομοιομορφική εμφύτευση και πως το σύνολο g

(
X
)

είναι κλειστό στον

∏
n∈N

Xn. Τότε, ο χώρος
(
g(X), Tγ

∣∣
g(X)

)
θα είναι Πολωνικός

(ως κλειστό υποσύνολο Πολωνικού χώρου) και λόγω του ομοιομορφισμού θα

έχουμε πως κι ο χώρος (X, T∞) θα είναι Πολωνικός.
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Για να δούμε πως το σύνολο g
(
X
)

είναι κλειστό, έστω πως υπάρχει

z = (zn)n ∈ g
(
X
)
\ g
(
X
)
. Τότε, υπάρχουν n0, n1 ∈ N ώστε zn0 6= zn1 .

΄Εστω πως n0 < n1. Επιλέγουμε d μία μετρική επί του X που να επάγει την

τοπολογία T . Για ε =
d
(
zn0 , zn1

)
3

, θέτουμε:

U = Sd
(
zn0 , ε

)
και V = Sd

(
zn1 , ε

)
Τότε zn0 ∈ U, zn1 ∈ V και U ∩ V = ∅. Αφού U, V ∈ T και T ⊆ Tn,∀n ∈ N,
έπεται πως U ∈ Tn0 και V ∈ Tn1 . Συνεπώς, θέτοντας:

A = X1 × . . .×Xn0−1 × U ×Xn0+1 × . . .×Xn1−1 × V ×Xn1+1 × . . .

έχουμε ότι z = (zn)n ∈ A κι αφού (zn)n ∈ g(X) συνεπάγεται ότι A∩g(X) 6= ∅.
Τότε, υπάρχει w = (wn)n ∈

∏
n∈N

Xn με (wn)n ∈ A∩g(X). ΄Ομως, αυτό σημαίνει

ότι wn0 ∈ U και wn1 ∈ V , δηλαδή wn0 6= wn1 , άτοπο! εφόσον υποθέσαμε πως

(wn)n ∈ g(X).

Συμπεραίνουμε πως το g(X) είναι κλειστό υποσύνολο του χώρου
(∏
n∈N

Xn, Tγ
)
.

Θα δείξουμε, τώρα, ότι η g : X → g(X) είναι ομοιομορφισμός. Είναι άμεσο

πως η g είναι 1-1.

Η f είναι συνεχής

΄Εστω U ένα βασικό ανοικτό υποσύνολο του χώρου
(
g(X), Tγ

∣∣
g(X)

)
. Τότε,

το U γράφεται ως:

U =

((∏
n∈F

Vn
)
×
( ∏
n∈N\F

Xn

))
∩ g
(
X
)

όπου F ⊆ N πεπερασμένο και Vn ∈ Tn,∀n ∈ F. ΄Εστω x ∈ g−1(U). Τότε,

x ∈ Vn,∀n ∈ F.
Για κάθε n ∈ F, επιλέγουμε dn μία μετρική επί του Xn = X που να ε-

πάγει την τοπολογία Tn. Αφού x ∈ Vn και Vn ∈ Tn , υπάρχει εn > 0 ώστε

Sdn
(
x, εn

)
⊆ Vn. Είναι άμεσο πως Sdn

(
x, εn

)
∈ T∞,∀n ∈ F κι άρα το σύνολο⋂

n∈F

Sdn
(
x, εn

)
ανήκει στην τοπολογία T∞ για κάθε n ∈ F. Θέτουμε:

Ux =
⋂
n∈F

Sdn
(
x, εn

)
και βλέπουμε πως x ∈ Ux, Ux ∈ T∞ και πως Ux ⊆ g−1(U). Συνεπώς, είναι:

g−1(U) =
⋃

x∈g−1(U)

Ux
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κι άρα η g είναι συνεχής.

Η g : X → g(X) είναι ανοικτή

Εφ΄ όσον η οικογένεια

⋃
n∈N

Tn αποτελεί υποβάση για την τοπολογία T∞, η

οικογένεια:

D =

{
n⋂
i=1

Ui : n ∈ N, {Ui}i=1
n ⊆

⋃
n∈N

Tn

}
∪ {X}

αποτελεί βάση για την T∞. ΄Εστω V ∈ D. Τότε, V =
k⋂
i=1

Ui, με {Ui}i=1
k ⊆

⋃
n∈N

Tn.

΄Αρα, για κάθε i ∈ {1, . . . , k} υπάρχει ni ∈ N ώστε Ui ∈ Tni . Θέτοντας

F = {n1, . . . , nk}, εύκολα βλέπουμε ότι:

g
( k⋂
i=1

Ui
)

=

(∏
i∈F

Ui
)
×
( ∏
i∈N\F

Xi

) ∩ g(X)
κι άρα η g είναι ανοικτή.

Τελικώς, η g : X → g(X) είναι ομοιομορφισμός και συνεπώς, όπως ανα-

φέρθηκε στην αρχή της απόδειξης, ο χώρος (X, T∞) είναι Πολωνικός.

΄Εστω, τώρα, πως ισχύει ότι Tn ⊆ B(X, T ),∀n ∈ N. Θα δείξουμε ότι

B(X, T∞) = B(X, T ). Κατ΄ αρχάς, αφού είναι T ⊆ T∞, έπεται άμεσα πως

B(X, T ) ⊆ B(X, T∞).
Αφού ο χώρος (X, Tn) είναι Πολωνικός, για κάθε n ∈ N υπάρχει {Ukn}k∈N

μία αριθμήσιμη βάση για την Tn. Θα δείξουμε, αρχικά, ότι η οικογένεια

{Ukn : k, n ∈ N} αποτελεί υποβάση για την T∞. Εφ΄ όσον {Ukn}k∈N ⊆ Tn,
∀n ∈ N και Tn ⊆ T∞,∀n ∈ N, έπεται πως {Ukn : k, n ∈ N} ⊆ T∞. Συνεπώς,

είναι T
(
{Ukn : k, n ∈ N}

)
⊆ T∞. (όπου για μία οικογένεια C υποσυνόλων του

X, με T
(
C
)
συμβολίζεται η μικρότερη τοπολογία επί του X που περιέχει την C

ή, ισοδύναμα, η τομή όλων των τοπολογιών επί του X που περιέχουν την C.)
Αν, τώρα, μία τοπολογία επί του X περιέχει την οικογένεια {Ukn : k, n ∈ N},
τότε θα περιέχει και την

⋃
n∈N

Tn, συνεπώς και την T∞. ΄Αρα:

T∞ ⊆ T
(
{Ukn : k, n ∈ N}

)
Καταλήγουμε στο γεγονός πως η οικογένεια {Ukn : k, n ∈ N} είναι υποβάση

για την τοπολογία T∞. ΄Οπως και πριν, η οικογένεια:

D′ =

{
n⋂
i=1

Vi : n ∈ N, {Vi}i=1
n ⊆ {Ukn : k, n ∈ N}

}
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αποτελεί βάση για την T∞, η οποία επιπλέον είναι αριθμήσιμη. Θα δείξουμε ότι

T∞ ⊆ B(X, T ). ΄Εστω, λοιπόν, W ∈ T∞. Τότε, το W γράφεται ως:

W =
⋃
n∈F

Dn

όπου F ⊆ N και Dn ∈ D′,∀n ∈ F. Αφού Tn ⊆ B(X, T ),∀n ∈ N και από

τον ορισμό της οικογένειας D′, εύκολα βλέπουμε πως W ⊆ B(X, T ). Δείξαμε,

λοιπόν, ότι T∞ ⊆ B(X, T ) κι αφού η B(X, T∞) είναι η μικρότερη σ-άλγεβρα

που περιέχει την T∞, έπεται πως B(X, T∞) ⊆ B(X, T ).
Τελικώς, είναι B(X, T ) = B(X, T∞) κι άρα η απόδειξη ολοκληρώνεται.

Είμαστε, πλέον, σε θέση να αποδείξουμε το ακόλουθο θεμελιώδες αποτέ-

λεσμα για τα Borel υποσύνολα Πολωνικών χώρων:

Θεώρημα 3.1.5. ΄Εστω (X, T ) Πολωνικός χώρος και A ⊆ X Borel. Τότε,

υπάρχει TA ⊆ P(X) μία τοπολογία επί του X με T ⊆ TA , ώστε να ισχύουν τα

ακόλουθα:

(α) Ο χώρος (X, TA) είναι Πολωνικός.

(β) Το A είναι clopen υποσύνολο του (X, TA).

(γ) B(X, T ) = B(X, TA).

Απόδειξη. Θέτουμε:

C = {B ∈ B(X, T ) :υπάρχει TB ⊆ P(X) τοπολογία επί του X τέτοια ώστε

για τον χώρο (X, TB) να ισχύουν οι ιδιότητες (α), (β), (γ)

του Θεωρήματος}

και θα δείξουμε ότι C = B(X, T ). Εξ΄ ορισμού, είναι C ⊆ B(X, T ). Επίσης, από

τη Πρόταση 3.1.3 έπεται πως κάθε στοιχείο της T ανήκει στην C, συνεπώς η

είναι μη κενή οικογένεια.

Παρατηρούμε πως είναι αρκετό να δείξουμε ότι η οικογένεια C είναι μία

σ-άλγεβρα επί του X. Πράγματι, εφ΄ όσον η C περιέχει τα ανοικτά υποσύνο-

λα του X, δοθέντος του γεγονότος ότι αποτελεί σ-άλγεβρα, θα έχουμε ότι

B(X, T ) ⊆ C, πράγμα που θα μας δώσει το ζητούμενο αποτέλεσμα. (Υπενθυ-

μίζουμε πως η B(X, T ) είναι η μικρότερη σ-άλγεβρα επί του X που περιέχει

τα ανοικτά υποσύνολά του.)

Προφανώς X ∈ C. Αν B ∈ C, υπάρχει TB ⊆ P(X) τοπολογία επί του X
με T ⊆ TB ώστε ο χώρος (X, TB) να είναι Πολωνικός, το Β να είναι clopen
στον (X, TB) και B(X, T ) = B(X, TB). Τότε, το σύνολο X \B θα είναι επίσης
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clopen στον (X, TB). ΄Αρα, θέτοντας TX\B = TB, βλέπουμε πως για τον χώρο

(X \ B, TX\B) ικανοποιούνται οι συνθήκες (α), (β),(γ) κι άρα X \ B ∈ C.
Συνεπώς, η οικογένεια C είναι κλειστή ως προς τα συμπληρώματα.

΄Εστω, τώρα, (Bn)n ⊆ C. Τότε, για κάθε n ∈ N υπάρχει TBn ⊆ P(X)
τοπολογία επί του X με T ⊆ TBn ώστε ο χώρος (X, TBn) να είναι Πολωνικός,

το σύνολο Bn να είναι clopen στον (X, TBn) και B(X, T ) = B(X, TBn). Θα

δείξουμε ότι

⋃
n∈N

Bn ∈ C.

Ορίζουμε T∞ να είναι η τοπολογία που παράγεται από την

⋃
n∈N

TBn . Από

το προηγούμενο Λήμμα, έχουμε πως ο χώρος (X, T∞) θα είναι Πολωνικός και

B(X, T ) = B(X, T∞). Επιπλέον, προφανώς θα ισχύει ότι

⋃
n∈N

Bn ∈ T∞. ΄Αρα,

εφαρμόζοντας την Πρόταση 3.1.3 για τον χώρο (X, T∞), βλέπουμε πως υπάρχει

T ′∞ ⊆ P(X) τοπολογία επί του X με T∞ ⊆ T ′∞ ώστε ο χώρος (X, T ′∞) να

είναι Πολωνικός, το σύνολο

⋃
n∈N

Bn να είναι clopen στον (X, T ′∞) και επίσης

B(X, T ′∞) = B(X, T∞) = B(X, T ). Θέτοντας T ⋃
n∈N

Bn = T ′∞, βλέπουμε πως⋃
n∈N

Bn ∈ C κι άρα η απόδειξη ολοκληρώνεται.

Το θεμελιώδες αυτό Θεώρημα έχει κάποιες πολύ ισχυρές άμεσες συνέπειες

που αφορούν τα Borel υποσύνολα Πολωνικών χώρων, τις οποίες και παρουσιά-

ζουμε ευθής αμέσως:

Πόρισμα 3.1.6. ΄Εστω (X, T ) Πολωνικός χώρος και B ⊆ X Borel. Τότε,

το B είναι αναλυτικό σύνολο.

Απόδειξη. Από το παραπάνω Θεώρημα, υπάρχει T ′ ⊆ P(X) τοπολογία επί του

X με T ⊆ T ′ ώστε να ισχύουν τα ακολουθα:

(α) Ο χώρος (X, T ′) είναι Πολωνικός.

(β) Το B είναι clopen υποσύνολο του (X, T ′).

(γ) B(X, T ) = B(X, T ′).

Από τις ιδιότητες (α) και (β), σε συνδυασμό με το Θεώρημα 2.4.15, έπεται

πως ο χώρος (B, T ′B) θα είναι Πολωνικός κι άρα από το Θεώρημα 2.3.1 ο

χώρος (B, T ′B) θα είναι αναλυτικός. Αυτό σημαίνει πως υπάρχει απεικόνιση

f : NN → (B, T ′B) συνεχής κι επί.
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Θα δείξουμε ότι η f : NN → (B, TB) είναι επίσης συνεχής κι επί. Πράγματι,

έστω U ∈ TB. Τότε U = V ∩B, όπου V ∈ T . Αφού είναι T ⊆ T ′ έχουμε πως

V ∈ T ′ κι άρα το σύνολο U = V ∩ B ∈ T ′B. Συνεπώς, το σύνολο f−1(U) θα

είναι ανοικτό υποσύνολο του NN, δηλαδή η f : NN → (B, TB) είναι συνεχής.

(Το ότι η f θα είναι επί είναι άμεσο.)

Τελικώς, το B είναι αναλυτικό υποσύνολο του X.

Πόρισμα 3.1.7. ΄Εστω (X, T ) Πολωνικός χώρος και B ⊆ X Borel. Τότε,

υπάρχει F ⊆ NN
κλειστό και g : F → B συνεχής , 1-1 κι επί. Δηλαδή κάθε

Borel υποσύνολο ενός Πολωνικού χώρου είναι η συνεχής κι 1-1 εικόνα ενός

κλειστού υποσυνόλου του NN.

Απόδειξη. Από το Θεώρημα 3.1.5, υπάρχει T ′ ⊆ P(X) τοπολογία επί του X
με T ⊆ T ′ ώστε να ισχύουν τα ακολουθα:

(α) Ο χώρος (X, T ′) είναι Πολωνικός.

(β) Το B είναι clopen υποσύνολο του (X, T ′).

(γ) B(X, T ) = B(X, T ′).

Από τις ιδιότητες (α) και (β), σε συνδυασμό με το Θεώρημα 2.4.15, έπεται πως

ο χώρος (B, T ′B) θα είναι Πολωνικός κι άρα από το Θεώρημα 2.3.8 υπάρχει

F ⊆ NN
κλειστό και h : F → (B, T ′B) συνεχής, 1-1 κι επί απεικόνιση. ΄Ομοια

με την προηγούμενη απόδειξη δείχνουμε πως η h : F → (B, TB) είναι συνεχής,

1-1 κι επί.

Πόρισμα 3.1.8. ΄Εστω (X, T ) Πολωνικός χώρος και B ⊆ X Borel. Τότε,

είτε το B είναι αριθμήσιμο, ή περιέχει ένα υποσύνολο ομοιομορφικό με το 2N
κι

ως εκ τούτου έχει τον πληθάριθμο του συνεχούς.

Απόδειξη. Από την Πρόταση 3.1.6, ο χώρος (B, TB) είναι αναλυτικός. Συνε-

πώς, αν το B είναι υπεραριθμήσιμο, από το Πόρισμα 2.4.13, ο χώρος (B, TB)
περιέχει ένα υποσύνολο ομοιομορφικό με τον χώρο Cantor 2N.
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Παρατήρηση 3.1.9. Στο δεύτερο Κεφάλαιο, όταν διατυπώσαμε κι αποδείξαμε

το Πόρισμα 2.4.13 ίσως να μην είχαμε μία καλή διασθητική εικόνα για το εύρος

των συνόλων στα οποία μπορεί το Πόρισμα να έχει εφαρμογή. Το Πόρισμα

3.1.8 δίνει καταφατική απάντηση στην Υπόθεση του Συνεχούς για κάθε άπειρο

Borel υποσύνολο ενός Πολωνικού χώρου, δηλαδή για μία πολύ μεγάλη κλάση

υποσυνόλων των χώρων αυτών. Παρατηρούμε πως η απόδειξη του γεγονότος

αυτού βασίζεται εξ΄ ολοκλήρου στην θεωρία των αναλυτικών συνόλων!

Κλείνουμε αυτήν την ενότητα με την ακόλουθη Πρόταση, η οποία μας επι-

τρέπει υπό συνθήκες την αλλαγή της τοπολογίας ενός Πολωνικού χώρου ώστε

να καθιστά μία δοθείσα Borel-μετρήσιμη απεικόνιση, συνεχή.

Πρόταση 3.1.10. ΄Εστω (X, TX) Πολωνικός χώρος, (Y, TY ) δεύτερος αριθ-

μήσιμος τοπολογικός χώρος και f : (X, TX) → (Y, TY ) μία Borel-μετρήσιμη
συνάρτηση. Τότε, υπάρχει T ′X ⊆ P(X) τοπολογία επί του X με TX ⊆ T ′X
ώστε να ικανοποιούνται τα παρακάτω:

(α) ο χώρος (X, T ′X) είναι Πολωνικός.

(β) B(X, TX) = B(X, T ′X).

(γ) η f : (X, T ′X)→ (Y, TY ) είναι συνεχής.

Απόδειξη. Εφ΄ όσον ο χώρος (Y, TY ) είναι δεύτερος αριθμήσιμος, υπάρχει (Un)n
μία αριθμήσιμη βάση για την TY . Συνεπώς, αφού η f : (X, TX)→ (Y, TY ) είναι

Borel-μετρήσιμη, έπεται πως f−1(Un) ∈ B(X, TX),∀n ∈ N. ΄Αρα, για κάθε

n ∈ N, από το Θεώρημα 3.1.5 υπάρχει Tn ⊆ P(X) τοπολογία επί του X με

TX ⊆ Tn ώστε ο χώρος (X, Tn) να είναι Πολωνικός, B(X, TX) = B(X, Tn) και

το σύνολο f−1(Un) να είναι clopen υποσύνολο του (X, Tn).
Θέτοντας T ′X να είναι η τοπολογία που παράγεται από την οικογένεια

{Tn : n ∈ N}, από το Λήμμα 3.1.4 έχουμε πως ο χώρος (X, T ′X) θα είναι

Πολωνικός, TX ⊆ Tn ⊆ T ′X ,∀n ∈ N, B(X, TX) = B(X, T ′X) και, προφανώς,

f−1(Un) ∈ T ′X ,∀n ∈ N.
Θα δείξουμε ότι η f : (X, T ′X) → (Y, TY ) είναι συνεχής. ΄Εστε V ∈ TY .

Τότε, υπάρχει F ⊆ N ώστε:

V =
⋃
n∈F

Un

Συνεπώς, θα είναι:

f−1(V ) =
⋃
n∈F

f−1(Un) ∈ T ′X
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κι άρα η f : (X, T ′X)→ (Y, TY ) είναι συνεχής.

3.2 Βασικές Ιδιότητες και το Θεώρημα Διαχωρι-

σμού

Θα δούμε κάποιες ιδιότητες των αναλυτικών συνόλων που αφορούν τόσο την

κανονικότητά τους σχετικά με τα αριθμήσιμα γινόμενα, τις αριθμήσιμες ενώσεις

και τις αριθμήσιμες τομές, όσο και χρήσιμους χαρακτηρισμούς τους αναφορικά

με προβολές. Ξεκινάμε με το ακόλουθο:

Πρόταση 3.2.1. ΄Εστω {(Xn, Tn)}n∈N αριθμήσιμη οικογένεια αναλυτικών

χώρων. Τότε, ο χώρος γινόμενο X =
∏
n∈N

Xn είναι αναλυτικός.

Απόδειξη. Κατ΄ αρχάς, ο X θα είναι Hausdorff, ως αριθμήσιμο γινόμενο χώρων

Hausdroff.
Εφ΄ όσον για κάθε n ∈ N ο χώρος (Xn, Tn) είναι αναλυτικός, υπάρχει

fn : NN → Xn συνεχής κι επί συνάρτηση. Ορίζουμε απεικόνισηG :
(
NN)N → X

ώστε για (σn)n ∈
(
NN)N

να έχουμε:

G
(
(σn)n

)
=
(
fn(σn)

)
n∈N

΄Οπως δείξαμε στη Πρόταση 1.1.10 οι χώροι NN
και
(
NN)N

είναι ομοιομορφικοί,

συνεπώς αρκεί να δείξουμε ότι η G όπως ορίστηκε είναι συνεχής κι επί.

Για να δούμε πως η G είναι επί, έστω (xn)n ∈ X. Για κάθε n ∈ N, η

fn : NN → Xn είναι επί, συνεπώς υπάρχει σn ∈ NN
ώστε fn(σn) = xn. Τότε,

G
(
(σn)n

)
=
(
fn(σn)

)
n

= (xn)n κι άρα η G είναι επί.

Για να δούμε πως η G είναι συνεχής, έστω U ένα βασικό ανοικτό υποσύνολο

του X. Τότε, το U γράφεται ως:

U =

(∏
n∈F

Vn

)
×
( ∏
n∈N\F

Xn

)
όπου F ⊆ N πεπερασμένο και Vn ∈ Tn,∀n ∈ F. Αρκεί να δείξουμε πως το

σύνολο G−1(U) είναι ανοικτό υποσύνολο του
(
NN)N. Θα δείξουμε ότι:

G−1(U) =

(∏
n∈F

fn
−1(Vn)

)
×
((

NN)N\F)
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το οποίο είναι ένα βασικό ανοικτό υποσύνολο του χώρου
(
NN)N

(η fn είναι

συνεχής, για κάθε n ∈ F.)
΄Εστω (σn)n ∈ G

−1(U). Τότε, G
(
(σn)n

)
∈ U κι άρα fn(σn) ∈ Vn για κάθε

n ∈ F ⇒ σn ∈ f−1(Vn),∀n ∈ F και σn ∈ NN, ∀n ∈ N \ F
⇒ (σn)n ∈

(∏
n∈F

fn
−1(Vn)

)
×
( ∏
n∈N\F

(
NN)N\F ).

΄Εστω, τώρα, (σn)n ∈
(∏
n∈F

fn
−1(Vn)

)
×
( ∏
n∈N\F

(
NN)N\F ). Τότε, σn ∈ fn−1(Vn),

∀n ∈ F και σn ∈ NN, ∀n ∈ N \ F ⇒ fn(σn) ∈ Vn,∀n ∈ F και fn(σn) ∈ Xn,
∀n ∈ N \ F ⇒

(
fn(σn)

)
n
∈ U ⇒ G

(
(σn)n ∈ U ⇒ (σn)n ∈ G

−1(U).
Τελικώς, η G είναι συνεχής κι επί κι άρα δείξαμε το ζητούμενο.

Είδαμε στην Πρόταση 2.3.5 έναν ισοδύναμο χαρακτηρισμό των αναλυτικών

χώρων, σύμφωνα με τον οποίο η συνεχής εικόνα κάθε Πολωνικού χώρου είναι

αναλυτικός χώρος. Θα γενικεύσουμε τώρα το αποτέλεσμα αυτό, παραθέτοντας

επιπλέον χαρακτηρισμούς των αναλυτικών υποσυνόλων Πολωνικών χώρων, οι

οποίοι υποδεικνύουν την άμεση σύνδεση τους με τις προβολές σε άλλους χώ-

ρους. Θα χρειαστούμε, πρώτα, ένα βοηθητικό Λήμμα.

Λήμμα 3.2.2. ΄Εστω (X, TX), (Y, TY ) και (Z, TZ) τοπολογικοί χώροι. Αν οι

χώροι Y και Z είναι ομοιομορφικοί, τότε οι χώροι X×Y και X×Z είναι επίσης

ομοιομορφικοί.

Απόδειξη. Αφού οι Y, Z είναι ομοιομορφικοί, υπάρχει f : Y → Z 1-1, επί,

συνεχής κι ανοικτή συνάρτηση. Ορίζουμε:

h :
(
X × Y

)
→
(
X × Z

)
με

h
(
(x, y)

)
=
(
x, f(y)

)
και θα δείξουμε πως η h είναι η ζητούμενη 1-1,επί, συνεχής κι ανοικτή απεικό-

νιση.

Η h είναι 1-1
΄Εστω (x1, y1), (x2, y2) ∈ X × Y με (x1, y1) 6= (x2, y2).
Αν x1 6= x2, τότε h

(
(x1, y1)

)
=
(
x1, f(y1)

)
6=
(
x2, f(y2)

)
= h

(
(x2, y2)

)
(εφ΄ όσον η f είναι 1-1.) Αντίστοιχα εργαζόμαστε στην περίπτωση που y1 6= y2
κι άρα η h είναι 1-1.

Η h είναι επί
΄Εστω (x, z) ∈ X × Z. Αφού η f είναι επί, υπάρχει y ∈ Y ώστε f(y) = z.

Τότε, h
(
(x, y)

)
=
(
x, f(y)

)
= (x, z) κι άρα η h είναι επί.
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Η h είναι συνεχής
΄Εστω U ∈ TX και V ∈ TZ . Τότε το σύνολο U×V είναι ένα βασικό ανοικτό

υποσύνολο του X×Z κι άρα αρκεί να δείξουμε ότι το σύνολο h−1(U×V ) είναι

ανοικτό υποσύνολο του X × Y. Πράγματι, θα δείξουμε ότι:

h−1(U × V ) = U × f−1(V )

το οποίο είναι ένα βασικό ανοικτό υποσύνολο του χώρου X × Y, αφού η f
είναι συνεχής. ΄Εστω (x, y) ∈ h−1(U × V ). Τότε, h

(
(x, y)

)
∈ U × V κι άρα(

x, f(y)
)
∈ U × V ⇒ x ∈ U και f(y) ∈ V ⇒ x ∈ U και y ∈ f−1(V )

⇒ (x, y) ∈ U × f−1(V ).
΄Εστω, τώρα, (x, y) ∈ U × f−1(V ). Τότε, x ∈ U και y ∈ f−1(V )⇒ x ∈ U

και f(y) ∈ V ⇒ h
(
(x, y)

)
∈ U × V ⇒ (x, y) ∈ h−1(U × V ).

΄Αρα, έχουμε ότι h−1(U × V ) = U × f−1(V ), συνεπώς η h είναι συνεχής.

Η h είναι ανοικτή
΄Εστω U ∈ TX και V ∈ TY . Τότε, το σύνολο U × V είναι ένα βασικό

ανοικτό υποσύνολο του χώρο X × Y κι άρα αρκεί να δείξουμε ότι το σύνολο

h(U × V ) είναι ανοικτό υποσύνολο του X × Z. Πράγματι, θα δείξουμε ότι:

h(U × V ) = U × f(V )

το οποίο είναι ανοικτό στονX×Z, εφ΄ όσον η f είναι ανοικτή απεικόνιση. ΄Εστω

(x, z) ∈ h(U × V ). Τότε, υπάρχει y ∈ Y ώστε h
(
(x, y)

)
=
(
x, f(y)

)
= (x, z).

΄Αρα, (x, y) ∈ U × V ⇒ x ∈ U και y ∈ V ⇒ x ∈ U και f(y) = z ∈ f(V )
⇒ (x, z) ∈ U × f(V ).

΄Εστω, τώρα, (x, z) ∈ U × f(V ). Τότε, x ∈ U και z ∈ f(V )⇒ ∃y ∈ V με

f(y) = z ∈ f(V )⇒ x ∈ U και y ∈ V ⇒ (x, y) ∈ U×V ⇒ h
(
(x, y)

)
∈ h(U×V )

⇒ (x, z) ∈ h(U × V ).
Τελικώς, η h : X × Y → X × Z είναι ομοιομορφισμός.

Σημείωση. ΄Εστω (X, TX), (Y, TY ) τοπολογικοί χώροι και A ⊆ X × Y. Με

projXA και projYA συμβολίζουμε τη συνήθη προβολή του συνόλου Α στους

χώρους X και Y αντίστοιχα.

Πρόταση 3.2.3. ΄Εστω (X, TX) Πολωνικός χώρος και A ⊆ X. Τα επόμενα

είναι ισοδύναμα:

(i) Το A είναι αναλυτικό.

(ii) Υπάρχει (Y, TY ) Πολωνικός χώρος και g : Y → X συνεχής συνάρτηση

με g(Y ) = A.
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(iii) Υπάρχει F ⊆ NN ×X κλειστό ώστε projXF = A. Αντίστοιχα, υπάρχει

K ⊆ X × NN
κλειστό ώστε projXK = A.

(iv) Υπάρχει (Z, TZ) Πολωνικός χώρος καιB ⊆ X×Z Borel ώστε projXB = A.

(v) Υπάρχει G ⊆ X × 2N
ένα Gδ σύνολο ώστε projXG = A.

Απόδειξη. Η ισοδυναμία μεταξύ των (i) και (ii) είναι ουσιαστικά η Πρόταση

2.3.5.

(i)⇒(iii) Αφού το A είναι αναλυτικό, υπάρχει f : NN → X συνεχής κι επί

συνάρτηση με f
(
NN) = A. Θέτουμε:

F =
{(
σ, f(σ)

)
: σ ∈ NN} = Gr(f)

και θα δείξουμε πως το F είναι κλειστό υποσύνολο του NN × X και πως

projXF = A.
Για να δούμε πως το F είναι κλειστό, έστω πως υπάρχει (z1, z2) ∈ F με

(z1, z2) 6∈ F. Τότε, z1 = σ0, για κάποιο σ0 ∈ NN
και z2 6= f(σ0). Επιλέγουμε d

μία συμβατή μετρική επί του X και για ε =
d
(
z2, f(σ0)

)
3

θέτουμε:

U = Sd
(
f(σ0), ε

)
και V = Sd

(
z2, ε

)
Τότε, τα σύνολα U, V είναι ανοικτά υποσύνολα του X με U ∩ V = ∅. Επίσης,

έχουμε ότι σ0 ∈ f−1(U) και z2 ∈ V, ενώ το σύνολο f−1(U) × V είναι ένα

βασικό ανοικτό υποσύνολο του χώρου NN ×X. Αφού (z1, z2) = (σ0, z2) ∈ F ,
έπεται πως:

F ∩
(
f−1(U)× V

)
6= ∅,

συνεπώς υπάρχει (w1, w2) ∈ F ∩
(
f−1(U)× V

)
.

Αφού (w1, w2) ∈ F, υπάρχει σ1 ∈ NN
ώστε w1 = σ1 και w2 = f(σ1).

Αφού (w1, w2) ∈ f−1(U) × V , ισχύει ότι w1 = σ1 ∈ f−1(U) και

z2 = f(σ1) ∈ V ⇒ f(σ1) ∈ U ∩ V, άτοπο! αφού U ∩ V = ∅. Συνεπώς,

το F είναι κλειστό υποσύνολο του χώρου NN ×X.
Θα δείξουμε τώρα ότι projXF = A. ΄Εστω z ∈ projXF. Τότε, υπάρχει

σ ∈ NN
ώστε (σ, z) ∈ F. ΄Αρα, θα είναι z = f(σ), δηλαδή z ∈ A (αφού η f

παίρνει τιμές στο A.)

΄Εστω z ∈ A. Τότε, υπάρχει σ ∈ NN
ώστε f(σ) = z (αφού f

(
NN) = A.)

Συνεπώς (σ, z) ∈ F κι άρα z ∈ projXF.
Τέλος, παρατηρούμε πως θέτοντας:

K =
{(
f(σ), σ

)
: σ ∈ NN} ⊆ X × NN
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μπορούμε να δείξουμε, εργαζόμενοι παρομοίως, πως το K είναι κλειστό και πως

projXK = A.
(iii)⇒(iv) ΄Αμεσο, καθώς ο χώρος NN

είναι Πολωνικός και τα κλειστά σύ-

νολα είναι προφανώς Borel.
(iv)⇒(i) Εφ΄ όσον οι χώροι (X, TX) και (Z, TZ) είναι Πολωνικοί, έπεται

πως κι ο χώρος X×Z θα είναι Πολωνικός. Συνεπώς, από το Πόρισμα 3.1.6 το

σύνολο B θα είναι αναλυτικό. Αφού οι προβολές είναι συνεχείς συναρτήσεις,

από την Πρόταση 2.3.6 έχουμε πως το σύνολο projXB = A θα είναι αναλυτικό.

Μέχρι στιγμής, έχουμε δείξει τη ισοδυναμία των (i), (ii), (iii), (iv). Για να

δείξουμε ότι η (v) είναι ισοδύναμη με τις παραπάνω, αρκεί να δείξουμε τις συ-

νεπαγωγές (v)⇒ (iv) και (iii)⇒ (v).
(v)⇒(iv) ΄Αμεσο, αφού ο χώρος 2N

είναι Πολωνικός και τα Gδ σύνολα είναι

προφανώς Borel.
(iii)⇒(v) ΄Εστω πως υπάρχει F ⊆ X × NN

κλειστό με projXF = A.
΄Οπως είδαμε στην Παρατήρηση 2.2.11, υπάρχει B ⊆ 2N

ομοιομορφικό με τον

χώρο Baire NN. Δηλαδή, υπάρχει g : NN → B 1-1, επί, συνεχής κι ανοικτή

απεικόνιση.

Συνεπώς, η συνάρτηση h : X × NN → X × B με h
(
(x, y)

)
=
(
x, g(y)

)
θα

είναι ομοιομορφισμός, όπως αποδείχτηκε στο Λήμμα 3.2.2. Τότε, το F θα είναι

ομοιομορφικό με σύνολο h(F ) ⊆ X × 2N
(Είναι h(F ) ⊆ X ×B ⊆ X × 2N.)

Αφού ο X × NN
είναι Πολωνικός και το F κλειστό, έπεται πως το F θα

είναι Πολωνικό υποσύνολο τουX×NN. Συνεπώς, λόγω του ομοιομορφισμού, το

h(F ) θα είναι Πολωνικό υποσύνολο του χώρου X×2N
κι άρα από το Θεώρημα

2.4.15, το h(F ) είναι Gδ υποσύνολο του X × 2N.
Θα δείξουμε, τελικώς, ότι projXF = projXh(F ). ΄Εστω x ∈ projXF. Τότε,

υπάρχει σ ∈ NN
ώστε (x, σ) ∈ F ⇒ h

(
(x, σ)

)
∈ h(F ) ⇒

(
x, g(σ)

)
∈ h(F )

⇒ x ∈ projXh(F ).
΄Εστω, τώρα, x ∈ projXh(F ). Τότε, υπάρχει τ ∈ 2N

ώστε (x, τ) ∈ h(F )
⇒ (x, τ) ∈ X × B κι άρα υπάρχει σ ∈ NN

ώστε g(σ) = τ. Συνεπώς, είναι

h
(
x, σ)

)
= (x, τ)⇒ (x, σ) ∈ F ⇒ x ∈ projXF.

Παρατήρηση 3.2.4. Βασιζόμενοι στην παραπάνω Πρόταση, βλέπουμε την

άρρηκτη, ισοδύναμη σχέση μεταξύ αναλυτικών συνόλων και συνεχών προβο-

λών. Αυτή είναι μία ιδιότητα εξηγεί σε μεγάλο βαθμό τον χαρακτηρισμό των

αναλυτικών συνόλων ως μία πολύ καλή γενίκευση των Borel συνόλων, καθώς
όπως ειπώθηκε και στην εισαγωγή του παρόντος, η προβολή (ή, γενικότερα,

συνεχής εικόνα) ενός Borel συνόλου δεν είναι κατ΄ ανάγκη Borel. Αυτή η

ιδιότητα είναι, βέβαια, άμεση από τον ορισμό των αναλυτικών συνόλων.
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Η παραπάνω Πρόταση μας δίνει τα εφόδια ώστε να δείξουμε πως τόσο η

αιθμήσιμη ένωση, όσο κι η αριθμήσιμη τομή αναλυτικών συνόλων παραμένει

αναλυτικό σύνολο. Για του λόγου το αληθές, έχουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα:

Πρόταση 3.2.5. ΄Εστω (X, T ) Πολωνικός χώρος και (An)n∈N μία ακολουθία

αναλυτικών υποσύνόλων του X. Τότε, τα σύνολα:⋃
n∈N

An και

⋂
n∈N

An

είναι αναλυτικά.

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε πρώτα ότι η αριθμήσιμη ένωση των An είναι αναλυ-

τικό υποσύνολο του X. Από την Πρόταση 3.2.3 (iii), για κάθε n ∈ N υπάρχει

Fn ⊆ X × NN
κλειστό ώστε projXFn = An. Θα δείξουμε ότι:

projX

( ⋃
n∈N

Fn

)
=
⋃
n∈N

An

το οποίο από το (iv) της ίδιας Πρότασης θα μας δώσει το ζητούμενο, εφ΄ όσον

το σύνολο

⋃
n∈N

Fn είναι ένα Fσ υποσύνολο του χώρου X×NN
και, ως εκ τούτου,

Borel.
΄Εστω x ∈

⋃
n∈N

An. Τότε, υπάρχει n0 ∈ N ώστε x ∈ An0 .ΑφούAn0 = projXFn0 ,

έπεται πως x ∈ projXFn0 κι άρα υπάρχει σ ∈ NN
ώστε (x, σ) ∈ Fn0 ⇒

(x, σ) ∈
⋃
n∈N

Fn ⇒ x ∈ projX
( ⋃
n∈N

Fn
)
.

΄Εστω x ∈ projX
( ⋃
n∈N

Fn
)
. Τότε, υπάρχει σ ∈ NN

ώστε (x, σ) ∈
⋃
n∈N

Fn

κι άρα υπάρχει n0 ∈ N ώστε (x, σ) ∈ Fn0 ⇒ x ∈ projXFn0 ⇒ x ∈ An0

⇒ x ∈
⋃
n∈N

An.

Θα δείξουμε, τώρα, ότι η αριθμήσιμη τομή των An είναι αναλυτικό σύνολο.

Κατ΄ αρχάς, αφού για κάθε n ∈ N το σύνολο An είναι αναλυτικό, υπάρχει

fn : NN → X συνεχής απεικόνιση ώστε fn
(
NN) = An. Θέτουμε:

Z =
{

(σn)n ∈
(
NN)N : fn(σn) = fm(σm),∀n,m ∈ N

}
και για αρχή θα δείξουμε ότι το Z είναι κλειστό υποσύνολο του

(
NN)N, από το

οποίο θα συμπεράνουμε πως το Z είναι Πολωνικό υποσύνολο του χώρου αυτού.

Πράγματι, έστω πως υπάρχει (σn)n ∈ Z \ Z. Τότε, υπάρχουν n1, n2 ∈
N ώστε fn1(σ

n1) 6= fn2(σ
n2). (χωρίς βλάβη της γενικότητας θεωρούμε πως
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n1 < n2.) Επιλέγουμε d μία συμβατή μετρική επί τουX και για ε =
d
(
fn1(σ

n1), fn2(σ
n2)
)

3
,

θέτοντας:

U = S
(
fn1(σ

n1), ε
)
και V = S

(
fn2(σ

n2), ε
)

έχουμε πως U, V ∈ T , U ∩ V = ∅ και πως fn1(σ
n1) ∈ U, fn2(σ

n2) ∈ V. Αφού

οι συναρτήσεις fn1 και fn2 είναι συνεχείς, έπεται πως τα σύνολα fn1

−1(U) και

fn2

−1(V ) είναι ανοικτά υποσύνολα του NN. Αφού η οικογένεια {Us : s ∈ N<N}
είναι βάση για την τοπολογία του NN, υπάρχουν k1, k2 ∈ N ώστε:

Uσn1 |k1
⊆ fn1

−1(U) και Uσn2 |k2
⊆ fn1

−1(V )

Θέτουμε:

W = NN × . . .× Uσn1 |k1 × . . .× Uσn2 |k2 × NN × . . .

και εύκολα βλέπουμε πως (σn)n ∈ W κι αφού υποθέσαμε πως (σn)n ∈ Z \ Z,
έπεται πως W ∩Z 6= ∅. ΄Αρα, υπάρχει (τn)n ∈ W ∩Z. Αφού (τn)n ∈ Z, έχουμε
πως fn(τn) = fm(τm), ∀n,m ∈ N. Αφού (τn)n ∈ W, έχουμε:

fn1(τ
n1) ∈ fn1

(
Uσn1 |k1

)
⊆ U και

fn2(τ
n2) ∈ fn2

(
Uσn2 |k2

)
⊆ V

άτοπο! αφού U ∩ V = ∅ και fn1(τ
n1) = fn2(τn2). ΄Εχουμε, λοιπόν, πως το Z

είναι κλειστό υποσύνολο του
(
NN)N

κι άρα Πολωνικό.

΄Εστω n0 ∈ N. Ορίζουμε g : Z → X με:

g
(
(σn)n

)
= fn0(σ

n0)

Παρατηρούμε πως η συνάρτηση g είναι καλά ορισμένη, καθώς για (σn)n ∈ Z,

κάθε μία από τις fn παίρνει την ίδια τιμή στο αντίστοιχο σn. Επίσης, είναι άμεσο

πως η g είναι συνεχής, αφού η fn0 είναι συνεχής.

Αρκεί να δείξουμε πως g(Z) =
⋂
n∈N

An. Τότε, η αριθμήσιμη τομή των An θα

είναι η συνεχής εικόνα ενός Πολωνικού χώρου κι άρα, από το (ii) της Πρότασης

3.2.3 έχουμε το ζητούμενο.

΄Εστω x ∈ g(Z). Τότε, υπάρχει (σn)n ∈ Z ώστε g
(
(σn)n

)
= x. Αυτό

σημαίνει ότι fn(σn) = x για κάθε n ∈ N κι άρα, αφού η fn παίρνει τιμές στο

An, ισχύει ότι x ∈
⋂
n∈N

An.

΄Εστω, τώρα, x ∈
⋂
n∈N

An. Τότε, x ∈ An για κάθε n ∈ N. ΄Αρα, για κάθε

n ∈ N υπάρχει σn ∈ NN
ώστε fn(σn) = x. Είναι άμεσο πως g

(
(σn)n

)
= x και

συνεπώς x ∈ g(Z).
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Φτάνουμε τώρα στην ΄καρδιά ΄ της θεωρίας των αναλυτικών συνόλων. ΄Ο-

πως είδαμε στα προηγούμενα, κάθε Borel υποσύνολο ενός Πολωνικού χώρου

είναι αναλυτικό, αποτέλεσμα το οποίο εμπλούτισε καθοριστικά την δομή των α-

ναλυτικών συνόλων. Εντούτοις, υπάρχουν κάποια ερωτήματα που ανακύπτουν

εντελώς φυσιολογικά, όπως ’ Είναι κάθε αναλυτικό σύνολο Borel? ’ και ’ Υπό

ποιες συνθήκες μπορεί να αντικατασταθεί ένα αναλυτικό σύνολο από ένα Borel
σύνολο ώστε τα δύο αυτά σύνολα να είναι υπό κάποια έννοια ισοδύναμα? ’
Τέτοιας φύσης ερωτήματα απασχόλησαν πολύ τους μαθηματικούς στα πρώιμα

στάδια ανάπτυξης της παρούσης θεωρίας.

Τα δύο Θεωρήματα που θα παρουσιαστούν στη συνέχεια (το Θεώρημα Δια-

χωρισμού του Lusin και το θεώρημα του Souslin) χαρακτηρίζουν πλήρως τη

σχέση μεταξύ Borel κι αναλυτικών υποσυνόλων κάθε Πολωνικού χώρου δίνον-

τας απαντήσεις στα ερωτήματα αύτα. Παραθέτουμε τον ακόλουθο ορισμό:

Ορισμός 3.2.6. ΄Εστω (X, T ) τοπολογικός χώρος και A,B ⊆ X. Τα A,B
καλούνται Borel-διαχωρίσιμα αν υπάρχει C ∈ B(X, T ) ώστε:

A ⊆ C και B ∩ C = ∅

Προτού προχωρήσουμε στην διατύπωση κι απόδειξη των Θεωρημάτων, χρεια-

ζόμαστε το παρακάτω Λήμμα.

Λήμμα 3.2.7. ΄Εστω (X, T ) τοπολογικός χώρος και (Pn)n, (Qm)m δύο ακο-

λουθίες υποσυνόλων του X. Θέτουμε:

P =
∞⋃
n=1

Pn και Q =
∞⋃
m=1

Qm

Αν για κάθε n,m ∈ N τα σύνολα Pn, Qm είναι Borel-διαχωρίσιμα, τότε και τα

σύνολα P,Q είναι Borel-διαχωρίσιμα.

Απόδειξη. ΄Εστω n,m ∈ N. Τότε, υπάρχει Cn,m ∈ B(X, T ) ώστε Pn ⊆ Cn,m
και Qm ∩ Cn,m = ∅. Θέτουμε:

C =
∞⋃
n=1

∞⋂
m=1

Cn,m

Προφανώς C ∈ B(X, T ). Ισχυριζόματε πως το σύνολο C είναι το ζητούμενο,

δηλαδή πως ισχύει ότι P ⊆ C και Q ∩ C = ∅.
Πράγματι, έστω x ∈ P. Τότε, υπάρχει n0 ∈ N ώστε x ∈ Pn0 . Για κάθε

m ∈ N, είναι Pn0 ⊆ Cn0,m κι άρα Pn0 ⊆
∞⋂
m=1

Cn0,m ⇒ x ∈
∞⋂
m=1

Cn0,m ⊆ C ⇒

x ∈ C. ΄Αρα, P ⊆ C.
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΄Εστω, τώρα, πως υπάρχει x ∈ Q ∩ C. Κατ΄ αρχάς, αφού x ∈ Q, υπάρ-
χει m0 ∈ N ώστε x ∈ Qm0 . Αφού x ∈ C, υπάρχει n0 ∈ N ώστε x ∈
∞⋂
m=1

Cn0,m ⇒ x ∈ Cn0,m0 ⇒ x ∈ Qm0∩Cn0,m0 , άτοπο! αφού εξ΄ υποθέσεως είναι

Qm0 ∩ Cn0,m0 = ∅. ΄Αρα, είναι Q ∩ C = ∅.
Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.

Είμαστε, πλέον, σε θέση να αποδείξουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα:

Θεώρημα 3.2.8 (Θεώρημα Διαχωρισμού του Lusin). ΄Εστω (X, T )
Πολωνικός χώρος και A,B αναλυτικά υποσύνολα του X με A ∩ B = ∅. Τότε,

τα A,B είναι Borel-διαχωρίσιμα.

Απόδειξη. Η απόδειξη θα πραγματοποιηθεί με απαγωγή σε άτοπο.

Κατ΄ αρχάς, αφού τα σύνολα A,B είναι αναλυτικά, υπάρχουν συνεχείς συ-

ναρτήσεις f, g : NN → X με f
(
NN) = A και g

(
NN) = B. ΄Εστω s ∈ N<N.

Θέτουμε:

A(s) = f(Us) και Bs = g(Us)

Τότε, εύκολα βλέπουμε πως:

As =
∞⋃
n=1

f
(
Us_n

)
=
∞⋃
n=1

As_n

Bs =
∞⋃
n=1

g
(
Us_n

)
=
∞⋃
n=1

Bs_n

ενώ για τα σύνολα A,B ισχύει ότι:

A = A∅ = f
(
U∅
)

=
∞⋃
n=1

f
(
U{n}

)
B = B∅ = g

(
U∅
)

=
∞⋃
n=1

g
(
U{n}

)
΄Εστω, προς εις άτοπον απαγωγή, πως τα A,B δεν είναι Borel-διαχωρίσιμα.
Τότε, από το προηγούμενο Λήμμα, υπάρχουν n1, n2 ∈ N ώστε τα σύνολα

A{n1} = f
(
Un1

)
και B{n2} = g

(
Un2

)
να μην είναι Borel-διαχωρίσιμα.

΄Εστω πως για nk, nm ∈ N, τα σύνολα An1_..._nk και Bn2_..._nm έχουν

επιλεγεί ώστε να μην είναι Borel-διαχωρίσιμα. (Τα σύνολα {n1, . . . , nk} και

{n2, . . . , nm} είναι ισοπληθικά.) Τότε, ισχύουν τα εξής:
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An1_..._nk =
∞⋃
w=1

An1_..._nk_w

Bn2_..._nm =
∞⋃
w=1

Bn2_..._nm_w

Πάλι με χρήση του προηγούμενου Λήμματος, επιλέγουμε nk+1, nm+1 ∈ N
ώστε τα σύνολα An1_..._nk_nk+1

και Bn2_..._nm_nm+1 να μην είναι Borel-
διαχωρίσιμα. Θέτουμε:

σ = n1 _ . . . _ nk _ . . . ∈ NN
και

τ = n2 _ . . . _ nm _ . . . ∈ NN

Τότε, f(σ) 6= g(τ). Πράγματι, είναι f(σ) ∈ A, g(τ) ∈ B κι αφού A ∩ B =
∅, έχουμε το ζητούμενο. Επίσης, τα σύνολα Aσ|n και Bτ |n δεν είναι Borel-
διαχωρίσιμα, για κάθε n ∈ N.

Επιλέγουμε d μία συμβατή μετρική επί του X και για ε =
d
(
f(σ), g(τ)

)
3

,

ορίζουμε:

W = S
(
f(σ), ε

)
και V = S

(
g(τ), ε

)
Τότε, είναι W ∩ V = ∅, f(σ) ∈ W, g(τ) ∈ V και τα σύνολα W,V είναι ανοικτά

υποσύνολα του X. Εφ΄ όσον οι συναρτήσεις f, g είναι συνεχείς, έπεται πως τα

σύνολα f−1(W ) και g−1(V ) είναι ανοικτά υποσύνολα του NN. Ως γνωστόν, η

οικογένεια {Us : s ∈ N<N} αποτελεί βάση για την τοπολογία του NN
, συνεπώς

υπάρχει K ⊆ NN
ώστε:

f−1(W ) =
⋃
s∈K

Us.

Αφού σ ∈ f−1(W ), υπάρχει s1 ∈ K, s1 = (s1
1, . . . , s1

q) για κάποιο q ∈ N ώστε

σ ∈ Us1 ⇒ σ ∈ Uσ|q ⊆ f−1(W ).

Εντελώς αντίστοιχα, υπάρχει w ∈ N ώστε τ ∈ Uτ |w ⊆ g−1(V ). Θέτουμε

m = max{q, w}. Τότε, είναι:

Uσ|m ⊆ Uσ|q ⊆ f−1(W )⇒ f
(
Uσ|m

)
⊆ W και

Uτ |m ⊆ Uτ |w ⊆ g−1(V )⇒ g
(
Uτ |m

)
⊆ V

΄Ομως, αυτό σημαίνει ότι:

f
(
Uσ|m

)
= Aσ|m ⊆ W και

g
(
Uτ |m

)
= Bτ |m ⊆ V

κι αφού ταW,V είναι προφανώς Borel υποσύνολα του X, έπεται πως τα σύνολα

Aσ|m και Bτ |m είναι Borel-διαχωρίσιμα, άτοπο!
Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.
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Στην πραγματικότητα, μπορούμε να γενικεύσουμε το Θεώρημα Διαχωρι-

σμού για μία αριθμήσιμη οικογένεια αναλυτικών συνόλων.

Πόρισμα 3.2.9. ΄Εστω (X, T ) Πολωνικός χώρος και (An)n∈N μία ακολου-

θία ξένων ανά δύο, αναλυτικών υποσυνόλων του X. Τότε, υπάρχει ακολουθία

(Bn)n∈N ξένων ανά δύο, Borel υποσυνόλων του X ώστε An ⊆ Bn, ∀n ∈ N.

Απόδειξη. Ο ορισμός της ζητούμενης ακολουθίας (Bn)n∈N θα πραγματοποιηθεί

επαγωγικά. Τα σύνολα A1 και

∞⋃
n=2

An είναι ξένα ,αναλυτικά, συνεπώς από

προηγούμενο Θεώρημα υπάρχει B1 ∈ B(X, T ) ώστε:

A1 ⊆ B1 και B1 ∩
( ∞⋃
n=2

An

)
΄Εστω πως για k ∈ N τα σύνολα B1, . . . , Bk έχουν οριστεί ώστε για κάθε

i, j ∈ {1, . . . , k} με i 6= j να ισχύει ότι Bi ∈ B(X, T ), Ai ⊆ Bi, Bi ∩ Bj = ∅

και Bi ∩
( ∞⋃
n=i+1

An
)

= ∅.

Τα σύνολα Ak+1 και

∞⋃
n=k+2

An είναι ξένα κι αναλυτικά, συνεπώς πάλι από το

προηγούμενο Θεώρημα υπάρχει Ck+1 ∈ B(X, T ) ώστε:

Ak+1 ⊆ Ck+1 και Ck+1 ∩
( ∞⋃
n=k+2

An

)
= ∅.

Θέτουμε:

Bk+1 = Ck+1 ∩
( k⋂
j=1

Bj
c

)
Τότε, εύκολα βλέπουμε πως Bk+1 ∈ B(X, T ), Bk+1∩Bj = ∅,∀j = 1, . . . , k και

πως Ak+1 ⊆ Bk+1.

Το Θεώρημα του Souslin προκύπτει τώρα ως απλή εφαρμογή του Θεωρή-

ματος Διαχωρισμού.

Θεώρημα 3.2.10 (Souslin). ΄Εστω (X, T ) Πολωνικός χώρος και A ⊆ X.
Τα επόμενα είναι ισοδύναμα:
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(i) Το A είναι Borel υποσύνολο του X.

(ii) Τα σύνολα A και X \ A είναι αναλυτικά.

Απόδειξη. (i)⇒(ii) Κατ΄ αρχάς, αφού το A είναι Borel, έπεται πως και το συμ-

πλήρωμά του X \ A θα είναι Borel. ΄Οπως έχουμε δει, κάθε Borel υποσύνολο

ενός Πολωνικού χώρου είναι αναλυτικό, συνεπώς τα σύνολα A και X \A είναι

αναλυτικά.

(ii)⇒(i)΄Εστω πως τα σύνολα A και X \A είναι αναλυτικά. Πορφανώς είναι

A ∩
(
X \ A

)
= ∅ κι άρα, από το Θεώρημα Διαχωρισμού του Lusin, υπάρχει

B ∈ B(X, T ) ώστε A ⊆ B και B∩
(
X \A

)
= ∅. Τότε, είναι άμεσο πως A = B

κι άρα το A είναι Borel υποσύνολο του X.

΄Ενα ενδιαφέρον ποιοτικό ερώτημα που προκύπτει για την φύση των αναλυ-

τικών συνόλων είναι το εξής:

” Δοθέντος ενός Πολωνικού χώρου X, υπάρχει κάποια κλάση υποσυνόλων

του X ώστε τα αναλυτικά υποσύνολα του X να κατασκευάζονται με κάποιο

τρόπο από αυτήν? Αν ναι, ποια είναι αυτή η κλάση? ”
Θα κλείσουμε την παρούσα ενότητα δίνοντας απάντηση στο ερώτημα αυτό.

Θα δώσουμε για αρχή έναν ορισμό, ο οποίος κάνει χρήση της πράξης Souslin
που είδαμε στο δεύτερο Κεφάλαιο.

Ορισμός 3.2.11. ΄Εστω (X, T ) τοπολογικός χώρος και C μία αυθαίρετη οι-

κογένεια υποσυνόλων του X. Με A
(
C
)
συμβολίζουμε την οικογένεια όλων των

συνόλων που προκύπτουν από την εφαρμογή της πράξης Souslin στα στοιχεία

της C, δηλαδή είναι:

A
(
C
)

=

{ ⋃
σ∈NN

∞⋂
n=1

Cσ|n : Cσ|n ∈ C,∀σ|n ∈ N<N

}

Πρόταση 3.2.12. ΄Εστω (X, T ) Πολωνικός χώρος, Σ1
1(X) η κλάση όλων

των αναλυτικών υποσυνόλων του X και F(X) η κλάση όλων των κλειστών

υποσυνόλων του X. Τότε, ισχύει ότι:

Σ1
1(X) = A

(
F(X)

)
δηλαδή τα αναλυτικά υποσύνολα του X είναι ακριβώς τα σύνολα εκείνα που προ-

κύπτουν από την εφαρμογή της πράξης Souslin στα κλειστά υποσύνολα του X.
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Απόδειξη. ΄Εστω A ∈ A
(
F(X)

)
. Τότε, το A γράφεται ως:

A =
⋃
σ∈NN

∞⋂
n=1

Fσ|n

όπου το Fσ|n είναι κλειστό υποσύνολο του X για κάθε σ|n ∈ N<N. Θα δείξουμε

ότι το A είναι αναλυτικό υποσύνολο του X. Θέτουμε:

F =

{
(σ, x) ∈ NN ×X : x ∈

∞⋂
n=1

Fσ|n

}
και θα δείξουμε πως το F είναι κλειστό υποσύνολο του χώρου NN×X και πως

projXF = A. Από το (iii) της Πρότασης 3.2.3, αυτό θα συνεπάγεται ότι το A
είναι αναλυτικό υποσύνολο του X.

Για να δούμε πως το F είναι κλειστό υποσύνολο του NN × X, έστω πως

υπάρχει (σ, x) ∈ F \ F. Αφού x 6∈ F, έπεται πως υπάρχει n0 ∈ N ώστε

x 6∈ Fσ|n0 . Θέτουμε:

G =

( n0⋂
k=1

Fσ|k

)c

=

n0⋃
k=1

Fσ|k
c

το οποίο είναι ένα ανοικτό υποσύνολο του X (εφ΄ όσον το σύνολο Fσ|k είναι

κλειστό για κάθε k ∈ N.)
Αφού x 6∈ Fσ|n0 , έχουμε ότι x ∈

(
Fσ|n0

)c ⊆ G. Ορίζουμε:

W =

(
Uσ|n0

)
×G

το οποίο είναι ανοικτό στον NN×X και επιπλέον (σ, x) ∈ W. Αφού υποθέσαμε

πως (σ, x) ∈ F , έπεται ότι υπάρχει (τ, y) ∈ NN ×X με (τ, y) ∈ W ∩ F.

Εφ΄ όσον (τ, y) ∈ F , ισχύει ότι y ∈
∞⋂
n=1

Fτ |n .

Αφού (τ, y) ∈ W, θα είναι τ ∈ Uσ|n0 και y ∈ G κι άρα υπάρχει k0 ∈ {1, . . . , n0}
ώστε y ∈ Fσ|k0

c. ΄Ομως, από το γεγονός πως τ ∈ Uσ|n0
συνεπάγεται ότι

τ |k0 = σ|k0 , δηλαδή Fτ |k0
c = Fσ|k0

c
. ΄Αρα, θα έχουμε ότι y ∈

(
Fτ |k0

)c ∩ Fτ |k0 ,
άτοπο!

΄Αρα, το F είναι κλειστό υποσύνολο του χώρου NN ×X.
Θα δείξουμε τώρα ότι projXF = A. Πράγματι, έστω x ∈ projXF. Τότε,

υπάρχει σ0 ∈ NN
ώστε (σ0, x) ∈ F, άρα x ∈

∞⋂
n=1

Fσ0|n ⊆
⋃
σ∈NN

∞⋂
n=1

Fσ|n = A

⇒ x ∈ A. ΄Αρα, projXF ⊆ A.
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΄Εστω x ∈ A. Τότε, υπάρχει σ0 ∈ NN
ώστε x ∈

∞⋂
n=1

Fσ0|n ⇒ (σ0, x) ∈ F ⇒

x ∈ projXF.
Τελικώς, είναι projXF = A κι άρα δείξαμε πως A

(
F(X)

)
⊆ Σ1

1(X).
΄Εστω A ένα αναλυτικό υποσύνολο του X, δηλαδή A ∈ Σ1

1(X). Τότε,

υπάρχει συνάρτηση f : NN → X συνεχής με f
(
NN) = A. Θα δείξουμε ότι:

A =
⋃
σ∈NN

∞⋂
n=1

f
(
Uσ|n

)
το οποίο συνεπάγεται άμεσα πως A ∈ A

(
F(X)

)
. ΄Εστω x ∈ A. Τότε, υπάρχει

σ0 ∈ NN
ώστε f(σ0) = x. Αφού σ0 ∈ Uσ0|n , για κάθε n ∈ N, έχουμε ότι

f(σ0) = x ∈ f
(
Uσ0|n

)
, για κάθε n ∈ N, δηλαδή:

x ∈
∞⋂
n=1

f
(
Uσ0|n

)
⊆
∞⋂
n=1

f
(
Uσ0|n

)
⊆
⋃
σ∈NN

∞⋂
n=1

f
(
Uσ0|n

)
κι άρα x ∈

⋃
σ∈NN

∞⋂
n=1

f
(
Uσ|n

)
΄Εστω, τώρα, x ∈

⋃
σ∈NN

∞⋂
n=1

f
(
Uσ|n

)
. Τότε, υπάρχει σ0 ∈ NN

ώστε x ∈
∞⋂
n=1

f
(
Uσ0|n

)
κι άρα x ∈ f

(
Uσ0|n

)
για κάθε n ∈ N. Επιλέγουμε d μία πλήρη, συμβατή μετρική

επί του X. Τότε, για κάθε n ∈ N είναι S
(
x,

1

2n
)
∩ f
(
Uσ0|n

)
6= ∅ ⇒ ∃xn ∈ X

με xn ∈ f
(
Uσ0|n

)
και d(x, xn) <

1

2n
. Επιλέγουμε, επίσης, σn ∈ Uσ0|n ώστε

f(σn) = xn.
Τότε, εύκολα βλέπουμε πως (xn)n → x και (σn)n → σ0. Αφού η f είναι

συνεχής, έπεται πως
(
f(σn)

)
n
→ f(σ0). ΄Ομως, είναι

(
f(σn)

)
n

= (xn)n → x
κι άρα από την μοναδικότητα του ορίου ισχύει ότι x = f(σ0). ΄Αρα, αφού η f
παίρνει τιμές στο A, έχουμε ότι x ∈ A.

Τελικώς, δείξαμε ότι Σ1
1(X) = A

(
F(X)

)
.

Σημείωση. Στην προηγούμενη Πρόταση, χρησιμοποιήσαμε τον συμβολισμό

Σ1
1(X) για την κλάση των αναλυτικών υποσυνόλων του X. Ο συμβολισμός

αυτός είθισται να είναι ο συνήθεις συμβολισμός στην διεθνή βιβλιογραφία κι

αναφέρεται στην αναλυτική ιεραρχία. Περισσότερες πληροφορίες μπορεί ο

αναγνώστης να βρει στα [3], [5].
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3.3 NN
-καθολικά Σύνολα

Στην ενότητα αυτή θα δείξουμε ένα από τα πιο σημαντικά αποτελέσματα του

Souslin, που αφορά την ύπαρξη αναλυτικών και όχι Borel συνόλων. Πιο συγ-

κεκριμένα, θα δείξουμε ότι κάθε υπεραριθμήσιμος Πολωνικός χώρος περιέχει

ένα αναλυτικό υποσύνολο το οποίο δεν είναι Borel. Το αποτέλεσμα αυτό έδει-

ξε την αναγκαιότητα ανάπτυξης μιας θεωρίας που θα γενίκευε με ουσιαστικό

τρόπο όλες τις ” καλές ” ιδιότητες των συνόλων Borel.
Παράλληλα, θα γίνει αναφορά σε μία ενδιαφέρουσα κλάση συνόλων, αυτής

των NN−καθολικών συνόλων, τον ορισμό των οποίων και δίνουμε:

Ορισμός 3.3.1. ΄Εστω (X, T ) τοπολογικός χώρος και C(X) μία οποιαδήποτε

κλάση υποσυνόλων του X (π.χ. ανοικτά, κλειστά, αναλυτικά, κ.τ.λ.) ΄Ενα

U ⊆ NN × X καλείται NN−καθολικό για την κλάση C αν ισχύουν τα

ακόλουθα:

(i) U ∈ C
(
NN ×X

)
(ii) C(X) =

{
Uy : y ∈ NN}

, όπου για y ∈ NN
είναι Uy = {x ∈ X : (y, x) ∈ U}

Αρχικά, θα εξασφαλίσουμε την ύπαρξη NN−καθολικών συνόλων για ορι-

σμένες κλάσεις υποσυνόλων του χώρου Baire NN
, μαζί με ορισμένα βοηθητικά

Λήμματα που θα χρησιμεύσουν στη συνέχεια.

Λήμμα 3.3.2. ΄Εστω (X, TX), (Y, TY ) ομοιομορφικοί τοπολογικοί χώροι. ΄Ε-

στω, επίσης, U ⊆ NN×X ένα NN−καθολικό σύνολο για τα ανοικτά υποσύνολα

του X. Τότε, υπάρχει V ⊆ NN × Y ένα NN−καθολικό σύνολο για τα ανοικτά

υποσύνολα του Y .

Απόδειξη. Αφού οι χώροι (X, TX) και (Y, TY ) είναι ομοιομορφικοί, υπάρχει

f : X → Y 1-1, επί, συνεχής κι ανοικτή συνάρτηση. Ορίζουμε:

g :
(
NN ×X

)
→
(
NN × Y

)
με

g
(
(y, x)

)
=
(
y, f(x)

)
και θα δείξουμε πως το σύνολο V = g(U) είναι NN−καθολικό για τα ανοικτά

υποσύνολα του Y .

Αρχικά, θα δείξουμε πως το g(U) είναι ανοικτό υποσύνολο του χώρου NN×
Y. Αφού το U είναι NN−καθολικό για τα ανοικτά υποσύνολα του X, έπεται πως

το U είναι ανοικτό υποσύνολο του NN ×X. Συνεπώς, το U γράφεται ως:

U =
⋃
i∈I

(
Gi ×Wi

)
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όπου τα σύνολα Gi,Wi είναι ανοικτά υποσύνολα των NN
και X αντίστοιχα, για

κάθε i ∈ I. ΄Εστω i ∈ I. Αρκεί να δείξουμε πως το σύνολο g
(
Gi ×Wi

)
είναι

ανοικτό υποσύνολο του NN × Y. Πράγματι, θα δείξουμε ότι:

g
(
Gi ×Wi

)
= Gi × f(Wi)

το οποίο θα μας δώσει το ζητούμενο (αφού η f είναι ανοικτή.)

΄Εστω (y, z) ∈ g
(
Gi × Wi

)
. Τότε, υπάρχει x ∈ X ώστε g

(
(y, x)

)
=(

y, f(x)
)

= (y, z). ΄Αρα, y ∈ Gi και x ∈ Wi ⇒ y ∈ Gi και z = f(x) ∈ f(Wi)
⇒ (y, z) ∈ Gi × f(Wi).

΄Εστω (y, z) ∈ Gi × f(Wi). Τότε, y ∈ Gi και z ∈ f(Wi), άρα υπάρχει

x ∈ X ώστε z = f(x). Αυτό συνεπάγεται ότι (y, x) ∈ Gi × Wi, δηλαδή

g
(
(y, x)

)
= (y, z) ∈ g

(
Gi ×Wi

)
.

΄Αρα, δείξαμε πως το g(U) είναι ανοικτό υποσύνολο του NN×Y. (Ουσιαστικά

δείξαμε ότι η g είναι ανοικτή απεικόνιση.)

Θα δείξουμε τώρα ότι TY = {Vy : y ∈ NN}. ΄Εστω W ∈ TY . Τότε,

f−1(W ) ∈ TX (αφού η f είναι συνεχής) κι άρα υπάρχει y0 ∈ NN
ώστε

f−1(W ) = Uy0 . Θα δείξουμε ότι W = Vy0 =
(
g(U)

)
y0
.

΄Εστω z ∈ W. Τότε, υπάρχει x ∈ X με f(x) = z κι άρα x ∈ f−1(W )
⇒ x ∈ Uy0 ⇒ (y0, x) ∈ U ⇒ g

(
(y0, x)

)
∈ g(U) ⇒ (y0, z) ∈ g(U)

⇒ z ∈
(
g(U)

)
y0
.

΄Εστω z ∈
(
g(U)

)
y0
. Τότε, (y0, z) ∈ g(U) κι άρα υπάρχει x ∈ X ώστε

g
(
(y0, x)

)
= (y0, z). Συνεπώς ,έχουμε ότι (y0, x) ∈ U ⇒ x ∈ Uy0 ⇒ x ∈

f−1(W )⇒ z = f(x) ∈ W.
Μέχρι στιγμής έχουμε δείξει πως TY ⊆ {Vy : y ∈ NN}. ΄Εστω y0 ∈ Y. Θα

δείξουμε πως Vy0 =
(
g(U)

)
y0

= f
(
Uy0
)
, το οποίο είναι ένα ανοικτό υποσύνολο

του Y (αφού η f ανοικτή και TX = {Uy : y ∈ NN}.)
΄Εστω z ∈

(
g(U)

)
y0
. Τότε, (y0, z) ∈ g(U) κι άρα υπάρχει x ∈ X ώστε

f(x) = z , δηλαδή (y0, x) ∈ U ⇒ x ∈ Uy0 ⇒ z = f(x) ∈ f
(
Uy0
)
.

Αν, τώρα, z ∈ f
(
Uy0
)
, τότε υπάρχει x ∈ X με f(x) = z. ΄Αρα, x ∈ Uy0

⇒ (y0, x) ∈ U ⇒ g
(
(y0, x)

)
= (y0, z) ∈ g(U)⇒ z ∈

(
g(U)

)
y0
.

Τελικώς, είναι TY = {Vy : y ∈ NN} κι αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη.

Λήμμα 3.3.3. ΄Εστω (X, T ) τοπολογικός χώρος και U ⊆ NN × X ένα

NN−καθολικό σύνολο για τα ανοικτά υποσύνολα του X. Τότε, το σύνολο

U c =
(
NN ×X

)
\ U είναι NN−καθολικό για τα κλειστά υποσύνολα του X.

Απόδειξη. Κατ΄ αρχάς, αφού είναι άμεσο πως το U c
είναι κλειστό υποσύνολο

του χώρου NN ×X.
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Θα δείξουμε ότι {F ⊆ X : F κλειστό} = {
(
U c
)
y

: y ∈ NN}. ΄Εστω F ⊆ X

κλειστό. Τότε, τοX\F είναι ανοικτό υποσύνολο τουX κι άρα υπάρχει y0 ∈ NN

ώστε X \ F = Uy0 . Θα δείξουμε ότι F =
(
U c
)
y0
.

΄Εστω z ∈ F. Τότε (y0, z) ∈ NN × X. Αν (y0, z) ∈ U, θα είναι z ∈ Uy0 κι

άρα z ∈ X \ F, το οποίο είναι προφανώς άτοπο. Συνεπώς (y0, z) ∈ U c, δηλαδή
z ∈

(
U c
)
y0
.

΄Εστω z ∈
(
U c
)
y0
. Τότε, (y0, z) ∈ U c. Αν z ∈ X \ F, θα είναι z ∈ Uy0

⇒ (y0, z) ∈ U, άτοπο!. ΄Αρα z ∈ F.
Μόλις δείξαμε ότι {F ⊆ X : F κλειστό} ⊆ {

(
U c
)
y

: y ∈ NN}. ΄Εστω

y0 ∈ NN. Θα δείξουμε ότι
(
U c
)
y0

=
(
Uy0
)c

= X \Uy0 , το οποίο θα συνεπάγεται

πως το
(
U c
)
y0

είναι κλειστό υποσύνολο του X (αφού Uy0 ∈ T .)
΄Εστω z ∈

(
U c
)
y0
. Τότε, (y0, z) ∈ U c. Αν z ∈ Uy0 , θα είχαμε ότι (y0, z) ∈ U,

άτοπο!. ΄Αρα, z ∈ X \ Uy0 .
΄Εστω z ∈ X \ Uy0 . Τότε, x 6∈ Uy0 ⇒ (y0, z) 6∈ U ⇒ (y0, z) ∈ U c ⇒ z ∈(

U c
)
y0
.

Τελικώς, δείξαμε πως {F ⊆ X : F κλειστό} = {
(
U c
)
y

: y ∈ NN} κι άρα

έχουμε το ζητούμενο.

Πρόταση 3.3.4. Υπάρχει V ⊆ NN × NN, ένα NN−καθολικό σύνολο για τα

ανοικτά υποσύνολα του χώρου Baire NN.

Απόδειξη. Ως γνωστόν, το σύνολο N<N
είναι αριθμήσιμο, συνεπώς μπορούμε

να γράψουμε ότι N<N = (sn)n∈N. Θέτουμε:

V =
{

(y, x) ∈ NN × NN : x ∈
⋃
{Usk : y(k) = 1}

}
και θα δείξουμε πως το V είναι το ζητούμενο NN−καθολικό σύνολο για τα

ανοικτά υποσύνολα του NN.
Για να δούμε πως το V είναι ανοικτό υποσύνολο του NN × NN, έστω

(y, x) ∈ V. Αρκεί να βρούμε G ένα ανοικτό υποσύνολο του NN × NN
ώστε

(y, x) ∈ G και G ⊆ V. Αφού (y, x) ∈ V , υπάρχει k0 ∈ N ώστε:

(i) y(k0) = 1

(ii) x ∈ Usk0

Θέτουμε G =
(
Uy|k0

)
×
(
Usk0

)
και ισχυριζόμαστε πως G ⊆ V. (Είναι άμεσο

πως (y, x) ∈ G και πως το G είναι ανοικτό υποσύνολο του NN × NN.)
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΄Εστω (z1, z2) ∈ G. Τότε, z1 ∈ Uy|k0
και z2 ∈ Usk0 . Αφού z1 ∈ Uy|k0

και y(k0) = 1, έπεται πως z1(k0) = 1 κι αφου z2 ∈ Usk0 , τότε (εξ΄ ορισμού του

συνόλου V ) (z1, z2) ∈ V. Συνεπώς, το V είναι ανοικτό υποσύνολο του NN×NN.
Μένει να δείξουμε ότι TNN = {Vy : y ∈ NN}. ΄Εστω y0 ∈ NN. Θέτουμε:

K = {n ∈ N : y0(n) = 1}

το οποίο είναι προφανώς ένα αριθμήσιμο σύνολο. ΑνK = ∅, τότε Vy0 = ∅ ∈ TNN .
΄Εστω πως K 6= ∅. Αν x ∈ Vy0 , τότε (y0, x) ∈ V κι άρα υπάρχει nx ∈ K

ώστε y0(nx) = 1 και x ∈ Usnx . Θα δείξουμε ότι Usnx ⊆ Vy0 . Πράγματι, έστω

z ∈ Usnx . Τότε, (y0, z) ∈ V (εξ΄ ορισμού του συνόλου V ) κι άρα z ∈ Vy0 . ΄Αρα,

είναι:

Vy0 =
⋃
x∈Vy0

Usnx

και συνεπώς Vy0 ∈ TNN .
΄Εστω, τώρα U ∈ TNN . Αφού η οικογένεια {Us : s ∈ N<N} αποτελεί βάση

περιοχών του NN, υπάρχει D ⊆ N<N
ώστε:

U =
⋃
s∈D

Us =
⋃
k∈N

Usnk

όπου γράψαμε το D ως μία υπακολουθία της αρχικής ακολουθίας (sn)n = N<N,
δηλαδή D = (snk)k∈N. Για n ∈ N, θέτουμε:

yn =

{
2, αν n 6= nk για κάθε k ∈ N
1, αν n = nk για κάποιο k ∈ N

Τότε, y0 = (yn)n ∈ NN. Θα δείξουμε ότι U = Vy0 . ΄Εστω x ∈ U. Τότε,

x ∈ Usnk0
για κάποιο k0 ∈ N. ΄Ομως, είναι y0(nk0) = 1 κι άρα (y0, x) ∈ V

⇒ x ∈ Vy0 .
΄Εστω, τώρα, x ∈ Vy0 . Τότε, (y0, x) ∈ V κι άρα x ∈ Usnk0

για κάποιο

k0 ∈ N. Συνεπώς x ∈ Usnk0 ⊆ U ⇒ x ∈ U.
Τελικώς, είναι TNN = {Vy : y ∈ NN} κι άρα έχουμε το ζητούμενο.

Είμαστε τώρα σε θέση να αποδείξουμε την ύπαρξη ενός NN−καθολικού
συνόλου για τα αναλυτικά υποσύνολα του χώρου Baire.

Πρόταση 3.3.5. Υπάρχει W ⊆ NN × NN, ένα NN−καθολικό σύνολο για τα

αναλυτικά υποσύνολα του χώρου Baire NN.
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Απόδειξη. Σύμφωνα με την Πρόταση 3.3.4, υπάρχει V ένα NN−καθολικό σύ-

νολο για τα ανοικτά υποσύνολα του NN. Αφού οι χώροι NN
και NN × NN

είναι

ομοιομορφικοί, από το Λήμμα 3.3.2 υπάρχει V ′ ένα NN
καθολικό σύνολο για

τα ανοικτά υποσύνολα του χώρου NN × NN. ΄Αρα, από το Λήμμα 3.3.3 το συμ-

πλήρωμά του, έστω F , θα είναι NN−καθολικό για τα κλειστά υποσύνολα του

NN × NN. (Είναι F ⊆
(
NN)(3)

κλειστό.) Θέτουμε:

W =
{

(y, x) ∈ NN × NN : ∃z ∈ NN
ώστε (y, x, z) ∈ F

}
και ισχυριζόμαστε πως το W είναι το ζητούμενο NN−καθολικό σύνολο για τα

αναλυτικά υποσύνολα του NN.
Θα δείξουμε αρχικά πως το W είναι αναλυτικό υποσύνολο του χώρου NN×

NN. Εφ΄ όσον ο χώρος
(
NN)(3)

είναι Πολωνικός και το F κλειστό υποσύνολό

του, το F είναι Πολωνικό υποσύνολο του
(
NN)(3)

και, συνεπώς, από το Θεώρη-

μα 2.3.1 το F είναι αναλυτικό υποσύνολο του
(
NN)(3). Επίσης, εύκολα βλέπουμε

πως W = projNN×NNF κι αφού οι προβολές είναι συνεχείς συναρτήσεις, από

την Πρόταση 2.3.6 έπεται πως το W είναι αναλυτικό υποσύνολο του NN ×NN.
Θα δείξουμε τώρα ότι Σ1

1

(
NN) =

{
Wy : y ∈ NN}

, όπου υπενθυμίζουμε πως

με Σ1
1

(
NN)

συμβολίζουμε την κλάση των αναλυτικών υποσυνόλων του NN.

΄Εστω y0 ∈ NN. Θα δείξουμε πως το σύνολο Wy0 = {x ∈ NN : (y0, x) ∈ W}
είναι αναλυτικό υποσύνολο του NN. Θέτουμε:

F ′y0 =
{

(y0, x, z) ∈
(
NN)(3) : (y0, x, z) ∈ F

}
Κατ΄ αρχάς, εύκολα βλέπουμε πως Wy0 = ∅ ⇔ F ′y0 = ∅. Θα δείξουμε πως

το F ′y0 είναι κλειστό υποσύνολο του
(
NN)(3). Πράγματι, έστω (z1, z2, z3) ο-

ριακό σημείο του F ′y0 . Τότε, υπάρχει ακολουθία (yn, xn, zn)n ⊆ F ′y0 ώστε

(yn, xn, zn)n → (z1, z2, z3). Τότε, παρατηρούμε τα εξής:

(α) Αφού (yn, xn, zn)n ⊆ F ′y0 , έπεται πως yn = y0 για κάθε n ∈ N. Συνεπώς,

αφού (yn)n → z1, έχουμε ότι z1 = y0.

(β) Είναι F ′y0 ⊆ F κι άρα θα είναι (yn, xn, zn)n ⊆ F. Αφού το F είναι κλειστό

και το (z1, z2, z3) είναι οριακό σημείο του F , έπεται ότι (z1, z2, z3) ∈ F.

Από τα (α) και (β) είναι άμεσο πως το F ′y0 είναι κλειστό υποσύνολο του
(
NN)(3)

κι άρα, όπως πριν, είναι αναλυτικό υποσύνολο του χώρου αυτού. Θα δείξουμε

ότι projNNF ′y0 = Wy0 , από το οποίο συνεπάγεται πως το Wy0 είναι αναλυτικό

υποσύνολο του NN
(ως συνεχής εικόνα αναλυτικού συνόλου.)

΄Εστω x ∈ Wy0 . Τότε, (y0, x) ∈ W κι άρα υπάρχει z ∈ NN
ώστε (y0, x, z) ∈ F

⇒ (y0, x, z) ∈ F ′y0 ⇒ x ∈ projNNF ′y0 .
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΄Εστω, τώρα, x ∈ projNNF ′y0 . Τότε, υπάρχουν y, z ∈ NN
ώστε (y, x, z) ∈ F ′y0 .

Αυτό σημαίνει πως y = y0 και (y, x, z) ∈ F ⇒ (y0, x, z) ∈ F ⇒ (y0, x) ∈ W
⇒ x ∈ Wy0 .

Μόλις δείξαμε ότι {Wy : y ∈ NN} ⊆ Σ1
1

(
NN). ΄Εστω A ⊆ NN

αναλυτι-

κό. Τότε, από την Πρόταση 3.2.3, υπάρχει K ⊆ NN × NN
κλειστό, ώστε

A = projNNK. Αφού το K είναι κλειστό, υπάρχει y0 ∈ NN
ώστε K = Fy0 . Θα

δείξουμε ότι A = Wy0 , γεγονός το οποίο θα ολοκληρώσει την απόδειξη.

΄Εστω x ∈ A. Τότε, αφού A = projNNK, υπάρχει z ∈ NN
ώστε (x, z) ∈ K

⇒ (x, z) ∈ Fy0 ⇒ (y0, x, z) ∈ F ⇒ (y0, x) ∈ W ⇒ x ∈ Wy0 . ΄Αρα, είναι

A ⊆ Wy0 .
΄Εστω x ∈ Wy0 . Τότε, (y0, x) ∈ W κι άρα υπάρχει z ∈ NN

ώστε (y0, x, z) ∈ F
⇒ (x, z) ∈ Fy0 ⇒ (x, z) ∈ K ⇒ x ∈ projNNK ⇒ x ∈ A.

Τελικώς, είναι A = Wy0 κι άρα έχουμε το ζητούμενο.

Φτάνουμε, πλέον, στο κύριο αποτέλεσμα της ενότητας αυτής, που αφορά

την ύπαρξη ενός αναλυτικού και όχι Borel υποσυνόλου του NN. Για του λόγου

το αληθές, έχουμε το ακόλουθο:

Θεώρημα 3.3.6. Υπάρχει A ⊆ NN
αναλυτικό κι όχι Borel.

Απόδειξη. Θεωρούμε τα σύνολα F,W όπως αυτά ορίστηκαν στην προηγούμενη

Πρόταση, δηλαδή:

F ⊆
(
NN)(3),NN−καθολικό για τα κλειστά υποσύνολα του χώρου NN × NN

W =
{

(y, x) ∈ NN × NN : ∃z ∈ NN
ώστε (y, x, z) ∈ F

}
,NN−καθολικό για

τα αναλυτικά υποσύνολα του NN.
Θέτουμε:

A =
{
x ∈ NN : (x, x) ∈ W

}
και θα δείξουμε πως το A είναι ένα αναλυτικό υποσύνολο του χώρου Baire NN,
το οποίο δεν είναι Borel.
Το A είναι αναλυτικό υποσύνολο του NN

Θέτουμε:

F xx =
{

(x, x, z) ∈
(
NN)(3) : (x, x, z) ∈ F

}
Θα δείξουμε πως το F xx

είναι κλειστό υποσύνολο του
(
NN)(3)

και πως A =
projNNF xx. Αυτό θα μας δώσει το ζητούμενο, δηλαδή πως το A είναι αναλυτικό

υποσύνολο του NN.
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Για να δούμε πως το F xx
είναι κλειστό, έστω (z1, z2, z3) οριακό σημείο του

F xx. Τότε, υπάρχει ακολουθία (yn, xn, zn)n ⊆ F xx
ώστε (yn, xn, zn)n → (z1, z2, z3).

Παρατηρούμε τα εξής:

(α) Αφού (yn, xn, zn)n ⊆ F xx, έπεται πως yn = xn για κάθε n ∈ N.

(β) Επειδή (yn)n → z1 και (xn)n → z2, λόγω του (α) θα είναι z1 = z2.

(γ) Είναι F xx ⊆ F, άρα έχουμε πως (yn, xn, zn)n ⊆ F με:

(yn, xn, zn)n → (z1, z2, z3).

Εφ΄ όσον το F είναι κλειστό, έπεται πως (z1, z2, z3) ∈ F.

Από τα (α), (β) και (γ) είναι άμεσο πως το F xx
είναι κλειστό υποσύνολο του(

NN)(3).
Θα δείξουμε ότι A = projNNF xx. ΄Εστω x ∈ A. Τότε, (x, x) ∈ W κι άρα

υπάρχει z ∈ NN
ώστε (x, x, z) ∈ F ⇒ (x, x, z) ∈ F xx ⇒ x ∈ projNNF xx.

΄Εστω x ∈ projNNF xx. Τότε, υπάρχει z ∈ NN
ώστε (x, x, z) ∈ F xx ⇒

(x, x, z) ∈ F ⇒ (x, x) ∈ W ⇒ x ∈ A.
Συνεπώς, είναι A = projNNF xx

κι άρα το A είναι αναλυτικό υποσύνολο του

NN.
Το A δεν είναι Borel υποσύνολο του NN

΄Εστω, προς εις άτοπον απαγωγή, πως το A είναι Borel υποσύνολο του NN.
Τότε, το σύνολο Ac

είναι επίσης Borel κι άρα αναλυτικό. ΄Αρα, υπάρχει yo ∈ NN

ώστε Ac = Wy0 .
Κατ΄ αρχάς, προφανώς είτε θα ισχύει ότι (y0, y0) ∈ W ή ότι (y0, y0) 6∈ W. Αν

(y0, y0) ∈ W, τότε y0 6∈ Ac
(αφού Ac = {x ∈ NN : (x, x) 6∈ W}.) ΄Ομως, αφού

υποθέσαμε πως (y0, y0) ∈ W, έπεται πως y0 ∈ Wy0 κι άρα y0 ∈ Ac (Ac = Wy0),
άτοπο!

Αν, τώρα, (y0, y0) 6∈ W, τότε y0 ∈ Ac. ΄Ομως (y0, y0) 6∈ W ⇒ (y0, y0) 6∈ Ac,
άτοπο!

Σε κάθε περίπτωση καταλήγουμε σε άτοπο, άρα η αρχική μας υπόθεση πως

το A είναι Borel ήταν λανθασμένη. ΄Εχουμε, λοιπόν, το ζητούμενο.

Το παραπάνω πολύ σημαντικό Θεώρημα μπορεί σχετικά εύκολα να γενικευ-

τεί, με βάση όλα όσα είδαμε στο δεύτερο Κεφάλαιο, για κάθε υπεραριθμήσιμο

Πολωνικό χώρο.

Θεώρημα 3.3.7. ΄Εστω (X, T ) υπεραριθμήσιμος Πολωνικός χώρος. Τότε,

υπάρχει αναλυτικό κι όχι Borel υποσύνολο του X.
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Απόδειξη. Εφ΄ όσον ο χώρος (X, T ) είναι υπεραριθμήσιμος Πολωνικός, από

το Πόρισμα 2.4.17, υπάρχει ένα N ⊆ X ομοιομορφικό με τον χώρο Baire
NN, δηλαδή υπάρχει f : NN → N 1-1, επί, συνεχής κι ανοικτή απεικόνιση.

΄Οπως είδαμε στο Θεώρημα 3.3.6, υπάρχει A ⊆ NN
αναλυτικό κι όχι Borel. Θα

δείξουμε πως το σύνολο f(A) είναι ένα αναλυτικό κι όχι Borel υποσύνολο του

X. (Είναι f(A) ⊆ f
(
NN) = N.)

Είναι άμεσο από την Πρόταση 2.3.6 πως το f(A) είναι αναλυτικό υποσύνολο

του X. Θα δείξουμε για αρχή πως το f(A) δεν είναι Borel υποσύνολο του

χώρου (N, TN). Πράγματι, αν υποθέσουμε πως το f(A) είναι Borel , τότε το

σύνολο f−1
(
f(A)

)
= A θα είναι Borel υποσύνολο του NN

(αφού οι συνεχείς

συναρτήσεις είναι Borel-μετρήσιμες.) Αυτό είναι, όμως, εξ΄ υποθέσεως άτοπο,

συνεπώς το f(A) δεν είναι Borel υποσύνολο του (N, TN).
΄Εστω, τώρα, πως f(A) ∈ B(X, T ), δη·αδή πως το f(A) είναι Borel υ-

ποσύνολο του X. Τότε, εξ΄ ορισμού της σχετικής Borel σ-άλεβρας στο N ,

έπεται πως το σύνολο f(A) ∩N ∈ B(N, TN). ΄Ομως f(A) ∩N = f(A) (αφού

f(A) ⊆ N) κι άρα καταλήγουμε πως f(A) ∈ B(N, TN), το οποίο είναι επίσης

άτοπο.

Συνεπώς, το σύνολο f(A) είναι ένα αναλυτικό κι όχι Borel υποσύνολο του

X, συνεπώς έχουμε το ζητούμενο.

3.4 Μετρησιμότητα

Στρέφουμε την προσοχή μας στο σύνολο των πραγματικών αριθμών R και θα

αποδείξουμε μία ιδιαίτερα σημαντική ιδιότητα κανονικότητας των αναλυτικών

υποσυνόλων του: Κάθε αναλυτικό υποσύνολο του R είναι Lebesgue μετρήσιμο.

Η απόδειξη θα βασιστεί σε μεγάλο βαθμό στην χρήση της πράξης Souslin
κι ως εκ τούτου στο συνδυαστικό εργαλείο των δέντρων του χώρου Baire NN.

Θα διατυπώσουμε αρχικά ένα βοηθητικό Λήμμα που μας επιτρέπει τον εγ-

κλεισμό αυθαίρετων υποσυνόλων του R από ” αρκούντως μικρά ” μετρήσιμα

υποσύνολα του R. Σημειώνουμε πως στα επόμενα με λ θα συμβολίζουμε το

μέτρο Lebesgue στο R και με λ∗ το εξωτερικό μέτρο Lebesgue στο R.

Λήμμα 3.4.1. ΄Εστω A ⊆ R. Τότε, υπάρχει B ⊆ R ώστε να ικανοποιούνται

τα παρακάτω:

(i) A ⊆ B και το B είναι Lebesgue μετρήσιμο.

(ii) λ∗(A) = λ(B).

(iii) Για κάθε B′ ⊆ R Lebesgue μετρήσιμο ώστε A ⊆ B′ ⊆ B, ισχύει ότι

λ(B \B′) = 0.
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Απόδειξη. Αρχικά, θα εξετάσουμε την περίπτωση που είναι λ∗(A) < +∞. Ως

γνωστόν, είναι:

λ∗(A) = inf {λ(U) : A ⊆ U και το U είναι ανοικτό υποσύνολο του R}

(Τα ανοικτά υποσύνολα του R είναι Lebesgue μετρήσιμα.) Από τον ορισμό

του infimum, για κάθε n ∈ N υπάρχει Un ανοικτό υποσύνολο του R ώστε

λ(Un) < λ∗(A) +
1

n
. Θέτοντας:

B =
∞⋂
n=1

Un

εύκολα βλέπουμε πως το B είναι ένα Lebesgue μετρήσιμο σύνολο με A ⊆ B
και λ∗(A) = λ(B).

΄Εστω B′ ⊆ R Lebesgue μετρήσιμο με A ⊆ B′ ⊆ B. Τότε, από την μονο-

τονία του εξωτερικού μέτρου Lebesgue, έχουμε ότι:

λ∗(A) 6 λ(B′) 6 λ(B).

΄Ομως, εφ΄ όσον είναι λ∗(A) = λ(B), άμεσα έπεται πως λ(B′) = λ(B) = λ∗(A).
Τώρα, αφού είναι B′ ⊆ B και B =

(
B\B′

)
∪
(
B∩B′

)
με
(
B\B′

)
∩
(
B∩B′

)
= ∅,

έχουμε ότι:

λ(B) = λ(B \B′) + λ(B ∩B′) = λ(B \B′) + λ(B′) = λ(B \B′) + λ(B)

από όπου άμεσα προκύπτει πως λ(B \B′) = 0.
Θα εξετάσουμε τώρα την περίπτωση που είναι λ∗(A) = +∞. Για κάθε

m ∈ Z, θέτουμε:

Am = A ∩
(
[m,m+ 1)

)
Τότε, είναι λ∗(Am) 6 1 για κάθε m ∈ Z. Συνεπώς, όπως πριν μπορού-

με να επιλέξουμε μία ακολουθία Lebesgue μετρήσιμων συνόλων (Bm)m∈Z με

Am ⊆ Bm, λ
∗(Am) = λ(Bm) για κάθε m ∈ Z κι αν υπάρχει C ⊆ R Lebesgue

μετρήσιμο με A ⊆ C ⊆ Bm για κάποιο m ∈ Z, τότε είναι λ(Bm \ C) = 0. Για
κάθε m ∈ Z, θέτουμε:

B′m = Bm ∩
(
[m,m+ 1)

)
Τότε, για κάθε m ∈ Z το σύνολο B′m είναι Lebesgue μετρήσιμο και ισχύει

Am ⊆ B′m ⊆ Bm. ΄Εστω C ⊆ R Lebesgue μετρήσιμο με Am ⊆ C ⊆ B′m
για κάποιο m ∈ Z. Θα δείξουμε ότι λ(B′m \ C) = 0. Πράγματι, αφού είναι

Am ⊆ C ⊆ B′m ⊆ Bm, έχουμε ότι λ(Bm \ C) = 0. ΄Ομως, είναι άμεσο πως(
B′m \ C

)
⊆
(
Bm \ C

)
κι άρα λ(B′m \ C) = 0.

Θέτουμε:
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B =
⋃
m∈Z

B′m

και θα δείξουμε πως είναι το ζητούμενο σύνολο. Κατ΄ αρχάς, είναι άμεσο πως

το B είναι Lebesgue μετρήσιμο. Επίσης, είναι:

A =
⋃
m∈Z

Am ⊆
⋃
m∈Z

B′m = B

Συνεπώς, λ∗(A) 6 λ(B). ΄Ομως, είναι λ∗(A) = +∞, άρα βλέπουμε πως

λ∗(A) = +∞ = λ(B).
΄Εστω, τελικώς, G ⊆ R Lebesgue μετρήσιμο με A ⊆ G ⊆ B. Θα δείξουμε

ότι λ(B \G) = 0. Για κάθε m ∈ Z, θέτουμε:

Gm = G ∩
(
[m,m+ 1)

)
Προφανώς είναι G =

⋃
m∈Z

Gm και το σύνολο Gm είναι Lebesque μετρήσιμο για

κάθε m ∈ Z. Θα δείξουμε ότι είναι Am ⊆ Gm ⊆ B′m, για κάθε m ∈ Z.
΄Εστω m ∈ Z και x ∈ Am. Τότε, x ∈ A και x ∈ [m,m + 1) ⇒ x ∈ G και

x ∈ [m,m+ 1)⇒ x ∈ Gm. ΄Αρα, Am ⊆ Gm.
΄Εστω, τώρα, x ∈ Gm. Τότε, x ∈ G και x ∈ [m,m + 1) ⇒ x ∈ B και

x ∈ [m,m + 1). Από τον ορισμό του B, υπάρχει n ∈ Z ώστε x ∈ B′n. Θα

δείξουμε ότι αναγκαστικά θα ισχύει πως m = n. Αν όχι, έπεται πως x ∈ B′n
⇒ x ∈ Bn ∩

(
[n, n + 1)

)
, το οποίο είναι άτοπο, εφ΄ όσον καταλήξαμε πως

x ∈ [m,m+ 1) ∩ [n, n+ 1) με n 6= m. Συνεπώς, έχουμε πως x ∈ B′m, δηλαδή
Gm ⊆ B′m.

Αφού είναι Am ⊆ Gm ⊆ B′m, έπεται ότι λ(B′m \Gm) = 0 για κάθε m ∈ Z.
Εύκολα βλέπουμε ότι:

B \G =

( ⋃
m∈Z

B′m

)
\
( ⋃
m∈Z

Gm

)
⊆
⋃
m∈Z

(
B′m \Gm

)
συνεπώς, είναι:

λ
(
B \G

)
6 λ

( ⋃
m∈Z

(B′m \Gm)
)
6
∑
m∈Z

λ
(
B′m \Gm

)
= 0

΄Αρα, καταλήγουμε πως είναι λ
(
B \G

)
= 0.

Παρατήρηση 3.4.2. Στο (iii) του παραπάνω Λήμματος, παρατηρούμε πως

αρκέι να ισχύει η υπόθεση πως A ⊆ B′ ώστε να έχουμε λ(B\B′) = 0. Πράγματι,

εύκολα βλέπουμε πως B\B′ = B\
(
B∩B′

)
, ενώ αφού είναι A ⊆ B και A ⊆ B′,

έχουμε A ⊆ B ∩B′ ⊆ B, με το B ∩B′ Lebesgue μετρήσιμο. ΄Αρα, από το (iii)
έχουμε πως λ(B \B′) = λ

(
B \ (B ∩B′)

)
= 0.
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Λήμμα 3.4.3. ΄Εστω LM η κλάση όλων των Lebesgue μετρήσιμων υποσυ-

νόλων του R κι έστω A ∈ A
(
LM

)
, δηλαδή A =

⋃
σ∈NN

∞⋂
n=1

Aσ|n με Aσ|n ∈ LM ,

για κάθε σ|n ∈ N<N. Τότε, υπάρχει οικογένεια {A′σ|n : σ|n ∈ N<N} ώστε να

ικανοποιούνται τα παρακάτω:

(i) A′σ|n ∈ LM, για κάθε σ|n ∈ N<N.

(ii) A′σ|n+1
⊆ A′σ|n , για κάθε σ|n+1 ∈ N<N.

(iii) A =
⋃
σ∈NN

∞⋂
n=1

A′σ|n .

Απόδειξη. Ο ορισμός της οικογένειας {A′σ|n : σ|n ∈ N<N} θα πραγματοποιηθεί

επαγωγικά. Ορίζουμε A′∅ = A∅ και για n ∈ N, ορίζουμε A′{n} = A{n} ∩ A∅.
΄Εστω πως για k ∈ N, τα σύνολα A′σ|k έχουν οριστεί, για κάθε σ ∈ NN.

΄Εστω σ ∈ NN. Ορίζουμε:

A′σ|k+1
=
(
Aσ|k+1

)
∩
(
A′σ|k

)
Θα δείξουμε ότι η οικογένεια {A′σ|n : σ|n ∈ N<N} ικανοποιεί τις ιδιότητες (i),
(ii) και (iii). Κατ΄ αρχάς, οι ιδιότητες (i), (ii) είναι άμεσες από τον ορισμό της

παραπάνω οικογένειας. Συνεπώς, αρκεί να δείξουμε την ισχύ της ιδιότητας (iii).
Θα δείξουμε ότι: ⋃

σ∈NN

∞⋂
n=1

Aσ|n =
⋃
σ∈NN

∞⋂
n=1

A′σ|n

Εφ΄ όσον A′σ|n ⊆ Aσ|n για κάθε σ|n ∈ N<N, μπορούμε εύκολα να δούμε πως

είναι: ⋃
σ∈NN

∞⋂
n=1

A′σ|n ⊆
⋃
σ∈NN

∞⋂
n=1

Aσ|n

΄Εστω, λοιπον, x ∈
⋃
σ∈NN

∞⋂
n=1

Aσ|n . Τότε, υπάρχει σ0 ∈ NN
ώστε x ∈ Aσ0|n , για

κάθε n ∈ N. Θα δείξουμε πως x ∈ A′σ0|n για κάθε n ∈ N.
΄Εστω, προς εις άτοπον απαγωγή, πως υπάρχει n0 ∈ N ώστε x 6∈ A′σ0|n0 .

Τότε, από τον ορισμό του συνόλου A′σ0|n0
, έπεται πως x 6∈

(
Aσ0|n0

)
∩
(
A′σ|n0−1

)
.

Αφού όμως υποθέσαμε πως x ∈ Aσ0|n0 , έχουμε πως x 6∈ A
′
σ0|n0−1

. Συνεχίζοντας

επαγωγικά, καταλήγουμε πως x 6∈ A′∅ = A∅, το οποίο είναι άτοπο.
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΄Αρα, x ∈
∞⋂
n=1

A′σ0|n ⇒ x ∈
⋃
σ∈NN

∞⋂
n=1

A′σ|n και συνεπώς η απόδειξη ολοκλη-

ρώνεται.

Είμαστε, πλέον, σε θέση να αποδείξουμε το βασικό Θεώρημα αυτής της

ενότητας, την σταθερότητα των Lebesgue μετρήσιμων συνόλων υπό την πράξη

Souslin.

Θεώρημα 3.4.4. ΄Εστω LM η κλάση όλων των Lebesgue μετρήσιμων υ-

ποσυνόλων του R. Τότε, η κλάση αυτή είναι κλειστή υπό την πράξη Souslin,
δηλαδή είναι:

A
(
LM

)
= LM

Απόδειξη. ΄Εστω A ∈ LM . Τότε, θέτοντας Aσ|n = A για κάθε σ|n ∈ N<N
,

έχουμε:

A =
⋃
σ∈NN

∞⋂
n=1

Aσ|n ∈ A
(
LM

)
.

΄Αρα, LM ⊆ A
(
LM

)
.

΄Εστω A ∈ A
(
LM

)
. Τότε, το A γράφεται ως:

A =
⋃
σ∈NN

∞⋂
n=1

Aσ|n

όπου Aσ|n ∈ LM για κάθε σ|n ∈ N<N. Από το προηγούμενο Λήμμα, μπορούμε

να θεωρήσουμε πως είναι Aσ|n+1
⊆ Aσ|n για κάθε σ|n+1 ∈ N<N. Θα δείξουμε

ότι A ∈ LM. ΄Εστω σ|n ∈ N<N. Θέτουμε:

A′σ|n =
⋃
τ∈NN

σ|nvτ

∞⋂
k=1

Aτ |k

Εύκολα μπορεί κανείς να δει πως:

(α) A′∅ =
⋃
σ∈NN

∞⋂
n=1

Aσ|n = A.

(β) A′σ|n ⊆ Aσ|n για κάθε σ|n ∈ N<N.

(γ) A′σ|n+1
⊆ A′σ|n , για κάθε σ|n+1 ∈ N<N.
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(δ) A′σ|n =
∞⋃
q=1

A′σ|n_q, για κάθε σ|n ∈ N<N.

Από το Λήμμα 3.4.1, υπάρχει οικογένεια {Bσ|n : σ|n ∈ N<N} Lebesgue μετρή-

σιμων υποσυνόλων του R ώστε για κάθε σ|n ∈ N<N
να ισχύει ότι A′σ|n ⊆ Bσ|n ,

λ∗
(
A′σ|n

)
= λ

(
Bσ|n

)
και για B ⊆ R Lebesgue μετρήσιμο με A′σ|n ⊆ B να είναι

λ
(
Bσ|n \B

)
= 0. (βλ. Παρατήρηση 3.4.2.) Για κάθε σ|n ∈ N<N, θέτουμε:

B′σ|n = Bσ|n ∩ Aσ|n
Τότε, είναι A′σ|n ⊆ B′σ|n ⊆ Aσ|n και λ∗

(
A′σ|n

)
= λ

(
B′σ|n

)
για κάθε σ|n ∈ N<N.

Επίσης, αν B ⊆ R Lebesgue μετρήσιμο με A′σ|n ⊆ B για κάποιο σ|n ∈ N<N,

τότε έπεται πως λ
(
B′σ|n \ B

)
= 0. Τέλος, η οικογένεια {B′σ|n : σ|n ∈ N<N}

αποτελείται από Lebesgue μετρήσιμα σύνολα.

Για κάθε σ|n ∈ N<N, θέτουμε:

Cσ|n = B′σ|n \
( ∞⋃
q=1

B′σ|n_q

)
και θα δείξουμε πως λ

(
Cσ|n

)
= 0 για κάθε σ|n ∈ N<N. (Είναι άμεσο πως η

οικογένεια {Cσ|n : σ|n ∈ N<N} αποτελείται από Lebesgue μετρήσιμα σύνολα.)

Πράγματι, έστω σ|n ∈ N<N. Τότε, από την ιδιότητα (δ) που αναφέρθηκε

παραπάνω, είναι:

A′σ|n =
∞⋃
q=1

A′σ|n_q ⊆
∞⋃
q=1

B′σ|n_q

κι άρα από τον τρόπο επιλογής της οικογένειας {B′σ|n : σ|n ∈ N<N} έχουμε

ότι λ
(
Cσ|n

)
= 0. Συνεπώς, θέτοντας:

C =
⋃

σ|n∈N<N

Cσ|n

θα είναι επίσης λ(C) = 0.
Θα δείξουμε τώρα ότι B′∅\C ⊆ A′∅ και ισχυριζόμαστε πως αυτό θα μας δώ-

σει το ζητούμενο. Πράγματι, η παραπάνω σχέση συνεπάγεται πως B′∅\A′∅ ⊆ C.
Τότε, ορίζοντας:

W = C ∩
(
B′∅ \ A′∅

)
έχουμε ότι λ(W ) 6 λ(C)⇒ λ(W ) = 0 και ότι B′∅\A′∅ = W ⇒ A′∅ = B′∅\W,
δηλαδή το σύνολο A′∅ = A διαφέρει από ένα Lebesgue μετρήσιμο σύνολο κατά

ένα σύνολο μηδενικού μέτρου, συνεπώς A ∈ LM .
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΄Εστω x ∈ B′∅ \C. Τότε, αφού x 6∈ C∅ = B′∅ \
( ∞⋃
q=1

B′{q}
)
, υπάρχει q1 ∈ N

ώστε x ∈ B′{q1}.
΄Εστω πως για k ∈ N, οι φυσικοί αριθμοί q1, . . . , qk έχουν επιλεγεί ώστε

για το στοιχείο qk = (q1, . . . , qk) ∈ N<N
να ισχύει ότι x ∈ B′qk|m για κάθε

m ∈ {1, . . . , k}. Αφού υποθέσαμε πως x 6∈ Cqk , υπάρχει qk+1 ∈ N ώστε

x ∈ B′qk_qk+1
.

Θέτουμε q = (qn)n ∈ NN. Τότε, από τον επαγωγικό ορισμό του q, είναι:

x ∈
∞⋂
n=1

B′q|n ⊆
∞⋂
n=1

Aq|n ⊆
⋃
σ∈NN

∞⋂
n=1

Aσ|n = A′∅ = A

Τελικώς, είναι B′∅ \ C ⊆ A′∅ κι άρα η απόδειξη ολοκληρώνεται.

΄Αμεσο επακόλουθο του παραπάνω Θεωρήματος είναι το αποτέλεσμα που

αναφέρθηκε στην αρχή της ενότητας, δηλαδή η μετρησιμότητα των αναλυτικών

υποσυνόλων του R.

Θεώρημα 3.4.5. Κάθε αναλυτικό υποσύνολο του R είναι Lebesgue μετρήσι-

μο.

Απόδειξη. ΄Εστω Σ1
1

(
R
)
και LM οι κλάσεις όλων των αναλυτικών και Lebesgue

μετρήσιμων υποσυνόλων του R αντίστοιχα. Από την Πρόταση 3.2.12, είναι

Σ1
1

(
R
)

= A
(
F(R)

)
, όπου με F

(
R
)

συμβολίζουμε την κλάση των κλειστών

υποσυνόλων του R. ΄Ομως, ως γνωστόν, κάθε κλειστό υποσύνολο του R είναι

Lebesgue μετρήσιμο. Συνεπώς, με εφαρμογή του προηγούμενου Θεωρήματος,

είναι:

F
(
R
)
⊆ LM ⇒ A

(
F(R)

)
⊆ A

(
LM

)
= LM ⇒ A

(
F(R)

)
⊆ LM

κι άρα καταλήγουμε στο εξής:

Σ1
1

(
R
)

= A
(
F(R)

)
⊆ LM

δηλαδή πως κάθε αναλυτικό υποσύνολο του R είναι Lebesgue μετρήσιμο.

Σημείωση. Πιο γενικά, μπορεί κανείς να δείξει ότι τα αναλυτικά υποσύνο-

λα ενός Πολωνικού χώρου X είναι καθολικώς μετρήσιμα, δηλαδή είναι

μετρήσιμα ως προς κάθε πλήρες μέτρο πιθανότητας στον X. Περισσότερες

πληροφορίες για το συγκεκριμένο αντικείμενο μπορεί κανείς να βρει στο [3].
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