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Πρόλογοσ 

  

Η Δπηρεηξεζηαθή Έξεπλα (Operational Research) είλαη ν θιάδνο 

ηεο επηζηήκεο (ζχλζεηνο ηνκέαο εηδηθνηήησλ) κε αληηθείκελν ηελ εχξεζε 

ιχζεσλ γηα ηελ ιήςε απνθάζεσλ. Οη ιχζεηο απηέο είλαη θαηά θαλφλα  

‘‘βέιηηζηεο’’, σο πξνο ηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο. Απιά 

παξαδείγκαηα Δ.Δ. είλαη ε βέιηηζηε θαηαλνκή πφξσλ θαη νη βέιηηζηεο 

κεηαθνξέο. Γηα παξάδεηγκα επηινγή ηξνθψλ γηα ζίηηζε ζηξαηνχ, κε 

ειάρηζην θφζηνο. Δπίζεο, ε ειάρηζηε δηαδξνκή κεηαθνξάο θαπζίκσλ απφ 

ην δηπιηζηήξην ζε πξαηήξηα βελδίλεο. Μία πνιχ πην δχζθνιε εθαξκνγή 

είλαη ν πξνγξακκαηηζκφο (scheduling) ζε πξαγκαηηθφ ρξφλν, ζε πχξγν 

ειέγρνπ πνιπζχρλαζηνπ αεξνδξνκίνπ, κε ζηφρν ηελ αζθάιεηα θαη 

ειαρηζηνπνίεζε ηνπ κέζνπ ρξφλνπ αλακνλήο αεξνζθαθψλ.  

Σν βέιηηζην ηεο ιχζεο νξίδεηαη σο πξνο θάπνηα κεηξήζηκα 

θξηηήξηα, π.ρ. ειάρηζην θφζηνο, κέγηζηε επζηάζεηα, ειάρηζηνο ρξφλνο 

αλακνλήο ή δηεθπεξαίσζεο, κέγηζην φξην αληνρήο, ειαρηζηνπνίεζε 

θάπνηαο λφξκαο, ζπλδπαζκφο θέξδνπο κε ξίζθν, θ.η.ι. ΢πρλά ζηηο 

εθαξκνγέο, ηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη ειιηπή θαη νη 

‘‘βέιηηζηεο’’ απνθάζεηο ιακβάλνληαη ππφ ζπλζήθε αβεβαηφηεηαο. Γηα ηηο 

πεξηπηψζεηο απηέο, ρξεζηκνπνηνχκε ηε κεζνδνινγία ησλ Πηζαλνηήησλ 

θαη ηεο ΢ηαηηζηηθήο, κε ηνπο αληίζηνηρνπο δείθηεο αμηνπηζηίαο. 

 

Η ραξαθηεξηζηηθή δηαδηθαζία επίιπζεο ελφο πξνβιήκαηνο ηεο Δ.Δ. είλαη: 

α) Η καζεκαηηθή κνληεινπνίεζε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

β) Η αμηνπνίεζε ηεο δνκήο ηνπ καζεκαηηθνχ κνληέινπ, γηα επηλφεζε 

θαηάιιεισλ αιγνξίζκσλ βειηηζηνπνίεζεο. 

γ) Η αξηζκεηηθή ιχζε, κε ηε ρξήζε ππνινγηζηή. 

Σα πξνβιήκαηα πνπ ηίζεληαη θαιχπηνπλ έλα επξχ θάζκα 

δξαζηεξηνηήησλ, κε απνηέιεζκα ε κνληεινπνίεζε ή πξνζνκνίσζε λα 

αμηνπνηεί δηαθνξεηηθνχο επηζηεκνληθνχο θιάδνπο ή ζπλδπαζκνχο απηψλ. 

Μία κεξηθή επνπηεία απηψλ ησλ θιάδσλ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη σο 

‘‘εξγαιεία’’ ηεο Δ.Δ. είλαη: ΢ηαηηζηηθή, Βειηηζηνπνίεζε, Βέιηηζηνο 

Έιεγρνο, Θεσξία Παηγλίσλ, Νεπξσληθά Γίθηπα, Ρνκπνηηθή, Δπηζηήκε 



5 
 

ησλ Τπνινγηζηψλ, Μεραληθή φισλ ησλ εηδηθνηήησλ, Management, 

Έιεγρνο Απνζεκάησλ (Inventory Control), αθφκα θαη ζηνηρεία 

Φπρνινγίαο θαη Κνηλσληνινγίαο. 

 Ιζηνξηθά, πνιχ ελδηαθέξνπζα είλαη ε ξαγδαία εμέιημε ηνπ θιάδνπ 

ηεο Δ.Δ., ηδηαίηεξα απφ ηα πξψηα ρξφληα ηνπ 2
νπ

 Παγθνζκίνπ Πνιέκνπ 

κέρξη ζήκεξα. Απηή ε εμέιημε ζα κπνξνχζε  ίζσο λα ζπγθξηζεί κε ηελ 

εθζεηηθή αλάπηπμε ησλ ππνινγηζηψλ! Απφ ηελ αξρή ηνπ πνιέκνπ, νη 

Άγγινη, νη ΢νβηεηηθνί θαη νη Ακεξηθάλνη, επηλφεζαλ καζεκαηηθνχο 

ηξφπνπο γηα ‘‘βέιηηζηεο απνθάζεηο’’ ζρεηηθά κε πξφβιεςε θηλήζεσλ 

ερζξηθψλ ππνβξπρίσλ, δηαρείξηζεο πιεξνθνξηψλ απφ ξαληάξ, βέιηηζηεο 

θαηαλνκήο πφξσλ θ.ά. Απφ ηηο ηφηε ζηξαηησηηθέο επηρεηξήζεηο 

θαζηεξψζεθε ν φξνο Δ.Δ. Ο πινχηνο ησλ εθαξκνγψλ ππήξμε κεγάινο. 

Μφλν γηα ην ιεγφκελν Γξακκηθφ Πξνγξακκαηηζκφ (Γ.Π.) έρνπλ γξαθηεί 

ρηιηάδεο βηβιία ζεσξίαο θαη εθαξκνγψλ. ΢εκεησηένλ φηη ν Γ.Π. έρεη κία 

εχθνιε απφδεημε ιίγσλ γξακκψλ. ΢χληνκα κεηά ηνλ πφιεκν, ν θιάδνο 

αμηνπνηήζεθε απφ εηαηξίεο, βηνκεραλίεο, εξγνζηάζηα, θαηαζθεπέο, 

θπβεξλήζεηο θαη επηρεηξήζεηο φισλ ησλ εηδψλ. Σν πξφβιεκα είλαη γεληθφ 

θαη πξαθηηθφ: Πψο απνθαζίδσ; Έρνπλ δνζεί βξαβεία Nobel θαη έρνπλ 

δεκηνπξγεζεί νιφθιεξα ηκήκαηα Δ.Δ. ζε δηάζεκα Παλεπηζηήκηα θαη 

Πνιπηερλεία. 

 ΢ηελ παξνχζα δηπισκαηηθή εξγαζία ζα παξνπζηάζνπκε ηηο 

κεζφδνπο κε γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ, αθνχ πξψηα θάλνπκε κία 

εηζαγσγή ζηελ επηρεηξεζηαθή έξεπλα θαη ηνλ γξακκηθφ πξνγξακκαηηζκφ. 

 Σέινο, αμίδεη έλα κεγάιν επραξηζηψ ζηνλ επηβιέπνληα θαζεγεηή 

ηεο εξγαζίαο απηήο, θαζεγεηή Γηάλλε Κνιέηζν, γηα ηελ πίζηε ηνπ, ηηο 

πνιχηηκεο ζπκβνπιέο θαη θαζνδεγήζεηο ηνπ, ηηο νπνίεο παξείρε απιφρεξα 

θαη ηελ ακέξηζηε ζηήξημε, πνπ κνπ πξνζέθεξε. Δπραξηζηίεο απεπζχλσ 

θαη ζηελ νηθνγέλεηά κνπ, γηα ηελ ελζάξξπλζε, ηελ ελίζρπζε, κε θάζε 

ηξφπν, θαζψο θαη γηα ηελ ππνκνλή, θαζ’ φιε ηε δηάξθεηα ηεο ζπγγξαθήο 

ηεο δηπισκαηηθήο, αιιά θαη ησλ ρξφλσλ θνίηεζήο κνπ ζηελ ΢ρνιή 

Δθαξκνζκέλσλ Μαζεκαηηθψλ θαη Φπζηθψλ Δπηζηεκψλ. Δίκαη, επίζεο, 

επγλψκσλ, ζε φινπο ηνπο θαζεγεηέο ηεο ζρνιήο, νη νπνίνη κνπ 

κεηαιακπάδεπζαλ κε πξνζπκία, ππεπζπλφηεηα, ραξά θαη δήιν ηηο 

γλψζεηο ηνπο. 
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Κεφϊλαιο 1 

 

Ειςαγωγό 

 

1.1 Ιςτορικό αναδρομό 

 

 Απφ ηελ εκθάληζε ηεο βηνκεραληθήο επαλάζηαζεο (19
νο

 αηψλαο) 

κέρξη ζήκεξα παξαηεξείηαη κηα αμηνζεκείσηε αλάπηπμε ζην κέγεζνο θαη 

ηελ πνιππινθφηεηα ησλ επηρεηξήζεσλ θαη ησλ νξγαληζκψλ. Οη κηθξέο 

επηρεηξήζεηο βαζκηαία εμειίρζεθαλ ζε εηαηξίεο ζπγθέληξσζεο κεγάισλ 

θεθαιαίσλ. Μέζα ζε απηά ηα πιαίζηα ηεο επαλαζηαηηθήο αιιαγήο, 

απμήζεθε εληππσζηαθά ν θαηακεξηζκφο ησλ επζπλψλ θαη ε θαηαλνκή 

ηεο εξγαζίαο κέζα ζηηο επηρεηξήζεηο. Όκσο, ε αχμεζε ηεο εμεηδίθεπζεο 

δεκηνχξγεζε θαηλνχξγηα πξνβιήκαηα, ηα νπνία απαζρνινχλ ηηο 

επηρεηξήζεηο θαη ηνπο νξγαληζκνχο κέρξη ζήκεξα. Γηα παξάδεηγκα, νη 

εμεηδηθεπκέλνη εξγάηεο, ππάιιεινη θαη επηζηήκνλεο είραλ βαζηά γλψζε 

ηνπ αληηθεηκέλνπ κε ην νπνίν αζρνινχληαλ, αιιά ειάρηζηε γλψζε ηεο 

εξγαζίαο ησλ άιισλ εηδηθνηήησλ θαη ηνπ ηξφπνπ κε ηνλ νπνίν νη 

δξαζηεξηφηεηεο θαη νη ζηφρνη ηνπο ζπλδένληαλ κε ηνλ θχξην νξγαληζκφ. 

Δπίζεο, νη ζηφρνη θαη νη επηδηψμεηο ηνπο πνιιέο θνξέο έξρνληαλ ζε 

αληίζεζε κε ηνπο ζηφρνπο θαη ηηο επηδηψμεηο ησλ άιισλ εηδηθνηήησλ. 

Σέινο, ε θαηαλνκή ησλ δηαζέζηκσλ πφξσλ ζηηο δηάθνξεο δξαζηεξηφηεηεο 

έγηλε αξθεηά δχζθνιε. Γεκηνπξγήζεθε, ινηπφλ, ε αλάγθε κηαο επηζηήκεο 

ε νπνία φρη κφλν λα έρεη αληηθείκελν ηελ εχξεζε ηνπ θαιχηεξνπ δπλαηνχ 

ηξφπνπ επίιπζεο απηψλ θαη άιισλ παξφκνησλ πξνβιεκάησλ, αιιά 

ηαπηφρξνλα λα ηθαλνπνηεί ηελ πξνζπάζεηά καο λα πξνζεγγίζνπκε 

επηζηεκνληθά ηελ δηνίθεζε ησλ νξγαληζκψλ. 

 Παξνπζηάζηεθε, δειαδή, ε αλάγθε δεκηνπξγίαο ηεο επηζηήκεο ηεο 

Δπηρεηξεζηαθήο Έξεπλαο. Σν 1940 ζεσξείηαη σο έηνο γέλλεζεο ηνπ 

λένπ επηζηεκνληθνχ θιάδνπ, φκσο νη ξίδεο ηεο λέαο απηήο επηζηήκεο (ηεο 

Δ.Δ.) κπνξνχλ λα αλαδεηεζνχλ πνιχ πξηλ. Σν πξψην βήκα ζηνλ ηνκέα 

έγηλε απφ ηνλ Charles Babbage (1791-1871). Υαξαθηεξίζηεθε σο ν 

‘‘παηέξαο ηεο επηρεηξεζηαθήο έξεπλαο’’, επεηδή ε έξεπλά ηνπ γηα ην 

θφζηνο κεηαθνξάο θαη ην θφζηνο γηα ηελ ηαμηλφκεζε ηεο αιιεινγξαθίαο 

νδήγεζε ζηε δεκηνπξγία ηνπ γεληθνχ αγγιηθνχ ‘‘Σαρπδξνκείνπ ηεο 
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πέλαο’’ ην 1840. Σν 1917 ν Agner Krarup Erlang (1878-1929) κειεηνχζε 

πξνβιήκαηα ζρεηηθά κε ην ρξφλν απαζρφιεζεο ησλ ηειεθσληθψλ 

θέληξσλ θαη ην 1920 ν Horace Levinson αζρνιήζεθε κε ηε κειέηε 

πξνβιεκάησλ πσιήζεσλ θαη εκπνξίνπ. Γηαηί, φκσο, απηή ε ρξνλνινγία 

(1940) ζεσξείηαη σο επίζεκε αξρή ηνπ θιάδνπ; Ση ζπλέβε εθείλε ηελ 

επνρή πνπ πξνθάιεζε ηε γέλλεζε ηεο επηρεηξεζηαθήο έξεπλαο; Η έθξεμε 

ηνπ Β΄ Παγθνζκίνπ Πνιέκνπ, ην ΢επηέκβξην ηνπ 1939, ζπληάξαμε ηελ 

αλζξσπφηεηα. Γηα ηελ ηειηθή έθβαζε ηνπ πνιέκνπ επηζηξαηεχζεθαλ 

φιεο νη δηαζέζηκεο δπλάκεηο ηεο θνηλσλίαο, ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ θαη 

επηζηεκφλσλ, φπσο καζεκαηηθψλ, θπζηθψλ, ζηαηηζηηθψλ, βηνιφγσλ, 

ςπρηάηξσλ θ.ά. Έηζη ινηπφλ, ζην Ηλσκέλν Βαζίιεην επηζηήκνλεο φπσο νη 

Patrick Blackett (1897-1974), Cecil Gordon, Conrad Hal Waddington 

(1905-1975), Owen Wansbrough-Jones (1906-1983) θαη Frank Yates 

(1902-1994), αιιά θαη ζηηο Ηλσκέλεο Πνιηηείεο ν George Dantzing 

(1914-2005), έςαρλαλ ηξφπνπο, ψζηε λα ιακβάλνπλ θαιχηεξεο 

απνθάζεηο ζε πεξηνρέο φπσο ηα πξνγξάκκαηα δηνηθεηηθήο κέξηκλαο θαη 

ηα πξνγξάκκαηα εθπαίδεπζεο. 

 Δηδηθφηεξα, νη δηνηθεηέο ησλ ελφπισλ δπλάκεσλ ηεο Μεγάιεο 

Βξεηαλίαο ρξεηάδνληαλ βνήζεηα γηα ηε κειέηε ηεο λέαο ηερλνινγίαο ησλ 

ξαληάξ θαη ηελ εμεχξεζε ησλ πην απνηειεζκαηηθψλ κεζφδσλ γηα ηνλ 

εληνπηζκφ ερζξηθψλ αεξνζθαθψλ. Έηζη, ην Τπνπξγείν British Air ίδξπζε 

ην εξεπλεηηθφ θέληξν Bawdsey Manor Research Station ζην Suffolk κε 

δηεπζπληή ηνπ θέληξνπ γηα ηα πξψηα ρξφληα ηνλ Robert Watson-Watt 

(1892-1973) (σο ηφηε ππεχζπλν ηνπ ηκήκαηνο ξαδηνθπκάησλ ηνπ 

Βξεηαληθνχ Δζληθνχ Δξγαζηεξίνπ) θαη ζηε ζπλέρεηα ηνλ Albert P. Rowe 

(1873-1948). Σα απνηειέζκαηα ησλ ηξηψλ πξψησλ επίζεκσλ αζθήζεσλ 

κε ρξήζε ξαληάξ ήηαλ ζεηηθά ζηελ έγθαηξε πξνεηδνπνίεζε, αιιά 

απνγνεηεπηηθά ζηηο πιεξνθνξίεο εληνπηζκνχ (tracking information) κεηά 

ην θηιηξάξηζκα θαη ηε κεηάδνζε ησλ ζηνηρείσλ απφ ην δίθηπν. ΢ηε 

ζπλέρεηα, πξαγκαηνπνηήζεθε θαηλνχξγηα άζθεζε θαη πξνζηέζεθαλ 

ηέζζεξεηο ζηαζκνί ξαληάξ, φκσο δεκηνπξγήζεθε λέν πξφβιεκα, απηφ ηνπ 

ζπληνληζκνχ θαη ζπλδπαζκνχ ζπρλά αληηθξνπφκελσλ πιεξνθνξηψλ απφ 

ηνπο δηαθνξεηηθνχο ζηαζκνχο. Δλψ ηερληθά ηα ζπζηήκαηα ξαληάξ 

ιεηηνπξγνχζαλ απνηειεζκαηηθά, ππήξρε πξφβιεκα ζην ιεηηνπξγηθφ 

(operational) θνκκάηη, νπφηε απνθαζίζηεθε έξεπλα (research) πξνο 

απηήλ ηελ θαηεχζπλζε. Δλ φςεη πνιέκνπ, θάηη δξαζηηθφ έπξεπε λα 

ζπκβεί. Έηζη, ινηπφλ, ην 1939 ηδξχεηαη ην Stanmore Research Section 
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(SRS) θαη ην 1941 ην Operational Research Section ηεο RAF (Royal Air 

Force), ησλ νπνίσλ νη απνθάζεηο απνδείρηεθαλ ηδηαίηεξεο ζεκαζίαο γηα 

ηελ επηηπρεκέλε αλαραίηηζε ησλ Γεξκαλψλ ζηε κάρε ηεο Βξεηαλίαο. 

 ΢ηελ άιιε κεξηά ηνπ Αηιαληηθνχ ν P.M.S. Blackett, ην 1942, 

ζπλέηαμε έλα ζρέδην γηα ηε δεκηνπξγία ηνπ U.S. Navy Antisubmarine 

Warfare Operations Research Group (ASWORG). Οη εξγαζίεο απηήο ηεο 

νκάδαο (πνπ ηελ απνθαινχζαλ Blackett Circus) έθεξαλ ζεκαληηθά 

απνηειέζκαηα κε θπξηφηεξν απηφ ηνπ πξνζδηνξηζκνχ ηνπ βέιηηζηνπ 

κεγέζνπο ησλ λενπνκπψλ (πιήζνο θνξηεγψλ πινίσλ ζπλνδεπφκελσλ απφ 

πνιεκηθά). Η αχμεζε ηνπ κεγέζνπο ησλ λενπνκπψλ θαζφξηζε ηε λίθε 

ζηε κάρε ηνπ Αηιαληηθνχ. Σνλ Οθηψβξην ηνπ 1942, ε πξψηε νκάδα 

Δπηρεηξεζηαθψλ Δξεπλεηψλ απφ ηηο ΗΠΑ θηάλεη ζηε Βξεηαλία γηα λα 

ζπλεξγαζηεί κε ηελ 8
ε
 Μνλάδα Βνκβαξδηζηηθψλ. ΢ηφρνο ηνπο ήηαλ ε 

βειηηζηνπνίεζε ηεο αθξίβεηαο πιήμεο ζηφρσλ. Η νκάδα βαζηζκέλε ζε 

κειέηε ησλ πξνηχπσλ ξίςεο βνκβψλ θαη χζηεξα απφ επηηφπνπ 

παξαηήξεζε, επξφηεηλε ηα εμήο: 

 i) Σν πην απνηειεζκαηηθφ πιήξσκα λα ξίρλεη πξψην ηηο βφκβεο ηνπ 

 ii) Όιεο νη βφκβεο λα ξίρλνληαη ηαπηφρξνλα (in salvo) 

iii) Σα αεξνζθάθε λα πεηνχλ ζε ζρεκαηηζκνχο αθξηβείαο 

κεηψλνληαο κε απηφλ ηνλ ηξφπν ηε κεγάιε δηαζπνξά ησλ βνκβψλ. 

Η εθαξκνγή ησλ παξαπάλσ πξνηάζεσλ είρε ζαλ απνηέιεζκα ηε 

βειηίσζε ηεο απνηειεζκαηηθφηεηαο πιήμεο ζηφρσλ θαηά 100%. Η λίθε 

ηεο κάρεο ηνπ Αηιαληηθνχ θαη ηεο κάρεο ηεο Βξεηαλίαο ήηαλ κφλν δχν 

απφ ηηο ζεκαληηθέο εθαξκνγέο ηεο επηρεηξεζηαθήο έξεπλαο θαηά ηε 

δηάξθεηα ηνπ Β΄ Παγθνζκίνπ πνιέκνπ. 

 Μεηά ηνλ πφιεκν, ε αλάγθε γηα ηελ θαιχηεξε δπλαηή αμηνπνίεζε 

ησλ πεξηνξηζκέλσλ δηαζέζηκσλ πφξσλ ήηαλ θαλεξή. Παξάιιεια, ε 

μαθληθή θαη γξήγνξε βηνκεραληθή αλάπηπμε δεκηνχξγεζε αξθεηά 

πξνβιήκαηα ιφγσ ηεο απμαλφκελεο πνιππινθφηεηαο ησλ νξγαληζκψλ 

θαη ηεο εμεηδίθεπζεο. Οη επηζηήκνλεο θαη νη εξεπλεηέο ηεο 

επηρεηξεζηαθήο έξεπλαο πνπ είραλ εξγαζηεί θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ 

πνιέκνπ δελ άξγεζαλ λα αληηιεθζνχλ φηη ηα πξνβιήκαηα απηά είραλ ηελ 

ίδηα βάζε κε απηά πνπ αληηκεηψπηδαλ ζην ζηξαηφ. Έηζη, ε βηνκεραλία 

παξαθηλνχκελε απφ ηε θαλεξή επηηπρία ηεο επηρεηξεζηαθήο έξεπλαο ζηνλ 
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ζηξαηησηηθφ ηνκέα άξρηζε λα ελδηαθέξεηαη γηα ην λέν απηφ θιάδν. ΢ηελ 

Ακεξηθή ηδξχζεθε ην Operations Evaluation Group (OEG) ζε 

ζπλεξγαζία κε ην MIT (Massachusetts Institute of Technology) θαη 

ππνγξάθεθε ζχκβαζε κε ηελ Douglas Aircraft Company γηα ην έξγν 

RAND (Research and Development), ην νπνίν ζηελ νπζία επέθηεηλε ηε 

ρξήζε ησλ εξεπλεηψλ επηρεηξεζηαθήο έξεπλαο γηα ζεκαληηθφ ρξνληθφ 

δηάζηεκα κεηά ηε ιήμε ηνπ πνιέκνπ. Μέρξη ην 1951 ε επηρεηξεζηαθή 

έξεπλα είρε επηθξαηήζεη ζηε Μεγάιε Βξεηαλία θαη ην 1957 ηδξχεηαη ε 

Γηεζλήο ΢πλνκνζπνλδία Δηαηξεηψλ Δπηρεηξεζηαθψλ Δξεπλψλ, πνπ 

νλνκάδεηαη δηεζλψο ‘‘IFORS’’ (International Federation of Operations 

Research Societies). Γεδνκέλνπ φηη ε Δπηρεηξεζηαθή Έξεπλα γελλήζεθε 

θαηά ηνλ Β΄ Παγθφζκην Πφιεκν θαη αλαπηχρζεθε δηεζλψο ηε δεθαεηία 

ηνπ 1960, ε εκθάληζή ηεο ζηε ρψξα καο γίλεηαη πνιχ ζχληνκα. Έηζη, 

μεθηλά ηα πξψηα ηνπ βήκαηα θαη ζηε ρψξα καο έλαο λένο ηξφπνο ζθέςεο, 

πέξα απφ ηνπο θιαζζηθνχο θαη θαζηεξσκέλνπο ζην ρψξν ηνπ 

Management. Σν 1963, κία νκάδα πξσηνπφξσλ επηζηεκφλσλ ηδξχεη ηελ 

‘‘Διιεληθή Δηαηξία Δπηρεηξεζηαθώλ Δξεπλώλ’’ (Δ.Δ.Δ.Δ.), κία 

επηζηεκνληθή, κε θεξδνζθνπηθή εηαηξία, πνπ έρεη σο θχξην ζθνπφ λα 

πξναγάγεη θαη λα δηαδψζεη ηελ Δπηρεηξεζηαθή Έξεπλα ζηελ Διιάδα.  

Έλαο απφ ηνπο παξάγνληεο πνπ έπαημαλ ζεκαληηθφ ξφιν ζηε 

ξαγδαία αλάπηπμε ηεο επηρεηξεζηαθήο έξεπλαο, είλαη ε βειηίσζε ησλ 

ηερληθψλ ηεο επηρεηξεζηαθήο έξεπλαο. Γηα παξάδεηγκα, ε κέζνδνο 

Simplex αλαπηχρζεθε απφ ηνλ G. Dantzing ην 1947 θαη βνήζεζε ζηελ 

επίιπζε πξνβιεκάησλ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. Δπίζεο, πνιιά απφ 

ηα εξγαιεία ηεο επηρεηξεζηαθήο έξεπλαο, φπσο ν γξακκηθφο 

πξνγξακκαηηζκφο, ν δπλακηθφο πξνγξακκαηηζκφο θαη ε ζεσξία νπξψλ 

αλακνλήο αλαπηχρζεθαλ πξηλ ην ηέινο ηεο δεθαεηίαο ηνπ 1950. 

Παξάιιεια, ε πξφνδνο ηεο ηερλνινγίαο  ησλ ειεθηξνληθψλ ππνινγηζηψλ 

έθαλε δπλαηή ηελ παξνρή πιεζψξαο ελεκεξσκέλσλ πιεξνθνξηψλ ζηα 

ζηειέρε ηεο δηνίθεζεο, ηα νπνία απαηηνχζαλ επεμεξγαζία. Η αλάγθε, 

ινηπφλ, γηα ηαρεία θαη απνηειεζκαηηθή αληηκεηψπηζε ησλ πεξίπινθσλ 

επηρεηξεζηαθψλ πξνβιεκάησλ θαη ε πξφνδνο ηεο ηερλνινγίαο νδήγεζαλ 

ζε κία ζηαδηαθή εκθάληζε θαη αμηνπνίεζε ηεο Δπηρεηξεζηαθήο Έξεπλαο 

ζην ρψξν ηεο βηνκεραλίαο, θαζψο θαη ζηνπο ρψξνπο παξνρήο ππεξεζηψλ, 

πξνγξακκαηηζκνχ, θ.ιπ.  
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1.2 Τι εύναι η Επιχειρηςιακό Έρευνα 
 

 Η Δπηρεηξεζηαθή Έξεπλα είλαη, φπσο είδακε, έλα θχξην εξγαιείν, 

ην νπνίν ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ άζθεζε ηεο δηνίθεζεο θαη εηδηθφηεξα 

γηα ηε ιήςε απνθάζεσλ κε ηε βνήζεηα ησλ ειεθηξνληθψλ ππνινγηζηψλ. 

Σν φλνκά ηεο πξνέξρεηαη απφ ηε κεηάθξαζε ηνπ Αγγιηθνχ φξνπ 

‘‘Operational Research’’ ή φπσο ζπλεζίδεηαη ζηελ Ακεξηθή ‘‘Operations 

Research’’ θαη ζεκαίλεη ‘‘έξεπλα ζηηο επηρεηξήζεηο’’. Η απφδνζε απηή 

ηνπ φξνπ ζηα Διιεληθά κάο ιέεη θάηη ηφζν γηα ηελ πξνζέγγηζε φζν θαη 

γηα ην πεδίν εθαξκνγήο ηνπ ηνκέα, φκσο ζα κπνξνχζακε λα πνχκε πσο 

δελ είλαη θαη ε αθξηβέζηεξε δπλαηή. Η απφδνζε ‘‘Λεηηνπξγηθή Έξεπλα’’ 

ζα ήηαλ πην επηηπρεκέλε, αθνχ απνδίδεη πιεξέζηεξα ην πεξηερφκελν ηνπ 

ζέκαηνο, δειαδή έξεπλα πάλσ ζηηο ιεηηνπξγίεο ή ζηε ιεηηνπξγία 

πνιχπινθσλ ζπζηεκάησλ απνηεινχκελσλ απφ αλζξψπνπο θαη κεραλέο. 

΢ην ζηξαηφ, φκσο, απ’ φπνπ θαη μεθίλεζε ε αλάπηπμε θαη ε εθαξκνγή 

ηεο επηρεηξεζηαθήο έξεπλαο, νη θπξηφηεξεο ιεηηνπξγίεο νλνκάδνληαη 

επηρεηξήζεηο. Δπνκέλσο, ίζσο γηα απηφ ην ιφγν θαζηεξψζεθε απηφο ν 

φξνο γεληθφηεξα ζηελ Διιάδα. Δπίζεο, ν φξνο ‘‘Δπηρεηξεζηαθή Έξεπλα’’ 

είλαη πην θαηαλνεηφο απφ ηνπο αλζξψπνπο ηεο πξάμεσο ζηνλ 

επηρεηξεζηαθφ ηνκέα. 

 Σα ηειεπηαία ρξφληα ρξεζηκνπνηνχληαη δηεζλψο θαη νη 

ελαιιαθηηθέο νλνκαζίεο Γηνηθεηηθή Δπηζηήκε (Management Science), 

Δπηζηήκε Απνθάζεσλ (Decision Science) θαη Αλάιπζε ΢πζηεκάησλ 

(Systems Analysis). Δπίζεο, ρξεζηκνπνηείηαη ζπρλά ε ζπλδπαζηηθή 

νλνκαζία Operations Research & Management Science (OR/MS) γηα 

λα ππνδειψζεη φηη νη δχν φξνη ζεκαίλνπλ πεξίπνπ ην ίδην. 

 Ση ζεκαίλεη, φκσο, ν φξνο Δπηρεηξεζηαθή Έξεπλα; Ο θαιχηεξνο 

ηξφπνο λα απαληήζνπκε ζ’ απηήλ ηελ εξψηεζε ζα ήηαλ λα δψζνπκε έλαλ 

νξηζκφ. Καηά θαηξνχο, έρνπλ πξνηαζεί δηάθνξνη νξηζκνί, νη νπνίνη δελ 

δηαθέξνπλ ηδηαίηεξα κεηαμχ ηνπο. Αλαθέξνπκε κεξηθνχο απφ ηνπο 

ζεκαληηθφηεξνπο. 

 Ο R. Watson-Watt, ν νπνίνο καδί κε ηνλ A. P. Rowe, θαίλεηαη φηη 

πξφηεηλε ην φλνκα ‘‘Operational Research’’ θαη ν νπνίνο ήηαλ έλαο απφ 

ηνπο πξσηεξγάηεο ηεο εηζαγσγήο θαη αλάπηπμεο ηνπ ζέκαηνο ζηελ 

Βξεηαληθή αεξνπνξία έδσζε ηνλ εμήο νξηζκφ: 
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 ‘‘Ζ Δπηρεηξεζηαθή Έξεπλα απνζθνπεί ζην λα εξεπλήζεη 

πνζνηηθά εάλ έλαο νξγαληζκόο παίξλεη από ηε ιεηηνπξγία ηνύ 

εμνπιηζκνύ ηνπ ηε βέιηηζηε δπλαηή ζπλεηζθνξά, ζε ζρέζε κε ηνλ 

νιηθό αληηθεηκεληθό ζθνπό ηνπ, πνηεο αιιαγέο ζε εμνπιηζκό θαη 

κεζόδνπο απαηηνύληαη γηα ηε βειηίσζε ησλ απνηειεζκάησλ κε ην 

κηθξόηεξν δπλαηό θόζηνο ζε πξνζπάζεηα θαη ρξόλν θαη ηέινο ζε πνην 

βαζκό κεηαβνιέο ζηνπο επηκέξνπο αληηθεηκεληθνύο ζθνπνύο ζα 

ζπλεηζέθεξαλ ζηελ πην νηθνλνκηθή θαη έγθαηξε εθηέιεζε ηνπ νιηθνύ 

ζηξαηεγηθνύ αληηθεηκεληθνύ ζθνπνύ’’. 

Απφ ηελ Δηαηξεία Δπηρεηξεζηαθήο Έξεπλαο ηεο Μεγάιεο Βξεηαλίαο 

(Operational Research Society) έρεη πξνηαζεί ν παξαθάησ νξηζκφο: 

‘‘Δπηρεηξεζηαθή Έξεπλα είλαη ε εθαξκνγή ηεο ζύγρξνλεο 

επηζηήκεο πάλσ ζε πνιύπινθα πξνβιήκαηα, ηα νπνία αλαθύπηνπλ 

ζηε δηεύζπλζε θαη ηε δηνίθεζε κεγάισλ ζπζηεκάησλ, 

απνηεινύκελσλ από αλζξώπνπο, κεραλέο, πιηθά θαη θεθάιαηα, ζηε 

Βηνκεραλία, ηηο Δπηρεηξήζεηο, ηηο Κπβεξλεηηθέο Τπεξεζίεο θαη ηελ 

Άκπλα. 

 Ζ ραξαθηεξηζηηθή ηεο κεζνδνινγία ζπλίζηαηαη  ζηελ 

αλάπηπμε επηζηεκνληθνύ κνληέινπ ηνύ ππό κειέηε ζπζηήκαηνο, πνπ 

πεξηιακβάλεη κεηξήζεηο ηπραίσλ παξαγόλησλ θαη κε ην νπνίν 

πξνβιέπεη θαη ζπγθξίλεη ηα απνηειέζκαηα ελαιιαθηηθώλ 

απνθάζεσλ, ζηξαηεγηθώλ θαη ειέγρσλ. 

 Ο ζθνπόο ηεο είλαη λα βνεζήζεη ηε δηνίθεζε λα θαζνξίζεη ηελ 

πνιηηηθή θαη ηηο ελέξγεηέο ηεο επηζηεκνληθά (θαηά ηνλ θαιύηεξν 

δπλαηό ηξόπν)’’. 

Ο νξηζκφο πνπ έρεη πξνηαζεί απφ ηνπο Russell Lincoln Ackoff (1919-

2009) θαη Maurice W. Sasieni επηζεκαίλεη ηδηαίηεξα νξηζκέλα 

ραξαθηεξηζηηθά ηεο επηζηεκνληθήο θχζεσο ηεο Δπηρεηξεζηαθήο Έξεπλαο: 

 ‘‘Δπηρεηξεζηαθή Έξεπλα κπνξεί λα ζεσξεζεί όηη είλαη: ε 

εθαξκνγή επηζηεκνληθώλ κεζόδσλ από κηθηέο νκάδεο ζε 

πξνβιήκαηα πνπ αθνξνύλ ηνλ έιεγρν νξγαλσκέλσλ ζπζηεκάησλ 

(απνηεινύκελσλ από αλζξώπνπο θαη κεραλέο) θαηά ηξόπν, ώζηε λα 

παξέρνπλ ιύζεηο πνπ εμππεξεηνύλ θαηά ηνλ θαιύηεξν δπλαηό ηξόπν 

ηνπο ζθνπνύο ηνπ νξγαληζκνύ σο ζπλόινπ’’. 
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Ο ηδηαίηεξα εχζηνρνο νξηζκφο ηεο Δ.Δ.Δ.Δ. είλαη: 

 ‘‘Δπηρεηξεζηαθή Έξεπλα είλαη ε επηζηεκνληθή πξνεηνηκαζία 

ησλ απνθάζεσλ ηεο Γηνηθήζεσο (κε ηελ επηζηεκνληθή αλάιπζε ησλ 

δεδνκέλσλ θαη ηε δεκηνπξγία καζεκαηηθώλ πξνηύπσλ)’’. 

 

1.3 Βαςικϊ ςτϊδια τησ Επιχειρηςιακόσ Έρευνασ 
 

 Η επηζηεκνληθή κεζνδνινγία πνπ αθνινπζείηαη ζηελ 

Δπηρεηξεζηαθή Έξεπλα είλαη ζρεδφλ πάληα ε ίδηα, αλεμάξηεηα απφ ην 

πεδίν εθαξκνγήο ή ην κνληέιν πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί. Σα ζηάδηα είλαη 

ηα εμήο: 

Αλάιπζε ηνπ ΢πζηήκαηνο 

 ΢ην ζηάδην απηφ, ν ζηφρνο είλαη λα θαηαλνήζνπκε ην ζχζηεκα πνπ 

ζα κειεηήζνπκε. Γηα ην ιφγν απηφ, πξνζδηνξίδνπκε ηε δνκή ηνπ θαη ηνλ 

ηξφπν ιεηηνπξγίαο ηνπ. ΢ηε ζπλέρεηα, ην αλαιχνπκε ζηα ππνζπζηήκαηά 

ηνπ, εληνπίδνπκε ηα ζεκεία ζηα νπνία εκείο κπνξνχκε λα επεξεάζνπκε 

ηε ιεηηνπξγία ηνπ θαη πξνζδηνξίδνπκε ηξφπνπο (ζηξαηεγηθέο), ηνπο 

νπνίνπο κπνξνχκε λα εθαξκφζνπκε πξνθεηκέλνπ λα επεξεάζνπκε ην ππφ 

κειέηε ζχζηεκα. Με ηνλ ηξφπν απηφ, απνθηνχκε ζαθή αληίιεςε ηνπ 

πξνβιήκαηνο πνπ έρνπκε λα αληηκεησπίζνπκε θαη αλαγλσξίδνπκε ηηο 

κεηαβιεηέο – παξακέηξνπο ηνπ ζπζηήκαηνο, θαζψο θαη ηνπο δηάθνξνπο 

πεξηνξηζκνχο πνπ επηβάιινληαη απφ ηε δνκή ηνπ, ηε ιεηηνπξγία ηνπ, ή ην 

πεξηβάιινλ.  

 

Γηαηύπσζε ΢ηόρσλ 

 ΢ην ζηάδην απηφ, ζέηνπκε ηνπο ζηφρνπο πνπ ζέινπκε λα 

πεηχρνπκε, π.ρ. κεγηζηνπνίεζε ηνπ θέξδνπο, ειαρηζηνπνίεζε ηνπ 

θφζηνπο, βειηίσζε ηεο παξαγσγηθφηεηαο. Η θάζε απηή είλαη ηδηαίηεξα 

ζεκαληηθή, θαζψο απφ ηε δηαηχπσζε ησλ ζσζηψλ ζηφρσλ εμαξηάηαη ε 

επηηπρία θαη ε εθαξκνγή ησλ ιχζεσλ πνπ ζα πξνηαζνχλ. Η δηαηχπσζε 

ησλ ζηφρσλ δελ είλαη πάληα εχθνιε, αθνχ αξθεηέο θνξέο ππάξρνπλ 

πνιιαπινί ζηφρνη θαη πξέπεη λα ηνπο ηεξαξρήζνπκε ή θαηά θάπνην ηξφπν 

λα ηνπο ζπκπηχμνπκε. Γηα παξάδεηγκα, ζε κία εηαηξεία πνπ παξάγεη θαη 
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πνπιάεη πξντφληα, ην ηκήκα πσιήζεσλ επηδηψθεη λα βξεη πνηα πξντφληα 

ζα απμήζνπλ ηηο πσιήζεηο, ην ηκήκα παξαγσγήο ελδηαθέξεηαη γηα ηελ 

θαιχηεξε αμηνπνίεζε ησλ πφξσλ, ηε κεγηζηνπνίεζε ηεο 

παξαγσγηθφηεηαο θαη ηελ θαιχηεξε απαζρφιεζε ηνπ εξγαηηθνχ 

δπλακηθνχ. Απφ ηελ άιιε, νη κέηνρνη ηεο εηαηξείαο ζέινπλ ηε 

κεγηζηνπνίεζε ησλ θεξδψλ θαη ηνπ κεξίζκαηνο. Πξνθαλψο, φινη απηνί νη 

ζηφρνη δελ επηηπγράλνληαη κε ηελ ίδηα ζηξαηεγηθή θαη ζα πξέπεη λα 

ππάξμεη θάπνηα ζεηξά πξνηεξαηφηεηαο. 

 

Γηαηύπσζε ηνπ Μνληέινπ 

 ΢ην ζηάδην απηφ δεκηνπξγνχκε κία απινπζηεπκέλε αλαπαξάζηαζε 

ηνπ πξαγκαηηθνχ ζπζηήκαηνο, κε ζθνπφ λα ηε κειεηήζνπκε, λα 

αλαιχζνπκε ηελ επίδξαζε δηαθφξσλ παξαγφλησλ ζηνπο ζηφρνπο πνπ 

έρνπλ ηεζεί θαη λα επηιέμνπκε ηελ θαιχηεξε ζηξαηεγηθή. Η θαηαζθεπή 

ηνπ καζεκαηηθνχ κνληέινπ έρεη σο απνηέιεζκα ηε κεηαηξνπή ηνπ 

νξηζκνχ ηνπ πξνβιήκαηνο ζε καζεκαηηθέο ζρέζεηο θαη απνηειεί κία θαηά 

πξνζέγγηζε αλαπαξάζηαζε ηνπ πξνβιήκαηνο. Σν κνληέιν απηφ είλαη 

ζπλήζσο έλα ζχλνιν απφ πνζνηηθέο ζρέζεηο ή εληνιέο ζηνλ ππνινγηζηή, 

πνπ εθθξάδνπλ ηνπο ζηφρνπο ηνπ πξνβιήκαηνο θαη ηνπο πεξηνξηζκνχο 

ηνπ πεξηβάιινληνο. Η δηαδηθαζία ηεο δηαηχπσζεο ηνπ κνληέινπ 

ρσξίδεηαη ζε ηξεηο θάζεηο: 

 Γηαηχπσζε νξηζκέλσλ ππνζέζεσλ, νη νπνίεο 

απινπζηεχνπλ ην πξφβιεκα θαη νη νπνίεο είλαη ιίγν 

έσο πνιχ ξεαιηζηηθέο. Απηφ γίλεηαη γηα λα θάλεη πην 

εθηθηή θαη εχθνιε ηελ αλάιπζε θαη ηελ επίιπζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο. 

 

 Γηαηχπσζε εθείλσλ ησλ καζεκαηηθψλ ζρέζεσλ ή 

εληνιψλ ζηνλ ππνινγηζηή, νη νπνίεο εθθξάδνπλ ηηο 

ζρέζεηο κεηαμχ ησλ ζπληειεζηψλ ηνπ ζπζηήκαηνο, 

ησλ ζηφρσλ, ησλ κεηαβιεηψλ θαη ηνπ πεξηβάιινληνο. 

 

 Δπηβεβαίσζε ηνπ κνληέινπ κε δνθηκαζηηθή ρξήζε ηνπ 

ζε έλα ‘‘απιφ’’ πξφβιεκα. Απηφ γίλεηαη γηα λα 

ειέγμνπκε ηελ αθξίβεηα ησλ ππνζέζεσλ (θάζε 1) θαη 
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ησλ ζρέζεσλ/εληνιψλ (θάζε 2) πνπ δηαηππψζεθαλ 

παξαπάλσ. ΢ε πεξίπησζε πνπ ηα απνηειέζκαηα δελ 

είλαη ηθαλνπνηεηηθά, νη θάζεηο (1 θαη 2) 

επαλαιακβάλνληαη. 

 

Η δηακφξθσζε ηνπ κνληέινπ είλαη έλα δχζθνιν έξγν πνπ αλ 

απνηχρεη, νδεγεί ζηε ιήςε ιαλζαζκέλσλ απνθάζεσλ. Ο αλαιπηήο ελφο 

ζπζηήκαηνο δηαηξέρεη ηνλ θίλδπλν λα εληνπίζεη ηε ζσζηή ιχζε ζε άιιν 

πξφβιεκα (ην πξνηεηλφκελν κνληέιν δελ απνηειεί ζσζηή αλαπαξάζηαζε 

ηνπ πξνβιήκαηνο), ελψ ε κέζνδνο βειηηζηνπνίεζεο ηεο αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο είλαη ζσζηή. ΢ηελ αληίζεηε πεξίπησζε, θηλδπλεχεη λα δψζεη 

ιάζνο ιχζε ζε ζσζηφ πξφβιεκα. Δθηφο ησλ άιισλ, ν αλαιπηήο πξέπεη 

λα θξνληίζεη γηα ηελ ειάηησζε ησλ δηαζηάζεσλ ηνπ πξνβιήκαηνο, 

δειαδή ηνλ πεξηνξηζκφ ησλ κεηαβιεηψλ ζε εθείλεο πνπ είλαη πξαγκαηηθά 

ζεκαληηθέο γηα ην πξφβιεκα, δεδνκέλνπ φηη απφ απηφ εμαξηάηαη ην 

θφζηνο επίιπζήο ηνπ. 

 

Δπίιπζε ηνπ Μνληέινπ 

 Η επίιπζε ηνπ καζεκαηηθνχ κνληέινπ ρξεζηκνπνηεί δηάθνξεο 

ηερληθέο γηα ηνλ εληνπηζκφ ηεο βέιηηζηεο ιχζεο ηνπ πξνβιήκαηνο. Με ηηο 

ιέμεηο «ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο», ελλννχκε ηνλ πξνζδηνξηζκφ ηεο 

ζηξαηεγηθήο πνπ ζα αθνινπζήζνπκε. Οη δηάθνξεο κέζνδνη πνπ 

ρξεζηκνπνηνχληαη εδψ ζηεξίδνληαη ζε Αλψηεξα Μαζεκαηηθά (δηαθνξηθφ 

θαη νινθιεξσηηθφ ινγηζκφ, αξηζκεηηθή αλάιπζε, γξακκηθή άιγεβξα, 

θιαζηθέο κεζφδνπο βειηηζηνπνίεζεο, ινγηζκφ ησλ κεηαβνιψλ), ζηε 

ζεσξία Πηζαλνηήησλ (θαηαλνκέο πηζαλνηήησλ, αλειίμεηο Markov) θαη ηε 

΢ηαηηζηηθή (πεξηγξαθηθή ζηαηηζηηθή, ζηαηηζηηθή ζπκπεξαζκαηνινγία, 

εθηίκεζε παξακέηξσλ, αλάιπζε παιηλδξφκεζεο, αιιεινζπζρέηηζε, 

αλάιπζε κεηαβιεηφηεηαο, παξαγνληηθή αλάιπζε, ρξνλνζεηξέο) ή ζε 

Μεζφδνπο θαη Θεσξίεο ηεο επηρεηξεζηαθήο έξεπλαο. Οη ηειεπηαίεο είλαη 

νη πην εχθνιεο θαη ζπρλά ρξεζηκνπνηνχκελεο, αθνχ είλαη θαηά θαλφλα 

αξηζκεηηθέο, επαλαιεπηηθέο κέζνδνη θαη βαζίδνληαη ζηε ρξήζε 

αιγνξίζκσλ πνπ πινπνηνχληαη κε ππνινγηζηή.  

 Η πην ραξαθηεξηζηηθή ηερληθή ηεο επηρεηξεζηαθήο έξεπλαο είλαη ν 

γξακκηθφο πξνγξακκαηηζκφο (linear programming). ΢ρεδηάζηεθε γηα 
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κνληέια κε απζηεξά γξακκηθνχο πεξηνξηζκνχο. Άιιεο ηερληθέο είλαη ν 

αθέξαηνο πξνγξακκαηηζκφο (integer programming), ζηνλ νπνίν νη 

κεηαβιεηέο ζεσξνχληαη αθέξαηεο, ν δπλακηθφο πξνγξακκαηηζκφο 

(dynamic programming), ζηνλ νπνίν ην πξφβιεκα κπνξεί λα δηαηξεζεί ζε 

κηθξφηεξα ππφ-πξνβιήκαηα θαη ν κε γξακκηθφο πξνγξακκαηηζκφο (non-

linear programming), ζηνλ νπνίν νη ζπλαξηήζεηο ησλ κνληέισλ είλαη κε 

γξακκηθέο θαη κε ηνλ νπνίν ζα αζρνιεζνχκε ζηελ παξνχζα δηπισκαηηθή 

εξγαζία. Δπίζεο, ν πξνγξακκαηηζκφο δηθηχσλ (network programming), 

ηα δέληξα απνθάζεσλ (decision trees), ε δηαρείξηζε απνζεκάησλ 

(inventory control), ε ζεσξία νπξψλ αλακνλήο (queuing theory) θαη ε 

ζεσξία παηγλίσλ (game theory) είλαη αξθεηά ρξήζηκεο κέζνδνη ηεο 

επηρεηξεζηαθήο έξεπλαο. Πξέπεη λα ηνλίζνπκε φηη νη παξαπάλσ ηερληθέο 

δελ είλαη παξά κφλν κηα κηθξή ιίζηα απφ ηα δηαζέζηκα εξγαιεία ηεο 

επηρεηξεζηαθήο έξεπλαο. 

 Η επηινγή ηεο θαηάιιειεο κεζφδνπ ή ζεσξίαο ηεο επηρεηξεζηαθήο 

έξεπλαο εμαξηάηαη απφ ηνλ ηχπν θαη ηελ πνιππινθφηεηα ηνπ 

καζεκαηηθνχ κνληέινπ. Αλ ην κνληέιν ηαηξηάδεη ζε θάπνην απφ ηα 

γλσζηά καζεκαηηθά κνληέια, φπσο π.ρ. απηφ ηνπ γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ, ηηο πεξηζζφηεξεο θνξέο κπνξνχκε λα βξνχκε κία 

εθηθηή ιχζε, κε ηε ρξήζε αιγνξίζκσλ. Δλαιιαθηηθά, αλ νη καζεκαηηθέο 

ζρέζεηο είλαη ηφζν πεξίπινθεο, ψζηε λα κελ επηηξέπνπλ ηελ εχξεζε κηαο 

αλαιπηηθήο ιχζεο, νη νκάδεο ηεο επηρεηξεζηαθήο έξεπλαο αλαγθάδνληαη 

λα απινπνηήζνπλ ην κνληέιν θαη λα ρξεζηκνπνηήζνπλ επξεηηθέο ηερληθέο 

(heuristics) ή κεζφδνπο πξνζνκνίσζεο (simulation). ΢ε νξηζκέλεο 

πεξηπηψζεηο, κάιηζηα, ίζσο ρξεηαζηεί ζπλδπαζκφο ησλ πξναλαθεξζεηζψλ 

κεζφδσλ.  

 

Αλάιπζε Δπαηζζεζίαο (Sensitivity Analysis) 

 Η ιχζε, ηελ νπνία καο ππέδεημε ην κνληέιν ζην πξνεγνχκελν 

ζηάδην, ηζρχεη γηα ηηο παξακέηξνπο ηνπ πεξηβάιινληνο (ηηκέο, 

δπλακηθφηεηα θ.ιπ.) πνπ νξίζακε αξρηθά, φηαλ δηαηππψλακε ην κνληέιν. 

Χζηφζν, πξηλ πινπνηήζνπκε ηε ζηξαηεγηθή πνπ ππνδεηθλχεη ην κνληέιν, 

ελδηαθεξφκαζηε ζπρλά λα γλσξίδνπκε πνηα επίπησζε ζα έρεη ζηελ 

άξηζηε ζηξαηεγηθή κία απξφβιεπηε αιιαγή ζην πεξηβάιινλ. Απηή ε 

αλάιπζε ηεο ιχζεο νλνκάδεηαη ζηε βηβιηνγξαθία αλάιπζε επαηζζεζίαο. 
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Δίλαη κηα κέζνδνο πνπ πξνζδηνξίδεη ηελ επαηζζεζία ηεο ιχζεο, φηαλ ην 

κνληέιν ππνβάιιεηαη ζε κεηαβνιέο ησλ παξακέηξσλ ηνπ. 

 Η αλάιπζε επαηζζεζίαο ρξεηάδεηαη ηδηαίηεξε πξνζνρή, φηαλ νη 

παξάκεηξνη ηνπ κνληέινπ δελ κπνξνχλ λα ππνινγηζηνχλ κε αθξίβεηα. ΢ε 

απηέο ηηο πεξηπηψζεηο, είλαη ζεκαληηθφ λα κειεηήζνπκε ηε ζπκπεξηθνξά 

ηεο ιχζεο ζε κηα ‘‘γεηηνληά’’ ησλ παξακέηξσλ ηνπ κνληέινπ. Σν ζηάδην 

απηφ είλαη ζεκαληηθφ, δηφηη παξέρεη ρξήζηκε πιεξνθφξεζε θαη κπνξεί λα 

επεξεάζεη νπζηαζηηθά ζηελ επηινγή ηεο ζηξαηεγηθήο πνπ ζα 

αθνινπζήζνπκε. 

 

Τινπνίεζε ηεο Λύζεο 

 Έρνληαο επηιέμεη ηε ζηξαηεγηθή πνπ ζα αθνινπζήζνπκε, πξέπεη 

ηψξα λα ηε ζέζνπκε ζε εθαξκνγή. Σν ζηάδην απηφ είλαη ζπρλά ην 

δπζθνιφηεξν. Η πινπνίεζε θαη δηαηήξεζε ηεο ιχζεο ελφο κνληέινπ, 

πεξηιακβάλεη ηε κεηαηξνπή ησλ απνηειεζκάησλ ζε ιεηηνπξγηθέο νδεγίεο, 

παξνπζηαζκέλεο κε θαηαλνεηφ ηξφπν ζηα άηνκα πνπ ζα δηαρεηξηζηνχλ ην 

πξνηεηλφκελν ζχζηεκα, έηζη ψζηε ε βειηίσζε πνπ επηηεχρζεθε λα 

πινπνηεζεί ζην πξαγκαηηθφ ζχζηεκα θαη λα δηαηεξεζεί ζην κέιινλ. Σν 

βάξνο απηνχ ηνπ ζηαδίνπ επσκίδεηαη θπξίσο ε νκάδα ηεο επηρεηξεζηαθήο 

έξεπλαο, αθνχ είλαη πηζαλφ λα πξνθχςνπλ πξνβιήκαηα ηα νπνία δελ 

είραλ πξνβιεθζεί θαηά ηε δηάξθεηα ηεο έξεπλαο.  

 

1.4 Εφαρμογϋσ τησ Επιχειρηςιακόσ Έρευνασ 
 

 ΢πλνπηηθά, ζα κπνξνχζακε λα πνχκε πσο ε επηρεηξεζηαθή έξεπλα 

αζρνιείηαη κε ηελ άξηζηε ιήςε απνθάζεσλ ζε πξνζδηνξηζηηθά θαη 

πηζαλνινγηθά ζπζηήκαηα, πνπ πξνθχπηνπλ κέζα απφ πξαγκαηηθά 

πξνβιήκαηα. Γηαθξίλνληαο ηα πξνβιήκαηα απηά σο πξνο ην πεξηερφκελφ 

ηνπο, παξαζέηνπκε κεξηθά παξαδείγκαηα. 
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Βηνκεραλία-Παξαγσγή 

Υσξνζέηεζε εξγνζηαζίνπ, πξνγξακκαηηζκφο πξνκεζεηψλ ή παξαγσγήο, 

έιεγρνο απνζεκάησλ πξψησλ πιψλ ή πξντφλησλ, έιεγρνο πνηφηεηαο, 

αλαλέσζε κεραλνινγηθνχ εμνπιηζκνχ, αλάιπζε αμηνπηζηίαο, 

εμηζνξξφπεζε γξακκήο παξαγσγήο. 

Δκπόξην 

Καζνξηζκφο βέιηηζηεο ζχλζεζεο παξαγσγήο, βέιηηζηε ζηξαηεγηθή 

δηαθεκίζεσο θαη ηηκνινγήζεσο πξντφλησλ, πξνγξακκαηηζκφο πσιήζεσλ, 

πξνγξακκαηηζκφο κεηαθνξάο θαη δηαλνκήο πξντφλησλ, πξνζδηνξηζκφο 

ζέζεσο θαη αξηζκνχ απνζεθψλ, ζχλζεζε κεηαθνξηθνχ ζηφινπ. 

Οηθνλνκηθά 

Υξεκαηννηθνλνκηθφο πξνγξακκαηηζκφο, θαζνξηζκφο πηζησηηθήο 

πνιηηηθήο, πξνυπνινγηζκφο, βειηηζηνπνίεζε ρξεκαηνξξνψλ. 

Πξνζσπηθό 

Αλάιπζε & αμηνιφγεζε πξνζσπηθνχ, πξνγξακκαηηζκφο πξνζσπηθνχ, 

αλάιπζε αηηηψλ απνπζίαο, πξφιεςε αηπρεκάησλ. 

 Πξνβιήκαηα ζαλ θη απηά φκσο, απαζρνινχλ ηνπο πεξηζζφηεξνπο 

νξγαληζκνχο, κεηαμχ ησλ νπνίσλ ηηο εκπνξηθέο θαη βηνκεραληθέο 

επηρεηξήζεηο. ΢πλεπψο, ηφζν νη κεγάιεο εηαηξείεο, φζν θαη πνιινί απφ 

ηνπο κηθξνχο βηνκεραληθνχο νξγαληζκνχο δηαζέηνπλ ζην κφληκν 

πξνζσπηθφ ηνπο νκάδεο επηρεηξεζηαθήο έξεπλαο. Πνιιέο βηνκεραλίεο, 

φπσο βηνκεραλίεο θαηαζθεπήο αεξνζθαθψλ, απηνθηλήησλ, κέζσλ 

επηθνηλσλίαο, ειεθηξνληθψλ ππνινγηζηψλ, ηξνθίκσλ, κεηαιινπξγίαο, 

κεηαιιεπκάησλ, ραξηηνχ, πεηξειαίνπ θαη κέζσλ κεηαθνξάο, 

ρξεζηκνπνίεζαλ θαη ρξεζηκνπνηνχλ επξέσο ηελ επηρεηξεζηαθή έξεπλα. 

Δπίζεο, νη θπβεξλεηηθέο ππεξεζίεο, ρξεκαηνπηζησηηθνί νξγαληζκνί θαη 

λνζνθνκεία ηε ρξεζηκνπνηνχλ φιν θαη πεξηζζφηεξν. 
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Κεφϊλαιο 2: Μη γραμμικόσ Προγραμματιςμόσ 

 

Ο ζεκειηψδεο ξφινο ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ ζηελ Δ.Δ. 

είλαη δεδνκέλνο θαη αλακθηζβήηεηνο. Μηα βαζηθή παξαδνρή ηνχ 

γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ είλαη φηη φιεο νη ζπλαξηήζεηο ηνπ 

(αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε θαη ζπλαξηήζεηο πεξηνξηζκψλ), είλαη 

γξακκηθέο. Απηή ε ππφζεζε έρεη πνιιά νπζηαζηηθά πξαθηηθά 

πξνβιήκαηα, ζηηο πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα, 

πνιινί νηθνλνκνιφγνη έρνπλ δηαπηζηψζεη φηη έλαο βαζκφο κε 

γξακκηθφηεηαο είλαη ν θαλφλαο θαη φρη ε εμαίξεζε ζε νηθνλνκηθά 

πξνβιήκαηα ζρεδηαζκνχ. Χο εθ ηνχηνπ, είλαη απαξαίηεην λα 

αζρνιεζνχκε άκεζα κε ηα πξνβιήκαηα κε γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ, 

άξα λα ζηξέςνπκε ηελ πξνζνρή καο ζε απηφλ ηνλ ζεκαληηθφ ηνκέα. 

΢ηε γεληθεπκέλε κνξθή, ζε έλα πξφβιεκα κε γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ ςάρλνπκε έλα x = (x1, x2, . . . , xn) ηέηνην, ψζηε: 

Να κεγηζηνπνηήζνπκε ηελ f(x) [Max f(x)], 

ππνθείκελε ζηνπο πεξηνξηζκνχο: 

g(xi) ≤ bi , γηα i = 1, . . . , m 

θαη x ≥ 0,  

φπνπ νη f(x) θαη g(x) είλαη δνζκέλεο κε γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο ησλ n 

κεηαβιεηψλ απφθαζεο. 

 Γελ ππάξρεη αιγφξηζκνο, πνπ λα ιχλεη θάζε ζπγθεθξηκέλν 

πξφβιεκα απηήο ηεο κνξθήο. Χζηφζν, ζεκαληηθή πξφνδνο έρεη γίλεη γηα 

νξηζκέλεο ζεκαληηθέο εηδηθέο πεξηπηψζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο, θάλνληαο 

δηάθνξεο ππνζέζεηο ζρεηηθά κε απηέο ηηο ζπλαξηήζεηο, θαη ε έξεπλα 

ζπλερίδεηαη πνιχ ελεξγά. Απηφ ην πεδίν είλαη κεγάιν θαη δελ έρνπκε ηνλ 

ρψξν γηα λα ην εξεπλήζνπκε πιήξσο. Χζηφζν, παξνπζηάδνπκε κεξηθέο 

εθαξκνγέο θαη -ζηε ζπλέρεηα- εηζάγνπκε νξηζκέλεο απφ ηηο βαζηθέο ηδέεο 

γηα ηελ επίιπζε νξηζκέλσλ ζεκαληηθψλ ηχπσλ πξνβιεκάησλ κε 

γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. 
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 Σα αθφινπζα παξαδείγκαηα απεηθνλίδνπλ κεξηθά απφ ηα πνιιά 

ζεκαληηθά είδε ησλ πξνβιεκάησλ, ζηα νπνία εθαξκφδεηαη ν κε 

γξακκηθφο πξνγξακκαηηζκφο. 

 

2.1 Το πρόβλημα ςύνθεςησ προώόντων, με ελαςτικότητα τιμόσ 
 

΢ε πξνβιήκαηα ζχλζεζεο ηνπ πξντφληνο, ν ζηφρνο είλαη λα 

θαζνξηζηεί ν βέιηηζηνο ζπλδπαζκφο ησλ επηπέδσλ παξαγσγήο γηα ηα 

πξντφληα ηήο επηρείξεζεο, δεδνκέλσλ ησλ πεξηνξηζκψλ ζρεηηθά κε ηνπο 

πφξνπο πνπ απαηηνχληαη γηα ηελ παξαγσγή ησλ ελ ιφγσ πξντφλησλ, ψζηε 

λα κεγηζηνπνηεζεί ην ζπλνιηθφ θέξδνο ηήο επηρείξεζεο. ΢ε νξηζκέλεο 

πεξηπηψζεηο, ππάξρεη κηα ζηαζεξή κνλάδα θέξδνπο πνπ ζρεηίδεηαη κε 

θάζε πξντφλ, νπφηε ε ηειηθή αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη γξακκηθή. 

Χζηφζν, ζε πνιιά πξνβιήκαηα ζχλζεζεο ηνπ πξντφληνο, νξηζκέλνη 

παξάγνληεο εηζάγνπλ κε γξακκηθφηεηεο ζηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε. 

 Γηα παξάδεηγκα, έλαο κεγάινο θαηαζθεπαζηήο κπνξεί λα 

ζπλαληήζεη ειαζηηθφηεηα ησλ ηηκψλ, φπνπ ε πνζφηεηα ηνπ πξντφληνο 

πνπ κπνξεί λα πσιεζεί έρεη κία αληηζηξφθσο αλάινγε ζρέζε κε ηελ ηηκή 

πνπ ρξεψλεηαη. Έηζη, ε θακπχιε ηηκψλ-δήηεζεο γηα έλα ηππηθφ πξντφλ ζα 

κπνξνχζε λα κνηάδεη κε απηήλ πνπ θαίλεηαη ζην ΢ρ.2.1.1, φπνπ p(x) είλαη 

ε ηηκή πνπ απαηηείηαη πξνθεηκέλνπ λα είλαη ζε ζέζε λα πσιήζεη x 

κνλάδεο. Σα θέξδε ηήο επηρείξεζεο απφ ηελ παξαγσγή θαη ηελ πψιεζε x 

κνλάδσλ ηνπ πξντφληνο, ηφηε ζα ήηαλ ηα έζνδα ησλ πσιήζεσλ, xp(x), 

κείνλ ην θφζηνο παξαγσγήο θαη δηαλνκήο. Χο εθ ηνχηνπ, εάλ ε κνλάδα 

θφζηνπο γηα ηελ παξαγσγή θαη ηε δηαλνκή ηνπ πξντφληνο θαζνξίδεηαη ζε 

c (βιέπε ηε δηαθεθνκκέλε γξακκή ζην ΢ρ.2.1.1), ην θέξδνο ηεο 

επηρείξεζεο απφ ηελ παξαγσγή θαη ηελ πψιεζε x κνλάδσλ δίλεηαη απφ 

ηε κε γξακκηθή ζπλάξηεζε: 

  ( )    ( )    , 

φπσο έρεη ζρεδηαζηεί ζην ΢ρ.2.1.2. Αλ θάζε έλα απφ ηα n πξντφληα ηεο 

εηαηξείαο έρεη παξφκνηα ζπλάξηεζε θέξδνπο, έζησ Pj(xj) γηα ηελ 

παξαγσγή θαη πψιεζε xj κνλάδσλ πξντφληνο j (j = 1,2,…,n) ηφηε ε νιηθή 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη: 
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   ( )   ∑   (  )
 
   , 

άζξνηζκα κε γξακκηθψλ ζπλαξηήζεσλ. 
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Έλαο άιινο ιφγνο απφ ηνλ νπνίν κπνξεί λα πξνθχςνπλ κε 

γξακκηθφηεηεο ζηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε, είλαη ην γεγνλφο φηη ην 

νξηαθφ θφζηνο ηεο παξαγσγήο κηαο άιιεο κνλάδαο ελφο ζπγθεθξηκέλνπ 

πξντφληνο, πνηθίιιεη αλάινγα κε ην επίπεδν ηεο παξαγσγήο. Γηα 

παξάδεηγκα, ην νξηαθφ θφζηνο κπνξεί λα κεησζεί, φηαλ ην επίπεδν ηεο 

παξαγσγήο απμάλεηαη, ιφγσ ηεο επίδξαζεο ηεο εθκάζεζεο πάλσ ζηελ 

θακπχιε παξαγσγήο (πην απνδνηηθή παξαγσγή φηαλ ππάξρεη κεγαιχηεξε 

εκπεηξία). Απφ ηελ άιιε πιεπξά, κπνξεί αληηζέησο λα ην απμήζεη, δηφηη 

ελδέρεηαη λα ρξεηαζηνχλ εηδηθά κέηξα, φπσο ππεξσξίεο ή πην δαπαλεξέο 

εγθαηαζηάζεηο παξαγσγήο γηα ηελ πεξαηηέξσ αχμεζε ηεο παξαγσγήο.  

Με γξακκηθφηεηεο, επίζεο, κπνξεί λα πξνθχςνπλ ζηηο gi(x) 

(ζπλαξηήζεηο πεξηνξηζκψλ) κε έλαλ παξφκνην ηξφπν. Γηα παξάδεηγκα, 

εάλ ππάξρεη έλαο πεξηνξηζκφο ηνχ πξνυπνινγηζκνχ γηα ην ζπλνιηθφ 

θφζηνο παξαγσγήο, ε ζπλάξηεζε θφζηνπο ζα είλαη κε γξακκηθή εάλ ην 

νξηαθφ θφζηνο παξαγσγήο πνηθίιιεη, φπσο αθξηβψο πεξηγξάθεηαη. Γηα 

ηνπο πεξηνξηζκνχο γηα ηα άιια είδε ησλ πφξσλ, ε gi(x) ζα είλαη κε 

γξακκηθή, φηαλ ε ρξήζε ηεο αληίζηνηρεο πεγήο δελ είλαη απνιχησο 

αλάινγε πξνο ηα επίπεδα παξαγσγήο ησλ αληίζηνηρσλ πξντφλησλ. 

 

2.2 Το πρόβλημα μεταφορϊσ, με εκπτώςεισ όγκου ςτα ϋξοδα 

αποςτολόσ  
 

Μηα ηππηθή εθαξκνγή ηνχ πξνβιήκαηνο ηεο κεηαθνξάο είλαη λα 

θαζνξίζεη έλα βέιηηζην ζρέδην, γηα ηελ απνζηνιή εκπνξεπκάησλ απφ 

δηάθνξεο πεγέο ζε δηάθνξνπο πξννξηζκνχο, δεδνκέλσλ ησλ πεξηνξηζκψλ 

ηεο πξνζθνξάο θαη ηεο δήηεζεο, πξνθεηκέλνπ λα ειαρηζηνπνηεζεί ην 

ζπλνιηθφ θφζηνο ηεο απνζηνιήο. Θεσξνχκε φηη ην θφζηνο αλά κνλάδα 

πνπ απνζηέιιεηαη απφ κηα δεδνκέλε πεγή ζε έλα δεδνκέλν πξννξηζκφ 

είλαη ζηαζεξφ, αλεμάξηεηα απφ ηελ πνζφηεηα πνπ απνζηέιιεηαη. ΢ηελ 

πξαγκαηηθφηεηα, ην θφζηνο απηφ δελ κπνξεί λα θαζνξηζηεί. Μεξηθέο 

θνξέο, είλαη δηαζέζηκεο εθπηψζεηο φγθνπ γηα ηηο κεγάιεο απνζηνιέο, έηζη 

ψζηε ην νξηαθφ θφζηνο ηεο κεηαθνξάο κίαο κνλάδαο λα κπνξνχζε λα 

αθνινπζήζεη έλα κνηίβν, φπσο απηφ πνπ θαίλεηαη ζην ΢ρ.2.2.1. Σν 

πξνθχπηνλ θφζηνο απνζηνιήο x κνλάδσλ ηφηε δίλεηαη απφ κία κε 

γξακκηθή ζπλάξηεζε C(x), ε νπνία είλαη κηα ηκεκαηηθά γξακκηθή 
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ζπλάξηεζε κε θιίζε ίζε κε ην νξηαθφ θφζηνο, φπσο απηφ θαίλεηαη ζην 

΢ρ.2.2.2. [Η ζπλάξηεζε ζην ΢ρ.2.2.2 απνηειείηαη απφ έλα επζχγξακκν 

ηκήκα κε θιίζε 6.5 απφ (0, 0) έσο (0.6, 3.9), έλα δεχηεξν επζχγξακκν 

ηκήκα κε θιίζε απφ 5 απφ (0.6, 3.9) έσο (1.5, 8.4), έλα ηξίην επζχγξακκν 

ηκήκα κε θιίζε 4 απφ (1.5, 8.4) έσο (2.7, 13.2), θαη έλα ηέηαξην 

επζχγξακκν ηκήκα κε θιίζε 3 απφ (2.7, 13.2) έσο (4.5, 18.6).] Χο εθ 

ηνχηνπ, αλ θάζε ζπλδπαζκφο ηεο πεγήο θαη ηνπ πξννξηζκνχ έρεη 

παξφκνηα ζπλάξηεζε εμφδσλ απνζηνιήο, έηζη ψζηε ην θφζηνο  

 



23 
 

   

κεηαθνξάο xij κνλάδσλ απφ ηελ πεγή i (i = 1, 2,..., m) ζηνλ  πξννξηζκφ j 

(j = 1, 2,..., n) δίλεηαη απφ κηα κε γξακκηθή ζπλάξηεζε Cij(xij), ηφηε ε 

ζπλνιηθή αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε πξνο ειαρηζηνπνίεζε είλαη: 

  ( )   ∑ ∑    (   )
 
   

 
   . 

 

2.3 Επιλογό χαρτοφυλακύου, με ριψοκύνδυνουσ τύτλουσ 

(χρεόγραφα) 

 

Δίλαη θνηλή πξαθηηθή γηα ηνπο επαγγεικαηίεο δηαρεηξηζηέο 

κεγάισλ ραξηνθπιαθίσλ κεηνρψλ λα ρξεζηκνπνηνχλ κνληέια 

ππνινγηζηψλ, πνπ βαζίδνληαη ελ κέξεη ζε κε γξακκηθφ πξνγξακκαηηζκφ 

γηα λα ηνπο θαζνδεγνχλ. Δπεηδή, νη επελδπηέο αλεζπρνχλ ηφζν γηα ηελ 

αλακελόκελε απόδνζε (θέξδνο) θαη ηνλ θίλδπλν (ξίζθν), πνπ ζπλδέεηαη 

κε ηηο επελδχζεηο ηνπο, ρξεζηκνπνηνχλ κε γξακκηθφ πξνγξακκαηηζκφ γηα 

ηνλ πξνζδηνξηζκφ ελφο ραξηνθπιαθίνπ πνπ, ππφ νξηζκέλεο 

πξνυπνζέζεηο, παξέρεη κηα βέιηηζηε ζπκθσλία (ζπλάξηεζε) κεηαμχ ησλ 

δχν απηψλ παξαγφλησλ. Απηή ε πξνζέγγηζε βαζίδεηαη ζε κεγάιν βαζκφ 

ζην ζπάζηκν ηεο έξεπλαο ζε βήκαηα, πνπ έγηλε απφ ηνπο Harry 

Markowitz θαη William Sharpe, θάηη πνπ ηνπο βνήζεζε λα θεξδίζνπλ ην 

βξαβείν Νφκπει, ην 1990, ζηα Οηθνλνκηθά.  

Έλα κε γξακκηθφ κνληέιν πξνγξακκαηηζκνχ κπνξεί λα 

κνξθνπνηεζεί γηα απηφ ην πξφβιεκα, σο αθνινχζσο.  Αο ππνζέζνπκε φηη 

n απνζέκαηα (ηίηινη), εμεηάδνληαη γηα έληαμε ζην ραξηνθπιάθην, θαη 

έζησ φηη νη κεηαβιεηέο απφθαζεο xj (j = 1,2,...,n) είλαη ν αξηζκφο ησλ 

κεηνρψλ ηνπ απνζέκαηνο j πνπ ζα ζπκπεξηιεθζνχλ. Έζησ, κj θαη ζjj ε 

(θαη 'εθηίκεζε) κέζε ηηκή θαη δηαζπνξά, αληίζηνηρα, ηεο επηζηξνθήο γηα 

θάζε κεηνρή ηνπ απνζέκαηνο j, φπνπ ζjj κεηξά ηνλ θίλδπλν απηνχ ηνπ 

απνζέκαηνο. Γηα i = 1, 2,. . . , n (i ≠ j), έζησ ζij ε ζπλδηαθύκαλζε ηεο 

επηζηξνθήο γηα θάζε κεξίδην ηεο κεηνρήο i θαη j. (Δπεηδή, ζα ήηαλ 

δχζθνιν λα εθηηκεζνχλ φιεο νη ηηκέο ζij, ε ζπλήζεο πξνζέγγηζε είλαη λα 

γίλνπλ νξηζκέλεο ππνζέζεηο γηα ηε ζπκπεξηθνξά ηεο αγνξάο, πνπ ζα καο 

επηηξέςνπλ λα ππνινγίζνπκε ην ζij απεπζείαο απφ ηα ζii θαη ζjj.) ΢ηε 
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ζπλέρεηα, ε αλακελφκελε ηηκή R(x) θαη ε δηαζπνξά V(x) ηεο ζπλνιηθήο 

απφδνζεο απφ ην ζχλνιν ηνπ ραξηνθπιαθίνπ είλαη: 

  ( )   ∑     
 
    

θαη 

  ( )   ∑ ∑    
 
   

 
       , 

φπνπ V(x) κεηξάεη ηνλ θίλδπλν πνπ ζρεηίδεηαη κε ην ραξηνθπιάθην. Έλαο 

ηξφπνο γηα λα εμεηάζνπκε ηε ζρέζε αλάκεζα ζε απηνχο ηνπο δχν 

παξάγνληεο είλαη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην V(x) σο αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε πνπ πξέπεη λα ειαρηζηνπνηεζεί θαη ζηε ζπλέρεηα, λα 

επηβάινπκε  ηνλ πεξηνξηζκφ φηη ην R(x) δελ πξέπεη λα είλαη κηθξφηεξν 

απφ ηελ ειάρηζηε απνδεθηή αλακελφκελε απφδνζε. Σν πιήξεο κνληέιν 

κε γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ ηφηε ζα είλαη: 

Διαρηζηνπνίεζε:       ( )   ∑ ∑    
 
   

 
        

Τπφ ηνπο πεξηνξηζκνχο: 

∑     
 
    ≥ L 

∑     
 
    ≤ B 

Καη 

 xj  ≥ 0, γηα j = 1,2,…,n, 

φπνπ L ε ειάρηζηε απνδεθηή αλακελφκελε απφδνζε, Pj ε ηηκή ηνχ 

κεξίζκαηνο ηεο κεηνρήο j θαη B ην πνζφ ρξεκάησλ πνπ 

πξνυπνινγίζηεθαλ γηα ην ραξηνθπιάθην. 

  Έλα κεηνλέθηεκα απηήο ηεο κνξθνπνίεζεο είλαη ην φηη, είλαη 

ζρεηηθά δχζθνιν λα επηιέμνπκε κηα θαηάιιειε ηηκή γηα ην L γηα ηελ 

απφθηεζε ηνπ θαιχηεξνπ ζπκβηβαζκνχ κεηαμχ R(x) θαη V(x). Χο εθ 

ηνχηνπ, παξά λα ζηακαηάκε κε κία επηινγή ηνχ L, είλαη ζχλεζεο λα 

ρξεζηκνπνηνχκε κία παξακεηξηθή πξνζέγγηζε (κε γξακκηθνχ) 

πξνγξακκαηηζκνχ, γηα λα δεκηνπξγήζνπκε ηε βέιηηζηε ιχζε σο 

ζπλάξηεζε ηνπ L, ζε κία επξεία πεξηνρή ηηκψλ ηνχ L. Σν επφκελν βήκα 

είλαη λα εμεηάζνπκε ηηο ηηκέο ησλ R(x) θαη V(x) γηα ηηο ιχζεηο, πνπ είλαη 

βέιηηζηεο γηα θάπνηα ηηκή ηνπ L θαη ζηε ζπλέρεηα λα επηιέμνπκε ηε ιχζε 
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πνπ θαίλεηαη λα δίλεη ηνλ θαιχηεξν ζπκβηβαζκφ κεηαμχ απηψλ ησλ δχν 

πνζνηήησλ. Απηή ε δηαδηθαζία ζπρλά αλαθέξεηαη σο δεκηνπξγία ησλ 

ιχζεσλ γηα ηελ πεξηνρή απνδνρήο ηεο δηζδηάζηαηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ησλ ζεκείσλ (R(x), V(x)) ησλ εθηθηψλ x. Ο ιφγνο είλαη φηη 

ην ζεκείν (R(x), V(x)) ελφο βέιηηζηνπ x (γηα θάπνην L) βξίζθεηαη ζηα 

ζχλνξα (φξηα) ησλ εθηθηψλ ζεκείσλ. Δπηπιένλ, θάζε βέιηηζην x είλαη 

απνδνηηθό, κε ηελ έλλνηα δελ ππάξρεη άιιε εθηθηή ιχζε πνπ λα είλαη 

ηνπιάρηζηνλ εμίζνπ θαιή κε κία κέηξεζε (R ή V) θαη απζηεξά θαιχηεξε 

απφ ηελ άιιε κέηξεζε (κηθξφηεξν V ή κεγαιχηεξν R).   

 

2.4 Γραφικό απεικόνιςη προβλημϊτων μη γραμμικού 

προγραμματιςμού  
 

 Όηαλ έλα κε γξακκηθφ πξφβιεκα πξνγξακκαηηζκνχ έρεη κφλν κία 

ή δχν κεηαβιεηέο, κπνξεί λα παξαζηαζεί γξαθηθά απφ ην πξφβιεκα 

Wyndor Glass Co., γηα γξακκηθφ πξνγξακκαηηζκφ, πνπ ζα παξνπζηαζηεί 

παξαθάησ. Δπεηδή, κηα ηέηνηα γξαθηθή παξάζηαζε δίλεη ζεκαληηθέο 

πιεξνθνξίεο γηα ηηο ηδηφηεηεο ησλ βέιηηζησλ ιχζεσλ γηα γξακκηθφ θαη 

κε γξακκηθφ πξνγξακκαηηζκφ, αο δνχκε κεξηθά παξαδείγκαηα. Γηα λα 

ππνγξακκίζνπκε ηε δηαθνξά κεηαμχ γξακκηθνχ θαη κε γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ, ζα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε θάπνηεο κε γξακκηθέο 

παξαιιαγέο ηνπ  πξνβιήκαηνο Wyndor Glass Co., ην νπνίν είλαη ην εμήο: 

 Μεγηζηνπνίεζε:          , 

ππφ ηνπο πεξηνξηζκνχο 

      

        

               

θαη 

    ,        
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 Σν ΢ρήκα 2.4.2 δείρλεη ηη ζπκβαίλεη ζε απηφ ην πξφβιεκα, αλ νη 

κφλεο αιιαγέο ζην ππφδεηγκα είλαη φηη ηφζν ε δεχηεξε φζν θαη ε ηξίηε 

ζπλάξηεζε πεξηνξηζκψλ αληηθαζίζηαληαη απφ ηνλ εληαίν κε γξακκηθφ 

πεξηνξηζκφ    
     

     . ΢πγθξίλνπκε ην ΢ρ.2.4.2 κε ην ΢ρ.2.4.1. 

Η βέιηηζηε ιχζε εμαθνινπζεί λα είλαη ε (     )  (   ). Δπηπιένλ, 

εμαθνινπζεί λα βξίζθεηαη ζην ζχλνξν ηεο εθηθηήο πεξηνρήο. Χζηφζν, δελ 

είλαη κηα εθηθηή ιχζε ζε γσληαθφ ζεκείν (corner-point feasible solution, 

CPF). Η βέιηηζηε ιχζε ζα κπνξνχζε λα ήηαλ κηα CPF ιχζε κε κία 

δηαθνξεηηθή αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε (έιεγμε         ), αιιά ην 

γεγνλφο φηη δελ ρξεηάδεηαη λα είλαη κία ηέηνηα ιχζε ζεκαίλεη φηη δελ 

έρνπκε πιένλ ηελ ηεξάζηηα απινπνίεζε, πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζην 

γξακκηθφ πξνγξακκαηηζκφ, ηνπ πεξηνξηζκνχ ηεο αλαδήηεζεο γηα κία 

βέιηηζηε ιχζε κφλν ζε CPF ιχζεηο.  
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Σψξα, αο ππνζέζνπκε φηη νη γξακκηθνί πεξηνξηζκνί ηνπ αξρηθνχ 

πξνβιήκαηνο παξέκεηλαλ ακεηάβιεηνη, αιιά ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε 

γίλεηαη κε γξακκηθή. Γηα παξάδεηγκα, εάλ: 

            
         – 13   

  

ηφηε ε γξαθηθή παξάζηαζε ζην ΢ρ.2.4.3 δείρλεη φηη ε βέιηηζηε ιχζε είλαη 

(     )  (
 

 
  ), ε νπνία πάιη βξίζθεηαη ζην ζχλνξν ηεο εθηθηήο 

πεξηνρήο. (Η ηηκή ηνχ Ζ γηα ηε βέιηηζηε ιχζε είλαη Ζ = 857. Έηζη, ην 

΢ρ.2.4.3 απεηθνλίδεη ην γεγνλφο φηη ε ζέζε φισλ ησλ ζεκείσλ κε Ζ = 857 

ηέκλεη ηελ εθηθηή πεξηνρή αθξηβψο ζε απηφ ην ζεκείν, ελψ ε ζέζε ησλ 

ζεκείσλ κε νπνηνδήπνηε κεγαιχηεξν Z δελ ηέκλεη θάπνπ ηελ εθηθηή 

πεξηνρή). 
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Απφ ηελ άιιε πιεπξά, εάλ: 

           
           

 , 

ηφηε ην ΢ρ.2.4.4 απεηθνλίδεη φηη ε βέιηηζηε ιχζε, φπσο απνδεηθλχεηαη, 

είλαη (     )  (   ), ε νπνία βξίζθεηαη εληόο ησλ νξίσλ ηεο εθηθηήο 

πεξηνρήο. (Μπνξνχκε λα ειέγμνπκε φηη ε ιχζε απηή είλαη βέιηηζηε κε 

ρξήζε ινγηζκνχ, γηα λα ηελ εθιάβνπκε σο ην νιηθφ κέγηζην, ρσξίο 

πεξηνξηζκνχο. Δπεηδή, πιεξνί, επίζεο, ηνπο πεξηνξηζκνχο, πξέπεη λα είλαη 

ε βέιηηζηε, γηα ην πξφβιεκα πεξηνξηζκψλ.) Χο εθ ηνχηνπ, έλαο γεληθφο 

αιγφξηζκνο, γηα ηελ επίιπζε παξφκνησλ πξνβιεκάησλ, πξέπεη λα 

εμεηάζεη φιεο ηηο ιχζεηο ζηελ εθηθηή πεξηνρή θαη φρη κφλν εθείλεο πνπ 

αθνξνχλ ην ζχλνξν. 
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Μηα άιιε πεξηπινθή, πνπ πξνθχπηεη ζε κε γξακκηθφ 

πξνγξακκαηηζκφ, είλαη φηη έλα ηνπηθφ κέγηζην δελ είλαη θαη’ αλάγθε θαη 

νιηθό κέγηζην (ζπλνιηθή βέιηηζηε ιχζε). Γηα παξάδεηγκα, αο 

ζεσξήζνπκε ηελ ζπλάξηεζε κηαο κεηαβιεηήο, πνπ παξηζηάλεηαη γξαθηθά 

ζην ΢ρ.2.4.5. ΢ην δηάζηεκα 0 ≤ x ≤ 5, ε ζπλάξηεζε απηή έρεη ηξία ηνπηθά 

κέγηζηα (x = 0, x = 1.8, θαη x = 4.2), αιιά κφλν έλα απφ απηά (x = 1.8) 

είλαη νιηθό κέγηζην. (Οκνίσο, ππάξρνπλ ηνπηθά ειάρηζηα ζην x = 0.5, 3, 

θαη 5, αιιά κφλν ην x = 5 είλαη νιηθό ειάρηζην.)  

 

Οη αιγφξηζκνη κε γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ, γεληθά, δελ είλαη 

ζε ζέζε λα δηαθξίλνπλ κεηαμχ ελφο ηνπηθνχ θαη ελφο νιηθνχ κεγίζηνπ 
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(εθηφο απφ ηελ εχξεζε ελφο άιινπ θαιύηεξνπ ηνπηθνχ κεγίζηνπ). Χο εθ 

ηνχηνπ, θαζίζηαηαη ζεκαληηθφ λα γλσξίδνπκε ηηο ζπλζήθεο θάησ απφ ηηο 

νπνίεο θάζε ηνπηθφ κέγηζην είλαη εγγπεκέλα έλα νιηθφ κέγηζην πάλσ ζηελ 

εθηθηή πεξηνρή. Δίλαη γλσζηφ απφ ηνλ ινγηζκφ, φηη φηαλ κεγηζηνπνηνχκε 

κηα ζπλεζηζκέλε (δηπιά δηαθνξίζηκε) ζπλάξηεζε κηαο κεηαβιεηήο  ( ), 

ρσξίο θαλέλαλ πεξηνξηζκφ, ε ζπλζήθε πνπ πξέπεη λα ηθαλνπνηείηαη είλαη: 

   

   
    γηα θάζε  . 

Μηα ηέηνηα ζπλάξηεζε πνπ είλαη πάληα ‘‘θακπηφκελε πξνο ηα θάησ’’ (ή 

θαζφινπ θακπηφκελε) νλνκάδεηαη θνίιε ζπλάξηεζε. Οκνίσο, εάλ φπνπ 

≤ αληηθαηαζηήζνπκε κε ≥ , έηζη ψζηε ε ζπλάξηεζε λα είλαη πάληα 

‘‘θακπηφκελε πξνο ηα άλσ’’ (ή θαζφινπ θακπηφκελε), νλνκάδεηαη 

θπξηή ζπλάξηεζε. (Έηζη, κηα γξακκηθή ζπλάξηεζε είλαη θαη θνίιε θαη 

θπξηή.) Γείηε ηα ΢ρ.2.4.6 θαη 2.4.7 γηα παξαδείγκαηα. ΢ηε ζπλέρεηα, 

ζεκεηψζηε φηη ην ΢ρ. 2.4.5 απεηθνλίδεη κηα ζπλάξηεζε, πνπ δελ είλαη νχηε 

θνίιε νχηε θπξηή, επεηδή ελαιιάζζεηαη κεηαμχ θάκςεο πξνο ηα άλσ θαη 

πξνο ηα θάησ. 

΢πλαξηήζεηο πνιιψλ κεηαβιεηψλ κπνξνχλ, επίζεο, λα 

ραξαθηεξηζηνχλ σο θνίιεο ή θπξηέο, εάλ είλαη πάληνηε θακπχιεο πξνο ηα 

θάησ ή πξνο ηα άλσ, αληίζηνηρα. 
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Αθνινπζεί έλαο βνιηθφο ηξφπνο γηα ηνλ έιεγρν αλ κία ζπλάξηεζε 

πεξηζζφηεξσλ απφ δχν κεηαβιεηψλ, είλαη θνίιε ή θπξηή, φηαλ ε 

ζπλάξηεζε απνηειείηαη απφ έλα άζξνηζκα κηθξφηεξσλ ζπλαξηήζεσλ κε 

κφλν κία ή δχν κεηαβιεηέο ε θαζεκηά. Δάλ θάζε επηκέξνπο ζπλάξηεζε 

είλαη θνίιε, ηφηε ε ζπλνιηθή ζπλάξηεζε είλαη θνίιε. Παξνκνίσο, ε 

ζπλνιηθή ζπλάξηεζε είλαη θπξηή εάλ θάζε επηκέξνπο ζπλάξηεζε είλαη 

θπξηή. 

     Γηα λα ην δνχκε, εμεηάδνπκε ηε ζπλάξηεζε: 

 (        )         
  (      )

  

                                       ,       
 -  , (      )

 -, 

πνπ είλαη ην άζξνηζκα ησλ δχν επηκέξνπο ζπλαξηήζεσλ, πνπ δίλνληαη ζε 

αγθχιεο. Η πξψηε ζπλάξηεζε        
  είλαη κία ζπλάξηεζε ηεο απιήο 

κεηαβιεηήο   , έηζη ψζηε λα κπνξεί λα βξεζεί φηη είλαη θνίιε 

παξαηεξψληαο φηη ν δεχηεξνο παξάγνληάο ηεο είλαη αξλεηηθφο. Η 

δεχηεξε ζπλάξηεζε   (      )
  είλαη κηα ζπλάξηεζε κφλν ησλ    θαη 

  . Δπεηδή θαη νη δχν κηθξφηεξεο ζπλαξηήζεηο είλαη θνίιεο, ε ζπλνιηθή 

ζπλάξηεζε  (        ) πξέπεη λα είλαη θνίιε.  

Αλ έλα πξφβιεκα κε γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ δελ έρεη 

πεξηνξηζκνχο θαη ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη θνίιε, ηφηε 

εμαζθαιίδεηαη φηη έλα ηνπηθφ κέγηζην είλαη νιηθό. (Οκνίσο, φηαλ ε 
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αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη θπξηή, ηφηε εμαζθαιίδεηαη φηη έλα ηνπηθφ 

ειάρηζην είλαη νιηθό.) Δάλ ππάξρνπλ πεξηνξηζκνί, ηφηε κία αθφκε 

ζπλζήθε ζα παξάζρεη ηελ εγγχεζε απηή, δειαδή, φηη ε πεξηνρή απνδνρήο 

είλαη έλα θπξηό ζύλνιν. Δίλαη γλσζηφ φηη έλα θπξηφ ζχλνιν είλαη έλα 

ζχλνιν απφ ζεκεία ηέηνηα ψζηε, γηα θάζε δεχγνο ζεκείσλ ηνχ ζπλφινπ, 

νιφθιεξν ην ηκήκα ηεο γξακκήο πνπ ελψλεη ηα δχν απηά ζεκεία αλήθεη 

επίζεο ζην ζχλνιν. Έηζη, ε πεξηνρή ιχζεσλ γηα ην αξρηθφ πξφβιεκα 

Wyndor Glass Co. (βιέπε ΢ρ.2.4.3 ή 2.4.4) είλαη θπξηφ ζχλνιν. ΢ηελ 

πξαγκαηηθφηεηα, ε πεξηνρή ιχζεσλ γηα θάζε πξφβιεκα γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ είλαη  θπξηφ ζχλνιν. Οκνίσο, ε εθηθηή πεξηνρή ζην 

΢ρ.2.4.2 είλαη θπξηφ ζχλνιν.  

΢ε γεληθέο γξακκέο, ε πεξηνρή ιχζεσλ γηα έλα πξφβιεκα κε 

γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ είλαη θπξηφ ζχλνιν, φηαλ φιεο νη gi(x) 

[ζηνπο πεξηνξηζκνχο gi(x) ≤ bi] είλαη θπξηέο ζπλαξηήζεηο. Γηα ην 

παξάδεηγκα ηνπ ΢ρ.2.4.2, θαη νη δχν gi(x) είλαη θπξηέο ζπλαξηήζεηο, αθνχ 

ε g1(x) = x1 (κηα γξακκηθή ζπλάξηεζε είλαη θνίιε θαη θπξηή) θαη ε 

  ( )     
     

   (νη 9  
  θαη 5  

  είλαη θπξηέο ζπλαξηήζεηο, νπφηε ην 

άζξνηζκά ηνπο είλαη κηα θπξηή ζπλάξηεζε). Οη δχν θπξηέο gi(x) νδεγνχλ 

ζην φηη ε εθηθηή πεξηνρή ηνπ ΢ρ.2.4.2 είλαη θπξηφ ζχλνιν.  

Σψξα, αο δνχκε ηη ζπκβαίλεη φηαλ, αληηζέησο, κφλν κία απφ ηηο 

gi(x) είλαη θνίιε ζπλάξηεζε. ΢πγθεθξηκέλα, αο ππνζέζνπκε φηη ε κφλε 

αιιαγή πνπ έγηλε ζην παξάδεηγκα ηνπ ΢ρ.2.4.2 είλαη φηη ν κε γξακκηθφο 

πεξηνξηζκφο ηνπ αληηθαζίζηαηαη απφ ηνλ       
         

    . 

Καηά ζπλέπεηα, ε λέα ζπλάξηεζε   ( )        
         

  είλαη 

θνίιε ζπλάξηεζε, αθνχ ηφζν ε       
  φζν θαη ε        

  ε είλαη 

θνίιεο ζπλαξηήζεηο. Η λέα πεξηνρή ιχζεσλ πνπ θαίλεηαη ζην ΢ρ.2.4.8 

δελ είλαη θπξηφ ζχλνιν. Απηφ ζπκβαίλεη δηφηη ε πεξηνρή απνδνρήο 

πεξηέρεη δεχγε ζεκείσλ, γηα παξάδεηγκα, (0, 7) θαη (4, 3), γηα ηα νπνία 

κέξνο ηνπ ηκήκαηνο γξακκήο πνπ ελψλεη απηά ηα δχν ζεκεία δελ αλήθεη 

ζηελ πεξηνρή απνδνρήο. Καηά ζπλέπεηα, δελ κπνξνχκε λα εγγπεζνχκε 

φηη έλα ηνπηθφ κέγηζην είλαη νιηθφ. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα, απηφ ην 

παξάδεηγκα έρεη δχν ηνπηθά κέγηζηα (0, 7) θαη (4, 3), αιιά κφλν ην (0, 7) 

είλαη νιηθφ κέγηζην.  
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Χο εθ ηνχηνπ, πξνθεηκέλνπ λα δηαζθαιηζηεί φηη έλα ηνπηθφ κέγηζην 

είλαη νιηθφ, γηα έλα πξφβιεκα κε γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ κε 

πεξηνξηζκνχο    ( )    (           ) θαη    , ε αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε  ( ) πξέπεη λα είλαη θνίιε θαη θάζε   ( ) πξέπεη λα είλαη 

θπξηή ζπλάξηεζε. Έλα ηέηνην πξφβιεκα νλνκάδεηαη πξόβιεκα θπξηνύ 

πξνγξακκαηηζκνύ θαη είλαη κία απφ ηηο βαζηθέο κνξθέο πξνβιεκάησλ κε 

γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ, πνπ ζα ζπδεηεζνχλ παξαθάησ. 

 

2.5 Εύδη προβλημϊτων μη γραμμικού προγραμματιςμού 
 

Πξνβιήκαηα κε γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ εκθαλίδνληαη ζε 

πνιιέο δηαθνξεηηθέο κνξθέο. ΢ε αληίζεζε κε ηε κέζνδν Simplex γηα ηνλ 

γξακκηθφ πξνγξακκαηηζκφ, δελ ππάξρεη αιγφξηζκνο πνπ λα κπνξεί λα 

ιχζεη φια απηά ηα δηαθνξεηηθά είδε πξνβιεκάησλ. Αλη’ απηνχ, έρνπλ 

αλαπηπρζεί αιγφξηζκνη γηα δηάθνξεο θιάζεηο (εηδηθέο κνξθέο) ησλ 

πξνβιεκάησλ κε γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. Οη πην ζεκαληηθέο 

θαηεγνξίεο εηζάγνληαη ελ ζπληνκία ζε απηή ηελ ελφηεηα. ΢ηηο ελφηεηεο 
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πνπ αθνινπζνχλ ζηε ζπλέρεηα, πεξηγξάθεηαη πψο κπνξνχλ λα ιπζνχλ 

θάπνηα πξνβιήκαηα απηψλ ησλ κνξθψλ. 

Βειηηζηνπνίεζε ρσξίο πεξηνξηζκνύο  

Δθφζνλ, ηα πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο ρσξίο πεξηνξηζκνχο δελ 

έρνπλ πεξηνξηζκνχο, ν ζηφρνο είλαη απιά λα:  

Μεγηζηνπνηήζνπκε ην f(x)  

επί όισλ ησλ ηηκψλ ηνπ x=(x1,x2,...,xn). Απαξαίηεηε πξνυπφζεζε, 

ψζηε κηα ζπγθεθξηκέλε ιχζε x = x* λα είλαη ε βέιηηζηε, φηαλ ε f(x) είλαη 

δηαθνξίζηκε ζπλάξηεζε είλαη: 

  

   
   ζην x = x*, γηα j = 1,2,…,n.  

Όηαλ ε f(x) είλαη θνίιε ζπλάξηεζε, είλαη κία επαξθήο ζπλζήθε, ψζηε ζηε 

ζπλέρεηα ε επίιπζε γηα x* λα θαηαιήγεη ζηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο 

ησλ n εμηζψζεσλ, πνπ παίξλνπκε απφ ηε ζπλζήθε νη n κεξηθέο 

παξάγσγνη λα ηζνχληαη κε κεδέλ. Γπζηπρψο, γηα κε γξακκηθέο 

ζπλαξηήζεηο f(x), νη εμηζψζεηο απηέο ζπρλά ζα είλαη κε γξακκηθέο, νπφηε 

είλαη απίζαλν λα είκαζηε ζε ζέζε λα επηηχρνπκε ηελ ηαπηφρξνλε 

αλαιπηηθή ηνπο ιχζε. Οη ελφηεηεο 2.6 θαη 2.7 πεξηγξάθνπλ αιγνξηζκηθέο 

δηαδηθαζίεο αλαδήηεζεο γηα ηελ εχξεζε x*, πξψηα γηα n = 1 θαη ζηε 

ζπλέρεηα, γηα n > 1. Απηέο νη δηαδηθαζίεο δηαδξακαηίδνπλ, επίζεο, 

ζεκαληηθφ ξφιν ζηελ επίιπζε πνιιψλ απφ ηηο κνξθέο ηνπ πξνβιήκαηνο, 

πνπ πεξηγξάθεηαη ζηε ζπλέρεηα, φπνπ ππάξρνπλ πεξηνξηζκνί. Ο ιφγνο 

είλαη φηη πνιινί αιγφξηζκνη γηα πξνβιήκαηα κε πεξηνξηζκνύο έρνπλ 

ζρεδηαζηεί, έηζη ψζηε λα κπνξνχλ λα επηθεληξσζνχλ ζε κηα εθδνρή ηνπ 

πξνβιήκαηνο ρσξίο πεξηνξηζκνύο, θαηά ηελ δηάξθεηα ελφο ηκήκαηνο ηεο 

θάζε επαλάιεςεο. 

Όηαλ κία κεηαβιεηή xj έρεη έλαλ πεξηνξηζκφ κε αξλεηηθφηεηαο     

xj ≥ 0, ε πξνεγνχκελε αλαγθαία θαη (ίζσο) επαξθήο ζπλζήθε γίλεηαη: 

  

   
{
                  

     

                  
   

} 

γηα θάζε ηέηνην j. Απηή ε ζπλζήθε απεηθνλίδεηαη ζην ΢ρ.2.5.1, φπνπ ε 

βέιηηζηε ιχζε γηα έλα πξφβιεκα κε κία κφλν κεηαβιεηή είλαη ζην x = 0, 

παξφιν πνπ ε παξάγσγνο είλαη αξλεηηθή, κε κεδεληθή. Δπεηδή, απηφ ην 
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παξάδεηγκα αλαθέξεηαη ζηε κεγηζηνπνίεζε κίαο θνίιεο ζπλάξηεζεο, 

ππνθείκελεο ζε πεξηνξηζκφ κε αξλεηηθφηεηαο, κε ηελ παξάγσγν 

κηθξφηεξε ή ίζε κε 0, ζην x = 0 είλαη ηφζν αλαγθαία θαη ηθαλή 

πξνυπφζεζε, γηα λα είλαη βέιηηζηε ιχζε ε x = 0.  

Έλα πξφβιεκα, πνπ έρεη θάπνηνπο πεξηνξηζκνχο κε 

αξλεηηθφηεηαο, αιιά δελ έρεη ζπλαξηήζεηο πεξηνξηζκψλ είλαη κία εηδηθή 

πεξίπησζε (m = 0) ηεο επφκελεο ηάμεο ησλ πξνβιεκάησλ. 

 

Γξακκηθά Πεξηνξηζκέλε Βειηηζηνπνίεζε 

Σα γξακκηθά πεξηνξηζκέλα πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο, πνπ 

ραξαθηεξίδνληαη απφ πεξηνξηζκνχο, πνπ ηαηξηάδνπλ απφιπηα κε ην 

γξακκηθφ πξνγξακκαηηζκφ, έηζη ψζηε φινη νη gi(x) πεξηνξηζκνί λα είλαη 

γξακκηθνί, αιιά ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε f(x) κε γξακκηθή. Σν 

πξφβιεκα απινπνηείηαη ζεκαληηθά, αλ έρνπκε κφλν κία κε γξακκηθή 

ζπλάξηεζε λα ιάβνπκε ππφςε, κε εθηθηή πεξηνρή γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ. Έρεη αλαπηπρζεί έλαο αξηζκφο εηδηθψλ αιγνξίζκσλ 

βαζηζκέλσλ ζηελ επέθηαζε ηεο κεζφδνπ Simplex, γηα λα εμεηαζζεί ε κε 

γξακκηθή αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε. Μηα ζεκαληηθή εηδηθή πεξίπησζε, ε 

νπνία ζα εμεηαζζεί παξαθάησ, είλαη ν ηεηξαγσληθφο πξνγξακκαηηζκφο. 

 

Σεηξαγσληθόο Πξνγξακκαηηζκόο 

Σα πξνβιήκαηα ηεηξαγσληθνχ πξνγξακκαηηζκνχ έρνπλ επίζεο 

γξακκηθνχο πεξηνξηζκνχο, αιιά ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε f(x) πξέπεη 

λα είλαη ηεηξαγσληθή. Έηζη, ε κφλε δηαθνξά κεηαμχ ελφο ηέηνηνπ 

πξνβιήκαηνο θαη ελφο πξνβιήκαηνο γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ είλαη 

φηη νξηζκέλνη απφ ηνπο φξνπο ζηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε 

πεξηιακβάλνπλ ην ηεηξάγσλν κηαο κεηαβιεηήο ή ην γηλόκελν δχν 

κεηαβιεηψλ. 
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Σν ζρήκα απεηθνλίδεη ην πξφβιεκα: 

Μεγηζηνπνίεζε:         ( )           , 

ππφ ηνλ πεξηνξηζκφ       

Πνιινί αιγφξηζκνη έρνπλ αλαπηπρζεί γηα ηελ πεξίπησζε απηή, ππφ 

ηελ πξφζζεηε πξνυπφζεζε φηη f(x) είλαη θνίιε ζπλάξηεζε. 

Ο ηεηξαγσληθφο πξνγξακκαηηζκφο είλαη πνιχ ζεκαληηθφο, θπξίσο 

επεηδή ηέηνηεο κνξθέο πξνθχπηνπλ θπζηθά ζε πνιιέο εθαξκνγέο. Γηα 

παξάδεηγκα, ην πξφβιεκα ηεο επηινγήο ραξηνθπιαθίνπ κε ξηςνθίλδπλνπο 

ηίηινπο, πνπ αλαθέξεηαη ζηελ ελφηεηα 2.3 ηαηξηάδεη ζε απηή ηε κνξθή. 

Χζηφζν, έλαο άιινο βαζηθφο ιφγνο, γηα ηνλ νπνίν είλαη ζεκαληηθφο, είλαη 

φηη κηα θνηλή πξνζέγγηζε, γηα ηελ επίιπζε γξακκηθά πεξηνξηζκέλσλ 

πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο, είλαη λα ιχζνπκε κηα ζεηξά 

πξνζεγγίζεσλ ηεηξαγσληθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. 
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Κπξηόο πξνγξακκαηηζκόο 

Ο θπξηόο πξνγξακκαηηζκόο θαιχπηεη κηα επξεία θαηεγνξία ησλ 

πξνβιεκάησλ, πνπ πεξηιακβάλεη ζηελ πξαγκαηηθφηεηα σο εηδηθέο 

πεξηπηψζεηο φινπο ηνπο πξνεγνχκελνπο ηχπνπο, φηαλ ε f(x) είλαη θνίιε 

ζπλάξηεζε. Οη ππνζέζεηο είλαη νη εμήο: 

1. Η f(x) είλαη θνίιε ζπλάξηεζε. 

2. Κάζε gi(x) είλαη θπξηή ζπλάξηεζε. 

Όπσο ζπδεηήζεθε ζην ηέινο ηεο ελφηεηαο 2.4, νη ππνζέζεηο απηέο 

είλαη αξθεηέο γηα λα εμαζθαιίζνπλ φηη έλα ηνπηθφ κέγηζην είλαη νιηθφ 

κέγηζην. Θα δνχκε ζηελ ελφηεηα 4.1 φηη νη αλαγθαίεο θαη ηθαλέο 

ζπλζήθεο γηα κηα ηέηνηα βέιηηζηε ιχζε είλαη κηα θπζηθή γελίθεπζε ησλ 

ζπλζεθψλ βειηηζηνπνίεζεο ρσξίο πεξηνξηζκνχο θαη επέθηαζή ηνπο, ψζηε 

λα ζπκπεξηιάβνπλ πεξηνξηζκνχο κε αξλεηηθφηεηαο. ΢ηε ζπλέρεηα ε 

ελφηεηα 4.4 πεξηγξάθεη αιγνξηζκηθέο πξνζεγγίζεηο γηα ηελ επίιπζε  

πξνβιεκάησλ θπξηνχ πξνγξακκαηηζκνχ. 

 

Γηαρσξίζηκνο Πξνγξακκαηηζκόο 

Δηαρσξίζηκνο πξνγξακκαηηζκόο: είλαη κηα εηδηθή πεξίπησζε ηνπ θπξηνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ, φπνπ ε κία επηπιένλ ππφζεζε είλαη φηη: 

3. Όιεο νη f(x) θαη gi(x) είλαη δηαρσξίζηκεο ζπλαξηήζεηο. 

Δηαρσξίζηκε: είλαη κηα ζπλάξηεζε, πνπ θάζε ηεο φξνο πεξηιακβάλεη κία 

κφλν κεηαβιεηή, έηζη ψζηε λα κπνξεί λα δηαρσξηζηεί ζε έλα άζξνηζκα  

ζπλαξηήζεσλ ησλ επηκέξνπο κεηαβιεηψλ. Γηα παξάδεηγκα, εάλ f(x) είλαη 

κηα δηαρσξίζηκε ζπλάξηεζε, κπνξεί λα εθθξαζηεί σο: 

  ( )   ∑   (  )
 
   , 

φπνπ θάζε ζπλάξηεζε fj(xj) πεξηιακβάλεη κφλν ηνπο φξνπο πνπ αθνξνχλ 

ην xj. ΢χκθσλα κε ηελ νξνινγία ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ, ηα 

πξνβιήκαηα δηαρσξίζηκνπ πξνγξακκαηηζκνχ ηθαλνπνηνχλ ηελ ππφζεζε 

ηεο πξνζζεηηθφηεηαο, αιιά φρη ηελ ππφζεζε ηεο αλαινγηθφηεηαο (γηα κε 

γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο).  
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Γηα παξάδεηγκα, ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε πνπ εμεηάζακε ζην 

΢ρ. 2.4.3: 

 (     )           
            

  

είλαη κία δηαρσξίζηκε ζπλάξηεζε, δηφηη κπνξεί λα γξαθηεί σο: 

 (     )    (  )    (  ) 

φπνπ   (  )           
  θαη   (  )            

   είλαη ε 

θαζεκηά ζπλάξηεζε κίαο κεηαβιεηήο – x1 θαη x2, αληίζηνηρα. Με ηελ ίδηα 

ινγηθή, κπνξνχκε λα επηβεβαηψζνπκε φηη ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ηνπ 

΢ρ.2.4.4 είλαη επίζεο δηαρσξίζηκε. 

Δίλαη ζεκαληηθφ λα δηαθξίλνπκε ηα πξνβιήκαηα δηαρσξίζηκνπ 

πξνγξακκαηηζκνχ απφ άιια πξνβιήκαηα θπξηνχ πξνγξακκαηηζκνχ, 

δηφηη θάζε ηέηνην πξφβιεκα κπνξεί λα πξνζεγγηζηεί κε αθξίβεηα απφ έλα 

πξφβιεκα γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ, έηζη ψζηε λα κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηείηαη ε εμαηξεηηθά απνηειεζκαηηθή κέζνδνο Simplex. Απηή ε 

πξνζέγγηζε πεξηγξάθεηαη ζηελ ελφηεηα 4.3. (΢ηελ νπνία, γηα ιφγνπο 

απιφηεηαο, ζα επηθεληξσζνχκε ζηελ πεξίπησζε γξακκηθά πεξηνξηζκέλσλ 

πξνβιεκάησλ, φπνπ ε εηδηθή πξνζέγγηζε είλαη απαξαίηεηε κφλν γηα ηελ 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε.) 

 

Με θπξηόο Πξνγξακκαηηζκόο 

Ο κε θπξηόο πξνγξακκαηηζκόο πεξηιακβάλεη φια ηα κε γξακκηθά 

πξνβιήκαηα πξνγξακκαηηζκνχ, πνπ δελ πιεξνχλ ηηο πξνυπνζέζεηο ηνπ 

θπξηνχ πξνγξακκαηηζκνχ. Σψξα, αθφκα θαη αλ είκαζηε ζε ζέζε λα 

βξνχκε έλα ηνπηθό κέγηζην, δελ ππάξρεη θακία δηαβεβαίσζε φηη ζα είλαη 

θαη νιηθό κέγηζην. Χο εθ ηνχηνπ, δελ ππάξρεη αιγφξηζκνο πνπ λα εγγπάηαη 

ηελ εχξεζε κηαο βέιηηζηεο ιχζεο γηα φια απηά ηα πξνβιήκαηα. Χζηφζν, 

ππάξρνπλ νξηζκέλνη αιγφξηζκνη πνπ είλαη ζρεηηθά θαιά πξνζαξκνζκέλνη 

γηα ηελ εχξεζε ηνπηθψλ κεγίζησλ, ηδηαίηεξα φηαλ νη κνξθή ησλ 

ζπλαξηήζεσλ δελ απνθιίλεη πνιχ απφ απηή πνπ πξέπεη λα έρνπλ ηα 

πξνβιήκαηα θπξηνχ πξνγξακκαηηζκνχ. Έλαο ηέηνηνο αιγφξηζκνο 

παξνπζηάδεηαη ζηελ ελφηεηα  4.5. 
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Χζηφζν, νξηζκέλνη ηχπνη πξνβιεκάησλ κε θπξηνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ κπνξνχλ λα επηιπζνχλ, ρσξίο κεγάιε δπζθνιία, κε 

εηδηθέο κεζφδνπο. Γχν ηδηαίηεξα ζεκαληηθνί ηχπνη ζπδεηνχληαη, ελ 

ζπληνκία, ζηε ζπλέρεηα. 

 

Γεσκεηξηθόο Πξνγξακκαηηζκόο 

Όηαλ εθαξκφδνπκε κε γξακκηθφ πξνγξακκαηηζκφ ζε πξνβιήκαηα 

ηερληθνχ ζρεδηαζκνχ, ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε θαη νη ζπλαξηήζεηο 

πεξηνξηζκψλ ζπρλά ιακβάλνπλ ηε κνξθή: 

 ( )  ∑   
 
     ( ), 

φπνπ 

  ( )    
     

      
   , γηα i = 1, 2, . . . , n. 

΢ε ηέηνηεο πεξηπηψζεηο, ηα ci θαη αij αληηπξνζσπεχνπλ θπζηθέο ζηαζεξέο, 

θαη ηα xj είλαη κεηαβιεηέο ζρεδηαζκνχ. Απηέο νη ζπλαξηήζεηο δελ είλαη 

γεληθά νχηε θπξηέο νχηε θνίιεο θαη έηζη νη ηερληθέο ηνπ θπξηνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ δελ κπνξνχλ λα εθαξκνζηνχλ απεπζείαο ζηα 

πξνβιήκαηα γεσκεηξηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. Χζηφζν, ππάξρεη κία 

ζεκαληηθή πεξίπησζε, φπνπ ην πξφβιεκα κπνξεί λα κεηαηξαπεί ζε έλα 

ηζνδχλακν πξφβιεκα θπξηνχ πξνγξακκαηηζκνχ. Απηή ε πεξίπησζε είλαη 

φηαλ φινη νη ζπληειεζηέο ci ζε θάζε ζπλάξηεζε είλαη απνιχησο ζεηηθνί, 

έηζη ψζηε νη ζπλαξηήζεηο λα είλαη νιηθά ζεηηθά πνιπώλπκα -(ηψξα 

νλνκάδνληαη posynomials)- θαη ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ζα πξέπεη λα 

ειαρηζηνπνηεζεί. Σν ηζνδχλακν πξφβιεκα θπξηνχ πξνγξακκαηηζκνχ κε 

κεηαβιεηέο απφθαζεο y1, y2, . . . , yn ιακβάλεηαη ζηε ζπλέρεηα, ζέηνληαο  

       , γηα i = 1, 2, …, n 

ζε φιν ην αξρηθφ κνληέιν, έηζη ψζηε λα κπνξεί λα εθαξκνζηεί έλαο 

αιγφξηζκνο θπξηνχ πξνγξακκαηηζκνχ. Δλαιιαθηηθέο δηαδηθαζίεο έρνπλ, 

επίζεο, αλαπηπρζεί γηα ηελ επίιπζε ησλ πξνβιεκάησλ posynomial 

πξνγξακκαηηζκνχ, θαζψο θαη γηα ηα πξνβιήκαηα γεσκεηξηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ άιισλ ηχπσλ. 
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Κιαζκαηηθόο Πξνγξακκαηηζκόο 

Αο ππνζέζνπκε φηη ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη ππφ ηε κνξθή 

ελφο θιάζκαηνο, δειαδή ν ιφγνο ησλ δχν ζπλαξηήζεσλ, 

Μεγηζηνπνίεζε  ( )  
  ( )

  ( )
. 

Σέηνηα πξνβιήκαηα θιαζκαηηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ πξνθχπηνπλ, π.ρ., 

φηαλ θάπνηνο κεγηζηνπνηεί ηνλ ιφγν ηεο απφδνζεο πξνζψπσλ-σξψλ πνπ 

δαπαλήζεθαλ (παξαγσγηθφηεηα), θαη ηνπ θέξδνπο γηα ην θεθάιαην πνπ 

δαπαλήζεθε (πνζνζηφ απφδνζεο), ή ηελ αλακελφκελε ηηκή ζηελ ηππηθή 

απφθιηζε θάπνηνπ κέηξνπ ηεο απφδνζεο γηα έλα ραξηνθπιάθην 

επελδχζεσλ (επηζηξνθή/ξίζθν). Οξηζκέλεο εηδηθέο δηαδηθαζίεο ιχζεο 

έρνπλ αλαπηπρζεί γηα νξηζκέλεο κνξθέο f1(x) θαη f2(x).  

Όηαλ κπνξεί λα γίλεη, ε πην απιή πξνζέγγηζε γηα ηελ επίιπζε ελφο 

πξνβιήκαηνο θιαζκαηηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ είλαη λα κεηαηξαπεί ζε έλα 

ηζνδχλακν πξφβιεκα ηνπ βαζηθνχ ηχπνπ γηα ην νπνίν ππάξρνπλ  

απνηειεζκαηηθέο δηαδηθαζίεο ιχζεο. Γηα επεμήγεζε, αο ππνζέζνπκε φηη ε 

f(x) είλαη γξακκηθή κνξθή θιαζκαηηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ. 

 ( )  
     
     

 

φπνπ ηα c θαη d είλαη δηαλχζκαηα, ην x είλαη δηάλπζκα-ζηήιε θαη ηα c0 

θαη d0 είλαη βαζκσηά κεγέζε. Δπίζεο, ππνζέηνπκε φηη νη ζπλαξηήζεηο 

πεξηνξηζκψλ gi(x) είλαη γξακκηθέο, έηζη ψζηε νη πεξηνξηζκνί ζε κνξθή 

πίλαθα λα είλαη Ax ≤ b θαη x ≥ 0. 

Κάησ απφ ήπηεο πξφζζεηεο παξαδνρέο, κπνξνχκε λα 

κεηαηξέςνπκε ην πξφβιεκα ζε έλα ηζνδχλακν πξφβιεκα γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ, ζέηνληαο: 

  
 

     
 θαη   

 

     
, 

φπνπ x = y/t. Έηζη, έρνπκε σο απνηέιεζκα ην εμήο πξφβιεκα: 

 Μεγηζηνπνίεζε Z = cy + c0t, 

ππφ ηνπο πεξηνξηζκνχο: 

 Ay – bt ≤ 0, 
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 dy + d0t = 1, 

θαη 

 y ≥ 0, t ≥ 0, 

 ην νπνίν κπνξεί λα ιπζεί κε ηε κέζνδν Simplex. Γεληθφηεξα, ην ίδην 

είδνο κεηαζρεκαηηζκνχ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα κεηαηξέςεη έλα 

πξφβιεκα θιαζκαηηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ κε θνίιε f1(x), θπξηή f2(x), θαη 

θπξηέο gi(x) ζε έλα ηζνδχλακν πξφβιεκα θπξηνχ πξνγξακκαηηζκνχ. 

 

Σν Πξόβιεκα ΢πκπιεξσκαηηθόηεηαο 

Όηαλ ζα αζρνιεζνχκε κε πξνβιήκαηα ηεηξαγσληθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ ζηελ ελφηεηα 4.2, ζα δνχκε έλα παξάδεηγκα ηνπ πψο ε 

επίιπζε νξηζκέλσλ πξνβιεκάησλ κε γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ 

κπνξεί αλαρζεί ζηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο 

ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο. Με δεδνκέλεο ηηο κεηαβιεηέο w1, w2, . . . , wp θαη 

z1, z2, . . . , zp, ην πξόβιεκα ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο είλαη λα βξνχκε κηα 

εθηθηή ιχζε γηα ην ζχλνιν ησλ παξαθάησ πεξηνξηζκψλ: 

w = F(z), w ≥ 0, z ≥ 0 

ε νπνία ηθαλνπνηεί επίζεο ηνλ ζπκπιεξσκαηηθό πεξηνξηζκό: 

      . 

Δδψ, ηα w θαη z είλαη δηαλχζκαηα ζηήιεο, F είλαη κηα ζπγθεθξηκέλε 

δηαλπζκαηηθή ζπλάξηεζε, θαη ν εθζέηεο Τ ππνδειψλεη ηνλ αλάζηξνθν. 

Σν πξφβιεκα δελ έρεη θακία αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε, ηφζν ηερληθά δελ 

είλαη έλα πιήξεο κε γξακκηθφ πξφβιεκα πξνγξακκαηηζκνχ. Ολνκάδεηαη 

ην πξφβιεκα ηεο ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο, ιφγσ ησλ ζπκπιεξσκαηηθψλ 

ζρέζεσλ πνπ είηε: 

wi = 0, είηε zi = 0, γηα θάζε i = 1, 2, . . . , p. 

   Μηα ζεκαληηθή εηδηθή πεξίπησζε είλαη ην γξακκηθφ πξφβιεκα 

ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο, φπνπ F(z) = q + Μz,  

φπνπ ην q είλαη έλα δεδνκέλν δηάλπζκα ζηήιε θαη ην Μ είλαη έλαο 

δεδνκέλνο p x p πίλαθαο. Απνδνηηθνί αιγφξηζκνη έρνπλ αλαπηπρζεί γηα 
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ηελ επίιπζε απηνχ ηνπ πξνβιήκαηνο ππφ θαηάιιειεο ππνζέζεηο, ζρεηηθά 

κε ηηο ηδηφηεηεο ηνπ πίλαθα Μ. Έλαο ηχπνο πεξηιακβάλεη ηελ αλαδηάηαμε 

απφ κία βαζηθή εθηθηή ιχζε ζηελ επφκελε, πνιχ παξφκνηα κε ηε κέζνδν 

Simplex γηα ηνλ γξακκηθφ πξνγξακκαηηζκφ. 

Δθηφο απφ ηηο εθαξκνγέο ηνπο ζηνλ κε γξακκηθφ πξνγξακκαηηζκφ, 

ηα πξνβιήκαηα ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο έρνπλ εθαξκνγέο ζηελ ζεσξία 

παηγλίσλ, ηα πξνβιήκαηα νηθνλνκηθήο ηζνξξνπίαο, θαη ηα πξνβιήκαηα 

κεραληθήο ηζνξξνπίαο. 
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Κεφϊλαιο 3: Βελτιςτοπούηςη χωρύσ περιοριςμούσ 

  

3.1 Βελτιςτοπούηςη προβλημϊτων μιασ μεταβλητόσ, χωρύσ 

περιοριςμούσ 
 

 Αξρίδνπκε ζπδήηεζε γηα ην πψο ιχλνληαη κεξηθά απφ ηα είδε ησλ 

πξνβιεκάησλ πνπ πεξηγξάςακε ζην πξνεγνχκελν θεθάιαην, εμεηάδνληαο 

ηελ απινχζηεξε πεξίπησζε, βειηηζηνπνίεζε ρσξίο πεξηνξηζκνύο κε κία 

κφλν κεηαβιεηή x (n = 1), φπνπ ε δηαθνξίζηκε ζπλάξηεζε f(x) πξνο 

κεγηζηνπνίεζε είλαη θνίιε. Έηζη, ε αλαγθαία θαη ηθαλή ζπλζήθε γηα λα 

είλαη ε ιχζε x = x* βέιηηζηε (νιηθφ κέγηζην) είλαη: 

  

  
  , ζην x = x*, 

φπσο απεηθνλίδεηαη ζην ΢ρ.3.1.1. Δάλ απηή ε εμίζσζε κπνξεί λα ιπζεί 

άκεζα γηα x*, είζηε έηνηκνη. Χζηφζν, αλ ε f(x) δελ είλαη ηδηαίηεξα απιή 

ζπλάξηεζε, ψζηε ε παξάγσγνο λα είλαη γξακκηθή ή ηεηξαγσληθή 

ζπλάξηεζε, κπνξεί ε εμίζσζε λα κελ ιχλεηαη αλαιπηηθά. Αλ φρη, ε 

δηαδηθαζία αλαδήηεζεο ζε κία δηάζηαζε παξέρεη έλαλ απιφ ηξφπν 

αξηζκεηηθήο επίιπζεο ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 

Γηαδηθαζία αλαδήηεζεο ζε κία δηάζηαζε 

Όπσο θαη νη άιιεο δηαδηθαζίεο αλαδήηεζεο κε γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ, ε δηαδηθαζία αλαδήηεζεο ζε κία δηάζηαζε βξίζθεη κηα 

αθνινπζία ελδηάκεζσλ ιύζεσλ, πνπ νδεγεί ζε κία βέιηηζηε ιχζε. ΢ε 

θάζε επαλάιεςε, μεθηλψληαο απφ ηελ ηξέρνπζα ιχζε, κε ζπζηεκαηηθή 

έξεπλα θαηαιήγνπκε ζηνλ πξνζδηνξηζκφ κηαο λέαο βειηησκέλεο 

ελδηάκεζεο ιχζεο. 
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Η ηδέα πίζσ απφ ηε δηαδηθαζία αλαδήηεζεο ζε κία δηάζηαζε είλαη 

πνιχ δηαηζζεηηθή, δειαδή, αλ ε θιίζε (παξάγσγνο) είλαη ζεηηθή ή 

αξλεηηθή ζε κηα ελδηάκεζε ιχζε, ζίγνπξα δείρλεη αλ ε αχμεζε βξίζθεηαη  

πξνο ηα δεμηά ή πξνο ηα αξηζηεξά, αληίζηνηρα. Έηζη, αλ ε παξάγσγνο ζε 

έλα ζπγθεθξηκέλν x είλαη ζεηηθή, ηφηε ην x* πξέπεη λα είλαη κεγαιχηεξν 

απφ απηφ ην x (βιέπε ΢ρ.3.1.1), ψζηε απηφ ην x λα γίλεηαη θάησ θξάγκα 

γηα ηηο ελδηάκεζεο ιχζεηο, πνπ ζα ζεσξεζνχλ ζηε ζπλέρεηα. 

Αληηζηξφθσο, εάλ ε παξάγσγνο είλαη αξλεηηθή, ηφηε ην x* πξέπεη λα είλαη 

κηθξφηεξν απφ ην x, ψζηε ην x λα θαζίζηαηαη άλσ θξάγκα. Χο εθ ηνχηνπ, 

αθνχ ηα δχν είδε θξαγκάησλ έρνπλ εληνπηζηεί, θάζε λέα ελδηάκεζε 

ιχζε, πνπ επηιέγεηαη κεηαμχ ησλ ηξερφλησλ νξίσλ, παξέρεη έλα λέν 

απζηεξφηεξν θξάγκα ηνπ ελφο ηχπνπ, πεξηνξίδνληαο έηζη πεξαηηέξσ ηελ 

αλαδήηεζε. Δθ’ φζνλ ρξεζηκνπνηείηαη έλαο ινγηθφο θαλφλαο, γηα ηελ 

επηινγή θάζε ελδηάκεζεο ιχζεο, κε ηνλ ηξφπν απηφ, ε πξνθχπηνπζα 

αθνινπζία ησλ ελδηάκεζσλ ιχζεσλ πξέπεη λα ζπγθιίλεη ζην x*. ΢ηελ 

πξάμε, απηφ ζεκαίλεη φηη ζπλερίδνπκε ηελ αθνινπζία κέρξηο φηνπ ε 

απφζηαζε κεηαμχ ησλ νξίσλ είλαη επαξθψο κηθξή, ψζηε ε επφκελε 

ελδηάκεζε ιχζε λα είλαη κέζα ζε κηα πξνθαζνξηζκέλε αλνρή ζθάικαηνο 

ηνπ x*. 

Όιε απηή ε δηαδηθαζία ζπλνςίδεηαη ζηε ζπλέρεηα, δεδνκέλεο ηεο 

παξαθάησ ζεκεηνγξαθίαο: 
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  = ηξέρνπζα ελδηάκεζε ιχζε, 

  = ηξέρνλ θάησ θξάγκα ηνπ   , 

  = ηξέρνλ αλψηαην θξάγκα ηνπ   , 

є =  αλνρή ζθάικαηνο γηα ην   . 

Παξφιν πνπ ππάξρνπλ αξθεηνί ινγηθνί θαλφλεο γηα ηελ επηινγή 

θάζε λέαο ελδηάκεζεο ιχζεο, απηφο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηε δηαδηθαζία 

πνπ αθνινπζεί είλαη θαλόλαο ηνπ κέζνπ (παξαδνζηαθά νλνκάδεηαη 

κέζνδνο Bolzano), ε νπνία ιέεη απιψο φηη επηιέγνπκε ηνλ κέζν κεηαμχ 

ησλ δχν ηξερφλησλ θξαγκάησλ. 

 

Πεξίιεςε ηεο δηαδηθαζίαο αλαδήηεζεο ζε κία δηάζηαζε. 

Αξρηθνπνίεζε: Δπίιεμε έλα є. Βξεο έλα αξρηθφ x θαη  ̅, κε επηζεψξεζε (ή 

αληίζηνηρα βξίζθνληαο νπνηαδήπνηε ηηκή ηνπ  , ζηελ νπνία ε παξάγσγνο 

είλαη ζεηηθή θαη, ζηε ζπλέρεηα, αξλεηηθή). Δπίιεμε κηα αξρηθή ελδηάκεζε 

ιχζε 

    
   

 
. 

Επαλαιήςεηο: 

1. Αμηνιφγεζε ηελ 
  ( )

  
, ζην     . 

2. Αλ ε 
  ( )

  
  , ηφηε      . 

3. Αλ ε 
  ( )

  
  , ηφηε      . 

4. Δπίιεμε έλα λέν     
   

 
. 

Κξηηήξην ηεξκαηηζκνύ: Αλ ην       , ψζηε ην λέν    λα  είλαη 

κηθξφηεξν απφ ην є ηνπ   , ηφηε ζηακάηα. Αιιηψο, θάλε επφκελε 

επαλάιεςε. 

Θα παξνπζηάζνπκε ηψξα απηή ηε δηαδηθαζία κε ηελ εθαξκνγή ηεο ζην 

αθφινπζν παξάδεηγκα. 
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Παξάδεηγκα. Έζησ, φηη ε ζπλάξηεζε πνπ πξέπεη λα κεγηζηνπνηεζεί είλαη 

ε εμήο: 

  ( )             , 

φπσο έρεη ζρεδηαζηεί ζην ΢ρ. 3.1.2. Οη πξψηεο δχν παξάγσγνί ηεο είλαη: 

 
  ( )

  
   (       ), 

 
   ( )

   
    (       ). 
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Δπαλάιεςε 
  ( )

  
     Νέν    f(  ) 

0  0 2 1 7.0000 

1  -12 0 1 0.5 5.7812 

2 +10.12 0.5 1 0.75 7.6948 

3   +4.09 0.75 1 0.875 7.8439 

4    -2.19 0.75 0.875 0.8125 7.8672 

5   +1.31 0.8125 0.875 0.84375 7.8829 

6    -0.34 0.8125 0.84375 0.828125 7.8815 

7   +0.51 0.828125 0.84375 0.8359375 7.8839 

Stop      
Πίλαθαο 3.1.Η Δθαξκνγή ηεο δηαδηθαζίαο αλαδήηεζεο, ζε κία δηάζηαζε, ζην 

παξάδεηγκα. 

Δπεηδή, ε δεχηεξε παξάγσγνο δελ είλαη ζεηηθή παληνχ, ε f(x) είλαη θνίιε 

ζπλάξηεζε, ψζηε ε δηαδηθαζία αλαδήηεζεο ζε κία δηάζηαζε λα κπνξεί 

λα εθαξκνζηεί κε αζθάιεηα γηα λα βξεη ην νιηθφ κέγηζην (ππνζέηνληαο 

φηη ην νιηθφ κέγηζην ππάξρεη). 

Μηα γξήγνξε επηζεψξεζε απηήο ηεο ζπλάξηεζεο (ρσξίο θαλ ηελ 

θαηαζθεπή γξαθήκαηνο, φπσο θαίλεηαη ζην ΢ρ. 3.1.2) δείρλεη φηη ε f(x) 

είλαη ζεηηθή, γηα κηθξέο ζεηηθέο ηηκέο ηνπ x, αιιά είλαη αξλεηηθή γηα x < 0 

ή x > 2. ΢πλεπψο, ηα   0 θαη     κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ σο 

αξρηθά φξηα, κε ηνλ κέζν ηνπο, ην     , σο αξρηθή ελδηάκεζε ιχζε. 

Έζησ, є = 0,01 ε αλνρή ζθάικαηνο γηα ην x* ζην θξηηήξην ηεξκαηηζκνχ, 

ψζηε ηειηθά (   ) ≤ 0.02 κε ην ηειηθφ    ζηνλ κέζν. 

Δθαξκφδνληαο δηαδηθαζία αλαδήηεζεο ζε κία δηάζηαζε, 

νδεγνχκαζηε ζηελ αθνινπζία απνηειεζκάησλ πνπ παξνπζηάδνληαη ζηνλ 

Πίλαθα 3.1.Ι [Ο πίλαθαο απηφο πεξηιακβάλεη ηηο ηηκέο ηφζν ηεο 

ζπλάξηεζεο θαη ησλ παξαγψγσλ, φπνπ ε παξάγσγνο αμηνινγείηαη σο 

πξνο ηελ ελδηάκεζε ιχζε, πνπ παξάγεηαη θαηά ηελ ηειεπηαία επαλάιεςε. 

Χζηφζν, ζεκεηψλνπκε φηη ν αιγφξηζκνο ζηελ πξαγκαηηθφηεηα δελ 

ρξεηάδεηαη θαλ λα ππνινγίζεη ηελ f(  ) θαη φηη ππνινγίδεη ηελ παξάγσγν 

αξθεηά κεγάινπ βαζκνχ, γηα λα πξνζδηνξηζηεί ην πξφζεκφ ηεο.] 

Σν ζπκπέξαζκα είλαη φηη: 

            x* ≈ 0.836, 

0.828125 < x* < 0.84375. 
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3.2 Βελτιςτοπούηςη προβλημϊτων πολλών μεταβλητών, χωρύσ 

περιοριςμούσ  

 

Αο ζεσξήζνπκε ην πξφβιεκα κεγηζηνπνίεζεο κηαο θνίιεο 

ζπλάξηεζεο f(x), πνιιαπιψλ κεηαβιεηψλ x = (x1, x2,..., xn), φηαλ δελ 

ππάξρνπλ πεξηνξηζκνί ζηηο εθηθηέο ηηκέο. Αο ππνζέζνπκε, πάιη, φηη ε 

αλαγθαία θαη ηθαλή ζπλζήθε γηα ηελ βειηηζηφηεηα, πνπ δίλεηαη απφ ην 

ζχζηεκα ησλ εμηζψζεσλ πνπ ιακβάλεηαη κε ηελ επηβνιή νη αληίζηνηρεο 

κεξηθέο παξάγσγνη λα είλαη ίζεο κε κεδέλ (βιέπε Δλ.2.5), δελ κπνξεί λα 

επηιπζεί αλαιπηηθά, έηζη ψζηε λα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζεί κηα 

αξηζκεηηθή δηαδηθαζία αλαδήηεζεο. Πψο κπνξεί ε πξνεγνχκελε 

κνλνδηάζηαηε δηαδηθαζία αλαδήηεζεο λα επεθηαζεί θαη ζε απηφ ην 

πνιπδηάζηαην πξφβιεκα; 

΢ηελ Δλ.3.1, ε ηηκή ηεο ζπλήζνπο παξαγψγνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα 

λα επηιέμνπκε κία απφ ηηο δχν πηζαλέο θαηεπζχλζεηο (αχμεζε ή κείσζε 

ηνπ x), ζηελ νπνία λα κεηαθηλεζνχκε απφ ηελ ηξέρνπζα ελδηάκεζε ιχζε 

ζηελ επφκελε. Ο ζηφρνο ήηαλ λα θηάζνπκε ζε έλα ζεκείν φπνπ ηειηθά 

απηή ε παξάγσγνο είλαη (πξαθηηθά) 0. Σψξα, ππάξρνπλ ακέηξεηεο 

πηζαλέο θαηεπζχλζεηο ζηηο νπνίεο κπνξνχκε λα κεηαθηλεζνχκε. Απηέο 

αληηζηνηρνχλ ζηνπο πηζαλνχο αλαινγηθνύο ξπζκνύο, κε ηνπο νπνίνπο 

κπνξεί λα κεηαβάιινληαη νη αληίζηνηρεο κεηαβιεηέο. Ο ζηφρνο είλαη λα 

θηάζνπκε ζε έλα ζεκείν φπνπ ηειηθά φιεο νη κεξηθέο παξάγσγνη είλαη 

(πξαθηηθά) 0. Χο εθ ηνχηνπ, ε επέθηαζε ηεο κνλνδηάζηαηεο δηαδηθαζίαο 

αλαδήηεζεο απαηηεί λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο ηηκέο ησλ κεξηθψλ 

παξαγψγσλ, γηα λα επηιέμνπκε ηε ζπγθεθξηκέλε θαηεχζπλζε ζηελ νπνία 

ζα θηλεζνχκε. Απηή ε επηινγή πεξηιακβάλεη ηε ρξήζε ηεο θιίζεο ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο, φπσο πεξηγξάθεηαη ζηε ζπλέρεηα.  

Δπεηδή, ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε f(x) ππνηίζεηαη φηη είλαη 

δηαθνξίζηκε, έρεη θιίζε, πνπ ζπκβνιίδεηαη κε  f(x), ζε θάζε ζεκείν x. 

Πην ζπγθεθξηκέλα, ε θιίζε ζε έλα ζπγθεθξηκέλν ζεκείν      είλαη ην 

δηάλπζκα, ηνπ νπνίνπ ηα ζηνηρεία είλαη νη αληίζηνηρεο κεξηθέο παξάγσγνη, 

ππνινγηδφκελεο ζην     , έηζη ψζηε: 

   (  )  (
  

   
 
  

   
   

  

   
), ζην     . 
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Η ζεκαζία ηεο θιίζεο είλαη φηη ε (απεηξνειάρηζηε) κεηαβνιή ζην x, πνπ 

κεγηζηνπνηεί ην πνζνζηφ ζην νπνίν ε f(x) απμάλεη, είλαη ε αιιαγή πνπ 

είλαη αλάινγε κε ηελ  f(x). Γηα λα εθθξάζνπκε απηή ηελ ηδέα 

γεσκεηξηθά, ε «θαηεχζπλζε» ηεο θιίζεο  f(x΄) εξκελεχεηαη σο ε 

θαηεύζπλζε ηνπ πξνζαλαηνιηζκέλνπ επζχγξακκνπ ηκήκαηνο (βέινπο), 

απφ ηελ αξρή (0, 0, ..., 0) ζην ζεκείν ( f/ x1,  f/ x2, ...,  f/ xn), φπνπ ε 

 f/ xj εθηηκάηαη ζην xj = xj΄. Χο εθ ηνχηνπ, κπνξεί λα ιερζεί φηη ν ξπζκφο 

κε ηνλ νπνίν απμάλεηαη ε f(x) κεγηζηνπνηείηαη αλ νη (απεηξνειάρηζηεο) 

κεηαβνιέο ηνπ x είλαη ζηελ θαηεχζπλζε ηεο θιίζεο  f(x). Δπεηδή ν 

ζηφρνο είλαη λα βξεζεί ε εθηθηή ιχζε πνπ κεγηζηνπνηεί ηελ f(x), θαίλεηαη 

ζθφπηκν λα επηρεηξήζνπκε λα θηλεζνχκε πξνο ηελ θαηεχζπλζε ηεο 

θιίζεο φζν ην δπλαηφλ πεξηζζφηεξν. 

 

Ζ δηαδηθαζία αλαδήηεζεο κέζσ θιίζεο 

Δπεηδή, ην ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα δελ έρεη πεξηνξηζκνχο, ε 

εξκελεία ηεο θιίζεο ππνδειψλεη φηη κηα απνηειεζκαηηθή δηαδηθαζία 

αλαδήηεζεο ζα πξέπεη λα ζπλερίζεη λα θηλείηαη πξνο ηελ θαηεχζπλζε ηεο 

θιίζεο κέρξη λα θζάζεη ζε κία βέιηηζηε ιχζε x*, φπνπ  f(x*) = 0. 

Χζηφζν, δελ ζα ήηαλ πξαθηηθφ λα αιιάδνπκε ην x ζπλερώο ζηελ 

θαηεχζπλζε ηνπ  f(x), επεηδή απηή ε ζεηξά αιιαγψλ ζα απαηηνχζε 

ζπλερή επαλεθηίκεζε ηεο        θαη αιιαγή ζηελ θαηεχζπλζε ηεο 

δηαδξνκήο. Χο εθ ηνχηνπ, κηα θαιχηεξε πξνζέγγηζε είλαη λα 

ζπλερίζνπκε λα θηλνχκαζηε ζε κία θαζνξηζκέλε θαηεχζπλζε απφ ηελ 

ηξέρνπζα ελδηάκεζε ιχζε, ζηακαηψληαο κφλν φηαλ ε f(x) ζηακαηήζεη λα 

απμάλεηαη. Απηφ ην ζεκείν αθηλεηνπνίεζεο ζα είλαη ε επφκελε 

ελδηάκεζε ιχζε, έηζη ψζηε ε θιίζε, ζηε ζπλέρεηα, ζα πξέπεη λα 

ππνινγηζηεί εθ λένπ γηα λα θαζνξίζεη ηελ λέα θαηεχζπλζε ζηελ νπνία ζα 

θηλεζνχκε. Με ηελ πξνζέγγηζε απηή, θάζε επαλάιεςε πεξηιακβάλεη ηελ 

αιιαγή ηεο ηξέρνπζαο ελδηάκεζεο ιχζεο x΄ σο εμήο: 

Δπαλάθεξε:            (  ), 

φπνπ ην    είλαη ε ζεηηθή ηηκή ηνπ t, πνπ κεγηζηνπνηεί ηελ πνζφηεηα 

 (       (  )), δειαδή 

 (        (  ))          (       (  )), 



50 
 

[Να ζεκεηψζνπκε φηη ε πνζφηεηα  (       (  )) είλαη απιά ε f(x), 

φπνπ 

      
   (

  

   
)    , γηα j = 1, 2, …, n, 

θαη φηη απηέο νη εθθξάζεηο γηα ην xj πεξηιακβάλνπλ κφλν ζηαζεξέο θαη ην 

t, έηζη ψζηε ε f(x) λα είλαη ζπλάξηεζε κφλν ηεο κεηαβιεηήο t.] Οη 

επαλαιήςεηο απηήο ηεο δηαδηθαζίαο αλαδήηεζεο κέζσ θιίζεο 

ζπλερίδνληαη κέρξη λα είλαη  f (x) = 0, ζηα φξηα κηαο κηθξήο αλνρήο є. 

Γειαδή, κέρξη: 

 |
  

   
|   , γηα j = 1, 2, …, n. 

Μηα αλαινγία κπνξεί λα βνεζήζεη, ψζηε λα απνζαθεληζηεί απηή ε 

δηαδηθαζία. Αο ππνζέζνπκε φηη ζα ρξεηαζηεί λα αλεβνχκε ζηελ θνξπθή 

ελφο ιφθνπ. Έρνπκε κπσπία, έηζη δελ κπνξνχκε λα δνχκε ηελ θνξπθή 

ηνπ ιφθνπ γηα λα πεξπαηήζνπκε άκεζα πξνο απηήλ ηελ θαηεχζπλζε. 

Χζηφζν, φηαλ ζηεθφκαζηε, κπνξνχκε λα δνχκε ην έδαθνο γχξσ απφ ηα 

πφδηα καο αξθεηά θαιά, γηα λα θαζνξίζνπκε ηελ θαηεχζπλζε πξνο ηελ 

νπνία ν ιφθνο έρεη θιίζε πξνο ηα πάλσ πην απφηνκα. Δίκαζηε ζε ζέζε λα 

πεξπαηήζνπκε ζε κηα επζεία γξακκή. Δλψ πεξπαηάκε, είκαζηε, επίζεο, 

ζε ζέζε λα πνχκε πφηε ζα ζηακαηήζνπκε ηελ αλαξξίρεζε (κεδεληθή 

θιίζε πξνο ηελ θαηεχζπλζε καο). Τπνζέηνληαο φηη ν ιφθνο είλαη θνίινο, 

κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ δηαδηθαζία αλαδήηεζεο, κέζσ 

θιίζεο, γηα λα αλαξξηρεζνχκε ζηελ θνξπθή απνηειεζκαηηθά. Απηφ ην 

πξφβιεκα είλαη έλα πξφβιεκα δχν κεηαβιεηψλ, φπνπ (x1,x2) 

αληηπξνζσπεχνπλ ηηο ζπληεηαγκέλεο (αγλνψληαο ην χςνο) ηεο ηξέρνπζαο 

ηνπνζεζίαο καο. Η ζπλάξηεζε f(x1,x2) δίλεη ην χςνο ηνπ ιφθνπ ζην 

ζεκείν (x1,x2). Μπνξνχκε λα μεθηλήζνπκε θάζε επαλάιεςε ζηελ 

ηξέρνπζα ηνπνζεζία καο (ηξέρνπζα ελδηάκεζε ιχζε), κε ηνλ θαζνξηζκφ 

ηεο θαηεχζπλζεο [ζην ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ (x1, x2)], ζηελ νπνία ν 

ιφθνο είλαη επηθιηλήο πξνο ηα πάλσ πην έληνλα (ε θαηεχζπλζε ηεο 

θιίζεο) ζε απηφ ην ζεκείν. Μπνξνχκε, ζηε ζπλέρεηα, λα αξρίζνπκε ην 

πεξπάηεκα ζε απηή ηελ θαζνξηζκέλε θαηεχζπλζε θαη λα ζπλερίζνπκε γηα 

φζν δηάζηεκα εμαθνινπζνχκε λα αλαξξηρφκαζηε. Μπνξεί, ηειηθά, λα 

ζηακαηήζνπκε ζε κηα λέα ελδηάκεζε ζέζε (ιχζε), φηαλ ν ιφθνο γίλεηαη 

επίπεδνο ζηελ θαηεχζπλζή καο, ζε φπνην ζεκείν κπνξνχκε λα 

πξνεηνηκαζηνχκε, γηα λα θάλνπκε κηα άιιε επαλάιεςε ζε κηα άιιε 



51 
 

θαηεχζπλζε. Θα ζπλερίζνπκε απηέο ηηο επαλαιήςεηο, αθνινπζψληαο κηα 

ηεζιαζκέλε δηαδξνκή κέρξη ην ιφθν, κέρξη λα θηάζνπκε ζε κία 

ελδηάκεζε ζέζε, φπνπ ε θιίζε ζα είλαη νπζηαζηηθά κεδέλ, ζε φιεο ηηο 

θαηεπζχλζεηο. Με βάζε ηελ παξαδνρή φηη ν ιφθνο [f(x1, x2)] είλαη θνίινο, 

ε ζέζε απηή ζα πξέπεη λα είλαη νπζηαζηηθά ζηελ θνξπθή ηνπ ιφθνπ.  

Σν πην δχζθνιν κέξνο ηεο δηαδηθαζίαο αλαδήηεζεο κέζσ θιίζεο, 

ζπλήζσο, είλαη λα βξνχκε ην t*, ηελ ηηκή ηνπ t πνπ κεγηζηνπνηεί ηελ f, 

ζηελ θαηεχζπλζε ηεο θιίζεο, ζε θάζε επαλάιεςε. Δπεηδή, νη x θαη  f(x) 

έρνπλ ζηαζεξέο ηηκέο γηα ηε κεγηζηνπνίεζε θαη επεηδή ε f(x) είλαη θνίιε, 

ην πξφβιεκα απηφ ζα πξέπεη λα ζεσξεζεί σο έλα πξφβιεκα 

κεγηζηνπνίεζεο κηαο θνίιεο ζπλάξηεζεο κηαο κεηαβιεηήο t. Χο εθ ηνχηνπ, 

κπνξεί λα ιπζεί κε ηε δηαδηθαζία αλαδήηεζεο ζε κία δηάζηαζε, ηεο Δλ. 

3.1 (φπνπ ην αξρηθφ θάησ θξάγκα γηα ην t πξέπεη λα είλαη κε αξλεηηθφ, 

ιφγσ ηνπ πεξηνξηζκνχ t ≥ 0). Δλαιιαθηηθά, εάλ ε f είλαη απιή 

ζπλάξηεζε, κπνξεί λα είλαη δπλαηφ λα ιεθζεί κία αλαιπηηθή ιχζε 

ζέηνληαο ηελ παξάγσγν, σο πξνο ην t, ίζε κε κεδέλ θαη επηιχνληαο. 

 

Πεξίιεςε ηεο δηαδηθαζίαο αλαδήηεζεο κέζσ θιίζεο. 

Αξρηθνπνίεζε: Δπίιεμε ην   θαη θάζε αξρηθή ελδηάκεζε ιχζε   . Πήγαηλε 

πξψηα ζην θξηηήξην ηεξκαηηζκνχ.  

Επαλαιήςεηο: 

1. Έθθξαζε ηελ  (       (  )) σο ζπλάξηεζε ηνπ  , ζέηνληαο: 

     
   (

  

   
)    , γηα             

θαη ζηε ζπλέρεηα αληηθαζηζηψληαο απηέο ηηο εθθξάζεηο ζηελ  ( ). 

2. Υξεζηκνπνίεζε ηε κνλνδηάζηαηε δηαδηθαζία αλαδήηεζεο  

(ή ινγηζκφ), γηα λα βξεηο έλα     , πνπ λα κεγηζηνπνηεί ηελ  

 (       (  )), φηαλ    . 

3. Δπαλάθεξε            (  ). Μεηά, πήγαηλε ζην θξηηήξην 

ηεξκαηηζκνχ. 
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Κξηηήξην ηεξκαηηζκνύ: Δθηίκεζε ηελ   (  ) ζην     . Έιεγμε αλ: 

|
  

   
|   , γηα φια ηα            . 

Αλ λαη, ζηακάηα, κε ην ηξέρνλ    λα είλαη ε επηζπκεηή πξνζέγγηζε ηεο 

βέιηηζηεο ιχζεο   . Αιιηψο, θάλε επφκελε επαλάιεςε. 

Σψξα, αο παξνπζηάζνπκε απηήλ ηελ δηαδηθαζία. 

 

Παξάδεηγκα. Θεσξνχκε ην αθφινπζν πξφβιεκα δχν κεηαβιεηψλ: 

 Μεγηζηνπνίεζε:  ( )              
     

 , 

Έηζη,  

 
  

   
        , 

 
  

  
          . 

Μπνξνχκε, επίζεο, λα ειέγμνπκε αλ ε f(x) είλαη θνίιε. Γηα λα μεθηλήζεη 

ε δηαδηθαζία αλαδήηεζεο κέζσ θιίζεο, αο ππνζέζνπκε φηη ην   (   ) 

επηιέγεηαη σο αξρηθή ελδηάκεζε ιχζε. Δπεηδή, νη αληίζηνηρεο κεξηθέο 

παξάγσγνη είλαη 0 θαη 2 ζε απηφ ην ζεκείν, ε θιίζε είλαη:  

  (   )  (   ). 

Χο εθ ηνχηνπ, γηα λα μεθηλήζνπκε ηελ πξψηε επαλάιεςε, ζέηνπκε: 

       ( )   , 

       ( )    , 

θαη ζηε ζπλέρεηα, αληηθαζηζηνχκε ζηελ f(x), γηα λα πάξνπκε: 

  (       (  ))   (    ) 

                                          ( )(  )   (  )      (  )  

                                               . 

Δπεηδή, 
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  (     )         (    )        *      + 

θαη 

 
 

  
(      )         , 

πξνθχπηεη φηη: 

    
 

 
, 

νπφηε: 

 Δπαλάθεξε:    (   )  
 

 
(   )  (  

 

 
). 

 Γηα απηήλ ηελ ελδηάκεζε ιχζε, ε θιίζε είλαη: 

  .  
 

 
/  (   ). 

Έηζη, ζηε δεχηεξε επαλάιεςε, ζέηνπκε: 

 

   .  
 

 
/   (   )  (  

 

 
), 

νπφηε: 

  (       (  ))   .    
 

 
   /   .  

 

 
/ 

                               (  ) .
 

 
/   .

 

 
/      (

 

 
)  

                                             
 

 
. 

Δπεηδή, 

  .   
 

 
/         (  

 

 
)        *     

 

 
+ 

θαη 

 
 

  
.     

 

 
/        , 

έπεηαη φηη: 
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, 

νπφηε: 

 Δπαλάθεξε:    .  
 

 
/  

 

 
(   )  (

 

 
 
 

 
). 

Έλαο θαιφο ηξφπνο γηα ηελ νξγάλσζε απηνχ ηνπ έξγνπ είλαη λα 

θηηάμνπκε έλαλ πίλαθα, φπσο ν Πίλαθαο 3.2.Ι, πνπ ζπλνςίδεη ηηο δχν 

παξαπάλσ επαλαιήςεηο. ΢ε θάζε επαλάιεςε, ε δεχηεξε ζηήιε δείρλεη 

ηελ ηξέρνπζα ελδηάκεζε ιχζε θαη ε δεμηά ζηήιε δείρλεη ηελ ελδερφκελε 

λέα ελδηάκεζε ιχζε, ε νπνία ζηε ζπλέρεηα κεηαθέξεηαη θάησ ζηελ 

δεχηεξε ζηήιε, γηα ηελ επφκελε επαλάιεςε. Η ηέηαξηε ζηήιε δίλεη ηηο 

εθθξάζεηο γηα ην xj ζαλ ζπλάξηεζε ηνπ t, πνπ πξέπεη λα αληηθαζίζηαηαη 

ζηελ f(x), γηα λα δψζεη ηελ πέκπηε ζηήιε.  

΢πλερίδνληαο κε απηφ ηνλ ηξφπν, νη επφκελεο ελδηάκεζεο ιχζεηο ζα 

είλαη .
 

 
 
 

 
/  .

 

 
 
 

 
/  .

 

 
 
 

 
/  .

 

 
 
 

 
/        φπσο θαίλεηαη ζην ΢ρ. 3.2.1. 

Δπεηδή, ηα ζεκεία απηά ζπγθιίλνπλ ζην    (   ), απηή ε ιχζε είλαη ε 

βέιηηζηε ιχζε, φπσο επαιεζεχεηαη απφ ην γεγνλφο φηη: 

  (   )  (   ).      

 

Δπαλ/ 

Λεςε 
x΄   (  ) 

    

    (  ) 
 (       (  ))    

    

     (  ) 

1 (   ) (   ) (    )        
 

 
 (  

 

 
) 

2 (  
 

 
) (   ) (  

 

 
)      

 

 
 

 

 
 (

 

 
 
 

 
) 

Πίλαθαο 3.2.Η Δθαξκνγή ηεο δηαδηθαζίαο αλαδήηεζεο κέζσ θιίζεο ζην παξάδεηγκα. 

Χζηφζν, επεηδή απηή ε ζπγθιίλνπζα αθνινπζία ελδηάκεζσλ ιχζεσλ δελ 

θζάλεη πνηέ ην φξηφ ηεο, ε δηαδηθαζία ζηελ πξαγκαηηθφηεηα ζα 

ζηακαηήζεη θάπνπ (αλάινγα ην  ) ειαθξψο θάησ απφ ην ζεκείν (   ), 

σο ε ηειηθή πξνζέγγηζε ηνπ   . 

Όπσο πξνηείλεη ην ΢ρ.3.2.1, ε δηαδηθαζία αλαδήηεζεο κέζσ θιίζεο 

θηλείηαη «δηγθ-δαγθ» πξνο ηε βέιηηζηε ιχζε θαη φρη ζε κηα επζεία 

γξακκή. Έρνπλ αλαπηπρζεί νξηζκέλεο ηξνπνπνηήζεηο ηεο δηαδηθαζίαο, 
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πνπ επηηαρύλνπλ ηελ θίλεζε πξνο ηε βέιηηζηε ιχζε, ιακβάλνληαο ππφςε 

απηήλ ηελ «δηγθ-δαγθ» ζπκπεξηθνξά. 

Αλ ε f(x) δελ ήηαλ θνίιε ζπλάξηεζε, ε δηαδηθαζία αλαδήηεζεο 

κέζσ θιίζεο ζα ζπλέθιηλε θαη πάιη ζε έλα ηνπηθό κέγηζην. Η κφλε 

αιιαγή ζηελ πεξηγξαθή ηεο δηαδηθαζίαο γηα ηελ πεξίπησζε απηή είλαη 

φηη ην t* ηψξα ζα αληηζηνηρνχζε ζην πξώην ηνπηθό κέγηζην ηεο  

 (       (  )), θαζψο ην t απμάλεη απφ ην κεδέλ. 

Αλ, αληηζέησο, ν ζηφρνο ήηαλ λα ειαρηζηνπνηεζεί ε f(x), κία 

αιιαγή ζηε δηαδηθαζία ζα ήηαλ λα θηλεζνχκε πξνο ηελ αληίζεηε 

θαηεχζπλζε ηεο θιίζεο ζε θάζε επαλάιεςε. Με άιια ιφγηα, ν θαλφλαο 

γηα λα πάξνπκε ην επφκελν ζεκείν ζα ήηαλ: 

Δπαλάθεξε            (  ). 

Η κφλε δηαθνξά είλαη φηη ην    ηψξα ζα ήηαλ ε κε αξλεηηθή ηηκή ηνπ t, 

πνπ ειαρηζηνπνηεί ηελ πνζφηεηα  (        (  )), δειαδή: 

 (        (  ))          (       (  )). 
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Κεφϊλαιο 4: Βελτιςτοπούηςη με περιοριςμούσ 

 

4.1 Οι ςυνθόκεσ Karush-Kuhn-Tucker (KKT), για 

βελτιςτοπούηςη με περιοριςμούσ 
 

Μπνξνχκε ηψξα λα επηθεληξσζνχκε ζην δήηεκα ηνπ πψο λα 

αλαγλσξίδνπκε κηα βέιηηζηε ιύζε, γηα έλα πξφβιεκα κε γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ (κε δηαθνξίζηκεο ζπλαξηήζεηο). Πνηεο είλαη νη 

απαξαίηεηεο θαη (ίζσο) επαξθείο πξνυπνζέζεηο, ηηο νπνίεο κηα ηέηνηα 

ιχζε πξέπεη λα ηθαλνπνηεί; 

΢ηα πξνεγνχκελα θεθάιαηα έρνπκε ήδε επηζεκάλεη ηηο ζπλζήθεο 

γηα ηελ βειηηζηνπνίεζε ρσξίο πεξηνξηζκνύο, φπσο ζπλνςίδεηαη ζηηο δχν 

πξψηεο ζεηξέο ηνπ Πίλαθα 4.1.Ι. Νσξίηεξα, ζηελ Δλ. 2.5, δψζακε επίζεο 

απηέο ηηο πξνυπνζέζεηο γηα ηελ κηθξή επέθηαζε ηεο βειηηζηνπνίεζεο 

ρσξίο πεξηνξηζκνχο, φπνπ έρνπκε κόλν πεξηνξηζκνχο κε αξλεηηθφηεηαο. 

Οη φξνη απηνί θαίλνληαη ζηελ ηξίηε ζεηξά ηνπ Πίλαθα 4.1.Ι. Όπσο 

θαίλεηαη ζηελ ηειεπηαία ζεηξά ηνπ πίλαθα, νη ζπλζήθεο γηα ηε γεληθή 

πεξίπησζε νλνκάδνληαη ζπλζήθεο Karush-Kuhn-Tucker (ή ζπλζήθεο 

KKT), επεηδή πξνέθπςαλ αλεμάξηεηα απφ ηνλ Karush, ηνλ Kuhn θαη ηνλ 

Tucker. Σν βαζηθφ απνηέιεζκά ηνπο είλαη ελζσκαησκέλν ζην αθφινπζν 

ζεψξεκα: 

Θεώξεκα: Αο ππνζέζνπκε φηη νη  ( )   ( )   ( )       ( ) είλαη 

δηαθνξίζηκεο ζπλαξηήζεηο, νη νπνίεο πιεξνχλ νξηζκέλεο ζπλζήθεο 

θαλνληθφηεηαο. Σφηε, ε: 

    (  
    

        
 ) 

κπνξεί λα είλαη ε βέιηηζηε ιύζε γηα ην πξφβιεκα κε γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ, κφλν εθφζνλ ππάξρνπλ   ηνλ αξηζκφ             , 

ψζηε λα πιεξνχληαη φιεο νη αθφινπζεο πξνυπνζέζεηο KKT: 
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1. 
  

   
 ∑   

   

   

 
                     

2.   
 (

  

   
 ∑   

   

   

 
   )         ζην     , γηα            . 

3.   ( 
 )                 

4.   ,  ( 
 )    -       γηα            . 

5.   
   ,                         γηα            . 

6.     ,                         γηα            . 

 

Πξόβιεκα Αλαγθαίεο ζπλζήθεο Ηθαλέο ζπλζήθεο 

Μηαο κεηαβιεηήο, 

ρσξίο πεξηνξηζκνχο 

  

  
   f(x) θνίιε 

Πνιιψλ κεηαβιεηψλ, 

ρσξίο πεξηνξηζκνχο 

  

   
   

(           ) 

f(x) θνίιε 

Με πεξηνξηζκνχο κε 

αξλεηηθφηεηαο κφλν 

  

   
   

(           ) 
(ή ≤ 0, αλ     ) 

f(x) θνίιε 

Γεληθά πεξηνξηζκέλν 

πξφβιεκα 

΢πλζήθεο 

Karush-Kuhn-Tucker 

f(x) θνίιε θαη gi(x) 

θπξηή (i = 1, 2,…, m) 
Πίλαθαο 4.1.Η Ιθαλέο θαη αλαγθαίεο ζπλζήθεο βειηηζηφηεηαο. 

 

Να ζεκεηψζνπκε φηη νη ζπλζήθεο 2 θαη 4 πξνυπνζέηνπλ φηη ην 

γηλφκελν ησλ δχν πνζνηήησλ είλαη κεδέλ. Χο εθ ηνχηνπ, απηέο νη 

ζπλζήθεο ζεκαίλνπλ φηη ηνπιάρηζηνλ κία απφ ηηο δχν πνζφηεηεο πξέπεη 

λα είλαη κεδέλ. Καηά ζπλέπεηα, ε ζπλζήθε 4 κπνξεί λα ζπλδπαζηεί κε ηε 

ζπλζήθε 3 θαη ε ηζνδχλακε έθθξαζή ηνπο λα πάξεη ηελ εμήο κνξθή: 

 (3,4)   ( 
 )        

                                     (ή ≤ 0 αλ     ), γηα i = 1, 2, . . . , m. 

Όκνηα, νη ζπλζήθεο 2 θαη 1 κπνξνχλ λα ζπλδπαζηνχλ, δίλνληαο: 
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 (1,2) 
  

   
 ∑   

   

   

 
      

                                             (ή ≤ 0 αλ   
   ), γηα j = 1, 2, . . . , n. 

Όηαλ ην m = 0 (ρσξίο ζπλαξηήζεηο πεξηνξηζκψλ), απηή ε άζξνηζε πέθηεη 

έμσ θαη ε ζπλδπαζηηθή ζπλζήθε (1,2) ζπκππθλψλεηαη ζηε ζπλζήθε, πνπ 

δίλεηαη ζηελ ηξίηε ζεηξά ηνπ Πίλαθα 4.1.Ι. Έηζη, γηα m > 0, θάζε φξνο 

ζην άζξνηζκα ηξνπνπνηεί ηελ ζπλζήθε γηα m = 0, ψζηε λα ελζσκαηψζεη 

ηελ επίδξαζε ηεο αληίζηνηρεο ζπλάξηεζεο πεξηνξηζκνχ. 

΢ηηο ζπλζήθεο 1, 2, 4 θαη 6, ηα ui αληηζηνηρνχλ ζηηο δηπιέο 

κεηαβιεηέο ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ θαη έρνπλ ζπγθξίζηκε 

νηθνλνκηθή εξκελεία. Χζηφζν, ηα ui ζηελ πξαγκαηηθφηεηα πξνέθπςαλ, 

θαηά ηε καζεκαηηθή επεμεξγαζία σο πνιιαπιαζηαζηέο Lagrange. Οη 

ζπλζήθεο 3 θαη 5 δελ θάλνπλ ηίπνηα πεξηζζφηεξν απφ ην λα 

εμαζθαιίδνπλ ην λα είλαη εθηθηή ε ιχζε. Οη ππφινηπεο ζπλζήθεο 

εμαιείθνπλ ηηο πεξηζζφηεξεο απφ ηηο εθηθηέο ιχζεηο, σο πηζαλέο 

ππνςήθηεο, βέιηηζηεο ιχζεηο. 

 

Χζηφζν, ζεκεηψλνπκε φηη ην γεγνλφο ηθαλνπνηνχληαη νη ζπλζήθεο 

δελ εγγπάηαη φηη ε ιχζε είλαη ε βέιηηζηε. Όπσο ζπλνςίδεηαη ζηε δεμηά 

ζηήιε ηνπ Πίλαθα 4.1.Ι, απαηηνχληαη νξηζκέλεο επηπιένλ ππνζέζεηο 

θπξηόηεηαο, γηα ηελ απφθηεζε απηήο ηεο εγγχεζεο. Απηέο νη ππνζέζεηο 

δηαηππψλνληαη ζηελ αθφινπζε επέθηαζε ηνπ ζεσξήκαηνο. 

Πόξηζκα. Αο ππνζέζνπκε φηη ε f(x) είλαη θνίιε ζπλάξηεζε θαη νη g1(x), 

g2(x), . . . , gm(x) είλαη θπξηέο ζπλαξηήζεηο (δειαδή, απηφ ην πξφβιεκα 

είλαη έλα πξφβιεκα θπξηνχ πξνγξακκαηηζκνχ), φπνπ φιεο νη 

ζπλαξηήζεηο λα πιεξνχλ ηηο ζπλζήθεο θαλνληθφηεηαο. Σφηε ε x* = 

(  
    

        
 ) απνηειεί ηε βέιηηζηε ιύζε, αλ θαη κφλν αλ πιεξνχληαη 

φιεο νη πξνυπνζέζεηο ηνπ ζεσξήκαηνο. 

 

Παξάδεηγκα. Γηα λα δείμνπκε ηε δηακφξθσζε θαη ηελ εθαξκνγή ησλ 

ζπλζεθψλ KKT, ζεσξνχκε ην αθφινπζν πξφβιεκα κε γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ, κε δχν κεηαβιεηέο: 

 Μεγηζηνπνίεζε:  ( )    (    )    , 
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ππφ ηνπο πεξηνξηζκνχο:          

θαη  

    ,     , 

φπνπ ην    ζπκβνιίδεη ην θπζηθφ ινγάξηζκν.  Έηζη,     (κία 

ζπλάξηεζε πεξηνξηζκνχ) θαη   ( )        , νπφηε ε   ( ) είλαη 

θπξηή. Δπηπιένλ, κπνξεί εχθνια λα επαιεζεπηεί φηη ε  ( ) είλαη θνίιε. 

Χο εθ ηνχηνπ, ην Πφξηζκα εθαξκφδεηαη, έηζη ψζηε νπνηαδήπνηε ιχζε, 

πνπ πιεξνί ηηο πξνυπνζέζεηο KKT, ζίγνπξα λα είλαη κηα βέιηηζηε ιχζε. 

Δθαξκφδνληαο ηνπο ηχπνπο, πνπ δίλνληαη ζην ζεψξεκα, πξνθχπηνπλ νη 

αθφινπζεο πξνυπνζέζεηο KKT γηα απηφ ην παξάδεηγκα: 

1(j = 1). 
 

    
      . 

2(j = 1).   .
 

    
    /   . 

1(j = 2).       .  

2(j = 2).   (    )   . 

3.                     . 

4.             (        )   . 

5.               ,     . 

6.               . 

 

Σα βήκαηα επίιπζεο ησλ ζπλζεθψλ KTT, γηα ην ζπγθεθξηκέλν 

πξφβιεκα, πεξηγξάθνληαη παξαθάησ: 

1.     , απφ ηε ζπλζήθε 1(j = 2) 

        , απφ ηε ζπλζήθε 5. 

2. Χο εθ ηνχηνπ, 
 

    
      .  

3. Χο εθ ηνχηνπ,     , απφ ηε ζπλζήθε 2(j = 1). 

4.      ζπλεπάγεηαη φηη           , απφ ηε ζπλζήθε 4. 
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5. Σα βήκαηα 3 θαη 4 ζπλεπάγνληαη φηη     . 

6.      ζπλεπάγεηαη φηη     , απφ ηε ζπλζήθε 2 (j = 2). 

7. Γελ παξαβηάδνληαη νη ζπλζήθεο, φηαλ     ,     ,     . 

 

Χο εθ ηνχηνπ, ππάξρεη έλαο αξηζκφο     , έηζη ψζηε     ,      

θαη ε      πιεξνί φιεο ηηο πξνυπνζέζεηο. Καηά ζπλέπεηα, ε    (   ) 

απνηειεί ηε βέιηηζηε ιχζε, γηα απηφ ην πξφβιεκα. 

Η ζπγθεθξηκέλε εμέιημε ησλ βεκάησλ, πνπ απαηηνχληαη γηα ηελ 

επίιπζε ησλ ζπλζεθψλ KKT, ζα δηαθέξεη απφ ην έλα πξφβιεκα ζην 

επφκελν. Όηαλ δελ είλαη εκθαλήο ε ινγηθή πνπ αθνινπζείηαη, κεξηθέο 

θνξέο είλαη ρξήζηκν λα εμεηαζηνχλ ρσξηζηά νη δηάθνξεο πεξηπηψζεηο, 

φπνπ θάζε xj θαη ui ηίζεηαη λα είλαη είηε ίζν ή κεγαιχηεξν απφ 0 θαη ζηε 

ζπλέρεηα, δνθηκάδνληαο θάζε πεξίπησζε κέρξη θάπνηα λα νδεγήζεη ζε 

ιχζε. ΢ην παξάδεηγκα, ππάξρνπλ νθηψ ηέηνηεο πεξηπηψζεηο, πνπ 

αληηζηνηρνχλ ζηνπο νθηψ ζπλδπαζκνχο x1 = 0 ζε ζρέζε κε x1 > 0, x2 = 0 

έλαληη x2 > 0 θαη u1 = 0 ζε ζρέζε κε u1 > 0. Κάζε πεξίπησζε νδεγεί ζε 

κία απινχζηεξε θαηάζηαζε θαη αλάιπζε ησλ ζπλζεθψλ. Παξνπζηάδνπκε 

παξαθάησ ηελ πεξίπησζε, φπνπ x1 = 0, x2 = 0, u1 = 0. 

Σπλζήθεο KTT, γηα ηελ πεξίπησζε x1 = 0, x2 = 0, u1 = 0 

1(j = 1).     
 

   
  . Άηνπν. 

1(j = 2).      . Άηνπν. 

3.                . 

(Όιεο νη άιιεο ζπλζήθεο είλαη πεξηηηέο.) 

 Όπσο αλαθέξεηαη παξαθάησ, νη άιιεο ηξεηο πεξηπηψζεηο, φπνπ u1 

= 0 δίλνπλ επίζεο άκεζα άηνπν, κε παξφκνην ηξφπν, νπφηε δελ ππάξρεη 

δηαζέζηκε ιχζε. 

Γηα x1 = 0, x2 > 0, u1 = 0 έρνπκε άηνπν ζηηο ζπλζήθεο: 

1(j = 1), 1(j = 2) θαη 2(j = 2). 

Γηα x1 > 0, x2 = 0, u1 = 0 έρνπκε άηνπν ζηηο ζπλζήθεο: 



61 
 

1(j = 1), 2(j = 1) θαη 1(j = 2). 

Γηα x1 > 0, x2 > 0, u1 = 0 έρνπκε άηνπν ζηηο ζπλζήθεο: 

1(j = 1), 2(j = 1), 1(j = 2) θαη 2(j = 2). 

Η πεξίπησζε x1 > 0, x2 > 0, u1 > 0 επηηξέπεη ηε δηαγξαθή ησλ κε 

κεδεληθψλ πνιιαπιαζηαζηψλ απφ ηηο ζπλζήθεο 2(j = 1), 2(j = 2), θαη 4, ε 

νπνία ζηε ζπλέρεηα επηηξέπεη ηε δηαγξαθή ησλ ζπλζεθψλ 1(j = 1), 1(j = 

2), θαη 3, επεηδή πεξηηηεχεη, φπσο ζπλνςίδεηαη ζηε ζπλέρεηα. 

Σπλζήθεο KTT, γηα ηελ πεξίπησζε x1 > 0, x2 > 0, u1 > 0 

1(j = 1). 
 

    
      . 

2(j = 2).       . 

4.                     . 

(Οη ππφινηπεο ζπλζήθεο είλαη πεξηηηέο.) 

Χο εθ ηνχηνπ,     , νπφηε     
 

 
, ην νπνίν είλαη άηνπν, αθνχ 

    . 

Αο ζεσξήζνπκε, ηψξα, ηελ πεξίπησζε x1 = 0, x2 > 0, u1 > 0. 

Σπλζήθεο KTT, γηα ηελ πεξίπησζε x1 = 0, x2 > 0, u1 > 0 

1(j = 1). 
 

   
      . 

2(j = 2).       . 

4.                   . 

(Οη ππφινηπεο ζπλζήθεο είλαη πεξηηηέο.) 

Άξα,     ,     ,     . Δθφζνλ, έρνπκε βξεη κία ιχζε, 

γλσξίδνπκε φηη δελ ρξεηάδεηαη λα εμεηάζνπκε άιιεο πεξηπηψζεηο.  

Γηα πξνβιήκαηα πην πεξίπινθα απφ απηφ ην παξάδεηγκα, κπνξεί 

λα είλαη δχζθνιν, αλ φρη αδχλαην, λα αληιήζνπκε κηα βέιηηζηε ιχζε 

άκεζα, απφ ηηο ζπλζήθεο KKT. Παξ’ φια απηά, απηέο νη ζπλζήθεο 

εμαθνινπζνχλ λα παξέρνπλ πνιχηηκεο ελδείμεηο σο πξνο ηελ ηαπηφηεηα 
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ηεο βέιηηζηεο ιχζεο θαη καο επηηξέπνπλ, επίζεο, λα ειέγμνπκε θαηά 

πφζνλ ε πξνηεηλφκελε ιχζε κπνξεί λα είλαη ε βέιηηζηε.  

Τπάξρνπλ, επίζεο, πνιιέο πνιχηηκεο έκκεζεο εθαξκνγέο ησλ 

πξνυπνζέζεσλ KKT. Μία απφ απηέο ηηο εθαξκνγέο εκθαλίδεηαη ζηε 

ζεσξία δπτθόηεηαο, γηα κε γξακκηθφ πξνγξακκαηηζκφ. Δηδηθφηεξα, γηα 

θάζε δεδνκέλν πξφβιεκα κεγηζηνπνίεζεο κε πεξηνξηζκνχο (ην 

νλνκάζνπκε πξσηαξρηθό πξόβιεκα), νη ζπλζήθεο KKT κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα λα θαζνξίζνπκε έλα ζηελά ζπλδεδεκέλν δπτθφ 

πξφβιεκα, πνπ είλαη πξφβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο κε πεξηνξηζκνχο. Οη 

κεηαβιεηέο ζην δπτθφ πξφβιεκα απνηεινχληαη ηφζν απφ ηνπο 

πνιιαπιαζηαζηέο Lagrange ui (i = 1, 2, . . . , m) θαη ηηο πξσηαξρηθέο 

κεηαβιεηέο xj (j = 1, 2, . . . , n). ΢ηελ εηδηθή πεξίπησζε, φπνπ ην βαζηθφ 

πξφβιεκα είλαη έλα πξφβιεκα γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ, νη 

κεηαβιεηέο xj βγαίλνπλ εθηφο ηνπ δπτθνχ πξνβιήκαηνο θαη έρνπκε ην 

απιφ δπτθφ πξφβιεκα γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. Όηαλ ην 

πξσηαξρηθφ πξφβιεκα είλαη πξφβιεκα θπξηνχ πξνγξακκαηηζκνχ, είλαη 

δπλαηφλ λα απνδεηρζνχλ ζρέζεηο κεηαμχ πξσηαξρηθνχ πξνβιήκαηνο θαη 

ην δπτθνχ πξνβιήκαηνο, πνπ είλαη παξφκνηεο κε εθείλεο γηα ην γξακκηθφ 

πξνγξακκαηηζκφ. Γηα παξάδεηγκα, ε ηζρπξή ηδηόηεηα δπτθόηεηαο , ε νπνία 

νξίδεη φηη νη βέιηηζηεο ηηκέο ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ησλ δχν 

πξνβιεκάησλ είλαη ίζεο, ηζρχεη θαη εδψ. Δπηπιένλ, νη ηηκέο ησλ ui 

κεηαβιεηψλ, ζε κηα βέιηηζηε ιχζε γηα ην δπτθφ πξφβιεκα, κπνξεί θαη 

πάιη λα εξκελεπζνχλ σο ζθηώδεηο ηηκέο, δειαδή, δίλνπλ ην ξπζκφ κε ηνλ 

νπνίν ε βέιηηζηε ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο γηα ην πξσηαξρηθφ 

πξφβιεκα ζα κπνξνχζε λα απμεζεί απμάλνληαο ειαθξά ηε δεμηά πιεπξά 

ηνπ αληίζηνηρνπ πεξηνξηζκνχ. Δπεηδή, ε ζεσξία δπτθφηεηαο, γηα κε 

γξακκηθφ πξνγξακκαηηζκφ είλαη έλα ζρεηηθά πξνρσξεκέλν ζέκα, ν 

ελδηαθεξφκελνο αλαγλψζηεο παξαπέκπεηαη αιινχ γηα πεξαηηέξσ 

πιεξνθφξεζε.  

Θα δνχκε κηα άιιε, έκκεζε εθαξκνγή ησλ ζπλζεθψλ KKT, ζηελ 

επφκελε ελφηεηα. 
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4.2 Τετραγωνικόσ Προγραμματιςμόσ 
 

 Όπσο αλαθέξεηαη ζηελ Δλ.2.5, ην πξφβιεκα ηεηξαγσληθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ δηαθέξεη απφ έλα πξφβιεκα γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ κφλν ζην γεγνλφο φηη ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε 

πεξηιακβάλεη, επίζεο, ηνπο φξνπο   
  θαη      (   ). Έηζη, αλ 

ρξεζηκνπνηήζνπκε κεηξσηθή γξαθή, ην πξφβιεκα είλαη λα βξνχκε έλα  , 

έηζη ψζηε λα ηζρχεη: 

 Μεγηζηνπνίεζε:  ( )     
 

 
    , 

ππφ ηνπο πεξηνξηζκνχο: 

      θαη    , 

φπνπ   είλαη έλα δηάλπζκα-γξακκή,   θαη   είλαη δηαλχζκαηα-ζηήιεο,   

θαη   είλαη πίλαθεο, θαη ν εθζέηεο Τ ππνδειψλεη ηνλ αλάζηξνθν. Σα 

ζηνηρεία     (ζηνηρεία ηνπ  ) είλαη δεδνκέλεο ζηαζεξέο, έηζη ψζηε 

        (πνπ είλαη ν ιφγνο χπαξμεο ηνπ παξάγνληα 
 

 
 ζηελ 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε). Δθηειψληαο ηνπο αλαθεξφκελνπο 

πνιιαπιαζηαζκνχο δηαλχζκαηνο-πίλαθα, ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε 

εθθξάδεηαη σο ζπλάξηεζε ησλ    , ησλ    (ζηνηρείσλ ηνπ  ), θαζψο θαη 

ησλ κεηαβιεηψλ, σο εμήο: 

  ( )     
 

 
     ∑     

 
    

 

 
∑ ∑        

 
   

 
   . 

Γηα θάζε φξν φπνπ    , ζε απηφ ην δηπιφ άζξνηζκα,        
 , έηζη 

 
 

 
    είλαη ν ζπληειεζηήο ηνπ   

 . Όηαλ    , ηφηε  
 

 
(        

       )          , έηζη      είλαη ν ζπλνιηθφο ζπληειεζηήο ηνπ 

γηλνκέλνπ ησλ xi θαη xj. 

Γηα λα παξνπζηάζνπκε ηε ρξήζε ησλ ζπκβφισλ, ζεσξνχκε ην 

αθφινπζν παξάδεηγκα πξνβιήκαηνο ηεηξαγσληθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. 

Μεγηζηνπνίεζε:  (     )                     
     

 , 

ππφ ηνπο πεξηνξηζκνχο 
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θαη 

     ,     . 

΢ε απηήλ ηελ πεξίπησζε,  

   ,    -,   0
  

  
1,   0

   
   

1, 

   ,  -,   ,  -. 

΢εκεηψλνπκε φηη: 

      ,    - 0
   
   

1 0
  

  
1 

                     ,(       ) (        )- 0
  

  
1 

                        
                 

  

                          
                       

 . 

Πνιιαπιαζηάδνληαο ηελ παξάζηαζε κε  
 

 
, παίξλνπκε: 

  
 

 
         

           
 . 

ην νπνίν είλαη ην κε γξακκηθφ ηκήκα ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο, γηα 

απηφ ην παξάδεηγκα. Δθφζνλ,       θαη      , ην παξάδεηγκα 

δείρλεη φηη  
 

 
    είλαη ν ζπληειεζηήο ηνπ   

 , ζηελ αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε. Σν γεγνλφο φηη            δείρλεη φηη θαη ηα δχν      

θαη      δίλνπλ ην ζπλνιηθφ ζπληειεζηή ηνπ γηλνκέλνπ ησλ xi θαη xj.  

Έρνπλ αλαπηπρζεί αξθεηνί αιγφξηζκνη, γηα ηελ εηδηθή πεξίπησζε 

ηνπ πξνβιήκαηνο ηεηξαγσληθνχ πξνγξακκαηηζκνχ, φπνπ ε αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε είλαη θνίιε ζπλάξηεζε. (Έλαο ηξφπνο γηα λα βεβαησζνχκε φηη 

ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη θνίιε είλαη λα εμεηαζζεί ε ηζνδχλακε 

θαηάζηαζε, θαηά ηελ νπνία: 
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γηα φια ηα  , δειαδή, φηη ν   είλαη ζεηηθά εκηνξηζκέλνο πίλαθαο.) Θα 

πεξηγξάςνπκε έλαλ απφ απηνχο ηνπο αιγνξίζκνπο, ηελ ηξνπνπνηεκέλε 

κέζνδν Simplex, πνπ είλαη αξθεηά δεκνθηιήο, δηφηη απαηηεί ηε ρξήζε 

κφλν ηεο κεζφδνπ Simplex, κε κηα κηθξή ηξνπνπνίεζε. Σν θιεηδί απηήο 

ηεο πξνζέγγηζεο είλαη λα θαηαζθεπάζεη ηηο ζπλζήθεο KKT ηεο 

πξνεγνχκελεο ελφηεηαο θαη ζηε ζπλέρεηα, λα εθθξάζεη απηέο ηηο 

ζπλζήθεο ζε κηα βνιηθή κνξθή, πνπ κνηάδεη κε γξακκηθφ 

πξνγξακκαηηζκφ. Χο εθ ηνχηνπ, πξηλ απφ ηελ πεξηγξαθή ηνπ 

αιγνξίζκνπ, ζα αλαπηχμνπκε απηή ηε βνιηθή κνξθή. 

 

Οη ζπλζήθεο KKT γηα Σεηξαγσληθό Πξνγξακκαηηζκό 

Γηα δηαηήξεζε ηεο ζπλάθεηαο, αο εμεηάζνπκε πξψηα ην παξαπάλσ 

παξάδεηγκα. Ξεθηλψληαο κε ηε κνξθή, πνπ δίλεηαη ζηελ πξνεγνχκελε 

ελφηεηα, νη ζπλζήθεο ηεο KKT είλαη νη αθφινπζεο: 

1(j = 1).                . 

2(j = 1).   (             )   . 

1(j = 2).                 . 

2(j = 2).   (              )   . 

3.                    . 

4.           (         )   . 

5.             ,     . 

6.             . 

 Γηα λα μεθηλήζνπκε ηελ εθ λένπ έθθξαζε απηψλ ησλ ζπλζεθψλ ζε 

κηα πην βνιηθή κνξθή, κεηαβάιινπκε ηηο ζηαζεξέο ζηηο ζπλζήθεο 1(j = 

1), 1(j = 2) θαη 3 ζηελ δεμηά πιεπξά θαη ζηε ζπλέρεηα εηζαγάγνπκε κε 

αξλεηηθέο ραιαξέο κεηαβιεηέο (ζπκβνιίδνληαη κε y1, y2, θαη v1, 

αληίζηνηρα), γηα ηε κεηαηξνπή απηψλ ησλ αληζνηήησλ ζε εμηζψζεηο. 

1(j=1).                                         

1(j=2).                                         
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3.                                                             

΢εκεηψλνπκε φηη ε ζπλζήθε 2(j = 2) κπνξεί λα εθθξαζηεί εθ λένπ, αλ 

απιψο απαηηήζνπκε      είηε     , δειαδή: 

2(j = 1).       . 

Όκνηα, νη ζπλζήθεο 2(j = 2) θαη 4 κπνξνχλ λα αληηθαηαζηαζνχλ απφ: 

2(j = 2).       , 

4.                 . 

Γηα θαζέλα απφ απηά ηα ηξία δεχγε- (x1,y1), (x2,y2), (u1,v1) -νη δχν 

κεηαβιεηέο νλνκάδνληαη ζπκπιεξσκαηηθέο κεηαβιεηέο, επεηδή κφλν 

κία απφ ηηο δχν κεηαβιεηέο κπνξεί λα είλαη δηαθνξεηηθή απφ ην κεδέλ. 

Απηέο νη λέεο κνξθέο ζπλζεθψλ 2(j = 1), 2(j = 2), θαη 4 κπνξνχλ λα 

ζπλδπαζηνχλ ζε έλαλ πεξηνξηζκφ, 

                 , 

πνπ νλνκάδεηαη ν πεξηνξηζκόο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο. 

Πνιιαπιαζηάδνληαο ηηο εμηζψζεηο γηα ηηο ζπλζήθεο 1(j = 1) θαη 1(j 

= 2) κε -1, απνθηάκε κε αξλεηηθφ δεμί κέινο θαη λα έρνπκε ηελ 

επηζπκεηή θαηάιιειε κνξθή, γηα ην ζχλνιν ησλ πξνυπνζέζεσλ, σο 

εμήο: 

                                     

                                           

                                                       

     ,     ,     ,     ,     ,      

                  

Απηή ε κνξθή είλαη ηδηαίηεξα βνιηθή, επεηδή, εθηφο απφ ηνλ πεξηνξηζκφ 

ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο, απηέο νη ζπλζήθεο είλαη πεξηνξηζκνί γξακκηθνύ 

πξνγξακκαηηζκνύ. 

 Γηα νπνηνδήπνηε πξφβιεκα ηεηξαγσληθνχ πξνγξακκαηηζκνχ, νη 

ζπλζήθεο KKT  κπνξεί λα απινπζηεπζνχλ ζε κηα ηέηνηα βνιηθή κνξθή, 
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πνπ λα πεξηέρεη κφλν πεξηνξηζκνχο γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ, ζπλ 

έλα ζπκπιεξσκαηηθφηεηα πεξηνξηζκφ. ΢ε κεηξσηθή γξαθή θαη πάιη, ε 

γεληθή κνξθή είλαη ε εμήο: 

            , 

                   , 

    ,    ,    ,    , 

          , 

φπνπ ηα ζηνηρεία ηνπ δηαλχζκαηνο-ζηήιεο u είλαη ηα ui ηνπ 

πξνεγνχκελνπ ηκήκαηνο θαη ηα ζηνηρεία ησλ δηαλπζκάησλ-ζηειψλ y θαη 

ν είλαη ραιαξέο κεηαβιεηέο. 

Δπεηδή, ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ηνπ αξρηθνχ πξνβιήκαηνο 

ππνηίζεηαη φηη είλαη θνίιε θαη επεηδή νη ζπλαξηήζεηο πεξηνξηζκψλ είλαη 

γξακκηθέο θαη επνκέλσο, θπξηέο, ην πφξηζκα ηνπ ζεσξήκαηνο ηεο Δλ. 4.1 

ηζρχεη. Έηζη, ην x είλαη ε βέιηηζηε ιύζε, αλ θαη κφλν αλ ππάξρνπλ ηηκέο 

ησλ y, u θαη ν, έηζη ψζηε θαη ηα ηέζζεξα δηαλχζκαηα καδί λα ηθαλνπνηνχλ 

φιεο απηέο ηηο ζπλζήθεο. Σν αξρηθφ πξφβιεκα, κε απηφλ ηνλ ηξφπν, 

απινπνηείηαη ζην ηζνδχλακν πξφβιεκα ηεο εχξεζεο κηαο εθηθηή ιύζε, γηα 

ηνπο πεξηνξηζκνύο απηνχο. 

Δίλαη ελδηαθέξνλ λα ζεκεησζεί φηη απηφ ην ηζνδχλακν πξφβιεκα 

είλαη έλα παξάδεηγκα ηνπ γξακκηθνύ πξνβιήκαηνο ζπκπιεξσκαηηθόηεηαο, 

πνπ εηζήρζε ζηελ Δλ.2.5 θαη φηη ν πεξηνξηζκφο-θιεηδί, γηα ην γξακκηθφ 

πξφβιεκα ηεο ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο, είλαη ν πεξηνξηζκόο 

ζπκπιεξσκαηηθόηεηάο ηνπ. 

 

Ζ ηξνπνπνηεκέλε κέζνδνο Simplex  

Η ηξνπνπνηεκέλε κέζνδνο Simplex εθκεηαιιεχεηαη ην βαζηθφ 

γεγνλφο φηη, αλ εμαηξέζνπκε ηνλ πεξηνξηζκφ ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο, νη 

ζπλζήθεο KKT ζηε βνιηθή κνξθή, πνπ ιακβάλεηαη παξαπάλσ, δελ είλαη 

ηίπνηα πεξηζζφηεξν απφ φ,ηη νη πεξηνξηζκνί γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ. Δπηπιένλ, ν πεξηνξηζκφο ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο απιά 

ζεκαίλεη φηη δελ επηηξέπεηαη θαη νη δύν ζπκπιεξσκαηηθέο κεηαβιεηέο 

ηνπ θάζε δεχγνπο λα είλαη (κε εθθπιηζκέλεο) βαζηθέο κεηαβιεηέο (νη 
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κφλεο κεηαβιεηέο > 0), φηαλ εμεηάδνληαη νη (κε εθθπιηζκέλεο) βαζηθέο 

εθηθηέο (Β.Δ.) ιχζεηο (κε αξλεηηθέο). Χο εθ ηνχηνπ, ην πξφβιεκα 

απινπνηείηαη ζε έλα πξφβιεκα εμεχξεζεο κηαο αξρηθήο Β.Δ. ιχζεο, ζε 

νπνηνδήπνηε πξφβιεκα γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ, πνπ έρεη απηνχο 

ηνπο πεξηνξηζκνχο, πνπ ππφθεηηαη ζηνλ πξφζζεην πεξηνξηζκφ, ζρεηηθά κε 

ηελ ηαπηφηεηα ησλ βαζηθψλ κεηαβιεηψλ. (Απηή ε αξρηθή Β.Δ. ιχζε 

κπνξεί λα είλαη ε κφλε εθηθηή ιχζε ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε.)  

Η εχξεζε κηαο ηέηνηαο Β.Δ. αξρηθήο ιχζεο είλαη ζρεηηθά απιή. 

΢ηελ απιή πεξίπησζε φπνπ      (απίζαλν) θαη    , νη αξρηθέο 

βαζηθέο κεηαβιεηέο είλαη ηα ζηνηρεία ησλ y θαη v (πνιιαπιαζηάδνπκε ηελ 

πξψηε νκάδα εμηζψζεσλ κε -1), έηζη ψζηε ε επηζπκεηή ιχζε λα είλαη x = 

0, u = 0,      , v = b. Γηαθνξεηηθά, ζα πξέπεη λα αλαζεσξήζνπκε ην 

πξφβιεκα εηζάγνληαο κία ηερλεηή κεηαβιεηή, ζε θάζε κία απφ ηηο 

εμηζψζεηο φπνπ cj > 0 (πξνζζέηνπκε ηε κεηαβιεηή ζηα αξηζηεξά) ή bi < 

0 (αθαηξνχκε ηε κεηαβιεηή ζηα αξηζηεξά θαη ζηε ζπλέρεηα 

πνιιαπιαζηάζηε κε -1), πξνθεηκέλνπ λα ρξεζηκνπνηήζνπκε απηέο ηηο 

ηερλεηέο κεηαβιεηέο (ηηο νλνκάδνπκε z1, z2, θαη νχησ θαζεμήο) σο 

αξρηθέο βαζηθέο κεηαβιεηέο γηα ην αλαζεσξεκέλν πξφβιεκα. 

(΢εκεηψλνπκε φηη απηή ε επηινγή ησλ αξρηθψλ βαζηθψλ κεηαβιεηψλ 

ηθαλνπνηεί ηνλ πεξηνξηζκφ ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο, γηαηί σο κε βαζηθέο 

κεηαβιεηέο x = 0 θαη u = 0, απηφκαηα).  

΢ηε ζπλέρεηα, βξίζθνπκε Β.Δ. ιχζε γηα ην πξαγκαηηθφ πξφβιεκα, 

δειαδή, ιχζε πνπ λα εθαξκφδεη ηε κέζνδν Simplex (κε κία 

ηξνπνπνίεζε) ζην αθφινπζν πξφβιεκα γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ: 

Διαρηζηνπνίεζε:   ∑    , 

ππφ ηνπο πεξηνξηζκνχο ηνπ γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ, πνπ 

ιακβάλνληαη απφ ηηο ζπλζήθεο KKT, αιιά κε ηε ρξήζε ηερλεηψλ 

κεηαβιεηψλ. 

Μία ηξνπνπνίεζε ηεο κεζφδνπ Simplex είλαη ε αθφινπζε αιιαγή 

ζηε δηαδηθαζία επηινγήο εηζαγσγήο κηαο βαζηθήο κεηαβιεηήο. 

 

Καλόλαο πεξηνξηζκέλεο εηζόδνπ: Όηαλ επηιέγνπκε εηζαγσγή βαζηθήο 

κεηαβιεηήο, απνθιείνπκε απφ ηελ εμέηαζε ηπρφλ κε βαζηθέο 
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κεηαβιεηέο, ησλ νπνίσλ ε ζπκπιεξσκαηηθή κεηαβιεηή είλαη ήδε βαζηθή 

κεηαβιεηή. Η επηινγή πξέπεη λα γίλεη απφ ηηο άιιεο κε βαζηθέο 

κεηαβιεηέο, ζχκθσλα κε ην ζχλεζεο θξηηήξην γηα ηε κέζνδν Simplex. 

Ο θαλφλαο απηφο ηθαλνπνηεί ηνλ πεξηνξηζκφ ηεο 

ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο, θαζ 'φιε ηε δηάξθεηα ηνπ αιγνξίζκνπ. Όηαλ κηα 

βέιηηζηε ιχζε: 

  ,   ,   ,   ,     , . . . ,      

ιακβάλεηαη γηα ην πξφβιεκα, ε x* είλαη ε επηζπκεηή βέιηηζηε ιχζε, γηα 

ην αξρηθφ πξφβιεκα ηεηξαγσληθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. 

 

Παξάδεηγκα. Θα δνχκε ηψξα ηελ πξνζέγγηζε απηή ζην παξάδεηγκα, πνπ 

δίλεηαη ζηελ αξρή ηεο ελφηεηαο. Όπσο κπνξεί λα επαιεζεπηεί, ε f(x1,x2) 

είλαη απζηεξά θνίιε ζπλάξηεζε, δειαδή: 

   0
   

   
1 

είλαη ζεηηθά νξηζκέλε, ψζηε λα κπνξεί λα εθαξκνζηεί ν αιγφξηζκνο. 

Σν ζεκείν εθθίλεζεο, γηα ηελ επίιπζε απηνχ ηνπ παξαδείγκαηνο, 

είλαη νη ζπλζήθεο KKT, ζηελ βνιηθή κνξθή, πνπ είδακε λσξίηεξα ζηελ 

ελφηεηα. Αθνχ εηζαρζνχλ νη αλαγθαίεο ηερλεηέο κεηαβιεηέο, ην 

πξφβιεκα γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ, πνπ πξέπεη λα επηιπζεί κε ηελ 

ηξνπνπνηεκέλε κέζνδν Simplex είλαη ην εμήο: 

Διαρηζηνπνίεζε:        , 

ππφ ηνπο πεξηνξηζκνχο: 

                                                    

                                                

                                                                   

θαη 

     ,     ,     ,     ,     ,     ,  

    ,     . 
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Ο επηπιένλ ζπκπιεξσκαηηθφο πεξηνξηζκφο είλαη: 

                 , 

δελ πεξηιακβάλεηαη απαξαίηεηα, επεηδή ν αιγφξηζκνο εθαξκφδεη 

απηφκαηα απηφλ ηνλ πεξηνξηζκφ, ιφγσ ηνπ θαλφλα ηεο πεξηνξηζκέλεο 

εηζόδνπ. Δηδηθφηεξα, γηα θαζέλα απφ ηα ηξία δεχγε ησλ 

ζπκπιεξσκαηηθψλ κεηαβιεηψλ (x1,y1), (x2,y2), (u1,v1), φπνηε κία απφ ηηο 

δχν κεηαβιεηέο είλαη ήδε βαζηθή, ε άιιε κεηαβιεηή απνθιείεηαη λα 

εηζαρζεί ζαλ βαζηθή κεηαβιεηή. Να ζπκφκαζηε φηη κφλν νη βαζηθέο 

κεηαβιεηέο είλαη κε κεδεληθέο. Δπεηδή, ε αξρηθή ζεηξά βαζηθψλ 

κεηαβιεηψλ, γηα ην πξφβιεκα γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ -z1, z2, v1- 

δίλεη κηα αξρηθή Β.Δ. ιχζε, πνπ ηθαλνπνηεί ηνλ πεξηνξηζκφ ηεο 

ζπκπιεξσκαηηθφηεηαο, δελ ππάξρεη θαλέλαο ηξφπνο ψζηε ν πεξηνξηζκφο 

απηφο λα παξαβηάδεηαη, απφ θάζε κεηαγελέζηεξε Β.Δ. ιχζε.  

Ο Πίλαθαο 4.2.Ι δείρλεη ηα απνηειέζκαηα ηεο εθαξκνγήο ηεο 

ηξνπνπνηεκέλεο κεζφδνπ Simplex, ζην πξφβιεκα απηφ. Σν πξψην 

ηακπιφ Simplex εκθαλίδεη ην αξρηθφ ζχζηεκα ησλ εμηζψζεσλ, κεηά ηε 

κεηαηξνπή απφ ηελ ειαρηζηνπνίεζε  , ζηε κεγηζηνπνίεζε    θαη 

εμαιείθνληαο αιγεβξηθά ηηο αξρηθέο βαζηθέο κεηαβιεηέο απφ ηελ Δμ. (0). 

Οη ηξεηο επαλαιήςεηο πξνρσξνχλ, αθξηβψο φπσο θαη γηα ηελ απιή 

κέζνδν Simplex, εθηόο απφ ηελ θαηάξγεζε νξηζκέλσλ ζηνηρείσλ γηα ηελ 

είζνδν βαζηθψλ κεηαβιεηψλ, ιφγσ ηνπ θαλφλα ηεο πεξηνξηζκέλεο 

εηζφδνπ. ΢ην πξψην ηακπιφ, ην u1 απνβάιιεηαη, δηφηη ε ζπκπιεξσκαηηθή 

κεηαβιεηή (v1), είλαη ήδε βαζηθή κεηαβιεηή (αιιά  ην x2 ζα είρε επηιεγεί 

νχησο ή άιισο, δηφηη      ). ΢ην δεχηεξν ηακπιφ, ηφζν ην u1 φζν θαη 

ην y2 εμαιείθνληαη (επεηδή v1 θαη x2 είλαη βαζηθέο κεηαβιεηέο), νπφηε, ην 

x1 απηνκάησο επηιέγεηαη σο ην κφλν κε αξλεηηθφ ζπληειεζηή ζηε ζεηξά 0 

(ιακβάλνληαο ππφςε φηη ε ηαθηηθή ηεο απιήο κεζφδνπ Simplex ζα 

επέηξεπε ηελ επηινγή x1 ή u1, επεηδή ζπλδένληαη κε ην γεγνλφο φηη έρνπλ 

ην κεγαιχηεξν αξλεηηθφ ζπληειεζηή). ΢ην ηξίην ηακπιφ, ηα y1 θαη y2 

εμαιείθνληαη (επεηδή ηα x1 θαη x2 είλαη βαζηθέο κεηαβιεηέο). Χζηφζν, ην 

u1 δελ έρεη εμαιεηθζεί, γηαηί ην v1 δελ είλαη πιένλ βαζηθή κεηαβιεηή, 

νπφηε, ην u1 επηιέγεηαη σο βαζηθή κεηαβιεηή, πνπ εηζέξρεηαη κε ηνλ 

ζπλήζε ηξφπν.  
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Δπαλ/ 

ιεςε 

Βαζ. 

Μεηαβ Δμ. Z x1 x2 u1 y1 y2 v1 z1 z2 

Γεμί 

κέινο 

0 

Z (0)    0       1 1 0 0 0     

z1 (1) 0 4    1    0 0 1 0 15 

z2 (2) 0    8 2 0    0 0 1 30 

v1 (3) 0 1 2 0 0 0 1 0 0 30 

1 

Z (0)       0    1 
 

 
 0 0 

 

 
     

z1 (1) 0 2 0 2     
 

 
 0 1 

 

 
 30 

x2 (2) 0  
 

 
 1 

 

 
 0  

 

 
 0 0 

 

 
  

 

 
 

v1 (3) 0 2 0  
 

 
 0 

 

 
 1 0  

 

 
   

 

 
 

2 

Z (0)    0 0  
 

 
 1 

 

 
 1 0 

 

 
   

 

 
 

z1 (1) 0 0 0 
 

 
     

 

 
    1 

 

 
  

 

 
 

x2 (2) 0 0 1 
 

 
 0  

 

  
 
 

 
 0 

 

  
  

 

 
 

x1 (3) 0 1 0  
 

 
 0 

 

 
 

 

 
 0  

 

 
   

 

 
 

3 

Z (0)    0 0 0 0 0 0 1 1 0 

u1 (1) 0 0 0 1  
 

 
  

 

  
  

 

 
 
 

 
 

 

  
 3 

x2 (2) 0 0 1 0 
 

  
  

 

  
 
 

  
  

   
 
 

  
 9 

x1 (3) 0 1 0 0  
 

  
 

 

  
 

 

 
 

 

  
  

 

  
 12 

Πίλαθαο 4.2.Η Δθαξκνγή ηεο ηξνπνπνηεκέλεο κεζφδνπ Simplex ζην παξάδεηγκα 

ηεηξαγσληθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. 

Η πξνθχπηνπζα βέιηηζηε ιχζε είλαη      ,     ,     ,  κε 

ην ππφινηπν ησλ κεηαβιεηψλ λα ηζνχηαη κε κεδέλ. (Δπηβεβαηψλνπκε φηη 

ε ιχζε απηή είλαη ε βέιηηζηε, δείρλνληαο φηη νη      ,     ,      

πιεξνχλ ηηο πξνυπνζέζεηο KKT, γηα ην αξρηθφ πξφβιεκα, φηαλ είλαη 

γξακκέλεο, κε ηε κνξθή πνπ αλαθέξνληαη ζηελ Δλ. 4.1). Χο εθ ηνχηνπ, ε 

βέιηηζηε ιχζε, γηα ην πξφβιεκα ηεηξαγσληθνχ πξνγξακκαηηζκνχ (ε 

νπνία πεξηιακβάλεη κφλν ηηο κεηαβιεηέο x1 θαη x2) είλαη ε (     )  

(    ). 
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Οξηζκέλεο επηινγέο Λνγηζκηθνύ 

Ο νδεγφο εθπαίδεπζεο γηα ηελ Δ.Δ. πεξηιακβάλεη κία δηαδξαζηηθή 

ξνπηίλα, γηα ηελ ηξνπνπνηεκέλε κέζνδν Simplex, γηα λα καο βνεζήζεη λα 

κάζνπκε απηφλ ηνλ αιγφξηζκν απνηειεζκαηηθά. Δπηπιένλ, κε Excel, 

LINGO, LINDO, θαη MPL / CPLEX κπνξνχκε λα ιχζνπκε πξνβιήκαηα 

ηεηξαγσληθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. 

Η δηαδηθαζία επίιπζεο, κε ηε ρξήζε Excel είλαη ζρεδφλ ε ίδηα 

φπσο θαη κε ηε ρξήζε γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. Μία θξίζηκε 

δηαθνξά είλαη φηη ε εμίζσζε πνπ γξάθεηαη ζην θειί πνπ πεξηέρεη ηελ αμία 

ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο πξέπεη λα είλαη ηεηξαγσληθή εμίζσζε. 

Γηα ην δνχκε, εμεηάδνπκε πάιη ην παξάδεηγκα, πνπ εηζαγάγακε ζηελ 

αξρή ηεο ελφηεηαο, ην νπνίν έρεη ηελ παξαθάησ αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε: 

 (     )                     
     

 . 

Αο ππνζέζνπκε φηη νη ηηκέο ησλ x1 θαη x2 είλαη ζηα θειηά Β4 θαη C4 ηνπ 

ινγηζηηθνχ θχιινπ Excel, θαη φηη ε ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο 

είλαη ζην θειί F4. ΢ηε ζπλέρεηα, ε εμίζσζε γηα ην θειί F4 πξέπεη λα 

είλαη: 

                          (    )    

(    ), 

φπνπ ην ζχκβνιν ^2 δείρλεη ηνλ εθζέηε 2. Πξηλ απφ ηελ επίιπζε ηνπ 

κνληέινπ, πξέπεη λα θάλνπκε θιηθ ζην θνπκπί Δπηινγή θαη λα 

βεβαησζνχκε φηη ε επηινγή Υπόζεζε Γξακκηθνύ Μνληέινπ δελ είλαη 

επηιεγκέλε (δεδνκέλνπ φηη απηφ δελ είλαη κνληέιν γξακκηθνύ 

πξνγξακκαηηζκνχ). 

Όηαλ ρξεζηκνπνηνχκε MPL/CPLEX, ζα πξέπεη λα επηιέγνπκε ηελ 

επηινγή Τεηξαγσληθά Μνληέια απφ ην παξάζπξν δηαιφγνπ  MPL 

Γιψζζαο θαη ηε κέζνδν Φξαγκνύ, απφ ην παξάζπξν δηαιφγνπ CPLEX 

Simplex. Γηαθνξεηηθά, ε δηαδηθαζία είλαη ε ίδηα φπσο θαη κε γξακκηθφ 

πξνγξακκαηηζκφ, εθηφο απφ ην φηη ε έθθξαζε γηα ηελ αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε είλαη ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε. Έηζη, γηα παξάδεηγκα, ε 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ζα εθθξάδεηαη σο: 

                  (    )   (    ). 
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Γε ρξεηάδεηαη λα γίλεη θάηη παξαπάλσ, θαηά ηελ θιήζε CPLEX, 

δεδνκέλνπ φηη ζα αλαγλσξίζεη απηφκαηα ην κνληέιν σο πξφβιεκα 

ηεηξαγσληθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. 

Η ζπγθεθξηκέλε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ζα εθθξαζηεί κε ηνλ 

ίδην ηξφπν, γηα έλα κνληέιν LINGO. Σν LINGO ζα θαιέζεη απηφκαηα ην 

κε γξακκηθφ solver (ιχηε) ηεο, γηα λα ιχζεη ην κνληέιν. Όηαλ, 

αληηζέησο, ρξεζηκνπνηνχκε LINDO, ε δηαδηθαζία είλαη θάπσο πην 

πεξίπινθε, δεδνκέλνπ φηη απαηηεί ηε κεηαηξνπή ηνπ κνληέινπ ζε κία 

ηζνδχλακε γξακκηθή κνξθή, κε ηε ρξήζε ζπλζεθψλ KKT.  

Μεξηθά απφ απηά ηα παθέηα ινγηζκηθνχ κπνξνχλ, επίζεο, λα 

εθαξκνζηνχλ ζε πην πνιχπινθα είδε πξνβιεκάησλ κε γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ απφ ηα πξνβιήκαηα ηεηξαγσληθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. 

Αλ ην παθέην CPLEX δελ κπνξεί λα ιχζεη έλα πξφβιεκα, ε 

επαγγεικαηηθή έθδνζε ηνπ MPL δελ ππνζηεξίδεη θάπνηνλ άιιν solver 

πνπ λα κπνξεί. Η έθδνζε ηνπ MPL γηα καζεηέο ζην CD-ROM 

πεξηιακβάλεη έλαλ ηέηνην solver, πνπ θαιείηαη CONOPT (έλα πξντφλ ηεο 

ΑΡΚΟΙ Consulting), πνπ ζα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζεί αληί ηνπ CPLEX, 

αθνχ επηιέμνπκε Με γξακκηθά κνληέια, γηα ηελ εηζαγσγή 

Πξνεπηιεγκέλνπ Τύπνπ Μνληέινπ, ζην παξάζπξν δηαιφγνπ MPL 

Γιψζζαο. Σφζν ην Excel φζν θαη ην LINGO πεξηιακβάλνπλ επέιηθηνπο 

solvers κε γξακκηθψλ πξνβιεκάησλ. Χζηφζν, πξέπεη λα γλσξίδνπλ φηη 

απηνί νη solvers εγγπψληαη ηελ εχξεζε βέιηηζηεο ιχζεο, γηα πεξίπινθα 

πξνβιήκαηα, ηδηαίηεξα γηα πξνβιήκαηα κε θπξηνχ πξνγξακκαηηζκνχ. 

 

4.3 Διαχωρύςιμοσ Προγραμματιςμόσ 
 

 ΢ηελ πξνεγνχκελε ελφηεηα είδακε πψο κηα θαηεγνξία 

πξνβιεκάησλ κε γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ κπνξεί λα ιπζεί κε κηα 

επέθηαζε ηεο κεζφδνπ Simplex. Δκείο ηψξα εμεηάζνπκε κηα άιιε 

θαηεγνξία, πνπ νλνκάδεηαη δηαρσξίζηκνο πξνγξακκαηηζκόο, πνπ 

πξαγκαηηθά κπνξεί λα ιπζεί απφ ηελ ίδηα ηε κέζνδν Simplex, δηφηη θάζε 

ηέηνην πξφβιεκα κπνξεί λα πξνζεγγίδεηαη φζν είλαη επηζπκεηφ απφ έλα 

πξφβιεκα γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ, κε έλα κεγαιχηεξν αξηζκφ 

κεηαβιεηψλ. 
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Όπσο αλαθέξεηαη ζηελ Δλ.2.5, ζε πξνβιήκαηα δηαρσξίζηκνπ 

πξνγξακκαηηζκνχ ζεσξνχκε φηη ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε  ( ) είλαη 

θνίιε, φηη θαζεκία απφ ηηο ζπλαξηήζεηο πεξηνξηζκψλ   ( ) είλαη θπξηή, 

θαη φηη φιεο απηέο νη ζπλαξηήζεηο είλαη δηαρσξίζηκεο (ζπλαξηήζεηο, φπνπ 

θάζε φξνο πεξηιακβάλεη κία κφλν κεηαβιεηή). Χζηφζν, γηα λα 

απινπνηεζεί ε ζπδήηεζε, ζα επηθεληξσζνχκε ζηελ εηδηθή πεξίπησζε, 

φπνπ νη θπξηέο θαη δηαρσξίζηκεο   ( ) είλαη γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο, 

αθξηβψο φπσο θαη γηα γξακκηθφ πξνγξακκαηηζκφ. Έηζη, κφλν ε 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε απαηηεί εηδηθή κεηαρείξηζε.  

΢χκθσλα κε ηηο πξνεγνχκελεο ππνζέζεηο, ε αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε κπνξεί λα εθθξαζηεί σο άζξνηζκα ησλ θνίισλ ζπλαξηήζεσλ 

ησλ επηκέξνπο κεηαβιεηψλ σο: 

 ( )  ∑   (  )
 
   , 

έηζη ψζηε θάζε   (  ) λα έρεη ζρήκα φπσο απηφ πνπ θαίλεηαη ζην 

΢ρ.4.3.1 (δχν πεξηπηψζεηο), πάλσ απφ ην εθηθηφ εχξνο ησλ ηηκψλ ησλ xj. 

Δπεηδή, ε  ( ) αληηπξνζσπεχεη ην κέηξν ηεο απφδνζεο (γηα παξάδεηγκα, 

ην θέξδνο) γηα φιεο ηηο δξαζηεξηφηεηεο απφ θνηλνχ, ε   (  ) αλαπαξηζηά 

ηε ζπλεηζθνξά θέξδνπο, απφ ηε δξαζηεξηφηεηα j, φηαλ πξαγκαηνπνηείηαη 

ζε επίπεδν xj. Σν γεγνλφο φηη ε  ( ) είλαη δηαρσξίζηκε ζεκαίλεη απιά φηη 

ηζρχεη ε πξνζζεηηθφηεηα, δειαδή, δελ ππάξρνπλ αιιειεπηδξάζεηο κεηαμχ 

ησλ δξαζηεξηνηήησλ (ρσξίο φξνπο γηλνκέλνπ), πνπ επεξεάδνπλ ην 

ζπλνιηθφ θέξδνο, πέξα απφ ηελ αλεμάξηεηε ζπλεηζθνξά ηνπο. Η 

παξαδνρή φηη θάζε   (  ) είλαη θνίιε, ιέεη φηη ε νξηαθή θεξδνθνξία 

(θιίζε ηεο θακπχιεο θέξδνπο) είηε παξακέλεη  ίδηα ή κεηψλεηαη (πνηέ δελ 

απμάλεη), θαζψο ην xj απμάλεηαη.  
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                              |xj1|---xj2----|---xj3----| 

 

                    |xj1 |xj2|<xj3>| 
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Κνίιεο θακπχιεο θέξδνπο ζπλαληάκε αξθεηά ζπρλά. Γηα 

παξάδεηγκα, κπνξεί λα είλαη δπλαηφ λα πνπιήζνπκε έλα πεξηνξηζκέλν 

πνζφ θάπνηνπ πξντφληνο ζε κηα νξηζκέλε ηηκή, έλα επηπιένλ πνζφ ζε 

ρακειφηεξε ηηκή, θαη ίζσο ηειηθά έλα επηπιένλ πνζφ ζε αθφκα 

ρακειφηεξε ηηκή. Οκνίσο, κπνξεί λα ρξεηαζηεί λα αγνξάζνπκε πξψηεο 

χιεο απφ πεγέο απμαλφκελεο αθξίβεηαο. ΢ε κηα άιιε θνηλή θαηάζηαζε, 

πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζεί κηα πην δαπαλεξή δηαδηθαζία παξαγσγήο (π.ρ. 

ππεξσξίεο, αληί γηα εξγαζία ηαθηηθήο απαζρφιεζεο), γηα ηελ αχμεζε ηνπ 

ξπζκνχ παξαγσγήο, πέξα απφ έλα νξηζκέλν ζεκείν.  

Απηά ηα είδε θαηαζηάζεσλ κπνξεί λα νδεγήζνπλ ζε νπνηνλδήπνηε 

ηχπν θακπχιεο θέξδνπο, φπσο θαίλεηαη ζην ΢ρ.4.3.1. ΢ηελ πεξίπησζε 1, 

ε θιίζε κεηψλεηαη κφλν ζε νξηζκέλα ζεκεία δηαθνπήο, έηζη ψζηε ε   (  ) 

λα είλαη θαηά ηκήκαηα γξακκηθή ζπλάξηεζε (κηα αθνινπζία ζπλδεφκελσλ 

επζχγξακκσλ ηκεκάησλ). ΢ηελ πεξίπησζε 2, ε θιίζε κπνξεί λα κεησζεί 

θαζψο απμάλεηαη ζπλερψο ην xj, ψζηε ε   (  ) λα είλαη γεληθά θνίιε 

ζπλάξηεζε. Οπνηαδήπνηε ηέηνηα ζπλάξηεζε κπνξεί λα πξνζεγγίδεηαη, 

θαηά ην επηζπκεηφ, απφ κηα ηκεκαηηθά γξακκηθή ζπλάξηεζε, θαη απηφ ην 

είδνο ηεο πξνζέγγηζεο ρξεζηκνπνηείηαη αλάινγα κε ηηο αλάγθεο ησλ 

πξνβιεκάησλ δηαρσξίζηκνπ πξνγξακκαηηζκνχ. (Σν ΢ρ.4.3.1 δείρλεη κηα 

πξνζεγγηζηηθή ζπλάξηεζε, πνπ απνηειείηαη απφ κφιηο ηξία επζχγξακκα 

ηκήκαηα, αιιά ε πξνζέγγηζε κπνξεί λα γίλεη αθφκα θαιχηεξα, απιά κε 

ηελ εηζαγσγή πξφζζεησλ ζεκείσλ δηαθνπήο.) Απηή ε πξνζέγγηζε είλαη 

πνιχ βνιηθή, γηαηί κηα ηκεκαηηθά γξακκηθή ζπλάξηεζε κηαο κεηαβιεηήο 

κπνξεί λα μαλαγξαθεί σο κηα γξακκηθή ζπλάξηεζε πνιιψλ κεηαβιεηψλ, 

κε έλαλ εηδηθφ πεξηνξηζκφ ησλ ηηκψλ απηψλ ησλ κεηαβιεηψλ, φπσο 

πεξηγξάθεηαη ζηε ζπλέρεηα. 

 

Αλαδηαηύπσζε σο Πξόβιεκα Γξακκηθνύ Πξνγξακκαηηζκνύ 

Σν «θιεηδί», γηα ηελ αλαδηαηχπσζε κηαο ηκεκαηηθά γξακκηθήο 

ζπλάξηεζεο σο γξακκηθήο, είλαη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε κηα δηαθνξεηηθή 

κεηαβιεηή, γηα θάζε ηκήκα γξακκήο. Γηα λα ην δνχκε, αο εμεηάζνπκε ηελ 

ηκεκαηηθά γξακκηθή ζπλάξηεζε   (  ), πνπ θαίλεηαη ζην ΢ρ.4.3.1, ζηελ 

πεξίπησζε 1 (ή ε πξνζεγγηζηηθή ηκεκαηηθά γξακκηθή ζπλάξηεζε, γηα 

ηελ πεξίπησζε 2), ε νπνία έρεη ηξία επζχγξακκα ηκήκαηα πάλσ απφ ην 
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εθηθηφ εχξνο ηηκψλ ησλ   . Δηζάγνπκε ηηο ηξεηο λέεο κεηαβιεηέο    ,    , 

θαη     θαη ζέηνπκε: 

               , 

φπνπ 

          ,          ,          . 

΢ηε ζπλέρεηα, ρξεζηκνπνηνχκε ηηο θιίζεηο    ,     θαη    , γηα λα 

μαλαγξάςνπκε ηελ   (  ), σο εμήο: 

   (  )                      , 

κε ηνλ εηδηθό πεξηνξηζκό φηη: 

       φπνηε        , 

       φπνηε        . 

Γηα λα δνχκε γηαηί είλαη απαξαίηεηνο απηφο ν εηδηθφο πεξηνξηζκφο, 

ππνζέηνπκε φηη     , φπνπ       (       ), έηζη ψζηε   ( )  

   . ΢εκεηψλνπκε φηη: 

               

επηηξέπεη: 

      ,      ,          ( )     , 

      ,      ,          ( )     , 

      ,      ,          ( )     , 

θαη νχησ θαζεμήο, φπνπ: 

            . 

Χζηφζν, ν εηδηθφο πεξηνξηζκφο επηηξέπεη κφλν ηελ πξψηε πεξίπησζε, ε 

νπνία είλαη ε κφλε πνπ παξέρεη ηε ζσζηή ηηκή γηα ην   ( ). 

Γπζηπρψο, ν εηδηθφο πεξηνξηζκφο δελ ηαηξηάδεη ζηελ απαηηνχκελε κνξθή 

πεξηνξηζκψλ  γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ, έηζη κεξηθέο ηκεκαηηθά 

γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο δελ κπνξνχλ λα μαλαγξαθηνχλ ζε γξακκηθή 
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κνξθή πξνγξακκαηηζκνχ. Χζηφζν, νη   (  ) ζεσξνχληαη θνίιεο, ψζηε 

         , έηζη ψζηε έλαο αιγφξηζκνο κεγηζηνπνίεζεο ηεο  ( ) λα 

δίλεη απηόκαηα ηελ πςειφηεξε πξνηεξαηφηεηα ζηε ρξήζε ηεο    , φηαλ 

(ζε ηζρχ) απμάλνπκε ην    απφ ην κεδέλ, ηελ επφκελε πςειφηεξε 

πξνηεξαηφηεηα ζηε ρξήζε    , θαη νχησ θαζεμήο, ρσξίο αθφκε λα 

ζπκπεξηιάβνπκε ζαθψο ηνλ εηδηθφ πεξηνξηζκφ ζην κνληέιν. Η 

παξαηήξεζε απηή νδεγεί ζηελ αθφινπζε βαζηθή ηδηφηεηα. 

 

Βαζηθή Ηδηόηεηα ηνπ Γηαρσξίζηκνπ πξνγξακκαηηζκνύ. Όηαλ νη  ( ) 

θαη   ( ) ηθαλνπνηνχλ ηηο ππνζέζεηο ηνπ δηαρσξίζηκνπ 

πξνγξακκαηηζκνχ, θαη φηαλ νη θαηά ηκήκαηα γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο, 

πνπ πξνθχπηνπλ μαλαγξαθηνχλ, σο γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο, 

δηαγξάθνληαο ηνλ εηδηθό πεξηνξηζκό, παίξλνπκε έλα κνληέιν γξακκηθνύ 

πξνγξακκαηηζκνύ, ηνπ νπνίνπ ε βέιηηζηε ιχζε ηθαλνπνηεί απηφκαηα ηνλ 

εηδηθφ πεξηνξηζκφ. 

Θα επεμεξγαζηνχκε πεξαηηέξσ ηε ινγηθή πίζσ απφ απηή ηε 

βαζηθή ηδηφηεηα αξγφηεξα ζε απηήλ ηελ ελφηεηα, ζην πιαίζην ελφο 

ζπγθεθξηκέλνπ παξαδείγκαηνο.  

Γηα λα γξάςνπκε ην πιήξεο κνληέιν γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ 

ηεο παξαπάλσ ζεκείσζεο, αο ζεσξήζνπκε    ηνλ αξηζκφ ησλ γξακκηθψλ 

ηκεκάησλ ηεο   (  ) (ή ηελ ηκεκαηηθά γξακκηθή πξνζέγγηζή ηεο), έηζη 

ψζηε: 

   ∑   

  

   

 

λα αληηθαηαζηαζεί ζε φιν ην αξρηθφ κνληέιν θαη: 

   (  )  ∑       
  

   
 

λα αληηθαηαζηαζεί ζηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε γηα            . Σν 

πξνθχπηνλ κνληέιν είλαη ην εμήο: 

 Μεγηζηνπνίεζε:   ∑ (∑       
  

   
) 

   , 

ππφ ηνπο πεξηνξηζκνχο: 
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 ∑    (∑    
  

   
) 

      , γηα             

                                , γηα                           

θαη 

      , γηα                         . 

(Οη πεξηνξηζκνί ∑    
  

   
   δηαγξάθνληαη, εθφζνλ εμαζθαιίδνληαη απφ 

ηνπο πεξηνξηζκνχο      .) Δάλ θάπνηα αξρηθή κεηαβιεηή    δελ έρεη 

άλσ θξάγκα, ηφηε     
  , νπφηε ν πεξηνξηζκφο πνπ πεξηιακβάλεη 

απηήλ ηελ πνζφηεηα ζα δηαγξαθεί. 

Έλαο απνηειεζκαηηθφο ηξφπνο επίιπζεο απηνχ ηνπ κνληέινπ είλαη 

λα ρξεζηκνπνηήζνπκε κία βειηησκέλε εθδνρή ηεο κεζφδνπ Simplex, γηα 

ηελ αληηκεηψπηζε πεξηνξηζκψλ γηα ην άλσ θξάγκα. Μεηά ηελ απφθηεζε 

κηαο βέιηηζηεο ιχζεο, γηα ην ζπγθεθξηκέλν κνληέιν, ηφηε ζα 

ππνινγίζνπκε ηελ πνζφηεηα: 

    ∑    
  

   
, 

γηα            , πξνθεηκέλνπ λα εληνπίζνπκε κηα βέιηηζηε ιχζε, γηα 

ην αξρηθφ πξφγξακκα δηαρσξίζηκνπ πξνγξακκαηηζκνχ (ή γηα ηελ 

ηκεκαηηθά γξακκηθή πξνζέγγηζή ηνπ). 

 

Παξάδεηγκα. Σν πξφβιεκα Wyndor Glass Co. (βιέπε Δλ.2.4) έρεη ιάβεη 

εηδηθή εληνιή γηα θάπνηα ρεηξνπνίεηα αγαζά, πνπ πξέπεη λα παξαρζνχλ 

ζηα Δξγνζηάζηα 1 θαη 2, κέζα ζηνπο επφκελνπο 4 κήλεο. Γηα λα 

εθπιεξσζεί απηφο ν ζθνπφο απαηηεί ην δαλεηζκφ νξηζκέλσλ θαηεγνξηψλ 

εξγαδνκέλσλ, απφ ην πξνζσπηθφ γηα ηα ζπλήζε πξντφληα, έηζη ψζηε νη 

ππφινηπνη εξγαδφκελνη ζα πξέπεη λα εξγάδνληαη ππεξσξίεο, γηα λα 

αμηνπνηήζνπλ ηελ πιήξε παξαγσγηθή ηθαλφηεηα ησλ κεραλεκάησλ θαη 

εμνπιηζκνχ ηνπ ζηαζκνχ, γηα ηα θαλνληθά πξντφληα. Δηδηθφηεξα, γηα ηα 

δχν λέα πξντφληα πνπ ζπδεηήζεθαλ ζηελ Δλ.2.4, ζα πξέπεη λα γίλνπλ 

ππεξσξίεο, γηα λα ρξεζηκνπνηεζεί ην ηειεπηαίν 25  ηεο παξαγσγηθήο 

ηθαλφηεηαο ηνπ Δξγνζηαζίνπ 1, γηα ην πξντφλ 1 θαη γηα ην ηειεπηαίν 50  

ηεο δηαζέζηκεο ρσξεηηθφηεηαο Δξγνζηαζίνπ 2, γηα ην πξντφλ 2. Σν 

επηπιένλ θφζηνο ηεο ρξήζεο ππεξσξηαθήο απαζρφιεζεο ζα κεηψζεη ην 
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θέξδνο, γηα θάζε κνλάδα πνπ ζπκκεηέρεη απφ 3$ έσο 2$, γηα ην πξντφλ 1 

θαη απφ 5$ έσο 1$, γηα ην πξντφλ 2, δίλνληαο ηηο θακπχιεο θέξδνπο ηνπ 

΢ρ.4.3.2, νη νπνίεο ηαηξηάδνπλ κε ηε κνξθή ηεο πεξίπησζεο 1, ηνπ 

΢ρ.4.3.1. 

 

 

 

 

Η δηνίθεζε έρεη απνθαζίζεη λα πξνρσξήζεη ζηε ρξεζηκνπνίεζε 

ππεξσξηαθήο εξγαζίαο, αληί λα πξνζιάβεη επηπιένλ εξγαδφκελνπο, θαηά 
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ηε δηάξθεηα απηήο ηεο πξνζσξηλήο θαηάζηαζεο. Χζηφζν, επηκέλεη φηη ην 

πξνζσπηθφ, γηα θάζε πξντφλ πξέπεη λα αμηνπνηεζεί πιήξσο ζηνλ 

θαλνληθφ ρξφλν, πξηλ ρξεζηκνπνηεζεί νπνηαδήπνηε ππεξσξία. Δπηπιένλ, 

ζεσξεί φηη νη ηξέρνληεο ζπληειεζηέο παξαγσγήο (x1 = 2 γηα ην πξντφλ 1 

θαη x2 = 6 γηα ην πξντφλ 2) ζα πξέπεη λα αιιάμνπλ πξνζσξηλά, εάλ απηφ 

ζα βειηηψζεη ηε ζπλνιηθή θεξδνθνξία. Χο εθ ηνχηνπ, αλέζεζε ζηελ 

νκάδα Δ.Δ. λα ειέγμεη μαλά ηα πξντφληα 1 θαη 2, γηα λα θαζνξίζεη ηελ πην 

απνδνηηθή ζχλζεζε πξντφλησλ, θαηά ηε δηάξθεηα ησλ επφκελσλ 4 κελψλ. 

 

Γηαηύπσζε. Αο ζπκεζνχκε ην κνληέιν γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ, 

γηα ην αξρηθφ πξφβιεκα Wyndor Glass Co. ηεο Δλ.2.4, πνπ είλαη ην εμήο: 

 Μεγηζηνπνίεζε:          , 

ππφ ηνπο πεξηνξηζκνχο: 

                       

                    

            

θαη 

     ,     . 

Πξέπεη ηψξα λα ηξνπνπνηήζνπκε απηφ ην κνληέιν γηα λα ηαηξηάδεη ζηε 

λέα θαηάζηαζε, πνπ πεξηγξάθεθε παξαπάλσ. Γηα ην ζθνπφ απηφ, έζησ 

φηη ν ξπζκφο παξαγσγήο ηνπ πξντφληνο 1 είλαη:           , φπνπ 

    είλαη ν ξπζκφο παξαγσγήο πνπ επηηπγράλεηαη ζηελ θαλνληθή πεξίνδν 

θαη     είλαη ν ζηαδηαθά απμαλφκελνο ξπζκφο παξαγσγήο, θαηά ηε 

δηάξθεηα ππεξσξηψλ. Οξίδνπκε:            θαηά ηνλ ίδην ηξφπν γηα 

ην πξντφλ 2. Έηζη, ζην ζπκβνιηζκφ ηνπ γεληθνχ κνληέινπ γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ, γηα ηνλ δηαρσξίζηκν πξνγξακκαηηζκφ, πνπ 

παξνπζηάζηεθε πξνεγνπκέλσο, είλαη:    ,      θαη     . 

΢πλδένληαο ηα δεδνκέλσλ, πνπ δίλνληαη ζην ΢ρ.4.3.2 

(ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ ησλ κέγηζησλ ξπζκψλ παξαγσγήο ηεο θαλνληθήο 

πεξηφδνπ θαη ησλ ππεξσξηψλ) ζε απηφ ην γεληθφ κνληέιν παίξλνπκε ην 

ζπγθεθξηκέλν κνληέιν, γηα απηήλ ηελ εθαξκνγή. Δηδηθφηεξα, ην λέν 
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πξφβιεκα γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ είλαη ν θαζνξηζκφο ησλ ηηκψλ 

ησλ    ,    ,     θαη    , έηζη ψζηε: 

 Μεγηζηνπνίεζε:                     , 

ππφ ηνπο πεξηνξηζκνχο: 

                                                

                             (       )     

  (       )   (       )     

      ,      ,      ,       

θαη 

      ,      ,      ,      . 

 (΢εκεηψλνπκε φηη νη πεξηνξηζκνί άλσ θξάγκαηνο πνπ είλαη κεηά ηελ 

ηειεπηαία ζεηξά ηνπ κνληέινπ θαζηζηνχλ ηνπο δχν πξψηνπο 

ζπλαξηεζηαθνχο πεξηνξηζκνχο πεξηηηνύο, νπφηε κπνξνχκε λα 

δηαγξάςνπκε απηνχο ηνπο δχν πεξηνξηζκνχο).  

Χζηφζν, ππάξρεη έλαο ζεκαληηθφο παξάγνληαο πνπ δελ ιακβάλεηαη 

ππφςε κε ζαθήλεηα ζε απηήλ ηε δηαηχπσζε (θνξκαιηζκφ). 

΢πγθεθξηκέλα, δελ ππάξρεη ηίπνηα ζην κνληέιν πνπ λα απαηηεί φινλ ην 

δηαζέζηκν θαλνληθφ ρξφλν, γηα λα ρξεζηκνπνηεζεί πιήξσο έλα πξντφλ, 

πξηλ ρξεζηκνπνηεζεί θάπνηα ππεξσξία, γηα ην πξντφλ. Με άιια ιφγηα, 

κπνξεί λα είλαη εθηθηφ λα έρνπκε       αθφκε θαη φηαλ       θαη 

λα έρνπκε       αθφκε θαη φηαλ      . Οη ιχζεηο απηέο δελ ζα 

ήηαλ, σζηφζν, απνδεθηέο απφ ηε δηαρείξηζε. (Η απαγφξεπζε ηέηνησλ 

ιχζεσλ είλαη ν εηδηθφο πεξηνξηζκφο, πνπ ζπδεηήζεθε λσξίηεξα ζε απηήλ 

ηελ ελφηεηα.)  

Σψξα, εξρφκαζηε ζηε βαζηθή ηδηόηεηα ηνπ δηαρσξίζηκνπ 

πξνγξακκαηηζκνύ. Μπνξεί ην κνληέιν λα κε ιακβάλεη ππφςε ηνλ 

παξάγνληα απηφ άκεζα, αιιά ηνλ έρεη ιάβεη έκκεζα ππφςε! Παξά ην 

γεγνλφο φηη ε πεξίζζεηα "εθηθηψλ" ιχζεσλ ηνπ κνληέινπ, πνπ ζηελ 

πξαγκαηηθφηεηα είλαη κε απνδεθηέο, θάζε βέιηηζηε ιχζε γηα ην κνληέιν 

είλαη εγγπεκέλα λφκηκε, ε νπνία δελ αληηθαζηζηά δηαζέζηκε εξγαζία 

θαλνληθήο απαζρφιεζεο κε ππεξσξηαθή εξγαζία. Χο εθ ηνχηνπ, ε 
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κέζνδνο Simplex κπνξεί λα εθαξκνζηεί κε αζθάιεηα ζε απηφ ην 

κνληέιν, γηα λα βξνχκε ηελ πην θεξδνθφξν απνδεθηή ζχλζεζε 

πξντφλησλ. Οη ιφγνη είλαη δχν. Πξψηνλ, νη δχν κεηαβιεηέο απφθαζεο γηα 

θάζε πξντφλ εκθαλίδνληαη πάληα καδί σο άζξνηζκα,         ή     

   , ζε θάζε ζπλαξηεζηαθφ πεξηνξηζκφ, εθηφο απφ ην άλσ θξάγκα ησλ 

πεξηνξηζκψλ ζηηο επηκέξνπο κεηαβιεηέο. Χο εθ ηνχηνπ, είλαη πάληα 

δπλαηφ λα κεηαηξέςνπκε κία κε απνδεθηή εθηθηή ιχζε ζε κία απνδεθηή, 

ε νπνία έρεη ηνλ ίδην ζπλνιηθφ ξπζκφ παξαγσγήο,            θαη 

          , απιά αληηθαζηζηψληαο ηελ παξαγσγή ησλ ππεξσξηψλ 

κε παξαγσγή θαλνληθνχ ρξφλνπ, φζν δπλαηφλ πεξηζζφηεξν. Γεχηεξνλ, ε 

παξαγσγή ησλ ππεξσξηψλ είλαη ιηγφηεξν επηθεξδήο απφ ηελ παξαγσγή 

θαλνληθνχ ρξφλνπ (γηα παξάδεηγκα, ε θιίζε θάζε θακπχιεο θέξδνο ζην 

΢ρ.4.3.2 είλαη κηα γλεζίσο θζίλνπζα ζπλάξηεζε ηνπ ξπζκνχ παξαγσγήο), 

έηζη κεηαηξέπνληαο κία κε απνδεθηή εθηθηή ιχζε ζε κία απνδεθηή, κε 

απηφλ ηνλ ηξφπν, πξέπεη λα απμήζνπκε ην ζπλνιηθφ πνζνζηφ θέξδνπο Ζ 

Καηά ζπλέπεηα, θάζε εθηθηή ιχζε πνπ ρξεζηκνπνηεί ζηελ παξαγσγή 

ππεξσξίεο, γηα έλα πξντφλ πνπ ε παξαγσγή θαλνληθνχ ρξφλνπ είλαη 

αθφκα δηαζέζηκε, δελ κπνξεί λα είλαη βέιηηζηε  ζχκθσλα κε ην κνληέιν.  

Γηα παξάδεηγκα, ζεσξνχκε ηελ κε απνδεθηή εθηθηή ιχζε      , 

     ,      ,      , ε νπνία δίλεη ζπλνιηθή ηηκή θέξδνπο   

  . Ο κε απνδεθηφο ηξφπνο γηα ηελ επίηεπμε ηνπ ίδηνπ ζπλφινπ 

ζπληειεζηψλ παξαγσγήο      θαη      είλαη      ,      , 

     ,      . Απηή ε ηειεπηαία ιχζε είλαη εθηθηή, αιιά επίζεο 

απμάλεη ην Z θαηά (   )( )  (   )    ζε ζπλνιηθή ηηκή θέξδνπο 

    .  

Οκνίσο, ε βέιηηζηε ιχζε γηα ην κνληέιν απηφ πξνθχπηεη φηη είλαη 

     ,      ,      ,      , ε νπνία είλαη κηα απνδεθηή εθηθηή 

ιχζε. 

 

Δπεθηάζεηο 

 Μέρξη ζηηγκήο, έρνπκε επηθεληξσζεί ζηελ εηδηθή πεξίπησζε 

δηαρσξίζηκνπ πξνγξακκαηηζκνχ, φπνπ ε κφλε κε γξακκηθή ζπλάξηεζε 

είλαη ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε  ( ). Σψξα, εμεηάδνπκε ηε γεληθή 

πεξίπησζε, φπνπ νη ζπλαξηήζεηο πεξηνξηζκψλ   ( ) δελ ρξεηάδεηαη λα 
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είλαη γξακκηθέο, αιιά είλαη θπξηέο θαη δηαρσξίζηκεο, έηζη ψζηε θάζε 

  ( ) λα κπνξεί λα εθθξαζηεί σο άζξνηζκα ησλ ζπλαξηήζεσλ ησλ 

επηκέξνπο κεηαβιεηψλ 

  ( )  ∑    (  )
 
   ,  

φπνπ θάζε    (  ) είλα θπξηή ζπλάξηεζε. Γηα άιιε κηα θνξά, θάζε κία 

απφ απηέο ηηο λέεο ζπλαξηήζεηο κπνξεί λα πξνζεγγίδεηαη, φζν είλαη 

επηζπκεηφ, απφ κία ηκεκαηηθά γξακκηθή ζπλάξηεζε (αλ δελ είλαη ήδε ζε 

απηή ηε κνξθή). Έλαο λένο πεξηνξηζκφο είλαη φηη γηα θάζε κεηαβιεηή    

(           ), φιεο νη ηκεκαηηθά γξακκηθέο πξνζεγγίζεηο ησλ 

ζπλαξηήζεσλ απηήο ηεο κεηαβιεηήο, ,  (  )    (  )        (  )-, 

πξέπεη λα έρνπλ ηα ίδηα ζεκεία δηαθνπήο, ψζηε νη ίδηεο λέεο κεηαβιεηέο 

(                
) λα κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα φιεο ηηο 

ηκεκαηηθά γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο. Απηφο ν θνξκαιηζκφο νδεγεί ζε έλα 

κνληέιν γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ, αθξηβψο φπσο απηφ πνπ δφζεθε 

γηα ηελ εηδηθή πεξίπησζε, εθηφο απφ ην φηη γηα θάζε i θαη j, νη κεηαβιεηέο 

    έρνπλ δηαθνξεηηθνχο ζπληειεζηέο ζηνλ πεξηνξηζκφ ί [φπνπ νη 

ζπληειεζηέο απηνί είλαη νη αληίζηνηρεο θιίζεηο ηεο ηκεκαηηθά γξακκηθήο 

ζπλάξηεζεο, πνπ πξνζεγγίδεη ηελ    (  )]. Δπεηδή, ε    (  ) απαηηείηαη 

λα είλαη θπξηή, ε ίδηα ινγηθή φπσο θαη πξηλ ζπλεπάγεηαη φηη εμαθνινπζεί 

λα ηζρχεη ε βαζηθή ηδηφηεηα ηνπ δηαρσξίζηκνπ πξνγξακκαηηζκνχ.  

Έλα κεηνλέθηεκα ηεο πξνζέγγηζεο ησλ ζπλαξηήζεσλ απφ 

ηκεκαηηθά γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο, φπσο πεξηγξάθεηαη ζε απηή ηελ 

ελφηεηα, είλαη φηη ε επίηεπμε κηαο θαιήο πξνζέγγηζεο απαηηεί έλα κεγάιν 

αξηζκφ επζχγξακκσλ ηκεκάησλ (κεηαβιεηψλ), ελψ έλα ηέηνην πιέγκα 

ζθαικάησλ γηα ηα ζεκεία δηαθνπήο είλαη αλαγθαίν, κφλν ζηε γεηηνληά 

ηεο βέιηηζηεο ιχζεο. Χο εθ ηνχηνπ, έρνπλ αλαπηπρζεί πην εμειηγκέλεο 

πξνζεγγίζεηο, πνπ ρξεζηκνπνηνχλ κία αθνινπζία ηκεκαηηθά γξακκηθψλ 

ζπλαξηήζεσλ δύν ηκεκάησλ, γηα λα ιεθζνχλ πξννδεπηηθά ζηελόηεξεο 

πξνζεγγίζεηο, κε άκεζε γεηηλίαζε. Απηνχ ηνπ είδνπο ε πξνζέγγηζε ηείλεη 

λα είλαη ηαρχηεξε θαη αθξηβέζηεξε, ζηελ πξνζέγγηζε ηεο βέιηηζηεο 

ιχζεο. 
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4.4 Κυρτόσ Προγραμματιςμόσ 
 

 Έρνπκε ήδε ζπδεηήζεη θάπνηεο εηδηθέο πεξηπηψζεηο θπξηνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ, ζηηο Δλ.3.1-3.2 (Κεθάιαην 3) (πξνβιήκαηα ρσξίο 

πεξηνξηζκνχο), ζηελ Δλ.4.2 (ηεηξαγσληθή αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε, κε 

γξακκηθνχο πεξηνξηζκνχο) θαη ζηελ Δλ.4.3 (δηαρσξίζηκεο ζπλαξηήζεηο). 

Δπίζεο, έρνπκε δεη ηε ζεσξία γηα ηε γεληθή πεξίπησζε (αλαγθαίεο θαη 

ηθαλέο ζπλζήθεο γηα βειηηζηφηεηα), ζηελ Δλ.4.1. ΢ε απηή ηελ ελφηεηα, ζα 

ζπδεηήζνπκε, ελ ζπληνκία, νξηζκέλα είδε ησλ πξνζεγγίζεσλ πνπ 

ρξεζηκνπνηνχληαη, γηα ηελ επίιπζε ηνπ γεληθφηεξνπ πξνβιήκαηνο θπξηνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ [φπνπ ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε πξνο 

κεγηζηνπνίεζε,  ( ), είλαη θνίιε θαη νη ζπλαξηήζεηο πεξηνξηζκψλ, 

  ( ), είλαη θπξηέο], θαη ζηε ζπλέρεηα, παξνπζηάδνπκε έλα παξάδεηγκα 

αιγφξηζκνπ γηα θπξηφ πξνγξακκαηηζκφ. 

Γελ ππάξρεη εληαίνο αιγφξηζκνο, πνπ λα ρξεζηκνπνηείηαη πάληα, 

γηα ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ θπξηνχ πξνγξακκαηηζκνχ. Έρνπλ 

αλαπηπρζεί πνιινί δηαθνξεηηθνί αιγφξηζκνη, ν θαζέλαο κε ηα δηθά ηνπ 

πιενλεθηήκαηα θαη κεηνλεθηήκαηα θαη εμαθνινπζεί λα δηελεξγείηαη 

έξεπλα ζε απηφλ ηνλ ηνκέα. ΢ε γεληθέο γξακκέο, νη πεξηζζφηεξνη απφ 

απηνχο ηνπο αιγνξίζκνπο εκπίπηνπλ ζε κία απφ ηηο αθφινπζεο ηξεηο 

θαηεγνξίεο. 

Η πξψηε θαηεγνξία είλαη νη αιγόξηζκνη θιίζεο, φπνπ ε 

δηαδηθαζία αλαδήηεζεο κέζσ θιίζεο ηεο Δλ.3.2 ηξνπνπνηείηαη θαηά 

θάπνην ηξφπν, γηα λα δηαθπιάμεη ηε δηαδηθαζία αλαδήηεζεο απφ ηε 

δηείζδπζε θάζε πεξηνξηζηηθνχ θξάγκαηνο. Γηα παξάδεηγκα, κία 

δεκνθηιήο κέζνδνο θιίζεο είλαη ε κέζνδνο γεληθεπκέλα κεησκέλεο θιίζεο 

(ΓΜΒ). 

Η δεχηεξε θαηεγνξία -αθνινπζηαθνί αιγόξηζκνη, ρσξίο 

πεξηνξηζκνύο- πεξηιακβάλεη ζπλάξηεζε πνηλήο θαη κεζφδνπο ζπλάξηεζεο 

θξάγκαηνο. Απηνί νη αιγφξηζκνη κεηαηξέπνπλ ην αξρηθφ πξφβιεκα 

βειηηζηνπνίεζεο, κε πεξηνξηζκνχο, ζε κηα αθνινπζία πξνβιεκάησλ 

βειηηζηνπνίεζεο, ρσξίο πεξηνξηζκνύο, ησλ νπνίσλ νη βέιηηζηεο ιχζεηο 

ζπγθιίλνπλ ζηε βέιηηζηε ιχζε ηνπ αξρηθνχ πξνβιήκαηνο. Κάζε έλα απφ 

απηά ηα πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο, ρσξίο πεξηνξηζκνχο, κπνξνχλ λα 

επηιπζνχλ κε ηε δηαδηθαζία αλαδήηεζεο κέζσ θιίζεο, ηεο Δλ.3.2. Η 
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κεηαηξνπή απηή επηηπγράλεηαη κε ηελ ελζσκάησζε ησλ πεξηνξηζκψλ ζε 

κία ζπλάξηεζε πνηλήο (ή ζπλάξηεζε θξάγκαηνο), πνπ αθαηξείηαη απφ 

ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε, πξνθεηκέλνπ λα επηβάιιεη κεγάιεο πνηλέο 

γηα ηελ παξαβίαζε πεξηνξηζκψλ (ή αθφκε θαη φηαλ είλαη θνληά ζηα φξηα 

πεξηνξηζκνχ). Θα δνχκε έλα παξάδεηγκα απηήο ηεο θαηεγνξίαο 

αιγνξίζκσλ, ζηελ επφκελε ελφηεηα. 

Η ηξίηε θαηεγνξία -αιγόξηζκνη αθνινπζηαθήο πξνζέγγηζεο- 

πεξηιακβάλεη κεζφδνπο γξακκηθήο θαη ηεηξαγσληθήο πξνζέγγηζεο. Απηνί 

νη αιγφξηζκνη αληηθαζηζηνχλ ηε κε γξακκηθή αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε 

κε κηα αθνινπζία γξακκηθψλ ή ηεηξαγσληθψλ πξνζεγγίζεσλ. Γηα 

πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο, κε γξακκηθνχο πεξηνξηζκνχο, νη 

πξνζεγγίζεηο απηέο επηηξέπνπλ ηελ επαλεηιεκκέλε εθαξκνγή 

αιγνξίζκσλ γξακκηθνχ ή ηεηξαγσληθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. Η εξγαζία 

απηή ζπλνδεχεηαη απφ άιιεο αλαιχζεηο, πνπ παξάγνπλ κηα αθνινπζία 

ιχζεσλ, πνπ ζπγθιίλνπλ ζε κηα βέιηηζηε ιχζε, γηα ην αξρηθφ πξφβιεκα. 

Παξά ην γεγνλφο, φηη απηνί νη αιγφξηζκνη είλαη ηδηαίηεξα θαηάιιεινη γηα 

πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο, κε γξακκηθνχο πεξηνξηζκνχο, κεξηθνί 

κπνξνχλ επίζεο λα επεθηαζνχλ ζε πξνβιήκαηα κε κε γξακκηθέο 

ζπλαξηήζεηο πεξηνξηζκψλ, κε ηε ρξήζε ησλ θαηάιιεισλ γξακκηθψλ 

πξνζεγγίζεσλ. 

Χο έλα παξάδεηγκα ελφο αιγνξίζκνπ  αθνινπζηαθήο πξνζέγγηζεο, 

παξνπζηάδνπκε ηνλ  αιγόξηζκν Frank-Wolfe, γηα ηελ πεξίπησζε 

γξακκηθά πεξηνξηζκέλνπ θπξηνχ πξνγξακκαηηζκνχ (νπφηε, νη πεξηνξηζκνί 

είλαη      θαη    , ζε κεηξσηθή κνξθή). Απηή ε δηαδηθαζία είλαη 

ηδηαίηεξα απιή, αθνχ ζπλδπάδεη γξακκηθέο πξνζεγγίζεηο ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο (δίλνληάο καο ηε δπλαηφηεηα λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε κέζνδν Simplex), κε ηε κνλνδηάζηαηε δηαδηθαζία 

αλαδήηεζεο ηεο Δλ.3.1. 

 

Έλαο αθνινπζηαθόο αιγόξηζκνο γξακκηθήο πξνζέγγηζεο  

(Frank-Wolfe) 

Γεδνκέλεο κηαο ελδηάκεζεο εθηθηήο ιχζεο   , ε γξακκηθή 

πξνζέγγηζε, πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε  ( ) 
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είλαη ε πξψηεο ηάμεο ζεηξά Taylor, επέθηαζε ηεο  ( ), γχξσ απφ ην 

    , δειαδή: 

 (  )   (  )  ∑
  (  )

   
(     

 ) 
     (  )    (  )(    ), 

φπνπ νη κεξηθέο παξάγσγνη ππνινγίδνληαη ζην     . Δπεηδή, νη  (  ) 

θαη   (  )   έρνπλ ζηαζεξνπνηεκέλεο ηηκέο, κπνξνχλ λα απινπνηεζνχλ, 

γηα λα πάξνπκε κηα ηζνδχλακε γξακκηθή αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε: 

  ( )    (  )  ∑     
 
   , φπνπ    

  ( )

   
 ζην     . 

Η κέζνδνο Simplex (ή ε γξαθηθή δηαδηθαζία, γηα    ), ηφηε 

εθαξκφδεηαη ζην πξνθχπηνλ πξφβιεκα γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ 

[κεγηζηνπνίεζε ηεο  ( ) ππνθείκελε ζηνπο αξρηθνχο πεξηνξηζκνχο, 

     θαη    ] γηα λα βξνχκε ηε βέιηηζηε ιχζε ηνπ,    . 

΢εκεηψλνπκε φηη ε γξακκηθή αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε αλαγθαζηηθά 

απμάλεη ζηαζεξά θαζψο θηλνχκαζηε θαηά κήθνο ηνπ επζχγξακκνπ 

ηκήκαηνο, απφ ην    σο ην     (ην νπνίν είλαη ζην ζχλνξν ηεο εθηθηήο 

πεξηνρήο). Χζηφζν, ε γξακκηθή πξνζέγγηζε κπνξεί λα κελ είλαη 

ηδηαίηεξα θνληά, γηα   καθξηά απφ ην   , ψζηε ε κε γξακκηθή 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε λα κελ κπνξεί λα ζπλερίζεη λα απμάλεη, ζε φιε 

ηε δηαδξνκή απφ ην    σο ην    . Η εθ ηνχηνπ, παξά λα απνδερηνχκε ηελ 

    σο ηελ επφκελε ελδηάκεζε ιχζε, επηιέγνπκε ην ζεκείν πνπ 

κεγηζηνπνηεί ηε κε γξακκηθή αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε, θαηά κήθνο 

απηνχ επζχγξακκνπ ηκήκαηνο. Απηφ ην ζηνηρείν κπνξεί λα βξεζεί κέζσ 

ηεο κνλνδηάζηαηεο δηαδηθαζίαο αλαδήηεζεο, ηεο Δλ.3.1, φπνπ ε κία 

κεηαβιεηή, γηα ηνπο ζθνπνχο απηήο ηεο αλαδήηεζεο, είλαη ην θιάζκα   

ηεο ζπλνιηθήο απφζηαζεο απφ ην    σο ην    . Σν ζηνηρείν απηφ γίλεηαη 

ηφηε ε λέα ελδηάκεζε ιχζε, γηα ηελ έλαξμε ηεο επφκελεο επαλάιεςεο 

ηνπ αιγφξηζκνπ, φπσο πεξηγξάςακε. Η αθνινπζία ησλ ελδηάκεζσλ 

ιχζεσλ, πνπ παξάγνληαη απφ ηηο επαλαιακβαλφκελεο επαλαιήςεηο 

ζπγθιίλεη ζηε βέιηηζηε ιχζε ηνπ αξρηθνχ πξνβιήκαηνο, νπφηε ν 

αιγφξηζκνο ζηακαηά κφιηο νη επφκελεο ελδηάκεζεο ιχζεηο είλαη αξθεηά 

θνληά κεηαμχ ηνπο, γηα λα έρνπλ θηάζεη ζηε βέιηηζηε ιχζε. 
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Πεξίιεςε ηνπ Αιγόξηζκνπ Frank-Wolfe. 

Αξρηθνπνίεζε: Βξίζθνπκε κηα εθηθηή αξρηθή ελδηάκεζε ιχζε  ( ), γηα 

παξάδεηγκα, κε ηελ εθαξκνγή ησλ δηαδηθαζηψλ γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ γηα λα βξνχκε κηα αξρηθή βαζηθή εθηθηή ιχζε. Έζησ, 

   . 

Επαλαιήςεηο:  

1. Γηα             ππνινγίδνπκε ηελ πνζφηεηα: 

 
  ( )

   
, ζην    (   ) 

    θαη ζέηνπκε    ίζν κε απηήλ ηελ πνζφηεηα.     

2. Βξίζθνπκε κία βέιηηζηε ιχζε    
( )

, γηα ην αθφινπζν πξφβιεκα 

γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. 

 Μεγηζηνπνίεζε:  ( )  ∑     
 
   , 

 ππφ ηνπο πεξηνξηζκνχο:  

      θαη    . 

3. Γηα ηε κεηαβιεηή   (     ), ζέηνπκε: 

  ( )   ( ), γηα    (   )   (   
( )

  (   )), 

έηζη ψζηε  ( ) λα δίλεη ηελ ηηκή ηεο  ( ) ζην επζχγξακκν ηκήκα κεηαμχ 

 (   ) (φπνπ ην    ) θαη    
( )

 (φπνπ ην    ). Υξεζηκνπνηνχκε θάπνηα 

δηαδηθαζία, φπσο ε κνλνδηάζηαηε δηαδηθαζία αλαδήηεζεο (βιέπε Δλ.3.1) 

γηα λα κεγηζηνπνηήζνπκε ηελ  ( ) ζην δηάζηεκα       θαη ζέηνπκε 

 ( ) ίζν κε ην αληίζηνηρν  . Πεγαίλνπκε ζην θξηηήξην δηαθνπήο. 

Κξηηήξην δηαθνπήο: Αλ  (   ) θαη  ( ) είλαη αξθεηά θνληά, ηφηε 

ζηακαηάκε θαη ρξεζηκνπνηνχκε ην  ( ) (ή θάπνηα πξνέθηαζή ηνπ, 

 ( )  ( )      (   )  ( )), φπσο εθηίκεζε ηεο βέιηηζηεο ιχζεο. ΢ε 

αληίζεηε πεξίπησζε, επαλαθέξνπκε       θαη εθηεινχκε επφκελε 

επαλάιεςε. 

 

Σψξα αο παξνπζηάζνπκε απηήλ ηε δηαδηθαζία. 
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Παξάδεηγκα. Θεσξνχκε ην αθφινπζν γξακκηθά πεξηνξηζκέλν πξφβιεκα 

θπξηνχ πξνγξακκαηηζκνχ: 

 Μεγηζηνπνίεζε:  ( )        
         

 , 

ππφ ηνπο πεξηνξηζκνχο: 

           

θαη 

     ,     . 

΢εκεηψλνπκε φηη: 

 
  

   
      , 

  

   
      , 

έηζη ψζηε ην κε πεξηνξηζκέλν κέγηζην   (
 

 
  ) λα παξαβηάδεη ην 

ζπλαξηεζηαθφ πεξηνξηζκφ. Έηζη, ρξεηάδεηαη πεξηζζφηεξε δνπιεηά γηα λα 

βξνχκε ην πεξηνξηζκέλν κέγηζην. 

Δπεηδή, ε   (   ) είλαη ζαθψο εθηθηή (θαη αληηζηνηρεί ζηελ 

αξρηθή βαζηθή εθηθηή ιχζε, γηα ηνπο πεξηνξηζκνχο γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ), αο ηελ επηιέμνπκε σο ηελ αξρηθή ελδηάκεζε ιχζε 

 ( ), γηα ηνλ αιγφξηζκν Frank-Wolfe. Αληηθαζηζηψληαο ηηο      θαη 

     ζηηο, εθθξάζεηο ησλ κεξηθψλ παξαγψγσλ, παίξλνπκε      θαη 

    , έηζη ψζηε   ( )          είλαη ε αξρηθή γξακκηθή 

πξνζέγγηζε ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο. Η γξαθηθή επίιπζε απηνχ 

ηνπ πξνβιήκαηνο γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ (βιέπε ΢ρ.4.4.1(α)) δίλεη 

   
( )

 (   ). Γηα ην βήκα 3 ηεο πξψηεο επαλάιεςεο, ηα ζεκεία ζην 

επζχγξακκν ηκήκα, κεηαμχ (0,0) θαη (0,3), πνπ θαίλνληαη ζην ΢ρ.4.4.1(α) 

εθθξάδνληαη σο εμήο: 

(     )  (   )   ,(   )  (   )-, γηα       

               (    ) 

φπσο θαίλεηαη ζηελ έθηε ζηήιε ηνπ Πίλαθα 4.4.Ι. Απηή ε έθθξαζε δίλεη: 

  ( )   (    )   (  )   (  )  

                            , 
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έηζη ψζηε ε ηηκή     , πνπ κεγηζηνπνηεί ηελ  ( ), γηα      , 

κπνξεί λα ιεθζεί ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε, ζέηνληαο: 

 
  ( )

  
         , 

έηζη, ψζηε    
 

 
. Απηφ ην απνηέιεζκα νδεγεί ζηελ παξαθάησ ελδηάκεζε 

ιχζε: 

  ( )  (   )  
 

 
,(   )  (   )- 

                   (   ),  

ε νπνία νινθιεξψλεη ηελ πξψηε επαλάιεςε. 
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K  (   )          
( )

   ζηελ  ( )  ( )     ( ) 

1 (0,0) 5 8 (0,3) (0,3 )          
 

 
 (0,2) 

2 (0,2) 5 0 (2,0) (2 ,    )           
 

  
 (

 

 
 
 

 
) 

Πίλαθαο 4.4.Η Δθαξκνγή ηνπ αιγφξηζκνπ Frank-Wolfe ζην παξάδεηγκα. 

 

Γηα λα ζρεδηάζνπκε ηνπο ππνινγηζκνχο πνπ νδεγνχλ ζηα 

απνηειέζκαηα ηεο δεχηεξεο ζεηξάο ηνπ Πίλαθα 4.4.Ι, ε ζρέζε  ( )  

(   ) δίλεη: 

      ( )   , 

      ( )   . 
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Γηα ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε  ( )     , ε γξαθηθή επίιπζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο ζηελ εθηθηή πεξηνρή ηνπ ΢ρ.4.4.1(α) δίλεη    
( )

 (   ). Χο 

εθ ηνχηνπ, ε έθθξαζε γηα ην επζχγξακκν ηκήκα, κεηαμχ ησλ  ( ) θαη 

   
( )

 (βιέπε ΢ρ.4.4.1(α)) είλαη: 

   (   )   ,(   )  (   )- 

               (       ), 

έηζη, ψζηε: 

  ( )   (       ) 

                     (  )  (  )   (    )   (    )  

                              . 

Θέηνληαο: 

 
  ( )

  
          

παίξλνπκε    
 

  
. Χο εθ ηνχηνπ: 

  ( )  (   )  
 

  
,(   )  (   )- 

                   (
 

 
 
 

 
). 

 Μπνξνχκε λα δνχκε ζην ΢ρ.4.4.1(β) πψο νη ελδηάκεζεο ιχζεηο 

ελαιιάζζνληαη κεηαμχ δχν ηξνρηψλ, πνπ θαίλεηαη λα δηαζηαπξψλνληαη 

ζην ζεκείν   (  
 

 
). Απηφ ην ζεκείν είλαη, πξάγκαηη, ε βέιηηζηε ιχζε, 

φπσο κπνξεί λα επαιεζεπηεί, κε ηελ εθαξκνγή ησλ ζπλζεθψλ KKT ηεο 

Δλ.4.1. 

 Απηφ ην παξάδεηγκα απεηθνλίδεη έλα θνηλφ ραξαθηεξηζηηθφ ησλ 

αιγνξίζκσλ Frank-Wolfe, δειαδή, φηη νη ελδηάκεζεο ιχζεηο 

ελαιιάζζνληαη κεηαμχ δχν (ή πεξηζζνηέξσλ) ηξνρηψλ. Όηαλ 

ελαιιάζζνληαη κε απηφλ ηνλ ηξφπν, κπνξνχκε λα πξνεθηείλνπκε ηηο 

ηξνρηέο ζην θαηά πξνζέγγηζε ζεκείν ηνκήο ηνπο, ψζηε λα εθηηκήζνπκε 

κηα βέιηηζηε ιχζε. Η εθηίκεζε απηή ηείλεη λα είλαη θαιχηεξε απφ ηε 

ρξήζε ηεο ηειεπηαίαο ελδηάκεζεο ιχζεο πνπ παξάγνπκε. Ο ιφγνο είλαη 
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φηη νη ελδηάκεζεο ιχζεηο ηείλνπλ λα ζπγθιίλνπλ κάιινλ αξγά πξνο κία 

βέιηηζηε ιχζε, ψζηε ε ηειεπηαία ελδηάκεζε ιχζε κπνξεί λα εμαθνινπζεί 

λα είλαη αξθεηά καθξηά απφ ηε βέιηηζηε. 

 Δλ θαηαθιείδη, ηνλίδνπκε φηη ν αιγφξηζκνο Frank-Wolfe είλαη κφλν 

έλα παξάδεηγκα ησλ αιγνξίζκσλ αθνινπζηαθήο πξνζέγγηζεο. Πνιινί 

απφ απηνχο ηνπο αιγνξίζκνπο ρξεζηκνπνηνχλ ηεηξαγσληθή, αληί ηεο 

γξακκηθήο πξνζέγγηζεο, ζε θάζε επαλάιεςε, επεηδή ε ηεηξαγσληθή 

πξνζέγγηζε παξέρεη κηα ζεκαληηθά θαιχηεξε πξνζαξκνγή ζην αξρηθφ 

πξφβιεκα θαη έηζη επηηξέπνπλ ηελ αθνινπζία ησλ ιχζεσλ λα ζπγθιίλεη 

ζεκαληηθά ηαρχηεξα πξνο κηα βέιηηζηε ιχζε απφ φ,ηη ζηελ πεξίπησζε 

ηνπ ΢ρ.4.4.1(β). Γηα ην ιφγν απηφ, παξφιν πνπ νη κέζνδνη αθνινπζηαθήο 

γξακκηθήο πξνζέγγηζεο, φπσο ν αιγφξηζκνο Frank-Wolfe, είλαη ζρεηηθά 

απιέο ζηε ρξήζε, πξνηηκψληαη νη κέζνδνη αθνινπζηαθήο ηεηξαγσληθήο 

πξνζέγγηζεο, γεληθά, ζε πξαγκαηηθέο εθαξκνγέο. Γεκνθηιείο κεηαμχ 

απηψλ είλαη νη quasi-Newton (ή παξακεηξηθέο) κέζνδνη, νη νπνίεο 

ππνινγίδνπλ κηα ηεηξαγσληθή πξνζέγγηζε ηεο θακππιφηεηαο κηαο κε 

γξακκηθήο ζπλάξηεζεο, ρσξίο ηνλ αθξηβή ππνινγηζκφ δεχηεξσλ 

(κεξηθψλ) παξαγψγσλ. (Γηα γξακκηθά πεξηνξηζκέλα πξνβιήκαηα 

βειηηζηνπνίεζεο, απηή ε κε γξακκηθή ζπλάξηεζε είλαη ε αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε, ελψ γηα πξνβιήκαηα κε κε γξακκηθνχο πεξηνξηζκνχο, είλαη 

κία Lagrangian ζπλάξηεζε.) Μεξηθνί quasi-Newton αιγφξηζκνη δελ 

ζρεκαηίδνπλ θαη επηιχνπλ έλα πξνζεγγηζηηθφ ηεηξαγσληθφ πξφβιεκα 

πξνγξακκαηηζκνχ ζε θάζε επαλάιεςε, αιιά, αληίζεηα, ελζσκαηψλνπλ 

νξηζκέλα απφ ηα βαζηθά ζπζηαηηθά ησλ αιγόξηζκσλ θιίζεο. 

 

Οξηζκέλεο επηινγέο Λνγηζκηθνύ 

Όπσο ππνδεηθλχεηαη ζην ηέινο ηεο Δλ.4.2, ηφζν ην Excel, φζν θαη 

ην LINGO κπνξνχλ λα ιχζνπλ πξνβιήκαηα θπξηνχ πξνγξακκαηηζκνχ, 

αιιά ηα LINDO θαη CPLEX δελ κπνξνχλ, εθηφο απφ ηελ εηδηθή 

πεξίπησζε ηνπ ηεηξαγσληθνχ πξνγξακκαηηζκνχ (ε νπνία πεξηιακβάλεη 

ην παξάδεηγκα απηήο ηεο ελφηεηαο). Η επαγγεικαηηθή έθδνζε ηνπ MPL 

ππνζηεξίδεη έλα κεγάιν αξηζκφ solver, ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ θαη 

νξηζκέλσλ πνπ κπνξνχλ λα ρεηξηζηνχλ θπξηφ πξνγξακκαηηζκφ. Έλαο απφ 

απηνχο, πνπ νλνκάδεηαη CONOPT, πεξηιακβάλεηαη ζηελ έθδνζε γηα 

θνηηεηέο ηνπ MPL, πνπ βξίζθεηαη ζε CD-ROM. Σα παξαδείγκαηα 
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θπξηνχ πξνγξακκαηηζκνχ, πνπ δηαηππψλνληαη ζην αξρείν MPL απηνχ 

ηνπ θεθαιαίνπ, έρνπλ ιπζεί κε απηφλ ηνλ solver, επηιέγνληαο Με 

γξακκηθά κνληέια, γηα ηελ εηζαγσγή Πξνεπηιεγκέλνπ Τύπνπ Μνληέινπ, 

ζην παξάζπξν δηαιφγνπ επηινγήο MPL Γιψζζαο. 

 

4.5 Μη κυρτόσ Προγραμματιςμόσ 
 

Οη παξαδνρέο ηνπ θπξηνχ πξνγξακκαηηζκνχ είλαη πνιχ βνιηθέο, 

επεηδή εμαζθαιίδνπλ φηη θάζε ηνπηθό κέγηζην είλαη θαη νιηθό. Γπζηπρψο, 

ηα κε γξακκηθά πξνβιήκαηα πξνγξακκαηηζκνχ, πνπ αλαθχπηνπλ ζηελ 

πξάμε, ζπρλά έξρνληαη κφλν αξθεηά θνληά ζην λα ηθαλνπνηνχλ απηέο ηηο 

ππνζέζεηο, αιιά έρνπλ θάπνηεο ζρεηηθά κηθξέο δηαθνξέο. Ση είδνπο 

πξνζέγγηζε κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί, φηαλ αζρνινχκαζηε ηέηνηα 

πξνβιήκαηα κε θπξηνύ πξνγξακκαηηζκνύ; 

Μηα θνηλή πξνζέγγηζε είλαη ε εθαξκνγή κηαο αιγνξηζκηθήο 

δηαδηθαζίαο αλαδήηεζεο, πνπ ζα ζηακαηάεη φηαλ βξίζθεη έλα ηνπηθό 

κέγηζην θαη ζηε ζπλέρεηα ζα θάλεη επαλεθθίλεζε αξθεηέο θνξέο απφ 

δηάθνξεο αξρηθέο ελδηάκεζεο ιχζεηο, γηα λα βξεη φζα δηαθνξεηηθά ηνπηθά 

κέγηζηα είλαη δπλαηφ. Σν θαιχηεξν απφ απηά ηα ηνπηθά κέγηζηα 

επηιέγεηαη, ζηε ζπλέρεηα, γηα ηελ εθηέιεζε. Καλνληθά, ε δηαδηθαζία 

αλαδήηεζεο είλαη απηή πνπ έρεη ζρεδηαζηεί γηα λα θαηαιήμνπκε ζε νιηθφ 

κέγηζην, φηαλ ηθαλνπνηνχληαη φιεο νη ππνζέζεηο ηνπ θπξηνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ, αιιά επίζεο κπνξεί λα ιεηηνπξγήζεη γηα λα βξνχκε 

έλα ηνπηθφ κέγηζην, φηαλ δελ ηθαλνπνηνχληαη. 

Μηα ηέηνηα δηαδηθαζία αλαδήηεζεο, πνπ έρεη ρξεζηκνπνηεζεί 

επξέσο απφ ηελ αλάπηπμή ηεο ζηε δεθαεηία ηνπ 1960, είλαη ε ηερληθή 

αθνινπζηαθήο ειαρηζηνπνίεζεο, ρσξίο πεξηνξηζκνύο (sequential 

unconstrained minimization technique ή SUMT γηα ζπληνκία). 

Τπάξρνπλ, ζηελ πξαγκαηηθφηεηα δχν θχξηεο εθδνρέο ηεο SUMT, κία εθ 

ησλ νπνίσλ είλαη έλαο αιγφξηζκνο εμσηεξηθνύ ζεκείνπ, πνπ αζρνιείηαη 

κε κε εθηθηέο ιχζεηο, ρξεζηκνπνηψληαο κηα ζπλάξηεζε πνηλήο, γηα λα 

αλαγθάζεη ηε ζχγθιηζε ζηελ εθηθηή πεξηνρή. Θα πεξηγξάςνπκε ηελ άιιε 

εθδνρή, ε νπνία είλαη έλαο αιγφξηζκνο εζσηεξηθνύ ζεκείνπ, πνπ 

αζρνιείηαη θαη’ επζείαλ κε εθηθηέο ιχζεηο, ρξεζηκνπνηψληαο κηα 

ζπλάξηεζε θξαγκνύ, γηα λα αλαγθάζεη ηελ παξακνλή ηνπο ζην εζσηεξηθφ 
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ηεο εθηθηήο πεξηνρήο. Παξφιν πνπ ε SUMT αξρηθά παξνπζηάζηεθε σο 

κηα ηερληθή ειαρηζηνπνίεζεο, ζα ηε κεηαηξέςνπκε ζε κηα ηερληθή 

κεγηζηνπνίεζεο, ψζηε λα είλαη ζπλεπήο κε ην ππφινηπν ηνπ θεθαιαίνπ. 

Χο εθ ηνχηνπ, ζα ζπλερίζνπκε λα ππνζέηνπκε φηη ην πξφβιεκα είλαη ζηε 

κνξθή, πνπ δφζεθε ζηελ αξρή ηνπ θεθαιαίνπ θαη φηη φιεο νη 

ζπλαξηήζεηο είλαη δηαθνξίζηκεο. 

  

Sequential Unconstrained Minimization Technique (SUMT) 

(Σερληθή αθνινπζηαθήο ειαρηζηνπνίεζεο, ρσξίο πεξηνξηζκνύο) 

 Όπσο ππνδειψλεη ην φλνκά ηεο, ε SUMT αληηθαζηζηά ην αξρηθφ 

πξφβιεκα κε κηα αθνινπζία κε πεξηνξηζκέλσλ πξνβιεκάησλ 

βειηηζηνπνίεζεο, ησλ νπνίσλ νη ιχζεηο ζπγθιίλνπλ ζε κία ιχζε (ηνπηθφ 

κέγηζην) ηνπ αξρηθνχ πξνβιήκαηνο. Η πξνζέγγηζε απηή είλαη πνιχ 

ειθπζηηθή, γηαηί ηα πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο ρσξίο πεξηνξηζκνχο 

είλαη πνιχ πην εχθνιν λα ιπζνχλ (βιέπε ηε δηαδηθαζία αλαδήηεζεο κέζσ 

θιίζεο ηεο Δλ.3.2), ζε ζρέζε κε απηά πνπ έρνπλ πεξηνξηζκνχο. Κάζε έλα 

απφ ηα κε πεξηνξηζκέλα πξνβιήκαηα ζε απηήλ ηελ αθνινπζία 

πεξηιακβάλεη ηελ επηινγή κηαο (πξννδεπηηθά κηθξφηεξεο) απζηεξά 

ζεηηθήο ηηκήο ελφο βαζκσηνχ κεγέζνπο   θαη ζηε ζπλέρεηα, ηελ επίιπζε 

σο πξνο  , έηζη ψζηε: 

 Μεγηζηνπνίεζε:  (   )   ( )    ( ). 

Δδψ ε  ( ) είλαη κηα ζπλάξηεζε θξαγκνύ, πνπ έρεη ηηο αθφινπζεο 

ηδηφηεηεο (γηα εθηθηέο ηηκέο ηνπ  , γηα ην αξρηθφ πξφβιεκα): 

1. Η  ( ) είλαη κηθξή, φηαλ ην   είλαη καθξηά απφ ην ζχλνξν ηεο εθηθηήο 

πεξηνρήο. 

2. Η  ( ) είλαη κεγάιε, φηαλ ην   είλαη θνληά ζην ζχλνξν ηεο εθηθηήο 

πεξηνρήο. 

3.  ( )   , θαζψο ε απφζηαζε απφ ηελ (πιεζηέζηεξν) ζχλνξν ηεο 

εθηθηήο πεξηνρήο   . 

Έηζη, μεθηλψληαο ηε δηαδηθαζία αλαδήηεζεο κε κηα εθηθηή αξρηθή 

ελδηάκεζε ιχζε θαη ζηε ζπλέρεηα πξνζπαζψληαο λα απμήζνπκε ηελ 

 (   ), ε  ( ) παξέρεη έλα θξάγκα, πνπ εκπνδίδεη ηελ αλαδήηεζε απφ 
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ηε δηέιεπζε (ή λα θηάζεη) ην ζχλνξν ηεο εθηθηήο πεξηνρήο, γηα ην αξρηθφ 

πξφβιεκα. 

Η πην θνηλή επηινγή ηεο  ( ) είλαη: 

 ( )  ∑
 

     ( )

 
    ∑

 

  

 
   . 

Γηα εθηθηέο ηηκέο ηνπ  , ζεκεηψλνπκε φηη ν παξνλνκαζηήο θάζε φξνπ 

είλαη αλάινγνο ηεο απφζηαζεο ηνπ   απφ ην φξην ηνπ πεξηνξηζκνχ, γηα 

ηνλ αληίζηνηρν ζπλαξηεζηαθφ πεξηνξηζκφ ή πεξηνξηζκφ κε 

αξλεηηθφηεηαο. Καηά ζπλέπεηα, θάζε φξνο είλαη έλαο όξνο άπσζεο 

ζπλόξνπ, πνπ έρεη φιεο ηηο πξνεγνχκελεο ηξεηο ηδηφηεηεο, ζε ζρέζε κε ην 

ζπγθεθξηκέλν φξην ηνπ πεξηνξηζκνχ. Έλα άιιν ειθπζηηθφ 

ραξαθηεξηζηηθφ ηεο  ( ) είλαη φηη φηαλ πιεξνχληαη φιεο νη 

πξνυπνζέζεηο ηνπ θπξηνύ πξνγξακκαηηζκνύ, ε  (   ) είλαη θνίιε 

ζπλάξηεζε. 

Δπεηδή, ε  ( ) δηαηεξεί ηελ αλαδήηεζε καθξηά απφ ην ζχλνξν ηεο 

εθηθηήο πεξηνρήο, είλαη πηζαλφ λα δεκηνπξγεζεί ην πνιχ εχινγν 

εξψηεκα: Ση ζα ζπκβεί αλ ε επηζπκεηή ιχζε βξίζθεηαη εθεί; Απηή ε 

αλεζπρία είλαη ν ιφγνο πνπ ε SUMT πεξηιακβάλεη ηελ επίιπζε κηαο 

ζεηξάο ηέηνησλ πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο, ρσξίο πεξηνξηζκνχο, γηα 

δηαδνρηθά κηθξφηεξεο ηηκέο ηνπ r, πνπ πιεζηάδνπλ ην κεδέλ (φπνπ ε 

ηειηθή ελδηάκεζε ιχζε απφ θάζε έλα γίλεηαη ε αξρηθή ελδηάκεζε ιχζε, 

γηα ην επφκελν). Γηα παξάδεηγκα, θάζε λέν r ζα κπνξνχζε λα ιεθζεί απφ 

ην πξνεγνχκελν κε πνιιαπιαζηαζκφ κε κηα ζηαζεξά   (     ), 

φπνπ κηα ηππηθή ηηκή είλαη       . Καζψο ην r πιεζηάδεη ην 0, ε 

 (   ) πξνζεγγίδεη ηελ  ( ), νπφηε ην αληίζηνηρν ηνπηθφ κέγηζην ηεο 

 (   ) ζπγθιίλεη ζε έλα ηνπηθφ κέγηζην ηνπ αξρηθνχ πξνβιήκαηνο. Χο 

εθ ηνχηνπ, είλαη απαξαίηεην λα ιπζνχλ αξθεηά πξνβιήκαηα 

βειηηζηνπνίεζεο ρσξίο πεξηνξηζκνχο, ψζηε λα επηηξαπεί ε πξνέθηαζε 

ησλ ιχζεψλ ηνπο ζε απηήλ ηελ πεξηνξηζηηθή ιχζε. 

Πφζα είλαη αξθεηά, γηα λα επηηξέςνπλ απηήλ ηελ παξέθηαζε; Όηαλ 

ην αξρηθφ πξφβιεκα ηθαλνπνηεί ηηο ππνζέζεηο ηνπ θπξηνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ, είλαη δηαζέζηκεο θάπνηεο ρξήζηκεο πιεξνθνξίεο, γηα 

λα καο θαζνδεγήζνπλ ζε απηή ηελ απφθαζε. ΢πγθεθξηκέλα, εάλ ην   

κεγηζηνπνηεί νιηθά ηελ  (   ), ηφηε: 
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 ( )   (  )   ( )    ( ), 

φπνπ ην    είλαη ε (άγλσζηε) βέιηηζηε ιχζε, γηα ην αξρηθφ πξφβιεκα. 

Έηζη, ην   ( ) είλαη ην κέγηζην ζθάικα (ζηελ ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο), πνπ κπνξεί λα νδεγήζεη, κε ηε ρξήζε ηνπ  , ζηελ 

πξνζέγγηζε ηνπ   , θαη πξνεθηείλνληαο πέξα απφ ην  , γηα ηελ αχμεζε 

ηεο  ( ) κεηψλεη πεξηζζφηεξν ην ζθάικα. Αλ ε αλνρή ζθάικαηνο 

θαζνξίδεηαη εθ ησλ πξνηέξσλ, ηφηε κπνξνχκε λα ζηακαηήζνπκε φηαλ ην 

  ( ) είλαη κηθξφηεξν απφ απηήλ ηελ πνζφηεηα. 

Γπζηπρψο, δελ ππάξρεη ηέηνηα εγγχεζε γηα ην κέγηζην ζθάικα, 

πνπ λα κπνξεί λα δνζεί γηα πξνβιήκαηα κε θπξηνχ πξνγξακκαηηζκνχ. 

Χζηφζν, ην   ( ) εμαθνινπζεί λα είλαη πηζαλφ λα ππεξβεί ην 

πξαγκαηηθφ ζθάικα, φηαλ ηα   θαη    αληηζηνηρνχλ ζε ηνπηθά κέγηζηα 

ηνπ  (   )  θαη ηνπ αξρηθνχ πξνβιήκαηνο, αληίζηνηρα. 

 

Πεξίιεςε ηεο SUMT. 

Αξρηθνπνίεζε: Πξνζδηνξίδνπκε κηα εθηθηή αξρηθή ελδηάκεζε ιχζε  ( ), 

πνπ δελ είλαη ζην ζχλνξν ηεο εθηθηήο πεξηνρήο. Θέηνπκε     θαη 

επηιέγνπκε ηηο θαηάιιειεο απζηεξά ζεηηθέο ηηκέο γηα ην αξρηθφ   θαη γηα 

    (δειαδή,     θαη       ). 

Επαλαιήςεηο: Ξεθηλψληαο απφ ην  (   ), εθαξκφδνπκε ηε δηαδηθαζία 

αλαδήηεζεο κέζσ θιίζεο, πνπ πεξηγξάθεηαη ζηελ Δλ.3.2 (ή άιιε 

παξφκνηα κέζνδν), γηα λα βξνχκε έλα ηνπηθφ κέγηζην  ( ) ηεο 

παξάζηαζεο: 

  (   )   ( )   [∑
 

     ( )
 
    ∑

 

  

 
   ]. 

Κξηηήξην ηεξκαηηζκνύ: Αλ ε αιιαγή απφ ην  (   ) ζην  ( ) είλαη 

ακειεηέα, ηφηε ζηακαηάκε θαη ρξεζηκνπνηνχκε ην  ( ) (ή πξνέθηαζή ηνπ 

 ( )  ( )      (   )  ( )), σο εθηίκεζε ελφο ηνπηθνύ κέγηζηνπ ηνπ 

αξρηθνχ πξνβιήκαηνο. ΢ε αληίζεηε πεξίπησζε, επαλαθέξνπκε       

θαη      θαη εθηεινχκε επφκελε επαλάιεςε. 
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Όηαλ δελ ηθαλνπνηνχληαη νη ππνζέζεηο ηνπ θπξηνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ, ν αιγφξηζκνο ζα πξέπεη λα επαλαιεθζεί αξθεηέο 

θνξέο μεθηλψληαο απφ κηα πνηθηιία εθηθηψλ αξρηθψλ ελδηάκεζσλ 

ιχζεσλ. Σν θαιχηεξν ηνπηθό κέγηζην, πνπ ιακβάλεηαη γηα ην αξρηθφ 

πξφβιεκα ζα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζεί σο ε θαιχηεξε δηαζέζηκε 

πξνζέγγηζε ηνπ νιηθνχ κέγηζηνπ. 

Σέινο, ζεκεηψλνπκε φηη ε SUMT κπνξεί, επίζεο, λα επεθηαζεί γηα 

λα ζπκπεξηιάβεη πεξηνξηζκνχο ηζόηεηαο   ( )    . Έλαο ζπλήζεο 

ηξφπνο είλαη ν αθφινπζνο. ΢ε θάζε πεξηνξηζκφ ηζφηεηαο, 

ε πνζφηεηα 
 ,     ( )-

 

√ 
 αληηθαζηζηά ηελ 

  

     ( )
 

ζηελ έθθξαζε ηνπ  (   ), πνπ δίλεηαη παξαπάλσ θαη ζηε ζπλέρεηα 

ρξεζηκνπνηείηαη ε ίδηα δηαδηθαζία. Ο αξηζκεηήο  ,     ( )-
  

επηβάιιεη κεγάιε πνηλή, γηα νπζηψδεηο απνθιίζεηο απφ ηελ ηθαλνπνίεζε 

ησλ πεξηνξηζκψλ ηζφηεηαο θαη ζηε ζπλέρεηα ν παξνλνκαζηήο απμάλεη 

δξακαηηθά απηή ηελ πνηλή θαζψο ην r κεηψλεηαη πνιχ, αλαγθάδνληαο έηζη 

ηελ αθνινπζία ησλ ελδηάκεζσλ ιχζεσλ λα ζπγθιίλνπλ πξνο έλα ζεκείν, 

πνπ ηθαλνπνηεί ηνλ πεξηνξηζκφ. 

Η SUMT έρεη ρξεζηκνπνηεζεί επξέσο ιφγσ ηεο απιφηεηαο θαη ηεο 

επειημίαο ηεο. Χζηφζν, νη αξηζκεηηθνί αλαιπηέο έρνπλ δηαπηζηψζεη φηη 

είλαη ζρεηηθά επηξξεπήο ζε αξηζκεηηθή αζηάζεηα, νπφηε ζπληζηάηαη 

κεγάιε πξνζνρή. 

 

Παξάδεηγκα. Γηα λα παξνπζηάζνπκε ηελ SUMT, ζεσξνχκε ην αθφινπζν 

πξφβιεκα δχν κεηαβιεηψλ: 

 Μεγηζηνπνίεζε:  ( )      , 

ππφ ηνπο πεξηνξηζκνχο: 

   
       

θαη 

     ,     . 
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Παξφιν πνπ ε   ( )    
     είλαη θπξηή (δηφηη απνηειείηαη απφ 

θπξηνχο φξνπο), έρνπκε πξφβιεκα κε θπξηνύ πξνγξακκαηηζκνχ, επεηδή ε 

 ( )       δελ είλαη θνίιε.  

Γηα ηελ αξρηθνπνίεζε, ε (     )  (   ) είλαη κηα πξνθαλήο 

εθηθηή ιχζε, πνπ δελ είλαη ζην ζχλνξν ηεο εθηθηήο πεξηνρήο θαη έηζη 

κπνξνχκε λα ζέζνπκε  ( )  (   ). Λνγηθέο επηινγέο γηα ην   θαη ην   

είλαη     θαη       .  

Γηα θάζε επαλάιεςε, 

 (   )        (
 

    
    

 
 

  
 

 

  
). 

Με    , εθαξκφδνληαο ηελ δηαδηθαζία αλαδήηεζεο κέζσ θιίζεο, 

μεθηλψληαο απφ ην (   ), γηα λα κεγηζηνπνηεζεί ε έθθξαζε απηή 

νδεγνχκαζηε ηειηθά ζην  ( )  (         ). Δπαλαθέξνπκε        

θαη θάλνπκε επαλεθθίλεζε ηεο δηαδηθαζίαο αλαδήηεζεο κέζσ θιίζεο απφ 

ην (         ), ζηε ζπλέρεηα νδεγνχκαζηε ζην  ( )  (           ). 

Μία αθφκα επαλάιεςε κε       (    )         νδεγεί απφ ην  ( ) 

ζην  ( )  (           ). Απηή ε αιιεινπρία ησλ ζεκείσλ, ηα νπνία 

ζπλνςίδνληαη ζηνλ Πίλαθα 4.5.Ι, ζαθψο ζπγθιίλεη ζην (   ). 

Δθαξκφδνληαο ηηο ζπλζήθεο KKT ζε απηή ηε ιχζε επαιεζεχνπκε φηη 

πιεξνί πξάγκαηη ηελ απαξαίηεηε πξνυπφζεζε γηα ηε βειηηζηφηεηα. Η 

γξαθηθή αλάιπζε θαηαδεηθλχεη φηη (     )  (   ) είλαη, πξάγκαηη, ην 

νιηθφ κέγηζην. 

Γηα ην πξφβιεκα απηφ, δελ ππάξρνπλ άιια ηνπηθά κέγηζηα, εθηφο 

απφ ην (     )  (   ). Έηζη, ε επαλεθαξκνγή ηεο SUMT, γηα δηάθνξεο 

εθηθηέο αξρηθέο ελδηάκεζεο ιχζεηο, νδεγεί πάληα ζηελ ίδηα ιχζε. 

K r   
( )

   
( )

 

0            1           1 

1 1           0.90           1.36 

2                0.983           1.933 

3                0.998           1.994 

                          

            1           2 
Πίλαθαο 4.5.Η Παξνπζίαζε ηεο SUMT. 
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Επύλογοσ 

 

΢πκπεξάζκαηα 

Κάπνηα πξαθηηθά πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο πεξηιακβάλνπλ 

ζπρλά κε γξακκηθή ζπκπεξηθνξά, ε νπνία πξέπεη λα ιεθζεί ππ’ φςε. 

Μεξηθέο θνξέο είλαη δπλαηφ λα επαλαδηαηππώζνπκε απηά ηα κε γξακκηθά 

πξνβιήκαηα, γηα λα ηα εληάμνπκε ζε κηα κνξθή γξακκηθνχ 

πξνγξακκαηηζκνχ, φπσο κπνξεί λα γίλεη γηα ηα πξνβιήκαηα 

δηαρσξίζηκνπ πξνγξακκαηηζκνχ. Χζηφζν, είλαη ζπρλά απαξαίηεηε ε 

ρξήζε κηαο κνξθνπνίεζεο κε γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ. 

΢ε αληίζεζε κε ηελ πεξίπησζε ηεο κεζφδνπ Simplex γηα γξακκηθφ 

πξνγξακκαηηζκφ, δελ ππάξρεη απνδνηηθφο αιγφξηζκνο γηα φιεο ηηο 

πεξηπηψζεηο, πνπ λα κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί, γηα λα ιχζεη φια ηα 

πξνβιήκαηα κε γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ. Πξάγκαηη, θάπνηα απφ 

απηά ηα πξνβιήκαηα δελ κπνξνχλ λα επηιπζνχλ κε πνιχ ηθαλνπνηεηηθφ 

ηξφπν, κε νπνηαδήπνηε κέζνδν. Χζηφζν, έρεη ζεκεησζεί ζεκαληηθή 

πξφνδνο, γηα νξηζκέλεο ζεκαληηθέο θαηεγνξίεο πξνβιεκάησλ, 

ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ ησλ πξνβιεκάησλ ηεηξαγσληθνύ 

πξνγξακκαηηζκνύ, θπξηνύ πξνγξακκαηηζκνύ, θαζψο θαη νξηζκέλσλ 

εηδηθψλ ηχπσλ πξνβιεκάησλ κε θπξηνύ πξνγξακκαηηζκνύ. Πνηθηιία απφ 

αιγφξηζκνπο, πνπ έρνπλ ζπρλά θαιή ζπκπεξηθνξά, είλαη δηαζέζηκνη γηα 

απηέο ηηο πεξηπηψζεηο. Μεξηθνί απφ απηνχο ηνπο αιγφξηζκνπο 

ελζσκαηψλνπλ εμαηξεηηθά απνηειεζκαηηθέο δηαδηθαζίεο γηα 

βειηηζηνπνίεζε ρσξίο πεξηνξηζκνύο, γηα έλα ηκήκα θάζε επαλάιεςεο θαη 

κεξηθνί ρξεζηκνπνηνχλ κία δηαδνρή απφ γξακκηθέο ή ηεηξαγσληθέο 

πξνζεγγίζεηο ηνπ αξρηθνχ πξνβιήκαηνο. 

Σα ηειεπηαία ρξφληα, έρεη δνζεί ηζρπξή έκθαζε ζηελ αλάπηπμε 

πςειήο πνηφηεηαο αμηφπηζησλ παθέησλ ινγηζκηθνχ, γηα γεληθή ρξήζε 

ζηελ εθαξκνγή ησλ θαιχηεξσλ απφ απηνχο ηνπο αιγνξίζκνπο. Γηα 

παξάδεηγκα, έρνπλ αλαπηπρζεί ζεκαληηθά παθέηα ινγηζκηθνχ, φπσο ην 

MINOS, ζην Δξγαζηήξην Βειηηζηνπνίεζεο ΢πζηεκάησλ, ζην 

Παλεπηζηήκην ηνπ Stanford. Απηά ηα παθέηα ρξεζηκνπνηνχληαη επξέσο 

θαη αιινχ, γηα ηελ επίιπζε πνιιψλ απφ ηα είδε πξνβιεκάησλ, πνπ 

ζπδεηήζεθαλ ζε απηφ ην θεθάιαην (θαζψο θαη γηα πξνβιήκαηα 

γξακκηθνχ πξνγξακκαηηζκνχ). Οη πάγηεο βειηηψζεηο, πνπ 
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πξαγκαηνπνηνχληαη, ηφζν ζηηο αιγνξηζκηθέο ηερληθέο, φζν θαη ζην 

ινγηζκηθφ, θέξλνπλ κεξηθά πην κεγάια πξνβιήκαηα ζην εχξνο ηεο 

ππνινγηζηηθήο δπλαηφηεηαο. 

Η έξεπλα ζην κε γξακκηθφ πξνγξακκαηηζκφ παξακέλεη πνιχ 

δξαζηήξηα. 
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