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Περίληψη 
 
Στις περισσότερες περιπτώσεις πολυκριτηριακών προβλημάτων βελτιστοποίησης 
αποσκοπούμε στην επιλογή της πλέον προτιμώμενης μεταξύ των παραγόμενων 
Pareto βέλτιστων λύσεων (μια υποκειμενική επιλογή μεταξύ αντικειμενικά προσδιορισμένων 
λύσεων).  
 
Στη συγκεκριμένη διπλωματική εργασία εξετάζουμε την ευρωστία της επιλεγμένης κατά 
Pareto βέλτιστης λύσης (λύσης αναφοράς) σε σχέση με διαταραχές και διακυμάνσεις των 
βαρών των αντικειμενικών συναρτήσεων δηλαδή παρατηρούμε και μελετάμε πως διάφορες 
αλλαγές στους συντελεστές βαρύτητας των τριών αντικειμενικών μας συναρτήσεων και 
ειδικά μια διεύρυνση, «ένα άνοιγμα» στο εύρος των βαρών μπορούν να επηρεάσουν την 
ευστάθεια της επιλεγμένης μας λύσης δημιουργώντας πρόβλημα σε όλο το μοντέλο. Για την 
αντιμετώπιση αυτού του ανεπιθύμητου αποτελέσματος θα διεξαχθεί μια έρευνα για 
γειτονικές, πιο εύρωστες λύσεις στις περιπτώσεις που η λύση αναφοράς αποτυγχάνει να 
διατηρήσει το μοντέλο στην «ασφαλή» πλευρά. 
 
Για το έργο αυτό, σχεδιάζουμε μια ολοκληρωμένη προσέγγιση που μπορεί να 
χρησιμοποιηθεί σε πολυκριτηριακά διακριτά και συνεχή προβλήματα με τη χρήση ενός 
συνδυασμού προσομοίωσης Monte Carlo και βελτιστοποίησης. Στην προτεινόμενη μέθοδο 
εισάγουμε μέτρα της ευστάθειας των Pareto βέλτιστων λύσεων. 
Με αυτόν τον τρόπο μπορούμε να τα συγκρίνουμε σύμφωνα με την ευστάθειά τους, 
εισάγοντας ένα ακόμη χαρακτηριστικό για την ποιότητα της Pareto βέλτιστης λύσης. 
Επιπλέον, ιδιαίτερα σε πολυκριτηριακά διακριτά προβλήματα, μπορούμε να 
ανιχνεύσουμε την πιο ευσταθή κατά Pareto βέλτιστη λύση μεταξύ γειτονικών περιοχών.  
 
Ένα υπολογιστικό πείραμα έχει σχεδιαστεί έτσι ώστε να απεικονιστεί η μέθοδος και τα 
πλεονεκτήματα της. Αξίζει να σημειωθεί ότι η Augmented Weighted Tchebycheff 
αποδείχθηκε ότι είναι πολύ πιο αξιόπιστη από την συμβατική μέθοδο του σταθμισμένου 
αθροίσματος- weighted sum-σε διακριτά προβλήματα, λόγω της ύπαρξης μη 
υποστηριζόμενων Pareto βέλτιστων λύσεων. 
 
Αφού έγιναν οι διάφοροι υπολογισμοί, παρουσιάζονται αναλυτικά σε διαγράμματα όλα τα 
αποτελέσματα αυτής της ανάλυσης και εξάγονται τα πιο σημαντικά γενικά συμπεράσματα 
σχετικά με τα διάφορα χαρακτηριστικά των κατά Pareto βέλτιστων λύσεων και της 
συμπεριφορές τους σε ένα διευρυμένο σύνολο τιμών. Η χρήση της προσομοίωσης Monte 
Carlo για την ανίχνευση καινούργιων πιο ευσταθών λύσεων, φαίνεται πως αποτελεί μια 
ιδιαίτερη ελκυστική επιλογή. 
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Πολυκριτηριακός προγραμματισμός , Aνάλυση ευστάθειας,  προσομοίωση Monte Carlo, 
Eπιλογή χαρτοφυλακίου 
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Abstract 

 
In most multi-objective optimization problems we aim at selecting the most preferred among 
the generated Pareto optimal solutions (a subjective selection among objectively determined 
solutions).  
 
In this paper we consider the robustness of the selected Pareto optimal solution in relation to 
perturbations within weights of the objective functions. For this task we design an integrated 
approach that can be used in multi-objective discrete and continuous problems using a 
combination of Monte Carlo simulation and optimization.  
 
In the proposed method we introduce measures of robustness for Pareto optimal solutions. In 
this way we can compare them according to their robustness, introducing one more 
characteristic for the Pareto optimal solution quality. In addition, especially in multi-objective 
discrete problems, we can detect the most robust Pareto optimal solution among neighboring 
ones.  
 
A computational experiment is designed in order to illustrate the method and its advantages. 
It is noteworthy that the Augmented Weighted Tchebycheff proved to be much more reliable 
than the conventional weighted sum method in discrete problems, due to the existence of 
unsupported Pareto optimal solutions. 
 
 

Keywords 
Multi-objective programming, Robustness analysis, Monte Carlo simulation, Portfolio 
selection 
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1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

1.1 Σκοπός και Αντικείμενο 
 

Η παρούσα διπλωματική εργασία έχει διπλό σκοπό. Πρώτον, γίνεται μία βιβλιογραφική 
ανασκόπηση για την ανάλυση της ευστάθειας. Ο δεύτερος σκοπός της μελέτης είναι η 
εφαρμογή της μεθοδολογίας σε ένα πρόβλημα. Η μοντελοποίηση και βελτιστοποίηση γίνεται 
με πολυκριτηριακό μαθηματικό προγραμματισμό και συγκεκριμένα με GAMS. 

Η βελτιστοποίηση η οποία επηρεάζεται από την παράμετρο της ανακρίβειας υπήρξε εστίαση 
της μαθηματικής κοινότητας προγραμματισμού κατά τη διάρκεια των τελευταίων είκοσι 
χρόνων. Λύσεις σε προβλήματα βελτιστοποίησης μπορεί να εμφανίσουν αξιοσημείωτη 
ευαισθησία σε διαταραχές στις παραμέτρους του προβλήματος, καθιστώντας συχνά, όπως 
έχει παρατηρηθεί, μια λύση που έχει υπολογιστεί ήδη, ανέφικτη, ή φανερά μη-βέλτιστη , ή 
και τα δύο (Bertsimas, Brown, & Caramanis, 2011). 
Ως εκ τούτου, η έννοια της ευστάθειας στον μαθηματικό προγραμματισμό επέστησε την 
προσοχή της επιστημονικής κοινότητας σε αυτόν τον τομέα και την εντάσσουμε συνήθως 
στον ευρύτερο κλάδο της '' βελτιστοποίησης της ευστάθειας''. Με τη χρήση του όρου             
''ευστάθεια '' στην πραγματικότητα εννοούμε ότι υπάρχει κάποιο είδος 
αβεβαιότητας (ή ανακρίβειας) στο μοντέλο ενώ εμείς θέλουμε να είμαστε ''στην ασφαλή 
πλευρά ''. Η αβεβαιότητα μπορεί να εμφανιστεί σε διάφορες μορφές 
(Αβέβαια δεδομένα που συνδέονται με μελλοντικές εκβάσεις, ανακριβείς παράμετροι στο 
μοντέλο, κλπ.). 
 
Η ευστάθεια μπορεί να οριστεί ως ένας βαθμός στον οποίο μια λύση είναι μη ευαίσθητη στις 
βασικές παραδοχές, μέσα σε ένα μοντέλο. Στοιχεία-κλειδιά στη βελτιστοποίηση της 
ευστάθειας είναι η αστάθεια και η ευελιξία. Η αστάθεια επομένως ως όρος απαιτεί  μια λύση 
που θα είναι σχετικά σταθερή σε διακυμάνσεις των δεδομένων και θα προστατεύει το 
μοντέλο από ενδεχόμενα άσχημα αποτελεσμάτα, ενώ η ευελιξία με τη σειρά της αφορά στη 
διατήρηση ανοιχτών επιλογών σε μια διαδοχική διαδικασία λήψης αποφάσεων ώστε να είναι 
αλληλένδετα με τα αποτελέσματα των προηγούμενων αποφάσεων αφήνοντας μας το 
περιθώριο και δίνοντας μας τη δυνατότητα να τα συνδυάσουμε (Greenberg &Morisson, 
2008). 
 
Στην παρούσα εργασία μελετάμε την έννοια της ευστάθειας σε πολυκριτηριακό 
προγραμματισμό. Σε αυτά τα προβλήματα έχουμε ως στόχο την επιλογή της πλέον 
προτιμώμενης μεταξύ των κατά Pareto βέλτιστων λύσεων. 
 
Ο πολυκριτηριακός μαθηματικός προγραμματισμός συνδυάζει δύο πτυχές: τη 
βελτιστοποίηση και την υποστήριξη της λήψης αποφάσεων καθώς έχουμε να κάνουμε με μια 
υποκειμενική επιλογή μεταξύ αντικειμενικά προσδιορισμένων λύσεων. Το ερώτημα που 
προσπαθούμε να απαντήσουμε σε αυτή τη μελέτη είναι '' πόσο ευαίσθητη είναι η επιλογή μας 
ως προς τις προτιμώμενες παραμέτρους; ''. Αυτό σημαίνει ότι η έννοια της ευρωστίας 
έχει να κάνει μόνο με την επιλογή του ατόμου το οποίο αποφασίζει και όχι με τα 
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δεδομένα άλλων μοντέλων. Υποθέτουμε ότι η επιλογή του ατόμου που παίρνει την απόφαση 
αντιστοιχεί σε ένα σύνολο των βαρών για τις αντικειμενικές συναρτήσεις και θέλουμε να 
εξετάσουμε πόσο ευαίσθητη είναι η λύση που λαμβάνεται στα επιβληθέντα βάρη. Σε Mulvey 
et al του. (1995) ορολογία ασχολούμαστε με μια κατάσταση «ευσταθής λύσης». Θέλουμε να 
μετρήσουμε την ευρωστία των Pareto βέλτιστων λύσεων  έχοντας ως πηγή αβεβαιότητας 
τον ακριβή ορισμό των βαρών (συντελεστών βαρύτητας των αντικειμενικών συναρτήσεων). 
Για το έργο αυτό σχεδιάζουμε μια ολοκληρωμένη μέθοδο που μπορεί να χρησιμοποιηθεί σε 
πολυκριτηριακά διακριτά και συνεχή προβλήματα με τη χρήση ενός συνδυασμού της 
προσομοίωσης Monte Carlo και βελτιστοποίησης (Vose, 1996). 
 
Στην προτεινόμενη μέθοδο αυξάνουμε σταδιακά το χώρο της δειγματοληψίας για τα βάρη 
των αντικειμενικών συναρτήσεων και παρατηρούμε πόσες φορές παίρνουμε την επιλεγμένη 
πλέον προτιμώμενη βέλτιστη λύση. Για να καταφέρουμε να ποσοτικοποιήσουμε την  
''αντίσταση '' της επιλεγμένης λύσης, εισάγουμε τα κατάλληλα μέτρα της ευρωστίας 
αξιοποιώντας τα αποτελεσμάτα της Monte Carlo προσομοίωσης και βελτιστοποίησης. Με 
αυτόν τον τρόπο, μπορούμε να συγκρίνουμε Pareto βέλτιστες λύσεις σύμφωνα με την 
ευρωστία τους, εισάγοντας ένα ακόμη χαρακτηριστικό για την ποιότητα της λύσης.  
 
Επιπλέον, ειδικά σε πολυκριτηριακά διακριτά προβλήματα, μπορούμε να πάμε ένα βήμα 
παραπάνω ανιχνεύοντας νέες, ελπίζουμε πιο ισχυρές και πιο ευσταθείς Pareto βέλτιστες 
λύσεις στην επιλεγμένη γειτονιά. Σε αυτή την περίπτωση η προσέγγισή μας δεν είναι μόνο 
περιγραφική αλλά και καθοδηγητική καθώς δεν μετράει μόνο την ευρωστία των Pareto 
βέλτιστων λύσεων αλλά προτείνει επίσης νέες Pareto βέλτιστες λύσεις στη ίδια γειτονιά 
οι οποίες μπορεί να είναι πιο ευσταθείς.  
 
Ο σκοπός της παρούσας εργασίας είναι να εξετάσει την ευρωστία μιας βέλτιστης λύσης 
Pareto (της επιλεγμένης ή της προτιμώμενης), και όχι την ευρωστία ολόκληρου του συνόλου 
των Pareto βέλτιστων λύσεων. 
 
Θα πρέπει να σημειωθεί ότι, σύμφωνα με τον όρο '' ανάλυση ευαισθησίας '' 
αλλάζουμε μία παράμετρο τη φορά. Αντιθέτως, με τη χρήση Monte Carlo προσομοίωσης 
(όπως π.χ. στην SMAA) μπορούμε ταυτόχρονα να αλλάξουμε τις απαιτούμενες παραμέτρους 
(τα βάρη στην περίπτωσή μας) με έναν συστηματικό τρόπο. Η προτεινόμενη προσέγγιση 
είναι επίσης διαφορετική από τα διαστήματα σταθερότητας βαρών που χρησιμοποιούνται σε 
πολυκριτηριακές μεθόδους (βλέπε π.χ. Mareschal, 1988, για τη μέθοδο PROMETHEE), όπου 
οι συντελεστές βαρύτητας ποικίλλουν, ένας κάθε φορά. 
 
Προκειμένου να εξεταστεί η δυνατότητα εφαρμογής της προτεινόμενης μεθόδου, ένα 
υπολογιστικό πείραμα έχει σχεδιαστεί χρησιμοποιώντας την περίπτωση ενός 
Μοντέλου πολυκριτηριακού ακέραιου προγραμματισμού MOIP (Multi-Objective Integer 
Programming). 
 
Το υπόλοιπο του εγγράφου έχει ως εξής: Στην ενότητα 2 αναλύουμε ορισμένες βασικές 
γνώσεις που πρέπει να έχει ο αναγνώστης για το μαθηματικό προγραμματισμό, για τα 
πολυκριτηριακά προβήματα και την παραγωγή των κατά Pareto βέλτιστων λύσεων, στο 
τμήμα 3 περιγράφουμε τη μεθοδολογική προσέγγιση και τη Monte Carlo βελτιστοποίηση 
στην ανάλυση της ευστάθειας. Στην Ενότητα 4 περιγράφεται το υπολογιστικό πείραμα και η 
μέλετη της περίπτωσης μας. Στην ενότητα 5, συζητώνται και παρουσιάζονται τα 
αποτελέσματα της μελέτης  και τέλος στην ενότητα 6 παρουσιάζουμε τις βασικές 
καταληκτικές παρατηρήσεις. 
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1.2 Βιβλιογραφική ανασκόπηση 
 
 
Η έννοια της '' βελτιστοποίησης της ευστάθειας '' στην επιχειρησιακή έρευνα εισήχθη από 
τον Soyster το 1973, αλλά έλαβε ιδιαίτερη προσοχή μετά από την εργασία του Μάλβεϊ, 
Vanderbei, και Ζένιου (1995) για τη θέσπιση του ευσταθούς μοντέλου ('' σχεδόν εφικτό '') 
και της ισχυρής λύσης ('' Κοντά στο βέλτιστο ''). Οι Ben-Tal και Nemirovski (1998, 2000) 
πρότειναν μια ισχυρή προσέγγιση βελτιστοποίησης για τη διατύπωση συνεχών 
αβέβαιων παραμέτρων και οι Bertsimas και Sim (2003, 2004) πρότειναν ευσταθή μοντέλα 
βελτιστοποίησης διατηρώντας τη γραμμική δομή τους και καθιστώντας τα πιο προσιτά. 
[Bertsimas et al. (2011) για μια πρόσφατη ανασκόπηση]. 
 
Παρά το τεράστιο έργο που έχει γίνει τις δύο τελευταίες δεκαετίες σε προβλήματα 
μονοκριτηριακού μαθηματικού προγραμματισμού, η έννοια της ευστάθειας δεν έχει 
εξεταστεί τόσο εκτενώς σε πολυκριτηριακό μαθηματικό προγραμματισμό. Οι Κουβέλης και 
Yu σε ένα από τα πρώτα τους βιβλία αφιερώνουν ένα τμήμα για την ευστάθεια και την 
αποδοτικότητα (Κουβέλης & Yu, 1997; p.59). Οι Deb και Gupta (2006) εισάγουν την έννοια 
της ευρωστίας σε πολυκριτηριακή  βελτιστοποίηση χρησιμοποιώντας μεταευρετικούς 
αλγορίθμους. Οι Liesiö, Mild και Salo (2007, 2008), εστιάζουν στην ευστάθεια στην επιλογή 
έργων (project selection) με τη χρήση μαθηματικού προγραμματισμού. Οι Wang και Zionts 
(2006) παρέχουν ανάλυση ευρωστίας για την Aspiration-level Interactive Method (AIM).  
 
Μερικές πρόσφατες μελέτες έχουν ασχοληθεί, επίσης, με την ευστάθεια και την 
πόλυκριτηριακή βελτιστοποίηση, όπως οι Zhen και Chang (2012), όπου η ευρωστία 
ποσοτικοποιείται και χρησιμοποιείται ως δεύτερη αντικειμενική συνάρτηση σε ένα 
πρόβλημα κατανομής κλινών το οποίο λύθηκε ευρετικά. Οι Roland, De Smet, και Figueira 
(2012) παρέχουν μια ακτίνα σταθερότητας για την αποτελεσματικότητα των λύσεων σε 
πολυκριτηριακά συνδυαστικά προβλήματα.  
 
Σε ένα πρόσφατο έγγραφο, ο Roy (2010) ασχολείται με το '' πολύπλευρο '' θέμα της 
ευστάθειας στο γενικό πλαίσιο της επιχειρησιακής έρευνας και όχι μόνο στη βελτιστοποίηση. 
Ο ίδιος ισχυρίζεται ότι ''η ανησυχία για την ευστάθεια'' θα πρέπει να υπάρχει εξαρχής και σε 
ότι αφορά την επιλογή των παραμέτρων του μοντέλου εφόσον ορίζονται ατελώς (σελ. 630). 
Η έννοια της ευστάθειας στην πολυκριτηριακή βελτιστοποίηση εισήχθη επίσης από τους 
Figueira,Greco, Mousseau και Słowinski (2008), ιδίως όσον αφορά τη διαδραστική 
πολυκριτηριακή βελτιστοποίηση.  
 
Τέλος, οι Lahdelma, Hokkanen, και Salminen (1998) εισήγαγαν τη μέθοδο SMAA 
(Stochastic Multiobjective Acceptability Analysis) με σκοπό να ασχοληθεί με αβεβαιότητες 
σε πολλαπλών κριτηρίων προβλήματα με διακριτές εναλλακτικές λύσεις. Η SMAA μπορεί 
να θεωρηθεί ως μια ανάλυση ευστάθειας (ή σταθερότητας) σε πολυκριτηριακές μεθόδους 
λήψης αποφάσεων (Tervonen, Figueira, Lahdelma, Almeida-Dias, και Salminen, 2009). 
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1.3 Δομή διπλωματικής 
 

Στο δεύτερο κεφάλαιο της παρούσας εργασίας γίνεται μία επισκόπηση των ειδών 
μαθηματικού  προγραμματισμού και των χαρακτηριστικών τους με ειδική αναφορά στο 
γραμμικό προγραμματισμό και εκτενέστερη ανάλυση στον ακέραιο πολυκριτηριακό 
μαθηματικό προγραμματισμό που αντικατοπτρίζει άλλωστε και το πρόβλημα με το οποίο θα 
ασχοληθεί η παρούσα εργασία και μελέτη. Παρατίθενται περιγραφές των μεθόδων επίλυσης 
των διαφόρων προβλημάτων με αναφορές στις μεθόδους παραγωγής αλλά και στη μέθοδο 
των συντελεστών βαρύτητας, στα πλεονεκτήματα και μειονεκτήματα της. Επιπρόσθετα, η 
γλώσσα GAMS (General Algebraic Modelling System) ως βασικό υπολογιστικό μας 
εργαλέιο και η Monte Carlo προσομοίωση και βελτιστοποίηση συζητώνται και αναλύονται. 

 

Στη συνέχεια, στο κεφάλαιο 3 σκιαγράφεται η ανάλυση της ευστάθειας ενός συστήματος με 
τη βοήθεια της Μonte Carlo και γίνεται η περιγραφή της κεντρικής ιδέας  παραγωγής και 
σύγκρισης των κατά Pareto βέλτιστων λύσεων με τη χρήση της μεθόδου Augmented 
Weighted Tchebycheff  (AWT) προκειμένου να επιλεχθεί από τον ίδιο τον αποφασίζοντα η 
πιο εύρωστη και κατάλληλη λύση διατηρώντας το σύστημα μας στα επιθυμητά επίπεδα 
παρόλες τις διαταράξεις που μπορεί να υποστούν οι συντελεστές βαρύτητας ως παράμετροι 
των αντικειμενικών συναρτήσεων ενός μοντέλου. Κατόπιν, εισάγωνται μέτρα της ευστάθειας 
όπως ο δείκτης ευρωστίας που προσφέρουν χρήσιμες πληροφορίες στον ιθύνοντα και εν 
συνεχεία περιγράφεται ο τρόπος υπολογισμού τους. 

 

Στο κεφάλαιο 4 γίνεται η εφαρμογή της μεθόδου και η διεξαγωγή του υπολογιστικού 
πειράματος με τη βοήθεια της GAMS και της Monte Carlo προσομοίωσης. Η περίπτωση η 
οποία μελετάται είναι 150 ακαδημαικά προγράμματα ενός πανεπιστημίου προκειμένου να 
επιλεχθεί το καταλληλότερο χαρτοφυλάκιο επενδυτικών σχεδίων. Με βάση το εάν η έρευνα 
που διεξάγεται είναι βασική η εφαρμοσμένη, τους διάφορους περιορισμούς πολιτικής και 
τμηματοποίησης του πανεπιστημίου , τα συνολικό κόστος καθώς και την κατανομή των 
κονδυλίων στα διάφορα τμήματα του πανεπιστημίου διαμορφώνουμε το μοντέλο μας το 
οποίο απαρτίζεται από τρεις αντικειμενικές συναρτήσεις που αφορούν στην καινοτομία, στη 
χρησιμότητα και στην ακαδημαική επάρκεια (πολυκριτηριακό πρόβλημα ακέραιου 
προγραμματισμού τριών κριτηρίων δηλαδή τριών αντικειμενικών συναρτήσεων των οποίων 
εξετάζουμε τη διακύμανση των συντελεστών βαρύτητας σε διευρυμένο εύρος) και κατόπιν 
εξετάζουμε ποιο έργο εγκρίνεται ή απορρίπτεται (δυαδικές μεταβλητές 1,0 αντίστοιχα).Το 
μαθηματικό μοντέλο του πανεπιστημιακού συστήματος κατασκευάζεται με τη χρήση της 
γλώσσας μοντελοποίησης GAMS και η περιγραφή της κατασκευής του μοντέλου και της 
δημιουργίας των εξισώσεων μας πραγματοποιείται στο κεφάλαιο αυτό.  
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Το αποτέλεσμα της επίλυσης ενός τέτοιου μοντέλου είναι η βελτιστοποίηση της καινοτομίας, 
της χρησιμότητας και της ακαδημαικής επάρκειας των έργων του πανεπιστημιακού 
συστήματος. Έτσι, στο κεφάλαιο 5 παρουσιάζονται τα αποτελέσματα της βελτιστοποίησης 
που πραγματοποιήθηκε για το συγκεκριμένο σύστημα, οι κατά Pareto βέλτιστες λύσεις που 
παράχθηκαν καθώς και αυτές που τελικά επιλέχθηκαν ως πιο εύρωστες και στις τέσσερις 
περιπτώσεις (κάθε περίπτωση για κάθε set συντελεστών βαρύτητας- 4 set, 4 αντίστοιχες 
περιπτώσεις αποτελεσμάτων). Παρατίθενται διαγράμματα και πίνακες για τη σύγκριση των 
βέλτιστων λύσεων και σε εικονικό επίπεδο και συζητώνται η ευστάθεια και η 
καταλληλότητα τους για το εκάστοτε project ενώ προτείνονται και καινούργιες λύσεις πιο 
δελεαστικές και πιο αποτελεσματικές. Πέραν της σύγκρισης των λύσεων της κάθε 
περίπτωσης μεταξύ τους και ως προς τη λύση αναφοράς και αρχική προτιμώμενη λύση, 
διεξάγεται και μια συνολική σύγκριση των λύσεων όλων των περιπτώσεων με στόχο την 
εξαγωγή γενικών σχολίων. 

 

Τέλος, στο κεφάλαιο 6 αναφέρονται τα συμπεράσματα τα οποία προκύπτουν από την 
παρούσα εργασία, τόσο για τη μέθοδο όσο και για τη δεδομένη εφαρμογή. Επιπλέον, 
γίνονται κάποιες προτάσεις για μελλοντική έρευνα και συνέχιση της παρούσας εργασίας. 
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2. ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΚΟ ΜΕΡΟΣ 
 

Το μεθοδολογικό μέρος της διπλωματικής εργασίας αποτελείται από τρία ουσιαστικά πεδία 
της επιχειρησιακής έρευνας: (α) τον μαθηματικό προγραμματισμό και ειδικά τον Γραμμικό 
Προγραμματισμό (β) Τον Πολυκριτηριακό Προγραμματισμό και συγκεκριμένα τον Ακέραιο 
Πολυκριτηριακό προγραμματισμό και την παραγωγή των κατά Pareto βέλτιστων λύσεων   
(γ) τη μέθοδο Augmented Weighted Tchebycheff (AWT). 

 

2.1 Μαθηματικός Προγραμματισμός  

 

2.1.1 Γενικά 
 

O Μαθηματικός Προγραμματισμός (Mathematical Programming) αποτελεί το πεδίο των 
μαθηματικών που ασχολείται κυρίως με τη μοντελοποίηση και επίλυση προβλημάτων 
βελτιστοποίησης. Στην προκειμένη περίπτωση με τον όρο μοντελοποίηση εννοείται η όσο το 
δυνατό πιο ρεαλιστική απεικόνιση του πραγματικού προβλήματος με μαθηματικές σχέσεις 
κατάλληλης μορφής, έτσι ώστε να μπορούν να χρησιμοποιηθούν οι τεχνικές επίλυσης του 
Μαθηματικού Προγραμματισμού και να βρεθεί η ζητούμενη λύση. Τα βασικά 
χαρακτηριστικά ενός προβλήματος (ή ενός μοντέλου) Μαθηματικού Προγραμματισμού είναι 
τα ακόλουθα (Williams, 1985; Winston and Venkataramanan, 2003; Σίσκος, 1998).  

Μεταβλητές απόφασης: εκφράζουν ουσιαστικά τους αγνώστους του προβλήματος και είναι 
οι μεταβλητές που ελέγχει ο αποφασίζων, δηλ. εκείνες των οποίων τις τιμές μπορεί να 
καθορίσει. Το σύνολο των μεταβλητών απόφασης αποτελεί ουσιαστικά το αντικείμενο της 
διαδικασίας λήψης απόφασης. Η διαδικασία αριστοποίησης αποσκοπεί στο να βρεθούν οι 
τιμές εκείνες για τις μεταβλητές απόφασης οι οποίες βελτιστοποιούν την αντικειμενική 
συνάρτηση.  

Αντικειμενική συνάρτηση: αποτελεί τη μαθηματική σχέση των μεταβλητών απόφασης που 
εκφράζει το κριτήριο βελτιστοποίησης. Επιδιώκεται είτε η ελαχιστοποίηση είτε η 
μεγιστοποίησή της τιμής της αντικειμενικής συνάρτησης. Στα προβλήματα Πολυκριτηριακού 
Μαθηματικού Προγραμματισμού υπάρχουν περισσότερες από μία αντικειμενικές 
συναρτήσεις (κριτήρια απόφασης), γι αυτό και τα προβλήματα αυτά αναφέρονται και ως 
προβλήματα διανυσματικής βελτιστοποίησης (vector optimization).  

Περιορισμοί: είναι οι μαθηματικές σχέσεις που καθορίζουν τις τιμές που μπορούν να 
πάρουν οι μεταβλητές απόφασης στη διαδικασία της βελτιστοποίησης. Καθορίζουν δηλαδή 
το πεδίο ορισμού (εφικτό χωρίο) του προβλήματος. Οι περιορισμοί μπορεί να είναι ισότητες 
ή ανισότητες. 
Παράμετροι: είναι τα εξωγενώς οριζόμενα (εκτός του ελέγχου του αποφασίζοντα) μεγέθη 
του προβλήματος. Πρόκειται ουσιαστικά για τους γνωστούς όρους του προβλήματος οι 
οποίοι έχουν σταθερή τιμή στη διαδικασία βελτιστοποίησης. Συνήθως είναι συντελεστές των 
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μεταβλητών απόφασης ή εκφράζουν ποσότητες απαραίτητες στη διαμόρφωση των 
περιορισμών (π.χ. την απαιτούμενη ζήτηση μιας δραστηριότητας).  

 

Τα προβλήματα Μαθηματικού Προγραμματισμού μπορούν να ταξινομηθούν σε διάφορες 
κατηγορίες ανάλογα με το είδος των μαθηματικών σχέσεων που περιγράφουν το πρόβλημα, 
το είδος των μεταβλητών απόφασης, το είδος των παραμέτρων και το πλήθος των 
αντικειμενικών συναρτήσεων. Οι σημαντικότερες κατηγοριοποιήσεις είναι οι ακόλουθες 
(Winston and Venkataramanan, 2003):  

 

Όταν οι μαθηματικές σχέσεις που περιγράφουν το πρόβλημα (αντικειμενικές συναρτήσεις 
και περιορισμοί) είναι γραμμικές ως προς τις μεταβλητές απόφασης τότε το πρόβλημα 
χαρακτηρίζεται ως πρόβλημα Γραμμικού Προγραμματισμού (Linear Programming), ενώ αν 
είναι μη γραμμικές χαρακτηρίζεται ως πρόβλημα Μη Γραμμικού Προγραμματισμού (Non 
Linear Programming). Τα προβλήματα Γραμμικού Προγραμματισμού αποτελούν τη 
συντριπτική πλειοψηφία των προβλημάτων Μαθηματικών Προγραμματισμού κυρίως λόγω 
των συγκεκριμένων χαρακτηριστικών τους και την ευκολία επίλυσης τους. Με τη μέθοδο 
Simplex και τις παραλλαγές της να κυριαρχούν στην επίλυση τέτοιου είδους προβλημάτων 
εδώ και 60 περίπου χρόνια, προβλήματα Γραμμικού Προγραμματισμού με χιλιάδες 
μεταβλητές απόφασης και περιορισμούς επιλύονται σήμερα σε δευτερόλεπτα. Αντίθετα η 
επίλυση προβλημάτων Μη Γραμμικού Προγραμματισμού είναι πιο δύσκολη υπόθεση ενώ 
συνήθως καταλήγει σε τοπικά βέλτιστα τα οποία δεν είναι πάντα και ολικά βέλτιστα. Για 
τους λόγους αυτούς επιδιώκεται στις περισσότερες περιπτώσεις τα πραγματικά προβλήματα 
να μοντελοποιούνται ως προβλήματα Γραμμικού Προγραμματισμού καταφεύγοντας αρκετές 
φορές σε προσεγγίσεις μη γραμμικών συστημάτων με γραμμικές σχέσεις. 

 

Μία άλλη ταξινόμηση είναι ανάλογα με το είδος των μεταβλητών απόφασης αν δηλαδή είναι 
συνεχείς μεταβλητές ή ακέραιες. Τα προβλήματα που έχουν μόνο συνεχείς μεταβλητές είναι 
πιο εύκολο να λυθούν σε σχέση με αυτά που έχουν ακέραιες μεταβλητές. Αυτό οφείλεται στο 
γεγονός ότι το εφικτό χωρίο σε ένα πρόβλημα με ακέραιες μεταβλητές παρουσιάζει 
ασυνέχειες δυσκολεύοντας έτσι κατά πολύ τη διαδικασία επίλυσης. Από την άλλη μεριά 
όμως η δυνατότητα χρήσης ακεραίων μεταβλητών δίνει τη δυνατότητα μιας πιο ρεαλιστικής 
μοντελοποίησης της πραγματικότητας και επίσης επεκτείνει σημαντικά το πεδίο εφαρμογής 
του Μαθηματικού Προγραμματισμού και σε προβλήματα που έχουν συνδυαστικό 
χαρακτήρα. (συνδυαστική βελτιστοποίηση) τα οποία χωρίς τη χρήση ακεραίων μεταβλητών 
θα ήταν αδύνατο να λυθούν. Στο 95% των περιπτώσεων οι ακέραιες μεταβλητές που 
συναντώνται σε μοντέλα Μαθηματικού Προγραμματισμού είναι δυαδικές μεταβλητές 
δηλαδή παίρνουν τιμή 0 ή 1. Αν ένα μοντέλο Μαθηματικού Προγραμματισμού έχει 
αποκλειστικά ακέραιες μεταβλητές χαρακτηρίζεται ως μοντέλο Ακέραιου Προγραμματισμού 
(Integer Programming). Αν έχει και συνεχείς και ακέραιες μεταβλητές χαρακτηρίζεται ως 
μοντέλο Μικτού Ακέραιου Προγραμματισμού (Mixed Integer Programming). Η επίλυση 
προβλημάτων Ακέραιου και Μικτού Ακέραιου Προγραμματισμού γίνεται συνήθως με την 
τεχνική φραγής και διακλάδωσης (branch and bound), μια τεχνική συστηματικής 
εξερεύνησης του πεδίου των δυνατών λύσεων. 
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Σε κάποιες περιπτώσεις οι παράμετροι ενός μοντέλου Μαθηματικού Προγραμματισμού 
μπορεί να μην εκφράζονται με πραγματικούς αριθμούς αλλά με κατανομές πιθανότητας ή με 
ασαφείς αριθμούς απεικονίζοντας έτσι την αβεβαιότητα ως προς την τιμή τους. Τότε το 
πρόβλημα ανάγεται αντίστοιχα σε πρόβλημα Στοχαστικού Προγραμματισμού (Stochastic 
Programming) ή Ασαφούς Προγραμματισμού (Fuzzy Programming). Τα τελευταία χρόνια 
μάλιστα έχει αρχίσει να απασχολεί ιδιαίτερα η διαχείριση της αβεβαιότητας ως προς τις 
παραμέτρους ενός μοντέλου ξεφεύγοντας από τις απλές μορφές ανάλυσης ευαισθησίας που 
μπορεί να προσφέρει και ο Μαθηματικός Προγραμματισμός.  

 

Τέλος όταν υπάρχουν περισσότερες από μία αντικειμενικές συναρτήσεις (όπως και στην 
προκειμένη περίπτωση), το πρόβλημα χαρακτηρίζεται ως πρόβλημα Πολυκριτηριακού 
Μαθηματικού Προγραμματισμού (Multiobjective Programming, Multicriteria Programming). 
Ο όρος πολυκριτηριακή βελτιστοποίηση είναι ταυτόσημος με τον όρο διανυσματική 
βελτιστοποίηση (vector optimization) σε αντιδιαστολή με την μονοδιάστατη βελτιστοποίηση 
(scalar optimization) που πραγματεύεται ο συμβατικός Μαθηματικός Προγραμματισμός. Ο 
Πολυκριτηριακός Μαθηματικός Προγραμματισμός έκανε την εμφάνισή του τη δεκαετία του 
’70 ενώ αναπτύχθηκε κυρίως τις δύο τελευταίες δεκαετίες, όταν η θεώρηση περισσοτέρων 
από μιας αντικειμενικών συναρτήσεων άρχισε να καθορίζει ένα πιο ρεαλιστικό πλαίσιο 
μοντελοποίησης των πολύπλοκων προβλημάτων μάνατζμεντ. Η πολλαπλότητα των 
κριτηρίων στη σύγχρονη λήψη αποφάσεων όπου πλέον μαζί με το συνηθισμένο κριτήριο 
βελτιστοποίησης (το οικονομικό) εξετάζονται και άλλα κριτήρια (περιβαλλοντικά, κοινωνικά 
κλπ) καθιέρωσε το Πολυκριτηριακό Μαθηματικό Προγραμματισμό ως ένα σύγχρονο, πλήρες 
εργαλείο στη διαδικασία λήψης αποφάσεων. 

 
 
 
2.1.2 Γραμμικός Προγραμματισμός 
 
Α) Πιο αναλυτικά: 
 
Ο γραμμικός προγραμματισμός όπως προαναφέραμε ανήκει στην ευρύτερη περιοχή του 
μαθηματικού προγραμματισμού (mathematical programming) βασικό χαρακτηριστικό της 
οποίας είναι η χρήση μαθηματικών μοντέλων για την αναπαράσταση των προς επίλυση 
προβλημάτων. Στο Σχήμα Α1 μπορούμε να δούμε κάποιες τις περιοχές του μαθηματικού 
προγραμματισμού. Ο επιθετικός προσδιορισμός «γραμμικός» σημαίνει ότι όλες οι 
μαθηματικές συναρτήσεις που χρησιμοποιούνται στο μμοντέλο είναι γραμμικές. Ο δε όρος 
δεν σχετίζεται με τον προγραμματισμό Η/Υ αλλά νοείται ως συνώνυμος του σχεδιασμού 
(planning). Δηλαδή, το μοντέλο του γραμμικού προγ ραμματισμού αναφέρεται στο 
σχεδιασμό δραστηριοτήτων κατά κατάτρόπο που να επιτυγχάνεται ένα βέλτιστο αποτέλεσμα. 
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Σχήμα Α1: Περιοχές μαθηματικού προγραμματισμού  
 
Ο γραμμικός προγραμματισμός (linear programming) αποτελεί αναμφίβολα το 
δημοφιλέστερο μοντέλο στο χώρο της επιχειρησιακής έρευνας αλλά και της διοικητικής 
επιστήμης (management science) γενικότερα. Η μεγάλη επιτυχία που είχε σε εφαρμογές του 
σε προβλήματα λήψης αποφάσεων των ιδιωτικών και δημόσιων επιχειρήσεων και 
οργανισμών αποδίδεται, από τη μια πλευρά στα επιτεύγματα της έρευνας μαθηματικών και 
οικονομολόγων σε θεωρητικό επίπεδο και από την άλλη πλευρά στην επαναστατική ανέλιξη 
της πληροφορικής επιστήμης και τεχνολογίας. Κυριαρχεί σήμερα η αντίληψη ότι, τρεις στις 
τέσσερις εφαρμογές μοντέλων επιχειρησιακής έρευνας σε πραγματικά προβλήματα 
διοίκησης παραπέμπουν στο γραμμικό προγραμματισμό.  
Ο γραμμικός προγραμματισμός χρησιμοποιείται από τους επιχειρησιακούς ερευνητές ή τους 
αναλυτές προβλημάτων απόφασης για τη προσέγγιση προβλημάτων κατανομής 
περιορισμένων πόρων ή μέσων σε εναλλακτικές και ανταγωνιστικές μεταξύ τους 
δραστηριότητες κατά τον καλύτερο δυνατό τρόπο. Πρόκειται για το γνωστό πρόβλημα 
κατανομής της ‘‘πίτας’’ (resource allocation problem). Ένα τέτοιο πρόβλημα απόφασης 
αυτής της μορφής είναι, για παράδειγμα, η κατανομή εργατικού δυναμικού, τεχνολογικού 
εξοπλισμού και πρώτων υλών σε διάφορες παραγωγικές διαδικασίες, με σκοπό την 
ελαχιστοποίηση του κόστους παραγωγής. Άλλο πρόβλημα θα μπορούσε να είναι η κατανομή 
κεφαλαίου σε διάφορα επενδυτικά προγράμματα με σκοπό την μεγιστοποίηση του συνολικού 
κέρδους. 
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Β) Είδη γραμμικού προγραμματισμού: 
 
Αναλύοντας περαιτέρω τα είδη του γραμμικού μαθηματικού προγραμματισμού και όπως 
είπαμε και στην παράγραφο 2.1.1 του μεθοδολογικού μέρους, ο γραμμικός προγραμματισμός 
μπορεί να καταταγεί σε κατηγορίες ανάλογα με το είδος των μεταβλητών απόφασης, αν 
δηλαδή είναι συνεχείς ή ακέραιες μεταβλητές. Συνεχείς μεταβλητές είναι μεταβλητές οι 
οποίες μπορούν να πάρουν οποιαδήποτε πραγματική τιμή. Ακέραιες είναι οι μεταβλητές οι 
οποίες μπορούν να λάβουν μόνο ακέραιες τιμές. Τέτοιες μεταβλητές είναι, για παράδειγμα, 
αυτές που δηλώνουν αριθμό εργατών, αριθμό εργοστασιακών μονάδων, αποφάσεις 
χρηματοδότησης ή μη χρηματοδότησης ενός έργου, κλπ. Αν ένα μοντέλο μαθηματικού 
προγραμματισμού έχει αποκλειστικά ακέραιες μεταβλητές χαρακτηρίζεται ως μοντέλο 
ακέραιου γραμμικού προγραμματισμού (integer linear programming). Αν έχει και συνεχείς 
και ακέραιες μεταβλητές χαρακτηρίζεται ως μοντέλο μικτού ακέραιου γραμμικού 
προγραμματισμού (mixed linear integer programming).  
Τα προβλήματα που έχουν μόνο συνεχείς μεταβλητές είναι πιο εύκολο να λυθούν σε σχέση 
με αυτά που έχουν ακέραιες μεταβλητές. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι το εφικτό χωρίο σε 
ένα πρόβλημα με ακέραιες μεταβλητές παρουσιάζει ασυνέχειες δυσκολεύοντας έτσι κατά 
πολύ τη διαδικασία επίλυσης. Από την άλλη μεριά όμως η δυνατότητα χρήσης ακεραίων 
μεταβλητών δίνει τη δυνατότητα μιας πιο ρεαλιστικής μοντελοποίησης της πραγματικότητας 
και επίσης επεκτείνει σημαντικά το πεδίο εφαρμογής του μαθηματικού προγραμματισμού και 
σε προβλήματα που έχουν συνδυαστικό χαρακτήρα (συνδυαστική βελτιστοποίηση), τα οποία 
χωρίς τη χρήση ακεραίων μεταβλητών θα ήταν αδύνατο να λυθούν. Στην πλειονότητα των 
περιπτώσεων οι ακέραιες μεταβλητές που συναντώνται σε μοντέλα μαθηματικού 
προγραμματισμού είναι δυαδικές μεταβλητές, δηλαδή παίρνουν τιμή 0 ή 1. Τα προβλήματα 
αυτά καλούνται προβλήματα δυαδικού ακέραιου προγραμματισμού. Σε αυτά τα 
προβλήματα η χρήση μιας δυαδικής μεταβλητής συνίσταται στο να κωδικοποιήσουμε μια 
απόφαση μεταξύ δύο εναλλακτικών που θα πρέπει να ληφθεί στο πρόβλημα. Η τιμή που θα 
πάρει η μεταβλητή απόφασης κατά την επίλυση δείχνει ποια απόφαση πρέπει να επιλεγεί 
ώστε να βελτιστοποιηθεί η αντικειμενική συνάρτηση.  
 
 
 

2.2 Πολυκριτηριακός Μαθηματικός Προγραμματισμός  
 
Ο Πολυκριτηριακός Μαθηματικός Προγραμματισμός (ΠΜΠ) αποτελεί ουσιαστικά το κοινό 
υποσύνολο δύο πολύ διαδεδομένων πεδίων της Επιχειρησιακής Έρευνας: του Μαθηματικού 
Προγραμματισμού και της Πολυκριτηριακής Λήψης Αποφάσεων (Multiple Criteria Decision 
Making) η οποία ασχολείται με προβλήματα λήψης απόφασης όπου εμπλέκονται 
περισσότερα του ενός κριτηρίων απόφασης.  
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        Σχήμα Α2: Περιοχές πολλών κριτηρίων 

 

Σχήμα Α3: Πολυκριτηριακός Μαθηματικός Προγραμματισμός (ΠΜΠ) 
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Τα προβλήματα ΠΜΠ ανήκουν στην κατηγορία των προβλημάτων χαμηλού βαθμού 
δόμησης (ill structured problems), είναι δηλαδή προβλήματα όπου η ορθολογική λύση δεν 
καθορίζεται από το ίδιο το πρόβλημα (όπως στο ΜΠ) αλλά αποτελεί αντικείμενο 
προοδευτικής αναζήτησης με εμπλοκή του αποφασίζοντα στη διαδικασία αυτή (Zeleny, 
1982; Σίσκος, 1998).  

Το βασικό χαρακτηριστικό των προβλημάτων ΠΜΠ είναι ότι η έννοια της βέλτιστης λύσης 
δεν έχει πια σημασία καθότι δεν υπάρχει (συνήθως) μία λύση που να βελτιστοποιεί 
συγχρόνως όλες τις αντικειμενικές συναρτήσεις, δηλαδή μια ιδανική λύση (ideal solution). 
Στον ΠΜΠ υπάρχει η έννοια των κατά Pareto άριστων λύσεων (Pareto optimal solutions).  

Παράδειγμα 

Στην περίπτωση που τα κριτήρια της απόφασης είναι δύο (προς μεγιστοποίηση): 

• Ο αποφασίζων θα αναζητήσει τη λύση μεταξύ του συνόλου των λύσεων Αi. 

• Κάθε λύση Αi συγκρινόμενη με οποιαδήποτε λύση Αk εμφανίζει καλύτερη επίδοση 
στο ένα κριτήριο και χειρότερη στο άλλο. 

• Οι λύσεις Αi λέγονται ικανές (efficient), μη κυριαρχούμενες (non-dominated), κατά 
Pareto βέλτιστες (Pareto optimal) 

• Αντικειμενικά ισοδύναμες 

• Οι λύσεις Di (κόκκινες) δε μπορούν να αποτελέσουν ικανοποιητική επιλογή για έναν 
ορθολογικό αποφασίζοντα. 

 

Σχήμα Α4:  Κατά Pareto βέλτιστες λύσεις παραδείγματος 2 κριτηρίων 
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Αν θεωρήσουμε το ακόλουθο πρόβλημα ΠΜΠ με p αντικειμενικές συναρτήσεις, n 
μεταβλητές απόφασης και m περιορισμούς :  

max f
1 

(x) = z
1 
 

max f
2 

(x) = z 

        . . . . .                                                                                                         (1) 

 

max f
p 

(x) = z
p 
 

s.t 

x ∈ S  

όπου S είναι το εφικτό χωρίο των περιορισμών που καθορίζεται από τους m περιορισμούς, x 
είναι το διάνυσμα των n μεταβλητών απόφασης και f

1
, f

2
, … f

p 
οι p αντικειμενικές 

συναρτήσεις.  

 

Ορισμός: Μία λύση x’ του προβλήματος (1) λέγεται κατά Pareto άριστη λύση (ή πιο 
σύντομα λύση Pareto) αν και μόνο αν x’ ∈ S και δεν υπάρχει άλλη λύση x ∈ S τέτοια ώστε 
f

i
(x) ≥ f

i
(x’) για κάθε i=1,2,…,p και f

i
(x) > f

i
(x’) για τουλάχιστον ένα i.  

Με απλά λόγια μια κατά Pareto άριστη λύση δεν είναι αντικειμενικά χειρότερη από καμία 
άλλη εφικτή λύση του προβλήματος. Επίσης, κάθε κατά Pareto άριστη λύση αντιστοιχεί σε 
ένα μη βελτιώσιμο διάνυσμα στο χώρο των αντικειμενικών συναρτήσεων, με την έννοια ότι 
δεν μπορούμε να βελτιώσουμε την τιμή μιας αντικειμενικής συνάρτησης χωρίς να 
χειροτερεύσουμε τουλάχιστον μία από τις άλλες. Ο όρος κατά Pareto άριστη λύση 
χρησιμοποιείται επίσης για να εκφράσει και το αντίστοιχο διάνυσμα τιμών των κριτηρίων z’ 
= (f

1 
(x’), …, f

p 
(x’)) στο χώρο των αντικειμενικών συναρτήσεων R

p
. Όταν υπάρχει λύση x ∈ 

S τέτοια ώστε f
i
(x) ≥ f

i
(x’) για i = 1, 2, …, p με τουλάχιστον μία αυστηρή ανισότητα τότε η 

λύση x υπερτερεί (dominates) της x’ και η x’ κυριαρχείται από την x. To σύνολο των κατά 
Pareto άριστων λύσεων ορίζεται ως το σύνολο Pareto (Pareto set). Όπως είναι κατανοητό, οι 
λύσεις που ενδιαφέρουν τον αποφασίζοντα στη διαδικασία εύρεσης της προτιμότερης λύσης 
είναι οι λύσεις που περιλαμβάνονται στο σύνολο Pareto.  
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Σχήμα Α5: Παράδειγμα μετώπου Pareto 

 

 

Σχήμα Α6: Παράδειγμα μετώπου Pareto (2) 
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Με τον όρο λοιπόν επίλυση στα προβλήματα ΠΜΠ εννοείται η εύρεση εκείνης της ικανής 
(κατά Pareto άριστης) λύσης που ικανοποιεί περισσότερο τον αποφασίζοντα. Οι μέθοδοι 
ΠΜΠ μπορούν να ταξινομηθούν ανάλογα με το στάδιο στο οποίο εμπλέκεται ο αποφασίζων 
στη διαδικασία λήψης απόφασης (Hwang and Masud, 1979). Αν δηλαδή εκφράζει τις 
προτιμήσεις του πριν την επίλυση (μέθοδοι a priori, π.χ. προγραμματισμός στόχων, goal 
programming), κατά τη διάρκεια της επίλυσης (αλληλεπιδραστικές μέθοδοι, interactive 
methods) ή μετά την επίλυση (μέθοδοι παραγωγής, generation methods). Η πλειοψηφία των 
μεθόδων και των εφαρμογών ΠΜΠ ανήκουν στον προγραμματισμό στόχων και στις 
αλληλεπιδραστικές μεθόδους, κυρίως λόγω του τρόπου υπολογισμού των ικανών λύσεων, 
όπου αρκεί ένας επιλύτης Μαθηματικού Προγραμματισμού. Οι μέθοδοι παραγωγής είναι 
υπολογιστικά πιο πολύπλοκες, απαιτούν ιδιαίτερο λογισμικό και το πεδίο εφαρμογής τους 
περιορίζεται όσο αυξάνει το μέγεθος του προβλήματος. Σήμερα υπάρχουν αλγόριθμοι 
εύρεσης του συνόλου Pareto (αλγόριθμοι διανυσματικής βελτιστοποίησης, vector maximum 
algorithms) μόνο για γραμμικά προβλήματα και είναι ουσιαστικά μέθοδοι που στηρίζονται 
στη μέθοδο Simplex και στις παραλλαγές της (εξαντλητικές μέθοδοι).Τις περισσότερες 
φορές χρησιμοποιούνται μη-εξαντλητικές μέθοδοι παραγωγής με τις οποίες παράγεται ένα 
αντιπροσωπευτικό υποσύνολο των κατά Pareto άριστων λύσεων χρησιμοποιώντας κυρίως 
την παραμετρική επίλυση κατάλληλα διαμορφωμένων προβλημάτων Μαθηματικού 
Προγραμματισμού.  

 

Οι μέθοδοι παραγωγής σε σχέση με τις a priori μεθόδους και τις αλληλεπιδραστικές 
μεθόδους έχουν συγκεκριμένα πλεονεκτήματα και μειονεκτήματα. Στα μειονεκτήματα είναι 
ο χρόνος επίλυσης και η περιορισμένη δυνατότητα χειρισμού μεγάλων προβλημάτων. Στα 
πλεονεκτήματα είναι η δυνατότητα που δίνεται στον αποφασίζοντα να δει τη συνολική 
εικόνα πριν αποφασίσει, δηλαδή το σύνολο (ή ένα αντιπροσωπευτικό υποσύνολο) των 
υποψηφίων για αποδοχή λύσεων. Τόσο στις a priori μεθόδους όσο και στις 
αλληλεπιδραστικές μεθόδους ο αποφασίζων δε βλέπει παρά ένα μικρό μέρος των υποψηφίων 
για αποδοχή λύσεων. Με τη χρήση μη-εξαντλητικών μεθόδων παραγωγής μπορεί να 
ξεπεραστούν τα μειονεκτήματα χωρίς να επηρεαστούν τα αντίστοιχα πλεονεκτήματα. 
Επίσης, με τη ραγδαία αύξηση της υπολογιστικής ισχύος, όλο και μεγαλύτερα προβλήματα 
ΠΜΠ είναι δυνατό να επιλυθούν πλέον με μεθόδους παραγωγής.  

 

Πιο αναλυτικά, στις a priori μεθόδους δηλαδή στον προγραμματισμό στόχων ( goal 
programming Charnes-Cooper 1961, Lee 1972, Ignizio 1976) ο αποφασίζων εισάγει τιμές-
στόχους για τις αντικειμενικές συναρτήσεις (gi, i=1…), προσδιορίζει συντελεστές 
βαρύτητας(προτεραιότητας) για κάθε στόχο (wi), εισάγει μεταβλητές απόκλισης από κάθε 
στόχο και ελαχιστοποιεί το σταθμισμένο άθροισμα των μεταβλητών απόκλισης. Οι 
μεταβλητές απόκλισης εξαρτώνται από τον τύπο του στόχου.Ένα απλό παράδειγμα 
μεταβλητών απόκλισης διατυπώνεται ως εξής: 
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Η c1(x) τουλάχιστον g1:    c1(x) + d1- >= g1 

Η c2(x) το πολύ g2:            c2(x) – d2+ <= g2 

Η c3(x) ίση με g3:              c3(x) + d3- - d3+ = g3 

Η c4(x) μεταξύ [gL4, gU4]: c4(x) + d4- >= gL4 

                                              c4(x) – d4+ <= gU4 

Αντικειμενική συνάρτηση 

min (w1d1-)+( w2d2+)+ w3[(d3-)+ (d3+)] + w4[(d4-)+ (d4+)] 

 

Συνεχίζοντας, σε ότι αφορά τις αλληλεπιδραστικές μεθόδους, οι φάσεις υπολογισμού και 
διαλόγου εναλλάσσονται καθώς ο αποφασίζων κατευθύνει την αναζήτηση ανάλογα με τις 
απαντήσεις του παρόλα αυτά δεν υπολογίζουν το σύνολο των ικανών λύσεων όπως 
αναφέρθηκε και στην προηγούμενη παράγραφο που διεξήχθει η σύγκριση με τις μεθόδους 
παραγωγής γι αυτό και δεν προτιμώνται.Ο αποφασίζων επιλέγει από δείγματα των λύσεων κι 
ανάλογα διαμορφώνονται νέα προβήματα που επιλύονται για να παράξουν νέα δείγματα 
λύσεων. Ενδεικτικά μερικές αλληλεπριδραστικές μέθοδοι είναι οι εξής:  

• Stem(1971) 

• Geoffrion-Dyer-Feinberg (1972) 

• Zionts-Wallenius(1976,1983) 

• Interactive Tchebyscheff(Steuer, 1983) 

• Nimbus(Miettinen,1995) 

 
Στις μη-εξαντλητικές μεθόδους παραγωγής κυριαρχούν τρεις μέθοδοι (Μαυρωτάς, 2000) : Η 
μέθοδος των συντελεστών βαρύτητας, η μέθοδος των περιορισμών και η μέθοδος 
σημείου αναφοράς. Στη μέθοδο των συντελεστών βαρύτητας (weight method) 
βελτιστοποιείται το σταθμισμένο άθροισμα των αντικειμενικών συναρτήσεων και 
παράγονται οι αντίστοιχες κατά Pareto άριστες λύσεις. Εναλλάσσοντας του συντελεστές 
βαρύτητας λαμβάνονται διαφορετικές κατά Pareto άριστες λύσεις. Πρέπει να σημειωθεί ότι 
οι αντικειμενικές συναρτήσεις πρέπει να έχουν αναχθεί προηγουμένως σε κοινή κλίμακα 
(ώστε να έχει νόημα το σταθμισμένο άθροισμα). Βασικά μειονεκτήματα της μεθόδου των 
συντελεστών βαρύτητας είναι ότι δεν παράγει όλες τις ικανές λύσεις σε προβλήματα με 
ακέραιες μεταβλητές, ενώ συνήθως καταλήγει σε ανομοιόμορφα κατανεμημένο υποσύνολο 
ικανών λύσεων διότι παράγει μόνο ακραίες κατά Pareto άριστες λύσεις (efficient extreme 
solutions). 

 Στη μέθοδο των περιορισμών (ε-constraint method) βελτιστοποιείται μία αντικειμενική 
συνάρτηση ενώ οι υπόλοιπες συμμετέχουν ως περιορισμοί. Μεταβάλλοντας παραμετρικά το 
δεξί σκέλος αυτών των περιορισμών και επιλύοντας το μοντέλο ΜΠ που προκύπτει 
παράγονται οι αντίστοιχες κατά Pareto άριστες λύσεις. Με τον τρόπο αυτό παράγονται και 
μη ακραίες ικανές λύσεις. Προϋπόθεση όμως για να είναι η βέλτιστη λύση του προβλήματος 
ΜΠ κατά Pareto άριστη για το πρόβλημα ΠΜΠ είναι ότι οι περιορισμοί των αντικειμενικών 
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συναρτήσεων στη βέλτιστη λύση πρέπει να είναι ενεργοί, δηλαδή να ικανοποιούνται ως 
ισότητες. 

 Στη μέθοδο του σημείου αναφοράς (reference point method) επιχειρείται η ελαχιστοποίηση 
του σταθμισμένου αθροίσματος των αποστάσεων από ένα σημείο αναφοράς (reference 
point). Η μέθοδος αυτή έχει αρκετά κοινά σημεία με τον προγραμματισμό στόχων (goal 
programming).  

Σε πολλές περιπτώσεις χρησιμοποιείται η απόσταση Tchebycheff ανάγοντας το 
συγκεκριμένο πρόβλημα σε min-max βελτιστοποίηση (ελαχιστοποίηση της μέγιστης 
απόστασης) ενώ πολύ συχνά αποδίδονται και συντελεστές βαρύτητας στις αποστάσεις.  

Η επιλογή της προτιμότερης λύσης από τις κατά Pareto βέλτιστες ως πρώτο βήμα έχει την 
παραγωγή των κατά Pareto βέλτιστων λύσεων(στη φάση των υπολογισμών) και κατόπιν ως 
δεύτερο βήμα είναι η εμπλοκή του αποφασίζοντα για την επιλογή της λύσης αυτής που τον 
εκφράζει περισσότερο.Ένα απλό παράδειγμα για να σκιαγραφηθεί η εν λόγω διαδικασία 
είναι η μέθοδος Interactive filtering(Steuer,1986) η οποία περιλαμβάνει αλληλεπιδραστική 
διύλιση, επαναληπτική διαδικασία, εστίαση σε κάθε κύκλο στην περιοχή που υποδεικνύει ο 
αποφασίζων και είναι απλή και εύχρηστη. Η αλληλεπιδραστική δίυλιση χαρακτηρίζεται ως  
μια επαναληπτική διαδικασία όπου οι φάσεις διαλόγου με το χρήστη και οι φάσεις 
υπολογισμών εναλλάσσονται. Το πεδίο αναζήτησης συρρικώνεται σε κάθε επανάληψη 
ανάλογα με τις απαντήσεις του χρήστη(καθοδήγηση από τον αποφασίζοντα) οπότε 
καταλήγουμε σε σταδιακή εστίαση στην προτιμότερη λύση. 

 

 

                        Σχήμα Α7: Παράδειγμα αλληλεπιδραστικής διύλισης   
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Σχήμα Α8: Παράδειγμα πληροφορίας ανά επανάληψη 

 

2.3 Ακέραιος Πολυκριτηριακός Προγραμματισμός 
 
Εισαγωγή 
Ο Ακέραιος ΠΚΓΠ (ΑΠΚΓΠ), αποσκοπεί στην επίλυση προβλημάτων ΠΚΓΠ με ακέραιες 
μεταβλητές απόφασης. Τέτοιες μεταβλητές απόφασης χρησιμοποιούνται για την 
ενσωμάτωση στο μοντέλο διακριτών μεγεθών, προσδίδοντας συνήθως μια πιο ρεαλιστική 
απεικόνιση της πραγματικότητας, αλλά συγχρόνως δυσχεραίνοντας τη διαδικασία επίλυσης. 
Με τις ακέραιες μεταβλητές μπορούν να εισαχθούν στο μοντέλο λογικές συνθήκες, 
οικονομίες κλίμακας, σταθερά κόστη κλπ, δηλαδή φαινόμενα που δεν μπορούν να 
εκφρασθούν με τη χρήση συνεχών μεταβλητών. 

 

Πρόβλημα 
Μια κατασκευαστική εταιρία στην Καλιφόρνια μελετά την επέκταση της κτίζοντας 
καινούργιο εργοστάσιο, που θα είναι είτε στο Λος Άντζελες, είτε στο Σαν Φρανσίσκο, είτε 
θα κτιστεί και στις δύο πόλεις. Επίσης θα προβεί στην κατασκευή μιας μόνο νέας αποθήκης, 
αλλά αυτή θα πρέπει να γίνει σε πόλη στην οποία θα κτιστεί καινούργιο εργοστάσιο. 
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Στόχος είναι να εξευρεθεί ένας εφικτός συνδυασμός των εναλλακτικών ώστε να 
μεγιστοποιηθεί η συνολική Καθαρή Παρούσα Αξία.  
 
Μεταβλητές Απόφασης  
 
Το ερώτημα που τίθεται είναι εάν θα διαλέξουμε ένα σχέδιο ή όχι. Εδώ υπεισέρχονται οι 
μεταβλητές που παίρνουν τις ακέραιες τιμές 0 ή 1 και αντιπροσωπεύουν δυαδικές αποφάσεις 
(επιλέγουμε ένα σχέδιο ή δεν επιλέγουμε ένα σχέδιο) με:  
• τη θετική απόφαση να αντιπροσωπεύεται από την αξία 1 και  

• την αρνητική απόφαση να αντιπροσωπεύεται από την αξία 0.  
 
Τέτοιες μεταβλητές ονομάζονται 0/1 ή δυαδικές μεταβλητές.  
 
Xj = 1  εάν αποφασίσουμε να διαλέξουμε το σχέδιο j , 
       0  εάν αποφασίσουμε να μην διαλέξουμε το σχέδιο j , με j=1,2,3,4 
 
Περιορισμοί  
 
Οι δύο τελευταίες αποφάσεις, 3 και 4, αλληλοαναιρούνται αφού η εταιρία θα κτίσει μόνο μία 
αποθήκη, οπότε έχουμε τον περιορισμό:  
 
                                            X3 + X4 <= 1 
 
Οι αποφάσεις 3 και 4 είναι επίσης εξαρτώμενες αποφάσεις από τις 1 και 2 αντίστοιχα, 
οπόταν έχουμε τους περιορισμούς: 
 
                                            X3 <= X1 

                                                                  X4 <= X2 

 
 
Αντικειμενική συνάρτηση  
 
Για την μεγιστοποίηση της Καθαρής Παρούσας Αξίας έχουμε:  
 
Maximize Z = 9X1 + 5X2 + 6X3 +4X4 
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Πλήρες πρόβλημα  
 
                          Maximize Z = 9X1 + 5X2 + 6X3 +4X4 
 
 
subject  
                           6X1 + 3X2 + 5X3 + 2X4 <= 10 
                           X3 + X4 <= 1 
                          -X1 + X3 <= 0 
                          -X2 + X4 <= 0 
                           Xj <= 1 
                           Xi <= 0 
 
And 
                          Xj  is an integer, j=1,2,3,4 
 
Το παράδειγμα αυτό μπορεί να είναι μικρό, αλλά είναι ένα τυπικό παράδειγμα πολλών 
πραγματικών εφαρμογών του Ακέραιου Προγραμματισμού (ΑΠ), όπου οι κύριες αποφάσεις 
είναι του τύπου «Ναι-ή-Όχι». Αποφάσεις αυτού του τύπου, όπως στο δεύτερο ζεύγος 
αποφάσεων αυτού του παραδείγματος, συγκροτούν συχνά ομάδες αλληλοαναιρούμενων 
εναλλακτικών, από τις οποίες μόνο μία μπορεί να πάρει την τιμή 1. Σε κάποιες άλλες 
περιπτώσεις, αποφάσεις του τύπου «Ναι-ή-Όχι» μπορεί να είναι εξαρτώμενες αποφάσεις, 
δηλαδή να εξαρτώνται από προηγούμενες, όπως οι απόφαση 3 με την 1, και η 4 με την 2 στο 
παράδειγμα. 
 
 
 
 
2.4 Η μέθοδος Tchebycheff 
 
 
Αυτή η παράγραφος ασχολείται με την διαδραστική διαδικασία σταθμισμένης Tchebycheff 
του Steuer και Choo (1983).  Με δύο εκδόσεις (επαυξημένη και λεξικογραφική), η 
διαδραστική διαδικασία Tchebycheff είναι μια μέθοδος μείωσης του διανυσματικού χώρου 
στάθμισης για την επίλυση του πολυκριτηριακού προγράμματος 

 
όπου το fi δεν χρειάζεται να είναι γραμμικό και το S δεν χρειάζεται να είναι κυρτό. 
Υποτίθεται ότι κάθε στόχος οριοθετείται πάνω στο S και ότι δεν υπάρχει σημείο στο S στο 
οποίο όλοι οι στόχοι να μεγιστοποιούνται ταυτόχρονα (όλες οι αντικειμενικές συναρτήσεις 
στη θέση κάθε στόχου δηλαδή). 
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Εξωτερικά, η μέθοδος είναι παρόμοια με το διάστημα των κριτηριακών βαρών / με τη 
μέθοδο vector-maximum, με τις διαδραστικές μεθόδους σταθμισμένων ποσών / με 
προσεγγίσεις φιλτραρίσματος. Δηλαδή, η διαδικασία ακολουθεί μια σταδιακά πιο 
συμπυκνωμένη στρατηγική δειγματοληψίας μέχρις ότου ληφθεί μια τελική λύση. Η 
διαδικασία λειτουργεί σε ένα σταθερό αριθμό επαναλήψεων, παρουσιάζοντας ένα σταθερό 
αριθμό λύσεων ανά επανάληψη. Ωστόσο, στο εσωτερικό, υπάρχει μια διαφορά στον τρόπο 
που τα διανυσμάτα των βαρών χρησιμοποιούνται. Αντί να χρησιμοποιηθούν τα διανύσματα 
των βαρών : 

       
για να συλληφθεί η σχετική σημασία των διαφορετικών στόχων, τα διανύσματα των βαρών, 
όπου 

 
χρησιμοποιούνται για να καθορίσουν διαφορετικές σταθμισμένες μετρήσεις Tchebycheff. 
Κατά συνέπεια, η προσέγγιση Tchebycheff απολαμβάνει τα ακόλουθα πλεονεκτήματα:  
  

• Μπορεί να συγκλίνει προς μη ακραίες οριστικές λύσεις σε γραμμικά πολυκριτηριακά 
προγράμματα. 

 
• Η μέθοδος μπορεί να υπολογίζει μη υποστηριζόμενα (unsupported- δηλαδή 

διανύσματα που δεν προκύπτουν ως γραμμικός συνδυασμός γειτονικών λύσεων) και 
εσφαλμένα (improperly) μη κυριαρχούμενα διανύσματα κριτηρίων, καθιστώντας την 
προσέγγιση παραγωγική σε ακέραια και μη γραμμικά πολυκριτηριακά προγράμματα. 

 
• Η μέθοδος χρησιμοποιεί το συμβατικό λογισμικό μονοκριτηριακού μαθηματικού 

προγραμματισμού, επιτρέποντας έτσι την εφαρμογή σε μεγάλα προβλήματα. Για 
παράδειγμα, μπορούμε να εφαρμόσουμε το λογισμικό, όπως MPSX [IBM (1979)] με 
πολυκριτηριακά γραμμικά προγράμματα, MPSX- ΕΤΕ με πολυκριτηριακά ακέραια 
προγράμματα, ή εμπορικούς μη γραμμικούς κώδικες με μη γραμμικά πολυκριτηριακά 
προγράμματα. 

 
 
 
Σταθμισμένα (weighted)  και Επαυξημένα  Σταθμισμένα (Augmented Weighted) 
Tchebycheff  Προγράμματα 
 
 
Διατυπώνουμε προγράμματα για την εύρεση των σημείων Ζ που βρίσκονται πλησιέστερα 
προς το z **, σύμφωνα με τις σταθμισμένες Tchebycheff μετρήσεις και τις επαυξημένες 
σταθμισμένες μετρήσεις Tchebycheff. Για την μέτρηση της απόστασης  

 έχουμε το σταθμισμένο πρόγραμμα Tchebycheff (weighted Tchebycheff): 

28 
 



 
  
και για την μέτρηση της απόστασης  

 έχουμε αντίστοιχα το επαυξημένο σταθμισμένο πρόγραμμα Tchebycheff 
(Augmented Tchebycheff): 

 
Μια λύση είτε για την πρώτη περίπτωση είτε για τη δεύτερη είναι ένα διάνυσμα της μορφής 
(x, z, α) Ε Rn+k+1 όπου το z είναι ένα πιο κοντινό διάνυσμα κριτηρίου και το x είναι η 
αντίστροφη εικόνα του στο χώρο απόφασης. 
Στις παραπάνω συνθέσεις, το α είναι μια "minimax" μεταβλητή, με την έννοια ότι 
χρησιμοποιείται για την ελαχιστοποίηση της μέγιστης σταθμισμένης απόκλισης του zi από το 
zi**. Η μεταβλητή α δεν θα είναι ποτέ αρνητική. Ωστόσο, οι zi μεταβλητές είναι, σε γενικές 
γραμμές, χωρίς περιορισμούς. 
 
Όπου z** ένα ιδανικό κριτηριακό διάνυσμα με το οποίο αν υποθέσουμε και ότι 

 
Αναγνωρίζουμε το 

 
Ως ένα μέλος της οικογένειας των μετριτικών εργαλείων της weighted Tchebycheff για τη 
μέτρηση της απόστασης μεταξύ του z E Rk και του z**. Επίσης για τη μέτρηση της 
απόστασης μεταξύ του z και του z** καθορίζουμε: 

 
Ως ένα μέλος της οικογένειας των μετρητικών εργαλείων της Augmented Tchebycheff. 
Έχουμε επομένως της δύο οικογένειες των δυο προαναφερθεισών αποστάσεων επειδή το λ 
ανήκει στο διανυσματικό χώρο. Χρησιμοποιούμε τη λέξη επαυξημένη (augmented) για 
αναφορά στην απόσταση 
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   λόγω του όρου  
στον οποίο το ρ είναι ένας επαρκώς μικρός θετικός αριθμός. 
 
Παράδειγμα  
 
Ας υποθέσουμε ότι στο Σχ.Α9 θέλουμε να προσδιοριστεί το σημείο z E Z που είναι πιο κοντά 
στο z ** ιδανικό κριτηριακό διάνυσμα σύμφωνα με το λ= (2/5, 3/5) ως μετρητική 
παράμετρος της Augmented Weighted Tchebycheff. Στη συνέχεια, το z είναι προσδιορίζεται 
γραφικά όπως δείχνεται. 

 
Σχήμα Α9: Περιγράμματα των 2 μετρητικών αποστάσεων που τέμνουν το Ζ 
 
 
Στο Σχήμα μας, η διακεκομμένη γραμμή του ορθογωνίου του οποίου κέντρο είναι περίπου το 
z ** σηματοδοτεί τη χαμηλότερη τιμή του περιγράμματος του λ ως μετρητική παράμετρος 
της weighted Tchebycheff που τέμνει το z. Σταθμίζονται Tchebycheff μέτρηση που τέμνει Ζ  
 
Η έντονη οκταγωνική γραμμή σηματοδοτεί τη χαμηλότερη τιμή του περιγράμματος του λ ως 
μετρητική παράμετρος της επαυξημένης σταθμισμένης Tchebycheff που τέμνει το z (τα 
περιγράμματα, βεβαίως, αποτελούν των γεωμετρικό τόπο των σημείων σε ίση απόσταση από 
το z ** σύμφωνα με τις αντίστοιχες μετρήσεις τους). 
 
Όσον αφορά τις μετρήσεις της επαυξημένης σταθμισμένης Tchebycheff, στο σχήμα έχουμε 
τις γωνίες θ1 και θ2. Επίσης, βλέπουμε ότι όσο μικρότερο το ρ, τόσο πιο πολύ η μετρητική 
απόσταση της επαυξημένης σταθμισμένης Tchebycheff προσεγγίζει τη μετρητική απόσταση 
της σταθμισμένης Tchebycheff (και όταν το ρ = 0, οι δύο τους ταυτίζονται). 
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Μη υποστηριζόμενα μη κυριαρχούμενα κριτηριακά διανύσματα 
  
Ως unsupported  δηλαδή μη υποστηριζόμενα διανύσματα κριτηρίων z και επομένως μη 
υποστηριζόμενες λύσεις ορίζονται εκείνα τα οποία δεν προκύπτουν ως γραμμικός 
συνδυασμός γειτονικών λύσεων. 
  
Ορισμός: έστω z E N. Στη συνέχεια, αν το z είναι στο όριο του Z<=, το z είναι ένα 
υποστηριζόμενο μη κυριαρχούμενο διάνυσμα κριτηρίου. Διαφορετικά, το z είναι ένα μη 
υποστηριζόμενο (κυρτό κυριαρχούμενο) μη κυριαρχούμενο κριτηριακό διάνυσμα. 

            
Σχήμα Α10: Γραφήματα του Παραδείγματος 1. 
 
Τα μη υποστηριζόμενα μη κυριαρχούμενα κριτηριακά διανύσματα είναι κυριαρχούμενα από 
κάποιο κυρτό συνδυασμό άλλων μη κυριαρχούμενων κριτηριακών διανυσμάτων. 
 
Ορισμός: έστω ότι το z E N είναι υποστηριζόμενο. Στη συνέχεια, το Ζ είναι ακραίο 
υποστηριζόμενο εάν αυτό είναι ένα ακραίο σημείο του Z<= . Διαφορετικά, το Ζ είναι μη 
ακραίο υποστηριζόμενο. 
 
Παράδειγμα 1: Έστω Ζ ={zi/ 1<=i<=8 } στο σχήμα. Α9-a. Σημειώνουμε ότι το z2 είναι ένας 
κυρτός συνδυασμός των z1 και z3. Όπως φαίνεται μέσω του Σχ. A9-b, των μη 
κυριαρχούμενων διανυσμάτων των κριτηρίων, 
 
α. Τα z1, z3, z7 είναι ακραία υποστηριζόμενα 
β. Το z2  είναι μη ακραίο μη υποστηριζόμενο 
γ. Τα z4, z5, z6 δεν υποστηρίζονται 
 
Οι όροι δεν εφαρμόζονται για το z8 επειδή το z8 δεν ανήκει στο σύνολο των μη 
κυριαρχόυμενων κριτηριακών διανυσμάτων Ν. 
 
Οι αντίστροφες εικόνες των υποστηριζόμενων μη κυριαρχούμενων διανυσμάτων των 
κριτηρίων είναι υποστηριζόμενα αποτελεσματικά σημεία (στο χώρο απόφασης) και 
αντίστροφες εικόνες των μη υποστηριζόμενων μη κυριαρχούμενων κριτηριακών 
διανυσμάτων είναι μη υποστηριζόμενα αποτελεσματικά σημεία (στο χώρο απόφασης). 
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 Κυριαρχούμενα σύνολα και μη υποστήριξη (unsupportedness) 
 
Για να υπάρχουν μη υποστηριζόμενα μη κυριαρχούμενα διανυσματικά κριτήρια, Ζ, η 
περιοχή λύσεων στο χώρο κριτηρίου, πρέπει να είναι μη κυρτή. Ως εκ τούτου, τα μη 
υποστηριζόμενα μέλη του συνόλου Ν μπορούν να προκύψουν μόνο σε πολυκριτηριακές 
διακριτές εναλλακτικές και πολυκριτηριακά μη γραμμικά προγράμματα. Δεδομένου ότι δεν 
είναι απαραίτητο ότι κάθε τέτοιο πρόγραμμα διαθέτει μη υποστηριζόμενα μη κυριαρχούμενα 
διανυσματικά κριτήρια, ποια ιδιότητα είναι αυτή που οδηγεί στην μη υποστήριξη; Η 
απάντηση είναι ο βαθμός στον οποίο υπάρχει σύγκρουση μεταξύ των στόχων. Όσο 
μεγαλύτερος είναι ο βαθμός με τον οποίο οι κλίσεις των αντικειμενικών συναρτήσεων 
διασπείρονται ακτινικά , τόσο μικρότερη είναι η σειρά κυριαρχίας. Και όσο μικρότερο είναι 
το σύνολο κυριαρχίας, τόσο μεγαλύτερη είναι η πιθανότητα μη υποστήριξης. Για να φανεί 
αυτό παρατίθεται το εξής παράδειγμα που απεικονίζεται γραφικά στο χώρο απόφασης 
 
 

. 
 
                                  Σχήμα A11: Γράφημα του Παραδείγματος 2 
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Παράδειγμα 2: Ας υποθέσουμε το εξής πολυκριτηριακό ακέραιο πρόγραμμα 

και ακέραια 
 
Όπως στο γράφημα στο Σχ. Α11, υπάρχει σημαντική σύγκρουση μεταξύ των στόχων. Αυτό 
οδηγεί σε 14 αποτελεσματικά σημεία (στο χώρο αποφάσεως). Τώρα οραματιζόμαστε το 
κυριαρχούμενο σύνολο όπως υποδεικνύεται. Από τα 14 αποδοτικά σημεία, τα επτά έχουν μη 
υποστηριζόμενα μη κυριαρχούμενα διανυσματικά κριτήρια, τέσσερα έχουν ακραία 
υποστηριζόμενα μη κυριαρχούμενα διανύσματα κριτηρίων, και τρία έχουν μη ακραία 
υποστηριζόμενα μη κυριαρχούμενα διανύσματα κριτηρίων. 
 
 
 
2.5 Η γλώσσα GAMS 
 
 
Το Γενικό Αλγεβρικό Σύστημα Μοντελοποίησης GAMS (General Algebraic Modelling 
System) είναι ένα υπολογιστικό εργαλείο το οποίο προσφέρει ένα εργασιακό περιβάλλον που 
μας επιτρέπει την ανάλυση και την επίλυση διαφόρων μαθηματικών προβλημάτων όπως 
αυτό της βελτιστοποίησης μιας γραμμικής συνάρτησης, μιας μη γραμμικής εφαρμογής αλλά 
εξίσου και μικτών προβλημάτων. 
 
Το σύστημα είναι ιδιαίτερα χρήσιμο για μεγάλα και πολυσύνθετα προβλήματα που έχουν 
πάρα πολλές μεταβλητές, ενώ επιτρέπει στο χρήστη να επικεντρωθεί στο πρόβλημα του 
μοντέλου με το να καταστήσει την οργάνωσή του απλή. Η γλώσσα, που χρησιμοποιεί το 
GAMS, είναι τυπικά παρόμοια με τις συνήθως χρησιμοποιημένες γλώσσες 
προγραμματισμού, καθιστώντας την οικία σε οποιονδήποτε, που έχει κάποια επαφή με τον 
προγραμματισμό. Ο χρήστης μπορεί να αλλάξει τη διατύπωση γρήγορα και εύκολα 
μετατρέποντας ένα γραμμικό πρόβλημα σε μη γραμμικό χωρίς μεγάλη δυσκολία. 
Χρησιμοποιώντας το GAMS, τα στοιχεία εισάγονται μόνο μια φορά με τη γνωστή μορφή 
καταλόγων και πινάκων. Όλοι οι περιορισμοί του προβλήματος εισάγονται σε μια δήλωση 
και το GAMS παράγει αυτόματα περιορισμό για κάθε εξίσωση και αφήνει το χρήστη να 
κάνει τις εξαιρέσεις σε περιπτώσεις όπου η γενικότητα δεν επιδιώκεται. Επίσης ο χρήστης 
έχει την δυνατότητα να επιλέξει τον επιλυτή (solver) ο οποίος θα λύσει το πρόβλημα 
βελτιστοποίησης αφού εισάγει την αντικειμενική συνάρτηση. O σχεδιασμός στο GAMS έχει 
ενσωματώσει τις έννοιες, που προέρχονται από τη θεωρία βάσεων δεδομένων και το 
μαθηματικό προγραμματισμό και προσπαθεί να συγχωνεύσει αυτές τις ιδέες να 
ανταποκριθούν στις ανάγκες των σχεδιασμών των διάφορων μοντέλων. Η σχετική θεωρία 
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βάσεων δεδομένων παρέχει ένα δομημένο πλαίσιο για τις γενικές ικανότητες οργάνωσης και 
μετασχηματισμού των στοιχείων του μοντέλου και σε συνδυασμό με το μαθηματικό 
προγραμματισμό που προσφέρει ποικίλες μεθόδους βοηθούν στην επίλυση δύσκολων 
προβλημάτων (Rosenthal 2008). 
 

Ο κώδικας GAMS είναι σχεδιασμένος ώστε να:  

 
• Παρέχει μια αλγεβρικά βασισμένη και υψηλού επιπέδου γλώσσα για την παρουσίαση 

μεγάλων και πολύπλοκων μοντέλων,  

 
• Επιτρέπει αλλαγές στο μοντέλο σχεδιασμού με απλότητα και ασφάλεια 

 
• Δηλώνονται σαφώς οι αλγεβρικών σχέσεις,  

 
• Παρέχει ένα περιβάλλον, όπου ο χρήστης να μπορεί να αναπτύξει το μοντέλο του με 

ένα μικρό σύνολο δεδομένων και στη συνέχεια την επέκταση του σε ένα ευρύτερο 
και ορθό πλαίσιο,  

 
• Επιτρέπει τη χρήση περισσότερων μεταβλητών, εξισώσεων, ονόματα δεικτών, 

σχολίων και ορισμών δεδομένων, τα οποία συνοδεύονται από υπολογισμούς 
δημιουργώντας ένα τεκμηριωμένο και αυτόνομο αρχείο,  

 
• Ενημερώνεται με τις νεότερες και αποτελεσματικότερες εκδόσεις επιλυτών,  

 
• Αυτοματοποιεί τη μοντελοποίηση με τους υπολογισμούς δεδομένων, την ορθή 

διόρθωση των δηλώσεων, τον έλεγχο των λαθών, την διασύνδεση με επιλυτές και την 
αποθήκευση λύσεων,  

 
• Επιτρέπει τη φορητότητα του μοντέλου σε διαφορετικούς υπολογιστές,  

 
• Μετατρέπει εύκολα το μοντέλο από γραμμικό σε μη γραμμικό,  

 
• Διευκολύνει την εισαγωγή και εξαγωγή δεδομένων από και προς διαφορετικά πακέτα 

υπολογιστών,  
 

• Επιτρέπει τη χρήση από άτομα ή ομάδες διαφορετικής εμπειρίας,  
 

• Παρέχει πρότυπα μοντέλα, τα οποία βοηθούν το χρήστη, μέσω βιβλιοθήκης 
πληροφοριών. (Mc Carl 2008).  
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Σε αυτό το σημείο, είναι απαραίτητο να επισημανθούν κάποιες απαραίτητες παρατηρήσεις 
που αποτελούν και απαράβατους κανόνες του προγράμματος GAMS: 
 

• Ένα μοντέλο στο GAMS είναι μια συλλογή των δηλώσεων στη γλώσσα GAMS. 
Κάθε οντότητα (εξαρτημένη ή ανεξάρτητη, μεταβλητή ή σταθερή) στο μοντέλο δεν 
μπορεί να χρησιμοποιηθεί αν δεν έχει δηλωθεί προηγουμένως. 
 

• Οι οντότητες στο GAMS μπορούν να δηλωθούν σχεδόν με οποιοδήποτε τρόπο 
επιθυμεί ο χρήστης. Έτσι, επιτρέπονται οι δηλώσεις σε πολλαπλές γραμμές, οι κενές 
γραμμές μεταξύ των δηλώσεων όπως και οι πολλαπλές δηλώσεις ανά γραμμή. 

 
 

• Η ολοκλήρωση κάθε δήλωσης πρέπει να συνοδεύεται με το σύμβολο ελληνικού 
ερωτηματικού «;» (‘semicolon’). Ο μεταγλωττιστής (‘compiler’) GAMS δεν 
διακρίνει κεφαλαία και πεζά γράμματα, έτσι είναι και τα δύο είδη αποδεκτά. 

 
• Τα επεξηγηματικά σχόλια είναι χρήσιμα για την τεκμηρίωση των μαθηματικών 

μοντέλων. Είναι καλύτερο να ενσωματώνονται μέσα στο ίδιο το μοντέλο παρά να 
παρουσιάζονται ξεχωριστά. Υπάρχουν δύο τρόποι να παρεμβληθεί η επεξήγηση μέσα 
σε μια εφαρμογή του GAMS. Καταρχήν, οποιαδήποτε γραμμή που αρχίζει με έναν 
αστερίσκο (*) στη πρώτη στήλη λαμβάνεται ως γραμμή σχολίου από το 
μεταγλωττιστή GAMS. Δεύτερον, ίσως το σημαντικότερο, τα σχόλια μπορούν να 
παρεμβληθούν μετά από τις δηλώσεις των οντοτήτων του GAMS. 

 
• Η δημιουργία οντοτήτων στο GAMS περιλαμβάνει δύο βήματα: μια δήλωση 

(‘declaration’) και μια ανάθεση ή καθορισμός (‘assignment’). Η δήλωση 
περιλαμβάνει την ύπαρξη της οντότητας στο πρόγραμμα δίνοντας ένα όνομα. Η 
ανάθεση ή καθορισμός δίνει μια συγκεκριμένη τιμή ή μια μορφή. Στην περίπτωση 
των εξισώσεων, πρέπει να γίνεται δήλωση και ανάθεση σε ξεχωριστές δηλώσεις στο 
GAMS. Για όλες τις άλλες οντότητες του GAMS, ωστόσο, υπάρχει η επιλογή των 
δηλώσεων και αναθέσεων στην ίδια δήλωση ή χωριστά 

 
• Τα ονόματα που δίνονται στις οντότητες του μοντέλου πρέπει να αρχίζουν με γράμμα 

και μπορούν να ακολουθηθούν μέχρι 31 οποιοιδήποτε χαρακτήρες ή ψηφία. 
 

• Όλες οι γραμμές δεν είναι μέρος της γλώσσας GAMS. Δύο ειδικά σύμβολα, ο 
αστερίσκος «*» και το σύμβολο δολαρίου «$» μπορούν να χρησιμοποιηθούν στην 
πρώτη θέση σε μια γραμμή για να δείξει μια μη-γλωσσική γραμμή. 
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Σχόλια 
 
Ένα σχόλιο (‘comment’) είναι ένα επεξηγηματικό κείμενο, που δεν υποβάλλεται σε 
επεξεργασία και δεν διατηρείται από τον υπολογιστή. Υπάρχουν τρεις τρόποι να 
συμπεριληφθούν τα σχόλια σε ένα πρόγραμμα GAMS, η επιλογή μεταξύ των οποίων είναι 
ένα θέμα μεμονωμένης προτίμησης ή χρησιμότητας. 
 

• Ο πρώτος, αναφέρθηκε ήδη παραπάνω, πρόκειται να αρχίσει μια γραμμή με έναν 
αστερίσκο "*" στην πρώτη θέση χαρακτήρα. Οι υπόλοιποι χαρακτήρες στη γραμμή 
αγνοούνται αλλά τυπώνονται στο αρχείο output. 
 

• Στον δεύτερο, τα σχόλια μπορούν να παρεμβληθούν μετά από τις δηλώσεις των 
οντοτήτων του GAMS 
 

• Ο τρίτος τρόπος πρόκειται να χρησιμοποιήσει τους ειδικούς οριοθέτες (‘blocks’), που 
αναγκάζουν το GAMS να αγνοήσει ένα ολόκληρο τμήμα του προγράμματος. Το 
σύμβολο δολαρίου ‘$’ πρέπει να είναι στην πρώτη θέση. Η αρχή ενός σχολίου πρέπει 
να ξεκινάει στην πρώτη γραμμή με τη φράση ‘$ontext’ και να καταλήγει με τη φράση 
‘$offtext’. (Rosenthal 2008). 

 
 
 
Δομή ενός μοντέλου GAMS 
 
Tα βασικά συστατικά που αποτελούν τη δομή οποιουδήποτε μοντέλου του GAMS 
παρουσιάζονται συνοπτικά στον παρακάτω πίνακα: 
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                     Σχήμα Α12 : Τα βασικά συστατικά του συτήματος GAMS 
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2.6 Προσομοίωση Monte Carlo και βελτιστοποίηση 
 
 
Η προσομοίωση Monte Carlo είναι μια ευέλικτη μέθοδος για την ανάλυση της συμπεριφοράς 
ορισμένων δραστηριοτήτων, προγραμμάτων ή διαδικασιών που αφορούν την αβεβαιότητα. Η 
μέθοδος αυτή εφευρέθηκε από επιστήμονες το 1944 περίπου, και ονομάστηκε έτσι από την 
πόλη του Μονακό, εξαιτίας μιας ρουλέτας, μια απλής γεννήτριας τυχαίων αριθμών. 
 
Η μέθοδος Monte Carlo είναι μια κατηγορία υπολογιστικών αλγορίθμων που στηρίζονται σε 
επαναλαμβανόμενες τυχαίες δειγματοληψίες για τον υπολογισμό των αποτελεσμάτων τους. 
Οι μέθοδοι αυτοί, χρησιμοποιούνται συχνά κατά την προσομοίωση φυσικής και 
μαθηματικών συστημάτων. Λόγω της εξάρτησης από τον επαναλαμβανόμενο υπολογισμό 
τυχαίων αριθμών, είναι οι πλέον κατάλληλες για τον υπολογισμό από ένα υπολογιστή. 
Τείνουν να χρησιμοποιούνται όταν είναι εφικτό ή αδύνατο να υπολογιστεί το ακριβές 
αποτέλεσμα με ντετερμινιστικό αλγόριθμο. 
 
Οι μέθοδοι προσομοίωσης Monte Carlo είναι ιδιαίτερα χρήσιμες στη μελέτη συστημάτων με 
μεγάλο αριθμό συνδυασμού βαθμού ελευθερίας, όπως τα υγρά, ισχυρά συνδεδεμένα στερεά, 
και η κυτταρική δομή. Γενικότερα, είναι χρήσιμες για τη μοντελοποίηση των φαινομένων με 
σημαντική αβεβαιότητα όσον αφορά τους διαθέσιμους πόρους, όπως ο υπολογισμός των 
κινδύνων στον τομέα των επιχειρήσεων (ανάλυση κινδύνου - ανάλυση ρίσκου). Επίσης 
χρησιμοποιούνται ευρέως στα μαθηματικά. 
 
Η προσομοίωση Monte Carlo, υπολογίζει πολυάριθμα σενάρια ενός μοντέλου παίρνοντας 
επανειλημμένα τυχαίες τιμές από πιθανές κατανομές (ψευδοτυχαίοι αριθμοί) για τις αβέβαιες 
μεταβλητές. Οι πιθανές τιμές των αβέβαιων μεταβλητών συνήθως ακολουθούν κανονική, 
ομοιόμορφη ή και τριγωνική κατανομή. 
 
Τα βήματα που ακολουθούνται είναι τα εξής: 

 
• Καθορισμός είδους κατανομών για κάθε αβέβαιη μεταβλητή (στοχαστική μεταβλητή) 
 
• Καθορισμός παραμέτρων κατανομής 

 
• Τυχαία δειγματοληψία από τις κατανομές και υπολογισμός μεταβλητών εξόδου 

 
• Εκτέλεση προηγούμενου βήματος για μεγάλο αριθμό επαναλήψεων (συνήθως 500 - 

1000 επαναλήψεις) 
 

• Δημιουργία κατανομών πιθανότητας για τις μεταβλητές εξόδου 
 

• Ανάλυση αποτελεσμάτων με βάση τις πληροφορίες που μας δίνουν οι κατανομές των 
μεταβλητών εξόδου 
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Αφού γίνει η επίλυση του μοντέλου και η ανάλυση των αποτελεσμάτων, τότε βλέπουμε το 
κατά πόσο η αντικειμενική συνάρτηση και οι αβέβαιες μεταβλητές απόφασης μπορούν να 
ποικίλουν βοηθώντας μας να συμπεράνουμε πιο συγκεκριμένα την αβεβαιότητα των 
παραμέτρων του μοντέλου όπως φαίνεται και στο Σχήμα Α9. 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

Σχήμα Α13: Η Προσομοίωση Monte Carlo 
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3. ΠΕΡΙΦΡΑΦΗ ΤΗΣ ΜΕΘΟΔΟΥ 
 
3.1 Ανάλυση ευστάθειας με Monte Carlo 
 

Το σημείο εκκίνησης της μεθοδολογίας μας είναι ότι υπάρχει μια Pareto βέλτιστη λύση 
(POS) που προέκυψε ως '' η πλέον προτιμώμενη '' με τη χρήση μια μεθόδου πολυκριτηριακού 
προγραμματισμού. Αναφερόμαστε σε αυτή τη λύση  ως τη λύση αναφοράς POS και τη 
δηλώνουμε χρησιμοποιώντας έναν αστερίσκο (POS*). Συνήθως, οι παράμετροι που 
εκφράζουν τις προτιμήσεις του αποφασιζόμενου είναι οι σταθμίσεις οι συντελεστές 
βαρύτητας δηλαδή που αποδίδονται στην αντικειμενική συνάρτηση. Στις περισσότερες 
πολυκριτηριακές διαδραστικές προσεγγίσεις αυτοί οι συντελεστές βαρύτητας παρέχονται 
άμεσα από τον αποφασίζοντα ή μπορεί να είναι έμμεσα καθορισμένοι. Θα πρέπει να 
αναφερθεί ότι πρέπει πρώτα να φέρουμε τις αντικειμενικές συναρτήσεις στην ίδια κλίμακα 
(normalization), προκειμένου τα βάρη για να έχoυν νόημα. Στην παρούσα εργασία 
χρησιμοποιούμε το ακόλουθο σύστημα ώστε οι συναρτήσεις μας να έρθουν στην ίδια τάξη: 

 
 

όπου fk
min  και fk

max  είναι το ελάχιστο και το μέγιστο της k αντικειμενικής συνάρτησης fk(x), 
όπως προκύπτει από τον payoff table. Επίσης, πρέπει να έχουμε κατά νου ότι αν και η έννοια 
των βαρών μπορεί να είναι διαφορετική από μέθοδο σε μέθοδο, αντιπροσωπεύουν πάντα την 
προτίμηση στις παραμέτρους που επιβάλλονται από τον αποφασίζοντα (Steuer, 1986). 
Τελικά, η POS* αντιστοιχεί σε ένα συγκεκριμένο συνδυασμό των βαρών των αντικειμενικών 
συναρτήσεων (είτε χρησιμοποιώντας την προσέγγιση του σταθμισμένου αθροίσματος, ή την 
σταθμισμένη Tchebycheff, ή τον προγραμματισμό στόχων- goal programming, ή μεθόδους 
κράτησης εισρόφησης), (βλέπε π.χ. Ehrgott & Gandibleux, 2002; Miettinen, 1999; Steuer, 
1986; Wierzbicki & Granat, 1999).  

 

Η βασική ιδέα πίσω από την προτεινόμενη μέθοδο είναι η εξής: '' χαλαρώνουμε'' τα βάρη που 
αντιστοιχούν στην λύση αναφοράς POS * επιτρέποντάς τους να λάβουν τιμές στη «γειτονιά 
τους ». Η '' γειτονιά '' προσδιορίζεται από τον αποφασίζοντα και εκφράζεται από ένα 
διάστημα γύρω από το λεγόμενα βάρη αναφοράς τα οποία συμβολίζονται με wp* ( όπου P 
είναι ο δείκτης των αντικειμενικών συναρτήσεων). Αυτά τα διαστήματα ορίζονται από την 
παράμετρο της γειτονιάς a το οποίο είναι ουσιαστικά ένα ποσοστό του αρχικού βάρους. Για 
παράδειγμα, ένα 10% +- της γειτονιάς σημαίνει ότι τα αντίστοιχα βάρη (wp*) παίρνουν τιμές 
στο διάστημα [w*(1- 0,1), w*(1 + 0,1)].  
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Για παράδειγμα, αν έχουμε τρεις αντικειμενικές  συναρτήσεις και οι επιλεγμένες Pareto 
βέλτιστες λύσεις αντιστοιχούν στα βάρη 0.1, 0.3 και 0.6 τότε στο Σχ. 1 η 10%, 25% και 50% 
γειτονιά απεικονίζεται. 
 

Για να εξετάσει καλύτερα η γειτονιά των βαρών, ο αποφασίζοντας χωρίζει αυτά τα 
διαστήματα βάρους χρησιμοποιώντας μια σειρά G του πλέγματος σημείων (συνήθως το G 
ρυθμίζεται μεταξύ 5 και 10). Όσο υψηλότερος είναι ο αριθμός G των σημείων του 
πλέγματος, τόσο μεγαλύτερη είναι η ακρίβεια κατά την αξιολόγηση της ευστάθειας, αλλά ο 
χρόνος υπολογισμού αυξάνεται επίσης. Ξεκινώντας από τα βάρη αναφοράς wp*, τα σημεία 
του πλέγματος βοηθάνε να επεκτείνεται σταδιακά η γειτονιά του βάρους. Εάν υπάρχουν G 
σημεία πλέγματος η όλη διαδικασία ολοκληρώνεται σε G βήματα. Όταν φτάνουμε το g 
σημείο πλέγματος το διάστημα του βάρου γίνεται: 

 

 
Σχήμα Β1: Απεικόνιση της γειτονιάς βαρών για α=10%, α=25%, α=50% 

 

όπου wp* είναι το βάρος αναφοράς για την αντικειμενική συνάρτηση p και a είναι η 
παράμετρος της γειτονιάς δηλαδή το ποσοστό του βάρους αναφοράς το οποίο καθορίζει τα 
σύνορα της γειτονιάς γύρω από αυτό το βάρος. Ως εκ τούτου το μέγιστο διάστημα βάρους 
για το wp* είναι: 

 
Στη συνέχεια, για κάθε σημείο του πλέγματος g μια Monte Carlo προσομοίωση εκτελείται 
προκειμένου να δοκιμαστούν βάρη από τα αντίστοιχα διαστήματα χρησιμοποιώντας μια 
κοινή ομοιόμορφη κατανομή (δηλαδή όχι ένα συντελεστή βαρύτητας τη φορά, αλλά όλους 
τους συντελεστές βαρύτητας ταυτόχρονα). Η τυχαία δειγματοληψία εντός των διαστημάτων 
των βαρών εκτελείται χρησιμοποιώντας την τεχνική δοκιμής και σφάλματος. 
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 Εφόσον έχει παραχθεί το διάνυσμα από ομοιόμορφα κατανεμημένα κανονικοποιημένα (ίδιας 
τάξεως) βάρη, δοκιμάζονται τα όρια των συντελεστών βαρύτητας. Εάν κάποιος από τους 
περιορισμούς δεν ικανοποιείται, ολόκληρο το σύνολο απορρίπτεται και η διαδικασία γένεσης 
βαρών επαναλαμβάνεται (βλέπε π.χ. Tervonen & Lahdelma, 2007; p. 507).  

 

Αυτή η απλή τεχνική αποδείχθηκε επαρκής για την υπόθεση μας δεδομένου ότι ο ρυθμός και 
το ποσοστό απόρριψης είναι σχετικά μικρά (από 2% έως 12% πράγμα που σημαίνει ότι για 
1.000 έγκυρα δείγματα, χρειαζόμαστε από 1020 εώς 1136 Monte Carlo επαναλήψεις). 
Πιθανώς αυτό οφείλεται στη φύση του χώρου των συντελεστών βαρύτητας στην περίπτωσή 
μας. Συγκεκριμένα, τα αρχικά βάρη συνοψίζονται σε 1 και στη συνέχεια θα επεκταθούν 
συμμετρικά τα διαστήματα τους γύρω από την αρχική τιμή. Ως εκ τούτου, ο προκύπτον 
χώρος βάρους μπορεί να εκπροσωπείται εύκολα από ομοιόμορφα κατανεμημένα φορείς. 
Ωστόσο, σε πιο περίπλοκες περιπτώσεις του χώρου βάρους, πιο εξελιγμένοι αλγόλιθμοι για 
τυχαία παραγωγή βαρών θα πρέπει να μελετηθούν όπως επί παραδείγματι «the hit and run 
algorithm» από τους Tervonen, van Valkenhoef, Baştürk και Postmus (2013). 

 

Μετά τη δειγματοληψία βάρους, χρησιμοποιούμε αυτά τα βάρη στην λειτουργία ίδιας τάξεως 
του μοντέλου πολυκριτηριακού προγραμματισμού. Θα πρέπει να σημειωθεί ότι η λειτουργία 
ίδιας τάξεως (scalarization) μπορεί να είναι οποιασδήποτε μορφής που χρησιμοποιεί βάρη 
π.χ. σταθμισμένο άθροισμα, επαυξημένη Tchebycheff (ή Chebyshev), προγραμματισμός 
στόχων, κλπ (θα επιστρέψουμε σε αυτό αργότερα παρέχοντας κάποια συμπεράσματα σχετικά 
με την επάρκεια τους σε συγκεκριμένα είδη μοντέλων). Τα αποτελέσματα της 
βελτιστοποίησης (δηλ οι τιμές των αντικειμενικών συναρτήσεων και οι τιμές των 
μεταβλητών απόφασης) αποθηκεύονται και συνεχίζουμε με την επόμενο Monte Carlo 
επανάληψη. Όταν ολοκληρώσουμε τις N επαναλήψεις Monte Carlo παίρνουμε ένα σύνολο Ν 
Pareto βέλτιστων λύσεων που χαρακτηρίζονται ως Sg. Στη συνέχεια μετράμε πόσες φορές 
στο Sg έχουμε παράγει την POS* αναφοράς η οποία αντιστοιχεί στα βάρη wp*.Η συχνότητα 
αυτή είναι μια ένδειξη της ευστάθειας της πλέον προτιμώμενης λύσης όταν αυτή υπόκειται 
σε μικρές διαταραχές εντός των βαρών. Καθώς προχωράμε στο επόμενο σημείο του 
πλέγματος στην πραγματικότητα επεκτείνουμε το διάστημα βάρους της τυχαίας 
δειγματοληψίας. Ως εκ τούτου, αναμένουμε ότι καθώς προχωρούμε σε ευρύτερα διαστήματα 
η συχνότητα της POS* να πέσει. Ο βαθμός της αντίστασης σε αυτή την πτώση θεωρείται ως 
μέτρο της ευστάθειας για το συγκεκριμένο POS*. 
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3.2 Ο Δείκτης Ευρωστίας 
 

Για να μετρηθεί ο βαθμός της ευστάθειας, σύμφωνα με αυτή την πτώση έχουμε εισαγάγει τον 
Δείκτη Ευρωστίας (RI), ο οποίος υπολογίζεται ως εξής: Έχουμε υπολογίσει τη συχνότητα 
του POS* μεταξύ των λύσεων που έχουμε λάβει από την Monte Carlo προσομοίωση για το 
συγκεκριμένο σημείο του πλέγματος g. Σχεδιάζουμε το διάγραμμα συχνότητας σαν 
συνάρτηση του πλάτους του διαστήματος της δειγματοληψίας όπως υποδεικνύεται από τα 
σημεία πλέγματος. Η συντεταγμένη κάθε σημείου λg είναι η συχνότητα του POS* στο 
σύνολο των λύσεων Sg και η τετμημένη είναι η περιοχή γύρω από το wp* στο διάστημα 
δειγματοληψίας. Αυτή είναι σίγουρα μια φθίνουσα συνάρτηση και το επονομαζόμενο 
διάγραμμα ευστάθειας απεικονίζει την ευρωστία των POS* όσο τα διαστήματα 
δειγματοληψίας γύρω από το wp* διευρύνονται. Ένα ενδεικτικό Διάγραμμα Ευστάθειας 
απεικονίζεται στο Σχήμα Β2. 

 

 
                      Σχήμα Β2: Παράδειγμα Διαγράμματος Ευστάθειας (Robustness Chart) 

 

Από τo Διάγραμμα Ευστάθειας μπορούμε να υπολογίσουμε τον Δείκτη Ευστάθειας 
(Robustness Index) ως μέτρο της ευρωστίας για ένα συγκεκριμένο POS*. Ο δείκτης 
ευστάθειας υπολογίζεται ως η περιοχή κάτω από την καμπύλη ευστάθειας που δημιουργείται 
από τα σημεία λg διαιρεμένη από την πλήρη περιοχή ευστάθειας η οποία είναι ουσιαστικά η 
περίπτωση όπου για όλο το διάστημα η συχνότητα παραμένει στο 100% (δηλαδή μια 
ορθογώνια περιοχή 100% με 10% Σχ. Β2). 
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Ο τύπος για τον υπολογισμό του Δείκτη Ευστάθειας είναι ο ακόλουθος: 

 

 
 

Από μαθηματική άποψη, ο Δείκτης Ευστάθειας μπορεί να θεωρηθεί ως το ολοκλήρωμα της 
συνάρτησης που εκφράζει τη συχνότητα του POS * σε σχέση με το πλάτος του διαστήματος 
δειγματοληψίας x (x είναι πραγματική τιμή και x<=α) διαιρεμένο με τη μέγιστη ευρωστία   
(= α επί 100%). Με άλλα λόγια, η συνάρτηση fq (x) που εκφράζει τη συχνότητα του POS * 
ως συνάρτηση του x, είναι ενσωματωμένη από το 0 έως το ένα με σκοπό να μας παρέχει το 
δείκτη ευστάθειας του POS *, ως εξής: 

 
Η Εξ. (5) είναι στην πραγματικότητα ο αριθμητικός υπολογισμός του ολοκληρώματος της 
εξίσωσης (5α) χρησιμοποιώντας τα αντίστοιχα σημεία πλέγματος για διακριτοποίηση. 

 

Ο RI είναι ένα μέτρο της ευρωστίας που μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τη σύγκριση 
διαφορετικών POS* για το πόσο ευσταθή θα είναι στις μικρές διαταραχές των βαρών. Όσο 
υψηλότερη είναι η RI, τόσο πιο ισχυρή η αντίστοιχη POS*. Το RI ποσοτικοποιεί την έννοια 
της ευρωστίας και μπορεί να προσφέρει χρήσιμες πληροφορίες για την λήψη της απόφασης 
εμπλουτίζοντας την αντίληψη του αοφασίζοντα για τις υποψήφιες λύσεις προτού φθάσει η 
τελική του επιλογή. Θα πρέπει να σημειωθεί ότι οι RIs τιμές είναι σημαντικές για την POS* 
του ίδιου προβλήματος. Το ολοκληρωμένο διάγραμμα ροής του αλγορίθμου ανάλυσης 
ευστάθειας παρουσιάζεται στο Σχ. Β3. 
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Θα πρέπει να σημειωθεί ότι η υπολογιστική προσπάθεια είναι σχεδόν ανεπηρέαστη στον 
εμπλεκόμενο αριθμό των αντικειμενικών συναρτήσεων. Αυτό μπορεί να οφείλεται στο 
γεγονός ότι δουλεύουμε με scalarization των αντικειμενικών συναρτήσεων η οποία οδηγεί 
πάντοτε σε μια λύση ενός μονοκριτηριακού προβλήματος. Όσον αφορά στην αναπαράσταση 
του διαστήματος βαρών και πώς μπορεί να εκραγούν με περισσότερες αντικειμενικές 
συναρτήσεις (και ως εκ τούτου, τα βάρη), πρέπει να έχουμε κατά νου ότι μιλάμε για μια 
γειτονιά γύρω από τα αρχικά βάρη. Αυτή η γειτονιά είναι αρκετά περιορισμένη σε σύγκριση 
με τον πλήρη χώρο των συντελεστών βάρους (η γειτονιά ορίζεται ως ένας χώρος σε 
ποστοστό μέγιστο ± 20% γύρω από το αρχικά βάρη). Ως εκ τούτου, ακόμη και για 5 ή 6 
αντικειμενικές συναρτήσεις, 1000 Monte Carlo επαναλήψεις μπορεί να παράγουν επαρκή 
εκπροσώπηση του χώρου βαρών. Επιπλέον, αν θέλουμε να αυξήσουμε τον αριθμό των 
Monte Carlo επαναλήψεων μπορούμε να μειώσουμε πάντα τον αριθμό των σημείων του 
πλέγματος, προκειμένου να κρατηθεί η υπολογιστική προσπάθεια σε ελεγχόμενα όρια 
(περισσότερες επαναλήψεις ανά γύρο, αλλά λιγότερους γύρους). 

 

Συμπερασματικά, η προτεινόμενη προσέγγιση κλιμακώνεται ομαλά με τον αριθμό των 
αντικειμενικών συναρτήσεων. 
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Σχήμα Β3: Διάγραμμα ροής του αλγορίθμου ανάλυσης ευστάθειας σε πολυκριτηριακό 
προγραμματισμό 

 

 
3.3  Σύγκριση των Pareto βέλτιστων λύσεων 
 

Απαιτούνται ορισμένες διευκρινίσεις σχετικά με το πώς μπορούμε να συμπεράνουμε ότι μια 
λύση του Sg είναι η ίδια με την POS*. Για τη σύγκριση αυτή βασιζόμαστε στην τιμή των 
μεταβλητών απόφασης και όχι στην τιμή των αντικειμενικών συναρτήσεων εφόσον μπορεί 
να είναι εναλλακτικά βέλτιστες. Σε προβλήματα Πολυκριτηριακού Ακέραιου 
Προγραμματισμού (MOILP) αυτό είναι ένα εύκολο έργο διότι οι μεταβλητές απόφασης είναι 
ακέραιες (και πολύ συχνά δυαδικές) και ως εκ τούτου, η σύγκριση των δύο λύσεων είναι 
απλή. 
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 Σε προβήματα Πολυκριτηριακού Συνεχή Γραμμικού Προγραμματισμού (MOLP) και 
Πολυκριτηριακού Μικτού Ακέραιου και Συνεχή Προγραμματισμού (MOMILP) 
χρησιμοποιούμε την ακόλουθη προσέγγιση: Για κάθε λύση στην Sg υπολογίζουμε το 
ποσοστό απόλυτης απόκλισης (σχετική απόκλιση) κάθε τιμής μεταβλητής απόφασης από την 
τιμή της ίδιας μεταβλητής απόφασης στην λύση αναφοράς POS* σύμφωνα με την ακόλουθη 
εξίσωση: 

 
όπου xi είναι η τιμή της i-μεταβλητής και x i

pos*  η αξία της i-μεταβλητής στην POS *.          
Θα πρέπει να σημειωθεί ότι αν x i

pos* = 0 και x i  = 0 τότε rdi ορίζεται να είναι μηδέν 
διαφορετικά αν x i

pos* = 0 και xi < > 0 τότε rdi ορίζεται να είναι 1. 

 

Το ποσοστό απόλυτης απόκλισης υπολογίζεται επίσης για τις τιμές της αντικειμενικής 
συνάρτησης σύμφωνα με:  

 
όπου zp είναι η τιμή της p αντικειμενικής συνάρτησης και zp

pos* η τιμή της p αντικειμενικής 
συνάρτησης στην POS*. Και πάλι ορίζουμε ότι αν zp

pos* = 0  και zp= 0 τότε rzp ορίζεται να 
είναι μηδέν διαφορετικά αν zp

pos* = 0  και zp < > 0 τότε rzp ορίζεται να είναι 1. Με αυτόν τον 
τρόπο παίρνουμε τις αποκλίσεις στον χώρο της μεταβλητής απόφασης καθώς και στο χώρο 
του στόχου. 

 

Επομένως, βρίσκουμε την μεγαλύτερη σχετική απόκλιση μεταξύ των μεταβλητών απόφασης 
και των αντικειμενικών συναρτήσεων. Εάν η μέγιστη απόκλιση είναι μικρότερη από μια 
tolerance (“ανεκτικότητα”)(που ορίζεται ως tol), τότε οι δύο λύσεις θεωρούνται ίσες. Θα 
πρέπει να σημειωθεί ότι οι tolerances για το χώρο απόφασης και για τον αντικειμενικό χώρο 
μπορεί να είναι διαφορετικές. Η μέθοδος απεικονίζεται με το ακόλουθο παράδειγμα: Ας 
υποθέσουμε ότι έχουμε ένα δι-κριτηριακό πρόβλημα με 6 μεταβλητές απόφασης και 5 λύσεις 
για να συγκριθούν με την POS* όπως φαίνεται στον Πίνακα 1. 

 

Αν υποθέσουμε ότι το όριο της tolerance του 10% για τις μεταβλητές απόφασης (η μέγιστη 
απόκλιση μεταξύ όλων των μεταβλητών θα πρέπει να είναι μικρότερη από 10%, προκειμένου 
να θεωρηθεί '' η ίδια με την POS* '') και 3% για τις αντικειμενικές συναρτήσεις, βλέπουμε 
ότι μόνο η λύση S2 μπορεί να θεωρηθεί ως '' ίδια με την POS* ''). Ωστόσο, εάν αυξήσουμε το 
όριο ανοχής σε 20% και 6% για τις μεταβλητές απόφασης και για τις αντικειμενικές 
συναρτήσεις αντίστοιχα, τότε η λύση S5 προστίθεται επίσης. Συνήθως ένα όριο ανοχής της 
τάξεως του 5% ή 10% είναι κατάλληλο, αλλά αυτό εξαρτάται από το πρόβλημα. Όσο 
μεγαλύτερος είναι ο αριθμός των μεταβλητών απόφασης τόσο χαμηλότερο πρέπει να είναι το 
όριο ανοχής. 
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Πίνακας 1 

Παράδειγμα με 6 μεταβλητές απόφασης 

 
 
Εντοπίζοντας την πιο ευσταθή κατά Pareto βέλτιστη λύση στην γειτονιά της POS* 
 

Η παραγωγή ενός μεγάλου αριθμού κατά Pareto βέλτιστων λύσεων με την βοήθεια της 
προσομοίωσης Monte Carlo μας παρέχει μια πρόσθετη δυνατότητα: Μπορούμε να 
εξετάσουμε περισσότερες λύσεις και όχι απλώς τη λύση αναφοράς POS*. Με άλλα λόγια, 
μπορούμε να δούμε ποια από τις κατά Pareto βέλτιστες λύσεις, εκτός από την POS*, 
κυριαρχεί στη γειτονιά. Αυτή η δυνατότητα ισχύει κυρίως σε MOILP προβλήματα όπου κάθε 
μια λύση αναμφίβολα προσδιορίζεται από τις τιμές της μεταβλητής απόφασής της. Καλό θα 
είναι να χρησιμοποιείται η μέθοδος AWT (Augmented Weighted Tchebycheff) που παρέχει 
τόσο υποστηριζόμενες όσο και μη υποστηριζόμενες κατά Pareto βέλτιστες λύσεις. Στην 
πράξη, έχουμε την εφαρμογή της μεθόδου όπως περιγράφεται στα ακόλουθα βήματα: 

 

1. Οι μεγαλύτερες F σε συχνότητα μεταξύ των παραχθεισών Pareto βέλτιστων λύσεων στο 
μεσαίο σημείο πλέγματος (δηλαδή εκείνη που αντιστοιχεί σε α/2), απομονώνονται, οι F είναι 
συνήθως από 5 έως 10. Το μεσαίο σημείο του πλέγματος επιλέγεται επειδή υποθέτουμε ότι 
το σημαντικότερο POS στη γειτονιά θα έπρεπε να έχει εμφανιστεί μέχρι αυτό το σημείο 
(όταν φθάνουμε το μισό εύρος των διαστημάτων βάρους). 

2. Μετά την επεξεργασία όλων των σημείων του πλέγματος, μετράμε τη συχνότητα της κάθε 
μιας από τις F Pareto βέλτιστες λύσεις σε κάθε σημείο του πλέγματος. Με την 
παρακολούθηση των εν λόγω συχνοτήτων κατά τη διάρκεια της επεξεργασίας των σημείων 
πλέγματος, μπορούμε να εντοπίσουμε εκείνες που επικρατούν σε όλη τη γειτονιά. 

3. Ένα Κοινό Διάγραμμα Ευστάθειας δημιουργείται για να αποκαλύψει λύσεις που 
εμφανίζονται περισσότερο στη γειτονιά των βαρών. 
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3.4  Χρήση της μεθόδου Augmented Weighted Tchebycheff  
 
Καθώς τεστάρουμε τη μέθοδο μας για την ανάλυση της ευστάθειας χρησιμοποιώντας το 
πρόβλημα ακέραιου πολυκριτηριακού μαθηματικού προγραμματισμού, συνειδητοποιούμε ότι 
ο λόγος ο οποίος χρησιμοποιείται η μέθοδος AWT είναι η ικανότητα της να δημιουργεί μη 
υποστηριζόμενες POS σε προβλήματα ακέραιου προγραμματισμού (Steuer 1986; p.420). 
Όπως θα δούμε αυτό είναι ζωτικής σημασίας στην ανάλυση της ευρωστίας των ακέραιων 
προβλημάτων. Οι αντικειμενικές συναρτήσεις κανονικοποιούνται σε κοινή κλίμακα 
προκειμένου να έχουν νόημα τα βάρη. Συγκρίνοντας τη μέθοδο μας με άλλες μεθόδους και 
ιδίως με την Weighted sum δηλαδή τη μέθοδο σταθμισμένου αθροίσματος 
αντιλαμβανόμαστε πόσες διαφορές υπάρχουν στα αποτελέσματα που δίνουν αναλόγως το 
πρόβλημα και αυτή η διαφορά προκύπτει στις λύσεις αναφοράς που παράγονται (που 
αντιστοιχούν σε έναν συγκεκριμένο συνδυασμό συντελεστών βαρύτητας) όταν επιχειρούμε 
να υπολογίσουμε και να συγκρίνουμε τους βαθμούς ευστάθειας τους. 

 

Ωστόσο, τα πράγματα είναι πολύ πιο διαφορετικά όταν χρησιμοποιούμε Augmented Μέθοδο 
του σταθμισμένου Tchebycheff (AWT) έναντι της Weighted Sum ακόμη και με τα ίδια 
σύνολα συντελεστών βαρύτητας. Η πτώση, στη μέθοδο μας, όπως μπορούμε εύκολα να 
παρατηρήσουμε και στα διαγράμματα που παρατίθενται στη μελέτη των τεσσάρων cases στη 
συνέχεια, είναι πολύ πιο απότομη από ό, τι αν τα cases μελετόνταν με τη μέθοδο του 
σταθμισμένου αθροίσματος . Ο λόγος είναι ότι η μέθοδος του σταθμισμένου αθροίσματος 
βρίσκει μόνο υποστηριζόμενες κατά Pareto βέλτιστες λύσεις σε MOIP προβλήματα. 
Αντιθέτως, όπως αναφέρθηκε, η Μέθοδος AWT που χρησιμοποιείται στην μελέτη μας είναι 
ικανή να βρει επίσης και τις μη υποτηριζόμενες κατά Pareto βέλτιστες λύσεις. Ως εκ τούτου, 
υπάρχουν πολύ περισσότερες Pareto βέλτιστες λύσεις που παράγονται στην τελευταία 
περίπτωση, στη δικιά μας περίπτωση, και αυτός είναι ο λόγος για τον οποίο η συχνότητα των 
POS * πέφτει τόσο γρήγορα. Για παράδειγμα, σε ένα τυχαίο πρόβλημα αν ο μέγιστος 
αριθμός των παραγόμενων POS για 1000 Monte Carlo επαναλήψεις είναι 5 χρησιμοποιώντας 
την μέθοδο του σταθμισμένου αθροίσματος, αυξάνει μέχρι και 71 με τη μέθοδο AWT. Κατά 
συνέπεια, οι δείκτες ευστάθειας με AWT για τις POS * θα είναι πολύ χαμηλότεροι από ό, τι 
στην περίπτωση του σταθμισμένου αθροίσματος. Επιπλέον, η κατάταξη των λύσεων 
σύμφωνα με την ευρωστία τους είναι διαφορετική και πιο αξιόπιστη διότι μια λύση η οποία 
σε κάποια άλλη μέθοδο θα μπορούσε να χαρακτηριστεί ευσταθής με την AWT μπορεί να 
φανεί ως μη κατάλληλη και να ανιχνευθεί μια πιο αξιόπιστη και εύρωστη βέλτιστη λύση. 

 

Αυτά τα αποτελέσματα επιβεβαιώνουν προηγούμενες μελέτες, όπου ο αριθμός των 
υποστηριζόμενων κατά Pareto βέλτιστων λύσεων βρέθηκε να είναι μόνο ένα μικρό μέρος του 
συνολικού αριθμού των Pareto βέλτιστων λύσεων σε MOIP προβλήματα (βλέπε π.χ. 
Μαυρωτάς & Florios, 2013). Συνεπώς, η χρήση της μεθόδου του σταθμισμένου αθροίσματος 
weighted sum σε ακέραια προβλήματα θα πρέπει να αποφεύγεται, καθώς μπορεί να αφήσει 
πολλές Pareto βέλτιστες λύσεις άγνωστες και γι αυτό ακριβώς το λόγο θα χρησιμοποιηθεί 
στην εργασία μας μόνο η Augmented Weighted Tchebycheff. 
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4. ΜΕΛΕΤΗ ΠΕΡΙΠΤΩΣΗΣ 
 
4.1 Περιγραφή μοντέλου- Τα 150 ακαδημαικά προγράμματα 
 
Η επιλογή των έργων είναι ένα σύνθετο πρόβλημα, το οποίο αντιμετωπίζουν τα 
πανεπιστήμια, τα ερευνητικά ινστιτούτα, οι επιχειρήσεις κλπ. σε τακτική βάση. Σε αυτή τη 
μελέτη, το πρόβλημα μοντελοποιείται ως ένα πολυκριτηριακό πρόβλημα βελτιστοποίησης, 
και συγκεκριμένα ένα πολυκριτηριακό πρόβλημα Ακέραιου Προγραμματισμού (MOIP). Η a 
posteriori προσέγγιση στην πολυκριτηριακή βελτιστοποίηση υιοθετήται με στόχο τη 
δημιουργία ακριβώς όλων των Pareto βέλτιστων λύσεων του προβλήματος. Οι Μαυρωτάς et 
al. έλυσαν αυτό το πρόβλημα με ένα συνδυασμό MCDA και IP προσέγγισης. Στην παρούσα 
εργασία θα ακολουθήσει μια διαφορετική προσέγγιση. 

 

Η δήλωση του προβλήματος έχει ως εξής:  

Ένα ελληνικό πανεπιστήμιο πρέπει να αποφασίσει για την κατανομή των κεφαλαίων μεταξύ 
150 υποψήφιων έργων. Κάθε έργο ανήκει σε ένα από τα εννέα τμήματα του πανεπιστημίου. 
Επιπλέον, κάθε έργο είναι ταξινομημένο ως βασική ή εφαρμοσμένη έρευνα. Ο διαθέσιμος 
προϋπολογισμός ανέρχεται σε 4.000.000 ευρώ. Κάθε έργο έχει προφανώς ένα σχετικό 
κόστος που σχετίζεται με αυτό. Η φάση αξιολόγησης από μια επιτροπή προσδιόρισε σκορ σε 
ένα εύρος από 1 εώς10 για κάθε έργο για τρία κριτήρια: Καινοτομία, χρησιμότητα και την 
ακαδημαική Επάρκεια. 

Τα δεδομένα του προβλήματος είναι διαθέσιμα στο Appendix. 

Έχουμε διαμορφώσει το πρόβλημα ως MOIP (Πολυκριτηριακό πρόβλημα Ακέραιου 
Προγραμματισμού). Οι αντικειμενικές συναρτήσεις είναι συνολικά οι βαθμολογίες της 
καινοτομίας, της χρησιμότητας και της ακαδημαικής Επάρκειας που συνδέονται με μία λύση 
ή απόφαση από το πανεπιστήμιο. Οι μεταβλητές απόφασης είναι οι δυαδικές 0-1 μεταβλητές 
ίσες με 1, αν ένα έργο έχει εγκριθεί και 0 αν όχι. Υπάρχουν τρεις αντικειμενικές συναρτήσεις 
που πρέπει να ληφθούν υπόψη, επομένως έχουμε να ασχοληθούμε με ένα πολυκριτηριακό 
πρόβλημα βελτιστοποίησης. Υπάρχει ένας περιορισμός προυπολογισμού των 4.000.000 € 
διαθέσιμων κονδυλίων. Επίσης, υπάρχουν σημαντικοί περιορισμοί πολιτικής (ή 
τμηματοποίησης) που υπαγορεύονται από την πολιτική του πανεπιστημίου. Τα κονδύλια τα 
οποία έχουν εγκριθεί για κάθε τμήμα πρέπει να είναι σε μια συγκεκριμένη σειρά για κάθε 
τμήμα, ως ποσοστό επί του συνολικού εγκεκριμένου προϋπολογισμού του προγράμματος. 
Αυτό εξασφαλίζει ότι όλα τα τμήματα, περισσότερο ή λιγότερο, θα λάβουν κάποια χρήματα. 
Επίσης, ότι κανένα υπερ-Τμήμα δε θα συσσωρεύει όλα τα κεφάλαια, αντί άλλου 
ασθενέστερου τμήματος. Οι περιορισμοί αυτοί δηλώνονται ως κάτω και άνω φράγματα του 
συνολικού εγκεκριμένου προϋπολογισμού του Προγράμματος. Αυτά τα όρια είναι 
διαφορετικά για κάθε τμήμα και είναι ανάλογα με π.χ. το μέγεθος του τμήματος. Επίσης, 
υπάρχει μια δήλωση ότι η βασική έρευνα πρέπει να προστατεύεται. Έτσι τουλάχιστον, το 
30% των εγκεκριμένων έργων πρέπει να προέρχονται από τον βασικό τύπο έρευνας. Ενώ τα 
κατώτατα και ανώτατα όρια για τα τμήματα βασίζονται σε ένα ποσοστό του συνολικού 
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κόστους, αυτό το κατώτερο όριο για τη βασική έρευνα βασίζεται σε ένα ποσοστό του 
αριθμού των εγκεκριμένων σχεδίων. 

 

Το μοντέλο MOIP έχει ως εξής: 

Γενική μορφή: 

 
Όπου:  

Budget = 4.000.000 € 
ND = 9 
lbbasic = 30% = 0,3 
lbk = 0,14 
ubk = 0,22 
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Επομένως :   

0,22*totalbudget >= totalbudget >= 0,14*totabudget 
Οι μεταβλητές είναι x i E{0,1} και οι διάφορες παράμετροι είναι ini , usei , fsi δηλαδή οι 
βαθμολογίες της καινοτομίας, την χρησιμότητας και της ακαδημαικής Επάρκειας του κάθε 
έργου σε ένα εύρος 1-10 (δεδομένα), costi το κόστος που συνδέεται με το κάθε έργο σε €, 
d(k) είναι το σύνολο των έργων από το k τμήμα (k στο {1,2,3, .., ND}), βασικό είναι το 
σύνολο των βασικών ερευνητικών έργων, lbk είναι ένας δεκαδικός στο [0, 1], ως κατώτατο 
όριο για τα κεφάλαια που εγκρίθηκαν στο τμήμα k ως μέρος των συνολικών κονδυλίων, ubk 
ένα δεκαδικό στο [0, 1], ως ανώτατο όριο για τα κεφάλαια που εγκρίθηκαν στο τμήμα k ως 
ένα μέρος των συνολικών κονδυλίων, lbbasic  ένα δεκαδικό στο [0, 1], ως κατώτερο όριο για 
τον αριθμό των έργων που εγκρίθηκαν στη βασική έρευνα, ως μέρος του συνολικού αριθμού 
των έργων που έχουν εγκριθεί. Στην προηγηθείσα lbbasic = 0,30, ND = 9, Ν = 150,         
BUDG = 4000 K € και lbk και ubk , k = 1, ..., ΝΔ. 

Σε μια διαδικασία λήψης αποφάσεων ο υπολογισμός του ακριβούς μετώπου Pareto είναι το 
πρώτο βήμα προς την τελική επιλογή. Οι ιθύνοντες έχουν ένα σύνολο υποψήφιων λύσεων 
(χαρτοφυλάκια του έργου), μεταξύ των οποίων θα πρέπει να επιλέξουν. Κανένα άλλο 
χαρτοφυλάκιο έργων, εκτός εκείνων του μετώπου Pareto μπορεί να επιλεχθεί από έναν 
ορθολογικό αποφασίζοντα. Με άλλα λόγια, μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να αποτρέψει 
κατώτερες λύσεις (που μπορούν να προταθούν εξωγενώς) από το να υιοθετηθούν. Ως εκ 
τούτου, η γενιά του ακριβούς μετώπου Pareto από την Μonte Carlo μπορεί να θεωρηθεί ως 
μια πρώτη εξέταση των επιλογών που παρέχουν γόνιμες πληροφορίες για την λήψη της 
απόφασης. Για παράδειγμα, μπορούμε να παρατηρήσουμε ποια έργα είναι παρούσα σε όλες 
τις βέλτιστες κατά Pareto λύσεις-χαρτοφυλάκια και ποια δε βρίσκονται σε κανένα από αυτά. 
Καλούμε τα πρώτα «ελίτ» έργα (έργα τα οποία ούτως ή άλλως επιλέγονται, ανεξάρτητα από 
το ποια Pareto βέλτιστη λύση θα επιλεγεί τελικά) και τα τελευταία «Junk» έργα (έργα που 
δεν πρόκειται ποτέ να επιλέγονται, ανεξαρτήτως από ποια Pareto βέλτιστη λύση τελικά θα 
επιλεγεί). Στο συγκεκριμένο πρόβλημα ανακαλύψαμε ότι έχουμε περίπου 50 "ελίτ" έργα 
(εξαρτάται από τον εκάστοτε συνδυασμό συντελεστών βαρύτητας στο εκάστοτε case)  και 
περίπου 82 "junk". Αν χαλαρώσουν οι σχετικές προϋποθέσεις (π.χ. "ελίτ" τα έργα θα πρέπει 
να θεωρούνται εκείνα τα οποία εμφανίζονται σε περισσότερες από το 99% ή το 95% των 
Pareto βέλτιστων λύσεων και αντίστοιχα "junk" εκείνα που εμφανίζονται σε λιγότερο από 
1% ή 5%) αυτά τα σύνολα μπορεί να είναι ακόμη πιο πυκνοκατοικημένα. 

 

Τα δεδομένα για τα 150 projects απεικονίζονται στον παρακάτω πίνακα (Appendix). 
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Attributes and multicriteria for the 150 proposals  

( I =  innovation, U = usefulness, FS = faculty sufficiency) 

(1 = Applied type of research, 0 = basic type of research) 
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4.2 Δομή του προβλήματος 

 

Εφαρμογή του robustness analysis σε MOIP problem το οποίο είναι 150 academic projects 
(μόνο Augmented Weighted Tchebycheff), +/-10% 

4 set συντελεστών βαρύτητας για τις τρεις αντικειμενικές συναρτήσεις: 

Case 1  0,33   0,33   0,33 

Case 2  0,5     0,25   0,25      

Case 3  0,25   0,5     0,25 

Case 4  0,25   0,25   0,5 

 

5. ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΚΑΙ ΣΥΖΗΤΗΣΗ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ 

 

5.1 Εισαγωγικά σχόλια 

 

 Κάθε λύση αντιστοιχεί σε ένα χαρτοφυλάκιο έργων, δηλαδή σε ένα συνδυασμό «1» ή «0» 
που δηλώνουν τη συμμετοχή ή όχι αντίστοιχα του κάθε έργου στο χαρτοφυλάκιο. Η βέλτιστη 
λύση αναφοράς αντιστοιχεί σε έναν συγκεκριμένο συνδυασμό συντελεστών βαρύτητας των 
κριτηρίων. 

Αρχικά, ξεκινώντας τη μελέτη ευστάθειας με τη χρήση του Monte Carlo ο βασικός μας 
στόχος είναι να «χαλαρώσουμε» το πεδίο τιμών των συντελεστών βαρύτητας (weights) που 
αντιστοιχούν στην Pareto βέλτιστη λύση μας-POS*(δηλαδή η λύση αναφοράς, η λύση που 
αντιστοιχεί στους αρχικούς συντελεστές βαρύτητάς μας για το εκάστοτε case) επιτρέποντας 
τους να πάρουν τιμές στην «γειτονιά» τους. Ως αποτέλεσμα, με αυτό τον τρόπο δίνεται η 
ευκαιρία να ανιχνεύσουμε καινούργιες, ενδεχομένως περισσότερο ευσταθείς, Pareto 
βέλτιστες λύσεις στην επιλεγμένη γειτονιά  λύσεων (όπως και συμβαίνει για τα cases 1 και 4 
όπου ο στόχος μας επιτυγχάνεται όπως θα αναλυθεί παρακάτω). Ουσιαστικά, όσο μεγαλώνει 
το εύρος των συντελεστών βαρύτητας από 1% σε 10% στα projects μας είναι φυσικό 
επακόλουθο να μειώνεται η συχνότητα της λύσης αναφοράς αυτό που διαφέρει και μας 
ενδιαφέρει να μελετήσουμε είναι το πόσο «αντιστέκεται» αυτή η λύση αναφοράς στη 
διεύρυνση του εύρους των weights, πόσο αργά ή γρήγορα δηλαδή πέφτει η συχνότητα 
εμφάνισης  της καθώς και , όπως προείπαμε, αν υπάρχουν άλλες γειτονικές λύσεις που να 
εμφανίζονται συχνότερα από εκείνη όσο ανοίγει το εύρος (συχνότητα και από άλλες 
βέλτιστες λύσεις στο φύλλο «all» του excel).  
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Τα σχόλια μας θα επικεντρωθούν σε ποια projects διαφέρουν τα portfolios και ποιες είναι οι 
διαφορές  ανάμεσα στη λύση αναφοράς και στη λύση-λύσεις που επικρατεί όταν ανοίξει το 
εύρος των weights (π.χ. στο 5% για τα cases 1 και 4), σε αυτό μας το εγχείρημα θα μας 
βοηθήσει ο δείκτης ευστάθειας Robustness Index (RI) και το διάγραμμα που απείκονιζει τις 
10 πρώτες σε συχνότητα λύσεις και την πτώση της συχνότητας τους από το 0% εώς το 10% 
(Robustness Chart στο φύλλο «all» του excel). Τέλος, ολοκληρώνοντας την ανάλυση του 
κάθε case ξεχωριστά και των portfolios του, θα συγκρίνουμε μεταξύ τους τις λύσεις όλων 
των cases με τη βοήθεια του RI ως ένα μέτρο ευστάθειας το οποίο μπορεί να χρησιμοποιηθεί 
για να συγκριθούν διαφορετικά POS* στο πόσο ευσταθή είναι σε μικρές διακυμάνσεις και 
μεταβολές στη τιμή των weights.Υψηλότερο RI υποδεικνύει μεγαλύτερη ευστάθεια του 
αντίστοιχου POS*. 

   

5.2 « Case 1» 
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RI= 0,2983 
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Στην περίπτωση αυτή μπορούμε να παρατηρήσουμε, σύμφωνα πάντα με το διάγραμμά μας 
τα εξής: 

• Δεν επικρατεί η βέλτιστη λύση POS*(λύση 1 στο διάγραμμα με τιμή 57340), η οποία 
αναμφισβήτητα παρουσιάζει μικρή ευστάθεια καθώς η συχνότητά της από 1000 στο 
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0-1% πέφτει σε λιγότερο από το μισό με τη 2η επανάληψη της Monte Carlo για το 2% 
(συχνότητα 443, δηλαδή περίπου 40% από 100% που ήταν στο 1%), κοινώς σε πολύ 
μικρή μεταβολή της τιμής των συντελεστών βαρύτητας έχουμε μεγάλη πτώση (θα 
χαρακτήριζα την αξιοπιστία της λύσης αναφοράς μας πολύ μικρή επομένως). 
 

• Στο 3%, η λύση 2 (με τιμή 57441) είναι το ίδιο ‘καλή’ με τη λύση 1 με συχνότητα 
229 και 235 για την κάθε λύση αντίστοιχα, βρίσκονται περίπου στο 20% των 
συνολικών λύσεων δηλαδή και οι δυο περιπτώσεις. 

 
• Στην πιο διευρυμένη γειτονιά  του 4% εώς 10% κυριαρχεί μακράν η λύση 2 που 

κυμαίνεται από 66 (στη διευρυμένη περιοχή του 10%) εώς 251 και 229 στο 4% και 
3% αντίστοιχα δηλαδή σε ένα ποσοστό περίπου 25% (από τις 1000 παραγώμενες 
λύσεις οι 250 είναι ίσες με τη λύση 2).  
 

• Η λύση 1 (λύση αναφοράς) με τη λύση 2 δεν έχουν ιδιαίτερες διαφορές στη 
συχνότητα τους από το 3% και μετά αλλά η απότομη και μεγάλη πτώση της λύσης 1 
μας προβληματίζει αρκετά ενώ η λύση 2, αντίθετα, εξαρχής αποτελεί μια πιο ευσταθή 
επιλογή καθότι στο άνοιγμα των weights δεν σημειώνει μεγάλες διακυμάνσεις στη 
συχνότητα της.  

 
• Θα μπορούσαμε να πούμε ότι η POS* εκτός από χαμηλές συχνότητες στη διεύρυνση 

των βαρών και πολύ μεγάλη πτώση σημειώνει και ελάχιστη αντίσταση στο άνοιγμα 
των βαρών και συγκριτικά με τη λύση 2, η δεύτερη προτιμάται και αποτελεί πιο 
«safe» επιλογή για το project μας.  
 

• Από το 2% εώς το 10% (για μεγάλο άνοιγμα και για πολλές διαφορετικές τιμές των 
weights δηλαδή) η λύση 2 σημειώνει σχετική σταθερότητα στη συχνότητα της στις 
1000 επαναλήψεις, δεν υπάρχουν πολλά «ανεβοκατεβάσματα» ενώ αντιθέτως η λύση 
1 ξεκινάει από συχνότητα 1000 και πέφτει στο 48 με 193 στο 5% (τιμή πολύ χαμηλή 
που υποδεικνύει ότι η πτώση έγινε και πολύ γρήγορα και απότομα).  

 
• Η επικράτηση της λύσης 2 ξεκίνησε ήδη από το 3-4%, διαπυστώνουμε λοιπόν, πως 

μικρές διακυμάνσεις των weights μπορούν να επηρεάσουν την τελική μας απόφαση.  
 

• Η λύση 1 και η λύση 2 παρουσιάζουν μικρή διαφορά στην τιμή τους 57340 και 57441 
αντίστοιχα αλλά μεγάλη διαφορά στην ευστάθειά τους.  
 

• Η συχνότητα της λύσης αναφοράς «πέφτει» πολύ γρήγορα ενώ η συχνότητα της 
προτεινόμενης λύσης 2 «πέφτει» αργά όσο μεγαλώνει το εύρος των συντελεστών 
βαρύτητας.  
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• Από το 4% και έπειτα, επεξηγώντας λίγο ακόμα δηλαδή,  η POS* δεν εμφανίζει 
συχνότητα πάνω από 20% (200 στις 1000 λύσεις) ενώ η λύση 2 αγγίζει και το 25% 
και διατηρεί συνολικά υψηλότερα επίπεδα συχνότητας.  

 

• Θέλοντας να προχωρήσουμε τη μελέτη μας ένα βήμα παραπέρα εξετάζουμε σε ποια 
projects διαφέρουν οι 2 λύσεις ώστε να δούμε ουσιαστικά ποια projects 
δημιουργούσαν το πρόβλημα στη βελτιστοποιήση μας ώστε με το που απορρίφθηκαν 
ή εγκρίθηκαν παράχθηκε μια πιο κατάλληλη λύση. 

 

• Στο 1ο set των 50 projects στην πρώτη 50άδα δηλαδή των έργων παρατηρούμε οτι το 
έργο 33 εγκρίθηκε στην πρώτη λύση και λύση αναφοράς ενώ απορρίφθηκε στη 2η 
γεγονός το οποίο μας υποδεικνύει ότι τελικώς αυτό το έργο δεν ήταν τόσο κατάλληλο 
και αποτελούσε εμπόδιο στη βελτιστοποίηση του συστήματος και στη δημιουργία 
ενός ευσταθούς χαρτοφυλακίου. Η επιλογή του να μη χρησιμοποιηθεί λοιπόν μας  
οδήγησε σε ένα πιο εύρωστο αποτέλεσμα. 

 

• Παραμένοντας στην πρώτη 50άδα των έργων διαπυστώνουμε ότι σε σειρά με το έργο 
33 και το έργο 34 εξίσου είναι διαφορετικό συγκρίνοντας τις δύο λύσεις. Αντιθέτως 
βέβαια με το project 33 το project 34 εγκρίθηκε στη 2η λύση ενώ είχε απορριφθεί 
στην πρώτη υπονοώντας μας ότι η απόφαση να μη χρησιμοποιηθεί στο χαρτοφυλάκιο 
επενδυτικών σχεδίων ήταν λανθασμένη και έθεσε το σύστημα μας σε κατάσταση 
αναξιοπιστίας. 

 

• Η επόμενη διαφοροποίηση στα έργα προέκυψε στο 3ο set των 50 projects κοινώς στην 
τελευταία 50άδα στο 111ο έργο το οποίο εγκρίθηκε στην αρχή στην προτιμώμενη 
κατά Pareto βέλτιστη λύση αλλά στη δεύτερη και πιο ευσταθή λύση μας απορρίφθηκε 
σε αντίθεση με το project 112 το οποίο απορρίφθηκε στην POS* μας αλλά εγκρίθηκε 
στη 2η λύση προσδίδοντας μεγαλύτερη ευρωστία στην καινούργια μας λύση και 
δημιουργώντας ένα καταλληλότερο χαρτοφυλάκιο σχεδίων προς επιλογή. 

 

• Παρατηρούμε ότι ουσιαστικές διαφοροποιήσεις στα projects δεν υπάρχουν καθότι η 
διαφορά των δύο λύσεων έγγυται σε 4 έργα από τα 150  δηλαδή σε ένα πολύ μικρό 
κομμάτι της αλληλουχίας των έργων στην πρώτη και τρίτη 50άδα (εφόσον η αλλαγή 
προκύπτει και τις δύο φορές και στα δύο set των 50 projects σε διπλανά έργα ). 

 

• Η μικρή διαφορά αυτή και ο μικρός αριθμός των έργων που  διαφοροποίουνται στις 2 
λύσεις αντικατοπτρίζονται και στη μικρή διαφορά των τιμών των δύο λύσεων (57340 
για την POS* και 57441 για τη δεύτερη λύση μας) που ουσιαστικά μας δείχουν την 
παρόμοια αλληλουχία και σειρά των έργων. 
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• Λαμβάνοντας υπόψη τις 10 πρώτες σε συχνότητα λύσεις που εντοπίσαμε 
χρησιμοποιώντας τις επαναλήψεις της Monte Carlo κάνουμε μια έρευνα για να 
ανακαλύψουμε  ποια έργα είναι παρούσα σε όλες τις κατά Pareto βέλτιστες λύσεις 
δηλαδή ουσιαστικά ποια έργα θα χρησιμοποιηθούν  έτσι κι αλλιώς όποιο 
χαρτοφυλάκιο επενδυτικών σχεδίων κι αν επιλεχθεί και αντίστοιχα ποια projects δεν 
εμφανίζονται σε καμία βέλτιστη λύση οπότε  θα απορριφθούν ανεξαρτήτως επιλογής 
του αποφασίζοντα. 

 

• Τα έργα τα οποία είναι παρούσα σε όλες τις κατά Pareto βέλτιστες λύσεις θα 
μπορούσαμε να τα επομονομάσουμε «elit» έργα ενώ αυτά που δεν εμφανίζονται σε 
καμία λύση «junk» έργα (σύμφωνα με το δυαδικό μας σύστημα «1» για τα 
εγκεκριμένα έργα δηλαδή «1» σε όλες τις βέλτισες λύσεις μας για τα «elit» έργα και 
«0» για τα απορριφθέντα δηλαδή «ο» σε όλες τις βέλτιστες λύσεις για τα «junk» 
έργα). 

 

• Στην περίπτωση μας εμφανίζονται  51 «elit» projects και 81 «junk»  δηλαδή 50 
περίπου έργα  θα χρησιμοποιηθόυν ούτως ή άλλως όποιο χαρτοφυλάκιο και αν 
επιλέξουμε, συμπεραίνουμε  λοιπόν ότι τα 50 από τα 150 projects είναι βασικά όπως 
και αν επιλέξουμε να κινηθούμε για τις αποφάσεις στο εν λόγω πανεπιστήμιο. 
Αντιθέτως τα 81 έργα θα μπορούσαν να μην υπάρχουν καν ή να τεθούν εκτός 
προγράμματος και συζήτησης εφόσον δεν αποτελούν δελεαστική λύση για χρήση υπό 
τις δεδομένες συνθήκες. 

 

• Σε μια επόμενη μελέτη δηλαδή ως πρόταση θα μπορούσε να τεθεί η εξέταση των 
έργων πλην των “junk” για ακόμη πιο σίγουρα αποτελέσματα εντός της ακαδημαικής 
κοινότητας του πανεπιστημίου. 

 
• Εξετάζοντας όλα αυτά τα στοιχεία που αντλήσαμε από την Monte Carlo, καταφέραμε 

να πάρουμε μια τεκμηριωμένη απόφαση επιλέγοντας ανάμεσα στις λύσεις 1 και 2 ως 
πιο ευσταθείς αναλόγως με το βαθμό αβεβαιότητας που θεωρήσαμε γύρω από τα 
criteria weights. 
 

• Η εφαρμογή του Monte Carlo μας βοήθησε σημαντικά καθώς εμπλουτίσαμε την 
επιλογή μας με μια ακόμη υποψήφια λύση πέραν της λύσης αναφοράς στην ίδια 
γειτονιά.  
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5.3 «Case 2» 

 

 

                                                         

 

                                         

 

 

 

 

Στην περίπτωση αυτή μπορούμε να διακρινούμε τα εξής αποτελέσματα σύμφωνα με τους 
υπολογισμούς μας και το διάγραμμά μας και να τα συνοψίσουμε στα εξής σχόλια:                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                  
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• Η βέλτιστη λύση POS*, που αντιστοιχεί στη μπλε γραμμή του διαγράμματος μας, στο 
φύλλο «all» του excel και στη λύση 1 με τιμή 57380 επικρατεί σε όλο το εύρος των 
συντελεστών βαρύτητας και αποτελεί την πλέον ευσταθή και κατάλληλη λύση για το 
project μας.  
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• Η γραμμή του διαγράμματος που αναπαριστάνει την πορεία και συχνότητα της λύσης 
1 στο άνοιγμα του εύρους είναι φανερά σε υψηλότερα επίπεδα από οποιαδήποτε άλλη 
γραμμή που αντιστοιχεί στις υπόλοιπες κατά Pareto βέλτιστες λύσεις που έχουν 
εξαχθεί από την Monte Carlo άρα είναι η πλέον βέλτιστη και επιβεβαιώνει την αρχική 
μας επιλογή.  

 
• Η πτώση της καμπύλης είναι αισθητή από το από το 0-1% εώς και το 2% όπου 

εμφανίζεται η λύση μας σε μια συχνότητα 36,4%  (364 λύσεις από τις 1000 
παραγώμενες είναι ίσες με τη λύση αναφοράς) σχεδόν υποδιπλασιασμένη δηλαδή της 
αντίστοιχης  67% της 1ης επανάληψης 

 

• Kατόπιν συμβαίνει με ομαλό ρυθμό (από το 2% και έπειτα) γεγονός που μας δείχνει 
ότι παρόλες τις διακυμάνσεις των βαρών και τις αλλαγές των συντελεστών βαρύτητας 
ακόμη και στο διευρυμένο εύρος η ευστάθεια μας διατηρείται.  
 

• Η αυξημένη αντίσταση στην πτώση φαίνεται ακόμη περισσότερο στις γειτονιές του 
5% εώς 9% που ενώ μιλάμε για ένα μεγάλο εύρος διακύμανσης των τιμών των 
συντελεστών βαρύτητας και παρόλες τις χαμηλές τιμές συχνοτήτων, η συχνότητα της 
λύσης 1 «πέφτει» αργά.  
 

• Από τη γειτονιά του 2% και μετά θα τολμούσαμε να πούμε ότι παρατηρούμε μια 
σταθερότητα στη γραμμή μας, μια ελαφρώς καθοδική πορεία, σχετικά ομαλή, 
χαρακτηριστικό το οποίο είναι πολύ σημαντικό και θετικό κυρίως όσο διευρύνεται το 
πεδίο των βαρών διότι συνήθως εκεί συναντάται το πρόβλημα και παρατηρείται 
απότομη πτώση των συχνοτήτων. 
 

• Τα συμπεράσματα μας αυτά εξάγωνται από το Robustness Chart και η 
καταλληλότητα της λύσης αναφοράς καθώς και η απόφαση μας για την τελική 
επιλογή της λύσης 1 είναι πάντα σε σύγκριση με τα υπόλοιπα στοιχεία-γραμμές-
λύσεις του διαγράμματος δηλαδή ενώ αντικειμενικά θα λέγαμε ότι οι συχνότητες της 
λύσης αναφοράς μπορεί να μας φαίνονται συνολικά χαμηλές, συγκριτικά παρουσιάζει 
τη μεγαλύτερη δυνατή ευστάθεια από τις υπόλοιπες Pareto λύσεις της ίδιας γειτονιάς 
γεγονός που την καθιστά βέλτιστη άλλωστε ας μην ξεχνάμε ότι η πτώση είναι 
δεδομένη απλά αναζητούμε την λιγότερο απότομη και λιγότερο γρήγορη, δυνατή 
πτώση συχνοτήτων που επιβεβαιώνεται στο συγκεκριμένο project από την POS*. 

 

• Σε ό,τι αφορά τα έργα που παρουσιάζονται σε όλες τις κατά Pareto βέλτιστες λύσεις 
διεξάγεται μια σύγκριση των 10 πρώτων σε συχνότητα λύσεων στις οποίες 
εμπεριέχεται και η POS* για να προκύψει μια γενική εικόνα για τα κατάλληλα και μη 
projects διότι μπορεί η λύση αναφοράς να παρουσιάζεται ως η πλέον κατάλληλη και 
ως φυσικό επακόλουθο και η αλληλουχία των projects της αλλά αξίζει να 
εφιστήσουμε την προσοχή μας σε ποια έργα είναι αντικειμενικά απαραίτητα 
συνολικά ότι κ αν επιλέγαμε («elit projects) και ποια έργα θα απορριφθούν έτσι κι 
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αλλιώς εφόσον δεν παρουσιάζονται σε καμία απολύτως κατά Pareto βέλτιστη λύση   
(«junk» projects) 

 

• Στην περίπτωση μας ανακαλυφθηκαν 52 «elit» και 82 «junk» έργα παρομοίως με την 
πρώτη περίπτωση γεγονός που επιβεβαιώνει την απαραίτητη χρήση και ύπαρξη στο 
πρόβλημα μας 50 συγκεκριμένων έργων που είναι παρούσα παντού σε όλες τις λύσεις 
και με κάποιες μικρές παραλλαγές παρούσα και σε όλες τις λύσεις όλων των 
περιπτώσεων και αποτελούν τη βασική «σύσταση» του χαρτοφυλακίου επενδυτικών 
σχεδίων όλων των υποψήφιων χαρτοφυλακίων. Αντιθέτως, περίπου 80 projects 
χαρακτηρίζονται ως «αχρείαστα» εφόσον δεν είναι παρόυσα σε καμία κατά Pareto 
βέλτιστη λύση και δεν παρουσιάζουν κανένα επενδυτικό ενδιαφέρον επομένως. 

 

 

5.4 «Case 3» 
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• Η λύση αναφοράς POS* που αναπαριστάται στο διάγραμμα από την μπλε γραμμή και 
τη λύση 1 με τιμή 62214 παρατηρούμε ότι είναι η επικρατέστερη και αποτελεί την 
βέλτιστη λύση ανάμεσα στις Pareto επιλογές μας καθώς θα χαρακτηρίζαμε σχεδόν 
ανύπαρκτες και πολύ μικρές τις συχνότητες των υπολοίπων λύσεων στο σύνολο τους 
και όχι σε μεμονωμένα σημεία του διαγράμματος.  
 

• Η αρχική επιλογή της συγκεκριμένης λύσης 1 επιβεβαιώνεται εφόσον η γραμμή της 
μέχρι τη «γειτονιά» του 5% κυριαρχεί στο διάγραμμα με διαφορά και κατόπιν 
«πέφτει» αλλά συμπίπτει με τις γραμμές των άλλων λύσεων χωρίς κάποια από αυτές 
να την ξεπερνάει κατά πολύ, μην καθιστώντας κάποια διαφορετική λύση κατάλληλη 
για το project μας.  

•  
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• Από το 1% εώς το 3% η λύση μας κυριαρχεί και κυμαίνεται σε ποσοστά της τάξεως 
του 80% , 50% και 30% περίπου για κάθε εύρος συντελεστών βαρύτητας αντίστοιχα 
(300 από τις 1000 παραγώμενες λύσεις Monte Carlo είναι ίσες με τη λύση αναφοράς). 
 

• Από το 3% εώς το διευρυμένο εύρος του 10% σημειώνει συνεχή πτώση αγγίζοντας 
την τελική συχνότητα του 34 (μόνο 34 στις 1000 παραγώμενες λύσεις είναι ίσες με τη 
λύση αναφοράς).  
 

• Η μείωση της συχνότητας της POS* όσο ανοίγει το εύρος των weights είναι μεγάλη 
δείχνοντας μικρή αντίσταση στη διεύρυνση του εύρους δηλαδή η συχνότητα 
εμφάνισής της «πέφτει» γρήγορα και συνεχώς.  
 

• Η πτώση είναι απότομη και αυτό φαίνεται ξεκάθαρα στη μπλε γραμμή και στον 
πίνακα των τιμών των συχνοτήτων δημιουργώντας πρόβλημα στoν βαθμό ευστάθειας 
του συγκεκριμένου case και αυτό αντανακλάται στο RI το οποίο είναι το χαμηλότερο 
όλων των cases (RI=0,2666).  

 
• Με μια σύγκριση των τεσσάρων διαγραμμάτων των τεσσάρων cases παρατηρούμε ότι 

στο εν λόγω project σημειώνονται πολύ χαμηλά επίπεδα συχνοτήτων για όλες τις 
λύσεις του διαγράμματος, όλες οι γραμμές διατηρούνται σε πολύ χαμηλά ποσοστά 
όσο μεγαλώνει το εύρος των συντελεστών βαρύτητας από 1% σε 10%, ακόμη και η 
τελική μας λύση που συμπίπτει με τη λύση αναφοράς έχει χαμηλό δείκτη ευστάθειας 
απλώς προτιμάται έναντι των υπολοίπων.  

 
 
 

68 
 



• Το συγκεκριμένο set συντελεστών βαρύτητας (0,25-0,5-0,25) δίνει την λιγότερο 
εύρωστη λύση όταν συγκρίνουμε τα Robustness Charts και τα Robustness Indices και 
αυτό φαίνεται άλλωστε και από την ίδια την τιμή της (62214) που απέχει αρκετά από 
οποιαδήποτε λύση έχουμε επιλέξει μέχρι τώρα στο πρόβλημά μας, επομένως αν είναι 
εφικτό θα πρέπει να αποφευφθεί το set αυτό για να διατηρηθεί η ευστάθεια του 
μοντέλου. 

 

• Παρά τα συνολικά χαμηλά επίπεδα ευρωστίας των κατά Pareto παραγώμενων 
βέλτιστων λύσεων για το συγκεκριμένο case και set συντελεστών βαρύτητας αξίζει 
να αναφερθεί ότι ο αριθμός των “elit” projects καθώς επίσης και των “junk” 
παραμένει σχεδόν σταθερός  53 βρέθηκαν τα “elit” και 82 τα “junk” αντίστοιχα  

 

• Θα περιμέναμε λόγω της τιμής της επιλεγμένης λύσης (62214 η οποία απέχει αρκετά 
από τις συνολικές τιμές των μέχρι τώρα κατά Pareto βέλτιστων λύσεων του 
προβλήματος) να υπάρχει σημαντική διαφορετικότητα στην αλληλουχία των projects 
καθώς και στον αριθμό των εγκεκριμμένων ή απορριφθέντων έργων αντίστοιχα. 
Παρόλα αυτά παρατηρούμε ότι ο αριθμός των έργων που είναι παρούσα σε όλες τις 
βέλτιστες λύσεις της περίπτωσης παραμένει γύρω στο 50 και ο αριθμός των έργων 
που δεν είναι παρούσα γύρω στο 80 αριθμοί ίδιοι με τις υπόλοιπες περιπτώσεις 
γεγονός το οποίο σημαίνει ότι δεν απορρίπτεται ή δεν εγκρίνεται σημαντικά 
διαφορετικό ποσοστό έργων συνολικά.  

 

• Αυτό υποδεικνύει ότι παρότι αυτή η περίπτωση δε δίνει τις συνολικά πιο ευσταθείς 
λύσεις τα βασικά έργα που έχουμε ανακαλύψει ότι χρησιμοποιούνται σε όλες τις 
περιπτώσεις (τα “elit” projects είναι σχεδόν τα ίδια σε όλες τις περιπτώσεις πλην 
μερικών διαφορεποιήσεων δηλαδή θα μπορούσαμε να πούμε ότι στο σύνολο του 
προβλήματος σε όλες τις περιπτώσεις ως «elit» έργα χαρακτηρίζονται κάποια 
συγκεκριμένα κατά ένα μεγάλο ποσοστό) παραμέ νουν βασικό κομμάτι του 
χαρτοφυλακίου επενδυτικών σχεδίων και παρουσιάζονται σε όλες τις λύσεις 
ανεξαρτήτως επιλογής χαρτοφυλακίου. 

 

• Το ίδιο συμπέρασμα προκύπτει και για τα «junk» έργα τα οποία δεν εμφανίζονται 
πουθενά σε καμία κατά Pareto βέλτιστη λύση όποιο χαρτοφυλάκιο επενδυτικών 
σχεδίων και αν επιλεχθεί και αποτελούν το πιο «άχρηστο» κομμάτι των 150 ύπο 
μελέτη ακαδημαικών projects. 

 

• Συμπεραίνουμε τελικώς ότι η διαφοροποίηση των αποτελεσμάτων της συγκεκριμένης 
τρίτης περίπτωσης και η μειωμένη ευστάθεια των κατά Pareto βέλτιστων λύσεων της 
επομένως και η μειωμένη ευρωστία των χαρτοφυλακίων επενδυτικών σχεδίων που 
προτείνονται  δεν εξαρτώνται σε τόσο μεγάλο βαθμό ούτε από τα “elit” ούτε από τα 
“junk” projects διότι αυτά παρουσιάζονται και στις υπόλοιπες υπό μελέτη 
περιπτώσεις χωρίς να δημιουργούν προβληματισμό για την ευστάθεια  Η διαφορά 
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προκύπτει  από τα 20 projects που απομένουν καθώς και από το μικρό αριθμό 
projects που διαφοροποιήθηκαν από «elit» σε «junk» των οποίων η αλληλουχία, η 
έγκριση ή απόρριψη τους λόγω των αλλαγμένων συντελεστών βαρύτητας των τριών 
αντικειμενικών συναρτήσεων επηρέασε σημαντικά το τελικό αποτέλεσμα και την 
ευρωστία των λύσεων μας. 

 

5.5 «Case 4» 

• Δεν επικρατεί η βέλτιστη λύση POS* που αντιστοιχεί στη μπλε γραμμή του 
διαγράμματος μας στο φύλλο «all» του excel και στη λύση 1 με τιμή 54464, η οποία 
παρουσιάζει πολύ μικρή ευστάθεια στις διακυμάνσεις των βαρών και στις αλλαγές 
των συντελεστών βαρύτητας όσο ανοίγει το εύρος.  
 

• Η μικρή αντίσταση της λύσης αναφοράς στη διεύρυνση του εύρους των weights 
καθώς και η γρήγορη και απότομη πτώση της συχνότητας της ήδη αποδεικνύονται 
από την 2η επανάληψη της Monte Carlo όπου από 100% και 1000 στις 1000 
παραγώμενες λύσεις στο 0-1% πέφτει κατεύθειαν στο ήμισυ μέσα στην επανάληψη 
του 2% και κατόπιν η πορεία της συνεχίζει καθοδικά.  
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• Στη γειτονιά του +/-3% εμφανίζεται και σημειώνεται το ίδιο καλή με τη λύση 
αναφοράς η λύση 2 η οποία αναπαριστάται από την κόκκινη γραμμή του 
διαγράμματος μας με τιμή 57564 και συχνότητα 239 παρόμοια και κοντινή με τη 
συχνότητα 261 της λύσης 1.  
 

• Στην πιο διευρυμένη γειτονιά του 4% και καθώς προχωράμε στο 10% κυριαρχεί η 
λύση 2 μακράν με συχνότητες που κυμαίνονται από το 15% των συνολικών λύσεων 
εώς και το 29% αντίθετα με τη λύση 1 που αγγίζει ακόμη και τις 34 μόνο στις 1000 
παραγώμενες λύσεις της Monte Carlo στο άνοιγμα του εύρους στο 10% , τιμή που θα 
χαρακτηρίζαμε σχεδόν ανύπαρκτη ειδικά σε σχέση με τη συχνότητα του 128 που 
παρουσιάζει στο ίδιο εύρος η λύση 2 ως μια πολύ δελεαστική καινούργια υποψήφια 
βέλτιστη λύση της ίδιας γειτονιάς.  
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• Ο βαθμός αβεβαιότητας της λύσης 2 εξαλείφεται καθότι παρατηρούμε μια 
σταθερότητα στην καμπύλη της κόκκινης γραμμής χωρίς «επικίνδυνες» 
αυξομειώσεις, χωρίς ιδιαίτερη πτώση και με συχνότητες αισθητά υψηλότερες από τη 
λύση 1 που αγγίζει τα χαμηλότερα επίπεδα στη διεύρυνση του εύρους των 
συντελεστών βαρύτητας.  
 

• Η διαφορά των δύο λύσεων από το 4% και μετά είναι της τάξεως του 10% και ανοίγει 
μέχρι το 20% στο 5-6-7% του εύρους βαρών, διαφορά πολύ μεγάλη η οποία 
παρατηρείται εύκολα και από τη μεγάλη απόσταση των 2 καμπυλών (μπλε και 
κόκκινης γραμμής του διαγράμματος).  
 

• Αυτή είναι και μια χαρακτηριστική διαφορά από την περίπτωση του case 1 που 
διαπυστώσαμε τη δημιουργία μια δεύτερης βέλτιστης λύσης η οποία όμως ήταν 
σχετικά κοντά σε συχνότητες με την POS* μας. Αντιθέτως, σε αυτό το project μας 
δίνεται η ευκαιρία να δούμε πως η Monte Carlo παράγει μια φανερά καλύτερη λύση 
που δεν κρίνεται απλά στη λεπτομέρεια αλλά βελτιστοποιεί αισθητά το μοντέλο μας.  
 

• Η λύση 2 ομολογουμένως έχει μεγάλη απόκλιση από την λύση αναφοράς μας και 
στην τιμή -όχι μόνο στη συχνότητα- 57564 για τη λύση 2 σε αντιπαραβολή με την 
αρκετά μικρότερη λύση 1 με τιμή 54464, δηλαδή μια μικρή διακύμανση των 
συντελεστών βαρύτητας μπορεί να επιφέρει μεγάλες αλλαγές στις παραγώμενες 
λύσεις και επομένως σε όλο το project άρα πρέπει να επιδείξουμε ιδιαίτερη προσοχή 
στη μελέτη της ευστάθειας ειδικά σε αυτό το case ώστε να είμαστε στην «ασφαλή 
πλευρά». 
 

• Η λύση 2 εξαρχής εμφανίζεται ως πιο ευσταθής επιλογή, συνοψίζοντας τα 
προήγουμενα points, δεδομένου ότι η συχνότητα της λύσης αναφοράς «πέφτει» πολύ 
γρήγορα και σε μεγάλο βαθμό από την αρχή εφαρμογής της Monte Carlo και σε όλη 
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την πορεία της ενώ η συχνότητα της πλέον αναμφισβήτητα προτεινόμενης λύσης 2 
στην αρχή όχι μόνο δεν πέφτει αλλά αυξάνεται κατόπιν παραμένει σχεδόν σταθερή 
και σημειώνει πολύ μικρές πτώσεις μόνο όταν το εύρος των συντελεστών βαρύτητας 
ανοίγει στο 8-9-10% δηλαδή αλλάζει για αρκετά μεγάλες μεταβολές των βαρών 
δείχνοντας μας την μέγιστη δυνατή αντίσταση και μέγιστη δυνατή ευστάθεια. 

 

• Προχωρώντας στη σύγκριση των 2 λύσεων ως προς τα projects και ξεκινώντας στο 
φύλλο του excel στο διερυμένο εύρος του 5% για να εξετάσουμε την αλληλουχία των 
έργων ώστε να δούμε σε ποια διαφέρουν παρατηρούμε κατευθείαν την σημαντικά 
αυξημένη συχνότητα κι ευστάθεια της λύσης 2 καθώς η λύση 1 και λύση αναφοράς 
εμφανίζεται για πρώτη φορά στην 12η τυχαία επανάληψη δειγματοληψίας της Monte 
Carlo ενώ η λύση 2 και πλέον κυριαρχούμενη εμφανίζεται ήδη από το 4ο δείγμα, 
έπειτα στο 9ο, 10ο, 11ο, 13ο κοκ) υποδεικνύοντας μας ότι το πλήθος των τυχαίων 
δειγμάτων επιβεβαιώνει την παρουσία μιας πιο εύρωστης λύσης, στατιστικά μιλάμε 
για μια παρουσία 30% στις 10 επαναληψεις έναντι 0% της POS*. 

 

• Η πρώτη διαφοροποίηση παρουσιάζεται στο 2ο set των 50 έργων στο 70στο project 
δηλαδή, το οποίο εγκρίθηκε στη λύση αναφοράς και στο 1ο χαρτοφυλάκιο 
επενδυτικών σχεδίων και απορρίφθηκε στη λύση 2 δείχνοντας μας ότι τελικώς δεν 
κρίνεται κατάλληλο για μια εύρωστη λύση εφόσον η ευστάθεια βελτιώνεται 
κατευθείαν και προτείνεται μια καινούργια λύση με την απόριιψη του. 

 

• Η δεύτερη διαφοροποίηση προκύπτει στο 3ο set δηλαδή στην τρίτη 50αδα  έργων στο 
project 133 το οποίο απορρίφθηκε στην αρχή αλλά μετέπειτα στην εξέταση μιας 
καινούργιας λύσης, της λύσης 2, εγκρίθηκε με θετικό αποτέλεσμα εφόσον βελτίωσε 
το σύστημα και δημιούργησε την προοπτική μιας περαιτέρω επιλογής χαρτοφυλακίου 
επενδυτικών σχεδίων πιο αξιόπιστης. 

 

• Παρατηρούμε ότι η διαφορά των 2 λύσεων έγγυται σε 2 μόλις έργα από τα 150 
εξεταζόμενα και παρόλα αυτά δημιουργεί μια τόσο μεγάλη διαφορά στην ευστάθεια 
του συστήματος η οποία αντικατοπτρίζεται και στο διάγραμμα αλλά και στις ίδιες τις 
τιμές των λύσεων (54464 η τιμή της λύσης αναφοράς έναντι της 57564 της λύσης 2). 

 

• Αντιθέτως με την πρώτη περίπτωση (case 1) που η ευστάθεια των δύο λύσεων 
διέφερε ελάχιστα το ίδιο και η τιμή τους αλλά η διαφοροποίηση μεταξύ τους υπήρχε 
σε μεγαλύτερο αριθμό έργων (4 στο σύνολο για την πρώτη περίπτωση, 2 στο σύνολο 
γι αυτήν την περίπτωση) συμπεραίνουμε ότι πρωτεύοντα ρόλο διαδραματίζει και η 
βαρύτητα-σημαντικότητα των projects όπως και που ανήκει το καθένα διότι μπορεί 
στο συγκεκριμένο case να υπάρχει διαφορά μόνο σε δυο projects αλλά προφανώς 
αυτά είναι αρκετά σημαντικά και βασικά ώστε μια έγκριση έναντι μιας απόρριψης 
τους ή το αντίθετο να επηρεάσει σε μεγάλο βαθμό το αποτέλεσμα. 
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• Εξετάζοντας όπως και στις προήγουμενες περιπτώσεις τις 10 πρώτες σε συχνότητα 
λύσεις ψάχνοντας ποια έργα είναι παρούσα σε όλες τις βέλτιστες λύσεις ώστε να 
εξάγουμε μερικά ακόμη συμπεράσματα καταλήγουμε για μια ακόμη φορά στο ίδιο 
συμπέρασμα και στον ίδιο αριθμό “elit” και “junk” projects για την ακρίβεια τα 
πρώτα βρέθηκαν 51 και τα τελευταία 85 επιβεβαιώνοντας και συνοψίζοντας ότι σε 
όλες τις περιπτώσεις υπάρχει ένας συγκεκριμένος αριθμός βασικών έργων τα οποία 
πρέπει να χρησιμοποιηθούν έτσι κι αλλιώς όποια λύση κι αν επιλέξουμε ώστε να 
σχηματιστεί το χαρτοφυλάκιο και ένας συγκεκριμένος αριθμός «αρχείαστων» έργων 
που δεν παρουσιάζονται σε καμία λύση και δεν είναι δελεαστικά για χρήση και 
εξέταση. 

 

• Συνειδητοποιούμε λοιπόν ότι χαρτοφυλάκιο με λιγότερα από 50 projects δεν 
υφίσταται και μάλιστα θα τολμούσαμε να πούμε ότι τα περισσότερα από τα «elit” 
projects όπως και από τα «junk» αντίστοιχα δεν διαφοροποιούνται πλην ορισμένων 
εξαιρέσεων δηλαδή πολλά είναι τα projects που θα χρησιμοποιηθούν ούτως ή άλλως 
στο πρόβλημα μας σε οποιαδήποτε περίπτωση (για οποιονδήποτε συνδυασμό 
συντελεστών βαρύτητας δηλαδή) και σε όλες τις επικρατέστερες βέλτιστες λύσεις 
δηλαδή σε όλα τα υποψήφια χαρτοφυλάκια επενδυτικών σχεδίων. 

 
 
 
5.6 Συνολικά σχόλια 
 
 

Τέλος, προχωρώντας από τη σύγκριση των λύσεων (λύσης αναφοράς και καινούργιας  Pareto 
βέλτιστης προτεινόμενης λύσης) του case 1, στη σύγκριση του συγκεκριμένου project με όλα 
τα υπόλοιπα cases μέσω του δείκτη ευστάθειάς του RI (=0,2983), παρατηρούμε τα εξής: 

• Οι ισορροπημένοι συντελεστές βαρύτητας (0,33/0,33/0,33) δίνουν και την πιο 
εύρωστη λύση  
 

• Το 3ο set συντελεστών βαρύτητας (0,25-0,5-0,25) δίνει την λιγότερο εύρωστη λύση 
όταν συγκρίνουμε τα Robustness Charts και τα Robustness Indices και αυτό φαίνεται 
άλλωστε και από την ίδια την τιμή της (62214) που απέχει αρκετά από οποιαδήποτε 
λύση έχουμε επιλέξει μέχρι τώρα στο πρόβλημά μας, επομένως αν είναι εφικτό θα 
πρέπει να αποφευφθεί το set αυτό για να διατηρηθεί η ευστάθεια του μοντέλου. 

 
• Όσο μεγαλύτερος ο δείκτης RI τόσο μεγαλύτερη και η ευστάθεια του αντίστοιχου 

POS* ,σε σύγκριση πάντα όμως με τα POS* των υπόλοιπων cases (cases 2,3,4) και 
όχι με τις υπόλοιπες λύσεις του κάθε case ξεχωριστά.  
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• Αυτή η παρατήρηση μας είναι και λογική αν αναλογιστούμε ότι δώσαμε μια μέση και 
ίδια τιμή και στους 3 συντελεστές βαρύτητας δηλαδή δώσαμε το ίδιο «βάρος» και 
στα 3 κριτήρια μας προσδίδοντας μια ισορροπία στο μοντέλο για την εύρεση μιας 
λύσης η οποία ουσιαστικά θα πληρεί εξίσου και στον ίδιο βαθμό και τα 3 κριτήρια 
μας χωρίς να παραμερίζει κάποιο ή κάποια.  
 

• Είναι επόμενο όταν μειώνουμε αρκετά το συντελεστή βαρύτητας κάποιας 
αντικειμενικής συνάρτησης να αποκλείουμε κάποιες λύσεις, δηλαδή εφόσον δε 
δείχνουμε ενδιαφέρον για κάποιο κριτήριο αμέσως περιορίζονται και οι λύσεις που 
θα παίρναμε από αυτό ή αν η λύση ήταν ίδια( λύση αναφοράς) μειώνεται η 
συχνότητα της άρα και η ευστάθεια της και αυτό αντανακλάται άλλωστε από το RI.  

 
• Στα υπόλοιπα cases όπου ο ένας συντελεστής βαρύτητας είναι διπλάσιος από τους 

άλλους δύο, το μοντέλο μας παρουσιάζει αισθητά μικρότερους δείκτες ευστάθειας 
(RI= 0,27775 / 0,2666 / 0,2856 για τα cases 2,3,4 αντίστοιχα). 

 

• Η δεύτερη και τρίτη περίπτωση (cases 2 & 3 ) χαρακτηρίζονται από ταύτιση της 
λύσης αναφοράς με την πλέον προτιμώμενη και επικρατέστερη λύση σε όλο το εύρος 
των τιμών των συντελεστών βαρύτητας ακόμη και στο διευρυμένο χώρο του 5 % εώς 
10% και αυτό επιβεβαιώθηκε από την εφαρμογή της Monte Carlo και την 
κατάστρωση του διαγράμματος ευστάθειας που υπέδειξαν τις δυο POS* των δυο 
αυτών cases ως τις πιο εύρωστες λύσεις για κάθε περίπτωση αντίστοιχα. 

• Οι περιπτώσεις στις οποίες η λύση αναφοράς χαρακτηρίστηκε λιγότερο ευσταθής από 
άλλες λύσεις και επιλέχθηκε μια καινούργια πιο κατάλληλη και εύρωστη κατά Pareto 
βέλτιστη λύση της ίδιας γειτονιάς είναι οι περιπτώσεις 1 και 4 όπου η προσομοίωση 
και βελτιστοποίηση Μonte Carlo αποδείχθηκε χρήσιμη και απαραίτητη για την 
ανάλυση της ευστάθειας καθώς μας εμφάνισε μια πιο αξιόπιστη υποψήφια λύση 
εμπλουτίζοντας την επιλογή μας. 

• Η χαρακτηριστική διαφορά, του case 4  και του case 1 είναι ότι στην πρώτη 
περίπτωση διαπυστώσαμε τη δημιουργία μια δεύτερης βέλτιστης λύσης η οποία όμως 
ήταν σχετικά κοντά σε συχνότητες με την POS* μας. Αντιθέτως, στην τέταρτη μας 
δίνεται η ευκαιρία να δούμε πως η Monte Carlo παράγει μια φανερά καλύτερη λύση 
που δεν κρίνεται απλά στη λεπτομέρεια αλλά βελτιστοποιεί αισθητά το μοντέλο μας.  
 

• Σε ό,τι αφορά τα έργα που παρουσιάζονται σε όλες τις κατά Pareto βέλτιστες λύσεις 
διεξάγεται μια σύγκριση των 10 πρώτων σε συχνότητα λύσεων στις οποίες 
εμπεριέχεται και η POS* για να προκύψει μια γενική εικόνα για τα κατάλληλα και μη 
projects διότι μπορεί η λύση αναφοράς να παρουσιάζεται ως η πλέον κατάλληλη και 
ως φυσικό επακόλουθο και η αλληλουχία των projects της αλλά αξίζει να 
εφιστήσουμε την προσοχή μας σε ποια έργα είναι αντικειμενικά απαραίτητα 
συνολικά ότι κ αν επιλέγαμε («elit projects) και ποια έργα θα απορριφθούν έτσι κι 
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αλλιώς εφόσον δεν παρουσιάζονται σε καμία απολύτως κατά Pareto βέλτιστη λύση   
(«junk» projects). 
 

• Στο case 4 αντιθέτως με την πρώτη περίπτωση (case 1) που η ευστάθεια των δύο 
λύσεων διέφερε ελάχιστα το ίδιο και η τιμή τους αλλά η διαφοροποίηση μεταξύ τους 
υπήρχε σε μεγαλύτερο αριθμό έργων (4 στο σύνολο για την πρώτη περίπτωση, 2 στο 
σύνολο για την τέταρτη περίπτωση) συμπεραίνουμε ότι πρωτεύοντα ρόλο 
διαδραματίζει και η βαρύτητα-σημαντικότητα των projects όπως και που ανήκει το 
καθένα διότι μπορεί στο τέταρτο case να υπάρχει διαφορά μόνο σε δυο projects αλλά 
προφανώς αυτά είναι αρκετά σημαντικά και βασικά ώστε μια έγκριση έναντι μιας 
απόρριψης τους ή το αντίθετο να επηρεάσει σε μεγάλο βαθμό το αποτέλεσμα. 

 
• Συνοψίζοντας σε όλες τις περιπτώσεις υπάρχει ένας συγκεκριμένος αριθμός βασικών 

έργων τα οποία πρέπει να χρησιμοποιηθούν έτσι κι αλλιώς όποια λύση κι αν 
επιλέξουμε ώστε να σχηματιστεί το χαρτοφυλάκιο και ένας συγκεκριμένος αριθμός 
«αρχείαστων» έργων που δεν παρουσιάζονται σε καμία λύση και δεν είναι 
δελεαστικά για χρήση και εξέταση. 

 
• Συνειδητοποιούμε λοιπόν ότι χαρτοφυλάκιο με λιγότερα από 50 projects δεν 

υφίσταται και μάλιστα θα τολμούσαμε να πούμε ότι τα περισσότερα από τα «elit” 
projects όπως και από τα «junk» αντίστοιχα δεν διαφοροποιούνται πλην ορισμένων 
εξαιρέσεων δηλαδή πολλά είναι τα projects που θα χρησιμοποιηθούν ούτως ή άλλως 
στο πρόβλημα μας σε οποιαδήποτε περίπτωση (για οποιονδήποτε συνδυασμό 
συντελεστών βαρύτητας δηλαδή) και σε όλες τις επικρατέστερες βέλτιστες λύσεις 
δηλαδή σε όλα τα υποψήφια χαρτοφυλάκια επενδυτικών σχεδίων. 

 
• Εξετάζοντας όλα αυτά τα στοιχεία που αντλήσαμε από την Monte Carlo, καταφέραμε 

να πάρουμε μια τεκμηριωμένη απόφαση επιλέγοντας ανάμεσα στις λύσεις 1 και 2 ως 
πιο ευσταθείς αναλόγως με το βαθμό αβεβαιότητας που θεωρήσαμε γύρω από τα 
criteria weights. 
 

• Η εφαρμογή του Monte Carlo μας βοήθησε σημαντικά καθώς εμπλουτίσαμε την 
επιλογή μας με μια ακόμη υποψήφια λύση πέραν της λύσης αναφοράς στην ίδια 
γειτονιά.  
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6. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
 
Η ανάλυση της ευστάθειας στον πολυκριτηριακό μαθηματικό προγραμματισμό μπορεί να 
παρέχει χρήσιμες πληροφορίες στους υπεύθυνους λήψεως αποφάσεων. Στην παρούσα 
εργασία η ανάλυση της ευρωστίας ασχολείται με τους συντελεστές βαρύτητας των 
αντικειμενικών συναρτήσεων οι οποίες είναι συνήθως οι πιο σημαντικές παράμετροι 
προτίμησης σε αυτό το πλαίσιο λήψης αποφάσεων. Το ερώτημα είναι πώς μικρές διαταραχές 
στους συντελεστές βαρύτητς μπορούν να επηρεάσουν την τελική απόφαση. 

 

Έχουμε αναπτύξει μια μεθοδολογία για τη μέτρηση αυτού του είδους της ευστάθειας με 
βάση την προσομοίωση και βελτιστοποίηση Monte Carlo. Σε αντίθεση με την ανάλυση 
ευαισθησίας όπου αλλάζουμε μία παράμετρο κάθε φορά, με τη χρήση της Monte Carlo 
προσομοίωσης μπορούμε ταυτόχρονα να αλλάξουμε τις απαιτούμενες παραμέτρους (στην 
περίπτωσή μας - τα βάρη) και απευθείας να εξετάσουμε την επιρροή τους στις παραγόμενες 
λύσεις που λαμβάνουμε. Δύο νέες έννοιες που εισάγουμε σε αυτή τη μελέτη, ονομαστικά, το 
Διάγραμμα Ευστάθειας (Robustness Chart) και τον Δείκτη Ευστάθειας (Robustness Index) 
μπορoύν να μεταφέρουν πολύ χρήσιμες πληροφορίες στον αποφασίζοντα σχετικά με την 
ευρωστία των κατά Pareto βέλτιστων λύσεων. Η μέτρηση της ευρωστίας της υποψήφιας 
λύσης μπορεί να οδηγήσει σε πιο ευσταθείς αποφάσεις. 

 

Η σύγκριση των λύσεων αναφοράς (POS *) σχετικά με την ευστάθειά τους μπορεί να 
θεωρηθεί ως μία φάση μετά την βελτιστοποίηση. Ωστόσο μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε 
την ανάλυση ευστάθειας για να βρεθεί μια νέα ή περισσότερες νέες κατά Pareto βέλτιστες 
λύσεις που μπορεί να είναι πιο ισχυρές και πιο ευσταθείς από ό, τι η αρχική λύση αναφοράς. 
Για το λόγο αυτό, ένας συστηματικός τρόπος εξέτασης της γειτονιάς της λύσης αναφοράς 
προτείνεται επίσης. Με αυτόν τον τρόπο, μπορούμε να ανακαλύψουμε περισσότερες 
επιπρόσθετες κατά Pareto βέλτιστες λύσεις στη γειτονιά της λύσης αναφοράς που μπορεί να 
είναι πιο ευσταθείς, πιο εύρωστες. 

 

Από το υπολογιστικό πείραμα, επιβεβαιώθηκε ότι η Augmented Weighted Tchebycheff 
μέθοδος (AWT) αποδείχθηκε ότι είναι πολύ πιο κατάλληλη για αυτό το είδος των 
προβλημάτων ακέραιου προγραμματισμού αντιθέτως με άλλες μεθόδους όπως για 
παράγειγμα η weighted sum δηλαδή η μέθοδος σταθμισμένου αθροίσματος σε 
πολυκριτηριακά προβλήματα με διακριτές μεταβλητές αφήνει πολλές Pareto βέλτιστες 
λύσεις απαρατήρητες. Σε αυτό είδος των προβλημάτων που η μέθοδος του σταθμισμένου 
αθροίσματος είναι ανεπαρκής, δεδομένου ότι οδηγεί σε σημαντική υποεκτίμηση του 
μεγέθους του Pareto συνόλου και παρέχει παραπλανητικά αποτελέσματα σχετικά με την 
ανάλυση ευρωστίας των λύσεων αναφοράς υπήρξε η απαίτηση να χρησιμοποιηθεί μια πιο 
αποτελεσματική μέθοδος όπως είναι η AWT. 
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Υπάρχουν πολλά νέα χαρακτηριστικά που μπορούν να ληφθούν υπόψη για μελλοντικές 
έρευνες. Μια σκέψη είναι η ενοποίηση όλων αυτών των χαρακτηριστικών της ανάλυσης της 
ευστάθειας σε πολυκριτηριακό μαθηματικό προγραμματισμό σε μια ολοκληρωμένη 
πλατφόρμα όπου ο ιθύνων παρέχει μόνο τις παραμέτρους της ανάλυσης της ευστάθειας και 
λαμβάνει τα αποτελέσματα ανάλυσης ευστάθειας. Μια δεύτερη σκέψη είναι να δοκιμαστεί η 
προτεινόμενη μέθοδος συνδυαστικά με άλλες πολυκριτηριακές προγραμματιστικές μεθόδους 
που χρησιμοποιούν βάρη. Επιπλέον, μπορούμε να προχωρήσουμε ένα βήμα παραπέρα και να 
προσαρμόσουμε τη μέθοδο του προγραμματισμού στόχων (Goal Programming) όπου πέρα 
από τα βάρη και η τιμή του στόχου μπορεί να υπόκειται σε μικρές διαταραχές, 
ακολουθώντας την ίδια μεθοδολογία (Monte Carlo προσομοίωση-βελτιστοποίηση, σύγκριση 
των λύσεων με POS *, κ.λπ.). Μια πρόκληση είναι να παραχθεί μια προσέγγιση του μετώπου 
Pareto χρησιμοποιώντας έναν επαρκή αριθμό των διανυσμάτων των βαρών και στη συνέχεια 
να εφαρμόσουμε την προτεινόμενη μέθοδο για κάθε ένα από αυτά, προκειμένου να 
εντοπιστούν ευσταθείς περιοχές του μετώπου Pareto. Τέλος μπορούμε να ελέγξουμε την 
ενσωμάτωση περισσοτέρων κατανομών πιθανοτήτων πέραν της επί του παρόντος 
ομοιόμορφης κατανομής που χρησιμοποιείται ακολουθώντας τις κατευθυντήριες γραμμές 
του Steuer (1986), που χρησιμοποιεί ένα 50-50% Uniform -Weibull κατανομών για 
παρόμοιους σκοπούς. 
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8. ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

 
Παρακάτω παρατείθεται ο κώδικας που χρησιμοποιήθηκε στο 
περιβάλλον GAMS: 
 

*TITLE eps-Constraint Method for Multiobjective Optimization (EPSCM,SEQ=319) 

$ontext 

The eps-Constraint Method 

 

$offtext 

 

$inlinecom [ ] 

$eolcom // 

$STitle Example model definitions 

 

sets 

     p project /1*150/ 

     ds departments of the university /1,2,3,4,5,6,7,8,9/ 

     rs type of research / 0,1/ 

     a attribute /1*6/ 

     k objective functions /1*3/ 

 

Parameter dir(k) direction of the objective functions 1 for max and -1 for min 

   / 1  1 

     2  1 

     3  1 

   / 

 

table data(p,a) data matrix for projects x attributes 

$include "c:\gams\ps_150_7.txt" ; 

 

parameter 
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    d(p)     department to which the project belongs. 1=A. 2=B. 3=C. 4=D. 5=E. 6=F. 7=G. 
8=H. 9=I 

    r(p)     type of research to which the project belongs. 0=basic. 1=applied 

    cost(p)  cost of project in Euros 

    in(p)    innovation score of project. in 1-10 scale. integer. 

    use(p)   usefulness score of project. in 1-10 scale. integer. 

    fac(p)   faculty sufficiency score of project. in 1-10 scale. integer. 

 

parameter lbound_cost_dep(ds) 

       / 

       1  0.14 

       2  0.11 

       3  0.01 

       4  0.06 

       5  0.01 

       6  0.10 

       7  0.09 

       8  0.03 

       9  0.09 

       / 

parameter ubound_cost_dep(ds) 

       / 

       1   0.22 

       2   0.19 

       3   0.09 

       4   0.14 

       5   0.09 

       6   0.18 

       7   0.17 

       8   0.11 

       9   0.17 

       / 
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scalar budget /4000/ 

**     ubratioforA /0.60/ 

       lbratiofor0 /0.30/ 

 

loop(p, 

      d(p)=data(p,'1'); 

      r(p)=data(p,'2'); 

      cost(p)=data(p,'3'); 

      in(p)=data(p,'4'); 

      use(p)=data(p,'5'); 

      fac(p)=data(p,'6'); 

     ); 

 

display d; 

display r; 

display cost; 

display in; 

display use; 

display fac; 

 

Variables 

   z(k)      objective function variables for in.use.fac coefficients 

   TOTBUDGET  total budget 

Binary Variables 

   x(p)      decision variables indicating if project p is selected if eq to 1 

Equations 

*   oneobjfun  objective functions 

*   objfun(k) objective functions 

   objfun1 objective functions 1. innovation 

   objfun2 objective functions 2. usefulness 

   objfun3 objective functions 3. faculty sufficiency 

   conbudget  constraint of budget 
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** conlimitApprovedFromA  limit approved from A=1 deparmtment to no more than 60% of 
ALL {A and B} 

   conlboundApprovedOnCost(ds) lower bound approved for all deparmtment types {A. B. C. 
D. E. F. G. H. I} 

   conuboundApprovedOnCost(ds) upper bound approved for all deparmtment types {A. B. 
C. D. E. F. G. H. I} 

   consecureApprovedOnCountFrom0 secure approved from 0=basic type of research at least 
30% of ALL {basic and applied} 

; 

 

*oneobjfun..                      sum(p,fac(p)*x(p)) =e= onez ; 

objfun1..                        sum(p,in(p)*x(p)) =e= z('1'); 

objfun2..                        sum(p,use(p)*x(p)) =e= z('2'); 

objfun3..                        sum(p,fac(p)*x(p)) =e= z('3'); 

conbudget..                      sum(p,cost(p)*x(p)) =e= TOTBUDGET ; 

*conlimitApprovedFromA..         sum(p$(d(p) eq 1),x(p)) =l= ubratioforA*sum(p,x(p)) ; 

conlboundApprovedOnCost(ds)..    sum(p$(d(p) eq ord(ds)),cost(p)*x(p)) =g= 
lbound_cost_dep(ds)*TOTBUDGET ; 

conuboundApprovedOnCost(ds)..    sum(p$(d(p) eq ord(ds)),cost(p)*x(p)) =l= 
ubound_cost_dep(ds)*TOTBUDGET ; 

 

consecureApprovedOnCountFrom0..  sum(p$(r(p) eq 0),x(p)) =g= lbratiofor0*sum(p,x(p)) ; 

 

 

* initial weights 0.25, 0.25, 0.5 

parameter wmin(K) weight coefficent intervals - left edge 

/ 

1        0.2475 

2        0.2475 

3        0.495 

/ 

parameter wmax(K) weight coefficent intervals - right edge 

/ 

1        0.2525 

2        0.2525 
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3        0.505 

/ 

 

parameter w(K)  weight coefficient; 

w(K)=(wmax(K)+wmin(K))/2; 

 

parameters 

maxobj(k)  maximum value from the payoff table 

minobj(k)  minimum value from the payoff table 

 

scalar 

elapsed_time elapsed time for payoff and e-constraint 

start start time 

finish finish time 

iter  counter for iterations 

*r auxiliary parameter 

MCiter number of Monte Carlo iterations /1000/ 

okflag flag to indicate if we sample weight coefficients correctly 

totiter  total number of MC iterations 

totproj  total projects 

totbudg  total budget 

; 

 

TOTBUDGET.UP=budget; 

 

MODEL proj150_3 /ALL/ ; 

option seed=5780; 

 

FILE fx /c:\gams\proj_150_3_resultsTCH.txt/ ; 

fx.pw=2000; 

put fx ; 

 

$ontext 
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file cplexopt /C:\Documents and Settings\user\My Documents\gamsdir\projdir\cplex.opt/; 

put cplexopt; 

put 'mipstart 1'/; 

*put 'repairtries 30'/; 

*put 'mipemphasis 1'/; 

*put 'simdisplay 0'/; 

*put 'mipintervals 10000'/; 

*put 'probe 1'/; 

putclose cplexopt; 

proj150_3.optfile=1; 

$offtext 

 

 

start=jnow; 

 

*--------------------------------------------------------------------------- 

$STitle payoff matrix 

 

Set kk(k)     active objective function in constraint allobj 

 

Parameter 

   payoff(k,k)  payoff tables entries; 

 

Variables 

   obj        auxiliary variable during the construction of the payoff table 

Equations 

   allobj     all the objective functions in one expression; 

 

allobj..  sum(kk, dir(kk)*z(kk)) =e= obj; 

 

Model mod_payoff    / proj150_3, allobj / ; 

 

Alias(k,kp); 
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option optcr=0.0; 

option limrow=0, limcol=0, solprint=off ; 

 

* Generate payoff table applying lexicographic optimization 

loop(kp, 

  kk(kp)=yes; 

  repeat 

    solve mod_payoff using mip maximizing obj; 

    payoff(kp,kk) = z.l(kk); 

    z.fx(kk) = z.l(kk); // freeze the value of the last objective optimized 

    kk(k++1) = kk(k);   // cycle through the objective functions 

  until kk(kp); kk(kp) = no; 

* release the fixed values of the objective functions for the new iteration 

  z.up(k) = inf; z.lo(k) =-inf; 

); 

if (mod_payoff.modelstat<>1 and mod_payoff.modelstat<>8, abort 'no optimal solution for 
mod_payoff'); 

 

PUT fx ' PAYOFF TABLE'/   ; 

loop (kp, 

        loop(k, put payoff(kp,k):12:2); 

        put /; 

     ); 

put fx /; 

 

*display payoff; 

minobj(k)=smin(kp,payoff(kp,k)); 

maxobj(k)=smax(kp,payoff(kp,k)); 

 

*--------------------------------------------------------------------------- 

$STitle Tchebyscheff model 

Parameter 
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   zideal(k)  z** of Tchebysheff method 

   zdefn(k)   definition point z with dash over 

*   epsilon(k) parameter for creation of z** Steuer p. 422 (1%-10% of z) 

   rho        parameter in the objective function Steuer p. 429 (0.01-0.0001) /0.001/ 

 

loop(k, 

    if (dir(k)=1, 

       zideal(k)=maxobj(k)+1; 

       zdefn(k)=minobj(k); 

    else 

       zideal(k)=minobj(k)-1; 

       zdefn(k)=maxobj(k); 

       ); 

     ); 

 

Variables 

   ALPHA      variable of tchebychev method 

   TCH_OBJ    objective function of augmented Tchebysheff 

Equations 

   tch_objfun  Tchebysheff's objective function 

   alphacon(k) constraints for ALPHA; 

 

   tch_objfun..   ALPHA + rho*sum(k, (zideal(k)-Z(k))/(zideal(k)-zdefn(k)))=e=TCH_OBJ; 

   alphacon(k).. ALPHA =g= w(k)*(zideal(k)-Z(k))/(zideal(k)-zdefn(k)); 

 

Model augmtch   / proj150_3, tch_objfun, alphacon / ; 

 

*--------------------------------------------------------------------------- 

 

solve augmtch using mip minimizing TCH_OBJ; 

put '    *        Zobj    Innovatn  Usefulness   Faculty     ProjNum      Budget'/; 

put '    *'; 

put fx ALPHA.L:12:3 ; 
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loop (K, put Z.L(K):12:2); 

totproj=sum(p, X.L(p)); 

put totproj:12:0; 

put TOTBUDGET.L:12:2 ; 

loop(p, put X.L(p):3:0); 

put /; 

 

put 'Monte Carlo iterations' /; 

*$ontext 

totiter=0 ; 

for(iter=1 to MCiter, 

* random generation of project scores from uniform distribution 

    okflag=0; 

    while (okflag=0, 

          loop(K$(ord(K)<card(K)), w(K)=uniform(wmin(K),wmax(K))); 

          totiter=totiter+1; 

          w(K)$(ord(K)=card(K))=1 - sum(KP$(ord(KP)<card(KP)),w(KP)); 

          if (sum(K$(ord(K)=card(K)), w(K))<=sum(K$(ord(K)=card(K)),wmax(K)) and 
sum(K$(ord(K)=card(K)),w(K))>=sum(K$(ord(K)=card(K)),wmin(K)), okflag=1) 

          ); 

    solve augmtch using mip minimizing TCH_OBJ; 

    put iter:5:0; 

    put fx ALPHA.L:12:3 ; 

    loop (K, put Z.L(K):12:2); 

    totproj=sum(p, X.L(p)); 

    put totproj:12:0; 

    put TOTBUDGET.L:12:2 ; 

    loop(p, put X.L(p):3:0); 

    loop (K, put w(K):8:4); 

    put /; 

    ); 

*$offtext 
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finish=jnow; 

elapsed_time=(finish-start)*86400; 

put fx 'Elapsed time: ',elapsed_time:12:2, ' seconds' / ; 

put fx 'Monte Carlo total iterations: ', totiter:8:0 /; 

putclose fx ; 

91 
 


	ΠΡΟΛΟΓΟΣ
	Περίληψη
	1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ
	1.1 Σκοπός και Αντικείμενο

	2. ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΚΟ ΜΕΡΟΣ
	2.1 Μαθηματικός Προγραμματισμός
	2.1.1 Γενικά



