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Το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ ςτθν κυκλοφορία ςε αςτικά οδικά 

δίκτυα: Θ περίπτωςθ του οδικοφ δικτφου τθσ Ακινασ 

Εμμανουιλ Φ. Καμπιτάκθσ 

Επιβλζπουςα:  Ελζνθ Ι. Βλαχογιάννθ 

΢ύνοψη 

Σκοπόσ τθσ παροφςασ διπλωματικισ εργαςίασ είναι θ ποςοτικοποίθςθ τθσ 

εγωιςτικισ ςυμπεριφοράσ, θ διερεφνθςθ τθσ εφαρμογισ του «Τιμιματοσ τθσ 

Αναρχίασ» ςτθν κυκλοφορία ςε αςτικά οδικά δίκτυα, κακϊσ και θ διερεφνθςθ του 

Ραράδοξου του Braess όςον αφορά ςτον εντοπιςμό και ςτθν ςυςχζτιςθ του με το 

Τίμθμα τθσ Αναρχίασ. Στόχοσ είναι θ ζνταξι τουσ ωσ μετρικζσ ςτα ςυςτιματα 

διαχείριςθσ κυκλοφορίασ, κακοδιγθςθσ και ενθμζρωςθσ. Με χριςθ λογιςμικοφ 

προςομοίωςθσ, προτυποποιικθκαν 2 δίκτυα ςτθν περιοχι τθσ Αττικισ, για τα οποία 

υπολογίςτθκε το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ για διάφορα επίπεδα ηιτθςθσ και ζγινε ο 

εντοπιςμόσ των ςυνδζςμων που «πάςχουν» από το παράδοξο, χρθςιμοποιϊντασ 

δφο ςυναρτιςεισ κόςτουσ. Από τα αποτελζςματα προκφπτει ότι το Τίμθμα τθσ 

Αναρχίασ, όπωσ και το Ραράδοξο του Braess, εξαρτϊνται από τθν ςυνάρτθςθ 

κόςτουσ και το επίπεδο ηιτθςθσ. Κακορίςτθκε, επίςθσ, θ μορφι του διαγράμματοσ 

του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ ςυναρτιςει τθσ ηιτθςθσ για τα δφο δίκτυα, 

χρθςιμοποιϊντασ τισ δφο ςυναρτιςεισ κόςτουσ. Επιπροςκζτωσ,  ποςοτικοποιικθκε 

θ επιρροι του κλειςίματοσ ενόσ μόνο δρόμου (μίασ λωρίδασ) κάκε φορά, που 

«πάςχει» από το παράδοξο, ςτθν μείωςθ του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ. 

Λζξεισ Κλειδιά: τίμθμα τθσ αναρχίασ, διαχείριςθ κυκλοφορίασ, ιςορροπία Nash, 

ιςορροπία χριςτθ, ιςορροπία ςυςτιματοσ, παράδοξο του Braess 
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The Price of Anarchy in urban road networks: The case of the 

city of Athens 

Emmanouil F. Kampitakis 

Supervisor:  Eleni I. Vlahogianni 

Abstract 
 

The aim of this diploma thesis, is to investigate the applicability of Price of Anarchy in 

real urban road networks, as well as Braess’s paradox and its influence on Price of 

Anarchy. The goal is to integrate these two concepts as metrics in urban traffic 

management strategies, for example, into route guidance strategies. Using 

simulation, two real sized road networks in Attiki were modeled, upon which the 

Price of Anarchy was estimated for different demand levels and the detection of 

“infected” links by the Paradox was performed. For both tasks, two cost functions 

were utilized. Findings indicate that, both the Price of Anarchy and the Braess’s 

Paradox are highly dependent on the type of cost function as well as to the travel 

demand conditions. The shape of the diagram of the Price of Anarchy versus demand 

was determined for both road networks using both cost functions. Finally, the 

reduction to the value of Price of Anarchy by the closing (one-by-one) of detected 

Braess links, was estimated. 

 

Key Words: Price of Anarchy, traffic management, Nash equilibrium, user 

equilibrium, system optimum, Braess’s Paradox 
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Περύληψη 
 

Στθν παροφςα ζρευνα, γίνεται θ διερεφνθςθ ενόσ μεγζκουσ που ονομάηεται Τίμθμα 

τθσ Αναρχίασ (Price of Anarchy), μιασ ιδζασ τθσ κεωρίασ παιγνίων, που αξιολογεί τθν 

αποδοτικότθτα ενόσ δικτφου θ οποία φκίνει λόγω τθσ εγωιςτικισ ςυμπεριφοράσ 

των χρθςτϊν του. Είναι, δθλαδι, μία ποςοτικοποίθςθ τθσ εγωιςτικισ 

ςυμπεριφοράσ. Με τον όρο αποδοτικότθτα ορίηεται θ απόκλιςθ τθσ ιςορροπίασ 

ιςορροπία Nash του δικτφου, από τθν βζλτιςτθ ιςορροπία του δικτφου. Ο όροσ 

εγωιςτικι ςυμπεριφορά είναι μία προτυποποίθςθ τθσ ανκρϊπινθσ ςυμπεριφοράσ 

(ιςορροπία χριςτθ – 1θ αρχι του Wardrop) ςφμφωνα με τθν οποία κάκε χριςτθσ 

ςτο ςφςτθμα προςπακεί να ελαχιςτοποιιςει το δικό του χρόνο μετακίνθςθσ μζςα 

ςτο ςφςτθμα. Να ςθμειωκεί ότι θ ιςορροπία χριςτθ των μεταφορικϊν δικτφων 

είναι μία κακαρι ιςορροπία Nash ενόσ μθ ςυνεργατικοφ παιχνιδιοφ. Θ βζλτιςτθ 

ιςορροπία (ιςορροπία του ςυςτιματοσ – 2θ αρχι του Wardrop) επιτυγχάνεται όταν 

ο μζςοσ όροσ του χρόνου μετακίνθςθσ (ι ο ςυνολικόσ ιςοδφναμα) είναι ο ελάχιςτοσ. 

Σε αντίκεςθ με τθν ιςορροπία χριςτθ που είναι ζνα ακραίο ςφςτθμα που 

αποτελείται από πολλοφσ μθ ςυνεργατικοφσ παίκτεσ, θ ιςορροπία του ςυςτιματοσ 

είναι ζνα ακόμα ακραίο ςφςτθμα, με ζνα παίκτθ που ελζγχει όλο το δίκτυο. Οι 

κυκλοφοριακζσ  ροζσ που ικανοποιοφν τθν 2θ αρχι του Wardrop κεωροφνται γενικά 

ωσ βζλτιςτεσ για το ςφςτθμα (system optimum). Ρροφανϊσ, δεν πρόκειται για ζνα 

ρεαλιςτικό μοντζλο όςον αφορά τθν ςυμπεριφορά, όμωσ μπορεί να είναι πολφ 

χριςιμο για τουσ μθχανικοφσ, που κζλουν να οργανϊςουν και να διαχειριςτοφν τθν 

κυκλοφορία με τζτοιο τρόπο ϊςτε να ελαχιςτοποιοφνται οι χρόνοι μετακίνθςθσ και 

να προκφπτει μία κοινωνικά βζλτιςτθ ιςορροπία. 

Επιπροςκζτωσ, διερευνικθκε το παράδοξο του Braess το οποίο περιγράφει ότι θ 

αφξθςθ τθσ ικανότθτασ του δικτφου μπορεί να οδθγιςει ςε χειροτζρευςθ του 

χρόνου μετακίνθςθσ των χρθςτϊν. Στο παράδοξο φαίνεται ότι θ πρόςκεςθ μίασ 

ακμισ μθδενικοφ κόςτουσ (π.χ. ζνασ δρόμοσ πολφ μικροφ μικουσ και εξαιρετικά 

μεγάλου πλάτουσ) καταλιγοντασ ςε ζνα τελικό δίκτυο, από ζνα αρχικό που δεν 

περιείχε τθν ακμι που προςτζκθκε, οδθγεί ςε ςυνολικό χρόνο μετακίνθςθσ 
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μεγαλφτερο, και επομζνωσ ςε χειροτζρευςθ των κυκλοφοριακϊν ςυνκθκϊν 

ςυνολικά. Ζςτω ότι ζνα πραγματικό δίκτυο αντιςτοιχεί ςτο τελικό δίκτυο του 

παράδοξου του Braess, και ότι το δίκτυο που προκφπτει από τθν αφαίρεςθ μίασ 

ακμισ (ενόσ οποιοδιποτε δρόμου) αντιςτοιχεί ςτο αρχικό δίκτυο του παράδοξου. 

Εάν ο ςυνολικόσ χρόνοσ μετακίνθςθσ του αρχικοφ δικτφου (πραγματικό δίκτυο ςτο 

οποίο ζχει αφαιρεκεί μία ακμι) είναι μικρότεροσ του τελικοφ δικτφου (πραγματικό 

δίκτυο), τότε το παράδοξο ιςχφει και προφανϊσ θ αφαίρεςθ τθσ ακμισ οδθγεί ςε 

καλυτζρευςθ των κυκλοφοριακϊν ςυνκθκϊν. Ζνα ενδιαφζρον ςτοιχείο, είναι θ 

ςυςχζτιςθ του παράδοξου του Braess με το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ. Αφοφ θ αφαίρεςθ 

μίασ ακμισ οδθγεί ςε μείωςθ του ςυνολικοφ χρόνου μετακίνθςθσ των χρθςτϊν ςτο 

δίκτυο, προφανϊσ οδθγεί και ςε μείωςθ του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ. Δθλαδι, ο 

εντοπιςμόσ του Ραράδοξου του Braess κα μποροφςε να αποτελζςει ςτρατθγικι θ 

οποία κα πλθςιάηει το δίκτυο ςτο βζλτιςτο. 

Για τθν εφαρμογι των παραπάνω εννοιϊν ςε πραγματικά δίκτυα, 

προτυποποιικθκαν δφο δίκτυα ςτθν περιοχι τθσ Αττικισ, με τθν χριςθ ειδικοφ 

λογιςμικοφ προςομοίωςθσ. Και τα δφο δίκτυα είναι ρυκμιςμζνα και 

βακμονομθμζνα ςτισ κυκλοφοριακζσ ςυνκικεσ του Μαίου του 2015. 

 Συγκεκριμζνα: 

1. Δθμιουργικθκε ζνα ςενάριο που ονομάςτθκε Σενάριο Ιςορροπίασ Nash 

(Nash Equilibrium Scenario) και υπολογίςτθκε ο ςυνολικόσ χρόνοσ 

μετακίνθςθσ των χρθςτϊν που βρίςκονται ςε ιςορροπία χριςτθ, 

χρθςιμοποιϊντασ δφο ςυναρτιςεισ κόςτουσ.  

2. Δθμιουργικθκε ακόμα ζνα ςενάριο που ονομάςτθκε Σενάριο Βζλτιςτθσ 

Ιςορροπίασ (System Optimum Scenario) και υπολογίςτθκαν οι βζλτιςτεσ 

ροζσ, οι φόρτοι εκείνοι δθλαδι που βρίςκονται ςε ιςορροπία Nash, 

χρθςιμοποιϊντασ τισ αντίςτοιχεσ ςυναρτιςεισ οριακοφ κόςτουσ.  

3. Χρθςιμοποιϊντασ τουσ φόρτουσ που προζκυψαν από το Σενάριο Βζλτιςτθσ 

Ιςορροπίασ , και αντικακιςτϊντασ τουσ ςτισ ςυναρτιςεισ του Σεναρίου 

Ιςορροπίασ Nash υπολογίςτθκε ο ςυνολικόσ βζλτιςτοσ χρόνοσ μετακίνθςθσ 

των χρθςτϊν του δικτφου.  
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4. Ο λόγοσ του ςυνολικοφ χρόνου μετακίνθςθσ των χρθςτϊν που βρίςκονται 

ςε ιςορροπία Nash προσ τον ςυνολικό βζλτιςτο χρόνο μετακίνθςθσ των 

χρθςτϊν είναι το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ.  

Θ παραπάνω διαδικαςία πραγματοποιικθκε για τα δφο δίκτυα, για διάφορα 

επίπεδα ηιτθςθσ (ωσ ποςοςτά τθσ ηιτθςθσ ϊρασ αιχμισ), για δφο ςυναρτιςεισ 

κόςτουσ, που χρθςιμοποιοφνται εκτενϊσ ςτθν βιβλιογραφία. Το Τίμθμα τθσ 

Αναρχίασ, όπωσ φαίνεται από τα αποτελζςματα, ζχει μεγάλθ εξάρτθςθ από τθν 

ςυνάρτθςθ που επιλζγεται και από το επίπεδο ηιτθςθσ ςτο δίκτυο. 

Πςον αφορά ςτο παράδοξο του Braess, διερευνικθκε μόνο για τον μικρό δακτφλιο 

των Ακθνϊν. Για το επίπεδο ηιτθςθσ που αντιςτοιχεί ςτο μζγιςτο Τίμθμα τθσ 

Αναρχίασ και για τθν ηιτθςθ ϊρασ αιχμισ ακολουκικθκε θ εξισ διαδικαςία: 

1. Υπολογίςτθκε ο ςυνολικόσ χρόνοσ μετακίνθςθσ των χρθςτϊν για τον 

δακτφλιο (χωρίσ καμία παρζμβαςθ-τελικό δίκτυο).  

2. Κλείνοντασ ζναν ςφνδεςμο τθν φορά ςε κάκε ςενάριο (ελζγχκθκαν 

ςφνδεςμοι οι οποίοι ζχουν χωρθτικότθτα που αντιςτοιχεί ςε μία λωρίδα), 

υπολογίςτθκε ο νζοσ ςυνολικόσ χρόνοσ μετακίνθςθσ των χρθςτϊν, του 

δικτφου εκείνου που προκφπτει από τθν αφαίρεςθ του ςυνδζςμου.  

3. Τζλοσ, υπολογίςτθκε θ επιρροι που ζχει το παράδοξο ςτο Τίμθμα τθσ 

Αναρχίασ. 

Να ςθμειωκεί ότι χρθςιμοποιικθκαν οι δφο ςυναρτιςεισ κόςτουσ που 

χρθςιμοποιικθκαν και για τον υπολογιςμό του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ. Εάν ο 

ςυνολικόσ χρόνοσ που προκφπτει από τθν αφαίρεςθ ενόσ ςυνδζςμου είναι 

μικρότεροσ τότε ο ςφνδεςμοσ «πάςχει» από το Ραράδοξο. Ππωσ το Τίμθμα τθσ 

Αναρχίασ, ζτςι και το Ραράδοξο του Braess, φαίνεται να ζχει μεγάλθ εξάρτθςθ από 

τθν ςυνάρτθςθ και από το επίπεδο ηιτθςθσ ςτο δίκτυο. Τζλοσ, υπολογίςτθκε θ 

επιρροι που ζχει το Ραράδοξο ςτο Τίμθμα τθσ Αναρχίασ. 
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1. Ειςαγωγό 
 

1.1   Εγωιςτικό επιλογό διαδρομόσ  

Ροια διαδρομι κα επζλεγε κάποιοσ για να πάει ςτθν δουλειά του αφριο; Οι 

περιςςότεροι  κα προτιμοφςαν τθν διαδρομι εκείνθ που κα τουσ εξαςφάλιηε να 

ξυπνιςουν το αργότερο δυνατό, πράγμα που ςθμαίνει ότι κα επζλεγαν τθν 

ςυντομότερθ δυνατι διαδρομι. Ππωσ είναι γνωςτό, ο χρόνοσ που χρειάηεται για να 

διανφςει κάποιοσ μία δεδομζνθ διαδρομι εξαρτάται κυρίωσ από τθν κυκλοφοριακι 

ςυμφόρθςθ, δθλαδι από τον αρικμό των οδθγϊν που επιλζγουν διαδρομζσ που 

αλλθλοκαλφπτονται. Πταν λοιπόν οι άνκρωποι επιλζγουν τθν διαδρομι που κα 

ακολουκιςουν για να πάνε από το ςπίτι ςτθν δουλειά, πόςοι αναλογίηονται τθν 

επιπλζον ςυμφόρθςθ που προκαλοφν; Μάλλον κανείσ. Με μεγάλθ πικανότθτα θ 

επιλογι τθσ διαδρομισ είναι εγωιςτικι (Selfish Routing), με ςκοπό να φτάςουν το 

γρθγορότερο δυνατό ςτον προοριςμό τουσ, χωρίσ να υπολογίηουν τισ ςυνζπειεσ 

αυτισ τθσ επιλογισ ςτουσ υπόλοιπουσ. Φυςικό επακόλουκο είναι να αναμζνεται θ 

ίδια εγωκεντρικι τάςθ ςχεδόν από όλουσ. Τι κα γινόταν όμωσ αν όλοι επζλεγαν 

ςυνεργατικά και οργανωμζνα διαδρομζσ; Είναι δυνατόν, να περιορίςεισ τθν 

αλλθλοκάλυψθ που υπάρχει μεταξφ των διαδρομϊν, μειϊνοντασ ζτςι τον χρόνο 

ταξιδίου; Εάν ναι, πόςο; [1] 

 

1.2   Σο τύμημα τησ αναρχύασ  

1.2.1   Οριςμόσ του Σιμόματοσ τησ Αναρχύασ 

Το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ (Price of Anarchy-PoA) είναι μία ιδζα τθσ κεωρίασ παιγνίων 

που αξιολογεί τθν αποδοτικότθτα ενόσ δικτφου θ οποία φκίνει λόγω τθσ εγωιςτικισ 

ςυμπεριφοράσ των χρθςτϊν του [2]. Ζςτω ζνα κυκλοφοριακό δίκτυο μιασ πόλθσ και 

ζςτω χριςτεσ που κζλουν να πάνε από μία προζλευςθ ςε ζνα προοριςμό. Σε αυτι 

τθν περίπτωςθ μπορεί να ορίηεται ωσ αποδοτικότθτα ο μζςοσ χρόνοσ μετακίνθςθσ 

που χρειάηεται ζνασ χριςτθσ για να φτάςει ςτον προοριςμό του.  
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Στθν βζλτιςτθ λφςθ, ζνασ κεντρικόσ διαχειριςτισ μπορεί να πει ςτον κάκε χριςτθ 

ποια διαδρομι να ακολουκιςει με ςκοπό να ελαχιςτοποιιςει τον μζςο χρόνο 

μετακίνθςθσ. Στθν ‘αναρχικι’ εκδοχι, κάκε χριςτθσ επιλζγει εκείνοσ τθν διαδρομι 

που κα ακολουκιςει. Το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ μετράει τον λόγο των μζςων χρόνων 

μετακίνθςθσ ςτισ 2 περιπτϊςεισ. 

Συνικωσ ζνα ςφςτθμα μοντελοποιείται ςαν ζνα παιχνίδι. Διαφορετικζσ εκδοχζσ 

ιςορροπίασ μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν για να μοντελοποιθκεί θ εγωιςτικι 

ςυμπεριφορά των χρθςτϊν, από τισ οποίεσ θ πιο γνωςτι είναι θ ιςορροπία Nash. 

Στα μοντζλα μακροςκοπικισ προςομοίωςθσ, χρθςιμοποιείται θ ιςορροπία του 

Wardrop που ιςοδυναμεί με τθν ιςορροπία Nash. 

Μπορεί εφκολα να γίνει κατανοθτό ότι μθ ςυνεργατικοί χριςτεσ οι οποίοι 

ακολουκοφν  τισ δικζσ τουσ προςωπικζσ βζλτιςτεσ ςτρατθγικζσ δεν ςθμαίνει ότι κατ’ 

ανάγκθ οδθγοφνται ςε αυτό που ονομάηεται κοινωνικά βζλτιςτο, τθν πλζον 

προνομιακι κατάςταςθ για τθν κοινωνία ςτο ςφνολο τθσ. Αντικζτωσ, οι ςτρατθγικζσ 

που προκφπτουν από τθν ιςορροπία Nash αποκλίνουν τισ περιςςότερεσ φορζσ από 

το βζλτιςτο. Αυτόσ είναι ο λόγοσ που θ κοινωνία πλθρϊνει το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ 

(Price of Anarchy).  

Ο όροσ Price of Anarchy χρθςιμοποιικθκε πρϊτθ φορά από τουσ Koutsoupias και 

Papadimitriou [1], οι οποίοι χαρακτθριςτικά αναφζρουν ότι ςε ζνα ςφςτθμα (π.χ. 

ζνα μεταφορικό ςφςτθμα) όπου μθ ςυνεργατικοί χριςτεσ χρθςιμοποιοφν μια κοινι 

πθγι, προτείνεται το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ, για τθν μζτρθςθ τθσ μθ αποδοτικότθτασ 

τθσ ιςορροπίασ. Θ ιδζα, βζβαια, τθσ μθ αποδοτικότθτασ μιασ ιςορροπίασ είναι 

παλαιότερθ. [3] 

 

1.2.2   ΢ύντομοσ μαθηματικόσ οριςμόσ  

Ζςτω ζνα παιχνίδι              , οριςμζνο από ζνα ςφνολο παικτϊν αρικμοφ Ν, 

και ζνα ςφνολο ςτρατθγικϊν Si κακϊσ και ζνα ςφνολο χρθςιμοτιτων για κάκε 

παίκτθ         ( όπου              το οποίο λζγεται και ςφνολο 

αποτελεςμάτων ) . 
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Μπορεί να οριςτεί μία μετρικι αποδοτικότθτασ για κάκε αποτζλεςμα το οποίο το 

ονομάηουμε ςυνάρτθςθ ευθμερίασ       . Φυςικοί υποψιφιοι είναι το 

άκροιςμα των χρθςιμοτιτων των παικτϊν (αντικειμενικι ςυνάρτθςθ ωφζλειασ) 

                 , θ ελάχιςτθ χρθςιμότθτα      ∑             οποιαδιποτε 

ςυνάρτθςθ ζχει νόθμα να αναλυκεί για το εκάςτοτε παιχνίδι και είναι επικυμθτό να 

ελαχιςτοποιθκεί. Μπορεί να οριςτεί ζνα υποςφνολο     το οποίο είναι το 

ςφνολο των ςτρατθγικϊν ιςορροπίασ (π.χ. το ςφνολο των ιςορροπιϊν Nash).   

To Τίμημα τησ Αναρχίασ ορίζεται ωσ ο λόγοσ μεταξφ τησ χειρότερησ ιςορροπίασ και 

τησ βέλτιςτησ λφςησ: 

 

    
           

           
           

 

1.2.3   Σο δύλημμα των φυλακιςμϋνων 

Ζςτω ζνα παιχνίδι 2×2, το δίλθμμα των φυλακιςμζνων (Prisoner’s dilemma), που 

δίνεται από τον ακόλουκο πίνακα κόςτουσ (Ρίνακασ 1): 

Πίνακασ 1: Πίνακασ κόςτουσ-Δίλλθμα των φυλακιςμζνων 

 
 

και θ ςυνάρτθςθ κόςτουσ είναι                               Το ελάχιςτο 

κόςτοσ επιτυγχάνεται όταν και οι   παίκτεσ διαλζγουν να ςυνεργαςτοφν, με 

αποτζλεςμα το κόςτοσ να είναι      , παρόλα αυτά θ μόνθ ιςορροπία Nash ςτο 

παιχνίδι εμφανίηεται μόνο όταν και οι   παίκτεσ αποςτατοφν, με αποτζλεςμα το 

κόςτοσ ςε αυτιν τθν περίπτωςθ να είναι 5+5=10, ζτςι το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ 

αυτοφ του παιχνιδιοφ είναι 10/2=5. [4] 

 

 

Cooperate Defect

Cooperate 1, 1 7, 0

Defect 0, 7 5, 5
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1.3  Δύο ενδεικτικϊ παραδεύγματα  

1.3.1   Σο παρϊδειγμα του Pigou  

Ζςτω ζνα προάςτιο s και πλθςίον του ζνα ςτακμό τρζνου    οι οποίοι ςυνδζονται με 

  μθ παρεμβαλλόμενουσ αυτοκινθτόδρομουσ, και ζνασ ςτακερόσ αρικμόσ οδθγϊν 

οι οποίοι επικυμοφν να κινθκοφν από το   ςτο  . Ο πρϊτοσ δρόμοσ είναι μικρόσ ςε 

μικοσ αλλά αρκετά ςτενόσ, και ο χρόνοσ που χρειάηεται για να διανυκεί αυξάνεται 

ζντονα κακϊσ αυξάνεται ο αρικμόσ των οδθγϊν που τον χρθςιμοποιοφν. Ο 

δεφτεροσ δρόμοσ είναι αρκετά πλατφσ ϊςτε να μπορεί να εξυπθρετεί όλθ τθν 

κυκλοφορία χωρίσ να δθμιουργείται ςυμφόρθςθ, είναι όμωσ μεγάλου μικουσ. Πλοι 

οι οδθγοί που κα χρθςιμοποιιςουν τον δεφτερο δρόμο χρειάηονται   ϊρα για να 

τον διανφςουν πθγαίνοντασ από το   ςτο  , ανεξαρτιτωσ του αρικμοφ των οδθγϊν 

που χρθςιμοποιοφν τον δρόμο. Στον πρϊτο δρόμο, ο χρόνοσ που χρειάηεται για να 

διανυκεί είναι ίςοσ, ςε ϊρεσ, με το ποςοςτό του ςυνολικοφ φόρτου που τον 

χρθςιμοποιεί.*1+ 

 

 

Εικόνα 1: Pigou's Example 

 

Θ Εικόνα 1 δείχνει το δίκτυο που περιγράφθκε πιο πάνω. Οι ςυναρτιςεισ      

ονομάηονται ςυναρτιςεισ κόςτουσ (cost functions), και ςε αυτό το παράδειγμα 

περιγράφουν τον χρόνο μετακίνθςθσ των οδθγϊν ςυναρτιςει τθσ κυκλοφορίασ που 

χρθςιμοποιεί τον δρόμο. Θ πάνω ακμι ςτθν εικόνα 1 αναπαριςτά τον μακρφ και 

πλατφ δρόμο, ενϊ θ κάτω ακμι αναπαριςτά τον μικροφ μικουσ και ςτενό δρόμο. [1] 

Υποκζτοντασ ότι όλοι οι οδθγοί κζλουν να ελαχιςτοποιιςουν τον χρόνο 

μετακίνθςθσ τουσ από το   ςτο  , είναι λογικό όλθ θ κυκλοφορία να ακολουκιςει 

τθν κάτω ακμι, δθλαδι τον μικροφ μικουσ και ςτενό δρόμο, δθμιουργϊντασ ζτςι 
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ςυμφόρθςθ, τζτοια ϊςτε να χρειάηεται 1 ϊρα για να φτάςουν ςτο ςθμείο   όλοι οι 

οδθγοί. Ρράγματι κάκε οδθγόσ αναμζνεται να ζχει τθν ακόλουκθ λογικι: θ κάτω 

ακμι δεν κα είναι ποτζ «χειρότερθ» από τθν πάνω, ακόμα και αν είναι πλιρωσ 

κορεςμζνθ, και κα είναι καλφτερθ ακόμα και αν ζνασ μόνο οδθγόσ επιλζξει 

λανκαςμζνα τθν πάνω ακμι. [1] 

Τϊρα ασ υποτεκεί ότι κάποιοσ διαχειριςτισ κα μποροφςε να επιλζξει ποιοσ οδθγόσ 

κα πάει που. Μπορεί αυτι θ κεντρικι διαχείριςθ να βελτιϊςει τα αποτελζςματα τθσ 

εγωιςτικισ ςυμπεριφοράσ; Ζςτω λοιπόν, ότι ο υποκετικόσ διαχειριςτισ τοποκετεί 

τθν μιςι κυκλοφορία ςτθν πάνω ακμι και τθν άλλθ μιςι ςτθν κάτω ακμι. Οι οδθγοί 

που τοποκετικθκαν ςτθν πάνω ακμι κα υποςτοφν 1 ϊρα, χρόνο μετακίνθςθσ, που 

ςθμαίνει ότι δεν κα υποςτοφν κάτι χειρότερο από τθν ιςορροπία Nash.[1] 

Οι οδθγοί όμωσ που τοποκετικθκαν ςτθν κάτω ακμι, λόγω τθσ καλφτερθσ 

κυκλοφοριακισ κατάςταςθσ που κα αντιμετωπίςουν (μιςι από ότι προθγουμζνωσ)  

χρειάηονται τϊρα μόνο 30 λεπτά για να φτάςουν ςτον προοριςμό τουσ. Θ 

κατάςταςθ ζχει βελτιωκεί για τουσ μιςοφσ οδθγοφσ, ενϊ για τουσ άλλουσ μιςοφσ 

είναι θ ίδια. Επιπροςκζτωσ, παρατθρείται μία ςθμαντικι μείωςθ του μζςου χρόνου 

μετακίνθςθσ από τα 60 ςτα 45 λεπτά.*1+ 

Το βαςικό ςυμπζραςμα που προκφπτει από το παράδειγμα του Pigou (Pigou’s 

example) είναι το εξισ: 

Η εγωιςτική ςυμπεριφορά δεν είναι απαραίτητο ότι θα καταλήξει ςτο βζλτιςτο 

κοινωνικό αποτζλεςμα.[1] 

1.3.2   Σο παρϊδοξο του Braess  

Ζςτω ζνα «προάςτιο» s και ζνα ςτακμό τρζνου t,  ζνασ ςτακερόσ αρικμόσ οδθγϊν 

που κζλει να πάει από το ςθμείο s ςτο t τα οποία ςυνδζονται με 2 διαδρομζσ που 

δεν παρεμβάλλονται μεταξφ τουσ, και κακεμία από αυτζσ περιλαμβάνει ζναν 

μικροφ μικουσ και ςτενό δρόμο, κακϊσ και ζνα μεγάλου μικουσ και πλατφ δρόμο 

όπωσ φαίνεται ςτθν εικόνα 2. [1] 
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Εικόνα 2: Αρχικό δίκτυο-Braess's Paradox 

 

 

Ο ςυνολικόσ χρόνοσ διαδρομισ για τισ 2 ακμζσ τθσ και των δφο διαδρομϊν είναι 

   , όπου   είναι το ποςοςτό τθσ κυκλοφορίασ που χρθςιμοποιεί τθν 

διαδρομι. Οι 2 διαδρομζσ είναι λοιπόν πανομοιότυπεσ και ζτςι θ κυκλοφορία 

κα μοιραςτεί εξ ίςου. Σε αυτι τθν περίπτωςθ όλοι οι οδθγοί κα φτάςουν ςτον 

προοριςμό τουσ 90 λεπτά μετά τθν αναχϊρθςι τουσ.[1] 

Στθν προςπάκεια μείωςθσ αυτϊν των κακυςτεριςεων, καταςκευάηεται  ζνασ 

δρόμοσ εξαιρετικά μικροφ μικουσ και εξαιρετικά μεγάλου πλάτουσ που κα 

ςυνδζει τουσ κόμβουσ ν και w. Το νζο δίκτυο φαίνεται ςτθν εικόνα 3, με τον νζο 

δρόμο να αναπαριςτάται από τθν ακμι       και το κόςτοσ του δρόμου να 

είναι       , δθλαδι ανεξάρτθτο τθσ κυκλοφορίασ. Ρωσ κα αντιδροφςαν οι 

οδθγοί ςε αυτι τθν περίπτωςθ; 

 

 

Εικόνα 3: Τελικό δίκτυο-Braess's Paradox 
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Ρροφανϊσ οι οδθγοί δεν κα ακολουκιςουν τισ ίδιεσ διαδρομζσ ςτο καινοφριο 

δίκτυο. Ο χρόνοσ μετακίνθςθσ ςτθν νζα διαδρομι που μποροφν να ακολουκιςουν 

οι οδθγοί,          δεν είναι ποτζ χειρότεροσ από τον αντίςτοιχο των 2 

αρχικϊν διαδρομϊν                . Ζτςι είναι εφλογο όλοι οι οδθγοί να 

επιλζξουν τθν καινοφρια διαδρομι. Ωσ αποτζλεςμα όμωσ τθσ κυκλοφοριακισ 

ςυμφόρθςθσ ςτισ ακμζσ (s,v) και (w,t) ο νζοσ χρόνοσ διαδρομισ από το s ςτο t  για 

όλουσ τουσ οδθγοφσ κα είναι πλζον 2 ϊρεσ. Το παράδοξο του Braess δείχνει ότι 

ακόμα και αν προςτεκεί ζνασ νζοσ δρόμοσ μθδενικοφ κόςτουσ μπορεί να οδθγιςει 

ςε χειροτζρευςθ των κυκλοφοριακϊν ςυνκθκϊν ςυνολικά.*1] 

 

Το βαςικό ςυμπζραςμα που προκφπτει από το παράδοξο του Braess (Braess’s 

paradox) είναι το εξισ: 

Σε ότι ζχει να κάνει με την εγωιςτική επιλογή διαδρομϊν (selfish routing), κάποιεσ 

καταςκευαςτικζσ βελτιϊςεισ ςτο δίκτυο μποροφν να οδηγήςουν ςε μείωςη τησ 

αποτελεςματικότητασ του δικτφου.[1] 

 

1.4  ΢κοπόσ διπλωματικόσ εργαςύασ 

Σκοπόσ τθσ παροφςασ διπλωματικισ εργαςίασ είναι θ ποςοτικοποίθςθ του 

φαινομζνου τθσ εγωιςτικισ επιλογισ διαδρομισ (selfish routing) μζςω του 

υπολογιςμοφ του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ (Price of Anarchy) ςε αςτικά οδικά δίκτυα 

και ςυγκεκριμζνα ςτο οδικό δίκτυο τθσ Ακινασ. Το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ είναι ζνα 

μζγεκοσ που μετράει τθν αναποτελεςματικότθτα τθσ ιςορροπίασ ενόσ δικτφου 

ςυγκρίνοντασ το ςυνολικό κόςτοσ (ι μζςο) που προκφπτει από τθν ιςορροπία Nash 

(εγωιςτικι επιλογι διαδρομισ), με το ελάχιςτο ςυνολικό κόςτοσ (ι μζςο) του 

δικτφου, το οποίο  προκφπτει από τθν ςυνεργαςία των χρθςτϊν υπό τθν 

κακοδιγθςθ μιασ «κεντρικισ διαχείριςθσ». Επιπροςκζτωσ, κα γίνει μια ειςαγωγικι 

διερεφνθςθ του παράδοξου του Braess, τθσ εφαρμογισ του ςε πραγματικά οδικά 

δίκτυα και τθσ χριςθσ του ωσ ςτρατθγικι μείωςθσ του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ.  
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1.5 Διϊρθρωςη διπλωματικόσ εργαςύασ 

Θ διπλωματικι εργαςία χωρίηεται ςτα παρακάτω κεφάλαια: 

 Στο πρϊτο (1ο) κεφάλαιο, παρουςιάηεται θ ζννοια του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ 

(οριςμόσ και μακθματικόσ οριςμόσ) και δίνονται 2 ενδεικτικά παραδείγματα 

που τονίηουν τθν ςθμαντικότθτά του, ςτα κυκλοφοριακά δίκτυα. 

 Στο δεφτερο (2ο) κεφάλαιο, γίνεται μία ςφντομθ βιβλιογραφικι αναςκόπθςθ, 

γενικά ςτισ μεκόδουσ και ςτρατθγικζσ διαχείριςθσ ςε αςτικά οδικά δίκτυα, 

ςτθν μζχρι τϊρα προςζγγιςθ τθσ επιςτθμονικισ κοινότθτασ όςον αφορά το 

Τίμθμα τθσ Αναρχίασ κακϊσ και το παράδοξο του Braess και παρουςιάηεται θ 

νζα προςζγγιςθ. 

 Στο τρίτο (3ο) κεφάλαιο, παρουςιάηεται εκτενϊσ το μακθματικό και το 

κεωρθτικό υπόβακρο που απαιτικθκε για τθν εκπόνθςθ τθσ παροφςασ 

διπλωματικισ εργαςίασ και που κρίνεται απαραίτθτο για τθν κατανόθςθ τθσ 

μεκοδολογικισ προςζγγιςθσ. 

 Στο τζταρτο (4ο) κεφάλαιο, παρουςιάηεται θ μεκοδολογικι προςζγγιςθ τθσ 

ερευνάσ και περιγράφεται θ διαδικαςία που ακολουκικθκε. 

 Στο πζμπτο (5ο) κεφάλαιο, παρουςιάηονται τα αποτελζςματα τθσ ζρευνασ, οι 

γραφικζσ παραςτάςεισ κακϊσ και ο ςχολιαςμόσ των παραπάνω. 

 Τζλοσ, ςτο ζκτο (6ο) κεφάλαιο, παρουςιάηονται τα βαςικότερα ςυμπεράςματα 

τθσ ζρευνασ, όπωσ αυτά προκφπτουν από τα αποτελζςματά τθσ και 

παρατίκενται διάφορεσ προτάςεισ για περαιτζρω ζρευνα. 
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2. Βιβλιογραφικό Αναςκόπηςη 
 

Θ κυκλοφοριακι ςυμφόρθςθ είναι ζνα ολοζνα αυξανόμενο πρόβλθμα ςτισ 

περιςςότερεσ αςτικζσ περιοχζσ ςτον κόςμο και εμφανίηεται όταν πολλά οχιματα 

προςπακοφν να χρθςιμοποιιςουν μία κοινι μεταφορικι υποδομι με περιοριςμζνθ 

ικανότθτα. Τα τελευταία χρόνια, το πρόβλθμα ζχει ςυχνά αντιμετωπιςτεί από τθν 

ςκοπιά τθσ διαχείριςθσ τθσ ιδθ υπάρχουςασ ικανότθτασ του δικτφου ςε αντίκεςθ 

με τθν παραδοςιακι ιδζα τθσ αφξθςθσ τθσ ικανότθτασ του δικτφου με τθν πρόςκεςθ 

νζων υποδομϊν. [5] 

Θ βζλτιςτθ διαχείριςθ και ο ζλεγχοσ τθσ κυκλοφορίασ ςε αςτικά οδικά δίκτυα είναι 

μία ςθμαντικι υπόκεςθ για τισ αρχζσ μιασ πόλθσ, κακϊσ αναηθτοφν αποδοτικζσ, 

αςφαλείσ και βιϊςιμεσ μεταφορζσ. Γι’ αυτόν τον λόγο, ζχουν ειςαχκεί τα 

ςυςτιματα Διαχείριςθσ και Ελζγχου Αςτικισ Κυκλοφορίασ (Urban Traffic 

Management and Control-UTMC) ςε πολλζσ πόλεισ ςε όλο τον κόςμο ϊςτε να 

παρζχονται τα απαραίτθτα εργαλεία για τθν αποδοτικι και αποτελεςματικι 

διαχείριςθ του δικτφου. Ουςιαςτικά, τα ςυςτιματα UTMC ςχεδιάςτθκαν ωσ ανοικτά 

ςυςτιματα που ενςωματϊνονται και χτίηονται πάνω ςε υφιςτάμενεσ λειτουργίεσ, 

π.χ. του υπάρχοντοσ ςυςτιματοσ ςθματοδότθςθσ και άλλων ςυςτθμάτων 

διαχείριςθσ τισ κυκλοφορίασ. [6] 

2.1 ΢υςτόματα Καθοδόγηςησ και Ενημϋρωςησ 

Θ πρόοδοσ ςτθν επεξεργαςία δεδομζνων, ςτθν τεχνολογία επικοινωνιϊν και 

αιςκθτιρων ζχει επιτρζψει τθν παροχι πλθροφοριϊν ςτουσ χριςτεσ του δικτφου 

όςον αφορά τθν κατάςταςι του. Ιδιαίτερο ενδιαφζρον παρουςιάηουν τα 

ςυςτιματα που αποςκοποφν ςτθν βελτίωςθ των αποφάςεων επιλογισ διαδρομισ, 

είτε με τθν παροχι ςτοιχείων ςχετικά με τισ υφιςτάμενεσ ςυνκικεσ του δικτφου είτε 

με τθν ςφςταςθ ςυγκεκριμζνων διαδρομϊν προσ ζνα προοριςμό. Αυτά ονομάηονται 

Συςτιματα Κακοδιγθςθσ και Ενθμζρωςθσ (Route Guidance and Information 

Systems-RGIS).[5] 



 
32 

Ρολλζσ φορζσ οι χριςτεσ ενόσ δικτφου κυκλοφορίασ ζχουν άγνοια όςον αφορά τισ 

επιλογζσ που ζχουν και τισ διαδρομζσ που μποροφν να ακολουκιςουν. Υπάρχουν 

ενδείξεισ ότι ακόμα και χριςτεσ που κεωρείται ότι γνωρίηουν τθν περιοχι ςτθν 

οποία κινοφνται, ζχουν και πάλι περιοριςμζνθ γνϊςθ των επιλογϊν τουσ. Σε μία 

ζρευνα του Jeffery [7], αναφζρεται χαρακτθριςτικά ότι με καλφτερθ παροχι 

πλθροφοριϊν όςον αφορά τθν επιλογι διαδρομισ και τισ κυκλοφοριακζσ ςυνκικεσ 

που επικρατοφν ςτο δίκτυο, ακόμα και οδθγοί με ςυγκεκριμζνεσ ςυνικειεσ 

(habitual drivers) ςε μια περιοχι μποροφν να μειϊςουν τον μζςο όρο τθσ 

απόςταςθσ που διανφουν κακϊσ και τον μζςο χρόνο μετακίνθςθσ, περίπου κατά 

7%. Σε δίκτυα κυκλοφορίασ και ιδιαίτερα ςε εκείνα που βρίςκονται ςε ςυνκικεσ 

ςυμφόρθςθσ, θ βζλτιςτθ ροι ςε επίπεδο ςυςτιματοσ δεν είναι απαραίτθτα ίςθ με 

εκείνθ που προκφπτει όταν κάκε οδθγόσ διαλζγει ανεξάρτθτα τθν διαδρομι που 

προτιμά. Θ ροι που ελαχιςτοποιεί το ςυνολικό χρόνο μετακίνθςθσ όλων των 

οχθμάτων ςτο δίκτυο, διαφζρει από εκείνθ που προκφπτει όταν κάκε οδθγόσ 

προςπακεί να ελαχιςτοποιιςει τον δικό του χρόνου μετακίνθςθσ. Ρολλζσ φορζσ 

ζχει προτακεί ότι ο διαχειριςτισ του δικτφου κα μποροφςε να χρθςιμοποιιςει τθν 

κακοδιγθςθ (route guidance) ωσ εργαλείο για να αναγκάςει το δίκτυο προσ μία 

βζλτιςτθ κατανομι ροισ.[5] 

2.2 ΢υςτόματα Διαχεύριςησ Αςτικόσ Κυκλοφορύασ 

Θ Διαχείριςθ Αςτικισ Κυκλοφορίασ (Urban Traffic Control-UTC) αναφζρεται ςτον 

ζλεγχο και διαχείριςθ τθσ κυκλοφορίασ ςε αςτικζσ περιοχζσ χρθςιμοποιϊντασ 

ςυντονιςμζνθ φωτεινι ςθματοδότθςθ. Τζτοια ςυςτιματα χρθςιμοποιοφνται για τθν 

εφαρμογι ενόσ μεγάλου αρικμοφ ςτρατθγικϊν που ςχετίηονται με τθν 

αποτελεςματικότθτα τθσ κυκλοφορίασ, τθν βελτίωςθ τθσ αςφάλειασ, τθν μείωςθ 

τθσ ατμοςφαιρικισ μόλυνςθσ, τθν προτεραιότθτα ςε ςυγκεκριμζνθ ομάδα χρθςτϊν, 

τον ζλεγχο πρόςβαςθσ ςε αςτικά κζντρα κακϊσ και με τθν μείωςθ των επιπτϊςεων 

από μθ φυςιολογικά ςυμβάντα, όπωσ ατυχιματα ι το κλείςιμο δρόμων. Τα 

ςυςτιματα UTC χρθςιμοποιοφν ιςτορικι ι πραγματικοφ χρόνου γνϊςθ για τισ 

ςυνκικεσ του δικτφου με ςκοπό να κακοριςτεί θ κατάλλθλθ ςτρατθγικι ελζγχου για 

τισ εκάςτοτε ςυνκικεσ.[5] 
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2.3 Εφαρμογϋσ ςτο Σύμημα τησ Αναρχύασ 

Το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ είναι πολφ γνωςτι ζννοια ιδιαίτερα ςτον κλάδο τθσ 

αλγορικμικισ κεωρίασ παιγνίων και ζχει γίνει εκτενισ μελζτθ όςον αφορά ςτθν 

μακθματικι εμβάκυνςθ και κατανόθςθ του φαινομζνου. Ραρόλα αυτά ζχει 

χρθςιμοποιθκεί και μελετθκεί ελάχιςτα θ εφαρμοςιμότθτα και θ ςθμαντικότθτα 

του ςε πραγματικά αςτικά οδικά δίκτυα και θ ζνταξι του ωσ μετρικισ ςτα πιο πάνω 

ςυςτιματα Διαχείριςθσ και Ελζγχου Αςτικισ Κυκλοφορίασ 

Οι Hyejin Youn et al [8], μελζτθςαν το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ ςε αποκεντρωμζνα 

κυκλοφοριακά δίκτυα και ςυγκεκριμζνα 3 πόλεων, αυτϊν τθσ Βοςτϊνθσ, του 

Λονδίνου και τθσ Νζασ Υόρκθσ.  Για το δίκτυο τθσ Βοςτϊνθσ μοντελοποιικθκαν 246 

δρόμοι (οι πιο βαςικοί δρόμοι) και 88 κόμβοι. Για το δίκτυο του Λονδίνου 

μοντελοποιικθκαν 217 δρόμοι (οι πιο βαςικοί) και 82 κόμβοι. Και τζλοσ για το 

δίκτυο τθσ Νζασ Υόρκθσ μοντελοποιικθκαν 319 δρόμοι (οι πιο βαςικοί) και 125 

κόμβοι. Και ςτα 3 δίκτυα χρθςιμοποιικθκε εργαλείο προςομοίωςθσ κακϊσ και μόνο 

ζνα ηευγάρι προζλευςθσ-προοριςμοφ.  

Οι χρόνοι μετακίνθςθσ κεωρικθκε ότι ακολουκοφν τθν ςυνάρτθςθ BPR (Bureau of 

Public Roads) ευρζωσ γνωςτι ςτθν βιβλιογραφία. Τα μεγζκθ     και τα 

χαρακτθριςτικά των δρόμων (λωρίδεσ κ. λ. π.) ςυλλζχκθκαν από το πρόγραμμα 

Google Maps. Για διάφορεσ φορτίςεισ του δικτφου (κυκλοφοριακι ηιτθςθ) 

υπολογίςτθκαν οι φορτίςεισ των δρόμων (traffic assignment) και για κάκε επίπεδο 

φόρτιςθσ υπολογίςτθκε το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ (Price of Anarchy) για κάκε μία από 

τισ 3 πόλεισ. 

 

Εικόνα 4: Τιμζσ για το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ [8] 
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Στθν Εικόνα  4, ςτθν πόλθ τθσ Βοςτϊνθσ, το μζγιςτο Τίμθμα τθσ Αναρχίασ είναι 1,3 

για ηιτθςθ 10000 αυτοκινιτων τθν ϊρα , δθλαδι οι οδθγοί ςπαταλοφν το 30% του 

χρόνου μετακίνθςθσ τουσ λόγω τθσ εγωιςτικισ και μθ ςυνεργατικισ ςυμπεριφοράσ. 

Στθν πόλθ του Λονδίνου, το μζγιςτο ΤτΑ είναι 1,24 για ηιτθςθ 10000 αυτοκινιτων 

τθν ϊρα , δθλαδι οι οδθγοί ςπαταλοφν το 24% του χρόνου μετακίνθςθσ τουσ. Ενϊ 

ςτθν πόλθ τθσ Νζασ Υόρκθσ, το μζγιςτο ΤτΑ είναι 1,28 για ηιτθςθ 12500 

αυτοκινιτων τθν ϊρα, δθλαδι οι οδθγοί ςπαταλοφν το 28% του χρόνου 

μετακίνθςθσ τουσ.. Επιπροςκζτωσ, μελετικθκε το παράδοξο του Braess (Braess’s 

paradox) και για τισ 3 πόλεισ και βρζκθκε ότι το κλείςιμο κάποιων δρόμων βελτιϊνει 

τθν κυκλοφορία μειϊνοντασ τον ςυνολικό χρόνο μετακίνθςθσ των οδθγϊν, παρά 

τθν μείωςθ τθσ ςυνολικισ ικανότθτασ του δικτφου λόγω τθσ αφαίρεςθσ ενόσ 

δρόμου που κα αναμενόταν αυξθμζνθ ςυμφόρθςθ ςτο δίκτυο. 

Θ διαδικαςία που ακολουκικθκε είναι θ εξισ: και για τισ 3 πόλεισ για τισ ςυνκικεσ 

που εμφανίηεται το μζγιςτο Τίμθμα τθσ Αναρχίασ, ςυγκρίκθκε το κόςτοσ τθσ 

ιςορροπίασ Nash του αρχικοφ δικτφου με εκείνο τθσ ιςορροπίασ Nash των δικτφων 

ςτα οποία κάκε φορά ζνασ δρόμοσ ιταν κλειςτόσ ςτθν κυκλοφορία. 

Στθν Βοςτϊνθ βρζκθκαν 6 δρόμοι οι οποίοι όταν κλείςουν μειϊνεται το ςυνολικό 

κόςτοσ, δθλαδι ο χρόνοσ μετακίνθςθσ όλων των οδθγϊν που βρίςκονται ςε 

ιςορροπία Nash, ςτο Λονδίνο 7 ενϊ ςτθν Νζα Υόρκθ 12. Στθν εικόνα 5 φαίνονται τα 

αποτελζςματα τθσ ζρευνασ. 

 

 

Εικόνα 5: Braess's Paradox ( (α) Βοςτϊνθ, (β) Λονδίνο, (γ) Νζα Υόρκθ) *8+ 
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Το χρϊμα κάκε δρόμου υποδθλϊνει τον πρόςκετο χρόνο που χρειάηεται να φτάςει 

ο οδθγόσ ςτον προοριςμό του ςτθν ιςορροπία Nash του δικτφου εκείνου ςτο οποίο 

είναι κλειςτόσ ο ςυγκεκριμζνοσ δρόμοσ (μπλε: καμία αλλαγι, κόκκινο: περιςςότερο 

από 60 δευτερόλεπτα).  Θ μαφρεσ διακεκομμζνεσ γραμμζσ υποδθλϊνουν τουσ 

δρόμουσ τον οποίων το κλείςιμο μειϊνει τον χρόνο ταξιδίου. 

2.4 Εφαρμογϋσ ςτο Παρϊδοξο του Braess 

Σε αντίκεςθ με το Price of Anarchy, το παράδοξο του Braess ζχει προκαλζςει το 

ενδιαφζρον πολλϊν ερευνθτϊν όςον αφορά οδικά δίκτυα, εντοφτοισ όχι 

πραγματικά. Ο Roughgarden [1][9][10] ζχει αποδείξει ότι ο υπολογιςμόσ του 

προβλιματοσ του Braess είναι αλγορικμικά δφςκολοσ, και ότι ο ςχεδιαςμόσ ενόσ 

μεγάλου γενικά δικτφου το οποίο να μθν εμφανίηει το παράδοξο του Braess είναι 

ζνα NP-hard πρόβλθμα (που δεν λφνεται ςε πολυωνυμικό χρόνο). Ραρόλα αυτά, 

κάποιεσ ζρευνεσ ζχουν αντιμετωπίςει το παράδοξο του Braess κάνοντασ κάποιεσ 

απλοποιιςεισ. Οι Yang και Bell [11] το ειςιγαγαν ωσ ζνα ςυνεχζσ πρόβλθμα 

βελτιςτοποίθςθσ. Επινόθςαν τθν ζννοια του «αποκεματικοφ χωρθτικότθτασ του 

δικτφου» για τθν αποφυγι του παράδοξου ςτο ςχεδιαςμό των δικτφων. 

Εμπνευςμζνοι από τον Braess, για παράδειγμα, οι Korilis, Lazar και Orda [12] 

κακόριςαν κάποια κριτιρια για τθν αποφυγι του παράδοξου κατά τθν διαδικαςία 

προςκικθσ καινοφριων ςυνδζςμων, υποκζτοντασ ότι όλοι οι ςφνδεςμοι είναι 

κορεςμζνοι. Οι Hagstrom και Abrams [13] και οι Abrams και Hagstrom [14] 

παρουςίαςαν μία κυκλοφοριακι ροι θ οποία δεν προζκυπτε από ιςορροπία. 

Συγκρινόμενθ με τθν αντίςτοιχθ που προζκυπτε από τθν ιςορροπία χριςτθ, κάποιοι 

χριςτεσ είχαν βελτιωμζνο χρόνο μετακίνθςθσ ενϊ κανζνασ χριςτθσ δε είχε 

χειρότερο. 

Οι Yin και Ieda [15] καταςκεφαςαν μία εκδοχι του παράδοξου του Braess. Ζδειξαν 

ότι θ φπαρξθ του φαινομζνου εξαρτάται από τθν ηιτθςθ. Ρρότειναν μία μζκοδο 

προγραμματιςμοφ ςε δφο επίπεδα ςτθν οποία θ εκδοχι του παράδοξου μπορεί να 

αποφευχκεί. Ωςτόςο τα προβλιματα, χρθςιμοποιϊντασ αυτι τθν μζκοδο που 

προτείνουν είναι δυςεπίλυτα. 
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Επιπροςκζτωσ, θ κυκλοφοριακι ροι είναι αποτζλεςμα τθσ αλλθλεπίδραςθσ μεταξφ 

τθσ προςφοράσ του δικτφου και τθσ κυκλοφοριακισ ηιτθςθσ τα οποία και τα δφο 

επθρεάηουν το παράδοξο του Braess: 1) Οποιαδιποτε αλλαγι ςτθ κατάςταςθ του 

δικτφου μπορεί να οδθγιςει (ι να ελευκερϊςει από) το παράδοξο του Braess 

(Aashtiani και Poorzahedy [16]). 2) Οποιαδιποτε αλλαγι ςτθν ηιτθςθ μπορεί να 

ελευκερϊςει το δίκτυο από το παράδοξο που ζχει ιδθ παρατθρθκεί ι να το οξφνει 

(Pas και Principio [17]). Ενδιαφζρον είναι ότι υπό κάποιεσ προχποκζςεισ το 

παράδοξο ςταματάει να εμφανίηεται όςο αυξάνεται θ ηιτθςθ (Fisk [18], Nagurney 

[19], Nagurney, Parkes, και Daniele [20], Pas και Principio [17]). Ο Nagurney [19] 

απζδειξε αυτό το φαινόμενο παίρνοντασ μια φόρμουλα που υπολόγιηε τθν αφξθςθ 

ςτθν ηιτθςθ θ οποία εξαςφάλιηε ότι θ ενςωμάτωςθ ενόσ καινοφριου ςυνδζςμου 

ςτο δίκτυο δεν αφξανε περαιτζρω το κόςτοσ μετακίνθςθσ. Αυτι θ προςζγγιςθ 

βαςίςτθκε ςτθν υπόκεςθ ότι οι ςυναρτιςεισ κόςτουσ είναι γραμμικζσ. Θ εφαρμογι 

τθσ παραπάνω μεκόδου περιορίηεται από το μζγεκοσ του δικτφου γιατί 

περιλαμβάνει τον υπολογιςμό τθσ ορίηουςασ του πίνακα όπου οι πίνακεσ 

ςυμβολίηουν το μζγεκοσ του δικτφου, που αποτελεί γενικά μία δφςκολθ και 

απαιτθτικι διαδικαςία. Οι Lin και Lo [21] ερεφνθςαν το παράδοξο του Braess ςτο 

πλαίςιο ουρϊν χρονικά εξαρτϊμενων για δυναμικό καταμεριςμό ςτο δίκτυο 

(Dynamic Traffic Assignment-DTA) και ζδειξαν ότι οι ουρζσ ςε διαφορετικά ςτάδια 

ζχουν διαφορετικζσ επιρροζσ ςτθν «επίδοςθ» του δικτφου.  

Στισ μεταφορζσ, ζχει διερευνθκεί θ πικανότθτα το παράδοξο να ιςχφει ςε δυναμικζσ 

ροζσ κυκλοφορίεσ με ουρζσ. Οι Arnott, De Palma και Lindsey [22] ζδειξαν ότι θ 

επιλογι ςυμπεριφοράσ ςτον χρόνο άφιξθσ των χρθςτϊν μπορεί επίςθσ να 

προκαλζςει το παράδοξο. Ο Daganzo [23] επίςθσ ζχει διερευνιςει το παράδοξο από 

εννοιολογικι ςκοπιά ωσ ζνα «υπερευαίςκθτο» πρόβλθμα το οποίο προκφπτει από 

τον ςυνδυαςμό φαινόμενων υπερχείλιςθσ ουρϊν και θ ςυμπεριφορά των χρθςτϊν 

ςτθν επιλογι διαδρομισ. Ριο ςυγκεκριμζνα, οι Akamatsu και Heydecker [24] ζχουν 

διερευνιςει το πρόβλθμα εντοπιςμοφ του παράδοξου του Braess ςτα πλαίςια 

δυναμικοφ καταμεριςμοφ τθσ κυκλοφορίασ (DTA) για κορεςμζνα δίκτυα (δθλαδι ςε 

ςυνκικεσ ςυμφόρθςθσ). Κακόριςαν τισ απαραίτθτεσ και ικανζσ ςυνκικεσ για τθν 

εμφάνιςθ του παράδοξου. Ραρουςίαςαν, επίςθσ, μία μζκοδο εντοπιςμοφ 
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ςυνδζςμων των οποίων θ αφξθςθ ι θ μείωςθ τθσ ικανότθτασ μπορεί να βελτιϊςει ι 

να χειροτερζψει το ςυνολικό κόςτοσ μετακίνθςθσ. Το κφριο μειονζκτθμα αυτισ τθσ 

μεκόδου είναι ότι εςτιάηει ςε κάκε ςφνδεςμο ξεχωριςτά και όχι ςε ςυνδυαςμό 

αυτϊν. 

Σε διαφορετικό πλαίςιο, ο Park [25] μελζτθςε το πρόβλθμα εντοπιςμοφ του 

παράδοξου για «ςτακερά δυναμικά» δίκτυα. Ρρόκειται για ζνα διαφορετικό 

μοντζλο το οποίο περιγράφει και παρζχει μία ςτακερι κατάςταςθ ςυμφόρθςθσ, και 

διαφζρει από τα ςυμβατικά μοντζλα ιςορροπίασ χριςτθ, και θ διαφορά αυτι 

ζγκειται ςτον οριςμό τθσ ςυνάρτθςθσ κόςτουσ. Ο Park [25] ειςιγαγε μια εφαρμογι 

που βαςίηεται ςτθν εφρεςθ διαδρομϊν για των εντοπιςμό του παράδοξου του 

Braess. Θ εφαρμογι αυτι είναι τετραγωνικι και μθ κυρτι, ζτςι ο διακζςιμοσ 

αλγόρικμοσ επίλυςθσ δίνει μία τοπικά βζλτιςτθ λφςθ. Επιπροςκζτωσ, λόγω του ότι 

βαςίηεται ςτον εντοπιςμό διαδρομϊν και όχι μεμονωμζνων ςυνδζςμων, αποτελεί 

αναςταλτικό παράγοντα θ χριςθ του ςε δίκτυα μεγάλου μεγζκουσ κακϊσ απαιτεί 

πολφ μεγάλο υπολογιςτικό χρόνο. Ο Park εφάρμοςε τθν εν λόγω μεκοδολογία ςε 

δίκτυο με ζνα ηεφγοσ προζλευςθσ προοριςμοφ, ςε δίκτυο με 6 κόμβουσ και 9 

ςυνδζςμουσ. 

Ππωσ φαίνεται από τα παραπάνω υπάρχει ζλλειψθ κάποια από τισ πιο πάνω 

μεκόδουσ ςε μεγάλα (όςον αφορά τον αρικμό των ςυνδζςμων) πραγματικά αςτικά 

οδικά δίκτυα. 

Σε πραγματικά δίκτυα οι Saeed Asadi Bagloee et al [26], ανζπτυξαν μία ευριςτικι 

μζκοδο βαςιςμζνθ ςε ζνα γενετικό αλγόρικμο για να εντοπίςουν το παράδοξο του 

Braess. Ρρϊτα βρικαν τουσ μεμονωμζνουσ ςυνδζςμουσ του Braess, κλείνοντάσ τουσ 

ζνα ζναν και ζπειτα χρθςιμοποίθςαν ζναν αλγόρικμο ςυρραφισ για τθν εφρεςθ του 

ςυνδυαςμοφ τον ςυνδζςμων Braess των οποίων το κλείςιμο μειϊνει τον ςυνολικό 

χρόνο. Αυτι θ μεκοδολογία εφαρμόςτθκε ςτο δίκτυο αναφοράσ των Hagstrom–

Abrams και ςε ζνα υποδίκτυο τθσ πόλθσ Γουίνιπεγκ ςτον Καναδά. 

Από τθν παραπάνω βιβλιογραφικι αναςκόπθςθ φαίνεται ότι ελάχιςτα ζχουν γίνει 

όςον αφορά ςτο Τίμθμα τθσ Αναρχίασ ςε πραγματικά αςτικά οδικά δίκτυα, και ενϊ 

το παράδοξο του Braess φαίνεται να ζχει μελετθκεί εκτενϊσ (κεωρθτικά κυρίωσ), 
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παρόλα αυτά κάποιεσ ζρευνεσ είναι αντικρουόμενεσ ςτα αποτελζςματα τουσ. 

Επιπροςκζτωσ, θ βιβλιογραφία υποδεικνφει ότι το πρόβλθμα εντοπιςμοφ του 

παράδοξου ςε ςυμβατικά δίκτυα ιςορροπίασ χριςτθ (1θ αρχι του Wardrop) με 

ςτακερι και εξωγενι ηιτθςθ είναι πολφ αςτακζσ. Σε επίπεδο πραγματικοφ δικτφου, 

το πρόβλθμα γίνεται ακόμα πιο ςφνκετο. Επίςθσ δεν υπάρχει ςτθν βιβλιογραφία, 

ςυςχζτιςθ του παράδοξου του Braess  με το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ. 
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3. Θεωρητικό και μαθηματικό 

υπόβαθρο 
 

Σε αυτό το κεφάλαιο, παρουςιάηεται το κεωρθτικό και μακθματικό υπόβακρο που 

χρειάηεται για τθν κατανόθςθ των εννοιϊν και τθσ μεκοδολογίασ που περιγράφεται 

ςτο 4ο κεφάλαιο. 

3.1 Καταμεριςμόσ ςτο δύκτυο  

O καταμεριςμόσ ςτο δίκτυο (traffic assignment) αφορά τθν επιλογι των διαδρομϊν 

εκείνων που ςυνδζουν τα ηεφγθ προζλευςθσ-προοριςμοφ ςε ζνα δίκτυο 

μεταφορϊν. Αποτελεί το τζταρτο βιμα του ςυμβατικοφ μοντζλου πρόβλεψθσ τθσ 

μεταφορικισ ηιτθςθσ. Θ πρόβλεψθ μεταφορικισ ηιτθςθσ είναι θ διαδικαςία 

εκτίμθςθσ του αρικμοφ των οχθμάτων ι των ανκρϊπων που κα χρθςιμοποιοφν ςτο 

μζλλον ι που χρθςιμοποιοφν ιδθ μία ςυγκεκριμζνθ υποδομι του μεταφορικοφ 

δικτφου και αποτελείται από 4 ςτάδια-βιματα (four-step model ι urban 

transportation planning (UTP) ). 

 

3.2 Αρχϋσ καταμεριςμού ςτο δύκτυο  

Ζνα ηιτθμα τθσ προτυποποίθςθσ του προβλιματοσ είναι το επίπεδο λεπτομζρειασ 

που επιηθτείται - μακροςκοπικι (macrosimulation) ζναντι μικροςκοπικισ 

(microsimulation) προςζγγιςθσ. Επίςθσ γίνεται διάκριςθ μεταξφ ςτατικϊν και 

δυναμικϊν μοντζλων, δθλαδι γίνεται χριςθ μοντζλων τα οποία είτε είναι χρονικά 

εξαρτϊμενα μοντζλα, π.χ.  ο δυναμικόσ καταμεριςμόσ ςτο δίκτυο (dynamic traffic 

assignment, DTA), είτε μοντζλα όπου οι κφριεσ μεταβλθτζσ είναι ανεξάρτθτεσ του 

χρόνου, π.χ. ο ςτατικόσ καταμεριςμόσ ςτο δίκτυο (static traffic assignment, STA). 

[27] Για τισ ανάγκεσ τθσ διπλωματικισ εργαςίασ κα αςχολθκοφμε με μακροςκοπικι 

κεϊρθςθ και με ςτατικό καταμεριςμό ςτο δίκτυο.  
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3.2.1 H αρχό τησ Ιςορροπύασ Χρόςτη  

Ο καταμεριςμόσ τθσ κυκλοφορίασ ςτο δίκτυο διζπεται από κάποιουσ κανόνεσ, τισ 

γνωςτζσ αρχζσ ιςορροπίασ του Wardrop (1952) [28]. Θ 1θ αρχι του Wardrop που 

αφορά τθν Ιςορροπία Χριςτθ (User Equilibrium, UE) δθλϊνει ότι: «Οι χρόνοι 

μετακίνηςησ ςε όλεσ τισ διαδρομζσ που χρηςιμοποιοφνται είναι ίςοι, και 

μικρότεροι από εκείνεσ που δεν χρηςιμοποιοφνται ακόμα και αν μόνο ζνασ 

χρήςτησ τισ χρηςιμοποιοφςε» όπωσ περιγράφεται από το μοντζλο Beckman. [29] Ο 

Devajan [30], ζδειξε ότι θ Ιςορροπία Χριςτθ των μεταφορικϊν δικτφων είναι μία 

κακαρι ιςορροπία Nash ενόσ μθ ςυνεργατικοφ παιχνιδιοφ.  Θ ιςορροπία αυτι 

βαςίηεται ςτθν ιδζα ότι κάκε χριςτθσ ςτο ςφςτθμα προςπακεί να βελτιςτοποιιςει 

το δικό του χρόνο μετακίνθςθσ μζςα ςτο ςφςτθμα. Δε γίνεται βελτιςτοποίθςθ ςτο 

ςφνολο των χρθςτϊν. Δεν υπάρχει κάποιοσ διαχειριςτισ του δικτφου που να 

λαμβάνει αποφάςεισ για όλουσ τουσ ταξιδιϊτεσ ςχετικά με το πϊσ να κατανείμουν 

τουσ εαυτοφσ τουσ ςτο δίκτυο οφτωσ ϊςτε το δίκτυο να ςυμπεριφζρεται βζλτιςτα. 

Κάκε οδθγόσ προςπακεί να ελαχιςτοποιιςει τον χρόνο μετακίνθςισ του χωρίσ να 

τον απαςχολοφν οι υπόλοιποι οδθγοί. Θ Ιςορροπία Χριςτθ λζγεται ότι 

επιτυγχάνεται, όταν όλεσ οι διαδρομζσ που χρθςιμοποιοφνται, μεταξφ 

οποιουδιποτε ηεφγουσ προζλευςθσ-προοριςμοφ, απαιτοφν τον ίδιο χρόνο για να 

διανυκοφν. Οι διαδρομζσ που τυχόν δεν χρθςιμοποιοφνται κα ζχουν μεγαλφτερο 

χρόνο μετακίνθςθσ. [27] 

Θ ιδζα τθσ Ιςορροπίασ του Χριςτθ δανείςτθκε από τθν κεωρία των τζλεια 

ανταγωνιςτικϊν αγορϊν μοντελοποιθμζνθ ςτα πλαίςια 2 αλλθλεπιδρϊντων 

ομάδων: των παραγωγϊν και των καταναλωτϊν. Θ ςυμπεριφορά των παραγωγϊν 

περιγράφεται από μια ςυνάρτθςθ προςφοράσ, ενϊ θ ςυμπεριφορά των 

καταναλωτϊν περιγράφεται από μια ςυνάρτθςθ ηιτθςθσ. Θ ςυνάρτθςθ προςφοράσ 

εκφράηει το πλικοσ των αγακϊν που προςφζρει ο παραγωγόσ ςυναρτιςει τθσ τιμισ 

του προϊόντοσ. Πςο θ τιμι αυξάνεται, θ αφξθςθ τθσ παραγωγισ είναι ςυμφζρουςα, 

και ζτςι θ ποςότθτα αυξάνεται. 

Θ ςυνάρτθςθ ηιτθςθσ περιγράφει τθν ςυμπεριφορά των καταναλωτϊν 

ςυςχετίηοντασ τθν ποςότθτα του προϊόντοσ που ηθτείται με τθν τιμι του. Πςο 

αυξάνεται θ τιμι, θ ηιτθςθ του προϊόντοσ μειϊνεται όπωσ φαίνεται ςτθν εικόνα 6. 
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Το ςθμείο τομισ των 2 ςυναρτιςεων (P*,Q*) είναι το ςθμείο όπου θ τιμι παραμζνει 

ςτακερι, και είναι γνωςτό ωσ ςθμείο ιςορροπίασ. 

 

Εικόνα 6: Σθμείο ιςορροπίασ προςφοράσ-ηιτθςθσ (Πθγι:AIMSUN) 

 

Στα μεταφορικά ςυςτιματα θ κυκλοφοριακι ηιτθςθ περιγράφεται από μία 

ςυνάρτθςθ ηιτθςθσ (Volume Delay Function-VDF)  θ οποία ςυςχετίηει τον αρικμό 

των μετακινιςεων με το κόςτοσ τουσ (π.χ. χρόνοσ μετακίνθςθσ), και θ προςφορά 

περιγράφεται ςτα πλαίςια μιασ ςυνάρτθςθσ επίδοςθσ (π.χ. χρόνοσ μετακίνθςθσ 

μεταξφ προζλευςθσ-προοριςμοφ), όπωσ φαίνεται ςτθν εικόνα 7. 

 

 

 

Εικόνα 7: Σθμείο ιςορροπίασ ςε ζνα κυκλοφοριακό δίκτυο (Πθγι:AIMSUN) 
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Οι Eash, Janson and Boyce (1979) [31], ζδωςαν ζνα απλό παράδειγμα που 

απεικονίηει τθν λφςθ ςε αυτό το μθ γραμμικό πρόβλθμα. Υπάρχουν 2 ακμζσ από τον 

κόμβο 1 ςτον κόμβο 2, και υπάρχει μία ςυνάρτθςθ κόςτουσ για κάκε ακμι (βλζπε 

εικόνα 8 πιο κάτω).  

 

             
  

    
    

             
  

    
    

           

 

 

 

Εικόνα 8: Δίκτυο 2 διαδρομϊν 

 

 

Εικόνα 9: Γραφικι επίλυςθ ςτο πρόβλθμα ιςορροπίασ χριςτθ (Πθγι:AIMSUN) 
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Επιτυγχάνεται Ιςορροπία Χριςτθ όπωσ φαίνεται ςτθν εικόνα 9 όταν υπάρχουν 

2.152 οχιματα ςτθν ακμι 1 και 5.847 οχιματα ςτθν ακμι 2. Και ςτισ 2 διαδρομζσ ο 

χρόνοσ μετακίνθςθσ είναι ο ίδιοσ: 63 μονάδεσ περίπου. 

 

3.2.2 Η αρχό τησ Ιςορροπύασ του ΢υςτόματοσ  

Θα γίνει θ διάκριςθ μεταξφ των προςεγγίςεων τθσ Ιςορροπίασ του Συςτιματοσ και 

τθσ Ιςορροπίασ του Χριςτθ. Αντί ο κακζνασ να λειτουργεί ςυμφεροντολογικά και 

εγωιςτικά, τι κα γινόταν εάν υπιρχε οργάνωςθ ςτισ ροζσ του δικτφου με ςκοπό τθν 

ελαχιςτοποίθςθ του ςυνολικοφ κόςτουσ του δικτφου (System Optimum, SO);  

Ζςτω ότι θ ςυνάρτθςθ ςυνολικοφ κόςτουσ για τθν λειτουργία ενόσ δικτφου είναι το 

άκροιςμα του κόςτουσ τθσ κίνθςθσ ςε κάκε ςφνδεςθ πολλαπλαςιαηόμενο επί τθν 

ροι ςε κάκε ςφνδεςμο. Αυτζσ οι ροζσ ςφνδεςθσ μποροφν να προκφψουν από 

διάφορεσ ροζσ προζλευςθσ-προοριςμοφ. Ιςορροπία του ςυςτιματοσ είναι θ 

προςζγγιςθ κατά τθν οποία γίνεται οργάνωςθ των ροϊν ϊςτε το ςυνολικό κόςτοσ 

ςτο δίκτυο να είναι βζλτιςτο, αντί ανεξάρτθτα ο κάκε χριςτθσ να «βελτιςτοποιεί» 

τθ δικι του διαδρομι ςτο δίκτυο.  

Θ 2θ αρχι του Wardrop δθλϊνει ότι: «Όταν βριςκόμαςτε ςε ιςορροπία 

ςυςτήματοσ ο μζςοσ όροσ του χρόνου μετακίνηςησ είναι ελάχιςτοσ». Αυτό 

υποδθλϊνει ότι κάκε χριςτθσ του δικτφου ςυμπεριφζρεται ςυνεργατικά και 

επιλζγει τθν διαδρομι που κα ακολουκιςει με τζτοιο τρόπο ϊςτε να διαςφαλίςει  

τθν πιο αποδοτικι χριςθ του ςυςτιματοσ. Ο Friesz [32+, ζχει επίςθσ δείξει ότι ςε 

αντίκεςθ με τθν Ιςορροπία Χριςτθ που είναι ζνα ακραίο ςφςτθμα που αποτελείται 

από πολλοφσ μθ ςυνεργατικοφσ παίκτεσ, θ Ιςορροπία του Συςτιματοσ είναι ζνα 

ακόμα ακραίο ςφςτθμα, με ζνα παίκτθ («Κεντρικι Διαχείριςθ») που ελζγχει όλο το 

δίκτυο. Οι κυκλοφοριακζσ  ροζσ που ικανοποιοφν τθν 2θ αρχι του Wardrop 

κεωροφνται γενικά ωσ βζλτιςτεσ για το ςφςτθμα (system optimal). [8] [33] Αυτζσ τισ 

βζλτιςτεσ ροζσ ζχουν μελετιςει ςε ζρευνεσ τουσ οι Dafermos and Nagurney (1984) 

[34], Dafermos and Sparrow (1969) [35], Fisk (1979) [36], Murchland (1970) [37], 

Sheffi (1984) [38], Steinberg and Zangwill (1983) [39], Stewart (1980) [40]. 
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3.3 Μαθηματικό διατύπωςη του καταμεριςμού ςτο δύκτυο 

3.3.1 Καταμεριςμόσ ςτο δύκτυο με την αρχό τησ Ιςορροπύασ του Χρόςτη 

Ο καταμεριςμόσ ςτο δίκτυο με τθν αρχι τθσ ιςορροπίασ του χριςτθ βαςίηεται ςτθν 

1θ αρχι του Wardrop, θ οποία υποδθλϊνει εντζλει ότι: «κανζνασ οδηγόσ δεν 

μπορεί να μειϊςει μονομερϊσ το χρόνο μετακίνηςήσ του, επιλζγοντασ άλλη 

διαδρομή.» Οι ςυνκικεσ τθσ αρχισ τθσ Ιςορροπίασ του Χριςτθ (User Equilibrium, 

UE) μποροφν να διατυπωκοφν για ζνα δεδομζνο ηεφγοσ προζλευςθσ-προοριςμοφ 

όπωσ ακολοφκωσ: 

                       (3.1)       

                        

όπου    είναι θ ροι πάνω ςτθν διαδρομι  ,    είναι το κόςτοσ μετακίνθςθσ τθσ 

διαδρομισ  , και   είναι το ελάχιςτο κόςτοσ. 

 

 

Θ ιςότθτα 2 μπορεί να είναι: 

1. Αν           , από τθν ιςότθτα (1) ιςχφει ότι       . Αυτό ςθμαίνει όλεσ 

οι χρθςιμοποιθμζνεσ διαδρομζσ ζχουν το ίδιο κόςτοσ. 

2. Αν           , τότε από τθν ιςότθτα (3.1) ιςχφει ότι        

Αυτό ςθμαίνει ότι όλεσ οι διαδρομζσ που δεν χρθςιμοποιοφνται ζχουν μεγαλφτερο 

χρόνο μετακίνθςθσ από το ελάχιςτο κόςτοσ διαδρομισ. 

Oι παραδοχζσ του καταμεριςμοφ ςτο δίκτυο βάςει τθσ αρχισ τθσ Ιςορροπίασ του 

Χριςτθ είναι οι εξισ: 

1. Ο χριςτθσ ζχει πλιρθ γνϊςθ του δικτφου και του κόςτουσ των διαδρομϊν 

2. Ο χρόνοσ μετακίνθςθσ ςε ζνα δεδομζνο ςφνδεςμο είναι ςυνάρτθςθ του 

όγκου τθσ κυκλοφορίασ ςε αυτό τον ςφνδεςμο μόνο. 

3. Οι ςυναρτιςεισ χρόνου μετακίνθςθσ είναι κετικζσ και αφξουςεσ. 
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Θ επίλυςθ ςτισ πιο πάνω ςυνκικεσ ιςορροπίασ δίνεται από τθν επίλυςθ ενόσ 

ιςοδφναμου προβλιματοσ μθ-γραμμικισ μακθματικισ βελτιςτοποίθςθσ, 

Ελαχιςτοποίθςε     ∑ ∫         
  

      (3.3) 

όπου  ∑   
  

      :       

   ∑∑∑    
    

     

   

 

  
             

            

Ππου   είναι θ διαδρομι,    οι ροζσ ιςορροπίασ ςτον ςφνδεςμο  ,    ο χρόνοσ 

μετακίνθςθσ ςτον ςφνδεςμο  ,   
   θ ροι ςτθν διαδρομι   που ςυνδζει το ηεφγοσ 

προζλευςθσ-προοριςμοφ    ,     είναι το ποςοςτό μετακίνθςθσ μεταξφ του   και 

του  , και     
   είναι ζνασ περιοριςμόσ εξ οριςμοφ και διατυπϊνεται ωσ εξισ: 

    
   {

                                         
                                            

  

Οι παραπάνω ιςότθτεσ είναι απλζσ εξιςϊςεισ διατιρθςθσ τθσ ροισ κακϊσ και 

περιοριςμοί μθ αρνθτικότθτασ, αντιςτοίχωσ. Εκφράηουν τθν αρχι ιςορροπίασ του 

χριςτθ. Οι διαδρομζσ που ςυνδζουν ζνα ηεφγοσ προζλευςθσ-προοριςμοφ μποροφν 

να χωριςτοφν ςε δφο κατθγορίεσ: αυτζσ που μεταφζρουν τθν ροι και αυτζσ που δεν 

τθν μεταφζρουν, ςτισ οποίεσ ο χρόνοσ μετακίνθςθσ είναι μεγαλφτεροσ από ι ίςοσ με 

τον ελάχιςτο χρόνο μετακίνθςθσ από τθν προζλευςθ ςτον προοριςμό. Εάν τα 

μονοπάτια ροισ ικανοποιοφν αυτζσ τισ εξιςϊςεισ, κανείσ οδθγόσ δεν μπορεί να 

μειϊςει τον χρόνο μετακίνθςθσ του αλλάηοντασ μονομερϊσ διαδρομι, διότι οι 

υπόλοιπεσ διαδρομζσ ζχουν είτε ίςο είτε μεγαλφτερο χρόνο. Ζτςι τα κριτιρια για 

τθν Ιςορροπία του Χριςτθ ικανοποιοφνται για κάκε ηεφγοσ προζλευςθσ-

προοριςμοφ. Το πρόβλθμα ιςορροπίασ είναι κυρτό, αφοφ οι ςυναρτιςεισ χρόνου 

μετακίνθςθσ ςτουσ ςυνδζςμουσ είναι γνθςίωσ αφξουςεσ, και ο χρόνοσ μετακίνθςθσ 

ςε ζνα ςυγκεκριμζνο ςφνδεςμο είναι ανεξάρτθτοσ τθσ ροισ των άλλων ςυνδζςμων 

του δικτφου.  
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Παράδειγμα 

Ζςτω το πρόβλθμα όπου ο χρόνοσ μετακίνθςθσ δεν είναι ςυνάρτθςθ τθσ 

κυκλοφοριακισ ροισ (όπωσ προαναφζρκθκε) αλλά είναι ανεξάρτθτοσ και ςτακερόσ 

όπωσ φαίνεται ςτθν εικόνα 10. 

 

 

Εικόνα 10: Πρόβλθμα 2 ακμϊν με ςτακερι ςυνάρτθςθ χρόνου μετακίνθςθσ 

 

 

          

           

         

Επίλυςθ 

Αντικακιςτϊντασ τον χρόνο ςτθν ιςότθτα ζχουμε ότι, 

        ∫       

  

 

    ∫       

  

 

     

      
   

 

 
      

   
 

 
 

Βάηοντασ όπου    ,       ςτθν πιο πάνω διατφπωςθ κα μασ δϊςει μία άλλθ χωρίσ 

περιοριςμοφσ: 
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Ραραγωγίηοντασ τθν πιο πάνω ιςότθτα ωσ προσ   , εξιςϊνοντασ με το 0, και 

λφνοντασ ακολοφκωσ ωσ προσ    και μετά ωσ προσ   , οδθγεί ςτθν επίλυςθ 

       και        . 

3.3.2 Καταμεριςμόσ ςτο δύκτυο με τη αρχό τησ Ιςορροπύασ του 

΢υςτόματοσ  

Ο καταμεριςμόσ ςτο δίκτυο με τθν αρχι τθσ Ιςορροπίασ του Συςτιματοσ (System 

Optimum Assignment-SO) βαςίηεται ςτθν 2θ αρχι του Wardrop κατά τθν οποία οι 

οδθγοί ςυνεργάηονται μεταξφ τουσ με ςκοπό τθν ελαχιςτοποίθςθ του ςυνολικοφ 

χρόνου μετακίνθςθσ του ςυςτιματοσ. Ο καταμεριςμόσ μπορεί να κατανοθκεί ςαν 

ζνα μοντζλο ςτο οποίο θ ςυμφόρθςθ ελαχιςτοποιείται όταν όλοι οι οδθγοί 

επιλζγουν τισ διαδρομζσ που τουσ προτείνει ζνασ κεντρικόσ διαχειριςτισ. Θ 

παραπάνω προςζγγιςθ δεν αποτελεί ζνα ρεαλιςτικό μοντζλο όςον αφορά τθν 

ςυμπεριφορά, όμωσ μπορεί να είναι πολφ χριςιμο για τουσ μθχανικοφσ, που 

κζλουν να οργανϊςουν και να διαχειριςτοφν τθν κυκλοφορία με τζτοιο τρόπο ϊςτε 

να ελαχιςτοποιοφνται οι χρόνοι μετακίνθςθσ και ζτςι να επιτευχκεί μια κοινωνικά 

βζλτιςτθ ιςορροπία. 

Ελαχιςτοποίθςε τθν   ∑                     

όπου          ∑   
  

             

   ∑∑∑    
    

     

   

 

  
             

            

Ππου   είναι θ διαδρομι,    οι ροζσ ιςορροπίασ ςτον ςφνδεςμο  ,    ο χρόνοσ 

μετακίνθςθσ ςτον ςφνδεςμο  ,   
   θ ροι ςτθν διαδρομι   που ςυνδζει το ηεφγοσ 

προζλευςθσ-προοριςμοφ    ,     είναι το ποςοςτό μετακίνθςθσ μεταξφ του   και 

του  . 

Παράδειγμα 

Για να δειχκεί πωσ λειτουργεί ο καταμεριςμόσ, παρατίκεται το ακόλουκο 

παράδειγμα.  Ζςτω το δίκτυο του ςχιματοσ το οποίο αποτελείται από δφο κόμβουσ 
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και δφο ςυνδζςμουσ. Ζςτω ότι ο χρόνοσ μετακίνθςθσ δεν είναι ςυνάρτθςθ τθσ 

κυκλοφοριακισ ροισ, αλλά είναι ανεξάρτθτοσ και ςτακερόσ όπωσ φαίνεται ςτθν 

παρακάτω εικόνα. 

 

 

          

           

         

Αντικακιςτϊντασ τον χρόνο ςτθν ιςότθτα προκφπτει ότι, 

                               

         
          

  

Αντικακιςτϊντασ πάλι όπου    το       προκφπτει ότι, 

                
                    

  

Ραραγωγίηοντασ τθν πιο πάνω ιςότθτα και εξιςϊνοντάσ τθν με 0, και λφνοντασ ωσ 

προσ    και μετά ωσ προσ    οδθγεί ςτθν επίλυςθ        ,        και 

            . [41] 

 

3.4 Ο αλγόριθμοσ Frank-Wolfe  

Θ επίλυςθ ενόσ προβλιματοσ με 2 ακμζσ είναι εφκολο να επιλυκεί γραφικά ι ακόμα 

και αναλυτικά. Ζνα πρόβλθμα όμωσ με 3 ακμζσ και πάνω δεν μπορεί να επιλυκεί 

τόςο εφκολα, και τα περιςςότερα δίκτυα μεταφορϊν αποτελοφνται από ζνα μεγάλο 

αρικμό ακμϊν και κόμβων. Θ επίλυςθ τζτοιων προβλθμάτων είναι αρκετά δφςκολθ 
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και ζτςι απαιτείται θ χριςθ αλγόρικμου για να επιτευχκεί ο καταμεριςμόσ τθσ 

κυκλοφορίασ ςτο δίκτυο. 

Ο Dafermos (1968) [42] χρθςιμοποίθςε για πρϊτθ φορά τον αλγόρικμο Frank-Wolfe 

(Frank-Wolfe algorithm) [43] (1956, Florian 1976) [44], ο οποίοσ μπορεί να 

χρθςιμοποιθκεί για τθν επίλυςθ του προβλιματοσ του καταμεριςμοφ τθσ 

κυκλοφορίασ ςτο δίκτυο. 

Θ ιδζα του αλγορίκμου: 

Ζςτω το πρόβλθμα (1): 

ελαχιςτοποίθςε τθν          (3.5) 

όπου το          

όπου το        και είναι πολφεδρο και όπου           είναι μία ςυνεχισ και 

διαφορίςιμθ ςυνάρτθςθ. (Θεωρείται ότι το S είναι φραγμζνο, χάριν απλότθτασ) 

Ο αλγόρικμοσ Frank-Wolfe (Frank-Wolfe algorithm) λειτουργεί ωσ ακολοφκωσ: 

 

1. Επιλζγεται μία αρχικι λφςθ,         και      

Εδϊ επιλζγεται ςυνικωσ μία αυκαίρετθ βαςικι εφικτι λφςθ, δθλαδι, κάποιο 

ακραίο ςθμείο (ακραίο ςθμείο ενόσ κυρτοφ ςυνόλου S ςε ζνα πραγματικό 

διανυςματικό χϊρο είναι ζνα ςθμείο του S το οποίο δεν βρίςκεται ςε κανζνα 

ανοικτό τμιμα τθσ γραμμισ που ενϊνει 2 ςθμεία του S). 

 

2. Ορίηεται μία κατεφκυνςθ αναηιτθςθσ, pk. 

Στον αλγόρικμο Frank-Wolfe μπορεί να κακοριςτεί το    μζςω τθσ επίλυςθσ 

μίασ προςζγγιςθσ του προβλιματοσ (1), που λαμβάνεται με τθν 

αντικατάςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ f από τθν επζκταςθ Taylor πρϊτθσ-τάξθσ 

γφρω από το   , δθλαδι κοντά ςτο   . Ωσ εκ τοφτου, να λυκεί το πρόβλθμα: 
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Ελαχιςτοποίθςε τθν                                   (3.6), 

                                                            όπου        

Το παραπάνω είναι ζνα πρόβλθμα LP (δθλαδι είναι πρόβλθμα γραμμικοφ 

προγραμματιςμοφ), και δίνει ζνα ακραίο ςθμείο, yk, ςαν μια βζλτιςτθ λφςθ. Θ 

κατεφκυνςθ αναηιτθςθσ είναι          , το οποίο είναι ζνα διάνυςμα 

κατεφκυνςθσ από το δυνατό ςθμείο    προσ το ακραίο ςθμείο. Το    είναι 

όντωσ μία δυνατι κατεφκυνςθ, αφοφ και το    και το    ανικουν ςτο   και το 

  είναι κυρτό. 

 

3. Ορίηεται ζνα μικοσ βιματοσ ,αk , τζτοιο ϊςτε 

 

                                                          (3.7) 

 

Εδϊ πρζπει να περιοριςτεί το μικοσ βιματοσ ϊςτε να είναι το μζγιςτο  , 

διότι για     θ επίλυςθ γίνεται μθ δυνατι, και ωσ εκ τοφτου θ γραμμικι 

αναηιτθςθ ζχει τθν μορφι: 

 

ελαχιςτοποίθςε τθν           , όπου α ϵ [0,1] 

 

4. Νζο ςθμείο επανάλθψθσ: 

                

 

5. Εάν ικανοποιείται κάποιο κριτιριο παφςθσ τθσ επαναλθπτικισ διαδικαςίασ 

τότε ο αλγόρικμοσ ςταματάει, και το      είναι μια προςζγγιςθ του   . 

Αλλιϊσ,       , και πιγαινε ςτο  . 

Αυτό που μζνει είναι: 

(α) Να δειχκεί γιατί θ κατεφκυνςθ αναηιτθςθσ    είναι κακοδικι, ϊςτε να είναι 

εξαςφαλιςμζνθ θ δυνατότθτα ικανοποίθςθσ τθσ (4). 

(β) Να βρεκεί ζνα καλό κριτιριο τερματιςμοφ του αλγορίκμου. 
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Λζμε ότι το        είναι ςτακερό αν       
           για όλα τα      . Αυτι 

είναι μία απαραίτθτθ ςυνκικθ για να είναι το x τοπικό ελάχιςτο.  

Διαφορετικά, δθλαδι αν το       , είναι τοπικό ελάχιςτο για το οποίο ιςχφει 

      
           για κάποια      . Πμωσ        είναι μία δυνατι 

κατεφκυνςθ, ζτςι ζχουμε ότι τι   είναι μία δυνατι κακοδικι κατεφκυνςθ. 

Μπορεί τϊρα να ςθμειωκεί ότι:  

                    

(Θ πιο πάνω ανιςότθτα αντικροφεται από το γεγονόσ ότι το    είναι λφςθ του 

προβλιματοσ   , αλλά αυτό μπορεί να μθν είναι αλθκζσ για το   ). 

Αν        = 0 αυτό ςθμαίνει ότι 

      
                       

που ςθμαίνει ότι το    είναι ςτακερό ςθμείο. Αν αυτό είναι αλθκζσ τότε 

τερματίηεται ο αλγόρικμοσ ζχοντασ εξαςφαλίςει ζνα ςτακερό ςθμείο. Να ςθμειωκεί 

ότι αν θ ςυνάρτθςθ   είναι κυρτι, τότε το    είναι ολικό ελάχιςτο.  

Αν, από τθ άλλθ, ιςχφει         , τότε αυτό ςθμαίνει ότι       
          , 

δθλαδι, το διάνυςμα           προσ τθν    επίλυςθ ακολουκεί μία κακοδικι 

κατεφκυνςθ. 

Ζνα πιο πολφτιμο κριτιριο τερματιςμοφ, δίνεται ςτθν πράξθ, από τα άνω και κάτω 

όρια για τθν βζλτιςτθ αντικειμενικι τιμι. Αυτό ιςχφει για κυρτά προβλιματα μόνο. 

Ζτςι ότι ακολουκεί κα ιςχφει μόνο εάν θ ςυνάρτθςθ   είναι κυρτι, και όχι ςε 

οποιαδιποτε άλλθ περίπτωςθ. Θ βάςθ για τα επιχειριματα που ακολουκοφν είναι θ 

γνωςτι ιδιότθτα ότι θ f είναι κυρτι ςτο S αν και μόνο αν 

 

                                       

 

Και από το παραπάνω προκφπτει ότι: 
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Ππου θ ιςότθτα προκφπτει από τον οριςμό τθσ βζλτιςτθσ λφςθσ ςτο πρόβλθμα   , θ 

πρϊτθ ανιςότθτα από το γεγονόσ ότι το    επιλφει το    πρόβλθμα αλλά όχι 

απαραίτθτα το   , και θ δεφτερθ ανιςότθτα από τθν κυρτότθτα τθσ ςυνάρτθςθσ f. 

Ζτςι, ςε κάκε επανάλθψθ  , 

                      

όπου θ τελευταία ανιςότθτα ιςχφει όταν το    είναι μια εφικτι λφςθ. Στον 

αλγόρικμο Frank-Wolfe θ τιμι τθσ   μειϊνεται μετά από κάκε επανάλθψθ, που 

ςθμαίνει ότι θ ακολουκία {     } μειϊνεται αυςτθρά μονοτονικά προσ τθν      , 

ενϊ θ ακολουκία {      } προςεγγίηει τθν      , από κάτω, αλλά όχι μονοτονικά 

απαραιτιτωσ. Γι αυτό τον λόγο πάντα ζχουμε ζνα διάςτθμα               , το 

οποίο περιλαμβάνει τθν βζλτιςτθ αντικειμενικι τιμι. Μζςω αυτισ τθσ γνϊςθσ, 

μποροφμε να καταςκευάςουμε ζνα κριτιριο τερματιςμοφ του τφπου: Ζςτω     

μία πρϊτθ τιμι θ οποία επιλζγεται από ζνα ςχετικά αποδεκτό αντικειμενικό 

ςφάλμα. Τότε                                              

 

3.5 Αλγοριθμικό Θεωρύα Παιγνύων και το Σύμημα τησ Αναρχύασ 

3.5.1 Περιγραφό του μοντϋλου 

Θ μοντελοποίθςθ ενόσ δικτφου κυκλοφορίασ γίνεται χρθςιμοποιϊντασ τθν κεωρία 

γραφθμάτων. Το δίκτυο αναπαρίςταται με ζνα κατευκυνόμενο γράφο        , 

που αποτελείται από ζνα πεπεραςμζνο ςφνολο κορυφϊν   κακϊσ και από ζνα 

πεπεραςμζνο ςφνολο (κατευκυνόμενων) ακμϊν  . Μία ακμι είναι ζνα 

διατεταγμζνο ηεφγοσ διακριτϊν κορυφϊν, που κατευκφνεται από τθν πρϊτθ 

κορυφι, τθν λεγόμενθ ουρά, ςτθν δεφτερθ κορυφι, τθν κεφαλι. Κάποιεσ φορζσ κα 

αναφζρονται οι κορυφζσ ωσ κόμβοι και οι ακμζσ ωσ ςφνδεςμοι.[1] 
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Αρκετζσ κορυφζσ         κεωροφνται κορυφζσ-πθγζσ από τισ οποίεσ προζρχεται θ 

κυκλοφορία. Πλθ θ κυκλοφορία που ξεκινάει από τθν κορυφι-πθγι    προτίκεται 

να «ταξιδζψει» προσ τθν αντίςτοιχθ κορυφι-προοριςμοφ ι κορυφι-καταβόκρα. 

Ρολφ ςυχνά ζνα ηεφγοσ προζλευςθσ-προοριςμοφ         αναφζρεται ωσ αγακό  . 

Δφο αγακά μποροφν να μοιραςτοφν κοινζσ κορυφζσ, αλλά δεν υπάρχει βλάβθ τθσ 

γενικότθτασ εάν υποτεκεί ότι δφο αγακά δεν μποροφν να μοιραςτοφν και τθν ίδια 

πθγι και τον ίδιο προοριςμό. Δίκτυο κα ονομάηεται ζνασ γράφοσ, ο οποίοσ κα 

αποτελείται από ζνα ι περιςςότερα ηεφγθ προζλευςθσ-προοριςμοφ. Ζνα δίκτυο κα 

λζγεται ότι είναι «μονο-άγακο» εάν ζχει μόνο ζνα ηεφγοσ προζλευςθσ-προοριςμοφ, 

ενϊ ςε οποιαδιποτε άλλθ περίπτωςθ κα λζγεται «πολυ-άγακο». Το γράμμα G κα 

υποδθλϊνει είτε ζνα γράφο είτε κάποιο δίκτυο.[1] 

«Μονοπάτι» είναι μία διαδρομι από τθν μία κορυφι ςτθν άλλθ, θ οποία όμωσ δεν 

είναι κυκλικι. Ονομάηεται  περίπατοσ μία ακολουκία από ακμζσ ςτθν οποία θ ουρά 

κάκε ακμισ μετά τθν πρϊτθ, ταυτίηεται με τθν κεφαλι τθσ προθγοφμενθσ. Ζνασ 

περίπατοσ είναι κλειςτόσ όταν ξεκινάει και τελειϊνει ςτθν ίδια κορυφι. Ζνασ 

κλειςτόσ περίπατοσ είναι κυκλικόσ εάν καμία κορυφι δεν ανικει ςε πάνω από δφο 

ακμζσ. Τότε ζνα μονοπάτι είναι περίπατοσ που δεν περιλαμβάνει κάποιο κφκλο.  

Ζνα     μονοπάτι, είναι ζνα μονοπάτι που ξεκινάει από τθν κορυφι   και 

τερματίηει ςτθν κορυφι  . Για ζνα δίκτυο  , το ςφνολο    είναι το ςφνολο των 

      μονοπατιϊν και ορίηεται        . Για να αποφευχκοφν κοινοτοπίεσ κα 

υποτεκεί ότι πάντα      για κάκε    Μία ροι είναι ζνα μθ αρνθτικό πραγματικό 

διάνυςμα (ςτο  ), με δείκτθ  . Ορίηεται ωσ ροι  , το ςφνολο των διαδρομϊν που 

επιλζγεται από ζνα μεγάλο αρικμό χρθςτϊν, και με το    να μετράει τθν ποςότθτα 

των χρθςτϊν που χρθςιμοποιοφν το μονοπάτι ΢. Να ςημειωθεί ότι κάθε χρήςτησ 

θεωρείται ότι ελζγχει ζνα αμελητζο κλάςμα τησ ςυνολικήσ κυκλοφορίασ. [1] 

Μία ροι f, επιφζρει μία ροι ςτισ ακμζσ {  }     όπου    ∑           είναι θ 

ποςότθτα τθσ ροισ πάνω ςτα χρθςιμοποιοφμενα μονοπάτια ςτα οποία ανικει θ 

ακμι  . Αν μία ροι f επιφζρει τθν ροι {  }    ςε ακμζσ, κα λζγεται κάποιεσ φορζσ 

ότι θ ροι f είναι ζνα μονοπάτι αποςφνκεςθσ τθσ {  }   .  
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Μία ροι μπορεί να επιφζρει μία μοναδικι ροι πάνω ςτισ ακμζσ, όμωσ θ ροι πάνω 

ςτισ ακμζσ μπορεί να είναι αποτζλεςμα πολλϊν μονοπατιϊν αποςφνκεςθσ.[1] 

Θα ςυςχετίηεται ζνασ πεπεραςμζνοσ και κετικόσ δείκτθσ κυκλοφορίασ    με κάκε 

ηεφγοσ {     }, δθλαδι τθν ποςότθτα τθσ κυκλοφορίασ που χρειάηεται να ταξιδζψει 

από τθν προζλευςθ    ςτον προοριςμό   . Σε ςχζςθ με ζνα δίκτυο και ζνα ςφνολο   

δεικτϊν κυκλοφορίασ, μία ροι f κα λζγεται ότι είναι δυνατι αν για όλα τα  , 

∑   
    

    

Τα δίκτυα ενδιαφζροντοσ κα είναι δίκτυα ςτα οποία κάκε ακμι     ζχει ζνα 

κόςτοσ το οποίο εξαρτάται από τθν ποςότθτα τθσ κυκλοφορίασ ςτθν ακμι. Θ 

ςυνάρτθςθ κόςτουσ μίασ ακμισ   ςυμβολίηεται με      . Για κάκε ακμι    , θ 

ςυνάρτθςθ κόςτουσ κα είναι μθ αρνθτικι, ςυνεχισ και αφξουςα. Ζνα «ςτιγμιότυπο» 

κα ονομάηεται ζνασ τριπλοφσ τθσ μορφισ        , όπου   είναι ζνα δίκτυο, και   

και   είναι τα διανφςματα των δεικτϊν κυκλοφορίασ και των ςυναρτιςεων κόςτουσ, 

αντίςτοιχα. [1] 

Το κόςτοσ ςε ζνα μονοπάτι P ςε ςχζςθ με μία ροι f ορίηεται ωσ το ςφνολο του 

κόςτουσ ςτισ ακμζσ που ανικουν ςτο μονοπάτι, και ςυμβολίηεται με: 

      ∑     
   

            

Ορίηεται το κόςτοσ      μίασ ροισ   ςε ζνα ςτιγμιότυπο         ωσ το άκροιςμα 

όλων των κοςτϊν που προκφπτουν από τθν κυκλοφορία: 

     ∑  
   

                

Ακροίηοντασ τισ ακμζσ ςε ζνα μονοπάτι P και αλλάηοντασ τθν ςειρά του 

ακροίςματοσ, μπορεί να γραφτεί ξανά το δεξιό μζλοσ τθσ ιςότθτασ (2) προκφπτει: 

 

∑  
   

      ∑ ∑  
      

        ∑ ∑         
          

  ∑     
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Ζτςι χρθςιμοποιείται ζνασ εναλλακτικόσ οριςμόσ του κόςτουσ μιασ ροισ   ςε ζνα 

ςτιγμιότυπο          

     ∑     
   

               

Το κόςτοσ μιασ ροισ διαφζρει από το ςυνολικό κόςτοσ τθσ κυκλοφορίασ κατά ζνα 

πολλαπλαςιαςτικό παράγοντα που ιςοφται με το άκροιςμα ∑     όλων των δεικτϊν 

κυκλοφορίασ. Συνικωσ κα χρθςιμοποιείται το (ςυνολικό) κόςτοσ διότι είναι πιο 

βολικό μζγεκοσ όταν αυξάνονται ι μειϊνονται οι δείκτεσ κυκλοφορίασ ςε ζνα 

δίκτυο. [1] 

Μία εφικτι ροι   για ζνα ςτιγμιότυπο         κα είναι βζλτιςτθ εάν ελαχιςτοποιεί 

τθν      ςτο ςφνολο των εφικτϊν ροϊν. Μία τζτοια ροι πρζπει να υπάρχει, κακϊσ 

ο χϊροσ των εφικτϊν ροϊν είναι ζνα κλειςτό και φραγμζνο υποςφνολο του 

Ευκλείδιου χϊρου και το κόςτοσ      είναι ςυνεχισ ςυνάρτθςθ. [1] 

3.5.2 Ροϋσ ςε ιςορροπύα Nash 

Στθν ενότθτα αυτι διατυπϊνεται θ ζννοια τθσ ιςορροπίασ ςτθν αλγορικμικι κεωρία 

παιγνίων. Διαιςκθτικά, μία ροι δεν κα βρίςκεται ςε ιςορροπία αν κάποιο κομμάτι 

τθσ κυκλοφορίασ μπορεί να μειϊςει το κόςτοσ του αλλάηοντασ μονοπάτι, ενϊ 

διαφορετικά κα βρίςκεται ςε ιςορροπία. Στο παράδειγμα του Pigou (βλζπε 

ειςαγωγι), εάν θ κυκλοφορία μοιραςτεί μιςι ςε κάκε ζνα από τα 2 μονοπάτια τότε 

θ ροι αυτι δεν βρίςκεται ςε ιςορροπία, κακϊσ εάν ζνα μικρό ποςοςτό τθσ 

κυκλοφορίασ αλλάξει μονοπάτι και μετακινθκεί από το πάνω ςτο κάτω τότε το 

κόςτοσ για αυτό το μικρό ποςοςτό κα μειωκεί, ενϊ εάν όλθ θ κυκλοφορία επιλζξει 

το κάτω μονοπάτι κανζνα ποςοςτό τθσ κυκλοφορίασ δεν μπορεί να επωφελθκεί με 

το να αλλάξει μονοπάτι και να μεταφερκεί ςτο πάνω, και ζτςι θ ροι αυτι λζμε ότι 

βρίςκεται ςε ιςορροπία. [1] 

Ειδικά, μία ροι βρίςκεται ςε ιςορροπία αν και μόνο αν όταν κάποιο κομμάτι τθσ 

κυκλοφορίασ αλλάηει μονοπάτια, το κόςτοσ που επιφζρει το ςυγκεκριμζνο κομμάτι 

μπορεί μόνο να αυξθκεί.  
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Αφοφ ζχει γίνει θ υπόκεςθ ότι όλοι οι χριςτεσ του δικτφου ελζγχουν ζνα αμελθτζα 

μικρό ποςοςτό τθσ ςυνολικισ κυκλοφορίασ, το ποςοςτό τθσ κυκλοφορίασ που 

μπορεί να αλλάξει μονοπάτι μπορεί να είναι αυκαίρετα μικρό. [1] 

Οριςμόσ 3.1 Μία εφικτι ροι   για ζνα ςτιγμιότυπο         βρίςκεται ςε ιςορροπία 

Nash ι είναι ροι Nash, εάν για όλα τα αγακά   {     },       τα μονοπάτια 

         με      , και τισ ποςότθτεσ           τθσ κυκλοφορίασ ςτο    ιςχφει: 

 

          ( ̃) 

 

όπου θ ροι  ̃ λαμβάνεται από τθν   μετακινϊντασ   μονάδεσ ροισ από το μονοπάτι 

  ςτο μονοπάτι   : 

 ̃  ,

               
               
           {     }

 

Πταν το δ τείνει ςτο 0, θ ςυνζχεια και θ μονοτονία των ςυναρτιςεων κόςτουσ που 

ζχουμε υποκζςει για τισ ακμζσ δίνουν τον ακόλουκο χριςιμο χαρακτθριςμό τθσ 

ροισ που βρίςκεται ςε ιςορροπία Nash. [1] 

Πρόταςη 3.2 Μία εφικτι ροι   για το ςτιγμιότυπο        , βρίςκεται ςε ιςορροπία 

Nash αν και μόνο αν για κάκε   {     } και          με       

                         

Εν ςυντομία, ο οριςμόσ 3.2 δθλϊνει ότι ςε μία ροι Nash, όλθ θ ροι «ταξιδεφει» ςε 

μονοπάτια ελάχιςτου κόςτουσ. Και πιο ςυγκεκριμζνα, ςε μια ροι Nash όλα τα 

μονοπάτια ροισ       ροισ   ζχουν ίςο κόςτοσ μεταξφ τουσ. [1] 

Πόριςμα 3.3 Αν μία ροι βρίςκεται ςε ιςορροπία Nash για το        , τότε για κάκε 

αγακό   , όλα τα μονοπάτια       ροισ   ζχουν κοινό κόςτοσ      .  
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Τότε χρθςιμοποιείται τθν ιςότθτα (3.9) για να εκφραςτεί το κόςτοσ       μιασ ροισ 

Nash ςε μια ιδιαίτερα βολικι μορφι. [1] 

Πρόταςη 3.4  Εάν θ   είναι μία ροι που βρίςκεται ςε ιςορροπία Nash για το 

ςτιγμιότυπο        . Και αν όλα τα μονοπάτια       ροισ   ζχουν κοινό κόςτοσ 

     . 

 Τότε,  

     ∑  

 

   

      

 

Πρόταςη 3.5  Για κάκε ςτιγμιότυπο (G,r,c) υφίςταται μία ροι Nash 

Ενϊ για ζνα ςτιγμιότυπο μποροφν να υφίςτανται περιςςότερεσ από μία ροζσ Nash, 

θ επόμενθ πρόταςθ δθλϊνει ότι όλεσ οι ροζσ Nash για το ίδιο ςτιγμιότυπο ζχουν το 

ίδιο κόςτοσ. Αφοφ αυτό που μασ ενδιαφζρει είναι το κόςτοσ των ροϊν, οι ροζσ Nash 

είναι κατ’ ουςία μοναδικζσ και ζτςι μποροφν να κεωρθκοφν ιςοδφναμεσ. [1] 

Πρόταςη 3.6  Αν θ   και θ  ̃ είναι ροζσ Nash για ζνα ςτιγμιότυπο        , τότε 

        ̃  

 

3.5.3 Σο Σύμημα τησ Αναρχύασ 

Ππωσ αναφζρκθκε ςτθν ειςαγωγι, το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ (Price of Anarchy) είναι 

ο λόγοσ μεταξφ του κόςτοσ μιασ ροισ που βρίςκεται ςε ιςορροπία Nash και τθσ 

βζλτιςτθσ ροισ.[1] 

Οριςμόσ 3.7 

(α) Ζςτω         ζνα ςτιγμιότυπο για το οποίο υφίςταται μία βζλτιςτθ ροι   και 

μία ροι f που βρίςκεται ςε ιςορροπία Nash. Tο τίμθμα τθσ αναρχίασ του         

ςυμβολίηεται με          ορίηεται ωσ ο λόγοσ,  
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(β) Αν   είναι ζνα ςφνολο από ςτιγμιότυπα, τότε το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ του   είναι 

                          

Αφοφ όλεσ οι ροζσ Nash ενόσ ςτιγμιότυπου ζχουν το ίδιο κόςτοσ (πρόταςθ 3.6), ο 

λόγοσ          του οριςμοφ 3.7(α) ορίηεται υπό τθν προχπόκεςθ ότι          Αν 

   είναι μία ροι με μθδενικό κόςτοσ, τότε     
     όποτε   

   , και ζτςι 

εφκολα εξάγεται ότι και θ ροι    βρίςκεται επίςθσ ςε ιςορροπία Nash. Σε αυτιν τθν 

περίπτωςθ ορίηεται το          να είναι 1. Το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ μπορεί να 

οριςτεί πολφ πιο γενικά. Θ ιδζα αυτι ζχει νόθμα για κάκε εφαρμογι που διακζτει 

μία αντικειμενικι ςυνάρτθςθ και ζχει νόθμα θ ιδζα τθσ ιςορροπίασ. [1] 

 

3.5.4 Χαρακτηριςμόσ των βϋλτιςτων ροών 

Στθν ενότθτα αυτι κα διερευνθκοφν οι ιδιότθτεσ των βζλτιςτων ροϊν, εκείνων 

δθλαδι που ζχουν το ελάχιςτο δυνατό κόςτοσ. Θα υποτεκεί χάριν απλότθτασ ότι οι 

ςυναρτιςεισ κόςτουσ είναι ςυνεχισ και διαφορίςιμεσ. Από τον δεφτερο οριςμό 

(ςχζςθ (3.10)) του κόςτουσ μιασ ροισ, μπορεί να μοντελοποιθκεί το πρόβλθμα τθσ 

εφρεςθσ μίασ βζλτιςτθσ και εφικτισ ροισ για το ςτιγμιότυπο         ωσ το 

ακόλουκο μθ γραμμικό πρόγραμμα: 

   ∑     
   

  

Ππου 

          ∑       
          {     } 

   ∑           
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με                   Στθν πιο πάνω διατφπωςθ, εντοπίςτθκε μία ροι εφικτι για το 

        ςε ζνα ςθμείο ςτον          -διάςτατο Ευκλείδιο χϊρο. Αφοφ λοιπόν οι 

ροζσ και τα ςθμεία αυτά ζχουν μία φυςικι μονοςιμαντθ αντιςτοιχία, δεν 

χρειάηεται να γίνει κάποιοσ διαχωριςμόσ των δφο εννοιϊν. Ακολουκϊντασ τθ 

βαςικι ορολογία του μακθματικοφ προγραμματιςμοφ, κα ονομάςουμε τθν 

ςυνάρτθςθ  ∑           , αντικειμενικι ςυνάρτθςθ του        Ομοίωσ, κα 

ονομαςτοφν τα ςθμεία του Ευκλείδιου χϊρου που ικανοποιοφν τουσ περιοριςμοφσ 

του         εφικτι περιοχι του      . Ακολοφκωσ κα γίνει ο χαρακτθριςμόσ τθσ 

βζλτιςτθσ λφςθσ του      . Αυτό κα είναι ςχετικά απαιτθτικό, εάν ειςαχκεί μία 

ελαφριά κυρτότθτα ςτο μθ γραμμικό πρόγραμμα      . Για να επιτευχκεί αυτό, κα 

πρζπει να δοκοφν κάποιοι επιπλζον οριςμοί. Στα ακόλουκα,   και    ςυμβολίηουν 

το ςφνολο των πραγματικϊν αρικμϊν και το ςφνολο των μθ-αρνθτικϊν 

πραγματικϊν αρικμϊν, αντίςτοιχα. [1] 

Οριςμόσ 3.8 

(α) Αν   και   είναι δφο ςθμεία ςτον Ευκλείδιο χϊρο   , τότε ζνασ κυρτόσ 

ςυνδυαςμόσ του   και  , είναι ζνα ςθμείο πάνω ςτο ευκφγραμμο τμιμα μεταξφ   

και  , είναι δθλαδι τθσ μορφισ           για κάποια        . 

(β) Ζνα υποςφνολο      είναι κυρτό εάν περιζχει όλουσ τουσ κυρτοφσ 

ςυνδυαςμοφσ του, δθλαδι εάν τα   και   ανικουν ςτο  , τότε και           

για όλα        . 

(γ) Μία ςυνάρτθςθ       οριςμζνθ ςε ζνα κυρτό υποςφνολο S του Ευκλείδιου 

χϊρου είναι κυρτι, αν όλα τα ευκφγραμμα τμιματα μεταξφ δφο ςθμείων πάνω ςτο 

γράφο h βρίςκονται πάνω από τον γράφο: 

                                        

για όλα τα       και          

(δ) Μία ςυνάρτθςθ         είναι θμικυρτι εάν θ ςυνάρτθςθ         είναι 

κυρτι. 
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Τα (α)-(γ) (πιο πάνω) του οριςμοφ 3.8 ιςχφουν πάντα. Το (δ) δεν ιςχφει πάντα. Κάκε 

δφο φορζσ διαφορίςιμθ ςυνάρτθςθ με μθ αρνθτικι δεφτερθ παράγωγο είναι κυρτι, 

ζτςι ζνα παράδειγμα κυρτισ ςυνάρτθςθσ ςτον πραγματικό χϊρο είναι οι 

πολυωνυμικζσ με μθ αρνθτικοφσ ςυντελεςτζσ. Εδϊ κα γίνει θ υπόκεςθ ότι οι 

ςυναρτιςεισ κόςτουσ που κα χρθςιμοποιθκοφν κα είναι θμι-κυρτζσ. Υπό αυτι τθν 

υπόκεςθ, εξάγεται εφκολα ότι το κόςτοσ      είναι μία κυρτι ςυνάρτθςθ ςφμφωνα 

με τον οριςμό 3.8 (γ). [1] 

Επίςθσ θ εφικτι περιοχι του       είναι τομι μιςϊν χϊρων και γι’αυτό είναι 

κυρτι. Το μθ γραμμικό πρόγραμμα       είναι λοιπόν ζνα κυρτό πρόγραμμα όταν 

όλεσ οι ςυναρτιςεισ κόςτουσ είναι θμι-κυρτζσ. [1] 

Ακολουκεί ζνασ ςθμαντικόσ χαρακτθριςμόσ τθσ βζλτιςτθσ λφςθσ του       όταν θ 

αντικειμενικι ςυνάρτθςθ είναι ςυνεχισ, διαφορίςιμθ και κυρτι. Θα 

χρθςιμοποιθκοφν οι όροι   
  που ιςοφται με τθν παράγωγο 

 

  
      του    και 

  
     που ιςοφται με ∑   

 
       . [1] 

Πρόταςη 3.9  Ζςτω ότι θ    είναι μία εφικτι λφςθ ςε ζνα μθ γραμμικό πρόβλθμα 

τθσ μορφισ       ςτο οποίο κάκε ςυνάρτθςθ    είναι ςυνεχισ, διαφορίςιμθ και 

κυρτι. Τότε τα ακόλουκα είναι ιςοδφναμα: 

(α) Θ ροι    είναι βζλτιςτθ. 

(β) Για κάκε   {     } και             με    
    

   
         

      

(γ) Για κάκε εφικτι ροι  , 

∑  
 

   

      
  ∑  

 

   

       

(δ) Για κάκε εφικτι ροι  , 

∑  
 

   

   
    

  ∑  
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Απόδειξη 

Οι προτάςεισ (γ) και (δ) είναι ιςοδφναμεσ από τθν ίδια αντιςτροφι των ακροίςεων 

που ειςιγαγε τθν ιςοδυναμία των δφο οριςμϊν του κόςτουσ (3.8) και (3.9). Για να 

δειχκεί ότι οι προτάςεισ (β) και (γ) είναι ιςοδφναμεσ, ορίηεται θ ςυνάρτθςθ  , 

 

     ∑  
       

   

 

 

Αφοφ θ    είναι ςτακερι,      είναι το κόςτοσ τθσ ροισ   όπου το κόςτοσ ςε κάκε 

μονοπάτι   είναι θ ανεξάρτθτθ τθσ ςυμφόρθςθσ ςτακερά   
      . Ρρζπει να γίνει 

ξεκάκαρο ότι θ   ελαχιςτοποιείται ακριβϊσ από τισ εφικτζσ ροζσ που δρομολογοφν, 

για κάκε i, όλθ τθν ροι του αγακοφ i ςτα μονοπάτια        που ελαχιςτοποιοφν τθν  

  
      για όλα αυτά τα μονοπάτια. Ζτςι, θ       ελαχιςτοποιεί τθν H για όλεσ τισ 

εφικτζσ ροζσ, και ζτςι θ (γ) ιςχφει, αν και μόνο αν ιςχφει θ (β). [1] 

Θ απόδειξθ τελειϊνει δείχνοντασ ότι θ ιδιότθτα (α) ςυνεπάγεται τθν ιδιότθτα (β) και 

ότι θ ιδιότθτα (δ) ςυνεπάγεται τθν (α). Για να δειχκεί ο πρϊτοσ ιςχυριςμόσ, 

υποκζτουμε ότι    είναι μία βζλτιςτθ ροι, και ζςτω ζνα       μονοπάτι       με 

   
    και ζνα άλλο       μονοπάτι      . Αφοφ κάκε ςυνάρτθςθ    είναι 

ςυνεχισ και διαφορίςιμθ, μεταφζροντασ μία μικρι ποςότθτα ροισ   (     
 ) από 

το    ςτο    αποδίδει μία εφικτι ροι με τιμι αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ ίςθσ με: 

 

∑  
   

   
     * ∑   

 

    

   
   ∑   

 

    

   
   +               

 

Συν ζνα όρο ςφάλματοσ ο οποίοσ τείνει ςτο 0 όςο    . Αυτι θ τιμι τθσ 

αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ δεν μπορεί να είναι μικρότερθ από αυτι τθσ βζλτιςτθσ 

ροισ   , θ οποία είναι ∑         
  . [1] 
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Πταν το λ είναι επαρκϊσ μικρό, θ εκτίμθςθ ςτθν (3.13) είναι αρκετά ζντονθ ϊςτε να 

εξαχκεί ότι το    
      δεν μπορεί να είναι μεγαλφτερο από το    

     . Ζτςι, θ 

ιδιότθτα (β) ιςχφει. 

Εν κατακλείδι, χρθςιμοποιϊντασ τθν υπόκεςθ τθσ κυρτότθτασ κα δειχκεί ότι θ 

ςυνκικθ (δ) ςυνεπάγεται τθσ ςυνκικθσ (α). Ασ υποκζςουμε ότι θ    ικανοποιεί τθν 

ιδιότθτα (δ), και ζςτω ότι θ f είναι μία εφικτι ροι. Αφοφ κάκε ςυνάρτθςθ    είναι 

κυρτι, μπορεί να μειωκεί το όριο τθσ τιμισ τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ μζςω 

μιασ γραμμικισ προςζγγιςθσ τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ ςτο   : 

∑     
   

  ∑      
 

   

    
    

        
    

                                                        ∑        
 

     ∑   
    

        
          (3.14) 

Από υπόκεςθ, θ    ικανοποιεί τθν ιδιότθτα (δ) και ζτςι ο δεφτεροσ όροσ ςτο δεξιό 

μζλοσ τθσ ανιςότθτασ είναι μθ αρνθτικόσ. Ζτςι ζχουμε ότι θ τιμι τθσ αντικειμενικισ 

ςυνάρτθςθσ τθσ   είναι τουλάχιςτον αυτι τθσ   . Αφοφ θ   ιταν αυκαίρετθ, θ    

είναι βζλτιςτθ ροι. Υπάρχει μία εντυπωςιακι ομοιότθτα μεταξφ τθσ πρόταςθσ 3.9 

(β), θ οποία χαρακτθρίηει τθσ βζλτιςτεσ λφςεισ των κυρτϊν προβλθμάτων τθσ 

μορφισ      , και τθσ πρόταςθσ 3.2, θ οποία χαρακτθρίηει τισ ροζσ που βρίςκονται 

ςε ιςορροπία Nash. 

Αυτι θ ομοιότθτα προςφζρει μία χριςιμθ ερμθνεία για μία βζλτιςτθ ροι: 

οι βζλτιςτεσ και οι ροζσ Nash είναι το ίδιο πράγμα, απλά με διαφορετικζσ 

ςυναρτήςεισ κόςτουσ. [1] 

Για να γίνει θ παραπάνω ςχζςθ πιο ακριβισ, απαιτείται ζνασ ακόμθ οριςμόσ. 

Οριςμόσ 3.9   Αν θ c είναι μία διαφορίςιμθ ςυνάρτθςθ κόςτουσ, τότε θ αντίςτοιχθ 

ςυνάρτθςθ οριακοφ κόςτουσ    (marginal cost function) ορίηεται από τθν ςχζςθ: 

   
 

  
(      )            
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Πόριςμα 3.10 

Ζςτω ζνα ςτιγμιότυπο         με ςυνεχήσ, διαφορίςιμεσ και ημικυρτζσ 

ςυναρτήςεισ με αντίςτοιχεσ ςυναρτήςεισ οριακοφ κόςτουσ   . Τότε, μία ροή f 

εφικτή για το         είναι βζλτιςτη, αν και μόνο αν βρίςκεται ςε ιςορροπία Nash 

για το ςτιγμιότυπο         . [1] 

Οι ςυναρτιςεισ οριακοφ κόςτουσ ζχουν μία ελκυςτικι και κλαςςικι οικονομικι 

ερμθνεία. Θ εξίςωςθ (3.15) του οριςμοφ 3.9 μιασ ςυνάρτθςθσ οριακοφ κόςτουσ    

ςυνεπάγεται ότι                      

3.5.5 Διϊφορα ενδιαφϋροντα παραδεύγματα 

α) Σο παρϊδειγμα του Pigou  

Στο παράδειγμα του Pigou (Pigou’s example), ζχουμε ζνα δίκτυο με δφο κόμβουσ, 

τον s και τον t, και 2 παράλλθλεσ ακμζσ με ςυναρτιςεισ κόςτουσ         και 

      , κακϊσ και δείκτθ κυκλοφορίασ 1. Να ςθμειωκεί ότι αυτζσ οι ςυναρτιςεισ 

είναι θμικυρτζσ ςφμφωνα με τον οριςμό 3.8 (δ). 

 

 

 

Εικόνα 11: Pigou's Example-Συναρτιςεισ κόςτουσ 

 

 

 

Εικόνα 12: Pigou's Example-Συναρτιςεισ οριακοφ κόςτουσ 
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Εάν ςταλεί όλθ θ κυκλοφορία από τον κάτω ςφνδεςμο (Εικόνα 11-πιο πάνω), τότε 

τα κόςτθ των 2 διακζςιμων     μονοπατιϊν εξιςϊνονται ςτο 1, και ζτςι από τθν 

πρόταςθ 3.2 ζχουμε ότι θ ροι   βρίςκεται ςε ιςορροπία Nash. Από ιςότθτα (3.9) ι 

(3.10), το κόςτοσ      τθσ   είναι 1. 

Οι ςυναρτιςεισ οριακοφ κόςτουσ του δικτφου είναι        και        , όπωσ 

φαίνεται ςτθν εικόνα 12. Στζλνοντασ τθν μιςι κυκλοφορία ςε κάκε ςφνδεςμο, 

εξιςϊνονται τα οριακά κόςτθ των 2,      μονοπατιϊν ςτο 1, και ζτςι από πόριςμα 

3.10 θ   είναι βζλτιςτθ ροι   . Από ςχζςεισ (3.9) ι (3.10) το κόςτοσ τθσ    είναι: 

 

      
 

 
 
 

 
 
 

 
   

 

 
 

 

Και ζτςι το τίμθμα τθσ αναρχίασ ςτο παράδειγμα του Pigou είναι   ⁄ . [1] 

 

β) Σο παρϊδοξο του Braess (Braess’s Paradox) 

Θα μελετθκεί ξανά το παράδοξο του Braess αφότου προςτεκεί μία ακμι μθδενικοφ 

κόςτουσ (βλζπε ειςαγωγι). Ορίηοντασ τον δείκτθ κυκλοφορίασ ςτο 1, βλζπουμε ότι 

αν θ ροι  , ςταλεί όλθ από το μονοπάτι        , εξιςϊνονται τα κόςτθ των 

τριϊν μονοπατιϊν     ςτο 2, και ζτςι, από τθν πρόταςθ 3.2, θ   βρίςκεται ςε 

ιςορροπία Nash με κόςτοσ         Χρθςιμοποιϊντασ τϊρα τισ ςυναρτιςεισ 

οριακοφ κόςτουσ, όπωσ φαίνεται ςτθν εικόνα 14, βρίςκουμε ότι θ ροι    που 

μοιράηει τθν κυκλοφορία μιςι ςε κάκε ζνα από τα μονοπάτια       και 

     , εξιςϊνει τα οριακά κόςτθ των τριϊν     μονοπατιϊν ςτο 2, και ζτςι 

από πόριςμα 3.10, θ ροι είναι βζλτιςτθ. Το κόςτοσ       τθσ    είναι   ⁄  , και το 

τίμθμα τθσ αναρχίασ είναι και πάλι   ⁄ . [1] 
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Εικόνα 13: Braess's Paradox-Συναρτιςεισ κόςτουσ 

 

 

 

Εικόνα 14: Braess's Paradox-Συναρτιςεισ οριακοφ κόςτουσ 

 

γ) To παρϊδειγμα του Pigou με μη γραμμικό ςυνϊρτηςη κόςτουσ 

Ζςτω το τροποποιθμζνο παράδειγμα του Pigou (Nonlinear Pigou’s Example) το 

οποίο προκφπτει αντικακιςτϊντασ τθν γραμμικι ςυνάρτθςθ κόςτουσ        με 

τθν εξαιρετικά μθ γραμμικι        , όπου p ζνασ μεγάλοσ αρικμόσ (εικόνα 

3.8(α)). Με τον ςυνικθ δείκτθ κυκλοφορίασ ςτο 1, θ ροι Nash είναι θ ίδια με το 

απλό παράδειγμα του Pigou (γραμμικι ςυνάρτθςθ κόςτουσ-πιο πάνω): για κάκε p, 

όλθ θ κυκλοφορία πθγαίνει ςτον κάτω ςφνδεςμο και αποφζρει μία μονάδα 

κόςτουσ. Από τθν άλλθ, θ διαφορά μεταξφ των ςυναρτιςεων κόςτουσ, που 

φαίνονται ςτθν εικόνα 15, και των ςυναρτιςεων οριακοφ κόςτουσ, που φαίνονται 

ςτθν εικόνα 16, είναι τϊρα πολφ μεγαλφτερθ. 
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Εικόνα 15: Nonlinear Pigou's Example-Συναρτιςεισ κόςτουσ 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 16: Nonlinear Pigou's Example-Συναρτιςεισ οριακοφ κόςτουσ 

 

Θ ροι    που δρομολογεί      
  

 ⁄  μονάδεσ κυκλοφορίασ ςτον πάνω ςφνδεςμο 

και τισ υπόλοιπεσ ςτον κάτω, εξιςϊνει τα οριακά κόςτθ των δφο ςυνδζςμων ςτο 1 

και ζτςι είναι βζλτιςτθ.  

Το κόςτοσ       τθσ    είναι 

         
      

 ⁄  

το οποίο τείνει ςτο 0 όςο το    . Ζτςι, αν επιτρζπονται αυκαίρετεσ ςυναρτιςεισ 

κόςτουσ, χωρίσ κάποιο περιοριςμό ςτο p, το τίμθμα τθσ αναρχίασ που οφείλεται 

ςτθν εγωιςτικι δρομολόγθςθ μπορεί να είναι αυκαίρετα μεγάλο. [1] 
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Σχόλιο 

Στα παραπάνω παραδείγματα, η βζλτιςτη ιςορροπία ήταν κατά πολφ ανϊτερη 

των ιςορροπιϊν Nash. Δεν επιτεφχθηκε μόνο μικρότερο ςυνολικό κόςτοσ αλλά και 

όλη η κυκλοφορία ζχει τουλάχιςτον το ίδιο επίπεδο ευημερίασ με την ροή Nash. 

Αυτό μπορεί να αποδοθεί ςτην καλή τφχη και όχι ςε κάτι βαθφτερο μαθηματικά.  

Το επόμενο παράδειγμα δείχνει ότι για την επίτευξη μιασ βζλτιςτησ ροήσ μπορεί 

να «θυςιαςτεί» ζνα κομμάτι τησ κυκλοφορίασ και να ςταλεί ςε μονοπάτια με 

μεγαλφτερο κόςτοσ από ότι ςτην ροή Nash, με ςκοπό την μείωςη του ςυνολικοφ 

κόςτουσ. [1] 

 

β) Η «αδικύα» των βϋλτιςτων ροών 

 

 

Εικόνα 17: Unfairness of Optimal Flows-Συναρτιςεισ κόςτουσ 

 

 

 

Εικόνα 18: Unfairness of Optimal Flows-Συναρτιςεισ οριακοφ κόςτουσ 

 

Ζςτω μίασ ιςςονοσ ςθμαςίασ τροποποίθςθ ςτο παράδειγμα του Pigou, όπωσ 

φαίνεται ςτθν εικόνα 3.9(α), όπου θ ςυνάρτθςθ κόςτουσ         αντικακίςταται 

από τθν ςυνάρτθςθ κόςτουσ           , όπου   μία μικρι κετικι ςτακερά  

    (εικόνα 18). Ο δείκτθσ κυκλοφορίασ   είναι  .  
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Στθν ροι που βρίςκεται ςε ιςορροπία Nash, όλθ θ κυκλοφορία δρομολογείται ςτον 

κάτω ςφνδεςμο και υπόκειται ςε μία μονάδα κόςτουσ. Στθν βζλτιςτθ ροι όμωσ, 

μόνο     ⁄  μονάδεσ κυκλοφορίασ δρομολογοφνται ςτον κάτω ςφνδεςμο- με το 

υπόλοιπο   ⁄  ςτον πάνω ςφνδεςμο, εξιςϊνοντασ ζτςι τα οριακά κόςτθ των 2 

ακμϊν ςτο      [1] 

Διαιςκθτικά, λοιπόν γίνεται κατανοθτό ότι ζνα μικρό ποςοςτό τθσ κυκλοφορίασ 

«κυςιάηεται» και «ςτζλνεται» ςτθν «αργι» πάνω ακμι με ςκοπό μία μικρι μείωςθ 

του κόςτουσ που βιϊνει θ ςυντριπτικι πλειοψθφία των χρθςτϊν του δικτφου. [1] 

 

3.6 ΢υναρτόςεισ κόςτουσ και μακροςκοπικό προςομούωςη 

Θ αντίςταςθ που ςχετίηεται με μία μετακίνθςθ (από τθν προζλευςθ ςτον 

προοριςμό) δεν είναι ςτακερι αλλά εξαρτάται εν μζρει από το ποςοςτό χριςθσ του 

μεταφορικοφ δικτφου. Θ αντίςταςθ αυτι ςε κάκε μία από τισ διαδρομζσ που 

ςυνδζουν μία προζλευςθ με ζνα προοριςμό είναι ςυνάρτθςθ τθσ κυκλοφοριακισ 

ςυμφόρθςθσ. Θ ςυμφόρθςθ αυξάνεται με τθν αφξθςθ τθσ κυκλοφορίασ και ο 

αρικμόσ των μετακινιςεων αποκαρρφνεται από το επίπεδο τθσ ςυμφόρθςθσ. Θ 

αντίςταςθ που ςχετίηεται με τουσ ςυνδζςμουσ που αναπαριςτοφν ζνα 

κυκλοφοριακό δίκτυο, μπορεί να ζχει πολλζσ ςυνιςτϊςεσ, όπωσ τον χρόνο 

μετακίνθςθσ, τθν αςφάλεια, το κόςτοσ μετακίνθςθσ κ.α. Θ πιο κοινι 

“αναπαράςταςθ” αυτισ τθσ αντίςταςθσ είναι ο χρόνοσ μετακίνθςθσ, κακϊσ πολλζσ 

ζρευνεσ ζχουν δείξει πωσ είναι θ κφρια ςυνιςτϊςα που επθρεάηει τισ επιλογζσ των 

χρθςτϊν και κατ’ επζκταςθ τθν κυκλοφοριακι ροι. Επιπροςκζτωσ, είναι πιο εφκολο 

να μετρθκεί ςε ςχζςθ με τισ υπόλοιπεσ ςυνιςτϊςεσ. Ο χρόνοσ μετακίνθςθσ είναι ζνα 

ουςιϊδεσ ςτοιχείο ςτο ςχεδιαςμό των μεταφορικϊν ςυςτθμάτων, διότι οι οδθγοί 

διαλζγουν τισ διαδρομζσ για να φτάςουν ςτον προοριςμό τουσ με βάςθ αυτόν. Ο 

χρόνοσ μετακίνθςθσ ςτα κυκλοφοριακά δίκτυα είναι αφξουςα ςυνάρτθςθ τθσ 

κυκλοφοριακισ ροισ. Θ τυπικι αναπαράςταςθ τθσ αντίςταςθσ που παρουςιάηει 

κάκε ςφνδεςμοσ με όρουσ χρόνου μετακίνθςθσ γίνεται με τθν χριςθ των 

ςυναρτιςεων όγκου-κακυςτζρθςθσ (Volume Delay Functions-VDFs).  
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Αυτζσ οι ςυναρτιςεισ κόςτουσ είναι από τα πιο ςθμαντικά «ςυςτατικά» των 

μοντζλων του καταμεριςμοφ τθσ κυκλοφορίασ ςτο δίκτυο με τθν αρχι τθσ 

ιςορροπίασ, οι οποίεσ επθρεάηουν τον όγκο τθσ κυκλοφορίασ ςτα διάφορα τμιματα 

του οδικοφ δικτφου. Εκφράηουν γενικά τον χρόνο μετακίνθςθσ ςε ζνα ςφνδεςμο, 

ςυναρτιςει του κυκλοφοριακοφ φόρτου ςτον ίδιο ςφνδεςμο. [45][46][47] 

 

3.6.1 Μαθηματικό μορφό 

Συνικωσ οι ςυναρτιςεισ κόςτουσ (VDFs) εκφράηονται ωσ εξισ: 

           
 

 
   

όπου                           

                                 

             –           

 

Θ ςυνάρτθςθ   πρζπει να διζπεται από κάποιεσ ιδιότθτεσ, κυρίωσ 

μακθματικζσ.[17][19] 

Από μακθματικι ςκοπιά, και ζχοντασ υπόψθ τθν 2θ αρχι (Ιςορροπία Συςτιματοσ), θ 

ςυνάρτθςθ πρζπει να είναι: 

 Συνεχισ  

 Γνθςίωσ αφξουςα 

 Μθ αρνθτικι 

 

 

3.6.2 Προώποθϋςεισ για μια «καλό» ςυνϊρτηςη κόςτουσ 

Αυτζσ είναι οι ςυνκικεσ που πρζπει να ικανοποιοφν οι ςυναρτιςεισ-VDF [48]: 

1.      πρζπει να είναι γνθςίωσ αφξουςα. Απαραίτθτθ ςυνκικθ για να ςυγκλίνει ο 

καταμεριςμόσ τθσ κυκλοφορίασ ςτο δίκτυο ςε μία μοναδικι λφςθ. 
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2.          ζτςι για μθδενικό όγκο κυκλοφορίασ θ ταχφτθτα μετακίνθςθσ ιςοφται 

με τθν ταχφτθτα ελεφκερθσ ροισ. 

3.       ορίηεται και είναι γνθςίωσ αφξουςα. Αυτό διαςφαλίηει τθν κυρτότθτα τθσ 

ςυνάρτθςθσ κόςτουσ – μία όχι τόςο απαραίτθτθ, όςο επικυμθτι ιδιότθτα. 

4.           όπου β είναι θ παράμετροσ θ οποία κακορίηει πόςο ξαφνικά-

αιφνίδια τα φαινόμενα ςυμφόρθςθσ αλλάηουν όταν φτάςουμε τθν ικανότθτα. 

5.             όπου   μία κετικι ςτακερά. Θ κλίςθ τθσ καμπφλθσ ςυμφόρθςθσ 

είναι περιοριςμζνθ. Αυτό με τθν ςειρά του περιορίηει τισ τιμζσ των VDFs με 

τζτοιο τρόπο ϊςτε να μθν φτάνουν ςε πολφ μεγάλεσ τιμζσ για τιμζσ του λόγου 

 
 ⁄  μεγαλφτερεσ του 1. 

6.          Αυτι θ ςυνκικθ αυτι εξαςφαλίηει τθν μοναδικότθτα του όγκου 

κυκλοφορίασ ςτουσ ςυνδζςμουσ του δικτφου. Επίςθσ κακιςτά τον καταμεριςμό 

ςτακερό όςον αφορά μικρά λάκθ κωδικοποίθςθσ ςτουσ χρόνουσ μετακίνθςθσ 

και διανζμει τθν κυκλοφορία ςε ανταγωνιςτικά μθ κορεςμζνα μονοπάτια 

ανάλογα με τθν ικανότθτά τουσ. 

 

3.6.3 Η ςυνϊρτηςη κόςτουσ Bureau of Public Roads 

Θ πιο γνωςτι και ευρζωσ χρθςιμοποιθμζνθ VDF ςυνάρτθςθ είναι θ Bureau of Public 

Roads (BPR-Volume Delay Function). Θ πρότυπθ καμπφλθ BPR προζκυψε ςτα τζλθ 

τθσ δεκαετίασ του 1960 από το ινςτιτοφτο BPR (ςιμερα FHWA) [49], 

προςαρμόηοντασ μία πολυωνυμικι εξίςωςθ ςτισ καμπφλεσ ταχφτθτασ-ροισ 

αυτοκινθτοδρόμων (freeway speed-flow curves) το 1965. [50] O χρόνοσ μετακίνθςθσ 

κεωρείται ότι ζχει μθ γραμμικι ςχζςθ με τον λόγο   ⁄ . Θ απλι μακθματικι μορφι 

τθσ και οι ελάχιςτεσ απαιτιςεισ δεδομζνων ειςόδου είναι τα δφο κφρια 

χαρακτθριςτικά που ζχουν οδθγιςει ςτθν εκτενι χριςθ τθσ.   

Θ βαςικι ςυνάρτθςθ ορίηεται ωσ εξισ: 

     (    (
 

 
)
 

)           

 

και                                                                
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όπου 

  = χρόνοσ μετακίνθςθσ 

   = χρόνοσ μετακίνθςθσ ςε ελεφκερθ ροι 

  = όγκοσ κυκλοφορίασ 

  = πρακτικι ικανότθτα (πολφ ςυχνά προςαρμόηεται ςτον λόγο 

 
          

            ⁄   ) 

    = παράμετροι 

Σθμείωςθ: 
 

 
  ςυμβολίηεται και απλουςτευτικά   

 

Στθν ςυνάρτθςθ BPR, κεωρείται ότι ο ςυντελεςτισ   (ςυχνά       ) είναι ο λόγοσ 

του χρόνου μετακίνθςθσ ςτθν μονάδα τθσ απόςταςθσ ςτθν πρακτικι ικανότθτα 

προσ τον αντίςτοιχο χρόνο ςε ςυνκικεσ ελεφκερθσ ροισ, και θ παράμετροσ   

(ςυχνά    ) κακορίηει πόςο γριγορα θ εκτιμϊμενθ μζςθ ταχφτθτα ςυνδζςμου,   

ωσ ςυνάρτθςθ του  , μειϊνεται από ελεφκερθσ ροισ ςτθν αντίςτοιχθ ςε ςυνκικεσ 

ςυμφόρθςθσ. Πςο μεγαλφτερθ είναι θ τιμι του β, θ εμφάνιςθ των αποτελεςμάτων 

τθσ ςυμφόρθςθσ γίνεται όλο και πιο ξαφνικά-αιφνίδια.[51] 

 

 Ζλεγχοσ προχποκζςεων καλισ ςυνάρτθςθσ για τθν ςυνάρτθςθ BPR 

 

1. Θ      ορίηεται ωσ εξισ: 

               

Για να δειχκεί ότι θ      είναι γνθςίωσ αφξουςα, πρζπει θ πρϊτθ παράγωγοσ 

τθσ      να είναι μεγαλφτερθ του 0, δθλαδι      
 
  . 

Ζςτω ότι      τότε: 
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Θ ποςότθτα  
             

 
  , αφοφ     και άρα θ   είναι γνθςίωσ αφξουςα, 

  . 

 

2.                                  

 

3. Από το 1. προφανϊσ θ     
 
 ορίηεται. Για να δειχκεί ότι θ     

 
 είναι γνθςίωσ 

αφξουςα, πρζπει θ δεφτερθ παράγωγοσ τθσ      να είναι μεγαλφτερθ του 0, 

δθλαδι     
  
    

 

    
  
        (

(        )
 
              

  
)   

 

     (
         

 
          

  
)   

 

 
            

  
   

 

 
    

 

Θ ποςότθτα  
            

  
   οπότε πρζπει να ελεγχκεί θ ποςότθτα 

 

 
   για 

ποια   είναι   . 
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οπότε θ      
  
    για    . Για τισ ςυνικεισ τιμζσ του   και του   ιςχφει 

ότι     
 
                 . 

 

4.     
 
               

 

 
     και για     προκφπτει ότι     

 
      

 

Τα 5 και 6 δεν ιςχφουν για τθν ςυνάρτθςθ BPR. 

Μειονεκτιματα των BPR ςυναρτιςεων με μεγάλεσ τιμζσ του β: 

1. Ενϊ για ζνα ρεαλιςτικό ςφνολο όγκων κυκλοφορίασ, μπορεί να γίνει θ υπόκεςθ 

ότι   ⁄    (ι τουλάχιςτον λίγο μεγαλφτερο του 1) , παρατθρείται ότι ςτισ 

πρϊτεσ επαναλιψεισ του καταμεριςμοφ τθσ κυκλοφορίασ ςτο δίκτυο με τθν 

ιςορροπία χριςτθ δεν ςυμβαίνει αυτό και ο λόγοσ   ⁄  μπορεί να φτάςει ακόμα 

3 μζχρι 5 ι και περιςςότερο. Δθλαδι ο χρόνοσ για να διανυκεί ζνα ςφνδεςμοσ 

ςε ςυνκικεσ ελεφκερθσ ροισ, για παράδειγμα, με α=0,2 και β=12 και με λόγο 

 
 ⁄    αυξάνεται κατά ζνα παράγοντα                  , που ςθμαίνει 

ότι ο χρόνοσ μετακίνθςθσ ςε ςυνκικεσ ελεφκερθσ ροισ για κάκε λεπτό γίνεται 

74 μζρεσ χρόνου ςυμφόρθςθσ. Αυτζσ οι ανωμαλίεσ επιβραδφνουν κατά πολφ τθ 

ςφγκλιςθ δίνοντασ βαρφτθτα ςτισ υπερφορτωμζνεσ ςυνδζςεισ με μεγάλεσ τιμζσ 

του β και μπορεί επίςθσ να προκαλζςει αρικμθτικά προβλιματα και απϊλεια 

ακρίβειασ. 
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Διάγραμμα 1: Συνάρτθςθ BPR για μικροφσ λόγουσ v/c και α=0,15 

 

 

 

Διάγραμμα 2: Συνάρτθςθ BPR για μικροφσ λόγουσ v/c και α=0,2 
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Διάγραμμα 3: Συνάρτθςθ BPR για μικροφσ λόγουσ v/c και α=0,25 

 

 

 

Διάγραμμα 4: Συνάρτθςθ BPR για μικροφσ λόγουσ v/c και α=1 
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Διάγραμμα 5: Συνάρτθςθ BPR για μεγάλουσ λόγουσ v/c και α=0,15 

 

 

 

Διάγραμμα 6: Συνάρτθςθ BPR για μεγάλουσ λόγουσ v/c και α=0,2 
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Διάγραμμα 7: Συνάρτθςθ BPR για μεγάλουσ λόγουσ v/c και α=0,25 

 

 

 

Διάγραμμα 8: Συνάρτθςθ BPR για μεγάλουσ λόγουσv/c και α=1 
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2. Για ςυνδζςμουσ οι οποίοι χρθςιμοποιοφνται ςε πολφ χαμθλότερο επίπεδο από 

τθν ικανότθτα, οι BPR ςυναρτιςεισ, ιδιαίτερα για μεγάλεσ τιμζσ του α, 

αποδίδουν χρόνο ελεφκερθσ ροισ ανεξάρτθτα του πραγματικοφ όγκου τθσ 

κυκλοφορίασ. Ζςτω, για παράδειγμα, ζνασ ςφνδεςμοσ με β=12 και ικανότθτα 

1000. Είτε ο όγκοσ τθσ κυκλοφορίασ είναι 0 ι 300, θ VDF δίνει τα ίδια 

αποτελζςματα (με ακρίβεια χιλιοςτοφ). Ζτςι, το μοντζλο ιςορροπίασ τοπικά κα 

εκφυλίηεται ςε καταμεριςμό τθσ κυκλοφορίασ ςτο δίκτυο με τθν μζκοδο all or 

nothing, όπου και θ πιο μικρι αλλαγι (ι ςφάλμα) ςτον χρόνο ελεφκερθσ ροισ 

μπορεί να καταλιγει ςε ολοκλθρωτικι αλλαγι τθσ κυκλοφορίασ από τθν μία 

διαδρομι ςτθν άλλθ. Επίςθσ, θ λφςθ δεν είναι εγγυθμζνα μοναδικι, για αυτό το 

επίπεδο τον ροϊν ςτουσ ςυνδζςμουσ, δεδομζνου ότι εκεί θ VDF δεν είναι πια 

ςυνάρτθςθ του όγκου. 

 

3. Ραρότι θ ςυνάρτθςθ BPR είναι πολφ απλι ςτθν μορφι τθσ, θ εκτίμθςι τθσ 

απαιτεί το υπολογιςμό δφο υπερβατικϊν ςυναρτιςεων, όπωσ μίασ 

λογαρικμικισ και μίασ εκκετικισ ςυνάρτθςθσ, που απαιτεί αρκετι υπολογιςτικι 

δφναμθ. 

 

3.6.4 Η ςυνϊρτηςη κόςτουσ Conical  

Ο Spiess [51] πρότεινε τθν ςυνάρτθςθ conical (Conical-Volume Delay Function) για 

τθν ςυμφόρθςθ ςε ζνα ςφνδεςμο για να ξεπεράςει τισ δυςκολίεσ που ςχετίηονται με 

τισ υψθλζσ τιμζσ τθσ εκκετικισ παραμζτρου β τθσ ςυνάρτθςθσ BPR (βλζπε πιο πάνω-

«Μειονεκτήματα των BPR ςυναρτήςεων με μεγάλεσ τιμζσ του β»). Μία παρόμοια 

ςυνάρτθςθ είχε προτακεί ςε μία μθ δθμοςιευμζνθ ζκκεςθ που εκπονικθκε ςτο 

πλαίςιο μιασ μελζτθσ μεταφοράσ για τθν πόλθ του Γουίνιπεγκ (Traffic Research 

Corporation [52], Florian and Nguyen [53+). Οι ςυναρτιςεισ που χρθςιμοποιικθκαν 

ςε αυτιν τθν μελζτθ μποροφν να ερμθνευκοφν ωσ κωνικζσ τομζσ, αλλά 

χρθςιμοποιοφςαν περιςςότερεσ ςυναρτιςεισ και δεν ικανοποιοφςαν, γενικά, τισ 

προχποκζςεισ που αναφζρκθκαν πιο πάνω. [51] 

Ζςτω ζνασ αμβλφσ τριςδιάςτατοσ κϊνοσ που διαςταυρϊνονται με ζνα επίπεδο δφο 

διαςτάςεων    . Θ εικόνα 19 (πιο κάτω) δείχνει τθν προβολι του κϊνου, κακϊσ 
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και ζνα πικανό προκφπτον υπερβολικό τμιμα. Αυτζσ οι υπερβολικζσ κωνικζσ τομζσ 

ζχουν όλεσ τισ επικυμθτζσ ιδιότθτεσ και αποτελοφν τθν βάςθ για τθν ςυνάρτθςθ 

conical. [51] 

 

 

Εικόνα 19: Υπερβολικζσ κωνικζσ τομζσ *23+ 

Θ βαςικι ςυνάρτθςθ ορίηεται ωσ εξισ [54][51]: 

 

     (  √  (  
 

 
)
 

      (  
 

 
)   )           

 

και                                √                       

 

όπου  

  = χρόνοσ μετακίνθςθσ 

   = χρόνοσ μετακίνθςθσ ςε ελεφκερθ ροι 

  = όγκοσ κυκλοφορίασ 
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  = πρακτικι ικανότθτα (πολφ ςυχνά προςαρμόηεται ςτον λόγο 

 
          

            ⁄   ) 

    = παράμετροι και    
    

    
 

Σθμείωςθ: 
 

 
  ςυμβολίηεται και απλουςτευτικά   

 

 

 

 

Διάγραμμα 9: Conical ςυναρτιςεισ για μικροφσ λόγουσ v/c 
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Διάγραμμα 10: Conical ςυναρτθςεισ για μεγάλουσ λόγουσ v/c 

 

 

 

 Ζλεγχοσ προχποθζςεων καλήσ ςυνάρτηςησ για την ςυνάρτηςη Conical 

1. Θ    ορίηεται ωσ εξισ: 

 

         √                       

 

Για να δειχκεί ότι θ    είναι γνθςίωσ αφξουςα, πρζπει θ πρϊτθ παράγωγοσ 

τθσ    να είναι μεγαλφτερθ του 0, δθλαδι    
 
  .  

 

   
 
      

        

√            
  

 

      
       

√            
  

 

Ξζρω ότι     οπότε κα ελεγχκεί ο δεφτεροσ όροσ    
       

√            
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√            
   

       

√            
     

 

         √                     √              

 

 Αν           και υψϊνοντασ ςτο τετράγωνο προκφπτει: 

 

(       )
 
 (√            )

 

  

 

                                      

 

 Αν       τότε            και 

 

        √                      

 

Οπότε ςε κάκε περίπτωςθ   
       

√            
   και άρα    

 
       

 

2.       (  √          )    √          

 

Από ςχζςθ α  
    

    
  ζχω ότι                

 

Άρα ζχω:         √            √              

                                  

 

3. Από το 1. προφανϊσ θ   
 
 ορίηεται. Για να δειχκεί ότι θ   

 
 είναι γνθςίωσ 

αφξουςα, πρζπει θ δεφτερθ παράγωγοσ τθσ    να είναι μεγαλφτερθ του 0, 

δθλαδι   
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Θ   
 
 γράφεται    

 
      

        

√            
  οπότε  

 

  
  
 

     

               √            
    

 

   
 
                  

 

4.   
 
      (  

       

√            
)    

 
      

 

5. Ρρζπει να δειχκεί ότι   
 
       

 

  
 
          (  

       

√            
)      

 

 
       

√            
           √              

 

 Αν           και υψϊνοντασ ςτο τετράγωνο προκφπτει: 

 

(       )
 
 (√            )

 

  

 

                                      

 

 

 Αν       τότε            και 

 

        √                       
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Αυτό ςθμαίνει για μεγάλουσ λόγουσ  
 

 
 , θ ςυμφόρθςθ ςυμπεριφζρεται ωσ μία 

οιονεί γραμμικι ςυνάρτθςθ, με μία κλίςθ που πλθςιάηει αλλά ποτζ δεν υπερβαίνει 

το διπλάςιο τθσ κλίςθσ ςτθν ικανότθτα. 

 

6. Ρρζπει να δειχκεί ότι   
 
      

 

  
 
       (  

 

√     
) 

 

Το     άρα κα ελεγχκεί ο δεφτεροσ όροσ (  
 

√     
)  

 

(  
 

√     
)      

 

√     
    

 

 

√     
     √                

 

              άρα   
 
      αφοφ       

Άρα για τθν ςυνάρτθςθ conical ιςχφουν και οι 6 προχποκζςεισ [51]. 

 

3.6.5 ΢υναρτόςεισ οριακού κόςτουσ 

Για τισ ανάγκεσ του υπολογιςμοφ του βζλτιςτου καταμεριςμοφ τθσ κυκλοφορίασ ςτο 

δίκτυο (system optimum assignment), είναι απαραίτθτο να υπολογιςτοφν οι 

αντίςτοιχεσ ςυναρτιςεισ οριακοφ κόςτουσ (βλζπε και «3.5.3 Χαρακτθριςμόσ των 

βζλτιςτων ροϊν»). Ρωσ λειτουργεί όμωσ μία ςυνάρτθςθ οριακοφ κόςτουσ; 

Με μία μικρι αφξθςθ τθσ ποςότθτασ τθσ κυκλοφορίασ ςε μία ακμι, θ αντίςτοιχθ 

ςυνάρτθςθ οριακοφ κόςτουσ    ζχει ζναν όρο      που δεςμεφει το (ανά μονάδα) 

κόςτοσ λόγω τθσ νζασ κυκλοφορίασ, όπωσ επίςθσ και ζναν δεφτερο όρο         που 

αντιπροςωπεφει το (ανά μονάδα) αυξθμζνο κόςτοσ που οφείλεται ςτθν ιςχφουςα 
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κατάςταςθ κυκλοφορίασ λόγω τθσ επιπρόςκετθσ ςυμφόρθςθσ. Ζτςι, το οριακό 

κόςτοσ περιλαμβάνει το κόςτοσ που αντιλαμβάνεται ο ίδιοσ ο οδθγόσ       κακϊσ 

και τθν αφξθςθ ςτο κόςτοσ,        που προκαλεί ςε όλουσ τουσ οδθγοφσ ςτον ίδιο 

ςφνδεςμο. *51] Θ μόνθ διαφορά λοιπόν, μεταξφ μίασ βζλτιςτθσ ροισ (ςυνάρτθςθ 

οριακοφ κόςτουσ) και μιασ ροισ ςε ιςορροπία Nash (ςυνάρτθςθ κόςτουσ) είναι ότι θ 

πρϊτθ λαμβάνει υπόψθ τον ευςυνείδθτο και αλτρουιςτικό δεφτερο όρο, ενϊ θ 

δεφτερθ όχι. 

Για μία δεδομζνθ VDF ςυνάρτθςθ,      θ αντίςτοιχθ ςυνάρτθςθ οριακοφ κόςτουσ 

ορίηεται ωσ εξισ: 

                               

 

α) ΢υνϊρτηςη BPR 

Θ ςυνάρτθςθ BPR  (Bureau of Public Roads) δίνεται από τθ ςχζςθ: 

           (    (
 

 
)
 

) 

ενϊ θ πρϊτθ παράγωγοσ είναι: 

    
 
           

      

  
 

θ ςυνάρτθςθ οριακοφ κόςτουσ είναι: 

   
   

                
   

     

 

    (    (
 

 
)
 

)    (   (    (
 

 
)
 

))

 

   

 

    (    (
 

 
)
 

)           
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          ( 
 

 
 )
 

     
  

  
      (     ( 

 

 
 )
 

      ( 
 

 
 )
 

)   

 

    (           ( 
 

 
 )
 

) 

 

Οπότε τελικά είναι:      
   

       [           (
 

 
)
 

]             

Σχόλιο: 

Θ ςυνάρτθςθ BPR όπωσ φαίνεται και από τθν μορφι τθσ είναι μία πολυωνυμικι 

ςυνάρτθςθ. Σφμφωνα με τον Roughgarden [1], για πολυωνυμικζσ ςυναρτιςεισ 

κόςτουσ χαμθλοφ βακμοφ το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ μπορεί να είναι αρκετά μικρό. Το 

ςυμπζραςμα είναι το εξισ: 

Το Price of anarchy είναι μικρό εκτόσ αν οι ςυναρτήςεισ κόςτουσ είναι υψηλοφ 

πολυωνυμικοφ βαθμοφ, δηλαδή ζχουν μεγάλη κλίςη. 

Το ανϊτατο όριο του Price of Anarchy για τθν ςυνάρτθςθ BPR με α=0,15 και β=4 ζχει 

βρεκεί ότι είναι 2,15. 

 

β) ΢υνϊρτηςη conical  

 

Θ ςυνάρτθςθ Conical δίνεται από τθν ςχζςθ: 

               (  √  (   
 

 
 )
 

      (   
 

 
 )   ) 
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Ενϊ θ πρϊτθ παράγωγοσ είναι: 
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θ ςυνάρτθςθ οριακοφ κόςτουσ είναι: 
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Οπότε τελικά είναι: 
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3.7 Μονϊδεσ Επιβατικών Οχημϊτων 

Οι διάφορεσ κατθγορίεσ οχθμάτων απαιτοφν διαφορετικοφ μεγζκουσ χϊρο ςτθν 

οδό εξαιτίασ των διαςτάςεων και των χαρακτθριςτικϊν λειτουργίασ τουσ και 

ςυνεπϊσ ζχουν διαφορετικι επιρροι ςτθν κυκλοφοριακι ροι. Για τθν μετατροπι 

των διαφόρων κατθγοριϊν οχθμάτων ςε ςυγκρίςιμεσ μονάδεσ χρθςιμοποιείται ωσ 

βαςικι μονάδα το επιβατικό όχθμα (passenger car) και οι φόρτοι εκφράηονται ςε 

Μονάδεσ Επιβατικϊν Αυτοκινιτων-ΜΕΑ (Passenger car units-PCU). Θ επίδραςθ κάκε 

κατθγορίασ οχιματοσ ςτθν κυκλοφοριακι ροι εξαρτάται από το μζγεκοσ και τα 

λειτουργικά χαρακτθριςτικά των οχθμάτων, διαφοροποιείται δε ανάλογα με τα 

γεωμετρικά και κυκλοφοριακά χαρακτθριςτικά των οδϊν. *55] 
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4. Μεθοδολογία 
Θ παροφςα διπλωματικι εργαςία κα μποροφςε να χωριςτεί ςε δφο ςτάδια. Το 

πρϊτο ςτάδιο, αφορά τθν ανάπτυξθ τθσ μεκοδολογίασ υπολογιςμοφ του Τιμιματοσ 

τθσ Αναρχίασ, ενϊ το δεφτερο ςτάδιο, αφορά τθν ανάπτυξθ τθσ μεκοδολογίασ 

προςζγγιςθσ του προβλιματοσ για τον εντοπιςμό του παράδοξου του Braess. Για τισ 

ανάγκεσ τθσ παροφςασ διπλωματικισ εργαςίασ χρθςιμοποιικθκε το ειδκό λογιςμικό 

προςομοίωςθσ AIMSUN. Το πρόγραμμα AIMSUN μετά από ενδελεχι ζλεγχο 

προςφζρει όλα τα εργαλεία που απαιτοφνται για τον υπολογιςμό των μεγεκϊν 

προσ διερεφνθςθ. 

4.1 Σο κυκλοφοριακό δύκτυο του νομού Αττικόσ ςτο πρόγραμμα 

AIMSUN 

Το κυκλοφοριακό δίκτυο του νομοφ Αττικισ, ζκταςθσ 3.808 km2, προτυποποιικθκε 

ςτο περιβάλλον του προγράμματοσ AIMSUN ςτα πλαίςια ενόσ ερευνθτικοφ 

προγράμματοσ του Θαλι. Το οδικό δίκτυο που προτυποποιικθκε αποτελείται από 

15556 ςυνδζςμουσ, 6343 κόμβουσ και 1284 κεντροειδι. Θ περιοχι που 

μοντελοποιικθκε φαίνεται ςτθν εικόνα 20 και 21. 

 

 

Εικόνα 20: Νομόσ Αττικισ (Πθγι: Google Maps) 
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Εικόνα 21: Μοντελοποιθμζνο οδικό δίκτυο νομοφ Αττικισ (Πθγι: AIMSUN) 

 

Πίνακασ προζλευςθσ-προοριςμοφ 

Ο πίνακασ προζλευςθσ-προοριςμοφ του οδικοφ δικτφου του Ν.Αττικισ  ο οποίοσ 

αναπαριςτά τθν μορφι των μετακινιςεων και πάλι δθμιουργικθκε ςτα πλαίςια του 

ερευνθτικοφ προγράμματοσ του Θαλι και ανανεϊκθκε από τον υποψιφιο 

διδάκτορα Θλία Γκότςθ κατά τα κυκλοφοριακά δεδομζνα του Μαίου 2015. Θ μορφι 

του φαίνεται ςτθν εικόνα 22.  

 

Εικόνα 22: Μορφι πίνακα προζλευςθσ-προοριςμοφ 
(Πιγθ: AIMSUN) 
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Για τισ ανάγκεσ τθσ διπλωματικισ εργαςίασ δθμιουργικθκε ο πίνακασ προζλευςθσ-

προοριςμοφ για τθν πρωινι ϊρα αιχμισ (και γενικά ϊρα αιχμισ), και πιο 

ςυγκεκριμζνα 8:00-9:00 π. μ., από τον πίνακα 24ϊρου με ςτοιχειά για τουσ φόρτουσ 

από το Κζντρο Διαχείριςθσ Κυκλοφορίασ (Κ.Δ.Κ.). Ο πίνακασ που δθμιουργικθκε 

ζχει 1284 ςτιλεσ και 1284 γραμμζσ και ∑                   που ιςοφται με τθν 

ςυνολικι ηιτθςθ για τθν ϊρα αιχμισ που μελετικθκε. 

 

4.2 Περιοχϋσ μελϋτησ 

Οι περιοχζσ μελζτθσ που επιλζχκθκαν για τον υπολογιςμό του Τιμιματοσ τθσ 

Αναρχίασ είναι ο μικρόσ δακτφλιοσ Ακθνϊν κακϊσ και ζνα μεγαλφτερο δίκτυο ςτθν 

ευρφτερθ περιοχι των Ακθνϊν το οποίο περιλαμβάνει μζςα και το δακτφλιο 

Ακθνϊν. Το δεφτερο κα ονομαςτεί «Ευρφτερο Δίκτυο». 

4.2.1 Μικρόσ δακτύλιοσ Αθηνών 

Ο δακτφλιοσ Ακθνϊν κεςπίςτθκε εκτάκτωσ τον Ιοφλιο του 1979 από τον 

Κωνςταντίνο Μθτςοτάκθ, υπουργό τθσ κυβζρνθςθσ του Κωνςταντίνου Καραμανλι, 

ωσ επείγον προςωρινό μζτρο για λόγουσ εξοικονόμθςθσ καυςίμων, λόγω τθσ τότε 

παγκόςμιασ πετρελαϊκισ κρίςθσ. Το 1982 όμωσ, θ τότε κυβζρνθςθ του ΡΑΣΟΚ 

αποφάςιςε να το κακιερϊςει μόνιμα για λόγουσ κυκλοφοριακισ αποςυμφόρθςθσ 

και παραμζνει ςε ιςχφ ωσ ςιμερα. Λειτουργεί ουςιαςτικά ωσ ζνα μζτρο 

περιοριςμοφ τθσ κυκλοφορίασ των οχθμάτων ςτο κζντρο τθσ Ακινασ, που βαςίηεται 

ςτθν εκ περιτροπισ κυκλοφορία των περιςςότερων από αυτά. Το μζτρο αυτό ζχει 

ςκοπό τθ μείωςθ του κυκλοφοριακοφ φόρτου ςτο κζντρο τθσ Ακινασ και κατά 

ςυνζπεια τον περιοριςμό τθσ ατμοςφαιρικισ ρφπανςθσ λόγω των αερίων ρφπων 

κατά τθ λειτουργία των οχθμάτων, τόςο ςτθν ευρφτερθ περιοχι τθσ Ακινασ όςο και 

ςτθν περιοχι του κζντρου τθσ. Μζτρα περιοριςμοφ κυκλοφορίασ παρόμοιου 

χαρακτιρα ιςχφουν και ςε οριςμζνεσ μεγάλεσ πόλεισ του εξωτερικοφ. [56] 
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Πρια εφαρμογισ του μικροφ δακτυλίου είναι οι εξισ λεωφόροι και οδοί: 

Αλεξάνδρασ – Ηαχάρωφ – Μεςογείων - Φειδιππίδου – Μιχαλακοποφλου – Σπ. 

Μερκοφρθ – Βρυάξιδοσ – Υμθττοφ – Θλ. Θλιοφ – Αμβρ. Φραντηι – Συγγροφ – 

Χαμοςτζρνασ – Ρειραιϊσ – Ιερά Οδόσ – Κωνςταντινουπόλεωσ – Αχιλλζωσ – Ρλατεία 

Καραϊςκάκθ – Καρόλου – Μάρνθ – 28θσ Οκτωβρίου (Ρατθςίων) όπωσ φαίνεται ςτθν 

εικόνα 23. [56] 

 

Εικόνα 23: Μικρόσ Δακτφλιοσ Ακθνϊν (Πθγι: Stigmap) 

 

Τα όρια του μικροφ δακτυλίου ςθμειϊνονται με ειδικζσ πινακίδεσ (βλζπε εικόνα 4.5) 

με τθν ζνδειξθ «Δ» ςε κίτρινο φόντο, οι οποίεσ βρίςκονται ςε κάκε ειςερχόμενο 

δρόμο ςτο δακτφλιο. [56] 

 

 

Εικόνα 24: Το ςιμα του μικροφ δακτυλίου (Πθγι: Google) 
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Θ περιοχι του μικροφ δακτυλίου δεν επιλζχκθκε τυχαία κακϊσ αποτελεί τθν πιο 

ςυμφορθμζνθ περιοχι τθσ πόλθσ των Ακθνϊν αλλά και τθσ ευρφτερθσ περιοχισ του 

Ν.Αττικισ.  Στο πρόγραμμα AIMSUN θ περιοχι του δακτυλίου αποτελείται από 1370 

ςυνδζςμουσ, 600 κόμβουσ και 199 κεντροειδι, δθλαδι ο πίνακασ προζλευςθσ-

προοριςμοφ είναι 199x199. 

 

 

Εικόνα 25: Ο μικρόσ δακτφλιοσ ςτο περιβάλλον του AIMSUN (Πθγι: AIMSUN) 

 

4.2.1.1 Καταςκευό πύνακα προϋλευςησ-προοριςμού για το μικρό δακτύλιο 

Για τθν καταςκευι του πίνακα προζλευςθσ-προοριςμοφ του μικροφ δακτυλίου 

ακολουκικθκε θ εξισ διαδικαςία: 

1) Macro Adjustment Scenario ςτο περιβάλλον του AIMSUM 

Θ προςαρμογι πίνακα είναι μία διαδικαςία βακμονόμθςθσ ενόσ πίνακα 

προζλευςθσ-προοριςμοφ από ζνα πρωταρχικό πίνακα, χρθςιμοποιϊντασ 

μετριςεισ κυκλοφορίασ από φωρατζσ. Ο αλγόρικμοσ επίλυςθσ βαςίηεται ςε ζνα 

bi-level μοντζλο, το οποίο λφνεται ευριςτικά από ζνα αλγόρικμο ςφγκλιςθσ και 

περιλαμβάνει μία διαδικαςία καταμεριςμοφ κυκλοφορίασ ςτο δίκτυο ςε κάκε 

επανάλθψθ. 
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Εικόνα 26: Σχζςθ μεταξφ τθσ διαδικαςίασ adjustment και assignment (Πθγι: AIMSUN) 

 

Δθμιουργικθκε ζνα ςενάριο προςαρμογισ ςε μακροςκοπικι προςομοίωςθ (Macro 

Adjustment Scenario).  

Για το ςενάριο που δθμιουργικθκε τζκθκαν οι εξισ παράμετροι: 

 Επιλογι κυκλοφοριακισ ηιτθςθσ  

Επιλζχκθκε ωσ κυκλοφοριακι ηιτθςθ (traffic demand) ο ςυνολικόσ πίνακασ 

προζλευςθσ-προοριςμοφ για τθν ϊρα αιχμισ 8:00-9:00π.μ (δθλαδι διάρκειασ 

μίασ ϊρασ), “Peak Hour OD”, ο οποίοσ προζκυψε από τον 24ωρο πίνακα, “24h 

Original OD”, μετά από υπολογιςμό τθσ διακφμανςθσ τθσ κυκλοφορίασ από 

ςτοιχεία που πάρκθκαν από το Κζντρο Διαχείριςθσ Κυκλοφορίασ. 
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 Δεδομζνα κυκλοφοριακϊν μετριςεων από φωρατζσ 

Χρθςιμοποιικθκαν δεδομζνα κυκλοφοριακϊν μετριςεων από 215 φωρατζσ, για 

τθν ϊρα αιχμισ, δεδομζνα τα οποία πάρκθκαν από το Κζντρο Διαχείριςθσ 

Κυκλοφορίασ, για τθν βακμονόμθςθ του νζου πίνακα. 

 

 

Εικόνα 27: Παράκυρο ςτο περιβάλλον του AIMSUN-Επιλογι βαςικϊν παραμζτρων για το 
Macro Adjustment Scenario (Πθγι: AIMSUN) 

 

Να ςθμειωκεί ότι μζγιςτθ απόκλιςθ από τον αρχικό πίνακα επιλζχκθκε 5% ενϊ για 

τα μθδενικά κελιά του πίνακα προζλευςθσ-προοριςμοφ 0% (frozen cells). 

Για το πιο πάνω ςενάριο, δθμιουργικθκε ζνα πείραμα προςαρμογισ ςε 

μακροςκοπικι προςομοίωςθ (Macro Adjustment Experiment). Αρχικά επιλζχκθκε 

ωσ αλγόρικμοσ επίλυςθσ για τθν εφρεςθ τθσ ιςορροπίασ του δικτφου, ο αλγόρικμοσ 

Frank and Wolfe. Ππωσ ζχει περιγραφεί εκτενϊσ ςτο τρίτο κεφάλαιο, ο αλγόρικμοσ 

αυτόσ είναι επαναλθπτικόσ. Επίςθσ επιλζχκθκε θ επιλογι Conjugate Frank-Wolfe θ 

οποία δίνει πιο ακριβι λφςθ. 
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Για το πείραμα που δθμιουργικθκε τζκθκαν οι εξισ παράμετροι: 

 Κακοριςμόσ του αρικμοφ επαναλιψεων του Macro Adjustment Experiment 

Ο αρικμόσ των επαναλιψεων που επιλζχκθκαν αντιςτοιχοφν ςτο αρικμό των 

βθμάτων του αλγορίκμου. Επιλζχκθκαν 50 επαναλιψεισ. 

 Κακοριςμόσ του αρικμοφ επαναλιψεων του Assignment 

Σε κάκε επανάλθψθ του αλγορίκμου προςαρμογισ, κα εκτελεςτεί μία 

διαδικαςία assignment για τθν οποία πρζπει να κακοριςτεί ο αρικμόσ των 

επαναλιψεων και το επίπεδο ςφγκλιςθσ. Επιλζχκθκαν 500 επαναλιψεισ και 

ποςοςτό απόκλιςθσ 0,01%. 

 

 

Εικόνα 28: Παράκυρο ςτο περιβάλλον του AIMSUN-Επιλογι βαςικϊν παραμζτρων για το 
Macro Adjustment Experiment (Πθγι: AIMSUN) 

 

Σχολιαςμόσ αποτελεςμάτων του Macro Adjustment Scenario: 

 

 

Διάγραμμα 11: Συντελεςτισ καλισ προςαρμογισ R^2 μεταξφ των φόρτων του Assignment 
και των φόρτων των φωρατϊν για κάκε επανάλθψθ 
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Διάγραμμα 12: Γραμμικι παλινδρόμθςθ 

 

Ο ςυντελεςτισ R2 ιςοφται με 0,973 άρα ζχουμε μία πολφ καλι ςφγκλιςθ χωρίσ πολφ 

μεγάλθ απόκλιςθ του αρχικοφ πίνακα με του προςαρμοςμζνου      . 

 

 

Εικόνα 29: Σφγκριςθ μεταξφ των φόρτων του Assignment και των φόρτων των φωρατϊν 
ανά φωρατι μετά το πζρασ τθσ διαδικαςίασ 

 

 

Από τθν παραπάνω διαδικαςία προζκυψε ο προςαρμοςμζνοσ πίνακασ προζλευςθσ-

προοριςμοφ, «Adjusted Peak Hour OD». 

 

2) Macro Assignment Scenario ςτο περιβάλλον του AIMSUN 

Δθμιουργικθκε ζνα ςενάριο μακροςκοπικισ προςομοίωςθσ για τον καταμεριςμό 

τθσ κυκλοφορίασ ςτο δίκτυο (Macro assignment-Scenario), για το δίκτυο τθσ Αττικισ. 
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Για το ςενάριο που δθμιουργικθκε τζκθκαν οι εξισ παράμετροι: 

 Επιλογι κυκλοφοριακισ ηιτθςθσ 

Επιλζχκθκε ωσ κυκλοφοριακι ηιτθςθ (traffic demand) ο πίνακασ προζλευςθσ-

προοριςμοφ για τθν ϊρα αιχμισ 8:00-9:00π.μ, «Adjusted Peak Hour OD», που 

προζκυψε από το πρϊτο βιμα. 

 

 

Εικόνα 30: Παράκυρο ςτο περιβάλλον του AIMSUN-Επιλογι κυκλοφοριακισ ηιτθςθσ 

 

 

Ππωσ αναφζρκθκε πιο πάνω ο πίνακασ προζλευςθσ-προοριςμοφ τθσ ϊρασ αιχμισ 

του δικτφου του Ν.Αττικισ ζχει 1284 ςτιλεσ και 1284 γραμμζσ. 

Στο ςενάριο που δθμιουργικθκε, δθμιουργοφμε ζνα πείραμα (Macro Assignment 

Experiment) (εικόνα 30) για το οποίο απαιτείται θ ρφκμιςθ των παραμζτρων που 

φαίνονται ςτθν εικόνα 31. 
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Για το πείραμα που δθμιουργικθκε τζκθκαν οι εξισ παράμετροι: 

 Επιλογι αλγορίκμου για τον υπολογιςμό τθσ ιςορροπίασ, του αρικμοφ  των 

επαναλιψεων και τθσ  ακρίβειασ ςφγκλιςθσ 

 

 

 

 

Αρχικά επιλζχκθκε ωσ αλγόρικμοσ επίλυςθσ για τθν εφρεςθ τθσ ιςορροπίασ του 

δικτφου, ο αλγόρικμοσ Frank and Wolfe. Ππωσ ζχει περιγραφεί εκτενϊσ ςτο τρίτο 

κεφάλαιο, ο αλγόρικμοσ αυτόσ είναι επαναλθπτικόσ. Ζτςι επιλζχκθκε ωσ μζγιςτοσ 

αρικμόσ επαναλιψεων (Maximum Iterations) οι 999 επαναλιψεισ και ωσ μζγιςτο 

ςφάλμα το 0,01%. Αυτό λειτουργεί ωσ εξισ, ο αλγόρικμοσ κα ςταματιςει κα κα 

δϊςει λφςθ όταν ολοκλθρϊςει τισ 500 επαναλιψεισ με το αντίςτοιχο ςφάλμα ι εάν 

επιτευχκεί ςφάλμα μικρότερο του 0,01%  πριν ολοκλθρϊςει τισ 999 επαναλιψεισ, 

ςταματάει ςτθν επανάλθψθ ςτθν οποία ολοκλθρϊκθκε. Επίςθσ επιλζχκθκε θ 

επιλογι Conjugate Frank-Wolfe θ οποία δίνει πιο ακριβι λφςθ.  

Ζπειτα εκτελζςτθκε το πείραμα και βρζκθκε θ ιςορροπία Nash του δικτφου, δθλαδι 

οι φόρτοι ςε κάκε ςφνδεςμο που βρίςκονται ςε ιςορροπία. 

Εικόνα 31: Παράκυρο ςτο περιβάλλον του AIMSUN-Επιλογι 
βαςικϊν παραμζτρων για το Macro Assignment Experiment 

(Πθγι: AIMSUN) 
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3) Καταςκευι του μικροφ δακτυλίου 

Καταςκευάςτθκε το υποδίκτυο (subnetwork), δθλαδι θ περιοχι του μικροφ 

δακτυλίου και ακολουκικθκε θ εξισ διαδικαςία: 

 

 Αρχικά οριοκετικθκε θ περιοχι του μικροφ δακτυλίου χρθςιμοποιϊντασ τθν 

λειτουργία «Create a Polygon» ( ) και δθμιουργικθκε με τθν εντολι «Convert 

to Subnetwork». 

 

 

Εικόνα 32: Δθμιουργία μικροφ δακτυλίου (Πθγι: AIMSUN) 

 

 Ζπειτα δθμιουργικθκε ο πίνακασ προζλευςθσ-προοριςμοφ του μικροφ 

δακτυλίου, με τθν επιλογι «Generate Static Traversal». Ουςιαςτικά το 

πρόγραμμα χρθςιμοποιεί το αποτζλεςμα του assignment που περιγράφθκε ςτο 

βιμα 2, δθλαδι τισ διαδρομζσ που ξεκινάνε και τελειϊνουν μζςα ςτο δακτφλιο, 

που ξεκινάνε μζςα και τελειϊνουν ζξω από αυτόν, τισ διαμπερείσ διαδρομζσ και 

αυτζσ που ξεκινάνε ζξω και τελειϊνουν μζςα ς’αυτόν και δθμιουργεί τα νζα 

κεντροειδι του νζου υποδικτφου με τον αντίςτοιχο πίνακα προζλευςθσ-

προοριςμοφ (εικόνα 32-πιο πάνω). 
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4.2.1.2 ΢ύνθεςη κυκλοφορύασ του μικρού δακτυλύου 

Θ ςφνκεςθ κυκλοφορίασ του μικροφ δακτυλίου φαίνεται ςτο διάγραμμα 4.1: 

 

 

Διάγραμμα 13: Σφνκεςθ κυκλοφορίασ μικροφ δακτυλίου (Πθγι: ΟΑΣΑ) 

 

Χρθςιμοποιϊντασ το διάγραμμα 13 από τον αρχικό πίνακα προζλευςθσ-προοριςμοφ 

του μικροφ δακτυλίου προζκυψαν 5 πίνακεσ προζλευςθσ- προοριςμοφ, ζνασ για 

κάκε μία κατθγορία οχθμάτων. Οι M.E.A για κάκε μία κατθγορία οχθμάτων 

φαίνεται ςτον πίνακα 2. 

 

Πίνακασ 2: Μονάδεσ επιβατικϊν Αυτοκινιτων ανά κατθγορία οχιματοσ 

Κατθγορία 
οχθμάτων 

Μ.Ε.Α. 

Δίκυκλα 0,5 

Επιβατικά 1 

Ταξί 1 

Λεωφορεία 2,5 

Φορτθγά 1,9 

 

 

28,87% 

52,03% 

14,68% 

2,96% 1,45% 

Σφνκεςθ κυκλοφορίασ-Δακτφλιοσ 

Δίκυκλα 

Επιβατικά 

Ταξί 

Λεωφορεία 

Φορτθγά 
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4.2.2 «Ευρύτερο Δύκτυο»  

4.2.2.1  Καταςκευό πύνακα προϋλευςησ-προοριςμού για το «Ευρύτερο 

Δύκτυο» 

Για τθν καταςκευι του πίνακα προζλευςθσ-προοριςμοφ του ευρφτερου δικτφου 

ακολουκικθκε ακριβϊσ θ ίδια διαδικαςία με τον μικρό δακτφλιο και προζκυψε ζνασ 

πίνακασ προζλευςθσ-προοριςμοφ με μζγεκοσ 658x658.  

 

Εικόνα 33: Το ευρφτερο δίκτυο ςτο περιβάλλον του AIMSUN (Πθγι: AIMSUN) 

 

Τα όρια τθσ περιοχισ του «ευρφτερου δικτφου» είναι θ λεωφόροσ Κθφιςοφ, νότια 

μζχρι λεωφόρο Ροςειδϊνοσ, ανατολικά μζχρι το ελλθνικό, ςτα όρια του Υμθττοφ, 

και τθν λεωφόρο Κατεχάκθ μζχρι βόρεια ςτα όρια τθσ περιοχισ του Χαλανδρίου. 
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4.2.2.2 ΢ύνθεςη κυκλοφορύασ του «Ευρύτερου δικτύου» 

Θ ςφνκεςθ κυκλοφορίασ του ευρφτερου δικτφου φαίνεται ςτο διάγραμμα 4.2: 

 

Διάγραμμα 14: Σφνκεςθ κυκλοφορίασ ευρφτερου δικτφου (Πθγι: ΟΑΣΑ) 

       

Οι Μ.Ε.Α. είναι οι ίδιεσ με του πίνακα 4.1. 

 

4.3 Διαδικαςύα υπολογιςμού του Σιμόματοσ τησ Αναρχύασ 

Το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ αξιολογεί τθν αποδοτικότθτα ενόσ δικτφου θ οποία φκίνει 

λόγω τθσ εγωιςτικισ ςυμπεριφοράσ των χρθςτϊν του δικτφου. Για τον υπολογιςμό 

του δθμιουργικθκαν 2 ςενάρια, το Σενάριο Ιςορροπίασ Nash (Nash Equilibrium 

Scenario) και το Σενάριο Βζλτιςτθσ Ιςορροπίασ (System Optimum Scenario). Θ 

διαδικαςία που ακολουκικθκε είναι θ ίδια και για τα δφο δίκτυα που μελετικθκαν. 

 

4.3.1 ΢ενϊριο Ιςορροπύασ Nash 

Στο ςενάριο ιςορροπίασ Nash (Nash Equilibrium Scenario) υπολογίςτθκε θ 

ιςορροπία Nash του δικτφου, χρθςιμοποιϊντασ τισ κανονικζσ ςυναρτιςεισ κόςτουσ 

(βλζπε πιο κάτω), δθλαδι οι φόρτοι κάκε ςυνδζςμου για τουσ οποίουσ για κάκε 

ηεφγοσ προζλευςθσ-προοριςμοφ, οι διαδρομζσ που χρθςιμοποιικθκαν ζχουν το 

0,83% 

80,53% 

1,53% 

2,02% 
15,10% 

Σφνκεςθ κυκλοφορίασ-Ευρφτερο 
δίκτυο 

Δίκυκλα 

Επιβατικά 

Ταξί 

Λεωφορεία 

Φορτθγά 
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μικρότερο από το ςφνολο των δυνατϊν διαδρομϊν και ίςο κόςτοσ μεταξφ τουσ. 

Δθλαδι ζγινε ελαχιςτοποίθςθ του κάκε χριςτθ ξεχωριςτά όςον αφορά τον χρόνο 

μετακίνθςθσ ανά ηεφγοσ προζλευςθσ-προοριςμοφ και όχι ελαχιςτοποίθςθ ωσ προσ 

το ςφνολο του χρόνου μετακίνθςθσ των χρθςτϊν. Οι παράμετροι που ορίςτθκαν για 

το ςενάριο (και το αντίςτοιχο πείραμα) είναι:  

 Αλγόρικμοσ υπολογιςμοφ   Frank-Wolfe 

 Αρικμόσ επαναλιψεων = 999 

 Σχετικό ςφάλμα = 0,01% 

 Επιλογι   Conjugate Frank-Wolfe 

 

 

΢υναρτόςεισ κόςτουσ ςτο ςενϊριο ιςορροπύασ Nash 

Χρθςιμοποιικθκαν δφο ςυναρτιςεισ κόςτουσ, θ ςυνάρτθςθ Bureau of Public Roads 

(BPR) και θ ςυνάρτθςθ Conical (βλζπε κεφάλαιο 3). 

Συνάρτηςη BPR 

Θ ςυνάρτθςθ ορίηεται ωσ εξισ (ςχζςθ 3.16): 

           (    (
 

 
)
 

) 

όπου 

    = κόςτοσ ςε όρουσ χρόνου μετακίνθςθσ 

   = χρόνοσ μετακίνθςθσ ςε ελεφκερθ ροι 

  = όγκοσ κυκλοφορίασ 

  = ικανότθτα 

    = παράμετροι 

Οι παράμετροι α και β τζκθκαν 0,2 και 10 αντίςτοιχα, οι οποίοι αντιςτοιχοφν ςε 

δρόμουσ με φωτεινι ςθματοδότθςθ (signalized streets). 
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Εικόνα 34: Συνάρτθςθ BPR ςε γλϊςςα προγραμματιςμοφ Python (Πθγι: AIMSUN) 

 

Συνάρτηςη Conical 

Θ ςυνάρτθςθ ορίηεται ωσ εξισ (ςχζςθ 3.17): 

 

               (  √  (  
 

 
)
 

      (  
 

 
)   ) 

όπου  

         = κόςτοσ ςε όρουσ χρόνου μετακίνθςθσ 

   = χρόνοσ μετακίνθςθσ ςε ελεφκερθ ροι 

  = όγκοσ κυκλοφορίασ 

  = πρακτικι ικανότθτα (πολφ ςυχνά προςαρμόηεται ςτον λόγο  

    = παράμετροι και    
    

    
 

Οι παράμετροι α και β τζκθκαν 1,03 και 18,8 αντίςτοιχα, οι οποίοι αντιςτοιχοφν ςε 

δρόμουσ με φωτεινι ςθματοδότθςθ. Ζτςι τα αποτελζςματα είναι άμεςα ςυγκρίςιμα 

με τα αντίςτοιχα τθσ ςυνάρτθςθσ BPR. 
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4.3.2 ΢ενϊριο Βϋλτιςτησ Ιςορροπύασ 

Στο ςενάριο βζλτιςτθσ ιςορροπίασ (System Optimum Scenario) υπολογίςτθκε θ 

ιςορροπία Nash του δικτφου, χρθςιμοποιϊντασ τισ αντίςτοιχεσ ςυναρτιςεισ 

οριακοφ κόςτουσ (βλζπε πιο κάτω), δθλαδι οι φόρτοι κάκε ςυνδζςμου για τουσ 

οποίουσ ελαχιςτοποιείται ο ςυνολικόσ χρόνοσ μετακίνθςθσ ςτο δίκτυο τον οποίο 

βιϊνουν οι χριςτεσ. Χρθςιμοποιικθκαν οι ίδιεσ παράμετροι νε το ςενάριο 

ιςορροπίασ Nash. 

΢υναρτόςεισ οριακού κόςτουσ ςτο ςενϊριο βϋλτιςτησ ιςορροπύασ 

Χρθςιμοποιικθκαν αντίςτοιχα δφο ςυναρτιςεισ οριακοφ κόςτουσ, θ ςυνάρτθςθ 

οριακοφ κόςτουσ τθσ ςυνάρτθςθσ Bureau of Public Roads (BPR) και θ ςυνάρτθςθ 

οριακοφ κόςτουσ τθσ ςυνάρτθςθσ Conical (βλζπε κεφάλαιο 3). 

 

Συνάρτηςη οριακοφ κόςτουσ τησ ςυνάρτηςησ BPR 

Θ ςυνάρτθςθ οριακοφ κόςτουσ τθσ ςυνάρτθςθσ BPR ορίηεται ωσ εξισ (ςχζςθ 3.19): 

   
   

       *   α        (
 

 
)
 

+ 

 

Οι παράμετροι α και β ζχουν ίδιεσ τιμζσ με αυτζσ που ορίςτθκαν για τθν ςυνάρτθςθ 

κόςτουσ BPR. 

Εικόνα 35: Συνάρτθςθ Conical ςε γλϊςςα προγραμματιςμοφ Python (Πθγι: AIMSUN) 
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Εικόνα 36: Συνάρτθςθ οριακοφ κόςτουσ τθσ ςυνάρτθςθσ BPR ςε γλϊςςα 
προγραμματιςμοφ Python (Πθγι: AIMSUN) 

 

Συνάρτηςη οριακοφ κόςτουσ τησ ςυνάρτηςησ Conical 

Θ ςυνάρτθςθ οριακοφ κόςτουσ τθσ ςυνάρτθςθσ Conical ορίηεται ωσ εξισ (ςχζςθ 

3.20): 

   
       

       

(

   α    (   
 

 
)  

α  (  
 
 )  (   

 
 )    

√   (  
 
 )

 

 α )

  

 

Οι παράμετροι α και β ζχουν ίδιεσ τιμζσ με αυτζσ που ορίςτθκαν για τθν ςυνάρτθςθ 

κόςτουσ Conical. 

 

 

Εικόνα 37: Συνάρτθςθ οριακοφ κόςτουσ τθσ ςυνάρτθςθσ Conical ςε γλϊςςα 
προγραμματιςμοφ Python (Πθγι: AIMSUN) 
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4.3.3 Τπολογιςμόσ του Σιμόματοσ τησ Αναρχύασ 

Ο υπολογιςμόσ του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ ζγινε και για τα δφο δίκτυα 

χρθςιμοποιϊντασ και τισ δφο ςυναρτιςεισ κόςτουσ που προαναφζρκθκαν για 

διάφορα επίπεδα ηιτθςθσ. Ωσ επίπεδο ηιτθςθσ 100%, κεωρικθκε εκείνο τθσ ϊρασ 

αιχμισ ενϊ τα υπόλοιπα είναι ποςοςτά τθσ ωριαίασ ηιτθςθσ αιχμισ. Ακολουκικθκε 

θ παρακάτω διαδικαςία: 

 

Βήμα 1ο  

Υπολογιςμόσ του ςυνολικοφ χρόνου μετακίνθςθσ των χρθςτϊν του δικτφου, από το 

Σενάριο Ιςορροπίασ Nash, το οποίο δίνει ωσ αποτζλεςμα τον φόρτο ανά ςφνδεςμο 

κακϊσ και τον χρόνο μετακίνθςθσ ανά Μ.Ε.Α. και ανά ςφνδεςμο. 

 

          ∑    
             

 

   

         
                

                   

 

Ππου              ο ςυνολικόσ χρόνοσ μετακίνθςθσ των χρθςτϊν του δικτφου 

                                  που βρίςκονται ςε Ιςορροπία Nash 

            
             

  το κόςτοσ ανά Μ.Ε.Α. (χρόνοσ μετακίνθςθσ) ςτον ςφνδεςμο i 

                                    χρθςιμοποιϊντασ τισ ςυναρτιςεισ κόςτουσ BPR ι Conical  

                                   (ςχζςθ 3.16 και 3.17 αντίςτοιχα) 

                 
      ο φόρτοσ ςε Μ.Ε.Α. ςτον ςφνδεςμο i που προκφπτει από το 

                                  Σενάριο Ιςορροπίασ Nash 

               ο ςυνολικόσ αρικμόσ των ςυνδζςμων του δικτφου 
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Βήμα 2ο   

Υπολογιςμόσ του ελάχιςτου ςυνολικοφ χρόνου μετακίνθςθσ των χρθςτϊν του 

δικτφου, από το Σενάριο Βζλτιςτθσ Ιςορροπίασ, το οποίο δίνει ωσ αποτζλεςμα τον 

βζλτιςτο φόρτο ανά ςφνδεςμο. 

 

        ∑    
             

 

   

        
              

                

 

Ππου            ο ελάχιςτοσ ςυνολικόσ χρόνοσ μετακίνθςθσ των χρθςτϊν του 

                                δικτφου που βρίςκονται ςε βζλτιςτθ ιςορροπία  

          
             

   το κόςτοσ ανά Μ.Ε.Α. (χρόνοσ μετακίνθςθσ) ςτον ςφνδεςμο i  

                                 χρθςιμοποιϊντασ τισ ςυναρτιςεισ κόςτουσ BPR ι Conical  

                                  (ςχζςθ 3.16 και 3.17 αντίςτοιχα) 

                 
    ο φόρτοσ ςε Μ.Ε.Α. ςτον ςφνδεςμο i που προκφπτει από το 

                               Σενάριο Βζλτιςτθσ Ιςορροπίασ (βζλτιςτεσ ροζσ) 

               ο ςυνολικόσ αρικμόσ των ςυνδζςμων του εκάςτοτε δικτφου 

“Oι βζλτιςτεσ και οι ροζσ Nash είναι το ίδιο πράγμα, απλά με διαφορετικζσ 

ςυναρτήςεισ κόςτουσ.” 

Βήμα 3ο  

Το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ υπολογίηεται από τθν ςχζςθ: 
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4.4 Πρόβλημα εντοπιςμού του Παρϊδοξου του Braess 

Στθν βιβλιογραφία ζχει μελετθκεί εκτενϊσ το παράδοξο του Braess, παρόλα αυτά  

τα αποτελζςματα κάποιων ερευνϊν είναι αντικρουόμενα. Επιπροςκζτωσ, το 

πρόβλθμα εντοπιςμοφ του παράδοξου ςε κεωρθτικό επίπεδο ςε δίκτυα ιςορροπίασ 

Wardrop με ςτακερι και εξωγενι ηιτθςθ είναι πολφ αςτακζσ. Σε πραγματικά δίκτυα 

ζχει γίνει ελάχιςτθ ζρευνα, και θ επιρροι που ζχει ςτο Τίμθμα τθσ Αναρχίασ όςον 

αφορά τθν μείωςθ του, δεν ζχει μελετθκεί ακόμα. 

 

4.4.1 Διαδικαςύα εντοπιςμού μεμονωμϋνων ςυνδϋςμων Braess 

Το βαςικό ςυμπζραςμα που προκφπτει από το παράδοξο του Braess (Braess’s 

paradox) είναι το εξισ: «Σε ότι ζχει να κάνει με τθν εγωιςτικι επιλογι διαδρομϊν 

(selfish routing), κάποιεσ καταςκευαςτικζσ βελτιϊςεισ ςτο δίκτυο μποροφν να 

οδθγιςουν ςε μείωςθ τθσ αποτελεςματικότθτασ του δικτφου». Στο παράδειγμα του 

παράδοξου του Braess (βλζπε Ειςαγωγι), από ζνα αρχικό δίκτυο, προςκζτοντασ ζνα 

ςφνδεςμο (μθδενικοφ κόςτουσ) προκφπτει ζνα τελικό δίκτυο του οποίου το 

ςυνολικό κόςτοσ είναι μεγαλφτερο από του αρχικοφ παρά τθν αφξθςθ τθσ 

ικανότθτασ του δικτφου. Ζςτω ότι ζνα πραγματικό δίκτυο αντιςτοιχεί ςτο τελικό 

δίκτυο του παράδοξου του Braess, και ότι το δίκτυο που προκφπτει από τθν 

αφαίρεςθ μίασ ακμισ (ενόσ οποιοδιποτε δρόμου) αντιςτοιχεί ςτο αρχικό δίκτυο 

του παράδοξου. Εάν ο ςυνολικόσ χρόνοσ μετακίνθςθσ του αρχικοφ δικτφου 

(πραγματικό δίκτυο ςτο οποίο ζχει αφαιρεκεί μία ακμι) είναι μικρότεροσ του 

τελικοφ δικτφου (πραγματικό δίκτυο), τότε το παράδοξο ιςχφει και προφανϊσ θ 

αφαίρεςθ τθσ ακμισ οδθγεί ςε καλυτζρευςθ των κυκλοφοριακϊν ςυνκθκϊν και κα 

λζγεται ότι ο ςφνδεςμοσ εκείνοσ «πάςχει» από το παράδοξο. 

 

Για τον εντοπιςμό των ςυνδζςμων Braess, δθλαδι των ςυνδζςμων εκείνων που 

«πάςχουν» από το παράδοξο, ακολουκικθκε θ παρακάτω διαδικαςία: 
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Βήμα 1ο  

Για το επίπεδο ηιτθςθσ που αντιςτοιχεί ςτο μζγιςτο Τίμθμα τθσ Αναρχίασ  και για 

τθν ηιτθςθ ϊρασ αιχμισ, υπολογίςτθκε ο ςυνολικόσ χρόνοσ μετακίνθςθσ  

                    για τον δακτφλιο (χωρίσ να γίνει καμία παρζμβαςθ-τελικό 

δίκτυο) και για τισ δφο ςυναρτιςεισ που χρθςιμοποιικθκαν (BPR και Conical) ωσ 

ςυναρτιςεισ κόςτουσ . 

Βήμα 2ο  

Ζπειτα κλείνοντασ τουσ ςυνδζςμουσ      , ζναν κάκε φορά ςε κάκε ςενάριο 

(ςενάριο Nash για το επίπεδο ηιτθςθσ που αντιςτοιχεί ςτο μζγιςτο Τίμθμα και για 

τθν ηιτθςθ ϊρασ αιχμισ), οι οποίοι ζχουν χωρθτικότθτα που αντιςτοιχεί ςε μία 

λωρίδα,  υπολογίςτθκε ο ςυνολικόσ χρόνοσ μετακίνθςθσ του δικτφου εκείνου που 

προκφπτει από τθν αφαίρεςθ του ςυνδζςμου,                                  . Το 

δεφτερο βιμα ζγινε επίςθσ και για τισ 2 ςυναρτιςεισ. 

Βήμα 3ο  

Υπολογιςμόσ τθσ ποςότθτασ:  

 

                                                          

 

 Αν       , ο ςφνδεςμοσ   δεν «πάςχει» από το παράδοξο. 

 

 Αν       , ο ςφνδεςμοσ   «πάςχει» από το παράδοξο. 

 

Να ςθμειωκεί ότι ελζγχκθκαν ςφνδεςμοι με χωρθτικότθτα μίασ λωρίδασ με φόρτο 

ςτο ςενάριο Nash μεγαλφτερο από το φόρτο ςτο ςενάριο βζλτιςτθσ ιςορροπίασ για 

περιοριςμό του φόρτου εργαςίασ, ζλλειψθ τεχνικισ γνϊςθσ, κακϊσ και για πιο 

ορκολογικό κλείςιμο των δρόμων. 
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5. Αποτελϋςματα  
 

Σε αυτό το κεφάλαιο, παρουςιάηονται τα αποτελζςματα τθσ προςομοίωςθσ όςον 

αφορά ςτο Τίμθμα τθσ Αναρχίασ και ςτο Ραράδοξο του Braess κακϊσ και ο 

ςχολιαςμόσ αυτϊν των αποτελεςμάτων. 

 

5.1 Σο Σύμημα τησ Αναρχύασ 

5.1.1 Αποτελϋςματα για τον Δακτύλιο 

Υπολογίςτθκε το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ για το δίκτυο του μικροφ δακτυλίου και για 

τισ δφο ςυναρτιςεισ για τα εξισ επίπεδα ηιτθςθσ τθσ κυκλοφορίασ: 10%, 20%, 30%, 

40% , 50%, 60%, 65%, 70% 75%, 77,50%, 80%, 90%, 100%. Στον πίνακα 3 φαίνονται 

τα αποτελζςματα. 

             

Πίνακασ 3: Τιμζσ του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ - Δακτφλιοσ 

Traffic Demand Level PCU's 
PoA (Conical 

Function) 
PoA (BPR 
Function) 

200% 298725 1,0154 1,0004 

150% 224044 1,0321 1,0006 

100% 149357 1,0502 1,0077 

90% 134421,3 1,0730 1,0337 

80% 119485,6 1,0980 1,0622 

77,50% 115751,7 1,1082 1,0702 

75% 112017,8 1,1143 1,0675 

70% 104549,9 1,1206 1,0607 

65% 97082,05 1,1230 1,0587 

60% 89614,2 1,0892 1,0504 

50% 74678,5 1,0507 1,0291 

40% 59742,8 1,0270 1,0215 

30% 44807,1 1,0093 1,0094 

20% 29871,4 1,0008 1,0009 

10% 14935,7 1,0000 1,0000 
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Διάγραμμα 15: Τιμζσ του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ ςυναρτιςει των Μ.Ε.Α.-Δακτφλιοσ 

 

 

Διάγραμμα 16: Τιμζσ του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ ςυναρτιςει του επιπζδου ηιτθςθσ 
(Demand Level)-Δακτφλιοσ 
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Εικόνα 38: Παρατθριςεισ ςτα αποτελζςματα του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ - Δακτφλιοσ 

 

 

Πίνακασ 4: Επιπλζον κόςτοσ ανά ταξίδι λόγω τθσ εγωιςτικισ ςυμπεριφοράσ ςυναρτιςει 
του επιπζδου ηιτθςθσ-Δακτφλιοσ 

Demand 
Level (%) 

Cost per trip due to selfishness (min) 

BPR Conical 

10% 0,00 0,00 

20% 0,00 0,00 

30% 0,01 0,01 

40% 0,03 0,04 

50% 0,04 0,08 

60% 0,08 0,16 

65% 0,10 0,24 

70% 0,12 0,26 

75% 0,13 0,28 

77,50% 0,17 0,28 

80% 0,20 0,28 

90% 0,21 0,28 

100% 0,24 0,28 

150% 0,51 0,66 

200% 6,34 0,69 
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Διάγραμμα 17: Επιπλζον κόςτοσ ανά ταξίδι λόγω τθσ εγωιςτικισ ςυμπεριφοράσ 
ςυναρτιςει του επιπζδου ηιτθςθσ (Ηιτθςθ<=100%)-Δακτφλιοσ 

 

Διάγραμμα 18: Επιπλζον κόςτοσ ανά ταξίδι λόγω τθσ εγωιςτικισ ςυμπεριφοράσ 
ςυναρτιςει του επιπζδου ηιτθςθσ (Ηιτθςθ>=100%)-Δακτφλιοσ 
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Διάγραμμα 19: Επιπλζον κόςτοσ ανά ταξίδι λόγω τθσ εγωιςτικισ ςυμπεριφοράσ 
ςυναρτιςει του επιπζδου ηιτθςθσ (Συγκεντρωτικό)-Δακτφλιοσ 

Ππωσ φαίνεται ςτα διαγράμματα 15, 16, 17, 18 και 19 υπάρχουν κάποιεσ 

ομοιότθτεσ αλλά και αρκετζσ διαφορζσ μεταξφ των ςυναρτιςεων. 

΢υνϊρτηςη BPR  

 Ραρατθρείται ζνασ αριςτερόσ και ζνασ δεξιόσ κλάδοσ. Για χαμθλοφσ φόρτουσ το 

Τίμθμα τθσ Αναρχίασ παίρνει πολφ χαμθλζσ τιμζσ (πολφ κοντά ςτο 1). Κακϊσ 

αυξάνεται θ ηιτθςθ, αυξάνεται και παίρνει τθν μζγιςτθ τιμι του, για ηιτθςθ ςτο 

77,5% τθσ ηιτθςθσ αιχμισ, ενϊ για περαιτζρω αφξθςθ τθσ ηιτθςθσ μειϊνεται και 

για τθν ηιτθςθ αιχμισ (100%) παίρνει τθν τιμι 1,0075, φτάνοντασ πολφ κοντά 

ςτο 1 (1,0004) για 200% επίπεδο ηιτθςθσ. 

 Το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ μεγιςτοποιείται και παίρνει τθν τιμι 1,0702 για το 

77,5% τθσ ηιτθςθσ ϊρασ αιχμισ που ςθμαίνει ότι οι χριςτεσ του δικτφου 

ςπαταλάνε το 7,02% του ςυνολικοφ χρόνου μετακίνθςισ τουσ και πιο 

ςυγκεκριμζνα                     λεπτά, λόγω τθσ εγωιςτικισ 

ςυμπεριφοράσ που επιδεικνφουν και τθσ ζλλειψθσ ςυνεργαςίασ, που 

αντιςτοιχεί ςε 0,2 λεπτά ανά ταξίδι. 
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 Ενδιαφζρον ςτοιχείο (βλζπε διάγραμμα 17, 18 και 19) είναι ότι το μζγιςτο 

κόςτοσ (επιπλζον χρόνοσ μετακίνθςθσ ςε λεπτά) ανά ταξίδι που οφείλεται ςτθν 

εγωιςτικι ςυμπεριφορά δεν αντιςτοιχεί ςτο μζγιςτο Τίμθμα δθλαδι ςτο 77,5 % 

τθσ ηιτθςθσ (PoA=1,0702). Ππωσ φαίνεται και ςτο διάγραμμα 4.5 υπάρχει 

τοπικά ςτο 100% μία ελαφριά μείωςθ και για επίπεδα ηιτθςθσ μεγαλφτερα του 

100%, θ ςυςχζτιςθ είναι αφξουςα (πολυωνυμικι αφξθςθ) φτάνοντασ περίπου τα 

6,4 λεπτά ανά ταξίδι. 

 

΢υνϊρτηςη Conical 

 Ραρατθρείται ζνασ αριςτερόσ και ζνασ δεξιόσ κλάδοσ. Για χαμθλοφσ φόρτουσ το 

Τίμθμα τθσ Αναρχίασ παίρνει πολφ χαμθλζσ τιμζσ. Κακϊσ αυξάνεται θ ηιτθςθ, 

αυξάνεται και παίρνει τθν μζγιςτθ τιμι του, για ηιτθςθ ςτο 65% τθσ ηιτθςθσ 

αιχμισ, ενϊ για περαιτζρω αφξθςθ τθσ ηιτθςθσ μειϊνεται, και για τθν ηιτθςθ 

αιχμισ (100%) παίρνει τθν τιμι 1,0502, φτάνοντασ ςτο 1,0154 για 200% επίπεδο 

ηιτθςθσ. 

 Μεγιςτοποιείται και παίρνει τθν τιμι 1,1230 για το 65% τθσ ηιτθςθσ αιχμισ που 

ςθμαίνει ότι οι χριςτεσ του δικτφου ςπαταλάνε το 12,30% του ςυνολικοφ 

χρόνου μετακίνθςισ τουσ, και πιο ςυγκεκριμζνα                     

λεπτά, λόγω τθσ εγωιςτικισ ςυμπεριφοράσ που επιδεικνφουν και τθσ ζλλειψθσ 

ςυνεργαςίασ, που αντιςτοιχεί ςε 0,24 λεπτά ανά ταξίδι. 

 Ομοίωσ με τθν ςυνάρτθςθ BPR, (βλζπε διάγραμμα 17, 18 και 19) το μζγιςτο 

κόςτοσ ανά ταξίδι που οφείλεται ςτθν εγωιςτικι ςυμπεριφορά δεν αντιςτοιχεί 

ςτθν ηιτθςθ για το μζγιςτο Τίμθμα τθσ Αναρχίασ δθλαδι ςτο 65% (PoA=1,1230). 

Ππωσ φαίνεται και ςτο διάγραμμα 4.5 υπάρχει τοπικά ςτο 90% μία ελαφριά 

μείωςθ και για επίπεδα ηιτθςθσ μεγαλφτερα του 90%, θ ςυςχζτιςθ είναι 

αφξουςα (γραμμικι αφξθςθ) φτάνοντασ περίπου τα 0,69 λεπτά ανά ταξίδι. 
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Διάγραμμα 20: Τιμζσ του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ ςυναρτιςει του ποςοςτοφ των 
ςυμφορθμζνων ςυνδζςμων-Δακτφλιοσ 

 

Πίνακασ 5: Τιμζσ του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ ςυναρτιςει του ποςοςτοφ των 
ςυμφορθμζνων ςυνδζςμων - Δακτφλιοσ 

Traffic 
Demand Level 

(%) 

Fraction of 
congested links 

(BPR) 

Fraction of 
congested links 

(Conical) 

PoA 
(BPR) 

PoA 
(Conical) 

200% 79,27% 77,88% 1,0004 1,0154 

150% 67,50% 66,20% 1,0006 1,0321 

100% 36% 35,59% 1,0077 1,0502 

90% 25,74% 27,13% 1,0337 1,0730 

80% 18,00% 19,18% 1,0622 1,0980 

77,50% 16,34% 17,65% 1,0702 1,1082 

75% 14,73% 15,61% 1,0675 1,1143 

70% 11,80% 11,52% 1,0607 1,1206 

65% 8,68% 6,71% 1,0587 1,1230 

60% 6,35% 6,42% 1,0504 1,0892 

50% 4,16% 4,10% 1,0291 1,0507 

40% 1,60% 1,45% 1,0215 1,0270 

30% 0,65% 0,65% 1,0094 1,0093 

20% 0,10% 0,10% 1,0009 1,0008 

10% 0,00% 0% 1,0000 1,0000 
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Συνάρτηςη BPR 

Το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ μεγιςτοποιείται όταν το 16,34% των ςυνδζςμων είναι 

ςυμφορθμζνο (βλζπε πίνακα 5 και διάγραμμα 20). Συμφορθμζνοι κεωρικθκαν οι 

ςφνδεςμοι με λόγο   ⁄      . 

Συνάρτηςη Conical 

Ο PoA μεγιςτοποιείται όταν το 6,71% των ςυνδζςμων είναι ςυμφορθμζνο (βλζπε 

πίνακα 5 και διάγραμμα 20). Συμφορθμζνοι κεωρικθκαν οι ςφνδεςμοι με λόγο 

 
 ⁄      . 

 

 

Διάγραμμα 21: Συνολικό κόςτοσ ςυναρτιςει των Μ.Ε.Α. - Δακτφλιοσ 
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Διάγραμμα 22: Συνολικό κόςτοσ ςυναρτιςει των ςυμφορθμζνων ςυνδζςμων – Δακτφλιοσ 

 

Ππωσ φαίνεται από τα διαγράμματα 4.5 και 4.6 θ ςυνάρτθςθ BPR είναι πολφ πιο 

ευαίςκθτθ ςε υψθλοφσ φόρτουσ ςε ςχζςθ με τθν ςυνάρτθςθ Conical. Για φόρτουσ 

μζχρι 120000 Μ.Ε.Α. το ςυνολικό κόςτοσ του δικτφου είναι περίπου το ίδιο για τισ 

δφο ςυναρτιςεισ, ενϊ για τιμζσ μεγαλφτερεσ των 135000 Μ.Ε.Α. θ διαφορά 

εντείνεται με τθν αφξθςθ τθσ ηιτθςθσ, και φτάνοντασ ςτθν ηιτθςθ ϊρασ αιχμισ 

(149357 Μ.Ε.Α.) θ διαφορά είναι τθσ τάξεωσ του 67%. 

 

5.1.2 Αποτελϋςματα για το «Ευρύτερο Δύκτυο» 

Υπολογίςτθκε το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ για το «Ευρφτερο Δίκτυο» και για τισ 2 

ςυναρτιςεισ για τα εξισ επίπεδα ηιτθςθσ τθσ κυκλοφορίασ:  

 Συνάρτθςθ BPR: 10%, 20%, 30%, 40% , 50%, 60%, 70%, 80%, 90%, 100%, 110%, 

120%, 130%, 400%. Στον πίνακα 4.5 φαίνονται τα αποτελζςματα. 

 Συνάρτθςθ Conical: 10%, 20%, 30%, 40% , 50%, 60%, 70%, 80%, 90%, 100%, 

110%, 120%, 130%, 140%, 200%, 300%, 400%. Στον πίνακα 4.5 φαίνονται τα 

αποτελζςματα. 
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Πίνακασ 6: Τιμζσ του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ - Ευρφτερο Δίκτυο 

Demand Level (%) 
PCU's PoA (BPR) PoA (Conical) 

BPR Function Conical Function 

10% 10% 24157,1 1,0000 1,0002 

20% 20% 48314,2 1,0007 1,0012 

30% 30% 72471,3 1,0039 1,0055 

40% 40% 96628,4 1,0111 1,0157 

50% 50% 120785,5 1,0205 1,0309 

60% 60% 144942,6 1,0365 1,0637 

70% 70% 169099,7 1,0604 1,0996 

80% 80% 193256,8 1,0753 1,1091 

90% 90% 217413,9 1,0665 1,0986 

100% 100% 241571 1,0379 1,0758 

110% 110% 265728,1 1,0177 1,0605 

120% 120% 289885,2 1,0095 1,0525 

130% 130% 314042,3 1,0067 1,0488 

- 140% 338199,4 - 1,0460 

- 200% 483142 - 1,0273 

- 300% 724713 - 1,0159 

400% 400% 966284 1,0000 1,0125 

 

 

Διάγραμμα 23: Τιμζσ του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ ςυναρτιςει των Μ.Ε.Α. – «Ευρφτερο 
Δίκτυο» 
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Διάγραμμα 24: Τιμζσ του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ ςυναρτιςει του επιπζδου ηιτθςθσ –
«Ευρφτερο Δίκτυο» 

 

 

 

Εικόνα 39: Παρατθριςεισ ςτα αποτελζςματα του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ - «Ευρφτερο 
Δίκτυο» 
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Πίνακασ 7: Επιπλζον κόςτοσ ανά ταξίδι λόγω τθσ εγωιςτικισ ςυμπεριφοράσ ςυναρτιςει 
του επιπζδου ηιτθςθσ-«Ευρφτερο Δίκτυο» 

Demand Level (%) Cost per trip due to selfishness (min) 

BPR 
Function 

Conical 
Function BPR Conical 

10% 10% 0,00 0,00 

20% 20% 0,00 0,01 

30% 30% 0,02 0,03 

40% 40% 0,06 0,09 

50% 50% 0,12 0,19 

60% 60% 0,23 0,44 

70% 70% 0,42 0,84 

80% 80% 0,67 1,26 

90% 90% 0,93 1,66 

100% 100% 1,03 1,85 

110% 110% 1,04 2,09 

120% 120% 1,23 2,46 

130% 130% 1,88 2,98 

- 140% - 3,54 

- 200% - 5,07 

- 300% - 6,08 

400% 400% 62,35 7,26 

 

 

Διάγραμμα 25: Επιπλζον κόςτοσ ανά ταξίδι λόγω τθσ εγωιςτικισ ςυμπεριφοράσ 
ςυναρτιςει του επιπζδου ηιτθςθσ (Ηιτθςθσ <=100%)-Ευρφτερο δίκτυο 
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Διάγραμμα 26: Επιπλζον κόςτοσ ανά ταξίδι λόγω τθσ εγωιςτικισ ςυμπεριφοράσ 
ςυναρτιςει του επιπζδου ηιτθςθσ (Ηιτθςθ>=100%)-«Ευρφτερο Δίκτυο» 

 

Διάγραμμα 27: Επιπλζον κόςτοσ ανά ταξίδι λόγω τθσ εγωιςτικισ ςυμπεριφοράσ 
ςυναρτιςει του επιπζδου ηιτθςθσ (Συγκεντρωτικό)- «Ευρφτερο Δίκτυο» 
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Ππωσ φαίνεται ςτα διαγράμματα 23, 24, 25, 26 και 27  υπάρχουν κάποιεσ 

ομοιότθτεσ αλλά και αρκετζσ διαφορζσ μεταξφ των ςυναρτιςεων. Το ίδιο ιςχφει και 

μεταξφ των δφο δικτφων που μελετικθκαν. 

 

΢υνϊρτηςη BPR  

 Ραρατθρείται ζνασ αριςτερόσ και ζνασ δεξιόσ κλάδοσ. Για χαμθλοφσ φόρτουσ το 

Τίμθμα τθσ Αναρχίασ παίρνει πολφ χαμθλζσ τιμζσ. Κακϊσ αυξάνεται θ ηιτθςθ, ο 

αυξάνεται και παίρνει τθν μζγιςτθ τιμι του, για ηιτθςθ ςτο 80% τθσ ηιτθςθσ 

αιχμισ, ενϊ για περαιτζρω αφξθςθ τθσ ηιτθςθσ μειϊνεται, και για τθν ηιτθςθ 

αιχμισ (100%) παίρνει τθν τιμι 1,0379, φτάνοντασ ςτο 1,0003 για ηιτθςθ 400%  

 Μεγιςτοποιείται και παίρνει τθν τιμι 1,0753 για το 80% τθσ ηιτθςθσ αιχμισ που 

ςθμαίνει ότι οι χριςτεσ του δικτφου ςπαταλάνε το 7,53% του ςυνολικοφ χρόνου 

μετακίνθςισ τουσ, και πιο ςυγκεκριμζνα                       λεπτά, 

λόγω τθσ εγωιςτικισ ςυμπεριφοράσ που επιδεικνφουν και τθσ ζλλειψθσ 

ςυνεργαςίασ, που αντιςτοιχεί ςε 0,67 λεπτά ανά ταξίδι. 

 Το κόςτοσ (επιπλζον χρόνοσ μετακίνθςθσ ςε λεπτά) ανά ταξίδι που οφείλεται 

ςτθν εγωιςτικι ςυμπεριφορά αυξάνεται ςυνεχϊσ με τθν αφξθςθ τθσ ηιτθςθσ, 

φτάνοντασ τα 62,35 λεπτά ανά ταξίδι για ηιτθςθ 400%. 

 

΢υνϊρτηςη Conical  

 Ραρατθρείται ζνασ αριςτερόσ και ζνασ δεξιόσ κλάδοσ. Για χαμθλοφσ φόρτουσ το 

Τίμθμα τθσ Αναρχίασ παίρνει πολφ χαμθλζσ τιμζσ. Κακϊσ αυξάνεται θ ηιτθςθ 

αυξάνεται και παίρνει τθν μζγιςτθ τιμι του, για ηιτθςθ ςτο 80% τθσ ηιτθςθσ 

αιχμισ, ενϊ για περαιτζρω αφξθςθ τθσ ηιτθςθσ μειϊνεται και για τθν ηιτθςθ 

αιχμισ (100%) παίρνει τθν τιμι 1,0758 , φτάνοντασ ςτο 1,0125 για ηιτθςθ 400%. 

 Μεγιςτοποιείται και παίρνει τθν τιμι 1,1091 για το 80% τθσ ηιτθςθσ αιχμισ που 

ςθμαίνει ότι οι χριςτεσ του δικτφου ςπαταλάνε το 10,91% του  

ςυνολικοφ χρόνου μετακίνθςισ τουσ, και πιο ςυγκεκριμζνα        

               λεπτά περίπου, λόγω τθσ εγωιςτικισ ςυμπεριφοράσ που 
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επιδεικνφουν και τθσ ζλλειψθσ ςυνεργαςίασ, που αντιςτοιχεί ςε 1,26 λεπτά ανά 

ταξίδι. 

 Το κόςτοσ (επιπλζον χρόνοσ μετακίνθςθσ ςε λεπτά) ανά ταξίδι που οφείλεται 

ςτθν εγωιςτικι ςυμπεριφορά αυξάνεται ςυνεχϊσ με τθν αφξθςθ τθσ ηιτθςθσ, 

φτάνοντασ τα 7,26 λεπτά ανά ταξίδι για ηιτθςθ 400%. 

 

 

 

 

Διάγραμμα 28: Τιμζσ του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ ςυναρτιςει του ποςοςτοφ των 
ςυμφορθμζνων ςυνδζςμων – «Ευρφτερο δίκτυο» 
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Πίνακασ 8: Τιμζσ του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ ςυναρτιςει του ποςοςτοφ των 
ςυμφορθμζνων ςυνδζςμων – «Ευρφτερο Δίκτυο» 

Traffic Demand 
Level (%) 

Fraction of 
congested links 

(BPR) 

Fraction of 
congested links 

(Conical) 

PoA 
(BPR) 

PoA 
(Conical) 

BPR Conical 

10% 10% 0% 0% 1,0000 1,0002 

20% 20% 0,15% 0,12% 1,0007 1,0012 

30% 30% 0,67% 0,43% 1,0039 1,0055 

40% 40% 2,24% 1,44% 1,0111 1,0157 

50% 50% 4,71% 3,70% 1,0205 1,0309 

60% 60% 10,10% 8,68% 1,0365 1,0637 

70% 70% 15,50% 14,72% 1,0604 1,0996 

80% 80% 21,87% 22,04% 1,0753 1,1091 

90% 90% 29,59% 30,96% 1,0665 1,0986 

100% 100% 37,65% 40,03% 1,0379 1,0758 

110% 110% 49,42% 49,17% 1,0177 1,0605 

120% 120% 53,89% 56,53% 1,0095 1,0525 

130% 130% 61,73% 62,22% 1,0067 1,0488 

- 140% - 71,88% - 1,0460 

- 200% - 82,41% - 1,0273 

- 300% - 89,44% - 1,0159 

400% 400% 82,66% 91,99% 1,0000 1,0125 

 

 

Συνάρτηςη BPR 

Το τίμθμα τθσ Αναρχίασ μεγιςτοποιείται όταν το 21,87% των ςυνδζςμων είναι 

ςυμφορθμζνο (βλζπε πίνακα 8 και διάγραμμα 28). Συμφορθμζνοι κεωρικθκαν οι 

ςφνδεςμοι με λόγο   ⁄      . 

 

Συνάρτηςη Conical 

Το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ μεγιςτοποιείται όταν το 22,04% των ςυνδζςμων είναι 

ςυμφορθμζνο (βλζπε πίνακα 8 και διάγραμμα 28). Συμφορθμζνοι κεωρικθκαν οι 

ςφνδεςμοι με λόγο   ⁄      . 
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Διάγραμμα 29: Συνολικό κόςτοσ ςυναρτιςει των Μ.Ε.Α. – «Ευρφτερο δίκτυο» 

 

 

Διάγραμμα 30: Συνολικό κόςτοσ ςυναρτιςει των ςυμφορθμζνων ςυνδζςμων – 
«Ευρφτερο Δίκτυο» 
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Ππωσ φαίνεται από τα διαγράμματα 29 και 30 θ ςυνάρτθςθ BPR είναι πολφ πιο 

ευαίςκθτθ ςε υψθλοφσ φόρτουσ ςε ςχζςθ με τθν ςυνάρτθςθ Conical. Για φόρτουσ 

μζχρι 120000 Μ.Ε.Α. το ςυνολικό κόςτοσ του δικτφου είναι περίπου το ίδιο για τισ 

δφο ςυναρτιςεισ, ενϊ για τιμζσ μεγαλφτερεσ των 135000 Μ.Ε.Α. θ διαφορά 

εντείνεται με τθν αφξθςθ τθσ ηιτθςθσ, και φτάνοντασ ςτθν ηιτθςθ ϊρασ αιχμισ 

(966284 Μ.Ε.Α.) θ διαφορά είναι τθσ τάξεωσ του 94,29%. 

Ππωσ φαίνεται από τα αποτελζςματα υπάρχει μεγάλθ εξάρτθςθ του Τιμιματοσ τθσ 

Αναρχίασ από τθν ςυνάρτθςθ κόςτουσ. Επιπροςκζτωσ, εξαρτάται από τθν ηιτθςθ 

που υπάρχει ςτο δίκτυο, και θ μορφι του διαγράμματοσ ςυναρτιςει τθσ ηιτθςθσ 

γίνεται ξεκάκαρθ. Για μικρά επίπεδα ηιτθςθσ παίρνει χαμθλζσ τιμζσ (κοντά ςτο 1) 

για ενδιάμεςα επίπεδα ηιτθςθσ γφρω ςτο 65% με 80% παίρνει τθν μζγιςτθ τιμι του, 

ενϊ για πολφ μεγάλα επίπεδα ηιτθςθσ φτάνει πάλι κοντά ςτο 1 πολφ πιο αργά, 

ειδικά για τθν Conical. 

5.2 ΢ύνδεςμοι που «ευθύνονται» για το Σύμημα τησ Αναρχύασ 

Ωσ ςφνδεςμοι που ευκφνονται για το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ χαρακτθρίηονται οι 

δρόμοι που ζχουν φόρτο ςτθν ιςορροπία Nash αρκετά μεγαλφτερο από τον 

αντίςτοιχο που προκφπτει ςτθν βζλτιςτθ ιςορροπία (κατθγορία 1) και εκείνθ που 

ζχουν αρκετά μικρότερο (κατθγορία 2). Στα πλαίςια τθσ παροφςασ διπλωματικισ κα 

κεωρθκοφν εκείνοι που θ διαφορά (απόλυτθ) αυτι είναι μεγαλφτερθ των 300 

Μ.Ε.Α. Θα παρουςιαςτοφν μόνο οι περιπτϊςεισ για τισ οποίεσ το Τίμθμα τθσ 

Αναρχίασ είναι μζγιςτο, και μόνο για τον Δακτφλιο. 

5.2.1 ΢υνϊρτηςη BPR 

Στθν πρϊτθ κατθγορία βρζκθκαν για τθν ςυνάρτθςθ BPR για τον δακτφλιο, 102 

ςφνδεςμοι. Στθν ςυντριπτικι πλειοψθφία, 89,22%, είναι δρόμοι με ςθματοδότθςθ 

ενϊ το υπόλοιπο 3,92% και το 6,86% είναι δρόμοι χωρίσ ςθματοδότθςθ και 

αρτθρίεσ, αντίςτοιχα. Στθν ιςορροπία Nash to 58,82% των ςυνδζςμων είναι 

κορεςμζνοι (  ⁄      ) ενϊ ςτθν βζλτιςτθ ιςορροπία το ποςοςτό μειϊνεται κατά 

20% με το ποςοςτό τον ςυμφορθμζνων ςυνδζςμων να ανζρχεται ςτο 38,24%. 

Στθν δεφτερθ κατθγορία βρζκθκαν για τθν ςυνάρτθςθ BPR για τον δακτφλιο, 157 

ςφνδεςμοι. Το 52,87%, είναι δρόμοι χωρίσ ςθματοδότθςθ ενϊ το υπόλοιπο 33,12% 
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και το 12,73% είναι δρόμοι με ςθματοδότθςθ και αρτθρίεσ, αντίςτοιχα. Στθν 

ιςορροπία Nash κανζνασ ςφνδεςμοσ δεν είναι κορεςμζνοσ (  ⁄      ) ενϊ ςτθν 

βζλτιςτθ ιςορροπία το ποςοςτό των κορεςμζνων ςυνδζςμων ανζρχεται ςτο 14%. 

Στουσ πίνακεσ του παραρτιματοσ φαίνονται οι 2 κατθγορίεσ με τουσ ςυνδζςμουσ 

κάκε μίασ και τα χαρακτθριςτικά τουσ για τθν ςυνάρτθςθ BPR. 

 

Εικόνα 40: Σφνδεςμοι που ευκφνονται για το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ - Συνάρτθςθ BPR 

 

5.2.2 ΢υνϊρτηςη Conical 

Στθν πρϊτθ κατθγορία βρζκθκαν για τθν ςυνάρτθςθ Conical για τον δακτφλιο, 61 

ςφνδεςμοι. Στθν ςυντριπτικι πλειοψθφία, 83,6%, είναι δρόμοι με ςθματοδότθςθ 

ενϊ το υπόλοιπο 9,84% είναι αρτθρίεσ. Στθν ιςορροπία Nash to 47,54% των 

ςυνδζςμων είναι κορεςμζνοι (  ⁄      ) ενϊ ςτθν βζλτιςτθ ιςορροπία το ποςοςτό 

των ςυμφορθμζνων ςυνδζςμων να ανζρχεται ςτο 16,39%. 

Στθν δεφτερθ κατθγορία βρζκθκαν για τθν ςυνάρτθςθ Conical για τον δακτφλιο, 103 

ςφνδεςμοι. Το 44,66%, είναι δρόμοι χωρίσ ςθματοδότθςθ ενϊ το υπόλοιπο 41,75% 

και το 11,65% είναι δρόμοι με ςθματοδότθςθ και αρτθρίεσ, αντίςτοιχα. 
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 Στθν ιςορροπία Nash κανζνασ ςφνδεςμοσ δεν είναι κορεςμζνοσ (  ⁄      ) ενϊ 

ςτθν βζλτιςτθ ιςορροπία το ποςοςτό των κορεςμζνων ςυνδζςμων ανζρχεται ςτο 

5,8%. 

 

Στουσ πίνακεσ του παραρτιματοσ φαίνονται οι 2 κατθγορίεσ με τουσ ςυνδζςμουσ 

κάκε μίασ και τα χαρακτθριςτικά τουσ για τθν ςυνάρτθςθ Conical. 

 

Εικόνα 41: Σφνδεςμοι που ευκφνονται για το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ - Συνάρτθςθ Conical 

 

5.2 Σο παρϊδοξο του Braess 

Ζγινε μία ειςαγωγικι διερεφνθςθ του φαινομζνου και ελζγχκθκαν οι ςφνδεςμοι 

χωρθτικότθτασ μίασ λωρίδασ, για τον Δακτφλιο μόνο, και με φόρτο που προκφπτει 

από το Σενάριο Ιςορροπίασ Nash μεγαλφτερο από τον αντίςτοιχο που προκφπτει 

από το Σενάριο Βζλτιςτθσ Ιςορροπίασ. 

5.2.1 ΢υνϊρτηςη BPR για επύπεδο ζότηςησ 77,5% (μϋγιςτο Σύμημα) 

Στθν ςυνάρτθςθ BPR για επίπεδο ηιτθςθσ ςτο 77,5% βρζκθκαν 171 ςφνδεςμοι με τα 

πιο πάνω χαρακτθριςτικά και από αυτοφσ τουσ ςυνδζςμουσ βρζκθκαν 28 δρόμοι 
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που πάςχουν από το παράδοξο, δθλαδι το 16,37% των ςυνδζςμων που 

ελζγχκθκαν. Το 96,43% των ςυνδζςμων είναι δρόμοι χωρίσ ςθματοδότθςθ με μζςο 

όρο μικουσ 107,92μ. 

Στον πίνακα 9 φαίνονται τα αποτελζςματα. Ππωσ φαίνεται το κλείςιμο ενόσ μόνο 

δρόμου μπορεί να επιφζρει μείωςθ ζωσ και 558 λεπτά ςτο ςυνολικό χρόνο 

μετακίνθςθσ και κατ’ επζκταςθ μείωςθ του Price of Anarchy 0,89% δθλαδι από 

1,0702 ςε 1,0670. 

Πίνακασ 9: Σφνδεςμοι που πάςχουν από το παράδοξο του Braess-Συνάρτθςθ BPR (77,5%) 

Section Road Type Capacity Length 
V/C 

Ratio 
ΔΤ 

(min) 
New 
PoA 

552224 (6955) 44: Street 850 93,929 0,798 558,00 1,0670 

552278: ΟΜΘ΢ΟΥ (6978) 44: Street 850 38,0747 0,968 499,80 1,0672 

555128: ΚΑΛΛΙ΢ΟΘΣ (6685) 44: Street 850 140,751 0,549 213,00 1,0681 

551804: Λαςκάρεωσ (6737) 44: Street 850 182,86 0,313 174,60 1,0682 

552070: Θεμιςτοκλζουσ (6876) 44: Street 850 102,268 0,228 121,20 1,0684 

551818: Λαςκάρεωσ (6744) 44: Street 850 129,124 0,324 112,20 1,0684 

662512: Ρατριάρχου Ιωακείμ 
(6996) 

44: Street 850 37,9577 0,280 75,00 1,0685 

552314: Ρατριάρχου Ιωακείμ 
(6996) 

44: Street 850 52,4313 0,225 73,80 1,0685 

552406: Γενναδίου (7031) 44: Street 850 108,113 0,024 70,20 1,0685 

628573: Θεμιςτοκλζουσ 44: Street 850 171,11 0,277 66,00 1,0685 

555092: ΜΕΝΑΙΧΜΟΥ (6653) 44: Street 850 22,3434 1,037 52,8 1,0686 

555350: ΜΑ΢ΚΟΥ ΜΟΥΣΟΥ΢ΟΥ 
(7107) 

44: Street 850 203,719 0,155 47,40 1,0686 

551616 (6553) 44: Street 850 50,6052 0,010 42,60 1,0686 

551328 (6434) 44: Street 850 104,011 0,506 40,20 1,0686 

554990: ΘΣΙΟΝΘΣ (6597) 44: Street 850 242,981 0,029 39,60 1,0686 

555508: ΚΑΛΛΙ΢ΟΘΣ (8261) 44: Street 850 165,243 0,294 35,40 1,0686 

551202: ΣΩΚ΢ΑΤΟΥΣ (6371) 44: Street 850 88,6374 0,607 29,40 1,0687 

551436: ΔΙΡΥΛΟΥ (6482) 44: Street 850 124,168 0,027 29,40 1,0687 

551128 (6338) 44: Street 850 53,6294 0,703 28,80 1,0687 

551666: ΢ΟΒΕ΢ΤΟΥ ΓΚΑΛΛΙ 
(6614) 

44: Street 850 80,094 0,197 25,80 1,0687 

554866 44: Street 850 16,0982 0,051 24,60 1,0687 

555628: ΡΑΝΑΓΘ ΤΣΑΛΔΑ΢Θ 
94: Signalized 

Street 
1000 141,781 0,418 24,00 1,0687 

551298: ΛΕΩΝΙΔΙΟΥ (6421) 44: Street 850 165,901 0,921 23,40 1,0687 

551422: ΛΕΩΝΙΔΙΟΥ (6475) 44: Street 850 251,316 0,921 23,40 1,0687 

555626: ΛΕΩΝΙΔΙΟΥ (6419) 44: Street 850 69,3898 0,995 15,60 1,0687 

551294: ΛΕΩΝΙΔΙΟΥ (6419) 44: Street 850 52,778 0,995 15,6 1,0687 

555604: Γενναδίου (7028) 44: Street 850 21,3387 0,058 15,60 1,0687 

552096: ΗΩΟΔΟΧΟΥ ΡΘΓΘΣ 
(6890) 

44: Street 850 111,162 0,019 5,40 1,0687 
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Εικόνα 42: Δρόμοι που «πάςχουν» από το Παράδοξο του Braess - Συνάρτθςθ BPR (77,5%) 

 

5.2.2 ΢υνϊρτηςη Conical για επύπεδο ζότηςησ 65% (μϋγιςτο Σύμημα) 

 

Στθν ςυνάρτθςθ Conical για επίπεδο ηιτθςθσ ςτο 65% βρζκθκαν 248 ςφνδεςμοι με 

τα πιο πάνω χαρακτθριςτικά και από αυτοφσ τουσ ςυνδζςμουσ βρζκθκαν μόνο 2 

δρόμοι που πάςχουν από το παράδοξο του Braess, δθλαδι το 0,81% των 

ςυνδζςμων.  

Στον πίνακα 10 φαίνονται τα αποτελζςματα. Ππωσ φαίνεται το κλείςιμο ενόσ μόνο 

δρόμου μπορεί να επιφζρει μείωςθ ζωσ και 22,8 λεπτά ςτο ςυνολικό χρόνο 

μετακίνθςθσ και κατ’επζκταςθ μείωςθ του Price of Anarchy από 1,1230 ςε 1,1228. 

 

Πίνακασ 10: Σφνδεςμοι που πάςχουν από το παράδοξο του Braess - Συνάρτθςθ Conical (65%) 

Section Road Type Capacity Length 
V/C 

Ratio 
ΔΤ 

(min) 
New 
PoA 

551956: Σαρανταπιχου (6824) 44: Street 850 378 0,382 22,80 1,1228 

551842 (6757) 44: Street 850 159 0,521 9,00 1,1229 
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Εικόνα 43: Δρόμοι που «πάςχουν» από το Παράδοξο του Braess - Συνάρτθςθ Conical 
(65%) 

 

5.2.3 ΢υνϊρτηςη BPR για επύπεδο ζότηςησ 100% (Ζότηςη αιχμόσ) 

Στθν ςυνάρτθςθ BPR για επίπεδο ηιτθςθσ ςτο 100% βρζκθκαν 186 ςφνδεςμοι με τα 

πιο πάνω χαρακτθριςτικά και από αυτοφσ τουσ ςυνδζςμουσ βρζκθκαν 52 δρόμοι 

που πάςχουν από το παράδοξο, δθλαδι το 27,95% των ςυνδζςμων που 

ελζγχκθκαν. Το 92,31% των ςυνδζςμων είναι δρόμοι χωρίσ ςθματοδότθςθ με μζςο 

όρο μικουσ 109,28μ. 

Στον πίνακα 11 φαίνονται τα αποτελζςματα. Ππωσ φαίνεται το κλείςιμο ενόσ μόνο 

δρόμου μπορεί να επιφζρει μείωςθ ζωσ και 942 λεπτά ςτο ςυνολικό χρόνο 

μετακίνθςθσ και κατ ’επζκταςθ μείωςθ του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ  0,039% δθλαδι 

από 1,0077 ςε 1,0073. 
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Πίνακασ 11: Σφνδεςμοι που «πάςχουν» από το Παράδοξο του Braess - Συνάρτθςθ BPR (100%) 

Section Road Type 
V/C 

Ratio 
Length 

ΔΤ 
(min) 

New 
PoA 

552300: Θ΢ΑΚΛΕΙΤΟΥ (6989) 44: Street 0,9232 90 942 1,0073 

551636: ΑΔ΢ΙΑΝΟΥ (6563) 44: Street 0,109 100 858 1,0073 

662503: Θ΢ΑΚΛΕΙΤΟΥ (7017) 44: Street 0,9239 85 804 1,0073 

555614: Κόνιαρθ (6768) 44: Street 0,1019 199 774 1,0073 

642557: ΦΙΛΟΡΑΡΡΟΥ (6627) 44: Street 0,8146 123 768 1,0073 

642550 44: Street 0,8146 109 768 1,0073 

551256 (6402) 44: Street 0,0887 94 768 1,0073 

551328 (6434) 44: Street 0,6412 104 744 1,0074 

555112: Β΢ΕΣΘΕΝΘΣ (6677) 44: Street 0,1637 284 744 1,0074 

632398 8: Arterial 0,1782 381 732 1,0074 

555154: ΙΡΡΑ΢ΧΟΥ (6703) 44: Street 0,3233 497 720 1,0074 

552368: Θ΢ΑΚΛΕΙΤΟΥ (7017) 44: Street 1,0182 63 714 1,0074 

640202: Β΢ΕΣΘΕΝΘΣ (6677) 44: Street 0,1637 88 696 1,0074 

551452: Α΢ΙΣΤΕΙΔΟΥ (6489) 44: Street 0,1979 111 678 1,0074 

554444: ΟΘΩΝΟΣ (12325) 44: Street 0,4749 104 648 1,0074 

551174 (6358) 44: Street 0,907 16 636 1,0074 

551302: ΛΕΩΝΙΔΙΟΥ (6423) 44: Street 1,0137 103 600 1,0074 

555578 (6358) 44: Street 0,9069 60 570 1,0074 

555674: ΗΙΝΝΘ 44: Street 0,7796 53 564 1,0074 

555104: ΜΕΝΑΙΧΜΟΥ (6659) 44: Street 0,1625 85 564 1,0074 

662636: ΑΒΕ΢ΩΦ 44: Street 0,2116 92 546 1,0074 

552384 (7024) 44: Street 0,1563 53 546 1,0074 

551928: Αναπιρων Ρολζμου (6810) 44: Street 0,2663 73 522 1,0075 

551848: Τςόχα (6760) 44: Street 0,1641 41 486 1,0075 

554842: ΧΑ΢.Τ΢ΙΚΟΥΡΘ 
94: Signalized 

Street 
0,014 24 480 1,0075 

551812: Βατάτηθ (6741) 44: Street 0,8639 126 474 1,0075 

551182 (6361) 44: Street 0,9205 49 456 1,0075 

551970: Κομνθνϊν (6828) 44: Street 0,2337 47 432 1,0075 

551368 (6449) 44: Street 0,1223 129 414 1,0075 

551614: ΜΘΤ΢ΟΡΟΛΕΩΣ (6552) 44: Street 0,9215 211 408 1,0075 

551288: ΜΕΓΑΛΟΥ ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΟΥ (6416) 44: Street 1,0554 104 378 1,0075 

555092: ΜΕΝΑΙΧΜΟΥ (6653) 44: Street 1,1721 22 348 1,0075 

555014: ΑΘΘΝΑΔΩ΢ΟΥ (6590) 44: Street 0,3108 39 306 1,0075 

551150: ΚΑΡΟΔΙΣΤ΢ΙΟΥ (6348) 
94: Signalized 

Street 
0,8567 96 288 1,0075 

551460: Ρ΢ΑΞΙΤΕΛΟΥΣ (6492) 44: Street 0,1177 50 288 1,0075 

554990: ΘΣΙΟΝΘΣ (6597) 44: Street 0,0222 243 288 1,0075 

552034: Κάνιγγοσ (6859) 44: Street 0,9122 45 282 1,0075 

555094: ΘΕΟΦΙΛΟΡΟΥΛΟΥ (6654) 44: Street 0,9367 154 240 1,0076 

640193: Β΢ΕΣΘΕΝΘΣ (6677) 44: Street 0,1637 123 240 1,0076 

551144: ΚΑΡΟΔΙΣΤ΢ΙΟΥ (6345) 
94: Signalized 

Street 
0,6829 36 234 1,0076 

552082: ΗΩΟΔΟΧΟΥ ΡΘΓΘΣ (6882) 44: Street 0,5173 78 222 1,0076 

554980: ΜΕΝΕΛΑΟΥ (6669) 44: Street 0,0056 134 216 1,0076 

551282: ΜΕΓΑΛΟΥ ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΟΥ (6413) 44: Street 1,1099 102 168 1,0076 

551826: Βατάτηθ (6748) 44: Street 0,8636 46 126 1,0076 

551304: ΛΕΩΝΙΔΙΟΥ (6424) 44: Street 0,8346 104 78 1,0076 

555128: ΚΑΛΛΙ΢ΟΘΣ (6685) 44: Street 0,369 141 72 1,0076 

555150: ΙΟΛΘΣ (6701) 44: Street 0,708 74 66 1,0076 

551940: Κόνιαρθ (6818) 44: Street 0,1041 78 66 1,0076 

555120: ΒΕΪΚΟΥ (6681) 44: Street 0,7198 74 54 1,0076 

555596: ΗΙΝΝΘ 44: Street 0,5733 138 42 1,0076 

555682: Βερανηζρου (6860) 44: Street 0,8513 76 30 1,0076 

551366 (6448) 44: Street 0,4418 127 30 1,0076 
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Εικόνα 44: Δρόμοι που «πάςχουν» από το Παράδοξο του Braess - Συνάρτθςθ BPR (100%) 

 

 

5.2.4 ΢υνϊρτηςη Conical για επύπεδο ζότηςησ 100%  (Ζότηςη αιχμόσ) 

Στθν ςυνάρτθςθ Conical για επίπεδο ηιτθςθσ ςτο 100% βρζκθκαν 249  ςφνδεςμοι 

με τα πιο πάνω χαρακτθριςτικά και από αυτοφσ τουσ ςυνδζςμουσ βρζκθκαν 19 

δρόμοι που πάςχουν από το παράδοξο, δθλαδι το 7,63% των ςυνδζςμων που 

ελζγχκθκαν. Το 89,47% των ςυνδζςμων είναι δρόμοι χωρίσ ςθματοδότθςθ με μζςο 

όρο μικουσ 92μ. 

Στον πίνακα 11 φαίνονται τα αποτελζςματα. Ππωσ φαίνεται το κλείςιμο ενόσ μόνο 

δρόμου μπορεί να επιφζρει μείωςθ ζωσ και 486 λεπτά ςτο ςυνολικό χρόνο 

μετακίνθςθσ και κατ’ επζκταςθ μείωςθ του Price of Anarchy 0,056% δθλαδι από 

1,0531 ςε 1,0525. 
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Πίνακασ 12: Σφνδεςμοι που «πάςχουν» από το Παράδοξο του Braess - Συνάρτθςθ Conical 
(100%) 

Section Road Type Capacity Length 
V/C 

Ratio 
ΔΤ 

New 
PoA 

551656: ΑΧΑΙΩΝ (6608) 44: Street 850 88 0,3862 486,00 1,0525 

555308: ΕΥΦ΢ΑΝΟ΢ΟΣ (7076) 94: Signalized Street 1000 157 0,2514 372,00 1,0526 

554908: ΑΧΑΙΩΝ (6606) 44: Street 850 93 0,3509 276,00 1,0527 

551624 (6557) 44: Street 850 42 0,155 150,00 1,0529 

552044: Σολωμοφ (6864) 44: Street 850 62 0,5169 144,00 1,0529 

555634: ΙΟΛΑΟΥ 44: Street 850 22 0,1384 108,00 1,0530 

554810: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ 94: Signalized Street 1000 62 0,0286 108,00 1,0530 

555566: Κ΢ΘΣΙΛΑ 44: Street 850 161 0,7458 96,00 1,0530 

628573: Θεμιςτοκλζουσ 44: Street 850 171 0,1277 84,00 1,0530 

662503: Θ΢ΑΚΛΕΙΤΟΥ (7017) 44: Street 850 85 0,3534 78,00 1,0530 

554822 (6443) 44: Street 850 11 0,036 78,00 1,0530 

555508: ΚΑΛΛΙ΢ΟΘΣ (8261) 44: Street 850 165 0,281 72,00 1,0530 

551842 (6757) 44: Street 850 159 0,0099 66,00 1,0530 

551782: ΤΗΩ΢ΤΗ (6726) 44: Street 850 56 0,5718 48,00 1,0530 

658524 8: Arterial 2100 27 0,0004 36,00 1,0531 

555094: ΘΕΟΦΙΛΟΡΟΥΛΟΥ (6654) 44: Street 850 154 0,9529 24,00 1,0531 

551390: ΑΓΘΣΙΛΑΟΥ (6460) 44: Street 850 70 0,545 24,00 1,0531 

552368: Θ΢ΑΚΛΕΙΤΟΥ (7017) 44: Street 850 63 0,4589 18,00 1,0531 

648943 44: Street 850 99 0,0809 6,00 1,0531 

 

 

 

Εικόνα 45: Δρόμοι που «πάςχουν» από το παράδοξο του Braess - Συνάρτθςθ Conical 
(100%) 



 
139 

6. ΢υμπερϊςματα 
 

6.1 Ειςαγωγό 

Σκοπόσ τθσ παροφςασ διπλωματικισ εργαςίασ είναι θ ποςοτικοποίθςθ του 

φαινομζνου τθσ εγωιςτικισ επιλογισ διαδρομισ (selfish routing) και ο υπολογιςμόσ 

του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ (Price of Anarchy) ςε πραγματικά αςτικά οδικά δίκτυα, 

και ςυγκεκριμζνα ςτο δίκτυο τθσ Ακινασ. Το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ είναι ζνα μζγεκοσ 

που μετράει τθν αναποτελεςματικότθτα τθσ ιςορροπίασ (Ιςορροπίασ Nash) ενόσ 

δικτφου ςυγκρίνοντασ ουςιαςτικά το ςυνολικό κόςτοσ που προκφπτει από τθν 

ιςορροπία Nash και τθν εγωιςτικι επιλογι διαδρομισ, με το ελάχιςτο κόςτοσ που 

μπορεί να ζχει το δίκτυο, το οποίο  προκφπτει από τθν ςυνεργαςία των χρθςτϊν 

υπό τθν «κακοδιγθςθ» μιασ «κεντρικισ διαχείριςθσ». Επίςθσ διερευνικθκε το 

παράδοξο του Braess, θ εφαρμογι του ςε πραγματικά οδικά δίκτυα και θ χριςθ του 

ωσ ςτρατθγικι μείωςθσ του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ, το οποίο ουςιαςτικά εικάηει 

πωσ κάποιεσ καταςκευαςτικζσ βελτιϊςεισ ςτο δίκτυο μποροφν να οδθγιςουν ςε 

μείωςθ τθσ αποτελεςματικότθτασ του δικτφου. 

 

6.2 Μεθοδολογύα και βαςικϊ ςυμπερϊςματα 

Ο υπολογιςμόσ του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ και θ διερεφνθςθ του Ραράδοξου του 

Braess ζγινε με τθν χριςθ ειδικοφ λογιςμικοφ προςομοίωςθσ. Μελετικθκαν δφο 

δίκτυα, ο Μικρόσ Δακτφλιοσ Ακθνϊν και ζνα μεγαλφτερο δίκτυο, που ονομάςτθκε 

για τισ ανάγκεσ τθσ διπλωματικισ «Ευρφτερο Δίκτυο». Χρθςιμοποιικθκαν δφο 

ςυναρτιςεισ για τον υπολογιςμό των παραπάνω. Θ ςυνάρτθςθ BPR και θ 

ςυνάρτθςθ Conical, που είναι από τισ πιο ευρζωσ χρθςιμοποιθμζνεσ  ςυναρτιςεισ 

ςτθν μακροςκοπικι προςομοίωςθ. Ο υπολογιςμόσ του Τιμιματοσ ζγινε και για τα 

δφο δίκτυα, για διάφορα επίπεδα ηιτθςθσ ωσ ποςοςτά τθσ ηιτθςθσ αιχμισ (επίπεδο 

ηιτθςθσ που αντιςτοιχεί ςτο 100%). Θ διερεφνθςθ του παράδοξου του Braess ζγινε 

για τον δακτφλιο μόνο, και για ςυνδζςμουσ με ςυγκεκριμζνα χαρακτθριςτικά. 
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Το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ βρζκθκε ότι είναι ςυνάρτθςθ τθσ κυκλοφοριακισ ηιτθςθσ 

του δικτφου. Ριο ςυγκεκριμζνα για μικρά επίπεδα ηιτθςθσ παίρνει χαμθλζσ τιμζσ 

πολφ κοντά ςτο 1, για ενδιάμεςα επίπεδα ηιτθςθσ γφρω ςτο 65% με 80% παίρνει 

τθν μζγιςτθ τιμι του, ενϊ ςε μεγάλα επίπεδα ηιτθςθσ φτάνει πάλι κοντά ςτο 1. Θ 

γραφικι παράςταςθ του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ ςε ςυνάρτθςθ με τθν ηιτθςθ, ζχει 

τθν μορφι που φαίνεται ςτθν Εικόνα 45. 

 

 

Εικόνα 46: Μορφι διαγράμματοσ του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ ςυναρτιςει του Επιπζδου Ηιτθςθσ 

 

Επιπροςκζτωσ, το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ εξαρτάται από τθν ςυνάρτθςθ κόςτουσ. Από 

τα αποτελζςματα φαίνεται ότι θ ςυνάρτθςθ BPR δίνει χαμθλότερεσ τιμζσ από τθν 

ςυνάρτθςθ Conical (για τα ανάλογα επίπεδα ηιτθςθσ), κακϊσ και ςτα δφο δίκτυα θ 

γραφικι παράςταςθ του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ που αντιςτοιχεί ςτθν ςυνάρτθςθ 

BPR, βρίςκεται χαμθλότερα από τθν αντίςτοιχθ τθσ ςυνάρτθςθσ Conical. Επίςθσ, για 

τθν ςυνάρτθςθ Conical το Τίμθμα μειϊνεται βραδφτερα. Από τα διαγράμματα 17, 

18, 19 και 25, 26, 27 για τον Δακτφλιο και για το «Ευρφτερο Δίκτυο», αντίςτοιχα, 

εξάγεται εφκολα ότι μικρζσ τιμζσ του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ δεν ςθμαίνει 

απαραίτθτα χαμθλό επιπλζον κόςτοσ λόγω τθσ εγωιςτικισ ςυμπεριφοράσ. Ππωσ 

φαίνεται και ςτα διαγράμματα που αναφζρκθκαν πιο πάνω, το μζγιςτο επιπλζον 

κόςτοσ ανά ταξίδι λόγω τθσ εγωιςτικισ ςυμπεριφοράσ (Selfish Routing) δεν 
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αντιςτοιχεί ςτο μζγιςτο Τίμθμα τθσ Αναρχίασ, αλλά είναι αφξουςα ςυνάρτθςθ τθσ 

κυκλοφοριακισ ηιτθςθσ. Αυτό ςθμαίνει ότι το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ δεν μπορεί να 

χρθςιμοποιθκεί για gating control ςτρατθγικζσ. Ραρόλα αυτά κα αποτελοφςε μία 

πολφ καλι μετρικι αξιολόγθςθσ ςε ςυςτιματα κακοδιγθςθσ, κακϊσ μείωςθ του 

Τιμιματοσ ζπειτα από εφαρμογι κάποιασ ςτρατθγικισ κακοδιγθςθσ, ςθμαίνει ότι 

το δίκτυο πλθςιάηει το βζλτιςτο, και όςο μεγαλφτερθ είναι αυτι θ μείωςθ, τόςο 

αποτελεςματικότερθ είναι θ ςτρατθγικι κακοδιγθςθσ. 

Τζλοσ, όςον αφορά ςτο Τίμθμα τθσ Αναρχίασ, υπάρχουν ενδείξεισ ότι υπάρχει 

κάποια εξάρτθςθ από το μζγεκοσ του δικτφου κακϊσ και από τθν κατανομι τθσ 

ηιτθςθσ, γεγονόσ που πρζπει να μελετθκεί περιςςότερο για τθν εξαγωγι κάποιου 

ςυμπεράςματοσ. 

Το παράδοξο του Braess μελετικθκε για τον Δακτφλιο μόνο, χρθςιμοποιϊντασ και 

τισ δφο ςυναρτιςεισ, για τα επίπεδα ηιτθςθσ που αντιςτοιχοφν ςτον μζγιςτο Τίμθμα 

τθσ Αναρχίασ και ςτθν ϊρα αιχμισ. Το φαινόμενο είναι πιο ζντονο για τθν 

ςυνάρτθςθ BPR ςε ςχζςθ με τθν Conical. Και για τισ 2 ςυναρτιςεισ ιςχφει ότι για τθν 

ηιτθςθ ϊρασ αιχμισ το φαινόμενο είναι πιο ζντονο ςε ςχζςθ με το επίπεδο ηιτθςθσ 

που αντιςτοιχεί ςτον μζγιςτο Τίμθμα. Το παράδοξο υπάρχει και επομζνωσ ο 

εντοπιςμόσ τον ςυνδζςμων Braess κα μποροφςε να χρθςιμοποιθκεί ωσ ςτρατθγικι 

μείωςθσ του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ. 

 

6.3 Προτϊςεισ για περαιτϋρω ϋρευνα 

Για τθν ςυγκεκριμζνθ ζρευνα, εξ’ αρχισ επιβλικθκαν κάποιοι περιοριςμοί ϊςτε να 

είναι ευκολότερθ θ ερμθνεία και ο υπολογιςμόσ του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ. Λόγω 

αυτϊν των περιοριςμϊν, θ ζρευνα επικεντρϊκθκε ςε ςυγκεκριμζνα ςθμεία 

περιςςότερο και ςε άλλα όχι. Ωσ εκ τοφτου, κρίνεται ςθμαντικό να επιςθμανκοφν 

προτάςεισ για περαιτζρω ζρευνα ςτο ςυγκεκριμζνο κζμα. 

Αρχικά, θ επιλογι των παραμζτρων ζγινε ςε κεωρθτικό επίπεδο ϊςτε τα 

αποτελζςματα να είναι ςυγκρίςιμα. Θα μποροφςε να γίνει βακμονόμθςθ, πρϊτα ςε 

επίπεδο ςυνδζςμου, και δεφτερον ςε επίπεδο δικτφου των ςυναρτιςεων που 
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χρθςιμοποιικθκαν για πιο λεπτομερι και ρεαλιςτικά αποτελζςματα. Επίςθσ κα 

μποροφςαν να ελεγχκοφν και άλλεσ ςυναρτιςεισ όπωσ θ ςυνάρτθςθ Akcelik και θ 

Modified Davidson.  

Θ μορφι του διαγράμματοσ του Τιμιματοσ τθσ Αναρχίασ ίςωσ δίνει κάποιεσ 

προοπτικζσ ςυςχζτιςθσ με το Μακροςκοπικό Θεμελιϊδεσ Διάγραμμα (Macroscopic 

Fundamental Diagram-MFD). Σκοπόσ αυτισ τθσ ςυςχζτιςθσ είναι, όπωσ φαίνεται 

ςτθν Εικόνα 46, ο ςυνδυαςμόσ ςτρατθγικισ gating control με κάποιο ςφςτθμα 

κακοδιγθςθσ (route guidance system). 

 

Εικόνα 47: Συνδυαςμόσ διαχείριςθσ δακτυλίου και ςυςτιματοσ κακοδιγθςθσ 

 

Πςον αφορά ςτο παράδοξο του Braess προτείνεται να διερευνθκεί για όλα τα 

επίπεδα ηιτθςθσ και για όλουσ τουσ ςυνδζςμουσ του Δακτυλίου. Επίςθσ κα 

μποροφςε να διερευνθκεί ο ςυνδυαςμόσ των ςυνδζςμων Braess, ο οποίοσ κα 

επιφζρει μείωςθ του ςυνολικοφ κόςτουσ του δικτφου, κακϊσ ςτθν παροφςα 

διπλωματικι μελετικθκε το φαινόμενο μόνο για μεμονωμζνουσ ςυνδζςμουσ. Αυτι 

θ διαδικαςία μπορεί να πραγματοποιθκεί με τθν χριςθ γενετικϊν αλγορίκμων ι 

νευρωνικϊν δικτφων που υπάρχουν ςτθν βιβλιογραφία. 
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Παρϊρτημα 
 

 

Πίνακασ 13: Σφνδεςμοι που «ευκφνονται» για το Price of Anarchy ςτον Δακτφλιο με Nash 
flow > Optimum flow (Κατθγορία 1) – Συνάρτθςθ BPR 

Section Road Type Capacity Length 
Number 

of 
Lanes 

nash 
flow>optimum 

flow 

555044: ΑΝΔ΢ΕΑ ΣΥΓΓ΢ΟΥ 94: Signalized Street 3000 182 3 771,46 

552460: ΒΑΣ.ΓΕΩ΢ΓΙΟΥ Α 94: Signalized Street 3000 100 3 760,85 

555050: ΑΝΔ΢ΕΑ ΣΥΓΓ΢ΟΥ  94: Signalized Street 3000 141 3 732,9 

554852: ΒΑΣ.ΑΜΑΛΙΑΣ  94: Signalized Street 4000 78 4 726,17 

552468: ΒΑΣ.ΑΜΑΛΙΑΣ  94: Signalized Street 4000 119 4 726,17 

551224: ΡΛ.ΚΑ΢ΑΙΣΚΑΚΙ  94: Signalized Street 5000 56 5 674,65 

551898: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ  94: Signalized Street 3000 56 3 674,3 

552336: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ  94: Signalized Street 3000 126 3 616,83 

554860: ΒΑΣ.ΑΜΑΛΙΑΣ (7090) 94: Signalized Street 4000 25 4 607,13 

552472: ΒΑΣ.ΑΜΑΛΙΑΣ (7089) 94: Signalized Street 4000 27 4 607,13 

552476: ΒΑΣ.ΑΜΑΛΙΑΣ (7090) 94: Signalized Street 4000 45 4 587,33 

552482: ΒΑΣ.ΑΜΑΛΙΑΣ (7093) 94: Signalized Street 4000 186 4 586,42 

552188: ΑΚΑΔΘΜΙΑΣ (6937) 94: Signalized Street 4000 41 4 567,22 

552652: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (7990) 94: Signalized Street 3000 35 3 565,95 

552762: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (8107) 94: Signalized Street 3000 63 3 564,14 

552754: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (8104) 94: Signalized Street 3000 134 4 564,14 

551900: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (6783) 94: Signalized Street 3000 74 3 564,08 

552648: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (7988) 94: Signalized Street 4000 42 4 559,01 

552342: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (7007) 94: Signalized Street 4000 78 4 553,68 

551152: ΧΑΛΚΟΚΟΝΔΥΛΘ (6349) 94: Signalized Street 3000 92 3 549,34 

551222: ΑΧΙΛΛΕΩΣ (6381) 94: Signalized Street 3000 29 3 541,57 

635690: ΜΕΣΟΓΕΙΩΝ (6785) 8: Arterial 10500 171 6 524,18 

552640: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (7978) 94: Signalized Street 3000 95 3 519,91 

552644: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (7987) 94: Signalized Street 3000 247 4 519,84 

555278: ΢ΙΗΑ΢Θ (7064) 94: Signalized Street 2000 114 2 519 

552634: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (7976) 94: Signalized Street 3000 122 3 516,06 

555070: Φ΢ΑΝΤΗΘ (6644) 94: Signalized Street 2000 45 2 515,03 

552194: ΑΚΑΔΘΜΙΑΣ (6940) 94: Signalized Street 4000 137 5 505,93 
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552770: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (8117) 94: Signalized Street 3000 161 4 496,09 

551492: ΦΙΛΕΛΛΘΝΩΝ (6506) 94: Signalized Street 4000 71 4 460,96 

556378: ΦΕΙΔΙΡΡΙΔΟΥ (6784) 8: Arterial 8400 16 4 451,43 

639519: ΜΕΣΟΓΕΙΩΝ (6784) 44: Street 3400 51 4 450,5 

555164: ΦΕΙΔΙΡΡΙΔΟΥ (6784) 8: Arterial 8400 76 5 450,5 

552424: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (7049) 94: Signalized Street 3000 92 3 449,69 

552428: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (7050) 94: Signalized Street 3000 107 3 449,6 

555390: Α΢ΔΘΤΤΟΥ (7122) 94: Signalized Street 3000 306 3 449,07 

552664: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (7994) 94: Signalized Street 3000 272 4 448,29 

551634: ΦΙΛΕΛΛΘΝΩΝ (6562) 94: Signalized Street 4000 162 4 445,57 

555206: ΡΑΡΑΔΙΑΜΑΝΤΟΡΟΥΛΟΥ (6815) 44: Street 1700 145 2 440,16 

555232: ΡΑΡΑΔΙΑΜΑΝΤΟΡΟΥΛΟΥ (7038) 44: Street 1700 171 2 438,33 

552474: ΒΑΣ.ΑΜΑΛΙΑΣ (7089) 94: Signalized Street 4000 122 4 435,7 

552792: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (8133) 94: Signalized Street 3000 49 3 423,54 

555394: Λεωφόροσ Βουλιαγμζνθσ (7124) 8: Arterial 6300 183 3 419,5 

552344: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (7008) 94: Signalized Street 3000 115 3 414,44 

555254: ΢ΙΗΑ΢Θ (7057) 94: Signalized Street 2000 130 2 405,65 

551162: ΧΑΛΚΟΚΟΝΔΥΛΘ (6354) 94: Signalized Street 3000 103 3 402,66 

555396: ΑΘ.ΔΙΑΚΟΥ (7125) 94: Signalized Street 2000 35 4 400,79 

555322: ΑΘ.ΔΙΑΚΟΥ (7095) 94: Signalized Street 2000 132 2 400,79 

555222: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (7033) 8: Arterial 6300 33 3 399,92 

555184: ΜΕΣΟΓΕΙΩΝ (6792) 8: Arterial 4200 62 2 399,19 

554848: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ 94: Signalized Street 2000 14 2 395 

551136: ΚΑΡΟΔΙΣΤ΢ΙΟΥ (6341) 94: Signalized Street 3000 14 3 389,95 

552110: ΙΡΡΟΚ΢ΑΤΟΥΣ (6897) 94: Signalized Street 2000 114 2 389,23 

551142: ΚΑΜΑΤΕ΢ΟΥ (6344) 94: Signalized Street 2000 64 2 388,46 

552124: ΙΡΡΟΚ΢ΑΤΟΥΣ (6904) 94: Signalized Street 2000 82 2 385,61 

555072: Φ΢ΑΝΤΗΘ (6644) 94: Signalized Street 2000 44 2 383,73 

555046: ΑΝΔ΢ΕΑ ΣΥΓΓ΢ΟΥ (6634) 94: Signalized Street 3000 182 3 376,14 

555062: ΑΝΔ΢ΕΑ ΣΥΓΓ΢ΟΥ (6640) 94: Signalized Street 3000 484 3 376,13 

552658: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (7992) 94: Signalized Street 3000 141 3 374,83 

555582: ΜΑ΢ΝΘ (6342) 94: Signalized Street 3000 50 3 374,11 

551138: ΜΑ΢ΝΘ (6342) 94: Signalized Street 2000 20 2 373,12 

552764: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (8107) 94: Signalized Street 3000 63 3 371,33 

552756: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (8104) 94: Signalized Street 3000 135 3 371,33 

630297: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (7975) 94: Signalized Street 3000 42 3 370,58 

552628: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (7975) 94: Signalized Street 3000 89 3 370,58 
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551210: ΡΛ.ΚΑ΢ΑΙΣΚΑΚΙ (6376) 94: Signalized Street 4000 39 4 370,4 

551214: ΚΑ΢ΟΛΟΥ (6377) 94: Signalized Street 2000 80 2 370,17 

551208: ΡΛ.ΚΑ΢ΑΙΣΚΑΚΙ (6374) 94: Signalized Street 3000 57 3 370,07 

552356: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (7013) 94: Signalized Street 3000 240 3 368,67 

555388: Α΢ΔΘΤΤΟΥ (7121) 94: Signalized Street 3000 85 3 367,09 

554806: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ 94: Signalized Street 3000 52 3 365,72 

554832: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (7423) 94: Signalized Street 4000 46 4 360,61 

552778: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (8123) 94: Signalized Street 3000 47 3 360,5 

552782: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (8127) 94: Signalized Street 3000 264 4 360,38 

552670: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (7999) 94: Signalized Street 3000 173 3 359,93 

554844: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (8117) 94: Signalized Street 4000 14 4 358,42 

552758: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (8106) 94: Signalized Street 3000 173 3 358,18 

552348: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (7009) 94: Signalized Street 3000 206 3 357,22 

649089: ΚΑ΢ΟΛΟΥ (6356) 94: Signalized Street 2000 42 2 356,09 

555588: ΜΑ΢ΝΘ (6356) 94: Signalized Street 2000 24 2 356,09 

551168: ΚΑ΢ΟΛΟΥ (6356) 94: Signalized Street 2000 73 2 356,09 

551166: ΜΑ΢ΝΘ (6355) 94: Signalized Street 2000 63 2 355,38 

551412: ΙΕ΢Α ΟΔΟΣ (6472) 94: Signalized Street 2000 60 2 345,25 

552630: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (7975) 94: Signalized Street 3000 140 3 340,17 

555234: ΒΑΣ.ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΟΥ (7041) 94: Signalized Street 3000 119 3 336,74 

552118: ΙΡΡΟΚ΢ΑΤΟΥΣ (6901) 94: Signalized Street 2000 70 2 336,04 

552156: ΑΚΑΔΘΜΙΑΣ (6920) 94: Signalized Street 3000 107 3 334,94 

552498: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (7423) 94: Signalized Street 3000 23 3 334,1 

555242: ΒΑΣ.ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ (7043) 8: Arterial 6300 122 3 333,67 

555602: ΑΧΙΛΛΕΩΣ (6403) 94: Signalized Street 3000 17 3 333,6 

551260: ΑΧΙΛΛΕΩΣ (6403) 94: Signalized Street 3000 56 3 333,6 

555078: Φ΢ΑΝΤΗΘ (6646) 94: Signalized Street 2000 205 2 332,66 

555272: ΢ΙΗΑ΢Θ (7062) 94: Signalized Street 2000 52 2 331,6 

555142: ΚΑΛΛΙ΢ΟΘΣ (6694) 94: Signalized Street 2000 87 2 328,51 

555136: ΚΑΛΛΙ΢ΟΘΣ (6689) 44: Street 1700 66 2 327,34 

552646: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (7988) 94: Signalized Street 3000 42 3 326,62 

552638: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (7978) 94: Signalized Street 3000 95 4 324,28 

552642: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (7987) 94: Signalized Street 3000 246 3 324,21 

551236: ΑΓΙΟΥ ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ (6392) 94: Signalized Street 2000 58 2 322,87 

552104: ΙΡΡΟΚ΢ΑΤΟΥΣ (6894) 94: Signalized Street 2000 189 2 317,98 

555392: Α΢ΔΘΤΤΟΥ (7123) 94: Signalized Street 3000 8 3 304,12 

552650: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (7990) 94: Signalized Street 4000 35 4 302,79 
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Πίνακασ 14: Σφνδεςμοι που «ευκφνονται» για το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ ςτον Δακτφλιο με 
Nash flow < Optimum flow (Κατθγορία 2) – Συνάρτθςθ BPR 

Section Road Type Capacity Length 
Number 

of 
Lanes 

nash 
flow<optimum 

flow 

555246: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (7044) 
94: Signalized 

Street 3000 33 3 -1191,8 

551702: ΧΑΤΗΘΧ΢ΘΣΤΟΥ (6633) 44: Street 1700 89 2 -1155,91 

555464: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (8170) 
94: Signalized 

Street 2000 161 2 -1037,82 

551692: ΒΕΪΚΟΥ (6628) 44: Street 1700 203 2 -982,37 

554854: ΒΑΣ.ΟΛΓΑΣ 
94: Signalized 

Street 3000 36 3 -917,32 

555058: ΡΕΤΜΕΗΑ (6639) 44: Street 1700 102 2 -915,48 

551732: ΒΕΪΚΟΥ (6697) 44: Street 1700 172 2 -891,3 

551698: ΒΕΪΚΟΥ (6631) 44: Street 1700 367 2 -862,72 

555252: ΒΑΣ.ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ (7056) 8: Arterial 6300 233 3 -813,43 

551684: ΒΕΪΚΟΥ (6624) 44: Street 1700 143 2 -802,63 

551680: ΒΕΪΚΟΥ (6620) 44: Street 1700 143 2 -802,63 

555316: ΒΑΣ.ΟΛΓΑΣ (7091) 
94: Signalized 

Street 3000 410 3 -798,28 

555460: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (8162) 
94: Signalized 

Street 2000 119 3 -790,09 

555454: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (8160) 
94: Signalized 

Street 2000 119 2 -788,93 

555450: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (8158) 
94: Signalized 

Street 2000 92 2 -788,93 

555244: ΒΑΣ.ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ (7043) 8: Arterial 6300 123 4 -780,58 

555528: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (6799) 8: Arterial 8400 115 4 -762,13 

555198: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (6799) 8: Arterial 6300 310 4 -762,13 

552186: ΣΤΑΔΙΟΥ (6936) 
94: Signalized 

Street 4000 36 4 -706,54 

555068: ΚΑΛΛΙ΢ΟΘΣ (6642) 
94: Signalized 

Street 3000 32 3 -703,96 

555264: ΒΑΣ.ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ (7059) 8: Arterial 6300 110 3 -642,93 

555210: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (6816) 
94: Signalized 

Street 2000 119 3 -632,07 

555446: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (8157) 
94: Signalized 

Street 2000 193 3 -628,31 

555292: ΒΑΣ.ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ (7072) 8: Arterial 6300 183 3 -626,81 

551472: ΣΤΑΔΙΟΥ (6496) 
94: Signalized 

Street 3000 123 3 -623,27 

551580: ΡΕΙ΢ΑΙΩΣ (6535) 
94: Signalized 

Street 2000 132 2 -622,04 

551578: ΡΕΙ΢ΑΙΩΣ (6534) 
94: Signalized 

Street 2000 185 3 -622,04 

554898: ΡΕ΢ΣΕΦΟΝΘΣ (6539) 44: Street 3400 115 4 -604,5 

555204: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (6814) 
94: Signalized 

Street 2000 126 2 -585,36 

555214: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (6817) 
94: Signalized 

Street 2000 161 2 -585,27 

555208: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (6816) 
94: Signalized 

Street 2000 119 2 -584,24 

555654: ΡΛ.ΜΕ΢ΚΟΥ΢Θ 44: Street 850 51 1 -578,8 

551708: ΓΕΝΝΑΙΟΥ ΚΟΛΟΚΟΤ΢ΩΝΘ 
(6662) 44: Street 850 327 1 -578,8 

551660: ΑΧΑΙΩΝ (6611) 44: Street 850 100 1 -578,8 

551942: Τιμολζοντοσ Φιλιμονοσ 44: Street 850 104 1 -577,48 
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(6819) 

551718 (6667) 44: Street 850 461 1 -576,38 

552480: ΛΥΣΙΚ΢ΑΤΟΥΣ (7092) 44: Street 850 93 1 -569,15 

551648: ΛΥΣΙΚ΢ΑΤΟΥΣ (6570) 44: Street 850 46 1 -569,15 

551646: Τ΢ΙΡΟΔΩΝ (6568) 44: Street 850 277 1 -568,2 

552264: ΣΤΑΔΙΟΥ (6971) 
94: Signalized 

Street 3000 68 3 -567,16 

551640: ΦΛΕΣΣΑ (6565) 44: Street 850 175 1 -559,11 

555326: ΒΑΣ.ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ (7096) 8: Arterial 6300 121 4 -553,56 

551442 (6485) 44: Street 850 108 1 -552,68 

555052: ΒΟΥ΢ΒΑΧΘ (6637) 44: Street 2550 131 3 -549,66 

551428: ΡΛ. ΕΛΕΥΘΕ΢ΙΑΣ (6478) 44: Street 2550 132 3 -549,12 

551384: ΚΟΛΟΚΥΝΘΟΥΣ (6457) 44: Street 1700 61 2 -545,2 

551476: ΣΤΑΔΙΟΥ (6498) 
94: Signalized 

Street 3000 71 3 -541,4 

551694: ΗΙΝΝΘ (6629) 44: Street 850 52 1 -536,61 

551628: ΝΙΚΟΔΘΜΟΥ (6559) 44: Street 850 143 1 -530,09 

555004: ΧΑΜΟΣΤΕ΢ΝΑΣ (6593) 
94: Signalized 

Street 3000 117 3 -527,47 

555632 (6481) 44: Street 850 132 1 -522,64 

551434 (6481) 44: Street 1700 140 2 -522,64 

555298: ΒΑΣ.ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ (7073) 8: Arterial 6300 169 3 -522,2 

555182: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (6791) 8: Arterial 6300 205 3 -518,18 

555000: ΧΑΜΟΣΤΕ΢ΝΑΣ (6595) 
94: Signalized 

Street 3000 69 3 -515,22 

551632: Γ. ΣΟΥ΢Θ (6561) 44: Street 1700 77 2 -514,71 

554992: ΧΑΜΟΣΤΕ΢ΝΑΣ (6598) 
94: Signalized 

Street 4000 32 4 -512,8 

555194: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (6796) 8: Arterial 6300 114 3 -512,47 

555190: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (6794) 8: Arterial 8400 127 4 -512,47 

648865: ΡΕΙ΢ΑΙΩΣ (4935) 
94: Signalized 

Street 2000 320 2 -510,96 

555662: ΔΘΜΟΦΩΝΤΟΣ (6575) 44: Street 850 80 1 -503,81 

554988: ΧΑΜΟΣΤΕ΢ΝΑΣ (6670) 
94: Signalized 

Street 3000 34 3 -502,96 

554978: ΚΑΛΛΙ΢ΟΘΣ (6671) 
94: Signalized 

Street 3000 113 3 -502,96 

554896: Θ΢ΑΚΛΕΙΔΩΝ (6536) 44: Street 1700 108 2 -499,1 

555598: ΒΑΣ.ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ (7073) 8: Arterial 6300 26 3 -480,12 

554938: ΡΕΙ΢ΑΙΩΣ (4935) 
94: Signalized 

Street 2000 103 2 -477,92 

554952: ΡΕΙ΢ΑΙΩΣ (6582) 
94: Signalized 

Street 2000 242 2 -469,99 

554950: ΡΕΙ΢ΑΙΩΣ (6585) 
94: Signalized 

Street 2000 78 2 -469,99 

554942: ΡΕΙ΢ΑΙΩΣ (6587) 
94: Signalized 

Street 2000 61 2 -469,98 

554958: Θ΢ΑΚΛΕΙΔΩΝ (6578) 44: Street 1700 72 2 -468,41 

551584: ΔΘΜΟΦΩΝΤΟΣ (6540) 44: Street 850 86 1 -463,77 

551774: ΡΑΤΘΣΙΩΝ (6722) 
94: Signalized 

Street 4000 45 4 -462,19 

554900: Θ΢ΑΚΛΕΙΔΩΝ (6538) 44: Street 2550 146 3 -452,76 

555418: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (8088) 
94: Signalized 

Street 2000 171 2 -451,44 

551914: Λάχιτοσ (6806) 44: Street 1700 56 2 -449,67 

555660: ΚΥΜΑΙΩΝ 44: Street 850 181 1 -444,2 
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551904: ΣΟΥΤΣΟΥ (6798) 44: Street 850 87 1 -441,62 

555420: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (8135) 
94: Signalized 

Street 2000 208 2 -438,46 

551918: Δεινοκράτουσ (6807) 44: Street 850 249 1 -438,07 

551450: ΕΥ΢ΙΡΙΔΟΥ (6488) 44: Street 850 127 1 -436,22 

555094: ΘΕΟΦΙΛΟΡΟΥΛΟΥ (6654) 44: Street 850 154 1 -434,38 

551586: ΝΘΛΕΩΣ (6541) 44: Street 850 179 1 -432,97 

552478: ΒΑΣ.ΑΜΑΛΙΑΣ (7090) 
94: Signalized 

Street 4000 84 4 -431,22 

555668: Α΢ΑΚΥΝΘΟΥ 44: Street 850 219 1 -429,41 

555440: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (8146) 
94: Signalized 

Street 2000 73 2 -428,5 

555666: ΣΤΘΣΙΚΛΕΟΥΣ 44: Street 850 880 1 -427,48 

551454: Δ΢ΑΓΑΤΣΑΝΙΟΥ (6490) 44: Street 850 168 1 -425,87 

551444: ΕΥ΢ΙΡΙΔΟΥ (6486) 44: Street 850 113 1 -424,14 

555174: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (6789) 8: Arterial 8400 101 4 -424,08 

555434: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (8143) 
94: Signalized 

Street 2000 139 2 -417,8 

555430: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (8140) 
94: Signalized 

Street 2000 101 2 -417,79 

642554: ΦΙΛΟΡΑΡΡΟΥ (6627) 44: Street 850 431 1 -417,54 

551690: ΦΙΛΟΡΑΡΡΟΥ (6627) 44: Street 850 123 1 -417,54 

555424: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (8138) 
94: Signalized 

Street 2000 122 2 -414,41 

551892: Γζλωνοσ (6778) 44: Street 1700 138 2 -412,99 

551908: Δεινοκράτουσ (6804) 44: Street 850 184 1 -412,86 

555096: ΚΑΛΛΙ΢ΟΘΣ (6655) 
94: Signalized 

Street 3000 42 3 -402,24 

552286: ΑΚΑΔΘΜΙΑΣ (6982) 
94: Signalized 

Street 4000 80 4 -401,87 

554894: ΝΘΛΕΩΣ (6537) 44: Street 1700 79 2 -401,63 

551654: ΣΤΘΣΙΚΛΕΟΥΣ (6576) 44: Street 850 884 1 -398,33 

551664: Α΢ΑΚΥΝΘΟΥ (6613) 44: Street 850 219 1 -398,18 

551724: ΡΑΝΑΙΤΩΛΙΟΥ (6675) 44: Street 850 436 1 -398,07 

551650: ΑΚΑΜΑΝΤΟΣ (6571) 44: Street 850 249 1 -396,48 

551588: ΝΘΛΕΩΣ (6542) 44: Street 850 241 1 -396,47 

642557: ΦΙΛΟΡΑΡΡΟΥ (6627) 44: Street 850 123 1 -396,19 

642550 44: Street 850 109 1 -396,19 

555674: ΗΙΝΝΘ 44: Street 850 53 1 -395,61 

574219: ΧΑΜΟΣΤΕ΢ΝΑΣ (4877) 34: On/Off Ramp 1800 101 4 -393,77 

554916: ΧΑΜΟΣΤΕ΢ΝΑΣ (4877) 34: On/Off Ramp 900 96 1 -393,77 

555008: ΧΑΜΟΣΤΕ΢ΝΑΣ (4888) 
94: Signalized 

Street 3000 216 3 -393,77 

554920: ΡΕΙ΢ΑΙΩΣ (4880) 
94: Signalized 

Street 2000 408 3 -393,27 

552008: ΡΑΤΘΣΙΩΝ (6847) 
94: Signalized 

Street 3000 46 3 -392,64 

554892: ΝΘΛΕΩΣ (6572) 44: Street 850 68 1 -391,87 

552250 (6965) 44: Street 850 142 1 -390,93 

552034: Κάνιγγοσ (6859) 44: Street 850 45 1 -390,34 

551936: Ρζτρου Κόκκαλθ (6813) 44: Street 2550 107 3 -389,11 

551386: ΑΓΘΣΙΛΑΟΥ (6458) 44: Street 850 105 1 -386,3 

552282: ΑΚΑΔΘΜΙΑΣ (6980) 
94: Signalized 

Street 4000 93 4 -383,24 
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552266: ΑΜΕ΢ΙΚΘΣ (6972) 44: Street 850 104 1 -380,43 

551996: ΡΑΤΘΣΙΩΝ (6842) 
94: Signalized 

Street 3000 50 3 -376,91 

555120: ΒΕΪΚΟΥ (6681) 44: Street 850 74 1 -375,77 

555474: ΣΡΥ΢ΟΥ ΜΕ΢ΚΟΥ΢Θ (8179) 
94: Signalized 

Street 2000 197 2 -373,52 

555468: ΣΡΥ΢ΟΥ ΜΕ΢ΚΟΥ΢Θ (8178) 
94: Signalized 

Street 2000 53 2 -369,65 

555176: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (6790) 8: Arterial 8400 17 4 -369,29 

551980: ΗΩΟΔΟΧΟΥ ΡΘΓΘΣ (6833) 44: Street 850 192 1 -366,75 

551896: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (6781) 8: Arterial 12600 10 6 -365,09 

372789: ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥΡΟΛΕΩΣ 
(7540) 

94: Signalized 
Street 2000 286 3 -353,51 

372795: ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥΡΟΛΕΩΣ 
(7541) 

94: Signalized 
Street 2000 124 2 -351,72 

555476: ΣΡΥ΢ΟΥ ΜΕ΢ΚΟΥ΢Θ (8181) 
94: Signalized 

Street 2000 111 2 -351,72 

551276: ΘΕ΢ΜΟΡΥΛΩΝ (6410) 44: Street 1700 156 2 -351,67 

658525: ΑΧΙΛΛΕΩΣ (7539) 44: Street 850 134 1 -351,6 

372787: ΑΧΙΛΛΕΩΣ (7539) 44: Street 850 33 1 -351,6 

551912: Ρζτρου Κόκκαλθ (6805) 44: Street 2550 126 3 -348,54 

552330: ΡΛ. Φιλικισ Εταιρίασ (7002) 44: Street 1700 44 2 -341,71 

552040: Κάνιγγοσ (6862) 44: Street 850 54 1 -340,63 

551538: ΒΟ΢ΕΟΥ (6521) 44: Street 850 123 1 -337,3 

551512 (6513) 44: Street 850 168 1 -337,3 

551466: ΚΟΛΟΚΟΤ΢ΩΝΘ (6494) 44: Street 850 117 1 -337,3 

555444: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (8157) 
94: Signalized 

Street 2000 194 3 -334,43 

555378: ΚΑ΢ΕΑ (7117) 8: Arterial 6300 45 3 -333,56 

551786: ΣΤΟΥ΢ΝΑ΢Α (6728) 44: Street 1700 61 2 -323,78 

555412: ΚΑ΢ΕΑ (7133) 8: Arterial 6300 99 3 -319,41 

554908: ΑΧΑΙΩΝ (6606) 44: Street 850 93 1 -318,84 

551656: ΑΧΑΙΩΝ (6608) 44: Street 850 88 1 -317,6 

551226: ΔΕΛΘΓΙΩ΢ΓΘ (6383) 
94: Signalized 

Street 2000 101 2 -309,9 

551700: ΔΘΜΘΤ΢ΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (6632) 44: Street 1700 137 2 -309,47 

551404: ΑΓΘΣΙΛΑΟΥ (6467) 44: Street 850 53 1 -308,77 

551390: ΑΓΘΣΙΛΑΟΥ (6460) 44: Street 850 70 1 -308,77 

551984 (6836) 44: Street 850 43 1 -306,21 

552102: ΚΑΛΛΙΔ΢ΟΜΙΟΥ (6893) 44: Street 850 120 1 -305,37 

661391: ΘΛΙΟΥΡΟΛΕΩΣ (7118) 8: Arterial 6300 115 3 -305,32 

661341: ΘΛΙΟΥΡΟΛΕΩΣ (7118) 8: Arterial 6300 248 3 -305,32 

555380: ΘΛΙΟΥΡΟΛΕΩΣ (7118) 8: Arterial 6300 107 3 -305,32 

555404: ΒΟΥ΢ΒΑΧΘ (7129) 44: Street 1700 118 2 -304,06 

555402: ΤΙΜΟΛΕΟΝΤΟΣ (7128) 44: Street 2550 49 3 -304,06 

552766: ΗΑΧΑ΢ΩΦ (8108) 
94: Signalized 

Street 2000 171 2 -302,63 

555098: ΘΕΟΦΙΛΟΡΟΥΛΟΥ (6656) 44: Street 1700 6 2 -301,71 
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Πίνακασ 15: Σφνδεςμοι που «ευκφνονται» για το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ ςτον Δακτφλιο με 
Nash flow > Optimum flow (Κατθγορία 1) – Συνάρτθςθ Conical 

Section Road Type Capacity Length 
Number 

of 
Lanes 

Nash 
flow>Optimum 

flow 

555044: ΑΝΔ΢ΕΑ ΣΥΓΓ΢ΟΥ (6634) 94: Signalized Street 3000 182 3 668,72 

554852: ΒΑΣ.ΑΜΑΛΙΑΣ (7089) 94: Signalized Street 4000 78 4 658,27 

552468: ΒΑΣ.ΑΜΑΛΙΑΣ (7088) 94: Signalized Street 4000 119 4 658,27 

555050: ΑΝΔ΢ΕΑ ΣΥΓΓ΢ΟΥ (6635) 94: Signalized Street 3000 141 3 630,78 

551898: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (6783) 94: Signalized Street 3000 56 3 550,09 

635690: ΜΕΣΟΓΕΙΩΝ (6785) 8: Arterial 10500 171 6 542,03 

552460: ΒΑΣ.ΓΕΩ΢ΓΙΟΥ Α (7084) 94: Signalized Street 3000 100 3 523,23 

639519: ΜΕΣΟΓΕΙΩΝ (6784) 44: Street 3400 51 4 507,39 

555164: ΦΕΙΔΙΡΡΙΔΟΥ (6784) 8: Arterial 8400 76 5 507,39 

556378: ΦΕΙΔΙΡΡΙΔΟΥ (6784) 8: Arterial 8400 16 4 507,18 

551224: ΡΛ.ΚΑ΢ΑΙΣΚΑΚΙ (6382) 94: Signalized Street 5000 56 5 499,66 

554860: ΒΑΣ.ΑΜΑΛΙΑΣ (7090) 94: Signalized Street 4000 25 4 499,09 

552472: ΒΑΣ.ΑΜΑΛΙΑΣ (7089) 94: Signalized Street 4000 27 4 499,09 

552482: ΒΑΣ.ΑΜΑΛΙΑΣ (7093) 94: Signalized Street 4000 186 4 489,45 

552476: ΒΑΣ.ΑΜΑΛΙΑΣ (7090) 94: Signalized Street 4000 45 4 489,16 

552770: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (8117) 94: Signalized Street 3000 161 4 430,47 

552342: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (7007) 94: Signalized Street 4000 78 4 422,68 

552762: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (8107) 94: Signalized Street 3000 63 3 401,51 

552754: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (8104) 94: Signalized Street 3000 134 4 401,51 

551900: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (6783) 94: Signalized Street 3000 74 3 401,48 

552778: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (8123) 94: Signalized Street 3000 47 3 399,57 

555294: ΒΑΣ.ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ (7072) 8: Arterial 6300 183 4 398,45 

552344: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (7008) 94: Signalized Street 3000 115 3 394,94 

555390: Α΢ΔΘΤΤΟΥ (7122) 94: Signalized Street 3000 306 3 386,05 

551152: ΧΑΛΚΟΚΟΝΔΥΛΘ (6349) 94: Signalized Street 3000 92 3 380,29 

552336: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (7006) 94: Signalized Street 3000 126 3 379,34 

552782: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (8127) 94: Signalized Street 3000 264 4 377,44 

552648: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (7988) 94: Signalized Street 4000 42 4 376,7 

552652: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (7990) 94: Signalized Street 3000 35 3 375,07 

555070: Φ΢ΑΝΤΗΘ (6644) 94: Signalized Street 2000 45 2 365,68 

552670: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (7999) 94: Signalized Street 3000 173 3 364,17 

552644: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (7987) 94: Signalized Street 3000 247 4 352,76 

552640: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (7978) 94: Signalized Street 3000 95 3 352,76 

552634: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (7976) 94: Signalized Street 3000 122 3 352,3 

552764: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (8107) 94: Signalized Street 3000 63 3 345,89 

552756: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (8104) 94: Signalized Street 3000 135 3 345,89 

555206: ΡΑΡΑΔΙΑΜΑΝΤΟΡΟΥΛΟΥ 
(6815) 44: Street 1700 145 2 339,53 

552792: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (8133) 94: Signalized Street 3000 49 3 338,67 
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555062: ΑΝΔ΢ΕΑ ΣΥΓΓ΢ΟΥ (6640) 94: Signalized Street 3000 484 3 333,81 

555046: ΑΝΔ΢ΕΑ ΣΥΓΓ΢ΟΥ (6634) 94: Signalized Street 3000 182 3 333,8 

555232: ΡΑΡΑΔΙΑΜΑΝΤΟΡΟΥΛΟΥ 
(7038) 44: Street 1700 171 2 332,87 

552348: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (7009) 94: Signalized Street 3000 206 3 332,62 

555222: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (7033) 8: Arterial 6300 33 3 330,46 

552356: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (7013) 94: Signalized Street 3000 240 3 330,07 

551138: ΜΑ΢ΝΘ (6342) 94: Signalized Street 2000 20 2 324,38 

551142: ΚΑΜΑΤΕ΢ΟΥ (6344) 94: Signalized Street 2000 64 2 323,77 

551136: ΚΑΡΟΔΙΣΤ΢ΙΟΥ (6341) 94: Signalized Street 3000 14 3 323,77 

552424: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (7049) 94: Signalized Street 3000 92 3 323,71 

552428: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (7050) 94: Signalized Street 3000 107 3 323,61 

555394: Λεωφόροσ Βουλιαγμζνθσ 
(7124) 8: Arterial 6300 183 3 321,22 

554844: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (8117) 94: Signalized Street 4000 14 4 317,79 

552758: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (8106) 94: Signalized Street 3000 173 3 317,67 

555582: ΜΑ΢ΝΘ (6342) 94: Signalized Street 3000 50 3 314,7 

555278: ΢ΙΗΑ΢Θ (7064) 94: Signalized Street 2000 114 2 309,43 

649089: ΚΑ΢ΟΛΟΥ (6356) 94: Signalized Street 2000 42 2 307,12 

555588: ΜΑ΢ΝΘ (6356) 94: Signalized Street 2000 24 2 307,12 

551168: ΚΑ΢ΟΛΟΥ (6356) 94: Signalized Street 2000 73 2 307,12 

551166: ΜΑ΢ΝΘ (6355) 94: Signalized Street 2000 63 2 306,69 

554846: ΑΛΕΞΑΝΔ΢ΑΣ (6783) 94: Signalized Street 3000 9 3 305,51 

552408 (7035) 44: Street 2550 121 4 304,17 

551214: ΚΑ΢ΟΛΟΥ (6377) 94: Signalized Street 2000 80 2 302,44 

 

Πίνακασ 16: Σφνδεςμοι που «ευκφνονται» για το Τίμθμα τθσ Αναρχίασ ςτον Δακτφλιο με 
Nash flow < Optimum flow (Κατθγορία 2) – Συνάρτθςθ Conical 

Section Road Type Capacity Length 
Number 
of Lanes 

Nash 
flow<Optimum 

flow 

551702: ΧΑΤΗΘΧ΢ΘΣΤΟΥ (6633) 44: Street 1700 89 2 -826,64 

555464: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (8170) 
94: Signalized 

Street 2000 161 2 -654,85 

554854: ΒΑΣ.ΟΛΓΑΣ 
94: Signalized 

Street 3000 36 3 -635,85 

555058: ΡΕΤΜΕΗΑ (6639) 44: Street 1700 102 2 -628,76 

551692: ΒΕΪΚΟΥ (6628) 44: Street 1700 203 2 -626,29 

551580: ΡΕΙ΢ΑΙΩΣ (6535) 
94: Signalized 

Street 2000 132 2 -614,23 

551578: ΡΕΙ΢ΑΙΩΣ (6534) 
94: Signalized 

Street 2000 185 3 -614,23 

551684: ΒΕΪΚΟΥ (6624) 44: Street 1700 143 2 -589,96 

551680: ΒΕΪΚΟΥ (6620) 44: Street 1700 143 2 -589,96 

551698: ΒΕΪΚΟΥ (6631) 44: Street 1700 367 2 -572,02 

555204: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (6814) 
94: Signalized 

Street 2000 126 2 -571,52 
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555214: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (6817) 
94: Signalized 

Street 2000 161 2 -571,47 

555246: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (7044) 
94: Signalized 

Street 3000 33 3 -570,47 

555208: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (6816) 
94: Signalized 

Street 2000 119 2 -569,88 

552186: ΣΤΑΔΙΟΥ (6936) 
94: Signalized 

Street 4000 36 4 -560,79 

551732: ΒΕΪΚΟΥ (6697) 44: Street 1700 172 2 -549,5 

555460: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (8162) 
94: Signalized 

Street 2000 119 3 -543,97 

555454: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (8160) 
94: Signalized 

Street 2000 119 2 -543,68 

555450: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (8158) 
94: Signalized 

Street 2000 92 2 -543,68 

555244: ΒΑΣ.ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ (7043) 8: Arterial 6300 123 4 -539,37 

555528: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (6799) 8: Arterial 8400 115 4 -529,07 

555198: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (6799) 8: Arterial 6300 310 4 -529,07 

554898: ΡΕ΢ΣΕΦΟΝΘΣ (6539) 44: Street 3400 115 4 -527,98 

551472: ΣΤΑΔΙΟΥ (6496) 
94: Signalized 

Street 3000 123 3 -518,6 

555210: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (6816) 
94: Signalized 

Street 2000 119 3 -518,31 

555252: ΒΑΣ.ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ (7056) 8: Arterial 6300 233 3 -513,14 

555446: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (8157) 
94: Signalized 

Street 2000 193 3 -511,33 

555418: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (8088) 
94: Signalized 

Street 2000 171 2 -507,19 

555420: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (8135) 
94: Signalized 

Street 2000 208 2 -499,2 

551476: ΣΤΑΔΙΟΥ (6498) 
94: Signalized 

Street 3000 71 3 -492,78 

552264: ΣΤΑΔΙΟΥ (6971) 
94: Signalized 

Street 3000 68 3 -480,91 

555654: ΡΛ.ΜΕ΢ΚΟΥ΢Θ 44: Street 850 51 1 -479,7 

551708: ΓΕΝΝΑΙΟΥ ΚΟΛΟΚΟΤ΢ΩΝΘ 
(6662) 44: Street 850 327 1 -479,7 

551660: ΑΧΑΙΩΝ (6611) 44: Street 850 100 1 -479,7 

551718 (6667) 44: Street 850 461 1 -478 

555316: ΒΑΣ.ΟΛΓΑΣ (7091) 
94: Signalized 

Street 3000 410 3 -476,68 

555440: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (8146) 
94: Signalized 

Street 2000 73 2 -471,65 

555434: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (8143) 
94: Signalized 

Street 2000 139 2 -462,04 

555424: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (8138) 
94: Signalized 

Street 2000 122 2 -462,04 

555430: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (8140) 
94: Signalized 

Street 2000 101 2 -462,04 

551942: Τιμολζοντοσ Φιλιμονοσ (6819) 44: Street 850 104 1 -453,16 

551428: ΡΛ. ΕΛΕΥΘΕ΢ΙΑΣ (6478) 44: Street 2550 132 3 -440,9 

551442 (6485) 44: Street 850 108 1 -438,41 

555000: ΧΑΜΟΣΤΕ΢ΝΑΣ (6595) 
94: Signalized 

Street 3000 69 3 -430,73 

554992: ΧΑΜΟΣΤΕ΢ΝΑΣ (6598) 
94: Signalized 

Street 4000 32 4 -429,93 

648865: ΡΕΙ΢ΑΙΩΣ (4935) 
94: Signalized 

Street 2000 320 2 -426,34 

554988: ΧΑΜΟΣΤΕ΢ΝΑΣ (6670) 
94: Signalized 

Street 3000 34 3 -426,16 

554978: ΚΑΛΛΙ΢ΟΘΣ (6671) 
94: Signalized 

Street 3000 113 3 -426,16 
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552480: ΛΥΣΙΚ΢ΑΤΟΥΣ (7092) 44: Street 850 93 1 -425,95 

551648: ΛΥΣΙΚ΢ΑΤΟΥΣ (6570) 44: Street 850 46 1 -425,95 

551694: ΗΙΝΝΘ (6629) 44: Street 850 52 1 -425,61 

551646: Τ΢ΙΡΟΔΩΝ (6568) 44: Street 850 277 1 -425,53 

551640: ΦΛΕΣΣΑ (6565) 44: Street 850 175 1 -416,67 

555632 (6481) 44: Street 850 132 1 -414,31 

551434 (6481) 44: Street 1700 140 2 -414,31 

555662: ΔΘΜΟΦΩΝΤΟΣ (6575) 44: Street 850 80 1 -410,07 

554896: Θ΢ΑΚΛΕΙΔΩΝ (6536) 44: Street 1700 108 2 -406,13 

551904: ΣΟΥΤΣΟΥ (6798) 44: Street 850 87 1 -403,04 

555004: ΧΑΜΟΣΤΕ΢ΝΑΣ (6593) 
94: Signalized 

Street 3000 117 3 -397,27 

551628: ΝΙΚΟΔΘΜΟΥ (6559) 44: Street 850 143 1 -396,57 

554938: ΡΕΙ΢ΑΙΩΣ (4935) 
94: Signalized 

Street 2000 103 2 -392,4 

555660: ΚΥΜΑΙΩΝ 44: Street 850 181 1 -392,33 

554952: ΡΕΙ΢ΑΙΩΣ (6582) 
94: Signalized 

Street 2000 242 2 -392,15 

554942: ΡΕΙ΢ΑΙΩΣ (6587) 
94: Signalized 

Street 2000 61 2 -392,15 

554950: ΡΕΙ΢ΑΙΩΣ (6585) 
94: Signalized 

Street 2000 78 2 -392,15 

551914: Λάχιτοσ (6806) 44: Street 1700 56 2 -388,88 

555068: ΚΑΛΛΙ΢ΟΘΣ (6642) 
94: Signalized 

Street 3000 32 3 -388,36 

551632: Γ. ΣΟΥ΢Θ (6561) 44: Street 1700 77 2 -385,5 

555668: Α΢ΑΚΥΝΘΟΥ 44: Street 850 219 1 -379,59 

555052: ΒΟΥ΢ΒΑΧΘ (6637) 44: Street 2550 131 3 -379,44 

555666: ΣΤΘΣΙΚΛΕΟΥΣ 44: Street 850 880 1 -378,11 

551584: ΔΘΜΟΦΩΝΤΟΣ (6540) 44: Street 850 86 1 -376,42 

551450: ΕΥ΢ΙΡΙΔΟΥ (6488) 44: Street 850 127 1 -371,95 

642554: ΦΙΛΟΡΑΡΡΟΥ (6627) 44: Street 850 431 1 -371,84 

551690: ΦΙΛΟΡΑΡΡΟΥ (6627) 44: Street 850 123 1 -371,84 

555182: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (6791) 8: Arterial 6300 205 3 -367,42 

551444: ΕΥ΢ΙΡΙΔΟΥ (6486) 44: Street 850 113 1 -359,9 

555194: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (6796) 8: Arterial 6300 114 3 -357,23 

555190: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (6794) 8: Arterial 8400 127 4 -357,23 

551564: ΡΑΝΑΓΘ ΤΣΑΛΔΑ΢Θ (6531) 
94: Signalized 

Street 2000 85 2 -351,64 

551558: ΡΑΝΑΓΘ ΤΣΑΛΔΑ΢Θ (6529) 
94: Signalized 

Street 2000 149 2 -351,39 

554920: ΡΕΙ΢ΑΙΩΣ (4880) 
94: Signalized 

Street 2000 408 3 -341,03 

574219: ΧΑΜΟΣΤΕ΢ΝΑΣ (4877) 34: On/Off Ramp 1800 101 4 -341,03 

554916: ΧΑΜΟΣΤΕ΢ΝΑΣ (4877) 34: On/Off Ramp 900 96 1 -341,03 

555008: ΧΑΜΟΣΤΕ΢ΝΑΣ (4888) 
94: Signalized 

Street 3000 216 3 -341,03 

551454: Δ΢ΑΓΑΤΣΑΝΙΟΥ (6490) 44: Street 850 168 1 -337,79 

552008: ΡΑΤΘΣΙΩΝ (6847) 
94: Signalized 

Street 3000 46 3 -334,05 

552478: ΒΑΣ.ΑΜΑΛΙΑΣ (7090) 
94: Signalized 

Street 4000 84 4 -327,2 

551892: Γζλωνοσ (6778) 44: Street 1700 138 2 -326,44 



 
160 

551908: Δεινοκράτουσ (6804) 44: Street 850 184 1 -325,45 

551918: Δεινοκράτουσ (6807) 44: Street 850 249 1 -323,68 

552250 (6965) 44: Street 850 142 1 -319,42 

555174: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (6789) 8: Arterial 8400 101 4 -318,66 

555444: ΜΙΧΑΛΑΚΟΡΟΥΛΟΥ (8157) 
94: Signalized 

Street 2000 194 3 -312,4 

554958: Θ΢ΑΚΛΕΙΔΩΝ (6578) 44: Street 1700 72 2 -312,07 

551240: ΔΕΛΘΓΙΩ΢ΓΘ (6394) 
94: Signalized 

Street 2000 63 2 -305,42 

554900: Θ΢ΑΚΛΕΙΔΩΝ (6538) 44: Street 2550 146 3 -304,72 

555178: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (6790) 8: Arterial 6300 17 3 -304,33 

555160: ΒΑΣ.ΣΟΦΙΑΣ (6781) 8: Arterial 6300 135 3 -304,33 

555298: ΒΑΣ.ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ (7073) 8: Arterial 6300 169 3 -302,52 

551980: ΗΩΟΔΟΧΟΥ ΡΘΓΘΣ (6833) 44: Street 850 192 1 -301,96 

555326: ΒΑΣ.ΚΩΝΣΤΑΝΤΙΝΟΥ (7096) 8: Arterial 6300 121 4 -301,5 

554908: ΑΧΑΙΩΝ (6606) 44: Street 850 93 1 -301,29 
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