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Περίηψη

Τα προήματα κατάτμησης δεδομένν πάν σε ράφους είναι πού ρή-
σιμα σε μία μεάη κατηορία επιστημονικών κάδν. Υπάρει μια πηώρα
δεδομένν τα οποία μπορούν να μοντεοποιηούν με ρήση ράφν, από ει-
κόνες και εραφικά δεδομένα μέρι και τα κοιννικά δίκτυα. Ποές φορές
οιπόν είναι ανακαίο να μπορέσει να ίνει κατηοριοποίηση τν δεδομένν
σε ένα ράφο σε ομάδες, με άση κάποιο ή κάποια αρακτηριστικά τους. Ανά
καιρούς έουν αναπτυεί διάφορες μέοδοι που ειρίζονται το έμα αυτό στη
ιιοραφία, η καεμία με τα πεονεκτήματα και τους περιορισμούς της.

Στην παρούσα ερασία προσείζονται το πρόημα της κατάτμησης ρη-
σιμοποιώντας ιδέες από τον τομέα της Όρασης Υποοιστών και συκεκρι-
μένα από τις Γεδαιτικές Ενερές Καμπύες. Το πρόημα της κατάτμησης
μετασηματίζεται στο πρόημα της εμετρικής εξέιξης καμπυών και η
δυσκοία έκειται στην αποτεεσματική μετατροπή του ρικά συνεούς αυ-
τού μοντέου σε μια διακριτοποιημένη εκδοή η οποία μπορεί να εφαρμοστεί
σε ράφους. Έουν προταεί διάφορες μέοδοι ια το σκοπό αυτό με ικανο-
ποιητικά αποτεέσματα. Στην παρούσα ερασία εξετάζεται μια εναακτική
προσέιση ρησιμοποιώντας τη μέοδο τν Πεπερασμένν Στοιείν.

Αρικά ίνεται ερητική παρουσίαση της μεόδου και ακοούς εξε-
τάζεται η απόδοσή της στην ανίνευση νστών εμετρικών σημάτν και
συνδυασμού αυτών. Στη συνέεια ίνεται σύκριση με προηούμενες μεόδους
και αναύονται τα πεονεκτήματα και μειονεκτήματα της καώς και πιανούς
περιορισμούς ια τη ρήση της. Έπειτα παρουσιάζονται μερικές ενδεικτικές
εφαρμοές στις οποίες μπορεί η μέοδος αυτή να ρησιμοποιηεί, ενώ στο τέ-
ος ίνεται εξαή ενικών συμπερασμάτν και καταδεικνύονται μερικοί από
τους πιανούς μεοντικούς προσανατοισμούς της έρευνας.

Λέξεις-κειδιά: εδαιτικές ενερές καμπύες, ράφοι Delaunay, μέο-
δος πεπερασμένν στοιείν, κατάτμηση σε ράφους, εξέιξη καμπυών, μέ-
οδοι επιπεδοσυνόν

i





Abstract

Data segmentation problems on graphs are very useful in a large number
of branches. There is a wide variety of information that can be modeled using
graphs, from images and geographical data to social networks. Thus, many
times it is necessary to divide the data into clusters based on one or more
features. There have been developed several methods that deal with this
topic, each with its own advantages and disadvantages.

This thesis deals with the problem of segmentation using ideas from
Computer Vision, and specifically from Geodesic Active Contours. The seg-
mentation problem is now transformed into a curve evolution problem and
its difficulty comes from the fact that this continuous in space model needs
to be efficiently discretized in order to be applied on graphs. Several methods
have been devoped for this purpose that yield satisfactory results. In this
thesis we examine an alternative approach using Finite Elements method.

First of all, the theoretical aspects of this method are presented and ad-
ditionaly we examine its efficiency in detecting some well known geometrical
shapes and combinations of them. Subsequently we compare this method we
previous ones and analyze its advantages and disadvantages as well as po-
tential limitations. We also present some notional applications where this
method can be used, whereas in the end we summarize the results and illus-
trate some future research directions.

Keywords: geodesic active contours, Delaunay graphs, finite elements
method, segmentation on graphs, curve evolution, levelset methods
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Κεφάαιο 1

Εισαή

1.1 Γενικά ια την Όραση Υποοιστών

Με τον όρο Όραση Υποοιστών αναφερόμαστε στον κάδο που ασο-
είται με την ανάυση και επεξερασία εικόνν —στατικών και κινούμενν—
και ενικότερα οπτικών δεδομένν. Αποτεεί κομμάτι της προσπάειας του αν-
ρώπου να κατανοήσει και να μιμηεί τα αντίστοια συστήματα επεξερασίας
οπτικής πηροφορίας που διαέτουν οι ζντανοί ορανισμοί, τα οποία μετα-
τρέπουν τα οπτικά ερείσματα που αμάνουν από το περιάον σε ρήσιμη
ι αυτούς πηροφορία. Συενείς επιστημονικές περιοές είναι η Επεξερασία
Εικόνν και τα Γραφικά Υποοιστών και ποές φορές τα όρια που δια-
ρίζουν τους τομείς αυτούς είναι δυσδιάκριτα. Η κύρια διαφορά τους είναι ότι η
Όραση Υποοιστών συνής επικεντρώνεται στην επεξερασία τν οπτικών
δεδομένν με στόο την εξαή ορισμένν ρήσιμν αρακτηριστικών, η
επεξερασία εικόνν συνής δεν περιαμάνει το στάδιο εξαής πηροφο-
ριών ενώ τα Γραφικά Υποοιστών προσπαούν να συνέσουν εικόνες με άση
αρακτηριστικά —την αντίετη δηαδή πορεία από την Όραση Υποοιστών.

H Όραση Υποοιστών ξεκίνησε να αναπτύσσεται στο δεύτερο μισό του
20ου αιώνα ς ένας από τους τομείς του καινούριου τότε κάδου της Τενητής
Νοημοσύνης. Έκτοτε έει εξειεί σε έναν αυτόνομο κάδο με ένα μεάο
εύρος εφαρμοών και πηώρα σημαντικών ερευνητών που οήησαν στην
ταεία εξέιξη του. Πέον οι μέοδοι που αναπτύηκαν στην Όραση Υπο-
οιστών είναι ευρές διαδεδομένες και αναπόσπαστα στοιεία καημερινών
συσκευών, όπς ια παράδειμα η ανανώριση προσώπν στις φτοραφικές
μηανές.

Μερικά από τα προήματα με τα οποία ασοείται η Όραση Υποοιστών
μεταξύ άν είναι:

• Η ανανώριση αντικειμένν μέσα σε εικόνες και η ταυτοποίηση τν αντι-
κειμένν αυτών

• Η ανανώριση ανρώπινν δράσεν, όπς ειρονομίες και στάσεις του
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σώματος σε κινούμενες εικόνες

• Η εκτίμηση και παρακοούηση κίνησης σε ίντεο

• Η αποκατάσταση της ποιότητας αοιμένν εικόνν

• Η ανακατασκευή 3-D σκηνών από εικόνες

Η Όραση Υποοιστών είναι πού ρήσιμη και σε διάφορους τομείς της
επιστήμης και της τενοοίας. Μερικές από τις εφαρμοές που ρησιμοποιεί-
ται είναι:

• Έεος ρομποτικών μηανισμών που διαέτουν οπτικούς αισητήρες

• Αυτόματη ποήηση οημάτν

• Ανάυση και επεξερασία ιατρικών εικόνν

• Αυτόματη παρακοούηση εονότν και επίεψη διερασιών

• Συστήματα αηεπίδρασης ανρώπου υποοιστή

• Δημιουρία άσεν δεδομένν εικόνν ια αναζήτηση με άση εικόνες

• Προημένα συστήματα ασφαείας που στηρίζονται στην ανανώριση α-
ρακτηριστικών του ανρώπινου ματιού (ίριδα και αμφιηστροειδής)

1.2 Προήματα ραφημάτν
Τα τεευταία ρόνια έει ξεκινήσει μια προσπάεια συνδυασμού 2 φαινο-

μενικά διαφορετικών επιστημονικών κάδν, αυτών της Θερίας Γραφημάτν
και της Όρασης Υποοιστών. Οι ράφοι είναι ένα πού ισυρό εραείο το
οποίο μπορεί να ρησιμοποιηεί ια τη μοντεοποίηση ποών τύπν δεδομέ-
νν, από ρικά αφηρημένες έννοιες όπς είναι ια παράδειμα τα κοιννικά
δίκτυα μέρι και εραφικά και ενικά δεδομένα στα οποία οι έσεις τν κο-
ρυφών του ράφου στο επίπεδο ή στο ώρο είναι αυστηρώς προσδιορισμένες
από πριν.

Με άση το σκεπτικό αυτό κάε ψηφιακή εικόνα μπορεί να ερηεί σαν
ένας ράφος με τα pixels της εικόνας να είναι οι κορυφές του ράφου και οι
ακμές του να καορίζονται από τη συνεκτικότητα που επιάουμε. Δηαδή
στην περίπτση της κασσικής 4-συνεκτικότητας κάε κορυφή του ράφου
(pixel) συνδέεται με τις 4 ειτονικές της που ρίσκονται (πάν κάτ αριστερά
και δεξιά αυτής, σηματίζοντας ένα κανονικό πέμα (regular grid). Στην
περίπτση της 8-συνεκτικότητας κάε κορυφή συνδέεται επιπέον με τις 4
διαώνιες ύρ από αυτήν, δημιουρώντας έναν πιο σύνετο σε δομή ράφημα
(. σήμα 1.1). Επομένς ποές από τις μεόδους που έουν αναπτυεί
στην Όραση Υποοιστών μπορούν να ερηούν ότι εφαρμόζονται στους
παραπάν ειδικής μορφής ράφους.
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(αʹ) 4–συνεκτικότητα (ʹ) 8–συνεκτικότητα

Σήμα 1.1: Σηματισμός ράφν από εικόνες

Εκμεταευόμενοι το εονός αυτό, τέηκε το εξής ερώτημα: Μπορούν οι
μέθοδοι αυτές να τροποποιηθούν κατάλληλα ώστε να εφαρμόζονται σε πιο γε-
νικού τύπου γράφους; Σε ποές περίπτσης αυτό είναι εφικτό. Ένα από τα
πιο σημαντικά προήματα που μεετήηκε ήταν το πρόημα της κατάτμησης
δεδομένν πάν σε ράφους. Το πρόημα αυτό είναι πού πιο ενικό και
δεν περιορίζεται στα παίσια του αντικείμενου της Όρασης Υποοιστών. Η
Όραση Υποοιστών όμς μπορεί να δώσει το ερέισμα μέσα από τις αποτε-
εσματικές μεόδους που έουν αναπτυεί, έτσι ώστε να προσπαήσει κανείς
να εφαρμόσει τις ιδέες αυτές πάν σε πιο αυαίρετες δομές όπς αυτές τν
ράφν.

1.3 Αντικείμενο και διάρρση διπματικής

Η παρούσα διπματική επικεντρώνεται στη μεέτη της μεόδου τν Γε-
δαιτικών Ενερών Καμπυών πάν σε ράφους. Οι Γεδαιτικές Ενερές
Καμπύες1έουν εφαρμοστεί με επιτυία ια την ανανώριση αντικειμένν σε
εικόνες. Το πρόημα της εύρστης αποτεεσματικής προσαρμοής της μεό-
δου σε πιο ενικά ραφήματα από τις εικόνες παραμένει ακόμα ανοιτό. Έουν
αναπτυεί διάφορες προσείσεις οι οποίες έδσαν πού καά αποτεέσματα
([12],[30],[24]) σε ράφους αυαίρετης δομής. Στην παρούσα ερασία επιειρή-
ηκε μια διαφορετική προσέιση ρησιμοποιώντας τη μέοδο τν Πεπερασμέ-
νν Στοιείν (ια μια επτομερή περιραφή της μεόδου παραπέμπουμε τον
ανανώστη στο [18]). Η μέοδος αυτή ια την επίυση προημάτν Μερικών
Διαφορικών Εξισώσεν έει εφαρμοστεί με επιτυία μεταξύ άν σε προ-
ήματα Ηεκτρομανητισμού, Ρευστοδυναμικής κπ. Έει το πεονέκτημα
ότι μπορεί να ειριστεί πούποκες εμετρίες και οριακές συνήκες με κομψό
και συμπαή μαηματικό τρόπο.

Στο Κεφάαιο 2 της ερασίας παρουσιάζεται το πρόημα τν Γεδαιτι-
1Μερικές φορές α αναφέρονται και ς GAC ια άριν συντομίας
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κών Ενερών Καμπυών και η ερητική εμείσή του και είναι απαραίτητο
ια την κατανόηση ασικών εννοιών που αναπτύσσονται στη συνέεια. Στο
Κεφάαιο 3 ίνεται μεέτη και συνοπτική ανάυση τν προηούμενν μεό-
δν που αναπτύηκαν ια το πρόημα τν GAC σε ράφους και αναύονται
τα πεονεκτήματα και τα μειονεκτήματά τους. Στο Κεφάαιο 4 παρουσιάζε-
ται αναυτικά η προτεινόμενη μέοδος και το μαηματικό της υπόαρο. Στο
Κεφάαιο 5 ίνεται μια πρώτη πειραματική αξιοόηση της προτεινόμενης με-
όδου ενώ στο Κεφάαιο 6 συκρίνεται η μέοδος με άες προηούμενες.
Στο Κεφάαιο 7 παρουσιάζονται μερικές ενδεικτικές εφαρμοές ενώ στο τε-
ευταίο κεφάαιο ίνεται μια συνοική κριτική της μεόδου και διερευνώνται
πιανές μεοντικές κατευύνσεις της έρευνας. Τέος, στο παράρτημα ίνεται
συνοπτική αναφορά σε μαηματικές έννοιες που ρειάζονται ια την ακριή ε-
μείση της μεόδου Πεπερασμένν Στοιείν, η οποίες ερήηκε σκόπιμο
να παραειφούν από το κύριο σώμα της ερασίας.



Κεφάαιο 2

Το πρόημα τν
Γεδαιτικών Ενερών
Καμπυών

2.1 Εισαή

Οι ενερές καμπύες, δηαδή καμπύες που εξείσσονται με το ρόνο στο
ώρο μιας εικόνας έουν ρησιμοποιηεί αρκετά στον τομέα της Όρασης Υπο-
οιστών. Μια συνήης εφαρμοή τους είναι η ανίνευση αντικειμένν πάν
σε εικόνες. Οι ενερές καμπύες προκύπτουν ς ύσεις προημάτν εαι-
στοποίησης συναρτησιακών που σετίζονται με τη μορφή της καμπύης και της
εικόνας στο ώρο της οποίας εξείσσονται. Αυτό που προσπαούν να επιτύ-
ουν είναι να διαρίσουν αντικείμενα από το περιάον τους, με την εξέιξη
της καμπύης να σταματά στα όρια τν αντικειμένν.

Έουν κατά καιρούς προταεί αρκετά μοντέα ενερών καμπυών, όπς τα
κασσικά “snakes” (. [19]) κπ. Τα αποϊκά αρικά αυτά μοντέα εξείη-
καν και ετιώηκαν με την πάροδο του ρόνου προκειμένου να εξαειφούν
οι διάφορες αδυναμίες τους. Αρικά οι μέοδοι που εφαρμόστηκαν επιειρού-
σαν την εαιστοποίηση συναρτησιακών μεταξύ διαδοικών ρονικών ημάτν
κάτι το οποίο αφ’ ενός ήταν ιδιαίτερα ρονοόρο και αφ’ ετέρου παρουσίαζε
το σημαντικό μειονέκτημα ότι δε μπορούσε να ειριστεί τοποοικές ααές
στην καμπύη, ια παράδειμα να ριστεί σε 2 ή περισσότερες ανεξάρτητες
καμπύες στην περίπτση που υπάρουν περισσότερα του ενός αντικείμενα
προς ανανώριση. Τα προήματα αυτά αντιμετπίστηκαν σε ένα μεάο μέ-
ρος ρησιμοποιώντας νώσεις από το Λοισμό Μεταοών που επέτρεψαν μια
διαφορετική προσέιση στο πρόημα η οποία έδσε ώηση ια την ανάπτυξη
του τομέα αυτού. Στη συνέεια του κεφααίου αυτού α παρουσιαστούν μέ-
οδοι με τις οποίες η εξέιξη της καμπύης μπορεί να μοντεοποιηεί με μια
διαφορική εξίσση η οποία επιτρέπει τον ειρισμό τοποοικών ααών στην
καμπύη.
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2.2 Διατύπση του προήματος

Οι Γεδαιτικές Ενερές Καμπύης (α αναφέρονται και ς GAC εφεξής)
αναπτύηκαν αρικά από την ομάδα τν Caselles,Kimmel και Sapiro [6] συν-
δυάζοντας ιδέες από εαιστοποίηση συναρτησιακών και εξέιξη καμπυών με
επιπεδοσύνοα. Με το μοντέο αυτό εξέιξαν τις ήδη υπάρουσες μεόδους και
αντιμετώπισαν σε μεάο μέρος τα μειονεκτήματά τους. Παραέποντας προς
στιμήν τον τρόπο που οδήησε στην τεική μορφή του προς εαιστοποί-
ηση συναρτησιακού (παραπέμπουμε τον ανανώστη στο [6] ια περισσότερες
επτομέρειες) το πρόημα τέηκε ς εξής:

Πρόημα 1. Έστω C το σύνολο των καμπυλών στο χώρο μιας δισδιάστατης
εικόνας I(x, y). Να βρεθεί η καμπύλη ~C ∈ C με ~C(p) = (x(p), y(p)) ∈ R2 η
οποία ελαχιστοποιεί το συναρτησιακό

J(~C) =

∫ 1

0
g(‖∇I(~C(p))‖)‖~C(p)‖ dp (2.1)

Στην ερασία αυτή α ερήσουμε ρίς άη της ενικότητας ότι ο
ώρος κάε δισδιάστατης εικόνας είναι το μοναδιαίο τετράνο, Ω = [0, 1]2.
Προφανώς κάε εικόνα μετά από κατάηη κιμάκση μπορεί να περιοριστεί
στο ρίο αυτό. Σε κάποιες περιπτώσεις που αυτό όμς α αναφέρεται ρητά
το ρίο α είναι κάποιο κυρτό υποσύνοο του μοναδιαίου τετραώνου (είτε
οροώνιο είτε ένα πιο ενικό κυρτό πούνο).

Το προς εαιστοποίηση συναρτησιακό ουσιαστικά εκφράζει το μήκος της
καμπύης σε ένα ώρο Riemann με τη μετρική στο ώρο αυτό να καορίζεται
από την εικόνα I μέσ της συνάρτησης g. Οπότε το πρόημα που πρέπει
να επιυεί είναι το πού νστό από το Λοισμό Μεταοών εδαιτικό
πρόημα σε ένα μη-Ευκείδειο ώρο. Ο όρος εδαιτικό πρόημα είναι το
πρόημα εύρεσης της καμπύη με το εάιστο μήκος όπου το μήκος αποτεεί
μια ενίκευση της κασσικής έννοιας και που εξαρτάται από τη μετρική του
ώρου. Με άση τα προηούμενα μπορεί να ίνει μια άμεση σύκριση με τη
μέοδο τν graph cuts ([4])

Η συνάρτηση g που εξαρτάται από την εικόνα είναι μια συνάρτηση με τις
ιδιότητες

g(x) → 1, όταν x→ 0

g(x) → 0, n όταν x→ ∞

Συνά αναφέρεται ς edge-stopping function (συνάρτηση τερματισμού στις
ακμές). Ο όος πίσ από αυτή την ονομασία είναι σετικά προφανής. Σαν
όρισμα της g ρησιμοποιείται η κίση της συνάρτησης της εικόνας I. Έτσι,
στα σημεία που υπάρουν ισυρές ακμές, δηαδή το ‖∇I‖ είναι μεάο, η g
παίρνει τιμές κοντά στο 0 ενώ εκεί που η εικόνα είναι ομαή (‖∇I‖ ≈ 0)
παίρνει τιμές κοντά στο 1. Η ρησιμότητα της α φανεί στη συνέεια. Μια
τυπική μορφή της συνάρτησης αυτής που α ρησιμοποιηεί και στη μεέτη
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στα επόμενα κεφάαια είναι η

g(x) =
1

1 + λx2

ια κάποια ετική σταερά λ.

2.3 Εξαή της εξίσσης εξέιξης της καμπύ-
ης

Στην Ευκείδεια περίπτση νρίζουμε ότι η “συντομότερη” καμπύη με-
ταξύ 2 σημείν είναι ευεία. Στην περίπτση που μεετάμε όμς εμείς κάτι
τέτοιο δεν ισύει εν ένει. Για να υποοίσουμε την καμπύη που εαιστο-
ποιεί την (2.1) ρειάζεται να ρησιμοποιήσουμε ιδέες από Λοισμό Μεταοών
και πιο συκεκριμένα τις εξισώσεις Euler-Lagrange ακοουώντας τη διαδικα-
σία που περιράφεται στο [29]. Αν έσουμε u(p) = ‖~C ′(p)‖ όπου {~C ′(p) =
(x(p), y(p)) το διάνυσμα της ταύτητας της καμπύης και F (p, x, y, x′, y′) =
g(‖∇I(~C(p))‖)‖~C(p)‖ παίρνουμε:

Fx = gxu, Fy = gyu, Fx′ = g
x′

u
, Fy′ = g

y′

u

H εξισώσεις Euler-Lagrange είναι

d

dp
Fx′ = Fx,

d

dp
Fy′ = Fy

Χρησιμοποιώντας τα παραπάν μετά από ίους αερικούς ειρισμούς ρί-
σκουμε ότι η καμπύη ~C πρέπει να ικανοποιεί τη σέση(

gκ+∇g · ~No

)
~No = −

(
gκ−∇g · ~Ni

)
~Ni = 0 (2.2)

όπου με κ συμοίζουμε την καμπυότητα της καμπύης και με ~No και ~Ni το
εξτερικό και το εστερικό κάετο διάνυσμα σε κάε σημείο της αντίστοια.
Επειδή η εξίσση αυτή εν ένει δε μπορεί να επιυεί α ρησιμοποιήσουμε
την τενική που είναι νστή σαν gradient descent. Συκεκριμένα εισάουμε
μια τενητή παράμετρο t η οποία αντιστοιεί σε κάποια “ρονική” μεταητή
και ξεκινώντας από μια αρική καμπύη την εξείσσουμε με άση την εξίσση

∂ ~C

∂t
= −

(
gκ+∇g · ~No

)
~No (2.3)

Μετά από την παρέευση ενός αρκούντς μεάου ρονικού διαστήματος
αναμένουμε η καμπύη να προσείζει μια σταερή κατάσταση (steady-state
solution), δηαδή ∂ ~C

∂t = 0 και τότε και το δεύτερο μέος της (2.3) α ισούται
με το μηδενικό διάνυσμα οπότε α ικανοποιείται η εξίσση Euler-Lagrange
(2.2).
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2.4 Μια εναακτική εώρηση: Χρήση επιπε-
δοσυνόν

Το παραπάν μοντέο έει αφ’ ενός το μειονέκτημα ότι απαιτεί την επίυση
ενός συστήματος διαφορικών εξισώσεν, αφού η καμπύη ~C περιράφεται από
τις 2 συντεταμένες της στο επίπεδο και αφ’ ετέρου δεν είναι εύκοο να ειρι-
στούν οι διάφορες τοποοικές ααές στην καμπύη όπς ια παράδειμα
να ίνει διαρισμός της σε 2 ή περισσότερες καμπύες όπς προαναφέρηκε.
Αντ’ αυτού προτάηκε στα [22] και [25] μια νέα αποτεεσματική προσέιση
η οποία κάνει ρήση τν επιπεδοσυνόν. Αν u(x, y) είναι μια αμτή συ-
νάρτηση ορισμένη στο επίπεδο τότε ορίζουμε ς επιπεδοσύνοο σε επίπεδο c
(συνά αναφέρεται και ς ισοϋψής καμπύη) το σύνοο τν σημείν στα οποία
η u αμάνει την τιμή c. Πιο φορμαιστικά,

Lc(u) = {(x, y) : u(x, y) = c}

Θερούμε ρίς άη της ενικότητας από εδώ και έπειτα ότι αμάνουμε
το επιπεδοσύνοο στο μηδενικό επίπεδο (δηαδή c = 0). Έοντας επιέξει μια
αρική καμπύη ~C0 μπορούμε να τη μοντεοποιήσουμε με ρήση επιπεδοσυνό-
ν ορίζοντας τη συνάρτηση u0 ς την προσημασμένη συνάρτηση απόστασης
από την καμπύη, δηαδή

u0(x, y) =


0, (x, y) ∈ ~C0

− inf
(a,b)∈ ~C0

‖(x− a, y − b)‖, (x, y) ∈ interior(~C0)

inf
(a,b)∈ ~C0

‖(x− a, y − b)‖, (x, y) ∈ exterior(~C0)

(2.4)

Σε κάε ρονική στιμή η ζητούμενη καμπύη ~C(t) ισούται με το μηδενικό
επιπεδοσύνοο της συνάρτησης u(x, y, t) με u(x, y, 0) = u0(x, y). Είναι δηαδή

~C(t) = {(x, y) : u(x, y, t) = 0}

Εφαρμόζοντας τις ιδέες που μόις αναφέρηκαν, μπορεί να δειεί ότι η
συνάρτηση u πρέπει να εξείσσεται με άση την εξίσση ut = Vi‖∇u‖ όπου Vi
η εστερική κάετη ταύτητα στην καμπύη, δηαδή Vi = gκ−∇g · ~Ni. Μπορεί
να δειεί επίσης και ότι το εστερικό κάετο διάνυσμα και η καμπυότητα της
καμπύης μπορούν να εκφραστούν συναρτήσει της u ς ~Ni = −∇u/‖∇u‖ και
κ = div(∇u/‖∇u‖) αντίστοια. Χρησιμοποιώντας όες τις παραπάν σέσεις
προκύπτει τεικά ότι η συνάρτηση u πρέπει να εξείσσεται με άση τη μερική
διαφορική εξίσση

∂u

∂t
= div

(
g(I)

∇u
‖∇u‖

)
‖∇u‖

Για πρακτικούς όους συνά προσέτουμε κι έναν επιπέον όρο στην
εξίσση που αντιστοιεί σε μια δύναμη μπαονιού ποαπασιασμένη επί τη
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συνάρτηση g. Αυτή είναι μια δύναμη της μορφής gβ ~Ni όπου στην περίπτση
μας που έουμε ερήσει u < 0 στο εστερικό το β είναι μια ετική σταερά.
Η εξίσση της εξέιξης της καμπύης ίνεται οιπόν

∂ ~C

∂t
= −

(
gβ + gκ−∇g · ~Ni

)
~Ni

Στην παραπάν εξίσση παρατηρούμε 3 όρους. Ο πρώτος αντιστοιεί σε
μια δύναμη μπαονιού που έει την τάση να “τραά” την καμπύη προς τα μέσα,
σταματώντας όμς στα σημεία που η κίση της εικόνας είναι μεάη όπς ια
παράδειμα στα όρια μεταξύ αντικειμένν. Ο δεύτερος όρος αντιστοιεί στη
δύναμη καμπυότητας η οποία οδηεί κι αυτή σε εξομάυνση της καμπύης
σταματώντας όμς όπς και η προηούμενη σε ισυρές ακμές. Τέος ο τρί-
τος όρος ειτουρεί σταεροποιητικά έκοντας την καμπύη στα σημεία όπου
υπάρουν ισυρές ακμές. Η τιμή της σταεράς β επιέεται έτσι ώστε η ποσό-
τητα εντός της παρένεσης να παραμένει ετική. Τεικά, ξαναράφοντας την
τεευταία σέση ρησιμοποιώντας επιπεδοσύνοα, η διαφορική εξίσση που
μοντεοποιεί την εξέιξη της συνάρτησης u είναι η

∂u

∂t
=

(
div
(
g(I)

∇u
‖∇u‖

)
+ gβ

)
‖∇u‖ (2.5)

Η εξίσση αυτή α είναι αυτή που α μας απασοήσει στα επόμενα κεφάαια
της ερασίας.

2.5 Ένα οπτικό παράδειμα

Στο σημείο αυτό α παρουσιάσουμε με ένα οπτικό παράδειμα τη μέοδο
τν Γεδαιτικών Ενερών Καμπυών. Για το σκοπό αυτό ερούμε μια εικόνα
διαστάσεν 375× 380 pixels με 4 αντικείμενα στο εστερικό της τα οποία κα-
ούμαστε να ανανρίσουμε. Στο σήμα 2.1 φαίνεται η εξέιξη τν καμπυών
πάν στην εικόνα καώς και το αποτέεσμα ανίνευσης. Παρατηρούμε ότι η
καμπύη αρικά συρικνώνεται με τρόπο ομοιόμορφο, στη συνέεια η εξέιξη
σταματά κοντά στα όρια τν αντικειμένν και έπειτα διαρίζεται σε επί μέρους
ανεξάρτητες καμπύες που ανινεύουν κάε ένα από τα αντικείμενα.

2.6 Ευστάεια και μοναδικότητα της ύσης

Ένα τεευταίο αά πού σημαντικό σημείο που δεν εξετάσαμε μέρι στι-
μής είναι η ύπαρξη και η μοναδικότητα της ύσης του προήματος (2.5). Είναι
ένα πού δύσκοο πρόημα καώς πρόκειται ια μια μη ραμμική μερική δια-
φορική εξίσση, ένας τομέας που άρισε να αναπτύσσεται και να μεετάται τις
τεευταίες δεκαετίες ό της ρησιμότητας τν εξισώσεν αυτών σε πρα-
κτικά προήματα.
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(αʹ) (ʹ) (ʹ)

(δʹ) (εʹ) (στʹ)

Σήμα 2.1: Παράδειμα ρήσης της μεόδου G.A.C. σε εικόνα διαστάσεν
375× 380 pixels

Ένα επιπέον πρόημα που ανακύπτει είναι ότι μπορεί η ύση ενός μη
ραμμικού προήματος (αν υπάρει) να είναι εν ένει μη ομαή, πράμα που
συμαίνει και στην περίπτση μας. Η συνάρτηση u καώς εξείσσεται σταματά
σε όρια αντικειμένν με αποτέεσμα να δημιουρούνται απότομες μεταοές
ή και ασυνέειες (shocks). Στα σημεία αυτά προφανώς η παράος δεν ορί-
ζεται οπότε η διαφορική εξίσση δεν έει κάποιο φυσικό νόημα. Η u δηαδή
δεν μπορεί να αποτεεί πάντοτε μια κλασσική ύση της διαφορικής εξίσσης.
Χρειάζεται να μετασηματίσουμε το πρόημα σε μια πιο ενική ή αφηρημένη
μορφή ώστε να αντιμετπίζονται αυτές οι παοένειες και να απαιτήσουμε η u
να είναι ύση αυτού ακριώς του προήματος. Η u τότε α ονομάζεται ασθενής
ύση του (2.5). Προφανώς κάε κασσική ύση α αποτεεί και ασενή ύση,
με το αντίστροφο να μην ισύει κατ’ ανάκη. Στη ερία τν μη ραμμικών
μερικών διαφορικών εξισώσεν μια μορφή ασενούς ύσης που ρησιμοποιεί-
ται είναι οι εόμενες ύσεις ιξώδους (viscosity solutions). Για περισσότερες
επτομέρειες ο ανανώστης καείται να ανατρέξει στη σετική ιιοραφία.

Μπορούμε τώρα να διατυπώσουμε το εώρημα που αποδείηκε στο [6] και
αφορά τη ύση του προήματος (2.5).

Θεώρημα 1. ΈστωW 1,∞ ο χώρος των φραγμένων Lipschitz συναρτήσεων στο
R2. Υποθέτουμε ότι για τη g ισχύουν οι ιδιότητες g ≥ 0, supx∈R2 ‖∇g1/2(x)‖ <
∞ και supx∈R2 |∆g(x)| <∞. Έστω ακόμα ότι για την αρχική συνθήκη u0 του
προβλήματος ισχύει u0 ∈ BUC(R2) ∩W 1,∞. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα:
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• Η εξίσωση (2.5) έχει μοναδική λύση ιξώδους

u ∈ C
(
[0,∞)× R2

)
∩ L∞ (0, T ;W 1,∞)

για όλα τα T <∞. Επίσης η u ικανοποιεί τη σχέση

inf u0 ≤ u(t, x) ≤ supu0.

• Έστω v ∈ C([0,∞) × R2) η λύση ιξώδους του προβλήματος (2.5) που
αντιστοιχεί στην αρχική συνθήκη v0 ∈ C(R2) ∩W 1,∞. Τότε

‖u(t, ·)− v(t, ·)‖∞ ≤ ‖u0 − v0‖∞.

Δηλαδή η λύση του προβλήματος είναι ευσταθής.

Μια τεευταία παρατήρηση που πρέπει να επισημανεί είναι ότι το πρό-
ημα (2.5) πρέπει να υεί με μηδενικές συνοριακές συνήκες Neumann στο
σύνορο, πράμα που είναι και απαραίτητο ια να ισύει το προηούμενο ε-
ώρημα. Δηαδή το πρόημα τν εδαιτικών ενερών καμπυών μπορεί να
διατυπεί σε συμπαή μορφή ς εξής

∂u

∂t
=

(
div
(
g(I)

∇u
‖∇u‖

)
+ gβ

)
‖∇u‖

∇u · n = 0 στο σύνορο Γ = ∂Ω

u(0, x, y) = u0(x, y)

με την u0 να αποτεεί την προσημασμένη συνάρτηση απόστασης από την αρική
καμπύη (2.4).

Στα επόμενα κεφάαια α δούμε πς μπορούμε να προσείσουμε τη ύση
του προήματος αυτού πάν σε ράφους όπου έουμε στη διάεση μας αντί
ια το μοναδιαίο τετράνο ένα πεπερασμένο σύνοο σημείν του και να με-
ετήσουμε τις δυσκοίες που καούμαστε να αντιμετπίσουμε.
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Κεφάαιο 3

Γεδαιτικές Ενερές
Καμπύες σε Γράφους

3.1 Μέοδοι ράφν στην Όραση Υποοιστών

Αναφέρηκε σε προηούμενο κεφάαιο ότι ένα σημαντικό κομμάτι της Όρα-
σης Υποοιστών μεετά μεόδους ράφν. Υπάρει μια πηώρα μεόδν
που έουν αναπτυεί ια το σκοπό αυτό. Μερικές από τις πρώτες ερασίες
που δημοσιεύτηκαν πάν στο έμα αυτό ασοήηκαν με το κομμάτι της Μα-
ηματικής Μορφοοίας (. [27],[17],[10]). Οι ερευνητές αυτοί επιείρησαν
να μεταφέρουν τις ιδέες της Μαηματικής Μορφοοίας σε ράφους και να
ενικεύσουν τις έννοιες τεεστών όπς είναι το νστό dilation, erosion,
opening, closing αά και άους πιο σύνετους. Άες ομάδες ερευνητών
επιείρησαν να ενικεύσουν τις έννοιες τν διαφορικών τεεστών και εξισώ-
σεν πάν σε ράφους είτε σε κααρά ερητικό επίπεδο (. [2]) είτε εφαρ-
μόζοντας επιπέον τις ιδέες τους ια την επεξερασία και ετίση ποιότητας
και κατάτμηση εικόνν (. [26], [3], [13]). Η καινοτομία που εισήηκε και
έδσε ετιμένα αποτεέσματα σε σέση με τις κασσικές μεόδους είναι ότι
η “εύτητα” 2 pixels δεν εξαρτάται μόνο από τη εμετρική τους έση στο
ώρο αά και από ένα μέτρο ρματικής διαφοράς.

Η παρούσα ερασία επικεντρώνεται στις μεόδους κατάτμησης πάν σε
ράφους. Μια δημοφιής τενική η οποία ρησιμοποιείται σε εικόνες είναι το
watershed. Σε μια σειρά άρρν επιειρήηκε η δημιουρία ενός αποτεεσματι-
κού παισίου ια την εφαρμοή του watershed σε ράφους (. [8], [9], [7]) και
έινε σύνδεση της μεόδου watershed με αυτή τν graph-cuts. Η μέοδος τν
graph-cuts από την άη είναι μια από τις πιο ευρές διαδεδομένες και αποτε-
εσματικές μεόδους κατάτμησης σε ράφους. Στα [4] και [5] παρουσιάστηκε
η σύνδεση τν graph-cuts με το εδαιτικό πρόημα και τη μέοδο GAC
και αναπτύηκαν αποδοτικοί αόριμοι ια την επίυση του εμειώδους
προήματος με το οποίο συνδέονται, το πρόημα max-flow/min-cut. Πα-
ράηα, μια άη μέοδος που προτάηκε στο [16] ασίζεται στον αόριμο

13
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του τυαίου περιπατητή (random walker) και παρουσιάζει αρκετό ενδιαφέρον.
Για το τέος αφήσαμε τις μεόδους που ασίζονται στις εδαιτικές ενερ-

ές καμπύες. Οι πρώτες ιδέες που μετέφεραν το πρόημα αυτό σε ράφους
αυαίρετης δομής διατυπώηκαν στο [12] και στη συνέεια ετιώηκαν περαι-
τέρ στο [30]. Στο κεφάαιο αυτό α παρουσιαστούν με περισσότερη επτο-
μέρεια και α αναυούν τα πεονεκτήματα και τα μειονεκτήματά τους καότι
είναι η πιο συενής οικοένεια μεόδν με αυτήν που προτείνεται στην πα-
ρούσα ερασία.

3.2 Στοιεία Θερίας Γραφημάτν

3.2.1 Ορισμοί

Πριν προρήσουμε στην παρουσίαση τν 2 προαναφερεισών μεόδν
κρίνεται σκόπιμο να ίνει μια συνοπτική εισαή σε ασικές έννοιες από τη
Θερία Γραφημάτν έτσι ώστε ο ανανώστης να αποκτήσει οικειότητα με την
οροοία που α ρησιμοποιηεί στη συνέεια της ερασίας . Για περισσότερες
επτομέρειες και αποδείξεις τν διάφορν αποτεεσμάτν παραπέμπουμε τον
ανανώστη στο [11].

Ένα γράφημα ή γράφος G είναι ένα διατεταμένο ζεύος δύο συνόν V
και E τα οποία είναι ξένα μεταξύ τους. Τα στοιεία του συνόου V καούνται
κορυφές του ράφου ενώ τα στοιεία του συνόου E το οποίο είναι υποσύ-
νοο του συνόου τν μη διατεταμένν ζευών του V καούνται ακμές του
ράφου. Tο ράφημα G συμοίζεται και ς G(V,E).

Ο πηάριμος του συνόου V δηαδή το |V | = |V (G)| ονομάζεται τάξη
του ραφήματος ενώ ο αριμός |E| = |E(G)|, δηαδή το πήος τν ακμών
ονομάζεται μέγεθος του ραφήματος.

Αν αντιστοιίσουμε σε κάε ακμή του ράφου έναν πραματικό αριμό w
που τον ονομάζουμε άρος της ακμής τότε το ράφημα που προκύπτει ονομά-
ζεται ράφημα με βάρη. Τα άρη μπορούν π.. να περιράφουν κάποιο μέτρο
απόστασης μεταξύ τν κορυφών ή το κόστος μετάασης από μια κορυφή σε
μια άη. Σημειώνεται ότι η απή περίπτση που δεν έουμε άρη μπορεί να
αναεί στη δεύτερη ερώντας απά ότι όα τα άρη ισούνται με τη μονάδα.

Δύο κορυφές u, v ∈ V καούνται γειτονικές αν η ακμή uv ∈ E. Ονομά-
ζουμε ειτονιά μιας κορυφής u ∈ V το σύνοο Nu = {v ∈ V : uv ∈ E},
δηαδή το σύνοο που περιέει όες τις κορυφές που είναι ειτονικές στη u.
Στην ανάυση που α κάνουμε υποέτουμε ότι σε ένα ράφημα δεν υπάρουν
ακμές από μία κορυφή στον εαυτό της. Τα ραφήματα αυτά ονομάζονται απλά.

Ορίζουμε ς βαθμό μιας κορυφής d(u) το μέεος της ειτονιάς της, δη-
αδή d(u) = |N(u)|. Ορίζουμε επίσης ς ελάχιστο και μέγιστο αμό του
ραφήματος G τις ποσότητες δ(G) = minu∈V d(u) και ∆(G) = maxu∈V d(u).

Ένα ράφημα H καείται υπογράφημα του ραφήματος G αν V (H) ⊆
V (G) και E(H) ⊆ E(G). Αν επιπέον το H περιέει όες τις ακμές μεταξύ
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τν κορυφών του H οι οποίες περιαμάνονται στο E(G) τότε το H καείται
επαγόμενο υποράφημα του G.

Ονομάζουμε μονοπάτι σε ένα ράφο μια ακοουία κορυφών (u1, u2, . . . , un)
στην οποία κάε κορυφή εμφανίζεται μία μόνο φορά και επίσης όες οι διαδο-
ικές κορυφές συνδέονται με ακμές. Ορίζουμε επίσης ς κύκλο μια ακοουία
κορυφών (u1, u2, . . . , un, u1) όπου οι πρώτοι n όροι της ακοουίας είναι ένα
μονοπάτι και επίσης υπάρει η ακμή unu1.

Ένα ράφημα καείται συνεκτικό αν και μόνο αν ια κάε 2 κορυφές του
υπάρει τουάιστον ένα μονοπάτι που τις ενώνει. Συνεκτική συνιστώσα ενός
ραφήματος G είναι ένα maximal επαόμενο υποράφημα του G το οποίο είναι
συνεκτικό. Προφανώς από τον ορισμό ένα συνεκτικό ράφημα αποτεείται από
μία συνεκτική συνιστώσα.

Τομή (cut) C(A,B) σε ένα ράφημα όπου είναι μια διαμέριση του σε 2
συνεκτικές συνιστώσες A,B αφαιρώντας τις ακμές μεταξύ τν 2 αυτών συνι-
στσών. Το σύνοο ακμών της τομής είναι το σύνοο EC = {uv ∈ E(G) :
u ∈ V (A), v ∈ V (B)}. Σε ένα ράφημα ρίς άρη το μέεος της τομής
είναι ίσο με το πήος τν ακμών που περιέει. Σε ένα ράφημα με άρη αυτό
ισούται με το άροισμα τν αρών που έουμε αντιστοιίσει σε κάε ακμή.

3.2.2 Χρήσιμα ραφήματα

Γεμετρικός τυαίος ράφος

Θα μεετήσουμε τους εμετρικούς τυαίους ράφους σε ένα δισδιάστατο
ρίο και συκεκριμένα στο μοναδιαίο τετράνο S = [0, 1]2.

Ο τρόπος κατασκευής τους είναι απός. Επιέουμε αρικά με τυαίο
τρόπο N το πήος σημεία στο S. Ένας δημοφιής τρόπος ια την επιοή
αυτή είναι να πραματοποιηεί ανεξάρτητα με άση την ομοιόμορφη κατανομή
στο S. Τα σημεία αυτά αποτεούν το σύνοο κορυφών του ράφου. Στη συ-
νέεια 2 κορυφές ενώνονται με ακμή αν η Ευκείδεια απόστασή τους είναι
μικρότερη από ρ. Ένας εμετρικός τυαίος ράφος α συμοίζεται εφεξής
ς R(N, ρ).

Γίνεται εύκοα αντιηπτό ότι η παράμετρος ρ παίζει καοριστικό ρόο στη
μορφή και τις ιδιότητες του ράφου. Διαισητικά, κρατώντας σταερό το πή-
ος τν κορυφών του ράφου όσο μειώνουμε την παράμετρο απόστασης ρ
τόσο πιο “αραιός” είναι ο ράφος με την έννοια ότι ιότερα σημεία συνδέο-
νται με ακμές. Παράηα αυξάνεται και η πιανότητα ο ράφος να μην είναι
συνεκτικός, κάτι που στις εφαρμοές μας είναι ανεπιύμητο. Αντίετα όσο αυ-
ξάνουμε το ρ τόσο περισσότερες κορυφές συνδέονται μεταξύ τους με ακμή και
ο προκύπτον ράφος είναι συνεκτικός με πού μεάη πιανότητα. Παρ’ όα
αυτά μπορούμε να πούμε ότι κατά κάποιον τρόπο εκφυίζεται η έννοια της ει-
τονιάς, αφού πέον κορυφές που ρίσκονται σε μεάη απόσταση μεταξύ τους
καταήουν να είναι ειτονικές. Το τεευταίο μπορεί να έει αρνητική επιδρά-
σεις σε περιπτώσεις όπου έουμε να υποοίσουμε μεέη όπς η κίση μιας
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συνάρτησης ορισμένης στις κορυφές του ράφου. Ένα άο μειονέκτημα είναι
ότι ια μεάα μεέη ειτονιών οι υποοισμοί που ρειάζεται να ίνουν είναι
αρκετά ρονοόροι. Μια καή τιμή ια την παράμετρο ρ με άση τους περιορι-
σμούς που διατυπώηκαν παραπάν είναι η ρ = 3

5N
−1/3 όπς μεετήηκε στο

[30].
Τέος όσον αφορά τη σύνδεση με το παίσιο που μεετήσαμε στην προη-

ούμενη ενότητα, μπορούμε να ορίσουμε ς άρη τν ακμών του ράφου
το αντίστροφο της ευκείδειας απόστασης τν κορυφών της ακμής, δηαδή
wuv = ‖u− v‖−1.

Στα σήματα 3.1-3.3 εικονίζονται μερικοί εμετρικοί τυαίοι ράφοι ια
διάφορες τιμές τν παραμέτρν. Παρατηρώντας τα μπορούμε να επαηεύ-

Σήμα 3.1: Γεμετρικός ράφος με N = 1000 και ρ = N−1/2 ≈ 0.0316

σουμε και εποπτικά ότι στην πρώτη περίπτση ο ράφος είναι πού “αραιός”
και μάιστα δεν είναι συνεκτικός, στη δεύτερη περίπτση είναι υπεροικά
πυκνός ενώ στην τρίτη περίπτση επιτυάνουμε ένα trade-off μεταξύ τν
επιυμητών ιδιοτήτν του ράφου.

Γράφος Delaunay

Στην ενότητα αυτή α μεετήσουμε τους ράφους Delaunay οι οποίοι α
ρησιμοποιηούν στην προσέιση τν GAC.

Η ιδέα πίσ από την κατασκευή τους είναι σετικά απή. Έστ N σημεία
τοποετημένα στο μοναδιαίο τετράνο τα οποία τα ονομάζουμε εννήτορες.
To διάραμμα Voronoi τν σημείν αυτών είναι μια διαμέριση του μοναδιαίου
τετραώνου σε N περιοές με άση κάποια συνάρτηση απόστασης. Συκε-
κριμένα σε κάε σημείο εννήτορα Pi αντιστοιούμε μια περιοή Ri η οποία
είναι το σύνοο τν σημείν του επιπέδου τα οποία ρίσκονται πησιέστερα
στο σημείο αυτό σε σέση με τους άους εννήτορες. Δηαδή αν {Pi}Ni=1 τα



Γεωδαιτικές Ενεργές Καμπύλες σε Γράφους 17

Σήμα 3.2: Γεμετρικός ράφος με N = 1000 και ρ = N−1/3 = 0.1

Σήμα 3.3: Γεμετρικός ράφος με N = 1000 και ρ = 3/5N−1/3 = 0.06

σημεία α είναι

Ri = {(x, y) ∈ R2 : ‖Pi − (x, y)‖ < ‖Pj − (x, y)‖,∀j 6= i}

Συνής ρησιμοποιούμε την L2 (ευκείδεια) απόσταση. Οι περιοές που προ-
κύπτουν τότε είναι πουνικές. Ο ράφος Delaunay μπορεί να κατασκευαστεί
από το διάραμμα Voronoi επιέοντας σαν σύνοο κορυφών του ράφου τα
σημεία Pi και ενώνοντας με ακμές όα τα σημεία Pi, Pj τν οποίν οι περιοές
Ri, Rj έουν κάποια κοινή πευρά.

Το μόνο που έουμε αφήσει ανοικτό μέρι στιμής είναι ο τρόπος επιοής
τν σημείν. Αυτός μπορεί να ίνει είτε με τυαίο τρόπο όπς στην περίπτση
τν εμετρικών τυαίν ράφν είτε με άση κάποιον από τους αορίμους
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που επιτυάνουν “καό” τρινισμό οροώνιν και εν ένει πουνικών
ρίν. Τα πεονεκτήματα της δεύτερης περίπτσης α αναυούν όταν ίνει
μεέτη σύκισης της μεόδου πεπερασμένν στοιείν. Στα σήματα 3.4 και
3.5 μπορούμε να δούμε τα ήματα κατασκευής ενός ράφου Delaunay όπς
περιράφηκαν παραπάν.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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Σήμα 3.4: Διάραμμα Voronoi με 300 σημεία

Σήμα 3.5: Τρινοποίηση Delaunay που αντιστοιεί στο προηούμενο διά-
ραμμα
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3.3 Προηούμενα αποτεέσματα

Στις προηούμενες ερασίες μεετήηκαν οι GAC σε ραφήματα και κυ-
ρίς στους εμετρικούς τυαίους ράφους. Το κύριο κομμάτι τν προσπα-
ειών επικεντρώηκε στην αποτεεσματική διακριτοποίηση της εξίσσης (2.5),
κάτι το οποίο αποδείηκε ιδιαίτερα απαιτητικό. Όταν τα σημεία είναι τοποετη-
μένα με τυαίο τρόπο στο μοναδιαίο τετράνο και όι με τη μορφή ορονίου
πέματος δεν υπάρουν προφανείς σέσεις ια την προσέιση της κίσης,
της απόκισης καώς και τν υπόοιπν διαφορικών τεεστών. Κοιτώντας
την (2.5) μπορούμε να δούμε ότι ρειάζεται να ρεούν αποτεεσματικές και
εύρστες προσείσεις ια το μέτρο και την κατεύυνση της κίσης αμτών
συναρτήσεν καώς και ια την απόκιση διανυσματικών συναρτήσεν.

3.3.1 Προσέιση κίσης

Μια απή αά αρκετά αποτεεσματική προσέιση ια το μέτρο της κίση
της συνάρτησης u στην κορυφή v είναι η σέση που προτάηκε στο [12]

‖∇u(v)‖ ≈ max
w∈N(v)

u(w)− u(v)

‖w − v‖

η οποία συκίνει στην πραματική τιμή της κίσης στο όριο τν μεάν
ράφν [12]. Αν επιπέον ερήσουμε ότι ο ράφος είναι αρκετά ομοενής,
δηαδή οι αποστάσεις μεταξύ τν ειτονικών κορυφών είναι περίπου ίσες με
d από την προηούμενη σέση η κίση μπορεί να προσειστεί μετά την απα-
οιφή της ποαπασιαστικής σταεράς ς

‖∇u(v)‖ ≈ max
w∈N(v)

{u(w)− u(v)} (3.1)

Η τεευταία αυτή σέση είναι αυτή που ρησιμοποιήηκε τεικά ια την εξα-
ή τν αποτεεσμάτν. Ένα πεονέκτημα, πέραν της απότητάς της είναι
ότι μπορεί να σετιστεί και με ιδέες από τη μαηματική μορφοοία στο παίσιο
τν ράφν.

Έοντας τώρα μια καή προσέιση ια το μέτρο της κίσης ρειάζεται
να υποοιστεί και η κατεύυνσή της. Αυτό είναι ένα αρκετά πιο σύνετο
πρόημα και είναι δύσκοο να ρεεί μια εύρστη προσέιση. Μία από τις
επιοές είναι να ερήσουμε σαν κατεύυνση της κίσης την κατεύυνση της
ακμής που αντιστοιεί στη μέιστη μεταοή. Αυτή η κάπς αποϊκή προ-
σέιση δε δίνει όμς πάντοτε ικανοποιητικά αποτεέσματα. Μια εναακτική
εώρηση είναι η κατεύυνση να υποοιστεί σαν ο σταμισμένος μέσος όρος
τν κατευύνσεν τν ακμών με άρη τις αντίστοιες μεταοές της συνάρ-
τησης, δηαδή

∇u
‖∇u‖

(v) =

∑
w∼v (u(w)− u(v))evw

‖
∑

w∼v (u(w)− u(v))evw‖
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Στο [30] προτάηκε ένας εναακτικός τρόπος υποοισμού της κίσης ο
οποίος ασίζεται σε διακριτοποίηση μιας οοκηρτικής σέσης. Συκεκρι-
μένα,

∇u(v) =
∑

w∼v(u(w)− u(v))evw∆φw
π

(3.2)

όπου ∆φw ένας παράοντας που αναπαριστά το μέεος της νίας που κατα-
αμάνει ο είτονας w στη ειτονιά της v και που ισούται με την ημιδιαφορά
τν νιών που σηματίζουν με τον x-άξονα οι επόμενη και η προηούμενη
κορυφή αριμώντας τες με ανροοιακή φορά. Η νέα αυτή προσέιση πετυ-
αίνει καύτερα αποτεέσματα όσον αφορά τον υποοισμό της κατεύυνσης
της κίσης αά εμφανίζει προήματα στην ορή εκτίμηση του μέτρου της.
Εν κατακείδι μπορούμε να καταήξουμε στη σέση (3.1) ια το μέτρο της
κίσης και στην (3.2) ια την κατεύυνσή της.

3.3.2 Προσέιση απόκισης-καμπυότητας

Το επόμενο κομμάτι απαιτεί την εύρεση μιας καής προσέισης ια την
απόκιση μιας διανυσματικής συνάρτησης ορισμένης στις κορυφές του ράφου.
Οι ιδέες που προτάηκαν ασίζονται στη διακριτοποίηση της οοκηρτικής
σέσης

div (F(x)) = lim
S→{x}

∮
∂S
F · n ds

|S|

δηαδή αν έουμε μια κειστή επιφάνεια S που περικείει το σημείο x και
υποοίσουμε το όο του επικαμπύιου οοκηρώματος της F στο σύνορο
της επιφάνειας προς το εμαδόν της επιφάνειας τότε το κάσμα αυτό τείνει στην
τιμή της απόκισης του πεδίου F καώς η επιφάνεια τείνει να συρρικνεί στο
σημείο x.

Η πρώτη απόπειρα διακριτοποίησης της παραπάν σέσης όπς αυτή διατυ-
πώηκε στο [12] στηριζόταν στην επιοή ς επιφάνειας S του πουνικού
ρίου που ορίζεται από τους είτονες μιας κορυφής. Η προσέιση αυτή έει
ς σημαντικό μειονέκτημα ότι εν ένει το ρίο που προκύπτει δεν είναι κει-
στό και φραμένο με αποτέεσμα το πρόημα να είναι κακώς τοποετημένο
[30]. Για το όο αυτό προτάηκε στο [30] ένας νέος τρόπος κατασκευής της
επιφάνειας S ασισμένη στις νίες που κατααμάνει ο κάε είτονας όπς
αυτές ορίστηκαν προηούμενα. Πιο συκεκριμένα, το σύνορό της είναι μια
κατά τμήματα κυκική καμπύη με ακτίνες που καορίζονται από τα μήκη τν
ακμών και μέεος νιών τις ποσότητες ∆φ.

Έοντας οιπόν μια σέση ια την απόκιση σε ράφους μπορεί να ίνει
ο υποοισμός της καμπυότητας

κ = div
(

∇u
‖∇u‖

)
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ρησιμοποιώντας το προσειστικό πεδίο κίσης που υποοίστηκε προηου-
μένς. Αποδείηκε μάιστα στο [30] ότι η προσέιση αυτή συκίνει στην
πραματική τιμή της κίσης στο όριο τν μεάν ράφν στα σημεία που η
πραματική κίση της συνάρτησης είναι μη μηδενική. Επίσης, ια τη ετίση
και την εξομάυνση τν αποτεεσμάτν είναι ρήσιμο ποές φορές να ί-
νει μια μικρή εξομάυνση τν παραπάν τιμών που υποοίστηκαν, όπς ια
παράδειμα ένα φιτράρισμα ενδιάμεσης τιμής.

3.3.3 Ο τεικός αόριμος

Το τεευταίο κομμάτι πριν τη συνοική εφαρμοή του αορίμου είναι ο
ο υποοισμός της συνάρτησης g πάν στην εικόνα. Αρικά η εικόνα πρέπει
να φιτραριστεί με ρήση ενός φίτρου εξομάυνσης πάν στο ράφο. Μια
απή και αποτεεσματική ιδέα είναι να ερήσουμε ότι η τιμή σε κάε κορυφή
προκύπτει ς ο σταμισμένος μέσος όρος τν τιμών στην κορυφή και τη ει-
τονιά της. Έπειτα το μέτρο της κίσης μπορεί να υποοιστεί εύκοα μέσ
της (3.1). Προρώντας οιπόν στη συνοική εφαρμοή του αορίμου, η
ρονική παράος υποοίζεται από την εμπρόσια διαφορά

∂u

∂t
≈ u(tn+1)− u(tn)

∆t

όπου ∆t το ρονικό ήμα της μεόδου. Επομένς η εξίσση της εξέιξης
παίρνει τη μορφή

un+1 = un +∆t

(
g(I) div

(
∇un
‖∇un‖

)
‖∇un‖+∇g(I) · ∇un

)
(3.3)

Η προσέιση αυτή είναι πρώτης τάξης ς προς το ρόνο και επειδή ανήκει
στην κατηορία τν άμεσν μεόδν Euler ρειάζεται προσοή στην επιοή
του ρονικού ήματος έτσι ώστε η μέοδος να είναι ευσταής.

3.4 Γενικός Σοιασμός
Οι παραπάν μέοδοι έδσαν ικανοποιητικά αποτεέσματα στις περισσό-

τερες περιπτώσεις παρά τις δυσκοίες στην αποτεεσματική προσέιση ορι-
σμένν μεεών ό της μη-κανονικότητας τν τυαίν ράφν. Ένας από
τους ασικούς όους είναι οι εξομαύνσεις τν υποοιζόμενν τιμών στα
διάφορα στάδια εφαρμοής τν αορίμν. Παράηα η εφαρμοή τν πα-
ραπάν αορίμν σε ράφους με διαφορετική δομή, όπς π.. οι ράφοι
Delaunay έδσε παραπήσια αν όι καύτερα αποτεέσματα. Ένα ακόμα ση-
μαντικό στοιείο είναι ότι μπορούν να προραμματιστούν έτσι ώστε να είναι
αρκετά ταείες. Παρόα αυτά παραμένει ανοικτό ακόμα το ζήτημα της απο-
τεεσματικότητάς τους όταν οι συναρτήσεις τα διάφορα μεέη τν οποίν
καούμαστε να υποοίσουμε είναι αρκετά μη ομαές, εονός που συμαίνει
συνά κατά την εξέιξη του αορίμου και κοντά στα όρια τν αντικειμένν.
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Στην επόμενη ενότητα α προτείνουμε μια νέα μέοδο η οποία είναι απα-
αμένη εν ποοίς από αυτά τα ζητήματα καότι προσείζει το πρόημα από
διαφορετική οπτική νία. Στη μέοδο αυτή δεν ίνεται προσέιση σημειακών
τιμών της ύσης σε μεμονμένα σημεία, δηαδή τις κορυφές του ράφου αά
προσείζουμε τη ύση σαν συνάρτηση. Ένα ακόμα πεονέκτημα της μεόδου
αυτής είναι ότι δε ρειάζονται διακριτοποιημένες εκδοές τν διαφόρν διαφο-
ρικών τεεστών. Οι τιμές αυτές μπορούν να υποοίζονται αναυτικά από τις
ερούμενες κατά το ήμα της προσέισης συναρτήσεις. Όα αυτά έαια δεν
έρονται ρίς κάποιο επιπέον κόστος. Το αντίτιμο που πρέπει να πηρεί
είναι η επίυση σε κάε ρονικό ήμα ενός μη ραμμικού συστήματος. H νέα
μέοδο α περιραφεί με σαφήνεια στα επόμενα κεφάαια.



Κεφάαιο 4

Προσέιση με τη μέοδο
Πεπερασμένν Στοιείν

4.1 Εισαή

Οι προηούμενες μέοδοι προσέισης του προήματος εντάσσονται στην
κατηορία τν μεόδν πεπερασμένν διαφορών. Το πεονέκτημα αυτών τν
μεόδν είναι ότι συνής είναι υποοιστικά ταείες και απές στην υο-
ποίηση. Στις περιπτώσεις που τα ρία είναι σετικά απά και οι διαφορικοί
τεεστές μπορούν να προσειστούν εύκοα με τις αντίστοιες διακριτές σέ-
σεις αποδίδουν πού καά. Για την εφαρμοή τους όμς απαιτείται το ρίο να
προσειστεί με ένα κανονικό οροώνιο πέμα (regular grid) κάτι που δεν
ισύει στην περίπτση τν εμετρικών τυαίν ράφν. Όταν δεν συμαίνει
αυτό τότε οι διακριτοποιημένες σέσεις ια την προσέιση τν διαφορικών
τεεστών ίνονται αρκετά πούποκες και άνουν σε ακρίεια. Όπς είδαμε
άστε στο προηούμενο κεφάαιο ασικό ζήτημα τν προηούμενν με-
όδν είναι η αποτεεσματική προσέιση του τεεστή της απόκισης, που
σετίζεται με τον όρο καμπυότητας.

Την αδυναμία αυτή έρεται να καύψει η μέοδος πεπερασμένν στοιείν.
Στη μέοδο αυτή όπς α ίνει φανερό και στη συνέεια δε ρειάζεται να προ-
σείσουμε με διακριτές σέσεις τους διαφορικούς τεεστές, αά αντ’ αυτού
προάουμε τη ύση σε κάποιο πεπερασμένο υπόρο ενός ώρου συναρτή-
σεν και υποοίζουμε τους τεεστές αναυτικά από τη μορφή τν συναρτή-
σεν. Για την συνοπτική περιραφή μερικών από τις μαηματικές έννοιες που
ρησιμοποιούνται στο κεφάαιο αυτό ο ανανώστης μπορεί να ανατρέξει στο
Παράρτημα της ερασίας.

23
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4.2 Μετατροπή του προήματος στην ασενή
μορφή

Αρικά α ρειαστεί να τροποποιήσουμε ίο τη μορφή της (2.5) ώστε να
μπορεί να εφαρμοστεί η μέοδος. Συκεκριμένα διαιρούμε με τον παράοντα
‖∇u‖ και η εξίσση ίνεται

1

‖∇u‖
∂u

∂t
= div

(
gI

∇u
‖∇u‖

)
+ β (4.1)

όπου με gI συμοίζουμε τη gI(x, y) = g(‖∇I(x, y)‖) την edge-stopping συ-
νάρτηση που εξαρτάται από την εικόνα.

Θα εξετάσουμε αρικά το πιο ενικό πρόημα

D(u)
∂u

∂t
= div (C(u)∇u) + F (u)

∇u · n = 0 στο σύνορο Γ = ∂Ω

u(0, x, y) = u0(x, y)

(4.2)

το οποίο ανάεται στην εξίσση του προήματος τν εδαιτικών ενερών
καμπυών στην περίπτση που D(u) = 1/‖∇u‖, C(u) = gI/‖∇u‖ και F (u) =
βgI . Μπορούμε τώρα να προρήσουμε στη διατύπση της μεόδου.

Έστ Ω = [0, 1]2 και φ : Ω → R μια συνάρτηση του ώρου H1(Ω).
Ποαπασιάζουμε και τα 2 μέη της (4.2) με τη φ και οοκηρώνουμε σε
όο το Ω. Είναι επομένς∫∫

Ω

D(u)
∂u

∂t
φ dxdy =

∫∫
Ω

div (C(u)∇u)φ dxdy +
∫∫
Ω

F (u)φ dxdy

Χρησιμοποιώντας τον τύπο του Green ια τα διπά οοκηρώματα∫∫
Ω

f div (F ) dxdy = −
∫∫
Ω

∇f · F dxdy +
∮
∂Ω

fF · n ds

όπου f : R2 → R και F : R2 → R2 η προηούμενη σέση ίνεται∫∫
Ω

D(u)
∂u

∂t
φ dxdy =−

∫∫
Ω

C(u)∇u · ∇φ dxdy +
∮
Γ

φC(u)∇u · n ds

+

∫∫
Ω

F (u)φ dxdy

Από τη συνοριακή συνήκη του προήματος όμς έπουμε ότι το επικα-
μπύιο οοκήρμα στο σύνορο του Ω μηδενίζεται και άρα η προηούμενη
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εξίσση ράφεται ς∫∫
Ω

D(u)
∂u

∂t
φ dxdy = −

∫∫
Ω

C(u)∇u · ∇φ dxdy +
∫∫
Ω

F (u)φ dxdy,

∀φ ∈ H1(Ω)

η οποία καείται ασενής μορφή του προήματος (4.2). Μπορούμε ια ευκοία
να ορίσουμε

B(u; v, w) =

∫∫
Ω

D(u)vw dxdy = 〈D(u)v, w〉

και
E(v, w) = −

∫∫
Ω

C(v)∇v · ∇w dxdy +
∫∫
Ω

F (v)w dxdy

= 〈C(v)∇v,∇w〉+ 〈F (v), w〉

οπότε η ασενής μορφή μπορεί να ραφτεί ς

B (u; u̇, φ) = E(u, φ), ∀φ ∈ H1(Ω) (4.3)

4.3 Προσέιση Galerkin

Μέρι τώρα δεν κάναμε κάποια αριμητική προσέιση. Μετατρέψαμε απά
τη μερική διαφορική εξίσση σε μία κατά κάποιον τρόπο ισοδύναμη οοκη-
ρτική μορφή. Στο κομμάτι αυτό α επιειρήσουμε να προσείσουμε τη ύση
ρησιμοποιώντας τη μέοδο Galerkin. Συκεκριμένα έστ Vn ένας υπόρος
τουH1(Ω) διάστασης n και {φ}n1 μια άση αυτού του υπόρου. Η προσέιση
της ύσης με συναρτήσεις του υπόρου αυτού, έστ ū α είναι ένας ραμμι-
κός συνδυασμός τν συναρτήσεν άσης. Επειδή το πρόημα όμς εξαρτάται
και από το ρόνο επιτρέπουμε οι συντεεστές του ραμμικού συνδυασμού να
έουν ρονική εξάρτηση. Θα είναι δηαδή

ū =

n∑
i=1

ci(t)φ

Είμαστε οιπόν έτοιμοι στο σημείο αυτό να κάνουμε τη εόμενη προσέιση
Galerkin. Απαιτούμε η (4.3) να ισύει όι ια όες τις συναρτήσεις του ώρου
H1 αά μόνο ια τις συναρτήσεις άσης του Vn και αντικαιστούμε τη u με
την προσέισή της ū. Οπότε έουμε

B (ū; ∂ū/∂t, φi) = E(ū, φi), ια i = 1, 2 . . . , n
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Δεδομένου ότι
∂ū

∂t
=

n∑
i=1

ċi(t)φ

το πρόημα ανάεται στην επίυση ενός μη ραμμικού συστήματος συνήν
διαφορικών εξισώσεν ια τον προσδιορισμό τν συντεεστών c που είναι της
μορφής

A(c)ċ = b(c) (4.4)

ια το οποίο έουν αναπτυεί αρκετές αποτεεσματικοί μέοδοι. Επανερόμε-
νοι στο πρόημα τν εδαιτικών ενερών καμπυών α ρούμε την ακριή
μορφή τν συντεεστών της διαφορικής εξίσσης. Είναι

B (ū; ∂ū/∂t, φi) = F (ū, φi) ⇐⇒∫∫
Ω

1

‖∇ū‖
∂ū

∂t
φi dxdy = −

∫∫
Ω

gI
∇ū

‖∇ū‖
· ∇φi dxdy +

∫∫
Ω

βgIφi dxdy

και αντικαιστώντας τη μορφή της προσέισης∫∫
Ω

1

‖∇
∑n

j=1 c(t)φj‖

n∑
j=1

ċj(t)φjφi dxdy =−
∫∫
Ω

gI
∇
∑n

j=1 cj(t)φj

‖∇
∑n

j=1 cj(t)φj‖
· ∇φi dxdy

+

∫∫
Ω

βgIφi dxdy

Κάνοντας μια μικρή αναδιάταξη στην παραπάν εξίσση παίρνουμε τεικώς ότι
n∑

j=1

ċj(t)

∫∫
Ω

1

‖
∑n

j=1 c(t)∇φj‖
φjφi dxdy =−

∫∫
Ω

gI

∑n
j=1 cj(t)∇φj · ∇φi
‖
∑n

j=1 cj(t)∇φj‖
dxdy

+

∫∫
Ω

βgIφi dxdy

και άρα τα στοιεία τν πινάκν An×n και bn×1 είναι

(A)ij =

∫∫
Ω

1

‖
∑n

j=1 c(t)∇φj‖
φiφj dxdy, (4.5)

(b)i = −
∫∫
Ω

gI

∑n
j=1 cj(t) · ∇φi∇φj
‖
∑n

j=1 cj(t)∇φj‖
dxdy +

∫∫
Ω

βgIφi dxdy (4.6)

4.4 Εφαρμοή της μεόδου σε ράφους
Η μέοδος που αναπτύηκε παραπάν α ρησιμοποιηεί ια να προσε-

ίσουμε τις εδαιτικές ενερές καμπύες σε ράφους. Δε μπορεί όμς να
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εφαρμοστεί σε αυαίρετα ραφήματα. Συκεκριμένα απαιτούμε να είναι ένας
ράφος Delaunay. Αυτό μας περιορίζει μόνο ς προς το σύνοο ακμών του
ράφου. Όπς αναφέρηκε και σε προηούμενο κεφάαιο οι κορυφές του μπο-
ρεί να τοποετηούν είτε με τυαίο τρόπο, ια αντιπαραοή αποτεεσμάτν
με τις προηούμενες μεόδους που αναπτύηκαν στα [12] και [30], είτε με
άση κάποιον από τους νστούς αορίμους τρινισμού. Στην πρώτη πε-
ρίπτση το ρίο που προκύπτει εαίς δεν είναι το μοναδιαίο τετράνο
αά μια κυρτή πουνική περιοή που αποτεεί υποσύνοο του. Ένα μειο-
νέκτημα της επιοής αυτής είναι ότι ενδέεται να υπάρουν κορυφές στο
σύνορο του ρίου που είναι απομακρυσμένες αά συνδέονται με ακμές, με
πιανές επιπτώσεις στη σύκιση της μεόδου.

Το επόμενο ήμα είναι η εύρεση του υπόρου του H1(Ω) στον οποίο α
ίνει η προσέιση καώς και μιας άσης του. Αυτό αποτεεί το αντικείμενο
της επόμενης ενότητας.

4.5 Οι συναρτήσεις πυραμίδες
Έστ {Ti}m1 τα τρίνα του τρινισμού Delaunay. Θα επιειρήσουμε να

προσείσουμε τη ύση της εξίσσης στο ώρο S τν συνεών συναρτήσεν
που είναι κατά τμήματα πουνυμικές μέρι πρώτου αμού σε κάε τρίνο,
δηαδή

S = {f ∈ C(Ω) : f |Ti = aix+ biy + ci, ια i = 1, . . . ,m} (4.7)

Μπορεί κανείς να δει άμεσα ότι η συναρτήσεις του ώρου αυτού εν ένει δεν
είναι παραίσιμες στις πευρές τν τριώνν. Αυτό όμς δεν μας απασοεί
όταν το πρόημα είναι στην ασενή μορφή. Είναι νστό ότι οι τιμές της
συνάρτησης πάν σε ευείες ή εν ένει σε καμπύες δεν επηρεάζουν την τιμή
τν οοκηρμάτν, καότι οι ευείες είναι σύνοα μηδενικού μέτρου στο
επίπεδο.

Θα μπορούσε κάιστα να αναρτηεί κανείς ιατί δεν επιέηκε ένας
άος υπόρος του H1 που περιέει πιο ομαές συναρτήσεις. Πράματι, α
μπορούσε να ίνει μια τέτοια επιοή ιατί νρίζουμε ότι στην περίπτση
τν ραμμικών παραοικών εξισώσεν αν ρησιμοποιούσαμε ια παράδειμα
έναν υπόρο του C2(Ω), δηαδή τν συναρτήσεν με συνεείς παραώους
μέρι και δεύτερης τάξης α επιτυάναμε σύκιση υψηότερης τάξης. Ένα
επτό σημείο όμς είναι ότι ια να έουμε σύκιση μεαύτερης τάξης α
πρέπει και η ύση του προήματος (2.5) να είναι αρκούντς ομαή, κάτι που
ενικά δεν ισύει.

Το τεευταίο που απομένει είναι η εύρεση μιας άσης ια το ώρο αυτό.
Κριτήρια ια την επιοή της άσης είναι οι συναρτήσεις της να έουν όσο το
δυνατό μικρότερο φορέα (support) ανά 2 έτσι ώστε να αποποιείται σημαντικά
ο υποοισμός τν οοκηρμάτν. Μια τέτοια οικοένεια συναρτήσεν είναι
οι συναρτήσεις στέες. Η κατασκευή τους είναι απή. Για κάε κορυφή (κόμο)
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vi κατασκευάζουμε μια συνάρτηση φi με τις ιδιότητες

φi(vi) = 1, και φi(vj) = 0,∀j 6= i (4.8)

και επιπέον η φi να είναι ραμμική σε κάε τρίνο. Η μορφή μιας τέτοιας
συνάρτησης φαίνεται στο σήμα 4.1. Πιο φορμαιστικά είναι

x

y

z

vi

φi

1

Σήμα 4.1: Συνάρτηση φi

φi(x, y) = αi,rx+ βi,ry + γi,r, (x, y) ∈ Tr

ια κάποιες σταερές αi,r, βi,r, γi,r που παίρνουν διαφορετικές τιμές σε κάε
τρίνο και εξαρτώνται μόνο από τη εμετρία του τρινισμού. Οι τιμές τους
υποοίζονται με άση τις ιδιότητες που πρέπει να ικανοποιεί κάε συνάρτηση
φi (4.8). Επίσης μπορούμε να δούμε εύκοα ότι η κίση της συνάρτησης φi
είναι σταερή σε κάε τρίνο και ίση με

∇φi|Tr = (αi,r, βi,r)

Μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι οι φορείς δύο τέτοιν συναρτήσεν φi, φj
έουν επικάυψη το πού σε 2 τρίνα, κι αυτό συμαίνει ια ειτονικούς κόμ-
ους. Σε όες τις άες περιπτώσεις δεν υπάρει επικάυψη οπότε η μήτρα A
της εξίσσης (4.4) είναι “αραιή”, κάτι που άστε ήταν και το ζητούμενο.
Επίσης οι διαφορικοί τεεστές που περιαμάνονται στις εξισώσεις (4.5) και
(4.6) περιαμάνουν ρικές παραώους μέρι πρώτης τάξης, οπότε ρησι-
μοποιώντας τις συναρτήσεις αυτές μπορούμε να υποοίσουμε αναυτικά τις
εκφράσεις τους. Για το τέος α διατυπώσουμε την επόμενη πρόταση ρίς
απόδειξη (ο ανανώστης μπορεί να ανατρέξει σε κάποιο σετικό σύραμμα).
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Πρόταση 1. Οι συναρτήσεις πυραμίδες {φi}n1 όπως ορίστηκαν παραπάνω
αποτελούν μια βάση του χώρου S.

Χρησιμοποιώντας την παραπάν πρόταση μπορούμε επίσης έμμεσα να διαπι-
στώσουμε ότι η διάσταση του υπόρου S είναι ίση με το πήος τν κορυφών
του ράφου Delaunay.

4.6 Μερικοί υποοισμοί

Στην ενότητα αυτή α κάνουμε ενδεικτικά κάποιους υποοισμούς συντε-
εστών ια να δειεί πς αυτό μπορεί να ίνει. Η διαδικασία αυτή μπορεί να
φαίνεται δύσκοη με μια πρώτη ματιά αά μπορεί να προραμματιστεί εύκοα
σε έναν ηεκτρονικό υποοιστή. Αρικά α υποοίσουμε τα διαώνια στοι-
εία του πίνακα A, (A)ii. Στο σήμα 4.2 έπουμε την κορυφή i μαζί με τα
τρίνα που αντιστοιούν στη ειτονιά της. Ο αριμός τν τριώνν δεν είναι
απαραίτητα αυτός που εμφανίζεται στο παρόν σήμα. Θα είναι οιπόν

vi

T1

T2

T3

T4
T5

Σήμα 4.2: Φορέας και τρίνα που αντιστοιούν στην φi

(A)ii =

∫∫
Ω

φ2i
‖
∑n

j=1 cj(t)∇φj‖
dxdy

=

m∑
r=1

∫∫
Tn

φ2i
‖
∑n

j=1 cj(t)∇φj‖
dxdy

όπου Tr το r-οστό τρίνο που αντιστοιεί στην κορυφή vi. Στο r-οστό
τρίνο συνυπάρουν 3 συναρτήσεις φ, η φi και οι φk(r), φl(r) όπου vk(r), vl(r)
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οι άες κορυφές του τριώνου. Επομένς στο τρίνο Tr είναι

n∑
j=1

cj(t)∇φj = ci∇φi + ck(r)∇φk(r) + cl(r)∇φl(r)

= ci(αi,r, βi,r) + ck(r)(αk(r),r, βk(r),r) + cl(r)(αl(r),r, βl(r),r)

σταερά σε κάε τρίνο. Χρησιμοποιούμε δείκτες της μορφής k(r) ια να
τονίσουμε ότι οι κορυφές αυτές είναι διαφορετικές σε κάε τρίνο. Επίσης
ο δεύτερος δείκτης r στους συντεεστές τν διανυσμάτν ρειάζεται ια να
δειεί με σαφήνεια ότι πρόκειται ια τους συντεεστές στο συκεκριμένο
τρίνο, καώς είναι διαφορετικοί ια κάε συνάρτηση σε κάε τρίνο. Για
να υποοίσουμε το οοκήρμα α ρησιμοποιήσουμε τον τύπο αριμητικής
οοκήρσης∫∫

T

f(x, y) dxdy =
E(T )

3
(f(P1) + f(P2) + f(P3))

όπου P1, P2, P3 τα μέσα τν πευρών του τριώνου. Ο τύπος αυτός οοκηρώ-
νει ακριώς συναρτήσεις μέρι δευτέρου αμού ς προς x, y κάτι που ισύει
στην περίπτση μας. Στα μέσα τν πευρών του τριώνου, αφού η φi είναι
ραμμική α είναι

φi(P1) = φi(P2) =
1

2

και
φi(P3) = 0

όπου P3 το μέσο που αντιστοιεί στην πευρά με κορυφές τις vk(r), vl(r) ενώ

E(Tr) =
1

2
‖(vi − vk(r))× (vi − vl(r))‖

με vi το διάνυσμα που αντιστοιεί στις συντεταμένες που αντιστοιούν στην
κορυφή vi. Άρα

(A)ii =

m∑
r=1

E(Tr)

3

1/4 + 1/4 + 0

‖ci(αi,r, βi,r) + ck(r)(αk(r),r, βk(r),r) + cl(r)(αl(r),r, βl(r),r)‖

=

m∑
r=1

‖(vi − vk(r))× (vi − vl(r))‖
12 · ‖ci(αi,r, βi,r) + ck(r)(αk(r),r, βk(r),r) + cl(r)(αl(r),r, βl(r),r)‖

(4.9)
Τώρα αν vi, vj δύο ειτονικές κορυφές αναύσαμε προηουμένς ότι υπάρει
επικάυψη σε 2 μόνο τρίνα όπς μπορούμε να δούμε και από το σήμα 4.3.
Ακοουώντας την ίδια διαδικασία με πριν α έουμε
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vi
vj

T2

T1

Σήμα 4.3: Φορέας και κοινά τρίνα που αντιστοιούν στις φi, φj

(A)ij =

2∑
r=1

E(Tr)

3

1/2 · 1/2 + 1/2 · 0 + 0 · 1/2
‖ci(αi,r, βi,r) + cj(αj,r, βj,r) + ck(r)(αk(r),r, βk(r),r)‖

=

2∑
r=1

‖(vi − vj)× (vi − vk(r))‖
24 · ‖‖ci(αi,r, βi,r) + cj(αj,r, βj,r) + ck(r)(αk(r),r, βk(r),r)‖‖

(4.10)
όπου k(r), r = 1, 2 η τρίτη κορυφή που αντιστοιεί στα δύο κοινά τους τρίνα.
Φανερά από τα παραπάν μπορούμε να δούμε ότι ο πίνακαςA είναι συμμετρικός,
αφού (A)ij = (A)ji.

Πριν προρήσουμε στους υποοισμούς του διανύσματος b πρέπει να ανα-
υεί πς α ίνει η προσέιση της συνάρτησης gI . Αυτό περιράφεται με
σαφήνεια στο επόμενο κεφάαιο. Εδώ α ρησιμοποιήσουμε ς εονός ότι
η gI είναι τμηματικά σταερή σε κάε τρίνο (δεν είναι συνεής αά αυτό
δεν αποτεεί πρόημα καώς η ανάυση ίνεται σε κάε τρίνο ξεριστά).
Επομένς α είναι

(b)i =−
m∑

r=1

gI |Tr · E(Tr)
(ci(t)∇φi|Tr + ck(r)(t)∇φk(r)|Tr + cl(r)∇φl(r)|Tr ) · ∇φi|Tr

‖ci(t)∇φi|Tr + ck(r)(t)∇φk(r)|Tr + cl(r)∇φl(r)|Tr‖

+

m∑
r=1

βgI |Tr · E(Tr)

3

(
1

2
+

1

2
+ 0

)

=−
m∑

r=1

gI |TrE(Tr)
(ci(t)∇φi|Tr + ck(r)(t)∇φk(r)|Tr + cl(r)∇φl(r)|Tr ) · ∇φi|Tr

‖ci(t)∇φi|Tr + ck(r)(t)∇φk(r)|Tr + cl(r)∇φl(r)|Tr‖

+

m∑
r=1

βgI |Tr

2E(Tr)

3

(4.11)
με

∇φi|Tr = (αi,r, βi,r)

κατά τα νστά όπς και πριν.
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4.7 Χρονική εξέιξη της ύσης
Έοντας υποοίσει τη μορφή τν συντεεστών τν πινάκν A και b απο-

μένει πέον η μεέτη της εξέιξης της ύσης στο ρόνο. Προφανώς δε μπορεί
να ρεεί αναυτική έκφραση ια τη ρονική εξέιξη του συστήματος (4.4).
Χρειάζεται να εφαρμόσουμε κάποιες από τις νστές μεόδους διακριτοποίη-
σης, όπς οι μέοδοι Euler.

Έστ 0 = t1, t2, . . . tk = T μια διακριτοποίηση του ρονικού ορίζοντα
[0, T ] εντός του οποίου έουμε να υποοίσουμε τη ύση. Θα συμοίζουμε
με Un την προσέιση της τιμής της συνάρτησης ū τη ρονική στιμή tn. Θα
είναι δηαδή

Un =
N∑
i=1

cni φi

όπου cni η προσέιση του ci(n∆t). Προς αποφυήν σύυσης με τους συμ-
οισμούς, στο κομμάτι αυτό α συμοίζουμε με N το πήος τν κορυφών
του ράφου, αντί ια το n που ρησιμοποιήηκε στις προηούμενες ενότητες
και που τώρα παριστάνει ρονικές στιμές. Οπότε είμαστε έτοιμοι να εφαρμό-
σουμε κάποια από τις προσειστικές μεόδους ια την εύρεση της ύσης του
προήματος αρικών τιμών. Αν ρησιμοποιήσουμε την άμεση μέοδο Euler η
ασενής μορφή του προήματος ίνεται

B

(
Un;

Un+1 − Un

∆t
, φi

)
= E(Un, φi)

ή ισοδύναμα

〈D(Un)
Un+1 − Un

∆t
, φi〉 = 〈C(Un)∇Un,∇φi〉+ 〈F (Un), φi〉

Η παραπάν σέση ραμμένη ς προς τους συντεεστές c είναι

A(cn)c
n+1 − cn

∆t
= b(cn)

όπου ∆t το ρονικό ήμα της μεόδου. Υποέτοντας επιπέον ότι ο πίνακας
A είναι αντιστρέψιμος ια όες τις τιμές του c που μας ενδιαφέρουν η προη-
ούμενη εξίσση ίνεται

cn+1 = cn +∆t (A(cn))−1 b(cn)

Η μέοδος αυτή είναι η πιο απή στον προραμματισμό της, παρουσιάζει όμς
συνά προήματα ευστάειας. Στη ενική περίπτση ρειάζεται να κρατή-
σουμε το ρονικό ήμα πού μικρό σε σέση με το ρικό.

Μια άη μέοδος με την ίδια τάξη σύκισης με την άμεση Euler αά
απααμένη από προήματα ευστάειας είναι η πεπεμένη (implicit) μέο-
δος Euler. Στην περίπτση η ασενής μορφή ίνεται

B

(
Un+1;

Un+1 − Un

∆t
, φi

)
= E(Un+1, φi)
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ή ισοδύναμα

〈D(Un+1)
Un+1 − Un

∆t
, φi〉 = 〈C(Un+1)∇Un+1,∇φi〉+ 〈F (Un+1), φi〉

Γράφοντας την αντίστοιη σέση ια τους συντεεστές c παίρνουμε

A(cn+1)
cn+1 − cn

∆t
= b(cn+1)

οπότε ια τον υποοισμό της νέας τιμής της ύσης σε κάε ήμα απαιτείται
η επίυση του μη ραμμικού συστήματος εξισώσεν

f(cn+1; cn) = A(cn+1)
(
cn+1 − cn

)
−∆t · b(cn+1) = 0 (4.12)

Δεδομένου ότι αναμένουμε οι τιμές της ύσης σε διαδοικές ρονικές στιμές
να είναι σετικά κοντά μεταξύ τους δε ρειάζεται να ίνει ρήση κάποιας σύνε-
της μεόδου ια την επίυση του μη ραμμικού συστήματος αυτού. Αν ισύει η
υπόεση που μόις αναφέρηκε τότε ρησιμοποιώντας τη μέοδο σταερού ση-
μείου ξεκινώντας με αρική προσέιση την τιμή που προκύπτει κάνοντας ένα
ήμα της απής μεόδου Euler τότε αναμένουμε ρήορη σύκιση στη ύση
της εξίσσης. Εναακτικά α μπορούσαμε να ρησιμοποιήσουμε τη νστή
μέοδο Newton-Raphson η οποία όμς είναι πιο “αριά” υποοιστικά.

Μία ακόμα ετίση με την οποία μπορούμε να πετύουμε τετρανική
σύκιση ς προς το ρόνο είναι η μέοδος Crank-Nicolson. Σε αυτή προσε-
ίζουμε όπς και πριν την παράο με τη διαφορά (Un+1−Un)/∆t αά την
τιμή της ū ρονική στιμή tn την προσείζουμε με το μέσο όρο τν τιμών
τις 2 ρονικές στιμές. Δηαδή

B

(
Un+1 + Un

2
;
Un+1 − Un

∆t
, φi

)
= E

(
Un+1 + Un

2
, φi

)
Το τεευταίο μέρος αφορά το κομμάτι τν αρικών συνηκών. Η προσέ-

ιση της αρικής συνήκης u(0, x, y) = u0(x, y) μπορεί να ίνει ερώντας
ci(0) = u0(vi) όπου vi οι κορυφές του ράφου και συνεπώς

ū0 =
n∑

i=1

ci(0)φi =
n∑

i=1

u0(vi)φi

Με την επιοή αυτή η ū0 α ταυτίζεται με τη u0 στις κορυφές του ράφου
(προκύπτει άμεσα από τον ορισμό τν συναρτήσεν φi) ενώ α ειτουρεί
σαν ραμμική παρεμοή σε κάε τρίνο. Στο σήμα 4.4 παρουσιάζεται η
προσέιση της αρικής συνήκης u0 (προσημασμένη συνάρτηση απόστασης
από τον κύκο (x − 0.5)2 + (y − 0.5)2 = 0.23) με τη μέοδο που προτάηκε
προηουμένς. Μια πιο ορή επιοή όμς αντί της προηούμενης απής προ-
σέισης α ήταν η προοή της συνάρτησης u0 στο ώρο S. Γνρίζουμε από
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Σήμα 4.4: Η προσέιση ū0 της αρικής συνήκης

τη Συναρτησιακή Ανάυση ότι αυτό μπορεί να ίνει εύκοα ρησιμοποιώντας
τον πίνακα της άσης

Φ =


〈φ1, φ1〉 〈φ1, φ2〉 . . . 〈φ1, φN 〉
〈φ2, φ1〉 〈φ2, φ2〉 . . . 〈φ2, φN 〉
...

...
...

〈φN , φ1〉 〈φN , φ2〉 . . . 〈φN , φN 〉


Αν ορίσουμε επιπέον

ψ =


〈u0, φ1〉
〈u0, φ2〉
...

〈u0, φN 〉


τότε έουμε ότι

c(0) = Φ−1ψ

Η τεευταία προσέιση είναι η έτιστη ς προς τη νόρμα του σφάματος.
Επειδή έαια ο υποοισμός τν οοκηρμάτν που περιαμάνει όσον
αφορά το ψ είναι ίο σύνετος στην πράξη α ρησιμοποιηεί η προηού-
μενη προσέιση και αυτή α την κρατήσουμε ια το κομμάτι της ερητικής
ανάυσης.
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4.8 Υποοιστική πουποκότητα αορίμου
Στην ενότητα αυτή α μεετηεί η ασυμπττική πουποκότητα του α-

ορίμου που αναπτύηκε. Για όους απότητας α εξεταστεί η περίπτση
που οι κορυφές του ράφου είναι τοποετημένες πάν σε ένα κανονικό πέμα
όπς φαίνεται στο σήμα 4.5. Ανάοα αποτεέσματα ρίς ιδιαίτερες διαφο-
ρές μπορούν να εξαούν και ια τις υπόοιπες περιπτώσεις. Η αρίμηση τν
κόμν ίνεται κατά ραμμές, δηαδή 1, 2, 3, . . . ,

√
N ια την πρώτη ραμμή

και εν συνεεία με τον ίδιο τρόπο ια τις υπόοιπες.

Σήμα 4.5: Τρινισμός Κανονικού πέματος

Θα εξετάσουμε την περίπτση που η ρονική προσέιση της ύσης ί-
νεται μέσ της πεπεμένης μεόδου Euler και το μη ραμμικό σύστημα που
προκύπτει (4.12) επιύεται με ρήση της μεόδου Newton-Raphson. Αν J η
Ιακιανή της συνάρτησης f και y0 η αρική προσέιση της ύσης του συ-
στήματος τότε η εξίσση ανανέσης είναι η

yn+1 = yn − J−1f(yn)

με αρική προσέιση να επιέεται η τιμή στο προηούμενο ήμα δεδομένου
ότι αναμένουμε οι τιμές μεταξύ 2 διαδοικών ρονικών ημάτν να είναι σε-
τικά κοντά μεταξύ τους. Μια άη επιοή α μπορούσε να είναι η εκτέεση
ενός ήματος της άμεσης μεόδου Euler και την επιοή αυτής σαν αρική
προσέιση ια ακόμα ταύτερη σύκιση.

Η επίυση όμς διαδοικών ραμμικών συστημάτν, το κόστος τν οποίν
είναι της τάξης τν N3 πράξεν είναι απαορευτικό. Εδώ υπεισέρεται το πε-
ονέκτημα της αραιότητας της αναπαράστασης. Μπορούμε να δούμε ότι σε κάε
συνιστώσα της f έστ την i-οστή υπεισέρεται μόνον ο συντεεστής ci καώς
και οι συντεεστές τν ειτονικών προς την i-οστή κορυφή κόμν. Συνεπώς
η Ιακιανή μήτρα παρουσιάζει αξιοσημείτη αραιότητα. Συκεκριμένα, όπς
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εικονίζεται και στο σήμα 4.6, ο πίνακας είναι ταινιτός με το πάτος της ται-
νίας να είναι

√
N σε κάε κατεύυνση. Μια προφανής εξήηση είναι ότι οι πιο

απομακρυσμένοι (με άση την αρίμηση που κάναμε) κόμοι είναι οι κάετοι
από πάν και κάτ που απέουν ο καένας απόσταση

√
N από την κορυφή

που ρισκόμαστε.

Σήμα 4.6: Απεικόνιση αραιότητας της Ιακιανής

Εκμεταευόμενοι το εονός αυτό το πήος τν πράξεν που απαιτείται
ια την επίυση του συστήματος εαττώνεται κατά μία τάξη μεέους ρη-
σιμοποιώντας LU παραοντοποίηση. Το κόστος της LU παραοντοποίησης
ια ταινιτούς N × N πίνακες με πάτος ταινίας ` είναι O(N`2) με ` =

√
N

στην περίπτσή μας, άρα έουμε τετρανική πουποκότητα συνοικά ια
την επίυση του συστήματος σε κάε επανάηψη της Newton-Raphson. Ο
εκ νέου υποοισμός τν στοιείν της Ιακιανής σε κάε ήμα ίνεται σε
ραμμικό ρόνο, αφού μόνο 7 στοιεία είναι μη μηδενικά σε κάε ραμμή. Αν
k οιπόν το πήος τν επαναήψεν της μεόδου Newton-Raphson μέρι τη
σύκιση - το οποίο ... ερούμε ότι είναι πρακτικά σταερό ια όες τις
ρονικές στιμές - τότε κάε ρονικό ήμα απαιτεί O(kN2) πράξεις. Τέος
αν εξείξουμε την καμπύη ια συνοικό ρόνο T με ήμα ∆t τότε α ρεια-
στεί να υποοίσουμε m = T/∆t ρονικά ήματα, άρα τεικά ο αόριμος
έει συνοική πουποκότητα (mkN2). Στην πράξη το k είναι πού μικρό σε
σύκριση με τους άους όρους και δε μεταάεται ιδιαίτερα με το μέεος
του συστήματος οπότε επιδρά απά σαν ένας ποαπασιαστικός παράοντας.
Μπορούμε δηαδή με πού καή προσέιση να πούμε ότι η πουποκότητα
είναι O(mN2). Το αποτέεσμα αυτό δεν είναι κακό ια ράφους μεσαίου με-
έους, δηαδή ράφους με 1000 ές 4000 κορυφές. Μάιστα σε σύκριση
με τη μέοδο [30] ο ρόνος εκτέεσης του αορίμου είναι παραπήσιος, αν
όι μικρότερος, και οφείεται στη δυνατότητα επιοής μικρότερου ρονικού
ήματος. Αυξάνοντας όμς το πήος τν κορυφών κι άο αρίζει να υστερεί
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σε απόδοση ό της τετρανικής πουποκότητας ς προς το πήος τν
κορυφών (ενώ η μέοδος [30] αντίστοια έει ραμμική στην περίπτση τν
ράφν Delaunay). Το εονός αυτό έτει ένα σοαρό περιορισμό στην εφαρ-
μοή της σε αρκετά μεάους ράφους, όπς ια παράδειμα είναι οι εικόνες.
Πράματι, το πήος τν πράξεν που απαιτείται ια μια εικόνα 256×256 είναι
16 φορές μεαύτερο από αυτό ια μια εικόνα 128 × 128 και η διαφορά αυτή
αυξάνει ακόμα περισσότερο ια μεαύτερες εικόνες.

4.9 Διερεύνηση σύκισης της μεόδου
Ένα από τα σημεία που αφήσαμε ανοιτά είναι κατά πόσον η προτεινόμενη

μέοδος συκίνει, στο όριο τν μεάν ράφν, στη ύση της διαφορικής
εξίσσης. Πρόκειται ια ένα εξαιρετικά δύσκοο πρόημα που απαιτεί μεταξύ
άν πού καές νώσεις Συναρτησιακής Ανάυσης. Για τα ραμμικά πα-
ραοικά προήματα έει αποδειεί ότι η μέοδος πεπερασμένν στοιείν
συκίνει στην ασενή ύση της διαφορικής εξίσσης. Έει αποδειεί επίσης
ότι ια κάποιες κατηορίες μη ραμμικών παραοικών προημάτν η μέο-
δος πεπερασμένν στοιείν επίσης συκίνει. Η απόδειξη ια τη διαφορική
εξίσση που μεετάμε, αν υπάρει, α μπορούσε να εξαεί με τρόπο παρόμοιο
με αυτόν στο [14]. Κάτι τέτοιο όμς ξεφεύει από τα παίσια της ερασίας αυ-
τής, με την έννοια ότι α μπορούσε να αποτεεί το αντικείμενο μιας αυτοτεούς
ερασίας.

Για το όο αυτό στην ενότητα αυτή α περιράψουμε απώς μια στρατη-
ική που α μπορούσε να ακοουήσει κανείς ια την απόδειξη του ζητούμενου.
Θα συμοίσουμε με u(t) τη ύση του ασενούς προήματος

B(u; u̇, φ) = E(u, φ),∀φ ∈ H1(Ω)

και με ū(t) την προσέιση Galerkin, δηαδή τη ύση του προηούμενου προ-
ήματος περιορισμένου στον υπόρο S

B(ū; ∂ū/∂t, φ) = E(ū, φ), ∀φ ∈ S

που είναι ισοδύναμο με τη μορφή

B(ū; ∂ū/∂t, φi) = E(ū, φi), i = 1, . . . N

δεδομένου ότι οι B,E είναι ραμμικές ς προς το τεευταίο όρισμά τους και
κάε διάνυσμα του υπόρου μπορεί να ραφεί σαν ραμμικός συνδιασμός τν
διανυσμάτν άσης. Τέος με Un συμοίζουμε την προσέιση της ū(tn),
δηαδή της προσέισης Galerkin τη ρονική στιμή tn που υποοίζεται από
την εξίσση

B

(
Un+1;

Un+1 − Un

∆t
, φi

)
= E(Un+1, φi), i = 1, . . . N. (4.13)
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όταν εφαρμόζουμε την πεπεμένη μέοδο Euler. Ιδανικά α έαμε να δεί-
ξουμε ότι

‖u(t)− ū(t)‖ ≤ C1h
k

και
‖ū(tn)− Un‖ ≤ C2∆t

όπου h η μέιστη απόσταση μεταξύ ειτονικών κορυφών (ή ισοδύναμα η μέ-
ιστη πευρά κάποιου τριώνου) και k ένας ετικός αριμός. Τότε ρησιμο-
ποιώντας την τρινική ανισότητα α είαμε

‖u(tn)− Un‖ = ‖u(tn)− ū(tn) + ū(tn)− Un‖
≤ ‖u(tn)− ū(tn)‖+ ‖ū(tn)− Un‖
≤ C(∆t+ hk)

οπότε όταν N → ∞ και ∆t → 0 η πήρς διακριτοποιημένη ύση α τείνει
στην πραματική. Όταν μιάμε έαια ια σύκιση δεν εννοούμε σημειακή
σύκιση αά σύκιση ς προς τη νόρμα του ώρου L2(Ω), δηαδή σε κάε
ρονική στιμή tn η νόρμα της διαφοράς της πραματικής ύσης τη ρονική
στιμή αυτή από τη ύση του (4.13) α τείνει στο 0.



Κεφάαιο 5

Πειραματική εφαρμοή
της νέας μεόδου

5.1 Εισαή
Στο κομμάτι αυτό της ερασίας α ίνει πειραματική αξιοόηση της μεό-

δου με στόο την ανανώριση αντικειμένν σε εικόνες. Θα ξεκινήσουμε αρικά
από απά σήματα και στη συνέεια α εξετάσουμε την αποτεεσματικότητα
της μεόδου σε πιο σύνετα σήματα και σε εικόνες που περιαμάνουν πο-
απά αντικείμενα. Επίσης α ίνει σοιασμός της επίδρασης τν διάφορν
παραμέτρν του μοντέου στο τεικό αποτέεσμα ανανώρισης καώς και οι
περιορισμοί της μεόδου που προτάηκε.

5.2 Μερικά συμπηρματικά στοιεία
Στο παίσιο της ερητικής ανάυσης μεετήσαμε τη μ.δ.ε. στην ακριή

της μορφή. Προκειμένου όμς να μπορεί να επιυεί με ευσταή και εύρστο
τρόπο με ρήση υποοιστή πρέπει να ίνει μια μικρή τροποποίηση. Συκε-
κριμένα, στα σημεία όπου εμφανίζεται σαν παρονομαστής η ποσότητα ‖∇u‖
προσέτουμε στον προηούμενο αριμό μια μικρή ετική σταερά ε η οποία
είναι της τάξης του 10−4 – 10−6. Ο όος πίσ από αυτή την τροποποίηση
είναι ια να αποφύουμε να συμεί διαίρεση με το μηδέν σε σημεία που η συ-
νάρτηση u ίνεται πού ομαή ό της μεταφοράς του όρου που σετίζεται
με το μέτρο της κίσης στο πρώτο μέος της (2.5). Οπότε η εξίσση που α
επιυεί είναι η εαφρά τροποποιημένη(

1

‖∇u‖+ ε

)
∂u

∂t
= div

(
gI

∇u
‖∇u‖+ ε

)
+ βgI

Ένα σημείο που έει μείνει ακόμα ανοικτό είναι ο υποοισμός μέτρου της
κίσης της εικόνας I. Για όους ευρστίας πρέπει όμς να εξομαύνουμε
πρώτα την εικόνα με κάποιο αυπερατό φίτρο. Το φιτράρισμα μπορεί να ίνει

39



40 Πειραματική εφαρμογή της νέας μεθόδου

μιμούμενοι τη διαδικασία της συνέιξης πάν σε ράφους. Πιο συκεκριμένα
αν ορίσουμε

Gσ(x) =
1√
2πσ2

exp
(
− x2

2σ2

)
Η φιτραρισμένη εκδοή της εικόνας προκύπτει ς

Iσ(u) =
1

1/
√
2πσ2 +

∑
v∼uGσ(‖u− v‖)

(
I(u) +

∑
v∼u

I(v)Gσ(‖u− v‖

)

Ο ποαπασιαστικός όρος στην αρή ρειάζεται έτσι ώστε να εξασφαίσουμε
ότι α είναι ένα φίτρο σταμισμένου μέσου όρου.

Αξίζει να τονιστεί ότι τη μέοδο αυτή δεν μας ενδιαφέρει να υποοίσουμε
την τιμή της κίσης στα μεμονμένα σημεία - κορυφές του ράφου. Αντ’ αυ-
τού δεδομένου ότι η gI υπεισέρεται στις σέσεις μόνο μέσ οοκηρμάτν
αρκεί να υποοίσουμε την τιμή της σε κάε τρίνο. Αυτό μπορεί να ίνει
“προάοντας” τη συνάρτηση στο ώρο S (4.7) δηαδή ορίζοντας την

Īσ =
N∑
i=1

Iσ(vi)φi

όποτε α είναι

∇Īσ =

N∑
i=1

Iσ(vi)∇φi

και άρα

‖∇Īσ‖ =

∥∥∥∥∥
N∑
i=1

Iσ(vi)∇φi

∥∥∥∥∥
Προηουμένς ρησιμοποιήσαμε τον όρο προοή εντός εισαικών ιατί η
Īσ δεν είναι πράματι η προοή της Iσ στο ώρο S1, αά μια συνάρτηση
κοντά σε αυτήν.

5.3 Ανανώριση μεμονμένν αντικειμένν
Στην εξαή τν αποτεεσμάτν ρησιμοποιήσαμε ράφους με περίπου

N = 2000 κορυφές και ρονικό ήμα ∆t = 0.001. Όπς α δούμε και στο
επόμενο κεφάαιο μπορούμε να πάρουμε εξίσου καά αποτεέσματα και με
ράφους με αρκετά ιότερες κορυφές. Οι τιμές αυτές επιέηκαν απώς ια
καύτερη ραφική παρουσίαση τν αποτεεσμάτν.

5.3.1 Ανανώριση κυκικού αντικειμένου

Στο κομμάτι τν δυαδικών εικόνν ερούμε ότι η εικόνα παίρνει την τιμή 0
στο παρασκήνιο και την τιμή 1 στα αντικείμενα. Θα ξεκινήσουμε από την απή
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περίπτση που καούμαστε να ανανρίσουμε ένα κυκικό αντικείμενο όπς
φαίνεται στο σήμα 5.11. Αυτή η περίπτση είναι η πιο εύκοη και δεν ανα-
μένουμε ιδιαίτερες δυσκοίες. Πράματι στα σήματα 5.2-5.4 έπουμε κατά
σειρά την εξέιξη της καμπύης, την τεική συνάρτηση u καώς και το αποτέ-
εσμα της ανίνευσης πάν στο ράφο. Όσον αφορά το σήμα που παρουσιάζει
το αποτέεσμα ανανώρισης, με πράσινο ρώμα σημειώνονται οι κορυφές που
ανινεύηκαν σστά, με κόκκινο ρώμα αυτές που ανινεύηκαν ανασμένα
(δηαδή δεν ανήκουν στο αρικό αντικείμενο) και με μαύρο ρώμα αυτές που
δεν ανινεύηκαν αά ανήκουν στο αρικό αντικείμενο.

Σήμα 5.1: Κυκικό αντικείμενο

5.3.2 Ανανώριση τρινικού αντικειμένου

Στο κομμάτι αυτό καούμαστε να ανανρίσουμε ένα εαφρώς πιο δύ-
σκοο αντικείμενο, ένα τρίνο. Η μεαύτερη δυσκοία οφείεται στο ε-
ονός ότι το περίραμμα δεν είναι ομαό αά εμφανίζονται σε αυτό νίες.
Όπς μπορούμε να δούμε και στα σήματα 5.5 ές 5.8 το αποτέεσμα της
ανίνευσης είναι πάρα πού ικανοποιητικό.

5.3.3 Ανανώριση μη κυρτού αντικειμένου

Για το τέος της πρώτης ενότητας α εξετάσουμε τη δυνατότητα του α-
ορίμου να ανινεύσει ένα αρκετά πιο δύσκοο αντικείμενο, που μοιάζει με
ένα ανάποδο εηνικό Π. Τα 2 προηούμενα σήματα που ανινεύσαμε ήταν

1Τα εμετρικά μοτία που φαίνονται να σηματίζονται από τις έσεις τν κορυφών του
ράφου δημιουρούνται από τον αόριμο που πραματοποιεί τον τρινισμό του μοναδιαίου
τετραώνου (. [15], [23]). Μπορούν να εξαειφούν είτε με εξ’ οοκήρου τυαιοποίηση
της διαδικασίας είτε με μικρές τυαίες μετατοπίσεις τν κορυφών από τις αρικές τους έσεις
(jiggling)
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Σήμα 5.2: Εξέιξη επιπεδοσυνόν ια το κυκικό αντικείμενο
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Σήμα 5.3: Συνάρτηση u μετά τη σύκιση ια το κυκικό αντικείμενο
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Σήμα 5.4: Αποτέεσμα ανίνευσης κυκικού αντικειμένου

Σήμα 5.5: Τρινικό αντικείμενο

κυρτά σήματα, κάτι που δεν ισύει ια το παρόν. Κοιτάζοντας τα σήματα
5.9 ές 5.12 μπορούμε να δούμε ότι και σε αυτή την περίπτση η απόδοση του
αορίμου είναι πού καή.

5.4 Ανανώριση ποαπών αντικειμένν

Στην ενότητα αυτή α εξετάσουμε την απόδοση του αορίμου στις πε-
ριπτώσεις ανανώρισης ποαπών αντικειμένν. Η πιο σημαντική διαφορά σε
σέση με τα προηούμενα προήματα είναι ότι πέον έουμε τοποοικές
ααές στην ενερό καμπύη, δηαδή αυτή ρειάζεται να ριστεί σε 2 και
περισσότερες καμπύες που εξείσσονται ανεξάρτητα. Ένας σημαντικός πα-
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Σήμα 5.6: Εξέιξη επιπεδοσυνόν ια το τρινικό αντικείμενο
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Σήμα 5.7: Συνάρτηση u μετά τη σύκιση ια το τρινικό αντικείμενο
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Σήμα 5.8: Αποτέεσμα ανίνευσης τρινικού αντικειμένου

Σήμα 5.9: Μη κυρτό αντικείμενο

ράοντας που πρέπει να ηφεί υπ’όψιν είναι ότι στις περιοές μεταξύ τν
αντικειμένν πρέπει η εκτίμηση του μέτρου της κίσης της εικόνας να είναι
αρκετά απότομη (sharp) έτσι ώστε η καμπύη να μπορεί να προρήσει, να
ριστεί και να σταματήσει στη συνέεια στα όρια τν αντικειμένν.

5.4.1 Ανανώριση 3 κυκικών αντικειμένν

Σε αντιστοιία με τα προηούμενα ξεκινάμε από την απή περίπτση ανα-
νώρισης κυκικών αντικειμένν. Η διαδικασία ανανώρισης φαίνεται στα σή-
ματα 5.13 ές 5.16. Και σε αυτήν την περίπτση ο αόριμος συκίνει ρίς
ιδιαίτερες δυσκοίες.



46 Πειραματική εφαρμογή της νέας μεθόδου

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σήμα 5.10: Εξέιξη επιπεδοσυνόν ια το μη κυρτό αντικείμενο
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Σήμα 5.11: Συνάρτηση u μετά τη σύκιση ια το μη κυρτό αντικείμενο
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Σήμα 5.12: Αποτέεσμα ανίνευσης μη κυρτού αντικειμένου

Σήμα 5.13: 3 κυκικά αντικείμενα

5.4.2 Ανανώριση διαφορετικών αντικειμένν

Στην περίπτση αυτή α εξετάσουμε την απόδοση του αορίμου στην
ανανώριση ενός τρινικού και 2 κυκικών αντικειμένν. Η περίπτση αυτή
είναι αρκετά πιο δύσκοη από την προηούμενοι και ρειάστηκε να παρέει
περισσότερος ρόνος μέρι τη σύκιση. Όπς όμς μπορούμε να δούμε και
στα σήματα 5.17 - 5.20 το αποτέεσμα της ανίνευσης ήταν και πάι πού
ικανοποιητικό.
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Σήμα 5.14: Εξέιξη επιπεδοσυνόν ια τα 3 κυκικά αντικείμενα
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Σήμα 5.15: Συνάρτηση u μετά τη σύκιση ια τα 3 κυκικά αντικείμενα
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Σήμα 5.16: Αποτέεσμα ανίνευσης ια τα 3 κυκικά αντικείμενα

Σήμα 5.17: 2 διαφορετικά αντικείμενα

5.4.3 Μια σύνετη περίπτση

Σαν τεευταία εφαρμοή στην περίπτση τν δυαδικών εικόνν αφήσαμε
την πού δύσκοη περίπτση που φαίνεται στα σήμα 5.21 - 5.24. Στην πε-
ρίπτση αυτή ο αόριμος ρειάστηκε σεδόν το διπάσιο ρόνο μέρι τη
σύκιση.
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Σήμα 5.18: Εξέιξη επιπεδοσυνόν ια τα 2 διαφορετικά αντικείμενα
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Σήμα 5.19: Συνάρτηση u μετά τη σύκιση ια τα 2 διαφορετικά αντικείμενα
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Σήμα 5.20: Αποτέεσμα ανίνευσης ια τα 2 διαφορετικά αντικείμενα

Σήμα 5.21: Μια σύνετη περίπτση

5.5 Ανανώριση αντικειμένν σε περιάον
ορύου

5.5.1 Περίπτση Γκαουσιανού ορύου

Αρικά α εξετάσουμε την περίπτση ανίνευσης ενός τετρανικού αντι-
κειμένου σε περιάον όπου υπάρει έντονος καουσιανός όρυος. To αντι-
κείμενο που καούμαστε να ανανρίσουμε φαίνεται στο σήμα 5.25, με τη
συνάρτηση εικόνας (με τιμή 1 στις κορυφές του αντικειμένου και 0 αού)
να φαίνεται με τη σειρά της στο σήμα 5.26. Ο ράφος που ρησιμοποιείται
έει περίπου 2000 κορυφές. Στο σήμα 5.27 έπουμε τη ορυώδη εκδοή
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Σήμα 5.22: Εξέιξη επιπεδοσυνόν ια τη σύνετη περίπτση
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Σήμα 5.23: Συνάρτηση u μετά τη σύκιση ια τη σύνετη περίπτση
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Σήμα 5.24: Αποτέεσμα ανίνευσης ια τη σύνετη περίπτση

της συνάρτησης καώς και αυτή που προκύπτει μετά από αυπερατό φιτράρι-
σμα. Στη συνέεια στο σήμα 5.28 έπουμε την εξέιξη τν επιπεδοσυνόν
κατά την εφαρμοή του αορίμου και τέος στο σήμα 5.29 το αποτέεσμα
ανανώρισης. Όπς αναμέναμε, το αποτέεσμα ανανώρισης δεν είναι τέειο
αφού ο όρυος ήταν πού ισυρός, αά εντούτοις αποτυπώνει σετικά καά
το τετρανικό αντικείμενο. Σημειώνεται ότι στην περίπτση αυτή δεν επιει-
ρήσαμε να αάξουμε τις παραμέτρους του αορίμου αά κρατήηκαν ίδιες
με τα προηούμενα πειράματα.

Σήμα 5.25: Τετρανικό αντικείμενο σε ράφο 2000 κορυφών
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Σήμα 5.26: Ιδανική συνάρτηση εικόνας
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(αʹ) Συνάρτηση εικόνας με καουσιανό
όρυο
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Σήμα 5.27: Τετρανικό αντικείμενο

5.5.2 Περίπτση ορύου τύπου salt and pepper

Στο σημείο αυτό α εξετάσουμε την απόδοση του αορίμου σε διαφο-
ρετικό τύπο ορύου, όρυο που μοιάζει με τον κασσικό salt and pepper
noise στις εικόνες. Το προς ανανώριση σήμα είναι το ίδιο με πριν. Στα σή-
ματα 5.30 ές 5.32 παρουσιάζεται η διαδικασία ανανώρισης κατ’ αναοία με
πριν. Τα αποτεέσματα είναι παραπήσια με την περίπτση του καουσιανού
ορύου. Θα μπορούσαμε να επιτύουμε πιανότατα καύτερα αποτεέσματα
ρησιμοποιώντας φιτράρισμα ενδιάμεσης τιμής που όπς νρίζουμε είναι ιδα-
νικό στην περίπτση του ορύου αυτού.

5.6 Εφαρμοή σε εικόνες

5.6.1 Αναυτικοί υποοισμοί

Στο τεικό αυτό κομμάτι της ερασίας α εφαρμόσουμε τη μέοδο όι
σε ράφους Delaunay με αυαίρετη δομή αά σε εικόνες οι οποίες ουσια-
στικά είναι ράφοι με τις κορυφές τους να αποτεούν σημεία ενός ορονίου
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Σήμα 5.28: Εξέιξη επιπεδοσυνόν ια την περίπτση του καουσιανού
ορύου

Σήμα 5.29: Αποτέεσμα ανανώρισης με καουσιανό όρυο

πέματος. Θα μεετηεί η συμπεριφορά σε σέση με την ακρίεια και την
αποδοτικότητα του αορίμου και α ίνει σύκριση με νστές μεόδους
που έουν αναπτυεί και που είναι εξαιρετικά αποδοτικές.

Όπς μπορούμε να δούμε και στο σήμα 4.5 η εικόνα είναι ένας ράφος
Delaunay με την πού συκεκριμένη αυτή μορφή. Στους υποοισμούς που α
ίνουν (οι οποίοι είναι εξειδίκευση τν υποοισμών που έιναν στις εξισώ-
σεις (4.9), (4.10) και (4.11)) α επικεντρούμε στους εστερικούς κόμους
κι όι σε αυτούς του συνόρου. Η δεύτερη περίπτση είναι μια ειδικότερη και
απούστερη και α μπορούσαμε να τη συμπεριάουμε αά η προσήση στις
μαηματικές επτομέρειες με περίποκες εξισώσεις α καιστούσε την ερα-
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Σήμα 5.30: Τετρανικό αντικείμενο

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σήμα 5.31: Εξέιξη επιπεδοσυνόν ια την περίπτση του καουσιανού
ορύου

σία αυτή κουραστική και δυσανάνστη ρίς να προσφέρει κάποια επιπέον
ουσία.

Αρικά ερούμε μια εικόνα διαστάσεν n × n και τον αντίστοιο ράφο
πέμα που προκύπτει από αυτήν. Πρόκειται ια ένα ράφο N = n × n κόμ-
ν συνοικά. Το ήμα στην οριζόντια και την κάετη κατεύυνση ισούται
με h = 1

n−1 κι έτσι το ρίο που προκύπτει είναι το μοναδιαίο τετράνο.
Παράηα μπορούμε να δούμε ότι σε κάε εστερικό κόμο αντιστοιούν
ακριώς 6 τρίνα. Η κανονικότητα αυτή της δομής του ράφου κάνει τις
σέσεις απούστερες και διευκούνει τον προραμματισμό της μεόδου. Στο
σήμα 5.33 μπορούμε να δούμε τη μορφή της κίσης της συνάρτησης φi σε
έναν τυόντα εστερικό κόμο i. Η κίση είναι η ίδια στα αντίστοια τρίνα
κάε κόμου καώς δεν επηρεάζεται από ρικές μετατοπίσεις. Επομένς από



Πειραματική εφαρμογή της νέας μεθόδου 57

Σήμα 5.32: Αποτέεσμα ανανώρισης με καουσιανό όρυο

το σήμα αυτό μπορούμε να υποοίσουμε την κίση κάε συνάρτησης φi σε
κάε τρίνο που μας ενδιαφέρει.

vi vi+1vi−1

vi+n

vi−n

vi+n+1vi+n−1

vi−n+1vi−n−1

(
0, 1h

)
(
− 1

h , 0
)

(
− 1

h ,−
1
h

)
(
0,− 1

h

)
(
1
h , 0
)

(
1
h ,

1
h

)

Σήμα 5.33: Η κίση της συνάρτησης φi, ∇φi

Επομένς, ασιζόμενοι στη σέση (4.9), το σήμα 5.33 και το εονός
ότι το εμαδό κάε τριώνου ισούται με h2

2 έουμε ότι
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Αναπτύσσοντας περαιτέρ τη σέση αυτή παίρνουμε ότι

(A)ii =
h3

12

(
1√

(ci−n+1 − ci−n)2 + (ci − ci−n)2

+
1√

(ci+1 − ci)2 + (ci+1 − ci−n+1)2

+
1√

(ci+1 − ci)2 + (ci+n − ci)2

+
1√

(ci+n − ci+n−1)2 + (ci+n − ci)2

+
1√

(ci − ci−1)2 + (ci+n−1 − ci−1)2

+
1√

(ci − ci−1)2 + (ci − ci−n)2

)

Στην περίπτση τώρα που ρησιμοποιήσουμε την τροποποιημένη μορφή του
παρονομαστή ια να αποφύουμε τυόν μηδενικούς παρονομαστές η σέση
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ίνεται

(A)ii =
h3

12

(
1√

(ci−n+1 − ci−n)2 + (ci − ci−n)2 + εh

+
1√

(ci+1 − ci)2 + (ci+1 − ci−n+1)2 + εh

+
1√

(ci+1 − ci)2 + (ci+n − ci)2 + εh

+
1√

(ci+n − ci+n−1)2 + (ci+n − ci)2 + εh

+
1√

(ci − ci−1)2 + (ci+n−1 − ci−1)2 + εh

+
1√

(ci − ci−1)2 + (ci − ci−n)2 + εh

)

ια κάποια μικρή σταερά ε.
Εραζόμενοι αντίστοια και ρησιμοποιώντας τη σέση (4.10) μπορούμε

να ρούμε ότι

(A)i,i+1 =
h3

24

(
1√

(ci+1 − ci)2 + (ci+1 − ci−n+1)2 + εh

+
1√

(ci+1 − ci)2 + (ci+n − ci)2 + εh

)

(A)i,i+n =
h3

24

(
1√

(ci+1 − ci)2 + (ci+n − ci)2 + εh

+
1√

(ci+n − ci+n−1)2 + (ci+n − ci)2 + εh

)

(A)i,i+n−1 =
h3

24

(
1√

(ci − ci−1)2 + (ci+n−1 − ci−1)2 + εh

+
1√

(ci+n − ci+n−1)2 + (ci+n − ci)2 + εh

)

(A)i,i−1 =
h3

24

(
1√

(ci − ci−1)2 + (ci+n−1 − ci−1)2 + εh

+
1√

(ci − ci−1)2 + (ci − ci−n)2 + εh

)
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(A)i,i−n =
h3

24

(
1√

(ci − ci−1)2 + (ci − ci−n)2 + εh

+
1√

(ci−n+1 − ci−n)2 + (ci − ci−n)2 + εh

)

(A)i,i−n+1 =
h3

24

(
1√

(ci−n+1 − ci−n)2 + (ci − ci−n)2 + εh

+
1√

(ci+1 − ci)2 + (ci+1 − ci−n+1)2 + εh

)

ενώ ια όα τα υπόοιπα j, οι συντεεστές (A)ij είναι μηδενικοί.

Απομένει οιπόν ο υποοισμός τν συντεεστών του διανύσματος . Στο
ράφο υπάρουν 2 · (n− 1)2 τρίνα και η αρίμησή τους ίνεται με τη σειρά
κατά ραμμή και εν συνεεία κατά στήη. Επομένς στο σήμα 5.34 έπουμε
την αρίμηση τν τριώνν ύρ από τον κόμο i. Με j συμοίζουμε τη
ραμμή στην οποία ρίσκεται ο i-οστός κόμος.

vi vi+1vi−1

vi+n

vi−n

vi+n+1vi+n−1

vi−n+1vi−n−1

T2(i−n−j+2)−1

T2(i−n−j+2)

T2(i−j+1)−1

T2(i−j+1)−2

T2(i−j+1)−3

T2(i−n−j+2)−2

Σήμα 5.34: Η αρίμηση τν τριώνν φi, ∇φi
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Επομένς

(b)i =
h2g

(
T2(i−n−j+2)−1

)
2

 2

3
β −

ci

(
0, 1

h

)
·
(
0, 1

h

)
+ ci−n

(
0, 1

h

)
·
(
− 1

h
,− 1

h

)
1
h

√
(ci−n+1 − ci−n)2 + (ci − ci−n)2 + ε



+
h2g

(
T2(i−n−j+2)

)
2

 2

3
β −

ci

(
− 1

h
, 0

)
·
(
− 1

h
, 0

)
+ ci+1

(
1
h
, 1
h

)
·
(
− 1

h
, 0

)
1
h

√
(ci+1 − ci)2 + (ci+n − ci)2 + ε



+
h2g

(
T2(i−j+1)−1

)
2

 2

3
β −

ci

(
− 1

h
,− 1

h

)
· ci+1

(
1
h
, 0

)
·
(
− 1

h
,− 1

h

)
+ ci+n

(
0, 1

h

)
·
(
− 1

h
,− 1

h

)
1
h

√
(ci+1 − ci)2 + (ci+n − ci1)2 + ε



+
h2g

(
T2(i−j+1)−2

)
2

 2

3
β −

ci

(
0,− 1

h

)
·
(
0,− 1

h

)
+ ci+n

(
1
h
, 1
h

)
·
(
0,− 1

h

)
√

(ci − ci−1)2 + (ci+n−1 − ci−1)2 + εh



+
h2g

(
T2(i−j+1)−3

)
2

 2

3
β −

ci

(
1
h
, 0

)
·
(

1
h
, 0

)
+ ci−1

(
− 1

h
,− 1

h

)
·
(

1
h
, 0

)
1
h

√
(ci − ci−1)2 + (ci+n−1 − ci−1)2 + ε



+ g
(
T2(i−n−j+2)−2

) 2

3
β −

ci

(
1
h
, 1
h

)
·
(

1
h
, 1
h

)
+ ci−1

(
− 1

h
, 0

)
·
(

1
h
, 1
h

)
+ ci−n

(
0,− 1

h

)
·
(

1
h
, 1
h

)
√

(ci − ci−1)2 + (ci − ci−n)2 + εh


και μετά από μερικές πράξεις προκύπτει ότι

(b)i =
h2g

(
T2(i−n−j+2)−1

)
2

(
2

3
β −

1
h(ci − ci−n)√

(ci−n+1 − ci−n)2 + (ci − ci−n)2 + εh

)

+
h2g

(
T2(i−n−j+2)

)
2

(
2

3
β −

1
h(ci − ci+1)√

(ci+1 − ci)2 + (ci+n − ci)2 + εh

)

+
h2g

(
T2(i−j+1)−1

)
2

(
2

3
β −

1
h(2ci − ci+1 − ci+n)√

(ci+1 − ci)2 + (ci+n − ci1)2 + εh

)

+
h2g

(
T2(i−j+1)−2

)
2

(
2

3
β −

1
h(ci − ci+n)√

(ci − ci−1)2 + (ci+n−1 − ci−1)2 + εh

)

+
h2g

(
T2(i−j+1)−3

)
2

(
2

3
β −

1
h(ci − ci−1)√

(ci − ci−1)2 + (ci+n−1 − ci−1)2 + εh

)

+
h2g

(
T2(i−n−j+2)−2

)
2

(
2

3
β −

1
h(2ci − ci−1 − ci−n)√

(ci − ci−1)2 + (ci − ci−n)2 + εh

)

5.6.2 Πειραματικά αποτεέσματα

Έοντας πέον οοκηρώσει τη ερητική ανάυση μπορούμε να εέ-
ξουμε την απόδοση της μεόδου στην πράξη. Για το σκοπό αυτό α ρησιμο-
ποιηεί μια τενητή δυαδική εικόνα διαστάσεν 128×128 η οποία περιαμάνει
5 διακριτά τετρανικά αντικείμενα. Η εικόνα αυτή φαίνεται στο σήμα 5.35.

Η αρική καμπύη αυτή τη φορά επιέεται να είναι η περιφέρεια ενός τε-
τραώνου η οποία περικείει τα προς ανίνευση αντικείμενα. Η επιοή αυτή
υπαορεύεται με φυσικό τρόπο από τη δομή του ράφου, με τις κορυφές να
είναι τοποετημένες πάν σε τετρανικό πέμα. Στο σήμα 5.36 φαίνεται η
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Σήμα 5.35: Δυαδική εικόνα με 5 αντικείμενα διάστασης 128× 128 pixels

εξέιξη τν καμπυών πάν στην εικόνα. Με μαύρο ρώμα επισημαίνονται οι
περιοές στο εστερικό τν καμπυών. Παρατηρούμε ότι η μέοδος κατορώ-
νει να ανινεύσει με επιτυία τα αντικείμενα της εικόνας.

Σήμα 5.36: Προτεινόμενη μέοδος - Εξέιξη καμπύν πάν στην εικόνα
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Για όους πηρότητας, στο σήμα 5.37 παραέτουμε και τη συνάρτηση
επιπεδοσυνόν μετά τη σύκιση. Παρατηρούμε ότι έει επέει σύκιση,
αφού η u είναι κατά τμήματα σταερή με άματα ασυνέειας στα όρια τν
αντικειμένν.

Σήμα 5.37: Προτεινόμενη Μέοδος - Συνάρτηση επιπεδοσυνόν μετά τη
σύκιση

5.6.3 Σύκριση με άες μεόδους

Στο τεευταίο κομμάτι α συκρίνουμε το προηούμενο αποτέεσμα με
μεόδους που έουν ρησιμοποιηεί ευρές σε εικόνες. Συκεκριμένα α ί-
νει αντιπαραοή με τη μέοδο activecontour η οποία υπάρει στο πακέτο
οισμικού MATLAB και ρησιμοποιεί τη μέοδο Sparse-Field level-set πα-
ρόμοια με αυτή που περιράφεται στο [28]. Το κύριο αρακτηριστικό της με-
όδου αυτής αά και άν παρόμοιν είναι ότι είναι εξαιρετικά ρήορες και
μπορούν να ρησιμοποιηούν ακόμα σε real time εφαρμοές. Έουν επίσης
ραμμική υποοιστική πουποκότητα ς προς το πήος τν pixels της ει-
κόνας, επιτρέποντας έτσι την εφαρμοή τους σε μεάες εικόνες, της τάξης
τν megapixels. Το αποτέεσμα της κατάτμησης της ίδιας 128× 128 εικόνας
που ρησιμοποιήηκε και πριν φαίνεται στο σήμα 5.38.

Παρατηρούμε ότι δεν υπάρει πήρης διαρισμός μεταξύ τν αντικειμένν
και ότι επίσης υπάρουν κάποια σφάματα στα όρια τν αντικειμένν. Πειρα-
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Σήμα 5.38: Αποτέεσμα κατάτμησης με τη μέοδο Sparse-Field level-set

ματιζόμενοι με την παράμετρο εξομάυνσης της καμπύης κατορώσαμε τον
πήρη διαρισμό με αντίτιμο έαια τα αυξημένα σφάματα στην αποτύπση
του περιράμματος τν αντικειμένν. Το αποτέεσμα φαίνεται στο σήμα 5.39.

Ο κύριος όος που δεν έουμε ένα άριστο αποτέεσμα είναι πιανότατα το
μικρό μέεος της εικόνας. Πράματι, αν επιειρήσουμε κατάτμηση της ίδιας
εικόνας αά με ποαπάσιες διαστάσεις (π.. 1024×1024) το αποτέεσμα εί-
ναι πάρα πού καό ρίς ιδιαίτερη ρονική επιάρυνση. Εδώ ακριώς έκειται
και το πεονέκτημα τν μεόδν αυτών. Ο αόριμος που προτάηκε στην
ερασία αυτή ναι μεν έει εξαιρετική συμπεριφορά ς προς την κατάτμηση και
την πιστή αποτύπση τν περιραμμάτν τν αντικειμένν αά εντούτοις η
υποοιστική του πουποκότητα καιστά απαορευτική την εφαρμοή του σε
εικόνες μεσαίου και μεάου μεέους. Προφανώς κανείς είναι διατεειμένος
να υσιάσει ίη ακρίεια με αντάαμα υποποαπάσιο ρόνο εκτέεσης.
Εξάου τα οποία μικρά σφάματα μπορούν εν συνεεία να διορούν με
περαιτέρ επεξερασία του αποτεέσματος κατάτμησης, όπς ια παράδειμα
ένα reconstruction opening η closing.
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Σήμα 5.39: Εναακτικό αποτέεσμα κατάτμησης με τη μέοδο Sparse-Field
level-set
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Κεφάαιο 6

Σύκριση με άες
μεόδους

Στο κεφάαιο αυτό α προρήσουμε σε σύκριση της μεόδου που προτά-
ηκε με τη μέοδο που αναπτύηκε στο [30]. Η σύκριση α ίνει διεξοδικά,
μεετώντας τις διάφορες πτυές τν 2 αορίμν και α ίνει προσπάεια
ερμηνείας τν αποτεεσμάτν η οποία μπορεί να υποδείξει πιανούς τρόπους
ετίσης τν μεόδν. Για όους συντομίας στη συνέεια του κειμένου
με τον όρο πρώτη μέοδο α αναφερόμαστε στη μέοδο [30] ενώ με τον όρο
δεύτερη στη μέοδο της παρούσας ερασίας.

6.1 Γενικά Στοιεία

Όπς αναφέραμε και στα προηούμενα κεφάαια οι μέοδοι ρησιμοποιούν
διαφορετικό τρόπο προσέισης της ύσης της διαφορικής εξίσσης. Η μέ-
οδος [30] εντάσσεται στην κατηορία τν μεόδν πεπερασμένν διαφορών.
Στις μεόδους αυτές προσπαούμε να υποοίσουμε τις τιμές της συνάρτησης
ύσης σε πεπερασμένα το πήος σημεία διακριτοποιώντας τους διαφορικούς
τεεστές. Στη μέοδο που προτάηκε και που ρησιμοποιεί πεπερασμένα στοι-
εία δεν κάνουμε προσέιση της ύσης σημειακά, αά μέσ μιας συνάρτη-
σης η οποία ανήκει σε κάποιο ώρο συναρτήσεν πεπερασμένης διάστασης.
Μπορούμε έτσι να έουμε σε ποές περιπτώσεις κάτι ανάοο του subpixel
accuracy. Η σύκιση δε νοείται σημειακά, αά μέσ της νόρμας του ώρου
συναρτήσεν που έουμε ερήσει. Οι δύο τρόποι σύκισης είναι διαφορε-
τικοί, δε μπορούμε να πούμε όμς ότι κάποιος από τους 2 υπερτερεί ενικά.
Είναι κάτι που εξαρτάται από την εφαρμοή.

Ένα πεονέκτημα της πρώτης μεόδου είναι ότι μπορεί να εφαρμοστεί σε
ράφους με αυαίρετη δομή, ενώ η νέα προσέιση μπορεί να εφαρμοστεί μόνο
σε ράφους με δομή Delaunay. Υπάρει όμς ένα μεάο πήος από τέτοια
ραφήματα, οπότε αυτό δεν αποτεεί σοαρό περιορισμό. Μπορεί να εφαρμο-
στεί ια παράδειμα σε οόκηρες εικόνες, αφού το οροώνιο πέμα που

67
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αποηκεύονται οι εικόνες τρινοποιείται πού απά, με ρήση τν διανίν
τν ορονίν. Από τα αποτεέσματα που εξάηκαν στο [30] όμς μπο-
ρούμε να δούμε ότι η μέοδος αποδίδει πού καύτερα σε ράφους Delaunay,
καώς αυτοί παρουσιάζουν καύτερα εμετρικά αρακτηριστικά που οηούν
στην καύτερη προσέιση τν τεεστών και εξέιξη της καμπύης.

Ένα ακόμη εονός που επισημάνηκε στα προηούμενα κεφάαια, είναι
η δυσκοία προσέισης τν διαφόρν διαφορικών τεεστών στην πρώτη μέ-
οδο. Ακόμα κι αν η κίση εκτιμηεί με καή ακρίεια, όταν πρέπει να υποο-
ιστεί η καμπυότητα, δηαδή η απόκιση της κίσης τα αποτεέσματα ανα-
πόφευκτα α είναι όι και τόσο ακριή. Χρειάζεται μεάο πήος κορυφών
στο ράφο, έτσι ώστε η απόσταση τν ειτονικών κορυφών να είναι αρκού-
ντς μικρή ια να μην έουμε μεάα σφάματα. Αά ακόμα και ια μεάο
πήος κορυφών ια να πάρουμε μια ομαή προσέιση που δεν επηρεάζεται
από τυόν μικρές μεταοές τν τιμών της συνάρτησης σε ειτονικές κορυ-
φές ρειάζεται να φιτράρουμε τα αποτεέσματα με κάποια μέοδο (π φίτρο
median) ώστε να εξομαύνουμε τις τιμές που αμάνουμε. Στη μέοδο που
ρησιμοποιεί πεπερασμένα στοιεία απαιτείται ο υποοισμός ρικών παρα-
ών πρώτης τάξης μόνο, ο οποίες μάιστα υποοίζονται και αναυτικά.
Επίσης διάφορα σφάματα στις εκτιμήσεις ή και σετικά απότομες μεταοές
τν εκτιμήσεν από σημείο σε σημείο εξομαύνονται μέσ της οοκήρσης,
η οποία τις εξαείφει στο σύνοό τους σεδόν. Μπορούμε οιπόν να ρησι-
μοποιήσουμε ράφους με αρκετά μικρότερο πήος κορυφών και να πάρουμε
εξίσου καά αποτεέσματα. Ο κύριος περιορισμός ο οποίος σε σύνετα σήματα
απαιτεί πιο μεάους ράφους είναι η ανάκη εκτίμησης της κίσης στα όρια
τν αντικειμένν έτσι ώστε η εξέιξη να σταματά σε αυτά. Για παράδειμα,
όπς α δούμε και στις επόμενες ενότητες, στην περίπτση ενός κυκικού
αντικειμένου, ια μικρο πήος κορυφών, η μέοδος πεπερασμένν στοιείν
μπορεί και σταματά στα όρια ενώ η πρώτη μέοδος αποτυάνει.

Ένα κρίσιμο ζήτημα είναι η σύκριση της υποοιστικής πουποκότητας
τν δύο αορίμν. Με μια πρώτη ματιά μπορεί κάποιος να πει ότι η πρώτη
μέοδος είναι ταύτερη, ιατί σε κάε ήμα απαιτεί απώς τον υποοισμό τν
προσείσεν τν διαφορικών τεεστών σε κάε σημείο και η ανανέση της
τιμής της συνάρτησης μέσ της εξίσσης (3.3). Στην περίπτση συκεκριμένα
τν ράφν Delaunay, το μέεος της ειτονιάς κάε κορυφής δεν εξαρτάται
από το πήος τν κορυφών (είναι περίπου 6). Επομένς η εξέιξη του α-
ορίμου σε κάε ήμα μπορεί να υποοιστεί σε ραμμικό ρόνο ς προς το
πήος τν κορυφών. Στη περίπτση έαια τν εμετρικών τυαίν ράφν
που το μέεος της ειτονιάς αυξάνει με το πήος τν κορυφών η πουποκό-
τητα είναι μεαύτερη. Στη μέοδο πεπερασμένν στοιείν κάε ήμα απαιτεί
μεαύτερο υποοιστικό φόρτο. Συκεκριμένα απαιτείται η επίυση ενός μη
ραμμικού συστήματος εξισώσεν, το οποίο εν ένει είναι υποοιστικά αρύ.
Εντούτοις, αν προσέξουμε καύτερα το σύστημα που καούμαστε να ύσουμε
είναι αραιό, αφού τα περισσότερα στοιεία του πίνακα και κατ’ επέκταση της Ια-
κιανής είναι μηδενικά. Παρόα αυτά ακόμα υπάρει διαφορά, η οποία μπορεί
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να ίνεται οοένα και πιο αισητή σε μεάους ράφους.
Στην παραπάν ανάυση παραείψαμε έαια ένα πού ουσιαστικό αρα-

κτηριστικό που εξισορροπεί την διαφορά αυτή, την εξέιξη στο ρόνο. Η μέ-
οδος [30] ανήκει στην κατηορία τν μεόδν που ονομάζονται υπό συνθήκη
ευσταθείς, δηαδή η ευστάεια τους εξαρτάται από το όο του ρονικού προς
το ρικό ήμα, όπς παρατηρήηκε στο [30] και [22] ια παραπήσιες μεό-
δους. Μια από τις ανακαίες συνήκες ια μια μεάη κατηορία προημάτν
είναι ο όος

∆t

(∆x)2
≤ c

ια κάποια άνστη ενικά σταερά c όπου ∆t και ∆x το ρονικό και ρικό
ήμα αντίστοια. Παρατηρούμε δηαδή ότι αν έουμε μεάη ακρίεια στο
ώρο είμαστε ανακασμένοι να ρησιμοποιήσουμε πάρα πού μικρό ρονικό
ήμα. Για παράδειμα αν ∆x ≡ 10−2 το ρονικό ήμα πρέπει να είναι της τάξης
του 10−4, εονός που κάνει την εξέιξη του αορίμου αισητά πιο αρή.
Μια εκτίμηση του ρικού ήματος ∆x σε ράφους μπορεί να ερηεί η μέση
τιμή της απόστασης ειτονικών κορυφών. Αντίετα στη μέοδο πεπερασμένν
στοιείν, αν επιύσουμε την εξίσση εξέιξης με κάποια οικά ευσταή μέ-
οδο όπς η πεπεμένη Euler ή η Crank-Nicolson τότε έουμε ευστάεια της
ύσης ανεξάρτητα από τις τιμές ρικών και ρονικών ημάτν. Δεδομένου
ότι μας ενδιαφέρει η ακρίεια στο ώρο κι όι η ρονική εξέιξη της ύσης
μπορούμε να επιέξουμε πού μεαύτερο ρονικό ήμα κι έτσι οι δύο μέο-
δοι έουν παραπήσιο ρόνο εξέιξης. Στην πράξη όμς δεν είναι αήεια ότι
ρησιμοποιώντας τη μέοδο Euler παίρνουμε μια οικά ευσταή μέοδο. Αυτό
ισύει ια τα ραμμικά προήματα και σε σύνετα μη ραμμικά δε μπορούμε
να νρίζουμε εκ τν προτέρν τη συμπεριφορά της. Εντούτοις μας προϊδεά-
ζει ια ένα σημαντικά μεαύτερο εύρος τιμών από το οποίο μπορεί να ίνει
επιοή του ρονικού ήματος.

Πριν προρήσουμε σε παρουσίαση όν τν παραπάν παρατηρήσεν με
πειραματικά αποτεέσματα α κάνουμε μια μικρή νύξη και στον υποοισμό της
κίσης της εικόνας στο ώρο της οποίας εξείσσονται οι ενερές καμπύες.
Η πρώτη προσέιση υποοίζει την κίση σε μια κορυφή μέσ της μέιστης
μεταοής της συνάρτησης από την κορυφή στη ειτονιά, δηαδή

∇I(u) = max
v∼u

{d(v)− d(u)}

Η προσέιση στη μέοδο πεπερασμένν στοιείν δεν υποοίζει την τιμή
της κίσης σε κάε κορυφή, αά σε κάε τρίνο του ράφου, μέσ τν
παραών τν συναρτήσεν πυραμίδν. Σε κάε τρίνο υπεισέρονται 3
τέτοιες συναρτήσεις, αυτές που αντιστοιούν στις κορυφές του τριώνου. Το
πεονέκτημα της μεόδου αυτής σε σέση με αυτή της μέιστης μεταοής
είναι ότι δίνει πιο “επτές” και ακριείς εκτίμησης της κίσης, αφού εξετάζε-
ται κάε φορά τι συμαίνει μόνο σε ένα τρίνο. Δηαδή αν σε μία κορυφή
αντιστοιούν 6 είτονες και συνεπώς 6 τρίνα, αν υπάρει μεάη μεταοή
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στην τιμή της συνάρτησης στην κατεύυνση μιας κορυφής μόνο, τότε η κίση
α είναι μικρή σε όα τα τρίνα πην αυτών που συνυπάρουν οι κορυφές
αυτές. Έτσι μπορούμε να ανινεύσουμε πού πιο αποτεεσματικά τα όρια τν
αντικειμένν. Στην πρώτη μέοδο α παίρναμε ότι η κίση της συνάρτησης
εικόνας α είναι μεάη σε όη την περιοή επιρροής της κορυφής, επομέ-
νς στα όρια κοντινών αντικειμένν είναι πιο δύσκοος ο αποτεεσματικός
υποοισμός της κίσης με αποτέεσμα η ενερή καμπύη να μη μπορεί να
διαριστεί στα όρια αυτά. Αξίζει να σημειεί ότι στη μέοδο πεπερασμένν
στοιείν η κίση που υποοίζεται είναι μια ασυνεής συνάρτηση, αά αυτό
δεν αποτεεί πρόημα καώς μετά υπεισέρεται σε οοκηρτικές σέσεις.

Τέος στην πρώτη μέοδο όπς μπορούμε να δούμε από την εξίσση (3.3)
απαιτείται ο υποοισμός της κίσης της συνάρτησης g κάτι που όπς ανα-
μένουμε είναι δύσκοο να δώσει πού ακριή αποτεέσματα, καώς αποτεεί
προσέιση της δεύτερης παραώου μέσ της προσέισης της πρώτης (η
συνάρτηση g είναι μια συνάρτηση που εξαρτάται από την παράο της εικό-
νας). Αντίετα στη μέοδο πεπερασμένν στοιείν δε ρειάζεται να ίνει ο
υποοισμός αυτός, καώς η συνάρτηση g μέσ τν ιδιοτήτν τν διαφορι-
κών τεεστών μπορεί να ενσματεί μέσα στο όρισμα της απόκισης (έπε
εξίσση (4.1)).

6.2 Πειραματικά αποτεέσματα σε δυαδικές ει-
κόνες

Στις συκρίσεις που α κάνουμε α ρησιμοποιήσουμε τους ίδιους ράφους
και στις δύο μεόδους ώστε να μπορεί να ίνει άμεση αντιπαραοή τν απο-
τεεσμάτν. Τα σήματα που αναφέρονται στη μέοδο Σακαρίδη παρήησαν
με τη οήεια του κώδικα που ο ίδιος ανέπτυξε στο παίσιο του [30] και μοιρά-
στηκε μαζί μου ια να κάν τις συκρίσεις.Με πράσινο ρώμα σημειώνονται οι
κορυφές που ανινεύηκαν σστά, με κόκκινο ρώμα αυτές που ανινεύηκαν
ανασμένα (δηαδή δεν ανήκουν στο αρικό αντικείμενο) και με μαύρο ρώμα
αυτές που δεν ανινεύηκαν αά ανήκουν στο αρικό αντικείμενο. Στα σή-
ματα επομένς το προς ανανώριση αντικείμενο μπορεί να ταυτοποιηεί από
τις μαύρες και πράσινες κορυφές, ενώ το αποτέεσμα της ανανώρισης από τις
κόκκινες και πράσινες.

6.2.1 Επίδραση πήους κορυφών

Αρικά α μεετήσουμε τη συμπεριφορά τν αορίμν στις περιπτώσεις
ράφν με ίες κορυφές και την ικανότητά τους να ανινεύσουν με επιτυία
τα αντικείμενα. Αναφέραμε έαια και πριν ότι δεν έει νόημα να επιειρή-
σουμε ανίνευση κοντινών αντικειμένν ή με σύνετα περιράμματα καώς δε
μπορούμε να έουμε επαρκή ανάυση στο ώρο ια την εκτίμηση της κίσης.
Αρικά α ερήσουμε ένα ράφο με περίπου 1000 κορυφές και α επιειρή-
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σουμε να ανινεύσουμε ένα τετρανικό αντικείμενο στο κέντρο του. Στο
σήμα 6.1 παρουσιάζονται τα αποτεέσματα της ανίνευσης. Παρατηρούμε ότι

(αʹ) Μέοδος Sakaridis et al. [30][24] (ʹ) Προτεινόμενη μέοδος

Σήμα 6.1: Ανίνευση τετρανικού αντικειμένου με ράφο 1000 κορυφών

η δεύτερη μέοδος παρουσιάζει καύτερη συμπεριφορά από την αρική αφού το
πήος τν αών είναι μικρότερο. Στη συνέεια α εξετάσουμε το ίδιο σήμα
αά με διπάσιο αριμό κορυφών, της τάξης του 2000 (Σήμα 6.2). Παρα-
τηρούμε και πάι ότι η μέοδος 2 παρουσιάζει καύτερα αποτεέσματα αφού
ανινεύει το αντικείμενο με ακρίεια 100%. Η πρώτη μέοδος κατορώνει να
προσείσει το σήμα και τη μορφή του αντικειμένου αά παρουσιάζει μικρό
σφάμα στα όρια του. Συκεκριμένα ανινεύει ανασμένα μια επιπέον “συ-
στάδα” κορυφών του περιράμματος, όπς μπορούμε να διαπιτώσουμε από τα
ραφήματα. Στο επόμενο σκέος α εξετάσουμε τη δυνατότητα ανίνευσης 2

(αʹ) Μέοδος Sakaridis et al. [30][24] (ʹ) Προτεινόμενη μέοδος

Σήμα 6.2: Ανίνευση τετρανικού αντικειμένου με ράφο 2000 κορυφών
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κοντινών διαφορετικών αντικειμένν με ράφους 1000 και 2000 κορυφών αντί-
στοια, όπς και πριν. Στην περίπτση τν ράφν με 1000 κορυφές (Σήμα
6.3) έπουμε ότι η πρώτη μέοδος αποτυάνει να διαρίσει τα δύο αντι-
κείμενα. Αυτό οφείεται κατά άση στον υποοισμό της κίσης της εικόνα
πάν το ράφο, όπς α αναύσουμε στη συνέεια. Δοκιμάζοντας να μεταά-
ουμε την τυπική απόκιση του καουσιανού φίτρου έτσι ώστε να επιτύουμε
καύτερο διαρισμό τν αντικειμένν παρατηρήσαμε ότι πέον η εξέιξη δε
σταματά στα όρια τν αντικειμένν κάτι που έει καταστροφικό αποτέεσμα
στη διαδικασία της ανανώρισης. Η δεύτερη μέοδος αποδίδει εξαιρετικά απο-
τυπώνοντας πιστά τα αντικείμενα με σφάμα να υπάρει σε 2 μόνο κορυφές
που μπορεί να ερηεί αμεητέο. Έπειτα εξετάζουμε την περίπτση του ρά-

(αʹ) Μέοδος Sakaridis et al. [30][24] (ʹ) Προτεινόμενη μέοδος

Σήμα 6.3: Ανίνευση 2 κυκικών αντικειμένν με ράφο 1000 κορυφών

φου με 2000 κορυφές (Σήμα 6.4). Η δεύτερη μέοδος αποδίδει πού καά εκ
νέου ενώ έπουμε ότι και η πρώτη μέοδος καταφέρνει το διαρισμό τν
αντικειμένν. Για να το πετύουμε όμς αυτό ρειάστηκε να μειώσουμε την
τυπική απόκιση του καουσιανού φίτρου στο μισό που όπς όμς επισημά-
ναμε και πριν ενδέεται να παρουσιάσει προήματα σετικά με τον τερματισμό
του αορίμου στα όρια τν αντικειμένν. Επίσης ήταν ανακαίο να μειεί
ο αριμός τν επαναήψεν και αυτό οφείεται στο εονός που μόις αναφέ-
ραμε. Αν αφήσουμε τον αόριμο να εξειεί πού στο ρόνο η συνάρτηση
τν επιπεδοσυνόν τείνει να ξεπεράσει το φράμα που επιάουν τα όρια
τν αντικειμένν με αποτέεσμα τη διάρση αρικά και στη συνέεια την
“εξαφάνισή” τους. Κάτι τέτοιο παραιάζει την αρή της ευρστίας αφού α
έπρεπε με αύξηση του αριμού τν επαναήψεν να επέρεται σύκιση. Σε
ποές περιπτώσεις με σύνετα σήματα απαιτείται ένας μεάος αριμός επα-
ναήψεν ς τη σύκιση επομένς δεν είναι καή επιοή να διαέξουμε
μικρό αριμό. Επίσης δεν είναι δυνατόν να νρίζουμε εκ τν προτέρν αν ένα
σήμα απαιτεί μικρό πήος επαναήψεν. Στο σήμα 6.5 φαίνεται ακριώς το



Σύγκριση με άλλες μεθόδους 73

(αʹ) Μέοδος Sakaridis et al. [30][24] (ʹ) Προτεινόμενη μέοδος

Σήμα 6.4: Ανίνευση 2 κυκικών αντικειμένν με ράφο 2000 κορυφών

πρόημα που αναφέραμε.

Σήμα 6.5: Διάρση αντικειμένου αυξάνοντας το πήος τν επαναήψεν
ια τη μέοδο Sakaridis et al. [30][24]

6.2.2 Προσέιση συνάρτησης τερματισμού

Στην ενότητα αυτή α προσπαήσουμε να συκρίνουμε τις μεόδους ς
προς την εκτίμηση της συνάρτησης τερματισμού g που παίζει καοριστικό ρόο
στο τεικό αποτέεσμα και α αναύσουμε τη δυνατότητα επαρκούς διαρι-
σμού. Θα συκρίνουμε τα αποτεέσματα ρησιμοποιώντας ίδιες τιμές ια την
τυπική απόκιση του καουσιανού φίτρου και στις δύο μεόδους έτσι ώστε
να είναι πιο δίκαιη η σύκριση. Στα σήματα που ακοουούν οι ανοιτόρ-
μες απορώσεις αντιστοιούν σε τιμές τις g κοντά στο 1 ενώ οι σκοτεινές
περιοές σε τιμές της g κοντά στο 0. Αρικά εξετάζουμε την περίπτση του
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τετραώνου από την προηούμενη ενότητα. Στα σήματα 6.6 και 6.7 έπουμε
τον υποοισμό της συνάρτησης g ια ένα ράφο με 1000 κορυφές και ια
δύο διαφορετικές τιμές της τυπικής απόκισης. Μπορούμε να παρατηρήσουμε
αυτό που επισημάναμε και πριν, το εονός δηαδή ότι οι ακμές στα όρια τν
αντικειμένν είναι πιο επτές στη δεύτερη μέοδο. Στα σήματα 6.8 και 6.9

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

(αʹ) Μέοδος Sakaridis et al. [30][24]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

(ʹ) Προτεινόμενη μέοδος

Σήμα 6.6: Συνάρτηση g με ράφο 1000 σημείν και σ = 0.01 ια τετρανικό
αντικείμενο
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Σήμα 6.7: Συνάρτηση g με ράφο 1000 σημείν και σ = 0.005 ια τετρα-
νικό αντικείμενο

εικονίζονται τα ίδια σήματα ια ράφο με 2000 ακμές. Διαπιστώνουμε ότι η
διαφορά στο πάος τν ακμών έει μειεί σε σέση με πριν. Παράηα
στα σήματα 6.10 ές και 6.13 παρουσιάζονται τα αποτεέσματα ια 2 κο-
ντινά αντικείμενα, ένα τρίνο κι έναν κύκο. Εδώ φαίνεται ακόμα πιο κααρά
η ανάκη ια μικρό πάος τν ακμών. Στην περίπτση της μεόδου 1 τα 2
αντικείμενα μόις που είναι διαρίσιμα ια μικρή τιμή του σ ενώ στη δεύτερη
μέοδο ακόμα ια μικρούς ράφους τα αντικείμενα είναι διαρίσιμα.
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Σήμα 6.8: Συνάρτηση g με ράφο 2000 σημείν και σ = 0.01 ια τετρανικό
αντικείμενο
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Σήμα 6.9: Συνάρτηση g με ράφο 2000 σημείν και σ = 0.005 ια τετρα-
νικό αντικείμενο

6.2.3 Τεική μορφή συνάρτησης επιπεδοσυνόν

Στην ενότητα αυτή α συκρίνουμε την τεική μορφή της συνάρτησης επι-
πεδοσυνόν ια τις δύο μεόδους και α σοιάσουμε μερικά σημαντικά στοι-
εία. Επειδή στη μέοδο που προτείναμε η συνάρτηση επιπεδοσυνόν παίρνει
αρνητικές τιμές στο εστερικό της καμπύης στα ραφήματα φαίνεται η συνάρ-
τηση −u ια αντιπαραοή με την πρώτη μέοδο. Στο σήμα 6.14 έπουμε
τις συναρτήσεις επιπεδοσυνόν ια ένα ράφο 2000 κορυφών σε ένα σύν-
ετο σήμα. Οι παρατηρήσεις που μπορούμε να κάνουμε είναι οι εξής. Αρικά
στη μέοδο 2 παρατηρούμε ότι υπάρει μια απότομη μεταοή της συνάρτησης
u στα άκρα. Αυτό είναι φυσιοοικό καώς επιάεται από τις συνοριακές
συνήκες που καορίζουν ότι δεν υπάρει μεταοη τν τιμών στα άκρα στην
κάετη κατεύυνση (συνοριακές συνήκες Νeumann). Παρ’όα αυτά εάι-
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Σήμα 6.10: Συνάρτηση g με ράφο 1000 σημείν και σ = 0.01 ια τα 2
αντικείμενα
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Σήμα 6.11: Συνάρτηση g με ράφο 1000 σημείν και σ = 0.005 ια τα 2
αντικείμενα

στα μακριά από το σύνορο η τιμή της συνάρτησης ομαοποιείται όπς επίσης
και στα σημεία που αμάνει ετικές τιμές. Βέπουμε δηαδή ότι έει επέει
σύκιση ιατί κοιτώντας τη διαφορική εξίσση η ρονική παράος μηδενί-
ζεται είτε στα σημεία που η κίση της συνάρτησης είναι 0 (στα επίπεδα σημεία
της) είτε στα όρια τν αντικειμένν που η συνάρτηση g μηδενίζεται. Στην περί-
πτση της πρώτης μεόδου η συνάρτηση είναι ομαή κοντά στο σύνορο καώς
η διαφορική εξίσση εξείσσεται με εεύερες συνοριακές συνήκες στα άκρα.
Παράηα εντός του αντικειμένου η συνάρτηση επιπεδοσυνόν είναι ιό-
τερο ομαή από αυτή που προκύπτει στη δεύτερη περίπτση. Μια τεευταία
παρατήρηση είναι ότι στη δεύτερη μέοδο έπουμε ότι η συνάρτηση παρου-
σιάζει μεαύτερο εύρος τιμών σε σέση με την πρώτη, συκεκριμένα παίρνει
τιμές στο διάστημα [−0.5, 0.3] σε σέση με το [−0.2, 0.1] της πρώτης μεό-
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Σήμα 6.12: Συνάρτηση g με ράφο 2000 σημείν και σ = 0.01 ια τα 2
αντικείμενα

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

(αʹ) Μέοδος Sakaridis et al. [30][24]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

(ʹ) Προτεινόμενη μέοδος

Σήμα 6.13: Συνάρτηση g με ράφο 2000 σημείν και σ = 0.005 ια τα 2
αντικείμενα

δου. Αυτό μπορεί ίσς να ερηεί σαν ένας δείκτης μεαύτερης ευρστίας.
Βέποντας ακόμα και το σήμα 6.15 που αντιστοιεί στην ανανώριση ενός
σταυροειδούς αντικειμένου οι παρατηρήσεις μας επιεαιώνονται κι εδώ. Παρά
το εονός ότι και οι δύο αόριμοι ανανρίζουν επιτυώς το αντικείμενο
η συνάρτηση επιπεδοσυνόν που προκύπτει με τη δεύτερη μέοδο είναι πού
πιο ομαή στο εστερικό του αντικειμένου.

6.2.4 Χρονικό ήμα

Για το τέος αφήσαμε το κομμάτι που αφορά τον καορισμό του ρονι-
κού ήματος. Στα πειραματικά αποτεέσματα που άαμε στη δεύτερη μέοδο
ρησιμοποιήηκε ρονικό ήμα ∆t2 = 0.01 ενώ στην πρώτη ∆t1 = 0.005. Δο-
κιμάζοντας να αυξήσουμε το ρονικό ήμα στη δεύτερη περίπτση, η μέοδος
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Σήμα 6.14: Συνάρτηση επιπεδοσυνόν u ια ράφο 2000 σημείν
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(ʹ) Προτεινόμενη μέοδος

Σήμα 6.15: Συνάρτηση επιπεδοσυνόν u ια ράφο 2000 σημείν

δεν απέδιδε καά σε σύνετα σήματα. Επίσης η πρώτη μέοδος ρειάζεται
κατά μέσο όρο ρόνο T1 = 400 · ∆t1 = 2. Αντίετα ια την δεύτερη μέοδο
ρειάζεται ρόνος 2 = 10 ·∆t2 = 0.1. Έτσι παρά το εονός ότι η κάε επα-
νάηψη του δεύτερου αορίμου απαιτεί πού μεαύτερο ρόνο από αυτή
του πρώτου, η διαφορά εξισορροπείται από το συνοικό πήος τν ρονικών
ημάτν που πρέπει να εκτεεστούν.

6.3 Πειραματικά αποτεέσματα σε κρίζες ει-
κόνες

Στο κομμάτι αυτό α μεετήσουμε τους αορίμους ς προς την ικανό-
τητα ανίνευσης αντικειμένν σε κρίζες εικόνες. Συκεκριμένα, η εικόνα που
α ρησιμοποιήσουμε είναι η εικόνα του σήματος 6.16. Στην περίπτση της
δεύτερης μεόδου κατορώσαμε να πετύουμε το διαρισμό τν αντικειμένν
ρησιμοποιώντας ράφο με 2000 κορυφές. Κάτι τέτοιο δεν ήταν δυνατό στην
πρώτη μέοδο ό της ανεπαρκούς δυνατότητας διαρισμού τν κοντινών
αντικειμένν. Στα σήματα 6.17 ές 6.19 έπουμε τη συνάρτηση τερματι-
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Σήμα 6.16: Γκρίζα εικόνα διαστάσεν 246× 300 pixels

σμού, το αντικείμενο στο ράφο καώς και τη συνάρτηση επιπεδοσυνόν ια
τη δεύτερη μέοδο. Παρατηρούμε ότι το αποτέεσμα της ανίνευσης είναι
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Σήμα 6.17: Προτεινόμενη μέοδος - Συνάρτηση τερματισμού g

πού καό, καώς εντοπίζει με ακρίεια τα όρια τν τεσσάρν αντικειμένν.
Η συνάρτηση επιπεδοσυνόν δεν είναι τεείς επίπεδη στο εστερικό τν
αντικειμένν. Αυτό υποδεικνύει ότι α έπρεπε ίσς να αφήσουμε τον αό-
ριμο να εξειεί ια ίο ρόνο ακόμα ές ότου επέει ακριής σύκιση.
Αυτό δε μας επηρεάζει έαια αφού ήδη η συνάρτηση επιπεδοσυνόν έει το
σστό πρόσημο στην περιοή αυτή. Επισημαίνεται ότι ια όους σύκρισης
με την πρώτη μέοδο η συνάρτηση u απεικονίζεται με αντίετο πρόσημο.

Στη συνέεια παρουσιάζονται τα αντίστοια σήματα ια τη μέοδο [30],
ρησιμοποιώντας δηαδή ράφο 2000 κορυφών. Οι παράμετροι που επιέη-
καν είναι οι έτιστες όπς επιέηκαν στο [30] Παρατηρούμε ότι αν και
φαίνεται η μέοδος να ανινεύει σε ένα αμό τα αντικείμενα υπάρει ένα με-
άο πρόημα. Η μέοδος ια το συνδυασμό αυτό τν παραμέτρν είναι αστα-
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Σήμα 6.18: Προτεινόμενη μέοδος - Αποτέεσμα ανίνευσης
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Σήμα 6.19: Προτεινόμενη μέοδος - Συνάρτηση επιπεδοσυνόν u

Σήμα 6.20: Μέοδος Sakaridis et al. [30][24] - Συνάρτηση τερματισμού g

ής. Μπορούμε να δούμε παρατηρώντας τη συνάρτηση τν επιπεδοσυνόν ότι
αυτή παίρνει τιμές της τάξης του 105 κάτι που σαφώς είναι ανεπιύμητο. Μια
ύση α μπορούσε να είναι η περαιτέρ εάττση του ρονικού ήματος, κάτι
όμς που α έκανε τη μέοδο υπεροικά αρή. Στα σήματα 6.23, 6.25 και
6.24 μπορούμε να δούμε τα αντίστοια αποτεέσματα μεταάοντας το πή-
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Σήμα 6.21: Μέοδος Sakaridis et al. [30][24] - Αποτέεσμα ανίνευσης

0
50

100
150

200
250

300
350

0

50

100

150

200

250
−4000

−3500

−3000

−2500

−2000

−1500

−1000

−500

0

500

Σήμα 6.22: Μέοδος Sakaridis et al. [30][24] - Συνάρτηση επιπεδοσυνόν u

ος τν κορυφών σε 6000 αναζητώντας καύτερο αποτέεσμα. Πράματι αυτή
τη φορά η μέοδος είναι ευσταής. Εντούτοις δεν ανανρίζει επιτυώς τα 4
αντικείμενα. Για τη ετίση του αποτεέσματος μπορούν να ρησιμοποιηούν
ράφοι οι οποίοι δεν είναι ρικά ομοενείς, όπς ια παράδειμα ράφος δη-
μιουρημένος μέσ watershed όπς περιράφεται στην ερασία [30]. Πρέπει

Σήμα 6.23: Μέοδος Sakaridis et al. [30][24] με ράφο 6000 κορυφών - Συ-
νάρτηση τερματισμού g

να τονιστεί ότι όπς ρέηκε στο [30] ο παράοντας β που καορίζει την τα-
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Σήμα 6.24: Μέοδος Sakaridis et al. [30][24] με ράφο 6000 κορυφών - Απο-
τέεσμα ανίνευσης
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Σήμα 6.25: Μέοδος Sakaridis et al. [30][24] με ράφο 6000 κορυφών - Συ-
νάρτηση επιπεδοσυνόν u

ύτητα της δύναμης μπαονιού πρέπει να μειεί σημαντικά κατ’ απόυτη τιμή
έτσι ώστε να πάρουμε καά αποτεέσματα. Αυτό όμς καιστά τη σύκιση
πού πιο αρή κι έτσι ο αόριμος πρέπει να τρέξει ια δεκαπάσιο σεδόν
πήος επαναήψεν ια να προσείσουμε τη σύκιση. Το εονός αυτό
σε συνδυασμό με το εονός ότι στη μέοδο που προτείναμε δε ρειάζεται
μεταοή της παραμέτρου αυτού κάνει τη δεύτερη μέοδο κατά πού υποοι-
στικά ταύτερη. Επίσης το συμπέρασμα που μπορεί να εξαεί, πέραν από την
ταύτητα της διαδικασίας είναι ότι ακόμα και με μικρό πήος κορυφών του
ράφου η δεύτερη μέοδος ειτουρεί εξαιρετικά στην πιο δύσκοη περίπτση
τν κρίζν εικόνν.

6.4 Μερικά συμπεράσματα

Έοντας κατά νου τα πειραματικά αποτεέσματα που εξάαμε προηου-
μένς α προρήσουμε σε κριτική αξιοόηση τν δύο μεόδν. Η πρώτη
παρατήρηση είναι ότι η προτεινόμενη μέοδος συμπεριφέρεται πού καύτερα
σε ράφους με μικρό πήος κορυφών. Μοναδική προϋπόεση είναι οι κορυφές
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να είναι τόσες όσες ρειάζεται έτσι ώστε να μπορεί να προσειστεί η κίση
της συνάρτησης εικόνας στα όρια μεταξύ τν αντικειμένν. Όσο αυξάνουμε
το πήος τν κορυφών τότε η απόδοση τν δύο μεόδν ίνεται παραπήσια.
Δηαδή στο όριο τν μεάν ράφν αναμένουμε σύκιση στην ακριή
ύση της διαφορικής εξίσσης.

Επιπέον παρατηρήσαμε ότι η προτεινόμενη μέοδος ανινεύει πιο πιστά
τα περιράμματα τν αντικειμένν. Συκεκριμένα, η μέοδος [30] παρ’ ότι
ανινεύει πού καά τη μορφή του περιράμματος συνής το αποτέεσμα της
ανανώρισης περιαμάνει και το εξτερικό περίραμμα του αντικειμένου, το
οποίο όμς δεν ανήκει στο αντικείμενο.

Ένα άο στοιείο είναι η υπεροή της προτεινόμενης μεόδου στην εκτί-
μηση του μέτρου της κίσης της συνάρτησης εικόνας η οποία δίνει επτότερες
ακμές και κατά συνέπεια διαρισμός κοντινών αντικειμένν με μικρούς σε-
τικά ράφους. Αυτό είναι κι ένα από τα κυριότερα προήματα που αντιμετ-
πίζει η μέοδος [30] σε μικρούς ράφους.

Παράηα ευερετική επίδραση στη μέοδο που προτάηκε έει και το
εονός ότι δε ρειάζεται να υποοιστεί η κίση της συνάρτησης g, η προ-
σέιση της οποίας είναι δύσκοη αν ο ράφος δεν είναι αρκούντς μεάος
αφού αποτεεί προσέιση δεύτερης τάξης. Θα μπορούσε επομένς να ίνει
τροποποίηση του αορίμου της μεόδου [30] ώστε ο όρος που περιαμάνει
τη συνάρτηση g να ενσματεί εντός του τεεστή g όπς στη μέοδο που
προτάηκε στην ερασία αυτή και να συκριεί με την αρική ιδέα ώστε να
διαπιστεί αν έει ετική επίδραση.

Επιπροσέτς αξίζει να σημειεί ότι η προτεινόμενη μέοδος είναι αρκετά
εύρστη αφού ειτουρεί σστά ια ένα μεάο εύρος τιμών τν παραμέτρν,
όπς το πήος τν κορυφών του ράφου, η τυπική απόκιση του αυπερατού
φιτραρίσματος και το ρονικό ήμα. Στα πειράματα που κάναμε πήραμε πού
καά αποτεέσματα αφήνοντας αμετάητες τις τιμές τν παραμέτρν αυτών
ια μια μεάη κατηορία σημάτν και εικόνν. Αντίετα στη μέοδο [30]
έπρεπε να πειραματιζόμαστε με τις τιμές τους ώστε να πετύουμε το καύτερο
κάε φορά αποτέεσμα.

Εξετάζοντας τέος τη ρονική πουποκότητα τν μεόδν το συμπέ-
ρασμα που μπορεί να εξαεί είναι ότι στις περιπτώσεις τν μικρών ράφν
και της κρίζας εικόνας η δεύτερη μέοδος είναι ταύτερη και αυτό οφείεται
αποκειστικά στο εονός ότι μπορούμε να διαέξουμε ποαπάσιο ρονικό
ήμα σε σέση με αυτό της πρώτης μεόδου. Σε μεάους ράφους όμς η
ψαίδα αυτή κείνει ρήορα και από κάποιο σημείο και μετά (περίπου 4000
κορυφές) η μέοδος [30] είναι ταύτερη επειδή στη μέοδο πεπερασμένν στοι-
είν η πουποκότητα είναι τετρανική ς προς το πήος τν κορυφών
του ράφου όπς αναύηκε σε προηούμενο κεφάαιο.
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Κεφάαιο 7

Μερικές Εφαρμοές

7.1 Εισαή

Στο κεφάαιο αυτό α επικεντρούμε σε μερικές εφαρμοές της μεό-
δου που αναπτύξαμε. Αρικά α εξετάσουμε ένα πρόημα που ξεφεύει από
το στενό παίσιο του τομέα της Όρασης Υποοιστών. Θα ασοηούμε με
ενικότερα προήματα κατάτμησης με άση κάποιο (μονοδιάστατο) αρακτη-
ριστικό σε δεδομένα που μπορούν να παρασταούν σε μορφή ράφου. Το αρα-
κτηριστικό αυτό είναι μία πραματική συνάρτηση ορισμένη πάν στις κορυφές
του ράφου ο οποίος ια τις ανάκες της μεόδου πρέπει να είναι ένας ράφος
Delaunay. Η άη εφαρμοή α είναι η ρήση της μεόδου που αναπτύηκε
σε εικόνες οι οποίες αποτεούν μια ειδική περίπτση ράφου, ένα κανονικό
πέμα.

Αφού οι G.A.C. αφορούν εμετρική εξέιξη καμπυών μια ιδανική εφαρ-
μοή τους είναι σε ράφους που σηματίζονται από εραφικά δεδομένα.
Δηαδή έοντας διαέσιμο ένα σύνοο έσεν που εκφράζεται μέσ ερα-
φικών συντεταμένν και μια συνάρτηση ορισμένη στις έσεις αυτές (ια πα-
ράδειμα το ποσοστό της ανερίας στις μεαύτερες ευρπαϊκές πόεις ή η
ετήσια ποσότητα ροής στα διάφορα μέρη Εάδας) σηματίζουμε το ράφο
Delaunay που προκύπτει με κορυφές τα σημεία που διαέτουμε και εφαρμό-
ζουμε τη μέοδο που αναπτύξαμε ύστερα από κατάηη επεξερασία τν δε-
δομένν. Η ρήση του ράφου Delaunay έει το πεονέκτημα ότι ειτονικές
περιοές συνδέονται μεταξύ τους και μάιστα με τρόπο τέτοιο έτσι ώστε το
προκύπτον ράφημα να παραμένει επίπεδο (εονός που οφείεται στον τρόπο
δημιουρίας του μέσ του διαράμματος Voronoi) και επίσης το ρίο που
προκύπτει είναι κυρτό, κάτι που είναι επιυμητό καώς συμάει στην ομαό-
τητα της ύσης της διαφορικής εξίσσης. Ένα διόου αμεητέο μειονέκτημα
όμς αποτεεί το εονός ότι ενδέεται να υπάρουν κορυφές του ράφου οι
οποίες συνδέονται με ακμές μεάου μήκους. Αυτό μπορεί να συμεί στις κο-
ρυφές που ρίσκονται στο όριο (περίραμμα) και έει αρνητική επίδραση στη
σύκιση της ύσης της διαφορικής εξίσσης. Στην παρούσα ερασία η κύρια
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εφαρμοή α είναι η κατάτμηση του άρτη της Εάδας καώς και της ευρύτε-
ρης περιοής της Αήνας με άση τα αποτεέσματα του δημοψηφίσματος της
5ης Ιουίου 2015.

Όσον αφορά το κομμάτι τν εικόνν, αρικά α επιειρηεί να ίνει εξα-
ή της ακριής μορφής τν συντεεστών του συστήματος και στη συνέεια
μετά τη ερητική μεέτη α ίνει εφαρμοή και σοιασμός της απόδοσης
της μεόδου.

7.2 Εφαρμοή σε εραφικά δεδομένα

7.2.1 Συμπηρματικά στοιεία

Πριν ίνει η παρουσίαση της εφαρμοής του αορίμου ρειάζεται να πα-
ρουσιαστούν κάποια επιπέον στοιεία που είναι απαραίτητα ια την κατανόηση
και που δεν είε ρειαστεί να αναφερούν μέρι στιμής. Το πρώτο κομμάτι
αφορά την τοποέτηση τν κορυφών του ράφου στο μοναδιαίο τετράνο και
το δεύτερο την τιμή της ενσμάτουσας συνάρτησης.

Αρικά, οι έσεις τν κορυφών τν ράφν που διαέτουμε πάν στην
επιφάνεια της Γης εκφράζονται μέσ του εραφικού πάτους και μήκους
τους (φ και λ αντιστοια). Χρειάζεται συνεπώς το ζεύος αυτό τν τιμών
(φ, λ) να μετατραπεί σε ένα άο ζεύος (x, y) που εκφράζει τη έση τν
κορυφών πάν στο επίπεδο. Αυτό μπορεί να ίνει μέσ του μετασηματισμού

x = λ

y =
1

2
ln
(
1 + sinφ
1− sinφ

)
η οποία είναι μια μορφή μερκατορικής ή κυινδρικής προοής όπς είναι ν-
στό από τη αρτοραφία. Επιπέον κανονικοποιούμε τις συντεταμένες αυτές
ώστε τα σημεία να ρίσκονται εντός του μοναδιαίου τετραώνου με κατάηη
μετατόπιση και εν συνεεία κιμάκση.

Παράηα αν f η ενσμάτουσα συνάρτηση, την οποία επιέξαμε να αντι-
στοιεί στο ποσοστό του ΟΧΙ στο δημοψήφισμα, την κανονικοποιούμε ια
να πάρει τιμές εντός του διαστήματος [0, 1] διαιρώντας όες τις τιμές με τη
μέιστη τιμή της f . Συν τοις άοις το αυπερατό φιτράρισμα που παρου-
σιάσαμε σε προηούμενο κεφάαιο έει τον περιορισμό ότι αμάνει υπόψιν
μόνο τις τιμές στη ειτονιά μιας κορυφής, οπότε ακόμα και αν αυξήσουμε κατά
πού την τυπική απόκιση σ της καουσιανής δε μπορούμε να επιτύουμε φι-
τράρισμα μεάης κίμακας. Για να ύσουμε το πρόημα αυτό προτείνουμε
μια επέκταση ασισμένη στην ιδέα τν ASF(alternating sequential filtering με
διαδοικά closing και opening). Συκεκριμένα επανααμάνουμε διαδοικά α-
υπερατό φιτράρισμα ια αρκετές (5-10) φορές ώστε η συνάρτηση f να ίνει
αρκούντς ομαή ρίς απότομες διακυμάνσεις και “όρυο” σε μεμονμένες
κορυφές.
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7.2.2 Αποτεέσματα δημοψηφίσματος στην Αήνα

Αρικά α επιειρήσουμε να κάνουμε κατάτμηση της ευρύτερης μητροπο-
ιτικής περιοής της Αήνας σε επιμέρους περιοές με άση τα αποτεέσματα
ανά εκοικό τμήμα. Τα δεδομένα αντήηκαν από την ιστοσείδα του Πρτο-
δικείου Αηνών. Απουσιάζουν τα δεδομένα από τις εκοικές περιφέρειες του
Πειραιά καώς τα αποτεέσματα του δημοψηφίσματος ανά εκοικό τμήμα δεν
ήταν διαέσιμα μέρι τη στιμή που ραφόταν η παρούσα ερασία. Χρησιμοποι-
ήηκαν οιπόν τμήματα από τις εκοικές περιφέρειες Α’ και Β’ Αηνών καώς
και από μερικούς κοντινούς δήμους της Αττικής. Στο σήμα 7.1 έπουμε τις
κορυφές του ράφου Delaunay που προκύπτει ο με κορυφές τις εραφικές
έσεις τν εκοικών τμημάτν και το κυρτό περίημά του. Το ρίο στο
οποίο α επιυεί η εξίσση εξέιξης τν ενερών καμπυών είναι το κυρτό
περίημα (convex hull) τν κορυφών του ράφου.

Σήμα 7.1: Γράφος μητροποιτικής περιοής Αηνών

Στη συνέεια, στο σήμα 7.2 μπορούμε να δούμε τη ραφική απεικόνιση
τν αποτεεσμάτν του δημοψηφίσματος πάν στις κορυφές του ράφου. Με
μία πρόειρη ματιά μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι υπάρει μία σαφής υπεροή
του “ΟΧΙ” στα δυτικά προάστια και αντίστοια μια υπεροή του “ΝΑΙ” στα
όρεια προάστια. Επίσης στο κέντρο της Αήνας και σε κοντινές σε αυτό
περιοές όπς το Ψυικό το “ΟΧΙ” εμφανίζει μειμένα ποσοστά, κάτ από τη
μέση τιμή του. Αυτήν ακριώς την περιοή α επιειρήσουμε να ανινεύσουμε
καότι οι δύο προαναφερείσες περιοές που ρίσκονται κοντά στο σύνορο
του ράφου δε μπορούν να εντοπιστούν με ρήση GAC . Θα ρειαζόμασταν
επιπέον κορυφές που εκτείνονται πέραν τν περιοών αυτών έτσι ώστε η
αρική καμπύη να περικείει το σύνοο τν κορυφών τν περιοών αυτών.

Πριν προρήσουμε στην εφαρμοή του αορίμου πρέπει να φιτράρουμε
την εικόνα, όπς αναφέρηκε και πριν. Επειδή η συνάρτηση που απεικονίζει τα
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Σήμα 7.2: Γραφική απεικόνιση αποτεεσμάτν δημοψηφίσματος

αποτεέσματα είναι σετικά ομαή δεν απαιτείται επανααμανόμενο φιτρά-
ρισμα ια μεαύτερη εξομάυνση. Στο σήμα 7.3 έπουμε τη συνάρτηση
αποτεεσμάτν έπειτα από αυπερατό φιτράρισμα με καουσιανή τυπικής
απόκισης σ = 0.1.
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Σήμα 7.3: Η συνάρτηση τν αποτεεσμάτν στην μητροποιτική περιοή της
Αήνας μετά από αυπερατό φιτράρισμα

Είμαστε οιπόν πέον έτοιμοι ια την εφαρμοή του αορίμου. Στο
σήμα 7.4 έπουμε την εξέιξη της καμπύης πάν στο ράφο μαζί με το
τεικό αποτέεσμα ανίνευσης ενώ στο σήμα 7.5 τη συνάρτηση επιπεδοσυ-
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(αʹ) (ʹ) (ʹ)

(δʹ) (εʹ) (στʹ)

Σήμα 7.4: Εξέιξη G.A.C. στο ράφο της μητροποιτικής περιοής της Αή-
νας

νόν μετά τη σύκιση. Παρατηρούμε ότι ο αόριμος ανίνευσε επιτυώς
την περιοή που περιράψαμε κατά την οπτική εξέταση τν δεδομένν παρά
τους περιορισμούς που υπήραν και οι οποίοι σετίζονταν με το μικρό πήος
κορυφών του ράφου (της τάξης τν 600) αά και τις μεάες αποστάσεις
μεταξύ ειτονικών κορυφών στο σύνορο του ρίου. Για την αντιστάμιση
τν αρνητικών επιπτώσεν τν παραπάν παραμέτρν ρησιμοποιήηκε εα-
φρώς μικρότερο ρονικό ήμα ια να ίνει πιο ομαή εξέιξη της συνάρτησης
επιπεδοσυνόν.

7.2.3 Αποτεέσματα δημοψηφίσματος στην Επικράτεια

Στην ενότητα αυτή α μεετήσουμε το ίδιο πρόημα αά σε όη την
επικράτεια ρησιμοποιώντας τα δεδομένα ανά δημοτική ενότητα αυτή τη φορά.
Τα στοιεία εξήησαν από την ιστοσείδα του Υπουρείου Εστερικών και
περιαμάνουν όη την ηπειρτική και νησιτική Εάδα με εξαίρεση τη νήσο
Καστεόριζο το οποίο παραείφηκε ό της πού απομακρυσμένης ε-
ραφικής έσης του η οποία πιανόν να αοίνε την ποιότητα τν αποτε-
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Σήμα 7.5: Συνάρτηση επιπεδοσυνόν

εσμάτν. Στο σήμα 7.6 έπουμε τις κορυφές του ράφου Delaunay που
παράηκε καώς και το κυρτό περίημά τους. Κοιτώντας τον παρατηρούμε
ότι ρίζεται σε 3 περιοές ανάοα με την πυκνότητα τν κορυφών, στην
περιοή τν νήσν στην οποία οι κορυφές είναι αραιά τοποετημένες, στην
περιοή της ηπειρτικής Εάδας όπου έουμε μέτρια πυκνότητα και τέος
στην περιοή τν μεάν αστικών κέντρν Αήνας και Θεσσαονίκης όπου
υπάρει αυξημένη πυκνότητα. Αυτό μας προδιαέτει να αναμένουμε διαφορετική
ανάυση -διακριτική ικανότητα- στις διάφορες περιοές κατά την εφαρμοή του
αορίμου.

Σήμα 7.6: Γράφος Εηνικής Επικράτειας
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Στη συνέεια, στο σήμα 7.7 μπορούμε να δούμε τη ραφική απεικόνιση
τν αποτεεσμάτν του δημοψηφίσματος πάν στις κορυφές του ράφου. Κοι-
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Σήμα 7.7: Γραφική απεικόνιση αποτεεσμάτν δημοψηφίσματος στην Επικρά-
τεια

τώντας το ράφημα αυτό παρατηρούμε ότι η επιφάνεια της συνάρτησης αποτε-
εσμάτν είναι ιδιαίτερα τραεία με απότομες ρικές μεταοές. Στο σημείο
αυτό υπεισέρεται το φιτράρισμα που περιράψαμε προηουμένς ια να ίνει
εξομάυνση σε μεαύτερη κίμακα. Στο συκεκριμένο πείραμα επαναάαμε
το φιτράρισμα 5 φορές και πήραμε το αποτέεσμα που φαίνεται στο σήμα 7.8.
Η φιτραρισμένη εκδοή παρουσιάζει πού καύτερες ιδιότητες αναφορικά με
την ομοιοένεια της συνάρτησης και πέον ίνονται περισσότερο εμφανείς επι-
μέρους περιοές (clusters) πάν στο ράφο, όπς ια παράδειμα ένα μεάο
τμήμα της Πεοποννήσου μαζί με την ευρύτερη περιοή της Αήνας.

Στη συνέεια, στο σήμα 7.9 έπουμε την εξέιξη τν καμπυών κατά
την εφαρμοή τν αορίμν, ενώ στο σήμα 7.10 φαίνεται η συνάρτηση
επιπεδοσυνόν.

7.3 Εφαρμοή σε πραματικές εικόνες

Για το τέος α εξετάσουμε την απόδοση του αορίμου σε πραματι-
κές εικόνες. Η εικόνα που ρησιμοποιούμε προέρεται από τη άση δεδομένν
Berkeley [21] και ια την ακρίεια είναι μια μικρότερη εκδοή της αρικής ει-
κόνας. Αρικά α επιειρήσουμε κατάτμηση της εικόνας με τον πήρη ράφο
που αποτεείται από όα τα pixel και κατασκευάζεται σύμφνα με αυτά που
ειπώηκαν στα προηούμενα κεφάαια. Στα σήματα 7.11 και 7.12 έπουμε
την εξέιξη της καμπύης πάν στην εικόνα καώς και τη συνάρτηση επιπε-
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Σήμα 7.8: Η συνάρτηση τν αποτεεσμάτν στην Επικράτεια μετά από α-
υπερατό φιτράρισμα

δοσυνόν μετά τη σύκιση.
Όπς αναφέραμε και προηουμένς η διαδικασία εξέιξης τν καμπυών

στον πήρη ράφο της εικόνας ο οποίος έει 282 · 282 ≈ 80, 000 κορυφές
είναι ιδιαίτερα ρονοόρα διαδικασία. Έτσι παρ’όο που τα αποτεέσματα είναι
άκρς ικανοποιητικά η μέοδος με την παρούσα μορφή δεν είναι αποδοτική
ια τη ρήση σε εφαρμοές που απαιτούν ταύτητα. Μία από τις ύσεις που
μπορούμε να εφαρμόσουμε δίς την τροποποίηση του πυρήνα του αορίμου
είναι η υποδειματοηψία της εικόνας και η εφαρμοή του αορίμου στο
ράφο που προκύπτει. Στο σήμα 7.13 έπουμε το αποτέεσμα κατάτμησης
μετά την υποδειματοηψία με ράφους 2000 και 4000 κορυφών, σημαντικά
μικρότερν σε σέση με τον αρικό.

Παρατηρούμε ότι το αποτέεσμα – ειδικά στη δεύτερη περίπτση – είναι
που ικανοποιητικό και προσείζει αυτό με τον πήρη ράφο έοντας μειώσει
σημαντικά το ρόνο εκτέεσης.
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(αʹ) (ʹ) (ʹ)

(δʹ) (εʹ) (στʹ)

Σήμα 7.9: Εξέιξη G.A.C. στο ράφο της Επικράτειας
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Σήμα 7.10: Συνάρτηση επιπεδοσυνόν στο ράφο της Επικράτειας
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(αʹ) (ʹ) (ʹ)

(δʹ) (εʹ) (στʹ)

Σήμα 7.11: Εξέιξη G.A.C. στην εικόνα με διάστασεις 282× 282 pixels

Σήμα 7.12: Συνάρτηση επιπεδοσυνόν ια την εικόνα

(αʹ) 1/40 (ʹ) 1/20

Σήμα 7.13: Κατάτμηση μετά από υποδειματοηψία



Κεφάαιο 8

Συμπεράσματα

8.1 Αποτεέσματα διπματικής

Όπς αναφέρηκε και καταδείηκε στα προηούμενα κεφάαια η προτει-
νόμενη μέοδος παρουσιάζει πού καά αποτεέσματα και εύρστη συμπερι-
φορά ια ένα μεάο εύρος τν παραμέτρν που ρυμίζουν το μοντέο. Στο
[30] παρατηρήηκε ότι η απόδοση της μεόδου GAC ετιώνεται αν ερή-
σουμε ράφους με δομή Delaunay. Περιοριζόμενοι οιπόν σε αυτήν την κατη-
ορία ραφημάτν, αν ρησιμοποιήσουμε τη μέοδο πεπερασμένν στοιείν
μπορούμε να ετιώσουμε ακόμα περισσότερο την απόδοση στα σημεία που
οι προηούμενες μέοδοι [30] και [12] αντιμετώπιζαν δυσκοίες, δηαδή σε
ράφους με μικρό σετικά πήος κορυφών. Σε αυτούς τους ράφους είναι
δύσκοη η αποτεεσματική εκτίμηση τν διαφορικών τεεστών, ειδικά στα
σημεία που επιειρούνται προσείσεις δεύτερης τάξης. Για ράφους με με-
άο πήος κορυφών δεν υπάρουν ουσιαστικές διαφορές στην απόδοση της
προτεινόμενης και τν προαναφερεισών μεόδν. Όμς επισημάναμε ότι η
μέοδος που ρησιμοποιεί πεπερασμένα στοιεία έει τετρανική πουπο-
κότητα ς προς το πήος τν κορυφών του ράφου, κάτι που καιστά σεδόν
απαορευτική την εφαρμοή της σε μεάους ράφους, όπς αυτοί που προκύ-
πτουν από μεσαίου και μεάου μεέους εικόνες. Επομένς η μέοδος αυτή
δε μπορεί να αντικαταστήσει τις μεόδους [30] και [12] σε όο το φάσμα τν πι-
ανών εφαρμοών. Στη συνέεια παρουσιάζονται συνοπτικά τα αποτεέσματα
της σύκρισης τν παραπάν μεόδν.

Προτεινόμενη μέοδος

Πλεονεκτήματα

• Καύτερη απόδοση σε μικρούς ράφους

• Λεπτότερες ακμές κατά τον υποοισμό της κίσης

95
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• Δυνατότητα επιοής σετικά μεάου ρονικού ήματος ό της ρή-
σης της πεπεμένης μεόδου Euler

• Πιο εύρστη στις μεταοές τν παραμέτρν του μοντέου

• Ομαότητα συνάρτησης επιπεδοσυνόν μετά τη σύκιση

Μειονεκτήματα

• Πρόημα σε μεάους ράφους ό της ασυμπττικής πουποκότη-
τας

• Μπορεί να ρησιμοποιηεί μόνο σε ράφους με δομή Delaunay

Μέοδος Σακαρίδη

Πλεονεκτήματα

• Μπορεί να εφαρμοστεί σε ράφους αυαίρετης δομής

• Μπορεί να εφαρμοστεί ρίς πρόημα σε μεάους ράφους ό της
ραμμικής πουποκότητας ς προς το πήος τν κορυφών στην περί-
πτση τν ράφν Delaunay

Μειονεκτήματα

• Δυσκοία στην εκτίμηση τν διαφορικών τεεστών σε μικρούς ράφους

• Περιορισμός στην επιοή του ρονικού ήματος, μπορεί να ρειαστεί
να ίνει πού μικρό σε μεάους ράφους

Μιώντας ποσοτικά, όταν εννοούμε μικρούς ράφους αναφερόμαστε σε
ράφους με το πού 2000 κορυφές. Το όριο μέρι το οποίο συνίσταται η ρήση
της προτεινόμενης μεόδου τοποετείται κάπου ανάμεσα στις 4000 και 6000
κορυφές. Από το σημείο αυτό και μετά ανοίει η ψαίδα της ταύτητας μεταξύ
τν δύο μεόδν οπότε η ετίση στην απόδοση που παίρνουμε με την πρώτη
μέοδο είναι πού μικρή σε σέση με τον επιπέον ρόνο που απαιτείται ια
την εκτέεση του αορίμου.

8.2 Βασικές συνεισφορές
Οι ασικές συνεισφορές της διπματικής αυτής ερασίας μπορούν να συ-

νοψιστούν στα ακόουα:

• Μεετήηκαν αναυτικά και αξιοοήηκαν οι ήδη υπάρουσες μέοδοι
που ασοούνται με το πρόημα τν Γεδαιτικών Ενερών Καμπυών
σε ράφους.
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• Εξετάστηκε μια διαφορετική προσέιση ρησιμοποιώντας πεπερασμένα
στοιεία αντί πεπερασμένν διαφορών ια την επίυση της διαφορικής
εξίσσης τν GAC σε ράφους ια να αντιμετπιστούν νστές δυσκο-
ίες τν προηούμενν μεόδν.

• Παρουσιάστηκε με αναυτικό τρόπο το ερητικό υπόαρο και έινε
αυστηρή εμείση της μεόδου αυτής

• Προτάηκαν διαφορετικές μέοδοι ια τη διακριτοποίηση ς προς το
ρόνο και αναύηκαν τα πεονεκτήματα και μειονεκτήματα της καε-
μίας από αυτές.

• Υποοίστηκε η ασυμπττική πουποκότητα της μεόδου υποδεικνύ-
οντας το εύρος εφαρμοών στο οποίο μπορεί να ρησιμοποιηεί.

• Πραματοποιήηκε εκτενής πειραματική εφαρμοή της μεόδου σε τε-
νητά αά και πραματικά δεδομένα και έινε αξιοόησή της.

• Έινε εκτενής σύκριση με παρόμοιες μεόδους στα ίδια δεδομένα ια
την εξαή ρήσιμν συμπερασμάτν.

Μετά την αξιοόηση τν αποτεεσμάτν μπορούμε να προσέσουμε τα ακό-
ουα

• Η μέοδος που προτάηκε μπορεί να ρησιμοποιηεί με επιτυία τόσο και
τενητά όσο και σε πραματικά προήματα.

• Αντιμετπίστηκαν σε μεάο μέρος τους τα προήματα που αντιμετώ-
πιζαν οι προηούμενες μέοδοι σε ράφους με μικρό πήος κορυφών.

• Οι προσείσεις της κίσης και τν άν ποσοτήτν που υπεισέρο-
νται στο πρόημα δίνουν πού καά αποτεέσματα, και επίσης η τεική
συνάρτηση επιπεδοσυνόν είναι πού ομαή μετά τη σύκιση.

• Η επιτυής αυτή εναακτική προσέιση ανοίει το δρόμο ια δοκιμή
παρόμοιν μεόδν και σε άα προήματα της Όρασης Υποοιστών,
αφού πην πιανώς εάιστν εξαιρέσεν, τα πεπερασμένα στοιεία δεν
είαν ρησιμοποιηεί στον κάδο αυτό.

8.3 Μεοντικός προσανατοισμός έρευνας
Η μέοδος που προτάηκε στην παρούσα ερασία παρουσιάστηκε με τρόπο

διεξοδικό, αά δεν έουν αναυεί όες οι πτυές της. Υπάρουν ορισμένα
κομμάτια που δε είησαν και εξετάστηκαν στα παίσια της ερασίας αυτής.

Ένα σημαντικό κομμάτι αφορά τη σύκριση της μεόδου με μεόδους
Graph Cuts, ια να ίνει άμεση σύκριση της απόδοσης τν μεόδν. Στην
παρούσα διπματική προρήσαμε σε συκρίσεις μόνο με άες μεόδους
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ενερών καμπύν, α ήταν καό επομένς να διαμορφεί μια σφαιρική ει-
κόνα της αποδοτικότητας του αορίμου σε σέση με μια άη κατηορία
μεόδν.

Ένας ακόμη μεοντικός προσανατοισμός είναι να διερευνηεί το κατά
πόσον μπορεί να ετιεί η μέοδος και να μειεί η ασυμπττική πουπο-
κότητά της. Κάτι τέτοιο εκ πρώτης όψης φαίνεται ένα δύσκοο εείρημα. Από
την άη, τυόν απόδειξη ότι η μείση της ασυμπττικής πουποκότητας εί-
ναι ανέφικτη είναι εξίσου σημαντική συνεισφορά αφού α οριοετούσε πήρς
τις δυνατότητες ρήσης της μεόδου.

Παράηα α ήταν καό να ίνει ερητική απόδειξη της σύκισης της
προσέισης στο όριο τν μεάν ράφν. Για το σκοπό αυτό όμς απαιτού-
νται άριστες νώσεις μαηματικών, ιδιαίτερα στον τομέα της Συναρτησιακής
Ανάυσης, εονός που καιστά το εείρημα ιδιαιτέρς απαιτητικό. Ίσς μά-
ιστα να ξεφεύει εντεώς και από τον τομέα της Όρασης Υποοιστών και
να υπεισέρεται σε αυτόν τν Εφαρμοσμένν Μαηματικών.

Τέος, α μπορούσε να επιειρηεί η εφαρμοή μεόδν πεπερασμένν
στοιείν και σε άα νστά προήματα της Όρασης Υποοιστών, όπς
ια παράδειμα στις Scale Space PDEs ή και στην Eikonal PDE και να ίνει
σύκριση με τις ήδη υπάρουσες μεόδους.



Παράρτημα Αʹ

Χρήσιμα Μαηματικά
Εραεία

Στην ενότητα αυτή α παραέσουμε μερικά στοιεία από τους Γραμμικούς
Χώρους και τη Συναρτησιακή Ανάυση που α ρειαστούν στα επόμενα κεφά-
αια. Οι έννοιες α διατυπούν συνοπτικά και ρίς αποδείξεις κα’ ότι δεν
αποτεούν το κύριο αντικείμενο της ερασίας. Παραπέμπουμε τον ανανώστη
στη σετική ιιοραφία (. [20], [1]).

Αʹ.1 Διανυσματικοί Χώροι
Ορισμός 1. Ονομάζουμε διανυσματικό χώρο πάνω σε ένα σώμα K ένα σύνολο
V εφοδιασμένο με 2 πράξεις, την πρόσθεση

+ : V × V → V, (x,y) → x+ y

και το βαθμωτό πολλαπλασιασμό με συντελεστές από το σώμα K,

· : K × V → V, (λ,x) → λ · x ή λx

έτσι ώστε ∀x,y, z ∈ V και λ, µ ∈ K να ισχύουν

• x+ y = x+ y (αντιμεταθετική ιδιότητα)

• (x+ y) + z = x+ (y + z) (προσεταιριστική ιδιότητα)

• Υπάρχει 0 ∈ V τέτοιο ώστε x+ 0 = x (ουδέτερο στοιχείο)

• Για κάθε x ∈ V υπάρχει −x ∈ V τέτοιο ώστε x + (−x) = 0 (αντίθετο
στοιχείο)

• (λ+ µ)x = λx+ µx (επιμεριστική ως προς την πρόσθεση του K)

• λ(x+ y) = λx+ λy (επιμεριστική ως προς την πρόσθεση του V )
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• (λµ)x = λ(µx)

• 1 · x = x

Αν K = R τότε ο V έεται πραματικός διανυσματικός ώρος, ενώ αν
K = C τότε έεται μιαδικός. Παραδείματα διανυσματικών ώρν είναι ο
Rn και ο ώρος τν συνεών συναρτήσεν που ορίζονται σε ένα κειστό
διάστημα.

Στη συνέεια α ορίσουμε τους ώρους με νόρμα και τους ώρους με
εστερικό ινόμενο.

Ορισμός 2. Έστω ένας διανυσματικός χώρος V πάνω σε ένα σώμα K. Ορί-
ζουμε ως νόρμα του V μια απεικόνιση ‖·‖ : V → R με τις ιδιότητες

• ‖x‖ > 0 αν ∀x ∈ V,x 6= 0 και ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0,

• ‖λx‖ = |λ|‖x‖, ∀a ∈ K,

• ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (τριγωνική ανισότητα)

Ένας διανυσματικός ώρος εφοδιασμένος με μία νόρμα ονομάζεται ραμ-
μικός ώρος με νόρμα. Η νόρμα μπορεί να ερηεί σαν μία ενίκευση της
έννοιας του μήκους σε αφηρημένους ώρους. Παραδείματα νορμών είναι η
νστή Ευκείδεια νόρμα στον Rn με

‖x‖2 =
(

n∑
i=1

x2i

)1/2

,

ενώ στο ώρο C([a, b]) τν συνεών συναρτήσεν στο διάστημα [a, b] μπο-
ρούμε να ορίσουμε τη νόρμα

‖f‖ = max
x∈[a,b]

|f(x)|

Έπειτα α ορίσουμε τις έννοιες του εστερικού ινομένου και του ώρου
με εστερικό ινόμενο, που ενικεύουν την έννοια της ορονιότητας σε
αφηρημένους ώρους.

Ορισμός 3. Ονομάζουμε εσωτερικό γινόμενο μια απεικόνιση 〈·, ·〉 : V ×V → R
η οποία για κάθε x,y, z και λ, µ ∈ K ικανοποιεί τις ιδιότητες

• 〈λx+ µy, z〉 = λ〈x, z,+〉µ〈y, z〉,

• 〈y,x〉 = 〈x, z〉∗,

• 〈x,x〉 ≥ 0 και 〈x,x〉 = 0 =⇒ x = 0.
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Στην περίπτση που K = R η δεύτερη ιδιότητα ίνεται 〈y,x〉 = 〈x, z〉,
δηαδή το εστερικό ινόμενο είναι αντιμεταετικό. Ένας διανυσματικός ώ-
ρος εφοδιασμένος με εστερικό ινόμενο ονομάζεται διανυσματικός ώρος με
εστερικό ινόμενο.

Επίσης αν έουμε ένα εστερικό ινόμενο μπορούμε να ορίσουμε και μια
νόρμα στο ώρο αυτό παίρνοντας ‖x‖ = 〈x,x〉1/2. Το αντίστροφο προφανώς
δεν ισύει εν ένει. Παραδείματα εστερικών ινομένν κατ’ αντιστοιία με
πριν είναι το σύνηες εστερικό ινόμενο στον Rn που ορίζεται ς

〈x,y〉 =
n∑

i=1

xiyi (Αʹ.1)

και από το οποίο επάεται η Ευκείδια νόρμα. Στο ώρο C([a, b]) μπορούμε
να ορίσουμε το εστερικό ινόμενο

〈f, g〉 =
∫ b

a
fg∗ dx (Αʹ.2)

και αντίστοια τη νόρμα που επάεται από αυτό

‖f‖ =

(∫ b

a
|f |2 dx

)1/2

Ακοούς α ορίσουμε την έννοια του πήρους ώρου.

Ορισμός 4. Έστω ο διανυσματικός χώρος V με νόρμα ‖·‖V . Λέμε ότι η
ακολουθία (xn) είναι ακολουθία Cauchy αν

∀ε > 0,∃N ∈ N∗ : ∀m,n ≥ N =⇒ ‖xm − xn‖ < ε.

Ορισμός 5. Λέμε ότι ένας διανυσματικός χώρος V με νόρμα είναι πλήρης αν
κάθε ακολουθία Cauchy συγκλίνει σε κάποιο διάνυσμα του χώρου V .

Ένας πήρης ώρος με νόρμα ονομάζεται ώρος Banach, ενώ ένας πήρης
ώρος με εστερικό ινόμενο ονομάζεται ώρος Hilbert. Μπορούμε να δεί-
ξουμε ότι ο Rn εφοδιασμένος με την Ευκείδεια νόρμα είναι ώρος Banach,
ενώ ο Rn με το εστερικό ινόμενο (Αʹ.1) είναι ένας ώρος Hilbert. Όμς
ο ώρος τν συνεών συναρτήσεν εφοδιασμένος με το εστερικό ινόμενο
(Αʹ.2) δεν είναι ώρος Hilbert ιατί το όριο ακοουίας συνεών συναρτήσεν
δεν είναι πάντα συνεής συνάρτηση. Είναι όμς πάντα μετρήσιμη συνάρτηση.

Με άση τα παραπάν α επεκτείνουμε το ώρο τν συνεών συναρτήσεν
ώστε να ίνει πήρης. Η διαδικασία αυτή ονομάζεται πήρση. Αποδεικνύεται
ότι μικρότερος δυνατός πήρης ώρος με το εστερικό ινόμενο (Αʹ.2) είναι
ο ώρος τν τετρανικά οοκηρώσιμν κατά Lebesgue συναρτήσεν που
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συμοίζεται με L2. Φορμαιστικά αν Ω ⊆ Rn ορίζουμε το ώρο L2(Ω) ο
οποίος είναι ο ώρος τν μετρήσιμν συναρτήσεν f του Ω τέτοιες ώστε∫

Ω

|f |2 dm <∞

Επειδή όμς ισύει ‖f‖ = 0 ⇐⇒ f = 0 σεδόν παντού, τα στοιεία του
ώρου αυτού δεν είναι συναρτήσεις αά οικοένειες συναρτήσεν (κάσεις
ισοδυναμίας) με τη σέση ισοδυναμίας να ορίζεται ς

f ∼ g ⇐⇒ f = g σεδόν παντού στο Ω.

Με την έννοια σεδόν παντού εννοούμε ότι ισύει παντού εκτός από ένα σύ-
νοο που έει μηδενικό μέτρο Lebesgue. Παραδείματα συνόν μηδενικού μέ-
τρου είναι τα μεμονμένα σημεία και αριμήσιμα σύνοα στο R, οι ευείες στο
R2, κ.ο.κ. Στα επόμενα α ερήσουμε ότι K = R. Επομένς α αναφερόμα-
στε στο ώρο L2(Ω) ο οποίος είναι ο ώρος τν τετρανικά οοκηρώσιμν
συναρτήσεν στο Ω εφοδιασμένος με το εστερικό ινόμενο

〈f, g〉 =
∫
Ω
fg dm (Αʹ.3)

Αʹ.2 Χώροι Sobolev
Μια πού σημαντική κατηορία ραμμικών ώρν με εφαρμοή στα προ-

ήματα συνοριακών τιμών είναι οι ώροι Sobolev. Πρόκειται ια ώρους συ-
ναρτήσεν στους οποίους ενικεύεται η έννοια της παραώου. Πριν προρή-
σουμε στη εμείσή τους όμς ρειάζονται μερικοί προκαταρκτικοί ορισμοί.

Έστ Ω ⊆ Rn. Ορίζουμε έναν πουδείκτη a = (a1, a2, . . . , an) ο οποίος
είναι μια διατεταμένη συοή n το πήος ακεραίν. Ορίζουμε επίσης σαν
μήκος του a την ποσότητα |a| =

∑n
i=1 ai. Αν μια συνάρτηση f είναι m φορές

παραίσιμη στο Ω τότε ια |a| ≤ m ορίζουμε την a-παράό της ς

∂af =
∂|a|f

∂xa11 ∂x
a2
2 . . . ∂xann

Συμοίζουμε με C∞
C (Ω) το σύνοο τν συναρτήσεν του Ω που έουν

συμπαή φορέα. Αν φ ∈ C∞
C (Ω) και f ∈ Cm(Ω) τότε ο κανόνας της οοκή-

ρσης κατά παράοντες ίνεται∫
Ω

f∂aφ dx = (−1)|a|
∫
Ω

∂afφ dx

η ραμμένους με άση το εστερικό ινόμενο του L2 (Αʹ.3)

〈f, ∂aφ〉 = (−1)|a|〈∂af, φ〉

Μιμούμενοι την ιδιότητα αυτή ια τις παραώους α ορίσουμε μια ενικευμένη
παράο νστή ς a-L2-παράος.
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Ορισμός 6. Η συνάρτηση g ∈ L2(Ω) είναι μια a-L2-παράγωγος της συνάρ-
τησης f ∈ L2(Ω) αν ισχύει

〈g, φ〉 = (−1)|a|〈f, ∂aφ〉

για κάθε φ ∈ C∞
C (Ω) και γράφουμε g = ∂af .

Μπορούμε πέον οιπόν να ορίσουμε παραώους ια ένα μεάο πήος
συναρτήσεν που δεν έουν κασσική παράο. Για παράδειμα η συνάρτηση
f(x) = |x| που δεν είναι παραίσιμη στο 0 έει L2-παράο, την

g(x) =

{
−1, x < 0

1, x ≥ 0

Ο ορισμός αυτός είναι μια καή ενίκευση με την έννοια ότι δεν είναι όες οι
συναρτήσεις του L2 παραίσιμες. Κασσικό παράδειμα οι συναρτήσεις με
άματα ασυνέειας όπς η συνάρτηση Heaviside.

Ορισμός 7. Ο χώρος Sobolev Hm(Ω) είναι ο χώρος των συναρτήσεων f ∈
L2(Ω) που έχουν L2-παραγώγους ∂af ∈ L2(Ω), για κάθε a = (a1, a2, . . . , an)
με |a| ≤ m. Ορίζουμε επίσης H0(Ω) = L2(Ω).

Στον Hm(Ω) ορίζεται το εστερικό ινόμενο

〈f, g〉m =
∑
|a|≤m

∫
Ω

∂af∂ag dx =
∑
|a|≤m

〈∂af, ∂ag〉

και η αντίστοιη νόρμα
‖f‖m = 〈f, f〉1/2m

Για παράδειμα στον H1(Ω) το εστερικό ινόμενο είναι

〈f, g〉1 =
∑
|a|≤m

〈∂af, ∂ag〉

= 〈f, g〉+ 〈∇f,∇g〉.

Οι ώροι Sobolev είναι πού ρήσιμοι στην επίυση τν μερικών διαφο-
ρικών εξισώσεν καώς με τη οήεια τους μπορούμε να εμειώσουμε την
ασενή οοκηρτική τους μορφή. Αν f ∈ H1(Ω) και Γ = ∂Ω το σύνορο του
Ω τότε αποδεικνύεται ότι μπορεί να οριστεί η συνάρτηση ίνος στο σύνορο,
f |Γ και το ώρο Sobolev

H1
0 (Ω) = {f ∈ H1(Ω) : f |Γ = 0}.

Ο ώρος αυτός είναι ρήσιμος στην επίυση προημάτν με ομοενείς συ-
νοριακές συνήκες Dirichlet. Επίσης αν f ∈ H2(Ω) αποδεικνύεται ότι μπορεί
να οριστεί η κάετη παράος της f στο Γ με

∂f

∂n = ∇f |Γ · n

όπου n το μοναδιαίο κάετο διάνυσμα στο Γ με φορά προς τα έξ.
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Αʹ.3 Εφαρμοές σε Προήματα Συνοριακών
Τιμών

Στην ενότητα αυτή α ίνει μια μικρή εισαή στο πς μπορεί να με-
τατραπεί μια μερική διαφορική εξίσση στην ασενή της μορφή με ρήση τν
εραείν που διατυπώσαμε στις προηούμενες ενότητες. Έστ το εειπτικό
πρόημα συνοριακών τιμών{

−∆u = f στο Ω = [0, 1]2

u = 0 στο Γ = ∂Ω

Ποαπασιάζουμε και τα 2 μέη της εξίσσης με μια συνάρτηση φ ∈ H1
0 (Ω)

και οοκηρώνουμε σε όο το μοναδιαίο τετράνο. Η προηούμενη εξίσση
τότε ίνεται ∫∫

Ω

−∆uφ dx =

∫∫
Ω

fφ dx

Χρησιμοποιώντας τον τύπο του Green η προηούμενη σέση ίνεται∫∫
Ω

∇u∇φ dx−
∮
Γ

φ∇u · n ds =
∫∫
Ω

fφ dx

και αφού η φ μηδενίζεται στο σύνορο η εξίσση ράφεται∫∫
Ω

∇u∇φ dx =

∫∫
Ω

fφ dx

ή σε συναρτησιακή μορφή με ρήση του εστερικού ινομένου

〈∇u,∇φ〉 = 〈f, φ〉, ∀φ ∈ H1
0 ([0, 1]

2)

Αυτή ακριώς είναι η ασενής μορφή του προήματος. Μια κασσική ύση
πάντα α είναι και ασενής. Το αντίστροφο όμς δεν ισύει πάντοτε. Αν τώρα
εναακτικά αντί ια ομοενείς συνήκες Dirichlet είαμε ομοενείς συνήκες
Neumann, ∇u · n = 0 στο Γ, τότε η συνάρτηση φ με την οποία α ποα-
πασιάζαμε α ήταν συνάρτηση του ώρου H1(Ω) αφού δεν απαιτούμε κατ’
ανάκη μηδενισμό τν τιμών της συνάρτησης στο σύνορο.
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